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1 Uvod

Aksiomu izbora uveo je Cermelo1 na samom poqetku XX veka u teoriju skupova koju
je izgradio sa Frenkelom2 (takozvana Cermelo-Frenkelova (ZF) teorija skupova). Pros-
tim reqima, ova aksioma ka�e da, kakvu god familiju (nepraznih) skupova imali, iz
svakog skupa te familije mo�emo izabrati po jedan element. Na prvi pogled, ovakav
iskaz deluje priliqno naivno. Upravo zbog toga on se potkradao nekim matematiqarima
skoro sve do kraja XIX veka; oni su olako i bez razmix	a�a pretpostav	ali da je on
taqan i uz pomo� �ega dobijali vrlo zahvalne i korisne rezultate. Tek kada se otkrila
te�ina i znaqaj ,,alata\ koji je po sredi, a imaju�i u vidu xta on matematici donosi,
nametnula se potreba da se on eksplicitno izdvoji i naglasi, te da se matematiqari
zapitaju da li je zaista trivijalno pretpostaviti ovakvu tvrd�u. U nekim sluqajevima,
tj. za neke familije skupova, tvrditi ovako nexto potpuno je opravdano. Pre nego xto
damo nekoliko primera, preciznije �emo opisati xta znaqi izabrati element iz nekog
skupa. To �e nam omogu�iti uvo�e�e tzv. funkcije izbora.

Definicija 1 Neka je X bilo koja neprazna familija nepraznih skupova. Funkcija
izbora za familiju X jeste svaka funkcija f : X →

⋃
X takva da za svako x ∈ X va�i

f(x) ∈ x.

Navedimo sada primere koje smo najavili.

Primer 1 Neka je X familija qiji su svi elementi singltoni, tj. skupovi oblika
{a}. Tada je za familiju X funkcija izbora jedinstveno odre�ena i oqigledna.

Primer 2 Neka je X familija nekih skupova oblika {a, b}, gde su a, b ∈ R. Tada je, na
primer, funkcija

f({a, b}) = min(a, b)

funkcija izbora za familiju X.

Primer 3 Pokaza�emo da svaka konaqna neprazna familija nepraznih skupova ima funk-
ciju izbora. Dokaz �emo izvesti matematiqkom indukcijom po broju elemenata te
familije. Najpre, neka je X jednoqlana familija, tj. X = {Y } za neko Y 6= ∅. Tada
je
⋃
X = Y , pa je svaka funkcija f : X → Y funkcija izbora za familiju X. Zaista,

za svako x ∈ X va�i f(x) ∈ x, jer x ∈ X ⇐⇒ x = Y . Pretpostavimo sada da za sve
n-toqlane familije nepraznih skupova postoji funkcija izbora, gde je n neki prirodan
broj ve�i od 1. Neka je X familija od (n + 1) nepraznih skupova, X = {Y1, Y2, . . . , Yn+1}.
Tada X mo�emo zapisati u obliku X = Z ∪ {Yn+1}, gde je Z = {Y1, Y2, . . . , Yn}. Jasno
je da je Z ∩ {Yn+1} = ∅, jer, u suprotnom, familija X ne bi bila n-toqlana. Kako je
|Z| = n, to postoji funkcija izbora za familiju Z. Oznaqimo je sa g. Tada g : Z →

⋃
Z,

a
⋃
Z = Y1 ∪ . . . ∪ Yn. Tako�e, g(Y1) ∈ Y1, . . . , g(Yn) ∈ Yn. Kako je Yn+1 6= ∅, izaberimo

proizvo	an element y ∈ Yn+1. Definiximo funkciju f : X →
⋃
X sa{

f(Y ) = g(Y ) za Y ∈ Z,
f(Yn+1) = y.

Funkcija f je dobro definisana, jer je Z ∩ {Yn+1} = ∅. Oqigledno je da je f funkcija
izbora za familiju X.

1Ernst Zermelo (1871−1953), nemaqki matematiqar.
2Adolf Abraham Halevi Fraenkel (1891−1965), nemaqki matematiqar.
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Primer 4 Neka je X = P(N)\{∅} skup svih nepraznih podskupova skupa prirodnih
brojeva. Tada, kako je skup N dobro ure�en3, postoji prirodna funkcija izbora f data sa

f(S) = min(S)

za svako S ⊆ N, S 6= ∅.

Vidimo, dakle, da se za neke familije skupova lako mo�e na�i funkcija izbora −
praktiqno se sama name�e. Me�utim, postoje sluqajevi gde postoja�e funkcije izbora
uopxte nije oqigledno. Xtavixe, na primer, niko do sada nije uspeo da efektivno na�e
funkciju izbora za familiju P(R)\{∅} svih nepraznih podskupova skupa R, a postoje i
vrlo ubed	ivi argumenti da se takva funkcija ni ne mo�e na�i.

Formalno, aksioma izbora glasi ovako:

Aksioma izbora. Za svaku nepraznu familiju nepraznih skupova postoji funkcija
izbora.

Cermelo je 1904. godine naqinio vrlo znaqajan korak uvode�i ovaj iskaz kao posebnu
aksiomu ZF teorije, a tek 1963. godine Koen4 je pokazao da je ova aksioma nezavisna od
ostatka ZF teorije.

Aksioma izbora je umnogome obogatila razne matematiqke discipline i zaslu�na je za
matematiku kakvu danas poznajemo i izuqavamo. Neke od �enih doprinosa prikaza�emo
u ovom radu. Me�utim, aksioma izbora ima i neke nepovo	ne osobine; pre svega, ona
predstav	a princip konstruisa�a skupova koji nije efektivan − ona garantuje da neki
skup (taqnije, funkcija izbora) postoji, ali ne opisuju�i ga kao kolekciju nekih objekata
koji imaju odre�eno svojstvo. Osim toga, aksioma izbora, iako zvuqala intuitivno vrlo
prihvat	ivo, ispostavilo se da dovodi do nekih rezultata koji su sve samo ne intuitivni
(�ih �emo u ovom radu tako�e prikazati). Upravo zbog ovakvih osobina aksioma izbora
je izazvala najve�e diskusije, rasprave i neslaga�a me�u matematiqarima jox od petog
Euklidovog postulata.

3Za pojam dobrog ure�e�a videti ode	ak 3.
4Paul Joseph Cohen (1934−2007), ameriqki matematiqar i dobitnik Fildsove meda	e.
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2 Razliqite formulacije aksiome izbora

Naqin na koji smo formulisali aksiomu izbora u prethodnom poglav	u samo je jedan
od mogu�ih i, reklo bi se, najjednostavniji. Na ovom mestu prikaza�emo i neke druge
naqine za �eno formulisa�e i dokaza�emo da su sve te formulacije me�usobno ekviva-
lentne.

Pre toga, navedimo definicije nekih pojmova koje �emo ovde koristiti.

Definicija 2 Neka je A skup i S ⊆ P(A). Ka�emo da je S particija na A ako
zadovo	ava slede�e uslove:

1. ∅ /∈ S,

2. Ako x, y ∈ S i x 6= y, onda x ∩ y = ∅,

3.
⋃
S = A.

Definicija 3 Neka je E relacija ekvivalencije na skupu A. Skup T ⊆ A zovemo
transverzala ekvivalencije E ako je za svako a ∈ A skup [a]E ∩ T jednoqlan (gde je
[a]E E-klasa elementa a).

Definicija 4 Neka je I neki indeksni skup i X bilo koja funkcija qiji je domen skup
I. Neka je Xi oznaka za X(i), za svako i ∈ I. Skup

〈Xi | i ∈ I〉 = (Xi)i∈I

zovemo indeksirana familija skupova.

Narednom teoremom uvodimo i ostale formulacije aksiome izbora.

Teorema 1 Slede�a tvr�e�a su ekvivalentna:

(1) (Aksioma izbora) Za svaku nepraznu familiju nepraznih skupova postoji funkcija
izbora.

(2) Svaka particija ima transverzalu.

(3) Ako je 〈Xi | i ∈ I〉 indeksirana familija nepraznih skupova, onda postoji funkcija
f : I →

⋃
X[I] takva da f(i) ∈ Xi za svako i ∈ I.

Dokaz.
(1) ⇒ (2):

Neka je S proizvo	na particija. Kako va�i aksioma izbora, postoji funkcija izbora
za S; oznaqimo je sa f . Tada je upravo ran(f) transverzala za S.
(2) ⇒ (3):

Neka je 〈Xi | i ∈ I〉 indeksirana familija nepraznih skupova. Neka je Ci = {i}×Xi, za
svako i ∈ I. Jasno je da je Ci 6= ∅ za svako i. Tako�e, ako je i 6= j, onda je oqigledno Ci∩Cj =
∅. Zak	uqujemo da je skup S = {Ci | i ∈ I} jedna particija. Kako pretpostav	amo (2), to
S ima transverzalu. Neka je f transverzala za S. Tada je f skup ure�enih parova, i za
svako i ∈ I postoji jedinstveno x tako da (i, x) ∈ f ∩ Ci. Me�utim, to upravo znaqi da je
f funkcija na I i f(i) ∈ Xi za svako i ∈ I.
(3) ⇒ (1):
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Neka je S proizvo	na neprazna familija nepraznih skupova. Za svaki skup C ∈ S
definiximo XC = C. Na taj naqin formirali smo indeksiranu familiju nepraznih
skupova 〈XC |C ∈ S〉. Zbog pretpostavke (3) postoji funkcija f takva da f(C) ∈ XC za
svako C ∈ S, tj. za svako C ∈ S va�i f(C) ∈ C. Dakle, f je funkcija izbora za familiju
S. �

Primetimo da uslov (3) iz prethodne teoreme zapravo znaqi da je direktan proizvod5

proizvo	no mnogo nepraznih skupova neprazan skup.

5Videti ode	ak 8.
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3 Cornova lema

U mnogim dokazima u kojima se pretpostav	a aksioma izbora, umesto same ove aksiome
koristi se neki od �enih ekvivalenata. �ih ima vixe, a u ovom ode	ku �e biti prikazan
onaj najznaqajniji, koji �e se qesto prime�ivati u da	im dokazima.

Req je o lemi koja je dobila ime po matematiqaru Maksu Cornu6, poznatoj kao Cornova
lema, premda se qesto mo�e na�i i pod nazivom Kuratovski-Cornova lema, jer prvi koji
ju je, 1922. godine, dokazao (naravno, uz pretpostavku aksiome izbora) bio je po	ski
matematiqar i logiqar Kuratovski7, dok je Corn ovo tvr�e�e ponovo otkrio i primenio
1935. godine.

Pre nego xto formulixemo Cornovu lemu, osvrnimo se na neke pojmove koje �emo
koristiti.

Definicija 5 Neka je S proizvo	an skup parcijalno ure�en relacijom poretka 4.

• Ka�emo da je skup L ⊆ S jedan lanac u S ako je L potpuno ure�en relacijom
poretka 4, tj. ako za svaka dva elementa a, b ∈ L va�i ili a 4 b ili b 4 a.

• Gor�e ograniqe�e (majoranta) nekog skupa A ⊆ S jeste bilo koji element
a ∈ S takav da je za svako x ∈ A ispu�eno x 4 a.

• Neka je B ⊆ S. Ka�emo da je element b ∈ B najve�i element skupa B u odnosu
na 4 (4-najma�i element skupa B) ako za svako x ∈ B va�i x 4 b.

• Neka je B ⊆ S. Ka�emo da je element b ∈ B maksimalan element skupa B ako
je b 4 x (b ∈ B) mogu�e samo za x = b.

Formuliximo sada Cornovu lemu.

Lema 1 Ako svaki lanac u parcijalno ure�enom skupu ima gor�e ograniqe�e, onda taj
skup ima maksimalan element.

Kao xto je reqeno, Cornova lema je ekvivalentna aksiomi izbora. U nastavku �emo
to i dokazati.

Pre svega, uvex�emo jedan novi ,,alat\ koji �emo u jednom smeru dokaza koristiti.
Najpre, za neki skup A ka�emo da je dobro ure�en relacijom 4 ako svaki neprazan

podskup od A ima najma�i element u odnosu na 4. Tada ka�emo i da je (A,4) dobro
ure�e�e.

Definicija 6 Neka je skup S parcijalno ure�en sa 4. Za lanac L skupa S ka�emo da
je dobar ako je L dobro ure�en sa 4.

Neka je L lanac u S i a ∈ L. Skup L[a] definisan sa

L[a] = {x ∈ L | x ≺ a}

zovemo poqetni komad od L odre�en elementom a.
Oznakom LS obele�ava�emo skup svih lanaca u S.
Neka je f : LS → S neka funkcija. Ka�emo da je lanac L dobar u odnosu na f ako

va�e slede�i uslovi:

• L je dobar lanac,

6Max August Zorn (1906−1993), ameriqki matematiqar nemaqkog porekla.
7Kazimierz Kuratowski (1896−1980).
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• za svako a ∈ L va�i f(L[a]) = a.

Sada �emo videti neke osobine pojmova koje smo uveli.

Lema 2 Neka je (S,4) ure�e�e, A,B lanci u S i f : LS → S. Ako su lanci A i B dobri
u odnosu na f i A 6= B, onda va�i taqno jedan od slede�a dva iskaza:

(1) Postoji a ∈ A tako da je B = A[a].

(2) Postoji b ∈ B tako da je A = B[b].

Dokaz. Pretpostavimo da va�i i (1) i (2). Tada je

B = A[a] ( A = B[b] ( B,

jer ako bi bilo A[a] = A, onda bi bilo A = B, xto po pretpostavci ne va�i. Dobili smo
B ( B, xto je nemogu�e. Dakle, va�i taqno jedno od (1) i (2).

Kako je A 6= B, pretpostavimo, na primer, da je A\B 6= ∅ (sluqaj B\A 6= ∅ radi se
analogno). A\B je pravi podskup od A, pa, kako je lanac A dobar, to A\B ima najma�i
element. Oznaqimo ga sa a. Ci	 nam je da doka�emo da je B = A[a].

Neka je x ∈ A[a]. To znaqi da x ∈ A i x ≺ a. �elimo da doka�emo da x ∈ B.
Pretpostavimo da x /∈ B. Tada x ∈ A\B i x ≺ a. Me�utim, to je nemogu�e, jer a je
najma�i u A\B. Zak	uqujemo da mora biti x ∈ B, qime smo dokazali da je A[a] ⊆ B.

Pretpostavimo, suprotno onome xto �elimo da doka�emo, da je A[a] ( B. Tada je
B\A[a] neprazan podskup od B, pa, kako je B dobar, B\A[a] ima najma�i element b.

Primetimo da je B[b] ⊆ A[a]. Zaista, neka je x ∈ B[b]. Tada x ∈ B i x ≺ b. Odatle
sledi da x ∈ A[a], jer u suprotnom bi va�ilo x ∈ B\A[a] i x ≺ b, xto se kosi sa
qi�enicom da je b najma�i u B\A[a]. Ako bi bilo B[b] = A[a], onda, kako je f funkcija,
va�ilo bi f(B[b]) = f(A[a]), pa, kako su ovi lanci dobri u odnosu na f (jer su A i B
dobri u odnosu na f), sledi b = a. Me�utim, ovo ne va�i, jer a ∈ A\B, dok b ∈ B. Dakle,
B[b] ( A[a].

A[a]\B[b] je neprazan podskup od A[a] (a samim tim i od A), pa, kako je A dobar, to
skup A[a]\B[b] ima najma�i element. Oznaqimo ga sa c. Kako c ∈ A[a] i A[a] ⊆ B, to
c ∈ B.

Neka je x ∈ A[c]. Tada x ∈ A i x ≺ c. c ∈ A[a], pa c ≺ a. Sada, iz tranzitivnosti
relacije ≺ sledi x ≺ a, pa kako x ∈ A, to x ∈ A[a]. Dobili smo x ∈ A[a] i x ≺ c. Kako je
c najma�i u A[a]\B[b], to x ∈ B[b]. Dokazali smo A[c] ⊆ B[b].

Iz c ∈ B i c /∈ B[b] sledi da c ⊀ b, pa, kako je B lanac, mora biti b 4 c.
Sada �emo dokazati da va�i i B[b] ⊆ A[c]. Neka je x ∈ B[b]. Tada x ∈ B i x ≺ b, pa,

kako je b 4 c, zbog tranzitivnosti va�i x ≺ c. Zatim, iz x ∈ B[b] i B[b] ⊆ A[a] sledi
x ∈ A[a], pa x ∈ A. Dobili smo x ≺ c i x ∈ A, odakle sledi x ∈ A[c].

Iz prethodnog sledi A[c] = B[b]. Odatle je f(A[c]) = f(B[b]), tj. c = b. Onda, kako
c ∈ A[a], to b ∈ A[a], xto je u kontradikciji sa qi�enicom da b ∈ B\A[a]. Zak	uqujemo
da nije A[a] ( B, pa, zbog A[a] ⊆ B, mora biti A[a] = B. �

Lema 3 Neka je (S,4) ure�e�e i f : LS → S. Ako je lanac A skupa S dobar u odnosu na
f i a ∈ A, onda za svako x ≺ a va�i taqno jedno od slede�a dva iskaza:

• x ∈ A,

• x ne pripada nijednom lancu koji je dobar u odnosu na f .
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Dokaz. Neka je a ∈ A i x ≺ a. Pretpostavimo da x /∈ A, ali da x ∈ B, gde je B neki
lanac u S koji je dobar u odnosu na f , a razliqit od A. Tada x ∈ B\A, pa je B\A 6= ∅.
Iz leme 2 sledi da tada postoji b ∈ B tako da je A = B[b]. Onda, kako a ∈ A, to a ∈ B[b],
pa a ∈ B i a ≺ b. Iz x ≺ a i a ≺ b sledi x ≺ b, pa, kako x ∈ B, to x ∈ B[b], tj. x ∈ A.
Kontradikcija. �

Lema 4 Neka je (S,4) ure�e�e i f : LS → S. Neka je D skup svih lanaca u S koji su
dobri u odnosu na f . Tada je

⋃
D lanac dobar u odnosu na f .

Dokaz. Najpre treba da doka�emo da je
⋃
D lanac. Neka su x, y ∈

⋃
D. To znaqi da

postoje A,B ∈ D tako da x ∈ A, y ∈ B. Ako je A = B, onda x, y ∈ A, pa, kako je A lanac,
to va�i x 4 y ili y 4 x. Pretpostavimo da A 6= B, i neka je, na primer, A\B 6= ∅
(analogno za sluqaj B\A 6= ∅). Lanci A i B su dobri u odnosu na f , pa iz leme 2 sledi
da postoji a ∈ A tako da je B = A[a]. Imamo x ∈ A i y ∈ A[a] ⊆ A, pa x, y ∈ A, pa va�i
x 4 y ili y 4 x. Dakle,

⋃
D jeste lanac.

Treba jox da doka�emo da je lanac
⋃
D dobar u odnosu na f . Radi jednostavnijeg

zapisa uvedimo oznaku D =
⋃
D, i doka�imo najpre da je D dobar lanac.

Neka je X ⊆ D neprazan podskup od D. Treba da doka�emo da X ima najma�i element.
Izaberimo a ∈ X proizvo	no. Ako je a bax najma�i element od X, onda je gotovo.
Pretpostavimo da a nije najma�i u X. Tada postoji x ∈ X tako da je x ≺ a. Iz
x ∈ X ⊆ D i x ≺ a sledi x ∈ D[a]. Imamo x ∈ X i x ∈ D[a], odakle zak	uqujemo da je
skup D[a] ∩X neprazan.

Iz a ∈ D =
⋃
D sledi da a ∈ A za neko A ∈ D. Dokaza�emo da je A[a] = D[a].

Ako x ∈ A[a], onda x ∈ A i x ≺ a, pa, zbog A ⊆ D (xto sledi iz A ∈ D), imamo x ∈ D
i x ≺ a, xto znaqi da x ∈ D[a].

Da bismo dokazali i obrnutu inkluziju, pretpostavimo da x ∈ D[a]. Tada x ∈ D =
⋃
D

i x ≺ a. To znaqi da je x ≺ a i x pripada nekom elementu skupa D, tj. nekom lancu koji
je dobar u odnosu na f . Kako a ∈ A, to prema lemi 3 sledi da x ∈ A. Iz x ≺ a i x ∈ A
sledi da x ∈ A[a].

Dokazali smo da je A[a] = D[a]. Odatle sledi A[a]∩X = D[a]∩X, pa iz D[a]∩X 6= ∅
sledi A[a] ∩ X 6= ∅. Dakle, A[a] ∩ X je neprazan podskup od A[a], pa, kako je A dobar
lanac, to A[a] ∩X ima najma�i element. Me�utim, X mora imati najma�i element bax
u A[a], jer za sve x ∈ X ∩A[a]C va�i x < a ∈ X, pa takvo x svakako ne mo�e biti najma�i
u X. Dakle, ovaj najma�i element skupa A[a] ∩X upravo je najma�i element skupa X.

Neka je a ∈ D proizvo	an element. Tada a ∈ A za neko A ∈ D. Na isti naqin kao u
prethodnom delu zak	uqujemo da je A[a] = D[a], pa, kako je f funkcija, f(A[a]) = f(D[a]),
a kako je A dobar u odnosu na f , to je f(A[a]) = a. Dobili smo a = f(D[a]), odakle sledi
da je D dobar u odnosu na f . �

Primetimo da nam prethodna lema garantuje postoja�e najve�eg (u smislu inkluzije)
lanca koji je dobar u odnosu na f : to je

⋃
D, jer svaki lanac koji je dobar u odnosu na f

pripada D, pa je sadr�an u
⋃
D.

Doka�imo sada da uz pretpostavku aksiome izbora va�i Cornova lema.

Pretpostavimo, suprotno tvr�e�u, da je (S,4) parcijalno ure�e�e u kome svaki lanac
ima gor�e ograniqe�e, ali S nema maksimalan element.

Neka je L proizvo	an lanac u S i neka je l′ �egovo gor�e ograniqe�e. Dakle, za svako
x ∈ L va�i x 4 l′. Element l′ nije maksimalan u S, pa postoji l ∈ S tako da je l′ ≺ l.
Sledi da za svako x ∈ L va�i x ≺ l. Dakle, l je strogo gor�e ograniqe�e za L. Ovime
smo dokazali da svaki lanac u S ima strogo gor�e ograniqe�e.
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Neka je L proizvo	an lanac u S, i neka je UL = {l ∈ S | l je strogo gor�e ograniqe�e
za L}. Iz prethodnog sledi UL 6= ∅. Posmatrajmo familiju

F = {UL | L ∈ LS}.

F je neprazna familija nepraznih skupova, pa za �u postoji funkcija izbora. Neka je
to f . Tada f : F →

⋃
F i za svako UL ∈ F va�i f(UL) ∈ UL. Definiximo funkciju

g : LS →
⋃
F sa

g(L) = f(UL).

Ova funkcija je dobro definisana, jer ako je L1 = L2, onda je oqigledno UL1 = UL2 , pa je
f(UL1) = f(UL2) (jer je f funkcija), tj. g(L1) = g(L2).

Va�i da g(L) ∈ UL, pa je g(L) strogo gor�e ograniqe�e za L.
Neka je D najve�i lanac koji je dobar u odnosu na funkciju g, i neka je g(D) = d.

Tada je d strogo gor�e ograniqe�e za D, tj. za svako x ∈ D va�i x ≺ d, pa d /∈ D (jer bi
u suprotnom va�ilo d ≺ d). Neka je D′ = D ∪ {d}. Jasno je da je D′ dobar lanac. Neka je
a ∈ D′ proizvo	an element. Ako je a ∈ D, onda je D′[a] = {x ∈ D′ | x ≺ a} = {x ∈ D | x ≺
a} = D[a], pa je g(D′[a]) = g(D[a]) = a (jer je D dobar u odnosu na g). Ako je, pak, a = d,
onda je D′[a] = D′[d] = {x ∈ D′ | x ≺ d} = D, pa je g(D′[a]) = g(D) = d = a. Dakle, D′ je
dobar u odnosu na g. Me�utim, D′ ) D, aD je najve�i dobar u odnosu na g. Kontradikcija.

Da bismo dokazali i drugi smer ekvivalencije, tj. da Cornova lema povlaqi aksiomu
izbora, potreban nam je pojam kompatibilne familije funkcija i qi�enica da je unija
kompatibilne familije funkcija tako�e funkcija.

Definicija 7 Ka�emo da su funkcije f i g kompatibilne ako za svako x ∈ dom(f)∩
dom(g) va�i

f(x) = g(x).

Lema 5 Funkcije f i g su kompatibilne ako i samo ako je f ∪ g funkcija.

Dokaz.
=⇒:

Pretpostavimo da su funkcije f i g kompatibilne. Treba da doka�emo da je f ∪ g
funkcija. Neka su (x, y1), (x, y2) ∈ f ∪ g. Tada dolaze u obzir slede�i sluqajevi:

1) (x, y1), (x, y2) ∈ f . Tada, poxto je f funkcija, mora biti y1 = y2.

2) (x, y1), (x, y2) ∈ g. Tada, poxto je g funkcija, mora biti y1 = y2.

3) (x, y1) ∈ f, (x, y2) ∈ g. Iz (x, y1) ∈ f sledi x ∈ dom(f) i y1 = f(x). Sliqno, iz
(x, y2) ∈ g sledi x ∈ dom(g) i y2 = g(x). Tada x ∈ dom(f) ∩ dom(g), pa, kako su f i
g kompatibilne, imamo

y1 = f(x) = g(x) = y2.

4) (x, y1) ∈ f, (x, y2) ∈ f . Ovaj sluqaj je analogan sluqaju 3).

⇐=:
Neka je f ∪ g funkcija i neka je x ∈ dom(f) ∩ dom(g). Treba da doka�emo da je

f(x) = g(x).
Iz x ∈ dom(f) sledi da postoji y1 tako da (x, y1) ∈ f . Sliqno, iz x ∈ dom(g) sledi

da postoji y2 tako da (x, y2) ∈ g. Tada (x, y1), (x, y2) ∈ f ∪ g, pa, kako je f ∪ g funkcija, to
je y1 = y2, odakle sledi f(x) = g(x). Kako je x birano proizvo	no iz dom(f) ∩ dom(g),
sledi da su f i g kompatibilne funkcije. �
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Definicija 8 Neka je F skup funkcija. Ka�emo da je F kompatibilna familija
funkcija ako su svake dve funkcije u F kompatibilne.

Teorema 2 Neka je F kompatibilna familija funkcija. Tada je
⋃
F funkcija i va�i

dom
(⋃

F
)

=
⋃
{dom(f) | f ∈ F}.

Dokaz. Doka�imo, najpre, da je
⋃
F funkcija. Izaberimo proizvo	ne elemente

(x, y1), (x, y2) ∈
⋃
F . Tada postoje funkcije f i g iz F takve da (x, y1) ∈ f, (x, y2) ∈ g.

Samim tim, (x, y1), (x, y2) ∈ f ∪ g. Kako je F kompatibilna familija funkcija, to su
funkcije f i g kompatibilne, pa je, prema lemi 2, f ∪ g funkcija. Zato mora da va�i
y1 = y2, xto dokazuje da je

⋃
F funkcija.

Drugi deo teoreme dokaza�emo nizom slede�ih ekvivalentnih qi�enica.

x ∈ dom
(⋃

F
)
⇐⇒ (x, y) ∈

⋃
F za neko y

⇐⇒ (x, y) ∈ f za neko f ∈ F
⇐⇒ x ∈ dom(f) za neko f ∈ F
⇐⇒ x ∈

⋃
{dom(f) | f ∈ F} �

Sada mo�emo dokazati i drugi smer pomenute ekvivalencije.

Pretpostavimo da va�i Cornova lema. Neka je S proizvo	na neprazna familija
nepraznih skupova, i neka je F familija svih funkcija f takvih da je dom(f) ⊆ S i za
svako X ∈ dom(f) va�i f(X) ∈ X. Skup F je ure�en relacijom inkluzije ⊆. Neka je F0

proizvo	an lanac u F , i neka je f0 =
⋃
F0. Primetimo da je F0 kompatibilna familija

funkcija − to sledi iz qi�enice da za svake dve funkcije f, g ∈ F0 va�i ili f ⊆ g
ili g ⊆ f . Prema teoremi 2, f0 je funkcija i dom(f0) =

⋃
{dom(f) | f ∈ F0}. Sledi da

je dom(f0) ⊆ S. Tako�e, ako je X ∈ dom(f0) proizvo	an element, onda postoji f ∈ F0

tako da X ∈ dom(f), pa je f0(X) = f(X) ∈ X. Zak	uqujemo da f0 ∈ F . Tako�e, f0 je
gor�e ograniqe�e za F0 u F , jer f0 =

⋃
F0, pa za svako f ∈ F0 va�i f ⊆ f0. Ovime smo

dokazali da svaki lanac u F ima gor�e ograniqe�e. Prema Cornovoj lemi, (F ,⊆) ima
maksimalan element f ′. Dokaz je zavrxen ukoliko poka�emo da je dom(f ′) = S.

Pretpostavimo da to ne va�i, tj. da je dom(f ′) ( S. Izaberimo neko X ∈ S\dom(f ′)
i neka je x ∈ X proizvo	an element. Tada funkcija f ′′ = f ′∪{(X, x)} pripada familiji
F , xto je nemogu�e, jer f ′′ ) f ′, a f ′ je maksimalan element familije F . Zak	uqujemo da
mora biti dom(f ′) = S. Onda za svako X ∈ S va�i f ′(X) ∈ X, odakle zak	uqujemo da je
f ′ funkcija izbora za S.

3.1 Hauzdorfov princip maksimalnosti

Navex�emo i jedan jednostavan ekvivalent Cornove leme, koji �e se koristiti u jednom
dokazu u da	em tekstu.

Lema 6 (Hauzdorfov princip maksimalnosti) Svaki neprazan parcijalno ure�en skup
ima bar jedan maksimalan lanac. Preciznije, ako je (S,4) proizvo	no neprazno parci-
jalno ure�e�e, onda skup LS ima maksimalan element.
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Pretpostavimo da va�i Cornova lema. Neka je (S,4) proizvo	no neprazno parcijalno
ure�e�e. Skup svih lanaca LS parcijalno je ure�en u odnosu na inkluziju. Neka je L
lanac u LS, tj. (L,⊆) je linearno ure�e�e. Oznaqimo L =

⋃
L. Neka su a, b ∈ L. Tada

postoje L1, L2 ∈ L tako da a ∈ L1, b ∈ L2. Kako je L lanac, to je L1 ⊆ L2 ili L2 ⊆ L1.
Pretpostavimo, na primer, L1 ⊆ L2 (analogno za L2 ⊆ L1). Tada a, b ∈ L2, pa, kako je L2

lanac u S, to a 4 b ili b 4 a.
Dakle, L je lanac u S. Kako je za svako L′ ∈ L ispu�eno L′ ⊆ L, to je L neki maksi-

malan lanac u S.

Doka�imo sada da iz Hauzdorfovog principa maksimalnosti sledi Cornova lema.
Neka je (S,4) parcijalno ure�e�e u kome je svaki lanac ograniqen odozgo. Neka je

L neki maksimalan (u odnosu na inkluziju) lanac u S, i l ∈ S gor�e ograniqe�e za L.
Tvrdimo da je l maksimalan element skupa S.

Pretpostavimo da to ne va�i. Tada postoji x ∈ S tako da je l ≺ x. Kako je x uporediv
sa svim elementima iz L (zbog tranzitivnosti relacije 4), to je L ∪ {x} lanac u S.
Me�utim, L∪ {x} ) L, a L je maksimalan lanac u S. Kontradikcija. Dakle, l mora biti
maksimalan element od S.
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Argumenti u korist aksiome izbora

U ovom poglav	u pokaza�emo neke od doprinosa aksiome izbora u razliqitim granama
matematike.

4 Aksioma izbora u realnoj analizi

U realnoj analizi aksioma izbora ima brojne primene. U ovom ode	ku prikaza�emo
neke od �ih.

4.1 Taqka nagomilava�a skupa

Pojam taqke nagomilava�a nekog skupa mo�e da se uvede na dva naqina.

Definicija 9 Ka�emo da je a ∈ R taqka nagomilava�a skupa A ⊆ R ako postoji niz
(xn)n∈N elemenata iz A takav da je lim

n→∞
xn = a.

Definicija 10 Ka�emo da je a ∈ R taqka nagomilava�a skupa A ⊆ R ako za svako
ε > 0 postoji x ∈ A tako da je |x− a| < ε.

Mo�e se re�i da je intuitivno jasno da su ove dve definicije me�usobno ekvivalentne.
Me�utim, to ne bi moglo da se doka�e bez aksiome izbora.

Pretpostavimo definiciju 9, i izaberimo ε > 0 proizvo	no. Treba da na�emo element
x skupa A za koji va�i |x − a| < ε. Definicija 9 garantuje nam da postoji niz xn
elemenata iz A koji te�i ka a. Dakle, postoji prirodan broj n0 takav da za sve n > n0

va�i |xn − a| < ε. Specijalno, |xn0 − a| < ε i xn0 ∈ A, pa mo�emo uzeti x = xn0 .
Obrnuto, pretpostavimo definiciju 10. Tada za svako n ∈ N postoji x ∈ A tako da

je |x − a| < 1
n
, to jest skup Xn = {x ∈ A | |x − a| < 1

n
} jeste neprazan, pa je familija

X = {Xn | n ∈ N} neprazna familija nepraznih skupova. Za �u postoji funkcija izbora,
tj. iz svakog skupa Xn mo�emo izabrati neki element xn. Dakle, postoji niz (xn)n∈N u
A takav da za svako n ∈ N va�i |xn − a| < 1

n
. Kako je 1

n
nula niz, to xn → a (n→∞).

4.2 Vajerxtrasova i Koxijeva definicija graniqne vrednosti

funkcije

Definicija 11 Neka je f : A→ R funkcija realne promen	ive i a ∈ R taqka nagomila-
va�a skupa A (tj. u svakoj okolini taqke a postoji beskonaqno mnogo elemenata skupa
A). Ka�emo da je b ∈ R graniqna vrednost (limes) funkcije f u taqki a ako za
svaku okolinu V (b) taqke b postoji okolina U(a) taqke a tako da je f [Ů(a)] ⊆ V (b) (gde
je Ů(a) oznaka za tzv. probuxenu okolinu taqke a, tj. za skup U(a)\{a}). Tada pixemo

lim
x→a

f(x) = b.

12



Ova definicija pripisuje se Vajerxtrasu8, i zove se jox definicija ,,na jeziku
okolina\. Slede�e tvr�e�e dokazuje ekvivalenciju ove definicije sa definicijom limesa
funkcije koju je koristio Koxi9, takozvanom definicijom ,,na jeziku nizova\.

Teorema 3 Graniqna vrednost funkcije realne promen	ive f : A → R u taqki a ∈ R
jednaka je b ∈ R ako i samo ako za svaki niz (xn) ⊆ A\{a} takav da je lim

n→∞
xn = a va�i

lim
n→∞

f(xn) = b.

Dokaz.
=⇒:
Pretpostavimo da je lim

x→a
f(x) = b. Neka je (xn) proizvo	an niz za koji va�i slede�e:

(1) xn ∈ A\{a} za svako n ∈ N,

(2) lim
n→∞

xn = a.

Treba da doka�emo da je graniqna vrednost niza (f(xn)) jednaka b. Neka je V (b) proizvo	na
okolina taqke b. Tada, zbog pretpostavke, postoji okolina U(a) taqke a takva da je
f [Ů(a)] ⊆ V (b). Uoqimo n0 ∈ N takvo da za sve n > n0 va�i xn ∈ Ů(a) (uslov (2) nam
garantuje da takvo n0 postoji, a uslov (1) nam garantuje da je xn 6= a za svako n ∈ N).
Tada je f(xn) ∈ V (b) za svako n > n0, xto znaqi da je lim

n→∞
f(xn) = b.

⇐=:
Pretpostavimo suprotno, tj. da nije lim

x→a
f(x) = b, a da va�i drugi deo u iskazu teo-

reme. Tada postoji okolina V (b) taqke b takva da za svaku okolinu U(a) taqke a va�i
f [Ů(a)] * V (b). Pretpostavimo da je a ∈ R (za a ∈ {−∞,+∞} dokaz je sliqan).

Uoqimo niz
(
U 1

n
(a)
)
n∈N

1
n
-okolina taqke a. Kako f [Ů 1

n
(a)] * V (b) za sve n ∈ N, to je

{f [Ů 1
n
(a)]\V (b) | n ∈ N} neprazna familija nepraznih skupova, pa za �u postoji funkcija

izbora, tj. postoji niz elemenata yn ∈ f [Ů 1
n
(a)]\V (b), n ∈ N. Otuda za svako n ∈ N postoje

originali xn ∈ Ů 1
n
(a) takvi da f(xn) /∈ V (b). Tada je lim

n→∞
xn = a, i oqigledno je za sve

n ∈ N ispu�eno xn ∈ A\{a}. Me�utim, ne va�i lim
n→∞

f(xn) = b. Kontradikcija. �

Primetimo da smer ,,sleva nadesno\ u dokazu prethodne teoreme va�i nezavisno od
aksiome izbora, ali sa suprotnim smerom to nije sluqaj.

Prethodna teorema dokazuje jedno vrlo sliqno tvr�e�e, koje se tiqe neprekidnosti
funkcije u taqki. Podsetimo se da za funkciju f : A → R ka�emo da je neprekidna u
taqki a ∈ A ako za svaku okolinu V taqke f(a) postoji okolina U taqke a tako da je
f [U ] ⊆ V .

Teorema 4 Neka je f : A→ R funkcija realne promen	ive i a ∈ A taqka nagomilava�a
skupa A. Funkcija f je neprekidna u taqki a ako i samo ako za svaki niz (xn) ⊆ A za
koji je lim

n→∞
xn = a va�i lim

n→∞
f(xn) = f(a).

Dokaz. Tvr�e�e sledi neposredno iz teoreme 3 i qi�enice da je funkcija f neprekidna
u taqki a ako i samo ako je lim

x→a
f(x) = f(a). �

8Karl Weierstrass (1815−1897), nemaqki matematiqar, za koga se ka�e i da je ,,otac moderne analize\.
9Augustin Louis Cauchy (1789−1857), francuski matematiqar.
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5 Postoja�e baze vektorskog prostora

Qi�enica da svaki vektorski prostor konaqne dimenzije10 ima bazu va�i u ZF teoriji
bez aksiome izbora. Me�utim, kada je req o proizvo	nom vektorskom prostoru, postoja�e
�egove baze ne bi moglo da se doka�e bez ove aksiome.

Da bismo dokazali da, uz pretpostav	a�e aksiome izbora, svaki vektorski prostor
ima bazu, potrebna su nam neka pomo�na tvr�e�a.

Lema 7 (lema o produ�e�u linearno nezavisnih sistema) Ako je V vektorski prostor
nad po	em K i E = [e1, . . . , en] bilo koji linearno nezavisan sistem vektora iz V , onda
je to i sistem F = [e1, . . . , en, v] ako i samo ako vektor v nije linearna kombinacija
vektora iz E.

Dokaz.
=⇒:

Neka je F = [e1, . . . , en, v] linearno nezavisan sistem vektora iz V . Pretpostavimo
suprotno, tj. da v jeste linearna kombinacija vektora iz E. To znaqi da postoje skalari
α1, . . . , αn ∈ K tako da va�i

v = α1e1 + . . .+ αnen.

Tada je
α1e1 + . . .+ αnen + (−1)v = 0.

Kako su vektori e1, . . . , en i v linearno nezavisni, izme�u ostalog mora biti koeficijent
uz v jednak nuli, xto nije sluqaj. Dakle, v ne mo�e biti linearna kombinacija vektora
iz E.
⇐=:

Pretpostavimo da vektor v nije linearna kombinacija vektora iz E. Samim tim, ako
za neke skalare α1, . . . , αn i α va�i

α1e1 + . . .+ αnen + αv = 0,

mora biti α = 0, a time i α1e1 + . . .+αnen = 0. Kako je sistem E linearno nezavisan, to
je α1 = . . . = αn = 0. Dakle, sistem F = [e1, . . . , en, v] je linearno nezavisan. �

Lema 8 Ako su A i B bilo koji skupovi ili sistemi vektora iz datog vektorskog
prostora V , i ako sa Ω(A) i Ω(B) oznaqimo �ihove linearne omotaqe, onda iz A ⊆ B ⊆
Ω(A) sledi

Ω(A) = Ω(B).

Dokaz. Najpre, kako je Ω(A) potprostor od V , to je Ω(Ω(A)) = Ω(A). Zatim, iz A ⊆ B
jasno je da va�i Ω(A) ⊆ Ω(B). Zato, iz A ⊆ B ⊆ Ω(A) sledi Ω(A) ⊆ Ω(B) ⊆ Ω(A), pa
mora biti Ω(A) = Ω(B). �

Teorema 5 Neka je V vektorski prostor nad po	em K. Tada je E jedna baza prostora
V ako i samo ako je E neka maksimalna linearno nezavisna familija vektora iz V .

Dokaz.
=⇒:

Neka je E baza prostora V , i neka je F ⊆ V proizvo	na prava nadfamilija baze E,
tj. F ) E. Kako je E generatrisa, svaki od vektora iz F\E jeste linearna kombinacija

10Za vektorski prostor ka�emo da je konaqne dimenzije ako ima bar jednu konaqnu generatrisu.
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preostalih vektora iz F . Prema lemi 7, to upravo znaqi da familija F mora biti
linearno zavisna. Dakle, baza E nema pravih linearno nezavisnih nadfamilija, tj. E
je maksimalna linearno nezavisna familija vektora iz V .
⇐=:

Neka je E maksimalna linearno nezavisna familija vektora iz V . Pretpostavimo
da E nije generatrisa prostora V . Tada postoji vektor u u prostoru V koji nije line-
arna kombinacija vektora iz E, pa, prema lemi 7, familija F = E ∪ {u} jeste linearno
nezavisna. Me�utim, F ) E, a E je maksimalna linearno nezavisna familija. Kon-
tradikcija. Dakle, E je generatrisa prostora V . �

Sada mo�emo dokazati najav	ivano tvr�e�e.

Teorema 6 Svaki vektorski prostor ima bazu.

Dokaz. Neka je V neki vektorski prostor nad po	em K. Posmatrajmo skup E svih
linearno nezavisnih familija vektora prostora V . Skup E je (parcijalno) ure�en
relacijom inkluzije ⊆. Neka je E0 proizvo	an lanac u E . Tvrdimo da je

⋃
E0 gor�e

ograniqe�e za E0 u E . Dokaza�emo, najpre, da je
⋃
E0 linearno nezavisna familija vek-

tora iz V . Prisetimo se da za proizvo	nu familiju ka�emo da je linearno nezavisna
ako je to i svaka �ena konaqna podfamilija. Neka je G = [g1, . . . , gn] proizvo	na pod-
familija familije

⋃
E0, i pretpostavimo da za neke skalare α1, . . . , αn ∈ K va�i

α1g1 + . . .+ αngn = 0. (1)

Kako g1, . . . , gn ∈
⋃
E0, to postoje familije G1, . . . , Gn ∈ E0 takve da g1 ∈ G1, . . . , gn ∈ Gn.

E0 je lanac, pa je jedna od ovih familija nadskup svih ostalih. Na primer, neka je to
Gn, tj. G1, . . . , Gn−1 ⊆ Gn. Odatle je g1, . . . , gn ∈ Gn. Familija Gn je linearno nezavisna,
pa iz relacije (1) sledi α1 = . . . = αn = 0. Dakle,

⋃
E0 je linearno nezavisna familija

vektora iz V , pa
⋃
E0 ∈ E . Tako�e, za svako F ∈ E0 oqigledno va�i F ⊆

⋃
E0, pa je

⋃
E0

zaista gor�e ograniqe�e za E0 u E .
Dakle, svaki lanac u E ima gor�e ograniqe�e. Prema lemi 1, E ima maksimalan

element Ẽ. Dakle, Ẽ je maksimalna linearno nezavisna familija vektora iz V . Prema
teoremi 5, Ẽ je jedna baza prostora V . �
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6 Aksioma izbora u funkcionalnoj analizi

Jedan od kamena teme	aca funkcionalne analize predstav	a quvena Han-Banahova
teorema o produ�e�u linearne funkcionele. Ovu teoremu prvi put je dokazao austrijski
matematiqar Edvard Heli11 1912. godine, dok su je matematiqari po kojima teorema i
nosi ime12 desetak godina kasnije ponovo ,,otkrili\. Ova teorema, me�utim, bez aksiome
izbora ne bi va�ila.

Pre nego xto formulixemo Han-Banahovu teoremu i doka�emo je, napravi�emo osvrt
na neke pojmove koji �e nam trebati.

Definicija 12 Neka je X vektorski prostor nad po	em K (gde K ∈ {R,C}). Ukoliko
postoji funkcija x 7→ ||x||, x ∈ X, takva da za svako x, y ∈ X i α ∈ K va�i

(1) ||x|| > 0 i ||x|| = 0⇔ x = 0,

(2) ||αx|| = |α| ||x||,

(3) ||x+ y|| 6 ||x||+ ||y||,

onda za prostor X ka�emo da je jedan normiran vektorski prostor, dok uoqenu
funkciju || · || zovemo normom proizvo	nog vektora x ∈ X.

Ako je Z ⊆ X proizvo	an potprostor normiranog vektorskog prostora X, jasno je da
je i on sam jedan normiran vektorski prostor, sa normom nasle�enom sa prostora X.

Definicija 13 Neka su X, Y normirani vektorski prostori nad istim po	em K.
Bilo koje preslikava�e A : X → Y zovemo operatorom. Pritom, operator A : X → Y
koji ima osobinu da za bilo koje vektore x, y ∈ X i skalare α, β ∈ K va�i

A(αx+ βy) = αA(x) + βA(y)

zovemo linearni operator. Skup svih linearnih operatora prostora X u prostor Y
oznaqavamo sa L(X, Y ).

Kako je A(0) = A(0 + 0) = A(0) + A(0), to je A(0) = 0 (taqnije, A(0X) = 0Y ).

Definicija 14 Ka�emo da je linearni operator A ∈ L(X, Y ) ograniqen ukoliko
postoji bar jedan broj M > 0 takav da za svako x ∈ X va�i

||A(x)|| 6M ||x||. (2)

Ukoliko nijedan takav broj M ne postoji, ka�emo da je operator A neograniqen.

Definicija 15 Neka je A ∈ L(X, Y ) ograniqen linearni operator iM skup svih bro-
jevaM ∈ [0,+∞) takvih da za svako x ∈ X va�i (2). Normu operatora A definixemo
sa

||A|| := infM.

(Primetimo da je M neprazan skup i da je ograniqen odozdo − na primer, brojem 0.
Prema teoremi o infimumu, infM postoji.)

Ukoliko je operator A neograniqen, definixemo �egovu normu sa

||A|| := +∞.
11Eduard Helly (1884−1943).
12Hans Hahn (1879−1934), austrijski matematiqar; Stefan Banach (1892−1945), po	ski matematiqar.
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Stav 1 Za svaki ograniqen linearan operator A ∈ L(X, Y ), gde je X netrivijalan
normiran vektorski prostor, va�i jednakost

||A|| = sup
{
||A(x)|| | ||x|| = 1

}
= sup

{
||A(x)||
||x||

| x 6= 0

}
.

Dokaz. Kako je A(0) = 0, to je za x = 0 ispu�ena nejednakost (2). Kako je X 6= {0},
to (2) va�i za sve x ∈ X ako i samo ako va�i za sve x ∈ X\{0}. Zato je nejednakost (2)
ekvivalentna sa

||A(x)||
||x||

6M, x ∈ X\{0},

odakle je, oqigledno,

||A|| = sup

{
||A(x)||
||x||

| x 6= 0

}
.

Da	e, za proizvo	an vektor x ∈ X\{0} va�i

||A(x)||
||x||

=

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1

||x||
A(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣A( x

||x||

)∣∣∣∣∣∣∣∣.
Kada vektor x opisuje skup X\{0}, tada vektor x

||x||
opisuje jediniqnu sferu

S = {e ∈ X | ||e|| = 1}

prostora X. Zato oqigledno va�i

||A|| = sup
{
||A(e)|| | ||e|| = 1

}
= sup

{
||A(x)|| | ||x|| = 1

}
. �

Definicija 16 Neka je X normiran vektorski prostor nad po	em K. Proizvo	no
linearno preslikava�e f : X → K zovemo linearna funkcionela.

Skup svih linearnih funkcionela na prostoru X oznaqavamo sa X∗. Dakle,

X∗ = L(X,K).

Skup svih ograniqenih linearnih funkcionela na prostoru X oznaqavamo sa X ′ i
zovemo dualnim prostorom prostora X.

Norma funkcionele f ∈ X ′ definisana je sa

||f || := sup
{
|f(x)| | x ∈ X, ||x|| = 1

}
.

(Definicija je korektna, zbog prethodnog stava.)

Han-Banahova teorema, slobodnim reqima, tvrdi da se ograniqena linearna funkcio-
nela sa vektorskog potporostora mo�e produ�iti na ceo prostor bez uve�a�a norme. Pre
nego xto je formalno iska�emo, doka�imo jedno pomo�no tvr�e�e, inaqe poznato i kao
mala Han-Banahova teorema.

Lema 9 Neka je E proizvo	an pravi potprostor normiranog vektorskog prostora X
nad po	em R, i g ograniqena linearna funkcionela na potprostoru E. Tada postoji
bar jedan potprostor F prostora X takav da E ( F i ograniqena linearna funkcionela
f na prostoru F koja produ�ava funkcionelu g (tj. f �E= g) i takva da je ||f ||F = ||g||E.
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Dokaz. Neka je x0 ∈ X\E proizvo	an fiksiran vektor. Jasno je da je tada x0 6= 0.
Definiximo potprostor F sa

F = {e+ λx0 | e ∈ E, λ ∈ R}.

Oznaqimo M = ||g||E. Tada za proizvo	ne vektore e1, e2 ∈ E va�i

|g(e1)− g(e2)| = |g(e1 − e2)|
6M ||e1 − e2||
= M ||e1 + x0 − (e2 + x0)||
6M ||e1 + x0||+M ||e2 + x0||.

Odatle sledi
g(e1)− g(e2) 6M ||e1 + x0||+M ||e2 + x0||,

to jest
−M ||e2 + x0|| − g(e2) 6M ||e1 + x0|| − g(e1).

Tada, ako uvedemo oznake

k = sup
{
−M ||e+ x0|| − g(e) | e ∈ E

}
,

l = inf
{
M ||e+ x0|| − g(e) | e ∈ E

}
,

zak	uqujemo da su brojevi k i l konaqni i da va�i k 6 l. Izaberimo i fiksirajmo
proizvo	an broj r za koji je k 6 r 6 l. Tada za proizvo	an vektor e ∈ E va�i

−M ||e+ x0|| − g(e) 6 r 6M ||e+ x0|| − g(e). (3)

Neka je x ∈ F proizvo	no. Tada je x = e + λx0 za neko e ∈ E i λ ∈ R. Definiximo
funkcionelu f na F sa

f(x) = g(e) + λr.

Lako se vidi da je f linearno preslikava�e. Naime, neka su x1 = e1 + λ1x0 i x2 =
e2 + λ2x0 proizvo	ni vektori prostora F . Tada je, za proizvo	ne α1, α2 ∈ R, ispu�eno

f(α1x1 + α2x2) = f
(
α1(e1 + λ1x0) + α2(e2 + λ2x0)

)
= f

(
(α1e1 + α2e2) + (α1λ1 + α2λ2)x0

)
= g(α1e1 + α2e2) + (α1λ1 + α2λ2)r

= α1g(e1) + α2g(e2) + α1(λ1r) + α2(λ2r)

= α1(g(e1) + λ1r) + α2(g(e2) + λ2r)

= α1f(x1) + α2f(x2),

jer je g linearno, α1e1 + α2e2 ∈ E i α1λ1 + α2λ2 ∈ R.
Zatim, f se poklapa sa g na E, jer ako je x = e ∈ E, onda je λ = 0, pa je f(e) = g(e)+0·r,

tj. f(e) = g(e).
Dakle, f je linearna funkcionela koja produ�ava funkcionelu g na F . Ostaje jox

da se doka�e da je f ograniqena na F i da je ||f ||F = ||g||E = M . Da bismo to dokazali,
dovo	no je da doka�emo da je

|f(x)| 6M ||x||

za sve vektore x ∈ F\E, tj. za sve vektore oblika x = e+ λx0, gde je λ 6= 0.
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U nejednakosti (3) zamenimo vektor e sa
1

λ
e. Tada, koriste�i da je

|λ|
λ

= sgnλ, dobijamo

−M
∣∣∣∣∣∣1
λ
e+ x0

∣∣∣∣∣∣− g(1

λ
e
)
6 r 6M

∣∣∣∣∣∣1
λ
e+ x0

∣∣∣∣∣∣− g(1

λ
e
)
,

to jest

−M
|λ|
||e+ λx0|| −

1

λ
g(e) 6 r 6

M

|λ|
||e+ λx0|| −

1

λ
g(e). (4)

Pomno�imo sada (4) sa |λ|. Dobijamo

−M ||e+ λx0|| − sgnλ · g(e) 6 |λ|r 6M ||e+ λx0|| − sgnλ · g(e),

pa je
−M ||e+ λx0|| 6 sgnλ · g(e) + |λ|r ∧ M ||e+ λx0|| > sgnλ · g(e) + |λ|r,

to jest
−M ||e+ λx0|| 6 sgnλ

(
g(e) + λr

)
6M ||e+ λx0||.

Me�utim, kako je x = e+ λx0, posled�i red ekvivalentan je sa

−M ||x|| 6 sgnλ · f(x) 6M ||x||,

xto je ekvivalentno sa
|sgnλ · f(x)| 6M ||x||,

to jest
|f(x)| 6M ||x||,

qime smo dokazali ono xto smo �eleli. �

Sada mo�emo formulisati i dokazati samu Han-Banahovu teoremu.

Teorema 7 Neka je E proizvo	an pravi potprostor normiranog vektorskog prostora X
nad po	em R, i g ograniqena linearna funkcionela na potprostoru E. Tada postoji bar
jedna ograniqena linearna funkcionela f na prostoru X koja produ�ava funkcionelu g
(tj. f �E= g) i takva da je ||f ||X = ||g||E.

Napomena. Primetimo da smo u prethodnoj lemi dokazali da se linearna funkcionela
mo�e produ�iti sa proizvo	nog potprostora na (pot)prostor koji je za jednu dimenziju
ve�i. Onda bismo mogli na isti naqin da nastavimo i da produ�avamo funkcionelu
na prostor koji je za jox jednu dimenziju ve�i, pa za jox jednu, i tako da	e. Me�utim,
ne znamo za koliko dimenzija je ceo prostor X ,,uda	en\ od tog svog poqetno uoqenog
potprostora. Zato je za dokaz Han-Banahove teoreme potrebna nexto ,,mo�nija\ tehnika.

Dokaz. Neka je E proizvo	an pravi potprostor od X i g na �emu definisana
funkcionela koja zadovo	ava uslove teoreme.

Ako je E = {0}, onda je, trivijalno, g = 0, pa je funkcionela f = 0 tra�eno pro-
du�e�e sa E na ceo prostor X.

Pretpostavimo sada da je E netrivijalan pravi potprostor odX. Oznaqimo saN skup
svih mogu�ih produ�e�a f funkcionele g na neki proizvo	an potprostor F prostora
X, F ⊇ E, za koja va�i ||f ||F = ||g||E. Tada je, dakle, f(x) = g(x) za svako x ∈ E.

Skup N je neprazan, jer, trivijalno, g ∈ N . Definiximo relaciju 4 na N sa

f1 4 f2 ⇐⇒ F1 ⊆ F2 ∧ (∀x ∈ F1) f1(x) = f2(x).
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Drugim reqima, f1 4 f2 ako i samo ako je f2 produ�e�e funkcionele f1. Lako se vidi
da je na ovaj naqin definisana jedna relacija poretka na N . Dakle, (N ,4) je jedno
neprazno parcijalno ure�e�e. Na ovom mestu upotrebi�emo lemu 13 (Hauzdorfov prin-
cip maksimalnosti). Ona nam garantuje da postoji bar jedan maksimalan lanac C ⊆ N .

Uoqimo, da	e, skup

F̂ =
⋃{

F | f ∈ C
}
.

(Pritom je F potprostor na kome je funkcionela f definisana.) Dokaza�emo da je F̂
vektorski potprostor od X.

Neka su x, y ∈ F̂ . Tada postoje potprostori F1, F2 prostora X takvi da x ∈ F1, y ∈ F2,
pri qemu funkcionele f1, f2 na �ima definisane pripadaju lancu C. Zbog toga va�i
f1 4 f2 ili f2 4 f1. Pretpostavimo, na primer, da je f1 4 f2 (za drugi sluqaj radi
se analogno). Tada je F1 ⊆ F2, pa x, y ∈ F2. Kako je F2 vektorski potprostor, to za
proizvo	ne skalare α, β ∈ R va�i

αx+ βy ∈ F2.

Me�utim, F2 ⊆ F̂ , pa αx+ βy ∈ F̂ . Dakle, F̂ je potprostor od X.
Definiximo preslikava�e f̂ : F̂ → R sa

f̂(x) = f(x)

za f ∈ C i x ∈ F = dom(f). Proverimo da li je f̂ korektno definisano. Pretpostavimo
da va�i

f̂(x1) 6= f̂(x2) (5)

za neke x1, x2 ∈ F̂ . Tada postoje potprostori F1, F2 takvi da x1 ∈ F1, x2 ∈ F2, pri qemu
f1, f2 ∈ C. Neka va�i, na primer, f1 4 f2. Tada je F1 ⊆ F2, odakle sledi da x1, x2 ∈ F2.
Onda, po definiciji f̂ , va�i f̂(x1) = f2(x1) i f̂(x2) = f2(x2), xto sa relacijom (5) daje
f2(x1) 6= f2(x2), pa, zbog dobre definisanosti preslikava�a f2, va�i

x1 6= x2.

Dakle, preslikava�e f̂ je korektno definisano.
Dokaza�emo da je f̂ linearna funkcionela na potprostoru F̂ . Naime, ako su x, y ∈ F̂ ,

onda postoje potprostori F1, F2 takvi da x ∈ F1, y ∈ F2, pri qemu f1, f2 ∈ C. Pret-
postavimo, na primer, da je f1 4 f2. Tada je F1 ⊆ F2, pa x, y ∈ F2, pa, kako je F2 vektorski
potprostor, va�i αx+ βy ∈ F2 za bilo koje α, β ∈ R. Tada je

f̂(αx+ βy) = f2(αx+ βy)

= αf2(x) + βf2(y)

= αf̂(x) + βf̂(y),

jer je f2 linearno. Dakle, f̂ je zaista linearna funkcionela na F̂ .
Nije texko videti da f̂ produ�ava funkcionelu g. Naime, pretpostavimo da funkcio-

nela g ne pripada lancu C. Tada, kako g ∈ N , to je C ∪ {g} lanac u N i C ∪ {g} ) C.
Me�utim, ovo je u kontradikciji sa qi�enicom da je C maksimalan lanac u N . Dakle,
mora biti g ∈ C. To znaqi da je E ⊆ F̂ , pa je f̂(x) = g(x) za sve x ∈ E.
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Da	e, doka�imo da je ||f̂ ||F̂ = ||g||E. Po definiciji funkcije f̂ oqigledno va�i

||f̂ ||F̂ = sup
{
|f(x)| | f ∈ C, x ∈ F, ||x|| = 1

}
= sup

f∈C

(
sup

{
|f(x)| | x ∈ F, ||x|| = 1

})
= sup

f∈C

(
||f ||F

)
= sup

f∈C

(
||g||E

)
= ||g||E.

Najzad, dokazali smo da f̂ ∈ N . Ukoliko bi bilo F̂ = X, onda bi upravo funkcionela
f̂ bila jedno tra�eno produ�e�e za g na ceo prostor X.

Pretpostavimo da to ne va�i, tj. da je F̂ pravi potprostor od X. Prema lemi 9,
postoji potprostor F0 prostora X takav da je F̂ ( F0 ⊆ X, i postoji neka ograniqena
linearna funkcionela f0 definisana na potprostoru F0 takva da va�i ||f0||F0 = ||f̂ ||F̂ =

||g||E i f0 � f . Zak	uqujemo da f0 ∈ N . Da	e, f0 /∈ C, jer bi u suprotnom bilo F0 ⊆ F̂ .
Uoqimo lanac C ′ = C ∪ {f0}. C ′ je lanac u N i oqigledno C ′ ) C, xto je u kontradikciji
sa qi�enicom da je C maksimalan u N .

Dakle, F̂ ne mo�e biti pravi potprostor od X, pa je F̂ = X. �

Napomena. Postoji varijanta Han-Banahove teoreme koja se odnosi na kompleksne vek-
torske prostore, poznata kao teorema Suhomlinova (�en dokaz se osla�a na teoremu
7).
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7 Aksioma izbora u algebri i teoriji skupova

Postoji vixe tvr�e�a u vezi sa kardinalnom mo�i skupova koja su intuitivno potpuno
oqekivana i prirodna, a koja, me�utim, bez aksiome izbora ne bi mogla da va�e. U ovom
ode	ku prikaza�emo neka od �ih.

7.1 Postoja�e injekcije i surjekcije izme�u proizvo	na dva

skupa

Ukoliko za neka dva skupa A i B postoji 1-1 funkcija A u B, intuitivno je jasno
da je skup B na neki naqin ,,ve�i\ (preciznije, ne ma�i) od skupa A, tj. da ima dovo	no
elemenata da svi elementi skupa A mogu da se razliqito preslikaju. S druge strane,
ukoliko postoji na funkcija B na A, opet skup B zamix	amo na neki naqin ,,ve�im\ od
skupa A, jer su svi elementi skupa A ,,pogo�eni\ pri tom preslikava�u. Drugim reqima,
intuitivno je potpuno prihvat	ivo da je postoja�e 1-1 funkcije A u B ekvivalentno
postoja�u na funkcije B na A. Me�utim, iako oqekivana, za proizvo	ne skupove A i B
ova ekvivalencija ne bi va�ila bez aksiome izbora.

Teorema 8 Neka su A i B neprazni skupovi. Postoji injekcija A u B ako i samo ako
postoji surjekcija B na A.

Dokaz. Smer ,,sleva nadesno\ va�i nezavisno od aksiome izbora, pa doka�imo prvo
�ega. Pretpostavimo da je f : A → B 1-1 funkcija. Ako je f i na, dokaz je zavrxen,
jer je onda f−1 tra�ena surjekcija. Pretpostavimo da f nije na. Tada je ran(f) ( B.
Izaberimo proizvo	an element a0 ∈ A. Definiximo funkciju g : B → A sa

g(b) =

{
a0 , ako b /∈ ran(f),
f−1(b) , ako b ∈ ran(f).

Primetimo da je g zaista funkcija, jer f je 1-1, pa je f−1 funkcija. Lako se vidi da je
g na.

Da bismo dokazali suprotan smer, potreban nam je pojam jezgra funkcije i neke �egove
osobine.

Definicija 17 Neka su A i B skupovi i f : A → B neka funkcija. Relaciju Ker(f)
definisanu na skupu A sa

(a1, a2) ∈ Ker(f) ⇐⇒ f(a1) = f(a2)

zovemo jezgro funkcije f .

Lako se vidi da je ovako definisano Ker(f) relacija ekvivalencije na skupu A.
Koliqniqki skup ove relacije, tj. skup A/Ker(f), predstav	a jednu particiju skupa
A.

Doka�imo sada i smer ,,zdesna nalevo\. Neka je g : B → A na funkcija. Tada
je B/Ker(g) particija skupa B, pa, prema delu (2) teoreme 1, sledi da B/Ker(g) ima
transverzalu T . Posmatrajmo funkciju g �T : T → A. Ova funkcija je 1-1, jer skup T
sadr�i po jedan element iz svake klase ekvivalencije, a u klasi se nalaze svi elementi
qija je slika pri funkciji g ista. Zato se razliqiti elementi skupa T slikaju u razli-
qite elemente skupa A. Me�utim, ova funkcija je i na, jer je g na, pa je svaki element
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skupa A slika nekog elementa (ili nekih elemenata) skupa B, odnosno slika nekog (pre-
ciznije, taqno jednog) elementa skupa T . Dakle, funkcija g �T : T → A jeste bijekcija,
pa je �ena inverzna funkcija f = (g �T )−1 : A→ T tako�e bijekcija, a kako je T ⊆ B, to
je f : A→ B injekcija. �

7.2 Karakterizacija beskonaqnih skupova

Rezultat koji sledi pripisuje se nemaqkom matematiqaru Dedekindu13.

Teorema 9 Skup je beskonaqan ako i samo ako je u bijekciji sa nekim svojim pravim
podskupom.

Dokaz ove teoreme sledi�e iz nekoliko pomo�nih tvr�e�a.

Lema 10 Nijedan prirodan broj nije u bijekciji sa svojim pravim podskupom.

Dokaz. Dokaz vrximo matematiqom indukcijom po n.
Neka je n = 0. Tada, kako je 0 = ∅, tvr�e�e trivijalno va�i, jer prazan skup nema

pravih podskupova.
Da	e, pretpostavimo da tvr�e�e va�i za neko n ∈ N i doka�imo da va�i za n+ 1.
Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji bijekcija f : n + 1 → A, gde je A ( n + 1.

Razlikujemo dva sluqaja.

1. n /∈ A. Tada je A ⊆ n. Neka je f(n) = k, gde je k < n. Tada je

f �n: n→ A\{k}

bijekcija, xto je u kontradikciji sa induktivnom hipotezom, jerA\{k} je, oqigledno,
pravi podskup od n.

2. n ∈ A. Mo�emo opet razlikovati dva sluqaja.

(a) f(n) = n. Sada je, sliqno sluqaju 1, f �n: n → A\{n} bijekcija izme�u n i
�egovog pravog podskupa, xto se kosi sa induktivnom hipotezom.

(b) f(n) = k, za neko k < n. Definiximo funkciju g : n+ 1→ n+ 1 sa

g(x) =


k, x = n,
n, x = k,
x, x ∈ (n+ 1)\{k, n}.

Primetimo da je sada funkcija (f ◦ g) �n bijekcija izme�u n i A\{n}, to jest
ovaj sluqaj smo sveli na 2.(a).

Najzad, zak	uqujemo da pretpostavka da postoji bijekcija izme�u n+1 i nekog �egovog
pravog podskupa ne mo�e biti taqna, tj. da tvr�e�e va�i za n+ 1. �

Iz prethodne leme lako sledi naredno tvr�e�e.

Lema 11 Nijedan konaqan skup X nije u bijekciji sa svojim pravim podskupom.

13Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831−1916).
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Dokaz. Neka jeX konaqan skup. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji pravi podskup
A skupa X i bijekcija f : X → A. Skup X je konaqan, pa postoji prirodan broj n i
bijekcija g : X → n. Neka je

X = {x0, x1, . . . , xn−1}.
Uoqimo skup Y = {k | xk ∈ A}. Oqigledno je da postoji bijekcija h : A → Y . Tada je
funkcija h ◦ f ◦ g−1 bijekcija izme�u n i Y . Me�utim, iz A ( X sledi Y ( n, xto
znaqi da smo dobili bijekciju izme�u n i �egovog pravog podskupa. Prema lemi 10, ovo
je nemogu�e. �

Primetimo da smo ovime dokazali smer ,,zdesna nalevo\ teoreme 9. Za drugi smer je
neophodna aksioma izbora, i �ega �emo dokazati slede�im tvr�e�em.

Lema 12 Ako je X beskonaqan skup, onda postoji bijekcija izme�u X i nekog pravog
podskupa od X.

Dokaz. Pretpostavimo da je skup X beskonaqan. Prema aksiomi izbora, postoji
funkcija izbora za familiju svih (nepraznih) podskupova od X, tj. postoji funkcija

F : P(X)→
⋃
P(X) = X

koja svakom nepraznom podskupu odX dode	uje neki �egov element. Definiximo funkciju
f : N→ X sa

(Rec)

{
f(0) = F (X),
f(n+ 1) = F (X\{f(0), f(1), . . . , f(n)}).

Funkcija f je, dakle, jedan niz u X, pa mo�emo oznaqiti

f(n) =: xn,

n ∈ N. Posmatrajmo skup X ′ svih vrednosti ovog niza,

X ′ = {xn | n ∈ N}.

Definiximo funkciju h : X → X\{x0} na slede�i naqin:

h(x) =

{
xn+1, ako je x = xn za neko n ∈ N,
x, ako x /∈ X ′.

Lako se vidi da je ovime definisana jedna bijekcija izme�u skupova X i X\{x0}. �

Napomenimo da ukoliko bismo za trenutak zaboravili definiciju konaqnih i besko-
naqnih skupova i definisali beskonaqan skup po ugledu na teoremu 9, a konaqan skup
definisali kao onaj koji nije (u takvom smislu) beskonaqan, i pritom ne pretpostavili
aksiomu izbora, dobili bismo vrlo nezahvalne rezultate. Na primer, mogao bi da se na�e
model ZF teorije u kome bi konaqna unija konaqnih skupova bila beskonaqan skup, ili
u kome bi partitivni skup konaqnog skupa bio beskonaqan.

7.3 Bernxtajnova teorema

Definicija 18 Neka su A i B skupovi. Ka�emo da je skup A ma�e ili jednake
mo�i (kardinalnosti) od skupa B, i pixemo

|A| 6 |B|,

ako postoji 1-1 funkcija A u B.
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Stav 2 Neka su A, B i C skupovi. Tada va�i slede�e:

(1) |A| 6 |A|,

(2) ako je |A| 6 |B| i |B| 6 |C|, onda je |A| 6 |C|.

Dokaz. Deo (1) oqigledno va�i, jer identiqka funkcija idA : A → A jeste 1-1. Xto
se tiqe dela (2), i za �ega se lako vidi da va�i, jer ako je f : A → B 1-1 i g : B → C
1-1, onda je funkcija g ◦ f : A→ C tako�e 1-1. �

Ukoliko bismo 6 iz prethodne definicije posmatrali kao relaciju na nekom skupu,
iz prethodnog tvr�e�a sledilo bi da je ta relacija refleksivna i tranzitivna; �enu
antisimetriqnost daje quvena Kantor-Bernxtajnova teorema14, pa bi sledilo da je ta
relacija jedna relacija poretka. Mo�emo se zapitati da li je taj poredak linearan;
drugim reqima, da li su bilo koja dva skupa ,,uporediva po kardinalnosti\. Intuitivno,
oqekujemo da odgovor bude potvrdan. To, me�utim, ne bi va�ilo bez aksiome izbora.

Drugim reqima, zahva	uju�i aksiomi izbora va�i slede�a teorema, koja se pripisuje
Bernxtajnu15.

Teorema 10 Za svaka dva skupa X i Y va�i |X| 6 |Y | ili |Y | 6 |X|.

Dokaz. Pretpostavimo da ne va�i |X| 6 |Y |, tj. da ne postoji 1-1 funkcija X u Y .
Ci	 nam je da doka�emo postoja�e 1-1 funkcije Y u X.

Uoqimo familiju

F = {(Z, f) | Z ⊆ Y, f : Z → X je 1-1}.

Definiximo na F relaciju 4 sa

(Z1, f1) 4 (Z2, f2) ⇐⇒ Z1 ⊆ Z2 ∧ f2 �Z1= f1.

Lako se mo�e videti da je 4 relacija poretka na F , tj. da je (F ,4) jedno parcijalno
ure�e�e.

Neka je L = {(Zi, fi) | i ∈ I} proizvo	an lanac u F . Oznaqimo

Z =
⋃
i∈I

Zi, f =
⋃
i∈I

fi.

Primetimo da je f funkcija, jer je L lanac, pa je {fi | i ∈ I} kompatibilna familija
funkcija.

Dokaza�emo da je (Z, f) gor�e ograniqe�e za L u F .
Najpre, za svako i ∈ I va�i Zi ⊆ Y , pa je i Z =

⋃
i∈I

Zi ⊆ Y . Zatim, doka�imo da je

f : Z → X 1-1. Neka su u, v ∈ Z, u 6= v, proizvo	ni elementi. Tada postoje i, j ∈ I tako
da u ∈ Zi, v ∈ Zj. L je lanac, pa je ili Zi ⊆ Zj ili je Zj ⊆ Zi. Neka je, na primer, Zi ⊆ Zj
(za drugi sluqaj analogno). Tada u, v ∈ Zj = dom(fj), pa je f(u) = fj(u) i f(v) = fj(v).
Funkcija fj je 1-1, pa fj(u) 6= fj(v). Dakle, f(u) 6= f(v), odakle sledi da je f 1-1.

Najzad, za proizvo	no i ∈ I va�i Zi ⊆
⋃
i∈I

Zi = Z, tj. Zi ⊆ Z. Na osnovu ovoga i

prethodnog va�i da je (Z, f) zaista gor�e ograniqe�e za L u F .
14Videti, na primer, [3], str. 66.
15Felix Bernstein (1878−1956), nemaqki matematiqar.
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Dakle, svaki lanac u F ima gor�e ograniqe�e u F , pa, prema Cornovoj lemi, F ima
maksimalan element (W,h). Tada je W ⊆ Y i funkcija h : W → X je 1-1. Ukoliko
bismo dokazali da je W = Y , dokaz bi bio zavrxen, jer bi tada upravo funkcija h bila
tra�ena injekcija Y u X.

Pretpostavimo da je W ( Y i izaberimo proizvo	an element w ∈ Y \W . Ukoliko
bi funkcija h bila na, znaqilo bi da je ona bijekcija, pa bi i �ena inverzna funkcija
h−1 : X → W bila bijekcija, a kako je funkcija utapa�a i : W → Y , data sa i(w) = w
za w ∈ W , 1-1 funkcija, to je kompozicija i ◦ h−1 : X → Y tako�e 1-1 funkcija, xto je
u kontradikciji sa polaznom pretpostavkom da ne postoji 1-1 funkcija X u Y . Dakle,
h nije na. Zato je ran(h) ( X.

Izaberimo proizvo	an element x ∈ X\ran(h). Uvedimo oznake

W ′ = W ∪ {w}, h′ = h ∪ {(w, x)}.

Nije texko videti da (W ′, h′) ∈ F , kao i da je (W ′, h′) � (W,h). Me�utim, ovo se kosi sa
qi�enicom da je (W,h) maksimalan u F .

Dakle, sluqaj W ( Y nije mogu�, pa, kako je W ⊆ Y , mora biti W = Y . �
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8 Aksioma izbora u topologiji

Za bilo koja dva kompaktna topoloxka prostora va�i da je i �ihov topoloxki
proizvod kompaktan topoloxki prostor, i dokaz te qi�enice potpuno je nezavisan od
aksiome izbora16. Da	e se ovo tvr�e�e lako proxiruje i na sluqaj konaqno mnogo
topoloxkih prostora. Me�utim, kada je req o proizvo	nom broju topoloxkih prostora,
ako bismo �eleli isti, oqekivani rezultat, aksioma izbora neminovno mora ,,u�i u igru\.
Takvo tvr�e�e poznato je kao teorema Tihonova, i u �emu se ogleda najve�i doprinos ak-
siome izbora u topologiji.

Pre svega, osvrnimo se na pojmove baze, predbaze i kompaktnosti topoloxkog prostora,
kao i na pojam topoloxkog proizvoda i projekcije.

Definicija 19 Neka je (X, T ) topoloxki prostor.

1) Familiju B ⊆ T zovemo baza topologije T (ili baza prostora X) ako je svaki
qlan familije T unija qlanova familije B.

2) Familiju S ⊆ T zovemo predbaza topologije T (ili predbaza prostora X)
ako je familija svih konaqnih preseka familije S baza topologije T .

Definicija 20 Neka je (X, T ) topoloxki prostor. Familiju {Ui | i ∈ I} koja zadovo-
	ava uslove

(1) (∀i ∈ I)Ui ∈ T ,

(2)
⋃
{Ui | i ∈ I} = X

zovemo otvoreni pokrivaq prostora X.

Definicija 21 Ka�emo da je topoloxki prostor (X, T ) kompaktan ako svaki otvo-
reni pokrivaq prostora X ima konaqan potpokrivaq.

Definicija 22 Neka su (X, TX) i (Y, TY ) topoloxki prostori. Ka�emo da je funkcija
f : X → Y neprekidna ako je za svako V ∈ TY ispu�eno f−1[V ] ∈ TX .

Stav 3 Neka su X i Y topoloxki prostori i funkcija f : X → Y neprekidna i na.
Ako je prostor X kompaktan, onda je i prostor Y kompaktan.

Dokaz. Pretpostavimo da je prostor X kompaktan. Neka je V = {Vi | i ∈ I} proizvo	an
otvoren pokrivaq prostora Y . Kako je f neprekidno, to je {f−1[Vi] | i ∈ I} otvoren pokri-
vaq prostora X. Zbog kompaktnosti prostora X, ovaj pokrivaq ima konaqan potpokrivaq

{f−1[Vi1 ], . . . , f−1[Vin ]}.

Dakle,
f−1[Vi1 ] ∪ . . . ∪ f−1[Vin ] = X.

Uzmemo li direktnu sliku pri funkciji f skupova sa obe strane jednakosti, uz qi�enicu
da je f na, dobijamo

Vi1 ∪ . . . ∪ Vin = Y.

Dakle, dobili smo konaqan pokrivaq za Y . �

16Videti, na primer, [8], str. 92.
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Definicija 23 Neka je {Xi | i ∈ I} familija nepraznih skupova. Direktni proizvod
ove familije je skup ∏

{Xi | i ∈ I}

qiji su elementi preslikava�a

x : I →
⋃
{Xi | i ∈ I},

pri qemu va�i
(∀i ∈ I)x(i) ∈ Xi.

Za fiksirano j ∈ I preslikava�e

pj :
∏
{Xi | i ∈ I} → Xj

definisano sa
pj(x) = x(j)

nazivamo projekcija na koordinatni skup Xj.

Primetimo da je za svako j ∈ I funkcija pj na.

Definicija 24 Neka je {(Xi, TXi
) | i ∈ I} familija topoloxkih prostora. Topoloxki

proizvod ove familije je topoloxki prostor (X, T ), gde je X direktan proizvod fami-
lije {Xi | i ∈ I},

X =
∏
{Xi | i ∈ I},

a T topologija generisana predbazom koju qine skupovi{
p−1i [U ] | i ∈ I, U ∈ TXi

}
,

a koju zovemo predbaza Tihonova.

Sledi najav	ivana teorema, koja je dobila ime po ruskom matematiqaru Tihonovu17.

Teorema 11 Neka je {Xi | i ∈ I} familija topoloxkih prostora. Topoloxki prostor
X =

∏
{Xi | i ∈ I} je kompaktan ako i samo ako je za svako i ∈ I prostor Xi kompaktan.

Matematiqari su pronaxli vixe razliqitih dokaza za teoremu Tihonova, odnosno
dokazivali su neka druga tvr�e�a koja bi skratila dokaz ove teoreme. Jedno od takvih
tvr�e�a, a koje koristi aksiomu izbora18, jeste tzv. lema Aleksandera, qiji dokaz sledi.

Lema 13 Neka je (X, T ) topoloxki prostor. Ukoliko postoji predbaza prostora X
takva da svaki pokrivaq prostora X qlanovima te predbaze ima konaqan potpokrivaq,
onda je prostor X kompaktan.

Dokaz. Dokaza�emo kontrapoziciju ovog tvr�e�a, tj. da ako prostor X nije kompak-
tan, onda za svaku �egovu predbazu postoji pokrivaq qlanovima te predbaze koji nema
konaqan potpokrivaq.

Pretpostavimo da X nije kompaktan. Tada postoji otvoren pokrivaq prostora X koji
nema konaqan potpokrivaq. Oznaqimo sa γX kolekciju svih takvih pokrivaqa V . Tada je

17Andrey Nikolayevich Tikhonov, (1906−1993).
18Teorema Tihonova, u svakom sluqaju, ne mo�e da va�i bez pretpostav	a�a aksiome izbora; qak ni

neka �ena slabija varijanta, npr. ako je familija topoloxkih prostora prebrojiva, ne va�i u samoj ZF
teoriji bez aksiome izbora.
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γX parcijalno ure�en skup u odnosu na inkluziju. Uoqimo bilo koji lanac {Vi | i ∈ I} u
γX . Neka je

V =
⋃
{Vi | i ∈ I}.

Oqigledno je V pokrivaq za X. Tvrdimo da V pripada kolekciji γX . Naime, pret-
postavimo da to ne va�i. Tada postoji konaqan pokrivaq {V1, . . . , Vn} pokrivaqa V, pa
V1 ∈ Vi1 , . . . , Vn ∈ Vin za neke pokrivaqe Vi1 , . . . ,Vin iz lanca {Vi | i ∈ I}. Me�utim, tada je
neki od ovih pokrivaqa najve�i u odnosu na inkluziju, tj. nadskup je svih ostalih. Neka
je to, na primer, Vi1 . Tada skupovi V1, . . . , Vn predstav	aju konaqan potpokrivaq od Vi1 ,
xto je u kontradikciji sa �egovim pripada�em kolekciji γX .

Dakle, V ∈ γX . Tako�e, jasno je da je V nadskup svakog pokrivaqa kolekcije γX , pa
sledi da je V gor�e ograniqe�e lanca {Vi | i ∈ I} u γX .

Prema Cornovoj lemi, kolekcija γX ima maksimalan element V . Dakle, za bilo koje
U ∈ T va�i U /∈ V ako i samo ako {U} ∪ V ima konaqan potpokrivaq.

Neka je
U = {U ∈ T |U /∈ V}.

Trivijalno, X ∈ U , pa je familija U neprazna. Dokaza�emo da U ima slede�a svojstva:

(a) U1, U2 ∈ U =⇒ U1 ∩ U2 ∈ U ,

(b) U ∈ U ∧ U ⊆ U ′ ∈ T =⇒ U ′ ∈ U .

Xto se tiqe svojstva (a), pretpostavimo da U1, U2 ∈ U . Tada U1, U2 ∈ T i pokrivaqi
{U1}∪V i {U2}∪V imaju konaqne potpokrivaqe, tj. postoje V11, . . . , V1n i V21, . . . , V2n u V
tako da je

U1 ∪ V11 ∪ . . . ∪ V1n = X ∧ U2 ∪ V21 ∪ . . . ∪ V2n = X.

Onda je (U1 ∩ U2) ∪
⋃
i,j

Vij = X, pa familija {U1 ∩ U2} ∪ V ima konaqan potpokrivaq, pa

U1 ∩ U2 /∈ V , odakle sledi U1 ∩ U2 ∈ U (jer U1 ∩ U2 ∈ T ).
Svojstvo (b) se lako dokazuje. Naime, ako pokrivaq {U}∪V ima konaqan potpokrivaq

U, V1, . . . , Vn, onda je U
′, V1, . . . , Vn tako�e potpokrivaq, i zato U

′ /∈ V , tj. U ′ ∈ U .
Neka je S bilo koja predbaza prostora X. Uoqimo familiju

US = {V |V ∈ V ∧ V ∈ S}.

Doka�imo da je US pokrivaq prostora X. Neka je x ∈ X proizvo	an element. V je
pokrivaq za X, pa postoji V0 ∈ V tako da x ∈ V0. Me�utim, S je predbaza za X, pa svi
konaqni preseci elemenata iz S qine bazu za X, pa se V0 mo�e predstaviti kao unija
nekih elemenata te baze. Zato iz x ∈ V0 sledi da postoje S1, . . . Sn ∈ S tako da

x ∈ S1 ∩ . . . ∩ Sn ⊆ V0.

Ako bi za svako i ∈ {1, . . . , n} va�ilo Si ∈ U , onda bi iz (a) sledilo S1 ∩ . . . ∩ Sn ∈ U .
Tada S1, . . . , Sn /∈ V , pa bi postojao konaqan pokrivaq

S1 ∩ . . . ∩ Sn, V1, . . . , Vk,

gde V1, . . . , Vk ∈ V . Me�utim, kako je S1∩. . .∩Sn ⊆ V0, to bi, zbog svojstva (b), {V0, V1, . . . , Vk}
bio konaqan potpokrivaq pokrivaqa V , xto je nemogu�e. Zato postoji indeks i ∈ {1, . . . , n}
takav da Si /∈ U , pa Si ∈ V , xto sa Si ∈ S daje Si ∈ US . Sada, iz x ∈ Si ∈ US sledi
x ∈

⋃
US . Dakle, dokazali smo X ⊆

⋃
US . Obrnuta inkluzija je trivijalna, pa je US

zaista pokrivaq za X.
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Kako je US ⊆ V , to US nema konaqan potpokrivaq. Dakle, US je pokrivaq prostora
X elementima predbaze S koji nema konaqan potpokrivaq, a S smo birali proizvo	no.
Ovime je tvr�e�e u potpunosti dokazano. �

Sada mo�emo dokazati teoremu Tihonova.

=⇒:
Pretpostavimo da je

∏
{Xi | i ∈ I} kompaktan. Tada je za svako j ∈ I skup

Xj = pj

[∏
{Xi | i ∈ I}

]
,

prema stavu 3, kompaktan, jer je pj neprekidno i na preslikava�e.
⇐=:

Pretpostavimo da je za svako i ∈ I prostor Xi kompaktan. Da bismo primenili
prethodnu lemu, treba da na�emo predbazu prostora

∏
{Xi | i ∈ I} qiji svaki pokrivaq

ima konaqan potpokrivaq. Posmatrajmo proizvo	an pokrivaq qiji qlanovi pripadaju
predbazi Tihonova:

U =
{
p−1i [U(i,η)] | i ∈ I0 ⊆ I, η ∈ H(i)

}
.

Dokaza�emo da je za bar jedan indeks i ispu�eno⋃
{U(i,η) | η ∈ H(i)} = Xi .

Naime, pretpostavimo da ovo ne va�i. Tada za svako i ∈ I postoji xi tako da

xi /∈
⋃
{U(i,η) | η ∈ H(i)}.

Me�utim, onda element x0 ∈
∏
{Xi | i ∈ I}, (∀i ∈ I)x0(i) = xi, ne pripada nijednom qlanu

pokrivaqa U , xto nije mogu�e.
Neka je i0 ∈ I taj indeks za koji va�i⋃

{U(i0,η) | η ∈ H(i0)} = Xi0 .

Prostor Xi0 je kompaktan, pa pokrivaq {U(i0,η) | η ∈ H(i0)} ima konaqan potpokrivaq

U(i0,η1), U(i0,η2), . . . , U(i0,ηk),

pa je ∏
{Xi | i ∈ I} =

⋃{
p−1i [U(i0,ηj)] | j ∈ {1, . . . , k}

}
.

Dakle, pokrivaq U ima konaqan potpokrivaq, pa, prema lemi Aleksandera, prostor∏
{Xi | i ∈ I} je kompaktan.
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Argumenti protiv aksiome izbora

I pored toga xto je aksioma izbora donela matematici vrlo prirodne i oqekivane
rezultate, nisu sve �ene posledice bile dobrodoxle. U nastavku slede ozbi	ni argu-
menti zbog kojih su se neki matematiqari protivili korix�e�u ove aksiome.

9 Cermelov princip dobrog ure�e�a

Zanim	ivo je da se tek u kasnijoj fazi razvija�a ZF teorije postavilo pita�e koji
se skupovi mogu dobro urediti. Na pita�e da li se svaki skup mo�e dobro urediti,
Kantor19 je 1883. godine odgovorio potvrdno, argumentuju�i to kao teme	ni zakon
mix	e�a20. Iako je ovaj odgovor naixao na neodobrava�e me�u �egovim savremenicima,
Kantor je bio priliqno siguran da je u pravu. Me�utim, desetak godina kasnije on je
sâm pokuxavao da na�e dokaz ove tvrd�e. Godine 1904. pojavio se matematiqar Kenig21

sa dokazom da tvr�e�e o kome je req nije taqno. On je, naime, pred matematiqarima iz
raznih zema	a izneo dokaz da ne postoji relacija ure�e�a koja bi dobro uredila skup R.
Me�utim, na (�egovu) �alost, ubrzo zatim ustanovilo se da je ovaj dokaz bio faliqan.
Time je pita�e ostalo otvoreno. Rexe�e je, najzad, naxao Cermelo, dokazavxi da se
odgovor da ili ne ne mo�e dati, ve� se tvr�e�e o kome je req mo�e ili prihvatiti kao
taqno ili odbaciti. Taqnije, Cermelo je dokazao da je ovo tvr�e�e upravo ekvivalentno
aksiomi izbora.

Cermelov princip dobrog ure�e�a (PDU). Za svaki skup X postoji dobro ure-
�e�e 6 na X.

Vrlo lako se vidi da PDU povlaqi aksiomu izbora (primetimo da je primer 4 upravo
specijalan sluqaj za to). Naime, neka je X proizvo	na neprazna familija nepraznih
skupova. Kako pretpostav	amo da za svaki skup postoji ure�e�e koje je na tom skupu
dobro, postoji i za skup

⋃
X: neka je to 4. Definiximo funkciju f : X →

⋃
X sa

f(x) je 4-najma�i element od x.

Oqigledno je f funkcija izbora za familiju X.

Doka�imo sada PDU pod pretpostavkom aksiome izbora. Neka je X proizvo	an skup.
Definiximo familiju F sa

F =
{

(Y,6) | Y ⊆ X ∧ 6 je dobro ure�e�e na Y
}
.

Primetimo da je familija F neprazna, jer se svaki jednoqlan podskup od X mo�e,
oqigledno, dobro urediti. Uoqimo na F parcijalno ure�e�e definisano na slede�i
naqin:

(Y1,61) 4 (Y2,62) akko Y1 ⊆ Y2 i 62 ∩Y 2
1 =61 i (Y1,61) je poqetni komad od (Y2,62).

19Georg Cantor (1845−1918), nemaqki matematiqar.
20fundamental law of thought, eng.
21Julius König (1849−1913), nemaqki matematiqar.
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Neka je C =
{

(Yi,6i) | i ∈ I
}
bilo koji lanac u F . Oznaqimo

Y :=
⋃{

Yi | i ∈ I
}
, 6 :=

⋃{
6i | i ∈ I

}
.

Doka�imo da (Y,6) pripada familiji F .
Najpre, lako se vidi da je 6 linearno ure�e�e na Y : ako y1, y2 ∈ Y , onda postoje

i, j ∈ I tako da y1 ∈ Yi, y2 ∈ Yj; me�utim, (Yi,6i) i (Yj,6j) su elementi lanca, pa je jedan
sadr�an u drugom, na primer, Yi ⊆ Yj; me�utim, ure�e�e 6j je linearno na Yj (jer je
dobro), pa su yi i yj 6j-uporedivi; kako je 6j ⊆6, to su yi i yj 6-uporedivi, pa je 6
zaista linearno ure�e�e na Y .

Dakle, ima smisla proveravati da li je ovo ure�e�e dobro. Neka je S ⊆ Y proizvo	an
neprazan skup i a ∈ S bilo koji element. Ako je a najma�i element u S, dokaz je zavrxen.
Pretpostavimo, onda, da postoji bar jedan element u S koji je ma�i od a, tj. da je skup
S ′ svih elemenata u S koji su ma�i od a neprazan. Kako a ∈ S ⊆ Y , to postoji i ∈ I tako
da a ∈ Yi. Dokaza�emo da je S ′ ⊆ Yi.

Neka je x ∈ S ′ proizvo	no. Tada x ∈ S i x 6 a. Ako x ∈ Yi, dokaz je zavrxen.
Pretpostavimo, onda, x /∈ Yi. Iz x ∈ S sledi da postoji j ∈ I tako da x ∈ Yj. Tada
Yj * Yi, pa, kako su (Yi,6i) i (Yj,6j) elementi lanca, mora biti Yi ⊆ Yj. Onda i a ∈ Yj,
pa iz x 6 a sledi x 6j a. Kako je (Yi,6i) poqetni komad od (Yj,6j) i a ∈ Yi, mora biti
x ∈ Yi, xto je kontradikcija. Dakle, skup S ′ svih elemenata skupa S ma�ih od a jeste
jedan podskup od Yi. Kako je 6i dobro ure�e�e na Yi, to S ′ ima najma�i element. On je,
oqigledno, najma�i element skupa S.

Dakle, 6 je dobro ure�e�e na Y , pa (Y,6) ∈ F . Lako se vidi da je Y gor�e ograniqe�e
za lanac C u F . Me�utim, kako je C proizvo	an lanac u F , zak	uqujemo da svaki lanac u
F ima gor�e ograniqe�e. Kako va�i aksioma izbora, va�i i Cornova lema, pa familija
F ima maksimalan element. Neka je to (M,6). Ako je M = X, dokaz je zavrxen, tj. skup
X je dobro ure�en sa 6. Pretpostavimo, onda, M ( X. Tada mo�emo izabrati element
x ∈ X\M . Neka je M ′ = M ∪ {x}. Uoqimo ure�e�e 6′ na M ′ koje se sla�e sa 6 na M i u
kome je x najve�i element. Tada je (M ′,6′) ∈ F , tj. dobili smo u F strogo ve�i element
od M (u odnosu na 4), xto se kosi sa maksimalnox�u M u F .

Cermelov princip dobrog ure�e�a mo�da najbo	e ilustruje te�inu aksiome izbora.
On jasno pokazuje onu nekonstruktivnost i neefektivnost koji karakterixu ovu aksiomu:
za svaki skup postoji dobro ure�e�e. Postoji, ali kako je ono dato? Primera radi,
mo�e li se ustanoviti kako bi izgledalo dobro ure�e�e skupa R? Zbog ovakvih primera
konstruktivisti odbacuju PDU, odnosno samu aksiomu izbora.
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10 Problem mere

U analizi se pojavila prirodna potreba da se pojam du�ine intervala uopxti na neke
komplikovanije podskupove skupa R. Idealno bi bilo na�i funkciju µ : P(R)→ [0,+∞]
sa slede�im svojstvima:

(1) µ([a, b]) = b− a za sve a, b ∈ R, a < b,

(2) µ(∅) = 0, µ(R) = +∞,

(3) Ako su A1, A2, A3 . . . me�usobno disjunktni podskupovi skupa R, onda je

µ

(
∞⋃
n=1

An

)
=
∞∑
n=1

µ(An).

(4) Ako su x ∈ R i A ⊆ R, i ako oznaqimo A+x = {a+x | a ∈ A}, onda je µ(A+x) = µ(A).

Primetimo da iz svojstava (2) i (3) sledi svojstvo

(5) Ako je A ⊆ B, onda je µ(A) 6 µ(B).

Naime, skup B mo�emo zapisati kao prebrojivu uniju me�usobno disjunktnih skupova:

B = A ∪ (B\A) ∪∅ ∪∅ ∪ . . . .

Sada, prime�uju�i svojstva (2) i (3), imamo

µ(B) = µ(A) + µ(B\A) + 0 + 0 + . . . ,

a kako je µ(B\A) > 0, to je µ(B) > µ(A).

Na �alost, iz aksiome izbora sledi da funkcija µ sa navedenim svojstvima ne po-
stoji. To �emo i dokazati.22

Neka je A = [0, 1]. Definiximo relaciju ∼ na A na slede�i naqin:

x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ Q .

Lako se vidi da je ∼ relacija ekvivalencije: x − x = 0 ∈ Q ; ako je x − y ∈ Q , onda je
y − x = −(x− y) ∈ Q ; ako je x− y ∈ Q i y − z ∈ Q , onda je x− z = (x− y) + (y − z) ∈ Q .

Klasa elementa x ∈ A jeste skup [x]∼ = {y ∈ A | x ∼ y}, pa je koliqniqki skup
A/∼ = {[x]∼ | x ∈ A}. Ovo je i jedna particija ekvivalencije ∼, pa, prema teoremi 1,
postoji transverzala B koliqniqkog skupa A/∼ . Dakle, skup B sadr�i po taqno jednog
predstavnika svake klase ekvivalencije.

Ako su x, y ∈ A, onda je x − y ∈ [−1, 1]. Skup Q ∩ [−1, 1] je prebrojiv, pa ga mo�emo
zapisati u obliku

Q ∩ [−1, 1] = {r1, r2, r3, . . .}.

Primetimo da su za m 6= n skupovi B + rm i B + rn me�usobno disjunktni. Naime,
ako to ne bi va�ilo, onda bi postojao neki element x ∈ (B + rm) ∩ (B + rn). Me�utim,

22Za ovaj dokaz zaslu�an je italijanski matematiqar Vitali (Giuseppe Vitali (1875−1932)), dok je
ameriqki matematiqar Solovej (Robert Solovay (1938)) dokazao da bez aksiome izbora dokaz ne bi bio
izvod	iv.
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to znaqi da postoje elementi b1, b2 ∈ B takvi da va�i x = b1 + rm, odnosno x = b2 + rn.
Odatle sledi da je b1 + rm = b2 + rn, tj. b1 − b2 = rn − rm. Me�utim, kako je rn − rm ∈ Q,
to b1 ∼ b2, xto sa qi�enicom da b1, b2 ∈ B daje b1 = b2, odakle i rm = rn. Me�utim, to ne
mo�e va�iti, jer smo pretpostavili da m 6= n.

Zatim, dokaza�emo da
∞⋃
n=1

(B + rn) ⊇ A. Neka je x ∈ A proizvo	an element. Tada

postoji b ∈ B tako da b ∼ x. Dakle, x − b ∈ Q. Preciznije, x − b ∈ Q ∩ [−1, 1]. Dakle,

postoji n ∈ N tako da je x− b = rn, tj. x = b+ rn ∈ B + rn. Dobili smo x ∈
∞⋃
n=1

(B + rn).

Tako�e, trivijalno, va�i
∞⋃
n=1

(B + rn) ⊆ [−1, 2].

Dakle, dokazali smo

[0, 1] ⊆
∞⋃
n=1

(B + rn) ⊆ [−1, 2].

Iz svojstva (5) funkcije µ sledi

µ([0, 1]) 6 µ

(
∞⋃
n=1

(B + rn)

)
6 µ([−1, 2]),

odakle, prime�uju�i svojstvo (1) i (3), dobijamo

1 6
∞∑
n=1

µ(B + rn) 6 3,

odnosno, prime�uju�i svojstvo (4), imamo

1 6
∞∑
n=1

µ(B) 6 3.

Leva nejednakost garantuje da je µ(B) 6= 0, tj. µ(B) > 0. Zato red
∞∑
n=1

µ(B) divergira, pa

desna nejednakost ne mo�e da va�i.
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11 Aditivne funkcije

Definicija 25 Ka�emo da je funkcija f : R→ R aditivna ako za sve x, y ∈ R va�i

f(x+ y) = f(x) + f(y).

Lako se poka�e da je svaka realna aditivna funkcija realne promen	ive Q-linearna,
tj. oblika f(x) = qx za neki racionalan broj q. Naime, f(0) = f(0 + 0) = f(0) + f(0),
odakle sledi da je f(0) = 0. Zatim, za x ∈ R proizvo	no imamo 0 = f(0) = f(x+ (−x)) =
f(x) + f(−x), odakle sledi da je f(−x) = −f(x). Matematiqkom indukcijom po n ∈ N
lako se poka�e da za svako n ∈ N va�i f(nx) = nf(x). Sada, zbog neparnosti funkcije
f , va�i f(nx) = nf(x) za svako n ∈ Z. Da	e, neka je q ∈ Q. Mo�emo izabrati n ∈ N tako
da je nq ∈ Z. Tada za sve x ∈ R va�i

n · f(qx) = f(n · qx) = f(nq · x) = n · qf(x),

odakle sledi f(qx) = qf(x), xto je i trebalo dokazati.
Ukoliko stavimo f(1) =: a, imamo f(q) = f(q · 1) = q · f(1) = q · a, tj. za svako q ∈ Q

va�i
f(q) = aq.

Ako bismo znali da je f neprekidna, onda bi iz qi�enice da je Q svuda gust u R sledilo
f(x) = ax za sve x ∈ R. Me�utim, aksioma izbora povlaqi postoja�e aditivnih funkcija
za koje ova jednakost ne va�i. (Xtavixe, takve funkcije su daleko brojnije od onih koje
zadovo	avaju ovu jednakost, tj. koje su R-linearne.) U nastavku �emo ovu qi�enicu i
dokazati.

Za poqetak, kako je Q potpo	e po	a R, mo�emo R posmatrati kao vektorski prostor
nad po	em Q. Ovaj vektorski prostor je beskonaqnodimenzionalan. Zaista, ako bi ovaj
prostor bio konaqnodimenzionalan, onda bi on imao bar jednu konaqnu generatrisu, tj.
postojao bi konaqan podskup {x1, . . . , xn} ⊆ R takav da za svako x ∈ R postoje skalari
q1, . . . , qn ∈ Q takvi da

x = q1x1 + . . .+ qnxn.

Odavde sledi da je funkcija φ : Qn → R, definisana sa

φ(q1, . . . qn) = q1x1 + . . .+ qnxn,

surjekcija, tj. |Qn| > |R|, xto je nemogu�e, jer je Qn prebrojiv, a R neprebrojiv. Dakle,
vektorski prostor R nad po	em Q ne mo�e biti konaqne dimenzije.

Videli smo da aksioma izbora garantuje postoja�e baze za svaki vektorski prostor,
pa zato i ovaj vektorski prostor ima bar jednu bazu. Svaku bazu prostora R nad Q zovemo
i Hamelova baza. Iz prethodnog sledi da svaka Hamelova baza ima bar ℵ0 elemenata
(zapravo, ona ima taqno 2ℵ0 = |R| elemenata, xto ovde ne�emo dokazivati, jer nije od
suxtinske va�nosti za nastavak teksta).

Teorema 12 Postoji aditivna funkcija f : R→ R takva da je f 6= fa za sve a ∈ R, gde
je fa : R→ R, fa(x) = ax.

Dokaz. Neka je H Hamelova baza. Izaberimo i fiksirajmo x ∈ H. Definiximo
funkciju f : R→ Q sa

f(x) :=

{
qi, ako je x = q1x1 + . . .+ qixi + . . .+ qnxn i xi = x,
0, inaqe.
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Lako se vidi da je f dobro definisana (zbog jedinstvenosti reprezentacije) i da je
aditivna. Znamo da baza H sadr�i beskonaqno mnogo vektora, kao i da nula-vektor ne
mo�e biti u H. Jasno je da je f(x) = 1, i da za svako x ∈ H, x 6= x, va�i f(x) = 0 (jer su
vektori x i x linearno nezavisni).

Pretpostavimo da postoji a ∈ R takvo da je f = fa. Tada je f(x) = 1 = a · x, iz qega
sledi da a 6= 0. S druge strane, za x ∈ H, x 6= x, va�i f(x) = 0 = a ·x, pa, kako x ne mo�e
biti nula-vektor, mora biti a = 0. Kontradikcija. �

Aksioma izbora, dakle, mo�e dovesti do ovakvih ,,neprijatnih\ rezultata. U nekoj
literaturi se ove aditivne funkcije koje nisu neprekidne nazivaju ru�ne23 funkcije.
Takvo ime nisu dobile sluqajno; mo�e se dokazati da je grafik svake ru�ne funkcije
f : R→ R svuda gust u R2, kao i da ru�ne funkcije nisu Lebeg-mer	ive.24

23ugly , eng.
24Videti, npr, [2], str. 119.
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12 Paradoks Banaha i Tarskog

Rezultat o kome �e u ovom ode	ku biti reqi moglo bi se re�i da predstav	a najiz-
nena�uju�i rezultat teorijske matematike. On tvrdi da za bilo koja dva ograniqena
podskupa A i B prostora R3 qija je unutrax�ost neprazna va�i da se skup A mo�e raz-
lo�iti na konaqno mnogo delova koji se zatim mogu pregrupisati (krutim pomera�ima)
tako da oforme taqno skup B.

Ideja o tzv. paradoksalnim razlaga�ima poqela je na samom poqetku XX veka sa for-
malnim uvo�e�em pojma mere od strane Lebega25. Vitali je svega nekoliko godina nakon
toga pronaxao podskup skupa R koji nije Lebeg-mer	iv, i time dao prvi primer paradok-
salnog razlaga�a. Posle desetak godina nemaqki matematiqar Hauzdorf26 dokazao je
jedan priliqno neverovatan rezultat u vezi sa paradoksalnim razlaga�em sfere (koji
�e u nastavku biti prikazan), pokazavxi time da nemer	ivi skupovi ne postoje samo u
R, ve� i u R3. Nedugo nakon toga po	ski matematiqari Banah i Tarski27 nadovezali
su se na Hauzdorfov paradoks i dokazali da paradoksalno razlaga�e u R3 postoji i za
loptu, a zatim i da va�i jox opxtije, tj. upravo tvr�e�e navedeno u drugoj reqenici
ovog ode	ka.

Za dokaz najpre Hauzdorfovog paradoksa, a zatim i paradoksa Banaha i Tarskog, bi�e
nam potreban pojam slobodne grupe.

Definicija 26 Za grupu (G, ∗) ka�emo da je slobodna ako postoji skup X ⊆ G takav
da se svaki element skupa G mo�e napisati u obliku ∗-proizvoda konaqno mnogo eleme-
nata skupa X i �ihovih inverza. Skup X zovemo generixu�i skup, a �egove elemente
generatorima grupe G.

Za nastavak priqe razmotri�emo slobodnu grupu sa dva generatora i neka �ena svoj-
stva.

Neka je F(x, y) slobodna grupa sa operacijom nadoveziva�a. Dakle, x i y su genera-
tori grupe F(x, y), pa elementi grupe F(x, y) su sve mogu�e niske sastav	ene od simbola
x, x−1, y, y−1, pri qemu va�i

x−1x = xx−1 = y−1y = yy−1 = 1, (6)

gde je 1 prazna niska. Pritom, primetimo da je svaka niska ekvivalentna (u odnosu na
relacije (6)) taqno jednoj redukovanoj niski, tj. niski u kojoj su izostav	eni svi parovi
koji su jednaki 1. Zato, radi jednostavnosti, pretpostavi�emo da se grupa F(x, y) sastoji
samo iz redukovanih niski.

Oznaqimo sa W(i) skup svih elemenata grupe F(x, y) koji poqi�u simbolom i, gde je
i ∈ {x, y, x−1, y−1}. Jasno je da tada skupovi {1},W(x),W(x−1),W(y) i W(y−1) qine jednu
particiju od F(x, y), tj. da va�i

F(x, y) = {1} tW(x) tW(x−1) tW(y) tW(y−1). (7)

Neka je x−1W(x) = {x−1v | v ∈W(x)}. Dokaza�emo da je

x−1W(x) = {1} tW(x) tW(y) tW(y−1).

25Henri Lebesgue (1875−1941), francuski matematiqar.
26Felix Hausdorff (1868−1942).
27Alfred Tarski (1901−1983).
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⊆: Neka je v ∈ x−1W(x) proizvo	an element. Kako svaki element skupa W(x) poqi�e sa
x, on ne mo�e poqi�ati sa xx−1 (jer su u F(x, y) sve niske redukovane), pa zato v ne mo�e
poqi�ati sa x−1. Dakle, skupovi W(x−1) i x−1W(x) su disjunktni, pa iz (7) sledi

x−1W(x) ⊆ {1} tW(x) tW(y) tW(y−1). (8)

⊇: Neka je v ∈ {1} tW(x) tW(y) tW(y−1) proizvo	an element. Tada ili v ∈ {1}, ili
v ∈W(x), ili v ∈W(y), ili v ∈W(y−1). Pretpostavimo, na primer, v ∈W(y) (za ostale
sluqajeve dokaz je analogan). Tada v poqi�e sa y, pa xv poqi�e sa x, tj. xv ∈ W(x).
Otuda v = x−1xv ∈ x−1W(x).

Dakle,
x−1W(x) ⊇ {1} tW(x) tW(y) tW(y−1). (9)

Iz relacija (8) i (9) sledi tra�ena jednakost.

Dobijeni rezultat zajedno sa (7) daje dokaz slede�eg tvr�e�a.

Stav 4 F(x, y) = x−1W(x) tW(x−1) i F(x, y) = y−1W(y) tW(y−1). �

Primetimo da smo poxli od petoqlane particije grupe F(x, y); dva qlana te particije
smo promenili tako xto smo jednom sleva dodali x−1, a drugom y−1, i time smo dobili dve
grupe F(x, y). Vide�emo da se na ovom zapa�a�u teme	i dokaz Hauzdorfovog paradoksa,
a samim tim i paradoksa Banaha i Tarskog.

Sledi jox jedno zapa�a�e koje �e nam biti potrebno.

Stav 5 Skup F(x, y) je prebrojiv.

Dokaz. Neka je du�ina niske broj simbola koji tu nisku qine. Oznaqimo sa Fn skup
svih niski iz F(x, y) koje su du�ine n. Oqigledno je tada

F(x, y) =
⊔
n∈N

Fn.

Jasno je da je za svako n ∈ N skup Fn konaqan. Znaqi, F(x, y) je prebrojiva unija konaqnih
skupova, dakle, prebrojiv skup. �

Pre svega, dokaza�emo ve� pomenuti Hauzdorfov paradoks, koji se tiqe jediniqne
sfere.

Oznaqimo sa S2 jediniqnu sferu u R3, tj.

S2 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1}.

Teorema 13 (Hauzdorfov paradoks) Postoji prebrojiv skup D ⊆ S2 takav da se S2\D
mo�e podeliti na 5 delova koji se, zatim, mogu zarotirati i dati dve kopije od
S2\D.

Interesova�e nas, dakle, rotacije jediniqne sfere S2. Posmatrajmo grupu SO3 rotaci-
ja prostora R3 oko koordinatnog poqetka. Pokuxa�emo da na�emo neku slobodnu podgrupu
ove grupe sa dva generatora.

Najpre, grupu SO3 mo�emo poistovetiti sa grupom SO(3,R) svih ortogonalnih ma-
trica reda 3 qija je determinanta jednaka 1. Posmatra�emo prirodno dejstvo grupe SO3
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na skup S2: ρ · p = ρ(p) je slika taqke p pri rotaciji ρ, gde ρ ∈ SO3, p ∈ S2. Konkretno,
ako je ρ dato svojom matricom A, a taqka p ima koordinate (x, y, z), onda je

ρ(p) = A ·

 x
y
z

 .
Neka je ϕ ∈ SO3 rotacija u pozitivnom smeru oko x-ose za ugao arccos 1

3
, a ψ ∈ SO3

rotacija u pozitivnom smeru oko z-ose za isti ugao. Dokaza�emo da ϕ i ψ generixu
slobodnu podgrupu grupe SO3.

Lako se vidi da su matrice rotacija ϕ, ϕ−1, ψ i ψ−1 (u odnosu na standardnu bazu
prostora R3) date sa

[ϕ±1] =

 1 0 0

0 1
3

∓2
√
2

3

0 ±2
√
2

3
1
3

 =
1

3

 3 0 0

0 1 ∓2
√

2

0 ±2
√

2 1

 ,

[ψ±1] =

 1
3

∓2
√
2

3
0

±2
√
2

3
1
3

0
0 0 1

 =
1

3

 1 ∓2
√

2 0

±2
√

2 1 0
0 0 3

 .
Stav 6 F(ϕ, ψ) je slobodna podgrupa grupe SO3.

Dokaz. Najpre �emo dokazati da nijedna rotacija koja predstav	a neku kompoziciju
rotacija ϕ, ϕ−1, ψ, ψ−1, a razliqita od 1, nije identiqka rotacija. Neka je ρ bilo koja
rotacija koja predstav	a kompoziciju ove qetiri rotacije. Posmatrajmo taqku (0, 1, 0).
Dokaza�emo, najpre, da ako je ρ du�ine n ≥ 0, onda je ρ(0, 1, 0) oblika

1

3n
(a
√

2, b, c
√

2) (10)

za neke cele brojeve a, b, c. Dokaz �emo izvesti matematiqkom indukcijom po n.
Neka je n = 0. Tada je ρ rotacija du�ine 0, tj. ρ = 1, pa je ρ(0, 1, 0) = (0, 1, 0), xto

ima tra�eni oblik. Pretpostavimo, zatim, da je svaka rotacija ρ du�ine k < n oblika
1
3k

(a
√

2, b, c
√

2) za neke cele brojeve a, b, c. Neka je ρ rotacija du�ine n. Tada ρ mo�emo
videti u jednom od slede�a 4 oblika:

ϕρ′, ϕ−1ρ′, ψρ′, ψ−1ρ′,

gde je ρ′ neka kompozicija rotacija ϕ, ϕ−1, ψ, ψ−1 du�ine n−1. Tada, na osnovu induktivne
hipoteze, za neke cele brojeve a, b, c va�i

ρ′(0, 1, 0) =
1

3n−1
(a
√

2, b, c
√

2).

Tada je ρ(0, 1, 0) jedna od slede�e 4 taqke:

ϕρ′(0, 1, 0) = ϕ
( 1

3n−1
(a
√

2, b, c
√

2)
)

=
1

3
· 1

3n−1

 1 0 0

0 1
3
−2
√
2

3

0 2
√
2

3
1
3

 a
√

2
b

c
√

2


=

1

3n
(3a
√

2, b− 4c, (2b+ c)
√

2),
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ϕ−1ρ′(0, 1, 0) = ϕ−1
( 1

3n−1
(a
√

2, b, c
√

2)
)

=
1

3
· 1

3n−1

 1 0 0

0 1
3

2
√
2

3

0 −2
√
2

3
1
3

 a
√

2
b

c
√

2


=

1

3n
(3a
√

2, b+ 4c, (−2b+ c)
√

2),

ψρ′(0, 1, 0) = ψ
( 1

3n−1
(a
√

2, b, c
√

2)
)

=
1

3
· 1

3n−1

 1 −2
√

2 0

2
√

2 1 0
0 0 3

 a
√

2
b

c
√

2


=

1

3n
((a− 2b)

√
2, 4a+ b, 3c

√
2),

ψ−1ρ′(0, 1, 0) = ψ−1
( 1

3n−1
(a
√

2, b, c
√

2)
)

=
1

3
· 1

3n−1

 1 2
√

2 0

−2
√

2 1 0
0 0 3

 a
√

2
b

c
√

2


=

1

3n
((a+ 2b)

√
2,−4a+ b, 3c

√
2).

Prime�ujemo da je svaka od dobijene 4 taqke tra�enog oblika. Time je dokaz induk-
cijom zavrxen.

Pretpostavimo da je ρ(0, 1, 0) = (0, 1, 0), za neku rotaciju ρ koja nije identiqka, a
koja je kompozicija n rotacija ϕ, ϕ−1, ψ, ψ−1. Tada je 1

3n
(a
√

2, b, c
√

2) = (0, 1, 0), odakle
zak	uqujemo da mora biti a = c = 0 i b = 3n. Specijalno, kako je ρ 6= 1, to je n > 1 i

a ≡ b ≡ c ≡ 0 (mod 3). (11)

Me�utim, dokaza�emo da ovo ne mo�e da va�i.
Za proizvo	nu rotaciju ρ ∈ F(ϕ, ψ) neka je N(ρ) ure�ena trojka (a, b, c), gde su a, b, c

iz (10) i a, b, c ∈ Z3. Ci	 nam je da doka�emo da je N(ρ) 6= (0, 0, 0) za bilo koju rotaciju
ρ koja nije identiqka.

Kako je N(ρ) = (a, b, c), iz prethodnog raquna dobijamo

N(ϕρ) = (3a, b− 4c, 2b+ c) = (0, b− c, c− b),
N(ϕ−1ρ) = (3a, b+ 4c,−2b+ c) = (0, b+ c, b+ c),

N(ψρ) = (a− 2b, 4a+ b, 3c) = (a+ b, a+ b, 0),

N(ψ−1ρ) = (a+ 2b,−4a+ b, 3c) = (a− b, b− a, 0).

Da	e, N(ϕ2ρ) = N(ϕ(ϕρ)) = (0, (b − c) − (c − b), (c − b) − (b − c)) = (0, 2b − 2c, 2c − 2b) =
(0, c− b, b− c). Zatim, N(ϕ3ρ) = (0, (c− b)− (b− c), (b− c)− (c− b)) = (0, b− c, c− b), i tako
da	e. Vidimo da N(ϕnρ) naizmeniqno uzima vrednosti (0, c − b, b − c) i (0, b − c, c − b).
Na analogan naqin nalazimo N(ϕ−nρ), N(ψnρ) i N(ψ−nρ) za bilo koje n ∈ N i za �ih
uvi�amo sliqnu zakonitost. Dakle,

N(ϕnρ) =

{
(0, b− c, c− b), n neparno,
(0, c− b, b− c), n parno;

N(ϕ−nρ) =

{
(0, b+ c, b+ c), n neparno,

(0,−b− c,−b− c), n parno;

N(ψnρ) =

{
(a+ b, a+ b, 0), n neparno,

(−a− b,−a− b, 0), n parno;

N(ψ−nρ) =

{
(a− b, b− a, 0), n neparno,
(b− a, a− b, 0), n parno.
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Neka je ρ bilo koja neidentiqka rotacija dobijena kao kompozicija rotacija ϕ, ϕ−1, ψ
i ψ−1. Pretpostavimo, najpre, da se ρ zavrxava stepenom od ϕ, tj. da je oblika

. . . ϕn3ψn2ϕn1 ,

ni ∈ Z\{0}, i ∈ {1, 2, 3, . . .}. Tada je N(ϕn1) = N(ϕn1 · 1) (1 je identiqka rotacija), N(1) =
(0, 1, 0), pa je

N(ϕn1) ∈ {(0, 1, 2), (0, 2, 1), (0, 1, 1), (0, 2, 2)}.
Zatim se lako proveri da je

N(ψn2ϕn1) ∈ {(1, 1, 0), (2, 2, 0), (0, 1, 1), (0, 2, 2)}.

Da	e,
N(ϕn3ψn2ϕn1) ∈ {(0, 1, 2), (0, 2, 1), (0, 1, 1), (0, 2, 2)},

isto kao N(ϕn1), i tako da	e. Dakle, kolika god da je du�ina od ρ, svakako ne�e va�iti
N(ρ) = (0, 0, 0).

Sliqno, ako se ρ zavrxava stepenom od ψ, tj. ρ = . . . ψn3ϕn2ψn1 , imamo

N(ψn1) ∈ {(1, 1, 0), (2, 2, 0), (2, 1, 0), (1, 2, 0)},
N(ϕn2ψn1) ∈ {(0, 1, 2), (0, 2, 1), (0, 1, 1), (0, 2, 2)},

N(ψn3ϕn2ψn1) ∈ {(1, 1, 0), (2, 2, 0), (2, 1, 0), (1, 2, 0)},

i tako da	e. Dakle, nikada ne�e biti N(ρ) = (0, 0, 0).
Zak	uqujemo da ne mo�e biti ρ(0, 1, 0) = (0, 1, 0) ni za jednu rotaciju koja nije du�ine

0, tj. koja nije identiqka rotacija. �

Sada, neka grupa F(ϕ, ψ) dejstvuje na skup S2. Orbite pri tom dejstvu qine jednu
particiju od S2. Neka jeM0 transverzala te particije. Tada je

S2 = F(ϕ, ψ)M0 = {ρ(p) | ρ ∈ F(ϕ, ψ), p ∈M0}. (12)

Zatim, kako je
F(ϕ, ψ) = {1} tW(ϕ) tW(ϕ−1) tW(ψ) tW(ψ−1),

to sa (12) daje

S2 =M0 ∪W(ϕ)M0 ∪W(ϕ−1)M0 ∪W(ψ)M0 ∪W(ψ−1)M0. (13)

Me�utim, ove unije vixe ne moraju biti disjunktne. Na primer, ako bi bilo (1, 0, 0) ∈
M0, onda, kako je ϕ(1, 0, 0) = (1, 0, 0), to (1, 0, 0) ∈ W(ϕ)M0, tj. presek skupova M0 i
W(ϕ)M0 bi bio neprazan. I uopxte, ako je p fiksna taqka bilo koje rotacije ρ ∈ F(ϕ, ψ),
onda �e ρ(p) le�ati u neka dva skupa koja uqestvuju u razlaga�u (13).

Postoji vrlo jednostavno rexe�e ovog problema: ukloni�emo sa sfere skup svih
taqaka koje su fiksne pri nekoj netrivijalnoj rotaciji ρ ∈ F(ϕ, ψ). Oznaqimo taj skup
sa D:

D = {p ∈ S2 | (∃ρ ∈ F(ϕ, ψ)) (ρ 6= 1 ∧ ρ(p) = p)}.
Kako svaka netrivijalna rotacija fiksira bax svoju osu i nixta osim toga, skup D

saqi�avaju samo taqke koje pripadaju osama rotacija grupe F(ϕ, ψ). Me�utim, svakoj od
ovih rotacija odgovara�e samo dve takve taqke, a kako rotacija ima prebrojivo mnogo (jer
je F(ϕ, ψ) prebrojiv skup), to je skup D prebrojiv.

Posmatrajmo dejstvo grupe F(ϕ, ψ) sada na skup S2\D. Doka�imo, najpre, da je to
dejstvo dobro definisano, tj. da za svako p ∈ S2\D va�i ρ(p) ∈ S2\D za svako ρ ∈ F(ϕ, ψ).
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Neka je p ∈ S2\D i neka postoji ρ ∈ F(ϕ, ψ) takvo da ρ(p) /∈ S2\D. Tada ρ(p) ∈ D,
pa postoji netrivijalna rotacija σ ∈ F(ϕ, ψ) takva da je σ(ρ(p)) = ρ(p). Me�utim, tada
je ρ−1σρ(p) = p, i ρ−1σρ nije identiqka rotacija, jer σ nije identiqka. Zak	uqujemo da
p ∈ D, xto je u kontradikciji sa pretpostavkom da p ∈ S2\D.

Sada skup svih orbita pri dejstvu grupe F(ϕ, ψ) na skup S2\D predstav	a jednu par-
ticiju skupa S2\D, pa neka je M transverzala te particije. Uoqimo direktnu sliku
skupaM pri bilo kojoj rotaciji ρ ∈ F(ϕ, ψ):

ρ[M] = {ρ(p) | p ∈M}.

Tvrdimo da su za svake dve razliqite rotacije ρ1, ρ2 ∈ F(ϕ, ψ) skupovi ρ1[M] i ρ2[M]
me�usobno disjunktni.

Zaista, neka su ρ1, ρ2 ∈ F(ϕ, ψ) proizvo	ni elementi. Pretpostavimo ρ1[M]∩ρ2[M] 6=
∅. Tada postoji bar jedna taqka p ∈ S2\D takva da p ∈ ρ1[M] i p ∈ ρ2[M]. Odatle sledi
da postoje taqke p1, p2 ∈ M takve da je p = ρ1(p1) i p = ρ2(p2). Tada je ρ

−1
1 ρ2(p2) = p1, pa

se taqke p1 i p2 nalaze u istoj orbiti. Me�utim, kako je p1, p2 ∈ M, mora biti p1 = p2,
jer skupM sadr�i po taqno jedan element svake orbite. Otuda je ρ−11 ρ2(p1) = p1, tj. p1
je fiksna taqka rotacije ρ−11 ρ2. Kako p1 /∈ D, mora biti ρ−11 ρ2 = 1, tj. ρ1 = ρ2. Dakle, za
razliqite ρ1 i ρ2 je ρ1[M] ∩ ρ2[M] = ∅.

Zahva	uju�i ovom rezultatu, analogno sa (12) dobijamo particiju od S2\D:

S2\D =MtW(ϕ)MtW(ϕ−1)MtW(ψ)MtW(ψ−1)M.

Me�utim, stav 4 omogu�ava nam da skup S2\D vidimo na jox dva naqina:

S2\D = ϕ−1[W(ϕ)M] tW(ϕ−1)M,

S2\D = ψ−1[W(ψ)M] tW(ψ−1)M.

Sada, ukoliko uvedemo oznake

Wϕ := W(ϕ)M,

Wϕ−1 := W(ϕ−1)M,

Wψ := W(ψ)M,

Wψ−1 := W(ψ−1)M,

mo�emo zapisati:

S2\D =MtWϕ tWϕ−1 tWψ tWψ−1 , (14)

S2\D = ϕ−1Wϕ tWϕ−1 , (15)

S2\D = ψ−1Wψ tWψ−1 . (16)

Dakle, skup S2\D smo podelili na 5 delova; dva dela smo zarotirali, i kao rezultat
smo dobili dve kopije skupa S2\D. Time je teorema 13 dokazana.

Iskoristi�emo dobijeni rezultat da bismo dobili sliqan rezultat, ali ovoga puta
na celoj sferi S2. Pre svega, razmotrimo neke osobine disjunktne unije koje �emo u nas-
tavku koristiti.

Neka su I i J neki indeksni skupovi.
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1) Ako je A =
⊔
i∈I

Ai i za svako i ∈ I je Ai =
⊔
j∈J

Aij, onda je

A =
⊔

i∈I, j∈J

Aij.

2) Ako je A =
⊔
i∈I

Ai i ρ ∈ SO3 bilo koja rotacija, onda je

ρ[A] =
⊔
i∈I

ρ[Ai].

3) Ako je A =
⊔
i∈I

Ai i B ⊆ S2 bilo koji skup, onda je

A ∩ B =
⊔
i∈I

(Ai ∩ B).

Da	e, treba na neki naqin da od S2\D do�emo do celog S2. Primer koji sledi ilus-
trova�e u R2 ono xto nam je ci	 da uradimo u R3.

Primer 5 Neka je S1 jediniqni krug u R2 i ` interval (0, 1) na x-osi. Neka je, da	e,
ρ rotacija u pozitivnom smeru oko koordinatnog poqetka za 1

10
radijana. Kako je broj

2π iracionalan, a broj 1
10
racionalan, koliko god puta primenili rotaciju ρ na skup `,

dobijeni skup se nikada ne�e poklopiti sa `, tj.

(∀n ∈ N, n > 1) ρn[`] 6= `.

Definiximo skup

C =
∞⊔
n=0

ρn[`]

i posmatrajmo skup S1 t C. Primetimo da je ovaj skup disjunktan sa skupom ρ−1[`], jer
iz ρn[`] 6= ` za svako n ∈ N, n > 1, sledi ρn−1[`] 6= ρ−1[`] za sve n ∈ N, n > 1. Zato, va�i
slede�a jednakost:

S1 t ρ−1[C] = S1 t C t ρ−1[`].
Dakle, krenuli smo od skupa S1tC. Skup C smo, zatim, na ,,pogodan\ naqin zarotirali
i kao rezultat dobili polazni skup S1tC i jox jedan dodatni skup, tj. otvorenu du�
ρ−1[`].

Pokuxa�emo da ideju iz prethodnog primera iskoristimo za sluqaj sfere. U tom
ci	u, izaberimo neku pravu ` koja sadr�i koordinatni poqetak, a ne seqe skup D (to
je mogu�e uraditi, jer je D samo prebrojiv, a taqaka na sferi ima neprebrojivo mnogo).
Neka je `θ ∈ SO3 rotacija u pozitivnom smeru oko prave ` za ugao θ. Definiximo skup
T na slede�i naqin:

T = {θ ∈ [0, 2π) | (∃p ∈ D)(∃n ∈ N, n > 1) `nθ(p) ∈ D}.

Kako je skup D prebrojiv, uglova θ koji zadovo	avaju uslov skupa T ima najvixe prebro-
jivo mnogo, pa je skup T najvixe prebrojiv. Prema tome, kako je skup [0, 2π) neprebrojiv,
mo�emo izabrati neki ugao θ0 ∈ [0, 2π) takav da θ0 /∈ T . Oznaqimo

σ = `θ0 .
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Tada je
σn[D] ∩ D = ∅

za sve n ∈ N, n > 1. Onda je
σn+m[D] ∩ σm[D] = ∅ (17)

za sve m,n ∈ N, n > 1 i m < n. Sada, ukoliko u (17) umesto n stavimo n−m, dobijamo

σn[D] ∩ σm[D] = ∅

za sve m,n ∈ N, n > 1 i m < n.
Definiximo skup E ⊆ S2 na slede�i naqin:

E :=
∞⊔
n=0

σn[D].

Sada skup S2 mo�emo razlo�iti kao

S2 = (S2\E) t E .

Kako je

σ[E ] = σ

[
∞⊔
n=0

σn[D]

]

=
∞⊔
n=0

σn+1[D]

=
∞⊔
n=1

σn[D]

= E\D,

to je

S2\D = (S2\E) t (E\D)

= (S2\E) t σ[E ].

Da	e, kako je, oqigledno, D ( E , to je (S2\E) ( (S2\D), pa je

S2\E = (S2\D) ∩ (S2\E).

Tako�e,

E = σ−1[σ[E ]]

= σ−1[E\D]

= σ−1[(S2\D) ∩ E ].

Sada, uzimaju�i sve u obzir, imamo

S2 = (S2\E) t E
=
(
(S2\D) ∩ (S2\E)

)
t σ−1[(S2\D) ∩ E ].

Ova relacija, zajedno sa (14), (15) i (16), daje nam slede�e:

S2 =
(
(MtWϕ tWϕ−1 tWψ tWψ−1) ∩ (S2\E)

)
t σ−1[(MtWϕ tWϕ−1 tWψ tWψ−1) ∩ E ](18)

S2 =
(
(ϕ−1Wϕ tWϕ−1) ∩ (S2\E)

)
t σ−1[(ϕ−1Wϕ tWϕ−1) ∩ E ] (19)

S2 =
(
(ψ−1Wψ tWψ−1) ∩ (S2\E)

)
t σ−1[(ψ−1Wψ tWψ−1) ∩ E ]. (20)
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Da bi bilo jasnije xta smo dobili, uvedimo slede�e oznake:

M0 := M∩ (S2\E)

W0
ϕ := Wϕ ∩ (S2\E)

W0
ϕ−1 := Wϕ−1 ∩ (S2\E)

W0
ψ := Wψ ∩ (S2\E)

W0
ψ−1 := Wψ−1 ∩ (S2\E)

M1 := M∩ E
W1

ϕ := Wϕ ∩ E
W0

ϕ−1 := Wϕ−1 ∩ E
W0

ψ := Wψ ∩ E
W0

ψ−1 := Wψ−1 ∩ E .

Tada (18) mo�emo zapisati na slede�i naqin:

S2 = (M0 tW0
ϕ tW0

ϕ−1 tW0
ψ tW0

ψ−1) t σ−1[M1 tW1
ϕ tW1

ϕ−1 tW1
ψ tW1

ψ−1 ]

=M0 t σ−1[M1] tW0
ϕ t σ−1[W1

ϕ] tW0
ϕ−1 t σ−1[W1

ϕ−1 ] tW0
ψ t σ−1[W1

ψ] tW0
ψ−1 t σ−1[W1

ψ−1 ]

Da bismo mogli da napixemo i razlaga�a (19) i (20) na jednostavniji naqin, uvedimo
nove oznake:

W00
ϕ := W0

ϕ ∩ ϕ[S2\E ] = Wϕ ∩ (S2\E) ∩ ϕ[S2\E ]

W01
ϕ := W0

ϕ ∩ ϕ[E ] = Wϕ ∩ (S2\E) ∩ ϕ[E ]

W10
ϕ := W1

ϕ ∩ ϕ[S2\E ] = Wϕ ∩ E ∩ ϕ[S2\E ]

W11
ϕ := W1

ϕ ∩ ϕ[E ] = Wϕ ∩ E ∩ ϕ[E ]

W00
ψ := W0

ψ ∩ ψ[S2\E ] = Wψ ∩ (S2\E) ∩ ψ[S2\E ]

W01
ψ := W0

ψ ∩ ψ[E ] = Wψ ∩ (S2\E) ∩ ψ[E ]

W10
ψ := W1

ψ ∩ ψ[S2\E ] = Wψ ∩ E ∩ ψ[S2\E ]

W11
ψ := W1

ψ ∩ ψ[E ] = Wψ ∩ E ∩ ψ[E ].

Sada, sa novim oznakama, (12) postaje

S2 =M0 t σ−1[M1] tW00
ϕ tW01

ϕ t σ−1[W10
ϕ ] t σ−1[W11

ϕ ] tW0
ϕ−1 t σ−1[W1

ϕ−1 ]

t W00
ψ tW01

ψ t σ−1[W10
ψ ] t σ−1[W11

ψ ] tW0
ψ−1 t σ−1[W1

ψ−1 ],

(18) postaje

S2 =
(
(ϕ−1[Wϕ] tWϕ−1) ∩ (S2\E)

)
t σ−1

[
(ϕ−1[Wϕ] tWϕ−1) ∩ E

]
=
((
ϕ−1[Wϕ] ∩ (S2\E)

)
t
(
Wϕ−1 ∩ (S2\E)

))
t σ−1

[(
ϕ−1[Wϕ] ∩ E

)
t (Wϕ−1 ∩ E)

]
=
(
ϕ−1

[
Wϕ ∩ ϕ[S2\E ]

]
t
(
Wϕ−1 ∩ (S2\E)

))
t σ−1

[
ϕ−1

[
Wϕ ∩ ϕ[E ]

]
t
(
Wϕ−1 ∩ E

)]
=
(
ϕ−1[W00

ϕ tW10
ϕ ] tW0

ϕ−1

)
t σ−1

[
ϕ−1[W01

ϕ tW11
ϕ ] tW1

ϕ−1

]
= ϕ−1[W00

ϕ ] t ϕ−1[W10
ϕ ] tW0

ϕ−1 t σ−1ϕ−1[W01
ϕ ] t σ−1ϕ−1[W11

ϕ ] t σ−1[W1
ϕ−1 ],

i, sliqno, (19) postaje

S2 = ψ−1[W00
ψ ] t ψ−1[W10

ψ ] tW0
ψ−1 t σ−1ψ−1[W01

ψ ] t σ−1ψ−1[W11
ψ ] t σ−1[W1

ψ−1 ]
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Da bismo mogli da usaglasimo oznake u sva tri razlaga�a sfere S2, uvedimo jox jedne
nove oznake:

A1 := M0 A2 := σ−1[M1]

A1 := W00
ϕ A4 := σ−1[W10

ϕ ]

A5 := W01
ϕ A6 := σ−1[W11

ϕ ]

A7 := W0
ϕ−1 A8 := σ−1[W1

ϕ−1 ]

A9 := W00
ψ A10 := σ−1[W10

ψ ]

A11 := W01
ψ A12 := σ−1[W11

ψ ]

A13 := W0
ϕ−1 A14 := σ−1[W1

ψ−1 ].

Najzad,

S2 = A1 t A2 t A3 t A4 t A5 t A6 t A7 t A8 t A9 t A10 t A11 t A12 t A13 t A14,

S2 = ϕ−1[A3] t ϕ−1σ[A4] t σ−1ϕ−1[A5] t σ−1ϕ−1σ[A6] t A7 t A8,

S2 = ψ−1[A9] t ψ−1σ[A10] t σ−1ψ−1[A11] t σ−1ψ−1σ[A12] t A13 t A14.

(21)

Ovime smo dokazali paradoks Banaha i Tarskog za sferu S2, iskazan u slede�oj teo-
remi.

Teorema 14 Sfera S2 se mo�e razlo�iti na konaqan broj delova koji, zarotirani,
daju dve kopije od S2. �

Paradoks Banaha i Tarskog va�i ne samo za sferu, ve� i za loptu, tj. sferu sa svojom
unutrax�om oblax�u.

Naime, neka je B3 jediniqna lopta u R3. Ideja je da dobijenu konstrukciju sa S2

prenesemo na B3. Uvedimo slede�e oznake:

ρ3 := ϕ−1, ρ4 := ϕ−1σ, ρ5 := σ−1ϕ−1, ρ6 := σ−1ϕ−1σ, ρ7 := 1, ρ8 := 1,

ρ9 := ψ−1, ρ10 := ψ−1σ, ρ11 := σ−1ψ−1, ρ12 := σ−1ψ−1σ, ρ13 := 1, ρ14 := 1.

Sada (21) postaje

S2 =
14⊔
i=1

Ai =
8⊔
i=3

ρi[Ai] =
14⊔
i=9

ρi[Ai].

Proxiriva�e na celu loptu izvrxi�emo tako xto proxirimo svako Ai ka unutra
pravcem polupreqnika. Za svako i ∈ {1, 2, . . . , 14} definiximo skupove Bi ⊆ B3 na
slede�i naqin:

Bi := {(λx, λy, λz) | (x, y, z) ∈ Ai, 0 < λ 6 1}.

Na ovaj naqin dobijamo particiju lopte B3 bez koordinatnog poqetka:

B3\{O} =
14⊔
i=1

Bi =
8⊔
i=3

ρi[Bi] =
14⊔
i=9

ρi[Bi]. (22)

Me�utim, nama treba particija qitave lopte B3, pa treba da na neki naqin uklonimo
ovu ,,smet�u\. Poslu�i�emo se suxtinski istim trikom kao xto smo koristili za skup
D.

Izaberimo neku taqku blisku koordinatnom poqetku, npr. ( 1
10
, 0, 0). Uoqimo pravu

koja sadr�i ovu taqku, a paralelna je y-osi. Neka je τ rotacija oko ove prave za 1
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radijan. Oqigledno je τn(O) ∈ B3 za svako n ∈ N. Kako je broj 2π iracionalan, to je
τn(O) 6= (O) za sve n ∈ N, n > 1. Zato mo�emo dokazati

τn(O) 6= τm(O)

za sve m,n ∈ N, n > 1,m 6 n, xto je ekvivalentno sa

{τn(O)} ∩ {τm(O)} = ∅

za m,n ∈ N, n > 1,m 6 n. Definiximo

F :=
∞⊔
n=0

{τn(O)}.

Tada je τ [F ] = F\{O}. Onda, kako je

B3 = (B3\F) t F ,

to je

B3\{O} = (B3\F) t (F\{O})
= (B3\F) t τ [F ].

Onda je
B3 =

(
(B3\{O}) ∩ (B3\F) t τ−1

[
(B3\{O}) ∩ F

]
,

xto zajedno sa (22) daje

B3 =

(
14⊔
i=1

Bi ∩
(
B3\F

))
t τ−1

[
14⊔
i=1

Bi ∩ F

]

=

(
8⊔
i=3

ρi
[
Bi
]
∩
(
B3\F

))
t τ−1

[
8⊔
i=3

ρi
[
Bi
]
∩ F

]

=

(
14⊔
i=9

ρi
[
Bi
]
∩
(
B3\F

))
t τ−1

[
14⊔
i=9

ρi
[
Bi
]
∩ F

]
.

(23)

Uvedimo oznake

B0
i := Ai ∩ (B3\F)

B1
i := Ai ∩ F

za i ∈ {1, 2}, kao i

B00
i := Bi ∩ (B3\F) ∩ ρ−1i [B3\F ]

B01
i := Bi ∩ (B3\F) ∩ ρ−1i [F ]

B10
i := Bi ∩ F ∩ ρ−1i [B3\F ]

B10
i := Bi ∩ F ∩ ρ−1i [F ]

za i ∈ {3, 4, . . . , 14}. Sada se (23) svodi na

B3 = B0
1 t τ−1[B1

1] t B0
2 t τ−1[B1

2] t
14⊔
i=3

B00
i t

14⊔
i=3

B01
i t

14⊔
i=3

τ−1[B10
i ] t

14⊔
i=3

τ−1[B11
i ]

=
8⊔
i=3

ρi[B00
i ] t

8⊔
i=3

ρi[B10
i ] t

8⊔
i=3

τ−1ρi[B01
i ] t

8⊔
i=3

τ−1ρi[B11
i ]

=
14⊔
i=9

ρi[B00
i ] t

14⊔
i=9

ρi[B10
i ] t

14⊔
i=9

τ−1ρi[B01
i ] t

14⊔
i=9

τ−1ρi[B11
i ].
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Ovime smo dobili tra�eno razlaga�e lopte B3. Naravno, B3 se ni po qemu suxtinski
ne razlikuje od bilo koje druge lopte u R3; koriste�i rotacije oko osa koje ne sadr�e
koordinatni poqetak dobijamo razlaga�e za bilo koju loptu. Ovime je dokazana naredna
teorema.

Teorema 15 (Paradoks Banaha i Tarskog za loptu) Bilo koja lopta B u prostoru R3

mo�e se razlo�iti na konaqan broj delova koji, zarotirani, daju dve kopije od B. �

Ostaje jox da pomo�u dobijenog rezultata doka�emo uopxteni paradoks Banaha i
Tarskog, iskazan na samom poqetku ovog ode	ka.

Pre svega, osim rotacija sada �e nam biti potrebne i translacije, pa neka jeM3 grupa
svih rotacija i translacija prostora R3.

Definicija 27 Neka su A i B podskupovi od R3. Ka�emo da su skupovi A i B raz-
lo�ivo jednaki, i pixemo A ∼ B, ako postoje particije skupova A i B na jednak
broj delova,

A =
n⊔
i=1

Ai, B =
n⊔
i=1

Bi,

i za svako i ∈ {1, . . . , n} postoje preslikava�a gi ∈M3 takva da va�i

gi[Ai] = Bi.

Grubo govore�i, ka�emo da su skupovi A i B razlo�ivo jednaki ako se skup A mo�e
podeliti na konaqan broj delova koje je mogu�e pregrupisati tako da oni oforme taqno
skup B. Naredno tvr�e�e, zato, predstav	a direktnu posledicu teoreme 15.

Posledica 1 Neka je B ⊆ R3 lopta polupreqnika r. Tada postoji podskup B0 ⊆ B
takav da je skup B\B0 razlo�ivo jednak sa disjunktnom unijom dve lopte polupreqnika
r.

Dokaz. Uzmimo B0 = B0
1 t τ−1[B1

1] t B0
2 t τ−1[B1

2]. �

Stav 7 Relacija ∼ je relacija ekvivalencije na skupu P(R3).

Dokaz. Za svaki skup A ⊆ R3 va�i A ∼ A, jer mo�emo uzeti trivijalnu particiju
A = A1 i identiqko preslikava�e g = 1; tada je g[A1] = A1. Dakle, relacija ∼ je
refleksivna.

Neka je A ∼ B, za neka dva podskupa A,B ⊆ R3. Tada je A =
n⊔
i=1

Ai ,B =
n⊔
i=1

Bi , i za

svako i ∈ {1, . . . , n} postoji gi ∈M3 takvo da va�i

gi[Ai] = Bi.

Me�utim, gi je bijekcija, pa je
Ai = g−1i [Bi]

za svako i, odakle sledi B ∼ A. Dakle, relacija ∼ je simetriqna.
Da bismo dokazali refleksivnost, pretpostavimo A ∼ B i B ∼ C za neke skupove

A,B, C ⊆ R3. Tada

A =
n⊔
i=1

Ai, B =
n⊔
i=1

Bi =
n′⊔
j=1

B′j, C =
n′⊔
j=1

Cj
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i za svako i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , n′} postoje preslikava�a gi, g′j ∈M3 takva da va�i

gi
[
Ai
]

= Bi, g′j
[
B′j
]

= Cj.

Neka je Aij := g−1i
[
Bi ∩ B′j

]
. Tada je

⊔
i,j

Aij =
n⊔
i=1

n′⊔
j=1

Aij

=
n⊔
i=1

n′⊔
j=1

g−1i
[
Bi ∩ B′j

]
=

n⊔
i=1

g−1i

[
Bi ∩

n′⊔
j=1

B′j
]

=
n⊔
i=1

g−1i
[
Bi ∩ B

]
=

n⊔
i=1

g−1i
[
Bi
]

=
n⊔
i=1

Ai

= A.

Dakle,
{
Aij | i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , n′}

}
je jedna particija od A.

Tako�e, ⊔
i,j

g′jgi
[
Aij
]

=
⊔
i,j

g′jgig
−1
i

[
Bi ∩ B′j

]
=

n′⊔
j=1

n⊔
i=1

g′j
[
Bi ∩ B′j

]
=

n′⊔
j=1

g′j

[
B′j ∩

n⊔
i=1

Bi
]

=
n′⊔
j=1

g′j

[
B′j ∩ B

]
=

n′⊔
j=1

g′j
[
B′j
]

=
n′⊔
j=1

Cj

= C.

Dakle, A ∼ C. �

Stav 8 Ako je A ∼ B, onda postoji bijekcija α : A → B takva da za svako C ⊆ A va�i

C ∼ α
[
C
]
.
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Dokaz. Iz A ∼ B sledi A =
n⊔
i=1

Ai, B =
n⊔
i=1

Bi i za svako i ∈ {1, . . . , n} postoji

gi ∈M3 tako da je gi
[
Ai
]

= Bi. Da	e, svaka taqka skupa A nalazi se u taqno jednom skupu
particije

{
Ai | i ∈ {1, . . . , n}

}
, tj.

(∀p ∈ A)(∃1ip ∈ {1, . . . , n}) p ∈ Aip .

Definiximo funkciju α : A → B sa

α(p) := gip(p).

Funkcija α je korektno definisana, jer su za svako i ∈ {1, . . . , n} skupovi gi
[
A1

]
, . . . , gi

[
An
]

me�usobno disjunktni. Kako je gi bijekcija za svako i, to je i α bijekcija.
Neka je C ⊆ A proizvo	an skup. Tada je

C = A ∩ C =
n⊔
i=1

(
Ai ∩ C

)
, (24)

pa je

α
[
C
]

=
n⊔
i=1

gi
[
Ai ∩ C

]
. (25)

Najzad, iz (24) i (25) sledi C ∼ α
[
C
]
. �

Stav 9 Ako je A ∩ B = A′ ∩ B′ = ∅, i ako je A ∼ A′ i B ∼ B′, onda je A t B ∼ A′ t B′.

Dokaz. Iz A ∼ A′ i B ∼ B′ sledi

A =
n⊔
i=1

Ai, A′ =
n⊔
i=1

A′i, B =
n′⊔
j=1

Bj, B′ =
n′⊔
j=1

B′j

i za svako i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , n′} postoje preslikava�a gi, g
′
j ∈ M3 takva da je

gi
[
Ai
]

= A′i i g′j
[
Bj
]

= B′j. Tada je

A t B =
n⊔
i=1

Ai t
n′⊔
j=1

Bj,

A′ t B′ =
n⊔
i=1

A′i t
n′⊔
j=1

B′j =
n⊔
i=1

gi
[
Ai
]
t

n′⊔
j=1

g′j
[
Bj
]
.

Dakle, A t B ∼ A′ t B′. �

Sada �emo na osnovu relacije ∼ definisati jednu novu relaciju nad podskupovima
od R3.

Definicija 28 Neka su A,B ⊆ R3. Definiximo relaciju 4 na P(R3) sa

A 4 B ⇐⇒
(
∃B′ ⊆ B

)
A ∼ B′.

Odmah �emo navesti i neke osobine uvedene relacije.

Stav 10 Relacija 4 ⊆ P(R3)× P(R3) ima slede�a svojstva:
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1) 4 je refleksivna,

2) 4 je tranzitivna,

3) Ako je A ⊆ B i B 4 C, onda je A 4 C,

4) Ako je A 4 B i B ⊆ C, onda je A 4 C.

Dokaz.

1) Neka je A ⊆ R3 proizvo	an skup. Iz refleksivnosti relacije ∼ sledi A ∼ A ⊆ A,
pa je A 4 A.

3) Neka je A ⊆ B i B 4 C. Tada postoji podskup C ′ skupa C takav da je B ∼ C ′. Odatle
sledi

B =
n⊔
i=1

Bi, C ′ =
n⊔
i=1

C ′i

i za svako i ∈ {1, . . . , n} postoje preslikava�a gi ∈M3 takva da je gi
[
Bi
]

= C ′i.

Iz A ⊆ B =
n⊔
i=1

Bi sledi da postoje indeksi m1, . . . ,mk ∈ {1, . . . , n}, k 6 n, takvi da

je A ∩ Bmj
6= ∅ za sve j ∈ {1, . . . , k}. Svaki skup Bi mo�emo zapisati kao

Bi =
(
Bi\A

)
t
(
Bi ∩ A

)
,

pa je

C ′mj
= gmj

[
Bmj

]
= gmj

[(
Bmj
\A
)
t
(
Bmj
∩ A

)]
= gmj

[
Bmj
\A
]
t gmj

[
Bmj
∩ A

]
,

j ∈ {1, . . . , k}. Neka je C ′′ =
k⊔
j=1

gmj

[
Bmj
∩ A

]
. Oqigledno je C ′′ ⊆ C, a kako je

A =
k⊔
j=1

(
Bmj
∩ A

)
, to je A ∼ C ′′. Dakle, A 4 C.

2) Neka su A,B, C ⊆ R3 takvi da A 4 B i B 4 C. Tada postoji B′ ⊆ B tako da

A ∼ B′. (26)

Iz B′ ⊆ B i B ∼ C, prema delu 3), sledi B′ 4 C. Dakle, postoji C ′ ⊆ C tako da

B′ ∼ C ′. (27)

Sada iz (26) i (27) i tranzitivnosti relacije ∼ sledi A ∼ C ′. Dakle, relacija 4
je tranzitivna.

4) Neka je A 4 B i B ⊆ C. Tada postoji B′ ⊆ B tako da

A ∼ B′. (28)

Iz B ⊆ C sledi B′ ⊆ C, xto sa (28) daje A 4 C. �
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Sada smo ,,pripremili teren\ za dokaz uopxtene verzije paradoksa Banaha i Tarskog.
On se odnosi na ograniqene podskupove od R3 qija je unutrax�ost neprazna.

Za skup A ⊆ R3 ka�emo da ima nepraznu unutrax�ost ako A sadr�i (kao svoj podskup)
neku loptu pozitivnog polupreqnika. Ka�emo da je skup A ograniqen ako je sadr�an u
nekoj lopti konaqnog polupreqnika.

Stav 11 Neka su A i B ograniqeni podskupovi od R3 nepraznih unutrax�osti. Tada je
A 4 B.

Dokaz. Izaberimo lopte BA i BB takve da je A ⊆ BA i BB ⊆ B. Izaberimo dovo	no
veliki prirodan broj n takav da se BA mo�e pokriti sa n (ne nu�no disjunktnih) kopija
od BB. Neka je S disjunktna unija tih n kopija od BB. Tada mo�emo pomeriti delove
skupa S tako da oni prekriju BA. Uzimaju�i odgovaraju�e podskupove od ovih delova
mo�emo disjunktno prekriti BA, pa je BA 4 S.

Da	e, prema teoremi 15, mo�emo uzastopno da dupliramo neki podskup od BB tako
da dobijemo bilo koji konaqan broj kopija od BB. Specijalno, mo�emo dobiti n kopija
od BB, pa je S 4 BB. Dakle,

A ⊆ BA 4 S 4 BB ⊆ B,

pa, iz dela 3) i 4) stava 10, sledi A 4 B. �

Skupovi A i B iz prethodnog stava se ni po qemu suxtinski ne razlikuju, pa kako
smo zak	uqili A 4 B, mogli smo isto tako da zak	uqimo B 4 A. Dakle, za bilo koja
dva ograniqena skupa A,B ⊆ R3 qije su unutrax�osti neprazne va�i

A 4 B i B 4 A.

Zato dokaz zavrxava slede�e tvr�e�e.

Teorema 16 (Banah-Xreder-Bernxtajn) Neka je A 4 B i B 4 A. Tada je A ∼ B.

Dokaz. Mo�emo izabrati A′ ⊆ A i B′ ⊆ B tako da A ∼ B′ i A′ ∼ B. Neka su α : A → B′
i β : A′ → B bijekcije qije postoja�e garantuje stav 8. Definiximo skupove

{
Cn
}
n∈N na

slede�i naqin:

(Rec)

{
C0 = A\A′,
Cn = β−1α

[
Cn−1

]
.

Oqigledno je Cn ⊆ A za svako n ∈ N, pa je i

C :=
∞⋃
n=0

Cn ⊆ A.

Kako je C0 ⊆ C i C0 ∩ A′ = ∅, to je

A\C = A′ \
(
C ∩ A′

)
= A′ \

∞⋃
n=1

Cn.
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Kako su α i β bijekcije, to je

β
[
A\C

]
= β

[
A′ \

∞⋃
n=1

Cn

]

= β
[
A′
]
\ β

[
∞⋃
n=1

β−1α
[
Cn−1

]]

= B \α

[
∞⋃
n=1

Cn−1

]

= B \α

[
∞⋃
n=0

Cn

]
= B \α

[
C
]
.

Stav 8 nam sada daje
A\C ∼ B \α

[
C
]
, (29)

kao i
C ∼ α

[
C
]
. (30)

Najzad, prime�uju�i stav 9 na (29) i (30), dobijamo(
A\C

)
t C ∼

(
B \α[C]

)
t α[C],

tj. A ∼ B. �

Posledica 2 (Uopxteni paradoks Banaha i Tarskog) Bilo koja dva ograniqena podskupa
od R3 qije su unutrax�osti neprazne jesu razlo�ivo jednaka. �

Paradoks Banaha i Tarskog 	udskom umu zvuqi priliqno apsurdno. Me�utim, niko
ne bi mogao da ospori taqnost �egovog dokaza, pa jedino preostaje da kritikuje neke
pretpostavke koje se u dokazu koriste. Aksioma izbora se tu smatra krivcem broj jedan,
s obzirom na to da bez �e ovakvo tvr�e�e ne bi bilo mogu�e. Zato ovaj paradoks va�i
za jak argument protiv aksiome izbora. Me�utim, nije aksioma izbora jedina u koju ovde
treba ,,upirati prstom\; videli smo xta zapravo le�i u osnovi dokaza − to je pojam
slobodne grupe, a ona sama ima ,,paradoksalna\ svojstva.
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13 Zak	uqak

Od samog poqetka otkako je uvedena, aksioma izbora prouzrokovala je razna opreqna
mix	e�a i do danas va�i za najkontroverzniju aksiomu u matematici. Bez �e bi mate-
matika ostala uskra�ena za brojne lepe i korisne rezultate (u ovom radu prikazani su
samo neki od �ih, oni najpoznatiji). Tako�e, neke nove matematiqke teorije rodile su
se kao posledica ove aksiome (na primer, teorija velikih kardinala). Me�utim, zbog
one �ene ,,druge strane\, postojao je (a i da	e postoji) jedan broj matematiqara koji
se protivi �enom korix�e�u. Tu spadaju, pre svega, konstruktivisti. Oni odbijaju
postoja�e bilo kog pojma koji se ne mo�e ,,konstruisati\. Oni bi rekli:

Formalni sistem u kome je formula ∃xG(x) dokaziva, ali koji ne pru�a nikakav
metod za nala�e�e tog x o kome je req, jeste sistem u kome egzistencijalni kvan-
tifikator ne ispu�ava svoju predvi�enu ulogu.28

Smatrali su, tako�e, da je opasno tvrditi postoja�e neqega xto niko ne mo�e da
opixe. Rasel se dr�ao stava da je najbo	e izbegavati korix�e�e aksiome izbora upravo
zbog �enih, kako je on rekao, zapa�uju�ih posledica. Lebeg je, tako�e, �ustro odbijao
da prihvati aksiomu izbora. Zanim	ivo je, me�utim, da je on prilikom dokaziva�a da
je prebrojiva unija mer	ivih podskupova skupa R mer	iv skup koristio ovu aksiomu, a
da toga nije ni bio svestan. On qak i nije bio jedini: Hardi29 je primetio da je Borel30,
koji je, inaqe, prigovarao na aksiomu izbora, koristio aksiomu prilikom dokaziva�a
jednog svog rezultata.

Neki matematiqari nisu bili sigurni da li da prihvate aksiomu izbora ili ne. Na
primer, van der Varden31 je u svom prvom izda�u k�ige Moderna algebra 1930. godine
predstavio neke zanim	ive primene aksiome izbora. Za drugo izda�e 1937. godine �egove
kolege su uspele da ga ubede da odstrani aksiomu. Me�utim, tadax�i matematiqari koji
su se bavili algebrom bili su tim qinom vrlo nezadovo	ni, jer je time apstraktna
algebra postala priliqno ograniqena, pa je autor u tre�em izda�u 1950. rexio da vrati
aksiomu izbora sa svim �enim posledicama.

Danas je aksioma izbora ve�inom prihva�ena i uglavnom se slobodno koristi. Neki
matematiqari, doduxe, koriste neke oslab	ene verzije aksiome izbora, ili qak �enu
negaciju, xto tako�e ima smisla, jer je Koen 1963. godine dokazao da je negacija aksiome
izbora relativno konzistentna sa ostatkom ZF teorije, isto kao xto je to i sama aksioma
izbora.

Postojale su (a mo�da i da	e postoje) izvesne tendencije da aksiomu izbora zameni
�ena ,,alternativa\ − tzv. aksioma izvesnosti32, qiji koreni pripadaju teoriji igara,
s obzirom na to da aksioma izbora u ovoj teoriji ima neke vrlo ,,nezgodne\ posledice.
Ove dve aksiome nisu kompatibilne, tj. me�usobno se isk	uquju. Me�utim, aksioma
izvesnosti se qini pogodnom zamenom, jer zadr�ava mnoge dobre osobine aksiome izbora,
a poprav	a one neke �ene ma�e po�e	ne osobine. Jedino je preostalo da se u potpunosti
doka�e da ova nova aksioma nije u kontradikciji sa prvobitnom ZF teorijom, na qemu se
i da	e radi.

Bilo kako bilo, aksioma izbora je, i pored svojih nesavrxenosti, uxla u teme	e
savremene matematike, i matematika kakvu danas poznajemo i izuqavamo bez ove aksiome
svakako ne bi bila ista.

28[2], str. 6, prevod sa engleskog moj.
29Godfrey Harold ”G. H.” Hardy (1877−1947), engleski matematiqar.
30Emil Borel (1871−1956), francuski matematiqar.
31Bartel Leendert van der Waerden (1903−1996), holandski matematiqar.
32Axiom of determinateness, eng.
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