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Predgovor

Kako bismo odredili nepoznat parametar u raspodeli obele�ja
populacije koristimo taqkaste i intervalne ocene. Taqkasta ocena je
broj koji se izraqunava iz uzorka i slu�i kao aproksimacija nepoznate
vrednosti parametra raspodele osnovne populacije iz koje je uzet uzo-
rak. Me�utim, ako bi se oce�iva�e parametra svelo samo na taqkastu
ocenu, tada bismo uvek znali da se naxa ocena razlikuje od parametra za
odre�enu vrednost, ali ne bismo mogli da odredimo veliqinu grexke,
dakle taqkasta ocena je po pravilu nedovo	no precizna, odnosno ne-
taqna ([2]).

Jir�i Nejman1 je prvi prepoznao drugaqiji metod. Godine 1937.
Nejman je u Kra	evskom statistiqkom druxtvu2 odr�ao predava�e u
kom uvodi intervalne ocene, odnosno intervale povere�a ([9]). K	uqna
prednost ovakve ocene je xto nam daje mogu�nost da formiramo inter-
val koji �e uz unapred izabrani rizik obuhvatiti nepoznati parametar.

Nepoznati parametri, tj. parametri raspodela mogu biti
parametri polo�aja, razmere ili oblika. Parametri polo�aja i
razmere, pored toga xto prirodno postoje u nekim raspodelama (npr.
normalnoj), zbog svoje pogodnosti u matematiqkom smislu mogu se uvesti
i u druge raspodele kako bi se populacija bo	e opisala odgovaraju�im
modelom. Zbog svoje velike zastup	enosti i pogodnih svojstava, oce-
�iva�e ovih parametara je veoma znaqajno u statistici. U ovom radu
bavi�emo se intervalnim ocenama parametara polo�aja i razmere kao i
kvalitetom tih ocena.

1 Jerzy Neyman (1894-1981) je po	ski matematiqar i statistiqar
2 Royal Statistical Society je druxtvo osnovano u Londonu 1834. godine kao druxtvo

i struqni organ za statistiku
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Poglav	e 1

Parametri polo�aja i

razmere

Pored onih koji prirodno postoje, parametre polo�aja i razmere
uvodimo u raspodele koje ih prirodno ne sadr�e. U ovom poglav	u �emo
definisati familiju polo�aja i razmere, upozna�emo se sa raspode-
lama koje prirodno sadr�e parametre polo�aja i razmere i pokaza�emo
kako parametre mo�emo ,,ubaciti" u raspodele u kojima nisu prirodno
sadr�ani.

1.1 Familije polo�aja i razmere

Familije raspodela koje �emo konstruisati su familije polo�aja,
familije razmere i familije polo�aja i razmere. Svaka od famili-
ja se dobija transformacijom neke funkcije gustine raspodele f(x),
koja se naziva standardna funkcija gustine raspodele za tu famili-
ju. Poqe�emo sa teoremom koja opisuje jedno svojstvo funkcije gustine
raspodele. Naredna teorema preuzeta je iz [1].

Teorema 1.1 Neka je data funkcija gustine raspodele f(x) i neka su
dati −∞ < µ <∞ i σ > 0. Tada je funkcija

g(x|µ, σ) =
1

σ
f(
x− µ
σ

)

tako�e jedna funkcija gustine raspodele.

Dokaz. Da bismo pokazali da je novodobijena funkcija g(x|µ, σ) zaista
funkcija gustine raspodele, moramo pokazati da je ona nenegativna i
da je �en integral jednak 1. Kako je g(x|µ, σ) = 1

σ
f(x−µ

σ
), a f(x) je

1
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gustina raspodele, koriste�i svojstvo nenegativnosti funkcije gustine
raspodele, sledi da je f(x) ≥ 0 za sve vrednosti x, pa odatle sledi i da je
naxa funkcija g(x|µ, σ) tako�e nenegativna, tj. g(x|µ, σ) = 1

σ
f(x−µ

σ
) ≥ 0

za sve vrednosti x, µ i σ > 0. Slede�e xto treba da poka�emo je da∫∞
−∞ g(x|µ, σ)dx = 1.

∫ ∞
−∞

g(x|µ, σ)dx =

∫ ∞
−∞

1

σ
f(
x− µ
σ

)dx

=

∫ ∞
−∞

f(y)dy

(
uvedena je smena y =

x− µ
σ

)
= 1.

Time smo pokazali da je g(x|µ, σ) tako�e jedna funkcija gustine
raspodele.�

Definicija 1.1.1 Neka je data funkcija gustine raspodele f(x).
Tada se familija funkcija gustina raspodele f(x− µ), gde je
−∞ < µ < ∞, naziva familija polo�aja sa standardnom

funkcijom raspodele f(x), a µ se naziva parametar polo�aja

te familije.

Na osnovu prethodne definicije 1.1.1 mo�emo da zak	uqimo da, uko-
liko je data funkcija gustine raspodele f(x) i −∞ < µ < ∞, tada
je f(x + µ) tako�e jedna familija polo�aja sa standardnom funkci-
jom gustine raspodele f(x). Parametar µ i u ovom sluqaju quva oblik
funkcije gustine i pomera je du� x ose.

Kako bismo jasnije uvideli znaqaj parametra polo�aja i kako �e-
gova promena utiqe na promenu funkcije gustine raspodele, razmotrimo
naredni primer.

Primer 1.1.1 (Normalna raspodela)
Neka je data sluqajna veliqina X, qija je funkcija gustine raspodele

f(x) =
1√
2π3

e
−x2

2·32 , −∞ < x <∞

Koriste�i definiciju 1.1.1 napravi�emo familiju polo�aja qija je

standardna funkcija gustine raspodele f(x) = 1√
2π3
e
−x2

2·32 , a µ je para-
metar polo�aja. Familija funkcija gustina raspodele

f(x− µ) =
1√
2π3

e
−(x−µ)2

2·32 , −∞ < x <∞
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je familija polo�aja sa standardnom funkcijom gustine raspodele

f(x) = 1√
2π3
e
−x2

2·32 , a µ parametar polo�aja. Slika 1.1 ilustruje promenu

grafika funkcije gustine raspodele f(x− µ) u zavisnosti od µ.

Slika 1.1: Funkcije gustine raspodele u zavisnosti od parametra
polo�aja

Primetimo da je familija polo�aja sa standardnom funkcijom gu-
stine raspodele f(x) u stvari familija funkcija gustina normalne
raspodele, gde je σ2 = 32 konstanta, a µ se me�a uzimaju�i vrednosti
iz intervala (−∞,+∞), te mo�emo zak	uqiti da normalna raspodela
prirodno sadr�i parametar polo�aja. Sa slike 1.1 mo�emo videti
da za x = µ, f(x − µ) = f(0), za x = µ + 1, f(x − µ) = f(1) i inaqe za
x = µ+a, f(x−µ) = f(a). Stoga, uloga parametra µ jeste da ,,pomera"
grafik funkcije gustine raspodele za ,,µ du�inu" du� x ose. Oblik
grafika ostaje neprome�en, ali se me�a �egov polo�aj, te odatle i
naziv za parametar µ - parametar polo�aja.

Naredna definicija govori o familiji gustina raspodela qiji se
grafik ,,ne xeta" du� x, ve� se me�a oblik grafika, tj. su�ava se ili
xiri.

Definicija 1.1.2 Neka je data funkcija gustine raspodele f(x).
Tada se familija funkcija gustina raspodele 1

σ
f(x

σ
), gde je σ > 0

naziva familija razmere sa standardnom funkcijom gustine

raspodele f(x), a parametar σ se naziva parametar razmere te
familije.
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Parametar razmere σ xiri grafik funkcije gustine raspodele uko-
liko je σ > 1, odnosno su�ava grafik ukoliko je σ < 1, te otuda i
�egov naziv. Mo�emo da zak	uqimo, ukoliko je data funkcija gustine
raspodele f(x) i σ > 0, da je familija funkcija gustine raspodele
σf(σx) tako�e jedna familija razmere.

Narednim primerima pokaza�emo neke raspodele koje prirodno
sadr�e parametar razmere, kao i raspodele koje ga ne sadr�e, ali se
transformacijom mo�e konstruisati familija razmera.

Primer 1.1.2 (Eksponencijalna raspodela)
Najjednostavniji primer raspodele koja prirodno sadr�i parame-
tar razmere jeste ujedno i jedna od najrasprostra�enijih i naj-
poznatijih raspodela, a to je jednoparametarska eksponencijalna
raspodela. Funkcija gustine raspodele jednoparametarske eksponen-
cijalne raspodele data je sa g(x|λ) = λe−λx, x ≥ 0, λ > 0. Iz oblika
funkcije gustine mo�emo da vidimo da je jednoparametarska ekspo-
nencijalna familija u stvari familija razmere qija je standardna
funkcija gustine raspodele standardna eksponencijalna raspodela
f(x) = e−x, a parametar λ je parametar razmere. Ukoliko iskoristimo
definiciju 1.1.2 i zapixemo λ1 = 1

λ
i g(x|λ) = 1

λ1
f( 1

λ1
) jasnije se vidi

da je req o raspodeli koja prirodno sadr�i parametar razmere.

Primer 1.1.3 (Gama raspodela)
Raspodela koja tako�e prirodno sadr�i parametar razmere jeste
dvoparametarska gama raspodela qija je funkcija gustine raspodele
data sa g(x|b) = 1

bΓ(a)
(x
b
)a−1e−

x
b , x ≥ 0. Parametar a > 0 je parametar

oblika, a parametar b > 0 je parametar razmere. Dvoparametarska
gama familija je familija razmere qija je standardna funkcija gusti-
ne raspodele jednoparametarska gama funkcija gustine raspodele, tj.
f(x) = xa−1e−x

Γ(a)
. Odnosno, kada zapixemo g(x|b) = 1

b
f(x

b
) jasnije se vidi

da je req o raspodeli koja prirodno sadr�i parametar razmere.

Primer 1.1.4 (Laplasova raspodela)
Jox jedan primer raspodele koja prirodno sadr�i parametar razmere
jeste dvostruka eksponencijalna raspodela, tj. Laplasova raspodela
kada je parametar µ = 0. Funkcija gustine dvostruke eksponencijalne
raspodele data je sa

f(x|σ) =
1

2σ
e
−|x|
σ −∞ < x <∞, σ > 0

Primetimo da �emo dobiti standardnu funkciju gustine raspodele
ako je σ = 1, tj. gustina dvostruke eksponencijalne raspodele
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jeste familija razmere sa standardnom funkcijom gustine raspodele
f(x) = 1

2
e−|x|. Slika 1.2 ilustruje promenu grafika funkcije gustine

raspodele f(x|σ) u zavisnosti od parametra razmere σ.

Slika 1.2: Funkcije gustine raspodele u zavisnosti od parametra
razmere

Primer 1.1.5 (Vejbulova raspodela)
Raspodela koju �emo razmatrati u ovom primeru dobila je ime po Valo-
di Vejbulu 1. On nije bio prvi koji je koristio ovu raspodelu, ali jeste
bio prvi koji je otkrio �enu xiroku primenu. Vejbulova raspodela
nalazi primenu u meteorologiji, teoriji pouzdanosti, be�iqnoj ko-
munikaciji, itd. ([4]). Neka je data sluqajna veliqina X koja ima Ve-
jbulovu jednoparametarsku raspodelu, tj X ∼ W1(a). Funkcija gustine
raspodele data je sa f(x) = axa−1e−x

a
, x > 0, gde je a > 0. Funkcija

raspodele data je sa F (x) = 1 − e−x
a
. Parametar a nije parametar

razmere, ve� parametar oblika, te Vejbulova raspodela prirodno ne
sadr�i parametar razmere. Konstruiximo familiju razmere qija je
standardna funkcija gustine raspodele Vejbulova funkcija gustine
raspodele. Neka je sluqajna veliqina Y data sa Y = bX, gde je b > 0.
Tada je Y sluqajna veliqina sa Vejbulovom raspodelom, gde je a para-
metar oblika, a b je parametar razmere. Kako bismo jasnije uvideli,
pogledajmo naredne zapise. Neka su G(y) i g(y) funkcija raspodele i

1 Waloddi Weibull (1887-1979), xvedski matematiqar
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funkcija gustine raspodele sluqajne veliqine Y , respektivno.

G(y) = P{Y ≤ y} = P{bX ≤ y}

= P{X ≤ y

b
}

= F (
y

b
)

= 1− exp
[
−
(
y

b

)a]
.

Odavde sledi da je G′(y) = g(y) = 1
b
f(y

b
) i da Y ima Vejbulovu raspodelu

sa parametrom oblika a i parametrom razmere b, tj. da je g(y) fami-
lija razmere qija je standardna funkcija raspodele Vejbulova funkcija
gustine raspodele sa parametrom oblika a.

Do sada smo razmatrali sluqajeve kada parametri polo�aja i
razmere deluju odvojeno i kada svako na svoj naqin me�a standardnu
funkciju gustine raspodele. Me�utim, na koji naqin se me�a funkcija
gustine raspodele ukoliko pustimo da oba parametra deluju u isto
vreme? Razmotrimo odgovor narednom definicijom.

Definicija 1.1.3 Neka je data funkcija gustine raspodele f(x).
Tada se familija funkcija gustina raspodela 1

σ
f(x−µ

σ
), gde su

−∞ < µ < ∞ i σ > 0, naziva familija polo�aja i razmere sa

standardnom funkcijom gustine raspodele f(x). Parametar µ
je parametar polo�aja, a parametar σ je parametar razmere.

Kada oba parametra µ i σ ,,deluju" istovremeno tada se grafik
funkcije gustine raspodele xiri za β > 1, su�ava za β < 1 i pomera
du� x ose za ,,µ du�inu". Mo�emo zak	uqiti da, ukoliko je data
funkcija gustine raspodele f(x), −∞ < µ <∞ i σ > 0, tada �e famili-
ja funkcija gustina raspodele σf(σ(x+ µ)) tako�e biti jedna familija
polo�aja i razmere. U narednim primerima pokaza�emo neke raspodele
koje prirodno sadr�e parametre polo�aja i razmere, kao i one koji ih
ne sadr�e, ali ih ve� poznatom metodom mo�emo izmeniti kako bi ih
sadr�ali.

Primer 1.1.6 (Normalna raspodela)
Kao xto smo mogli da naslutimo iz dosadax�ih primera, najpozna-
tija raspodela koja u sebi prirodno sadr�i parametere polo�aja i
razmere jesete normalna raspodela. Neka je X sluqajna veliqina koja
ima normalnu raspodelu, tj. X ∼ N(µ, σ2), −∞ < µ < ∞ i σ2 > 0,

oblik funkcije gustine raspodele je g(x) = 1√
2πσ2

e−
1
2

(x−µ
σ

)2
, te mo�emo
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napisati da je g(x) = 1
σ
f(x−µ

σ
), gde je f funkcija gustine raspodele

sluqajne veliqine Y koja ima standardnu normalnu raspodelu, tj. Y ∼
N(0, 1). Dakle, funkcija gustine normalne raspodele sa parametrima
µ i σ jeste familija polo�aja i razmere gde je standardna funkcija
gustine raspodele u stvari funkcija gustine standardne normalne
raspodele N(0, 1).

Primer 1.1.7 (Uniformna raspodela)
Jedna od raspodela za koju mo�da ne bismo mogli tako brzo da naslu-
timo da u sebi krije parametre polo�aja i razmere jeste uniformna
raspodela. Zaista, kada ka�emo da neka sluqajna veliqina ima uni-
formnu raspodelu U [a, b], nije lako uoqiti pomenute parametre. Po-
�imo od sluqajne velqine X koja ima uniformnu raspodelu, tj. X ∼
U [0, 1], qija je funkcija gustine raspodele data sa f(x) = 1, a funkcija
raspodele je F (x) = x. Neka je sluqajna veliqina Y data sa Y = a+σX,
gde je a ∈ R i σ ∈ (0,∞), a g(y) i G(y) su funkcija gustine raspodele i
funkcija raspodele sluqajne veliqine Y , respektivno. Tada va�i:

G(y) = P{Y ≤ y} = P{a+ σX ≤ y}

= P{X ≤ y − a
σ
}

= F (
y − a
σ

)

=
y − a
σ

.

Odatle sledi da je g(y) = 1
σ
f(y−a

σ
). Primetimo da σ mo�emo zapisati

kao b−a, gde je b > a i a, b ∈ R. Tada funkciju gustine sluqajne veliqine
Y mo�emo zapisati kao g(y) = y−a

b−a , odnosno sluqajna veliqina Y ima
uniformnu raspodelu sa parametrima a i b, tj. Y ∼ U [a, a+σ], odnosno
Y ∼ U [a, b]. Iz ovakvog zapisa vidimo da je svaka uniformna raspodela
u stvari familija polo�aja i razmere, gde je a parametar polo�aja,
a σ je parametar razmere, a standardna uniformna funkcija gustine
je standarna funkcija gustine te familije.

Primer 1.1.8 (Koxijeva raspodela)
Sluqajna veliqina X sa standardnom Koxijevom raspodelom ima
funkciju gustine raspodele

f(x) =
1

π(1 + x2)
, x ∈ R.
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Funkcija raspodele ima slede�i oblik

F (x) =
1

2
+

1

π
arctanx, x ∈ R.

Funkcija gustine standardne Koxijeve raspodele je u stvari stan-
darna funkcija raspodele za Koxijevu familiju, koja je familija
polo�aja i razmere i qija funkcija gustina raspodele ima oblik

f(x|µ, σ) =
1

σπ(1 + (x−µ
σ

)2)
, −∞ < x <∞.

Grafik ilustruje promenu funkcije gustine raspodele u zavisnosti od
parametara polo�aja i razmere.

Slika 1.3: Funkcije gustine raspodele u zavisnosti od parametra
polo�aja i razmere

Primer 1.1.9 (Translirana eksponencijalna raspodela)
U primeru 1.1.2 smo videli da je funkcija gustine raspodele oblika
f(x) = e−x standardna funkcija gustine za eksponencijalnu raspodelu.
Me�utim, ukoliko zapixemo λ1 = 1

λ
, λ > 0 i g(x) = 1

λ1
f(x−µ

λ1
) vidimo da

funkcija gustine raspodele g(x) pripada familiji polo�aja i razmere.
Kako bismo utvrdili koja je to familija, zapiximo slede�e

g(x) = λe−λ(x−µ),
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xto je u stvari funkcija gustine raspodele translirane eksponenci-
jalne raspodele za x ≥ µ. Parametar λ je parametar razmere, kao i
kod standardne eksponencijalne funkcije raspodele, a parametar µ je
parametar polo�aja, tj. parametar koji vrxi traslaciju du� x ose.
Naredni grafik pokazuje kako se me�a funkcija gustine raspodele u za-
visnosti od parametra µ i parametra σ.

Slika 1.4: Funkcije gustine raspodele u zavisnosti od parametra
polo�aja i razmere

Primer 1.1.10 (Levijeva raspodela)
Levija raspodela, nazvana po francuskom matematiqaru Polu Levi-
ju2, koja je veoma bitna u izuqava�u Braunovog kreta�a, spada u
raspodele koje prirodno ne sadr�e parametere polo�aja i razmere,
ali ih transformacijom mo�emo uvesti. Sluqajna veliqina X ima
standardnu Levijevu raspodelu ukoliko je funkcija gustine raspodele
data sa f(x) = 1√

2π
1

x3/2 e
− 1

2x , x ∈ (0,∞). Funkcija raspodele data je sa

F (x) = 2

[
1− Φ( 1√

x
)

]
, gde je Φ funkcija raspodele standardne normalne

raspodele. Neka je sluqajna veliqina Y data sa Y = a + bX, gde a ∈ R
i b ∈ (0,∞), a g(y) i G(y) su funkcija gustine i funkcija raspodele

2 Paul Pierre Levy (1886-1971), francuski matematiqar
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sluqajne veliqine Y , respektivno. Tada va�i:

G(y) = P{Y ≤ y} = P{a+ bX ≤ y}

= P{X ≤ y − a
b
}

= F (
y − a
b

)

= 2

[
1− Φ

(√
b

y − a

)]
.

Vidimo da je funkcija gustine raspodele sluqajne veliqine Y data sa
g(y) = 1

b
f(y−a

b
). Mo�emo da zak	uqimo da sluqajna veliqina Y ima

Levijevu raspodelu sa parametrom polo�aja a i parametrom razmere b,
tj. pripada familiji polo�aja i razmere qija je standardna funkcija
gustine raspodele u stvari standardna Levijeva funkcija gustine
raspodele.

Naredna teorema preuzeta je iz [1] i pokazuje vezu izme�u transfor-
macije standardne funkcije gustine raspodele f(x) pomo�u koje se grade
familije polo�aja i razmere sa transformacijom sluqajne veliqine Z
qija je gustina raspodele f(z). Odnosno daje formalnu potporu pre-
thodnim primerima gde parametri polo�aja i razmere nisu prirodno
postojali u odre�enim raspodelama, kao i pravilo pomo�u kojeg mo�emo
ubaciti parametre polo�aja i razmere u raspodele koje ih ne sadr�e.
Ova teorema je znaqajna jer mo�e da pomogne pri odabiru najbo	eg mo-
dela za populaciju, tj. mo�e da pomogne pri odluci da li je familija
polo�aja i razmere pogodna za opis odgovaraju�e populacije. Ako u teo-
remi 1.2 za µ uzmemo vrednost nula, dobijamo familiju razmere, ako je
pak σ jednako jedinici, tada dobijamo familiju polo�aja.

Teorema 1.2 Sluqajna veliqina Z ima gustinu raspodele f(z). Neka
su dati −∞ < µ <∞ i σ > 0. Tada je X sluqajna veliqina sa funkci-
jom gustine raspodele 1

σ
f(x−µ

σ
) ako i samo ako je X = σZ + µ.

Pre dokaza uvex�emo dve pomo�ne teoreme preuzete iz [1].

Teorema 1.3 Neka je data sluqajna veliqina X sa funkcijom raspodele
FX(x) i neka je data sluqajna veliqina Y , takva da je Y = g(X) i g je
monotona funkcija. Neka su χ i γ definisani na slede�i naqin:

χ = {x : fx(x) > 0} i γ = {y : y = g(x) za neke x ∈ χ}. (1.1)

Tada va�i:
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a) Ako je g rastu�a funkcija na χ, tada je FY = FX(g−1(y)) za y ∈ γ;

b) Ako je g opadaju�a funkcija na χ i X je neprekidna sluqajna
veliqina, tada je FY = 1− FX(g−1(y)) za y ∈ γ.

Dokaz. Raspodela sluqajne veliqine Y = g(X) je data sa

FY (y) = P (Y ≤ y)

= P (g(X) ≤ y)

= P ({x ∈ χ : g(x) ≤ y})

=

∫
{x∈χ:g(x)≤y}

fX(x)dx.

(1.2)

Kako je funkcija g monotona, sledi da je ona ,,1-1" i ,,na", odnosno da
je bijekcija. Stoga g−1 mo�e uzeti samo jednu vrednost, tj. g−1(y) = x
ako i samo ako y = g(x). Ako je g rastu�a, tada sledi:

{x ∈ χ : g(x) ≤ y} = {x ∈ χ : g−1(g(x)) ≤ g−1(y)}
= {x ∈ χ : x ≤ g−1(y)}

(1.3)

Ako je g opadaju�a funkcija, tada sledi:

{x ∈ χ : g(x) ≤ y} = {x ∈ χ : g−1(g(x)) ≥ g−1(y)}
= {x ∈ χ : x ≥ g−1(y)}

(1.4)

Ako je g rastu�a funkcija, tada pomo�u (1.2) i (1.3) mo�emo napisati:

FY (y) =

∫
{x∈χ:x≤g−1(y)}

fX(x)dx =

∫ g−1(y)

−∞
fX(x)dx = FX(g−1(y))

Ako je g opadaju�a, tada va�i:

FY (y) =

∫
{x∈χ:x≥g−1(y)}

fX(x)dx =

∫ ∞
g−1(y)

fX(x)dx = 1− FX(g−1(y))

U drugoj jednakosti smo iskoristili neprekidnost sluqajne veliqine
X. �

Teorema 1.4 Neka je data sluqajna veliqina X qija je funkcija gusti-
ne raspodele fX(x) i neka je Y = g(X), gde je g monotona funkcija. Neka
su χ i γ definisane kao u (1.1) i neka je fX(x) neprekidna na χ i g−1

ima neprekidne prve izvode na γ. Tada je funkcija gustine raspodele
sluqajne veliqine Y data sa:
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fY (y) =


fX(g−1(y))

∣∣∣∣ ddyg−1(y)

∣∣∣∣, y ∈ γ
0, inaqe.

(1.5)

Dokaz. Koriste�i teoremu 1.3 dobijamo da je:

fY (y) =
d

dy
FY (y) =


fX(g−1(y)) d

dy
g−1(y), ako je g rastu�a

−fX(g−1(y)) d
dy
g−1(y), ako je g opadaju�a

Ovo je zapravo samo drugaqiji zapis za (1.5). �
Dokaz teoreme (1.2). Neka je data sluqajna veliqina Z qija je funkcija
gustine raspodele f(z) i X = σZ + µ. Tada X mo�emo da zapixemo kao
X = g(Z), gde je g monotona funkcija i va�i g−1(x) = x−µ

σ
i
∣∣ d
dx
g−1(x)

∣∣ =
1
σ
. Kada primenimo (1.5) iz teoreme (1.4) dobijamo slede�e:

fX(x) = fZ(g−1(x))
∣∣ d
dx
g−1(x)

∣∣ = f(
x− µ
σ

)
1

σ
.

Sada �emo dokazati drugi smer. Definiximo funkciju g(x) sa g(x) =
x−µ
σ

i neka je Z = g(X). Tada je g−1(Z) = σZ + µ i
∣∣ d
dz
g−1(x)

∣∣ = σ. Po
teoremi 1.4 funkcija gustine raspodele sluqajne veliqine Z je data sa

fZ(z) = fX(g−1(z))
∣∣ d
dz
g−1(z)

∣∣ =
1

σ
f(

(σz + µ)− µ
σ

)σ = f(z).

Tako�e je i

σZ + µ = σg(X) + µ = σ(
x− µ
σ

) + µ = X.

Ovim smo dokazali i drugi smer teoreme.
�



Poglav	e 2

Intervalno oce�iva�e

Qesto su parametri polo�aja i razmere nepoznati i potrebno je
na�i �ihovu ocenu. Kako je taqkasta ocena dosta nepouzdana, koriste
se intervalne ocene. Upoznajmo se sada sa naqinom konstruisa�a in-
tervalnih ocena, koje zajedno sa nivoom povere�a postaju intervali po-
vere�a, kao i sa intervalima povere�a za parametre polo�ja i razmere
nekih prethodno pomenutih raspodela.

2.1 Intervalne ocene, interval i nivo

povere�a

Neka je {F (x, θ)|θ ∈ Θ} familija dopustivih raspodela obele�ja
X. Kod taqkastog oce�iva�a nepoznatog parametra θ na osnovu uzorka
(X1, X2, ..., Xn) ocena je test statistika oblika

Tn = Tn(X1, ..., Xn).

Za svaku realizaciju x= (x1, ..., xn) uzorka X= (X1, ..., Xn), ta stati-
stika prima vrednost tn = Tn(x1, ..., xn) koju prihvatamo kao pribli�nu
vrednost nepoznatog parametra. Jasno je da realizovana vrednost tn
statistike Tn mo�e odstupati, ma�e ili vixe, od stvarne vrednosti
nepoznatog parametra. Zato je korisno imati kriterijum za oce�iva�e
grexke koja se qini pri korix�e�u neke statistike kao ocene nepoznatog
parametra. U matematiqkoj statistici se oce�iva�e grexke vrxi na taj
naqin xto se odre�uje interval koji sa velikom verovatno�om prekriva
nepoznati parametar. Takav interval se naziva interval povere�a, a
predlo�eni metod se naziva intervalno oce�iva�e nepoznatog parame-
tra ([3]).

13
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Definicija 2.1.1 Neka je dat prost sluqajan uzorak X =
(X1, X2, ..., Xn) qija raspodela zavisi od parametra θ ∈ R. Neka su
Ln = Ln(x1, ..., xn) i Un = Un(x1, ..., xn) bilo koje funkcije od uzorka
za koje va�i da je Ln(x) ≤ Un(x). Za svako X, sluqajni interval
[Ln(X), Un(X)] se naziva itervalna ocena parametra θ.

Iako �e u ve�ini sluqajeva Ln i Un uzimati konaqne vrednosti,
ponekad se mo�e desiti suprotno, da je na primer Ln = −∞. Tada
�emo imati jednostranu intervalnu ocenu (−∞, Un] i pretpostavku da
je θ ≤ Un, bez pretpostavke o do�oj granici. Analogno tome, jednostra-
na intervalna ocena mo�e biti [Ln,∞), kada je Un = ∞. Iako se u
definicji koristi zatvoreni interval [Ln(x), Un(x)], ponekad �e biti
prirodnije da koristimo otvoren interval (Ln(x), Un(x)) ili jednostra-
nu intervalnu ocenu, tj. koristi�emo onu intervalnu ocenu koja bude
najpogodnija za dati problem.

Primer 2.1.1 Neka je dat prost sluqajan uzorak X = (X1, X2, X3, X4)
qija je raspodela N(µ, 1). Neka je [X̄ − 1, X̄ + 1] data intervalna ocena
za nepoznat parametar µ. To znaqi da tvrdimo da data intervalna
ocena prekriva µ . Ako ocenimo µ samo sa X̄, verovatno�a da je ta ocena
potpuno taqna je nula, odnosno P (X̄ = µ) = 0. Me�utim, ako koristi-
mo datu intervalnu ocenu, verovatno�a da je naxa tvrd�a taqna, tj.
da dati interval prekriva µ je ve�a od nule. Odredi�emo kolika je
verovatno�a da je µ prekriveno datim intervalom, tj. izraquna�emo
P (µ ∈ [X̄ − 1, X̄ + 1]). Kako sluqajna veliqina X̄ ima N(µ, 1

4
) raspodelu,

a sluqajna veliqina Z = X̄−µ√
1
4

ima N(0, 1), tj. standardnu normalnu

raspodelu, odatle sledi:

P (µ ∈ [X̄ − 1, X̄ + 1]) = P (X̄ − 1 ≤ µ ≤ X̄ + 1)

= P (−1 ≤ X̄ − µ ≤ 1)

= P (−2 ≤ X̄ − µ√
1
4

≤ 2)

= P (−2 ≤ Z ≤ 2)

= 0.9544.

Pokazali smo da postoji 95% xanse da data intervalna ocena prekrije
nepoznati parametar.

Taqkasta ocena jeste precizna, za razliku od intervalne ocene, ali
nam ne daje nikakvu sigurnost, tj. garanciju da smo u pravu. Koriste�i
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intervalne ocene dobijamo odre�eni procenat sigurnosti da je naxa
pretpostavka taqna. Sada kada smo se upoznali sa pojmom ,,intervalna
ocena" i kada smo kroz primer 2.1.1 pokazali da nam takve ocene daju
odre�en ,,procenat sigurnosti" da smo u pravu kada vrximo pretposta-
vku o nepoznatom parametru, uvedimo nove definicije 2.1.2 i 2.1.3 koje
�e nam dati formalniji prikaz.

Definicija 2.1.2 Za intervalnu ocenu [Ln(X), Un(X)] nepoznatog
parametra θ, verovatno�a prekriva�a jeste verovatno�a da �e
sluqajni interval [Ln(X), Un(X)] prekriti nepoznati parametar θ,
odnosno Pθ(θ ∈ [Ln(X), Un(X)]) ili P (θ ∈ [Ln(X), Un(X)]|θ).

Definicija 2.1.3 Za intervalnu ocenu [Ln(X), Un(X)] parametra θ,
koeficijent povere�a jeste infimum verovatno�e prekriva�a,
odnosno

infθPθ(θ ∈ [Ln(X), Un(X)]).

Postoji jedna veoma bitna stvar vezana za gore pomenute defini-
cije koju moramo imati na umu, a to da je interval taj koji je sluqajna
veliqina, a ne parametar. Stoga kada napixemo Pθ(θ ∈ [Ln(X), Un(X)]),
ova verovatno�a se odnosi na X, ne na θ. Drugim reqima, kada napixemo
Pθ(θ ∈ [Ln(X), Un(X)]), mo�e izgledati kao da je to izraz o θ, me�utim
kada napixemo alegebarski ekvivalentan izraz Pθ(Ln(X) ≤ θ, Un(X) ≥
θ), jasnije je da se verovatno�a odnosi na X.

Intervalne ocene, zajedno sa koeficijentom povere�a (najqex�e
se koristi naziv nivo povere�a), se nazivaju intervali povere�a.
Naredna definicija govori o tome i objedi�uje definicije 2.1.2 i 2.1.3.

Definicija 2.1.4 Neka su

Ln = Ln(X1, ..., Xn) i Un = Un(X1, ..., Xn)

dve statistike takve da za ∀θ ∈ Θ va�e slede�i uslovi:

a) Pθ{Ln ≤ Un} = 1;

b) Pθ{Ln ≤ θ ≤ Un} ≥ β.

Tada se interval [Ln, Un] naziva interval povere�a za nepoznati
parametar θ, a broj β naziva se nivo povere�a, tj. β je koeficijent
povere�a iz definicije 2.1.3.



POGLAV�E 2. INTERVALNO OCE�IVA�E 16

Za nivo povere�a obiqno se uzima broj koji se malo razlikuje od
jedinice, na primer β = 0.9, β = 0.95, β = 0.99, β = 0.999 itd. Mo�e
da se desi da interval povere�a, kao sluqajan interval, ne prekrije
nepoznati parametar. Verovatno�a takvog doga�aja je mala i jednaka je
1−β. To znaqi slede�e: ako se procedura intervalnog oce�iva�a nepo-
znatog parametra pomo�u intervala [Ln, Un] ponav	a veliki broj puta,
onda �e u pribli�no 100β% sluqajeva realizovani interval (ln, un)
prekrivati taqnu vrednosti parametra θ, a u [1−β]100% sluqajeva ne�e.

2.2 Metode nala�e�a intervalnih ocena-

klasiqni pristup

U ovom poglav�u upozna�emo se sa klasiqnim metodama
pronala�e�a intervalnih ocena koje se zasnivaju na transformaciji
test statistike i nala�e�u sto�ernih veliqina.

2.2.1 Sto�erne veliqine

Sluqajna veliqina qija raspodela ne zavisi od parametra
raspodele naziva se sto�erna veliqina ili sto�er. Korix�e�e
sto�ernih veliqina u konstrukciji intervala povere�a, tj. sto�erno
oce�iva�e prvi put uvodi Bernard1, ali se i Fixer2 1930. godine
bavio time, samo pod nazivom obrnuta verovatno�a.

Definicija 2.2.1 Sluqajna veliqina Q(X, θ) = Q(X1, ..., Xn, θ) je
sto�erna veliqina ili sto�er ako raspodela od Q(X, θ) ne za-
visi od parametra θ. Odnosno, ako X ∈ F (x|θ), tada Q(X, θ) ima istu
raspodelu bez obzira na promene vrednosti parametra θ.

Za bilo koji skup A, verovatno�a Pθ(Q(X, θ) ∈ A) ne zavisi od θ.
Tehnika konstruisa�a intervala povere�a pomo�u sto�era zasniva se
na tome da na�emo sto�er i skup A tako da je interval {θ : Q(x, θ) ∈ A}
ocena za θ.

Primer 2.2.1 Neka je (X1, ..., Xn) prost sluqajan uzorak qija je
funkcija gustine raspodele data u tabeli 2.1.

1 Barnard (1932-), francuski matematiqar
2 Sir Ronald Aylmer Fisher (1890-1962), britanski statistiqar i biolog
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Oblik funkcije
gustine raspodele

Tip
familije

Mogu�a sto�er-
na veliqina

f(x− µ) Familija polo�aja X̄ − µ

1
σ
f(x

σ
) Familija razmere X̄

σ

1
σ
f(x−µ

σ
) Familija polo�aja

i razmere

X̄−µ
SX

Tabela 2.1: Sto�eri polo�aja i razmere

Neka je X̄ uzoraqka sredina i SX =
√

1
n−1

∑n
k=1(Xk − X̄)2. Kako

bismo dokazali da su veliqine date u tabeli 2.1 sto�eri, potrebno
je da poka�emo da �ihove raspodele ne zavise od parametara. Neka su
Z1, .., Zn nezavisne, jednako raspode	ene sluqajne veliqine sa raspodelom
f(z).

a) Za Xi ∼ f(x − µ), po teoremi 1.2 sledi da (X1, ..., Xn) ∼ (Z1 +
µ, ..., Zn + µ) i va�i da je X̄ − µ ∼ Z + µ− µ = Z̄. Kako raspodela
od Z̄ ne zavisi od µ sledi da je X̄ − µ sto�erna veliqina.

b) Za Xi ∼
f( x
σ

)

σ
, po teoremi 1.2 sledi da (X1, ..., Xn) ∼ (σZ1, ..., σZn)

i va�i da je X̄
σ
∼ σZ

σ
= Z̄. Analogno kao u delu pod a, raspodela Z̄

ne zavisi od σ, stoga je i X̄
σ
sto�erna veliqina.

v) Za Xi ∼
f(x−µ

σ
)

σ
, po teoremi 2.1 sledi da (X1, ..., Xn) ∼ (σZ1 +

µ, ..., σZn+µ) i va�i da X̄−µ
SX
∼ σZ̄+µ−µ

SσZ+µ
= σZ̄

σSZ
= Z̄

SZ
. Kako raspodela

od Z̄
SZ

ne zavisi od µ i σ, sluqajna veliqina X̄−µ
SX

je sto�erna
veliqina.

Primer 2.2.2 (Eksponencijalna raspodela)
Neka je dat prost sluqajan uzorak (X1, ..., Xn) qija je raspodela ε(λ).
Tada statistika T =

∑n
k=1Xk ima Γ(n, 1

λ
) raspodelu, tj. funkcija gu-

stine raspodele je oblika f(t|n, λ) = λntn−1e−tλ

Γ(n)
. Gama raspodela pripada

familiji razmere, gde je λ parametar razmere. Ukoliko je Q(T, λ) =
2Tλ, tada

Q(T, λ) ∼ Γ(n, λ
2

λ
) = Γ(n, 2),

odnosno raspodela Q(T, λ) ne zavisi od λ, te je Q(T, λ) sto�erna
veliqina sa raspodelom Γ(n, 2), odnosno χ2

2n.
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Pokaza�emo kako pomo�u sto�ernih veliqina mo�emo kreirati in-
tervale povere�a. Kako je Q(X,λ) sto�erna veliqina, tada za odre-
�enu vrednost α mo�emo da na�emo a i b koje ne zavise od λ, tako da
va�i

Pλ(a ≤ Q(X,λ) ≤ b) ≥ 1− α.

Biramo a i b tako da va�i Pλ(a ≤ Q(T, λ) ≤ b) = 1− α. Tada va�i

Pλ(a ≤ Q(T, λ) ≤ b) = Pλ(a ≤ 2Tλ ≤ b) = P (a ≤ χ2
2n ≤ b) = 1− α.

Ako je n = 10 i α = 0.05, tada iz tablice za χ2 raspodelu sledi da
je a = χ2

α/2 = 34.17 i b = χ2
1−α/2 = 9.59, odnosno interval povere�a je

{λ : 34.17
2T
≤ λ ≤ 9.59

2T
}.

Primer 2.2.3 (Translirana eksponencijalna raspodela)
Neka je dat prost sluqajan uzorak (X1, ..., Xn) koji ima transliranu
eksponencijalnu raspodelu, tj. funkcija gustine raspodele je data sa
fx(x) = λeλ(x−µ), a funkcija raspodele je Fx(x) = 1 − eλ(x−µ), x ≥ µ, gde
je λ poznato, a µ je nepoznati parametar. Uvedimo sluqajnu veliqinu
Y1 = X(1) − µ, sa funkcijom raspodele G(y), a X(1) je minimum uzorka.
Kako funkcija raspodele minimuma ima oblik F1,n(x) = 1− [1−F (x)]n,
tada �e u naxem sluqaju funkcija raspodele za X(1) imati obik F1,n =
1− e−λn(x−µ), a funkcija raspodele sluqajne veliqine Y1 �e imati oblik
G(x) = 1 − e−λnx ∼ ε(nλ). Kako je λ poznato, sluqajna veliqina Y1 =
X(1) − µ je sto�er. Po ve� poznatoj metodi mo�emo na�i a i b tako
da va�i P (a ≤ X(1) − µ ≤ b) = 1 − α. Tada �e interval povere�a za
nepoznati parametar µ biti oblika (X(1) + b,X(1) + a).

Primer 2.2.4 (Normalna raspodela)
Neka je dat prost sluqajan uzorak (X1, ..., Xn) ∼ N(µ, σ2). Tada Z =
X̄−µ
σ√
n

∼ N(0, 1), tj. Z je sto�er. Ako je parametar razmere σ2 po-

znat, mo�emo iskoristiti sto�er Z kako bi konstruisali inter-
val povere�a za µ. Tra�imo bilo koju konstantu a, tako da za dato
α va�i:

P

(
− a ≤ X̄ − µ

σ√
n

≤ a

)
= P (−a ≤ Z ≤ a) = 1− α.

Transformacijom dobijamo interval povere�a:{
µ : x̄− a σ√

n
≤ µ ≤ x̄+ a

σ√
n

}
.
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Ukoliko je σ nepoznato, tada mo�emo da iskoristimo sto�er Tn−1 =
X̄−µ
S√
n

, gde Tn−1 ima Studentovu t raspodelu.

P

(
− a ≤ X̄ − µ

S√
n

≤ a

)
= P (−a ≤ Tn−1 ≤ a).

Tada za dato α mo�emo da na�emo a kao a = tn−1,α
2
, te je interval

povere�a za nepoznati parametar polo�aja µ sa nivoom povere�a 1−α
dat sa {

µ : x̄− tn−1,α
2

s√
n
≤ µ ≤ x̄+ tn−1,α

2

s√
n

}
. (2.1)

Ukoliko �elimo da na�emo ocenu za parametar razmere σ, koristi�emo

statistiku (n−1)S2

σ2 ∼ χ2
n−1, koja je sto�er jer �ena raspodela ne zavisi

od parametara µ i σ. Da	e, biramo a i b tako da zadovo	avaju:

P

(
a ≤ (n− 1)S2

σ2
≤ b

)
= P (a ≤ χ2

n−1 ≤ b) = 1− α,

pa transformacijom mo�emo dobiti interval povere�a sa nivoom po-
vere�a 1− α {

σ2 :
(n− 1)s2

b
≤ σ2 ≤ (n− 1)s2

a

}
ili drugaqije zapisano{

σ :

√
(n− 1)s2

b
≤ σ ≤

√
(n− 1)s2

a

}
.

Iz tablice za χ2 raspodelu mo�emo dobiti a i b, odnosno a = χ2
n−1,1−α/2

i b = χ2
n−1,α/2.

Primer 2.2.5 (Uniformna raspodela)
Neka je dat prost sluqajan uzorak X = (X1, ..., Xn) koji ima uniformnu

U(0, θ) raspodelu. Raspodela sluqajne veliqine Q =
X(n)

θ
ne zavisi od

nepoznatog parametra θ, tako da je ona sto�er. Sada treba da na�emo
a i b tako da zadovo	avaju P (a ≤ Q ≤ b) = 1− α. Znamo da va�i

P (Q ≤ t) =
∏
i

P (Xi ≤ tθ) = tn.
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Tako�e znamo da va�i P (Q ≤ 1) = 1, tako da mo�emo odabrati da je
b = 1. Sada treba da izaberemo takvo a da va�i P (Q ≤ a) = α. Kako
je P (Q ≤ a) = an, mo�emo izabrati a = α1/n. Tada va�i:

1− α = P (a ≤ Q ≤ 1) = P (a ≤
X(n)

θ
≤ 1)

= P (
1

a
≥ θ

X(n)

≥ 1)

= P (X(n) ≤ θ ≤
X(n)

a
).

Odnosno 1− α interval povere�a jeste
[
X(n),

X(n)

α1/n

]
.

2.2.2 Transformacija test statistike

Postoji jaka veza izme�u testira�a hipoteza i intervala pove-
re�a. Mo�emo re�i da svakom intervalu povere�a odgovara odre�ena
hipoteza i obrnuto. Razmotrimo naredni primer.

Primer 2.2.6 (Test hipoteze o oqekiva�u normalne raspodele)
Neka su date nezavisne i jednako raspode	ene sluqajne veliqine
X1, ..., Xn qija je raspodela N(µ, σ2), gde je µ nepoznat parametar
polo�aja, a σ poznat parametar razmere. Razmotrimo dve hipoteze:
nultu hipotezu H0 : (µ = µ0) i alternativnu hipotezu H1 : (µ 6= µ0).
Za fiksirani nivo α na�imo kritiqnu oblast.

PH0

(∣∣X̄n − µ0

∣∣ ≥ ε
)

= PH0

(∣∣X̄n − µ0

σ

√
n
∣∣ ≥ ε

σ

√
n
)

= α.

Ukoliko je H0 taqna tada test statistika X̄n−µ0

σ

√
n ima N(0, 1)

raspodelu. Za dato α pomo�u tablice za normalnu raspodelu mo�emo
izraqunati zα

2
= ε

σ

√
n, a pomo�u dobijenog rezultata mo�emo izraqu-

nati ε. Nultu hipotezu odbacujemo ukoliko je∣∣x̄n − µ0

∣∣ ≥ ε.

Oblast K = (−∞, µ0 − ε] ∪ [µ0 + ε,∞), odnosno K = (−∞, µ0 − zα
2

σ√
n
] ∪

[µ0 + zα
2

σ√
n
,∞) je kritiqna oblast za hipotezu H0 : (µ = µ0), pri

alternativi H1 : (µ 6= µ0). Prihvati�emo H0 ako za vrednosti iz

uzorka va�i

∣∣∣∣x̄n − µ0

∣∣∣∣ ≤ zα
2

σ√
n
, ili drugaqije zapisano:

x̄n − zα
2

σ√
n
≤ µ0 ≤ x̄n + zα

2

σ√
n
. (2.2)
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Za fiksirano α mo�emo napisati da P (H0 je odbaqeno|µ = µ0) = α,
ili obrnuto P (H0 je prihva�eno|µ = µ0) = 1 − α. Koriste�i zapis
(2.2) mo�emo napisati

P

(
X̄n − zα

2

σ√
n
≤ µ0 ≤ X̄n + zα

2

σ√
n

∣∣∣∣µ = µ0

)
= 1− α. (2.3)

Kako (2.3) va�i za svako µ0, sledi da je

P

(
X̄n − zα

2

σ√
n
≤ µ ≤ X̄n + zα

2

σ√
n

)
= 1− α.

Interval

[
x̄n − zα

2

σ√
n
, x̄n + zα

2

σ√
n

]
dobijen transformisa�em oblasti

prihvata�a testa sa pragom znaqajnosti α, jeste interval povere�a
sa nivoom povere�a 1− α.

Uzoraqki prostor za koji prihvatamo H0 : (µ = µ0) dat je sa

A(µ0) = {(x1, ..., xn) : µ0 − zα
2

σ√
n
≤ x̄n ≤ µ0 + zα

2

σ√
n
}.

Za odgovaraju�i interval povere�a definiximo odgovaraju�i parame-
tarski skup kao

C(x1, ..., xn) = {µ : x̄n − zα
2

σ√
n
≤ µ ≤ x̄n + zα

2

σ√
n
}.

Ova dva skupa povezana su na slede�i naqin

(x1, ..., xn) ∈ A(µ0)⇔ µ0 ∈ C(x1, ..., xn).

Iz ovakve veze vidimo da je uzoraqki prostor za koji prihvatamo µ0

sa pragom znaqajnosti α, odnosno uzoraqki prostor koji qini oblast
prihvata�a, onaj kojim �e intervalna ocena prekriti nepoznati para-
metar. I kod testira�a hipoteza i kod intervala povere�a polazimo
od istog pita�a, tj. �elimo da na�emo vrednost nepoznatog parametra
sa odre�enom preciznox�u, ali se naqini na koje dolazimo do odgovora
razlikuju.

Naredna teorema pokazuje formalnu vezu izme�u testira�a
hipoteza i intervala povere�a i preuzeta je iz [1].

Teorema 2.1 Za svako θ0 ∈ Θ, neka A(θ) bude oblast prihvata�a za
test sa pragom znaqajnosti α, gde je H0 : (θ = θ0). Za svaku realizaciju
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x = (x1, ..., xn) uzorka X = (X1, ..., Xn), definiximo skup parametara
C(x) na slede�i naqin

C(x) = {θ0 : x ∈ A(θ0)}. (2.4)

Tada je sluqajni interval C(X) interval povere�a sa nivoom povere�a
1 − α. Obrnuto, neka je C(X) interval povere�a sa nivoom povere�a
1− α. Za bilo koje θ0 ∈ Θ, definiximo

A(θ0) = {x : θ0 ∈ C(x)}.

Tada je A(θ0) oblast prihvata�a za test sa pragom znaqajnosti α, gde
je H0 : (θ = θ0).

Dokaz: Ako je A(θ0) oblast prihvata�a za test sa pragom znaqajnosti α,
tada je

Pθ0(X /∈ A(θ0)) ≤ α i Pθ0(X ∈ A(θ0)) ≥ 1− α (2.5)

Kako je θ0 proizvo	no, mo�emo zapisati θ umesto θ0. Tada (2.4) zajedno
sa (2.5) pokazuje da je verovatno�a prekriva�a skupa C(X) data sa:

Pθ(θ ∈ C(X)) = Pθ(X ∈ A(θ)) ≥ 1− α,

xto pokazuje da je C(X) interval povere�a sa nivoom povere�a 1− α.
Grexka prve vrste za testira�e hipoteze H0 : (θ = θ0) i oblasti pri-
hvata�a A(θ0) data je sa

Pθ0(X /∈ A(θ0)) = Pθ0(θ0 /∈ C(X)) ≤ α.

A to je u stvari test sa pragom znaqajnosti α. �

Iz teoreme 2.1 vidimo da za svaku vrednost θ0 ∈ Θ iz nulte
hipoteze dobijamo jedan interval povere�a. Poxto je lakxe na�i
oblast prihvata�a nego interval povere�a, prvi deo teoreme nam je
znaqajniji. U teoremi 2.1 polazimo od nulte hipoteze H0 : (θ = θ0), a
oblast prihvata�a je

Pθ0(X ∈ A(θ0)) ≥ 1− α.

Kada pravimo interval povere�a invertova�em testa, moramo imati na
umu i alternativnu hipotezu koja mo�e biti npr. H1 : (θ 6= θ0) ili H1 :
(θ > θ0). Alternativna hipoteza �e odrediti oblik od A(θ0), a oblik
A(θ0) �e odrediti oblik C(x). U ve�ini sluqajeva jednostrani testovi
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�e dati jednostrane intervale povere�a, a dvostrani testovi �e dati
dvostrane intervale povere�a. Svojstva testova se prenose na intervale
povere�a. Na primer, nepristrasni test �e dati nepristrasni interval
povere�a, xto �emo kasnije deta	nije prikazati.

U narednom primeru �emo na�i interval povere�a za nepoznati
parametar razmere uniformne raspodele pomo�u transformacije test
statistike.

Primer 2.2.7 (Interval povere�a uniformne raspodele)
Neka je dat prost sluqajan uzorak X = (X1, ..., Xn) qija je raspodela
uniformna U(0, θ). Testirajmo nultu hipotezu H0 : (θ = θ0) na-
suprot alternativne hipoteze H1 : (θ > θ0), za dati prag znaqa-
jnosti α. Koristi�emo maksimum uzorka kao test statistiku, tj.
Y = max{X1, .., Xn}. Ukoliko je Y > c, gde je c > 0, tada �emo odbaciti
nultu hipotezu. Verovatno�a da Y ,,upadne" u kritiqnu oblast jeste
α, odnosno P (Y > c) = α. Na�imo sada interval povere�a za parametar
θ, ako va�i hipoteza H0.

Pθ0(Y > c) = 1− Pθ0(Y ≤ c)
(1)
= 1−

(
c

θ0

)n
= α⇒

(
c

θ0

)n
= 1− α

⇒ c = θ0(1− α)1/n.

Odnosno va�i:

Pθ(Y ≤ θ(1− α)1/n) = Pθ

(
θ ≥ Y

(1− α)1/n

)
= 1− α, ∀θ > 0.

Vidimo da je do�a granica za interval povere�a
X(n)

(1−α)1/n . Jednakost

(1) va�i jer su (X1, ..., Xn) nezavisne i jednako raspode	ene sluqajne
veliqine.

U narednom primeru pokaza�emo kako da dobijemo interval povere-
�a pomo�u koliqnika verodostojnosti. Pre toga podseti�emo se defini-
cija za funkciju verodostojnosti i koliqnik verodostojnosti.

Definicija 2.2.2 Razmotrimo uzorak X = (X1, ..., Xn) iz raspodele
Υ(X) obele�ja X, koja pripada familiji P = {f(x|θ)|θ ∈ Θ} dopu-
stivih raspodela. Analogno se razmatra diskretan sluqaj. Funkcija
verodostojnosti je data sa

L(x1, ..., xn; θ) =
n∏
i=1

f(xi|θ).

Pri fiksiranom θ funkcija verodostojnosti predstav	a gustinu
sluqajnog vektora X.
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Definicija 2.2.3 Neka je {F (x|θ)|θ ∈ Θ} familija dopustivih
raspodela obele�ja X, a (X1, ..., Xn) uzorak iz raspodele Υ(X), H0 : (θ ∈
Θ0 ⊂ Θ) je nulta hipoteza i H1 : (θ ∈ Θ1 = Θ\Θ0) je alternativna
hipoteza. Statistika koliqnika verodostojnosti data je na slede�i
naqin:

λn(X) = λn(X1, ..., Xn; Θ0) =
supθ∈Θ0

L(X1, ..., Xn; θ)

supθ∈Θ L(X1, ..., Xn; θ)
.

Kritiqnu oblast W ⊂ Rn za testira�e hipoteze H0 protiv alter-
native H1 sa pragom znaqajnosti α, definixemo na slede�i naqin:

W = {(x1, ..., xn) : λn(x1, ..., xn; Θ0) ≤ c},

gde je c konstanta za koju va�i

Pθ{λn(X1, ..., Xn; Θ0) ≤ c} ≤ α, za svako θ ∈ Θ0.

Primer 2.2.8 (Test koliqnika verodostojnosti uniformne
raspodele)
Neka je dat prost sluqajan uzorak X = (X1, ..., Xn) koji ima uniformnu
raspodelu U [0, θ]. �elimo da na�emo interval povere�a za nepoznati
parametar razmere θ. Testira�emo nultu hipotezu H0 : (θ = θ0)
nasuprot alternativne hipoteze H1 : (θ = θ1 < θ0) i izraquna�emo
koliqnik verodostojnosti.

λn(X) = λn(X1, .., Xn; θ0) =
( 1
θ0

)n

( 1
X(n)

)n
,

gde je X(n) = max{X1, ..., Xn}. Zak	uqujemo da je

λn(X) =
(X(n))

n

(θ0)n
.

Sada treba da prona�emo takvu konstantu c da zadovo	i
Pθ0{λn(X1, ..., Xn; Θ0) ≤ c} ≤ α za svako θ0 ∈ Θ0. Mo�emo zapisati:

Pθ0{λn ≤ c} = Pθ0

{(X(n)

θ0

)n ≤ c

}
= Pθ0

{
X(n) ≤ c

1
n θ0

}
=

(
Pθ0

{
X1 ≤ c

1
n θ0

})n
=

(∫ c
1
n θ0

0

1

θ0

dx

)n
= (c

1
n )n = c = α.

Tada va�i {λn(X) ≤ c} =

{
(
X(n)

θ0
)n ≤ α

}
, odnosno interval povere�a

za θ dat je sa θ ≥ X(n)

α1/n .
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Primer 2.2.9 (Test koliqnika verodostojnosti eksponencijalne
raspodele)
Neka je dat prost sluqajan uzorak X = (X1, .., Xn) koji ima ek-
sponencijalnu raspodelu ε( 1

λ
), tj. funkcija gustine raspodele ima

oblik

f(x|1
λ

) =
1

λ
e−

x
λ , x ≥ 0.

�elimo da na�emo interval povere�a za nepoznati parametar razmere
λ. Interval povere�a mo�emo da na�emo pomo�u testira�a hipoteza
sa pragom znaqajnosti α. Testiramo nultu hipotezu H0 : (λ = λ0)
protiv alternativne hipoteze H1 : (λ 6= λ0). Koristi�emo test
koliqnika verodostojnosti. Statistika koliqnika verodostojnosti
data je sa:

λn(X) = λn(X1, ..., Xn;λ0) =
( 1
λ0

)ne
− 1
λ0

∑n
i=1 xi

supλ
[
( 1
λ
)ne−

1
λ

∑n
i=1 xi

] (2.6)

Brojilac u (2.6) ima takav oblik jer je Λ0 = {λ0}. Potrebno je da
na�emo supremum imenioca, tj. supλ∈Λ L(X1, ..., Xn;λ). Kako je ln mono-
tona funkcija, dozvo	eno nam je da koristimo lakxi naqin, tj. da
tra�imo supremum funkcije l(x;λ) = lnL(x;λ). Mo�emo izraqunati
da funkcija l(x;λ) dosti�e maksimum u taqki λ = x̄. Sada mo�emo
da zapixemo koliqnik verodostojnosti na slede�i naqin:

λn(X;λ0) =

1
λn0
e
−

∑n
k=1

xk
λ0

(
∑n

k=1
xk
n

)−ne−n
=

(∑n
k=1 xk
nλ0

)n
ene
−

∑n
k=1 xk
λ0 .

Kako je en

nn
konstanta, za fiksirano λ0, oblast prihvata�a ima slede�i

oblik:

A(λ0) =

{
x :

(∑n
k=1 xk
λ0

)n
e
−

∑n
k=1

xk
λ0 ≥ c ∗

}
, (2.7)

gde je c∗ = cn
n

en
takva da zadovo	ava Pλ0( X ∈ A(λ0)) = 1 − α.

Transformisa�em oblasti prihvata�a, dobijamo interval povere�a sa
nivoom povere�a 1− α

C(x) =

{
λ :

(∑n
k=1 xk
λ

)n
e−

∑n
k=1

xk
λ ≥ c ∗

}
. (2.8)

Kako test statistika u (2.8) zavisi samo od x zbog
∑n

k=1 xk, interval
povere�a mo�emo napisati kao:

C(
n∑
k=1

xk) =

{
λ : L(

n∑
k=1

xk) ≤ λ ≤ U(
n∑
k=1

xk)

}
. (2.9)
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U i L su funkcije koje su odre�ene sa ograniqe�ima da skup (2.7) ima
verovatno�u 1− α i da je( ∑n

k=1 xk
L(
∑n

k=1 xk)

)n
e
−

∑n
k=1 xk

L(
∑n
k=1

xk) =

( ∑n
k=1 xk

U(
∑n

k=1 xk)

)n
e
−

∑n
k=1 xk

U(
∑n
k=1

xk) . (2.10)

Uvedimo smene ∑n
k=1 xk

L(
∑n

k=1 xk)
= a i

∑n
k=1 xk

L(
∑n

k=1 xk)
= b, (2.11)

gde su a i b konstante za koje va�i a > b. Tada (2.10) mo�emo za-
pisati kao

ane−a = bne−b. (2.12)

Podsetimo se da ako Xi ∈ ε( 1
λ
), gde su Xi nezavisne sluqajne veliqine,

va�i da
∑n

k=1 Xk ∈ Γ(n, λ), a
∑n
k=1 Xk
λ

∈ Γ(n, 1). Ukoliko je u naxem

primeru n = 2, va�i
∑n
k=1 Xk
λ

∈ Γ(2, 1). Tada iz (2.8) i (2.11) interval

povere�a postaje

{
λ : 1

a

∑n
k=1 xk ≤ λ ≤ 1

b

∑n
k=1 xk

}
, gde a i b zadovo	a-

vaju:

Pλ

(
1

a

n∑
k=1

Xk ≤ λ ≤ 1

b

n∑
k=1

X

)
= P

(
b ≤

∑n
k=1Xk

λ
≤ a

)
= 1− α.

Rekli smo da
∑n
k=1 Xk
λ

∈ Γ(n, 1), pa koriste�i parcijalnu integraciju
mo�emo da izraqunamo:

P

(
b ≤

∑n
k=1Xk

λ
≤ a

)
=

∫ b

a

te−tdt

= e−b(b+ 1)− e−a(a+ 1).

(2.13)

Da bismo dobili 90% interval povere�a uslovi (2.12) i (2.13) moraju
biti ispu�eni. Kada zaokru�imo na tri decimale dobijamo da je a =
5.480 i b = 0.441, sa nivoom povere�a 0.90006. Stoga, verovatno�a
prekriva�a nepoznatog parametra data je sa

Pλ

(
1

5.480

n∑
k=1

Xk ≤ λ ≤ 1

0.441

n∑
k=1

Xk

)
= 0.90006.

Primetimo da smo u prethodom primeru imali dvostrani interval
povere�a, a razlog tome jeste alternativna hipoteza H1 : (µ 6= µ0).
U narednom primeru transformisa�emo jednostrani test kako bismo
dobili jednostrani interval povere�a.
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Primer 2.2.10 (Test koliqnika verodostojnosti normalne raspodele)
Neka je X = (X1, X2, ..., Xn) prost sluqajan uzorak iz N(µ, σ2) raspodele,
sa nepoznatim parametrom polo�aja µ i nepoznatim parametrom
razmere σ. Konstruiximo jednostrani interval povere�a koji �e dati
gor�u granicu za µ, sa nivoom povere�a 1 − α, odnosno konstruiximo
interval povere�a oblika C(x) = (−∞, U(x)]. Kako bismo dobili takav
interval povere�a koristi�emo teoremu 2.1 i transformisa�emo je-
dnostrani test, gde je nulta hipoteza H0 : (µ = µ0), nasuprot alter-
nativne hipoteze H1 : (µ < µ0). Uzoraqki prostor dat je sa:

Θ = {(µ, σ2) : −∞ < µ <∞, 0 < σ2 <∞},

a kada va�i da je µ = µ0 :

Θ0 = {(µ, σ2) : µ = µ0, 0 < σ2 <∞}.

Funkcija verodostojnosti data je sa:

L(x;µ, σ2) =
n∏
k=1

1√
2πσ2

e−
(xk−µ)2

2σ2 = (
1

2πσ2
)n/2e−( 1

2σ2

∑n
k=1(xk−µ)2). (2.14)

Primetimo da je
∑n

k=1(xk−µ)2 =
∑n

k=1(xk− x̄)2 +n(x̄−µ)2. Kada takav
zapis primenimo u (2.14), funkcija verodostojnosti dobija oblik koji
�e nam olakxati da	e raquna�e, tj.

L(x;µ, σ) = e−(
n(x̄−µ)2

2σ2 ) 1

(2πσ2)n/2
e−(

∑n
k=1

(xk−x̄)2

2σ2 ). (2.15)

Na Θ funkcija verodostojnosti dosti�e svoj maksimum za µ̂ = x̄ i

σ̂2 =
∑n
k=1(xk−x̄)2

n
, stoga va�i:

sup
(µ,σ)∈Θ

L(x;µ, σ) =
1

(2πσ̂2)n/2
e−n/2.

Funkcija verodostojnosti pri H0 : ((µ, σ) ∈ Θ0) jeste:

L(x;µ0, σ) =
1

(2πσ2)n/2
e−(

∑n
k=1

(xk−µ0)2

2σ2 ).

Kako je µ = µ0, funkcija dosti�e maksimum za σ̂0
2 =

∑n
k=1(xk−µ0)2

n
,

stoga va�i

sup
(µ,σ)∈Θ0

L(x;µ, σ) =
1

(2πσ̂2
0)n/2

e−n/2.
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Sada mo�emo da zapixemo koliqnik funkcije verodostojnosti kao

λn(X) =
sup(µ,σ)∈Θ0

L(x, µ, σ)

sup(µ,σ)∈Θ L(x, µ, σ)

= (
σ̂2

σ̂0
2 )n/2.

Odbaci�emo H0 ukoliko je λn(X) ,,malo", odnosno za ,,velike" vrednosti

σ̂0
2

σ̂2
=

∑n
k=1(xk − µ0)2∑n
k=1(xk − x̄)2

=

∑n
k=1(xk − x̄)2 + n(x̄− µ0)2∑n

k=1(xk − x̄)2
= 1+

n(x̄− µ0)2∑n
k=1(xk − x̄)2

.

(2.16)
Razlomak u (2.16) jednak je T 2

(n−1)
, gde je

T =
X̄ − µ0

S√
n

.

Sluqajna veliqina T je Studentova sluqajna veliqina sa n−1 stepeni
slobode, a S2 = 1

n−1

∑n
k=1(Xk − X̄)2. Odbaci�emo H0 ukoliko je

X̄ − µ0

S√
n

< −tn−1,α.

Oblast prihvata�a je

A(µ0) =

{
x : x̄ ≥ µ0 − tn−1,α

s√
n

}
i x ∈ A(µ0)⇔ x̄+tn−1,α

s√
n
≥ µ0. Kada primenimo teoremu 2.1, mo�emo

konstruisati interval povere�a:

C(x) =
{
µ0 : x ∈ A(µ0)

}
=

{
µ0 : x̄+ tn−1,α

s√
n
≥ µ0

}
.

Interval C(X) = (−∞, X̄ + tn−1,α
S√
n
] je interval povere�a za µ, gde

je nivo povere�a 1 − α. U ovom primeru smo pokazali da jednostrani
test daje jednostrani interval povere�a.

2.3 Bajesovi intervali prekriva�a

Kada smo govorili o nepoznatim parametrima i intervalima
povere�a u klasiqnom pristupu, uvek smo koristili izraz interval
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,,prekriva" parametar, umesto parametar je ,,unutar" intervala i to je
ura�eno sa namerom. �eleli smo da naglasimo da je interval taj koji
je sluqajna veliqina, a ne parametar. U primeru 2.2.9 smo pokazali
da je 90% interval povere�a za λ dat sa ( 1

5.480

∑n
k=1Xk,

1
0.441

∑n
k=1Xk).

Zaista, prirodno i primam	ivo je re�i da je verovatno�a da λ ,,u�e"
u interval ( 1

5.480

∑n
k=1 Xk,

1
0.441

∑n
k=1 Xk) jednaka 90%. Me�utim, takav

izraz nije taqan, jer je pretpostavka da je parametar fiksiran. Neka
je
∑2

k=1Xk = 4, tada je 90% interval povere�a (0.7299, 9.0702). Stoga,
interval (0.7299, 9.0702) je samo jedna od mogu�ih realizacija sluqajnog
intervala ( 1

5.480

∑n
k=1 Xk,

1
0.441

∑n
k=1 Xk), a kako se interval ,,ne pomera",

λ ,,ulazi" u interval (0.7299, 9.0702) sa verovatno�om 0 ili 1. Kada
ka�emo da realizovani interval (0.7299, 9.0702) ima verovatno�u pokri-
va�a od 90%, to znaqi da �e 90% sluqajnih intervala prekriti parame-
tar.

Bajesova metoda je drugaqija od onoga xto smo do sada opisivali.
Pre nego xto opixemo Bajesove intervale, podsetimo se definicije
apriorne3 i aposteriorne4 raspodele. U ovom poglav	u korix�eno je [1]
i [5].

Definicija 2.3.1 Neka je data sluqajna veliqina X qija je funkcija
gustine raspodele data sa f(x|θ), a θ je nepoznat parametar raspodele
i sluqajna veliqina. Apriorna raspodela verovatno�e π(θ) parametra
θ je raspodela verovatno�e koja je doneta pre bilo kakvog dokaza i
qesto je zasnovana na subjektivnom zak	uqiva�u i pretpostavkama.
Od trenutka kada imamo realizovani uzorak x = (x1, ..., xn), on nam
daje informaciju o parametru θ. Na osnovu toga se dobija aposteri-
orna raspodela π(θ|x), odnosno

π(θ|x) =
π(θ)f(x|θ)∫

Rn π(θ)f(x|θ)dθ
.

Stoga, ukoliko je π(θ|x) aposteriorna raspodela za θ za dati realizo-
vani uzorak x = (x1, ..., xn), tada za bilo koji skup A ⊂ Θ, va�i

P (θ ∈ A|x) =

∫
A

π(θ|x)dθ, (2.17)

gde je A interval Bajesovih ocena za θ. Kako bismo napravili razliku
izme�u obiqnih intervala povere�a i intervala Bajesovih ocena, in-
terval Bajesovih ocena zva�emo interval prekriva�a.

3 A priori (lat.) Nezavisan od iskustva
4 A posteriori (lat.) Unatrag. Po iskustvu. Po posledicama zak	uqivati o

uzrocima.
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Primer 2.3.1 (Normalna raspodela)
Neka je data sluqajna veliqina X koja ima normalnu raspodelu N(µ, σ2),
gde je µ nepoznati parametar, a σ2 je poznato. Apriorna raspodela za
parametar µ je normalna raspodela N(µ0, σ

2
0), gde su µ0 i σ2

0 poznati.
Odnosno, apriorna raspodela za parametar µ i sluqajnu veliqinu X su:

π(µ) =
1√

2πσ2
0

e
− (µ−µ0)2

2σ2
0 i f(x|µ) =

1√
2πσ2

e−
(x−µ)2

2σ2 .

Uvedimo oznaku Iµ = π(µ)f(x|µ), stoga aposteriorna raspodela za µ je
data sa

π(µ|x) =
Iµ∫ +∞

−∞ Iµdµ

=

1√
2πσ2

0

e
−(µ−µ0)2

2σ2
0

1√
2πσ2

e
−(x−µ)2

2σ2∫ +∞
−∞ Iµdµ

=
1

2πσ0σ
e
−µ2+2µµ0−µ

2
0

2σ2
0

−x
2−2µx+µ2

2σ2∫ +∞
−∞ Iµdµ

=
1

2σ0σ
e
−µ2σ2+2µµ0σ

2−µ2
0σ

2−σ2
0x

2+2µσ2
0x−µ

2σ2
0

2σ2
0σ

2∫ +∞
−∞ Iµdµ

=
1

2σ0σ
e
−µ2(σ2+σ2

0)+2µ(µ0σ
2+σ2

0x)−(µ2
0σ

2+σ2
0x

2)

2σ2
0σ

2∫ +∞
−∞ Iµdµ

(1)
= c

1
2σ0σ

e

[
−µ2+2µ

µ0σ
2+σ2

0x

σ2+σ2
0

−(
µ0σ

2+σ2
0x

σ2+σ2
0

)2

2σ2
0σ

2

σ2+σ2
0

]
∫ +∞
−∞ Iµdµ

= c
e

[
−

(µ−
µ0σ

2+xσ2
0

σ2+σ2
0

)2

2
σ2σ2

0
σ2+σ2

0

]
∫ +∞
−∞ Iµdµ

.

(2.18)

Jednakost (1) smo dobili kada smo izvrxili dopunu do kvadrata binoma
i kada smo kao konstantu c stavili onaj deo eksponenta koji zavisi
samo od poznatnih vrednosti µ0, σ0 i σ. Uvedimo zapis

σ2
1 =

σ2σ2
0

σ2 + σ2
0

i
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µ1 =
µ0σ

2 + xσ2
0

σ2 + σ2
0

.

Kako svaku transformaciju koju smo primenili na imenilac Iµ
mo�emo primeniti i na podintegralnu funkciju Iµ, dobi�emo istu
konstantu c i u imeniocu i u brojicu, te se one mogu skratiti. Tada,
sa uvedenim novim zapisom (2.18) postaje

f(µ|x) =
e
−(

µ−µ1√
2σ2

1

)2

∫∞
−∞ e

−(
µ−µ1√

2σ2
1

)2

dµ

.

Nakon uvo�e�a smene t = µ−µ1√
2σ2

1

dobijamo poznati Gausov integral∫∞
−∞ e

−t2dt qija je vrednost jedanka
√
π. Tada aposteriorna raspodela

f(µ|x) dobija oblik

f(µ|x) =
1√

2πσ2
1

e
−
(
µ−µ1√

2σ2
1

)2

.

Ovakav oblik funkcije gustine raspodele lako dovodi do zak	uqka da
µ|x ima N(µ1, σ

2
1) raspodelu, odnosno µ−µ1

σ1
ima N(0, 1) raspodelu, te Ba-

jesov interval ocena za µ, odnosno interval prekriva�a za dati nivo
povre�a 1− α, ima oblik

µ1 − zα/2σ1 ≤ µ ≤ µ1 + zα/2σ1.

Primer 2.3.2 (Eksponencijalna raspodela)
Neka je prost dat sluqajan uzorak X = (X1, .., Xn) qija je raspodela ε(λ)
i λ ima apriornu raspodelu Γ(α, 1

β
), tj. funkcija gustine raspodele

data je sa

π(λ) =
βαλα−1e−λβ

Γ(α)
.

Parametri α i β su poznati i �elimo da na�emo aposteriornu
raspodelu za nepoznati parametar λ.

π(λ|x) =
λe−λx β

αλα−1e−λβ

Γ(α)∫∞
0
λe−λx β

αλα−1e−λβ

Γ(α)
dλ

=
λαβαe−λ(x+β)

βα
∫∞

0
λαe−λ(x+β)dλ

.
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Uvedimo oznaku A =
∫∞

0
λαe−λ(x+β)dλ za integral u imeniocu i izraqu-

najmo A.

A =
1

(x+ β)α

∫ ∞
0

λα(x+ β)αe−λ(x+β)dλ

=
1

(x+ β)α

∫ ∞
0

[λ(x+ β)]αe[−λ(x+β)]dλ (λ(x+ β) = t)

=
1

(x+ β)α+1

∫ ∞
0

tαe−tdt

=
1

(x+ β)α+1
Γ(α + 1).

Sada π(λ|x) postaje

π(λ|x) =
λαe−λ(x+β)(x+ β)α+1

Γ(α + 1)
.

Aposteriorna raspodela za λ jeste Γ(α + 1, 1
x+β

). Tada �e sluqajna

veliqina Q = 2λ(x + β) imati Γ(α + 1, 2), odnosno χ2
2(α+1). Interval

povere�a za λ mo�emo dobiti iz uslova da je P (a ≤ Q ≤ b) = 1 − α1,
za dato α1. Tada pomo�u tablica za χ

2 raspodelu mo�emo na�i a i b i
Bajesov interval ocena za λ ima�e oblik[ a

2(x+ β)
,

b

2(x+ β)

]
.

Primer 2.3.3 (Uniformna raspodela)
Neka je dat prost sluqajan uzorak X = (X1, .., Xn) qija je raspodela uni-
formna U [0, θ], gde je θ nepoznati parametar qija je apriorna raspodela
Paretova dvoparametarska raspodela P (a, b), tj. funkcija gustine
raspodele je data sa

π(θ) =
aba

θa+1
, θ ≥ b, a > 0, b > 0.

Parametri a u b su poznati. Pre nego xto krenemo sa raquna�em
aposteriorne raspodele za θ pomenimo jedno pogodno svojstvo Paretove
raspodele koje �e nam koristiti u ovom primeru. Ukoliko sluqajna
veliqina Y ∼ P (a, b) tada 2a ln Y

b
∼ χ2

2. Na�imo sada aposteriornu



POGLAV�E 2. INTERVALNO OCE�IVA�E 33

raspodelu za θ.

π(θ|x) =
aba

θa+1
1
θ∫∞

b
aba

θa+1
1
θ
dθ

=
1

θa+2

1
(a+1)ba+1

=
(a+ 1)ba+1

θa+2
.

Oblik funkcije gustine raspodele nam govori da je aposteriorna
raspodela za θ u stvari Paretova raspodela P (a + 1, b). Uvedimo novu
sluqajnu veliqinu T = 2(a + 1) ln( θ

b
) i ukoliko iskoristimo pomenuto

svojstvo Paretove raspodele vidimo da T ∼ χ2
2. Tada tra�imo c i

d, c ≤ d, takve da zadovo	avaju P (c ≤ T ≤ d) = 1− α, za dato α.

P (c ≤ T ≤ d) = P (c ≤ 2(a+ 1) ln
θ

b
≤ d)

= P (
c

2(a+ 1)
≤ ln

θ

b
≤ d

2(a+ 1)
)

= P (e
c

2(a+1) ≤ θ

b
≤ e

d
2(a+1) )

= P (be
c

2(a+1) ≤ θ ≤ be
d

2(a+1) ).

Kada iz tablica za χ2 raspodelu na�emo c i d, Bajesov interval ocena
za θ ima oblik

[be
c

2(a+1) , be
d

2(a+1) ].

2.4 Asimptotski intervali povere�a

Do sada smo razmatrali intervale povere�a za nepoznati parame-
tar raspodele kada je dat konaqan prost sluqajan uzorak. Razmotrimo
sada sluqaj kada je dat prost sluqajan uzorak X = (X1, ..., Xn), n→∞.
U ovom poglav	u koristili smo [6], [7] i [8].

Pokaza�emo da ocene dobijene metodom maksimalne verodostojnosti
imaju dve asimptotske osobine, a to su postojanost i asimptotska
normalnost i pokaza�emo vezu sa informacionom funkcijom Fixera.
Ne�emo dokazivati ova tvr�e�a jer se deta	na izvo�e�a mogu na�i u [7].
Pre nego xto nastavimo podsetimo se svojstva asimptotske normalnosti.

Definicija 2.4.1 Neka je dat prost sluqajan uzorak (X1, ..., Xn) qija
raspodela sadr�i nepoznati parametar θ. Neka je θ̂ ocena parametra
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θ. Ocena θ̂ nepoznatog parametra θ je asimptotski normalna ukoliko
va�i √

n(θ̂ − θ) D→ N(0, σ2
θ), (2.19)

gde se σ2
θ smatra asimptotskom disperzijom ocene θ̂.

Teorema 2.2 Ocena θ̂ dobijena metodom maksimalne verodostojnosti
je postojana, odnosno θ̂ → θ, pri n→∞.

Teorema 2.3 Ocena dobijena metodom maksimalne verodostojnosti
ima svojstvo asimptotske normalnosti, odnosno va�i

√
n(θ̂ − θ) D→ N(0, σ2

θ) za neke σ
2
θ .

Asimptotska disperzija σ2
θ jeste mera kvaliteta asimptotske ocene.

Pre nego xto nastavimo da	e, podsetimo se definicije informacione
funkcije Fixera.

Definicija 2.4.2 Informaciona funkcija Fixera sluqajne veli-
qine X qija raspodela sadr�i nepoznati parametar θ data je sa

I(θ) = Eθ

[
(l′(X|θ))2

]
=

∫
(l′(x|θ))2f(x|θ)dx, (2.20)

gde je l(x|θ) = lnf(x|θ). Ukoliko je funkcija ln(x|θ) dva puta dife-
rencijabilna i va�e uslovi regularnosti iz [9], tada se informaciona
funkcija Fixera mo�e zapisati kao:

I(θ) = −Eθ
[
l′′(x|θ)

]
= −

∫ [
∂2

∂θ2
lnf(x|θ)

]
f(x|θ)dx. (2.21)

Primer 2.4.1 (Informaciona funkcija Fixera za parametar
polo�aja)
Neka je data sluqajna veliqina X qija je raspodela pripada fami-
liji polo�aja, tj. funkcija gustine raspodele je data u obliku
g(x|µ) = f(x − µ), gde je f(x) standardna funkcija raspodele za fami-
liju polo�aja, −∞ < µ < +∞. Izraqunajmo informacionu funkciju
Fixera.

I(µ) =

∫ [
∂ ln f(x− µ)

∂µ

]2

f(x− µ)dx

=

∫ [
f ′(x− µ)

f(x− µ)

]2

f(x− µ)dx∫
(f ′(x− µ))2

f(x− µ)
dx (x− µ = t)

=

∫
f ′(t)2

f(t)
dt.
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Mo�emo da zak	uqimo da informaciona funkcija Fixera za parame-
tar polo�aja ne�e zavisiti od parametra polo�aja.

Sada �emo navesti teoremu koja govori o asimptotskoj normalnosti jer
daje vezu sa informacionom funkcijom Fixera, odnosno otkriva xta
je zapravo σ2

θ .

Teorema 2.4 Pretpostavimo da su X1, X2, ..., Xn nezavisne i jednako
raspode	ene sluqajne veliqine qija funkcija gustine raspodele f(x|θ)
zadovo	ava uslove (A1) − (A6) koji su dati u [8] u poglav	u 5.4. Tada
va�i: √

n(θ̂ − θ) D→ N(0,
1

I(θ)
),

gde je θ̂ ocena dobijena metodom maksimalne verodostojnosti.

Mo�emo videti da �e asimptotska disperzija biti ma�a kako in-
formaciona funkcija Fixera raste.

Mo�emo da zak	uqimo da ukoliko je θ̂ ocena dobijena metodom ma-

ksimalne verodostojnosti, tada va�i θ̂−θ
1√
nI(θ)

≈ N(0, 1), odnosno interval

povere�a �e imati oblik

θ̂ −
zα/2√
nI(θ)

≤ θ ≤
zα/2√
nI(θ)

+ θ̂. (2.22)

Problem sa intervalom povere�a ovakvog oblika jeste xto informaci-
ona funkcija Fixera mo�e zavisiti od nepoznatog parametra θ. Stoga,
mora�emo da ocenimo informacionu funkciju Fixera. Za dovo	no
veliko n, ocena θ̂ je sluqajna veliqina sa normalnom raspodelom qija je
disperzija 1/(nI(θ)). Odnosno standardna grexka se(θ̂) za θ̂ je data sa
(nI(θ))−1/2. Kako I(θ) obiqno zavisi od θ, postoje dva naqina da ocenimo
I(θ), a time i standardnu grexku za θ̂.

1. Mo�emo da zamenimo θ̂ za θ. Tada �e ocena za standardnu grexku
biti:

ŝe(θ̂) =
1√
nI(θ̂)

.

nI(θ̂) se zove oqekivana informaciona funkcija Fixera za θ.

2. S obzirom da je I(θ) = −Eθ[l′′(Xi|θ)], mo�emo oceniti I(θ) sa:

Î(θ) = − 1

n

n∑
i=1

l′′(Xi|θ̂),
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xto daje ocenu standardne grexke:

ŝe(θ̂) =
1√
nÎ(θ)

.

nÎ(θ) se naziva uzoraqka informaciona funkcija Fixera za θ.

Sada �emo navesti nekoliko primera asimptotskih intervala povere�a
koje mo�emo da dobijemo pomo�u informacione funkcije Fixera.

Primer 2.4.2 (Eksponencijalna raspodela)
Neka je data sluqajna veliqina X koja ima eksponencijalnu raspodelu
ε(λ), gde je λ nepoznati parametar, a funkcija gustine raspodele je
data sa f(x|λ) = λe−λx. Na�imo interval povere�a za nepoznati
parametar λ koriste�i (2.22). Prvo �emo izraqunati informacionu
funkciju Fixera koriste�i 2.21.

I(λ) = −Eλ
[
l′′(x|λ)

]
= −

∫ +∞

−∞
− 1

λ2
λe−λxdx =

1

λ2

∫ +∞

−∞
λe−λxdx =

1

λ2
.

Kako je I(λ) = 1
λ2 , va�i

√
n(λ̂−λ)
λ

≈ N(0, 1). Zapiximo sada interval
povere�a u obliku (2.22). Dobijamo da va�i:

λ̂−
λzα/2√
n
≤ λ ≤ λ̂+

λzα/2√
n

⇒ λ̂(1 +
zα/2√
n

)−1 ≤ λ ≤ λ̂(1−
zα/2√
n

)−1,

gde je λ̂ ocena dobijena metodom maksimalne verodostojnosti. Stoga,
95% interval povere�a je dat sa λ̂(1 + 1.96√

n
)−1 ≤ λ ≤ λ̂(1− 1.96√

n
)−1.

Primer 2.4.3 (Koxijeva raspodela)
Neka je data sluqajna veliqina X koja ima Koxijevu raspodelu, gde
je θ nepoznati parametar, a funkcija gustine raspodele je data sa
f(x|θ) = 1

π(1+(x−θ)2)
. Mo�e se izraqunati da je informaciona funkcija
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Fixera I(θ) = 1
2
koriste�i 2.21.

I(θ) = Eθ

[
∂2ln(1 + (X − θ)2)

∂θ2

]
= 2Eθ

[
− ∂

∂θ

(X − θ)
1 + (X − θ)2

]
= 2Eθ

[
1

1 + (X − θ)2
− 2(X − θ)2

[1 + (X − θ)2]2

]
=

2

π

∫ ∞
−∞

[
1

[1 + (x− θ)2]2
− 2(x− θ)2

[1 + (x− θ)2]3

]
dx (x− θ = t)

=
2

π

∫ ∞
−∞

[
1

[1 + t2]2
− 2t2

[1 + t2]3

]
dt

=
2

π

∫ ∞
−∞

[
1

[1 + t2]2
− 2

[1 + t2]2
+

2

[1 + t2]3

]
dt

=
2

π

∫ ∞
−∞

[
−1

[1 + t2]2
+

2

[1 + t2]3

]
dt.

(2.23)

Uvedimo oznaku Ik =
∫∞
−∞

1
[1+t2]k

dt. Zapiximo Ik na slede�i naqin:

Ik

∫ +∞

−∞

1 + t2

[1 + t2]k+1
dt

= Ik+1 +

∫ ∞
−∞

2kt2

[1 + t2]k+1

1

2k
dt

(1)
= Ik+1 +

1

2k

∫ ∞
−∞

1

[1 + t2]2
dt = Ik+1 +

1

2k
Ik.

Jednakost (1) smo dobili koriste�i parcijalnu integraciju i vezu
Ik = 2k−3

2k−2
Ik−1. Mo�emo zak	uqiti da va�i I1 =

∫∞
−∞

1
1+t2

dt i Ik+1 =
2k−1

2k
Ik, k > 1, odnosno va�i I1 = π, I2 = π

2
i I3 = 3π

8
. Primetimo da

sada 2.23 mo�emo zapisati kao

I(θ) =
2

π
(−I1 + 2I3) =

2

π
(−π

2
+

3π

4
) =

1

2
.

Kada smo izraqunali informacionu funkciju Fixera mo�emo zak	u-

qiti da va�i θ̂−θ√
2
n

≈ N(0, 1), gde θ̂ ocena dobijena metodom maksimalne

verodostojnosti. Interval povere�a za nepoznati parametar θ ima
oblik

θ̂ −
√

2

n
≤ θ ≤ θ̂ +

√
2

n
.
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Primer 2.4.4 (Logistiqka raspodela)
Neka je data sluqajna veliqina X koja ima standardnu logistiqku
raspodelu, qija je raspodela data sa

f(x|µ, θ) =
1

θ

(
1 + e−

x−µ
θ

)−2

e−
x−µ
θ ,

gde je −∞ < x < ∞, θ > 0 i −∞ ≤ µ ≤ ∞. Na�imo interval povere�a
za parametar razmere θ. Neka je θ̂ ocena dobijena metodom maksimalne
verodostojnosti. Mo�e se izraqunati da je I(θ) = 1

3θ2 (π
2

3
+ 1). Tada na

osnovu (2.22) mo�emo zak	uqiti da va�i θ̂−θ
3θ√

n(π2+3)

≈ N(0, 1), a inter-

val povere�a ima oblik

θ̂(1 + zα/2
3√

n(π2 + 3)
)−1 ≤ θ ≤ θ̂(1− zα/2

3√
n(π2 + 3)

)−1.



Poglav	e 3

Kvalitet intervalnih ocena

Do sada smo pokazali da postoje razliqiti naqini pomo�u kojih
mo�emo da na�emo intervalne ocene. Tako�e smo videli da mo�emo
da konstruixemo razliqite intervale povere�a za isti problem. U
takvim situacijama, najpo�e	nije je izabrati najbo	i interval pove-
re�a. Stoga �emo ispitivati metode i kriterijume za dobija�e naj-
bo	ih intervalnih ocena. Prirodno, �elimo da nax interval po-
vere�a bude mali i da ima veliku verovatno�u prekriva�a, ali takav
interval je obiqno texko konstruisati. Svakako da mo�emo izabrati da
interval bude (−∞,∞) i �egova verovatno�a prekriva�a jeste 1, ali
takav interval nam ne daje znaqajnu informaciju o parametru, stoga
�emo birati onaj interval sa najpovo	nijom veliqinom i verovatno�om
prekriva�a. Kada govorimo o veliqini intervala povere�a, mislimo
na du�inu intervala.

3.1 Du�ina intervala i verovatno�a

prekriva�a

Sada �emo razmatrati sluqaj kada za datu verovatno�u prekriva�a
treba da na�emo interval povere�a sa najkra�om du�inom. Razmotrimo
slede�i primer.

Primer 3.1.1 Neka je dat prost sluqajan uzorak X = (X1, ..., Xn), qija
je raspodela N(µ, σ2) i σ je poznato. U primeru 2.2.1 smo pokazali da
je

Z =
X̄ − µ

σ√
n

39
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sto�er koji ima standardnu normalnu raspodelu, gde a i b zadovo	avaju

P (a ≤ Z ≤ b) = 1− α i a, b ∈ R,

xto daje interval povere�a{
µ : x̄− b σ√

n
≤ µ ≤ x̄− a σ√

n

}
.

Pitamo se koji izbor za a i b je najbo	i, odnosno za koje a i b �e
du�ina intervala biti najkra�a, a koeficijent povere�a ostati
1 − α. Primetimo da je du�ina intervala jednaka (b − a) σ√

n
, gde σ√

n

mo�emo da zanemarimo i posmatramo samo b − a. Stoga, �elimo da
na�emo onaj par a i b koji zadovo	ava P (a ≤ Z ≤ b) = 1 − α, ali
tako�e daje najkra�u du�inu intervala. U primeru 2.2.6 smo uzeli
da je a = −zα

2
i b = zα

2
, ali nismo pomi�ali optimalnost. Ako je

1 − α = 0.90, tada bilo koji od parova datih u tabeli 3.1, daje 90%
interval povere�a.

a b Verovatno�a b− a
−1.34 2.33 P (Z < a) = 0.09, P (Z > b) = 0.01 3.67
−1.44 1.96 P (Z < a) = 0.075, P (Z > b) = 0.025 3.40
−1.65 1.65 P (Z < a) = 0.05, P (Z > b) = 0.05 3.30

Tabela 3.1: Tri intervala povere�a gde je 1− α = 0.90

Numeriqka studija je pokazala da odabir a i b kao u primeru 2.2.6
daje najkra�i interval povere�a, odnosno takav odabir za a i b jeste
najbo	i.

Strategija korix�ena u prethodnom primeru ne daje uvek opti-
malan interval povere�a. Naredna teorema, preuzeta iz [1], �e dati
odgovor na pita�e kako mo�emo da na�emo optimalan interval pove-
re�a. Da bi se teorema primenila, neophodan je uslov unimodalnosti,
stoga podsetimo se �ene definicije.

Definicija 3.1.1 Funkcija gustine raspodele f(x) je unimodalna
ukoliko postoji x∗ takvo da je f(x) neopadaju�a za x ≤ x∗ i nerastu�a
za x ≥ x∗.

Teorema 3.1 Neka je f(x) unimodalna funkcija gustine raspodele. Ako
interval [a, b] zadovo	ava
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a)
∫ b
a
f(x)dx = 1− α

b) f(a) = f(b) > 0

v) a ≤ x∗ ≤ b, gde je x∗ moda za f(x),

tada je [a, b] najkra�i interval koji zadovo	ava deo pod a).

Dokaz: Neka je [a, b] interval, takav da va�i b
′ − a′ < b− a. Kako bismo

dokazali teoremu, pokaza�emo da je
∫ b′
a′
f(x)dx < 1 − α. Pokaza�emo da

teorema va�i za sluqaj kada je a
′ ≤ a, a sluqaj kada je a < a

′
dokazujemo

analogno. Tako�e, treba da uzmemo u obzir i vrednosti koje uzima b,
odnosno dokaza�emo teoremu kada je b

′ ≤ a i b
′
> a.

Poka�imo prvo za sluqaj kada je b
′ ≤ a.

Tada va�i a
′ ≤ b

′ ≤ a ≤ x∗ i

∫ b
′

a′
f(x)dx ≤ f(b

′
)(b
′ − a′) (x ≤ b

′ ≤ x∗ ⇒ f(x) ≤ f(b
′
))

≤ f(a)(b
′ − a′) (b

′ ≤ a ≤ x∗ ⇒ f(b
′
) ≤ f(a))

< f(a)(b− a) b
′ − a′ < b− a i f(a) > 0

≤
∫ b

a

f(x)dx ((b), (v) i unimodalnost)

= 1− α.

Time smo dokazali teoremu za sluqaj kada je a
′
< b

′ ≤ a.
Poka�imo sada za sluqaj kada je b

′
> a. Tada va�i a

′ ≤ a ≤ b
′ ≤ x∗.

Sluqaj kada je b
′ ≥ b ne�emo uzimati u obzir, jer bi tada b

′ − a′ ≥ b− a,
xto je suprotno od pretpostavke teoreme. Da	e mo�emo da zapixemo∫ b

′

a′
f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx+

[ ∫ a

a′
f(x)dx−

∫ b

b′
f(x)dx

]
= (1 + α) +

[ ∫ a

a′
f(x)dx−

∫ b

b′
f(x)dx

]
.

Sada je potrebno da poka�emo da je izraz u zagradi negativan. Ko-
riste�i unimodalnost funkcije f , poredak a

′ ≤ a < b
′
< b i (b) iz

teoreme, mo�emo zapisati∫ a

a′
f(x)dx ≤ f(a)(a− a′)
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i ∫ b

b′
f(x)dx ≥ f(b)(b− b′).

Stoga va�i,∫ a

a′
f(x)−

∫ b

b′
f(x)dx ≤ f(a)(a− a′)− f(b)(b− b′) =

= f(a)[(a− a′)− (b− b′)]

= f(a)[(b
′ − a′)− (b− a)]

xto je negativno, jer je (b
′ − a′) < (b− a) i f(a) > 0. Prvu jednakost smo

dobili koriste�i podatak da je f(a) = f(b) �
Ovim smo dokazali da interval povere�a koji smo izabrali za opti-
malni u primeru 3.1.1 zaista jeste optimalan.

Primer 3.1.2 Neka je data sluqajna veliqina X qija je raspodela
Γ(k, β). Sluqajna veliqina Y = X

β
je sto�er sa raspodelom Γ(k, 1),

stoga mo�emo na�i interval povere�a tako xto �emo na�i kon-
stante a i b tako da va�i

P (a ≤ Y ≤ b) = 1− α. (3.1)

Ukoliko bismo primenili teoremu 3.1, a da ne razmislimo pa�	ivo,
u ovom slqaju ne bismo dobili najkra�i interval povere�a. Biraju�i a
i b tako da zadovo	e (3.1) i fY (a) = fY (b) ne�emo dobiti optimalan
rezultat jer na osnovu (3.1) interval povere�a za β je oblika{

β :
x

b
≤ β ≤ x

a

}
.

Du�ina intervala je ( 1
a
− 1

b
)x. Iako teoremu 3.1 u ovom sluqaju

ne mo�emo da primenimo direktno, mo�emo da se poslu�imo odre-
�enom modifikacijom. Neka je b neka funkcija od a, odnosno b =
b(a). Potrebno je da na�emo najma�u du�inu 1

a
− 1

b(a)
, tako da va�i∫ b(a)

a
fY (y)dy = 1 − α. Iz db

da
( 1
a
− 1

b
)x = 0 dobijamo jednakost db

da
= b2

a2 .

Kada to zamenimo u db
da

(
∫ b(a)

a
fY (y)dy) = 0 dobijamo f(b)b2 = f(a)a2. U

ovom sluqaju, a i b koji zadovo	aju dobijenu jednakost daju najkra�i in-
terval. Primetimo da ovako izabran interval nije najkra�i interval
u opxtem sluqaju, ve� samo kada koristimo sto�er Y = X

β
, tako je

interval dobijen na ovakav naqin najkra�i sto�erni interval.
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3.2 Optimalnost povezana sa testom

Kako postoji jednoznaqna veza izme�u intervala povere�a i testi-
ra�a hipoteza (teorema 2.1), postoji i odre�ena povezanost izme�u opti-
malnosti testa i optimalnosti intervala povere�a. Obiqno se svojstva
optimalnosti testa ne odnosne direktno na du�inu intervala, nego na
verovatno�u da interval prekrije pogrexne vrednosti. Verovatno�a
prekriva�a pogrexnih vrednosti ili verovatno�a pogrexnog prekri-
va�a indirektno utiqe na veliqinu intervala povere�a. Intuitivno
je jasno da ma�i interval prekriva ma�e vrednosti, pa samim tim je i
ma�a verovatno�a da prekrije pogrexne vrednosti. Malo kasnije �emo
pokazati jedankost koja povezuje du�inu intervala sa verovatno�om
pogrexnog prekriva�a. Prvo �emo posmatrati opxti sluqaj kada
X ∼ f(x|θ) i konstruisa�emo interval povere�a C(x) sa nivoom po-
vere�a 1 − α transformacijom oblasti prihvata�a A(θ). Verovatno�a
prekriva�a od C(x), odnosno verovatno�a da se prekriju prave vredno-
sti, je funkcija od θ data sa Pθ(θ ∈ C(X)). Verovatno�a pogrexnog
prekriva�a je funkcija od θ i θ′ definisana na slede�i naqin.

Pθ(θ
′ ∈ C(X)), θ 6= θ′, ako je C(X) = [L(X), U(X)],

Pθ(θ
′ ∈ C(X)), θ < θ′, ako je C(X) = [L(X),∞], (3.2)

Pθ(θ
′ ∈ C(X)), θ > θ′, ako je C(X) = [−∞, U(X)].

Ovim smo definisali verovatno�u prekriva�a θ′ kada je θ vrednost
parametra. Ima smisla da se verovatno�a pogrexnog prekriva�a
definixe drugaqije za dvostrane i jednostrane intervale. Na primer,
ako imamo do�u granicu za θ mi pretpostav	amo da je θ ve�e od odre�e-
ne vrednosti, pa se verovatno�a pogrexnog prekriva�a odnosi samo na
vrednosti θ koji su previxe male. Sliqno za gor�u granicu i dvostrani
interval.

Pre nego xto poka�emo kako se svojstva testa prenose na intervale
povere�a, podsetimo se definicija za grexku prve i druge vrste, kao i
mo�i testa.

Prilikom odluqiva�a da li da prihvatimo nultu hipotezu mo�emo
naqiniti grexku. Obiqno se testovi porede u zavisnosti od verovatno�e
da se naqini grexka. Prilikom testira�a hipoteza H0 : (θ ∈ Θ0) na-
suprot H1 : (θ ∈ Θc

0) mo�emo naqiniti jednu od dve vrste grexaka,
odnosno grexku prve vrste i grexku druge vrste. Ukoliko θ ∈ Θ0, ali
prilikom testa odbijemo H0, tada qinimo grexku prve vrste. Ukoliko
θ ∈ Θc

0, ali prilikom testira�a odluqimo da prihvatimo H0, tada qi-
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nimo grexku druge vrste. Ova dva slqaja prikazana su tabelom 3.2.
Oznaqimo kritiqnu oblast testa sa W . Tada va�i:

a) Grexka prve vrste je grexka koja se qini ako se odbaci nulta
hipoteza H0 u situaciji kada ja ona taqna, odnosno verovatno�a
grexke prve vrste data je sa:

P{(X1, ..., Xn) ∈ W |H0} = α

b) Grexka druge vrste je grexka koja se qini ako se prihvati nulta
hipoteza H0 u situaciji kada je taqna alternativna hipoteza,
odnosno verovatno�a grexke druge vrste data je sa:

P{(X1, ..., Xn) /∈ W |H1} = β

prihvatamo H0 prihvatamo H1

taqna H0 ispravna odluka grexka prve vrste
taqna H1 grexka druge vreste ispravna odluka

Tabela 3.2: Grexke prve i druge vrste

Primetimo da mo�emo zapisati

Pθ(X ∈ W ) =

{
verovatno�a grexke prve vrste, za θ ∈ Θ0

1− verovatno�a grexke druge vrste, za θ ∈ Θc
0.

Ovakav zapis nas vodi do naredne definicije.

Definicija 3.2.1 Funkcija mo�i testa koji ima kritiqnu oblast
W je funkcija od θ definisana sa β(θ) = Pθ(X ∈ W ).

Idealna funkcija mo�i je 0 za sve θ ∈ Θ0 i 1 za sve θ ∈ Θc
0. Osim

u trivijalnim sluqajevima, idealna funkcija mo�i ne postoji. Dobar
test ima funkciju mo�i blizu 1 za ve�inu θ ∈ Θc

0 i blizu 0 kada θ ∈ Θ0.

Definicija 3.2.2 Neka je C klasa testova gde je H0 : (θ ∈ Θ0), na-
suprot H1 : (θ ∈ Θc

0). Neka je A neki test iz klase C sa funkcijom
mo�i β(θ). Ukoliko va�i da je β(θ) ≥ β′(θ) za sve θ ∈ Θc

0 i sve β
′(θ) koje

su funkcije mo�i testova iz klase C, tada je test A uniformno

najmo�niji (eng: uniformly most powerful - UMP) test u klasi C.
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Definicija 3.2.3 Interval povere�a sa nivoom povere�a 1− α koji
minimizuje verovatno�u pogrexnog pokriva�a naziva se uniformno
najtaqniji (eng: uniformly most accurate - UMA).

Sada kada smo se podsetili definicija za grexku prve i druge
vrste, funkcije mo�i testa, UMA intervala i UMP testova,
pokaza�emo kako se svojstva testova prenose na intervale povere�a.

Nax ci	 je da izaberemo UMA interval povere�a me�u interva-
lima povere�a oblika [L(x),∞]. UMA intervali povere�a su konstru-
isani transformacijom UMP oblasti prihvata�a, xto �emo pokazati
kasnije. Iako su UMA intervali povere�a po�e	ni, oni postoje samo
u retkim okolnostima, kao i UMP testovi. Kako su UMP testovi
najqex�e jednostrani, takvi �e biti i UMA intervali povere�a. U
narednoj teoremi, preuzetoj iz [1], pokaza�emo da UMP test gde je
H0 : (θ = θ0) nasuprot H1 : (θ > θ0) daje UMA jednostrani interval
povere�a sa do�om granicom.

Teorema 3.2 Neka je X ∼ f(x|θ), gde je θ ∈ R. Neka je A uniformno
najmo�niji test u klasi testova C, gde je H0 : (θ = θ0) nasuprot
H1 : (θ > θ0) i neka je A∗(θ0) oblast prihvata�a testa A, qiji je prag
znaqajnosti α. Neka je C∗(x) interval povere�a sa nivoom povere�a 1−
α koji se dobija transformacijom oblasti prihvata�a A∗(θ0). Tada za
bilo koji drugi interval povere�a Ĉ(x) koji se dobija transformacijom
testova iz klase C i qiji je nivo povere�a 1− α va�i:

Pθ(θ
′ ∈ C∗(X)) ≤ Pθ(θ

′ ∈ Ĉ(X)), za sve θ′ < θ.

UMA interval povere�a u prethodnoj teoremi je konsturisan trans-
formacijom familije testova za hipoteze:

H0 : (θ = θ0) nasuprot H1 : (θ > θ0),

gde je oblik intervala povere�a odre�en alternativnom hipotezom. U
ovom sluqaju dobi�emo do�u granicu za interval, odnosno oblik �e biti
[L(X),∞].

Primer 3.2.1 (Jednostrani normalni interval povere�a)
Neka je dat prost sluqajan uzorak (X1, .., Xn) qija je raspodela N(µ, σ2)
i σ2 je nepoznato. Interval

C(x) =

{
µ : µ ≥ x̄− zα

σ√
n

}
je UMA interval povere�a sa nivoom povere�a 1−α jer je dobijen tran-
sformacijom UMP testa pri H0 : (µ = µ0) nasuprot H1 : (µ > µ0).
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Dvostrani interval povere�a

C(x) =

{
µ : x̄− zα

2

σ√
n
≤ µ ≤ x̄+ zα

2

σ√
n

}
nije UMA interval povere�a, jer je dobijen transformacijom dvostra-
ne oblasti prihvata�a iz testa hipoteza H0 : (µ = µ0) nasuprot H1 :
(µ 6= µ0) za koji ne postoji UMP test. Me�utim, testovi mogu biti
nepristrasni i to svojstvo dvostranih testova se mo�e preneti na dvo-
strane intervale povere�a. Podsetimo se definicije nepristrasnosti
testa.

Definicija 3.2.4 Test qija je funkcija mo�i β(θ) je nepristrasan
ako va�i β(θ′) ≥ β(θ′′) za sve θ′ ∈ Θc

0 i θ
′′ ∈ Θ0.

Dakle nepristrasan test je onaj kod koga je funkcija mo�i za alter-
nativnu hipotezu uvek ve�a nego funkcija mo�i za nultu hipotezu.
Naredna definicija govori o nepristrasnosti intervala povere�a.

Definicija 3.2.5 Interval povere�a C(x) sa nivoom povere�a 1−α
je nepristrasan ako va�i Pθ(θ

′ ∈ C(X)) ≤ 1− α za sve θ 6= θ′.

Stoga, za nepristrasne intervale povere�a va�i da verovatno�a
pogrexnog prekriva�a nikad nije ve�a od minimuma verovatno�e taqnog
prekriva�a. Nepristrasne intervale povere�a mo�emo dobiti tran-
sformacijom nepristrasnih testova. Odnosno, ako je A(θ) oblast pri-
hvata�a za nepristrasni test sa pragom znaqajnosti α, gde je H0 : (θ =
θ0) nasuprot H1 : (θ 6= θ0) i C(x) je interval povere�a sa nivoom pove-
re�a 1 − α dobijen transformacijom oblasti prihvata�a A(θ), tada je
C(x) nepristrasni interval povere�a sa nivoom povere�a 1− α.

Primer 3.2.2 (Dvostrani normalni interval povere�a)
Dvostrani normalni interval povere�a

C(x̄) =

{
µ : x̄− zα

2

σ√
n
≤ µ ≤ x̄+ zα

2

σ√
n

}
je nepristrasan interval povere�a. Mo�e se dobiti transformacijom
nepristrasnog testa gde je H0 : (µ = µ)) nasuprot H1 : (µ 6= µ0).
Sliqno, interval (2.1) iz primera 2.2.4 je nepristrasan interval jer
je dobijen transformacijom nepristrasnog testa.
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3.3 Bajesova optimalnost

Iako je Bajesova metoda nala�e�a intervala prekriva�a za ne-
poznati parametar drugaqija od klasiqnog pristupa, i kod ove metode
�elimo da na�emo optimalan interval Bajesovih ocena. Odnosno, uko-
liko smo naxli aposteriornu raspodelu π(θ|x) za nepoznati parametar
θ, �elimo da na�emo skup C(x) tako da zadovo	ava∫

C(x)

π(θ|x)dx = 1− α (3.3)

du�ina(C(x)) ≤ du�ina(C ′(x)) (3.4)

za bilo koji interval C ′(x) koji zadovo	ava
∫
C′(x)

π(θ|x)dx ≤ 1−α. Kada
posmatramo na ovakav naqin, mo�emo primeniti posledicu teoreme 3.1
koju smo koristili kada smo tra�ili optimalne intervale povere�a
dobijene klasiqnom metodom.

Posledica 3.3.1 Ako je aposteriorna funkcija gustine raspodele
π(θ|x) unimodalna, tada za datu vrednost α najkra�i interval prekri-
va�a za θ je dat sa

{θ : π(θ|x) ≥ k} gde je
∫
{θ:π(θ|x)≥k)}

π(θ|x)dθ = 1− α.

Interval prekriva�a dobijen pomo�u posledice 3.3.1 se naziva najve-
�a aposteriorna gustina (eng: highest posterior density - HDP), jer
se sastoji od onih vrednosti parametra za koje aposteriorna funkcija
gustine ima najve�e vrednosti. Interval prekriva�a dobijen u primeru
2.3.1 je ustvari HDP interval. Kako smo dobili da je aposteriorna
raspodela za θ normalna, tj. N(µ1, σ

2
1), sledi da je {θ : π(θ|x) ≥ k} = {θ :

θ ∈ µ1 ± k′} za neke k′. Stoga, HDP interval je simetriqan oko sred�e
vrednosti raspodele. Deta	nije u [1], poglav	e 9.

Primer 3.3.1 (Intervali povere�a za normalnu raspodelu - klasiqni
i bajesovski pristup)
U ovom primeru uporedi�emo intervale povere�a za normalnu raspodelu
N(µ, σ2) dobijene klasiqnom metodom, odnosno transformacijom test
statistike sa intervalima Bajesovih ocena. Prvo �emo generisati
hi	adu intervala veliqine n = 100 qija je raspodela N(5, 1), koriste�i
R.
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Xuz = matrix( c(1:100000), nrow=1000,ncol=100)

for(j in 1:1000)

Xuz[j,]<-rnorm(100,5,1)

Uporedi�emo intervale dobijene u primerima 2.2.6 i 2.3.1, odnosno
uporedi�emo intervale oblika:

(x̄n − zα/2
σ√
n
, x̄n + zα/2

σ√
n

) i

(µ1 − zα/2σ1, µ1 + zα/2σ1).

Testiramo nultu hipotezu H0 : (µ = 5) sa pragom znaqajnosti α =

0.95. Koristi�emo da je µ1 =
µ0σ2+x̄nσ2

0n

σ2+σ2
0n

i σ2
1 =

σ2σ2
0

σ2+σ2
0n
. Neka nepozna-

ti parametar µ ima apriornu raspodelu N(5, 1). Izraqunajmo sred�u
vrednost za svaki od ovih hi	adu realizacija i intervale povere�a
dobijene transformacijom test statistike.

Xsr=matrix(c(1:1000),nrow=1000, ncol=1)

for (i in 1:1000)

Xsr[i,]<-mean(Xuz[i,])

intervali=matrix(c(1:2000), nrow = 1000,ncol = 2)

for (i in 1:1000)

intervali[i,]<-c(Xsr[i,]-1.96*(1/10),Xsr[i,]+1.96*(1/10))

Sada �emo izraqunati koliko ovakvih intervala prekriva nepoznati
parametar µ.

> j<-0

> for(i in 1:1000)

+ if (5>=intervali[i,1] && 5<=intervali[i,2])

+ j=j+1

> j

[1] 961

Vidimo da �e 961 intervala od 1000 prekriti nepoznati parametar.
Izraqunajmo sada intervale Bajesovih ocena i izraqunajmo koliko
takvih intervala prekriva nepoznati parametar.
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sigma1<-sqrt((1)/(1+100))

mi1=matrix(c(1:1000), nrow = 1000,ncol = 1)

for (i in 1:1000)

mi1[i,]<-(5+Xsr[i,]*100)/(1+100)

Bajesintervali=matrix(c(1:2000), nrow = 1000,ncol = 2)

for (i in 1:1000)

Bajesintervali[i,]<-c(mi1[i,]-1.96*sigma1,mi1[i,]+1.96*sigma1)

> k<-0

> for(i in 1:1000)

+ if (5>=Bajesintervali[i,1] && 5<=Bajesintervali[i,2])

+ k=k+1

> k

[1] 962

Vidimo da 962 intervala od 1000 prekriva nepoznati parametar. Kada
uporedimo intervale dobijene transformacijom test statistike i
intervale Bajesovih ocena vidimo da je bajesovski pristup ,,bo	i za
jedan interval", tj. 961 od 1000 klasiqnih intervala prekriva nepo-
znati parametar, dok 962 od 1000 bajesovska intervala prekriva nepo-
znati parametar.

Primer 3.3.2 (Intervali povere�a za eksponencijalnu raspodelu -
klasiqni i bajesovski pristup)
Kao i u proxlom i u ovom primeru uporedi�emo intervale povere�a
dobijene klasiqnom metodom, odnosno transformacijom test stati-
stike i intervale Bajesovih ocena, tj. intervale prekriva�a. Ko-
riste�i rezultate dobijene u primeru 2.2.9 generisa�emo hi	adu in-
tervala veliqine n = 2 qija je raspodela ε(1), koriste�i R.

Xuz = matrix( c(1:2000), nrow=1000,ncol=2)

for(j in 1:1000)

Xuz[j,]<-rexp(2,1)
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Iskoristi�emo intervale dobijene u primerima 2.2.9 i 2.3.2 kako
bismo uporedili intervale oblika:

(
1

a

n∑
i=1

Xi,
1

b

n∑
i=1

Xi) i

(
a1

2( x̄
2

+ β)
,

b1

2( x̄
2

+ β)
).

Testiramo nultu hipotezu H0 : (λ0 = 1) sa pragom znaqajnosti α =
0.90. Neka nepoznati parametar λ ima apriornu raspodelu Γ(1, 1) i
a1 i b1 su takvi da va�i P (a ≤ Q ≤ b) = 0.90, gde Q ∼ χ2

6. Jedan
od izbora za a1 i b1 mo�e biti a1 = 1.635 i b1 = 12.592. Izraqunajmo
sumu za svaki od ovih hi	adu realizacija i intervale povere�a dobijene
transformacijom test statistike.

Xsum=matrix(c(1:1000),nrow=1000, ncol=1)

for (i in 1:1000)

Xsum[i,]<-sum(Xuz[i,])

a<-5.480

b<-0.441

intervali=matrix(c(1:2000), nrow = 1000,ncol = 2)

for (i in 1:1000)

intervali[i,]<-c((1/a)*Xsum[i,],(1/b)*Xsum[i,])

Sada �emo izraqunati koliko ovakvih intervala prekriva nepoznati
parametar λ.

+ j<-0

> for(i in 1:1000)

+ if (1>=intervali[i,1] && 1<=intervali[i,2])

+ j=j+1

> j

[1] 892

Vidimo da �e 892 intervala od 1000 prekriti nepoznati parame-
tar. Izraqunajmo sada intervale Bajesovih ocena i izraqunajmo koliko
takvih intervala prekriva nepoznati parametar.
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> a1<-1.635

> b1<-12.592

> Bajesoviintervali=matrix(c(1:2000), nrow = 1000,ncol = 2)

> for (i in 1:1000)

+ Bajesoviintervali[i,]<-c(a1/(2*(Xsr[i,]/2+1)),b1/(2*(Xsr[i,]/2+1)))

> k<-0

> for(i in 1:1000)

+ if (1>=intervali[i,1] && 1<=intervali[i,2])

+ k=k+1

+

> k

[1] 892

Vidimo da 892 intervala od 1000 prekriva nepoznati parametar, kao
i kod klasiqnog pristupa.
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Zak	uqak

U ovom radu smo se upoznali sa parametrima polo�aja i razmere.
Naveli smo najpoznatije raspodele koje ih prirodno sadr�e kao xto su
normalna, eksponencijalna, Koxijeva i uniformna raspodela, a zbog
pogodnih svojstava parametara polo�aja i razmere uvodili smo ih i
u neke raspodele koje ih ne sadr�e prirodno, kao xto su Vejbulova
i Levijeva raspodela. Kako bismo najlakxe naxli intervale povere-
�a, pokazali smo da u velikoj meri mo�emo da se oslonimo na testi-
ra�e hipoteza i oblast prihvata�a. Tako�e, pokazali smo da mo�emo
tra�iti i sto�ere, kao i koristiti bajesovski pristup, tj. smatrati da
je sam nepoznati parametar sluqajna veliqina. Kako intervalne ocene
nisu jedinstvene, naveli smo teoremu koja nam poma�e da izaberemo
najbo	u ocenu. Kada tra�imo intervale povere�a, prirodno je da �e-
limo xto ,,u�e" intervale sa xto vixim nivoom povere�a. Kao xto
smo videli, �e	eni nivo povere�a je obiqno β = 0.99, β = 0.95 ili 0.90.
Ukoliko je (x1, ..., xn) realizovana vrednost uzorka X = (X1, ..., Xn) tada
statistike Ln = Ln(X) i Un = Un(X) postaju odre�eni brojevi, odnosno
l = L(x1, ..., xn) i u = U(x1, ..., xn), a sluqajni interval [Ln(X), Un(x)]
postaje interval [l, u]. Jox jednom �emo naglasiti da je pogrexno sma-
trati da sa verovatno�om β interval [l, u] sadr�i nepoznati param-
etar θ. Doga�aj {l ≤ θ ≤ u} je izvestan ili nemogu�, odnosno �e-
gova verovatno�a je 0 ili 1, a nikako β. Doga�aj koji ima verovatno�u
β jeste doga�aj da sluqajni interval [L(X), U(X)] prekrije nepoznati
parametar θ. Kako bismo pribli�ili jox vixe, razmix	ajmo na
slede�i naqin: neka je dat prost sluqajan uzorak X = (X1, ..., Xn) i
neka je dato m realizacija x1 = (x1

1, ..., x
1
n), ..., xm = (xm1 , ..., x

m
n ) na osno-

vu kojih je izraqunato m intervala povere�a [l1, u1], ..., [lm, um]. Kako
je P (Ln(X) ≤ θ ≤ Un(X)) = β, mo�emo re�i da pribli�no 100%β nu-
meriqkih intervala [l1, u1], ..., [um, lm] pokriva nepoznati parametar θ,
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a ostalih 100(1 − β)% ne prekriva. U primeru 3.3.2 radili smo sa
m = 1000 i n = 100. Pogledajmo narednu sliku.

Slika 4.1: Prekriva�e nepoznatog parametra

Pokazali smo da se svojsta testova prenose na intervale povere�a, a
kada smo tra�ili optimalnost za ocene dobijene Bajesovom metodom
videli smo da mo�emo iskoristiti teoremu koju smo primenili u
klasiqnom pristupu. Na kraju, pokazali smo da intervale povere-
�a mo�emo dobiti i ako uzorak nije konaqan, odnosno tada gradimo
asimptotske intervale povere�a. Najzanim	ivije kod asimptotskih
intervala jesu osobine ocena dobijenih metodom maksimalne verodosto-
jnosti, jer se sa time nismo susretali kod konstrukcije obiqnih inter-
vala. Pogodna asimptotska svojstva ocene dobijene metodom maksimalne
verodostojnosti nam omogu�avaju da relativno brzo do�emo do intervala
povere�a za nepoznati parametar.

Raspodele koje smo navodili u ovom radu imaju xiroku primenu. Na
primer, eksponencijalna raspodela se koristi u hidrologiji, fizici,
ekonomiji, uniformna raspodela se koristi u programira�u prilikom
generisa�a pseudo-sluqajnih brojeva, normalnom raspodelom mo�emo
da opixemo mnogobrojna obele�ja, npr: visinu 	udi, krvni pritisak,
grexke prilikom mere�a, te je �ena upotreba veoma xiroka. Levi-
jeva raspodela je pogodna za modelira�e cena akcija, promene u magne-
tnom po	u, dok je Vejbulova raspodela popularna u analizi podataka,
jer kada uk	uqimo parametre polo�aja i razmere Vejbulova raspodela
postaje veoma fleksibilna i pogodna za modelira�e velikog broja po-
dataka. Raspodele koje smo navodili imaju xirkoku primenu bax zbog
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parametera polo�aja i razmere, stoga je bitno da znamo kako da na�emo
intervalne ocene za te parametre, kao i da me�u tim ocenama znamo kako
da izaberemo najkvalitetniju.
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