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1 Uvod

Teorija graniqnih problema za parcijalne diferencijalne jednaqine

kao i za parcijalne diferencijalne jednaqine sa razlomǉenim izvodima

bitno se oslaǌa na funkcionalnu analizu. Rexeǌa ovih jednaqina pred-

stavǉaju se kao elementi pojedinih funkcionalnih prostora. U ovom

poglavǉu �e biti definisani neki osnovni pojmovi i rezultati funkcio-

nalne analize koji su potrebni u daǉem radu, a koji se mogu na�i

u [9,10].

1.1 Teorija operatora

Definicija 1.1. Funkcija A : X → Y izme�u dva vektorska prostora nad

istim poǉem skalara K se naziva linearnom ako je

A(αx+ βy) = αA(x) + βA(y)

za svako x, y ∈ X i sve α, β ∈ K.

U sluqaju linearnog preslikavaǌa A : X → Y izme�u vektorskih

prostora X i Y koristi se oznaka Ax umesto A(x) i izraz linearan

operator umesto izraza linearna funkcija, odnosno linearno preslika-

vaǌe. U sluqaju Y = K, preslikavaǌe f ∗ : X → K se naziva linearnim

funkcionalom. Inverzni operator A−1 operatora A postoji i linearan

je ako i samo ako je Ax = 0 samo za x = 0.

Definicija 1.2. Kompletan normiran prostor naziva se Banahovim1 pro-

storom.

Neka su X i Y dva normirana prostora nad istim poǉem skalara.

Radi jednostavnijeg pisaǌa, nula element, kao i norma u oba prostora

se oznaqava na isti naqin, tj. sa 0 odnosno ‖ · ‖ respektivno.

Stav 1.1. Ako je A : X → Y linearan operator i ako je neprekidan u jednoj

taqki, tada je on neprekidan na qitavom prostoru.

Prirodno, takvi operatori se nazivaju neprekidnim linearnim ope-

ratorima.
1Stefan Banach (1892-1945)

1



Definicija 1.3. Linearni operator A : X → Y je ograniqen ako postoji

pozitivan broj M takav da za svako x ∈ X va�i ‖Ax‖ ≤ M‖x‖. Infimum

brojevaM za koje va�i prethodna nejednakost naziva se normom operatora

A i kratko se oznaqava sa ‖A‖.

Stav 1.2. Ako je A linearan operator tada va�i

‖A‖ = sup
x 6=0

‖Ax‖
‖x‖

= sup
‖x‖≤1

‖Ax‖ = sup
‖x‖=1

‖Ax‖.

Stav 1.3. Linearan operator A : X → Y je neprekidan ako i samo ako je

ograniqen.

Neka za normirane prostore X i Y va�i X ⊂ Y . Operator I : X → Y

takav da je Ix = x za svako x ∈ X se naziva identiqkim operatorom.

Definicija 1.4. Hilbertovim2 prostorom se naziva svaki Banahov pro-

stor qija je norma indukovana nekim skalarnim proizvodom tog prostora.

Neka je H Hilbertov prostor. Sa (·, ·) se oznaqava skalarni proizvod

u H, a sa ‖ ·‖ odgovaraju�a indukovana norma. Ako su A i A∗ ograniqeni

linearni operatori koji preslikavaju H u H i ako je (Ax, y) = (x,A∗y)

za svako x, y ∈ H tada se operator A∗ naziva adjungovanim operatorom

operatora A. Ako je A = A∗, operator A se naziva samoadjungovanim.

1.2 Funkcionalni prostori

Otvoren i povezan skup Ω ⊆ Rn se naziva oblast. Granicom oblasti Ω se

naziva skup Γ = ∂Ω = Ω̄\Ω, gde je Ω̄ zatvoreǌe skupa Ω. Multiindeksom

se naziva n-torka

α = (α1, ..., αn) ∈ Nn
0 ,

gde je sa N0 oznaqen skup nenegativnih celih brojeva. Nenegativan ceo

broj |α| = α1 + ...+ αn se naziva du�ina multiindeksa α = (α1, ..., αn).

U ovom radu �e se koristiti funkcije oblika f : Ω→ R.

U sluqaju funkcije vixe promenǉivih, parcijalni izvodi se oznaqavaju

sa

∂αf =

(
∂

∂x1

)α1
(

∂

∂x2

)α2

· · ·
(

∂

∂xn

)αn
f =

∂|α|f

∂xα1
1 · · · ∂xαnn

.

2David Hilbert(1862-1943)
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1.2.1 Prostor neprekidnih funkcija

Neka je Ω otvoren skup u Rn i k ∈ N. Sa Ck(Ω) se oznaqava skup svih

neprekidnih funkcija f , definisanih na Ω, takvih da je ∂αf neprekidna

funkcija na Ω za svaki multiindeks |α| ≤ k.

Specijalno, sa C(Ω) (skra�eni zapis za C0(Ω)) se oznaqava prostor ne-

prekidnih funkcija na Ω, a sa C∞(Ω) prostor beskonaqno diferencija-

bilnih funkcija na Ω.

Ako je Ω ograniqen otvoren skup, sa Ck(Ω̄) se oznaqava skup svih funk-

cija f ∈ Ck(Ω) za koje se ∂αf mo�e neprekidno produ�iti sa Ω na Ω̄, za

svaki multiindeks |α| ≤ k. Ovo je Banahov prostor snabdeven normom

‖f‖Ck(Ω̄) := max
|α|≤k

sup
x∈Ω
|∂αf(x)|.

Za k ∈ N i 0 < λ ≤ 1, sa Ck,λ(Ω̄) se oznaqava skup svih funkcija

f ∈ Ck(Ω̄) za koje

|f |Ck,λ(Ω̄) := max
|α|=k

sup
x 6=y
x,y∈Ω

∂αf(x)− ∂αf(y)

|x− y|λ
,

gde je |x| =
√
x2

1 + ...+ x2
n, ima konaqnu vrednost. Ck,λ(Ω̄) je Banahov pro-

stor sa normom

‖f‖Ck,λ(Ω̄) := ‖f‖Ck(Ω̄) + |f |Ck,λ(Ω̄).

Za funkcije f ∈ C0,λ(Ω̄), 0 < λ < 1 se ka�e da su Helder neprekidne

sa stepenom λ. Ako je λ = 1 onda je funkcija Lipxic neprekidna na Ω̄.

Primer Helder neprekidne funkcije je f(x) = |x|α ∈ C0,β[0, 1], 0 < β ≤ α,

a Lipxic neprekidna je f(x) = |x|.

Uvodi se i prostor ACn[a, b] tj. prostor apsolutno neprekidnih funk-

cija, definisanih na [a, b], qiji su svi izvodi do reda n − 1 apsolutno

neprekidne funkcije na [a, b]. Praktiqno, AC1[a, b] = AC[a, b].

1.2.2 Prostor integrabilnih funkcija

Neka je p realan broj, p ≥ 1 i Ω otvoren skup u Rn. Sa Lp(Ω), 1 ≤ p <∞
se oznaqava prostor funkcija definisanih na Ω takvih da je∫

Ω

|f(x)|p dx <∞.
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Lp(Ω) je Banahov prostor sa normom

‖f‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|f(x)|p dx

) 1
p

, 1 ≤ p <∞.

Prostor L∞(Ω) sastoji se iz funkcija f definisanih na Ω takvih

da |f | ima konaqan esencijalni supremum, odnosno postoji konstanta M

takva da je |f(x)| ≤ M za skoro svako x ∈ Ω. Najmaǌi takav broj M se

naziva esencijalni supremum od |f | i oznaqava se sa M = ess supx∈Ω |f(x)|.
Prostor L∞(Ω) je snabeven normom

‖f‖L∞(Ω) = ess sup
x∈Ω

|f(x)|.

Specijalno, prostor L2(Ω) je Hilbertov, sa skalarnim proizvodom

(f, g) =

∫
Ω

f(x)g(x) dx

i normom

‖f‖L2(Ω) =

(∫
Ω

|f(x)|2 dx

) 1
2

.

Lema 1.4. (Koxi-Xvarcova nejednakost) Neka su funkcije f i g iz pro-

stora L2(Ω). Tada fg ∈ L1(Ω) i

|(f, g)| ≤ ‖f‖L2(Ω)‖g‖L2(Ω).

Lema 1.5. Neka su funkcije f i g iz prostora Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞. Tada je

‖f + g‖Lp(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω) + ‖g‖Lp(Ω).

Lema 1.6. (Jangova nejednakost) Neka su a, b ≥ 0, p, q > 0 i 1
p

+ 1
q

= 1. Tada

je

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Lema 1.7. (ε-nejednakost) Neka su a, b ≥ 0. Za proizvoǉno ε > 0 va�i

ab ≤ εa2 +
1

4ε
b2.
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2 Integrali i izvodi razlomǉenog reda

U ovom poglavǉu �e biti uvedene definicije i osnovne osobine inte-

grala i izvoda razlomǉenog reda. Najzastupǉeniji pristup ǌihovog

definisaǌa, koji �e ovde biti izlo�en, je Riman-Liuvilov i Kaputov

pristup.

U definiciji izvoda i integrala razlomǉenog reda se javǉa gama

funkcija, pa se, prvo, uvode ǌene osnovne osobine. Za vixe detaǉa

pogledati [3,11,14].

Gama funkcija Γ(z) se definixe preko Ojlerovog3 integrala druge

vrste

Γ(z) :=

∫ ∞
0

tz−1e−tdt (2.1)

koji konvergira za sve z ∈ C za koje je Re(z) > 0. Jedna od osnovnih

osobina gama funkcije je da zadovoǉava jednakost

Γ(z + 1) = zΓ(z), Re(z) > 0, (2.2)

koja se lako mo�e dokazati parcijalnom integracijom. Koriste�i pret-

hodnu jednakost, gama funkcija se mo�e produ�iti do funkcije defini-

sane za svako z ∈ C osim za z = 0,−1,−2, .... Gama funkcija zadovoǉava i

jednakost

Γ(n+ 1) = n!, ∀n ∈ N, (2.3)

koja sledi iz (2.2), jer je Γ(1) = 1.

Beta funkcija B(z, w) se definixe pomo�u Ojlerovog integrala prve

vrste

B(z, w) :=

∫ 1

0

tz−1(1− t)w−1dt, Re(z), Re(w) > 0. (2.4)

Veza izme�u gama i beta funkcije se predstavǉa slede�om formulom

B(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
, z, w 6= 0,−1,−2, ....

3Leonhard Euler(1707-1783)
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2.1 Riman-Liuvilov integral razlomǉenog reda

Va�nu ulogu u definisaǌu Riman-Liuvilovog integrala razlomǉenog

reda ima Koxijeva formula za n-tostruku integraciju∫ x

a

∫ t1

a

···
∫ tn−1

a

f(tn) dtn ···dt2 dt1 =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x−t)n−1f(t)dt, n ∈ N, (2.5)

koja se jednostavno dokazuje matematiqkom indukcijom i zamenom re-

dosleda integracije.

Ako se u formuli (2.5) zameni n ∈ N sa α ∈ R > 0 (tj. α ∈ R+) i fakto-

rijel sa Ojlerovom gama funkcijom dolazi se do slede�e definicije.

Definicija 2.1. Neka je f ∈ L1(a, b) i α ∈ R+. Levi Riman-Liuvilov

integral Iαa+f razlomǉenog reda α se definixe sa

Iαa+f(x) :=
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt, x ∈ [a, b], (2.6)

dok se desni Riman-Liuvilov integral Iαb−f razlomǉenog reda α definixe

sa

Iαb−f(x) :=
1

Γ(α)

∫ b

x

(t− x)α−1f(t)dt, x ∈ [a, b]. (2.7)

Za α = 0, se definixe I 0
a+

:= I, I 0
b−

:= I, gde je I identiqki operator.

Za a = −∞ se koristi oznaka Iα+, a za b = +∞ oznaka Iα−.

Integrali Iαa+f i Iαb−f postoje za skoro svako x ∈ [a, b]. Tako�e, Iαa+f ,

Iαb−f ∈ L1(a, b).

Napomena 2.1. [3, 11] U specijalnom sluqaju kada je f(t) = (t − a)β−1,

odnosno f(t) = (b− t)β−1, t ∈ [a, b], α, β ∈ R+, va�i

(
Iαa+(t− a)β−1

)
(x) =

Γ(β)

Γ(β + α)
(x− a)β+α−1, α > 0, β > 0,

(
Iαb−(b− t)β−1

)
(x) =

Γ(β)

Γ(β + α)
(b− x)β+α−1, α > 0, β > 0.

Teorema 2.2. [7] Neka je α > 0. Operator Iαa+ : Lp(a, b)→ Lp(a, b), odnosno

Iαb− : Lp(a, b)→ Lp(a, b), je neprekidan linearan operator.

Teorema 2.3. [7] Neka je α ∈ R+. Levi i desni Riman-Liuvilovi inte-

grali razlomǉenog reda su uzajamno adjungovani operatori u odnosu na L2(a, b)
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skalarni proizvod, tj.

(
Iαa+f, g

)
L2(a,b)

=
(
f, Iαb−g

)
L2(a,b)

.

Napomena 2.4. [3] Familija operatora

{Iαa+ : L1(a, b)→ L1(a, b), α > 0}

formira komutativnu polugrupu. Identiqki operator I 0
a+

je neutralni

element ove polugrupe. Tako, ako je α, β ∈ R+ i f ∈ Lp(a, b), 1 ≤ p ≤ ∞ onda

su jednakosti

Iαa+ I
β
a+
f(x) = I βa+ I

α
a+
f(x) = Iα+β

a+
f(x), Iαb− I

β
b−
f(x) = I βb− I

α
b−f(x) = Iα+β

b−
f(x)

zadovoǉene skoro svuda na [a, b]. Specijalno, ako je f ∈ C[a, b] ili α+ β ≥ 1,

onda jednakosti va�e na celom intervalu [a, b].

2.2 Kaputov izvod razlomǉenog reda

Za rexavaǌe pojedinih problema, npr. u oblasti mehanike, pogodno je

koristiti Kaputov izvod razlomǉenog reda.

Definicija 2.2. Neka je funkcija f definisana na intervalu (a, b), α ∈ R+

i n−1 ≤ α < n. Levi Kaputov izvod CDα
a+
f razlomǉenog reda α se definixe

sa

CDα
a+
f(x) :=

(
In−αa+

dnf

dxn

)
(x) =

1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1f (n)(t)dt, x ∈ [a, b],

(2.8)

dok se desni Kaputov izvod CDα
b−
f razlomǉenog reda α definixe sa

CDα
b−f(x) := (−1)n

(
In−αb−

dnf

dxn

)
(x) =

(−1)n

Γ(n− α)

∫ b

x

(t−x)n−α−1f (n)(t)dt, x ∈ [a, b].

(2.9)

Teorema 2.5. [12] Neka je f ∈ Cn[a, b] i n− 1 ≤ α < n, α ∈ R+. Tada je

CDα
a+
f(a) = 0.
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Dokaz. Iz definicije Kaputovog izvoda va�i

CDα
a+
f(x) =

1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1f (n)(t)dt, x ∈ [a, b].

Neka je

M = max
x∈[a,b]

|f (n)(x)|,

gde je M pozitivna konstanta.

Onda,

|CDα
a+
f(x)| ≤ M

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1dt =
M(x− a)n−α

Γ(n− α− 1)
,

iz qega sledi CDα
a+
f(a) = 0.

�

Uz uslove prethodne teoreme, va�i�e i CDα
b−
f(b) = 0.

Mo�e se primetiti da je [12]:

lim
α→(n−1)+

CDα
a+
f(x) = lim

α→(n−1)+

(
1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1f (n)(t)dt

)
=

∫ x

a

f (n)(t)dt = f (n−1)(x)− f (n−1)(a),

lim
α→(n−1)+

CDα
b−f(x) = lim

α→(n−1)+

(
(−1)n

Γ(n− α)

∫ b

x

(t− x)n−α−1f (n)(t)dt

)
= (−1)n

∫ b

x

f (n)(t)dt = (−1)n(f (n−1)(b)− f (n−1)(x)),

lim
α→n−

CDα
a+
f(x) = lim

α→n−

(
1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1f (n)(t)dt

)
= lim

α→n−

(
f (n)(a)(x− a)n−α

Γ(n− α + 1)
+

1

Γ(n− α + 1)

∫ x

a

(x− t)n−αf (n+1)(t)dt

)
= f (n)(a) +

∫ x

a

f (n+1)(t)dt = f (n)(x),

lim
α→n−

CDα
b−f(x) = lim

α→n−

(
(−1)n

Γ(n− α)

∫ b

x

(t− x)n−α−1f (n)(t)dt

)
= lim

α→n−
(−1)n

(
f (n)(b)(b− x)n−α

Γ(n− α + 1)
− 1

Γ(n− α + 1)

∫ b

x

(t− x)n−αf (n+1)(t)dt

)
= (−1)n

(
f (n)(b)−

∫ b

x

f (n+1)(t)dt

)
= (−1)nf (n)(x).

Za α = n ∈ N0 va�i CDn
a+
f(x) = f (n)(x) i CDn

b−
f(x) = (−1)nf (n)(x).
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Teorema 2.6. Ako je f ∈ ACn[a, b], onda izvodi CDα
a+
f i CDα

b−
f postoje za

skoro svako x ∈ [a, b].

Napomena 2.7. [3, 11] U specijalnom sluqaju kada je f(t) = (t − a)β−1,

odnosno f(t) = (b− t)β−1, t ∈ [a, b], α, β ∈ R, va�i

(
CDα

a+
(t− a)β−1

)
(x) =

Γ(β)

Γ(β − α)
(x− a)β−α−1, α > 0, β > 0,

(
CDα

b−(b− t)β−1
)

(x) =
Γ(β)

Γ(β − α)
(b− x)β−α−1, α > 0, β > 0.

i (
CDα

a+
(t− a)k

)
(x) = 0,

(
CDα

b−(b− t)k
)

(x) = 0, (k = 0, ..., n− 1).

Kaputov izvod konstante C je jednak nuli tj.

CDα
a+
C = 0, CDα

b−C = 0.

Teorema 2.8. [12] Ako je f ∈ C1[a, b], onda va�i

CDα2
a+

CDα1
a+

= CDα1
a+

CDα2
a+

= CDα1+α2
a+

,

gde α1, α2 ∈ R+ i α1 + α2 ≤ 1.

Uslov α1 + α2 ≤ 1, iz prethodne teoreme, se ne mo�e zanemariti.

Jednostavan kontraprimer je:

CD0.7
0+

CD0.6
0+
x =

1

Γ(0.7)
x−0.3, CD1.3

0+
x = 0.

Za n− 1 ≤ α < n, α ∈ R+, Kaputovi izvodi CDα
a+

i CDα
b−

su operatori koji

preslikavaju prostor Cn[a, b] u

Ca[a, b] = {f |f ∈ C[a, b], f(a) = 0}, ‖f‖Ca[a,b] = ‖f‖C[a,b],

Cb[a, b] = {f |f ∈ C[a, b], f(b) = 0}, ‖f‖Cb[a,b] = ‖f‖C[a,b],

respektivno.

Napomena 2.9. [3] Neka je n− 1 ≤ α < n, α 6∈ N. Tada su Kaputovi izvodi
CDα

a+
i CDα

b−
ograniqeni operatori iz Cn[a, b] u Ca[a, b] i Cb[a, b], respektivno,
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i va�i

‖CDα
a+
f‖Ca[a,b] ≤

(b− a)n−α

|Γ(n− α)|(n− α + 1)
‖f‖Cn[a,b],

‖CDα
b−f‖Cb[a,b] ≤

(b− a)n−α

|Γ(n− α)|(n− α + 1)
‖f‖Cn[a,b].

Ako je α = n ∈ N0, tada su operatori CDα
a+

i CDα
b−

ograniqeni operatori

iz Cn[a, b] u C[a, b]. Xta vixe,

‖CDα
a+
f‖C[a,b] = ‖f‖Cn[a,b], ‖CDα

b−f‖C[a,b] = ‖f‖Cn[a,b].

Teorema 2.10. [5] Neka je α ∈ R+ i f ∈ C[a, b]. Va�i

(
CDα

a+
Iαa+f

)
(x) = f(x),

(
CDα

b− I
α
b−f
)

(x) = f(x).

Teorema 2.11. [5, 14] Neka je α ∈ R+, n− 1 ≤ α < n, f ∈ Cn−1[a, b] i neka je

f (n) integrabilna funkcija. Tada va�i

(
Iαa+

CDα
a+
f
)

(x) = f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)(x− a)k

k!
,

(
Iαb−

CDα
b−f
)

(x) = f(x)−
n−1∑
k=0

(−1)kf (k)(b)(b− x)k

k!
.

2.3 Riman-Liuvilov izvod razlomǉenog reda

Do definicije Riman-Liuvilovog izvoda razlomǉenog reda se dolazi

zamenom redosleda integracije i diferenciraǌa u definiciji Kaputovog

izvoda razlomǉenog reda.

Definicija 2.3. Neka je funkcija f definisana na intervalu (a, b), α ∈ R+

i n − 1 ≤ α < n. Levi Riman-Liuvilov izvod Dα
a+
f razlomǉenog reda α se

definixe sa

Dα
a+
f(x) :=

dn

dxn
(
In−αa+

f
)

(x) =
1

Γ(n− α)

dn

dxn

∫ x

a

(x− t)n−α−1f(t)dt, x ∈ [a, b],

(2.10)
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dok se desni Riman-Liuvilov izvod Dα
b−
f razlomǉenog reda α definixe sa

Dα
b−f(x) := (−1)n

dn

dxn

(
In−αb−

f
)

(x) =
(−1)n

Γ(n− α)

dn

dxn

∫ b

x

(t−x)n−α−1f(t)dt, x ∈ [a, b].

(2.11)

Za α = 0, definixe se D0
a+

:= I, D0
b−

:= I, gde je I identiqki operator.

Za a = −∞ se koristi oznaka Dα
+, a za b = +∞ oznaka Dα

−.

Za α = n ∈ N je Dn
a+
f(x) = f (n)(x) i Dn

b−
f(x) = (−1)nf (n)(x).

Teorema 2.12. Ako je f ∈ ACn[a, b], n ∈ N, onda izvodi Dα
a+
f i Dα

b−
f postoje

za skoro svako x ∈ [a, b].

Napomena 2.13. [3, 11] U specijalnom sluqaju kada je f(t) = (t − a)β−1,

odnosno f(t) = (b− t)β−1, t ∈ [a, b], α, β ∈ R, va�i

(
Dα
a+

(t− a)β−1
)

(x) =
Γ(β)

Γ(β − α)
(x− a)β−α−1, α ≥ 0, β > 0,

(
Dα
b−(b− t)β−1

)
(x) =

Γ(β)

Γ(β − α)
(b− x)β−α−1, α ≥ 0, β > 0.

Iz posledǌe dve jednakosti se mo�e videti da ako je β = 1 i α ≥ 0 onda

Dα
a+

1(x) =
(x− a)−α

Γ(1− α)
, Dα

b−1(x) =
(b− x)−α

Γ(1− α)
, (0 < α < 1)

tj. Riman-Liuvilov izvod razlomǉenog reda α konstante C ne mora biti

0

Dα
a+
C(x) = C

(x− a)−α

Γ(1− α)
, Dα

b−C(x) = C
(b− x)−α

Γ(1− α)
, (0 < α < 1).

U opxtem sluqaju Riman-Liuvilov operator diferenciraǌa ne za-

dovoǉava svojstvo komutativnosti.

Teorema 2.14. [3, 11] Neka je α > 0. Tada za svako f ∈ Lp(a, b) va�i

Dα
a+
Iαa+f(x) = f(x) i Dα

b− I
α
b−f(x) = f(x) (2.12)

skoro svuda na [a, b].

Na osnovu prethodne teoreme sledi da je Riman-Liuvilov izvod Dα
a+

(Dα
b−
) levi inverzni operator za Riman-Liuvilov integral Iαa+ (Iαb−). U

opxtem sluqaju se ne mo�e tvrditi da je i desni.
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Teorema 2.15. [11] Ako je α ≥ β > 0, onda, za f ∈ Lp(a, b) (1 ≤ p ≤ ∞),

relacija

(Dβ
a+
Iαa+f)(x) = Iα−βa+

f(x) i (Dβ
b−
Iαb−f)(x) = Iα−βb−

f(x) (2.13)

va�i skoro svuda na [a, b].

Jednakosti (2.12) su specijalan sluqaj jednakosti (2.13).

Veza izme�u Kaputovog i Riman-Liuvilovog izvoda je data sa

CDα
a+
f(t) = Dα

a+

(
f(t)−

n−1∑
k=0

(t− a)k

k!
f (k)(a)

)
, t ∈ [a, b],

CDα
b−f(t) = Dα

b−

(
f(t)−

n−1∑
k=0

(b− t)k

k!
f (k)(b)

)
, t ∈ [a, b].

Za 0 < α < 1 i t ∈ [a, b], va�i

CDα
a+
f(t) = Dα

a+
(f(t)− f(a)) = Dα

a+
f(t)− f(a)

Γ(1− α)(t− a)α
,

CDα
b−f(t) = Dα

b−(f(t)− f(b)) = Dα
b−f(t)− f(b)

Γ(1− α)(b− t)α
.

Koriste�i vezu izme�u Riman-Liuvilovog i Kaputovog izvoda se

dolazi do teoreme

Teorema 2.16. [11] Neka je n− 1 ≤ α < n, α ∈ R+ i neka je f(x) funkcija za

koju postoje Kaputovi izvodi razlomǉenog reda CDα
a+
f i CDα

b−
f zajedno sa

Riman-Liuvilovim izvodima razlomǉenog reda Dα
a+
f i Dα

b−
f , tada, va�i

slede�a veza izme�u ovih izvoda

(
CDα

a+
f
)

(x) =
(
Dα
a+
f
)

(x)−
n−1∑
k=0

(x− a)k−α

Γ(k − α + 1)
f (k)(a), x ∈ [a, b],

(
CDα

b−f
)

(x) =
(
Dα
b−f
)

(x)−
n−1∑
k=0

(b− x)k−α

Γ(k − α + 1)
f (k)(b), x ∈ [a, b].

Posledica 2.17. Neka su ispuǌeni uslovi teoreme 2.16. Tada va�i

CDα
a+
f = Dα

a+
f,

(
CDα

b−f = Dα
b−f
)
,
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ako i samo ako je

dkf(a)

dxk
= 0,

(
dkf(b)

dxk
= 0

)
za k = 0, 1, ..., n− 1.
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3 Graniqni problem sa Kaputovim izvodom
razlomǉenog reda

U ovom poglavǉu �e biti izvedeni zakǉuqci koji se odnose na konkretan

graniqni problem, qija se granica sastoji od dve taqke. Problem je

definisan na intervalu [0, 1], sa Kaputovim izvodom reda 2 − δ, gde je

0 < δ < 1, i modeluje superdifuziono kretaǌe qestica, uz prisustvo

konvekcije:

− CD2−δ
0+

u(x) + b(x)u′(x) + c(x)u(x) = f(x), x ∈ (0, 1), (3.1)

u(0)− α0u
′(0) = γ0, (3.2)

u(1) + α1u
′(1) = γ1, (3.3)

gde su konstante α0, α1, γ0, γ1 i funkcije b, c i f date. Pretpostavǉa se da

b, c, f ∈ Cq[0, 1] za neki ceo broj q ≥ 1, c ≥ 0 na [0, 1], α0 ≥ 1
1−δ i α1 ≥ 0.

Mnoge druge klase graniqnih problema su razmatrane u [13]. Nu-

meriqke metode za rexavaǌe datog problema su predstavǉene i opxirnije

razmatrane u [8,13,17,19].

3.1 Egzistencija i jedinstvenost rexeǌa

Pri ispitivaǌu egzistencije i jedinstvenosti rexeǌa problema (3.1)-

(3.3) se koristi princip pore�eǌa/maksimuma. U ovom poglavǉu �e

biti izlo�en pomenuti princip, a zatim i teoreme koje slede iz ǌega a

odnose se na jedinstvenost i egzistenciju rexeǌa.

Lema 3.1. [2] Ako funkcija u ∈ C2[0, 1] dosti�e globalni minimum u

taqki x0 ∈ (0, 1) tada va�i

CD2−δ
0+

u(x0) ≥ xδ−2
0

Γ(δ)
{(1− δ)[u(0)− u(x0)]− x0u

′(0)}, (3.4)

za svako 0 < δ < 1.

Dokaz. Definixe se pomo�na funkcija h(x) = u(x) − u(x0), x ∈ [0, 1].
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Va�i

h(x) ≥ 0, h(x0) = h′(x0) = 0, h′′(x0) ≥ 0 i CD2−δ
0+

h(x) = CD2−δ
0+

u(x),

za x ∈ [0, 1].

Primeǌuju�i parcijalnu integraciju na

CD2−δ
0+

h(x0) =
1

Γ(δ)

∫ x0

0

(x0 − t)δ−1h′′(t)dt

dobija se

Γ(δ) CD2−δ
0+

h(x0) = (x0 − t)δ−1h′(t)|x0t=0 −
∫ x0

0

(1− δ)(x0 − t)δ−2h′(t)dt.

Iz h′(x0) = 0 i iz ograniqenosti h′′(x0), sledi da postoji µ1(x) ∈ C[0, 1]

tako da je h′(x) = (x0 − x)µ1(x). Iz prethodnog �e za 0 < δ < 1, va�iti

lim
x→x0

h′(x)

(x0 − x)1−δ = lim
x→x0

(x0 − x)µ1(x)

(x0 − x)1−δ = lim
x→x0

(x0 − x)δµ1(x) = 0.

Odatle sledi

Γ(δ) CD2−δ
0+

h(x0) = −xδ−1
0 h′(0)− (1− δ)

∫ x0

0

(x0 − t)δ−2h′(t)dt.

Primeǌuju�i opet parcijalnu integraciju na prethodni integral do-

bija se

Γ(δ) CD2−δ
0+

h(x0) = −xδ−1
0 h′(0)− (1− δ)

∫ x0

0

(x0 − t)δ−2h′(t)dt

=−xδ−1
0 h′(0)− (1− δ)

[
(x0 − t)δ−2h(t)|x0t=0 − (2− δ)

∫ x0

0

(x0 − t)δ−3h(t)dt

]
.

(3.5)

Iz h(x0) = h′(x0) = 0 i iz ograniqenosti h′′(x0) sledi da postoji µ2(x) ∈
C[0, 1] tako da je h(x) = (x0 − x)2µ2(x). Odatle sledi

lim
x→x0

h(x)

(x0 − x)2−δ = lim
x→x0

(x0 − x)2µ2(x)

(x0 − x)2−δ = lim
x→x0

(x0 − x)δµ2(x) = 0.
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Koriste�i prethodno i h(x) ≥ 0 u (3.5), dobija se

Γ(δ) CD2−δ
0+

h(x0) = −xδ−1
0 h′(0)− (1− δ)

[
−xδ−2

0 h(0)− (2− δ)
∫ x0

0

(x0 − t)δ−3h(t)dt

]
=− xδ−1

0 h′(0) + (1− δ)xδ−2
0 h(0) + (1− δ)(2− δ)

∫ x0

0

(x0 − t)δ−3h(t)dt

≥− xδ−1
0 h′(0) + (1− δ)xδ−2

0 h(0) = −xδ−1
0 u′(0) + (1− δ)xδ−2

0 (u(0)− u(x0)).

(3.6)

Ovim je lema dokazana. �

Prethodna lema �e va�iti i pod slabijim uslovom

(Hipoteza regularnosti) u ∈ C2(0, 1] i |u′′(x)| ≤ Cx−θ za 0 < x ≤ 1,

(3.7)

gde su C i θ konstante tako da je 0 < θ < 1.

Lema 3.2 (Princip pore�eǌa/maksimuma). [1] Neka je u ∈ C2[0, 1], b, c ∈
C[0, 1] i c(x) > 0 za sve x ∈ (0, 1). Ako za α0 ≥ 1

1−δ i α1 ≥ 0, funkcija u

zadovoǉava

− CD2−δ
0+

u(x) + b(x)u′(x) + c(x)u(x) ≥ 0, x ∈ (0, 1), (3.8)

u(0)− α0u
′(0) ≥ 0, (3.9)

u(1) + α1u
′(1) ≥ 0, (3.10)

tada je u ≥ 0 na [0, 1].

Dokaz. Pretpostavǉa se suprotno, tj. u(x) < 0, x ∈ [0, 1]. Tada u(x)

ima minimum u nekoj taqki x0 i u(x0) < 0.

Za x0 ∈ (0, 1) je u′(x0) = 0. Koriste�i lemu 3.1 dokazuje se da je
CD2−δ

0+
u(x0) ≥ 0. Posmatraju se sluqajevi kad je u′(0) ≤ 0 i u′(0) > 0.

Za u′(0) ≤ 0, je oqigledno da �e iz leme 3.1 va�iti CD2−δ
0+

u(x0) ≥ 0. Ako

je u′(0) > 0, opet, iz leme 3.1 sledi

Γ(δ)CD2−δ
0+

u(x0) ≥(1− δ)xδ−2
0 (u(0)− u(x0))− xδ−1

0 u′(0)

=xδ−2
0 ((1− δ)(u(0)− u(x0))− x0u

′(0)).
(3.11)

Kako je α0 ≥ 1
1−δ tj. α0(1− δ) ≥ 1 i kako iz graniqnog uslova (3.9) sledi
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u(0) ≥ α0u
′(0), dobija se

(1− δ)(u(0)− u(x0)) ≥ (1− δ)(α0u
′(0)− u(x0)) ≥ u′(0)− (1− δ)u(x0).

Zameǌuju�i prethodno u (3.11) sledi

Γ(δ)CD2−δ
0+

u(x0) ≥xδ−2
0 (u′(0)− (1− δ)u(x0)− x0u

′(0))

=xδ−2
0 (u′(0)(1− x0)− (1− δ)u(x0)).

(3.12)

Iz u′(0) > 0, 0 < x0 < 1 i u(x0) < 0 se dobija CD2−δ
0+

u(x0) ≥ 0.

Koriste�i CD2−δ
0+

u(x0) ≥ 0 i c(x) > 0 sledi

−CD2−δ
0+

u(x0) + b(x0)u′(x0) + c(x0)u(x0) = −CD2−δ
0+

u(x0) + c(x0)u(x0) < 0,

za x0 ∈ (0, 1). Na osnovu nejednakosti (3.8), dobija se kontradikcija.

Ako je x0 = 0, iz jednostavnog principa maksimuma sledi u′(0+) ≥
0. Iz prethodnog i iz graniqnog uslova (3.9) sledi u(0) ≥ 0, xto je

kontradiktorno pretpostavci u(x) < 0, x ∈ [0, 1], s poqetka dokaza.

Sliqno se dokazuje i ako je x0 = 1. Tada iz u′(1−) ≤ 0, xto sledi iz

principa maksimuma, i iz graniqnog uslova (3.10) sledi u(1) ≥ 1. Na

osnovu pretpostavke u(x) < 0, x ∈ [0, 1] se, opet, dobija kontradikcija.

�

Lema 3.2 �e va�iti i ako se uslov u ∈ C2[0, 1] zameni hipotezom regu-

larnosti (3.7), a uslov c(x) > 0 zameni uslovom c(x) ≥ 0 za sve x ∈ (0, 1).

Napomena 3.3. [17] Ako se pretpostavi da je c ≥ 0 na [0, 1], α0 ≥ 1
1−δ i α1 ≥

0 onda problem koji se razmatra zadovoǉava princip pore�eǌa/maksimuma,

iz kog sledi egzistencija i jedinstvenost rexeǌa problema u [19]. Ako se

Robinov graniqni uslov za x = 0 zameni Dirihleovim graniqnim uslovom,

onda princip pore�eǌa/maksimuma ne mora da va�i.

Prostor Cq,ν(0, 1], za ceo broj q ≥ 1 i ν ∈ (−∞, 1), je prostor kojem

pripadaju funkcije y : [0, 1]→ R takve da y ∈ Cq(0, 1] i va�i

|y(i)(x)| ≤


C za i < 1− ν,
C(1 + | lnx|) za i = 1− ν,
Cx1−ν−i za i > 1− ν,

(3.13)
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za 0 < x ≤ 1, i = 1, 2, ..., q i neku pozitivnu konstantu C. Oqigledno va�i,

Cq[0, 1] ⊂ Cq,ν(0, 1] ⊂ C[0, 1].

Teorema 3.4. [13] Neka b, c, f ∈ Cq,ν(0, 1] za ceo broj q ≥ 1 i ν ∈ (−∞, 1).

Definixe se µ = max{ν, δ} i S, skup svih funkcija ω definisanih na [0, 1]

za svako CD2−δ
0+

w ∈ Cq,µ(0, 1]. Ako se pretpostavi da problem (3.1)-(3.3) za

f ≡ 0, γ0 = 0 i γ1 = 0 ima u S jedino trivijalno rexeǌe ω ≡ 0 onda sledi

da ima jedinstveno rexeǌe u ∈ S. Tako�e, va�i�e i da u ∈ C1[0, 1].

Teorema 3.5. [19] Neka je b, c, f ∈ Cq,ν(0, 1] za neki ceo broj q ≥ 2 i ν ≤ δ.

Ako se pretpostavi da je c ≥ 0, α1 ≥ 0 i α0 ≥ 1
1−δ onda problema (3.1)-

(3.3) ima jedinstveno rexeǌe u, tako da je u ∈ C1[0, 1]∩Cq+1(0, 1] i za neku

konstantu C va�i

|u(i)(x)| ≤

{
C za i = 0, 1,

Cx2−δ−i za i = 2, 3, ..., q + 1
(3.14)

za sve x ∈ (0, 1].

3.2 Rexavaǌe problema metodom konaqnih razlika

Ova metoda se zasniva na zameni izvoda koliqnicima konaqnih razlika

[15].

Neka je N pozitivan ceo broj i h = 1
N
. Na intervalu [0, 1] se uvodi

ravnomerna mre�a

ω̄h = {xi = ih | i = 0, ..., N ;h = 1/N}.

Taqke xi, i = 0, ..., N se nazivaju qvorovima mre�e. Uvodi se tako�e skup

ωh = ω̄h ∩ (0, 1).

Na ravnomernoj mre�i prvi izvod funkcije u u taqki xi se mo�e

aproksimirati sa:

konaqnom razlikom unapred ux,i =
u(xi+1)− u(xi)

h
,

konaqnom razlikom unazad ux̄,i =
u(xi)− u(xi−1)

h
,

centralnom konaqnom razlikom ux̊,i =
u(xi+1)− u(xi−1)

2h
=
ux,i + ux̄,i

2
.
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Drugi izvod funkcije u u taqki xi obiqno se aproksimira sa:

ux̄x,i =
u(xi+1)− 2u(xi) + u(xi−1)

h2
=
ux,i − ux̄,i

h
.

Pretpostavǉa se da funkcija u(x) ima neprekidan i ograniqen drugi

izvod. Iz Tejlorovog razvoja

u(x+ h) = u(x) + hu′(x) + h2u′′(ξ)/2, ξ ∈ (x, x+ h)

se dobija

ux = (u(x+ h)− u(x))/h = u′(x) + (h/2)u′′(ξ), tj. u′ = ux +O(h).

Na sliqan naqin se dobija u′ = ux̄+O(h). Ako se pretpostavi da u(x) ima

na intervalu [x − h, x + h] neprekidan i ograniqen tre�i izvod mo�e se

u′(x) aproksimirati s taqnox�u O(h2). Tako iz Tejlorovog razvoja

u(x± h) = u(x)± hu′(x) + (h2/2)u′′(x)± (h3/6)u′′′(ξ±),

za ξ+ ∈ (x, x+ h), ξ− ∈ (x− h, x), dobija se

ux̊ =
u(x+ h)− u(x− h)

2h
= u′(x) +

h2

12
[u′′′(ξ+) + u′′′(ξ−)] = u′(x) +

h2

6
u′′′(ξ),

(3.15)

za ξ ∈ (x− h, x+ h) tj. u′ = ux̊ +O(h2).

Posledǌa jednakost u (3.15) sledi iz slede�e leme.

Lema 3.6. Ako je f neprekidna funkcija na [a, b] i α, β ∈ R su istog znaka,

onda postoji ξ ∈ [a, b], tako da va�i

αf(a) + βf(b) = (α + β)f(ξ).

U sluqaju drugog izvoda u′′(x), za u ∈ C4[a, b], va�i

ux̄x = (u(x+ h)− 2u(x) + u(x− h))/h2 = u′′(x) +O(h2).

Ove aproksimacije �e te�iti vrednostima izvoda funkcije u(x) u qvo-

rovima, kada h → 0, tj. kada se mre�a zguxǌava. Mo�e se primetiti

da je ta konvergencija br�a kod aproksimacije centralnim koliqnicima

konaqnih razlika ux̊ i ux̄x, jer je glavni qlan grexke O(h2).

19



Kontinualna veliqina u(x) se zameǌuje vektorom v= (v0, ..., vN)T , pri

qemu je vi ≈ u(xi).

Levi Kaputov izvod razlomǉenog reda δ, 0 < δ < 1, funkcije u, se

aproksimira na slede�i naqin [16]:

CDδ
0+
u(xi) =

1

Γ(2− δ)

∫ xi

0

(xi − t)1−δu′′(t)dt =
1

Γ(2− δ)

i−1∑
k=0

∫ xk+1

xk

(xi − t)1−δu′′(t)dt

≈ 1

Γ(2− δ)

i−1∑
k=0

u(xk+2)− 2u(xk+1) + u(xk)

h2

∫ xk+1

xk

(xi − t)1−δdt

≈ 1

hδΓ(3− δ)

i−1∑
k=0

di−k(u(xk+2)− 2u(xk+1) + u(xk)) = (∆δ
0+
u)i,

(3.16)

gde je

dr = rδ+ − (r − 1)δ+ za sve cele brojeve r, (3.17)

i

r+ =

{
r za r ≥ 0,

0 za r < 0.

Mo�e se primetiti da je dr = 0 za r ≤ 0.

Sa ‖g‖∞ = maxx∈[0,1] |g(x)| �e se oznaqavati uniformna norma za g ∈
C[0, 1]. U nejednakostima �e se sa C oznaqavati konstanta koja zavisi od

podataka problema, ali ne zavisi od mre�e koja se koristi za numeriqko

rexavaǌe problema.

3.2.1 Aproksimacija problema metodom konaqnih razlika

U ovom poglavǉu se posmatra problem (3.1)-(3.3). Aproksimira se slede�om

diferencijskom xemom:

−∆2−δ
0+

v + bvx̊ + cv = f, x ∈ ωh,

v0 − α0vx,0 = γ0, (3.18)

vN + α1vx̄,N = γ1.
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Dobija se slede�i sistem jednaqina

v0 − α0
v1 − v0

h
= γ0,

j−1∑
k=0

ajkvj = fj, j = 1, 2, ..., N − 1,

vN + α1
vN − vN−1

h
= γ1,

(3.19)

gde je

aj0 =
−dj

h2−δΓ(1 + δ)
− δj1

b1

2h
, (3.20)

aj1 =
−dj−1 + 2dj
h2−δΓ(1 + δ)

− δj2
b2

2h
+ δj1c1, (3.21)

ajk =
−dj−k + 2dj−k+1 − dj−k+2

h2−δΓ(1 + δ)
+
bj
2h

(δj,k−1 − δj,k+1) + δjkcj (3.22)

za j = 1, 2, ..., N − 1, k = 2, 3, ..., N i

δjk =

{
1 za j = k,

0 inaqe.

Sa fj, bj, cj, j = 1, ..., N − 1 se oznaqavaju vrednosti funkcija f, b, c respe-

ktivno, u qvoru xj, j = 1, ..., N − 1.

Dobijeni sistem se predstavǉa u matriqnom obliku Av = f , gde je A =

(ajk)
N
j,k=0 matrica dimenzije (N + 1) × (N + 1), a f := (γ0 f1 f2 ... fN−1 γ1)T

vektor dimenzije N + 1, koji odgovaraju diskretizaciji (3.19).

Nulta vrsta matrice A je ((1 + α0h
−1), −α0h

−1, 0, 0, ..., 0), a N-ta

vrsta je (0, 0, ..., 0, −α1h
−1, (1 + α1h

−1)).

Lema 3.7. Koeficijenti dj iz formule (3.16) imaju slede�e osobine:

1. dj > 0, za j ∈ N,

2. dj je opadaju�i niz, tj. 1 = d1 > d2 > ... > dN−1 > 0,

3. 2dj − dj−1 > 0 za j = 1 i j = 3, 4, ..., N − 1,

4. − dj+1 + 2dj − dj−1 < 0, za j = 2, ..., N − 1.

Dokaz.

1. Kako je j > 0 i δ > 0, va�i jδ > (j − 1)δ, a odatle sledi dj > 0.
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2. Koriste�i Koxijevu teoremu o sredǌoj vrednosti dobija se

dj
dj+1

=
jδ − (j − 1)δ

(j + 1)δ − jδ
=

δξδ−1

δ(ξ + 1)δ−1
=

(
1 +

1

ξ

)1−δ

> 1, ξ ∈ (j − 1, j),

tj. niz dj je opadaju�i.

3. Za j = 1, va�i

2d1 − d0 = 2d1 > 0.

U sluqaju kad je j = 2, znak za

2d2 − d1 = 2d2 − 1 = 2(2δ − 1)− 1 = 2δ+1 − 3

zavisi od δ.

Za ostale vrednosti j = 3, ..., N − 1, va�i

2dj − dj−1 =2jδ − 2(j − 1)δ − (j − 1)δ + (j − 2)δ

=2
[
(j − 1)δ − (j − 2)δ

] [ jδ − (j − 1)δ

(j − 1)δ − (j − 2)δ
− 1

2

]
.

(3.23)

Koriste�i Koxijevu teoremu o sredǌoj vrednosti, za θ ∈ (j − 1, j) va�i

jδ − (j − 1)δ

(j − 1)δ − (j − 2)δ
=

δθδ−1

δ(θ − 1)δ−1
=

(
1− 1

θ

)1−δ

>

(
1− 1

2

)1−δ

>
1

2
,

iz θ > j − 1 ≥ 2. Iz prethodnog i iz (3.23) sledi 2dj − dj−1 > 0.

4. Uvodi se funkcija f(x) = xδ − (x − 1)δ. Iz Tejlorovog razvoja, za

ξ+ ∈ (x, x+ h), ξ− ∈ (x− h, x) va�i

f(x± h) = f(x)± hf ′(x) +
h2

2
f ′′(ξ±).

Odatle va�i

f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h) =f(x) + hf ′(x) +
h2

2
f ′′(ξ+)− 2f(x)+

f(x)− hf ′(x) +
h2

2
f ′′(ξ−) =

h2

2
f ′′(ξ+) +

h2

2
f ′′(ξ−) = h2f ′′(ξ),

za ξ ∈ (x− h, x+ h).

Iz prethodnog sledi

−dj+1 + 2dj − dj−1 = −1 · f ′′(ξ) =− δ(δ − 1)
[
ξδ−2 − (ξ − 1)δ−2

]
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= δ(1− δ)(ξ − 1)δ−2

[(
ξ

ξ − 1

)δ−2

− 1

]
=δ(1− δ)(ξ − 1)δ−2

[(
1− 1

ξ

)2−δ

− 1

]
,

za ξ ∈ (j − 1, j + 1).

Kako je 0 < δ < 1, sledi δ > 0, (1 − δ) > 0. Va�i i (ξ − 1)δ−2 > 0 i[(
1− 1

ξ

)2−δ
− 1

]
< 0 jer je

(
1− 1

ξ

)2−δ
< 1. Iz prethodnog sledi −dj+1+2dj−

dj−1 < 0. �

Iz prethodne leme se mogu izvesti slede�e nejednakosti za elemente

matrice A:

aj1 > 0 za j = 3, 4, ..., N − 1, jer je tada aj1 =
−dj−1+2dj
h2−δΓ(1+δ)

,

ajk < 0 za j = 4, ..., N−1 i k = 2, ..., j−2, jer je tada ajk =
−dj−k+2dj−k+1−dj−k+2

h2−δΓ(1+δ)
.

Va�i�e i ajj > 0 za j = 1, 2, ..., N − 1 iz (3.20), (3.21), (3.22), (3.17) i

c ≥ 0.

Lako se pokazuje da va�e i slede�e nejednakosti:

a00 > 0, a01 < 0, aN,N−1 ≤ 0, aNN > 0,

aj0 =
−dj

h2−δΓ(1 + δ)
< 0 za j = 2, 3, ..., N − 1.

(3.24)

Ostalo je da se proveri znak preostalih poddijagonalnih i naddijago-

nalnih elemenata.

Razmatra se prvo a10. Va�i

a10 =
−1

h2−δΓ(1 + δ)
− b1

2h
≤ −1

h2−δΓ(1 + δ)
+
‖b‖∞

2h
.

Desna strana nejednakosti �e biti nepozitivna ako je

‖b‖∞
2h
≤ 1

h2−δΓ(1 + δ)
,

odnosno

h ≤
[

2

‖b‖∞Γ(1 + δ)

] 1
1−δ

. (3.25)

Pod istim uslovom i za naddijagonalne elemente va�i aj,j+1 ≤ 0 za j =

1, ..., N − 1.
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Element a21 je jednak

a21 =
21+δ − 3

h2−δΓ(1 + δ)
− b2

2h
, (3.26)

pa ǌegov znak zavisi od δ, h i b.

Koriste�i osobine koeficijenata dj za preostale poddijagonalne ele-

mente aj,j−1 = −d1+2d2−d3
h2−δΓ(1+δ)

− bj
2h

za j = 3, 4, ..., N − 1, zakǉuquje se da su nega-

tivni ako je ispuǌen uslov

h ≤
[

2(d1 − 2d2 + d3)

‖b‖∞Γ(1 + δ)

] 1
1−δ

, (3.27)

tj.

aj,j−1 =
−d1 + 2d2 − d3

h2−δΓ(1 + δ)
− bj

2h
≤ −d1 + 2d2 − d3

h2−δΓ(1 + δ)
+
‖b‖∞

2h
≤ 0.

Kako je 2(d1−2d2+d3) < 2 ekvivalentno sa d3−2d2 < 0, xto je ispuǌeno,

sledi da je uslov (3.27) mnogo jaqi od uslova (3.25).

Napomena 3.8. Mo�e se primetiti da ako je b ≥ 0 na [0, 1], tada iz (3.20),

(3.21) i (3.22) sledi da aj,j−1 ≤ 0 za j = 1, 3, 4, ..., N−1, tako da uslov (3.27)

mo�e biti izostavǉen.

Na osnovu svega prethodnog, matrica A �e izgledati na slede�i

naqin 

+ − 0 0 0 . . . 0 0 0

− + − 0 0 . . . 0 0 0

− (3.26) + − 0 . . . 0 0 0

− + − + − . . . 0 0 0

− + − − + . . . 0 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

− + − − − · · ·+ − 0

− + − − − · · ·− + −
0 0 0 0 0 . . . 0 − +


Monotonost matrice diskretizacije A:

Za analizu grexaka ove metode potrebna je monotonost matrice A,

koja se dokazuje koriste�i M-matrice.
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Definicija 3.1. Neka je A = (aij)
N
i,j=0 matrica sa sopstvenim vredno-

stima λi, i = 0, ..., N . Spektralni radijus matrice A je broj

ρ(A) = max0≤i≤N |λi|.

Definicija 3.2. Svaka matrica oblika

A = sI −B, s > 0, B ≥ 0,

gde je s ≥ ρ(B) i I jediniqna matrica, se naziva M-matrica.

Teorema 3.9. Kvadratna matrica A je monotona ako i samo ako je regu-

larna i A−1 ≥ 0.

Nejednakost izme�u dve matrice ili dva vektora predstavǉa nejedna-

kost izme�u odgovaraju�ih parova elemenata matrica ili vektora.

Teorema 3.10. Kvadratna matrica A = (aij)
N
i,j=0 je M-matrica ako je reg-

ularna i A−1 ≥ 0 i va�i aij ≤ 0 za sve i, j = 0, .., N, i 6= j.

Teorema 3.11. Kvadratna matrica A = (aij)
N
i,j=0 za koju va�i aij ≤ 0 za sve

i, j = 0, .., N, i 6= j je M-matrica ako i samo ako postoji pozitivan vektor

z takav da je Az > 0.

Teorema 3.12. M-matrica (aij)
N
i,j=0 je monotona matrica sa svojstvima

aii > 0 i aij ≤ 0 za i 6= j.

Lema 3.13. Neka je A monotona matrica i neka je v vektor sa normom

‖v‖∞ = 1 takav da je mini(Av)i ≥ α > 0. Tada je ‖A−1‖∞ ≤ 1
α
.

Vixe o M-matricama se mo�e na�i u [6].

Prepreka za dokazivaǌe da je A−1 ≥ 0 su pozitivni nedijagonalni

elementi u koloni 1 matrice A. Matrica A se transformixe tako da se

u nultoj koloni dobiju svi elementi jednaki 0, osim a00 koji je razliqit

od 0. Ovo se posti�e tako xto se oduzme prva vrsta matrice, pomno�ena

odgovaraju�im mno�iteǉem ai0
a00

od vrste i, redom za i = 1, ..., N − 1. Tako

se dobija transformisana matrica A′

A′ = E(N−1)E(N−2)...E(1)︸ ︷︷ ︸
E

A (3.28)
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gde su E(k) :=
(
e

(k)
ij

)N
i,j=0

elementarne matrice i

e
(k)
ij := δij −

ak0

a00

δikδj0.

Odatle je matrica E slede�eg oblika

1 0 0 0 . . . 0 0

−a10
a00

1 0 0 . . . 0 0

−a20
a00

0 1 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−aN−1,0

a00
0 0 0 . . . 1 0

0 0 0 0 . . . 0 1


Pisa�e se A′ =

(
a′jk
)N
j,k=0

.

Nulta vrsta matrice A′ je (a00 a01 0 0 ... 0), gde je a00 = 1 + α0h
−1 i

a01 = −α0h
−1. Iz konstrukcije matrice A′ je a′j0 = 0 za j = 1, 2, ..., N. Za

k > 1 i za sve j je oqigledno a′jk = ajk.

Iz slede�e leme se mogu odrediti ostali elementi prve kolone ma-

trice A′.

Lema 3.14. Ako se pretpostavi da h zadovoǉava uslov

h ≤ min

{[
d2(21−δ − 1)

‖b‖∞Γ(1 + δ)

] 1
1−δ

,
α0

2
(21−δ − 1)

}
. (3.29)

onda �e za elemente prve kolone matrice A′ va�iti

a′11 > 0 i a′j1 < 0 za j = 2, 3, ..., N − 1.

Dokaz prethodne leme se mo�e na�i u [18].

Mo�e se dokazati da je uslov stabilnosti (3.29) mnogo restriktivniji

od uslova (3.27).

Lema 3.15. Va�i

d2(21−δ − 1) < 2(d1 − 2d2 + d3) za δ ∈ (0, 1). (3.30)
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Dokaz. Uvodi se funkcija

g(δ) = 2(d1 − 2d2 + d3)− d2(21−δ − 1) =2(1− 2(2δ − 1) + 3δ − 2δ)− (2δ − 1)(21−δ−1)

= 2 · 3δ − 6 · 2δ + 6−(2δ − 1)(21−δ − 1).

(3.31)

Tada je

g′(δ) =5 · 2δ ln 2− 2 · 3δ ln 3 + 21−δ ln 2 > 5 · 2δ ln 2− 2 · 3δ ln 3

=2 · 3δ ln 3

[
5 · 2δ ln 2

2 · 3δ ln 3
− 1

]
= 2 · 3δ ln 3

[(
3

2

)1−δ
5 ln 2

3 ln 3
− 1

]
> 0

jer je 5 ln 2 > 3 ln 3. Tako je g strogo rastu�a funkcija i g(1) = 0, iz qega

sledi da je g(δ) > 0, za 0 < δ < 1.

�

Ovo se koristi u slede�oj teoremi, u kojoj se dokazuje da postoji A−1

i da je A−1 ≥ 0, tj. matrica A je monotona.

Teorema 3.16. Ako h zadovoǉava uslov stabilnosti (3.29), matrica A′ je

M-matrica, A je invertibilna i A−1 ≥ 0.

Dokaz. Ako je ispuǌen uslov (3.29), onda su ispuǌeni i uslovi (3.27)

i (3.25), na osnovu leme 3.15 i toga xto je uslov (3.27) mnogo jaqi od

uslova (3.25). Zato �e elementi matrice A′ (dimenzije (N + 1)× (N + 1))

biti pozitivni na glavnoj dijagonali i nepozitivni inaqe, xto sledi iz

osobina matrice A, konstrukcije matrice A′ i leme 3.14. Tako�e, va�i

da je
N∑
k=0

a′0k =
N∑
k=0

a′Nk = 1,

dok za j = 1, 2, ..., N − 1 va�i

N∑
k=0

a′jk =0 +

(
aj1 +

α0h
−1

1 + α0h−1
aj0

)
+

N∑
k=2

ajk

=

(
α0h

−1

1 + α0h−1
− 1

)
aj0 +

N∑
k=0

ajk.

(3.32)

Iz diferencijske sheme i sistema (3.19) sledi da je
∑N

k=0 ajk = cj.
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Kako su svi elementi aj0, j = 1, ..., N − 1 negativni, zakǉuquje se da je

N∑
k=0

a′jk =
−aj0

1 + α0h−1
+ cj > 0.

Iz prethodnog se mo�e zakǉuqiti da A′(1, 1, ..., 1)T > ~0, pa iz teoreme 3.11

sledi da je matrica A′ M - matrica. Tako�e va�i i da (A′)−1 postoji i

(A′)−1 ≥ 0.

Kako je

A′ = EA,

sledi da

A−1 = (A′)−1E

postoji i da je A−1 ≥ 0, jer je proizvod matrica koje imaju nenegativne

elemente. �

Napomena 3.17. Iz napomene 3.8 se mo�e zakǉuqiti da ako je b ≥ 0 na [0, 1]

tada je za monotonost matrice A jedino dovoǉan uslov (3.25). Speci-

jalno, ako je 0 ≤ b ≤ 2
Γ(1+δ)

na [0, 1], tada uslov (3.25) va�i za bilo koju

vrednost parametra N .

3.2.2 Analize grexke

U ovom poglavǉu �e biti odre�ena taqnost rexeǌa diferencijske sheme

(3.18).

Neka je z = u− v grexka diferencijske sheme.

Tada se iz Av = f dobija da grexka z zadovoǉava sistem:

Az = Au− f =: τττ ,

gde Au oznaqava proizvod matrice A i vektora koji predstavǉa re-

strikciju funkcije u(·) na mre�i.

Prema tome, definixe se vektor grexke τττ := (τ0 τ1 ... τN)T , tako da zado-

voǉava

A(u− v) = τττ .

28



Odatle sledi

τ0 = (Au)0 − γ0 =(1 + α0h
−1)u(x0)− α0h

−1u(x1)− u(x0) + α0u
′(x0)

=α0u
′(x0)− α0h

−1[u(x1)− u(x0)],
(3.33)

τN = (Au)N − γ1 =− α1h
−1u(xN−1) + (1 + α1h

−1)u(xN)− u(xN)− α1u
′(xN)

=− α1u
′(xN) + α1h

−1[u(xN)− u(xN−1)],

(3.34)

i za j = 1, 2, ..., N − 1,

τj = (Au)j − f(xj) = (Au)j +C D2−δ
0+

u(xj)− b(xj)u′(xj)− c(xj)u(xj). (3.35)

Lema 3.18. [19] Postoji konstanta C, nezavisna od j, tako da je

j−1∑
k=1

[(j − k)δ − (j − k − 1)δ]k−1−δ ≤ Cjδ−1, za sve cele brojeve j ≥ 2.

Dokaz. Sa dxe, x ∈ R, se oznaqava najmaǌi ceo broj koji je ve�i

ili jednak x. Primeǌuju�i teoremu o sredǌoj vrednosti na funkciju

f(x) = xδ dobija se

dj/2e−1∑
k=1

[(j − k)δ − (j − k − 1)δ]k−1−δ ≤
dj/2e−1∑
k=1

δ(j − k − 1)δ−1k−1−δ

≤ δ(j − dj/2e)δ−1

dj/2e−1∑
k=1

k−1−δ ≤Cδ(j/2)δ−1

∞∑
k=1

k−1−δ ≤ Cjδ−1,

jer je 0 < δ < 1 pa red
∑∞

k=1 k
−1−δ =

∑∞
k=1

1
k1+δ

konvergira.

Dokazuje se jox i da je
∑j−1

k=dj/2e[(j − k)δ − (j − k − 1)δ]k−1−δ ≤ Cjδ−1 odakle

�e i da sledi tvr�eǌe leme.

Kako je 0 < δ < 1 sledi

j−1∑
k=dj/2e

[(j − k)δ − (j − k − 1)δ]k−1−δ ≤dj/2e−1−δ
j−1∑

k=dj/2e

[(j − k)δ − (j − k − 1)δ]

= dj/2e−1−δ(j − dj/2e)δ ≤(j/2)−1−δ(j/2)δ = 2j−1 ≤ 2jδ−1.

�
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Lema 3.19. [19] Za elemente vektora grexke τττ = (τ0 τ1 ... τN)T u diskreti-

zaciji Av = f va�e slede�a ograniqeǌa

|τj| ≤


Cα0h

1−δ za j = 0,

C za j = 1,

C(j − 1)δ−1 za j = 2, 3, ..., N − 1,

Cα1h za j = N,

(3.36)

gde je C neka konstanta.

Dokaz. Dokazuje se prvo ograniqeǌe za τ0. Mo�e se primetiti da

iz Lagran�ove teoreme o sredǌoj vrednosti va�i u(h)−u(0)
h−0

= u′(η1), za

η1 ∈ (0, h). Tako se dobija

|τ0| = α0

∣∣∣∣u′(0)− u(h)− u(0)

h

∣∣∣∣ =α0 |u′(0)− u′(η1)| = α0

∣∣∣∣∫ η1

t=0

u′′(t)dt

∣∣∣∣
≤ α0

∫ η1

t=0

|u′′(t)|dt ≤α0

∫ h

t=0

|u′′(t)|dt.

Iz teoreme 3.5 va�i |u′′(t)| ≤ C1t
−δ, pa sledi

|τ0| ≤ α0

∫ h

t=0

|u′′(t)|dt ≤ α0C1

∫ h

t=0

t−δdt ≤ α0Ch
1−δ.

Na sliqan naqin se dokazuje i ograniqeǌe za τN tj.

|τN | = α1

∣∣∣∣u′(1)− u(1)− u(1− h)

h

∣∣∣∣ =α1 |u′(1)− u′(η2)| = α1

∣∣∣∣∫ 1

t=η2

u′′(t)dt

∣∣∣∣
≤ α1

∫ 1

t=η2

|u′′(t)|dt ≤ α1

∫ 1

t=1−h
|u′′(t)|dt ≤ α1C2

∫ 1

t=1−h
t−δdt

= α1C(1− (1− h)1−δ) ≤ Cα1h,

gde je η2 ∈ (1−h, 1) dobijeno iz Lagran�ove teoreme o sredǌoj vrednosti,

a C2 iz teoreme 3.5. Nejednakost 1−(1−h)1−δ ≤ h va�i iz (1−h)1−δ ≥ 1−h,
jer je 1− h < 1 i 0 < 1− δ < 1.

Dokazuje se sada ograniqeǌa za τj, gde je j = 2, 3, ..., N − 1.

Iz (3.35), (3.20),(3.21),(3.22) i (3.16) sledi da se τj, j = 2, ..., N − 1 mo�e

napisati u slede�em obliku

τj = Rj +

j−1∑
k=0

τj,k,
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gde je

Rj = bj
uj+1 − uj−1

2h
− (bu′)(xj)

i

τj,k =
1

Γ(δ)

∫ xk+1

xk

(xj − s)δ−1u′′(s)ds− dj−k
h2−δΓ(1 + δ)

[u(xk+2)− 2u(xk+1) + u(xk)].

(3.37)

Iz Tejlorovog razvoja, leme 3.6 i nejednakosti trougla sledi

|Rj| ≤ ‖b‖∞
∣∣∣∣ 1

2h

h2

2

(
u′′(ξ+)− u′′(ξ−)

)∣∣∣∣ ≤ ‖b‖∞h4 (∣∣u′′(ξ+)
∣∣+
∣∣u′′(ξ−)

∣∣)
≤ C3h |u′′(ξ)| ≤ C3h max

x∈(xj−1,xj+1)
|u′′(x)| ,

gde su ξ+ ∈ (xj, xj+1), ξ− ∈ (xj−1, xj), ξ ∈ (xj−1, xj+1). Na osnovu teoreme 3.5,

0 < δ < 1 i hj ≤ 1
N

(N − 1) ≤ 1 sledi

|Rj| ≤C3h max
x∈(xj−1,xj+1)

|u′′(x)| ≤ C3h max
x∈(xj−1,xj+1)

x−δ ≤ C3h(xj−1)−δ

≤C3h[h(j − 1)]−δ = C3[h(j − 1)]1−δ(j − 1)−1 ≤ C3(j − 1)δ−1.
(3.38)

Koriste�i teoremu o sredǌoj vrednosti za integrale dobija se

τj,k =
u′′(η3)

Γ(δ)

∫ xk+1

xk

(xj − s)δ−1ds− dj−k
h2−δΓ(1 + δ)

[u(xk+2)− 2u(xk+1) + u(xk)]

=
hδdj−k

Γ(1 + δ)

[
u′′(η3)− u(xk+2)− 2u(xk+1) + u(xk)

h2

]
,

za η3 ∈ (xk, xk+1).

Iz Tejlorovog razvoja i leme 3.6 va�i

1

h2
(u(xk+2)− 2u(xk+1) + u(xk)) =

1

h2

(
u(xk+1) + hu′(xk+1) +

h2

2
u′′(ξ+)− 2u(xk+1) + u(xk+1)− hu′(xk+1) +

h2

2
u′′(ξ−)

)
=

1

2
u′′(ξ+) +

1

2
u′′(ξ−) = u′′(ξ),

za ξ+ ∈ (xk+1, xj+2), ξ− ∈ (xk, xk+1), ξ ∈ (xk, xk+2), gde je k ≥ 1.

Koriste�i prethodno i Lagran�ovu teoremu o sredǌoj vrednosti za η4 ∈
(xk, xk+2) sledi∣∣∣∣u′′(η3)− u(xk+2)− 2u(xk+1) + u(xk)

h2

∣∣∣∣ = |u′′(η3)− u′′(ξ)| = |(η3 − ξ)u′′′(η4)|
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≤ C4h max
x∈(xk,xk+2)

|u′′′(x)| ≤ C5h max
x∈(xk,xk+2)

x−1−δ ≤ C5hx
−1−δ
k ,

gde je posledǌa nejednakost dobijena iz teoreme 3.5.

Odatle se dobija

|τj,k| ≤
C5h

1+δdj−kx
−1−δ
k

Γ(1 + δ)
=
C5h

1+δdj−k(hk)−1−δ

Γ(1 + δ)
=
C5dj−kk

−1−δ

Γ(1 + δ)
, za k ≥ 1.

Iz leme 3.18 sledi

j−1∑
k=1

|τj,k| ≤
j−1∑
k=1

C5dj−kk
−1−δ

Γ(1 + δ)
≤ C6j

δ−1. (3.39)

Kako prethodno va�i za k ≥ 1, mo�e se odrediti i ograniqeǌe za τj,0.

Iz (3.37) i nejednakosti trougla sledi

|τj,0| ≤
∣∣∣∣ 1

Γ(δ)

∫ x1

x0

(xj − s)δ−1u′′(s)ds

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ dj
h2−δΓ(1 + δ)

[u(x2)− 2u(x1) + u(x0)]

∣∣∣∣ .
(3.40)

Kako je j = 2, ..., N − 1 i iz teoreme 3.5 bi�e∣∣∣∣ 1

Γ(δ)

∫ x1

x0

(xj − s)δ−1u′′(s)ds

∣∣∣∣ ≤C7[xj − x1]δ−1

Γ(δ)

∫ x1

x0

s−δds

=
C7[(j − 1)h]δ−1

Γ(δ)

h1−δ

1− δ
=
C7(j − 1)δ−1

(1− δ)Γ(δ)
.

Za drugi sabirak iz (3.40) va�i∣∣∣∣ dj
h2−δΓ(1 + δ)

[u(x2)− 2u(x1) + u(x0)]

∣∣∣∣ =
dj|(x2 − x1)u′(η6)− (x1 − x0)u′(η5)|

h2−δΓ(1 + δ)

=
djh|u′(η6)− u′(η5)|

h2−δΓ(1 + δ)
≤ djh

h2−δΓ(1 + δ)

∫ η6

η5

|u′′(t)|dt ≤ C8djh

h2−δΓ(1 + δ)

∫ 2h

0

t−δdt

=
C8djh

h2−δΓ(1 + δ)

(2h)1−δ

1− δ
= C9dj ≤ C10(j − 1)δ−1,

gde prva jednakost sledi iz Lagran�ove teoreme o sredǌoj vrednosti za

η5 ∈ (x0, x1) i η6 ∈ (x1, x2), a druga nejednakost iz teoreme 3.5. Zameǌuju�i

prethodno u (3.40) dobija se

|τj,0| ≤ C11(j − 1)δ−1. (3.41)
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Iz (3.38), (3.39), (3.41) sledi

|τj| = Rj +

j−1∑
k=0

τj,k ≤ C(j − 1)δ−1.

Ostalo je jox da se doka�e sluqaj j = 1. Neka je τ1 predstavǉeno u

slede�em obliku τ1 = R1 + τ1,0, gde su

R1 = b1
u2 − u0

2h
− (bu′)(x1)

i

τ1,0 =
1

Γ(δ)

∫ x1

x0

(x1 − s)δ−1u′′(s)ds− d1[u(x2)− 2u(x1) + u(x0)]

h2−δΓ(1 + δ)
.

Iz nejednakosti trougla va�i |τ1| ≤ |R1| + |τ1,0|. Lagran�ova teorema o

sredǌoj vrednosti za η7 ∈ (x0, x2) daje

|R1| ≤ ‖b‖∞|u′(η7)− u′(x1)| ≤ C12,

za neku konstantu C12, jer je u ∈ C1[0, 1].

Koriste�i teoremu (3.5) i svojstvo Beta funkcije sledi∣∣∣∣ 1

Γ(δ)

∫ x1

x0

(x1 − s)δ−1u′′(s)ds

∣∣∣∣ ≤ C13

Γ(δ)

∫ x1

x0

(x1 − s)δ−1s−δ =
C13Γ(δ)Γ(1− δ)

Γ(δ)
≤ C14.

Kao u prethodnom sluqaju, mo�e se pokazati∣∣∣∣d1[u(x2)− 2u(x1) + u(x0)]

h2−δΓ(1 + δ)

∣∣∣∣ ≤ C15d1 = C16.

Na osnovu prethodne dve nejednakosti se dobija |τ1,0| ≤ C17. Odatle i iz

|R1| ≤ C12 sledi |τ1| ≤ C. �

Teorema 3.20. Neka je b, c, f ∈ Cq,ν(0, 1] za neki ceo broj q ≥ 2 i ν ≤ δ. Pret-

postaǉa se da je c ≥ 0, α1 ≥ 0, α0 ≥ 1
1−δ i da xirina mre�e h zadovoǉava

uslov (3.29). Tada postoji konstanta C takva da grexka diskretizacije

Av = f polaznog problema (3.1)-(3.3) zadovoǉava

‖u− v‖∞,d ≤ Ch1−δ,

gde je ‖u− v‖∞,d = maxj=0,1,...,N |u(xj)− vj|.
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Dokaz. Definixe se τ ′τ ′τ ′ := (τ0 τ
′
1 ... τ

′
N−1τN)T tako da je

A′ z = τ ′τ ′τ ′. (3.42)

Na osnovu konstrukcije (3.28) matrice A′ je τ ′τ ′τ ′ = E τττ , tj.

τ ′j := τj−
aj0
a00

τ0 = τj +
τ0

1 + α0h−1

[
dj

h2−δΓ(1 + δ)
+ δj1

b1

2h

]
za j = 1, 2, ..., N − 1.

(3.43)

Iz teoreme 3.16, matrica A′ je M-matrica. Na osnovu (3.32) i (3.20)

va�i da je suma elemenata u j-toj vrsti

N∑
k=0

a′jk =
1

1 + α0h−1

[
dj

h2−δΓ(1 + δ)
+ δj1

b1

2h

]
+cj za j = 1, 2, ..., N−1. (3.44)

Pomno�i se j- ta jednaqina sistema (3.42) sa

(1 + α0h
−1)h2−δΓ(1 + δ)

dj
za j = 1, 2, ..., N − 1. (3.45)

Na ovaj naqin se dobija nova matrica Ã = (ãjk)
N
j,k=0 i nova desna strana

τ̃̃τ̃τ := (τ0 τ̃1 τ̃2... ˜τN−1τN)T za koje va�i Ãz = τ̃̃τ̃τ .

Suma elemenata matrice A′ u nultoj i N-toj vrsti je jednaka 1, a kako

elementi matrica A′ i Ã imaju isti znak i iz (3.44) za sumu elemenata

u vrstama j = 2, 3, ..., N − 1 va�i

N∑
k=0

ã′jk = 1 +
h2−δΓ(1 + δ)

dj

(
δj1

b1

2h
+ (1 + α0h

−1)cj

)
≥ 1.

Ako je j = 1, uslov stabilnosti (3.29) daje

N∑
k=0

ã′1k ≥1− ‖b‖∞Γ(1 + δ)

2
h1−δ ≥ 1− ‖b‖∞Γ(1 + δ)

2

d2(21−δ − 1)

‖b‖∞Γ(1 + δ)

= 1− d2(21−δ − 1) = 2δ + 21−δ − 2 ≥ 2(
√

2− 1).

(3.46)

Dakle, i Ã je M-matrica i iz leme 3.13 sledi ‖(Ã)−1‖∞ ≤
√

2+1
2

.

S druge strane, iz ograniqeǌa (3.36) τ̃ zadovoǉava |τ0| ≤ Ch1−δ, |τN | ≤
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Cα1h i za j = 1, 2, ..., N − 1 va�i

|τ̃j| =
∣∣∣∣(1 + α0h

−1)h2−δΓ(1 + δ)

dj
τ ′j

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣(1 + α0h
−1)h2−δΓ(1 + δ)

dj
τj +

[
1 + δj1

b1

2h

h2−δΓ(1 + δ)

dj

]
τ0

∣∣∣∣ ≤ Ch1−δ.

(3.47)

Koriste�i prethodno i ‖(Ã)−1‖∞ ≤
√

2+1
2

, teorema je dokazana.

�

3.3 Numeriqki eksperimenti

U ovom odeǉku �e biti izlo�eni numeriqki rezultati, koji prikazuju

performanse prethodne metode. Ove analize su od velikog znaqaja, jer

se ne-klasiqni izvodi koriste u modeliraǌu mnogih fiziqkih procesa.

Posmatra�e se dva graniqna problema, qije se granice sastoje od dve

taqke, i koji sadr�e Kaputov izvod razlomǉenog reda 2− δ, za 0 < δ < 1.

Za nala�eǌe pribli�nog rexeǌa �e se koristi prethodna metoda.

Koristi�e se uslov stabilnosti (3.29) za dokaz da shema konvergira.

Ovaj uslov ne�e biti zadovoǉen u nekim primerima, kad δ te�i 1. U

tom sluqaju, pribli�no rexeǌe mo�e imati male oscilacije u blizini

x = 1 i veoma male oscilacije u blizini x = 0. Bi�e opisan i postupak

kojim se te oscilacije mogu ukloniti.

Test problem I Rexava se problem

−CD2−δ
0+

u(x) + b(x)u′(x) = f(x), x ∈ (0, 1),

u(0)− 1

1− δ
u′(0) = γ0,

u(1) + u′(1) = γ1,

gde su funkcija f i konstante γ0 i γ1 izabrane tako da je u(x) = x2−δ +

x3−2δ + 1 + 3x − 7x2 + 4x3 + x4 taqno rexeǌe problema. Posmatra�e se

sluqaj kad je b(x) = −(x2 + x + 3) i b(x) = x2 + x + 3. Pribli�no rexeǌe

~v = (v0, v1, ..., vN) predstavǉa rexeǌe dobijeno metodom konaqnih razlika
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sa korakom h = 1/N .

Za razliqite vrednosti N i δ, se odre�uje grexka

eδN := ‖u− ~v‖∞,d = max
j=0,1,...,N

|u(xj)− vj|,

i red konvergencije

pδN := log2

(
eδN
eδ2N

)
.

Test problem I za b(x) = −(x2 + x + 3): U Tabeli 1 su dati eksperi-

mentalni rezultati za razliqite vrednosti N i δ, pri rexavaǌu datog

problema metodom konaqnih razlika. Iz tabele, se mo�e zakǉuqiti da

je metoda prvog reda konvergencije za sve vrednosti N i δ, i da je to

mnogo boǉa konvergencija od O(h1−δ) konvergencije koja je data u teo-

remi 3.20. Mo�e se primetiti da to u drugom sluqaju ne�e va�iti, tj.

red konvergencije �e se pogorxavati kad se δ pribli�ava 1.

Podebǉane vrednosti u tabeli oznaqavaju sluqajeve kada matrica A

nije monotona.

Tabela 1: Test problem I za b(x) = −(x2 + x+ 3): predstavǉena je grexka

eδN i red konvergencije pδN

δ N = 64 N = 128 N = 256 N = 512 N = 1024 N = 2048

0.1 2.477e-1 1.256e-1 6.368e-2 3.225e-2 1.632e-2 8.250e-3

0.979 0.980 0.981 0.983 0.984 0.985

0.2 2.522e-1 1.280e-1 6.483e-2 3.279e-2 1.656e-2 8.354e-3

0.979 0.981 0.983 0.985 0.987 0.989

0.3 2.485e-1 1.257e-1 6.346e-2 3.198e-2 1.610e-2 8.091e-3

0.983 0.986 0.989 0.991 0.992 0.994

0.6 2.265e-1 1.136e-1 5.691e-2 2.850e-2 1.426e-2 7.136e-3

0.996 0.997 0.998 0.999 0.999 0.999

0.7 2.201e-1 1.102e-1 5.517e-2 2.760e-2 1.381e-2 6.905e-3

0.998 0.999 0.990 1.000 1.000 1.000

0.8 2.150e-1 1.075e-1 5.378e-2 2.690e-2 1.345e-2 6.726e-3
1.000 1.000 1.000 0.998 1.000 1.000

0.9 2.142e-1 1.069e-1 5.332e-2 2.661e-2 1.328e-2 6.627e-3
1.003 1.003 1.003 1.003 1.003 1.002
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Na Slici 1 su prikazani grafik taqnog i pribli�nog rexeǌa, koje je

dobijeno metodom konaqnih razlika za δ = 0.9 i N = 128. U ovom sluqaju

matrica A nije monotona i uslov (3.29) ne va�i, ali je, ipak, dobijeno

pribli�no rexeǌe ispravno.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

x

Slika 1: Taqno (puna linija) i pribli�no (isprekidana linija) rexeǌe

za δ = 0.9 i N = 128

Slika 2 prikazuje grafik grexke za δ = 0.9 i N = 128 i na ǌemu

se mogu uoqiti male oscilacije u blizini x = 0. Amplituda ovih os-

cilacija opada kad N raste.
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Slika 2: Grexke pribli�nog rexeǌa dobijenog za δ = 0.9 i N = 128

Test problem I za b(x) = x2 + x + 3: Tabela 2 prikazuje grexku i

red konvergencije, dobijene rexavaju�i zadati problem za b(x) = x2 +

x + 3 i za razliqite vrednosti δ i N . Kao xto je ve� pomenuto, red

konvergencije �e se pogorxavati i najve�a grexka �e se pojaviti kad se

δ pribli�ava 1.

Kao i u prethodnom, rezultati koji su podebǉani u tabeli se odnose

na sluqajeve kad matrica A nije monotona, pa zato oni nisu obuhva�eni

teoremom 3.20.
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Tabela 2: Test problem I za b(x) = x2 + x+ 3: predstavǉena je grexka eδN
i red konvergencije pδN

δ N = 64 N = 128 N = 256 N = 512 N = 1024 N = 2048

0.1 6.680e-2 3.154e-2 1.485e-2 6.978e-3 3.276e-3 1.538e-3

1.083 1.087 1.089 1.091 1.091 1.091

0.2 5.716e-2 2.618e-2 1.197e-2 5.476e-3 2.510e-3 1.239e-3

1.127 1.129 1.128 1.126 1.019 0.872

0.3 5.470e-2 2.495e-2 1.142e-2 5.260e-3 2.441e-3 1.142e-3

1.132 1.127 1.119 1.108 1.096 0.924

0.6 2.854e-2 2.308e-2 1.493e-2 8.674e-3 4.751e-3 2.515e-3

0.306 0.629 0.784 0.869 0.918 0.947

0.7 1.888e-1 1.443e-1 9.427e-2 5.583e-2 3.103e-2 1.657e-2
0.388 0.614 0.756 0.847 0.905 0.940

0.8 1.024e+0 8.304e-1 6.146e-1 4.216e-1 2.695e-1 1.613e-1
0.302 0.434 0.544 0.646 0.741 0.822

0.9 5.445e+0 5.041e+0 4.482e+0 3.883e+0 3.300e+0 2.757e+0
0.111 0.170 0.207 0.235 0.259 0.284

Test problem II Drugi problem koji se analizira je

−CD2−δ
0+

u(x) + 7.1u′(x) = 4.5, x ∈ (0, 1),

u(0)− 1

1− δ
u′(0) = 0.4,

u(1) + u′(1) = 1.7.

Pribli�no rexeǌe ~v = (v0, v1, ..., vN) predstavǉa rexeǌe dobijeno me-

todom konaqnih razlika sa korakom h = 1/N . Kako je nepoznato taqno

rexeǌe u(x), grexka aproksimacije se odre�uje koriste�i princip koji

koristi dve ravnomerne mre�e: jednu sa dijametrom h, i drugu sa di-

jametrom h/2, na kojoj se dobija rexeǌe ~z = (z0, z1, , ..., z2N−1, z2N) istom

metodom. Tako se grexka odre�uje iz

dδN := max
j=0,1,...,N

|uj − z2j|,

i red konvergencije

qδN := log2

(
dδN
dδ2N

)
,
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Tabela 3: Test problem II: predstavǉena je grexka dδN i red konvergen-
cije qδN

δ N = 64 N = 128 N = 256 N = 512 N = 1024
0.1 2.661e-3 1.395e-3 7.266e-4 3.768e-4 1.947e-4

0.932 0.941 0.947 0.953 0.957
0.2 3.707e-3 1.981e-3 1.047e-3 5.477e-4 2.844e-4

0.904 0.921 0.934 0.946 0.954
0.3 5.032e-3 2.730e-3 1.456e-3 7.651e-4 3.976e-4

0.882 0.907 0.928 0.944 0.957
0.7 1.338e-2 7.540e-3 4.296e-3 2.469e-3 1.420e-3

0.827 0.812 0.799 0.798 0.814
0.8 1.756e-2 9.395e-3 5.057e-3 2.746e-3 1.509e-3

0.902 0.894 0.881 0.864 0.844
0.9 4.181e-2 1.986e-2 9.330e-3 4.337e-3 2.150e-3

1.075 1.089 1.105 1.013 0.960

za razliqite vrednosti N i δ.

Dobijeni numeriqki rezultati su izla�eni u Tabeli 3. Iz tabele

se vidi da je metoda prvog reda konvergencije za sve δ i N .

Na Slici 3 je prikazano probli�no rexeǌe, dobijeno metodom ko-

naqnih razlika za δ = 0.9 i N = 127. U blizini x = 1 se mogu uoqiti

male oscilacije, qija se amplituda smaǌuje kako N raste. Ove osci-

lacije se mogu otkloniti na slede�i naqin: Pretpostavǉa se da je N

neparan broj. Iz rexeǌa ~v = (v0, v1, ..., vN), koje je dobijeno metodom ko-

naqnih razlika, iskoriste se samo vrednosti koje su dobijene u taqkama

{x0, x1, x3, x5, ..., xN−2, xN}.

Slika 4 prikazuje pribli�no rexeǌe dobijeno uklaǌaǌem oscilacija

iz prethodnog rexeǌa. Na ovaj naqin se uklaǌaju i veoma male oscila-

cije koje se pojavǉuju u blizini x = 0, kad je b < 0. Ako bi se odredile

grexke za rexeǌe bez oscilacija, koriste�i dve mre�e opet, uoqilo bi

se da je rexeǌe bez oscilacija mnogo taqnije od rexeǌa sa oscilacijama

za skoro sve vrednosti δ i N .
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Slika 3: Pribli�no rexeǌe za δ = 0.9 i N = 127 (levo). Zumirana
okolina x = 1 (desno).
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Slika 4: Rexeǌe dobijeno uklaǌaǌem oscilacija, za δ = 0.9 i N =
127(levo). Pribli�no rexeǌe (isprekidana linija) i rexeǌe dobijeno
uklaǌaǌem oscilacija (puna linija) u okolini x = 1 (desno).
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4 Reformulacija graniqnog problema

U ovom poglavǉu �e biti predstavǉena reformulacija problema (3.1)-

(3.3) u Volterinu3 integralnu jednaqinu druge vrste. Rezultati koji

�e biti izlo�eni su preuzeti iz rada [20].

Koriste�i definiciju Kaputovog izvoda, mo�e se primetiti da va�i

(CD2−δ
0+

u)(x) = (CD1−δ
0+

u′)(x). Iz prethodnog i teoreme 2.11 sledi da je

I 1−δ
0+

(CD2−δ
0+

u)(x) = I 1−δ
0+

(CD1−δ
0+

u′)(x) = u′(x)− u′(0).

Deluju�i operatorom I 1−δ
0+

na jednaqinu (3.1), dobija se integralna jedna-

qina

− u′(x) + u′(0) + I 1−δ
0+

(bu′ + cu)(x) = I 1−δ
0+

(f)(x). (4.1)

Ako se uvedu oznake

µ = u′(0), y(x) = u′(x)− µ (4.2)

i

Y (x) =

∫ x

0

y(s)ds, za 0 ≤ x ≤ 1, (4.3)

tada, koriste�i i graniqni uslov (3.2), rexeǌe u se mo�e zapisati kao

u(x) = Y (x) + µx+ u(0) = Y (x) + µx+ µα0 + γ0 = Y (x) + µ(x+ α0) + γ0. (4.4)

Zamenom (4.2), (4.3) i (4.4) u integralnu jednaqinu (4.1) se dobija

y(x)− I 1−δ
0+

(by + bµ+ cY + cµ(x+ α0) + cγ0)(x) = −I 1−δ
0+

f(x),

tj.

y(x)− I 1−δ
0+

(by + cY )(x) = I 1−δ
0+

(µg1 + g2)(x) (4.5)

gde je

g1(x) := b(x) + (x+ α0)c(x),

g2(x) := γ0c(x)− f(x), (4.6)

za 0 ≤ x ≤ 1.

Jednaqina (4.5) predstavǉa Volterinu integralnu jednaqinu druge vrste

sa slabo singularnim jezgrom K(x, t) = (x− t)−δ. Numeriqko rexeǌe ove

3Vito Volterra(1860-1940)
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jednaqine se mo�e dobiti primenom metode kolokacije, koja je detaǉno

izlo�ena u [4], a ovde �e biti predstavǉena na integralnoj jednaqini:

z(x)− 1

Γ(1− δ)

∫ x

t=0

(x− t)−δ
[
b(t)z(t) + c(t)

∫ t

0

z(s)ds

]
dt

=
1

Γ(1− δ)

∫ x

t=0

(x− t)−δg(t)dt, 0 ≤ x ≤ 1,

(4.7)

gde se za funkciju g bira neka od ve� definisanih funkcija g1 i g2.

Lema 4.1. [20] Neka je b, c, g ∈ Cq[0, 1] za q ∈ N. Tada jednaqina (4.7) ima

jedinstveno rexeǌe z ∈ Cq,δ(0, 1] i va�i

|z(x)− z(0)| ≤ Cx1−δ, za 0 ≤ x ≤ 1.

4.1 Rexavaǌe problema metodom kolokacije

Radi jednostavnijeg zapisa, integralna jednaqina (4.7) se predstavǉa u

slede�em obliku

z(x) = G(x) +

∫ x

0

(x− t)−δk(t, z(t))dt, 0 ≤ x ≤ 1, (4.8)

gde je

G(x) =
1

Γ(1− δ)

∫ x

0

(x− t)−δg(t)dt

i

k(t, z(t)) =
1

Γ(1− δ)

(
b(t)z(t) + c(t)

∫ t

0

z(s)ds

)
.

Definixe se mre�a Ih na intervalu [0, 1]

Ih = {xn : 0 = x0 < x1 < ... < xN = 1},

gde je xn =
(
n
N

)r
, n = 0, 1..., N. Za r = 1 ova mre�a �e biti uniformna. Za

0 ≤ n ≤ N − 1 se definixe i

en = (xn, xn+1], ēn = [xn, xn+1], hn = xn+1 − xn i h = max
0≤n≤N

hn.

Za datu mre�u Ih i dati ceo broj m ≥ 1 se definixe prostor

S−1
m−1(Ih) = {ν : ν|en ∈ πm−1, n = 0, 1, ..., N − 1},
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gde je πm−1 = πm−1(en) skup realnih polinoma na en = (xn, xn+1] stepena

≤ m−1. Prostor S−1
m−1 se sastoji od deo po deo polinomijalnih funkcija

stepena ne ve�eg od m−1, koje mogu imati prekide u unutraxǌim taqkama

mre�e Ih.

Pribli�no rexeǌe zh jednaqine (4.8) �e se tra�iti tako da bude

element prostora S−1
m−1(Ih). U opxtem sluqaju, element prostora zh ∈

S−1
m−1(Ih) ima Nm nepoznatih koeficijenata. Za odre�ivaǌe tih koefi-

cijenata potrebno je Nm razliqitih taqaka u intervalu [0, 1], u kojima

rexeǌe zh mora da zadovoǉava Volterinu integralnu jednaqinu (4.8).

Ove taqke se nazivaju taqkama kolokacije. Skup taqaka kolokacije se

definixe sa

Xh = {ξjn = xn + cjhn : 0 ≤ c1 < c2 < ... < cm ≤ 1, n = 0, 1, ..., N − 1},

gde su {cj} zadati brojevi koji se nazivaju kolokacionim parametrima.

Ako je c1 = 0 i cm = 1 onda zh pripada prostoru

S0
m−1(Ih) = {ν ∈ C[0, 1] : ν|ēn ∈ πm−1, n = 0, 1, ..., N − 1} = S−1

m−1(Ih) ∩ C[0, 1],

qija je dimenzija N(m− 1) + 1. Ovo znaqi da se mora postaviti poqetni

uslov. Kako se integrali u (4.8) anuliraju za x = 0, poqetni uslov je

zh(0) = 0.

Metoda kolokacije za Volterinu integralnu jednaqinu druge vrste

sa slabo singularnim jezgrom je detaǉno analizirana u [4, 20], gde je

pokazano da je za dovoǉno malo h, pribli�no rexeǌe zh jednaqine (4.8)

dobro definisano.

Pribli�no rexeǌe zh se odre�uje rekurzivno. Na prvom segmentu

(0, x1] funkcija zh treba da zadovoǉava jednaqinu

zh(x) = G(x) +

∫ x

0

(x− t)−δk(t, zh(t))dt, (4.9)

za x = ξi0 = x0 + cih0, i = 1, ...,m.

Neka je

z0
h(x) = zh(x), x ∈ (0, x1].

Kako je zh ∈ S−1
m−1(Ih), mo�e se predstaviti Lagran�ovim interpola-
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cionim polinomom:

z0
h(x) =

m∑
j=1

Z̄jLj0(x), (4.10)

gde su

Lj0(x) =
m∏

k=1,k 6=j

x− ξk0

ξj0 − ξk0

, j = 1, ...,m

Lagran�ove bazne funkcije i Zj0

Z̄j = Zj0 (j = 1, ...,m)

koeficijenti koje treba odrediti. Za Lagran�ove bazne funkcije va�i

Lj0(ξ̄k) =

{
1, za k = j

0, za k 6= j

za k, j = 1, ...,m i ξ̄k = ξk0, pa je

zh(ξ̄k) =
m∑
j=1

Z̄jLj0(ξ̄k) = Z̄k.

Koriste�i prethodno u jednaqini (4.9), za k = 1, ...,m va�i

Z̄k =G(ξ̄k) +

∫ ξ̄k

0

(ξ̄k − t)−δk

(
t,

m∑
j=1

Z̄jLj0(t)

)
dt

=G(ξ̄k) +

∫ ξ̄k

0

(ξ̄k − t)−δ
1

Γ(1− δ)

(
b(t)

m∑
j=1

Z̄jLj0(t) + c(t)

∫ t

0

m∑
j=1

Z̄jLj0(s)ds

)
dt

=G(ξ̄k) +
1

Γ(1− δ)

∫ ξ̄k

0

(ξ̄k − t)−δ
m∑
j=1

(
b(t)Lj0(t) + c(t)

∫ t

0

Lj0(s)ds

)
Z̄jdt,

tj.

Z̄k−
1

Γ(1− δ)

m∑
j=1

Z̄j

∫ ξ̄k

0

(ξ̄k−t)−δ
(
b(t)Lj0(t) + c(t)

∫ t

0

Lj0(s)ds

)
dt = G(ξ̄k). (4.11)

Na ovaj naqin je dobijen linearan sistem po promenǉivim Z̄k = Zk0, k =

1, ...,m i ǌegovim rexavaǌem se dobija rexeǌe na segmentu (0, x1].

Kada se dobije z0
h(x), prelazi se na slede�i interval (x1, x2]. Sa z1

h(x)

se oznaqava rexeǌe definisano na (x1, x2]. Funkcija z1
h(x) treba da zado-
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voǉava jednaqinu

z1
h(x) = G(x) +

∫ x

0

(x− t)−δk(t, zh(t))dt, (4.12)

za x = ξj1 = x1 + cjh1, j = 1, ...,m. Analogno prethodnom, bira se

z1
h(x) =

m∑
j=1

Zj1Lj1(x), x ∈ (x1, x2], (4.13)

gde su

Lj1(x) =
m∏

k=1,k 6=j

x− ξk1

ξj1 − ξk1

, j = 1, ...,m

Lagran�ove bazne funkcije i Zj1, (j = 1, ...,m) koeficijenti koje treba

odrediti. Sliqno kao na prethodnom segementu va�i da je

z1
h(ξk1) =

m∑
j=1

Zj1Lj1(ξk1) = Zk1.

Novi sistem linearnih jednaqina se dobija iz

Zk1 =G(ξk1) +

∫ ξk1

0

(ξk1 − t)−δk(t, zh(t))dt

=G(ξk1) +

∫ x1

0

(ξk1 − t)−δk(t, z0
h(t))dt+

∫ ξk1

x1

(ξk1 − t)−δk(t, z1
h(t))dt

=G(ξk1) +

∫ x1

0

(ξk1 − t)−δk(t, z0
h(t))dt+

+

∫ ξk1

x1

(ξk1 − t)−δ
1

Γ(1− δ)

(
b(t)

m∑
j=1

Zj1Lj1(t) + c(t)

∫ t

0

m∑
j=1

Zj1Lj1(s)ds

)
dt,

tj.

Zk1 −
1

Γ(1− δ)

m∑
j=1

Zj1

∫ ξk1

x1

(ξk1 − t)−δ
(
b(t)Lj1(t) + c(t)

∫ t

0

Lj1(s)ds

)
dt

= G(ξk1) +

∫ x1

0

(ξk1 − t)−δk(t, z0
h(t))dt,

(4.14)

za k = 1, ...,m.

Odre�uju�i funkciju zh iterativno, interval po interval, dobija se

rexeǌe

zh(x) = znh(x), x ∈ (xn, xn+1],
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za n = 0, ..., N − 1, tj.

zh(x) =
m∑
j=1

ZjnLjn(x), x ∈ (xn, xn+1].

Ako bi se ova metoda primenila direktno na polazni problem (3.1)-

(3.3), dobio bi se sistem jednaqina sa N nepoznatih qija matrica nije

retka. Primenom metode na (4.5) se rexavaju sistemi linearnih jedna-

qina sa m nepoznatih, gde m << N .

Lema 4.2. [4,20] Pretpostavǉa se da g ∈ Cm[0, 1], da je h dovoǉno malo i

da r zadovoǉava

r =
σ

1− δ
za σ ≥ 1− δ.

Tada rexeǌe zh dobijeno primenom metode kolokacije na jednaqinu (4.7)

zadovoǉava ocenu grexke

‖z − zh‖∞ ≤ Chmin{σ,m}, (4.15)

gde konstanta C zavisi od taqaka kolokacije i od r, ali ne i od h.

U prethodnoj teoremi se pretpostavǉa da se svi integrali koji se

pojavǉuju u metodi kolokacije mogu izraqunati taqno. Me�utim, u

praksi je to retko mogu�e, ve� se moraju koristiti kvadraturna pra-

vila. Izborom odgovaraju�e kvadraturne formule, red konvergencije

metode kolokacije se ne�e smaǌiti.

Kako se u n-toj iteraciji zahteva da va�i jednakost

znh(x)−
∫ x

xn

(x− t)−δk(t, znh(t))dt =
n−1∑
l=0

∫ xl+1

xl

(x− t)−δk(t, zlh(t))dt

+
n−1∑
l=0

1

Γ(1− δ)

∫ xl+1

xl

(x− t)−δg(t)dt +
1

Γ(1− δ)

∫ x

xn

(x− t)−δg(t)dt,

za ξjn, j = 1, 2, ...,m, integrali oblika

(
Ql
nf
)

(x) =

∫ xl+1

xl

(x− t)−δf(t)dt, l = 0, 1, ..., n− 1,

(Qnf) (x) =

∫ x

xn

(x− t)−δf(t)dt,
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se mogu aproksimirati slede�im kvadraturnim formulama

(
Q̂l
nf
)

(x) =
m∑
j=1

wljn(x)f(ξjl), l = 0, 1, ..., n− 1,

(
Q̂nf

)
(x) =

m∑
j=1

wjn(x)f(ξ̂jn),

respektivno, gde je ξ̂jn = xn + cj(x− xn), j = 1, 2, ...,m,

wljn(x) =

∫ xl+1

xl

(x− t)−δLjl(t)dt, Ljl(x) =
m∏

k=1,k 6=j

x− ξkl
ξjl − ξkl

wjn(x) =

∫ x

xn

(x− t)−δL̂jn(t)dt, L̂jn(x) =
m∏

k=1,k 6=j

x− ξ̂kl
ξ̂jl − ξ̂kl

.

U [4] je pokazano da se taqnost kvadraturnog pravila pove�ava ako

je veliqina

J =

∫ 1

0

m∏
j=1

(s− cj)ds

jednaka nuli. Pod tim uslovom bi kvadraturno pravilo (sa m qvorova)

na svakom intervalu [xn, xn+1] imalo taqnost O(hm+1
n ) a ne samo O(hmn ).

Lema 4.3. [4] Neka je zh rexeǌe dobijeno metodom kolokacije primeǌenom

na jednaqinu (4.8) i ẑh rexeǌe dobijeno primenom kvadraturnih pravila sa

taqkama kolokacije kao qvorovima. Ako se pretpostavi da za r = 1 va�i

b, c, g ∈ Cm[0, 1], a da za r > 1 va�i b, c, g ∈ Cm+1[0, 1], tada

‖zh − ẑh‖∞ ≤

{
Chm, za J 6= 0

Chm+1−δ, za J = 0.

Posledica 4.4. Pretpostavǉa se da b, c, g ∈ Cm[0, 1]. Neka je r = σ
(1−δ) ,

gde σ ≥ 1 − δ. Tada rexeǌe ẑh dobijeno metodom kolokacije, uz upotrebu

kvadraturnih formula zadovoǉava

‖z − ẑh‖∞ ≤ Chmin{σ,m}.

Dokaz. Koriste�i nejednakost trougla, kao i leme 4.2 i 4.3 sledi

‖z − ẑh‖∞ ≤ ‖z − zh‖∞ + ‖zh − ẑh‖∞ ≤ Chmin{σ,m}.
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4.1.1 Numeriqko rexeǌe uh za (3.1)-(3.3)

U ovom odeǉku �e biti konstruisana aproksimacija rexeǌa u problema

(3.1)-(3.3). Izlo�eni rezultati su preuzeti iz [20].

Sa ν se oznaqava rexeǌe jednaqine (4.7) kada je

g(t) = g1(t) = b(t) + (t+ α0)c(t)

i sa ω rexeǌe iste jednaqine kada je

g(t) = g2(t) = γ0c(t)− f(t).

Odgovaraju�a pribli�na rexeǌa, dobijena koriste�i metodu koloka-

cije i kvadraturna pravila, oznaqavaju se sa ν̂h ∈ S−1
m−1 i ω̂h ∈ S−1

m−1

respektivno.

Lema 4.5. Va�i

1 + α0 + α1 + α1ν(1) +

∫ 1

0

ν(x)dx ≥ α0 > 1. (4.16)

Dokaz. Ako se definixe ν1 = 1 + ν(x) i V1(x) =
∫ x

0
ν1(t)dt za 0 ≤ x ≤ 1,

va�i�e

1 + α0 + α1 + α1ν(1) +

∫ 1

0

ν(x)dx = α0 + α1ν1(1) +

∫ 1

0

ν1(x)dx. (4.17)

Na osnovu definicije, ν ∈ C[0, 1] ∩ Cm(0, 1] je rexeǌe integralne jedna-

qine

ν(x)− I 1−δ
0+

(bν + cV )(x) = (I 1−δ
0+

g1)(x) za 0 ≤ x ≤ 1,

gde je V (t) :=
∫ t

0
ν(s)ds. Odatle va�i

ν1(x)− I 1−δ
0+

(bν1 + cV1)(x) = 1 + α0(I 1−δ
0+

c)(x) za 0 ≤ x ≤ 1, (4.18)

gde je V1(t) :=
∫ t

0
ν1(s)ds.

Dokazuje se da ν1(x) ≥ 0, za 0 ≤ x ≤ 1, sledi iz (4.18). Pretpostavǉa

se suprotno i definixe se x∗ = infx∈[0,1]{x : ν1(x) < 0}. Uslovi ν1 ∈ C[0, 1]
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i ν1(0) = 1 (iz definicije ν), obezbe�uju da x∗ ∈ (0, 1), ν1(x∗) = 0, i ν1 ≥ 0

na [0, x∗). Deluju�i Riman-Liuvilovim izvodom D1−δ
0+

na (4.18), dobija

se

D1−δ
0+

ν1(x)− (bν1 + cV1)(x) =
xδ−1

Γ(δ)
+ α0c(x) za 0 ≤ x ≤ 1.

Za x = x∗, va�i

D1−δ
0+

ν1(x∗)− (cV1)(x∗) =
(x∗)δ−1

Γ(δ)
+ α0c(x

∗). (4.19)

Va�i

Dk−δ
0+

g(x) =

(
d

dx

)k
(I δ0+g)(x) za 0 ≤ x ≤ 1

za 0 < δ < 1, k ∈ N i za sve funkcije g za koje postoji Dk−δ
0+

g(x).

Koriste�i prethodno sledi

D1−δ
0+

ν1(x∗) =
d

dx

(
1

Γ(δ)

∫ x

0

(x− t)δ−1ν1(t)dt

)∣∣∣∣
x=x∗

=
δ − 1

Γ(δ)

∫ x∗

0

(x∗ − t)δ−2ν1(t)dt.

(4.20)

Iz ν1(x∗) = 0 i ν1 ∈ C[0, 1] ∩ Cm(0, 1] sledi |ν1(t)| ≤ C(x∗ − t) za t ∈ [0, x∗].

Koriste�i (4.19) i (4.20) dobija se

−1− δ
Γ(δ)

∫ x∗

0

(x∗ − t)δ−2ν1(t)dt = (cV1)(x∗) +
(x∗)δ−1

Γ(δ)
+ α0c(x

∗).

Iz ν1(0) = 1 i ν1 ≥ 0 na [0, x∗), sledi V1(x∗) > 0 i leva strana prethodne

jednakosti je negativna, ali desna nije dok je c ≥ 0. Dobija se kontra-

dikcija, pa se zakǉuquje da je ν1 ≥ 0 na [0, 1].

Sada iz (4.17) sledi 1 + α0 + α1 + α1ν(1) +
∫ 1

0
ν(x)dx ≥ α0. Va�i i

α0 ≥ 1
δ−1

> 1.

�

Prethodna lema se mo�e upotrebiti za dokaz slede�e teoreme.

Teorema 4.6. Rexeǌe u problema (3.1)-(3.3) zadovoǉava

(i) u′(x) = µ[ν(x) + 1] + w(x), (4.21)

(ii) u(x) = γ0 + µα0 +

∫ x

0

u′(t)dt, (4.22)
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gde je

µ =
γ1 − γ0 − α1w(1)−

∫ 1

0
w

1 + α0 + α1 + α1v(1) +
∫ 1

0
v
. (4.23)

Dokaz. Iz definicije y(x) = u′(x)− µ tj. u′(x) = y(x) + µ sledi

u(x) = u(0) +

∫ x

0

u′(t)dt = u(0) + µx+

∫ x

0

y(t)dt.

Kako iz Volterine jednaqine (4.5) i iz definicija rexeǌa ν i ω sledi

y = µν + ω, bi�e

u(x) = u(0) + µx+

∫ x

0

(µν + ω)(t)dt, za 0 ≤ x ≤ 1.

Da bi va�ili graniqni uslovi (3.2) i (3.3), zahteva se

γ0 = u(0)− α0u
′(0) = u(0)− α0µ,

γ1 = u(1) + α1u
′(1) = u(0) + µ+

∫ 1

0

(µν(x) + ω(x))dx + α1[µ+ µν(1) + ω(1)].

Odatle je

γ1 − γ0 = µ

[
1 + α0 + α1 + α1ν(1) +

∫ 1

0

ν(x)dx

]
+ α1ω(1) +

∫ 1

0

ω(x)dx.

Koriste�i prethodno i lemu 4.5 dobija se µ.

Zameǌuju�i µ u u′(x) = µ+ y(x) = µ+ µν(x) + ω(x) dobija se (4.21). Na

jednostavan naqin se dobija i (4.22), zamenom graniqnog uslova (3.2) u

u(x) = u(0) +
∫ x

0
u′(t)dt.

�

Sa yh := µhν̂h+ω̂h se definixe rexeǌe problema (4.5), koje je dobijeno

metodom kolokacije i gde su ν̂h i ω̂h rexeǌa koja su ve� definisana i

gde �e konstanta µh biti odre�ena iz uslova (3.2)-(3.3). Rexeǌa ν̂h i ω̂h
su odre�ena koriste�i isti skup Xh taqaka kolokacije i va�i ν̂h ∈ S−1

m−1

i ω̂h ∈ S−1
m−1.

Zameǌuju�i µ, ν, ω, y u dokazu teoreme 4.6 sa µh, ν̂h, ω̂h, yh respektivno,

dobija se rexeǌe uh ∈ S0
m problema (3.1)-(3.3) koje zadovoǉava graniqne
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uslove (3.2) i (3.3) pod uslovom da

1 + α0 + α1 + α1ν̂h(1) +

∫ 1

0

ν̂h(x)dx 6= 0. (4.24)

Za dovoǉno malo h, iz posledice 4.4 i leme 4.5 sledi da je nejednakost

(4.24) zadovoǉena. Zato, (4.21), (4.22) i (4.23) iz teoreme 4.6 va�e i za

µh, ν̂h, ω̂h, yh tj.

uh(x) = γ0 + µhα0 +

∫ x

0

[µh(1 + ν̂h(t)) + ŵh(t)]dt, (4.25)

gde je

µh =
γ1 − γ0 − α1ŵh(1)−

∫ 1

0
ŵh

α0 + α1[1 + ν̂h(1)] +
∫ 1

0
[1 + ν̂h]

. (4.26)

Teorema 4.7. Neka je b, c, f ∈ Cm[0, 1] za m ∈ N, h dovoǉno malo i neka za r

va�i

r =
σ

1− δ
za σ ≥ 1− δ.

Tada za ocenu grexke rexeǌa uh problema (3.1)-(3.3), koje je dobijeno meto-

dom kolokacije uz upotrebu kvadraturnih formula za izraqunavaǌe inte-

grala (sa taqkama kolokacije kao qvorovima) va�i

‖u− uh‖∞ + ‖u′ − u′h‖∞ ≤

{
Chσ za 1− δ ≤ σ ≤ m,

Chm za σ ≥ m.
(4.27)

Ako jox va�i J = 0 i b, c, f ∈ Cm+1[0, 1], onda se za σ ≥ m dobija

‖u− uh‖∞ + |(u′ − u′h)(xi + cjhj)| ≤ Chm+1−δ (4.28)

za i = 0, 1, ..., N i j = 1, 2, ...,m, uz uslov hN = 0.

4.2 Numeriqki eksperimenti

Kao u odeǉku 3.3, i ovde �e biti izlo�eni numeriqki rezultati za dva

graniqna problema, qije se granice sastoje od dve taqke, i koji sadr�e

Kaputov izvod razlomǉenog reda 2 − δ, za 0 < δ < 1. Ovi problemi �e

biti rexeni metodom kolokacije.
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Za razliqite vrednosti N i δ, se odre�uje grexka

eδN := ‖u− uh‖∞,d = max
j=0,1,...,N

|u(xj)− uh(xj)|,

i red konvergencije

pδN := log2

(
eδN
eδ2N

)
.

Test problem I Posmatra se problem

−CD2−δ
0+

u(x) + u′(x) = f(x), x ∈ (0, 1),

u(0)− 1

1− δ
u′(0) = γ0,

u(1) +
1

3.5
u′(1) = γ1,

gde su funkcija f i konstante γ0 i γ1 izabrane tako da je u(x) = x3.5 + 1

taqno rexeǌe problema. U ovom problemu, za odre�ivaǌe integrala

nisu korix�ene kvadraturne formule, ve� su oni taqno izraqunati.

U Tabeli 4 su izlo�eni rezultati za sluqaj sa jednom taqkom kolo-

kacije, tj. m = 1 i kolokacijskim parametarom c1 = 1/2.

Rezultati za sluqaj sa dve taqke kolokacije su izlo�eni u Tabeli 5,

gde su izbarani kolokacijski parametri c1 = 0 i c2 = 2/3.

Iz tabela se mo�e primetiti da dobijeni redovi konvergencije odgo-

varaju tvr�eǌu iz leme 4.2.

Na Slici 5 su prikazani taqno i pribli�no rexeǌe prethodnog pro-

blema, dobijeno metodom kolokacije za δ = 0.9, N = 128, i c1 = 0, c2 = 2/3.
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Tabela 4: Test problem I za m = 1 i c1 = 1/2: predstavǉena je grexka

eδN i red konvergencije pδN

δ N = 16 N = 32 N = 64 N = 128 N = 256 N = 512

0.1 6.457e-2 3.298e-2 1.667e-2 8.380e-3 4.202e-3 2.104e-3

0.97 0.98 0.99 1.00 1.00 1.00

0.2 7.139e-2 3.671e-2 1.863e-2 9.389e-3 4.714e-3 2.362e-3

0.96 0.98 0.99 1.00 1.00 1.00

0.3 7.958e-2 4.132e-2 2.109e-2 1.066e-2 5.364e-3 2.691e-3

0.95 0.97 0.98 0.99 1.00 1.00

0.8 1.708e-1 1.004e-1 5.579e-2 2.992e-2 1.569e-2 8.113e-3

0.77 0.85 0.90 0.93 0.96 0.96

0.9 2.326e-1 1.490e-1 8.783e-2 4.894e-2 2.630e-2 1.382e-2

0.64 0.76 0.84 0.90 0.93 0.95

Tabela 5: Test problem I za m = 2 i c1 = 0, c2 = 2/3: predstavǉena je

grexka eδN i red konvergencije pδN

δ N = 16 N = 32 N = 64 N = 128 N = 256 N = 512

0.1 8.083e-3 2.172e-3 5.633e-4 1.435e-4 3.622e-5 9.099e-6

1.90 1.95 1.97 1.99 1.99 2.00

0.2 9.817e-3 2.682e-3 7.026e-4 1.800e-4 4.558e-5 1.147e-5

1.87 1.93 1.96 1.98 1.99 1.99

0.3 1.214e-2 3.386e-3 8.983e-4 2.319e-4 5.902e-5 1.490e-5

1.84 1.91 1.95 1.97 1.99 1.99

0.8 6.374e-2 2.372e-2 7.468e-3 2.140e-3 5.827e-4 1.541e-4

1.43 1.67 1.80 1.88 1.92 1.94

0.9 1.163e-1 5.766e-2 2.194e-2 7.028e-3 2.042e-3 5.627e-4

1.01 1.39 1.64 1.78 1.86 1.90
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Slika 5: Pribli�no rexeǌe za δ = 0.9, N = 128, c1 = 0, c2 = 2/3.

(zvezdice), i taqno rexeǌe (linija)

Test problem II Sada se analizira problem

−CD2−δ
0+

u(x) + cos(x)u′(x) = f(x), x ∈ (0, 1),

u(0)− 1

1− δ
u′(0) = γ0,

u(1) +
1

3.5
u′(1) = γ1,

gde su funkcija f i konstante γ0 i γ1 izabrane tako da je u(x) = x3.5 +

1 taqno rexeǌe problema. Za odre�ivaǌe integrala su upotrebǉena

kvadraturna pravila.

Rezultati izlo�eni u Tabeli 6 se odnose na sluqaj sa dve taqke ko-

lokacije, tj. m = 2, gde su kolokacijski parametri c1 = 0 i c2 = 1. Do-

bijeni redovi konvergencije odgovaraju tvr�eǌu iz leme 4.3 kad je J 6= 0.

U Tabeli 7 su predstavǉeni rezultati za tri taqke kolokacije, i koloka-

cijskim parametrima c1 = 0, c2 = 1/2 i c3 = 1. Ovde je J = 0, pa se javǉa

povixen red konvergencije, xto je i oqekivano na osnovu leme 4.3.

Na Slici 6 su prikazani taqno i pribli�no rexeǌe prethodnog pro-

blema, dobijeno metodom kolokacije za δ = 0.8, N = 64, i c1 = 0, c2 = 1.
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Tabela 6: Test problem II za m = 2 i c1 = 0, c2 = 1: predstavǉena je
grexka eδN i red konvergencije pδN

δ N = 16 N = 32 N = 64 N = 128 N = 256 N = 512
0.1 5.943e-3 1.493e-3 3.737e-4 9.348e-5 2.338e-5 5.844e-6

1.99 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00
0.2 8.119e-3 2.043e-3 5.129e-4 1.285e-4 3.214e-5 8.041e-6

1.99 1.99 2.00 2.00 2.00 2.00
0.3 1.145e-2 2.905e-3 7.319e-4 1.838e-4 4.608e-5 1.154e-5

1.98 1.99 1.99 2.00 2.00 2.00
0.8 1.441e-1 4.407e-2 1.256e-2 3.449e-3 9.247e-4 2.444e-4

1.71 1.81 1.86 1.90 1.92 1.93
0.9 3.595e-1 1.319e-1 4.162e-2 1.203e-2 3.338e-3 9.074e-4

1.45 1.66 1.79 1.84 1.88 1.90

Tabela 7: Test problem II za m = 3 i c1 = 0, c2 = 1/2, c3 = 1: predstavǉena
je grexka eδN i red konvergencije pδN

δ N = 16 N = 32 N = 64 N = 128 N = 256
0.1 4.425e-6 3.066e-7 2.136e-8 1.493e-9 9.992e-11

3.85 3.84 3.84 3.90 3.45
0.2 1.065e-5 7.969e-7 5.983e-8 4.483e-9 3.336e-10

3.74 3.74 3.74 3.75 3.26
0.3 2.342e-5 1.869e-6 1.489e-7 1.185e-8 9.356e-10

3.65 3.65 3.65 3.66 3.62
0.8 1.270e-3 1.576e-4 1.828e-5 2.051e-6 2.254e-7

3.01 3.11 3.15 3.19 3.20
0.9 5.209e-3 1.021e-3 1.490e-4 1.987e-5 2.450e-6

2.35 2.78 2.92 3.01 3.06
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Slika 6: Pribli�no rexeǌe za δ = 0.8, N = 64, c1 = 0, c2 = 1. (zvezdice),
i taqno rexeǌe (linija)
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