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PREDGOVOR

Iz oblasti numericke matematike ova knjiga je prva na nasem
Jeziku po svojoj koncepciji i sadrZaju. Naime, na nasSem jeziku po-
stoji veéi broj knjiga koje se bave programskim jezicima (uglavnom,
FORTRAN i COBOL) i relativno mali broj knjiga iz oblasti numericke
analize. Zadatak ove knjige je da uputi ¢itaoce u programsku reali-
zaciju numeriCkih metoda na FORTRAN jeziku. Za one ¢itaoce koji nisu
upoznati sa elementima FORTRAN jezika preporutuje se knjiga:
N.Parezanovic: Rééunske maSine i programiranje - Programski jezik

FORTRAN 1V. Beograd, 1973.

Rukopis za ovu knjigu je proistekao iz predavanja koje je prvo-
potpisani autor drzao studentima poslediplomskih studija na Gradjevin-
skom fakultetu u NiSu u toku Skolske 1978/79. godine, kao i iz vise-
godisdnje nastave na Elektronskom fakultetu iz predmeta Numericka ana-
liza I i Numericka analiza II. Svi programi koji su dati u knjizi
testirani su na racunaru PDP-11/40 Gradjevinskog fakulteta u Nisu.

Knjiga je podeljena u pet‘glava, od kojih je prva uvodna. Druga
glava je posvecena optimizacijaﬁa FORTRAN programa u smislu tacnosti
izracunavanja, racionalnog koriscenja unutra$nje memorije racunara i
brzine izvrSenja programa. U treéoj glavi dat je veci broj kompletno
resenih problema, koji imaju za cilj savladjivanje osnovnih principa
programiranja, kao i postepeno uvodjenje ¢itaoca u sloZenije numericke
procese. U Cetvrtoj glavi su obradjeni numericki metodi u 11nearhoj
algebri,'dok se peta glava odnosi na metode integracije (kvadraturne
formule, metodi za %eéavanje integralnih jednaina i metodi za rela-
vanjé obiénih i parcijalnih diferencijalnih jednalina).

Rukopis su otkucali i tehnicki uredili za Stampu sami autori,
tako da eventualni propusti i greske padaju na njihov racun.

#

Ni5, 7.04.1979.god. Autori
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1. UVOD U PROGRAMIRANJE

1.1. PREDSTAVLJANJE ALGORITAMA BLOK 3EMAMA

Savremena nauka i tehnika postavljaju niz matematickih pro-
blema koji se klasicénim matematickim metodimé ne mogu uvek uspedno
re§iti ili bi njihovo redavanje bilo suvise glomazno, s obzirom da
se najcedc¢e zahteva numerilki rezultat.

U opStem slu€aju, problem koji treba reSavati zvacemo ulaz-
nom informacijom. Postupak transformacije ulazne informacije (x)
u izlaznu informaciju (y) zvacemo algoritmom (A). Navedena trans-
formacija se moZe predstaviti ‘blok dijagramom

Ulazna . Izlazna
informacija A]go;1tam informacija
(x) (A) (¥)

i1 simbolicki x Sy,

Svaki algoritam treba da poseduje sledeCe osobine: diskret-
nost, determinisanost, rezultativnost i masovnost.

Diskretnost je takva osobina algoritma da svakom algorita-
mskom koraku odgovara diskretni vremenski interval na vremenskoj
0si.

Determinisanost je osobina koja obezbedjuje jednoznalnost
medjurezultata posle svakog a1gor1tamskog koraka u odnosu na ula-
znu informaciju.

~Osobina rezultativnosti algoritma obezbedjuje da se posle
konacnog broja a1goritamsk1h koraka dobije traZeni rezultat (iz-
lazna informacija).

Maso&nost‘a1goritﬁa je osobina algoritma koja obezbedjuje
resavanje Sire klase problema.

Pri rééavanju nekog problema potrebno je izabrati pogodan

1



2 1. UVOD U PROGRAMIRANJE

algoritam koji najbrze dovodi do Zeljenog rezultata. Ovo je naro-
¢ito vazno kod primene savremenih‘e]ektfﬁnskih racunskih maSina, s
obzirom na cenu maSinskog vremena. Izbor néjraciona]nijeg algori-
tma u prethodnom smislu, predstavija vrlo sloZen problem, koji te-
orijski u op3Stem sluCaju jos uvek nije -resen.

Razradom.i realizacijom algoritama i analizom gredke u izla-
znoj informaciji bavi se posebna oblast matematike, tzv.numeri-
¢ka matematika.

Centralni deo numericke matematike €ine numericki metodi.
Oni moraju biti takvi da su pogodni za stanoviSta primene savre-
menih elektronskih racunskih maSina. Problemima praktiéne reali-
zacije algoritama bavi se oblast teorija programiranja koja se u
poslednje vreme uspedno razvija. Jedan od njenih osnovnih zadata-
ka je priprema i sastavljanje progréma za racdunsku madinu prema
izabranom algoritmu.

Da bi se olakSalo sastavljanje programa najce3cée se algori-
tmi predstavlijaju blok Semama, a ponekad i tekstualnim opisom. U
daljem tekstu ukazac¢emo na grafic¢ko predstavlijanja algoritama po-
moéu blok Sema, koristec¢i sledece blokove:

Pocetak
Racunski Blok
blok odluke

Kraj

Blok Tzlazni
odluke blok

Dodeljivanje vrednosti a promenljivoj x oznaCavacemo sa
x:=a. Blokovi za ulaz i izlaz informacija se Cesto izostavljaju.

Primer 1.1. Blok Sema algoritma za izraCunavanje sume

n
S = 4L a.,b.
joq 1

data je na sl. 1.1.



1.1. PREDSTAVLJANJE ALGORITAMA BLOK SEMAMA

( Poetak )

it =0
S: =0
| da
ir=i+1
vV i= Yy v o:=
I
J
S:=S+a.b.
iq ne
X3V
da
u = Vv u =
(Kraj )
I1zlaz:S
sl. 1.2
( Kraj )
S1.1.1

Primef 1.2. Kod oredjivanja vrednosti

u = min (x,max{y,z))
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treba, najpre, odrediti v = max(y,z). Odgovarajuéa b]oktéema algo-
ritma data je na sl1.1.2, pri Cemu su blokovi za ulaz velidina x,
y,z 1 izlaz veli&ine u izostavljeni.

Primer 1.3. Posmatrajno konvergentni iterativni proces

z,=2, zn+1=f(zn) (n=0,1,...).

Ako se kao kriterijuh za prekidanje ovog procesa izabere uslov

|2 znl 2 €, gde je © zadata tacnost, blok Sema algoritma za

odEleivanje graniéne vrednosti niza {24} (sa tacnodc¢u ¢ ) iz-
gleda kao na sl1. 1.3. Primetimo da u ovom algoritmu koristimo sa-
mo dve sukcesivne vrednosti niza Zgy - Naime, na osnovuz0 iz-
raéunavamo Zy, @ zatim zy proglaSavamo za 2, i ponavljamo proces
do ispunjenja wusvojenog kriterijuma za prekid procesa.

Na primer, jedan iterativni proées Za nalaZenje m-tog korena
iz broja A(>0) ima oblik ‘

. 1 A - )
SR o - 7,) (r=0,1,...)
n
( Pocetak )
Zo:za
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‘Primer 1.4. Za izralunavanje vrednosti polinoma

B n n-1
F(x)—anx ta X H...tagx+ag

koristi se Hornerova Sema, po kojoj se polinom F predstavlja u
obliku

F(x)=ao+x(a1+x(a2+...+x(an_1+xan)...)).

Na ovaj nacin se broj mnozenja od 2n-1, koliko je potrebno kod
direktnog izracunavanja, svodi na samo n mnoZenja. Biok Sema algo-
ritma, u ovom sluéaju, izgleda kao na sl. 1.4.

‘ Pocetak )

Ulaz: n, X

n: = n-1
1
Fi="Fx+a, 4
T
1zlaz: F
Kraj

S1.1.4

Primer 1.5. Blok %ema algoritma Zza izralunavanje vrednosti

funkcije f, date pomoc€u veriinog razlomka
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- ‘ X
f(x) = a; + = ,
a, + : <
ay + —
4
.+‘ X i
a =
n-1 a,
data je na s1.1.5.
: o - .
Primer 1.6. Posmatrajmo konvergentni red f(x)= I un(x). Opsti
: . n=o

¢lan i parcijalna suma ovog reda mogu se predstaviti u obliku

-
U.—Uo

S =0
n :=1
fi=a +=
“il"’ ne
da
S1.1.5
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un(x)=¢(n,x)un_1(x) i sn=sn_1+un(x).

gde je so=u0(x).

U konkretnom sluaju bismo imali:
-aX. - - X .
a) Za f(x)=e": u0-1, d(n,x)= s

2
X

b) Za f(x)=shx: u0=x,¢(n,x)= —_—
. (2n+1)2n

Ako je algoritam za priblizno odredjivanje sume f(x) takav
da se sumiranje prekida kada je op3ti Clan reda po apsolutnoj vre-
dnosti manji od unapred zadatog pozitivnog broja e, njegova blok
Sema izgleda kao na sl1.1.6.

Primer 1.7. Neka je

1 (Ix[+]y|;1\/x;0),
2(x,y) = 2 (Ix| +|y]>1Ax<0Ny<0),
3 (x] +1yl>1TAx<0 A.y > 0).

Na osnovu s1.1.7., na kojoj je ravan x0y razdeljena na tri

oblasti, obrazovan je algoritam Cija je blok &ema data na s1.1.8.

|
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s1. 1.8

Primer 1.8. Blok Sema algoritma za izralunavanje vrednosti funkci-
je

y3-1 (lyl 1),
Fly) = ¢2y (1<iy] = 2),
y/8-1 (lyl>2)

za n vrednosti promenijive x, pri Zemu je y=x2+x-1,je data na
s1.1.9,

Primer 1.9. Blok Sema algoritma za odredjivanje sume proizvoda

v predstavljena je na sl1.1.10.
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( PoCetak )

i: =0
Ulaz: x
iv =i+
y: = x2+x-1
ne ne
da | da
Fio=y-1 Fi =2y Fi=g -1

1zlaz:x,F

. S1.1.9.
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[
1
o

Ji=j+1

w
n
v
+
o

Primer 1.10. Blok Zema a]goritma za re3avanje kvadratne jednacine

ax2+bx+c=0 (a#0)

prikazana je na s1.1.11.
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D :=b%-dac
da
ne
—-b+/D
Xqpi=- b/2a Ty rall
x1i:=/:ﬁ/2a Xq507 0
AN =—b-/5
XZr X1r Xop 22
N I
X243 tF TRy Xpq:= 0
‘———————J
: ( Kraj )
sT. 1.11

Primer 1.11. Konstrui3imo jedan algoritam za odredjivanje svih
prostih brojeva do M (M prirodan neparan broj) i njihovo prebro-
Javanje. '

Iz razmatranja, najpre, iskijucimo sve parne brojeve. Neka
k je traZzeni skup prostih brojeva A ={a1,”.,an}. Pri ispitivanju da
1i neparan broj i pripada skupu A, dovoljno je ispitati de]jivost
ovog broja samo brojevima iz podskupa {a1,...,ak_1} skupa A, gde
je k najmanji broj za koji je akak_1>1. Blok Sema ovog algoritma
predstavljena je na s1.1.12.
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k:=k+1 m :=i—ak[j-] :=n+i

1.2. RAZLIEITI NACINI REGISTROVANJA MATRICA U MEMORIJI RAZUNARA

Kod rada sa matricama vrlo je vaZno znati kako se regist-

ruju elementi matrice u memoriji radunara.

Ozna&imo sa k relativnu adresu registra u kome je memori-

san element a0 matrice A = [aij]nxm' Registrovanje elemenata

matrice A je isto kao i registrovanje niza od nm elemenata. Pri
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ovome, k uzima redom vrednosti od 1 do nm, pri ¢emu je relativna
adresa registra u kome je memorisan prvi element jednaka 1, dok
je relativna adresa zadnjeg elementa jednaka nm{videti tabelu 2.%1).
Relativne adrese su oznafene u gornjem desnom uglu odgovarajucih

polja.
NI 2 m
LJ# n+1 f-Tn+1
1
a1 292 L
2 n+ 2 m-1)n+2
21 3 Ly om
1n] 2n nm
n an1 an2 %nm
Tabela 2.1
Nije tedko videti da je k=k(i,j)=(j-1)n+i. Dakle, polje
aij(1=1,...,n; j=1,...,m) u memoriji racCunara moZe se tretirati

kao niz ak(k=1,...,nm).
] nxm

Na jednom prostem primeru sabiranja matrica A=[aij
B=[b1j]nxm ukazacemo na razlilite naline za ulaz, izlaz i regis-

trovanje matrica, kao i na vezu sa jednodimenzionalnim nizovima.
Pri ovome razlikovacemo dva slucaja:

1. Kada su dimenzije matrica iste kao u naredbi DIMENSION;

2. Kada su dimenzije matrica manje od dimenzija definisa-
nih u naredbi DIMENSION.

Neka su
265.123 18.444 -11.111 6.102

A = -1.532 0.456 3.470 -2.412% ,
4.210  0.345 0. 3.153
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-1.456 13.555. 21.526 -24.654
B = 1.234 7.254 32.744 0.542
-7.654 21.687 22,687 15.198

1. Neka su elementi matrice A i matrice B dati na kartica-
formatu 8F10.3, po vrstama

kartica: ayqs 23925 393> a1g> 359> a22,’a23, a9q>
I kartica: 8395 8395 d335 A3y b11, b12, b13, b14,

1 kartica: b21, b22, b23, b24, b31, b32, b33, b34.
Programom

ODIMENSION ACH 4), B(3, 4), 203, 4)
READ(S, 10) ((A(L, ), 0=1,4),I=1,32), ((B(I,.0), J=1.4), I=1,3;

10 FIORMAT(EF10. 2)

Doo1s I=1,3
oo 135 J=1,4

o G, =ACl, )+ECT, D)

WRITE(S, 25) (L, =1, 43, I=1, )
FORMAT (181, 5X, "MATRICA C7//7C4F1Z 3))
CALL EXIT

END

realizuje se odredjivanje elemenata matrice C=A+B. Izlazna lista

ima oblik
MATRICA C
2n hAT 31, 799 10. 415 —-15 552
-, 293 7.710 346214 -1 870
-3. 444 22, 032 22697 12 351

Elementi matrice A(takodje i elementi matrica B i C) su

memorisani prema tabeli 2.2. Primetimo da se elementi prve vrste
matrice A memori3u u registrima sa relativnim adresama 1, 4, 7,
10, elementi d(uge vrste u registrima sa relativnim adresama 2,
.5, 8, 11, i najzad, elementi trede vrste u registrima sa adresa-
ma 3, ‘

6, 9, 12.
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N| 1 2 3 4 N 2 3 a
L1 Li- 7| o 1 (o] |7 10
L T 3921 393 | 2314 Vol oagr | ais | 223 | 232
| 2 5 |s |11 2 [5 |8 1
2] 321 | %22 %23 24 21 2 | %21 | %24 |33
B le| o 12 3 6 9 l12
3] agy azp | 333 | 234 3] 43 ] a2 | 231 | 234
Tabela 2.2 Tabela 2.3

Prethodni program smo mogli realizovati i koriicenjem jed-
nodimenzionalnih nizova, sa istim ulaznim podacima:

DIMENSION A(12),B(12),C(12)
READ(S8, 10) A,B

10 FORMAT(8F10. 3)
DO 15 I=1,12

15 C(ID)=A(1)+B(I)
WRITE(S, 25) C

25 FORMAT(1H1,5X, "MATRICA C’//(4F12 3))
CALL EXIT
END

Naéin memorisanja elemenata matrice A dat je u tabeli 2.3.
Primetimo da se, u ovom slucaju, elementi prve vrste matrice A
memoridu.u registrima sa relativnim adresama 1, 2, 3, 4,

Pretpostavimo sada da su elementi matrica A i B dati na
karticama u sledeéem redosledu(po kolonama):

I kartica: 314 821> A3qs 195 8595 3325 3432 A3

I1 kartica: aggs a14, 3g45 334 b11, b21, b31, b12,

IIT kartica: bpy, byss byss Dpgs bygs bigs bygs by

Tada odgovarajuéi program ima oblik
DIMENSION A(12), B(12),C(12)
READ(E, 10). A, B -

10 FORMAT(8FL0. 3)
DO 15 I=1,12

15 C(I)=A(I1)+B(D)
WRITE (S, 20)
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20 FORMAT(1H1,5X, "MATRICA 127/)

ooy 20.I=1,3 '
B0 WRITE(S, 25) (C(.J)y, d=1,12,3)
25 FORMAT(- -, 4F12 3)

CALL EXIT

END

Rggistrovanje elemenata matrice A je kao u tabeli 2.2.
Slucaj 2. Neka matrice A1=[a1.3.]nxm i B2=[bij]nxm imaju dimenzije
manje od dimenzija definisanih u naredbi DIMENSION({3x4 ili 12).
Na primer, neka je, u konkretnom slucaju, n=2, m=3 i neka su A1 i
B1 glavne submatrice tipa 2x3 prethodno koriscenih matrica A i B
respektivno.

Pretpostavimo da su elementi matrica A1 i B1(u programu
A i B) dati na karticama, u formatu 8F10.3, na sledeéi nalin:

I kartica: 8113 A4ps A13s ¢ Bp9s 893, b11, b12,

11 kartica: b b

132 Dpq» bpps by3.

Program i izlazna lista, u ovom sluéaju, su

DIMENSION A3, 4),.EB(32,4), C(3,4)
READ(S, 5) N/ M
FORMAT(211)
READ(S, 10) ((A(I, ., =1, M), I=1,N), ((BCL, Jd), . 0=1, M), I=1. N
10 FORMAT(2F10. 3) ‘
Do 15 I=1,N
0o 15 J=1, M
1S5 C(I. D=ACT, +E(I, D)
WRITE(S, 20)
20 FORMAT(1H1, SX, "MATRICA /)
DO 30 I=1,N
30 WRITE(S, 25) (C(I, ). J=1, M)
25 FORMAT(Y 7, 4F12z 3}
CALL EXIT
END

a

MATRICA C

23. 667 31. 999 10. 415
-0, 298 7. 710 3. 214
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Deo programa koji se odnosi na Stampanje matrice ¢ moie se
uprostiti koriSc¢enjem naredbe FORMAT, koja je definisana promen-
1jivim celobrojnim aritmetiZkim jzrazom. Tada prethodni program
postaje

DIMENSION A(3,4), B(2 4), C(3,4)
READ(& S) N, M
FORMAT(ZI11)
READ(E, 10) ({ACI, ), J=1, M), I=1, N), ((B(I, J), d=1, M), I=1;N)
10 FORMAT(GF10. 3)
Do 15 I=1,N
Da 15 J=1, M
15 C(L, D)=ACL, D+B(IL, )
WRITE(S, 20)
20 FORMAT (1H1, 5X, “MATRICA C°/)
WRITE(S, 25) ((C(1,J), =1, M), I=1,N)
25 FORMAT(" 7, {M>F1Z 3)
CALL EXIT
END

]

Nac€in memorisanja elemenata matrice A1 dat je u tabeli 2.4.

N i 2 3 4 N i 2 3 4
1 4 7 10 1] (o] 7] lo
Ve ez | 23 olag 2
2N CNER BT 2], [o] [e] I
2 | 27 a7 223 2 |27 222
3 6 9 12 3 6 9 12
T N E LT E
Tabela 2.4 Tabela 2.5

Prethodna dva programa, koridéenjem jednodimenzionalnih
nizova(sa istim ulaznim podacima), postaju

DIMENSION A(1Z),B(12), C(12)
READ(2,5) N M

S FORMAT(ZI1)
NM=N#*M
READ(2, 10) (ACI), I=1, NM), (B(I), I=1, NM)

10 FORMAT(8F10. 3)
Do 15 I=1,NM

15 C(D)=A(I)+B(1)

© WRITE(S, 20)
20 FORMAT (1H1, 5X, "MATRICA C7/)
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0o 25 I=1,NM: M
L=M—1+1

29 WRITE(S, 30) (S04, J=1,L)
20 FORMAT(S 7, 4F12. 3)

CALL EXIT
END

DIMENSION A(12), Bt1Z), Cire)
READ(3:5) Nv M

5 FORMAT(2I1)

NM=N*M ,
READN(E, 10) (ACT), I=1, NM), (B(1), I=1, NM)

10 FORMAT(2F10. 3)

poo1S I=1, NM

15 C(I)=A(I)+E(I)

WRITE(S, 20)

20 FORMAT (1H1L, 55X, “MATRICA ©°7)

WRITE(S, 20) (C(J),Jd=1, NM)

30 FORMAT(" -~ <MxF1z 3

je pri

ti na
I
II

siedeé

(4]

10
15
20

25

CALL EXIT
END

U ovom slucaju elementi matrice A1 su registrovani kao 3to
kazano u tabeli 2.5.

Na kraju, pretpostavimo da su elementi matrica A, i B1 da-
karticama, u formatu 8F10.3, na slede¢i nacin(po kolonama):

kartica: a19> 8545 8155 8pps g3 3pgs Dy boqs
kartica: b12, b22, b13, b23.

U slu€aju koriscenja jednodimenzionalnih nizova, imamo
i program:

DIMENSION A(12),B(12),C(12)
READ(8:5) N, M
FORMAT(211)
NM=N3#M
READ(8, 10) (A(I), I=1,NM), (B(I), I=1, NM)
FORMAT (8F10. 3)
DO 1S I=1,NM
C(I)=A(I)+B(I)
WRITE(S, 20)
FORMAT (1H1, SX, “MATRICA C~/)
DO 25 I=1,N
WRITE(S, 30) (C(J), J=I,NM, N)
FORMAT(” 7, 4F12. 3)
CALL EXIT
END
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SmeStanje elemenata matrice A1 je dato u tabeli 2.6.

N| 2 3 4
L] [af [2] T
Vol agy | oag
2 5 [é_ 1
2 ajT—_ aLE_ 4[__
G T ] T
3] a4y ] 23 .

Tabela 2.6
1.3. NIZOVI I MATRICE U POTPROGRAMIMA

U ovom poglavliju razmotriéemo slucajeve kada su nizovi i
matrice argumenti potprograma. U protivnom, ukoliko to nisu, ima-
mo jednostavan slucaj. Naime, tada je potrebno, pomocu naredbe
DIMENSION, definisati maksimalne vrednosti indeksa u cilju obezbe-
djenja potrebnog memorijskog prostora.

Kao &to je poznato(videti [1]), za nizove koji su argumen-
ti potprograma, obezbedjenje memorijskog prostora u okviru potpro-
grama nije potrebno, s obzirom da je to ucinjeno u glavnom progra-
mu. Medjutim, da bi se u potprogramu znalo da se radi o6 nizu, pot-
rebno je koristiti naredbu DIMENSION. ITustrujmo ovo prostim pri-
merom. Neka Jje niz A argument u potprogramu SIGMA(A,N,F).bTada je
dovoljno u naredbi DIMENSION staviti samo A(1), tako da poetni
deo potprograma izg]eda )

SUBROUTINE SIGMA(A,N,F)
DIMENSION A(1)

Fiktivni argument N ukazuje na konkretan broj elemenata niza A.
Potpuno isti efekat je ako se stavi A(N). Poslednji oblik je doz-
voljen samo u potprogramima, za nizove koji su argumenti potpro-
grama. :
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Ne3to sloZeniji slu€aj javlja se kod matrica kada se nadju
kao argumenti potprograma. I]ustroVaCemoiévo na primery matrice

U sledefem programu, matrica K se generiSe, a zatim se po-
zivaju potprogrami PP1, PP2, PP3 i PP4, u kojima je redom, u nare-
dbi DIMENSION, uzeto K(N,M), K(1,1), K(3,1) i K(t).

~ Iz odgovarajuc¢ih potprograma Stampa se matrica K za sve mo-
guée vrednosti N i M(N=1,2,3:M=1,2,3,4).

DIMENSION K{(3Z, 4)
oo 20 1=1,2
oo 20 J=1,4
20 K(I, H=(I-1)%4+d
oo 1o 1J=1, 4
WRITE(S, 11)1d :
11 FORMAT( 17, 55X, “MATRICA kK L} PP, I1/76X "N 31X, "M77)
DO 10 N=1,32
oo 10 M=1.4
G0 TOCL, 2,3, 4), ITd
1 CcalL PPL(K, N, M)
GO TO 10
2 CALL PPZ{K,N: M)
GO TG 10
3 CALL PP3(K,N,M)
GO TO 10
4 CALL PP4(K,N, M)
10 CONTINUE
CALL EXIT
END

SUBROUTINE PP1(K:N, M)

DIMENSION K(N, M)

WRITE (S, 200N, M, ((K(I,J), =1, M), I=1,N»
20 FORMAT (76X, 11, 1X, I1, <M>14/(9X, <M>14))

RETURN

END

SUBROUTINE PPZ(K,N, M)

DIMENSION K(1,1)

WRITE(S, 200N, M, ((K(I,J),J=1,M), I=1, N)
20 FORMAT(/6X, 11,1X, I1, <M>I14/(9X, <M>14))

RETURN

END
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SUBROUTINE FP3(K, N, M)
DIMENSION K(3,1)
WRITE(S, ZOON, M, ((K(I,.0),J=1,M), I=1,N)
20 FORMAT (/76X I1, 1X, 11, <M=147(9X, <M>14))
RETURN
END

SUBROUTINE PF4 (K, N, M)
DIMENSION K(1)
WRITE(S, 100N, M
10 FORMAT(/5X, 212)
NM=N#M
oo 15 1=1, N
15 WRITE(S, 20) (K{J), J=1, NM, N}
20 FORMAT( "+, CMFTA/(FX , <Me14))
RETURN
END

Elementi matrice K sme3teni su u redosledu(po kolonama)

Elementi
matrice K

—
w
©0
o
»
-
o
w
~
-
-
ES
o

12

Relativna
adresa

—
]
w
S
3]
[=))
~

8 910 11 12

Pri preno3enju matrice K u potprogram moZe se, pri nepra-
vilnoj definiciji u naredbi DIMENSION, do¢i do pogrednog rezul-
tata, 3to se lepo vidi iz ovog primera..

Posmatrajmo, najpre, potprogram PP1, gde je'u naredbi
DIMENSION stavljeno K(N,M). Pri ovome, za fiksirano N i M
(1xN<3; 1<M<4) iz niza elemenata matrice K uzima se prvih
N-M elemenata, na osnovu kojiih se formira nova matrica sa N vrs-
ta i M kolona. Na primer, za H=2 i M=3 uzima se prvih Sest ele-
menata: 1,5,9,2,6,10, na osnovu kojin se formifa matrica tipa

2x3 .
1 9 &6
5-2 10

"Primetimo da se tacan rezultat dobija kada je N=3, tj. ka-
da N ima vrednosf maksimalnog prvog indeksa u naredbi DIMENSION
u glavnom prograwu. Naravno, tacan rezultat se dobija i u slucaju
kada je M=1.
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MATRICA K U PP1 o _ MATRICA Kk U Pﬁz
N M 7 ‘N KM .

11 1 111

12 1S 12z 1 5

1 1 5 9 13 1 5 9

. Z 1
21 1 .
Pl
22 1 9 2 Z i ]
= = 5 @
23 109 4 23 1.5 7
5 2 10 S -l 2
24 1 9 & = 24 15 % Z
s 2z 10 7 = ¥ 2z 6
31 1 =11
= pu
- 2
F
32 1z 4L é g
5 & o
%10 vz
=3 1 9z 3 #E 01 3 ;
5 &6 7 =
9 10 11 ? 2 6
=4 1 2 3 4 34 1 5 9 2
% 10 11 iz ¥z 6 10

Potpuno isti rezultat se dobija ako se u potprogramu umes-
to matrice koristi niz(potprogram PP4), §to znali da su elementi
niza jednaki elementima matrice,koji su poredjani u niz kolona po
kolona.



MATRICA K 1l PP3

N M
11 1
1z i 2z

14 1 2 3
21 1
5
2z 2 1 2z
S &
2 = 1 Z 3
5] b 7
2 4 1 Z 3
5 & 7
31 1
o
32 1 bt
S &
710
33 1 el e
5 & 7
2?10 11
o 4 1 2 ]
. ] I3 7
2 10 11

[RORE

3. NIZOVI I MATRICE U POTPROGRAMIMA

s ]

s,

MATRICA K U
N M
11 1

14 1 5

z 11

2z 1 %
s z

5 Z
Z 4 1 v
21 1
o
32 1 2
5 &
¥ 10
z 3 1 2
) t
10
z 4 i 2
5 &
210

23

FF4
v
v oz
&
10

& 3
0 7
2

7
it

7 =
i1 1z

Ako je u naredbi DiMENSION u potprogramuprvi indeks matri-

ce isti kao u naredbi DIMENSION y glavnom programu{videti PP3),
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1
v

na osnovu prethodnog moZe se zakljuciti da ce elementi matrice
u potprogramu imati pravilan tretman.

U potprogramu PP2 u naredbi DIMENSION je uzeto K(1,1). U
ovom slucaju, niz elemenata matrice K, u potprogramu se tretira
kao da matrica ima samo jednu vistu. Na primer, za N=2 i M=3 do-
bijamo u pgvoj vrsti redom elemente 1,5,9, dok se elementi kolo-
na, normalno, dobijaju po pravilnom rédds1edu niza, polazeci od
odgovarajuceg elementa prve vrste. Dakle, na ovaj nacin dobijamo

1 5 9
5 9 2

Pri radu sa matricama u potprogramu, treba postupati

matricu

dosta obazrivo i uvek imati na umu prethodno razmatranje. Bolje
je, medjutim, u potprogramima raditi samo sa nizovima, o Cemu ce
biti re&i u drugoj glavi. Sledec¢i deo programa

K==N :
DO 10 J=1,M
K=K+N
DO 10 I=1,N
IK=K+1

10 B(IK)=A(I,d)

vrii konverziju matrice A tipa NxM u niz B duZine N-M.

1.4. PREGLED BIBLIOTECKIH FUNKCIJSKIH POTPROGRAMA
ZA RACUNAR PDP-11/40

U ovom poglavlju dajemo pregled bibliotedkih funkcijskih
potprograma koji sé mogu koristiti u svakom programu, navodjenjem
njihovih imena. U priloZenoj tabeli, za tip argumenta i tip rezul~-
tata, koriscene su sledefe oznake: i

1 celobrojna veli¢ina{INTEGER)

R realna velifina obicne tacnosti(REAL)

D realna velicina dvoﬁtruke taénosti(DOUBLE PRECISION)
C kompleksna velicina(COMPLEX)



z=x+iy, Re

[x| apsolutna vrednost

[x] celi
sgn x znak

1.4. PREGLED BIBLIOTECKIH POTPROGRAMA ...

Z= X,

deo_.od x
od x.

Imz=y

0BLIK TI1P 0 P.IS
u FORTRANu u matematici arg.| rez
ABS(X) I x| R R
IABS({I) || I I Apsolutna
DABS(X) | x| D D vrednost
CABS(Z) | 2| =Vx%FyZ C | c '
’_FLOAT(I) I R
IFIX(X) R I
SNGL (X) D R Konverzija
DBLE(X) R D veli&ina
REAL (Z) Re z = x ol
AIMAG(Z) Imz=y c R
CMPLX(X,Y) z = x+iy R c
AINT(X) [Ix]]sgn x "R R .
INT(X) R I Odbacivanje deci-
IDINT(X) D I mala datom broju
MOD(I,J) i(mod j) I I Modularna
AMOD(X.,Y) x-y[i] R R aritmetika
DMOD (X, Y) y D D
AMAXO(I,Jd,...)| max(i,d,... I R
AMAX1(X,Y,...) R R Odredjivanje
MAX0(I,d,...) I 1 maksimalnog
MAXT(X,Y,...) R I argumenta
- DMAXT(X,Y,...) D D
AMINO(I,d,...)| min(i.i,... 1 R
AMINT(X,Y,...) R R Odredjivanje
MINO(I,d,...) I I minimalnog
MINT(X,Y,...) R I argumenta
DMINT(XsY,...)} D D
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SIGN(X,Y) |y|sgn x R R Znak prvog argumen-
ISIGN(I,J) 1 I ﬁta dodeljuje se modulu
DSIGN(X,Y) D D drugog argumenta -
r_._
DIM(X,Y) X=min{x,y) R R " Pozitivna
! N
IDIM(I,J) i-min{i,j) I I raziika
EXP(X) eX R R _
DEXP (X) D D Eksponencija]na
CEXP(2) e? c | c funkcija
ALOG(X) 1ogex R R
ALOGTO(X) 1oglox R R Logaritam
DLOG(X) D D
DLOGT0(X) D [.D
CLOG(Z) 1ogez C C
SQRT (X) %3 R R
DSQRT(X) D D Kvadratni koren
CSQRT{Z) /Z ) c
SIN(X) sin x R R
DSIN(X) ‘D D
CSIN(Z) sinz C C Trigonometrijske
COS(X) cOS X R R funkcije
© DCOS(X) D D ’
- €CO0S(Z) cos z o c
- TANH(X; th x R R: Hiperboli¢ki tangens
ATAN(X) arctg x R R
DATAN(X) ’ D D Inverzna funkcija od
ATAP{Z(X,Y) arctgi R R tangens
DATANZ(X,Y) y D D
CONJG(Z) x-iy C C Konjugovani broj




2. METODI OPTIMIZACIJE FORTRAN PROGRAMA

2.1. UvoD

Algoritamski re§iv problem moZe se programirati na visSe
razliéitih na€ina. Programi koji ispravno re$avaju jedan isti
problem mogu se prema svojim performansama priliéno razlikovati.
Na primer, prema zauzec¢u memorije i brzini jizvrSenja, razlike do-
stiZu i odnos 1:50. Novije verzije kompajlera, podrZane moderni-
jim ‘procesorima i operativnim sistemima, imaju u sebi ugradjene
rutine za izvesnu optimizaciju programa. Razume se, logicka op-
timizacija programa je bila i ostala primarni zadatak koji se
redava u dijalogu Covek - masina. Optimizacija koja se odnosi na
optimalnu hardversku podrsku programa, odnosno optimalno koris-
¢enje postojece raCunarske konfiguracije,obuhvata:

1. Taénost izraCunavanja;
2. Racionalno koriscenje unutrainje memorije racunara;
3. Brzinu izvrsSenja.

Naredbe i podaci potrebni za izvrSenje programa smedtaju
se u unutradnju-operativnu memoriju. Razlicite operacije nad po-
dacima odvijaju se u komunikaciji izmedju memorije i komandnog
organa .- procesora. Kako je memorija ogranicenog kapaciteta. u
nju realno moZe da stane ogranicen broj naredbi i podataka Sto
zna¢i da je velicina programa ograniCena kapacitetom centralne
memorije. Problem racionalnog koris€enja memorija redava se na
viSe nacina:

- Izborom optimaine duZine podatakas;

- ViSestrukim koridéenjem istih memorijskih prostora i to:

a) na nivou promenljivih,

v

b) na nivou programskih celina.

ST
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2.2. TACNOST IZRACUNAVANJA ¥

U skoro svim numerickim problem1ma, izlazna 1nformac13a,
i1i kako se Ce3€e kaZe numericCko redenje, . praceno je greskama ¢i-
ji izvori mogu biti raztiiti. MedJut1m, u opstem slucaju, mozZe
se reé¢i da greSka izlazne informacije pot1ce od

1. gre3ke ulazne informacije;
2. gre$ke algoritma,
i moZe se predstaviti sledeéim blok dijagramom:

Gredka Greska
ulazpe B GreSka izlazne
informacije algoritma informacije

U ovom poglavliju ukazacemo samo na neke vaZnije pojmove
koji se srecu pri analizi greSaka.

PribliZan broj X je broj koji zamenjuje talan broj x u iz-
raCunavanjima i neznatno se razlikuje od njega. Odgovarajuca gre-
Ska* je

e = X - X.
Svaki- broj x moze se predstaviti u normalizovanom obliku

(2.1) x = (+ 0.a1a2...a (a1 £ 0),

nnerc e
gde je b osnova brojnog sistema, a ai(1=1,2,..;)-cifra brojnog
sistema (0<a;< b).

Broj fO.a1a2...a zvacemo ‘mantisom i oznalavati sa

a e
n+1
x*. Broj k zvacemo karakteristikom. Dakle, moZemo pisati

X = x*bk

Najéeiée je u upotrebi binarni il1i decimalni brojni sistem,
tj. b =2 il1i b = 10.
Za X se kaZe da aproksimira broj x sa m znaajnih ci-

fara ako je m najveéi broj cifata mantise, za koji |x* - x*|
ne prelazi jedinicu m-tog mesta.

U prakti&nim izraunavanjima,primenom elektronskih racunara,
prinudjeni smo da radimo sa jednim vrlo uskim skupom brojeva.Naime,

~¥)Cesto se ova gre§ka naziva apsolutnom greikom.Medjutim,ovo je
pogresno jer je apsolutna gredka |e! = |x - x|
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svaki realni broj oblika (2.1) koji se dobija kao rezultat odre-
djenih racunskih operacija, zamenjuje se pribliZnim brojem oblika

X = ($0.a,a,...a )b (a, # 0).

U ovom slucaju kaZemo da imamo mantisu sa n razreda.

Proces odbacivanja cifara mantise u broju x, pofev od ci-
fre 41 nagiva se prosto odsecanje. Apsolutna gred3ka pri ovome
je

fel <b

Apsolutna greska, pri zameni broja x brojem x, moZe se
smanjiti ako se koristi tzv. postupak zaokrugljivanja brojeva.Taj
postupak se sastoji u sledecem:

1% Ako je

g 41

koristi se prosto odsecanje;

29 Ako je
a +a_ b7 le 1
n+1 n+?2 > 12b
cifra an se povefava za jedinicu, a c1ffe a 1> A9 SE odba-
cuju. ‘
3° Ako je
a +a' b_1 + = 1b
n+1 n+2 ce K

ravnopravno se mogu koristiti pravila 19 4 29,

Na ratunskim maSinama zaokrugljivanje se najceSée izvodi

dodavanjem broja %bk"n rezultatu x, a zatim se vr3i prosto odse-

canje. Ovo znali da se u neredSenom slulaju 3% uvek a, zamenjuje
: . o] . :

sa a4 (pravilo 2’).

Napomenimo da se kod rucnog zaokrug]jivanja brojeva u de-
kadnom sistemu (b=10) u néré§enom slucaju 3° preporucuje sledece
pravilo: X

‘ Ako je cifra an,paran‘broj koristiti pravilo 10, a ako je
neparan broj koristiti pravilo 2%,
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Na primer, sukcesivno zaokrugljivanje broja m=3.1415926535
897932 daje redom brojeve: '

14159246535897232
1415924653583%793
1415926535897
1415392465358378
141592653590
141592465359
14139263536
141592654

. 141592465
1415927

1415932

i415%

13416

142

14

1

O G0 00 L0 G G Gl G 0 0 G 0 L0 0 D (O L

Apsolutna greska kod zaokrugljenog bréja je

’e| < %b-n+k ,

Detaljnija analiza gresaka moZe se na¢i u [2].

2.3. RACIONALNO KORISCENJE UNUTRASNJE MEMORIJE RACUNARA

2.3.1. SmeStanje podataka

Najmanja adresibilna jedinica memorije je bajt (byte). To
je skup od osam osnovnih jedinica memorije - bitova. Dva susedna
bajta ¢ine Sesnaesto bitnu rel, koja se Sematski moZe prikazati
kao na sl.2.1.

“gornji bajt donji baijt
| I R R T Ll s1.2.1

15 8 7 0

Memorija se moZe posmatrati kao niz adresiranih bajtova (51.2.2),
ili niz parova bajtova - niz re&i (s1.2.3).

UkaZzimo sada na nacine sme3tanja podataka u memoriji racu-
nara.

1. SmeStanje INTEGER brojeva.Celi brojevi se smedtaju u

binarnoj komplementarnoj reprezentaciji(videti s1.2.4) u jednu

reé(dva bajta),5to se zahteva pri kompilaciji programa zahtevom



2.3. RACIONALNO KORISCENJE UNUTRASNJE MEMORIJE RATUNARA 31

8-bitni bajt 16-bitna reé

f—J;\

} donji 000000 000001 gorngji donii. 000000
rec gornii 000001 000003 gornji donji 000004
ros donji 000002 000005 gornji —donJji 000006

e Jorngs 000003
donji 000004
gornji 000005
e
—
donji 177774
gornii 177775
{ donji 177776 177775 gornji donji 177774
gornji 177777 177777 gornji donji 177776
s1.2.2 $s1.2.3
znak
=t binarni broj
15 14 0
s1.2.4

"/ON"™ (ONE WORD = ONE INTEGER).Bez zahteva "/ON",celobrojne konstan
te i promenljive zauzeCe adresom dve reci,dok Ce se njihova vrednos
smestiti u jednu rec.Celobrojne konstante i promenltjive moraju da
leZe u intervalu od -32768 do +32767.

2. SmeStanje REAL brojeva (obiéna tatnost).REAL brojevi se
predstavljaju u pokrefnoj tacki(Floating Point) i smeitaju u dve

znak
. 0=+ : mantisa viseg
rec n: 1=- eksponent reda
15 1b 7 6 0
re¢ .n+2: mantisa niZeg reda

15, 0
,51.2.5



32 2. METODI OPTIMIZACIJE FORTRAN PROGRAMA

reii~Cetiri bajta(s1.2.5).Kako je'bit najvece tezine mantise,posle
izvriene normalizacije uvek jednak 1,postiZe se efektivna preciz-
nost od 24 bita i1i aproksimativno 7 decimalnih cifara.Ov%m se.pos-
tiZe registrovanje brojeva koji leZze priblizno u intervalu od
0.14-10'38 do 1.7-1038.Naravno,ovde je reé samo o brojevima sa naj-
vide 7 znacajnih decimalnih cifara.

3. SmeStanje REAL brojeva(dvostruka tatnost).Brojevi dvos-
truke tdacnosti se smeitaju u 4 rec¢i-8 bajta(videti s1.2.6).Efekti-

“znak
. 0=+ mantisa viseg
re¢ n 1=- eksponent reda
1y ih 7 6 . 0
reé n+2: mantisa niZeg reda
15 0
re¢ n+4: | mantisa niZeg reda
15 4
re¢ n+6: mantisa najnizeg reda
15 0
s1.2.6

vna preciznost je 56 bitova ili aproksimativno 16 decimala.Broj po
apsolutnoj vrednosti mora da leZi u intervalu .od 0.14-10'38 do
.1n38
1.7-10°".
4. SmeStanje kompleksnih brojeva.Kompleksni broj se pred-
stavlja parom realnih brojeva datih u obicnoj talnosti(s1.2.7).

znak
0=+ mantisa
= eksponent AT
rec n 1=~ P viZeg reda
o . K o realni deo
re¢ n+2: . mantisa niZeg reda
ls 0
zZnak
re¢ n+4: |9=*| eksponent mantisa
: 1=- viseg reda
=TT 1% 7 6 (RN imaginarni deo
re n+6: mantisa niZeg reda
15 2

s1.2.7
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5. Sme3tanje podataka tipa.BYTE(ili LOGICAL*1).Brojevi se
smedtaju u jedan bajt,prema s1.2.8,i mora da se nalaze u intervalu
od -128 do +127.

nespecificirano podatak

15 8 7 0

s1.2.8

6. SmeStanje Hollerith-podataka.Tekstovi,alfanumericki znaci

(karakteri),sme§taju se u memoriji po jedan karakter u jedan bajt,
s time da predposliednji bajt ostaje prazan u slucaju neparnog broja
karaktera.Maksimalan broj karaktera je 255(videti s1.2.9).

re¢ 0: 2. karakter 1. karakter

15 . 8 7 0
re¢ 2: 4. karakter 3. karakter

15 8 v 7 0

g N, - n-ti karakter

re¢ »: prazno-408 (n<255)

15 B 7 0

s1.2.9

7. SmeStanje podataka tipa LOGICAL.Logicke promenljive se
memorisu u jednoj rei i mogu se koristiti u logickim i aritmetic-

kim izrazima.Logicke vrednosti. TRUE i FALSE prikazane su na s1.2.10.

True: 1 7 7l 7 7 7
15 ‘ 0
False: 0 0 0 0 0 0
15 0
s1.2.10

U logickoj IF naredbi svaka vrednost razlic¢ita od FALSE tretira se
kao TRUE.

U tabeli 3.1 daje se pregled smeStanja predhodno navedenih
podataka u memoriji. '
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Vrsta podatka DuZina podatkg[ba3t|
Minimal] Maksim|Stand. .
I'NTEGER 2 4 4
REAL(REA L*B) 4 8 4
COMPLEX 8 8 8
LOGICAL(BYTE)| 2 2 2
Hollerith 2 255 2-255
Tabela 3.1

2.3.2. Odredjivanje duZine podataka

Za sve podatke koriicene u programu pfetpostav]ja se stan-
dardna duZzina.Pored standardne duZzine,postoji i minimalna i maksi-
malna duZina podataka.U zavisnosti od programskih zahteva,odredju-
je se optimé]na duZzina,s ciljem da se zauzme minimalni memorijski
prostor.

Tip promenljivih u programu se moZe definisati opisnom nare-
dbom za implicitnu deklaraciju

IMPLICIT 1ista ,
gde su elementi Tiste oblika

‘ tipxs (niz pocetnih slova),
s je duzina podataka u bajtovima koja se odnosi na odgovarajucu
vrstu promenljivih,éija imena pocinju slovima navedenim u nizu.Ako
promenljive koje se implicitno deklari3u imaju standardnu duZinu,
lista se piSe u obliku:

tip (niz poCetnih slova).

Implicitno definisanje tipa promenljivih koje vr$i sam kom-
pajler odgovara naredbama:

IMPLICIT REAL (A-H),(0-Z)
IMPLICIT INTEGER (I-N)

‘Naredba
IMPLICIT INTEGER (X,Y,Z),REAL*8 (R,S,T)

znali da ¢e sve promenljive &ija imena pocinju slovima X,Y,Z biti
celobrojna i svaka €e zauzeti 4 bajta-2 reli(bez specifikacije
"/ON" pri kompiliranju,5to znaZi da se jedna celobrojna promenlji-
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va smeita u jednu re-dva bajta),a promenljive &ija imena poc&inju
slovima R,S,T bic¢e realne promenljive dvostruke tacnosti,duzine
4 re¢i-8bajtova.

Pri implicitnom odrdjivanju tipa promenlijivih treba obrati-
ti paZnju na to da ne promenimo tip nekih bibliotelkih funkcija
(sVih osim onih koje daju kompleksan rezultat i1i rezultat dvostru-
ke taénosti).Tako ¢e funkcija FLOAT u programu: '

IMPLICIT INTEGER (A-7)
REAL X

I=1

X=FLOAT(I)

da dgenerise pogredan rezultat tipa INTEGER i da ga dodeli promen-
1jivoj X.0vaj program mora da sadrZzi i naredbu za eksplicitno de-
finisanje tipa promenljive:

REAL FLOAT

Eksplicitno odredjivanje tipa promenljivih za svaku odre-
djenu promenljivu i1i polje(niz,matricu) vr3i se naredbama:

INTEGER
INTEGER*2 (isto kao INTEGER)

REAL

REAL*4 (isto kao REAL)

DOUBLE PRECISION

REAL*8(isto kao DOUBLE PRECISION)
COMPLEX

LOGICAL

BYTE

LOGICAL*1

Predhodno data razmatranja mogu se koristiti za optimizaci-
ju duZine podataka.

2.3.3. Visestruko koriSc¢enje memorijskog prostora na nivou promen-
© 1jivih ~

ViSestruko koriscenje memorijskog prostora na nivou promen-
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1jivih moZe se primeniti

-unutar jednog programa;

-od strane vise programskih jedinica.
Opisna naredba za visestruko koriééénje memorijskog prostdra na ni-
vou promenljivih unutar jednog programa defini3e zajedniZka polja
i ima oblik '

EQUIVALENCE lista ,
gde je Tista spisak promenljivih nazdvojenih zarezima kojj zauzima-
Jju isto mesto u memoriji ako su iste duZine,ili se preklapaju,ako
su razli¢itih duzina.Tako,na primer,imamo

EQUIVALENCE (J,K),(TEZ,DUZ),(A,B,C)

Sto znaci da ¢e promenljivim J i K biti- dodeljeno isto polje u me-
.moriji>du21né 2 bajta,ﬂea]nim promenljivim TEZ i DUZ isto polje
duZine 4 bajta(2 reci), i promenljivim A,B,C polje duzine 4 bajta.
Bez koriicenja predhodne naredbe za smestanje u memoriji bilo bi
nam potrebno 24 bajta(Jd,K,TEZ,DUZ,A,B,C - 2x2+5x4=24).Koriicenjem
naredbe EQUIVALENCE potreban memorijski prostor se svodi na 2+2x4=
10 bajtova.

Ako imamo

DIMENSION A(100),B(100)
EQUIVALENCE (A,B)

uSteda u memoriji Ce biti 400 bajtova.
Za promenljive razlicitih duZina zajednicko pb]je odredjeno
je promenljivom najvece duZine.Na primer,ako imamo

COMPLEX C1,C2

REAL*8 A,B,C

REAL I,J,K

INTEGER*2 KOKA,KOLA

LOGICAL L4,L3

EQUIVALENCE (C1,C2,A,8,C,1,J,K,KOKA,KOLA,L4,L3)

polje sa rasporedpm promenljivih izgleda kao na s1.2.11.

Nizovi se takodje mogu smeStati wu zajedniika polja sa obi-
¢nim promenljivim i1i sa drugim nizovima.Naredbe

DIMENSION Y(20)
EQUIVALENCE (Y,X)
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imaju isti efekat kao i naredbe

DIMENSION Y(20)
EQUIVALENCE (Y(1).X).

zajednicko polje —
8 [ 7 [ 6 [ 5 1 4 [ 3 T 2 T T J(bajt)
’ cT
C2
A
B
C
I
J
K
KOKA
KOLA
L4
st.2.11 L3

Raspored promenljivih,definisanih naredbama

DIMENSION X(7),Y(3),2(2,2)
EQUIVALENCE (X(5),Y(3),2(2,1))

u zajednickom polju izgleda kao na s1.2.12.

polje NN
26 I,z %,l 21 m,,[,u m,g[ 1313 | ,98,7'6,5»13[2,1(bajt)

X{7) X(6) | X(5) | X(4) | X(3) | X(2) | X(1)
Y(3) | v(2) | v

z(2,2) 2(1,2)| z(2,1)| 2(1.1)

st.2.12
‘U daljem tekstu razmotricemo viSestruko kori3éenje memorij-
skog prostora. na nivou promenljivih od strane vige programskih je-
dinica. o
Dok naredba EQUIVALENCE omoguéuje visestruko koriicenje is-
tih memorijskih prostora unutar jednog programa ili potprograma,
postoji potreba za viSestrukim koriS€enjem istih delova memorije
od strane vi3e programékih jedinica-programa,potprograma ili niza
'povezanih;programa.Naredba za definisanje zajedniéke zone je



38 2. METODI- OPTIMIZACIJE FORTRAN PROGRAMA

COMMON lista ,
gde je lista spisak promenljivih,medju sobom odvojen{h zérezima.
Ako u programu imamo v
COMMON X1,X2,X3,I,4
a u potprogramu naredbu
COMMON A,B,C,L,M

tada €e zajednilki prostor u memoriji biti kao na si1.2.13.
program '

—~gge—

J 1 X3 X2 X1
16 J15 |14 [13 [12]11 [0 ] 9| 8] 7651413 [27]1
M L c ‘ B A
potprogram
s1.2.13

Jasno je da naredba COMMON omogucuje ulaz podataka iz programa u
potprogram i obrnuto,bez njihovog navodjenja kao argumenata pot-
programa,3to doprinosi,zbog direktnog adresiranja,poveanju brzi-
ne izvrSenja programa.
‘ Pored neimenovanih zona navedenih u COMMON opisu,postoje i
imenovane zone,koje sadrie grupu i1i blok promenljivih:
COMMON /R/X,Y//B,C,D ‘

Ovde imamo blok-zonu R,koja sadrZi promenljive X,Y i neimenovanu

zonu sa promenijivim B,C,D.0va naredba se moze napisati i ovako:
COMMON B,C,D/R/X,Y

Ako,na primer,program sadrzi:

COMMON A,B/R/X,Y,Z

kao prvu naredbu za zajednicko podrucje,a potprogram sadrZzi nared-
bu:

COMMON /R/U,V,W//D,E

pristup istoj zoni memorije iz programa i potprograma izgledace
kao na s1.2.14,
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program
B A z Y X
20] ] p7bve] | [13ft2] | [9l8[ | s 41 ] IEHE bajt_
E D W ) U
potprogram
sl1.2.14

Kombinacijom naredbi COMMON i EQUIVYALENCF mogu se postici
jo§ vece uStede u memorijskom prostoru.Na primer,

COMMON /R/X,Y,Z
DIMENSION A(4)
EQUIVALENCE (A,Y)

prouzrokovac¢e raspored u memoriji prikazan na sl1.2.15.

_ 7
o0l T Taizlwel T TisTel T Tols] T T51a 1 1 11]1<bajt
A(3) A(3) A(2) A1)

s§1.2.15

Medjutim,nepai1jﬁvo programiranje moZe dovesti do pogred-
nih zahteva.Neka je,na primer,dato:

COMMON /R/X,Y,Z -
- DIMENSION A(4)
EQUIVALENCE (X,A(4))

S obzirom da je izvr3eno preklapanje prve promenljive bloka R,X 1

Cetvrtog €lana niza A(4).,nije ostavljeno mesto za A(1),A(2) i A(3)
(videti s1.2.16).

o7z v ] [ L

A | A@) IO AC)Y L AG)
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Da ne bi do$lo do pogreSnih opisa promenljivih prouzrokova-
nih nekorektnim redosledom opisnih naredbi,navodimo ispravan redo-
sled: '

1. Eksplicitna deklaracija vrste promenljivih{INTEGER,REAL,
DOUBLE PRECISION,COMPLEX,LOGLCAL,BYTE);

2. Implicitna deklaracija vrste promenljivin(IMPLICIT);

3. Navodjenje imena potprograma koji se javljaju-kao argu-
menti drugih potprograma(EXTERNAL);

4. Dimensionisanje polja(DIMENSION);

5. Definisanje zajednickog memorijskeg prostora za vise
programskih Jjedinica(COMMON); ‘ ’

6. Definisanje zajednickog meﬁorijékog prostora u jedno]
programskoj jedinici(EQUIVALENCE);

7. Funkcijske naredbe;

8. Programska procedura.

2.3.4.Vi3estruko korigéenje mehorijskog prostora na nivou program-

skih celina

Vrlo Cesto se deSava da 1 pored optimalnog kori§éenja memo-
rije na nivou promenljivih,veliéina programa prevazilazi kapaci-
tet memorije.Taj problem se reSava deobom programa pa manje prog-
ramske jedinice(segmente) i uvodjenjem tih segmenata u memoriju
prema potrebi-po pozivu.Preklapanje (OWERLAY) programskih jedini-
ca vr3i se tek onda kada je prethodna jedinica zavr$ila rad i po-
zvala narednu.Ovakva organizacija se zove LOCAL(load-on-call).Na
primer,ako -se program sastoji iz viie programskih jedinica,sekve-
ncijalna Sema programa(s1.2.17) se moZe preurediti u razgranatu
Semu-prema s1.2.18.Razgranata struktura programa koja se bazira
na preklapanju programskih jedinica B i C,D,E,F i D i E,F,nara-
vno ne u isto vreme,omogucéiée smeStanje programske strukture veli-
Cine 45kW(kilo=re¢i) u memoriju velidine 20kW.Princip ovakve orga-
nizacije(LOCAL-OWERLAY) je da se u jednom trenutku u memoriji na-
laze samo aktivni programski delovi,a da se ostali delovi uvode u

~memoriju samo po potrebi,na poziv operativnog sistema.Uvodjenje
potrebnih programskih delova u memoriju moZe se vriiti na kraju
izvr3ene programske jedinice naredbom CALL LOAD("ime nove progra-
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A | sk , A Isk
B |5k [
¢ |sk SKI B c Isk
D 1ok 1
E F I 5k
10k D
£ |5k _
Folsk
$1.2.17 s1.2.18

mske jedinice"),ili automatski,programiranjem Seme redosleda uvo-
djenja programskih segmenata u memoriju,3to je podrZano operativ-
nim sistemom.Medjurezultati programa moraju se Cuvati u posebnom
delu memorije sa kojim se'nikada ne vr3i preklapanje i koji se zo-
ve osnovni deo programske strukture il1i koren(R00T),oznalen u 3e-
mi sa A.0 uticaju ovakve organizacije smedtanja programa u memo-
riju,na brzinu izvr3enja programa,bice re¢i u daljem tekstu.

2.4. BRZINA IZVRSENJA

Dve osnovne karakteristike operativne-brze memorije u pog-
ledu brzine su vreme pristupa i memorijski ciklus,5to za sistem
PDP11/40 iznosi: -

vreme pristupa - 360 ns;

memorijski ciklus 900 ns.

Za numericki orijentisane probleme od velike su vaZnosti
brzine izvr3avanja aritmetickih operacija(FLOATING POINT),koje su
date u tabeli 4.1.

/ Pri rédu sa diskovima(kori3éenje virtuelne memorije na di-
sku).vaZzno je znati karakteristike disk jedinice RKO5:

—kapacitet 1.2-106‘re61;

-vreme priStupa 70 ms;
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‘-vreme prenosa 11 us.

Min Ma x Srednje
iOperacijd vreme - | vreme vreme

(us] | [us] | [ws]
¥ 18.78 | 34.18 | 26.48

- 19.08 34.18 26.48

- 29.00 | 37.50 ) 33.25
. 46.72 } 55.22 | 50.97
Tabela 4.1

Sada ¢emo ukazati na izvesne naCine za povecanje brzine iz-
vrienja programa.

Pri nepazljivom pisanju hrograma pojedine aritmeticke ope-
racije mogu se nepotrebno ponavljati,Sto boveﬁava vreme izvrSenja.
Na primer,umesto

Q1=A+X*Y
Q2=B+Y=*X
Q3=X*Y+C

treba pisati

T=X*Y
Q1=A+T
Q2=B+T

Q3=T+C

Umesto

D0 10 I=1,100
10 $=2.0%Q*A(I)}+S
treba pisati
P=2.0%Q
DO 10 I=1,100
10 S=P*xA(I)+S
gde izvlacenjem izraza 2.0*Q ispred petlje elimini%emo 99 opera-
cija mnoZenja.
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Zamenom jedne aritmetiéke IF naredbe oblika

IF(X-3.141592)10,20,10
10 CONTINUE

naredbom

IF(X.EQ.3.141592) GO TO 20
10 CONTINUE

Stedimo vi3e operacija testiranja i grananja.

Svi podaci u memoriji rafunara su adresirani da bi mogli da
budu pronadjeni i da bi mogli da budu podvrgnuti Zeljenim operaci-
jama.Postoje dva osnovna nacCina adresiranja podataka u memoriji:

a) direktno adresiranje

b} indirektno adresiranje.

Ove dve vrste adresiranja imaju vide razlicCitih podvrsti o kojima
neée biti re€i.Pristup direktno adresiranim podacima je brZi pa
iako je programeru u FORTRANu teZe da podesi nacCin adresiranja ima
primera gde se to moze postici: :
Primer 2.4.1. Ako imamo potprogram tipa SUBROUTINE i1i FUNCTION,
adresiranje parametara potprograma je indirektno pa je prenoSenje
argumenata iz programa u potprogram i obrnuto sporije.Brzina iz-
vrienja se moZe povecdati ako se umesto programa i potprograma ob-
Tika ’

potorogram:  SUBROUTINE(A,B,C,D) ~ program:

A=...
B=...
C=... :
: CALL PRIMER(X,Y,Z,T)
RETURN
END END
napise
potprogram:  SUBROUTINE PRIMER program:
‘ COMMON A,B,C,D COMMON X,Y,Z,T
A=...
B=... .
C=... CALL PRIMER
RETURN

END END
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Kada radimo sa poljima vec¢ih dimenzija od 1,usled. toga 3to
raunar radi samo sa jednodimenzionalnim nizovima(vektokﬁma),in-
terno preracunavanje adresa dovodi do velikih gubitaka u'vremenu.
Zato se preporucuje rad sa jednodimenzionalnim nizovima umestd vi-
Sedimenzionalnih(matrica). ‘

Na kraju, ukaZimo kako segmentacija programa utife na brzi-
nu izvrienja programa. ' '

Kada se, usled velicine programa, vr3i njegova podela na se-
gmente koji se po pozivu(1oad-on-ca11) uvode u iste blokove inter-
ne memorije, dolazi do velikih gubitaka vremena.Jasno je da se
preporucuje stvaranje 3to vec¢ih rutina za prekrivanje,jer se tako
broj uvodjenja u memoriju smanjuje, a time i gubici u vremenu.Teh-
nikom prekrivanja(OWERLAY), omogucuje se rad vec¢ih programa na ra-

Zun vremena izvrienja, §to se vidi sa slike 2.19.

memorija

vreme . e

§
E
B l l 1 fCD
c B c 3 L F
D
D

E l l | \
- - e} H] I s
y
G £
H e
-

s1.2.19



3, PROGRAMIRANJE UVODNIH PROBLEMA

U ovoj glavi dacdemo veéi broj kompletno re$enih problema,
koji imaju za cilj savladjivanje osnovnih principa programiranja,

kao i postepeno uvodjenje &itaoca u sloZenije numerifke procese.

3.1. Sastaviti blok Semu algoritma i napisati program za izraduna-

vanje sume

n
S = I X o
i=1
gde je
2 2 2
aj + bi + ¢ (ai+bi< ci),
X, = a; + Zbici (ai+bi==ci),
a; + b, - ¢c; (ai+bi> ci).
Trojke ulaznih podataka ai,bi,ci(i=1,...,n) su zadate na

karticama, tako da je na svakoj kartici po jedna, u formatu 3F8.2.
Broj n je odredjen brojem kartica sa podacima. Kraj podataka je
oznaden praznom karticom.

Izlazni rezultat §tam§ati u obliku:

ZBIR XXXX SABIRAKA IZNOSI:
S = =X XXXXXXXXE£XX

Rescnje. Blok 3ema algoritma po kojoj je napisan program
data je na sl. 3.1. Kao kriterijum za zavr8etak algoritma iskori-

%< . 2,,2. 2 - . . g
8¢en je uslov D==ai+bi+ci =0. Odredjivanje vrednosti za x; vrsi
se testiranjem znaka aritmetifkog izraza W==ai+bi—ci. Primetimo da

je algoritam tako organizovan da se sukcesivno obradjuju trojke
ulaznih podataka, tako da védjenje raduna o indeksu i nije potre-

bno.

45
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Pocetak

X:=a+b-c x:=a+2bc Ix:=a"+b"+c

5:=S+x
y
S1. 3.1

Program ima sledecdi oblik:

N=0
=0,

& READ(E, 10)A, B, C

10 FORMAT(3FS. 2)
D=A*A+B#E+CHC
IFD. ER. 0. GO TO 4
N=N+1
IF(A+B-C)1,2, 3

1 X=A+B-C

GO TO S

X=R+2. *Bx#C

GO TO 5

%=D

8=+,

GO TO &

4 WRITE(S,20IN, S

20 FORMAT(/9x, “ZBIR .14, SABIRAKA IINOSI “//
19%, “S= 7, E15.8 /7 )
CALL EXIT
END

]

[ W5



Za odredjeni skup ulaznih podataka, pomoéu ovog programa,

dobijen je izlazni rezultat

TEIR S5 SABIRAKA T7NOSI

S= 0. 45000000E 02

3.2. Prema blok Semi algoritma iz primera 1.4 (poglavlje 1.1) napi-
sati program za izraCunavanje vrednosti polinoma F(x). U programu
predvideti moguénost da se vrednost polinoma moZe izradunati za
viSe vrednosti argumenta x.

Program testirati na polinomu

3 6

F(x) = 1.5+2.5%+3.5x2 - 3.25x5-1.55x242.123x°-5.22x°,

uzimajuéi za x redom 1., 1.5, -1., 0.53, -0.55, 1.02.

ReSenje. Program i izlazna lista imaju oblik:

DIMENSION A(10)
READ(S,3) N
5 FORMAT(I1)
Ni=N+1 ‘
READ(8, 10) (A(I), I=1,N1)
10 FORMAT(8F10. 0)
WRITE(S, 40)
40 FORMAT(SX, “IZRACUNAVANJE VREDNOSTI POLINOMA”,
17 PO HORNEROVOJ SEMI-//)
15 READ(8, 10, END=30) X
N=N1-1
F=A(N+1)
20 IF(N EQ. 0) GO TO 25
F=F#X+a(N)
N=N-1
GO TO 20
25 WRITE(S,35) X»F
35 FORMAT (16X, “X= “,F5. 2, 5X: “F(X)= "F10. &)

GO 7O 1S ‘ N
20 CALL EXIT
END

-IZRACUNAVANJE VREDNOSTI POLINOMA PO HORNEROVOJ SEMI

x= 1, 00 FiX)= ~0. 397000
= 1. 50 F(X)= —49 028160
= —-1. 00 FiX)= -3. 143000
= 0.53 FixX)= 3. 175082
= -0. 55 F(Xx)= 1. 331294

x= 1.02 FiXy= -1, 030560
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3.3. Prema algoritmu iz primera 1.6 (poglavlje 1.1) napisati program
za izradunavanje i tabeliranje funkcije f(x) =shx za'x=0.1(0.1)0.8.

Funkcijskim naredbama definisati u, i &(n,x).

ReSenje. Program i izlazna lista iﬁaju oblik:

DIMENSION F(3)

Uoixir=x

PI (N, X)=X#X/FLOAT ( (Z#N+1 ) #25%N)
oy 10 I=1,8 ‘

X=0, 1#FLOAT (L)

U=Lo (X))

S=0

an
oy
H

[
+
c

U=FI(N, X)L}
N=N+1
IF(ABS(U). GT. 1. E-4) GO TD S

10 F(Il)=5

WRITE(S, 15 (I.F(1), I=1,8)
15 FORMAT(SX, “TABELA VREDNOSTI FUNKCIJE SHtX) /77

114X, X7, 6Xs "SH(X)“//(13%, 0. , I1,F12. &)

CALL EXIT )

END

TABELA VREDNOSTI FUNKCIJE SH(X)

X SH(X)
0.1 0. 1001467
0.2 0. 201336
0.3 0. 304520
0.4 0. 410752
0.5 0. 521095
0.6 0. 6364654
0.7 0. 758584
0.e 0. 888106

3.4. Prema algoritmu iz primera l.11(poglavlje l.l)napisati prog-
ram za odredjivanje svih prostih brojeva manjih od 1000.

ReSenje. Program za odredjivanje prostih brojeva zaklju&no
.do 999 1 njihovo prebrojavanje dat je na sledefoj strani. Iz dobi-
jene tabele vidimo da takvih brojeva ima 169.
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PROGRAM ZA QDREDJIVANJE PROSTIH BROJEVA

DIMENSION L(3500)
NN=25% :

[N

M=TI-J#L(K)
IF(M) 15, 15, 4
4 K=K+1
GO TO S
CONT INUE.

-
o

WRITE(S, 28N, (L(I), I=1,N)
2 FORMAT (1H1, 20X, “TABRELA PRVIH® 15, PROSTIH BROJEVA“// (6111))

[

CALL EXIT
END

TABELA PRVIH

2 3
17 1%
41 43
&7 71
@7 101

127 131
157 1463
171 193
227 229
257 263
283 293
331 337
367 373
401 409
437 443
4467 479
509 521
54632 569
599 &01
&31 641
&A1 a73
709 - 719
751 757
797 20
a9 239
877 851
i 29

267 971

14% FROSTIH BROJEVA

S
23
47
732

49



50 3. PROGRAMIRANJE UVODNIH PROBLEMA

3.5. Nacrtati blok Semu algoritma i napisati program za iz\raéuna—
vanje rastojanja i direkcionog ugla, ako su koordinate tadaka '
A(Xl’yl) i B(xz,yz) u drZavnom koordinatnom sistemu date na po jed-

noj kartici u formatu 4F8.3.
Kada u &itadu nema vie kartica zavrS8iti program.
Radunati po formulama:

' 2 2
Ax=?<2—xl, Ay =¥, =¥y R=/(Ax) + (Ay) T,

" arctgi—i (Ax > 0,0y 2 0),
T+ arctg% (Ax< 0),
o =* 21T+arctgi—¥( (Ax >0, Ay <0),
w/2 (Ax=0, Ay >0),
| 3n/2 (bx=0, Ay <0).

Slufaj Ax=Ay =0 ne razmatrati. Sludaj |Ax{<10_6 tretirati
kao Ax=0.

Ugao dobijen u radijane pretvoriti u stepene, minute i se-
kunde.

Rezultate Stampati u obliku:
X1/Y1 X2/Y2 R STEP MIN SEC

XXXX XXX XXXX . XXX
XXXXL XXX XXXX XXX XXXXX.OXXX XXX XX XX

ReSenje. Prema blok Zemi sa sl. 3.2 sastavljen je sledeci
program:

C= === ==sosoo=so=o=oo

C  I/ZRACUNAVANJE RASTOJANJA I DIRCKCIONOG UGLA
C=== s======
PI=3. 14159265
c STAMPANJE ZAGLAVL JA
WRITE(S, 20)
20 FORMAT(IHL//3X, “X1/Y17, SX, “X2Z/Y27, BX, "7, 5X,
1°STEP MIN SEC-/ )




c u
7
10

- RO N

oo

CITAVANJE KOORDINATA

READ(8, 10, END=99) X1, Y1, X2, Y2
FORMAT (4F8. 3

Dx=x2-x1

DY=Y2-V1

R=SGRT (DX#DX4-DY#DY)
IF(ABS(DX). LT. 1. E-6)G0 TO 1
IF(DX. LT.0)GO TO 2
IF(DY.LT. 0. )GO TO 3

FI=0.

GO TO 4

FI=FI

GO TO 4

FI=2 #*PI

FI=FI+ATAN(DY/DX)

GO TO 5

IF(DY. LT. 0. 2G0 TO 6
FI=PI/2

GO TO S

FI=3. #P1/2

STEP=FI*180. /P1

ISTEP=STEP
AMIN=(STEP-ISTEP)#560.
MIN=AMIN

SEC=(AMIN--MIN) *50.

ISEC=SEC

WRITE(S, 30) x1, X2, Y1, Y2, R, ISTEF, MIN. ISEC

30 FORMAT (1X,FB8. 3, 2X, F&. 3/1X, F8. 3, 2X, F8. 3, 2X,

1F9. 3, 2X, I3, 2X, 12, 2X, 12/)
GO TO 7

99 CALL EXIT

Primenom ovog programa dobijeni su sledeéi rezultati:

X

END

17v1 R2/NZ R STEF MIN SCC
1. OO 3. 000

1. VO 3. 000 2. 829 44 59 5%
3. 000 2. 000

2. 000 5. OLO 5.831. 30 57 49
2000 . VLo

1. 500 & S0 7.810 140 11 39
000 11, 000

S. VOO Z4. 000 20. 616 247 e S8
2. 000 7. 770

3,000 o, 880 £ 232 314 27 32

51
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Stampanje
zaglavlja '

—\__da

Kraj utaza

1 Kraj )

2m

i

d:=0 + arctg%%

Pretvaranje ugla
datog u radijanima
u step.,min, sek.

Izlaz:x ,y 5%
yZ.R,steﬁ,m n,g.

| S1. 3.2
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3.6. Nacrtati blok 3emu algoritma 1 napisati program za izra&unava-
nje vrednosti funkcije definisane pomodéu

OFT =y + —= (y<0.1),

V2 -y
zZ = 0] (Y=0-1),
/1+y+y2- /1-y+y? (y>0.1),

2
. _ x“=-3x+2.12
gde je y= \/‘———————x+l I

Vrednosti za x su date na po jednoj kartieci u formatu F8.3.

Refenje. Blok Eema algoritma je data na sl. 3.3.

Pocetak

Kraj ulazd

L fIx"-3x+2.12
1Y \“—xﬁ*—l
<04//;T%T?\\30

\]{

z:=0

2:= /0377 + T_zj—y 2:= /1y P oyef
T ]

‘{ Izlaz:x,y,z

T : S1. 3.3
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IZRACUNAVANJE VREDNDSTI FUNKCIJE 2 .

Loy

FAX)=SRRT(ABS( (X#X--3. #X+2 12Z) /(%41 51
WRITE(S, 10)
10 FORMAT(IHL/13X, 7%, 14X, Y7, 14X, 71773
5 READ(S, 20, END=55) x
20 FORMAT(F2. 3!
'=F(X)
IF(v-0. 131.2,3
I=SERTLO, 3-VI+1, SSRRT(Z -Y)
GO TO 4
=0
GO TO 4
Z=SRRT (1. +Y+Y#Y)~SART L 1--Y+YxY)
WRITE(S, 301X, Y, Z
FORMAT (6X, 3C(1X, E14. 7))
GO TO S
S5 CALL EXIT
END

N

C W

&)

Primenom programa, koji je napisan prema prethodnom algorit-
mu, na odredjeni skup ulaznih podataka dobijeni su sledeéi rezul-
tati: '

X ¥ : z

0. B30VOVOOE 01
=0, Z300000E 01
0. ZS00000E 02
0. 1300000E 02
0. 1420000E 0Z

. Z2Z6E71E 01 0. 929Z143E OO
. 3317785E 01 0. 96671156E 00
L A4508187E 01 0, PBZLH0ZLE OO
L 3071993E 01 0. R61SY70E 00
. 32561638E 01 0. R656BL3E OO

oo N oNol ol

3.7. Napisati program za tabeliranje vrednosti funkcije

y = £ (£(£(x))) (£ (x)=2x? + 72 )

Zza x=0.1(0.1)0.9.

ReSenje. Program i izlazna lista imaju sledeéi oblik:

C
c IZRACUNAVANJE VREDNOSTI FUNKCIJE Y

C

Fix)=2 #x#x 4+ 1. /(1. -X)
WRITE(S, 1)
1 FORMAT (IHL/ 11X, “X7, 11X, Y7 /)
po 10 I=1.,9
X=0. 1%1
=F (%)
=F(Y)
Y=F(Y)
WRITE(S, 2)X, Y
2 FORMAT(10X,F3. 1, 4%, E14. 7)
10 CONTINUE
CALL EXIT
END



X Y

. S153996E 02
. 25455465E 01
. 2455243E 02
. 9450361E 02
2799632E 03
. B230203E 03
. 2724354 04
. 1238341E 0S
. 14575128 06

ccecgccecc
VONGCUH DN~
cccocegcccc

3.8. Napisati program za tabeliranje vrednosti

a+bx+cx2 (a=-1),
x2sin’x (a=0),
y = vya + bx (a= 1),
aloge[xl (a= 2),
-i—ax4+ %bx2 (a= 3)

ako su vrednosti za a,b,c;x date na karticama u formatu (I2,3F8.2).

Kada u &itadu nema viSe kartica sa podacima zavr3iti program.
Za vrednosti a izvan predvidjenog opsega Stampati poruku IZVAN OP-
SEGA.

ReSenje.

IZRACUNAVANJE VREDNDSTI V

[w Ry

INTEGER A
" STAMPANJE ZAGLAVLJA
WRITC (S, 40) .
40 FORMAT(IHL1/3X, "A7, 6X, "B7, 88X, "C7, 88X, "X, LUX, °Y"/ )
UCITAVANJE PODATAKA
1 RCAD(3, 10, END=13)A, B: G, X
10 FORMAT(IZ2, 3F8. 2)
IF(A. GT. 3)60 TO 2
IF(A. LT. ~1)GD TO 2
I=A+2
GD T0¢3, 4,5 6,7, 1
V=@ B X4+CHX®EX
GO T 8
4 V=(XHSIN(X) ) #82
3 TO ©
Y=SRRT (A+B#X)
GO TO 3
& Y=A#AL0G(ABS (X))
GO TO 3

O

]

(&

o
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7 VEARX¥#E/A+BRXENS2

8 WRITE(S, 200A: B, C: X, ¥

20 FORMAT (2K, 12, 3U1X, F8. 27, 1X, E13. &)
GO TO 1 — ‘

2 WRITE(S, 30)A :

30 FORMAT(2X, 12, 5X, “ 1ZVAN OPSEGA”)

GO TDO 1
13 CALL EXIT
END
Za gdredjeni skup ulaznih podataka dobijeni su sledeéi re-
zultati: ‘ .
(3] B [ X %
-1 1. 00 2. 00 00 0, Z00000E OZ
o] 1. 00 2. 00 J00 0 179Z24E OO
1 1. 0v 200 3. 00 0. ZOOOVVOE 01
4 I7ZVaN DPSEGA .
b4 1. 00 200 300 0 Z219722E 01

3.9. U pravouglom koordinatnom sistemu zadate su tri kruZnice, &i-
je su jednadine redom
2 2

X +y” =1,
(x—1)2+y2 =1,
(x+1)2+y2 = 1.

Ove kruZnice dele ravan

na sedam oblasti prema sl.3.4.
Napisati potprogram tipa
SUBROUTINE koji ¢e odredjivati

oblast u kojoj leZe tactke sa

koordinatama (x,y).

U glavnom programu ulitavati koordinate proizvoljnog breja
tafaka zadatih na po jednoj kartici u formatu 2F7.3.

ReSenje. Program i potprogram imaju oblik:

ODREDJIYANJE DBLASTI 1) KOORDINATNOM SISTEMLU

ao0O0

WRITE(S, 10}
10 FORMAT(1H1//10%, “R. BR. 7, &X, “X“, 9X, 7Y, SX, "OBLAST"/
I=0
11 READ(8, 20, END=77)X, VY
20 FORMAT (2F7. 3)
I=I41
CALL OBLAST(X, V.. 5y



WRITE(S, 300 I, X, V., J
S0 FORMAT (10X, 12, SX%,-F7. 33X, F7. 3,4, 1)

GO TO 11
77 CALL EXIT

END
SUBROUTINE OBLAST(X, Y, J! U potprogramu OBLAST
ASXRXFYHY taski koordinat i
B=(X-1. JH2+yaY ackl sa koordinatama x 1 y
C=UX+1, )24V aY dodeljuje se kod J, sa vred-
IFtA. GT. 1. . .
IF(g.Eg.i.;gg ;g 1567 nostima od 1 do 7, zavisno od
IF(C.LE. 1. )60 TO 2 poloZaja tadke u koordinatnoj
J=3 , .
RETURN ravni.

2 J=2 Testiranje programa da-
RETU .

4 J=4 RN lo je sledede rezultate:
RETURN

1557 IF(B. LE. 1.)GO TO S K. BR. X v P
IF(C.LE. 1. )60 TO 1 ' ' DELAST
3FLX.GE.U.)GU TO 6 i 0. OO 0. 500 2
=7 Z Q. 750 1. Q0O &

. RETURN 3 1. 500 0. S00 5

5 J=6 4 1. 500 0. 250 1

_ RETURN g ~1. 000 -~ 0. SO0 1

= JEo 1. 000 3. 000 &
RETURN 7 -1, 000 =3 000 7

1 :;%URN G =1, 000 2. 000 7

- Ed 1. 00 - )

END Q 1. 800 =)

3.10. Sastaviti program za izracunavanje koeficijenta korelacije

sluéajnih veli&ina X==(xl,...,xn) i Y==(yl,...,yn) po formuli

n - n n
n{ I x.v.) - (Zx,)(Z% vy.)

' i=1 © i=1 b i=1*

r = -
(n 7 xf= (T xpDin3 v 3y,
nti x*- (I x) nyi-(rvy.)
i=1? i=1 i=1’ Y i=t

Ulazni podaci su rasporedjeni na sledeéi nadin: Na prvoj
kartici n u formatu I2, a na ostalim karticama Kyreeor X i¥yreces

Yy, u formatu 8F10.3.

ReSenje. Program za izralunavanje koeficijenta korelacije

ima oblik:
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LC====== == =
G PROGRAM 76 IZRACUNAVAN.E KDEFICIJENTA KORELACIJE
= ==== =
DIMENSION X (1002, Y(100)
READ(E, 10) N
10 FORMAT(IZ) .
READC(S, 112 (XCT), I=1, Ny, (Y (I}, I=1,M?
11 FORMAT CEF10. 3)
Sx=0.
SY=0, :
ZXZ=0.
BYZ=0,
SXV=0
oo 15 I=s1,N
SX=SX+X (D)
SY=EY+Y (1)
SXZSSXZHX (D)X (I)
SYZ=SYZHV (1) #Y D)
15 SXY=SXY+X(I)#Y (D)
A=N
R=(A#SXY-SX#3Y) /SHRT ( (A#SXI-SX#5X 1 # (A#TYE—
1 SY#SY))
WRITE(S, 20) R
20 FORMAT (1H1, "KOEFICIJENT KORELACIJE JE-, F¥. 5
CALL EXIT
END

3.11. Neka su date vrednosti xi(i =1,...,100) na deset kartica u

formatu 10F8.3. Sastaviti program za izradunavanje vrednosti

k

2
J._io(xn+i xn—i)
Yn= (n=1,...,100),
(k+1) (k+2)
gde je
n-1 ako je 1<ng<1i,
k = 10 ako je 11<n< S0,

100~-n ako je 90 < n<100.
Reéultat Stampati prema slededoj listi:
VREDNOSTI X
KOO XXX 00K XXX XXXXL XXX XXXX. XXX XXXX.XXX

VREDNOSTI VY "
£XLOXXXEEXX £ X XXXE£XX  #X.XXXExXX  +X.XXXE£XX X .XXXE£XX



Refenje.

IZRACUNAVANJE VELICINE YN

a0o0

10

[y

N

&

20

30

3.12.

DIMENSION X(100J, Y(100)
READ(E, 101X

FORMAT (10F8. 3)

DO 11 N=1, 100
IF(N. LE. 11260 TO 1
IF(N. GE. 20060 TO 2

K=10

GO 7O 3

K=N--1

GO TO 3

K=100-N

I=0

5=0

S=5H A INT I} -XIN--T) ) %2
IF¢I. GE. K)GO TO 5

I=1+1

GO TO 4

VN =SART(S/ (K11, )/ (K+2))
CONTINUE

WRITE(S, 2O X

WRITE(S, 30)Y
FORMAT(1H1/15X, "V R E Tt N
FORMAT (1HO/1SX, “V R E D' N
CALL EXIT

END

Sastaviti program za izradunavanje

u]
[3]

L]

T1I
T1I

8 (xy) + ko (x/y) >

k= 14—k2

F (X,Y) =
1
2

gde je &(u) = 1/|1+u3|

Za sve kombinacije ulaznih podataka

(i=1,...,m izraéunati‘F(xi,yj).

Logg (1+(x/v) %)

XULAEZN SFE 3, 2500

LA FA VS YR 1S B- AR TS S

vrednosti

(X2+y=0)r

(x> +y#0),

ReSenje. Program ima sledeéi oblik:

OTMENSION  X(100), Y(100)
FI(W=3RTIABS (L, Hibte3) )

RCADCE, SIM M

S FORMAT (Z12)

READGE, 1) eIy, I=1, N), (Y (D), I=1, M)
10 FORMATULI0FE. 2)

50

xi(i =1,...,n) i Y;
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WRITE(S, 20) ‘
20 FORMAT(1H1/22X, " TABEL A VREDNOST I’ s
119X, “X*, 12X, “Y7, 16X "F(X Y7 /)
Do 11 I=1,N
DO 11 J=1, M
IF(X(I)aZ24Ved) 1, 2,1
1 F=0. 5#ALOG(L. +(X(I:/Y(J) ) #%2)
GO TO 17
2 =0,
A—FI(X(I)*Y(J))
B=FI(X({I)/Y1J})
B=B#*B
DO 33 L=1,18
K=l-1
F=F+ (A+K#B) /(1. +K#K)
33 CONTINUE
17 WRITE(S, 301 %(13, Y(Jd), F
30 FORMAT (15X, FS. 2, 5X, F8. 2, 9X, E13, &)
11 CONTINUE
CALL EXIT
END

Za odredjeni skup ulaznih podataka(n=3,m=5) dobijena je
sledeca tabela:

TABELA VREDNOSTI

X Y Fix, Y
1. 00 1. 00 0. 3446574 00
1. 00 1. ov 0. OOVDVOE 0O
1. 00 2. 00 0. 111572 00
1. 00 2. 00 0. 111572C 0O
1. 00 4. 00 0, 30T12Z23E--01
2. 00 i. 00 Q. BO4719C 00
Z. 00 1. 00 0. 804719E 00
2. 00 2. 00 0. 346574 0O
2. 00 -2, 00 0. 346574E OO
2. 00 4, OO Q. 430770E 02
3. 00 1. 0O 0. 115122C 01
3. 00 -1, 00 0. 115129 01
3000 2. V0 0. S893280L VO
3. 00 Z. 00 U, SRYIZBE OO
.00 4. 00 0, 2Z23144C OO
30
3.13. Napisati program za izradunavanje sume S = E(a —b ) , gde
i=1
su a; i bi dati pomoéu
i (i neparno), i2 (i neparno),
a; = b; =

i/2 (i parno ), i © (i parno ).
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ReSenje. Program i izlazna

1 AT Sl
lista, u ovom sludaju, imaju ob- 3 10 10
lik: 2 1.0 8.0

3 3.0 9.0
3 20 58,0
. s 5. 0 5. 0

LE=re= == 4 3.0 2160
O e e 7 7.0 47,0
L ) == o 4.0 S12.0

5=0. 2 9.0 81. 0

C STAMPANJE NASLOVA : Rty

iv S. 0 1000. ©
WRITE(S, 10) 11 110 1210
10 FORMAT(1HL/7 11X, 717, 7% "Atl) 7, ‘ -
; i 12 &0 17280
14%, *BtI)* /) . o o,
12 13. 0 169. 0
Do 11 1=1,30 14 20 2734 0
C  ISPITIVANJE PARNOSTI is 15 0 575 0
iz;l/z*z.Ea.I)Go TO 2 v Lt oo 4096 0
L=1I#1 7 17. 0 282, 0
d 15 9.0 S832.0
6o TO 3 19 19,0 361. 0
2 A=rLOAT 1) /2. 20 10,0 800V, O
B=I#x3 z1 21.0 4410

C STAMPANJE 1,A/B e : ‘
- 22 11. 0 10648, 0
3 WRITE(S, 201, A/ B s 33 0 529 0
20 FORMAT(10X, 12, 7X,F4. 1, 1X, F7. 1) 54 o 0 13024 0
C  SUMIRANJE _ 25 25.0 4250
§=5+ (A~ By #xZ 24 13.0 17576. 0
i1 CONTINUE @7 27. 0 729, 0

C STAMPANJE VREDNOSTI SUME el : il
- 28 14, 0 21952 0O
: WRITE(S, 30)8 et 59 0 641 0
30 FORMAT(1HU, 10X, S = “,E14. 7) o z .
CALL EXIT ey 15. 0 27000, O

END

= 0. 1950279E 10

[iz]
[

3.14. Napisati program za izradunavanje vrednosti w =aE za z=0.5
(0.5)15.0, primenom iterativne formule
Z

5~ W ) (n=0,1,...).

n

_ 1
Woer T Wt 3l

w
‘ n
Podetnu vrednost W odrediti po formuli

z/2 (z21),

z (z<1).

Kada je zadovoljen uslov |Wn+1_wn|é 10—S iterativni proces

prekinuti i za rezultat uzeti LAV

ReSenje. Program i deo izlazne liste imaju sledeéi oblik:
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C

[ I7RACUNAVANJIE  Za#(1. /3 )

C== =

o i
WRITE (S, 10)

10 FORMAT (1H1/79X, “TZRACUNAVANJIE KLIENDS EORENA“//LEX 777,
*11X, "W /) .
Do 11 I=S, 150,35
7=0, 1%#1
IF(Z. GE. 1) GO TO 2
W=7
GO TO 3

2 WO=7/3.

3 WISWO+1. /3 # (2 /W0#EI-WO)
CIFCABS(WI-WO), LE. 1. E-S) GO TO 4
Wio=W1
GO TO O3

4 WRITE(S), 200 7, W1

20 FORMAT (14X, F4. 1, &X, F% &)
11 CONTINUE
CALL EXIT
END
[ ZRACLINAVANJE KUENDE KIRENA
7 W
0.9 0. 773701
1.0 1, OOOONO
1.5 1. 144714
2.0 1. 259971
5 1, 357207
3.15. Sastaviti program za izradunavanje vrednosti sume
20
s, = I /1+x° + /li+xy|
i

2
k=1 k“+3.5

gde su X=Ujr Y =U,, au i u, realni koreni kvadratne jednadine

2 —_—
a.u +biu+ci—0 (ai#O).

.2 S L

Ako je bi-4aici< 0 uzeti u,=u,=0.Brojevi ai’bi’ci(l_l""’“) su
dati na karticama(po jedna trojka na kartici) u formatu 3F5.2.
Broj n je dat mna prvoj kartici u formatu I2.

Za re8avanje kvadratne jedna&ine obrazovati potprogram tipa
SUBROUTINE.
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ReSenje. U potprogramu QVAD(A,B,C,Ul,U2) za dato A,B,C odre-

djuju se Ul(=x) i U2(=y), prema zadatom kriterijumu.

SUBROUTINE GVAD(A, B, C, U1, U2)
D=B#B--4. *A*C
IF(D. LT. 0. 160 TO 1
D=SQRT (D)
Ul=(-B+D) /(2. %*A)
Uz2=(~B--D) /(2. #A)
RETURN

1 U1=0.
uz2=0,
RETURN
END

Glavni program ima sledeéi oblik:

C
C I7RACUNAVANJE VREDNOSTI 5
C —_—=
c STAMPANJE ZAGLAVL.A
WRITC(S, 10)
10 FORMAT (1H1/72X, 71 A ] C X V710X, 757
17
C UCITAVANJE ULAZNIH PODARAKA A, B, C

READ(S, 207N
20 FORMAT(I2)
I=0
41 READ(S, 30)A, B, G
30 FORMAT(3FS. 2)
I=I11
L  RESAVANJE KVADRATNE .JEDNACINE
CALL GVADLA, B, C) X, Y’
L IZRACUNAVANJE SUME 3
5=0.
Do 11 K=1,20
DS=(SRRT (1. + X#X)+SHORT (ABS (L, X%V ) ) S %KA3. )
11 5=S+DS
o STAMPANJE REZULTATA
WRITE(S, 4001, A, By Sy X, Vi 5
40 FORMAT(1X, 12, 3C1X, F5: 2), 201X, Fé. 3), 1%, E13 &)
IFCI LT. NJGD T 41
CALL EXIT
END

Za odredjeni skup ulaznih podataka dobijena je

la: r A 3 c v 5
1 Lop Z.00 300 0000 0000 O 129529E
Z 300 2 00 1,00 0 000 0 LLY 0, 122LZVE
2 100 200 2.00 ~1 000 -2 000 0. 2039Z3E
4 550 £ .20 100 -0 134 -1 357 0. 139A55C
S -1 10 ~3.30 2 00 -3 517 ©0.517 0. 295514E
& ~2.20 3.

00 -3, 00 0,000 0 000 0 12VLIVE

sledeca tabe-

a1

01
01
[0}
(23
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3.16. Za date graniéne uslove

Mik =12 Mpm, Mki =6 Mpm‘r

i opteredenje kao na sl. 3.5, ) a
M,

napisati program za odredjiva- ik M
. 1

nje maksimalne vrednosti mom- i k )i

enta savijanja, kao i presek ik : : ki

u kome se on javlja. Za korak ik

uzeti Ax=0.01 m. Za proradun sl. 3.5

koristiti formule :
X3 1 M, -M

Mx) = My = T+ TypXe Ty = gy * —1— -

ik : ik

Ulazne podatke M,, =12 Mpm, Mki#G Mpm, 1.,.=6 m, g=2 Mp/m

uCitati u formatu 4F5.2.
Izlaznu listu Stampati u obliku:

MAKSIMALNI MOMENT M = #XX.XXXX U PRESEKU X = +X.XXXX

ReSenje. Program i izlazna lista imaju oblik:

I ZRACUNAVAN.JE MAKSIMALNDOG MOMENTA SAVIJAN.A

el

Lyl
1
|

g

REAL MIK, MKI, LIK,MMAX, M, LMAX
READ(S, 10)MIK, MKI: LIK, @

10 FORMAT(4FS. 2)
MMAX=-1. ES
TIK=#LIK/6+ (MIK-MKI)/LIK
X=0.

1 X=X+0. 01
M=—MIK-G#X##3/ (&#LIK) +TIK#X
IF(M LT. MMAX)GO TO 2
MMAX=M
LMAX=X

2 IF(X.GE. LIK)GD TD 3
GO TO 1

3 WRITE(S, 20)MMAX, LMAX

20 FORMAT(4X, “MAKSIMALNI MOMENT M = 7, F8. 4,
1© U PRESEKU X = “,F7.4)
CALL EXIT ’
END

MAKSIMALNI MOMENT M = -3.5147 U PRESEKU X = 4 2400
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3.17. Sastaviti program za tabeliranje vrednosti koeficijenta o za
izradunavanje torzione konstante pravougaonog preseka
(2n+l) b
b_ 64 o o
a

1
a=—--
3 15 n=o (2n+1)5
gde je a manja stranica pravougaonika, za b/a=1(0.1)10.

Procgs sumiranja prekKinuti kada op3ti &lan reda postane ma-

nji od 1073.

ReSenje.

o

C IZRACUNAVANJE KOEFICIJENTA ALFA A TORZIONU KONS:
c

DIMENSION ALFA(10)
WRITE(S, 10) (I, I=1, $)
10 FORMAT (1H1, 4%, “VREDNDSTI ALFA ZA IZRACUNAVANJE”
1, © TORZ. KONST. PRAVOUG. PRES. *//&X, *. 07, 9(4X, 7. ©, 11)./)
PI=3. 14159245
DD 11 I=1,10
D0 22 J=1, 10
BA=I4(J~1) %0, 1
§=0
N=0
1 A=(2aN+1) #PT#EA/2
A=(EXF (A —EXP (~A) )/ LEXP (A HEXNFP(-A) )

A=A CZRNTL, ) #%#5

B=5A

IF(ARS(A). LT, 1. E-2)060 TO 22
N=N--1

S0 TOL

22 ALFACN =BA/ 364/ P L E25%S
11 WRITE(S, 20 I, ALFA
20 FORMATLLX, 12, 10F4& 22
CALL EXIT
END

VREDMDSTI ALFA ZA IZRAFUNAVANJIE TORZ. KONST. PRAVIOUG. PRES.

L0 .1 L2 L3 .4 .3 L& .7 .8 LR

1 0,141 0147 0199 0,230 0. 262 0. 294 0, 326 0. 359 0. 391 0. 424
2 0. 457 0. 491 0. 524 0.557 0.570 0. 623 0. 657 0. 490 0. 7232 0. 757
I 0720 0,823 0,857 0. 890 0, 922 0. 757 0. 990 1. 023 1. 057 1. 090
4 1.123 1, 157 1. 19 1,223 1. 257 1. 290 1,322 1. 357 1. 390 1. 423
S L 457 1490 1.523 1. 5957 1. 590 1. 623 1. 457 1. 620 1. 723 1. 757
4 1,790 1.823 1.857 1. 890 1. 923 1. 957 1. 920 2. 023 2. 057 Z. O%0
72,123 2,157 20190 2,223 2. 257.2. 290 2,323 2. 357 2. 390 2, 423
8 2 457 2. 490 2,523 2. 557 2. 590 2. 4623 2. 457 2. 490 2. 723 2. 757
$2.7F0 2823 2 857 2.89V0 2 923 2 957 2. 990 3 023 I 057 3. 090
10 3 1223 157 3. 190 3, 223 S.Ew7 3. 290 3 323 3357 3. 390 3. 423
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3.18. Koristedi metod sukcesivnih‘aproksimgcija,

3. PROGRAMIRANJE UVODNIH PROBLEMA

v

sastaviti program

za odredjivanje vrednosti za A koja zadovoljava uslov

uzimajuéi za A

(XZ
n

|~

n
n

Stampati u obliku:

slededi

c

v

L

1 a0 - ¢

<€

m

LAM

XXX XUXXXXXXXE£XX

program:

e=10"3, m<50),

podetno =3t AM(AX=0.01) i L=5(1)10. Izlaznu listu

ReSenje. Prema blok Zemi algoritma sa sl. 3.6 napisan je

REAL LAM

Fl=2 1415924
STAMPANJE ZASLAVL.IA
WRITE(S, 100
10 FORMATOLIRL/ZSX, "L 82X "LAMS S
PETLJIA ZA PROMENL L

oLAM=0. Ul

o0 i1 L=5, 10

LAM=FI/L

14 LAM=LAM- DLAM

SIGMA=0.

PETLJA 7A I/ZRACUNAVANJIE

DO 22 N=1,50

ALFA=N®PI/L

ZlMA

SIGMA=SIGMATALFAXALFAL CALFA%A—LAM%4)
IF(SIGMA. LE. 1. E-3)G0 TO 15

22 CONTINUE
GO TO 14

STAMPANJE REZULTATA

15 WRITE(S, 201, LAM

20 FORMAT(4x, 12, 3X,E14, 7)

11 CONTINUE
CALL EXIT
END

r

NI

ccccecee

LAM

. $3E3185E
. I335987E
. 458798%9E
. QUZ26991E
. 3SP065EC
. 3241592

00

0o
00
00
00



T :=3.14159265

>
“
]

Az=A+AN

Q
]
(=}

l:=1+1
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3.19. Napisati program za refavanje jednaline

f(x)-—;l-x-a+ (1-x)"2=0 (a=0.5(0.1)‘2.8), :

primenom Newtonovog metoda, sa tadnosidu e=10_5. Za po&etnu aprok-
simaciju reSenja uzeti x°=0.5. Na izlazu §£ampati vrednost paramet-
ra a, koren jednadine x i odgovarajudu vrednost f(x) u obliku:

A X F(X)
X.X XX XXXXXX XX XXXXXX

ReSenje. Funkciju f i njen izvoed £°, koji me javljaju u
Newtonovom metodu

_ f(xn_l)
)

(n=1,2,...),
£(x
definisacemo funk;ijskim naredbama. Kriterijum za prekid iterativ-
nog procesa je tadnost €. Naime, smatraéemo da je koren jednadine
odredjen sa tacno%éu €, ako f(x) menja znak u intervalu (xn—e,xn+e).
Program ima sledeéi oblik: -

RESAVANJE JEDNACINE
1 — X##¥(-A) + (1-X)#*#(-Q) = O
NJUTNOVIM METODOM

OO0 0D

FUNK (X A)=1-X## () + (1-X) #% (-A)
PRIZ{X, A)=A#X##(~A—1)+A% (1-X)## (—A~1)
WRITE(S, 10

10 FORMAT (CLHL/ /710X, A7, 10X, "X, 12X, “F(X?*/)
EFS=1. E-5
Do 11 I=5,28
A=I#0. 1
x0=0.5

& X=XO-FUNK (X0, A} /JFRIZ (X0, A)
IF (FUNK ( X+EPS, Ay #FUNK (X—EPS, A). LT. 0. ) GO TO 7
XO=X
GO TO 6

7 Y=FUNK (X, A}
WRITE (S, 200A, X, Y

ZO FORMAT(9X, F2. 1, 5X, F9. 4, 5%, F%. 6)

11 CONTINUE
cALL EXIT
EMD

dok je odgovarajuéa izlazna lista:



69

A X F{x»
[ M 0, 215949 -0, 0000 1.4
0. A O, ZE7HOD 0. QOOO0O0
0. 7 0. 305916 -0 OOO0ZE
(W= 0. 3346722 =0, 0O0O02
0.9 0, 3614641 -0, 00VBO1L
1.0 0. 381966 —0, DOOOOT1
1.1 0. IFRLED 0. BOOOO0
1.2 Q. 412543 0. G0O001
1.3 0. 424159 =0, VOOOS4
1. 4 0, 423933 -0, OO0044
1.5 0. 442217 -0, 0O0VZ2
1. 6 0. 447221 =0, 0000132
1.7 0. 4553327 -0, 000008
1.8 0. 440554 =0, OOOO4
1.9 0. 445062 =0, 000004
Z 0 0. 468990 0. DOOODO
2.1 0. 472410 —0, QDOO0O
2.2 0. 475402 0. 0OOoL1
2.3 Q. 473029 0. 0OLOOL
2 4 0. 450:240 =0, 000001
2.5 O, 432320 -0, 00003
2.6 0. 424134 Q. 000002
2.7 0, 435734 =0, 000001
2.8 0. 4817205 -0, QOOO01L

3.20. Sastaviti program za pribliZno reSavanje sistema jednadina

F(x:Y) = 0,
Gix,y) = 0,

gde su F i G neprekidne diferencijabilne funkcije, primenom Newton—
Raphsonovog metoda

X X -Ax_,

+1 n

(1) n o (n=0,1,2,...)
Ype1 = Yn = A¥ye

polazeéi od nekih pribliZnih vrednosti X i Yor Pri gemu su

F);(xn'yn) F;(anyn)'
J(anyn) = 7& 0,

Gx(xnlyn) G§(xn,yn)

L F (Xnyyn) F}; (anyn)
Axn = —-———J'(xn,yn) ’

G(x,/¥,) G;(xn,yn)
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. Fx (xn,yn) F‘(Xn‘lyn)
Ay = J(anyn)

=]

G (x .,y ) ‘G(xn,yn)

Parcijalne izvode Fg, F7, Gys G’ izraCunavati numeridki.

y y
Iterativni postupak (1) pzekinuti kada budu istovremeno ispu-

njeni uslovi

<

|,xn+l - n| =¢ i Iyn+1 - ynl =5

gde je e zadata tadnost.
Za proveru uzeti primer
F(x,y) = 2x3 - y2 - 1-= 0,
G(x,y) = xy3 -y-4=0,

. , -10
sa xo—l.2, yo—1.7 i e=10 .

ReSenje. Za izralunavanje parcijalnih izvoda funkcije f(x,y)

koristimo sledece pribliZne izraze

3f . f(x+h,y) - f(x-h,y)

X 2h ’

@
[

l

f(x,y+h) - f(x,y-h)
2h !

Q
v

gde je h dovoljno mali prira3taj (ovde je uzeto h=10_5L

Funkcije F i G zadate su u potprogramu tipa FUNCTION.

S obzirom da se zahteva tadnost 10_10, program emo realiz-~
ovati u dvostrukoj ta&nosti:

CIMPLICIT REAL®3 (A-H), (0-7)
DIMENSION R(2)
READ(8, 15) XP, YP,EPS,H
15 FORMAT (4D10. 0)
WRITE(S, 16)

16 FORMAT (1H1, 25X, “NEWTON-RAPHSON-OV METOD ZA RESAVANJE",
17 SISTEMA JEDONACINA“///41X, 72, #X##3-Y##2-1.=0. *//
245X, “X*¥Y##3-Y-4, =0. 7///16X, “BR. ITER. 7, X, “ X7,
315X, 7Y, 12X, F(X, YY) 7, 10X, “G(X, Y) 7 /)

ITER=0 .

20 ITER=ITER+1
CALL NEWT(XP, YP, XK, YK, FD, H, A, B)
IF(FD) 5,6,5
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& WRITE(S, 17)
17 FORMAT(/15X, JACOBI-EVA MATRICA SINGULARNA)
GO TO 90
5 D0 8 I=1,2
8 R(I)=EEFF (I, XK, YK)
WRITE(S, 18) ITER, XK, YK, (R(J), J=1, 2)
18 FORMAT (15X, IS, 4F16. 10)
IF (DABS (A)~EPS) 30, 30, 40
30 IF(DABS(B)-EPS) 90, 90, 40
40 XP=XK
YP=YK
GO TO 20
$0 CALL EXIT
END

SUBROUTINE NFWT (XP, YP, XK, YK, FII, H, A, B) -
IMPLICIT REAL®*S (A-H), (0-7)
DIMENSION R(2),DX(2),DY(2)
X=xP :
Y=YP
oo 4 1=1,2
R(I)=EEFF (I X, Y)
DX (I)=0. SDO/H#(EEFF (I, X+H, Y)-EEFF (I, X=H, Y))
4 DY(1)=0. SDO/H# (EEFF (1, X, Y+H)~EFFF (I, X, Y=H))
FO=DX (1)#DY(2)-DY(1)%DX(2)
IF(FD) 5,6,5 .
5 A= (R(1)#DY(2)~-R(2)#DY(1))/FD
B=(R(2Z)#DX (1)~R(1)#DX(2))/FD
XE=X-4
Yk=Y-B
& RETURN
END

_ FUNCTION EEFF(L X, Y) .
IMPLICIT REAL#S (A-H), (0-2)
GO TO(S0, 40), J

SO EEFF=Z. DO#X##3-Y#Y—-1. DO
RETURN . -

&0 EEFF=X#Y##3-Y—4. DO
RETLIRN. ‘ ‘
END -

NEWTON-RAFHSON-0V METOD 7A -RESAVANJE SISTEMA JEDNACINA

2. #XEEDI-YH#2—1. =0,

X#Y##3-Y—4. =0

ER. ITER. X Y CF(XeY) GOX.Y)
1 1. 23427468054 1. 4609793670 0. 0073244320 -0, 0022533321
pd 1. 234274L757 1. 64615262755 - 00000023867 =0, OO0O0D03R52
<l 1. 2242744241 1, 4410264448 0; 0QO0000000 =0, QVONOCDOND
4 1. 2242744341 1. 61524644668 <0, 0000000000 =0, QOO0

{6615QQ4668 —O:OODDOOOOOO =0, DOOOOVOODOO
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3.21. Neka jedna&ina f(x)=0 ima‘kofen'x=aMtvintervalu (a,B), pri
Cemu je f(d)f(B) < 0. Napisati program za nalaienje\koréna x=a Ssa
tatnoiéu e, korildenjem metoda polovljenija intervala,‘koji se mo-
Ye iskazati kroz slededa Setiri koraka:

o]
17 k:=o, x;=0, y,:=B;

1
2° k:=k+1, 2 =3 (xk+yk);
3? ako Jje
£z ) £(x ) < 0 uzeti | X 1TRE s Yy TPy
> 0 1525 B TR S T R
=0 "kraj izradunavanija a:=z,;
4° ako je
. o
ka"'l—xk'f'll; € Pr36l na’2 ’
< g kraj izra&unavanja ar=z; .

Na izlazu $tampati: k,(xk,yk), f(zk),za k=0,5,10,... i za
poslednje k, pri kome je postignuta zahtevana ta&nost. Na kraju
ove tabele Stampati vrednost izradunatog korena u obliku:

A = £X AXXXXXXXXXXXXD+XX (SA TACNOSCU EPS = 0.XD-XX )

Program realizovati u dvostrukoj ta&nosti. Za testiranje
programa uzeti:

£(x) =e¥-2(x-1)2, (a,B) = (~0.5,1.0), e=10"12,

ReSenje. Program i izlazna lista imaju oblik:

METOD POLOVLJENJA INTERVALA

Q00

DOUBLE PRECISION X,Y.,Z,F.FZ,EPS
F(X)=DEXP(X)-2. #(X—1. )##2
c STAMPANJE ZAGLAVLJA
WRITE(S, &) .
9 FORMATC(IHL//2X, ‘K7, 2%, 717, 8X, “X(K) 78X, 7, 74 BX: “Y(K) 7,
18X, 775X, “FCZ(K) Y /)
Cc UCITAVANJE INTERVALA (ALFA, BETA)
READ (8, 10)ALFA, BETA
10 FORMAT (2FS. 0)
EPS=1. D-12
K=-1
X=ALFA
Y=BETA
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S5 K=K+1
Z=0. S*1X4+Y)
FI=F(L)
IF(K/5#5-K. LT. 0)G0 TO 23
WRITE(S, 200K, X, Y, FZ
20 FORMAT(1X,12,2X, {7, D20. 13,7, ¢, D20. 13, 7)*, 2%, D12 3)
25 IF(FZ#F(X))1,2,3
1 vY=Z
GO TO 4
2 IF(K/5#5-K. EG. O) GO TO &
GO TO 7
3 X=Z
4 IF(DABS(Y-X). GE. EPS)G0 TO S
2=0. S X+Y)
K=K+1
FI=F(Z}
7 WRITE(S, 200K, X: Y, FZ
& WRITE(S, 3007, EPS
30 FORMAT(/SX, A = 7, D20. 13, 7 (SA TACNOSCU EPS = “yD7.1, 7 )
CALL EXIT
END

K« XK} ' Y KD ) F{ZKD))

O (-0, JOOOLOOLOOODOOD OO, O, 1Q00VOCOOONOOD V1) 0. 157030 00

S U 0, 20312500000000 00, O, 25000000000000 OO 0, 57370D~
10 ¢ 0 2119140625000D 0O, O, 21:3‘37890625003 ‘(‘.‘1(.‘.); -0, g;ﬁgég—gé
15 (0. 2132873535156D OO, . Z133331292228D 0O0) 0. 704750-095
20 (0, 2133073807630 00, O, 21330383111577D 00) =0, 23607005
25 (0. 21330863237220 00, 0. Z1320846770773D 00) 0. 29352D-07
30 (0, 2133086337708D0 00, 0. 213308635147230 00) 0. §37230-09
35 (0. Z213302463433830 00, 0. Z13208432433Z0D 0O0) 0.538910—10
2? t Q. 213302463434465D 00, 0, 21:33086343479D OO0} 0. 19760D-11

0.; 20263434450 00, Q. 213302463434720. 00) - 0. 43062017

A = 0.2133086343468D0 00 (SA TACNDECU EPS = o, 1D-11 )

3.22. Napisati program za re3avanje jednadine f(x)=0 metodom re-
gula-falsi
® F(x;_,) =X _.F(x)
x, = =2 =1 "i7) o (1=2,3,...).
f(xi-l)' - f(xo)

Funkciju f.zadati funkcijskom naredbom. Iterativni proces
prekinuti kada je ispunjen uslov f(xi—e,xi+e)é=0(uzeti, na primer,

€ =10-5). Izlaznu listu Stampati u obliku:

I X1 ‘ F(XT)
2 XLKXXXXXXERYY  #X . XXXXXXXE£YY

i
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Za testiranje programa uzeti jednad¢inu iz prethodnog’ prime-

ra.

Regenje. U ovom sludaju uzeéemo‘x6=—0{5, xiﬁl. Program i iz-
[esenje REAAR I

lazna lista imaju oblik:

C

[ RESAVANJE JEDNACINE

I EXF(X) — 2#(X-1)%#2 = O "
[ METODOM REGULA—FALSI
™

"

F(XI=EXF(X)—2#(X—1)##2
WRITE (& 1)
10 FORMAT (IHL/ /79X, "17, ¥X, 7XY¥~
XO==0,5
X1=1 ] ‘
I=2 )
3 X=(XO#F (X1)=X1#F (X0) ) /(F(X1)=F (X))
Y=F(X)
WRITE(&, 2001, X, Y
20 FORMAT(SX, 12, SX,E14. 7,2X,E14. 7)
IF(F(X-1. E-S)#F(X+1, E-5))1, 1,2

Z X1=X
I=1+1
GD TO 3 :

i CALL EXIT
END
I XI. : CFEXI)
2 0. 3833047E 00 = 0. 70465046E 00
3 0. 2476403E 00 Q. 1489090E . OO
4 0. 2Z00995E 00 0. 2971113E~01
S 0. 21464560E OO0 0. 58461402Z2E-02Z
[ 0. 2135718E 00 0. 1153827E~02
7 0. 2133604E 00 Q. 2268553E-03
8 0. 213318BE 00 ; 0. 4470348E-04
Q9 0 0. 84463860E-05

. 2133106E 00

\

3.23. Neka je dat polinom P (x) =a1z3+a2z2+a3z+a4(a1#0). Napisati
program za odredjivanje nula ovog polinoma po slededem algoritmu:

1° Jednu realnu nulu odrediti primenOm Newfonbvog metoda

(videti primer 3.19) sa taZno¥éu 10*7<|xn+1_gn|< 1077y,

2° sa tako nadjenom nulom z

ma Q(z) =P(Z)/(z—zl);

1 odrediti koeficijente polino-
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30

mule (videti primer 1.10 iz poglavlja 1.1).

Rediti kvadratnu jednadinu Q(z)=0 pomocu standardne for-

Za izracfunavanje vrednosti polinoma napisati potprogram ti-
pa FUNCTION. Algoritamske korake 1° i 2° obaviti u jednom potprog-
ramu tipa SUBROUTINE. Takodje, za algoritamski korak 3° obrazovati
potprogram tipa SUBROUTINE.

U programu predvideti moguénost reSavanja proizvoljnog bro-
ja jedna&ina. Na izlazu %tampati koeficijente polinoma P 1 Q i ko=~

rene jednadine P(z)=0.

Program testirati na primeru P(z)=323—722+82-2.

Re8enje. Za izracdunavanje vrednosti polinoma obrazovan je

funkcijski potprogram PL, ko-

ri%éenjem Hornerove Seme. Ar- FUNCTION PL(Z, & N)
gumenti potprogramskoj listi DIMENSION A1)
. . p v . PL=A(1) :
imaju sledecde znacenje: DO 10 I=1,N
Z - vrednost argumenta; 10 PL=PL#Z+a(I+1)
_ s i RETURN
A koeficijenti poli END

noma;

N - stepen polinoma. -
. SUBROUTINE K.Jia, B, 3 X1, V1L, 22, V2
D=B#B~4, *A%

o . CIF(DI2S, 1o, 20

mo za izrafunavanje vrednosti 10 X1=—-B/(Z #A)

Potprogram PL koristi-

polinoma P(z) i polinoma P9z). o éf:ﬁi
5 ] YZ=0
Za reSav kvadratn -

& resavanje tvackatne RETURN

jednadine Q(z)=az +bz+c=0 ob= 20 X1=(-B+SGRT(D))/(Z #A)

RZ= (—B-SRRT (D)) /(2. #A)

‘ GOOTOOLS :
gumenti u potprogramsko] lis- 25 X1==RBS(Z *n)

LZ=x1

razovan je potprogram KJ. Ar--

ti imaju sledede znadenje:

A,B,C - koeficijenti

) RE TURN
jednadine; END

X1,Yl - realni i ima- ‘
‘ jinérni ded prvog korena jednacline;

X2,Y2 - realni i imaginarni deo drugog korena jednadine.

Za realizaciju algoritamskih koraka 1° i 2° obrazovan je

potprogram NEWT, sa argumentima:
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A ~ koeficijenti polinoma‘P;

B ~ koeficijenti polinoma P, a zatim polinoma Q;

N - stepen polinbma P (N=3); '

21 - reaini koren jedna&ine P(z)=0 odredﬁéh Newtonovim me-
todom.' ‘

SUBROUTINE NEWT(A,B. N, 71)
DIMENSION A(l), B(1)
ODREDJIVANJE KOEFICIJENATA P-(2)
DO S I=1,3
B(I)=A(I)*FLDAT(4-1)
DOREDJIVANJE REALNOG KORENA Z(1)
Z0=0,
Z1=Z0-FIL.{ 20, A, N) /P (70, B, N-1
IF(ABS(Z1-20) -1, E~7)20, 15, 15
19 Io=Z1 ’ -
G TO 10
L ODREDJIVANJE KDEFICIJENATA @179
20 Bol)=acl)
oo 25 I=2, 3
25 B )=ACI)+B(I-11%#21
RETURN -
END

Cx

o
4]

[y
~

Glavni program i izlazna lista imaju oblik:

]

RESAVANIE JEDNACINE TRECEG STEPENA

DIMENSION A4, B2, ZRU), 710
S READ(S, 10, END=2%) (A1), I=1, 4)
10 FORMAT (4F 16, O)

IFtALL)y 15, 99,19

15 CALL NEWT(A. B, 3, 712
ZRt11=21
ZIt1)=0
WRITE{S, 20 (I,ALl), I=1,4)

20 FORMAT (1H1, Z2X, "ROEFIZIJENTI FOLINOMA P(Z)7//5X,

H4CTACT. I, =T, FB. 5, 3RS
WRITE(S, 25) (I, RtI), I=1,3).
25 FORMAT (/722X, “KDEFICIJENTI POLINOMA Q(Z2) /73X,
2IC7BC, I, =0, FR S, 3K
WRITE'S, 30)

30 FORMAT ( /23X, © NULE POLINOMA PLL) 7 /727X "REAL7, BX, "IMAG /)
CALL K BOL:, B02), B(3), JRUZ), 21020, IR(3), 21(3))
WRITE(S, 350 (I, 2RIy, 211y, I=1, 3)

35 FORMAT (/18X “2¢7, 11, "=, 2F12. 7)

GO TO S

oCAllL ESTIT

EMD



A(11= 3. 00000

B(l)= 2.

3.24.

(1)

Sastaviti

P(z) = Cy

KDEFICIJENTI FOLINOIMA

A= B

KOEFICIJENTI POLIMNOMA

B(2)=—6. 00000 B(3)= &

NULE POLINOMA F(2)

REAL IMAG

Z(1)= 0, 2333333

It2)= 1. 0O0OOOON

243 = 1. QOOOOO0

=+ cnzn'1 + ©

LR}

+ sz + Cl

ako su poznate sve njegove nule zk=xk+iyk

ReSenje. Neka je

P, (2)

Tada za polinom (1) va¥i P(z) =P (2}, tj. C;=C

Kako je.

def

—
=

(k) k
k+1%.

C

. (z-z;) = +Cy
i=1 B

P (z) = (z-zk)Pk_l(z)

.va¥e sledede rekurentne relacije

(2)

(k) _ _ (k-1)
Cy 2% '

(k) _ ~(k-1) __ ~(k-1)
S

(X) _ (k-1
Crs1- %% - v

n+l

(k) k-1,

P(Z)

L)

OO0

=1)

(k=1,

'

(n
i

77

AL4)==2 00000

program za odredjivanje koeficijenata polinoma

cee,n).

(k)

(k)z;fcl .

.+C2

Y (i=1,...,n+1).

(i=2,...,k),
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pri Cemu se polazi od C

3. PROGRAMIRANJE UYODNIH PROBLEMA

(1) ___ . (1) _
1 = zl, C2. =

Na osnovu (1) obrazovan je potprogram VIETE, &iji argumenti

1.

u listi imaju sledede znaéénje:

Z - vektor zadatih nula duZine N; -

N - stepen polinoma;

C - koeficijenti polinoma;

KB - kontrolni broj (KB=0 korektno zadat stepen polinoma,KB=1

stepen polinoma manji od jedinice.

SUBROLITINE VIETE(Z: N, &, KE?
COMPLLEX Z(1),C(1) AR
IFIN GE. 1) GO TR 5
KB=1
RETURN

KB=0 -

Cily=—2¢1)
Ctzr=1.
IF(N. GE. 2) GO TD 20
RETURN

20 DO 1S K=2)N

A=C(1)
Stl)=—Z(K)#Z(1}
oo 1o I=ZK
B=C(I: o
Cil)=A—7(K)*E
10 A=E
15 CiK+1)=A
RETURM
END

(4]

Potprogram,kao i glavni>program, realizovani su u kompleks-—

noj aritmetici. Glavni program i izlazna lista(za jedan konkretan
sluéaj) imaju oblik:

FORMIRANJE KOEFICIJENATA POLINOMA NA DSNOVU
JADATIH NULA

QO o000

10

COMPLEX Z110),C(11),

UCITAVANJE NULA POLINOMA
READ(8, 10, END=99)N, (Z(1), I=1, N}
FORMAT (12/(10F8. 2))

POZIV PODPROGRAMA VIETE

CALL VIETE(Z,N,C,KB)
IF(KB. EQ. v) GO TO 1

WRITE(S, 20)

20 FORMAT(1H1/5X, ‘GRESKA U PODACIMA: STEPEN POLINOMA ~

“MANJI 0D 1°.//)
GO TO 2
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c STAMPANJE. NULA I KOEFICIJENATA POLINOMA
1 WRITE(S, 25) (I, Z(1), I=1,N)
25 FORMAT (146X, “NULE PDLINOMA’//19X:’REAL’ SX, “IMAG-//
1(10X, 72¢7, I<I/10+1>, 7 )=, 4X,F10. 7, 1 X, F10. 7))
N=N+1
WRITE(S, 3u)tl,ClI), I=1, Ny
30 FORMAT(/14X, “KOEFICIJENTI POLINOMA-//23X, “REAL", SX,
17IMAG "/ (10X, “C(7, IKI/10+1>, 7)=, 4%, F10. 7, 1%, F10. 7))

GO TD 2
99 CALL EXIT
END
NULE POLINOMA
REAL IMAG
i 1. O(,)(,)(_)(:)(,)(.) 1. (,)(.)(,)(,)(_)(_)(,)
ed

KOEFICIJENTI POLINDMA

REAL. IMAG
Stlr= w2 OOO0000 <2, 00000
Cizo= 4. OO0OO000 2. 0000000
et = —3. 0000000 =1, OUOOOLL
(4= 1. OOOVOOO O, VOOOOLD

3.25, Sastaviti program za odredjivanje kompleksnog korena trans-—

cendentne jednaéine £(z)=0 primenom Newtonovog metoda

- ) (£
(1) z =z = — £7(z.) # 0),
n+l n f’(z ) n

gde je zn=Xn+iyn (n=0,1,...). Iterativni proces preklnutl kada
istovremeno budu ispunjeni uslovi

- X

(7S

€y

Ixn+1 nl

(2)
|yn+l4— yn] < €

gde je ¢ unapred zadata tadnost.

Program organizovati na sledeéi nadin:

1° u botprdgramu tipa FUNCTION zadaju se funkcije: Re{f(z)},
Im{f(z)}, Re{lf"(z)}, IMI£ (z)}.
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20

U potprogramu tipa SUBROUTINE izrafunava se jedan itera-
tivni korak po formuli (1). o

3° Glavni program treba da sadrZi:
a) U&itavanje ulaznih podataka Xo1¥gr €5 ‘
b) Pozivanje potprograma tipa SUBROUTINE i ispitivanje
uslova (2); . ‘
c) Stampanje naslova i tabele u obliku:
. NEWTONOV METOD ZA RESAVANJE TRANSCENDENTNE JEDNAZINE
F(Z) = EXP(Z) - 0.2«Z + 1 =0
BR.ITER ‘REAL(Z) IMAG(Z) REAL(F(Z)) IMAG(F(Z))
0 XOXXXXXXX XL XXXXXXX >X.XXXXXX X XXXXXX

ZADATA TACNOST IZRAEUNAVANJA EPSILON = 0.XExXX
Ukoliko je f’(zn) =0 Stampati:
PRVI IZVOD FUNKCIJE JEDNAK NULI

i prekinuti iterativni proces.

Za reSavanije uzeti primer: f(z) =eZ—O.22+1,zO=LPﬂi, e=10_€

Problem re$iti u realnoj i kompleksnoj aritmetici.

ReSenje. S obzirom da je z=x+iy, iz formule (1)

f(zn)
S e S AR
£7(z,)

razdvajanjem realnog i imaginarnog dela, sleduje

‘Rel£(z_) IRe(£"(z ) }+Im{£(z ) }In(£" (z,) }

xn+l - xn - If’(zn)lz
i
Yooy =V - Im{f(zn)}Re{T;ijn):}fe{f(zn)}Im{f‘(zn)}
z
n
gde ije

[£7(z, )12 = IRe{f (z ) }[2+|Im{£ (2 ) }|2.
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Kako je u naSem sluCaju

f(z) =e® - 0.2z +1 i £°(z) = e” - 0.2,

imamo reaom

Re{f(z)} = excosy - 0.2x + 1,

Im{£(z)} e¥siny - 0.2y,

Re{f“(z)} excosy - 0.2,

Im{f"(2)} = exsiny.

Potprogrami i glavni program u realnoj aritmetici, kao i
odgovarajuéi rezultati imaju oblik:

FUNCTION EF (X, Y, I) SUBRDOUTINE TRANS (X0, YO, A, B, R)

GO TO(10, 20, 20, 4M), 1 C=EF (x0, YO, 3)
10 EF=EXP(X)#COS(Y)— 2#X+1. O=EF (XD, YD, 4)
RETURN R=C#C+[#D
20 EF=EXP(X)#SIN(Y )~ Z#Y IF(R) 5,10,5
RETURN S X0=X0-(A*+C-B%D) /R
30 EF=EXP(X)#C0D35(Y)— 2 YO=YO-(B#C~A#D) /R
RETURN 10 RETURN
40 EF=EXP(X)#SIN(Y) : END
RETURN
END
[
C PROGRAM 1A NALA/ANJE KOMPLEKSNOG KORENA TRANSCENDENTNE
C JEDNACINE F(Z) = © PRIMENOM NEWTONOVOG METODA
c : REALNA ARITMETIKA
[

READ(2, 5) X0, YO, EPS
S FORMAT(2F10. 0, ES. O)
WRITE(S, 10)

10 FORMAT (//10X, "NEWTONOY METOD ZA RESAVANJE TRANSCENDE-
1, "NTNE JEDNACINE“//2ZX, "FLZI=EXP{Z)-0. Z#I+1=0"// - -
25X, “BR. ITER. 7, 4X, "REAL(Z) ", SX, "IMAG(Z)“, 4X; "REAL(F(Z)) "
3, 2%, TIMAGKF L Z) )" /)

ITER=0
KBR=1
15 A=EF (X0, YO. 1)
B=EF (X0, YO, 2)
20 FORMAT(SX, I4, 2X, 2F13. 7, 2F12. &)
GO TO (22,50), KBR
22 ITER=ITER+1 ’
XS=X0
‘¥S=Y0D ' .
CALL TRANS(X0, YD, A, B, R)
IF(R) 25,259,355
25 WRITE(S, 30)
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30 FORMAT (//5X, “PRVI 12900 FUNKCIJE JEDNAK NULIS) .
G0 TO SO \

25 IF(ABS(XO-XS)-EFS) 40, 40, 15

40 IF (ABS(YS-YO)-EPS) 45, 45, 15

45 KBR=2
GO TD 1S

50 WRITE(S, 55! EPS : :

S5 FORMAT(/SX, ZADATA TACNDST IZRACUNAVANJA EFSILON =-

1.E7. 1)
CALL EXIT
END

NEWTONDY METOD 7A RESAVAN.JE TRANZLCENDENTNE  JEDNACINE
FeZ)y=EXP (70, Z#7+1=0

ER. ITER. REAL (2} IMAG(Z) - REAL(F(Z?) IMRG(FLZ))

0 1. HO0GOO0 21415920 o B B it = -0, L2BE1A
1 0. 3426672 2. 9262831 —0. 444709 -0, 284296 .
Z Q. 0372189 2. 7002838 0. 034076 . 0. OPL7HT
o] Q. 0497325 2. 6425617 0. 0472335 "U.OZSﬁﬁﬁf
4 0. 0911206 S 264579818 0. 018184 -0, DOZZL34 .
S 0. 1015004 2, 645239460 Q.- 004090 =0, 02721
& 0. 1049545 2. 6459024 0. 0020246 =0, DOOPLUB
7 0. 1060993 2. 64590473 0. 0VOLT7S -0, 000304
2 0. 1064821 2. 6459045 0. QLOZZT7 -0. 000102
@ 0. 1046101 2. 6459043 0. 000074 -0. 000034
10 0. 10646533 2. 5459045 0. 00OOZS —0. 000012
11 0. 106464675 2. 6459043 0. 00O =0, DO0VO4
12 ©0. 1066727 2. 6459045 0. 000003 —0, DOOVOL
13 C0: 1066741 2. 6459043 0. 000001 - =D, DOOVOO
14 0. 1066747 2. 6459045 0 ’

. DOOOOO —0. OON00O

ZADATA TACNOST IZRACUNAVANJA EPSILONM =0. 1E-05

Navedeni potprogrami i glavni program mogu se znatno jed-
nostavnije realizoVati u kompleksnoj aritmetici. Inﬁefesaﬁtno je
primetiti 'da je u ovom sluaju za odredjivanje kompleksnog kore-
na posmatrane jedhaéine sa istom taEnoééu(lO_G) potrebno samo 5
iteracija. Do ove razlike u broju iteracija dolazi zbog'taénijeg
izvr8avanja potprograma CEXP, u odnosu na potprograﬁe EXP, SiN i
Cos. R ‘

COMPLEXx FUNCTION F(Z, ID

COMPLEX 2 SUBROUTINE NEW(Z, Z0)
G0 TO(1,2),1 COMPLEX 2,20, F

1 F=CEXP(Z)-0. 2%2+1. Z=20- F(20,1)/F(20,2)
RETURN , RETURN .

2 F=CEXP(1)-0.2 END
RETURN

END
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oGO0 00

FROGRAM ZA NALAZANJE KOMPLEKSNOG KORENA TRANSCENDENTNE
JEDNACINE FtZ) = 0 PRIMENOM NEWTONOVOG METODA
KOMPLEKSNA ARITMETIKA

ER.

COMPLEX .Z, ZO, F, Y, A

READ (3, 10) 70
10 FORMAT(2E14. 7)

EPS=1. E-6

WRITE(S, 20)
20 FORMAT(//10X: “NEWTONOV METOD ZRA RESAVANJE TRANSCENDE -

1, "NTNE JEDNACINE-//22X, "F(Z)=EXP(2)-0. 2#1+1=0"//

25X, “BR. ITER. 7, 4X, "REAL(Z) 7, SX, "IMAG(Z) 7, 4X, "REAL(F(Z) )~

3. 2X TIMAGLF(Z)) "))

ITER=0

'=F(Z0, 1)

13 WRITE(S, 30)ITER, Z0, Y-
30 FDRMAT(SX;I4:?X 2F13. 7,ZF12 6)

Y= Ft120,
B—LABo(Y
IF(B. EQ 0. GO TO 9%
CALL NEW(Z, Z0)
ITER=ITER+1
Y=F(Z, 1)
A=2--10
IF(ABS(REAL (A)). GT. EPS)GD TO 95
IF (ABS(AIMAG(A) ). LE EPSIGD TO 93
95 Z0=1
GO TO 12
29 WRITE(S, 40) ..
40 FORMAT (10X, "PRVI IZVOD FUNKCIJE JEDNAK NULIZ//)
50 TO 97 ‘ ‘ i o
728 WRITE(S, 30)ITER. Z , Y
97 WRITE(S, S5) EFPS
55 FORMAT(/SX, “ZADATA TACNOST IIRALUNAVHNJA EPbILDN =
1,E7. 1)
CALL EXIT
END

NEWTONDV METOD ZA RESAVANJE TRANSCENDENTNE JEDNACINE
F(Z)=EXP(Z)—0, 287+1=0

ITER. REAL(Z IMAG(Z) REAL(F(Z7) IMAG(F(Z))

& 1. 0000DHO0 3. 1415920 —1.-9182327 -0, 628314
1 0. B4E6LTS 2, 9242581 . -0, 444709 -0, 284794
x . 1036774 27002838 0 -0, 023705 —0. 0&L2Z73
2 0. 1054018 2. 4458714 0. 001517 ~0. 000&324
4. 0. 10646754 2 6459045 =0, VOBOGL Q..000000
=] 0. 1044749 2

6457043 Q. 0OO000 0. 000000

ZADATA TACNDET I!RAEUNAVANJA‘EPBILDN =0, 1E-05



84 3. PROGRAMIRANJE UVODNIH PROBLEMA

3.26. Dat je niz od n brojeva xi(i=],.;.,n), na svakoj kartici po
10 brojeva, u formatu 10F8.2. Broj n je dét na prvoj-kartici u for-
matu I3.

Napisati program za preuredjenje niza také da na podetku ni-
za budu pozitivni brojevi u neopadajucem redosledu, a zatim nega-
tivni brojevi u nerastucdem redosledu. v

> . . 2 ‘
Reéen]e.‘Pngram i izlazna lista za odredjeni skup ulaznih
podataka. imajy oblik:

PROGRAM 28 PREUREDJENJE NIZA

oo
|
i

DIMENSION X(99%)
READ (3, 10)N
10 FORMAT(I3:
o UCITAVANJE NIZA
READ{S, 20 (X1, I=1, N}
20 FORMAT (1UFS. 2) ‘
C  UREDJENJE NIZA PO NERASTUCEM REDOSLEDY
K=N-1
Do 11 I=1,K
L=I+1
Do 11 L]=LIN )
IFex¢Iy. GT. x¢d2)G0O TO 11
R=x¢1)
RLLIi=X ()
KA =R
11 TONTINUE
NP=0
PREBRDJAVANJE POZITIVNIH BROJEVA
Do 2z I=1, N
IF(X(I). LT 0.60D TO 33

jw]

Z2 NP=Nr+1
- UREDJEMJE POZITIVNIH BROJEVA UJ NEOPADAJUCEM REDOSLEDU
I3 L=NPS2
Do 44 I=1,L
R=Xt1I)
KUI=xXiMNP-1:
X INF-I)=R

44 CONTINUE
C  STAMPANJE UREDJENOG NIZA
WRITE(S, 302 CXCD, I=1, N7
30 FORMAT(1H1/ 14X, “UREDJENI NIZ“//791%, 4¢1X, F8. 2 1)
CALL EXIT
END
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UREDJEMI NIZ

2. 00 3. 0 4. 00 4. 00
5. 0V 5. 00 7. 00 7. 00
8. 00 2. 0o 9. 00 10. Q0
11. 00 12. 00 13 00 13. 00
12 00 13. 13 14. 00 18. 00
18, 00 19. 00 20. 00 21. 00
2z 00 3. 00 25. 0u 30. 00
33. 00 &0, DO 1. 0O -8. 00
-2, 00 3 00  -1u.00  =-11.00
-12. 00 =12 00 =1500 -14. 00
32 00 =25.00 -31.00 -32 00

~33. 00 -35. 00 -40), OO —-45. 00
~-50. 00 =159, OO

3.27. Neka je funkcija f definisana pomoéu f(x,y)=e3xsir1xy-+x2y -
y log x. Parcijalni izvodi funkcije f u tadki (xo,yo) mogu se prib-
liZno izralunati pomoéu sledeéih formula:

af(xo,yo) f(x°+h,yo)-f(x0,yo)

’

9xX . h

Bf(xo,yo) . f(xo,yo+h) - f(xo,yo)

7

9y h
gde je h dovoljno mali prira¥taj argumenta.

Napisati program za tabeliranije vrednosti funkcije i njenih
parcijalnih izvoda za x=1(0.2)1.6 i y=0(0.2)0.4, uzimajuéi h=0.01.
Paralelno raCunati i tacne vrednosti parcijalnih izvoda(radi pro-
vere datih formula). Izlaznu listu dati u obliku:

X Y F(X,Y) DFXP - - DFXT DFYP DFYT
XX XX XOXXXXEEXX X.XXXXELXX X XXXXE£XX X XXXXE£XX  X.XXXXE£XX

gde su DFXP i DFYP , DFXT i DFYT redom pribliine vrednosti parcijalnih
izvoda po x i y, odnosno njihove ta&ne vrednosti.

Funkciju £ i njepe‘pércijalné izvode'iadati u potprogramu
tipa FUNCTION. | C '

o Re§enje..Pqtprogram{ prdgram i odgovarajuéa_izlazna Iista
imaju, oblik: - - o i

|
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FUNCTION FP(X,Y, I)

C 7A I=1 RACUNAJU SE VREDNOSTI FUNKFIJE F :
C ZA I=2 RACUNAJU SE VREDNOSTI FARCIJAILNIH IZVODA ‘DF /DX
C I 1=3 RACUNAJU SE VREDNOSTI PARLIJAINIH 1Zv0pA DF/TY
U=EXP (3. #X) .
GO TO (1,2,3), 1 ;
1«FP—U*SIN(X*Y)+X*X*Y—Y*ALUG(X) ,
RETURN
2 FR=U#(3. *SIN(X*Y)+Y*FDS(X*Y))+2 *x*v Y/X
RETURN
2 FFP= X*U*CUS(X*Y)+X*X ~ALOG (X)
RETURN
END
[N
L PROGRAM ZA TAEBELIRANJE VYREDNCSTI FHNFIIIF T NJENTH
G PARCIJALNIH IZvODA
L=
'READ(S, 5)° XP, XK, DX, YP,YK:DY H
S FORMAT (7F5.0) -
N=IFIX((XK- xp)/nx;+1
M=IFIX((YK~-YP)/DY)+]
WRITE(S, 10)
10 FURMAT (1H1, X, X4 3X, 7Y, SX, “F (X, ¥) ", 7X, "DFXP*,
18X; “DFXT~ BX.’DFYP’ SX,’DFYT /;
Do 15 I=1,N
X=XF+DX#FLOAT(I-~1)
Do 1S J=1, M
Y=YP+DY#FLOAT (- 1),
F=FP(X, Y, 1) : :
DEXP=(FFP(X+H, Y, 1)-F)/H
DFYF=(FF (X, Y+H, 1)-F)/H
DFXT=FP(X, Y, 2) .
DFYT=FP (X, Y: 3) ’
15 WRITE(S: 20). Xs Y, F, DFXF, DFXT, DFYF, DFYT
20 FORMAT(4X, 2F4. 1, SE12. 4)
CALL EXIT: -
. END
4 F(X,Y) DF XP DFXT’ DFYP DFYT
0.0 0.0000E 00 ©.0000E 00 0. 0000E 00 0. Z109E 0Z 0. Z109E
0:2 0.4190E 01 0. 1641E 02 0. 14611E 02 0. 20646E 0Z 0. Z0A%E
0.4 0.8222E 01 0.318S5E 02 0. 3127E 02 0. 1944E 0Z 0. 1950E
0.0 0. 0000E 00 0.0000E OO0 0. O0OOE 00 0. 4517E 0Z 0. 4518E.
0.2 0.8951E 01 0. 3413E 02 0.3352E 02 0. 4385E 02 0. 4392E
0.4 0.1740E 02 0.4547E 02 0. 6431E 02 ©. 4009E 02 0. 402Z1E
0.0 0. 0000E 00 0. 0000E 00 0. Q000E 00 0. 9498E 02 0. 9492E
0.2 0.1875E 02 0. 6975E 02 0. 46852E 02 0. 9116E 02 0. 9135E
0.4 0.3607E 02 0.1320E 03 0. 1297E 03 0. 8037E 02 0. 807ZE
0.0 0. 0000E 00 0. 0000E 00 O.0000E 00 0. 1965E 03 0. 19465E
0.2 0.3864E 02 0. 1407E 03 0. 1383FE 03 0. 1861F 03 0. 1864E
0.4 0.7340E 02 O0.2621E 02 0.2577E 03 0. 1S71E 03 0. 1580E
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3.28. sastaviti program za tabeliranje funkcije gre3ke

b4 2
erf (x) = —2—,fe tat
. Yro

za x=0(0.5)10 sa tadno3éu 10~%. Izra¥unavanje izvoditi u potprog-
ramu tipa SUBROUTINE na sledeél nadin:

a) Za x <3 podintegralnu funkciju razviti u potencijalni red
u okolini nule i integraliti dobijeni red &lan po &lan;

b) Za x >3 koristiti pribliZnu asimptotsku formulu

2
-X
1 1+ 3 1¢35
(1) erf(x) = 1- £ (1-—=5+52 =207+ L)
x/T 2x2 22x4 23x

Glavni program treba da obezbedi potrebnu promenu argumenta
x i Ztampanje tabele u obliku:

X ERF(X) X ERF(X)
X. X X XXXXX X. X X XXXXX

ReSenje. S obzirom na razvoj

2 +o0 k, 2k
e t 2 I 1111—5—— ’
k=0 k!
imamo
2 +o (—l)kx2k+l

20 erf(x) = < 1
. /7 k=0 k! (2k+1)

Prema uslovu zadatka, za izra&unavanje vrednosti funkcije
greske, koristimo razvoj (2) za x< 3 i razvoj (1) za x> 3. Za su-
miranje ovih redova(videti primer 1.6, poglavlje 1.1), funkcija
® Dbide

- 2
8 (k, %) =-k—2(%x (x<3),
ok, = - &L (x>3).
- 2x

Odgovarajuéi programi i izlazna lista imaju oblik:
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15

10

20
25

15
10

20

21

. PROGRAMIRANJE UVODNIH PROBLEMA

IMPLICIT REAL#8. (A-H), (0-2)
DIMENSION ER(20), X(20)
WRITE(S, 15) ’ : .
FORMAT (1H1, 2(&X, X7y 4Xs “ERF(X) ) /)
DD 10 1=5,100,5

K=1/9

X{(K)=0. 1DO#DBLE(FLOAT(I) ).
CALL FG(X(K);ER(K)) =

Do 20 I=1,10

X(I)=X(1)+0. Q01DO
X(I+10)=X(I+10)+0. O0O1DO

WRITE(S, 25)X(I), ER(I); X(I+10), ER(I+10)

FORMAT (5X,F4. 1,F9. 5, 4X,F4. 1, F9. 5) -
CALL EXIT
END

SUBROUTINE FG(X, ERF)
IMPLICIT REAL#E8 (A-H), (0-2)
PI=32, 141592653500
PI=DSLRT(FPI)

Y=X#X

EPS=1. D-5

5=0. DO

N=1

IF(X-3. D05, 10, 10

U=X

S=5+U -

A=DBLE (FLOAT(N))

U==(2. DO#*A-1. DO) /(A% (2. DO#*A+1. DO ) #Y*U
N=N+1 ‘ '
IF(DABS(U)-EPS)-15,: 16, 14
ERF=2. DO/PI#S

RETURN

F=DEXP(-Y)/(X#FI)

t=1. DO

S5=5+U

A=DEL.E (FLOAT(N)) .
U=—(2Z. DO#A—1. DO/ (2. DO#®Y ) #i]
N=N+1

IF (DARS(U%F)-EPS)21, 21, 20

ERF=1. DO-F#3

RETURN

END

b4 ERF(X) X ERF (X)

0.5 0 52049 5.5 1. 00000
1.0 084270 6.0 1. 00000
1.9 0 946610 6.5 1. 00000
2.0 0. 99532 7.0 1.00000
2.5 0 99960 7.5 1. 00000
3.0 0, 99998 8.0 1. 00000
3.5 1. 00000 8.5 1. 00000
4.0 1. 00000 2.0 1. 00000
4.5 1. 00000 2.5 1. 00000
5.0 1. 00000 10,0 1. 00000
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3.29. Lagrangeov interpolacioni polinom za funkciju x > £ (x),za in-

terpolacione &vorove xi(i=1,...,n), ima oblik
. n (x—x.)...(x-x, ) {x—%, . .)...(x-x)
P(x) = z 1 i-1 i+l n f(xi) .
i=1 (xi—xl)"'(ﬁfxi-ﬁ(%fxi+l)"'(xfxn)

Uzimajuéi za interpolacione &vorove xi=xo+(i—1)h (i=1,..

.yn)y

x°==0, h=0.5, n=10, sastaviti program za izradunavanje vrednosti

polinoma P (za funkciju £ (x) =e®sinx) u m zadatih tadaka.

Qo0

Re§enje. Program i izlazni rezultati imaju oblik:

LAGRANGE-OVA INTERPOLACIJA

"REAL L{Z0)

L]

40

15
10
20

25
30

DIMENSION X(20),Y(20), XP(20)
FEOXO=EXP(X)#SIN(X)
READ(&, 5) N, X0, DX

READ(E, 5) M, (XF(I), I=1, M)
FORMAT (I12/(8F10. 0))

DO 7 I=1.,N
X(I)=XO+DX#FLOAT(I~-1)

Y(I)=FF(X(I))

WRITE(S, 40)

FORMAT (1H1, 8X, "K“, 3%, X, 11X, “F*, 14X, “FT*/)
DD 25 K=1, M

D0 10 J=1,N

L(d)=1.

DO 10 I=1,N

IF(I-J) 15,10, 15
LED=L(d)#(XP(E)=X(I) )/ (X (JI=X(T))
CONTINUE

F=0.

DO 20 I=1,N

F=F+L(I)#Y(I)

FT=FF (XP (K))

WRITE(S, 30) K, XP(K),F,FT
FORMAT (110, F4. 2, 2F15. 7)

CALL EXIT

END

K X F FT

1 0 22 0. 2703133 0. 2719302
2.0 76 1. 4733760 1. 4731042
2 128 3. 4455428 3. 4454384
4 194 6. 4898577 6. 4895362
5 2.73 . b 1342897 6. 1342211
& 3.14 0. 0367043 0. 03467950
7 3.65 -18. 7284777 -18. 7289439
8 4.35 -72. 4501190 -72. 43464264
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v

<o

3.30. Napisati program za sumiranje sporokonvergentog reda I uk(xL
. o . k=o
gde je uy (x)= (~l)k fﬁi%i; r za x=0(0.5)5, primenom nelinearne tra-
nsformacije ‘ :
2
Snt15n-1 7 84
T, = T (S) =8, - (n=1,2,...),
: Spe1 ¥ Sp-1 7 25,
n .
gde je Sn== I uk(x). Sumiranje prekinuti kada je ispunjen uslov
k=0 .
|Tn+1-Tn|'< €, gde je e=10"". Na izlazu $tampati
X N S(N) T(N)
X.X XX X.XXXXXXXE;XX‘ X XXXXXXXE+XX

ReZenje. Program i izlazna lista imaju oblik:

el vy

I7RACUNAVANJE SUME SPOROKONVERGENTNOG REDA

FICI, X0=—(FLOAT(Z#I-1)+X)/(FLOAT (2#I+1+X)
WRITE(S, 100)
100 FORMAT (4X, “SUMIRANJE SPOROKONVERGENTNOG REDAC//
13X "X 84X, N7 724, “SIND“, 115, “T(N) /)
READ(S8, 200) XP, %K, DX, EPS
200 FORMAT(3FS. 2,ES. 1)
X=xP
22 Yu=4, /(1. +X)
=—4, /(3. +%)
1=0
S1=00
Al=1, E10
I=1
S=U0+U
52=5
10 I=I+1
U=UsFI(I, %)
S=5+U
£3=5
A2=53—-(53-S2)#%x2/(S1+53~2. #S2)
IF (ABS(A2-A1)-EPS) 20,20, 15
1S S1=52
$52=53
Al=A2
GO TO 10
20 WRITE(S, 300X, 1,83, AZ
30 FORMAT (2X,F3. 1, 2%, I3,2(1X,E14. 7))
IF(x. GE. XK)GO TO 11
Y=X+DX
GO TO 22
11 CALL EXIT
END



ZUMIRANJE SPOROKONVERGENTNOG REDA

X N SN TN
0. 0 38 0. 3147229E 01 0. 3141597E 01
[S3=) 38 0. 19754S5S5E 01 0. 1949924E O}
1.0 37 0. 1360325E 01 0. 1386289E 01
1.5 37 0. 1038414E 01 0. 1064211E 01
2.0 37 0. 8327707E 00 . 8584030E Q0O
2.9 37 0. 691Z113E 00 O, 7166804E OO
3.0 36 0. H39L7S4E 00 0. 137105E 00O
3.5 3& U.SA15861E 00 (O, 5357386E 00
4,0 36 0. S00SLZ8E OO 10, 4749305E 00
4.5 36 0. 451646ZE OO0 0, 4261771E OG
S, 0 35 0, 360IZ4YE OO O, 3BLHZIIVE OO
3.31. Date su matrice A= [a 1JJnXm iB=[b 1J]nXm

c

aij-l-bij (aij <
cij= ‘ aij'-bij (aij >
aijbij (aij =

b

b,

b,

Na listi $tampati elemente matrica A,B,C.

ij

ij

(n <20, m<8).
diti matricu C &iji su elementi odredjeni formulama

)y
1j)’

.o
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Odre:

1

2

DIMENSION A(20, 82, Bt20,8), CL20, &)
UCITAVANJE MATRICA A I B

READ(E, 1)N, M

FORMATUIZ, I1)

FORMAT (<M>FE. 2)

L/RACUNAVANJE C

10
20

30
11

Do 11 I=1,N

DO 11 J=1, M

IFLALT, D-BUI, )10, 20,30
CoI, =Al, J)+B(I J)

GO TO 11

S PN FETY I,d}*B(I.d)

Go TO 11

CtI, i=Al, H-B(I, 0

CONT INUE

STAMPANJE I1zLazNIH REZULTATA

oo

I1=1llA

I172=1HE

I3=1HC

WRITE(S, 100011, C(ACL Ji, J=1, M), I=1, N»
WRITE(S, 100 IZ, ((BL(I, ), =1, M), I=1,N’
WRITC(S, 100) I3, ({CCL, J2, Jd=1, M), I=1, N2

FORMAT (//<M#5-42X, “MATRICA “, Al J/I<M>ZXFB 2

CALL EXIT
END

-READNGE, 23 CLACL, J2 )y J=1, M2, I=1, N).((B I, ), J=1, M), I=1, N)
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MATRICA A
i. 00 Z. 00D 3.00 4. 00
5. 00 &. 00 7. 00 5. ou
2. 00 10. 00 11. 00 12, 00
MATRICA B
700 19, 0y 11. 0O 12. 00
5. 00 b, 00 7. 00 2 00
1. 0y Z. 00 3. 00 4. 00
MATRICA C
10, QU 12, 0u 14. 00 " 16. 00
25, 00 3. 0V 49. 00 - 64, 00
. 00 8. OV 8. 00 2. 00

3.32. Napisati program za transponovanje matrice A==[a ne

1j]an
koristeéi pomoéna polja u centralnoj memoriji, veé pomofu upisa
na disk i ufitavanja sa diska direktno u transponovanom obliku.

Na izlazu Stampati matricu A i njenu transponovanu matricu.

Refenje. Program i izlazni rezultat za konkretno datu mat-
ricu A tipa 3x4 ima oblik: ‘

[
.

= TRANSPONOVANJE MATRICE UPISOM NA DISK I ODGOVARAJUCIM
C UCITAVANJEM SA DISKA

DIMENSION A(S0, 50)
DEFINE FILE 1(50,100,U, II)
C USITAVANJE MATRICE A
READ(S8, 10)M, N
10 FORMAT(2I2)
READ(8, 20) ( (AL, J), J=1,N), I=1, M}
20 FORMAT (KNDF8. 2)
C  STAMPANJE MATRICE A
WRITE(S: 30) (AL, J),J=1, N}, I=1, M)
30 FORMAT (//<N*5-4>X, “MATRICA A" //(<N>(2X,F8.2) )}
C  UPIS NA DISK
I11=1
Do 11 I=1,M
11 WRITE(L1ID) CACI,J)J=1,N)
C UCITAVANJE SA DISKA
II=1
po 2z I=1.M .
22 READ(1-ID) (AL, 1), J=1,N)
C  STAMPANJE TRANSPONOVANE MATRICE A
WRITE(S, 4U) ({ACI, J), J=1, M), I=1, N)



L

PR

40 FORMAT(//<M%5-43X, ‘MATRICA A — TRANSP. " //

LIKMZ(2X, F8. 20 ))

CALL EXIT
END
MATRICA A

. 00 2. 00 3. 00
.00 6. 00 7. 00
. 0L 10. 00 11. 00
MATRICA A — TRANSP.
0O 5. 00 9. 00
00 6. 00 10. 00
0o 7. 00 11, 00
. DO 3. 00 12. 0o

4, 00
2. 00
12, 00

93






4, NUMERICKI METODI U LINEARNOJ ALGEBRI

‘4.1. ELEMENTI MATRICNOG RACUNA

4.1.1. LR faktorizacija kvadratne matrice

Cesto se kod reSavanja sistema linearnih jednadina jav-
l1ja problem predstavljanja kvadratne matrice kao proizvod dve
trougaone matrice. Ovaj odeljak posveéen je ovom problemu.

Teorema l.l.1. Ako su sve determinante

811 +°r %1k
Ay = : (k=1,...,0-1)
8x1 8xk
razlidite od nule, matrica A= [aij]nxn moZe se predstaviti
u obliku
(1.1.1) A = LR,

gde je L donja i R gornja trougaona matrica.

Trougaone matrice L i R reda n, imaju oblike:
(1.1.2) L‘[‘igﬂnxn | (£5=0¢& i<3),

(161.3) R=F (r;.=0& 1i>j).

ij]nxn ij
Razlaganje (1.1.1), poznato kao LR faktorizacija(dekom-
pozicija), nije jedinstveno, s obzirom na jednakost

“LR = (cL)(ZR) (Yo # 0).

Medjutim, ako se dijagonalnim elementima matrice R( ili L)
fiksiraju vrednosti od kojih nijedna nije jednaka nuli, raz-
lagenje je jedinstveno,

s 6bzirom na (1.1,2) i (le143) i imajuéi u vidu da je

95
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max(i,j)

aij= Eikrka (1,J =‘l,ooo,n),

elementi matrica L i R mogu se lako odrediti rekurzivnim pos-
tupkom, ukoliko se unapred zadaju elementi rii(#(D) ili Eii

(#0)(i=1,...,n).

Tako, na primer, neka su dati brojevi rii(#(D)(i= 1,...41).
Tada vazi

a
11
1) b, = —=
11 Ty '

(i=2,...,n);

i-1
3 1
(1) [ii =r.. <aii - Zikrki> .

11 =1
i-1
1 CO .
RET Ry (aij—zzikrk;j> (i=2,4.040).
1 k=1

(J=i+l,e..,n);

Slidno bismo mogli iskazati i rekurzivni postupak za od-
redjivanje elemenata matrica L i R ako su unapred dati brojevi
£;,(#0)(i=1y0..,yn).

U primenama, najdeste se uzima r,; = 1(i=1y..s,n) ili
45 =1(i=1,.00,m). _

U primenama vrlo Cesto se javljaju viSedijagonalne mat-
rice, tj. matrice ¢iji su elementi razliditi od nule samo na

glavnoj dijagonali i oko glavne dijagonale. Na primer, ako je
aijf'o za |i-jl£1 i 84 0 za li-ji>1, matrica je trodijago-
nalna. Obiéno elemente ovakve matrice predstavljamo vektorima

(ae,...,an), (bl,...,bn), (cl,...,cn_l), tj.
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by ¢ O ... O ©
- 8, b2 ¢y 0 0]

1.1.4 A = .
( ) 0 a; by 0o o0
[0 0 o a an

AKD je aia.;éO( li-jls2) i a4 = O(li-j|>2),.imamo sluéaj
pentodijagonalne matrice.

Pretpostavimo sada da trodijagonalna matrica (1.l.4) is-
punjava uslove teoreme l.l.l. Za dekompoziciju ovakve matrice
dovoljno je pretpostaviti da su '

- -
B, 0 0 ... 0
a 8 0 0
2 2
L = (B.B,...B_ # 0)
0 agy 63 0 0 172 n
0 0 0 o B
- n nJ
i
[ ¥, 0 0 OW
. 0 1 Yo 0 0
- 0 0 1 0 0
L 0 0 0 o 1]

Uporedjivanjem odgovarajuc¢ih elemenata matrice A i matrice

Bl B1vy 0 - 0 0
@y ety Bovp 0 0
0 o OLY,+B 0 0
LR = ) 3 372°°%3
70 0 0 on anYn—l+Bn

dobijamo sledede rekurzivne formule za odredjivanje elemenata agr

Bil 'Yi: Cl
Bl = bll Yl = 'B_‘ ’
1
. =
(1.1.5) ‘ ay =-agy Bi;bi_aiYi—l’ Y, = EI (i=2,...,n-1),
n T 8pr Bn=bn—anyn—l'
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4.

1.2. Sopstveni vektori i sopstvene vrednosti matrica

Definicija 1.2.1. Neka je A kompleksna kvadratna matrica reda n.

5
. n ce o Lw . :
Svaki vektor xeC , koji je razlidit od nula-vektora, naziva se

sopstveni vektor matrice A ako postoji skalar AeC takav da je
(1.2.1) Ax = Ax

Skalar X naziva. se odgovarajuca sopstvena vrednost.

S qbzirom da se (l.2.1) mo¥e predstaviti u obliku
- >
(A - AI) x = O,

zaklju€ujemo da jednadina (1.2.1) ima netrivijalna reenja (po g)
ako i samo ako je det(a - AI) = Q.

4,2, DIREKTNI METODI U LINEARNOJ ALGEBRI

4,2,1. Uvodne napomene

Numeridki problemi u linearnoj algebri mogu se klasi-
fikovati u mnekoliko grupa:

1° ReSavanje sistema linearnih algebarskih jednaclina
-3
sa regularnom matricom A, izradunavanje determinante od A i
inverzija matrice A;
2° Re3avanje proizvoljnog sistema linearnih jednalina
metodom najmanjih kvadrata;

3° Odredjivanje sopstvenih vrednosti i sopstvenih vek-
tora date kvadratne matrice;

4° ReSavanje zadatka linearnog programiranja.

_ Za reSavanje ovih problema razvijen je &itav niz meto-
da, koji se mogu podeliti u dve klase.

Prvu klasu ovih metoda &ine tzv. direktni metodi ili
kako se ponekad nazivaju taéni metodi. Osnovna karakteristi-
ka ovih metoda je ta da se posle kenacnog broja transforma-
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cija(koraka) dolazi do rezultata. Ukoliko bi se sve radunske
operacije izvodile tadéno, dobijeni rezultat bi bio apsolutno
tacan., Naravno, kako se proces radunanja izvodi sa zaokrug-
ljivanjem medjurezultata, konalan rezultat je ogranidene tad-
nosti.

Drugu klasu metoda &ine iterativni metodi, kod kojih
se rezultat dobija posle beskonadénog broja koraka. Kao polet-
ne vrednosti reSenja, kod primene iterativnih metoda, najéesce
se koriste rezultati dobijeni nekim od direktnib metoda. O op-—-
Stoj teoriji iterativnih procesa bilo je redi u treloj glavi.
U poglavlju 4.% izloZicemo glavne osobine iterativnih metoda
koji se koriste u linearnoj elgebri.'Napomehimo da se kod re-

Savanja sistema sa velikim brojem jednadina, kakvi se javlja-
Ju pri resavanju parcijalnih dlferenc1aa1n1h Jjednaéina, koris-
te uglavnom iterativni metodi.

4,2.2. Gaussov metod eliminacije sa izborom glavnog elementa

Posmatrajmo sistem linearnih algebarskih jednadina

811Xy *8) X5 +eee + 8y X bl,
- 321x1-+ae2x2 teee + 85X = b2,
(2.2.1) .

8n1%y *8poXp teer + 8 X = by,

ili w matriénom obliku

(2.2.2) =7,
gde su
‘all 815 eos 81 bl Xy
821 #22 8o N by L *
A= . y b= > X = .

-
L]
L
8n1 Bn2 %nn bn *n



100 4. NUMERICKI METODI U LINEARNOJ ALGEBRI

Za sistem jednadina (2.2.2) pretpostavlijamo da ima jedingtve-
no redenje. :

Poznato je da se reSenja sistema (2.2.1), tj. (2.2.2),
mogu izraziti pomoéu Cramer ovih formula

) det Ai

X, (i=1ye00smn),

1

" det A

gde je Ai matrica dobijéna iz matrice A zamenom i-te koleone
vektorom bBe Medjutim, ove formule su nepogodne za praktiéna
izradunavanja, s obzirom da je za izradunavanje n+l determi-
nanata potreban veliki broj radunskih operacija. Naime, ako
bismo vrednost determinante n-tog reda-izradunavali razvijanjem
determinante po vrstama ili kolonama, potrebno je izvrsiti Sn=
. nl-1 sabiranja i Mngn!(e—l) moZenja(n >4), %to znadi da je uku-
pan broj radunskih operacija Pn==Mn+Sn5n!e. Pod pretpostavkom
da je za obavljanje jedne rafunske operacije potrebno 10us, Sto
je sluaj kod brzih radunara, to bi za izradunavanje vrednosti
determinante tridesetog reda(n=30) bilo potrebno oko 2.3-1020
godina. Uop&teno govoredi ovakav postupak je praktiéno nepri-
menljiv, veé za determinante reda n> 5.

Jedan od najpogodnijih direktnih metoda za resavanje
sistema linearnih jednadina je Gaussov metod eliminacije.
Ovaj metod se zasniva na redukciji sistema (2.2.2), prime-
nom ekvivalentnih transformacija, na trougaoni sistem

(2.2.3) R =3,
gde su ’
T11 T12 *** Tin ©1
R = _ T22 T2n N i
'.I‘ ()



4.2. DIREKTNI METODI... 101

Sisten (2.2.3) se reSava sukcesivno polazeéi od posle-~
dnje jednadine. Naime,
c

x < —I
n Tun ’
n
. - i = n-
X = Tol (ci E: rikx;> (i=n-1,...,1).
k=1+1

Napomenimo da su koeficijenti Ty £(3 jer po pretpostaveil
sistem (2.2.2), t3e (2.2.%3) ima Jedlnstveno re3enje.

Pokazaéemo sada kako se sistem (2.2.1) moZe redukova-—
ti na ekvivalentan sistem sa trougaonom matricom.

Pod pretpostavkom da je all;éo, izraCunajmo najpre
faktore ’

i1 )
miy = Eiz (i=2y40.,1),

a zatim mnoZenjem prve jednadine u sistemu (2.2.1) sa m; g i

oduzimanjem od i-te jednadine, dobijamo sistem od n-1 jedna-

éina
gg)xe + eee + aéi) X, = b§2),
(2.2.4) : | :
agg)xz + ees + aéi) n = bgz),
- gde su. /
ii) = 855051874 b§2) = by -my4by (i,J=24a0eqn)
Pod pretpostavkom da je aég)é(h primenjujuéi isti

postupak na (2.2.4) sa m12"a§§) (g) (i=34ees,n) dobijamo

sistem od n-2 J:dnac1ne'

' ’ )
ég) Xz Foese aéz X, = bga),
(2) 2y

+ aee =b(3‘);'
n

B3 %3 T 2nn *n



102 4. NUMERIGKI METODI U LINEARNOJ ALGEBRI

gde su 7
a2 - a{® -n a8, b3 vl - w082 (1,523,000,

Nastavljajuéi ovaj postupak, posle n-1 koraka dolazimd do jed~
nacine '

aly ),

nnn

Iz dobijenih sistema, uzimanjem prvih jednacdima, dolazi-
mo do sistema jednalina

1 1 1
il)xl + a£2) Xy + aia) ¥z et aﬁi) x, = bil)’
2(2) 2 ' 2 2
55Xy + aéB) 5 + eoa + agn) X, ='bé ),
230, ' '
53 3 + [ ] + agg) n = béB)’

L@ (@)
n L

nnn

.o 13 a(1) (v
pri cemu smo stavili aij = aij’ bi ='bi.

Navedena trougaona redukcija ili kako se &esto kaZe Gauss-
ova eliminacija, se svodi na izradunavenje koeficijenata

ney
k
mg ‘Clla (k+l) (g)_m (k) b(k+1)b(k) 085D (4,3=kelyennym)

za k=21,2y400040-10 Primetimo da su elementi matrice R i vektora
¢ dati sa ’
i i .
HJ'a&)’ %fbg) (i=1,400yn3 J=1y0.0yn).

’ Da bi navedena redukclja egzistirala, potrebno je obezbedi-
ti uslov a( ¥ O, Elementi akk su poznati kao glavni elementi
ili stozersk1 elementi’ . Pod pretpostevkom da Je matrica A siste-~
ma (2.2.2) regularna, uslove akt £ 0 moguée Je obezbediti permu-
tacijom Jjednadina u sistemu.

*) Na engleskom jeziku pivotal element, ili prosto pivot.
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BtaviSe, sa stanoviita tadnosti rezultata potrebno je ko-
ristiti tzv. strategiju izbora-glavnog elementa, Modifikacija
Gaussovog eliminacionog metoda u ovom smislu, naziva se Gaussov
metod sa izborom glavnog elementa. Prema ovom metodu za glavni
element u k-tom eliminacionom koraku uzimamo element agﬁ y 28

koji je ‘a( )\ \a(k)\, uz permutaciju k-te i r-te vrste.

kélén
Ako dozvolimo i permutaciju nepeznatih najbolje Jje za
glavni element u ‘k-tom ellmlnaclonom koraku uzeti element aj s

max laid |, uz permutaciju k-te i r-te vr-
ksi,jsn

ste i k-te i s-te kolone. Ovskav postupak se naziva metod sa
totalnim izborom glavnog elementa.

za koji je lars | a

MoZe se pokazati(videti {2]) da ukupan broj radunskih
operacija u Gaussovom metodu iznosi

N(n) = %(Ll-n5 + 9n2 - 7n).

Za dovoljno veliko n imamo N(n) ¢ 2n5/3. Dugo vremena se mislilo
da je Gaussov metod najoptimalniji u pogledu broja radunskih
operacija. U novije vreme V. Strassen je, uvodeéi iterativni al-
goritam za mnoZenje i inverziju matrica, dao jedan metod za re-

Savanje sistema 11nearn1h jednadina, kod koga je broj radunskih
log,?
operacija reda n 2 . Strassenov metod je,dakle, optimalniji

od Gaussovog metoda(log,? < 3).

Trougaona redukcija obezbedjuje lako izradunavanje deter-

ninante sistema. Naime, vaZi -
det A = a(l)a(z) a(n)
55 e .

Ukoliko Jje koriséen Gaussov metod sa izborom glavnog elementa
treba samo voditi rafuna o broju permutacija vrsta(i kolona kod
metoda sa totalnim izborom glavnog elementa), koje utilu na znak
determinante. Ovakav naéin za izralunavanje determinsnte j& veo-
ma efikasan. Na primer, za izradunavanje determinante reda n=30,
potrebno je 0.,18s , ako se jedna radunska operacija obavlja za
10ps.
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‘ 4.2.3, Inverzija matrica pomoéu_Gaussovos metoda
Neka je A= [?ij]nxn regularna matépa i neka je
xll x12 e e x1n

'X=,x?l x22 | ‘x2n =[_> - _*]

: xl X2 e xn

*m1 *n2 ‘Xan
. . . - ' : _
njena inverzna matrica. Vektori X;,Xjysee,X, su reEPmaPrva, Eyu
g&8,+.+4 D-ta kolona matrice X. Definisimo vektore €11€pye0098y
pomoéu ’

TS T

CHP RN - AR B L AT A
i - -> . -

S obzirom na jednakost AX= [Afc’l AXy ... Axn]=‘I= [el CPRRR en] ’

problem odredjivanja inverzne matrice moZe se svésti na resSava-

nje n sistema linearnih jednaéina

iy

(2.3.1) . A;i= ei (i'—"l,.-o,n).

Za reSavanje sistema (2.3,1) pogodno je koristiti Gauss-
ov metod, s obzirom da se matrica A pojavljuje kao matrica svih
sistema,pa njenu trougaonu redukciju treba izvrsSiti samo jednom.
Pri ovome sve elementarne transformacije koje su potrebne za
trougaonu redukciju matrice A treba primeniti i na jediniénu mat-
ricu I-[gi Zé . gh]. Na taj nadin se matrica A transformisSe u
trougaonu matricu R, ‘a matrica I u matricu C= [31 ?2 ees F:'n] .
Najzad, ostaje da se reSe trogaoni sistemi

RX, = CT; . (A= lyeeeyn).

4,2.4, Faktorizacioni metodi

Fektorizacioni metodi za reSavanje sistema linearnih jed-
nagina zasnivaju se na razlaganju matrice sistema na proizved-
dve matrice &iji je oblik tekav da omoguéava svodjenje sistema
na dva sistema jednalina koji se jednostavno sukcesivno reSava-
Ju. U ovom odeljku ukazalemo na metode zasnovane na LR faktori-
zaciji matrice(videti odeljak 4.l.1).
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Neka je dat sistem jednadina

(2¢4¢1) | A; = B"I

sa kvadratnom matricom A, &iji su svi glevni dijagonalni minori
razliditi od nule. Tada, na osnovu teoreme 1.1l.1, postoji fak-
torizacija matrice A= LR, gde je L donja i R gornja trougaona
matrica. Faktorizacija je jednozna&no odredjena, ako se, Da pri-
mer, usvoji da matrica L ima jediniénu dijagomalu. U tom sluda-
ju, sistem (2.4.1), tj. sistem IRX= B, se mole predstav;i.ti u
ekvivalentnom obliku

(2.4.2) =%, RX = 5.

Na osnovu orethodnog, za resavanje sistema jednaéina
(2.4.1), moZe se formulisati sledeéi metod:

1° stavimo £ =1 (i=1,...,n);

2° Odredimo ostale elemente matrice L= [f i mat-

) . ] ij]nxn
rice R'=[rij]nxn (videti odeljak 4.1.1);
3° ReSimo prvi sistem jednadina u (2.4.2);
4° Resimo drugi sistem jednaéinavu (2.4.2).

;20 s . . .
Koraci 37 i 49 ge jednostavno izvode. Naime, neka su

T T T
T= [bl b,y ...bn},?= [yl o ...yA , X= [xlvx2 ...xr] .

Tada je

i-1
Fy=bys Fy=by- i (i=2y00.,m)
. k=
i
n
e o0 1 ) ,
xn=§ N xi=-1-‘—i;<yi— Zrikxk> (1=n-l,...,l)-
. i k=1+1

IzloZeni metod se u literaturi sreée kao metod Haleckog.
U sludaju kada je matrica A normalna, tj. kada je simetricna i
pozitivno definitna, metod Haleckog se moZe uprostiti. Naime,
tada se moZe uzeti da je L=R'. Dakle, treba odrediti faktori-
zaciju‘matrice Au obliku‘A==RTR. Na osnovu formula iz odeljka
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4,1.1 za elemente matrice R va¥e formule

8
1 .
T11=ve11 » rlj“ﬁi (§=2y0e05m)

(i=2,...,n).

1 .
Tig= T <%ij" E: TyiTkj (J=i+lyeeeyn)
k=1

U ovom sludaju sistemi (2.4.2) postaju
R‘I\-y’=‘3, RY = ;.

Primedba 2.4.1. Determinanta normalne matrice se moZe izraduna-
ti po metodi kvadratnog korena kao

2
detA = (r11r22"' rnn) .

Faktorizacionl metodi su narodito pogodni za re3avanje
sistema linearnih jednalina, kod koJjih se matrica sistema ne
menja, veé semo vektor slobodnih &lanova b. Ovekvi sistemi se
%esto javljaju u tehnici.

Sada éemo pokazati da se Gaussov metod eliminacije moZe
interpretirati kao LR faktorizacija matrice A. Uzmimo matricu
A takvu, da prilikom eliminacije ne treba vr3iti permutaciju
vrata i kolona, Polazni sistem oznalimo sa A(l)§=?g(1). Gaussov
eliminacioni postupak daje n-1 ekvivalentnih sistema A(z);= 3(2%
...,A(n);- F(n), pri demu matrica A%) ipa oblik

C (1) (1) 1 1)]
&11 312 oo E{k) s a a{n
2 2 2
_ aéz) aék) aén)
(k) ) : '
A =
K k)| *
aék) aén)
(k) k)
L 8k aén i
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Anelizirajmo modifikaciju elementa a, J(= a( )) u procesu
trougaone redukcije. Kako je,za k=1,2,...,n-1,

alk+l)
ij

=a§J) kaéﬁ) (i,J= k#1,...,n)

k+1 k+1 X
a§l ) a£2+ Yo = a§§+1)= 0 (i=k+1,...,n),

sumiranjem dobi jamo

i-1
oygm off = al} s Z“‘ik ofy e
k=
i . | ,
- ae o Z IACEE T
k=

DefiniBuéi m,= 1(i=1l,...,n), poslednje dve jednakosti
se mogu predstaviti u obliku

(2.4.3) aij = 1ka§§) (i,i= 1y...ym),
k=

gde je p= min(i,j). Jednakost (2.4.3) ukazuje da Gaussova eli-
minacija daje LR faktorizaciju matrice A, gde su

1 Hl ﬁz"‘ﬁm

oy 1 Tro Ton
L = ’ R =

Dy Do oo 1 rnn

i rkj= aég). Pri programskoj realizaciji Geussovog metoda u ci~-

1lju dobijanja LR faktorizacije matrice A, nije potrebno koristi-
ti nove memorijske elemente za paméenje matrice L, veé je pogod-
no faktore m; smedtati na mesto koeficijenata matrice A koji se
anulirsju procesu trougaone redukcije. Na taj naéin, posle zavr-
Seng trougaone redukcije, na mesto matrice A biée memorisang

metrice L i R, prema slededo] Semi
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Uolimo da se dijagonalni elementi matrlce L koji su svn Jjed-
naki jedinici, ne moraju memorisati.

Metod Haleckog,zasnovan na LR faktorizaciji, primenjuje
se u sludajevima kada matrica A ispunjava uslove teoreme l.1i.l.

Medjutim, primenljivost ovog metoda moZe se prodiriti i na
druge sisteme sa regularnom matricbm, uzimajuéi u obzir per-
mutaciju jednalina u sistemu. Za faktorizacigju iskoristimo
Gaussov eliminacioni metod sa izborom glavnog elementa. Pri
ovome biée LR= A', gde se matrica A' dobija iz matrice A konad-
nim brojem razmena vrsta. Ovo zna%i da u procesu eliminaci je
treba memorisati niz indeksa glavnih elemenata I—(pl,...;p l),
pri demu je Py broj vrste iz koje se uzima glaevni element u
k~-tom eliminacionom koraku. Kod re3avanja sistema AX= b nepo-
sredno posle faktorizacije treba, u skladu sa nizom indeksa I,
permutovati koordinate vektora B. Na taj nadin se dobija trans-
formisani vektor 33 pa se'reéavanje datog sistema svodi na suk-

cesivno reSavanje trougaonih sistema

=

- . -
Ly=b 1 RX=y-

4.5, ITERATIVNI METODTI U LINSARNOJ ALGEBRI

4, 201 ._Uvod

Posmatrajmo sistem linearnih Jednaéina

a“x1 +a12x2 o0t a1nx =b1,

s Xy +

21" AooXy t. .+ a, X = b
(3.1.1) 2

A%y apqXot.ta x = p

koji se moze predstaviti i y matricnom obliky
- (3.1.2) AX =B

gde su
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aq gy e 3y Xy Mo,

a1 3y 30 %2 b,
A= , -): = . B =

An1 3p2 3nn { Xn bn

Uvek u ovom poglaviju, pretpostavljamo da sistem (3.1.1), ti. (3.1.2)
ima jedinstveno resenje.

Iterativni metodi za redavanje sistema (3.1.2) imaju za cilj odredji-
vanje resSenja X sa unapred zadatom tacnos¢u, Naime, polazeéi od proizveljnog
vektora ;(0)(=[x(o)...x£°)]T) , iterativnim metodom se odredjuje niz {i(k))
(;(k)=[}%k)...xn k)]T) takav da je .

im %K) =%,
Kr4oo

4.3.2. Metod proste iteracije

Jedan od najprostijih metoda za re3avanje sistema linearnih jednaina
je metod proste iteracije. Za primenu ovog metoda, potrebno je prethodno sis-
tem (3.1.2) predstaviti u ekvivalentnom obliku

>

(3.2.1) X = BXx + 8.

‘Tada je metod proste iteracije dat sa

(3.2.2) FA Bi(k_1)¥f§ o (k=1,2,...).

~ Ako se podje od pfoizVoljnog'Vektbra ;(o)’ pomocu (3.2.2) generise se

niz-{Y(k)}, koji pod izvesnim uslovima konvergira resenju datog sistema.

Ako Je
byy byg won Byp [ 81
5 - | %2 bz Pon ved 2]
bni bn2 bnn Bn

iterativni metod (3.2.2) moZe se predstaviti skalarno
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’ k-1 (k-1). (k-1)

"g )= bﬂxg )+ bigXp  H .. X BypXpt Tt By
K k-1 (k-1 - (k-1) :
Xé ) - b21xg ) + b22X2 ) + ...t bZan t 8o

K k-1 (k=1) (k=1)
Xs ) bn1xg b by2*2 * e P byp%y B

gde je k=1,2,... .

MoZze se pokazati(videti [2]) da iterativni proces (3.2.2) konvergira
ako su sve sopstvene vrednosti matrice B po modulu manje od jedinice. S obzi-
rom da je odredjivanje sopstvenih vrednosti matrice dosta komplikovano to se
kod praktiéne primene metoda proste iteracije ispituju samo tzv. dovoljni us-
lovi za konvergenciju. Naime, za matricu B se mogu definisati razliCite norme,

kao na primer,

1/2
B {l,= ( =b.5"
i i 1]
n-.
(3.2.3) 181 ,= max 321 lbs;1 >

n
1B il,= max = by -
SRR T

Nije teko pokazati da iterativni proces (3.2.2) konvergira ako je

IIB|l<1, pri proizvoljnom poletnom vektoru FAR

4.3.3. Gauss-Seidelov metod

Gauss-Seidelov metod se dobija modifikacijom metoda proste iteracije.

Kao Sto smorranije videli, kod metoda proste iteracije, vrednost i-te kompone-

(k-1)

nte xgk) vektora ;(k) izracunava se na osnovu vrednosti xgk_”,...,xn

, ti.

(i=1,....n; k=1,2,...).

Ovaj metod moZe se modifikovati na taj na&in $to bi se za izraCunavanje vred-
(k=1) (k-1)

- (k) - . (k k .
nosti x: koristile vrednosti X ),...,xg_% ) X5 seeeaXy s tj.
i-1 n
(k) _ " (k) k-1) , = . :
(3.3.1) k(M= pp xl)y ib_.l-jxfj YeE, (sheom kelh2,.).

J=1 J
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Navedena modifikacija metoda proste iteracije poznata je kao Gauss-
Seidelov metod.
[terativni proces (3.3.1) moZe se predstaviti i u matriénoj formi.

Naime, neka je

B = B1 + BZ’
gde su
0 0 0 0 b11 b12 . b1n
B1 : b?n 0 0 0 ; 52 ) ?‘ b22 b2n
b;1 bn2 bn,n-1 0 6 0 bnn

Tada (3.3.1) postaje
(3.3.2) %) g i g i L3 (1,2,

Teorema 3.3.1. Pri proizvoljnom vektoru ;(o), iterativni proces (3.3.2) konver-

gira ako i samo ako su svi koreni jednadine

by by .o by
det [B,-(1-B4) A= I byy =0
b g2 bpp A Ban™

po modulu manji od jedinicé.

4.4. PROGRAMSKA REALIZACIJA

Ovo poglavlje je posveceno programskoj realizaciji metoda izloZenih u
ovoj glavi. Za uspedno pradenje materije u okviru ovog poglavlja neophedno je
pozhavanje celokupne materije izlozene u prethodnim poglavljima ove glave.

U svim potprogramima koje dajemo, matrice se tretiraju kao vektori.

4.4.1. Potprogram za transpohovanje matrice MTRN ima oblik
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SUBROLITINE MTRMCA, B N: M)

TRANSFONOVAM.IE MATRICE A

DIMENSION ACY), BC1)
IC=0

Do s I=s1/N

TJ=1-N

oS J=1, M

Tu=1.+N

TC=TC+1

BLIC)=A(T.

RETURN

END

a

Parametri u potprogramskoj listi imaju sledece znalenje:

A ulazna matrica tipa NxM, koja se tretira kao vektor duZine NM(uzet
kolona po kolona);

B izlazna matrica tipa MxN(B=AT). Tretman matrice B je isti kao i tre-
tman matrice A.

4.4.2. Potprogram za mnoZenje matrica A(tipa NxM) i B(tipa MxL) ima oblik

SUBROUTINE MMAT (A, B, 2, Ny M. L}

MATRICA A TIFA N#M
MATRICA B TIPA M#L
MATRICA © TIFA N3l
MNOJEMJE MATRICA C=A%E

oo

DIMENSTON ACI, BI040
IC=0

12=-M

Do 5 J=1.L

12=12+M

D5 I=i1,N

IC=IC+1

TA=T-N

IR=12
S CCIC) =0,

DO S K=1,M

TA=1A+N

IR=1B+1

SOOI =0(T0+ACTA #BUTR)

RETLIRN

EMD

pri Zemu je C izlazna matrica(C=AB) tipa NxL.

4.4.3. Sastavimo program za odredjivanje matrice BTA , korigcenjem prethodnih
potprograma, ako su matrice A i B date. Neka je matrica A tipa NxM, a matrica
B tipa NxK(broj elemenata jedne i druge matrice nije veci od 100).
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Program ima oblik

OIMENSTON A(]1Q0), B(100), CLI00)

READ(2, 10) M, M, K
10 FORMATA312)

NM=N*M

ME=N#K

EM=K#M

READ(E, 200 (ACT ), I=1,NM), tBeT ), I=1, MK}
20 FORMAT(14FS. o)

CALL MTRN(B, & M, K

CALL MMAT(C, A B KON, M

WRITE (S, 30) ((Bid, Jd=T, KM, K>, I=1, K2
30 FORMAT(SX, "MATRICA C=E(TRI®A /02N, <MBF4, 13
CALL EXTT
EMD
Testirajuéi ovaj program sa matricama
-1 3 0 2 i-3 0
A= 1 4 1 5 ; B = 0 4 -6 ,
0 1-20 2-1 2
-2 313 -1 51
dobijamo. sledeéi rezultat:
MATRICA C=R{TR)*A
1.0 O =S50 —-1.0
aa 2o 110 790
=0 1% 0 =% 0 —27.0

4,4.4. Metod Haleckog za refavanje sistema linearnih jedna®ina
(videti odeljak 4.2.4) mo¥e se programski realizovati na sledeéi

nadin:

METOD HALECKOG

[y N o Ryl

DIMENSION A(10, 10), B(10))

32 READ(Z, 100) N

100 FORMAT(IZ)

‘ IF(N)11, 22,11

11 READ(Z, 1017 (B(I), I=1,N)

101 FORMAT(3SF10. 4)
READ(2, 101) ((ALL, ), J=1, N, IS, N)
WRITE(S, 102)

102 FORMAT(/ /75X, “MATRICA A7, <IN-1)#12+3>X, “VEKTIR B~ /i
WRITE(S, 103) ((ALL, J), J=1,N), B(I), I=1,N)

193 FORMAT (1X, <N>F12. 7, F13. 7
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C FRKTORIZACIJA MATRICE A U DBLIKU A=L#R
Do 10 I=Z, N
10 AL, I)=ALL, Iysall, 1)
po 25 I=2Z, N
T1=1—1
S=ALI, I
Do 20 k=1, 11
20 S=5-A(I, E)#AE, 1
A(I, I)=5
IFC(I. EQ N} GO TO 40
I4=1+1
oo 25 J4=I4 N
S=A(I, J?
T=A(d, I}
m 30 kK=1.,11
S=5-A(1 KI#AE, D)
30 - T=T-A(J K)#AK, 1)
Al Jr=5/a01, 1)
25 AL, IN=T
40 WRITE(S, 107
107 FORMAT(//5X, "MATRICA L")
DO 111 I=1,N
111 WRITE(S, 103) (AL, ), J=1, 1)
WRITE(S, 102)
108 FORMAT (/75X “MATRICA R7/)
M1=N-1. ‘
Do 222 I=1,Ni
II=I+1
M=N-1I
722 WRITE(S, 99) (ACL, J), J=I1. M}
WRITE(S, 99)
99 FORMAT (<1Z#I-3>X, 71, 0000000, {MFF1Z 73
C NALAZENJE VEKTORA RESENJA
Btiy=B(1)/AC1, 1)
Do 55 I=z N
I1=I-1
D0 45 kK=1,11
45 B(I)=B(I)—ALL, K)#B (K}
S5 B(I)=B(I)/AtL, I}
DO 50 J=1, N1
I=N-J
I11=I+1
no S0 K=I1,N
50 B(I)=B(I)-AtI, K)#B(K)
WRITE(S. 109)
109 FORMAT(//12X, “VEKTOR RESENJA"/)
WRITE(S, 104) (B(I), I=1,N)
104 FORMAT(1ZX,F12.7 )

GO TO 33
22 CALL EXIT
END

Kod faktorizacije matrice A(=LR) uzeli smo u gornje trouga-
onoj matrici R jedinié&nu dijagonalu, tj. rii=l(i=1,...,n). Program

je organizovan tako da se matrica A transformi$e u matricu Alr ¢iji
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se donji trougao (ukljuujuéi i glavnu dijagonalu) poklapa sa matri-
com L, a strogo gornji trougao sa matricom R. Primetimo da se dija-
gonalni elementi u matrici R ne pamte, veé se samo kod Stampanja,
pomoéu naredbe FORMAT formalno Stampaju. Takodje, primetimo da je

u odeljku 4.2.4 uzeta jedini¢na dijagonala u matrici L.

Primenom ovog programa na jedan konkretan sistem jednadina
dobijaju se slededi rezultati: ;

MATRICA A ' VEKTOR B
1. OOOVVOLO 4, OOO0000 1. 0OOOOOL 320000000 2. 0LVVOOY
0. DUOOOOL  —1. CUOOOOD 2. VOODOOO  —1. COOLOOY . 0. VOLOODV
3. 0000000 14. QOOVOOD 4. O0OVOOO 1. O00OOVO 22, 0000000
1. OOUOODD  Z. 0000000 2. 0000DLD . VOOOOOY 14, OVOOVOO

MATRICA L
1. OOOOOVY
0. VUOVOLY =1, COVOOOO
3. 0000000 2 0000000 5. 0000000
1. DOOLOOO -2, VOVOOVY =3, VOOODVO  Z. VUDOVOY

MATRICA R
1. DLOVLOO 4, 00OLOVO 1. 00O0QDOO 3. 0000000
1. QUOOVLL  —Z, DOVOODO 1, 0UO0O0O
1. 000VOVOD  —Z OVLOVLO
1. 000VOVO

' VEKTOR RESENJA

1. 0OOOOON
1. QOOOOVO
1. QQULIN0
1. QOO0

4.4.5. Sli¢no se realizuje i metod kvadratnog korena za reSavanje
sistema linearnih jednadina sa simetri&nom pozitivno definitnom
matricom. U ovom sluaju dovoljno je uditati samo elemente matri-
ce A sa glavne dijagbnale i, na primer, elemente iz gornjeg tro-
ugla. '

Program i izlazna lista 2za konkretan sistem jednadina su
dati na slededoj strani. Napomenimo da je sa stanoviita u3tede

memorijskog prostora pogodnije matricu A tretirati kao vektor.
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Medjutim, zbog lakZeg razumevanja &itaoca; ma ovom mestu, nismo
podtovali ovu pogodnost.

Organizacija programa je takva-da se pored reSavanja siste-
ma jednadina izradunava i determinanta matrice sistema. U izlaznoj

listi doniji Erougao simetrilne matrice A je izostavljen.

AESAVHNJE SISTEMA LINEARNIH JEDNACINA METODOM EVADRATNOG
KORENA :

el ey

DIMENSION A¢10,10),B(10)
3 READ(S, 100} N
100 FORMAT(IZ)
IF(N) 1,2, 1
UCITAVANJE VEKTORA B
1 READ(S, 101) (B(I), I=1, N

101 FORMAT(8F10. 4)

L UCITAVANJE GORNJEG TROLGLA MATRICE A
READ(S, 101 {((ACL,J), J=I, M), I=1, M)
WRITE(S, 102)

102 FORMAT(///5X, “MATRICA SISTEMA e
WRITE(S, 2%) ((ACL, J), =1, M), I=1, N?

2% FORMAT(C12# 111X, <N—-I+12F 132 71
WRITE(S, 1035)

105 FORMAT(//3X, "VEKTOR SLORBIDNIH CLANDIVA L)
WRITE(S, 133 (B(I), I=1,N}

132 FORMAT(1X, 10Ftz 7)

C NALAZENJE EL.EMENATA GORNJE TROUGAONE MATRIZE
AL, 1)=SART(A(1, 1))

Do 11 J=2,N
11 ALl )=ACl, J)/A01, 1)
Do 12 I=z,N
5=0.
IM1=I-1
DO 13 K=1, IM1
13 S=S+A(K, I)#AK, 1)
AL, I)=SARTACI, I)-5)
IF(I-N) 29,12, 2%
29 IP1=1I+1
o0 14 J=IPL,N
S=0.
DO 15 K=1, IM1
15 S=S+A(K, I #A(K, J)
14 A(I, J)=(AlL, H-S)/ALL, 1}
12 CONTINUE

C IZRACUNAVANJE DETERMINANTE SISTEMA
DET=1.

DO 60 I=1,N
&0 DET=DET#A(I, I)
DET=DET#DET

C RESAVANJE SISTEMA L#Y=R

B(1)=B(1)/A(1, 1)
D0 7 I=2,N

or]
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IM1=1-1
S=0.
Do 8 K=1, IM1
& S=S+AK, 1) #B(K)
P=1. /ACI, I}
7 BUI)=P#(B(1)-3)
I RESAVANJE SISTEMA Rex=Y
C REZULTAT SE SMESTA U VEKTOR B
B(NY=B(N) /AN, N)
NM1=N-1
DD 30 II=1, NM1
JdJ=N-11
g=0.
JUP1=.00+1
00 50 K=JJP1, N
S50 S=SHAL, K)#B(K)
B0 BCIJ)=(E (S =S ZA S, J)

PN

STAMPANJE REZULTATA
WRITE (S, 201
201 FORMAT(//SX, “MATRICA R/
Do 222 I=1, N
222 WRITE(S, 22) (AL, b)), J=1, Ny
WRITE(S, 202) DET
208 FORMAT(//5X, "DETERMINANTA SISTEMA D=, F11.7/)
WRITE(S: 10%)
109 FORMAT(//75X, "RESENJE SISTEMA L
WRITE(S, 133) (B(I), I=1, Ny

GO TO 2
Z CALL EXIT
END

MATRICA SISTEMA
3. 0000000 L. OUOOLUY 1. PVHBHLLY
2. 0000000 1. 0OOVOOO
1. QOVOOOD
VEKTOR SLORBODNIH CLANDIVA

4, QOLHUOY k3 ()()(_)(_)()i‘)i) . (__u,,n_‘_u,,u,)t_)i_j

MATRICA R

1. 7220509 0. QOAVOOO 0, 2772503

’ 1. 4142135 0. 7071062
0. 40324232

DCTERMINANTA SISTEMA D= 1. Q0O0QO0OZ

RESENJE SISTEMA.

0, PPPIYID 0. 9IISR9R 1. DOOOOYZ
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4.4.6. Faktorizacioni metod za re§avanjé §iétema linearnih jedna-

gina baziran na Gaussovoj eliminaciji sa izborom glavnog elementa

(videti odeljke 4.2.2 i 4.2.4) moZe se programski réalizovati‘po-

moéu slededih potprograma:

L )

oon

Lo B o Rl

Q00

io

15

40

SLBROUTINE LRFAE (A, N, IF, DET, KR)
DIMENSION ACL), IFCL)

KE=0

M1=N-1

INV=0

o 45 k=1, N1

IGE=(K=1)#N+k

NALAZENJE GLAVNDG ELEMENTA U E~TOM
ELIMINACZIONCOM KORAKL

GE=A(IGE)
I1=IGE+1
T2=K*N
IMAX=1GE

Do 20 I=11,1z2
IF(ABS(ACI) ) ~ARS(GE) ) 20, 20, 10
GE=A(I) :
IMAX=I

CONT INUE
IF(GE)2S, 15, 25
KB=1

MATRICA SISTEMA JE SINGULARNA

RETURN
IP(K)=IMAX—N#(K-1)
IFC(IP(K)Y-K) 30, 40, 30
I=K

IK=IP(K)

PERMUTACIJA VRETA U MATRICI

DO 35 J=1,N
S=A(1)
ACD)=A(IK)
A(IK)=8
I=I+N
IK=IK+N
INV=INV+1

K=TI ELIMINACIONI KORAK

DO 45 I=I1, 12
A(I)=A(I)/GE
IA=1

IC=IGE

Ki=K+1

DO 45 J=K1,N
IA=IA+N
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IC=IC+N
45 ACIA)=A(IA)-A(I)*A(IC)

-IZRACUNAVANJE DETERMINANTE

bp N Rl

DET=1.
po 50 I=1.N
IND=1+(1-1)#N
50 DET=DET#A(IND)
IF (INV-INV/2#2) S5, 55, 40
&0 DET=-DET
55 RETURN
END

SUBROUTINE RETS (AN, IF, B)
DIMENSION AC1), IF(1), BC1)

SUKCESIVND RESAVANJE TROLGADNIH STETEMA

e

N1=N-1
> FERMUTACIJA VEKTORA E
oo 10 I=1,0N1 :
I1=IP(I)
IF(IL-1)5, 10,5
5 S=B(I)
B(I)=E(I1)
B(I1)=5
10 CONTINUE
G RESAVANJE DON.JE TROUGAONDS S UETEMA
D3 15 K=< N
IA=-N+K
Ki=K-1
oo 15 I=1, K1
IA=IA+N
15 B(K)=B(K)-A(TAI#E(T)
[ RESAVANJE GORNJE TROUGAONOG SISTEMA
NN=N#N
B(N)=R(N)/A(NN}
Do 25 KK=1,N1
K=N=KK g
TA=NN-kK
I=N+1
oo 20 J=1, KK
I=1-1
B(K)=R(K)-A(IA)*R(I)
20 IA=IA-N
25 B(K)=E(K)/A(IA)
RETLIRN
ENDH

Parametri u potprogramskoj listi kod potprograma LRFAK ima-
ju sledede znadenje: :

A - Ulazna matrica reda N memorisana kao niz kolona po ko-
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lona. Posle N-1 eliminacionih koraka matrica A se transformiSe u

matricu koja sadrZi trougaone matrice L i'Rivideti»str.\112);
N - red matrice A;

IP - vektor du¥ine N-1, koji se formira u procesu eliminaci-

je i predstavlja niz indeksa glavnih elemenata(videti str. 113);

DET > izlazna velifina koja daje vrednost determinante mat-
rice sistema A, kao proizvod elemenata na glavnoj dijagonali u mat=-
rici R, sa tano$déu do na znak. Ova vrednost se koriguje znakom,
na kraju potprograma, imajuéi u vidu broj permutacija vrsta u mat¥

rici u toku eliminacionog procesa.

KB - kontrolni broj sa vrednostima KB=0 ako je faktorizaci-
ja korektno izvedena i KB=1 ako je matrica sistema singularna. U

poslednjem sludaju LR faktorizacija ne egzistira.

Potprogram RSTS sukcesivno refava sisteme jednalina (2.4.4).
Parametri u potprogramskoj listi imaju sledede znadenje:

A - matrica dobijena u potprbgramu LRFAK;

N - red matrice A;

IP -~ vektor dobijen u potprograma LRFAK;

_ B - vektor slobodnih &lanova u sistemu jednadina koji se
reSava. Ovaj vektor se transformife u vektor refenja datog siste-
ma.

Glavni program je organizovan tako da se, najpre, data mat-
rica A faktorizuje, pomoéu potprograma LRFAK, a zatim je moguéno
reSiti sistem jednaéina ax=b za proizvoljan broj razliditih vek-
tora B, pozivanjem potprograma RSTS. Glavni program i izlazna li-
sta imaju oblik:

DIMENSIGON ACLOO0), B(10), IP(9)
READ(S, 5) N
FIIRMAT(1I2)
NN=N#N
REAR(2, 10) (A(I), I=1, NN}
10 FORMAT(146FS. 0)
WRITE(S, 34)
34 FORMAT (1H1, SX, “MATRICA A“/)
DO 12 I=1,N
12 WRITE(S, 15) (A(J), J=1, NN, N)
15 FORMAT(10F10. )
CALL LRFAK(A) N, IP, DET, KR)
IF(KB) 20,25, 20

i
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20 WRITE(S, 30)
30 FORMAT (1HO, "MATRICA A JE SINGLULARNAT//)
E0 TO 70
25 WRITE(S, 3%)
25 FORMAT (1HO/ SX, “FAKTORIZOVANA MATRICAC/)
Do 55 I=1,N
55 WRITE(S, 15) (AGDH, J=I, NN, N)
WRITE(S, 75) DET
75 FORMAT(/5X, “DETERMINANTA MATRICE A =“F10. /)
50 READ(S, 10, END=70) (B(I), I=1,N) :
WRITE(S: 40) (B(I), I=1,N}
40 FORMAT (/SX, “VEKTOR B“//(10F10.35))
CALL RSTS(A, N, IP B)
WRITE(S, 45) (B(I), I=1,N)
45 FORMAT (/5X, "RESENJES 7/ (10F10. 5))

GO TO S0
70 CALL EXIT
END
MATRICA A
300000 1. 00000 &, 00000
Z, 00000 1. 00000 3. 00000
1. OOO0O0 1. OOOO0 1. OOOOO0

FAKTORI7ZOVANA MATRICA

00000 1. 00000 b OOOO0
[cIcicicH: Q. &&A67  —1. 00000
0. &&647 0. 30000, -0, FOO00

DETERMINANTA MATRICE A = 1. 000000

VEKTOR B
2. 00000 7. Q0000 4. 00000
RESENJE

19, 00000 =7, 00000 ~&. OOOOO
VEKTOR B

100000 1.00000 1. 6OO0O

RESEN.E

0. 00000 1. 00000 0. QOO0

4.4.7. KoriScenjem potprograma LRFAK i RSTS i imajuéi u vidu ode-
ljak 4.2.3,lako se mo¥e obrazovati program za inverziju matrica.

Odgovarajuéi program i izlazni rezultat (za maticu iz prethodnog
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primera) imaju oblik: B

o INVERZI.JA MATRICE

DIMENSION AC100), BE(10), IFLF), ATNV100)
READ(E, S) N

S FORMAT(IZ)
NN=N#N
READN(E, 10) (ACI), I=1, NN

10 FORMAT (14F5. Q)
WRITE (S, 34)

=4 FORMATC(1HL, SX: "MATRICA A7)
Doo1Z I=i, N

Z WRITE(S, 15 (AL, J=1, NN, N

15 FORMAT(1OF10. 5)
CALL LRFAK (A, N, IF, DET, EEB)
IF(EE)Y 20, 25, 20

0 WRITE(S, 30) -

30 FORMATC(1HO, “MATRICA A JE SINGULARNAT//)
GoTO 70

25 0 45 I=1,N
oo 40 J=1, N

40 B ) =00
B(I)=1. :
CALL RETE (A N, IR, B
IN=(I-1)#N
oD 45 J=1, N
IND=TN+J

45 AINV (INDD =B
WRITE (S, 502

S0 FORMAT (1HO, SX, " INVERZNA MATRICA"/)
oo 35 I=is N

55 WRITE(S, 15) (AINVID), J=1, NN, N}

70 CALL EXIT

END
MATRICA A
2. 00000 1. 00O &, OOOO0
2. 00000 1. 00000 300000
1. 0000 1. DOOOO 1. OQ000

INVERZNA MATRICA
=2, 00000 5. 00000 =3, 00000
1. 00000 =3 VOOVO = VOVOL
1. 00VVO =2, VOVOO 1. 00000

4.4.8. Sastavimo sada program za reSavanje sistema linearnih jed-
N N -+ -+

nadina oblika x==Bx4-§, metodom proste iteracije(videti odeljak

4.3.2). S obzirom da metod proste iteracije konvergira kada je

norma matrice B manja od jedinice, to demo za ispitivanje ovog us-
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lova obrazovati potprogram NORMA, po kome se u zavisnosti od k(u

potprogramu K) izra&unavaju norme HB]“{(k=l,2,3) saglasno formuli

(3.2.3) iz

10

15

@

gornji

odeljka 4.3.2. Parametri u listi imaju sledefe znacdenje:

A -~ matrica memorisana kao vektor, &ija se norma traZi;

N - red matrices;

K - broj koji defini$e normu(K=1,2,3);

ANOR - odqgvarajuéa norma matrice A.

SUBROUTINE NORMA (A, N, K, ANDR)
DIMENZION A1)
NLI=N#N

ANDR=0

GO TO(10, 20, 40), K
Dt 15 I=1,NUJ
ANDOR=ANDOR+A (I ) ##2
ANDR=SRIRT (ANDOR)
RETURN

ol z5 I=1,N

L=—N

ﬂﬂ 20 =1, N

L=L+N

IA=|.+1I
S=S+ARS(ACIAY))

IF (ANOR-S) 35, 25, 25
ANDR=5

CONTINLE

RETURN

L==N

o S0 J=1, N

CONT ITNUE
RETLIRN
ENI

Glavni program je
organizovan tako da se pre
pocetka iterativnog procesa
ustanovljava konvergencija.
Néime, ukoliko je bar jedna
od normi HB]h{<l(k=l,2,3),
prelazi se na iterativni
proces, dok se u protivnom
sluCaju Stampa poruka da
uslovi za konvergenciju ni-
su zadovoljeni i u tom slu-

¢aju se program zavrSava.

Za mnoZenje matrice
B vektorom % 571 koristi-
mo potprogram MMAT, koji je
dat u 4.4.2. Za pocletni vek-

>{o)

tor x uzimamo vektor §.

Kao kriterijum za
zavrSetak iterativnog pro-
cesa usvojili smo

|x ) -

(k=1) .o (5o
N [<e (i=1,...,n).

Na izlazu Stampamo poslednju iteraciju koja zadovoljava

kriterijum.

DIMENSION BC1O0), RETACLIO), X103, X1(10)

READ(S, 5 N, EFE
S FORMAT(IZ, ES. O)
NM=M#N
READ{E, 10)
10 FORMAT (14FS. 1)
WRITE (S, 13)

(E(I), I=1, NNy, (BETA(T), I=1, M)
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FORMAT(1H1, Sx, “MATRICA B7, 24X, "VELTOR BETAT)
Do 15 I=1, N .

5 WRITE(S, 2Z0) (E(J), J=I, NN, N, BETACT)
y FORMAT(/2%, 4F3.71, SX, F&E. 1)

DO 30 K=1,3

CALL NORMA (B, N. K, ANOR)

IF (ANDOR-1. ) 25, 30, 20

CONT INUE

WREITE (S, 25) ‘
FORMAT (SX, “USLOVI 7A4 KONVERGENCIJ) NISU ZADOVOLJENIZ)
GO TO 75

ITER=0

Do 40 I=1.N

X(I)=BETAI)

2 ITER=ITER+1

CALL MMAT(E, X, X1, Mo N 1)

0o 45 I=1sN

x1(I)=x1 () +BETALL)

Do 55 I=1,N

IF(AES (X1 (I)—~X (1)) -EF3)55, 55, &0
CONT INUE

WRITE(S. 42) ITER

FORMAT( /2%, I3, . ITERACIJA7/)
WRITE(S, SO (I, X1(I), I=1, N?
FORMAT (3X, 401X, “Xt°, 12, ")=",F% 5))
Ga TO 75

po 45 I=1.N

X(I)=X1¢1)

GO0 TO &2

CALL EXIT

END

. . -5 .
Uzmajuéi talnost € =10 7, za jedan konkretan sistem jedna-

ina detvrtog reda(videti izlaznu listu) dobijamo teSenje u &etr-
naestoj iteraciji.

MATRICA R . VEKTOR BETA
-0, 1 0.4 0.1 0.1 0.7
0. 4 -0, 1 01 0.1 Q.7
0.1 0.1 -0. 2 0.2 1.2
0.1 0.1 0.2 —6.2 -1. &

14. ITERACIJA

Xt 1)=

1. 00000 X( 2)= 1.00000 X( 3)= 1. 00000 X( 4= -1. 00000
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4.4.9. Kod resavanja sistema sa velikim brojem jednadina pojaviju-
je se problem smeStanja matrice sistema u centralnoj memoriji ra-
¢unara. U tim slucdajevima koristimo virtuelnu memoriju na disku.
Slede¢i program je realizovan za takve sisteme, a zasnovan jé na
Gaussovoj eliminaciji(bez izbora glavnog elementa). U programu je
obezbedjeno mesto za matricu stotog reda. Medjutim, po potrebi se,
bez tefkoda, mogu refavati i sistemi jednadina proizvoljnog reda,
uz pro8irenje datoteke na disku. Program je realizovan u dvostru-
koj taénosti.

[ PROGRAM 78 RESAVAMJE VELIKIH SISTEMA JETINAC INA
= DATOTEEA VIRTUELNE MEMORT.IE

DEFINE FILE 7¢10Z, 400,11 EL)

REAL#Z A(100), B(100), X(100), DT, EL, EZ, 11

o N = BROJ JEDNACINA LINEARNDG SISTEMA (N>1)
READ(S, 100N

i FORMAT(IZ)

UPISIVANJE PARAMETARA L INEARNDIG SISTEMA
U DATOTEKY 7 NA DISKY
oo o1y =1, N
READ(S, ZO)(ALD), I=1, N
20 FORMAT(SDI16. 10)
KL=L )

11 WRITE(Z7 KL)(ALI), I=1,N)
READ(3Z, 20 (BLI), I=1, N)
KiL_=N+1
WRITE(7 KLY (B(), I=1, N)

RESAVANJE LINEARNDG SISTEMA
PRIMENOM VIRTUELNE MEMORIJE
KL=N+1
READ{7 KL B
Ni=N-1
DO 1 K=1,Ni
KL.=K
READ(77KL)A
NZ=K+1
IF(ALK). NE. 0. DO)GO TO 111
DO 2 Ki=NZ, N
KL=K1 ’
READ(7 “KL)X
IF(X(K). NE. 0. DO)GO TO 21
D0 3 L=K,N
Zi=A(L)
AtL)=x(L)
XxtL)=21
3 CONTINUE
K=K
WRITE(7 KL)A
KL=K1
WRITE(7/KL)X
Z4=B(K)
- BtK)Y=B(K1)
B(K1)=21
GO TO 111

[ Ry

[ ]
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21 CONTIMUE
2 CONTINUE
GO TO 222
111 E1=B(K)/AK)
D0 4 J=N2Z,N
KL=dJ
READ(7 "KL} X
B(=B(J)-X(K)#E]
EZ=X{K}/A(K)
DS I=kK,N
MI=X(I)-atl)#E2
S5 CONTINUE
KL=
WRITE(7 "KL)X
4 CONTINUE
1 CONTINUE
DO & KIN=Z/N
K=N+Z-KIN
KL=H
READN7“KL)A
E1=R(K) /78 (K)}
MI3=K—1
oo 7 J=1, N2
kL= )
READNT7 "KL X
BlI=RGJ) =X (K)#EL
Xk =0, DO
KL=
WRITE(7 "KL)X
7 CONTINUE
A CONTINUE
T=1. Do
Do 3 L=1, N
kEL=L
RERD(7"EL)A
X(L)=B(L) /AW
DT=DOT#*A (L)
COMTINLE
KL=N+1
WRITE(7 KELE
KI_=N+2
WRITE(7 "KL} X
E0T0 3EE
227 DT=0.
oo 9 L=1,N
XL =0. DO
% CONTINLIE
333 CONTINUE
. STAMPAMJE RESENJA SISTEMA JEINACINA
EL=M+2
READ(7 "KL %
WRITE (S, 200 (x Iy, I=1,N)
30 FORMAT (20024, 14)
CALL EXIT
END

€D
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4.4.10. Obrazujmo program za nalaZenje matrice S =eA, gde je A da-
ta kvadratna matrica reda n, korisSdenjem formule
~+
A -7 Lak,
k=0 ™~

Neka je Sk k-ta parcijalna suma reda (1), a Uk njen opSti

(1)

&lan. Tada vaZe jednakosti

1
k- EYk-127 S X

pri cemu je U°=;So =1 ( jediniéna matrica reda n).

(2) U, = =Sk tU (k=1,2,...),

KoriScéenjem jednakosti (2) moZe se obrazovati program za su-
miranje reda (1), pri demu se, kao kriterijum za prekidanje procesa
sumiranja, obiéno uzima sluaj kada je norma matrice Uy manja od
unapred zadatog malog pozitivnog broja e. U naSem sluaju uzecemo

normu || . (videti formulu (3.2.3)) i e=10"".

2
KoriScenjem potprograma MMAT za mnoZenje matrica(videti 4.4.2)
i potprograma NORMA za izracdunavanje norme matrica(videti 4.4.8),

i . 3 . . A
sastavili smo slededi program za nalaZenje matrice e

C ====
[ ODREDJIVANJE MATRICE EXFP(A)
[ === =
DIMENSION ACL100), S(100), (10w, P(10w)
READ(8, 10) N, EPS
10 FORMAT(IZ, ES. O)
NMN=M#N
READ(S, 15) - (AT, I=1, NMN)
15 FORMAT(1&F5. O
C ‘ FORMIRANJE JEDINICNE MATRILCE
oo 20 I=1i.,NN
StIr=0.
20 UcIr=0,
N1=N+1
DO 25 I=1,NM, N1
S(l)=1. ‘
25 Uclr=1.
[N SUMIRANJE MATRICNOG REDA
K=0
FO K=K+1
CALL MMAT (U, A P, N, N ND
B=1. /K ’

DO 35 I=1,NN
UcI=B#F (1)
35 S(I)=SeId+UIy
[t ISPITIVANJE USLOVA 2ZA FPREKID SUMIRANJRA
CALL NORMA (U, N: 2, ANDR
IF(ANOR. GT. EFS) GO TO 30
WRITE(S, 40) ¢ CALL), I=4, NN MY, =1, N2
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40 FDRMAT(IHQ.Cﬁ*N—?}X.’M ATRICA AL CINZFLO. 500
NRITE(5.45)((S(I),I=J,NN;N}:J=11NL, N

45 FORMATC /7<S5#N-9>X, "M A T R IDCA ExP(A)*//(\N;Flo.S):
caLL EXIT . :
END

Dobijeni program testirali smo na primeru

4 3 -3
A= | 2 3 -2
4 4 -3

za koji se analitidki moZe dobiti

[3e-2  3e-3  -3e+3
(3) eA =e | 2e-2 2e-1 ~2e+2
de~4 4e-4 ~-4e+5

Izlazna lista ima oblik

MaTRICA A

. QOO0 3000000 =32 00000
L 00000 300000 =20 00000
. QOOVL 4. O0OVD =3 D0OOO

S

MATRICLCA EXF(A?

14, 73060 14 01232 —-14 01233
P, 34155 12 05983 -9 34155
13. 68310  18. 68310 —15 94482

Kori%fenjem (3) nije teSko proveriti da su sve decimale u

dobijenim elementima matrice e® tagne.
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5.1. KVADRATURNE FORMULE

5.1.1. Uvodne napomene

Numeridka integracija funkcija sastoji se u pribliZnom
izradunavanju odredjenih integrala na osnovu niza vredhosti pod-
integralne funkcije po odredjenoj formuli.

Formule za numeridko izradunavanje jednostrukih integrala
nazivaju se kvadraturne formule. Sliéno, formule za dvostruke
integrale nazivaju se kubaturne formule. U naSem izlaganju za;

drzademo se Uglavnom na kvadraturnim formulama.

Potreba za numeridkom integracijom javlja se u velikom

broju sluéajeva. Naime, Newton-Leibnitzova formula
b
(1.1.1) Sf(x)dx = F(b) - F(a),
: a

gde je F primitivna funkcija za funkciju f, ne moZe se uvek us-
pedno primeniti . Naveééémq_néke od tih sludajeva:

1° Funkcija F se ne moZe predstaviti pomoéu konadnog bro-
Jja elementarnih funkcija( na primer, kada je f(x)= e—xz).

2° Primena formule (1.1.1) &esto dovodi do vrlo sloZenog
izraza, &ak i kod inaéunavanja integrala jednostavnijih funkci-
ja; na primer

a

4 PN TR 2 1 a3
sz3 = {qg la+1} - 3aEOrg(a -g+l) + ﬁ arctg —2—_—%— .
0 ] , }

" 129
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30 Kod integracije funkcija, &ije su vrednosti poznate
na diskretnom skupu tacska ( dobijené; na primer, eksperimental-

no), nije moguéno primeniti formulu (1.1.1).

veliki broj kvadraturnih formula ima oblik

b
(1.1.2) § £(x)dx EZ e

gde Je fk‘ f(xk)(aéxo<---4xn-§__b). Ako je X, =a i xn=b, za formu~
lu (1.1.2) kaZemo da je zatvorenog tipa, dok u ostalim slula-
jevima kaZemo da je otvorenog tipa. Napomenimo da se za integra-
ciju diferencijabilnih funkeija koriste i formule u kojima se
pored vrednosti funkcije pojavljuju i vrednosti izvoda.
0d interesa su i formule za izracunavanje integrala
b
(peotoax,
8
gde Jje x v p(x) data teZinska funkcija.
Jedan prost naéin za konstrukciju kvadraturnin formula
zasniva se na primeni interpolacije. Formule dobijene na ovaj

na¥in nazivaju se kvadraturne formule interpolacionog tipa.

Neka su vrednosti funkcije f u datim talkama X 3K g eeey
xn(eﬂﬁ,ﬁ]) redom £ ,f , 0,1, t].

f E £(x (ke0,1,...,n).

k k)
Na osnovu ovih podataka, moZemo konstruisati Lagrangeov inter-

polacioni polinom

n
Py =y £ W@,
¥ (xx) W)

gde je W(X) = (x-x,) (x-x)) - (x-x.).
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Tada je
b - b
S p(x)f(x)dx = S P(Xx)P (x)dx + R, (£),
a a
ti.
b n
(1.1.3) Cpooteax =) afy + R0,
a k=0

gde smo stavili

b. .
Ay = S —P—(Mll)—— dx  (k=0,1,...,n).
(X-xk)U\B(Xk)

a

U formuli (1.1l.3), velidina Rn+1(f) naziva se ostatak kvadratur-
ne formule i predstavlja gredku koja se &ini zamenom integrala
konadnom sumom. Indeks n+l u ostatku oznalava da se integral

pribliZno izradunava na osnovu vrednosti podintegralne funkcije
u n+l taclaka.

Sa g; oznadimo skup svih polinoma ne viSeg stepena od n.

Kako je za f(x)= xk(kzo,l,...,n),‘f(x)g Pn(x), imamo

x5y = 0 (k=0,1,...,n),

Rn+1
odakle zakljulujemo da je formula (1l.l.3) talna za svako fe.g;,
bez obzira na izbor interpolacionih &vorova x, (k=0,1,...,n) i

u ovom slhéaju kaZemo da fofmula (1.1.3) ima algebarski stepen
tadnosti n.

5.1.2. Newton-Cotesove formule

U ovom odeleu izvedéemo kvadraturne formule zatvorenog
tipa u koglma su interpolacioni évorovi Xg= X, + kh(k=0,1,...,n)

uzeti ekvidistantno sa korakom h= BHE .

Ako uvedemo smenu Xx- X, = ph, imamo
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(1.2.1) Wwix) = (x—xo)(x-xl)i--(xexnl
= h®*1p(p-1)... (p-n)
i
(1.2.2) Q)ka)= (x -xo)...(xk-xk’p(xk—xk+l)...(xk-xn)»

= h%(-1)"%k1 (n-k) ! .

Uvodjenjem oznake za uop3teni stepen x(s)zx(x-l)...(x—s+l),
na osnovu (l.2.1), (1.2.2) i rezultata iz prethodnog odeljka do-

bi jamo
2 n-k _(n+l) :
A = D) p B ap (k=0,1,...,n),
(p-k) k! (n-k) !
tj.
ap = (b-a)H (k=0,1,...,n),

gde smo stavili

n-k /ny 2 (n+l)
(1.2.3)  H = Hg(n) = (Cy i ( ) S B 4p (k=0,1,...,n).

nin k p-x

Koeficijenti Hy u literaturi (videti na primer [2] ) poz-
nati su kao Newton-Cotesovi koeficijenti, a odgovarajuée formule

Xn= b

n
(1.2.4) Sf(x)dx = (b- a) Z Hf(a* k b—;ﬁ) (keN)

X =8 » k=0

kao Newton-Cotesove formule.

' U daljem izlaganju daéemo pregled Newton-Cotesovih for-
mula za n£4.Pri ovome koristimo oznake h-? ‘, fk= f(x
(k=0,1,...,n),

1) n=1 (trapezno pravilo)

)

!
h n’
(emax = §eee 2 - B £ (%)
b 4
(]
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2) n=2 (Simpsonovo pravilo)

X2

' 5
§rooax = Jer v ar v £,) - 55 2755
x0
3) n=3% (Simpsonovo pravilo %)
x3 5 .
Sf(x)dx = %(fow‘ 321+ 30+ £5) - %%—f'v(%) i
xO
4) n=4 (Booleovo pravilo)
Xy o
§ £eax = ZB(7e,+ 328y + 128, 321,4 7£,) - o= 8,
X
o]

gde Eke(xo,xk) (k=1, ..0,4)0

5.1.3. Uop8tene kvadraturne formule

Keo 8to je napomenuto u prethodnom odeljku, da bismo
tadnije izrafunali vrednost integrela potrebno je podeliti seg-
ment [a,b] na niz podsegmenata, a zatim na svakom od njih pri-
meniti neku od kvadraturnih formula. Na taj nadin dobijamo uop-
Stene ili kompozitne formule. U ovom odel jku razmotridemo uop-
Stene formule dobijene na bazi trapezne i Simpsonove formule.
kao i neke uop3tene kvadraturne formule otvorenog tipa.

Podelimo segment [a,b} na niz podsegmenata [xi_l,xi]
(i=l,...,n) tako da je x;= a+ ih (i=0,1,...,n) i h= (b-a)/n.

£(x)

X8 X Xy X Xp-1 *p~P

S1.1 .3.1
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Primenom trapezne formule na svaki-od-podsegmenata dob-

ijamo
b n *i n ‘ 3 \ .
Sf(x)dx = Z f(x)dx = Z (%(fi_1+ £) - %f" (gi)) ,
a 1= Xi_l 1=
tj.
b 3 n
Geeoax = 1, - & L £ (5;)
a i=
1 .. 1oy :
gde su T, = Tn(f;h) = h( '2'fo + f1+ SRR S fn—l + -Z-fn) i

x5 14 51. £ox5 (i=l,...,n).
Teorema 1.3.1. Ako fecz[a,b] va%i jednakost

b

: 3
(raax - 1) = - L2287 pugg)  (as 54n).
a 12n
Kvadraturna formula
b
(r@ax =1 () (n= 22
a

" naziva se uop3tena trapezna formula.
Fretpostavimo sada da je h= %'n—a , ti. xi=e+ih(i=0,1,...,2n)
(videti sl.1 .3.2), a zatim na podsegmente [x,,x3), «--, [xzn_z,x2n']

I U
£(x)
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primenimo Simpsonovu formulu. Na ovaj nafin dobijamo uopdtenu

Simpsonovu formulu

b
{rmax S, (£3h) (n=3%2),
a

gde Jje

- oy h _ '
Sp ® Sp(fiR) = 3o+ d(fy+ o+ £y ) 2(fp4 el )+ f2n}‘

Teorema 1..3.2. Ako fec4[a,b] vaZi jednakost
b

5 .
Sf(x)dx-Sn= -é%fw(g) (alk <b).
1

a

5.1.4. Rombergova integracija

Za izradunavanje odredjenih integrala, u praksi se najes$-
de koristi uopftena trapezna formula u jednom specijalnom obliku,
koji je poznat kao Rombergova integracija(videti [2]).

Sa T(o) oznadimo trapeznu aproksimaciju Tn(f;h) (n=2k) tJj.

k
h==(b—a)/2k). Rombergova integracija se sastoji u konstrukciji
dvodimenzionalnog niza Tém) (m=0,1,...,k; k=0,1,...) pomocu
4% (m-1) _ T(m—l)
(1.4.1) Tlim)= k+1m k
47 -1

Na osnovu (1.4.1) moZe se konstruisati tzv. T tabela
2{) — 1) — @ — 1O
0 //// ////
(o) (1) ___ p(2) __
Tl T T1

F

| 1 .
) — 2
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uzimajuéi k= o0,1,... i m=1,2,.s. .0 prvoj koloni ove. tabele
nalaze se redom pribliZne vrednosti integrala I dobi jene pri-
menom trapezne formule sa hy = (b-a) /72X (k= 0,1,...). Druga
kolona ove tabele dobija se na osnovu prve, koriSéenjem for-
mule (1.4.1 ), treéa na osnovu druge, itd.

Iterativni proces, definisan sa (1.4.1 ) predstavlja
standardni*Rombergov metod za numeridku integraciju. LoZe se
dokazati da nizovi {T)Em)}keNo i {'I‘l({m)}meNo‘(pO kolonama i vrs-
tama u T-tabeli) konvergiraju ka 1. Kod praktiéne primene Rom-
bergove integracije, iterativni proces (1.4.1) se najéeéée
prekida kada je lTém)— Tém_l)‘éﬁ , gde je € unapred data doz-
voljena greska, i tada se uzima I g,Tom_.

5.1.5. Programska realizacija

U ovom odeljku dajemo programsku realizaciju Simpsonove ‘i

Rombergove integraciije.

1.5.1. Za integraciju po uopftenoj Simpsonovoj formuli realizovan
je potprogram INTEG. Parametri u listi imaju znadenje koje je ob-
jasnjeno C-karticama u potprogramu. Podintegralna funkcija se za-
daje u potprogramu FUN, i moZe zavisiti od jednog parametra Z.

Celobrojnim parametrom J je obezbedjeno istovremeno zadavanje vi-

$e podintegralnih funkcija.

Potprogram INTEG je organizovan tako da se poletni broj
podsegmenata moZe povedavati (redukcijom koraka h na h/2) do MAX
=1000. U sluCaju kada je relativna razlika u vrednosti integrala,
dobijenog sa korakom h i korakem h/2, manja od 10_5, racunski
proces se prekida i vrednost integrala izradunata sa dotad najma-
njim korakom se uzima kao definitivna vrednost integrala. Ukoliko
se ovaj kriterijum ne moZe ispuniti sa manje od MAX podsegmenata

daje se poruka KBR=1l(u protivnom je KBR=0) .

Za testiranje ovog potprograma uzeli smo izradunavanje
sledeéih integrala:

ZX

1
j_g_.idx (z=1.0(0.1)1.5),

ox +2z
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w51n(ﬂzx)dx (z=1.0(0.2)1.4),
loglxtz) . sinx gy (z=0.(0.1)0.5) .
z +e

" Potprogrami, glavni program i izlazna lista imaju oblik:

10

15

30
35

IZRACUNAVANJE ODREDENOG INTEGRALA FUNKCIJE

F(X,Z,J) SIMPSONOVOM FORMULOM

SUBROUTINE INTEG(A,B,S:F, J,KBR, Z)

A — DONJA GRANICA INTEGRALA

E - GORNJA GRANICA INTEGRALA

5 — VREDNOST INTEGRALA SA TACNOSCU EPS=1. E-S

KBR - KONTROLNI BROJ

KBR=0 INTEGRAL KOREKTND I7RACUNAT

KBR=1 INTEGRAL NIJE IZRACLUNAT SA ZAHTEVANOM TACNOSCU
Z .- PARAMETAR U PODINTEGRALNODJ FUNKCIJI

‘POCETNI BROJ PODEOKA JE 2#MF, A MAKSIMALNI MAX=1000

MP=15

MAX=1000

KBR=0

N=2. #MF

SO=0,

SAB=F (A, 2, J)+F (B, Z, J)
H=(B-A) /FLOAT (N)

X=A

S1=0,

-NZ=N-2

oD S5 I=2,NZ, 2
X=X+Z. #H
S1=51+F (X, Z, )

S2=0.

X=A—-H

N1i=N-1

Do 1% I=1,N1,2
X=X+2, #H
SZ=S2+F (X, Z, )

S=H/3. # (SAB+2. #31+4. *82)
REL=(5-50) /%

IF(ABS(REL)-1i. E-S) 35,35, 20

IF (N-MAX) 25, 25,30

N=Z#N

H=0. SuH

BROJ PODEOKA SE UVECAVA DVA PUTA I
IZRACUNAVA SE NOVA VREDNOST ZA 'S1
51=51+52

50=5

GO TO 10

KBR=1

RETURN

END,
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FUNCTION FUNCX, 7, )
G TOC10, 20, 30), 4
10 FUN=EXF(Z#X)/ (X#X+7%7)
RETURN ‘
20 FI=3. 1415924535
FUN=PI#SIN(PI#X#7)
RETLIRN
30 FUN=ALDG(X+Z) /(7% = ’
RETIRS VAZHIHEXF (X)) #5INCX) /X
END

EXTERNAL FUN
WRITE(S, 5)
S FORMAT (1H1, 2X, " TZRACUNAVANJE VREDINOSTI INTEGRALA PRIMENOM <,
1“SIMPSONOVE FORMULE” //14X, “TACNDST IZRACUNAVANLA EPS = 1. E-5°
277 711K, 07, A%, “DONJA7, SX, “GORNJAY, 3X, “PARAMETAR, 3X, "VREDNOST -~/
316X, "BGRANICA, 3X, “GRANICA®, 5X, “7-, 7X, “INTEGRALA"//)
Do 40 J=1,3 :
READ(S, 15) DG, GG, ZF, DZ, 7K
FORMAT (5FS. 1)
7=1P-D7
18 71=7+D17
IF (Z. GT. ZK) GO TO 40 -
CALL INTEG(DG, GG, S, FUN, J, KER, 7
IF(KBR) 20,25, 20
20 WRITE(S, 30)
30 FORMAT(/11X, "INTEGRAL NIJE KOREKTNC IZRACUNAT /)
GO TO 18
25 WRITE(S,35) J,DG, GG, 2, S
35 FORMAT(11X, I1,FS. 1, ZF10. 1, F15. &/)
GO TO 18
40 CONTINUE
CALL EXIT
END

1

o

1ZRACUNAVANJE VREDNOSTI INTEGRALA FRIMENDM SIMPSONOVE FORMULE

TACNOST IZRACUNAVANJA EFS = 1. E-5

J DONJA GORNJA  PARAMETAR  VREDNOST

GRANICA  GRANICA 7 INTEGRALA
1 0.0 1.0 1.0 1. 270724
1 0.0 1.0 1.1 1. 153890
1 0.0 1.0 1.2 1. 059770
1 0.0 1. 0 1.3 0. 983069
1 0.0 1.0 1. 4 0. 920013
1 0.0 1.0 1.5 0. 867848
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2 0.0 0.5 1.0 1. 000000
2 0.0 0.5 1.2 1. 090843
2 0.0 0.5 1.4 1. 134133
3 1.0 2.0 0.0 0. 048047
3 1.0 2.0 0.1 0. 059595
3 1.0 z.0 0.2 0. 0APTA0
3 1.0 2.0 0 2 Q. 079052
3 1.0 2.0 0. 4 0. 086920

3 1.0 Z0 0.5 . 0, OP3052

1.5.2. Sada dajemo programsku realizaciju Rombergove integraciije
(videti odeljak 5.1.4) u dvostrukoj tadnosti. Lista u potprogramu
ROMBI ima sledede znadenje:

DG - donja granica integrala;

GG - gornja granica integrala;

FUN - ime funkcijskog potprograma kojim se definiSe podin-

tegralna funkcijaj;

EPS - zahtevana tafnost izradunavania;

VINT - vrednost integrala sa tadnoséu EPS, ukoliko je KB=0;

KB - kontrolni broj (KB=0 integral korektno izracunat; KB=1

' tacnost izradunavanja integrala nije postignuta sa 15

predvidjenih koraka, tj. sa brojem podsegmenata 215).

Za testiranje ovog potprograma uzeto je tabeliranje funkcije
X 2
F(x) = [ e = at (x=0.1(0.1)1.0),
o

taénoséu 10_8. Programi i izlazna lista imaju oblik:

]
li

ROMEERGIVA  INTEGRACT.IA

[y Rl

DOUBLE FRECISION GG, FUN, VINT
EXTERNAL FLIN
EPs=1. E-2
WRITE(S, 11)
11 FORMAT CLHO, 53X, “X“ 7% “INTEGRAL (0., X077
oo 10 I=1, 10 )
GE=0. 1%#]



140 5. NUMERIéKI METODI ZA INTEGRACIJU

CALL ROMBI (Q. DO, 55, FUN, ERS, VINT, KE)
IF(KB)S, 15,3
5 WRITE(S, 20)GG ) f
20 FORMAT(SX, F3. 14X, "TACNDST NE ZADOVOLJAVAC /7).
GO TO 10
15 WRITE(S, 25)60G, VINT
Z3 FORMAT(SX, F3. 1, 4X, F14. ™)
10 CONTINUE
CALL EXIT
END

SUBRDUTINE ROMEI (DG, 55, FUN, EFS, VINT, KR)
DOUELE PRECISION FUN, VINT, TU1S), D5, GG, H, A, POM, B, X
KE=0
H=GE-DE
A= (FLUN(DG) +FUN (556 ) ) /2.
FOM=H#*A
oy oo k=1,15
X=DGE+H/ 2.
10 A=AFFLINCX )
X=X+H
IF(X LT G50 TO 10
TR =H /2, #A

E=1.
IF (K. ERL 1)G0 TO 20
Kil=K-1
oa 15 M=1,¥1
I=K-M
E=4. ®#R
15 TCI)=(B#*T(I+1)~-T(1) )/ (B~1.)
20 E=4. #R
VINT=(E#T(1)—-FOM) /(B=1.}
IF(DABS (VINT-FOM). LE. EFS) RETURN
FOM=VINT
S0 H=HsZ
kB=1
RETLURN
END
& INTEGRAL (0. , X)
0.1 O, OIPLLET LLL
0.z 0. 19734650324
[ 291237
FUNCTION FUN(X) o o 2oizaTent
DOURBLE PRECISION FUN, X a5 0. 861221004
FUN=DEXP (- %#X) o & 0. 53515354
RETLRN 0.7 0. LOVLESAAL
END 0.3 0. 657647363
0.y 0. 7046241521

.

0. 7446224133
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5.1.6. 0 numerickom izrafunavanju jedne klase dvostrukih integrala

U ovom odeljku ukazacdemo na jedan nacin za pribliZno izracu-

navanje dvostrukih integrala oblika

(1.6.1) £ £(x,y)dxdy ,
' G

gde je oblast integracije Jjediniéni krug, tj. G:={(x7y)|x2+y2‘;l}.
Naime, za numeridko izrafunavanje integrala (1.6.1) u literaturi
([3]) je poznata formula

6
(1.6.2) [PE(x,y)dxdy = % (2£(0) + 1 £(m))),
G i=1 :

gde O predstavlja koordinatni poletak, tj. 0= (0,0), dok tacke M,

imaju polarne kordinate

ri==//% , o8y = §(-D) (i=1,2,...,6).

Prema formuli (1.6.2) realizovademo program za izracdunava-
nje dvostrukih integrala, gde je oblast integracije jediniéni krug.
Organizacija programa bice takva da se funkcijskim potprogramom EF
mogu definisati viSe razlic¢itih podintegralnih funkcija f. Paramet-
ri u listi imade sledede znalenje:

X - vrednost argumenta X;

Y - vrednost argumenta y;

K - celobrojni patametar kojim se defini$u razli¢ite podin-

‘tegralne funkcije.
Formula (1.6.2) realizovana je kroz potprogram DVINT, ¢iji

parametri u listi imaju sledede znalenje:

SURBROUTINE TWINT(EF, K, VRINT;  EF - ime funkcijskog potprogra-
PI=3. 1415926535

RO=SRRT(Z. /3. ) mas

PIZ=pI/3 K - celobrojni parametar, kao
Fl=—P13 u potpro mu EF;

VRINT=2. %EF (0. , u. , K} potprogra 4

oo oj0 I=1, 4 VRINT - izracunata vrednost in-
EiREiES;?FI) tegrala, prema kubaturnoj
VERO#SIN(FI) - ) formuli (1.6.2).

10 VRINT=VRINT+EF (X, Y, K}
VRINT=PI. 3 #VRINT
RETURN
END
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Glavni program ima oblik:

IZRACUNAVANLIE DVOSTRUKDG INTEGRALA

EXTERNAL EF
WRITE(S, 57 .
5 FORMAT(1H1//710X, “IZRACUNAVANJE DVOSTRUKOG INTEGRALAC /)
Do 10 K=1, 7 '
CALL DVINT(EF, K, VRINT)
10 WRITE(S, 15K, VRINT
15 FORMAT(1SX, 11, ©. PRIMER“//10X, “VREDNOST INTEGRALA =
1, F12. &7
CALL EXIT
END

Primenom ovog programa pribliZno smo izracdunali vrednosti
sledeé¢ih integrala:

o 16x2X2 [} / 2, .2 o 24x2
1 Ir 55 dxdy ; 27 J//1+(1+4x)“+y” dxdy ; 37 Jf———— dxdy.
G l+x7+
y G ‘ G é_x2_y2

Funkcijski potprogram EF i izlazna lista imaju oblik:

FUNCTION EF (X, Y. k)
GO TOC10, 20, 30), K

10 EF=016, #X#X3#Y#Y )/ (1. +X#X+Y#Y)
RETURN

20 EF=SRRT (1. +Y#Y+(1 +X)#3#2)
RETURN

30 EF=(24. #X#X)/SORT (2 —Xx#X-Y#Y)
RETURN
END

[ZRACLINAVANJE DVOSTRUKOS INTEGRALA

1. FRIMER

VREDNDST INTEGRALA = 1, 284635
2. PRIMER
YREDNDST INTEGRALA = 4. 858374

3. PRIMER

VREDMOST INTEGRALA = 16. 324202
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5.2. INTEGRALNE JEDNACINE

5.2.1. Uvod

Jednacina
) b
(2.1.1) yi(x) =f(x) + 2 K(x,t)y(t)dt ,
a

gde su f i K poznate funkcije, y nepoznata funkcija i A numeridki

parametar, naziva se Fredholmova integralna jednadina druge vrste.

Funkcija K se naziva jezgro integralne jednacine (2.1.1). U
naSim razmatranjima pretpostavljademo uvek da je jezgro definisano

i neprekidno na D={(x,t)|a<x<b, a<t<bl}.

Ako je £(x) #0, jednalina (2.1.1) se naziva nehomogenom, a

u sluaju kada je f(x) =0, jednadéina je homogena.

Integralna jednac¢ina oblika

b
£F(x) + AR(x,t)y(£)dt =0
a

naziva se Fredholmova integralna jednafina prve vrste.

Volterraove integralne jednadine prve i druge vrste imaju

oblike
X
f(x) + MER(x,t)y(t)dt =0
2 .
i
X
vx) = f(x) + MK(x,t)y(t)dt
a
respektivno.

Za reSavanje Fredholmove jednacdine (2.1.1) &esto se koris-

ti metod sukcesivnih aproksimacija koJji se zasniva na jednakosti

b ,
(2.1.2) y () = £(x) + A[K(x,t)y _;(t)dt (n=1,2,...),
: a

pri Cemu se uzima Yo =f(x). Naime, ako definiSemo niz funkoija
{§k} pomoéu

b
Yo (0) =y (x)=f (x), yk(x)= iK(x,t)yk_l(t)dt (k=1,2,...),

tada se (2.1.2) moZe predstaviti u obliku

|
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no._ S .
(2.1.3) y ) =z 5, () (n=1,2,...).
k=0
MoZe se pokazati da niz {yn} konvergira ka tacnom reSenju
1

jednadine (2.1.1), ako je ispunjen uslov |A|< M{B=ay’ 99 je M=

max |K(x,t)].
x,tefa,b]

5.2.2. Primena kvadraturnih formula na reavanje Fredholmove in-

tegralne jednaline druge vrste

U cilju reSavanja jedna®ine (2.1.1) uzmimo kvadraturnu for-
mulu

b n :
(2.2.1) ] F(x)ax .= ZAjF(xj) + R (F),

a j=1
gde su apscise X;,...,x, iz [a,b], Ay te¥inski koeficijenti koji ne

zavise od F i Rn(F) odgovarajuéi ostatak.
Ako u (2.1.1) stavimo redom x=xi(i=1[...,n), imamo

b
y(x) =£(x;) + 2 [K(x,t)y(t)dt (i=1,...,n),
a

odakle primenom kvadraturne formule (2.2.1) sleduje

. n
(2.2.2) Y(Xi) =f(xi) +)i<£lAjK(xi,xj)Y(xj)+ Rn(F) (i=1,...,n),
gde je Fi(t)=K(xi,t)y(t) (i=1,...,n). Odbacivanjem &lanova Rn(Fi)
(i=1,...,n), na osnovu (2.2.2) dobijamo sistem linearnih jedna&ina

n
(2.2.3) Y, —,Ai£1AjKinj =f; (i=1,...,m),

gde smo stavili Yi=y(xi), fi=f(xi), Kij=K(xi,xj).

Sistem (2.2.3) se moZe predtaviti i u matri&nom obliku

1=24,K), “ABKyp e A K Y £

-XA Ky 1-AB,K,, -MA_K, Y, £,

_AAlKnl -AAZKnZ l_)‘AnKnn Yn_J fnJ
L It L

ReSavanjem dobijenog sistema linearnih jednaéina po Yl,...,
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Yn’ pribli%¥no resenje jednaline (2.1.1) se moZe predstaviti u ob-
liku

’ n
(2.2.4) V(x) = £(x) + A} A.K(x,x)Y..
521 3 373

5.2.3. Programska realizacija

Metod izloZen u prethodnom odeljku realizovademo koriSéenjem

uop&tene Simpsonove kvadraturne formule, kod koje je

h=l% , n=2m+l, x;=a+(i-1h  (i=1,...,n),

=3

h 4h

_ _ o = 2h
17 Bome1™ 3¢ BoTR4=---7Ryp= 30 A3Thg

=hom-15 3 -

A =

Za re$avanje sistema linearnih jednad&ina (2.2.3) koristidemo
potprograme LRFAK i RSTS iz 4.4.6 (poglavlje 4.4).

U potprogramu FRED formira se sistem jednadina (2.2.3). Pa-

rametri u listi ovog potprograma imaju sledede znalenje:

X - vektor apscisa kvadraturne formule;

A - vektor teZinskih koeficijenata kvadraturne formule;

FK - ime funkcijskog potprograma kojim se zadaje funkcija £
i jezgro K;

PL - vrednost parametra A;

C - matrica sistema (2.2.3), memorisana kao vekteor (kolona
po kolona) ; v

F - vektor slobodnih &lanova u sistemu jednadina (2.2.3).

SUERDOUTINE FRED(X, A: N, FK, PL. 5 F)
DIMENSION X(1), A1), (1), F(1)
IND=-N
DO 1S Jd=1, N
IND=IND+N
o 10 I=1, N
I =IND+T
COILy ==PL#A G #FK (X (T, X (1)) 2)
IFCI=-N10, 5,10
COL=1+C(1.0) .
CONT INLUE )
15 FOCDO=FRX(D), X(I), 1)
RETURN
END

Za
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Funkcijski potprogram FK ima- sle=

deCe parametre

u listi:

X 1 T - vrednosti argqumenata x i t
respektivno; FUNCTION FE(X. T.M)
M - celobrojni parametar, koji de- GOOTO(10, 200, M
fini%e izradunavanje vrednosti 10 FE=EXPiX)
RETLIRN
funkcije f(M=1) i izradunavanje 70 FE=X#EXF(X#T)
vrednosti jezgra K(M=2) pri za- EE;URN :

datim vrednostima argumenata.

Uzimajuéi kao primer jednadinu

X

* t
yx)= & - [xe*Fy(v)at -

o

i M=1,2(N=3,5) dobijeni su rezultati koje navodimo iza odgovaraju-

¢eg programa. Primetimo da je tadno refenje date -jednacine y(x)=1.

10
15

30

35
45

40)
50

60

EXTERNAL FE

DIMENSION X(10), AC10), D100y, RO1o), TR
READ(3, 3) PL, DG, GG

FORMAT (ZF3. O)

READ (&, 15, END=40) M

FORMAT(12)

N=Z#M+1

H=(G5-0G) /7 (2, #FLDAT(M))

X(1)=DG

Do 20 I=2,N

X¢I)=x(I-1)+H

Bl=H/3.

ACl)=1

ACN) =G

oo 25 I=t,M

A(Z#1)=4, 40

Do 30 I=Z,M

A(Z#I-1)=2 #Q

CALL FRED(X, A/ N, Fk, PL, 2, B)

CALL LRFAK(C, N, IF, DET, EKR)

IF(KB) 35,40, 3%

WRITE (S, 45)

FORMAT (1HO, “MATRICA SISTEMA SINGULARNAC//)
GO TO &0

CALL RSTS(C, N, IF. B)

WRITE (S, S0) (B(I), I=1, N)
FORMAT(/5X.’RESENJE“/!(iOFiOiS))
GO TO 10

CALL EXIT

END
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RESENJE
1. 0DOOO 0. 94328 0. 79472

RESEN.JE

L 00000 1. 00000 1. 00000  1.00000 0. 99997

5.3. OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE

5.3.1. Uvod

Ovo poglavlje je posvedeno, uglavnom, reSavanju Cauchyevog
problema kod obi&nih diferencijalnih jednadina, tj. problema sa po-~
Cetnim uslovima. Metodi su razvrstani u dve opste klase i to:

1° Klasa linearnih viSekoradnih metoda,

2° Klasa metoda Runge-Kutta.

Takodje, ukazacdemo i na reSavanje konturnih problema kod

obiénih diferencijalnih jednadina.

5.3.2.Bulerov metod

Eulerov metod je najprostiji numericki metod za reSavanje

Cauchyevog problema
(3.2.1) yo = £,y vixy) =y,
i bazira se na pribliZnoj jednakosti

yx) = yx)) + (x=x )y (x.),
tj.

(3.2.2) y (%) i yixg) + (x=x ) Ef(x )y

o' Yo
s obzirom na (3.2.1). Ako sa Y oznadimo pribliénu vrednost za
y(xl),kna osnovu (3.2.2) imamo,

Yl = YO + (Xl_xo)f(xolyo)-

U op8tem slu¢aju, za proizvoljan skup tadaka
N . R pribliZne vrednosti za y(xn), u oznaci Yp+ mo-
Zemo odrediti pomodu

(3.2.3) Ypp1 = Yt mx )k ey ) (n=0,1,...).



148 5. NUMERIEKI METODI ZA INTEGRACIJU

Posledn]a formula definise Eulerov metod, élja je geome-
trijska interpretacija data na S1.3.2. 1.

y 4

51.3.2.1

Poligonalna linija (xo,yo) - (Xyeyg) - (x2,y2) - ...
poznata je kao Eulerov poligon.

n+tl " *n <

= h = const(>0) (n=0,1,...) i u tom slufaju (3..2.3) se svodi na

Najdeice se taclke X biraju ekvidistantno, tj. x
Yn+1 = Yn + hf(xn,yn) (n=0,1,...).

3.3.3. Op8ti linearni vigekora&ni metod

U ovom i narednim odeljcima ovog poglavlja razmatrademo
jednu op3tu klasu metoda za re8avanje Cauchyevog problema

(3.3.1) Y= £00y), v(x)) =y, (xgixzb).

Ako segment [xo,b] podelimo na N podsegmenta duZine
b-x

.No, dobijamo niz tadaka (xn} odredjen sa

X, = Xy + nh (n=0,1,...,N).

Neka {y,} oznaZava niz pribli¥nih vrednosti re3enja problema

(3.3.1) u tadkama X, 1 neka je fn = f(xn,yn) Pred nama se po-

stavlja problem odredjivanje niza {yh}' Za re3avanje ovog pro-

blema razradjen je veliki broj metoda. Jedan od ovih metoda je
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i Eulerov metod koji je razmatran u prethodnom odeljku. Kod Eu-

lerovog metoda niz {yn} se izradunava rekurzivno pomodu

(3.3.2) Ype1 ~ ¥p = hfn (n=0,1,...),

pri Cemu postoji linearna veza izmedju Ypr i fn. U op3tem

Yy

n+1l
sluc¢aju za izracunavanje niza {yn} mogu se koristiti sloZenije
rekurentne relacije, nego Sto je (3.3.2). Medju metodima, koji
proisticu iz ovih relacija, vaznu ulogu igraju metodi kod kojih
n+i’ fn+i (i=0,1,...,k) i oni ¢&ine
klasu tzv. linearnih viSekoraénih metoda* .

postoji linearna veza izmedju y

Op$ti linearni viSekoralni metod moZe se predstaviti u
obliku

(3.3.3) a.¥. .. =h L B, f (n=0,1,...),

ifn+i . i n+i

i=o
gde su oy i Bi konstantni koeficijenti odredjeni sa ta&noscu
do na multiplikovanu konstantu. Da bismo obezbedili njihovu

jednoznacnost uzedemo a=1.

Ako je Bk=0, kazemo da je metod (3.3.3) otvorenog tipa ili
da je eksplicitan; u protivnom metod je zatvorenog tipa ili
implicitan.

U op3tem sludaju (3.3.3) predstavlja nelinearnu diférencnu

jednaéinu, s obzirom da. je fn+i = f(xnfi’ yn+i)'

Za odredjivanje niza {ypts primenom metoda (83 .3 .3) potrebno
je poznavanje startnih vrednosti Yi (i=0,1,...,k-1). Kako nan je
unapred poznata jedino vrednost Yor poseban problem u primeni
viSekoraénih metoda (3.3.3) predstavlja odredjivanje ostalih

startnih vrednosti. Ovom problemu bicde posveden poseban odeljak.

Pod pretpostavkom da su poznate startne vrednosti
yi(i=0,1,...,k-l), kod eksplicitnih metoda direktno se izracuna-
vaju Yir Yyppree- ¥y pomocéu

=hz: B, f .- I a,y (n=0,1,...,N-k).

n+i

Medjutim, kod implicitnih metoda za odredjivanje vrednosti

Y4 treba resiti jedna&inu

*) Na engleskom: multistep method.
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(3.3.4) Yn+k © hskf(xn+k’yn+k) e,
gde je
k-1 k-1
bR P P T % Y

Kada je (x,y)r f£(x,y) nelinearna funkcija koja zadovoljava
Lipschitzov uslov po v sa konstantom L, jednaina (3.3.4) se mo-

Ze rediti iterativnim procesom

Gam ) e rrl ¢ o,

polazecdi od proizvoljne vrednosti y%ii, ako je
h’Ble < 1.

Uslov dat ovom nejednakoddéu obezbedjuje konvergenciju
iterativnog procesa (3.3.5).

Za metod (3.3.3) definiSimo linearni diferencni operator

Ly = Cl[xo,b] +C[xo,b] pomodu

k
(3.3.6) Ly[y] = iio[ai y (x+ih) = hB; y (x+ih)].
Neka funkcija gecm[xo,b]. Tada se Lh[g] moZe predstaviti
u obliku )
N L 2 "
(3.3.7) Lh[g_[ = C_g(x) + C;hg”(x) + C,h%g" (x) + ...,
gde su Cj(j=0,l,...) konstante, koje ne zavise od h i g.

Definicija 3.3.1. Linearni viZekoraéni metod (3.3.3) ima red p

ako je u razvoju (3.3.7)

Cq=Cy = ... = Cp =0 1 CP+l # 0.

Neka je x+y(x) tacno reSenje problema (3..2.1) i {yn} niz
pribliZnih vrednosti ovog refenja u tadkama xn=xo+nh (n=0,1,...,N)
dobijen primenom metoda (3.3.3), sa startnim vrednostima yi=si(h)
(i=0,1,...,k-1).

Definicija 3.3.1. 2a linearni viSekora&ni metod (3.3.3) se kaZe

~ da je konvergentan ako je za svako xs[xo,b]
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lim  y_ =y(x)
h-+0
g—xo=nh
i ako za startne vrednosti vaZzZi iim si(h)=yo (i=0,1,...,k-1}.
-
Linearni viZekoraéni metod (3?3.3) se moZe okarakterisati
prvim i drugim karakteristi&nim polinomom koji su dati respektiv-

no pomocu

P i o(g) =
o i

p(E) = i

I~ &

o

Dve vaZne klase konvergentnih viSekona&énih metoda koje se
sreéu u primenama su:

k k-1

- & 7
k k-2
S

1° Metodi kod kojih je p (£)

[]
w

2° Metodi kod kojih je o (£)

]
"

Eksplicitni metodi prve klase nazivaju se Adams-Bashfortovi, a
implicitni Adams-Moultonovi. Slic¢no, eksplicitni metodi druge kla-
se nose naziv Nystromovi-metodi, dok se odgovarajuéi implicitni

metodi nazivaju generalisani Milne-Simpsonovi.

Naravno, postoje metodi koji ne pripadaju ovim klasama.

5.3.4,I2zbor startnih vrednosti

Kao Zto je ranije napomenuto, kod primene linearnih viSe-
koraénih metoda na refavanje problema (3.2.1), potrebno je pozna-
vanje startnih vrednosti yi=si(h), takvih da je lim si(h)=yo

(i=1,...,k-1). Naravno, ovaj problem se postavljg*okada je k>1,

Ako je metod (3.3.3) reda p, tada ofigledno startne vrednosti

s, (h) treba birati tako da je

+1,- .
s;(h) = yix;) = 0b®7)  (i=1,...,%x-1),
gde je xlay(x) taénp reSenje problema (3.3.1).
U ovom odeljku naveScemo jednu klasu metoda za odredjiva-
nje potrebnih startnih vrednosti.
Pretpostavimo da je.funkcija f u diferencijalnoj jednac&ini

(3.3.1) dovoljan broj puta diferencijabilna. Tada na osnovu Tay-

lorovog métoda imamo
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p
¥ (kg th) =y (%) +hy “ (x) +Dpy" (x ) +. . .+-‘I-;—!y(9) xg+0 (hP*1) .

Poslednja jednakost ukazuje na to da se mo¥e uzeti

- . h . nP
sl(h)-y(xo)+hy (xo)-+§Ty (x0)+...+ éT'y(p)(xo)’

+1 -
P (x,=x_+h). Isti postupak
se moZe primeniti i na‘odredjivanje ostalih startnih vrednosti.

Naime, u opStem sludaju; imamo

S obzirom da je tada sl(h)—y(x1)=0(h

= ) - h ” hp .
sy (M=y (x| )why ") 43y O e+ 20y ) ) e, ke,

pri Cemu za y(x;_;) uzimamo s;_p (h).

1

5.3.5. Prediktor-korektor metodi

Kao §to je navedeno u odeljku 5.3.3 primena implicitnih met-
oda je skoplana sa reSavanjem jednacdine (3.3.4) na svakom koraku
integracije, pri Semu se za ovo reSavanje koristi iterativni pro— 
ces (3.3.5). Bez obzira na ovu tefkodu implicitni metodi se dosta
koriste za reBavanje Cauchyevog problema, s obzirom da imaju niz

prednosti nad eksplicitnim metodima (vi8i red, bolja numeridka sta-
(o}
n+k
¢enjem nekog eksplicitnog metoda, koji tada nazivamo prediktor.

bilnost). Poletna vrednost y , u primenama se odredjuje koris-
Implicitni metod (3.3.4) nazivamo korektor. Metod dobijen ovakvom

kombinacijom nazivamo prediktor-korektor .metod.
Za odredjivanije Yhtk’ iterativni proces (3.3.3) treba pri-
menjivati sve dok ne bude ispunjen uslov

[s+1]_ _[s]
lyn+k yn+k‘ < &

gde je € dozvoljena greZka, obiéno red? lofalne greske zaokrug-
' s+1

mozZe uzeti Yn+k

ljivanja. Tada se za Yn+k

Medjutim, ovakav nafin se naj&eZde ne primenjuje u praksi,
s obzirom da zahteva veliki broj izradunavanja vrednosti funkcije
f po jednom koraku i uz to je ovaj broj promenljiv od koraka do
koraka. Da bi se smanjio ovaj broj izradunavanja, broj iteracija

-u (3.3.5) se fiksira. Dakle, uzima se samo s=0,1,...,m-1.
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5.3.6. Programska realizacija viSekoraénih metoda

U ovom odeljku dademo programsku realizaciju kako ekspli-
citnih tako i implicitnih metoda. Dobijene programe testirademo na .
primeru(sa h=0.1)

y'=x2+y, y(l) =1 (l<¢x<2).
Taéno res$enje ovog problema je y (x) =6ex_1-x2— 2x -2,
3.6.1. Eulerov metod

Yoe1~¥p = hfn (n=0,1,...),
€iji je red p=1, i Adams-Bashfortov metod tredeg reda
= h _ 0.
Yp+3 ~Yp42 = T7(23fn+2 16fn+1+-5fn) (n=0,1,...),

realizovani su pomocu potprograma EULER i ADAMS respektivno.

SUBROUTINE EULERUXP, XK, H. Y, FLIN)
DIMENSION Y(1)

N=( x¥K=XF)/H FUNCTION FUN(X, Y)
X=xXF FLIN=X#X+Y
o1l I=1, N RETURNM
YiI+1 =Y D) +HEFLUNCX, YOI END
11 X=x+H
RETURN
END

SUBROUTIME ADAMS (XF. XK, H. Y, FLIND
DIMENSION Y1)
N=(XK=XF}/H
X=xF
FO=FUNCX, Y1)
F1=FUNMCX+H, Y(2))
NZ=N-2 ) -
oo 11 I=1,N2Z
FZ=FUN(X+2 #H, Y(I+Z)) )
Y(I43)=Y (I+2)+H# (23 #FZ—14. #F1+5 #F0) /12
FOo=F1 :
Fi=Fz
11 x=x+H
© RETURM
END

Parametri u potpreramskoj listi imaju sledede znadenje:

XP i XK - podetna i krajnja tatka intervala integracije;
H -,korak integracije;
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- vektor pribliZnih vrednosti reSenja dobijen viZekora&nim
metodom, pri &emu kod Eulerovog metoda Y (1) pfedstavlja
datu po€etnu vrednost, a kod Adamsovog metbdavétartne
vrednosti su date kroz Y(1),Y(2) i Y(3);-

FUN - ime funkcijskog potprograma kojim se definife desna

strana diferencijalne jednaline f(x,y).

Startne vrednosti za Adamsov metod odredjujemo primenom Tay-

lorovog metoda za p=3(videti odeljak 5.3.4). Naime, kako. je

y(1)=1, y“(1)=2, y"(1)=4, y™(1)=6, h=0.1,

dobijamo

rkx

Y(1)=1., Y(2)=1.221, Y(3)=1.48836.

Glavni program i izlazna lista imaju oblik:

RES

AVANJE DIFEREMCTUALNIH JEDNACINA EKSPLICITNIM METODNMA

10

1+
ZOYMLIID ") 4%, "GRESKAWR) “)

22
20

FUX)=A REXPIX—1. )=X#X-2 #X-2

OIMEMSTON Y1002, 20100

EXTERNAL FLN

WRITE(S, 10) :

FIORMAT (22X, "RESAVANJE DIFERENCIJAL. JED. ERSPLICTTMIMS,
METODIMA /720, "N, 83 "YMII )7, S5, 7 SEACKT T3

XF=1.

XK=,

H=0. 1

Yi{1)=1,

CALL EULER(XP, XK, H, ¥V, FUMN)

Zilry=Y(L)

Z(z)=1.221

I12)=1. 48836

CALL. ADAMS (XP, XK, H, Z, FUN)

N=(XK~-XPF)/H

MM=N+1

X=xXP

DD 2z I=1,NN

G1=ABS (VI -F (X)) /F(X))#100.

GZ=ABS( (L (1) =F(X)1/F (X)) #100.

WRITE(D, 200X, Y1}, G1, Z(1), 532
=X+H
FORMAT(8X, F3. 1, 2(4X,F%. 5, 4X,F5. 2))
CALL. EXIT

EMD

RESAVANJE DIFERENCIJAL. JED. EKSPLICITNIM METODIMA

N YNCI) GRESKA(Z) YN(IL) GRESKA (X
1.0 1. 0000V 0. OO 1. 00000 0. 00
1.1 1. 20000 1.72 1. 22100 0. 0V
1.2 1. 44100 3. 19 1. 48834 0. 00
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1.3 1. 72910 4 42 1. 80883 0. 02
1. 4 2. 07101 5. 47 2. 19028 0. 03
1.5 2. 47411 6. 37 2, 64126 0. 04
1. 6 2. 94652 7.13 3.17116 0. 05
1.7 3. 49717 7.79 3. 79040 0. 06
1.8 4. 13589 8. 346 4. 51045 0. 06
1.9 4, 87348 8. 87 5. 34403 0. 07
2.0 5.72183 9. 32 6. 30518 0. 07

3.6.2. Uzimajuéi Eulerov metod kao prediktor i trapezno pravilo
(p=2) ' h
Y41~ Y= 3E +£ 1) (n=0,1,...)

kao korektor (sa brojem iteracija m=2) obrazovan je potprogram PRE-
KOR. Glavni program, potprogram i izlazni fezul.tati imaju oblik:

i ==
C RESAVANJE DIF. JED. METODOM PREDIKTOR-KOREKTOR
[

FiX)=6, #EXP(X—1. }=X#X—2. #X-2
DIMENSION Y(100)
EXTERNAL FUN
WRITE(S, 10) ‘
10 FORMAT(SX, “RESAVANJE DIF. JED. METODOM PREDIKTOR-KDOREK®
1, “TOR” 7715%, 2 XNY, 13X, “YN7, 10X, “BRESKA L < /)
READ(S, 5) %P, XK, YP: H
5 FORMAT (4F4. 1)
CALL PREKOR (X, XK, YP, Hi Y, FUN)
N=t XK=XP) /H
NiN=N+1
x=XP
Do 11 I=1, NN
G=ABS (Y (I)=F (X121 /7F (X )%#100.
WRITE(S, 151X, Y(1),G
15 FORMAT (15X, F3. 1, 2X, F2. S, 8, F5. 2)
11 X=x+H
CALL EXIT
END

SUBROUTINE FREEDR(XP, XK, YF, H, ¥, FLIN)
OIMENSION Y1)
N={XK=XF) /H
X=xF
Y{1)=YF
Do 10 I=1,N
[ FROGNOZ IRANJE VREDNOSTI
FAY=FUN(X, Y(I)
YP=Y (L) +H#F XY
T KOREKCIJA VREDNISTI
o zg m=1, 2
20 YP=V(I)+H/Z # (FXY+FLIM(X+H, YF) )
Y(I+1)=YF
10 X=x+H
RETURN
END
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RESAVANJE DIF. JED. METODOM PREDIKTOR-KOREKTOR

X YM GRESKA (%)
1.0 1. OO0 0. 00
1.1 1. 22152 0. 04
1.z 1. 42952 Q, 07
1.3 1. 81097 0. 10
1. 4 2. 19363 0. 12
1.5 2. 645602 0.14
1.6 3. 17760 0,15
1.7 3. 79821 0. 17
1.3 4. 52118 0. 12
1.9 3. 35747 012
2.0 b, 22177 0 19

5.3.7. Metodi Runge-Kutta

U prethodnim odeljcima razmatrani su linearni viSekoradni
metodi za reéavénje Cauchyevog problema (3.3.1). Red ovih metoda
se moZe pdveéati poveéanjem broja koraka. Medjutim, ukoliko se Zr-
tvuje linearnost koju poseduju ovi metodi, mogude je konstruisati

jednokoraéne metode sa proizvoljnim redom.

Za reSavanje Cauchyevog problema oblika (3.3.1) sa dovoljno
puta diferencijabilnom funkcijom £, mogucde je, takodje, konstru-

isati jednokoralne metode viSeg reda (na primer, Taylorov metod).

Posmatrajmo opsSti eksplicitni jednokoracéni metod

(3.7.1) = he(x_,y . h).

Yne1 T~ Yn

Definicija 3.7.1. Metod (3.7.1) je reda p ako je p najvedéi ceo

broj za koji vaZi )
y(x+h) - y(x) -he(x,y(x),h) = o (P,

gdé je xvy(x) tatno reSenje problema (3.3.1).

Definicija 3.7.2. Metod (3.7.1) je konzistentan ako je
¢(x,y,0) = £{x,y).

Primetimo da je Taylorov metod specijalan sluaj metoda

(3.7.1). Naime, kod Taylorovog metoda reda p imamo
p-1 1hi 3 3 i
(3.7.2) 0(X,y,h)=¢T(X,y,h)=.E W('a—x +f-§§) fix,y).
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U specijalnom sluaju, kod Eulerovog metoda je o¢(x,y,h)=£f(x,y).

U ovom odeljku razmatrademo jednu specijalnu klasu metoda,
oblika (3.7.1), koju je 1895. godine predlozio C.Runge ([4]).

Kasnije, ovu klasu metoda razvili su W.Kutta ([5]) i K.Heun (fel). -

Kao %to demo kasnije videti, svi ovi metodi sadrZe slobodne
parametre. S obzirom na vreme u kome su se pojavili ovi metodi,
slobodni parametri su birani tako da se dobiju 5to jednostavnije
formule za praktiéno racunanje. Medjutim, ovakve vrednosti pa-
rametra ne obezbedjuje optimalne karakteristike posmatranili me-

toda. U daljem tekstu ove metode zvademo klasicénim.

OpSti eksplicitni metod Runge-Kutta ima oblik

(3.7.3) Ype1 = Yp = DO(x ¥ .h),
gde su
m
o(x,y,h) = I ciki’
i=1
kl = f(X,Y),
k., = f(x+a.h, y+b.h)
i i i L
(3.7.4) i1 i-1 (i=2,...,m).
a, = % a,., b, = T a,.k.
i j=1 ij i =1 1§77

Primetimo da iz uslova konzistencije metoda (3.7.3) sleduje
In

Nepoznate koeficijente koji figuriSu u ovom metodu, odre-
djujemo. iz uslova da metod ima maksimalni red. Pri ovome, kori-
stimo slededu &injenicu: Ako se %(x,y,h), razvijeno po stepenima

od h, moZe predstaviti u obliku -

® (x,y,h) = o, (x,y,h) + 0(nF),

gde je ¢T definisano pomodu (3.7.2), tada je metod (3.7.3) reda p.

Prethodno nadjimo raivoj QT(x,y,h) po stepenima od h. Kori-
§¢enjem Mongeovih oznaka za parcijalne izvode imamo
(2 +£2)f = £ 4+ ££ = F
'ox dy T otx y
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(= + =) £ = (35 +E55)F =G +-ny,

. 2 , s
gde smo stavili G=f_ , + foxy + £ fyy' Tada iz (3.7.2) sleduje

1 1,2 .3
(3.7.5) tp(x,y,h) = £+5DF+Eh° (G+EF) + 0(h7).

Razmotridemo sada samo metode Runge-Kutta, €iji je red

p < 3. Pokazuje se da je za dobijanje metoda treéegyreda dovoljno

uzeti m=3. U tom sludaju, formule (3.7.3) se svode na

o(x,y,h) = clkl + 02k2 + Cq

37
ky = fix,y),
k2 = f(x+a2h, y+b2h),
k3 = f(x+a3h, y+b3h)
i
ay = aypr by = an kg,
ag = a3 *oagyr by = oagyky Foagyks.

Razvijanjem funkcije k, u Taylorov red, u okolini tacke
(x,y), dobijamo

o 1 .22 3
kz = f + a2Fh + 5 a2Gh + 0(h™).
'Kako je
b, =a, k. +a,.k, = a, E+a,, (E+a Fh +1 a%ch?) + 0(h°)
3 3171 3272 31 32 2 2 2
imamo
_ 2, . 2 _ 2.2
b3 = a3f+a2a32Fh-+O(h ) i b3 = a3f +0(h).

Razvijanjem funkcije k3 u okolini taéke (x,y) i korisce-
njem poslednjih jednakosti imamo

o 1 2.2 3
ky = f+agFh+7(2a303,Ff +aj6)h" + 0(h”).

Najzad, zamenom dobijenih izraza za kl’kZ'k3 uvizrazu za
¢ (x,y,h) dobijamo,
' 2 2_h: 3
Q(x,y,h)=(cl+c2+c3)f+(c2a2+c3a3)Fh+(c2a2G+2c3a2d32ny+c3a3G)7-+0(h ).
Poslednja jednakost dozvoljava konstrukciju metoda za m=1,2,3.
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Sludaj m=1. Kako je c2=c3=0 imamo
®(x,y,h) = ¢, f + 0(h3).
Uporedjivanjem sa (3.7.5) dobijamo
@T(x,y,h)—¢(x,y,h) = (l—cl)f+%hF+%-h2(G+fyF) +0(h3) ,
odakle zaklju&ujemo da se za c;=l, dobija metod
Yne1 7 ¥n T hfn’
€iji je red p=1. S obzirom da je ovo Eulerov metod mi vidimo da
on pripada i klasi metoda Runge-Kutta.

Slu¢aj m=2. Ovde je cy = 0 i

®(x,y,h) = (¢ +c,)f + cya,Fh + = C aZen? + o(nd).

2 "2

Kako je

$(x,y,h) = 0,(x,y,h) = (cj+c,=1)f + (c,a, - 3)Fh +
1 2 2 3
+g[(3c2a2-1)c—fyF]h +0(h7),
zakljudujemo da se pod uslovima

(3.7.86) c, *+c, =1 i

1
1 2 8y = 3

€292

dobija metod drugog reda sa jednim slobodnim parametrom. Naime,
iz sistema Jjednakosti (3.7.6) sleduje
1 ; . - 2a2-l
- ’
2a2 1 2a2

€2
gde je az(#O) slobodan parametar. Dakle, sa m=2 imamo jednopara-

metarsku familiju metoda

D B _
= _Za_z((za2 1)k +kp) ,

kl = f(anyn),

yn+1 T ¥y

'kz = f(xn+a2h,yn+a2klh).

U specijalnom sluéaju, za a, =%7 dobijamo Euler-Caughyev
metod

= 1 1
Yp417¥n T BE(t b vy H3RE (xp.¥,))

Slicho, za azél, ﬁébijamo tzv. poboljSan Euler-Cauchyev metod
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_hr .

Y1 Yn = S[EG ) + Elxth, yothEx L y)]

0 geometrijskoj interpretaciji dobijenih metoda videti}\na pri-
mer, [7].

Sludaj m=3. Kako je

¢(X,y,h) - QT(XIYIh) = (cl+c2+c3-1)f+(c2a2+c3a3-%)Fh +
2 2 1 1 h2 | 3
+ [(c2a2+c3a3 f-j)G + (2c3a2a32 "E)ny] —2~+ 0(h ') ’

zakljulujemo da su za dobijanje metoda trecdeg reda dovoljni uslovi

1

a. + c.a, = =
Cpdy T G393 T 3 v

(3.7.7)

2 2 1

€28 t G383 = 3
1

C3aza32 = g .

S obzirom da imamo &etiri jednadine sa %est nepoznatih, izlazi
da, u slufaju m=3, imamo dvoparametarsku familiju metoda Runge-
Kutta. MoZe se pokazati da medju metodima ove familije ne posto-

ji ni jedan metod ¢iji je red vedéi od tri.

= %, iz (3.7.7)

U specijalnom sluaju, kada je a, = % ia,

. 1
sleduje c, =7 c, = 0, cy = %, Qgy = %. Dakle dobill smo me-
tod
S R S
Yp1 T ¥n T 7 %y 3l
ky = £(xgr v) .
- h h
k2 = f(x_ + 3 Yy, + j»kl),
_ 2h 2h
k3 = f(x_ + 5 Yq + ji-kz),

_ 1 _ _. -1 _2 _
Za ay =3, 23 =1 (=2 ¢)=e3=¢, Cy=35, a3,=2)

dobijamo metod

_h
Yy y. = E(kl + 4k2 + k3),

=
]

L= Exys v,
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k2 f(xn +

k., =

=4

161

h
7 yn+7k1) ’

3 f(Xn+h, yn-hkl+2hk2),

koji je najpopularniji medju metodima treceg reda sa stanovista

ruénog izraldunavanja.

U slu€aju kada je m=4, dobijamo dvoparametarsku familiju

metode Cetvrtog reda. Naime, ovde se, analogno sistemu (3.7.7),

javlja sistem od 11 jednadina sa 13 nepoznatih.

Sada navodimo, bez dokaza, metod Runge-Kutta Cetvrtog reda

(3.7.8) Yo, ¥, < %(kl t 2k, + 2ky + k,),
kp = £ 0 yy),
Ky = flx, + %, Y, + %1<1),
Ry = £, + 5y v+ Gk,
k4 = f(xn + h, Yo * th),

koji se u primenama tradicionalno najviSe koristi.

0d metoda &etvrtog reda &esto se koristi i tzv. Gillova va-

rijanta([B]), koja se moZe iskazati sledeéim rekurzivnim postup=-

kom:
n:fO, Qo
(=)

- 3 (k.- -1
Q=0 +5(k;=20) -5k,

Y2:=Yl + (l—v l; 2) (kz_Ql) ’

e .o .= Lo -
YO.—yn , kl.—hf(xn,Yo), ¥1.—Y04-2(k1 2QO),

h
kpi=he (xy +3.¥))

0,:=0, +3(1-v172) (k,-0Q,) - (1-V172)k,

.o h . -
k3.—hf(xn+ 5:Y5), Y=Y, + (1+v/1/2) (kg Qz),'

Qy:
.o 1. _ .=
Y =¥yt 2(ky=205) s Q=04
t=nti
Preéi na (%) .

=Q24'3(1+V172)(k3-Q2) -(1+V172)k3, k4:=hf(xn+h,Y3)r

1 - —l =
*2Mkgm203) = Fkye Yy 1Yy

Za razliku od linearnih viSekorac¢nih metoda, metodi Runge-

Kutta ne zahtevaju poznavanje startnih vrednosti (sem y(xo)byo,

koja, inade, definiSe Cauchyev problem), ali su za prakticnu

primenu gznatno komplikovaniji,

s obzirom da zahtevaju m izra-

gunavanja- vrednosti funkcija £ u svakom koraku.
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5.3.8. Programska realizacija metoda Runge-Kutta

U ovom odeljku dajemo programskp realizaciju Eﬁler;Cauchy—

evog, poboljganog Euler-Cauchyevog metoda, kao i metoda &etvrtog
reda (3.7.8) i Gillove varijante metoda Runge-Kutta. Dobijenez pro-

grame testirademo na primeru iz odeljka 5.3.6.

3.8.1. Potprogramom EULCAU realizovani su Euler-Cauchyev i pobolj-

San Euler-Cauchyev metod. Parametri u listi imaju sledefe znalenje

XP -
H -
N -
M -

poletna tadka intervala integraciije;

korak integracije;

ceo broj, takav da je N+1 duZina vektora Y;

ceo broj koji definise nadin konstrukcije vektora Y.
Naime , u vektoru Y se redom memorife svaka M-ta vred-
nost reSenja dobijena u procesu integracije;

vektor reéenja duZine N+1, pri €emu Y(l) predstavlija

zadati pocetni uslov Yor ¥Y(2) je vrednost reSenja do-

-bijena integracijom u tacki XP+M‘H, itd.

ime funkcijskog potprograma, kojim se definife desna
strana diferencijalne jednadine f(x,y);
ceo broj, sa vrednostima K=1 i K=2, kojim se zadaje

integracija po Euler-Cauchyevom i poboljSanom Euler-

.Cauchyevom metodu respektivno.

Potprogram EULCAU ima oblik:

SUBROUTINE EULCAUCKP, He N M, Y, FLIN, K3
DIMENSION Y1)

X=XP

Yi=Y(1)

NN=N+1

DO 10 I=2,NN

‘DO 20 J=1, M

Yo=Y1

Y1=FUM{ X, YO)

GO TO(1,2), K
Y1=VO+H#FUN( X+0. 5#H, YO+0O. S#H#Y1)
GO TO 20
Y1=YO+H#(Y1+FUN(X+H, YO+H#Y1) ) /2
X=x+H

Yil)=Y1l

RETURN

END

Glavni program i izlazna lista su dati na sledecoj strani.

Kao ulazne parametre za integraciju smo uzeli H=0.1,N=10,M=1, a u

<)
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drugom slu€aju H=0.05,N=10,M=2. Kolone YIN i ¥Y2N, u izlaznoj lis-
ti daju vrednosti za reZenje datog Cauchyevog problema, po obi&nom
i poboljSanom Euler-Cauchyevom metodu respektivno. Pored ovih ko-
lona, u izlaznoj listi su date i kolone sa odgovarajuéim gre&kama .
(izraZene u %) u odnosu na tano re$enje.

C

‘C RESAVANJE DIF. JED. EULER~-CAUCHYEVIM I PORBOLJSANIM METODOM
[

DIMENSION Y(100), Z(100)
F(X)=6. #EXP(%—1, )—X#X—-2 #X-2.
EXTERNAL FUN
WRITE(S, 10)
10 FORMAT (10X, "RESAVANJE DIF. JED. EULER-CAUCHYEVIM I POD~,
1-"BOLJSANIM METODOM” )
20 READ(8, 25, END=92)XP, Y{(1),H: N, M
25 FORMAT(3Fé6. 1,213)
CALL. EULCAUC(XP, H, N, M, Y, FUN: 1)
2(1r=Ytl)
CALL EULCAL(XP.H, N, M, Z, FUN, Z)
WRITE(S, 30)H .
30 FORMAT(1HO, 30X, “(H=",Fé&. 4, 7)) //15X, “XN“, 8X: “YIN", A4x,
1“GRESKA(X)~, SX, “YZN“, 4X, “GRESKA(X)”"/)
NN=N+1
X=XP
DD 11 I=1,NN
G1=ABS((Y(I)-F(X))/F1X))#100
GZ=ABS((Z(I)-F (X} ) /F(X))#100
WRITELS, 15X, V(1),51,7(1), G2
15 FORMAT (15X, F3. 1, 32X, F9. &, 2X,F7. S, 3X, F?2. & ZX, F7.95)
11 X=X+H#M
GO TO 20
@9 CALL EXIT
END

RESAVANJE DIF. JED. EULER-CAUCHYEVIM I PDBDFJEANIM METODIM

{H=0, 1000}
AN YIN BRESKA(X) YZN  GRESKA(Z:
. (_’)(_)(,‘)(_‘)(,—)(,l) 0, QOO0 . (:)(,)()(_'N,)(‘) (8% ‘.)(.)(.)(_)(_)

L ZZOS0O0 O, 04302
457203 0, 021461
207059 0. 11580
187750 0, 14596
627764 017276
166472 0. 194654
L 784260 0. 21777
502557 0. 23682
L 324026 0. 25424
. 22649 0. 27013

L 220250 0. 0634%
4246674 0. 116796
BOLZZT7 0. 16174
1846521 0. 19931
LAGZZZ 023111
164526 0. 23314
781851 0. Z5129
499645 0, 30134
. FI0558 0. 31908
. TERss7 0. 33432

POPHRNR

NNl il
[Tt 0 RN N IR A N e
Uk Wk R e
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{H=0. 0500)
AN YiN GRESKA (%) YZN - GRESKA(%)
1.0 1. 000000 0. OVOVO 1. 0DOVOL Q. DOOLO
1.1 1. 220824 0. 01452 1. 220888 0. 01128
1.2 1. 487963 0. 03042 1. 489098 0. 02143
1.3 1. 808371 0. 04214 1. BOBL04 0. O0O3E
1.4 Z. 189811 0. 05190 2. 190111 0. 03822
1.5 2, 640738 0. 06021 2 641133 0. 14524
1. 6 2. 170581 0. 06728 3, 171082 . 0. 05148
1.7 3. 789740 0. 07328 2, 790257 0. 05699
1.8 4. 509705 0, 07545 4, S10452 0. 06190
1.9 5. 343177 0. 08310 5. 344067 0. 047
2.0 & 304192 0. 08719 b, BOSZIP 0. 07059

3.8.2, Prema formulama (3.7.8) za standardni metodvRunge-Kutta Ge~-
tvrtog reda obrazovan je potprogram RK4:-

SUBROUTINE RK4(X0, YO, H, M, N, YVEE, F)

METOD RUNGE-KUTA CETVRTOG REDA

o0

DIMENSION YVEK(1)
T=H/2.
X=X0
Y=Y0
Do 20 I=1,N
Do 10 J=1, M
A=F (X, Y)
B=F (X+T, Y+T#&)
C=F{(X+T, Y+T#B)
D=F ( X+H, Y+H%C)
X=X+H
10 Y=Y4+H/ 6. #(A+2, #B+2, #C+D)
20 YVEK(I)=Y
RETURN
END

Parametri u listi imaju sledece znadenje:

X0, Y0 - defini¥u zadati po¥etni uslov (YO=y(X0));

H - korak integracije;

M,N - celi brojevi sa znadenjem slidnim kao u potprogramu
EULCAU;

YVEK -.vektor duZine N koji se dobija kao rezultat numerié-
ke integracije, pri ¢emu je Y (1) vrednost dobijena u
tatki X0+M-H, Y(2) vrednost u tadki X0+2MH, itd. ‘

F - ime funkcijskog potprograma kojim se definiSe desna st-
rana diferencijalne jednadine f (x,y).
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Glavni prodram ima oblik:

C RESAVANJE DIF. JELL METODOM RUNGE-KUTA
C

F(X)=6. #EXP (X—1. Y—X#X~2. #X-2
DIMENSION Y (100)
EXTERNAL FUN
WRITE(S, 10)
10 FORMAT(14X, "RESAVAN.JE DIF. JED. METODOM RUNGE-KUTA® )
20 READ (8,5, END=97) X0, YO, H, N, M
S5 FORMATC3FA. 1, 2I3)
CALL RE4(X0, YO, H, M, N, Y, FUN)
G=0.
WRITE(S, 25)H, X0, YO, G
25 FORMATU1HO, 28X, “(H=", F&4. 4, ") /715X “XN7, 13X, "YN7, 10X,
1"GRESKA(X) " /715X, F3. 1, 8X, F2. 6, 7%, F7. 5)
X=X0
Do 11 I=1,N
X=X+H#M
G=ARS((Y(ID)-F (X)) /F(X))#100
11 WRITE(S, 15X, Y1), 5
15 FORMAT (15X, F3. 1, 8X, F?. 4, 7X, F7. 5)

GO T 20
99 CALL EXIT
END

Uzimajuéi H=0.1, N=10, M=1 dobijeni su sledeéi rezultati:

RESAVANJE DIF. JED. METODOM RUNBE—KUTA

(H=0. 1000)
AN YN GRESKA(Z)
1.0 1. 000000 0. 00000
1.1 1. 221025 0. 00000
1.2 1. 488416 0. 00003
1.3 1. 809152 0. 00011
1.4 C 2. 190947 0. 00007
1.5 2, 6423725 0. 00013
1. 4 3.172710 0. 00019
1.7 3. 792512 0. 00017
1.8 4. 513240 0. 00012
1.9 S. 3474612 0. 00018
2.0 &. 3094693 Q. 00017

'3.8.3. Gillovu varijantu metoda Runge—Kutta'realizovaéemo u dvos-
trukoj tafnosti. Parametri u listi potprograma GILL, X0,H,N,M,Y,
FUN imaju isto znadenje respektivno kao parametri XP,H,N,M,Y¥ ,FUN
u potprogramu EULCAU. Primetimo da je ovaj potprogram realizovan
tako da je izvrSena optimizaqija u pogledu broja promenljivih.

Ulazne parametre za integraciju smo uzeli kao u 3.8.1.
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RESZAVANJE DIF. JED. METODOM RUNGE-KUTA{GILLOVA VARIJANTAJ

Qo0

REAL*3 Y(100), F, FUN, X0, X, H, 5
F(X)=b #DEXF (X1, ) X#X~-2 #X--Z.
EXTERNAL FUN .
WRITE(S, 10)
10 FORMAT (8X, “RESAVANJE DIF. JED. METODOM RUNGE-KUTA (GILL-
1, “OVA VARIJAMNTA) ~ ) :
Z0 READ(S, 25, END=22)% ,Y(1), H, M M
25 FORMAT(3F&. 1, 213)
X0=x )
CALL GILL(XO:H:N:M, Y, FUN)
WRITE(S, 30)H
SO FORMAT (1HO, ZEX, “(H=",Fé&. 4, ) "/715X%, XN, 13X, "YN-, 10X,
17GRESKALL) "/ )
NN=N+1
DO 11 I=1,NN )
G=DABS ((Y(I)-F{X))/F(X))#100."
WRITE(S, 152X, Y{1?2, 5
15 FORMAT (15X, F3. 1, 8X, F9. &, 6X, D10, 3)
11 X=X+H#*M
GO TO 20
97 CALL EXIT
END

SUBRDUTINE GILL (X0, H: N: M, Y, FLIN)
REAL#8 Y(1), H, FUN, X0, YO, . K, A, B
B=DSGRT (0. SDO)

@=0. DO

Yo=yY(1) FUNCTION FUN(X, Y)
NN=N+1 REAL#S FUN, X, ¥
DO 10 I=2,NN FUN=X¥X+Y

DO 20 J=1,M RETURN

K=H¥FUN( X0, YO) : CND

A=O, SH(K-2. *Q)

YO=YO+A

=043, #A-0. S*K
K=H®FUN(XO+H/2Z, , YO)
A=(1. -B)*(K-Q)
YO=YO+A
Q=Q+3. #A—(1. ~B)#K
K=H#FUN(XO+H/2, , YO)
A=(1. +B)*(K~-Q)
YO=YO+A
Q=6H43. *A- (1, +B)#K
K=H#FUN ( XO+H: YO)
A=(K-2. *Q) /6
YO=Y0+A
R=Q+3, *A-K/2

20 XO=XU+H

10 Y(I)=YO
RETURN
END
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RESAVANJE DIF. JED. METODOM RUNGE--KUTA (GILLOVA VARIJANTA)

(H=0. 1000)
%N YN GRESKA (%)
1.0 1. 000000 0. 000D VO
1.1 1. 221025 0. 245D-04
1.2 1. 488416 0. 460D--04
1.3 1. 809152 0. 647D-04
1.4 2. 190946 0. 808D0-04
1.5 2. 642325 0. 949D-04
1.6 3. 172709 0. 107D-03
1.7 3. 792512 0. 118D-03
1.8 4. 513240 0. 1280-03
1.9 S. 347611 0. 136D-03
2.0 4. 309682 0. 144D-03
(H=0. 0500)
%N YN GRESKA (%)
1.0 1. 000000 0, OO0D QO
1.1 1. 221025 0. 162D-05
1.2 1. 488417 0. 303D-05
1.3 1. 809153 0. 425D~05
1.4 2. 190942 0. 931D-05
1.5 2. 642327 0. 623D~05
1. & 3.172713 0. 704D-05
1.7 3. 792514 Q. 775D-05
1.8 4. 513245 0, 83SN-05
1.9 5. 3474618 0. 394D-05
2.0 6. 309690 0. 944D-0S

5.3.9. ReS§avanje sistema jednadina i jednadina viSeg reda

Metodi koji su bili razmatrani u prethodnim odeljcima mogu
se uop#titi u tom smislu da budu primenljivi za reSavanje Cauchy-

evog problema za sistem od p jednaina prvog reda

(3.9.1) ) Y;_ = fi(x;er---,YP). yi(xo)=yvio (i=ll"'lp) .
U ovom slufaju, sistem jednadina (3.9.1) treba predstaviti

u vektorskom obliku )
' > >
(3.9.2) voo= Ey), Yix) =¥

gde su
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‘A Yig R R ) SRR )
> L - . -+ > R
y = |: r Yo T : » Bl y)=)

Yp Yho N 12 SUEREYS £9)

0d interesa je i refavanje Cauchyevog problema za diferen-

cijalne jedna&ine viSeg reda. Primetimo, medjutim, da se ovaj '

problem moZe svesti na prethodni. Naime, neka je data diferenci-

. . L AR .
jalna. jednadina reda p

- P -1
(3.9.3) y(p) = f(x;y,vy r---,Y(p ))
sa poletnim uslovima
(1) (o y - NP _

(3.9.4) y T xy) =y, (4=0,1,...,p-1).
Tada se, supstitucijama

- -1

Z]_:y’ 22=Y ,---,Zp=Y(P )r

jednacina (3.9.3) sa uslovima (3.9.4), svodi na sistem

z{ = z,,
z; = 24,
Zp_:L = Z:my
zé = f(x;zl,zz,...,zp),
sa uslovima zi(xo)=zio=yio (i=1,...,p).

Linearni viSekorafni metodi, koje smo do sada razmatrali,

mogu se formalno generalisati na vektorski oblik

ko Tk
- -
“i¥n+i T h.ioﬂifn+i’

i=o

. - -> > .
gde je fn+i=f(xn+i’ y ), a zatim se kao takvi mogu primeniti na

n+i
re§avanje Cauchyevog problema (3.9.2).

Takodje, metodi Runge-Kutta za reSavanje Cauchyevog proble-
ma (3.9.2)imaju oblik

-+

> > -
Yoer T Yn = DO (x_ .y ,h)}

gde su
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> -> m >

¢(x,y,h) = I ciki’

i=1

K, = Ty,
k. = £(x + a.h, y + b.h

i TR Ty i?) (i=2,...,m)

i-1 N i-1 >

a, = I a,., b, = L a,.k.

i =1 ij i =1 1373

Sva analiza, koja je data u prethodnim poglavljima formalno

se moZe preneti na navedene vektorske metode.

Kao primer realizujmo standardni metod Runge-Kutta &etvrtog

reda (3.7.8) za re$avanje sistema od dve diferencijalne jednaline
y = £,(x5v,2), 27 = £,(xiy,2),

pri uslovima y(xo)=yo i Z(x°)=Zo-

Odgovaraju¢i potprogram ima oblik:

SUBROUTINE. RKS(XP, XKRAJ, YP, ZF, H, N, YY, 222
REAL KY1,KYZ KY3, KY4, K21, K22, K23, K14
DIMENSION YY(1),2Z(1)
K=(XERAJ=XP) ./ (H#FLOAT (N) )
N1=N+1 '
x=xXP
Y=YF
I=7F
T=H/2.
\.I\I/( 1 =\'I
Z2(1)=2
DO & I=2Z, N1
oo 7 J=1, K
KY1=FUN(1, )_(. Y.7)
KZ1=FUN(Z, X, Y, 2}
KYZ=FUMC(1, X+T, Y4+T#KY1, Z+T#KZ1}
KZZ=FUN (2, X4+T, Y+T#KY1, Z+T#KZ1)
KY3=FUN(1, X+T, Y+T#K\Y2, Z+T#KZ2Z)
KZ3=FUN(2, X+T, V+T#KYZ, Z3T#KZ2)
KY4=FUN (1, X+H, Y+H#KY3, Z+H%*KZ3)
KZA4=FUN(2, X+H, Y+H*KY3, Z+H#KI3)
Y=VHHE (KY 142, #(KYZHKY3)+KY4) /6
I=Z+H#¥(KZ1+2 #(KZZ+KI3)+KZ4)1/6.

7 X=x+H )
YYiIir=y

S ZZ(Iry=1
RETURN
END
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Koristeéi ovaj potprogram'reéiii smh sistem jedna¥ina

-

y' = xyz, z° = xy/z ,
pri uslovima Y(1)= 1/3 i z(1)=1, na segmentu ﬁ,Z.S] uzimajuéi
korak integracije h=0.01, dok na izlazu Stampamo x sa korakom 0.1
i odgovarajude vrednosti za y, Yqr 20 Zmqo gde su yq izg tadna re-
genja ovog sistema i data su sa
72 . 6

= i Z, = .
T xd) 3 T 2

Odgovarajuéi prougram i 1zlazna lista imaju sledeéi oblik:

RESAVANJE SISTEMA DIF!JED.METGDU& RUNGE-KUTA

Lo vl w)

DIMENSION YT(1&), ZT(16), YYL16), 221160, XU 14)
VYEG(X)I=72, /17, —X#X)##3
ZEGUX)=b. /(7. —X#X)
READ(S, 15N, xP. YP, ZFP, xkRAJ
15 FORMAT(IZ, 4F3. 1)
YP=YF/3
H=0. 1
N1=N+1
DD 5 I=1,N1
X L) =XP+HE¥FLLOAT(I-1)
YTUI)=VYEG(X(1))
S ZTCI)=ZEG(X(1))
WRITE(S, 22)
H=0. 01
CALL RKS(XP, XKRAJ, YF, 2F, H, N, ¥Y, Z1)
WRITE(S, 18) H, (X (L), VYCI), YTLI), 22010, ZTCL), I=1, N1)
18 FORMAT(//7X%: “KORAK. INTEGRACIVE H=<,F& 2/757%, "X,
131X, Y7, 10X, “YTACND, 11X, “ 727,10, “ZTACND 7/ (FL1O, 2, 4F14. 71
22 FORMAT(1H1, 9X, "RESAVANJE STSTEMA STIMULTAMIHY,
17 DIFERENCIJALNIH JEDNACINA™ /.33 G & AN ac ) 9
2717 7=XYSLT)
CALL EXIT
END

FUNCTION FUN(J, X, Y, Z)
GO TO(50,60),d
SO FUN=x#Y#Z
RETURN
60 FUN=X%*Y/Z
RETURN
END
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RESAVANJE SISTEMA SIMULTANIH DIFERENCIJALNIH JEDNACINA

Y =xY2Z

27=xXY/1

KORAK INTEGRACIJE H= 0. 010

X Y YTACNO z + ZTACND

1. 00 0. 3333333 0. 3333333 1. 00OLLOOY 1. HOO0VVO
1. 10 0. 3709342 0. 3709341 1. 03624694 1. 0362694
1. 20 0. 4188979 0. 4188979 1. 0791347 1. 0791347
1. 30 0. 4808936 0. 4508935 1. 1299436 1. 1299435
i. 40 0. 5623944 0. 5623943 1. 1904743 1. 1904762
1. 50 0. 6718182 0. 6718181 1. 2631581 1. 2631578
1. &0 1. 8225904 0. 8225902 1. 3513514 1. 3513514
1. 70 1. 0370675 1. 03704674 1. 4598541 1. 4598540
1. 80 1. 3544486 1. 3544689 1. 5957444 1. 5957447
1. 90 1. 8481333 1. 8421344 1. 7699113 1. 7499116&
2. 00 2. 6566656 2. 6666667 1. 9999998 2. 00VOOOO
2 10 4. 1441259 4. 1441321 2. 3164018 2. 31464029
2. 20 7. 1434334 7. 1444917 2. 77777467 2. 7777779
2. 30 14 3973673 14 3994160 3. 5087493 3. 5087738
2. 40 37. 7629280 37. 7631035 4. 8387012 4, 83871083
250 170. 6634674 170. 6666718 7. 9999220 2. 0000DOL

5.3.10. Konturni problemi

U ovom odeljku ukazademo na diferencni metod za re$avanje
konturnog problema
(3.10.1) o y" +px)y” + alx)y = £(x); y(a)=A, y(b)=B,

gde su funkcije p,q,f neprekidne na [a,b].

Segment [a,b] podelimo na N+l podsegmenata duZine h=§% ’
tako da je xn=a+nh(n=0,1,...,N+1). U tadkama xn(n=1,...,N) diferen-
cijalnu jednadinu iz (3.10.1) aproksimirajmo sa

\ Y10 t¥po Y41 ¥n-1
(3.10.2) ol “nntl oy, R TRl Ly y o =f (n=l,...,n)

h2 n 2h n‘n n
gde su p = p(}fn) r 9, q(xn) , fn = f(xn) .
Ako uvedemo smene
- -1-n =hlq - —14+0
ap=1-3p,s by=h 9y 2, cp=1+3P,

(3.10.2) se mo¥e predstaviti uy obliku
' 2

(3.10.3) . anyn_l-kbnynﬂ-cnyn+l =h fn (n=1,...,n).
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v

S obzirom da su konturni uslovi Y, =A i Yy+1 =B, pred nama

. > >
se postavlja problem re$avanja sistema linearnih jednadina Ty =d,

gde su
¥, {n’t -na, By e 0 ... 0
N Y, h’e, a, b, ¢, 0
vy=|:t].,d=]": , T=] .
.Y, n?f -Bey 0 0 .0 by

Matrica sistema je trodijagonalna. Za reSavanje oVog sistema pogod-
no je izvrditi dekompoziciju matrice T u obliku T=LR(videti odeljak
4,1.1), &ime se problem svodi na sukcesivno reSavanje dva trouga-

ona sistema linearnih jednadina. Ovakav postupak za reSavanje kon-
turnog problema (3.10.1), u literaturi je poznat kao matri&na fak-
torizacija. '
Sledeéi program je realizovan na osnovu izloZenog postupka.

DIMENSION AC100), E(100), Z(100), D(100)

MATRICNA FAKTORIZACIJA ZA RESAVAN.JE

KONTURNIH PROBLEMA KOD LINEARNIH

DIFERENCIJALNIH JEDNACINA II REDA
YT+ POXOIYT 4+ GXOY = F(X)

Y(DG) = YA, Y(GGE) = YE

oo

READ(8, 5) D5, YA, 5G, YE
FORMAT (4F 10, 5)
UCITAVANJE ERJA MEDJUTACAEA FREKD
TERMINALA LA 30
10 READ(A, 15) N
13 FORMAT(IZ)

N1=N+1

IF(N. EQ. Q) GO TO 40

H=(E5-DG) /FLOAT (N1)

]

L ]

HH=H#H

X=DI5

DO 20 I=1,N
X=X+H

Y=H/2 #PRF(X, 1)
ACL)=1. Y
C(I)=1. +Y

B(I)=HH#*PQF (X, 2)-2.
20 D(L)=HH#PRF (X, 3)
D(1)=D(1)-YA*A(1)
D(N)=D(N)-YB%C (N)
C(1)=C(1)/B(1)
Do 25 I=2,N
BUI)=B(I)-A(I)#C(I-1)
25 C(I)=C(I)/B(I)
D(1)=D(1)/B(1)
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Do 30 I=Z,N
30 D= (D(H-ACDH#D(I-1) ) /B(1)
NM=N-—1
DO 35 I=1,NM
J=NM-1+1
35 DCH=DE-C#DCJ+L)
WRITE(S, 40) N, (I, I=1,N1)
40 FORMAT(///5X, “BROJ MEDMTACAKA N =7, 13///5X, "1/, 6X, 0", F110)

DO 435 I=1.N

C(I)=DG+H*FLOAT(I)

B(I)=FOF(C(I), 4)

WRITE(S, S0) DG, (CCL), I=1, N), GG

WRITE(S, 5% YA, (D(I), I=1,N), YBE

WRITE(S, &%) YA, (B(I), I=1,N), YB

SO FORMAT(/SX, “X(I1) 7 10(FA. 2, 4X))

55 FORMAT(/SX, "Y(I) 7, 10F10. &)
FORMAT (/5X, “YEGZ ", 10F10. 6)

45

&5

GO TO 10
&0 CALL EXIT
END

Primetimo da je program tako realizovgn da se broj medjuta~
Saka N uditava preko terminala LA 30. U sludaju kada je N=0 program

se zavr8ava. Takodje, u programu je predvidjeno i tabeliranje tacé-

nog refenja u posmatranim ta&kama, radi kontrole. Jasno je, medju-

tim, da ovo poslednje ima smisla samo u $kolskim primerima gde nam

je re3enje poznata. Tako je, na primer, za konturni problem

y' - 2xy” -2y =
tafno refenje je y==x=+exp(x2)-

Za‘OVaj konturni problem
funkcijski potprogram za defini-
sanje funkcija p,q,f, kao i tac-
nog resenja,  ima oblik-koji na-
vodimo s desne strane (potprogram
PQF). Za sluaj N=4, dobili smo

sledede rezultate:

BROJ MEDJUTACAKA N = 4

I 0 1 Z
X(I1) ©0.00 0. 20 0. 40
1. 000000 1. 2434670 1. 577951

YD)
YEGZ i.OQOOOO 1. 240811 1. 573511

-4x; y(0)=1, y{(1)=14e » 3.7182818,

FUNCTION FOF (X, M)
GO TO(10, 20, 30, 40), M
10 PGF=-2. %X
RETURN
PRF=-2
RETURN
PAF=—4, #X
RETURN
FRF=X+EXP({X#X)
RETURN
END

20
30

40

3 4 5

0. 60 0. 80 1. 00
2. 038017 2. 699738 3718282

2. 033330 2 496481 3. 718282
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 5.4. PARCIJALNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE

5.4.1. ¥Metod mreZa

\

U ovom poglavlju ukazademo samo na jedan nadin za numeri&ko
reSavanje parcijalnih jednadina. Naime, razmotridemo samo kako se
metodom mre¥a reSava Laplaceova jednad&ina(eliptickog tipa) i talas-
na jednatina(hiperbolickog tipa). Slidno se reSavaju i ostale jed-

nadine; naprimer jednadina provodjenja toplote(parabolifkog tipa) .

Metod mreZa ili diferencni metod, kako se festo naziva,
predstavlja osnovni metod za reSavanje jednadina matematicke fizi-

ke (parcijalne jednadine koje se javljaju u fiziei i tehnici).
Neka je data linearna parcijalna diferencijalna jednadina
(4.1.1) Lu=f

i neka se u oblasti D, koja je ogranidena Krivom T (D=int T'), traZi

ono njeno resSenje koje na krivoj I' zadovoljaya dati konturni uslov
(4.1.2) ‘ Ku=Y ((x,y) eT).

U primeni metoda mreZa, najpre, treba izabrati diskretni
skup tadaka Dh’ koji pripada oblasti D(=DyrT) i koji se naziva mre-
Zom. Najfe3de se u primenama za mrefu uzima familija paralelnih
pravih Xy =x0-Fih, yj =yo-FjZ(i,j =0,*¥1,+2,...). Talke preseka
ovih pravih se nazivaju &vorovima mreZe, a veli&ine h i 1 koracima
mreZe. Dva &vora mreZe se nazivaju susednim ako su udaljena po x i
y osi samo za jedan korak. Ako sva &etiri sﬁsedna &vora nekog d&vo-
ra pripadaju oblasti D, onda se taj €vor naziva unutrasSnjim; u pro-
tivnom &vor mreZe Dh se naziva graniénim &vorom. U primenama pored

pravougacene mreZe koriste se i drugi oblici mreZa.

Metod mreZa se sastoji u aproksimaciji jedna&ina (4.1.1) i
(4.1.2) pomo¢u odgovarajuéih diferencnih jednadina. Naime, operator
L moZemo aproksimirati diferencnim operatorom, veoma jednostavna,
zamenom izvoda odgovarajuéim diferencama, u unutradnjim &vorovima

mreZe. Pri ovome se koriste sledede formule

9 . L=, . . .-
u(xi,yj) - ui+1,3 uy au(xi,yj) . ui+1’1’ U1,
14 = 1

ax h dy 2h
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2 -
3 u(xi,yi) - L PR 2ui,-L+ Bio1,4
ax? h?

Potpuno simetri&ne su formule za parcijalne izvode po pro-

, itd.

menljivoj y.

Aproksimacija konturnih uslova, u nekim sludajevima, moZe
biti vrlo sloZen problem, $to zavisi od oblika operatora K i kontu-
re I'. Kod tzv. konturnih uslova prve viste, kod kojih je Ku=u, je-
dan praktifan na&in za aproksimaciju predloZio je L.Collatz i on se
sastoji u sledefem:

Neka je grani&nom &voru A najbli%a tafka sa konture T', tagka
B i neka je njihovo rastojanje § (videti sl.4.1.1).

Na osnovu vrednosti funkcije
u tackama B i C, linearnom interpo- y
lacijom dobijamo 1y
~ h¥(B) +8u(C)
B h+s T . A_LC

Aproksimacija konturnog us- sl h

u(a)

lova (4.1.2), u ovom sludaju se sas-

toji u definisanju jednadina gornjeg

oblika za svaki graniéni é&vor.

Jednadine dobijene aproksi-

macijom jedna€ine (4.1.1) i kontur- S1. 4.1.1
nog uslova (4.1.2) predstavlijaju
sistem linearnih jednadina, &ijim se reZavanjem dobijaju traZena

numeridka reSenja postavljenog problema.

U daljem izlaganju ukazademo na dva osnovna primera.

5.4.2. Laplaceova jednadina

Neka je potrebno naéi reSenje Laplaceove jednadine

=0 ((x,y)e D),

koje na konturi kvadrata D={(x,y)|0<x<1, 0<y< 1} ispunjava od-
redjeni uslov u(x,v)= ¥(x,y) ((x,y)eTl ). Izaberimo mreZu Dy kod ko-

N-1'

je je 1=h = _1 tako da su &vorovi mre¥e tadke (xi,yj)
((i-1)h, (3-1)2) (i,j=1,...,N). Standardna diferencna aproksimacija

(S3ema) za reBavanje Laplaceove jednaline ima oblik
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1

—=u,, , .+tu, . .+u. . 1, - _..— =
h2(u1+1,3 ul-lrj u1,3+11-u1;3—1\ 4!‘Ji,j) 0.

ili u obliku

1
. . = = . +u, . . . )
93,57 70, 50 T g P g, g Y )

Uzimajuéi 1i,3j=2,...,N-1 u poslednjoj jednakosti dobijamo sis-
tem od (N—2)2 linearnih jednadina. Za reSavanje ovog sistema obi&no
se koristi metod proste iteracije ili, $to je joS prostije, Gauss-

‘-Seidelov metod (videti odeljak 4.3.3). ]

Odgo#arajuéi program za reSavanje posmatranog problemé ima

oblik

RESAVANJE LAPLACE-DOVE JETINACINE

[y

DIMENSION U(ZS5, 25)
READ(8,4) N
4 FORMAT(IZ)
M=N-1
READ(S, 1) (U1, J), J=1, N), (B(N, J), d=1,NY,
1(UCT, 1), I=2, M), (UCI, M), I=2, M)
1 FORMAT(SF10. 0)
DO 10 I=Z, M
Do 10 J=2,M
10 U(I, J)=0
IMAX=0
20 READ(&, 4) MAX
IF (MAX. ERL O)G0 TO 100
DO 30 ITER=1,MAX
oo 30 I=2Z, M
DO 30 J=2, M
30 UCL, D)=, MH0+UCT, J-1) 4+ (T=1, D +U(I+1, D)) /4
IMAX=IMAX+MAX
WRITE(S, 65) IMAX, (J,J=1,N)
65 FORMAT (/726X, "BROJ ITERACIJA JE7, 12//717X,
14(5X, “J =", 12))
DO &0 I=1,N -
60 WRITE(S, 66) 1, (UCI, Jr, J=1,N)
&6 FORMAT(13X, 1 =, 12, 4F10. 4)
GO TO 20
100 CALL EXIT
END

Za re3avanje sistema linearnih jednadina koristili smo Gauss-
Seidelov metod sa pofetnim uslovima ug j=0 (i,3=2,...,N-1), pri cCe-
r
mu se na broj iteracija moZe uticati preko terminala LA 30. Za N=4

i konturne uslove
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u, ,=0,

11
u41=180

u,,=60,

21

dobijeni su sledeéi rezultati:

J

(4%
&0,
120.
120,

-
LU I TR |
Wk

&0,
120,
130,

Tt b
Bl M

&0,
120,
180

T bt
nwunn
B W=

5.4.3. Talasna jednadina

Posmatrajmo talasnu jedna&inu

2y

(4.3.1) o 3au =.l§.

3x

sa pofetnim uslov

(4.3.2)

2 a

ima

i konturnim uslovima

2
s u
a2

u12;30, u13=60, ul4=90,
B u42=120, u43=60, u44=0,
u31=120, u24=60, u34=30,
BROJ ITERACIJA JE 2
=1 J =2 J =3
OO0 30. 0OO0O &0, 0000
0000 47. 5125 S3. P02
[318T1018) 83, Y062 56, 9531
[RIATSIH] 120, 0000 60, VOO
RROJ ITERACIJA JE 7
=1 J=2 J =3
. OO0 30. 0000 A0, QOO
QOO0 S, 90381 S92, 2940
0000 89. 9940 59. 9970
QUOO 120, OOV 6£0. QUL
BROJ ITERACIJA JE 11
=1 J =2 J =3
. OO0 3O, 0000 &0, 0000
0000 &0, 0000 50, OO
0000 F0. 0000 40, 000N
0000 120, 00N0 &0, DO

J

90,
&,
20,
. QOO0

20,
&0,
30.
. OO0O0

0.
&0,
30.

0.

u(x,0)=f (x), ut(x,0)=g(x) (0 < X < b)

= 4

0000
0000
QOOY

= 4
QOO0
OO0
QOO0

= 3
GOOO
QOO0
OO0

177
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5

(4.3.3) °© u(0,t)=¢(t), ulb,t)=wt) (£t =0).

Kori&denjem kona&nih razlika, jednalina (4.3.1) se moZe aproksimi-
rati pomoéu )

2u, + 1

(:3-4) iy 372057 0,57 720, 5007

2u ).

. «Fu, L
i3 ul,j—l
gde je r=a% (h i Z su koraci po x i t osi respektivno) i

uy j g'u(xi,tj). Na osnovu prve jednakosti u (4.3.2) imamo
1

(4.3.5) ui,o = f(xi) = fi'

Uvodjenjem fiktivnog sloja j=-1, drugi podetni uslovi u
(4.3.2) mo¥e se jednostavno aproksimirati pomodu

u, - u
= = v 1,1 i,-1
(4.3.6) u (%,,0) =g(x;) =g; = 27
Ako u (4.3.4) stavimo j=0 dobijamo
1 =
fi+1—2fi+fi_1—r—z-(uill—Zfi+ui,_l)—0,
odakle, s obzirom na (4.3.6) sleduje
w, | = 1g, +f, +1r2(f,  -2£. 4+, )
i,l i i 2 i+l i i-1""7
t3.
- 2 12
(4.3.7) ui,l-Zgi-+(1 r )fi4-2r (fi+l+-fi_1).
S druge strane iz (4.3.4) sleduje
(4.3.8) u, ... =Lt +u ) - u +2(5-Du
103417 241,35 T Y1, i,§-1 2 i,5°

Ako stavimo h=b/N i xi=(i-1)h (i=1,2,...,N+1), na osnovu
konturnih uslova (4.3.3) imamo

. (4.3.9) u1'j=¢(tj)=¢j, uN+1,j=w(tj)=wj,
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gde je j=0,1,... . Za odredjivanje reSenja u pravougaoniku
P={(x,t) |0<«<x<b, O0<t <Tmax}' maksimalna vrednost indeksa j
je celobrojni deo od Tmax/l' tj. ]max=M=[Tmax/z].

Na osnovu jednakosti (4.3.5), (4.3.7), (4.3.8), (4.3.9)
jednostavno se nalaze pribli%na re%enja datog problema u &voro-

vima mreZe pravougaonika P, ¥to je realizovano sledeéim programom: -

DIMEMSION U3, 9)
REARD{(S: 9)N, A, B, R, TMAX
FORMAT (12, 4F5. 20
‘" N1=N+1
WRITE(S, 107 (I, I=1,N1)
10 FORMAT (1K1, 10X, 1HG, <+i204X, Ui, I, ', ) " idi
H=E/FLOAT (M)
EL=R#H/A
M=TMaX /EL
T=0.
Do 15 k=1, 2
Uik, 13=FFR(T, B, 3)
Uik, N1)=FF(T, E, 4)
15 T=T+EL
x=0,
RZ=R#R
oo ozo I=Z, N
X=X+H
Ui, I)=FF(YX, B 1)
20 2, [I=EL#FF(X, B, 2Y+{1. —RZ; #0112
Do 25 I=3.N
25 WE, Ty=ued, I)+RZAZ2 % iUi1, I+1+0i1, I-45;
J=0
20 WRITE(S, 35).J, (U(L, 1, I-1, N1)
35 FORMAT(7X, IS, <N1>F10. 4;
TF () ERL MIGD TO SG
J=u+1 '
Ues 1)=FF./T, B, 3)
L2, N1)=FF(T, &, &)
Do 4o I=2,N )
40 UC3 D=2, I+1y U2, I-1) 3 /R2-i1 1, =2, %{1. JR2-1, )#Ui2, 1)
T=T+EL
oD 45 I=1, N1
L, Dry=liez, I
45 L, Ty=Uca 1)
GO TO 20
S50 CALL EXIT
END

]



180 5. NUMERICKI METODI ZA INTEGRACIJU

Primetimo da se vrednosti reZenja u tri uzastopna sloja
3-1, j, j+1, pamte u prvoj, drugoj i tredodj vrsti matfice‘U,
respektivno. . \

Funkcije £, g, ¢, ¢ defini%u se funkcijskim potprogramom FF
za I=1,2,3,4, respektivno. ‘

U konkretnom sludaju, za a=2, b=4, Tmax=6’ f(x)=x(4-x),
g(x)=0, ¢(t)=0, y(t)=0, N=4'i r=1, potprogram FF i odgovarajuéi

rezultati imaju oblik:

FUNCTION FF(X%: B, I;
GO TO(10, 20, 30, 40Q), 1
10 FF=xXx#(B-X) :

RETURN
20 FF=0,
RETURN
30 FF=0,
RETLRN
40 FF=0.
RETURN
END
J UL, J) Uz, ) U{S, o uig, d; UiS,
(4] 0. QLY 3. 0000 4. G000 3. OOGO 0. 0OGD
1 Q. OOV 2. QU0 3. OO 2. 0000 <. 0000
2 0. 0000 0. 0000 i, OO0 Q. DDGO Q. 000G
3 0. 0000 =2. 000V =3, G50 -2. 60600 0, 0000
4 Q. 000D =3. DOV —34. G000 -3. 0000 0. 0000
S 0. 0000 —2Z. VOLO =3, Gi00 -2. 660G G. 0000
& Q. QLOV 0. 0000 0. GuUL 0. 0000 G, 0000
7 0. 0000 2. 000V 3. VUL 2. 0600 . QDOO |
8 0. 0QLO 3. 0000 4. GULU 2. 0000 G. 0000
b4 0. 00OV 2. 0000 3. G000 2. 0000 0. 0000
10 0. 0000 0. 00VO Q. GLLL 0. 0000 0. 0000
11 V. OVOO =2. D00 =3, U =-2. 0000 . onoo
12 0. Q000 —3. 000V ~4, OGOO -3. 0000 . 0. D000
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