




































































































































































































































































































































152 5. METOD! ZA INTEGRACIJU 

Poslednja jednakost ukazuje na to da se moze uzeti 

sl (h) =y(xo)+hy'(xo) +h2•y"(x )+ ... y (p) (x), 
. 0 p. 0 

s obzirom da je tada s 1 (h) -y (xi) =0 (hp+l) (x
1 

=x
0 
+h). Isti postupak 

se moze primeniti i na odredjivanje ostalih startnih vrednosti. 

Nairne, u opstem slucaju, imamo 

pri cemu za y(xi_ 1 ) uzimamo si_
1 

(h). 

5.3.5. Prediktor-korektor metodi 

Kao sto je navedeno u odeljku 5.3.3 primena implicitnih met

oda je skopcana sa resavanjem jednacine (3.3.4) na svakom koraku 

integracije, pri cemu se za ovo re·i'lavanje koristi iterativni pro

ces (3.3.5). Bez obzira na ovu teskocu implicitni metodi se dosta 

koriste za resavanje Cauchyevog problema, s obzirom da imaju niz 

prednosti nad eksplicitnim metodima(visi red, bolja numericka sta

bilnost). Pocetna vrednost , u primenama se odredjuje koris

cenjem nekog eksplicitnog metoda, koji tada nazivamo prediktor. 

Implicitni metod (3.3.4) nazivamo korektor. Metod dobijen ovakvom 

kombinacijom nazivamo prediktor-korektor metod. 

Za odredjivanje yn+k' iterativni proces (3.3.9) treba pri

menjivati sve dok ne bude ispunjen uslov 

ly[s+l]_ y[s] I < E 

n+k .n+k ' 

gde je E dozvoljena greska, obicno reda lokalne greske zaokrug-
,. . d - t. [s+1] l]lvanJa. Ta a se za yn+k moze uze l Yn+k · 

Medjutim, ovakav nacin se najcesce ne primenjuje u praksi, 

s obzirom da zahteva veliki broj izracunavanja vrednosti funkcije 

f po jednom koraku i uz to je ovaj broj promenljiv od koraka do 

koraka. Da bi se smanjio ovaj broj izracunavanja, broj iteracija 

u (3.3.5) se fiksira. Dakle, uzima se samo s=0,1, ... ,m-1. 
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5.3.6. Programska realizacija visekoracnih metoda 

U ovom odeljku dacemo programsku realizaciju kako ekspli

citnih tako i implicitnih metoda. Dobijene programe testiraC.emo na 

primeru(sa h=0.1) 

y 2 
X + y, y ( 1) = l (l~x~2). 

Tacno resenje ovog problema je y (x) = 6ex-l- x 2 - 2x -·2. 

3.6.1. Eulerov metod 

y n+ 1 - Y n = hf n (n=O, 1, ... ) , 

ciji je red p=1, i Adams-Bashfortov metod treceg reda 

h 
Yn+ 3 -yn+ 2 = T2(23fn+ 2 -16fn+ 1 +5fn) (n=0,1, ... ), 

realizovani su pomocu potprograma EULER i ADAMS respektivno. 

SUBROUTTN~ ElJLERtXP, xK,H.Y,FUW 
DIMENSION Yt1l 
N=tXk-XPJ./H 
X=XP 
DO 11 1=1. N 
VII+1J=Ytll+HftFUN\X,VtlJJ 

11 X=x+H 
RETURN 
END 

SUBROUTINE ADAMS\XP, xK,H,Y,FUNl 
DIMENSION Y tl J 
N=IXK-XPJ./H 
x=xP 
FO=FUNtX,YI1Jl 
F1=FUNtX+H, Yt2J l 
N2=N-2 
DO 11 I =-1, N2 

FUNCTION FUN\ X, ~J 
FUN=X*X+'i 
RETURN 
END 

F2=FUNtX+2. *H,YII+2Jl 
YII+3>=Ytl+2l+H*t23. •F2-1~ *F1+5. eFOJ./12 
FO=F1 
F1=F2 

11 x=x+H 
RETURN 
END 

Pararnetri u potprogramskoj listi imaju sledece. znacenje: 

XP i XK - pocetna i krajnja tacka intervala integracije; 

H - korak integracije; 
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Y - vektor pribliznih vrednosti rese_nja dobijen visekoracnim 

rnetodom, pri cemu kod Eulerovog metoda Y(l) predstavlja 

datu pocetnu vrednost, a kod Adamsovog metoda startne 

vrednosti su date kroz Y(l) ,Y(2) i Y(3); 

FUN - ime funkcijskog potprograrna kojirn se definise desna 

strana diferencijalne jednacine f(x,y). 

Startne vrednosti za Adarnsov metod odredjujerno prirnenorn Tay

lorovog metoda za p=3(videti odeljak 5.3.4). Nairne, kako_ je 

y(l)=l, y'(l)=2, y"(l)=4, y"'(l)=6, h=O.l, 

dobijarno Y(l)=l., Y(2)=1.221, Y(3)=1.48836. 

Glavni program i izlazna lista irnaju oblik: 

C=========================================================== 
C nESAI,.'i-\N . ..IE DJFERENCIJALNIH ,JEDNACINA EJ:SPLICITNIM METODIMA 
(:=========================================================== 

F \X.! =b. lfE;·:P \ X-1. ) -X*X-2. *X-2. 
DIMENSION Y<lOQI, 1<1001 
ExTERNAL FUN 
WRITE\5, 1(>1 

1(> FORMAT\Sx, --RE~:;f-\VANdE DIFERENCJ,JAL .JED. EKSPLICITNJW, 
J.··· METODIMA·-·//:3X, ···xw·,:::x, ''YNtll/,5x, ··'GRES~::Ac:o-·,:3,~. 
2''YN l I I J ,·, 4X. ''GRESKA l /; 1 -·.n 

xP=l. 
;~K=2. 

H=O. 1 
Yll!=l. 
CALL EULER<XP, XK,H,Y.FUN! 
Zl11=Y<1l 
Zl21=1. 221 
2<3>=1. 48836 
CALL ADAMSIXP, xK,H, Z.FUNJ 
N=IXK-XPJ.IH 
NN=N+1 
X=XP 
DO 22 I=l. NN 
G 1 =ABS l < Y l I J -F l X 1 1 .IF l X J J * 100. 
Gi=ABS l I L I I J -F I X 1 J .IF l X J J * 1 OU. 
WRI7Ec5,20JX,YliJ,Gl.ZliJ,G2 

22 X=X+H 
20 FORMAT<8X, F3. 1. 2<4X, F9. 5, 4X, F5. 2J J 

CALL EXIT 
END 

RESAVA.N..JE D I FERENC I ..JAL. .JED. EKSPLI C ITN I M METOD I MA 

1.0 
1. 1 
1. 2 

YN<II 

1. 00000 
1. 20000 
1. 44100 

GRESKAIY.I 

0. 00 
1.72 
3. 19 

YNllii 

1. 00000 
1. 22100 
1. 48836 

GRES~<Y.J 

0. 00 
0. 00 
0. 01) 



1.3 
1.4 
1.5 
1.6 
1. 7 
1.8 
1.9 
2. 0 
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1. 72910 
2. 07101 
2. 47411 
2. 94652 
3. 49717 
4. 13589 
4. 87348 
5. 72183 

4. 42 1. 80883 
5. 47 2. 19028 
6. 37 2. 64126 
7. 13 3. 17116 
7. 79 3. 79040 
8. 36 4. 51045 
8. 87 5. 34403 
9. 32 6. 30518 

u. 02 
0. 03 
0. 04 
u. 05 
0. 06 
0. 06 
0. 07 
0. 07 

155 

3.6.2. Uzimajuci Eulerov metod kao prediktor i trapezno pravilo 

(p=2) 
(n=O, 1, ... ) 

kao korektor(sa brojem iteracija m=2) obrazovan je potprogram PRE

KOR. Glavni program, potprogram i izlazni rezult~ti imaju oblik: 

G=========================================================== 
C RESAVANJE DIF. JED. METODOM PREDIKTOR-KOREKTOR 
C=============~============================================= 

F0.1=6. *EXP<X-1. )-X*X-2. *X-2. 
DIMENSION Yl100) 
EXTERNAL FUN 
WRITE<5, 101 

10 FORMATl8X, 'RESAVANJE DIF. JED. METODOM PREDIKTOR-KOREK·· 
1, 'TOR' //15X, 'XN'', 13x, ··yw·, 10x, ··GRESKAli0'./1 

READl8,51XP, XK,YP,H 
5 FORMATl4f6. 11 

CALL PREKORIXP, xK,Yf',H, Y,FUN! 
N=lXK-XPl/H 
NN=N+1 
X=XP 
DO 1.1 l=l., NN 
G=;oABS l l Y l I 1 -F l X 1 1 ./F-l X) 1 *100. 
WRITE\5, 15) x, Yl I) I G 

15 FORMAT(15x, F3. 1, 8x, F9. 5, 8X, F5. 21 
11 x=x+H 

CALL EXIT 
END 

SUBROUTINE PREI(ORt'XP, XK, yp, H, y, FUN1 
DIMENSION Yl11 
N=lXK-XP1/H 
X=XP 
Yll>=YP 
DO 10 1=1, N 

C PROGNOliRAN.JE VREDNOSTI 
FXY=FUNlX,Y\111 
YP=Yli1+H*FXY 

C KOREI(CI.JA VREDNOSTI 
DO 20 M=l, 2 

20 \'P=Yli1+H/2. *lFXY+FI...INlX+H, YF'1) 
Yll+11=YF' 

10 X=X+H 
RETURN 
END 
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RESAVAN..JE DIF . ..JED. METODOM PREDit<:TOR-KOREKTOR 

,~N YN GRESKA<:"t;l 

1. 0 1. 1)0000 0. 00 
l.. 1 1. 22152 0. 04 
1.2 1. 48952 0. 07 
1. 3 1. 81097 0. 10 
1. 4 2. 19363 0. 12 
1. 5 2. 64602 0. 1.4 
1. 6 3. 17760 0. 15 
l.. 7 3. 79881 0. 17 
1.8 4. 52118 0. 18 
1.9 5. 35747 0. 18 
2 .. 0 6. 32177 1.). 19 

5.3.7. Metodi Runge-Kutta 

U prethodnim odeljcima razmatrani su linearni visekoracni 

metodi za resavanje Cauchyevog problema (3.3.1). Red ovih metoda 

se moze povecati povecanjem broja koraka. Medjutim, ukoliko se zr

tvuje linearnost koju poseduju ovi metodi, moguce je konstruisati 

jednokoracne metode sa proizvoljnim redom. 

Za resavanje Cauchyevog problema oblika (3.3 .1) sa dovoljno 

puta diferencijabilnom funkcijom f, moguce je, takodje, konstru

isati jednokoracne metode viseg reda (na primer, Taylorov metod). 

Posmatrajmo opsti eksplicitni jednokoracni metod 

(3. 7 .1) 

Definicija 3.7 .. 1. Metod (3.7 .1) je reda p ako je p najveci ceo 

broj za koji vazi 

y(x+h) - y(x) -hO(x,y(x) ,h) = O(hp+1 ), 

gde je xro-y(x) tacno resenje problema (3.3 .1). 

Definicija 3.7.2. Metoo (3.7 .1) je konzistentan ako je 

~(x,y,O) =flx,y). 

Primetimo da je Taylorov metod specijalan slucaj metoda 

(3.7 .1). Nairne, kod Taylorovog metoda reda p imamo 

(3. 7 .2) 
p-1 

<l>(x,y,h) =<!>T(x,y,h) = E 
i=o 

hi d d i 
(i+1)! 1ax + f ayl f(x,y) · 
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U specijalnom slucaju, kod Eulerovog metoda je ~(x,y,h)=f(x,y). 

U ovom odeljku razmatracemo jednu specijalnu klasu metoda, 

oblika (3. 7. 1), koju je 1895. godine predlozio C.Runge ([4J) · 
Kasnije, ovu klasu metoda razvili su W.Kutta ([5]) i K.Heun ([G]) · 

Kao sto cemo kasnije videti, svi ovi metodi sadrze slobodne 

parametre. S obzirom na vreme u kame su se pojavili ovi metodi, 

slobodni parametri su birani taka da se dobiju sto jednoptavnije 

formule za prakticno racunanje. Medjutim, ovakve vrednosti pa

rametra ne obezbedjuje optimalne karakteristike posmatranib me

toda .. u daljem tekstu ave metode zvacemo klasicnim. 

Opsti eksplicitni metod Runge-Kutta ima oblik 

(3 .. 7. 3) 

gde su 

(3. 7. 4) 

if> (x,y,h) 
m 
E c. k. I 

i='1 ~ ~ 

k1 f(x,y), 

ki f(x+aih' y+bih) 

i-1 i-1 
ai E o. .. , b. E o. .. k. 

j=1 ~J ~ j=1 ~J J 

(i=2, ... ,m). 

Primetimo da iz uslova konzistencije metoda (3.7.3) sleduje 
rn 
1: c, = 1. 

i=l .l. 

Nepoznate koeficijsnte koji figurisu u ovom metodu, odre

ajujemo iz uslova da metod ima maksimalni red. Pri ovome, kori

stimo sledecu cinjenicu: Ako se il>(x,y,h), razvijeno po stepenima 

od h, moze predstaviti u ob~iku 

i!>(x,y,h) ii>T(x,y,h) + 0 (hp), 

gde je ii>T definisano pomocu (3.7.2), tada je metod (3.7.3) reda p. 

Prethodno nadjimo razvoj ii>T(x,y,h) po stepenima od h. Kor1-

scenjem Mongeovih oznaka.za parcijalne izvode imamo 

( a + f~) f ax ay F 



158 5. NUMERieKI METOD! ZA INJEGRACIJU 

i 

a + f aay l 2 f 
a a G + fyF' (ax = 'ax+fay)F = 

gde smo stavili G=f + 2.ffxy + f 2 f Tad a iz (3. 7 .2) sleduje 
XX yy 

( 3. 7. 5) ' ( h) f + !2 hF+l.
6 

h 2 (G + fyF) + 0 (h
3
). ''T x,y, = 

Razmotricemo sada samo metode Runge-Kutta, ciji je red 

p,;;,3. Pokazuje se da je za dobijanje metoda treceg reda dovoljno 

uzeti m=3. u tom slucaju, formule (3.7.3) se svode na 

i 

~(x,y,h) = c 1k 1 + c 2k 2 + c 3k 3 , 

k 1 f (x,y), 

k 2 f(x+a 2h, y+b 2h), 

k 3 f(x+a 3h, y+b 3h) 

a2 a21' b2 = a21k1, 

a3 a31 + a32' b3 = a3lkl + a32k2. 

Razvijanjem funkcije k 2 u Taylorov red, u okolini tacke 

(x,y), dobijamo 

k 2 f + a 2Fh + ~ a~Gh2 
+ O(h

3
). 

Kako je 

imamo 

i 

Razvijanjem funkcije k3 u okolini tacke (x,y) i kori~6e

njem poslednjih jednakosti imamo 

1 2 2 3 
k 3 = f+a 3Fh + 2 (2a3a 32Ffy + a 3G) h + 0 (h ) . 

Najzaq, zamenom dobijenih izraza za k 1 ,k2 ,k3 u izrazu za 

~(x,y,h) dobijamo. 

2 2 h
2 

3 
~lx,y,h)=(c1 +c2 +c 3 )f+(c2 a 2+c 3 a 3 )Fh+(c2 a 2 G+2c 3 a2~32Ffy+c3 a3G)'2+0(h). 

Poslednja jednakost dozvoljava konstrukciju metoda za m=l,2,3. 
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Slucaj m=l. Kako je c 2=c
3

=o imamo 

3 <l>(x,y,h) = c1 f + O(h ). 

Uporedjivanjem sa (3.7.5) dobijamo 

1 1 2 3 <I>T(x,y,h)-<l>(x,y,h) = (l-c1 )f+ 2hF+Gh (G+fyF) +O(h ), 

odakle zakljucujemo da se za c 1=1, dobija metod 

Yn+l - Yn = hfn' 
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ciji je red p=l. S obzirom da je ovo Eulerov metod rni vidirno da 

on pripada i klasi metoda Runge-Kutta. 

Slucaj m=2. Ovde je c3 = 0 i 

1 2 2 3 <l>(x,y,h) = (c1+c2 )f + c 2a 2Fh + 2 c 2a 2Gh + O(h ) . 

Kako je 

zakljucujerno da se pod uslovirna 

(3. 7. 6) i 
1 
2' 

dobija metod drugog reda sa jednirn slobodnirn pararnetrorn. Nairne, 

iz sistema jednakosti (3.7.6) sleduje 

1 i 2a2-l 
c2 = 2a

2 
cl = ~ 

gde je a 2 (f0) slobodan pararnetar. Dakle, sa rn=2 irnamo jednopara

rnetarsku farniliju metoda 

~2 = f(xn+a 2h,yn+a2k1h). 

u specijalnorn slucaju, za a 2 = i• dobijarno Euler-CaU<;:hyev 

metod 

Slicno, za a 2=1, dobijamo tzv., poboljsan Euler-Cauchyev metod 



160 5. NUMERieKI METOD! ZA INTEGRACIJU 

Yn+1-yn = ~[ f (xn ,yn) + f (xn+h, yh+hf' (xn,yn) J · 
0 geometrijskoj interpretaciji dobijenih metoda videti, '.na pri

mer, [7]. 

Slucaj m=3. Kako je 

~(x,y,h) - ~T(x,y,h) 

zakljucujemo da su za dobijanje metoda treceg reda dovoljni uslovi 

( 3. 7. 7) 

c 1 + c 2 + c 3 = 1, 

1 
c2a2 + c3a3 2 ' 

1 
3' 

s obzirom da imamo cetiri jednacine sa sest nepoznatih, izlazi 

da, u slucaju m=3, imamo dvoparametarsku familiju metoda Runge

Kutta. Maze se pokazati da medju rr.etodima ave familije ne posto

ji ni jedan metod ciji je red veci od tri. 

1 i 3 a3 
2 
3 , iz (3. 7. 7) U specijalnom slucaju, kada je a 2 

1 
sleduje c 1 = 4' c 2 = 0, 

3 2 
a 32 = 3· Dakle dobili smo me-4' 

tad 

h 
Yn+1 - Yn 4 (k1 + 3k3), 

k1 f(xn' Yn), 

k2 f(x
11 

h h 
+ 3' Yn + 3 k1) 

k 2h + 2h k ) 
3 = f ( xn + 3' Y n 3 2 

koji se u literaturi srece kao Heunov metod. 

1 1 2 
Za a2 = 2' a3 = 1 {=> c1=c3=6, c2 =3, a32 = 2) 

dobijamo metod 
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k 2 f(xn + ~, Yn + ~k1 ) 
k 3 f(xn+h, yn-hk1 +2hk2 ), 
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koji je najpopularniji medju metodima treceg reda sa stanovista 

rucnog izracunavanja. 

U slucaju kada je m=4, dobijamo dvoparametarsku familiju 

metode cetvrtog reda. Nairne, ovde se, analogno sistemu (3.7 .7), 

javlja sistem od 11 jednacina sa 13 nepoznatih. 

Sada navodimo, bez dokaza, metod Runge-Kutta cetvrtog reda 

h 
( 3. 7. B) yn+1 - Yn 6(k1 + 2k2 + 2k3 + k4), 

k1 f(xn' Ynl, 

k2 f(xn 
h + ~ k ) + 2' Yn 2 1 

k3 f(xn + 
h h 
2' Yn + 2 k2) 

k4 f(xn + h, Yn + hk3), 

koji se u primenama tradicionalno najvise koristi. 

Od metoda cetvrtog reda cesto se koristi i tzv. Gillova va

rijanta([B]l, koja se moze iskazati sledecim rekurzivnim postup

kom: 

n:= 0, Q := 0 
0 

1 
Yo:=yn , k1:=hf(xn,Yo)' Y1:=Yo+2(k1-2Qo), 

3 1 h 
Ql: =Qo + 2(kl- 2Qo) -2 k1' k2 :=hf (xn + 2' Y 1)' 

Y2 :=Y 1 + (1-/I72) (k 2-Q1), Q2 :=Q
1 

+3(1-1172) (k 2-Q1 )-(1-If72lk:1 
h . 

k3:=hf(xn+2,Y2)' Y3:=Y2 + (l+/f72) (k3-Q2), 

Q3 : =Q 2 + 3 ( l+/I72) (k 3-a
2

l - ( l+v'T72l k 3 , k 4 : =hf (xn +h, Y
3

) , 

y4 :=Y3+ i(k4- 2Q3)' Qo:=Q3 + ~(k4- 2Q3) - ~k4' Yn+l :=Y4 

n:=· n+l 

Preci na (•) 

Za razliku od linearnih visekoracnih metoda, metodi Runge

Kutta ne zahtevaju poznavanje startnih vrednosti (sem y(x0 )~y0 , 

koja, inace, definise Cauchyev problem), ali su za prakticnu 

primenu znat;10 komplikoyani]i, s obzirom da zaht:evaju m izra

cunavanja vrednosti funkcija f u svakom koraku. 
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5.3.8. Frogramska realizacija metoda Runqe-Kutta 

U ovom odeljku dajemo programsk~ realizaciju Euler~Cauchy

evog, poboljsanog Euler-Cauchyevog metoda, ~ao i metoda cetvrtog 

reda (3.7.8) i Gillove varijante metoda Runge-Kutta. Dobijene pro

grame testiracemo na primeru iz odeljka 5.3.6. 

3.8.1. Potprogramom EULCAU realizovani su Euler-Cauchyev i pobolj

san Euler-Cauchyev metod. Parametri u listi imaju sledece znacenje 

XP - pocetna tacka intervala integracije; 

H - korak integracije; 

N- ceo broj, takav da je N+l duzina vektora Y; 

M - ceo broj koji definise nacin' konstrukcije vektora Y. 

Nairne , u vektoru Y se red-om memorise svaka M-ta vred

nost resenja dobijena u procesu integracije; 

Y - vektor resenja duzine N+l, pri cemu Y(l) predstavlja 

zadati pocetni uslov y
0

, Y(2) je vrednost resenja do

bijena integracijom u tacki XP+M·H, itd. 

FUN- ime funkcijskog potprograma, kojim se definise desna 

strana diferencijalne jednacine f(x,y); 

K- ceo broj, sa vrednostima K=l i K=2, kojim se zadaje 

integracija po Euler-Cauchyevom i poboljsanom Euler

Cauchyevom metodu respektivno. 

Potprogram EULCAU ima oblik: 

SUBROUTINE EULCAUIXP,H.N,M,Y,FUN,KI 
DIMENSION Ylll 
X=XP 
Y1=Yill 
NN=N+1 
DO 10 I:o2,NN 
DO 20 J=l. M 
YO:oY1 
Y1:oFUNIXoYOI 
GO TO 1 1, 2 I , K 

1 Y1=YO+H*FUNtX+O. 5*H,YO+O. 5*H*Y11 
GO TO 20 

2 Y1=YO+H*<Y1+FUN<X+H, YO+H*Y1 11/2. 
20 x=x+H 
10 Ytil=Y1 

RETURN 
END 

Glavni program i izlazna lista su dati na sledecoj strani. 

Kao ulazne parametre za integraciju smo uzeli H=O.l,N=lO,M=l, a u 
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drugom slucaju H=0.05,N=lO,M=2. Kolone YIN i Y2N, u izlaznoj lis

ti daju vrednosti za resenje datog Cauchyevog problema, po obicnom 

i poboljsanom Euler-Cauchyevom metodu respektivno. Pored ovih ko

lona, u izlaznoj listi su date i kolone sa odgovarajucim greskama 

(izrazene u %) u odnosu na tacno resenje. 

C=========================================================== 
C RESAVANJE DIF. JED. EULER-CAUCHYEVIM I POBOLJSANIM METODOM 
C===============================================~=========== 

DIMENSION Y<lOOI, 1<1001 
FIX I =6. *EXP I X-1. I -X•X-2. *X-2. 
EXTERNAL FUN 
WRITE!5, 10) 

10 FORMAT<10X, 'RESAVANJE DIF. JED. EULER-CAUCHYEVIM I PO', 
1'BOLJSANIM METODOM' I 

2(, READ<S. 25, END=991 xp, Y< 11, H. N, M 
25 FORMAT<3F6. 1, 2131 

CALL EULCAU<XP,H,N,M,Y,FUN, 11 
~ ( 1 I=YI 1 I 
CALL EULCAUCXP,H,N,M,Z,FUN,21 
WRITE\5, 301H 

30 FORMAT(1H0,30X, '!H=··,F6. 4, 'I'//15X,-'XN', 8)(, 'Y1N', 4x, 
l'GRE.SKA!XI', 5x, 'Y2N', 4x, 'GRESKAIXI'/1 

NN=N+l 
X=XP 
DO 11 I=1, NN 
G1=ABS < I Y I I I-F< X I I /F l X 1 Hrl.OO. 
G2=ABS!ll(IJ-F(XIl/FlX11*100. 
WRITE\ 5 I 15 ) X I y l I ) I G 1 I z ( I ) I G2 

15 FORMATl15X,Fa 1.3X,F9. 6.2x,F~ 5,3x,F~ 6,2)(,F~ 51 
11 X=X+H*M 

GO TO 20 
99 CALL EXIT 

END 

RESAVAN.JE. DIF . .JED. EULE.R-CAUCHYEVIM I POBOL.JSANIM METODOM 

l H=O. 1 OOIJ 1 

XN Y1N GRESKA l :1; 1 Y2N GRESKAl/;J 

1.0 1. oooooo 0. 00000 1. l)()t)(H.lO I). 001)1)1) 

1. 1 1. 220250 0. 06349 1. 220500 0. 04302 

1.2 1. 486676 0. 11.696 1. 487203 0. 08161. 

1.3 1. 806227 0. 16176 1. 8~)7()59 0. 11580 

1.4 2. 186581 0. 19931 2. 187750 1). 14596 

1.5 2. 636222 0. 23111 2. 637764 0. 17276 

1.6 3. 164526 0. 25814 3. 166479 0. 19656 

1.7 3. 781851 0. :281.29 3. 784260 0. 21777 

1.8 4. 499645 0. 30134 4. 502557 0. 23682 

1.9 5. 330558. 0. 31.908 5. 334026 0. 25424 

2. I) 6. 2885.~7 0. 38482 6. 292649 0.27013 



164 5. NUMERicKI METOD! ZA INTEGRACIJU 

3. 8. 2. 

tvrtog 

<H=O. 05001 

~:N YiN GRESKA(/.1 \'2N GRESKA<Y.> 

1.0 1. 000000 0. 00000 'l.. ooooou tl. 00000 
1 .. 1 1. 220824 0. 01652 1. 220888 0. 01.128 
1.2 1. 487963 0. 03049 l.. 488098 0. 0214:3 
1.3 1. 808391 0. 04216 1. 808604 0. 03038 
1. 4 2. 189811 0. 05191) 2. 190111 0. 03822 
1..5 2. 640738 0. 06021 2. 641133 0. 04524 
1.6 3. 170581 0. 06728 3. 171082 0. 05148 
1.7 3. 789740 0. 07328 3. 790357 0. 05699 
1.8 4. 509705 0. 07845 4. 510452 0. 06190 
1.9 5. 343177 0. 08310 5. 344067 0. 06647 
2. 0 6. 304192 0. 08719 6. 305239 0. 07059 

Pre rna formulama (3. 7 .8) za standardni metod Runge-Kutta 

reda obrazovan je potprogram RK4: 

SUBROUTINE RK4lXO,YO,H,M,N,YVEK.FI 
c ================================= 
C METOD RUNGE-KUTA CETVRTOG REDA 
c ================================= 

DIMENSION YVEI<C 1 l 
T=H/2. 
X=XO 
Y=YO 
DO 20 I=1,N 
DO 10 J=1,M 
A=F<X,YI 
B=FlX+T,Y+T*AI 
C=FlX+T.Y+T*Bl 
D=F<x+H,Y+H*Cl 
X=X+H 

10 Y=Y+H/6. *lA+2. *B+2. *C+Dl 
20 YVEKlii=Y 

RETURN 
END 

Parametri u listi imaju sledece znacenje: 

XO, YO - definisu zadati pocetni uslov(YO=y(XO)); 

H - korak integracije; 

ce-

M,N - celi brojevi sa znacenjem slicnim kao u potprogramu 

EULCAU; 

YVEK -.vektor duzine N koji se dobija kao rezultat numeric

ke integracije, pri cemu je Y(l) vrednost dobijena u 

tacki XO+M·H, Y(2) vrednost u tacki X0+2M·H, itd. 

F - ime funkcijskog potprograma kojim se definise desna st

rana diferencijalne jednacine f(x,y). 
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Glavni program ima oblik: 

C======~==================================================== 

C RESAVAN.JE DIF .. JED. METODOM RUNGE-I<UTA 
C=========================================================== 

F<XJ=~ *EXP<X-1. J-X•X-2 *X-2 
DIMENSION Y<lOOJ 
EXTERNAL FUN 
WRITE<5, 10> 

10 FORMAT l 14 X, 'RESAVAN.JE D IF .. JED. METODOM RUNGE -KUTA ,. 
20 READ<8.5.END=99lXO,YO,H.N,M 

5 FORMAT<3F~ 1.213> 
CALL RK4lXO,YO.H.M.N.Y,FUNJ 
G=O. 
WRITE<5,25JH, XO,YO,G 

25 FORMATllH0,28X, '(H=',F6. 4, ··")'//15X, 'XN', l.3X, ,.YN', lOX, 
l'GRESKA<XJ'//15X,F3. l.Sx,F~ 6.7X,F7. 5> 

X=XO 
DO 11 1=1. N 
X=X+H*M 
G=ABS < < Y < I J -F l X J I /F ( X J J * 100. 

11 WRITE(5, 15lX.Y<ll,G 
15 FORMAT ( 15X, F3. 1. 8X, F9. 6, 7X, F7. 5 J 

GO TO 20 
99 CALL EXIT 

END 

Uzimajuci H=O.l, N=lO, M=l dobijeni su sledeci rezultati: 

RESAVAN.JE DIF. JED. METODOM RUNGE-KUTA 

(H=O. 10001 

XN YN GRESKA(7.J 

1.0 1. 000000 0. 00000 
1. 1 1. 221025 0. 00000 
1. 2 1. 488416 0. 00008 
1.3 1. 809152 0. O(iOU 
1.4 2. 190947 0. 00007 
1.5 2. 642325 0. 00013 
1.6 3. 172710 0. 00019 
1.7 3. 792512 0.00017 
1.8 4. 518240 0. 00012 
1.9 5. 347612 0. 00018 
2. 0 6. 309683 0. 00017 

3.8.3. Gillovu varijantu metoda Runge-Kutta realizova6emo u .dvos

trukoj tacnosti. Parametri u listi potprograma GILL, XO,H,N,M,Y, 

FUN imaju isto znacenje respektivno kao parametri XP,H,N,M,Y:,·FUN 

u potprogramu EULCAU. Primet:hmo da je ovaj potprogram real.izovan 

tako da je izvrsena optimizac,ija u pogledu broja promenljivih. 

Ula-zne parametre za integraciju smo uzeli kao u 3. 8 .1. 
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C================================================~========== 

C RC::wt'v'ANJE DIF. JED. METODOM nUNGE-KUTAtGJLLOVA VARI-.JANTAJ 
C============================~============================== 

nEAU!-8 \'(i(H)),F,FUN,XO,x,H,G , 
F<X>=6. *DEXPlX--1. l-·X*X-2. *X--2. 
EXTERNAL FUN 
WRITE\5., lOJ 

10 FOnMA T l 8 X; •· nESAVANJE D IF. ,.JED. METODOM nUNGE -KUT A l GILL·· 
'1o 'OVA VARI.JANTAI' l 

20 READ<8,25,END=991X ,\'\1),H,N,M 
25 FOnMATl3F'6. 1, 213) 

XO=X 
CALL GILLlXO,H,N,MoYoFUNl 
WIUTE<5, 30JH 

30 FORMATlHl0,28X, '<H=',F6. 4, ')•".//15X, ··xN···, 13X, 'YN', l.Ox, 
1 'GnESKA < ::<~ l '/ > 

NN=N+1 
DO 11 I=l,NN 
G=DABS l l Y ( I l --F \ X l l /F l X l l-it- 1. Oti. 
WRITEl5, 15JX, \'(I1, G 

15 FORMAT<15X,F3.1 .• 8X,F9. 6,6X,Dl0. 3) 
11 x=X~H*M 

GO TO 20 
99 CALL EXIT 

END 

SUBROUTINE GILL<xO,H,N,M.Y~FUNl 
REAL*8 Y<1J,H,FUN, XO,\'O,Q,K,A.B 
B=DSQRT<O. 5DOl 
Q=O. DO 
YU=\'(1) 
NN=N+l 
DO 10 I=2,NN 
DO 20 .J=l,M 
K=H*FUNlXO,\'Ol 
A"'O. 5*<K··2. *Ql 
YO=Yo-+A 
Q=Q+3. *A-0. S*K 
I<=H*FUN ( XO+H/2. , YO) 
A=< 1. -BI*(K-QI 
\'0=\'0-+A 
Q•Q+3. *A- < 1. ·' B I *K 
K=H*FUN<XO+H/2. ,\'01 
A'"( 1. +B>*<K-Ql 
\'0=\'0+A 
Q•Q+3. *A-·( 1. +B>*K 
K=H*FUN<XU+H,\'Ol 
A=<K-2. *Ql/6. 
\'O"='t.o+A 
Q=Q-t 3. *A-K/2. 

20 XO=XUHI 
10 \'III•\'0 

RETURN 
END 

FUNCTION FUN! X,\' I 
REAL*8 FUN,x,Y 
FUN=X*X+\' 
RETURN 
END 
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RESA'JAN.JE DIF . .JED. I'IETODOM RUNGE·-KUTA ( GILL.OVA VARJ .JANTA 1 

IH=O. 1000) 

XN YN GRESKAI/.1 

1.0 1. 000000 0. OOOD 00 
1. 1 1. 221025 ll. 2460-04 
1. 2 1. 488416 0. 4600··04 
1. 3 1. 809152 0. 6470-!.14 
1. 4 2. 190946 0. 8080-04 
1.5 2. 642325 0. 9490-04 
1.6 3. 172709 u. 1070-03 
1. 7 3. 792512 0. 1180-03 
1. 8 4. 513240 0. 1280-03 
1. 9 5. 347611 0. 1360-o3 
2. 0 6. 309682 0. 1440-!)3 

IH=O. 0500) 

XN YN GRESKAI:~l 

1. 0 1. 000000 o. 0000 00 
1. 1 1. 221025 0. 1620-05 
1. 2 1. 488417 0. 3030-!)5 
1.3 1. 809153 0. 4250-05 
1.4 2. 190948 0. 5310-05 
1. 5 2. 642327 o. 623D-o5 
1. 6 3. 172713 0. 704D-05 
1. 7 3. 792516 0. 7750-05 
1. 8 4. 513245 0. 838D-05 
1. 9 5. 34761.8 0. 894D-05 
2. 0 6. 309690 o. 9460-o5 

5.3.9. Resavanje sistema jednacina i jednacina viseg reda 

Metodi koji su bili. razmatrani u prethodnim odeljcima mogu 

se uopstiti u tom smislu da budu primenljivi za resavanje Cauchy

evog problema za sistem od p jednacina prvog reda 

(3.9.1) Yi = fi(x;y 1 , ... ,yp), yi(x
0

)=yio (i=1, ... ,p). 

U ovom slucaju, sistem jednacina (3.9.1) treba predstaviti 

u vektorskom obliku 

(3. 9. 2) 

gde su 
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-7 
y [ ~10 1 + -7 -[.f: (x;yl' ... ,yp)] , 

: , f (x,y)- : : 

y · f (x;y 1 , ... ,y) po p p 

Od interesa je i re§avanje Cauchyevog problema za diferen

cijalne jednacine vi§eg reda. Prirnetirno, rnedjutirn, da se ovaj 

problem maze svesti na prethodni. Nairne, neka je data diferenci

jalna jedhacina reda p 

(3. 9. 3) 
(p) - . - (p-1) y - f(x,y,y , ... ,y ) 

sa pocetnirn uslovima 

(3. 9. 4) y(i) (x ) 
0 

(i=O,l, ... ,p-1). 

Tada se, supstitucijama 

= y(p-1), z 1=y, z 2=y', ... ,zp 

jednacina (3.9.3) sa uslovirna (3.9.4), svodi na sistern 

z;-1 = zm' 

zp f ( x; z 1 , z 2 , ... , zp) , 

sa uslovima z1 (x0 )=z10=y10 (i=1, ... ,p). 

Linearni vi§ekoracni metodi, koje smo do sada razmatrali, 

mogu se formalno generalisati na vektorski oblik 

_,. _,. _,. 

k + 
h l: s. f +', 

i=o 1. n 1. 

gde je fn+i=f(xn+i' Yn+i), a zatim se kao takvi mogu prirneniti na 

resavanje Cau~hyevog problema (3.9.2). 

Takodje, metodi Runge-Kutta za resavanje Cauchyevog proble

ma (3.').2) imaju oblik 

gde su 



+ 
k1 

k. 
1 

a. 
1 
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m 
+ 

L C • k • 1 

i=1 1 1 

f(x,y), 
... + 
f(x + aih' y + 

i-1 + 
l: "ij' b. 

j=1 1 

bih) (i=2, ... ,m). 
i-1 

+ 
l: ct. .k. 

j=1 1] J 
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Sva analiza, koja je data u prethodnim poglavljima formalno 

se moze preneti na navedene vektorske metode· 

Kao primer realizujmo standardni metod Runge-Kutta cetvrtog 

reda (3.7.8) za resavanje sistema od dve diferencijalne jednacine 

y f 1 (x;y,z), z' = f 2 (x;y,z), 

pri uslovima y(x
0

)=y
0 

i z(x
0

)=z
0

. 

Odgovarajuci potprogram ima oblik: 

SUBROUTINE RKSIXP, XKRAJ,YP.zP,H,N,YY, ZZI 
REAL KY1,KY2.KY3.KY4.KZ1.KZ2,KZ3.K~4 
DIMENSION YYilloZZill 
K=IXKRAJ-XPJ/IH*FLOATINll 
Nl=N+l ' 
X=XP 
Y=YP 
Z=ZP 
T=H/2. 
YYll)=Y 
ZZill=Z 
DO 6 I=2,N1 
DO 7 .J=l,K 
KYl=FUN<l.x.Y, ll 
Kll=FUN<2.~.Y.Zl 
KY2=FUNI1oX+T,\'+T*KY1, Z+T*KZll 
KZ2=FUN(2,x+T,Y+T*KY1, Z+T*KZll 
KY3=FUN\1,X+T,Y+T*KY2.Z+T*KZ21 
Kl3=FUNl2.X+T,Y+T*KY2, Z~T*KZ21 
KY4=FUN<l,X+H,Y+H*KY3.l+H*KZ31 
Ki:4=FUNr2, X+H,Y+H*KY3, Z+H*KZ31 
Y=Y+H* l K\' 1 +2. * < KY2+KY3 I +KY 4 l /6. 
Z=Z+H*1Kl1+2. *<KZ2+KZ31+KZ'41/6. 

7 X;=X+H 
\'YIII=Y 

6 ZZlii=Z 
RETURN 
END 
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Koristeci ovaj potprogram re!Hli sro sistem jednacina 

y = xyz, z' = xy/z , 

pri uslovirna Y(l)= l/3 i z(l)=l, na segrnentu (1,2.51 uzirnajuci 

korak integracije h=O.Ol, dok na izlazu starnparno X sa korakorn 0.1 
i odgovarajuce vrednosti za y, yT, z, zT, gde su yT i zT tacna r.e

senja ovog S'isterna i data su sa 

i 
6 

7-x2 

Odgovarajuci prugram l lZlazna lista imaju sledeci oblik: 

C=========================================================== 
C f<ESAVANJE SISTEMA DJF. JED. METODOM RUNGE-KUTA 
C========~=========================~======================== 

DIMENSION YT 116 1, ZT l 16 1, YY 1161. Z Z l 161, X l l 6 1 
VEGIX)=72 /1~ -X*X1**3 
ZEGIX1=~ /17. -X*X1 
f<EADI8, 151N, xP,YP, ZP, XKRAJ 

15 FORMAT! 12, 4F3. 1 1 
'.'P=YP/3. 
H=O. 1 
N1=N+1 
DO 5 I=1,N1 
Xll1=XP+H*FLOATII-11 
'.'T I l 1 =YEG l X l I 1 1 

5 ZTlli=ZEGlXll11 
WRITEl5, 221 
H=O. 01 
CALL RKSlXP,xKRAJ,yp, 7P,H,N,YY, ZZI 
WRITEl5, 181 H, lXll1.YYli1.YTII1, ZZliJ, ZTll1, I=l,Nl.'l 

18 FORMATl//7x, 'KORAK INTEGRACI.~ H=',F~ 3ri/7X, •x•, 
111 x, ''\", lOX, ··YTACNIY, ll x, ··1···, lOX, ··· ZTACNo··· //1 F 10. 2, 4F 14. 7 I I 

22 FORMATllH1. 9x, •'RESAVANJE SISTEMA SJMULTANJW, 
1' DIFERENCIJALNIH JEDNACINA'rl33x, 'Y''=XYZ'././33X, 
2'Z''=XY./Z'' 1 

CALL ExiT 
END 

FUNCTION FUNlJ, x,y, Zl 
GO T0l50,60I,J 

50 FUN=X*'I'*Z 
RETURN 

60 FUN=X*Y/Z 
RETURN 
END 
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RESAVAN.JE SISTEMA SIMULTANIH DIFERENCI.JALNIH .JEDNACINA 

\"=XYZ 

Z'=XY/Z 

KORAK INTEGRACI.JE H= 0. 010 

X y \'TACNO z · ZTACNO 

1. 00 u. 3333333 0. 3333333 l.. 0000000 1. 0000000 
1. 10 0. 3709342 0. 3709341 1. 0362694 1. 0362694 
1. 20 0. 4188979 0. 4188979 1. 07913b7 1. 0791367 
1. 30 0. 4808936 0. 4808935 1. 1299436 1. 1299435 
1. 40 0. 5623944 0. 5623943 1. 19047b3 1. 1904762 
1. 50 0. 6718182 0. 6718181 1. 2631581 1. 26.31578 
1. 60 0. 8225904 0. 8225902 1. 3513514 1. 351:3514 
1. 70 1. 0370675 1. 0370674 1. 4598541 1. 4598540 
1. 80 1. 3544686 1. 3544689 1. 5957446 1. 5957447 
1. 90 1. 8481333 1. 8481344 1. 7699113 1. 7699116 
2. 00 2. 6666656 2. 6666667 1. 9999998 2. 0000000 
2. 10 4. 1441259 4. 1441321 2. 3]66018 2. 3166029 
2. 20 7. 1444836 7. 1444917 2. 7777767 2. 7777779 
2. 30 14. 3993673 14. 39941.60 3. 5087693 3. 5087738 
2. 40 37. 7629280 37. 7631035 4. 8387012 4. 8387108 
2. 50 170. 6634674 170. 6666718 7. 9999280 8. 0000001) 

5. 3.10. Konturni problemi 

u ovom odeljku ukazacemo na diferencni metod za resavanje 

konturnog problema 

(3 .10 .1) y" + p(x)y' + q(x)y = f(x); y(a)=A, y(b)=B, 

gde su funkcije p,q,f neprekidne na [a,b]. 

S t [ b] d 1 .. ··T+1 d t d v • h b-a egmen a, po e J.mo na " po segmena a uzJ.ne = N+ 1 , 

tako da je x =a+nh(n=0,1, ... ,N+1). U tackama x (n=1, ... ,N) diferen-n . n 
cijalnu jednacinu iz (3.10.1) aproksimirajmo sa 

(3 .10. 2) fn (n=1, ... ,n) 

Ako uvedemo smene 

h 2 h 
an= 1 - 2 Pn ' bn = h qn- 2 ' en= 1 + 2 Pn ' 

(3.10.2) se moze predstaviti ~ obliku 

(3.10.3) a~yn-1 +bnyn+cnyn+1 = h2fn (n=1, ... ,n). 
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S obzirom da su konturni uslovi Y 0 =_A i YN+l =B-. pred nama 
+ + 

se postavlja problem resavanja sistema linearnih jed'nacipa Ty = d 1 

gde su 
2 

b1 0 0 
yl 1 h f

1
-Aa

1 c1 ... 
y2 h

2
f a2 b2 c2 0 

+ 2 
y 

.;, j I d T 

2 0 0 0 bN h fN-BcN 

Matrica sistema je trodijagonalna. Za resavanje ovog sistema pogod

no je izvrsiti dekomppziciju matrice T u obliku T=LR(videti odeljak 

4.1.1), cime se problem svodi na sukcesivno resavanje dva ·trouga

ona sistema linearnih jednacina. Ovakav postupak za resavanje kon

turnog problema (3.10.1) 1 u literaturi je poznat kao matricna fak

torizacija. 

c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

c 
c 

Sledeci program je realizovan na osnovu izlozenog postupka. 

5 

10 
15 

DIMENSION A<100I.BC1001,CC1001.DC1001 
======~============================ 
MATRICNA FAKTORI ZACI.JA ZA RESAVAN.JE 
KONTURNIH PROBLEMA KOD LINEARNIH 
D I FERENC I .JALN I H .JEDNAC INA I I REDA 
Y'' + PCXIY' + QCXIY = FCXI 
YCDGI = YA, YCGGI = VB 
=================================== 
READ(8,51 DG.YA.GG,YB 
FORMATC4F10. 51 
UCITAVAN.JE BRO.JA MED.JUTACAKA F'REf<O 
TERMINALA LA 30 
READC6, 151 N 
FORMAT< I21 
N1=N+1 
IFI~ EQ 01 GO TO 60 
H=IGG-DGI/FLOATCN11 
HH=H*H 
X=DG 
DO 20 I=1,N 
X=X+H 
Y=H/2. *PQF I X, 1 I 
A< I 1=1. -Y 
CCII=l. +Y 
8 <I I=HH*PQF( X. 21-2. 

20 D<II=HH*PQFCX.31 
DC1~=DC11-YA*AC11 
D<NI=D<NI-YB*C<NI 
C < 1 I =C < 1 I /8 C 1 I 
DO 25 I=2, 'N 
8<II=8<II-A(II*CCI-ll 

25 C<II=C<II/8(II 
D<11=DC11/BC11 
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DO 30 I=2,N 
30 D 1 I >=I D ( I >-A I I > *D ( I -1 > > /B < I ) 

NM=N-1 
DO 35 I=L NM 
J=NM-I+1 

35 D1Jl=DIJJ-C<Jl*D(J+1l 
WRITE<5, 40) N, (I, I=1, N1 l 
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40 FORMATI/././5X. ·'BRO.J MED.JUTACAKA N =·', I3//./5X, 'I', 6X, '0'·, 9I10l 
DO 45 I=l. N 
C(Il=DG+H*FLOAT<Il 

45 B<I>=PQF<C<Il,4l 
WRITE<5,50l DG, (C(l), I=1,N>,GG 
WRITE<5,55l YA, ([1(1), l=l.Nl,YB 
WRITE<5,65l YA, <B<Il, I=1,Nl,YB 

50 FORMATU5X, ···x (I)·', 10<F6. 2, 4X J l 
55 FORMATU5X, ···v<u-·, 10F10. 6> 
65 FORMATI/5X, 'YEGZ', 10F1Q 6l 

GO TO 10 
60 CALL EXIT 

END 

Primetimo da je program tako realizovan da se broj medjuta

caka N ucitava preko terminala LA 30. U slucaju kada je N=O program 

se zavrsava. Takodje, u programu je predvidjeno i tabeliranje tac

nog resenja u posmatranim tackama, radi kontrole. Jasno je, medju

tim, da OVO poslednje ima smisla Sarno U skolskim primerima gde nam 

je resenje poznata. Tako je, na primer, za konturni problem 

y" - 2xy' -2y = -4x; y(O)=l, y(1)=l+e ~ 3.7182818, 

tacna resenje je 2 y = x + exp (x ) • 

Za ovaj konturni problem 

funkcijski potprogram za defini

sanje funkcija p,q,f, kao i tac

nog resenja, ima obl·ik! koj'i na

vodimo s desne strane(potprogram 

PQF). Za slucaj N=4, dobili smo 

sledece ~ezultate: 

BROJ MEDJUTACAKA N 4 

0 1 2 

FUNCTION PQF( X, M> 
GO T0<10,20,30,40l.M 

10 PQF=-2. *X 
RETURN 

20 PQF=-2. 
RETURN 

30 PQF=-4. *X 
RETURN 

40 PQF=X+EXP<X*Xl 
RETURN 
END 

3 4 5 

XII> o. 00 0. 20 0. 40 0. 60 0. 80 1. 00 

y (I l 1. 000000 1. 243670 1. 577951 2. 038017 2. 699738 3. 718282 

YEGZ 1. OQOOOO 1. 240811 1. 573511 2. 033330 2. 696481 3. 718282 
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5.4. PARCIJALNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE 

5.4.1. Metod mrela 

u ovom poglavlju ukazacemo samo na jedan nacin za numericko 

resavanje parcijalnih jednacina. Nairne, razmotricemo samo kako se 

metodom mrela resava Laplaceova iednac-ina (eliptickog tipa) i talas

na jednacina(hiperbolickog tipa). Slicno se resavaju i ostale jed

nacine; naprimer jednacina provodjenja toplote(parabolickog tipa). 

Metod mrela ili diferencni metod, kako se cesto naziva, 

predstavlja osnovni metod za resavanje jednacina matematicke fizi

ke(parcijalne jednacine koje se javljaju u fizici i tehnici). 

Neka je data linearna parcijalna diferencijalna jednacina 

(4.1.1) Lu =f 

i neka se u oblasti D, koja je ogranicena krivom r(D=int r), trali 

ono njeno resenje koje na krivoj r zadovoljava dati konturni uslov 

(4 .1.2) Ku ='!' ( (x,y) e: r). 

U primeni metoda mreza, najpre, treba izabrati diskretni 

skup tacaka Dh, koji pripada oblasti 5 (=D U r) i koji se naziva mre

zom. Najcesce se u primenama za mrezu uzima familija paralelnih 

pravih xi =x
0 

+ ih, yj =y
0 

+ jl (i,j = 0,±1,±2, •.. ) . Tacke preseka 

ovih pravih se nazivaju cvorovima mreze, a velicine h i L koracima 

mreze. Ova cvora mreze se nazivaju susednim ako su udaljena po x i 

y osi samo za jedan korak. Ako sva cetiri susedna cvora nekog cvo

ra pripadaju oblasti 5, onda se taj evor naziva unutrasnjim; u pro

tivnom cvor mreze Dh se naziva granicnim cvorom. u primenama pored 

pravougacme mreze kori:ste se i drugi oblici mreza. 

Metod mreza se sastoji u aproksimaciji jednacina (4.1.1) i 

(4.1.2) pomocu odgovarajucih diferencnih jednacina. Nairne, operator 

L mozemo aproksimirati diferencnim operatorom, veoma j.ednostavno., 

zamenom izvoda odgovarajucim diferencama, u unutrasnjim cvorovima 

mreze. Pri ovome ae koriste sledece formule 

ax h 

_ u i + 1 , j - ui -1 , j 

2h 
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a2u(xi,y.) ui+1 .-2ui .+ui-1. 
----~~~JL- ~ ,] ,] ,] , itd. 

3x 2 h 2 

Potpuno simetricne su formule za parcijalne izvode po pro

menljivoj y. 

Aproksimacija konturnih uslova, u nekim slucajevima, mo~e 

biti vrlo slo~en problem, sto zavisi od oblika operatora K i kontu

re r. Kod tzv. konturnih uslova prve vrste, kod kojih je Ku=u, je

dan prak~ican nacin za aproksimaciju predlo~io je L.Collatz i on se 

sastoji u sledecem: 

Neka je granicnom evoru A najbliza tacka sa konture r, tacka 

B i neka je njihovo rastojanje o (videti sl.4.1.1). 

Na osnovu vrednosti funkcije 

u tackama B i C, linearnom interpo

lacijom dobijamo 

u (A) :; h'!' (B) + ou (C) . 

h+o 

Aproksimacija konturnog us

lova (4.1.2), u ovom slucaju se sas

toji u definisanju jednacina gornjeg 

oblika za svaki granicni cvor. 

Jednacine dobijene aproksi-

macijom jednacine (4.1.1) i kontur

nog uslova (4.1.2) predstavljaju 

y 

y"' 
B/A c 

i/'a r--h-

I 
I 

X 

Sl. 4. 1.1 

sistem linearnih jednacina, cijim se resavanjem dobijaju trazena 

numericka resenja postavljenog problema. 

U daljem izlaganju ukazacemo na dva osnovna primera. 

5.4.2. Laplaceova jednacina 

Neka je potr.ebno naci resenje Laplaceove jednacine 

tm = azu + 92u :;"0 
axz ay2 

( (x,y) £D), 

koje na konturi kvadrata D = { (x,y) I 0 < x < 1, 0 < y < 1} ispunjava od

redjeni uslov u(x,vl= '!'(x,y) ((x,y)£ r). Izaberimo mrezu Dh kod 15-o

je je l=h = N:l' tako da su CVDrovi mreze tacke (x1 ,yj) = 

( (i-1) h, (j-1) l) (i,j=l, ... ,N). Standardna diferencna aproksimacija 

(sema) za resavanje Laplaceove jednaci~e ima oblik 
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1 
-z(ui+l .+ui_1 .+u .. + 1 +u ... _ 1 -4)1 .. )= 0, 
h ,J ,.J l.l] l.l] 1.1] 

ili u ob1iku 

1 u .. = 4(ui J'+1+ul.. ·-l+u._l .+u,.+l .). l.l] I I) J. I) J. I) 

Uzimajuci i,j=2 1 ••• 1 N-l u poslednjoj jednakosti dobijamo sis

tern od (N-2) 2 linearnih jednacina. Za resavanje ovog sistema obicno 

se koristi metod proste iteracije i1i, sto je jos prostije, Gauss

-Seide1ov metod (videti ode1jak 4.3.3). 

Odgovarajuci program za resavanje posmatranog problema ima 

oblik 

c ================================= 
C RESAVANJE LAPLACE -OVE ,JEDNAC I NE 
c ================================= 

DIMENSION UC25,251 
READ(8,41 N 

4 FORMAT<I21 
M=N-1 
READ ( 8, 1 I <U ( 1. J I , J= 1 , N I , <U < N, ,J I , J= 1. N I , 

l<U( I, 1), 1=2, MJ, <U< J, NJ, 1=2, M> 
1 FORMAT<8F10. 01 

DO 10 I=2,M 
DO 10 J=2,M 

10 U< I, J>'=O. 
lMAX=O 

20 READ<6,41 MAX 
IF<MAX. EQ. OIGO TO 100 
DO 30 ITER=1,MAX 
DO 30 1=2,M 
DO 30 J=2,M 

30 U<I,JI=!U(!,J+11+U(J.,J-11+U<J-1,JI+U(l+1,JII/4. 
IMAX=IMAX+MAX 
WRITE(5, 65) IMAX, (,J, J=1, Nl 

65 FORMAT(//26X, 'BROJ ITERACIJA JE', 13//17X, 
14(5X, 'J =', 121 I 

DO 60 I=1,N 
60 WRITE!5,66) I. (U(I..JI,,J=1,NI 
66 FORMAT<13X, 'I=', I2,6F10. 41 

GO TO 20 
100 CALL EXIT 

END 

Za resavanje sistema linearnih jednacina koristili smo Gauss

Seidelov metod sa pocetnim uslovima u .. =0 (i,j=2, •.. ,N-l), price
l.,J 

mu se na broj iteracija moze uticati preko terminala LA 30. Za N=4 

i konturne uslove 
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u
11

=0, u12 ~30, u 13=60, u 14=90, 

u
41

=180, u 42 =120, u 43 =60, u 44 =o, 

u
21

=60, u 31 =120, u 24 =60, u 34 =30, 

dobijeni su sledeci rezultati: 

BRO.J I TERAC: I .JA .JE :? 

...) = 1 ...) = 2 ...) = 3 
(l .. 0000 30. 0000 60. 0000 

2 60. onoo 47. 8125 53. 9062 
3 120. 0000 83. 9062 56. 9531 
4 180. 0000 120. 0000 6(l, 1)000 

BRO.J ITERACI.JA .JE 7 

...) = ...) = 2 ...) = :3 
I 0. 1)1.)1)1.) 30. 0001.) 60. l,ll.)(ll) 

I 2 60. 0000 59. 9881 5';). 9940 
I :3 120. 1)000 89. 9940 59. 9970 
I 4 180. ooon 120. 0000 60. 001.10 

BRO.J ITERACicJA .JE 11 

...) = 1 ...) = 2 ...) = 3 
I 1 IJ. 0000 30. 0000 60. 0000 
I 2 60. 0000 60. 0000 60. (li)OO 
I 3 120. 0000 90. 0000 60. 0000 
I 4 180. 0000 120. 0000 60. OO(H.l 

5.4.3. Talasna jednacina 

Posmatrajmo talasnu jednacinu 

(4. 3.1) 

sa pocetnim uslovima 

...) = 4 
90. ()t.)(ll,) 

60. 0000 
30. 0000 

0. 0000 

...) = 4 
90. O(li)O 
60. 0000 
30. 0000 

IJ. 0000 

...) = 4 
'>'0. 0000 
60. 0000 
30. 1.)000 

0. 0000 

(4. 3.2) u(x,O)=f(x), ut(x,O)=g(x) (0 < X < b) 

i konturnim uslovima 

177 
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(4. 3. 3) u(O,t)=~(t), u(b,t)= ljJ(t) (t ·~ 0). 

Koriscenjem konacnih razlika, jednacina (4.3.1) se moze aproksimi

rati pomocu 

(4. 3. 4) 
1 u. 1 . - 2u .. + u. 1 .- 2 cu .. +1-2u .. +u .. 1 J, 

J.+ ,J l.,J J.- ,], r l.rJ l.,J l.,J-

gde je r=at (h i Z su koraci po x i t osi respektivno) i 

"' ui,j = u(xi,tj). Na osnovu prve jednakosti u (4.3.2) imamo 

(4. 3. 5) 

Uvodjenjem fiktivnog sloja j=-1, drugi pocetni uslovi u 

(4.3.2) moze se jednostavno aproksimirati pomocu 

(4. 3. 6) 

Ako u (4.3,4) stavimo j=O dobijamo 

odakle, s obzirom na (4.3.6) sleduje 

tj. 

(4. 3. 7) 

S druge strane iz (4.3.4) sleduje 

(4. 3. 8) 

Ako stavimo h=b/N i xi=(i-l)h (i=l,2, ... ,N+l), na osnovu 

konturnih uslova (4.3.3) imamo 

(4.3.9) u 1 . = ~ (t.) = ~., UN+l . = 1/1 (t.) = 1/1., 
rJ J J rJ J J 
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gde je j=O,l, .... Za odredjivanje resenja u pravougaoniku 

P={ (x,t) 1 0 < x < b, 0 < t < Trnax}, rnaksirnalna vrednost indeksa j 

je celobrojni deo od Trnax/l, tj. jmax=M=[Trnaxll]. 
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Na osnovu jednakosti (4.3.5), (4.3.7), (4.3.8), (4.3.9) 

jednostavno se nalaze priblizna resenja datog problema u cvoro

virna rnreze pravougaonika P, sto je realizovano sledecirn prograrnorn: 

C===================================================~======= 
C RESAVAN.JE PARCI.JALNE DIF .. JED. HIPERBOL ICNOG T!PA 
C========================~================================== 

DIMENSION U\3,9! 
READ\8,5JN,A,B,R,TMAX 

5 FORMATII2,4F~ 2! 
Nl=N+l 
WRITE\5, 10! I L I=l, Nl J 

11) FORMAT I 1Hlr l.Ox, 1H..;, <N-rL•i4X, 'Ui ', Ilr ', .JJ 'i.l i 
H=BfFLOATINl 
EL.=R*H/A 
M=TMAX/EL 
T=O. 
JjO 15 K=1,2 
I_I(K, 1 J=FFI T, B, 3J 
UIKrN1l=FFIT,B,4J 

15 T=T+E.L 
;;=0. 
R2=R*R 
DO ~~0 1=2, N 
x=x+H 
U 1 1. I J =FF I X, B, l. J 

20 1_1(2, IJ=EL*FFI~;,B,2)-ril. -R2;;;1J(I,U 
DO 25 I=2.,N 

25 l.l(2, I J=U\2, I !+R2./2. *iUi ir I+l ;-ru;1, I-1 i; 
.J=O 

30 WRITE\5, 35J.J, (LI( 1. I i, 1-i, Nl J 
35 FORMAT<7X, J5,<N1>F1Q 4i 

JFI~ EQ MJGO TO 50 
,J=J+j 
U\3, 1 J=FF( T, B, 3J 
Ul3rNll=FFIT,B,4i 
DO 4o I=2,N 

40 U\3, Il=IU\2, I+l)HJi2, I-1) i/R2-Uilr Ii-2. *i1 .. /R2-1. )-lrUi2r li 
T=T+EL 
DO 45 I=lr N1 
U I lr I J =ll\2, I I 

45 U\2, I J=U&:3, 1 J 
GO TO 30 

50 CALL EXIT 
END 
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Primetimo da se vrednosti resenja utri uzastopna sloja 

j-1 1 j, j+l, pamte u prvoj 1 drugoj i trecoj vrsti :rnatrice Ul 

respektivno. 

Funkcije f 1 g 1 cp 1 t/J definisu se funkcijskim potprogramom FF 

za 1=1 1 2 1 3 1 4 1 respektivno. 

U konkretnom slucaju 1 za a=2 1 b=4 1 Tmax=61 f(x)=x(4~x) 1 

g(x)=0 1 cp(t)=0 1 t/J(t)=0 1 N=4 i r=1 1 potprogram FF i odgovarajuci 

rezultati imaju oblik: 

...1 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 

FUNCTION FFtx,B, Ii 
GO T0t10,20,30,40~, I 

1U FF=X*tB-XI 
RETURN 

20 FF=O. 
RETURN 

3u FF=O. 
RETURN 

4U FF=O. 

Ut 1, ...II 

0. ouoo 
u. 0000 
0. 1)1)1)1) 
0. ouoo 
u. 0000 
0. 0000 
u. 0000 
u. 0000 
0. oouu 
0. 0000 
0. 0000 
u. 0000 
u. 0000 

RETURN 
END 

Ut2,..JI 

3. ouoo 
2. 0000 
0. 0000 

-2. oouu 
-3. oooo 
-2. 0000 

0. 0000 
2. ouuo 
3. 0000 
2. 0000 
0. 0000 

-2. 001)0 
-3. ouoo 

U\3,.Ji 

4. CiOOO 
3. OOOi.l 
0. 0000 

-3. 0000 
-4. 0000 
-3. 0000 

0. Oi..ilili 
3. iji)ijij 

4. UUiJO 
3. 0000 
0. 0vvv 

-:3. OVGO 
.:...4. 0000 

Ui4,Ji Ui5, •Ji 

3. 0000 0. 0000 
2. 0000 0. 0000 
0. 0000 o: 0000 

-2. 0000 0. 0000 
-3. 0000 0. 0000 
-2. 0000 0. 0000 

0. 0000 0. 0000 
2. 0000 0. 0000' 
3. 0000 0. 0000 
2. 0000 0. 0000 
0. 0000 0. 0000 

-2. 0000 0. 0000 
-3. 0000 0. 0000 
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