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PREDGOVOR 

Iz oblasti numericke matematike ova knjiga je prva na nasem 

jeziku po svojoj koncepciji i sadrzaju. Nairne, na nasem jeziku po­

stoji veci broj knjiga koje se bave programskim jezicima (uglavnom, 

FORTRAN i COBOL) i relativno mali broj knjiga iz oblasti numericke 

analize. Zadatak ove knjige je da uputi citaoce u programsku reali­

zaciju numerickih metoda na FORTRAN jeziku. Za one citaoce koji nisu 

upoznati sa elementima FORTRAN jezika preporucuje se knjiga: 

N.Parezanovic: Racunske masine i programiranje- Programski jezik 

FORTRAN IV. Beograd, 1973. 

Rukopis za ovu knjigu je proistekao iz predavanja koje je prvo­

potpisani autor drzao studentima poslediplomskih studija na Gradjevin­

skom fakultetu u Nisu u toku skolske 1978/79. godine, kao i iz vise­

godisnje nastave na Elektronskom fakultetu iz predmeta Numericka ana­

liza I i Numericka analiza II. Svi programi koji su dati u knjizi 

testirani su na racunaru PDP-11/40 Gradjevinskog fakulteta u Nisu. 

Knjiga je podeljena u pet glava, od kojih je prva uvodna. Druga 

glava je posvecena optimizacijama FORTRAN programa u smislu tacnosti 

izracunavanja, racionalnog koriscenja unutrasnje memorije racunara i 

brzine izvrsenja programa. u trecoj glavi dat je veci broj kompletno 
resenih problema, koji imaju za cilj savladjivanje osnovnih principa 

programiranja, kao i postepeno uvodjenje citaoca u slozenije numericke 

procese. U cetvrtoj glavi su obradjeni numericki metodi u linearnoj 

algebri, dok se peta glava odnosi na metode integracije (kvadraturne 

formule, metodi za resavanje integraln1h jednacina i metodi za r~sa­

vanje obicnih i parcijalnih diferencijalnih jednacina). 

Rukopis su otkucali i tehnicki uredili za stampu sami autori, 

tako da eventualni propusti i greske padaju na njihov racun. 

Nis, 7.04. 1979.god. A u t o r 
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1. UVOD U PROGRAMIRANJE 

1 .1. PREDSTAVLJANJE ALGORITAMA BLOK SEMAMA 

Savremena nauka i tehnika postavljaju niz matematickih pro­

blema koji se klasicnim matematickim metodima ne mogu uvek uspesno 

resiti ili bi njihova resavanje bilo suvise glomazno, s obzirom da 
se najcesce zahteva numericki rezultat. 

U opstem slucaju, problem koji treba resavati zvacemo ulaz­
nom informacijom. Postupak transformacije ulazne informacije (x) 
u izlaznu informaciju (y) zvacemo algoritmom (A). Navedena trans­
formacija se maze predstaviti blok dijagramom 

Ulazna Algoritam Izlazna 
i nformaci j a informacija 

(x) (A) (y) 

ili simbolicki 

Svaki algoritam treba da poseduje sledece osobine: diskret­
nost, determinisanost, rezultativnost i masovnost. 

Diskretnost je ta~va osobina algoritma da svakom algorita­
mskom koraku odgovara dis~retni vremenski interval na vremenskoj 

0 s i . 

Determinisanost je osobina koja obezbedjuje jednoznacnost 
medjurezultata posle svakog algoritamskog koraka u odnosu na ula­

znu i nformaci ju. 
Osobina rezultativnosti algoritma obezbedjuje da se posle 

konacnog broja algoritamskih koraka dobije trazeni rezultat (iz­

lazna info~macija). 
Masovnost algoritma je osobina algoritma koja obezbedjuje 

resavanje sire klase probl~ma. 
Pri resavanju nekog problema potrebno je izabrati pogodan 
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algoritam koji najbrze dovodi do zeljenog rezultata. Ovo je naro­

cito vazno kod primene savremenih elektronskih racunskih masina, s 
obzirom na cenu masinskog vremena. Izbor najracionalnijeg algori­
tma u prethodnom smislu, predstavlja vrlo slozen problem, koji ti­
orijski u opstem slucaju jos uvek nije resen. 

Razradom i realizacijom algoritama i analizom greske u izla-
znoj informaciji bavi se posebna oblast matematike, tzv.numeri-
cka matematika. 

Centralni deo numericke matematike cine numericki metodi. 
Oni moraju biti takvi da su pogodni za stanoviSta primene savre­
menih elektronskih racunskih masina. Problemima prakticne reali­
zacije algoritama bavi se oblast teorija programiranja koja se u 
poslednje vreme uspesno razvija. Jedan od njenih osnovnih zadata­
ka je priprema i sastavljanje programa za racunsku masinu prema 
izabranom algoritmu. 

Da bi se olaksalo sastavljanje programa najcesce se algori­
tmi predstavljaju blok ~emama, a ponekad i tekstualnim opisom. U 
daljem tekstu ukazacemo na graftcko predstavljanja algoritama po­
mocu blok sema, koristeci sledece blokove: 

( Pocetak ) 
Racuns ki 

( ) blok 
Kraj 

Dodeljivanje vrednosti a promenljivoj x oznacavacemo sa 

x:=a. Blokovi za ulaz i izlaz informacija se cesto izostavljaju. 

Primer 1.1. Blok sema algoritma za izracunavanje sume 

n 
S = L a.b. 

; = 1 1 1 

data j e n a s 1. 1 . 1 . 
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ne 

i: = 0 

S: = 0 

i: =i+1 

Sl. 1 . 1 

Primer 1. 2. Kod oredj ivanj a vrednosti 

u =min (x,m9x(y,z)) 

ne 

ne 

sl. 1.2 
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treba, najpre, odrediti v = max(y,z). Odgovarajuca blok sema algo­

ritma data je na sl.1.2, pri cemu su blokovi za ulaz velicina x, 

y,z i izlaz velicine u izostavljeni. 

Primer 1. 3. Posma traj no konvergentni i terati vni proces 

( n =0, 1 , ... ) . 

Aka se kao kriterijum za prekidanje ovog procesa izabere uslov 

lzn+ 1-znl ~ E, gde je E zadata tacnost, blok sema algoritma za 

udredjivanje granicne vrednosti niza (Zn} (sa tacnoscu E ) iz-

gleda kao na sl. 1.3. Primetimo da u ovom algoritmu koristimo sa­

mo dve sukcesivne vrednosti niza (Zn} . Nairne, na osnovu z0 iz­

racunavamo z1 , a zatim z1 progl asavamo za z
0 

i ponavl jamo proces 

do ispunjenja usvojenog kriterijuma za prekid procesa. 

Na primer, jedan i terativni proces ia nalazenje m-tog korena 

iz broja A(>D) ima oblik 

( n=O, 1 , ... ) 

s l. 1 . 3 
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Primer 1.4. Za izracunavanje vrednosti polinoma 
n n-1 

F ( x) =an x +an _1 x + ... +a 1 x + a0 

koristi se Hornerova sema, po kojoj se polinom F predstavlja u 
obliku 

5 

Na ovaj nacin se broj mnozenja od 2n-1, koliko je potrebno kod 
direktnog izracunavanja, svodi na samo n mnozenja. Blok sema algo­
ritma, u ovom slucaju, izgleda kao na sl. 1 .4. 

da 

Sl. 1.4 

Primer 1.5. Blok sema algoritma za izracunavanje vrednosti 

funkcije f, date pomocu veriznog razlomka 
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f(x) X a1 + ------'-'-----:7x~----
a2 + ---~--;;x,...-""~~­

a3 + --------

data je na sl .1 .5. 
+oo 

Primer 1 .6. Posmatrajmo konvergentni red f{x)= I: un(x). Opsti 
n=o 

clan i parcijalna suma ovog reda mogu se predstaviti u obliku 

u . - uo 
s : = 0 

Sl. 1. 5 

sl. 1.6 
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gde je sa=uo(x). 

U konkretnom slucaju bismo imali: 

x2 
b) Za f(x)=shx: u 0 =x.~(n,x)= ------­

(2n+1)2n 

Ako je algoritam za priblizno odredjivanje sume f(x) takav 
da se sumiranje prekida kada je opsti clan reda po apsolutnoj vre­
dnosti manji od unapred zadatog pozittvnog broja E, njegova blok 

sema izgleda kao na sl.1.6. 

Primer 1.7. Neka je 

(ixl + IYI~1Vx~O), 

z(x,y) 2 (jxl + IYI >1/\x < 0 1\y < 0), 

3 (I xi + IYI > 1 1\ x < 0 [\ y >_, 0). 

Na osnovu sl.1.7., na kojoj je ravan xOy razdeljena na tri 
oblasti, obrazovan je algoritam cija je blok sema data na sl.1 .8. 

y 

X 

sl. 1.7 
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sl. 1.8 

Primer 1.8. Blok sema algoritma za izracunavanje vrednosti funkci­

je 

{ 

3 y -1 

F(y) = 2y 

y/8-1 

( IY I ~ 1)' 

( 1< IY I ~ 2)' 

(I Y I >2 l 

za n vrednosti promenlj,ve x, pri cemu je y=x 2+x-1 ,je data na 

s 1. 1. 9. 

Primer 1.9. Blok sema algoritma za odredjivanje sume proizvoda 

s = mn 
m n 
I: IT (X .-x.) 

i =1 j=1 1 J 
jj>1i 

predstavljena je na sl.1.10. 
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Sl.1.9. 
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sl. 1.10 

Primer 1 .10. Blok sema algoritma za resavanje kvadratne jednacine 

ax 2+bx+c=O 

prikazana je na s1.1 .11. 

(a~O) 
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s l. 1 . 11 

Primer 1.11. Konstrui§imo j~dan algoritam za odredjivanje svih 

prostih brojeva do M (M prirodan neparan broj) i njihova prebro­
javanje. 

Iz razmatranja, najpre, isklju~imo sve parne brojeve. Neka 
je trazeni skup prosti h brojeva A= {a1 , ... ,an}. Pri i spitivanju da 

li nepara~ broj i pripada skupu A, dovoljno Se ispitati deljtvost 
ovog broja samo brojevima iz podskupa {a 1 , ... ,ak_ 1} skupa A, gde 
je k naJmanji broj za koji je akak_ 1>i. Blok §ema ovog algoritma 
predstavljena je na sl.1.12. 

/ 
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s 1. 1 . 12 

1.2. RAZLI~ITI NAciNI REGISTROVANJA MATRICA U MEMORIJI RA~UNARA 

Kod rada sa matricama vrlo je vazno znati kako se regist­

ruju elementi ·matrice u memoriji rafunara. 

Oznacimo sa k relativnu adresu registra u kome je memori-

san element a.J., matrice A = [a.·) . Registrovanje elemenata 
1 1 J nx m 

matrice A je isto kao i registrovanje niza od nm elemenata. Pri 
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ovome, k uzima redom vrednosti od 1 do nm, ori cemu je relativna 

adresa registra u kome je memorisan prvi element jednaka 1, dok 

je relativna adresa zadnjeq elementa jednaka nm(videti tabelu 2.1). 

Relativne adrese su oznacene u gornjem desnom uglu odqovarajufih 

pol j a. 

~ 1 2 ... m 

L!_ ~ Km-1)n+ 1 

1 a 11 a 1 2 a 1m 

~ l..!:_:t:_?. jQn-1)n+ c. 

2 a21 a22 a 2m 

~ ~ 1 nm 
n a n 1 an2 anm 

Tabela 2.1 

Nije tesko videti da je k=k(i,j)=(j-1)n+i. Dakle, nolje 

a;j(i=1, ... ,n; j=1, ... ,m) u memoriji racunara moze se tretirati 

kao niz ak(k=1 , ... ,nm). 

Na jednom prostom primeru sabiranja matrica A=[a .. J i 
1 J n~ m 

B=[b·J·) . ukazafemo na 
1 nxm razlicite nacine za ulaz, izlaz i regis-

trovanje matrica, kao i 

Pri ovome razlikovafemo 

na vezu sa jednodimenzionalnim nizovima. 

dva slucaja: 

1. Kada su dimenzije matrica iste kao u naredbi DIMENSION; 

2. Kada su dimenzije matrica manje od dimenzija definisa­

nih u naredbi DIMENSION. 

Neka su 

[ 
2 5. 1 23 18.444 -11. 111 '·"'] A -1 . 53 2 0.456 3.470 -2.412 • 

4.210 0.345 0. 3. 1 53 
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[ -1 456 
13.555 21 . 526 -24 6541. 

B 1 . 2 34 7.254 32.744 0.542 

-7.654 21 . 687 22.687 15.198 

Slucaj 1. Neka su elementi rna trice A i matrice B dati na karti ca-

rna, u formatu 8F10.3, po v rs tam a 

kartica: a11, a 1 2' a 13' a 14' a 21 ' a22' a23' a24' 

I I kartica: a31 ' a32' a33' a34' b 11 • b 1 2. b 13. b 14. 

I I I kartica: b 21. b22' b23' b24' b 31 ' b32' b33' b34' 

Programom 

DIMENSION AI3.41,BI3.41,C(3,4l 
READ I 8, 10) I I A I I , ._1 J , ._1= 1 , 4 I , I= 1 , 3 l , ( I B I I, . .J) , ._I= 1. 4 I , I= 1 , :::: i 

10 FORMAT<8F10. :3) 
DO 15 1=1. 3 
DO 15 ._1=1,4 

15 CII .. JI=A<L._i)+E:(I,._i) 
WR I TE < 5, 25 > I I C I I , ,_1 ) , ,.J= 1 , 4 1 , I= 1 , 3 ) 

25 FORMAT11H1.5X, 'MATRICA C'//14F12. 31) 
CALL EXIT 
END 

realizuje se odredjivanje elemenata matrice C=A+B. Izlazna lista 
ima oblik 

MATRICA C 

2:::. 667 
-·-~). 298 
-3. 444 

31. 999 
7. 710 

22. 032 

10. 41.5 
36. 214 
~7~2. 687 

-18. 552 
-1. 870 
18. :351 

Elementi matrice A(takodje i elementi matrica B i C) su 
memori sani prema tabel i 2. 2. Primetimo da se el.ementi orve vrste 
matrice A memorisu u registrima sa relativnim adresama 1, 4, 7, 
10, elementi druge vrste u registrima sa relativnim adresama 2, 

5, 8, 11, i najzad, elementi trece vrste u registrima sa adresa­
ma 3, 6, 9, 1 2. 
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Tabela 2.2 Tabela 2.3 

Prethodni program smo mogl i real i zovati i koriScenjem jed­
nodimenzionalnih nizova, sa istim ulaznim podacima: 

DIMENSION AC121,BI121,CC121 
READC8, 101 A,B 

10 FORMATC8F10. 31 
DO 15 I=l. 12 

15 CCII=A<II+BCII 
WRITEC5, 251 C 

25 FORMAT< 1H1, 5X, 'MATRICA c··"//C4F12. 31 I 
CALL EXIT 
END 

Nacin memorisanja elemenata matrice A dat je u tabeli 2.3. 
Primetimo da se, u ovom slucaju, elementi prve vrste matrice A 
memori~u u regi~trima sa relativnim adresama 1, 2, 3, 4. 

Pretpostavimo sada da su elementi matrica A 

karticama u sledecem redosledu{po kolonama): 

Tad a 

kartica: a11 ' a21' a31' a12' 

II kartica: a33' a14' a24' a3.4' 

I I I kartica: b22' b32' b13' b23' 

odgovarajuci program i rna ob 1 i k 

DIMENSidN A< 121' BC 121' c ( 121 
READC8,10l A,B 

10 FORMAT<8F10. 31 
DO 15 I=l. 12 

15 CCII=ACII+BCII 
WRITECS, 201 

a22' a32' a13' 

b11' b21' b31' 

b33' b14' b24' 

i B dati na 

a23' 

b12' 

b34" 
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20 FORMAT<1H1.5X, 'MATRICA c···/l 
DO 30. I=l, 3 

30 WRITE<5, 25l <C<.J), .J=I, 12, 3J 
25 FORMAT(' ',4F12. 3l 

CALL EXIT 
END 

R~gistrovanje elemenata matrice A je kao u tabeli 2.2. 

Slucaj 2. Neka matrice A1=[a;j]n><m i 82=[b;j]n><m imaju dimenzije 
manje od dimenzija definisanih u naredbi DIMENSION(3x4 ili 12). 
Na primer, neka je, u konkretnom slucaju, n=2, m=3 i neka su A1 i 
81 glavne submatrice tioa 2x3 orethodno korilfenih matrica A i 8 
respektivno. 

A 

Pretpostavimo da su elementi matrica A1 i 81 ( u p rog ramu 
8) dati na karticama, u formatu 8F1 0. 3, na s 1 edefi nacin: 

kartica: a11' a 12' a13' a21 ' a22' a23' b 11' b 1 2' 

I I kartica: b 1 3' b 21 ' b22' b23" 

Program i izlazna lista, u ovom slucaju, su 

DIMENSION AC3,4J,BC3,41, C(3,41 
READ(8,5l N,M 

5 FORMAT<2Ill 
READ ( 8, 10 l ( (A ( I, ~I l , .J= 1., M l , I= 1, N J , ( ( B l I , ,J I • . .J= 1 , M I • I= 1 • N I 

10 FORMAT(8F1Q 3l 
DO 15 I=L N 
DO 15 J=L M 

15 C ( I. .J l =A ( I. .J l +B < I. ,J J 
WRITE(5, 20l 

20 FORMAT< 1H1, 5Xo 'MATRICA C·'/J 
DO 30 1=1,N 

30 WRJTE\5, 25l <C< I. ,JJ, .J=1. M> 
25 FORMAT(' ',4F12 3l 

CALL EXIT 
END 

MATRICA C 

23. 667 
-0. 298 

31. 999 
7. 710 

10. 415 
36. 214 
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Dec programa koji se odnosi na stampanje matrice c moze se 
uprostiti koriscenjem naredbe FORMAT, koja je definisana promen­
ljivim celobrojnim aritmetickim izrazom. Tada orethodni program 
postaje 

DIMENSION A<3,4), 8(3, 41, Cl3.4l 
READ<8.51 N,M 

5 FORMAT<2I 1l 
READ ( 8, 10) < (A< I, .J l, ~1=1. M I, I =1. N I, ( < 8 (I. .J l, .J=1, M l, I=11 N I 

10 FORMAT<8F1Q 3) 
DO 15 I=l. N 
DO 15 J=l. M 

15 C<I,.Jl=A<I,Jf+B(I,J) 
WRITE(5, 20> 

20 FORMAT<1H1.5X, 'MATRICA C'/l 
WRITE<5, 25> < (C( I, Jl, .J=l. Ml, I=l. Nl 

25 FORMAT<' ', <M>F12. :3 I 
CALL EXIT 
END 

Nacin memorisanja elemenata matrice A1 dat je u tabeli 2.4. 

Tabela 2.4 Tabela 2.5 

Prethodna dva programa, koriscenjem jednodimenzionalnih 
nizova(sa istim ulaznim podacima), postaju 

DIMENSION A<12>,8<12l,C(12l 
READ<8,5l N,M 

5 FORMAT<2I 1l 
NM=N*M 
READ<8, 10> <A<·IJ. I=l.NM>, (8(1), I=1,NM> 

10 FORMAT<8F10. 3> 
DO 15 I=l. NM 

15 C<Il=A<I>+B<I> 
WRITE< 5, 20l 

20 FORMAT<1H1o5X, 'MATRICA C'/) 
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DO 25 I=L NM, M 
L=M-1+1 

25 WRITEI5,301 ICIJI,J=I,LI 
30 FORMAT!'' ',4F12. 3J 

CALL EXIT 
END 

DIMENSION AI 121, Bl 12), Cl !ZI 
READI8,51 N,M 

5 FORMATI2I11 
NM=N*M 
READIS, 101 IAIIJ, I=1,NMI, IBIII, I=LNMl 

10 FORMATI8F10. 3) 
DiJ 15 I=1, NM 

15 CIII=AIII+BIIl 
WRITE(5, 201 

20 FORMATI1H1,5X, 'MATRICA C'/1 
WRITE<5,301 ICIJI,J=1,NMI 

30 FORMAT!' •,<M>F1~ 3J 
CALL EXIT 
END 

U ovom s.lufaju elementi matrice A1 su registrovani kao ~to 

je prikazano u tabeli 2.5. 

Na kraju, pretpostavimo da su elementi matrica A1 i B1 da­
ti na karticama, u formatu 8F10.3, na sledeci nafin(po kolonama): 

kartica: a11' a21' a12' a22' a13' a23' b11' b21' 

II kartica: b12 , b22 , b13 , b23 . 

U slucaju kori~cenja jednodimenzionalnih nizova, imamo 
sledeci program: 

DIMENSION AI121,BI121,CI121 
READI8,51 N,M 

5 FORMAT<2I11 
NM=N*M 
READ I 8, 10) . <A ( I I , I= 1, NM I , < B < I I , I= 1, NM 1 

10 FORMATI8F1Q 31 
DO 15 I=1,NM 

15 C<Il=AIII+B<Il 
WRITE<5, 201 

20 FORMAT<1H1,5X, 'MATRICA C'/) 
DO 25 I=l,N 

25 WRITE<5.30) <C<JJ,J=I,NM,Nl 
30 FORMAT<' ',4F12. 31 

CALL EXIT 
END 
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Smestanje elemenata matrice A1 je dato u tabeli 2.6. 

Tabela 2.6 

1 .3. NIZOVI MATRICE U POTPROGRAMIMA 

U ovom poglavlju razmotricemo slucajeve kada su nizovi i 
matrice argumenti potprograma. U protivnom, ukoliko to nisu, ima­
mo jednostavan slucaj. Nairne, tada je potrebno, pomocu ·naredbe 
DIMENSION, definisati maksimalne vrednosti indeksa u cilju obezbe­
djenja potrebnog memorijskog prostora. 

Kao Ito je poznato(videti [1]), za nizove koji su argumen­
ti potprograma, obezbedjenje memorijskog prostora u okviru potpro­
grama nije potrebno, s obzirom da je to ucinjeno u glavnom progra­
mu. Medjutim, da bi se u potprogramu znalo da se radi o nizu, pot­
rebno je koristiti naredbu DIMENSION. Ilustrujmo ovo prostim pri­
merom. Neka je niz A argument u potprogramu SIGMA(A,N,F). Tada je 
dovol jno u naredbi DIMENSION stavi ti samo A( 1), tako da pocetni 
deo potprograma izgleda 

SUBROUTINE SIGMA(A,N,F) 
DIMENSION A(1) 

Fiktivni argument N ukazuje na konkretan broj elemenata niza A. 
Potpuno isti efekat je ako se stavi A(N). Poslednji oblik je doz­
voljen samo u potprogramj~a. za nizove koji su argumenti potpro­
grama. 
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Nelto slofeniji slutaj javlja se kod matrica kada se nadju 
kao argumenti potprograma. Ilustrovafemo ~vo na primer~ matrice 

2 3 

6 7 

10 11 
: ], 

12 

U sledefem programu, matrica K se generile, a ,zatim se po­
zivaju potprogrami PP1, PP2, PP3 i PP4, u kojima je redom, u nare­
dbi DIMENSION, uzeto K(N,M), K(1 ,1), K(3,1) i K(1). 

Iz odgovarajufih potprograma ltampa se matrica K za sve mo­
guce vrednosti N i M(N=1,2,3;M=1,2,3,4). 

DIMENSION K (:3, 41 
DO 20 1=1.:::: 
DO 20 ,J=L 4 

20 f((!,JI=Cl-11*4+._1 
DO 10 J,J=l. 4 
WRITEC5, 111IJ 

11 FORMAT<·'1,·",5X, ·'MATRICA K U PP···, 11//6X, ·'W, l.X, ··'W/1 
DO 10 N=1,:::: 
DO 10 M=1,4 
GO T0(1,2,3,4),!..J 
CALL PP1(f(,N,MI 
GO TO 10 

2 CALL PP2iK,N,MI 
GO TO 10 

3 CALL PP3<K,N,MI 
GO TO 10 

4 CALL PP4CK,N,MI 
10 CONTINUE 

CALL EXIT 
END 

SUBROUTINE PP1 CK, N, Ml 
DIMENSION K<N,M> 
WRITE(5, 20)N, M, ( <K< I, J), J=l. Ml, I=l. Nl 

20 FORMATC/6X, I1, 1X, I1,<M>I4/C9X,<M>I411 
RETURN 
END 

SUBROUTINE PP2CK,N,MI 
DIMENSION K< 1, 1 > 
WRITEC5, 201N, M, C <K< I. J), J=l, M>, I=l. Nl 

20 FORMATC/6X, I1, 1X, I1,<M>I4/C9X,<M>I411 
RETURN 
END 
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SUBROUTINE PP3<K,N,MJ 
DIMENSION K<3, lJ 
WRITEC5, 20lN, M, < CK( I. ~1), ,J=L Ml, l=L NJ 

20 FORMIHU6X, 11. lX, 11. <M>I4/(9X, <M>I4l J 
RETURN 
END 

SUBROUTINE PP4<K,N,Ml 
DIM~NSION K < 1) 
WRITE(5, lOIN, M 

10 FORMATC/5X,2I2> 
NM=N*M 
DO 15 l=l,N 

15 WRITE<5.20l <KCJl,J=I, NM,NI 
20 FORMAT<'+', <M>I4/(9X .<M>I411 

RETURN 
END 

Elementi matrice K smesteni su u redosledu(po kolonama) 

Elementi 1 5 9 2 6 10 3 7 11 4 8 1 2 matrice K 

Relativna 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 adresa 

Pri prenosenju matrice K u potprogram mo2e se, pri nepra­
vilnoj definiciji u naredbi DIMENSION, dofi do pogrelnog rezul­
tata, sto se lepo vidi iz ovog primera. 

Posmatrajmo, najpre, potprogram PP1, gde je u naredbi 
DIMENSION stavljeno K(N,M). Pri ovome, za fiksirano N i M 

(1 ~N~3; 1 ~~~~4) iz niza elemenata matrice K uzima se prvih 
N·M elemenata, na osnovu kojih se formira nova ~atrica sa N vrs­

ta i M kalona. Na primer, za N=2 i M=3 uzima se prvih sest ele­
lilenata: 1,5,9,2,6,10, na osnovu kojih se formira 1natrica tipa 

9 6 J 
2 10 

Primetimo da se tafan rezultat dobija kada je N=3, tj. ka­
da N ima vrednosi maksimalnog prvog indeksa u naredbi DIMENSION 
u glavnorn progra111u. Naravno, tafan rez·ultat se dobija i u slufaju 

kada je t1=1. 
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MATRICA K u PP1 MATRICA K u PF'2 

N M N f1 

1 1 

:2 <= ,_, 2 5 

3 5 9 :3 <= 
~· 9 

1 4 :::. ·:1 2 
1 4 5 ·=; 2 

2 1 
2 

5 5 

2 2 9 2 2 1 5 

5 2 5 9 

2 :3 1 9 6 2 3 1 5 9 

5 2 10 5 9 2 

2 4 9 6 3 2. 4 5 9 2 

5 2 10 7 5 9 2 6 

3 
:3 

5 5 

·=; 9 

:3 2 1 2 
::: 2 5 

5 9 
5 6 •;; 2 ·=; 10 

2 3 
~: :::: 5 9 

8 3 <= 9 2 5 6 7 ~· 
9 10 11 9 2 6 

:3 4 2 3 4 3 4 5 9 2 
<= -· 6 7 8 5 9 2 6 

9 10 11 12 9 2 6 10 

Potpuno isti rezultat se dobija aka se u potprogramu umes­
to matrice ko~isti niz(potprogram PP4), ~to znaEi da su elementi 
niza jednaki elementima matrice,koji su poredjani u niz kalona po 
kalona. 
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MATRICA K U PP3 Mf.\TF<ICA K U PP4 

N M N M 

1 2 2 2 5 

1 3 2 3 3 5 9 

4 2 3 4 4 5 9 2 

2 1 1 2 1 

5 5 

2 2 1 2 
5 6 2 2 1 ., 

5 2 
2 ~: 2 3 

5 6 7 
2 3 1 9 6 

2 4 2 3 4 5 2 10 
5 6 7 8 

.-, .. ;.. 2 4 9 6 .-, ,-, 
~ 

·-· 5 2 10 7 
9 

:] 2 2 :,;: 1 
~ 

·-·· 6 
~ -· 

·~} 10 ~~ 

:;:1 3 2 ::::: .-, 
~ 6 

, ·.:0 2 2 -· I 

9 l.O 11 
c· ,_, 6 
9 10 

:3 4 2 :~: 4 
5 6 7 €: 
9 10 l.1 12 :=: :3 2 :3 

5 f:., 7 
'7 10 11 

~: 4 2 ~: 4 
5 6 7 :=: 
9 11) 11 1'' 

Aka je u naredbi Oit~ENSION ll potprogramu prv i i ndeks matri-

ce is t i kao u naredbi DH1ENS ION u gl avrwm programu(videti PP3) ' 
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na osnovu prethodnog mofe se zakljufiti da te elementi 'matrice 

u potprogramu imati pravilan tretman. 

U potprogramu PP2 u naredbi DH1ENSION je uzeto K(1, 1). U 
ovom slufaju, niz elemenata matrice K, u potprogramu se tretira 
kao da matrica ima samo jednu vrstu. Na primer, za N=2 i M=3 do­

bijamo u p~voj vrsti redom elemente 1 ,5,9, dok se elementi kalo­
na, normalno, dobijaju po pravilnom redosledu niza, polazeti ad 
odgovarajuteg elementa prve vrste. Dakle, na ovaj nafin dobijamo 

matricu 

[ ~ 5 

9 ~] 
Pri radu sa matri cama u potprogramu, treba postupati 

dosta obazrivo i uvek imati na umu prethodno razmatranje. Bolje 
je, medjutim, u potprogramima raditi samo sa nizovima, o femu te 
biti refi u drugoj glavi. Sledeti deo programa 

K=-N 
D010J=1,M 
K=K+N 
DO 10 I=1,N 
I K= K+ I 

10 B(IK)=A(I,J) 

vrli konverziju matrice A tipa N'M u niz B dufine N·M. 

1.4. PREGLED BIBLIOTEEKIH FUNKCIJSKIH POTPROGRAMA 
ZA RAEUNAR PDP-11/40 

U ovom poglavlju dajemo pregled bibliotefkih funkcijskih 
potprograma koji se mogu koristiti u svakom programu, navodjenjem 
njihovih imena. U prilozenoj tabeli, za tip argumenta i tip rezul­
tata, koristene su sledece oznake: 

celo~rojna velifina(INTEGER) 

R realna velifina obifne tafnosti(REAL) 
0 realna velifina dvostruke tafnosti(DOUDLE PRECISION) 
C kompleksna velifina(COMPLEX) 
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z=x+iy, Re z = x, Im z = y 
lxl apsolutna vrednost 
[x] eel i · deo_od x 
sgn x znak od x. 

0 B L I K 
u FORTRANu u matematici 

ABS(X) I X I 
IABS(I) I ; I 
DABS(X) I X I 
CABS(Z) lzl=l~ 

FLOAT( I) 
IFIX(X) 
SNGL(X) 
DBLE(X) 
REAL(Z) Re z = X 

AIMAG(Z) Im z = y 
CMPLX(X,Y) z = x+ i y 

AINT(X) [lxl]sgnx 
INT(X) 
!DINT( X) 

MOD (I, J) i(modj) 
AMOD(X,Y) 

X - y [~ J 
DMOD(X,Y) 

AI~AXO(I,J, ... ) rna x ( i , j, ... ) 
AMAX 1 (X, Y, ... ) 
MAXO(I,J, ... ) 
MAX 1 (X, Y, ... ) 
DMAX 1 (X, Y, ... ) 

AM IN 0 ( I , J , ... ) min(i,j, ... ) 
AMIN1(.X,Y,.,.) 
MINO(I,J, ... ) 
MIN1(X,Y, ... ) 
OM I N 1 ( X ; Y , ... ) 

T I p 
0 p . I s 

ar_g_. rez. 
R R 
I I Apsolutna 
D D vrednost 
c c 

I R 
R I 
D R Konverzija 
R D velicina 
c R 
c R 
R c 

R R 
R I Odbacivanje deci-

D I mala datom broju 

I I Modularna 
R R aritmetika 
D D 

I R 
R R Odredjivanje 
I I maksimalnog 
R I argumenta 
D D 

I R 
R R Odredjivanje 
I I minimalnog 
R I argumenta 
D D 

25 
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SIGN(X,Y) IYisgnx R R Znak prvog argumen-
---

I SIGN (I ,J) I I ta dodeljuje ~e modulu 
DSIGN(X,Y) D 0 drugog argumer]ta 

r--
DIM (X, Y) 
I 

x-min(x,y) R R Pozitivna 
I DIM (I, J) i -min ( i , j) I I razlika 

r---
EX P (X) ex R R 
DEXP(X) 0 0 Eksponencijalna 
CEXP(Z) z c c funkcija e 

ALOG(X) logex R R 
ALOG10(X) log x R R Logaritam 

1 0 
OLOG(X) 0 0 

DLOG10(X) D 0 

CLOG(Z) logez c c 

SQRT(X) IX R R 
OSQRT(X) 0 0 Kvadratni koren 
CSQRT(Z) fi c c 

r--
SIN (X) sin x R R 
DSIN(X) 0 0 

CSIN(Z) sin z c c Trigonometrijske 
COS(X) COS X R R funkcije 
DCOS(X) D D 
CCOS(Z) cos z c c 

r--
TAi1H (X) th X R R Hiperbol icki tangens 

ATAN(X) arctg x R R 
OATAN(X) 0 0 Inverzna funkcija od 
ATAN2(X,Y) arctg y R R tan gens 
OATAN2(X,Y) 0 0 

r---
CONJG(Z) x-iy c c Konjugovani broj 



2, METOD! OPTIMIZACIJE FORTRAN PROGRAMA 

2.1.UVOD 

Algoritamski resiv problem maze se programirati na vise 

razlifitih nafina. Programi koji ispravno resavaju jedan isti 
problem mogu se prema svojim performansama prilifno razlikovati. 
Na primer, prema zauzecu memorije i brzini izvrsenja, razlike do­
stizu i odnos 1 :So. Novije verzije kompajlera, podrzane moderni­
j·im 'procesorima i operativnim sistemima, imaju u sebi ugradjene 
rutine za izvesnu optimizaciju programa. Razume se, logifka op­
timizacija programa je bila i ostala primarni zadatak koji se 
resava u dijalogu fovek- masina. Optimizac~ja koja se odnosi na 
optimalnu hardversku podrsku programa, odnosno optimalno koris­
cenje postojece rafunarske konfiguracije,obuhvata: 

1. Tafnost izrafunavanja; 
2. Racionalno koriscenje unutrasnje memorije racunara; 
3. Brzinu izvrsenja. 

Naredbe i podaci potrebni za i zvrsenje programa smestaju 
se u unutrasnju-operativnu memoriju. Razlicite operacije nad po­
dacima odvijaju se u komuni'kaciji izmedju memorije i komandnog 
organa - procesora. Kako je memorija ogranifenog kapaciteta, u 
nju realno moze da stane ogranifen broj naredbi i podataka sto 
znaci da je velicina programa ogranifena kapacitetom centralne 
memorije. Problem racionalnog kori1cenja memoriia resava se na 
vise nacina: 

- Izborom optimalne duzine podataka; 
ViSestrukim kori.Scenjem istih memorijskih prostor.a to: 
a) n~ nivou promenljivih, 
b) n.3. nivou progl"amskih celina. 

27 
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2.2. TACNOST IZRACUNAVANJA 

U skoro svim numerickim problemima, izlazna informacija, 

ili kako se ce~fe kafe numericko relenje, prafeno je gre1kama ci­
ji izvori mogu biti razliciti. Medjutim, u op~tem slucaju, mofe 
se refi da gre~ka izlazne informacije,potice od 

1. greske ulazne informacije; 
2. grelke algoritma, 

mofe se predstaviti sledefim blok dijagramom: 

Gre~ ka Gre~ka 
ulazne Gre~ka izlazne 
i nformaci je algoritma i nformaci je 

U ovom poglavlju ukazafemo samo na neke vafnije pojmove 

koji se srefu pri analizi gre~aka. 

Priblifan broj x je broj koji zamenJuJe tacan broj x u iz-
racunavanjima neznatno se razlikuje od njega. Odgova~ajufa gre-

ska* je 

( 2. 1) 

-e = x - x. 

Svaki· broj x mofe se predstaviti u normalizovanom obliku 
k 

x = (~ O.a 1a 2 .•• anan+ 1 ... )b (a 1 # O), 

gde je b osnova brojnog sistema, a ai(i=1,2, ... ) cifra brojnog 

sistema (O::;ai< b). 

Broj :tO.a 1a 2 ... anan+ 1 ... zvafemo mantisom i oznacavati sa 
x*. Broj k zvafemo karakteristikom. Dakle, mofemo pisati 

x = x*bk . 

Najcesfe je u upotrebi binarni ili decimalni brojni sistem, 
tj . b = 2 i 1 i b = 1 0 . 

Za x se kafe da aproksimira broj x sa m znacajnih ci­
fara ako je m najvefi broj cifata mantise, za koji lx* - x*l 
ne prelazi jedinicu m-tog mesta. 

U prakticnim izracunavanjima,primenom elektronskih racunara, 

prinudjeni smo da radimo sa jednim vrlo uskim skupom brojeva.Naime, 

*)Cesto se ova greska naziva apsolutnom greskom.Medjutim,ovo je 
pogresno jer je apsol utna greska I e! = I x - x! . 
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svaki realni broj oblika (2.1) koji se dobija kao rezultat odre­
djenih racunskih operacija, zamenjuje se pribliznim brojem oblika 

(a 1 I 0). 

U ovom slucaju kazemo da imamo mantisu sa n razreda. 

Proces odbacivanja cifara mantise u broju x, pocev od ci­

fre an+ 1 na4,.iva se presto odsecanje. Apsolutna greHa pri ovome 
je 

Apsolutna greska, pri zameni broja x brojem x, maze se 
smanjiti ako se koristi tzv. postupak zaokrugljivanja brojeva.Taj 
postupak se sastoji u sledecem: 

1° Ako je 

koristi se prosto odsecanje; 

2° Ako je 

1 b + ... < -z 

cifra an se povecava za jedinicu, a cifre an+ 1 ' an+ 2, ... se odba­
c uj u. 

3° Ako je 
. -1 1 

an+1 + an+2b + ... = -zb 

ravnopravno se mogu koristiti pravila 1° ; 2°. 

Na ratunskim masinama zaokrugljivanje se najcesce izvodi 
1 k·· n dodavanjem broja -zb rezultatu x, a zatim se vrsi prosto odse-

canje. Ovo znaci da se u neresenom slucaju 3° uvek an zamenjuje 

( . 1 2°). sa an+ 1 prav1 o 

Napomenimo da se kod rucnog zaokrugljivanja brojeva u de­
kadnom sistemu (b=10) u neresenom slucaju 3° preporucuje sledece 
pravilo: 

Ako je cifra an paran broj koristitl pravilo 1°, a ako je 
neparan broj koristiti pravilo 2°. 
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Na primer, sukcesivno zaokrugljivanje broja rr=3:1415926535 

897932 daje redom brojeve: 

3. 1415926535897932 
3. 141592653589793 
3. 14159265358979 
3. 1415926535898 
3. 141592653591) 
:3. 14159265359 
3. 1415926536 
3. 141592654 
::::. 14159265 
::::. 1415927 
:3; 141.59:3 
3. 14159 
3. 1416 
3. 142 
3. 14 
3. 1 
::3. 

Apsolutna greska kod zaokrugljenog br ja je 

I e I ~ ~b- n+ k • 

Detaljnija analiza gresaka maze se naci u [2]. 

2.3. RACIONALNO KORIScENJE UNUTRAsNJE MEMORI\JE RACUNARA 

2.3.1. Smestanje podataka 

Najmanja adresibilna jedinica memorije je bajt (byte). To 
je skup od osam osnovnih jedinica memorije - bitova. Ova susedna 
bajta cine sesnaesto bitnu rec, koja se sematski maze prikazati 
kao na sl.2.1. 

gornji bajt 
I I I I I I I 

!5 8 

s 1. 2. 1 

Memorija se maze posmatrati kao niz adresiranih bajtova (sl.2.2), 
ili niz parova bajtova- niz reci (sl.2.3). 

Ukazimo sada na nacine sme~tanja podataka u memoriji ratu-
nara. 

1. Sme~tanje INTEGER brojeva.Celi brojevi se smestaju u 
binarnoj komplementarnoj reprezentaciji(videti sl.2.4) u jednu 
rec(dva bajta) ,sto se zahteva pri kompilaciji programa zahtevom 
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rec 

rec 

8-bitni bajt 

{~ donji 
gornJ1 

l 
{ 
{ 

do nj i 
9ornji 
do nj i 
9 o rn .i i -

do nj i 
gornJ1 
donji 
gornji 

sl.2.2 

z na k 

000000 
000001 
000002 
000003 
000004 
000005 

177774 
177775 
177776 
177777 

1 5 1 1+ 

000001 
000003 
000005 

177775 
177777 

binarni broj 

sl.2.4 

16-bitna rec 

"' 
__g_orn_j_i don_ii 
9o rn j; donj i 
gornJ1 aonJ 1 

-

go r OJ 1 donji 
gorn.ii donJ i 

sl.2.3 

31 

000000 
000004 
000006 

177774 
177776 

"/ON" (ONE WORD= ONE INTEGER).Bez zahteva "/ON",celobrojne konstan 

te i promenljive zauzece adresom dve reci ,dok ce se njihova vrednos 

smestiti u jednu rec.Celobrojne konstante i promenljive moraju da 

leze u intervalu od -32768 do +32767. 

2. Smestanje REAL brojeva (obicna tacnost).REAL brojevi se 

predstavljaju u pokretnoj tacki (Floating Point) i smestaju u dve 

znak 

rec 11: 1°1==+-1 . . eksponent lmant~~~a vi seg J 
1 5 1 L.,. 7 6 

rec n+2: manti sa ni zeg red a 

1 5 

s i . 2. 5 
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refi-fetiri bajta(s1.2.5}.Kako je bit najvefe tefine mantise,pos1e 
izvrlene norma1izacije uvek jednak 1 ,postife ~e efektjvn~ preciz­
nost od 24 bita i1i aproksimativno 7 decima1nih cifara.Ovim se pos­

ti fe regi strovanje brojeva koji 1 efe pri b.l i fno u i nterva 1 u od 
0.14·10- 38 do 1 .7·10 38 .Naravno,ovde je rec samo o brojevima sa naj­

vile 7 znafajnih decima1nih cifara. 
3. Smestanje REAL brojeva(dvostruka tafnost) .Brojevi dvos­

truke tafnosti se smestaju u 4 reci-8 bajta(videti s1 .2.6) .Efekti-

ref n: 

ref n+2: 

ref n+4: 

ref n+6: 

znak 

1~1---+_ I . . eksponent 
manti sa viSeg 

red a 
1 ~ 1 It 

mantisa nifeg reda 

1 5 

mantisa nizeg reda 

1 5 

mantisa najnifeg reda 

I 5 

s 1 . 2. 6 

vna preciznost je 56 bitova i1i aproksimativno 16 decima1a.Broj po 
apso1utnoj vrednosti mora da 1efi .u interva1u od 0.14·10- 38 do 

1 . 7 · 1 o38 . 
4. Smestanje komp1eksnih brojeva.Komp1eksni broj se pred­

stav1ja parom rea.1 nih brojeva datih u obiCnoj tafnosti (sl. 2. 7). 

znak 

ref I~ =~I eksponent 111antisa 

.I } n: viseg red a 
I ~ !. 7 6 

ref n+2: I manti sa nifeg red a I 
rea1ni deo 

1 5 

znak 

ref n+4: I~=~ I eksponent milntisa I} viseg reda 
t!; I ~ 7 6 

ref n+6: manti sa nizeg red a I 
imagi narni deo 

1 5 s1.2.7 
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5. Smestanje podataka tipa BYTE(i1i LOGICAL*1).Brojevi se 
smestaju u j~dan bajt,prema s1 .2.8,i mora da se na1aze u interva1u 
od -128 do +127. 

nespecificiranol podatak 
I 5 

s 1 . 2'. 8 

6. Sme~tanje Ho11erith-podataka.Tekstovi ,a1fanumerifki znaci 
(karakteri),smestaju se u memoriji po jedan karakter u jedan bajt, 
s time da predpos1ednji bajt ostaje prazan u s1ufaju neparnog broja 
karaktera.Maksima1an broj karaktera je 255(videti s1.2.9). 

ref 0: 2. k a ra k te r I 1. karakter J 
I 5 6 7 0 

ref 2: 4. karakter I 3. karakter 

I S 6 • 7 

ref n prazno=40 8 I n- ti karakter 
-z: ( n:: 255) 

1 5 " 7 

s 1 . 2. 9 

7. Smestanje pod a taka tipa LOGICAL.Logifke promen1jive se 
memori~u u jednoj refi i mogu se koristiti u 1ogickim i aritmetic­
kim izrazima.Logifke vrednosti. TRUE i FALSE prikazane su na s1 .2.10. 

1 5 

s 1 . 2. 1 0 

U 1ogickoj IF naredbi svaka vrednost raz1icita od FALSE tretira se 

kao TRUE. 
U tabe1i 3.1 daje se preg1ed smestanja predhodno navedenih 

podataka u memoriji. 
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V rs ta podatka Duzina podatka I bajt I 
Minima 1 Maksim Stand. 

I r~ T E G E R 2 4 4 

R E A L(R E A L*8) 4 8 4 

c 0 M p L E X 8 8 8 

L 0 G I c A L(BYTE) 2 2 2 

Hollerith 2 255 2-255 

Tabela 3.1 

2.3.2. Odredjivanje duzine podataka 

Za sve podatke koriscene u programu pretpostavlja se stan­
dardna duzina.Pored standardne duzine,postoji i minimalna i maksi­

malna duzina podataka.U zavisnosti od programskih zahteva,odredju­
je se optimalna duzina,s ciljem da se zauzme minimalni memorijski 
pros tor. 

Tip promenljivih u programu se maze definisati opisnom nare­
dbom za implicitnu deklaraciju 

IMPLICIT l i sta , 
g de s u e l em en t i l i s t e o b 1 i k a 

tip*s (niz pocetnih slova), 

s je duzina podataka u bajtovima koja se odnosi na odgovarajucu 
vrstu pro~enljivih,cija imena pocinju slovima navedenim u nizu.Ako 

promenljive koje se implicitno deklarisu imaju standardnu duzinu, 
lista se piSe u obliku: 

tip {niz pocetnih slova). 

Implicitno definisanje tipa promenljivih koje vrsi sam kom­
pajler odgovara naredbama: 

Naredba 

IMPLICIT REAL (A-H) , ( 0- Z) 

IMPLICIT INTEGER (I-N) 

IMPLICIT INTEGER (X,Y,Z),REAL*8 (R,S,T) 

Znaci da ce sve promenljive cija imena poclnJu slovima X,Y,Z biti 

celobrojna i svaka ce zauzeti 4 bajta-2 reci(bez specifikacije 
"/ON" pri kompiliranju,sto znaci da sc jedna celobrojna promenlji-
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va smesta u jednu rec-dva bajta) ,a promenljive cija imena pocinju 
slovima R,S,T bice realne promenljive dvostruke tacnosti ,duzine 
4 reci-8bajtova. 

Pri implicitnom odrdjivanju tipa promenljivih treba obrati­
ti paznju na to da ne promenimo tip nekih biblioteckih funkcija 
(svih osim onih koje daju kompleksan rezultat ili rezultat dvostru­
ke tacnosti). Taka ce funkci ja FLOAT u programu: 

IMPLICIT INTEGER (A-Z) 
REAL X 
I= 1 
X=FLOAT(I) 

da generise pogresan rezultat tipa INTEGER i da ga dodeli promen­
ljivoj X.Ovaj program mora da sadrzi i naredbu za eksplicitno de­
finisanje tipa promenljive: 

REAL FLOAT 

Eksplicitno odredjivanje tipa promenljivih za svaku odre­
djenu promenljivu ili polje(niz,matricu) vrsi se naredbama: 

INTEGER 
INTEGER*2 (isto kao INTEGER) 
REAL 
REAL*4 (isto kao REAL) 
DOUBLE PRECISION 
REAL*8(isto kao DOUBLE PRECISION) 
C01~PLEX 

LOGICAL 
BYTE 
LOGICAL*1 

Predhodno data razmatranja mogu se koristiti za optimizaci­
ju duzine podataka. 

2. 3. 3. Visestruko koriscenje memorijskog prostora na nivou promen-
1 j i vi h 

ViSestruko koriScer.ie memorijskog pros tara na nivou promen-



36 2. METODI OPTIMIZACIJE FORTRAN PROGRAMA 

ljivih moze se primeniti 
-unutar jednog programa; 
-od strane vi~e programskih jedinica. 

Opisna naredba. za vi~~struko kori~fenje memorijskog prostora na ni­
vou promenljivih unutar jednog programa defini~e zajednifka polja 
i ima oblik 

EQUIVALENCE lista , 
gde je tista spisak promenljivih nazdvojenih zarezima koji zauzima­
ju isto mesto u memoriji ako su iste duzine,ili se preklapaj~.ako 
su razlifitih duzina.Tako,na primer,imamo 

EQUIVALENCE (J,K) ,(TEZ,DUZ} ,(A,B,C) 

~to znafi da fe promenljivim J i K biti dodeljeno isto polje u me­
moriji ~uzine 2 bajta,~ealnim promenljivim TEZ i DUZ isto polje 
duzine 4 bajta(2 refi), i promenljivim A,B,C polje duzine 4 bajta. 
Bez koriscenja predhodne naredbe za smestanje u memorij1 bilo bi 
nam potrebno 24 bajta(J,K,TEZ,DUZ,A,B,C - 2x2+5x4=24) .Koriscenjem 
naredbe EQUIVALENCE potreban memorijski prostor se svodi na 2+2x4= 
10 bajtova. 

Ako imamo 

DIMENSION A(100},B(100) 
EQUIVALENCE (A,B) 

u~teda u memoriji ce biti 400 bajtova. 
Za promenljive razlifitih duzina zajednifko polje odredjeno 

je promenljivom najvefe duzine.Na primer,ako imamo 

COMPLEX C1 ,C2 
REAL*B A,B,C: 
REAL I,J,K 
INTEGER*2 KOKA,KOLA 
LOGICAL L4,L3 
EQUIVALENCE (C1 ,C2,A,B,C,I,J,K,KOKA,KOLA,L4,L3} 

polje sa rasporedom promenljivih izgleda kao na s1.2.11. 

Nizovi se takodje mogu smestati u zajednifka polja sa obi­
fnim promenljivim ili sa drugim nizovima.Naredbe 

DIMENSION Y(20} 
EQUIVALENCE (Y,X} 
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imaju isti efekat kao naredbe 

DIMENSION Y(20) 
EQUIVALEN..CE (Y(1),X). 

zajednicko polje 
8 I 7 I 6 I 5 4 I 

c 1 
C2 
A 
8 
c 

s l. 2. 11 

3 2 I 

I 
J 
K 

KOKA 
KOLA 

L4 
L3 

Raspored promenljivih,definisanih naredbama 

DIMENSION X(7) ,Y(3) ,Z(2,2) 
EQUIVALENCE (X(5),Y(3),Z(2,1)) 

u zajednickom polju izgleda kao na sl.2.12. 

PolJe 
2S I <5 2~ I 21 20 I )7 16 I loq I 9 s 1 I 6 

X ( 7) X ( 6) X ( 5) X (.4) X{3) X(2) 

y ( 3) Y(2) y ( 1) 

z ( 2, 2) z ( 1, 2) z ( 2,1) Z( 1,1) 
' 

sl.2.12 

0 4 

1 

37 

( bajt) 

31 2 I ( bajt) 

X ( 1) 

U daljem tekstu razmotricemo visestruko koriscenje memorij­
skog prostora na nivou promenljivih od strane vise programskih je­
dinica. 

Dok naredba EQUIVALENCE omogucuje visestruko koriscenje is­
tih memorijskih prostora unutar jednog programa ili potprograma, 
postoji potreba za visestrukim koriscenjem istih delova memorije 
od strane vise programskih jedinica-programa,p~tprograma ili niza 
povezanih programa.Naredba za definisanje zajednicke zone je 
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Cot~MON 1 is ta , 

gde je lista Spisak promenljivih,medjU SObom odvojenih zarezima. 

Ako u programu imamo 

COMMON X1,X2,X3,I,J 

a u potprogramu naredbu 

COMMON A,B,C,L,M 

tada ce zajedniCki prostor u memoriji biti kao na sl.2.13. 
program 

,,, J 15 1 ,, ! 13111111,110 9 I g I 
X2 X 1 

7 I 6 5 4 I 3 I 2 

B A 

• pot program 

s.l.2.13 

Jasno je da naredba COMMON omogucuje ulaz podataka iz programa u 
potprogram i obrnuto,bez njihovog navodjenja kao argumenata pot­
programa,sto doprinosi ,zbog direktnog adresiranja,povecanju brzi­
ne izvrsenja programa. 

Pored neimenovanih zona navedenih u COMMON opisu,postoje 
imenovane zone,koje sadrze grupu ili blok promenljivih: 

COMMON /R/X,Y//B,C,D 

Ovde imamo blok-zonu R,koja sadrzi promenljive X,Y i neimeno~anu 

zonu sa promenljivim B,C,D.Ova naredba se moze napisati i ovako: 

COMMON B,C,D/R/X,Y 
Ako,na primer,program sadrzi: 

COMMON A,B/R/X,Y,Z 

kao prvu naredbu za zajednicko podrucje,a potprogram sadrzi nared­
bu: 

COMMON /R/U,V,W//D,E 

pristup istoj zoni memorije iz programa 
ka o na s 1 . 2. 1 4. 

potprograma izgledace 
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program 

1
17

1
16

1 1
13

1
12

1 1201 

B A z 

I 'I 
y X I· h.j. I I I 8 I I I 5 41 I 11 

E D w v u 

• pot program 

s 1 . 2.14 

Kombinacijom naredbi COMMON i EQUIVALENCE mogu se postifi 
jos ve_fe ·ustede u memorijskom prostoru.Na primer, 

COMMON /R/X,Y,Z 
DIME N S I 0 N A ("4) 
EQUIVALENCE (A,Y) 

prouzrokovafe raspored u memoriji prikazan na sl.2.15. 

z y X 
I ?n I I 1171 161 I 113 1 21 I I 9 8 I I I 5 4 I I 
I A(4) I A(3) A ( 2) A( 1) 

sl.2.15 

J 
I 1 I _,_bajt 

Medjutim,nepazljivo programiranje moze dovesti do pogres­
nih zahteva.Neka je,na primer,dato: 

COMMON /R/X,Y,Z 
DIMENSION A(4) 
EQUIVALENCE (X,A(4)) 

S obzirom da je izvrseno preklapanje prve promenljive bloka R,X i 
fetvrtog flana niza A(4),nije ostavljeno mesto za A(1) ,A(2) i A(3) 
(videti sl .2.16). 

z y I ~( 
. A(4) 

- - - i- - -- T -- - -1 
A(3) I A(2) I A(1) I 

---~----~----.J 

sl.2.16 
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Da ne bi do§lo do pogre§nih opisa promenljivih prouzrokova­

nih nekorektnim redosledom opisnih naredbi ,navodimo ispr~van redo­
sled: 

1. Eksplicitna deklaracija vrste promenljivih(INTEGER,REAL, 
DOUBLE PRECISION,COMPLEX,LOGICAL,BYTE); 

2. Implicitna deklaracija vrste 1Jron,enljivih(It1PLICIT); 
3. Navodjenje imena potprograma koji se javljaju kao argu­

menti drugih potprograma(EXTERNAL); 
4. Dimensionisanje polja(DIMENSION); 
5. Definisanje zajednickog memorijskog prostora za vi!e 

programskih jedi nica(COMMON); 
6. Definisanje zajednickog memorijskog prostora u jednoj 

programskoj jedi nici (EQUIVALENCE); 
7. Funkcijske naredbe; 
8. Programska procedura. 

2.3.4. Vi!estruko kori!tenje me~orijskog prostora na nivou program­

sl:ih celina 

Vrlo cesto se de!ava da i pored optimalnog kori!tenja memo­
rlJe na nivou promenljivih,velicina programa prevazilazi kapaci­
tet memorije.Taj problem se re!·ava deobom programa ra manje prog­
ramske jedinice(segmente) i uvodjenjem tih segmenata u memoriju 
prema potrebi-po pozivu.Preklapanje (OWERLAY) programskih jedini­
ca vrsi se tek onda kada je prethodna jedinica zavrsila rad i po­
zvala narednu.Ovakva organizacija se zove LOCAL(load-on-call).Na 
primer,ako se program sastoji iz vise programskih jedinica,sekve­
ncijalna sema programa(sl .2.17) se moze preurediti u razgranatu 
semu prema sl.2.18.Razgranata struktura programa koja se bazira 
na preklapanju programskih jedinica B i C,D,E,F i D i E,F,nara­
vno ne u isto vreme,omogucice smestanje programske strukture veli­
cine 45kW(kilo~reci) u memoriju velicine 20kW.Princip ovakve orga­
nizacije(LOCAL-OWERLAY) je da se u jednom trenutku u memoriji na-
1 aze samo akti vni programski del ovi ,a da se ostal i del ovi uvode u 
memoriju same po potrebi ,na poziv operativnog sistema.Uvodjenje 
potrebnih programskih delova u memoriju moze se vrsiti na kraju 
izvrsene programske jedinice naredbom CALL LOAD("ime nove progra-
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A 5k r 5k 

B 5k 

c 

D 

E 

5k 5k I 
lbk+ 

"' 1 
I 5k 

5k 

F 5k 

sl.2.17 sl.2.18 

mske jedinice"),ili automatski ,programiranjem !erne redosleda uvo­
djenja programskih segmenata u memoriju,!to je podrzano operativ­
nim sistemom.Medjurezultati programa moraju se cuvati u posebnom 
delu memorije sa kojim se nikada ne vr!i preklapanje i koji se zo­

ve osnovni deo programske strukture ili koren(ROOT),oznacen u !e­
mi sa A.O uticaju ovakve organizacije sme!tanja programa u memo­
riju,na brzinu izvr!enja programa, bice reci u daljem tekstu. 

2.4. BRZINA IZVRsENJA 

Dve osnovne karakteristike operativne-brze memorije u pog­
ledu brzine su vreme pri~tupa i memorijski ciklus,!to za sistem 
PDP11/40 iznosi: 

vreme pristupa 360 ns; 

memorijski ciklus 900 ns. 
Za numericki orijentisane probleme od velike su vaznosti 

brzine izvr!avanja aritmetickih operacija(FLOATING POINT),koje su 

date u tabeli 4.1. 

Pri radu sa diskovima(kori!cenje virtuelne memorije na di­

sku) ,vazno je znati karakteristike disk jedinice RK05: 
-kapacitet 1 .2·10 6 reci; 

-vreme pristupa 70 ms; 
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-vreme pre nos a 11 IJS. 

loperacija 
Min Max Srednje 

v 1·eme vreme vreme 
[lls] [IJ s J [ lJ s J 

+ 18.78 34. 18 26.48 

- 19.08 34. 18 26.48 

* 29.00 37.50 33.25 

·;. 46.72 55.22 50.97 

Tabela 4.1 

Sada cemo ukazati na izvesne nacine za povecanje brzine iz­
vrsenja programa. 

Pri nepafljivom pisanju programa pojedine aritmeticke ope­
racije mogu se nepotrebno ponavljati ,sto povecava vreme izvrsenja. 
Na primer,umesto 

Q1=A+X*Y 

Q2=B+Y*X 
Q3=X*Y+C 

treba pisati 

Urnes to 

T=X*Y 
Q1=A+T 
Q2=B+T 
Q3=T+C 

D010I=1,100 

10 S=2.0*0*A(I)+S 

treba pi sati 

P=2.0*Q 
DO 10 1=1 ,100 

10 S=P*A(I)+S 

gde izvlacenjem izraza 2.0*0 ispred petlje eliminisemo 99 opera­
cija mnofenja. 
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Zamenom jedne aritmeticke IF naredbe oblika 

IF(X-3.141592)10,20,10 
10 CONTINUE 

naredbom 

IF(X.EQ.3.141592) GO TO 20 
10 C.ONTINUE 

stedimo vise operacija testiranja i grananja. 

43 

Svi podaci u memoriji racunara su adresi rani da bi mogl i da 
budu pronadjeni i da bi mogli da budu podvrgnuti zeljenim operaci­
jama.Postoje dva osnovna nacina adresiranja podataka u memoriji: 

a) direktno adresiranje 
b) indirektno adresiranje. 

Ove dve vrste adresiranja imaju vise razlicitih podvrsti o kojima 
nece biti reci .Pristup direktno adresiranim podacima je brzi pa 
iako je programeru u FORTRANu teze da podesi nacin adresiranja ima 
primera gde se to moze postici: 
Primer 2.4.1. Ako imamo potprogram tipa SUBROUTINE ili FUNCTION, 
adresiranje parametara potprograma je indirektno pa je prenosenje 
argumenata iz programa u potprogram i obrnuto sporije.Brzina iz­
vrsenja se moze povecati ako se umesto programa i potprograma ob-
1 i k a 

pot::~rogram: 

napise 

PDtProgram: 

S~BROUTINE(A,B,C,D} 

A= .•. 

B= •.• 

C= ... 

RETURN 
END 

SUBROUTINE PRIMER 
COMMON A,B,C,D 
A= ... 

B= •.. , 

C= ... 

RETURN 

END 

program: 

CALL PRIMER(X,Y,Z,T) 

END 

pro~ ram: 
COMMON X,Y,Z,T 

CALL PRIMER 

END 
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Karla radimo sa poljima vefih dimenzjja od 1,usled toga ~to 
rafunar radi samo sa jednodimenzionalnim nizovima(vektorjma),in­
terno prerafunavanje adresa dovodi do. velikih gubitaka u\vremenu. 
Zato se preporufuje rad sa jednodimenzionalnim nizovima umesto vi­
sedimenzionalnih(matrica ). 

Na kraju, ukazimo kako segmentacija programa utife na brzi­
nu izvrsenja programa. 

Karla se, usled velicine programa, vrsi njegova podela na se­
gmente koji se po pozivu{load-on-ca~l) uvode u iste blokove inter­
ne memorije, dolazi do velikih gubitaka vremena.Jasno je da se 
preporucuje stvaranje sto vecih rutina za prekrivanje,jer se tako 
broj uvodjenja u memoriju smanjuje, a time i gubici u vremenu.Teh­
nikom prekrivanja(OWERLAY), omogufuje se rad vefih programa na ra­
cun vremena izvrsenja, sto se vidi sa slike 2.19. 

A 
I 

B 

c 

~I 
D 

E 

F I 
G 
H 

I 

51. 2. 1 9 



3. PROGRAMIRANJE UVODNIH PROBLEMA 

u ovoj glavi dacemo veci broj kompletno resenih problema, 

koji imaju za cilj savladjivanje osnovnih principa programiranja, 

kao i postepeno uvodjenje citaoca u slozenije numericke procese. 

3.1. Sastaviti blok semu algoritma i napisati program za izracuna­

vanje sume 

n 
S E x. 

i=l l. 

gde je 

" { 
2 + b~ + 2 

(ai +bi < ci l , a. c. 
l. l. l. 

X. a. + 2bici (ai +bi = ci), 
l. l. 

a. + b. - ci (ai +bi > ci). 
l. l. 

Trojke ulaznih podataka ai,bi,ci(i=l, ... ,n) su zadate na 

karticama, tako da je na svakoj kartici po jedna, u formatu 3F8.2. 

Broj n je odredjen brojem kartica sa ~odacima. Kraj podataka je 

oznacen praznom karticom. 

Izlazni rezultat stampati u obliku: 

ZBIR XXXX SABIRAKA IZNOSI: 

S = ±X.XXXXXXXXE±XX 

Resenje. Blok sema algoritma po kojoj je napisan program 

data je na sl. 3.1. Kao kriterijum za zavrsetak algoritma iskori­

scen je uslov D ~ a~+b~+c~ = 0. Odredjivanje vrednosti za x. vrsi 
l. l. l. l. 

se testiranjem ZnRka aritmetickog izra~a '¥ = ai +bi -ci. Primetimo da 

je algoritam tako organizovan da se sukcesivno obradjuju trojke 

ulaznih podataka, tako da v~djenje racuna o indeksu i nije potre­

bno. 

45 
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Sl. 3. 1 

Program ima sledeci oblik: 

N"'O 
S=o. 

6 READ18. 10JA,B,C 
10 FORMAT13F8. 21 

D"'A·li-A+ B*B+C*C 
IriD. EQ. 0. JGO TO 4 
N"'N+l 
IFIA+B-C11,2,3 

1 X"'A+B· C 
GO TO 5 

2 X"'A+2. *B*C 
GO Tb 5 

8 r.=D 
5 S=S+r. 

GO TO 6 
4 WRITEI5o20JN,S 

20 FORMATI/9x, 'lBIR '• 14,' SABIRAKA IZNOSI '// 
19r., 'C"' ',El~ 8 // 1 

CALL Er.IT 
END 



Za odredjeni skup ulaznih podataka, pomocu ovog programa, 

dobijen je izlazni rezultat 

7BIR 5 SA3JRAKA J?NOSI 

S= V. 4.:>000000E 02 

3.2. Prema blok semi algoritma iz primera 1.4(poglavlje 1.1) napi­

sati program za izracunavanje vrednosti polinoma F(x). U programu 

predvideti mogucnost da se vrednost polinoma maze izracunati za 

vise vrednosti argumenta x. 

Program testirati na polinomu 

F(x) = 1.5+2.5x+3.5x2 -3.25x3-1.55x4+2.123x5-5.22x6 , 

uzimajuci za x redom 1., 1.5, -1., 0.53, -0.55, 1.02. 

Resenje. Program i izlazna lista imaju oblik: 

DIMENSION A<10l 
READ<8,5) N 

5 FORMAT< 11) 
N1=N+1 
READ iS, 10> <AI I>, I=1, N1 > 

10 FORMAT<8F10. O> 
WRITE<5, 40) 

40 FORM~H 15X, ~ I ZRACUNAVAN.JE VREDNOST I POLl NOMA', 
1' PO HORNEROVO.J SEMI'//) 

15 READI8. 10,END=30) X 
N=N1-1 
F=A<N+1l 

20 IF<N. EQ. 0> GO TO 25 
F=F*X+A<N> 
N=N-1 
GO TO 20 

25 WRITE<5.35> X.F 
35 FORMATi16x, 'X= '.F~ 2.5X. 'F<x>= 'FlQ 6> 

GO TO 15 
30 CALL EXIT 

END 

IZRACUNAVANJE VREDNOSTI POLINOMA PO HORNEROVO.J SEMI 

1.= 1. 00 F<X>= -0. 397000 
X= 1. 50 F<X>= -49. 028160 
X= ··1. 00 F<X>= ··3. 143000 
X= 0. 53 F<X>= 3. 175082 
X= -·0. 55 F(X)= 1. 331294 
X= 1. 02 F(Xl= -1. 030560 
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3.3. Prema algoritmu iz primera 1.6(poglavlje 1.1) napisati program 

za izracunavanje i tabeliranje funkcije f (x) = sh x za."' x =0.1 (0.1)0.8. 

Funkcijskim naredbama definisati u
0 

i ~(n,x). 

Resenje. Program i izlazna lista irnaju oblik: 

DIMENSION Ft8J 
UOtXl=X 
P1(N, Xl=X*X/FLOAT<<2*N+ll*2*Nl 
DO 10 I=L 8 
X=O. l*FLOATt I J 
U""UOCXJ 
S=O. 
N=l 

5 S=S+U 
U=FltN, Xl*U 
N=N+l 
IFtABStUJ. GT. 1. E-6J GO TO 5 

10 Ft IJ=S 
WRITE<5, 15J (I, Ft I), I=L 8J 

15 FORMAT<5X, 'TABELA VREDNOSTI FUNKCIJE SH<XJ'/// 
114X, 'X', 6X> 'SIHXJ'//(13X, '0. ', I1, F12. 6J > 

CALL EXIT 
END 

TABELA VREDNOSTI FUNKCI.JE SHCXl 

X SIH X J 

0. 1 0. 100167 
0. 2 0. 201336 
u. 3 0. 304520 
0. 4 0. 410752 
u. 5 0. 521095 
0. 6 0. 636654 
0. 7 0. 758584 
0. 8 0. 888106 

3.4. Prerna algoritmu iz primera 1.ll(poglavlje l.l)napisati prog­

ram za odredjivanje svih prostih brojeva rnanjih od 1000. 

Resenje. Program za odredjivanje prostih brojeva z-akljucno 

do 999 i njihova prebrojavanje dat je na sledecoj strani. Iz dobi­

jene tabele vidimo da takvih brojeva irna 169. 



C PROGRAM ZA ODREDJIVANJE PROSTIH BROJEVA 
DIMENSION L<500J 
NN=999 
L(1J=1 
Ll2J=2 
Ll:3J=3 

DO 15 1=5,NN,2 
K=3 

5 IF(L<K>-l/L<K-1 l > L 1, 2 
2 N=N+1 

LlNJ=I 
GO TO 15 
J=l/L<K J 
M=I-·J*L l K l 
lFlMl15, 15,4 

4 K=K+l 
GO TO 5 

15 CONTINUE 

49 

WRITE(5, 28JN, (L( I), I=1, N> 
28 FORMATl1H1,20X, 'TABELA PRVIH' I5,' PROSTIH BROJEVA'// (6I11Jl 

CALL EXIT 
END 

TABELA PRVIH 169 PROSTIH BROJEVA 

2 3 5 7 11 
1:3 17 19 23 29 31 
37 41 43 47 53 59 
·~1 67 71 73 79 83 
F:9 97 101 103 107 109 

113 127 1:31 137 139 149 
151 157 163 167 173 179 
181 191 193 197 199 211 
22:3 2:27 229 2:33 239 241 
251 257 263 269 271 277 
2e1 28:3 293 307 311 :~:13 

:317 331 337 347 349 35:3 
~:59 367 373 :37'i' 38:3 38':;'/ 
397 401 409 419 421 431 
4-:.-·:· v-' 439 443 449 457 4~.1 

463 467 479 487 491 499 
50~'3 509 521 52:3 541 547 
557 563 569 571 577 587 
59:3 599 601. 607 61~3 617 
61'? 631 641 643 647 653 
659 661 673 677 68:~: e.''.'1 1 
701 709 719 727 73:3 7:39 
74:3 751 757 7t.':.l 71.:..9 773 
787 797 809 ::=: j 1 8:21 :::23 
827 829 839 :~:53 857 859 
::::63 877 881 :.::s:::: 887 907 
.,,11 919 929 937 941 947 
953 967 971 977 983 991 
997 
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3.5. Nacrtati blok semu algoritma i napisati program z?- i:yacuna­

vanje rastojanja i direkcionog ugla, akp su koordinate tac~ka 

A(x
1

,y
1

) i B(x
2

,y2 ) u drzavnom koordinatnom sistemu date na po jed­

noj kartici u formatu 4F8.3. 

Kada u citacu nema vise kartica zavrsiti program. 

Racunati po formulama: 

,r 2 2 
R =I (Lix) + (Liy) , 

arctg ~~ (Lix > 0,6y 2, 0), 

1T + arctg ~~ (L\x < 0), 

<jl 21T + arctg ~~ (Lix > 0, L\y < 0)' 

1T/2 (Lix = 0, L\y > 0)' 

31T/2 (Lix = 0, L\y < 0). 

Slucaj l:::.x=l:::.y=O ne razmatrati. Slucajlt:::.xi<l0-6 tretirati 

kao l:::.x = 0. 

Ugao dobijen u radijane pretvoriti u stepene, minute i se-

kunde. 

Rezultate stampati u obliku: 

X 1 .'Y 1 X2/Y2 R STEP MIN SEC 

xxxx.xxx xxxx.xxx 
XXXX.XXX XXXX.XXX XXXXX.XXX XXX XX XX 

Resenje. Prema blok semi sa sl. 3.2 sastavljen je sledeci 

program: 

C=================================================== 
C 1/RACUNAVAN.JE RASTO.JAN.JA I DIF<EKCIONOG UGLA 
C=================================================== 

PI=3. 14159265 
C STAMPAN.JE lAGLAVL.JA 

WRITE(5, 2Ul 
20 FORMAT(1f11//3X, 'X1/Y1',5x, ''X2/Y2',8X, -·w·,5x, 

1'STEP MIN SEC'/ > 



C UCITAVANJE KOORDINATA 
7 READl8, 10oEND=991X1.Y1o X2.Y2 

10 FORMAT<4F8. 31 
DX=X2-X1 
DY=Y2-Y1 
R=SQRTIDX*DX~DY*DYJ 
IF<ABSlDXI. LT. 1. E-6JG0 TO 1 
IF<DX. LT. OIGO TO 2 
IFIDY. LT. 0. JGO TO 3 
FI=O. 
GO TO 4 

2 FI=PI 
GO TO 4 

3 FI=2. *PI 
4 FI=FI+ATANIDY/DXJ 

GO TO 5 
1 IFlDY. L~ ~ JGO TO 6. 

FI=PI/2. 
GO TO 5 

6 FI=3. *PI/2. 
5 STEP=FI*180. /PI 

ISTEP=STEP 
AM IN= I STEP- I STEP 1 *60. 
MIN=AMIN 
SEC= lAMIN-·MIN 1 *6U. 
ISEC=SEC 
WRITEl5.30J x1.X2.Y1.Y2.R, ISTEP.MIN. ISEC 

31) FORMATI1XoF8. 3.2XoF8. 3/1X.F8. 3.2x,F8. 3o2X, 
1F9. 3.2x. I3.2x. 12.2x. I2/J 

GO TO 7 
99 CALL EXIT 

END 

Primenom ovog programa dobijeni su sledeci rezultati: 

X1/Yl X2/Y2 R STEP MIN sec 

1. uoo 3. ouo 
1. uuo 3. 1)1)() 2. 828 44 59 59 

3. ouo 2. uuo 
2. 1)1)1) 5. uoo 5. 831 . 3U 57 49 

2. 000 8. 1)1)1) 
1. 5tH) 6. 5UO 7. 811) 141) 11 39 

3. 1)(_)1) 11. 000 
5. (ll)() 24. 001) 20. 616 247 9 58 

2. ()1)1) 7. 770 
3. I)(H) 8. 880 8. 238 314 27 32 

51 
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Dy:=y2-y1 

R:= Dx2+oy2 

4>:=4> + arctg Dy Ox 

Pretvaranje ugla 
datog u radijanima 
u step.,min, sek. 

da 

s 1 . 3. 2 
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3.6. Nacrtati blok semu algoritma i napisati program za izracunava­

nje vrednosti funkcije definisane pomocu 

z = 

lo j - y + 1 

I2=Y 
0 

/1+y+y2- A. -y+y2 

(y < 0 .1) , 

(y = 0. 1) , 

(y > 0.1), 

Vrednosti za x su date na po jednoj kartici u formatu F8.3. 

Resenje. Blok sema algoritma je data na sl. 3.3. 

1 
z:=~ + r;:;==-

.f2~ 

Sl. 3.3 
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C================================================~========== 
C IZRACUNAVANJE VREDNOSTI FUNKCl,.JE 'l 
C================================================~========== 

Fl X l=SQRT lABS\\ X*X--3. *X+2. 121/\ X~ 1. ; i l 
WRITE\5, 1t)l 

10 FORMAT<1H1/13X, 'X'·, 14X, ,·y', 14x,·'l'./; 
5 READ\8,20,END=551X 

20 FORMAT\ F8. 3 I 
Y=F\Xl 
IF l \'· .. -0. 1 1 1. 2• 3 

1 Z=SQRTl~ 3-Yl+1. /SQRTl2 -Yl 
GO TO 4 

2 2=0 
GO TO 4 

3 Z=SQRT ll. -1· Y+Y*Y l --SQRT\ 1·-Y+Y*Y l 
4 WRITEl5,30lX,Y, Z 

80 FORMAT<6x,3<1X,E14. 7ll 
GO TO 5 

55 CALL EXIT 
END 

Primenom programa, koji je napisan prema prethodnom algorit­

mu, na odredjeni skup ulaznih podataka dobijeni su sledeci rezul­

tati: 

y 

U. 83UOUOOE 01 0. 2226671[ 
--u. 2300oooE 01 0. 3317785[ 

o. 25ooOOOE 02 0. 4608187[ 
0. 1300000[ 02 0. 3071993[ 
0. 1420000[ 02 0. 3256168E 

01 
01 
01 
01 
01 

l 

0. 9292163E 00 
0. 9669116[ 00 
o. 982.~o26E oo 
0. 9615970E 00 
0. 9656868[ (H) 

3.7. Napisati program za tabeliranje vrednosti funkcije 

y = f (f (f (x))) 
2 1 

(f (x) =2x + 1_x) 

Za x=0.1(0.1)0.9. 

Resenje. Program i izlazna lista imaju sledeci oblik: 
C============================================= 
C IlRACUNAVANJE VREDNOSTI FUNKCIJE Y 
C============================================= 

F\Xl=2 *X*X 4 1. /l1. --Xl 
WRITE\5, 1 l 

1 FORMAT11H1/11X, 'X', 11X, ''\" / l 
DO 10 1=1,9 
li=O. 1*1 
Y=Fll: l 
Y=F<Y> 
Y=rtYl 
WRITE<S,2lX,Y 

2 FORMATI10x,Fa 1,4x,E1~ 7> 
10 CONTINUE 

CALL EXIT 
END 



,. y 
" 

IJ. 1 0. 5153996E 02 
IJ. 2 IJ. 2545565[ Ul 
0. 3 0. 2455243E 02 
1). 4 0. 945U361E 02 
0. 5 0. 2799632E 03 
0. 6 0. 8230203E 03 
IJ. 7 0. 2724354[ 04 
0. 8 0. 1238341E 1.)5 
0. 9 o. 1457512E 06 

3. 8. Napisati program za tabeliranje vrerinosti 

a+bx+cx 2 (a=-1), 

2 2 x sin x (a= 0 l, 

y .;a+1)X (a= 1) ' 

alogelxl (a= 2)' 

1 4 1 2 4 ax + 2 bx (a= 3) 

ako su vrednosti za a,b,c,x date na karticama u formatu (I2,3F8.2). 

Kada u citacu nema vise kartica sa podacima zavrsiti program. 

Za vrednosti a izvan predvidjenog opsega stampati poruku IZVAN OP­
SEGA. 

Resenje. 

C=====================~================================== 
C I ZRACUNAVANJE VREDNOST I Y 
C======================================================== 

INTEGER A 
C STAMPANJE ZAGLAVLJA 

WRITCI5,40J 
40 FORMATIHI1/3x, 'A'-,6x, 'B··,ex, 'C',8X, ··x', lox, ··Y'/ 

C UCITAVANJE PODATAKA 
1 RCAD\8, 1U,END=13JA,B,c,x 

liJ FORMAT\I2,3F8.2J 
IFIA. GT. 3JGO TO 2 
IFIA. LT. --1JGO TO 2 
I=A-:·2 
GO TOI3,4,5.6,7~, I 

3 Y=A·: B*X~··C*X*X 
GO TO 8 

4 Y=lX*SlNlXJI**2 
GO TO 8 

5 \'=SQRTIA+B*XJ 
GO TO 8 

6 Y=A*ALOGIABSIXJ' 
GO TO 8 
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7 V=A*X**4/4+B*X*X/2 
8 WRITEI5o2U1A.B,C.x,V 

20 f0RMAT12X. 12.311X,f8. 21. 1XoE13. 61 
GO TO l. 

2 WRITE I 5o 3U1A 
30 fORMATI2X, I2,5x, 'IZVAN OPSEGA'1 

GO TO 1 
13 CALL EXIT 

END 

Za ~dredjeni skup ulaznih podataka dobijeni su sledeci re­

zultati: 
B c X \' 

-1 1. U!.l 2. 00 8. 00 0. 200000E 02 
() 1. ou 2. Oll :;;, 00 ll. 179284E 00 
1 1. llO 2. oo 3. 00 0. 200000E Ol 
4 I7.VAN OPSEGA 
2 1. 00 2. 00 .... 

.;>. <)I) 0. 21.9722[ ll1 

3.9. u pravouglom koordinatnom sistemu zadate su tri kruznice, ci­

je su jednacine redom 

x2 + y2 1, 

(x-1) 2 +y 2 1, 

(x+l) 2 +y 2 
1. 

Ove kruznice dele ravan 

na sedam oblasti prema sl.3.4. 

Napisati potprogram tipa 

SUBROUTINE koji ce odredjivati 

oblast u kojoj leze tacke sa 

koordinatama (x,y) . 

y 

7 6 

X 

7 6 

Sl. 3.4 

u glavnom programu ucitavati koordinate proizvoljnog brpja 

tacaka zadatih na po jednoj kartici u formatu 2F7.3. 

Re~enje. Program i potprogram imaju oblik: 

C========================================================= 
C ODRED.JI'JAN.JE OBLA.STI U I<OORDINATNOM SISTEMU 
C========================================================= 

WRITE\5, llll 
10 FORMATl1H1//10x. 'R. BR. ',6x, -·x·',9X, 'Y',5X. 'OBLAST''/ : 

I=O 
11 READl8.20.END=771XoY 
20 FORMATt2F7. 3l 

I =I~ 1 
CALL OBLASTtx.V,.Jl 



WRITEl5.3U)I, x.Y,J 
80 FOr\MAT t 10x, 12, 5X,·F7. 3, 3x, t7. 3, 4x, I 1) 

GO TO 11 
77 CALL EXIT 

END 

SUBROUTINE OBLASTlx.Y,J) 
A=X*X+Y*Y 
B=l x-·1. )*if-2+Y*Y 
C=l X+l. )**2+Y*Y 
Irl~ G~ 1. )GO TO 1567 
I r l B. LE. 1. JGO TO 4 
IF l C. LE. 1. ) GO TO 2 
J=3 
RETURN 

2 J=2 
RETURN 

4 J=4 
RETURN 

1b.S7 Ir lB. LE. 1. ) GO TO 5 
Ir l C. u:. 1. JGO TO 1 
Irlx. GE. o. )GO TO 6 
._1=7 
RETURN 

6 J=6 
RETURN 

5 J=5 
RETURN 
J=1 
RETURN 
END 

K 

1 
2 
::: 
4 
5 
6 .., 
' 
8 
9 

U potprogramu OBLAST 

tacki sa koordinatama x i y 

dodeljuje se kod J, sa vred­

nostima od 1 do 7, zavisno od 

polozaja tacke u koordinatnoj 

ravni. 

Testiranje programa da­

lo je sledece rezultate: 

BR. X . 08LA:::;r 

0. !)I) I) 0. 500 3 
0. 750 1. ooo 6 
1. 501) u. 500 5 

. 1. 500 u. 250 1 
1. f) I)() -·0. 500 1 
1. 1)1)1) 3. oou 6 - 1. 1)1)1) -·3. I) I.) I) 7 
1. (II.) I) 2. 000 .., 

' 1. 000 ··1. 801.) 6 

3.10. Sastaviti program za izracunavanje koeficijenta korelacije 

slucajnih velicina X"' (x1 , ... ,xn) i Y = (yl' ... ,yn) po formuli 

n n n 
n( E x.y.)- (Ex.)( E y.) 

i=1 ~ ~ i=1 ~ i=1 ~ 
r = 

n n 2 n n 2 (n E x. 2 - ( E x.) ) (n E y .2 - ( E y.) ) 
i=1 ~ i=1 ~ i=1 ~ i=1 ·3. 

Ulazni podaci su rasporedjeni na sledeci nacin: Na prvoj 

kartici n u forrnatu !2, ana ostalim karticama x 1 , ... ,xn;y 1 , ... , 

Yn u formatu 8F10.3. 

Resenje. Program za izracunavanje koeficijenta korelacije 

irna oblik: 
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C===========-========================~======~======= 
C PROGRAM lA IZRACUNAVAN..JE KOEFICI..JENTA I<ORELACI.J~ 
C==================================================, 

DIMENSION X(1001. Yl1001 
READ(8, 101 N 

1U FORMATII2l 
READ(8, 11> IXUI, I=1.N;•, (\'(!), I=J,NJ 

11 FORMATI8F10. 31 
:;:;_~=0. 

S\'=0. 
:;:;)(2=0. 
::::;vz=o. 
SXY=o. 
DO 15 I=L N 
:3X=SX+X I I I 
:';;Y=SY+Y I I l 
SX2=SX2+XIIl*Xlil 
SY2=SY2+YIIl*Ylll 

15 SXY=SXY+Xlil*YIII 
A=N 

R=IA*SXY-SX*SYI/SQRTIIA*SX2-SX*SXI*lA*SY2-
1 SY*SYI I 

WRITE15,201 R 
20 FORMAT<1H1, ~KOEFICIJENT KORELACIJE JF~~F9. 5l 

Cf-\LL FXIT 
END 

3. 11. Neka su date vrednosti xi (i = l, ... , 100) na deset kartica u 

formatu l0F8.3. Sastaviti program za izracunavanje vrednosti 

gde je 

k = { 

y = 
n 

n-1 

10 

100-n 

k 2 
. E (xn+i - xn-i) 
1.=0 

(k+l) (k+2) 

ako je :).~n~ll, 

ako je 11<n<90, 

ako je 90~n~100. 

Rezultat stampati pre rna sledecoj 

V R E D N 0 S T X 

{n=l, ... ,lOO), 

listi: 

xxxx.xxx xxxx.xxx xxxx.xxx xxxx.xxx xxxx.xxx 

V R E D N 0 S T I Y 

±X.XXXE±XX ±X.XXXE±XX ±X.XXXE±XX ±X.XXXE±XX ±X.XXXE±XX 



Re~e:nje. 

C=========================================================== 
C IlRACUNAVANJE VELICINE YN 
C=========================================================== 

DIMENSION X<100J,Yl100J 
READce, 10JX 

10 FORMATl10F8. 3l 
DO 11 N=1, 100 
IF IN. LE. 11 IGO TO 1 
IFIN. GE. 90lGO TO 2 
K=10 
GO TO 3 

1 K=N-·1 
GO TO 3 

2 K=100-·N 
3 I=o 

S=O 
4 S=S+lXlN+IJ-XIN-·Ill**2 

IFII. GE. KIGO TO 5 
I=I+ l. 
GO TO 4 

5 YlNl=SQRTIS/(Ki·1. l/lK+2lJ 
11 CONTINUE 

WRITE l5, 20 n: 
WIUTE<5, 30JY 

20 FORMAT< 1H1/15x, ,.\./ R E D N 0 S T 
30 FORMAT11H0/15x, 'V RED N 0 S T 

CALL Ex IT 
END 

x~//l2X.5lFe. 3.2XI); 
Y~//(2X,5tf8. 3,2XJ )l 

3.12. Sastaviti program za izracunavanje vrednosti 

17 2 L <!> (xy) + k~ (x/y) 
k=o l + k 

(x
2 + y = 0), 

F(x,y)={ 
l 2 
2 1oge (l + (x/y) ) 

2 (x +y~O), 

gde je <!> (u) = /11 + u 3 \ . 

59 

Za sve kombinacije ulaznih p"odataka xi (i = l, · ·. ,n) i Y i 

(i = 1, ... ,m) izracunati F (xi,yj). 

Resenje. Program "ima sledeci oblik: 

DJ MENS ION X l 100 '-• Y ll01) I 
FI Ill l=SQRT; AB~~ l 1. ·1U**:3J J 
f:CADl8,5JN,M 

5 FORMAT<212l 
RCADc8. ll..lllXlll, I=l,Nl, lYIIl, I=l.MI 

lu ~ORMATllOF8. 3J 
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WRITE<S. 20) 
20 FORMAT<1H1/22X, ~r ABE L A V R E D N 0 S T I~// 

119)(, ~x~.12X, ~\0 ,16X. ~F<X,Y1~/) 
DO 11 I,;.1, N 
DO 11 J=1, M 
IFlXli1>.Ht2+YlJ111.2.1 

1 F=Q 5*ALOGl1.+(Xti1/Y(J11**21 
GO TO 17 

2 F=O. 
A=F .. I l X l I 1*YlJ1 1 
B=FI < X 1 I 1 /Y 1 J 1 1 
B=B*B 
DO 33 L=1, 18 
K=L-·1 
F=F+<A+K*B1/(1. +K*Kl 

33 CONTINUE 
17 WRITEl5.301Xlil.YlJ1.F 
30 FORMATl15X,F8. 2.5X,F8. 2.9x.E13. 61 
11 CONTINUE 

CALL EXIT 
END 

Za odredjeni skup ulaznih podataka(n=3,m=5) dobijena je 

sledeca tabela: 

T A B E L A V R E D N 0 S T I 

X y Fl x. '{) 

1. 00 1. 00 0. 346574[ 00 
1. 00 ··1. ou 0. OOuOOOE 00 
1. 00 2. oo 0. 111572E 00 
1. 00 ···2. 00 0. 111572[ 00 
1. 00 ··-4. 00 0. 303123E··01 
2. 00 1. ou 0. 804719[ 00 
2. 00 ···1. 00 0. 804719[ 00 
2. 00 2. 00 0. 846574[ 00 
2. 00 -2. 00 0. 346574E 00 
2. 00 ···4. 00 0. 480770E 02 
8. 00 1. 00 0. 115129[ 01 
8. 00 -·1. 00 0. 115!29E 01 
8. 00 2. 00 0. 589328C 00 
3. 00 ···2. Ull 0. 589328[ uo 
3. 01) . 4. 1)1) 0. 223144[ 00 

]() 2 
3.13. Napisati program za izracunavanje sume S = E (a. -b.) gde 

i=l l. l. 

su ai i bi dati pomocu 

(i neparno) , 

(i parno ) , 

b. = { i 2 

l. • 3 
l. 

(i neparno) , 

(i parno ) . 



Resenje. Program i izlazna 

lista 1 u ovom slucajul imaju ob­

lik: 

C==~================================== 

C===================================== 
C=============~======================= 

S=O. 
C STAMPANJE NASLOVA 

wraTE\5, 1o1 
10 FOf<MAT\11H// llX, ··r',7X, ··Alll'·, 

14x, ··Blll' / l 
DO 1l. l=l.,3U 

C HW IT I 'JANJE PARNOSTI 
IF\ 1/2·!1-2. EQ. I !GO TO 2 
A= I 
F;=I*l 
GO TO 3 

2 A=rLOAT\ I l /2. 
B=l**3 

C STAMF'ANJE I, A, B 
3 WRITE\5,2UJI,A,B 

20 FORMAT\ lOX, 12, 7'/.., F4. L 1.X, F7. 1 l 
C SUMIRANJE 

S=S-+ \A-· B l **2 
11 CONTINUE 

C STAMPANJE VREDNOSTI SUME 
WR1TE(5, 30)8 

30 FORMATIHlO, lOX, 'S ',E14. 71 
CALL EXIT 
END 

2 

"' _, 

8 
9 

1U 
1l 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
2:.:: 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
:::u 

s 

A: I l 

1. I) 

1.0 
3. 0 
2. I) 

5. 0 
3. 0 
7. 0 
4. I) 

9. I) 

5. I) 

11. I) 

6. 0 
13. 0 

7. 0 
15. 0 

8. 0 
17. 0 

9. I) 

19. I) 

10. f) 

21. 0 
11. u 
23. 0 
12. 0 
25. u 
13. 0 
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1.0 
8. I) 

9. 0 
64. 0 
25. 0 

216. 0 
49. (I 

512. 1.) 

81. '-' 
1000. 0 

121. u 
1728. u 

169. I) 

2744. I) 

225. 0 
4096. I) 

289. (l 

5832. 0 
361 .. 0 

8000. I) 

441. I) 

10648. I) 

529. I) 

13824. I) 
625. I) 

17576. 0 
27. 0 729. I) 

14. 0 21952. I) 

29. I) 841. 0 
15. 0 27000. I) 

o. 1 950279E 10 

3.14. Napisati program za izracunavanje vrednosti w =lz za z=0.5 

(0.5)15.0 1 primenom iterativne formule 

w = w +.!.(~ - wn) n+1 n 3 . 2 (n = 0 I 11 ••• ). 

wn 

Pocetnu vrednost w
0 

odrediti po formuli 

(z,;;:, l) 1 

(z < 1) • 

Kada je zadovoljen uslov 1wn+ 1-wnl ~ 10-5 iterativni proces 

prekinuti i za rezultat uzeti wn+l" 

Resenje. Program i deo izlazne liste imaju sledeci oblik: 
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C===========~=============================================== 

C IZRACUNAVAN-JE Z**·< 1. /:~:. L 
C===============================·====================F======= 
c 

WRITF<5, 101 
10 FORMAT<1H1//9X, 'IZRACUNAVAN~E KUBNOG KORENA'//16X, '7', 

*11X, ·w·.n 
DO 11 I=5, 150, 5 
Z=O. l*I 
IF ( 7. GF. 1 > GO TO 2 
WO=? 
GO TO 3 

2 WO=l/3. 
3 W1=W0+1. /a *(7/W0**2-WOI 

IFCABSCW1-WOI. LE. 1. E-5) GO TO 4 
WO=Wl 
GO TO :3 

4 WRJTEC5,201 2,W1 
20 FORMATC14X,F4. 1,6X,F9. 61 
11 CONTINUE 

CALL EXIT 
END 

IZRAC~NAVANJE KL~NOG KORENA 

1. w 

0. 5 Q 793701 
1. 0 1. 000000 
1. 5 1 144714 
2 0 1. 259921 
2. 5 1. 357209 

3.15. Sastaviti program za izracunavanje vrednosti sume 

s. = 
l. 

20 

L: 

k=l 

~+~ 
k

2 + 3. 5 

gde su x = u 1 ~ y = u 2 , a u 1 i u 2 realni koreni kvadratne jednacine 

Ako je b~-4a.c. <0 uzeti u 1=u
2
=0.Brojevi a.,b.,c.(i=l, ... ,n) su 

l. l. l. l. l. l. 

dati na karticama(po jedna trojka na kartici) u formatu 3F5.2. 

Broj n je dat ·na prvoj kartici u formatu I2. 

Za resavanje kvadratne jednacine obrazovati potprogram tipa 

SUBROUTINE. 
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Resenje. U potprogramu QVAD(A,B,C,Ul,U2) za data A,B,C odre­

djuju se Ul(=x) i U2(=y), prema zadatom kriterijumu. 

SUBROUTINE QVADlA,B,C,U1,U21 
D=B*B··4. *A*C 
IF'<D. LT. 0. >GO TO 1 
D=SQRT(Dl 
Ul=l-B+DI/(2 *AI 
U2=l-B··Dl/l2. *AI 
RETURN 
Ul=O. 
U2=0. 
RETURN 
END 

Glavni program ima sledeci oblik: 

C=========================================================== 
C I!RACUNAVANJE VREDNOSTI S I 
C=========================================================== 
C STAMPANJE lAGLAVL.JA 

WRITC\5o 101 
1U FORMAT\1H1/2Xo 'I A B 

1/ ) 
C UCITA'v'ANJE UL.AlNIH PODAF"!AKA A, B, C 

READ\8,2UIN 
2u ronMATti21 

I=O 
41 READl8,301A,BoC 
30 FORMATt3F'5. 21 

I=I·Il 
C F"!ESAVANJE KVADRATNE ,_I[DNACINE 

CALL Q'v'AD\Ao B, C, x, \'I' 
C IZRACUNAVANJE SUME. S 

8=0. 
DO 11 K=t. 20 

c 

DS=\SQRTl1. +X*Xl+SQRTlABS\1, ~-X~\'111/IK*K+a 51 
11 S=S+DS 

C STAMPANJE REZULTATA 
WRITEl5o40li,A,B,C, x,\',S 

40 F'ORMAT\1Xo I2,3l1X,F'5. 2J,2\lXoF6. 31, 1X,E13. 6.l 
IF\ I. LT. NIGO TO 41 
CALL ExiT 
END 

Za odredjeni skup ulaznih podataka d'obijena je sledeca tabe-

la: A c 

1 1. 1).0 2 .. oo 3. 00 
2 •:0 

"· 00 2. l)(l 1. ou 
3 1. I) I) 3. 00 2.·00 
4 5. 50 8. 20 1. uo 
? -1. 10 -3. 30 2. 00 
6 -2. 20 3. ()I) -3,00 

X 

0. 
0. 

-·1. 
···0. 
-3. 

0. 

000 
000 
000 
1:34 
517 
1)1)1) 

" ' 

0. 
0. 

··2. 
-1. 

0. 
0. 

000 0. 129629[ 01 
I) I) I) 0. 1.2962';71[ 01 
000 0. 203924[ 01 
357 0. 135855E 01 
517 0. 295614[ Ol 
1)1)0 0. 12~1(:.29E 01 
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3.16. Za date granicne uslove 

Mik = 12 Mpm, ~i = 6 Mpm 

i opterecenje kao na sl. 3.5, 

napisati program za odredjiva­

nje maksimalne vrednosti mom­

enta savijanja, kao i presek 

u kome se on javlja. Za korak 

uzeti 1:1x = 0. 01 m. Za proracun 

koristiti formule 

M~q ik · · M 

~~Yxi 1~-T~ 
1 ik 

Sl. 3.5 

Ulazne podatke Mik=12 Mpm, Mki=6 Hpm, lik=6 m, q=2 ~1p/m 

ucitati u forrnatu 4F5.2. 

Izlaznu listu stampati u obliku: 

MAKSIMALNI MOMENT M ±XX.XXXX U PRESEKU X = ±X.XXXX 

Resenje. Program i iZlazna lista imaju oblik: 

C=======~============================================== 

C IZRACUNAVAN.JE MAI<SIMALNOG MOMENTA SAvi.JAN.JA 
C============================;========================= 
r· 

REAL MIK,MKI,LIK,MMAX,M,LMAX 
READ(8, 10>MIK,MKI,LIK,Q 

10 FORMAT<4F5. 2) 
MMA X·=-1. E5 
TIK=Q*LIK/6+<MIK-MKI)/LIK 
X=O. 
X=X+O. 01 
M=-MIK-Q*X**3/(6*LIK>+TIK*X 
IF<M. 'LT. MMAX >GO TO 2 
MMAX=M 
LMAX=X 

2 IF< X. GE. LIK>GO TO 3 
GO TO 1 

3 WRITE<5,20>MMAX,LMAX 
20 FORMAT<4X, 'MAKSIMALNI MOMENT M 

1' U PRESEKU X= ',F7. 4> 
CALL EXIT 
END 

", F9. 4, 

MAKSIMALNI MOMENT M -3. 5147 U PRESEKU X 4. 2400 
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3.17. Sastaviti program za tabeliranje vrednosti koeficijenta a za 

izracunavanje torzione konstante pravougaonog preseka 

1 b 
a= 3"a 

+oo 
64 E 
TT 5 n=o 

th (2n+1) TTb 
2a 

(2n+1) 5 

gde je a manja stranica pravougaonika, za b/a = 1 (0 .1) 10. 

Proc~s sumiranja prekinuti kada opsti clan reda postane ma­

nji od 10-3 • 

1 
2 
::: 
4 
5 
b 
.... 
' 
8 ., 

10 

Resenje. 

C============~============================================== 
C I ZRACUNAVANJE KOEFICI.JENTA ALFA ZA TORZIONU KONS. 
C=========================================================== 

DIMENSION ALFAl10> 
WRITE(5, 10) (I. I=1, 9) 

10 FORMAT< 1H1, 4)(, 'VREDNOSTI ALFA ZA IZRACUNAVANJE'' 
1, ,. TORZ. KONST. PRAVOUG. PRES. '//6x, ··.o',9(4X, '. ··, 11>/1 
PI=3. 14159265 
DO 11 I=l. 10 
DO 22 J=l. 10 
DA=I+ l.J-1 1*0. 1 
S=O 
N=O 
A= l2·~N-i 1 I *PI*BA/2 
A=(EXPIAl-EXPl-All/lEXPlAl+EXPI-All 
A=A/ l 2·~·N+ 1. I **5 

IFIAD81Al. LT. 1. E···3Hl0 TO 22 
N=N+1 
GO TO 1 

22 ALFA I ._I I =BA/3···64/P I ~'*5*S 
11 WRITC\5,2\)/I.ALFA 
20 FORMATI1X, I2, 10F6. 3: 

CALL [):IT 
END 

'.'REDNm~TI ALFA ZA IZRACl.INAVAN.JE TOF\Z. KONST. PRAVOUG. PRES. 

(.) 1 .2 8 4 5 .b .... .8 9 ' 

0. 141 0. 1.~·:::· 0. 199 0. 230 0. 262 0. 294 0. 326 0. 359 0. 391 0. 424 
0. 457 0. 491 0. 524 0. 557 0. 5·;:-o 0. 623 0. 657 0. 690 0. 723 0. 757 
0. 790 0. 823 0. 857 0. 890 0. 923 0. 957 0. 990 1. 023 1. 057 1. 090 
1. 123 1. 157 i. 190 1. 223 1. 257 1. 290 1. 328 1. 357 1. 390 1. 423 
1. 457 1. 490 1. 523 1. 557 1. 590 1. 62:3 1. 657 1. 690 1. 723 1. 757 
1. 790 1. 823 1. 857 1. 890 1. 923 1. 957 1. 990 2. 023 2. 057 2. 090 
2. 123 .... 

"'-· 157 2. 190 2. 223 2. 257. 2. 290 2. 323 2. 357 2. 390 2. 423 .-, 
"'-· 457 2. 490 2.523 2. 557 2. 590 2. 62:3 2. 657 2. 690 2. 723 2. 757 
2. 790 2. 828 2. 857 2. 890 :2. 923 2. 957 2. 990 3. 023 3. 057 3. 090 
3. 1'-.-70 

"'-~' 3. 157 3. 190 3. 223 3. 2~7 3. 290 i. 323 8. 357 3. 390 3. 423 
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3.18. Koristeci metod sukcesivnih ·aproksi!llacija, sastaviti program 

za odredjivanje vrednosti za A koja zadovoljava uslov 

m a~ 
1: ~ £ 

n=l a 4 
- A4 

n 

uzimajuci za A -
pocetno 

1T 
r;+ tH( /',A =0.01) i L=5(1)10. Izlaznu listu 

stampati u obliku: 

L LAM 

XX.X X.XXXXXXXE±XX 

Resenje. Prema blok semi algoritma sa sl. 3.6 napisan je 
sledeci program: 

C============================================ 
C IZRACUNAVANJE VnEDNO::::T I LAMDA 
C============================================ 

nEAL LAM c 

PI=3. 141592-S 
C STAMPANJE lAGLAVL..JA 

WniTE\5, 10J 
10 FOF~MAT ( HI1./5X, ···t_ ···, t::x, ···LAM" f 

C rt:TL.JA lA PF<OMENU L 
DLAt1=0. U1 
DO 11 L=5, 10 
LAM=Pl./L 

1~ .. LAM=LAM~ DLAM 
SIGMA=O. 

C PETLJA lA 1/F<ACUNAVANJE SUMA 
DO 22 N=1,5U 
ALFA=N*PI/L 
SIGMA=SIGMA+ALFA*ALFA/ ( ALFA*4-LAt·1*4 J 
IF\SIGMA. LE. 1. E-·3JGO TO 15 

22 CONTINUE 
GO TO 16 

C STAMPANJE REZULTATA 
15 WniTE\5,20JL,LAM 
2o FORMAT.l4X, 12, 3X, E14. 7J 
11 CONTINUE 

CALL EXIT 
END 

L 

5 
6 .. , 
8 
9 

10 

LAM 

u. 6383185( 
u. 5335987( 
u. 4587989E 
0. 4U26991E 
U. 3590658[ 
0. 3241592E 

1)0 
00 
1)0 
1)0 
1)0 
01) 



ne 

(J := 
2 

a 
4 4 

a - A 

Sl. 3. 6 

67 

1:=1 + 1 

da 
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3.19. Napisati program za resavanje jednacin~ 

(a=0.5(0.1)2.8), 

primenom Newtonovog metoda, sa tacnoscu £=10-5 • Za pocetnu aprok­

simaciju resenja uzeti X =0.5. Na izlazu stampati vrednost paramet-
0 -

ra a, koren jednacine xi odgovarajucu vrednost f(x) u obliku: 

A 

x.x 
X 

xx.xxxxxx 
F{X) 

xx.xxxxxx 

Resen;iE:. Funkciju f i njen izvod f', koji Sl_e javlj·aju u 

Newtonovom metodu 

(n=1,2, •.. l, 

definisacemo funkcijskim naredbama. Kriterijum za prekid iterativ­

nog procesa je tacnost £. Nairne, smatracemo da je koren jednacine 

odredjen sa tacnoscu £, ako f(x) menja znak u intervalu (xn-£'xn+£). 
Program ima sledeci oblik: -

C=========================================================== 
C RESAVAN.JF ,.JEDNAC I NE 
C 1 - X**<-AI + 11-XI**(-AI = 0 
C N.JUTNOVIM MFTODOM 
C=========================================================== 

FUNKIX.A1=1-X**I-AI+t1-XI**I-AI 
PRI71X.AI=A*X**I-A-11+A*I1-XI**I-A-11 
WR1TE(5, 101 

10 FORMATI1H1//l.OX, •'A', lOX, ··x···, 12X, ··'FIX1·''/I 
EPS=l. E-5 
DO 11 1=5,28 
A=I*O. 1 
XO=O. 5 

6 X=xO-FUNKIXO,AJ/PRlltXO,AI 
IFIFUNKIX+EPS,AI*FUNKIX-EPS,AI. LT. 0. I GO TO 7 
XO=X 
GO TO 6 

7 Y=FUNKIX.AI 
WRITFI5,20JA, X,Y 

20 FORMAT19X,Fa 1, 5X, F~ 6.5x,F~ 61 
11 CONTINUE . 

CALL EXIT 
nm 

dok je odgovarajuca izlazna lista: 
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A " r< x > 

0. 5 (_'}_ 21994'::) ·-()_ 00t"H)1.4 

0. f:, 0. 2S7f:.O"? 0. (I(J001)0 

U. 7 0. :305916 --0. 000026 
0. 8 0. 336722 -0. 000003 
0. 9 0. 361641 -0. l)(ll)1)(11 
1. I) 0. 381966 -0. 1)1)0001 
1. 1 0. 398689 0. 1)1)1)1)1)() 
1. 2 0. 412563 0. 000001 
1. 3 0. 424159 ·-0. 000084 
1. 4 0. 4339:33 -0. 1)00044 
1. 5 0. 44:?217 -0. 000023 
1. 6 0. 449281 -0. (100013 
1. 7 0. 455337 -0. 000008 
1. 8 0. 460554 ·-o. 000004 
1. 9 0. 4b5068 -0. 000004 
2. I) 0. 468990 0. 1)1)0000 
2. 1 0. 472410 -0. 000000 
2. 2 0. 475402 0. 000001 
2. 3 0. 478029 0. 000001 
2. 4 0. 480340 -·0. 000001 
2. 5 0. 482380 -0. 000003 
2. 6 0. 484184 0. 000002 
2. 7 0. 485784 -o. 000001 
2. 8 0. 4:0:7205 -{l. 000001 

3. 20. Sastavi ti program za priblizno resavanje sisterna jednacina 

F(x,y) - 0, 

G(x,y) _ 0, 

gde su F i G neprekidne diferencijabilne funkcije, primenom Newton­

Raphsonovog metoda 

(1) (n=O 1 1, 2 1 • • • ) 

pola~eci od nekih pribliznih vrednosti x
0 

i y
0

, pri cernu su 

" 0, 

1 
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1 

Parcijalne izvode F~, F;, G~, G; izracunavati nume+icki. 

Iterativni pbstupak (1) p£ekinuti kada budu istovremeno ispu­

njeni uslovi 

gde je E zadata tacnost. 

Za proveru uzeti primer 

F(x,y) _ 2x 3 y 2 - 1 = 0, 

sa x
0
=1.2, 

G(x,y) - xy 3 

-10 
y

0
=1. 7 i E=10 

y - 4 = 0, 

Resenje. Za izracunavanje parcijalnih izvoda funkcije f(x,y) 

koristimo sledece priblizne izraze 

f(x+h,y) - f(x-h,y) 
2h 

f(x,y+h) - f(x,y-h) 
2h 

gde je h dovoljno mali prirastaj (ovde je uzeto h=10-5). 

Funkcije F i G zadate su u potprogramu tipa FUNCTION. 

S obzirom da se zahteva tacnost 10-10 , program cemo realiz­

ovati u dvos.trukoj tacnosti: 

I MPLI C'IT REAL *8 ( A-H > , ( 0-ll 
DIMENSION R<2> 
READ<8, 15> XP,VP,EPS,H 

15 FORMAT<4D10. O> 
WRITE(5, 16> 

16 FORMAT ( 11-H, 25 X, 'NEWTON-RAPHSON-OV METOD ZA RESAVANJE ·', 
1' SISTEMA JEDNACINA' ///41 X, '2. *X**3-Y**2-1. =0. '/ / 
245X, 'X*Y**3-V-~ =Q '///16X, 'BR. ITER ',6X, 'X', 
315X, 'V', 12X, 'F (X, V > ', lOX, 'G (X, V > '/ > 

ITER=O 
20 ITER= ITER+ 1 

CALL NEWT<XP,VP, XK,VK,FD,H,A,B> 
IFIFD> 5,6,5 



BR. ITER 

2 
3 
4 

6 WRITE< 5, 17 > 
17 FORMAT(/15X. 'JACOBI-EVA MATRICA SINOULARNA') 

GO TO 90 
5 DO 8 I=l. 2 
8 R<I>=EEFF<I,XK.YK> 

WRITE(5, 18> ITER, XK, YK, <R(J), J=1, 2> 
18 FORMAT< 15X, 15, 4F16. 10> 

IF<DABS<A>-EPS) 30,30,40 
30 IF<DABS<B>-EPS> 90,90,40 
40 XP=XK 

YP=YK 
GO TO 20 

90 CALL EXIT 
END 

SUBROUTINE NFWT<XP,YP, XK,YK.FD,H,A.B> 
IMPLICI"'" REAL*8 <A-H>, <O-Zl 
DIMENSION R<2J,DX<2>.DY<2> 
X=XP 
Y=YP 
DO 4 1=1,2 
R< I l=EEFF< I, X, Yl 
DX<I>=O. 5[10/H*<EEFF<I, X+H,Y>-EEFF<I• X-H,Yll 

4 DY <I> =0. 500/HiH'tEFF <I. X, Y+H > -EFFF <I, X, Y-H>) 
FD=DX<1>*DY<2>-DY<1l*DX<2> 
IF<FD> 5i6.-5 

5 A=<R<1>*0Y<2>-R<2>*DY<1ll/FD 
B=<R<2>*DX< lJ-R< 1 >*DX(21 l/FD 
Xi<= X-A 
YK=Y-B 

.6 RETURN 
END 

FUNCTION.~EFFJJ, X,Y> . 
IMPLICIT RF.:AL*8 (A-H>, (0-Z) 
GO TOC50,6(1),,J 

50 EEFF=2. DO*X**3-Y*Y-1. DO 
RETURN 

60 EEFF=X*Y**3-Y-~ DO 
RETURN 
END 

71 

NEWTON-RAPHSON-OV METOD ZA-RFSAVAN.JE SISTEMA .JEDNACINA 

X*Y**3-Y-4. ='0. 
l' . c 

X y F<X.Yl G(X, Y> 

1. 2:3487 68556 1. 660979:3698 0. 0073264580 -0. 0022833321 
1. 2:342746757 1. 6615262755 0:0006023867 -0. 0000008853 
1. 2:342744841 1. 6615264668 ci. 01.:ioooooooo -0. 01)()1)01)1)1)1)1) 
1. 2342744841 1. /:..615::'~64668 -0. 0000000000 -0. 0000000001) 
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3.21. Neka jednacina f(x)=O ;i.ma koren x=a-u intervalu (c,x,S), pri 

cemu je f(a)f(S) < 0. Napisati program za nalazenje ·kore.na x=a sa 

tacnoscu £, koriscenjem metoda polovljenja intervala, koji se mo­

ze iskazati kroz sledeca cetiri koraka: 

1° k:=o, x1=a, y 1 :=S; 

2° k:=k+l, zk:=~ (xk+yk); 

3° Ako je 

0 

~+l:=zk' Yk+l:=yk, 

kraj izracunavanja a:=zk; 

preci na 2°, 

< £ kraj izracunavanja a:=zk+l' 

Na izlazu stampati: k, (xk,yk)' f(zk) ,za k=O,S,lO, ... i za 

poslednje k, pri kome je postignuta zahtevana tacnost. Na kraju 

ove tabele stampati vrednost izracunatog korena u obliku: 

A = ±X.XXXXXXXXXXXXXD±XX (SA TACNOSCU EPS = O.XD-XX 

Program realizovati u dvostrukoj tacnosti. Za testiranje 
programa uzeti: 

f(x) =ex- 2(x-l) 2 , (a,S) = (-0.5,1.0), £=10- 12 . 

Resenje. Program i izlazna lista imaju oblik: 
C=========================================================== 
C METOD POLOVLJENJA INTERVALA 
C=========================================================== 

DOUBLE PRECISION x,y,z,F,Fl,EPS 
F<X>=DEXP<X>-2. *lll-1. >**2 

C STAMPANJE ZAGLAVLJA 
WRITEt5, 9> 

9 FORMATl1H1//2X, 'K',2X, 'l',SX, 'X<KJ',8X, '• '• SX, 'Y(K)', 
18X, 'J',5X, 'F<Z<K»'/l 

C UCITAVANJE INTERVALA <ALFA,BETAJ 
READt8, lO>ALFA,BETA 

10 FORMAT< 2F5. 0 J 
EPS=1. D-12 
1<=-1 
X=ALFA 
Y=EETA 



K 

0 
5 

10 
15 
20 
25 
30 
;'35 
40 
41 

5 K=K+1 
Z=O. 5·:H X+Y l 
Fl=Ftl> 
IFlK/5*5-K. LT. O>GO TO 25 
WRITE(5,20>K, X,Y,FZ 
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20 FORMAT<1X, I2,2X, '(',D20. 13, '• ',D20. 13, '>',2X,D12. 5> 
25 IF<FZ*F<X>>1.2,3 

1 Y=Z 
GO TO 4 

2 IF l K/5*5--K. EQ. 0 l GO TO 6 
GO TO 7 

3 X•Z 
4 IflDABS<Y-X). GE. EPS>.GO TO 5 

Z=O. 5*lX+Y> 
K=K+1 
Fl=F<Z> 

7 WRITE(~,20>K, X,Y,FZ 
6 WRITE(5,30)Z,EPS 

30 FORMAT</5X, 'A= ',[120. 13,' 
CALL EXIT 

lSA TACNOSCU EPS ', D7. 1, ,. l ,. > 

END 

XlKl YlK> FlZlKll 

( --ll. 50000000ll0000D oo. 0. 1 OOOOOOllllOOOoO Oll 0. 15'i>030 00 
l 0. 20312500lH.loOOD oo. 0. 2500000001.l000D 1.)1)) 0. 578700-1)1 

0. 21191406250000 ()(.), 0. 21:33789062500[1 1.)(1) -o. 290380-02 
0. 2132873535156[1 1)1), 0. 21333312988280 1)1)) o. 70475D-o5 
0. 2133073806763[1 1.)1), 0. 2133088111877[1 1)1)) -0. 236070-05 
0. 21330863237:380 oo. 0. 213308677077:3[1 ()I)) 0. 89:3520-07 
0. 21330863377080 1)1), 0. 21:33086351678D ()I)) 0. 53733[1-1.)9 
0. 2133086343383[1 oo. 0. 213308634:3820[1 1)1.)) 0. 5:3801 D-10 
Q 2133086343465[1 1)1), 0. 21:3308634:3479[1 (H)) 0. 19760D-11 
0. 2133086343465[1 oo. 0.21330863434720 00> 0. 48062D-12 

A 0. 2133086343468[1 00 (SA TACNOSCU EPS = 0. lD-ll. l 

3. 22. Napisati program za re~avanje jednacine f (x) = 0 metodom re­

gula-falsi 

X.= 
~ 

~of(xi-1) -xi-1f(xo) 

f (xi_ 1 l - f (x
0

) 

(i=2 ,3, .•. ). 

Funkciju f zadati funkcijskom naredbom. Iterativni proces 

prekinuti kada je ispunjen uslov f (x1-£, xi+£) ~ 0 (uzeti, na primer, 

£ = 10-S) . Izlaznu listu stampati u obliku: 

XI F (X I) 

2 ±X.XXXXXXXE±YY ±X.XXXXXXXE±YY 
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Za testiranj.e programa uzeti jednacinu iz prethodnog prime-

ra. 

Resenje. u ovom slucaju uzecemo·x ""-0.5, x·
1
=1. Program i iz-

lazna lista imaju oblik: 
o . I ,· . 

C======================================================:l==.:== 
C RESAVAN·JF .JEDNACINE .. 
c EXPIXI - 2*1X-11**2 = 0 
C METODOM REGULA-FALSI 
C.=====================================================·==;:=== 
c 

FIXI=EXPIXI-2*1X-11**2 
WRITE16. 101 

10 FORMAT11Hl//9X, ·'J',9X, 'XI' 
X0=-0. 5 
X1=1 
1=2 

3 X=IXO*FIX11-X1*F<XOII/IFIX11-FIXOII 
Y=FIXI 
WRITE16.201I. X,Y 

20 FORMAT18X, I2.5X.E14. 7,2X,E14. 71 
IF IF ( X -1. E -5) *F I X+ 1. E -5) ) 1. 1. 2 

2 X1=X 
1=!+1 
GO TO 3 
CALL EXIT 
END 

XI 

2 0. 3833067E 
3 0. 2476403E 
4 0. 2200995E 
5 0. 2146460E 
6 0. 2135718E 
7 0. 2133604E 
8 0. 2133188E 
9 0. 2133106E 

F<XI> 

00 0. 7065066E 00 
00 0. 1489090E 00 
00 0. 2971113E-'01 
00 0. 5861402E-02 
00 0. 1153827E-02 
00 0. 2268553E-03 
00 o, 447034BE-04 
00 0. 8463860E-05 

3.23. Neka je dat polinom P(x) =a
1

z:3+a 2z 2+a
3

z+a
4

(a
1

;-!0). Napisati 

program za odredjivanje nula ovog polinoma po sledecem· algoritmu: 

1° Jednu·realnu nulu odrediti primenom Newtonovog metoda 

(videti primer 3.19) sa tacnoscu l0 ... 7 (1x 1-~ I< 10-7 ); 
n+ n 

2° Sa tako nadjenom nulom z
1 

odrediti koeficijente polino­

ma Q(z) =P(z)/(z-z
1
l; 
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3° Resiti kvadratnu jednacinu Q(z)=O pomocu standardne for­

mule(videti primer 1.10 iz poglavlja 1.1). 

Za izracunavanje vrednosti polinoma napisati potprogram ti­

pa FUNCTION. Algoritamske korake 1° i 2° obaviti u jednom potprog­

ramu tipa SUBROUTINE. Takodje, za al!goritamski korak 3° obrazovati 

potprogram tipa SUBROUTINE. 

U programu predvideti mogucnost resavanja proizvoljnog bro­

ja jednacina. Na izlazu stampati koeficijente polinoma P i Q i ko­

rene jednacine P(z)=O. 

Program test·irati na primeru P(z)=3z 3-7z 2+Bz-2. 

Resenje. za izracunavanje vrednosti polinoma obrazovan je 

funkcijski potprogram PL, ko-

riscenjem Hornerove seme. Ar­

gument! potprogramskoj listi 

imaju sledece znacenje: 

Z - vrednost argumenta; 

A - koeficijenti poli-

noma; 

N - stepen polinoma. 

Potprogram PL koristi­

mo za izracunavanje "\rrednosti 

polinoma P (z) i polinoma p'(z). 

Za resavanje kvadratne 

jednacine Q(z)=az 2+bz+c=O ob­

razovan je potprogram KJ. Ar­

gument! u potprogramskoj lis~ 

ti imaju sledece znacenje: 

A,B,C - koeficijenti 

jednacine; 

X1,Yl- realni'i ima­

FUNCTION PL<Z.A.Nl 
DIMENSION Alll 
PL=A!1J 
DO 10 1=1. N 

10 PL=PL*Z+I-H 1+1 J 
RETURN 
END 

SUBROUTINE KJIA.B,C, X1.Y1, x2.Y21 
D=B*B-4. *A*C 
IF(DJ25, 10, 20 

10 U=-B/(2. *Al 
X.2=X1 

15 Yl=O. 
Y2=0. 
HE TURN 

20 Xl~<-B+SQRTIDJJ/(2 *AI 
1;2~ <-·B-·SG!RTIDJ J/(2. *I-'ll 
GO TO 15 . 

25 ?'..l =--B./ ( :2. -?~A) 

:;2=Xl 
Yl=~::a;!RT!-DJ/12. *I-'ll 
Y2=-·V1 
RETURN 
ENP 

jimirni deo prvog korena jednacina; 

X2,Y2 - realni i imaginarni deo drugog korena jednacine. 

Za realizaciju algoritamskih koraka 1° i 2° obrazovan je 

potprogra~ NEWT, sa argumentima: 
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A - koeficijenti po·linoma P; 

B - koeficijenti polinoma P ', a zatim polinoma Q; 

N- stepen polinoma P(N=3}; 

Zl - realni koren jednacine P(z}=O odredjen Newtonovim me­

todom. 

c 

5 
c 

10 

15 

r.; 

20 

25 

SUBROUTINE NEWT<A,B,N, ll> 
DIMENSION All),Bt1l 
ODREDJIVANJE KOEFICIJENATA p~(ZJ 
DO 5 I=1..3 
B< I >=A< I >*FLOAT <4-I J 
ODREDJIVANJE REALNOG KORENA ZllJ 
Z.o=O. 
Zl=ZO-PL(Z.O,A,NJ!"PLIZO,B,N-11 
IFIABSIZ.l-Z..Ol-1. E-7120, 15,15 
lO=Z1 
Gl;l TO 10 
ODRED . .J I VANJE KOEF I C I JENA T A Q : 'i.' 1 
Bt 1 1=A\ 1 J 
DO 25 1=2, :3 
Btil=AIIl+BII-11*21 
RETURN 
END 

Glavni program i izlazna lista imaju oblik: 

c'"''"'===="'=======-===========================================·====== 
C f\ESAVAN..JE ,JEDNAC I NE TRECEG STEPENA 
C=============================================================== 

DIMENSION A\41,8\31, lR\31, li\31 
5 READ\8, 10,END=99J\~\II. 1=1,41 

10 FORMAT\4F1(l. 1.11 
IF\A\11> 15,'>'9.15 

15 CALL NEWTIA,B,3, l1l 
.!R \1 1=21 
i.:I I 1 1=0. 
WRITE\5,201 \l,A\IJ, 1=1.41 

20 FORMATI1H1,22x, 'KOEFICIJENTI POLINOMA P\Z1~//5X, 
·:o4\'.A\' .. I1. ,·l=',F8. 5,3X1//1 

WRITF.:\5, 251 I I, B\ I 1, 1=1. 31. 
25 FORMATI/23X, 'KOEFICI..JENTI POLINOMA Q\ll'//5X, 

WRITE 15, 301 
30 FORMAT\/23X,' NULE POLINOMA PILJ'//27X, 'REAL',SX, 'IMAG'/1 

CALL I(,J \ B \ 1 l , B \2 l , B \ 3 1 , l R \ 2 1 , n \ 2 1 , Z R \ 3 1 , Z I \ 3 I 1 
WRITE t 5, :35 l \I. i!'R t I 1, II 1 I 1, I= 1, 31 

35 FORMAT\/18x, ,·7('·, IL -·:='·,2F12. 71 
GO TO 5 

.-:/'~,. CAI.l. E .. J T 
END 
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KOEF I C I .JENTI POL! NOMA F' l Z l 

A ( 1 l = 3. OOI.lOO A l2) =-7. (l(H)(ll) A l 3 l = 8. Ot.lt.l(H.l Al4l=-2. 00000 

KOEFICI.JENTI POLINOMA QlZI 

B ( 1 1 = 3. OOOOt.l Bl21=-6. ooooo B<31= 6. ooooo 

NULE POL.INOMA Pl2l 

REAL IMAG 

Z< ll= 1,.1. 3333333 0. uuooooo 

Zl2>= 1. 01)1.)0(11)1) 1. 0000000 

Zl3>= 1. 0000000 -1. 0000000 

3.24. Sastaviti program za odredjivanje koeficijenata polinoma 

(1) (Cn+l = 1) 

ako su poznate sve njegove nule zk=xk+iyk (k=1, •.• ,n). 

Resenje. Neka je 

k 
Pk(z) d£f TI (z-z.) 

i=l l. 

C (k) k + C (k) zk-1+ +C (k) z + C (k) 
k+1z k ;·· 2 1 · 

Tada za polinom (1) vazi P(z) =Pn(z), tj. Ci=cin) (i=1, ... ,n+1) · 

Kako je 

vaze sledece rekurentne relacije 

(2) 

c<kl 
k+1 

c<k-1l 
-zk 1 ' 

C
(k-1) _ c<k-1) 
i-1 zk i 

C (k-1) 
k . , 

(i=2, ••• ,k), 
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pri cemu se polazi od c 0 l=-z· c
2
(1 l=1. 1 1 , ~ 

Na osnovu (1) obrazovan je potprogram VIETE, ciji a~gumenti 

u listi imaju sledece znacenje: 

z - vektor zadatih nula duzine N; 

N - stepen polinoma; 

C - koeficijenti polinoma; 

KB- kontrolni broj (KB=O korektno zadat stepen polinoma,KB=l 

stepen polinoma manji o.d jedinice. 

SUBROUTINE VIETEtl.N,C,I(Bl 
COMPLEX llli,Cili,A,B 
IF~ N. GE. 1 I GO TO 5 
I<B=l 
RETURN 

5 I<B=O 
Cl 1>=-llll 
Cl21=1. 
IFI~ GE. 2) GO TO 20 
RETURN 

20 DO 15 k=2,N 
A=Cll I 
C l 1 l =-· Z < I< 1 *C l 1 ! 
::JO 10 1=2,1< 
B=C(ll 
C~II=A-lli<I*B 

liJ A=B 
15 C\l<+ll=A 

RETURN 
END 

Potprogram,kao i glavni program, realizovani su u kornpleks­

noj aritmetici. Glavni program i izlazna li.sta(za jedan konkretan 

slu~aj) imaju oblik: 

C============================================~============== 
C FORMIRANJE KOEFICIJENATA POLINOMA NA OSNOVU 
C ~ADATIH NULA 
C=========================================================== 

COMPLEX lllOl,Cllll 
C UCITAVANJE NULA POLINOMA 

2 READl8, 1o,END=99!N, (Zlll, I=1,NJ 
10 FORMAT< 12/( 10F8. 211 

C POliV PODPROGRAMA VlETE 
CALL VIETE<z,N,C,KBJ 
IFIKB. EQ. OJ GO TO 1 
WRITE15, 201 

20 FORMATt1Hl/5X, 'GRESKA U PODACIMA: STEPEN POLINOMA ' 
l'MANJI OD 1'//J 

GO TO 2 



C STAMPANJE NULA I KOEFICIJENATA POLINOMA 
1 WRITE(5, 25i (I. Z l I l, I=1, Nl 

25 FORMATl16X, 'NULE POLINOMA'//19X, 'REAL',5X, 'IMAG'// 
1l10X, 'Z(', I<I/10+1>, 'l=',4X,F10. 7, 1X,F10. 7ll 

N=N+1 
WRITE(5, 3UJ l I, Cl I J, I=l, NJ 

30 FORMATl/16X, 'KOEFICIJENTI POLINOMA'//23X, 'REAL',5X, 
1'IMAG't/<10X, 'C(', I<I/10+1>, 'J='·,4x,F1U. 7, 1r.,F10. 7JJ 

GO TO 2 
99 CALL EXIT 

END 

7.11 := 
7:21= 
Zl3l= 

Cli:= 
Cl2J= 
CC3>= 
Cl4>= 

NULE POLl NOMA 

REAL IMAG 

1. 0(11.l001.ll) 1. OOOI.lOOO 
1. 00(1()0(11) 1. liOOI.lOOO 
1. ouooooo -1. 01)1.)0000 

KOEFICIJENTI POLINOMA 

REAL IMAG 

.... z. 0000000 -'-2. 00(11.1000 

4. 0000000 2. 0000000 
-·3. (ll.ll.ll.ll.ll.ll.l -1. Ol.ll.ll.ll.lOO 

1. OOlll.ll.lOO o. 01)00000 
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3.25. Sastaviti program za odredjivanje kompleksnog korena trans­

cendentne jednacine f(z)=O primenom Newtonovog metoda 

( l) 

gde je zn=xn+iyn (n=O,l, •.. ). Iterativni proces prekinuti kada 

istovremeno budu ispu~jeni uslovi 

(2) 

gde je e unapred zadata tacnost. 

Program organizovati.na sledeci nacin: 

1° U potprogramu tipa FUNC~~ON zadaju se funkcije: Re{f(z)}, 

Im{f(z)}, R,e{f'(z)}, IM{f'(z)}. 
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2° u potprograrnu tipa SUBROUTINE i~racunava se jedan itera­

tivni korak po forrnuli (1). 

3° Glavni program treba da sadrzi: 

a) Ucitavanje ulaznih podataka x0 ,y0 , e:; 

b) Pozivanje potprograrna tipa SUBROUTINE i ispitivanje 

uslova (2); 

c) Starnpanje naslova i tabele u obliku: 

NEWTONOV METOD ZA REsAVANJE TRANSCENDENTNE JEDNAeHIE 

F(Z) = EXP(Z) - 0.2*Z + = 0 

BR.ITER 

0 

REAL(Z) IMAG(Z) 

x.xxxxxxx x.xxxxxxx 
REAL(F(Z)) 

x.xxxxxx 

ZADATA TAeNOST IZRAeUNAVANJA EPSILON = O.XE±XX 

Ukoliko je f, (zn) = 0 stampati: 

PRVI IZVOD FUNKCIJE JEDNAK NULl 

IMAG(F(Z)) 

x.xxxxxx 

i prekinuti iterativni proces. 

Za resavanje uzeti primer: f(z) =ez-0.2z+l,z
0
=1+7Ti, E=l0-6• 

Problem resiti u realnoj i kompleksnoj aritmetici. 

Resenje. S obzirom da je z=x+iy, iz formule (1) 

(n=O, l, .•. ), 

razdvajanje.n realnog i imaginarnog dela, sleduje 

i 

gde je 

X 
n 

y -
n 

Re{ f (zn)} Re{ f ' ( zn) }+Im{ f ( zn) }Im{ f ' ( zn) } 

If' ( zn) I 2 

Im{f(zn) }Re{f'(zn) }-Re{f(zn) }Im{f'(zn)} 

If' ( zn) 12 

I f ' ( zn) I 2 



Kako je u nasem slucaju 

f (z) 

imamo reciom 

z = e 0.2z + 1 i 

Re{f(z)} 
X 

e cosy -

Im{f(z)} X siny e -
Re{f'(z)} X 

e cosy -

Im{f'(z)} 
X 
siny. e 
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f '(z) ez - 0.2, 

0. 2x + 1, 

0.2y, 

0. 2, 

Potprogrami i glavni program u realnoj aritmetici, kao i 
odgovarajuci rezultati imaju oblik: 

FUNCTION EF <X, Y, I I 
GO T0<10,20,30,40J, I 

10 EF=EXPIXI*COS<YI-. 2*X+1. 
RETURN 

20 EF=EXP<X>•SIN<YJ-. 2*Y 
RETURN 

:30 EF=EXP I X I *COS( Y I-. 2 
RETURN 

40 EF=EXP<X>*SINlYl 
RETURN 
END 

SUBROUTINE TRANSIXO.\'O,A.B.R> 
C=EF<xO.Y0,3> 
D=EF<XO,Y0,4> 
R=C•C+D*D 
IF<R> 5, 10,5 

5 XO=XO-<A•C-B*DI/R 
Y0=\'0-<B•C-A•DI/R 

10 RETURN 
END 

C============================================================= 
C PROGRAM ZA NALA/ANJE KOMPLEKSNOG KORENA TRANSCENDENTNE 
C JEDNACINE F<ZI = 0 PRIMENOM NEWTONOVOG METODA 
C REALNA ARITMETIKA 
C=============~=============================================== 

READ\8,51 XO,YO.EPS 
5 FORMAT<2F10. O.E5. OJ 

WRITE<5, 101 
10 FORMAT(//10X, 'NEWTONOV METOD ZA RESAVANJE TRANSCENDE~ 

1, '"NTNE JEDNACINE' //22X. 'FI Zl=EX·Pl Z>-0. 2*Z+1=0' // 
25X, ~BR. ITER. ', 4X, •"REAL ( l I~, 5X, ··I MAGI l I', 4X; ~REAL. IF< Z I)/ 
3.2x, ~IMAG<Fllll//1 

ITER=O 
KBR=1 

15 A=EF<xo.vo, 11 
B=EF<XO,Y0,2> 
WFUTE<5, 20> ITER, XO, YO, A, B 

20 FORMAT<5X, I4,2X,2F13. 7,2F12. 61 
GO TO <22,50>,KBR 

22 ITER= ITER+ 1 
XS=XO 
YS=YO 
CALL TRANS<.XO,\'O,A,B,Rl 
IF<R> 25,25,35 . 

25 WFUTE.(5, 30> 
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30 FORMATC//5X, 'PRVI IZVOD FONKCIJE JE8NAK NULl'~ 
GO TO 50 

35 IFtABStxO-XSl-EPSl 40,40, 15' 
40 IFCABStYS-YOl-EPS) 45,45,15 
45 KBR=2 

GO TO 15 
50 WRITEC5, 55) EPS 
55 FORMATt/5X, 'ZADATA TACNOST IlRACUNI-\VANcJA EP~ILON -··· 

lo E7. 1) 
CALL EXIT 
END 

NEWTONOV METOD lA RESAVAN...JE TRANSCENDENTNE .JEDNACINE 

FC7l=EXPl7J-0. 2*7+1=0 

BR ITER. REAL( 71 IMAG <7 J REI-\1 ... \F tZ I J I MACi\ F\ Z J l 

(l 1. 0000000 3. 141.5920 --1. 9,18282 -0. 62831<'=· 
0. 3426672 2. 9262881 -0. 444709 -0. 284296 

2 0. 0372189 2. 70028:38 0. 054076 -·0. 0967:37 
:3 0. 0497325 2. 6425617 0. 067235 --0. 0255:35 
4 0. 0911206 2 .. 6459618 0. 018186 -0. 008234 
5 0. 1015006 2. 6458960 0. 006090 -0. 002721 
6 0. 1049548 2. 64590:36 0. 002026 ,--0. 000908 
7 0. 1060993 2. 645904:3 0. 000678 -0. 00,0304 
8 0. 1064821 2. 6459045 0. 000227 -0. 00011)2 
9 0. 1066101 2. 6459043 0. 000076 -·0. 000034 

10 0. 1066533 2. 6459045 0. 000025 -0. 000012 
11 0. 1066675 :2. 6459043 0. 000009 -0. 000004 
12 0. 1066727 2. 6459045 0. 000003' -0. 000001 
13 0. 1066741 2. 6459043 0. 000001 -0. 000000 
14 0. 1066747 2. 6459045 0. 0001)1)0 -0. 000000 

7ADATA TACNOST 17RACUNAVANJA EPSILON =I). 1E-05 

Navedeni potprogrami i glavni program mogu se ~,nat:t:1o jed­

nostavnije realizovati u kompleksnoj aritmetici. Interesantno je 

primetiti da je u ovom slucaju za odredjivanje kompleksnog kore­

na posmatrane jednacine sa istom tacnoscu(l0-6) potrebno samo 5 

iteracija. Do ove razlike u broju iteracija dolazi zbog tacnijeg 

izvr§avanja potprograma CEXP, u odnosu na potprograme EXP, SIN i 

cos. 
COMPLEX FUNCTION F<Z, I> 
COMPLEX Z 
GO T0\1,2), I 

1 F=CEXP<Z>-0. 2*Z+1. 
RETURN 

2 F=CEXP<Z>-0. 2 
RETURN 
END 

SUBROUTINE NEWtZ,ZO> 
COMPLEX Z, ZO,F 
Z=ZO- F<LO, 1l/FIZ0,2J 
RETURN 
END 
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C============================================================ 
C PROGRAM ZA NALAZANJE KOMPLEKSNOG KORENA TRANSCENDENTNE 
C JEDNACINE Fill = 0 PRIMENOM NEWTONOVOG METODA 
C KOMPLEKSNA ARITMETIKA 
C============================================================ 

BR 

COMPLEX z, 70, F,y, A 
READ\8, 10170 

10 FORMAT<2E14. 71 
EPS=1. E-6 
WRITE\5, 201 

20 FORMAT<l/10x, '1:'-!EWTONOV METOD ZA RESAVANJE TRANSCENDE' 
1, •"NTNE JEDNACINE'"//22X, 'Fili=EXPilJ-0. 2*1+1=0'// 
25X, 'BR. ITER. ',4X, '"REALI7l'.,5X, '"IMAG<Z1',4X, 'REALIFIZ))' 
3, 2X, ,. IMAG IF< ll ) 'II 

ITER=O 
Y=F< 70, 1) 

13 WRITE(5,30JITER, 70,\' 
30 FORMATI5X, J4,2x,2F1a 7,2F12 6> 

·v= Fll0,2> 
B=CABS<Yl 
IF <B. EQ. 0. I GO TO 99 
CALL NEW<Z,ZO> 
ITER= ITER+ 1 
Y=F\7, 1l 
A=Z--ZO 
IFIABS<REAL<A>>. GT. EPSIGO TO 95 
rr<ABS<AIMAG<All. LE. EPSlGO TO 98 

95 ZO=l 
GO TO l.3 

99 WRITE\5, 40> 
40 FORMAT<10X, •"PRVI IlVOD FUNKCIJE JEDNAK NULl'"//) 

GO TO 9? 
98 WRITE<5,30>ITER, l ,\' 
97 WRITE(5,55l EPS 
55 FORMAT<l5X, 'ZADATA TACNOST IZRACUNAVANJA EPSILON =·· 

1, E7. 1 l 
CALL EXIT 
END 

NEWJONOV METOD 7A RESAVAN.JE TRANSCENDENTNE JEDNACINE 

Flll=EXP(Zl-0. 2*7+1=0 

ITER. REAL17. l IMAGIZl REALIFIZI.) iMAGIF<Zll 

0 1. 0000000 3. 1415920 -1.·918282 -0. 628316 
0. 3426675 2. 9262881 -0. 444709 -b. 284296 

2 ,()_ 11):36774 2. 7002838 -·0. 023705 -0. 066273 
3 0. l054018 2. 6458714 0. 001517 ~o. ooo634 
4 0. 1066756 2. 6459045 -0. 000001 0.000000 
5 0. 1066749 2. 645904:3 0. 000000 0. 000000 

ZADATA TACNOST llRACUNAVAN.JA EPSILON =o. 1E-05 
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3.26. Oat je niz od n brojeva xi(i=J, ..• ,n-}, na svakoj kartici po 

10 brojeva, u forrnatu 10F8.2. Broj n je dat na prvoj kartici u for­

rnatu 13. 

Napisati program za preuredjenje niza tako da na pocetku ni­

za budu pozitivni brojevi u neopadajucem re9osledu, a zatim nega­

tivni brojevi u nerastucem redosledu. 

Resenje. Program i izlazna lista za odredjeni skup ulaznih 

podataka imajuoplik: 

(:========================================================== 
C PROGRAM Z.A PREURED.JEN.JE NllA. · 
(:========================================================== 

c 
DIMENSION Xl9991 
READt8, lOIN 

10 FORMATII3; 
C UCITA'JANJE NllA 

READ I 8, 2o 1 t X t I 1 , I = l • N l 
2(1 FORMAT t 10F8. 21 

c UREDJEN.JE NI /A PO NERAS.TUCEM REDOSLEDU 
K=N-1 
DO 11 I=t. K 
L=l+1 
DO 11 d=L,N 
Irtxti1. GT. X\Jl1GO TO 11 
R=XII1 
)I;IJ=Xt.JJ 
Xtdl=R 

ll CONTINUE 
NP=O 

C PREBROJAVANJE PO ZIT I VN I H BllOJE'.JA 
DO 22 1=1,N 
IFIXIII. LT. 0. JGO TO 3:?! 

2:2 NP=NP+1 
C um::D.JENJE POHTIVNIH BROJEVA U NEOPADA.JUCEM REDOSLEDIJ 

33 L=NP/2 
DO 44 l=l,L 
F\=XIIl 
ll'IJ=X:NP-I; 
X iNP- I) =R 

44 CONTINUE 
C ::::TAMPANJE:: UREDJENOG NI ZA 

WR~TEt5.30liXIIJ, J=t,N; 
3o FOF\MATilfil/ 14X, 'URED . .JENI NIZ' //I u;, 41 1X, r8. 21 I l 

CALL EXIT 
END 
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UREDJENI NIZ. 

2.00 3. l)l) 4. 00 4. 00 
5. 00 5. 00 7. 00 7. 00 
8. 00 8. Oll 9. 00 10. 00 

11. OQ 12. oo 18. 00 13. 00 
18. 00 13. 13 14 .. 00 18. 00 
1f:. 00 1'~. 00 20. 00 21. 00 

22. 00 23. 00 25. l)l) 30. Ob 
83. oo 60. 1)1) 1. 00 -8. 00 
-9. 00 ··9. 01) -lu. oo -11. 00 

-12. 00 -12. 1)1) -15. 1)1) -16. 00 
-22. 00 -25.01) -31. 1)1) -32. 00 
-:33. 00 -35. 00 -4ll. 00 -45. 00 
-50. 00 -169. 1)1) 

3. 27. Neka je funkcija f definisana pomocu f (x,y) =e3xsin xy +x2y -

y log x. Parcijalni izvodi funkcije f u tacki (x
0

,y
0

) mogu se prib­

lizno izracunati pomocu sledecih formula: 

f (x
0 
+h,y 

0
) - f (x

0
,y 

0
l 

h 

f(x
0

,y
0
+h)- f(x

0
,y

0
) 

h 

gde je h dovoljno mali prirastaj argumenta. 

Napisati program za tabeliranje vrednosti funkcije i njenih 

parcijalnih izvoda za x=l(0.2)1.6 i y=0(0.2)0.4, uzimajuci h=O.Ol. 

Paralelno racunati i tacne vrednosti parcijalnih izvoda(radi pro­

vere datih formula). Izlaznu listu dati u obliku: 

X y F(X,Y) DFXP DFXT DFYP DFYT 

X.X X.X X.XXXXE±XX X.XXXXE±XX X.XXXXE±XX X.XXXXE±XX X.XXXXE±XX 

gde su DFXP i DFYP , DFXT i DFYT redom priblizne vrednosti parcijalnih 

izvoda po x i y, odnosno njihove tacne vrednosti. 

Funkciju. f i njene parcijalne lzvode zadati u potprogramu 

tipa FUNCTION. 

Resenje. Potprogra!n,· program i odgovarajuca izlazna l"ista 

imaju oblik: 
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X 

1. 0 
1.0 
1.0 
1. 2 
1. 2 
1.2 
1. 4 
1.4 
1.4 

3. PROGRAMIRANJE UVODNIH PROBLEMA 

FUNCTION FP<X,Y, I> 
ZA I=1 RACUNAJU SE VREDNOSTI FUNKCIJE F c 

c 
c 

ZA 1=2 RACUNAJU SE VREDNOSTI PARCI,JALNIH IZVODA pF.IDX 
ZA 1=3 RACUNAJU SE VRE"DNOSTI PARCI..JALNlH 17VODA DF./DY 
U=EXP<3. *X) 
GO TO (1,2,3), I 

1 FP=U*SIN<X*Y>'..-X*X*Y-Y*ALOGCXI 
RETURN , . , , . .. . 

2 FP=U*<3. *SIN<X*Y)+Y*COSI-X*Y> )+2. *X*Y-Y/X. 
RETURN . 

3 FP=X*U*COS<X*Y~+X*X-ALOritX> 
RETURN 
END 

C=========================================================== 
~ PROGRAM ZA TABELIRAN..JE VREDNOSTI FUNKCIJE I NJENIH 
~ PARCIJALNIH IZVODA , 
C~====~==~=::::::l==========::;==========================-============= 

READ<8,51' XP,XK,DX,YP,Y~DY,H . 
5 FORMAT<7F5. 0) 

N=IFIX<<XK-XP>.IDXl+l 
M=IFIXCCYK-YP>.IDY>+l 
WRITE(5, 101 

10 FORMAT<1H1.5X, ···x_-',3X, 'Y·',5X, 'F<X,',')···,7x, 'DFXP', 
18X, 'DFXT·', 8X, 'DFYP', 8X, r"DFYT·'f> 

DO 15 l=l,N 
X=XP+DX*FLOAT<I-11 
DO 15 J=L M 
Y=VP+DY*FLOAT<..J-1> 
F=FP ( X, Y, 1 ) 
DFXP=<FP<X+H,Y, 11-FI./H 
DFYP=<FP<X,Y+H, 1>-Fl./H 
DFXT=FP(X,Y,Zl 
DFYT=FP(X,Y,3l 

15 WRITE(S, 20) X., y, F, DFXP .• DFXT, DFYP, DFYT 
20 FORMAT<4X, 2F4. 1. 5E12. 41 . 

" ' 

0. 0 
0. 2 
0. 4 
0. 0 
0. 2 
0. 4 
0. 0 
0. 2 
0. 4 

CALL EXIT 
END 

F< X, Y l 

0. OOOOE 00 
0. 4190E 01 
0. 8222E 01 
0. OOOOE 00 
0. 8951E 01 
0. 1740E 02 
0. OOOOE 00 
0. 1875E 02 
0. 3607E 02 

DFXP DFXT DFYP 

0. OOOOE 00 0. OOOOE 00 0. 2109E 
0. 1641E 02 0. 1611E 02 0. 2066E 
0. 3185E 02 0. 3127E 02 0. 1946E 
0. OOOOE 00 0. OOOOE c)O 0. 4517E 
0. 3413E 02 0. 3352E 02 0. 4385E 
0. 6547E 02 0. 6431E 02 0. 4009E 
0. OOOOE 00 0. OOOOE 00 0. 9498E 
0. 6975E 02 0. 6852E 02 0. 9116E 
0. 1320E 03 0. 1297E 03 0. 8037E 

02 
0:2 
02 
02 
02 
02 
02 
02 
02 

DFYT 

0. 2109F 
0. 2069E 
0. 1950E 
0. 4518E· 
0. 4392E 
0. 4021E 
0. 9498E 
0. 9135E 
0. 8072E 

1. 6 0. 0 0. OOOOE 00 0. OOOOE 00 0. OOOOE 00 0. 1965E 03 0. 1965E 
1. 6 0. 2 0. 3864E 02 0. 1407E 03 0. 1383E 03 0. 1861E 03 0. 1866E 
1. 6 0. 4 0. 7340E 02 0. 2621E 03 0. 2577E 03 0. 1571E 03 0. 1580E 

02 
02 
02 
02 
02 
02 
02 
02 
02 
03 
03 
03 



3.28. Sastaviti program za tabeliranje funkcije greske 

X 2 
erf (x) = 2. J e -t dt 

lifo 
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za x=0(0.5)10 sa tacnoscu 10- 5
• Izraeunavanje izvoditi u potprog­

ramu tipa SUBROUTINE na sledeci nacin: 

a) Za x <3 podintegralnu funkciju razviti u potenc.ijalni red 

u okolini nule i integraliti dobijeni red clan po clan; 

b) Za x ~3 koristiti pribli~nu asimptotsku formulu 

2 
e-x 1 1• 3 1•3- 5 

erf(x) 1- -- ( 1--2 +24---:36+ ·· .) · 
xlif 2x 2 x 2 x 

(1) 

Glavni program treba da obezbedi potrebnu promenu argumenta 

X i stampanje tabele U obliku: 

imamo 

(2) 

X 

x.x 
ERF(X) 

x.xxxxx 
X 

x.x 
ERF(X) 

x.xxxxx 

Resenje. S obzirom na razvoj 

-t2 +oo (- 1)kt2k 
e = l: 

erf (x) = 

k=o k! 

2 +oo (- 1)kx2k+1 
l: 

liT k=o k! (2k+1) 

Prema uslovu zadatka, za izracunavanje vrednosti funkcije 

greske, koristimo razvoj (2) za x < 3 i razvoj ( 1) za x ~ 3. Za su­

miranje ovih redova(videti primer 1.6, poglavlje 1.1), funkcija 

<1> bice 

<!> (k,x) 

<l>(k,x) 

2k-1 2 
k (2k+l) X 

2k-1 
- 2x2 

(x < 3), 

(x~ 3). 

Odgovarajuci programi i izlazna lista imaju·oblik: 
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IMPLICIT REAL*8 CA-H>. CO-ZI 
DIMENSION ER C 20 l , X C 20 l . 
WRITEC5, 15l ' 

15 FORMATC1H1,2C6X, /x~,4x, 'ERF<Xl')/) 
DO 10 1=5•100,5 
K=I/5 
X <K 1=0. 1DO*DBLE<FLOAT< I)). 

10 CALL FG<X<KI;ER<KI> 
DO 20 1=1, 10 
X< I l=X C I l+O. 001DO 
KCI+10l=X(I+10l+Q 001DO 

20 WRITE<5.25lXCil,ERCil, X<I+101.ER<I+10l 
25 FORMATCSX, F4. 1. F9. 5, 4X, F4. 1, F9. 51 

CALL EXIT 
END 

SUBROUTINE FGCX,ERFl 
IMPLICIT REAL*8 <A-HI, <O-ZI 
P I =3. 1415926535DO . 
PI=DSQRT<PI l 
Y=X*X 
EPS=1. D-5 
S=O. DO 
N=1 
IF<X-3. DOI5, 10. 10 

5 U=X 
16 S=S+U · 

A=DBLECFLOAT<N>I 
U='-(2. DO*A-1. DOl/CA*C2. DO*A+1. DO> l*Y*U 
N=N+1 
IF<DABS<Ul-EPSl15, 16, 16 

15 ERF=2. DO/PI*S 
RETURN 

10 F=DEXP<-YI/CX*Pil 
U=1. DO 

20 S=S+U 
A=DBLE<FLOAT<Nl> 
U=-(2 DO*A-1. DOI/(2 DO*Yl*U 
N=N+1 
IF<DABS<U*Fl-EPSI21,21,20 

21 ERF=1. DO-F*S 
RETURN 
END 

X ERF<X> X ERF<X> 

0. 5 0. 52049 5. 5 1. 00000 
1. 0 0. 84270 6. 0 1. 00000 
1. 5 0. 96610 6. 5 1. 00000 
2. 0 0. 99532 7. I) 1. 00000 
2. 5 0. 99960 7. 5 1. 00001) 
3. 0 0. 99998 8. I) 1. 00000 
3. 5 1. 00000 8. 5 1. 00000 
4. 0 1. 00000 9. I) l. 0(H)01) 
4. 5 1. 00000 9. 5 1. 00000 
5. 0 1. 00000 10. 0 1. I)I)O(H) 
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3. 29. Lagrangeov interpolacioni polinom za funkciju x ~ f (x), za in­

terpolacione evorove xi(i=l, ... ,n), ima oblik 

~ (x-x 1 ) .•. (x-x1 _ 1 ) (x-xi+l) ... (x-xn) 
P (x) = L f (xi) . 

i=l (x1-x1 ) ... (~-x1_JJ(~-xi+ 1 ) ... (xrxn) 

Uzimajuci za interpolacione cvorove x
1

=x
0
+(i-l)h (i=l, ... ,n), 

x
0 

= 0, h = 0. 5, n=l 0, sastavi ti program za izracunavanj e vrednosti 

polinoma P (za funkciju f (x) = exsin x) u m zadatih tacaka. 

Re~enje. Program i izlazni rezultati imaju oblik: 

c ============================================ 
C LAGRANGE-OVA INTERPOLACIJA 
c ============================================ 

REAL L<20l 
DIMENSION X<20l.Y<20l, XP(20l 
FF<X>=EXP<Xl*SIN<Xl 
READ<8,5l N, XO,DX 
READ(8,5l M, <XP<Il, I=LMl 

5 FORMAT<I2/(8F10. Oil 
DO 7 I=1,N 
X<II=XO+DX*FLOAT<I-11 

7 Y<II=FF<X<III 
WRITE<5. 401 

40 FORMAT<1Hl .• 8X, ~K·',3X-, 'x-·,ux, 'F',14X, 'FT'/1 
DO 25 K=l. M 
DO 10 J=1.N 
L<JI=l. 
DO 10 l=loN 
IF< 1-Jl 15, 10, 15 

15 L<J>=L(JI*<XP<K>-X<III/<X<JI-X(III 
10 CONTINUE 

F=O. 
DO 20 1=1. N 

20 F=F+L< I I*Y< I I 
FT=FF < XP < K l l 

25 WRITE<5.30l KiXP<KI.F.FT 
30 FORMAT( I 10, F6. 2 •. 2F15. 71 

CALL EXIT 
END 

K X F. 

1 0. 22 0. 2703133 
2 0. 76 1. 4733760 
3 1. 28 3. 4455428 
4 1. 94 6. 4898577 
5 2. 73 6. 1342897 
6 3. 14 0. 0367043 
7 3. 65 -18. 7286777 
8 4. 35 -72. 4501190 

FT 

0. 2719308 
1. 4731042 
3. 4456384 
6. 4898362 
6. 1342211 
0. 0367950 

~18. 7289639 
-72. 4464264 
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3.30. Napisati program za sumiranje sporokonvergentog reda 
+oo 
~ ~(x), 

k=o k 4 
gde je uk (x) = (-1) 2k+l+Y , za x=O (0_, 5) 5, primenom neli~earne tra-

nsformacije 
s s - s 2 

n+1 n-1 n 
(n=l,2, ..• ), 

n 
gde je Sn = ~ uk (x) . Sumiranje prekinuti kada je ispunjen uslov 

k=o 

1Tn+1-Tnl < E, gde je E= 10-5 . Na izlazu stampati 

X 

x.x 
N 

XX 

S(N) T(N) 

X.XXXXXXXE±XX X.XXXXXXXE±XX 

Resenje. Program i izlazna lista imaju oblik: 
C======================================================= 
C IlRACUNAVAN.JE SUME SPOROKONVERGENTNDG REDA 
C=======================================================· 

Fill• Xl=-lFLOAT<2*I-1l+Xl/lFLOATl2*1+1l+Xl 
WRITEl5, 100l 

100 FORMATt4X, 'SUMIRAN.JE SPOROKONVERGENTNOG REDA'"// 
13X, 'X',4X, 'N',7X, 'StNl', 11Y., '"T!Nl'/l 
READl8,200lXP,xK,Dx,EPS 

200 FORMAT<3F5. 2.E8. 1l 
X=XP 

22 U0=4. /t 1. +X l 
U=-4. /(3. +Xl 
1=0 
S1=UO 
A1=1. E10 
1=1 
S=UO+U 
S2=S 

1ll 1'=1+1 
,U=U*Fl!l.Xl 
S=S+U 
S3=S 
A2=S3-tS3-S2l**2/(S1+S3-2. *S2l 
IF<ABS<A2-A1 >-EPSl 20, 2(l, 15 

15 S1=S2 
S2=S3 
A1=A.2 
GO TO 10 

20 WRITE<5,30)X, I,S3,A2 
30 FORMAT<2X, F3. 1, 2X, 13, 2!1X, E14. 7l l 

IF! X. GE. XKlGO TO 11 
Y.=X+DX 
GO TO 22 

11 CALL EXIT 
END 
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~:OUM 1 RAN.JE SPOROKONVERGENTNOG REDA 

X N SlN~ T\NJ 

0. I) 38 0. 3167229E 01 0. 3141597E 1)1 
U. 5 38 0. 1975455E 01 ~~- 1949986E 01 
1.0 37 0. 1360325E 01 ll. 1386289E 01 
1. 5 37 0. 1038414E 01 0. 1064211E 01 
2. I) 37 0. 8327707E I) f.) 0. 8584030E 01.1 
2. 5 37 0. 6912113E oo 0. 7166804E I) (I 

:3. I) 36 0. 6396754E 00 0. 6137105E 00 
3. 5 36 o. 5615861E 1)(.) 0. 5:357886E 00 
4. 1.1 36 0. 501.15628E 00 0. 4 7 49:305E 01.1 
4. 5 36 0. 4516462E 0(1 0. 4261771E 00 
5. o· 35 0. 3603249E l)t) 0. 386289•;-•E 00 

3.31. Date su matrice A= [a .. J i B= [b .. ] (n <20, m_~B). Odre 
~J nxm ~J nxm. = 

diti matricu c ciji su elementi odredjeni formulama 

Na listi stampati elemente matrica A,B,C. 

C==============-========================================.======== 
DIMENSION AI20,8J,BI20,8J,C\20,8J 

C UCITAVAN.JE MATRICA A I B 
READ\8, 1 JN, M 

1 FORMAT 1 I2, I1 1 
READ I 8, 2 1 l c A I I, .J J , .J= 1 , M 1 , I= 1, N J , ( l B; I , .J 1 , .J= 1 , M 1 , I= 1. N l 

2 FORMATt<M>F8. 21 
C ILRACUNAVAN.JE C 

DO 11 I=l. N 
DO 11 .J=<1, M 
IFIA\I,.JJ-B\I,.Jll10,20,3U 

lu C\I,.J>=AII,.JJ4B\I,.JJ 
GO TO 11 

20 CII,.Jl=A\I,.Jl*BII,.Jl 
GO TO 11 

30 C\I,.Jl=AII,.JJ-B\I,.JJ 
11 CONTINUE 

C STAMPANJE IZLAZNIH REZULTATA 
I1=111A 
I:.?=1HB 
I8=1HC 
WFn TE 15, 1 Ull 1 I 1 , I I A ( I. .J; , .J= 1, M 1 , I= 1. N 1 
WRITE\5, lOll I I2, I IBI I, .JJ, .J=l. MJ, I=l. N; 
WRITE\5, lOOl I:3,, I ICI I, .JJ, .J=l, MJ, 1=1. NJ 

lOU FORMATiff<M*5-4>x, 'MATRICA ', Al //t<M.}\2X, F8. 21 1 J 
CALL EXIT 
END 
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1. 00 
5. 00 
9. uu 

·::.'. 00 
5. 00 
1. oo 

10. uu 
25. uo 

8. 00 

MATRICA 

2. 00 
b. 00 

10. oo 

MATniCA 

l.U. 00 
b. ou 
2:. 00 

MATrHCA 

12. uu 
86. ou 

8. ou 

A 

3. 00 
7. 00 

11. 00 

B 

11.. oo 
7. 00 
3. 00 

c 

14. 00 
49. 00 

8. 00 

4. ou 
8. 00 

. 12. uo 

12. 00 
8. 00 
4. 00 

16. 00 
64. 00 

0. 00 

3.32. Napisati program za transponovanje matrice A= [a1 j]mxn ne 
koristeci pomocna polja u centralnoj memoriji, vee pomocu upisa 

na disk i ucitavanja sa diska di~ektno u transponovanom obliku. 

Na izlazu stampati matricu A i njenu transponovanu matricu. 

Resenje. Program i izlazni rezultat za konkretno datu mat­
ricu A tipa 3x4 ima oblik~ 

C==============•==•==============;============••==•========= 
C TRANSPONOVANJE MATRICE UPISOM NA DISK I ODOOVARAJUCIM 
C UCITAVANJEM SA DISKA 
C=========================================================== 

DIMENSION A<50, 50l' 
DEFINE FILE 1(50, 100,U, Ill 

C UCITAVANJE MATRICE A 
READl8, 10JM,N 

l.U FORMAT<212l 
READ l 8 I 20) ( (A ( I I ,J ) I J= 1 I N ) I I= 1 I M ) 

2U FORMAT «N>F8. 2> 
C STAMPANJE MATRICE A 

WRITE (5, 30) ( lAl I, J) ,,J=l, Nl I 1=1, M) 
30 FORMATl//(N*5-4:>x, ~I"'ATRICA A~//«N>l2X,F8. 21 ll 

C UPIS NA DISK 
11=1 
DO 11 1=1, M 

11 WR1TEll~IIl\All,JI,J=l,NJ 
C UC1TAVANJE SA DISKA 

11=1 
DO 22 I=l,M 

22 READl1~II><AlJ, IJ,J=i.NJ 
C STAMPANJE TRANSPONOVANE MATRICE A 

WR I TE l 5 I 40 ) l l A ( I I J ) I .J= 1 I M ) I I = 1 . N ) 



40 FORMAT 1.1/<M*5-4)ll, 'MATR1CA A - TRANSP. '/ / 
1\(M:.Hzx, F8. 21 l I 

CALL EXIT 
END 

1. 00 
5. oo 
9. I)!) 

MATRICA 1-l 

2. 00 
6. 00 

10. 00 

3. 01) 
7. 1)!.) 

11. I)() 

MATRlCI-l A - TRI-lNS~ 

1. ()I) 5. 00 9. 00 
2. 00 6. ou 10. 00 
3. ()(_) 7. !.)() 11. ()!) 

4. 0!) 8. 00 12. 1)1) 

4. 00 
8. l)l) 

12. (ll.) 
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4. NUMERicKI METOD! U LINEARNOJ ALGEBRI 

4.1. ELEMENT! MATRICNOG RACUNA 

4.1.1. LR faktorizacija kvadratne matrice 

cesto se kod resavanja sistema linearnih_ jednacina jav­
lja problem predstavljanja kvadratne matrice kao proizvod dve 
trougaone matrice, Ovaj odeljak posvecen je ovom problemu. 

Teorema 1.1.1. Ako su sve determinante 

~k (k = 1, ... ,n-1) 

razlicite od nule, matrica A= [aijJn~n moze se predstaviti 
u obliku 

(1.1.1) A= LR, 

gde je L donja i R gornja trougaona matrica, 

Trougaone matrice L i R reda n, imaju ob1ike: 

(1.1.2) 

(1.1.3) (rij = 0 4= i >j). 

Razlaganje (1.1.1), poznato kao LR faktorizacija(dekom­
pozicija), nije jedinstveno, s obzirom na jednakost 

' - 1 - LR = (cL)(-R) c ('t;fc 1- 0). 

Medjutim, ako se dijagona1nim e1ementima matrice R( i1i L) 
.f'iksiraju vrednosti od kojih n:l.jedna nije jednaka nU:li, raz-
1aganje je jedinatveno. 

s obzirom na (1.1.2) i (1.1.3) i imajuci u vidu da je 

95 



96 4. NUMERieKI METOD! U LINEARNOJ ALGEBRI 

max(i,j) 

aij = L fikrk~ 
k=1 

(i,j = 1, •• .,n), 

e1ementi matrica L i R mogu se 1ako odrediti rekurzivnim pos­
tupkom, uko1iko se unapred zadaju e1ementi r .. (I O) ili .£ .. 

11 11 

( p!'O)(i= 1, ••• ,n). 

Tako, na primer, neka su dati brojevi rii(IO)(i=1, ••• ,n). 
Tada vazi 

(1) 

(i.) 

(i=2, ... ,n); 

( 

i-1 
f .. = _L a .. - \f_.krk.) 
11 r.. 11 ~ 1 1 

11 k=1 

i-1 

r .. = .)- (a .. - '\' l.krk ·) 
1J "~ ~ 1J L 1 a 

11 k=1 

i-1 

£ .. =....L (a .. -'\"' e.krk'J J1 r.; J1 L.. J 1 
J.. k=1 

(j=i+1, ••• ,n); 

(i=2, ••• ,n). 

S1icno bismo mo~1i iskazati i rekurzivni postupak za od­
redjivanje e1emenata matrica L i R ako su unapred dati brojevi 

lii ( p{ 0) ( i = 1, ••• , n). 

u primenama, najcesce se uzima r .. = 1(i=1, ••• ,n) i1i 
11 

.fii = 1(i=1, ••• ,n). 

U primenama vr1o cesto se jav1jaju visedijagona1ne mat­
rice, tj. matrice ciji su e1ementi raz1iciti od nu1e samo n~ 
g1avnoj dijagona1i i oko g1avne dijagonale. Na primer, ako je 
aij p{ 0 za \i-j\ ~1 i aij = 0 za \i-j\;:.1, matrica je trodijago­
nalna. Obicno elemente ovakve matrice predstav1jamo vektorima 

Ca2, ••• ,an)' (b1 , ••• ,bn), (c1 , ••• ,cn-l)' tj. 
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0 

0 

0 

0 

0 
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Ak'O je aij~O( li-j\~2) i aij=O(\i-j\;;.2), imamo s1ucaj 
pentodijagona1ne matrice. 

Pretpostavimo sada da trodijagona1na matrica (1.1 .4) is­
punjava us1ove teoreme 1.1.1. Za dekompoziciju ovakve matrice 
dovo1jno je pretpostaviti da su 

i 

L 

R 

0 

0 

0 

0 

0 0 

0 

0 0 

Uporedjivanjem odgovarajucih 

sl Sly! 0 

"'2 "'2Y1+s2 B 2y 2 
0 "'3 "'3Y2+s3 

LR 

0 0 0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

l 

e1emenata 

0 

0 

0 

"'n 

rna trice A i rna trice 

0 

0 

0 

"'nYn-l+sn 

dobijamo s1edece rekurzivne formu1e za odredjivanje e1emenata "'i' 

(l .1. 5) si~bi-o:iyi-1' Yi 

8n =bn -o:n y n-1. 

(i=2, ... ,n-l)', 
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4.1.2. Sopstveni vektori i sopstvene vrednosti matrica 

Definicija 1.2.1._Neka je A kompleksna kvadratna mairica redan. 
+ 

Svaki vektor XECn, koji je razli~it ~d nula-vektora, naziva se 

sopstveni vektor matrice A ako postoji s'kalar AEC takav da je 

{1.2 .1) + + 
Ax = AX 

Skalar A naziva se odgovarajuca sopstvena vrednost. 

s obzirom da se {1. 2.1) maze predstaviti u obliku 

{A - iii) 
+ + 
X = 0 1 

zaklju~u]'emo da J'edna~ina (1.2 .1) <rna t · · · 1 y • ( + ~ . ne r~V~Ja na resenJa po x) 
ako i samo ako je det(A- iii) = o. 

4.2. DIREK1'Nl NETODI U LINEARNOJ ALGEBRI 

4.2.1. Uvodne napomene 

Numericki problemi u linearnoj algebri mogu se klasi­
fikovati u nekoliko grupa: 

1° Resavanje sistema linearnih algebarskih jednacina 
..,. 

= b 

sa regularnom matricom A, izracunavanje determinante od A i 
inverzija matrice A; 

2° Resavanje proizvoljnog sistema linearnih jednacina 
metodom najmanjih kvadrata; 

3° Odredjivanje sopatvenih vrednosti i sopstvenih vek­
tora date k~adratne matrice; 

4° Resavanje zadatka linearnog programiranja. 

Za resavanje ovih problema razvijen je citav niz meto­
da, koji se mogu podeliti u dve klase. 

Prvu klasu ovih metoda cine tzv. direktni metodi ili 
kako se ponekad nazivaju tacni metodi. Osnovna karakteristi­
ka ovih metoda je ta da se posle konacnog broja transforma-
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cija(koraka) dolazi do rezultata. Ukoliko bi se sve racunske 
operacije izvodile tacna, dobijeni rezultat bi bio apsolutno 
tacan. Naravno, kako se proces racunanja izvodi sa zaokrug­
ljivanjem medjurezultata, konacan rezultat je ogranicene tac­
nosti. 

Drugu klasu metoda cine iterativni metodi, kod kojih 
se rezultat dobija posle beskonacnog broja koraka. Kao pocet­
ne vrednosti resenja, kod primene iterativnih metoda, najcesce 
se koriste rezultati dobijeni nekim od direktnih metoda. 0 op­
stoj teoriji iterativnih procesa bile je reci u trecoj glavi. 
U poglavlju 4.3 izlozicemo glavne osobine iterativnih metoda 
koji se koriste u linearnoj elgebri. Napomenimo da se kod re-

savanja sistema sa velikim brojem jednacina, kakvi se javlja­
ju pri resavanju parcijalnih diferencijalnih jednacina, koris­
te uglavnom iterativni metodi. 

4.2.2. Gaussov metod eliminacije sa izborom glavnog elementa 

Posmatrajmo sistem linearnih algebarskih jednacina 

(2.2.1) 

ili u matricnom obliku 

(2.2.2) .ti 
_,. 

= b, 

gde su 

all al2 aln bl xl 

a21 a22 a2n .,.,. b2 x2 
A = b= -. X= . . 

anl an2 ann bn xn 
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Za sistem jednacina (2.2.2) pretpostavljamo da ima jedin~tve­
no resenje. 

Poznato je da se resenja sistema (2.2.1), tj. (2.2.2), 
mogu izraziti pomocu Cramer ovih formula 

(i=l, ••• ,n), 

gde je Ai matrica dobijena iz matrice A zamenom i-te kolone 
vektorom ~. Medjutim, ove formule su nepogodne za prakticna 
izracunavanja, s obzirom da je za izracunavanje n+l determi­
n.anata potreban ve~iki broj racunskih op,eracija. Naime, ako 

bismo vrednost determinante n-tog reda izracunavali razvijanjem 

determinante po vrstama ili kolonama, potrebno je izvrsiti Sn= 

n!-1 sabiranja i Mn~n! (e-1) mnozenja (n > 4), sto znaci da je uku­

pan broj racunskih operacija Pn =Mn+Sn~n!e. Pod pretpostavkom 

da je za.obavljanje jedne racunske operacije potrebno 10~s, sto 

je slucaj kod brzih racunara, to bi za izracunavanje vrednosti 

determinante tridesetog reda(n=30) bilo potrebno oko 2.3·10
20 

godina. Uopsteno govoreci ovakav postupak je prakticno nepri­

menljiv, vee za determinante reda n > 5. 

Jedan od najpogodnijih direktnih metoda za resavanje 
sistema linearnih jednacina je Gauss ov metod eliminacije. 
Ovaj metod se zasniva na redukciji sistema (2.2.2), prime­
nom ekvivalentnih transformacija, na trougaoni sistem 

(2.2.3) RX = c, 
gde su 

R i 

rnn 
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Sistem (2.2.3) se resava sukcesivno polazeci od posle­
dnje jednacine. Nairne, 

en 
xn = rnn ' 

(i=n-1, ••• ,1). 

Napomenimo da su koeficijenti rii ~ 0, jer po pretpostavci 
sistem (2.2.2), tj. (2.2.3) ima jedinstveno resenje. 

Pokazacemo sada kako se sistem (2.2.1) moze redukova­
ti na ekvivalentan sistem sa trougaonom matricom. 

Pod pretpostavkom da je a11 ~ o, izracunajmo najpre 
faktore 

ail 
= --

all 
(i=2, ••• ,n), 

a zatim mnozenjem prve jednacine u sisternu (2.2.1) sa mil i 
oduzimanjem od i-te jednacine, dobijamo sistern od n-1 jedna­
cina 

(2) (2) b(2) 
a22 x2 + ••• + a2n xn 2 ' 

(2.2.4) 
(2). . (2) b(2) 

an2 x2 + ••• +ann xn n ' 

gde su. 

(i,j=2, ••• ,n). 

Pod pretpostavkom da je a~~)~ 0, primenjujuci isti 

postupak na (2.2.4) sa mi2 =ag)/a~~) (i=3, ••• ,n) dobijamo 

sistem od n-2 jeP,nacine 

(3) . + a(3)x 
a33 X3 + •.•• 3n n 
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gde su 

(3) (2) (2) b~3) = b~2)- m.2b2(2) aij = aij - mi2a2j ' ~ ~ J. ( i, j = 3, ~ •.• , n). 

Nastavljajuci ovaj postupak, posle n-1 koraka dolazimo do jed­
nacine 

Iz dobijenih sistema, uzimanjem prvih jednacina, dolazi­
mo do sistema jednacina 

(1) (1) (1) + a(l)x b(l) 
all xl + al2 x2 + al3 x3 + ln n 1 • 

(2) (2) + a(2)x b(2) 
a22 x2 + a23 x3 + 2n n 2 ' 

a(3\ a(3)x (3) 
33 3 + • • • + 3n n b3 ' 

. ~ t "1" (1) (1) 
pr~ cemu smo s av~ ~ aij = aij, bi = bi • 

Navedena trougaona redukcija ili kako se cesto kaze Gauss­
ova eliminacija, se svodi na izracunavanJe koe!icijenata 

a(k) 
m ... ~k a~I:+l)=a~l;)_ (k) (k+l) (k) fk) . . 
~k a~~) ' ~J ~J mik!lkj ' l:li =l:li -mikl:l'k c~,J .. k+l, ••• ,n) 

za k = 1,2, ••• ,n-1. Primetimo da su elementi matrice R i vektora 
t dati sa 

r 1j.ag), c1 ·bfi) (i=l,.
1
, •• ,n;j=i;•••tn). 

Da bi navedena redukcija egzistirala, potrebno je obezbedi­
ti uslov a~)~O. Elementi ~) su poznati kao glavni elementi 
ili stozerski· elementi* • Pod pretpostavkom da je matrica A siste­
ma (2.2.2) regularna, uslove a~) ~0 moguce je obezbediti permu­
tacijom jednacina u sistemu. 

*) Na engleskom jeziku pivotal element, ili prosto pivot. 
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Stavise, sa stanovista tacnosti rezultata potrebno je ko­
ristiti tzv. strategiju izbora glavnog elementa. Modifikacija 
Gaussovog eliminacionog metoda u ovom smislu, naziva se Gaussov 
metod sa izborom glavnog elementa. Prema OVOID metodu za Slavni 
element u k-tom eliminacionom koraku uzimamo element a~~J, za 

koji je \a(~)\= ~ax \a~~)\, uz permutaciju k-te i r-te vrste. 
r k~l."n 1 

. 

Ako dozvolimo i permutaciju nepoznatih najbolje je za 
glavni element u k-tom eliminacionom koraku uzeti element a~!), 
za koji je la(k)l ~ ~~ [afkj)l, uz permutaciju k-te i r-te vr­

rs k~l.' J ;in 

ate i k-te i s-te kolone. Ovakav postupak se naziva metod sa 
totalnim izborom glavnog elementa. 

Moze se pokazati(videti L2]) da ukupan broj racunskih 
operacija u Gaussovom metodu iznosi 

N(n) = !<4n3 + 9n2 - 7n). 

Za dovoljno veliko n imamo N(n)~ 2n3/3. Dugo vremena se mislilo 
da je Gaussov metod najoptimalniji u pogledu broja racunskih 
operacija. U novije vreme v. Strassen je, uvodeci iterativni al­
goritam za mnozenje i inverziju matrica, dao jedan metod za re­
savanje sistema linearnih jednacina, kod koga je broj racunskih 

log27 
operacija reda n • Strassenov metod je ,d akle, optimalniji 
od Gaussovog metoda(log27 < 3). 

Trougaona redukcija obezbedjuje lako izracunavanje deter­
ninante sistema. Naime, vazi · 

det A - a(l)a(2) a(n) 
- 11 22 • • • nn • 

Ukoliko je koriscen Gaussov metod sa izborom glavnog elementa 
treba samo voditi racuna o broju permutacija vrsta(i kalona kod 
metoda sa totalnim izbarom glavnag elementa), koje uticu na znak 
determinante. Ovakav nacin za izracunavanje determinante j~ veo­
ma efikasan. Na primer, za izracunavanje determinante reda n=30, 
potrebna je 0.18 s , ako se jedna racunska aperacija obavlja za 
10('1-So 
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4.2.3. Inverzija matrica pomocu Gaussovog metoda 

Neka je A= fa. ·] regu1arna matica i neka je L ~a nxn · 

·-+ -+ _,. d dru njena inverzna matrica. Vektori x1 ,x2, ••• ,xn sure om prva, -- ... ... ga, ••• , n-ta ko1ona matrice X. Definisimo vektore e1 ,e2, ••• ,en 

pomocu 

e
1 

= [1 0 ••• O]T, e~ = [0 1 ••• OJT, ••• , tn = [o 0 ••• 1]T • 

S obzirom na jednakost AX= ( fl3t1 h2 • • • !tnJ = I= [t1 e2 • • • en] ' 
problem odredjivanja inverzne matrice moze se svesti naresava­
nje n sistema 1inearnih jednacina 

(2.~.1) (i = 1, ••• ,n). 

Za resavanje sistema (2.3.1) pogodno je koristiti Gauss­
ov metod, s obzirom da se matrica A pojav1juje kao matrica svih 
sistema 1 pa njenu trougaonu redukciju treba izvrsiti samo jednom. 
Pri ovome sve e1ementarne transformacije koje su potrebne za 
trougaonu redukciju matrice A treba primeniti i na jedinicnu mat­
ricu I • l e1 t 2 • • • tn]. Na taj nacin se matrica A transformise u 
trougaonu matricu R, a matrica I u matricu C = [ 'd1 c2 ••• dnJ • 
Najzad, ostaje da se rase trogaoni sistemi 

(i•l, ••• ,n). 

4.2.4. Faktorizacioni metodi 

Faktorizacioni metodi za resavanje sistema 1inearnih jed­
nacina zasnivaju se na raz1aganju matrice sistema na proizvllld 
dve matrice ciji je ob1ik takav da omogucava svodjenje sistema 
na dva sistema jednacina koji se jednostavno sukcesivno resava­
ju. U ovom ode1jku ukazacemo na metode zasnovane na LR faktori­
zaciji matrice(videti ode1jak 4.1.1). 
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Neka je dat sistem jednacina 

(2.4.1) Ai = 'b, 
sa kvadratnom matricom A, ciji su svi glavni dijagonalni minori 
~azliciti od nule. Tada, na osnovu teoreme 1.1.1, postoji fak­
torizacija matrice A .. LR, gde je L donja i R gornja trougaona 
matrica. Faktorizacija je jednoznacno odredjena~ ako se, na pri­
mer, usvoji da matrica L ima jedinicnu dijagonalu. u tom sluca­
ju, sistem (2.4.1), tj. sistem LRxa '1), se moze predstaviti u 

ekvivalentnom obliku 

(2.4.2) 

Na osnovu ~rethodnog, za resavanje sistema jednacina 

(2.4.1), moze se formulisati s1edeci metod: 

1° Stavimo fii=1 (i=l, ••• ,n); 

i mat-
rice 

2° Odredimo ostale elements matrice L = [f .. J 
~J nl\n 

R= [rij]nxn (videti odeljak 4.1.1); 

3° Resimo prvi sistem jednacina u (2.4.2); 

4° Resimo drugi sistem jednacina u (2.4.2). 

Koraci 3° i 4° se jednostavno izvode.·Naime, neka su 

E" = (bl b2 • • • bJT' y = [Y1 Y2 • • • YJ ' ;t = [x1 x2 • • • xt 
Tada je 

i-1 

yl = bl' yi = bi- ~~ fi.k!k (i = 2, ••• ,n) 

i 

(i=n-1, ••• ,1). 

Izlozeni metod se u literaturi srece kao metod Haleckog. 
U slucaju kada je matrica A normalna, tj. kada je simetricna i 
pozitivno definitna, metod Haleckog se moze uprostiti. Naime, 
tada se moze uzeti da je L = RT. Dakle, treba odrediti !aktori­
zaciju matrice A u obliku' A .. RTR. Na osnovu formula iz odeljka 
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4.1.1 za elemente matrice R vaze formule­

rii• 

alj 
rll = V8 ll ' r · "' lJ r 11 

r. ·= .....L (a· . - \=4- rk.rk ·) l.J r. . l.J L J. J 
l.l. k:l 

(j = 2, ••• ,n), 

(j=i+l, ••• ,n) 

U ovom slucaju sistemi (2.4.2) postaju 

(i=2, ••• , n). 

Primedba 2.4.1. Determinants normalne matrice se moze izra~una­
ti po metodi kvadratnog korena kao 

Faktorizacioni metodi aa naro~ito pogodni za reAavanje 
sistema linearnih jedna~ina, kod kojih se matrica sistema ne 
menja, vee samo vektor slobodnih ~lanova b. Ovakvi sistemi se 
~esto javljaju u tehnici. 

Sada cemo pokazati da sa Gaussov metod eliminacije moze 
interpretirati kao LR raktorizacija matrice A. Uzmimo matricu 
A takvu, da prilikom eliminacije ne treba vr§iti permutaciju 
vrsta i kalona. Polazni sistem ozna~imo sa A (l)i = 'i)(l). Gaussov 
elimi.Dacioni postupak daje n-1 ekvivalentnih sistema A (2)i= t)( 2), 
... ,A<n>i. b(n), pri ~emu matrica A(k) ima oblik 

aii) a(l) 
12 

a(l) 
lk 

a(l) 
ln 

a (2) 
22 

a(2) 
2k 

a ( 2) 
2n 

A (k). 
: 

a(k) a (k) 
kk kn 

a(k) 
nt 

a(k) 
nn 
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Anali~irajmo modi£ikaciju elements a .. (= a~~)) u procesu 
t d 

. . . lJ 1J 
rougaone re ukc1Je. Eako Je,za k=l,2, ••• ,n-l, 

i 
(k+l) (k+l) (k+l) 

8 il = 8 i2 = • • • = 8 ik = 0 {i= k+l, ••• ,n), 

sumiranjem dobijamo 
i-1 

a •. = a~~)= a~~)+~ m.,..a~~) lJ 1J lJ l~ ~J 
k= 

(i ~ j) 

i 

aij= ai})= 0 <t mikag> (i > j). 

Definisuci mii= l(i= 1, ••• ,n), poslednje dve jednakosti 
se mogu predstaviti u obliku 

(2.4.3) aij = f mikag) (i,j= l, ... ,n), 
kft 

gde je p= min(i,j). Jednakost (2.4.3) ukazuje da Gaussova eli­
minacija daje LR faktorizaciju matrice A, gde au 

1 rll 

m21 1 

L= R= 

mnl mn2 ... 1 rnn 

i rkj= a~~). Pri programskoj realizaciji Gaussovog metoda u ci­
lju dobijanja LR faktorizacije matrice A, nije potrebno koristi­
ti nove memorijske elemente za pamcenje matrice L, vee je pogod­
no faktore mik smestati na mesto koeficijenata matrice A koji se 
anuliraju procesu trougaone redukcije. Na taj nacin, peale zavr­
sen~ trougaone redukcije, na mesto matrice A bice me~orisa~ 
matrice L i R, prema sledecoj semi 

[] 
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Uoi!imo da se dijagonalni elementi matrice L, koji su sv~ jed­
naki jedinici, ne moraju memorisati. 

Metod Haleckog,zasnovan na LR faktorizaciji, primenJuJe 
se u slucajevima kada matrica A ispunjava uslove teoreme 1.1.1. 

Medjutim, primenljivost ovog metoda moze se prosiriti i na 
dr1J8e sistema sa regularnom matricom, uzimajuci u obzir per­
mutaciju jednacina u sistemu. Za faktorizaciju iskoristimo 
Gaussov eliminacioni metod sa izborom glavnog elements. Pri 
ovome bice LR= A', gde se matrica A' dobija iz matrice A konai!­
nim brojem razmena vrsta. Ova znaci da u procesu eliminacije 
treba memorisati niz indeksa glavnih elemenata I=(pl' ••• ,pn-l)' 
pri cemu je pk broj vrste iz koje se uzima glavni element u 
k-tom eliminacionom koraku. Kod resavanja sistema AX=~. nepo­
sredno posle faktorizacije treba, u skladu sa nizom indeksa I, 
permutovati koordinate vektora S. Na taj nacin se dobija trans­
formisani vektor b', pa se resavanje datog sistema svodi na suk­
cesivno resavanje trougaonih sistema 

4.3. ITh~ATIVNI METODI U LINEARNOJ ALGEBRI 

~1. Uvod 

Posmatrajmo sistem linearnih jednacina 

a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn = b1, 

(3 .1. 1) 
a21x1 + azzXz + ... + aznxn bz, 

an1x1 + an1Xz+ ... + annxn = bn, 

koji se maze predstav 1· t 1· · 
1 u matricnom obliku 

(3 .1. 2) A X = b, 
gde su 
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a11 a12 aln r ., 

[ :~ a2·1 a a a2n x2 

A = 
... 

' b = ' X = 

an1 an2 ann l ;n 

Uvek u ovan poglavlju, pretpostavljamo da sistem (3.1.1), tj. (3.1.2} 

ima jedinstveno re~enje. 

Iterativni metodi za re~avanje sistema (3. 1 .2) imaju za cilj odredji­

vanje re~enja x sa unapred zadatom tacno~cu. Nairne, polazeci od proizvoljnog 

vektora x(o)(=[x\ 0 ) •.. x(o)] T) , iterativnim metodom se odredjuje niz {x(k)} 
.,.(k) - (k) \k) T n · 

(x =\_xi ... xn ] ) takav da je 

lim x(k) = x. 
k ... +oo 

4.3.2. Metod proste iteracije 

Jed an od najprostiji h metoda za resavanje si sterna li nearni h jednaci na 

je metod proste iteracije. Za primenu ovog metoda, potrebno je prethodno sis­

tern (3.1.2) predstaviti u ekvivalentnom obliku 

(3.2.1) x- = sx + s-. 
Tada je metod proste iteracije dat sa 

(3. 2. 2) {k'=1 ,2, ... ). 

Ako se podje od proizvoljnog vektora x(o), pomocu (3.2.2) generiSe se 

niz {x(k)}, koji pod izvesnim uslovima konvergira resenju datog sistema. 

Ako je 

[.

b11 b12 · · · b1n l 
b21 b22 b2n 

B = ; 

b b b 
n 1 n2 nn 

iter,ativni metod (3.2.2) moze se predstaviti skalarno 
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(k) _ b x(k-1) b x(k-1) + 
x1 - 11 1 + 12 2 

(k) _ b x(k-1) + b x(k-1) + 
x2 - 21 1 22 2 

+ ~lnx~k-1) + s1, 

+ b x(k-1) + s2' 2n n 

( k) b X ( k-1 ) + b X ( k-1 ) + + b X ( k-1 ) + 0 

xn n 1 1 n2 2 · · · nn n ~ n' 

gde je k= 1 , 2, ... 

Mofe se pokazati(videti [2]) da iterativni proces (3.2.2) konvergira 
ako su sve sopstvene vrednosti matrice B po modulu manje od jedinice. S obzi­
rom da je odredjivanje sopstvenih vrednosti matrice dosta komplikovano to se 
kod prakticne primene metoda proste iteracije ispituju samo tzv. dovoljni us­
lovi za konvergenciju. Nairne, za matricu B se mogu definisati razlicite norme, 

kao na primer, 

II B Ill= ( ~b .. z)l/2 , 
. . 1 J 
1 ,J 

n 
(3. 2. 3) II B 11 2 = max ~ I b;j I , 

i j=1 
n 

II B 113 = max ~ I b. -I . 
j i =1 1 J 

Nije tesko pokazati da iterativni proces (3.2.2) konvergira ako je 

liB 11<1, pri proizvoljnom pocetnom vektoru x(o). 

4.3.3. Gauss-Seidelov metod 

Gauss-Seidelov metod se dobija modifikacijom metoda proste iteracije. 

Kao sto smo ranije videli, kod metoda proste iteracije, vrednost i-te kompone­

nte x~k} vektora x(k) izracunava se na osnovu vrednosti x;k- 1) , ... ,x~k- 1 ), tj. 

n 
x(k) = l: b .. x(k-1) 

l j=1 1J J + S; (i=1, ... ,n; k=1,2, ... ). 

Ovaj metod mofe se modifikovati na taj nacin sto bi se za izracunavanje vred-

nosti x(k} koristile vrednosti (k) (k) (k-1} (k-1) t' 1 x1 , ... ,xi-1 , X; , •••. ,xn , J. 

(3.3.1) 
i-1 n 

x
1
(k) = l: b

1
.J.xJ(k) + l: b 1,J.xJ(k-1)+~- (i=1, ... ,n; k=1,2, ... ). 

j=1 j=i 1 
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Navedena modifikacija metoda proste iteracije poznata je kao Gauss­

Seidelov metod. 

lterativni proces (3.3.1) moze se predstaviti u matricnoj formi. 

Nairne, neka je 

gde su 

[::" 
0 0 

:1 [i" 
b12 

''"] 0 0 b22 b2n 
B1 = B2 = 

bn1 bn2 b n,n-1 0 bnn 

Tada (3.3.1) postaje 

(3.3.2) ~(k} = s
1
X:(k} + s

2
X:(k-l) + 8 (k=l ,2, ... ). 

Teorema 3.3. 1. Pri proizvoljn6m vektoru ~(o}, iterativni proces (3.3.2) konver­

gira ako i samo ako su svi koreni jednacine 

b11 -A b12 b1n 

det [B2- ( I-B1) >}= b11A b22-A b2n = 0 

bn1A bn2 A bnn - A 

po modulu manji od jedinice. 

4.4. PROGRAMSKA REALIZACIJA 

Ovo poglavlje je posveceno programskoj realizaciji metoda izlozenih u 
ovoj glavi. Za uspesno pracenje materije'u okviru ovog poglavlja neophodno je 
poznavanje celokupne materije izlozene u prethodnim poglavljima ove glave. 

U svim potprogramima koje dajemo, matrice se tretiraju kao vektori. 

4.4.1. Potprogram za transponovanje matrice MTRN ima obl i k 
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SUBROUTINE MTRNIA,B.N.~J 
c 
C TRANSPONOVAN-JE MATRICE A 
c 

DIMENSION All I,Bll I 

IC=O 
DO 5 I=l,N 
JJ=I-N 
DO 5 J=l.. M 
J,J=hi+N. 
JC=JC+l 

5 BIICJ=Al I ._II 

RETURN 
END 

Parametri u potprogramskoj listi imaju sledece znacenje: 

A ulazna matrica tipa NxM, koja se tretira kao vektor duzine NM(uzet 
kolona po kolona); 

B izlazna matrica tipa MxN(B=AT). Tretman matrice B je isti kao i tre­
tman matrice A. 

4.4.2. Potprogram za mnozenje matrica A(tipa NxM) B(ttpa Mxl) ima oblik 

c 
c 
c 
c 
c 
c 

SUBROUTINE MMAT\A,B,C,N,M.Ll 

MATRJCA 
MATRJCA 
MATRJCA 
MNOlENJE 

A T Jf''A N*M 
B TIPA M*L 
C TJPA N*L 
MATRJCA C=A*B 

D J MENS JON A I 1 : , B 1 1 1 , C \ 1 : 
IC=O 
12=-M 
DO 5 J=l., l. 
I2=J2+M 
DO 5 I=l,N 
IC=JC+l 
JA=J-N 
JB=I2 
C\IC/=0. 
DO 5 K=J, M 
JA=IA+N 
JB=IB+l 

5 CliCl=CliCI+AliA:*BIJBl 
RETURN 
END 

pri cemu je C izlazna matrica(C=AB) tipa NxL. 

4.4.3. Sastavimo program za odredjivanje matrice BTA , koriscenjem orethodnih 
potprograma, ako su matrice A i B date. Neka je matrica A tipa NxM, a matrica 
B tipa NxK(broj elemenata jedne i druge matrice nije veci od 100). 
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Program ima oblik 

OJMENSJON A\lOOl.BilOOJ,CllOOJ 
READ18, 101 N.M.K 

ll.l FORMAT\3I2l 
NM=N-!!-M 
NK=N-!!-K 
I<M=K*M 
READ\8,201 IAIIJ, J=l,NMJ, !B~IJ, .f=l.NK! 

20 FORMAT!16F5. OJ 
CALL MTRNIB.C.N,K~ 
CALL MMATIC.A,B.K.N,M! 
WRITE. I 5, 30 l I I B : cl 1 , cl= I , I<M, I<.' , I= 1 , t< .> 

30 FORMATI5X, 'MATRICA C=BITR!*A'//~2X,(M)F6. l •' 
CALL E.XJT 
END 

Testirajuci ovaj program sa matricama 

A= r-~ ! ~ ~1 B =[ ~ -: -~1 0 1 -2 0 2 -1 2 

-2 3 1 3 - -1 5 1 

dobijamo. sledeci rezul,tat: 

MATRICA C=BITRl*A 

l. l.l ~7~. () -5. I) -1. 0 

--:3. 0 21. I) 11. 0 29. I) 

···:3. I) -19. I) 
_.,_ 

I) -27. I) 

113 

4.4.4. Metod Haleckog za resavanje sistema linearnih jednacina 

(videti odeljak 4.2.4) maze se programski reali:zovati na sledeci 

nacin: 

(========================================================== 
C METOD HALECKOG 
C========================================================== 

DIMENSION AllO, 10J,BI1Ul 
33 READI8, 1001 N 

100 FORMATI12l 
IF IN l 11. 22, 11 

11 READ18,1oll IBIIJ, I=i.Nl 
101 FORMAT18F1~ 4l 

READI8, 1011 IIAIL .. J),.J=1,NJ, I=l,Nl 
WRITE15, 102) 

102 FORMATI///5x, ~MATRICA A',(IN-1J*12+3)X, 'VEKTOR B' /1 
WRITE15, 11J3J IIAII • .JJ,.J=1,NJ,BIIJ, I=LNJ 

103 FORMATI1X,<N>F12.7,F13. 71 
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C FAKTDRI/ACIJA MATRJ..CE A U OBLIKU A=L*R 
DO 10 I=2,N 

10 Al1,IJ=A!LIJ/AIL1J 
DO 25 I=2,N 

.11='1-1 
S=Al L I l 
DO 20 1<=1, I1 

20 S=S-AI LY:l*AIK, I J 
AI I, I J=S 
IF< I. EQ. Nl GO TO 40 
IJ=I+1 
DO 25 J=J.J, N 
S=A< L JJ 
T=A ( .J, Il 
DO 30 K=1, 11. 
S=S-AII,KI*AIK,JI 

30 T=T-AIJ,KI*AIK, ll 
AI I, JI=S/Al L I I 

25 Al·J, I I=T 
40 WRITE15, 107) 

107 FORMATI//5X, 'MATRICA L···n 
DO 111 I=1· N 

111 WRITE15, 10311A(L._.IJ,,J=L Il 
WRITE15, 1081 

108 FORMATI/./5X, ,.MATRICA W"/1 
N1=N-1-

DO 222 I=1,Nl. 
II=I+1 

M=N-I 
222 WRITE15,9911All,JJ,J=II,Nl 

WRITE(5, 991 
99 FORMAT 1<12*I-8)J<., ,·1. 0000000···, <M:>F12. 7 l 

C NALAZENJE VEKTORA RESENJA 
Bl11=B<1J/AIL 11 
DO 55 I=2,N 
Il=I-1 
DO 45 K=1, I1 

45 B<II=BliJ-A<I.Kl*BlKl 
55 Blil=BliJ/All, II 

DO 5o J=1,N1 
I=N-J 

11=1+1 
DO 50 K=IL N 

50 Blli=BliJ-Ali.ki*BlKJ 
WRITE15, 1091 

109 FORMAT<//13X, ,.VEKTOR RESENJA'./1 
WRITEl5, 1041 lBliJ, I=LNJ 

104 FORMATl12X,F12. 7 l 
GO TO 33 

22 C~LL El\IT 
END 

Kod faktorizacije matrice A(=LR) uzeli smo u gornje trouga­

onoj matrici R jedinicnu dijagonalu, tj. rii=l(i=l, ... ,n). Program 

je organizovan tako da se matrica A transformise u matricu A1 , ciji 



4.4. PROGRAMSKA REALIZACIJA 115 

se donji trougao(ukljucujuci i glavnu dijagonalu) poklapa sa matri­

com L, a strogo gornji trougao sa matricom R. Primetimo da se dija­

gonalni elementi u matrici R ne pamte, vee se samo kod stampanja, 

pomocu naredbe FORMAT formalno stampaju. Takodje, primetimo da je 

u odeljku 4.2.4 uzeta jedinicna dijagonala u matrici L. 

Primenom ovog programa na jedan konkretan sistem jednacina 

dobijaju se sledeci rezultati: 

MATRICA A 

1. oooouou 4. 001)0000 1. uoooooo 
0. 0000000 -1. 0000000 2. 0000000 
3. ooooooo 14. 0000000 4. 0000000 
1. OO(H)OUO 2. 0000000 2. 0000000 

MATRICA L 

1. (H.)00000 
1). 0000000 -1. 0000000 
3. 0000000 2. 0000000 5. 0000000 
1. 0000000 -2. 0000000 -3. 0000000 

MATRICA R 

1. 0000000 4. 000001)0 1. 0000000 
1. 01..11)0000 -2. (H)OOOOO 

1. oooooUO 

VEf<TOR RE:3ENJA 

1. 0000000 
l. 0000000 
1. 1)1)00000 
1. 1)1)1)1}1)1)1) 

VEKTOR B 

3. oooooou 9. ouooooo 
-1. 0000000 0. 0000000 

1. 0000000 22. 0000000 
9. 0000000 14. 0000000 

2. 0000001) 

:3. 0000000 
1. 0000000 

-2. ooouuuo 
1. 001)()000 

4.4.5. Slicno se realizuje i metod kvadratnog korena za resavanje 

sistema linearnih jednacina sa simetricnom pozitivno definitnom 

matricom. U ovom slucaju dovoljno je ucitat.i samo elemente matri­

ce A sa glavne dijagonale i, na primer, elemente iz gornje~ tro­

ugla. 

Program i izlazna lista za konkretan sistem jednacina su 

dati na sledecoj strani. Napo~enimo da je sa stanovista ustede 

memorijsko~ prostora pogodnije matricu A tretirati kao vektor. 
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Medjutim, zbog lakseg razumevanja citaoca, -na ovom mestu,. nismo 

postovali ovu pogodnost. 

Organizacija programa je takva da se pored resavanja s:j.ste­

ma jednacina izracunava i determinanta matrice sistema. U izlaznoj 

listi donji trougao simetricne matrice A je izostavljen. 

C==~======================================================= 
C RESAVANJE SISTEMA LINEARNIH JEDNACINA METODOM I<VADRATNOO 
C I<ORENA 
C=========================================================== 

DIMENSION Al10, 10J,B<10l 
3 READ<8. 100) N 

1~0 FORMAT< I2l 
IFINI 1. 2. 1 

0 UCITAVANJE VEI<TORA B 
1 READI8o101J IBIIJ, I=l.NJ 

101 FORMATI8F10. 4l 
C UCITAVANJE GORNJEG TROUOLA MATRICE A 

READI8.101J (IA<I~·Jl,J=I,NJ~ I=l.Nl 
WRITE(5, 1021 

102 FORMAT (1'.1 .15X, '"MATRICA :3ISTEMA ··· / J 
WRITE ( 5. 99} ( (A I I I ,j) I ,.1= I I N) I I= l. I N ) 

99 FORMATI<12•I-11>x.<N-I+1>F12 71 
WRITE\5, 105> 

105 FORMAT (I' .15X~ -·vEI<TOR Sl..OBODNIH CLANOVA ··· /) 
WRITE\5, 133; <B<Il. I=l. NJ 

133 FORMATllXo 10F12. 71 
C NALAlENJE ELEMENATA GORNJE TROUGAONE MATRICE 

A I 1, 1 J =SQRTI A 11, 1 ) l 
DO 11 J=2.N 

11 All. Jl=A< L Jl.IAI1. 1 > 
DO 12 I=2.N 
S=O. 

IMl=I-1 
DO 13 K=l. IM1 

13 S=S+AIK. Il*AlK. Il 
A l I. I l =SQRT I A ( I. I > -S l 
IF< I-N> 29.12.29 

29 IP1=I+1 
DO 14 J=IP1.N 
S=O. 
DO 15 K=1. IM1 

15 S=S+AIK1 Il*A<K,Jl 
14 AI I. Jl=lAI I, Jl-SI/AI I. I l 
12 CONTINUE 

C IZRACUNAVANJE DETERMINANTE SISTEMA 
DET=l. 
DO 60 I=l.N 

60 DET=DET*A<I, I> 
DET=DET•DET 

C RESAVANJE SISTEMA L•Y=B 
Bl1l=BI1l/A<L 1l 

·DO 7 I=2. N 



IM1=1-1 
S=O. 
DO 8 K=L 1M1 
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8 $=S+AIK, II*BIKI 
P=1. /AI I. I 1 

7 Blli~P•IBIII-8) 
C RESAVANJE SISTEMA R•x=Y 
C REZULTAT SE SMESTA U VEKTOR B 

BINI=BINI/AINoNI 
NM1=N-1 
DO 30 II=L NM1 
JJ=N-11 
S=O. 
JJP1=JJ+1 
DO 50 K=JJP L N 

50 S=S+AIJJ,KI*BIKl 
30 B\JJI=IBtJJI-81/AIJJ,JJ) 

c 
C STAMPANJE RElULTATA 

WRITE\5, 2011 
201 FORMATI//5x, 'MATR1CA R'/1 

DO 222 1=1. N 
222 WRITE15.9911AII,JI,J=J,NI 

WRITE15.2U81 DET 
208 FORMATI//5X. -·oETERMINANTA SISTEMA D=··, Fl.1. 7/ I 

WRITE15, 1091 
109 FORMAT I //5 X, •· RE8EN~IE S I 8TEMA ··· /) 

WRITEI5,1331 IBIII, I=LNI 
GO TO 3 

2 CALL EXIT 
END 

MA TR I CA S I :::;TEMA 

3. 00001.)1)\.) 0. oooouuo 
2. 1)00000~) 

1. 1)()(_){_)(.)()!.) 

1. IJI)IJI)UI.lO 
1. I)OI)Ul\OI.l 

VEKTOR SLOBODNIH CLANOVA 

4. I)U(H)IJOIJ 3. OIHJI)I)I)IJ 

MATRICA R 

0. 1)1)1.)1)1)(11.) 

1. 4142135 

3. 00(10(.)1)1.) 

0. 577:3503 
0. 70711)68 
0. 40824:?,3 

DCTERMINANTA SISTEMA D= 1. 0UIJ0002 

RESENJE SISTEMA 

0. 9999999 0. 9999998 1. 1.)()1)00.02 

117 
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4.4.6. Faktorizacioni metod za resavanje s-istema linearrdh jedna­

cina baziran na Gaussovoj eliminaciji sa izborom glavnog ·~lementa 
(vioeti odeljke 4.2.2 i 4.2.4) moze se programski realizovati po­

mocu sledecih pot.programa: 

r· 

SI.JBROUTINE LRFAK(A, N, IP, DET, KBJ 
DIMENSION A ( 1 ) , I P ( 1 ) 
KB=O 
N1=N-1 
INV=O 
DO 45 K=1,N1 
IGE=<K-1l*N+K 

C NALAZEN.JE GLAVNOG ELEMENTA U K-TOM 
C ELIMINACIONOM KORAKU 
c 

c 
c 
c 

[' 

c 
c 

c 

10 

20 

~5 

25 

30 

GE=AI IGEl 
I1=IGE+1 
I2=K*N 
IMAX=IGE 
DO 20 I=I 1. 12 
IF<ABS<A< I) >-ABS<GE>) 20, 20, 10 
GE=A<I> 
IMAX=I 
CONTINUE 
IF<GE>25, 15,25 
KB=1 

MATRICA SISTEMA .JE SINGULARNA 

RETURN 
IP<K>=IMAX-N*<K-11 
IF<IP<K>-K> 30.40.30 
I=K 
IK=IP<K> 

PERMUTACidA VRSTA U MATRICI 

DO 35 .J=l. N 
S=A( I l 
A< I>=A< IK l 
A<IKl=S 
I=I+N 

35 IK=IK+N 
INV=INV+1 

C K-TI ELIMINACIONI KORAK 
c 

40 DO 45 l=I1, I2 
A< I l=A( I l/GE 
I A= I 
IC=IGE 
Kl=K+l 
DO 45 .J=Kl.N 
IA=IA+N 
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IC=IC+N 
45 ACIAl=ACIAl-ACll*ACICl 

c 
C IZRACUNAVANJE DETERMINANTE 
c 

c 
c 
c 

c 

c 

DET=1. 
DO 50 I=1,N 
IND=I+CI-1l*N 

50 DET=DET*ACINDl 
IFCINV-INV/2*2) 55,55,60 

60 DET=-DET 
55 RETURN 

5 

lO 

END 

SUBROUTINE RSTSCA,N, IP,BI 
DIMENSION A C 1 l , I P C 1 ) , B ( J ) 

SUKCES I VNO RESAVAN.JE TROUGAON I H SISTEMA 

N1=N-1 
PERMUTACI.JA VF.KTORA B 
no 10 I=L N1 
I1=IP<I> 
IF< 11-I 15, 10,5 
S=B<Il 
B (I l =B (I 1 l 
B<I1l=S 
CONTINUE 
RESAVAN.JE DON.JE TROUOAONOO SISTEMA 
DO 15 K=2,N 
IA=-N+I( 
K1=K-1 
DO 15 I=L K1 
IA=IA+N 

15 BCKl=B<K>-ACIAI*B(J) 
C RESAVAN.JE GORN.JE TROUOAONOG S I :::::TEMA 

NN=N*N 
BCNI=BCNI/ACNN> 
DO 25 KK=1,N1 
I<=N-KK 
IA=NN-I<K 
I=N+1 
DO 20 J=l,KK 
I=I-l. 
BCK>=BCKI-ACIAI*BCII 

20 IA=IA-N 
25 BCKI=BCKI/ACIAI 

RETURN 
END 

119 

Parametri u potprogramskoj listi kod potprograma LRFAK ima­

ju sledece znacenje: 

A - Ulazna matrica reda N memorisana kao niz kolona po ko-
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lona. Posle N-1 eliminacionih koraka matrica A se transformise u 

matricu koja sadrzi trougaone matrice L i R(videti str. ,112); 

N - red matrice A; 

IP- vektor duzine N-1, koji se formira u procesu eliminaci­

je i predstavlja niz indeksa glavnih elemenata(videti str. 113); 

DET ~ izlazna velicina koja daje vrednost determinante mat­

rice sistema A, kao proizvod elemenata na glavnoj dijagonali u mat­

rici R, sa tacnoscu do na znak. Ova vrednost se koriguje znakom, 

na kraju potprograma, imajuci u vidu broj permutacija vrsta u mat­

rici u toku eliminacionog procesa. 

KB- kontrolni broj sa vrednostima KB=O ako je faktorizaci­

ja korektno izvedena i KB=1 ako je matrica sistema singularna. U 

poslednjem slucaju LR faktorizacija ne egzistira. 

Potprogram RSTS sukcesivno resava sisteme jednacina (2.4.4). 

Parametri u potprogramskoj listi imaju sledece znacenje: 

A - matrica dobijena u potprogramu LRFAK; 

N - red matrice A; 

IP- vektor dobijen u potprograma LRFAK; 

B - vektor slobodnih clanova u sistemu jednacina koji se 

resava. Ovaj vektor se transformise u vektor resenja datog siste­

ma. 

Glavni program je organizovan tako da se, najpre, data mat­

rica A faktorizuje, pomocu potprograma LRFAK, a zatim je mogucno 

resiti sistem jednacina A;:= b za proizvoljan broj razlicitih vek­

tora b, pozivanjem potprograma RSTS. Glavni program i izlazna li­

sta imaju oblik: 

DIMENSION AllOOI,BilOI, IP191 
RFADC8,51 N 

5 FORMAT< I 2 I 
NN=N*N 
READC8,101 lA( II, I=l.,NNl 

10 FORMATI16F~ 01 
WRITEC5, 341 

34 FORMAT11H1,5X, 'MATRICA A'/1 
DO 12 1=1, N 

12 WRITEC5, 151 IA<~II, .J=I. NN, Nl 
15 FORMAT<10F10. 51 

CALL LRFAKCA,N. IP,DET, KBI 
IFIKBI 20,25,20 
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20 WRITE(5,30> 
30 FORMAT ( 1 HO, 'MATR I CA A ._IE :3 I NGULAJ;·NA ,. // ) 

GO TO 70 
25 WRITE(5, 35) 
35 FORMAT<1H0;5X, 'FAKTORI70VANA MATRICA'/) 

DO 5!:'i I=L N 
55 WRITE<5, 15) (A(J),J=I,NN,N> 

WRITE(5, 75) DET 
75 FORMAT(/5X, 'DETERMINANTA MATRICE A ='F1Q 6./l 
50 READ<8, 10,END=70l <B<I>, I=LN> 

WRITE(5, 40) (B( I), I=L N> 
40 FORMATU5X, 'VEKTOR B' //( 10F10. 5) > 

CALL RSTS(A,N, IP,B> 
WRJTF.(5,45) (8(1), I=l,Nl 

45 FORMAT(/5X, 'RF.SFNJE'//(10F10. 51> 
GO TO 50 

70 CAI . .L EX IT 
END 

MATRICA A 

3. 00000 
2. 00000 
l. 00000 

1. 00000 
1. 00000 
1.. 00000 

6. OOQOO 
3. 00000 
1. oonoo 

FAKTORI70VANA MATRICA 

3. 00000 
0. 3333:3 
0. 6661:.-7 

I. 00000 ~ 00000 
Q 66667 -1. 00000 
Q 50000. -0. 50000 

DETERMINANTA MATRICE A = 1. 000000 

'JEKTOR B 

2. 00000 7. 00000 4. 00000 

RESEN.JE 

19. 00000 -7. 00000 -8. 00000 

VEKTOR B 

1. 00000 1. 00000 1. 00000 

RESEN.JE 

0. 00000 l. 00000 0. 00000 
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4.4.7. Koriscenjem potprograma .LRFAK i RSTS i imajuci u vidu ode­

ljak 4.2.3,lako se moze obrazovati program za inverziju matrica. 

Odgovaraju¢i program i izlazni rezultat (za maticu iz prethodnog 
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primera) imaju oblik: 

:~:===================7~~~~;7~~=~~~~7~~=================-~===== 

C============================================================ 
DIMEN::::;ION A ( 100 l, B ( 10 l, JP( 9 l, AINV-( 100 l 
READ ( :;:::, 5 l N 

5 FORMAT(l2l 
NN=N*N 
READ ( :3, 1 0 l ( A < I l , I= 1. N~U 

10 FORMATI16F5. Ol 
WRITE(5, :34J 

:34 FORMAn 1H1, 5x, -·'MATRICA A···./J 
DO 1:2 1=1, N 

12 WRITE(5, 15l (A(.j),,_I=I.NN,Nl 
15 FORMAT(l0F10. 5l 

CALL LRFAK(A,N, IP,DET,KBl 
JFO<BJ 20,25,20 

20 WRITE ( 5, :30 l 
:30 FORMAn l.HI.I, ···MATRICA A .JE SINGULARNA"'/./J 

00 TO 70 
25 DO 45 I=l. N 

DO 40 ,J=L N 
40 B(~IJ=O. 

8( I J=l. 
CALL RSTS(A,N, IP,Bl 
IN=(l-l.l*N 
DO 45 ._1=1, N 
IND=IN+J 

45 AJNVIINDI=B(JJ 

50 
WRITE(5,50l 
FORMATI1H0,5x, 'INVERlNA MATRICA'/J 
DO 55 1=1. N 

"" .J.J WR1TE(5, 15l(A!NV(JJ,J=I,NN,Nl 
70 CALL EX IT 

END 

M~\TRICA A 

8. t.JOUOO 
2. 00000 
1. 00000 

1. OO(H)I) 

1. 00000 
1. 00000 

INVERlNA MATRICA 

6. OOOOtJ 
:3. 00000 
1. 00001) 

--2. 00000 5. OUOOO -3. OOOU\l 
1. oooou -3. ooooo a oooou 
1. oouuo -2. 00000 1. 1)1)(.)1)1) 

4.4.8. Sastavimo sada program za resavanje sistema linearnih jed­

nacina oblika -;c = B-;c + li, metodom proste iteracije (videti odeljak 

4.3.2). S obzirom da metod proste iteracije konvergira kada je 

norma matrice B manja od jedinice, to cemo za ispitivanje ovog us-
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lova obrazovati potprogram NORMA, po kome se u zavisnosti od k(u 

potprogramu K) izracunavaju norme II B II k (k=1, 2, 3) saglasno formuli 

(3.2.3) iz odeljka 4.3.2. Parametri u listi imaju sledece znacenje: 

A - matrica memorisana kao vektor, cija se norma trazi; 

N - red matrice; 

K - broj koji definise normu(K=1,2,3); 

ANOR - od~varajuca norma matrice A. 

SUBROUTINE NORMAIA.N.K.ANORI 
DIMEN:::::roN AI 1 I 
NU=N*N 
ANOR=O 
GO TOI10,20.401·,K 

10 DO 15 I=L NU 
15 ANOR=ANOR+Aill**2 

ANOR=SI;•RT ( ANOR I 
RETURN 

20 DO 25 1=1. N 
L=-N 
:::=0. 
DO ::::o . ..1= 1.. N 
L=L+N 
IA=I ... +I 

30 S=S+ABSIAIIAII 
IFIANOR-SI 35.25,25 

:35 ANOR=S 
~7~5 CONTINUE 

RFTURN 
40 L=-N 

DO 50 ._1=1, N 
:::=0. 
L=L+N 
DO 4~ I=l. N 
L I =L +I 

45 S=S+ARSlAILJil 
IFCANOR-Sl ~5.50.~0 

55 ANC)R=::;:; 
50 CONTJNUF 

RFTURN 
END 

Glavni program je 

organizovan tako da se pre 

pocetka iterativnog prbcesa 

ustanovljava konvergencija. 

Nairne, ukoliko je bar jedna 

od normi 11BIIk<1(k=1,2,3), 

prelazi se na iterativni 

proces, dok se u protivnom 

slucaju stampa poruka da 

uslovi za konvergenciju .ni­

su zadovoljeni i u tom slu­

caju se program zavrsava. 

Za mnozenje matrice 

B vektorom ~(k- 1 ) koristi­

mo potprogram MMAT, koji je 

datu 4.4.2. za pocetni vek­

tor ~(o) uzimamo vektor 8. 
Kao kriterijum za 

zavrsetak iterativnog pro­

cesa usvojili smo 

I 
(kl (k-1> I . . x. -x. <e: (~=1, ... ,n). 
~ ~ -

Na izlazu stampamo poslednju iteraciju koja zadovoljava 

gornji kriterijum. 

DIMENSION BI1001.BETAI101, X110), X1110l 
READ(8,51 N.EF'S 

5 FORMATII2,E~ Ol 
NN=NH~ 

READI8.101 IBIII. I=LNNI, !.BETA( I), I=l.N.• 
10 FORMATI16F~ li 

WRITEt5. 1:31 
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13 FORMAn 1HL 5x, ···MATRICA B··, 24x, , .. VEKTOR BETA··· 1 
DO 15 !=1. N 

15 WRITE15,201 IBIJJ,J=I,NN,NI,BETAtll 
20 FORMATI/2X,4Fa~.5X,Fa 11 

DO 30 I<= 1. 3 
CALL NORMA\B,N,I<,ANORI 
IFIANOR-1. I 25,30,30 

31.l CONTINUE 
WRITE15, 351 

35 FORMAT\5X, -·usLOVI ZA I<ONVERGENCI.JU NISU ZADOVOLJENI···1 
GO TO 75 

25 ITER=O 
DO 40 1=1. N 

40 XIII=BETAtll 
62 ITER=ITER+1 

CALL MMATtB, x, x1. N •. N, 1 J 

DO 45 1=1,N 
45 X11li=X11li+BETA1ll 

DO 55 I=1,N 
IFIABSIX1111-XIIli-EPSI55,55,60 

55 CONTINUE 
WRITE15,421 ITER 

42 FORMAT< /3X, 13, '. ITERACIJA'/1 
WRITE I 5, 50 I I L X 1 ( I I , I= 1 , N J 

50 FORMATI3X, 41 1X, ,·x'( ···, 12, 'I='·, F9. 51 I 
GO TO 75 

60 DO 65 1=1. N 
65 XIII=X1lll 

GO TO 62 
75 CALL EXIT 

END 

. ~ -5 Uzma]u'-'i tacnost E: = 10 , za jedan konkretan si.stem jedna-

cina cetvrtog reda(videti izlaznu listu) dobijamo tesenje u cetr­

naestoj iteraciji. 

MATRICA B VEKTOR BETA 

.-I). 1 0. 4 0. 1 0. 1 0. 7 

0. 4 -0. 1 0. 1 0. 1 0. 7 

u. 1 0 .. 1 -0. 2 0. 2 1.2 

0. 1 0. 1 0. 2 -0. 2 -1. 6 

14. ITERACI.JA 

XI 11= 1. 00000 XI 21= 1. 00000 XI 31= 1. 00000 X< 41= -1.00000 
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4.4.9. Kod resavanja sistema sa velikim brojem jednacina pojavlju­

je se problem smestanja matrice sistema u centralnoj memoriji ra­

cunara. U tim slucajevima koristimo virtuelnu memoriju na disku. 

Sledeci program je realizovan za takve sisteme, a zasnovan je na 

Gaussovoj eliminaciji(bez izbora glavnog elemental. U programu je 

obezbedjeno mesto za matricu stotog reda. Medjutim, po potrebi se, 

bez teskoca, mogu resavati i sistemi jednacina proizvoljnog reda, 

uz prosirenje datoteke na disku. Program je realizovan u dvostru­

koj tacnosti. 

C PROGRAM 7 A RE:3AVAN.JE VFI. I I< I H :=;; H::TEMA ,JE!:.INAC INA 
C DATOTEKA VIRTUELNE MFMORJJE 

DEFINE FILE 71102, 400,U,KLJ 
REAL *8 At 100 1 , B t 100 J , :<. l 100 l , DT, E 1, E2' Z 1 

C N = BRO.J .JEDNACINA LINEARNOG SISTEMA tN)ll 
READ\8, lOIN 

l o FORMAT l I:3 I 
C UPISIVAN.JE PARAMETARA LINEARNOG SISTEMA 
C U DATOTEKU 7 NA D1SI<U 

DO 11 L=l, N 
READ\8,201\AllJ, I=1,NI 

20 FORMAT l 5[116. 10 I 
KL=L 

11 WRITE \ 7' KL I \ A \ I I , I= 1 ' N I 
READ(8,201\B\IJ, I=l,NI 
KL=N+1 
WRITE\ 7'·1<:Ll \B\ 1 l, 1=1, Nl 

C RESAVAN.JE LINEARNOG SISTEMA 
C PR1MENOM VIRTUELNE MEMORI.JE 

KL=N+l 
READC 7'KLl B 
N1=N-1 
DO 1 K=l. Nl 
KL.=K 
READ\ 7'KLl A 
N2=K+1 
lFlAtKI. NE. Q DOIGO TO 111 
DO 2 K1=N2oN 
KL=K1 
READC7''KLl X 
IF\JUKI. NE. 0. DOIGO TO 21 
DO 3 L=K,N 
Z1=ACLI 
AlLI=XlLJ 
X\LI=Z1 

3 CONTINUE 
KL=K 
WRITE< 7'KUA 
KL=K1 
WRITE< 7'KL> X 
Z1=B\KI 
BtK>=BtKl> 
BtKl>=Zl 
GO TO 111 
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21 CONTINUE 
2 CONTINUE 

GO TO 222 
111 Ei=BtKI/AtKI 

DO 4 .J=N2,N 
KL=.J 
READ t 7' KLJ X 
Bt.JI=Bt.JI-XtKI•El 
E2=x;KJ/A(KI 
DO 5 I=K,N 
Xtli=Xtii-Mtii*E2 

5 CONTINUE 
KL=.J 
WRITE t 7-'KLJ X 

4 CONTINUE 
1 CONTINUE 

DO 6 KIN=2,N 
K=N+2-I(IN 
KL=K 
READ t 7''KLJ M 
El=BtKI/AtKI 
N:3=K-1 
DO 7 .J=L N:?. 
KL.=.J 
READ t 7 ,. KU X 
Bt.JI=Bt.JJ-XtKI•El 
X t K I =ll. DO 
KL=.J 
WRITE t 7'-KLJ 1. 

7 CONTINUE 
6 CONTINUE 

JJT=l. DIJ 
DO :3 L=l,N 
KL=L 
READt7'KLIM 
Xtl.I=BtLJ/A\LI 
DT=DT*A\LI 

8 CONTINUE 
KL=N+l 
WRITE~7'KL1B 
KL=N+2 
WRITE\ ?-" KU X 

.GO TO :3:,?.::3 
22:? DT=O. DO 

DO 9 L=l,N 
J; t L J =0. DO 

9 CONTINI.JE 
:333 CONTINUE 

C STMMPMN.JE RESEN.JA SISTEMA .JEDNACINA 
KL=N+2 
READ\ 7 ··n_ 1 ~ 
WRITEt5,30J\.~\IJ, I=i,NI 

:31.1 FORMMTt2D24. 161 
CALL EX IT 
END 
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4.4.10. Obrazujmo program za nalazenje matrice S=eA 1 gde je Ada­

ta kvadratna matrica reda n 1 kori~cenjem formule 

( 1) 
A +:o 1 k 

e = I k! A • 
k=O 

Neka je Sk k-ta parcijalna suma reda (1) 1 a uk njen opsti 

clan. Tada vaze jednakos·ti 

(2) (k=1121: •• )1 

pri cemu je u0 = s
0 

=I ( jedinicna matrica reda n). 

Koriscenjem jednakosti (2) moze se obrazovati program za su­

miranje reda (1) 1 pri CeffiU Sel ka0 kriterijum z.a prekidanje prOCeSa 

sumiranja 1 obicno uzima slucaj kada je 

unapred zadatog malog pozitivnog broja 

normu 11·11 2 (videti formulu (3.2.3)) i 

norma matrice Uk manja od 

E. u nasem slucaju uzecemo 
-5 

E = 10 . 

Koriscenjem potprograma M!-lAT za mnozenje matrica (videti 4.4 .2) 

i potprograma NORMA za izracunavanje norme matrica(videti 4.4.8) 1 

sastavili smo sledeci program za nalazenje matrice eA. 

c 
c 
c 

c 

10 

15 

20 

===========~================================ 
ODRED..JIVAN.JE MATRICE FXP\AJ 

============================================ 
DIMENSION A \ 100) I s \ 100) ' u ( jl)(_)) ' p ( ll)l.!) 

READI81 10J N,EPS 
FORMAT! I2, E5. OJ 

NN=N*N 
READ\8, 15J !AI I J, J=l., NW 

FORMAT! 16F5. OJ 
FORMIRAN..JE ..JFDINICNE MATRICE 

DO 20 I=1,NN 
Sl I 1=0. 
l.JI I J =0. 
Nl=N+l 
DO 25 I=l,NN,Nl 
SII:=l. 

25 Ul I 1=1. 
C SLIMIRAN..JE MATRICNOG REDA 

K=O 
:_::o K=K+l 

CALL MMAT!U,A,P,N,N,NJ 
B=l. /K 
DO 35 I=1,NN 
U!I:"'B*P!IJ 

35 S!IJ=SIII+U!IJ 
C ISPITIVAN..JE USL.OVA ZA PREKID SUMIRAN..JA 

CALL NORMA!U,N,2,ANORI 
IFIANOR. GT. EPSJ GO TO :3o 
WRITE!5,40l\\A!Jl, l=..J,NN,NJ,..J=l,N: 
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40 

45 

FORMATl1H0.<5*N-9>~. 'MAT RIC A 
WRITEl5o 451 llSll I, I=.J, NN, Nlo ,J=l. NL 
FORMATl //C5*N-9>x, 'M A T R I C A 
CALL EXIT 
END 

FXPlAI'//lCN>FlQ 511 

Dobijeni program testirali smo na primeru 

l : 3 -3] 
A= 3 -2 

4 -3 

za koji se analiticki n,oze dobiti 

(3) eA =e [ ~:=~ 
4e-4 

3;:;-3 

2e-l 

4e-4 

Izlazna lista ima oblik 

-3e+3] 
-2e+2 . 

-4e+5 

M A T R I C A A 

4. 00000 
2. OOOIJIJ 
4. OOU~ll.l 

:3. 00000 
3. l)~lliOI) 
4. (li..IOOO 

-:3. OOUOI.I 
-2. 1.)(11)1.10 

-3. f)(l(ll)l) 

M A T R I C A EXPlAI 

16. 73060 
9. 34155 

18. 683l.U 

14. U1232 -l4. 01233 
12. 05983 -9. 34155 
18. 6831(1 -15. 96482 

Koriscenjem (3) nije tesko proveriti da su sve decimale u 

dobij enill1 elementima rna trice eA tacne. 
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5.1. KVADRATURNE FORMULE 

5.1.1. Uvodne napomene 

Numeri~ka integracija funkcija sastoji se u pribliznom 

izra~unavanju odredjenih integrals na osnovu niza vrednosti pod-

integralne funkcije po odredjenoj formuli. 

Formule za numeri~ko izra~unavanje jednostrukih integrals 

nazivaju se kvadraturne formule. Sli~no, formule za dvostruke 

integrale nazivaju se kubaturne formule. U nasem izlaganju za-

drzacemo se uglavnom na kvadraturnim formulama. 

Potreba za numeriCkom integracijo;:n javlja se u velikom 

broju slu~ajeva. N.9_ime, Newton-Leibnitzova f'ormula 
b 

(1.1.1) S f'(x)dx., F(b)- F(a), 
·a 

gde je F primitivna !'unkcija za f'unkciju !', ne moze se uvek us­

pesno primeniti • Navesc~mo. neke od tih slu~ajeva: 

1° Funkcija F se ne moze predstaviti pomocu konacnog bro-
2 

ja elementarnih funkcija( na primer, kada je f(x)., e-x ) • 

2° Primena formule (1 .1.1) cesto dovodi do vrlo slozenog 

izraza, cak i kod izracunavanja integrals jednostavnijih funkci-

ja; na primer 

as dx .f) }r:--:, 1 0 2 1 . e.V3 ::--:3. = -(.O'g"yla+l\- 0 .(.0-g(a -a+l) +- arctg 2 _
8 

0 1+x. 1/3 
129 
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3° Kod integracije funkcija, cije su vrednosti poznate 

na diskretnom skupu tacaka ( do bijene, na primer, eksperimenta1-

no), nije mogu6no primeniti formu1u (1.1.1). 

Ve1iki broj kvadraturnih formula ima ob1ik 

b n 

(1 .1.2) 5 f(x)dx ~I Akfk , 
a k.coo 

1u (1.1.2) kazemo da je zatvorenog tipa, dok u ostalim s1uca-

jevima kazemo da je otvorenog tipa. Napomenimo da se za integra­

ciju diferencijabi1nih funkcija koriste i formu1e u kojima se 

pored vrednosti funkcije pojav1juju i vrednosti izvoda. 

Od interesa su i formu1e za izracunavanje integrala 

b 

~ p(x)f(x)dx, 
a 

t;de je x H> p(x) data tezinska funkcija. 

Jedan prost nacin za konstrukciju kvadraturnih formula 

zasniva se na primeni interpolacije. Formu1e dobijene na ovaj 

nacin nazivaju se kvadraturne formule interpolacionog tipa. 

Neka su vrednosti funkcije f u datim tackama x
0

,x1 , .•• , 

xn(E[a,bl) redom f
0
,f1 , ..• ,fn' tj. 

(k"'0,1, ••• ,n). 

Na osnovu ovih podataka, mozemo konstruisati Lagrangeov inter-

polacioni polinom 



5.1. KVADRATURNE FORMULE 

'!'ada je 

b b 

S p(x)f(x)dx ~ ) p(x)Pn(x)dx + Rn+l(£), 
a a 

tj. 
b n 

(1.1.3) ~ p(x)f(x)dx ~ 2: Akfk + ~+l(f), 
a k=o 

gde smo stavili 

p (x)W(x) dx 
(x-xk) W'(xk) 

(k-,Q ,1, ... , n) • 
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U formuli (1.1.3), velicina Rn+l(f) naziva se ostatak kvadratur­

ne formule i predstavlja gresku koja se cini zamenom integrals 

konacnom sumom. Indeks n+l u ostatku oznacava da se integral 

priblizno izracunava na osnovu vrednosti podintegralne funkcije 
u n+l tacaka. 

Sa 5Jn oznacimo akup avih polinoma ne viseg atepena od n. 

Kako je za f(x)= xk(k~O,l, ••• ,n), f(x) ~ P
0

(x), imamo 

(k=O ,1, ••• , n), 

odakle zakljucujemo da je formula (1.1.3) tacna za svako fE. fP , n 

bez obzira na izbor interpolacionih cvorova xk(k=O,l, ••• ,n) i 

u ovom slucaju kazemo da formula (1.1.3) ima algebarski atepen 
tacnosti n. 

5.1.2. New.ton-Cotesove formule 

u ovom odeljku izvescemo kvadraturne formule zatvorenog 
tipa u kojima su interpolacioni cvorovi xK= x

0 
+ kh(k=O,l, ••• ,n) 

uzeti ekvidistantno sa korakom h= b-a • , n 

Ako uvedemo smenu x- x0 ~ ph, imamo 



l32 

(1.2.1) 

i 

(1.2.2) 
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W(x) = (x-x
0

) (x-x1 ) ••• (x.,-xn1 

hn+1p(p-1) ••• (p-n) 

W'(xk)"' (x -xo) • •• (xk-xk-1)(~-xk+1) •• • (xk-xn) 

= h0 (-1)n-kkl(n-k)! • 

Uvodjenjem oznake za uopsteni stepen x(s)#x(x-1) ••• (x-s+1), 
na osnovu (1.2.1), (1.2.2) i rezultata iz prethodnog ode1jka do­
bijamo 

( (-1) n-kp(n+1)h 

) (p-k)lk!(n-k)l 
dp (k=0,1, ••• ,n), 

0 

tj. 

(b-a)Hk (k=O, 1, ••• , n) , 

gde smo stavili 

(1.2.3) ( k=O, 1 , ••• , n) • 

KOeficijenti Hk u 1iteraturi (videti na primer [2] ) poz­
nati su kao Newton-Cotesovi koeficijenti, a odgovarajuce formule 

x0 =b 

(1.2.4) S f(x) dx 
x

0
ca 

n 

(b- a) I Hkf(a+ k b~a) 
k=O 

kao Newton-Cotesove formule. 

(k 6 N) 

U da1jem iz1aganju dacemo preg1ed Newton-Cotesovih for-

mula za n' 4 • Pri ovome kori st imo oznake 
( k-=0, 1 , • · •• , n) • . 

1) nc1 (trapezno pravi1o) 

xl 

) f(x)dx = ~(f0 + t 1 ) - ~ f" (~l) 
xo 



5. 1. KVADRATURNE FORMULE 

xo 

3) n=3 (Simpsonovo pravilo ~) 
x3 
( 3h 3h5 IV 
) f(x)dx = s<fo+ 3fl + 3f2+ f3) - aof (~3); 

xo 

4) nE'4 (Booleovo pravilo) 

x4 

) f(x) dx = ~(7f0 + 32f1 + 12f2 + 32£
3 

+ 7f
4

) 

xo 

5.1.3. Uopstene kvadraturne formule 
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Kao sto je napomenuto u prethodnom odeljku, da bismo 
ta1!nije izra1!unali vrednost integrals potrebno je podeliti seg­

ment ~,b1 na niz podsegmenata, a zatim na svakom od njih pri-. 
meniti neku od kvadraturnih formula. Na taj na1!in dobijamo uop­
stene ili kompozi tne formule·. u ovom ooeljku razmotricemo uop­
stene formule dobijene na bazi trapezne i Simpsonove formule. 

kao i neke uopstene kvadraturne formule otvorenog tipa. 

Podelimo segment [a, b) na niz podsegmenata [xi-l'xi] 
(i=l, ••• ,n) tako da je xi= a+ ih (i=O,l, ••• ,n) i hE' (b-a)/n. 

f(x) 

1 
/--

X 

Sl. 1 • 3.1 
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Primenom trapezne f'ormule na svaki od-podsegmenata dob-

ijamo 

tj. 

b 

sf'(x)dx 
a 

X· n ~ 

"'i~ x~-l f (x) dx 

b 

sf'(x)dx 
a 

gde au Tn = Tn(f';h) = h( ~f0 + r1 + · ·· + fn-l + ~fn) i 

xi-1.( 5i ..(_xi (i,l, •. • ,n) • 

Teorema 1.3.1. Ako fEC 2 [a,b1 vazi jednakost 

b 3 
( :f(x)dx- Tn"' _.(b-a) f"(S) 
) 12n2 
a 

Kvadraturna :formula 

b 

) f(x)dx ~Tn(f';h) 
a 

naziva se uopstena trapezna formula. 

( h 

(a~ ~..(b). 

= b-a 
n 

Fretpostavimo sada da je h= ~~a, tj. xi=a+ih(i=0,1, ••• ,2n) 

(videti sl. 1 .3.2), a zatim na podsegmente (x0 ,x2l, ... , [x2n-2'x2n] 

:f(x) 

X 

xo=a x2 x2n-2 x2n=b 

Sl.l.3.2 
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primenimo Simpsonovu formulu. Na ovaj na~in dobijamo uop~tenu 

Simpsonovu formulu 

gde je 

b 

) .f(x)dx ~ S
0

(f;h) 
a 

( h 

8n:;: Sn(f;h)=~{fo+ 4 (fl+ ... + f2n-l)+ 2 (f2+"·+f2n-2) +f2n}· 

Teorema 1 .• 3.2. Ako fEC 4 [a,b] vazi jednakost 

b 

~ f(x)dx 
a 

5 S (b-a) f1v(}-) 
- n EO - 2880n4 '.i 

5.1.4. Rombergova integracija 

(a"-.~ .C. b). 

Za izracunavanje odredjenih integrala 1 u praksi se najces­

ce koristi uopstena trapezna formula u jednom specijalnom oblikul 

koji je poznat kao Rombergova integracija(videti [2]). 

Sa T~a) oznacimo trapeznu aproksimaciju Tn(f;h) (n=2k} tj. 

h = (b-a) /2k). Rombergova integracija se sastoji u konstrukciji 

dvodimenzionalnog niza T~m) (m=O 1 11 ••. ,k; k=O 11, ••• ) pomocu 

(1.4 .1) 

Na osnovu (1.4.1) maze se konstruisati tzv. T tabela 
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uzimsjuci k== o,1, ••• i m= 1,2, .... U J)rv_oj koloni ove tsbe1e 

ns1sze se redom prib1izne vrednosti integrals I dobijene pri­

menom trspezne formule sa hk:= (b-a)/2k: (k:== o,1, ••• ) • Drugs 

kalona ove tabele dobija se ns osnovu prve, k:oriscenjem for­

mule (:1.4 .1 ) , trees na osnovu druge, i td. 

Iterstivni proces, definisan sa ( 1.4.1) predstavlja 

standardni ... Rombergov metod za numericku integraciju. l;:oze se 

dokazati da nizovi {t~m)}k€No i {r~m)}m«:N0 (po k:olonams i vrs­

tsms u T-tabeli) konvergiraju k:a I. Kod prakticne primene Rom­

bergove integracije, iterativni proces (1.4.1) se najcesce 

prekida kada je jT~m)_ T~m-1 )1'£ , gde je c unapred data doz-
. . . I "' T (m) volJena greska, 1 tada se uz1ma = 0 • 

5.1.5. Programska realizacija 

U ovom odeljku dajemo programsku realizac::iju Simpsonove i 

Rombergove integracije. 

1.5.1. Za integraciju po uopstenoj Simpsonovoj formuli realizovan 

je potprogram INTEG. Parametri u listi imaju znacenje koje je ob­

jasnjeno C-karticama u potprogramu. Podintegralna funkcija se za­

daje u potprogramu FUN, i moze zavisiti od jednog parametra Z. 

Celobrojnim parametrom J je obezbedjeno istovremeno zadavanje vi­

se podintegralnih funkcija. 

Potprogram INTEG je organizovan take da se pocetni broj 

podsegmenata moze povecavati (redukcijom koraka h na h/2) do MAX 

=1000. U slucaju kada je relativna razlika u vrednosti integrala, 

dobijenog sa korakom h i korakom h/2, manja od 10-5 , racunski 

proces se prekida i vrednost integrala izracunata sa dotad najma­

njim korakom se uzima kao definitivna vrednost integrala. Ukoliko 

se ovaj kriterijum ne moze ispuniti sa manje od MAX podsegmenata 

daje se poruka KBR=1(u protivnom je KBR=O). 

Za testiranje ovog potprograma uzeli smo izracunavanje 

$ledecih integrala: 

1 zx 
J 2 2 dx 
0 X + Z 

(z=l.0(0.1)1.5), 



1/2 
fTTsin(TTzx)dx 
0 
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(z=l.0(0.2)1.4), 

(z=O.(O.l)O.S). 
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Potprogrami, glavni program i izlazna lista irnaju oblik: 

c ================================================ 
C I ZRACUNAVANJE ODREDENOG I NTEGRALA FUNKC I .JE 
C F<X, Z,J) SIMPSONOVOM FORMULOM 
c ================================================ 

SUBROUTINE INTEG<A.B,S,F,J,KBR, Z> 
C A - DONJA GRANICA INTEGRALA 
C B - GORNJA GRANICA INTEGRALA 
C S - VREDNOST INTEGRALA SA TACNOSCU EPS=1. E-5 
C KBR - KONTROLNI BROJ 
C KBR=O INTEGRAL KOREKTNO 17RACUNAT 
C KBR;:1 INTEGRAL NIJE IZRACUNAT SA ZAHTEVANOM TACNOSCU 
C Z - PARAMETAR U PODINTEGRALNQ,J FUNKCIJI 
C 'POCETNI BROJ PODEOKA JE 2*MF',A MAKSIMALNI MAX=1000 

MP=15 
MAX=1000 
KBR=O 
N=2. *MF' 
SO=O. 
SAB=F<A,Z,J>+F<B. Z,J) 
H=<B-Al/FLOAT<N> 
X=A 
Sl=O . 

. N2=N-2 
DO 5 I=2,N2.2 
X=X-1·2. *H 

5 S1=S1+F<X,Z,..J) 
10 S2=0. 

X=A-H 
N1=N-1 
DO 15 1=1, Nl. 2 
X=X+2. *H 

15 S2=S2+F<X, Z,..J) 
S=H/3. *<SAB+2. *S1+4. *82> 
REL=<S-80)/8 
IF<AB8<RELJ-1. E-5J 35,35.20 

20 lF'iN-MAXJ 25.25.30 
25 N=2*N 

H=O. 5*H 
C BRO,.J PODEOKA 8E UVECAVA OVA PUTA I 
C IZRACUNAVA 8E NOVA VREDNOST ZA S1 

S1=81+S2 
SO=S 
GO TO 10 

30 KBR=1 
35 RETURN 

ENri 
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FUNCTION FUNCX, z.~l 
GO TOI10,20,30J, ~ 

10 FUN=EXP<Z•Xl/IX•X+Z•Zl 
RETURN 

20 PI=3. 1415'?26535 
FUN=Pl*SINIPI•X•Zl 
RETURN 

30 FUN=ALOGIX+Z)/(Z*Z+EXP<X>l•SINIXJ;'X 
RETURN -. 
END 

EXTERNAL FUN 
WRITE<5, 51 

5 FORMAT< 1Hl. 2X, ~ IZ'RACUNAVAN~E VREDNOSTI INTEGRALA PRIMENOM ', 
l·~SIMPSONOVE FORMULE'.I/14X, ~·TACNO:=;T IZRACUNAVAN.JA EPS = 1. E-5' 
2//.111X, '~'.4X, 'DON.JA',5X, 'GORN.JA',3X, 'PARAMETAR',3X. 'VREDNOST'/ 
316X, ~·GRANICA···, 3X, ~·GRANICA·~, 5X, ~· Z', 7X, 'INTEGRALA··· .I f) 

DO 40 ~=1,3 
READI8, 15) DG,GG, ZP.DZ, ZK 

15 FORMATI5F5. 1) 
Z=ZP-DZ 

18 Z=z+DZ 
IF<Z. GT. ZK> GO TO 40 
CALL INTEG< DG, GG, s, FUN.·~. KBR, Z l 
IFIKBRl 20,25,20 

20 WRITEI'5,30l 
30 FORMAT<I11X, 'INTEGRAL NIJE KOREKTNO IlRACUNAT~·n 

GO TO 18 
25 WR1TE<5.35l J,DG.GG, z,s 
35 FORMATI11X, I1,Fa 1.2F1Q 1oF1~ 6/l 

GO TO 18 
40 CONTINUE 

CALL EXIT 
END 

IZRACUNAVANJE VREDNOSTI INTEGRALA PRIMENOM SIMPSONOVE FORMULE 

TACNOST IZRACUNAVANJA EPS = 1. E-5 

J 

1 

1 

1 

1 

DONJA 
GRANICA 

0. 0 

0. 0 

0. 0 

0. 0 

0. 0 

0. 0 

GORNJA PARAMFTAR VREDNOST 
GRANICA Z INTEGRALA 

1.0 1.0 1. 270724 

1.0 1. 1 1. 153890 

1.0 1.2 1. 059770 

LO 1.3 0. 983069 

1.0 1.4 0. 920013 

1. 0 1. 5 0. 867848 
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2 0. 0 0. 5 1. 0 1. 000000 

2 0. 0 0. 5 1. 2 1. 090848 

2 0. 0 0. 5 1.4 1. 134133 

3 1.0 2. 0 0. 0 0. 048047 

3 1.0 2. 0 0. 1 0. 059595 

3 1. 0 2. 0 0. 2 0. 069940 

3 1.0 2. 0 0. 3 0. 079052 

3 1.0 2. 0 0. 4 0. 086920 

3 1. 0 2. 0 0. 5 0. 09:3558 

1.5.2. Sada dajemo programsku realizaciju Rombergove integracije 

(videti odeljak 5.1.4) u dvostrukoj tacnosti. Lista u potprogramu 

ROMBI ima sledece znacenje: 

DG - donja granica integrala; 

GG - gornja granica integrala; 

FUN - ime funkcijskog potprograma kojim se definise podin-

tegralna funkcija; 

EPS - zahtevana tacnost izracunavanja; 

VINT- vrednost integrala sa tacnoscu EPS, ukoliko je KB=O; 

KB- kontrolni broj(KB=O integral korektno izracunat; KB=1 

tacnost izracunavanja integrala nije postignuta sa 15 
15 predvidjenih koraka, tj. sa brojem podsegmenata 2 ) . 

Za testiranje ovog potprograma uzeto je tabeliranje funkcije 

X 2 
F (x) = f e-t dt (x=0.1(0.1)l.O), 

0 

tacnoscu 10-8 . Programi i izlazna l~sta imaju oblik: 

C==================================================== 
C ROMBERGOVA INTEGRACIJA 
C==================================================== 

DOUBLE PRECISION GG,FUN,VINT 
ExTERNAL FUN 
EPS=1. E-S 
WRITE\5, 1.1) 

1l. HlRMAT\ 1HO,· 5X, ,. X,., 7X, ,. INTECiRAL W. , X) ···.1) 
DO 10 1=1, 11) 
GG=O. 1*1 
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CALL ROMBI 10. DO, GG, FUN, EPS, VINTd<BI 
IFIKBJ5, 15,5 

5 WRITE.(5,201GG 
20 FORMAT ( 5X, F3. 1, 4X, ··· TACNOST NE ZADOVOL~IAVA ··· ./.ll 

GO TO 10 
15 WRITE15,251GG,VINT 
25 FORMATI5X, F:3. L 4X, F14. 91 
10 CONTINUE 

CALL ExiT 
END 

SUBROUTINE ROMBIIDG,GG,FUN,EPS,VINT,KBI 
DOUBLE PRECISION FUN,VINT,TI15J,DG,GG,H,A,POM,B, X 
KB=O 
H=GG-DG 
A=IFUNIDGI+FUNIGGI)./2 
POM=H•A 
DO 50 K=L 15 
X=DG+H/2. 

10 A=A+FUNIXl 
x=x+H 
!FIX. LT. GGIGO TO 10 
Tli<I=H/2. *A 
B=l. 
IFIK. EQ. 11GO TO 20 
1<1=1<-1 
DO 15 M=L 10 
I=I(:-M 
B=4. *B 

15 Tlii=lB*Tli+li-TIIII/lB-1. I 
20 B=4. •B 

VINT=IB*Tili-POMI/IB-1. I 
IFIDABSIVINT-POMI. LE. EPSI RETURN 
POM=VINT 

50 H=H/2. 
KB=1 
RETURN 
END 

FUNCTION FUNIX.I 
DOU[-+I...E PRECISION FUN, x. 
FUN=DEXP 1-~.*X I 
RETURN 
END 

0. 1 
U. 2 
0. 3 
0. 4 
0. 5 
0. 6 
0. 7 
0. ::: 
0. 9 
1.0 

I NTEGRHL I 0. , X. I 

0. 0996/:.7666 
0. 197:365034 
0. 291237894 
0. :37"i"'652845 
0. 461281006 
0. 5:3515:354:3 
0. 600685661 
0. 657669863 
0. 7062415:31 
0. 746824133 
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5.1.6. 0 numerickorn izracunavanju jedne klase dvostrukih integrala 

U ovom odeljku ukazacemo na jedan nacin za priblizno izracu­

navanje dvostrukih integrala oblika 

(l. 6.1) JJ f(x,y)dxdy, 
G 

gde je oblast integracije jedinicni krug, tj. G = {. (x.,y) I x 2
+y

2 
_;;, 1}. 

Nairne, za nurnericko izracunavanje integrala (1.6.1) u literaturi 

([3]1 je poznata formula 

6 
"' 1f fff(x,y)dxdy = ~ ( 2f(O) + E f(M.)), 

G i=1 l 

(l. 6. 2) 

gde 0 predstavlja koordinatni pocetak, tj. 0 = (0,0), dok tacke M 
l 

irnaju polarne kordinate 

ri=A' cpi= }(i-1) (i=1,2, ... ,6). 

Prerna forrnuli (1.6.2) realizovacerno program za izracunava­

nje dvostrukih integrala, gde je oblast integracije jedinicni krug. 

Organizacija prograrna bice takva da se funkcijskirn potprograrnorn EF 

mogu definisati vise razlicitih podintegralnih funkcija f. Paramet­

ri u listi imace sledece znacenje: 

X - vrednost argurnenta x; 

Y - vrednost argurnenta y; 

K - celobrojni pararnetar kojirn se definisu razlicite podin­

tegralne funkcije. 

Formula (1.6.2) realizovana je kroz potprograrn DVINT, ciji 

pararnetri u listi irnaj·u sledece znacenje: 

SUBROUTJNF: DVJNT<EF,K,VR.TNT; 
Pl=3. 1415926535 
RO=::;QRT I 2. /3. 1 
P J ~J.=P I /:3. 
Fl=-PI3 
VRINT=2. *EFIO., u., K! 
DO lo 1=1. b 
f' I =FI +PI ~3 
X=RO*COS l F I 1' 
Y=f\O*SINlFl1 

10 Vf\INT=VRINT+EFlx,Y,KI 
VniNT=PI./8. *VRINT 
RETURN 
END 

EF - irne funkcijskog potprogra-

rna; 

K - celobrojni pararnetar, kao 

u potprograrnu EF; 

VRINT- izracunata vrednost in­

tegrala, prerna kubaturnoj 

forrnuli ( 1 . 6. 2) . 
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Glavni program inta oblik; 

C=========================================================== 
C IZRACUNAVANJE DVOSTRUKOG INTEGRALA 
C=======================================================~=== 

EXTERNAL EF 
WRITE\5, 5J 

5 FORMAT\ 1H1././ lOX, ~·I ZRACUNAVAN.JE DVOSTRLWOG INTE.GRALA··· //) 
DO l.O K=1,3 
CALL DVINT<EF,I<,VRINT> 

10 WRITE\5, 15JK,VRINT 
15 FORMAT\15X, Il. ~. PRIMER'".//lOX, ···vREDNOST INTE.GRALA =··· 

1. F12. 6/./ I 
CALL EXIT 
END 

Prirnenorn ovog prograrna priblizno smo izracunali vrednosti 

sledecih integrala: 

ff 
G 

l6x
2

y
2 

/ 2 2 
2 2 dxdy; 2° J J l+ (l+x) +y dxdy; 3° 

l+x +y G 

Funkcijski potprograrn EF i izlazna lista irnaju oblik: 

FUNCTION EF<X.Y·I<) 
GO T0<10,20.30J,K 

10 EF=\1~ *X*X*Y*YI./(1. +X•X+Y•YJ 
RETURN 

20 EF=SQRT<1. +Y•Y+(1. +Xl**2l 
RETURN 

30 EF=<24. *X*Xl./SQRT<2 -X•X-Y•Y> 
RETURN 
END 

IZnACIJNAVAI'kiE DVOSTRUKOG INTEGRALA 

1. PRIMER 

'JRE.DNOST I NTE.GRALA 

2. PRIMER 

'JnEDNOST INTEGRALA 4. 858376 

;3. PRIMER 

VREDNOST INTEGRALA 16. 32.4202 



5.2. INTEGRALNE JEDNAciNE 

5.2. INTEGRALNE JEDNACINE 

5.2.1. Uvod 

Jednacina 

(2 .1.1) 
b 

y(x) =f(x) + lljK(x,t)y(t)dt , 
a 
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gde su f i K poznate funkcije, y nepoznata funkcija i II nurnericki 

pararnetar, naziva se Fredholmova integralna jednacina druge vrste. 

Funkcija K se naziva jezgro integralne jednacine (2.1.1). U 

nasim razmatranjima pretpostavljacemo uvek da je jezgro definisano 

i neprekidno na D = { ( x, t) I a~ x ~ b, a ~ t ~ b} . 

Ako je f(x) to, jednacina (2.1.1) se naziva nehomogenom, a 

u slucaju kada je f (x) = 0, jednacina je homogena. 

Integralna jednacina oblika 

b 
f(x) + lljK(x,t)y(t)dt=O 

a 

naziva se Fredholmova integralna jednacina prve vrste. 

oblike 

i 

Volterraove integralne jednacine prve i druge vrste imaju 

X 

f(x) + lljK(x,t)y(t)dt 0 
a 

X 

y(x) f(x) + ljK(x,t)y(t)dt 
a 

respektivno. 

Za resavanje Fredholmove jednacine (2.1.1) cesto se koris­

ti metod sukcesivnih aproksimacija koji se zasniva na jednakosti 

b 
(2.1. 2) y (x) = f(x) + ljK(x,t)y 1 (t)dt (n=1,2, .•. ) , n n-a 

pri cernu se uzima y 
0 

= f (x) . Nairne, ako definisemo niz funkoija 

{yk} pomocu 

b 
y

0
(x)=y

0
(xl=f(x), yk(x)= jK(x,t)yk_ 1 (t)dt (k=1,2, ... ), 

a 

tada se (2 .. 1.2) moze predstaviti u obliku 
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(2.1.3) 
n k­

yn(x) = ~ A yk(x) 
k=o 

(n=l,2, ... ) • 

Moze se pokazati da niz {yn} konvergira ka tacnom resenju 

jednacine (2.1.1), ako je ispunjen uslov IAJ< M(~-a)' gde je M= 

max JK(x,t) J. 
x,tE [a,b] 

5.2.2. Primena kvadraturnih formula na resavanje Fredholmove in­

tegralne jednac·ine druge vrste 

u cilju resavanja jednacine (2 .1.1) uzmimo kvadraturnu for-

mulu 
b n 

(2. 2.1) f F (x) dx 
a 

LA.F(x.) 
j=1 J J 

+ Rn (F), 

gde su apscise x 1 , ... ,xn iz [a,b], Aj tezinski koeficijenti koji ne 

zavise od F i Rn(F) odgovarajuci ostatak. 

Ako u (2.1.1) stavimo redom x=xi (i=1, •.. ,n), imamo 

b 
Y (xi) = f (xi) + A f K(x,t)y (t) dt (i=1, ... ,n), 

a 

odakle primenom kvadraturne formule (2.2.1) sleduje 

n 
(2. 2. 2) y(x.) =f(x.) +A /:A.K(x.,x.)y(x.)+ R (F) (i=1, ... ,n), 

l l k=1 J l J J n 

gde je Fi ('::)=K(xi,t)y(t) (i=1, ... ,n). Odbacivanjem clanova R,n(Fi) 

(i=1, ... ,n), na osnovu (2.2.2) dobijamo sistem linearnih jednacina 

( 2. 2. 3) 
n 

Y.- A LA.K .. Y. =f. 
l i=1 J l] J l 

(i~1, ... ,n), 

gde smo stavili Yi=y(xi), fi=f(xi), Kij=K(xi,xj). 

Sistem (2.2.3) se moze predtaviti i u matricnom obliku 

1-/-A1 ~ll 

-AA1K21 

1-/-A K 
n nn 

y 
n 

f 
n 

Resavanjem dobijenog sistema linearnih jednacina po Y1 , ... , 
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Yn' priblizno resenje jednacine (2.1.1) se maze predstaviti u ob­

liku 

(2.2.4) y(x) f (x) + 
n 

;q A.K(x,x.)Y .. 
j =1 J J J 

5.2.3 .. Programska realizacija 

Metod izlozen u prethodnom odeljku realizovacemo koriscenjem 

uopstene Simpsonove kvadraturne formule, kod koje je 

b-a . h = 2m , n=2m+1, xi =a+ (~-1) h (i=1, ... ,n), 

2h 
A3 =As= . • • = A2m-l = 3 

Za resavanje sistema linearnih jednacina (2.2.3) koristicemo 

potprograme LRFAK i RSTS iz 4.4.6(poglavlje 4.4). 

U potprogramu FRED formira se sistem jednacina (2.2.3). Pa­

rametri u listi ovog potprograma imaju sledece znacenje: 

X - vektor apscisa kvadraturne formule; 

A - vektor tezinskih koeficijenata kvadraturne formule; 

FK- ime funkcijskog potprograma kojim se zadaje funkcija f 

i jezgro K; 

PL- vrednost parametra f.; 

C - matrica sistema (2.2.3), memorisana kao vektor(kolona 

po kalona) ; 

F - vektor slobodnih clanova u sistemu jednacina (2.2.3). 

SUBROUTINE FRED<X.A.N.FK,Pl·C•Fl 
fJI MFNS I ON X < 1 ) , A ( 1 ) o C ( 1 ) , F ( 1 l 
IND=-N 
DO 15 ._1=1. N 
IND=IND+N 
DO 10 1=1. N 
lei'= IND+ I 
C(IJl=-PL*AIJl*FK(X(J), XIJ1.2) 
IF< 1-J) 10, 5, 10 

5 C ( I._i > = 1 +C ( I J > 
lc.O CONTINUE 
15 F ( J ) =FK ( X ( J ) , X ( I l , 1 ) 

RETURN 
END 
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Funkcijski potprogram FK ima-sle~ 

dece parametre u listi: 

X i T - vrednosti argumenata x i t 

respektivno; 

M - celobrojni parametar, koji de­

finise izracunavanj'e vrednosti 

funkcije f(M=l) i izracunavanje 

vrednosti jezgra K(M=2) pri za­

datim vrednostima argumenata. 

Uzimajuci kao primer jednacinu 

1 
y (x) = ex - J xexty (t) dt 

0 

FUNCTION FI<<X·T·M) 
GO TO ( 1 O, 20 l, M 

10 FK=EXF'!.X) 
RETI.JRN 

?0 FK=X*FXF'O*T) 
RETURN 
END 

i M=l,2(N=3,5) dobijeni su rezultati koje navodimo iza odgovaraju­

ceg programa. Primetimo da je tacno resenje date jednacine y(x)=l. 

EXTERNAL FK 
D I MEWH ON X ( 10 ) , A ( 10 > , C ( 1 (H) ) , P. r 1 0 J , J P ( ·:n 
READt8.5l PL,[IG.GG 

5 FORMAT< :3F5. 0) 
1(1 READ(8, 15,END=60) M 
15 FORMAT<I2> 

N=2*M+1 
H=<GG-DGI./(2. *FLOAT<M> J 
X<1>=DG 
DO 20 I=2,N 

20 X<I>=X<I-1J+H 
(~:=;H./:3. 

Al t )=G! 
A<NI=Q 
DO 25 1=1. M 

25 A<2*I >=4. *'~ 
DO 30 I=2,M 

30 A<2*I-1>=2 *Q 
CALL FRED<X.A.N,FK,PL,C,B> 
CALL LRFAKIC,N, IP.DET,KB) 
IF<KB) 35,40,3!"1 

35 WRITE<5, 451 
45 FORMAT< tHO, /MATRICA SISTEMA SINGULARNA'/.f) 

GO TO 60 
40 CALL RSTS<C,N, IP.B) 

WRITF(5,50) <B<IJ, I=l.N> 
50 FORMATl/5X, /RFSEN.JE··'.f/(10F10i5)) 

GO TO 10 
60 CALL EXIT 

END 
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RESENJE 

1. 00001) 0. 94328 0. 79472 

RESEN.JE 

1. 00000 l.. 00000 1. 00000 1. 00000 0. 99997 

5.3. OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE 

5.3.1. Uvod 

Ovo poglavlje je posveceno, uglavnom, resavanju Cauchyevog 

problema kod obicnih diferencijalnih jednacina, tj. problema sapo­

cetnim uslovima. Metodi su razvrstani u dve opste klase i to: 

1° Klasa linearnih visekoracnih metoda, 

2° Klasa metoda Runge-Kutta. 

Takodje, ukazacemo i na resavanje konturnih problema kod 

obicnih diferencijalnih jednacina. 

5.3.2.Eulerov metod 

Eulerov metod je najprostiji numericki metod za resavanje 

Cauchyevog problema 

( ). 2. l) 

i bazira se na pribliznoj jednakosti 

tj. 

( 3. 2. 2) 

s obzirom na ("3.2. l) . l'"ko sa y 1 oznacir.1o pribliznu vrednost za 

y(x1 ), na osnovu (3.2.2) imamo. 

Y1 =Yo+ (xl-xo)f(xo,yo) · 

U opstem slucaju, za proizvoljan skup tacaka 

x
0 

< x 1 < x 2 < ••• , priblizne vrednosti za y (xn), u oznaci Yn, mo­

zemo odrediti pomocu 

( 3. 2.3) (n=O, l, •.. ). 
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Poslednja formula definise Eulerov metod, cija je georne­

trijska interpretacija data na 81.3 .2.1. 

y 

y(x) 

I 
. I 

(x ,' y )I 
o i o I 

I 

0 X 

Sl. 3 . .2.1 

Poligonalna linija (x
0

,y
0

) - (x1 ,y1 l - (x2,y2) - ··· 

poznata je kao Eulerov poligon. 

Najcesce se tacke xn biraju ekvidistantno, tj. xn+l - xn· = 

h const(>O) (n=0,1, ... ) i u tom slucaju (3 .. 2.3) se svodi na 

(n=O ,1, ... ). 

5.3.3. Opsti linearni visekoracni metod 

u ovom i narednirn ode1jcima ovog poglavlja razmatracemo 

jednu opstu klasu·rnetoda za resavanje Cauchyevog problema 

( 3. 3. 1) y• = f(x,y), y(x
0

) = y
0 

Ako segment [x
0 

,b] podelimo na ~ podsegrnenta duzine 
b-x 

0 dobijamo tacaka {xn} odredjen h=~, niz sa 

X xo + nh {n=0,1, ... ,N). n 

Neka {Yn} oznacava niz pribliznih vrednosti resenja problema 

(3.3.1) u tackama xn i neka je fn: f(xn,yn). Pred nama se po­

stavlja problem odredjivanje niza {yn}· Za resavanje ovog pro­

blema razradjen je veliki broj metoda. Jedan od ovih metoda je 
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i Eulerov ::ll"tod koji je razmatran u prethodnom odeljku. Kod Eu­

lerovog metoda niz {y
0

} se izracunava rekurzivno pomocu 

( 3. 3. 2) hf 
n 

(n~o ,1, ... ), 

pri cemu postoji linearna veza izmedju Yn' yn+l i fn. U opstem 

slucaju za izracunavanje niza {yn} mogu se koristiti slolenije 

rekurentne relacije, nego sto je (3.3.2). Medju metodima, koji 

proisticu iz ovih relacija, valnu ulogu igraju metodi kod kojih 

postoji linearna veza izmedju Yn+i' fn+i (i=O,l, ... ,k) i oni cirie 

klasu tzv. linearnih visekoracnih metoda* . 

Opsti linearni visekoracni metod mole se predstaviti u 

obliku 

k k 
(3. 3. 3) _E aiyn+i =hE S.f +. (n=O,l, ... ), 

l=o i=o l n l 

gde su ai i si konstantni koeficijenti odredjeni sa tacnoscu 

do na multiplikovanu konstantu. Da bismo obezbedili njihovu 

jednoznacnost uzecemo ak=l. 

Ako je sk=O, kazemo da je metod (3.3.3) otvorenog tipa ili 

da je eksplicitan; u protivnom metod je zatvorenog tipa ili 

implicitan. 

u opstem slucaju (3.3.3) predstavlja nelinearnu diferencnu 

jednacinu, s obzirom da je fn+i = f(xn+i' Yn+i) · 

Za odredjivanje niza {Yn}, primenom metoda C3 .3 • 3) potrebno 

je poznavanje startnih vrednosti yi (i=O,l, ... ,k-1). Kako nam je 

unapred poznata jedino vrednost y
0

, poseban problem u primeni 

visekoracnih metoda (3 .3 .3) predstavlja odredjivanje ostalih 

startnih vred~osti. Ovom problemu bice posvecen poseban odeljak. 

Pod pretpostavkom da su poznate startne vrednosti 

yi(i=0,1, ... ,k-1), kod eksplicitnih metoda direktno se izracuna­

vaju yk, yk+l'''''YN pomocu 

k-1 
yn+k = h_E 

l=O 

k-1 
Si f +"- E ai yn+< n l i=o ~ 

(n=0,1, ... ,N-k). 

Medjutim, kod implicitnih metoda za odredjivanje vrednosti 

Yn+k treba resiti jednacinu 

*) Na engleskom: multistep method. 
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( 3. 3. 4) 

gde je 

k-1 
~ = h E 

i=o 

k-1 
~i fn+i - E ai yn+i ' 

i=o 

Kada je (x,y)~f(x;y) nelinearna funkcija koja zadovoljava 

Lipschitzov uslov po y sa konstantom L, jednacina (3 .3 .4) se mo­

ze resiti iterativnim procesom 

[s+1] _ [sj 
(3.3.5) y n+k - hBk f(xn+k'Yn+k) + ~ (s=0,1, ... ), 

l:oJ polazeci od proizvoljne vrednosti yn+k' ako je 

Uslov dat ovom nejednakoscu obezbedjuje konvergenciju 

iterativnog procesa (3.3 .5). 

Za metod (3.J.3) definisimo linearni diferencni operator 

Lh : c
1 

[x
0

,b] +C[x
0

,b] pomocu 

k 
(3. 3. 6) L h [Y] E [a. y(x+ih)-hS. y'(x+ih)l. 

. l l -
l=O 

Neka funkcija gcc~[x0 ,b]. Tada se Lh[g) moze predstaviti 

u obliku 

( '3. 3. 7) ... , 
gde su Cj (j=0,1, ... ) konstante, koje ne zavise od hi g. 

Definicija 3.3.1. Linearni visekoracni metod (3.3.3) ima red p 

ako je u razvoju (3.3.7) 

i 

Neka je xf-+y(x) tacno resenje problema (3 .. 3 .1) i {y
0

} niz 

pribliznih vrednosti ovog resenja u tackama x
0

=x
0

+nh (n=0,1, ... ,N) 

dobijen prime~om metoda (3. 3.3), sa startnim vrednostima yi=si(h) 

(i=0,1, ... ,k-1). 

Definicija 3 .3.1. Za linearni visekoracni metod (3 .3 .3) se kaze 

da je konvergentan ako je za svako xcrxo,bl 
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lim Yn = y (x) 
h+O 

x-x =nh 
. 0 
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i ako za startne vrednosti vazi lim s. (h)=y (i=0,1, ... ,k-1). 
h->0 l. 

0 

Linearni visekoracni metod (3.l.3) se moze okarakterisati 

prvim i drugim karakteristicnim polinomom koji su dati respektiv­

no pomocu 

p ( t;) 

Dve vazne klase 

srecu u primenama su: 

10 !1etodi kod 

20 !1etodi kod 

k 
E a..t;i 

i=o 
1 

i 

konvergentnih 

kojih je p ( t;) 

kojih je p (<;) 

a ( t;) 
k 
E 

i=o 

visekonacnih 

t;k k-1 
t; ; 

t;k - t; 
k-2 

metoda koje se 

Eksplicitni metodi prve klase nazivaju se Adams-Bashfortovi, a 

implicitni Adams-Moultonovi. Slicno, eksplicitni metodi druge kla­

se nose naziv Nystromovi-metodi, dok se odgovarajuci implicitni 

metodi nazivaju generalisani !1ilne-Simpsonovi. 

Naravno, postoje metodi koji ne pripadaju ovim klasama. 

5. 3·.4-.Izbor startnih vrednosti 

Kao sto je ranije napornenuto, kod primene linearnih vise­

koracnih metoda na resavanje problema (3 .J .1), potrebno je pozna­

vanje startnih vrednosti yi=si(h), takvih da je lim si(h)=y0 
(i=1, ... ,k-1). Naravno, ova:j-problem se postavlj~..,.0kada je k>l. 

Ako je metod (3.3.3) reda p, tada ocigledno startne vrednosti 

si(h) treba birati ta~o da je 

(i=1, ... ,k-1), 

gde je Xl~y(x) tacno resenje problema (3.3.1). 

U ovom' odeljku navescemo jednu klasu metoda za odred]iva­

nje pbtrebnih startnih vrednosti. 

Pretpostavimo da je funkcija f u diferencijalnoj jednacini 

(3.3.1) dovoljan broj puta diferencijabilna. Tada na osnovu Tay­

lorovog metoda imamo 
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Poslednja jednakost ukazuje na to da se moze uzeti 

sl (h) =y(xo)+hy'(xo) +h2•y"(x )+ ... +h~ y (p) (x), 
. 0 p. 0 

s obzirom da je tada s 1 (h) -y (xi) =0 (hp+l) (x
1 

=x
0 
+h). Isti postupak 

se moze primeniti i na odredjivanje ostalih startnih vrednosti. 

Nairne, u opstem slucaju, imamo 

pri cemu za y(xi_ 1 ) uzimamo si_
1 

(h). 

5.3.5. Prediktor-korektor metodi 

Kao sto je navedeno u odeljku 5.3.3 primena implicitnih met­

oda je skopcana sa resavanjem jednacine (3.3.4) na svakom koraku 

integracije, pri cemu se za ovo re·i'lavanje koristi iterativni pro­

ces (3.3.5). Bez obzira na ovu teskocu implicitni metodi se dosta 

koriste za resavanje Cauchyevog problema, s obzirom da imaju niz 

prednosti nad eksplicitnim metodima(visi red, bolja numericka sta­

bilnost). Pocetna vrednost y~~1 , u primenama se odredjuje koris­

cenjem nekog eksplicitnog metoda, koji tada nazivamo prediktor. 

Implicitni metod (3.3.4) nazivamo korektor. Metod dobijen ovakvom 

kombinacijom nazivamo prediktor-korektor metod. 

Za odredjivanje yn+k' iterativni proces (3.3.9) treba pri­

menjivati sve dok ne bude ispunjen uslov 

ly[s+l]_ y[s] I < E 

n+k .n+k ' 

gde je E dozvoljena greska, obicno reda lokalne greske zaokrug-
,. . d - t. [s+1] l]lvanJa. Ta a se za yn+k moze uze l Yn+k · 

Medjutim, ovakav nacin se najcesce ne primenjuje u praksi, 

s obzirom da zahteva veliki broj izracunavanja vrednosti funkcije 

f po jednom koraku i uz to je ovaj broj promenljiv od koraka do 

koraka. Da bi se smanjio ovaj broj izracunavanja, broj iteracija 

u (3.3.5) se fiksira. Dakle, uzima se samo s=0,1, ... ,m-1. 
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5.3.6. Programska realizacija visekoracnih metoda 

U ovom odeljku dacemo programsku realizaciju kako ekspli­

citnih tako i implicitnih metoda. Dobijene programe testiraC.emo na 

primeru(sa h=0.1) 

y 2 
X + y, y ( 1) = l (l~x~2). 

Tacno resenje ovog problema je y (x) = 6ex-l- x 2 - 2x -·2. 

3.6.1. Eulerov metod 

y n+ 1 - Y n = hf n (n=O, 1, ... ) , 

ciji je red p=1, i Adams-Bashfortov metod treceg reda 

h 
Yn+ 3 -yn+ 2 = T2(23fn+ 2 -16fn+ 1 +5fn) (n=0,1, ... ), 

realizovani su pomocu potprograma EULER i ADAMS respektivno. 

SUBROUTTN~ ElJLERtXP, xK,H.Y,FUW 
DIMENSION Yt1l 
N=tXk-XPJ./H 
X=XP 
DO 11 1=1. N 
VII+1J=Ytll+HftFUN\X,VtlJJ 

11 X=x+H 
RETURN 
END 

SUBROUTINE ADAMS\XP, xK,H,Y,FUNl 
DIMENSION Y tl J 
N=IXK-XPJ./H 
x=xP 
FO=FUNtX,YI1Jl 
F1=FUNtX+H, Yt2J l 
N2=N-2 
DO 11 I =-1, N2 

FUNCTION FUN\ X, ~J 
FUN=X*X+'i 
RETURN 
END 

F2=FUNtX+2. *H,YII+2Jl 
YII+3>=Ytl+2l+H*t23. •F2-1~ *F1+5. eFOJ./12 
FO=F1 
F1=F2 

11 x=x+H 
RETURN 
END 

Pararnetri u potprogramskoj listi imaju sledece. znacenje: 

XP i XK - pocetna i krajnja tacka intervala integracije; 

H - korak integracije; 
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Y - vektor pribliznih vrednosti rese_nja dobijen visekoracnim 

rnetodom, pri cemu kod Eulerovog metoda Y(l) predstavlja 

datu pocetnu vrednost, a kod Adamsovog metoda startne 

vrednosti su date kroz Y(l) ,Y(2) i Y(3); 

FUN - ime funkcijskog potprograrna kojirn se definise desna 

strana diferencijalne jednacine f(x,y). 

Startne vrednosti za Adarnsov metod odredjujerno prirnenorn Tay­

lorovog metoda za p=3(videti odeljak 5.3.4). Nairne, kako_ je 

y(l)=l, y'(l)=2, y"(l)=4, y"'(l)=6, h=O.l, 

dobijarno Y(l)=l., Y(2)=1.221, Y(3)=1.48836. 

Glavni program i izlazna lista irnaju oblik: 

C=========================================================== 
C nESAI,.'i-\N . ..IE DJFERENCIJALNIH ,JEDNACINA EJ:SPLICITNIM METODIMA 
(:=========================================================== 

F \X.! =b. lfE;·:P \ X-1. ) -X*X-2. *X-2. 
DIMENSION Y<lOQI, 1<1001 
ExTERNAL FUN 
WRITE\5, 1(>1 

1(> FORMAT\Sx, --RE~:;f-\VANdE DIFERENCJ,JAL .JED. EKSPLICITNJW, 
J.··· METODIMA·-·//:3X, ···xw·,:::x, ''YNtll/,5x, ··'GRES~::Ac:o-·,:3,~. 
2''YN l I I J ,·, 4X. ''GRESKA l /; 1 -·.n 

xP=l. 
;~K=2. 

H=O. 1 
Yll!=l. 
CALL EULER<XP, XK,H,Y.FUN! 
Zl11=Y<1l 
Zl21=1. 221 
2<3>=1. 48836 
CALL ADAMSIXP, xK,H, Z.FUNJ 
N=IXK-XPJ.IH 
NN=N+1 
X=XP 
DO 22 I=l. NN 
G 1 =ABS l < Y l I J -F l X 1 1 .IF l X J J * 100. 
Gi=ABS l I L I I J -F I X 1 J .IF l X J J * 1 OU. 
WRI7Ec5,20JX,YliJ,Gl.ZliJ,G2 

22 X=X+H 
20 FORMAT<8X, F3. 1. 2<4X, F9. 5, 4X, F5. 2J J 

CALL EXIT 
END 

RESAVA.N..JE D I FERENC I ..JAL. .JED. EKSPLI C ITN I M METOD I MA 

1.0 
1. 1 
1. 2 

YN<II 

1. 00000 
1. 20000 
1. 44100 

GRESKAIY.I 

0. 00 
1.72 
3. 19 

YNllii 

1. 00000 
1. 22100 
1. 48836 

GRES~<Y.J 

0. 00 
0. 00 
0. 01) 



1.3 
1.4 
1.5 
1.6 
1. 7 
1.8 
1.9 
2. 0 

5.3. OBI~NE DIFERENCIJALNE JEDNA~INE 

1. 72910 
2. 07101 
2. 47411 
2. 94652 
3. 49717 
4. 13589 
4. 87348 
5. 72183 

4. 42 1. 80883 
5. 47 2. 19028 
6. 37 2. 64126 
7. 13 3. 17116 
7. 79 3. 79040 
8. 36 4. 51045 
8. 87 5. 34403 
9. 32 6. 30518 

u. 02 
0. 03 
0. 04 
u. 05 
0. 06 
0. 06 
0. 07 
0. 07 
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3.6.2. Uzimajuci Eulerov metod kao prediktor i trapezno pravilo 

(p=2) 
(n=O, 1, ... ) 

kao korektor(sa brojem iteracija m=2) obrazovan je potprogram PRE­

KOR. Glavni program, potprogram i izlazni rezult~ti imaju oblik: 

G=========================================================== 
C RESAVANJE DIF. JED. METODOM PREDIKTOR-KOREKTOR 
C=============~============================================= 

F0.1=6. *EXP<X-1. )-X*X-2. *X-2. 
DIMENSION Yl100) 
EXTERNAL FUN 
WRITE<5, 101 

10 FORMATl8X, 'RESAVANJE DIF. JED. METODOM PREDIKTOR-KOREK·· 
1, 'TOR' //15X, 'XN'', 13x, ··yw·, 10x, ··GRESKAli0'./1 

READl8,51XP, XK,YP,H 
5 FORMATl4f6. 11 

CALL PREKORIXP, xK,Yf',H, Y,FUN! 
N=lXK-XPl/H 
NN=N+1 
X=XP 
DO 1.1 l=l., NN 
G=;oABS l l Y l I 1 -F l X 1 1 ./F-l X) 1 *100. 
WRITE\5, 15) x, Yl I) I G 

15 FORMAT(15x, F3. 1, 8x, F9. 5, 8X, F5. 21 
11 x=x+H 

CALL EXIT 
END 

SUBROUTINE PREI(ORt'XP, XK, yp, H, y, FUN1 
DIMENSION Yl11 
N=lXK-XP1/H 
X=XP 
Yll>=YP 
DO 10 1=1, N 

C PROGNOliRAN.JE VREDNOSTI 
FXY=FUNlX,Y\111 
YP=Yli1+H*FXY 

C KOREI(CI.JA VREDNOSTI 
DO 20 M=l, 2 

20 \'P=Yli1+H/2. *lFXY+FI...INlX+H, YF'1) 
Yll+11=YF' 

10 X=X+H 
RETURN 
END 
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RESAVAN..JE DIF . ..JED. METODOM PREDit<:TOR-KOREKTOR 

,~N YN GRESKA<:"t;l 

1. 0 1. 1)0000 0. 00 
l.. 1 1. 22152 0. 04 
1.2 1. 48952 0. 07 
1. 3 1. 81097 0. 10 
1. 4 2. 19363 0. 12 
1. 5 2. 64602 0. 1.4 
1. 6 3. 17760 0. 15 
l.. 7 3. 79881 0. 17 
1.8 4. 52118 0. 18 
1.9 5. 35747 0. 18 
2 .. 0 6. 32177 1.). 19 

5.3.7. Metodi Runge-Kutta 

U prethodnim odeljcima razmatrani su linearni visekoracni 

metodi za resavanje Cauchyevog problema (3.3.1). Red ovih metoda 

se moze povecati povecanjem broja koraka. Medjutim, ukoliko se zr­

tvuje linearnost koju poseduju ovi metodi, moguce je konstruisati 

jednokoracne metode sa proizvoljnim redom. 

Za resavanje Cauchyevog problema oblika (3.3 .1) sa dovoljno 

puta diferencijabilnom funkcijom f, moguce je, takodje, konstru­

isati jednokoracne metode viseg reda (na primer, Taylorov metod). 

Posmatrajmo opsti eksplicitni jednokoracni metod 

(3. 7 .1) 

Definicija 3.7 .. 1. Metod (3.7 .1) je reda p ako je p najveci ceo 

broj za koji vazi 

y(x+h) - y(x) -hO(x,y(x) ,h) = O(hp+1 ), 

gde je xro-y(x) tacno resenje problema (3.3 .1). 

Definicija 3.7.2. Metoo (3.7 .1) je konzistentan ako je 

~(x,y,O) =flx,y). 

Primetimo da je Taylorov metod specijalan slucaj metoda 

(3.7 .1). Nairne, kod Taylorovog metoda reda p imamo 

(3. 7 .2) 
p-1 

<l>(x,y,h) =<!>T(x,y,h) = E 
i=o 

hi d d i 
(i+1)! 1ax + f ayl f(x,y) · 
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U specijalnom slucaju, kod Eulerovog metoda je ~(x,y,h)=f(x,y). 

U ovom odeljku razmatracemo jednu specijalnu klasu metoda, 

oblika (3. 7. 1), koju je 1895. godine predlozio C.Runge ([4J) · 
Kasnije, ovu klasu metoda razvili su W.Kutta ([5]) i K.Heun ([G]) · 

Kao sto cemo kasnije videti, svi ovi metodi sadrze slobodne 

parametre. S obzirom na vreme u kame su se pojavili ovi metodi, 

slobodni parametri su birani taka da se dobiju sto jednoptavnije 

formule za prakticno racunanje. Medjutim, ovakve vrednosti pa­

rametra ne obezbedjuje optimalne karakteristike posmatranib me­

toda .. u daljem tekstu ave metode zvacemo klasicnim. 

Opsti eksplicitni metod Runge-Kutta ima oblik 

(3 .. 7. 3) 

gde su 

(3. 7. 4) 

if> (x,y,h) 
m 
E c. k. I 

i='1 ~ ~ 

k1 f(x,y), 

ki f(x+aih' y+bih) 

i-1 i-1 
ai E o. .. , b. E o. .. k. 

j=1 ~J ~ j=1 ~J J 

(i=2, ... ,m). 

Primetimo da iz uslova konzistencije metoda (3.7.3) sleduje 
rn 
1: c, = 1. 

i=l .l. 

Nepoznate koeficijsnte koji figurisu u ovom metodu, odre­

ajujemo iz uslova da metod ima maksimalni red. Pri ovome, kori­

stimo sledecu cinjenicu: Ako se il>(x,y,h), razvijeno po stepenima 

od h, moze predstaviti u ob~iku 

i!>(x,y,h) ii>T(x,y,h) + 0 (hp), 

gde je ii>T definisano pomocu (3.7.2), tada je metod (3.7.3) reda p. 

Prethodno nadjimo razvoj ii>T(x,y,h) po stepenima od h. Kor1-

scenjem Mongeovih oznaka.za parcijalne izvode imamo 

( a + f~) f ax ay F 
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i 

a + f aay l 2 f 
a a G + fyF' (ax = 'ax+fay)F = 

gde smo stavili G=f + 2.ffxy + f 2 f Tad a iz (3. 7 .2) sleduje 
XX yy 

( 3. 7. 5) ' ( h) f + !2 hF+l.
6 

h 2 (G + fyF) + 0 (h
3
). ''T x,y, = 

Razmotricemo sada samo metode Runge-Kutta, ciji je red 

p,;;,3. Pokazuje se da je za dobijanje metoda treceg reda dovoljno 

uzeti m=3. u tom slucaju, formule (3.7.3) se svode na 

i 

~(x,y,h) = c 1k 1 + c 2k 2 + c 3k 3 , 

k 1 f (x,y), 

k 2 f(x+a 2h, y+b 2h), 

k 3 f(x+a 3h, y+b 3h) 

a2 a21' b2 = a21k1, 

a3 a31 + a32' b3 = a3lkl + a32k2. 

Razvijanjem funkcije k 2 u Taylorov red, u okolini tacke 

(x,y), dobijamo 

k 2 f + a 2Fh + ~ a~Gh2 
+ O(h

3
). 

Kako je 

imamo 

i 

Razvijanjem funkcije k3 u okolini tacke (x,y) i kori~6e­

njem poslednjih jednakosti imamo 

1 2 2 3 
k 3 = f+a 3Fh + 2 (2a3a 32Ffy + a 3G) h + 0 (h ) . 

Najzaq, zamenom dobijenih izraza za k 1 ,k2 ,k3 u izrazu za 

~(x,y,h) dobijamo. 

2 2 h
2 

3 
~lx,y,h)=(c1 +c2 +c 3 )f+(c2 a 2+c 3 a 3 )Fh+(c2 a 2 G+2c 3 a2~32Ffy+c3 a3G)'2+0(h). 

Poslednja jednakost dozvoljava konstrukciju metoda za m=l,2,3. 
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Slucaj m=l. Kako je c 2=c
3

=o imamo 

3 <l>(x,y,h) = c1 f + O(h ). 

Uporedjivanjem sa (3.7.5) dobijamo 

1 1 2 3 <I>T(x,y,h)-<l>(x,y,h) = (l-c1 )f+ 2hF+Gh (G+fyF) +O(h ), 

odakle zakljucujemo da se za c 1=1, dobija metod 

Yn+l - Yn = hfn' 
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ciji je red p=l. S obzirom da je ovo Eulerov metod rni vidirno da 

on pripada i klasi metoda Runge-Kutta. 

Slucaj m=2. Ovde je c3 = 0 i 

1 2 2 3 <l>(x,y,h) = (c1+c2 )f + c 2a 2Fh + 2 c 2a 2Gh + O(h ) . 

Kako je 

zakljucujerno da se pod uslovirna 

(3. 7. 6) i 
1 
2' 

dobija metod drugog reda sa jednirn slobodnirn pararnetrorn. Nairne, 

iz sistema jednakosti (3.7.6) sleduje 

1 i 2a2-l 
c2 = 2a

2 
cl = ~ 

gde je a 2 (f0) slobodan pararnetar. Dakle, sa rn=2 irnamo jednopara­

rnetarsku farniliju metoda 

~2 = f(xn+a 2h,yn+a2k1h). 

u specijalnorn slucaju, za a 2 = i• dobijarno Euler-CaU<;:hyev 

metod 

Slicno, za a 2=1, dobijamo tzv., poboljsan Euler-Cauchyev metod 
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Yn+1-yn = ~[ f (xn ,yn) + f (xn+h, yh+hf' (xn,yn) J · 
0 geometrijskoj interpretaciji dobijenih metoda videti, '.na pri­

mer, [7]. 

Slucaj m=3. Kako je 

~(x,y,h) - ~T(x,y,h) 

zakljucujemo da su za dobijanje metoda treceg reda dovoljni uslovi 

( 3. 7. 7) 

c 1 + c 2 + c 3 = 1, 

1 
c2a2 + c3a3 2 ' 

1 
3' 

s obzirom da imamo cetiri jednacine sa sest nepoznatih, izlazi 

da, u slucaju m=3, imamo dvoparametarsku familiju metoda Runge­

Kutta. Maze se pokazati da medju rr.etodima ave familije ne posto­

ji ni jedan metod ciji je red veci od tri. 

1 i 3 a3 
2 
3 , iz (3. 7. 7) U specijalnom slucaju, kada je a 2 

1 
sleduje c 1 = 4' c 2 = 0, 

3 2 
a 32 = 3· Dakle dobili smo me-4' 

tad 

h 
Yn+1 - Yn 4 (k1 + 3k3), 

k1 f(xn' Yn), 

k2 f(x
11 

h h 
+ 3' Yn + 3 k1) 

k 2h + 2h k ) 
3 = f ( xn + 3' Y n 3 2 

koji se u literaturi srece kao Heunov metod. 

1 1 2 
Za a2 = 2' a3 = 1 {=> c1=c3=6, c2 =3, a32 = 2) 

dobijamo metod 
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k 2 f(xn + ~, Yn + ~k1 ) 
k 3 f(xn+h, yn-hk1 +2hk2 ), 
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koji je najpopularniji medju metodima treceg reda sa stanovista 

rucnog izracunavanja. 

U slucaju kada je m=4, dobijamo dvoparametarsku familiju 

metode cetvrtog reda. Nairne, ovde se, analogno sistemu (3.7 .7), 

javlja sistem od 11 jednacina sa 13 nepoznatih. 

Sada navodimo, bez dokaza, metod Runge-Kutta cetvrtog reda 

h 
( 3. 7. B) yn+1 - Yn 6(k1 + 2k2 + 2k3 + k4), 

k1 f(xn' Ynl, 

k2 f(xn 
h + ~ k ) + 2' Yn 2 1 

k3 f(xn + 
h h 
2' Yn + 2 k2) 

k4 f(xn + h, Yn + hk3), 

koji se u primenama tradicionalno najvise koristi. 

Od metoda cetvrtog reda cesto se koristi i tzv. Gillova va­

rijanta([B]l, koja se moze iskazati sledecim rekurzivnim postup­

kom: 

n:= 0, Q := 0 
0 

1 
Yo:=yn , k1:=hf(xn,Yo)' Y1:=Yo+2(k1-2Qo), 

3 1 h 
Ql: =Qo + 2(kl- 2Qo) -2 k1' k2 :=hf (xn + 2' Y 1)' 

Y2 :=Y 1 + (1-/I72) (k 2-Q1), Q2 :=Q
1 

+3(1-1172) (k 2-Q1 )-(1-If72lk:1 
h . 

k3:=hf(xn+2,Y2)' Y3:=Y2 + (l+/f72) (k3-Q2), 

Q3 : =Q 2 + 3 ( l+/I72) (k 3-a
2

l - ( l+v'T72l k 3 , k 4 : =hf (xn +h, Y
3

) , 

y4 :=Y3+ i(k4- 2Q3)' Qo:=Q3 + ~(k4- 2Q3) - ~k4' Yn+l :=Y4 

n:=· n+l 

Preci na (•) 

Za razliku od linearnih visekoracnih metoda, metodi Runge­

Kutta ne zahtevaju poznavanje startnih vrednosti (sem y(x0 )~y0 , 

koja, inace, definise Cauchyev problem), ali su za prakticnu 

primenu znat;10 komplikoyani]i, s obzirom da zaht:evaju m izra­

cunavanja vrednosti funkcija f u svakom koraku. 
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5.3.8. Frogramska realizacija metoda Runqe-Kutta 

U ovom odeljku dajemo programsk~ realizaciju Euler~Cauchy­

evog, poboljsanog Euler-Cauchyevog metoda, ~ao i metoda cetvrtog 

reda (3.7.8) i Gillove varijante metoda Runge-Kutta. Dobijene pro­

grame testiracemo na primeru iz odeljka 5.3.6. 

3.8.1. Potprogramom EULCAU realizovani su Euler-Cauchyev i pobolj­

san Euler-Cauchyev metod. Parametri u listi imaju sledece znacenje 

XP - pocetna tacka intervala integracije; 

H - korak integracije; 

N- ceo broj, takav da je N+l duzina vektora Y; 

M - ceo broj koji definise nacin' konstrukcije vektora Y. 

Nairne , u vektoru Y se red-om memorise svaka M-ta vred­

nost resenja dobijena u procesu integracije; 

Y - vektor resenja duzine N+l, pri cemu Y(l) predstavlja 

zadati pocetni uslov y
0

, Y(2) je vrednost resenja do­

bijena integracijom u tacki XP+M·H, itd. 

FUN- ime funkcijskog potprograma, kojim se definise desna 

strana diferencijalne jednacine f(x,y); 

K- ceo broj, sa vrednostima K=l i K=2, kojim se zadaje 

integracija po Euler-Cauchyevom i poboljsanom Euler­

Cauchyevom metodu respektivno. 

Potprogram EULCAU ima oblik: 

SUBROUTINE EULCAUIXP,H.N,M,Y,FUN,KI 
DIMENSION Ylll 
X=XP 
Y1=Yill 
NN=N+1 
DO 10 I:o2,NN 
DO 20 J=l. M 
YO:oY1 
Y1:oFUNIXoYOI 
GO TO 1 1, 2 I , K 

1 Y1=YO+H*FUNtX+O. 5*H,YO+O. 5*H*Y11 
GO TO 20 

2 Y1=YO+H*<Y1+FUN<X+H, YO+H*Y1 11/2. 
20 x=x+H 
10 Ytil=Y1 

RETURN 
END 

Glavni program i izlazna lista su dati na sledecoj strani. 

Kao ulazne parametre za integraciju smo uzeli H=O.l,N=lO,M=l, a u 
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drugom slucaju H=0.05,N=lO,M=2. Kolone YIN i Y2N, u izlaznoj lis­

ti daju vrednosti za resenje datog Cauchyevog problema, po obicnom 

i poboljsanom Euler-Cauchyevom metodu respektivno. Pored ovih ko­

lona, u izlaznoj listi su date i kolone sa odgovarajucim greskama 

(izrazene u %) u odnosu na tacno resenje. 

C=========================================================== 
C RESAVANJE DIF. JED. EULER-CAUCHYEVIM I POBOLJSANIM METODOM 
C===============================================~=========== 

DIMENSION Y<lOOI, 1<1001 
FIX I =6. *EXP I X-1. I -X•X-2. *X-2. 
EXTERNAL FUN 
WRITE!5, 10) 

10 FORMAT<10X, 'RESAVANJE DIF. JED. EULER-CAUCHYEVIM I PO', 
1'BOLJSANIM METODOM' I 

2(, READ<S. 25, END=991 xp, Y< 11, H. N, M 
25 FORMAT<3F6. 1, 2131 

CALL EULCAU<XP,H,N,M,Y,FUN, 11 
~ ( 1 I=YI 1 I 
CALL EULCAUCXP,H,N,M,Z,FUN,21 
WRITE\5, 301H 

30 FORMAT(1H0,30X, '!H=··,F6. 4, 'I'//15X,-'XN', 8)(, 'Y1N', 4x, 
l'GRE.SKA!XI', 5x, 'Y2N', 4x, 'GRESKAIXI'/1 

NN=N+l 
X=XP 
DO 11 I=1, NN 
G1=ABS < I Y I I I-F< X I I /F l X 1 Hrl.OO. 
G2=ABS!ll(IJ-F(XIl/FlX11*100. 
WRITE\ 5 I 15 ) X I y l I ) I G 1 I z ( I ) I G2 

15 FORMATl15X,Fa 1.3X,F9. 6.2x,F~ 5,3x,F~ 6,2)(,F~ 51 
11 X=X+H*M 

GO TO 20 
99 CALL EXIT 

END 

RESAVAN.JE. DIF . .JED. EULE.R-CAUCHYEVIM I POBOL.JSANIM METODOM 

l H=O. 1 OOIJ 1 

XN Y1N GRESKA l :1; 1 Y2N GRESKAl/;J 

1.0 1. oooooo 0. 00000 1. l)()t)(H.lO I). 001)1)1) 

1. 1 1. 220250 0. 06349 1. 220500 0. 04302 

1.2 1. 486676 0. 11.696 1. 487203 0. 08161. 

1.3 1. 806227 0. 16176 1. 8~)7()59 0. 11580 

1.4 2. 186581 0. 19931 2. 187750 1). 14596 

1.5 2. 636222 0. 23111 2. 637764 0. 17276 

1.6 3. 164526 0. 25814 3. 166479 0. 19656 

1.7 3. 781851 0. :281.29 3. 784260 0. 21777 

1.8 4. 499645 0. 30134 4. 502557 0. 23682 

1.9 5. 330558. 0. 31.908 5. 334026 0. 25424 

2. I) 6. 2885.~7 0. 38482 6. 292649 0.27013 
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3. 8. 2. 

tvrtog 

<H=O. 05001 

~:N YiN GRESKA(/.1 \'2N GRESKA<Y.> 

1.0 1. 000000 0. 00000 'l.. ooooou tl. 00000 
1 .. 1 1. 220824 0. 01652 1. 220888 0. 01.128 
1.2 1. 487963 0. 03049 l.. 488098 0. 0214:3 
1.3 1. 808391 0. 04216 1. 808604 0. 03038 
1. 4 2. 189811 0. 05191) 2. 190111 0. 03822 
1..5 2. 640738 0. 06021 2. 641133 0. 04524 
1.6 3. 170581 0. 06728 3. 171082 0. 05148 
1.7 3. 789740 0. 07328 3. 790357 0. 05699 
1.8 4. 509705 0. 07845 4. 510452 0. 06190 
1.9 5. 343177 0. 08310 5. 344067 0. 06647 
2. 0 6. 304192 0. 08719 6. 305239 0. 07059 

Pre rna formulama (3. 7 .8) za standardni metod Runge-Kutta 

reda obrazovan je potprogram RK4: 

SUBROUTINE RK4lXO,YO,H,M,N,YVEK.FI 
c ================================= 
C METOD RUNGE-KUTA CETVRTOG REDA 
c ================================= 

DIMENSION YVEI<C 1 l 
T=H/2. 
X=XO 
Y=YO 
DO 20 I=1,N 
DO 10 J=1,M 
A=F<X,YI 
B=FlX+T,Y+T*AI 
C=FlX+T.Y+T*Bl 
D=F<x+H,Y+H*Cl 
X=X+H 

10 Y=Y+H/6. *lA+2. *B+2. *C+Dl 
20 YVEKlii=Y 

RETURN 
END 

Parametri u listi imaju sledece znacenje: 

XO, YO - definisu zadati pocetni uslov(YO=y(XO)); 

H - korak integracije; 

ce-

M,N - celi brojevi sa znacenjem slicnim kao u potprogramu 

EULCAU; 

YVEK -.vektor duzine N koji se dobija kao rezultat numeric­

ke integracije, pri cemu je Y(l) vrednost dobijena u 

tacki XO+M·H, Y(2) vrednost u tacki X0+2M·H, itd. 

F - ime funkcijskog potprograma kojim se definise desna st­

rana diferencijalne jednacine f(x,y). 
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Glavni program ima oblik: 

C======~==================================================== 

C RESAVAN.JE DIF .. JED. METODOM RUNGE-I<UTA 
C=========================================================== 

F<XJ=~ *EXP<X-1. J-X•X-2 *X-2 
DIMENSION Y<lOOJ 
EXTERNAL FUN 
WRITE<5, 10> 

10 FORMAT l 14 X, 'RESAVAN.JE D IF .. JED. METODOM RUNGE -KUTA ,. 
20 READ<8.5.END=99lXO,YO,H.N,M 

5 FORMAT<3F~ 1.213> 
CALL RK4lXO,YO.H.M.N.Y,FUNJ 
G=O. 
WRITE<5,25JH, XO,YO,G 

25 FORMATllH0,28X, '(H=',F6. 4, ··")'//15X, 'XN', l.3X, ,.YN', lOX, 
l'GRESKA<XJ'//15X,F3. l.Sx,F~ 6.7X,F7. 5> 

X=XO 
DO 11 1=1. N 
X=X+H*M 
G=ABS < < Y < I J -F l X J I /F ( X J J * 100. 

11 WRITE(5, 15lX.Y<ll,G 
15 FORMAT ( 15X, F3. 1. 8X, F9. 6, 7X, F7. 5 J 

GO TO 20 
99 CALL EXIT 

END 

Uzimajuci H=O.l, N=lO, M=l dobijeni su sledeci rezultati: 

RESAVAN.JE DIF. JED. METODOM RUNGE-KUTA 

(H=O. 10001 

XN YN GRESKA(7.J 

1.0 1. 000000 0. 00000 
1. 1 1. 221025 0. 00000 
1. 2 1. 488416 0. 00008 
1.3 1. 809152 0. O(iOU 
1.4 2. 190947 0. 00007 
1.5 2. 642325 0. 00013 
1.6 3. 172710 0. 00019 
1.7 3. 792512 0.00017 
1.8 4. 518240 0. 00012 
1.9 5. 347612 0. 00018 
2. 0 6. 309683 0. 00017 

3.8.3. Gillovu varijantu metoda Runge-Kutta realizova6emo u .dvos­

trukoj tacnosti. Parametri u listi potprograma GILL, XO,H,N,M,Y, 

FUN imaju isto znacenje respektivno kao parametri XP,H,N,M,Y:,·FUN 

u potprogramu EULCAU. Primet:hmo da je ovaj potprogram real.izovan 

tako da je izvrsena optimizac,ija u pogledu broja promenljivih. 

Ula-zne parametre za integraciju smo uzeli kao u 3. 8 .1. 
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C================================================~========== 

C RC::wt'v'ANJE DIF. JED. METODOM nUNGE-KUTAtGJLLOVA VARI-.JANTAJ 
C============================~============================== 

nEAU!-8 \'(i(H)),F,FUN,XO,x,H,G , 
F<X>=6. *DEXPlX--1. l-·X*X-2. *X--2. 
EXTERNAL FUN 
WRITE\5., lOJ 

10 FOnMA T l 8 X; •· nESAVANJE D IF. ,.JED. METODOM nUNGE -KUT A l GILL·· 
'1o 'OVA VARI.JANTAI' l 

20 READ<8,25,END=991X ,\'\1),H,N,M 
25 FOnMATl3F'6. 1, 213) 

XO=X 
CALL GILLlXO,H,N,MoYoFUNl 
WIUTE<5, 30JH 

30 FORMATlHl0,28X, '<H=',F6. 4, ')•".//15X, ··xN···, 13X, 'YN', l.Ox, 
1 'GnESKA < ::<~ l '/ > 

NN=N+1 
DO 11 I=l,NN 
G=DABS l l Y ( I l --F \ X l l /F l X l l-it- 1. Oti. 
WRITEl5, 15JX, \'(I1, G 

15 FORMAT<15X,F3.1 .• 8X,F9. 6,6X,Dl0. 3) 
11 x=X~H*M 

GO TO 20 
99 CALL EXIT 

END 

SUBROUTINE GILL<xO,H,N,M.Y~FUNl 
REAL*8 Y<1J,H,FUN, XO,\'O,Q,K,A.B 
B=DSQRT<O. 5DOl 
Q=O. DO 
YU=\'(1) 
NN=N+l 
DO 10 I=2,NN 
DO 20 .J=l,M 
K=H*FUNlXO,\'Ol 
A"'O. 5*<K··2. *Ql 
YO=Yo-+A 
Q=Q+3. *A-0. S*K 
I<=H*FUN ( XO+H/2. , YO) 
A=< 1. -BI*(K-QI 
\'0=\'0-+A 
Q•Q+3. *A- < 1. ·' B I *K 
K=H*FUN<XO+H/2. ,\'01 
A'"( 1. +B>*<K-Ql 
\'0=\'0+A 
Q•Q+3. *A-·( 1. +B>*K 
K=H*FUN<XU+H,\'Ol 
A=<K-2. *Ql/6. 
\'O"='t.o+A 
Q=Q-t 3. *A-K/2. 

20 XO=XUHI 
10 \'III•\'0 

RETURN 
END 

FUNCTION FUN! X,\' I 
REAL*8 FUN,x,Y 
FUN=X*X+\' 
RETURN 
END 
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RESA'JAN.JE DIF . .JED. I'IETODOM RUNGE·-KUTA ( GILL.OVA VARJ .JANTA 1 

IH=O. 1000) 

XN YN GRESKAI/.1 

1.0 1. 000000 0. OOOD 00 
1. 1 1. 221025 ll. 2460-04 
1. 2 1. 488416 0. 4600··04 
1. 3 1. 809152 0. 6470-!.14 
1. 4 2. 190946 0. 8080-04 
1.5 2. 642325 0. 9490-04 
1.6 3. 172709 u. 1070-03 
1. 7 3. 792512 0. 1180-03 
1. 8 4. 513240 0. 1280-03 
1. 9 5. 347611 0. 1360-o3 
2. 0 6. 309682 0. 1440-!)3 

IH=O. 0500) 

XN YN GRESKAI:~l 

1. 0 1. 000000 o. 0000 00 
1. 1 1. 221025 0. 1620-05 
1. 2 1. 488417 0. 3030-!)5 
1.3 1. 809153 0. 4250-05 
1.4 2. 190948 0. 5310-05 
1. 5 2. 642327 o. 623D-o5 
1. 6 3. 172713 0. 704D-05 
1. 7 3. 792516 0. 7750-05 
1. 8 4. 513245 0. 838D-05 
1. 9 5. 34761.8 0. 894D-05 
2. 0 6. 309690 o. 9460-o5 

5.3.9. Resavanje sistema jednacina i jednacina viseg reda 

Metodi koji su bili. razmatrani u prethodnim odeljcima mogu 

se uopstiti u tom smislu da budu primenljivi za resavanje Cauchy­

evog problema za sistem od p jednacina prvog reda 

(3.9.1) Yi = fi(x;y 1 , ... ,yp), yi(x
0

)=yio (i=1, ... ,p). 

U ovom slucaju, sistem jednacina (3.9.1) treba predstaviti 

u vektorskom obliku 

(3. 9. 2) 

gde su 
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-7 
y [ ~10 1 + -7 -[.f: (x;yl' ... ,yp)] , 

: , f (x,y)- : : 

y · f (x;y 1 , ... ,y) po p p 

Od interesa je i re§avanje Cauchyevog problema za diferen­

cijalne jednacine vi§eg reda. Prirnetirno, rnedjutirn, da se ovaj 

problem maze svesti na prethodni. Nairne, neka je data diferenci­

jalna jedhacina reda p 

(3. 9. 3) 
(p) - . - (p-1) y - f(x,y,y , ... ,y ) 

sa pocetnirn uslovima 

(3. 9. 4) y(i) (x ) 
0 

(i=O,l, ... ,p-1). 

Tada se, supstitucijama 

= y(p-1), z 1=y, z 2=y', ... ,zp 

jednacina (3.9.3) sa uslovirna (3.9.4), svodi na sistern 

z;-1 = zm' 

zp f ( x; z 1 , z 2 , ... , zp) , 

sa uslovima z1 (x0 )=z10=y10 (i=1, ... ,p). 

Linearni vi§ekoracni metodi, koje smo do sada razmatrali, 

mogu se formalno generalisati na vektorski oblik 

_,. _,. _,. 

k + 
h l: s. f +', 

i=o 1. n 1. 

gde je fn+i=f(xn+i' Yn+i), a zatim se kao takvi mogu prirneniti na 

resavanje Cau~hyevog problema (3.9.2). 

Takodje, metodi Runge-Kutta za resavanje Cauchyevog proble­

ma (3.').2) imaju oblik 

gde su 
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m 
+ 

L C • k • 1 

i=1 1 1 

f(x,y), 
... + 
f(x + aih' y + 

i-1 + 
l: "ij' b. 

j=1 1 

bih) (i=2, ... ,m). 
i-1 

+ 
l: ct. .k. 

j=1 1] J 
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Sva analiza, koja je data u prethodnim poglavljima formalno 

se moze preneti na navedene vektorske metode· 

Kao primer realizujmo standardni metod Runge-Kutta cetvrtog 

reda (3.7.8) za resavanje sistema od dve diferencijalne jednacine 

y f 1 (x;y,z), z' = f 2 (x;y,z), 

pri uslovima y(x
0

)=y
0 

i z(x
0

)=z
0

. 

Odgovarajuci potprogram ima oblik: 

SUBROUTINE RKSIXP, XKRAJ,YP.zP,H,N,YY, ZZI 
REAL KY1,KY2.KY3.KY4.KZ1.KZ2,KZ3.K~4 
DIMENSION YYilloZZill 
K=IXKRAJ-XPJ/IH*FLOATINll 
Nl=N+l ' 
X=XP 
Y=YP 
Z=ZP 
T=H/2. 
YYll)=Y 
ZZill=Z 
DO 6 I=2,N1 
DO 7 .J=l,K 
KYl=FUN<l.x.Y, ll 
Kll=FUN<2.~.Y.Zl 
KY2=FUNI1oX+T,\'+T*KY1, Z+T*KZll 
KZ2=FUN(2,x+T,Y+T*KY1, Z+T*KZll 
KY3=FUN\1,X+T,Y+T*KY2.Z+T*KZ21 
Kl3=FUNl2.X+T,Y+T*KY2, Z~T*KZ21 
KY4=FUN<l,X+H,Y+H*KY3.l+H*KZ31 
Ki:4=FUNr2, X+H,Y+H*KY3, Z+H*KZ31 
Y=Y+H* l K\' 1 +2. * < KY2+KY3 I +KY 4 l /6. 
Z=Z+H*1Kl1+2. *<KZ2+KZ31+KZ'41/6. 

7 X;=X+H 
\'YIII=Y 

6 ZZlii=Z 
RETURN 
END 
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Koristeci ovaj potprogram re!Hli sro sistem jednacina 

y = xyz, z' = xy/z , 

pri uslovirna Y(l)= l/3 i z(l)=l, na segrnentu (1,2.51 uzirnajuci 

korak integracije h=O.Ol, dok na izlazu starnparno X sa korakorn 0.1 
i odgovarajuce vrednosti za y, yT, z, zT, gde su yT i zT tacna r.e­

senja ovog S'isterna i data su sa 

i 
6 

7-x2 

Odgovarajuci prugram l lZlazna lista imaju sledeci oblik: 

C=========================================================== 
C f<ESAVANJE SISTEMA DJF. JED. METODOM RUNGE-KUTA 
C========~=========================~======================== 

DIMENSION YT 116 1, ZT l 16 1, YY 1161. Z Z l 161, X l l 6 1 
VEGIX)=72 /1~ -X*X1**3 
ZEGIX1=~ /17. -X*X1 
f<EADI8, 151N, xP,YP, ZP, XKRAJ 

15 FORMAT! 12, 4F3. 1 1 
'.'P=YP/3. 
H=O. 1 
N1=N+1 
DO 5 I=1,N1 
Xll1=XP+H*FLOATII-11 
'.'T I l 1 =YEG l X l I 1 1 

5 ZTlli=ZEGlXll11 
WRITEl5, 221 
H=O. 01 
CALL RKSlXP,xKRAJ,yp, 7P,H,N,YY, ZZI 
WRITEl5, 181 H, lXll1.YYli1.YTII1, ZZliJ, ZTll1, I=l,Nl.'l 

18 FORMATl//7x, 'KORAK INTEGRACI.~ H=',F~ 3ri/7X, •x•, 
111 x, ''\", lOX, ··YTACNIY, ll x, ··1···, lOX, ··· ZTACNo··· //1 F 10. 2, 4F 14. 7 I I 

22 FORMATllH1. 9x, •'RESAVANJE SISTEMA SJMULTANJW, 
1' DIFERENCIJALNIH JEDNACINA'rl33x, 'Y''=XYZ'././33X, 
2'Z''=XY./Z'' 1 

CALL ExiT 
END 

FUNCTION FUNlJ, x,y, Zl 
GO T0l50,60I,J 

50 FUN=X*'I'*Z 
RETURN 

60 FUN=X*Y/Z 
RETURN 
END 
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RESAVAN.JE SISTEMA SIMULTANIH DIFERENCI.JALNIH .JEDNACINA 

\"=XYZ 

Z'=XY/Z 

KORAK INTEGRACI.JE H= 0. 010 

X y \'TACNO z · ZTACNO 

1. 00 u. 3333333 0. 3333333 l.. 0000000 1. 0000000 
1. 10 0. 3709342 0. 3709341 1. 0362694 1. 0362694 
1. 20 0. 4188979 0. 4188979 1. 07913b7 1. 0791367 
1. 30 0. 4808936 0. 4808935 1. 1299436 1. 1299435 
1. 40 0. 5623944 0. 5623943 1. 19047b3 1. 1904762 
1. 50 0. 6718182 0. 6718181 1. 2631581 1. 26.31578 
1. 60 0. 8225904 0. 8225902 1. 3513514 1. 351:3514 
1. 70 1. 0370675 1. 0370674 1. 4598541 1. 4598540 
1. 80 1. 3544686 1. 3544689 1. 5957446 1. 5957447 
1. 90 1. 8481333 1. 8481344 1. 7699113 1. 7699116 
2. 00 2. 6666656 2. 6666667 1. 9999998 2. 0000000 
2. 10 4. 1441259 4. 1441321 2. 3]66018 2. 3166029 
2. 20 7. 1444836 7. 1444917 2. 7777767 2. 7777779 
2. 30 14. 3993673 14. 39941.60 3. 5087693 3. 5087738 
2. 40 37. 7629280 37. 7631035 4. 8387012 4. 8387108 
2. 50 170. 6634674 170. 6666718 7. 9999280 8. 0000001) 

5. 3.10. Konturni problemi 

u ovom odeljku ukazacemo na diferencni metod za resavanje 

konturnog problema 

(3 .10 .1) y" + p(x)y' + q(x)y = f(x); y(a)=A, y(b)=B, 

gde su funkcije p,q,f neprekidne na [a,b]. 

S t [ b] d 1 .. ··T+1 d t d v • h b-a egmen a, po e J.mo na " po segmena a uzJ.ne = N+ 1 , 

tako da je x =a+nh(n=0,1, ... ,N+1). U tackama x (n=1, ... ,N) diferen-n . n 
cijalnu jednacinu iz (3.10.1) aproksimirajmo sa 

(3 .10. 2) fn (n=1, ... ,n) 

Ako uvedemo smene 

h 2 h 
an= 1 - 2 Pn ' bn = h qn- 2 ' en= 1 + 2 Pn ' 

(3.10.2) se moze predstaviti ~ obliku 

(3.10.3) a~yn-1 +bnyn+cnyn+1 = h2fn (n=1, ... ,n). 
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S obzirom da su konturni uslovi Y 0 =_A i YN+l =B-. pred nama 
+ + 

se postavlja problem resavanja sistema linearnih jed'nacipa Ty = d 1 

gde su 
2 

b1 0 0 
yl 1 h f

1
-Aa

1 c1 ... 
y2 h

2
f a2 b2 c2 0 

+ 2 
y 

.;, j I d T 

2 0 0 0 bN h fN-BcN 

Matrica sistema je trodijagonalna. Za resavanje ovog sistema pogod­

no je izvrsiti dekomppziciju matrice T u obliku T=LR(videti odeljak 

4.1.1), cime se problem svodi na sukcesivno resavanje dva ·trouga­

ona sistema linearnih jednacina. Ovakav postupak za resavanje kon­

turnog problema (3.10.1) 1 u literaturi je poznat kao matricna fak­

torizacija. 

c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

c 
c 

Sledeci program je realizovan na osnovu izlozenog postupka. 

5 

10 
15 

DIMENSION A<100I.BC1001,CC1001.DC1001 
======~============================ 
MATRICNA FAKTORI ZACI.JA ZA RESAVAN.JE 
KONTURNIH PROBLEMA KOD LINEARNIH 
D I FERENC I .JALN I H .JEDNAC INA I I REDA 
Y'' + PCXIY' + QCXIY = FCXI 
YCDGI = YA, YCGGI = VB 
=================================== 
READ(8,51 DG.YA.GG,YB 
FORMATC4F10. 51 
UCITAVAN.JE BRO.JA MED.JUTACAKA F'REf<O 
TERMINALA LA 30 
READC6, 151 N 
FORMAT< I21 
N1=N+1 
IFI~ EQ 01 GO TO 60 
H=IGG-DGI/FLOATCN11 
HH=H*H 
X=DG 
DO 20 I=1,N 
X=X+H 
Y=H/2. *PQF I X, 1 I 
A< I 1=1. -Y 
CCII=l. +Y 
8 <I I=HH*PQF( X. 21-2. 

20 D<II=HH*PQFCX.31 
DC1~=DC11-YA*AC11 
D<NI=D<NI-YB*C<NI 
C < 1 I =C < 1 I /8 C 1 I 
DO 25 I=2, 'N 
8<II=8<II-A(II*CCI-ll 

25 C<II=C<II/8(II 
D<11=DC11/BC11 
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DO 30 I=2,N 
30 D 1 I >=I D ( I >-A I I > *D ( I -1 > > /B < I ) 

NM=N-1 
DO 35 I=L NM 
J=NM-I+1 

35 D1Jl=DIJJ-C<Jl*D(J+1l 
WRITE<5, 40) N, (I, I=1, N1 l 
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40 FORMATI/././5X. ·'BRO.J MED.JUTACAKA N =·', I3//./5X, 'I', 6X, '0'·, 9I10l 
DO 45 I=l. N 
C(Il=DG+H*FLOAT<Il 

45 B<I>=PQF<C<Il,4l 
WRITE<5,50l DG, (C(l), I=1,N>,GG 
WRITE<5,55l YA, ([1(1), l=l.Nl,YB 
WRITE<5,65l YA, <B<Il, I=1,Nl,YB 

50 FORMATU5X, ···x (I)·', 10<F6. 2, 4X J l 
55 FORMATU5X, ···v<u-·, 10F10. 6> 
65 FORMATI/5X, 'YEGZ', 10F1Q 6l 

GO TO 10 
60 CALL EXIT 

END 

Primetimo da je program tako realizovan da se broj medjuta­

caka N ucitava preko terminala LA 30. U slucaju kada je N=O program 

se zavrsava. Takodje, u programu je predvidjeno i tabeliranje tac­

nog resenja u posmatranim tackama, radi kontrole. Jasno je, medju­

tim, da OVO poslednje ima smisla Sarno U skolskim primerima gde nam 

je resenje poznata. Tako je, na primer, za konturni problem 

y" - 2xy' -2y = -4x; y(O)=l, y(1)=l+e ~ 3.7182818, 

tacna resenje je 2 y = x + exp (x ) • 

Za ovaj konturni problem 

funkcijski potprogram za defini­

sanje funkcija p,q,f, kao i tac­

nog resenja, ima obl·ik! koj'i na­

vodimo s desne strane(potprogram 

PQF). Za slucaj N=4, dobili smo 

sledece ~ezultate: 

BROJ MEDJUTACAKA N 4 

0 1 2 

FUNCTION PQF( X, M> 
GO T0<10,20,30,40l.M 

10 PQF=-2. *X 
RETURN 

20 PQF=-2. 
RETURN 

30 PQF=-4. *X 
RETURN 

40 PQF=X+EXP<X*Xl 
RETURN 
END 

3 4 5 

XII> o. 00 0. 20 0. 40 0. 60 0. 80 1. 00 

y (I l 1. 000000 1. 243670 1. 577951 2. 038017 2. 699738 3. 718282 

YEGZ 1. OQOOOO 1. 240811 1. 573511 2. 033330 2. 696481 3. 718282 
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5.4. PARCIJALNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE 

5.4.1. Metod mrela 

u ovom poglavlju ukazacemo samo na jedan nacin za numericko 

resavanje parcijalnih jednacina. Nairne, razmotricemo samo kako se 

metodom mrela resava Laplaceova iednac-ina (eliptickog tipa) i talas­

na jednacina(hiperbolickog tipa). Slicno se resavaju i ostale jed­

nacine; naprimer jednacina provodjenja toplote(parabolickog tipa). 

Metod mrela ili diferencni metod, kako se cesto naziva, 

predstavlja osnovni metod za resavanje jednacina matematicke fizi­

ke(parcijalne jednacine koje se javljaju u fizici i tehnici). 

Neka je data linearna parcijalna diferencijalna jednacina 

(4.1.1) Lu =f 

i neka se u oblasti D, koja je ogranicena krivom r(D=int r), trali 

ono njeno resenje koje na krivoj r zadovoljava dati konturni uslov 

(4 .1.2) Ku ='!' ( (x,y) e: r). 

U primeni metoda mreza, najpre, treba izabrati diskretni 

skup tacaka Dh, koji pripada oblasti 5 (=D U r) i koji se naziva mre­

zom. Najcesce se u primenama za mrezu uzima familija paralelnih 

pravih xi =x
0 

+ ih, yj =y
0 

+ jl (i,j = 0,±1,±2, •.. ) . Tacke preseka 

ovih pravih se nazivaju cvorovima mreze, a velicine h i L koracima 

mreze. Ova cvora mreze se nazivaju susednim ako su udaljena po x i 

y osi samo za jedan korak. Ako sva cetiri susedna cvora nekog cvo­

ra pripadaju oblasti 5, onda se taj evor naziva unutrasnjim; u pro­

tivnom cvor mreze Dh se naziva granicnim cvorom. u primenama pored 

pravougacme mreze kori:ste se i drugi oblici mreza. 

Metod mreza se sastoji u aproksimaciji jednacina (4.1.1) i 

(4.1.2) pomocu odgovarajucih diferencnih jednacina. Nairne, operator 

L mozemo aproksimirati diferencnim operatorom, veoma j.ednostavno., 

zamenom izvoda odgovarajucim diferencama, u unutrasnjim cvorovima 

mreze. Pri ovome ae koriste sledece formule 

ax h 

_ u i + 1 , j - ui -1 , j 

2h 
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a2u(xi,y.) ui+1 .-2ui .+ui-1. 
----~~~JL- ~ ,] ,] ,] , itd. 

3x 2 h 2 

Potpuno simetricne su formule za parcijalne izvode po pro­

menljivoj y. 

Aproksimacija konturnih uslova, u nekim slucajevima, mo~e 

biti vrlo slo~en problem, sto zavisi od oblika operatora K i kontu­

re r. Kod tzv. konturnih uslova prve vrste, kod kojih je Ku=u, je­

dan prak~ican nacin za aproksimaciju predlo~io je L.Collatz i on se 

sastoji u sledecem: 

Neka je granicnom evoru A najbliza tacka sa konture r, tacka 

B i neka je njihovo rastojanje o (videti sl.4.1.1). 

Na osnovu vrednosti funkcije 

u tackama B i C, linearnom interpo­

lacijom dobijamo 

u (A) :; h'!' (B) + ou (C) . 

h+o 

Aproksimacija konturnog us­

lova (4.1.2), u ovom slucaju se sas­

toji u definisanju jednacina gornjeg 

oblika za svaki granicni cvor. 

Jednacine dobijene aproksi-

macijom jednacine (4.1.1) i kontur­

nog uslova (4.1.2) predstavljaju 

y 

y"' 
B/A c 

i/'a r--h-

I 
I 

X 

Sl. 4. 1.1 

sistem linearnih jednacina, cijim se resavanjem dobijaju trazena 

numericka resenja postavljenog problema. 

U daljem izlaganju ukazacemo na dva osnovna primera. 

5.4.2. Laplaceova jednacina 

Neka je potr.ebno naci resenje Laplaceove jednacine 

tm = azu + 92u :;"0 
axz ay2 

( (x,y) £D), 

koje na konturi kvadrata D = { (x,y) I 0 < x < 1, 0 < y < 1} ispunjava od­

redjeni uslov u(x,vl= '!'(x,y) ((x,y)£ r). Izaberimo mrezu Dh kod 15-o­

je je l=h = N:l' tako da su CVDrovi mreze tacke (x1 ,yj) = 

( (i-1) h, (j-1) l) (i,j=l, ... ,N). Standardna diferencna aproksimacija 

(sema) za resavanje Laplaceove jednaci~e ima oblik 
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1 
-z(ui+l .+ui_1 .+u .. + 1 +u ... _ 1 -4)1 .. )= 0, 
h ,J ,.J l.l] l.l] 1.1] 

ili u ob1iku 

1 u .. = 4(ui J'+1+ul.. ·-l+u._l .+u,.+l .). l.l] I I) J. I) J. I) 

Uzimajuci i,j=2 1 ••• 1 N-l u poslednjoj jednakosti dobijamo sis­

tern od (N-2) 2 linearnih jednacina. Za resavanje ovog sistema obicno 

se koristi metod proste iteracije i1i, sto je jos prostije, Gauss­

-Seide1ov metod (videti ode1jak 4.3.3). 

Odgovarajuci program za resavanje posmatranog problema ima 

oblik 

c ================================= 
C RESAVANJE LAPLACE -OVE ,JEDNAC I NE 
c ================================= 

DIMENSION UC25,251 
READ(8,41 N 

4 FORMAT<I21 
M=N-1 
READ ( 8, 1 I <U ( 1. J I , J= 1 , N I , <U < N, ,J I , J= 1. N I , 

l<U( I, 1), 1=2, MJ, <U< J, NJ, 1=2, M> 
1 FORMAT<8F10. 01 

DO 10 I=2,M 
DO 10 J=2,M 

10 U< I, J>'=O. 
lMAX=O 

20 READ<6,41 MAX 
IF<MAX. EQ. OIGO TO 100 
DO 30 ITER=1,MAX 
DO 30 1=2,M 
DO 30 J=2,M 

30 U<I,JI=!U(!,J+11+U(J.,J-11+U<J-1,JI+U(l+1,JII/4. 
IMAX=IMAX+MAX 
WRITE(5, 65) IMAX, (,J, J=1, Nl 

65 FORMAT(//26X, 'BROJ ITERACIJA JE', 13//17X, 
14(5X, 'J =', 121 I 

DO 60 I=1,N 
60 WRITE!5,66) I. (U(I..JI,,J=1,NI 
66 FORMAT<13X, 'I=', I2,6F10. 41 

GO TO 20 
100 CALL EXIT 

END 

Za resavanje sistema linearnih jednacina koristili smo Gauss­

Seidelov metod sa pocetnim uslovima u .. =0 (i,j=2, •.. ,N-l), price­
l.,J 

mu se na broj iteracija moze uticati preko terminala LA 30. Za N=4 

i konturne uslove 
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u
11

=0, u12 ~30, u 13=60, u 14=90, 

u
41

=180, u 42 =120, u 43 =60, u 44 =o, 

u
21

=60, u 31 =120, u 24 =60, u 34 =30, 

dobijeni su sledeci rezultati: 

BRO.J I TERAC: I .JA .JE :? 

...) = 1 ...) = 2 ...) = 3 
(l .. 0000 30. 0000 60. 0000 

2 60. onoo 47. 8125 53. 9062 
3 120. 0000 83. 9062 56. 9531 
4 180. 0000 120. 0000 6(l, 1)000 

BRO.J ITERACI.JA .JE 7 

...) = ...) = 2 ...) = :3 
I 0. 1)1.)1)1.) 30. 0001.) 60. l,ll.)(ll) 

I 2 60. 0000 59. 9881 5';). 9940 
I :3 120. 1)000 89. 9940 59. 9970 
I 4 180. ooon 120. 0000 60. 001.10 

BRO.J ITERACicJA .JE 11 

...) = 1 ...) = 2 ...) = 3 
I 1 IJ. 0000 30. 0000 60. 0000 
I 2 60. 0000 60. 0000 60. (li)OO 
I 3 120. 0000 90. 0000 60. 0000 
I 4 180. 0000 120. 0000 60. OO(H.l 

5.4.3. Talasna jednacina 

Posmatrajmo talasnu jednacinu 

(4. 3.1) 

sa pocetnim uslovima 

...) = 4 
90. ()t.)(ll,) 

60. 0000 
30. 0000 

0. 0000 

...) = 4 
90. O(li)O 
60. 0000 
30. 0000 

IJ. 0000 

...) = 4 
'>'0. 0000 
60. 0000 
30. 1.)000 

0. 0000 

(4. 3.2) u(x,O)=f(x), ut(x,O)=g(x) (0 < X < b) 

i konturnim uslovima 

177 
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(4. 3. 3) u(O,t)=~(t), u(b,t)= ljJ(t) (t ·~ 0). 

Koriscenjem konacnih razlika, jednacina (4.3.1) se moze aproksimi­

rati pomocu 

(4. 3. 4) 
1 u. 1 . - 2u .. + u. 1 .- 2 cu .. +1-2u .. +u .. 1 J, 

J.+ ,J l.,J J.- ,], r l.rJ l.,J l.,J-

gde je r=at (h i Z su koraci po x i t osi respektivno) i 

"' ui,j = u(xi,tj). Na osnovu prve jednakosti u (4.3.2) imamo 

(4. 3. 5) 

Uvodjenjem fiktivnog sloja j=-1, drugi pocetni uslovi u 

(4.3.2) moze se jednostavno aproksimirati pomocu 

(4. 3. 6) 

Ako u (4.3,4) stavimo j=O dobijamo 

odakle, s obzirom na (4.3.6) sleduje 

tj. 

(4. 3. 7) 

S druge strane iz (4.3.4) sleduje 

(4. 3. 8) 

Ako stavimo h=b/N i xi=(i-l)h (i=l,2, ... ,N+l), na osnovu 

konturnih uslova (4.3.3) imamo 

(4.3.9) u 1 . = ~ (t.) = ~., UN+l . = 1/1 (t.) = 1/1., 
rJ J J rJ J J 



5.4. PARCIJALNE DIFERENCIJALNE JEDNAciNE 

gde je j=O,l, .... Za odredjivanje resenja u pravougaoniku 

P={ (x,t) 1 0 < x < b, 0 < t < Trnax}, rnaksirnalna vrednost indeksa j 

je celobrojni deo od Trnax/l, tj. jmax=M=[Trnaxll]. 
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Na osnovu jednakosti (4.3.5), (4.3.7), (4.3.8), (4.3.9) 

jednostavno se nalaze priblizna resenja datog problema u cvoro­

virna rnreze pravougaonika P, sto je realizovano sledecirn prograrnorn: 

C===================================================~======= 
C RESAVAN.JE PARCI.JALNE DIF .. JED. HIPERBOL ICNOG T!PA 
C========================~================================== 

DIMENSION U\3,9! 
READ\8,5JN,A,B,R,TMAX 

5 FORMATII2,4F~ 2! 
Nl=N+l 
WRITE\5, 10! I L I=l, Nl J 

11) FORMAT I 1Hlr l.Ox, 1H..;, <N-rL•i4X, 'Ui ', Ilr ', .JJ 'i.l i 
H=BfFLOATINl 
EL.=R*H/A 
M=TMAX/EL 
T=O. 
JjO 15 K=1,2 
I_I(K, 1 J=FFI T, B, 3J 
UIKrN1l=FFIT,B,4J 

15 T=T+E.L 
;;=0. 
R2=R*R 
DO ~~0 1=2, N 
x=x+H 
U 1 1. I J =FF I X, B, l. J 

20 1_1(2, IJ=EL*FFI~;,B,2)-ril. -R2;;;1J(I,U 
DO 25 I=2.,N 

25 l.l(2, I J=U\2, I !+R2./2. *iUi ir I+l ;-ru;1, I-1 i; 
.J=O 

30 WRITE\5, 35J.J, (LI( 1. I i, 1-i, Nl J 
35 FORMAT<7X, J5,<N1>F1Q 4i 

JFI~ EQ MJGO TO 50 
,J=J+j 
U\3, 1 J=FF( T, B, 3J 
Ul3rNll=FFIT,B,4i 
DO 4o I=2,N 

40 U\3, Il=IU\2, I+l)HJi2, I-1) i/R2-Uilr Ii-2. *i1 .. /R2-1. )-lrUi2r li 
T=T+EL 
DO 45 I=lr N1 
U I lr I J =ll\2, I I 

45 U\2, I J=U&:3, 1 J 
GO TO 30 

50 CALL EXIT 
END 
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Primetimo da se vrednosti resenja utri uzastopna sloja 

j-1 1 j, j+l, pamte u prvoj 1 drugoj i trecoj vrsti :rnatrice Ul 

respektivno. 

Funkcije f 1 g 1 cp 1 t/J definisu se funkcijskim potprogramom FF 

za 1=1 1 2 1 3 1 4 1 respektivno. 

U konkretnom slucaju 1 za a=2 1 b=4 1 Tmax=61 f(x)=x(4~x) 1 

g(x)=0 1 cp(t)=0 1 t/J(t)=0 1 N=4 i r=1 1 potprogram FF i odgovarajuci 

rezultati imaju oblik: 

...1 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 

FUNCTION FFtx,B, Ii 
GO T0t10,20,30,40~, I 

1U FF=X*tB-XI 
RETURN 

20 FF=O. 
RETURN 

3u FF=O. 
RETURN 

4U FF=O. 

Ut 1, ...II 

0. ouoo 
u. 0000 
0. 1)1)1)1) 
0. ouoo 
u. 0000 
0. 0000 
u. 0000 
u. 0000 
0. oouu 
0. 0000 
0. 0000 
u. 0000 
u. 0000 

RETURN 
END 

Ut2,..JI 

3. ouoo 
2. 0000 
0. 0000 

-2. oouu 
-3. oooo 
-2. 0000 

0. 0000 
2. ouuo 
3. 0000 
2. 0000 
0. 0000 

-2. 001)0 
-3. ouoo 

U\3,.Ji 

4. CiOOO 
3. OOOi.l 
0. 0000 

-3. 0000 
-4. 0000 
-3. 0000 

0. Oi..ilili 
3. iji)ijij 

4. UUiJO 
3. 0000 
0. 0vvv 

-:3. OVGO 
.:...4. 0000 

Ui4,Ji Ui5, •Ji 

3. 0000 0. 0000 
2. 0000 0. 0000 
0. 0000 o: 0000 

-2. 0000 0. 0000 
-3. 0000 0. 0000 
-2. 0000 0. 0000 

0. 0000 0. 0000 
2. 0000 0. 0000' 
3. 0000 0. 0000 
2. 0000 0. 0000 
0. 0000 0. 0000 

-2. 0000 0. 0000 
-3. 0000 0. 0000 
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