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PREDGOVOR РНУОМ IZDANJU 

Оуа knjiga јта obelezja serije Tutorial Texts, и kojoj је prvopotpisani оЬја­
ујо pet knjiga*. 

Tekst se sastoji iz pregleda definicija i teorell1a kao i iz niza zadataka i ргоЬ­
lета iz teorije nizova i геЈоуа. Zadaci i ргоblетј Јо\)гј'n delom su геScпi i Сјпе 
znatno veci deo knjige, dok su teoreme ШL\'еdепе bcz дokaza. Dokazi nekoliko 
teorema izlоzепi su јра!;: II оblilш resenja теЈll ргоыeimа •. 

Knjiga је II РГУОll1 геЈll паmепјеш stшlcпtimа ргiгод110-шаtепыtiсkiЬ, а 

zatim stlldentima tehnickih faklllteta. Опа се takode biti kогiSПG sviш шаtеmа­
ticarima i inzenjerima koji se slllze tеогiјош nizova i redova II svош tеогiјskош 
i prakticnom radll. 

Teorijska osnova resavanja zadataka i ргоblеша, Ciji је kostur izlozen па ро­
cetku knjige, sastoji se llglavnom II sadrzajll odgovarajucil1 delova kompletnijeg 
kursa шаtеmаtiсkе analize. Specijalne oblasti moderne tcorije nizova i l'еЈоуа, 
kao sto Sll zbirljivost, teorija aproksimacija, поујјј rezllltati teorije tгigопоmеtгi ј -
skih redova itd, nisll оЬгаdепе, naгocito пе sire i еksрliсitпо. ТгеЬа парошеl111ti 
da је II knjizi па ргуот mestu гес о геаlпјт nizovima i геЈоviпш. Alaterijal и 
vezi sa kompleksnim nizovima i redovima predstavlja llzgгеdПll dорипи i ocinosi 
se llglаvпош па sl11cajeve II kојiша se reZllltati iz realnog podrucja, bez sиstiпskе 
izmene metoda, pl'enose па kompleksno роЈгисје (пагаупо, uz kогiscепје tсhпikе 
rada sa kоmрlеksпim Ьгојеујmа). Specificni rezllltati i metode teorijc analitickih 
fllnkcija bitno se пе koriste niti pretpostavljajll, mada se па пеkоlikо mesta II паро­
mепаmа па пјЉ llkazuje. 

Tekst је ргјргетап duze угете (od 1965). Reiicnja Би ро ргаујl11 ргоуегепа. 
Вјlо је teskoca II klasifikaciji i rasporedivanju zadataka i ргоblета, i to mоЫа 
пјје izvrseno besprekorno. Аlltoгј takode пе mogu biti sasvim zаdоvоlјпi sraz­
тегоm II kojoj su II knjizi zаstllрlјепе pojedine oblasti. Ајј, kao sto to cesto kazll 
pisci, II sledecem izdanjll Ысе sve Ьоlје. 

Izvогi za kolekcijll zadataka i ргоblета bile su II ргуот геЈи kn ј ige: 
D. S. Mitrinovic: Zbornik matematickih руоЫеmа, kпјigа 2, drugo izdanje, 

Beograd 1960; 
D. S. МitгiпоУiс: Zbornik rnaternatickih руоЫеmа, knjiga 1, trece izdanje, 

Beograd 1962; 

G. Р61уа i G. SZtCgo: Zadaci i teoremi iz analiza, Moskva 1956; 
К. Кпорр: Infinitc sсqшnсеs and series, New York 1956; 
t. С. Fгапсis and Ј. Е. Little\vood: Examples јn infinite series witlz solu­

tiош, Cambridge 1949; 
D. S. Mitrinovic: AIatematika и obliku metodicke zbirke zadataka sa rese­

уuјmа, knjiga 2, dГllgо izdanje, Beograd 1967. 

* Elementary 1 neqltc1litics (Groningen 1964), 
Functions оЈ а Complex Variable (Groningen 1965), 
Elementary lvIatrices (Groningen 1965), 
Calcul;is оЈ Residues (Groningen 1965), 
DzjJerгniial Geomet1)· (Groningen 1969). 
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Takode је bio kогistап сlапаk: 

D. D. Adamovic: О gomjem i donjcm liтesu, Matematicka blblioteka, sveska 
21, Beograd 1961, stг. 35-63. 

Razni casopisi, u PIVOl11 Iedu AlIlcrtcan Мщlzematiсаl МоmЫу, lvIathematics 
Magaziпe, Revue de Mat!II!lJ1aliques Speciales, blli su takode izvor za problel11e. 

U росеtnој fazi ргјргеl11а ove knjige uzeo је ucesca dr D. Z. Dokovic (sada 
pl"OfesOl' Univerziteta \Х. аtегl00 u Kanadi). 

U tеlшiсkој pripl"cl11i rukopisa za stampu autorima su pomogli dr D. п. 
Tosic, dr R. R. JG1liC,!. !дсkоviс, М. D .. Mitrinovic i D. V. Slavic. Slike је izradio 
D. V. Slavic. 

Profesol" Е. Stipanic, profesor S. В .. [>resic, docent Р. М. Vasic i asistent 
dr 1. D. Keckic pt"oCitali su rukopis u zavrsnoj fazi i stavili primedbe koje su dop­
rinele da se па пеkiш теstiша poboljsaju t"ormulacije. 

Копсерсiја knjige pripada ргvороtрisапот, а drugopotpisani је obavio veci 
deo posla u пјепот pripremanju. 

23. јипа 1970. 

PREDGOVOR DRUGOM IZDANjU 

D. S. Mitrinovic 

D. D. А damovic 

Devet godina posle pojave prvog izdanja knjige Nizovi i redovi (Beograd 1971) 
njeni autori mogu da konstatuju da је опа dosta dobro prihvacena od onih kojima 
је prvenstveno Ыlа патепјепа, ра i od sire matematicke zajednice, о сети, pored 
ostalog, govori okolnost sto је u 1978. godini izdanje u potpunosti rasprodato. Sem 
toga, prikazi merodavne strucne kritike u poznatim referativnim casopisima 
Новые КН!IГИ за рубежо.\\ (11 (1973), 34- 35), Matheтatical Reviews (October 
1975,7876), Zemralblarrjur Mathematik (246 (1973), 241) - blli su povoljni. Tako, 
па ргјmег, u sоvјеtskош casopisu recenzent М. А. Akivis, izmedu ostalog, kaze: 

Первые два раздела книги содержат обозначения, применяе­
мые в дальнейше:>I, и обзор теории последовательностей и рядов. В 

этом обзоре приведены основные определения и сформу лнрованы 
без доказательства основные теоремы. Объещ этого обзора соответствует 
объе:>\у полного университетского курса математического анализа. 

Последующие разделы содрежат большо~ число упражений и 
заднч из теорий последовательностей и рядов. 3десь наряду с простыми, 

НО хорошо подобранными и чрезвычайно полезными упражнениями 

нмеются задачи повышенной ТРУДНОСТИ, приближающиеся по стилю 
к задачем ИЈ нзвестной книги Полиа и Сеге. В книге большое место 
отведено задачам на доказательство и исследование. 

В цe"~OM !<нига является полезным пособием по математическому 
анализу. Она поможет преподавателям, ведущим занятия по соответ­
ствующей те:>lатике, обогатить эти занятия разнообразными и хорошо 
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под06ранными задачами. Многие из задач и ЦИКЛОВ задач, имеющихся 
в книге, могут быть использованы для решения на кружках и семинарах 
по математическому анализу ДЈЈЯ студентов младших курсов. 

Gore пзvеdепе Сјпјепјсе podstakle su аutoге da pripreme za stampu поуо 
izdanje knjige. 

Ргеdgоvог ргуоm izdan ји sadrzao је primedbu - lako ашојгопјспо јпtoпј­
l"апи - da се, ).kao sto to cesto kazu pisci, u sledecem izdanju biti sve Ьоlје«. Оуи 
primedbu ашогј su, medutim, ozbiljno shvatili kao оЬесапје i obavezu, prema sebi 
i buduCim Citaocima, da се se savesno potruditi da to поуо izdanje zaista u svakom 
pogledu bude Ьоlје i uspelije od prvog. Imali su ргјtoт па ргуоm mestu u vidu 
prevazilazenje tada иосепјћ i и predgovoru pomenutih nedostataka u pogledu 
klagifikacije i rasporedivanja zadataka i ргоЫеmа, аlј takode i otkIanjanje svih 
drugih nekorektnosti i nedostataka koji Ы u meduvremenu Ыlј ргјmесеniЈ opste 
formalno-srilsko doterivanje, kao i izvesno obogacenje i osvezenje sadrZaja, u2 

odgovarajuce izostavljanje mапје korisnog i mапје zanimljivog materijala, - sve 
оуо bez izmene osnovne koncepcije i fizionomije knjige. 

Medutim, zbog sricaja izvesnih nepovoljnih okolnosti, uglavnom tehnickih 
i t'inansijskih ogranicenja, ашогј su, па zalosr, Ыlј и mogucnosti da samo deli­
mјспо, и suzenim okvirima, osrvare оуи svoju паmеги. Та ogranicenja nisu dozvo­
lјlа оЫmпјје intel'vencije па tekstu prvog izdanja, naroCito veca ротегапја i pre­
mestanja и пјеmu, јег Ы со iziskival0 ропоупо slaganje reksta, sto је sada уеоmа 
skupo. Zbog roga, опо sroje и ргјргеmапји novog izdanja uradeno svodi se па 
sledece: sistemarski је pregledan i preispiran Citav tekst starog izdanja i и пјеmu 
ispravljene sve ргјтесепе greske, stamparske, tehnicke i stvarne; otklonjeni su 
i ostali уеСј i mапјј nedostaci i izvrsena potrebna stilska doterivanja - jedno i 
drugo u mегј koju su роmепше ogl'anicPvajuce okolnosti dozvolile; па nekoliko 
mesta zadaci јlј ргоЫеmј zamenjeni su drugima; veCi Ьгој поуЉ ргоЫеmа, и уе­
Сјпј sa resenjima, dodat је knjizi i numerisan sa 5.93 do 5.127; navedeno је, и vidu 
posebnog priIoga, nekoliko novijih rczultata iz teorije redova; najzad, knjizi su 
pl'ikljuceni, па kraju, Splsak kriterzj'uma konvergencije i ostalih vazmj'ih (еоуеmа 
i Indeks imena. 

Ашогј su uуегепј da је svim оујm izmenama knjiga poboljsana и vise pogleda, 
таЈа su опе јо!; dosta daleko od рuпе realizacije njihovog prvobitnog рlапа. Ostaje 
da se ta l'ealizacija, mozda i uz nesto povisene аmЫсјје, prenese па sledece, trece 
izdanje knjige Nizovi i геdоvi, kada i ukoliko se za njega bude ukazala prilika. 

Tehnicko оstvагепје паЬгојепЉ izmena Ыlо је, uргауо zbog navedenih ogra­
пјсепја i okvira, delikatan posao. Njegov уеСј deo savesno i znalacki obavio је 
prof'esor dr Dobrilo Tosic, koji је uz to zajedno sa autorima pregledao уеlјю deo 
novog i izmenjenog teksta. Docent dr Ivan Lackovic dao је vise komentara па os­
поуи kojih је poboljsan tekst па vise mesta и knjizi. Takode је Ыlо dragocena us­
pesna saradnja ekipe tipograf'a koji su radili па оуоm izdanju. 

Аsistепt Ljiljana Mark01'ic, ротосu гасuпага IBM 1130, izradila је slike 
па str. 35, 36) 37, 206, 215, 216, 234 i 273. 

Do upotrebe l'зzliCitih oznaka lјт f (х) i lјm f (х) (kao i lјт f (х) 
х ·а+О х ~a+ Х· .. +0 

f (х)) za isti objekt - desni Iimes пјје, medutim, doslo slucajno пј omaskom, i lјт 
х -О-Т· 

nego namerno, јег su оЬа оуа tipa oznacavanja и upotrebi i nalazila su se u ргуо-
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bitnim verzijama nekih materijala koji su usli и оуи kolekciju. 
Napominjemo da оуо izdanje sadrzi ukupno 534 zadatka i ргоЫета, od kojih 

је уесјпа sa геsепјiШ2, dok su iskazima (enonces) \' ~I ikog Ьгоја zг.dё. tё.kё. i 
ргоЫета dojati I"~zultё. ti . 

Obavestenja о osnovnom karak!eru i strukturi knjige kao i о najvaznijoj koris­
сепој literaturi sadrzana su u predgovoru prvom izdanju . 

Spisku оуе litеГё.tщ'е mogla Ьј se dod2ti jedinica D. S. Mitгinovic: Рге­
dm'anja о redOl'ima, drugo izdё. пје, Beograd 1980, 

Autori Ьј zeleli da dobiju komentare i kriticke primedbe о ovom izdanju, kao 
i sugestije za evenrualno несе izdanje ove knjige. 

1. februaгa 1980. 
Beograd 

PREDGOVOR TRECEM IZDANJU 

D. S. Micrinovic 

D. D. Adamovii 

Drugo izdanje NizOl'a i redova rasprodato је u nesto kracem vremenu nego 
prvo. Na inicijativu ј predlog naseg preduzimljivog izdavaca, odlucili smo da 
sada рсјргетјто i trece izdanje оуе knjige. Medutim, u nasem predgovoru 
drugom izdanju vec pomenute finansijske i tehnicke "nepovoljne okolnosti" -
traju jos uvek, ра пј sada пј priblizno nismo mogli da ostvarimo и istom 
predgovoru najavljenu i opisanu temeljnu reviziju knjige koja Ы је ucinila 
"и svakom pogledu Ьоlјот i uspelijom". Suprotno tome, ovog puta тогаlј 
smo se ograniciti па jos тапје intervencije, koje su se vecim delom Sё.stојаlе 
u ispravkama izvesnog Ьгоја и meduvremenu primecenih nekorektnosti i gre­
saka. Znatno mаnjј deo tih intervencija su sustinska poboljsanja pojedinih mesta. 

Najvece izmene koje su ovog puta исјпјепе su sledece: Na str. 54 dat је 

vrlo kratak pl'ilog о istorijatu i znacaju teorije redova ; uz vise drugih ispravki . 
па str. 307-308, str. 308 dopunjena је slikom koja је omaskom Ыlа izostav­
Ijena. Najzad, па str. 320-321 potpuno је izmenjen sadrzaj ргоЫеш~. 5.119. 

Uvel'eni smo da је svim оујт ispravkama i izmenama u knjizi postignuto 
пјепо dalje pcboljsanje i da се ova пјепа поуа verzija biti pogodnij:'. z? citanje 
i koriscenje od prethodne. 

Као sto је Ыlо гесепо i u prethodnom predgovoru, ostaje da s;: па!; 
ambiciozni рlап пјепе opsezne revizije prenese па sledece izdanje. Sve ргiшеdЬе 
citalaca ё. Щогј се sa zahvalnoscu ргiшiti i uzeti u obzir. 

1. sерtешЬга 1987. 
Seograd 

D. S. Mi/.rinovic 
Smiljaniceva 38 

D. D. Adamol'i(: 
. 

Ljube Stojanovica 5 



О. OZNAKE 1 NEKI PREIHODNI POJMOVI 

0.1. Lоgiёkе oznake. Ako slova р i q oznacavaju Ыl0 kakve iskaze, tada: 

0.2. Simbol 
formulisati 

d.r 

znaci ,.р роУlасј q« (јlј 'Ф implicira q.; ili "ako р, onda q"); =;. је oznaka (logicke) 
iтplikacije; 

znaCi ,.р је ekvivalentno sa q« (ili "р ako i samo ako q',); ") је oznaka (logiCke) 
ekvivalenczje; 
znaCi })р i q«; А је oznaka konjunkCije; 
znaci "р јlј q' (пета iskljucni smisao); V Је oznaka disjunkcije; 
oznacava negaciju iskaza р. 

znaci ,.jednako ро definiciji.; па primer, definicija tangensa moie ,е ovako 

def sin х 
tg x _ --о 

COSX 

kratko 

0.3. Skupovne oznake. Skupovi se obicno oznacavaju ve1ikim slovima, а njihovi elementi malim. 

аЕА 

афА 

znaCi: »а је element skupa А«. 
znaCi da а nije element skupa А. 

Skup Ciji su elementi objekti а, Ь i с i samo oni oznacava se sa {а, Ь, с}; па primer, 
{1, 3, 5} i {5, 5,1, 3} Su oznake za jedan isti skup, koji obrazuju brojevi 1,3 i 5; па s1ican nacin 
oznacavaju se i neki beskonacni skupovi; tako ,е skup svih prirodnih brojeva vecih od 4 moze 
oznaciti sa {5, 6, ... }. 

АсВ 

AuB 

AnB 

{х: а (х)} 

gde је а (х) neka osobina objekta х (iskazana ротоси logickih i matematickih 
simbola i reCi), oznacava skup svih objekata х koji јтаји osobinu а (Х); па pri-, 
mer, {х:х' - 3х' + 2х ~ О} је drukcija oznaka za skup {О, 1,2}, а {х:ХЕА} 
za skup А. 
znaCi: ,.А је podskup skupa В" (ili: '>skup А је sadrzan и skupu В,), tj. svaki еlе' 
ment skupa А је i element skupa В; с је oznaka skupovne inkluzije. 
oznacava uniju skupova А i В, tj. skup koji obrazuju ,уј elementi skupova А 
i В i samo oni; moze se staviti, primenom уес navedenih oznaka, 

def 
AuB~{x:XEAVXEB). 

oznacava presek skupova .4 i В, tj, skup svi!L zajednickih elemenata ta dva skupa; 
dakJe, 

def 
АnВ~{Х:ХЕАЛХЕВ}. 

oznacava razliku skupova А i В, tj. skupsvih onih elemenata skupa А koji nisu 
elementi skupa В; dakle, 

def 
A"B~{X;XEA f\ХФВ). 
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0.4. Standardne oznake nekih skupova. 

N skup svih prirodnih broje;'a: 

No N u {ОЈ; 
Z SKLlP Syill celih Ьгојс\Ћ; 

Q skup· svih raciol1a1nill brojeva; 
R skup svill rea1nih brojeva; 

R + skup svih rea1l1ill pozitivnih brojeva; 
С skup svill komp1eksnih brojeva. 

Ako l1eki us10v по ispunjava пј jedan objekt, kaze se da је skup svih takvill objekata pra­
za1l; oznaka praznog skupa је 0. Dak1e, ako је а neki nemogucan us1ov, tada је 

Na primer, 
0= {х: а (х)}. 

0= {х:х'+ 1 =0 /\xER}. 

0.5. Intervali. Ako а Е R, Ь Е R, а < Ь, tada: 

d,[ 
(а, Ь) = {х : а < х < Ь} 

oznacav'(l otI'oreni z'ute1"val а, Ь, tj. skup svih realnih brojeva iZПlеdu а i Ь; 

def 
[а, Ь] = {х: а < х < Ь} 

Је zatvorelll inte1'val й, Ь; 

def 
[а,Ь) = {х.: а <х < Ь}, 

def 
(а, Ь] = {х : а < х < Ь} 

su роluоt-zюгсni (iE poluzat-vol'eni) irltervali; 

def 
(а, + оо) = {х : а < х}; 

def 
[а, +00) = {х: а <х}; 

def 
(-оо,а) = {х: х < а}; 

def 
(-оо,а]= {х:х<а}. 

0.6. Apsolutna vrednost. јај oznacava apso1utnu vrednost broja а. 
Za а rea1no: 

def { а (а > О) 
јај = _ а (а < о). 

Opstija definiciona јеdпаkоst, za а kоmр1еksпо: 

de! _ 
lаl = + VRe (а)' + Im (а)'; 

ovde su Re (а) i Im (а) redom rea1ni i imaginarni deo komp1eksnog broja а. 

0.7. [а] оzпаёаvа najveCi сео broj koji nije уеСј od rea1nog broja а; za svako rea1no а vazi 

[а] < а < [а] + 1. 
0.8. Uredeni par. FUnkcija (preslikavanje). Najvise dvоё1апi skup Сјјј se e1ementi а i Ь, 
uko1iko Su raz1iCiti, na1aze u odredenom poretku (tako da је utvrdeno koji је od njih prvi, а koji 
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drugi) naziva se uredelli par. Uredeni рат kod koga је а prvi, а Ь drugi element, oznaca\"a se за 
(а, Ь). Ako su (а, Ь) i (е, d) uredeni paroYi, 

• 

(а, Ь) ~ (е, d) ~ а ~ е Л Ь ~ d. 

Formalnu definiciju рајта uredenog para (kojom se оуај ројат svadi па ројат skupa) 
daje sledcca definiciona jednakost: 

def 
(a,b)~ {{а},{а,ь}). 

Element а је prva kompollcnta (koordinata), element Ь је druga komponenta (kom'dinata) 
uredenog para (а, Ь). 

АхВ oznacava skup svih uredenih. parova сјје зи prve komponente elernenti skupa 
А, а druge ејетеntј skupa В. А х В se naziva direl,tni јјј Dekarto'v proizvod 
skupava А i В. 

Neka su А i В neprazni skupovi. Aka је ј podskup skupa А х В sa osobinom da је svaki 
element skupa А prva komponenta jednog i samo jednog elementa skupa ј, kaze se da је ј junkcl]'a 
koja preslikava skup А и skup В, јјј da је ј preslikavan}e skupa А и skup В, јјј da је ј [ипксјја 
definisana па skupu А а 'а vrednostima и skupu В. Da је ј preslikavanje skupa А и skllp В 
oznacava зе па sledeCi naCin: 

ј: А-+В. 

Skup А zove se domerr јјј dejiniciono podr,,;;}e [иnkсјје f. Skup svih drugih komponenata 
svih elemenata skupa ј је antidomen ili skup vrednosti [ипксјје ј. 

Ako је (х,у) Еј, tada se х naziva originalom, а у s/ikom (tog originala), i Оуо se drugacije 
oznacava sa у ~ ј (х). Kaie se drugacije i da је ј (х) vrednost funkcije ј II (tacki) х, ili vrednost 
koju fиnkcija ј uzima za vrednost х nezavisno promenljive. 

Funkcija ј moze se oznaCiti i па jedan od sledecih паСјпа: 

pri сети se, ukoliko је domen А kontekstom odreden ili se пе precizira, и оЬе oznake moze 
izostaviti deo х Е= А. 

U tradiciji је, naroCito u elementarnoj matematici i matematickoj analizi, da se kaze »funkcija 
ј(х)«, umesto: "funkcija ј", јјј "funkcija х ..... f(х)«, m~da ј(х) oznacava vrednost fиnkcije ј и 
tacki х. Kaie зе, па primer, »funkcija х2 «, а u stvari pravilno је reCi: ))funkcija f definisal1a sa 
f(х) ~ х',<, јјј »funkcija х ~ Х"<. U оуој knjizi пјје postovana ta tradicija. 

Ako је Х podskup skupa А, tada se skup svih vrednosti koje funkcija шјта za vrednosti 
nezavisno promenljive iz Х naziva slikom skupa Х i oznacava se ј(Х); dakle, 

def 
ј(Х) ~ {y:(3xEx)y~.J(x)}. 

Za ЫЈо koji skup У, skup svih elemenata х skupa А za koje је f(х) Е У naziva se inverznom 
slikom skupa У i oznacava sa ј_' (У); dakle, 

. de( 
j_1(Y)~ (х:f(х) Е У}. 

0.9. Prosireni sistem realnih brojeva. Cesto ве, radi lakseg izrazavanja mnogih ројтруа 
i cinjenica matematicke analize, skup realnih brojeva R dopunjuie sa dva elementa: simbolima 
- со i + со (umesto + оо moze se pisati samo' со). Ovako prosiren skup R oznacava se sa R oo • 
Dakle, 

def 
R", = Ru {- со, + со} . 

.. Relacija poretka < prosiruje se sa skupa R па Citav skup R", sledecim dopunskim kon­
venc1Jama: 

-со < а, а < +со (aER); -со < +со. 
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Takode se cetiri osnovnc racunske operacije sa skupa R prosiruju па skup Rct.> sledeCim 
konvenci;ama: 

а + со = + со + а = + со (- со < aERoo), 

а + (- со) = - оо + а = - оо (+ ОО> aER",), 

а(±ОО)=(± 

-(+w)=-

со)а= {:: 

а 

оо , 

-- = О (aER). 
±w 

(О < а ER",) 

(О> aER",), 

. . . 
Nijedna od ovako па R", prosirenih operacija nije potpuna, Jer lzr3Z1 

+ со + (- сс), - оо + "', О(± оо), (± оо), О, 
а ± оо 
-(аЕК,,), 
о ± оо 

ntsu definisani (nemaju smisla u R",,). 
Skup R~ u kome Sti ovako uvedel1e relacija < i озпоупе оретасјје naziva зе proIireni 

sistem realnih broje"va. 

0.10. Nekoliko pojmova u vezi sa poretkom u R i u R",. 

Definicija 0.10.1. Neka је А neprazan skup realnih brojeva. Ako relacija Х Е А povlaCi 
nejednakost х < а, za realan broj а kaze se da је тзјоrаntа ili gornja gTanica skIjpa А. Лkо relacija 
Х Е А роvlаёi nejednakost Ь < Х, za гешап broj Ь kaze se da је minoranta ili donja granica skIjpa 
А. Za skup А kaze se da је s gornje (s des;'e) stTane ogranicen ili neogranicen prema tome da li ima 
ili пета majorantu, а da је s dOllje (5 leve) stral1e agranicen ili nеоgгаniёеn prema tome da li .i:ma 
ili пета minorantu. Sa оЬе strane ogranicen skup naziva se ograniceniт skupom. Ako пета' tu 
osobinu, kaze se da је skup neogranilen. 

Moze se primetiti da neprazan skIjp А ili пета nijednu majorantu ili ih ima beskonacno 
(kontinuum) mnogo. Isto vazi i za minorante. 

Definicija 0.10.2. Majoranta skupa А koja pripada skupu naziva se maksimumom tog 
skupa, а minoranta koja pripada skupu njegovim mјl'lјmumОnЈ. Оуа dva bro;a oznacavaju se redom sa 

тахА i minA. 

1viаksimUП1 је, ocigledno, пајуеа, а miпiшum пајm.зп;i Ьгој iz skupa. . 
Ј asno је da, па primer, s gornje strane ogranicen skup пе mora imati makslffium. 

Definicija 0.10.3. Мinimum skupa majoranata skupa А naziva se supremum ili gOTnja 
meda skupa А. Maksimum skupa minoranata skupa А naziva se infiтum ili donja т.Ја skupa 
А. Оуа dva broja оzпасз\rајu se redom sa 

sup А i inf А. 

Ako је А (Х; : i Е 1), mах А, min А, sup A'i inf А mogu se I'cdom oznaCiti i sa 

тах Xi, ffilll Хј, sup xi, inf Xi-
iE 1 iEI iEI јЕ] 

Sledeca dva tvrdenja bez teskoca, se mogu proveriti: 
1 о Sa navedenom definicijom supremuma ekvivalentna је ova definicija: za broj а kaze 

se da Је supremum skupa А ako је: а) а majoranta skupa А; Ь) za svako realno у < а postoji 
takvo Х Е А da Је Х > у. Analogno se moze reci za infimum. 

20 1vlaksitl1Uffi skupa је njegov supremum, rninimum skupa је njegov infimum. 
Konvencija 0.10.3.1. Ako је skup А neogranicen s gornje strane, s!avlja se sup А = + оо, 

а ako Је пеоgгаПlсеп s dcnje strane, inf А = - ОО. 

. Svi prethodni рој movi mogu se па isti nacin definisati za neprazne skupove ц prosirenom 
slstemu realn.~h brojeva, i u tam slucaju ostaju u vaznosti sve prethodne Cinjenice. Osim toga, 
tada ko'}vencl)a 0:10.3.1. postaje suvisna. Naime, svaki u Rs gornje (s donje) strane пеоgгаniёеп 
skup геаlшh broJeva 'та u R"" оёiglеdпо, kao supremum (infimum) element + со (- со). 

Na nekim mestima U оуо; knjizi pojmovi supremuma 1 infimuma uzimaju se u оуОт, nesto 
sircm, smislu, tj. ne usvaja se samo konvencija 0.10.3.1, nego se simboli sup i inf primenjuju ј 
па skIjpove koji, pored realnih brojeva, mogu imati kao elemente + оо i1i - оо. 
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0.11. Matematicka indukcija. Neka рСn) oznai'.va Ы10 kakav (matematicki) iskaz koji se 
odnosi па prirodan broj 11. Tada vazi sledece tvrdenje (рпnсјр matematii'ke i1i totalne (potpune) 
indukcijc) : 

Ako vazi р (1) i ako, za svako 11 Е N, vazenje iskaza р (п) pov1aCi vazenje iskaza р (п + 1), 
tada р (п) vazi za svako п Е N. 

Postoje razno druge varijante ovog principa. Na primer, u njegovoj formulaciji skup N 
moze sc zameniti skupom NПl = {т, т + 1} ... } Ст Е Z), uz istovremenu zamenu р (l) Ба 
р (т). Isto tako, implikacija р (п) = р (п + 1) moze se zameniti imp1ikacijom: 

(рСI) (, Р (2) /1 ... /1 Р (п») ='? р (п + 1). 

Ekvivalencija оЬе ОУе opstijt: yari;ante sa gornjom formulacijcm principa matematicke 
indukcije dokazuje se bez teskoca. 

Dokazivanje stаvо\Тз primenom ovog principa naziva se matematicka z'ndukcifa, lotalna 
indukcija ili, krace, indukcija. 

U matematici se ccsto pribegava i tz~!. 'il1duktivnoj definiciji. Опа Бе sastoji и definisanju 
niza bilo kak"ill objekata 

А 1, ••. , Ат ... 

(tj. jednog pres1ikavanja skupa N u Ы10 kakav neprazan skup) time sto se odreduje vrednost 
zз А] i daje pcstupak jednoznacnog odredivanja vrednosti ?:Э Ан+! роmоси vrednosti zэ 

А 1,.··,Аn · 

0.12. Simboli L i П. Ako su ak (k Е Z) [еа1пј ј1ј kompleksni Ьгојеуј, tada је 

def L а/, = аl --t-
. . . (п Е N). 

" 

Оуј izrazi mogu se i induktivno definisati па sledeCi паЬп: 

(п Е N), 

(п Е N). 

Огsriјс, zз [', ч C~ z 1 Р :.- q_1 stа\'lјэ se 
q 

ар: 1 -<- ••• -,- а"l 

Za dеЛпјsаl1С lzr2ze yazi р,'u'Т.:ilо роmета1Јја l'ndeksa, naime: 

'1";- r 

L QIl" 
k- p+r 

ц-' 

L. ak~ r' 
k=p-, 

q q+r q-r 

П "k -- П 0k-, ,= П akH 
1<. р k _р-+ '" 1<- -,---р-, 

0.13. Nekoliko vзzпih nejednakostP 

]) ВсrЈ!ul/l!iС'lЮ JltjcdJlak05t: 

(, Е Z). 

(1 -'-li)" ~ 1 + nh (1, > -1; nEN). 

] Videti: 

D. S. Mitrinovic, saradnik Р. М. Vasic: Analiticke nejednakosti, Beograd 1970. 
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Precizniji obIik: 
(l+!J )n> J+nh ( - J <h# 0;n ~ 2,3, ... ). 

2'", Nejcdnakost iZl1"edu аrill1l el iёllе i geometrijske srеdiпе : 

.(п а. ~- < ~ f а. 
. '~ I .~ I 

(ао > О, 1 < k < п), 

,а jednakoscu зkо i ,ато ako је а, = ... = а". 

Specijalni ,Јисај: 

(а" а, > О) , 

sa jednakosou ako i samo ako је а, = а,. 

1 Ј 
30 Нбldегоvа nejednakost: Ako је р > О, q > О, .- + - ~ 1, (аЈа za reaJne ili kompleks ne 

р q 
brojeve ао i Ь• (Ј < k < п) vazi 

п " 
I 

п 
I .-

L lak bkl < I lakl P Р • L Ibklq q , 
'~I '_1 O~ I 

sa jednakoscu ako i samo ako su broj evi !ak!P redom proporcionalni broj eyima !Ь. I" (1 < k < п). 
Specijalni slucaj (Cauchy - Sch\varzova ne;ednakost: р = q = 2) 

п 

L lа. bk l <; 
'~ l 

п 

4' Millkowskie·va I1ejednakost: Ako је р > 1, za re.Ine јlј kompleksne brojeve ао i Ь. (1 < k < п) 
vaii 

1 I 

Р < Р + 

sa jednakoscu u drugo; ne;ednakosti ako i samo ako su brojevi lakl redom proporcionalill broje­
ујта IЬ.! (1 < k < п). 



·1. PREGLED TEORIJE NIZOVA 1 REDOVA 

1.1. NIZOVI 

1.1.1.1. Svaka funkcija а: N -+ С naziva se nшоm kompleksnill brojeva ili krace, 
kompleksnim nizom. Ako је, specijalno, а : N -+ R, tada se а naziva nizom realnih 
brojeva јlј realnim nizom. Kompleksni i геаlпј nizovi zovu se brojni јlј numeriCki 

• 
nzzo'Ul. 

U teoriji brojnih nizova umesto а (п) cesto se pise аn, U,,,deni раг 
naziva se n-tim Clanom niza а. Cesto se, radi I\:raceg izrazavanja, kaze da је 
дап niza а. Егој п naziva se tada indeksom "Clапа аn , 

Sam niz а оЫспо se oznacava sa а" (п = 1,2, ... ). 
Upotrebljavaju se takode sledece oznake: 

a,,(nEN); (an)nEN; (аn); (a 1,a2, .•• ); аn, 

Skup N је domen јlј skup indeksa niza (аn) (videti 0.8). 

(п, аn) 
• 

а, п-Н 

Skup а (N) naziva se skupom v1"ednosti ili antidomenom niza (аn) (videti 0.8). 
U prethodnom izlaganju skup N moze se zameniti skupom Nm = {т, т + 

+ 1, ... }, gde је mENo. Kako se ovaj opstiji slucaj u pogledu pojmova i rezultata 
пе razlikuje bitno od slucaja kadaje domen niza N (stav 1.2.2.1), u ovom pregledu 
teorije nizova ogranicicemo se па slucaj niza sa domenom N. 

1.1.1.2. Ро definiciji, niz (an)nEN је ogranicen ili neogranicen zajedno sa svojim 
skupom vrednosti. 

Za realan niz (a,,)neN brojevi sup ан i inf аn, koji se redom nazivaju 
nEN nEN 

supremum i infimum niza, definisani su sa 
def def 

sup а" = sup а (N), inf а" = inf а (N). 
nEN nEN 

Ake је sup а, < + оо, kaze se da је [еаlап niz (an)nEN 5 gornJe strane ogra-
nEN 

nicen; u suprotnom slucaju, isti niz је s gornje strane neogranicen. Pojmovi »5 don;e 
5trane ogranicen niz« i '>5 donje 5trane neogranicen niz« analogno se definisu. Za 
niz koji је i s donje strane ogranicen kaze se krztko da је ograniCen,. ako niz пјје 
ogranicen, kaze se da је neogranicen. 

1.1.1.3. Monotoni nizovi. Ako је аn < аn+l (п Е N), kaze se da је [еаlап niz 
(an)"EN (тonotono) rastuci. Ako је аn > аn+l (п Е N), niz (an)nEN је (тоnосоnо) 
opadajuCi. Prethodnim nejednakostima u kojima su redom znaci < i > zamenjeni 
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sa < i > redom se deYinisu strogo (јlј striktno) raslUci i strogo (ili striktno) opada­
juci niz. U sva cetiri slucaja kaze se da је niz monoton; u poslednja dva kaze se i 
da је оп strogo јlј stnkcno monoton. (U drukCijoj terminologiji, umesto rastuci, 
opadajuCi, strogo rastuci i strogo opadajuCi niz kaze se redom: neopadajuci, 
nerastuCi, rastuci i opadajuci niz. U daljem izlaganju koristicemo uvek prvi па­
Сјп izraZavanja.) 

Realan niz moze топоюпо rasti, monotono opadati, itd. i za п > т, gde је 
т ЕО N Yiksirano, јЕ za dovoljno· veliko п, uko1iko роsюјi т ЕО N (koje se пе рге­
cizira) takvo da је аn < аn+l za п > т, itd. 

Upotrebljavaju se takode sk::l~:e oznake: 
. . . 

r?,stucl П1z; 

"... op<:dajuCi niz; 

(an)nEN t 
(an)"EN ,ј. 

1.1.1.4. Podniz. 

" . strogo rastucl шz; 

strogo opadajuCi niz. 

Za niz Ь" (п = 1,2, ... ) kaze se da је podniz niza (an)nEN ako је 

Ь" = ар" (п = 1,2, ... ), 
gde је р" (п = 1,2, ... ) strogo rasruci niz ргiгоdпih 1-,rojeva. 
1.1.1.5. Konvergencija. Granicna vrednost. Kaze se da је niz (an)nEN kon­
vergental1 јlј dn konvergira (tеБ) ka broju а ako za svako Е > О postoji takav broj 

по Е N da је \аn - аl < Е za svako п > по; 
drugim reCima, ako svaka okolina* tacke а sadrzi sve C1anove niza (а ,,)"EN Сјјј su 
indeksi dovoljno veliki. U tom slucaju, Ьгој а zove se granici1a vrednost јlј limes 
Пlzа (O,,)"~N i pise se 

lјта =а јlј 
п , (11-+ +со). 

II.-јо. +- оо 

Cesto se za niz kaze samo da konvergira јlј da је kOi1~'ergentan, bez роmјпјапја 
Ьгоја ka kome konvergira. 

Niz koji kопvсгgiга ka пиlј zove se nula-niz. 
Za niz koji пс kопvегgiга kaze se da divergira јlј da је divergentan. 

1.1.1.5.1. Za гсаlап niz (a,.)"EON kaze se da tezi ka +со (ka pozitivnoj beskonac-
nos[i) i pisc 

а,,-» +со (n-+ +со), јЕ 1im оп = +со, 
11 ........ -t оо 

ako za svako Л1 > О postoji по ЕО N takvo da је а" > М za svako п > по. Analogno 
sc definise zпасе:lјс iskaza >шiz (a"),,EN tezi ka -со (ka negativnoj beskonacnosti)(,; 
оdgО\~[Јгајuса oznaka је 

с1" -+ -со (п-+ +со), ili ]јт а" = -оо. 
П-+ + оо 

Za геаl11е nizove koji teze ka +со јlј ka -со kaze se takode da s[varno 
divergil"aju. Rcalni nizovi koji nisu пј konvergentni пј stvarno divergentni nazivaju 
se oscilatomim nizo,"'ima. S obzirom па druge varijante prethodnih oznaka, ako 
а,,-+ +со (п-+ +со), odnosno аn -+ - со (п-+ +со), kaze se i da је +со, 

odnosno - со, limes niza (a")"EN' 

* Okolinol1l tacke (broja) а и sistemu kompleksnih brojeva naziva se (и jednoj varijanti 
tog рајта) s\'aki disk (otyoreni krug) sa centrom u toj tacki i poluprecnika F > О, а u sistemu 
realnil1 brojcva svaki interval oblika (а - о, а + о) со > О). 
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1.1.1.5.2. Kaze se da kompleksan niz (an)"EN lezi ka оо (ka beskonacnosli) i pise 

а"-+ оо (n-+ + оо), ј1ј lim а" = оо, 
n-t+ оо 

1.1.1.6. Tacka nagomilavanja. Za komp1eksan Ьгој а kaze se da је tacka па­
gomi1avanja niza (an)nEN ako za svako ё> О i svako по Е N postoji prirodan broj 
п > по takav da ј е 1 а" - 111 < ё; drugim recima, ako svaka okolina tacke а sadrzi 
Clanove niza (a,,)nEN sa proizvo1jno ve1ikim indeksima. 

1.1.1.7. Donji i gornji limes. Neka је (an)nEN геа1ап niz i S skup sVlh njego­
vih tacaka nagomi1avanja (S moze biti i prazan skup). Gornjim limesom (sinonimi: 
limes superior, gornja lacka nagomilavanja) niza (a,.)nEN naziva se e1ement L skupa 
R", koji se оdгеduје па sledeCi паСјп: 

L= 

f +00, ako је niz (ал)nЕN neogranicen s gогще strane; 
1-00, ako је niz (a,,)nEN s gornje strane ogranicen i skup S је pra-
Ј zan (t;. ako је 1јт а, = - оо); 
I '11-++00 

1 sup S, ako је niz (an)nEN s gornje strane ogranicen i skup S пјје 
l prazan. 

Analogno se definise donji limes (limes inferior, donja tacka nagomilavanja) 
пizа (аll)n Е N· 

Gornji 1imes 
. 

шzа (a.)nEN oznacava se jednim od sledeca dva simbola 

1јm а, ј1ј 1јт sup аn , 
n-+ + оо , 

n-+т со 

а donji 1imes istog niza jednim od simbo1a 

lim а· 1'11' l' . f п lт ш аn· 

Prema odgovarajuCim tvrdenjima u 1.1.2, gornji i donji limes jednoznacno 
su odredeni (kao e1ementi skupa R~) za svaki геаЈап niz i svaki od пјЉ је tacka 
nagomi1avanja niza u slucaju kad је konacan. Stoga, ako је 1јт аnЕ R, јmато 

n--;.. -1- со 
~' 

1јт а" = тах S, а ako је lim а" Е R, tada је 1јт а" = тјп S. 
n-++ оо --

n_+оо 71_+00 

Cesto se u slucaju kad је realan niz (an)nEN neogranicen s gornje, odnosno 
s donje strane, kaze da је simbo1 + оо, odnosno - оо, njegova tacka nagomi1a­
уапја. Ako se оуа konvencija usvoji, tada se, uz па prirodan паСјп па skup R", 
prosiren poIedak skupa R (videti 0.10), gornji i donji 1imes mogu bez ograni­
сепја definisati па sledeCi паСјп: 

а takode i ovako: 

l ' def S 
lт а" = sup , 

n-++оо 

def 
Јјт а, = тах S, 

n-..:,.. + со 

1· def. f S lman =ln, 
n-++со 

def 
lim аn = тјп S. 
n~+co 
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. аn 1.1.1.8. Ako је 11m- = 1, pise se аn 
n-~-i-U)b 

" 
~ Ьn (п -->- + оо) i kaze da se • 

Пlz 

(а"),, Е N аsiЩ1Jtо{ski pOllasa kao niz (Ьn)"Е N (јlј da је рГ\'ј niz asimptotski jednak 
dгugоm). 

Neka su (а,,) ј(Ь,,) геаlпј nizovi i neka је Ьn > О (п Е N). Tada se pise: 

. а " П1z _С 

Ь" 
ogranicen; а" = о (Ь п) ako 

. а" . 
П1z - tezl ka О. 

Ь" 
1.1.2. TEOREME О KONVERGENCIjI I О ТАСКАМА 

NAGOMILA V ANJA NIZOV А 

Na pocetku navodimo jedan stav iz osnova matematicke analize, koji posebno 
igra fundamentalnu ulogu u teoriji ЬгојпiП nizova. 

1.1.2.0. Svaki пергыап i sa gornje strane ogranicen skup геаlпiП Ьгојеуа јта 
supremum, а svaki пергаzап i sa donje strane ogranicen skup геаlпiП Ьгојеуа јта 
infimum. 

N avcdcni stav пе odnosi se direktno па nizove, аlј se bitno koristi u dokazu 
nekih najvaznijih od sledecih {еогеmа о Ьгојпјт nizovima. Sve опе od {iП teorema 
u Cijoj formulaciji јlј u vezi s kojima пјје izriCito гесепо da је гес о геаlпјт nizo­
ујmа odnose se па opsti slucaj kompleksnog niza. 

1.1.2.1. Ako se doda јlј oduzme konacan Ьгој clanova nizu, ili se izmene vrednosti 
konacnog Ьгоја njegovih сlапоуа,l пе тепјаји se: njegova ogranicenost (odnosno 
neogranicenost), njegova konvergencija, granicna vrednost i tacke nagomilavanja. 

1.1.2.2. Granicna vгеdпоst niza је i njegova tacka nagomilavanja. Obrnuto пе 
vazi. Niz moze imati samo jednu granicnu vrednost. 

1.1.2.3. Ako niz tezi ka а, tada i svaki njegov podniz tezi ka а. 

1.1.2.4. Tacka nagomilavanja podniza nekog niza је tacka nagomilavanja tog 
• 

Пlzа. 

1.1.2.5. Ako је а tacka nagomilavanja nekog niza, postoji podniz toga niza koji 
konvergira ka а. 

Sledece dvc teOl"eme odnose se па геаlпе nizove. 

1.1.2.6. Ako је а" < .", < сп za dovoljno veliko п i ako је lјт а" = lim Сп = Ь, 
n-++со n-++ оо 

tada је niz Ь" (п = 1,2, ... ) konvergentan i lјт Ь" = Ь. Ргј tome Ь moze biti 
n-++со 

proizvoljan element skupa R",. 

1.1.2.7. 10 Ako је а" < Ь" za dovoljno veliko п i ako postoje lјт а" i lјт Ьn' tada 
,,-++00 n-++ro 

је lјт а" < lјm Ьn ' 
fl-+ + со ,1-+ + XI 

2° Ako је lјт а" < lјm Ьn, tada_' је а" < Ь" za dovoljno veliko n. 
n-++:ХЈ n-++со 

1 Citalac се lako dati precizno tumacenje ovim formulacijama. 
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1.1.2.8. Теогета о konvergenciji monotonih nizova. Svaki monoton i ogra­
пјссп геаlпј niz је kon,·ergentan. • 

Ргј (t,me, ako је ni" Са,,) opadajuCi i (s gcrnje strane) ogranicen, vaZi lјт а,. 
n---+ + оо 

= sup ап, а ako је opadajuCi i (s gornje strane) ogranicen, јтато lјт а" = 
n>Ј 1'I-?+ОО 

= inf аn . 
n>Ј 

1.1.2.9. Dedekindova teorema. Neka su аn i Ьn СП = 1,2, ... ) геаlпј nizovi 
saosobinama: а,,7' ,Ь,," СП = 1,2, ... ); а,,< Ь" (n= 1, 2, ... )ј lјт (Ьn - аn) = О. 

1'1--++00 

Tada su оЬа оуа niza konvergentna i njihova zajednicka granicna vrednost с zado­
voljava dvostruku nejednakost а" < с < Ь" СП = 1,2, ... ). U slucaju kad је аn t ' 
Ь" {. СП = 1 ,2, ... ) pretllOdna dvostruka nejednakost moze se zameniti preciz­
пјјот: аn < с < Ь" СП = 1,2, ... ). 
1.1.2.10. Bolzano-Weierstrassova teorema. Svaki ogranicen niz:ima Ьаг jednu 
tacku nagomilavanja. 
1.1.2.11. Da Ы Ьгојпј niz konvergirao, potrebno је i dovoljno da bude ogranicen 
i da јта samo jednu tacku nagomilavanja. 
1.1.2.12. Cauchyev kriterijum konvergencije. Da Ы niz Can)"EN konvergirao, 
potrebno је i dovoljno da za svako с> О postoji nоЕ N takvo da је 

lap - aql < с za р 2: q > по. 
1.1.2.13. Ako је niz Can)nEN konvergentan, tada је konvergentan i niz јаnј 

СП = 1, 2, ... ) i vazi . lјrn :аn! = lјт аn . 
п -.+00 n".+ОС 

Egzistencija i konacnost limesa па levo} strani пе povlaci egzistenciju limesa 
па desnoj strani. 

1.1.2.13.1. LJz konvenciju I ± ОЈ I = + ОЈ, za геalпе nizove vaze оЬа tvrdenja 
prethodne teoreme и kojoj је konvergencija (tj. egzistencija konacnog limesa) 
zamenjena egzistenr.ijom limesa и R"". 

1.1.2.14. Ako su nizovi а" СП = 1,2, ... ) i Ь" СП = 1,2, ... ) konvergentni, tada 
su konvergentni i nizovi а" + Ьn , аn - Ь", а" Ь" СП = 1, 2, ... ) i tada је 

lјт Саn + Ьn) = lim а" + lim Ьn' 
n--++со n-++оо 1'1-++00 

(1) lјт Са" - Ьn) = lјт аn - lim Ьn' 
n-+ + о:) 1'1-++00 n-++оо 

lјт Саn Ь,,) = Нт а" lјт Ьn ' 
n-++оо n-++оо 1'1-++00 

Ako је јо!; lјт Ь" # О, tada је i niz аnјЬ" (п dovoljno veliko) konvergentan • • • 
1 vazl 

jednakost 

(2) 1· а" lm -= 

lјт а. 
n-++оо 

• 
n-++оо Ь 

" 
lјт ЬN 

n-++оо 

Egzistencija i konacnost Ыl0 kog Cposebno) od Hmesa па levim stranama 
jednakosti (1) i (2) пе povlaCi egzistenciju пј lim аn пј Нт Ьn' 

1'1--++00 n-++оо 
2 Nizovi i redovi 
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• 

1.1.2.14.1. Uz isk1juccnje Sltlcajeva kad se па desnoj strani jav1ja jedan od izraza 

+00 -оо, -со +00, о· (±со), (±оо)' О, 
±оо 

±оо 
, 

sva tvrdenja tсогеше 1.1.2.14, u kojoj је konvergencija zашепјепа еgzistепсiјош 
1iшеsа u R"" vaze i u R oo . 

1.1.2.15. Ako је gornji 1iшеs rea1nog niza konacan, оп је пајуеса tacka 
1ауапја (tj. таksiшuш skupa tacaka nagomi1avanja) tog niza. Апа1оgпо 
vazi za donji 1iшеs. 

• nagoml-
tvгdепје 

1.1.2.16. Da Ы rea1an niz (а )nEN imao liшеs u R oo (tj. kопvегgiгао ili tezio ka " . 
pozitivnoj i1i negativnoj beskof1acnosti), роtгеЬпо је i dоvоlјпо da bude 

lim а" = liш аn. 
п--*+оо 

П-+тСО 

1.1.2.17. Neka је (a")"EN rea1an niz. Ako је а" < А za dovo1jno ve1iko п, tada 

је 1iш аn<А; ako је аn>а za ргоizvоlјпо velike vrednosti п, tada је lјт аn>а; 
п-++оо п-++оо 

ako је а" < А za proizvoljno velike vrednosti п, tada је liш аn < А; ako је аn> а 

za dovoljno ve1iko п, tada је 1im а" > а. 
п-++оо 

1.1.2.18. Da Ы realan broj L Ыо gornji 1imes realnog niza (a")"EN' potrebno је 
i dovo1jno da za svako Е > О пејеdпаkоst а" < L + Е bude zadovoljena za dovoljno 
ve1iko п, а пејеd::шkоst а" > L - Е za proizvoljno velike vrednosti n. Da Ы rea1an 
broj 1 Ыо donji limes istog niza, роtгеЬпо је i dovo1jno da za svako Е > О nejed­
nakost а,. > 1 - Е bude zadovo1jena za dovo1jno ve1iko п, а nejednakost аn < 1 + Е 
za proizvo1jno ve1ike vrednosti а. 

1.1.2.19. Neka su а" i Ь" (п Е N) realni nizovi. Ako је za п dovoljno ve1iko аn < Ь", 
tada је 

1јт а" < 1јт Ьn i lim а" < 1im Ьn ' 
11-+ + оо п--++оо п--++оо 

(Tvrdenje 1 о teoreme 1.1.2.7 је specija1an slucaj оуе tеогеше.) 

1.1.2.20. 1 о Neka su (a")"EN i (b,.)"EN dva rea1na niza. Uz isk1jucenje slucajeva 
kad se јаУ1јаји izrazi koji петаји smis1a, vaze sledece nejednakosti: 

• 
ПЈе 

1im а" + 1im Ь,. < 1im (а" + Ь") < 1iш аn + 1im Ьn ' 
71-++00 11-"'+00 n--++-=о n·++со 

1im а" + 1im Ь" < 1јт (а" + Ьn) < 1im а" + 1im Ьn ' 
n-++оо n~+co n-++оо n--++оо n-++оо 

20 Ako је јо!; а" > О, Ьn > О za dоvо1јпо ve1iko 
kao napred, vaze nejednakosti 

п, tada, uz isto ogranice-

1јт а,,' 1im Ь"::;: Iјт (аn Ьn) < lim аn ' Iјт Ьn' 
n-++оо п-++оо п--++оо п-++оо п-++оо 

~jт аn , Iјт Ь" < 1im (а" Ьn) '< 1im аn , 1im Ьn ' 
п--?-+со п.,. +00 п-++оо п-++оо п-++оо 
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• 

1.1.2.21. Za svaki геаlап пiz (a,.)"EN је 

liш (- а) = 
" 

liп} ан, liш (- а,,) - li!l1 а,," 
11--+ + оо 7/--++0) 

Ako је ан > О СП = 1,2, ... ), tada 
. 
Је 

1 1 1 1 -
lim - lim . , 

liщ 
, 

1l-+toc а" liщ а" 
,1--+ + Ф а" а" 

71--+ + со n--++оо 

gde рогеЈ • . 
kопvепсiје 

1 
= О, 

. 
da • 1 

se, \'ес USVОЈспе UZЈШCl Је 
+00 О 

.Ј.. ~ , ~. 

1.1.2.22. Stolzova teorema. Neka su (an)nEN i (b,,)nEN dva геаlпз. пiZ>1. Ako 
Ь" ----'7- +00 (n----'7- +(0) i Ь" t za п dоvоlјпо ve1iko, tada је 

1iщ < 1im • 

n--+ -1- оо Ь" - Ь"-Ј 

Posledica 1. Sресiја1по, pod istim pretpostavkama, iz egzistencije 1imesa 

1im 

li 
аn 

Щ --еgzistепсiја 1imesa 
n-+-1-о::; Ь 

п 

= lim 

kao i jedl1akost 

• 

Ь" - Ь"_l 

Egzistel1cija leуе stral1e posledl1je jednakosti пе pov1aci egzistenciju desl1e strane 
iste jedl1akosti. 

Stolzova teorema iша jos sledece posledice; 

1.1.2.22.1. Саисћуеуа teorema. Ako је 1iщ аn = а, tada је 

Posledica 1 Stolzove 

(п = 1, 2, ... ) kощрlеksап 

1im 
1 

. 
teoreme Ј 

. 
шz. 

n-++оо 

" 

Cauchyeva teorema • vaze i kada је а" 
Ј 

1.1.2.22.2. Ako је ан> О (n= 1,2, ... ) i liщ а"= а, tada 
'1--++00 

је lјт ( П akY = а. 
11->- + ХЈ k= 1 

1.1.2.22.3. Ako је а" > О (п = 1,2, ... ), tada је 

2* 

1· аn+l 1" 1/ 1'­Јт --< lт а ,,< lт 
- "-

n--+ + оо 'Ј-++СО 

а l/n < liщ " -
n·++оо а 

п 

• 
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Spccijalno, pod i s tоП1 
. . . 1" а +r! 

rrеtроstаvkош, 12 1т п = а izlazi lјт 
II-+- +СС а 

п 

1.1.2.23. Nekoliko partikularnih rezultata 

I _11 I ] u + 1 

1.1.2.23.1. а" = 1 + -Ј t, {Јп = 1 т - (п = Ј, 2, ... ); 
п п 

liш а" = liш /3" = е Е (2,3); 
11--+';'- ':(.' n~ +00 

з 
О < е - а" < {Ј" - а" < - - (п = 1, 2, . .. ); 

. n . 

. ( 1 1 1) е = l1т 1 + _. + - + ... + -- . 
ll .-?r co 11 21 п! 

Broj е, zujednicki limes nizova аn , /3" i i ~ (п = 1, 2, ... ), је transcenden­
k~ O k! 

сап i јта decimalni razvoj е = 2,7 Ј 828 18284 59045 ... 

1.1.2.23.2. Нт 1 -1- Ј + ... +~-10PI) = У = 0,5 772 1 5664901532 ... 
11 -+ ...Ј· 0С' 2 11. 

Вгој у zove se Eulel'ova konstanta. 

P,·imedba. Ја. nјје ustanavljel10 da lј је у racianalan ili iracianalan broj. 

1.1.2.23.3. lјт а" = 0 (ј а ј < 1). 
n~+cc 

1.1.2.23.4. lјт 
п 

= 0 
n--+ -I " се а" 

( Ј ај > 1). 

1.1.2.23.5. lјт 
а" 

=0 -
n--+ + оо п! 

(аЕ С). 

1.1.2.23.6. lim а l ! » = 1 (а > О). 

1.1.2.23.7. lim n l fn = 1. 

1.1.2.23.8. Stirlingova formula. 1 NaveScemo dva oblika ove formule. 

Precizniji oblik : 

, O,r 
n! =V2 л;nn"е-nТI2n(0 < (Ј < 1' nEN). 

" ' 
Мапје precizni oblik: 

п! - V2л;n пп е-" (n-+ +00). 

1 Detaljnije о Stirlingovaj formuli Yideri: 
D. S. MitrinaYic, saradnik Р. М. Vasi,,: Аnаliriёkе nejednakosri. Beograd 1970, str. 

175-179. 
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1.1.3. FUNКСЮNАLNI NIZOVI 

1.1.3.1. Ројаm funkcionalnOf[ niza ј,,(х) (п = 1,2, ... ), gde su х 1-+ j.(x)realne 
funkcije realne nezavisno promenljive sa istim domenom, definise se па slican 
naCin kao ројгш brojnog niza. 

Rea1ne funkcije rea1ne promenljive mogle bi se, u prethodnom tekstu 1 u nekim 
od sledecih rezultata, zameniti kompleksnim funkcijama kompleksne promenljive, 
а1ј izlaganje koje s1eduje pretpostavlja da је гес о nizovima realnih funkcija (еаЈпе 
promenljive. 

1.1.3.2. Ako је konvergentan Ьгојпј niz koji se dobija od niza (j,,(X»)nEN stavljajuci 
х = хо, kaze se da jUl1kciol1alni niz (J,,(x»)nEN konvergira u tacki х = хо · 

Skup svih tacaka u kojima niz (fn(X»)nEN konvergira zove se skup konvergenclje 
ovog funkciona1nog niza. 

Ako је 1јm ј,/х) = ЈСх) za svako хЕ Е (с R), funkcija Xl-+j(x) naziva se 
n·+-т-оо 

granicnom junkcijom niza (Јn( ))"EN па skupu Е. 

1.1.3.3. Neka је Е ( с R) skup па kome su sve funkcije Л, ј2, ... definisane. 
postoji nenegativan геаlап Ьгој М takav da је Ifn(x)1 < м za svako х Е Е 
svako п Е N, kaze se da је niz Л,ј2, ... unijormno ogranicen па Е. 

Ako 
. 
1 za 

1.1.3.4. Neka su sve funkcije ј" ј2' ... deГinisane.na skupu Е ( с R) . .Ako za svako 
Е> О postoji nоЕ N takvo da је Iјn(х) - ј(х) I <." za svako п > по i svako хЕ Е, 
kaze se da niz ј,,(х) uniformYlo konvagira ka. junkciji х I-+f(x) па skupu Е. 

Ako је skup Е int~rval, onda se u 1.1.3.2, 1.1.3.3 i 1.1.3.4 па svim mestima 
reCi »па Е{< mogu zam~niti recima »и (intervalu) Е«. 

1.1.3.4.1. Neka је Gn(x) .= Iј,,(х) - ј(Х)1 za dati skup Е (с R) i neka је 

!I" = sup G,,(x) (п = 1, 2, ... ). 
хЕЕ 

Da Ы niz ј"сх) па Е uniformno kопvегgiгао ka ј(х), potrebno је i dovoljno da bude 
lјm ;1" = О. 

n-+ + оо 
Ako хnЕ Е(n = 1,2, ... ) 

mпо ka ј (х) па Е. 

-- - - -
i lјт G" (хn) > О, tada ј,,(х) пе konvergira unifor-

11--+ + оо 

1.1.3.5. Cauchyev kriterijum za uniformnu konvergenciju. Funkciona1ni 
niz (fn(X»)nEN uniformno kO:1vergira па skupu Е (с R) ako i sаЋЈ a~<o za svako 8 > О 
postoji по Е N takvo da је 

Iјр(х) - Џх)1 < 8 

za svako р > q > по i za svako хЕ Е. 

1.1.3.6. Ako su sve funkcije xl-+j,,(x) (п = 1,2, ... ) перге:,ј,јп~ па skupu Е(с R) 
i niz (fn(X»)"EN па Е uniformno konv~rgira kaf(x), оја је i funkcija х 1-+ ј (х) пе­
prekidna па skupu Е. 

1.1.3.7. Neka је јn(х) (п = 1,2, ... ) niz realnih fиnkcija koje su и Riemannovom 
smis1u integrabilne u intervalu [а, Ь] (-оо < а < Ь < +00). Ako Qvaj niz u 
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. а, Ь] uniformno konvergiгa ka funkciji х r-+ ј(х), tada ј efunkcija х r-+ ј (х) и 
[а, Ь) u Riemannovom smislu integrabilna i vazi jednakost 

ь ь 

:irn S јп (х) dx = S ј (x)·dx. 
n~+oo а а 

1.1.3.7.1. Teorema Arzela. Neka је svaka od funkcija х r-+ јn(х)(n= 1,2, ... ) 
u Riemanno\'o.l1 smislu integrabilna u interva1u [а, Ь] (-оо < а < Ь < +00). 
1'1.1:0 је оуај niz u [а, Ь] uniformno ogranicen i konvergira ka funkciji х-+ ЈСх) 
izoja је u [а, Ь) integrabilna u Riemannovom smislu, tada узZј jednakost (3). 

1.1.3.8. Neka su sve Љnkсјје Jl,j2' ... definisane u intervalu (а, Ь) (а < Ь), i 
l1eka su ispunjeni sled~6i uslovi: 

I Ј niz ј,/ х) (п = 1, 2, ... ) konvergira za neko хо Е (а, Ь); 
2' sve funkcije х---+јn'(х) СП = 1,2, ... ) imaju konacne vrednosti za svako 

хЕ Са, Ь); 

у nizj.'(x) (п = Ј, 2, ... ) uniformno konvergira u svakom zatvorenom in­
ter\oaiu sadrzanom u (а, Ь). 

Tada: 
а) niz јn(х) (п = 1,2, ... ) uniformno konvergira u svakom zatvorenom 

interva1u sadrzanorn u Са, Ь); 
Ь) gгапiспа funkcija х 1-+ ј Сх) niza ЈnСх) СП = 1,2, ... ) ima izvod u (а, Ь) i 
с) г(х) = lim ј.'(х) za svako хЕ Са, Ь). 

n---i>" + ос, 

Primedba 1. Prethodna teorema cesto se navodi u (za dokaz) jednostavnijem obliku u kщпе 
se pretpostavka 2" zamenjuje pretpostavkom da su svi izvodi х -+ Јn'(х) СП = 1, 2, ... ) nepre­
kidni и interva1u Са, Ь). 

p"imedba 2. Uz zamonu па svim mestima Е (с R) sa Е (с С), definicije 1.1.3.2, 1.1.3.3 i 
1.1.3.4, као i teoreme 1.1.3.4.1, 1.1.3.5 i 1.1.3.6, va,e i za nizove kompleksnih funkcija котр-
1eksne рюmепlјi,·е. Teorema 1.1.3.7 takode јта svoj analogon za slucaj kompleksnih funkci­
onalnih nizova. 



1.2. REDOVI 

1.2.1. BROJNI REDO\'I 

1.2.1.1. ~eka је 

(1) а" (п = О, 1,2, ... ) 

niz kотрlеksпih Ьгојеуа. Simbolicka oznaka fol"malnog Ьеskопаспоg sumiгапја 
сlапоvа ovoga пizа 

(2) 
+00 
I а", јlј ао + а 1 + ... +аn + ... , 
u=о 

naziva se b1"ojnim (numerickim) redom iIi, krace, redom. Ро definiciji, n-ti сlап niza 
(1) је ujedno i n-ci Ыаn rcda (2). 

Opstije, brojni red moze iшаti obIik 

+00 
(2') I ан јlј аn• + аn.+l + . .. (по Е No)· 

n=nо 

Ponekad se terminu })brojni red" pridaje uze znacenje brojnog reda Сјјј su svi 
сlапоvi realni brojevi. 

Zbil" 

" S,,=Ia
k 

(n=0,1,2, ... ) 
k~O 

naziva se п-Сот parcijalnom sumоm reda (2). 

1.2.1.2. Konvergencija brojllog reda. Ako niz рагсјјаlпЉ suma S" (п = О, 1,2, ... ) 
brojnog reda (2) kопvегgiга ka (konacnoj) granici S, kaze se da red (2) konveJ"gira 
јlј da је konvergentan. Егој S u tOffi slucaju naziva se sumom (zbi1"om) reda (2) i 
oznacava јеdпiш od simbola (2), tako da se moze pisati 

+'" I а" = S, i1i ао + а , + ... + а" + ... = S. 
tj=O 

Ako brojni red пе konvergira, kaze se da divergira ili da је divel"gencan. 
Ako red (2) kопvегgiга, broj 

+00 
Rn = I ak 

k~n+l 

паzivа se njegovim n-cim oscatkom. 

(n=0,1,2, ... ) 
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+00 
n-tiш ostatkom геЈа (2) naziva se takode red I ak (п Е N), bez obzira па 

k='I+l 

to Ја li red (2) kопvегgilЋ ili divergira. Које оЈ ova dva znacenja јта ројат n-tog 
ostatka uvck treba Ја ыlеe jasno iz konteksta izlaganja. 

Da Ьј se kratko oznaCilo Ја niz рагсјјаlпЉ suma геЈа (2) tezi ka + оо, odnosno 
ka -оо, pise se 

+ro +00 
odnosno I а,. = - ОО. 

n=О 

1.2.1.3. Operacije sa redovima. Neka su 

+00 
(3) i I Ь,. 

n=О 

dva brojna reda i neka је л kompleksan Ьгој. Proizvod ЬП)ја л i prvog оЈ redova 
(3), zatim zbiI, razlika i Callchyev proizvod redova (3) dеГiпisu se respektivno kao 
s ledeci redovi: 

+00 
I(лаn); 

ti~-O n=о 

+00 
I (а,,-Ь,,); 
u=о 

п 

(сп = I akbn_k)· 
k~O 

Ako se za pomenllte орегасјје llpotrebe odgovarajllce uоЫсајепе oznake, 
moze se pisa ti 

+00 +00 +00 +00 +00 
(4) лI аn = I ла" ; L а,. ± L Ь" = I (а" ± Ь,,); 

n=О n=о n=О 71=0 n=О 

·-г со +00 +00 п 

(5) L аn I Ь,. = L сп (сп = L akbn_k )· 

t1 _-= О n=о n=О k~O 

Bez teskoca se llstanovljava da prve dve operacije uvode и skup svih brojnih 
l"edova (јlј и skup svih brojnih redova sa [еаlnјт сlапоујта) jednu strukturu 
vektoгskog pl"ostoгa. 

1.2.1.3.1. Ako su оЬа reda (3) konvergentna, tada konvergira i njihov zЫг, i tada su 
Sllffie оуа tri геЈа vezane dГllgOffi jednakoscu (4), sa znacima +. Ako је jedan od 
["edova (3) kопvегgепtап а dгugi divergentan, njihov zbil' је divergentan. Ako su 
оЬа Ieda divегgепtпа, njihov zbir moze konvergirati i1i divergirati. Za raz1iku redova 
vaze ana10gna tvrdenja. 

Ako је л # О, Ьгојпј red i njegov proizvod sa л istоvгетепо konvergiraju i 
divегgiгајu. Drukcije se kaze da su ta dva reda ekvikonvergentna. 

Na osnovu prethodnog, skup svih konvergentnih ЬгојпЉ ["edova је роdргоstог 
vеktогskоg pIostora роте Пlltоg и 1.2.1.3 . 

• 

1.2.1.4. Opsti Cauchyev kriterijum konvergencije redova. Da Ы red (2) 
konveIgiIao, potrebno је i dovoljno da za svako Е > О postoji prirodan broj по 

n+Р Ј 

takav da је I a
k

! < Е za svako п > по i za svako р > 1. 
k=II+1 I 

Posledice. 

1.2.1.4.1. Ako је ["ed (2) konveIgentan, tada је lim а,. = О. 
11-+ + со 
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<,. 
1.2.1.4.2. Ako red (7) konvergira, tada је lјm I a

k 
= О za Ьјl0 koja dva niza 

1!--++0") k=p 
п 

prirodnih ы"јеуаa р" i q" (п = 1,2, ... ) koji teze ka +00. 

1.2.1.5. Ako је red I la,,1 konvergentan, kaze se da је red (2) apsolutno konve1"gen-
tI=O 

(аn ili da apsolumo konvel-gira. 

1.2.1.6. Svaki apsolutno konvergentan red је konvergentan. 

1.2.1.6.1. Za red koji konvergira, аlј ne konvergira apsolutno, kaze se da је Ilе­

apsolutno (uslovno) konvergentan јlј d~. neapsolutno (uslovno) konvergira. 

1.2.1.7. Teorema о Cauchyevom mnozenju redova. Ako su оЬа reda (3) kon­
vergentna i Ьаг jedan od njih apsolutno konvergira, tada је njihov СаисЬуеу proizvod 
takode konvergentan i sume оуа tri reda vezane su jednakoscu (5). Ako su оЬа reda 
(3) apsolutno konvergentna, takav је i о njihov СаисЬуеу proizvod. Ako su redovi 
(3) i njihov СаисЬуеу proizvod konvergentni, tada su sume оуа tri reda vezane 
jednakoscu (5). 

Iskazi 1.2.1.8 - 1.2.1.16 odnose se па redove sa nenegativnim јlј sa pozitivnim 
clanovima, tj. па redove oblika (2) sa osobinom da је а,. > О, odnosno а,. > О, za п 

+00 
dovoljno veliko. Sa I а,. < + w 

n=о 

nim clanovima konvel"gira. 

-"оо 

cesto se oznacava da red I а,. sa nenegativ-
7~=O 

1.2.1.8. Za konvergenciju reda sa nenegativnim C1anovima potrebno је i dovoljno 
da njegov niz parcija1nih suma bude ogranicen. 

1.2.1.9. Ako је О < а" < Ь,. za dovoljno veliko п, tada konvergencija reda 

(6) 

роу lаСј konvergenciju reda 

(6') 

а divergencija reda (6') роуlаСј divergenciju reda (6). 
. аn+l Ьn+1 1.2.1.9.1. Ako је, za dovoljno veliko п, аn > О i Ьn > О 1 "о" - < --, tad~. 

аn Ьn 
konvergencija reda (6) роУlасј konvergenciju reda (6'), а divergencija reda (6') 
роУlаСј divergenciju reda (6). 

1.2.1.9.2. Ako је аn > О za dovoljno veliko п i 

li а" 
m-=а 

n-++ОО'Ь 
п 

(О<а<+оо), 

tada su redovi (6) i (6 ') ekvikonvergentni. 

Prethodne tri teoreme cesto se nazivaju principima uporedivanja za konver­
genciju i divergenciju redova sa nenegativnim clanovima. 
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1.2.1.10. Integralni kriterijum konvergencije. Ako је realna fиnkcija х--;.-ј(;:) 
nenegativna i opadajuca za х > 1, tada su led 

+ifJ п 

I ј(n) i niz .1" f(x) dx (n=I,2, ... ) 
n=1 I 

. 

(i1i red ~~j(n) i nesvojstven integral +00 ) I ј (х) dx ekvikonvergentni. 

1.2.1.11. Cauchyev kondenzacioni kriteriium. Neka је аn > u i аn'\; (п Е No). 
+со +00 

Tada su redovi I аn i I 2n а2n ekvikonvtrgentni. 
n=о n=-о 

1.2.1.12. Cauchyev kriterijum. Neka је L аn red sa nenegativnim clanovima. 
n=О 

п 

Ako postoji q Е (О, 1) takvo da је СП d~ Van < q za dovoljno veliko п, tada ovaj 
red kопvегgilЋ. Ako је СП > 1 za proizvoljno ve1ike vrednosti п, isti red divergira. 

+00 
1.2.1.12.1. Drugi oblik Cauchyevog kriterijuma. Neka је L аn red sa nenega-

n=о 

tivnim Clanovima. Ako је lјт Сп < 1, posmatrani red konvergira, а IIko је 
__ n~+oo 

lјт СП > 1, isti red divergira. 
'l~+CO 

Svi iskazi 1.2.1.:3 - 1.2.1.16.2 odnose se па red sa pozitivnim c1anovima 
+'" 

(7) L аn , 
71=0 

1.2.1.13. D' Alembertov kriterijum. Ako postoji q Е (О, 1) takvo da је, zfi dovoljno 

veliko п, 
def аn+I 

Dn = < q, tada red (7) konvergira. Ako је Dn > 1 za dovoljno ve-
аn 

liko п, red (7) divergira. 
1.2.1.13.1. Drugi oblik D'Alembertovog kriterijuma. Ako је limDn < 1, red 

n~+oo 

(7) konvergira, а ako је 1јт Dn > 1, red (7) divergira. 

1.2.1.14. Kummerov kriterijum. Neka је ЬN > О (п = О, 1, 2, ... ). Ako posto­
јј д > О takvo da је za dovo1jno veliko п 

tada red (7) konvergira. 

def ап 
Кп = Ьn - Ьn ."l > 1), 

+00 1 
Лkо red L - divergira i vazi jednakost Кп < О za 

n~OЬn 
dovoljno ve1iko п, tada red (7) divergira. 

1.2.1.14.1. Drugi oblik: Neka је Ьn. > О (п = О, 1,2, ... ). Ako је lјт Кп > 1, 

~'" 
"-~ + со 

red (7) konvergira. Ako је red L: 
71=1 

11 Ьn divergentan i lјт КП < 1, tada red (7) 
,. -+ + «) 

divergira. 
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1.2.1.15. Raabeov kriterijum. Ako postoji broj f.1 > 1 
уе1јко 11 

takav da је ~ dpvoljno 

der 

R а" - 1 " = п >џ, 
аn+l 

tada red (7) konvergira. Ako је Rn < 1 za dovo1jno ve1iko п, red (7) divergira. 

1.2.1.15.1. Drugi oblik. Nejednakost 1јт R" > 1 pov1aCi konvergenciju, а nejedna-
n-++ оо 

k05t lim R" < 1 divergenciju reda (7). 

1.2.1.15'. Bertrandov kriterijum. Sa oznakom 

dcf (а ) ВN = п ( п - 1) - 1 10g п, 
аn.+l 

lјт В" > 1 роУ1асј konvergenciju, а Нт В" < 1 divergenciju reda (7). 
n-+ оо n-)- + оо 

1.2.1.16. Gaussov kriterijum. 

1.2.1.16.1. Prva varijanta (Opsti slucaj). Ako је za dovo1jno ve1iko п 

а" =l+~+ о( 1 ј 
аn + I п n1 + СЈ' 

gde su 1, л i е: > О fiksirani brojevi, tada red (7) konvergira kada је 1 > 1, ј1ј 
1 = 1 i л > 1, а divergira kada је 1 < 1, i1i 1 = 1 i л < 1. 

1.2.1.16.2. Druga varijanta. Neka је za dovoljno veliko п ko1icnik а"lа"+1 racio-
а,. пР + о( nP- 1 + ... 

na1na funkcija od п oblika = 
an+l пР + ~nP-l + ... 

Tada red (7) konvergira јlј divergira prema tome da 1ј је а - fЗ > 1 i1i а - fЗ < 1. 
1.2.1.17. Pringsheimova teorema. Ako је za dovo1jno ve1iko п niz а" nenegativar, 

+Х> 

i nerastuci, tada је 1јт (па,,) = О potreban us10v za konvergenclju reda I а". Ovaj 
rt+--ј''lJ n=О 

us10v пјје dovo1jan. 

1.2.1.18. Naizmenicni redovi. 

1.2.1.18.1. Definicija. Naizmenicnim (allernalivnim) redom naziva se brojni red 
oblika 

~ф 

(8) I (- 1)"-1 Ь", sa Ь" > О (п = 1,2, ... ). 
n=l 

1.2.1.18.2. Leibnitzova 
za 11 > 1 i 1јт Ь" = О, 

n---+ + 'У.Ј 
+со 

teorema о naizmenicnim redovima. Ako је Ь" \, 
tada naizmenicni red (8) konvergira i za njegov l1-ti ostatak 

R" = L (- 1)k-1bk vazi procena 
k=n+l 

(9) R" =(_1)" е" Ь" (О < е" :::;: 1; 11 = 1,2, ... ). 
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Ako је, specijalno, b,, ~, (11 > 1) i lјт Ь;, = О, vazi preciznija ргосепа 
11-++00 

( 10 , R" = (--1)"0" b"l l (О < О" < 1; 11 = 1, 2" , ,), 

(1 О) se moze reCima iskazati ovako ; n-ti ostatak јmа znak prvog izostavlje­
nog <:Јава reda i ро арsоlutпој vгеdпоsti је тапјј od njega. (9) se iskazuje па sli-
" " ' 
сап паСIП . 

Јеdап pl-aktican m etod za ispitivanje konvergencije reda oblika 

( 1 Ј ) L: (- 1)"· 1 Ь" (Ь" > О za dovoljno veliko ti) 

daje sledeCi stav; Neka је za dovoljno veliko п 

Ь" = 1 + ~ + о ( 1 ) , 
Ьn+ 1 п n1Н 

gde Stl л i Е > О fiksiral1i brojevi. Tada red (11) apsolutno konvergira , ле· 
арsоlutп о konvergira јlј divergira ргета tome da lјје л> l , о < л < 1, јlј Л:::;О. 

Specijalno, ako је za dovoljno veliko п ko1iCnik Ь" IЬn+ 1 гасјопаlпа fuлkсiја 
oblika 

пр + ocnP - 1 + ... 
-- , 

tada red (1 ) apsolutno konvergira, neapsolutno konvergira iIi divergira ргета 
(оте da lј је ос - ~ > 1, О < ос - ~ :::;; 1, ili ос - ~ < О. 

" 1.2.1.19. Dirichletov kriterijum. Ako је : 10 niz Sn = L: ak (п = 1,2" . . ) og-
k~ O 

ranicen i 20 niz Ь" (п = 1,2, ... ) za dovoljno veliko п monotono tezi nuli, tada red 
+ 00 

(12) L: а" Ь" 
71= 0 

konve['gira , 

+00 
1.2.1.20. АЬеlоу kriterijum. Ako је: 1 о red L: а" konvergentan i 20 niz Ь" 

n= о 

(п = 1,2, ... ) za п dovoljno veliko monoton i ogranicen, tada red (12) konvergira. 

1.2.1.21. Grupisanje i permutovanje Clanova kod redova. 

1.2.1.21.1. Neka је р" (п = 1,2, . , .) strogo rastuci niz prirodnih brojeva i neka 
р - 1 
" је ро = О i А" = L: ~ a

k 
k = Рn - 1 

(п = 1, 2, ... ). 

+00 
Tada se kaze da ј е ['ed L Аn dobijen g1'upisanjem i5lanova reda (7) . 

1) = Ј 
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1.2.1.21.2. Neka је ср jedna регтщасјја skupa Nu (jedno biunivoko preslik;:vanje 
tog skupa па sebe sашоg). ТаЈа se niz 

(Н = О, 1, 2, .. . ) 

+" 
naziva penmaacija l1iza а" (п == О, 1, 2, ... ), а za геd I Ь" kaze se Ја је dobijen 

"=0 

pamurovalljem Clallo·va reda I а", 
1l=O 

ili, krace, da је реrmщаCIJа геdа I а". 
n"'-- О 

1.2.1.21.3. Ako јеdап геЈ konvel'gil'a, tada svaki red dobijen оЈ tog reda grupi­
sanjem njegovil1 ёlапоvа takode kопvегgiга . 

Ako геd dobijel1 od datog геЈа gгuрisапјеm njegovil1 ёlal10ya (apsolutno) 
kon\'ergira, dati red пе тога (apsolutno) konvergirati. 

1.2.1.21.4. Da Ы kопvегgепtаl1 [ed ostao kопvегgепtап posle bilo kakvog per­
тиtoуапја njegovih clanova, роtгеЬпо је i dovoljno Ја {ај red ЬиЈе apsolutno 
konvergental1. 

1.2.1.21.5. Ako ыlојl1јi геЈ sa realnim ёlanоујта пеарsоlиtпо konvergira, rзЈа 
su геЈоуј [ОЈшiгапi оЈ njegovih pozitivl1ih i оЈ njegovih negativnih сlапоуа (bez 
рготепе рогеtkа) оЬа divergentni . 

1.2.1.21.6. U istom slucaju, neka је а proizvoljan realan Ьгој ili jedan оЈ simbola 
- со i + С(.. Tada postoji red dobijen permutovanjem Clапоуа posmatranog 
геЈа сјја је Sllma а (Riemannova {еогеmа). 

1.2.1.22. Brzina konvergencije realnih brojnih redova. Neka konvergentni 
+00 +00 

rea1ni Ьгојпј геЈоуј I а" i I Ь" јтаји l"espektivno ostatke R" i R" (п = 1,2, ... ). 
11=0 n=О 

Tada se kaze da prvi red bтze konvergira nego drugi ako је 

R" = о (IR"I) (n-+ + со). 
Za dati konvel"gentan red оЈ posebnog su interesa, narocito sa gledista prib­

liznog iZt'aclll1avanja njegove sume, redovi koji brze konvergiraju ka istoj sumi, 
ili ka sumi vezanoj sa sumom datog reda nekom jednostavnom relacijom. 

1.2.1.22.1. Ako је Ь" > О za dovoljno ve1iko п i а" = о (Ь,,) (п --+ + оо), tada 
+00 

red I а" brze konvergira 
n=о 

1.2.1.22.2. Ako 

+00 
I Ь, = r1, tada је 
n=о 

+00 
nego red I ь" 

"~O 

+00 1 Ь 

S = Лr1 + I II - л ~ а, 
n=О аn 

(Kummerova tгапs[огmасiја reda I аn)· 
n=о 
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Pri tome, ako је а" stalnog znaka za dovoljno veliko п, red 

+00 
brze konvergira nego red L аn · 

71=0 

+00 
1.2.1.22.3. Eulerova transformacija. Ako је I ан = S Е R, tada је 

u=о 

Neka niz Ь" СП = О, 1, ... ) ispunjava sledece uslove: 

10 Vaze nejednakosti D(k) Ьn > О сп = О, 1, ... ; k = 1,2, ... ), gde је 
DЩ Ьn = Ьn - Ьn + 1 СП = О, 1,2, ... ); D(k+l) Ьn = D(k) Ьn - D(k) Ьn+1 СП = 
= О, 1,2, ... ; k = 1,2, ... ); kaze se da је u tom slucaju niz (Ь7l ) komplemo 
opadajuCl; 

30 postoji Ь> __ 1 takvo da је 
2 

za dovoljno veliko n. 

+00 
Tada red dobijen Eulerovotn transfOl'macijom reda I с- 1)" Ь" brze konver-

п C-~ О 

gira od ovog reda. 

+00 
1.2.1.23. Vaze sledece procene ostatka Rn = L a

k 
konvergentnog 

k -.. n+ I 

10 Ako је lаК+l/акl <q< 1 za k~noEN, tada 

IRnl <la"l q СП > по), 
l-q 

а takode i 

1 - q 
сп > по). 

k_ 

2° Лkо је Уlак! < q < 1 za k > По, tada 

.n 

+"' 
reda I а". 

n=О 

bk opadajucl niz, L ck < М < + ос! (т > по) 
k~l 1 

• lsem 

toga lim bk = О С uslovi Dirichletovog kriterijuma), tada 
k---'J- + оо 
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Ako је, sp(;cijalno, Ck = sin kx' (k с N), ј1ј Ck = COS kx '(k ~ N), vazi ртосепа 

IR "1 < 2bn~1 (п Е N,' хЕј (2 k 1t,' k Е Z».-
"-1. х! 

'sш-

I 21 
4° Ako је ak = f (k) (k > пос N), gde је funkcija хг->- f (х) za х > по nenega-

+00 

tivna i opadajuca, i ргј tome integra1 S f (х) dx konvergira, tada је 

+00 -;-'l) 

.\' f (х) dx < Rn < ј' f (х) dx 
п+l п 

pri сети Би оЬе nejednakosti stroge u slucaju kada је х 1-+ f (х) strogo opadajuCa 
funkcija za х > по. 1 +00 1 1 

Specija1no, а 1 < "--;;- < 0-1 (п с N; а > 1). 
(а-l)(n+l) L...k (а-1)n 

k=n+l 

1.2.1.24. D vostruki nizovi i redovi 

1.2.1.24.1. Svaka funkcija 
a:NxN-+С 

. . 
naziva se dvostrukim nizom (kompleksnih brojeva). Ako је а (N х N) с R, а је, 
Бресјјаlпо, dvostruki niz realnih brojeva ј1ј realan dvostruki niz. 

Umesto а ((р, q)) (р, qc N), оЫспо se pise G(p,q), ј1ј, cesce, ap,q' i и vezi 
sa tim, saт dvostruki niz а oznacava se па sledeCi паСјп 

(13) (р, q = 1, 2, ... ). 

U prethoJnom iz1aganju skup N moze па svim mestima biti zaтenjen sku­
рот No. 

Uredena trojka (р, q, ар, <) naziva se (р, q) -ti С1ап niza (13). Cesto se, upros­
сауајиСј izrazavanje, kaze i da је ар, q (р, q) -ti С1ап niza (13). 

1.2.1.24.2. Neka је а dvostruki пј:& komp1eksnih brojeva, {ј. јеdnо pres1ikavanje 
skupa N х N и С, i neka је ср jedno biunivoko preslikavanje skupa N па skup 
N х N. Tada se niz komp1eksnih brojeva ЬN (п = 1, 2, ... ), gde је ЬN = a(~(n» 
(п = 1,2, ... ) naziya svrsravanjem (и jednosrruki niz) dvostrukog niza (13). 

1.2.1.24.3. Kaze se da dvostruki niz (13) konvergira ј1ј tezi ka komp1eksnom bro­
ји Ь, ili da јта granicnu vrednost (Iimes) Ь, u oznaci 

1јm ар, q = Ь, i1i ар, q -+ ь (р, q ) + оо), 
р-++с.о 

q-++oo 

зkо za svako Е > О postoji takvo по с N da је 

lap,q - ы� < Е сјт је р, q > по. 
Analogno Бе definise i оzпаСаvэ. ОБоЫпа dvostrukog геэ.lпоg niza da tezi 

kэ. - ОЈ ili ka + се . 

• Nije, medutim, tesko ustanoviti da se u ovom slucaju iz desne strane nejednakosti moZ. 
ukloniti faktor 2. 
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1.2.1.24.4. Cauchyev kriterijum za konvergenciju dvostrukih nizova. Da 
Ы dvоstгuki niz (13) kопvегgiгао, potrebno је i dovoljno da za svako s > О pos­
stoji по Е N takvo da је 

Ја", - ар, "Ј < s сјт је р, q, r, s > по. 
1.2.1.24.5. Neka је 

(14) ар, q (р, q = О, 1, 2, ... ) 

dvostruki 
. 
шz kompleksnih brojeva. Simbol formalnog beskonacnog sumiranja 

(15) 

ili, u razvijenom obliku, 

(15') 

naziva se dvostruki red. 

+ro 

L ар,. 
p~O, "~O 

+ro 

(јlј I ap>/l)' 
p,q~O 

ао •о + аО • 1 + . , . + ао,n + . , . 
+ а1 о + аl 1 + ... + а1 п + ... 
•• • 

+ ... 
+а +а +···+а + ... n.о n.l n.n 

(р, q)-ti сlап niza (14) naziva se (р, q)-tim ааnоm dvostrukog reda (15) od­
nosno (15'), 

Ako је niz Ь, (п = О, 1,2, ... ) jedno svrstavanje niza (14), kaze se da је red 
+ro 
I Ь, svrstava1Jje Си jednostruki red) dvostrukog reda (15). 
n=о 

1.2.1.24.6. Za dvostruki red kaie зе da konvergira (јlј da apsolutno konvergira) 
ako svako njegovo svrstavanje konvergira. U suprotnom slucaju za dvostruki red 
se kaze da divergira. 

Da Ьј dvostruki red konvergirao, potrebno је i dovoljno da jedno njegovo 
svrstavanje bude apsolutno konvergentan red. 

Ako dvostruki red konvergira, zajednicka vrednost surna svih njegovih svr­
stavanja naziva se zbirom (sumоm) dvostrukog reda. Оп se oznacava lstim simbolom 
kao i sam dvostruki red. 

1.2.1.24.7. Dvostruki redovi (15) i 

(16) 

su ekvikonvergentni. Za konvergenciju reda (15) potrebno је i dovoljno da pos­
toji pozitivan konacan broj М takav da је svaki zbir konacnog broja cJanova reda 
(16) (bez ponavljanja istih clanova) тапјј od М. 

1.2.1.24.8. Neka је !ap,qJ < Jbp,~J, sem za konal':an Ьгој parova indeksa. 

Tada konvergencija reda 

(17) 
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роуlасј konvergenciju d\'ostrukog reda (15), а divегgепсiјn reda (15) povlaci divег­
gel1ciju ('cda ( 17). 

1.2.1.24.9. Вгој 5 је suma dvostrukog reda (15) ako i samo ako za sI'ako 
€ > О postoji ПО Е: N t~. k vo da је, za svaki zbir L kOl1a(:nog broja clal10va reda 
(15) (b~z ponavljal1ja istih clanova) koji sadrzi sve clanove obIika Op, . (p s, no, 
(/ < По) , I.E - SI < е, 

+00 + 00 
1.2.1.24.10. Ako redovi I а" i I Ь" apsolutno konvergiraju, tada dvostruki red 

n= о 1l=O 

+'" I арЬ. konvergira i vazi jednakost 

1.2.1.24.11. Neka је dvostruki red С Ј 5) konvergentan, Tada: 

+00 
1 о Svaki od [edova I ар,. (р Е No) apsolutno konvergira ; neka Sp oznacava 

. ~O 

sumu p-tog od tih [edova, 

+00 
20 Red I Sp apsolutno konvergira i vazi jednakost 

O~O 

+ 00 +00 
I Sp = I ам, 
P ~ O P,.~ O 

+ 00 
30 OdgovarajtlCi iskazi vaze i za redove I ар .. Cq Е No), tako da su tacne 

р- о 

jednakosti 

+00 + 00 + 00 +00 + 00 
(18) I I ам = I I ар,. = I ар,.' 

p ~ O O ~ O q ~ O p ~ O p, q ~ O 

Ako је jedan od brojeva 

+ со + со + 00 + 00 
I I lap,q I i I L lap,.! 
p-Oo ~ O q= op= o 

konacan, tada је konacan i drugi od njih i dvostruki red С 15) konvergira, ра vaze 
jednakosti С 18), 

1.2.1.24.12. Na analogan пасјп definisu se m-tostruki nizovi i redovi Ст prirodan 
broj) 

+ 00 
. apl. Р •• •• , , Рт ' odnosno I ар" PI , .. . • Рm . 

Prethodni r~zultati koji se odnose па dvostruke redove тО;"Ј se preneti па 
ova ј opsti sluCaj. 

Ј Ni.zovi i redo vi 
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p'·imec/ha. Postoji l drukcija definicija konvergencije l suше dvostrukog reda. 

(а) 

+'" 
L ap,q, 

p,q-O 

ргеша kojoj зе za dvostruki red (а) kaze da konve"gira i iша зити S ako је 

gdc је 

liш Sp,q = S Е R, 
P,q--?7 ОЈ 

+ro 
аы. 1 u Јот slutaju pise seL ap,Q = S. 

P.q=o 

. 

Ovakva konvergcncija dvostrukog reda (а) naziva эе i relativnom i1i Uslovl1om konvergenci­
Јот, ,а razliku od gore definisane konvergencije, kojoj Se daje i naziv apsolutne korwergencije. 

Ranija i prethodHa definicija konvergencije dvostrukog rcda пјзи ekvivalentne. Nаiше, 
ako red (а) konvergira u sшislu ranije definicije (Јј. ako је арsоlшнv konvergentan), tada оп kon­
vergira i u sшislu prethodne definicije (tj. relativno konvergira) i iша isti Ьгој kao sumu u smislu 
оЬе defil1icije. Relativl1a konvergencija reda (а), теdutiш, пс povlaci njegovu арsоlшпu kon­
vergencIJu. 

Ako оЬа izraza 

+00 +00 
• , 

јтаји odredene i konacne Yrednosti, ра ёak i kad su te yrednosti medusobno jednake, red (ot) 
пе тога relativno kon \'ergirati. 

S druge strane, relativna konvergencija reda (/1) пе poYlaCi пј kOlJvergelJciju svih jedlJo­
strukih redova 

(fЗ) 

пј svih jednostrukih redova 

(у) 

+00 
L ард (р = О, 1,2, ... ), 
q~O 

+00 
L ap,q Cq = О, 1,2, ... ). 
p~O 

+00 п 

1Slo tako, kad dvostruki red Са) relativno konvergira, red L L "р.n_р (suшiгапје ро sporednim 
n=о р=о 

dijagonalama) пе mora konvcrgirati, niti mora, ukoliko је konvergentan, imati istu sumu Ьо 
red (а). 

Va,i, medutim, sledeCi stay (Pringsheim): 

Neka dvostruki red (у) relatiYno konyergira ka sumi S. Лkо su t.da syi redoYi ([3) konyer­
gentni, yaii jednakosl 

+00 +00 
S = L Lap,q, 

p~Oq~O 

а ako su konvergentni svi redovi (у), о' vaZl 

+00 +00 
S = L Lap.q. 

q=O IР=О 
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1.2.2. FUNKCIONALNI REDOVI 

1.2.2.1. Slicno kao и slucaju ni2;ova, па osnovu ројта br<Jjnog reda dolazi se do 
ројта fиnkcionalnog reda, koji ima oblik 

(19) I и"(х), 
n=О 

2 

0----.: 

4 

5 

3 

1 

ili ио(х) -;- и] (х) + ... + и,,(х) + • • • 

у 

о 

х 
у=е 

1 

'оо 

, 

432 

1 

х 

т П 

Slika prikazuje pribliiavanje parcijalnih suma funkcionalnog reda ,,:... ka sumi tog reda еХ. L п! 
n=о 

Grafik n-te parcijalne sume posmatranog reda, па оуој i па sledete dve slike, oznacen је brojem n. 

э· 

о 
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р;с1е ,јl :.' Г+ 11" (х) (п гс Nn) гса]пс funkcije гса]пс ргоmеп]јivе, definisane шi istom 
0]'1 :1ји ·], .... t . 

l'Шбtо >,fuпkсiошl1ш', геЈ ." " шоzе sc, u odgovarajucem kontekstu, reCi 
• • 
1, san10 )}Л;':.1 . . . (1 

Рој111Оуј »kопvегgС,lсiјс LI tacki{1 i >lskupa konvergencije( dcfinisu se za funkci­
опа]пi l'сЈ (] 9) щ isli m~iп kao za funkcionalni niz. 

Za (t'n!;ciona]lli г~J (] 9) ka~c se Ја је llnzјоуmnо ogrJl1icen odnosno umformno 
kon'uc;/;ulil';n па llсkоП1 skupu F (с R) ako је njegov niz рагсјја]пЉ suma 

i i 

S,,(x) ", L Щ (х) СПЕ No) 
"-о 

Ul1iГогшпо. ОjZГйl1iССl1 оdi10SПО [ll1ј!огтпо kОl1vегgепtап па istom skupu. 
ОЈ l'czultao koji се biti dole navedel1i, l'czultati 1.2.2.2 -1.2.2.6 vaze i za re­

а]пс i ZC! kошр]сkSl1е ful1kсiо;шlпе [edove (ј пјilюvi dokazi za ta dva slucaja и sustil1i 
зu iStovCtl1i), d'.Jk (;С [ezult'lti ] .2.2.7 i 1.2.2.8 odnose ито П<1 realne funkciona]ne re­
dove. l~ОПnLllасiј'~ stаl1dагdнil1 stav,)va о integl'aciji i difегеnсiгаl1јu kompleksnih 
funkcional"ih [cdova zal1tcvaju pojmovc tеогiје analitickil1 funkcija i stoga il1 песеmо 
ovde il:lVcsti 

у 1 5 9 

13 
• 

51 П Х 

о 

3 7 1 1 

Priblizayanje grafika pal'cijall\ih оита fuпkсiопаlпug rcda 

,W 

( - 1)" ? х2l1 1- 1 
-(2n+l)! 

11-"-= О 

ka grafiku nje .. ove 

• sume х ~ stn х. 
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у 

о 

+00 

8 4 

16 

12 -н 

1 
у = 2 

1 +х 

1 

11\-

• 

'6 2 

Priblizavanje parcijalnih • _иmа funkcionalnog reda L (.- l)n х2n ka njegovoj _иmј 
n=О 

1 
х -+ , ,а - 1 < х < 1. 

1 + х' 

37 

х 
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1.2.2.2. Cauchyev kriterijum za uniformnu konvergenciju funkcionalnog 
reda. Red (19) uпifОШ1l10 kопvегgiга па Е ako i samo ako za svako е> О pos­
toji по ( Е N) takvo da је 

n+Р 

2:: llk(x) < е Cim је 12 > по, РЕ N i хЕ Е. 
k=n+l 

1.2.2.3. 'Veiel'strassov kriterijum. Ako је ји.(х)! < а" (хЕ Е; п dovoljno 

veliko), gde је lJI'ojni I'ed I а" kопvегgепtап, tada red (19) uпifоrnшо kопvег-
11=0 

gira па slzupu Е. 

1.2.2.4. Dirichletov' k.·iterijum. Neka је; 

l' niz pa.-сј;аlпЉ sUl11a reda 
,.; (1".' 

(20) 2:: а,,(х) 
п .-. О 

uпifoшшо оgгапiсеп па Е; 

2
0 • 
шz 

(21) Ь,,(х) (п = О, 1,2, ... ) 

za svako х Е Е l11ollOton i uniformno kопvегgiга ka пиlј па skupu Е. 

Tada red 

(22) I а,,(х) ЬЈх) 
Il "'"- о 

uпifОП11110 !zопуегgiга па skupu Е. 

1.2.2.5. Abelov kriterijum. Neka; 1 о геd (20) uпifогmпо konvel'gira па Е; 
20 niz (21) је ипјfoгтпо ор-апјсеп па Е i za svako х Е Е је monoton. Tada је red 
(22) ul1iformno kоп\'сгgеl1tап па Е. 

1.2.2.6. Ako su sve !unkcije 

(23) х ~ и" (х) (Н = О, 1, 2, ... ) 

пергеkidllе па псkоm skupu Е i [ed (19) је па skupu Е uniformno kопvегgепtап, 
tada је suma ovog ГС(lа па Е пергеkidпа. 

1.2.2.7. Ako su sve !unkcije (23) il1tеgгаЫll1е u Riemannovom smislu u 'il1tervalu 
[а, Ь] (--оо < а < Ь < +00) i [ed (19) ul1ifогml1о kопvегgiга па [а, Ь], tada је 
sUl11a [eda (19) tl Ricmanno\'om smislu iпtсgгаЫlпа u [а, Ь] i vazi jednakost 

(24) 
ь +00 +00 Ь 

~. ,~oll,,(x)) dx = ,~o~' иn(х) dx. 
-~ 

1.2.2.7.1. Jednakost (24) ostaje tacna kad se u ргеthоdпоm iskazu pretpostavka о 
uпifoгmпој kопvсгgСГlсiјi геdа (19) zameni pretpostavkom о ипјfoгтпој ograni­
cenosti па [а, Ь] niza рагсiјаlпih suma istog reda, Рod uslovom da је njegova suma 
integrabilna па [а, Ь] u Riemannovom smislu. 

1.2.2.8. Neka su sve funkcijc (23) definisane u intervalu (а, Ь) Са <: Ь). Ako su 
.spunjeni sledeCi usl0vi; 
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1 о red (19) konvergira za neko хо Е' (а, Ь); 

г sve funkcije Х н>и,,'(х) (п = О, 1,2, ., .) su neprekidne u (а, Ь); 

+00 
30 red L и,:(Х) uniformno kопvегgiга па svakom ogranicenom i zatvore­

n=Q 

пот intervalu sadrzanom u (а, Ь), - tada: 

а) red (19) uniformno konvergira па svakom ograni~enom i zatvorenom inter­
va1u sadrzanom u (а, Ь); 

Ь) suma reda (19) diferencijabilna је u (а, Ь); 

с) za svako Х Е' (а, Ь) vazi jednakost 

+00 ' +00 
L иn(х) = L и;(х). 
n=о n=О 

1.2.2.8.1. Prethodni iskaz ostaje tacan ako se u пјеmи uslov 20 zameni uslovom da 
је Х н> и,:(х) konacno za хЕ' (а, Ь) i п = О, 1,2, ... 

1.2.: .• BESKONACNI PROIZVODl 

1.2.3.1. ~eka је 

(25) р п (п = О, l, 2, ... ) 

niz kompleksnih brojeva. Simbol formalnog beskonacnog mnozenja 

+сс 

(26) П р", ili, u razvijenom obliku, рорlћ···' 
,1= О 

naziva se beskonacnim 
~ 

proizvQdom. Proizvod Р" = П ћ (п Е' N()) 
k~O 

parcijalnim proizvodom beskonacnog proizvoda (26). 

• zove se n-ttm 

Тегmјп »beskonacni proizvod« ponekad se zamenjuje kracim terminom »ргоiz­
vod«. 

1.2.3.2. Kaze se da beskonacni proizvod konvergira ako niz njegovih parcijalnih 
proizvoda konvergira [(опаспоm Ьгоји razliCitom od nule. Qvaj broj naziva se 
vrednost beskonacnog proiz·voda i oznacava istim simbolom [(ао i sam beskonacni 
proizvod. 

Ako је [(опасап Ьгој аапоуа niza (25) jednak nuli, а beskonacni proizvod koji 
odgovara nizu dobijenom izostavljanjem ovih c!anova konvergira u napred precizi­
ranom smislu, kaZe se takode da beskonacni proizvod (26) konvergira i da је njegova 
vrednost пи!а. 

U svim ostalim slucajevima za beskonacni ргоizvоd (26) kaze se da divergira. 
Pri tome, ako је, specijalno, пајуВе konacno mnogo clanova niza (25) jednako пиН, 
а niz рагсјјаlпЉ proizvoda beskonacnog proizvoda formiranog od preostalih c!anova 
konvergira ka пиli, kaze se da proizvod (26) divergira ka nuli. 
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1.2.3.2.1. U svim sluca;evima kad lјт Рn = Р postoji, kao konacna јlј besko-
n-++(1) 

паспа vrednost (bez obzira па [о da lј pгoiz\'od (26) konvergira u smislu pret-
+ro 

hodne definicije), moze se pisati П р" = Р. 
n=о 

1.2.3.3. Da Ы beskol1acni proizvod (26) konvergirao, potrebno је da bude 

(27) lјт р" = 1. 
n--++оо 

Qvaj uslov пјје Јоуоlјап. 

1.2.3.3.1. S obzirom па prethodno, cesto se beskonacni proizvod (26) oznacava sa 

+'" 
(28) П (1 + И,.). 

tL=O 

U tom slucaju иn se naziva n-сјm Ыаnоm beskonacnog proizvoda (28). Uslov (27) 
postaje tada lјт и" = О. 

n-++оо 

1.2.3.4. Za konvergenciju beskonacnog proizvoda (28) potrebno је i dovoljno da 
+ro 

red L 10g (1 + Нn)' sa dovoljno velikim prirodnim brojem по i sa vrednostima 
n=1Iо 

od Im {log (1 + Иn)} sadrzanim u intervalu (- 1t, 1t] za п > По, bude konvergentan. 

1.2.3.5. Za konvergenciju beskonacnog proizvoda (28) potrebno је i dovoljno da za 
svako Е > О postoji takav prirodan Ьгој по da је za svako п > по i Р > 1 

n+Р 

П (1 +щ)-I < ё. 
k=n+l 

1.2.3.6. Лkо је иn > О za dovoljno veliko п, ili је И. < О za dovoljno veliko п, tada 
beskonacni proizvod (28) konvergira ako i samo ako konvergira red 

(29) 

+'" 
1.2.3.7. Apsolutna konvergencija. Ako је beskonacni pt'oizvod П (1+ lи.l) 

n=о 

konvergentan, za beskonacni proizvod (28) kaze se da је арsоlиt1lо konvergentan. 

1.2.3.7.1. Svaki apsolutno konvcrgentan beskonacni proizvod је konvergentan. 

1.2.3.7.2. Beskonacni proizvod (28) apsolutno konvergira ako i samo ako red (29) 
apsolutno konvergira. 

1.2.3.7.3. Ako је beskonacan pl"oizvod apsolutno konvergentan, onda su sve njegove 
permutacije konvt:rgentni beskonacni proizvodi i јтаји istu vrednost. Pri tome se 

+'" 
perrnutacijom proizvoda (28) naziva svaki beskonacan proizvod oblika П (1 + vn), 

n=О 

gde је Vn (nЕ No) permutacija niza Un(nЕ No) (videti 1.2.1.21.2). 
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1.2.3.8. Neka је red (29) konvergentan. Тада beskonacni proizvod (28) konvergira 
+ro 

ј1ј divergira ka пи1ј prema tome da Јј је red L и. 2.· konvergentan ј1ј divergentan. 
n=о 

1.2.3.9. Beskonacni proizvodi funkcija. Kaze se da beskonacni proizvod funkcija 
(rea1nih ј1ј komp1eksnih) nezavisno promenJjive х (rea1ne ili komp1eksne) 
+оо 

П (1 +и" (х)) konvergira па skupu S (с R ili с С, prema slucaju) ako su sve 
71=0 

funkcije х ~ иЈх) (п = о, 1, 2, ... ) definisane па S i brojni beskora.acni proi-
+00 

zvod П (1 +иn(хо)) konvergira za svako хо Е S. 
11=0 , 

,"ОО 

1.2.3.9.1. Za beskooocni proizvod funkcija П (1 + иn(х)) 
n=о 

kaie se da uniformno 

• 
konvergira па skupu S ako konvergira па S i ako funkciona1ni niz Ро (1 +Uk(X)) 

(nЕ No) uniformno konvergira па S. 

1.2.3.9.2. Neka su sve funkcije х ) и,,(х) (п Е No) definisane па skupu S. Ako 
postoje takvi brojevi а,. (п Е No) da је 

+00 
[и.(х) [ < а. (х Е S; п Е No) i L а" < +00, 

n=О 

+00 
tada beskonacni proizvod П (1 +и,,(х)) uniformno konvergira па S. 

n=о . 

1.2.4. POTENCIJALNI REDOVI 

1.2.4.1. Potencijalniт (stepeniт) redoт naziva se svaki funkciona1ni red oblika 

(30) 

јlј, opstije, oblika 

( 30') 
+00 
L а" (х - Хо)"· 

,.=0 

Ovde se pretpostavlja da su а" (.1 Е No), kao i х i Хо' komp1eksni brojevi. Cesto 
se posebno proucavaju redovi (30') kod kojih su а" (п Е No)' х i хо realni brojevi. 
Takve redove zovemo realniт potencijalniт redoviтa, а redove (30') u op8tem slucaju 
koтpleksniт pOlencijalniт redoviтa. Izlaganje koje sleduje odnosiCe se najvecim 
de10m па komp1eksne potencija1ne redove. 

Treba napomenuti da se neki od rezultata koje сето nize izneti drukcije 
dokazuju za slucaj komp1eksnog nego za slucaj realnog potencijalnog reda: u komp­
leksnom slucaju опј se izvode iz opstih rezu1tata teorije kompleksnih analitickih 
funkcija. 

Potencijalni red ob1ika (30') moze se lako, jednostavnom smenom, svesti па 
potencija1ni red oblika (30). Stoga se опо 8tO sleduje najveCim delom direktno 
odnosi samo па potencijalne redove oblika (30). 
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1.2.4.2. Poluprecnik i krug konvel'gencije 

1.2.4.2.1. Za svaki potencijalni red (30) realizuje se jedan od sledeca tri slucaja: 

1 о red konvergira za х = о, а divergira za х OF О; 

20 postoji takav pozitivan i konacan broj R da red apsolutno konvergira za 
Iхl < R а divergira za Јхl > R; 

3° red apsolutno konvergira za svako х. 

Eroj R iz slucaja 2° naziva se poluprecnikom (radijusom) konvergencije reda (30). 
Ovaj рој ат prenosi se i па slucajeve 1 о i 30, stavljajuCi da је и njima redom R = О 
i R = + оо. Sa tako prosirenom definicijom, poluprecnik konvergencije postoji 
za S\Ћki red (30). 

1.2.4.2.2. Hadamardova formula. U svim slucajevima poluprecnik konver­
gencije potencijalnog reda (30) dat је formulom 

R = 1 
lim nv lаnl ' 

n--++ оо 

pri сети se и slucajevima kad је lim nVlanl = +00 i lim у lаnl о desnoj strani 
n-++оо n-+ + со 

formule redom pripisuju vrednosti О i + оо. 
Pod pretpostavkom egzis\enciie 1iшеза па desnoj strani, уаи i D' AlemЬeтtOfJQ 

j01mula 

R = liш • 

n-++оо аn + 1 

1.2.4.2.3. U slucajevima 1 о i 20 iz 1.2.4.2.1 ,oblast kompleksne ravni Iхl < R naziva 
se krugom konvergencije potencijalnog reda (30). U slui:aju 30 kaze se da je.Citava 
kompleksna ravan krug konvergencije. 

U slucaju realnog potencijalnog reda oblika (30), ako је R < + оо, mda se 
[- R, R) naziva .intervalom konvergencije reda, а ako је R = + оо, interval konver­
gencije је, ро definiciji, skup svih realnih brojeva. 

1.2.4.2.4. Ako је О < R < +00, па krugu Iхl = R red (30) moze: svuda diver­
girati, и nekim tackama divergirati ји nekim neapsolutno konvergirati ј, najzad, 
svuda apsolutno konvergirati. , 

Ako је О < R < + оо i red (30) realan, tada (30) moze: divergirati za х = ± R, . 
neapsolutno konvergirati za х = -R i divergirati za х = +R, divergirati za 
х = - R i neapsolutno konvergirati za х = + R, neapsolutno konvergirati za 
х = ±R ј, najzad, apsolutno konvergirati za х = ±R. 

Skup svih tacaka и kojima red (30) konvergira, а koji se u tom slucaju naziva 
tacnim intervalom konvergencije reda (30),moze, dakle, biti: (-R, +R), [-R, +R), ' 
(-R, +R) јlј [~R, +RJ. 

1.2.4.2.5. Ako је R> О poluprecnik konvergencije reda (30), tada red (30) uniformno 
konvergira za Iхl < r < R. U slucaju kad је red (30) realan, оп uniformno kon­
vergira па svakom intervalu oblika [-Т, +Т] (о < r < R)., 

Prema tome, ako је R > о, suma reda (30) је neprekidna funkcija u krugu 
Ixl < R, odnosno и intervalu (- R, R). 
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1.2.4.2.6. Neka је R Е (О, +(0) polupreenik konvergencije reda (30). Ako је 

+.УЈ 

I lanl Rn < +00, 
и=О 

{ј. drukCije гееепо, ako red (30) apsolutno konvergira Ьаг u jednoj taeki periferije 
svog kruga konvergencije, odnosno Ьаг па jednom kraju svog intervala konverge.1-
сјје, tada red (30) ипјfoгтпо konvergira za Ixl ::;; R i u tom slueaju njegova suma 
је neprekidna funkcija па krugu Ixl < R, odnosno па intervalu [- R, + R]. 

1.2.4.3. Abelova teorema. 

1.2.4.3.1. Slucaj.realnog reda. Neka је (30) [еаlап potencijalan red i RE (О, + оо) 
njegov polupreenik konvergencije. Ako оп konvergira za х = R (za х = - R), 
tada оп uniformnokonvergira za хЕ [О, R] (za хЕ [- R, О]), tako da је njegova 
suma neprekidna fиnkcija па intervalu (- R, R] (па intervalu [- R, R)). 

1.2.4.3.2. Slucaj kompleksnog reda. Neka је (30) kompleksan potencijalni red i 
.R. Е. (О, + оо) njegov polupreenik konvergencije. Ako (30) konvergira za х = R е"ј 
(а [еаlап Ьгој), tada (30) ипјfoгтпо konvergira па svakom skupu odredenom sa 

1 . 
х- -RеШ < 

2 -
1 
- R 1\ 1arg (Re"i - х) - (XI 

2 

tako da је suma reda (30) перге­
kidna fиnkcija па svakom takvom 
skupu (па slici predstavljenom sra­
[јгапот povrsinom). 

1.2.4.4. Ako је za Ixl < r 

+ ос! -1- оо 

L аn x'tZ = L ьn x'-t, 
11=0 n=о 

tada је а" = Ь" (п = О, 1,2, ... ). 

1.2.4.5. Ako potencijalni redovi 

+00 +х 

, ~ а хn 

L.., " 

. 
1 " ь х" L.., " 

n=о 11=0 

јmајu redom pozitivne poluprecnike 
konvergencije R , i R 2 , tada је za 

Ixl < R = тјп (R" R 2): 

+00 +~ +00 
1 о I а" х" + I Ь" х" = I (а" + Ьn) х"; 

,/=0 n=о /1=0 

+00 +ХЈ п 

:rr; 
<--д .... 2 

а/Ј х
n L Ьn х

n 
= L СП хn-, 

n=о n~"-O 

sa сп = I ak bn_k , 
k~O 

ргј сети poluprecnici konvergencije redova па desnoj strani nisu тапјј, а mogu 
biti i уеСј od R. 
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1.2.4.6. Neka је R > О poluprecnik konvergencije reda (30). Tada za lхl < R 
" vaZI: 

х +00 ) +ао а 
20 \. L а" сn dt = L п х"+\ 

о n~O n~O П + 1 

gde se и kompleksnom slucaju uzima integral ро duzi koja spaja tacke О i х. 
ОЬа potencijalna reda па desnim stranama и 1 о i 20 јтаји poluprecnik kOl1ver~ 

gel1cije R. . 
Ako и tacki х = -'о svog kruga (intervala) konvergencije konvergira red (ЗО), 

јlј, stavise, samo red па desnoj strani и 20, tada jednakost 20 vazi i za хо umesto х· 
pri сети је u drugom slucaju 'integral па levoj strani nesvojstven. 

1.2.4.7. Neka је: 

1 о ј (х) = L а, х" za lхl < R], 
n=О 

+'" 
у g(x)= Lbnx" za lхl < R 2, 

,1=0 

Ј' lаоl < R з · 
Tada postoji Ьгој r > О i komoleksni brojevi сп (п Е No) tako da је 

+00 
g(J(x)) = LCnxn za lxl<r. 

ТI=О 

1.2.4.8. Neka је 
+00 

ј (х) = L аn хn (lxl < r) 
n=о 

i ао 7'= О. Tada postoje broj е Е (О, r) i kompleksl1i brojevi ЬN (п Е No) tako da је 

1.2.4.9. Neka је 

1 +00 
- = L ь х" (lxl < е)· 
ј (х) n~o п 

ј (х) •. ~ L а" хМ (lxl < R). 
n=о 

Ako је R - IХоl = r > О, postoje takvi kompleksni brojevi Ьn (п Е No) da је 

+00 
(31) ј (х) = L Ьn (х - Хо)" za lх - Хоl < r. 

n=о 

Poluprecnik konvergencije reda (З 1) пјје тапјј od r. 

1.2.4.10. Neka је 
+00 

ј(х) = Уо + Lan (х - хо)n za lх - Хоl < R. 
n=l 
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Ako је а , #- О, za dovoljno malo r > О postoji jedna i samo jedna funkcija 
y~g (у) takva da је, za Iу - Уоl < т: 

·НО 

g(y) =xo + Lbn(y-yo)", J(g(y»)=y. 
~, = I 

1.2.4.11. Ako, za kompleksnu (realnu) funkciju х ~ Ј (х) i za tacku хо , postoji r > О 
takvo da је za Iх - Хоl < r 

+00 

(32) f (х) = L а, (х - хо)", 
tl=O 

gde su а, (п = О, 1, 2, ... ) kompleksni (realni) brojevi, ili, drukCije receno, ako se 
funkcija х ~ ј(х) moze razviti u potencijalni red u tacki х = хо, kaze se da је 
Ј analiticka Jurlkcija U tacki хо. 

Ako је kompleksna funkcija analiticka u svakoj tacki (otvorene) oblasti О, 
kaze se da је ta funkcija analiticka u oblasti О. Za realnu funkciju kaze se da је 
analiticka u otvorenom intervalu 1 ako је analiticka u svakoj tacki tog intervala. 

1.2.4.11.1. Ako kompleksna (rea1na) funkcija х--+ f (х) јта reprezentaciju (Ј:!) za 
Јх - хо! < У, ta funkcija је, prema 1.2.4.9, ana1iticka u krugu (intervalu) Iх - хо : < т. 
1.2.4.11.2. Ako је funkcija х --+ ј (х) analiticka u tacki х = хо ' tada је 

(33) 

+00 

f (х) = '" ~ Р)(Хо) (х - Хо)" za Ix - Хоl < r. 
L,n' 
"=0 

Reprezentacija (33) ana1iticke funkcije (odnosno odgovarajuceg potencijalnog 
reda) naziva se Taylorova formula, а u specijalnom slucaju kad је хо = О Maclau­
rinova formula. 

Posebno, u slucaju realne funkcije ostatak reda (33) 

" 
Rn (х) = ј (х) - '" 1 fk)(XO) (х - хо) 

L, k! 
k~O 

јта sledeee reprezentacije: 

Lagrangeov oblik ostatka 

RN(x) = 1 fn+ lJ(xo+On(x-хо»)(х-'-хо)n" (О < дn < 1). 
(n+ l)! 

Cauchyev oblik ostatka 

1 
Rn (Х) = ...... /"+0 (хо + дп (х - хо») (1 - Оn)" (х - Хо)'''' (О < ОП < 1). 

n. 

1.2.4.12. Nekoliko najvaznijih partikularnih razvoja elementarnih funkcija u poten­
cijalne redove: 

1° 
+'" х" 

еХ = L: ..... 
n
-, (хЕ С)ј 

п-о 
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+'" 
20 • 2: (- 1)" r n+' (х Е С); s1ПХ = 

(2n + 1)' 
11=0 

+'" (_ 1)" 
30 cos х = """ _ x21l (х Е С" 

L (2 п)! 
' , 

n=о 

+щ 

40 sh х 2: 1 х2n+' (х Е С); 
(2n+l)! 

~l=O 

+ос 

)' 1 50 ch х х,n (х Е С); 
"--' (2 п)! . 
n-=-о 

+ ОС· 
60 (I + х)" = 2: ( : ) х" 

11=0 

(Ixl < 1; а Е С); 

70 
+00 х" 

log (1 + х) = L (- 1)"-1-;; (Јхl < 1). 

n=l 

Moze se dodati da jednakosti 70 i 60 sa - 1 < Re (а) < О \'aze i za јхl = 1, 
х i' - 1, dok jednakost 60 sa Re (а) > О vazi za јхј < 1. Sa а = 0,1,2, ... ona 
stavise vazi za svako х (Newtonova binomna formula). 

1.2.4.12.1. Za јхј < 2 л је 

+'" 
Х _" Вn Х" - 1 

еХ - 1 L п! 
n=о 

1 
---х+ 

2 

+'" 
~ _В-",,2n,-- х2" , 

(211)! 

gde su ВN (п = о, 1,2, ... ) Bernou11ievi brojevi. 

Pri tome је 
B.k - 1 = О (k = 2,3, ... ), 

kao i 

ВО = 1, . В, = 
1 1 

--, В.=-, 
2 6 

1 1 
В. = - 'В6 =-, 

30 42 
В8 = 

5 
В,о = -_., 

691 

2730' 

7 
ВН =-, 

3617 В _ 43867 
В'6 = - -5-1-0- , 18 - 798 ' 

66 6 

174611 
• 

330 

Ustanovljeno је da su Bernou11ievi brojevi В.n (п = 1, 2, ... ) naizmenicno 
pozitivni i negativni i da niz njihovih modula tezi ka + оо kad n __ +00. Preciz­
nije, vazi asimptotska formula 

ВZN ~ (- 1)n-1 4n V;; 
1 

П 2n+-
- 2 (n--,>- + оо). 
ле 
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1.2.4.13. DVGstruki potencijalni redovi. То su dvostruki redovi oblika 

+00 
(34) I ат,. х'" уп, 

mn=О • 

gde su ат. (т, п =0, 1, 2, ... ) realne konstante, а х i у realne nezavisno promen-, 
Iјјуе. 

Za svaki takav red (34) sledeca trislucaja su jedino mogucna: 

1 о Red (34) konvergira samo za х = у = о. 

20 Postoji zatvorena kriva (nazvana separatrisa konvergenci:je), koja је simetricna 
prema koordinatnim osama i sadrzi jednu i вато jednu tacku svake nehorizontalne 
i nevertikalne poluprave ва pocetkom и kоогdiпаtпот pocetku, takva da је red 
(34) (apsolutno) konvergentan и unutrasnjoj oblasti ogranicenoj tom krivom а 
divergentan и spoljasnjoj oblasti; и tackama krive red moze konvergirati ili diver­
girati, ali uvek jednovremeno jedno ili drugo и tackaтa simеtгiспiт prema koordi-

• 
паtшт osama. 

30 Red (34) konvergira za svako х i у. 

Unutrasnja oblast ogranicena krivom pomenutom и 20, ukoliko пјепа unut­
rasnjost пјје prazna, odnosno citava ravan Оху и slucaju 30, naziva se oblast konver­
gencije reda (34). 

U unutrasnjosti svoje oblasti konvergencije dvostruki potencijalni red (34) 
moze se diferencirati ро х i у i tako dobijeni dyostruki potencijalni redoYi јmаји 
istu oblast konyergencije kao red (34). Suma ј (х, у) reda (34) moze se и unutras­
njosti oblasti konyergencije reda napisati и obliku 

+00 1 
ј (х, у) = " 

L т!n! 
т~n=O 

Teorija opstijih dvostrukih redova 

+00 
I ат,n (х - хо)т (у - уо)n 

т~n=O 

svodi se, bez teSkoca, па teoriju redova oblika (34). 

1.2.4.14. Asimptotski redovi. Neka је fиnkcija х f-+'! (х) definisana za doyoljno 

+'" 
veliko х. Za red I а, х-п kaie se da је asimptotski red ili asimptotski razvoj fиnk-

n=о 

сјје ј (и okolini pozitivne beskonaCnosti) ako је, za svako п Е No, 

Оуо ве oznacava sa 

(а) 

п 

ј (х) = I а. х-• + о (х-п) (х-+ + оо). 
k_ О 

+00 
j(x)~ L а. х-п (х-+ + оо), 

п-о 
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• 

ргј сети se poslednja zagrada z:ljedno sa onim sto ona obullvata, и odgovarajucem 
kопtсkstи, moze izostaviti. Sliспо se definise asimptotski razvoj funkcije и oko1il1i 
пеgаtivпе beskol1acl1osti. 

1.2.4.14.1. Ako vazi (а), tada је, 

,~ -1 

(~) lim х" ј (х) - l: ak x-k 
.\:-+ + cf) k= О 

Obrnuto, (р) роУlаСј (а). 

=а 
п 

(~) znaci da је asimptotski razvoj t\ll1kcije, ukoliko postoji, jedl1oznacno odreden. 

1.2.4.14.2. Dve razlicite ful1kcije mogu imati isti asimptotski razvoj. 

1.2.4.14.3. Ako је 
+00 +оо 

ј (х) ~ l: а" х-п i g (х) ~ l: ь" х-П, 
11 ,"- О n=О 

tada је: 
+00 . 

1 о ј (х) -i- g (х) ~- L (а" -\- Ь,,) х-" 
11=0 

+00 " 2' ј (х) g (х) ~ L сnх-", sa С" = L ak bn_k 
k~O 

(п = О, 1, 2, ... 1. 
ТЈ =0 

1.2.4.14.4. Sa 
"оо 

ј (х) ~ g (х) + h (х) L аnх-n 
7Ј=0 

cesto se, ро kOl1vcl1ciji, drukCije oZl1:1cava da је 

ј (х) - g (х) ~ ~ -п 
~ аnх . 

h (х) n~O 

1}'5. FOURIEROVI REDO\iI 

1.2.5.1. Realan ful1kcionalan red oblika 
1 +оо 

(35) - ао + "С' (а, cos nх + Ь . ~jl1 nх) 
2 L . 

n=1 

naziva se trigollomet1'ijski red. Вгојеуј а, (п = О, 1,2, ... ) i Ь, (п = 1, 2, ... ) su 
njegovi koeficIJ·enti. 

1.2.5.1.1. Ako је red (35) Ul1iformno konvergcntan и il1tervalu [-л;, +л;] (јlј, 
sto se svodi па isto, и bilo kom intervalu oblika [хо, хо + 2л;]), оп se moze и istom 
intervalu il1tegraliti clan ро c1an, tako da је и tom slucaju, ukoliko је sa 1 (х) 
OZl1acel1a suma reda (35), 

(36) 

+n 
1 

ао = - ј (х) dx, 
л; 

+n 
1 

а, = - ј (х) cos nxdx, 
л; 

-п 

(n=I,2, ... ). 

+n 

ЬN = ~ j(x)sinnxdx 
л; 

-п 
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____ • _ ____ • _ _ . .. Н _ __ • ___________ • _____ . . .. . _ _________ • _ 

Е Ј 'r'I' '" 7 Г\" ," -" "с1 , ·; .,џ ,'- rILiU )',' ' ·:'071,;' Т (" УОЧ l " ' f 1 е ...... J,, ~, ,-, . ~ ,_,"" _ .. , ,,о .Ј .... ~ " { . " .,, ~ • 

+" +:t 
!37) 
\ . i!1t=sL'ali S )' (х) C1X i S 1I (х)1 Јх kопаС i1L, 

-л -л 

p ri сети ј е гес О P.iсmаппаvim integralima, оЫспјrn i!i nesvo jstv;:nim . Tada 
зи SI/j bl'oj evi а" (11 ~~ О, 1,2, . . . ) i Ь,. (п = Ј, 2, ... ) dati formulama (36) konacni. 
Опi se паzivајu Fourie;'c\vim ko"jiciem ima а red (35) Fошiеrо'virn redorn funkcije 
х;-;' ј (х) za interval [ - ;'1; , +71:]. С; јпјепјса da је (35) FOll1'ierov red funkcije za iпtег­
уа! [ - 71:, + п] simboEcki зе ovako obelezava 

+'" 
+ 2: (а" соз nх + Ь" sin nх), х Е [ - п, +:n] . 

11 = 1 

u svel11U паргеd гесепот, interval [- :П, + :п] m oze зе zameniti bilo kojim 
intervalom oblika [а, а + 271:] (а rea lan Ьгој ) . Ako ј е funkcija х;-;' / (х) о kojoj 
је и оуој tacki гес periodicna sa periodom 2:n, reci »u odncsu па interval 
[а, а + 2n]« па svim mestima mogu зе izostaviti, tako da se и tom зlисаји jedno­
s tavno govori о пјепјт Fourieroviт koeficijentima i о пјепот Fourierovom redu. 

U dalj em izlaganju p odrazumevace зе s\1uda da ie uzet и obzir interval 
[- 71:, + л] , јег зе зуј rezultati lal::o ргепозе ' за ovog intervala па Ыl0 koji drugi 
iпtегvаl оыlkаa [а, а + ? ;т.]. Рсј tol11e се зе upotrebljavati [{гаСј termini i ozna­
[{е, з ет 11 nekoliko specij alnih slucaje\1a. 

Рп'nщЉа, Ako funkci ja х 4 Ј (х) ispuniava uslove (37), tako da јта Fourierov red (Рј, 
toda [еЈ (Р) moze divergirati, u pajedinim, ili cak u , ујт, tackama intervala [ - П, + п]; isto 
tako, red СР) mozc II pojedinim tackam a} са" i u пјЉ beskonacno Пlлоgо, kопуеrgirаti} ali ka 
broie \'ima r azli Citim od vrer.1l1osri funkcije Ј u tim tаСkаmз. S druge sti'ane, ako dati trigопљnеt­
ri jski red (35) kon' ... ergir~ ~~ svako х Е r - 1;, + а] tako da njegova Suma ј (х) dеfiniзе za 
х Е [ - Л, + ст] realnu funkciju х,.... Ј (х), tada funkcija Ј moze nema ti F ourierov red, а kad ga 
јта, оп se moze raziikuvati od reda (35). 

Prema со те, u vez i :) Ј. F ourierovim i trigonometrijskim l'edo'V'im:I J m ogu se, pored ostalih, 
postaviti sledeca р ј [а:\; а : 

1 о КаЈ а F ourierov [е :! СР) dare tunkcije х н> f (х) , u ројеЈјпјт [ас'<ата јlј za х Е [- ::, + л], 
kопуеrgirа? 

20 к, ·ј а red (Р), u р"ј ејјп јт tackama јјј za х Е [-'" + ,,], konvergira ka Ј (х)? 

Ј е Кай а dati trigo ll0 ~1e [ rij s ki red (35) kоп,'сгgirз) 

4 ' Ukoliko red (35) konvergira za svako х Е [ - л, + ,,], pod k'Jjim uslovima је оп Fou­
rierov red svoje sume? 

D obar deo rezulrata ~corije trigono m~trijskih redo\.'a, od kojih (учdе izlazemo samo neko­
liko оs поvпih Ј daju (deiirY: il~ne) odgoyore па ta piranja. 

Napomenimo ј о, da зе u modernoj (еогјј ј F ourierovih redova uslov (37) оЫспо zamenjuje 
us!ovom da је funkcjjo .f u Lobesg>~oovom smislu in tоgrзЫlпа па in!a valu [ - 1':, + ",]. 

1.2.5.'2.1. Neka 
11. 36) , РОS 'lЩ U 

2 " 
•• 1.0 = - \. !' (~I ( 1" 

'.1 Ј , .. ) - '\ ,1 

7l iJ 

, 1\, ' i " O \' ; : "' ~" :"'I' ...... .. . !.'- "' . • 

Х,;+/ (-,,) ispunjava uslov (37). Ako је опа рата, formuk 

7 т! 

_:. l' Ј" (ХI соз nх сlх. 
Ј ' . 

п о 

• , . 
и, \1'1 1,2; ... )) 
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а ako је пераrnа, formu1e (36) uzimaju oblik 

(38) 

? 
а, = О (п = О, 1,2, ... ), Ьn =':---' ј (х) sin nх dx 

п 
• 
о 

u ргуоm s1ucaju Fourierov red se svodi па 

1 +а'Ј 

2 ао + 2: а, cos NХ 
n=l 

(п = ], 2, ... ). 

i naziva se kosinusni red, а oblik Fourierovog reda koji odgovara drugom s1ucaju 

+00 
(39) L Ь, sin nх 

71=1 

naziva se sinusni red. Оуј nazivi primenjuju se, uopste, па trigonometrijske redove 
oblika (38) odnosno (39). 

1.2.5.2.2. Ako fиnkcija х н-Ј (х) ispunjava us10v (37), za пјепе Fourierove koe­
ficijente vazi 

а, = о (1),Ь, = о (1) СП > + оо). 
1.2.5.2.3. Ako је fиnkcija х н-Ј (х) ogranicene varijacije u [- п, + п], tada 

а =0 
п 

1 
, 

п 

1 
Ь =0 -
п 

П 

(п-+- + оо). 

1.2.5.2.4. Ako periodii:'na funkcija х н-ј (х) S periodom 2n irna u interva1u 
[ - п, + п] u Riemannovom smis1u integrabi1an k-ti izvod (k prirodan broj), tada. 

1 
аn = о - , 

nk 

1 
Ь = о -
п k 

П 

1.2.5.3. Neka је Х.н- Ј ех) periodicna fиnkcija sa periodom 2n koja ispunjava 
us10v (37). 

1 о Ako је опа ogranicene varijacije u izvesnom intervalu koji sadrzi u svojoj 
unиtrasnjosti tacku хо, tada пјеп Fourierov red konvergira za х = хо i јта sumu 

1 
-и(хо - О) + Ј(хо + О»). 
2 

20 Ako је fиnkcija х но-ј (х) ogranicene varijaciie i neprekidna па intervalu 
[а, Ь] Са < Ь), пјеп Fourierov red uniformno konvergira (ka ј (Х» u зуахот т­
tervalu [а, ~] sadrfanom u Са, Ь). 

1.2.5.3.1. Neka је fиnkcija Х но- Ј ех) periodicna sa periodom 2n i takva da Б~ inter­
уа1 (- п, + п] moze podeliti па konacan broj podintervala takvih аа је u unut­
rasnjosti svakog оа пјЉ fиnkcija х но- ј (х) neprekidna i monotona. Neka је, вет 
toga, u svakoj tacki diskontinuiteta 

(40) 
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i ргј tome su limesi ј (хо ± О) konacni. (U tom slucaju kaze se da su ispunjen i 
Di,.icblelovi uslovi.) Tad'1 Fourierov red funkcije х 14- ј (х) za svako х konvergir2 
ka f (х) i to uniformno 1I svakom zatvorenom intervalu sаdгzзпот u nekom otvo­
[епот intervalu 1.1 kоше је funkcija х 14-ј (х) пергеkidпз. 

1.2.5.4. Neka је х 14- ј (х) periodicna funkcija sa periodoin 2n koja ispunjava uslov 
(37). Ako su u tacki х = хо konacna sva cetiri Ьгоја 

ј (хо - О), ј (хо + О) , ј_' (хо)' , ј: (хо), 
gde је 

(41 ) 1
· ј(х) - ј(хо-О) 
Iт - , ј ' ( ) _ l' ј (х) - ј (хо + О) 

.. ХО - IПl ,. 
X~Xй ·· О х - х 

о 
х->хn + 0 . х - хо 

tada Fourierov red funkcije х 14- ј (х) konvergira ka brojll~] (! (xo-ОНј (хо + О») 
2 

za х = Хо' 

1.2.5.4.1. Neka је funkcija х 14-ј (х) periodicna sa periodom 2n. Ako se intervaI 
[- п, + п] moze podeliti па konacan broj delova takvih da u unutrasnjosti svakog 
od пјЉ funkcija х 14- f (х) iша konacan izvod, а па krajevima јта konacne jedno­
strane limese i izvode (pri сети su оуј poslednji definisani jednakostima (41» i 
ako svuda vazi (40), tada FOllrierov red funkcije х 14-ј (х) za svako хо konvergira 
ka f (Хо) ' 

1.2.5.4.2. Ako је funkcija х 14-ј (х) periodicna sa periodom 2n i ako опа svuda 
јта konacan izvod koji је u intervalu [- п, + п] integrabilan u Riemannovom 
smislu, tada Fourierov red оуе funkcije uniformno i apsolutno konvergira (ka f (х») 
u intervalu [- п, + п]. 
1.2.5.5. Neka је х I~ ј (х) periodicna fi..IПkсiја sa periodom 2n koja ispunja'la 
щl0V (37). Ako su ј (хо - О) i f (хо + О) konacni brojevi, tada је Fouriero'l red 
Гllпkсiје х 14- f (х) za ;.; = хо ( С, 1) zbirljiv ka vгеdпоsti 

1 
~ (ј(хо - О) +1(хо + О»); 
2 

ОУО znaci da, ako se ,на parcijalna suma Fourierovog rec!a fuпkсiје х 14- f (х) 
oznaC1 sa S'l i S~2 '1 i 

а" (х) = I i Sk (х) , 
П + 1._0 

liш ;;" (хо) = -~ (ј (хо - О) +ј (хо + 0:,). 
'~-' т:;:, 2 

То је FгјеrcvCl ieC'rema. 

1..2.5.5.1. Ako ј," Љпlџ: i ј l х ';-. .. f (х) periodicl1a sa periodom 2n i пергеkidпа u 
i u!erval'..~ [- :!) + :.::Ј, ta:i:l niz u

71 
(х) uni[ormno kon\'ergira k'l f (х) и [- л, + п]. 

1.2.5.5 .2. Ako su (1',~ Љ~',cjj e регiоdiспе sa periodom 2n i п,;ргеkidпе u inter'lalu 
[- п, + п] . ј iп:ај'l j cci ~~ke odgovarajuce Fouriefove koefi:ijente, tada se {е dve 
t'll ' l'-Сl' Ј' ~ -.,"';: . , <-1 <;) 4"; 1' 1 ;.( , ~ t-" ,-, u. ,-. ~. ~ . i. a t "" 



.\ 

gde је 

. ' 
,- -' - ,- ,', ., 
I.),;::\)",J,::H( 

') ~. "\ ij'rPjNOV'!" 1 [' D .:. . ;), .j~." џ Ј. . '[)' I "','·'Г . Г'- О"'l~'~'џ 

llslrГ/е (3 ТЈ i 

, . 
~ -,,-.., 
UiVj 

, , 
п, l:i~C:..:..~.C&J,. 

1 ' 
- - \ (Ј (х) - Т" (х))2 dx, 
77 , 

-- :-l 

" 

-- :с 

1 
Т" (х) = --ао + 

2 
I (ak COS kx -с' ј1" sin kx) 
k~l 

, 
t ·]u"'1'I' <.- <... 

tгigопоmеtгiјslzi роlјпот Ieda п, uzima пајтапј и mоgllСfШ vгеdпоst kada је Щ = ak 
(k =.= О, 1" .. , п) i f3k = bk (k = 1, ... , п); ovde su ak i bk Fourierovi koefici­
jenti fttnkcije х I--? f (х). 

2' "vazi Веssеlоvз nejednakost 

1.2.5.6.1. Ako је f'unkcija х ~ f (х) integrabilna u Riemannovom smislu u шtег­
Уа1и [- 77, +л], tada vazi jednakost 

е а/ Ь 2) ] +." . е )' d -,-,,=-\1 х - х 

11 ," 1 л ~n 

(Parsevalova tOrnшlа). 

1.2,5,8.2. 
iп-tеr/эЈu 

'tada узzi 

Tada j~ 

Ako је jos funkcija х ~ g (х) integrabilna и P-.iemannovom smislu u 
[- 1t, + 1t], ј JJTitom 

g ех) ~ 
1 

(а" cos nх 
II=Ј 

(а" а" 
1 'С о 

+ ь" (3,,) = -- ј' / (х) g (х) dx. 
п __ .'7 

tunkciill , r е" Ь'1 х 1--7) Х), lntegra 1 I1U u RiemannoV'om smislu, 

/ (х) -~ 

, 
L-:r, -1- л] 

х 1 
\/(c)dt - -а ~ .-

" """ , .., -, 
о "-

о' 

С,
,-, ,-
.:1.':' ~ 

+00 
+- I (а. cos nх + Ь" sin nх). 

n=l 

+00 • + h (1 nх) аn S111 nх cos 
') ~I 11 

. --- -
'-' )1=: п 

г' , .. 

H.E1KC1Je u 

-. 
\ЋZЈ 



, -, '" 'Ј' •• ~ .2, :"г. '-~''''', ;,-,":c".-._-~,- ,,С' Ч'" ,~!-.-o '<;'C"'"I :7rIёј,-А>"r:,('"),, ]' ' 
.J..:.':'~' ' .• "" ','_"?~)_'-'-I, __ •. _,,-i_},).",;_, .c--",_,~. ~~,,,--;;-~,/1,,.-~6-~~:' ','. ,.Ј. t-

, _, о • 
,-,,""',- .~._._,. . '" \.7 Р,"' "~1 -':..Ј ! ('н, 11 1·!""1 :-"1 ,::> ,"t. .... -" ,..,.." ..., __ О, -:_ " • 

-,.~ .• ___ ._).~ ! ~,-~ .. .J._.:~; 

'·nх , ;0 , • 
:Ј- --'-'С ... / ;. . 

х !-> COS 
, ;t h-"'SlП ~--, • 

1 ! , 

1~255.l'D~ Vaze sledece SL1~1'1cione formule: 

+00 sin nх 7l ~ ;с 2: = "'~'-

n= \ rJ 2 
(ХЕ (0,2n)); 

+00 cos nх I--- ~log( 2ЗјП;) (ХЕ (О,2n»); 

30 

n=l П 

+'" а sin Х I аn sin nх = ~-------­
,,=1 Ј - 2aeosx+a2 

4° I аn eos nх 
n=l 

1 1 ~ а2 

2 1 ~ 2а eos х + а2 

(х realno; lal < 1); 

1 

2' 
(х realno; lal <1). 

Pri tome зи lеуе зсга,},;; Fourierovi redovi za interval [О, 2л:] funkeija па des-
• 
шm stranama. 

1.2.5.11.0, Fourierov int~gra1. Ovde је rec о jednom tipu int,~grala за Ьезkопас­
пјт granicama koji је un~'mliko analogan sa Fourierovim redom. Озпоупј rezul­
tat ОУе oblasti glasj: 

Neka је funkcija х 1-> / ех) definisana za svako rea1no х i pri t<Jmc зи јзри­
njeLi uslovi; 

ј о Х 1-+ f (х) j~ fип;zс:iз ogranicene varijacije па svakom ogranicenom inter­
yalu; 

20 хн>Ј(х) 
inrer'1alu; 

, 

lm:з. пај'.'је kоnзсап broj prekidnih tacaka и svakom .. 
Сепоm 

+00 

зо \ I!(x)! dx < +(0, 
• 

Tada је, za svako re<1L'1o х, 

+'" 
f • 
о 

~" , 'N 

S j(t) соз 11 ~t ~ х) dt 
-а) 

dH 
п 

2 (ј(х-О)+ј(:с+о)) . 

• ogranl-

1 ОЈ - 11 '1 А' 1 " k" ј е .. . 1 . .. _.и. ,"" КО ..LUП, СIЈ3. .Х '-)о х) lspUQJaya uз ОУе 12 1.2.5.11.0 ј uzto је svuda 
n:;ргеkidшЈ. i рзr~1:)) Tacl] :Z 

+'" 
Ј 1 /(х) еоз х: dt (Х realno) 

., 
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izlazi 
+00 

Ј (;.:) V ~ f g (с) COS хс de (х rea]no). 

-оо 

Ako fиnkcija х н>- f (х) ispunjava uslove iz 1.2.5.11.0 i ll'l to је svuda nepre­
kidna i пераша, tada za svako [еalПО х 

1 
('r:/ x E R) g (х) = V2n 

+00 

- оо 

f (е) sin хс dl => (\1 х Е' R) f (х) 
1 

g (с) sin Х! dc. 

-оо 

P,'ime(Jba 1: Pored mа tегiјзlа jz teoriie nizova i redova izlozenog U ОУО; , gIavi i poznavanja 
elementarne matematike, resavanje zadataka i рсоЫеmа u narednim glavama knjige zahteva, 
u уесој јН тапјој meri, primenu osnovnih, opstih znanja iz drugih oblasti matematicke anaHze, 
kao sto su osnovni ројП1оvi i cinjenice о realnim funkcijama , granicnim vrednostima i neprekid­
nosti funkcija, о izvodl!, integralu, itd. U tekstu "esenja пе ukazuj e ,е eksplicirno па te elemente 

РгimеdЬа 2. Nastanak teorije nizova i redova kao matemalickog podrucja vrel11enski se ргј­
bIizno podudara sa nastankom savremenog infinitezimalnog сасипа u ХУЈЈ i XVIII veku 
(Newton, Leibniz, Fermat, Тауlог, Мојуге, Еиlег), сјјј је od pocetka Ьјlа bllan sastavni deo, 
mada је пјепЊ уј;;е ili тапје znacajnih zacetaka bllo i u сапјјјl11 угетепјта , росеу od anli­
ckog doba. тгеЬа naglasiti da оуо podrucje od samog pocetka пјје ЫЈо, а пј danas пјје, 
samo p;edmel ргоисауапја kao takvo, zbog svoje unutrasnje zanil11ljivosti, nego, u velikoj 
тегј, i zbog brojnih i raznovrsnih ргјтепа u drugil11 obIaSlima kako matematicke analize, 
tako i malematike uорзtе, ра i ostalih prirodnih nauka. Narocito redovi, па ргуот meslu 
potencijaJni i trigonomelrijski (ј uz njih neki drugi tipovi funkcionalnih redova), igraju zna­
сајпи u!ogu u mnogim pitanjima realne i kompleksne Г]1аtетаtiс kе an a!ize. Та u10ga polen­
cijalnih redova, па р ' јте" fun.dam,nta!na је i konsl&1Y1tivna пе _ато '3 teoriju analitickih 
kompleksnih funkcija, nego i za ,ат ројаm analiticke funkcije. T a kode, primena redova уеота 
је ,пасајпа u teoriji tiiferencijalnih jednacina, оЫспјћ i рагсiјаlпil1. 

Primedba 3. Osnovno i u izvesnom pogledu najvaznije иор~ сепје .ројта konve;gencije i sa 
пјјте p:Jvezaniil ројто\'а za геаЈпе i kompleksne nizove - predsta vljaju odgovarajuci рој­
тоу ј za nizove u topoloskim ј metri~kim p,;-ostorima. Ројтоу ј гeda , njegove kол\'егgепсiје, 
apsolutne kопvе ' gепсiје, itd. adekvatna uopslenja dobijaju u по,'mit-ап о m, specijalno Banach­
оуот i Hilbe:· tovom p. ostoru . 

Uopstenja sasvil11 drukCijeg (јра, u drugom ргауси, konvergencije t'ealnih i kоrпрlеksпih 
nizova i redova predslavljaju razne permanentne zb;rljivosti (permanentni poslupci sumiranja). 

S оЬziгоП1 па о зл оvпi karakter i патепи оуе knjige (Yidet i predgovor 1 izdal1ju), u 
пјој se пе izlazu uopslenja prvog lјра . Jz istog razJoga, u pt'o j tra nu obIasl lеогјје zbirljiv05ti 
zaslo se samo nekol iko p'J ta (и оуој gla vi Cauchyevom - ].1.2.22.1 - i АЬеlоу оm [еоге ­
тОП1 - 1.2.4, koje , е mogu smalrati pocelnim elementima te ( ео гјје, i u nekoJik o Р'оЫета 
u S. glav i), регјГеmо ј f'гаg rnепt а гп о, bez bllo kak ve eksplicitno_-ili ј siSlematicnosti. cak ј bez 
uроtгеЬе s ресit" . Спе rerm in ologije. 

• 



2. ZADACI 1 PROBLEМI IZ NIZOVA 

:2.1. Poznato је pet prvih clanova jednog niza (а,,): 

a 1 = 1, а2 = 2, аз = 3, а4 = 4, а5 = 5. 

Da lј postoji зато јеdnа elementarna formula kojcm su dati navedeni clanovi nizа? 

·OdgofJor. Ne. Na primer, svaka od formula 

аn = П, 

п 

а,,= , 
1 + СП - 1) СП - 2) СП - 3) СП - 4)(n - 5) 

аn = п [1 + СП - 1) СП - 2) СП - 3) СП - 4) СП - 5)] 

<>dreduje niz Са.) за datih рГУЉ Det tlanova, a1i је Seзи tlan: 

а, = 6 Си prvom slutaju), 

6 
а - --,---:-:-
,- 1 + 5! 

Си drugom slutaju), 

а, = 6 Сl + 5!) Си trecem slucaju). 

2.2. Razloziti proizvoljan niz па beskonaCno mnogo podnizova. 

2.3. Primerom dokazati da niz koji se moze razloziti па beskonacno mnogo роdnizоуа 
koji konvergiraju ka istoj granici - пе тога biti konvergentan. 

2.4. Sta su tacke nagomilavanja nizova сјјј n-ti сlапоуј zadovoljavaju jednacinu 

2 n + 3 n+l О 
х - х + = 

2n 2n2 
(п = 1, 2, ... )? 

1 
Od К ·· d Х:_ п + 1 . . .govor. orem ove Је naYile SU Xl = 1 

2n 
Х! = -. 

п 

Prema tome, ima beskonacno тnо-

go nizova. Саn) za ko;e у:иј 

n+З n+l 
а'- а+ =0 
п 2n п 2n 

сп = 1,2, ..• ) 

1 
i taёke nagomi1avanja (јћ nizova Зи brojevi - i О, pri сети ovi nizovi mOiP јтаи kao tatke nago-

2 
шilауаnја зато ргуј, saтo dг..Jgi, i1i оЬа broja Си ргуа dva зlиёаја nizovi su konvergentni, а и 
пеСеm divergentni). 
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'Ј-Р' ~. ::".'3. лrr.спо_m L<аl~С.i1у;;-чоg kIiterijuma konverg,,;ncije t101";:GZfHi ја 31.1 sledtcI 
nizovi kопуеrgепtni: 

1:0 (Ј" = О" + О· 1.7 -г··' -г О .. й:' .. v _. _ ,,".1. 
, '"'... '"'1 '\ 
\?.: = <..1, Ј.) ~, •• 'ј, 

gde је 
(k = О, 1, 2, ... ) i I q I < 1; 

sin 1 sin 2 зјп п 20 а = ~ __ + _~ + оо • + __ 
п 2 22 2" 

(п = 1, 2, . , .). 

" 
ЯеЛеnје. 1 с Како је аn = L bkqk, јтamо 

k=O 

п n+Р n+р 

а" - аn+р ~ L bkqk- L bk qk = 
k=O k=O 

L bHk, 
k=11+ 1 

tj. 
n+р n+р n+р 

(1) L bk qk < L Ibkl Iqlk < М L Iqlk 
k=n+l k=n+l р=n+l 

Ј - IqlP м 
= м Iql'+l < 'Iql'+l. 

Ј - Iql Ј - Iql 

Neka је е > О proizvoljno. Izaberimo prirodan broj N = N(e) tako da је 

М 
(2) -:----:- IqlN+l < е. 

Ј - Iql 

Ova nejednakost је ekvivalentna sa 

е (1 - Iql). Ј е (1 - Iql) 
IqlN < t). N > • Jog -~--

М Iql' log Iql . м Iql ' 

па osnovu tega zak1jucujemo da је uvek mogucno odreditl N (Е). Za takvo N (В) i п 2: N (В) па 
osnovu (1) i (2) јтато 

м м 
lan - аn+р I < ~-- Iqln+l < IqlN+i < В. 

Ј - Iql Ј - Iql 

Na osnovu Cauchyevcg kriterijuma konvergencije, ni' (а,) је konvergentan. 
20 Ovo је оресјјаЈаn зlисај niza Ј о, gde је 

Ј 
Ь,. = sin k (.' = О, 1,2, ... ), q = -, 

2 
м = 1. 

Kako је шz 1 о konvergentan, i ovaj niz је konvergentan. 

2.6. Na озпоуu definicije granicne vrednostl niza, dokazati da za niz (а.), gde је 

V 3./-
а. = п + 1 - Vn (п = 1, 2, ... ), vazi 

(1) 1im а. = О. 
n~+co 

DDkaz. Da Ы niz (а,;) konvergirao ka nш, potrebno је i dovoljnc da za svako в > О postoji ne!ci 
prifOdan bro; N (8)tзkо da va.zi nejednakQst 

(2) Ia" -01 < е сп> N (е)). 
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;,--с, 
~,~ Т.1 

з ,,- , ---", 
'I..i. / ~., '\:0)) 

, з з 

о (] (;: + Ј)' + V п СП + 1) + V п') > 1 

:; з 3 З 

усn + 1)' > ]In, , 

1 У;;Сn + 1) > V n'с 
nejednakost (3) уа,; utoliko pre ako је 

з 1 
3 е Уn' > 1, tj. п > -:;;;C~ 

У27 Е' 

Ova nejednakost vaii ako uzmemo da је 

(п > N (Е»). 

N (е) = тах ( _1_ ,1). 
У27 е' 

Prema tome, za svako pozitivno Е vazi 

П> тах ( 1 ,1) 
У27 ЕЗ 

3 

Уn + 1 - уn < е. 

57 

, 

2.7. Dat је niz аn = (n 2 -n+ 1)-1 i pozitivan broj е. Odrediti jedan prirodan 
broj N(e) tako da је lanl<e za n>N(e). 

ЯеЗеnје. Kako је 

1 1 
јаnl = - < ~---

п' - п + 1 (п - 1)' 
(п > 1), 

uslov lanl < , је ispunjen .ko је 

1 1 ј 
-,---~ < , tj. (п - 1)' > -,:ј. п > 1 + ссс--. 
(п - 1)' г у е 

1 
ћет.1 tome, za N(e) dobijamo N(e) = 1 + у. . 

n2 +n-l 

Зn 2 + 1 
, odrediti jedan prirodan Ьгој N(e) takav da је 

Takode, пасј 
• 

1 
u -- <е (е>О) za svako n>N(e). 
п 3 

пајтапјј prirodan broj No(e) za koji је 

1 
иn - - < <: аха је п> No(z). 

З 

ВеЈеn}е. Рошто od jedna..~osti 

п' + п - 1 

З п' + 1 

] 3 п - 4 
- - -

3 З (3 п' + 1) 
(п > 1). 
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Kako је 

1 3n - 4 3n 1 
u -- =-- -< =._, 

" 3 3 (3 п' + 1) 9 п' 3 п 

za з1n < 8 dobijamo п > ~. Dakle, N (8) = тах ([з18]' 1) . 
Da bismo паЉ N o (8), treba odrediti "уе pozitivne vrednosti п (> 1) za koje је 

3 п - 4 
с-с---:--сс < 8 tj. 9 8 п' - 3 п + 3 8 + 4 > О. 
3 (з п' + 1) 

Tr azene vrednosti п su 

п > ~ (1 + У1 - 4 Б (3 Б + 4) ), 
6 8 

gde је Б takav pozitivan broj da 
Vi9 - 4 

је 1 - 4 Б (3 8 + 4) :::: О, tj. 8 < . 6 . i п > 1. 

Trazeni brojjeNo(e) = тах {6
1
8 (1+ УI-48(38+4») '1\(0<6< УИ6-4). 

У19 - 4 
Лkо је 8 > onda је N o (8) = 1. 

6 

2.9. Ispitati monotoniju i ogranicenost niza 

2" 
сп = 1,2, ... ). а" = uv 74 ==Оn2:====З 

Za koje п vazi nejednakost а" > З? 

2.10. Dokazati da ј е niz 

. . ~ monoton 1 оgгашсеп. 

1 " 
е = 1 +-
п 

п 

Dokaz. Prva tri сlапа ovog niza su: " = 2, 

сп = 1 , 2, ... ) 

1 
еј = 2 -, 

4 

10 
еа = 2 -,-

27 

e1 <е2 <ез . Dokazacemo da је еn < еn+1 za svako n. 
Kako је 

odakle izlazi da ј е 

1+ =1+-- = 1+- 1- , I I 1 (1)( 1) 
п + 1 п п сп + 1) п (п + 1)' 

dobija Se 

(1) 

Posto је 

1+ =1+- 1- . ( 
1 )nн ( 1 )" п + 1 ( 1 )"Н 

п + 1 п п (п + 1)' 

1 
--.,-- > - 1, па osnovuBernou11ieve nejednakosti па!зzј se 
п + 1 

, l' "+1 1 П 

(1 - СП + 1)') > 1 - п + 1 = -n-+---:-l ' 
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te iz (1) sleduje 

( 
1 \n+l ( 1)" 1+) 1>1+-, 

п + 1 п 

t;. е,чl > еп. Dakle, niz је strogo rastuci. 

(2) 

l' 
Kako је 1 - --- < 1, јmаmо 

4n' 

1 1 
1+-<-'--

1 ' 2n 
1--

2n 

Prema Bernoul1ievoj nejednakosti је 

( 1 _ ~_1 )" > 1 _ ~ = ~. 
2 п 2 2 

Da1je је 

(е lZ (2) sleduje 

( 1 )'" 1+
2n 

<4,tj. 

Buduci da је е. < "" dobi;amo takode е. < 4, ~to dokazuje da је niz ograni~en s gornje 
strane. 

Primedba. Kako је niz (е,,) monoton i ogranicen, оп је konvergentan; njegova granicna vrеdпозt 

( 
1 ," 

oznacava se за е: 1јm 1 + -) = е. 
n--+ + ос! П 

2.1:1. Dokazati da је niz 

а" = (1 + ~) п + 1 сп = 1, 2, ... ) 

monoton i ogranicen i odrediti njegovu granicnu vrednost. 

Dokaz. 
. .. 3 13 

Prva tп clana шzа su а1 = 4, а2 = 3 - , аэ = 3 - , 
8 81 

odak1e sleduje da је al > а, > а,. 
.. 

Dokazacemo da za svako tl vazi аn > аn+!, 
Najpre • lmamo 

(1) 
(1+ ~)"H 

П 1 n+! П 

- ----'--- - 1 + --..",. --о 

п + 1 
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1; -r 2 п + 1 
+ -,---,--"",: == .- , 

sto је i trebal0 d;)kaZ~1ti. 

Grauicna vrednost 
. . 

шzа Је 

( 1 )"" . ( 1)". ( 1 ) lјт а" ~ lim I ј + - ~ l,m 1 + - . ћт 1 -: - ~C е . 1 
п->+о:Ј n--7-+СС '. П n-++ro П, n~+co П 

= е. 

Primedba. Na osnovu ovo1' i prethodnog zadatka dobijaju Бе nejeunakosti 

1 + - < е < 1 + - i < log 1 +- < - . ( 1 )" (1 )""1 1 (1 ) ј 
Jl П n+l п 1l 

2.12. Ispitati konvergenciju nizova Са") i (Ьn) Ciji su ргуј clanovi proizvoljno uzeti, 
а ostali сlапоуј zadovoljavaju uslov: 

аn+ 1 = mах (а", Ь,.), СП = 1, 2, ' .. ). 

2.13. Primenom Cauchyevog kriterijuma konvergencije dokazati da su sledeci 
nizovi konvergentni: 

1
0 _ cos 1 ! (;oS 2! 

а" - + ~--+ ••• 
cos п! +--­

п СП + 1) 

20 а = 
п 

1·2 2'3 

Ј 1 1 
1+--i--+"'+-

22 32 n2 

Сn=1,2, ... ); 

СП = 1, 2, ... ). 

2.14. Dokazati Ја је • 
шz 

1 1 ] +-+--+ 
2 3 

1 .. , +-
п 

сп 1,2, ... ) 

divergentan, 
Dokaz 1. Dati niz raste., ;јЕ) !<.ао B~O c:emo jokazati, гјје ogranil:en odozgo. Pcdimo od jednako5ti 

ј 1 1 
(1) 1+-+-+· .. +-

2 3 2" 

= ј + ~ + (~ + ~) + (~ + ~ + ~ + ~) + .. , + (_ 1._ + . 1_ + ... + ~ 1. 
2 , 3 4 5 6 7 8 2n- 1 + 1 2"-1 + 2 2" Ј 

Izrazi u zagradama јтаји oblik 

1 1. 1 
:с-:---,- + + ... + -
2k-1 +] 2k-1 + 2 2-' 

(k = 2, ... , п). 

Imзmо nejednakost 

1 1 1 1 1 --- + + .. , + - > (2.' - 2k - 1) • -; = -, 
2·,-1 + I 2_,-1 + 2 2·' 2' 2 

j~T је svaki, Бет розlеdnјеg, od sab:raka па levoj strani veci od ]/2k , а ukupan Ьтој sabi­
Пl~<а је 2k~2k-l. 
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.. .. ,,_~.__ " .. _ """"' ,......".. _"'-"_..--...-~ __ = "~~~~~ ______ " _' _____ , ___ •• __ • __ ,~~~ _0 . ____ ' _ •• _ __ ... _-.. __ , . . ...... 

ј 

S\Ћki оа l~ - .1 izraza 11 zаgrзdап13 ;; (1) " ..... , ос'l ......... . 
"2 ' 

• 
lшаmо 

(п > 2). 

Рrеmз [оте, dati c~z nije ogranicen i , divеrgilЋ ka + со . 
" 

,Dokaz 2. KonvergolJcija пiza (а,,) ka kопаёпој granici а implicirai" bi 

Нгп (С 211 - аn.) - Нт а21) - Ет йn = а - 1 ~ О. 
n-+-+ w 11 -++00 n-++ оо 

~Aedtltirn, 'U ovom slL!caju Је 

1 ) I 
-- т .. · + 
,, + 1 

> п - - -
217 - 2n 

I 

2 
(И _ ', Ј ) 

,-о ) _ _ , •••• 

2,15. Dokazati da za r; iz 
аЬ 

vazi 

(1) 
а' 

ЯеЛеnје. Bez teskoca 'е dokazuje da је 

аЬ а 

ах 

.•• ) X n+ 1= 1 ' 
! а2 + ~ 2 

"n 

п 

Х" < в (В > О) , 

аЬ 
х п = iI-:;;::=='~. S toga 

Уа'+ nЬ' 

а 
, 

а 

v < --=;:;; < --;= ~ Е ,а " > л" у" Ь' - },;; -, 
а' 

Е' 

сјте Је dokazana implikacija (.1 ). 

2,16. D okazati da se уviПосu formula 

. , . (а, Ь > О) 

а,: = 3 s'" - 2 -'" -- 1, Ь" = 4 s'" + 4!', СП 5 s,n + 2 s" + Ј 

(s = 2,3, ... ; n = 1,2, ... ) 

m oze dobiri beskonaciCo mnogo Pitagorinih trojki ЬгојеУ 1, rj., trojki prirodnih 
'D-oi~va (а Ь с ) -а lт ,у, о Ј' о а 2 + Ь 2 - С ' ..\ , .... ~ п ) п} ... П L. .1.џ) v '- ~n п - n· 

Od Ј " Ј > а" ге н1 Јт ,-- i rezultatu dati geometrijsku interpl'etaciju 
, .. 

povezUjucJ , 
n~+co 0:1 

sa ugloyj,ma tro11g1a сј:,:; su strane 3, 4, 5, 

2.17. D okazari Ја је 

'1\ , 7 

r. 
-- о СП prirodan Ьтој) , 

Яејтје. 1. Naj9Ic imаПl-; 

? ,' - ( 1 -'- 'Ј' " - 1 _ - , Ј-

" ') [ ,'; ,71 
+n-'- ' )+Ј + . ....' ' з . I i 

- .; \ / 

• • • + 1=1 -+ 

т." о , ) / '.! \ n 1 

.. ;,. - .... ,- + I i + ' " + 1 > -
2, :. \3) 2' 

, " . . .. , "",>," ' " I '~ " ; ..... ;-" ,-" ... .J~ ~u.tJ .. *~._ Ј __ ..,_ •• ," 

( П' 
п + 1-

\ 2 

n \ (,,\ 
-1 + , ) + ... +1 
? I " - , \ .... 

ga 



62 

Dakle, 

(ј. 

(2) 

Лkо п -->- + оо, tada 
2 

D. S. MIТRINOV!C 1 D. D. ADAMOVIC 

п' 
2n >_ 

~ , 
~ 

п 2 
0<- <-. 

2" п 

- -->- о i iz nejednakosti (2) sleduje (1). 
п 

п 

Resenje 2. Stavimo lј а" = 2" (п Е N), dobijamo 

а, 

tako da za dovoljno veliko п vazi 

1 п + 1 
= --

2 " 

1 
-->- -

2 
(п -->- + оо), 

-

Dakle, niz (а.) је za dovoljno veliko п monotono opadajuci i ogranicen s donje strane (nulom), 
ра postoji i konacno је х = lim а". Onda је 

n~+a) 
. 

х = Јјт аn+ , = lјm (аn ·!..· п + 1) = !.. х =;, х = О. 
n--++с.о n-++оо 2 п 2 

Resenje З. Prema Stolzovoj teoremi је 
п 1 1 

lim - = lim -- lјт = О. 
n-?+со 2n n--»+СО 2n - 2n- 1 n-+ + оо 2n- 1 

2.18. Ispitati da li је niz сјјј је opsti с1ап а, = п 
5 i 1 '\ 

1 - // 1- п-) сп Е N) nu1a-niz. 

ј ] , 

1--) 
п 

ј г 1 5 -----1-)2 5 

J+Vl-;+ (1-; + 

ПlЈе пulа-пiz. 

2.19. Dol.::azati sl"d::ca tvrdenja; 
1 о Neka је (а,.) теаlап niz i neka su А i а realni b:ojevi. Ako је а, < А za 

dovoljno yeliko п, to:la је 1iш а, < А; а.1;:о је а" > а za p!'oizvoljno ye1ik.e vrednosti 
n-++оо 

П, tЊ::1а је liП1 С" > а; ako је а'l < А za prolzyol;no velH,e yrednos-ri П) 'tada ј;; lim L1;t 

< А; akD је й" >:: za п doyoljno veli..1<:o, tada је Ет ал > а. 
n-++'СО 



2. ZADACI 1 PROBLEMI IZ NIZOVA 63 -
20 Da Ы realan broj L Ыо gornji limes niza (а,,), potrebno је i dovoljno da, 

za svako [о > О, nejednakost а" < L + е bude ispunjena za dovcljno уеНко п, а 
nejednakost а" > L - s za proizvoljno velike vrednosti n. Da Ы realan broj 1 Ыо 
donji limes istog niza, potrebno је i dovoljno da, za svako s > О, nejednakost 
а > 1 - [о bude ispunjena za dovoljno veliko п, а nejednakost а" < 1 + [о za 
p;oizvoljno velike vrednosti n. 

30 Neka su (а,,) i (Ь") realni nizovi. Лkо је za п dovoljno veliko а" < Ьn' tada је 

lim а" < Нт Ь", Нт а" < Нт Ьn' 
n-++оо n-++оо n--++оо 

Dokaz. 1 о Neka је za п dovoljno veliko а" :о; А Е R. Tada је niz ogranicen оа gornje strane i 
stoga је Нт а" <: + оо. Ako Ы neka tacka nagomi1avanja niza bila veca od А, bilo Ы а" > А 

n-++со 

za proizvoljno velike vrednosti п, u suprotnosti оа pretpostavkom. Stoga, зkо је Нт а" Е R, 
n-++~ 

тота biti lim а" < А. Poslednja nejednakost ocigledno је tacna i kada је Нт а" = - ОО. 
n-++оо n-i>+oo 

Neka је а" > а za proizvoljno velike vrednosti n. Лkо је niz i ogranicen оа gor,Jjc 'trane, 

tj. зkо postoji realan Ьтој Ь > а (аkзу da је а. < Ь (п Е N), tada oёigledno postoji podniz (ар.) 
niza (а,,) Сјјј se svi clanovi nalaze uintervalu [а, Ь]. Niz (арn) onda, prema Bolzano-Weier;trassovom 
stavu, јта tacku nagomilavanja СЕ[а,Ь]. Dakle, niz (а,,) јта tada tacku nagomilavanja с >а i 
stoga је u tom slucaju Нт а,,:;:о: с. Лkо niz (а.;) nije ogranicen оа gornje strane, јтamо 

n-++О:) 

lim а" = + оо > а. 
n-'7+00 

Na slican naCin dokazuju ое poslednja dva tvrdenja pod 10. 
20 Neka Ьтој L u odnosu па niz (аn) јорunјауа navedene uslove. Tada је, ртета 1 о, za svako 

В> О 

L - в < lim а" < L + В; 
n-++оо 

pustajuCi da В ->- + О, dobija ое lim а" = L. 
n-++сс 

Neka је L = јјт а". Tada је L tacka nagomilavanja niza <а,Ј, ра тота, ,а svako 
n-+ + оо 

8>0) biti ал Е (1 ... - 6, L + б), tj. аn > L - s sa proizvoljno ve1i!dm -;rednostima n. Лkо, sa 
nekim fiksiranim г > О, ne bi Ьјјо а" .< L + г ,а п dovoljno veliko, imalo Ы ое, ог јоит Е. 

а" > L + г za proizvoljno veEke vrednosti п i stoga, ртета 10, L = јјт а" ~ L + г > L. 
n-++со 

DсЬiјеза protivrecenost dokazuje da mora za svako е > О biti аn < L + ;; u..~o1iko је п dovoljno 
"""11'1,~ ~ ...... ~ ... U. 

Tvrdenje koje ве оdпозi па Ьтој I analogno se dokazuje. 
30 Pretpostavimo da jez. п dovoljno veliko а" < Ьn' Neka је 

а = Јјm а. > lim Ь" = Ь, 
п....,.. + се n--++се 

i neka је G > С > Ь. Onda је za п dovoljno veliko аn > с. Zaista, зkо је а Е R, оуо izlazi iz drugog 
tvrdenja pod 20, а u slucaju kзd је а = + оо, iz бnјеniсе da је tada l:lЋ аn = + СО. Prem;l 

!'!-;.+ со 

d-"~o ~ _А' ~ О" 1 ,.. . ь R . оО, О d О о' d' О .1.46 m ~Ч.:u~n}U 'j;ou ... -' U ... Z'Jl11r.:O J~ Е ) l па osnovt1 С1DJешсе а D = - се znac.! а Је пп 

(а;,;) sa donj-:: .straIl~ neograni'~-~n, za proizvoljno ve1ike vrednosti п је [;,1 < с. Da:de, za prou­
vоlјпо ~jeHXo п је tada ал > о,,,. Dobijena protivrecnost эа po.laznom ,ргеtpоstаv:(о:ш. dokazujc 
da ta pretposta'lka pOillaCi :1;;;;ednakost а < Ь. 

Drugo Lvrdсг.је апаlоgп') ве dokazuje. 
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1\1"". ".; + 1јп.", < Ет (а + Ь,) ~ Ет а. + Нт С. < Нт (а, + ЬЈ 
n-++со n~+co n-?+со n_+со 

< Ет а" + Нт Ьn' 
n~+oo n-?+оо 

l1Z isklj исепје опЉ nejednakos'(j koje sadrze izraze + С!) ~ со Ш - со + со. 
20 Ako је а" > [) i Ь" ~ О (п = 1, 2, ... ), dokazati da vaze ј nej.~dnako3ti 

Нт а" 1im Ь" < lim (аnЬn) < Нт а" Ет Ь" <' lim (аЛ,) < lim а,. Ет ЬN 
п_+<:о (!-++СО n~+O'J n-++оо n-++~ n~+co "~+oo n-++ro 

uz iskljucenje опЉ koje sadrze proizvocle О . (+ со) Ш (+ со) . О. 

Ako lim а,. = а postoji kqo хопасап broj, dokazati da је 
n-++ со 

Нт (а" + Ьn) = а + lјт Ьn' lim Са" + Ьn) = а + Нт Ьn' 
"-++00 "-++00 n-++оо n~+c.o 

Ako је uz {О а > О i Ь" г о СП = 1, 2, ... ), dokazati da је takode 

lim (а"Ьn) = а lim Ьn ' 
n-++оо n~+oo 1Ј-++0С! 

Reiienje. Neka )е 

Od nejednakosti и 1 о, dokazacemo samo 

Нт Ь, = L,. 
n-+ +00 

11 + L, < lјт (а" + Ьn) < L , + L" 
п~+C:) 

а оЈ опЉ u 20 samo 

( О' ~) 11[" < Нт (а" Ьn) < L ,L, 
"--+ + оо 

DQkazi vstalih ncjednakosti su analogni. 

] о Ne}cz ,и L , i L , realni brojevi. Лkо је tada • > о unapred dato, .za п dovoljno veliko j~, 
prema prethodnom problemu pod 20, 

(3) а" < L , + Е, Ь,. < L, + г 
i odat:l~ 

"п + ЬN < L, + L, + 2 • 
'а Јоуоlјпо veliko n. Odavde је, prema prethodnom problemu ро,ј 1', 

lim (аn + Ьn) < L , + L, + 2 е. 
n--+ + со 

Pustajuci da е -+ + О, dobija Se desna nejednakost (1). Лkо је jedan od НтеЗ2 L, i L, jed­
nak + оо, а drugi > - оо, desna nejednakost (1) oCigledno va;ti. Neka је, dalje, L, = - оо i 
L, < + оо. Tada розсој! а Е R (зkуо da је 

n.- _ . (,,' ; :-,,'. 
..: ~';:'4~<';' \ .• '1') , ,"'ј) 

za svako 11, 

22. dcvoljno v~Jiko !Ј. 



{6) 

(7) 

". ZADACI l PF.OBLEMI I.Z NIZOVA 

То zг.пCi ја је II О'/О{,,; зlt1сајп Ет (аn + ЬтЈ = -- оо, tj. 
1<_+СО 

iiiil (аn + оп) = - со = L 1 + L'!.. 
п->+со 

Е В, T~.J.a је" sa unapred izabranim е > Ој 
Qn > 11 - е, za п dovoljno veliko, 

za п proizyoljno yeliko, 

i odatle 
а" + ЬN > 1, + L, - 2 е, za п proizyoljno vЉkо. 

OdaYde, ргета prethodnom ртоblети pod 1 о, izlazi 

Нт (а" + Ьn) > 1, + L, - 2 ё. 

Pustajuti da е -->- + О, dobija "е lјт (а" + Ьn) > 1, + L 2 • Ako је jedan od limesa 1, i L, 
n-++ ОО 

jednak - оо, а drugi < + СС, lеуа nejednakost u (1) oCigledno уа:!ј. А.\:о је 1, = + оо i L, > - оо 
postoji а Е R takvo da је 

(8) ,а п proizvoljno yeliko, 

i sa unapred datim М Е R је 

(9) za п dovoljno veliko. 

Ртета (8) i (9), 

(10) а" + Ь" > М, za п proizyoljno yeliko. 

Лkо је 1, > - оо i L 2 = + оо, slicno se ustanoYljava da takode уа:!ј (10), "а proizvoljnim 
unapred datim теаlпјт Ьтојет М. U оЬа slucaja, niz (а" + Ь,,) је, dakle, sa gornje strane neograni-- . сеп 1 stoga 

rim (а" + Ьn) = + оо = 1, + L,. 
n--++СО 

2' Pretpostavimo da је а" > О, ЬN > О (п Е N). Neka su, prvo, L, i L, realni brojevi. Tada 
za п doyoljno yeliko ропоуо уа:!е nejednakosti (3). Mnozenjem se usta"lovljava da је za dovoljno 
veliko п . 

{)datle, 

i dalje (е -->- + О) 

а" Ь" < (L, + е) (L, + е); 

Нт Са" Ь,,) < (L, + е) (L, + е) 
n--++оо 

Јјт (аn Ьn) < L,L,. 
n--++со 

Лkо је jedan od liтеи L, i L, jednak + оо, а drugi > О, desna nejednakost (2) ocigledno 
ponovo vazl. 

Neka је О < 1, < + ОО, О < L, < + оо i nek. је О < г < тјп {l" L 2}. 

Tada su ропоуо ispunjeni uslovi (6) i (7), ртј сети је. 1, - е > О, L, - е ~ О. Mnozenjem 
se ustanoYljava da је 

а" Ь" > (1, - е) (L, - е), za п proizvoljno yeliko, 
-

i odatle, ртуо, liт (а" оЈ > (1, -,е) (L, - е), ра zatim (е -->- 0+) Јјт (а" Ьn) > I,L,. Лkо је jedan 
n~+co n--++со 

od Јјт.оа 1, i L, пиlа, а dЛlgi < + оо, !еуа nejedna.\:ost и (2) oCigledno уа:!ј. Neka је 1, = + оо 
i L, > О. Tada postoji а Е (О, + оо) takvo da је 

(11) Ьn > а, ,а п ртојёуоlјпо veliko, 

1 sa lli'1apred dзt.im }lfЕ(С) + оо) j~ 

(12) za 11 dovoljno vеШ:о. 



66 О. s. MIТRINOVrC 1 О. О. ADAMOVIC • 

. 
Prema (11) 1 (12) Је 

(13) za п proizvoljno veliko. 

Лkо је 1, > О i L, = + ОО, па sHcan пасјп ustanovljava se da је us10v (13) ispunjen sa 
, 

proizvoljnim М Е (О, + оо). U оЬа slueaja је, dak1e, lim (а. Ь.) = + оо = I,L,. 
n--io- +<:0 

Ako је lјт а. = а Е R, tada оЬе nejednakosti u (1) vaze i uz to је Нт а.= Нт аn = а, 
n-+ +СХ'.! n-++Ф n-++CQ 

tako da se dobija 

а + Нт Ь. < Нт (а,. + Ь.) < а + Нт Ь,. 
n-++оо n-++оо n-++а:! 

i odatle Нт (а,. + Ьn) = а -+ Нт Ь •. Na оlјёап пасјп dokazuje se da је tada Нт (а. + Ь.) 
n~+a) n-++оо n-++со 

= а + 1јт Ь •. Ako је јо; а > О, tada оЬе nejednakosti u (2) vaze, tako da se dobija 
n-+ + оо 

а lјт Ь,. < Нт (а. Ь.) < а 1јт Ь., 
n-+ + со n-+ + оо n-'Ј. + ОО, 

tj. 1јт (а. Ь,,) = а 1 јт Ь., i sHeno Нт (а,. Ь.) = а 1јт Ьn ' 
n-++сх'.! n-+ +оо п-++<:О 1'1-++00 

2.21. Dokazati sledeca tvrdenja: 

10 Za svaki realan niz (а.) СП Е N) је 

lim (- а.) = - lim а., lјт (- а.) = - lim а •. 
n-++оо n-++со "-++00 

20 Ako је а,. > о (п = 1,2, ... ), tada је 

1 1 1 1 
lim - - , lim 

n-++со а 
п 

Нт аn ' 
n-++со 

1 
gde se, pored opste konvencije - - - = О, uzima 

+00 
d ' 1 
а Је -

О 
+ ОО. 

Resenje. 1 о Лkо је L = lјт а. Е R i • > О је proizvoljIlo izabrano, tada је, prema problemu 
1'1-++«> 

2.19 pod 20, 

tj. 

а, < L + " 
Й,. > L - " 

- й,. > - L - Е, 

- й,. < - L + €, 

iodatle, ропоуо prema 2.19, 

za dovoljno veliko п, 

za proizvojjno veliko п, 

za dovoljno veliko п, 

za proizvojjno уе1шо п, 

Нт(-аn)= -L= -liта •. 
1'1-++00 "-++0:: 

Лkо је L = + оо, niz (а.) је sa gomje strane neogranicen; niz ( - аn) је onda neogranicen 
8а donje strane i stoga 

11-++00 



2. ZADACI 1 PROBLEMI IZ NIZO'YA 

Ako је, najzad, L = - <х:, tada је Нт а1Ј = - оо, 
....... +'" 

ра јтато lјт ( ._- а,,) = 

() . 

(1) 

n-++ се 

- L = - Нт аn . 

n~+ co 

Na osnovu prethodno ustanovljenog, za Ьјlо koji nt' (а,,) је 

20 Neko је 

liт "п = lјт ( - ( - а,,») = - lјт ( - аn) , 
n-+ + ro n-+а) 

liт (- а,,) = 
11-+ + 00 

'1~ +OO 

- lim йnо 
n-+ + CC'I 

а" > о (п = 1, 2, ... ). 

Ako је L = lјт а" Е (О, + оо ) i • Е (О, L), toda је 
n~ + oo 

аn < L + Е, 
аn > L - Е > ОЈ 

·za " dovoljno veliko, 

,а n ' proizvoljno veliko, 

i odatle 
1 1 

> , 
а" L + , za п do,Voljno veliko, (2) 

1 1 
(3) < , 

а

" 
L - e 

za 11 proizvoljno veliko. 

Ртета probJemu 2.19 pod 10, iz (2) иlзzј 

1 1 
lјт - > ---- , 

п~+ co Й}l L + t 
а iz (3) . 

1 1 
lјт - < . 

n-+ + со aJl - L -, 

Pu;tajuci da , -+ + О, dobija _е 

1 1 1 
Нт - = - • 

L . -
n~+ oo а/Ј Нт а" 'Ј-++ оо 

. Ako )е L = О, t.da )е, ,а proizvoljno izabranim М Е (О, + оо), 

110 znaёi da је 

. 1 
0 < а" < - , tj. 

М 

1 .. 
Нт - = lim 

1 
:.... > М, 
ОП 

1 
- +'" 

n-++с:о йn n-++с:о йN 

za dovoljno veliko п, 

1 1 
- - - • 

L Нт а" 71-++00 

Лkо је L = + оо, tada, sa unapred datim • Е (О, + оо), јтато 

Odatle, 

" 

1 . 1 
а" > ,tj, - < е, za п proizvoljno veliJcn. 

• "п 

1 
О::;Нт <. 

"-++00 аn 

• 

67 

+ ОС, 1 odat1e 

• 



1 dalje Се -'? 0+) 

__ 1 .~_1 
L 

n-..,.. + оо 
Prema napred llstаГlOуlјепоПl, za Ыl0 koji niz (йn) koji isрuпјаvа uslov (1), 

1 1 
lјт а" = lјт -1 ~ -=--- 1 ' 

n-++сс 'I-++Х; _ lјт 

{Ј. 

-- ] ] 
]јт - • 

11--+ + оо аn lјт а,. --n-+...;.- 'ХЈ 

2.22. Za геаlап iii kоmрlеksап razlozen i1i razbijel1 па niz (an)"EN kaie da • 
ве Је 

podnizove 

ako ви (Рn)' (q,,), ... , (s,,) strogo rastuCi nizovi prirodnih brojeva <:јјј su skupovi 
vrednosti dva ро dya disjunktni, dok је ипјја svih ovih skupova vrednosti skup 
svih ргiгоdпih broje\la. Na sli<:an пасјп definise se razlaganje niza (an)nEN па 
beskonacno mnogo podnizova. 

1 о Dokazati: Ako је niz (а,,) razlozen па konacan broj nizova (1) i ako su S, 
Sp, Sq, ... , S, redom skupovi tacaka nagomilavanja nizova (а,,) i (1), tada је 

(2) S = Sp u Sq u ... u S,. 

Sem toga, ako Буј nizovi (1) konvergiraju ка broju а, tada i niz (а,,) konvergira 
ka а. 

2° Dnkazati ргјтегоm da divergentan niz moze Ый razlozen па beskonacno 
mnogo nizova koji svl kOl1vergiIaju ка istom broju, t<l.'-'O da jednakost l2) пе тога 
biti tacna u slucaju beskonacnog razlaganja. 

RгзгnЈг, Р Vazenje iIll<luzije 

(3) S :Ј Sp U Sq U ... U S, 

ocigledno је. 

r--reka је х 1- Sp L Sq U . о о U Ss. Tada postoje pozitivni brO}~'ii Е:р, Eqj о о о, Es i prirodni bro­
јеу} Пр) Пq, о о о, n~ ta..l..::.o da је Ix - ар I > f.p za п > Пр, Ix - а• I > Еч za п > nq, о •• , ix - а; I > Es 

11 П П 

za п > n~ .. Stavimo li 

€ := min (ер, eq" о ., Es), т = mах (Р"р' q;\/ о • ОЈ Sn.:)' 

bice, ocigledno) \х - аn I > е za п > тЈ 5to znaci da је х Ф S. Time је dokazana 'ink.luzija 

(4) s С Sp u Sq U ... U S,. 

12 (3) i (4) izlazi (2) . 

.. Tvrdenje koje $0 odnosi па specijalan slucaj izlazi iz (3) i jz ocigledne сјпјепјсе da ј" пј. 
!<·ЈЈl se moze razloziti С.:.<1 konacno mnogo ogranicenih nizova i sаш Qgranicen. 

20 ·N~ka j~ 

аn = О, ако је '! = 2·' (k = О, ],2, ... ), 



2.23. 

(1) 

(2) 

Са , ) 
" (2r;-1) ) , . ') 

(а) inf а., јеdП(lk n.аiitТ~л.!~m оа infimuma podnizova, 
" ,1 

(ь) 

Qn jednak лај[:1.}~lјеm od donjih Нтеза podnizova" 

(Ј) Нт аl1 jednak пај'чс~ет od gornjih Нтеза podnizova. 
71-+' + 'т: 

Dokazati da 
. 

syaki niz realnih brojeva (а,,), Је) za 
.--
•• 

= inf (sup а,), um а

" n--+ + со п>1 v2:n 

Нт а" sup (inf а,). 
1l-'?- + оо 11>1 ">n 

Resenje. Dokazujemo samo jednakost (1). Dokaz jednakosti (2) је analogan. Stavimo 

L '---:: lјт ат 
n-7+С:О 

Ako је L-· : -;о, nejednakost 

(3) L,<L 

L o ~ inf (зир а,). 
n>1 :.о2:n 

69 

s·;akako vaz;. Ako је 1. <; +00, ; L < а Е R, tada, prema stavu 1.1.2.13, postoji nEN takvo 
da је а, < а С> > п), ра Ј_п ~ sup (а,,) < а. Odavde, kako је L o < L" (п = 1, 2, ... ), izlazi 

,>n 
L o <; а. РuзtајuCi da а --+ L, dobija "е odatle (3). 

Sa dr..lge strane 1 iz йЈ' -.---: L/l(v > п; tl = 1,2, ... ), ртета 1.1.2.1i,sleduje L = liша,. < 

< L" (n.~c I о ) Oda"," .) .... , ••••. С_: 

(4) 

1z (3) 1 (4) ;zlaz; (1). 

2.24. Za date brojne 

1 
јО ! 

. .., '] 
ап L. п , ~·11 

п 

40 1 , п 
аl1 -ј- C:)S 

п 
, 1 ~-, 

, 
" 

L < inf L" 
п>] 

= (-1)n + 1 
1 

п 

пп 50 аn • , 
1 
k 

L o· 

+(- 1 )" 

2 

1 , 2 (-., 

п ј Ј '~2 П 

б' 
-. . 70 (-а" COS • а,. 1)" П; , 

'" -1- 1 
, 

п Ј , 

], 
. 

п SlП-- • 

30 • 
й" 

-, -

v-++oo 

lim аn . 
n.....).+оо 

/ 3 
(-1),,-1(2 + -;;-

n(n-l) 

1)"+1 3 (- 1) 2 
-1-- • , 

" 8° а" 
n(-I) ". , 

• 
) 
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Resenje. 1" Niz је konvergentan јег је 

Zato је 

Ј 
- lim lim (1 - ':) = I 

".,.+00 П n~+co П 

, 

liman = liman - 1. 
n~+oo 

= 1. 

Кзkо је щz rastuCi, vazi 

20 Kako је 

zakljucujemo da је 

inf ап = а 1 = О, 

a~1I = 
1 

1 + -, 
2" 

inf аn = inf а 211- 1 = - Ј, 

sup а" = Нт аll = 1. 
n-+ + з:;) 

I 
й2n- l = - 2 п - Ј ' 

3 
sup аn = sup 0211 ~= 2 . 

Ovde зто iskoristili ёillјепicе da j~ 02" :> О > .а2n- 1) da је шz (a2n)/lEN opadajuCi i da 
је niz (a.n-.)nЕN rastuci. 

lz istih ('injenica sleduje da је 

lim а" = lim a 11l- 1 
11-++00 

= О, Нт а" = lim й2Јl = ]. 
11-++00 n4+ОО 

OYde ,то, u styari, iskoristili primedbu iz problema 2.22: niz (a,,)nEN Ыо је razbijen па 
dya podniza (а,Ј i (а,n_.). O,'u primedbu koristicemo i u ostalim tackama ovog zadatka, 

30 Niz (аn) razbijmo п. dva podniza (а,.) i (а"._ .). Кзkо је 

3 
й211 == - 2 - - , 

2" 

3 
a.n~. = 2 + 2" _ I ' 

zakljueujemo da је niz (а",) rastuci, а niz (а".-.) opadajuCi. lтаmо 

Dakle, 

7 
јпс а Јn = а 2 = - - , 
" 2 

inf а 211-- 1 = Нт а Z1/ - 1 ~ 2, 
11-++ w 

sup а%n = Нт аЈn = - 2, 
n-++(I) 

7 

2 ' 
sup аn = 5, - 2, lim аn ~ 2. 

n-++Ф 

40 Niz (an)nEN razbijamo па tri podniza: 

Кзkо је 

'4 п I 
а.,. = 1 +-.....,---:-:- = 2 - , 

4,,+1 4,,+1 

4n - 2 

4" - I 

1 ----4,,-1 ' 



zakljucujemo da је 

2. ZADACI 1 PROBLEMI IZ NIZOVA 

inf atn-l = sup йь'-l = Нт аl"-1 = 1. 
,,---. + <с 

sup Gtn = 1im й .. n = .2, 
n~+co 

inf а4n-2 = Нт а,n-! = О, 
n~+co 

1 
sup а.n- 2 = й2 = З . 

О dJl.vde sJeduje 

71 

inf й" = О, sup а" = 2, lјт а, ~ . 2. 
1Ј-4-+ оо 

5" Kako је 

ас .. = 2, а4.а-3 = 6, а4.-1 = - 4, 41.4.-1 = О 

:za svako "Е N, zakljucujemo da је 

inf а" = Нт ОП = - 4, 
n~+a:> 

sup аn ~ Нт аn ~ б. 
-+00 

б' Razbijmo niz (an)nEN па tri podniza: 

Kako је 

zakljucujemo da је 

3 п - 1 

З п + 1 

2 
= 1 - -::---:­

З п + 1 ' 

lЗn-2 11 
йЗn-l = - 2 3n - -'2+зn' 

1 З п - З 1 1 -
2 З п - 1 - +-::--: 2 Зn-l' 

1 
inf йзn = аз = 1"- , 

2 
sup йзn = lim й3n = 1. 

n-..+«> 

inf а3"-1 = јП! а3n-2 = lim ааn-l = 1im Йln-I = 
"-++00 ~+c:o 

sup 0311-1 = аl = О" 

Odavde sleduje 

1 
inf а" = 

2 ' 
sup аn = 1, lim оп = 

n-++ оо 

70 Niz (a.).EN razbljmo па podnizove: (a".)nEN i (a",-,).EN' 

l<J1ko је а •• ~ 2 п, а,._, ~ - 2 п + 1, zakljucujemo da је 

sup й2n = lim Оа" = + СО; 
"-++00 

1 

1 

'2' 

2' 

јnf а •• _, ~ liш а",_. ~ 
n-+ +00 

ОО, supa ..... , ~ а, ~ -1. 

lim а. ~ 1. 
"-++00 
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Odavde s1ecluje 

inf (ti = 1im аn = - со, lim йn = + 'ХЈ. 
tJ~+rxJ 

8'=' Razbijmo niz \a7t)JlEN па суа podIli~a; 

(aZn)nEN, 
Kako је 

zakljueuj ето da )е 

1 
й2n-l = -----, 

(2 п - 1)"-' 

эир а 2n = lim azn = + СО, 
n--'» + со 

lim a Zn- 1 = О, 
n-++оо 

SUP-ЙZn-l = a 1 = 1. 

Odavde sleduje 
inf аn = Нт аn = О, 

n-)ОО + ос! 
sup аn = Нт йn = + оо. 

n~+oo 

9' Niz (a,,)nEN razbijmo па tri podniza: (a,n)nEN, (a'n-')nЕN, (a'n-З)nЕN. 

Kako је 

а'n-I=-4n+2, а4n-3 = 4 п - 2, 
zak1jueujemo da је 

inf a zn = sup а2n = lim a zn = 1, 
"....+00 

inf а4n- 1 = lim а4n-l = - ОО, 
n~+tO 

эир а"n-l = аз = - 2, 

inf а,sn-з = а 1 = 2. 

sup а4n-З = Нт а4n-3 = + ОО. 
n-++оо 

Odavde iz1azi 

2.25. Odrediti 

1 о lјm 

n-++ се 

inf йn = Ет аn = - ОО, 

n-++оо 

1 
1 + -, cos п п, 

п 

lim 
n-++оо 

sup а, = Јјт а, = + оо. 
n-++оо 

1 
1 + - cos ПП; 

П 

-- пп 

lim п sin2 , 1im 
. • nn 

. П sш- . 
n-++оо 2 - 2 

n-++оо 

Res2nje. 1 о Kako је cos п п = (- l)n, 

za п = 2 k је (1 + ~)\ cos П " = 1 + 2- , 
п 2 k 

za n=2k+l је (1 + ~)созn" = _ (1 + 1 ). 
п -2k+l 

Na osnovu toga је 

Јјт (1 
n-++оо 

+ ~) cos п ,,= Нт (1+.2..) = 1, 
п k .... +'" 2 k 

lјт (1 + ~) cos п " = - 1јт (1 + 1 ) = - 1. 
n-++оо . П k-++'" 2 k + 1 
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-----_ .. _---_._----------------'"_._-----_._~-

"~'о' Т"' • '1' 
_,- --'-'о ;},..:о Ј е БЕ 

10С)I 2k) ПП 

, dolazimo' da rezultara' 73 П -=--с 2 k је п siп2 - = ђЈ 
Ј) . . 2 

пп 

2 kl I 2 k + 1, gde је п prirodan braj ili nilla. Na asncV",l toga'je 

п .:т 
• о-

П SlЛ~ - -
о 

lјт (2 k + 1) ~ + 
,- - , rA 
.-, -----'! - r "--' 

. 
СО, 1 Ет 

п :-:. 
П sin2 - ~ 

2 
n4 'i- оо 

lim О ~ О. 
k----:;.. + со 

2.26. Ako је (_ 1)" (1 -+- _1,_ 
n-+-I 

, п Е N, dokazati сја је 

inf а,. 
nEN 

3 

2 
, lim а" - 1; 

n--+ + со 

Primedba. Uopste v'aze ncjcllnakosti 

Нт аn < Нт аn ~ 
n--+ + оо n--:>- + со 

1 ; 

sup аn. 

nEN 

2.27. Odrediti lim а" i lim а,. (п = 1,2, ... ) ako је 

" 

sup а" 
n:::::N 

4 

3 
• 

n2 2 п п -_ .... cos __ о 
1 -+- n2 3 

, 20 
а = 
п 

1 
1 -+--- (- 1)" -+- . пп 

sш

4
, ; 

п ." . - ~C-;--OC--C 

= ~'1 -+- 2"(- Ј)"; 
2nn 

cos" --о 
3 

п 

2.28. Neka је (х,,) 
• 

шz геаlпih ili kompleksnih brojeva . 

1 о Dokazati da konvergencija sva tri podniza 

(1) (х2..), (Х2n_l)' (Хаn) 
povlai'i konvergenciju цizа. 

2° Da 1i iz kопvсгgепсiје dva od nizova (1) sledujc konvergencije niza (Хn)? 
3° Da Ii konvergencija ~vih nizova (Xs")nEN (5 = 2, 3, ... ) povlaCi konver-

genciju niza (хn)? I 

I 
, 

Resenje. Ј' Ako ,и sva tri ~iza (1) kon,-ergentna, tada, prvo, podnizu\,i 

(о) • 
I 

niza (х зll ) (п с--= 1,2, ... ) kопуегgirајu ka istoj granici, ра zatim, kako su nizovi (2) redom podnizovi 
nizova (х,,,) i (.\,,,_ ,Ј, poslednj. dv. niza јmаји istu granicnu vrednost. То, medutim, znaci d,. 
ј е niz (х.) konvergenlan. 

20 Otigovor је negati\'an za svaku kombinaciju ро dva od nizova (1): za х" ~ (- 1)" 
(11 =:с ],2, ... ), РП'fl dya niza (1) konvergiraju, а treCi divergira; ako је хn = О ili Хn = 1 prema tome 
da lј је Ьгој п prost ili sloz::n, niz (хn) divergira iako su ргуј i treCi od nizova (1) konvergentni; 
najzad, ако је ХN = О za п ---=- 2k (k = 1, 2, ... ) i хn :...- 1 za sye ostale 'irednosti П, tada drugi i treCi 
od nizo\'J. (]) kоп\'сгgiгајu, а niz (хn) divergira. 

3" Oi..igoyor ,је псgаti \'ап, sto dokazuje drugi od primera naycdenih pod 2О : и ОУоm slucaju 
s\'i nizo'/i (XSI/)1/ с.; N (s -- 'i, 3, ... ) kопv-еrgiгајu ka broju 1, а niz (хn) divergira. 
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2.29. Dokazati Stolzovu teoremu: 

Ako је УП strogo rastuCi niz i pri tome y~~ + оо (n~ + оо), tada 

1· Х. l' ХN - Хn-l 
1ш - = 1ш -, 

n4+ФУ" ,,-"+00 УП - Уn-l 

pod uslovom da limes па desnoj strani postoji, kao konacan broj ili kao pozitivna 
ili negativna beskonacnost. 

Dokaz. Neka је 

ХN - Хn-l L=lim . 
"-++00 Уп - У'I-l 

kопаёап Ьсој i neka је Е (> О) proiz\'oljno izцЬrапо. Tada postoji prirodan Ьсој по takav da је, ,а 
svaki prirodan broj k уесј od 11" У. > О i 

ХЈо - Xk-l 
L -. < < L + Е, 

УЈо - YJo-l 
t ј. 

(L - .) (УЈо - Yk-l) < ч - ч-l < (L + .) (УЈо - Yk-l) (УЈо - YJo - l >: О). 

Sta\'ljajuci u poslednjoj dvostrukoj nejednakosti redom k = п, + 1, ... , п (п > П,) i sabira­
јисј sve (е nejednakosti, dobijamo 

(L - Е) (У" - у",) < ХN - Х •• < (L + Е) (Уп - Уп.) 
i1i kako је У" > О, 

(п > по), 

Х", (L (1 Уп,) Хn Х N , (L ) ( Уп,) - + - Е) ~ - < - < - + + Е 1 - -
Уп Уп Уп Уп Уп 

(п > по). 

PustajuCi ovde da n->- + оо, dobija se 

pustajuci potom da • ->- + О, Х,. Х,. 
dolazi se do zakljucka da пј, - konvergira i da је Нт - = L. 

Уп n~+GO Уп 

Na sliean пасјп ustanovljava se da tvrdenje vafi i u slueajevima kada је 1. = + оо ili 
L ,~ - ОО. 

I\ imedba. Istim metodom moze se dokazati i sledece opstije tvrdenje: 

. Лkо је Уп strogo rastuci niz i pri (оте Уп ->- + оо (п ->- + оо), tada је, za Ыlо koji realan 
ПIZ Хт 

lјт 
Х,. Х,. .-.- Х,. - Хn- 1 

< Нт -<Нт -::;Нт . 
n-++со)'n - Уn-l n-++«> Уп n-++оо У" n-++ооУn - Уn-l 

2.30. Ako је ао = О, а 1 = 1 i аn +l - 2 а. + аn_1 = 2 (п > 1), tada је 
Dokazati оуо metodom matematicke indukcije. 

2.31. Dokazati da Fibonacciev niz 

ио = О, иl = 1, и"+2 = иn + иnн (п prirodan broj i1i пи1а) 
zadovoljava sledeee ;ednakosti: 

п 

1°2:: щ = иn +2 - 1 
Jo~O 

(п > О), 
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• 
30 L и2k = И:Zп+ l - 1 

50 

"~O 

2. 

I (- I )kщ 
k~O 

2n+l 

L(-
k~O 

" 
" и 2 L k 
k~O 

2n-1 

= И, _ \ - 1 
-П . 

7 ~ L Uk Uk+ 1 = и2n2 
k - O 

80 
90 

100 
11 0 
120 
130 

Un_ 1 И'1 t- ! - U1J2= ( - 1)" 

иn+ 1 = иm и,,_m + ит+ 1 иn-т + 1 

и2n+1 = иn2 + иn+ I 2 
И -и 2 _ и 2 

211 - 11+1 11-1 

и - ИЗ ' и з-и з 3n - п "1 n+1 ,,_ 1 

и/ ~ 1 + Иn_ 2 Иn_l иn+l И.+ 2 

140 t Иk+ 2_ 
k "", Q Uk + l Uk + s 

(п > О), 

(п > О), 

(п > 1), 

(11 > О), 

(п > О), 

(п ~ 1), 

(п > 1), 
(п > т ~ О), 
(п :> О), 

(п > 1), 
(п > 1), 
(п > 2), 

• 

75 

2.32. Niz је dat . 2 (2 и. + 1) ( 1) sa Иn+l = . П > , иl = 1. NaCi granicnu vrednost 
И" + 3 . 

• ovog шza. 

Resenje. Za 1 > О funkcija Ј data sa 

2 (2 1 + 1) ( 
ЈИ = = 2 2 -

. 1 + З 

rastuCa је i pozitivna, а '" = ~. > 1 "" "1. lndukcijom se оnда dobzuje da је оуај niz роииуan 
2 

i rastuci <а п ~ 1. Кзkо је Ј (/) < 4 (1 > О), zakljuёujemo da је и. < 4 <а п ~ · 1. I. prethodnog 
izlazi konvergencija posmatranog niza i pozitivnost njegovog Hmes.. D.lje, 

{ј. 

. . 2 (2и" + 1) 
и = 11m " n+ 1 = l1m = 

2(2и + 1) 

li4 +00 ,,-+ +00 и,. + 3 

и' - и - 2 = О. 

Koreni ove jedn.cine su - 1 i 2. Dakle, liт и. = 2. 
11-+ + оо 

u+з 
, 

РтјmеЈЬа. N. osnovu re.enja problema 5.57, moze se dokazati da niz koji zadovoljava gornju 
rekurentnu [О1тulи konvergira ka - li1i 2, оајт и slucajevima kada ј е и, jednako јеdnот od 
clanova niza (v,,) definisanog sa: 

З v. - 2 '/), = ~ З, V n+1 = (п ~ 1). ћј еоте је 1im и. = - 1 ako i samo akv је и, = - 1. 
4 - V N 1I4+GO 
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SЕёn.а tlopsten,ia ill,;gU зе) па GSП,QНl pomenutog ргоЫета, с:ј i rеsепјimа л~kih dillgi11 

Z9.dз:са!о iz O'.fog p,')g121/1j ':1 , 

• Ј . . , 
.'~ < r;'4 Q ,~ , ~ , 

" , 
I ' ( "/' 

, '. \ -. 
, " , " , , ... ,.:; -- - , • " > -n+ ". -" • " , , .Јп , 

_.RгЗ~:?1.Ј.е, Pretposta\'ljaju6 da је 5k < 2, dobijamo 

Како је 51 = V2 < 2, zakljucujemo da је 5n < 2 za svako пЕ {l, 2) .. . Ј. Dakle J niz Јд 
. ,,' . ogranlcen Је s gоrще strane. 
Kako је 52> 51 i Sk+12 - 5k2 = VSk - VSk-l) tako da pretpostavka sk > Sk-l povlaCi .. . . 

5k+l > sk, nlZ 5'1 Је monotono rastuCl. 
,,_._.~ 

Prema (оте, 'n---+ S < 2 С" ---+ + оо). Pri tome se s nalazi iz једnаСјпе s ~ V 2 + V <, оЈа­
kle se dobija 

s = 
1 (3 1 з 
- - (79 + 3 У249) .~ 
3 2 

~ (79 - 3 У249) - } 

2.34. D'fJkazati da је za svako хо > ~ 1 
gentan. 

2.35. Njz хо ' хl' Х2' . , . dat је sa 

niz Х" = I/!: 1 + х . ".1 (п > 1) konver-

хо = е, (а + Ь) Х,Нl = хп2 + аЬ (е> О; Ь> а> О). 
10 Ako је е > Ь, tada (х,.) raste i tezi ka + оо . 
Г Ako је а < е < Ь, tada (х") opada i 

~ . ka tezl а, 

, 

30 Ako је О < е < а, tada (хп> 
. ~. 

ka raste 1 tezl а, 

Dokazati tvrdenja 10, 20 i 30. 

2.35. Niz је dat sa 

а 1 = а + Ь, аЬ 
(п = 2, 3, ... ; 

NaCi lim а", Posebno ispitati slucaj а = Ь > О. 
n~+OO. 

Uput;stvo. Dokazati nајрте da је 
a'l1- 1 _ ьn+ 1 

аn = .-
а" - Ь" 

• 2.37. Ispitati konvergenciju шzа 

Са > Ь). 

а > Ь > О). 

а 1 = а > О, (л > О; п = 2, 3, ... ). 

2.38. Ispitati konvergenciju • 
шzа 

2 
(п = 2,3, ... )-а =---

п 1 + аn-1 
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indu.l(i~ijom <'10kazuje:rno d1 Је 

.:' /. 

а2'! = -~ 1 ' 
. Рn -+-

:gd{; j~ рд (}'Ј = .ј,}.2,. >.) З~":·'.)ЈО IMtuci nl~. prirodnitl bIOj~V~. A..~o $; p:retposta1fi da (1) 11зzl 2'1 
л < ,1г i оа ј;: Pl < Р'1. < ... < P~J dоtщшlO 

2 

] + Pk 
Pk + ] 

Pk+l 
a,k+, ~----~----~- -------~1' 

2Pk+ 2 Pk+1+ 
1 + ' 

2Pk + 1 

2 

gcle је Pk+l = 4 Pk + 2 Ьroј veCi od р •• Оуо" obzirom па а, ~ 
2 

- , dokazuje tvrdenje. 
З 

Na osnovu prethodn'Jg 

(2) 
2 Ри + 2 

а'n+1 ~ 2р" + 1 СП = ],2, ... ); Р" -+ + со (п -+ +00), 

Iz (1) i (2) izlazi lim а" ~ 1. 
n~"'"+cc 

Primedba. Primenom drugog П1еtоdа (videti Рl'ilпеdЬu uz 2.32), n10ze se ustanoviti da ПIZ 
2 

a1::-a,an = Сn=2,З, ... )~ 
1 + an- 1 

gde је а Ф {b 1J Ь 2, • •• }, sa Ь 1 = - 1, 

ka 1 prema tome da li је а ~ - 2 ili 

1 (п ~ 2, 3, . , .), konvergira ka - 2 Ш 

2.3Э. ] о Dokazati da jednaCina ех = ах (а > О) iща dva, jedan ј1ј пета пј jedan 
kОГеП prema tome da li је а > е, а = е i1i а < е. 

20 Dat је niz (и,,), gde је 

Il"+l = ин е"" - ""-1 (ио i иl fiksir апј rеаIпi Ьгојеуј). 

Ako је еи , > еl , i ио пјје уесе od veceg korena jednatine 

(1) 
еиих 

еХ -- , 
иl 

tada dзti niz щопоtопо konvergira ka щапјеm korenu jedna,':ine (1). U svim оstаliщ 
sluсај~'iјща niz Си,) је monoton i divergentan. 

Dokazati оуа tVf(lenja. 

2.40. Dokazati da аn - аn_ , --+ d (n--+ + со) 1 .' а" d роу аСl --.. --+ (n--> + со). 

DOR::;;Z. St.avljajuCi, saglasno pretpostavci, 

аn - Йn-l = d + Ел 

п 

" a·l ~L '," + 
71 П П 

~~2 

Е' ., 

OSnOV1J. 

('п ~ о (1), п -+ +:0), 

+d СП --+ + -" " ,-", }) 

Саи.;::Ьу,;уе reQre~,~ (1.1.2.22.1). 



78 О. S. MIТRINOVIC 1 D. D. АОАМОУIС 

2.41. Ispitati monotol1iju i konvergenciju nizova 

(п = ),2, ... ). 

2.42. Ispitati monotoniju nizova 

)2 + 22 + ... + (п _ ))2. , 

о )2 + 22 + ... + n2 

3 а = (п = 1,2, ... ). 
п 3 

П 

RеSеnјг. 1 о KoristeCi Bernou11ievu nejednakosi, za n:2: 2 dobijamo 

2' 

-"---~ 1+ . ~ 1+ 1-аn- 1 ( 1 )n_, ( п' )" ( l)n 1 ( 

а, (п - 1)' 1 + п' (п - 1)' 

п' + 1 - п' + п - п 

(п - 1) (п' + 1) 

1 
~ 1 + -,--.,..,-....,..--:-:- > 1 

(" - 1) (п' + 1) 

~ аn t (п = 1, 2, ... ). 

(п - 1) п (2 п - ј) 1 ( 1 ) " 1 ) 
а, ~ 6 п' = '6 1 - -;; ~ 2 - -;; t 

. п (п + 1) (2 п + 1) 1 ( 1 ) ( 1 ) 
an~ ~- 1+- 2+- .ј, 

6 п' 6 11 П 

(n~I,2, ... ). 

(п ~ 1, 2, ... ). 

2.43. Dokazati da monotono rascenje (opadanje) niza аn (п Е N) роУlаСј monotono 
rascenje (opadanje) niza 

2.44. Dat је funkcionalni niz 

х2n - 1 
x~j" (х) = --­

х2n + ) 

(nEN). 

(rl = 1,2, ... ). 

1 о Odrediti granicnu funkciju хС>]ј (х) datog niza i Ш\сгtаti пјеп grafik. 
20 Da li dati niz uniformno konvergira ka f па SkUpu R? 

Resenje. 1 о Granicna [иnkејја ј data је sa 

1, Ixl > 1 

ј(х) = О, Ixl ~ 1 

-1,lxl<l. 

20 1z Сјпјепјее da su syi ёЈапоуј Oyog niza neprek.idni, а granicna funkeija пјје neprek.idna, 
izlazi da kопvеrgељ:iја пјје uniformna. 
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2.45. Dat је niz funkcija 
Х !-+ Јп (Х) = tl (nх - 1) е- n(nх-I)' (nEN). 

Dokazati da Јп (Х) ---7 О (n---7 + ОО; - 1 < Х ::; О) uniformno, kao i da dati 
niz пе konvergira uniformno za О < Х ::; ). 

2.46. Neka је Јп (Х) = 2 n2 хе-n'х' (х realno; п = 1, 2, ... ). Izracunati, za Х > О, 
х х 

S limJn (Е) dl 
О ,.~+co 

i Нт \. Јп (l) dt, 
n-++оо о 

i objasniti rezultat poredenja ove dve vrednosti. 

Pтimedba. Dati funkcionalni niz пјје uniformllo ogranicen 'а х г О. 

2.47. Ispitati monotoniju i konvergenciju паа 

I I I 
an=Vn(n+l) +i7V(;=n=:+:=~i)~(=n=;=+=;2~) + ... +V(2n-I)2~ (nEN) 

Rezultat. Niz strogo opada i lim а. = Iog 2 . 
...... +со 

2.48. Ispitati monotoniju i konvergenciju niza а,. (п = 1, 2, ... ) definisanog 
)ec!nakostima 

с 

а, = --'- (е > О), 2 а, = е + аn_1 2 (п = 2, З, ... ). 
2 

Rezultat. Niz strogo raste za svako с (> О) i tezi ka + ао ili ka 1 - ""1 - с prema tome da 
1i је с > 1 iIi О < с < 1. 

2.49. Neka је х 1-+ Ј (х) U interva1u (О, 1) monotono opadajuca funkcija Ба osobinom 
Iјт Ј (х) = + оо. Dokazati da је 
Х-+О+ 

. 

lim~IJ k I 
= \ J(x)dx, 

iJ 
-

II.....". + CO П k=l П 

Ыlо da integral па desnoj strani konvergi:a ЬПо da divergira ka + оо. 
Dokaz. Лkо se stavi 

. 

Кп (х) = ј ( ~ ) (k : 1 < х < ~; k = 1, ... , П; П = 1,2, ... ), 

,а х Е (О, 1] је 

Кп (х) < ј(х) (п = 1,2, ... ). 
Odavde је 

1 п k I I 

П L Ј( -;)= Ј Кп (х) dx < Ј ЈСх) dx (п = 1,2, ... ). 
k - I О О 

Pu§tajuci da п -+ + оо , dobija se 

(1) 1 " (k 1 
lim -; L Ј -;) < Ј Ј (х) dx. 

n __ +со k=1 О 
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s ctruge strапе, П':;:':.а је е Е (О) 1) takvo da је f (х) > О za О < х < Е. Ј'Ј..о se; za зvalz:l p~'i-: 
• , 

rоdап Ьго; 
•• 

п VeCI ос1 -, stav! Рn = [8 п], Ысе 
е 

Р }Јп + 1 п ,/ 
- ~_ Е <--
n. 

, 1 п '1')' 1) - 2: 11-' (n>- . 
n k I \n Е 

=Рn+ . 

Odavde Бе dobi;., pusta;uCi da п -';> + оо, 

1· 1 ~ (k) 1 !т· - L_'! - :::: IПn -
n-...,..+со П П n-++со П 

k~1 

п I k ) 2: 1-
k=pn+ l \/1 

1 1 

- Ј f (х) dx + О = Ј 1 (х) dx, 
Е , 

а pustajuci potom da ,-,;> о +, dolazi Бе do nejednakosti 

(2) 1im2. 
n-++ оо П 

• k I 

L 1 ( ;; ):::: Ј f Сх) dx. 
k~1 О 

1, (1) i (2) izlazi tvrdenje koje dokazujemo, 

Primedba, Na osnovu prethodnog, lзkо se ustanovljava da је, uopste, 

b-a~ ( ь-а) ЈЬ јјт п L, 1 а + k п = f Сх) dx 
n--++оо 

k=l а 

kad god је funkcija f monotona u ogranicenom intervalu (а, Ь], Ыlо da integral 

ima konacnu vrednost, Ыl0 da је jednak -+- оо Ш - ОО. 

2.50. Ispitati konvergenciju niza аn СП = 1, 2, ... ) datog sa 

(п = 3,4, ... ). 

НеЛеnј е, Niz х" = qn zadovoljava jednakosti 

1 
(1) х. = 2 (Х.- 1 + хn_,) СП = 3, 4, ... ) 

ako i samo ako је, ,а q >1 О, 

tako da "е 'а q (>1 

1 . 
q' = - Cq + 1), tj, 2 q' - q - 1 = О, 

2 
1 

О) dobijaju vrednosti ql = 1 i q, = - - , Niz сјјј је opsti Сlа.11 
2 

С - l)n 
"п = А + 2" В (А i В proizvoljn, konstante) 

ь 

Ј 1 (х) dx 
а 

-ta~od~ zadovoljava јеdГ~Zl~ш3ti (1). Da bi se оп podudario sa nizc,m Са"), potrebno j.~ i dovoljn{) 
аа Ьиде 

1 
-В=а ~ , -

1 
А + - в = Ь. 

4 
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2. ZADACI 1 PROBLEMI IZ NIZOVA 

1 4 
А ~ - (а + 2 Ь), 

З 
В ~ "3 (Ь - а), 

1 (_I)" 4 
- (а + 2 Ь) + . - (Ь - а) 
З 2" З 

(п ~ 1,2, ... ). 

Odatle neposredno dobijamo 
1 

Jim аn ~ - (а + 2 Ь). 
n-++~ 3 

1:1 

Pтimedba. Uopstavanjem izlozenog postupka, bez teskoca moze se ispitati konvergencija ј, u 
slucaju konvergeneije, odrediti granicna vrednost пиа аn (п ~ 1,2, ... ) datog jednakostima 

йl = а, Йz = Ь, аn = а Gn-l + Р аn_! (п = 3,4, ... ). 

2.51. 1 о Niz realnih brojeva (хn) odreden је sa 

(1) Хn+2 = а Хn+ 1 + (1 - а) ХN (п = 1,2, ... ), Х1 = а, Х 2 = Ь. 

Ispitati konvergenciju i divergenciju niza (Хn) и zavisnosti od realnih brojeva а, 
а i Ь. 

20 Prouciti konvergenciju i divегgељ.:iјu niza (хn) datog sa (1), gde su а, а i Ь 
proizvoljni kompleksni brojevi. 

Resenje. 10 Ako је а ~ 1, tada је х, = а, Хn = Ь (п = 2, З, ... ). 
Neka је а то 1. Karakteristicna jednacina diferenene jednaCine 

хnн = ахn+ , + (1 - а)хn (nEN) 
glasi 

с' - а t + а - 1 = О. 

Njena diskriminanta је (а - 2)', а koreni su t, = 1 i t, = а - 1. Ako је а то 2, niz (хn) 
dat је sa 

Хn = А + В(о - I)" (nEN), 

gde se konstante А i В odreduju iz uslova 

А + в (а - 1) = а, А + В (а - 1)' = Ь, 
koji daju 

а-Ь Ь-а 
А = а + , 

а - 2 
в = . . 

(а - I)(а - 2) 

Лkо је а = 2, niz (хn) dat је formulom хn = С + D п (п Е N), pri cemu su ispunjeni 
uslovi С + D = а, С + 2 D = Ь, koji daju С = 2 а - Ь, D = Ь - 'а. 

lz svega prethodnog neposredno se izvode sledeCi zakljucci: 
Лkо је а = 1, niz konvergira ka Ь. Лkо аЕ (О, 1) u (1,2) (tj. а то 1 i la - 11 < 1), niz 

а-Ь 
konvergira ka broju а + . Ukoliko је а Е (- оо, О] u [2, + оо), ruz konvergira ako 

а-2 

i samo ako је а = Ь; u tom slucaju niz је konstantan. 
Moze se dodati da, u slucaju kad је а Е ( - оо, О] u [2, + оо) i а то Ь, niz ima dve konaCne 

taCke nagomi1avanja а ј Ь, јта taCke nagomi1avanja - оо i + «>, ili tezi ka sgn С(Ь - а)) (+ оо), 
prema Ссте da lј је а = О, а < О, јlј а > 2. 

20 Slicnim rasudivanjem dolazj se do zakljucka da Пи (х.) konvergira u slueajevima kad 
је: la - 11 < 1 (а pripada unutrasnjosti kruga ,а eentrom u Сасю 1 i poluprecnikom' l) i1i la - 11 
;:: 1 i а = Ь; з divergira kad је la - 11 ;:: 1 i а то Ь. OSlavljamo "itaocu da ЬШе prouCi ропа­
§anје niza u svakom od оујћ sluca;eva. 

6 Ni:rovi i redovi 
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2.52. Odrediti opsti Clan аn i ispitati konvergenciju niza (a")neN definisanog sa 

аn+2 = аn+ l + аn (п = 1,2, ... ), 

2.53. N ejednakosti 

( 1)" ( l)n+1 1+--;;- < е < 1+--;;- (n=I,2, ... ) 

impliciraju nejednakosti 

1. < log (1 + ~) < 2... 
п + 1 п п 

(п = 1,2, ... ). (1) 

Iskoristiti nejednakosti (1) za dokaz jednakosti 

(2) lim (~+ 1 +оо . + 1) = log 2. 
n-> +", П n+ 1 2n 

Reienje. Prema (1) imamo 
п + 1 1 п 

log --- < - < log , 
п п п - 1 

n+2 1 n+l 
log < < log --, 

n+l n+l п 

2,,+1 1 2n 
log. < -<Iog . 

2n 211 211-1 

Sabiranjem svih оујЬ nejednakosti dobijamo 

2n+l 1 1 1 2n 
log <-+ + ... +-<Iog . 

п п ,,+1 2n n-1 

Poslednja dvostruka nejednakost, s obzirom па 

2n+1 2n 
lim log - -- = Нт log = log 2 , 

n-++со П n-++O:I 1~ - 1 

povbli јеdnзkаз t (2). 

ЉтеЈЬа. KorHcenjem jednakosti 

2
dx 

(2) integral Ј -; 
1 

moze se izraeunati direktno па osnovu 

definicije odredenog integrala. Naime, deleCi interval [1,2] па п jednakih delova, dobijamo 

2 d · 1 

S ...: = Нт 2. 1 + 1 -t _1-::- + оо • + 1 
х n-++с:с. П 1 2 п -

1 1+- 1+- Ј+--
п п п 

= Нт (2. + 1 + ... + 
n-++со П П + 1 

2.54. Dokazati da niz 
п 1 

а" = L - -log п 
k - I k 

1 ) = log 2. 
2 п - 1. 

(n=I,2, ... ) 

konvergira. (Njegov limes r poznat је pod imenom Eulerove konstante i ima vred­
nost у = 0,5772156649 ... ). 
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Dokaz 1. Uporedno sa datjm njzom pos.mat .. cemo BjZ 

" Ј 
Ь" = .г: k - log СП + 1) СП = Ј, 2, .•. ). 

k~ 1 

Kako је 

п + Ј 
а,, ' - ЬN ~C log -- > О, (ј. а" > Ь" СП = Ј,2, ... ), 

п 

11 + Ј 
ljm Са" - Ь,Ј = Нт log = О, 

11--+ + 00 n~+oo 11 

Ј 1 (Ј ) а .. н - а .. = . - log СП + 1) + log 11 = - !6g 1 + -
11 + 1 ,, + I п 

Ј [ ( 1 )n
Н

] = 1 - Jog 1 + - < о Сп = Ј , 2, ... ), (ј. аn .ј. , 
11+1 " 

Ь ... , - Ь .. = 1 _ log (п + 2) + 10g (" + 1) ~ .~ 1 __ log (1 + _1_) 
11+1 ,,+1 ,,+1 

= Ј - log Ј + > о ( 11 = ',~ , ... ), tj. ь" t , ) [ ( 1 )"+1] 
I1+J n + 1 

njzovj а" ј Ь, konvergjraju ka zajednickom Hmesu ;' ос, 'јт а" -= ljm Ьn , pri сети је 
n-t +oo 1~-?+OO 

Ь, < Ь, < ... < Ь .. < у < а, < ... < а, < й, (п = З, 4, ... ). 

Роmоси ovih nejednakosti mogle Ы se izraeunavati pribIizne vrednosti EuJerove kOBstante у, 
U2 procenu gre!ke, aIi takav postupak Ыо Ы priliCno zametan. 12 njih, medutim, odmah izlazi 

33 
da у Е (О, 1), а takode i preci2nija procena - - log З < У < - - log 2. 

2 2 

Dokaz 2. Na OSnQ\' U jednakosti йn - Gn+l = log (1 + 1) 1 - - , i nejednakosti 

(1) 

\. 

_1_ < log(1 + ~) < _1 
n + l 11 '1l 

п п + 1 

(n = I ,2, ... ), 

zakliu cujemo da је йn > йn+ l' tj. dati niz је opadajuCi. 
1z desne nejednakosti и (1) redom jzlazi 

tj. 

.. п 

.г: log (1 -1- :) < . .г: ~, 
k - \ k-I 

log 

п 

п k + 1 1 
п- <" -k L k) 
~ I k~l 

log (п + 1) < 

Na osnovu posJednje nejednakosti zakljucujemo da је а .. > О. 

Dakle, daci BjZ opada ј ograBjcen је, sto znacj da је konvergentan. 

2.55. Ako је 

1 1 1 1 
и" = -с-_- + -;-;:, == + + оо • + , 

1I П V п + 1 V п + 2 l' п + п 
odrediti Нт уn • 

'1-++00 П 

6' 

(videti 2.53) 
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--_.----------------------------------------------_.~-". __ .---->----------------
Resenje. Kolicnik 

иn 
- moze se napisati u obliktl 
у;; 

" 
и" 1 1 1 1 

+ -1- -+-
, 

-- - .. ·-г 

у" п УЈ 1 2 
1 + - 1 + -

1 1 
L 

1 
~ -

• 
п 

11 k~O k 
1 +- 1 +-

п 11 п п 

Ako Је fUllkcija Х 1-+ f (Х) integ[&bilna uil1tervaltl [0,1], vazi jednakost 

" Ј 

lјт ~ L J(~)= \fCX)dx. 
n-?+оо 12. n. 

k~O О 

1 
U posmatranom slucaju, ftlпkсiја Х 1-+ Ј (Х) јта oblik Х 1-+ lF=;=;:-' S toga, Нт 

Ух+1 n-->t'" 
( 1/-' ) = 2 v 2-- I . 

2.56. Primenom Stirlingove formule i1i па drugi nacin, dokazl).ti konvergenciju 
i odrediti graniCnu vrednost 'niza 

а,. = СП 1)10g",. a-"~ (п = 1, 2, ..• , ех > О, а > 1, ~ > 1). 

2.57. Ispitati da lј је niz 

1 . 1 1 
а = -г---+ ... +--
п n+l n+2 2n 

Си = 1,2, ... ) 

kоnvегgеntаn ili divergel1tan. 

Uputstvo. Obrazovati а"" 1 .- а" i koristiti se l1ejedl1akosCu 

I 1 I I 
а,. ~ + + ... + < п < I 

n+l n+2 2n- n+1 
(п =" 1, 2, ... ). 

Genera1izacija. Роsшаtгаti niz 

1 1 1 . + '---allk = .. :- •.• т _ 
n+l n+2 kn 

(n=I,2, ... ), 

gde је k fiksni prirodl1i broj > 2. 

2.58. Izracunati granicnu vrednost L = Нт 
1 . 2 + 2· 3 + ... + п СП + 1) 

n3 

Resenje. 

L= lјт 
n-++ оо 

,1-++ се 

п п 

I k (k + 1) I k' + 
k~1 

Нт 
k~l 

-
П' n~+ оо п' 

п (п + 1) (2 п + 1) п (п + 1) ----'-:-----'- +---
6 2 

.. 
I 
k~J 

k 

= lјт ~~-----=------- - Нт 

п (п ; 1) (1 + 2 п з+ 1 ) 
n-++со п' n-++ оо п' 

= l1т =- ћт 1+- 1+- =-. . п (п + 1) 2 (п + 2) 1 . ( 1 ) ( 2 ) 1 
n-++оо 3·2· 113 З n-)-+оо П П 3 

• 



2. ZADACI 1 PROBLEMI !Z NIZOVA 

- -
2.59. Izracunati granicne vrednosti: 

L
1 

= lim 1 + (1 + 2) + (1 + 2 + 3) + ... + (l + 2 + ... + п) ; 
n-+too NЗ 

L. = lјт 
n-++ оо 

Lз = lјт CVn +!in - Vn - V-;). 

Resenje. 

n---++оо 

" I k (k + 1) 
k~1 

L,= Јјт 
n~+co 2 п' 

= 1 1im (1+~) (1+ 2.) = ~ ; 
2'3 n-++ ОО п п 6 

L, = 1im 
n-++оо 

= Јјт 
n-++оо 

= 4 1im (4 _ ~)2 = 43; 
n-++оо П 

Lз = Јјт 

,,' 

n-++оо Vn+ Уn +Vn- уn 

n+Vп-n+Vп 

= 4· 1im 
n-++со 

уn 

(4n-1)' 

n· 

= Јјт -;-;=::;;:=--;7==~= 2 1im 
Н+ОО VN + уn + Vn - Уn "~+OO ~/n + Уn + Vn - y~ 

1 
= 2 Јјт _-:-;::===---=:--;:=== = 1. 

n~+oo 1 1 
1 + уn + 1 - Уn 

85 

Priтedba. Primena Sto1zove teoreme (1.1.2.22) omogueuje 1akse dobijanje prethodnih vrednosti 
za L, i L" kao i rezu1tata и 2.58. 

2.60. Odrediti granicne vrednosti nizova: 

10 п' 
а =­

" п 
а 

(а> О); 2" а" = log п ; 
п 

30 
а = 
п 

IР + 2Р + ... + пР 
nР+1 

(р> 

lP + 2Р + ... + пР П 40 а = _-.: __ .:...-__ ~ ____ _ 
п 

р + 1 

50 а = 
п 

lP + зр + ... + (2 п - I)Р 

1 
Rezиltat. )0 ___ ; 

р + 1 

nР+1 

1 
4" . 

2"' 5" 
2Р 

Р + 1 
• 

] ) ; 

(р> О); 

(р> - 1). 
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2.61. Odrediti granicne vrednosti 

" I k (k + 2) (k + 4) 
k~1 
~~~~~~~---; lјт 

" 
Ik2 (k+l) 

k-l 

114+ оо п n.,..+оо п 

Ik(2k+l)(k+2) 
k ". 1 

I k (k + 3)(2 k + 1) 
k~1 

2.62. Ispitati da li su nizov~ciji su opsti сlапоуј 

1 о а" = V п" (У п' + 4 - n 2); 20 аn = V'n--+:-:-l - V '7' 

nula-nizovi. 

Relenje. ' 1 о Niz (а.) је nula niz ako za svako • > о postoji prirodan broj N (е) > О t8k8V da 
је lа.1 < • za п> N(.). 

Кзkо је 

4у;;> 

а" = "V"'n"'" =:+=::4"-+:-n-::' < 2 п' 

Ьјсе 'аnl < • ako је 

'4] Рсета tome, za N Се) mozemo uzeti N (е) = тах (l-;o ,1). 

2.63. Odrediti lirn (3 1 
n-++ оо Vn3 + I 

+ .. '+3 1 ). 
VnЗ + п 

Relenje. 

Ј 1 1 1 
". < + ... + <п·. 

3 , !Ј о - V ·v-t''''+n ,n'+1 n'+" п' 
Odavde је 

3 

111 
< ;;::;=;:- + О' О + < 1. 

1 ,па + 1 tn' + п 
1 +-

п' 

I 
Posto је lјт -,;===-= 1, dobijamo 

n~+ao 3 1 
I +-

п' 

lim ( 1 
11-++00 ~ пI + Ј 

+ ОО' + 1 ) = 1. 
У'п'+" 

2.64. Da li su tacne jednakosti 

000 sgn Х; 
2 

20 lirn ~ arctg nх = sgn х? Ј о Нт 

lJ-++ «:1 П 
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2.65. Ako је јСх) = х 2 + Х + 1, odrediti Iim 1 
ј сп + 1) 

п og . 
n~+oo (сп) 

Resenje. . ( f СП + 1) ) . ( :...('1_+----.:.1)::-' ~+~C_" _+.,...1.:...) _+_1) !Јт п log = l!т п log . 
• ->-+00 f сп) n->-+оо ,,' + П + 1 

= 1јт (nlog (1 + 2'1 + 2 )) 
п--++со n2 + п + 1 

2n + 2 
=Нтn =2 . 

• ->-+00 п' + п + 1 
Ovde Је primenjena re1acija log (Ј + t) ~ t (t ~ О). 

2.66. Dat је niz Can).eN POffiOCI.i 

аn+2 - 5 а,,+ 1 + 6 а, = О сп > 1), а 1 = О, а 2 = - 6. 

NaCi а, i ispitati konvergenciju datog brojnog niza. 

Rtn:ultat. а, = 3" 2" - 2· ЗN СП = 1,2, ... ). Niz је divergentan. 

2.67. Ispitati monotoniju i konvergenci~u · . .niza 

а._ 1 (а,ц2 + 3 а) 
а = ...!!:;~--=:':"-'-'---"-

п 3 а,,_12 + а 
сп = 2, 3, ... ; а > О). 

Resenje. StavljajuCi 

С 1) 
dobijamo 

(2) 

i da1je 

Ь, = 
Ьn_,' +3Ь'_ 1 

3 Ь._,'+ 1 

('1=1,2, •.• ), 

СП = 2, 3, ... ), Ь , > О, 

Ь,. - 1 = 
Ь.- 1' + 3 Ьn-, - 3 Ь._,' - 1 

3 Ьn- 1'+ 1 

{Ь'- l - 1)' 

Dak1e, Ь,. ;: 1 Сп = 1,2, ... ) prema tome da li је Ь, ;:: 1 . 
• 

Pod pretpostavkom Ь, '" 1 dobijame> 

• 

Ь. Ьn- 1' + 3 2 (1 - Ьn- 1') 
-:--,--- = 1 + ;: 1, Ь,;; 1. 

Ьп-l 3 Ьn- 1' + 1 3 Ьn-,' + 1 

87 

sto znaа da niz Ь. СП = 1,2, ... Ј strogo орада ili raste prema !Оте da Ii је Ь1 > 1 ili Ь. < 1. 

Iz prethodnih cinjenica izJazi da niz СЬ.) u svirn siueajevima irnа kопaf:nu i pozitiWIl 
granicnu vrednost х. Pustajuci u (2) da п ~ + оо, dobijamo 

х Сх' + 3) 

3 х' + 1 
СХ > О), ili 3х' + 1 = х' + 3, tj. х = 1. х= 

Uzevii u оЬш (1), па kraju mcnemо za niz а. СП ;= 1,2, ••• ) reCi da strogo raste, .trogo 
орщIа ili је lroпstantan рrеша !Оте da Ii је 111 < v' 11, 111 > уа ili а1 = .уа; i da је, u .п tri 
s1ueaja, lim а. = v' 11 • 

...... +00 
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2.68. Da lј su konvergentni sledeci • • 
ПiZОVl : 

1 о sin СП lџ + 1); 20 sin2 СП Vn 2 + п) 
Ako jesu, naCi пјЉоуе granicne vrednosti. 

Rezultat. 1 о О; 2~ 1. 

2.69. Ispitati konvergenciju • 
П!zа 

и 1 = ------, 
Са + l)а+, 

Resenje. Imamo о < и 1 < 1, i stoga 

Kako је јо; 

и, 1 
- = -----:- > 1. 
", (1 - и,)а . 

сп = 1, 2, ... )? 

СП > 1; а > О). 

(1) tl 1 t 
Ј (1) = (1 _ I)а I (1 < 1), 

роsшаtrапi niz raste, pod uslоvош da је definisan za svako n. Pod роslеdпјош рrеtроstаvkош, 
granicna vrednost t ovog niza је koren jednacine g (t) = Ј (1) - 1 = О. Buduci da је 

аи, 

Е' (1) = (1 _ I)ан - 1 = О 

1 
samo za t =: [о == --- i g (10) = О, zаklјueuјешо da Је 10 jedini koren jedn.cine g (1) = О. 

Q + 1 

Zbog (
а 'а 1 

и - ) -- < 10 i s оЬzirош па (1), iшашо dalje ,- l+а l+а . 

и,. < 10 =; и"" = Ј (иn) < Ј (10) = 1 •. 

Рrеша tоше, dati niz definisan је za sv.ko " i "n < 10 « 1) z. sv.ko n. Iz sveg. prethodnog izlazi 

1 
d. t.' niz konvergira i da је liт "n = -,-_ . 

n~+oo 1 +а 

Primedba. Na osnovu prethodnog resenja, lak.o зе moze ustanoviti da, opstije, niz 

striktno raste 

1 
III < --­

а + l' 

'k . ka 1 1 Onverglra • 
а+l 

(п> 1; а > О) 

2.70. Tl'Ougao Т" јта temena Аn, В" i Сп ва odgovarajuCim uglovima аn, (Јп i Уп' 

Neka је Кп upisani krug u trouglu Т •. Niz trouglova Т1, • •• , Тn, .. . dat је па 
sledeci naCin: 

1 о Т 1 је proizvoljan trougao; 

2° Т" СП :> 2) ве dobija od Тn_ 1 kada se za Аn, В. i С" redom uzmu dodirne 
tacke kruga Kn- 1 sa stranicama Bn- 1 Cn- 1' С,._l A._1 i Аn- 1 B n- 1. 

Odrediti lim аn, Нт {Јп, lјт Уп' 
,1-+ + оо n-3> + со n-+ + со 
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Res.2tlje. Prema sli сј ј е 

(ј. 

tзkо da јтато jednakosti 

п 1 
ОП = - - - Оn_ l ' 

2 2 
• 

:t 1 -~.' 
Оn-1 - - - йn_ 2' 

2 2 (X~ Ј 
• 
• 
• 

Аn_, " 1 
а, - - - - а •• 

2 2 
СП 

( l )k-' 
. . (1 < k <' 1)' Ь' . .. ih d Ь" Mnozeci k-tu od оуљ jednakostJ s~ . _ -" п - 1 sa "аЈис, potom, Q 'Јато 

2k-1 

иn '-= " ( -1 
2 

1 1 
- -+--

2 2' 

i 1 ) 1 ... + (_ l)n-' + (- I)n - ' а •. 
2"- 2 2n-- 1 

Odavde, 

(1) 
:л: 1 1 

Нт ап = - . - :1. -
n4+ОО 2 1 З 

1 + 
2 

Ana1ogno dobijamo 

(2) Нт {Ј. = 
lЈ .... + оо 

1 . I 
- л, l1m УП = - л. 
З п .... + со 3 

Na osnovu (1) i (2), moze ,е reCi da tlougao ТN не1ј da postane ravnostrani trougao. kad 
п .... + ОО . 

2.71. Neka је тах (а, Ь) = (: 
(а > Ь), 

(а < Ь). 
Dokazati da тах (а., Ь.) ~ тах (а, Ь) (п ) + со) ako аn -+ а, ЬN ~ Ь 

(n~ + со). 
ВеЈеnје 1. Neka је а > Ь. Tada је ~ (а - Ьј > О, ра 'za dovoljno ~eliko п iшато 

2 
I 1 

аn > а - "2 (а - Ь) = Ь + "2 (а - Ь) > Ьn, 

sto znaci da је mах (а., Ьn ) = а. za п dovoljno veHko, takoda mах (а., Ь.) .... а=тах (а, Ь) 
(п .... + оо). Лkо је Ь > а, oCig1cdno takode mах (а., Ь.) .... тах (а, Ь) (п .... + оо). Лkо је а = Ь, 
za proizvo1jno е > О јmато аn , Ь. Е (а - е, а + г) . ukolillo . је п dovoljno veliko, ра odatle i 
mах (а., Ьn) Е (а - ., а + Е) za п dovoljno veliko, §to znасј ' da u !от slueaju mах (аn, Ьn) .... а 
= mах (а, Ь) (п .... + оо). 
ВеЈеnје 2. Јтато 

I 1 
тах (аn , Ьn) = - (аn + Ьn + 1 all-bn 1) .... - (а + Ь + 1 а-Ь 1) = тах (а, Ь) (п .... + оо). 

2 2 
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2.72. 1 о Ispitati konvergenciju • 
Пlzа 1 - , gde (n=I,2, ... ) 

п 

i а,. ) + со (n-7+ со). 

20 Сети tezi niz 1+ 
f3 п ,ж 

akof3n> О(n= 1, 2, ... ) i fЗn-7 + со (n-7) +со)? 
п 

Resenje. 1 о Лkо је А (> О) proizvoljno izabrano, za п dovoljno veliko је а,. > А, i odatle, s obzi­
rom па а" < П (п = 1,2, ... ), 

а,. 

0<1--"-<1 
А 

-- , 
п п 

(ј. 

PustajuCi ovde prvo da п --+ + ОО, рl zatim da А--+ + оо, dobijamo redom sledece nejed­
nakosti 

Dakle, 

О < lјт 1 - - <lјт 1 - - <е-А, ( а")" (аn )" 
n--++оо п n~+oo П 

О < Нт 

n-++оо 
( 1 _ аn )" < Нт (1 

п n-++оо \ 
аn)" - - <О. 
п 

Iim (1 _ аn)" = О. 
nч-+оо П 

20 Лkо је В (> О) proizvoljno izabrano, za п dovoljno veliko је {Јп > В, tako da lffiamo 

Odatle, 

Нт (1 + (Јn)" 2:: еВ, 
n-++оо п 

i ааЏе 

от ( ~.)" 1 + - - ;е; Iim еВ = + 
п В-++ао 

ОО, 

sto znaci da 

( {Јп)" l+
n 

--++00 сп --+ + оо). 

2.73. Ako је lim (а.н - аn) = О, d':Јk'lиti dl је svak'l tacka јпсегуа1а (lim аn, 

lim а") tacka nagLJmilavanja niza а,. (п = 1,2, ... ). 
п,.. +00 

Dokaz. Stavimo 
I = Iim а", 

n-++<Ю 

L=Hman 
n-++оо 

i neka је а Е (1, L). Pretpostavimo да а nije (aёka nagorni1avanja niza аn(n = 1,2, . .. ). Tada 
postoje brojevi Ь i с koji zadovoljavaju nejednakost I < Ь < а < с < L i prirodan broj п, tзkо da za 
п > п, јтато а,. Ф [Ь, сЈ. S druge strane, postoji takav prirodan broj п, da п > п, povlaci 
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",аn+ 1 ~ 'апl <: с ~ Ь. Kako је 1 tack" nagomilavunja niZ8; pogtoji т > ·mах СП" П,) takvo da је 
ат < Ьо 1> pretpostavke da је а. < Ь za neko п > m izlazi 

ап• , <: ап 1- la"+l - а"1 <: Ь + с - Ь ~ с, 

ра, kako ап+, Ф [Ь, сЈ, јmаmо а"+, < Ьо Tako se matematiCkom indukcijom ustanovljava da је 
а" <: Ь· za п >m. Odatle, L ~ lјm а" < Ь < Lo Dobijena рrоtivшеспоst dokazuje teoremuo 

n-++со 

2.74. 1 о Dokazati teoremu: 

Neka је bk •n > О Ck = 1, . о о, п; п = 1,2, о о о). Ako 

Сn-'>- + оо) 
-

uniformno u odnosu па k, tjo ako za svako Е (> О) postoji takvo т da п > т роуlаБ 

1 < Е Ck = 1, . о ., п), 

tada је 
" п 

lim L ak," = lim L bk ,., 
k= 1 n-++со k= 1 Н--++ОО 

pod uslovom da limes па desnoj strani јmа konacnu vrednosto 
20 Na6 graniCne vrednosti sledeeih nizova: 

а) а

" ср # О, q > О); 

{3) а Са # О); 

п ( k 
с k~1 аn' - 1 Са> О); 
п 

у) 

15) 
п 

1 +~) о d = П п 

n 2 
k~1 

'lesenjeo 1 о Ako stavimo 

.~ 1 + ek п , (k~ 1, о о о, П; П ~ 1,2, о .. ), 
. 
lmamo 

п п 

(1) 

п 

Iz konacnosti limesa niza L bk.n izlazi da postoji takvo konarno М > О da је 
k~ l 

(2) (n~I,2,ooo)o 
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Neka је ё > О proizvoljno izabrano. U saglasnosri sa pretpostaykom) розtојi rn takvT
.) Ја 

f 

<­
М 

сп> nZ; k ~ 1, .. . ,n). 

Dalje imamo, s obzirom па (2), ,а п > т 
п п 

" 
То znaci da lim L 'k,n bk,n ~ О. 1, (1) onda izlazi 

n--++ со k= 1 
п п 

lim L ak,n = Нт 2, bk,,~· 
k=l H-++xk=l -

РnmеаЬа 1. Uslov bk,n> О (k ~ 1, ... , П; П ~ 1,2, ... ) moze se zameniti uslovom da bk.n 
ne menja znak za dovoljno veliko ". 

Primedba 2. Kolicnik ak,,,/bk,n svakako konvergira ka 1 uniformno и оdпози па k ako је 

Qk,n =!(Ck,,,), bk,,, ~g(Ck,n) (k ~ 1, .. . ,n; П ~ 1,2, ... ), Нт !(х) ~ 1, 
,,->0 g (х) 

gde Ck,n uniformno и odnosu па k tezi ka nuH kad п -+ + со. 
kq-' ( 1 1 ) 

2 а) Za k = 1, ... } п је Ck,l1 = <тах -, - ) 
nq n· nq 

odakle izlazi da ck.n tezi ka nuli kad 

П -+ + w uniformno и odnosu па k. UzimajuCi и obzir dokazano tvrdenje pod 10 i primedbu 
2 i uocavajuci da 

dobijamo 

lim ан =-
11-+ + :::о 

1 

р 

p,~--

р+х-l 
'---.,--- -+ 1 

1 
-х 

Р 

п 

1 

п 

lim 
n-++оо . 1 - (1-

(х -+ О), 

t nq - 1 

lim 
р n~+'" n" - (п - 1)" 

1 
-. • 1 ,. 

-;;-) 
pq 

Ovde је primenjena Stolzova teorema. Moze se postupi ti i па sledeCi naCin (definicijaodre­
denog integrala и Riemannovom smislu ,а q > 1 i dopunski rezultat ,а О < q < 1 (videti 2.49»: 

п kQ-' п (kY-' 1 
I 

~ ~j 
1 

lim Нт -- Iq-' dt ~ 1Ј-++СО L п п • 

n-'Ј. + оо n" q 
k~1 k~l О 

{Ј) Kako 
. 
Је 

а < ---lal 
п' п' 

2k - 1 2n - 1 
(k = 1, ... , п) , 

istim rasudivanjem као napred dobijamo 

п 

lim Ь" = Нт ~ 
п-++ оо n-++ со 

k-l 

2k - 1 а 

- --:-- Н ' а ~ т - n- ~ а. 
n2 n-++оо n2 
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у) Као u pretl1odnom ,1исаји, 1тато 

71, k 
Нт сп 0= log а· lim 2-2 

n--++сс n-++оо k п 
~I 

п + 1 
~ log а. Нт 

n-.++оо 2n 

Ь) RasudujuCi kao u prethodnim slucajevima, dobijamo 

ј 

- log а. 
2 

п (k п k 
1im log d" ~ lјт .2 log 1 + -.) ~ lim .2 

n-++оо »·++00 k=l п n-++оо k=l n
2 

1 

2 

• 

93 

2.75. Neka su а i Ь (а> Ь) dva pozitivna Ьгојао Nizove (аn)ј (Ь,,) definisacemo sa 

а,. + ЬN Ь V ь 
аn+ 1 == '»+1 == аn п 

2 
(п = 1, 2, ... ), а 1 = а, Ь1 = Ь. 

Dokazati da ovi nizovi konvergiraju ka istoj 
о • • 

gгаШСl. 

Dokazo Dokazimo najpre da је 

(1) а1 > а, > ... > а,. > Ь,. > о •• > Ь, > Ь, (п ~ 1, 2, .. о). 

Оуе nejednakosti ,и oCig1edno tacne za п ~ 1. Pretpostavimo da опе vaze za neki prirodan 
broj 11. Da bismo dokazali пјЉоуо vazenje za prirodan broj п + 1, doyoljno је ustanoviti da је 

аn > аn+ 1 > Ьn+ 1 > Ьnо 
Sve оуе nejednakosti, medutim, izlaze iz pretpostavke аn > Ьn > О i iz cinjenice da su a n+1 

i Ьn+1 redom aritmeticka i geometrijska sredina pozitiYnih brojeva а" i Ьn . Tvrdenje (1) је tako 
dokazano matematickom indukcijom. 

1, (1) izlazi da "и nizovi (а,,) i (Ьn) monotoni i ograniceni, tako da Нт а,. i liт Ь,. pos-
n-++со n-++оо 

toje i јтаји konacne yrednosti, koje сето redom oznaciti "а А i В. PustajuCi da п -+ + оо u jed­
nakosti 

dobijamo 

2 

А+В ,-­." - .- , 
2 

(n~I,2, ... ) 

tj. А ~ В. 

Primedba. Zajednicki lјте. о kome је oYde rec naziva "е aritmeticko-geometrijska sredina 
brojeva а i Ь. (Рој ат i termin poticu od Gaussa.) Оуа sredina moze ,е eksplicitno izraziti kao funkcija 
od а i Ь uz ротос e1iptickih integrala. О оуој sredini videti: 

D. S. MitrinoYic i Р. М. Vasic: Sredine, Matematicka mbIioteka, 'У. 40, Beograd 1969, 
str. 51- 52. 

2.76. Вгојпј nizovi (an)nEN i (b,,)nEN' vezani su ротоси jednakosti 

а 2 + Ь 2 
Ьn+1 = 

а, + Ь, 
а = п п 

"+1 
, 

Јп + ЬN 2 
Ako • 

а 1 > Ь 1 > О, dokazati da • 
Је Је 

аn > аn+ 1 > ьn+l > Ьn > О (п > 1). 

Dokazati da је lim а" = 1im Ьn ' 
»-++00 n-++оо 

2.77. Brojni nizovi (an)r.EN i (b,,)nEN definisani su sa 

(1) Ь _ 2аn Ь, 
n+l - , 

аn + Ь" 
• 

рп сети su пјЉоуј prvi сlапоуј а 1 i Ь 1 dati. 
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Ako је аl > Ь 1 > О, dokazati da је 

(~ ~,>~>~ 
(3) аnн < аn, Ь.+l > Ьn' 

(4) lima" = lim ь,,=V-аl-=-Ь1-' 
11-++00 n-++оо 

Dokaz. Dokazacemo samo jednakost (4). Ргета (3), niz (а,,) opada, а ргеma (2) је ograniCen. 
Stoga је niz (аn) konvergentan. 

Na osnovu (3), niz (Ь.) raste. Кa!to је, prema (2), 01 > о. > Ь., niz (Ь.) је OgranI~, р8 
је ј konvergentan i уэiј Нт Ь. > о. 

n-+а) 

Лkо stayimo lјт аn = 1, i Нт Ьn = 1" iz (1) dobijamo 
n-++оо n-~+oo 

1 1 
liт а,. = - ( liт аn + liт Ьn), tj. 1, = - (/, + 1,) 

n-++оо 2 n-t+oo i n-++оо 2 
odakle Је 

1, = 1, = 1, tj. liт а, = liт ЬN = 1> о. 
n-++оо n-++оо 

Slicno dobijamo ako оуај PQstupak primenimo па jednakost kojom је definisan niz (Ь.). 
Sada сето odrediti 1. 1, (1) izlazi 

an+ 1 Ьn+ 1 = lZп Ьn) 
odakle је 

Kako је 
lјт (ak bk) = lјт ak' liт bk = l' 1 Нт (Ok bk) = о, Ь" 

k-++co k-++a;I k-++oo k-++co 

dobijamo 1 = Уа, Ь,. 

Primedba. Nizoyi formirani ротоеи formula (1) naZlvaJU se aritmeticko-harmonijske ili harmo­
nijsko-aritmeticke sredine. О оуоте videti: 

D. S. Mitrinovic i Р. М. Vasie: Sredine, Matematicka bibIioteka, SY. 40, Beograd 1969, 
str. 52 - 55. 

2.78. Dati su nizovi (an)nEN i (bn)nEN pozitivnih brojeva, definisani sa 

а'Нl = а" + 2 Ьn' Ьn+ 1 = а" + Ьn' аl =.3, Ь 1 = 2. 

Dokazati da su clanovi niza (Cn)nEN gde је Сп = аn ,nalzmenicnoveei i manji , Ь 
п 

od V2, i da је 

Naci liт Сп' 
11-++ со 

Resenje. 1z datih relacija sleduje 

(1) Сn+ 1 = 
СП + 2 

• 

Kako је аn > О i Ь" > О (п Е N), zakljucujemo da је i сп > О (п Е N). Na osnovu (1), dobijamo 

(2) Y2'.~ сп + 2 _ У2' = - (У2' - 1) С" + У2' (ут - 1~ 
с" + 1 Сп + I 

Сn+ 1 -

У2 - 1 ( У-) -- сn -2. 
Сп + 1 

. 

оо 
,оО 

:' 

'. 
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Kako је с" > О, jz (2) jzlazj 

Kako је 
3 

С, = - > VZ, zakljucujemo da је 
2 

СП < VZ =} Сn+' > vz. 

C2n- 1 > vr (nEN). 

Iz СП > О (п Е N) sleduje 

Vz - 1 1/-
О < -'----,-- < v 2 - 1 

СП + 1 

1 
< -. 

2 

N а osnovu ovoga, lZ (2) jzlazj 

ј dalje 

(п = 2, 3, ... ). 

Odavde, 

lјт 1 СП - Vzl = О, 
п т+ОО 

tj. lim сп = Vz . 
n-+ + оо 

2.79. Niz nenegativnih brojeva а, СП = О, 1, 2, ... ), definisan је sa 

сп > 1). 

95 

Ako је 1 < ао < 2, ispitati da lј је Can)nEN konvergentan niz, i ako је odgovor 
potvrdan, odrediti njegovu granicnu vrednost. 

2.80. Dat је niz 

tj. niz 

О, 

Dokazati da је 

l' t + а, Ct г О fiksno; п = 1, 2, ... ), 

СХ > О). 

liт а, = _1 (1 + V I + 4 с) 
n-++оо 2 

Ct > О), 

=0 Ct = О), 

sto znaci da је lјт а" pItkidna fиnkcija od t u tacki t = О. 
n-++со 

Primedba. Moze se resjtj i sledecj op;;tjjj problem: U zavjsnosti od nenegativnih vrednosti za t i 
mogucnih realnih vrednostj za а, jspjtatj monotonjju, konvergencjju ј granjcnu vrednost njza (а,;, 
datog sa 

a 1 = а, an+ 1 = V t + а'Ј (n=1,2, ... ). 

Resenje. Neka је, najpre, t > О. Funkcija х -+ f (х) = V t + х јта па зlјсј prikazanj grafik. Опа 
је defjnisana za х :2': - Е, ј f (х) > х, f (Х) = Х јlј f (Х) < х, prema tome da li је - t < х < Xl 

Ј 
= _ (Ј + УЈ + 4 с), Х = Х, јlј х > х,. Za а dolaze и obzir vrednosti iz intervala [- Е, + со). 

2 . 
Indukcjjom se bez teskoca moze ustanovjtj da, ako је а Е [- Е, Х,), tada аn t (п Е N) i аn < Х. 

• 
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(11 Е N). Odatle izl azi 'kOl1\'CIgencija l1iza (аn ) u t0:11 slucaju, kao i jednakost lim а/Ј =---.: Х l' Na isti 
1I-++и:; _ 

naCin se ustanoYljava da, ako је а > Хl' niz (аn ) stгоgо opadajuCi tezi ka X 1. Najzad, u slucaju kada 
Је а --'-- .\:1) niz, осiglсЈпо, iп13. kOl1stantnu vTednost Хl' 

у 

-1 о Х, х 

Ako је t = О, sliспim rаsudivапјеm ustапо\·lјаvа se da пiz (а,,) kопstапtпо ima vrednost О, 
strogo rastuci konvergira ka 1, konstantno uzima vrednost 1, ili str06"0 opadajuCi konvergira ka 
broju 1, prema tome da 11 је а = О, О < а < 1, а = 1 ili а > 1. 

Slicna kompletnija al1aliza ponasal1ja, pod opstijim ргеtроstаvkаmз, moze se izvrsiti 
nokoliko rekuretno definisanih nizova koji ,е паvоdе u problemima iz ovog odeljka. 

2.81. Dat је niz 
Х 

(Х > о fiksno; п 1,2, ... ), 
2+а,. 

Ч· 

О, 
х Х Х 

--._-. , , , . . . 
2 2+ 

Х 
2+ 

Х 

2 Х 
2+-

2 
Dokazati da 

(n--+ +(0). 

• • 
'а JOS 

Primedba. Оуај пiz је koristan ,а рriblizпо izrасuпаvапје у,,- (k > 1). Ako se gore stayi х = k - 1, 
dobija se а,. --? Vk- 1. 

2.82. Niz а" (п = 1,2, ... ) ispunjava us1ove: 2 < a 1 < 3, 5 а.н = ап" + 6. Doka­
zati da је оуај niz konvergentan i пасј njegovu granicnu vrednost. 

2.83. Niz (Хn) definisan је rekurzivno sa 

п - 1 1 
Х = _·_-х l+-X п n- n-2 (1) (Хо , Xl fiksni rea1ni brojevi). 

П П 

Odrediti 1im х". 
n---?-+ оо 

Resenje. Predstavimo (1) u obliku 

(2) Xn-Xn- I = 
X n- 1 - Хn- :?; 

п 
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Odavde izlazi 

" х -, l)k лk -- k-l - \- , 

Pos1e sumiranja nalazi se 

ХО - Х, 

k! 
'k • 2 ' \. = 1, , .. . Ј. 

k~1 

Odavde, 

п 

" (- l)k (х, - Х,) , 

L k! 

" (- l)k 
(јо х" = х, + (хо - Х,) :г: -с;-:-- о 

k~1 k! 

Kako 
1 . 

Је - = 
е 

1+ 
+00 

+00 (_ l)k 
х" -+ Х, + (хо - х,) " ~,-:-­L k! 

k~1 

(- l)k 
" , do1azi se do L k! 
k~1 

Х" -+ х, + (хо - х,) .-' (n'+ + 00)0 

2.84. Za k > 1 dati зи nizovi (аn) i (Ьn)' gde је 

а" = (k (k - 1) + an_ 1)1/2, a 1 = (k (k - 1)У/2, 

Ь = (k Ь )1/2 b1 = k1/2
0 

п n-1' 

Dokazati da је lim а. = 1im ЬN = ko 
n~+oo n-++oo 

Reienje. Kako је аn+12 - аn'l. = йn - аn-l i а 2 > ан matematickom indukcijol~l zЗklјueuјеmо 
da је niz а. rastucio Dokazimo da је аn < ko Za п = 1 tvrdenje је tacno, jer је (k (k - 1))'/. < k. 

Neka је аn-, < k; tada је аn = (k (k - 1) + аn-,),/, < (k (k - 1) + k)'/. = ko 

Prema tome, iz pretpostavke da је tvrdenje tacno za п - 1 sleduje da је ono tacno za по 
Dak1e, а" < k za svaki prirodan broj По Kako је niz (а,,) ogranicen i rastuCi, оп је konvergentano 
Stavimo Нт аn = So Tada, па osnovu аn' = k (k - 1) + аn-, јтато 

n--з-+ со 

lim аn' = k(k - 1) + Нт an_,~s' = k(k - 1) + s~s = k, 
n-}оо- + со п-;,. + со 

jer је s > О, ра resenje s = 1 - k < О ne do1azi u obziro 

Dak1e, zaista је 1јт аn = ko 
n-++ оо 

Za niz (Ь,Ј moze se па slican nacin zak1juciti da је rastuci i ograniceno Мо stavin\.o 

Нт ЬN = t, iz Ьn' = k Ьn- 1 dobijamo t' = kt ~ t = k ~ 1im Ь" = k, Сјте је tvrdenje dokazanoo 
"-++00 n~+oo 

2.85. Dokazati da niz 

_ ~r аЬ' + Хо' 
Хl - a+l , .. о, 

Х = НаЬ' + Х.' 
.+1 ~ а+l '000 

strogo raste i da је ograniceno Odrediti lim Х"о 

Resenje. Ispitajmo da lј је 

(1) 

7 Nizovi i rcdovi 

,.-++00 

аЬ' + Хо' 

а+l 

(О < хо < Ь; а> О) 
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Pretpostavimo da 0\'0 nije tacno vec da је хо > 
аЬ2 + хо2 
-~-:--. Posle 
а + 1 

kvadriranja dobijamo 

Са + 1) Хо' > а Ь' + Хо' {=ј а Хо' > а Ь' {=ј Хо' > Ь' (jer је а > О). 

Ovo је u kontradikci;i "а pretpostavkom хо < Ь, ра је zaista Хо < Х, • 

Pretpostavimo sada da је Хn-l < хn za neko n. Tada је 

г---

а Ь2 + Хn" 

а + 1 

Prema tome, metodom indukcije dоkззаli smo da niz Хс, X 1, •. о, Хт ..• raste. 
Dokazacemo sada nejednakost Хn < Ь (п = 1,2, ... ). Za п = 1 ovo је tacno jer је 

а Ь2 + хо2 
---с-- < Ь' {=ј Х.' < Ь' 

а + 1 

Ako za neko п va,i х" < Ь, tada је takode 

а Ь' + Ь' 
<---

а + 1 

(uslov zadatka). 

= Ь2 {-~ X n+ 1 < Ь. 

Ovim "то zavr'ili induktivni dokaz da је хn < Ь (п = 1, 2, ... ). 
Dati niz raste i ogranicen је s gornje strane. Prema tome, niz јта granicnu vrednost. 

Лkо stavimo lim хn = t, tada iz хn+ 1 = 
,1--+ + о) 

а Ь' + х ' ____ n_ sleduje t = lim Хn = Ь. 
а + 1 n-++", 

2.86. Dokazati da је niz а1 = V2~ аn+! = V'2 аn (п = 1,2, ... ) konvergentan. 

2.87. Dokazati da је niz (иn), gde је 

6 (1 + иn) иn+! = , иl = с > О, 
7 + иn 

"' • ograrucen sa gornje strane. Odrediti granicnu vrednost ovog ruza. 

2.88. Ispitati konvergenciju niza (а,,) ciji је opsti Clan 

(1) 
l
а 

а = 1-­
п 

1 2
а 

••• 1 _ (п - 1)" (n=2,3, ... ), 
па п" 

gde је а realan broj. 

Resenje. Ako је а = О, tada а, = О (п = 2, 3, ... ) i stoga lim а, = О. 

Лkо је а > О, Јтато 

i odatle је ponovo lјт аn = О. 
n--++оо 

(п - 1)" 

Н-++СО 

СП = 2, З, •.• ) 

U slucaju kad а < О, stavljajuCi а = - /З, dobijamo 

(2) (п = 2, 3, ... ). 

Za {3 = 1, prema (2), јтamо ал = (- I)n-', tako da niz (1) ,а а = -1 oscilira izmedu 
konacnih granica. 
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Za {Ј > 1 уа;;;е nejednakosti 

tako da, ргеmа (2), dobijamo 

( п )Р_ 1 > 2 - 1 _ 1, 
.n12 

- р nP-l -+ + оо (п -+ + оо). 

Dakle, za а < - 1 imamo la,,1 -+ + оо сп -+ + оо), tako da u tom 'lисаји niz (1) divergira_ 

Ako је О < Р < 1, koristeci nejednakost 

<2-1 1 

i jcdnakost (2), dolazimo do ргосепе 

(n-+ + оо). 

Prema tome, za - 1 < (1 < О, imamo Нт аn = о. 
n-++со 

ћimеdЬа. Ргоblеm se moze resiti i па sledeci nacin, koji doyodi do preciznijih ргосепа ponasanja 
шzа. IskljuCicemo trivijalan slucaj а = О. 

Ј о Neka је а > О. Ргета 2.49, 

1 1 n-l [' (k)Ol fl-
А" " ~ log "" ~ ~ 2: log 1 - ~ Ј -+ Jog (1 - Е") dt = - 1 (а) 

k~ 1 О 

(п -+ + оо; 1 (а) > О), 

t) . 

А" = - 1 (а) + 0(1) сп -+ + оо), 
i odatle 

(3) о < а" = е -п [1 (а) + о (1)] (п -+ + оо). 

Dakle, u оуот slucaju niz uzima samo pozitivne vrednosti i konvergira ka пиli eksponen­
cijalnom brzinom. Preciznije, уа" ргосепа (3), gde је pozitivan Ьгој 1 (а) dat sa 

1 

l(u)=f10g 1 dt. 
1 - tO 

о 

2' Ako је а < О, dobijamo, staYljajuCu а ,. - {Ј (р > О), 

(4) n-l ( п l' ) аn " (- 1)"-1 Рl (-;;) - Ј = с- 1)" lа,,:, 

n-l ( Р ) 
lanl = Рl (:) - 1 , 
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i dalje, 5 obzirom па problem 2.49, 

11-1 1-

1 l~ ('/1)-/<' r - log [а,,! ~ -. L log 1- .- 1) -+ \log (t-P 
п п \11 

k~1 0+ 

- 1) dt ~ т (р) (n-++Сјј), 

gde је napisani nesvojstveni integral konvergentan. Za О < Р. < {Ј, i 0< t < 1, јтато 
ср, _. 1 > ,-р, - 1 > О i odat1c 

1 

т ({Ј2) -- '" ({Ј.) = f10g 

о 

1 
- dt > О, 
1 

dak1e, т ({l) strogo ras!e za f.J > О. Stoga, 

1 1 1 

111 (f3) < т (1) ~ J10g (1"' -- 1) dt = .\' log (1 -- t) dt -.\- Jog tdt ~ О (О < fJ < 1), 
о о о 

m ({Ј) > т(1) ~ О ({Ј> 1). 

Na osnovu prethodn()g i jednostavnog razmatranja slucaja а ~- - Ј, za а < О уа,; (4) i 
• prl tome 

(5) 

gde је 

е" [:m (- а)[ + О (1)] (п -+ + ОО; а < - 1) 

О < lа,,' о. Ј СП = 2, 3, ... ; а ~ - Ј) 

е -" [:m(- ")i + 0(1)] C.L Ј < < О) n-+.оо;- а, 

1 

m(- и) ~ Ј log (t" -- I)dt 0;10 О za а Е (- 00,- Ј) U (-1,0). 
о 

Dakle, niz za - 1 < а. < О konvergira ka пиЕ, а za а < - 1 oscilira, i to za а = - 1 konac­
по, а za а < - Ј beskonacno. Pri tome za lа,,[ va,i procena (5). 

2.89. Neka је k, nenegativan сео broj i k 2 > k , prirodan broj. Kada n--+ + ОЈ, 
dokazati da је 

Ј 

kP 

k l-p _ k l-P 
l-p 2 1 

~n 

Ј-р 

k 
--+ Jog ~ ср = ], k1 > О). 

k, 

Resenje. Neka је р 0;10 1, k1 > О, i1i р < Ј. k 1 = О. Iтamo 

k,n 
Ј 

(k,-k,)n Ј (k,-k,)n 1 
-= 

k~l k , + -;; 

k'J-k 1 

_n1-Р f dt 
Ck 1 + t)P 

о 

k l-P_k l-р 

_ n1- Р ...::...' ----:-...::...' - СП -+ + оо). 
Ј-р 

п 

U slucaju kada је О < Р < Ј i k1 = О iskoriscena је сјпјеniса da ,е nesvojstveni ;ntegral за 
konacnim granicama monotone funkcije moze prikaza!i u obliku limesa па isti naсш 1/:;ао оЫеаn 
Riemannov integral (videti 2.49). 



2. Z.-'.IY\CJ Ј Р;ЮВLЕ ИЈ ]Z NJZOVA . .. 

Neka Је р = 1, k, > о. Ртета poslednjoj pr;medbi је 

RзlЈ (k:z.-kl)n 1 1 k;>.-.. R, dt 

L : = L --k:-· -;; -+ ј k, + t 
k 2 = log ka - logk, = log -
k , 

k~k,n+ 1 k~l k, + - о 
п 

u poslednjem slucaju moze "е postupiti i па sledeCi пасјп: 

k." 

k, k, 
-1- log - -+ log -

k , k , 

\ 
-- log(k, п») 

(п -+ + оо). 

ЈОl 

(п -+ + со). 

u "Јиёаји kada је р < I i k , > О do gorn;eg rezultata moglo "е doc; i ргјmепот Stolzove 
teoreme (1.1.2.22) 

k1. 11 

Ј 
k;zn+ k1, 

1 
k1'l +k l 

1 2 2 2 kP kP kP 
Јјт 

k=k~n + 1 
Јјт 

~=k7.n+l k=k1n+l 
-

71--+ ..... %' n1-Р n-++ 7..1 n'-Р -. (п - l)'-Р 

= Јјm 

( 

k. 1 k, 1 

пР 2 (k, п + k)P - 2 (k , П + li')P 
k=1 k=1 

n-++ос, 

( 
1 )'_Р) П 1-(1--;; 

k, k , 
- -

k,P k,P k 2
1 - P - k 1

1 - P 
- - • 

Ј -р 1 -р 

2.90. Dokazati jednakost 

" (_l)k-l 

k 
(~) (2k 

- 1) = log2. 

Resenje. S jedne strane јтато 

(1) 

(2) 

• 

I 1 

f х" • 1 
0< 1 dX<Jx"dx=----+О 

+х 1"1+1 
о о 

(п -, + со). 

S druge strane ;е 

1 2 2 

Јl : х dx = Ј -(_t~-t _Ј_)" dt = Ј 
о I I 

" 
( П) (-1)") 2 (- 1)"-k tk- 1 + -t- dt 

.k 
k=1 

= (_1)" (i (~I)k (:) (2k - 1) -1- log 2 

k=1 

Poredenjem rezuJtata (1) i (2), dobija "е data jednakost. 
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2.91. Dokazati da 

u . 1 а 
nт = 1 + -'- + о Сn- 2) Са # О) 
!Јn П 

• 
povlaci иn ~ сп· Се = const # О) . 

Dokaz. Iz I'retposlavke tvrdenja izlazi 

.10 povlaCi 

ин 
log - - " а 

и, 

иn+ 1 а 
log = - + о Сn-'), 

U,t п 

ll - l 11 - 1 
1 2: k + 2: о (k-') = а (log п + у) -!- А+ 0(1), 

+00 
gde је у Eulero, .. konstanta i А = L о Ck 'Ј . Odavde Ivrdenje neposredno sleduje. 

k - 1 

2.92. Dokazati da ј е 

Resenje. Кзkо је 

n - I 
1 -;; 2: Са 

k~O 

,1 n-l 

П Са + kb) 
1
. k _ O 
lт n-l 

11-++00 1 -- 2: Са + kb) 
п k - O 

2 
--

е 

~- kb) = - па + Ь ~ - п 
1 ( п С .. - 1») ь 
п 2 2 

Са > О, Ь > О). 

(п -+ + оо ), 

рптепот posledice 1.1.2.22.3 Stolzove leoreme dobija "е 

п п 
n-I ,,-1 

П (а + kb) 
2 

П (а + kb) 
я- О k- o 

' јт - - lim 
rI-+ + со 1 

п-Ј ы l ++ оо rt' 

2: (а + kb) 
п 

k~ O 

=!.. 'јт (са + 
Ь n-+ + CXi 

nЬ) - = - lim - - = - . ь . - ,-п" ) 2 (а + nЬ ( п)") 2 I 
(" + 1)nН Ь n-> + '" П + 1 п + 1 Ь • 

2 

е 

2.93. Neka је funkcija Xf-+ / (Х) integrabilna u Riemannovom smislu па segmentu 
[а, Ь] i neka је -

Ь 7' а 
Ь" = - , /k .n=/Ca + k дп) (k = 1, ... , П; П = 1,2, ... ). 

П 

Dokazati da • 
Ј е 

,,~moo /11 ( 1 + Ьn /k.n ) = ехр 
Resenje. Kako је 'јт дп = О i 

n-+ + со 

( 1) Id"/k.n: < дп М, М = "ир '/(х) ' < + оо (k = I , ... ,n; ,, -~ 1,2, ... ), 
а<х<Ь 
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za п dovoljno veliko јmаmо 

(2) (k ~ 1, ... , п), 

tako da se za dovoljno ve1iko п moze staviti 

(3) 

gde је 

(4) 

Kako је 

. п 

А" ~ ехр L (log (1 + Onfk,J - Onfk'n)) ' 
k~1 

. log (1 + t) - t 1 
lIт . -=--, 
t~O t 2 2 

postoji poziti van konacan broj Р takav da је 

(5) log (1 + с) - t. ( 1 ) - -' < Р /t/ < - . 
е' - - 2 

Prema (1), (2) i (5), za dovo1jno veliko п јтато 

i п 
: L (log (1 + Onfk,J - Onfk,n) 
! k~1 

РМ' (Ь - а)' 
< п Р 6n'М' ~ -----~ о 

" 
sto znaci da је liт А" = 1. 

n--++оо 

(п ~ + оо), 

Odavde i prema (3) i (4), s obzirom па definiciju Riemannovog integra1a, iz1azi 

liт ii (1 + 0nfk.,,) = liт В" ~ ехр (liт ~ Onfk,n) = ехр (1 f (х) dX) . 
ЈЈ-++.:о k=l n-++со n-++со k::J а-

• 

1()3 

2.94. Dokazati da funkcionalni niz Slll nх СП Е N) uniformno konvergira и intervalu 
п 

• 

(О, + со), kao i da to nije slucaj sa funkcionalnim nizom sш nх (nЕ N). 
nх 

2.95. Dokazati da је funkcionalni niz 
п 

Јп (х) = L sin kx (п = 1, 2, ... ) 
k~1 

1 о ogranicen za svako х Е R; 
20 uniformno ogranicen и svakom intervalu oblika [а, Ь] (О < а < Ь < 2 п); 
30 nije uniformno 'ogranicen ni и jednom intervalu oblika [О, а] (а > О). 

2.96. Dokazati konvergenciju i odrediti granicne vrednosti sledecih nizova: 

а = 
п 

111 -+ + ... +~;=:=~ 
V n2 V n2 + 1 V n2 + 2 п 

(n=],2, ... ); 

п п п 
Ь" = - + + ... + сп = 1, 2, ... ) 

n 2 р + n2 (п - 1)2 + n2 
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2.97. Neka је (an)nEN niz reaJnih i1i kompleksnih brojeva, i neka је 
п 1 п 

~n = -"" k'1. (п'" N) f, ~ '~.-,'l ''-- > 

п k~1 

Dokazati Ја: 
1 о 1im s" = ZE:R роу!аСј lim о"n = 1 i Нт Тn = О; 

Н++ОО n~+co n-++с.о 

20 Нт (јп = 1 Е R i Нт Тn = ТЕ R роуlаСј lim sn = 1 i т = о. 
n-+ + оо n-+ + со n-+ + оо 

30 Dokazati Ја se и prethodnim tvrdenjima skup R пе moze zameniti skupom 

2.98. Dokazati Ја, za О < а < 1, niz 

п-Ј 1 n1-а 

а ="" - - (п = 2, 3, ... ) 
" L.ka 1-k~l а 

konvergira ka konacnoj i pozitivnoj granici. 

2.99. 10 Ookazati Ја 

pov]aci 
an-+аЕ R (n-+ + оо) i Ьn ) ЬЕ R (п ) + оо) 

] п 

- 2 ak bn+l-k ->- а Ь (п > + оо) 
п k~l 

20 Dokazati Ја, па primer, 

а,,-+ + оо (n-+ + оо ) i Ьn ) + оо (n-+ + оо) 
пе povlaci 

] п --- 2 ak bn +1 - k -+ + оо (п) + оо). 
п k~l 

2.100. Neka Јп (х) -+ Ј (х) (n-+ + ОО; х Е S), gde је S neprazan podskup skиpa 
realnih brojeva. Neka је tada т (е, х) пајтапјј prirodan broj по takav Ја, ukoliko је 
Е> О, хЕ S, по < nЕ N povlaCi Ј/п (х) -Ј(х)Ј < е. 

Dokazati Ја је za uniformnu konvergenciju fиnkciona1nog niza х-+ Јп (х) 
(п Е N) na skupu S potrebno i dovo1jno Ја, za svako [јЬјгапо е, fиnkcija т bude 
ogranieena funkcija оЈ х. 

2.101. Dokazati Ја fиnkcionalni niz 

Јп (х) = 
1 

х2 + - (nЕ N) 
n 2 

uniformno konvergira па skupu R, а fиnkciona]ni niz 

gn (х) = п 
1 у-

х+-- х 
п 

пе konvergira uniformno па interva1u (О, + оо). 

(nЕ N) 
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2,11)2. Dokaz<1'ti sledeca tvrdenja о nizovima reaJnih brojeY!J (с·n) ј (Ьn) pod pret­
po3tavkom ЬN > О (п Е i"!): 

1 о "l/aze imp1ika'.;jje: 

(1) lјт ЬN = + со Л ал ~ ЬN (п - + со) => тах а .. ~ тах Ьn(n -+ + со); 
l<k<n 1 <о<n - - - -n-> + оо , 

(2) lim Ьn = О Л (v п Е N) an > О со) => тјп а .. -- min Ь .. 
n--+ со l<k<n l<~<" 

(п - + со); 
(3) lјт Ьn < + со Л аn -- Ь" (п - + со) =оо- sup а" -- sup Ь" СП -+ + со); 

n--:--+ со Је>n k>n 

(4) Нт Ь" > О Л а,. - Ь,. (п - + со) => inf а" -- inf bk (п -+ + со). 
n __ + со Je~n Је>n 

2° lz јтрliкасјје (1) ne moze зе izostaviti uslov lim Ь" = + со, а iz јтрН-
n-++ оо 

касјје (2) пјје moguCno иklопјџ uslov Нт Ь" = О. Takode, u implikaciji (1) 
n--Јоо + оо 

simbol ЦlЗХ пе moze se zameniti зјтЬоlот min, а u (2) min se пе moZe zameniti 
sa Н_Х: 

3° UkoIiko зе u asimptotskoj jednakosti nizova (а,,) i (Ь,,) da od uobicajenog 
8iri зтјsзо - postojanja konaCnih i pozitivnih Konstanti т i М takvih da је 

т < а" < М za dovoljno veliko п, 
Ь" 

tada takode vaze impIikacije (1) - (4), pri cemu зе iz (1) moze izostaviti uslov 
Нт Ь" = + со, а iz (2) uslov lјт Ь" = О. 

n-+ + оо 

2.103. 1° Neka је preslikavanje Р : R --+ R neprekidno i пека postoji х Е R takvo 
da је niz 

х + р (х) + ... + Р"-l (х) -- (п Е N), 
п 

gde је р" = ро Рn-l (п = 2,3, ... ) i рl = р, ogranicen. Dokazati da preslika­
vanje р tada јта bar jednu fiksnu tacku, tj. da postoji bar jedno reSenje jedna­
Cine Р (с) = с. 

2° Dokazati da зе u prethodnoill tvrdenju skup R пе moze zameniti skupom С. 

Dokaz. 1 о Pretpostavimo da su ispunjeni uslovi problema. Лkо postoje rea1ni brojevi у i z 
takvi da је F (у) < у i F (z) > z, tj. F (у) - у < о i F (z) - z > О, tada neprekidna funkcija 
g definisana па R sa g (1) = F (1) - 1 (1 Е К) U tacki у U2ima negativnu а u taCki z pozitivnu 
vrednost, ра postoji taCka и, izmedu у i z, u kojoj se ona anulira, tj. sa osobinom F (и) = u. 

U suprotnom slul:aju јmаmо 

(А) F (t) > 1 (1 Е R), ili (В) F (1) ~ 1 (1 Е К). 

Ako је ispunjen uslov (А), niz 

рn (х) (п = 0,1,2, ... ), sa F о (1) == t, 

zbog рn+l (х) = F (рп (х)) > рn (х) (п Е No), monotono raste, ра postoji \im F" (х). ]edna­
..-..+ .., 
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kost Нт рn (х) = + ос јтаlа Ы ,а posledicu, prema Stolzovoj teoremi (1.1.2.22), jednakost 
п---+- + оо 

. х + Р (х) + ... + Рn-l (х) 
11т . = + се, 

11--1-+00 п 

suprotno drugom od pretpostavljenih uslova. Stoga је 

u = Нт pn (х) Е R, 
n-++ оо 

i odatle 

u = Нт Рn+l (х) = Нт Р (рn (х» = р ( lјт рn (х» = р (и). 
n--+ + оо n-+ оо 

Do istog zakljucka dolazi se, па slican пасјп, pod pretpostavkom (В). 

20 Preslikavanje Р : С -+ С definisano sa 

" .. 
2 

Р (z) = 2 i е + z (z Е С) 

neprekidno је па с. Kako је Р(I) = -1 i Р(-1) = 1, јтато 

1 + Р (1) + ... + рn_' (1) 1 
< - <1 (п Е N). 

п п 

ОУО preslikavanje, medutim, пета fiksnu taCku. 

2.104. Neka је funkcija х 1-+ ј (х) definisana па konacnom intervalu [а, Ь] i neka 

је јп (х) = [nј (х)] (а < х <Ь; п Е N). Dokazati da tada fиnkcionalni niz ј,,(х) 
п 

(п Е N) па intervalu [а, Ь] uniformno konvergira ka ј (х). 

2.105. Dokazati da: 

1 о neprekidnost fиnkcije ј u intervalu (а, Ь) povlaCi uniformnu konvergen­
сјји па svakom konacnom interva1u [а, р] С (а, Ь) funkcionalnog niza 

(а<х<Ь; nEN); 

20 neprekidnost izvoda fиnkcije f u (а, Ь) povlaci uniformnu konvergenciju 
па svakom konacnom intervalu [а, р] С (а, Ь) funkcionalnog niza 

x-+gn(x) = ~ j(X+~)-j(X)) (а<х<Ь; nEN). 

2.106. Neka fиnkcija х 1-+1 (х) ima za svako х Е R sve izvode i neka fиnkcionalni 
па јСn) (х) (п Е N) uniformno konvergira ka g (х) па svakom konacnom intervalu. 
Dokazati da је tada g (х) = Се'< (х Е R), gde· је С kопst:щtа. 



3. ZADACI 1 PROBLEМI IZ TEORIJE REDOVA 

3.1. KONVERGENCIJA REDOVA 1 OPERACIJE SA NJIMA 

3.1.1. Izracunati эити reda 

1 

n~ П СП + 1) о о о (п + т) (т = 1, 2, о о 0)0 

Resenjeo Кзkо је 

1 1( 1 . 1 ) 
п (п + 1) о О О (п + т) ~ т п (п + 1) о О О (п + т - 1) - (п + 1) (п + 2) о о О (п + т) , 

lтато 

k 1 1( 1 1) L п (п + 1) о о • (п + т) ~ т 1 о 2 о о • т ~ (k + 1) (k + 2) о о о (k + т) , 
n=l 

odak1e sleduje 

+оо 
1 1 

L ;-(n + 1) о о о (п + т) - т! т 
n=l 

(т ~ 1, 2, о о о). 

3.1.2. Ispitati konvergenciju sledecih redova: 

20 :f 2-n п + 1 n· ; 

n=1 П 

п' + 1 n· 

n=l п' + п + 1 
о , 

50 +'" (2 п - 3)!! о 

n~ (2 п - 2)!! ' 

an - 1 

-----(а realno)o 
nаn -1 + log п 

Зnl- 1 
Resenje. 1 о Ovo је red sa pozitivnim clanovima: йn ~ • Kako је 

п 

_--:- -+ + оо 
п + 1 

2nЈ l'n 

(п -+ + оо), 

па osnovu D' A1embertovog kriterijuma zak1juёujemo da је dati red divergentano 
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20 Red Imа pozitivne clanove ан "= 1 (" + 1)'" - ----
Т' П 

Kako Је 

'1';- .. ~ ( 1 )" е 
t1 ,_ 1+_ -+->1 

; -" 2 \' " 2 
СП --'т + со), 

па QSllOVU Cauchyevog kriterijuma zakljucujemo da red divergira. 

3 ,ј Clanovi reda a
ll 

= su ( П' + 1 )n' 
п' + п + 1 

pozitivni. Kako је 

1. ( п) 

)

11 Iт п - - . 
п ---+ е'"--++ оо n!+ п + 1 = е-Ј < 1 

п' + п + 1 

red, prema Caucl1yevom kriterijumu, konvergira. 
40 Pod pretpostavkom а i' О, јmаmо 

lјт 
n--+ + оо 

п Г'-n"""'[ п {О 

аn2 "--о: 1J!:~OO la!n = + со 
Clal > 1) 

(Ial < 1), 

СП -> + со), 

ра prema Cauchyevom kriterijumu, red konver"ira ili dive"gira prema tome da li је lаl > 1 ili 
О < lаl < 1. Za а = О clanovi reda nisu definisani. 

5" Indukcijom moze _е dokaza!i nejednakost 

(1 ) 
12n-1)!1 1 
-сс-С"С:->-::--......,.. 

(211)!! 2n-1 

Buduci da је red 
1 ,_.-

L 2n - 1 
divergentan, l1а osnovu (1) zakljucujemo da је i dati red 

11= 1 
divergentan. 

Do istog zakljucka dolazi _е primenom Raabeovog ili Gaussovog kriterijuma. 

(2) 

6' Neka је lаl < 1 i posma!rajmo izraze 

аn- 1 laln- 1 

и,. = 'Vn = --, 
п аn- 1 + log п log п lиnl 

п аn- 1 

1 +--­
log п 

Kako п аn- 1 -+ О сп -+ .L оо) jer је lаl < 1, zakljueujemo da је 

УП 
Нт = 1. 

n->+оо lиnl 

• 

Red ~ УП је konvergentan jer је "n < lal"-l za п > 3. Na osnovu toga i (2) zakljucujemo da 
је red ~ и" za lаl < 1 apsolutno konvergen!an. 

Ako је lаl > 1, јтато 

а"-1 

U - ----с-­п --
п аn - 1 + log п 

о!О znaCi da је red L "п divergentan. 

1 1 
(11-'>+00), ---,---;-.........,- ~ -

п (1 + _10-::
g-;n) 

п аn 1 

п 

Dakle, da!i red konvergira za lаl < 1, i divergira za lаl ;:о: 1. Primetimo da а mora biti takvo 
da је 

п аn- 1 + log п i' О (" = 2, З, ... ), 
jer u suprotnom neki clan datog reda nema smisla. 

3.1.3. Dokazati da su redovi 

10 ~ п! . 
L, п' 
n=1 П 

kопvеrgепщi. 

30 +00 п' п' )' . . 
;-'1 (2 п) ! 
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п! 
RЕSепјг. 1 о Сlапоуј Oyog reda su pozitivni brojevi а" = . Kako Је 

пп 

(п + 1)! пп пп 1 1 
. - = 

(п + 1)">1 п! (п + I)" е 
(п ->- + оо), 

1 
kako је < 1, prema D' Alembertovo111 kriteriju111u dati red је konvergentan. 

е 

пп 

2" Сlапоуј ovog reda su pozitivni brojevi а" = . Kako је 
(п!)' 

аn+] __ (п + 1)">1. (п!)' = 1 . (1 + ~)"->- о 
ан «n-+I)!), пп n+1 n· 

(п ->- + оо), 

prema D' Alembertovom k6terijumu zakljucujemo da је оуај red konvergentan. 

СП ')' 
30 Qvo је red sa pozitivnim clanovima аn = . Kako је 

С2 п)! 

[(п + I)!]' (2,,)! п + 1 1 
=-- ->--

(2 п + 2)! СП 1)' 2 (2 п + 1) 4 
(п .-;,. + оо), 

па OS110Vt1 D' Alembertoyog kriterijuma zakljueujemo da је red konvergentan. 

109 

3.1.4. Ispitati da 1ј је red, Бјј је opsti с1ап и" = зvn"+l - lin2 + 1, konver­
gentan ili divergentan. 

3.1.5. Isritati konvergenciju reda 

(1) 
+00 

>: Ин' sa 
1I=1 

" и• -- (nа+n 1 " (а геаlап Ьгој). 

Resenje, Kako Је 

" lјт Ylu,J = 
n~+oo 

lal п 
Нт ---­

n-++ron + 1 
lal, 

red (1) konvergira za la! < 1 i divergira za lal > 1. 
Ako је lal = 1, јтато 

1 1 
lјт lu,,1 = Нт .---:- = - . 

"-++00 "-++00 ( 1 )" е 1 +-
п 

Кзkо opsti clan пе tezi nuli kad п -+ + оо, red (1) divergira za lal = 1. 

+'" 
3.1.6. Ako l"ed L а" konvergira i ргј tome а" "" О сп = 1,2, ... ), da lј red 

n=1 

• 
slП а ) п konvergira? 
а, 

РоsеЬпо pl'ouCiti slucaj kad је а" > О (п = 1,2, ... ). 

3.1.7. Dokazati da red konvergira za lal < е, divergira za lal > е. 

n=l 
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UPtttstvo. Ako је lal i:- е, kопvегgепсiјз) odnosno divergencija, moze se dokazati primenom 
D' A]embertovog kriterijuma. Ako ј е 'а ' = е, оуај red divergira јег ј е 

l и,,+ . 1 > lи,,1 > о (IU"I ~ е" :~) . 

3.1.8. Ргјmепоm Cauchyevog integralnog kriterijuma ispitati konvergenciju reda 

Ј Ј п + ] L ~ og . 
~I rz п-Ј 11 = 2 

Resenje. Uocimo funkciju f definisanu sa 

] х + 1 
f (х) = log --­vx х - 1 

1 

(х ;;:, 2). 

• 

Kako је f (х) > О i f' (х) = - ----- + ---=- log - < О, zak]jueujemo 1 х + 1) 
Vx(x' - 1) 2хУх х - 1 

da је f pozitivna opadajuca fuпkcija. 

Ргјmепоm parcijalne integracije dobijamo 

t 

Ј ] х+l - x+11~ -:-:=]og dx = 2 ух ]og--
2УХ х-l Х-]2 

Smena V'x = z daje 

Prema [Оте је 

, 

2 

odak]e је 

Јјm 

у, 

dx= \' 8z' 
г~ - 1 

•• 
У2 

2 

z + ] 
+ 4 -)dZ 

Z2 + 1 

( 

Z - 1 ) Iv,-
,." 2 log + 4 arctg Z I • 

z + 1 Ivi 

1 х+1 У- 1+1 
"..,-- ]O~·--- dx = 2 ,]og -- + 
]Г ~ х - - 1 1 - 1 

У, - 1 
2 log -:-:c=-~ + 4 arctg у,-

У't + 1 VX 

у'2 - 1 у-
- 2 ]og - 4 arctg у:г- 2 2 ]og :., 

У2 + 1 

, 
1 х + 1 ( ( У '-) у- у_ ) . log =---- dx = 2 л - log 3 - 2 2 - 2 log 3 - 2 arctg 2. 
ух х - Ј 

2 

Dakle, dati red је konvergentan. 

3.1.З. Ispitati konvergenciju redova Ciji su opsti сlапоуј: 

"+1 

] 0 f e-V,; dx; 

• 

п /п 

Ј
' sin3 х 

20 dx 
l + х 

(n=Ј,2, ... ). 

п о 
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u+l 

Resenj2. 1 о Stavimo иn = \
. е - Ј'';-

dx. Раl'сјјаlпа sumЗ 

+00 
reda ,I иn 

n=l 

jednaka је 
• 
" 

- )/;- с" - V';-
е dx ~ Ј е dx. 

1 

Smenom х = t 2 i ратсјјаlпоm integracijom dоbiјапlO 

V;;- V;;-
Sn-l ~ 2) е-'I 

1 

dl ~ - 2 (1 + Ј) е-' ~ - 2 CV;,- + Ј) 
f -- -

- Ј.: П 

е + 
1 

4 
Kako је lјm Sn-l ~ 

n~+oo 

-, red 
е 

је konyergentan i njegova suma је 

20 Neka је и" ~ 

dobijamo 

0< и" 

n=1 

п/п 

Ј 
siпЗ х 
.,-- dx. 
Ј+х 

Kako је, u intervalu integracije, 

о 

sin3 х 
0< -<sin'x<x' (х # О 1 Х # л) 

Ј + х 

п/п 

Ј 
Si113 Х 

dx < 
1 + х 

О 

'Јф! п/п 

Ј sin' х dx < Ј х' dx ~ n· 

4 n· 
---~ 

о о 

" n' 

4 
• 

е 

4 

е 

] ] 1 

Kako је red I "" konvergentan, zakljucujemo da је 
n=1 

+00 
red L Ии 

11= Ј 

takode kопvегgепtап. 

3.1.10. Ispitati konvergenciju redova: 
+ оо (n+ 1)", • 2 

1 о L Ј S1: х dx; 
n= 1 1lл 

+со n +l 

20 L Ј гхdх. 
n=1 п 

Resenje. 1 о 1z jednakosti 

k (n+l)л (k + 1) п 
sin2 х 

х f 
n= Ј nл 

f SiПх' х ~-dx~ 

+00 

dx 

i IZ cjnj~njce da integral --- dx divergira, uzimajuCi и obzir nenegativnost fиnkсјје f 
sin2 х 

х 

п 

+00 (n+l)л 
sin

2 х Ј sin2 х х ..... --х- za х <;: л, zakljucujemo da Је red L х . dx takode divergentan. 

n=1 nл 

+00 
20 1z Cinjenice da је integral S e~X dx konvergentan i iz jedna2<osti 

1 

k n+1 k+1 

I S е-Хт= S г-Хт 
n=1 п ] 

sleduje da posmatrani red konvergira. 

• 
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-----,-------------~ .. _------
+00 

3.1.11. Dokazati da ako је и, > О сп = 1,2, ... ), tada 2: иn < + со povlaci 
n=l 

1) < + со Са > О). 
11 =1 

u Vp .. tstvo. а п - 1 ~ иn log а СП -+ + оо). 
, 

х' 2: log cos -!, 
! п I 

3.1.12. Ispitati konvergenciju reda 
1! = 1 

gde је 
:п; 

х "# т - Ст сео broj 
2 

razliCit od nule). 

Resenje. Kako је 

log I со. ~ I = ~ log (1 - ,јп' -=-) 
i п I 2 п 

х' 
Сn-- + со), 

" zakljucuj ето da је dati red konvergentan za svako х #- т - Ст сео broj razlicit od nule). 
2 

• 

3.1.13. Ispitati konvergenciju redovaCiji su opsti clanovi: 

]С J- sin :п; ; 20 n2е-n; 30 Vn2+ 2 - VNЧ 1; 40 С- l)n(Vn2+ 1 - п). 
п v' п 

+00 

3.1.14. Ako red 2: 
n=l 

+00 

а" konvergira, dokazati da konvergira i red 2: 
n=l 

sa proizvoljnim realnim konstantama А i В. 

+00 

СА а, + В аn+ 1) 

3.1.15. Лkо је 2: а" divergentan red sa pozitivnim clanovima, ispitati и pogledu 
n=1 

konvergencije redove 

+00 

+00 
2 о 2: -1 _а-"n; __ . 

+ n 2 а, 
n=1 

Resenje. 1 о Red 2: а" rnoze konvergirati 
1 + "аn 

ili divergirati. Prvo nastupa, па 

kad је 

+00 

n=l 

а -
п -

1, za п = т2 Ст = 1,2, ... ), 

Ьт za ostale vrednosti п, 

gde је 2: Ь, konvergentan red ,а pozitivnim c1anovirna. Naime, tada је 
n=l 

• 
рпmеr, 
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Drllgo nastllpa u slllcajll kada је niz "а,. (п = 1, 2, ... ) ogranicen, а takode kada posled­
nji niz tezi beskonaCl1osti. ZaistaJ u ovim sluca;evima imamo 

an аn 
--> - (11 = 

l+nа,. I+М 
1,2, ... ), 

za neko М Е (О, + оо), odnosno 
1 

(n-++ оо). 
п 

kad god је а,. > О (п = 1,2, ... ), bez obzira па to da 

+00 

јј је red L а,. konvergentan јјј divergentan, jer је tada 
п '1 

(n=I,2, ... ). 

3.1.16. Neka је аn > О (п = 1,2, ... ). Dokazati da konvergencija reda 

(1) ")' а" 
~ 

n=1 

povlaci konvergencij u reda 

(2) 
n=1 

Dokazati da vazi i оЬrnщо, tj. da konvergencija reda (2) povlaCi konvergenciju 
reda (1), ukoliko је niz а,. (п = 1,2, ... ) monoton, ali пе i u opstem slucaju. 

Resenje. Prvo tvrdenje izlazi iz nejednakosti 

Neka је Пlz 
(3) 

monoton. Ako red (2) konvergira, 

а,. (п = 1,2, ... ) 

niz (3) је opadajllCi • 
1 stoga 

(n=I,2, ... ), 

tj. i red (1) konvergira. Poslednje tvrdenje dokazuje ,јасај kada је 

a.k-l = 1, a.k = ~k' (k = 1,2, ... ), 
+00 

gde је L bk konvergentan red ,а pozitivnim clanovima. Tada је 
k~1 

п 2n п +00 

L Vakak+l<L Vak ak+l=2L bk<2L bk <+ оо (п = 1,2, ... ), 
k~1 k~1 k~1 k~l 

tj. red (2) konvergira. Red (1), medutim, divergira jer та ор.и clan пе tezi пuli. 

3.1.17. Лkо su redovi и 2 
п 

+00 

i2: 
n=1 11=1" 

~, 2 

" 
konvergentni, 

L и,. vn i L (и" + Vn)2 apsolutno konvergentni. 
n=1 '1= t 

8 Nizovi i redovi 

dokazati da su redovi 
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1 
Resenje. Kako је lи" ',,1 < - СИn' + 'n'), zakljucujemo 

2 

-1 '" 

da је rM 2: lun tnl konvergentar\, 

+ro 

(ј. red L иn 'n је apso1utno konvergentan. 

n=t 

n=l 

1z jednakosti Си" + ',,)' = Иn' + 'n' + 2 Иn 'n i prethodno dokazanog sleduje da је red 
+00 
2: (иn + .")' konvergentan i to apsolumo jer su njegovi clanovi nenegativni. 

n=1 
+00 

3.1.18. Ako 2: а" 2 konvergira, dokazati da red 
n=1 

Uputstvo. Primeniti rezultat iz З.1.l7. 

+'" 1 2: - а" apsolutno 
. п 

n=1 

konvergira. 

3.1.19. Dokazati 
+'" 1 

d d "n+ k . а те L... ао onverglra зkо i samo зkо kоо\'e1'giш red 
n=1 

п 

3.1.20. Za koje rea1ne brojeve х konvergira red 

+'" 1 (Х2 - 4 х - 8 )" 

"~ П + 1 х2+ 6 х - 16 ? 

Resenje. Dati red konvergira za опе i ,ато za опе brojeve х koji zadovoljavaju dvostruku neied­
nakost 

х' - 4 х - 8 
-1< <1 

-х'+бх-lб' 
tj. za х Е [- 4,4/5) u[ З, + со). 

3.1.21. 1 о Neka је а" (п = 1,2, ... ) opadajuci niz pozitivnih brojeva. Dokazati da је 

+'" 
jedan potreban us10v za konvergenciju reda )' а" da bude 

"-
1Ј= I 

• 

(1) Нт па" = о. 
П--+-+ оо 

Dokazati da, u posmatranom slucaju, us10v (1) пјје dovoljan za konvergenciju 
ovog reda. 

20 Dokazati da [ed 2: а" sa pozitivnim clanovima moze konvergirati kad us10v 
n=1 

(1) пјје ispunjen. 

+'" 
Resenje. 1 о Konvergencija reda 2: а" povlaci 

n=1 

2. 2n+ 1 

(2) 

,,' , 
-, :''"'-; 

, ., 
, ';;:~"': 
:'J:i1 
;. ,о" 
, , '. -." 

• 
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S druge stranc, S obzif()ffi па pretpostavljenu osob'n п ( I 2 ) 1 и lza аn 12 = ) , ... , lmЗmо 

2n 

L 
k " 1 

(3) 

2n+ 1 ;"l + I 

Zn 

Qk > L 
k """ п -1- 1 

а21/ 
1 
~ (21/ а,n) > О, 
2 

2: ak > 2: а::Щ +- 1 = СП + 1) а2n+ 1 

п + 1 
-,:---(2 п -1- 1) а'''С1 > О. 
2 п + 1 

k=n+l k н+ 1 

lz (2) i (3) izlazi (Ј). 

Niz pozitivnih brojeva 

1 
а ~ --,--,---,­
п 

П log (п + 1) 
(п -~ 1, 2, .. ·Ј 

+00 

opada i јорипјауа шlоу (1), а OligovarajuCi red L а" divergira. 
n=1 

2" Neka )е 

а = 
п 

Tada је, za n= 1,?, ... , 

п 

L 
k~1 

+00 

1 
, za п = k' (k о., 1, 2, .. .) 

п 

1 
-; , za sve ostale prirodne Ьго;е\'е п. 
п 

п ~-co 

L 
1 

L 
1 

ak < 2 < 2 
k' ' k' 

k-·I k~1 

tako da red L "" konvergira. U оуоm sluca;u, medutim, 

n=1 

k'a
k

, - 1 (k = Ј, 2, ... ), 

sto znaCi da nаn пе tezi nuli. 

3.1.22. Za koje realne brojeve а red 

(1) 
~ (~ I)n (Iog n)а 
L- п 

n~---2 

konvergira, а za koje а 
• 

оуа) red apsolutno konv~rgira ? 

Resenje. Red (1) konvergira za svako reaJno а. Zaista, kako је 

ClO~E)a)' а (log Е)а-1 - (log I)а (Iog l)а-1 (а - log 1) 
- -

(' (' 

. Ј za svako reaJno а opada ukoliko је п> ,а. 
,а t > еа , ПlZ ~ (log n)а 

п 

<О 
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+оо 
~ 1 

Za а :;> О' red (1) пе kопvсгgilЋ apsolutno, jer red L -;; divergira. Za а < О red сјјј su 
.n=2 

i;lanovi apsolutne vrednos(i i;lanova ,eda (1) ekvikonverjlentan је "а' integralom 

+00 1-00 

Ј ....:('-lo..::~~x.:..)a_ dx = f са de, 

2 log 2 

ра kunvergira za а < -- 1, а divergira za а:2: - 1. 
Dakle, red (1) apsolutno konvergira ako i 'ато ako је а < .- 1. 

3.1.23. Ispitati da li је proizvod zbirova redova 

jednak zbiru 

1 -+ 

'1 
:Је 

1 +-• 

1 ' 

х" +- -1-'" 
2! 

х' 
~ - + О", 

п! 

1 а х а" x~ .- ,- --- + -.----.:.::......:.:._--~- - ... 
Ь Ь (Ь + а) Ь (Ь -1- а) (Ь + 2 а) 

+(-
аn х'Ј 

1)" ',. 
Ь (Ь +а) (Ь + 2 а) . ' . (Ь + па) 

reda 

х 

+ 
1 x~ 1 +- х" 1 + ... +-

+ ... 

х" 

Ь а+Ь 2! 2 а + Ь 3! 3 а + Ь п! па + Ь 
Za koj е х оуо vazi? 

3.1.24. Za koje realne brojeve х konvergiraju redovi 

+00 1 +оо xk 

L L ? , • 

l + xk 1 + X"k 
k-" 1 k~l 

+ ' . . 

3.1.25. Neka је х > О i аn>О (п = 1, 2, ... ) i neka red 
+ оо 1 L

a 
divегgiш. 

n=1 п 

zati konvergenciju reda 

i naCi njegov zbir. 

Reienje. Stavimo lј 

dobijamo 

, 
а -.' х 
з ' 

+." 

• 

• 

Doka-

,;; 
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Sabiranje ovih jednakosti od indeksa 2 do indeksa п daje 

(1) (п ~ 2, 3, ... ). 
. 

Kako Је 

(2) • • • 

а. 
< ----- -+ о (п -+ + оо), 

п ] 

Х L ak 
k~2 

+00 ] 
s obzirom па pretpostavljcnu divergenciju reda 2: -, dobija ,е, pustajuti da u (1) п -+ + СО, 

n= 1 а1Ј 

. А. (х + а,) а. 
llт S11 = = • 

n-++со Х Х 

Dakle, posmatrani red konvergira i zbir ти је 
а. 

jednak - . 
х 

p'·imedba. Prema (1) i (2), posmatrani red konvergira I bez pretpostavke о divergenciji reda 

+'" ] 2 -. То se moze ustanoviti i pf1menom Kummerovog kriterijuma: 
ан 

n=l 

(n~],2, ... ). 

+00 

3.1.26. Neka је Ь, > О (п = 1,2, ... ). Dokazati da red 2: (- l)n-1 Ьn : 

1 о kопvегgiгз зkо је 

lјm п (Ьn 
- 1) > О; 

n~+oo Ьn+1 
20 divergira ako је za dovoljno veliko п 

п (Ьn 
- 1 ) < О, 

Ьn+1 
i specijalno, ako је 

lјm п ( Ь, - 1) < О. 
n-*+оо Ь"+1 

3.1.27. Ako је аn > О (п = 1,2, ... ) i 

(1) аn = 1 +!!.- + {Јп 
а п n l +. n+1 

gde је в > О i {Јп ogranicen niz, tada: 

(2) 

1 о postoji pozitivna konstanta К tako da 

1 
а ~K­
п 

па 

(n--++ оо); 

n=1 
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';-00 

2° red '2 а" kOI1vergira za а > 1, а divergira za а < 1; 
n=l 

+00 

30 red '2 (- 1)" а" konvergira za а > О, а divergira za а < О. 
11 = 1 

Dokazo 1 о Ni:ka је k prirodal1 broj takav da 
. 

n>k је za 

la {Јп 1 
-+ <-

I П n1 I-t 2 
(3) 

KoristeCi se jednakostima 

1 Ј " av-1 
п 

a V
_

1
( i av-1 

=- П 
___ О 

П --а- = ехр Jog • , , 
аn akIJ=k+1 а, v-=,~+ 1 а, 

V v=k + 1 

Jog (1 , х) = х + О (х') (х -+ О), 
neposredno dobijamo 

gde 

(4) 

Ј _ ~ ехр ( 
ап ak 

"-1 

2: 
",=AI 

Jog (1 + 

Ј 
n-l 

(-; 2: -- - ехр + 
ak 

: v=k , 
р, (( а (Ј, )2)) .-:.:~ Т' О -- -т- . 

v1-1-f': Ј' ",1+1 

Kako • daJje је 

а ~' + О (( -: + (Ј, )2) ос l' , , 

+ т v1+e: ~,1 +Е -V V р1 +е 

• • • 
је у tzvestan оgгашсеп 111Z, • 

Na osnovu jednakosti 

п 1 
L --; = log 11 -:- )' + €n 

,,= I 

• lmarno 

;- 1( а У'.)) / -+._-
- ~. рl +г 
v=k 

су Eulerova konstanta; Еn ---+ О kada tl ---+ + 'ЈЈ! 

,jednakost (4) postaje 

1 1 
- = - ехр (ot 10g п + 8.), 
йn ak 

gde је дп kОШ'еrgепtап niz (jer је red sa opstim ':Janom 

Iz poslednje jednakosti izlazi 

1 +. 
l' 

konvergentan ). 

(5) Ј 
а. ~ К . - (п -+ + со), 

not 
+00 

2" Na osnovu (5) јтато da red ,-
L а, 

11=1 

gde је К = ak lim e-~n > О. 
n--++оо 

konvergira za ot > 1 а divergira za ос < 1. 

3" Лkо је ot > О, onda је, prema (1), pocevsi od nekog ranga а.-l > а., ра је пј, а, opadao 

+'" 
јиСј. Na osn 0\ и (5) dobij2illO а" -+ О. Dakle, prema Leibnizo\"om kriterijumu, 2: (- 1)" а" 

n=l 
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konvergira. Лkо је а < О оп,ја, prema (5), dobijamo da а" пе tez; пи1ј kada п --> + оо, ра 

+00 

red L (- 1)" а" divergira. 
n=1 

Primedba 1. Bez teskoca u\'ida se, па osnovu izloienog dokaza, da sva gorn;a tvrdenja, osim 
de1a rvrdenja pod 30 koji ое odnosi па konvergenciju, vaze i kad ое ~nln1+' « > О) и (1) zameni 
n-сјт 01апот I:J. n Ы1о kod ароо1испо konvergenrnog reda, kao i da се pomenur<r tHdenje pod 3" 
о konvergenciji yaziti uko1iko је јо; о<n ~ О (n-1) (п -.. + оо). 

Primedba 2. Rezu1tari 2" i 3" podudaraju ое и ои;сјпј redom оа GaussoYim krirerijumom 1.2.1.16.1. 
i sa осаУОт па 28. srгзпi pod 1.2.1.18.2. ит"со da О., kao gore, и dokazu ryrdenja 20 i de1a 
rvrdenja 3" primenjuje rezu1tat 1 о, tyrdenje 20 za а. * 1 moze se neposredno izvesti iz Raabe­
ovog kriterijuma, а za а. = 1 dobiti па озпоvu B~rtranjovoJ kr[terijum':l, dok se tvrden;e 30 za 
'" < О moze dokazati иооауапјет Сјпјепјсе da и Сот slu::,ju аn t za п dovoljno yeliko, za 
а. ~ О jednostaYnim rasudlvanjem koje pokazuje da rada аn пе tezi nuli, i па slican пасјп ,а 
0<<<<1. 

3.1.28. Ispitati konvergenciju redova: 

+00 ( (4" ( 1)2 )Р L(-I)" n. , 
,,~1 (2n+l)! 

,ОС (2 п)!! 

'~1 (2n -+- 1)!!' 

~OO а (а + 1) ... (а + п - 1) f3 (fЗ + 1) ... (fЗ + п - 1) 

;:1 у(у+l)····(у+n-l)n! 

Uputstvo. Primeniti kriterijl'me iz prethodnog zadatka. 

3.1.29. Ispitati konvergenciju redova: 

+00 ((211-1)!!)Р 1° L (- 1)"-1 ; 
n~1 (211)!! 

2' ~X (_ l)n-l (1 + р) (2 + р) ... (п + Р), 
L... 11! n" 
n=1 

gde ,и р i q realni brojevi. 

3.1.30. Data је racionalna fиnkcija 

+00 I п L (- 1)" n. е , 
nn+Р 

11= 1 

(р, а, (Ј, у realni brojevi). 

, 

аохР + аlхр-1 + ... + ар 
х 1-? R (х) = (ао # О, ЬО # О), 

Ьохч + Ь 1 р-l + ... + Ь• 
pri сети је IЬо хч -i- Ь 1 хч - 1 + ... + Ьчl > О za х > 110 (по prirodan broj). Ispi-

+00 

tati apsolutnu i neapsolutnu konvergenciju reda L (- 1)" R (п). 
n=n~ 

3.1.31. Za koje vrednosti brojeva а (> О) i Ь (> О) red 

(1 + а) ... (1 + п а) 
n=1 

(1 + Ь) ... (l + п Ь) 
konvergira? 
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3.1.32. I spitatikoji је od sledecih redova konvergentan i u slucaju konvergencije 
utvrditi da li је to apso]utna јlј uslovna kоп-vегgепсiја : 

+'" +'" 1 
)' (- 1)"--; 

а L (- 1)" п! sin а sin 2 
. ц 

,,~ п log 11 

... s1П - ' , 

" ( ­L 
'1 """ 1 

(П 1)2 
1)" . ; 

(2n) ! 

3.1.33. Dokazati da red 

( 1) • 

konvergira, а da red 

n= 1 п 

L(-
n=1 

+'" 

1 Ј 1 Ј 1 11 I ]+ -- + + -- -+ -+ .- --ј- "', 
1/ 3 v2 v5 р V4 l' 9 Vll V6 

sastavljen od istih сlапоуа kao i red ((), divergira. 

Primedba. Videti 3.1.44. 

3.1.34. Neka је 

ј (n) = а" > О, 
а 

О < А < "+1 < В < + оо - - . (п = 1, 2, . . .) 
а" 

i neka је funkcija хн> ј (х) monotona u svakom intervalu [п, п + 1] (п = 1,2, ... ). 

--:- О'Ј ;.. Ф 

Dokazati da su 2: а" i Ј f (х) dx ekvikonvergentni. 
n = I I 

Reienje. Pod navedenim pretpostavkama је 

ktl 

min (ak' ak+ ,) < f Ј (х) dx < mах (ak' ан 1) (k = I , 2, ... ) 

i dalje 

gde је 

Stoga је 

• 
k 

k + 1 

С ak'O:; S Ј (х) dx < D ak 
k 

(k = 1,2, ... ), 

с = min (А, 1) ( > О) , D = mах (В, 1). 

п -- Ј п '1 - 1 

С 2: ak < JJ (x)dx < D Lak 
k~ l t k - I 

(n=I,2, . ... ). 

Odavde izlazi ekvikonvergencija reda 
+'" 

integraJa S f (х) dx, J<r Је 
. t 

Ј (х) ~ тјп (а", а"+Ј > О (хЕ [п,,, + lЈ ; п = 1,2, ... ). 



3. 1. KON\· ERGEJ-.:ClЈА REDO\"A 1 OPERACIJE SA "JI ~ I A 121 

3.1.35. D okazati sledecu teoremu : 

N eka је оп > О za Јоуоlјпо yeliko п, i neka је гсd L ОП div·crgent:ln. Pгctpo-
tl -;; 1 

stavimo jos da је fиnkcija х ~ f (х) za х dovoljno vcliko monotono opadajuca i 
pozitivna. Tada konvergencija iпtсgгэlа 

( 1) Ј' f (х) dx (х о dovolj по veliko) 

povlaCi konvergenciju reda 

(2) (Sn = ~ Ok; по do\'oljno veliki prirodan ЬГОј ). 
k~1 

Pod dopunskom pretpostavkom 

(3) оп = О (On-I) (n---;.- + оо), 
divergencija integrala (1 ) povlaCi divergenciju reda (2). 

Dokazati da se uslov (3) пе moze izostaviti iz drugog tvrden;a navedene (со­
гете. 

Resenje. Prvo tvrdenje teoreme izlazi iz пејеdпзkоsti 

sn 
а,Ј (Sn) < S 1 (х) dx 

s n_ l 

(п dovoljno ve1iko) , 

а drugo iz ncjednakosti 

s I (х) dx < a"/ (Sn_,) < Man_,/ (Sn_, ) (11 dovoljno veliko; М < + се) , 

s n_J 

pri cemu је vazenje drtlge od пјјћ obezbedeno usl o\'om (3). 
Nemogucnost da <е ј. drugog tvrdenja izostavi uslov (3) nlOze <е dokazali slucajcm kada 

i kada su ispunjeni ОSlзli u s10vi. Tada је, prema Sto1zovoj teoremi, 

i odat1e 

а" 
1јт - = 

n-+ + со Sn 

. аu - й»-1 
Ilт = 

71 -++00 аn 

log S" ~ log а" (11 -+ + оо) . 

.. оо 

liт (1 __ а_,, __ ,) = 1, 
n-++со a ll 

Odavde izlazi da rcd L а" 1 (S") konvergira ako <е uzme dз је 1 (х) ~~ 1 - i а" tзk\"о х 10g х 
n= 1 

+ оо 1 
da red " konvergira (stav1jajuCi, 

L.. 10g а, 
n = 1 

па primer, а, = 2n'). Integra1 (1 ) u ovom slucaju, medu-

tim, divergira. 
~OO 

РМmеаЬа. 10 U formu1aciji teoreme integra1 <е moie zameniti ekvikonvergentnim redom 2: / (п). 
2' Uslov (3) moze s< zameniti uslovom а. = О (1 ) (п = + оо ). "~" 
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3.1.36. Dokazati sledeCi kriterijum Jermakova: 
,. . . 

Neka је ' 

gde је funkcija х f-+I (х) za х > О pozitivna i Opadajuca. Tada red 2: f сп) konver-

gira kad је }, < 1, а divergira kad је А > 1. 
+00 п 

Resenje. S obzirom па pretpostavku О Ј, red 2: Ј (п) i niz .f Ј (с) dr _и ekvikonvergentni. 

71=1 Ј 

Neka је !. < 1. Tada postoje l' Е (О, 1) i т Е N tako da је 

"Ј(еХ) < џЈ (х) (х> т). 

Odar!e је, za п > k > т, 

~. . 
.1' Ј (х) dx ~ Ј .. Ј(") dx < l' f Ј (х) dx. 
,k k k 

Stoga, ako stavimo 

dobijamo 
e~ ~tt е, 

,\"Ј (х) dx = S Ј (х) dx < l' ЈЈ(х) дх, 
el "" т 
СЈ 'Ј ~I 

,\ Ј (х) dx <; l' Ј Ј (х) dx <; 1" ј' Ј (х) dx, 
el '1 m 

еn е! 

S Ј (х) dx < џn-1 Ј Ј (х) dx, .. 
ili , posle sablran;a, 

'п 71-1 e"I е'" l' , 
S Ј (х) dx <" I,k r Јех) dx < -'--) ЈСх) dx L.., Ј 1_1' 
еа k=-I m т 

сп = 2, 3, ... ), 

п 

sto znaci da niz Ј Ј Сх) dx konvergira. 
Ј 

Drugi deo kriterijuma moze ,е dokazati па slican паСјп. 

]'тiтеdЬа. U kriterijumu Jermakova broj е moze ,е zameniti Ыlо kojim brojem koji је усСј od 1. 

3.1.37. Ispitati konvergenciju sledecih redova 
+00 +00 

\0 :г: siп(:л:Vn2 +а2); 20 :г: sin (2:л: V n2 + аО) Са realan broj). 
n _ 1 11=1 

Res"!nje. l ' Kako је 

,јп(" Vn' + а') = (- I)nsin(" Уn' + а' - ;rn) = ( -
" а' l)" ,јп ;,=;;=:=:;-.-

Уп' + а' + п 

. 

. ' 
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i niz sin ,-,;:;::::=::;::== za dovo1jno \'e1iko " opada i tezi nu1i, uko1iko је а #' О, i k.ko, za а #' О, 
11112 -+ а2 + 11 

5111 ,-...., 

у 1'Е2 + а2 + п 2 11 

(п -+ + оо), 

posmatrani red neapso1utnu ј1ј apso1utno konvergira prema toте da 1i је а 
20 Red divergira, эеm za а = О, kada konyergira apsolutno. 
Zaista, ako је а #' О, funkcija 

#' о ј1ј а = О. 

= s1 П V:C:,,::::, =+:=а:;"-1--:-. -" 

za dovolj110 \'eliko 11 је poziti\"fla i asimptotski эе ponasa kao :r а2јп kad п ~ -+ СО. 

3.1.38. IspitGti konvergenciju sledecih redova: 
: - 'l~ 

sin п sin (n 2
) • 

1° )' -
Resenje. 1" 

1 k 

, 20 
11 

)' sin (n 2
). 

"­
n=l 

Sta,,-lјајuCi а/ј - siп 1l sin (n2), dobijamo 

k 

)' 
'-

11 = 1 

1, I k 

ан ~ 2 siл II siп (1l'2.) --с: 2: '2 (соэ (н2 

n--=1 11=1 

-- Il) -- со, (п' + 11)) 

--- 2 L (cos ( (11 1)', Il - 1) -_. COS(II' + 11)) = !.. 1\ - cos (k2 + k)) 
2 \ . 

~ 0(1) (k --'> + :о). 
n=1 

+00 

Odavde sleduje kOn\'eegencjja posmatranog reda L а" -, 
11 

tl = I 

11<1 оэпоуи Diгiсhlеtо\'оg stava 

(1.2.2.4). 

+"-
2Q Red L sil1 (1l~) di\'crgira, stoga sto njegov opsti clan пе teii nuli. Da Ыэmо ОУО doka-

IJ --- 1 

zali, stзУimо 

1"l? - 7f Ри -+- ql1 СП = 2,3, ... ), 

gde је р" ргј,-оЈаl1 Ьгој i ;q,,' <. :1/2 (п с 2,3, ... ). Ako Ы Ыl0 sjn (11') -с О (1) (п -+ ~- то), јта1ј 
bismo 

0(1)-" jsin(:tPn .ј- q,,) I ~-lsinq,,1 
i odatJc q" ~ о (1) (11 -" '1- -",). Onda bismo јта1ј 

2 Il 1 1 (п -1- 1)' - lI'с cr (р"р-- р,,) + 0(1) 

gde Ы "" (и . 2, 3, ... ) Ы1ј сс1ј brojevj. Da1je Ы bilo 

:1"n,-о(I), 

2 2 (" f· 1) + 1 - (2" -1- 1) = "(Тn+ 1 - Т") + 0(1), 

sto Ы zпасilо da пiz celih Ьгојеvа kоп\'егgiга ka iracionalnom bro;ll 2{.7. Dobi;ena nem()gucnost 
dokazuje tvrdcnje. 

Napomenimo da se па jstj nacin moze dokazati da nizovj sin п ј sin (п') ne konvergiraju. 

3.1.39. Ргimегоm dokazati da konvergencija reda 
'1= I 

+00 
nе роУlасе kопvегgепсiјu reda L Ь" . 

11= 1 

• 
а, 1 jednakost Ь" lјт 

11~-:-<X) а 
п 

1 
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. 
Resenje. Ako ЈС 

tada геЈ 
yl --=- 1 

3.1.40. Dokazati da је 

-!- CI.J 

1). S. MIТRlNOVIC I D. О. ADAMOVIC 

([1/ -

'>k 
х" 

( -1)" 

у;, 

< 

, 

геЈ 

х2n ";"'2 

1 
, --- , 

Il 

-ГОС> 

L b,~ divergira. 
,1 = 1 

" ,. (х) 2: (Ixl < 1). (1) 
k "'lk+ I (п + 2) (1 - х") 

Dokaz. Imаmџ 

x'k 
r,,(x) .0 

k f 1 

(Ixl < 1). 

3.1.41. Dokazati da red L 
k. 1 

1 
uniformno konvergira Za х > О. 

+00 
3.1.42. Da lј se iz Cinjenice da је red 2: и" (х) apso!utno i uniformno konvergen-

n=о 

tan па sеgшепtu [а, Ь] moze izvesti zakljucak da је red ') lu" (х)! uniformno kon--
11=0 

vergentan па [а, Ь]? 

Resenje. Odgovor је negati\'an, sto se dokazu;e рпmегоm reda 
-;.- оо 

(1) )" (_Ј)" х __ 
.... (Ј + х')" ' 

11-=;0 

koji је apsulutno i uIliformno konvergentan па [О, 1], dok red 

[огmпо па [О, 1]. 

" __ Х __ ne konvergira uni­
L (1 + х')" 

" ~= о 

Таёпоо! tvrdenja о apsolutnoj kunvergenciii је оёiglеdпа. Ostatak геЈа (1) јmа oblik 

( -. 1)"+1 Х 
R (х)------

• 
tako Ја је 

" - (2 + х') (1 + х')" ' 

х 

IIЦх)1 <-= 'Рn (х) (ХЕ [0,1]; 
(1 + х')" 

n~cl,2, ... ). 

Kako је 

1 - (2 п - Ј) Х' 

'Р; (Х) ~ (1 + х')n+1 ' 

Ј 
funkcija х .... '{'" (х) uzima па [О, Ј] maksimalnu vrednost za Х lt===~. Prema tomt'~ 

V 2n - 1 

. 
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,а х Е [О, 1], п ~ 1,2, ... , ,тато 

1 1 1 
------;.0 (11 ~ + х), 
( 1+- 1 Ј" 

2" - I 
5[0 ,пасј da red (1) uniformno konvergira ,а х Е [О, 1]. 

+ос. 

S druge "Х - 1 I 
strane, red .? јта ostatak R" (х) ~ --- . Kako х" ~ - Е (О, 1] 

,;-::'0 (1 4- х')" х (1 + х')" 1/ ~ 
(п ~ 1,2, .. _) i 

(п -+ + :.о), 

оуај red пе konvergira uniformno 'а х Е [О, 1]. 

3.1.43. Ispitati apsolutnu i neapso1utnu konvergenciju redova: 

+00 С 1)" 
10 .2:- ср # О); 

"~2 пР + (- 1)" 

г +00 С - 1)" 

n~ (п + (- 1)7· 

Resenje. l' U slucaju kada је р < О red ocigledno 
posmatranog reda moze se napisati u obliku 

divergira. Neka је р > О. ParcijaIna щта 

k k 
" (- 1)" 
L, пр + (- I)" 
n=2 

+00 

( 
1 1 ) k (_ 1)" 

О" - - + пр + ( - 1)" пР .2: пР 
n=2 

1 k (_ 1)" 

(- I)n) + n~ - пР -. 

пр 

Kako 
• (- 1)" 

red"'" - konvergira apsolutno ,а р > 1 i neapsoIutno ,а О < Р < 1, а red L пР 
n=2 

1 

(- 1)'1) apsolutno konvergira јIј divergira prema tome da Јј Је 
1 

р>-ili 
2 

"Р 

uzimajuCi u obzir i pocetnu паротепи, dolazimo do zakljucka da posmatrani 

red apsolutno konvergira za р > 1, neapsolutno konvergira 
1 

za- < 
2 

20 Parcijalne sume reda mogu biti predstavljene u оblжи 

р < 1 i 

k (_ 1)" k (1 1) k (_ 1)" 

7-2 (п + (- l)n)Р = '~2 (- 1)" (п + (- 1)n)Р -;;i + n~ пР 

k (- 1)'((1+ (-nI)У -1) k (_ 1)" 

- 2: пР + 2: пР . 
n=2 n=2 

divergira za 
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Postoji, dalj e, konstanta 111 > О tak"a da је 

<.-:-.,­
- ll Р+ 1 

(п ' = 2, 3, . .. ). 

UzimajuCi u obzir Сјпјепјси da opsti clan reda пе tezi пијј za р < О, zakljucujemo da red 
apsolutno konvergira, neapsolutno konvergira ili divergira prema [оте da 'ј је р > 1, О < Р < 1 
јјј Р < О. 

3.1.44. Ispitati apsolutnu i пеарsоlщпu konvergenciju sledecih redova: 

+'" (-1) цг;,] 
1 о )' ср rea1no) ; 

"-.. . пР 
n = 1 

+'" (_I)[IOg nЈ 
20 2: . 

п 
n=1 

Resenje. Ј о Ocigledno, red apsolutno konvergira za р > 1, ne konvergira apsolutno ,а О < Р < I 
i divergira ,а р ~ О. 

Neka је О < Р < Ј. U svakor grupl uza'stopnih clanova sa indcksima п', п' + 1, п' + 2, 
••. , (17 + 1)' - 1 (п = 1,2, ... ) ,уј clanoYi јтаји isti znak i оуј znaci za pomcnute grupe naiz­
menicno su pozitivni i neg.Hivni. Stoga, akn'.se stavi 

k=n' 
tada је 

(1 ) 

I 

kP 

+'" 
2: (-1)"А" 
n~ 1 

(n=I,2, ... ), 

jedan od redoya dobijenih grupisanjem clanoya posmatranog reda bez promenc poretka. Za 
I 

- < p<limamo 
2 

(n+l)1 

О < А" < _1-:- + f ~ dt = 0(1) + __ 1_ (п + ,)' -'Р - n'-'Р) 
n'Р ,Р I - Р 

,,' 

~" о (1) + I ~ Р n"Р (( 1 + ~) 2(I-p) - 1) ~ о (1) + м "НР ~ О 
gde 111 oznacaya pozitiYnu konstanru. Za р = 1, 

(n+ 1)'-1 

0 < Аn < 2: 1 
(п ~ + со) . 

k = nl 

1 
Dakle, Аn ~ О сп -;. + оо) ,а '2 < р < 1. Кзkо је 

СП + 2)' - 1 - СП + 1)' + I - (п + 1)' - 1 - п' + 1) = 2, 

1 
,а - < р < 1 јтато takode 

2 -

(п ..... + со) , 

(n+ 1)1- I 

(
1 1) 1 1 

А" - Аn+1= k2.... kP - (2n + 1 + k)P - «п + 2)' - 2)Р - «п + 2)'-I)Р 
(n+I )'-I( I 1) 2 

> 2: (сп + 1)' - I)Р - (2 п + сп + l)')Р - (п + l)'Р 
k=nl 
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-- (2 п -: 1) (n'С 2 II)-Р - (11' "7" 4 "г 1)-Р) - 2 (П' I)-'Р 

- 2 (2 Р - 1) ,г'Р (n-> + со), 
sto znaci da је А n - Аn+ 1 > О za dО'~.-оlјпо yeliko n. U prethodnom minoriranju koriscena Је 
okolnost da је funkcija 

1 
t ~ g (t) ~ 

tP 

zbog 

g' (1) ~ _ Р ( 1 
IРН 

strogo opadajuca ,а t > О, 
1 

1 

(2 п + 1 - t)P 
(р > О), 

(1) О), 

Prema (оте, ,а - < р < 1 red (1) konvergira па (опоуи Leibnizovog kriteriju:;1. Kako 
2 

se s\iaka parcijalna suma posmatranog reda od рс indeksu najblize parcijalne sume istt':; reda 1',,-)ја 
је u isti таћ i parcijalna '-иmа reda (1) razlikuje ,а уеlјсјпи ро apsolutnoj vrednosti тапји od 

odgovaraiuceg сlапа reda (1), zakljucujemo da posmatrani red konvergira 'а ~ < р < 1. 

1 
ZaO<p<- јтато - 2 

(n+ 1)2 

f ...!..dl~ IР 1 
п' 

(п -+-с Х»), 

1 
ра А ,. пе tezi nu1i, То ,паСј da red (1), ра stoga i posmatrani red, divergira ,а О < Р < , 

2 

Tako ,-то ustanovili da 
+ оо (_ l)[Y-;;] 

red )' - apsolutno 
4.Ј пР 

konvergira, neapsolutno konvergira 

n=l 

јЈј divergira prema (оте 
1 1 

da li је р > 1, - < Р < 1 јlј Р < 
2 2 

, 

Pтimedba. Na s1ican nacin moze se ispitati konvergencija reda 

(2) 

q 

+coC_l)[Yn] 

L пР (q prirodan broj), 
n=l 

Pn+l 

20 Stavimo Рn ~ [еn] i Р, ~ L 1 
- , Ве. teskoca ,-е uvida da је 
k 

k=pn+ 1 

+оо 

L (- 1)" Р, 
n=1 

jedan od redova dobijenih grupisanjem clanova reda 

(3) 
~ (_ 1)[10

gnJ
, 

п 
n=3 
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Kako l е , s obzirom оа 1. 1.2.23.2 , 

РII I ] 

Р" - L 
k · PIl + 1 

I 
- . - lug Ри -' • . -
k 

I Рn f- Ј 
ogp" ~ 0( 1) = log':"'::'':'':''' + 0 ( 1) 

е " " + 0(1) 
I"g I о ( 1) оо 1 + о ( 1) 

c" fO ( I) 
(" ..... + оо), 

red (3), ра nnda i red (2), divergira. 

3.1.45. Ispitati konvergenciju redova: 

+ 
1 1 - .- + 
зр 49 

• • • ср, q realni Ьгојеуј); 

I I I 1 I 20 I + _ - _ + - + _ - _ + ... 
3Р 2Р 5р 7Р 4р 

ср realan Ьгој) . 

Rezultat. 1" Ako је р > 1 i q > 1, red .apsolutno konvergira;ako је- О < Р ~ q < 1, red пе­
apsolutno konvergir.; и o.talim slucajevima, red divergira. 

2 Red apsolut!1o .konvergira z3 р :> 1, neapsolutno konvergira za р = 1, а divergira '8 
р < 1. 

3.1.46. Dokazati da је 

/ 

2 "1) 1 (!!--- L --; 
6 k-. I k 

= n сп 1,2, .. . ), 

gde је [х] сеН deo realnog broja х. 

+ 00 ,,' 
L 

1 
Reienje. Kakn је 

• _. 
-,lmаmо 

k' 6 
k . I 

" +0) 
л2 

L 
1 

L 
1 

- • 
6 k' k' 

k = 1 k="+1 
Koristeci nejednakosti 

1 1 Ј 

k (k + 1) 
< - < 

k' k (k - 1) 
(k > 1), 

dobijamo 

+"" +00 +00 
1 

I 
1 

I 
1 

L 
1 1 

- < < = -- • 
п + 1 k (k + 1) k' k (k - 1) п 

k = II+1 11 - "+1 k"",n+l 

Odatle је 

tj. 
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+'" 
3.1.47. Odrediti intervale и kojima red 2: cosnx cos nх uniformno konvergira. 

n=l 

Rezultat. Dati red uniformno konvergira па svakom segmentu rea1ne озе koji пе sadrzi ni jednu 
od tacaka kn (k сео broj). 

3.1.48. Ako је р nenegativan сео broj, izracunati 

+'" 
Нт (1 - х)Р+l 2: пР хn• 

x~l-O n=l 

.Resenje. Imашо 
+00 +0) 1 
" пР х" = (х D)P " х" = (х D)P - , L L l-х 

n=о n=l 

d 
gde је D = - . Matematickom indukcijom moze se dokazati da је 

dx 

( D )
P 1 _, хР + Р (х) 

х-р. , 
. 1 - х (1 - х)Р+1 (1 - х)Р 

gde је Р ро1јпоm ро х koji zavisi od р. Stoga, za х Е (- 1, 1) јmаmо 

+'" 

ј odatle 

(1 - х)РН 2: пР х" = р!хР + (1 - х) Р (х) 
n=1 

+'" 
lim (1 - х)Р+1 2: nРх"=р!. 

x-+l-
n=l 

Primedba. Do istog rezu1tata moze se doi:i i па osnovu problema 5.50. 

3.1.49. Neka и (х) oznacava apsolиtnu vrednost raz1ike izmedu broja х i najblizeg 
celog broja, tj. neka је 

u (х) = min (х - [х], [х] + 1 - х). 

Dokazati da је fиnkcija ј data sa 

(1) ј (х) = 2: 
n=о 

neprekidna za svako х, аЕ da nigde пета izvod. (Оуај primer potice od В. L. van 
der Waerdena.) 

. 1 
Dokaz. Kako Је О < u (х) < - za х Е (- ОО, + оо), red (1), prema Weierstrassovomkriterijumu, 

2 
uniformno konvergira za х Е (- ОО, + оо). Svi с1апоуј ovog reda su svuda neprekidne i perio­
dicne funkcije sa periodom 1. Iz prethodnog iz1azi da је i f svuda neprekidna i periodicna funkcija 
sa periodom 1. 

Ostaje da se dokaze da funkcija х ~ f (х) nigde пета izvod. Neka је хо ЫЈо koji rea1an broj. 
Za svaki prirodan broj п, skup intervala 

Ј" = {х : v < х < v + I} СУ сео broj) 
п 2 . 4" - 2 . 4" 

I 
ostvaruje jednu podelu re.lne ose па disjunktne delove. Samo jedna od tacaka х. ± pripa-

4n+1 

da intervalu 1; koji sadrzi хи. Oznacicemo оуај interva1 sa Ј" (х) а tu tacku sa х •. Ocigledno, 
Х 'Ј -+ хо(n -- -1- оо). 

'9 Nizovi i redovi 
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Imamo 
.. 

" (4kxo) 
+00 

u (4kxo) 
Ј (хо) = L +" L 4k 

, 
4k 

k=O А= п+1 

.. k + 00 
u (4Ахп) L и (4 Х,,) 

L Ј (х,, ) = k + 
4А 

• 

4 k=n+1 k- O 
Medutim, 

+ 00 и (4kxo) 
+ 00 

и (4kxn) 

L L = , 
4А 4k 

k = IJ + I А=п+1 
• . 

t'unkcija )er Је 
+00 

u (4Ах) 
L х .... 

4А 
k= ~l+1 

periodicna за periodom 1/4n+' i ХП - Х, = ± 1/4n+'. Рсета соте, 

п k ( k ) Ј (х,,) - Ј (х,) = "'" ..:. ." (4 Х") - и 4 хо . 
Хn - ХО L.., 4k ХN - х, 

k=O . 
Funkcija х ..... и (4Ох) (1 ::; k . < п) је u interva1u 1. (х) 1inearna за nagibom јеdnakјm + 4". 

Stoga, 

= ± 4\ 
Хп - Х, 

сзkо da dobijamo -
Ј(хn) - Ј (х,) = i ( ± 1). 

ХN - ХО k - O 

Оуај ,Ьјс je,\medutim, рассјјаJna <иmа divergentnog reda. Dak1e, konacna granicna пеdnозс 

liт Ј (хп) - Ј (Х.) 

-+00 

пе розсојј, ра onda пе роsюјi пј f' (хо). 

3.1.50. Dokazati da konvergencija reda 

С 1 + 2 С2 + 3 Са + ... 
роуlасј konvergenciju svakog od redova 

+ ... = t 
п 

сп = 2, 3, ... ), 

kao i je,dnakost lјт tn = О. 
n-++ (х) 

Resenje. Red 

+00 k · 
"'" (п + k - 1) Cn+k-1> 
L... n+k-1 
А= I 

+00 

prema Abelovom kriteriiumu, konvergira za svako п = 2, 3, . " Лkо stavimo r 1t = L ,. cr 

(k = 1, 2, ... ), dobijamo 
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+ro 

Ilnl = 2: Ck -- п + 1) [k 

k=n 

+с:о +со 

2: kCk - СП --- 1) 2: 
k=lI 

+00 

- r" - СП - 1) 2: 
k=lJ 

] 
_ .. k Ck 
k 

-~) rk 
I k 

< "ир Irkl - + -.. о ( 
] п - 1) 

сп -+ + оо). 
k>tl П П 

11.'1 • 

]3] 

3.1.51. Dokazati da је red Сјјј је opsti Clап и" = Ј t . sш 1 dt konvergentan, аlј 
(n-l)n ] + (2 

пјје apso]utno konvergentan. 
+00 . 

N .. k!" k d ., ] Ј (. SШ t 
а osnovu ovog lzvestl za јиса а је шtеgга 

о 1 + t' 
пјје apso]utno konvergentan. 

dt konvergentan, alј 

+00 ~-oo 

3.1.52. Dokazati sledece tvrdenje: Ako је red 2: Ь" dobijen ој геја 2: а" time 8to su 
n=о 

iz reda 2: а" izostav]jeni svi ј]ј neki сlапоуј jednaki пи]ј, јlј time 8to је и red 

+00 n=о 

2: а" umetnuto, па proizvoljan naCin, konacno јlј beskonacno mпоgо сlапоvа јеdпа-
11=0 

kih пи]ј, uz us]ov da se izmedu uzastopnih сlапоуа итесе najvise konacno mnogo 
, +а:> +00 

поуљ Clапоvа, tada su redovi 2: а" i 2: Ь" istovremeno: konvergentni, apsolutno 
n=о n=о 

konvergentni, sa ogranicenim nizovima рагсјја]пЉ suma; опј, sem toga, imaju и slu­
саји konvergencije jednake sume, а и s]ucaju divergencije iste skupove tacaka nago­
milavanja nizova parcija]nih suma Си R i и К'" ). 

+00 
3.1.53. 1 о U slucaju kada је а" > О za dovo]jno veliko п, dokazati ја red 2: а" 

konvergira ako i samo ako konvergiraju оЬа reda 

(1) • 
1 

i da tada vaZi jednakost 
+00 +00 +00 

(2) L а2n + 2: а2n+l = 2: аn · 
n=о n=о n=О 

9* 
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? ' D"kazati da је u орstеш slucaju konvergencija оЬа reda (1) dovoljan uslov 
-'- оо , 

za kопvегgепсiјu I"eda .2: а,,, kao i da ;ednakost (2) vazi kad god dve od tl"i suше u 
11= 0 

пјој iшајu konacne vгеdпоsti. 

3' Uopstiti pretllOdna tvrdenja. 

3.1.54. Ispitati konvergenci;u l'edova: 

\ 0 ",ОО (- 1)" (logn)a 

.2: nЬ 
n= l 

' 00 Т. 

20 " L(-
(log n)l°g " 

1 )" • 
nс 

Са, Ь > О) ; 

Се> О), 

, 

+00 

3.1.55. Dokaz ... ti da ogranicenost niza parcijalnih suша [eda .2: а" i ogranicenost 

+00 

\'агјјасјје niza (Ь ,,) (videti 5.47) роУlасе konvergenciju reda .2: а" Ь". 
3.1.56. Ispitati konvergenciju reda сјјј је opsti clan 

( 
n+Ј n-I) 

u" = п" (п + 1) п - сп - 1) п , 

gde је а realan Ьгој. 

3.1.57. Ispitati konvergenciju reda 

+00 (п 1) 
n~J f1k 

gde su е i а realni Ьгојеуј. 

sin СП е + а) , 
п 

0 - 1 

3.1.58. Da lј se а i Ь шоgu tako izabrati da red сјјј је opsti сlап 

3 ' , Ь 
r' n3 + n 2 + п + 1 - 1/ 112 + 1 + а + -

п 

bude konvergentan. 

1 5 
Re::ultat. а = - -, ь = -. 

3 18 

+00 

• 

3.1.59. Ako red .2: а""-а• iша ogranicen niz рагсј;аlпЉ suma, dokazati da red 
n=1 

.2: а, п-а konvergir.a z.a а > ао, а apsolutno konvergira za а > ао + 1. 

3.1.60. Dokazati primerom da red oblika L (- 1)" Ь", gde је Ь, > О (nЕ N) i 

liш Ь. = О, moze divergirati. 
n~+ оо 
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3.1.31. Ispitati apso]utnu i neapsolutnu konvergenciju sledecih redova: 

n=l 

, П" 

-г со Sln -
4 

L ПП 
n~lnP + sin-

4 

I-w -1 n2 
20 L ' cos (л, ) , 

n~21og2 П П + 1 .' 

(РЕ R); 
40 с'" sin (п + ~) 

n~ log log п ' 

3.1.62. Ispitati konvergenciju redova: 

gde ј е Р геаlап Ьгој, 
с'" 

3.1.63. Dokazati da konvergencija reda 2:аn sa nenegativnim сlапоујта povlaCi 
n=l 

k .. da ~ 11- k l'k ' 1 onvergencIJu ге L п-а, а,,, U О 1 О Је а > --, kao i da оуа implikacija пе vazi 
n~1 2 

1 
пј za jedno а < -. 

2 
с'" 

3.1.64. Dokazati da је za konvergenciju reda L а" sa геаlпјт nenegativnim сlапоуј-

та potrebno da bude Нт (п аn) = О. 
n-;.-+ (УЈ 

, " 
3.1.65. ] о Dokazati da konvergencija reda )' а,. Щј su аапоуј 

~ 
пепеgаtlVШ 1 то-

11=0 

с'" 

поtoпо opadaju роУlаСј konv~rgenciju reda L п (а" - а,,+ 1). 
1,=0 

20 Dokazati da, ako је jos а" - 2 а",'1 + а,,-, 2 > О (nЕ No), tada n2 (аn - аn+l) 
-+О(n-++ ОО), 

3.1.66. Neka је п а" monotono opadajuci niz геаlпЉ ne!1egativnih Ьгојеуа, Dokazati 
+00 

da је tada za konvergenciju reda 2: а,. potrebno da bude lјт (п а" log п) = О. 
n--++ со 

n=l 

3.1.67. 
с'" 

Ргјтегот dokazati da red L а" sa pozitivnim Ыапоујта moze konvergi-

rati i kada niz (аn па) пе konvergira ka пиlј пј za jedno а > О, 
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+00 +со 

3.1.68. Neka su L а" i L Ь,. divergentni redovi sa nenegativnim clanovima. Зtа 
П= l tl= 1 

+'" +00 
se tada moze reCi о konvergenciji redova L тјп (а", Ьn) i L тах (а., Ь")? 

+'" 
3.1.69. Neka su svi Clапоуј ['eda L а" pozitivni i neka је 

п 

2: a2k _ 1 

К" = _k-l (п = 1,2, ... ). 
п 

2: a2k 
k= l 

Dokazati sledeca tvrdenja: 
10 ako је 

(1) аn+ I ~ а" 

i red divergira, tada је lјт Кп = 1; 
"-+ +00 

(11 = 1, 2, ... ) 

п=1 

• 

20 ako је ispunjen uslov (1) i red konvergira, tada lјт Кп postoji i moze 
"-++00 

imati Ыl0 koju vrednost iz intervala [1, + оо) i пј jednu van njega. 

30 ako је а"+ l < а,. (n= 1,2, ... ) i red konvergira, Нт Кп moze imati 

Ыlо koju vrednost iz intervala (1, + оо) i nijednu van njega. 

+ 00 + ос. 
3.1.70. Neka su redovi L а" i L Ь" konvergentni. Dokazati da utom slucaju 

'1= 0 п = о 

nejednakosti 
а,. < Ьn (nЕ No '" {т}), 

gde је т jedan od elemenata skupa No, РОУlасе nejednakost 
+00 +00 
L аn < L Ь". 
n =О п- о 

+'" 
3.1.71. Neka је а" < с" < Ь,. (п Е N). Dokazati da tada konvergencija redova L а" 

+00 +00 
i 2: Ь" povlaCi kOn'vergenciju reda L Ст kao i da divergencija prva dva reda пе 

n=1 п=l · 

povlaCi divergenciju treceg reda. 
-;... .:с 

3.1.72. Neka је L а" l1eapsolutl1o konvergentan red i neka је 
7: = [ 
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3.1.73. Dokazati da se suma konvergentnog reda пе mепја ako se njegovi clanovi 
permutuju tako da se nijedan od пјјћ пе udaljuje od svog ranijeg mesta za vise od 
т mesta, gde је т dati prirodan Ьгој. 

3.1.74. Dokazati da se clanovi neapsolutno konvergentnog reda mogu, bez рго­
тепе poretka, grupisati tako da dobijeni red bude арsоlшпо konvergentan. 

3.1.75. Dokazati da је Cauchyev proizvod reda :Е (- 1)" i istog tog reda di-
n~oVn + 1 

vergentan red. 

+'" 
3.1.76. Dokazati da red .г: п-р sin nх: 

n=l 

1 о uniformno konvergira па skupu R, ako је р > 1; 
20 ипјformnо konvergira u svakom intervalu [а, Ь] (О < а < Ь < 2 :n:), ako 

је О < Р < 1; 
30 u poslednjem slucaju пе konvergira uniformno пј u јеdnоm intervalu 

[О, а] (а > О), niti apsolutno konvergira пј za jedno Х tE {k:n: : k Е Z}. 

3.1.77. Odrediti skupove па kojima konvergiraju sledeCi redovi: 
+'" +00 1 +00 

1 о "" 10gn Х; 20 "" . 30 "" ~ . tg ~; 
L.. L.. 1 +~' L.. 2" 
n=l n=l n=l 

-;- оо 

4
0 "" ~ xe-nX

; 

n=l 

60 ~ (Х (Х n+ n))n, 
n=l 

gde је Х realan Ьгој. 

+L:'" 10g (1 + nх) . 3.1.78. Dokazati da red ull1formno 
nх" 

konvergira па svakom јп-

n=1 

tепrаlu oblika [а, + оо) (а > 1). 

+'" 
3.1.79. Dokazati da funkciona1ni red L x2e-nХ uniformno konvergira па interva1u 

n=l 

[О, + оо) i da funkcionalni 
т'" ~' 2х red / arctg ---
........ х2+n3 
n-l 

uniformno konvergira 

skupu R. 

3.1.80. DOKazati da funkcionalni redovi 

+ro (_ 1)" . 

L: х+n 1 
n~1 

~Sinx'Sinnx 
n~1 {п + Х 

uniformno konvergiraju па skupu [О, + оо). 

па 

+00 

3.1.81. Dokazati da red L: - ~ (1 - х) uniformno konvergira za ХЕ [О, 1]. 
n~2 (1 + х) 10g п 
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3.1.82. Dokazati da је, za svako rea1no Х, 

+00 п I 

)' (_ 1)"+1 Х = r 1''1 d[. 
,,"О (п + 1)"+1 ~ . 

3.1.83. Dokazati da red Lxn (1 - Х") пе konvergira uniformno и iпtегvа1u [О, Ј]. 
11 = 1 

3.1.84. Dokazati da 

с" х" (1 - х) 1 +"' ] 
" --+ -)' -
L 11 (1 - х.n) 2 ~. n2 
11=1 \ n= 1 

(х--+ 1-). 

3.1.85. Dokazati da uniformna konvergencija reda L 11" (х) 1 па interva1u [а, Ь] 
11-=0 

+'" 
роу1асј uniformnu konvergenciju reda L In (Х) па istom intel"va1u. 

,, -о 

3.1.86. Dokazati da, ako funkcionalni red L и" (х) јта па intervalu [а, Ь] nenega-

+'" 
tivne с1апоуе i па istom intervalu uniformno konvergira, tada red L sup и, (Х) 

n =oa-:;х<Ь 

пе mora kопvегgiгаti; drugim recima, da postoje fиnkcionalni redovi koji па iz­
vesnom interva1u јтајu nenegativne с1апоуе i uniformno konvergira;u, а Сјја 
se uniformna konvergencija пе moze dokazati ротоси Weierstrassovog kriteri-
• 
Јита . 

3.1.87. Neka је а" > О (п Е N) i neka red L а" konvergira. 
n - 1 

] о Dokazati da tada а" = тах ak posto;i, kao геа1ап broj, za svako п Е N. 
k?:;..n 

20 Ispitati da lј tada [ed L u" тога konvergirati. 
n - 1 
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3.2.1. Proveriti razvoje 

х 
--- = х - х' + х' - x10 + ... (- 1 < х < + 1). 
1 +х3 

х2 х3 3х5 

20 еХ log (l + х) = х + - + - + -- + оо • 

2 3 40 
(- 1 < х < + 1). 

3.2.2. Ispitati konvergenciju reda 

1 1·3 1'3'5 
1 + - х + -- х2 + х 3 + ... 

2 2·4 2·4·6 

R€zultat. Red konvergira za Ix] < 1, divergira za Ixl > 1. Za х ~ 1 red divergira, dok za х ~ - 1 
kOl)\ ergira. 

+00 п 

3.2.3. Ispitati konvergenciju reda " х . 
L., nk 

n=l 

Rezultat. Za -svako k red kоП\'еrgirа ako је Ixl < 1, а divergira ako је Ix: > 1, Za х ~C 1 red 
konvergira samo ako је k > 1, dok za х = - 1 konvergira samo za k > о. 

3.2.4. Razviti Са + Ь)Л ро uopstenom Ыпотпот obrascu ,kad л пјје prirodan 
Ьгој ili пиlа i kada је а > Ь > О. • 

Resenje. 1z 

1 . ( ь )' ( }.) ( ь ) ( ). ) ( ь " а' (Ь + а)' ~ 1 + -;; ~ 1 + ,1 -;; + 2 ~-) + ... 
sleduje 

3.2.5. PolazeCi od jednakosti 

(1) 

+00 
sumirati redove: 2: kxk, 

k~1 

+00 l 

(а+Ь)' ~ 2: (k)aHb k • 

k~O 

+00 

Clxl < 1), 
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Resenje. KQristeCi se jedllakostima 

+'" d +'" ) +'" +'" 2: k xk -
1 = dx (2: xk , 2: k' xk

-
1 = :х ( 2: kX

k
) , 

k - l k ~O k~l k -I 

i ј еdлаkоSСu. (1 ) ,а Ixl < 1, dobijamo 
+00 +00 

2: k xk = х 2: х 
kXk- 1 = ) 

(1 - х)' 
k ~ 1 k~ I 

+'" +'" х (1 + х) 
"'" k2 xk = х '" k2 xk- 1 = ) L... L (1 х)' 
k~ 1 k - ! 

kЗ xk- 1 = 
х (1 + 4 х + х') 

(1 - х)' 

+'" 
Generalizacija. Sumirati Кп (х) = 2: k" xk (п Е N), 

k - ! 

, 

РтјlllеаЬа. R. Stalley [1], М. S. Кlamkiil [2] i D, Zеitliл [3] da1i оu vise metoda za suтirалје ,Ыса 
К" (х) 'а Ixl < 1. опј su dobili sledeCi rezultat: 

Liteтatura 

1 
Кп (х) = ---­

(Ј -- х)"+l 

[1] R. Stalley: А genem ljzation оЈ the geometTjc seTjes, Атес. Math. Monthly 56 (1949), 
325 - 327. 

[2] М. S. Кlamkin : Оп gene/'aljzatjon оЈ the geometrjc serjes, Атес. Math. Молth1у 64 (1957), 
91 - 92. 

+'" 
[3] D . Zeitlin: 1wo methods Јот the evaluation оЈ 2: k" xk , 

k~O , 
68(1961), 986-989. • 

• 

3.2.6. Odrediti interva1 konvergencije reda 
+'" "" (х + 1)" 
L Vn . 

n = 1 

Rezultat. Ovaj red kon vergira za - 2 < х < О. 

+ 00 

3.2.7. Odrediti interva1 konvergencije reda L п (х - 1)". 
n=Ј 

Rezultat. Ovaj red konvergira za О < х < 2. 

3.2.8. Odrediti skup konvergencije reda 

1 

Атес. Math. Молthlу 

Resenje. Оуо је pt"\tencijalni red ро - . Рсјmешmо D'Alembertov kriterijum: 
х 

п + 1 1 1 
• lim 

п "-++ 00 п 2 х 2 Ixl 
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1 1 1 , 
О\'ај red konvergira ako је 

1 

2 Ixl 
< 1, tj. ako је Ixl > - , Za х = - i х = - -

222 
lтато 

~OO , 
, 2: (- 1)" п, Оу ј redovi su divergentni, 

п= I n = I 
+'" 

Prema tome, red 2: 2nnХ" је konvergentan za х Е ( - ОО , - ~) u ( ~ , + оо). 
n= Ј 

:3.2.9. Ako је х 1-+ Р (х) ро1јпот, ispitati konvergenciju reda сјјј је opsti с1ап: 
" Ј а р (п) -=--; 

п! 
20 Р (п) х". 

Resenje. I Q Za dati rcd ј е 

х" 
Р (п) -

11 ! 
lјт 

Х" 11 
lјт (п + 1) 

1""+00 Р (п + 1) х 

р (п) Ј . р (п) 
= - l[т (п + 1) 

Ix: "->+оо р (п + 1) 11-+ + 00 
Р(n + 1)---

(11 + 1)! 

ј( k 
' l ' (п + 1) Р сп) , 

а ~O ,е lffi - 1-
n .... + оо р (п + 1) 

оо, red konvergira ,а svako х. 

2" Za dati red је 

р (п) х" р (п) 1 
-- • lim 

n-7+ОО р (п + 1) х"+1 
= lim 

n-++оо Р(n+l)х Ixl 

Stoga red kош'еrgiга ,а - 1 < х < 1. za х = ± 1 red пе konvergira jer redovi 2: Р(n) 
+"" 

i .L (- Ј )"Р Сп) imaju ёlапоуе koii пе teze пиlј kada п -+ + ОО . 
" = Ј 

т '" 

3.2.10. Dokazati da red 2: р"' х" (О < Р < 1) konvergira za svako х. 

n = о 

ЯеЙеn,,'е. Polupl'ecnik kQпv·еrgепсiје , је 

1 1 
R = 

lјт 
n-+- + оо 

3.2.11. Dokazati da је fиnkcija 

nosti х = хо · Odrediti [ХоЈ, 

= = + оо. 
lim р" "~Гpnl 

11~+CO 

х log х 
х 1-+ 

х" + 1 
opadajuca росеу od jedne vred-

Za koje vrednosti х konvergil'3 
+оо п П log п 

potencijalni red 2: (- 1) --"'-- х"? 
n2 -1- 1 

n=1 

xlogx l + x'+(I-х')lоgх 
Resenje. Posmatrajmo ful1kcij u х ~ f (х) = Сјјј је izvod f' (х) = . 

х' + 1 (1 + х')' 
Nule fШ1kсiје х ~ g Сх) = Ј + х' + (1 - х') log'x odredujemo ј, jednacinc g (х) = О, koja "е 

,а х # Ј moze predstaviti u obIiku 
х' + 1 

10gx = . Za х > 1 је logx > О; logx-+ + оо 
. х' - 1 
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х' + ] х' + ] 
kada х -7'- -+- ИЈ; -~- > о za svako х i ~ i 

х2 -1 х2 _ј 
kada х -+ + СЈ). za х > 1 funkcija 

х' + 1 
х ---+ log х Stl"ogo mоnоtопг) r2.st~J а fU"Gkсi;з. х ---+ 8trogo ПlvIlOtопо opada, ра jednaCina 

х' - 1 
g (х) ... ~ О јта samo jedan rea1an koren и interva1u (1, + оо). Lako је pokazati da је taj koren 
хс Е (3,4), ра је onda [х,Ј = 3. Treba јо, pokazati da оуо хо ispunja; .. uslove zadatka. Kako· 

. 1 х
2 

+] () ·0 'Ј() о Ј' d" f k" Је za х > ХО og х :..> ,g х < ,а 1 х > , Је ора аЈиса 'ип CIJa za х > Хо • 
х2 - 1 

Po1uprecnik konvergencije datog potencija]nog reda odredujemo iz 

1 . i аn+1 I ,(п + ј) 10g (п + 1) н' + 1 
llт I = ћт - 1, 

n-++Ф, аn I , ..... +оо n]ogn (n+l)'+1 

dak]e, red konvergira ,а svako х Е (- 1,1). 
+00 

:г:
. nlogn 

Za х ~ 1 dati red postaje (- 1)" , 
n2 + 1 

n=l 

п log п 
Kako је 1јт = о, 

n-++ЏЈ n 2 + 1 
оуај red је 

konvergentan prema Leibnizovom kriterijumu, (Копасап broj prvih с]апоуа reda пе utice па 
konvergenciju.) 

+'" 
Za х .~ - 1 dati red posta)e L 

n]ogn 
-~-, Kako је 
п' + 1 

nlogn logn 
........ , а red 

n2 ...ј... 1 
n=l 

, " 
ро Саuсћуеуот integra]nom kriterijumu divergira, (ај red takode divergira, 

Dak1e, dati red konvergira za svako х Е (- 1, 1], 

3.2.12. Dokazati 

(1) 

Resenje. Red у = 

--;- оо 

1 х 
,= -е 

3 

-'0 V:' 

2 
+--е 

3 

,- X 3k 

'" konvergira ,а svako х, Po1azeci od L.. -(3 k)! 
k=O \ 

; хVЗ 
cos 2 ' 

:г: 
, 

у -

k~I 

X 3k - 1 

(3 k - I) I ' 

+ а.., xk 

у" -. у' + у = :г: k!' 
k-O 

dobijamo 

Op'te re,enje оуе jednaCine је 

1 
y=-еХ+е 

3 

у" + у' + у = еХ, 

2 VЗХ . VЗх 
Acos +Bsm . 

2 2 

х --

Оуо re,enje rnora da ispunjava щ10уе: у = 1 ,а х = О i у' = О za х = о. 1z dve tako dobijene 
jednaCine odreduju se А i В i tako se do1azi do izraza па desnoj strani и (1), 

3.2.13. Razviti и potencijalni red ob1ika L ak xk funkciju ј, datu sa 

ј (х) = 1 , 
(х - 2) (х + 2) (х2 + 1) 
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- . 
'1 rаzv"ща 
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] 

5 
f (х) -'- - ----с 

4 - х' 

1 

5 

1 + х' 
- -

Ј 

1 

1 1 
-

20 5 
-- - --_.-

( ~)' 1 + х2 

+00 

1 = '500 ( -=-)'" za Ixl < 2, 1 

1 _ (~)' :"0 2 

- - "(-I)"х'" za Ixl <1, 
l+х' L.., 

n=о 

dobijamo da је, za ixi < 1, 

Ј ''''(Х'.''' Ј +00 1 +"'( 1 ) f(x)~-20L 2) -5L(-1)nx'''~-5L (-I)n+
2

,(.+1) х'n. 
n=о n=о n=о 

141 

3.2.14. Odrediti prva cetiri Clana u razvoju I ak x k funkcije f definisane роmоси 

f (х) = 1 + х - х2 
. 

(1 + 2 х) (1 - х) (1 + х2) 

3.2.15. PIoveriti razvoje: 

1° ) + 3 х2 
= ~ (2 n2 + 1) хn; 

(1 - х)3 n~O 

Odrediti poluprecnike konvergencije ovih redova. 

3.2.16. Razviti u Taylorov red, u oko1ini х = О, sledece funkcije: 

х )0 х 1-+ ___ ; 

х2 + 1 

х 
20 Xl-+ ; 

(х2 + 1)2 
30 

х 1--+ ; 
х-Ј 

х 

4° х 50 х 
х 1-+ • 

Х н>- • 

(х - 1)2 , , 
(х - 1)2 (хО + 1)2 

60 х+l 70 х 
х 1-+ • х 1-+ , • 

(хО + 1) (х2 + 4) (1 + х)2 (1 - х2) 

ВеЛеnје. Ј о Iz 

(1) 

sleduje 

(2) 

1 
--=I-х'+х'--· .. = 
Ј + х' 

+00 

+00 

L (- 1)" х'" 
n=о 

(- 1 < х < + 1) 

х L (- 1)' х'"+' (- 1 < х < + 1). 
х' + 1 

n=о 

20 Diferenciranjem jednakosti (1) dobijamo 

Ч· 

(3) 

- 2х 

(1 + х')' 

+00 

L (- 1)" 2 nx'"-1 
n=l 

+00 

х =" (_ 1)"-1 П х"-' 
(х' + 1)' L.., 

n=l , 

(- 1 < х < + 1), 

(- 1 < х < + 1). 
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(4) 

izlazi 

(5) 

(6) 

• 
te Је 

(7) 

(8) 

1). S. MIТRINOVIC 1 D. D. ADAMOVIC 

I 
.,--- = 1 + х + х' + '" =. 
1 - х 

+ 00 
х 

2х" - - -
х - 1 

n=Ј 

-! -оо 

71=0 

40 Difеrепсi гапјеm jednakosti (4) dobijamo 

1 
+оо 

2 nx"-l -
(1 _ х)' 

,r = 1 

+оо 
х 2nx" -

(х _ ] ).' 
n- I 

(- I < х < + 1) 

(- 1 < х < + 1). 

( _о 1 < х < + 1), 

(- 1 < х < + Ј). 

50 Da bismo razviJi funkciju u red, rastavimo је prethodno па parcijalne razlomke, naime 

х А В Cx+D Ех + Р 
- = + + + , 
(х - 1)' (х' + 1)' х - 1 (х - 1)' х' + 1 (х' + 1)' 

odak1e јтато identitet 

(9) х = А (х - 1) (х' + ])' + в (х' + Ј)' + (ех + D) (х - 1)' (х' + 1) + (Ех + F) (х - 1)<. 

l 
Ako је х = 1, па1зzјто В = - . 

4 
Diferencirajuci (9) i zatim stаvlјајш':i х = 1, dobijamo 

1 
1 = 4 А + 8 В, tj. А= - -

4 
Za х = i (i imaginarna jedinica) (9) postaje 

1 
i = (Б + F) (- 2 ј), ~j. Ei + F = .- - • 

2 
1 

Кзkо 'и Е i F realni, odavde dobijamo Е = О, F = 

u (9), nalazimo 

- - . U poredujuCi koeficijente и'; х' 
2 

О = А + е, tj. 

Na kraju, za х = О jednakost (9) postaje о 

1 
е = -. 

4 

О = - А + В + D + Р, {ј. D = О. 
(8) postaje 

(10) 

(11) 

х 1I11 Iх Il 
-,-------..,--- = - + - . + - -:---:- - - . 
(х - 1)2 (х' + ])' 4 1 - х '4 (1 - х)' 4 х' + 1 2 (х' + 1)' 

Ako u (6) stavimo - х' umesto х, dolazimo do 

1 + оо 
:-::--.,.,-, = " ( - l)1J-l П х'"-' 
(х' + 1)' L 

n- I 

1. (10), (4), (6), (2) i (11) izlazi 

n=о n=l 

(- 1 < х < + 1); 

+ оо 

2 (- I)n-' 2 п х'"-', 
n-1 

gde је - 1 < х < + 1. 
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3.2.17. U okolini х = О razviti u Tay1orov red funkciju 
1 + tg х 

х н> log . 
Ј - tg х 

3.2.18. Proveriti razvoje: 

х3 5 х4 

1 о (1 + х? = 1 + х2 - - -1- + ... 
2 6 

(х> - 1); 

(- оо < х < + оо). 

3.2.19. Dokazati da za svako rea1no х vaze s1edeci razvoji: 

·12 
1 о sin2 х = х2 - - х4 + - х6 - ... 

+00 (_ 1)" 

-L'(2n)! 
22n x2n · , 

3 45 
n=l 

1 13 3 +00 3211 - 1 
20 sin3 х = х3 - - х5 + х7 - ... = - L (- 1)"-1 х'Н1 ; 

2 120 4.~1 (2n+1)! 

5 5 +00 52n - З2n + 1 + 2 
40 sin5 х = х5 - -- х7 + ... = - L (- 1)" х2.+1 ; 

6 16.~2 (2n+1)! 

50 cos2 Х = 1 - х' + Ј... х' - 2 х6 + ... = 1 
3 45 

+00 22n - 1 
+ L (- 1)" х2n ; 

.~I (2n)! 

60 cos3 Х = 1 3. 7. 61 6 _ 3 ~ ( 1·).32'-1 + 1 2n. 
--х +-х ---х +"'--L.., - х , 

2 8 240 4 .~O (2 п)! 

70 cos' х = 1 - 2 х2 + ~ х4 _ З~ х6 + ... 
3 45 

+00 22'-1 (22'-2 + 1) 
= 1 + 2: (- 1)' хОП • 

• ~I (2n)! 

3.2.20. Razviti u pot.;ncijalni red, u okolini х = О, fUnkci;u х н> 4 sin2 х cos Х. 

Resenje. Iz identiteta 4 sin' х cos х = cos х - cos З х i razvoja 

cos х = 

+00 
х'" L (- 1)' (2 п)! 

n=о 

(Ixl < + оо) 

sleduje 

+00 2n 

4 sin' х cos х = ,,( l)n-,-Х __ 
L.., - (2 п)! 
n=о 

+00 (Зх)'n +00 З'n _ 1 
" (- 1)" = " (- 1)"+> - х'". 
L.., (2 п)! L.., (2n)! 
п-о n-1 
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3.2.21. U okolini х = О razviti u potencijalni red funkciju х 1-> еХСО ' а cos (х Бјп а). 

НеЛеnје. 1z jednakosti 

i X cos а cos ех sin а) + iе."\СОза sin (х sin а) ~= ехейl 
. . 
1 rаZVОЈЗ 

а; 
ехе . = 

+00 
" (хеа;)" = 

L п! 
n=о 

+00 +00 

L cosna L 
--,---х" + i 

п! 
n=о n=о 

• 
Sln па 
_-х" 
п! 

dobijamo 

excosa cos (х sin а) = 

+00 

L 
созnа 
__ хll, 

11 ! 
n=О 

. 
1 еХ cosa sin (х sin а) = 

+00 . 

L 
Зlпnа 

-.,.-- х". 
п! 

n=1 

3.2.22. U oko1ini х = О razviti и potencijalni red funkcije 
• 

хsша 1 - xcha 
х--+ ----------, 

1-2ХСОБа+х2 
х )--с- . 

1-2xcha+x2 

I 
+00 

Resenje. Kako је 
I ~ z 

L z" (Izl < 1), za z = xeai (txt < 1) dobijamo 

• te је 

n=О 

I 
1 ~ xeai = L 

tJ=O 

+ оо + ос" 
х" enai 

= 2: xn cas па + i .L х" sin па. 
n=о n=1 

S druge strane је 

I I~xcooa 

I ~ хет 

х Sln а 
-------- + ј , 
1 - 2 х cos а + х' 1 - 2 х соо а + х' 

• +00 
х Sln а L х" sin п а. ~ 

1 - 2xcosa + х' 
n=1 

Isto tako је 

I~xcooa 
+00 

2 Х" CQS па. -
1 - 2 х соо а + х' 

n=о 

Ako ovde umesto а stavimo ај, dobijamo 

l-xcha +00 
------- - " х" ch па. 
1~2xcha+x' L... 

n=о 

3.2.23. Proveriti • razvoJe: 

1° 
х 

=1 
х х2 хЗ 

• 
-~~---- - ... , 

log 
1 2 12 24 

1 -х 

20 tg (sin х) - sin (tg х) = ~ х7 + 29 х9 + ... ; 
30 756 

30 =2+~x-~x2+-8-x2+ 
- х) 3 9 . 135 х - ]og (1 

• • • • , 
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. х2 хЗ х'х5 

40 log (I + slП х) = Х - - + - - - + - - ... ; 
2 6 12 24 

хЗ 2 х5 

50 th х = х - - + - - - .... 
3 15 

3.2.24. U okolini х = О razviti u potencijalni red funkcije : 

х 

10 х ~ ј (х) = Je - "dt; 
о 

J
~ sin t 

2° x~g (x) = dl. 
О t 

+ 00 

145 

Rezultat. 
+00 ( • 

j(X) - ' '\ - 1) 
- Lt .'! 

g (Х) = 
( - 1)' х2.+ I 

2: (2v+1 ) 12v+1 
( - о::; < Х < + оо) . 

' - 0 ,.=0 -

3.2.25. Proveriti razvoje: 

х2 х4 х5 х6 х7 31 х6 
1 о esinx = 1 + х + - - - - - - -- + - + + ... ; 

2 8 15 240 90 5760 

х2 хз 7 х4 х5 29 х6 

20 earctg х = 1 + х + - - - - + - + - .... 
2 6 24 24 144 

+00 
3.2.26. Za koje realne brojeve х konvergira red · 2: (~! П + 1 - V п) х!'? 

n~ o 

3.2.27. Odrediti ekstremne vrednosti fиnkcije x ·~ ј (х) = cos х + сћ х. 
Reienje. 1z izraza 

Г (Х) = - sin х + sh Х 

= - еХl - ~ + ., .) + (IХ! + ~ + ... ) 

= 2х"- + - + + ... ( 
1 Х· х' ) 

З! 71 11! 
( - оо < х < + оо ) 

sleduje da se Г (х) anulira бато za х = О. 

Kako је /" (О) = /'" (О) = О, [ «) (О) = 2, IInamo min[ (х) = 2 za х = О. [Ј, 

3.2.28. Za koje realne brojeve х konv~rgira red 

(1) 

Reienje. Neka је 

Kako је 

10 Nizovi i rcdovi 

~ х!' log log (п t- 1) ? 
n~2 Jog п 

log (п + 1) 
аn = log = log 

log п 

log (1+ ~) 
1 + --'----­

log п 

(е -+ + оо), 
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dobija se , 

1 log(1 + :.) log (1+ ~) 
(2) аn = log 1 + ~-- ~ (п -.,. -+- со). 

logn log п п logn 

Odavde izlazi da .је poluprecnik konvergencije datog potencijalnog reda jednak 

(3) 

, ' 
i аn 

R = lјт i---"-
n-++оо ,аn+ 1 I 

.' СП -+- 1) log СП -+- 1) 
!Јт = 1. 

n-++ оо П log п 

Za х = 1 red (1) postaje 

_:... со 

L
· log СП + 1) 

log----
log п 

n=2 

+00 1 
i divergira stoga sto је, s obzirom па (2), red ekvikonvergentan ,а divergentnim redom .L, 

п log п 
n=2 

Za х = - 1 dobija ,е alternativni red 

+00 

L с- 1)" log 1+ , 
n=2 

koji konvergira prema Leibnizovom kriterijumu. 
Prema tome, red (1) konvergira ,а - 1 < х < 1. 

3.2.29. U okolini tacke х = О razviti fиnkciju 
log (1 + х) 

х 1-+ u Taylorov red. 
l+х 

Resenje. Роlшесј od razvoja 

+00 п 

log (1 + х) = L (- l)n-1 х" ' 

n-1 

1 
+00 

L (- l)n х" с- 1 < х < 1), -,----- - -
l+х 

"=0 

gde оЬа reda apsolutno konvergiraju ,а - 1 < х < + 1, i primen;u;uci Cauchyevo mnozen;e 
redova, dolazimo do razvo;a 

log (1 + х) 
1 + х 

+00 п 1 
= L с- l)n-1 х" L k' 

n=1 k= 1 

Dobi;eni red konvergira za - 1 < х < 1. 

3.2.30. Funkciju х 1-+ log (х + V 1 - х2) izraziti najpre u obliku integrala i raz­
viti је potom u potencijalni red u okolini х = О. , 

3 31 .. f k оо Ј( ) 12 х + 5 .2. • Razvш ип CIJU х 1-+ Х = -----'---
(6 х' - 5 х + 1)' 

rediti poluprecnik konvergencije tog reda. 

+00 
U red oblika .L ak xk i od­

k~O 
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3.2.32. Proveriti sledece 
. 

raZVOJe: 

1 - х2 
+сс, 

1° ] ..L 2 L ХIJ COS па I 

] - 2xcosa + х2 

11=1 

(Ixl < 1); 

] - Х sh а +00 
у 1 -+ ') х" sh па 

] -2xcha+x2 ~ 

11=1 

(!хl < 1) 

i odrediti poluprecnik konvergencije ovih redova. 

А 
Uputstvo. Razloiiti pr\'o funkcije па 1evim strапаша па proote razlomke oblika __ _ Moze 

х _. а 
se vrsiti i sumiranje геdо\'з па desnim stгапаmз. 

Priтedba. Red u 1 v moze se shvatiti i kao Fourierov red, gde је х рагзшеtаг i а promenljiva. То 
omogucuie da se па jednosta\~an nacin dod:e do rezultata . 

~ 

\

,.. cos па 
da ~~ 

. 1 - 2 х cos а . f- х2 

О 

3.2.33. Dokazati nejednakost 

(1) 

Resenje 1. Za х > О )е 

п" 
< е" 

п! 

-оо , x k ,"(11 

e
X

:-= L k! > п! 
k~O 

зkо se stavl х ""с JI, оуа nejednakost postaje 

Resenje 2. Ako se stavi а. = 

пп 

I ' N. 

пп 

п! 

dobija ое 

1 - х' 
( ' . : х i "- 1; " = О, 1, 2, ... ). 

(п 1,2, ... ). 

.сп 1,2, ... ); 

(n~1,2, ... ). 

(n~1,2, ... ), 

jer пiz (1 с" ~)" strogo rastuCi tezi ka е. Stoga za п --;;-:: ?, 3, ... Са 1 = 1) lffiзmо 
п 

Za п ~ 1 је а, .~ 1 < е. 

Тјmе је data пејеdпаkооt dokazana i ujedno dobijena nejednakost 

koja је preciznija od (1). 

3.2.34. Proveriti • 
razvoJ 

х 

пп 

п! 

(1 - х) (1 -~ х2) 

10' 

(n~2,3, ... ), 

+00 

2: п (х2n - 1 + х2n) (- 1 < х < 1). 

n=1 
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3.2.35. Dokazati da је 

2 1 х 1'3x2 l'3'5х3 

f (х) "" 2 log =с .. - ---- -1- - - + --- + ... 
l+V1-х 21 · 2·42 2·4·63 

(--- I 

Uputstvo. Razviti najpre f' (х) u potencijalni red. i uzeti u obzir da је f (О) = О. 

3.2.36. Da lј је tacna jednakost 

+оо xk ': 1 1 2 - = Ј -log--dt 
k-, 1 k2 О е 1 - е 

(О < Ixl < 1)? 

, 
3.2.37. Data је funkcija е 1-+ f (е) = Ј х' cos (х") dx. 

о 

<. '/1) "-. . \ . 

1 о Razviti f и potencijalni red i odrediti njegov poluprecnik konvergencije. 

20 Izracunati f (2 _1) sa greskom mапјоm od 10-5. 

Reiienje. 1 о Kako је 

• lmamo 

х' со, (х') = 

i dalje 

(1) 

+00 хШ 
со, (х') = ,,( 1)"-:--:-:­

L. - (2 п) 1 ' 
1Ј "'" О 

-~oo t 

х
1n

+
2 f " (- 1)" --:::---,-,--, (ј. х' со, (х') dx = 

L. (2п)1 
о 1'=0 

+0: 

f (с) = 2 (- Ј)" 
n=о 

(211)1 (4n + 3) 

-. оо , t.l1'+3 

"(-1)" , 
L. (2п)I(4n+3) 
11=0 

Poluplecnik konvergencije R po,lednjeg reda odreduje ,е iz 

Р' = lјт 
(2n)I(4п+3) 

(_ l)n+1 

(2 п + 2) 1 (4 п + 7) 

. (2" + 1) (2" + 2)(4 п + 7) 
= ћт = + ао, 

n-)-+оо 4n + З t 

(ј. R = + со. Dakle, red (1) konvergira za t Е (- СО, + со). 
20 Za t = 2-1 јтато 

Ako је 

(2) 

f (2-1) = 

+оо 

" (- 1)" • 
L. (2 п) 1 . (4 п + 3) . 2'"+3 
n=О 

1 
< 10-', 

(2 n+ 2)1 ·(4 n+ 7)·2'·+7 

tada је, kзо sto ,е lako uvida, apsolutna vrednost greske тanја od 10-'. Nejednakost (2) је zadovo-
1jenja ,а п :2: 1, tako da је 

1 1 
1(2-1) '" з-:-S - 21.7.2" 

sa greskom тanјот od 10-'. Odade, f (2-1) '" 0,041109. 
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3.2.38. Proveriti • razvoJe 

1 1 1 1 1 2 

-1-og-(]---f--X-) =-Х + -2 - -12 Х + -24Х + ... ; 
1 1 хn- 1 

log (1 х2 хn .) =-;+ (п + 1)! 
Х" 

(п > 1); ----+ ... 
(п + 2) . п! 

• 

+ Х +21 -+ ... + n-' 
. х2 х3 х4 х5 

log (1 + sш Х) = Х - '- + - - - + .- + . оо ; 

2 6 12 24 

( 

х2 . Хn ) хn +1 П + 1 хn +2 
. 1 + Х + '2 !.,- ... + -;;т е-Х = 1 - (п + I)! + ]!. с;; + 2)! 

(п + 1)(n + 2) Хn + 3 --'-.-'--'---'-..-'., + оо • • 

3.2.39. Dokazati da је 
2! (n+З)! 

З sin 2 ( 4 
-----. = ( - (5 + 0(,5) 
2 (2 + cos 2 () 45 

((-'>- О). 

3 .јп 2 t 
Resenje. Kako је funkcija 

odrediti tako da bude 

t f->- f (t) ~ neparna, brojevi A k (k ~ 1,2,3) mogu se 
2 (2 + со. 2 t) , 

Kaku је, dalje, 

.јп 2 t ~ 2 t -

lтаmо 

f (t) = А, t + А, t' + A,t' + о (t') (t -+ О). 

4 4 
- t' + - t' + о (t') 
З 15 ' 

2 
со. 2 t = 1 - 2 t' + - t' + о (t') 

3 
(! -+ О), 

3 t - 2 t' + ~ t' + о (t") = 3 А, t + (3 А, - 2 А,) t' + (3 A,·t 

+ о (t') (t ..... О), 

-A-·2A,t' 2 ) . 
3 ' 

4 
odakle dobijamo А, •• , 1, А, = О, А, ~. - -, sto је trebalo dokazati. 

15 

3.2.40. Dokazati jednakost 

sin 2х 2 
- = 2 Х - 2 х2 + - Х3 + О (Х3) 
1 + sin Х З 

Rese .. je. Кзkо је 

dobijamo 

, +00 +::.0 x2k H 1 
_јп х ~ .L (-- 1)k -, . -:--;--:--.- .L ( ... 1/ sink Х 

k~o (2k+I)! I+.јпх k,,'Q 

1 
-,---,-- = 1 .- .јп х + .јп' х + О (.јп' х) 
1 + _јп х 

= 1 - ех + о (х')) + (Xf о (х'))' + о (х') 
= 1 - х + х' + О (х') (х -+ О), 

sin 2 х (4 ) 
-,--..,-- = 2 х - -3 х' + о (х') (1- х + х' + О (х')) 
1 + _јп х 

= 2 х -- 2 х' + 2 х' - ~ х' + о(х') +Х(2 - ~ х,) О (х') 
3 3 

2 
= 2 х - 2 х' + - х' + о(х') (х -;о. О). 

3 
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3.2.41. Razviti funkciju х I--i> ch х u red stepena sa osnovom еХ - 1 i ustanoviti 
za koje realne vrednosti х vazi taj razvitak. 

Resenje. StavljajuCi еХ -- 1 = t, nalazimo 

1 1(' 1) 1 ch х = 2" (еХ + е"Х) C~ 2" 1 + t + Ј + t = 2" (l 1- t + 1 - t + t' - t' + ... ), 
tJ, 

1 ;-00 

chx = 1 -[- 2" L (-J)"tn. 
n=2 

Оуа nejednakost y"zi 'а jtj = јеХ - lј < 1, tj. za х < log 2. 

3.2.42. Razviti fi.шkсiјu х I--i> log [sin х[ и' potencijalni red ро cos х. 

3.2.43. KoristeCi se jednakoscu 

(1) 
Ј ~ х Х 1 

log = 2 S dc 
I-x Ј-с' 

о 

([х[ < 1), 

razYiti funkciju 
J~x 

х I--i> log . ро Taylorovoj formuli 
Ј-х 

i proceniti gresku pri 

aproksimaciji оуе funkcije TayJorovim роliпотот. 
StavljajuCi 

(2) 

dokazati da је 

(3) 

J~x k~1 

I-x k 
(k prirodan broj), 

2 
log(k ~ 1) ~ logk ~--

2k ~ 1 

sa greskom ро apsolutnoj vrednosti тапјот od 
б k (k ~ 

1 
------. 

1) (2 k ~ 1) 

Resenje. Integraleci identitet 

__ 2---:- = 2 (1 + t' + ... + t"'-2 + 
1 -- t' 

u intervalu [О, х] (јхј -< 1), dobijamo 

(4) 

gde је 

Х 

t'n ) 

1 - t' 

(јхј < 1), 

(5) R = 2 
" r_t'_n_

dt 
1 - t' 

(јхl < 1) 

о 

1 + х т 1 . l' greska pri aproksimaclji funkcije х 1-+ log (јхј < 1) njenim ау orOV1m ро шоmоm 
1 - х 

2 х + - + ' . " + . (
Х' х,n,-, ) 
3 2 п - I 
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Kako је It! <; Iхl < 1, јmаmо 

х .< 

2Ј 
l211 2 r t'" dt 

'Ј IX !211+1 

IRnl ~ dt ~ 
-, 1 

~ • 
1 -- t'l - 1 - х' (2" + 1) (Ј - х') 

"' 
О О , 

DakJ.e, apsolutna vTedllost greske тапја 
. 2 Ixj2n;-1 
Је od . 

(2" + 1) (1 - х') 

Primecujemo da је, ггеmа (5), greska pozitivna јlј negativna ргсmа (оте da lј је х > О 
ili х < О. 

l+х 
StavljajuCi 

1 - х 

k + 1 

k 

1 
, dobijamo х = ---, tako da је 

2 k + 1 

log k + 1 ",? ( 1 + --:::-:-1 ---:-:с- ~_ . . . -'- --::-_--::--::1;:-;-_:-:-:::-:-. ) , 
k - 2 k + 13 -' (2 k + 1)" , -. (2n - J)(2k + I)'" 

pri сети је greska pozitivna i mапја od 

1 --_ .. ~~-----~ 
2 (2 п + 1) k (k + 1) (2 k:f- I)'n-' 

UzimajuCi ,ато prvl aan (п = 1), dobijamo 

k+l 
log --:-- '" _. -:--с 

k 2k+l' 

2 2 
tj. Jog (k т Ј) '" Jog k + , 

2 k + 1 

1 
pri ёеП1U је greska pozitivna i тапја od - -. 

6 k (k + 1) (2 k + 1) 

х 

3.2.44. Aproksimirati funkciju х 1-+ ј (х) = .\' (1 + с 4)-1 1 2 dc u oko1ini х = О Тау1о­
о 

rovim ро1јпотот Т5 petog stepena i proceniti gresku za Ixl < .5 < 1. U kom 
1 

intervalu [-.5, +.5] је apso1utna vrednost greske aproksimacij~ тапја od ? 
24· 1 О" 

Resenje. Aproksimirajmo najpre funkciiu х ~ g (х) = (1 + х)-ш u okolini tacke х = О Taylor­
ovim роНпотоm prvog stepena. Formula 

х' 
g (х) = g (О) + х g' (О) +- - g" (6 х) (О < Н - е (х) < ]) 

2! 
daje onda jednakost 

1 3 х' 

(1 + х')-"2 = 1 - '2 х' + 8' (1 + х' 6 (х'»)'" (ХЕ (- СО, + ос»). 

Integraleci od О do х, dobijamo 

х х 

Ј--
1-:-с.". dt = х -

(1 + t')1I2 
_1 х' + ~ r t' dt. 
10 8 . (1 + t'6(t'»'" 

О о 

1 
Funkcija х 1-+ Х - - x~ је traZeni роliпот То, jer 

10 

х \ [х 

3 Ј Е' 3 Ј 1 -- dt < - с' dt = 
8 (1 + t'O(t'»)'I' \ - 8 8·3 

о \ о 

lxl' = о (lx i ") (х -., О). 
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Gl'eske ргј aproksirnaciji t'unkcije f роНпоrnот Т, data је [огтиlот 

Odatle је, za ј хј < Ь, 

R, = 

3 
IR,I < -

8 

х 

3 Ј l' . 
- dl. 
8 (1 + l' О (1'))'" 

О 

х 

r l' dl 

о 

Da Ьј Ьјl0 IR , \ < 1 Jovoljno је da је ,\ < 110' Dakle, u intervalu [- ~ 
24'10" 10' 

+ ~] 
10 

1 
apsolutna vrednost greske арюksimасi;с је m.nj. od . 

24· 10' 

3.2.45. Odrediti prvih ре! clanova Taylorovog razvoja fиnkcije ј date sa 
~ 

(1) 
ј(х) = еХ _ а + 2 Ь х + х' 

а - 2 Ь х + х' 
u okolini tacke х = О. Koristeci tako dobijeni razvoj, odrediti а i Ь tako da :unk­
сјја ј bude infinitezima1a riajviseg moguceg reda u odnosu па х kada х ) О. 

Resenje. Da Ьisпю dobili Taylorov razvoj funkcije ј, ргimепiсешо metodu neodredenih koe­
Псiјепаtа. Stavljajuci 

dobijamo 

а +- 2 Ь х + х' 
__ ;:-:_-,---:: = СО + '1 Х -+ С 2 х2 + С3 х3 + С-I х"" + С5 X

S + .. " 
а -- 2Ьх+х2 

а·- 2Ьх .,- х' = (а - 2Ьх + х') (со + С,Х + с,х' ,;. с,х' -i- с,х' 'ј- С;Х' + ... ) 
= асо -+- аС 1 х + аС 2 х2: + аСј х3 + ac~ X'~ + ас!; х5 + .. . 
- 2 ЬСО х - 2 Ьс, х' - 2 Ьс, х' - 2 Ьс, х' - 2 Ьс, х' _ . .. , 
...L_ СО х! -1- С1ХЗ + C2X.fo + сзх5 + .. ОО 

Porel1eci koeficijente uz Iste stepene па lе\'ој i па desnoj stгапi оуе јеdпаkоsti, dobijamo 
slede~i sistem ;ednacil1a 

а = Qt.",,, 

2 Ь ~ а с • . - 2 Ь Со, 
1 = а C:l ._. 2 Ь '1 + СО, 

о = а С, - 2 Ь с, + С" 
0= aC-I - 2Ьсэ + С2) 
О = а 'о - 2 Ь С-I + СЗЈ 

cije resa\'anje daje 

(2) 

, 

с., = 1) 
4Ь 

С 1 = -, 
а 

8 Ь' 
. ' 

а' 

4Ь (4Ь' - а) 
'3 = 

а' 
, 

16Ь' (2Ь'-а) 

а' 
, 

4Ь 
с, = - (l6b' - 12аЬ' + о'). 

. а' 

Na osnovu prerhodnog dobijamo sledeCi razvoj 

f (х) = 1 - - х + - - х' + _ - х' ( 
4Ь) (186') (1 4Ь(4Ь'-0)) 
а 2 о' 6 а' 

+ _ _ _ х' + - - (16 Ь' - 12 а Ь' + о') х' + .... 
( 

1 16 Ь' (2 Ь' - а») (1 4 Ь ) 
24 а' , 120 а' 

Da bi Сиnkсјјај bila infinitezimala najviscg moguceg reda kad х -->- О, konstante а i Ь treba da 
b.udu tako odredene da maksimalan broj prvih koeficijenata u razvoju (2) bude jednak nuli. 
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Iz;edna<'avan;~ sa пиЈот prvog koeficijenta daje а = 4 ь. Tada i drugi koefici;ent posta;e 
;ednak пиЈј. Izjednacavanjem treceg <'Јап. razYitka sa пиЈот i yodeCi тасипа о prethodnoj jednakosti 
а = 4 Ь, naJazimo а = 12, Ь = 3. Lako se proyerava da se OYako odredenim yrednostim. za а i Ь 
апиЈју. i <'etyrti koeficijent razvo;a (2) i da njegoy peti koefici;ent posta;e 1/720. 

Pl-ema tome) 

еХ _ Ј2 + 6 х + х' 
12-6х+х' 

-::с:--:- + о (х') 
720 

(х ->- о), 

tj. sa oyako odredenim "rednostima za а i Ь funkcija f је infinitezimala petog reda u odnosu 
па х kad х ~ о. Оуај red је najYisi mogucni. 

Primeaba. Videti sledeCi zadatak. 

3.2.46. Odredite realne brojeve а, Ь, с, d tako da granicna vrednost 

1. 1 ( 1 + а х + ЬХ2 ) lffi - еХ - -------
X~O х5 1 + ех + dx2 

bude konacna. 

Resenje. Prvo imamo 

+'" 
Нт ~ (ех --
Х-+О x~ 

1 + ах + ЬХ') = 

1 + ех + ах' 
Јјт ~ ("'" ::. _ .-,-1 _+_а_х_+--:::Ьх...,' ) 
<->0 х' L., п! 1 + ех + ах' 

n=о 

t· ) . 

1 
- Јјт -.,.-----:--::­

Х->О х' (1 + ех + ах') 

, со +00 +00 
~ х" + С ""' _Х_n-:-+_1 + d " _Х_"':-'_ 1 -- ах ~ Ьх2 
~ п! L п! L nЈ 
11=0 "=0 n=о 

Јјт 1 (1 + е _ а) х + (~ + е + а - ь) х' 
X~O х' (1 + ех + ах') 2 

+ (~ + ...:: + а) х' + (~ + ...:: + ~) х" + ( 1 +...:: + ~) хС. 
6 2 24 6 2 120 24 6 

+"'( 1 е а) + "'" + + _ хnн . L (п + 2)! (п + 1)! п! 
n=4 

Na osnoyu Oyog zakJjucujemo da granicna vrednost postoji ako i sam() ako је 

1 + е - а = о, 
1 + е + а - ь = о, 
2 

. Ј 1 
а =-

2 ' 
Ь = -, 

12 
Tada је 

1 е 
+-+а=о 

6 2 ' 

1 
е =-

2 ' 

1 е а 
-+-+-=0 
24 6 2 ' 

1 
а = -. 

12 

Ет ~ (е" _ 1 + ах + ьх') = Нт 1 {( 1 + ~ + ~) 
Х-+О х' 1 + ех + Јх' Х->О 1 + ех + ах' 120 24 6 

+ -;; ( 1 + е + ~) хnн} _ :::4 (п + 2)! СП + 1)! п! 
1 е а 1 

120 + 24 + 6" = 720 . 

Primeaba. Uporediti sa prethodnim zadatkom. 

3.2.47. Ako је 

(1) log (х + V х2 + 1 ) 
у= - . , 

Vx2 + 1 
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Iada је 
. dy 

(2) 

(3) 

(4) 

(х2 + 1) -- + х у - 1 = О, 
dx 

d" +1 У d"y d"-1 
(х2 +1)- +(2n+l)х +n2 У=О 

dxn+1 dx" dxn - 1 

KoristeCi ОУО, dokazati razvoj 

+ro ( ')2 
У = 2: (_1)' n. 22·х2n +1 

n~O (2 n+l)! 

сп = 1, 2, ... ). 

i odrediti poluprecnik konvergencije reda и (4). 

Resenje. 1z (1) neposredno izlazi (2). DiferencirajuCi (2), dobija se 

(5) 
d'y dy 

(х' + 1) + 3 х + у = О, 
dx' dx 

sto predstavlja jednakost (3) za п ~ 1. Лkо se, zatim, pretpostavi da (3) vazi za п = k, Ч. da је 

(х' + ј) dk+1 У + (2 k + 1) х dk У + k' dk-
1 

У = О, 
dxk+1 dxk dXk- 1 

diferenciranjem оуе' jednaCine dobija se 

(6) 

(х' + 1) _d
k
+' У + (2 k + 3) х dk+1 У + (k + 1)' dk~ = О. 

. dxk+' dxk+1 dxk 

Dak1e, tada је (3) tacno i za п = k + 1. Тime је dokazano vazenje jednakosti (3) za svako n. 
Stav1jajuCi u (1) i (3) х ~" О, dobijamo 

у = О, (п = 1, 2, ... ). 

Odavde se lako izvodi da је 

d2n у \ d 2n+1 у I . . ~ о, I = (- 2')' (п!)' (п = О, 1, ... ). 
dx2n I х=--о dx 2n+1 I Х=О 

Prema (5), dobijamo za funkciju (1) sledeCi razvoj 

+00 (п!)' 
у = " (- 1)" 2'" x 2n+1. 

L.., (2 п + 1)! 
n=О 

Za poluprecnik konvergencije R reda u (6) јтато 

R,~ lјm 

n--++оо 

1 (2 п + 2) (2 п + 3) 
--'-----:-'--'-:с-:- ---'- = 1. 

2' (" + 1)' 

3.2.48. Razviti fиnkciju х 1-+ f (х) = 1/ (1 + х + х2 + х3) и potencija1ni red и 
okolil1i tacke х = О. . 

Resenje. Kako se fuпkсiја ј moze парisаti u obliku 

dobljamo, za Iхј < 1, 

I-х 
ј(х) =--

] -- х4 

+00 

(х #- 1), 
1 

(1) = "4 ' 

I (х) С.С (1 -- х) 2: хт = 1 - х + х· - х' + х' - х' + .. '. 
п-о 
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3.2.49. Dokazati sledece razvoje 
ћ2 ћ3 ћ4 

sin (х + /1 ) ~~ sin х -+ i1 cos х ~ -- sin х ~ - cos х + - sin х + 
2! 3! 4! 

• • • , 

ћ2 ћ 3 ћ4 

cos (х - 1- /1 ) = cos х ~ h sin х ~ - cos Х + -- sin Х + '- cos Х ~ 
2! 3! ' 4! 

• • • 
• 

3.2.50. I ~ Razviti funkciju xl--'>-j (х) = ch Х cos х u potencijalni red. 

20 Izracunati vrednost ove funkcije za Х = I sa gгеskоП1 manјоm od 1 О -7. 

Resenje. Koriscenjem jednakosti ch х " с со. (јх) posmatrana Љnkсјја moze 'е na'pisati u obIiku 

Ј (х) = со. (јх) со. х, 

t 1 • 

1 ( . f (х) = "2 со. (1 + ј) х + со. (1 - ј) х), 

tako Ја, s оЬziгоПl па 

ЈоЫјато 

Kako је 

Е'" 
(ј /ј < + со ), со. t "'" L (- 1)" 

(2 п)! 
11 """" 0 

...:... ос, I . 
Ј(х) = - )' (- 1)" Си + ])2" + (i - 1)''') 

2 -
,,=0 

(2 п) ! 

Си + 1)')" + Си - 1)')" = 2"ј"(1 + (- 1)"), 

• 

koet'icijenti роsmасгалоg reda za н neparno anuliraju se, tako da dobi;amo 

4n 411 

ј(х) ,с " ( _ 1)" х 
L (2 п) ! 
n =о 

20 Stavljajul:i х = 1, dobijamo naizmeniёan brojni red i apsolutne vrednosti njelOvih 
(;lanova monotono opada;uCi teie nuli. 

Sroga se ()s tatak Rn o\t'og reda moze maj orirati па sledeCi iIacin 

4"+1 
IR I < . 

" . (4n + 4)! 
• 4'1 r- l 

N ejednakost ~ 
(411 + 4) 1 

yrednosti тапјот od 10- 7, јтаmо 

10 " Јаспа је za п :2: 3. Ргета !Оте, sa greskom ро apsolutno j 

4 4' 
ch 1 со. 1 "" 1 ~ - -'- -

1 ' 8' 4. . 

43 
- = 0,8337303 .... 
12! 

Ovaj broj l"azliku;e se оЈ broja 0,8337300 za тапје od 0,5' 10-'. Кзkо ,е, s druge strane, 
lako moze proveriti da је R" <: 0,5 '10-', dobijamo 

ch 1 со. 1 "" 0,8337300 

'а apsolutnom vrednoscu gre,ke тапјоm od 10-' . 

3.2.51. U okolini х = О razviti funkciiu 

2х 1 
х 1--'>- f dx 

-х V 1 - с' 
u potencijalni red. 
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3.2.52. U okolini tacke х = О razviti funkciju x~· log (1( V 1 - 2 х cos () + х2 ) 
U potencija1ni red i odIediti poluprecnik konvergencije tog reda. 

3.2.53. Proveriti razvitak 

I 1 . 1 (4 1 . 3 [, 

Ј dx = (---+---- ... 
о (1 + х3)'12 2 4 2 . 4 7 

([[[ < 1). 

Ako se ovaj integral apl"oksimira zbirom prva tri сlапа reda па desnoj strani, 
kolika se greska pri toше Cini? Za ( = 1(2 priblizno izracunati integral i odrediti 
gornju granicu apsolurne vrednosti greske. 

3.2.54. Proveriti da lј је za svako х 

+'" 
ехр (еХ) = е + L щ xk

, 

k~1 

1 +00 nk 
ak =.- - .L -­

k! n~1 п! 
(k=I,2, ... ). 

Рrоvегiti takode sledecu rekurentnu formulu 

1 1 1 
k ak = щ-l + -Щ-2 + -Щ_3 + . , , + а" 

1! 2! (k-I)! 

k 'dl" 5е ао 1 а 1 Је аз = -
3! 

3.2.55. Pokazati da је 

(k=I,2, ... ), 

( Х) ( 1) 1 3 1 1 I ехр -"2 'log 1 +-"2Х ="2Х - -вх2 + 6 х2 - I6х + " . (-2 < х < 2) 

Ispitati da li se ovaj red moze napisati и obliku 

(- 2 < х <2), 

gde је 

1 k 1 
ak = (- 1)k+I.L . 

2kn~1 (k-n)!n 

3.2.56. Za dovoljno veliko х naCi takvu aproksimaciju jednostavnijim izrazom 
funkcije 

xl-+f(x) = Vx2 + (- f'x2-1 

da greska bude infinitezima1a oblika О (х-5) 

Rezultat. x-1 • 

Primedba. Sta ,е moze zakl;uciti о greki iz jednakosti 

1 1 
100--=. . . 

х х(х+ Ух'- l)(х+ Ух'+ l)(X'+Yx'-l) 

ko;u prethodno treba provcriti? 



3.2. POTENCIJALNI REDOVI 

3.2.57. Ako уаЬ razvoj 

х cotg х = L аn х2Н 
~l=O 

(О < Ixl < 2 Ь), 

proveriti da li је 
+00 

Х tg х = ') (1 - 22") а" х2n - (Ixl < Ь). 
n=о 

Na osnovu toga, јlј па neki drugi пасјп, dokazati da је 

п 1 2: (1 - 22k
) ak an- k = { 

k~O О 

(п = 1), 

(п > 1). 

3.2.58. Razviti funkciju f datu sa 

f (х) = log (l + х + х2 + хЗ + х') 
u potencijalan red u okolini х = О. 

Upиtstvo. Napisati najpre funkciju f u obliku 

1 - x~ 

Ј(х) = log (х,# 1), Ј(I) = log 5. 
Ј-х 

3.2.59. Dokazati da је 
+ro 

tg х = 2: а,. х" (IX1 < ~), 
n=о 

+00 ) 
(cos х)Х = 2: Ь,. х" (Ixl < .. ~ 

n=о 

157 

i odrediti koeficijente ао, а 1 , а 2, аз, Ьо, Ь 1, Ь 2, Ь з . NaCi formulu koja izrazava koe­
ficijente Ьn+l роmоси koeficijenata ам bk (k = О, 1, ... , п - 1). 

Resenje. Moze ,е ustanoviti da је 

Ј 
tgx=x+-x"+'" 

3 ' 

1 
(cosx)X = 1- _х3 + "', 

2 

gde је poluprecnik konvergencije "'/2*. StavljajuCi g (х) = (со, х)Х, Iтато 

(1) 

Kako је 

dobijamo 

g' (х) = g (х) (Iog со, х - х tg х). 

+00 

(Iog со, х)' = - tgx = - 2: аnх", 
n=о 

log cos х = '-

+00 

- xtgx =- L аn Xn+1, 
n=О 

+00 1 

log со, х - х tg х = - 2: (1 + п + 1) а,. х" ", 

"=0 

* Poluprecnik konvergencije "'/2 odreduje se primenom kompleksne anali.ze. 
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tako da jednakost (1) postaJe 

'""" п Ь X
II

- 1 -~-L 11 --

1Ј=0 

PoredeCi koeficijente uz хn па оЬета stranama оуе jednakosti, dobijamo 

3 '4 ,,+1 
- (п + l)bn+1~' 2aO bn- 1 + - а, ь,,_, + - a

'
b"-2 + ... + аn- 1 Ьо , 

2 3 п 

Primenjujuci оуи formulu. nalazimo, па primer, ь, = О, ь, = - 1/12. Dobijene formule 
mogu "е uprostiti иосауајиСј da је х -+ tg Х пераrnа funkcija. 

3.2.60. Razviti funkciju х 1-* х 11 х2 - 2 х u potencijalni red 
х2 + 1 

za dovoljno veliko х (> О) vazi priblizna formula 

х V х2 
- 2 х ~ 1 + ~ + _!!.- , 

х2 +1 х х2 

gde su а i Ь brojne konstante koje treba odrediti. 

1 
ро-

х 

+'" 

i dokazati da 

3.2.61. Razviti funkciju х 1-* f (х) = sh (х2) u potencija1ni red L а" х" i ispitati 

konvergenciju tog reda. Dokazati da ргј aproksimaciji 

vazi jednakost 

Resenje. Kako је 

" 

~ 
щ4-k = -----

(2 п + Ј)! 24" 

1 -
-<Э<l. 
4 

.lC() +00 ,_1, _' 1(' х,,, Х'n) 
sh (х ) - - (еХ - е Х) = - ,,- - " (- 1)"-. 

2 2 L.., п! L.., п! 
11=0 n=О 

dobijamo 

(1) sh (Х') = 

+00 xtn- 2 

L (2 п - 1)!' 
n=1 

1 
Red (1) konvergira za svako Х. Za Х = - nalazimo 

2 

Za aproksimaciju 

+00 

п 

sh (4-1) ~ " 
L. (2 k -
k~1 

1 

1)! 2'k-' ' 

n=о 
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prema Lagrangeovo; formi ostatka :orimen;enoj па funkcije х -+ еХ' i х ---+ е-Х" dobij'amo 

tj. 

," +00 1 

2: (2 k - 1)! 2'k-2 

k~"+l 

в 8 

~ 1 (е 4 + е - 4 (О < О < 1, О < " < 1). 
(2 п + 1)! 2'"+2 

Odavde је, da1je, 

+00 
1 

2: (2k-I)!2'k' 
k~.+l 

1 

2: (2 k - 1)! 2'k-' 
k=n+l 

+00 

] 

< --:(::2-n-+-:-:С] ):-;!--:2~'='""+2'- < (2 п + 1)! 2'" ' 

1 1 1 
> ~(-2-n-+-јСС)-:-! -=-2-:-'"С:-+-=-' = 4' (2 п + 1)! 2'"' 

3.2.62. Data је fиnkсјја 
, 

t 1--'>-Ј (t) = S arc tg х dx. 
о 

+00 

159 

1 о Razviti fиnkciju f и potencijalan red 2: а. t" i ispitati konvergenciju 
1'1=0 

ovog reda. 
2 

2' Oceniti gresku pri aproksimaciji 1(10-1) ~ 2: а" 10-". 
1'1=0 

Resenje. 1 о Kako је 

dobijamo 

i dalje 

(1) 

+00 
1 

-:-----: _ " (- 1)" х'" 
1 + х' L 

1'1=0 

(јхј < 1), 

х 

ате tg х = f 1 : 

о 

t 

+00 

I (t) = r ате tg х dx = 

.' о 

1)" -::----: 
2n + 1 

t 21'1+2 

(- 1 < х :<:: 1) 

1)' . 
(2n + 1) (2n + 2) 

Poluprecnik konvergeneije reda (1) је R = 1, stogasto је toliki poluprecnik konvergeneije 
geometrijskog reda od koga smo posli, јlј, direkmo, zato sto је 

(- 1)" 

(2 п + 1)(2 п + 2) 
~ 1. lјт 

• ...,.+00 (- 1)'+1 

(2 П + 3) (2 п + 4) 
Red (1) konvergira (apsolutno) i za t = ± 1, jer red 

+00 1 

2: (2 п + 1)(2n + 2)' 
n=о 
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konvergira. OJavde, kako зи onda оЬе strane jednakosti (1) neprekidne funkcije ,а 1'1 < 1, izlazi 
da (1) vaii ,а svako ! Е [ ~ ] , + Ј]. 

20 Prema prethodnom, imamo 

2 
(~ ])" 

L (2 п + ]) (2 п + 2) IО'n+2 ' 
n=о 

"а greskom 

( - 1)" 
~----~--~~~-C-' 

(2 п + ]) (2 п + 2) ] 0'"+' 

Odatle, 
] 

IR,I < < 2· ]0-10. 
7 . 8 . ]0 ' 

3.2.63. Dokazati da је, za х > 1, 

Ј 

1 (1 )-; 1 х 11 2 7 3 2447 • 959 5 - + Х = -- + - х - -х + х - х + ... . 
е 2 24 16 5760 2304 

3.2.64. Dokazati formulu 

(1 + х)' +х = 
1 

1 + х + х2 + - х" + о (х") 
2 

(х-+ О). 

Dokaz. K oristeCi рогепсјј аЈпј razvo; funkci;e х .... ]og (1 + х) u okolini koordinatnog pocetka 
х ~ О sa Peanoovim oblikom oS!atka 

х'х" 
log (1 + х) = х - - + - + о (х') 

2 З 
(х -->- О), 

.dobijamo 

(1 + х)'+Х ~ ехр ((! + x) log(l + х») = ехр ((1 + х) (х - :' + f + о (хз»)) 

( 
х2 х3 

) 
~ ехр х + - - + о (х') (х -+ О) . 

2 6 

Dalje, kako је 

1 1 
е" = ] + u + - и' + - и' + о (и') 

2 6 
(и -+ О), 

• 
Јшаmо 

х2 x:s 1 ( х2 х3 
)' 

(1 + х)1+Х = 1 + х + - - - + о (х") + - х + - -- - + о (х") 
2 6 2 . 2 6 

+ ~ (х + :' - : ' + о (х") )' + о ( (х + f -~ + о (х") ) ') 

1 
~ 1 + х + х' + - х' + о (х") (х -+ О). 

2 

3.2.65. Dokazati da је 

Ј 

lх 3 · 11 
1 + х = 1 + х + х2 + - х" + -х4 + .. '. 

2 6 
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3.2.06. U obliku potencija]nog reda u okoJini pocetka prikazati elipticki integral 
ргуе vrste 

n/2 

К (k) = Ј 
о 

1 . d6 
V 1 - k2 sin2 f) 

(О < k < 1). 

Resenje. KoristeCi se formulom 

dobijamo 

Кзkо је 

јтато daJjc 

(1) 

(1 + z)m = i"' (:) zn 
n=о 

(/z / < 1), 

1 
~:::;:;;=.=::;;:; = 
Уl - k'sin'O 

+"' 
L: 

(-; = (-

] 
--

2 ( - k'sin'8)n. 
п 

(2n-l)!! 
1 ЈП - -:::---:-:-:-- , 

(2 п)!! 

+'" 
1 "" (2n - 1)!! k'n . ,по 

~=~::;=:;;;: - L Sln и. 
У l - k' _in' 8 (2 п)!! 

п-о 

Ovaj red uniformno konvergira za О < 8 < "'/2, jer [sin'" 8/ < 1 (О < 8 <."'/2; п = О, 1,2, 
... ), а red 

+"' 
"" (2n-l)!! 1 
L - - -'-'--- k'n = 1i7=:::;:; 

(2n)!! Vl-k' 
п- о 

konvergira. Stoga _е red u (1) moze integraliti ~lan ро аan u granicama od О do " /2. Tako dobijamo 

(2) 

Intcgral Јп = 

(3) 

+00 л/2 

L: (2n-I)II Ј К (k) = .. k'" sin'n 8 d О. 
(2 п)!! 

п-о о 

"/2 
S sinn О d О zadovoljava rekurentnu formulu 
о 

п - 1 
Јп = Јn-. (п = 2, 3, ... ), 

п 

koja se lako moze izvesti parcijalnom integracijom. Ротоеи (3) _е usta!lOvljava da је 

(2n-l)!! (2n-l)!!" 
Ј •• = (2n)Тi- J• = (2n)!! 2' (п = О, 1, 2, ... ). 

ZamenjujuCi ovaj izraz za Ј.n u (2), dolazimo najzad do traZenog razvitka 

+"' П L: (2n - 1)!! \. 
K(k) = - ) k'" 2 . (2n)!! 

п-о 

(О < k < 1). 

I Ј Nizovi i redovi 



3.3. SUMIRANJE REDOVAI RAZVIJANJE FUNKCIJA U REDOVE 

3.3.1. Odrediti sumu reda 

Resenje. Posto је 

" 
=2",(-1)>-1 + (_1)" 1 _1, 

L k п + 1 
k~I 

dobijamo 
о • 

(- 1)"-1 2 (- I}t-l 
1im '" = 2 lim -'---;k--'--- - 1, 

n+t oo k:-; k (k + 1) 0-.+00 k-l 
(ј. 

+ 00 (_ 1)"-1 
'" . = 2 10g 2 - 1. 
L k(k + 1) 

k=1 

+00 х"+1 

3.3.2. Dat је red f (х) = 2 . 
0=1 П (п + 1) . 

1 о Odrediti njegov poluprecnik konvergencije. 

20 Odreditj izraz za l' u konacnom obliku, ра iz njega izvesti izraz za samu 
funkciju f. 

30 Za х = 1/2 sabrati dovo1jan bl'oj clanova, da Ы f (1 /2) bilo izracunato 
sa greskom тапјоm od 10-3. 

+00 
х· 

3.3.3. Odrediti poluprecnik konvergencije i zbir reda 2 
--:--:--=--;---,---;~ . 
П (п + 1) СП + 2) :')=1 

3.3.4. Dokazati jednakost 

I 1 1) 1 1 1 
Ј - - log (1 - х) - - dx = - + __ о + + ... 
о х' х 1·2 2·3 3·4 

i па osnovu пје izracunati navedeni integral. 
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. f- ·х-

3.3.5. Odrediti poluprecnik konvergencije reda 2: 
n=l 

х271 

~---O-=----~ i pokazati da se 
2n(211+]) 

zbir ovog reda moze izгаziti u konacno;ll obliku, 
+00 

3.3.6. Оdгеditi роlиргеспј],: konvergencije reda )' 
'~1 (п + 1) СП + 3) (п + 4) 

п х" , 

1 

pokazati da se zbir ovog геда za vrednosti х za koje је kопvегgепtап moze izra­
ziti u konacnom obliku. 

Resel1je. Podimo od reda 

Ј 
(1) L x"~ -,---, 

Ј-х 
n=О 

сф је po1uprecnik konvergel1cije R -.~ Ј, 1z (1) jedno ,а drнgim dobijamo 

(2) 

+00 х 

xn-r 1 

L п + 1 
r dx 

1 - х 
- 10g 1\ - х1, 

11 ".С" О 
О 

-,- ОЈ 

2: 
хn+з 

(п + 1) (п + З) 
n=о 

-!-оо 

хn+ 4 

2: (п +- 1) (п + З) (п + 4) 
n=О 

+00 
хll 

L (п + ]) (п + З) (п +- 4) 
n=о 

х 

r х \og (1 

о 

-- х) dx ~ - + - + - - _. 10g (1 х х· ( 1 Х') 
2 4 .22 

х 

- + - + - - - 10а (1 - ХЈ dx r ( хх' ( 1 Х') ) 
2 4 2 2 ~ , 

о 

.- х), 

х х' 5х' ( 1 х Х') 
- З + 'з' + 36 - З - '2 + (5 \og (1 - х), 

~ + + - - + - \og (1 - х), 
\ \ 5 (1 \ ]) 

3х' 3х' З6х 3х' 2х' бх/ 

+00 
" . nx

n
-

1 
_ ~ Ј _ \ ... Ј + 5 _ ( 1 

L (п + 1) (п + 3) (п + 4) - dx 1 З х' ' 3 Х' З6х 3 х' 
п = 1 

\ +~) 10g (1-Х)\ 
2 х' 6х Ј 

48 - 30 х - 11 х' 8 - 9 х + х' 
+ ]og (1 Ј х), 

6 х' 36 х' 
--- х; 

\1 х' 8 -9х+х' 

2: (п +-

nхn 48 - за х -
+ 6 хl 

10g (1 - х). 
1) (11 + 3) (п .; 4) 36 х' 

n=l 

Kako је R ~ 1 po1uprecnik konvergencije reda (1), 8У; 081а1; redovi koj; 8и naveden; ;таји 
isti po]uprecnik konvergencije. Dat; red takode је kопуегgеntап; za х = +- R = ± 1. Formu1a ;2) 
izrazaya зити datog reda u konacnom obliku (funkcija па desno; strani te formule nije definisana 
za х = О i х = 1) ра tada treba naCi odgovarajucu granicnu vrednost). 

3.3.7. Ako је !х! <1, dokazati da је zbirpotencijalnog геда 

Љп!,;сјја ј data sa 

4 - х3 

/ (х) = --- log ( 1 
3 :\..2 

, , 
, . 

1 . 4 

- х) + 

12 х3 42 х' 
+'-~- +~ --- + ... 

2·5 3·6 

12-6х.-2х2 +5х3 

9 х (l - х) 
(х # О), 1(0)=0. 
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3.3.8. SUl11ilЋti [cd 

3.3.9. 1 о Оdгеditi polupl'ecnik konvel'gencije R binol11nog reda 

+ 00 

(1) L (~)x" (а realno). 
11 = 0 

U slucaju kada јс Я konacno, ispitati apsolutnu i ncapsolutnu konvergenciju reda 
(1) па krajevil11a intcrvala konvergencije. 

2< Ookazati jednakost 

+00 

(2) ( 1 -+- х)а L(~) x" ( /х/ < 1 i а realno): 
11 = 0 

а) kогisсепјсш Taylorove forn1Ule; 

Ь) difегепсiгапјсш reda ( 1) clan ро clan. 
U kojim slucajcvima jednakost (2) vazi i za х = 1, za /х/ 

svako ХЕ R? 
1, odnosno za 

Rese11jc. 1" Ako је а Е N" red (1) ociglCdno konvergira za svako realno х, tako da Је tada 
R = + ОО . 

Pod ргсrроstаvkоП1 а Ф No' ;тато 

(п Е N) 

(3) а" n+l 
< О (п > а) , 

а,н 1 а - п 

(4) 
. а,. 11 + 1 I I ~~ __ _ 
/ аnн I п - а 

(п > а) . 

ћета (4), u о,'от slucaju R = lјт = 1, i sem toga, zbog 1 - ( - а) = 1 + а, 

,а Ixl = 1 red (1) apsol11tl1o konvergira ako i s.mo ako је а > О (Gaussov krirerijum). lz (3) izlazi 
da је red (1) za х = 1 llaizmenican а za х . - 1 sa I':lапоујта stalnog znaka, ukoliko је п > а. 
Odatlc, iz pretllOdno ustапоvlјепоg i ропоуо ј, (4), па osnovu 1.2.1.18.2, izlazi da red (1) za" = ] 
neapsolut110 konvergira јlј divergira, prema (оте da li је - ] < а < О i1i а < - ], kao i da red 
(1) ,а " = - ] divel'gil'a сјт је а < О. 

D051i .шо, dakle, do sledcceg rezultata: 

+ (уј (а Е N o) 
R= 

1 (а Ф No) ; 

ako је Q :> О, red (1) apsolutno konvergit'a zз Ixl = 1; 

ako - 1 < Q < О, red (1 ) neapsolutno konvergira za х = 1, ' divergira za х = - ]; 

ako а < -- 1, red (1) divergira za Ixl = 1. 
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20 Neka је а Ф N o. 

а) PrimerlOill l'Aaclaurino·;e [огтиlе, sa CauchyeYim 
~~ (1 + х)а, za fiksirano хЕ(- Ј, Ј), dobija se 

оЫјкоm ostatkD~ па fu.rlkciju Xl->- f (х) 

(5) 

(6) 

п 

(Ј + х)а = L (:) xk~ R", 
k~O 

(а- Ј) Rn = а (Ј 

" 
О < ОП < Ј. 

Imamo 

(а - Ј) . ХУ! 

П 

1 
I 
) (п Е N) 

I 
Ј 

(nEN). 

Prema prethodnom rezuJtatu R = Ј (iIi, direktno, па osnovu Cinjenice da Јјm аn+1 = 

- [х[ < 1), dobijamo 

(7) lim оп = О. 
n~+c.o 

Mnozenje nejednakosti -. 1 < Х sa оп (> О) daje - ОП < оП Х, tj.O < 1 - ОП < 1 + ОП Х; 
1 - ОП 

odatle, 0< ____ о < Ј, ра 

1 + ОП Х 
8) О < Р. < Ј (п Е N). 

Dalje, 

(9) (nEN; а > 1). 

Mnozenje nejednakosti ОП < 1 sa - [х[ « О) 
> Ј - оп [х[ > Ј - [х[ > О. Stoga, 

daje - ОП [х[ > - [х[; odavde, Ј + О.х > 

(10) [Уn[ < (1 - ix[)a-l (nЕ N; а < 1). 

Prema (6), (7), (8), (9) i (10), јmаmо lim Rn = О. Odatle i iz (5) izJazi jednakost (2). 
n-4-+00 

+00 а) Ь) Stavimo lј у = у (х) = I (п Х", diferenciranjem ovog reda Clan ро Clan (па osnovu 
n=о 

stava 1.2.4.6) dobijamo: 

, 
у = 

+00 +00 

L (а) nх"-l = L ( а ) (а - п + 1) х"-l 
\ П П - 1 

n= Ј n= 1 

= а ~OO (:) х" _ х f (:) nх"-l= ау - ху' 
n=о n=1 

([х[ < Ј), 

i1i 
(1 + х)у' = ау ([х[ < 1). 

Odavde је, posle integracije, 

(11) [у[=С(1+х)а ([х[ < 1). 

Stavljaju6i х ОО О, dobija se С = 1, ра (11) postaje 

(12) [у[ = (1 + х)а ([х[ < 1). 
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Kako se, prcma ( Ј 2), ("пксјја Xf-+ У (х) пе апиЈјга za 'х, < I i kako је оуа ftшkсiја ,а ' х : < 1 
nepIekidna, тorа biti у ~ !у ј (I xl < Ј ) јlј у ~ - !У' (Ixl < 1). Druga rnogucnost otpada, zbog 
у (О) "~ 1. Dakle, 

у = (1 + х)а (Ixl < Ј). 

Ako је а = О , jednakosr (2) trivijalno vazi za svako хЕ R. Опа vazi ,а s\'ako хЕ R i kada је 
а Е N (Newtonova Ыпотпа [огтиlа) . Оуо posJednje moie se dokazati prirnenorn, и odgo\'arajucoj 
forrni, па (ај slu.:'aj, Ьјlо rasudivanja pod а), ЬјЈо rasudivanja pod Ь) . 

Koriscenjem nepre.,dnos[i оЬе s[rane jcdnakosti (2) i rezuJ[ata dobijenih pod ] . , zakljucuje 
se da (2) vazi za - Ј < х :с 1 kad је О < а Ф N, 'а - ] < х < ] kad је - Ј < а < О, а samo 
za I < х < Ј kad је а < - Ј . 

3.3.10. Izracunati zbil' 
" 1 
L 
k - O (х + k) (х + k + l )(х + k + 2) 

Sta se dobija kada п -Јо. + оо? 
R esenje. Opsti ёЈап odgovarajuceg reda moze Бе predstaviti u obliku 

Ј 1 ( . 1 
(х + k) (х + k + 1) (х + k + 2) = i (х + k) (х + k + 1) - (х + k + 1) Ј(х + k + 2)) . 

Ро izvrsепоm sabiranj u dobi;a $С 

~ (х (х 1+ 1) - (х + n)(х
1

+ п + 2»)' 
1 , 

Za>l -+ + оо dobija Бе ,Ыт beskrajnog reda S = = za х #- О i х#- - 1. 
2х(х + l ) 

3.3.11. Dokazati jednakost 

1 

sin2 х 

1 ~·Ж 1 
= X 2 - L х 

11= 1 2211 cos2-
2" 

ТОО 

(х =ft k л, k = о, ± 1, ± 2, .. . ). 

L 
I х 

Uputstvo. Prvo јиасипа[ј zbir - tg - . 
2" 2" 

M oic se i iskoristi[i jednakost 

11 = I 

I 4 1 
= • 

cos~ l sin2 2 l sin2 l 

+00 

3.3.12. Ako је }' ОП = S Са" > О), dokazati da је -п- Ј 

i а 1 + 2 а 2 + ... + п аn 

п (п + 1) 
-s - . 

n= 1 

3.3.13. S umirati п ргуЉ clanova reda 

4 1 5 1 6 1 - _ ._ + .-+-_.-+ .... 
1 . 2 . 3 З 2 . 3 . 4 32 3 . 4 . 5 З' 
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п-:3 1 
Uputstvo. 1'оа оЈ OpSICg Cla11a " ~ . - predsta\"ljcnog u oblik11 

п !l СП С- 1) СП + 2) 3" 

1 1 1 1 
и,. = ---- . -- - . - . 

211 Сп -1- 1) 3"-1 2 СП + 1) (п + 2) 3" 
Trazeni zbir је 

1 1 1 
- - --;--:-:-;--::,- . -- . 
4 2 СП + 1) СП + 2) 3" 

+ со :;'t 

3.3.14. Proveriti L Ј t sin nс dt = :rr; 10g 2. 
n=10 

3.3.15. Proveriti 
е (е + 1) 

• 

Се - 1)" 

3.3.16. Sumirati redove; 

10 567 ---+ +---+ ... , 
1 ·2·3 2·3·4 3·4·5 

2С 
1·3·5 3·5·7 5·7·9 ---+ -+ + .... 

2! 4! "6! 

167 

Rezultat. l' Zbir prvill п ('la110l{a је izraz п С3 п + 7)/[2 СП + 1) СП + 2)], koji -? 3/2, ako 
п -+ + ОО. 

1 
2' - С7 е + 4 - .-1). 

2 

3.3.17. Za koje su vrcdnosti realnog broja t redovi 

1 + t cos (ј + (2 cos 2 (ј + ... ; ( sin (ј + (2 sin 2 (ј + ... 
konvergentni? Sumirati оуе redove za slucaj kad su konvergentni. 

п 

3.3.18. Sumirati L xk sin (k - 1) а. 
k~l 

Uputstvo. РоСј оЈ 

п п 

2: xk СО' Ck - 1) а + i L xk Si11 Ck - 1) а Сј imaginarna јеЈјniса). 
k~l k~l 

Rezultat. СХ sin а - х" sin па + х"Н sin СП - 1) а)/(1 - 2 х СО' а + х'). 
+00 

3.3.19. Sumirati red L arctg х 
n~O х2 + П сп + 

Resenje. Росј сето оЈ identiteta 

(х "# О). Sta se 
1) 

х х х 

dobija za х = Ј? 

arctg - - arctg --- ~ arctg -,--,--:-с-
п п + 1 х' + п СП + 1)< 

Сп > 1). 
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Za konacan Ьсој т ('Iапоуа dobija se 

'" 1 х 

" arcrg --~--- ~ arcrg - + 
L.. .. х' + 11 ( 11 + Ј ) х 

1Ј = О ' 

х 

" arctg· -­
L.. х' ·i · п (/1 + 1) 
n = l 

1 
_. arcrg­

х 

Х" х 
+ arcrg х - arcrg--- = - sgn х -- arcrg . 

", + 1 2 m+l 

л 

Kad т -+ + 'Ј::, zbir beskrajnog reda • • 
Је - sgn х, ра Је 

2 

х х " 1 
arcrg -

х 

+ arcrg .. _.--- + arcrg - - - - - + ... = - sgn х. 
х' + 1 . 2 . х' + 2 . 3 2 

Za х = 1 је 

п 1 1 ] 
= arcrg 1 + arcrg 

2 3 
+ arcrg - + arcrg - + .. " 

. 7 13 

сј. 

3.3.20. Sumirati red 
~OO 

" 1 1 
- = arcrg - + arcrg -
4 3 7 

1 
+ arcrg-+··· 

. 13 

• 

(1) 
а 

" log 2 cos - - 1 
L.. 2" 

2" 
a# - - (3k± l)n,n E No, kEZ . 

3 
"-о 

Resenje. Kako је (2 cos 2 а + 1 )/(2 cos а + 1) = 2 cos а - 1, dobi ja se 

" 
$" =i '\ ]og i 2 со, ~ - 11 = 10g 12 cos 2 а + 111 

L.. ' 2k , 
.- 10g 12 cos ~ + 11, 

. 2" 
k~O 

i odark 

(2) lјт Sn = 10gi2cos2a + ]1 - log3. 
"->00 

PМmedЬa. Роkэzзсј da, kad а ispunjava navedeni usl0V, svakako тога Ый 2 cos 2 а + 1 i= О 
i ргета Соте izvedena formula (2) ima uvek smisla pri паvеdепiш uslovima. 

3.3.21. Sumirati redove 

10 +00 (_1 )" 

L n2+ n -2' 
11 = 2 

х х2 х' 
20_~_+ + _ _ _ 
l-х2 l - x' l-x8 

+'" 
3.3.22. Odrediti zbir S reda I иn (х), gde је 

"=1 

1 
и" (х) = 

х-l 

1 1 

+ ... (Ixl .;. 1). 

, 

za sve realne vrednosti promenIjive х za koje је dati red konvergentan. 

х 

Rezultat. S (х) = (Ixl -# 1). 
(х - 1) (х' + 1) 
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3.3.23. Dokazati f оrШlllu 

(1) 

Resenje. Ako stavimo ау 
а 

sin4 ~. = а2 - sin2 о. 
2' 

- 22v sin" - dobiJ'amo 
2' ' 

а = 2 sin4 - = 22 sinz - 1 - cos! -" а а ( а) 
v 210' 2" 2'" 

.,( а а а) = 2· sin2 - ~ sin2 - С05 2 -
2' 2' 2' 

,,( а I а ) 
; -::-;0 2 sin2 - - - sin2 -

2'" 22 210'-1 

Odavde, 

" 
""" а., = 22n sin2 ~ - sin2 а ~ а2 

- sin2 а 
L.. 2" 

(n~ + со). 

Тјте је dokazana jednakost (1). 

22 х2 n2 х2"-2 
3.3.24. Suшirаti 1 + -- + ... + + ... 

21 (2n - 2)! 

Resenje. Odredimo А" А 1, А, tako да је 

(2 п)' =с Ао + А,(2n - 2) + А, (2n - 2)(2 п ~ 3). 

169 

Neposredno 'е zakljucuje da је А, = 1. Ako se st.vi п = ] i п = 3/ 2, dobija se Ао = 4 
јА,=5,раје 

5 1 
п' = 1 + - (2 п - 2) + - (2 п - 2)(2 п - 3) . 

4 4 

Primenom ovog rezultata nalazi se 

+00 n2 x~m-2 

L(2 п - 2)! 
'Ј= Ј 

+00 x 21I - 2 

= L (2 п - 2) ! 
n= 1 

+00 5 х2n-З i 
+ - х" + - х' 

4 L.. (2 п - 3)! 4 
n= 2 

+00 xZn - 4 

L (211- 4)! 
n= 2 

5 1 
= сЬ х + - . х sh х + - х' ch х. 

4 4 

Generalizacija. Navedeni postupak тo~e se primeniti па sumiranje redova oblika 

+ 00 . nk х!n-! 

L (2n - 2)! 
n=1 

(kEN). 

Za slucaj k = 3 treba (2 11)' izraziti u obliku 

Ао + А, (2 п - 2) + А, (2 п - 2) (2 п - З) + Аз (2 п - 2) (2" -- З) (2 п -- 4), 
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Kako је 

п' = ] + 
19 
- (2 11 
8 
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9 1 
- 2) + 8 (211 -- 2) (2 п -- 3) + 8 (2 Il -- 2) (2 11 -- 3) (2 11 - 4), 

dobija " 

+ 00 
113 х211 -2 

L (211 - 2)! 
n = 1 

+Ф -1 оо 19 х х~"-з 9 х': x zn- .. 

+ 8 L (2 11 - 3) ! ~ 8 L (2 11 - 4)! 
n= 2 n=2 

х' ) + 8 ,ь х. 

3.3.25. Od,-editi zbir reda 

(1) 
1 1 

1-- --- + 
2 4 

1 

3 

1 1- 1 1 1 1 - - - --+---- - -_. +--
6 8 5 10 12 7 

ako se zna da је 

(2) 
+ 0> (_ 1)"+1 L . = log 2. 

п 
"=1 

Resenje. Uporedo sa redom (1) posmatrajmo red 

koii ,е dobija iz reda (1 ) naznacenim grupisanjem Сlапоуа. 
Koris teci ,е rezultatom (2), dobijamo 

1 1 Ј 1 I I 
(4) " = - -- +- --+-- -+ ... 

2 4 б 8 1(1 12 

- ... 

= ~ (1 - ~ + ~ - : + ~ - ~ + . -.) = ~ log 2_ 

Parcijalne ,ите reda (1) i ( 3) oznaCimo ,а "n odnosno S ' n' Bez teskoCa nalazimo 

(5) 

Kako -';,. -+ ", ";", 1 -+ S kad 11 -+ "", iz (5) dobijamo 

, 

Sзn -+ -", "'nН -+ " , "'''+2 -+ S kad п -+ + оо, tj. "" -+ S kad п -+ + 00_ 

Prema tome, red (1 ) је 
I 

konvergentan i njegov. ,иmа је takode S = - log 2. 
2 

1 
Prilllcdba. Iz (4) bez dopunskih razm.tranja nismo mogli zakljuciti da је - log 2 suma reda (1), 

2 
јег u opstem sluc.j u konvergencija reda dobijenog grupisanjem clanova nekog reda пе роуlасј 
kon\'ergenciju tog rcda (1.2. 1.2 1.3). . 

3.3.26. Odrediti poluprecnik konvergencije i zbir reda 

(1) 
+00 

1 + L: nl- 1)'Hlx". 
n-I 
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Resenjeo Za Ixl ::2: 1 dati red је divergentano 
Za I xl < 1 redovi 

1 1 
1 + - х' + - х' о О о, 

(2) 2 . 4 

(}" х + 3 х' + 5 х' + о •• , , 

зрsоlutпо su konvergentni. 
Dati red (1) је apsolutno konvergentan za Ixl < 1, jer је оуај zbir rcdova (2) i (3). 

Za Ixl < 1 imamo 

1 1 
1+-х'+-х'+о··=1 

2 4 

х 

+r t dt~1 
Ј 1 - t' 
о 

1 
- - log (1 

2 

d d х 

- х'), 

171 

• , х (1 + 3 х' + 5 х' + ... ) ~ х....,-- (х + х' + х'; + . о .) = х -:---с---: = х 
dx dx 1 - х' (1 - х')' 

Zbir reda (1) је 

1 х (1 + х') 
S (х) = 1 - -- log (1 - х') + -'----

2 (1 - х')' 

3.3.27. Dokazati da је za Izl < 1 poten~ijalni red 

funkcionalne jednaCine 1 ( 2 z ) = (1 + z 2) 1 (Z)o 
1 + Z2 

(Ixj < 1). 

z2n 
l(z) = 2:~-

n~O 2 п + 1 

+00 
• • resenJe 

+ со ...,.2п+1 + оо 1 
Resenje. Imamo z Ј (z) = " -'-' -- tj. (z f (z»)' = " z'" - -1-- (lzl < 1). Integracijom 

L 211+1 L _ Z' 

dobijamo: 

Odavde izlazi 

ll=O n=о 

z 

гЈ(г) = rl 1 dz =!- I.og 
- z' 2 

о 

1 + z 
J(z)=-log~-

2 z 1 - z 

1 

l+z 

1 - z 
(lzl < 1). 

(Izl < 1). 

Оуа funkcija zadovoljava gornju funkciona1nu jednacinu. 

3.3.28. Koristeci se jednakoscu 

+00 

(Ј) 
1 

о 

sumirati red 

(2) 

Resenje. Na osnovu (1) dobija se 

сН е-1Н 

---е-' dr 
п! 

-+ о'.) +00 +00 

r . (гсг')" r 
"". e-t dt -_ ezte - E

• е-! dt. 
L п! 

б n~O <> 
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(3 ) 

tj. 
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Smenom .-' = х poslednji in tegral postaje 

1 

1 (г) = .f .-ох log х dx. 
о 

Prema toте, оuтu reda (2) izraziti ото ротосu odredenog integrala (3). 
Tako, па primer, za z = 1 Јтamо 

I 

• 

r х-х dx = 

о 

+00 1 

L (п + 1)'+" 
п-о . 

+00 
L п-п. 
n=1 

3.3.29. PolazeCi od integrala 
I I 

sumirati redove 

Јп = 

SI = 

x2n 

--- dx i f 
хЗ' 

Јп = . -1-+-х-2 dx, 

О 

1 1 1 . 1 1---'--+---+ - -
3 579 

• • • , 

111 1 
S2 = 1 - - + - - - + - - ... 

4 7 IO 13 

1 . 
Uputstvo. Da bismo паЉ S" treba upotrebiti rekurentnu formulu Јп + 10-' = -;:--- 1 

2 п - 1 
dokazati da је 

~ _ (1 _ ~ + !.. _ . . + (_ 1)"- ' 1 ) . 
4 З 5 2n - 1 

3.3.30. Ako se clanovi reda 

I I I 1--+ - - - + .. · 
234 

permutuju tako da grupu р uzastopnih pozitivnih smenjuje grupa q uzastopnih 

negativnih Clanova, dokazati da је log 2 + ~ log 1... suma dobijenog reda. 
. 2 q 

Resenje. Ako је So parcijalna suma dobijenog reda, imamo 

ро 1 <о 1 2рп 1 1 рn 

S(pH)n = L 2 k _', - L 2 k = L k - "2 L 
k - I k~1 k - I k_1 

1 
- -
k 

= log 2 рn 
1 1 

- - 10g рn - - log qn + о (1) 
2 2 

1 
= log 2 + - (Iog рn - log qn) + 0(1) 

2 

1 Р 
-+ 10g 2 + - 10g -

2 q 
(п -+ + оо). 
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Uocavajuci da "е parcijalna "ита Sn posmatranog reda razlikujc od njegove ро indeksu 
najbliie parcijalne "ите oblika SCP+q)n za velicinu koja teii пu1ј, dolazi "е do zakljucka da је do­
bijena granicna vrednost i suma posmatranog reda. 

3.3.31. Konstruisati grafik funkcije f date sa f (х) = sin х2, i priblizno izracunati 
I 

Ј sin х2 dx tako da apsolutna vrednostgreske bude mапја od 0,001. 
Q 

Resenje. Kako је f (- х) ~ f (х), grafik funkcije f је simetrican u odnosu па y-osil. Kriva "есе 
x-osu u tackama х ~ ± V k " (k ~ О, 1, ... ). Funkcija ima maksimum 1 u tackama 

(4 k + 
п 

1) -, а minimum 
2 

тјпјтит u tacki· О (О, О). 

Kako је 

• о 

Sln X~ == 

11 = 1 

dobija "е 
! 

r sin х' dx ~ 
• 
о 

" - 1 и tackama х ~ ± (4 k + 3)·- . Pored toga kriva 
2 

х4n- 2 

1)"-1 ----
(2 п - 1)! 

(Ixl < 

x<ln-l 

-+- оо), 

! 
1)"-1 _______ _ 

(2 п - 1)! (4 п - 1) о 

. . '. 

. 
'та 

BuduCi da је dobijeni red naizmenican kod koga арsоlиtщ vrednost opsteg сlапа топо­
tono opada i tezi пиli i kako је treCi сlап тапјј od 0,001, priblizna vrednost integrala "а greskom 
mапјоm od 0,001 је 

! 

r 1· 1 
sin x2 dx ~ - -

. з 42 

IЗ 
• 

42 
о 

3.3.32. 10 Ispitati i graficki prikazati funkciju х ~ у = f (х) = Vx cos х. 

20 Razviti х ~ cos х u Taylorov red u okolini tacke х = О ј, primenjujuCi 
х 

оуај razvoj, predstaviti х ~ g (х) = i Vt cos t dt u obliku potencijalnog reda . 
• 
о 

• 30 Ako se funkcija g (О < х < 1) aproksimira sa prva cetiri аапа 
proceniti gresku. Rezultat primeniti па izracunavanje integra1a g (1) i 
sa ko1iko је tacnih decimala dobijen rezultat. 

razvoJa, 
utvrditi 

:п; 

Resenje. 1 о Funkcija f definisana је za х :;о, О. Njene пиlе "и х ~ О i х ~ (2 k + 1) - . 
2 

Кзkо је 

cosx - 2xsinx 
у' = -

2 Vx 
, 

apSClse ekstremnih tacaka mozemo dobiti, па рпmег, grafick.im resavan;em sistema jednacina 

У ~ 2 х i У ~ cotg х. 
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-

2" Kako је 

(Iхl < + ао), 

lтато 

х +00 +00 

f 
t2k+l 12 2 X 2k г312 

g(x)= .L(-l)k dt~g(х)=.L(-I)k . 
О k~O (2 k)! k~O (2 k)! (4 k + 3) 

3" Dobijeni red је alternativan i za О < х < 1 njegovi сlапоуј ро apsolutnoj vrednosti то­
notono (йе пиlј. Stoga је greska R 4 ko;a nasta;e kada se zadrze prva cetiri СЈапа осепјепа sa 

2 
0<R4 < -. 

19 . 8! 

Prema (оте, ako se uzme 

2 2 2 2 
g (1) '" - - + --:-:----:-:-

37'2111'41 
--:-с:----:-:- = 0,53120009 ... , 
15 . 6! 

dobija se О < R 4 < 0,0000027, ра је u оуот rezultatu prvih ре! decimala sigurno (аСпо. 

3.3.33. Data је funkcija f роmоси f (х) = log ch х. 
1 о Ispitati funkciju f i nacrtati пјеп grafik. 
20 U okolini пиЈе zameniti funkciju f drugom funkcijom g, gde је g Тауl0-

rov polinom drugog stepena funkcije ј, i koristeei se funkcijom R, datom sa R (х) 
= 1 f (х) - g (х) 1, dokazati da greska te aproksimacije па segmentu [О, 1] пе 
premasa 0,08. 

Resenje. 1 о Funkcija Ј definisana је za svako realno х i simetricna је u odnosu па ordinatnu osu, 
jer је ј(- х) = ј (х). 

Kako је 
. ј (х) 
lJт ------ = ± 1 i lјт {ј(х) 'f х) 

х -+±ос х х-+±с.о 

prave у = :1: х о оо 10g 2 su asimptote krive у = ј (х). Uz (о је 

ј(О)=О i ј (х) > О za х#О. 

Prvi izvod ј' (х) = th х anulira se za х = О. 

Kako је јо' ј' (х) > О za х Е (О, + ао) i 
ј'(х) < О za хЕ (- со, О), funkcijaju (асю 
х -~C О јта minimum. 

Za sye vrednosti х funkcija f је ispupce­
пјет okrenuta nanize, sto sleduje iz nejednakosti 

1 
Г (х) = > О za х Е (- оо, + оо). 

ch 2 Х 

2" Kako је 

х х2 1 

- 10g 2, 

'1 
• 

g (х) = ј (О) + -ЛО) +- 1"(0) = - х 2, 
1 1 21 2 

funkcija 

х --+ R (х) = 1 ј (х) - g (х)1 = 1 10g ch х - >21 
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је ostatak dobijen prethodnom aproksimaeijom. Опа је u interva]u proeene greske aproksimaeije 
rastuca, jer је R' (х) > О za х Е (О, 1). gde је R' (х) = х - th х, ра za to na krajevima tog interva1a 
dostize svoju пајтапјu, odnosno naj\'ecu vrednost. 

Najvecavrednost funkeije R па segmenru [О, 1] је 

е' + 1 1 I 
R (1) = log - - ~ 0,066 < 0,08. 

2 е 2 I 

+'" 
Primcdba. Dokazati da је log 2 = S (1 - th х) dx, i dati geometrijsko tumacenje оуоm rezul ·· 

о 

tatu koristeti ,е osobinama funkeija f i 1'. 

0,2 
• • 

3.3.34. Izracunati Ј sш х dx sa pet tacnih dccimala. 
· х 

о 

Resenje. Kako је 
. 

SIn Х х2 х4. х6 

х 
- 1 - "6 + 120 - 720 + .. " 

dobijamo 
0,2 

r 
<јп х ( х" х' 
- -dx = х- - + -

. х 18 600 

х' ) Ix=.0,2 
5040 + .. , X~O 

о 

0,008 0,00032 0,0000128 
= 0,2 - --'-- + - - . -- + .. '. 

18 600 5040 

Ako zadrzimo pr\'a ћј sabirka, greska је тапја od 0,000000003, Stoga је 

0,2 

1
" sшх dx = 0,19955.,. 

. х 
О 

0,3 

3.3.35. Izracunati Је-х' dx sa pet tacnih decimala. 
о 

Rezultat. 0,29123. , . 

3.3.38. Dat је integral 

1 

Јп = S ха (Jog х)" dx (а > О; п pril'odan Ьгој), 
о 

1 о Dokazati rekurentnu relaciju Јп - __ n_ ["- 1' i izracunati integral Ј" . 
а+l 

20 Polazeti od razvoja funkcije x~ еХ u potencijalni red 
[ 

rezultat iz tacke 1 о, izracunati Ј хХ dx па tri tacne decimale, 
о 

[ 1 
11 ! . • 

. . .. , . 
l prlmenJ UJ ис! 

Rezultat. 1 о Јп = ( - 1)" , 2' I хх dx = I ex[OgX dx = 1 
(а ' 1)"+1 

1 1 
-+--.,·=0,783 ... 

-г • • 
о о 

2' 3' 
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3.3.37. Ispitati konvergenciju i паСј zbirove sledecih [edova 

+: ( п - I) !)" 
1 о L --- -- --- -(2 х)2" ; 

,, _1 (211) 1 

20 ~ (n!)2 , 
"-- (2 п)! 
п - о 

х". 

Rese7lje. ] 0 Kako ј е 

«(п - Ј )!)' «(п - 1) !)2 (п - I) ! 
- ----- 2'" ~ 2'" = - ---'---- 2" 

(2,,)! 2",,! (2n - l ) !! II(211-I)!!' 

. . 
"ffiozemo plsatl 

( 1) 

-zbog 

у = 2: 
,,=1 

(п - 1)! 
_~_....:::"..,-:- 2" х'n. 
n (2 ," -1 ) !! 

Prema poznatoj formuH, poluprecnik konvergencije ovog reda је 

1 2n + 1 n+1 
R = liт -' ~ 1. 

n~+co 2 п 1l 

(11 - I) ! 
Za х = ± 1 op,ti ёlап reda postaje иn ~ 2" -~--.:.,-:-: , ра ј, 

>I (2n -I)!! 

1 2 п + 1 п + 1 2n' + 3 п + 1 
~ - ~ -

2 п п 

, 

3 
- > 
2 

1, izlazi (Gaussov kriterijum) da red ,а х = ± 1 apsolumo konvergira. Odat1e zaklju-

.Cujemo da red apso1utno i uniformno konvergira " [х[ < 1. 
Za [xl < 1 moze se prema prethodnom, па osnovu stava 1.2.4.6, desna strana jednakosti (1) 

-diferencirati proizvoljan broj put. clan ро ol.n. Stoga, ,а [х [ < 1, 

(2) у" = 4 + 
+00 

2: 
(п - 1) 1 

2 2" х''' -' = 4 + 4 
. (2n - 3) !! 

,1=2 

+00 1 

" n. L - ----,- 2" х2n = 4 + XZ, 
(2n - I)!! 

,, = \ 
gde ,е 

z ~ 4 

+00 1 

2: 
n. 

___ .с.' .,.. 2" x'2:n-l. 

(2n - I) !! 
n = 1 

Integracijom ,а [х[ < 1 dobij.mo 

( 3) 

.; +00 

2: 
(п - I)! 

z dx = 2 2" х'2:n = хи, 
(2n - I)!! 

,, - 1 • 
о 

.gde је 
+ 00 

(п - I)! 
u = 2 """ 211 x'!n-l, 

L (211 -- I)!! 
n= 1 

Ponovnom integracijom dobij. se 

- l' ~OO (п - I ) ! 
u dx ~ L - '---- - - 2" х'" = у. 

о ,, - 1 п (2 п - I)!! 
(4) 
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Prema (3) i (4), 
z = (ху')' = у' + ху", 

ра jednakost (2) postaje 
у" = 4 + ху' -т- х2 у" 

ili 
х 4 

(1 - х') у" - ху' - 4 = О, tj. " , --- = О. у - 1 - х' у - 1 - х' 

Odavde, 

С+4 
Vl - х2 

Ј 

у' = lI:V 1~=xC::;;:' 
dx с arc:sin х 

= + 4. 
Vl-x' Vl-x2 

Stavijajuci ovde х = О, dobijamo С = р, jer је 

+'" (п - 1)! 
у' = 2 ~ 2" x21J- 1 = О 

L, (2n-1)!! 
n=1 

(х = О), 

tako da је 
у = 2 (arcsin х)2 + С,. 

Ako 'е ponovo stavi х = О, dobija ,е С 1 = О. Dak1e, s obzirom па Abeiovu teoremu о пе­
prekidnosti (1,2.4.3), 

у= 

+00 ((п _ 1)!)' 
"" (2 х)'" = 2 (arcsin х)' 
L (2 п)! 
n=1 

(]х] < 1). 

2' Kako је 

(п Ј)' 

(2 п)! ---
((п + 1) !)2 

2n(2n + 1) 
------с-с--'- -+ 4 

(п + 1)2 
(n-+ + оо), 

(2 (п + 1»! 

poluprecnik konvergencije reda datog pod 2' jednak је 4. Za х = 4 op'ti сЈап reda postaje 
(п !)' vn п (2 п + 1) 

V" = 4", ра, zbog = - < 1, red пе konvergil'a za х = ± 4. Dak1e, inter-
(2 п)! ~'"+l 2 (п + 1)' 

val konvergencije је (- 4, + 4). 
Za О < х < 4 mо:1е ,е staviti 

(1) 

ра dobijamo 

(2) 

gde је 

odavde izlazi 

(3) 

о 

12 Nizovi i redovi 

(n!)2 

(2 п)! 

z= 

х = (2 t)2, 

- 1 -1- tz 

n=1 

(]1] < 1), 

+OOn((n-1)!Ј' ] L -----(2 п)! --'-- 2" t'n = 2' ''', 
n=1 
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. gdc је 

'оо 

и = ~ п ((n--=:I) !)' 2" (2n - 1 = ~ 
L (2n)! 2 
n=1 

~ (сп - 1) !)2 \' 2 arcsin t 
L. . (2 ()'" I = . 
nl (2n)! ) Vl-t2 ' 

pri сети је iskoriscen rezu]tat prve taCke. Prema (2) i (3), za Itl < 1 јтато 

Y=I+t( t 
УЈ - (' 

. , . 

Ј 
атсюn t t 

аrсsiпt =1+! . + . V (1 - 12)3 1 - (' 

Dakle, prema (1), za х > О 

• 

4 ух . ух 
У- ~~~;;:'" аrсsш + --- . 
-(4~x)'/' 24-х 

4 

Лkо је - 4 < х < О, stavljajuci 

(4) х = - (2 ()2 

dobijamu 

+ оо (п !)' 
У = 1 + 1 " (- 1)" 2'" ('n-1 

L. (2n)! 
n=О 

ј dalje, па isti пасјп kao u prethodnom slucaju, 

(5) 

gde 

1 
У = 1 + - (tu)' . (, 

2 

(Itl < 1) 

, 
1 (+OO((n-1)I)' 

и = - 2: . -(- 1)" (2 ()2n • 
2 (2 п)! 

n=о 

Postupajuci slieno kao u prvoj tacki, dobijamo za v = 2!l diferencija1nu jednacinu 

v' = - 4 -- Iv - l' v', tj. (1 + (2
) V' + Iv + 4 = О. 

Odavde, 

v = I (D _ 4 log (! + V 1 + 1')) ; 
Уl+ (2 

zbog v (О) = О. 
. . 41ogCt+Vl+t') 
Јтато D = О) !Ј. v = - -- . Takc, prema 

Уl + (2 
(5), јтато 

1 (1/-- ))' log (! + 1 + (') 1 
У = I - 1 --- С.' log t + v 1 + (' = I - t + ----, 

V I + (' V (1 + (')' 1 + 12 

Dakle, za - 4 < х < О, s obzirom па (4), dobijamo 

у=-

4 у=-х . У4 - х + у- х 4 
. log +. 
Уё4 - х)' 4 4 - х 

3.3.38. Razviti funkcije 

10 х·сЬа ћ' ћ) 
х 1-+ е . с \Х s а, 

u potencijalni red u okolini pocetka. 

Са Е Щ, 

• 
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3.3.39. Sumirati redove 
+оо 

О. '" , " 
20 , :.- sh (па) . 

L п! 
11=0 

П 10 ' ____ _ . 
"::-1 (2 п - 1)2 (2 п + 1)2' 
+ оо ] 

30 , ____ ~ __ ~ 

"::-1 n2 (п + 1)2 (п + 2)2 

• 

179 

3.3.40. Sumirati red 2: 
n = 1 

1 
arctg -- , gde se uzima glavna grana fиnkcije х н>- arctg х. 

2 n2 

3.3.41. ] о Neka је 

а" п + а - (nEN; aER, Ь > - 1). 

+ оо 

Dokazati da tada red 2: а" konvergira ako i samo ako је а > Ь + ] . " 
1 sumlratl 

n= 1 

оуај red ukoliko је poslednji uslov ispunjen. 
20 Primeniti prethodni rezultat па redove: 

~ a(a + d) ... (a +(n - l)d) 
L (а, Ь, d > О); 
,,~I b(b+d) ... (b + (n- l ) d) 

·· ':' (2n- I)!! 

"~, (2 11 + 2) !! . 



3.4.1. Odl'editi 

ako је 

lјl11 ар ,о , 
р ...". ;- се 

Ч ~ -ј- о') 

3.4. DVOSTRUКI REDOVI 

lјт ( lјm ар _) 
ч---;.. +оо Р-1>+ОО ~ 

(р, q Ј,2, ... ). 

+00 
3.4.2. Dokazati da iz apsolutne konvergencije dvostrukog reda 2 ар,ч izlazi 

рд- О 

lјm ар,ч = О, 
р-+ ..:. ~ J ч-+ + сс 

+00 + 00 

Resenje, Apsolutna konyergencija reda 2 ар,,! РОУlасј konvergenciju reda L lap , чl . Pre-

р,ч=О p,~ = O 

та odgovarajucem sta\'U 1.2.1.04.9, za unapred dato е > О postoji onda nоЕ N takvo da је 

....," се ПО 

L јар,ч : - L lap,q l < Е. 
p,q= O p,ц ~O 

Odarle za f.' > по јli "Ј > ПО Iтато • 

( " о "о +ао по 

la",1 = p,~o iap,q! --i- lap,vl L јамl < L lap"11 - L lap,ql < е. 

p,q = O p,q=O р,ц = О 

Dakle) Нт G1I,!' = О. 
,I-+ + СО ,У-!-- -!-ОО ' 

РпmеЈЬа. Dokazano је, u stvari, nesto vise: da za sva.l<o • > о postoji по Е N, сa.l<уо da f.' > пп 
јl; v > "о роуlас; l a~,, 1 < е. 

PH:~ __ 

3.4.3. Ako postoji Ьгој k tak'av da је O< k < Ј ј da је rll ар. q I <k, sem za 
konacan Ьгој рагоуа indeksa , dokazati da је dvostruki J'ed 

(1 ) 
тО> 

L ар,ц 
р,ц = О 

, 
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-------------->~~.~----------------------------------

р+ц 

apso!utno konvergentan. Dokazati i da dvostruki red (1) divergira ako је '/ј а 1> I 
'-' I {I' ql-

za beskrajno mnogo рагоуа indeksa. 

P+Oc---:-
R2senje. Neka је V lap,,1 < k < 1 зет 'а konatan Ьгој parova iпdеkза р 1 q. 

Tada је "" iste vrednosti indeksa р i q 

(О < k < 1), 

ра kako d ,'ostruki red 

p,q=O 

konvergira, red (1), ргета stavu 1.2.1.24.8, apsolutno konvergil·a. 
Ako је za beskrajno mnogo parova indeksa 

Р+. 
/~--'-. 

1 :ар , Q i > 1, (ј. lap",1 > 1, 

tada niје ispunjen potreban uslov ,а apsolutnu konvergenciju dvostrukog reda (1) (videti primedbu 
uz гезепје prethodnog ргоЫета), 

1 
-- apsolutno konvergira kad је 
Р" qP p,q= l 

3АА. Dokazati da red 2: 
пе konvergira аРБоlщпо ako taj uslov пјје ispunjen. 

а> 1, {Ј> 1, а 

Resenje~ Tvrdenje izlazi iz Cinjenice da posmatrani dvозtruki red (apsolutno) konvergira а1·,л 1 

,ато ako konvergiraju оЬа reda 

. 
1 

. . +00 1 . 
3.4.5. Dokazatl da dvostrukl red 2: apsolutno konvergll'f\ za а> 2, а пе 

M~' (р + q)a 
konvergira apsolutno za а < 2. 

ЛеЗеnје. Iтато 

п 

2: 1 
k~l (k + (п + 1 ~ k»" 

п ,,1 п 

f::, (п + 1)" ~ (п + 1)" 

1 
~'---,.. 

а --1 
Jl 

(п -+ + оо), 

ра red dobi;en grupisanjem clanova jednostrukog геја obrazoyanog od posmatranog dyostrukog 
reda redanjem njegovih clanoya ро dijagonalama ~ konvergira ili divergira ргеmа tome da li 
је а > 2 i1i а < 2. Zbog pozitivnosti svih сlапоуа dvo3trukog геЈа, odatle перозгеdпо izlazi da i 
pomenuti jednostruki red, а takode i posmatrani dvозtruki Ied, apsolutno konvergira ili divergira 
ргета tome da li је а > 2 ili а < 2, 

3.4.6. Ротоси dvostrukog reda dokazati jednakost 

Cjkj < 1). 
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. 

Resenje. Irnamo, za ik! <.: ], 

1 + k + k' + kЗ + ... = 
1 

, 
1 - k 

O+k + k' + k' + .·. = 
k 

1 - k 

k' , 

( 1) 

о . С О -1- k' + k" + ... = 
I - k 

k" 
O + O-~O + k"+ .·. =-- , 

1 - k 
• 

• 

• 

Iste ovakve ;ednakos ti vaze i sa Ikl umesto k. Zbir desnih strana [Љ jednakosti lа 1.\1 prcd­
. tavl;a kОl1vеl"gспtап red. Stoga , с ,нmјгапјеm ;ednakosti (1), ргета stavu 1.2.1.24-'11, dob"ija 

I · С ?k -.' 31,' -1 41,' + . .. . 

t). 

+ ro 
3.4.7. Dokazati da red L хр уч apsolutno konvergira ako i saтo ako је Ix l < 1, 

P ,fl ~·' O 

'у ј < I i da njegova Бuта za te vrednosti х i У iznosi 1 . 
(1 - х) (1 - у) 

-ј . а;; 

,~ хр у" 
3.4.8. Dokazati Ја геЈ 1 

L.. р! q! 
Р.Ч ~ О 

njcgova suma е-' Т У. 

apso!utno konvergira za svako х i у i da је 

3.4.9. Ispitati za koje vl-ednosti х i у apsolutno konvergira red 
, 

( .. - 1)"' Q + ; "' (X2P+ly 2Q Х2Ру •ч+!) 

P'~O (2p + l)! (2q)! (2p)!(2q -l- l ) ! 
. 
I za БУС се vl'cdnosti odrediti sumu ovog [еЈа. 

3.4.10. Neka је а :> О, Ь > О. Ispitati za [(оје vrednosti х i у apsolutno konvergira 
d vostruki [еЈ 

(р -1- q)! 
• 

р! q! 
. 
I za te vreunosti odrediti sumu ovog [eda. 

Reieuje. РОSП1<.1 tгапi П~li jt: apsolurrio konvcrgcntal1 ako i $ато ako ;е tO slucaj sa redom 



о 

Ј.4. DVOSTRUКl REDOVI 

' y,,::-" I ~ :::, ' ,,;i'~\;' ~, . . -:J'~ 
Ovaj red " pozitivnim Clanovima .psolutno konvergira ako ј ,ато ako је konacan zbir 

+ 00 п +00 
""" })! (I:!')k (IYI)"-k ~ L ( ЈХ Ј + ЈУ ' )" ", 
L, L, k! С" - k)! а Ь а Ь 
n= О k = O n= О 

. ЈхЈ iYI ( 'd . lik ) tj. ako ј ,ато ako Је - + - < 1 V1 ен s u. Za Qve vrednosti х i у јmаmо 
а Ь 

+'" " ср + q)! хр У" ~ 
L, р! q! аРЬЧ 

Р. ч - О 

+'" "", Х УП 1 
-

3.4.11. Dokazati da је 

+00 +00 

L 2 aij = -· 2, 2 L ајј = О, 
ј=l1'=1 ј= l i=l 

gde је а."ј = О (i < ј), аlj = - 1 (ј = ј), ајј = 2ј-ј (ј > ј). 

P,·;medba. Лkо su ајј > О za svako i i ј, tada је 

+с:о + 00 

i = I 1'= Ј 

+00 

+ 00 +00 

3.4.12. Dvostruki red L ат,n јmа razvijeni oblik 
т.tI =О 

0 +0+ 0 + 0 + 0+0+ .. · 
-1 + ] + 0 + 0 + 0+0 + .. · 

] 1 
+ 0- - +- +0 + 0+0 + ··· 

2 2 

1 1 

, а Ь 

у 

I , 
ы � 

i 

• 
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+ 0+0 - - +- + 0 + 0+· .. 
3 3 --'---_.!--~----' ~-

О ' о х 

1 1 +0+0+0-- + -+0+ .. · 
4 4 

" 1 1 
+ 0 + 0+0 + 0 - - + - +··· I 

5 5 Uz zadatзk 3.4.10. 

+. • • • • • • • • • 

+"" 
1 о Dokazati da red 2 ат." konvergira relativno (videti primedbu па 

т,n = О 

kraju izlaganja pod 1.2.1.24), а ne konvergira apso!utno. 
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20 Dokazati da је 
+ оо + х + оо - ; - ::УЈ -г ~ р 

'\ '> а .. " = '> )' L- ~ .<... . ~ L..... ат '1 = )' )' Йk , fJ- k = О. , ~ L- -

n = О m = О p~Ok ~O 

3.4.13. I Q D okazati da dvostruki red 

( 1) 

1+ 1 + 1 + 1+ ' " 
+ 1 1-1 - 1-'" 
+ 1 - 1 + 0+0+'" 
+ 1-1+0 + 0 + .. · 
+ . . . . . . . . . . "', 

Cija ргуа dva ' reda-vrste i ргуа dva reda-kolone divergirajL\, relativno konvergil'a 
ka sumi 2. 

20 Dokazati da red Љгтјгап od zbirova сlапоуа па sporednim dijagonalama 
и (1) јта zbir razlicit od 2. 

+00 

3.4.14. Za dvoStl'tiki red L ат, .. сјјј је razvijeni oblik 
т;n """ О 

I Ј 1 1 1 --- + - - - +-- 1 

2 4 4 8 8 16 
+ 1 

16 

1 3 3 7 7 
+ - - -+- --+-

22 42 42 82 82 

1 32 32 72 72 

IS + IS 
162 

IS2 1 S2 

- , , , 

- ... 

+ -- - - + -- - + - -+-- .,. 
23 43 43 83 8' 163 163 

Ј 33 33 73 ' 7~ + - - - +-- - - + -
2' 4' 44 84 84 

+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
dokazati dledece: 

1 о Svi геdоvi-vгstе apsolutno konvergiraju i red obrazovan od zbirova оујћ 
('edo\'a takode apsolutno konvel'gira, ргј сети је 

+00 +00 

L L ат,,,= 1. 
m=О n=О 

20 Svi redovi-kolone apsoJutno konvergiraju, а red obrazovan od zЫгоvа tih 
redova divcrgira. 

+00 

30 Red L ат, п пе konvergira l'elativno. 
m,n = О 

3.4.15. 1 о Dokazati da је 

+00 + 00 ( _ l )P+q Р q +,:> + 00 ( - l)P +Q Р q Ј ' 1 
L L = L L = - (log 2 - -) . 
P=lQ " 1 (p +q)2 q=lp=l (р + q)2 6 4 

• 
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2 С Dokazati da dvо s t Гl1ki Ied 

(1 ) 
+00 ( _ l,Р + . 1> а '" -, " 
L., I 

(р + q)2 

пе konvergira relativno. PIeciznije, ustanoviti da dvostruki niz 

т "( _ 1 )Р+. Р q 
Sm,,, = L 2: ( )2 

p~ lq ~ 1 p+q 
(т, п = 1, 2, ... ) 

oscilira izmedu gгаП1са -- log 2 - - 1 - log 2 + - . .l( 5).1( 1) 
. 6 868 

з а Dokazati da niz p arcijalnih suma reda formiranog od zbirova сlапоуа па 
sporednim dijagonalama reda О) oscilira izmedu - оо i + оо. 
3.4.16. Dokazati sledeca dva integralna kriterijuma konvergencije dvostrukog reda 
sa pozitivnim clanovima. 

10 Ako је ј (х,у) > О(х > 1,у > 1) i fиnkcija (x,y)~j(x,y) opada 

za х > 1, у > 1, posebno ро х i posebno ро у, tada su red 2: ј (р, q) i integral 
Р, ч = 1 

+00 + 00 
Ј Ј ј (х, у) dx dy ekyikonvergentni. 
I 1 

20 Ako је ј (х, у) > о (х > 1, у > 1) i 

О < g (е) < ј (х, t - х) < G (с) (1 < х < С, t > 1), 

gde su t ~ С g(e) i с ~ 1 G(c) za t > 1 opadajuce funkcije, tada konvergencija integ-
+00 +Ф 

гаlа .f с G(c) dc роуlасј konvergenciju reda 2: ј (р, q), а divergencija integrala 
I p,q= 1 

+00 +00 S cg(c) dc - povlaCi divergenciju reda L ј (р, q). 
I 

3.4.17. Dokazati Hilbertovu teoremu: 
Ako је ak > О (k = 1, 2, .. . ), tada vazi nejednakost 

+ 00 + 00 
"a,p~a:!.-" А'" L., - < L., ak, 

р,. IP + q k~ 1 
gde је А apsolutna konstanta. 



3.5. BESKONACNI PROIZVODI 

3.5.1. N аб vrednost sledecih beskonacnih proizvoda: 

40 .Ц ch ;',; 50 ,~ (1 + (- 2"-1); 60 11 (1 + х2") ([х[ < 1); 

70 П (1 + 2- 2"); 80 П - ; 90 П 1 + ; +оо + оо n2 4 +оо ( 1) 
,,~O п- з n2 - 1 n _ 1 П (n + 2) 

100 П (1 _ 2 ) . 11 о П (2 п + 1)(2 п + 7) ; 
. - 2 n(n + Ј ) ' n _ 1 (2n + 3)(2n + 5) 

(_ 1)· + оо -'-.:~ 

120 Па п (а > О) ; 
n=1 

Resenje. 

1 
п 

о _ пп ( 1 ) ПП Ck - l )(k + 1) I Р.- 1 - - = 
А - 2 k' 1 - 2 k' 

" + I I - - - -+-
2 П 2 

С11 -+ + со ) ; 

odatle, 

+ 00 3 3 Ј40 П n. n. 
.=1 3 П - 1 3 п + 1 

п • 

п Ck - 1) П Ck + 1) 
1-2 1 = 2 

П 1 - - =-. +"' ( 1) 1 
n=2 n2 2 

• 
20 Р,,= fr ~~:- ~ Ck' + k + 1) = kI}2 Ck - 1) 

А _ 2 Ck + 1) Ck' - k + 1) п 

2 ,,' + 11+1 

П Ck + 1) 
А-2 

п 

П (Ck + 1)' - (k 1- 1) + 1) 
1 = 2 

• 
п Ck' -- k + 1) 

k=2 

п СП + 1) З 

2 
-+-

3 
СП -+ + со); 



dakle, 

3.5. БЕSКОNАСNI PROIZVODI 

+'" п' ~ 1 2 
Пn'+1~3' 

1>=2 

3' Za х ~ О vrednost proizvoda је, oCigledno, 1 
х 

187 

Neka је х # О. Ако је cos ~ О za neko т Е {1, 2, ... }, tada је vrednost proizvoda 
2m 

х п 

О, а S druge strane, ~ -- + k " Ck сео broj) i odatle х ~ 2m- 1 (1 + 2 k) ", 
2m 2 

tj. sinx ~ О. 

х х 
Ако је cos·- # О С11 .~ 1,2, ... ), tada је sin - # О СП ~ 1,2, ... ) i stoga 

2" 2" 

х • sm 
п Х п 1 2k-' • 

SlП Х Slll Х 
П cos = П -+ сп -+ + оо). 
k~1 

2k 
k ···1 2 х х х • 2n sin-SlП -

2k 2" 
Dakle, 

• 
Slll Х 

...!-оо 
х (х # О) 

П cos- ~ 
х 

n=l 2
n 

1 СХ ~ О). 

4 о N а slican 11aCi11 као и prethodnom slucaju, dolazi se do sledeceg rezu1tata 

sh х 

5' Јтато 

2n ( C~ l)k-1
) 

Р'" = П 1 + ---:---
k~l k 

dakle, 

6' Za Ixl < 1 imamo 

odatle, 

+ оо Х 

П ch­
n=l 2n 

1 

х 

1 

2n 

СХ # О) 

СХ ~ О). 

1) п 2 k 
~п--' 

2k k~12k~1 

сп -+ + оо); 

2 k ~ 1 

2k 

+ '" ( (~ I)n-') 
П 1 + ~ 1. 

n=l П 

п 1 + х'.) = ---
1 ~ х 

Сn-++ оо); 

Clxl < 1). 

7' N~ osnovu prethodnog rezultata: 

+00 
П (1 + 
n=о 

= 1, 
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8' Imamo 

dakle, 

п k' - 4 п (k - 2) (k + 2) 

Р" = П k' _ 1 = П (k - 1) (k + 1) 
k~З k ~ З 

п п 

П (k - 2)' П (k + 2) 
1 . (п + 2) 1 k~З k~З 

- - ------ . -+-
п п 

П (k - 1)" п (k + 1) 
(п - 1)' 4 4 

k=3 ъ __ ~ 

+ооn2 -41 

П n2 - 1 = '4' 
n= з . 

(п -->- + оо); 

90 Kako је . 

dobijamo 

п ( 1) п k' + 2 k + 1 п 
k~ 1 + -k-(k- + 2) = k~ k (k + 2) = р; 

(k + 1)' 

k (k + 2) 

( П (k + 1»)' 
k - 1 2(n+ 1) 

- .- = --- '--+ 2 
n+Z п " 

(п -+ + ХЈ), 
п k· П (k + 2) 

k-1 k - 1 

1+ =2 +"' ( 1) 
"ц k (k + 2) . . 

100 Imamo 

" ( 2) п k' + k - 2 п (k + 2) (k - 1) 
П 1 - - = п = п -'----:---:-:---''---с-:--'-

k- 2 k (k + 1) k - 2 k (k + 1) k-2 k (k + 1) 

п + 2 1 
- - --+-

3 П З 
(п ...... + оо) 

i odatle 

+"'( 2) 1 
nIJ.

2 
1 - п (п + 1)- = '3 . 

11 о U ovom ,lи~ajи , 

i stoga 

12' Kako је 

dobijamo 

Р -,,- з . (2 п + 7) 

(2 п + 3) . 7 

3 
-+ -

7 

+00 (2 JI + 1)(2 п + 7) 

n~ (2 п + 3) (2 п + 5) 

(_1 )" 
+00 
П а - п - = а -Jog 2 

n=l 

(п -+ + оо) 

з 
- - • 

7 

(а> О, п -+ + оо), 

(а > О). 

• 
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13° U оуот s lucaju imamo 

Р'I = 

gde је у Eulerova konstanta. Dak\e, 

140 Na osnovu Stirlingoye formule 

1 

п 
---~eY 
п + 1 

= еУ. 

п 

1 
. n+-

п! "'"-' V2лn 2 е-П, 
dobija ,е 

п 

(п _, + со), 

(3 k)2 П (3 k)' 
Ет Рn ~. 1im П --;::--;---'::-:::-:-_.- ~ lim П --:---~--.::.----

n+too n-..+оо k~l (з k - 1) (3 k + 1) П-Н'" k~l (3 k - 1) 3 k (3 k + 1) 

3311 СП !)3 3Зn (2 n)З12 nЗnНf2 е-Зn 
~ Ет ~ lim 

n->+", (3" + I)! ,.-..+'" (2,,)112 (3 П + 1)'n+1+112 .-3"-1 

~ 2"е Ет ( 3" )'"( " )"12_ 
n-..+'" 3n + 1 3" + 1 

2" . , 
3УЗ 

dakle, 
+'" 3n 3n 2" 
П --- --- - -----,-с- • 
n~13n-1 3n+ 1 3УЗ 

3.5.2. Dokazati jednakost (F. Viete) 

• ~+~1/~. 
2 2. 2 

~+~V~+-~V~ .... 
2 2 2 2 2 

2 1 
2 

Resenje. Jednakost neposredno sleduje iz rezult.ta problema 3.5.1 " pod З О , za х = - . 
2 

189 

3.5.3. Dokazati k " . d' +'" (1 1). -'-'" (1 1 direktno da bes опасnt pr01ZVO 1 ]11 -: -;; 1 Я - -;; 
divergiraju. 

Dokoz. Imamo 

dakle, 

п (1+ 2- ') ~ п k + 1 ~ п + 1 ->- + оо (п -7 + оо), 
k~1 п k~l k 

П(I-2-)~пk-1 ~2-->-o (n~+oo); 
k~2 п "~2 k п , 

п (1 + 2-) ~ + ОО, 
n=1 \ П 

+"'( 1) П 1 - - ~ О. 
n=l п 

3.5.4. Dokazati WаШSО'i1.1 formu1u 

+00 2 п 2 п 
П ~ . 
n~ 12 п - 1 2 п + 1 

--
) -
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i па osnovu пје dokazati da је 

-'- "' { Ј \ 2 
П 1--- = -

.L . I ' ,, ~ I \ 4 n2
, п 

"}2 

Resenje. Stavimo I,. = Ј sinm х dx. Kako је 
о 

Ј \ 

(2n + I)2J 
.. 

4 

0 < sjn""! х < sin'" х < sin'"- ! х (о < х < ~; ,, = Ј, 2, .. . ) , 

dobijamo 
0< 1211-+· 1 < 12n < I zl1 - 1 } 

i odat1e 

(1) 1 < 
I,,, 

1 2n + l 
< 

1211-1 

12n+ 1 

2" + 1 

2" 
СН = 1,2, .. ), 

gde )е iskoriscena rekurentna [огmи1а 

т --" 1 
(2) (т = 2,3, ... ). 

1 z (1) iz1azi 

(3) 

а iz (2) 

(4) 

Ргета (3) i (4), 

т 

"n2k-1 
1,,, = .- П 2k ' 

2 я-l 

" n2k-12k + l 
- ' 1јт П - - -
2 ,,..,.+roЯ~I 2k 2k 

= 1. 

Pos1ednja jednakost • _е prikazati u obliku moze 

(5) 
+ 00 2n 
П 2n - 1 11 = 1 

Ргегпа (5), јтаmо 

1) ...... оо 4 n2 
- 1 

4 ' = nЏI 4n' п _ 

2" " =-
2 п + 1 2 

+оо2n - l 
- п -о ~-

n= 1 2 н 

2 п + Ј 

211 

п " 

2 
• - - , 

п 2 р ' П (2 п + 2) 

- .-- п 
я~ l я - I 

п п 

1 )' " 
(2 k + J)' я~1 

2 k (2 k + 2) 

(2 k + 1)' 
П (2 k '- I ) ' П (2k+ 1) 
Я ~ 1 k ~ 1 

71 П + 1 " п 1 
П 2k 'П 2k 

~ _ _ k_ I.. .. k _ 2 
n+ 1 п 

П (2 k - 1) ' П (2 k + 1) 
я ~ 2 '~ 1 

П 2 k . П 2 k . - . (2 11 + 2) 
я-I я- l 2 ._= 

( П (2k -l»). (2 li + Ј ) · fr (2k + Ј ) 
я - l я - ! 

] 211 + 2. п 2 k 2 k ] + оо 2 k 
. С._ . П - .- .-- ,,* - п __ О 

211 + Ј k .~j 2 k - Ј 2 k + 1 2 Я~ 1 2 k - ] 

2k ----
2 k + Ј 4 

(11-++00 

1). 

+"'( Ј ) л П 1 - = -
n- l - (211 + 1)' 4 . 
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-

Primedba. \'V'al1isova [оттиlа (5) moze se dokazati koriscenjem Stirlingove [оттиlе, па slican 
naCin kao jednakost 

+00 Зn Зn 2п 
П . .~-
n~ 1 З п - 1 З п + 1 3 V З 

(videti resenje problema З.5.1 pod 14'). Ovde је опа izvedena па drugi naCin stoga sto se оЬјспо 
StirHngova [оттиlа dokazuje ротоси Wal1isove [оттиlе. 

3.5.5. Ispitati оЫспu i apsolutnu konvergenciju sledecih beskonacnih proizvoda: 

10 Р;(I+ :Р) ср 

30 П (1 + а:) (а 
"~1 2 

теаlnо); 

теаlnо); 

20 П (1 - -~) ср теаlпо); 
n~2 пР 

+00 ( с- 1)n-1) 
40 "Ч 1 + пР (р теаlпо); 

50 П (1 + С - 1)"); 60 П (п + 1)2 ; 
n~2 log п n~ 1 П (п + 2) 

+ооn 2 +аn+Ь 
70 П (а, Ь, а, f3 теаlпј brojevi; n 2 + а п + f3 > о za п > по); 

"~". n2 + а п + f3 
+00 

80 П 
n=l 

п + 1 
• 

п + 2' 

+00 " 
90 П 

n=l 
1+.-!.; 

п 

, +00 
1 

Resenje. l' Kako је - > о (п Е N) 
пР 

i kako red" ~ apsolutno konvergira јlј divergira ртета 
L пР 
n=l 

tome da lј је р > 
р < 1. 

1 i1i р < 1, posmatrani proizvod apsolutno konvergira ,а Р > 1, а divergira za 

1 . 
2' Kako је - - < о (п = 2, 3, ... ), zak1jucujemo da роsтаtгаш proizvod apsolutno 

пР . 

kOn'1ergira јlј divergira ka пиlј ртета tome da lј је р > 1 iIi р < 1. 

+00 п п 

З' Red " ':.. za lal < 2 apsolutno konvergira, а niz ':.. za lal ? 2 пе tezi ka пиlј. Stoga, 
LZ" ~ 
n=l 

posmatrani beskonacni 
Ш lal :z: 2. 

proizvod apsolutno konvergira ili divergira ртета tome da lј је lal < 2 

4' Za р < о пј, 
(_ 1)"-1 +00 (_ 1)"-1 , 
'----- пе tezi пulј. Za О < Р < 1 red " neapsolutno 

пР L пР 
п = 1 

'х 

k ., . ~ (- l)n-')'k . '1' d" d 1" 1 <р<l опуеrglга, рп сети [еа L пР опvеrglга 1 1 lvегgпа prema 'Lome а 1 Је 2 ~ 

Ро=l 

1 + оо (_ 1)"-1 
'Н " 1 О < Р < 2' . Najzad, ,а р > 1 red L пР apsolutno konvergiro. 

n=l 

Р> 

. + оо ( (_ 1)n-1 \ . 
Na osnovu prethodnog, beskonacni proizvod П 1 + I apsolutno kопvегgпа za 

n~l пР Ј 
1 1. 1 

1, neapsolutno kопуегgirа za 2" < р < 1, а divergira za р < 2' i to ka null za О < Р < 2· 

+00(_1)" 
5' Kako red ;> konvergira, 

'- 10g 7Ј 
n=2 

+00 (_ l)n-')' . . 
а red )' divergira, роsmаtгаш prolz-

- logn 
n=2 

vod divergira ka nuli. 
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(п 1г 1)' 1 
60 Kaku Ј е - 1 -+- (" ~ Ј, 2, ... ), роsmаtrаш proizvod apsoJutno 

1z (" -т 2) 11 (п + 2) 
konvergira. 

7" Za • 
11 г 110 ЈmалlО 

п' + а" + fJ 
п' + аn + Ь 

(а - а) п 1г fJ - ь 
~ 1 + - . 

п' + аn + Ь 
Odavde izJazi da posmatrani proizvod apsoJutno konvergira јЈј divergira prema tome da Јј 

је џ - а ~ О јЈј а - а #- О. U drщ:от slucaju, proizvod divergira ka nuli iJi ka pozitivnoj bes­
konacnosti ргета tome da lј је а - а < О iJi а - а > О. 

8' Kako је 
1 1 - --

1 2 2 
11 + Ј ~ (1 1г -) (1 + _) 
n+ 2 11 , п 

2 (1 1 ) 
= Ј ",~f-O() (1 - ~ 1г 0(,,1,)) 

= 1 - -Ј 1г О (~) 
2 п ,,-

(п .... 1г оо), 

posmatrani proizvod divergira ka nuli; 
9' Kako је 

"r---
0 < Jog 1 + 2. = 2. log (1 1г 2.) < I 

п п п n2 

nr---
1 -t '" I 

ikako red L -
,,' "=1 

+'" 
konvergira, posmatrani proizvod П 1 1г - ј е 

п 

apsolutno kопvеrgешаr •. 
n= Ј 

10' Slicno kao u prethodnom sJucaju, iz 

п' - log п Ј 
О < log .r п = < -:-;-

V n2 n3ј" 
(п dovoljno "eliko) , 

• + 00" _ 
izJazi apsolutna konvel'gel1cija beskonacnog proizvoda П V n. 

n - 1 

3.5.6. Neka је Рn > П , q" > о СП Е N). Da lј konvergencija 

п qn роУlас ј kon vегgепсiјu proizvoda: 
n = l 

+'" 
1 о П (Р" + q,,); 

n = 1 

Resenje. Ј ' Konvergencija оЬа proizvoda 

+'" +00 
П Рn 

• 
1 П qn (1 ) 

11=1 11= 1 

оЬа proizvoda 

+'" 

+'" . 
п рn 1 

n=1 

povlaci Ет Р" = Нт q" = 1, tj. Ет (Р" 1г qn) = 2, tako da proizvod П (Рn + q,,) u tom 
n~+J) n-++ сс 1'1-++00 n=1 

'slш:ај u u\rek diyergira ka pozitivl1oj beskonacnosti. 
20, 30, 4". Kako је 

Jog р,,' = 2Jog Р ,,, log СРп qn) = log р ... ~ 
, 

"'5 1:,"1' 

i ; _ -

iog :.~:.. = !og Рn - log Qn, 
q" 

kоnvегg~псiја nba proiz\'(,da (1 ) povlaci konvergenciju sva trj proiz\.'oda 2Q
, 3Q i 4Q

, а apsolutna 
kОП\'СIgсщiј а оЬа proiz\'o<ja (1) роvlаёi apsoJutnu konV'ergenciju proizyoda 2' , 3' i 4'. 
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З.5.7. Ako је х"Е (о, .~) СПЕ N), dokazati da proizvodi 

п COS х" 
. 
1 

+"'sin х 
П п 

+'" 

n= l n=-l Х,! 

+'" 
apsolutno konvergiraju iIi divergiraju ka nuli prema tome da lј је red ~ хn2 

konvergentan јlј divergentan. 

Resenje. Pod prethodnom pretpostavko:n О nizu (х"), za konvergenciju svakog od dva proizvoda 
neophodno је da bude х" = о (1) (п -->- + оо ). Тvгdепје onda sleduje iz ёiпјепiсе da је, pod tim 
1Jslo\,om, 

, 1 siп х" 1 
со, х" = 1 - - хn' + О (х,,'), = 1 - - хп' + о (х"') (п -->- + ао). 

2 Х" 6 

3.5.8. Ispitati apsolutnu i neapsolutnu konvergenciju sledecih beskonai::nih proizvo­
da: 

(р realno); 
+'" П 

2° П -; 
"=1 Уn2 + I 

3° П (1 - . Х) е: (х realno, с > О); 
п = ! С + П /0 
+оо nv 

4° П log (п + х) - log П (х>А; 
n = l 

. х р 
sш-

6° П I - ,_ ехр _ + ; + оо ( Х ) (х х
2 

) 

n = ! 1I П V п 2 п 

80 +'" V П • 
п-=· · , 
n ~ 2Vn + (- I)" 

П 
(х #- о, Р realan broj); 

х 

П , 
lI(n~ 1) 

2 

Reiienje. 1 о Kako је 

= 1 - - 1+- = 1--+0 - 1 - -+0-( "' - I)Р ( I)Р( 1) -'Р ( Р (1))( Р (1)) 
n2 + 1 п'!. 112 n2 112 n2 n2 

= 1+ o(~) (п -->- + ао), 

proizvod П (п' - I)Р za 
п = 2 11' + 1 

svako realno р apsolutno konvergira. 

• 
,З Nizovi i redovi 

• 
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2" Posmatrani proizvod, zbog 
• 

~» =(1 
Уn' + 1 

+- =1- +0-1)-1/' 1 (1) 
n2 2 u2 n2 

(п -+ + оо), 

apsolutno kOt\vcrgira. 

30 Imamo 

(1 - с: Ј е: = (1 - : (1 + :() е: 

= (1 - : (1 + О (~)))( 1 + : + о С,) ) 

= (1 - : + о с,)) (1 + : + о (~,) ) 

=1+ 0 С,), 
ра posmatrani proizvod za svako с > О i z. ,узkо realno х apsolutno konvergira. 

() " 

4' Sa аузkim х > 7'1; red Сјјј је op§ti ~Ian, ,а п > 2, , 

п 1 (х) log п 
log Vlog (п + х) - log п = - log log 1 + - ~ - . (п -+ + оо) 

, п п п 

divergira i јmа negativne Clапоуе za dovoljno veliko n. Stoga posmatrani proizvod za svako х > - 1 
divergira ka пиlј. 

5' Kako red sa opstim clanom 

nr-o~'С" ( - l)" 
log Уn(-I)n= ---Iogn 

rr 

(рсеmа Leibnizovom kriterijumu) neapsolutno konvcrgira, Со i posmatrani proizvod konvergira 
пеарsоlщпо. 

60 Za svako rcalno х, 

х х' 

( х) V п + 2n ( х ) ( х х' 1 (х' х' х' ) 1- , е =1- 1+ +-+--+ + . 
Уn' у" Уn 2» 2 п п Уn 4n' l 

+ о С ~n )) = 1 + О С ~n) сп -+ + оо). 
Stoga posmatrani proizvod apsolutno konvergira ,а svako сеаlпо х, 

х 
70 Pretpostavimo da је 'ID т" О СпЕ N), (ј. х т" k 1< (kE Z). Tad1i 

п 

х . х' 
sш-

п 3 п' 1 х' 
1 ~- = - -- (n-+ + оо) 

х х 3 п' 

п " 
х 

i s!oga proizvod 

slП -
+ro п 

П , ра i posmatr.ni proizvod 

" 
х 

,а sv.ko realno p,apsolutno konvergira. 

п 
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х 

Ako је х Е {k1t, kE Z}, za dovoljno veliko rz је sin - i' О, ра za р > о posmatrani proizvod 

" ропоvо kопvегgiга, а пјје def inisan za р < О. 

8' Beskonacni proizvod с јјј је n-ti faktor 

уn + (_ ])" (- ])" 
----:сс--- = ] + ~=---

У ""п у-;; 
(11 = 2, Ј, . . . ), 

divergira ka пиН, jer red 
+ оо (_ 1)" L konvergira, 
n ~ 2 V п 

т'" 

а red L 
n- 2 

da beskonacni 
+ со У "n 

proizvod П --- '------ - - divergira ka + ОО . 
n ~ 2 y~-+ (- 1)" 

9' Kako је 
•• 

(- 1)" ' 

Уll 
divergira. Odatle iz!azi 

n(n-I ) { 

(- 1) 2 -
1, za ' ~ = 4 k јЈј п = 4 k - З 

(k = ], 2, ... ) 

• 
I stoga 

• 

n(n-I ) 

2 

- 1 , za\ n = 4 k - 1 i1i " = 4 k - 2 

п k (k-J ) 

L (- ]) 2 < ] (п = ],2, . . ), 

k - I 

+оо 

red L ( - 1) 
------, prema Dirichletovom krj[erjjumu, пеарsоlutпо konvergira . Kako red s 

п 
n = ! 

opstim ('lаПQт 
,, (n-1) 2 

( - 1) 2 1 

п 
, 

n-

konvergira, posmatraJ.ll proizvod neapsolutno konvergira. 

10' Red 

1 1 1 1 1 1 1 1 I 
(1 ) "-'У='1 - уз - v 5 + V 2 - Уј - У-'? + .. . 1- :-= V ,; ---::-== + ... v 4;; + 1 

neapsolutno konvergira. Zaista, ako је Sn n;egova n-са parcijalna suma) јтаmо 

ра kako 
1 I - -- - 2 

1 1 1 1 , 1 ) 
2 

(1 + ...!.) = 2 - (1 - -vk Ун - 1 У4 k + ] 2V'k 4k 4k 

13W: 
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S'n konvergira. Odatle izlazi konvergencija reda (1), buduCi da njegov opsti сlап [е,ј пиlј. Kako 
red ёјјј 'U оlапоуј kvadrati сlапоуа reda (1), [ј. red ' 

1 I 1 I 1 I 1 1 
1 + -+- -t + + - + ... + - + + + - , 

з 5 2 5 7 п 4n - I 4 п + 1 

divеrgirз, zаklјuсuјепю da роsmаtгаш proizvod divergira ka nuli. 

3.5.9. Dokazati jednakost 

+00 
П(1 

11 = 1 

1 + хп) = -~, ----­+00 
П(1 

(Ixl < 1). 

n=l 

Resenje 1. ОЬа proizvoda, а takode i ,уј proizvodi koje dobijamo и sledecem postupku apsolutno 
konvergiraju. Stoga, 

+00 

+ 00 + 00 1 - x sn П (1 - х2П) 
"=1 П(l + х") = П · - > 

n=1 n-I 1 - х" +00 
П(l _ х') 

"=1 
+00 
П(l _ х'n) 

I '1""" 1 
- - • +00 +00 +00 
П (1 _ x~m) . П (1 - х2П-') П(1 _ X 211 - 1) 

n = 1 ,r= 1 "=1 

Resel1je 2. Stavimo 
+со +::0 

ј(х) ~ П (1 + х")' П ( 1 - х"-1) (Ixl < 1). 
11.= 1 n = .1 

S obzirom па apsolutnu konvergenciju svih sledecih beskonacnih proizvoda, za Ixl < I 
lmamo 

+«1 +со +00 
f (х) ~ П (1 + х"' ·1) . П (1 + х'n) . П (1 - х'П-1) 

n=1 "-1 n=1 

+a:I +00 ). 

~ П (1 + х"') . П (1 + хШ-1 ) (1 -- х"-1 ) 
n = I n= I 

+00 +аЈ 

~ П (1 + (х')n) ,п (1 - (х·),"-1) = ј(х') 

i odavde f ех) = f (х,п) (Н = ], 2, ... ), [ј. kako је funkcija f neprekidna u taCk.ix = О (uniformna 
konvergencija оЬа beskonacna proizvoda za Ixl < r < 1), 

f (х) = lim f (х,n) = f ( lјт х'П) = f (О) = ] 
"-++00 

Odat1e neposredno izlazi jednakost koju dokazujemo. 

3.5.10. Dokazati da niz 

п! i J 

I n+-· 
П 2 

(п = 1, 2, ... ) 

(lxl < 1). 
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konvergira ka konacnoj pozitivnoj granici. Izvesti odatle Stirlingovu [оrrnи]и II 

obJiku 
n+ _1 

п! ~ V2nn 2 е-" (п > + со). 
Resenje. Imamo 

" 
=е п 

~I 

(k + I)! ek+l 

1 
k + 1 +-

(k + 1) 2 

1 
k + -. 

k 2 

k! ek 

ПП (( 1 ) - k - ~) 
= е k~1 е 1 + k 2, 

tako da је za dokaz tvrdenja о nizu а" (п = 1,2,. " .) dovoljno ustanoviti da beskonacni proizvod 

П е (1+ 2.)- п - ; konvergira. То izlazi iz 
n=1 п 

(1) 

log (е (1 + :) - ,,- ;) = 1 - (п + ~) log (1 + :) 

1 

2 n2 

- 1 - 1 + ~ - ~ + о (~) = о (~) (п ->- + оо). 
2,! 2 П n2 n2 

Dakle, liт а,. = а Е (О, + оо) i odatle 
n-i-+ оо 

1 
п +--

11! = а· п 2 е-П йn{ll = 1,2, ... ), Ет (Јп = 1. 

S druge strane, kako Је 

п 2k -. 2k 

k:q 2 k - 1 2 k + 1 

11-++ оо 

. ((2n)!!)' 

((2n - 1)!!)2(2n + 1) 

((2 п)!!)' 2'" (п!)' 
= .,.---_--2.:........:.....-'---_---;- _ , 

((2 п -1)!! (2 п)!!)' (2 п + 1) ((2 п)!)' (2 п + 1) 

п +00 2п 2п 
iz Wallisove formule - = п -:;---,-' -:----:"'7 izlazi 

2 n~1 2n-l 2n+l 

(2) 
_ 2'" (п !)' V" = lim _--.:..~ . 

n-++оо (2 п)! п1 / 2 

Лkо ое па desnoj strani jednakosti (2) оЬа faktorijela zamene odgovarajucim vrednostima 
datim оа (1), dobija ое 

tj. а= V2~~. 

22n а2 n2n t-l е-2n а 2 
V~ = lјт _ .... --.,-----:--...:':.' -._- = lјт 

I I I , 
n~+oo 2n +._ 2n + _ ,_ n-++ОО (Ј2n 

а . 2 2 п 2 е-2n а2n П 2 

" 
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Iz prethodnog izlazi 
I 

п! I"'"'OJ V 2 1l Пп + "2- е-11 (п -+ + оо). 

+00 
3.5.11. Dokazati da beskonacni proizvod П (1 + иn), gde је 

n~ 1 

I 

- Vk' 
1 1 

и2ћ = _ + -
~' k k 

(k=I , 2, .. .), 

+00 +00 

konvergira , mada оЬа I'eda 2: 1/" i 2: u/ dive1·giraju. 
n= 1 n= l 

+ со -t' со 

Resenje. Divergencija оЬа reda >: иll i L и,,2 izlazi iz 
n=1 n _ 1 

2n п п 

2: 2: 2: 
) . 

ttk = (и'ћ- l 
, 

",ћ) = т Ј;' 
ћ - I ћ ~ 1 ћ - I 

2. п п 

}' 2: 2: 
1 

Uk
2 > U2k - l ' - - • - k 

ћ - 1 ћ = 1 ћ = 1 

+оо 

S druge strane, ako se ,а Р" oznaci n-ti рз.гсiјаlпi proizvod beskonacnog proizvoda П (1 + иn), 
n=1 

lтато 

" п)) 1 )' 
Р'" = П (1 + и'ћ- ') (1 + и'ћ) = П(l - (1 + _ +-) 

ћ = 1 ћ=1 V k \ V k k 

= п I 1 - - _ -.. п ) - , Е (О, + оо) п I )) "ОО ( )) 
ћ ·. I\ kVk ћ = 1 I,Vk 

+ "­
јег proiz\'od П ( 1 

ћ = I \ 
--1-) konvergira, Kako јо' 

k V-" 1'--

Р Р +00 
,п 'п П ( Р2n - I -= 1 + и 2 ,1 = ---)-"---)-'-' --+ k=l 1 

) + -- + 
Vn 

+ro 

- k~ Ј 

zakljucujemo da Је Ьеskопаспi proizvod П (Ј + иn) konvergentan. 
n - 1 

+ ос Јl 

(п -+ +00), 

(n-++ оо), 

3.5.12. Dokazati da konvergencija reda 2: аn п (х' - k 2
) za neku necelu vred­

ћ= 1 
11= 1 

nost х = х" povlaci njegovu konvergenciju za svako realno х. 

+ОО п 

Resenje. Ncka ы'оj х, пј је сео i neka је red 2: аn п (х,' - k') konvergentan. Za ЬјЈ0 koie fik­
ћ=1 

n-1 



• 

sirano <еаlпо х tada је niz 

(1) 

3.5. BESKONACNI PROIZVODI 

п 

П (х' - k') 
k~l 

п 

П (Хо' - k') 
k~l 

х2 _ n2 

(п = 1,2, ... ) 

199 

stalno definisan. Kako је za dovoljno veliko п poziti упо i усео јlј топје od 1 prema 
х2 _ n2 • 

(оте da li је Ixl < IXol ili Ixl > Ix.I, niz (1) је za dovoljno veliko п monotOl1. Као niz parcijalnil1 
proizvoda Ьеskопаёпоg proizvoda 

(2) 

niz (1) је оgrапiёеп, Је! (2), zbog 

konvergira. Na osnovu prethodnog, red 

ёјј se n-ti сЈап moze izraziti u obliku 

хо! - х! 
= l п . , СЈ n2 _ х 2 

О 

п 

аn П (Х' - k'), 
k-l 

п 

П (х' - k') 
п . 

П( ' k') k - I 
аn Хо" - ~. ------ , 

k Ir;;;: 1 п 

П (Хо' - k') 
А-1 

prema Abelovom ItaVU, konvergira. 

3.5.13. Neka је Рn (п = 1, 2, ... ) niz svih prostih brojeva уесЉ od 1 i poredanih 
ро veliCini (dakle: р1 = 2, Р2 = 3, Рз = 5, ... ). 

1 о Dokazati da је 

20 Dokazati 

+«> 1 

L nХ 
n-1 

1 
n - I 

+00 1 
da је red L - divergentan. 

n-I Рn 

РтјтеЈЬа. ОЬа оуа rezultata роtiёu od Eulera. 

(х > 1). 

Reienje. 10 Kako је Pkx ~ 2 (k = 1,2, ... ; Х ~ 1), јтато 

( . 1)- 1 +«> 1 
1--'- =1+ РяХ L (Ря')Х 

.. = Ј 

(k = 1, 2, ... ; Х:ео 1). 

Odavde, prema odgovarajuCim rezultatima о mnozenju redova i о dvostrukim rеdоvimз sa 
pozitivnim сl:шоvimа, izlazi 

(1) 
п ( 1 )-1 + «> 1 
П 1 - = ,,' .-" -
А-1 ћХ L У' .-1 

Рn 1 

L -"-"" + 
рn+ 1 

СП = Ј, 2, ... ; х ~ Ј) 
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gde znak ' uz ,Ыг oznacava da se sabiranje уг,ј samo preko jedinice i опјћ prirodnih Ьгојеуа v 
koji predstavljaju proizvode stepena prostih Ьгојеуа р" ... , р". Svi prirodni Ьгојеуј koji ispunjavaju 
uslov 1 < v < р" јтаји, пагаупо, tu osobinu; оуо opravdava drugu jednakost u (1). 1z (1) izlazi 
da је, za х > 1, 

Рn 
1 

+00 
1 

+00 
1 п ( 1 )-1 2: 2:' 2 о < П 1 - - - < -+0 (п -+ + со), 

k~ 1 Pkx '1( "'
Х рХ 

V= 1 v=pn+ 1 , 
" =Рn+ 1 

1). 

=lјт П 1 1 )- 1 п ( 

рnХ n~+G() k=l 

Рn 

= Нт 2 
n--++ оо р =1 

2' Iz jednakosti (1), sa х = 1, izlazi 

"( 1)-1 Рn 1 
Пl-- >2--++СО 
k~1 pk .~I v 

'tu zпаёi da beskonacni proizvod 

divergira ka nuli. 

+ОО( 1) П 1--
П=< 1 Рn 

+00 1 
Оуо роУlаёј divergenciju reda 2 

n~1 Рn 
-. 

n=1 

(п -+ + со), 

3.5.14. Dokazati da za svako realno (ili kompleksno) х vaze jednakosti 

+00 
1 , 1 

4 х" 
sinx = х П 

n=1 

+00 
соsх=П 

n-l (2 п - 1)" п" 

Reiienje. Iz Мојугеоуе [огтиlе 

izlazi 

tj. 

(1) 

cosml + i.inml = (со. 1 + i.inl)'" (1 rea1no; т prirodan broj) 

. . (2n+1) . sm (2 п + 1) t = (2 п + 1) cos,n t sm t .- З cos'n-2 t sm' t + 

sin (2 п + 1) 1 = .јп t Р (.јп' 1) (1 realno; 11 prirodan broj) 

• • • , 

gde је Р (и) роlјпот stepena < n. Kako se lеуа stranaanulira kad t uzima vrednosti 

kn 
'k = ...,.---2n + 1 

(k = 1, ... , п), 

koje sve pripadaju intervalu (о, ~), ргета (1) brojevi 

(k=I, ... ,n) 

su medusobno razliCite nule роliпоmа Р (и). Odade, 

\. У 

• 



i dalje, prema (1), 

(2) 

OCigledno, 

3.5. BESKONACNI PROIZVODl 

п 

"јп(2 п + 1) t ~ А "јп t П 
k~l 

1 -
sinz t 

k:тr; 
sinz----

2n + 1 

sin (2 п + 1) t 
А ~ Нт . ~ 2" + 1. 

с--+-О SlП t 

Sa ovom vrednoscu ,а А i posle smene 

(2) postaje 

(3) sin х ~ (2 п + 1) sin 

х 
t~ ---

2 п + 1 

х п 

(х rea!no), 

х 

sinz----
2" + 1 

--п 1------
2,,+ln~1 kn 

sin2
----

2n + 1 

(х realno; п ~ 1,2, ... ). 

201 

Neka је, 'а fiksirano realno х, т Е N takvo da је (т + 1):тr; > Ixl i neka је п > т. Onda "е 
(3) moze pisati u obliku 

(4) 

gde је 

х 

т 
sinz 

х 2n + 1 
П Р сп) ~ (2 п + 1) sin 1 - , 

т 2n + 1 k~l kn 
sin2 

2n + 1 

, 
х 

sinz 

1 -
2n + 1 

• 
kn 

sinz 
2n + 1 

Sa tako fiksiranim т је 

(5) 
.. , 

1јт Р т (п) ~ Х П 11 
~+C() k= 1 \ 

\ 
х' ) 

k2 n2 • 

Pretpostavimo sada da је 

(6) х Ф {k" : k ~ О, ± 1, ... }. 

lz (4) i (5) iz1azi da 

(7) Нт Q (п) ~ Q 
т . m 

n-++оо 

postoji i imа konacnu vrednost za svako т koje do1azi u obzir. Zbog (6) i Ixl < (т + 1):л:, vazi 

Ixl k п п п " 
О < -.:.-'.- < --- < ~~- < -

2n+1 2n+1 2n+1 2 
(k ~ т + 1, ... ,n); 



202 D. S. MIТRINOVIC 1 D. D. ADAMOVrc 

odat1e i prema poznatoj dvostrukoj nejednakosti 

2 
-u<sinu<u 

" 
lmamo 

(8) 

х' 
п 

1 > Qm сп) > П 1-
k=т+l 

(2 п + 1)' 
• 

4 k' п' 
= П 1--п ( х' ) 
k~ т+l 4k' . 

п' . (2 п + 1)' 

+ОО( 
Odavde, buduCi da proizvod П 1 

А_l 

х' \ 
- ) konvergira, dobijamo, pustajuci 

4 k' 

+00 ( х' ) lгQm:;' П 1- . 
k~m+1 4 k' 

Kako је, dalje 

lim П 1 - = 1, +00 ( х' ) 
m-++ао k=m+l 4 k2 

zak1jui"ujemo prema (8) da Је 

(9) 1јm Qm = 1. 
т-++ао 

Prema (4), (5) i (7), dobijamo 

sш х = х П 1·- -- . Qm' т ( х') 
k~1 k'n' 

i odat1e, s obzirom па (9), iz1azi 

(10) siпх=хП 1- . +ОО( х') 
k=l k2 n 2 

da n-++оо, 

Ova jednakost, 
odbaci. 

izvedena pod pretpostavkom (6), vazi ocig1edno i kada ое ta pretpostavka 

Jednakost 

(11) соо х = П (1 _ 4 х' ) 
n~ I (2 п - 1)' п' 

dokazuje ое jednostavno па osnovu jednakosti (10) i identiteta sin 2~ = 2 sin х со" х. 

Vazenje jednakosti (1 О) i (11) 'а svako komp1eksno х izvodi ое, u kontekstu teorije analitickih 
funkcija, ј, njihovog vazenja_na rea1noj osi i iz cinjenice da ои оЬе strane оуљ jednakosti се1е funkcije. 

3.5.15. Funkcija х f-+ Г (х), takozvana tgaтa !Wlkclja(', definise зе za svako realno" 
х iz skupa 

(1) о 
S = (О, + оо) U U (k - 1, k), 

k=-oo 

па ргјmег, sledecom jednakosCu 

(2) Г (х) '= lim 
n-++оо п 

хП (x+k) 

----о 

k~1 
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1 о KoristeCi роgоdап beskonacni proizvod, dokazati da liПies u (2) јmа konacnu 
vrednost za svako х Е S, tj. da jednakost (2) zaista definise realnu funkciju х f-+ Г ех) 
па skupu S. Dokazati potom jednakosti: 

(3) Г (х + 1)=хГ(х), 

(4) 
1 +0:> ( Х Х 

._ - = х еУХ П l + - е- ii 
Г (х) n~J П 

(ХЕ S), 

(5) Г(n + 1) = п! (п = О, 1, ... ), 

п 
Г(х)Г(1 - х) = -.-

+0:> 
(х Е U (k - ], k)). 

sшnх k=-oo 

Ovde је r Eulerova konstanta (1.1.2.23.2). 

20 Dokazati da funkcija х f-+ Г (х) јmа u skupu S sve izvode i da vazi jednakost 

(6) ГО (х) (Г' ех))2 +'" l 
Г(х) - Г (Х) = n~ (п + х)2 (ХЕ S). 

30 Ispitati tok i priblizno nacrtati grafik funkcije х f-+ Г ех). 

Resenje. 10 Za svako х Е S је 

Irnarno 

п! .r 
п 

Х П СХ + k) 
k~1 

п Ј 
х 10gn- ~ - х 1 L." k п х -1 -

Х k - J k • 

1јrn 

х (IOgn - f -l.) Х· Ii~ (IOgn - i -l.) 
k~1 п .... , о:> k~J -УХ С S) 

е = е = е хЕ. 
"-+ + 00 

Zarirn, 

х 

(1+ : ( ,7 = (1 - : + о С,))( 1 + : + о С,)) = 1+ О (~) СхЕ S; n-+ + оо), 

( Х )-1 . 
тзkо da, S obzirorn na Cinjenicu da је 1 + -;; konacno i rаz1iсiю od nu1e za svako хЕ S i nЕ N, 

+ о:> ( Х -1 l:-
proizvod П I + -) • п konvergira za хЕ S. 

n = 1 п 

Рсеrnа prerhodnorn, za svako х € S, 

1јrn _ _ n_'_ . .r. _ _ = ~ .--ух П (1 + ,:,)-1 е = 
n~+c:o п Х n=Ј п 

х П ех + k) 
k~J 

• 
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јта konacnu vrednost koja је razliCita od пиЈе. Тјте је dokazano prvo tvrdenje рој l' i ujedno 
dobijena sledeca reprezentacija gama funkcije 

(7) Г (х) ~ ~ е-УХ П (1 + ,:,)-1 е: 
х n=l п 

(ХЕ S). 

Prema (2), јтато 

п! nХ+1 
---------- ~ Х' Нт 

п! nх п 
----.---Г ех + 1) ~ lјт 

п 

n->-+оо е ) ( 1 k) 
n_+оо п х+l+n 

х+l П Х+ + 
k-I 

= ХГ(Х) (XES). 

Х П (х + k) 
k~1 

Jednakosi (4) izlazi neposredno iz (7), s obzirom па okolnost da је, prema gornjem tvrdenju. 
о beskonacnom proizvodu и (7), Г (Х) # О (ХЕ S). 

Rezultat (5) se, ротоси jednakosti (3), dokazuje matematickom indukcijom. 

Лkо ХЕ U (k - 1, k), tada хЕ S i - хЕ S, ра prema (3), (7) i jednakosti (10) iz 3.5.14, 
k .... -oo 

dobijamo 
Г(х)Г(1 - Х) ~ Г (Х) . (- х)Г(- Х) 

1 + оо Х )-1 ~ 1 + оо ( ~_еVХП(I+_ е" ·(-х) __ е-VХП 1 
х n=l п - х n= 1 

Х )-1 -: - - е 

п 
• 

___ ",--___ = _-о '" (ХЕ ~oo (k _ 1, k)). 
+00 ( _ х2 \ sm:лх k=-oo 

1lХ ПП! 1 n2 ) 

2' Za Х > О је, prema napred ustanovljenom, Г (Х) # О i osim toga је svaki faktor bes­
konacnog proizvoda и (7) pozitivan. Odatle izlazi Г (Х) > О (х > О). 

Odavde se ротоси formule (3) izvodi da је и intervalima 

(- 1, О), (- 2, - 1), (- 3, - 2), (- 4, - 3), ... 

funkcija Г naizmenicno negativna i pozitivna. 

Neka је [а, Ь] ogranicen interval sadrzan и skupu S. Оуај interval је sadrzan ili и (О, + оо) 
јlј и jednom od intervala (k - 1, k) (k ~ О, - 1, - 2, ... ). Za хЕ [а, Ь] је, prema (7), 

+00 

(8) loglr(x)1 ~ -logl xl+ УХ + L (: + logn -logln + X1). 
n=l 

s obzirom па prethodne rezultate, red и (8) konvergira za ХЕ [а, Ь] i svaki znak apsolutne 
vrednosti и (8) moze se и citavom intervalu [а, Ь] ili ukloniti ili zameniti znakom »-. ispred йт 
znakom obuhvacenog izraza. Svi clanovi diferenciranog reda и (8) 

+00 1 1) 
:z:(-;;-- n+Х 

n=1 

neprekidne su funkcije и [а, Ь] i оуај red и [а, Ь] uniformno konvergira, prema Weierstrassovom 
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kriterijumu. Zaista, ako [а, Ь] С (О, + оо), tada је 

_1 : _ I _ х_1 ~ ____ Ixl _ 

п +х I 1" (п + х)! п (п + х) 
а ako [а, Ь] С [k - 1, k], za kE {О, - 1, ... }, tada је 

Ь < _. 
,,' 

205 

(х Е [а, Ь]; 11 Е N), 

1 х I Ixl lal 
i .~ (п + х) I < п (п - !xl) < ;;(n - I~I) (хЕ [а, Ь]; п = ikl + 1, Ikl + 2, ... ;. 

Dakle} па osnovu stava о diferenciranju funkcionalnih redoya, 

Г' (х) 1 + оо ( 1 1) 
--.-: .. = (105 I Г (x)l)' = - - + l' +" - - -
Г (х) х L., п п + х 

71=1 

Odavde је dalje, uz slieno obrazlozenje, 

Г" (х) ( Г' (х) )' + оо 1 
Г (х) - -г (х) = (log IF (x)I)" = L (п + х)' 

n=О 

Kako sv~ redovi 
';'00 

" (-_1 )"'(т -::..!21 
L (п + х)'" 
n=о 

(",=2,3, ... ) 

(х Е S). 

(х Е S). 

uniformno konvergiraju u s\'akom intervalu [а, 
dalje se ustanovljava da је 

Ь] i clanovi ,и im u [а, Ь] neprekidne funkcije, 

+00 
(loglF (x)l)lm) ~ L ( - I~Ш (т - 121 

(п + х)m 
71=0 

(XES; т = 2,3, ... ). 

Indukcijom ,е dokazuje da za svaku funkciju х f->- ј (х) vaz; 

/m, (х) 1 
(logl f(x)l)lm) = --- + р", (ј (Х), f' (х), ... , /"'-1) (х)) (т = 2,3, ... ), 

. ј (Х) ј (х)m 

gde је! (и" . .. , uш) f->- р", (и" . .. , uш) polinom. Odatle i iz prethodnog sleduje egzistencija 
,уљ izvoda funkcije Г па skupu S. 

3' Kako је, ргеmа (5), Г (1) = 1, iz (3) 'е izvodi 

Г (х) -+ + со (х ->- + О) 
i dalje, indukcijom, 

IF(x)I->-+со (х -+ k; k = О, -1, - 2, ... ). 

Ргеmа (6), funkc;je Г i Г" imaju stalno iste znake. Odatle i iz onoga sto је па pocetku rasu­
divanja pod 2' ustanovljeno izlazi da је funkcija х>->- Г (х) u intervalima 

(9) (О, + со), (- 1,0), (- 2, -1), (- 3, - 2), ... 

naizmenicno ргуо pozitivna i konveksna (nadole), ра zatim negativna i konkavna. Konveksnost 
funkcije Г u (О, + оо) РОУlаб пјепи monotoniju za dovoljno veliko х, ра kako је, ргеmа (5), 
Г (п) = (п - 1)! (п = 1,2, ... ), zakljucujemo da Г (х) -+ + оо (х -+ + со). 

Nemenjanje konveksnosti [иnkсјје Г u svakom od intervala (9) i пјепо tezenje ka beskonac­
nosti istog znaka kad ,е х preko tog intervala priblizava njegovim krajevima јmа za posledicu 
da fUnkcija tacno jedanput u svakom takvom intervalu uzima ekstremnu vrednost. 
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N. osnovu prcthodnog, gr.fik funkcije Г ima п. slici prikazani izgled 

г (х) 

-

v 

-

Ј 
• • , , , , , 

о 1 х 

. 

. 

-1-

I -1-

Mozc se dodati da se pomocu (3) indukcijom dok.zuje da 

_ -.-:(_l:,..)k_ 
г (х) ~ 

( - k)! (х - k) 
(x--+k; k = О, - 1, - 2, ... ). 

Primedba. R.sudLljuci u kompleksnom, dokazuje "е da proizyod u (7) konyergir. u Cit.yoj kom­
pleksnoj rayni iz koje su iskljucene t.cke 
(Ј О) О, - 1, - 2, ... , 
ј to uniformno u svakoj konacno) i z.tvorenoj obl.sti koj. пе s.drzi nijednu оо tacaka (10). Кзkо 
su јо, "уј faktori proizvoda u (7) analjtjcke funkcije u kompleksnoj rayni Ье, tacaka (10), ргета 
odgovarajucem stavu jz teorije .nalitickih [unkсјј. jednakost (7) definise Г kao .n.liticku funk­
ciju u kompleksnoj ravni bez tac.k. (10). Tacke (10) su пјепј ројоуј prvog reda. 

3.5.16. Ako је х realno, ispitati konvergenciju beskonacnill proizvoda: 
+0> , , +0> nх п) ; 10 П(Ј - n-,) е 

n - _ 20 П 1-з . , 
n=1 n=1 n+ 1 
+<0 х" +0> Х + х2n 

30 П 1 + • 40 П . , • 
n -= 1 х2n -т 1 n~l 1 + x 2n 
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3.6. FOURIEROVI REDOVI 

3.6.0. UVODNI ZADACI О PERIODlCNIM FUNKCIJAМA 

Za rea1nu funkciju Ј kaze se da јта kao period rea1an broj л # О 
ako su ispunjeni sledeCi uslovi: 

1 о domen S funkcije f zajedno sa svakim brojem х sadrzi brojeve 
х + Л i х - Л; 

20 ј(х + л) =ј(х) (хЕ S). 

Funkcija koja јта bar jedan period naziva se periodicna Junkcija. 
Ako је л period funkcije ј, tada su, oCigledno, пјепј periodi i svi 

brojevi k л (k = ± 1, ± 2, ... ). 
Najmanji pozitivni period funkcije naziva se osnovni јlј priтitivni 

period оуе funkcije. Periodicna funkcija пе mora imati osnovn-i period. 
То dokazuje primer konstantne funkcije, Сјјј је period svaki realan broj 
razliCit od пиlе, јlј primer Dirichletove funkcije 

xl4-d(x) = 
1 (х racionalno) 

О (х iracionalno), 

сјјј је period svaki racionalan broj razlicit od nule. 

Bez teskoca se dokazuje sledeCi stav: Ako realna funkcija Ј јта 
osnovni period ш > О, tada funkcija xl4-f(ax + Ь) (а # О, ЬЕ R) 

јта osnovni period ~. 
la I 

Takode se lako ustanovljava da ј е zbir dve periodicne funkcije 
sa istim domenom i щајатпо samerljivim periodima takode periodicna 
funkcija. 

Napominjemo da је D. Blanusa u radu Оп periodic functions 
(Glasnik matematicko-fizicki i astГЩlOmski, Zagreb 1966, str. 247 -283) 
dobio nekoliko zanimljivih opstih rezultata о realnim periodicnim 
funkcijama. Navescemo samo neke od njih (odnose se па slucaj peri­
odicnih funkcija definisanih па skupu R). 

1 о Skup svih perioda nekonstanrne funkcije moze biti prebrojiv 
ili neprebrojiv, а skup njenih neperioda, тј. realnih brojeva koji nisu 
njeni period.i, uvek ima тос kontinuuma. 
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20 Zbir dve nekonstantne periodicne funkcijc 11 i 12 sa nesamerlj!­
ујт periodima пе moze biti periodicna funkcija ako Sll оЬе funkcije 
11 i 12 neprekidne и ро jednom Otvorenom intervalu, ili је jedna od 
пјЉ neprekidna и otvorenom intervalu, а druga јта овпоупј period. 

30 Ako su ћ, Р2 i Рз tri ватегlјјуа pozitivna Ьгоја, onda postoje 
funkcije 11,/2 i Iз ciji је zbir identicki jednak nuli i osnovni periodi su 
јт redom ћ, Р2 i Рз ako i saтo ako је 

Р -1 . Р -1 . Р -1 - а . Ь . с 
1'2'3~-'" 

gde su а, Ь i с prirodni brojevi od kojih su svaka dva relativno prosta. 

3.6.0.1. Odr~diti osnovni period i amplitudu funkcije 

х f-+ а cos Р х + ~ sin Р х (а, {3, Р realni brojevi, а2 + ~2 > О, Р =F О). 

Resenje. Stavimo ,,= а sin е, f3 = а cos е. Tada је 

а (sin е cos р х + cos 6 sin р х) = а sin (р х + е), 

V 2" 
pri сети је а = а' + {З'. Amplituda је Уа' + (З' ,8 osnovni period -. 

Ipl 

3.6.0.2. Odrediti primitivni period funkcija 

30 О f-+ cosO - cos 30. 

3.6.0.3. Odrediti osnovni period funkcija: 

10 Xf-+COS 4 Х + sin4 х; 20 х f-+ cos6 Х + sin6 х. 

·и putstvo. Date funkcije mogu se izraziti и obliku 

3 1 5 3 
1°x~'-+-cos4x; 

4 4 
20 х ...... - + - cos 4 х. 

~ 8 

3.6.0.4. Odrediti osnovni period Т svake od funkcija 

10 Xf-+ 2 sin 2 х; 

koja је periodicna. 

Rezultat. 1 О Т = "; 

2°Xf-+VсОSХ; 30 х f-+ COS V х, 

20 Т = 2"; 30 niје periodicna. 

Primedba. Funkcije х ...... 1 (-) i х ...... g (f (х» ne moraju imati iste primitivne periode. Лkо је, 
1 

па primer, 1 (х) = cos х, g (х) = х', tada је g (1 (х») = cos' х = - (1 + cos 2 х). Primitivni 
2 

period funkcije х ...... cos х је 2 п, а primitivni period funkcije х ...... cos' х је ". 

3.6.0.5. Odrediti oblasti definisanosti i osnovne periode za funkcije 

х f-+ 10g cos х, cos 10g х, sin log х, 10g sin х, 

х f-+ 10g log cos х, cos log cos х, sin log sin х, log log sin Х • 

. Resenje. Funkcije х ...... log log cos х i х ...... log log .in х nisu definisane ni za jedno х. Zaista, 
10g log cos х imalo Ы smisla samo зkо је log cos х > О, {ј. cos х > 1, sto ne узZј ni za jedno Х. 
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funkcije х ~ cos 10g х i х ~ sin 10g х nisu periodicne jer su definisane оато za х > О. 
Ро de(iniciji periodicne funkci je Ј sa periodom Т '" О, ako је опа definisana u nekoj tacki х опа 
је deflnisana i u svim tackama х + k Т (k = О, ± 1, ±2, ... ) i vaZi ' 

, 

Ј(х) = Ј(х + k т) (k = о, ± 1, ±2, ... ). 

Pie1na (оте, funkcija koja је definisana samo za х > О пе moze biti periodicna. 
\ ( 

tf'costa!e funkcije 

х 1--+ log cos х, log sin х, CQS log СОЭ х, SlП log sin х 

peгiodicne su i јтаји period 2 л. 
Uopste, ako је Ј periodicna funkcija sa periodom Т i е proizvoljna funkcija сјјј domen јта 

neprazan presek sa skupom vrednosti funkcije Ј, tada је slozena funkcija 

х ~p (х) = е (ј(х» 

takode periodic!1.a оа periodom Т. Zaista, 

F (х + k т) = е (ј(х + kT» = е (ј(х» = F (х). 

Fun.kcija х .-.log соо х t!efinisana је za cos х > О, (ј. za хЕ u 2 kn - -, 2 k1t + - . +00 ( л П) 
"- -о:. 2 2 

+00 
l'unkcija х f+ 10g ојп х definisana је za ојп х > О, (ј. za хЕ U (2 k:tt, 2kл + п). 

k=-co 

Funkcija х f+ cos 10g cos х definisana је takode za хЕ · u 2 kл - -, 
+00 ( П 

"--оо 2 
2kЛ+;). 

+00 
Funkcija х f+ sin 10g ојп х definisan. је takode za хЕ u (2 k", 2 kл + л). 

k~-~ 

3.6.0.6. Periodicki produziti funkcijuj, datu saj (х) = 2 (х - 1)2 (О ~ Х :о;: 2), van 
segmenta [О, 2] i novu funkciju g predstaviti formu1om za svaki segment. Da 1ј 
је tako obrazovana funkcija parna? 

P1-imedba. Neka је funkcija Ј dat. па po1usegmentu [а, Ь) (il' па po1uinterva1u (а, Ь]). PeriodiCki 
produziti ovu funkciju znaci пасј periodicnu [иnkсјји F sa periodom Ь - а koja <е па [а, Ь) (Ш 
па (а, Ь]) pok1apa оа [иnkсјјот Ј. Pri tошс се funkcija F u tackama а + k (Ь - а) (k = О, ± 1, 
± 2, ... ) biti neprekidna ako је 1јт Ј (х) = Нт Ј (х) = Ј (а) (ili ako је lim Ј (х) = lјт Ј (х) = 

x~b- x~a+ х-,;Ь- x~a+ 

= Ј (Ь». U protivnom, u ovim tackama се funkeija F imati prekide. 

Лkо је funkcija Ј da!a па segmentu [а, Ь], periodicki produziti ovu funkeiju је mogucno 
ako i оато ako је Ј (а) = Ј (Ь). 

НеЈеnје. Neka је е periodicna funkcija perioda Т = 2, takva да је е (х) = Ј (х) za О < х :s 2. 
Ako stavimo х = 2 k + t (k сео broj; о:::;; t < 2), јтато 

Dak1e, 

Kako је 

е (х) = е (! + k ' 2) = е (1) = 2 (1 - 1)' = 2 (х - 2 k - 1)'. 

g (х) = 2 (х - 1 - 2 k)Z za х Е [2 k, 2 k + 2] (k = О, ± 1, ± 2, ... ), 
(ј. g (х) = 2 (х - 1- 2 [хј2)'и х Е 'к. 

е (- х) = е (- 1 - k· 2) = е (2 - t) = Ј (2 - 1) = 2 (1 - 1)' = е (1) = е (! + k' 2) = g (х), 

zakljucujemo да је е parn. funkcija . 

. . .... ~ - - .. :: -~"' _ .. : 
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3.6.0.7. Funkcija ј definisana је sa 

Ј (х) = Isin xl (О <:: х < 2 те) , ј (х) = - Isin xl (2 те < х < 4 те) . 

/ 

Periodicki produziti Љпkсiјu ј уап [О, 4 п] i neka х f-;> F (х) oznacava tako for­
mјгапи funkciju . Pгedstaviti F formul0m. 

3.6.:Ј.8. l'unkcija ј data је роmоси 

ј (х) = х2 

= Vx 
= 0 

(О ::;:. Ј: < 1), 

(1 < х < 2), 

(2 < х < З). 

Periodicki produziti funkciju ј van sеgmепtа ~O, З] i odrediti izraze рО:110си 
kojih је tako formirana funkcija g definisana па segmentima 

ezuItat. 

g (x)= УХ 

=0 

= (х - 3)' 

= Ух - 3 

ili [- 7, :.... 5]. 
3 9 - ,-
2 2 

(~ <; х < 2), 
(2 < х < 3), 

(3 < х < 4), 

(4 ~ X < ~); 

g (х) = Vf (х = -- 7), 

= 0 (- 7 < х < -6) , 

= ех + 6)' е - 6 < х < - ;). 

3.6.0.9. N а sеgmепtu [О, 2] data је fuпkсiја ј роmоси 

(1) ј (1 ) = О 

= ЗI - 1 

1 

=-3с + 5 
t!. 5 
- < t < -
3 - - 3 

АЈсо se definiciona oblast funkcije ј prosiri uslovoI'1 ј (t + 2) = f Ct), tj. ако 
se ргеtроstаvi da је ј perioditna funkcija sa periodom 2, eksp1icitno odrediti оуи 
funkciia па segmentu 

[2 п, 2 п + 2] (п = о, ± 1, ± 2, ... ) . 
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ВеЗ-еnЈе. Na QSno\'u pretpostaYke о periodicnosti је . . . 

/(t) ~ /(t- 2) ~ /(t - 4) ~ /(t - б). 

PrOduzujllCi ova) postllpak potreban broj puta, dobijamo 

(2) / (t) ~ / (t - 2 п). 

Ako је 2 п <'t < 2" + 2, tada је О < t - 2 п < 2, ра па osnovu (2) i (1) dobijamo 

/(t) ~ о ( 2 п < t < 2 п + _1 , 2 п + -~ < t :<: 7"1' 2), 
3' 3-

~ 3 (t- 2 п) - 1 (
'1 2 

2 п + - < t < 2 11 + -), 
'. '3 3 

~ 1 

~ - 3 (t - 211) + 5 

, ,-

о .1 "2 . I 
. . 

3.6.0.10. Funkcija ј odredena је роmосu 

ј (х) = sin х 

=0 

= - (х - 2n)2 

(О < х < п), 

(п < х < 2 п;, 

(2 п < х < 3 л). 

Periodicki produziti оуu fиnkciju уan poluser,menta [О, 3 п) i odrediti izraze 
kojima је ta.~o [огmјгапа fиnkcija х н>- F (х) definisana па !=юksеgmепtu 

[kn, C~ + 3) п) (k = О, ± 1, ± 2, ... ;. 

3.6.0.11. Neka је ј periodii'.na fиnkcija sa osnovnim periodorl 2. Ako је опа и 
poluinterva1u (О, 2] definisana sa ј (х) . х 2, паБ ј (х) za proizvoljno realno х. 

Resenje. РотоСи jednakosti / (х) ~ f (х + 2) dobijamo 

f (х) ~ (х - 2)' (2 < х < 4), f (х) ~ (х - 4)' (4 < х < 6) 
• • 
1 uopste 

f(x)=(x-2k)' (2k<x<2k+2; k=O,I,2, ... ). 

Takode је 

ј(х) = (х - 7 k)' (2 k < ..: < 2 k + 2; k = - 1, - 2,- 3, ... ) . 

... 
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Ртета tome, f (х) с" (х .- 2 k)' ako је 2 k < х < 2 k + 2 (k =., О, ± 1, ~= 2, .. ). 

Сео Ьтој k је izvesna funkcija Ьтоја х. Potrazimo eksp1ici!ni izraz 'а оУи funkciju upotr~bom 
funkcije х ~ [х] (појуесј celi Ьтој koii пе premasuje х). Iz 2 k < х < 2 k + 2 izlazi - (k + l) < 

< - ~ < -- k, ра је - (/' -1 l) = [ - ~], odak1e је k = - r - ~ Ј - 1. Na osnovu ovog је 

_to preds!av1ja eksplicitan izraz za f-

3.6.0.12. Dokazati da nekonstantna, za svako х Е R definisana, periodicna fиnkcija 
koja пета osnovni period, mora biti prekidna џ svakoj tacki. 

3.6.1. ZADACIIZ FOURIEROVIН REDOVA 

3.6.1.1. Razviti u Fourierov red funkciju Ј datu sa 

• 

1 
Ј(х) = . 

2+cosx 

Resenje 1. Kako је funkcija х!-+ ј (х) parna, njen Fourierov r~d се sadriau _ато clanove _а 
kosinusima. Koeficijen! uz kosinuse eat {e---ror~~om 

-- -- __ о • 

2п 

а,. = - dж, 
1 f cosnx 
п 2+cosx 

о . 

oda1de sleduje 

2п 

~ Re f .. "" 2 z· 1 
й,. = d х = -Re • dz 

1 4+ z + Z-l 
• 

" .z 
О 2 + - (е;х + e-ix) 1%1 - 1 

2 

"L f z" = - Im -----dz. 
" z'+4z+1 

Izl - 1 

Podintegra1na funkcija јта dva ро1а: а = УЗ - 2 i 1/0, od kojih se saтo prvl na1azi u 
j~dinicnom krugu. Zз!о је 

аn = .:. Im (2 ",ј 1im (z _ о) Z" __ ::-) 
п z-+a (z - а) (z - а-1) 

2 а 2 
= 2 · а"= v-з (Уз - 2)". 

а' - I 

'.-
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Рсета tome Је 
,.. оо 

1 2 2 (У'- )" --- = _ + -.:: З - 2 cosnx. 
2 + cos х VЗ УЗ n-l 

1 

Resenje 2. Ј ednu za drugom mozemo izvrsiti sledece transformacije: 

1 2z 
ј (х) = ---

2 + cos х 
-~-~-- - -----• • 

."'+4."+1 z'+4z+1 

1 
+сю +00 

2 а" zn +2 а" z-n ) 
=0 11= 1 

=--

Уз 
+оо 

1 2 
= + :с- 2: а" cos п Х 

vз VЗ n~l 
(а = Vз- 2). 

Resenje 3. Prvo imarno 

1 1 1 2 (1 + л cos х) 
2 Re 

1+) .• " 1 + ). eix + 1 + ). .-'Х 1 + )., + 2 л cos х 

Izaberemo 1ј л tako da је 

dobijamo 

1 + }.' 
-=2 

2), 
(па primer ). = 2 - Vз), 

2 + VЗ + cos х 
2 + cos х 

1 
=2Re . 

1 + (2 - Уз)eiх 

Ovoj jednakosti mozemo dati oblik 

1 1 2 1 

2 + cos х - - уз + VЗ Re 1 _ (У з - 2) ei' 

+оо 

= 1 + 2. '"' (У-з ,П / - 2) cos п х. 
Уз УЗ;-l 

21З 

1 
- + cosx 
л 

• 
1 + л' 

2). 
+ cosx 

Ovim smo razvili [иnkсјји x~j (х) u Fourierov red. 
Prim.dba. U resenjima 2 i З koristi se, u stvari, сјпјепјса da је u [- ", ,,] uniformno konvergentan 
trigonometrijski red Fourierov red svoje sume. 

3.6.1.2. Razviti u Fourierov red periodicnu funkciju ј, perioda 2 п, koja је za 
- п <х < п data jednakoscu ј (х) = х2 • 

Na osnovu dobijenog • • у • 

razvoJa lzracunatl 

+оо 1 +оо +оо 1 2 (- l)n~, 2 n2' ~1 (2n + 
• • • • 

1)2 ' n2 
n=1 n=1 
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Resenje. Kako је ј раша f"ul1keija, dobija se ЬN ~ О, Koefieijel1t ао dat је formulom 

л 

ао =_2.Г x2 dx= 
, п 1 

2 _ ,,' • 
з 

о 

Kocfieijel1t аn dat је 'а 

" 
а ;:~ 
п ~ .\ х' cos п х d х ~ -,,-2-,,- ( х' sin ,,< -2 .1 х sin п х d х) 

О О 

л 

- -n-с:-,,- (х еОБ Il х ': - Ј cos п х d х) = (- 1)" n~ . 
О 

, 

Prema tome Је 

ј(х) = 

С-ОО ,,', 2: cos п х + 4 (- 1)" . 
3 п' 

n=1 

Оуај razvoj vaii za svako х Jer su za [unkсјји ј ispunjeni Dirich1etovi uslovi. 

Primedba. Da bismo l'azvili и Fourierov red funkciju х ..... ј (х) koja је data па [а, Ь), ј1ј па (а, Ь], 
ili па [а, Ь], moramo prethodno produziti оуи funkciju, (ј. паСј funkciju х ..... F (х) sa periodom 
Ь - а koja se па [а, Ь), (ј. па (а, Ь], pok1apa sa funkeijom х ..... ј (х). Pri (оте се funkcija х ..... F (х) 
и tackama а + k (Ь - а) (/1 = О, ± 1, ~, 2, ... ) biti neprekidna ako је 

lim ј (х) = lim ј (х) = ј (а), (ј. lim ј (х) = Нт I (х) = ј (Ь). 
x-~b - Х--Ј>йт х-+Ь- х--+а+ 

U protivnom, u оујт tackama се funkcija х ..... F (х) јтай prekide. Ako је funkcija ј datE 
па segmentu [а, Ь], periodicki produziti оуи funkciju је mogucno ako i samo зkо је Ј (а) = f (Ь). 
U slucaju kada је funkeija f data па segmentu [а, Ь] i kada је ј (а) '" ј (Ь), mozemo postupiti па 
dva naCina: 1 с' mozemo iskljuciti iz razmatranja vrednosti funkcije f u tackama х = а i х = Ь, 
Сјте smo periodicko produienje ftmkcije f uCinili nedefinisanim u svim tackama х = а + 
k (Ь - а) (k = О, ± 1, ± 2, ... ); 20 promeniti yrednosti funkcije Ј и tackama х = а i х, = Ь i 
uCiniti da (с vrednosti budu jednake. U оЬа оуа sJucaja FourieroYi koefieijenti '" Ый isti, а Рои­
rierov red funkeije f се и (јm tackama konyergirati ka 

3.6.1.3. Proveriti • 
loaZVOJ 

х' 
4 2 
--п 

3 
:11=1 

j(a+O)+j(b-О) 
• 

2 

1 п . 
- cos nх - -- sш NХ 
1Ј 2 П 

(О < х < 2 п). 

3.6.1.4. Funkciju х 1-+ f (х) = х (- п < х < + п) razviti u Fourierov red. 

+00 

Rezultat. Njen Fouriero,· red 2: 
SlnnX 

је (- l)n+1 __ . 
п 

n=1 
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Na slici su prikazane рзrсiјаlпе sume sk toga Fоuгiего'\юg reda za 1~ = 1,2, 3, 4, 5. 

5 
у 

2 

1 

о тг х 

3.6.1.5. Odrediti parcijalnu sumu Sk Fourierovog reda funkcije ј date sa 

ј (х) = 
1 (О < х < :л:), 

- 1 (п < х < 2 :л:), 

i zatim prikazati graficki te parcijaIne sume Sk za k = 1, 3, 5, 7, 9. 
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k 
4 " sin (2 11 - 1) х , 

Rezultat. sk = - L. 
" (2 п - 1) 

(videti sliku). 

n= 1 

у 

о '!т 

3.6.1.6. Ako је k prirodan broj, dokazati da је 

" r x'coskxdx=(-I)k~. 
Ј k2 
о 

Koristeci se ovim, razviti и F ourierov red funkciju f datu sa 

ј(х) = х' sin х ( - :л ::;; х < + :л). 

Zatim dokazati d 
. :л 

а )е -= 
8 

+'" (_ 1)" - 1 (2 n)2 

~1 (2 П - 1)2 (2 П + 1)" 

Resenje. 

(1 ) 

п п 

x'coskxdx =- x'sinkx -- xsinkxd' r 
I п 2ј' 

• k о k 
о о 

п 

- - ~fxsinkxdx 
о 

_ - ~ [- ~xcoskx 
k k 

п 

п 

п l' ] + _. \ cos kx dx 
о k . 

о 

= ( _ I)k _2_" _ 2 r со. kx dx 
k' k'l • о . 

2" 
=( - li· -

k' 
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Razvoj funkcije Ј ima oblik 
+00 

(2) Ј (х) = L Ь. sin п х 
n=l 

jer је Ј neparna funkcija. Koeficijent Ь" se nalazi ро formuli 

(3) 

(4) 

. " 
Ь. = ~ Ј Ј (х) sin nx dx = ~ f х' sin х sin nх щ. 

о о 

Kako је - 2 sin х sin п х = cos (" + 1) х - cos (п - 1) х, јmато 

л П 

Ь. = : JX'cOS(n-l)Хdх-Јх'СОS(n+I)ХdХ • 

о о 

Za п > 1 је п - 1 > О, ра primenom formule (1) dobijamo 

Ь. = !.. (( _ 1)·-1 2 11 _ (_ 1)"+1 . 
" (п - 1)' 

211 ) 
(п + 1)' 

Za п = 1 imamo 

..:.(n........:.+_l..:.)'~-.:(:,-nc-...:l ):....' = (- 1)·-1. 2 . 
(п' - 1)' 

8n 
= (- 1)·-1 (п' _ 1)' . 

л " 

Ь 1 = - х· dx - - х' cos 2 х dx = - - -1 Ј 1 Ј ,,' 1 
"11 3 2 

о о 

Razvoj (2) postaje 

'1 +00 
X'sinx=(~--)sinx+8"'(-1).-' п Slnnx 

3 2 L.., (п' - 1)' 
n=2 

Diferenciranjem dobijamo 

2 1 +00 n' 

(- п < х < + 11). 

2xsinx + x'cosx= (~ - z)cosx + 8 L (- 1)"-1 cos NХ 
(,,' _ 1)' 

n=2 

(- п < х :'о: + п). 
Dozvoljeno је diferenciranje reda (3) olan ро olan jer је novi red apsolutno i uniformno 

" konvergentan. Лkо u (4) stavlmo х = -, dobijamo 
2 

+00 +00 
'" n' п п (2 k)' п = 8 L ( - l)n-1 cos = 8 '" (- 1),k_, cos k п. 

(п' - 1)' 2 L.., (4 k' - 1)' .-2 я~l 

Dakle, 

+00 
n. (2 k)' 

"8 = 2: (- 1)k-1 (2k --1)' (2 k +1»' 
я~1 
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3.6.1.7. Funkciju ј dаш sa 

ј (х) = х (-~ < x< ~ - , 
\ 2 2 

, п 3n 
= n - х -<х < -2 . - 2 

razviti u Fourierov red. Graficki prikazati funkciju ј i nekoliko prvih parcijalnih 
suma dobijenog Fourieroyog reda. 

4 +00 
Rezultat. ј(х) = -; L (- I)n- l 

sin (2 п - 1) х 
. Na slici su prikazane parcijalne sume sk 

(2 п - 1)' 
n=1 

Fourierovog reda funkcije х f-+ Ј (х) ,а k = 1, З, 5. 

у 

о :--------------~---, 2к х.' 

. . l ' I 2 4 ~"" cos 2 nх 3.6.1.8. Proveritl razvoJ sш х = - - - L - - . 
п п 4 n 2 - 1 n_ 1 

Resenje. Funkcija х I-? Ј (х) = Isin xl је рагnа i periodicna sa osnovnim periodom 

(1) т = 21 = n. 

l'ourierov razvol takve funkcije ,та oblik 

(2) 

gde j~ 

(3) 

+00 
ао 

Ј (х) = - + 
2 

" n:nх Lancos l' 
n= l 

I 

а,. = 
2 f nnх - Ј (х) cos dx. 
1 1 

о 



(4) 
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Iz (3) za Ј (х) ~ Isjn:<1 ј (1) d obi jamo 

:1/2 

аn = ~ f _јп х со, 2 nх dx, 

о 

gde 'то ,е ' koristjli cinj enicom da је 

Iz (4) jzlazj 

Isin х l = ,јп х (О < х < п). 

~/2 
2 • 

аn = " Ј [siп (2 " + Ј ) х - sin (2 " - ]) х] dx 

о 

= ~ [ со. (2 п - 1) х 
" 2,,-] 

"~ со. (2 п + 1) х Ј"/ 2 
2 П + ] о 

2 п ~ Ј = -,,-'( 4---n.-
4
-1-) . 

Zamenjujuci Ј (х) i а" u (2), dobijamo 

+00 
2 4 L cos2nx 

Isin хl = - - - - " . 
" " 4n' - 1 n=l . 

Оуај razvo; vazi za svako х. 

. 

3.6.1.9. Funkciju ј, datu sa f (х) = .! - (2 х" - 3 х2 + х) (О < х < 1), periodicki 
12 

produziti izvan definicionog intervala. Tako dobijenu periodicnu funkciju Р, sa 
periodom 1, razviti u Fourierov red . 

Resenje. Ako 
1 

stavimo х = l + -, dobijamo 
2 

(1 ) Ј(х) = - х (х .. 1) (2 х - Ј ) = .- t (' - -Ј 1 ( 1 ) 
12 6 4 

(О < х < 1). 

1 
Iz (1) ,е vidi da је grafik t"unkcije Ј simetrican u odnosu па tacku х = -, у =0. Na 0'-. 2 

novu ove ,imetrije zakljucujemo da је funkcija F neparna. Prema tome, Fourierov red funkcije 
F zadrzace samo сlапоуе sa sinusima. 

Da nismo primetili navedenu o,obinu funkcjje Ј, dosli bismo do istog zakljucka pri izra­
cunavanju koeficijenata ан, 

Primenom obrasca za Fourierove koeficijente dobijamo 

1 1 

ЬN = 2 Ј F (х) ,јп 2пnx dx = 2 f Ј (х) ,in 2""х dx 

о о 

1/2 1/2 

= 4 f Ј (х) ,јп 2nд dx = ~ f (2 х' - 3 х' + х) ,јп 211 .~x dx. 

О о 
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Primenom metoda parcijalne integraciie јтато 
• 

1/2 

1 ( IIi2 
\" ЬП ~ ~ (2 х' ~ 3 х' + х) сов 2nnх + 

6 п п 10 " 
(6 х' ~ 6х + 1) со. 2nnxdx) 

о 

1/2 

1 Ј (6х2 ~ 6х + l)cos2nnxdx 
6nn 

о 

ј,2 

~ __ I __ ((6Х2 ~ 6х + 
12n2 .n2 

1) sin 2nnх 1/2 r ~6 

о • 
о 

1/2 

1 f -- ~ --- (2х ~ l)sin2nndx 
2 n2 л2 • 

О 

1/2 

(2х ~ 

~ . 1 ((2 х ~ 
4 n3 л'l. 

'1/2 
1) cos 2'I1tХ ~ 2 

о 
Ј cos 2nnх dx) 

о 

2 
~.,.,-- , 

(2 п п)' 

Prema tome, doSli smo do ra:zvoja 

+ оо . 2 

2: 
SlП NЛ:Х 

f (х) = 2 . 
(2 п п)' 

n=l 

1) sin 2r!1lX јх») 

Ovaj razvoj vazi ,а svako х, jer funkcija ispunjava Dirichletove uslove, 

Primedba. Funkcija f se u intervalu u kome је definisana poklapa sa Bernoullievim polinomom 
treceg stepen. х 1-+ Р, (х). 

3.6.1.10. Periodicnu neparnu funkciju, s primitivnim periodom 2 п, definisanu rela-
•• cIJama 

ј (х) = sin х (О < х < а), 
• 

=sша (а < х < п - а), 

(п - а < х < п) • 
= sшх 

razviti u Fourierov red. 

Resenje. Posto је funkcija neparna, ,тато ап = О (п = О, 1, 2, ... ). 

" л-" л 2" х 

'ј 

-','" ':~( 
: , ' 
;"," 
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Dali е је 
а л-а 

f sin х sil1 nх dx + Ј sin а -sin nx dx + f sin х sin llX dx 

О а п-а 

Posle izvrsenih integracija dobija se 

• 
8111 ci 

пп 4 п" 
Ь = - sin---o-
• " 2 

sin па cas а - П sin а cos па 

n' - 1 

sin (n
2
" - па) 

sin - +---'------
2 

Odavde se nalazi b'k = О (k = 1,2, ... ) i 

sin 2 k а 
b'k-' = k (k - 1)" 

а !"у-о 

2 sin а cos (2 k - 1) а 

(k - 1)(2k - 1)" 

" 

п 

(k=2,3, ... ), 

221 

Ь. =~ f sin' х dx -+- f sin а sin х dx + f sin' х dx = 2 (а -+- ~sin2a). 
". 2 

о а п-а 

Stoga је 

1 1:;; ([ sin2ka 2sinacos(2k -1)а] . ) 
j(x)=-(2a-+-sin2a)sinx-+-- L --------- sш(2k-1)х. 

" " k- 2 k (k - 1) (k - 1) (2 k - 1) 

3.6.1.11. Odrediti koeficijente а. i Ь. Fourierovog reda za periodicnu funkciju sa 
periodom 4, koja је graficki prikazana па s1ici. Aproksimirati оуu fиnkciju prvim 
odnosno sa ргуа dva harmonika. 

Resenje. AnalitiCki izraz za navedenu funkciju па segmentu [О, 4] glasi 

ј(х) = - 2 х-+-2 

= - 1 

= 2х - 6 

=1 

Fошiеrоv red је oblika 

(О < х < 1), 

(1<х<2), 

(2 < х < 3), 

(3 < х < 4). 

+00 
1 " (nnх nnх) 2" а, + L а. cos 2 + Ь, sin 2 ' 

n=l 

gde је 

1 

2 

.0 

~, 

-2 

I 2 

I 2 .0 

1 
а =-
п 2 Ј - 2 (х - 1) cos п ~X dx - f cos п; х dx 

о I 

3 4 

Ј
... nпх Ј nnх 

+ (2x-6)cos 2-dx+ cos 2 dx 

2 3 

nnх 

Koeficijent Ь, јта isti oblik, samo sto svuda umesto cos treba staviti 
2 

х 

nnх 
• 

81n ---о 
2 
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Kada se iz\'rsi integracija, dobija se 

1 8 п" 
(1 - со;) ;;;-,:) + -..,...... sin-. 

(п,,)' 2 

Za п = 2 .k - 1 (k ~ 1, 2, ... ) је 

8 4 (- l)k 
а =:-- .- - , 
'k-l (2k-l)'л2 (2k-l)л 

__ 2__ 8 (- l)k 
bd-l= + . 

(2k-l)л (2k-l)'''' 

Za п = 2 k (k = 1,2, ... ) је a,k = О i bd = О. Takode је ао = О. 

Prva aproksimativna funkcija је 

у, = (~ + ~)coo "Х + (~_ ~) ојп-"-", 
"',, 2 п п' 2 

а druga 

у, = (_8 + ~) соо п Х + (_2 __ 80) sin П_Х + ( 8 __ 4_) соо 4 п Х + (_2 + 8) .in З nх. 
"',, 2 л л- 2 9 ,,' 3 " 2 3 " 9 л' 2 

3.6.1.12. Proveriti da ]ј za fuпkсiјu ј, dеfiпisапu роmоси 

п 
ј (х) =­

З 

=0 

з 

п 

О<х<- , 
З 

п 2n 
-<х<­
З з . 

2n 
< х <п , 

з 

, 

vaze razvoji: 

2 .­
ј (х) = -- l' 3 

3 

1 1 1 
cos х -- -- cos 5 х + - cos 7 х - - cos 11 х + ... 

5 7 11 

. 2 1. 4 + 1 . 8 1. 10 ' = srn х + -- srn х _.- srn х + - Ы:1 Х ,. ••• 
245 

3.6.1.13. Periodicnu funkciju ј sa periodom 2 п, koja је definisana u interva1u 
(- п, + п) saj (х) = еХ, razviti u Fourierov red. KoristeCi taj red, odrediti zbirove 
sledecih numerickih redova: 

+ос (_ 1)" 

;: n 2 -L 1 ' 
1l= 1 I 

1 
S2 = " ---, 

n71 n2 + 1 

+",. 1 

-г со 1 

S3 = 2: 4 n2 + 1 ' 
n=о 

S-" 
4 - n~ (2 п + 1)2 + 1 . 

Reiienje. РП'о odredimo Fourierove koeficijente za Ј: 

л 

(1) 1 f 1 л -л 2 ао = - еХ dx = - (е - е ) = - sh п, 
л п " 
-л 

" -~~ 
.", 

.' 

- .С • 



(3) 

(4) 

(5) 

3.6. FOURlEROVI REDOVI 

О., = _1 r еХ соз nх dx 
" :т Ј 

л 

= ~ (еХ еоз nх л +- П Ј" еХ sin nxdx) 
::?: -1(. 

-л 

(- 1)" (- 1)" 
- - (е" - гл) + nЬ" ~ 2 sh " + nЬ., 

п п 

+n +n 
1 Ј 1 ( I +л ЬN = -;;' еХ sin nх dx = -;; еХ sin nх I-л -:- п f еХ eQS nх dX) 

-л -п 

Ј ednacine (2) i (3) su 1inearne ро аn i Ьn ' Resenje ovih jednacina је 

2 sh " 
а - ( 1)" --,---::---,,-
п - - п (п' + '1)' 

Na osnovu (1) i (4) dobija Se 

2 п sh п 
ЬN ~ (-,1)"-' п (п' + 1) . 

, . 

+'" 
Shn(1 ,,1 

j(x)~2 -+L,(-
п 2 

eos llХ - П sin nХ) 1 )n. 
п' + 1 . 

(х "" (2 k + 1) те). 
n=~ 1 

223 

Za х ~ (2 k + 1) п (k ~ О, ± 1, ± 2, ... ) funkcijaj јmа prekide prve vrste i пјеп Fourierov 

red (5) konvergira ka aritmetickoj sredini 1eve i desne granicne vrednosti funkcije ј. Та sredina је 

еЛ + е-Л 
~~~~ ~ сЬте. 

2 

Stav1jajuci х ~ О u (5), dobija se 
п 1 

S, ~ --:--
2 sh те 2 

• 

Za х ~ те, па osnovu prethodne primedbe, (5) daje 

те I 
S2 = - coth л -

2 2 
Dalje, imamo 

• 

1 
SЗ~ 

1 
1 + '2 (S, + S,), S, ~ - (S, - S,). 

2 

3.6.1.14. Razviti u Fourierov red funkciju koja је па intervalu (- п, + п) data sa 

] sh ах х 
ј(х)=- --

а 2 shan' 2 

3.6.1.15. Proveriti razvoj 

8 +00 V 

cos Х = - " ---- sin 2 1IХ 
п L, 4112 - 1 

v=1 

• 

(О < х < п); 
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3.6.1.16. Odrediti Fouriere>v red koji се predstavljati trapezno talasanje prikazano 
па slici: 

у у 
(а,Ь) 

а 

~4b -Ј ·Ь О ь .. .. х -""0 '--------~L-"" 

·а 

3.6.1.17. Razviti u Fourierov red periodicnu funkciju х ~ f (х) u sledeca tri 
slucaja: 

1 о f је neparna funkcija, а пјеп grafik u poluperiodu 1 prikazan је па slici; 
20 f је раrnа funkcija, а пјеп grafik u poluperiodu 1 prikazan је па s1ici; 
30 Grafik funkcije f u periodu 1 prikazan је па slici. 

3.6.1.18. Periodicnu funkciju f dam sa 

f (х) = О, х Е [- п, - а] U [а, п] 

. п 
= sш-х, 

а 

хЕ [- а, + а] (О < а< п) 

razviti u Fourierov red. 

Rezultat. Funkcija Ј је neparna. Njen razvoj glasi 
+ оо • 

L 
smna 

Ј(х) = 2 а sin nx. 
n:' - п' а' 

n-l 

3.6.1.19. Fourierov red jedne funkcije х ~ f (х) u intervalu (О, 2п) је 
1 +00 
тао + L (~cos nx + Ьn sin nх). 

n=l 
% 

Dokazati da је Fourierov red funkcije х ~ Ј f (и) du, u istom intervalu (0,2п), 
о 

gde је 

1 
-Ао + 
2 

+ro 
L (Аn cos nx + Вn sin nх), 
n=l 

1 2" 

Ао = 2 п ао - - Ј и f (и) du, 
п о i 

3.6.1.20. Proveriti razvoj 
2 х 3. sin 2 х sin 3 х sin 4 х 

хсоs---sшх= - + -'" 
2 4 1·2'3 2'3'4 3'4'5 

(- п < х < +n). 

3.6.1.21. Razviti funkciju х ~ Ix (п - х)1 u Fourierov red u intervalu ( - п, + п). 
3.6.1.22. Funkcijuf datU saf (х) = ch ах (- 1& ~ Х ~ + п) razviti u Fourierov red. 

-. - , 
- '~- i 

, 'О 

, О 

о О . . 
,: -_ i 

о 

- - - I 
- _'_ I 

" ., I 
о' ,О I 

' -'- ", I 

о 

,О , 

---~ i 
,', .1:-' i 
,_::,1- I 
- . о;, I 

, -.-
" "- -; , ,Т_: 

.- (.' 
," . -.' , 

I 
,::;:i : 

" :'Ъ; 
~ ,:~\ 

• 

-о'; 

- -_С 
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Rezultat. 

• 

3.6.1.23. 1 о Sumirati redove 
sш nх 

Koristeci dobijene sume, 
п 

sumirati i sledece redove: 
+00 • • ~ sin' па . sin nх (o<a<~); 20 L 

sш па· sш nх 30 • , 
п 12 

n·= 1 n=1 

+00 • +00 sin (2 п - 1) х +00 cos (2 п - ]) х 40 L (- 1)n-1 sш nх 50 L 60 L • • , , 
п (п + 1) 2n - 1 (212 _ ])' 

n=l n=1 n=1 

Resenje. 1 о Uvedimo oznake 

+00 . 

2: 
SlllnX. 

A~ , 
п 

n=1 

+00 

2: 
CQS nх 

В= ; 
п 

n-,=1 

т 

Cm=Lcosnx; 
n=1 

m 

D m= Lsin nх. 
n=1 

Tada јтато 

i odat1e 

т 

Ст + iDm = 2: еnхј - 1 
n=о 

е(m+l)хј_ 1 ест + 1) xi - 1 
·--1- -1 

ех1. - 1 .'С ( Х . Х о) 
e-2i е2! -.e-i ' 

( 1). I 71'1+- ХЈ --хј 

е 2 - е 2 
= ----._-----

х 
2 ј. sin -

2 

- 1 

sin (т + ~) х + sin .х sin (т + ~) х 
22·12 

Ст = - - 1 = - - + -------, 
2 х 

2 sin-
2 

х 

cos --
2 

Dm = 
х 

2 sin-
2 

соо (т + ~) х 
х 

2 sin-
2 

• 

х 
2 sin-

2 

Integraci;om izraza za Ст i Dm od п do х Е (0,2 п) dobi;amo 

т xsin(m +~) t 
. 1 1 Ј 2 

= -2 (п -. х) + "2 . {--- dt, 

Sln -

• 

"" Sln nх 
L.., п 

2 

т L cOsnx 

п 

т 

(- l)n-' х 
+ 2: п - - log sin "2 

n=1 n=1 
2 . t 

Sln -
2 

t S Nizovi i redovi 

• 

• 
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х 
Kako је sin - > о za х Е (0, ·2 п), prema Riemann - Lebesgueovoj teoremi, 

2 

xcos (m + ~)c 
- - ---- - dt ->- О, 

Slll -

f t - - dt --+ О, т ->- + оо . 
• 

п SlU -;-
2 2 

п 

Stoga se iz prethodnih jednakosti dobi ja, pustajuci da т --+ + оо , 

1 х 
А = - (л - х), В = - log 2 sin - (О < х < 2 п). 

2 2 

Za х = О i х = 2 п је А = О, а drugi red divergira. 

2' Imamo, za х + а ор 2kn, 

+ 00 

L: 
sin па' sin nх 

п 
n== I 

= ~- (log2 
х+а 

sш 
2 

+ со • • 
1 

х - а ~ 2kn, 

+ 00 . +00 
cos ,,(х + а) 1 L: cos п (: - а) L = -

2 п 
n~ J 

-lbg2 • 
sш 

• 
sш 

х+а 

2 

х-а 

2 

n= 1 

• х+а 
SШ 

) = ~ log 
2 

х-а 

SIU 
2 

, 

L ~lпnа~sшnх = - log 
2 

(х + а ор 2 k п, х -а ~ 2k п). 
х - а 

п- Ј • 
SШ --:с---

2 

" З' Neka је О < х < 2 п. Tada, za О < а < -, imamo 
2 

+00 . t . .L SШ па' SlП llX - со. 2nа)- sin nх 

" п 

1 
+ 00 • 1 

+ оо • 

L 
S1П NХ L: sш nх :' 2 п а =- --

2 п 2 
п- Ј n=1 

+ 00 + 00 
sin п (х + 2 а) 1 

+ оо • 
1 

L: 
Sln nх 1 

L L: . sшn (х - 2а) 
=- -- --

2 п 4 п 4 • п 

n = 1- n= 1· n= 1 
. 

r 1 1 1 
- (л - х) - - (" - х - 2 а) - - (п - х + 2 а) = О 
4 8 8 

~ < x+2a < 2n, 0 < x-2a < 2~, 

1 1 1 п 
- (л - х) - - сп - (х - 2 п + 2 а» - - (п - х + 2 а) = -
4 . 8 8 4 

~л < х + 2а < З~0<х-2а < 2~, 

III л 
- (л - х) - - (л - х - 2 о) - - сл - (х + L п) + 2 а) = 
4 8 8 4 

l (О < х + 2 а < 2л, - л < Х - 2 а < о. 
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! п 

4 
(О < х < 2 а), 

О (2 а < Х < 2 п - 2 а), 
п 

- ~ (2 п - 2 а < Х < 2 п), 
4 

n= 1 " 
8 

(х = 2 а), 

" 
t -~ (х = 2" - 2 а). 

8 

+00 
sin nх 

+00 +00 • 

2: (- 2: (-- 1)n-l 
SШ nх 2: (- SlПnХ I)n-l 

П (п + 1) 
1)"-1 

П П + 1 n=1 n=1 n=1 

+00 
Sln nх 

п 
+ cosx 2: (-=- 1)" 

n=О 

.in (п + 1) х 

п + 1 

+00 

2: 
соо (п + 1)-, 

-sinx (_1)" -
П + 1 

- - (1 + соо х) 
+00 . 
".шn(х+,,) . L. __ --'-__ с. + .ш х 

п 
n=1 

( Х)1 (х+n) = 2 .in·"2 "2 х - (sin Х) log 2 sin 2 . 

= Х sin' ; - ојп х . log (2 соо ;) <lxl < п); 

n=о 

dakle, • obzirom па W1iformnu konvergenciju datog reda, 

+00 

2: (- l)n-l = х' sin' - - (sin х) log 2соо-SlПnХ х (Х) 

п (п + 1) 2 2 
n=1 

+00 +00 
S= "ојп(2n-l)х=" 

L. 2n-l L. 

+00 
" .in 2 kx 
L. 2 k 

.in kx 

k 
n=1 

r 
I 

=~ 

1 1 л 
- (л - х) - - <п - 2 Х) = - (О < Х < п), 
244 

О (х = ,,), 

<Iхl < п). 

I 
t 

1 . 1 п 

~ (п - х) -' - С" - 2 (Х - ,,») = - - (п < Х < 2 л) 
2 4 4 

+00 +00 . 

2: 
cos (2 п - 1) х 2: sш (2 п - 1) х 

60 Red у = svuda konvergira, а red - , Ciji su 
(2 п - 1)' 2 п - 1 

n=1 n= 1 

сlапоуј svuda neprekidne funkcije, uniformno konvergira u svakom intervalu oblika [о, " - д] ј 

оУзkоm шtеrvаlu оblјkз [л + о; 2" - д] (о < д < ;). 

15* 
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Stoga, 

• 
у ,-

.f ~ . 

2: 
sш (2 " .- 1) х ... - - ---- - (ХЕ (О, л) , 

2 " , I 
хЕ (л, 2 л» , 

11 = 1 

3" " ра, prema prerhodnom rezultatu, integracija od -
2 

do хЕ (О, "), odnosno od - do хЕ (п, 2п), daje -. ~. 

Kako је funkcija у svuda neprekidna, moie ,е staviti 

'" ( ,, ' у = -- "4 х - '2) (х Е [О, ,,] ), 
, 

, 

11 ( 3 л) у = "4 х - '2 (.<Е[л, 2 1Т]), 

S tavljajuci, spec;jaln(), х = О dobija ,е 

+оо 
1 п' 

2: (2 п ':' 1)' .. . 8 
n = 1 

3.6.1.24. Razviti u Fourierov red periodicnu funkciju f sa periodom 2 л, koja је 
u intervalu (- л, л) definisana sa: 

10 f (x)= xsinx; 20 f(x)=xcosx, 

R <!SEnje. l ' Kako је 

lтаmо: 

, 

, 
SlЛ IlХ 

I)"H "-- ( - 11 < Х < л), 

" 11 = 1 

+оо , +оо 
2 sin nх sin х L (-- S1П nx 2: (--х sin х = 2 sin х 1)"0 - 1)'1+1 . ___ 

п 
"=1 n = 1 

+оо 
1 _. L (- ')n+1 - {со. (п , ., 1) х .- со. (п + 1) х} 
п 

n = 1 

+00 

- 2(-1)"+1 
со. (11-1) х 

п 

+'" +., 
"" cos "Х - L ( - 1)" --,-

п + I L (-
+00 

+оо 

L (- 1)"+1 

cosnx 
1)" - ­

п - 1 

п 

.. 

COS nх 1 2 со. n.< 
= 1 - - cos х + (- 1)" --.- -

2 п + 1 
L (- l)R ­

/1 - 1 
" - 2 

Ј 
= 1 - - cosx-2 

2 

-<-оо ' 

L 
COS1lX 

( - 1)" - . 
'1:!. - 1 

n_2 

.. 
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2' Slicno )е 

х cos х = 2 Cl1S Х 2 (-­
n=l 

bln llХ 
ЈУ' ~1 ____ = 

11 

2 sin lIХ cos Х ] Y1 t 1 ., ________ _ 

п 2>-
11= 1 

.. ---

.-

';-00 

1 
1)n+1 -- {sin сn- 1) х + "јп СП + 1) х} 

п 

-Х> 

" , с- \)n,1 
sin СП 

-
П'·, l 

+00 

2: 
SШ nх , 

1 )" \- '---
п .ј- 1 , 

n=о 

1 
- sin х + 
2 

1 
+00 

-

п 

, . ,-

1) х 
+00 

sin СП + 1) х 

2: + с- 1)n+1 . -
п 

,,=--;- I 

+00 • 

)' Sln nх 
С -. 1)" . 

"- п- 1 
n=2 

+ оо . 
Sln nх 

l)n ___ + 
п + 1 2: 

Sln nх 
с- 1)" --'­

п - 1 
n=2 

п 
-" -- -- sin х -7"- 2 

2 2: с- IY~ - 81n nх. 
п' -. 1 

n=2 

3.6.1.25. Proveriti razvoj 

. 8 +00 1 
х (п - х) = -- '" .. sin (2v + 1) х 

п ,~(2v + 1)3 
(О < х <п), 

229 

3.6.1.26. Date su sledece funkcije: 10 xl-+sin ахвјп mх, 20 х 1-+ sin ах cos mх, 
30 х 1-+ cos ах sin mх, 40 х 1-+. cos ах cos mх, gde је m сео broj i а rea1an broj koji 
пјје сео broj. Razviti date funkcije u Fourierov red u iritervalu (- п, + п). 

Resenje. Razvijamo najpre funkciju х ...... sin ах u Fourierov red u intervalu с- л, + л). Posto 
је ta funkcija перагпа, пјеп Fourierov red јmа obIik: 

(1) 

(2) 

sin ах = L Ьn sin nх, 
n=1 

Koeficijente Ь ,. odredujemo роmоси form\1le 

п п 

хЕ с- Л, + ,",). 

2 Ј' ЬN =;; sin ах sin nx dx = 

о 

~ f [со. Са - nЈ х - со. Са + п) х] dx 

о 

~ ~ [sin са- п) х 

" а - п 

sin Са + п) х ЈП = 

а + п О 

2 sin а" 
п 

С - 1) п 
• 

а' - п' 
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Polazeci od ( 1) i yrseCi odgoyarajuce transformacije, dobijamo: 

-';- 00 

sin ах sin mХ =:::f L Ьn sin их siп 111Х 
,1 = I 

1 
2" ь" ( cos (п - т) х - cos (" + ,,,) х) 

11 "'" t 

+<'0 

-L I 
-- ыl COS СП - т) х -
2 

+ '" 1 L 2" ь" cos (п + т) х 
Il -=· 1 n=1 

+", +00 
1 1 

L L ... - ь /1 .. т еоз llХ ---' Ь,,_m еоз nх 
2 2 

11 = - "1 " 1 1I=; tn+l 

1 1 
= L - b,l,m eQS nх 

2 
+ - Ь?m eos 

2 
,I = -т + l 

+ 00 
1 

:---" Ьn-m eos nх 
2 

Il -: m + I 

т-1 
1 

= - Ьm 
2 

+ L _Ь.::",,+.::,,:.., _+,-Ь--,""-+:.:,,,-,, eos l1Х + 
2 

п = 1 

+00 
Ь'l+m bfi - m + L еоз nх. 

2 
n= nl " 1 

Kako је, па osnovu [ormule (2), 

2 2 :r 

1 
mх + 2 2" Ьn +m еоз nх 

n= m+l 

I 
"'i Ь=m еоз тх 

(- I ) ,,+т (а' + n'.+ т') _-=-_..:...._-2... _____ '-..,-' 
(а''"- (11 + т)') ( а' - (п - т)') 

prerhodni raZYOJ postaJe 

+00 
( _ l y,+m т (а2 + "Ј _ m2) ) 

+ "" ees nх , 
L [а' - (п + т)'] [а ' - (n .- "') 'Ј 

11 -, 1 

2 Sill а л ( 1 
sin ах si n rnх ..:..: --

" 2 

оо 
( - 1) т 

I yazi za хЕ (- П, + ,,), 

Resenje 2. Slicno raz\'oju (1), dokazujemo da ј е 

" 

+00 
" (-. 1)" cos "Х , 

L Ь' - n. 
хЕ (п, + п), (3) 

s;n ь :т 
cos Ьх •. - - - - + ----­

Ь" 

2 Ь ,in Ь '" 

n = 1 

gde pretpo'tavljamo da Ь ШЈе сео broj. Kako је 

. . 
~1П Й .\' SЩ ~lIX = 

I 
- [со, (а - т) х - сов (а + т) х] 
2 



3.6. FOURIEROVI REDOVI 
-

; kako а + 111 ; а - 111 пј.u сејј brojevi, primenom razvoja (3) dobijamo 

.. 1 ('iП (а - т)" 2 (а - т) .јп (а - т) п +2:.'" (- 1)" со. nх 
SlП ах Slnmx = - _. + . 

2 (а - т) " п (а _. т)' - п' 
n=1 

_ .јп (а + т) " _ 2 (а + т) sin (а + т) nSf 

(а + т) " " n=1 

(-1)" со. nх ). 

(а + т)' -п' 

231 

Posle sredivanja ;zraza па desnoj .tran; dolaz; se do i.tog razvoja do koga .то doSli и resenju 1. 

3.6.1.27. Razviti u Fourierov red funkciju 

. +'" sin nх 
хнј(х) = 2: an.~._ 

n~1 slПХ 
([а[ < 1): 

1 о primenjujuCi па dati red Euler-Fourierove formule; 

20 sumirajuci prethodno dati red. 

3.6.1.28. Primenjujuci па funkciju 

о 
Xf--';! (х) = 

1 

([х[ < а) 
(а < [х[ <п) 

Besse10vu jednakost, sumirati redove 

n=1 

sin2 п а 

n2 

• 
1 

+'" 2 2:cosna • 
n2 

n=1 

3.6.1.29. Data је neprekidna periodicna funkcija х f--'; f (х) sa periodom 2 п, za 
kQju su ispunjeni Dirich1etovi uslovi. Лkо su а" Ьn (п = О, 1,2, ... ) пјепј Fou­
rierovi koeficijenti, odrediti Fourierove koeficijente Аn i Еn (п = О, 1,2, ... ) 
periodicne funkcije F date sa 

1 +n 
F (х) = -;; Ј ј(с)ј(х + с) dt. 

-п 

J:'rimenjujuCi dobijene rezultate, izvesti jednakost 

(1) 

Reienje 1. Funkcija Ј ima razvoj 

1 
J(t) = - ао + 

2 

+'" 
2: (аn со. nt + Ь, .јп nt). 

n=1 

Риnkсјја t ..... Ј (t + х) takode је neprekidna periodicna funkcija. Neka је odgovarajuCi red 

1 +'" 
}(t + х) = "2 ао + L (аn СО. IIt + Рn .јп т), 

n-1 
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. - . 
рп сети Је 

Ысе 

а --­
п -. 

1 
+п 

Ј Ј(I + х) сов nl dl, 

-п 

Лkо ве ovde stavi 1 + х = у, dobija ве 

n+х 

+n 
1 

Ј Ј (1 + х) sin т dl. 

-п 

1 
аn =-

" 
Ј J(Y)cosn(y-Х)dу=: f Ј(у) сов n(у - х) dy. 

-п 

Kako је јо' 
+л +n 

G" = ~ (сов nх) f !су) сов nу dy + : (sin nх) f Ј (у) sin nу dy, 

-п -п 

аn = аn cos nх + Ьn sin nх (п = о, 1, 2, ... ). 

Na isti naCin dobija ве 

(п = 1,2, ... ). fЗn = Ьn cos nх - аn sin nх 

Prema izlozenom, posle mnozenja, nalazi se 

а ' 
J(t)J(x + t) = --"-

4 
+00 

+ ~o 2: (ап сов nl + Ь,. sin т) + (а" СОВ nх + Ьп sin nх) сов nl + (Ьпсов nx - а, sin nх) sin nt 

n=1 
+00 +00 

+ 2: (ап сов nl + Ьп sin nl) 2: ап сов nх + Ьп sin nх) cos nl + (Ьп cos nх - ап sin nх) sin nt . 

n=1 n=1 
а' 

Лkо se izvrsi integracija, prvi clan је ....".. , dok је drugi clan jednak о. Kad se u poslednjem 
2 

clanu izvrsi mnozenje i integracija od - л do + л, usled ortogonalnosti, svi clanovi jednaki su 
о, овјm опјћ kod kojih ве pod integralom pojavljuje cos' nt ili sin' nl. Кзkо su ovakvi integrali 
jednaki ", Ысе 

tj. 

(2) 

izlazi 

koju 

1 
F (х) = - ао' + 

2 

+00 
2: (а,. (а" сов nx + Ьп sin nх) + Ьп (Ьn COS nх - а,. вјп nх)) , 
n=1 

ао' 
Р(х) = - + 

2 

+00 

2: (ап' + Ьn') cos nх. 
n=1 

Iz Fourierovog reda 

1 
Р(х) = -Ао + 

2 

+00 
2: (Ап cos nх + В" вјn nх) 
n=1 

Ао = ао', Ап=аn'+Ьn', Вп=О (n=I,2, ... ). 

+п 

Ako ве u jednakosti (2) stavi х = о, usled F (о) =!.. f Ј (1)' dt, dolazi ве do jednakosti (1), 
. л 

Је trebalo dokazati. -п 

Primetimo da је integracija reda clan ро сЈап mogla biti izvrsena s obzirom па 1.2.5.7. 
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R esenj e 2. Kako 
. 

0,1,2, .. . , је, 'а 1! = 

+n .. п 
1 

f а'1 = Ј (t) со, 1lt dt, 

" 
Ј 

Ј btJ = Ј (1) ,јп lIt dl, 

" -п - п 

+n , ., 
1 

f • F (и) соо "и du, ·n -

" 
Ј 

f в" = F (и) ојп nи du, 

" - п -п 
• moze se stav!tJ 

(3) 

(е је 

(е Је 

+n +л 
1 f Лt) ејn! dl, 

1 f F (и) е,nи du. 

" " - п 

Odavde је 
+n + n 

С - Ј f du f Ј (t) Ј (! + и) е,nи dt, 
tI n:2 

-п - 11 

+n +n 

- ~, f dt f J(t)J(/ -t-u)einudu. 

- :,. - 11 

Ako se stavj и = v - t, nalazi se 

+n n+t 

СП = ~, f dt . f Ј (1) Ј (v) ein' .-јnt dv. 

-л -1I:+t 

Kako је t -+ Ј (1) е'n. periodicna funkcija sa osnovnim periodom 2 ", dobija ое 

Е +n +n 

f J (v)einvdv = f J(v)einVdv, 

[ - n -п 

+n +n 

Сп = (~ f Ј (1) .-јn' dl) (~ f J(v) ејnОд"), 
ОдаУде па osnovu (3) izJazi 

DakJe, 

С = сс =a'·t· b' 11 пп 11 П) 

А" = а1, 'Ј. + btJ'l, ВlI = О (п = О, 1, 2, ... ) 

uz napomenu да је А. ,~ ао' jer је Ь. = О. 

tj. 

Sada сето dokazati jednakost (1). POSIO је, па o,novu prethodnog rezuJta!a, 

Ј 

+n +00 

,,
1 f F (х) = Ј (1) Ј (х + 1) дl = А. + L Аn cos nх) 

n - l -п 

+n 

f f (1) Ј (х + t) дl = 

- л 

Ј 
- ао' + 
2 

+а> 

.2 (ап'Ј. + Ьn 2 ) cos nх, 
п=) 

233 
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. 

,а х "." О dоЬiјашо 
+n +а:> 

L (аn' + Ьn') 
ао' 

r f (с)' dc = - + 
" . 2 

1 

- п n=1 

3.6.1.30. Odrediti Fourierov l"ed funkcije xl-+f(x)=log tg 

Rezultat. 

+а:> . 
" sш (2n - 1)х 

2 L ( _ I)n +1 - . 
2 п - 1 

11 = 1 

х 

2 

:п; 

+ -
4 

• 

Na slici graficki su predstavljene parcijalne sume sk ovoga reda za 'k = 1, З, 5,"7. 

у I 

1т 

о 

21Т 

х 



3.6.1.31. 

(1) 

3.6. FOURlEROVI REDOVI 

Data је diferencijalna jednaCina 

уН (х) + у (х) = Isin х' 

Odrediti opste resenje jednaCine (1) u obliku Fourierovog reda 

(2) 
1 +«> . 

У (х) = -Ао + L (Љ cos kx + Bksinkx), 
2 k = l 

235 

i oceniti gresku rn koja se Cini ako se to resenje aproksimira trigonometrijskim 
роlјпоmоm stepena 2n. 

Resenje. Ako se zameni и (1) razvoj za Isinxl, да! u zadatk.u 3.6.1.8 i funkcija у data jednakos·cu 
(2), доЫја se 

' +00 +00 
1 L 24"cos2kx 
- А. + (1 - k')(Akcos kx + Bksink х) = - - - /. . 
2 ",,~4k' - 1 

k = I k = 1 

Uporedivanjem koeficijenata nalazi ,е: 

4 4 1 
Ао = -, А2у = - , А2р+l = О СР = 1,2, ... ), 

п "(4,'-1)'. 

в, = о (џ = 2,3, ... ); А. i В. proizvoljni. 

Prema tome, ops!e resenje jednacine (2) glasi 
+ «> 

2 4 L cos 2kx 
у (х) = - + А. со. х + В. sin х + - . 

л п (4k'-I)' 
k - l 

+ао 

4 L cos 2kx 
Greska r п је - i za nj u vazi осепа: 

" (4k' - I ) ' 
k = n+l 

+«> 
4 + «> 1 4 1 

Ir 1 < - " < - Ј п -" L.., (4k'- 1)' п 
k=n + l п 

:-:--::--:-:-: d r . 
(4 (' - 1)' 

Izracunamo li naznaceni integral, dobija se 

2" 1 2n+l 1 r nl < ___ _ с ___ .. - - log --:---:- . 
n (4n'- 1) 2" 2n-1 

3.6.1.32. Data је diferencijalna jednacina 2 У уН = У' З. 

1 о Odrediti 
konturne uslove 

partikularni integral х 1-+ Ур (х) date jednacine koji zadovoljava 

. (Л)2 Ур (О) = Ур (2 л) = 2" 

20 Odrediti Fourierov red funkcije х I-+YP (х) (О < х ~ 2 л), i dokazati da 

taj red uniformno konvergira za svako х Е [Е, 2л - 8] (о < 8 < ~). 

30 Koliko Clапоуа reda treba uzeti u obzir da Ы za 

reda Ыо manji od ~) 
50 

п 3n - < х < -- ostatak 
2 - - 2 
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4' Ako se uzme isti Ьroј с1апоуа kao u 3', ko1iki се biti ostatak reda za 
О < х < 2n? 

3.6.1.33. D ata је difecencija1na jednaCina 

gde је 
у" + 16у = ј(х), 

ј(х)=х (- ~ ~ x < o), 

=1 (о < х < ~), 
ј(х+л)=f(х). 

Odrediti resenje оуе jednaCine u obliku Fоuriегоvоg reda . 

3.6.1.34. Izraziti funkcije : 
10 ј(х) = О (х < О), Г ј(х) =0 (х < О), 

~ е-Х (х > О); = 1 (О < х < 1), 

= 0 (х > 1) 
Fourierovim integralom . 

• 

Rezultat. 
+ 00 'Но 

l ' Ј
" cos хС + l sin хС 

'У Ј + l' 
1 

dl; 2" 
1 f siп 1 cos xt + (1 - cos 1) sin xt 

------'-----'--- dl. 
п 1 

о о 

3.6.1.35. Funkciju ј definisanu ва 

ј (х) = е -Ь :хј sin alxl (- оо < х < + ОО; а, Ь realni; а # О, Ь # О) 

predstaviti Роисјесоујт integralom. Za koje је vrednosti Ь оуо mogucno? 

Rflsenje. D. bi funkcija Ј mogla biti prikazana Fourierovim integralom, dovoljno је, uz konver­
genciju odgovarajuceg integr.la, da u svakoj tacki intervala ( - ' оо, + ао) ј:nl konacan [ е,' ј i 
desni izvod. 

U nasem slucaju је: 

Ј (х) = - еЬх sin ах (х < О), 

.~ О (х = О), 

= е --Ь .Т sin ах (х > О) . 

Funkcija Ј је diferencijabilna u svakoj tаёki intervala (- оо , + со) izuzev и tacki х = О. 
Doista, [суј i desni izvodi funkcije Ј и tacki х = О su redom 

- еЬх sin ах 
Ј-' (О) = [јт-----.. -· = - а, 

%-7'- 0 - х 

е-Ьх sin ах 
Ј+ ' (О) = lim ---- = а. 

X~O+ х 

Prema tome, levi izvod i desni izvod и х = О su konacni, ра је 

+со +00 

f (х) =: f Ји Ј Ј (1) cos и (1 - х) dl, 

О - оо 

• 
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t 1, 

.. , 1) -:- оо 

1 , 

( f х) dl) , 1 I t . . 
гь! sin а! cos u Ct -(1) f (х) Јll е ~!~-:,acosu(l - х) dl + , 

~ , , , 

1) --- 'Ј О 

о 

Ako se u iпtеglЋlu 
\ 

/)1 . ( 
е S1Л at со::: 11 . f -- х) dl iz\'rsi transformacija t -- --- v i posle lZvr-

, 

sene tгапsfoгmзсiје iпtеgгасiопа РГ()Пlепlјi\'а РОПОУО oznaci sa t, dobija se 

,~ ,,' Ј (х) " 

, 

Ј71 I с·Ы ,јп 01 {со. и (, + х) + cos и (1 - х)} dl, 
, 

о о 

11· 
, СI +00 

(2) 
2 

Ј f ЈИ· (.'05 U Х du е-Ы sin а! COS ul dt. 
л 

О О 

1 
(sil1 Са + sin(a - u)t), Kako 

, 

и) t f(H'mula (2) lе sш at cos u! , Рl1stз) с 
2 

: а:' 

Ј (х) 1 l' с." их dи Ј" е- Ы ;,јп (а + и) 1 .ј- sin (а - и) () dt, 
'л .' 

о о 

DL"ugi integIal јта smisla samo ako је Ь > О. Kako је tada 

-- <х 

l' гыl sin (а :'- и) 1 dt 
а ±. и 

Ь' + (а ~" и)' ' , 

о 

ЈоЬјја se 

Ч, 

+00 

Ј(х)" ~: .r 
о 

cos 11 Х l"lu, 
и)') (Ь'ј (а + и).) (Ь' + (а --

+00 

f -, _. __ а_'_+_Ь_'_"_и_'_ 
(Ь' +- (а + и)') (Ь'.ј (а 

о 
11) 2 

r 7lbx. 
сс _ е "п ах (х < О), I 2 а 

cos и х d u = { о (х ~ О), 

л 

- e-ђХ sin ах (х ,О), 
2а 

Оуо vaii uz uslov Ь > О. Ispitati takode slucaj Ь < О. 

3.6.1.36. Neka је z но- ((z) Riemannova zeta funkcija 

( (z) (Rez> 1), '(1 - z) 
2 zn 

. cos . r(z), ((z). 
2 (2 п)" 
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Za О < х < 2 ~r, Re а > О i т = 1, 2, ... vaze jednakosti 

(1) 

(2) 

+ro 
" cosnx 
L. па 
n = Ј 

л 

+'" 
_ _ 2 _ _ ха-Ј + L 

ал г cos -' (а) k~o 
2 

л 

(-I)k 1; (а- 2k) 

(2 k)! 
(a;f2m), 

~ sin п!.. = __ 2_- х"-Ј + ~ ~ _1)k+ll; Са - (2 k - 1)) 

па sin ал . г (а) А-Ј (2 k - 1)1 
X 2k - I 

n= l 
2 

(а ;f 2 т - 1) . 

• 

Za а = 2 т, оdпошо а = 2 т - 1, umesto fиnkcija па desnim stranama jed-
nakosti (1), odnosno (2), [теЬа uzeti njihove granicne vrednosti kada а -+ 2 т, 
odnosno а-+ 2 т - 1. 

Na slikama 1 i 2 predstavljene su sume redova (1 ) i (2) ,а neke karakteristI<;ne vrednosti а. 

SI. 1 
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1\ 

81. 2 
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3.6.1.37. Dokazati da za Re s > О i s i' т Ст = 1,2, ... ) vazi 

,", Г(н - s) iнx __ (" . ~)S-l . (1 -1- s) х -1- (1 - s)n Г(1 _ s) . .2: --i'(n) " " е- 2 SШ 2 ехр t 2 
11 =", I 

3.6.1.38. Navesti jedan trigonometrijski red koji nije Fourierov red funkcije sa 
" osobinom Ј јСх)2 dx < -1- <х) (sp.ecija!no, u [- 7t, 7t] U Riemannovom smis1u in-

-" 
tegrabilne funkcije). 

Resenje. Red '" О < А <":: konvergira za svako х Е R. Medutim, ovaj red пе + '" "јп nх ( 1 ) 
,L пА L. 

n=l 
moie biti FOl1fierov red ovakve funkcije х f-+ f (х). Pretpostavimo da је tacno suprotno. Tada 
vazi Besselova nejednakost 

1 1 1 1" 
-- -1 - + ... + - <-" r I Ј (х) I , dx. 
1'1. 2'1. n'л 7< -" 

Ako п -. + со, leva strana оуе nejednakosti teii ka + со, dok је desna strana konacna. 
Iz ove kontradikcije izlazi tvrdenje. 

В. R. Gelbaum-J. М. Н. Olmsted: Counrerexamples јn Analysis. San Francisco-London­
-Amsterdam 1965. - Posebno videti: str. 70-71. 

Literatura 

О. У. Slavic: Оп summation о! series. Univ. Beograd. Publ. Elektrotchn. Fak. Ser. Mat. 
Fiz. No 302-No 319 (1970), 53-59. 



4. NIZOVI 1 REDOVI U KOMPLEKSNOM PODRUCJU 

4.1. Dokazati da niz kompleksnih brojeva (Zn)"EN kопvегgiга ka kompleksnom 
broju Z ako i samo ako 

lim Re Zn = Re Z 
• 
1 lјm Iщ Z" = Im z. 

n~+co n-~ + со 

Resenje. Stavimo Re Zn = Хт Im zn = УП) Re z = х, Im z = у. Ako је liП1 Хn = Х 1 Нт у п 
n-++оо n-++оо 

= у, tada је, prema stavu 1.2.14, 

lim zn = lim (х" + ју,,) = lim Х,. + i lim Уп = х + ју. 
n-+ + оо n-+ + оо n-+ + оо n-+ + оо 

Obгnuto, ako је lim z" = z, tada iz nejednakosti 
n-++оо 

[х,. - х[ = [Re (zn - z)[ < [zn - z[, [Уп - у[ = [Im (zn - z)[ < Izn - zl (п Е N) 

izlazi da је lim Х,. = Х i lјт уп = у. 
n-++оо n-++оо 

4.2. Naci granicnu vrednost . (П + i) шzа 

n 2 + 1 "EN 

i ispitati raspored njegovih ~la-

nova и kompleksnoj • 
гаvш. 

Resenje. Imamo 

1 

. , 
1 +­

п lim п + ј -::-_-,- = lјт _ . __ ~ = 0·1 = о. 
n-++оо п'!. + 1 n-++оо п 1 

1 +­
п 

Do istog zak1jucka dolazi se posmatranjem niza realnih delova C!anova datog niza 

п 

(1) х =---
п n2 + 1 

(п Е N) 

i niza imaginarnih delova nj egovih clanova 

] 
(2) Y,r = ;z2 -t--j (п Е N). 

Prema (1) 1 (2), 

(п е: NJ. 

16 Nizovi i redovi 
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. 1 
Odavde se izvodi zakljucak da se n-!ј ёlan posma!ranog niza nalazi па preseku prave у = - х 

п 

( 
1 )' 1 i kruga х' + у - 2" = "4 ' tako da se svi Clanovi ovog niza na!aze па роmепutoш krugu. 

4.3. Odrediti tacke nagomilavanja niza Zn = п . јп (п Е N) i ispitati raspo­
п + 1 

red njegovih clanova u kompleksnoj ravni. 

Re%lI1tat. Tacke nagomilavanja: ], - 1, ј, - ј. 

. n-I sin (k + 1)0 
4.4. Dat је шz sn = SN (О) = 2 - , . 

'-о 2 

. . l' ( 1 2" ) Izracunatl lm - Sk. 

" ..... ~+ tO П k=1 

Uputstvo. Us!anovi!i najpre da је 
. n-' "8 

'n(О) = Im (iO 2 ('~ )h ) . . ,-о 

4.5. Neka је 
. 1 
Јl (z) = J(z) = -(z + /z/) (z = х + iy), 

2 

Јп CZ) = JVn-l (z)) СП = 2,3, ... ). 

Odrediti lim Јп (ј). 
"-t+oo 

2 
Re%ultat. 

Pn·medba. Vaii i s!edeCi ор;;!јјј rezultat: 

Im z . 
lim /n (z) = (arg Z -F О i alg z Е (- п, n"Ј) 

"-++00 arg z 
= % (arg z = О). 

4.6. Dokazati da red 
+ оо • 

2" 2- konvergira i odrediti njegovu sumu. 

Resenje. 

п 
n=Ј 

п .• 

S!avimo SN = " ~ (k Е N). Imamo L k . 
' ~ I 

2n (_ I)k . 2n (_ l)k-' 

S.n = . 2: 2 k + I 2: 2 k - 1 . 
.... 1 ..... 1 

(_ l)k-' . 2n 

k - + 12 
'=1 

( _ I)k-' 

2k - 1 
1 " ..... - - !og 2 + i - сп ..... + оо). 
2 4 
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• )er 
+00 (_ I)n-l +'00 (_ 1)"-1 

2: = log 2, 2: ._- arctg 1 
п 2,,-'1 

п 

• 
4 

n""""-' 1 n=! 

Kako је 

S.n-з = S.n + 0(1), S'n-' = S.n + 0(1), S.n-l'- S.n + 0(1) (n-+ + оо), 

dosli smo do zakljucka da posmatrani red konvergiro i da је 

+ со .n , " l' -=-log2+i-. 
- п 4 
n=1 

Primedba. Na osnovu rezultata u 3.6.1.23 pod 1 о, dobija se opstija jednakost 

(О < 8 < 2 ,,). 

n=1 

4.7. Proveriti da li је tacan razvoj: 

1 
(Izl < lal), 

(z - a)(z - Ь) 

a~· Ь (~ anz-
n
-

1 + ~b-"-' zn) (lal<lzl<lbl), 
n=о n=о 

gde је а ор О i lal < Ibl. 

Reiienje. Iz identiteta 

1 1 1 1 1 1 
- -. --
ь z а z 

1 -- 1 - -
(z - а) (z - Ь) а-Ь 

ь а 

sleduje ргуј od razvoja navedenih u tekstu zadatka. 

Drugi i trea razvoj sleduju redom iz identiteta 

1 1 1 1 
--+---

z а Ь 
1-- I 

z 

z 
I I 

.,-----;-:---=,. - --
(z - а) (z - Ь) . а - Ь - -

Ь 

I I I I I I 
~ . - --(z - а) (z - h) а-Ь z а z Ь • 

1 -- 1--
z z 

16* 
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4.8. Pгo\' cl' iti Јн 1i Sll u vazllost i l"azvoji : 

Ј ' 
1 +ос 1/" 

__ = _ '" Z Clzl< 7); ... "\ L , ЈII ..:- Ј 
(l zl> 2); 

'" . _ I 
- Н ·::: О -

+ ос 

2" 1 = ')' (Н т 1) z" 
(- - 1)2 "'-' 

..:;. II -, О 

'2"< ( ]) -] ~ •• ' 11 . 
Zll 

11 . , 2 

(Iz[ < ]) 

Clzl > 1); 

3" 1 С' . '" ( ' ~" "; 111 (171 + 1) . , , (т + 1/ - 1) z" ') 
_._~ = - а) 1 -т ' '-
(z_a)m. п! аН . 

11",,1 

1 ~.:':,m(11l · ·; ])"'(111 + 1/-1) а" --- + , .--'-----'----'--- - --'--­
Zlll L п! zm ; 11 

11 "-"- I 

(т pl"il"odan ы"ј) •. 

Uputstvo. 
1 1 

Ј " za \"; < 2 Р{)('ј ",1--- = - , 
о - - 2 ( Z ) 1 1 ·- -

, 2 ' 

1 1 
Za \"\ > 2 роСј od --- - ---- . 

%- 2 ( 7') 
" 1 - = 

k · 
I 

4.9. Proveriti i оЬгаz10ziti l"ezu1tate: 

1 о sh z ] ~ ] 2/<-1 

Z2 = -.;- + 6 (Н+ I )! z 
(!zl > О); 

е= 1 
20 = - -1- 1 

z(zЧ-l) z 

152 __ .,.. _ _ ~ _L ••• - -, 
2 6 

(0< Iz! < 1); 

1 +~ 
30 ----_.. = 2 ZkZ 

z2(I-z) k=O 
(О < Izl < ]) 

(!zj > Ј); 

+00 
40 z - 1 

Z2 
= 2 (- I)k (k + 1) (z - l)k +1 

k - O 

(Iz - 11 < 1). 

4.10. Odl"editi oblast konvel"gel1cije u z-ra~ni reda 

1 + (1 - Z2) + ( 1 - Z2)2 -+ ' .. +- (1 - Z2)" -1-- ... 

Ko1iki је zbir ovoga l"eda? 

(Izl < 1<11), 

(Izl > lal) 

Rezultal. ObIast konvergencije odredena је оа 11 - =', < 1, а zbir ovoga геЈа је I/z' u toj obiasti. 
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4.11. Dokazati da је 

Ј Ј 
-1- 'х 

)' (Ј 2 -11) Z"-l -

1 -- z 2 -- z "-
lјО'"' 1 

(Izl < Ј), 

i : < -~) . , . 

--i -х 

4.12. Dokazati da l"ed )' р'" z" (О < Р < Ј) kon\'el"gil"a za s\'ako z. -
1"1=0 

4.13. Odl"editi polupJ'ecnik kОП'lеl"gепсiје геја L а z" ako " -
1I "",О 

(р -+ + оо). 

Genel"alisati. 
+оо +00 

4.14. Ako su R 1 i R 2 poJupl"ecnici kon\'el"gencije l"edo\'a L а Zl1 
П 

i "\ Ьn zn 
L 

n=О rl=O 

l"espekti\'no, i ako је О < R 1 < R 2 < + оо, tada је R 1 polupl"ecnik kon\'el"gencije 
+00 

l"eda L (аn +- Ьn) zn. Posebno ispitati slucaj R 1 = R 2 . 

n=О 

• 4.15. Dokazati da koeficijenti ао) a1, а2' ... u razvo}u 

1 2 
----- = ао + а 1 z + a 2z + 
Ј - z - Z2 

fOl"mil"aj u Fibonaccie\' niz 

1,1,2,3,5,8, ... 
i da је 

] 
аn = -------=-~ 

v 5 

. .. . 

4.16. Odrediti koeficijente а1 , •.• , ak tako da је z = О пиlа reda k + Ј funkcije 
f date sa 

f (z) = ] - (1 - z) ехр (а1 z + а2 Z2 + ... + йk Zk). 

1 
Rezultat. Qr = -

r 
(r~l, ... ,k). 

4.17. Dokazati da је Lamberto\' red 

gentan za Izl > ]. 

zn 

L 1-z" 
11 = 1 

kon\'ergentan za Izl < ] а di\'er-
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Doka::. Za п ~. Ј , 2, .. . , i Iz l < 1 jedna za drugoni yaze nejednakosti: 

1::1" < 1::1, 
11 - "'" 1 > 1 - Izln > 1 - Izl, 

zll IzJtI 
- _ ._- < - . 
1 - "''' - 1 - Izl 

Na Osnoyu оуе nejednakos ti zakljucujemo da је Lambertov red konvergentan za Izl < 1. 
Za 1 zl ~ 1 red diyergira, jer njcgoy opsti сlan пе tezi пиЈј. 

4.18. Dokazati da red 
z Z2 Z4 

+ - + + ... 
I - Z2 1 - Z~ 1 - Z8 

konvergira ka 
Z 

ako је jzj < Ј, 
• ka 

1 
ako је jzj > 1. 1 

1 -z 1 -z 

Dolш::. Kako је 

(k = О, 1, 2, ... ), ---._---
1 - z,k+1 Ј _ ztk 1 tk+l -z 

sabiranjem оујћ jednakosti za k = О, 1, .. . ,11 dobijamo 

z 
"" 

z t n- 1 z ." z 
8'1 = ~- + • • • + + = . 

1 -
"" 

1 - -, 
1 _ z,k 1 zn+l 1 - :; • -z 

Odavde izlazi 
z 

lјm SII - . 

n~+oo 1 - :: 
(Izl < 1), 

1 _. 
1 - z 

Clzl > 1). 

4.t9. Razviti kompleksnu funkciju 
2 . Ј() zcosaz 

Z l-+ z = 
(Z2 + 1) (Z2 + 2) 

(а > О) 

u red koji 
.-

konvergira za jzj > l' 2. 

4.20. Ako se funkcija 1 d' z 1-+ .. -- pre stavl u obliku reda 
003 z 

1 = ~ (_ 1)" Е2n Z2", 

cos Z ~o (2 п)! 

dokazati da Eulel"ovi Ьroјеуј Е 2А zadovoljavaju jednakosti 

Ео + С21l)Е2 + ... + (~:)E2n = О (nЕ N; Ео = 1). 

4.2t. Dokazati da: 

10 zn->O(n--+ + со) => 1 
Zn п +- --+1 
п 

(п > + со) ; 
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zn п 
1+- ---+е 

п 

сп > + оо), 

gde је CZn) niz kompleksnih Ьrојеvз 

Dokaz. Podimo od nejednakosti 

(1) 

I п п k 

(1 + zn )n_ 11 ~ 1 + L (П) zn
k _ l' < L ,( П) 'Iznl ~ (1 + IZnl),,-- 1, 

п I ' k nk k. nk п 
k~l k~l 

Tvrdenje 1 о s1eduje neposredno iz pos1ednje nejednakosti. 

Tvrdenje 20 sleduje iz 1 о ako ,е stavi Zn ~ 1 + Уп i piimetida је 

(1 + Zn)n ~ '(1+ ~)" (1 + Уп )~ 
п, п n+l 

4.22. Neka је eksponencijalna funkcija z t--;. е: definisana sa 
Х· 

е: = eClS у, 

gde је cisy = cosy + isiny. Dokazati da 

z • 
1 +- ---+ е: (п ---+ +00) 

п 
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zasvako kompleksno z. Dokazati takoae da је konvergencija uniformna па svakom 
krugu Izl < R < +00. 

Dokaz.Prostom transformacijom dobija ,е 

(1) 
z Х. у ( 

1+-~1+-+.-~ 1 
п п 11 

Х) ( У) +- l+i -
1Ј' n+х· 

Drugi faktor moze ,е napisati u obliku 

(2) 1 + i-Y
-- ~ (1 + У' )lГ2 cis (arctg У ), 

п + Х (п + Х)' ' П + Х 
gde је uzeta g1avna vrednost funkcije х ..... arctg х zato1itoје теа1ni deo !еуе strane pozitivan, 

Na osnovu (1) i (2) imamo 

У' ),./2 ( У' + cis п arctg , _,о) . 
(п + х)' п + х 

Prvi faktor па desnoj strani tezi ka еХ kada п ->- + оо, drugi faktor teZi ka 1. Komp1eksna 
funkcijay -+ cis У realne promen1jive У је neprekidna. Otuda, 

lim cis (п arctg У ) 
n-++ оо П +_х 

, (1'У ) = ClS lт .n 'arctg -- -
11-++00 n+Х, 

~- ClS)'. 

• 

Odavde s1eduje da је • 

1im (1 + 
1Ј-++СО 

• 'n 

:) С_ е" '1" cisy _~ eZ
, 

Sada сето dokazati da је konvergencija uniformna па krugu Izl с:; R < + CN, gde је R 
proizvo1jno izabrano. Neka је Е (> О) fiksno. Mozemo odrediti prirodan Ьгој '" takav da је 

+00 
Rk е 

~ 

--~ -о. 

k! 2 
k=т-j-I 
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" (11 .. Ј) ... (п - k -1- 1) ---_ •.. ... -.--

k! 
1 = (1 _ ~) ... (1 _ 
llk 11 , 

k-l)~, 
" k! , 

i uzimajuti da је Jz i <: и, Il ~ т, dobijamo 

( 1 + ~)" 1"" .'; z" _ ~ (") zk . 
. " . L, k! L, k nk 

• ' ~ O k ~ O 

I " . ( 1 ) ( k - 1)) zk " ! 2: (l - 1 _. - ... 1 - - - + 
' \ 71 \ _ П k! 
' k ~ O k~"+1 

zk 

k! 

+ro 
k - 1 )) .!"- + " Rk 

п k' L, k' 
k = m + l 

т 

" 2: (1 - (1 - ~) ... (1 -
k ~ O п 

• 

k - 1)) Rk + ~, 
п k! 2 

Ргуј sаЬiгзk па desl10j stral1i tezi ka nuli kada п -+ + оо. Prema · tome, p05toji п, :<: т 
• tak\,o da је za 11 ~ 110 оуа; samrak manji od 2" . Dakle, za п ? по јтато 

. . 
eZ

_ 1+- <-+- =< ( 
Z )" • < 

, П 2 2 
(Izl < R). 

p,.imedba. Ovde 51110 па dva паёјпа dokazali da niz (1 + .;) п (п Е N,) konvergira ka eZ
: . elemen­

tarno(! i postupkom koji koristi potencijalni razvoj funkcije z но- eZ
, 

+х.. 

4.23. Aku је R (> О) radijus konvergencije reda ј (z) = 2: а, (z -zo)', dokazati 
v =0 

formulu 
+ '-" 1 n - I 

2: ak 4·", (z - zo)k+", = - 2: гРk ј (ZO + сР (z -ZO)) 
J' ~"' O п р=о 

2nј 
Е = ехр ; k = О, 1, ... , п - 1 . 

п 

4.24. Dokazati da su sve tacke jedinicnog kruga Izl 
funkciju z н> ј (z) definisanu redom 

+ro 
j(z) = 2: Z2" . 

"=0 

4.25. Data је funkcija 

1 singularne za analiticku 

1 
Z н>ј (z) = - - -

а - e-јЗ 
(а> 1). 

10 Razviti оуu funkciju ро stepenima od e-iz . Ispitati и kojim obIastima 
z-ravni dobijeni red konvergira и оЫспот smislu, apso!Lltno, odnosno uniformno. 
Specijalno, ispitati ponasanje reda па rubLl . oblasti konvergencije . 

• 
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4.26. Odrediti poluprecnik i krug konvergencije sledeeih redova u kompleksnom 
podrucju: 

+00 
"" (i + ј)" 

20 ?о -(n-+-'---1).:....(n~+-2-) zn; 

+ 00 z" 
30 "" -- (а, f1 Е R); L na7j~ 

+ 00 , 402_ . n. z". 
t,= I _~1 П (1 + ki) 

k~l 

4.27. Ispitati konvergenciju reda 

+00 
. L па ехр (bni + с уп) {! lmaginarna jedinica) 

J'I = I 

u zavisnosti od realnih vrednosti konstantia, Ь, с. 

ВеЈеnје. Kako је 

i па ехр (Ь "ј + с у,,), = .,.0 ехр ~еУ,.), 

posmatran.i red apsolutno konvergira ··kad. је с < '0, Ш ·е = О ј а < - 1, djvergira kad. је с > О, 
iIi с = Ој а > О, • пе konvergjra 'apsolutno kadajec = Ој - 1 < а < О. Neka је с = О ј 

1 < а < О. Лkо је (ааа Ь Ф { 2k 1< :k Е Z}, zbog 

, " 12 ' 'о ' , 

l
' - .-еbliЈ i .= : 

. " I 

k~l ,1 
.) - .еЫ 

1 ·_eb(n+l)i • 

+00 

posmatran.i red, koji u оуот slucaju postaje L nйtiЬnO, prema Dirichletovom kriterijumu konver­
·n= 't 

glra. Najzad, эkо је с = О, - 1 < о < О i .Ь Е {2 k л: k Е Z} , posmatran.i red oCigledno diver­
gJra . 

.Dosli smo, dakle, do sledecih rezu1!.ta.: red apsolutno konvergira kada је с < О, ili с = О 
ј а < - 1, neapsolutno konvergira kad. :ј е с = О, - 1 ,s; а < О ј Ь Ф {2 k " : k Е Z}, • u svim 
os!alim sluёajevima divergira. 

4.28. Mnozenjem potencija1nih redova,dokazati jednakosti 

· е%l +Z;: = е%l ; е Zз., sin (2 i) = 2 sin z . cos z, 

.gde је z, ZI,Z2 Е С. 

ВеЈenје. Prema st.vu 1.2.1.7, z. z" z i EC јшато 

+.ХЈ " + со 
= 2 ~!L (~,) z;k z~,,""k=L ; (z, + z,)n = еО"" . 

n ~ O k~ O n=о 



4. NIZOVI 1 REDOVI U KOMPLEKSNOM РОDRUСл.; 249 

2° 1z reda dobijenog pod 1 о izvesti aigonometrijski (Fоuгiегоv) red za funk-
•• 

СIЈи 
• 
SШ х 

X~ _ .. _--'--"-' 

1 + а 2 - 2 а cos х 

i, koristeCi 
• 

ОУа) red, 

Resenje. l' Za la- 1 ,-"1 < 1, tj. za еУ < а (г O~ Х + iy), јтато 

(1) 

+00 
__ 1 __ ~ = .~ ) I.l-ne~inz 

1 - a- 1 e-iz а ~ 
tl=O 

I 1 
• 

а 

Dobijeni red, prema prethodnom, apsolutno konvergira za Iт z < log а, а divergira za 
Imz > log а, jer za оуе vredl10sti z op'ti clan пе tezi пиlј. Kako је, za Iт z < log а - ii (11 > О), 

ia- 1e- zl = a-1еУ < а-1а е-б = е-6 , 

posmatrani . ~d uniformno konvergira u svakoj poluravni Iт z < log а - ii 

2' Za z = х Е R (у = о < log а), (1) postaje 

(2) (х Е R). 

n=о 

Kako Је 

(3) 
1 

. . 

--о:: - ---.,...,-,---- = 
а - е '" (а - e-ix) (а - eix) 

а - cos х - 1 SШ Х 

1 + а' - 2а cos х 
'--- , 

. 
lzjednacavanje imaginarnih delova !еуе i desne strane jednakosti (2) daje 

. +00 
(4) SlnX 2: 

--.------ = а-n- 1 sin nх 
1 + а' - 2 а cos х 

n=1 

(х Е R). 

(й > О). 

Red па desnoj strani u (4) uniformno konvergira za х Е R, te је stoga Fourierov red funkcije 
па lеуој strani, i {о za svaki interval obIika [а, а + 2 "ј (а Е R). 

Iz (4) izlazi, s obzirom па pomenutu uniformnu kovergenciju, 

• +00 

f 
S1n х 

'-,--с---:-- -- dx = 
1 + а' - 2acosx 

L а-n-1 Ј sin nх dx 

о '1= 1 О 

, со -'- со 
т 1 _ (- 1)" 2' L а-n-1 

11 - а 2: 
'1= 1 tL= 1 

2 п - 1 

2 1 
- -
а 2 

1 + а-1 1 а + 1 
log --- - - log . 

1 - а-1 а а - 1 

Primedba. Iz (2) se, s obzirom па (3), izjednacavanjem realnih delova izvodi jednakost 

+00 
а - CQS Х 2: 

__ - __ -----= а-n- 1 CQSnX 
1 + а' - 2а cos х 

(х Е R), 

n=о 

gde је desna strana Fourierov red funkcije па leуој strani. Odatle neposredno izlazi rezultat 

п 

~~---:C-- dx _. . f 
a--cosx . 'л 

1 + а' - 2а cos х а 
о 
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Isto tako, za z Е С imamo 

+оо (_ 1)" +00 (_ 1)" 
2 sin z cos z = 2z 2 - . ·ztn """ г211 

(2n + 1)! L.., (2n) ! 
n=о n=О 

+со п 1 

= 2z 2: (- l)n z
2n L (2k + 1)!(2n -" 2k)! 

,,~O k~O 

+оо (_ 1)" "2n + 1) 
= 2z 2: (2n + 1)! z'n L (2k..J- 1 

n=о k=O 

+ оо (_ 1)" + оо ( 1)" 
- 2z " .n 2'" -" " ~ " "(2z)'n+l = sin (2z) 
- L.., (2n+1)z - L.., (2n+ 1)! ' 

n=о n=о 
gde је iskoriscen identitet 

п 

L (П + 1) = 2'" 
k~O 2k + 1 

(nEN.). 

4.29. Dokazati Fejerovu neJednakost 
IЕ (z, р) - 11 < Izlp+l (Jzl < 1), 

gde је 

E(z,p) = (I - z) ехр 
Z2 zP 

z+-+"'+- . 
2 Р 

Doka::. Za funkciju Е vaii razvoj 

(1) 

Za izvod 

+оо 

E(z,p)=I+ L AkP~' 
k~1 

funkcije Е 
d 
-E(z,p)= 
dz ( 

Z2 

- zP exp z + "2 + 
• • • vaZl razvoJ 

d (+ОО) 
(2) dz Е (z, р) = - zP 1 +2 BkP zk , 

k~1 

gde ои brojevi BkP (k = 1, 2, ... ) pozitivni. 

(3) 

Polazeci od (1), dobija ое 
d +<Х> 

dz Е (z, р) = L k Akpzk-'. 

k~1 

Poredenjem (2) i (3) nalazi ое 

(4) А,р= А,р = ... = Арр = Oi A kP < О (k> р). 

(5) 

Лkо ое uzmu u obzir formule (1), iz (1) izlazi 
+00 

jE(z,p)-II= L Akpzk 

I k~p+ I 

+00 

= Izlp+1 2: IAkpllzlk-Р-'. 
k~p+1 

251 
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I,ako Је izi . - 1, па osno\'tl (5) Ысс 
'-У.; 

( 6) 

ВlIЈисј da је Ji (1, р) .С. О, ргета (1) i (4) је 

+00 

(7) 

k=p+l 

Kako su syi А/ф, za k > р, negativni, iz (7) proistice 

~. со 

(8) 2: iAkP: ,,·1. 
k =р+ 1 

Polaze[i ос! (6) i uzimajuci u obzir (8), dobija se 

:Е(г,р) . 1 !<:!г!РЈ 1 (!;;!::-; 1; Р prirodan broj). 

Literatllra 

Е. Hille: Analytic Pimction ThQory, vol. 1. Bo3ton~New York 1959, р. 227. 

4.30. Dokazati da se Riemannova zeta-funkcija moze predstaviti redom 

~(s) = - Г(l- s) + .~ 1.2..._ Г(n -+ I _. s)\ 
~l \ п' г (п + 1) 1 

(Re s > О), 

gde za Г (k) (k = О, -' 1, - 2, ... ) tl"eba uzeti 

lim Г (k - ё) + Г (k + б) . 
н,О 2 

Literatura 

D. У. Slavii:: Оп SlImmatioll 0/ saies. Univ. Beograd. Publ. Elektrotehn. Fak. Ser. Ма!. 
Fiz. No 302-No 318 (1970), 53-59. 

4.31. Ako је а" # О СПЕ N) i 

(n-++оо), 

gde је а kompleksan broj i Е > О, dokazati da је 

(n-+ + оо), 
sa konstantom К # О. 



5. RAZNI PROBLEMI 

+~ 2 

5 1 Р · d' k .". 1 "" 1 п " пmепоm ге ova 1 'опsсещеm rezu tata L. -- = --
ko!k' 6 

izracunati iпtеglЋl 

! 

1 = Ј log х . log (1 - х) dx. 
о 

Resenje. Podimo od razvo;a 

- log (l 

i izrаeuлајmо integral 

1 1 ) + '0. 3 + - х = х - X~ -1- - Х ••• 
2 3 

(- 1 

• 
Jk ~ f xk log х dx 

о 

(k ~ ], 2, ... ). 

Primenom parci;alne integracije dobijamo 

Kako је 

dobijamo 

1 1 
1 ~ 2: . 

k~! k(k + 1)' 

+00 

(k+ 1)' ' 

1 1 1 

1 = 1 -
+00 

1 

L (k + 1)' 
k~! 

с' ХО ~ 
_-о _, +1) 

Da bismo izracunali zbir poslednjeg numerickog reda, koristimo rezultat dat и tekstu za-
•• 

П" 

datka. Na taj паСјп dobijamo 1 ~ 2 - - . 
6 

lzvrsena integгacija сјап ро clan јако _е moze opгavdati. 
+00 

5.2. Izracunati Ј = Ј 
о 

1 1 1 + х - og 
х 1 - х 

2 

dx. 

Resenje. Ј moze _е rastaviti па dva integrala 

1 +00 

Ј се 2 f ~ log 1 + :'; dx +- 2 f 
х 1 - х 

О 1 

1 х + 1 
- log dx. 
х х - 1 
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Stavimo li х = 1/1, dobijamo 

+00 о 1 

Ј 
1 х+1 f 1+! 1 Ј1 1+! - log dx = t log d - = - log -- dt. 
х х - 1 1 - t t t 1- t 

1 1 О 

Prema tome, imamo 
1 

(1) Ј 
1 1 + х 

Ј=4 -log dx. 
х 1 - х 

о 

Ako funkciju ј datu _а 

1 1 + х 
ј(х) = - log-:--

х 1 - х 
(х #- О i Iхl < 1), ј(0) = 2, 

+00 
razvijemo u red oblika }' ak xk, integra1 (1) postaje -A~O 

1(+00 x'k) '(+00 x'k) Ј=8ј 2: dx=8 Јјт Ј 2: dx 
2 k + 1 ...... 1-0 2 k + 1 

о A~O О A~O 

+00 Б2k+l +00 1 
=8Јјт' -=8' . 

.-..1-0 -<,;., (2 k + 1)' L... (2 k + 1)' 
A~O A~O 

Kako је 

+00 1 +00 1 1 +00 1 З +00 1 п' 

2: (2 k + 1)' = 2: k' - 4" 2: k' = 4" 2: k' = 8 ' 
A~O A~1 A~l A~l 

nalazimo 
+00 

f 1 (1 + ј' I - log. dx = ,,'о 
х 1 - х 

о 

5.3. Izracunati litп 
п П 3k+l 
~ arctg. 6 3 (n 2 + k 2

) + 4 k + 1 3 п n-++ оо 

Resenje. Лkо stavimo 

• 
lтато 

" 
йn = 

, п 

L... с::з""'(,...n.=--+-k-:с.=-)-+,.--,4ссk,...-,+--:-1 arctg 
A~l 

з k + 1 

Зn 

п 

Ь,. 
= 2: з (п' + k')n+ 4 k + 1 

A~l 

п 

1 п k 
с = - , arctg-, 
п зL...n'+k' п 

A~1 

п 

k 
arctg -, 

п 

1 -

, 

п 3 п 

2: з Сп' + k') + 4 k + 1 зrщ 3 k + 1 k 
A~ 1 1 + ---::--

З П П 

1 1 
< n· - arctg--+O 
- Зn Зn 

сп -+ + оо), 

• 

,- - .,-
--, "'~ " '-

'. -;-;:Ј 
",,;- . 

-' " '-". -,. 
, },'-" 

;-'A~; 
- "~:{~; 

- '.:~:"-
--,:~& 
. ",->' 

"> ''.о' 
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5. RAZNI PROBLEMI 

п 

I п С4 k + 1) k 
!ьn - сп! = -3" 2: [3 Сп' + k') + 4 k + 1] Сп' + k') arctg -;; 

k~ 1 . 

4n + 1 
< arctg 1 -+ О 

9 п' 
сп -+ + оо). 

Odavde iz1azi 
k 

п arctg -

Нт аn = 1јт сп = 2. Нт 2: п, 1 
n---++ оо n-++ оо 3 n---+ + оо k ( k)' п ~11 + _ 

п 

1 

= .~ Ј arctg х dx = 2. . 2. . arctg' х 1 = п' . 
3 '+х' 3 2 о 96 

о 

5.4. Za koje vrednosti х konvergira red 

+ro 

(1) 2: (n2 - п) (х2 - х)"? 
n=1 

255 

Odrediti и konacnom obliku fиnkciju F koju definise (1) za vrednosti х za 
koje dati red konvergira. 

Rezultat. Red (1) је konvergentan ako је !х' - х! < 1, tj. ako је 2. (1 - VЛ < х < 2.(1 + vs). 
.22 

Trazena funkcija F data је sa 

F Сх) ± 2 х' СХ - 1)'1(1 + х - х')' С!х' - х! < 1). 

+00 

5.5. Dokazati da је red 2: (х" sh (п + 1) а) konvergentan, ako је Ixl < га (а > О), 
n=О 

i da је njegov zbir sh а/О - 2 х ch а + х2). 

+оо 

5.6. Odrediti potencija1ni red L аn х2n fиnkcije xRcos' х i ispitati konver-
n=О 

genciju reda L (2 п)! аn х2". 
n=О 

Reienje. Kako је 

nој 

imamo 

(
I+COS2X)' 1 

со.' х = = - С1 + 2 cos 2 х + cos' 2 х) 
244 

З 1 1 
=-+-cos2x+ -cos4x 

8 2 8 

+ оо (2 х),n 
"" (- 1)" , cos 4 х = ::0 (2 п)! 

+'" L (_I)n 
,,=0 

С4 х),n 

С2 п)! ' 

3 1 +00 (2х)'n 1 7"'" С4х)'" 
cos' х = - + - "" (- 1)n -с--...,--:- + -- "" (- 1)" --

8 2 L (2 п)! 8 L С2 п)! ' 
,,=0 n=о 
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-
11· + !:(! _ (1 2211 

-1- L (-- 1)" "2 (2и)! 
IJ _'" 1 

1 4''') + 8 -С(-:-2 -,,'--) !.- х'''_ 

Trazcni Ј"ћ.1 је, dakle, 
, 

+'" 
(1) 1 + 2: (.- 1)" (2"' · ' +2"'·') х'", 

11 = 1 

i пјеgоv роluргеСl1ik kопvсrgепсiје је 
1 

Я ... -
. 4' 

• • 
)er )е 

1 
Za х = 

. 
-- 1 Х ~::: 

4 

1 
- . - red 

4 
(1) di\'ergira jer red 

+00 1 1 
" (- 1)" (--- + -) L 2t1J +1 8 

,,=1 

1 1 1 1 ) 
divergira. ћета соте, red (1) konvergira za хЕ (- 4' + 4) ,а divergira 'а хФ. ( - 4' + 4 . 

+00 

5.7. 1 о Ako kocficijcnti а" rcda 2: аn:х" zadovo1javaju "elacije . 
n=о 

а 211- 1 

dokazati da је poluprecnik konvergencije ovog reda 

1 
R = . 

(L 1 L 2)1/2 
(1) 

20 Da 1i jednakost (1) ostaje u vaznosti i kada iedna iIi оЬе уе1Шпе uzimaiu 
vrednost iz skupa {О, + оо}? 

• 30 Navesti рпmеге ovakvih redova. 

Resenje. 1 о Pod uslovom da је L, Е (О, + оо), L, Е (О, + оо) ,т.то 

tako da 

lјт 
n-++ оо ( 

+00 

red .2 a!1I x
tll 

п-о 

а Х:!Л+2 
2n+2 

а х'" ", 
= Iхl' lјт 

,1-++ оо 
а2n+,2 I а2'1+1 
а2n+1 а 2n 

= I хl" L~L" 

konvergira јЈј dive"gira prema {оте da Ii је 

+'" 

. Ј 

Iхl < - '/2 
(L, L.) 

ili Iхl > 
Ј 

(L, L,)1/2 . 

Na slican nacin ustапоvlја\' з se isto i za red L a Z'J-l х2n- 1 • Iz О'/а dva rezultata neposredI1o 

sleduje tvrdenje. n _ 1 

2' Prethodno rasudivanje i rezultat tog {asudivanja-jednakost (1) lako se mogu prenetl 
па slucajeve kad је L,E (О, + оо) iIi L,E(O, + оо}, uz iskljucenje stucaja L, = О, L, = + rrJ 

i slucaja L, = + оо, L, = О, kada proizvod L,L, gubi smisao. 
+'" 

3:) Kod reda.2 йn х" 
n _ 1 

Ј 
sa а",., = а,,, = 2" (11 = 1,2, .. _) је L, 0= 2, L, = I i stoga R = -:-:У--:::2 -



U slucaju reda kod koga је 

5. RAZNI PROBLEMI 

1 
(п ~ 1,2, ... ): L , = О, L,= 1, 

п! 
R = + оо. ,... .х;, .+ со 

Najzad, za оЬа reda 2}n хn i 2: СП хn, gde је za п 1, 2 ..• 
n=l tl=1 

Ь - 2'n-1 Ь - 3'n' • 2n-l- "n- , 

1 1 
С 2n- 1 = (2 п)!' C2rl = п!' 
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• 
1 stoga 

imamo L, = О, L, = + оо. 
drugom R ~ + ОО. 

1 
Medutim, moze se ustanoviti da је u prvom slucaju R = - , а u 

3 

, 

5.8. 1 о Potencijalni red sa konacnim poluprecnikom konvergencije пе moze uпј­
formno konvergirati па skupu сјја је tacka nagomilavanja neka tacka kruga konver­
gencije и kojoj red divergira. 

20 Potencijalni red koji se пе svodi па роlјпоm i јmа beskonacan poluprecnik 
konvergencije пе moze uniformno konvergirati пј па jednom neogranicenom delu 
kompleksne ravni (realne prave). 

Dokaz. 1 о Neka је R Е (О, + оо) poluprecnik konvergencije potencijalnog reda 

+00 

(1) 

i neka red (1) divergira za Х = а, gde је [а[ = R. Neka је, zatim, S bilo koji skup tacaka koji 
:е sadrzan u krugu konvergencije, odnosno, u realnom slucaju, u intervalu konvergencije, reda (1) 
i koji јта а kao tacku nagomilavanja. Ako Ы red (1) uniformno konvergirao па skupu S, za proiz­
voljno izabrano с > О postojao Ы prirodan broj по takav da је, za Ыlо koje prirodne brojeve т 1 

п koji ispunjavaju uslov т > п > "о i za svilko ХЕ S, 

(2) 

т 

2: ak xk 

k=n+l 

с 

< -. 
2 

Za fiksirane ovakve brojeve т i п, dobilo Ы se onda, pustajuci da Х -+ а preko skupa S, 

с 

< - < Е. 
2 

Dakle, tada Ы za svako с > О postojao prirodan broj "о tilkav da т> п > по (т, п Е N) 
роуlасј (2), sto Ы Ыlо u suprotnosti sa pretpostavkom da red (1) divergira za Х ~ а. 

Time је dokazano da red (1) ne moze uniformno konvergirati па skupu S. 
2' Neka se potencijalni red (1) ne svodi па polinom i јта beskonacan poluprecnik konver­

gencije i neka је S neogranicen skup tacaka kompleksne ravni, odnosno realne prave. Ako Ы red 
(1) uniformno konvergirao па skupu S, postojao Ы takav prirodan broj ", da је [аn хn [ < 1 (ХЕ S) 
,а svaki prirodan broj п > П,. Medutim, postoji т > п, takvo da је ат ор О, ра zatim, zbog 
neogranicenosti skupa S, postoji ~E S takvo da је [ат ~т[ > 1. То znaCi da red (1) пе moze 
llniformno konvergirati па S. 

5.9. Dokazati da su dovoljno veliki koreni jednaCine 

sccx=l+~ 
dati pribliznom formulom 

17 Nizovi i redovi 

I 
х ;;:; 2 п:п; ± -----: 

(п:п;) 1/2 

х 

СП prirodan broj). 
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Resenje. Stavimo х = 2 п п + у, ра data jednacina postaje ' 

1 
,есу = 1 + . , tj. (2 п п + у) ,есу = 2 п" + у + 1. 

2n,,+у . 

RazvijajuCi ,ес у и red и okolini tacke у = О, dobijamo 

(2 п " + у) (1 + ~' + ... ) = 2 п п + у + 1. 
Kako је jedan koren оуе jednacine ут10 bIizak nuli za dovo1jno ve1iko п, mozemo zanema­

riti уЗ i vise potencije, ра dobijamo 

Na osnovu 

2 п п + у + п "у' '" 2 пп + у + 1, 1 У '" 

1 
toga је х '" 2 ПП ± У- . 

ПП 

1 

±уnn· 

5.10. Beskrajni proizvod 
+00 k 

Р = П (1 + х') ([х[ < 1) predstaviti u obliku poten-
k~l 

cijalnog reda. 

п 

Resenje. Stavimo li Р п = П (1 + x,k), dobijamo 
k~l 

"n+l 
(1 - х') Рn 1 - х 

р п = = ~----=--
1-х' 1-х' 

(х' # 1). 

Ako је Ixl < 1, iz pos1ednje jednakosti sleduje 

+00 
1 2: р = lim Р = --:-~--: = х" 

п 1 _ х2 
~=1 

(Ixl < 1). 
n-+оо 

5.11. Ako је х f-+ 1 (х) ogranicena funkcija, dokazati da је sn (х) = О (log п), gde 
је sn parcijalna suma Fourierovog reda funkcije 1. 

5.12. Ako је 

х' :х;6 
/0 (х) = 1 + - + - + ... , 

3! 6! 

х4 х7 

/1 (х) = Х + - + - + ... , 
4! 7! 

х' х5 х8 

/. (х) =- + - + - + ... , 
. 2! 5! 8! 

dokazati da је 

!о (х + у) = 10 (х)!о (у) + 11 (х)!. Су) + !. СХ)!1 Су)· 



5. RAZNI PROBLEMI 

5.13. Ako је 

Cnr (Х) 
~ x1~P+Т +00 хllР + Т 
L,-~'-' Snr(x) = 2: (- I)Р--­
p~o(np+r)! p~o (np+r)! 

(r = О, 1, ... , п - 1), 

izvesti adicione teoreme za Cnr (Х + у) i Snr (Х + у). 
Dokazati Knarove formule: 

sh Х sin Х = S42 (Х V2), ch Х cos Х = S40 (Х v2 ). 
(Funkcije ХН> C nr (Х) i Х н> Snr (Х) uveo је Ricatti.) 
Resenje. а) Uvedimo. hiperkompleksnu jedinicu ј koja је definisana па sledeci пасјп: 

(1) 

(2) 

10

J'n=1, ' 
20 Potencije Г = 1, Р = ј, ј2, јЗ, ... , јn-l SU linearno 
Definisimo eksponencijalnu funkciju ротоеи jednakosti 

+00 
х' 

ejx='jV_. 
L .1 v=o . 

KoristeCi se uslovom 1°, mozemo jednakosti (1) dati oblik 

n-l 

ејх ~ L јР СП. (х). 
P~O 

• nezaVlsne. 
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1z definicije (1) eksponencijalne funkcije х I-? Ј (х) ~ ејХ izvodi ос da опа zadovoljava funkcio­
nalnu jednaCinu 

(3) Ј (х)Ј(у) ~ Ј(х + у). 
Dokaz оуе jednakosti analogan је пјепот dokazu и oblasti kompleksnih brojeva. 
Na osnovu (2) i (3) dobijamo 

n-1 1ј-l n-1 

(4) p~jPCnp(x -I-y) ~ (L/PCnp(x») (~jPCnp(y)), 
1z (4), па osnovu 20 i 10, sleduje 

(5) Сnт (х + у) ~ L Сп. (х) Сnр (у) -1- Сп, (х) Сnр (у). 

Ь) Postupak и izvodenju је potpuno analogan prethodnom samo sto se jedinica ј definise па 
sledeci паСјп: 

(б) 

5.14. 

17' 

1 о јп = _ 1, 

20 Potencije јО = 1, Р = ј, ј2, .. о, /1-1 su linearno nezavisne. 
Dolazimo do rezultata 

Snr (х -1- у) ~ L Sn, (х) S"p (у) - S"" (х) SnP (у). 

Za п ~ 2 formule (5) i (б) lako se proveravaju, jer је: 

С" (х) ~ ch х, С" (х) ~ sh х, S" (х) ~ cos х, S21 (х) ~ sin х. 

Odrediti asimptotsko ponasanje • 
шzа 

п 

L ak" kP (log k)Y (п = 2, 3, ... ; а > 1; а > 1; {З, у realni brojevi). 

k~2 
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Resenje. PI"cгna Stp!7.0\'oj tСОП:' П1I , 

1 i 111 1 iП1 
11 -;" 1" )._ " " L аЈ, kfi (log 11)\' 

11 - ;" f· оо 

k ~ 2 

:=..~ lim (1 0- a(n_l )lX _na: 

'1-;" -!- оо 
(
1 __ ~) ~ ( (log (п - I ))У 

11 log rl 

1 
1 -- - (а = 1) , 

а 

1 (а > 1). 

Prema tomc, kada Jl -- > +- ~ : 

а п 

') aku kO (I ,,)g /:,)}' ,-...., 
--- аН пР (log "ЈУ, 
а _ . ] 

ako је а = 1, 

"-' 
Il -- -2 

P1'imedba. Оуај ргоЫеш ocigled llo precistavlj a uopstenje sledcceg ргоlJlеП1а: 

Naci gпш iспu \'fcdl1os t лizа 

(11 -- 1,2, ... ). 

Literatura 

К. М. Вго\уп: Problem Е 2115. Атег. Math. M Ol1 thly 75 ( 1968 ) . 

5.15. Ispitati kоm:егgепсiјu reda sa opstim сlапот 
п 

Са, f3 realni broje\' i). 

Uputstvo. D okazati ргуо relaciju 
н 

)' logO k "..... 11 logO П 
k~2 

(11 ..... + ro). 

+'" 
5.16. Dokazati da kоп\'егgепсiја reda .L а" п-а Са > О) po\'lRCi jednakost 

11 = I 

" 
liт п -а 

n-++ оо 

Resenje. StаУiП10 

" . 
1 (n = I,2, ... ) . 

Prerna АЬеl 0\'ој formuli pal"cijalne sumaCIJC, lmamo 

" n - I 

А" = 2: (ak k - n) ka =.г: Sk (ka - (k + 1)0) +- Sn па (n = I,2, ... ). 

k~ 1 k ~ 1 



5. RAZNI PROBLEMJ 

Oda\'de i ргеmа Stolzovoj tсоп;шi, dobijamo 

п-Ј 

2: Sk (k·' - (k + јУ') 
k~J 

lјт п-а А 
" n--++ оо 

= јјт Sn + јјт 
n~+OCI n-++оо 

S"_l (п _ ј)" - 11") 
= Нт Sn -f- lim 

n--++со 11--++00 ll tJ 
-- СП - 1)" 

-= Ет Sn - Ет Sn--l =-' о. 
n--++оо n-7+00 

5.17. Parcijalnom integracijom izvesti asimptotski red 

+00 

Ј 
о 

х х 

• 
slП Х 

х2 

• 
SlП Х d cos х 

X~ + 

5.18. Data је funkcija greske 

2 -: 
х \-+ erf х = V п) е -,' dt 

2! cos х З! sin х + 
х' 

(Г г" dt = V~ 
о 2 

Parcijalnom integracijom izvesti asimptotski red 

+00 1 1 . 3 . 5 

• • • 

Ј 
, ,( 1 

г' dt ~ е-Х 2 х 
1 . 3 

--+-- --+ ... 
22 х3 

i dokazati da је 
2 1; оо 

erf х = 1 - \ г" dt. 
Vn; 

2БI 

5.19. Funkciju х \-+ (ехр (х cotg а») cos х razviti u Taylorov red u okolini tacke 
х = О. 

Resenje. Ako podemo od r.zvo). 

excotga (cosx + isinx) = excotga+ix 

1 
-- ј + (х cotg а + јх) + - (х cotg а + јх)' + 

2! 
dobij.mo 

• 1 

... + 1 . ) - (х cotg а + !х п + 
п! 

eXcotga cos х = 1 +- х cotg а+- - х' (cotg' а _ .. 1) + ... 
2! 

. . . , 

+ n\ х" (cotgn а - (;) cotgn-' а-+-( : ) cotgn-' а - .. ) + . 

1 
gde se koeficijent uz - х" moze predst.viti и obliku 

п! 

(1) . 1 (cosn а _ (П) cosn-2 а sin2 а+-( П) cosn-i а sin" а _ .-, .) . 
sшn а 2. 4 / 

Na osnovu Moivreove formule 

(со. а + ј sin а)" s со. па + i sin 11", 
zakjjucuje "е d. se (1) svodi па (со. na)jsinn а. 

, 
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Prema tome јтато rezultat 
! +00 . 1 

(ехр (xcotga»)cosХ = 1 + x .cotga + 2: k! 

k~ 2 

cos ka 
xk • 

sink а 

рпmеаЬа. Resenje se uproscava ako se vrse transformacije па sledeci nacin: 

. +СО k" 
excotga (cos х + i sin х) = ex (cotga+O = ехр (х .8

ra 
) = L е Ја x't. 

. S!na k~Ok!sin'a 

Odavde sledu;e 

5.20. Ako 

+00 

2: 
coska k 

ех cotga COS Х = - х . 
k! sinka 

k=O . 
т со З' . ~ х 

је f (х) = L ' proveriti jednakosti: 
n ~O (Зn)! 

ј" (х) + f' (х) + f (х) = ех, 

ај" (х) + а 2 f' (х) + f (х) = еО>:, 

а 2ј" (х) + а f' (х) + f (х) = В"'х. 

5.21. Ako se fиnkcija f data sa 

razvije u potencija1ni red 

f (,1.) = х ch ). + sh ). 
х sh), +ch), 

РО + Р1 ). + ... + Рn t' + .. " 
koeficijent Рn је. роlјпот stepena п + 1 ро х. 

1 . Vз 
a=--+I-'--

2 2 

Ispitati da lј su svi роlјпотј ћ (k = О, 1,2, ... ) deljivi sa х2 - 1. 

5.22. Polazeci od Сјпјепјсе da su fиnkcije 

(1) х 1-+ ch х cos х, х 1-+ ch х sin х, х 1-+ sh х cos х, х 1-+ sh х sin х 

• 

рэrtikulаrnа resenja diferencija1ne jednacine у(4) + 4 У = О, ili od identiteta, 
koji, па primer, za prvu funkciju glasi 

4 ch х cos х = (ехр х + ехр (- х») (ехр (јх) + ехр (- јх»), 

razviti funkcije (1) u potencija1ne redove u okolini х = О. 
Zafunkciju х ~ ch х cos х traieni razvoj је 

4 42 4k 

1-- x4 +- x8 - "'+(-l)k X4k + ... 
4! 8! /(4k)! 

5.23. Data је funkcija 
х2 

xl-+f (x) =-------
х4 - 2 х2 cos 2а + 1 

(а parametar). 

1 о U okolini tacke х = О razviti funkciju f u potencijalni red i odrediti njegov 
poluprecnik kопvегgепсiје. 

+00 
20 Graficki ргikаzаti funkciju f i izracunati integra1, Ј f (х) dx. 

-оо 



5. RAZNI PROBLEМI 
. 

5.24. Dokazati jednakost 

Сn,О (х) Сn,1 (х) ••• Сn•n- 1 (х) 
Сn•n- 1 (х) Сn,О (х) Сn,n- 2 (х) 

(1) фn (х) = • 

• 

• 

Сn,1 (х) Сn,2 (х) Сn,О (х) 

gde • 
Сn,т (х) (r = О, 1, ... , п - 1) odredeno Је sa 

(2) 
+00 xr +nv 

Сn,т(Х) = 2 с )1 . 
.~O r + п 11 • 

Dokaz. Iz (2) nalazi se 

d 
(3) dx Сп. т (х) = СП. Т-1 (х) (Т = 1, ... , п - 1), 

= Сп. n-1 (х) (Т = О). 

DiferencirajuCi [иnkсјји фn i koristeci se sa (3), dobijarno 

Odavde sleduje 

dфn (х) 
-.,.-- = О. 

dx 

Ф. (х) = е (е = const). 
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= 1, 

Konstantu е izraeunavamo stavljajuci х = О u (1). Kako је Сп. т (О) = О za r = 1, ... , п - 1 
i СП, о (О) = 1, dobija se е = 1. 

Тiтe је dokazana jednakost (1). 

5.25. Odrediti oblast konvergencije funkcionalnog reda 

+ro 1 х2 х" 
јСх) = ". х + - + ... +-6 п сп + 1) 2 п 

i izraziti njegovu sumu u obliku jednog potencijalnog reda. Koristeei se tim rezul­
tatom, izracunati ј О). Takode izracunati ј О) polazeei od datog reda. 

Pтimedba. Suma ovog reda ne moze se izrэ,ziti u konacnom obliku. Zaista, prema Abelovoj formu1i 
parcijalne sumacije, 

~ 1 (х. xk
) 

L k (k + 1) х + '2 + ... + k 

n-l 1 Xk+l) 1 ) п x k 

=.2 (1- k+l)(-k+l +(1- n+l .2 k 
k-l k-l 

+00 + со +00 +00 +00 
xk+1 xk xk+1 xk+1 xk 

...... - .2 k + 1 + 2: k + 2: (k + 1)' = х + L (k + 1)' = 2: k' 
k-l k-l k-l k-l k-l 

(п ...... + оо), 

а suma poslednjeg reda ne moze se, kao sto је poznato, napisati u konacnom obliku. 
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5.26. Dat је red 

(1) 
'оо 

_П + ::_ ~ (- 1)"-1 
2 2~2n-l 

п= I .' 

(2 n-I ) !! 

(2 п)! ! 

2 

Dokazati da red (1) kопvегgiга i da је njegova suma merni Ьгој luka s krive 

у = COS х па segmentu o~ , 2 

Ako se uzme 

п п * (- 1)"- 1 (2n -1)!! 2 

s ~2- + 2 ,~ 2 п - 1 (2 п) !! 
proceniti gresku. 

Resenje. Kako је 

lirn 
1 ( (2 п _ Ј ) !! ' - - о 

2 п - Ј (2 1I) !! ) - , п-++ оо 

~_1_ (2n + 1)!!)' 
2" + 1 (2 п + 2) !! 

Ј (2n - l)!!)' 
2 п - 1 (211) !! 

4 п' - 1 
= - < Ј, ~ 

4 п' + 8 п + 4 

па osnovu Leibnizuvog kriterijurna za alternativne redove izJazi da red (Ј) konvergira. 
Irnarno 

"12 
s = Ј V ј + sin' х dx i 

о 

+оо 

УI + sin'x = L: ._0 
1 
2 

п 

зјп!" х, ' 

· оdзtlе 

kao i 

Ысе 

No, kako је 

1 . 

2 

п 

11/2 + со 1 п/2 

ј. У Ј + siп'хdх = " L, 2 .f sin!n х dx. 

о n = о п о 

:tj2 

.\" sin2n х dx = 
о 

(2 п - I)!! " 

(2 п) !! 2 

1 . 3 . 5 .. . (2 п - З) 
= (- 1)" - 1 ---::-с-'':-----...: 

2" . п! 

"12 

(n=],2,3, ... ); 

s = Ј УЈ .- , "" +L:'" (- 1)"- 1 (2 п - 1)!!)' 
+Slпхdх = - + -· . 

2 2 2 п - 1 (2 п) !! 
о п=1 

Ako . је 
4 

s '" ~ + ~ (- 1)"- ' ( (2 п - 1)!! )', 
2 2 L: 2 п - 1 \ (2 п) !! 

п = 1 ' 
tada је 

+оо 

L: (-I)k-'(2k- 1)!!)' . 1 (1'3'5 ' 7'9 )' 
т, = 1 0 < Т, < - . < 0,007. 

k ~s 2k. - l (2k)!! ° , 2'4'6'8'10 ' 

Pr;medba. Ротоси Gaussovog јЈј Raabeovog kriterijurna rnoze se ustanoviti da posrnatrani red, 
u stvari, apso[utno konvergira. 
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+ оо . 

5.27. Ako је 2: п-Х = s (х) (х> 1), dokazati da је 
n=l 

(х - 1) s (х) = 1 + е (х - 1) (х > 1; О < f) < 1). 

Dokaz. Kako је 

lmamo 

i1i 

tj. 

odavde, 

i najzad 

n+l 

(п + I)-Х < S гХ < п-Х 
п 

+00 +00 +00 

(n=I,2, ... ), 

2: п-Х < Ј гХ dt < 2: п-Х (х > 1), 
tl=2 1 n=l 

+00 
5 (х) < 1 + .ј гХ dt i 

1 

.. .ј-- оо 

Ј t-X dt < 5 (х), 
1 

1 1 
5 (х) < 1 + ; < s (х); 

х-l х-l 

1 х 
---;- < s (х) <---;­
х-l х-l 

(х - 1) s (х) = 1 + О (х - 1) (х > 1; О < О < 1). 

5.28. Dokazati da је 

+00 
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(1) rn (х) = 2: k-x = (п + 1)-х(е + (п + 1)(х - 1)-1) (х> 1; 0< f) < 1). 
k~n+l 

Sta se moze kazati о proceni greske ротоеи obrasca: (1) s obzirom па promen­
ljivu х? Proceniti gresku za х = 5, п = 2 i х = 10, п = 2. 

Dokaz. Slicno kao и. 5.27, dobijamo 

ili 

ђ. 

i najzad 

+00 
7n+, (х) < S t-Xdt < 7n (х) (х> 1), 

n+l 

+00 
7n (х) < (п + 1)-Х + S t-X dt, 

n+l 

+00 
S t-X dt < 7n (х), 

n+l 

(х - 1)-' (п + 1),-Х < 7n (х) < сх - 1)-' СП + 1)'-Х + (п + 1)-Х 

7 n (х) = сп + 1)-Х [сп + 1) СХ - 1)-' + О] сх> 1; О < О < 1). 

Duzina intervala 

(х - 1)-1 СП + 1)'-Х, СХ - 1)-1 СП + 1)'-Х + (п + 1)-Х) 

је СП + 1)-Х i ona opada kad х raste. Prema tome, procena greske 7 п Сх) uto1iko је preciznija ukoliko 
је vrednost promenljive х С> 1) уееа. 
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Za х = 5 i " = 2 је 

т , (5) = 3-5 (3' 4-' + О) ili ;т, (5) = (0,75 + В) • 243-', 

tj. 
0,75' 243-' < т, (5) < 1,75' 243" '. 

Za х = 1 О i п = 2 је т, (1 О) = 3 -10 (3 . 9-1 + В), 
t;. 

(3' 59049)-1 < Т. (10) < 4 · (3 . 59049)- 1. 

+00 
5.29. Ako red L а, konvergira i niz Ь, (nЕ N) monotono rastuci tezi ka + ОО, 

11 = 1 

dokazati da: 

1
0 +00 щ . II 

f:n ь. = О Ь, 
п 

2 0 L а. ь. = О (Ьn) 
O~I 

(Kroneckerova lema). 

(n-+ + а:»; 

(n-++ а:». 

+00 

Resenje. 1" Pod navedenim uslovima, " а
, 

red L -:--, prema Dirichletovom stavu, konvergira. 
Ь, 

n=1 

+00 
StavljajuCi Rn = L Оо С .. = 1, 2, ... ), dobija se, za р ;;" .. , 

k = n 

gde је 

Odavde је 

k=n 

Е, = sup IRkl ..... о 
О>n 

20 Neka је, za unapred dato Е > О, 

(п ..... + со). 

(n-++ со). 

(п > по). 



5. RAZNI PROBLEМI 

Tada је za п > rlO) prema Abelovoj forrnu1i parcijalne sumacije, 

1 I п о ( n-! . k 

<ь L akbk +- : L (Ь. - bk+l) L а,+Ьn ± ) 
11 k=l п k= no+l "=n.+l ,.=nо +l а" 

п 

< :. i а. Ьо +- :n ( 'I1 

(ЬМ. - bk) +- Ьn») 
k = 1 k=no+l 

1 1 п, (bnO+1 ) 
= Ъ;; I L а. ь. +-, 2 - Ьn . 

k - 1 

PustajuCi prvo da п ~ +- оо, а zatim da е ~ О+-, dobija se 

<>datle, 
" . 

lim 1 L а. bk = О, tj. L а. ь. = о (Ь.) . 
n.,.+соЬn k - 1 k=-l 

Primedba. Problem 5.16 odnosi se па specijalan slu~aj tvrdenja 20. 

5.30. Odrediti poluprecnik konvergencije reda 

i funkciju ј koja је definisana ovim redom. 

Rezultat. Ј (х) = х (1 - 2 х)- ' . Poluprecnik konvergencije је 1{2. 
х 

5.31. Izracunati јМ (О) ako је ј (х) = х е . 
1 - х 

< о· - , 

(п ~ +- оо). 

Resenje. Najpre imamo 
гх . (' 

Ј(х) = - еХ +- --,--- ~J nЈ (х) = 
1 - х 

_ еХ +- (ех _ ._1 _) (,,) 
1 - х . 

Primenom Leibnizove formule 

gde је 

dobijamo 

,. 
(иv) (") = L (~) u(n-k) v (k), 

О-О 

1 - t- со 

V = --- - '" х" 1-x - L..., 
"- о 

(Ixl < 1). 

Рсеmа (оте, trazena vrednost је 

267 
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Primedba 1. Ispitati da lј 
. . јеn) (О) 
Је 11ffi = е. , 

'11-)-00 N. 

Primedba 2. Moze se i ovako postupiti: za Ixl < 1 mnојОепјет potencijalnih redova dobija se 

ј(х) ~ 

+00 п +00 п +00 
_ еХ + ех_1 __ _ ") ::.. + "х "х" 

1 - х L. п!· L;;! L 
1'1=0 n=о 1'1=0 

-x:~ +n~ C~ ~) х" 
+со 1 п 1 

-2:(-n!+2:Јхn ; 
1l= О k=O 

odavde, 
п 

ј(n) (О) ~ п! (_ 2. + " 2.) _ 
п! L k! 

k=O 

-1+ 

п п 

- 1+ 2: (:) (п - k)! ~ - 1+ 2: (п п k) k! 
k=O k=O 

п 

~-1+2:(:)k! 
k=O 

5.32. Izracunati 

(1) d
N 

( хР - ХО 
) 

dxPO (1 + хР) (1 + хо) х=О 
(р i q prirodni Ьгојеуј). 

Resenje. Podimo od razlaganja 

хР - хО 1 1 
ј(х) ~ ~ - . 

(Ј + хР) (Ј + хО) 1 + хО 1 + хР 
Potencijalni red 

1 
g (х) ~ -:----: ~ 1 - х" + х'О - ... + (- 1)Р хРО + ... 

I + хО 
(2) 

konvergentan је za Ixl < 1. Na osnovu (2) dobija _е 
g(pq) (О) ~ (- I)P(pq)! 

Na analogni naCin nalazi se 

h(po) (О) ~ (- 1)0 (pq)! 

gde је h ех) ~ 1/(1 + хР). 

Prema tome, za izraz (1) dobija _е ( - 1)Р - (- 1)0) (pq)! 

5.33. Dokazati [огтll1u 

(1) 

gde је 
d 

D =-. 
dx 
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k 
+ас 

-- 2 

Do}",z. pOl1imo od raZyoja ",l х := '" Х .. _ . Oda\'de jedno za drugim iП1,ШЮ 
. ~ k! 

k~O 

k·1 
+00 2 

хn+Ј Dn+1 e1'~- ~ L [i<..(i<.. - 1)" .(i<.. - п) =--, ] . 
k~O 2 2 2 k. 

_ k-n 

_ -~ [i<..( i<.. _ 1)' .. (i<.. _ n)k - l(k - 1 _ 1)' .. (k - 1 _ п + 1) х 2 ."]. 
k~O 2,2 2 2 2 2 k! 

Dalje dobijamo 

22n+ I Dn( хn +-;- D"+l /~) 
+00 k-2n-1 

~ L [k (k - 2) ... (k - 2 п) (k - 1) (k - 3) ... (k _ 2 п + 1) _Х _ 2 
k~O k! 

+00 k -2n-l 

= L [k(k - l)(k - 2) ... (k _ 2n),_X--;-;-2 
k~O k! 1 

+00 k-2n-l 

= L [k (k - 1) (k - 2) ... (k - 2 n)Х _ --:-с2с--] 
k~2n+1 k! 

k-2n-l 
+ro 2 

= L [ k! х ] 
k~2n+1 (k - 2n - 1)! --k-!--

+ со k-2n-l 

= L х 2 

k~2n+1 (k - 2 п - l)! 

+ro 

L 
i/2 

= - . , 
ј=О t. 

= еУ;- . 

Тјmе је dokaz formule (1) zаvrSеп. 

5.34. Dokazati nejednakost 

х + у > __ Х_,,-У_ 
2 logx -logy 

(1) (Х> У > О). 

269 
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Resenje. Razvoj 

log Z = 2 (Z - 1 + _!... (Z - 1) з + ~ (Z - 1) 5 + ... ) 
z+ 1 3 z+1 5z+1 . 

vazi ako је Z > О. Za z > 1 је stoga 
Z - 1 

log Z > 2 , 
Z + 1 

х 

z + J z - 1 
tj. - >-:--

2 log z. 

Stavima Ii ovde Z = - ех > у > О), dobijamo 
у 

х +у х-у 
--:- > -----:--

2 logx - logy 
(х > у > О). 

5.35. Data је funkcija 

X~f(X)=(X++)10g(1+ ~). 
1 о Na<;rtati пјеп grafik i odrediti osu simetrije grafika. 
20 Izracunati velicinu povrsine ogranicene, и prvom kvadrantu, krivom 

у = Ј (х) i njenim asimptotama. 
30 Na osnovu rezиltata pod 1 о ispitati тonotoniju i konvergenciju nizova 

(1 1 )" +-'-аn = + ~_ Ј, 
n!е" 

ЬN = ---, 
nn+а 

(n = I,2, ... ). 

Resenje. 10 Funkcijaj definisana је za хЕ(- (1), - 1) i za хЕ (О, + (1). Kako је и оЬа оуа 
intervala ј (х) > О i kako је 

lim ј (х) = lim ј ех) = + (1) , lim ј ех) = lim ј ех) -,- 1, 
%-)00+ х.,.- 1- x-~+ с() х-..- со 

1 
то;;е se pretpastaviti da је n jen grafik simetrican prema ргауај х = - - . Та је zaista sJucaj, 

2 
jer је funkcija 

parna. 
Dalje • 

х f->- ј (- ~ + х) = х log 1 + --1-
. 21 

х - -
2 

= х Jog 

Ј 
- +х 
2 

1 
- - х 

2 

Imато 

1 
х+ -

( 
1 ) 2 . l' ех) = log 1 + - - " Нт l' (х) = - со, lim l' (х) = О; 
х х (х - Ј) х-+о+ : х-+ + '" 

1 -
(Х + -) (2 х + 1) 

1 1 2 
ј" ех) = - --,--- - - + ---::--;---~-

х (х + 1) х ех + 1) х' (х + 1)' 

( 1); 
х + ~ - х (х + 1) 1 

= 2 - - --.:--:-- --::-:--- - > о 
х' (х + 1)' .2 х' (х + 1)' 

ех > О). 

Dakle. za х > О grafik funkcije ј је konveksan nadole, а l' strogo raste od - оо do О, sto 
znaci da је l' (х) < О (х > О), tj. da је ј (х) > О i strogo opada od + (1) do 1. 
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Na osnovu ovog јтато grafik prikazan па sliei. Njegova osa simetrije је, kao sto је pokazano, 

1 
pravax = --. 

. 2 
20 Trazena veHCina povrsine (srafirane па sliei) iznosi 

+00 
1;' = .f (f (х) - 1) dx = Нт F (х) - Нт F (х), 

о х-++ со X~O+ 

I 

" '< 

у 

о 

gde х ~ F (х) oznacava primitivnu fиnkeiju fиnkcije х,.... Ј (х) - 1. Јтато 

F (х) = f (х + ~) log (1+ :) dx - х 

= ~(X'+X)IOg(1+ :)+ fdX)-Х=;(х+I)IОg(1+ :)-1; 
i odatle 

lim Р(х) = 2. ( lјт xlog (1+ 2.) + Нт х' [IOg (1+ 2.) - 2.]) 
х-++ оо 2 х-++ со Х х-++ со Х I Х 

1 ( . log (1 + t) - t) 
=- 1+!Јт 

2 t-+O+ t 2 

1 ( 1) 1 =2'1-2' ='4; 
• Нт F (х) = О . 

x--rО+ 

1 
Dakle, Р = -. 

4 
30 Kako Ј strogo opada za х > О i tezi ka 1 kada х -+ + оо, neposredno izlazi da niz 

а, = i Cn) (п = 1, 2, ... ) strogo opada i konvergira ka е. 
Prema tome, а, > е (п = 1, 2, ... ). Ova nejednakost zajedno sa 

Ьn+ 1 е 
Ьn > о (n=I,2, ... ) ~=- , 

иn аn 

dovodi do zak1jucka da niz Ьn strogo opada i konvergira. 
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5.36. Data је kriva 

(1) 

D . S. MIТRINOVIC 1 D. D. ADAMOVIC 

у = log (1 + х) 
i пјепа tangenta и tacki О (О, О). Neka је f (t) velicina povrsine ogranicene pomenu­
сот tangentom, lukom krive па segmentu [О, t] i pravom х = t. 

1 о Obrazovati fиnkciju t ~j (t) i razviti је и potencijalni red. 
20 Ispitati konvergenciju dobijenog reda. . 
30 Izracunati f (10 -1) tako da greska bude manja od 10- <. 

+00 " 
4 о Geometrijski ргоtшnасiti sta predstavlja red 2: (- 1)" :. 

n=2 

Resenje, l ' Ј ednacina tangente krive (1 ) u tacki О је у = х. Kako је 
l +00 

!Се) = ~ t' - Ј log (1 + х) dx 1 
х' 

10g(1 +х)=:г: ( _ 1)"-'_, 
п .-1 О 

dobijamo 
+00 "+2 

Ј (1) = 2: (- 1)"- ' (п + ;) (п + 2)' 
.-1 

(2) 

2' Poluprecnik konvergencije reda (2) је 

. СП + 2) (п + 3) 
R = l!т - = 1. 

"..,.+00 (п + 1) (п + 2) 

Za t = 1 i t = - 1 red (2) takode konvergira, jer konvergira red 

+ 00 1 

:г: (п + l)(n + 2)' 
n~1 

Dakle, red (2) konvergira za IЕ [ - 1, + 1], 
3' Buduci da је 

dobijamo 

+00 

( 
1 ) (- 1)'-. 

Ј 10 = :г: (п + 1) СП + 2) 10"+" 
n=l -

(- I)k-I 

т. = 2: (k + 1) (k + 2) 100+2' 
k = n+l 

Sigurno је I Тn 1< 10- ' ako је 

1 
-;--:::-:---:-:с:-:=:-: < 10-<, 
(п + 2) (п + 3) 10'+' 

Poslednja nejednakost је zadovoljena za п ;;о, 1, ра је 

trazena priblizna vrednost. 
4' Imашо 

(
1) I 1 

Ј 10 '" 2 . З . 10' = 6000 

+00 
1" 

dy -- Llу = t - log (1 + 1) = )' с _1)' -, 
"--' " n=2 

. . 
gde је dy diferencijal funkcije (1) u tаёki О, а LJy prirastaj iste funkcije i 1 prir.staj atgumenta "'. 

.. 
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у 9 7 3 

1 

• 

1 
y=log(l+x) 

1 х 

8 
2 3 4 1 О б 4 

- -" .. ----"-_: 
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5.37. F'unkciju а t-* х (а), 

(1) 

О. S. M[TR[N ОУIС 1 О. D . ADAMOVIC 

definisanu sa 
, 

х log х + х - 1 = а, 

aproks ill1irЗti u okolini tacke а = О Тау]огоујll1 роlјПО1l10т treceg stepena. Na 
osnovu toga pokazati da је jedno aproksill1ativno resenje Х1 jednaC:ine (1), ako је а 
dovoljno таl0, dato formulom 

1 1 + - a ~ _ а2 

2 16 

i oceniti gresku Ix - х 1 1 koja se ргј (оте Сјпј. 

5.38. Data је jednaCina (Е) х2 - х - 2 = а х3, gde је а I'еalап Ьгој . Ako је а 

dovoljno таlо, pokazati da је - 1 + ~ а - ~ а2 aproksimativna vrednost jed-
З 27 

nog korena оуе jednacine. Izvesti analognu aproksimaciju za koren jednacine 
(Е) koji је blizak Ьгоји 2. N ajzad, uCiniti isto i za treei koren jednaCine (Е). 

5.39. Za izracunavanje granicne vrednosti funkcije 

х t-* f (х) = g (х) - h (х), kada х-+ + СО, 
• gde su: 

g (х) = (х'" + аl хm- I + ... + am)I/"', h (х) = (хn + Ь 1 хn - I + ... + bn)l/n, 

upotrebiti podesne razvoje u redove za funkcije g i h. 

5.40. Odrediti asimptote krive 

1 
у = (х - 2) ехр 

х-З 

ј nacrtati ОУи krivu. 

Resenje. Najpre јтато 

у -+ + оо (х -+ 3 + ) i у -+ о (х -+ 3 -ј, 

sto znaCi da ;. prava х = 3 asimptota date krive. 
Kako је 

1 1 1 1 1 1 
ехр =1+ +-- +-- + ... 

х - 3 х - 3 2! (х - 3)' 3! (х - 3)' 
dobijamo 

( 
1 1 1 Л) 

у = (х - 2) 1 + + - + , 
х - 3 2 (х - 3)' (х - 3)' 

gde је .\ funkcija od х koja ostaje kоnаёnа ako Ixl -+ + оо. 
Pos1ednja jednakost то:!е se predstaviti u oblilcu 

х-2 1 х-2 х-2 
у = х-2+ +- +.\~--:~ 

х - З 2 (х - 3)' (х - 3)' 

. . 11 х - 2 х - 2 
' = х -" 1 + '+ ... - + л . 

. • х - 3 ' 2' (х '- 3)' (х - 3)' . 
. ' .. 

Kada 'хl -+ + оо, ј. ove ;ednakosti sJedu;e 

у - х + 1 -+0. 

(х '" 3), 
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Prema tame, jednacina kose asimptote krive (1) је 

у = х - 1. 

275 

Ostaje ја, da se ispita da lј pastoji presek ауе asimptote ва datam krivam, ekstremumi itd., 
da Ы se оуа kriva sto preciznije mogla nacrtati. 

Kriva је prikazana па ојјсј 1. 

у 

у 

-'J:.l 
2 

о 15+1 Х 

х 

SI. 1. SI. 2. 

5.41. Ispitati polozaj krive 
з 

у = v 1 + х ,- х2 
- Vl - 2 х + З х2 

prema njenoj tangenti и tacki х = О. 

Resenje. Za funkeije f i g, definisane ратаеи 

з 

f (х) = у 1 + х - х', g (х) = yt-c·I -_-, ~2-x-+~3~x~2, 

dabijama razvoje 

У (1/2) (1/2) (1/2) f ех) = 1 + ех - х') = 1 + 1 ех - х') + 2 ех·- х')' + 3 ех - х')' + .. '; 

з 

g (х) = VI~ -+-(~~2-x-+-3-x-') 

2 

= 1 + C~3) е - 2 х + 3 х') + C~3) (.- 2 х + 3 х')' + C~3) (- 2 х + 3 х')З + .. '. 

18* 

Dakle. јтато . 
y=f(x)-gex) 

= (1 + .!. ех - х') - .!. х' + ... ) - (1 + .!. е - 2 х + 3 х'Ј - ~ х' + ... ) . 
28 3 9' 
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С) • 
7 85 

у = -- х - - х2 + Ао х1, 
6 72 

gde је .. funkcija od х koja oscaje konacna kada х -->- О. 
, 

Prema tome, jednaCina tangente date krive u tacki х = О 
7 

glasi У = - х. 
б 

Razlika izmedu ordinatc Yk krive i ordinate У, tangente za dato х ј, 
85 

Yk - У, = - - х' + .. х'. 
72 

U okolini tacke х = О kriva је ispod tangente. Kriva је prikazana па slici 2. 
+., 

5.42. Ako niz аn (п = 1,2, ... ) (strogo) opadajuCi tezi ka пиli i red L аn divergi-

ra, tada niz 

(1) 

(strogo) rastuCi tezi ka pozitivnoj beskonacnosti, а red 
+., 

(2) 

divergira. 

Doka:z. Za п > n. је 

П, " n. п. 

11=1 

аn = 2 Щl. + L й. - па" ~ L йЈс + (п - по) а,. - па" = .2 а .. - 11') йn' 
k - I k-II.+1 .11,..1 '-1 

odзklе је 
п, 

Нт. оп;::': L аА' 
n~+oo 1t=1 

Pu§tajuCi da по -+ + оо, dobija "е 

Нт ОП ~ + оо, tj. Нт О" = + ОО. 
n-+ + оо 

Divergencija reda (2) i (strogo) monotono rascenje niza (1) izlaze onda ј, identiteta 

п n-l 

L а. = L k (а. - аА+ ,) + па" (n=I,2, . .'.). 
А= 1 А= 1 

+., 
5.43. Ako је L а. konvergentan red сјјј su clanovi razliCiti оо пиlе, i ako је niz 

(nЕ N) 
I I 

opadajuci, tada је _.- - --+ + <ХЈ (n-+ + <ХЈ). 
йn+ I а" 

+., 

Doka:z. Red L (аn - аn+ ,) konvergira, ра kako Је ni' njegovih {:lапоуа opadajuCi, mora Ыц 

а, - 0,,+1 ~ О (п = 1, 2, ... ). Кзkо Ы tada jednakost <lт - ат+! = О za пею prirodan broj 
+'" 

т povukla аn - аn+, = О (п > т), сј. аn = ат # О (п ~ т), zbog konvergencije reda 2: а, 
n-I 
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mora biti а ,. _. an~, > О, а ,. > О (п = 1, 2, ... ). Onda Је 

i odatle 
а,,+, -, -. а ,. -, -+ + со (п -+ + со). 

Literatura 

R. О. Davis: ProbIem 5330. Amer. Math. Monthly 74 (1967) . 
• 

5.44. Neka је Са,,) niz pozitivnih brojeva i neka је a1 = 1, а" f1 = а" + а,. a,,-l 

СП > 1). Dokazati da је granicna vrednost lim аn konacna ako i samo ako је zbir 
n~+ оо 

+00 

2: а" konaCan. 
n=l 

Resenje. Neposredno ,е иосауа da niz (а,,) raste i vrednosti ти nisu тanје od 1. Odatle sleduje 

" п 

(1) аn+ 1 - йl = L Uk ak-1 ;> a,.,-l L 0k (п = 1, 2, ... ). 

k~ 1 k~ 1 

Лkо је а = lim а,. < + со, prema (1) imamo 
n->-+ оо 

" 
аn+ 1 - а 1 > a-1 L ak (п = 1, 2, ... ), 

k~1 

ра red 
+00 

(2) 2: ОЈ, 
k~1 

konvergira. Ako је, obrnuto, red (2) konvergentan, tada, zbog 
п п +00 

an+l=al+ L Uk ak-1 <a1 + L uk<a1 + L: Qk (п = ],2, ... ), 

k~1 k~1 k~1 

niz (аn) konvergira. 

Literatura 

Т. М. К. Davison: Problem Е 1994. Amer. Math. Monthly 75 (1968). 

5.45. 1 о Dokazati jednakost 

+_:" С- 1)" I &0-1 2: = Ј . dt Са, Ь > О). 
а+nЬ l+tb 

n=О о 

20 Sumirati redove 
+00 (_1)" 

7-01 + 3 п 
• 
1 
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Resellje. 10 Za k > О јтато . 

т 
I 1 

т т 

(1 ) 2: 
( - 1)" 

L ( - 1)" I X k +"-1 dx = I xk - 1 L ( - 1)" x"dx -
k + п 

n=о 11=0 О О n= О 

I I 1 

r 1 - ( - 1)"'+1 х"'+1 f xk-' f x"·+k 
= x k - 1 _ dx .= dx + (- I)"' dx. 

. I+х l+х l+х 
о ' о о 

Kako је 
I I 

x
m

+
k f 1 О < f dx < x"·+k dx = - - --- -+ о 

1 + х m+k+l 
(т -+ + со), 

о о 

ј. (1 ) izlazi 

(2) 

+ оо I 
(- 1)" f x k -

1 

L k + п = 1 + х dx. 
n=О о 

Ako se stavi k = а/Ь, х = Ib (а, Ь > О), jednakost (2) postaje 

( 3) 

+ '" 1 
(- I)n f 1"-1 

= - dt 2: а + nь l +еЬ ' 
n=О о ' 

20 Prema (3), 

А = 

+оо I 
(- 1)" f dx 

L I + Зn = 1+~3' 
,, = 0 О 

Kako је 
I 

1 Ј ( I А- -
3 1 + х 

о 

х - 2 ) - dx i 
х2 - х + l ' 

dobijamo 

ј ( " ) А = - + log 2 , 
З VЗ 

5.46. Ako је 

В = 

I 
+ оо ( _ 1)" . х dx 

L 2 + 3n = Ј 1 + х' . 
n= о О 

1 

А + В= Ј 
dx 

х'-х+l ­
о 

(1) а" Isin (аn n)jI'" (а proizvoljan iracionalan broj), 
dokazati da је 

(2) lјта,, = I . 
n-+ + со 

Ako је а (i' О) l"acionalan broj, dokazati da (2) takode vaZi ukoliko se iz niza 
(1) izostave svi clanovi koji su jednaki nuli. 

5.47. Za niz (а" ) kaze se da је ogranicene varijacije зkо је red 
.+. оо 
L ј!Ј a"l, sa LI а" = an +1 - а" (п = 1,2, .. ,), 

11=1 

kопvегgепtап. 

1 о Dokazati da је svaki niz ogranicene varijacije konvergentan i da konver­
genta п niz пе mora biti ogranicene varijacije. 
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20 Dokazati da је zbir, razlika i proizvod dva niza ogranicene varijacije niz 
ogranicene varijacije, kao i da niz reciprocnih vrednosti clanova niza ogranicene 
varijacije којј пе щјmа nulu као vrednost i пе tezi ka nuli - takode niz ogranicene . . . . 
vап)аС1)е. 

• 

30 Dokazati da је niz ogranicene varijacije ако i samo ако predstavlja razliku 
dva monotono opadajuca konvergentna niza. 

+ао 

Resenje. 1 о Лkо је niz (а") ogranicene уагјјасјје, tada је red L .1 а" konvergentan. Odat1e "lе-

duje konvergencija niza (а,,) , jer је 
"-1 

й,Ј = Ql + '2 Aak 

k-1 

п= 1 

(п = 2, 3, ... ). 

Ako је (а") niz рагсјјаlпЉ "иmа neapsolHtno konvergentnog reda, cada ovaj niz kOrlvergira, 
ali nije ogranicene varijacije. Takav је, па primer, niz 

п 

а = " (- ~)k+l 
" L.., k 

k-1 

(n = I,2, ... ). 

20 Neka "и nizovi (а") i (Ь,,) ogranicene varijacije i neka је 

сп = а" + Ь., а" = а" Ь" (п = 1,2, ... ). 
Imamo: 

gde је 

,LI сnl = lаn+ 1 + Ь"н - (а" + Ьn)1 = '(аnн - аn) + (Ь"+1 - Ьn)1 
< lаn+ 1 - а" ' + IЬn+ 1 - Ьnl = 1.1 аnl + 1.1 Ь"' (п = 1,2, ... ); 

,LI dnl = 'аn+> ЬNН - а" Ь"' = '(а" + LI аn) (Ь" + .1 Ьn) - а" Ь"' 
= ' а" .1 Ь" + Ь" .1 а" + .1 а" .1 Ь"' 
< А 1.1 Ьn l + В 1.1 аn, + 2 А 1.1 Ьnl 
= З А 1.1 Ьn ! + В 1.1 аnl (п = 1,2, ... ), 

А = ,нр 'аnl < + <:1), 

n>1 
+ 00 +00 

в = "ир 'Ь", < + 
">1 

се . , 

dakle, redovi L 1.1 Сn' i L 1.1 dn l konvergiraju, sto znaci da "и nizovi (сп) i (d") ogranitene 

п= 1 "= 1 . . . . 
varlJaClJe. 

Slucaj razlike nizova ogranicene varijacije trecira "е па sasvim slican naCin kao slucaj zbira. 
Neka је а" # О (п = 1,2, ... ) i 1јт а" # О. Tada је а = inf lа,,1 > О. 

n-; + со п> 1 

Ako stavimo Сп = 1/а" (п = ), 2, ... ), dobijamo 

) 1 
---- (n=I , 2, . .. ), 

~co znaci da је niz (Сп) ogranicene varijacije. 
3' Ako је а. = Ь. - с. (п = 1,2, ... ), gde nizovi (Ь.) i (с.) monocono opadaju i brojevi 

h = Нт Ь" i С = Нт СП "и konacni, tada је 
П4+ оо п- + со 

п " " L 1.1 akl < L (1.1 bkl + 1.1 ckl) = L (bk - bk+> + Ck - CkH) 

k-1 k - 1 k - I 

+00 

tako da red L iJ аn, konvergira, сј. niz (а") је ogranicene varijacije. 

"=1 

(" --+ + <:1) , 
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Neka је niz (а,,) ogranii'el1e \'arijacije. Tada је niz 
+СО 

Ъ" = 2: ILI akl (11=1,2, ... ) 

k=n 

mOl1otollo opadajuCi i konvergira (ka nuli). Stavimo 

(1) сп = Ь,. - аn (п = 1,2, ... ). 

Niz (с,,) је kOI1vergentan, kao razlika dva konvergelltl1a niza. 

Kako је 
(п = 1, 2, ... ) 

i stoga, рге1l1а (1), 

СП - СМ 1 = (Ь,. ... ЬnН) - Са ,. - а"+1) ;е: О (п = 1, 2, ... ), 

niz (сп) је mопоtoпо opadajui:i. Dakle, vazi (1) оа monotono rastucim i konvergentnim nizovima 
(Ьn) i (сп). 

5.48. 1 о Neka dvоstшki niz realnih brojeva Лпk (п, k = 1, 2, ... ) ispunjava usl0ve: 
+00 

Лпk > О (п, k = 1, 2, ... ), 2: Лпk = 1 (п = 1, 2, ... ). 
k=1 

Dokazati da је tada za vazenje imp1ikacije 
+00 

sn--+s (n--->- + оо) =} сп = 2: ЛnkSk--->-S (n--+ + оо), 
k=1 

sa proizvoljnim nizom realnih brojeva (sn) i sa konacnim ili beskonacnim s, potrebno 

i dovoljno da bude lim лм = О za svako fiksirano k = 1, 2, .... 
11-*+ оо 

п 
• 
шz pozitivnih brojeva (Рn) ispunjava uslov Рn = I ру --->- + оо 

,"= 1 
(n--->- + оо). Dokazati da tada 1im Sn = s, gde је s konacno јlј beskonacno, роУlасј 

n--*+ оо 
п 

2: Pk Sk 

1. k=1 
lffi -- = S. 

п,... + со Рn 
3° Neka niz pozitivniIl brojeva (Рn) јта osobinu da је 

п 

(1) 1· Рn О lт -= 
n--++оо Рn 

Рn = 2: Ру . 
ЈО= 1 

I)okazati da је tada Ет sn = S (s konacno i1i beskonacno) povlaCi 

(1) i 

n--+ + ос! 

п-",+оо Рn 
4° Neka su (Рn) i (q,,) dva niza pozitivnih brojeva koji redom ispunjavaju uslove 

q" 
lim--=O 

/1-++00 Qn 



Dokazati da tada: 
4 01. vazi jednakost 
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п " 
lјт rn 

= О, gde је rn = 2: pk qn+ l-k, Rn = 2: rv ; 
n~+oo Rn k ... l I 1'=1 

402. za svaki niz rea1nih brojeva (5.), ako оЬа limesa 

п 

2: Pn+l-kSk 

Нт _k_l ____ _ • 
1 

n-)о+оо 

281 

postoje, kao konacne i1i beskonacne vrednosti, tada su опј medusobno jednaki. 

+00 +00 
5.49. Neka је v n > О (п = 1, 2, ... ) i neka redovi 2: и" i 2: v" konvergiraju. Do-

n= t n= 1 
kazati da tada 

+'" 
2: ић 

1· и" 1 l' ћ-n 1 lffi - = л =? lт --- = л. 
n-++оо VN n-++оо +00 

2: Vk 
k=n 

Ovde л moze biti konacan broj, + оо ili - ОО. 

Resenje. Neka је л konacno. Za unapred izabrano t > О postoji prirodan broj по takav da је 

(k > по), 

tj. 
. (k > по). 

Odatle, 
+00 +00 +00 

(). - Е) 2: vk < 2: ић < (л + Е) 2: Vk (п :2: по), 

k-n k=n k=tl 
tj. 

+'" 
2:щ 

л-в< 
ћ_. 

+'" 
<л+в (п :2: по), 

'2>ћ 
k=n 

sto • • da је znaCl 
+'" 
2: ић 

1im 
k=n 

= Л. 
n-++оо +'" 

2: vk 

k=n 
Dokaz је s1ican u slucajevima kada је л = + оо ili л = - ОО. 
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; 

+'" 
5.50. Neka је Ь,. > О (п = О, ] , 2, . .. ) i neka red L Ь,. сп konvergira za јсl < 1, 

n = О 

а divergira za ' t = 1. Dokazati da tada, za bilo koji niz realnih brojeva 
а,. (п = О, 1, 2, . . . ), svaki od us10va 

(1) 

(2) 

1
. а,. 
lт - = S, 

n-+ + оо Ьn 
п 

lim я= о = $, 
n->-+оо п 

я= о 

gde је s u оЬа slucaja konacno, роУ1аСј 

(3) 

+<Х> 

L ak ся 

] ;~ k = O ци CC-~ _ _ = S. 

t-+l - 0 + со 

L Ья [Я 
я= о 

Pod kojim pretpostavkama moze biti i s = - оо i1i s = + оо? 
Вејеnје. Prvo сето dokazati da, pod navedenim us1ovima, (1) ~ (3). Iz (1) izlazi da је, 'а dovoljno 
veliko п, 

la.1 < (15! + 1) Ьn, 
+0:> 

tako da red L а. 1" konvergira ,а 1I1 < 1. Stavimo sada 
. = 0 

п п + 00 +00 

(4) А. (/) = L ая Ik, 

k = 0 

В" (Е) = L Ья tk, ' 
Я = О 

А (/ ) = L ая Ik, В (/) = L bk II( 

Я = О я = О 
Imamo 

в (/) > В. (/) (О < t < 1; п = О, 1, 2, ... ), 
i odatle 

п 

'јт В (/) ~ 'јт В, (/) = L Ья (п = О, 1, 2, ... ). 
t-+ I О е-+ I -О k =- O 

PustajuCi da п -+ + оо, dobijamo 
1јт В (Е) ~ + оо , 

с-+I О 
tj. 

(5) lim В (е) = + оо . 
t-+ I-O 

Prema ( 1), ,а unapred dato Е> О postoji prirodan broj т takav da је 

(k = т + 1, т + 2, ... ), 

tj. 
(5 - . ) Ья Ik < a k I k < (5 + Е) bk Ik (О < 1 < 1; k = т + 1, т + 2, ... ). 

Sabiranje ovih nejednakosti daje, prema (4), 

(5 - Е) (В (/) - Вт (t») < А (/) - Ат (t) < (5 + Е) (В (t ) - Вт (1) ) (О < 1 < 1), 

ili, zbog В (с) > О (О < с < 1), 

(5 - , ) 1 - < - < (5 + Е) 1 - -"'--(6) 
( 

Вт С Г») А (Е) Ат (с) (В .. (/ ) ) 

в сс) в (t ) В (/) . В (1) 
(О < 1 < 1). 

, О' , 
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Prema (5) ј s obzirom па Cinjenicu da su Ат (t) i Вт (t) polinomi ро " ј, (б) "е dobija, 
pџs!ajuci da t -+ 1 - О, 

. А (t) 
s-e< Ilffi < lim 

,->-1-0 В (t) ,->-1-0 

А (t) 

В (/) 

. . А (t) 
а odatle, pustajuCi da s -+ + О, ,тато lIт ~~ = s. 

,->-1-0 В (/) 

< s + Е, 

п 

PretpostaYimo sada da је ispunjen usloy (2), "а konai'nim s. StaYimo Аn = L ak, 

" 
вn L bk' Prema АЬеlоуој formuli parcijalne sumacije, јтато 

k~O 
п n-l 

Вn (t) = L bk tk = L B k (/k - /k+1) + ВN ," 
k~ О k~O 

n-1 

= (1 - /) L Bk tk + ВN ,
n 

k~O 

(n=1,2, ... ); 

+00 

Qdayde izlazi da red L B k /k za Itl < 1 konyergira ј, dalje, da је 
k~O 

+00 

В (1) = (1 - ') L B k tk 

k~O 

+00 

(Itl < 1). 

+00 

1z poslednje jednakosti izlazi da је lјт L B k tk = 

t-+l-0 k=O 
+ Ф, tj. da red L Bk t

k diyergira 

k~O 

,а t = 1 (АЬеlоу stay). 1z pretpostayke izlazi da nejednakost 

IAnl < (Isl + 1) В" +00 

vaii za doyoljno yeliko п, tako da i red L Ak tk konyergira za Itl < 1. OdaYde i ј, jednakosti 

k~O 

(7) 

n-1 

А" (t) = (1 - ') L A k tk + А,. (" 
k~O 

+00 

(п = 1, 2, ... ) 

izlazi konyergencija reda L аn , n za Itl < 1, i jednakost 

ri=O 
+00 

А (t) = (1 - ') L Ak tk (Itl < 1). 

Na Osnoyu prethodnih Cinjenica i dokazane implikacije (1) => (3), 
+00 

L А" (" А (t) n~O 
lјт --'-'- = Нт ----

<->-1-0 В (Е) ,->-1-0 + оо 
2: Bntn 

n=о 

. А" lIт - = s. 
n-+OCI Вn 

Na slican naCin kao u pryom delu prethodnog izlaganja, dokazuje "е da implikacija (1) => (3) 
+00 

yaii i u slucaju kada је s = - оо ili s = + оо, зkо "е јо;; pretpostayi da red 2: а, tn konyergira 
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+00 

,а It[ < 1. Takode se zakljuruje da pod dорuпskот pretpostavkom da red 2: А,. [n kопvегgirа 
п=о 

" Icl < 1 (koja, рu:пiа (7), povlaci prethQdnu dopunsku pretpostavku), vazi implikacija (2) ~ (3)_ 
МојОе se primetiti da implikacija (2) ~ (3) u stvari роуlасј implikaciju (1) ~ (3), u slucaju 

kada је S konacno Ье. daljneg, а u slucaju kada је S = - оо јlј s = + оо pod pretpostavkom 
+00 

da red L А ,. СП konvergira za 111 < Ј, jer, prema Stolzovoj ieoremi, (1) ~ (2). Ovde "то se Ьауili 
N=O 

оЬета imp1ikacijama stoga sto је s\'зkа posebno od interesa, а i zato sto S~ uz ротос implikacije 
(1) ~ (3), kao sto "то videli, upravo dokazu;e implikacija (2) ~ (3). 

" 
5.51. Neka је а" СП = 0,1,2, ... ) niz rea1nih brojeva, sn = L йk (n= 0,1,2, ... ) 

A~O 

i neka је 

(1) 
1 п 

lјm L Sk = S 

n-+ + ОО П + 1 А_О 

konacno. D')kazati da је lјm L а. сА = S. 

,-+1-0 k=O 
п 

1 
Resen;e. Stavimo аn = " 'А (11 = О, 1,2, ... ). lтато, prema АЬеlоуо; formuli parCl' 

n+l.L., 
A~ O 

jalne sumacije, za п = 1, 2, ... 
lt п - I 

(2) L йА [А = L 'А (ЈА - tk +1) + Ј" СП = (I 
A~O A ~ O 

IJ - 1 

- 1) 2: 'k Ik 

A ~ O 

i dalje, sli cno, 

(3) 

(4) 

п-l и - 2 

L Sk IА = (I - [) L ak (1 + k) [А + " .. _1 ntn, 

A~O A ~ O 

+'" 
Zbog konvel'gencije пizа а,р iz (3) izlazi da red L Sk сА konvergira za Itl < 1, i da је 

А - О 
+00 + оо 

2: 'А [А = (I - [) L а. (1 + k) t
k Cltl < 1); 

k - O А - О 
+ 00 

iz (2) ,е onda izvodi d. i red 2: йА [А kопvегgirа za Itl < I i da vaii jednakost 
A~O 

+00 +00 

(5) L йА IА = (I [) 2: 'А сА (111 < 1), 
A ~ O А - О 

Prema (1), (5), (4) i prema prethodnom probIemu, za О < t < 1 јтато 

+00 + 00 +'" 
2: й,. 1" = (1 - с) L 'n Ј" = (1 - с)' L (1 + п) аn [" 

п=о 

L (Јп (Ј + п) [" 
п=О 

п-о 

- --,------- -+ Нт (Јп = , 
+ со "->- + оо 
L (1 + п) с" 
п =о 

(t-+I - -U), 



'. RAZNI PROBLEМI 285 _ .. ------.---------------------------------------------
5.52. Neka su СРп) i Cqn) dva niza pozitivnih brojeva koji ispunjavaju uslove 

п п 

lim + оо, Нт = fJ < + ОСЈ, а + (1 > О. 
n-++ t'X) nрn 

Dokazati da је tada 

Dokaz. Stavimo 

lim 
n-++оо 

п 

L kPkqk 
O~1 

n2 Рn qn 

п 

а{1 
• 

а+{1 

Cn=I,2, ... ). 

Neka је, najpre, а > О, Р > о. U tom slucaju 

I а 1 Р 
сп -+ + со); (1) ~-~~, 

nРn Р. 
--"'" -
nq. Q .. 

zatim, 
(2) Р. -+ + СО, Qn -+ + оо (п -+ + со), 
jer, ako Ы, па primer, lim Р. = Р bilo konacno, imalo Ы se, prema (1), 

n-т+оо 

Р 1 
Рn '" -' -

а п 

+00 

(n-++ оо), 

а to Ы povuklo divergenciju reda 2: ћ, u suprotnosti sa pretpostavkom. Dalje, u оуот slucaju, 
O~1 

prema (1), 

(3) 

toga 

Р. 
=I-~-+I 

Рn 
(п -+ + оо), 

Qn-l 
. -+ 1 (п -+ + оо). 
Q. 

Na osnovu (1), (2) i (3), primena Stolzove teoreme daje 
п 

L kPk qk 

lim 
O~1 

n-++ оо n2 Р" q" 

• 
2: kPHk 

lim 
"~1 

= а р . 
n-++ оо Рn Q. 

Р 1
· nРn qn 

= а . lffi 
n->+оо (P.- 1 + Р.) (Q.-l + q.) - Pn- 1 Q.-l 

= а р. lim пР. qn 
"..,.+оо Pn- 1 qn + Qn-1Pn + Рn qn 

1 
= а р. lim ~---,-------,,.------- = 

• ->+00 Р. p.-1 Qn Qn-l 1 --"'.. + . +-
пР. рn nq. Qn п 

аР 

а+Р 

Лkо је, па primer, а = О, fJ > О, роnоуо јтато lim Qn = + о) i Нт 

1 'n 
=~ 

n-++ со n~+ со 

(п = 1, 2, ... ), lim Еn = О. 
п-+-+ со 

• 

=1, а sem 
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Sroga primena uopstene Stolzove teoreme daje u tom slucaj u . . 

п п 

2: kPkQk 2: kPkQk 
"~1 " ~ I • 

О <' Нт = р. Нт Е • 

n2 Рn qn • Р. Q. n4+оо n~+ a) 

Р 1· l' пр. q" < . ,тЕ ,т -
- n~+ a) nn--++соРn-tQn+Qn-tРn+РnQn 

< {Ј . о· 1јт 
n4 + СО 

1 о· р 
={Ј'О- - =О = - . 

Р о + {Ј 
u оуот drugom slucaju moze se i ovako postupiti. I, 

1im Q. = (Ј > о ј q. > о 
n~+ C() l1qn 

(п = 1, 2, ... ) 

iz1azi da postoji у > О takvo da је nqn < у Q. (п = 1,2, ... ). 
Stoga, 

• п • 

odakJe је 

Нт -о - . 

5.53. Nizovi (и.) i (v.) definisani su sa 

(1) И.'l = 3 и. + Vm V ... l = 2 и. + 4 v •. 

(2) 

kao 

Izraziti tI. i v. kao funkciju od ио, V o, п 

1 о upotrebom matrice 
3 

2 

I 

4 
, i 20 posmatranjem redova 

. dy . 
1 1 

dz 
-

dx dx 

• 

• 

+ 00 • 
Х :2: и.-=у, 

.~o п! 

+00 х" 

L V.- =z 
. ~O п! 

Resenje. 1 о Ako зе sistemu (1) da oblik 

dobija se 
. оо 

ј 
U. :' - ,. (3) • 
'V. 

З 

2 

з 1 

2 4 
, 

Jlj~··f·l ·u~-!·t' ; · . ( :" 1"/'2" ; ' i )' > - '. - '. -: ·-n= 'Ј )~ ••• 

4 'Vo 

Ovim ,е probJem resavanja sistema (1) svodi па odredivanje potencije 13 1 '. 
,2 4 
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1 . 

Sopstyene vrednosti matrice 
i I 3 

1I 2 
su 5 i 2. Zbog ovoga је Оуа matrica slicna matrici 

4 

5 О 

О 2 
, tj. postoji ташса 

(4) 

Odavde izlazi S = 

Jednakost (4) postaje 

odakle dobijamo 

3 1 in 
I 1 1 

2 4 1-2 1 

1 1 

-2 1 

3 1 

2 4 

-1 5 

О 

О 

2 

fJ 
(ISI i' О) takva da је 

д 

3 1 5 О 
= S-1 S. 

2 4 О 2 

1 1 -1 5 О 
, 

1 , 
~2 1 О 2 ,1 -2 

п 1 1 1 1 1 1 1 -1 

-2 1 3 2 1 

1 1 
1 I 

1 5n + 2n +1 
- -

, 

5" О 1 

10 2n -2 

5n _ 2" '1 , , 

3 2' 5n - 2nН 
, 1 2 . 5n + 2n l . , , 

KoristeCi 

odakle је 

(5) 

dobijenu jednakost, (3) postaje 

5n _ 211 

2·5n +2" 

и, 

1 1 
и = - (5" + 2n+1) и + - (5" - 2n) v 
п 3 _ о З О' 

1 
- (2 . 5" + 2n) V O• 
3 

2' lz (2) sJeduje 
+00 +00 +00 

, 

dy xtl - 1 x'~ Х" 

d = 2 иn ( _ 1) , = 2 иnн - = 2 (3 иn + v n) 1" = 3 у + z, 
х n. п! n. 

n=1 n=о n=о 

+'" dz х"-l 

dx - 2 vn (,,_I)! 
n=1 

+со +00 
х" х" 

- " "nн - = " (2 иn + 4 v n) - = 2у + 4 z. 
L, п! L п! 

"=0 n=о 

Dakle, funkcije у i z zadovoljavaju diferencijalne jednacine 
dy dz 
--'-=3y+z, =2y+4z 
dx dx 

(6) 

i uslove у (О) = и" z (О) = "0. 
Op.te resenje sistema (6) је 

у = C1eliX - Сз е2Х, z = 2Cle~X + Cz e2X
• 

Роmоси uslova у (О) = и... z (О) =". nalazimo 

_и..:О:......:+_.,~. 
С1 = , 

3 
"0 - 2 ио 

С. = -.::~--=- , 
3 

ра su funkcije у i z date sa 

1 .,. 1 . 
у (х) = --'- сио + "о} е'" -f - (2 Ио ' - "0) е'Х, 

3 3 
2 1 

z (х) = - (ио + "0) .'Х + - ("0 - 2ио) е2Х· 
3 3 

1 '1 , 
1 1 i 

! ! 
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+оо 
а" 

Koristet:i se rаZVОЈеш еЙХ =-":: "" хn, dobij ато 
.G п! 
n=о 

-+ со 511 2" Х" 
у(х) = " ( - ("о + V O) + - (2и. - V o»)-

.G З 3 п! 
n = о 

+оо 2·5" 2" ' · 
z (х) = 2: ( з (ио + v.) + 3 (v. - 2 иЈ) 

n= О 

odakle za и, i v. nalazimo (5). 

Genera1izacija 1. Tretirati op.ti slucaj 

+оо 
х" 2: и. -
п! 

n = О 

+оо 
х" 2: V. -
п! 

п - о 

• 

, 

х· 

п! 
, 

U~+l = а иn + Ь vn) vn+1 = С иn + d v n 

Gen"ralizacija 2. Prouciti navedeni probIem za nizove 

(а, Ь, с, d konstante). 

(и.,) (Т = 1, ... ,k) koji su defini-
sanl sa 

(Т = 1,2,. :' . , .). 

5.54. Dokazati da postoji takva numeracija '. (п Е N) skupa svih raciona1џ.i.h brojeva 

+'" • 
interva1a (О, 1) da red L п т. divergira. 

n = 1 "",,1 

Яеј"nје. Stavimo 
1 

а.= 1-----
(п + 1)' 

(п Е N) 

i neka је Ь. (п Е N) niz obrazovan od svih ostalih racionalnih brojeva iz (О, 1). Beskrajni proiz­
+'" 

vod П а, konvergira. Stoga postoji tзkуо а da је 
.. = 1 

(1) (п Е N). 

Niz Т. (п Е N ) moze se obrazovati па sledeci nаCin: 

т. је prvi ро redu сlаn niza Ь. 

(2! - 1 сlanоуа) 

1 
(п Е N) koji nije manji od - ; 

. 2 

'. је prvi ро redu <id preostalih clanova nјzз Ь. (п Е N) koji тје manji 

(5 = З! - 1 clanova) 

1 
od -. 

3 

1 
т,. је prvi ро redu od preostalih сlanоуа niza Ь. (п = 1,2, ... ) koji тје таnјј оо "4 ; 
• 

• 

• 

ОУзkо formirani niz r п (п Е N) iscrpljuje ruzove а. (п Е N) i Ь. (п Е N), tj. аус racionalnc 
brojeve intervala (О, 1). lz nacina па koji је niz r п (п = 1, 2, ... ) obrazovan izlazi, а obzirom na 
(1), da op~ti сlan reda 

(2) 
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• 

mајогјга opsti ёlап divergentnog reda 

а а а а а а а а 

а т 

2! 
+ 

2! 
+-+ 

3 ! 3 ! 
+ 

3 ! 
+ 

3 ! 
+ 

3 ! 
+ 

3' 
'Г' . . • ) 

~ - .' ~ 

(2! clal1ova) (3! ёlапоуа) 

sto znaci da red (2) divergira. 

Priтedba. Postoje пиmегасјјс .1" (11 Е N) skupa svih гасјопаlпill brojeva iz (О, 1) za koje red 
+00 п 

5 п s" konvergira. Neka је, па primer, СI1 \n Е N) niz оЬгаZС,VЈП od svih racionalnih hrojeva 
~ 

11=l у=1 

iz (О, 1) koji ostaju kad ,е iskljuce Ьгојеуј 1/11 (п Е N). Niz S" (11 Е N) definisan ,а 

S,k"l = I/k, "k = ck (Ј. Е N) 

predstavlja jednu takvu пшnегаСI}U. 

5.55. Dokazati da пета najsporije konvergentnog пј пајsрогiје divergentnog reda 
sa pozitivnim Clanovima. Preciznije, dokazati sledece tvrdenje: 

'Neka је ап > О (п = 1,2, ... ). 

1 о Ako red L а" konvergira, tada postoji takav niz Ь" (п Е N) koji је strogo 
1l· - I 

- х 

rastuCi i tezi ka + ос da red L а" Ь" takode konvergiIa. 

L а" divergira, tada postoji takav niz сп (п Е N) koji 
n=1 

+00 

opadajuCi i tezi ka пиlј da red L а" Сп takode divergira. 
n=1 

'Г со 

Resenje. 1 о Stavimo, pod pretpostavkom da Је red 2: аn konvergentan, 

n=1 

(11 Е N). 

k=Il 

• 
Је strogo 

I 
Tada ,е moze, za Ыl0 koje а Е (О, 1), uzeti da је Ь" = __ О • Zaista, kako Rn strogo opada 

R'la I 

i tczi ka пиli, ovako definisano Ьn strogo rastuCi tezi ka + оо; zatim, zbog ak = Rk - Rk+-l 
(k =- 1,2, ... ) i (l < 1, lmamo 

tako da red L а" Ь" konvergira. 
n=1 

R, 

dl < f _d_t 
ta ta 

о 

< + оо (п ~ 1, 2, ... ), 

20 Oznacimo, pod pretpostavkom da red (1) divergira, njegovu n-tu parcijalnu ,иmи ,а 
Sn i stavimo сп = I/Sn. Tada, oCigledno, niz сп strogo opadajuci tezi ka пиli. Zatim, za svako 
11 Е N postoji prirodan Ьгој Р" takav da је Рn > 11 i Sp > 2 Sn. 

п 

19 Nizovi i redovi 
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Odat1e iz1azi 

k = n+l .II: = n+ t 

+ 00 
sto znaCi da red L а,{ С'1 divergira. 

11=1 

Divergencija pos1ednjeg reda moze 
Kako 

п .. ( 
п (1 - ао Со) = П 1 
"~2 r "~2 1 

I . , , 

(n=1 , 2, ... ), 

se dokazati 1 па sledeCi nacin: 

+0:> 

S. - --=- -+ о 
Sn 

1" -+ + оо), 

tj. beskonacan proizvod sa negativnim c1anovima П (1 - а" сп) divergira ka пиli, red 
n= 2 

+ 00 

L йN С1, mora biti divergentan. 

n= 2 
+0:> 

РтјmeаЬа. Ako red L а, divergira i ako је ispunjen us10v 

а, = о (S,,_.) (n-+ + ::о ) 

(оуај је us10y syakako ispunjen kad је а" = 0(1) (п -+ + оо » , yazi asimptotska re1acija 

, 

Јес 

п 

" ао L., S ~ 10g Sn 

"= 1 k 

Zaista, tada Је, рсета Stolzoyoj teoremi: 

п 

а" " ао 
L., Sk 

l
' k = l , Sn 
Iт - --::- - Нт - - --',:-- -

n-++оо logSn n~+oo Sn 
10g --С'-

а, 
-- ~O, 
Sr.-l 

Sn-l 

(п -+ + оо). 

а" 

. Sn-l Sn-l 
lJт . ---"-'---

10g 1 + -~ n-+ + оо Sn ( а) 
Sn-1 

(п -+ + оо ). 

5.56. Neka је niz realnih brojeva Саn) takav da је niz 
n- I 

сп = 2, 3, ' .. ) 

+"" 

1 , 

ogranicen, Dokazati da tada red L а" пе mora konvergirati, ali sigurno konvergira 

ako је а 1 > а 2 г . ", lјm а" = О. 
n-+ + оо 

РМтеаЬа. Оуај рсоblет то;;е se doyesti u vezu sa рсоblеmоm 5.42. 

5.57. Funkcija 
6 ' 6 ) ј: С ' -+ С С ' = С '" {- -у} ,odnosno f : R' -+ R R ' = R '" {- -у} , 

data је sa 



gde 

(1) 

- . 

kошрlеksпе, 

5. RAZNI PROBLEMI 

u х -f- fЗ 
ј(х) -

у х -; rJ 
(х Е С', odnosno 

odl1osno Iealne, konstante а, (Ј, 

а О - fJ у # О i у # О. 

х Е R'), 

. 
у 1 r\ ispunjavaju 

1 G Resiti diferencnu jednacinu 

х'" 1 = ј (х,,) (п = 1, 2, ... ). 

291 

uslove 

20 Ispitati definisanost, konvergenciju, broj. i raspored tacaka nagomilavanja 
niza (х,,) ol1rcd<:nog rеkшепtпоm formu1om (1) i prvim сlаП0111 х 1 (Е С', odnosno 
Е R'), u zаvisпоsti od tog prvog С1апа i konstanti а, (Ј, у i о. 

30 Dokazati' da, ako niz (х,,) kопvегgirа i пјје konstantan, tada оп svojoj gгanici 
1 

tezi ili eksponencijalnom ЬгziП0111 јlј brzin0111 kOj0111- tezi ka пиlј; pIeciznije, 
п 

da tada, ukoliko је lјm х,. = хо, јlј је 

х" -- хо ~ А л" (n-+ + оо; О # А Е С, odnosno Е R; lЛl < 1), 
јlј 

(n-+ + оо; О # В Е С, odnosno Е R). 

Precizirati uslove pod kojima se realizuje prva i опе pod koji111a nastupa druga 
111ogucnost i оdгеditi brojeve А, л i В. 

Resenje. Тгеtiгзсеmо najpIT opsti Бluсај kada su 11, {З, у, д i Х 1 kompleksni brojcvi. Data dife­
гепспа jednaCina moze se napisati u obliku 

и aJ--jiЈ' ] 
СП --~- 1,2, ... ), 

. , , 
Ч. u obIiku 

,] 
(2) ;'Хn'-l+о=а-ј-Ь-- _~ (1l=1,2, ... ), 

1/ х _1-. u 
• /1' 

gde је stavljeno Ј ~ а о - (Ј;' (,о О). Posle ,тепе 

(11 ~ ], 2, ... ), 
(2) postaJe 

(3) у 11 - 1 = (l -i (~--- (11 ~ ],2, ... ). 

Nova sшепа 

(4) (n=],2, ... ), 

uz pretpostavku z" # О (п с-, 1,2, ... ) i uslo\' 

(5) 

pretvara (3) u 
(6) Zn-t 2 - а Zn+l + «.-1 :::11 = О сп = 1,2, .•. ), 

gde је stзvlјепо а = (1 + о. Prema tome da li kvadratna jcclnacina 

(7) 

lШ.а d"\ .. з гзzliCitа korena [1 i [2 ili jedan d\'ostruki koren t}, tj. prema tome da 1i је 

(8) ш -, а' - 4 "1 ~ (а - <1)' + 4 ji)' # О 

19* 
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i lј 

(9) (1) = ОЈ 

гфsепје difегепспе jednacine (6) јта oblik 
• 

(10) , 

јlј 

(1] ) 

' Р" Q" ' ( ' ]2 ) Z" = 1 1 + 1, п = , , .•. 

. 
Zn = (И + nV) 1." (п = 1,· 2, ... ), 

gdc se konstante Р, Q, и i 17, S obzirom па (5) i (4), odreduju iz јеdпаёiпа 

/
(Zi = ) р 11 + Q 1, = 1, {(ZI =)(И+ V)/ 1 = ], 

(12) odnosno ' , . " 
l(z, = )P/l' + QI,' =у.; (z. =)(U + 2 V)/ 1' =у.. 

Kako su, zbog uslova .1 , '" О, koreni јеdпасiпе (7) и оЬа ,Јисаја razliciti od пиlе, resavanjem jedna­
cina (12) dobija se 

(13) 
1 У ' 

P __ .~~- 1 - , 
11 ( /, - (1) 

211 - yl 
И= -, ' 11 . 

(14) 

Formule (10) i (11), s obzirom па (13) i (14), posraju redom 

(с, - Yl)е 1n-1 + (Уl - 1,) I,n- l 
Zn = 

t 2 - t 1 

(п = 1,2, ... ), (15) 

(16) z,,=[2 с, - У, + (у. - 1,) п] 11"-' (11 = '1,2, .. . ). 

}asno је da dara diferencna jednacina, сј. diferencna 'jednaCina (3), dеfiЛi!е beskonacan nizako 
i samo ako је zn '" О (п = 1,2, ... ), сј. s obzirom па (15) i (16), ako i samo ako је, prema "Ји-
• • 
саЈи, 

(17) (УХ1 + 0)(/." - с,") (= Yl( t." - 1,"» ",.1 (е ," ·· 1 - 1," - 1) (п = 1,2, ... ), . 

odnosno 

(18) " - 1 
У Х, + 0(= Уl) '" 11 ' (" = 1,2, ... ). 

п 

(19) 

Pod uslovom (17), odnosno (18), re!enje diferencne jednaCine (3) је 

(/, - Yl) I," + (Уl - 1,) I," 
Уп = (п = 1,2, ... ), 

(/, - Yl) 1,"-1 + (Уl - 1,) 1,"-' 

odnosno 

(20) 
1, + (у. - I,)n 

YIl= - t 1 
2 1, -ћ+(Уl - 1,) '1 

(п = 1, 2, ... ). 

(19) se m oze pisari i и obliku 

(21) у = .1 (r, - У,) лn + yl - " 

" ( с, - у.) 1, ЛN + (Yl - (1) 11 

(п = ],2, ... ), 

gde је 

11 
Ј. = - ( '" 1). 

1, 

lz (21 ) 1 (20) izvodi se da је и prvom slucaju niz (Уп)' ра sroga i niz (хn)' konstantan ako i samo 
ako је 

(22) УХ1 + 6(=у.) = 1, ј1ј УХ, + о(=Yl) = (" 

а и drиgom slucaju ako i s.mo ako је 

(23) у Х1 -t 6 (= У,) :..... 11' 
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. 

Pretpostavimo da uslov (22) пјје ispunjen. Ako Је 

(24) lаl' + lа' ~ 4.1 1 > 4 1 .1 1 (tj. 1/,1 "# 1/,1), 

рпmепоm jednakosti (21), јlј jednakosti 

12 ~ у' + (у, ~ 1,) }!' 
Уп = L1 - - ,1 

(/, ~ У,) 1, + (у, ~ 1,) 1, }, 
(п .~ 1, 2, ... ; ;. = 

293 

~) , 
1, 

prema .tome da lј је 1/,1 < 1/21 јlј 1/,1 > 1/,1, dolazi se do zakljucka da tada l1iz (Уп) konvergira 
ka опот od brojeva 1, ј 1, koji јта уеСј moduo. Ргј tome је u prvom slucaju 

1, ~ У, . 
УП = 1, + . 1,'(1, ~ 1,) лn + о (лn) 

У, ~ 1, 
(п -+ + со), 

а u drugom 
1'~Yl - -

Уп. 1, + 1,' (/, -- 1,) лn + О (лn) (п -+ + со). 
У, ~ 1, 

• 

Dakle, pod uslovom (24), niz (хn) konvergira ka 

1 
(25) ~=-(Ik~~ 

У 

i vazi relacija 

(26) (n->+со); 

pri tome је 

(27) {k,l} = {I, 2), 

Neka је 

(28) lаl' + lа' ~ 4.11 = 41.11 ј w "# (ј (tj.II,1 = 1/,1 i 1, "# 1,). 

Tada је 

i stoga 

(29) 
1, ( ) . . __ = е fPl ~Cf~ l = е,СЏ 

1, ' 

ра (21) postaje 

У ~ .1 
n~ 

(/, ~ Yl) еn.' + У, ~ 1, 

(1 ~ V ) 1 еn•; + (у, ~ 1,) 1, . 2 _ 1 2 

(11=1,2, ... ). 

Odavde se izvode sledeCi zakljucci: u ОУот slucaju svi se ёlапоуј niza (Уп) nalaze па krugu ili pravoj 
~ slici jedinjcnog kruga 1I1 = 1 u kompleksnoj [аупј pri presljkavanju bilinearnom funkcijom 

(/, ~y,)1 +у, ~ 1, 
u (/) = LI . . 
. . (/, ~ у,) 1, 1 + (У, ~ 1,) 1, 

(30) 

оуа slika је prava ako i samo ako је 

1 (/, ~y,) 1,1 = 1 (у, ~ 1,)/,1, 

tj. zbog 1/,1 = 11,1, ako ј samo ako је 

1/, ~ у,1 = Iу, ~ 1,1, 

(/E С); 

а јпаёе је krug; dalje, ako је 'р [асјопа1ап umnozak od 2 п, niz (yn)uzjma konacno mnogo vred­
nosti ~ i prj tome svaku od пјЉ beskonacnomnogo puta, tako da su to onda sve njegove taCke 
nagomilavanja; moze se dodati da је, preciznije, и оуот slucaju niz (Уп) periodiean, sa perioc 
dom jednakom broju tih vrednosti; ako је 'р iraciona1an umnozak od 2 п, sve tacke pomenutog 
kruga odnosno prave su tacke nagomi1avanja niza (уп)' 
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u slUlЋјu (9), '<ada је 1liz (у,,) ctat јеdl1зkо!сu (20), О"ој 1liz kопvеl'giга, ka 1, i ргј tome, uko­
liko пјје ро sl'edi slucoj (2З) , 

1, ( I . 
у - ( -1- - -1-- () -- ) . ЈЈ 1 

П . Il 
(rz-> + оо ). 

То znati da u О\'ОП1 slucaju l1iz ех,,) kOl1\'ergiia ka broju 

(31) 

i da је 

(З2) 

1 
Х, = __ О (1, - ,ј) 

, . , 

1, 1 
ХN - Ха "'" - . 

]' п 
(п -+ + ао ) . 

Na OS110VU pretllOdl1og, za роsшаtП::l.11i ops[i slucaj dosli SП10 do sledecih rezultata: 

Data diJerel1cna jedl1QciJla zajedl10 sa росесnоm vred1l0SCll Х } odreduje beskonacan ш'z (х,,) 
ako i ,ато а/ю је ј,риllјсn ",lo'v ( 17), odnoSllo usZov (18), Р"еm'а lome da li је ро sredi Ј/исај (8), 
kad" kvadralna јеdnаliгш (7) ima dva "az /iCila kOl'ena 1, i 1" ili slucaj (9), kada оnа ima jedall dvo­
stntki koren t l' 

Pod P"c(posla'vkom (17), оdmшlО ( 18) : uiz (х")јс,, prvoт Јјисаји dal "" 

х" = ~ [ (1, -- У х, .- о) lt" + (у -', + о - (,) 1," _ о] (п = 1,2, ... ), 
)' (1, - у Х, - о) 1,"- ' + (у Х, + 0 - 1,) 1,"-' 

а II ,iПlgоm slucaju Ја 

1,) п 
- о] (" .- 1,2, .. . ). 

Ovaj lliz је kOllstalllan ako i 5ато аlю је i.фlmјеll 1l pl"Vom sluc.'taju tislov (22») а u. drugonz slucaju 
IISlov (23). 

Pod dopzlIlskom p,.erpostavkolll Ја 1I.<lo·v (22), О,[nОЈ11О ш/аv (2З), nјје "риnје1l: 

1 Niz (х,,) kOllvergira. ka Ь"ојu хо 11 s/ucajevima (24) i (9). И ртио", od njih хо је dalo Ја (25) 
i vaZi asimptot,ka p"oee1la (26), !lZ kоmшюјll (27), а и drugom је хо dalo ,а (З 1) i vazi a,iтp/olSka 
ргоеCllа (З2). 

II И slucaju (28) svi ёlаnои' "јга (х,,) ,таји v"ednoSli 1Iа krugu ili pravoj - sliei jedinii!nog 
kr'uga Ја сеnО'оm II pocetku kompltJksJ1c Tat'l1i pr'i preslika·vanju IUllkcijom 

1 
'" = _. (и (/) - Ь), 

у 

gde је 11 (1) dalo ,а (ЗО); la ,lika је ргаиа ako i ,ато ako Је Х, na/azi ,ш ,imetrali duzi koja ЈРйЈа 
1 1 . 

tacke --- (t 1 - Ь) i - "" и2 - о) . и ovam slucajulliz llv ck divergira; оп јmа konacl1o тnосо tacaka 1lagomJ'-
у у 

lavQnja,koje Sll cada uјеаnо i s't'e 'l.'r'ednosti koje 011) регјоа&"С1'lO, игјmа, јЈј јmа га talke . .-zagoтilavanja 
sve /аЊе pOmellUlog kruga i/i Р",ше - ргета 'оте da /; је u jednakos/i (29) ы'ј'р racionalan ili iracio­
nalan uJ1llJozak оо 2 Л. -

Ako $и kоеfiсiјепti а, {З, у, 6 i pocetna vrednost Х, realni, prvi 51исај pod 1 nastupa kad је 
ОЈ > О i а * О, а 'luсај II kad је ,о < О, ili ОЈ > О i а = О. Pri (оте, зkо је, и ,luёајu Н, '1' iracio­
nalan umnozak od 2 п, ,уаЈЈ realan broj је [аёkз nagomilavanja niza (Х.) . 

Primedbe. )0 И (24) i (28) implicitno је iskoriscen sledeci rezultat (inspirisan delom rasudivanja 
па str. 115 u Zborniku 11!alemalickih Р"оЬ/сmа 1 II D. S. MitrinoviCa): 

KompleksllQ kvadratna jednQcina ро t 

l' - аЕ + L1 = о 

јта korerze Ја jedl1akim ili sa J'azlicitt'т modult'ma ртеmа [оте da lж' је 

lal' + !а' - 4.Ј1 > 4 1 ЈI, 
i/i 

lal' +Ia' - 4 ЈI = 41L11. 



Dokaz. Kako su ОУl koreni 

tako da је 

(о uvek vazi nejednakost 

-
5. RAZNI PROnI_EMI -

~. (а -,- l/~i~ 4,1), 2- ~ . 

1 -- .--
-[Ial' + la' - 4 пl_~ 2 Re (а Va' - 4 п)], 
4 

lal' + la' - 4 пl = 2 (It,l' + 1/,1') ;;,: 4 1/,11/,1 = 41пl, 

а jednakost u пјој ekvivalentna је sa јеdпаkозсu 1/,1 = 1/,1. 
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2" Na osnovu dobijenog potrebnog i dovoljnog uslova za beskonacnost niza (х.), tj. uslova 
(17) ili uslova (18), prema slucaju, lako se do1azi do sledeceg zak1jucka: dlferetlcna jednaCina (1) 
defini!e beskonacan niz ako i SQmo ako Х1 пета vrednost nijednog (.':lаnа l1iza (иn) od1·edenog reku­
reп.tnoт formulom 

gde је 

(п = 1, 2, ... ), 

6 х - {3 
g(x)= --­

- ух + а 
6 

inverzna funkcija funkcije ј, i pocetnom vrednoscll и 1 = - .- . Zaista, moze s(' neposredno proveriti 
у 

da su c1anovi ovog шzа, koji moze biti konacan ili beskonacan, dati sa 

(п = 1,2, ... ), 

ako је ОЈ i' о, odnosno sa 

n-1 
(,,=1,2, ... ), 

п 

ako је си = о. 

Do ovog rezultata moze se, medutim, doCi i jednostavnim direktnim rasudivanjem, bez 
pozivanja па us10ve (17) i (18). 

5.58. Dokazati da 
+00 

х 
cos --*0 п 

n=l П 

bar eksponencijalnom brzinom. 

Resenje. Kako је, za х > о, 

х 

cos­
п 

х х' 
1 = - 2 sin' - ~ - --

2 п 2n' 
(п -+ + оо), 

+00 х 

роsmзtгапi beskonacni proizvod П cos - konvergira za svako х > О Си stvari, za svako realno х). 
n=1 п 

(:х _ 1) 2х 
г 1; 
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stoga za х > л lmamO 

! +00 х I 
П соs - .~ 
n~1 ,, 1 +"' 1 ' Х/ п COs- < 

1Ј = t ! П 
п 

2х 4х 
- < n< --l n- - л 

2х/л 

< (i·) = (2- l /л)Х ->- О . 

I Х 

Icos -n < п 
2х 4х 
~<,, < .- -1 
п - - л 

(Х ->- + оо), 

1 

Vz 

jer dyostruka nejednakost 
1l 

1 «4Ј poYlaci " Х " < .- < -, tj. 
4 п 2 

х 

О <со.­
п 

< 
1 

, а interval 
Vz 

. . 
[а, Ь] (а < Ь) 

- - " 

moze. sadrzati najvise Ь . - а + 1 prirodnih brojeva. . 

5.59. Dokazati da ako niz (аn) ispunjava uslov 

(1) (m, .n 1, 2, ... ), 

tada lim а, postoji i јта konacnu vrednost. 
n-++оо п 

а" . - -. 
Resenl)·e. Iz (1) se izvodida Ј' е О <"n < ;ta. (п ' . 1,2, ... ), tJ·.O < _-,,- О < а (п - - 1 2 ). _ _ 1 -" ••• , 

П 

а 

dakle, пј, п (п Е N) је ogranicen. 
. п 

. 
Neka su т i " proizvoljno izabrani prirodni brojevi i neka је k jedan od brojeva О, 1, .. ~ , 

п - 1. Iz (1) izlazi О < amn+k < таn + ak; odatlo, . . 

а +k а mn QI.. 
О < mn < ". + _.-:"=-_ . 

- mn+k- п mn+k mn+k 

Iz оуе nejednakosti izyodi se, prema stavu 
jednakosti 

1.1.1.19 (iIi pl'obIemu 2.19 pod)'), da уа:!е пе-
. . 

(k = О, 1, ... , п - 1) 

,а svaku п = 1, 2, ... То znaa, prema primedbi uz reknje рroЫета 2.22, da lтато 

lim 
ар 

р-+ +оо р 
= тал 

Qmn+k 
: k = О, 1, ... п - I 

mn+ k 

i odatle (stay 1.1.2.(9), uz zamenu sloya р sloyom п, 

lјт 
а, 

< Нт • 
n~+oo П 

::::; _a..:n~ (n = I,2, .•. ) 
п 

.- а" • • Оуа nejednakost zajedno sa suprotnom, koja uyek vaZI, daje jednakost Нт 
. -n-++со - П 

. 

= Нт 
п 

,panaosnoyu staYa 1.1.2.16, liт 
а, 
-''- postoji. Najzad, zbog ustanovljene pgra-

n~+co 11-++00 п 

nicenosti niza ( :n) , poslednji limes јта 'konacnu yrednost . 

• 



5. RAZNI PROBLEMI 

1 
5.60. Ako ie Хl = 1· i х'" 1 = Х" + - n-- сп = 1,2, ... ), tada је 

(1) x.~V21og~ (n-++СХ)). 

Dokaz. Niz (х,,) је oCig1edno rastuCi. Jednakost 

(2) 

роуlасј sюgа 

odat1e, 

1 
Ч > ч- 1 + -;-:---:-:-- ­

(k - 1) ч-I 

(k = . 2, З, ... ) 

(k = 2, З , ... ); 

1 2 2 

k -
-- + ":-. Xk 2 + --;---:-
I (k-I)'Ч-l' - - 1 k - I 

(k = 2, З, ... ). 

1). 

(3) 

(4) 

• 
Jer Је 

(5) 

(6) 

Sabiranje оујћ nejednakosti za k = 2, ... , 11 daje 

,, - 1 
I 

х,,' > I +2 L k > 2 log 11, 

k~ 1 

х" :о. (2Jog 11)1 /2 

п 

Ako se stavl S. = L Xk, јтаmо 'da1je 

k ~ 1 

" " 

(11= 1, 2, ... ). 

L v 2 log k > Ј V 2 10g t dt - 11 V 2 log п (n ~' + со), 
1 

х 

.r УЈ log t dt 
1 

1јт 
--и:;:;:==- .­

х-+ .; -:Fj х V'J log х 
Y210g х + (у 2) 1 

, V10g х 

Нт 
Y210g х 

х---» -:- оо 

Sumiranjem jednakosti (2) za k ~" Ј, ... , 11 dobijamo 

. - 1 
1 

х .. ~ 1 + '" -
11 L. S 

. k = l " . 

( 11 ~ Ј, З, ... ). 

.. 1. 

S оЬziгош па (5) i (4), primenom Stolzove teoreme u uopstenoj fогmi, na1azimo 

1 

Х" 
liш 

n-;,.- -1- оо 

.-, -
У2 10g 11 

lјт 
1l· -+- + CI) V210g 1. - V210g (11 - 1) 

• 

• 
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1 1 
; 

<: Нт 
(п - 1) У2 log (п - 1) 

У2 log -;; - У2 log (п - 1) 

1 
= - lјm 

2 11-> + 00 

( log (n --1))- T(Vlog п + Vlog (п - 1)) 

1I~+ оо п ( Iog ).) - 10g (п - 1)) 

I 
- - lјm = 1. 

n ,~ + oo 

П 10g. (1 .- :.) 
Рсета (3) i (б), јтато 

ХN ~ V210g п (11 -+ + со) . 

Primedba. Мо,с 'е pokazati da, prcciznije, уа,ј dvostruka пејеdпаkоst 

V 1 + 2 10g " + 10g log 11 < ХN < V 5=;- 2 10g п + 10g 10g п 

Literatura 

(п = 2, 3, . .. ). 

D. Ј. Nеwmаl1П: Ртоblеm Е 1955. Amer. Math. Monthly 74 (19б7) i 75 ( 19б8). 

5.61. 1 о Dokazaci da је za а > О 

III 1 
S(a) = 1 - - + ---- ~ + ... > -. 

2" 3а 4" 2 

20 NaCi S (О +) i lјm S (а). 
a~+ ro 

30 Ako је stavljeno S (О) = S (О +), пасј S+' (О). 

1 
Resenje. 1 о Ako је а > о, funk cija х .... -- је opadajuca ,а " > о. Stoga, 

хй+ 1 

2k 2k-}-1 

Ј 
dx 

Ј 
. dx 

- > (k > 1) 
аО + 1 'X O+ 1 

2k - 1 2k 

1 odat1e 
2k 2k+ 1 
• dx dx 

Ј Ј 2 > (k > 1). 
xa+1 Х"+l 

2k-1 2k-1 

Prema (оте) ,а а > О 

2k +'" +'" 
(1) 

. I 

(2 ~)" ) = а I Ј 
dx 

S(a) = 2: ( - ---
(2k - l )а ха+ 1 

k=l k=12k_) 

sto 

(2) 

је trebalo dokazati. 
2' Iz (1 ) izlazi 

оо 
2k + 1 +аЈ 

1 

Ј 
dx 

= ~ а Ј > 2 а 2: ха+ 1 

k = 12k - l 1 

1 
lјт S (а) > - . 

a~+co 2 

dx I 
О · 

= 2' х"+ l 



5. RAZNI PROBLEMI 

S druge strane, 
-:... оо 2k 

I 'L r dx S (а) = I - -- + а " 
2.:1 • хан 

k ~22k_l 

ра, kako је za k :?: 2 

2k 

f 
dx 

;<"" 
2k-1 

lmamo 

S (а) < I 
I I 1 -- - + - _.- ; 
2а 2 2а 

odaYde "е dobija, pustajuCi da а -+ О +, 
- _ I 

(3) lјт S (а) :< - . 
а-+О + 2 

Iz (2) i (3) izlazi 

(4) S (0+) = lim S (а) = 
а-;..О+ 2 

1 
• 

Za а < О јтато (Leibnizoy stay) 

1 1 1 
O < I - S (a) = -- - + ... < -

20 за 2а ' 

odak1e "е dobija 

3' Prema (4), 

lim ( ! - S (a)} = О, (ј. Нт S(a) = 1. 
а4о +ОО а ..... + оо 

1 
S (О) = -, 

2 
ра za а > О јmато 

(5) 1 Ј (Ј 1 g (а) = - {S (а) - S (О)} = - - - - Sn (а) - R n (а) Ј ' 
а а 2 

gde је 

" 
Sn (а) = 7.'1 (2 ~)a - (2k >i)a) 

Kako је 

2k + 1 
оо 2k + 1 .1- оо • 

dx а 

L Ј 
dx а 

f dx Ј 
-< _ . ------, . :..: . . - _. -

хан . 2 ;<"" 2 хй + 1 2 
k=rl + 12k _ l 2n+ 1 

Rn (а) = а L Ј 
k=n + l2k 

+'" 2k+2 +'" 
а 

L Ј 
dx а 

Ј 
dx 1 Ј 

Rn (а) > - = -- - = - . __ о 
2 x a+1 ? xG+1 2 (2 п + 2)а' -k=tl + l 2k 2t1+2 

iz (5) izJazi 

1 
--_ ._-

Ј)-;; , (2n + 

1 1( 1) 1 Ј( 1) - - Sn (а) + - 1 - < g (а) < - .- Sn Са) + - 1 - . 
а 2 а (2 " + l )а а 2 а (2 п + 2)Й 

299 



300 D. s. MITRlNOVI(: 1 D. ·П . ADAMOVrC 
• 

PtlstajuCi da а ..... О +, dob ija se 

1 
(6) L" = _ . К" + - log(2 п + 1) < lјт g (а) < ]јт g (а) 

2 . . О. a~O+ 
a~ т 

1 
""" - К" + 2 10g (2 11 + 2) = D", 

gdc је 
п 

] 
К" = Нт - - S" (а) = 

a~O+ а 

, 1 ( 1 1) 2 a:~+ -;; (2 k)a - (2 k + l )а 
k~ l 

"' 2" 2k+l _ (2n+l)!! . 
. . ]og -- . - log . 

. '. 2 k (2 п)!! ' 
k - l 

Na osnovu сјпјепјсе da 

1 • 1 
Dn - Ln Ос - ]og (1 + . ) ..... О 

2 2n+l ,' , 
(Н"'" + оо) 

i s obzirom па (6), koristeei Stirlingovu formulu 

п! = пп е-П У2nn (1 + о О)}, 
dobija se 

_. .-
. . . (211)!!У211+2 
ltт L" = ltт Dn =, ]lт ]og = 10g 

n-++ оо n--'Ј- + rx;, n-++ оо (2 п + 1)!! 
Нт 

2'" (п !)' yz;; 
(211+1)! 

Prema poslednjem rezultatu, ako se u (6) pusti da п ..... + оо, dobija sc 

] " - ]og · - < 
? ? -- -

__ . 1 л 

]јт g (а) < Јјт g (д) < - ]og - , 
a~O+ a~O+ 2 2 

1). 

1 :r 
S;. (О) = ]јт g (а) с= - 10g - . 

" a~O+ ' 2 2 

П 

1 ;t 

= - ]og - . 
2 2 

5.62. Ako је р" > о СП Е N) i q" = 2 ћ -1 СП Е N), dokazati da nejednakost 
k - l 

Нт q" log срп а,,) < О 
n-~+Ф 

pov[.aCi konvel"genciju reda2 дп. 
11 = Ј 

5.63. U okolini tacke х = О aproksimirati funkciju х 1-+ f Сх) = е'Ш х Taylorovim 
polinomom х 1-+ Р, (х) n-tog stepena tako da bude 

Rezultat. 11 . = 2; 

, 1 
IfCx) - Рn Сх)1 <-

. 32 

1 
Р,(х) = 1+ х + ,- х'. 2 '" 

Ixl < ~ п 



5. RAZN! PROBLEMI . -
5.64. Dokazati da је redciji је opsti сlап 

(lJ i · l ) ~ 

• Ј 
1 i 

Vi77=;==;;::;=7=~:;;= dx 
(1 + х2 Isin XI)3 

301 

konvergentan. Na osnovu ovog dokazatida 
1 

1 v (1 + х' Isin XI)3 
dx postoji. 

5.65. Dokazati da је, za svaki ргiгоdап broj 11, suma S" = "i k
n

. prirodan Ьгој 
. ~ 2k - 1 

k ~ ) 

deljiv sa 4. 

п .0» 

5;66. Neka је S" = 2 ak (12 = О, 1,2, ... ) i пеkэ. jered ј (х) ~= 2 а"х" konver-
k ~ O 11 = 0 

gentan za Ixl < 1. J)okazati da .tada: 

[ О S,,-+ + оо (п -+ + оо ) РОУlасј ј (х)-+ + оо (х-+ 1 - О); 

20 obratna imp!ikacija пе уйј; 

30 опа, medutim, yazi kada је а,. > О za dovoljno veliko п. 
" . . , 

. . 
, ,, ' , , ', 

5.67. Ispitati apsolutnu i neapsolutnu konyergenciju, za sve komp!eksne yredno­
sti z, sledeeih redova 

5.68. 

i'" (2 п)! z"; 1 о 
,,~O (п!)" 

Dokazati da 
. 
је, 

-ТЈЈ 

2' 2 
~1=O 

za S\-Ћkо 

lјт П 

(2п-I ) !! -_._-
(2 п)!) 

а > О, 

. х 1 -г .-
'1 -++00 -,, <k<аЈЈ k 

а 

. пр· zn (a,fJ realni 

. 
SIП nх _ __ e· ... 1ogo .• 

nх 

brojevi). 

5.69. Neka је х 1 = О, х" = аХ". ' ) (п = 2, 3, ... ), gde је О < а < е'- ,. Dokazati da 

tada Х2"- Ј-+; (п-+ ~- оо), х,,, -+ УЈ (11-+ + оо), pri сети; > 'ј, a~ = УЈ i а" =;. 

5.70. Dokazati da, ako . је ) ан divergentan геd sa pozitiYnim сlапоујmа, tada 
L.. 

11= 1 

-r а; п 

.red '" а,. 
.... , gde је А ,. = ') Qk, konvergira za svako д > о. 

LAA ~ "- . 
: 11 ,," 2 П п - Ј k ''-" l 

5.71. Neka niz rea!nih јlј kompleksnih brojeva Са,,) јmа пајmапје m > 2, аlј 

konacan Ьгој, tacaka nagomilayanja. Dok<,zati da tada niz Ь, = 

ле moze konvergirati. 

n+m - 2 

~. 72. Dokazati sledece gепега1izасiје Dirich1etovog i Abelovog kritel'ijuma (1.2.1.19 
i 1.2.1.20): 

.. 
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1 о Ako је 

(1) (a")"EN 

nula niz ogranicene varijacije i red 

(2) 
11 = 1 

јmа оglЋпiсеп niz рагсјјаlпјћ suma, tada red 
+00 

(3) L а" Ь" 
n = Ј • 

kопvегgiга . 
• 

20 Ako је niz (1) оgгапiсепе уагјјасјје i red (2) konvergentan, red (3) takoc!e 
konvergira. 

+ 00 +~ ] 

5.73. Neka је ј (х) = '" ј" (х) = ") (х Е R). 
L-, --~ n2 + ·n' х 
11 ~- I 11= I 

] о Dokazati da seovaj red za svako х> О moze diferencirati clan ро Ыап. 
+00 

20 Поkazati da izvod Ј; (О) postoji i uporediti njegovu vrednost sa L t ,,' (О). 

5.74. Dokazati da vazi 

i zaHm da 
--'- z 
") 1 
L.. nР + I 

If 0 __ Ј 

] 
---~y 

р 

gde је у ЕuЈегоvа konstanta (videti 2.54). 

"-1 

(р-+ + О) , 

• 

5.75. 1" Neka su (a")"EN i (bn)"E~ nizovi Ciji su svi clanovi razliCiti od пиЈе, i 

neka su (р,,) = (а,,) i (q,,) = (Ь,,) nizovi ogranicene varijacije (videti ргоЬ-
Ьn neN аn neN 

[ет 5.47) сјје su granicne vrednosti razJicite od nule. D okazati da tada redovi 

+00 +00 

L а" i L Ь" istovге,ш:по: kоП\'егgiгајu,арsоlutnо konverg iraju, јmаји ograni-
,1 = 1 /1 = ] 

сепе nizove parcij alnih suma. 

20 Neka је 111,,1 < I (nЕ N) i neka Ьеskопзспi proizvod П (1 + 11,,) apsolut-

по kопvегgiга. Dokazati da је tada njegov niz parcijalnil1 proizvoda оgгапiсепе . . . . 
V3П)3СIЈС. 



5. RAZNI PROBLEMI ЗОЗ 

З'" Neka је а" > О, Ь" > О (п Е N) i neka је, za dо\'оЈјпо veliko п, 

а ll а, 

--'- -- 1 -1- - -;- Ст =Ј+ 
ah-i I rl 

+ се -!- со 

gde је ()( neki геаlап Ьгој i redovi i ')' d" su apsoJutno kопvегgепtпi. 
~ 

71=] 11=1 

Dokazati da tada nizovi (а,,) i (Ь,,) ispunjavaju uslove pod Ј о. 
+00 

5.76. Neka је ') а" l'ed sa kompleksl1im Clanovima takav da је, za dovoljno veliko п, 
"--' 

11 - - I 

аn а 
-"- = Ј + - + Ст 
аН ' ;' l п 

gde је 
,1 1 
) i С1l i < 
'-

+ оо. Dokazati da tada: 
11,=-1 

~I - rf.., 

ЈС' J'ed ') а" konvel'gira, i ujedno apsolutno konvel'gil'a, ako i samo ako је 
11 .- I 

Re а> Ј; 
-Т. ос. 

20 ako је Re а = Ј i а # 1; red L а" јmа ogranicen niz рагсјјаlпЉ suma; 
1l=1 

+00 

ЗА ako је а = I јјј Re а < Ј, red L а" јша пеоgгапiсеп niz рагсiјаlпih suma; 

+00 

4° а" је пulа niz, i ujedno red L. (- l)" ан konvergira, ako i samo ako је 

Re а> О. 

Uputstvo. Iskoristiti prethodni ргоЬ1еш, stavJjajuci b,,~" 
] 

u sJucaju kada је а = Ј, а 
11 

п 

Ь - - ~(l--а)ЈЈn с(l- -а)ћ l1 +1 ОЈ' Ь --1.111/1 '" 1 . k' Ј 
11 -- (; - - 1 1 п = е sa ћn = L k' u slUСЗЈU ada Је а =f. • 

k~J 

5.77. Neka је а" > О, Ь" > О (nЕ N); р> О, q> О, 

+00 

1 

Р 

1 + --- = Ј, i neka red 
q 

L ан Ь" konvergira za svaki niz (Ь,,) sa оsоЫпоm da red L Ь,," konvergira. Do-
11=1 7t= 1 

+00 

kazati da Ј'е red " а р I<onvergent L " ап. 
11= 1 

п 

5.78. Neka је а" > О (п Е N), А" = L ak (п Е N) i Р > 1. Dokazati da vazi пе­
k ~ Ј 

jednakost 
~ (~n)P < Кр ~ а,'р, 

n=1 n~l 

gde konacna i pozitivna kопstапtа Кр zavisi samo od р. 
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5.79. 1 о Dokazati da za svaki niz nenegativnih Ьгојеуа (ап) vazi nejednakost 

gde је А apsolutna pozitivna konstanta. 

20 Dokazati da је е пајЬоlја (пајтапја) moguca vrednost konstante А . 

" 
5.80. Nekajea, fiERi neka L Gk ~n,,(n~+ оо). Dokazati da,kada n-+ + оо, 

• • vaZl 

~ (1 k)B ( па (log n)~, ako а > О . 
~ ak og . ~ . 
k~2 = С + О (n'(log n)~)ako а < О, 

gde је С konacan Ьгој. 

Ispitati slucaj kada је а = О, fJ < О. 

" 
5.81. Neka је . L ak = п + О (V п) (п ~ + оо). ;Dokazati . da је tada 

k~2 

"а}, ЈП dx О ( уn- ) 
kL2 10g k = 2 log х + 10g п (n~ + оо). 

5.82. Ispitati konvergenciju redova 

+ 00 ((2 п _ I)!! • L - ---) . (log n)-~ i 
+ оо (2 _ 1) 1 1 • "" )" (1l .. ) L., (- ] 11 - • (Iog n)-Р, 

" -,2 (2n)!! .-2 (2n) .. 

gde su а, fi геаlпј Ьгојеуј . 

5 83 1 . . k d ~ у (п) . . spltatl onvergenciju ге а L, , 
пр 

gde је р Е R, а v (п) oznacava Ьгој 
1J = 1 

cifara Ьгоја n. 

5.84. Ispitati konvergenciju sledeCih redova 

I I 

" . 
ь +С )С о - - -2 а, Ь, с > О); 2 

+ оо n2'1 

30 L--- ---С ) Ь С Са, Ь > О). 
n ~ l n + а n + n+Ь)n+а 

+00 ~l_<:gn + ~ 
" cIogn + d 
L, е (a,b,c,dER); 
n= Ј 

5.85. Dokazati sledeeu generalizaciju Riemannove teoreme (1.2.1.21.6). 
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Ako а" --+ О (11--+ + оо ) i ako divel"giraju redovi obrazovani od !,ozitivl1ih i 
l1egativl1ih аапоуа reda 

+'" 
(1) .L а,; 

1Ј= I 

sa realnim сlапоујmа, tada је skup svih tacaka nagomilavan ја l1iza рагсјјаlпјЬ 
suma reda (l) oblika 

(2) [а,ЬЈ (-оо < а < Ь :::: +(0), 
а za svaki skup oblika (2) postoji permutacija reda (1) сјјј l1iz pat"cijalnih suша iша 
(2) kao skup svih tacaka l1аgоmi1аvэпја. 

+00 

5.86. Funkcija х 1-+ f (х) data је jedl1akoscu f (х) = '" -.!.... tg ~ . Il1tеgгасiјош ovog 
L 2" 211 

11 = 1 

2 

reda сlаl1 ро сlаl1, izracul1ati il1tegral S f (х) dx . 

3 
Rezultat. log - . 

. 2 

5.87. Dokazati da I"ed 

. -
6 

+0:: 
nх 

nLJ (1 + х) (1 + 2 х) ... (1 + n~ Ul1ifoГШl10 kОl1vегgiгз 

u svаkош intervalu (15, + оо) а пе konvergira Ul1iforшпо п; l' jedl10m iпtеЈ"vаlu 

(О, дЈ (15 > О) . 

+'" 
5.88. Neka su svi ааl10уј fEl1kciol1all1og reda 2' иn(х) ШОI1с>tопе ful1kcije па ko-

n=О 

:шссоm intervalu (а, ЬЈ . Dokazati da tada apsoJutna .'<onve;·gencija ovog reda z.:: 
х = а i za х = Ь РОУlасј пј ·~gоvu apsolutnu i UП ;.fопппu kor,v'~]'genciju па inter,.'alu 

[а, Ь Ј. 

5.89. Dokazati da Rie;!1an !ок , - funkcija 

iша za х > 1 sve izvode 

5.90, Dokazati da fun1:cija 

х I-+f (х) = ~(-1)nx 
L.. п+ х 
n=l 

јm, za svako х tt (- п : п Е NI sVC; izvode. 

~O Nizovi i redovi 
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5.91. Dolzazati Ја ј е Гuпkс iја х 1-+ f (х) data jedngkoku 

1 . ~ 1 +оо 1 
f (х) = .--- -+- '5 - - --- + L ----- -
. 1 '- XZ - Ј + (х + п (и)2 ,, - 1 1 + (х - п ш)2 --r ' 1 '."", 1 -

l1сргсkidl1а za х Е R i da iша регiоd ш. 

5.92. 1 о Dokazati sledecu (еогети: 

( ОЈ > О) 
i 

N eka su svc ГL!nkcij e х 1-+ И" (х) СП Е N) nenegativne za х > а > - оо i u 
Riel11anl1ovol11 smislu iпtеgгаЫlпе па svakom јпсегуаlи [а, Ь] (а < Ь < + оо ). 
Ako za svako Ь Е (а, + оо) vazi jednakost 

ь . 
тОО + оо Ь 

Ј 2: и" (х) dx = L Ј иn (х) dx , 
а 11 = 1 n= l а 

tada konacnost jednbg od iuaza 
. L QCI , 

Ј (i и" (Х)) 
а 11 = 1 I 

+со +00 

dx i L f и" (х) dx. 
n = 1 а 

РОУlаСј konacl1ost dшgоg i vazenje jednakosti 
-f-co + 00 + 00 + со 

Ј (L И" (х)) dx = L f И" (х) dx. 
а n= I n = 1 а 

( 1) 

Jednakost ( 1) vazi i kada se izostavi pretpostavka о nenegativnosti fullkcija 
х 1-+ и" (х) (п Е N), ukoliko ј е 

+ со +,00 + со + ој 

I (L lu" (x)l) dx i1i L .r lи" (x)1 dx konacno. 
а 11= 1 n = I а 

20 Formulisati i dokazati analogne iskaze za ostale slucajeve nesvojstvenih 
integrala. 

З о Когistесi prethodne rezultate, izracunati int~grale: 

+со + 00 1 + оо 

[ c.~J N· + х2 dx, r е-Х - • cos ах dx Са Е R), 
• 
о 

+ 00 
Х dx 1 

Ј е2хл _ 
Ј log х . log (1 - х) dx. , 

1 
о о 

5.93. 10 Dokazati sledece tvrdenje (Dini): Neka је (Јп) niz па јпсегуаlи [а, Ь] 
(- оо < а < Ь < + оо) neprekidnih funkcija koji za svako х Е [а, Ь] tastuCi 
tezi ka vrednosti f (х) i neka је funkcija f neprekidna па [а, Ь]. Tada је konver­
gencija оуо,; funkcionalnog niza па [а, Ь] uniformna. 

20 Dokazati da se u prethodnom ISKazu zatvoren i ogranicen јпсегуаl [а; Ь] 
пе moze zameniti јпсетуаl0т Ыlо kog drugog tipa. 
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1 о U suprornom slutaju, postoje Ьгој Е > О, niz (хп) tacaka intervala (а, Ь] 1 strogo 
rastuCi niz prirodnih brojeva (рп) tako da је 

(1 ) 

(2) 

(п = 1, 2, ... ). 

Postoji zatim podniz (х.п) niza (хп) sa osobinom 

lјт ХО = ХО Е (а, Ь]. п ........ +., 

StavljajuCi Р. = ТП (п = 1,2, ... ), dobija se, s obzirom па (1), 
п 

(3) 

(4) 

.!(ХОп) - Ј,п (хо п) > Е 

Postoji. dalje, п. е N takvo da vazi 

(п = 1, 2, ... ). 

ра potom i intervali ( Р, q) i (Т, s), koji sadrze х. i takvi su da 

t 
Х Е (Р, q) п [а, Ь]., IJ(x) -Ј(х.)1 <"3' х Е (Т, s) п [а, Ь] , ,,. 1 Јп. (х) - Јп. (x.)1 

intervalo (1, и) = (Р, q) п (Т, s) onda saddi х. i јта osobinu 

(5) 
Е 

XE ( I, и) U (а,Ь] = I"' I J (x) -Ј (х.)I< -.. 1\ IJn.(x) -Јп. (xo)1 
3 

t 
< - . 

з 

• 

Е < ._ . 
3 ' 

Zbog (2), posto)i т Е N takvo da је Тт > п. i Х'т Е 1 ра se, ргета (4) i (5) i s obzirom па 
monotono rascenje niza (Јп (х» za svako х е [а, Ь], dobija 

Ј (Х.т) - Ј'т (хот) < Ј( ХОт) - Јп. (хот) 

< ' Ј(хо,,) - Ј (x.)1 + Ј (хо) - Јпо (х.) + IJno (х.) - Јпо (xon,)1 

Е Е Е 

< - + - -: -=Е 
з 3 З ' 

u suprotnosti sa (3). Dobijena protivrecnost dokazuje tvrdenje. 

20 U iskazu о kome је rec zatvoren ogranicen interval nе moie se zameniti intervalom оЬ-

lika [а, + С(), jer, зkо је Јп (х) = (1 -~) (х - а) (х > а; n E N) i Ј (х) = х - а(х > а), 

tada. za svako х Е [а , + С(), Јп (х) t Ј(х) (п ..... + С() i sve posmatrane funkcije su neprekidne 

па intervalu [а, + С(). а funkcionalni niz (Јп.) пе konvergira uniformno па [а, + С(), stoga sto 

1 
J(x) -Јп (х) =- (х-а)= Рп (х) (х>а; n E N ) i Рп (а + n) = 1 (п е N). 

п 

Slucaj intervala oblika [а, Ь) ( - С() < а < Ь < + С() tretiramo па primeru intervala 
[О, 1). Neka је 

1 

2'-1 
, 1 - _I]~R 

2 ' 
(k Е N ) 

funkcija сјјј grafik obrazuju kraci jednakokrakog trougla па slici. sa jednim сетепот (-,о,. 1) 
i sa sredistem osnovice (х" О) i сетепјта osnovice 

1 1 

2 ~ .. ' 

20' 
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i neka је 

( (х) ~ g ,(x) (ХЕ /1- ~ [1 _ 1 1 _-1]. kEN). 
.1 Ј. _ 21: - 1 ' 2k ' 

Оујт је, oCiglednu, па [О, 1) definisana neprekidna 
!"'.шkсiја /. Neko је, dalje, 

1 
/" (х) =, 1 - -

I --
k 

fl 

g. (х) (х Е /.; k Е N; п Е N). 

~ у 

1 ----

I , 
I 
I 

°1 х, 

-------- - ----1 
I 
I 

I I 
I I 
I I 
I I 
I I 

9, I 9, 
, 

I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 

--о • 
'" / х, \1 х 

Sve o"ako definisane funkcije /. (п Е N ) neprekidne 
su па [0,1 ) i ,а svako fiksirano х Е [0,1) ' пј, (Ј. (х» 
топоlOпо rostuci tezi ka / (х). Medutim, 1_2- l k+1I 1-2-k 

F. (х) = ј (х) - /. (х) = 

{е 

1 

1 
I 

п' 

go (х) 

1 
Fn (х.) = g. (хn) = 

I I 
-1 (" .... + оо), -

ПП ПП 

sto z:1aёi d<. niz (Јп) пе konvergira uniformno па intervalu [О, 1) . 

Slicni primeri mogu se kons[ruisa[i i za os[ole sluёajeve intervala koji nisu zotvoreni i ogra-
• о • 

nЈсещ. 

5.94. Za пј;; realnih brojeva аn (п = О, 1,2, ... ) kaze se da је konveksan ako, 
sa оZщtkаffi!l 

vazi ~2 аn > u сп = О, 1, ... ). 

Doklzati da k:;.nveksan i ogranicen • 
ШZ (јп сn= О, 1, ... ) јm.. siedece osobine: 

+((1 + 00 
1 о niz је konvergentan; 20 lјm r. ~ аn = О . 30 L: (7: + ј) ~2 аn " 2: ~ аn < + ОО. 

71 - ... + со 11-0 11 =0 

Dokaz. Neka је n;z 

( 1) аn (п Е .'10) 

konveksan 
. 

ogranicen. Tada 
. 

niz (<1 а,,) zatim Ј је, prvo, ograni~en, а 

(2) <1 а n " 
п Е N o, 

ра postOjJ lјm <1 ". = " Е R. Zbog 
n·---,+ ж 

" 
(3) 2: <1 а. = ао - а.+, (п Е N.), 

k=O 

nе moze bi[i а. .~ О, jer Ы u {от slucaju bilo 

п " 
lim 2<1ао=+0о ili lim 2 <1а. = - оо, 

n- - +оо k=O n-+ +со ~ .. o 
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ра niz (1) пе Ы, s obzirom па (3), Ыо ograni~en. Uakle, 1im с. а. = О, sto zajedno sa (2) роу­
n--++ оо 

+00 

1ао; [; аn>О (nE:No). Red 2: [; о" јmа dak1e, nenegativne оlапоуе ј, s obzirom па (3), ograni­
k~O 

сеп niz рагсјјаlпЉ suma, ра konvergira, а onda, prema (3), konvergira i пј, (1). lz prethodnih 
zakljucaka izlazi, prema Pringsheimovom stavu (1.2.1.17.). Нт n!1 а. = О. 

n-+ + (() 
Najzad, iz 

n+l п 

2: [; а. = 2: (k + 1) [;' а. -;- (п + 1)!1 ач1 (п Е No) 
k=O k=O 

+00 
i iz prethodnih rezulta~a sleduje konvergencija reda 2: (п + 1) [;2 а. kao i jednakost 

п-о 

+00 
2: (п + 1) 
n=о 

+00 
[;2 а. = 2: [; а •. 

n=О 

5.95. Dokazati sledece: Neka је О <! (х) \,. (х > 1). Tada 

п 

L: f(k) = 
k=1 

п 

) ј(х) dx + 'ц + 0(1) (п -->- + оо). 
1 

gde је 
• k+ 1 

о < (Ц = lim f (п) + 
n-++.ОО 

+00 

2: 
k=1 

j(k) - ~ f(x)dx < + ОО. 

Dolwz. lтато 

п 

1 f(k) - r f(x)dx =ј(n) + nL:
1 

k .... l Ј k=l 
1 

k 

k+l 

f(k) - ~ ј(х) dx -> '" < + (1) (п -> + (1)), 

k 

jer opadajuCi niz nenegativnih brojeva f сп) (п = 1, 2, ... ) јта konacan limes, а sem toga 

k+l 

О <Ј (k) - ) f (х) dx < f (k) - f (k + 1) (k = 1, 2, ... ), 

k 

k+l 

ра red сјјј је k-ti ~lan f(k) - ) ј(х) dx konvergira. Time је dokaz zavrsen. 

k 

Primedbe. 1 о I, ovog rezultata izlazi da, pod istim uslovima dopunjenim pretpostavkcm da red 
п 

+ оо п ~ 
L:f(k) divergira, va:!i 2:f(k)~ ј(х) dx (п -+ + (1)). 

k=1 k=J 
1 
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2' S)icno tvrdenje узiј <а slueaj kad јс, 

О < ! (х)l' (х > 1) i sup!(x) <+ co. 
х> ' 

5.96. 1 о Odrediti [еаlan broj х takav da red (R), dobijen nшоZc:nјеm sa х svakog 
+ оо 1 

clana reda 2: - Сјјј је indеkз deljiv fiksiranim prirodnim Ьroјет т, bude 
n с:: Ј п 

konvergentan. 

20 lzracunati зumu reda (R) за tako odredenim х. 

30 Rciiti оЬа prethodna ртоblета za зluсај 
+ оо 1 

reda 2: -- (О < о( <1) umesto 
n- l rfЖ 

+ оо 1 
reda L -. 

"=1 П 

Reienje. l ' Ako ои n-ti Clan i n-ta parcijalna suma reda (R) ozпaeeni redom sa u. i S., јтато 

(1) 
,"п 1 х _ l n l . х-l ( 

Smn = .L. - + 2: - = log тn + -- log п + 1 + 
A ~ I k т k~1 k т 

х - 1 
у + 0(1) 

т 

х+m-l 
= log т + - (Iog п + у) + 0 (1) 

т 

log т, зkо х = - т + 1, 
(п ..... + со), 

sgn (х + т - 1) ' со , зkо х * - т + 1 

gde је sa у oznacena Eulerova konstanta. Prema tome, _а konvergenciju reda (R) potrebno је 
da bude 

(2) х = 1 - m. 

Kako sa оуот vrednoscu za х za п > т јтаmо 

-+ О (п ..... + "'), 

оуа) uslov је i dovoljan. 

2' Iz (1) onda izlazi da је, pod uslovom (2), 

+00 
2: u. = log т . 

• -1 

3' Oznaeavajul:i ропоуо n-tu parcijalnu sumu reda (R) sa S., а funkC1JU х >+ х-<' аа !, 
lоЫја ае, s obzirom па prethodni problem i sa znaeenjem oznalce а f ј. пјер, 

- . 
S ... = L k--u. + (.~ - 1) m- L k--<1. 

'-1 "-1 
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т. п 

= ) r'" dx + (х - 1) m-<l ) r'" dx + [1 + (х - 1) m-«] "1 + 0(1) 

1 1 

1 1 
=. (m 1-'" n1-'" - 1) + (х - 1) т « (n 1--О1 - 1) 

1-", 1-", 

+ [1 + (х - 1) т-"'] '1[ + 0(1) 

~ 1 
~. (т + х - l)n1--О: - [(х-1) т "'+I]+[I+(Х-l)m--О:] 0,+ о (1)(n-+ + оо). 

1-", 1-", 

Odavde izlazi da red (R) konvergira samo ako је х ~ l-т i da је u tom slucaju 
• 

1 
liт Sm. = - (1 - m1--О1) + (1 - m1--О1) '" 

II--i>'- + со 1 - а; 

1 - ml -4 

1- ... 

+'" 
- 1 + L: (1 - "') k-'" - k1--Ot + (k + 1)1--01 

~-I 
• 

+'" 
Pos!e оуор moze se, па isti паСјn kao u prethodnom s!uaju, dokazati da је i sada sUma L: " • 

• -1 
jednaka dobijenoj grani~noj vrednosti. 

+со +00 
5.97. Dokazati da postoji niz reaJnih brojeva (аn) takav da redovi L: а,. i L ал' 

11_1 п-Ј 

+'" 
konvergiraju, а red L: ал3 divergira . 

• -1 

Dokafl. Тзkау jedan niz dat је sa 

2 1 
аЭv-2 = {IV) ЙЗV--l = аз" = {IV (У = 1,2, ... ). 

Zaista, kзkо је Нт а. = О i 
-+ '" 

+00 +0::0 
red L: а. konvergira. Red L: аn ' ta:,ode konvergira, jer 

,.-1 ,.-1 

2" 1 
, ' QЗ"_l5 = a3ys = - -.-~ 

у3 

+'" 
dok red L: а. з divergira, stoga зсо .-1 
~. . 
:!: ... ~3 = 2 (aav-.3 + a 3V-l з + а,;) = 2 

-"-'1 у-l ,,-1 -

-
у 3 

1 :) ----
v v 

(п Е N), 

(у Е N), 

• ! 
=62---++ 

"=1 v 
оо (п ->.ј if.,) 
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5.98. Dokazati jednakost 

+00 +0) I L: L: 2-3 j-ј- (ј+1I 

ј=О ј_О 

4 
• 

3 

Dokaz. BuduCi da su svi clanovi dvostrukog reda 

+'" L 2-ЗС-I-(I+I" 
j~j:::80 

pozitivni, imamo 

+сс +t.Q +со +«) 
L: 2 2-3 ..... I-(Нђ' = 2 L: 2-31-1-.(,+1)' = 2 2: 2- 0'-302'1 
ј_О ј_О п-о ј+ј=n "=0 ј+ј-n 

+ се п + Q) 2 2211+2 _ 1 1 + оо I 1 
= , 2_n2 _sn "" 22Ј = , 2-" -зn = . - ~ (2-" +2n-l-Зn+3 _ 2-11 -3111) 

L. L. L. 2"-1 зL. 
n=О ј_О п-о п-о 

, 1 4 
- 2-0 -ао) = - ... 2-1+3 = .0. 

3 З 

5.99. Neka ј" 

1 1 

а,,+1 = ) тах (х, Ь,,) dx, 
о 

Ь,,+, - ) min (х, а,,) dx (п = 1,2, ..• ) 

о 

i neka su а, i Ь, dati realni brojevi. Dokazati da је tada . Нт а" = 2 - v2 i 

НтЬ" = У2 - 1. 
n- "'+ со 

+'" 
5.100. Neka red L: а" konvergira. 

n-I 

1 о Dokazati da је Нт .!... i: k ak = о. 
n-++ О:) nА::_Ј 

+ '" 1 • 
20 Odrediti зуе pozitivne vrednosti <х za koje red L - L k an+~konvergira. 

__ 1 1fIk=1 '-

5.101. Ispitati obiCnu i apsolutnu konvergenciju redova 

+ '" 2 (- 1)" [(2 п + 1)1 110 - 1] 
n_' 

i У (_ 1)" (1 + 1. 10_ (1 + ~)1O+l . 
n-I П + 1 п 

+'" 
5.102. Neka је (a").6No топоtoп niz сеаlniЬ brojeva takav da red L а,,2 kon-

vergira. Dokazati da tada konvergirajusledeci redovi: 
п-о 
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+00 +00 def +00 
1 о L с -l)n аn; 

11=0 
20 L аn аn+р = Sp ср Е N); 3 0 L С- I)Р Sp. 

1)=0 p-l 

· +00 
10 Zbog konvergencije reda L а.', lim а. = О, ра niz (a.)neNo ili monotono opada 

1)=0 n~+ c.q 

i ima nenegativne vrednosti, ili monotono raste i јта nepozitivne vrednosti. U daljem tekstu 
resenja ograniCii:emo sе па prvi оо Са dva slucaja, jer se drugi od nјљ jednostavno svodi па prvi. 

+00 
Red L (- 1)0 ао onda konvergira па osnovu Leibnizovog stava (1.2.1.18.2) . 

• -0 

+00 
20 Konvergencija svih redova L ао ао+ р (р Е N) izlazi ј. nejednakosti 

,,=0 

о < ао аон < ао' (п е No; р Е N). 

ЗА Niz nenegativnih brojeva Sp (р е N) је opadajuci, jer 

+ 00 +CXI 
SP+J = Z й,. йn+р+l < .2 й" аn+р = Sp (р Е N). 

n-=О n=о 

Za svako т е N јтато 

т +00 '" , 
а. , О < Sp = L: аn аn+р + 2: йN а"+ЈЈ < L й" аn+р + 

.. =0 n=m+ 1 n=-о n_m+ 1 

i dalje 
т +00 

О <lim Sp S; L a.limao+p + L ао' = 
~+ со р:.о:О Р-++ оо n=m+ I 

Ako т .... + оо, dobija se lim Sp = О. 
1>-'" + оо 

11=,"+1 

, 
а •. 

+00 
l, napred ustanovljenog, па оsпоУи Leibnizovog stava, zakljucujemo da i red L (- I)pSp 

konvergira. 

5.103. Dokazati da, ako је Ь Clbl > 1) kompleksan broj i Can)neNo niz kompleksnih 
brojeva koji konvergira ka kompleksnom broju а, tada 

• ь 
1im . ь-n '\' bk Qk = - -

..... + оо 10:=0 ь 
а 

1 

Doka:z. lmamo 

11 
а 

~ jbj-О L Ь' (а. - а) + 
10=0 

Ь-· 
Ь - 1 

• 
1 lјт ЬN 

ь 
Ь - Ј; ak = - - а. 

n--:.. + (х) 

п Ьn+1 

= Ь-· L Ра. - Ь-' а 
10=0 Ь - 1 

ь·+l - 1) а 
а -

Ь-1 Ь-

11 

Ь-' 
1 

< jbl-O L јЬј> la. - al + 0(1) 
10-0 

Ь - 1 

(п .... -1- оо), 
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i odatle, prema Stolzovoj teoremi, 

п 

L Ibl' lа. - аl 
lјт 

n ---;. + оо 

п Ь 

Ь-' 2: bka. - ---'--1 а < lјт 
k=O Ь- ". __ +00 

• , 
Ibl' 

lim 
n~+ со 

jbl' l а. - а l 

Ibl' - Ibl·- J 

= ____ lb..:.l_ 

Ibl - 1 
lim la. - аl = О, 

n--+ + со 
odakle izlazi 

Zatim, 

lim 
n---+ + оо 

+00 
, Ь' 2: Ь- • (а. - а) 
I k=n 

Ь а I = О. 
Ь - 1 I 

Ь-' 
'--"':~- a 
1 - Ь-Ј 

+00 

+ 00 +00 r 

Ь' 2: Ь-'а.-Ь' 2:b-ka\ 
k=n It .. n 

L Ibl-' lak - а l 
< "-n , 

i odatle, prema 5.4.9, 

I +00 Ь 
Ът I Ь' L ь- k а. - --'----- а < lim 

,. --+ + t() А: :::о: п Ь - L n--+ + оо 

(Ј· 

= lim 
n --+ + со 

Ibl-' I ао - аl 

Ibl-o - Ibl-·- J 

1 
lim lа о - аl = О, 

1 - Ibl- J '--> + оо 

. I +00 Ь 
llт I Ь" 2: Ь-' а. - а . О. 

,.-+ +00 k=n Ь - 1 

+'" 
5.104. Neka је Ibl > 1 i neka red L а" konvergira. Dokazati da tad'a red, tiji ._0 
је n-ti clan 

1 " 
А" = - L Ь' а. 

Ь" ._0 (п = О, 1,2, ... ), 

takode konvergira i odrediti njegovu sumu. Ovde brojevi а,. СП = О, 1,2, ... ) 
i Ь mogu biti realni ili kompleksџi. 

Dokaz. Pod navedenim pretpostavkama, primenom Abelove parcijalne sumacije i korisi:enjem 
prethodnog problema pod 1 о (i\i, па odgovarajui:i natin, Stolzove teoreme), za п > О dobija se 

п п k " -- 1 k п п 

L А. = L Ь-' L Ь' а. = L L Ь-' (- ЬНЈ ak+J ) + L Ь-' L Ь' а • 
.. -о .=0 '1=0 А ... О ,,=0 ,,=0 '1_0 
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0-1 b-k--1 '--- 1 Ь-о-1 _ 1 о 

= " ЬН1 ао+, + '-----=- " ЬУ ау 
L., 1 - Ь-1 Ь-1 _ 1 L., 

k=O у=о 

ь 0-1 Ь 0-1 Ь о 1 • 
- ---=-- L ak+' - --=-- L ЬН1 аО+l + --=-- L ЬУ а - -- Ь-· L ЬУ ау 

Ь - 1 k=O Ь - 1 k=O Ь - 1 у=о у Ь - 1 k=O 

ь о Ь Ь 
" а. + ----.:----.: ао - о (1) -+ 
k~' Ь - 1 . Ь - 1 Ь - 1 

+'" 
То znaCi da red L А. +'" 

konvergira i da је L А. = 
n=О n=О 

5.105. Ispitati konvergenciju sledecih redova: 

сп -;- + со): 

ь 

ь - 1 

+ оо хn 

1 о L --------; 
0=1 (х - 1)" . (х - п) 

+'" П 
20 L . 

0=1 Х (х - 1) ... (х - п)' 

+'" П' 30 " • 
0"::1 х2 (х - 1)2 ... (х - ni 

Rezultat. Prvi red konvergira za xf/N, а drugi i treCi za xf/No• 
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+'" (- 1)" 
5.106. Proveriti da lј је red L jedno reSenje funkcionalne jednacine 

0=0 х + п 
7t 

g (х) + g (1 - х) = --- . 
• 
sш 7t Х 

5.107. 1 о Ispitati konvergenciju funkcionalnog niza 

х 

Је! - с2)" dt 
јп (х) = О (п Е N) 

1 
Ј (1 ...., с2)" dt 
О 

i odrediti njegovu granicnu funkciju gdegod је ona definisana. 

20 Odrediti skup па kome оуај niz uniforrnno konvergira. 

5.108. Funkci()nalni niz јп (х) (п Е N) dat је sa 

јп (х) = (п - 1) х (ХЕ О, ~ ), јп (х) = 1 - х (ХЕ :.! ). 
Ispitati Ја lј оуај niz uniformno konvergira па skupu па kome su njegovi 

clanovi definisani. 

+'" 
5.109. Neka је а,. > О i neka red L а,. divergira. Dokazati da tada 

п=~ 
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те 

al cos те + az cos 
те 

, 
, . 

2 п _, 1 ( ) - ---------------- ~ п -+ + оо . 
al + az + ... + а" 

5.11 О. Odrediti vrednosti realnih parametara р i q za koje red 
+ оо -"'----, __ 

L (Уn4 +2n+р- v'n4_+qn), 
п-по 

sa dovo1jno velikim по, konvergira. 

+00 
5.111. Neka potencija1ni red / (х) = L а" х" јmа pozitivan poluprecnik kon~ .-2 
vergencije R. Ispitati konvergenciju reda 

+00 П а 

g (х) = L "Х", 
.=2 n2 + п - 2 

dokazati da је 

(g' (х) + ~ g (х))' = f' ~x) 

i izraziti g (х) роmоси / (х). 

5.112. Ispitati оЫCnи i uniformnu konvergenciju niza 

х е"Х - 1 
и,. (х) = (п е N). 

1 + е'"'' 
5.113. Nizu pozitivnih brojeva и,. (п е N) pridruZen је novi niz: 

v, Е R, Vn+l = 1, (vn + v' vn2 + иn) (п е N). 
2 

+<Х> 

Dokazati da su niz (vn) i red' L и" ekvikonvergenmi . 
• =1 

5.114. Ispitati konvergenciju щzа 

пА 
и,. (х) = xe-nХ (neN; хеК; ЛеR). 

n2 + 1 

5.115. Neka је А = (Јп) niz realnih ili kompleksnih (иnkсјја definisanih 1:14 ne­
praznom skupu Е. Dokazati sledeca tvrdenja о funkciona1nim redovima: 

+00 +ео 

В = L /n (х) i С = L ј/п (x)l . 
• =1 

1 о Ako red С uniformno konvergira па skupu Е, tada na istom skupu uni-
+<Х> 

formno konvergira i svaka permutacija reda В, tj. svaki red oЫ~ 2: /р( .. ) Сх), 
--1 

gde је р izvesna permutacija skupa N. 
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20 Red В moze biti па skupu Е uniformno konvergentan i ujedno imati per­
mutaci ju која па Е konvergi,ra, ali пе unitOrmno. Pri toте : 

2' .1 Red В moze па Е biti svuda apsolutno kcnvergentan, svuda neapsolutno 
konvergentan, ili negde па Е apsolutno, а negde neapsolutno konvergirati . 

20.2 Ukolikc su svi Clanovi niza А па skupu Е neprekidne Љпксјје, suma 
reda В moze biti neprekidna, а suma izvesne permutacije ovog red:\ prekidn:\ ЉпК­
сјја па skupu Е. 

20.3 U svakom od tri slucaj:\ koji se ротјпји pod 2'. 1, skup Е moze biti rea­
'an interv:\1 bilo kog (јра . 

Resenje. 10 Neka red С uni formno konvergira па skupu Е i neka је р Ыlр koja permutacija 
-t- ~ . 

skupa N. Red 2: /р ( n , (х) (а,ја ар.оlШпо konvergira па Е, а • druge .trane, ,а unapred dato 
n=1 

Е :> О po. toji п. Е N tak,'o da је 

( 1) 
+00 

.L 1/, (х)1 < Е 
k =nо + I 

(х Е Е). 

Ako .е . tavi п, = тах {р-' (1 ), ... , р-' (по)} , јтато р (k) > по (k > п, ) . Stoga i s оЬ­
,јroт па (1 ), 

+ сс + 00 

.L /Р{!" (х) < , 2: I/p (!') (х)1 < 
k=n + J k.=n + 1 

+ '" 

+ 00 

2: 1/.(k)(x) 1 
k=nL + I 

< L: I/k (х) 1 < . (п ? п, ; х Е ЕЈ. 
k =nо + 1 

+ 00 

То ,паСј da red 2: /~( "' (х) uniformno konvergira па Е . 
• =, 

20 Neka је 

" n (х) = 

1 
- ( - х)n (О :;:: х < 1) 
п 

1 
- (х - 2)" (1 < х S 2) 
п 

(п Е N), v . (х) = 
". (х) (х Е [О, 2) " (l} ) 

о (х = 1) 

ј neka је _а W N (х) (п Е N) oznaeen п-й , lап reda 

11, (х) - 1 + и, (х) + 
1 1 + uз (х) - - + ", (х) + ... 
2 3 

Кзkо potencijalni "dovi 
1 + '" • • 
-(- х) i.L - (х - 2)" 

п п 

(п Е N ) 

apsolutno konvergiraju ,а х Е [О, 1) odno.no "а х Е (1, 2], & _ет кза su, ргета Abelovoj tcoremi 
(1.2.4.3.1 ), uniformno 1<6n'lel!!"ntni па inter·.alu [О, 1] odnosno " . interv.lu [1, 2], red 

( 2) 

,konvergira apsolutno za х Е [О, 2] " {11 i uni:;)rmno на int·:rvalu ~O, 2]. О" onda јоа па [0,2] 
neprekidnu sumu и (х), је •• u ffil' , ri clanov. па [0,2] ner-rekidr,: fI 'nkcije. P.ed 
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+'" 
(3) 2: w. (х) 

11 = t 

kOn"ergira uniformno па intervalu [0,2Ј i neapsolutno u sv:ikoj tacki tog intervala, sa sumom 
u (х) + u (1 ). Kako red (2) neapsolutno konvergira za х = 1, postoji permutacija р skupa N 

+'" 
takva da је 2: Ир(n) (1) * U (1). Zbog apsolutne konvergencije reda (2), za svako х Е [О, 2Ј " {l} је 

n=1 
+00 

2: Ир(n, (х) = U (х). 
n=1 

Dakle, permutacija 
+'" 

(4) 2: Цр(n) (х) 
"=1 

reda (2) konvergira па [О, 2Ј ka prekidnoj sumi. Kako su оуј ёlапоуј reda (4) па [0,2] neprekidne 
funkcije па [0,2Ј, konvergel1cija Oyog reda па [0,2Ј пјје uniformna. Jasno је i da permutacija 

1 1 
up(t, (х) - 1 + Ир (" (х) + - + Uр(З) (х) - -.;. Ир(4, (х) + ... 

2 3 
reda (3) konvergira svudana [ О, 2Ј, аli пе konvergira uniformno па оуот intervalu. 

Prethodnim su dokazana tvrdenja 2' i 2' .2, kзо i drugo i treCe tyrdenje pod 2'.1. Prvo tvr­
+00 

denje pod 2' .1 dokazuje red 2: "n (х) па mestu reda (2), а tvrdenja pod 2' .3 do1cazuju onda 
п = I 

prethodna rasudivanja i mogucnost da ,е u пјјта interval [О, 2Ј zameni svakim od interyala [О, 2), 
(О, 2Ј i (О, 2). 

+'" +00 
5.116. Neka su 2: и,. i 2: vn divergentni redovi sa nenegativnim i opadaju-

"=1 n=l 
+00 

сјm clanovima. Da Ii tada red 2: v и,. Vn mora divergirati? Uopstiti ovaj probIem. 
п = I 

5.117. Za niz realnih brojeva а,. (п Е No) kaze se da је kvazi-konveksan ako је 

+00 
2: (п + 1) 16.2 аn 1 < + СО, 

11=0 

gde је 6.2 а,. = 6. а,. - 6. ап+Ј, 6. "п = а,. ..,. ап+1 (п E' No). 

1 о Лkо је niz а,. (п Е No) kvazi-konveksan, dokazati da postoje konstante 
А i В takve da је, za п --+ + СО, 
(1) 

(2) 

а,. = Аn + В + 0(1), 

. n
1 

) . 6.а,. = - А + о 

2 0 Dokazati da ogranicen kvazi-konveksan niz а,. (п Е No) јта osоЬinџ 

n6.а,. = 0(1) (п -+ + со). 
Dokaz. l ' Iz 

n -- I 

Р. = 2: (k + 1) ~2 а, = 
k~O 

n - 2 k п - Ј 

2: 2: ~2a. + п 2: t,2a, 
k=-O .,.=0 У =-';О 
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n-- 2 - 2: (ll ао - II ak+') + п (:' ао - .1. ао) 
k~O 

_ (п - 1).1. ао + а, - ап + п II ао - п (а. - ап+,) 

СП >: 1) 

izlazi, posto se stavi Qo = ао - Р., 

cdatle,. 

(3) 

Kako је 

(4) 

аn+l ао - Рn Qn 
-

п + 1· п (п + 1) п (п + 1) 
(п > 1); 

п 

а. ат 

п т 

..-1 Qo 

kLn k(k + 1) 

+оо 

(т > п > 1). 

lim Q. = в = ао - L (k + 1).1.2 а. Е R, 
Jto<-+ -+ оо k = О 

apsolutno konvergira, ра, prema 
k (k + 1) 

ат 
Нт - = А. 

m--++ооm 

(3), postoji • • 1 lma 

Ako u (3) т .... + оо, dobija se, s obzirom па (4), 
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kona~nu vrednost 

+ оо Q + оо В + е. В + оо 
ао _ А = L k = L = - + L 
п k~n k (k -1- 1) k=n k (k "- 1) п k=. 

ео 
(п > 1), 

k (k + 1) 

gde је Нт е. = О. Dakle, 
rt-> + оо 

+оо 

'" ео а. = Аn + В + п L. (п > 1), 
k=" k (k + 1) 

(5) 

pri &mu је, prema 5.49, 

+ оо ЕА; 
{6) lim п L --- = lim 

п--++оо k=n k(k + 1) п-->+оо 

+ОО 

" kL::. k (k + 1) ·n/(п (п . Ј)) 
- lim 
п-Н оо (l/n) - 1/(n -1- 1) 

е. 

l/n 

"fime је dokazana jednakost (1). Iz (5) izlazi, s obzirom па (6), 

II ао = 

+00 +00 
-- А -1- п 2: . е. - (п + 1) 2: 

k=. k (k + 1) k=n+1 

е. 

k (k + 1) 

- А -1- n. 
п (п -1- 1) 

е. 
+ОО 

L k=n+1 k (k + 1) 

ео 

= Нт ео = о. 
..... +ОО 
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Уа,ј, dakle, ј jednakost (2). 

2' Ako је пј, а. (п Е No) kvazj-konveksan ј ogranjten, tada vazi, otigledno, (1) ,а А = О 
ра jednakost (2) postaje . ' 

да. = о (n- 1) (11 -> + оо), ili п да. = о (1) (п -> + оо). 
5.118. Dokazati sledeCi stav: Neka је иn (х) Сп = О, 1, ... ) niz realnih funkcija, 
definisanih па nepraznom skupu А. realnih brojeva, takav da је па skupu А uni­
formno ogranicen niz 

1 п 
Тn (х) = - - L Slt (х) (п = О, 1, ... ), 

п + 1 '-q 
п 

gde је Sn (х) = L Uk (х) (п = О, 1, ... ). 
k~O 

Ako је ).." (п = О, 1, 2, ... ) kvazi-konveksan niz koji tezi ka пиН i ako 
+оо 

)..N SN (х) -> О (п -+ + оо) uniformno па А, tada је red L Лn иn (х) uniformno 
n=О 

konvergentan па А. 
Dokaz. Iz pretpostavki jzlazj prvo, s obzjrom па prethodni problem t>pd 2' , da!e п д Лn = 0(1) 
(п -> ;.. оо). Tvrdenje stava onda jzlazi jz je:\nakosti, dobijene dvозtfukоm prlmenom АЬеlоуе 
parcijalne sumacije, 

п (,-1 L 1 •• u. (х) = L д л. S. (х) + ЛN Sn (х) 
k-O k=O · 

n- 2 

= L д, 1., (k + 1) Т. (х) + ,:\1.._1 nТn_l (х) + л. S. (х) ех € А; п 2': 2) . 
• =0 

Оуај staY dokazao је М. ТотјС. 

5.119. Ј о Dokazati da red ~ -;Ј Лnх), gde је О::; еХ <1 i funkcija t 1-+ f(t) је 
n=1 

neprekidna i pozitivna za t > O, пе moze uniformno konvergirati па intervalu 
[О, 1]. Kako se u оуоm iskazu moze oslabiti pretpostavka о funkciji Ј? 

20 Za nenegativne vredl10sti parametra (Ј. i pozitivne vrednosti parametra 

~, ispitati 

[1, +00). 

оо 

uniformnu konvergenciju reda L х' 
n~ 1 (l+nx)~ 

па 

Resenje. 10 Pod ргеtроstаvkаmа оуе tatke, ukoliko se slayj 

2. 

Кн (х) ~ L x~ Ј (kx) (х>О, nEN), 
k=n+l 

dobijanlO 

intervalim<\ [О, 1] i 

Ј) 2. (k) .] ( k JI кn(-::; L п -о! - ~ n'-o L - Ј 1 + -)-> Јјт "'-О J(I+x)dx .-> O 
п k=n+l fl k==-I п П n_+со 

О 
I 

Јег је Ј Ј(! + х) dx > O. Odayde izlazi da posmatrani red pod pomenutim щl0ујmа пе kon­
О 

yergira. uniformno па [О, 1]. 
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Na osnovu izlozenog dokaza lako је uvideti da ,е uslov koji ,е (јее funkcije Ј nlOze 
,атепј!ј sledeCim slabijim us1oyom: funkcija t ~ ЈУ) је definisana ,а I > 0 itu· R:еП1аппоvоП1. 
smislu integrab.lna па nekom шtеrvаlu [а, ЬЈ, gde Је О < а <Ь<+оо. <>л pOZ1 

, 2n)I/llегvаl [О,. 1]. Za konvergenciju posma!ranog . funkcionalnog rcda па, C"'~ 'JJ .~. ра· 
(геЬпо Је (, dovolJno) da bude ~> 1. Ргета 1 , ako Је 0 < 0;<1, red пе konvergo:-a uп,fогmпо 
пј <а jedno ~ > O. Nekaje 1X>1 i ~ > 1. Ako је o;>~, јтато 

х" х" x d - ~ 1 
0 < ------ -.. < ~--<-

(1 + /IX) ~ (nx)~ n~ - n~ 
(О <х< 1, nEN). 

"Ь;а<'lе, red па [О, 1Ј uпifогmг.о konvergira ako i samo ako је о; > 1 i ~ > 1. 
Ь) J/ltel'Val (1, + оо). Za konvergenciju reda па I(Ojf'~ potrebno је (ј dovo1jno) da 

bude ~> 1. Ako Је и> too;> ~, ,а svako n E N Imamo _. 

----:; ..... + оо 
(1 + nx)~ 

(х ->-т оо), 

х" 
ра поz (n E N) пе konvergira ипјГогтпо ka nuli па [1, + оо) , odakle izlazi da red 

. (1 + nx)~ 
tada па [1, + оо) пе konvergira uniformno. Ako је <x < ~, Ысе 

х" xd 1 1 
0 < <_~= -Xd -~ <_. 

(1 + пх)Р an " r n~ - n~ 
(1 <х< + оо, nEN), 

ра red па [1, + оо) uniformno konvergira. Dakle, posmatrani red па [1, + оо) unifo"mno 
konvergira ako i ,ато ako је ~> 1 i ~><x. . 

5.120. Neka је (Т,,) п Е No niz kompleksnih brojeva, а kompleksan broj sa oso~ 
binom lal > 1 i 

5" = ( а + _.t..) тn _ 1 __ Тn+ 1 . (п = О, 1,2, ... ). 
а - 1 а" а - 1 

Dokazati da tada uslovi: 

сп -' + оо) • 
I 20 niz (5n) konvergira 

роУlаёе konvergenciju niza (Т,,). 

5.121. Dokazati da је 

,,/2 

1 = f sin х . log sin х . log cos х dx = 2 - log 2 - ...!-1t2 • 

О 8 
Dokaz. Redom јтато 

21 Nizovi i redovi 

1 I 1 1 
1 = -Ј 10g t . log (1 - [') dt = -- + .-",--

2 о 2 . 3' 4 . 5' 

= ( 
1 

2·3 
_ ~) ..L. ( 1 . _!..) ..L. 

, ј ••• 

3' 4 . 5 52 

.,. , ... 
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= 2 - log 2 - ..!.. ",'. 
8 

Pn·medba. G. Н. Hardy (1877-1947), Ј. О. Watts i drugi daJi su, 1900. godine u casopisu Educa­
гјоnа! Тјmеs, ОУО resenje, koje obja\'ljujemo bez ikakvih izmena. Ostaje da se obrazJoii s\'aki 
korak u navedenom resenju. i 

Оуоm problemu unekoliko је slican probIem 5.1. 

Literafura 

ColleCled раре" о/ G. Н. Hardy, уоl УН, р. 648. Oxford 1979. 

5.122. Navesti primer potencijalnog "eda koji је konvergentan samo u jednoj tacki. 

+ "" 
Takav је, ,па primer, red 2: п! х'1 koji 

'1=0 

• 
Је konvergentan sзmо u tаёki х = О. а 

divergentan za х "* О. 

Primedba. Funkcija ј, ёјјј Maclaurino\' red kon\'ergira samo u jednoj tacki, data је, па primer, sa 

+оо 

Literatura 
/ (х) .. - L: е-" cos (11' х) . 

п-о 

В. R. Gelbaum-J. М. Н. Olmsted: Conterexaтples јn Analysis. San Francisco-London­
-Amsterdam 1965. - РооеЬпо videti: str. 68-70. 

5.123. Dokazati Jametov krilerijum: 

+а> 

Red sa pozitivnim clanovima L: а" konvergira ako је 

а divergira ako је 

n=] 

п 

(1 - v аn) -;--n_ ;;:::: р > 1 za п > по, 
)og п 

п П 

(1- ~)-
)og п 

< 1 za п > по. 

• 5.124. Neka је razvoJ funkcije х н>- sec х prikazan u vidu 

+ оо Е 
sec х = L: _-,'с..' - х2 ". 

n~o (2 п)! 

Za brojeve Е1I , koji se zovu Eulerovi brojevi, izvesti rekurentnu formu)u. 

Res.mje. U vainosti је identitet 

(1) 
+ 00 Е 

2:-'""- х" 
n=о (2 п) ! 

jer је identicno ,ес Х· соо х = 1. 

+ оо х2n 
.2:(-1)" = 1, 
n=о (2n)! 
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+00 
Posle mnozenja redova u (1) јтаmо 2 а,. х2n = 1, gde је 

n=О 

ао = 1, 
п 

а,. = 2 (~ 
,-о 

Еn-А: 
1)' ---::....::_-- = О 

(2n - 2k)!(2k)! 
(n=I,2, ... ). 

Odavde izlazi 

Ео = 1, 
п-Ј Е 
" n-> 1 

/"0 (- 1)' (-2-1I-~-2"-k)"::!-(2-k-)! -~ (- 1)"-1 (2 п)! (n=1,2, ... ). 

Ako 11 - k zamenimo "а k, poslednja rekurenrna formula postaje 

п . Е. 1 
,2 Ј (~ 1)'--1 (211 _ 2 k)! (2 k)! = (2n)! (п = 1,2, ... ). 

5.125. Neka је (аn)" Е No realannenegativan niz i А >0. Tada је, ocigledno, 

1 п 

О < -- 2 min (аћ А) < А (п Е N). 
п <=Ј 

Uvedimo sledece oznake; 

s (А) = liт sup ~ i тјп (ak' А), s СА) = lјт inf ~ i 
n---.+с:о П k=1 n-_+со П k=1 

min (аћ А). 

1 о Dоkаzзтi da је О < s СА) < S (А).::;; А i da su s (А) i S (А) monotono пеора­
dajuce funkcije od А. Ako је lјт s (А) = Нт S СА) = L, ро definiciji oznaca-

А-++со А--++со 

уато L = tal Са,,) (truncated average limit, tj. srednja granica odsecanja). 
20 Ako је аn > О za п = 1, 2, ... , tal (а п) = а i л >0, dokazati da је 

tal (л аn) = л а. 

30 Ako је аn > О i Ьn > О (п = 1,2, ... ) i ako tal (а,,) i tal (Ьn) postoje, 
dokazati da је 

Resenje. 30 Najpre dokazati da је, 'а а, Ь, А > О, 

i zatim 

Literatura 

mјп (а, ~ ) + тјп (Ь, ~ ) < mјп (а + Ь, А) < тјп (а, А) + тјп (Ь, А), 

~ i (mjn(a .. ~) + тјп (bk, ~)) < -'- i mјп (а, + Ь" А) 
п <=Ј 2 2 п '=Ј 

п 1 
<- 2 (mјп (ak, А) + mјп (bk, А». 

п <=Ј 

]. уап de Lune: Тће trиncated average limjt and ,оте оЈ jts appljcatio1lS ј" analytic nитЬег 
theory. Math. Centre Report ZW 20, Amsterdam 1974, рр. 1-2 . 

• 

21'* 
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5.126. Funkcija x~ f (х) definisana је ,па intervalu [1, :+- со) i јта tu neprekidan 
+00 ' +00 

prvi izvod, ргј сети је Ј 11' (x)i dx < + со. Dokazati da red L: f сп) konver-
1 n~1 

. + 00 
gira ako i samo зkо konvergira integral Ј f (х) dx. 

I 

Resenje. ћјтепот teoreme о srednjoj vrednostj integral. i Newton-Leibnizove formule, do­
Ыј. se, ,а а > 1 i О < 6 < 1, 

и+6 
1 . 

! Ј Ј(х) dx-6 Ј(а) , - [ е J(~) -6 Ј(а) [-6[ J(~)-J(a) [ - 6 
а 

1; 

Ј f' (х) dx 

а+6 

< Ј [Ј' (х) [ dx, 
а 

а 

gde је a~~~a t- 6. Ргimелаm dobijene пејedлаkоsti 

а+О а+8 

Ј Ј(х) dx - 6 Ј(а) < Ј [Ј' (х) [dx (а> 1, 0 <6 < 1), 

а а 

dokaz se 'ауг;;ауа uz ротас Cauchyevog kriterijuma ,а kопvеrgелеiјu reda 1 istoimenog 
kriterijuma ,а nesvojstveni integral . ' . 

Primedba. Pretpost.yka da је ртуј izyod neprekid.n па [О, -'- <о) moze se zameniti pretpostay­
kom da је оп konaa.n u svakoj ta~kj Oyog intery.la. 

L'iteratura 

у епехи матемаТнЧескнх наук 30, вьщуск 4 (184) (! 975), 282-283. - Problem оа 
Prye syesaYezne rnaceтacj~Ke olirnpijade 1974. godine u МооКуј . 

. ' 

5.127. Neka је Е neogranicen skup realnih јlј kompleksnih brojeva. Dоkаz\џi da 

:Unkс:јопаlпј niz (1 +.:)11 СП Е N) пе konvergira uniformno па Е. 

lesenje. Оуа ~jnjenjca neposredno izlazj ј, sledeceg opstjjeg jskaz.: 

Njz realnih ili kornpleksnih polinorna 

(1) Р.(х) (neN) 

' а osobinom da ои роliпотј х f-+ Ра+! (х) - Ра (х) nekonstantni za beskonaroo rnnogo yred­
nostj п ne rnoie unjformno konyergjrati nj па jednom neogranjcenom skupu realiljh iIi kornplek­
опјЬ brojeya. 

Neka је (1) jedan с.Кау niz polinoma i пека је Е ооlо koji neogranicen skup realqih 
й; kornpleksnih brojeya. Kad bi niz (1) uniformno konvergirao па Е, postojao bi prirodan broj 
rn takay da роlјпоrn х ...... Рm+! (х) - Р;" (х) njje konstantan i da је 

I Р"'+l (х) - Рт (х) 1 < 1 (х е Е). 

Оуо Ьј, medutirn, Ыlо u suprotnostj оа cjnjenic.ma da је 

lim I Рт+! (х) - Р ... (х)1 = + <о 
х-+оо 

i da је skup Е neogranicen. Dokaz је time zavrsen. 

ћirnеdЬа. Оуо tvrdenje rnoze se drukCije па sledeCi пасјп formulisatj: Red realnih ili komplek­
.snih роliпоrnа sa beskonacno mnogo nekonstantnih clanova пе rnoze uniformno konvergjratj 
па neograni~enorn skupu. 

Specijalno: potencijalni red s. ЬеоКоп.Спо mnogo koefieijen.ta razlititih od nule пе moie 
unirormno konvergirati па neogranicenom skupu. (Оуо poslednje је, u stvari, Ivrdenje 2' u 
formulaeiji рсоЫета 5.8.) 



6. NEKOLIKO NOVIJIН REZULTATA U TEORIJI REDOVA 

Ovde se Јаје pregled osnovnog dela jedne grupe рге nekoliko godina objav­
Ijenih rezultata koji pripadaju {еогјјј redova i јmаји - i ргеmа pitanjima па koja 
se prvenstveno odno~ i ро metodama kojima su dobijeni - relativno elementaran 
karakter. Njima је, medџtim, grupa pitanja iz kojih su potekli и potpunosti, za 
opsti sl~c~.j, resena; ovo јm, zajedno sa vecim Ьгојеm posledica i dopunskih 
rezultata, kao i mogucnostima primena u vise ргауаса, daje izvesnu zanimljivost. 

Rec је, па prvom mestu, о sledeeem pitanju: 
Neka је аn (п Е No) niz kompleksnih brojeva razliCitih od пиЈе za dovoJjno 

п 

veliko п, i neka је stavljeno Sn = L аА; (п Е No) ј,. pod pretpostavkom da red 

(1) 

+'" 
konvergira, S = L 

k=O 

kompJeksan Ьгој W, 

odnosno 

(Il!ll) 

k=O 

+'" 
ak, Rn = L й!с (п Е No)·. Pod kojim је uslovom, za dati 

k"":"'n 

.' Sn 11m - = W, 
n---+ + оо йn 

Ј . Rn ~ 
tm = Wf 

n-++ оо аn 

Osnovni odgovor па ovo pitanje dat је {еогетаmа 2 i З. Navedimo prethodno 
sledeci rezultat, koji se odnosi па potencijalne redove а bitno se koristi и dokazu 
teoreme 2. 

Теorета 1. Neka: ос) аn, Ьn Е С (п Е No); ~) аn '" О za dovoljno veliko п; у) red 

+'" 
j(z) = L ЬрА: 

k_O 
/ 

јта poluprecnik konvergencije r > О. Tada: 

1° liт 
аn 

_~ л I~I < r 

• Ovde se, dakle, oznaka R. i termin ,>n-ti ostatak. (naslov rada [1]) uzimaju sa nезСО druk-
сјјјm ,nасеnјеm nego 'со је јnасе uobicajeno (str. 23-24); to ое сјпј da Ы se odgovarajul:i 
rezultati formulisali u pogodnijem obliku. 
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povlaCi 
1 п 

lim 2: ak bn-k = f (~); 
n- ;>- + со аn k~O 

20 lim 
an'+l 

= ~ л I~I < r 
n-++ оо аn 

povlaci 
1 + '" 

lim 2: ak bk-n = f (~). 
n-++ о') аn k=n 

Primetimo da se tvrdenje 10 moze naci u [5] (ргуј deo, IV glava, рго­
Ыет 178) dok је tvrdenje 20 formulisano i dokazano u [1] . 

• 
Doka:z. 10 Neka је I~I < р < т. Bez teskoca se ustanovljava da postoje prirOOan broj по i 

nenegativan konaёan broj М takvi da је 

а. 
S М рn-' (О < k < п - 1; п > по). 

а. 

Onda _е, sa proizvoljno izabranim т 2:. по, za п > т dobija 

+'" 
(2) Ib,1 р' + L Ib,1 р'. 

Ie-т+ I 
Kako је 

a,,_k 
Нт -- = р' (k = О, ••• , т), 

n-~+CO ОП 

pustajuCi u (2) da П ~ + оо , dobija "е 

+Ф 

Нт Р. < (М + 1) 2: 
n----.. + оо /е-т + I 

а росот, pustajuci da т ~ + оо, Нт Р. < О, tj. Нт Р. = О, §со је trebalo dokazati. 
n~+a) ~+oo 

2" Neka је ponovo 11;1 < р < т. Postoji prirOOan broj по tзkау da је 

i OOatle 

< р (п > по) 
а. 

I а.+, < р' (п > по; k > О). 
а. 

Stoga, za proizvoljno izabrano т Е N, јтато 

(3) 
1 + оо 

Q. = - 2: а.Ь._. - f <r,) -
10n k=" 

-
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I т ( - 1;0) + '" < /2 Ь. ап+о + 2 ,Ь.I 
а,.+ј; 

k-O - ал k=m+1 а. 

+ '" 
+ 2 Ib.IICI· 

-k=m + I 

Kako је 

~ Ьо (а о +. - 1;') 
+'" 

< + 2 2 IЬ.I р' 
• =0 аn k-m + Ј 

(п > по) . 

l
' йn+k 
.т = 1;" (k > О), 

n-'?- + оо аn 

+'" 
ри'сајиСј da u (3) п - + оо dobija se 1јт Qn < 2 2 ,Ь.I р', а ри'сајиСј zatim da т _ + ОО, 

11----'.>- + оо k _т + t 
1јт Qn < О, сј. 1јт Q. = О, 'со је i trebalo ustanoviti. 

n- ->- + оо n_ + оо 
Као stO је vec/receno, sledece dve teoreme sadrze glavni deo grupe rezultata 

о kojoj је rec. U radu [1] dokazana је teorema 2 i tvrdenje 1 о teoreme З. Tvrdenje 
20 teoreme '3 је u [2], . а1ј Ье;!; specifikacija 20.1 i 20.2 Оуа dva tvrdenja 
bila S1tU fl.] i [2] zamen;enaslabijim iskazima, а sama tvrden;a 20.1 i 20.2 formu­
lisana su u (2) u obliku hipoteze, koju је kasnije u radu [4] dokazao diplomirani 
mateinaticar mr Slavko Simic. 

Ovde сето izloziti dokaze teoreme 2 i tvrdenja pod ] о teoreme З. 

Теотета 2. Za svako kompleksno w sa osobinom Re (w) #- ~: . ... 2 

1 о jednakost (Iw) zadoooljena је ako ; Јато ako је ;spunjen 

(Iw') lјт 
an+l w 

л s=о ukol;ko red (1 ) --
n- ).+ оо аn w-I 

20 jednakost (IIw) zadoooljena је ako ; Јamo ako 

. аn+1 w - 1 . 
lШl = Л red (1) konverglra. 

n __ + оо аn 'w . 

Ру; соте prvu jednakost и (I w') стеЬа shvatiti kao lјт 
n--++ оо ап 

w = 1. 
Dokaz. 1 о Kako је, za dovo1jno veHko п, 

S. а" + S.-l S,._1 0"-1 -- = 1 + • , 
а. а. Йn_l а. 

jednakost (1 .. ) оа w#-I роу1асј 

asaw=1 

S.-1 
а,,+Ј а" "a._1 fO 

lјт = Нт = liIп -=....с.... _ --- , 
11-++ со а" 1I-++ооа,.-1 ..-++00 s. w - 1 

--1 

• 

= lјт 
а.+l 

Нт = Нт 
n-~+ оо а,. n-++ со ,. .... +(1) 

а.-l 

S. 
--1 
а. 

= 1- оо, 

usloo 

konverg;ra; 

+<ХЈ kad је 



328 И . S. MIТRlNOVIC 1 И. И. ADAMO\' IC 

, Sn-l 
pri сети u оуот drugom slucaju тЈ" moguce da bude,za proizvoljno veliko п , = 1, 

a1l- 1 

јес Ьј {о povukl0 а._ l = S.-1 = S._2 + а.-l 'а proizvoljno veliko п, {ј. S. = О za proizvoljno 
S. . 

veliko п, sto Ы Ыl0 nesaglasno sa lјт - - 1 = <с. Prvi deo usl0va . (l "" ) је, dakle, potroban. 
11-+-+ оо а,. 

O~igledno је da је i njegov' drugi deo potrcban. 
1 

Pretpostavimo da је, sa Re (w) > -- (slu~j kad је, s obzirom па D' А\етЬесtoу kriterijum 
2 . 

1 
i па Re (w) > - о> Iw l(w - 1)1 > 1, rcd (1) divergcntan), 

2 

(4) 

Tada је 

lјт 
а. 

= 
<с-l 

i \W:11 < 1, 

.. ' . 1 
ра se, primcnom teoreme 1 па slu~aj kad је Ь • . = 1 (п Е No),tj. 'kad је j(z) = -=--, dobija 

1 - z 

. S. 
I.т -

n--;-t + со а.,. 

• 

, 

1 . . . . . . 
Najzad, ako va!i (3) за Rc (w) < - (olи~j ' konvergencije reda' (l)) i pri 

2 
{оте је S = О, t.da, 

prema {усЈепји 20, 6јј dokaz зlеdi, јтато 
. . . 

• • • 
S. S- S. R,.+l R. 1 

liт - - lim - liт = 1 - lim- = 1 ----=w. 
n .... +«I . а. "~+QO а. _+00 а. ~+ аоа. 

1 

dela 
20 Drugi deo us10va ([I ,,'Ј ocigledno је neophodan za (lI .. ). Neophudnost 

izlazi iz 

• 

- . 

1 

<С-! 

• llJegovog prvog 

Pretposravimo da је tls10v (/1",') ispunjen. Тзdа primena teorcme 1 па slu~j kad jef(z) = 
1 

- daje 
1 - z 

R. (W - l) liт -=! . = ... . 
п---+- + со а. - со . 

R. R.+. 
Рп tome u _lи~jи kad је, specijalno, liт - = w = О пе moze biti -"= = о za proizvoljno 

~+ со а" а" 
ve\iko п, jer Ы to povuk10 

R,. и" + R,,+l 
-- :.:1 
а. а. 

,а proizvoljno уеliюm п, sto Ы Ы)о nesaglasno sa prctpostavkom. 

Теотеma З. Za тako 

(5) 

1wmpleksпow sa osobinom 

. 1 
Re(w) =-; 

2 
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1 о uslov (Јш') је potreban а nјје dovoJjan za (Јш); takode, uslov (Пw') је роеуе­
Ьаn а nјје dovoljan za (П ш); 

20 jednakosti (Јш) i (Ilw) efektivno se realizuju; specijalno, za svako takvo w: 

20.1 ukoliko је е Е (0,2 7t) odredeno sa 

w --- =еОј, 
w -1 

а rliz I1:n (п Е No) realnih brojeva јта osobine 

1јm I1:n = + ОО, 
n----+ + оо 

1
. I1:n+l - I1:n 
lm 

n~+ a:I !Хп +2 - «11+1 

tada (Јш) vazi za 

(6) аn = enOi 11:" (п Е No); 

20.2 ukoliko је 6 Е (0,2 7t) odredeno sa 

w -1 ој 
=е , 

w 

а niz realnih brojeva 11:" (п Е No) јта osobine 

11:" - ос,,+, 
1im ос" = О. i 1im = 1, 
n~+ оо ,~+ оо cx.,.,.+l - _ (1.,..+2 

саЈа (IIШ) vaii za niz (6). 

1, 

Dokaz ютЈenја 1 '. Potrebnost uslova (1 .. ') i (П .. ')za vшпје jedna:.casti (1",) i (11",), respektivno, 
izlazi iz odgovarajucih delova dokaza teoreme 2. 

BuduCi da је 

1 w 
Re (w) = - ..,. = e8i sa (1 Е (0,27t), 

2 w-l 
primer nizз 

а. =.,.ei (п Е No; О < (1 < 2 ") 

dokazuje da пј za jedno w sa osobinom (5) us10v (1",') пјје dovo1jan za (I "')' Zaista, u slucaju niza (6), 

• 
а ш. 

пе konvergira. 

а 

1" 11+1 в' lm --- = е 1, 

n-++ оо й • 

S. 1 
- = . (e8 i - .-..Oi) (п Е N o) 
ан en&l 

. I?a bis~o ustanovi1i da пј za јеdnо w sa osobinom (5) us10v (П",') niје dovoljan za (П .. ), 
prlme~mo najpreda za svako (1 Е (О, 2 ") niz .,.ei (п Е No) јта I . kao taCku nagomilavanja_ 
Neka је (1 Е (0,2 ") dato; stavimo 

1 
а. = .1I8i (Р. < k < Р.Н; п = О, 1, ... ), 

п + 1 
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pri Сети su brojevi О = Ро < Р' < р2 < . .. izabrani tako da bude 

р.+.-l 1 1 2: еkiЭј = . . е(Р.+I- р.)6ј - 1 ~ (п Е No), 
L е6 • - 1 (n+1 )2 
IC -р,. I 

,ro је mogul:e uciniti, s obzirom па prethodnu primedbu. Red (1) је sada konvergcntan, рсеmа 
Dirichletovom kriterijumu, а ocigledno 

lim а'+ 1 = е6ј (= w ) 
n-4 + 00 а. w - l . 

Medutim, 

+'" Р.+г 1 I +«> ( 1) 2: (k + 1)- ' L: е'ОI 2: (k + 1)-1. (k + 1)-2 О n' 
Rp k -п 'у -р" k-n 1_-"-" - -'--- - - --'-''''---'- < '--~-------- - ---'-- - о сп _ + oo)~ 
ар (п + 1)- ' СП + 1)- ' (п + 1)- 1 

• 
а s drugc stran~, 

R p ,,-1 ар ,.-1 + R p71 
--.- - - '----- = 1 + 
aP'l'l-l йрп-1 

R. 
(зkо da koliCnik - u оуот slucaju пс konvcrgira. 

а. 

сп - + оо), 

u radovima [lЈ, [2Ј, [3] i [4Ј dobijen је niz raznovrsnih posledica navedenih 
rezulta~a, kao i пјЉоујЬ dopuna, .analogona i primena. Ovde ееlllО пауeзti sзm(} 
cetiri posledice teoreme 2, od kojih prva daje uslove pod kojima se ostvaruju зsiш­
ptotske jednakosti Sn ~ ал (п --+ + оо) i R n ~ а" (п ->- + оо), а treea i eetvrta 
se odnose па potencijalne redove, zatim, kao dopunski rezultat, teoremu 4, koja 
da;e u slucajevima kada su јзрипјепј изl0уј (lw) oc1nosno (П .. ) asimptotsko ро­
па5ап;е proizvoljan broj puta iteriranih зита оdnosпо ostataka, u uopstenom smislu • . 
i najzad primenu teoreme 2 па ispitivanje ропзSапја <>dredenek1ase nizova. Napo­
тјпјето da su оуј i prethodno navedeni rezu1tati u radovima [IЈ, [2Ј i [4Ј bi1i 
nesto drukCije grupisani u iskaze. 

Posledica 1. и орЈсет slucaju; 

о S ( ) 1· а.. О I "~a,, n --+ + оо ~ lт - =; 
,,.,..... + ао а,,+l 

а,,+l 
оо) ~ Нт --""-- = о. 

n-~ + «1 аn 

Posledica 2. и орЈсет slucaju; 

10 IS .. I = о (Ia,.!) (п - > + оо) ~ liш а,.+1 = О 1\ S = о; 
114'-+ ао а. 

20 IR,.I = о (la"l) (п --+ + оо), мо i uopJte и! .. ) sa Re (w) < .2.,nјЈе moguU. 
2 

Posledica 3. 1 о Da Ы bilo za Ьат Јеdno z i' О 

• 
(7) 2: аЈ; ZA: ~ а,. Zll (п --+ + оо) 

А_О 
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ростеЬnо је, а Ја (7) vaZi za svako z -# о dovoljno је, Ја bude 

20 Da Ы bilo 

(8) 
+'" 

Нт а". = О. 
11---')0 + со ан + 1 

L Щ, z1: '" а" z" (п -> + оо) k-. 
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za Ьат jedno z #- О ростеЬno је, а Ја (8) vaii za svako z #- О dovoljno је, Ја bude 

lim ' а,,-+::.. = О. 
n -> + оо а,. 

Posledica 4. Neka је <р (п) (п Е No) scrogo тasсш5i niz elemenata skupa No takav 
Ја ср (п + 1) - ср сп) - > + оо (п --> + оо). ТаЈа: 

1 о Нт ап+1! > О povla8 ~ а", z"("') '" а" .. (П) (lzl > 1); 
,.~+ се йп ,-о 

+'" 2 0 Нт a,,+l < 1 
n-7+«) ап 

povlali L а", z'O(J:) '" а" z"(") (Izl < 1). 
А-п 

Теorета 4. Neka Ји 

(u,,(m».eNo i (v,,(m»nENo (т Е N) 

nizovi kompleksnih brojeva kojiispunjavaju sledeie us/uve: 

u,,(т) #- О, v,,(m) #- О (п Е No; т Е N), 

. U,,+l (т) • V,,+l (т~ 
ЈЈт "-- ЈЈт = 1 (т Е N), 

n-+ + '" и" (т) ,;-> + '" v" (т) 

i neka $и nizovi ((1,,(m»neNo i ( .. ,,(т) •• No (т Е N) definisani па sledeci nalin: 

dcC dcC " 
(1,,(0) = S" (п Е No), (1,,(m+l) = u,,(m+l) L VJ:(т+l) (1Ј:(т) (п Е No; т Е NO) i 

А-О 

dcC dcC +«> 
.. ,,(О) =R" (п Е No), .. ,,(m+l) = и,,(т+l) L v",(т+ll ТЈ:(m) 

А-п 

Tada, za SVako w koтf>leksno sa ОЈОЫnom Re (ш) > 2.: 
2 

1 о (1ш), сј. S",..... ша" СП ~ + оо), povla8 
,. 

(1n(т) ,..... шт+ 1 а" П и .. (У) vn(V) (т Е N); 
,......,.+00 ,,_1 

20 (I1ш), сј. R .. ,..... w а" (п -- + оо), povlaci .. 
.. n(т, ,..... wm+l а" П u,,{У) v,,(Y) (т Е N). 

~+oo ,,-1 

(п Е No; т Е No). 
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Napomenimo па kraju da se direktnom primenom teoreme 2 moze, па primer, 
odmah dobiti asimptotsko ponasanje niza о kome је rec u problemu 5.14, ј to , 
za bilo koji kompeksan Ьгој а sa osobinom I а I > 1. 
Literalura 
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