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PREDGOVOR PRVOM IZDANJU

Ova knjiga ima obeleZja sertje Turorial Texts, u kojoj je prvopotpisani obja-
vio pet knjiga*.

Tekst se sastoji 1z pregleda definicija 1 teorema kao 1 1z niza zadataka 1 prob-
lema iz teorije nizova 1 redova. Zadaci 1 problemi dobrim delom su redent 1 Cine
znatno vedéi deo knjige, dok su teoreme navedene bez dokaza. Dokazi nekoliko
teorema izlozent su tpak u obliku redenja medu problemima.

Knjiga je u prvom redu namenjena studentima prirodno-matematiCkih, a
zatim studentima tehnickih fakulteta. Ona ¢e takode biti korisna svim matema-
ticarima 1 inZenjerima koji se sluze teorijom nizova i redova u svom teorijskom
1 prakti¢nom radu.

o ® =R

Teorijska osnova resavanja zadataka 1 problema, ¢ijt je kostur izloZen na po-
Cetku knnge, sastojl se uglavnom u sadrzaju odgovam]uuh delova L\ompletm]
kursa matematicke analize. Specualne oblasti moderne tcorije nizova 1 redova,
kao sto su zbirljivost, teorija aproksimacija, noviji rezultatt teorije trigonometrij -
skih redova itd, nisu obradene, narocito ne Sire 1 eksplicitno. Treba napomenuti
da je u Kknjizi na prvom mestu re¢ o realnim nizovima i1 redovima. Materijal u
vezi sa kompleksnim nizovima i redovima predstavlja uzgrednu dopunu i odnosi
se uglavnom na slucajeve u kojima se rezultati iz realnog podrudja, bez sustinske
izmene metoda, prenose na kompleksno podrudje (naravno, uz koriScenje tchnike
rada sa kompleksnim brojevima). Specifi¢ni rezultati i metode teorije analitickih
funkcija bitno se ne koriste niti pretpostavljaju, mada se na nekoliko mesta u napo-
menama na njih ukazuje.

Tekst je pripreman duZe vreme {od 1965). Rescnja su po pravilu proverena.
Bilo je teSkoca u klasifikaciji 1 rasporedivanju zadataka i problema, 1 to moZda
nije 1zvrseno besprekorno. Autori takode ne mogu biti sasvim zadovoljni sraz-
merom u kojoj su u knjizi zastupljene pojedine oblasti. Ali, kao Sto tocdesto kazu
piscl, u slededem 1zdanju bice sve bolje.

Izvori za kolekciju zadataka i problema bile su u prvom redu knjige:

D. S, Mitrinovi¢: Zbornik matemarickinh problema, knjiga 2, drugo 1zdanje,
Beograd 1960;

D. S. Mitrinovi¢: Zbornmk matematickih problema, knjiga 1, trece izdanje,
Beograd 1962;

G. PSlya i G. Szegd: Zadali i teoremi 1z analiza, Moskva 1956;

K. Knopp: Infinite sequonces and series, New York 1936;

1. C. Francis and J. E. Littlewood: Examples in infinite series with solu-
rions, Cambridge 1949;

. S. Mitrinovic: Marematika u obliku metodicke zbirke zadataka sa rese-
njima, knjiga 2, drugo izdanje, Beograd 1967.

* Elementary Imegualities (Groningen 1964),
Functions of a Complex Variable (Groningen 1965),
Elementary Natrices {Groningen 1965),

Calculus of Residues {\Gmn'nﬂen 1963),
Differeniial Geometry (Groningen 1969).
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Takode je bio koristan ¢lapak: ~ <.

D. D. AdamoviC: O gornjem 1 donjem limesu, MatematiCka biblioteka, sveska
21, Beograd 1961, str. 35—063. |

Razni Casopist, u prvom vedu American Mathematical Monthly, Mathemarics
Magazine, Revue de Mathématiques Spéciales, bili su takode izvor za probleme.

U pocetnoj fazi priprema ove knjige uzeo je uceiéa dr D. Z. Dokovié (sada
profesor Univerziteta Waterloo u Kanadi).
| U tehniCkoy pripremi rukopisa za $tampu autorima su pomogli dr D. D.
Tosic, dr R. R. Jawié, I. Lackovic, M. D. Mitrinovic 1 D. V. Slavié. Slike je izradio
D. V. Slawcd.

Profesor E. Supamid, profesor §. B. Presid, docent P. M. Vasi¢ i asistent
dr J. D. Kelkic procitali su rukopis u zavrdnoj fazi i stavili primedbe koje su dop-
rincle da se na nekim mestima poboljSaju formulacije.

Koncepctja knjige pripada prvopotpisanom, a drugopotpisani je obavio vedi
deo posla u njenom pripremanju.

23. juna 1970. | D. S. Mirrinovic
| D. D. Adamovic

PREDGOVOR DRUGOM IZDANJU

Devet godina posle pojave prvog 1zdanja knjige Nizov: ¢ redovi (Beograd 1971)
njeni autori mogu da konstatuju da je ona dosta dobro prihvacena od onth kojima
je prvenstveno bila namenjena, pa 1 od Sire matemati¢ke zajednice, o ¢emu,pored
ostalog, govori okolnost $to je u 1978. godint 1izdanje u potpunosti rasprodato. Sem
toga, prikazi merodavne stru¢ne kritike u poznatim referativnim ¢ascpisima
Hosple wuuru 3a pydexxom (11 (1973), 34—35), Mathematical Reviews {(October
1975, 7876), Zentralblair fiir Mathematik (246 (1973), 241) — bili su povoljni. Tako,
na primer, u sovjetskom Casopisu recenzent M. A. Akivis, izmedu ostalog, kazZe:

[lepBoie jBa paszfeda KHUTM cofepyKar o0003HAaYeHMsi, TIpUMeHse-
Mble B AanbHeHllew, u 0020p TeopHM MNocjeaoBaTesibHOCTEH U pAnos. B
oToM 0030pe npiHBeleHbl OCHOBHbIE OIpefesieHHsaA H CcPopMyJmpoBaHbl
0e3 nokazaTenbCTBAa OCHOBHBIE Teopembl. O0bem 3TOoro 063opa COOTBETCTBYET
00beMy TIONHOIC YHHBEPCUTETCKOrO KypCa MAaTeMaTHUecKOro aHaamsa.

ITocnepyrouive paszfaensl COAPErKaT OOJIBUIOE UUCIO YIPAKEHUHA H
33144 U3 TEOPHUI NOCACHOBATEIBHOCTEN! U PANOB. 34eCh HApALY ¢ HPOCThIMHU,
HO XOpPOILO NOAOOPAHHBLIMH H UYPE3BBLIYAKHO II0JIE3HBIMU YIPOKHEHUAMHU
HMEIOTCSA 3amaudl IOBBLIWEHHOM TPyAHOCTH, NpubImKaroumecs II0 CTHIIIO
K 3aJadem W3 uzBecTHoll kuurd Iomma w Cere. B xaure 6oJsbiioe mecTo
OTBeJEHO 3ajauamM Ha [JOKazaTeJIbCTBO H  UCCJIEJOBAHKIC.

B uenom xHura gBAsSercs moJe3HbIM IocodueM T0 MaTeMaTHUYECKOMY
anaau3y. OHa nomoyKeT IpenojasBare/siMv, BeAyMIKM 3aHATHA N0 COOTBET-
CTBYIOLEH Temarrnke, 000oTraTuTh 3TH 3aHATHA Pa3zHOOOPA3HBIMU M XOpPOIUO
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nojo0paHHbIMM 2afadamy. Muorve U3 3agay v UMKIIOB 3aj1ad, HMEIOLIMXCHA
B KHUI'e, MOI'yT OBITh MCNOJIb30BaHbl IJIS PEILISHUS HAa KPY>KKaX U CeMHUHapax
110 MaTEMATUUECKOMY aHanu3dy IS CTYAEHTOB MIZTIUUX XYPCOB.

Gore navedene Cinjenice podstakle su autore da pripreme za Stampu novo
1izdanje knjige.

Predgovor prvom izdanju sadrzao je primedbu — lako autoironi¢no intoni-
ranu — da ¢e, »kao 3to to Cesto kaZu piscl, u slededem 1zdanju biti sve bolje«. Ovu
primedbu autort su, medutim, ozbiljno shvatili kao obecéanje 1 obavezu, prema sebi
1 buduéim ¢itaocima, da Ce se savesno potruditi da to novo izdanje zaista u svakom
pogledu bude bolje 1 uspelije od prvog. Imali su pritom na prvom mestu u vidu
prevazilaZzenje tada uolenih 1 u predgovoru pomenutih nedostataka u pogledu
klacifikacije 1 rasporedivanja zadataka it problema, ali takode i Otklanjanie svih
drugih nekorektnost: 1 nedostataka koji bt u meduvremenu bil prlmecem, opste
formalno-stilsko doterivanje, kao i izvesno obogacenje i osveZenje sadrZaja, uz
odgovarajude izostavljanje manje korisnog i manje zanimljivog materijala, — sve
ovo bez izmene osnovne Koncepcije 1 fizionomije knjige.

Medutim, zbog sticaja izvesnih nepovoljnih okolnosti, uglavnom tehnickih
1 fIHHHSl]SkIh ogramcen)a autor:1 su, na zalost, bili u mogucnostl da samo deli-
mifno, u suzenim okvirima, ostvare ovu SVOju nameru. I'a ogramcen]a nisu dozvo-
lila obimnije intervencije na tekstu prvog izdanja, narolito veéa pomeranja i pre-
meStanja u njemu, jer bi to iziskivalo ponovno slaganje teksta, $to je sada veoma
skupo. Zbog toga, ono $to je u pripremanju novog izdanja uradeno svodi se na
sledece: sistematski je pregledan i preispitan ¢&itav tekst starog izdanja i u njemu
1spravl;ene sve primecene greske, Stamparske, tehnicke 1 stvarne; otklonjeni su
1 ostall ve¢i 1 manji nedostaci i izvr$ena potrebna stilska doterivanja — jedno i
drugo u meri koju su pomenute oglamcava]uce okolnost: dozvolile; na nekoliko
mesta zadaci 1l problenn zamemem su drug:ma veci broj novih problema, u ve-

‘cint sa reSenjima, dodat je knjizi i numerisan sa 5.93 do 5.127; navedeno ; je, u vidu

posebnog priloga, nekoliko novijih rezultata iz teorije redova; najzad, knjizi su

'pllkljucem, na Rraju, Spisak kricerijuma konvergencije t ostalih vasnijih teorema
1 Indeks imena.

Autori su uvereni da je svim ovim izmenama knjiga pobolj$ana u vide pogleda,
mada su one jo§ dosta daleko od pune realizacije njihovog prvobitnog plana. Ostaje
da se ta realizacija, mozda i uz nesto poviSene ambiciie, prenese na sledece, trece
tzdanje knjige Nizovi i redovi, kada i ukoliko se za njega bude ukazala prilika.

Tehnicko ostvarenje nabrojenih izmena bilo je, upravo zbog navedenih ogra-
niCenja i okvira, delikatan posao. Njegov veCi deo savesno i znalaCki obavio je
pmtesor dr Dobrilo Tosié, koji je uz to zajedno sa autorima pregledao veliki deo
novog 1 1zmenjen0g teksta. Docent dr [fvan Lackovi¢ dao je vise komentara na os-
novu kojih je poboljsan tekst na vie mesta u knjizi. Takode je bilo dragocena us-
pesna saradnja ekipe tipograta koji su radili na ovom izdanju.

Asistent Ljiljana Markovié, pomocu racunara IBM 1130, izradila je slike
na str. 35, 36, 37, 206, 215, 216, 234 i 273.

Do upotrebe razlicitih oznaka lim f(x)i lim f(x) (kaoi lim f(x)

x ~a+0 x ~a-+ x-»+0

1 11m /(x)) za isti objekt — desni limes nije, medutim, do3lo slucajno ni omaskom,
-0+

ne;.,o namerno, Jer su oba ova tipa oznacavanja u upotrebi i nalazila su se u prvo-



6 D. S. MITRINOVIC I D. D. ADAMOVIC

o — I A T —

et m—

bitnim verzijama nekih materijala koji su usli u ovu kolekciju. .

Napominjemo da ovo izdanje sadrzi ukupno 534 zadatka i problema, od kojih
je vedina sa reSenjima, dok su iskazima (énoncés) velikog breja zadateka 1
problema dodati rezultati.

Obavestenja o osnovnom karakteru i strukturi knjige kao 1 0 najvaznijo) koris-
¢enoj literaturi sadrZzana su u predgovoru prvom izdanju.

Spisku ove literature mogla bi se dodati jedinica D. S. Mitrinovic¢: Pre-
davanja o redovima, drugo izdanje, Beograd 1980.

Autori bi zeleli da dobiju komentare i kriti¢ke primedbe o ovom izdanju, kao

1 sugestije za eventualno treCe i1zdanje ove Knjige. A
D. §. Murmnovic

|. februara 1980. - | D. D. Adamovic
Beograd

PREDGOVOR TRECEM IZDANJU

Drugo izdanje Nizova i redova rasprodato je u neSto kradem vremenu nego
prvo. Na inicijativu i predlog naSeg preduzimljivog izdavaca, odludili smo da
sada pripremimo 1 tre¢e izdanje ove knjige. Medutim, u naSem predgovoru
drugom izdanju ve¢ pomenute finansijske i tehniCke ,,nepovoljne okolnosti‘‘ —
traju jo§ uvek, pa ni sada ni pribliZzno nismo mogli da ostvarimo u istom
predgovoru najavijenu i opisanu temeljnu reviziju knjige koja bi jc ucinila
,,u svakom pogledu boljom i1 uspelijom*. Suprotno tome, ovog puta morali
smo se ograniliti na jo§ manje intervencije, koje su se veéim delom sastojale
u ispravkama izvesnog broja u meduvremenu primecenih nekorektnosti 1 gre-
Saka. Znatno manji deo tih intervencija su sustinska poboljSanja pojedinih mesta.

Najvece izmene koje su ovog puta uinjene su sledece: Na str. 54 dat je
vrlo kratak prilog o istorijatu i znalaju teorije redova; uz viSe drugih ispravki
na str. 307—308, str. 308 dopunjena je slikom koja je omaSkom bila izostav-
ljena. Najzad, na str. 320—321 potpuno je izmenjen sadrzaj problema 5.119.

Uvereni smo da je svim ovim ispravkama i izmenama u knjizi postignuto
njeno dalje pcboljSanje 1 da ¢e ova njena nova verzija biti pogodnij» za Citanje
t koris€enje od prethodne,

Kao §to je bilo re€eno i1 u prethodnom predgovoru, ostaje da sz na$
ambiciozni plan njene opseZne revizije prenese na sledece izdanje. Sve primedbe
¢italaca autori ¢e sa zahvalno$€u primiti i uzeti u obzir.

1. septembra 1987. D. S. Mitrinovié
Beograd | Smiljaniceva 38
D. D. Adamovic

Ljube Stojﬁnoviéa 5



0.

OZNAKE I NEKI PRETHODNI POJMOVI

0.1. Logicke oznake. Ako slova p i g oznadavaju bilo kakve iskaze, tada:

=49
peq

Pf‘*.q
Ve
1P

def
0.2. Simbol =
formulisati

znacl »p povlali g« (ili »p implicira ge¢;ili »ako p, onda g«); = je oznaka (logicke)
implikacie;

znadl »p je ekvivalentno sa g¢ (ili »p ako 1 samo ako ¢¢}; <7 Je oznaka (logiCke)
ekvivalencije;

znall »p 1 g«; A je oznaka konjunkcije;

znacl »p ili g« (nema iskljuéni smisao); V je oznaka disjunkcije;

oznaCava negacyu 1lskaza p. '

znadi »jednako po definiciji«; na primer, definicija tangensa moZe se ovako kratko

def SIN X
g x =

COS X

0.3. Skupovne oznake. Skupovi se obi¢no oznacavaju velikim slovima, a njihovi elementi malim.

ac A
ag¢ A

znaci: »g je element skupa A«
znacl da q nije element skupa A.

Skup Ciji su elementi objekti @, b1 ¢ i samo oni oznatava se sa {a,b,¢}; na primer,

{1, 3,5} i {5, 5, 1, 3} su oznake za ]edan isti skup, koji obrazuju brojevi 1, 31 5; na sli¢an nacin
oznadavaju se i nekI beskonacni skupovi; tako se skup svih prirodnih broleva vemh od 4 mozZe
oznaditi sa {5,6,...}.

{x: a(x)}

AcB

AuB

AnB

A\ B

gde je a (x) neka osobina objekta x (iskazana pomocu logi¢kih i matematiCkih
simbola i re¢i), oznacava skup svih objekata x koji imaju osobinu a (x); na pri-
mer, {x:x*— 3x* + 2x = 0} je drukdija oznaka za skup {0, 1,2}, a {x:x€ 4}
za skup A.

znali: »A je podskup skupa B« (ili: »skup A je sadrzan u skupu B¢, tj. svaki ele-
ment skupa A je i element skupa B; C je oznaka skupovne inkluzie.

oznacava uniju skupova A 1 B, tj. skup koji obrazuju svi elementi skupova A
1 B i samo oni; moZe se staviti, primenom vec navedenih oznaka,

def
AUB= {x1xeAV xeB).

oznalava presek skupova 4 1 B, t} skup svih zajednickih elemenata ta dva skupa;
dakle,

def
AnB—t{x x€A A x€ Bj}.

oznalava razliku skupova A i B, tj. skup svih onih elemenata skupa A koji nisu
elementi skupa B; dakle,

def
ANBZ {x:xeA4 A x¢ Bl
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0.4. Standardne oznake nekih skupova.

skup svih prirodnth brojeva: |

Nu{0};

skup svih celih brojeva;

skup - svih racionalnih brojeva;

skup svih realnih brojeva;

R+ skup svih realnith poziuvnih brojeva,
C skup svih kompleksnih brojeva.

wowg 2,

Ako neki uslov ne ispunjava ni jedan objekt, kaZe se da je skup svih takvih objekata pra-
zan; oznaka praznog skupa je . Dakle, ako je a neki nemogudan uslov, tada je

O = {x:ax)}.
Na primer,
O ={x:x*+1=0AxeR)}.
0.53. Intervali. Ako ac R, be R, a < b, tada:

def
(@;0) = {x 1a < x < b}

oznacava otvoreni interval a, b, tj. skup svih realnih brojeva izmedu a i b;

a
(4, 5]= {x:a <x < b)

je zatvoreni interval a, b;

def
[a,b);{x.:agx-(b}_,

d
(a, b] ;f{x:a<:xf_i‘b}

su poluotvoreni (ili poluzatvoreni) tntervali;
def
(@, +0) = {x:a < x};

def
[a, + ) = {x:a < x};

def
(—~w,a) = {x:x < a};

(—m,a}d;f{x:x < a}.

0.6. Apsolutna vrednost. |a| oznatava apsolutnu vrednost broja a.

Za a realno:

def a(a = 0)
i“l"—"’{ —a(a <0).

OpStija definiciona jednakost, za a kompleksno:

def
lal = + J/Re(a)?+ Im(a)?;.

ovde su Re (a) i Im (a) redom realni j imaginarni deo kompleksnog broja a.

0.7. [a] oznacava najvedi ceo broj koji nije vedi od realnog broja a; za svako realno a vaji

f[a] < a < [a] + 1.

0.8. Uredeni Par. Funkcija (preslikavanje). Najvife dvotlani skup &ji se elementi a i b,
ukoliko su razli¢it, nalaze u odredenom poretku (tako da je utvrdeno kojije od njih prvi, a koji
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drugi) naziva se wredeni par. Uredeni par kod koga je a prvi, a b drugi element, oznacava se sa
(a, b). Ako su (a,b) i (¢, d) uredeni parovi,

(a,b) = (¢, ) =a=c A b=4d

Formalnu definictju pojma uredenog para (kojom se ovaj pojam svodi na pojam skupa)
daje sledcéa definiciona jednakost:

(@52 {{a}, (a, b)),

Element a je prva komponenta {(koordinata), element b je druga komponenta (koordinata)
uredenog para (a, &).

A x B oznafava skup svih uredenih. parova &ije su prve komponente elementi skupa
A, a druge elementi skupa B. 4 X B se naziva direktnt ili Dekartov proizvod
skupova 4 1 B.

Neka su A i B neprazni skupovi. Ako je f podskup skupa 4 x B sa osobinom da je svaki
element skupa A prva komponenta jednog 1 samo jednog elementa skupa f, kaZe se da je f funkcija
koja preslikava skup 4 u skup B, ili da je f preslikavanje skupa A u skup B, ili da je f funkcija
definisana na skupu A a sa vrednostima u skupu B. Da je f preslikavanje skupa 4 u skup B

oznacava se na slede¢i nadin:
f: A— B.

Skup A zove se domen ili definiciono podrulje funkcije f. Skup svih drugih komponenata
svth elemenata skupa f je antidomen ili skup vrednosti funkcije f.

Ake je (x,y) €/, tada se x naziva originalom, a y slikom (tog originala), i ovo se drugadije
oznacava sa y = f (x). KaZe se drugalije i da je f(x) vrednost funkcije f n (tadki) x, ili vrednost
koju funkcija f uzima za vrednost x nezavisno promenljive.

Funkcija f moZe se ozpaliti i na jedan od sledeéih naéina:

x> f(x) (x€4), (fzcx))x €A,

pri ¢emu se, ukoliko je domen A kontekstom odreden ili se ne precizira, u obe oznake moZe
izostaviti deo x & A.

U tradiciji je, naroc¢ito u elementarnoj matematici i matematickoj analizi, da se kaze »funkcija
flx)¢«, umesto: »funkcija f« ili »funkcija x> f(x)¢, mada f(x) oznaCava vrednost funkcije f u
tacki x. KaZe se, na primer, »funkcija x%«, a u stvart pravilno je reci: »funkcija f defimsana sa
f(x) = x%, ili »funkcija x— x>« U ovoj knjizi nije poStovana ta tradicija.

Ako je X podskup skupa 4, tada se skup svih vrednosti koje funkcija uzima za vrednosti
nezavisno promenljive iz X naziva slikom skupa X i oznacava se f(X); dakle,

def |
X)) = {r:@x&X) y=f (2}
Za bilo koji skup Y, skup svih elemenata x skupa A za koje je f(x) € Y naziva se tnverznom

slikom skupa Y 1 oznaCava sa f-1(Y); dakle,

Y)Y S f(x) e Y.

0.9. _Prﬂﬁireni sistemm realnih brojeva. Cesto se, radi lak3eg izraZavanja mnogih pojmgyva
i ¢injenica matematiCke analize, skup realnih brojeva R dopunjuje sa dva elementa: simbolima
— 0 1 + o (umesto + oo moZe se pisati samo' o). Ovako prodiren skup R oznacava se sa R.
Dakle, -

def
R, = RU{~ o0, + w}.

Relacija poretka < prodiruje se sa skupa R na &itav skup R, sledeéim dopunskim kon-
vencljama:
—© <a,a< +0@eR); —oo < + oo,
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J———

- T e

Takode se &etiri osnovne racunske operacije sa skupa R prosiruju na gpup Re, slededim

konvencijama: o
ad o=+ 0w +a=+ © (— 0 <acRx),

a4+ (— 0)=—o+a=— o (+ © > a€Rw),
+ © (0 < 2eRep)
(4 @) =( { = © > g€ Ry,
a
—— =0 (geR).
4+ 0 '
Nijedna od ovako na Ry proSirenih operacija nije potpuna, jer izrazi
a 4+ 0
+ o + (-—- DG}, — o0 -+ an, 0(&: OO): (:I: OO) 'OJ T (CIER::Q);
0 + o0

nisu definisani (nemaju smisla u Ruw)-
Skup Re u kome su ovako uvedene relacija < i osnovne operacije naziva se profirem

sistem realmih brojeva.

0.10. Nekoliko pojmova u vezi sa poretkom u R i u Re.

Definicija 0.10.1. Neka je A neprazan skup realnih brojeva. Ako relacija xe A povlali
nejednakost x < a, za realan broj a kaZe se da je majoranta ili gornja granica skupa A. Ako relacija
x € A povlati nejednakost b < x, za realan broj b kaZe se da je minoranta ili donja granica skupa
A. Za skup A4 kaze se da je s gornje (s desne) strane ograniden 1li neograniden prema tome da li ima
ili nema majorantu, a da je s donje (s leve) strane ogranilen ili neogramlen prema tome da li ima
ili nema minorantu. Sa obe strane ograniten skup naziva se ogramifenim skupom. Ako nema tu
osobinu, kaZe se da je skup neograniien.

MoZe se primetiti da neprazan skup A ili nema nijednu majorantu ili ih ima beskonacno

(kontinuum) mnogo. Isto vaZi 1 za minorante.

Definicija 0.10.2. Majoranta skupa A koja pripada skupu naziva se maksimumom 10g
“skupa, 2 minoranta koja pripada skupu njegovim minimumom. Ova dva broja oznacavaju s¢ redom sa

max A 1 min A.

Maksimum je, oligledno, najvedi, a minimum najmanji broj iz skupa.
Jasno je da, na primer, s gornje strane ograni¢en skup ne mora imail maksimurm.

Definicija 0.10.3. Minimum skupa majoranata skupa A naziva se supremum ili gornja
meda skupa A. Maksimum skupa minoranata skupa A naziva se infimum ili donja meda skupa

A. Ova dva broja oznacavaju se redom sa
sup A 1 inf A.
Akoje A = {x; :1€ I}, max A, min A, sup A'i inf A mogu se redom oznaditi i sa
max x;, mmin x;, supx;, inf x;.
tEF el icl €7
Sledeca dva tvrdenja bez te3koéa.se mogu proveriti:

1_” Sa navedenom definicijom supremuma ekvivalentna je ova definicija: za broj a kaZe
se da je supremum skupa A4 ako je: a) @ majoranta skupa A; b) za svako realno y < a postoji
takvo x€ 4 da je x > y. Analogno se moZe re¢i za infimum.

2° Maksimnum skupa je njegov supremum, minimum skupa je njegov infimum.
K_onvenciia_ 0.10.3.1. Ako je skup A neogranilen s gornje strane, stavlja se sup A = + oo,
a ako )e neograniten s dcnje strane, inf A = — .
| Svi pret‘hodm' ‘pojmovi mogu se na isti nacin definisati za neprazne skupove u prosirenom
sistemu realnth brojeva, 1 u tom slucaju ostaju u vaznosti sve prethodne Cinjenice. Osim toga,

tada km;ve!:lcija 0:10.3._1. postaje suvi$na. Naime, svaki u R s gornje (s donje) strane neogranilen
skup realnih brojeva ima u Ry, ofigledno, kao supremum (infimum) element + co (— o0).

~ Na I}eklm'mestima u ovoj knjizi pojmovi supremuma 1 infimuma uzimaju se u ovom, nesto
Strem, smislu, t]. ne usvaja se samo konvencija 0.10.3.1, nego se simboli sup 1 inf primenjuju i
na skupove koji, pored realnih brojeva, mogu imati kao elemente -} o ili — 0.
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0.11. Matematitka indukeija. Neka p(n) oznacava bilo kakav (matematicki) iskaz koji se
odnosi na prirodan broj n. Tada vaZi sledeCe tvrdenje (princip matematicke ili totalne (potpune)
indukcije): |

Ako vaZi p (1) 1 ako, za svako n € N, vaZenje iskaza p (n) povlaci vaZenje iskaza p (n -+ 1),
tada p (n) vazi za svako neN.

Postoje razne druge varijante ovog principa. Na primer, u njegovoj formulaciji skup N
moZe s¢ zameniti skupom Nm = {m,m + 1,...} (meZ), uz istovremenu zamenu p (1) sa
p (m). Isto tako, implikacija p (n) = p (n + 1) moZe se zameniti implikacijom:

(b APDA... Ap()=pn+ D).

Ekvivalencija obe ove op$tije varijante sa gornjom formulacijjom principa matematicke
indukcije dokazuje se bez teSkoca.

Dokazivanje stavova primenom OvVog principa naziva se matematicka tndukctja, totalna
indukeifa 111, krace, tndukcija.

U matematici se Cesto pribegava 1 tzv. induktivnoj definiciyi. Ona se sastoji u definisanju

niza bilo kakvih objekata
Ay oo s A,y .-

(1j. jednog preslikavanja skupa N u bilo kakav neprazan skup) time Sto se odreduje vrednost
za A, 1 daje postupak jednoznalnog odredivanja vrednosti za A,,, pomocu vrednosti za

Ay, L A,

0.12. Simboli ), i [L Ako su a, (ke Z) realni ili kompleksni brojevi, tada je

7
def def
Z Ap = Ay -+ =+ =" Ay, II Ap = 4y~ -+ dy (neN).
E—1 k=1

Ovi izrazi mogu se i induktivno definisati na slede¢i nalin:

] n-4-1 3] \
Z Qp = dp, Z ap = (z %J + a4 (ne N).
k'_:l k:l

k=1

n+1

{ H
H dp == d)» H ap = H ap| "4, (1 EN).
R i k=1 k-1

Oprstye, za poyc £ 1 p < g, stavlja se
d g
' Jef _ _ def

Gp = dp =~ dp:y =« =0 Qg Hﬂkzap'ﬂp-u”'”q-

Za definisanc izraze vaZi pravilo pomeramya indeksa, naime:

g (g g-—r
Z ap - Z djp y 7 , Z Qhirs
kop k- p+r =p-r
= ).
q g+r q=r (reZ;
H Gp == H Opy = H Ak, y
k. k p+y k—p—r

0.13. Nekoliko vaZznih nejednakosti!
1" Berwoullicva nejednakost :

A+mnt-14+nh (> —1; neN).

I Videti;
D. S. Mitrinovié, saradnik P. M. Vasié: Analiticke nejednakosti, Beograd 1970.
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=t rrm— ——— - — e r——
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Precizniji oblik:
AQ+h>14nr (~1<h#0;n=2,3,...).

2" Nejednakost izmedu aritmeticke 1 geometrijske sredune:

1

N I - —_— 1 1
P(Hak)” <—) a (@a=201=<k<un),
k=1 o Yy

sa jednako$§¢u ako 1 samo ako je @, = -+« = aq,,.

Specijalni slucaj:

* 1
baias < — (ax + ag) (a1, as = 0),
sa jednako$fu ako i samo ako je a, = a,.

- | 1 -
3° Hilderova nejednakost: Ako je p >0, ¢ >0, — 4-— =1, tada za realne 1li kompleksne
P q

bI’OjE‘V& ap 1 bk (I < k< ?I) vazl
1

n i l n %
Z|akbk|§(z |ﬂklp)p' (Z 1bp|? )q:
k=1

k=1 k=1

sa jednakodcu ako i samo ako su brojevi |ag|? redom proporcionalni brojevima |65|7 (1 < & < n).
Specijalni slu¢aj (Cauchy —Schwarzova nejednakost: p = ¢ == 2)

n n 7} 1
Z |ﬂk b};\ < (Z |CI;¢|3 Z Ibkiz) ° :
k=1 k=]

k=1
4° Minkowskieva nejednakost: Ako je p > 1, za realne ili kompleksne brojeve a1 by (1 < 2 < n)
vazi
1 I

n i n ) " l T e
(Z la + bse!") Y& (Z (lagl + lw)ﬁ < ( Y ;amp)ﬂ + (2 ibk\p)P:
! k=1

sa jednakos¢u u drugoj nejednakosti ako i samo ako su brojevi |ax] redom proporcionalni broje-
vima || (1 < & < »).



1. PREGLED TEORIJE NIZOVA I REDOVA

1.1, NIZOVI

1.1.1. DEFINICOE

1.1.1.1. Svaka funkcija a : N— C naziva se migom kompleksnith brojeva ili krace,
kompleksnim nizom. Ako je, specijalno, a : N—> R, tada se a naziva mizgom realmhk
brojeva ili realnim nizom. Kompleksni i realni nizovi zovu se brojmi ili numeriéki
N1Z0UV1.

U teoriji brojnih nizova umesto a (#) Cesto se piSe a_. Uicdeni par (#, a,)
naziva se n-tim ¢lanom niza a. Cesto se, radi kraleg izraZavanja, kaze da je a, n-ti
¢lan niza a. Broj n naziva se tada indeksom &lana a,,. |

Sam niz a obi¢no se oznaCava sa a,(n = 1,2,...).
Upotrebljavaju se takode sledece oznake:

a, (?‘BE N)J (an)ﬂEN; (an); (ali Aoy . . ')? a,.

Skup N je domen ili skup indeksa niza {(a) (videti 0.8).
Skup a (N) naziva se skupom wrednosti ili antidomenom niza (a,) (videti 0.8).

U prethodnom izlaganju skup N moZe se zameniti skupom N, = {m, m
+ 1,...}, gde je meN,. Kako se ovaj opstiji slucaj u pogledu pojmova i rezultata
ne razlikuje bitno od slucaja kada je domen niza N (stav 1.2.2.1), u ovom pregledu
teorije nizova ograni¢i¢emo se na slucaj niza sa domenom N.

1.1.1.2. Po definiciji, niz (a,).en je ogramlen ili neogranien zajedno sa svojim
skupom vrednosti.

Za realan niz (a,),n brojevi suf? a, 1 uét; a,, koji se redom nazivaju
ne - n

supremum 1 infimum niza, definisani su sa
def ] def
sup a, = sup a(N), inf ¢, = infa(N).

nelN nclN

Ake je Su?q a, << o0, kaze se da je realan niz (@ ,en § gorme strane ogra-
nec
micen; U suprotnom slucaju, isti niz je s gorme strane neograniéen. Pojmovi »s donje

strane ogranifen mize 1 »s donje strane neogranmilen miz« analogno se definidu. Za
nz koji je 1 s donje strane ograniCen kaZe se kretko da je ograniden; ako niz nije
ograniCen, kaze se da je neogranmilen.

1.1.1.3. Momnotoni nizovi. Ako je ap < any1 (n € N), kaZe se da je realan niz

(an)nen (monotono) rastuci. Ako je an > ap.1 (n € N), niz (an)neny je (monotono)
opadajuci. Prethodnim nejednakostima u kojima su redom znaci < i > zamenjeni
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sa < 1 > redom se-definidu strogo (ili strikeno) rastudi i strogo (ili striktno) opada-
juci niz. U sva Cetirt sluCaja kaze se da je niz monoron, u poslednja dva kaze se i
da je on strogo ili strikino monoton. (U drukdijoj terminologiji, umesto rastudi,
Opada]uc1 Strogo rastuct 1 Strogo opadajuct niz kaze se redom: neopada;um,
nerastull, rastuCt 1 opadajuci niz. U daljem izlaganju koristi¢emo uvek prvi na-
¢in 1zrazavanja.)

Realan niz moZe monotono rasti, monotono opadati, itd. i za n > m, gde je
me N fiksirano, ili za dovoljno - veltko n, ukoliko postoji me N (koje se ne pre-
cizira) takvo da je an, < apsy1 za n > m, itd.

Upotrebljavaju se takode sled-Ze oznake:

(@, nex 7 Tastudi niz;

(@ nen | strogo rastuéi niz;

(a)wen ¢ Strogo opadajuéi niz. |
1.1.1.4. Podniz. Zaniz b, (n = 1, 2, . . .) kaZe se da je podniz niza (a,),en ako je
b, =a, n=1,2,...),

gde je p, (n=1,2,...) strogo rastu¢i niz prirodnih hrojeva.
1.1.1.5. Konvergencija. Granicna vrednost. Kaze se da je niz (a,),ey kon-
vergentan i da konvergira (tefi) ka broju a ako za svako ¢ > 0 postoji takav broj

n, € N da je a, — a| < € za svako n > no;

drugim rec¢ima, ako svaka okolina* tacke a sadrzi sve &lanove niza (a nex Cij1 Su
indeksi dovoljno veliki. U tom slucaju, broj a zove se grani¢na vrednost ili limes
niza {(a, )hen 1 pide se

lima, =a, i1 aq,—>a mH— +ow).

Hoe— - 00

Cesto se za niz kaze samo da konvergira ili da je konvergentan, bez pominjanja
broja ka kome konvergira.

Niz koj1 konvergira ka nuli zove se nula-niz.

Za niz Kojl ne konvergira kaze se da divergira ili da je divergentan.
1.1.1.5.1. Za realan niz (@ ),cn KaZe se da tezi ka +co (ka pozitivnoj beskonal-
MOsSIt) 1 PISEC

a, — +o (n— +o0), ii lim g, = + o0,
1= + o0
ako za svako Af > 0 postoji o€ N takvo da je a, > M za svako n > n,. Analogno
se definide znaCenje iskaza »niz (a,),en 1687 Ra —o0 (ka negativnoy beskonalnosti)«;
odgovarajuca ozmka [E
a —>—w (n—> 4ow), il ima, = —w.
H—=> 1t oo
Za realne nizove koji teze ka +co 1li ka —oo kaze se takode da stvarno
“divergiraju. Realni nizovi koji nisu ni konvergentni ni stvarno divergentni nazivaju
se oscilatormim nizovima. S obzirom na druge varijante prethodnih oznaka, ako
a, — 4o (n— +w0), odnosno a,— — oo (n— +c0), kaze se 1 da je +c0,
odnosno —oo, fimes niza (@, )uex-

* QOkolinom tacke (broja) a u sistemu kompleksnih brojeva naziva se {u jednoj varijanti
tog pojma) svaki disk (otvoreni krug) sa centrom u toj tacki i poluprecénika £ > 0, a u sisternu
realnih brojeva svaki interval oblika (a — ¢, a + &) (¢ > 0).
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1.1.1.5.2. KazZe se da kompleksan niz (a ),en te2i ka co (ka beskonalnosti) i pise

a,—> o (n—> 4+ o), 1li km a, = o,
n-—)+ oo

ako la |— + o0 (n— + o0).

1.1.1.6. Talka nagomilavanja. Za kompleksan broj a kaze se da je tatka na-
gomilavanja niza (a,).en ako za svako € > 0 1 svako n;& N postoji prirodan broj
n > n, takav da je [a, — a| < ¢; drugim reCima, ako svaka okolina talke a sadrzi
Clanove niza (@ ),en sa proizvoljno velikim indeksima. |

1.1.1.7. Donji i gornji limes. Neka je (a,),en realan mz 1 § skup svih njego-
vih tacaka nagomilavanja (S moze biti 1 prazan skup). Gornjim limesom (sinonimi:
limes superior, gornja tacka nagomilavanja) niza (a,),ex naziva se element L skupa
R, koji se odreduje na sledei nalin:

[ +c0, ako je niz (a, ),en neogranien s gornje strane;

| —o0, ako je niz (&, ),en § gornje strane ogranien i skup S je pra-
I — { zan (tj. ako je lim a, = —o0);

I >+ oo

sup S, ako je niz (@ ),en S gornje strane ograniCen 1 skup & nije
| prazan.

Analogno se definiSe: donji limes (himes inferior, donja talka nagomilavania)

niza (a,)nen. | |
Gornji limes niza (a,),en Oznacava se jednim od slede¢a dva simbola

lima, ii lmsup q,,

17—+ oo n—>—4
a donji limes istog niza jednim od simbola

Iim g ili liminf a,.
n -+ O N>+ 20
Prema odgovarajucim tvrdenjima u 1.1.2, gornji i donji limes jednoznaCno
su odredent (kao elementi skupa R_) za svaki realan niz i svaki od njih je tacka
nagomilavanja niza u sluaju kad je konaclan. Stoga, ako je lima,e R, imamo

H—> -t oo

lima, = max S, a ako je limg e R, tada je lima, = min S.
H—r = n—m n:a-_*‘.‘*oﬂ

Cesto se u slugaju kad je realan niz (a,)nen neogranien s gornje, odnosno
s donje strane, kaze da je simbol +co, odnosno —co, njegova taCka nagomila-
vanja. Ako se ova konvencija usvoji, tada se, uz na prirodan nac¢in na skup R
proSiren poredak skupa R (videti 0.10), gornji i donji limes mogu bez ograni-
Cenja definisati na slede¢i nacin:

'R def . def .
lima,=supS, lima, = inf S,
e =>4
a takode 1t ovako:
- def . def .
lim a, = max S, lim g, = min S,

H—> 4+ 00 n=p 40
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. ..a, ST |
1.1.1.8. Ako je im = = 1, piSe se ay ~ by (n —~ + o) i kate da se niz

F1—» - 00 b
#H
(a),cn astmptotski ponasa kao niz (b,).en (1l da je prvi niz asimprotski jednak
drugom). | |
Neka su (a,) 1 (b)) realni nizovi 1 neka je b, > 0 (ne N). Tada se pise:

a a

a, = O (b,) ako je niz —* ogranien; a, = o (b,) ako niz —;— tezi ka 0.

bﬂ n

F

1.1.2. TEOREME O KONVERGENCII T O TACKAMA
NAGOMILAVANJA NIZOVA

Na