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Predgovor

Ova knjiga predstavlja III deo autorovog udibenika NUMERICKA ANA-
LIZA. Prva dva dela su, takodje, izasla u izdanju Nauéne khjig'e iz Beograda.
Kao osnov za izradu rukopisa ove knjige posluZila je ranija autorova knjiga:
‘NUMERICKA ANALIZA - Diferencijalne i integralne jednadéine, Institut za do-
kumentaciju zastite na radu "Edvard Kardelj", Nis, 1981. Knjiga je podeljena
u dve glave, koje su oznaéene kao osma i deveta, s obzirom da prva dva de- .
la sadrZe sedam glava. Organizacija knjige je je ista kao i organizacija prvog
i drugog dela. Naime, glave su podeljene na poglavlja, a poglavlja na odeljke. °
Numeracija objekata (definicija, teorema, formula i sl.) u okviru jednog odelj-
ka izvri3ena je pomoéu tri broja od kojih prvi ukazuje na poglavlje, drugi na
odeljak, a treéi na redni broj tog objekta u tom odeljku. Na taj naéin je uspo-
stavljena jednoznaéna numeracija objekata u okviru jedne glave. Poslednje po-
glavlje u svakoj glavi predstavlja spisak citirane i koriS¢ene literature.

Osma glava je posveéena pribliZnim metodima za reSavanje obiénih d1fe-
rencl]a]mh jedniaéina (Cauchyev problem i konturni problemi).

u devetoj glavi se obradjuju metodi za reéavanje linearnih parcijainih
diferencijalnih jednaéina, metodi za reSavanje linearnih integralnih jednaédina,
kao i projekciono-varijacioni metodi za reSavanje linearnih operatorsklh jedna-
¢ina na Hilbertovim prostorima.

-Na kraju knjige dat je pregled zadataka iz numeri¢ke analize sa ispitnih
rokova na Elektronskom fakultetu u NiSu za period od 1973. do 1977. godine.
Zadaci sa ispita posle 1977, godine mogu se nad¢i i knjizi: G.V. Milovanovi¢ i
M.A. Kovadevié: ZBIRKA RESENIH ZADATAKA I1Z NUMERICKE ANALIZE Na-
uéna knjiga, Beograd, 1988 (II izdanje).

Knjiga je prvenstveno namenjena studentima tehniékih i _pi*irodno—mate-
mati¢kih fakulteta, na kojima se predaje ova nauéna disciplina. Autor se nada
da ée knjiga biti od koristi i svima onima koji u svojoj praksi koriste numeri-
éke metode.,

Svima onima koji su na neki nadin pomogli u toku izrade rukop1sa, au-
tor se na]toph]e zahvaljuje.

U NiSu, 28. 9. 1988. Gradimir V. Milovanovié






GLAYVYA

Priblifno refavanje obi¢nih
diferencijalnih jednafina

8.1. PRIBLIZNI ANALITICKI METODI ZA RESAVANJE
CAUCHYEVOG PROBLEMA

U ovom poglavlju razmatrademo pribliZne analitilke meto-
de za re$avanje obi&nih diferencijalnih jedna&ina sa datim po-
&etnim uslovima. Ovakav problem se naziva Cauchyev problem. U
drugom i tredem poglavlju ove glave razmatracdemo numericke me-
tode za reSavanje Cauchyevog problema. Cetvrto poglavlje bide
posvedeno reSavanju konturnih problema kod obidnih diferenci-
jalnih jednaé&ina.

8.1.1. Uvodne napomene i egsistencija refenja

Najveéi deo izléganja bide posveden refavanju Cauchyevog

problema za diferencijalne jednadine prvog reda oblika
(L.1.1) Y' = f(x,¥), Y(XO) = yO'

Metodi koji se koriste za reSavanje navedenog problema
mogu se uopdtiti u tom smislu da budu primenljivi za reSavanje

Cauchyevog problema za sistem jednadina prvog reda

y! o= £ (XY qre-ee¥y)
(1.1.2) . 1 . 1 n (1=1,...,m).

vi (%) = Yy

‘Napomenimo da je u ovom slu&aju potrebno sistem jednacina
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(1.1.2) predstaviti u vektorskom obliku

-> > > ->
(1.1.3) ¥ o= £(x,y), Y(X)) = Yo
gde su
. Y1 » Y1o R £ (XY g0 ey
Y = E ’ YO = : [ fix,y) = :
Y ¥Ymo En Xy eeeryy)

04 interesa je i reSavanje CauchYevog problema za dife-
rencijalne jednadine viSeg reda. Primetimo, medjutim, da se
ovaj problem moZe svesti na prethodni. Naime, neka je data dife-
rencijalna jednacdina reda m

(1.1.4) Y(m) = f(X;Y:Y',---:Y(m—l))

sa podetnim uslovima

i .
(1.1.5) y( )(xo) = Yio (i=0,1,...,m~-1).
Tada se, supstitucijama
2, =¥, 2z =Y ,..., zg =y,

jedna&ina (1.1.4) sa uslovima (1.1.5), svodi na sistem

r

z) = z,,
zé =z3,
zr'n-l T Zm
zé = f(xiz),z,, vZg)
sa uslovima
zi(xo) =2, = yi_1 o (i=1,...,m)7
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Iz standardnih kurseva matematifke analize, koji obradju-
ju obifne diferencijalne jedna&ine, poznato je da se vecdina jed-
na¢ina ne mo¥e integraliti pomocu elementarnih funkcija u kona¥-
nom obliku. Medjutim, u praksi, naj¢eSce, nije ni potrebno takvo
reSenje, pa se iz tih razloga pristupa pribli¥nom refavanju.

Metodi za pribliZno re$avanje mogu biti‘analiti&ki i nu-
mericki.

Posmatrajmo, na primer, diferencijalnu jednadinu

y' = 2xy + —1

1 + x?

Opste reZenje ove jednaline je

2

2, 7% 2

X X

y=efg___’_dx+ce,
1+ x?

gde je C pfoizvoljna konstanta, dok je reSenje koje zadovoljava

uslov y,(x°)=yo dato sa

‘ 2
2 X -t 2_,2
y = e¥ I —E———; at + yoex ¥o
%5 1 + t°

Primenjujuci numeridku integraciju na integral u poslednjoj for-
muli, dobifemo numerilko reSenje za datu jedna&inu.

Pre nego $to predjemo na izuavanje pribliZnih metoda za
reSavanje diferencijalnih jednaéina, razmotridemo neke probleme
vezane za egzistenciju i jedinstvenost reSenja diferencijalnih
jednadina, Pri ovome biée nam potrebno sledeée uopStenje Banach-
ovog stava (teorema 1.2.1 iz trede glave).

Teorema 1.1.1. Ako je X Banachov prostor, T:X +»X neprekidni ope-
rator, i ako A=T" predstavlja kontrakciju, tada jednadina

Tu = u

ima jedno i samo jedno‘reéenje.
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Dokaz. Neka je a nepokretna tacka operatora A,\tj. neka
je Aa=a. Konstruifimo niz {Akuo}keN , gde u_eX. Kako je A kon-
trakcija vaZzZi ° ’

a= lim Aku .
ko>+w

S druge strane, zbog neprekidnosti operatora T imamo
Ta = lim AkTu .
ko4 °

§ obzirom da je A kontrakcija (videti definiciju 1.2.1
iz 3. glave) iz

k k k-1 k-1 1. K
Il a"Tu, - A" ll<qll &7 "Tug A" Cujl< ... 2q || Tug -ugll (0;q<1)
sleduje
k k
lim [[A"Tu_ - a'u =0
Koo fo) o” 14
tj. Ta=a .

Kako je svaka nepokretna tacdka operatora T, nepokretna
iu odnbsu na kontrakciju Tn, to iz teoreme 1.2.1 (3. glava)
izlazi da operator T ima jednu i samo jednu nepokretnu tacku,
koja je reSenje jedna&ine Tu=u.

Napomenimo da navedena teorema vaZi i u sluaju kada T
zadovoljava zahtevane uslove na nekom zatvorenom delu D(CX),
ukoliko T:D - D. '

Predjimo sada na pitanje egzistencije i jedinstvenosti
reBenja diferencijalnih jednad&ina.

Neka je D = {(x,y)|[|x-x | <a, |y-y | 28}.

Definicija 1.1.1. Funkcija (x,y)— f(x,y) zadovoljava Lipschitz-

ov uslov po y u oblasti D, ako postoji nenegativna konstanta
L takva da je

l£(x,y)) - £0x,¥5) | = Lly;-v,l,

za svako (x,yl) i (x,yz) iz D.
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Primetimo da funkcija f zadovoljava Lipschitzov uslov,
3 : .
ako 35 egzistira na D i ako je ogranifen. Zaista, na osnovu
Lagrangeove teoreme o srednjoj vrednosti imamo

f(x.yl) -f(x,y,) = (¥, - ¥,) af(§§c)

’

gde je c izmedju Y, i Y, odakle, pod pretpostavkom

2lz

L (Y(x,y)eD) ,

A

sleduje

l£(x,y, = £(x,¥5)] < Lly)-v,].
Slededa teorema daje uslove za egzistenciju jedinstvenog
reSenja Cauchyevog problema (1.1.1).

Teorema 1l.1.2. Neka su ispunjeni uslovi:
1° & neprekidna funkcija na D i [f(x,y)| < M;

(o)

2 f zadovoljava Lipschitzov uslov na D;

[o]

3° h < min(e, 5.

Tada u I=Exo-h, xo+hJ postoji jedinstveno reSenje Cauchyevog
problema (1.1.1).

Dokaz. Integracijom (1.1.1) dobijamo

X
(1.1:6) y(x) =y, + [ £(t,y(t))at .

*o

U prostoru C(I) uodimo njegov zatvoreni deo A za koji je

max |y(x)-y°| <B i definiSimo preslikavanje T pomodu
xeI

u

x .
Ty =y, + [ £(t,y(t))at (yen) .

X
[=]

\

'Primetimo da je ovo preslikavanje neprekidno.
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. ) i
DokaZimo, najpre, da T preslikava A u A. : ‘

Neka XeI i yeA (C C(I)). Tada je ofigledno TyeC(I).

Sta-"
. o . .0 . :
viSe, zbog uslova 1~ i 37, imamo

X
|Ty-y | = [ [E(t,y(t)dt| < Mx-x | <Mh <8, -
X
o

tj. TyeA. 7
DokaZimo sada da je neki stepen preslikavanja T kontrak-

cija. Neka Y1LY2‘A- Tada je za xeI na osnovu uslova 2°,

ox .
|Ty1-Ty2| = |xf (f(tryl(t)) = f(tlyZ (ty)dat
o

I

ti.
. X
YTl | [y - v, (6) |at]
xo _
s Llx-x |max|y, () - y,(t)],
tel
odakle dalje sleduje

2 2 2|x-—x0|2
IT Yl'T Y2| =L —_2—'-—”171 - Y2” ’
ali i
n n n IX' oln
(1.1.7) Ty, = Tyl s L7 ———lly; =y, ,
gde je |lyl|l = max|y(t)].
tel

Uzimajuéi maksimum (po xeI) leve i desne strane u nejed-
nakosti (1.1.7), dobijamo

n. n
n n Ln
||TY1 = Ty2||=<. n! ”Y]_ 'Yz'

Kako se moZe izabrati broj n dovoljno veliki, tako da
je
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zaklju&ujemo da je ™ kontrakcija.

S obzirom da je A zatvoreni skup u C(I), iz prethodnog
sleduje da su svi uslovi za primenu teoreme 1.1.1 zadovoljeni,
na osnovu koje zakljuZfujemo da integralna jednadina (1.1.6),
tj. Cauchyev problem (1.1.1) ima jedinstveno refenje.

Ovim je dokaz teoreme zavrSen.

SliZan rezultat se moZe dokazati i za op3tiji sluéaj,
tj. za Cauchyev problem (1.1.3).

Neka je G={(x,y)| |x-x | <o, || y-¥ Il £ 8}, gde je

norma vektora u R (videti odeljak 4.1.6).

Teorema 1l.l1.3. Neka je funkcija £:RXxR"+R" na G neprekidna i
|| £¢x,¥)|| £ M. Sem toga, neka f =zadovoljava Lipschitzov uslov,
tj. neka je

> -> > -> > ->
”f(xryl) - f(xIY2)“ < L“ ¥y ~ Yz“

za svako (x,;l) i (x,§2) iz G. Tada Cauchyev problem (1.1.3)
ima jedinstveno reSenje u oblasti

[x - xo| < min(a, %).

Primer l.1.1. Posmatrajmo problem

(1.1.8) y' = y1/3, y(0) = 0.
Lako se pokazuje
’ 1
lfxw | = 13 s1 0gxs1, Iyl zb.

Kako f ne zadovoljava Lipschitzov uslov po y, jer

' 1/3 1/3
|f(x:Y1) -f(XyYZ)I _ IYI/ - YZ/ l _ 1
= =T33 1/3.1/3 2
ly, =¥, ly; = v, lyl/ + yl/ ya/3 4 va/3|

mo¥e postati proizvoljno veliko kada su Y i Yy dovoljno mali,
na osnovu teoreme 1.1.2 zakljufujemo da problem (1.1.8) nema
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jedinstveno reSenje. Primetimo, medjutim, da je za svako ael0,1]
funkcija

0 (0<x<a),
Xy, (x) =

2 (x-a))3/2

reSenije datogrproblema.

Teorema 1l.1.4. Ako je (x,y)w f(x,y) analitidka funkcija u
(xo,yo) tada za § dovoljno malo postoji jedinstveno reéenje_

x> y(x) koje je analiti&ko za X =98 Lxsx,+ 8§ i koje zadovoljava
Cauchyev problem (1.1.1). Ako je f analitidka za svako x i ¥,
tada je svako reSenje problema (1.1.1) analiti&ko.

8.1.3. Taylorov metod

Taylorov metod spada u grupu pribliZnih metoda za re$ava-
nje Cauchyevog problema

(1.2.1) y' = £(x,¥),  ¥(xy) =y,

koji daju re%enje u analitidkom obliku.

Neka je funkcija (x,y)—f(x,y) analitidka u tad&ki (xo,yo).
Tada na osncvu teoreme 1.1.4, postoji jedinstveno reZenje Xy (x)
koje je analitidko u xé. Drugim redima, y 4ima u okolini X
de proizvoljnog reda pa je

o izvo-

(1.2.2)  y(x) =¥(x) +x=xg)y’ (x,) + 57 (x-%0) 27" (X)) + ...

Na osnovu (l1.2.1) moZemo izrafunati potrebne izvode
y(i)(xo) (i=1,2,...). Naime, imamo redom

yixgy) = Yor

Y'(x) = £(x5,¥,),
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" _|of Iaf]
= | = + —
Y (xo) [ax Y 3y x=xo,y=yo
af(x_,y.) af (x_,y.)
_ o’'to o’fo
= ———Ei_—__ + f(xoyyo) 3y , itad.
Primer 1.2.1. Za problem
(1.2.3) y' =x2+y2, y() =1,
sukcesivnim diferenciranjem dobijamo
y' =x% +y?, Yo =x2+y3=1,
y" = 2x + 2yy’, Yo = 2% + 2yoyé =2,
y" =2 +2yy" +2y’2, Yo = 2+2y,yl + 2y62 =8,
y" = 2yy™ + 6y'y", Yo = 2y¥g + 6yg¥g = 28,

(1)

gde smo stavili Yo

-y W ).

zamenom dobijenih vrednosti u (1.2.2) dobijamo

2 3 L
y(x) =1 +x + 2 %T + 8 %T +.28 ET + ey
tj.
y(x) =1 +.x + x% + 403 4 Ly v L. .
3 3

8.1.3. Metod neodredjenth koeficijenata

%a razliku od Taylorovog metoda, ovde reSenje problema
(1.2.1) traZimo u obliku

(1.3.1) y(x) = aj + a;(x-x,) + az(x-xo)2 + vee

(o]

gde nepoznate koeficijente ap (k=0,1,...) formalno odredjujemo
iz uslova da (1.3.1) zadovoljava problem (1.2.1). Ofigledno je

ao=y°.
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Primer 1.3.1. Metodom neodredjenih koeficijenata reéimO*problem

(1.2.3). Kako je x°=0 i Yo=1 imamo
y(x) =1 +a;x+ a2x2 + a3x3 + a4x“ + ee.
y'(x) = a; + 2a,x + 3a3x2 + 4a4x3 + ..,
odakle zamenom u (1.2.3) dobijamo

a1+2a2x+3a3x2+4a4x3+... = x2+(1+aIX+a2x2+a3X3+...)2,
tj. '

(a,=1)+(2a,-2a, ) x+(3a3-1-2a,-a]) x?+(4a -2a,-2a,a,)x3+... =0 .

Iz poslednjih jednakosti sleduje
= =a.= =1 2y -4 =1 =2
a,=1, a, a,=l, a, 3(1+2a2+a1)-—3, a4-—z(2a3+2a1a2)-g, itd.

Dakle,

y(x)=1+x+x2+%x3 +%x“ + oeee .

8.1.4. Picardov metod sukcesivnih aproksimacija

Kao 3to je poznato iz odeljka 8.1.1, Cauchyev problem
(1.4.1) y' = £(x,y),  ¥(xy) =y,

se mofe formulisati i u integralnom obliku

X
y(x) =y, + [ £(t,y(£))de.

X
o

Picardov metod sukcesivnih aproksimacija sastoji se u

[s]

generisanju niza funkcija (y (x)}seN pomoéu iterativnog
o

procesa

£s+1]

(1.4.2) Yy (x) = Ty[S]

{x) (s=0,1,...),
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gde je operator T definisan pomoéu

X
Ty(x) =y, + [ £(t,y(t))de.

X
o]

'Naj&eZée se uzima yEOJ(x)=yO, mada je bolje uzeti, na primer,
neki kona&an odseak Taylorovog razvoja traZenog refenja.

Pod uslovima iz teoreme 1.1.2, iterativni proces (1.4.2)

konvergira ka jedinstvenom reSenju x+y(x) problema (1.4.1), tj.
vaZi 1lim yESJ(x)=y(x) (xeI) .,
S+

Sledefa teorema daje ocenu grefke kod Picardovog metoda.

Teorema 1.4.1. Neka su ispunjeni uslovi teoreme 1.1.2 i neka se

niz {yESJ(x)}

seN generise pomocu (1.4;2) polazedi od yEoJ(x)=yo.

Tada je za svako xel

s+1
o 1%,

[s] (o]

(1.4.3) |y T

(x) ~y(x)| < ML

fia

(s=0,1,...).

Dokaz. Uvedimo oznaku es(x)=|yESJ(x)-y(x)| (xeI). Kako

je
+
Yy ) vy = T (0 -y 0
imamo
x . [s]
egyr (X | [ IE(e,y ™) - f(t,y)ldt’,
xO
tj.
X

(1.4.4) e ,q(x) = lef es(t)dtl ,

o

s obzirom da f 2zadovoljava Lipschitzov uslov.

5 druge strane, na osnovu lLagrangeove formule imamo
to1, ,
(1.4.5) e (x)=|y (x)=y(x) =]y (x) -y (x) [=]y" (&) [+ ]|x-x,],
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gde je £ neka tadka izmedju X, 1 x. Kako je ly'(g)] =
[£/(g,y(E))| = M (uslov 1° u teoremi 1.1.2), iz (1.4.5) sleduje

eg(x) < M|x - xg

Polazeéi od poslednje nejednakosti, na osnovu (1.4.4)

sukcesivno nalazimo

x X |x—x°|2
e (x) <L f eo(t)dt| < MLIxf It-xoldtl = ML —57—
x0 o]
X X (t=x,)? | x-x |3
e, (x) <L| [ e (t)at| < ML? ————dt|= ML2 ————
2 1 = « 21 31
x0 [o]
. Ix_xO|5+1
eg(X) < ML® fory T+

&ime je dokaz teoreme zavrZen.

Primetimo da iz (1.4.3) sleduje

lim |Y[s](x) -y(x)| =0 (xeI).
B+t

Primer 1.4.1. Primenimo Picardov metod na refavanje problema
iz primera 1.2.1.

Neka je ycoj(x)=1. Tada je

X
y[u(x) =1+ [ (t2+1)at = 1+x+%x3,
o
X
1 =1+ [ (£2 +(1+t+%t3 )2)dt
(o)
2 1 2 1
= 2 .4 .3 Lo 4 2 o5 1 7
l+x+x +3x +6x +15x +63x ’

itd. Primetimo da se aproksimacija ytzj(x) poklapa sa Tayloro-
vim razvojem u prva tri &lana. Ocenimo sada gre3ku ove aproksi-

’
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macije pomoéu (1.4.3). Kako je funkcija (x,y)+ £(x,y)=x2+y? de-
finisana i neprekidna za svako (x,y)eR%2, to za « i B moZemo iza-

brati proizvoljne brojeve. Uzmimo, na primer, a =8 =%u Tada je

1
D=ty | Ixl 3, ly-1] 23},
2
M= max |EGxy)| = @) + @) =3,
2 2
(X:Y)ED

L= max %gl = 2-% = 3.

(x,y)eD '

S obzirom na nejednakost h:;min(a,%) = % , izaberimo

h=0.2. Tada je, saglasno (1.4.3), za svako xeI=-0.2,0.2]

3

[ x|
(x) -y (x) | ;%'32 = 3.75)x|3,

Ix[2]
6

tj.
max |y"27 (%) ~y(x)| £ 3.75-(0.2)% = 0.03 .
xeXl
Ocena greske po formuli (1.4.3) u mnogim sludajevima mo-
%e biti komplikovama. Jedan praktiéni kriterijum za prekidanje
iterativnog procesa (1.4.2) je

[y - v | < e (xeI),

gde je e¢ unapred zadata tacnost.

Picardov metod sukcesivnih aproksimacija moZe se prime-
niti i na sistem jedna&ina (1.1.3), predstavljajuéi prethodno
ovaj sistem u integralnom obliku

> > X, >
Y=y, + [ f(t,y)dt,
X
. o
gde je .

X R ' X X T
f%(_t,y)dt:[ [ g at e f fmdt] .
‘ X

X X
(o] o o}

Tada je Picafaovkmefod dat pomodu
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X RN
2[s+11 > = [s]
vy =y o+ [ R,y har (s=0,1,...),
X o
o]

o]

>L . . >
gde se za y moZe uzeti, na primer, Yoo

Primer 1.4.2. Primenimo Picardov metod sukcesivnih aproksima-

cija na Cauchyev problem

r

Yy =xy + z, y(0) =0
(l1.4.6)
z' =y + xz, z(0) = 1.
Stavimo
> b4 > Xy + 'z N N 0
y = N f = Co ’ y(0) = Yo = .
Z y + xz 1

+[0]

Polazeé¢i od y =§°, dobijamo

X
0 S (t-0+1)dt X
o
;Ell - + _ '
X
1 F(0+t1)dt 1+71 x2
(o]
X ' 1 1
0 I(t't+(1+5t2))dt x + 7x3
+£21 °
Y = + = ’
x 1 1
1 S (t+t (1 +7t2)dt 1+x2 +§x“
(o]
x 1 1 2 1
0 f(t+5t3)+l+t2+'8—t'+)dt x+§x3+—8-x5
(o]
§E3J - + -
X 1.3 1 3., . 1
2 24l 2 el 2 6
1 / (t+7t +t(1+t +8t ))dt 1+x%+ gx" + 7%

o
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itd. Primetimo da se za ;EOJ mo%¥e uzeti bolja aproksimacija ne-

go Sto je ;o' Naime, kako iz (1.4.6) sleduje
y'(0) =1 i z'(0) =0,

to se moZe uzeti

;EOJ _ [Y(O) + Y'(O)x] _ [x] .
z{0) + z"(0)x] [1
Oblast primene Picardovog metoda teorijski je mnogo Zira
nego kod Taylorovog metoda, s obzirom da se ne zahteva uslov
analiticnosti funkcije f . Medjutim, veliki nedostatak ovog me-
toda, koji ga &esto &ini prakti&no neprimenlijivim, sastoji se
u potrebi za izraéunavanjem sve komplikovanijih integrala (sa

porastom broja iteracija s).

Jednu modifikaciju Picardovog metoda, kod koje je elimi-

nisan problem izradunavanja komplikovanih integrala, dao je

*
K. Orlov ({27])i ona se sastoji u konstrukciji niza {yESJ}

seN
pomoc&u
’ % (s+1)
yrstld - v, + ! £(t,y"%7) at (s=0,1,...),
X
o
: (s+1)
polazeéi od §E°j==yo. Simbol f(x,yES]) oznadava da funk-

ciju f treba razviti u Taylorov red po stepenima od X =X, i

pri tome zadrZati samo prvih s +1 ¢lanova. Jasno je da ovaj po-

stupak zahteva analitiénost funkcije f u okolini X=X, Y=Y~

Primer 1.4.3. Neka je dat Cauchyev prdblem

.

y' =1+ x%2 - x%, y()=o0.

ﬁ‘Primenom modifikovanog Picardovog metoda dobijamo redom

%07
Yo = o, y =0 ;

15
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1 X

© x[0] *#C11] '

£ 80) =1, £, 3% =1, v = Jar=x;

*[1] 5 14 *r11 2 5
f(x,y y =1 + x° - xt*, f(x,y ) =1+ x°,
x
*
c23 .f(1+t5)dt=x+-(:};x6 ;
o

*
f(er[ ) =1 + x3(x+-6]'—x6)2 - X*13(X,+%x6)

=1+ x5 + %XIO - xl4 4 g%xls - %x19'

N 3 '
*
f(x,yEZJ) =1+ x° + %xla,
*r33 _ [ 5 4+ Li10yge = lye 4 Lxlil
= /(1 +¢>+3t Jdt = x + FX° + 335 -

8.2. LINEARNI VISEKORACNI METODI

U ovom pbglavlju podinjemo razmatranje metoda za numericko
reéavanje_Cauchyevog problema za diferencijalne jedna&ine prvog
reda. Dve opite klase takvih metoda su:

a) Linearni visekoraéni metodi,
b) Metodi Runge-Kutta.

Prva klasa metoda poseduje osobinu linearnosti za razliku
od metoda Runge-Kutta kod kojih se poveéavanje reda metoda ostva-
ruje uvodjenjem nelinearnosti. Zajedni&ki "predak" ove dve klase

je Eulerov metod, koji pripada i jednoj i drugoj klasi metoda.

Prvi odeljak u ovom poglavlju je posveden Eulerovom meto -

du, dok se u ostalim odeljcima razmatra op3ta klasa linearnih vi-
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Sekoraénih metoda. Metodi Runge-Kutta se razmatraju u treéem pog-

lavlju.

U novije vreme pojavio se i &itav niz metoda, tzv. hibrid-
nih metoda, koji koriste dobre karakteristike navedenih osnowvnih
klasa metoda.

8.3.1. Eulerov metod

Eulerov metod je najprostiji numeri&ki metod za reSava-

nje Cauchyevog problema

1

(2.1.1) y' = flxy), yx)) =y, -

i bazira se na pribliZnoj jednakosti
~ - r
y(x) = y(xg) + (x=x)y (%),
koja se svodi na

(2.1.2) y(x) = y(x ) + (x=x )£(x,,¥,) »

s obzirom na (2.1.1). Ako sa Yy ozna&imo pribliZnu vrednost za
y(xl), na osnovu (2.1.2) imamo
yl = yO + (xl_xo)f(xoryo) .

U opstem sluééju,'za proizvoljan skup tacaka Xy <X <

< < ..., pribliZne vrednosti za y(xn), u oznaci Yn! moiemo

X2
A
y
1 (X3193)

y(x)

4

2 Numeri¢ka analiza III deo
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odrediti pomodu -

(2.1.3) + (x ’-xn)f(xh,yn) (n=0,1,...}).

Yp+1 T ¥n n+l

Poslednja formula definiSe Eulerov metod, ¢ija je geome-
trijska interpretacija data na S1. 2.1.1.

Poligonalna linija (xo,yo) - (xl,yl) - (xz,yz) ~- e
poznata je kac Eulerov poligon*.

Naj&esée se tadke X, biraju ekvidistantno, tj. Xne1 "% =

h=const(>0)(n=0,1,...) i u tom sludaju (2.1.3) se svodi na

Ype1 = Yq + hf(xn,yn) (n=0,1,...).

Primenimo sada Eulerov metod na reSavanje model-problema
(2.1.4) -y +Ay =0, y(0) = Yo (A = const)

na segmentu £0,12.

Seégment [0,1] podelimo na N podsegmenta duZine h = %,
tako da je |ah| <1 i xn==nh (n=0,1,...,N). Prema Eulerovom me-

todu imamo

Yp4p = ¥y + h(-Ay)) (n=0,1,...),

ti.

Y (l—Ah)yn (n=0,1,.%..).

n+l
Iz poslednje diferencne jednadine sleduje

. n xn/h
Y, = (1-Ah) Y, = (1-Ah) Yo (n=1,2,...).

S druge strane, tafno reSenje problema (2.1.4) je dato

-Ax

sa y(x)=yoe , odakle je

—Axn
yi(x)) = ye
Kako je, pri |Ah| <1,

* Naziva se i Euler-Cauchyev poligon.

t ' Problem (2.1.4) se naziva model-problem, s obzirom da se koristi za
testiranje karakteristika numeridkih metoda.
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X, /b *n
(1-ah) = exp(j;-log (1-Ah))

X
= exp (- T?(Ah-f% A2hZ2+0(h3)))

= exp(-Axn)exp(—%Azhxn)exp(o(hz))
= exp(-Ax_) - (1-3A%hx_+0(h?)) (140 (h2))

= exp(-Ax_)* (1-3A%hx_) +0(h?),

imamo

— _12 - . 24
Y, = yo(l 5A hxn)exp( Axn) + 0(h%),

dok je odgovarajuca greSka data sa

= - = 1a2 - 2
e(xn) = y(xn) Y, = 3R hyoxnexp( Axn) + O(h%) .
Dakle, e(xn)-*O, kada h+0, pri ¢emu ovu konvergenciju
treba shvatiti u smislu da xn(=nh) ostaje konstantno kada h-~+ 0.
Da ne bi do$lo do zabune piSemo
lim e(xn) =0.

h-+0
xn=nh=const

Problemu konvergencije biéfe posvedéen odeljak 8.2.3.

8.2.2. Opéti linearni videkoratni metod

U ovom i narednim odeljcima ovog poglavlja razmatrademo

jednu op3tu klasu metoda za reSavanje Cauchyevog problema

(2.2.1) v’ = £(x,¥)s Y(x)) = ¥g (xg<x<b),

pretpostavljajuéi pritom da funkcija f ispunjava uslove kao u
teoremi 1.1.2, Sto obezbedjuje jedinstveno neprekidno-diferen-

cijabilno reSenje xr y(x) problema (2.2.1).

Ako segment Exo}bj podelimo na N podsegmenta duZine
b-x

n= N

©, ‘dobijamo niz tadaka {x } odredjen sa

X, = X + nh (n=0,1,...,N).

2%
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Neka {y,} oznadava niz pribliZnih vrednosti reSenja problema
(2.2.1) u tacdkama Xy i neka je fn £ f(xn,yh). Pred nama se po-
stavlja problem odredjivanje niza {w,}. Za re$avanje ovog pro-
blema razradjen je veliki broj metoda. Jedan od ovih metoda je
i Eulerov metod koji je razmatran u prethodnom odeljku. Kod Eu-

lerovog metoda niz {yn} se izradunava rekurzivno pomocu

(2.2.2) hf (n=0,1,...),

Yp1 © ¥ T 0,

pri ¢éemu postoji linearna veza izmedju Ypr ¥ i fn' U opStem

n+l
sludaju za izradunavanje niza {yn} mogu se koristiti sloZenije
rekurentne relacije, nego $to je (2.2.2). Medju metodima, koji
proistidu iz ovih relacija, vaZnu ulogu igraju metodi kod kojih

postoji linearna veza izmedju Ynei! £ (i=0,1,...,k) i oni &ine

n+i
klasu tzv. linearnih vi$ekora&nih metoda*.
Opsti linearni viSekora¢ni metod moZe se predstaviti u

obliku ‘

k k
(2.2.3) I oa;¥,,y =h?z Bifn+1 (n=0,1,...),

i=o i=0
gde su a,; i Bi konstantni koeficijenti odredjeni sa tadnoicu
do na multiplikovanu konstantu. Da bismo obezbedili njihovu

jednozna&nost uzedéemo ap=1.

Ako je Bk=0, kaZemo da je metod (2.2.3) otvorenog tipa ili
da je eksplicitan; u protivnom metod je zatvorenog tipa ili
implicitan.

U opStem slu€aju (2.2.3) predstavlja nelinearnu diferencnu

jedna&inu, s obzirom da je f41 = f(xn+i, yn+i).

Za odredjivanje niza (yn}, primenom metoda (2.2.3) potrebno
je poznavanje startnih vrednosti Yy (i=0,1,...,k-1). Kako nam je
unapred poznata jedino vrednost Yor poseban problem u primeni
visekoraénih metoda (2.2.3) predstavlja odredjivanje ostalih

startnih vrednosti. Ovom problemu bide posvefen poseban odeljak.

Pod pretpostavkom da su poznate startne vrednosti
yi(i=0,l,...,k-l), kod eksplicitnih metoda direktno se izraduna-
vaju Yir Yygpre--1¥y pomocéu

* Na engleskom: multistep method.
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k-1 k-1
=h 1l £ - I

) (n=0,1,...,N-k).
T i=0 i "n+i i=o

Yn+x ®3 Ynes

Medjutim, kod implicitnih metoda za odredjivanje vrednosti

Yn+k treba reSiti jednadinu
(2.2.4) Yn+k = thf(xn_,_k,ym_k) + ¢,
gde je
k-1 k-1
¢ =hz B, f - I a, vy .
i=o i "n+i i=o i “n+i

Kada je (x,y)+= f(x,y) nelinearna funkéija koja zadovoljava
Lipschitzov uslov po y sa konstantom L, jedna&ina (2.2.4) se mo-
Ze reSiti iterativnim procesom

[s+1] _ [<] -
(2.2.5) Yk = hg, f(xn+k'yn+k) + ¢ (s=0,1,...),
polazeéi od proizvoljne vrednosti yggi, ako je
hIBk‘L < 1.

Uslov dat ovom nejednako#éu obezbedjuje konvergenciju
iterativnog procesa (2.2.5).

Za metod (2.2.3) definiSimo linearni diferencni operator

L, : Cl[xo,b]-+c[xo,b] pomodéu

k
(2.2.6) Lp[y] = iio[ai y (x+ih) - h8; vy~ (x+ih)].
Neka funkcija gecw[xo,b]. Tada se Lh[g] moZe predstaviti
u obliku
; ) 2
(2.2.7) Llal = cogtx) + Cjhg”(x) + Ch%g" (x). + ...,
gde su Cj(j=0,1,...) konstante, koje ne zavise od h i g.

Definicija 2.2.1. Linearni viSekoradni metod (2.2.3) ima red p
ako je u razvoju (2.2.7)

Co =C = ... = CP =0 i Cp+1 # 0.

Razvijanjem funkcija xv g(x+ih) i x+-g“(x+ih) u Taylorov
red u okolini tadke x, lako se dobija (2.2.7). Za konstante C.

J
dobija se redom
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C°=ao+u1+... +0Lk,
(2.2.8) C, =0 +2ay + ... +koy -(Bo+s1 +ooo+HBy)
-1 3 joy_ 1 j=-1 j-1
Cj"j!(“1+2 a2+...+k ak) (T:TT?(BI+2 52+...+k sk)

(3=2,3,...) .

Primer 2.2.1. Za k=2, konstrui8imo implicitni metod oblika
(2.2.3) koji ima maksimalni red i koji sadr#i jedan proizvoljan
parametar. Neka je a =a proizvolijan parametar‘i a,=1. Nepoznate
koeficijente g Bo’ Bl, 82 odredimo iz uslova da se dobije mak-
simalni red, tj. iz uslova C°=C1=C2=C3=O. ReSavanjem sistema

jedna&ina
C_.=a+oa, +1=0,

C1=d1+2‘(80+81+82)=01

= 1 - =
C; = 3(a; + 4) (8, +28,) =0,
Cy = 2(ay; +8) ~2(8, +48)) =0
3 6'"1 2'°1 2
dobijamo
a, = =(1 + a) B = -—L41 + 5a) B, = Z(l - a)
1 4 o 12 ’ 1 3 4

le(s + a),

By

tj. metod (2.2.3), u ovom sluaju, postoje

(2.2.9) y_,,-(1+a)y,, +ay, =ihC(5+a) £ +8(1-a)f_, - (1+5a)£ 1.
Kako je
= L -1 =--L
€4 = gr(e *16) ~37(8, + 88y) =-57(1+a),

=L - -1 ,
Cs = gylea; +32) -7 (B) +168,) = -355(17 +13a)

zaklju€ujemo sledede:
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1° ako je a#-1 (=C, #0), metod (2.2.9) je tredeg reda;

2° Ako je a=-1 (=Cy=0 i Cc#0), metod (2.2.9), tj.
metod

n+2 + 4fn+1 + fn)'

je detvrtog reda. Primetimo da poslednja formula predstavlja
Simpsonovo pravilo (videti odeljak 7.2.3).

Primedba 2.2.1. Umesto koeficijenata Cj u nekim sludajevima lak-

Se je operisati sa koeficijentima Dj koji se javljaju u razvoju
Lh[gj (u okolini ta&ke x + th)

Lytgl = Dog(x+th)-+D1hg'(x+th)-+D2hzg"(x+th) +...

S obzirom na jednakosti

Co = Do’
C, =D, + tD,,
) tj .
cj = Dj + tDj_1 + ve. + ET'Do (§j=2,3,...)

zakljudujemo da va¥i ekvivalencija

Takodje,
p+2 -th+1 :

Formule za koeficijente Dj' analogno formulama (2.2;8), su

‘ Do = a4 + oy + ... F ay s
(2.2.10) D, =-ta+(l-t)a;+(2-t)a,+...+(k-t)ap = (B +B+...+By),
=L (agyd -y J ey
D] 31 (-t) ao+(1 t) a1+...+(k t) o
S SRR b —y -1 4y Il
G-1)1 (-t) Bot(1-t) Byte..+(k-t) By

(3=2,3,...) .
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Za t=0 formule (2.2.10) se svode na (2.2.8). Podesnim
izborom parametra t , formule (2.2.10) mogu se. u izvesnim slu-

¢ajevima znatno uprostiti.

8.2.3. Konvergencija viiekoratnih metoda

Neka je x~ y(x) tadno refenje problema (2.2.1) i ty,}
niz pribliZnih vrednosti ovog re#enja u tackama xn=xo+nh
(n=0,1,...,N) dobijen primenom metoda (2.2.3), sa startnim
vrednostima yi=si(h) (i=0,1,...,k-1).

Definicija 2.3.1. Za linearni viSekoradni metod (2.2.3) se kaZe

da je konvergentan ako je za svako xe[xo,b]

lim y = y(x)
h~+0
x—xo=nh

1 ako za startne vrednosti vaZi lim siﬂn =y

(i=0,1,...,k-1).
h+0 :

o
Linearni viSekoradni metod (2.2.3) se moZe okarakterisati

prvim i drugim karakteristiénim polinomom koji su dati respek-

‘tivno pomodu

i k

i
o, i o(eg) = ¢ B;E .
iol i=oi

k
(2.3.1) pl€) = I

Definicija 2.3.2. Za linearni vi¥ekora&éni metod se ka¥e da je
konzistentan ako ima red p > 1.

Uslov konzistencije moZfe se iskazati jednakostima

k
I a, =0 i
= L i

k
ia, =
o * i=

il o4 &

B8
i oi

i1i pomoéu karakteristi®nih polinoma (2.3.1)
(2.3.2) p(1) =0 i p' (1) = o(l) .

Ovaj uslov je neophodan za konvergenciju metoda (2.2.3),
na Bta ukazuje sledeéu heuristi¥kl argument.
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Pretpostavimo da yn->y(x)(#0), kada h+0 i x-x =nh=const.
Tada za fiksirano k , imamo takodje Yn+i” y(x) (i=0,1,...,k),t3.

y(x) =y ., +O(h) (i=0,1,...,k).
Kako je
k k k
iioaiy(X) = 1_E.oaiy“+i + i:oai O(h) ,
tj.
k k :
Y(x?iioui = hiiosl f 44 TOM),
k
iz poslednje jednakosti, pri h+0, sleduje z a; =p(1) =0,
s obzirom da je y(x) # 0. e
Kako yecltxo,b], imamo
yn;i'h——ﬁ+y'(x) (i=1,...,k),
tj.
Yp4i ¥ = ihy’(x) + O (h2?) (i=1,...,k),

kada h + 0 (x-X_=nh=const). Tada je

[e)
k k k
- _ . ’ 2
T oog¥ s - I oY, =h3Iio;¥' (x) +O(h?),
i=o i=o0 i=o
tj.
k 2
- = 7 r’ 3
(2.3.3) hiiosifn+i YLe (1) hy " (x)p ' (1) + O(h?).

S druge strane, kako je p(1)=0 i fn+i—+f(x,y(x)) (h>0,
nh=x—xo), iz (2.3.3), prelaskom na grani&nu vrednost, sleduje

fx,y(x))o(1l) = vy (x)p' (1) .

Na osndvu poslednje jednakosti zakljudujemo da x+ y(x) zadovo-
ljava diferencijalnu.jedna&inu (2.2.1) ako i samo ako je
p’'(1)=0(1), ¥to predstavlja drugi uslov u (2.3.2).
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Kao 3to je ranije napomenuto uslov koniistencije je\po-
treban za konvergenciju metoda (2.2.3). Medjutim, moZe se poka-

zati da ovaj uslov nije dovoljan.

Na osnovu (2.3.2) zakljudujemo da kod konzistentnih me-
toda, prvi karakteristiéni polinom ‘ima nulu £=+1. Ovu nulu na-
zivamo glavnom nulom i ozna&avamo je sa 51‘ Ostale nule‘sz,...,gk
polinoma p pazivamo sporednim nulama i o njima uslov konzisten-
cije ne pruZa nikakvu informaciju. Medjutim, sporedne nule bit-
no utidu na konvergenciju metoda (2.2,3). Naime, kako se dife-
rencijalna jedna&ina prvog reda (2.2.1), primenom metoda (2.2.3),
zamenjuje diferencnom jednadinom k-tog reda, to se pored refenja
koje pri h >0 treba da konvergira ka tacnom fe§enju jednadine
(2.2.1) mogu javiti i refenja koja divergiraju, tzv. "parazitna
reSenja".

Posmatramo jedan trivijalan problem
(2.3.4) y' =90, y(@) =0,

&ije je reSenje y(x) = 0. Primena metoda (2.2.3) na problem
(2.3.4) dovodi do diferencne jedna&ine

(2.3.5) + a

Ynek ¥ %k-1¥n4k-1 * orr toag¥y, = 0.

Pretpostavimo da su nule Eq1v Eprenerky karakteristiénog
polinoma p realne i razlidite. Tada je reZenje diferencne jed-
na¢ine (2.3.5) koje zadovoljava uslov y;+y(0)=0 (i=0,1,...,
k-1), kada h+0, dato sa

_ n n n
Y, = h(clg1 + 0252 P ckgk) ’

gde. su Cy (i=1,...;k) proizvoljne konstante i £,=1.

Da bi metod (2.2.3) bio konvergentan potrebno je da
Y, +*0 (h~+0, x=nh=const).

n
Kako je
n
n LY
lim hgy = x lim —= =0 & [g,| < 1 (i=1,...,k),
h+0 n>+w

x=nh
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zakljudujemo da metod (2.2.3) divergira ako postoji bar jedno
g, takvo da je |g4] > 1.

Razmotrimo sada slucaj kada je nula £y vigestruka reda
m(>1). Tada ovoj nuli, u reSenju diferencne jednaline (2.3.5),
odgovara &lan

m=-1l, . n
h(Cli+C21n+ ces +Cmin )Ei.
S obzirom na ekvivalenciju
lim hnse.? = x lim ns-lgg =0 & |gi| <1 (s>1),
h-+0 n-++w
x=nh

zakljudujemo da metod (2.2.3) divergira ako je IEil 21,

Sli¢no bi se mogao ispitati i slu&aj kada je neka nula
polinoma p kompleksna.

Navedeno razmatranje sugerife slededu definiciju.

Definicija 2.3.3. Za linearni viZekoralni metod se kaZe da je
nula-stabilan ako prvi karakteristiéni polinom nema nule sa

modulom veéim od jedinice i ako su sve nule sa modulom jedan
proste.

Dakle, nula-stabilnost metoda obezbedjuje da "parazitna
reSenja", o kojima je brethodno bilo re&i, te%e nuli kada h -+ 0,

Teorema 2.3.1. Potrebni i dovoljni uslovi za konvergenciju li-
nearnog viSekoraénog metoda su konzistencija i nula-stabilnost.
Dokaz ove veoma vaZne teoreme moZe se naéi, na primer,

urzal.

Primer 2.3.1. Posmatrajmo Eulerov metod

= hf (n=0,1,...).

(2.3.6) Yp41 " Yn n

Ovde je k=1 i
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odakle zakljudujemo da je red ovog metoda p=1, tj. da je metod
konzistentan. U ovom sludaju konzistentnost povlaéi i nula-sta-
bilnost, s obzirom da je §1=1 jedina nula polinoma &rp () =E - 1.

Dakle, Eulerov metod je konvergentan. Primenom ovog meto-
da na problem

(2.3.7) y' = x> +y, y(1) =1 (1 <x<2.5),

sa korakom h=0.1, dobijen je niz pribliZnih vrednosti re§ehja
{yn} koji je dat u tabeli 2.3.1 (druga kolona). S obzirom da je
taéno reSenje datog problema dato sa

X-1

y(x) = 6e - x2 - 2x -2,

radi uporedjenja, u Sestoj koloni ove tabele date su ta&ne vred-
nosti reenja y(x,) (n=0,1,...,15).

Primer 2.3.2. Metod

(2.3.8) =§ (3£, =~ 2£)) (n=0,1,...)

Yn+2 " ¥n4 +1 n

nije konzistentan, jer je

C.=a_ + a

o o 1 + a, = 0-1+1=20,

-142.1--2+=250.

0
]

1 ay + 202 - (Bo+31+52)

Inafe, ovaj metod je nula-stabilan (p(E)=£2-f, £,=1, £,=0).
Primenjujuéi ga na reBavanje problema (2.3.7) dobija se niz {yn}
koji dat u tre€oj koloni tabele 2.3.1. Za startnu vrednost ¥,

je uzeto ta¥no reZenje, tj. y1=y(x1).
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Tabela 2.3.1

Yy

n Metod Metod Metod Metod y(xn)-
#n (2.3.6) (2.3.8) (2.3.10) (2.3.11)
1.0 1.000000 3 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
1.1 1.200000 | 1.221026 1.221026 1.221026 1.221026
1.2 1.441000 | 1.330795 1.485679 1.488308 1.488416
1.3 1.729100 | 1.445806 1.802980 1.809423 1.809153
1.4 2.071010 | 1.574667 2.180643 2.189278 2.190948
1.5 2.474111 1 1.719080 2.627090 1.649598 2.642328
1.6 2.946522 | 1.880343 3.151622 3.137695 3.172713
1.7 3.497174 | 2.059772 3.764511 3.956209 3.792516
1.8 4.135892 | 2.258726 4.477106 3.741659 4.513246
1.9 4.873481 | 2.478614 5.301946 8.976315 5.347619
2.0 5.721829 | 2.720894 6.252883 -10.766107 6.309691
2.1 6.694012 | 2.987076 7.345218 87.756825 7.41499%6
2.2 7.804413 | 3.278724 8.595857 -369.34432 8.680702
2.3 9.068854 | 3.597458 | 10.023474 1788.7931 10.125780
2.4110.504474 | 3.944955 | 11.648703 | -8357.1615 11.771200
2.5 12.131212 | 4.322954 | 13.494334 | 39390.867 13.640134

Primer 2.3.3. Razmotrifemo sada metod

h
(2.3.9) y ., - (4a)y ., +ay =30(3-a)f . - (1+a)£ 1 (n=0,1,...).

. 1 1 . . .
Kako je CO=C1=C2=0, C3==17(5+a), C4==§z(9+a), zakljudujemo da je
metod konzistentan, s obzirom da je njegov red p=2 (a#-5) i p=3
(a=-5). Za ispitivanje nula stabilnosti konstruifimo prvi karak-
teristiéni polinom

p(g) = g2 -~ (1+a)e + a = (£-1) (¢-a).
Kako je §,=1 i £E,=a izlazi da je metod nula-stabilan ako je
-lza<1l, dok je za a<~1 ili a > 1 nula-nestabilan. Dakle, za

-1 <a <1 metod je konvergentan.

Metod (2.3.9) za a=0 i a=-5 se svodi na

=h -
(2.3.10) = z7(3f £)

+1 n (n=0,1,...).

yn+2 - ynjl-l
i

(n=0,1,...)

N5

nﬁ2+4xﬁl-5ﬂl= (8f ,, +4£)

(2.3.11) 1

respek;ivno. Prvi od njih‘jé konvergentan, a drugi divergentan.
U Setvrtoj i petéj koloni tabele 2.3.1 dati su rezultati dobijeni
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primenom ovih metoda na problem (2.3.7) sa korakom h=0.1, pri dem

je uzeto y1=y(x1).

U primenama od interesa su samo konvergentni viSekoraéni me-
todi. k

Jedno interesantno pitanje koje se moZe postav%ti u vezi sa
viSekoraénim metodima je sledede: koji je maksimalni red metoda
za dato k, a da pri tome metod bude nula-stabilan? Odgovor na. ovo

pitanje daje sledeéa teorema, koju navodimo bez dokaza.

Teorema 2.3.2. Za fiksirano k, nula-stabilan metod moZe imati naj-

vi$i red k+1 ako je k neparno i k+2 ako je k parno.

Definicija 2.3.4. Nula-stabilan k-kora®ni metod koji ima red k+2

naziva se optimalni metod.

MoZe se pokazati da kod optimalnog metoda sve nule polinoma

p leZe na jedini&nom krugu.

Primer 2.3.4. Simpsonovo pravilo

h
y T ¥z 3(fn+2 + 4fn+1 + fn)

je optimalan metod, jer je k=2 i p=4 (=k+2). Nule karakteristid&-
nog polinoma p(f)=£2-1 su El=1 i 52=-1.

Primer 2.3.5. Konstruifimo optimalni metod za k=4. S obzirom da
se u ovom sluaju sve nule polinoma p nalaze na jedini&nom krugu,

moZemo staviti

g, =1, g =-1, g =e, g, =e (0<e<m).
Tada je
(2.3.12) p(E) = €% - 2ag3 + 2ag?2 - 1,

gde smo stavili a=cos 6. Na osnovu (2.3.12) imamo o =-1, a_=2a,

‘ 0 2
u3=—2a, a4=1. Koko je potreban uslov p=k+2=6, to iz uslova
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Do=D1="'=D6=0’ gde su koeficijenti Dj dati pomoéu (2.2.10),
sleduje

8

1
o= By =75(l4+a), 8, =8, = 4£(64-34a),

1
By = 75(8-38a) .

Konstanta greSke ovog metoda je

_ - _ 16 + 15a ’
7707 %" "ggo . (Fleac<y).

4 .
Za a==I§ + ovaj metod se svodi na Quadeov metod

)]

Y - Ly o ) - = 8¢
n+d ~ 19 ' ¥n+3 " ¥p4 Yn = 19 Fneg P 4E 3+ 1) +E) .

Dve vaZne klase konvergentnih visSekona&nih metoda koje se
sredu u primenama su:

1° Metodi kod kojih je p (£) kLRl

2° Metodi kod kojih je o(£) = £F - £X72.

] ]
™y
t |
R

-

Eksplicitni metodi prve klase nazivaju se Adams~Bashfortovi, a
implicitni Adams-Moultonovi. Sli&no, eksplicitni metodi druge kla-
se nose naziv Nystromovi.metodi, dok se odgovaiajuéi implicitni
metodi nazivaju genérélisani Milne-Simpsonovi.

Naravno, postoje metodi koji ne pripadaju ovim klasama.

Na kraju ovog odeljka dajemo pregled konzistentnih metoda za
k=1,2,3, pri demu su date i vrednosti za red p i konstantu greske
CP+1' Svi navedeni metodi imaju najveéi moguéi red. Naime, slobo-
dni parametri a i b, koji se javljaju u formulama za koeficijente
ai.i Bir ne mogu se izébrati tako da red bude veéi od datog, a da
pri tome metod bude nula-stabilan.

e
t. U formulama (2.2.10) pogodno je uzeti t=2.
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(o]
]
[N .

k=1 a =-1 B =1 p=1 P+l
u1=1
=2 = 8 =-L(1+a)
- 4o~ o 2 1
- = — +
o (1+a) 31 %(3 -a) p=2 Cp+1 2(5 a)
a2=l
k=3 | o_=-b Bo=%(5+a+5b) 1
o.=a+b 1 =3 (o] +1 2—-(9+a+b)
B, =73 (-4-2a+2b) P
==(1l+a) 1
By =15 (23-5a-b)
=1
93
2., Implicitni metodi
- - =1 - ==L
k=1 a =-1 Bo = 3 p=2 Cp+1 ==13
a, =1 _ 1
1 B1 =3
k=2 =-L (145 =3 |c_. . =-X(1+a)
= apa Bo =" 17 (1¥5a) POV s S B Z Sl
a,==(1+a) _2 a
Bl—j(l a)
a,=1 1 =4 e, =-&
2 8, =15 (5+a) (a=-1)| “p+l ~ 90
- — ' _1
=3 a = b Bo'EZ(1+a+9b) o= Cp+1 720 (19+11a+19b)
1
a,.=atb 31=—73(5+13a-19b)
a,==(l+a) _ _
32-2—(19 13a-5b)
0, =1 1
3 By =57 (9+a+b)
8.2.4. Isbor startnih vrednosti

Kao 5to je ranije napomenuto, kod primene linearnih vige-
kora&énih metoda na refavanje problema (2.2.1), potrebno je pozna-
vanje startnih vrednosti Yi=s; (h), takvih da je lim S, (h)—yo

(i=1,...,k-1).

Naravno, ovaj problem se postavlja

®kada je k> 1.
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Ako je metod (2.2.3) reda p, tada ofigledno startne vrednosti
si(h) treba birati tako da je

+
s; () - y(x;) = 0®®*™)  (i=1,...,k1),
gde je xry(x) tadno reSenje problema (2.2.1).
‘ U ovom odeljku navefcdemo jednu klasu metoda za odredjiva-
nje potrebnih startnih vrednosti.
Pretpostavimo da je funkcija f u diferencijalnoj jednadini

(2.2.1) dovoljan broj puta diferencijabilna. Tada na osnovu Tay-
lorovog metoda imamo

2 . P , N
y(xo+h)=y(xo)+hy’(xo)-F%Ty"(xo)+...+%ry(phxo)+0(hp+ ).

Poslednja jednakost ukazuje na to da se moZe uzeti
2 P
. h h (
51 (h) =y (xg)+hy “(xg) +37y" (xg)+...+ Iy y P)(x,),

s obziraom da je tada sl(h)-y(xl)=0(hp+l) (x1=x°+h). Isti postupak
se moZe primeniti i na odredjivanje ostalih startnih vrednosti.

Naime, u opstem slu€aju, imamo

. he . hP (p)
si(h)=y(xi_1)+hy (xi_l) +-ﬁy (xi_)ﬂ . +§y (xi—l) (i=1,...,k-1),
pri femu za y(x;_;) uzimamo s;-q (B

Taylorov metod u svetlu linearnih viZekora&nih metoda se
moZe tretirati kao generalizacija Eulerovog metoda, u smislu ko-
riséenja visih izvoda. Prirodno se moZe postaviti pitanje da 1li
se mogu konstruisati metodi koji bi u navedenom smislu bili gene-
ralizacija implicitnih‘viéekoraénih metoda. Takvi metodi postoje
1 oni zajedno sa Taylorovim metodom &ine klasu metoda Obreskova.
Op8ti oblik ovih metoda je

ro, . .
0¥ty = _ilhl(sliy‘l) w vt a2,

n+1l oi’n
i

gde su ays Oy Bli’ Boi;(i=l,...,r) konstantni koeficijenti.

.

Na primer, za r=2 i r=3 imamo

. 2
- = E - -y o h__ " J—T}
(2'4'¥) Yn+1 yn = 37 W4y YY) 12 Yne1 ~ ¥n)

i

3 Numeri¢ka analiza I1I deo
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- - .13_ ’ I n » - " [
(2.4.2) Yne1™Vn = 7Wne V) - 10(y n+1 ¥ ¥ 120(yn+1 Yo )-

Primedba 2.4.1. Metodi (2.4.1) i (2.4.2) su éetvrtog i,éestog
reda respektivno. ‘

Sem napred navedenih metoda, za odredjivanje startnih
vrednosti si(h) (i=1,...,k~1) mogu se koristiti i metodi Runge-
Kutta, koji e biti razmatrani u poglavlju 8.2.

Primer 2.4.1. Da bismo za re$avanje Cauchyevog problema
(2.4.3) y' = x%+y, y(1) =1 (1< x <1.5)
primenili metod,

(2.4.4) = 1%(23fn+2 - 16£,,, + 5,

Yn+3 T Yn+2
potrebno je naéi startne vrednosti. Uzmimo h=0.1.

S ob21rom da je ovaj m@tod trefeqg reda, za odredjivanje
startnih vrednosti Y178y (h) i¥ y2—s2(h) moZemo iskoristiti Taylo-
rov metod za p=3.

Iz (2.4.3) sleduje

x2 + vy,
(2.4.5) ° y" 2x +y' =2x + x%2 +y,
y" =2 +y" =2 + 2x + x% +y.

~
]

Kako je y(1)=1, y'(1)=2, y“(1)=4, y"™ (1) =6, na osnovu

s () = y(L+hy' (1) + Biymay ¢ Bywy,
imamo

0.01
2

0.001

3 6=1.221 .

-4 +

51(0.1) =1+0.1-2 +

Uzimajuéi za y(1l.1), vrednost sl(O.l), imamo
y(1.1) =1.221, y'(1.1) =2.431, y"(1.1) = 4.631, y™ (1.1) =6.631.
Tada je

0 0.001

2(0 1) =1.221+40.1-2.431 +—5—= -4 631 + ———— € ———+6.631 ~ 1.48836.
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Tabela 2.4.1

- 2

X Yo fn Afn A fn

1.0 1.00000 2.00000
0.43100

l.1 1.22100 2.43100 0.06636
0.49736

1.2 1.48836 2.92836 ”UTE;EII—_

-57047

1.3 1.80883 3.49883 0.08098
0.65145

1.4 2.19028 4.15028

1.5 2.64125

Dakle, sada imamo potrebne startne vrednosti

(2.4.6) Yo =1, 1y, =1.221, 'y, = 1.48836.

Primenom metoda (2.4.1) moZemo odrediti ta&nije startne
vrednosti, s obzirom da je ovaj metod Cetvrtog reda. Zaista,
iz (2.4.1) i1 (2.4.5) sleduje

yl—l— 11.12 +y +1241) -—-—(2 1.1+41.1 +y1-(2 1+1%2+1)),

tj. y; =1. 2210253, pri ¢emu se ova vrednost poklapa sa taénim
reSenjem (videti tabelu 2.3.1) na prvih pet decimalnih mesta.
Sli¢no bismo mogli odrediti i Yy

Primenimo sada metod (2.4.4) na re3avanje problema datog
sa (2.4.3), koristedi startne vrednosti (2.4.6). Radi lak3eg ra-
Cunanja, metod (2.4.4) moZfemo predstaviti u obliku

5

- 1 2
A¥nyo = h(fn+2 ) Afn+l HEV £y -

U naSem slucaiju ije; fn xn-Fy
U tabeli 2.4.1 dati su pregledno dobijeni rezultati, pri

¢emu su svi medjurezul{ati zaokrugljeni na pet decimalnih mesta.

Primedba 2,4.2} Adams-Bashfortov metod (2.4.4) moZe se dobiti in-

tegracijom drugongQWtonovog interpolacionog polinoma drugog ste-

3*
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pena. Ako se koristi polinom tredeg stepena dobija se metod

=h - -
Ynea "¥nes = 34555, "59E L #3TE  -9f ).

'8.2.5. Analisa grefaka

Neka je x+y(x) ta®no reSenje problema (2.2.1) i {y,}
niz pribliZnih vrednospi ovog reSenja u tackama xn=xo+nh
(n=0,1,...,N) dobijen primenom metoda (2.2.3) sa datim startnim
vrednostima. ' ’

Definicija 2.5.1. Velic&ina en=y(xn)-yn se naziva ukupna diskre-

tizaciona gredka u tadki X=X, (n=0,1,...,N).

Definicija 2.5.2. Veli&ina Tn”

+k odredjena sa

I~

(2.5.1) T k=LhEy]

- ’
n+ Cog¥(x ,3) ~hB ¥ (x,,;)7,

o]

X=Xn i
naziva se lokalna grefka odsecanja, metoda (2.2.3), u tacdki
Xp+k E¥or ¥y T

Primetimo da u definiciji lokalne greske odsecanja ule-
stvuje ta&no refenje xbPy(x) problema (2.2.1). Ova grelka je lo-
kalna u sledefem smislu. Pretpostavimo da yn+iE y(xn+i)(i=0,l,
««.sk-1), tj. da ne postoje greZke u veliéinama Yn+i (i=0,1,...,

k-1) i tada primenimo metod (2.2.3) na odredjivanje Yo4k®

Pod navedenim lokalnim pretpostavkama moZe se pokazati da

je
Tn+k =Q _thFn+k)(y(xn+k) _yn+k)’
af (x C )
. _ n+k’“n+k’ . . . . ‘
gde je Fn+k"__—___—3§____ i Cn+k tacka izmedju You y(xn+k).

Naime, kako je tada na osnovu (2.2.3)

k-1

Yk " PKE GV = B T8 E 045 ¥ (op g D) =0y ¥ G ) 0
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imamo
Tn+k = Y(xn+k) _yn+k.-th(f(xn+k’y(xn+k))_f(xn+k’yn+k))’

odakle primenom Lagrangeove teoreme sleduje prethodna formula.
Dakle, lokalna greska odsecanja (2.5.1) je proporcionalna

greski y(xn+k)-yn+k. U slu€aju kada je metod (2.2.3) eksplicitan
(Bk=0) imamo T

ntk =Y (Xnyge) “¥n -

Ako je xmy(x) ta&no reSenje problema (2.2.1) dovoljan
broj puta diferencijabilno lokalna greika odsecanja se mo¥e pred-
staviti u obliku

+
(2.5.2) Toax = Cprr Py P ) + 0P,

gde je p red metoda (2.2.3). €lan Cp+1hP+1 Yy (P+l)(xn) se naziva
glavni ¢lan lokalne grefke odsecanja, dok se koeficijenat C

naziva konstanta greske.

p+l

Interesantno je postaviti pitanje da 1li se (2.5.2) moZe
predstaviti u obliku

(2.5.3) Tk = Cpil nPHy (Pt (x son)  (0<0 <X,

&to bi bilo analogno ostatku kod Taylorove formule. Odgovor na
ovo pitanje nije potvrdan u opitem sludaju. Naime, ako defini-

Semo tzv. influencnu funkciju G pomod&u

« ,
(2.5.4) G(t) = iio[ai(i-t)f - pg (i-6)071),
gde je
o z (z20)
(2.5.5) z, = 3(z +z|) = '
) 0 (z<0)

moZe se dokazati formula (videti, na primer, [19])

+1 k
_ nP" (p+1)
n+k = pl ofG(t)y (x,+th)dt.

(2.5.6) T

Pod uslovom da G(t) ne menja znak na [0,k]., primenom teoreme o

srednjoj vrednosti odredjenih integrala, formula (2.5.6) se moZe
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predstaviti u obliku (2.5.3). U opS$tem sluc¢aju vaZi ocena

+1
(2.5.7) T = e v,
gde su
' (p+1) : p K :
(2.5.8) Y = max [y P x)| i G = oF r1G(t) |at.
xe[xn,xn+k o

U nejednakosti (2.5.7) Yn se moZe zameniti sa velidinom

(2.5.9) Y= max |yP)(x]..
erxo(xNJ

Primer 2.5.1. Za metod (2.4.4) odredidemo influencnu funkciju.
Na osnovu (2.5.4) imamo ’

6(t) = -3 (0-0)%1 + t-3¢3) -0 2
-0 e-2-3-2 02021+ t1ee-nd

odakle, s obzirom na (2.5.5), sleduje

5

ztz (0<tz1),
Gty ={ -a+pe-Lile2 (L<tg2),
(3-¢)8  (2<t<3).

Grafik ove funkcije prikazaﬁ je na Sl. 2.5.1.

4
G(t)
2 3
5
1 {
1 f )
{ |
| 1
! g
| )
| t
- i L —
0 1 2 3 t

Sl. 2.5.1
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Funkcija G je neprekidna na segmentu [0,3]. StaviZe njen
izvod

%t (0ztsl),
e'(t)={ 8-il¢ (L<t<2),
-3(3-¢)2 (2 <t <3)

takodje je neprekidna funkcija na segmentu [0,31.

Kako G(t) ne menja znak na [0,3], lokalna greSka odse-
canja kod metoda (2.4.4), primenjenog na problem (2.4.3), se
moZe predstaviti u obliku

T4z = c4h‘*y'v (x, + 6h) (0 <8 <3),

p 7 3
gde je C4=G=§—!-.JG(t)dt=§.

Kako iz poslednje jednakosti u (2.4.5) sleduje y“"=y"™ ,
imamo y™ =6, y¥=y"™ =%ex , S obzirom da je y™(l) =6.
Dakle, '

X_+ 6h
n

-9 .4
Tn+3 = 4 ht*e (0 <0 <3).

Na primer, ako se traZi refenje na segmentu [1,1.5], kao u pri-

meru 2.4.1, za lokalnu grefku odsecanja vaZe nejednakosti

9ve . 4
0 < Tn+3 <77 h

. Nadjimo sada vezu izmedju ukupne diskretizacione gre$ke i
.. of
lokalne gredke odsecanja, pod pretpostavkom da postoji A
Ako jednakost
k ok

(2.5.10) Py aiyn+i =h
‘ i=o = oo

DB E(x L eypyy)
‘l=0

oduzmemo, od jednakosti



40 8. PRIBLIZNO. RESAVANJE OBIENIH DIFERENCIJALNIH JEDNACINA

k k
L oagy(x_,.) =h By (x )+ T
j=o ¥ n+i j=o T n+i n
dobijamo
k k
g V(X )"Ypyg) =B T By (E (k¥ (R )=F (X 0¥ )
i=o - i=o .
+ Tn+k !
tj.
, k k
(2.5.11) 2ott Saet T P BaFnei®nes T Tneks
i=o =0
9f (x 1C. .
. _ n+ n+i L .
gde je Fn+i =y (i=0,1,...,k) i Chei tadka
iznedju Yn+i i y(xn+i).

Ako startne vrednosti Yor Yyreese¥i sadrZe greske
of ©1rerer® ] respektivno, na osnovu (2.5.11) (za n=0) zaklju-
dujemo da na greSku e, pored navedenih greSaka utife i lokalna
‘greéka pdsecanja Tp- U opStem sludaju, ek zavisi od e,,

e

€17t 184kl i od lokalne gredke odsecanja Tn+k

Odredjivanje granice za ukupnu diskretizacionu gresku, u
opStem sludaju je vrlo kompl*kovano.

Ne upuitajuci se u dokﬁz, dademo granice za ukupnu diskre-
tizacionu gresku kod eksplicitnih viZekoradnih metoda, kod kojih
jet ' |

‘ k
(2.5.12) ay < 0 (1=0,1,...,k=1), o =1, I a,;=0.
i=o

Neka su : L Lipschitzova konstanta za f (po argumentu y),
Y 1. G definisani pomoéu (2.5.9) i (2.5.8) respektivno, p red me-
toda,

k-1 :
B= I [y 1 & = max(|eg], leylreerele |-
i=o .
Tada je
(2.5.13) le, | ;[6+(xn-xo)hpGY]exp(LB(xn-xo)).

t Za metode sa osobinom (2.5.12) ka3e se da pripadaju klasi A
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Dokaz ove nejednakosti (kao i nekih srodnih) moZe se naéi
u [19].

U dosadaSnjoj analizi nismo razmatrali uticaj greZaka zao-
krugljivanja, koje se javljaju u procesu radunanja. Naime, ume-
sto niza {yn}, koji zadovoljava (2.5.10), pri prakti®nom raduna-
nju dobijamo niz zaokrugljenih vrednosti {Qn}, za koji je

k " k
JEi¥neg TRI B I

+

n+i’'Yn+i n+k’

gde je Rn+k odgovarajuéa greska zaokrugljivanija.

Ako stavimo-gn=y(xn)-§n, istim postupkom kojim smo izveli
(2.5.11), dobijamo diferencnu jednadinu

k k
n Ny
(2.5.14) L o, . =he<LB.F e ., + ¢ ’
j=o 1 n+i j=o n+i n+i n+k
gde Je ¢ = Thix = Royuxe
'Pod pretpostavkom da je |Rn+k| < rh9*, za gresku gn vazi

ocena
Ignl = [6+(xn-xo)(hpGY+th)]exp(LB(xn-xo)),

koja se za R=0 svodi na (2.5.13).

Dobijene ocene za |e | i |E£| su veoma grube i praktiéno su
neprimenljive za odredjivanje koraka h iz uslova da ukupna gredka
u tadki X, bude manja od unapred zadate vrednosti e.

Primer 2.5.2. Nadjimo ograni&enje za ukupnu diskretizacionu gred-

ku kod Eulerovog metoda primenjenog na model problem

y'’ =Aay, y(0) =1 (A<0),

pod pretpostavkom da gresgke zaokrugliivanja ne postoje.
Kako je p=1, G(t) = -t (ter0,11), G=-21-, L= |al,B=1, x,=0,

y°=1(=8=0), na osnovu (2.5.13), imamo

|alx,

1
(2.5.15)‘ ; |en|‘_5xnhYe '

A

e

= max kIAZeAxl = a2,

xe[o,x&

gdg je X, = nh i
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Pokazademo sada da se u ovom konkretnom sludaju moié do~:

- biti mnogo bolje ogranifenje, nego 5to je (2.5.15). S obzirom
na pretpostavku o nepostojanju gredaka zaokrugljivanja, na osno-
va (2.5.11), imamo )

(F_=13),

e = (1+Ah)_en + T n

n+1l n+1

gde je Tn_'_1=%h2 y"(x, +6h) (0 <6 <1). Kako je e, =0 iz poslednje

diferencne jednadine sleduje

(1+an)" " ip, .

(2.5.16)
L i

0]
n
ne s

i

Neka je h izabrano tako da je 1 +Ah>0, tj. h <-%‘. Tada,

s obzirom na nejednakost |Tn+1| ;%th, iz (2.5.16) sleduje

1 a n-1
(2.5.17) le,| = 3h%y I (1+ah) = Zh?Y

ol
‘Kori¥denjem nejednakosti (videti 24,str.361)

1
n-1

nx
+1+(1-n)x

a+x)" <1 (-1<x< ; n=2,3,...),

na osnovu (2.5.17) dobijamo
’ 1 xnhY.
2.5.18) eyl <3 T=m-nyan ¢
sto je, évidentno, znatno stroZije od (2.5.15).
Uzmimo konkretan slu¢aj A=-4, h=0.2, xg=1.

Kako je y =(1+ah)"=0.2", x =nh=0.2n (n=0,1,...,5),

yix,) =eAxn=e-4xn', imamo .
e, = y(xn) Y, < e'°'8“—0.2“,
|en| < 0.32ne"-80 - g, (n) (na osnovu (2.5.15)),
le | < in_ixll = g, (n) (na osnovu (2.5.18)),
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Uporedjenja radi, u tabeli 2.5.1 su date vrednosti za e

g,(n), gp(n) (n=0,1,...,5).

Tabela 2.5.1

n X e, 9, (n) g, (h)
0 0.0 0.000 0.000 0.000
1 0.2 0.249 0.712 0.320
2 0.4 0.162 3.170 0.356
3 0.6 0.083 10.582 -0.369
4 0.8 0.039 31.402 0.376
5 1.0 0.018 87.357 0.381
8.2.6. Numeritka stabilnost

nl

Jedan od glavnih problema u primeni viZekoraénih metoda je

izkor velié¢ine koraka h. U odeljku 8.2.3 razmatrali smo problem
konvergencije visekoraénih metoda. Naime, tada smo definisali
konzistenciju i nula-stabilnost, kao dve vaZne i neophodne oso-

bine koje garantuju konvergenciju metoda u smislu definicije

2,3.1, tj. kada h +0, n++~, nh=const. Medjutim, situacija se me-

nja kada za h uzmemo fiksiran pozitivan broj. Pri ovome je potre-
bno uvesti zahtev da se ukupna diskretizaciona greska (ukljucduju-

¢€i i gresku zaokrugljivanja) na stabilan nadin prostire kroz ra-

¢unski proces. Dakle, treba razmatrati promenu greske e, kada n
raste. Stoga posmatrajmo jednaéinu (2.5.14).

Da bismo mogli uporedjivati karakteristike razli&itih viSe-

koraénih metoda uvedimo pretpostavke

3f

(2.6.1) 3y

i

= A (A

const)

const) .

o, =0 (¢

Tada se (2.5.14) svodi na jedna&inu

_— Y _
I log=Ahgyleny = &

i=o
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¢ije je op3te reSenje odredjeno sa

N k n ®
(2.6.2) en = E Ciri - .Ah_U(l—) ’
i=1
gde su Cy proizvoljne konstante i r; nule karakteristiénog poli-
noma
- k - i - -
(2.6.3) w(r,h) = I (ui-hei)r = p(r)-ho(r) (h=Ah},
i=o

zé koje smo pretpostavili da su medjusobno razlilite.

Polinom 7 (r;h) se naziva polinomom stabilnosti.

Derinicija 2.8.1. Ako za dato h sve nule ry polinoma ﬂ(r,ﬁ) is-

ri| <1 (i=1,...,k), tada ka¥emo da je linearni

punjavaju uslov
vi¥ekoradni metod apsolutno stabilan za dato h; u protivnom kaZemo

da je apsolutno nestabilan. Ako je metod apsolutno stabilan za
svako he(a,B), interval (o,8) nazivamo intervalom apsolutne sta-
bilnosti.

Uslov stabilnosti |ri| <1 (i=1,...,k) obezbedjuje da se .
greska gn ne poveédava kad n raste, ¢ak i u slu€aju kada je neka
od nula ry viSestruka. Interval apsolutne stabilnosti zavisi sa-
mo od koeficijenata metoda. Medjutim, odgovarajuéa vrednost za h,
za koju je metod apsolutno stabilan, zavisi od A (h=hA), gde je
A dato pomoéu (2.6.1). Mada %5 nije konstantno u opitem sludajut
prethodno razmatranje ne gubi od znaaja, s obzirom da se za A
moZe uzeti neka srednja vrednost izvoda %5 na dovoljno malom
podsegmentu Aje[xo,b]. Naime, segment [xo,b], na‘kome traZimo re-
Senje diferencijalne jednadine, podelimo na niz podsegmenata 44
i na svakom od njih odredimo vrednost za A(=Aj). Na taj naé&in,
dobicdemo na svakom podsegmentu maksimalno dozvoljenu vrednost
za - h.

Kako je n(r,0) =p(r), zaklju€ujemo da se za E=0, nula ry
poklapa sa nulom £y polinoma p. Dakle, ri=ri(h)+gi (i=1,...,k),
kada h+0. MoZe se pokazati da su ry neprekidne funkcije od h. Ako
mﬂ.&l) vazi samo ako je f(x,y)=Ay+g(x), gde je g proizvoljna

neprekidna funkcija '
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je p red linearnog viSekora&nog metoda, nije telko pokazati i
asimptotsku jednakost

(2.6.4) r, = exp(®) + 0E*H)  G-0),

iz koje sleduje da je za dovoljno malo pozitivno h, r, >1, Sto
zna¢i da je svaki metod apsolutno nestabilan za takvo h. MoZe se
postaviti pitanje da 1li za konvergentan metod (konzistentan 1
nula-stabilan) postoji interval apsolutne stabilnosti. Odgovor na
ovo pitanje nije potvrdan. Na primer, optimalni metodi (Qideti

odeljak 8.2.3) nemaju interval apsolutne stabilnosti.

Moguée je uvesti i drugi koncept numeridke stabilnosti, po
kome bismo kontrolisali relativnu gresku.

S obzirom da je opsSti Cauchyev problem, za koji vaZi pret-
postavka (2.6.1),

-

y' = Ay +g(x), yx,) =y,

gde je g proizvoljna neprekidna funkcija, imamo

A(x-xo)
(2.6.5) Y = Yg© + ¢ (x),

gde smo stavili
Ax X
p(x) = ¢ fg(x)e

X
(o]

-Axdx.

S druge strane, &lan u izrazu (2.6.2), koji odgovara nuli r;, je
= A(x_-x_) .
- =p+1
¢, =c,e™ 4+ 0@ Py =ce P +o@h),

s obzirom na jednakost (2.6.4). Ako pretpostavimo da je nula r,
dominantna u odnosu na ostale, tj. da je |r;| > |r;l (1=2,...,k),
na osnovu poslednje jednakosti i jednakosti (2.6.5) zakljudujemo
da greska gn i tadno reSenje (2.6.5) na slidan nafin rastu (opa-
daju), kada n raste. Drugim re&ima, relativna greska ostaje og-
ranidena, kada n raste. Na ovaj nadin dolazimo do nove definicije

stabilnosti.
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Definicija 2.6.2. Ako za dato h nule polindﬁav(2.6.3) ispunija-

vaju uslov |r;| > |r;| (i=2,...,k), tada kaZemo da je linearni
viSekora¢ni metod relativno stabilan za dato h; u protivnom ka-
Zemo da je relativno nestabilan. Ako je mefod relativno stabilan
za svako Ee(u,B), onda ovaj interval nazivamo intervalom relativ—

ne stabilnosti.

Primer 2.6.1. Kod Simpsonovog pravila

h
—(fn+2 + 4f

Yne2 ~ ¥n T 3 + fn)’

n+1

polinom stabilnosti je

T(r,h) = -1 - l3‘(r2 +4r + 1) = (l'—%)rz—%ﬁr- (1 +§).

Ovaj metod je apsolutno nestabilan za svako h.

Pokazaéemo séda da ovaj metod ima interval relativne sta-
bilnosti. Posmatrajmo sada slucaj kada je h dovoljno malo. Tada
je, s obzirom na (2 6.4), r1—1+h+0(h ) . Kako r2+-l (5+0), mora
biti r2—-1+Yh+0(h ), pa iz uslova n(rz,h) =0 nalaz1mo Yy = %, tJ.

r2==—1-+§h-+0(h ). Dakle, zZa dovoljno malo h, imamo

D"I

= 1
rp=1l+h 1 ry=-1+3

Polo%aj ovih nula, u odnosu na jedinidni krug u ravni r, za
h=0, h>0, h<o prikazan je na S1.2.6.1.

v
v
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Kako je za h>0, r1>l, a za h<0, ry<-1, zakljucujemo da je u pos-
matranom slufaju, metod apsolutno nestabilan. Kako je medjutim,
|rl|>[r2| za h>0, izlazi da metod ima interval relativne stabil-
nosti koji je oblika (0,B8). Direktnim uporedjivanjem ta&nih izra-
za zar; ir, moZe se pokazati da je B=+w,

S obzirom da se transformacijom rihz = %i% krug |r|<1l iz

r-ravni, preslikava na oblast Re 2<0 u z-ravni, problem ispitiva-
nja apsolutne stabilnosti viSekora¢nih metoda se moZe svesti na
ispitivanje da 1i je polinom Q, dat pomoéu
= (1-2)%(p (2*2) - fo itz
Q(z) = (1-z)"{p(§=5) - ho(35) 1,

Hurwitzov. O Hurwitzovim polinomima videti [26].

Primer 2.6.2. Za metod Yp42 = ¥p = % (fn+1 + 3f,), imamo

m(r,h) = r? - %Er -1 +-%ﬁ)
1 2
oz = -2 [ -35 &5 - a+38)] ,
ti.
Q(z) = -hz® + (4 + 3R)z- 2h.

Polinom Q je Hurwitzov ako he (- %,0), ito zna&i da je interval
apsolutne stabilnosti za dati metod (- %,0).

Iz prethodnog razmatranja mo¥emo zakljuditi da se veliéina
koraka h, kod primene nekog metoda mora izabrati tako da se

h=Ah nalazi u intervalu apsolutne ili u intervalu relativne sta-

bilnosti metoda.

Na kraju napomenimo da su u pogledu numericke stabilnosti
bolji metodi sa vedim intervalom stabilnosti. U tom pogledu su,
na primer, implicitni metodi znatno bolji od odgovarajuéih eks-
plicitnih metoda. Ilustracije radi naveZdemo interval apsolutne
stabilnosti (e¢,0) za Adamsove metode (eksplicitne 1 implicitne).
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Tabela 2.6.1

Adams~Bashfortovi metodi Adams-Moultonovi metodi
k 1 2 3 4 1 2 3 4
p 1 2 3 4 2 3 4 5
6 3 e _ _ _9%0
S B IRt B vl B vy 6 |3 19
8.2.7. Prediktor-korektor metodi

Kao ¥to smo ranije videli, implicitni metodi imaju niz
prednosti nad eksplicitnim (vi%i red, bolja numeriéka stabilnost),
medjutim, njihova primena na re$avanje Cauchyevog problema

Yy© = £(x,y), y(x,) =y,

zahteva reSavanje nelinearne jedna&ine

(2.7.;) Ynik = thf(xn+k, yn+k) T b
k-1 k~1
gde je by = hiioﬂifn+i-iioaiyn+i, PO Y 4 U svakom koraku, pri

temu su vrednosti Yn+i (i=0,1,...,k-1) poznate. Kaoc $to je napo-
menuto u odeljku 8.2.2 jedna&ina (2.7.1) se moZe reSiti iterativ-
nim procesom

[s+1]

(2.7.2). e

vl e sm00,.00,

= hg f(x
koji konvergira pod uslovom da je

1
L|gy|

h <

gde je L Lipschitzova konstanta za f.
Podetna vrednost yﬁiﬂ
eksplicitnog metoda, koji tada nazivamo prediktor. Impl;citni

metod (2.7.1) nazivamo korektor. Metod dobijeén ovakvom kombina-

moZe se odrediti koriféenjem nekog

‘cijom nazivamo prediktor-korektor metod.
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Za odredjivanje Yhik’ iterativni proces (2.7.2) treba
primenjivati sve dok ne bude ispunjen uslov

[s+11 £s3
Yn+x Yn+k | < €

gde je e dozvoljena gred3ka, obifno reda lokalne gresgke zaokrug-

[s+11

ljivanja. Tada se za y moZe uzeti Yok  ° Pri ovakvom postup-

ku, karakteristike metggz su iste sa karakteristikama korektora
pri ¢emu prediktor moZe biti ¢ak i nula-nestabilan.

Medjutim, ovakva na¢in se najfe¥cfe ne primenjuje u prak-
si, s obzirom da zahteva veliki brojvizraéunavanja'vrednosti
funkcije f po jednom koraku i uz to je ovaj broj promenljiv od
kpraka do koraka. Da bi se smanjio 6vaj broj izraCunavanja, broj
iteracija u (2.7.2) se fiksira. Dakle, uzima se samo s=0,1,...,
m-1. U ovom sluaju, karakteristike prediktor-korektor metoda
zaviside ne samo od karakteristika korektora, veé i od karakte-
ristika prediktdra.

' Prethodno uvedimo neka oznaavanja. Naime, neka P ozna-

¢ava primenu prediktora, C primenu korektora i E jedno izradu-
[o]

navanje vrednosti funkcije f . Na primer, ako y ¢

izradunavamo
pomoéu prediktora, zatim 1zraéunavamo f +k ‘f(xn+k'yn+k) i naj-

zad primenimo korektor za izradunavanje vrednosti y +k’ imali

bismo postupak oznalen sa PEC. Ako sada izradunavamo fﬁiﬂ z
Ef(xn+k’yn+k) i ponovo primenimo korektor za izradunavanje vred-

nosti y £23 imamo postupak koji se oznadava sa PECEC, ili krade

n+k’
P(EC)? . Ako iterativni proces (2 7.2) primenimo m puta, tj. sa
ml
s=0,1,...,m-1, tada imamo P(EC) . Pri ovome smo izracdunali yg+k,
f[m 1]

n+k’ "n+k

dok je poslednja izralunata vrednost za f

- [m—11]
X ks Y -

Dalji postupak primene prediktor-korektor metoda mo¥e iéi
na izracunavanje yn+i+1 pomocéu prediktora. Medjutimj pre ovog

korakamoZe se .izradunati nova vrednost funkc1je fn+k =

f(xn+k’yn+k)' m
prediktor-korektor metoda posto:e dva nacina P(EC) i P(EC) E.

§to se oznacdava sa P(EC) e, Dakle, u primeni

Interesantno je napomenut1 da im se karakterlstlke numeri&ke
stabilnosti bitno razlikuju (§to je m manje).

4 Numericka analiza III deo
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Pretpostavimo sada da su prediktor i korektor definisani

pomoéu karakteristi¢nih polinoma

k . _ k-1_
p() = 1z a5,  o(g) = 1 BE
i i=o i=o
k i k i
p(E) = I a, i& s o(g) = % Byt
’ i=o i=o

respektivno. Tada su nadini P(EC)m i P(EC)mE redom definisani sa

(o] (m] _ [m 1]
yn+k + iioalyn+ hl_Z_oB £

[s] _ vl
Fork = Exnupr Yois)

[S+1]+ k;l [m] —hB f[S] . E B f[m lj (5=0111-v-'.,1n"'1)'
Yn+k ®i¥n+i - Prtn+k TR

i=o i=o
i
vl 4 ] _ K (m]
n+k E o yn+i h E E’:l.fn+1.
i=o i=o
(s] _ [s]
fn+k = B g Yogk!

(s=0,1,...,m1),

[S+1]+ K ag[m] - thfrEf;I( + h]_(Z s, £lml

i"n+i

(m] _ [m)
fn+k - f'(xn+k’yn+k) :

Neka je red prediktora 5;0, red korektora p>1. Analizom
lokalne greSke odsecanja prediktor-korektor metoda moie se doéi
do sledeceg zakljucka (videti [19]):

1°  ako je 5; P, lokalna gre$ka odsecanja je ista kao
kod korektora;

2°  ako je f)=p-q(0 <gs<p), lokalna gre$ka odsecanja je

- ista kao kod korektora za m>g+1,

- istog reda kao kod korektora (ali ne i identié&na)
za m=q,

- oblika KhP™IMHL g ((PTO¥H2, o0 nog-1d.
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Razmotridemo sada posebno sluZaj kada je p=p.

Mo¥e se postaviti pitanje da 1li se glavni &lan lokalne
greSke odsecanja moZe oceniti bez upotrebe vi¥ih izvoda. Odgovor
na ovo pitanje daje Milneovo pravilo.

Neka su Cp+l i Ep+1 konstante greske za korektor i predik-
tor respektivno. Tada je
a p+l_ (p+l) N _le]
Cp+1h Yy () = y(x )=y o (za prediktor)
i
S p+l_(p+l) . _[m] ,
Cp+1n Y (x,) = Y(xn+k) Yr+k (za korektor),

odakle oduzimanjem dobijamo

- _ p+1 (p+1) _ooIm] _ [o]
(Cp+1 p+1)h (xn) ® Yntx Yo+k

Dakle, za korektor imamo

C
SR T C- S T -~ B [m] Y[O]
p+l n -C Yn+k n+k
p+tl “Tp+l

(o]}

pa se vrednost y£+1 koja se dobija ?rimenom korektora moZe modi-
fikovati (korigovati) na vrednost y ntk’ gde je

N I I S W . B
Yn+x Yotk n+k n+k
~-C
p+l p+i

Sli&éno prethodnom, za prediktor imamo
(2.7.3) E hp+1 (P"’l)(x ) = ij—(y[m] y[o:l)
tht p+l ¥ " n C -c n+k “ntk
pt+l pt+l

Vrednost za ygzl ne moZe se direktno modifikovati pomocu

- m
(2.7.3), s obzirom da se u tom momentu ne zna vrednost za Ya+k®

Kako je, medjutim,

- p+l,_ (p+l) _ = ptl_ (p+1) p+2
Cp+lh Yy (x,) = Cp+1h v (xn_1)+0(h )

n

) _[o]
—E__‘— (Yoyk-1 " Ynek-1) 7
Cp+l cp+1

4%
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za modifikovanu vrednost prediktora moZe se uzeti

c .
lo] _fo] o et [m] o To]
yn+;|< = Yn+k T c -c (¥rrk-1 Yn+k-1) ¢
p+l p+l

Postupak modifikacije simboli&ki ozna&avamo sa M, tako da ranije
- posmatrani nadini P(EC)m i P(EC)mE, sa upotrebom navedenih modi-

fikacija postaju
PM(EC)™. i PM(EC)™ME.

Primer 2.7.1. Uzmimo Eulerov metod (5=1) kao prediktor i trape-
zno pravilo (p=2)

- =h
Yo Y, = 35(f +£)

kao korektor sa brojem iteracija m=2. Tada P(EC)2E ima oblik

ol £21 _ . 021
Yhe1 n - hfn ’

[s1 _ [s]

S A LS Ay

(s=0,1),

Ls+11 _ _[23 _ h, 8] [23
n+l n - Z(fn+1 t fn )

£23 _ £23

fn+1 - f(xn+1’yn+l)'

S obzirom da je q=p-§=1 i g+1=m, na osnovu prethodnog,
imamo da je lokalna greska ddsecanja prediktor-korektor metoda
ista kao kod korektora.

Primenom ovog metoda na re$avanje Cauchyevog problema
(2.4.3) sa h=0.1 dobijamo rezultate koji su dati u tabeli 2.7.1.
Prikazali smo vreénosti koje se dobijaju posle primene predikto-
ra, kao i vrednosti koje se dobijaju nakon dvosruke korekcije
pomoéu korektora. U poslednjoj koloni tabele data je relativna

greSka r_ = (y£2] - y(xn))/y(xn) izraZena u procentima (procentualna
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x-1_

gre8ka). Ta&no redenje problema je dato sa y(x)=6e x2-2x-2.

Tabela 2.7.1

ol £21
n xn yl'l yn rn(%)
0 1.0 1.0000 1.0000 0.00
1 1.1 1.2000 1.2215 0.04
2 1.2 1.4647 1.4895 0.07
3 1.3 1.7825 1.8110 0.10
4 1.4 2.1611 2.1936 0.12
5 1.5 2.6090 2.6460 0.14

Primer 2.7.2. Za prediktor uzmimo Adams-Bashforthov metod

=h - -
P ¥Yny1 "¥ne3 = 2g (58 3709E o 4378, 798 ),

230, a za korektor Adams-

[

€iji je red p=4 i konstanta gredke ES =

~J

Moultonov mefod

C:

Yne3 " ¥n+2 n+3 n+2 2En 4160 )y

iji je red, takodje, p=4, a Cg =-71210. S obzirom da je korektor

trokoradan, a prédiktor Cetvorokoraan, kod formiranja predik-
tor-korektor metoda treba u korektoru povedati n za jedinicu i
time usaglasiti broj koraka. Dademo sada algoritam za PMECE.

‘ Kako je

C5 Cc

C5 - Cy

N
[8,]
[
[84)
[
Yol
o

= i —_— -

C5 =Cg

N
~!
o

na osnovu prethodnog imamo sledeéi algoritam:

. L0031 _ 0013 _ h 2011 42013 2C11_,2C13
P: ¥Ynea " Yne3 _y24(5fn+3 S9f a3 9 )y
“to1 _ [0l , 251,.Cl1 __ro3l
Mz Yn+a = Ynia + 770 Yna3 " ¥ne3) o

‘ crol _ )]
E: £ - f(xn+4'yn+4)’

n+4
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1 o e B o |

[13 _~C11 _ h 2001 , 10013 _
C: Yniq " Yne3 = 24(9fn+4'+19fn+3 "5f 2 T )y
~C11 _ _fll _ 19 . [11 _ _[ol,
M: Yn+a = Ynsa ~ 370 Ynea - Ynea) '
A011 _ ~C13
E: L £(Xy 4:Ynyeg) -

8.2.8. Primena viiekoratnih metoda na sisteme jedna&ina
i jednatine videg reda

Kao %to je navedeno u odeljku 8.1.1 sistem diferencijal-~
nih jednacina prvog reda (1.1.2) se moZe predstaviti u vektor-
skom obliku (1.1.3), tj. u obliku

R -b, -+ > -> >
(2.8.1) y' = £(xy), ¥(xg) =vy,.
Linearni viSekora&ni metodi, koje smo do sada razmatrali, mogu

se formalno generalisati na vektorski oblik

(2.8.2) BT

> > >

gde je fn+i:=f(xn+i' yn+i)' a zatim se kao takvi mogu primeniti
na re$avanje Cauchyevog problema (2.8.1). Pri ovome skoro sve
osobine viSekoradnih metoda mogu se formalno preneti na metod
(2.8.2).

Primer 2.8.1. Primenimo Eulerov metod

>

>
b hf

-

Yn+1 n

na refavanje diferencijalne jednadine drugog reda

1]

2
y" = 2y(1+y"),
sa uslovima y(0)=1 i y’'(0)=2.
Ako stavimo y’=z, data jednadina se svodi na sistem

. y' =2
(2.8.3)

z’ 2y{1+y?)
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sa uslovima y(0)=1 i z(0)=2. Tada primenom Eulerovog metoda na
sistem jedna&ina (2.8.3) dobijamo

yn+1 = yn + hzn

(n=0,1,...),

2
Zo4l zn-+2hyn(1+yn)

gde su y0=1 i zo=2.

S obzirom na vaZnost izbora koraka integracije h, ovde
éemo se posebno zadrZati na problemu numeridke stabilnosti.

Sli¢no kao 1 u odeljku 8.2.6 moZe se razmatrati apsolut-
na i relativna stabilnost metoda (2.8.2). Pri ovome pretpostavka
(2.6.1) zamenjﬁje se pretpostavkom da je Jacobieva matrica za f
konstantna, tj.

> ->
W(f(x,y)) =5 =4,

gde je A konstantna kvadratna matrica reda m . Takodje, za Qek—
tor greske ;n pretpostavljamo da je konstantan. Analogon veli-
¢ine h, je sada h=)h, gde je X proizvoljna sopstvena vrednost
matrice A. Kako u op3tem slufaju matrica A mo¥e imati komplek-
sne soéstvene vrednosti to je ovde umesno, umesto intervala sta-

bilnosti, uvesti oblast stabilnosti u kompleksncj ravni h.

Definicija 2.8.1. Za linearni viSekoradni metod (2.8.2) kaZemo

da je apsolutno stabilan u oblasti D kompleksne ravni ako, za
svako EeD, sve nule r; polinoma ﬂ(r,ﬁ), definisanog pomoéu

(2.6.3), ispunjavaju uslov [r;| <1 (i=1,...,k).

Definicija 2.8.2. Za linearni visekoraéni metod (2.8.2) kaZemo

da je relativno stabilan u oblasti D kompleksne ravni ako, za
svako heD, nule polinoma (2.6.3) ispunjavaju uslov |r1| > |yl
(i=2,...,k).

Korak integracije h, treba birati tako da H=Ath, gde
je A bilo koja sopstvena vrednost matrice A. Naravno, rezono-
vanje,tvezano za prgmenu koraka u toku integracije, koje je da-’
to u odeljku 8.2.6 ostaje i ovde u va¥nosti.
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Analizirajmo apsolutnu stabilnost Adams-Moultonovog me-
toda

<>

> h -> -> .
Yn+2 ~ Y¥p1 T 17055, + 85 £

¢iji skalarni analogon ima interval apsolutne stabilnosti (-6,0)
(videti tabelu 2.6.1).

Nije tesSko uoditi da de granica oblasti apsolutne stabil-

nosti I' (S1. 2.8.1) biti definisana parametarski pomocu jedna-
kosti '

o 1
N

2i

0 1

_1\\
i

v

~2i

~— s

sl. 2.8.1
x(6) = 6(4coss - cos28 - 3)/g(e),
y(8) = 6(14sineé ~ sin2e)/g(8),
g(e) = 45 + 32cos8 - 5cos29,

koje sleduju iz

ie 2ie _ _1i6
Lgeie) - 12;;8 e )= x(e)+iy(8).
e

of(e ) 5 - 8" -1

ﬁ(e)
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Da bismo primenili ovaj metod na re$avanje, na primer,
diferencijalne jednadine

y" + 20y’ + 115y =0
sa nekim unapred zadatim podetnim uslovima, treba jedna&inu sve-
sti na sistem jednadina prvog reda. Standardnim postupkom dobi=-
jamo ekvivalentni sistem

z, = 22,

N H~

-116z1 - 2022,

za koji je Jacobieva matrica

0 1

=116 -20

i &ije su sopstvene vrednosti A =-10+41 .

1,2
Dakle, u ovom sludaju, imamo

h = ha

1,2 = h(-10%4i).

1,2
Ako se h izabere tako da 51 i 52 pripadaju oblasti D(=intT)
metod ¢e biti apsolutno stabilan. Na primer, ako je h=0.5==h1 2=
- E 14
==5+2i(eD), dok za h=0.6 vidimo da hl 2
! ’
lasti D, tj. za takvo h metod nije apsolutno stabilan.

=-6+2.41 ne pripada ob-

Razmotrimo sada‘kiasu problema oblika
Yy o= E(x,¥) . Y(x,) = Yoo ¥I(X) = ¥y

Za resavanje ovakvih problema na segmentu Exo,bJ, mogu
se koristiti direktno linearni viZekora®ni metodi oblika

k
(2.8.4) I a,¥Y.,, =h?
i=o inHi. ’i o

BT

il o =

itn+i’

gde su\gk=1 ila

ol * 185l > 0.



58 8. PRIBLIZNQ RESAVANJE OBIENIH DIFERENCIJALNIH JEDNAGINA

Za metod (2.8.4) definife se linearni‘operator
Lh:CZExo,b] +CExo,b] pomoéu

K
Lyl = ICoyy(x+ih) -hzeiy“(x+ih)].
i=1 .

Ako geCmExo,bJ, kori%éenjem Taylorovog razvoja, imamo

Lpthl = C_y(x) +Cihy’ (%) +...+ Cihly(i)(x) fouu ,

gde su
Co = ag + oy + ... + Oy s
Cl = oy + 2a2 + ... + kak,
C, = 2 (a,+2%0,+. .. +k2a, )= (B _+B,+.. .48 )
2 2! 1 2 " .k o "l """k’
_ 1 i i
Ci = i!(ul +2 a, + ... + k uk)
L i-2 i-2 .
- TI:ETT(BI-FZ 32 + ... + k Bk) (i=3,4,...).

Definicija 2.8.3. Za metod (2.8.4) kaZe se da ima red p , ako

je
C.=C, = ... =C_=2C =0 i C,,#0.

Koeficijent C 2 Se naziva konstantna greska, a &¢lan

p+

C hp+2y(p+2)(xn) glavni &lan lokalne greSke odsecanja u tad-

p+2
ki Xn+k "

Definicija 2.8.4. Ako je red metoda p > 1 kaZe se da je metod

konzistentan. .

Primetimo da je metod konzistentan ako i samo ako je
p(1l)=p’'(1)=0 i p"(1)=20(1l), gde su polinomi p i o definisani
kao u odeljku 2.8.3. Dakle, polinom p ima dvostruku nulu £=1l.
Stavimo £,=g,=1.

Definicija 2.8.5. Metod (2.8.4) je nula-stabilan ako polinom

p nema nula sa modulom veéim od jedan i ako su sve nule sa mo-

dulom jedan najvise viSestrukosti dva.
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Neka su r, i r, nule polinoma

m(r,h) = p(r) -ho(xr) (h=h2a)

koje odgovaraju nulama g, 1 &, (El=£2=1).

Definicija 2.8.6. Ako za dato h sve nule polinoma n(r,h) zado-
rij 21 (i=1,...,k), za metod (2.8.4) se kaZe
da je apsolutno stabilan za takvo h. Ako je, medjutim,

voljavaju uslov

|zl <min(|r,|,|ry]) (i=3,...,k) kaZe se da je za takvo h metod
relativno stabilan.

O0d metoda iz klase (2.8.4) najviSe su u upotrebi metodi

- = h2
yn+2 2yn+1 + 4% h fn+1

- hZ
(2.8.5) Ypeo = Wiy T ¥ T T3(Epap H10E,, HE) .
Prvi od njih Jje drugog reda (CO=C1=C2=C3=0, C4==f%), dok
je drugi Cetvrtog reda (Ci=0 (i=0,1,...,5), c6:=-136)' Metod
(2.8.5) poznat je kao metod Numerova.

8.8. METODI RUNGE-KUTTA

U prethodnom poglavlju razmatrani su linearni viSekorad&ni
metodi za reSavanje Cauchyevog problema za obi&ne diferencijalne
jednaé¢ine prvog reda. Red ovih metoda se moZe povééati, kako smo
videli, povedavanjem broja koraka. Medjutim, ukoliko se Zrtvuje
linearnost koju poseduju ovi metodi, moguée je konstruisati jed-

nokoraéne metode sa proizvoljno visokim redom.

U specijalnom siuéaju, kada je funkcija f u diferencijal-
noj jednadéini y'-= f(x,yi dovoljan broj puta diferencijabilna,
moguée je, takodje} konStruisati jednokora&ne metode viSeg reda,

kakav je, na primer, Taylorov metod (videti odeljak 8.1.2).
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U ovom poglavlju razmatrademo jednu posebnu klasu eksplicit-
nih jednokora&nih metoda kojé je poznata kao klasa metoda Runge-

Kutta.

8.3.1. Uvod

Posmatrajmo, kao i ranije, Cauchyev problem za diferenci-

jalnu jednaéinu prvog reda

(3.1.1) ‘ y' = £(x,y), y(xo) =Y,

i op5ti eksplicitni jednokora&ni metod oblika

(3.1.2) yn+1 - Yn = h@(xnrynrh)l

gde je h korak integracije.

Definicija 3.1.1. Metod (3.1.2) je reda p ako je p najveéi ceo broj

‘za koji vaZi

y(x+h) - y(x) - ho(x,y(x),h) = o(nP™l)

14

gde je xm y(x) talno reSenje problema (3.1.1).

Definicija 3.1.2. Metod (3.1.2) je konzistentan ako je &(x,y,0) =

fix,y).

Primetimo da je Taylorov metod specijalan sludaj opSteg me-
toda (3.1.2). Naime, kod Taylorovog metoda reda p imamo
p-1 i i
h a3 9
= = —_— + f— .
(3.1.3) 9 (x,y,h) ¢T(x,y,h) izo (ir1) 1 (ax fay ) £(x,y)
U specijalnom sludaju, kod Eulerovog metoda imamo da je o(x,y,h)=

fix,y).
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Neka je

D ={(xﬂgh)|x°;x;b, ly| <+=, 0<h<h } .

Teorema 3.1.1. Neka funkcija ¢ ispunjava uslove:

1° Neprekidna u oblasti D;

2° |e(x,y,h)-e(x,¥y,h)| < M |y-y| za svako (x,y,h),
(x,y,h)eD.

Metod (3.l1.2) je konvergentan (u smislu definicije 2.3.1)
ako i samo ako je konzistentan.

Dokaz ove teoreme moZe se naéi, na primer ufi2i.

Ovo poglavlje biée posvedeno metodima Runge-Kutta, koji &i-
ne specijalnu klasu eksplicitnih jednokoradnih metoda. Analiza
ovih metoda je znatno teZa, nego Sto je kod linearnih viZekora&-
nih metoda, zbog odsustva linearnosti. U novije vreme razvijaju
se i implicitni metodi Runge-Kutta, koji nad klasiénim eksplicit-
nim metodima imaju izvesne prednosti u pogledu numeriéke stabil-
nosti.

8.3.3. Klasi¢ni metddl Runge—Kutta

U ovom odeljku razmatrademo jednu specijalnu klasu metoda,
cblika (3.1.2), koju je 1895. godine predloZio C.Runge ([30]).
Kasnije, ovu klasu metoda razvili su W.Kutta ([18])1i R.Heun ([13]).

" Kao %to femo kasnije videti, svi ovi metodi sadrZe slobodne
parametre. S obzirom na vreme u kome su se pojavili ovi metodi,
slobodni parametri su birani tako da se dobiju &to -jednostavnije
formule za praktiénb radunanje. Medjutim, ovakve vrednosti pa-
rametra ne obezbedjuje optimalne karakteristike posmatranih me-

toda. U daljem tekstu ove metode zvademo klasiénim.

OpSti eksplicitni metod Runge-Kutta ima oblik
(3.2.1) Yp41 = ¥p = b (X ,y,.h),
gde su:

b (x,y,h) = I c;k
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kl : f(er)l

k., = f(x+a.,h, y+b.h)
i i i L
(3.2.2) i-1 i-1 (i=2,...,m).
a, = I o.., b, = ¢ a,.k.
i 5=1 ij i =1 i373

Primetimo da iz uslova konzistencije metoda (3.ﬁ.1) sleduje
? c, = 1.
i=1

Nepoznate koeficijente koji figuriSu u ovom metodu, odre-
djujemo iz uslova da metod ima maksimalni red. Pri ovome, kori-
stimo slededu &injenicu: Ako se ¢ (x,y,h), razvijeno po stepenima

od h, moZe predstaviti u obliku

¢ (x,y,h) = o5 (x,y,h) + 0(nP),

gde je ¢, definisano pomocu (3.1.3), tada je metod (3.2.1) reda p.

T
Prethodno nadjimo razvoj ¢T(x,y,h) po stepenima od h. Kori-

Séenjem Mongeovih oznaka za parcijalne izvode imamo

(H+fw)f =fx+ffy=F

i
3 3.2, _ , 9 d _
(3; + fs;) f = (EE + fgy)F =G + fyF,
2 . .
gde smo stavili G=fxx + 2ffxy + £ fyy' Tada iz (3.1.3) sleduje
1 1.2 .3

(3.2.3) @T(x,y,h) =,f+7hF+gh (G+fyF) + 0(h™).

Razmotrifemo sada samo metode Runge-Kutta, &iji je red
p < 3. Pokazuje se da je za dobijanje metoda treéeg reda dovoljno

uzeti m=3. U tom sludaju, formule (3.2.2) se svode na

®(x,y,h) = ¢k + cyky + cikq,

P
I

1 = f(XIY)I

~
I

2 = f(x+a2h, y+b2h),

ky = £(x+agh, y+bjh)
i
ay = ay;r by = ay Ky,
a3 = a3) + a3y by = ap k) o+ oag k.

Razvijanjem funkcije k, u Taylorov red, u okolini tacke
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(x,y), dobijamo

_ 122 3
k2 = f + a2Fh + 3 ath + 0(h™).
Kako je
b, =a, ki+a, Kk, = a, f+a,, (E+a,Fh +L a%Gh?) + 0(h)
3T a3 K tagoky = ay frag, (frayFh +5 a;
imamo
_ 20 . 2 2.2
by = ajf+aa , Fh+0(h?) i b3 = asf’ +0(h).

Razvijanjem funkcije k3 u okolini ta&ke (x,y) i koridce-
njem poslednjih jednakosti imamo

_ 1 2 2 3
kg = f+a3Fh-+7(2a2a32ny-+a3G)h + 0(h7).
Najzad, zamenom dobijenih izraza za k) rkyrky u izrazu za

?(x,y,h) dobijamo

@(X,y,h)=(c1+c2+c3)f+(c2a2+c3a3)Fh
2 2 h% 3
+(c2a2G+2c332a32ny+C3a3G)7+0(h ).

Poslednja jednakost dozvoljava konstrukciju metoda za m=1,2,3.

Sludaj m=1. Kako je c2=c3=0 imamo
8 (x,y,h) = c £ + 0(h%). -
Uporedjivanjem sa (3.2.3) dobijamo
0 (x,y,0) =2 (x,y,h) = (1-¢;) £ + 3hF +%~h2(G+fyF) +0(nd),
odakle zakljudujemo da se za c;=1, dobija metod
Yn+1 _‘yn = hf,,
giji je red p=l. S obzirom da je ovo Eulerov metod mi vidimo da

on pripada i klasi metoda Runge-Kutta.
Slugaj m=2. Ovde je'cy = 0 i
o 122 3
®(x,y,h) = (cl+c2)f + c,a,Fh + 3 ¢©,a5Gh™ + 0(h7).
Kako je .
(I"(XIYIh) - ¢‘T(x‘IYIh) = (C1+Cz_l)f + (czaz“’i)Fh +

1 2 2, 13
+1[(3c,a2-1)6-£ F] 240 m),
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zakljudujemo da se pod uslovima

N =

(3.2.4) ¢ + c, = 1 i cja, =

dobija metod drugog reda sa jednim slobodnim parametrom. Naime,
iz sistema jednakosti (3.2.4) sleduje
._1_ i c = 2_a-2—._1-
N r
2a2 1 2a2

‘gde je a2(¢o) slobodan parametar. Dakle, sa m=2 imamo jednopara=

k)

metarsku familiju metoda

= 0 -
Yn#1 T ¥n T 2a2((232 1ky+ka) s
(3.2.5) kl = f(xn:yn):

ky, = f(xn+a2h,yn+a2klh).
U specijalnom sluéaju,‘za a2==%, dobijamo Euler-Cauchyev
metod
Yn417¥n © hf(xn+%h ’ Yn+%hf (xpeyp)).

Sliéno, za a,=1, dobijamo tzv. poboljSan Euler-Cauchyev metod

_h
Y41 ¥p = f[f(xn'yn) + f(xn+h, yn+hf(xn,yn)].
O geometrijskoj interpretaciji dobijenih metoda videti, na pri-
mer, [3].
. Siuéaj m=3. Kako je
iy 1
¢(x,y,h) - @T(f,y,h) = (c1+c2+c3-1)f+(c2a2+c3a3-E)Fh +

2
2, .2_1 1 h 3
+ [teya3ve303 - D16 + (203205, -pre, | B romd),

zakljudujemo da su za dobijanje metoda tredeg reda dovoljni uslovi

1
c.a + c.4a = l
222 333 T3 ¢
(3.2.6) :
2 2 1
€3 + G333 = 3
1
C33%32 =

S obzirom da imamo &etirli jedna&ine sa Sest nepoznatih, izlazi

da, u sludaju m=3, imamo dvoparametarsku famililiju metoda Runge-
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Kutta. MoZe se pokazati da medju metodima ove familije ne posto-
ji ni jedan metod &iji je red veéi od tri.

U specijalnom sludaju, kada je a, = % i a; = %, iz (3.2.6)
sleduje c, = %, cy = 0, cy = %, ag, = %. Dakle dobili smo me-
tod

B+ 3kq)
Ypy1 " ¥n T 7 Y"1 30y
kp = £, vp)s
k, = £(x_ + 2 + 2%
2 n 3¢ ¥n KR A
_ 2h 2h
k3—f(xn+—3—, yn+Tk2)’

I}
wit

=1 = N §
Za a, =3, az = 1 (= Cy=C3=F c,

dobijamo metod

_h .
Yne1 ~ Y = gl * 4k, + k3)y
kl = f(xnl Yn):
o h h
ky = £lx, + 30 vy * 3K}y
k

3 = f(xn+h, yn—hk1+2hk2),

koji je najpopularniji medju metodima trefeg reda sa stanovista
ruénog izradunavanja.

U sluéaju kada je m=4, dobijamo dvoparametarsku familiju
metode &etvrtog reda. Naime, ovde se, analogno sistemu (3.2.5),

javlja sistem od 11 jednaina sa 13 nepoznatih.

Sada navodimo, bez dokaza, metod Runge-Kutta Cetvrtog reda

: ' =1
(3.2.7) Yool ~ Yn = glky + 2Ky + 2k3 4+ k),
k) = £(x_, vp)

_ h
kK, = f(};n T A §]<1),

([N l=3

h
v Yo Y7k,

ky = f(xn‘+ h, y, + hk3),

k3 = ;“E(xn +

koji se u primenama-tradicionalno najviSe koristi.

. 5 Numeri¢ka analiza Il deo
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Primer 3.2.1. Primenom metoda (3.2.7), sa korakom h=0.1, na
re$avanje Cauchyevog problema
y'=x2 +y, yQ1) =1 (1 <x<1.5),

dobijaju se rezultati koji su sredjeni u tabeli 3.2.1.

Tabela 3.2.1

*n Yy Ky ks ks kg

1.0 | 1.000000 | 2.000000 | 2.202500 | 2.212625 | 2.431262
1.1 | 1.221025 | 2.431025 | 2.665076 | 2.676779 | 2.928703
1.2 | 1.488416 | 2.928416 | 3.197337 | 3.210783 | 3.499494
1.809152 | 3.499152 | 3.806610 | 3.821982 | 3.960251
2.187762 | 4.147762 | 4.497650 | 4.515145 | 4.889276
1.5 | 2.638806 | ‘

Primedba 3.2.1. Ako funkcija f ne zavisi od y, metod (3.2.7)

se svodi na Simpsonovo pravilo.

0d metoda Cetvrtog reda festo se koristi i tzv. Gillova
varijanta (L 91) kod koje se slobodni parametri odredjuju tako
da se smanji potreban memorijski prostor kod realizacije metoda
na radunskim maZinama. U$teda memorijskog prostora je, medjutim,
takva da se njen efekat primeduje tek kod>odgovarajuéeg vek tor-
skog metoda kada se primeni na reSavanje velikog sistema dife-
rencijalnih jednafina. Potreban memorijski prostor za re$avanije
sistema od M jednafina je 3M+q (g ne zavisi od M), u poredjenju
sa 4M+q kod op&teg me toda Runge-Kutta fetvrtog reda.

Gillova varijanta ima oblik:

-y =1 - >
Yn+1 ~ Yo = gkt (2=V2)k,+ (24/2)ky+k,)

ky = £(x v,),
_ h h
k2 = f(x+§, yn+5kl) ’
_ h = ..\h V2
ky = £(x, +3, yn+(/2-1)§k1+(1_7)hk2> '

/2 V2
g = £ +h, vy - hko+ (1 +55)hky).

~
]
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Pri programskoj realizaciji (CL231) koristi se sledeéi

algoritam:
n: =0, Qo: =0, x: = Xor
- . = . = Yo -
(*) Yo. = ¥Y,r Gy: = hf(x,Yo), Y,: = Yo-fz(Gl 2Q°),

: = lg.- -1 . = h
0;: = Q+305(G,-2Q )1 -5G,s Gyt =hE(x+3,Y;),

Yy: = Y,+(1-71/2)(Gy-0,),
Q,: = Q,+30(1-Y1/2) (6,-Q,)1-(1-Y1/2)G,,
Gyr =hE(X+3,Y,), Yu: = Y,+(1+/1/2) (G3=Q,)
Q33 = Q,+3L(1471/2) (G4-0,) I-(14/1/2) Gy,
G4: = hf(x+h,Yq), ¥,z = Y3+6l(G4-2Q3),
: = Q,+302(G,-20,)1 -5 G
Qq: = Q3%305{G4m2Q3) 3 =5 Gy s
Yn+1= = Y4I Q°= = QAI

Ako je x2b, kraj algoritma.

X: =,%x+h, n: = n+1,

Preéi na (*).

. U sluaju kada greske zaokrugljivanja‘nebi bile prisut-
ne, imali bismo Q,=0, $to jasno skoro uvek nije tadno. Aprok-
simativno Q4 je srazmerno gredki zaokrugljivanja u vrednosti
Y, (tj. yn+1), koja je akumulirana na n-tom koraku integracije.
Uzimanjem Q4 kao Qo' u sledeéem koraku se kompenzira uticaj
gre8aka zaokrugljivanja.

Primedba 3.2.2. Neka p(m) oznadava maksimalni moguéni red me~
toda (3.2.1). Tada je

p(m) = m (m=1,2,3,4)
= m-1  (m=5,6,7)
= m-2 . (m=8,9)
< m-2 (m=10,11,...).

5'
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Za razliku od linearnih viZekoracnih metoda, metodi
Runge-Kutta ne zahtevaju poznavanje startnih vrednoéti (sem
y(xo)=y°, koja, inale, definiSe Cauchyev problem), ali su\za‘
praktiénu primenu znatno komplikovaniji, s obzirom da zahte-
vaju m izradunavanja vrednosti funkcije f u svakom koraku.
Kao 5to je napomenuto u odeljku 8.2.4, metodi Runge-Kutta mogu
se uspesno primenjivati i za dobijanje startnih vrednosti za

linearne vis$ekoradne metode.

8.3.3. Analisa greiaka

U ovom odeljku ukazacdemo samo na neke osnovne rezultate

vezane za analizu greSaka kod metoda Runge-Kutta.

Definicija 3.3.1. Velidina Tn odredjena sa

+1

Toer = Y(¥py) —yxy) =helx,,y(x)),h),

naziva se lokalna grefka odsecanja op$teg jednokora&nog metoda
(3.1.2), u tadki Kop1t pri &emu je xw»y(x) tadno refenje prob-
lema (3.1.1).
Pod pretpostavkom da je yn=y(xn) (lokalna pretpostavka)
~va%i jednakost

Thtr = y(xn+1) RS
5to je isto kao i1 kod linearnih viSekora&nih metoda.
Analogon izrazu (2.5.2), kod nelinearnih jednokora&nih
metoda, je

(3.3.1) T, = vix v x )P+ omP*?),

gde funkcija (x,y)m»v(x%,y) na komplikovan na&in zavisi od x
ivy.

Primer 3.3.1. Odredimo funkciju ¢y za metod (3.2.5).
Kako je

T = y(x

n+l )=y (x,)-ho(x .,y +h)

n+1
h(gT(xnlynlh)-o(xn Iyn'h))

.l 3 -2 y
ghit(l-~3 a2).G+.fyF]x=xn’y=y(xn.) +0(h*)
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neposredno dobijamo

2-3a2 1
w(x,y) = "12_G+ gfyF.

Jedan prakti&an na¢in za ocenu lokalne greskeé odsecanja
zasniva se na Richardsonovoj ekstrapolaciji. Naime, ako Zelimo
n+1 U tacki X=X ., 2a me-
tod reda p, pored vrednosti Yn+1 izracunate pomocu Yy, sa kora-

da ocenimo lokalnu gregku odsecanja T

kom h, izrafunavamo i odgovarajucéu vrednost §n+1 pomodéu Yn-1

sa korakom 2h. Tada, s obzirom na (3.3.1) imamo
- = p+1 p+2
Y(X )Y vix, _ ey (x 1)) (2h) +0 (h )

p+l 2p+ 1 p+2

Vix,y(x ))h + 0(h )

_ ob+1 - p+2
2 (y(xn+1) yn+1) + 0(h )
odakle je
T o yn+l B yn+1
n+1l 2p+1 -1

Dobijena ocena se Cesto koristi:za kontrolu duZine ko-

raka h . Naime, ako je ocena za T takva da je ve€a od neke

unapred dozvoljene vrednosti (tolg-:';ncije) e, korak h treba
smanjiti.

U cilju dobijanja ocene za |Tn+1| ; M.Lotkin (rL211) je
uveo pretpostavku o ogranifenosti funkcije f i njenih parci-

jalnih izvoda na skupu
Q={(x,y) | x_ <x <b, lyl < + =}.
Naime, za svako (X,y)eQ pretpostavio je uslove

alfjf(g.y) P e
ax™ ay?d mI~1

[£(,y) | <M i (i+3sp) ,

gde su M i N pozitivne konstante i p red metoda. Na taj nadin
je, za metod (3.2.5), dobio ocenu

i . 1 :
(3.3:2) [T, ] < 3MN2R3([2- 33, + 1),

a za metod (3.2.7)
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I3 unbns
|Tn+1| < 720MN h :
Odgovarajuée ogranifenje za lokalnu greSku odsecanja

kod opsteg metoda treceg reda dao je A. Ralston (rCL281),

Jedan od nafina za odredjivanje slobodnih parametara u
metodima Runge-Kutta zasniva se na minimizaciji granice za lo-
kalnu gresku odsecanja. Tako na primer, u sludaju p=2, iz
(3.3.2) sleduje a, =%, tj. dobija se metod

=h 2. 2
Y41 = Yp = z(f(xn,yn) + 3f(xn-+§11, yn4-3hk1)).

Na kraju, navodimo ogranifenje za ukupnu diskretizacio-
nu gresku en(=y(xn)-yn), pod pretpostavkom da nam je ogranide-
nje za lokalnu grefku odsecanja poznato. Naime neka je

p+l
|Tn+1| < xaP",

Tada je

eyl = 5 (e - v,

- gde je L Lipschitzova konstanta za funkciju f po argumentu y.

Primetimo da i ovde, kao i kod linearnih visSekoraénih
metoda, granica za ukupnu diskretizacionu gredZku ima red za je-
dinicu niZi, nego 3to je red granice za lokalnu gre3ku odseca-
nja.

8.3.4. Numeritka stabilnost

S1li¢no kao kod linearnih viZekora®nih metoda, analizu
numeriéke stabilnosti sprovodimo na jednadini

Y' =AYy, y(xy) =y, (A=const).
Neka je x+y(x) tafno reSenje datog problema i {;n} niz nume-
riZkih vrednosti reSenja dobijen primenom metoda Runge-Kutta

sa gre3kom zackrugljivanja R.n Tada iz

+1°

Y (Xy4p) -y (%) = holx ,y(x ),h) + T
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N Y _ ® Y h
Yn+1 Yo = helx,,v,/h) + Roe1’
sleduje
N " N
(3.4.1) e 41" %n =11(¢(xn,y(xn),h)-w(xn,yn,n)) +-¢n+1'
gde su
N _ v . _
en = y(x) -y, i e, =Ty TRy

Razmotridemo samo sludaj metoda Runge-Kutta kod kojih
je p=ms 4, Tada koridéenjem izraza (3.2.1) i (3.2.2) sa

f(x,y)=Ay i ignorisanjem &lana ® (kao i kod linearnih viZe-

n+l
koraénih metoda), na osnovu (3.4.1) dobijamo

" N S l -2 _l_ P
en+1 e, en(h+2 h® + ... + ot h*),
tj.
Y A"
(3.4.2) e 41~ f €, = 0,
gde smo stavili
r, = 1+h++h? + + 2 {P (h=ah)
1 2 °t p!

Kako je re¥enje jednadine (3.4.2) odredjeno sa

e = clr? (c1 proizvoljna konstanta),

da bismo cbezbedili da gh +0 (n ++=) potreban je uslov |r;|<l.
Ovo je uslov apsolutne stabilnosti. O relativnoj stabilnosti
kod metoda Runge-Kutta nema smisla govoriti.

S obzirom da je za h>o, r, >1, zakljuujemo da interval
apsolutne stabilnosti ne moZe da sadrZi pozitivni deo realne
ose. Iz uslova -1 <r; <1 moZemo naéi interval apsolutne stabil-
nosti, koji ima oblik (a,0), gde je a <0. Tako nalazimo

1 interval (-2,0),

2 (-2,0},
=3 ‘ (-2.51,0),

4 (-2.78,0).

za p=m=

. \
Primetimo da svi metodi kod kojih je p=m(év4) imaju isti inter-

Val apsolutne stabilnosti.
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8.3.5. Primena na refavanje sistema jednatina

Sva analiza data u prethodnim odeljcima moZe se formal-

no preneti i na vektorski oblik metoda Runge-Kutta

- > g >
Yn+1 - Y, = h (xn:Yn:h),
gde su

> - m >
d({x,y,h) = I c,k.,

. il

i=1
-> > >
kl = f(XIY)I
T > > > h
ki = f(x+aih, y +by )

(i=2,...,m),
i-1 > i-1 ,
a; = Zai., bi—= Zui.k.
L j=1 J j=1 J 3]

koji se koristi za re$avanje Cauchyevog problema za sistem di-
ferencijalnih jednadina prvog reda

> > > - >
y' = £(x,y), ¥(xy) =y,

Primer 3.5.1. Posmatrajmo sistem od dve jednadine

14

Y = fl(XIYIz)I z' = fZ(XIYIz)
sa podetnim uslovima y(xo)=yo, z(x0)=zo. Analogon metodu (3.2.7)
je metod '
- > _h-> > > >
Yn+1 Yo = g(k1+2k2+2k3+k4),
gde su
-+ > > > > h <+ h >
kl = f(xn,yn), k2 = f(xn+7, yn+7k1)
> _ +> h > h - > _—> > >
k3 = f(xn+—, yn+-2—k2) R k4—f(xn+h, yn+hk3)
i
Yy £f.o(x
- b 4 > 1°n > > 1( ’Y’Z)
y = ’ Yn = r f(x,y) = .
z z

n fz(leIZ)
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Na kraju napomenimo da je program RKGS (iz 1130 Scien-
tific Subroutine Package (1130-CM-02X) firme IBM) za re#avanie
sistema diferencijalnih jednadina prvog reda safinjen na osnovu
Gillove varijante metoda Runge-Kutta &etvrtog reda (0 program-
skoj realizaciji metoda za reSavanje diferencijalnih jednadina

na FORTRAN jeziku, pored pomenutog priruénika, videti (r231]).

8.4. NUMERICKO RESAVANJE KONTURNH PROBLEMA

Ovo poglavlje je posveéeno reSavanju konturnih (granié-
nih) problema kod obiénih diferencijalnih jednadina. Za razli-
ku od Cauchyevog problema, gde su uslovi koji odredjuju parti-
kularno resSenje diferencijalne jednaline dati u jednoj tadki,
kod konturnih problema uslovi se zadaju najmanje u dve tacke.
Mi éemo razmatrati samo konturne probleme kod kojih su uslovi
dati u dve tacke. Jasno je da konturni problemi imaju smisla
samo kod diferencijalnih jednaéina ¢iji red nije niZi od dva.
U nasem ;azmatranju zadrZacdemo se samo na konturne probleme

kod diferencijalnih jednalina drugog reda.

8.4.1. Uvodne napomene

Za diferencijalnu jednaCinu drugog reda, konturni prob-

lem se moZe definisati na sledeéi na&in: Naéi refenje jednaldine

(4.1.1) F(x,y,y',¥") =0 (asxsb),

koje zadovoljava tzv. konturne uslove

$;(y(a),y' (@) =0,

(4.1.2)

¢2(Y(b) 7' (b)) 0.
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U specijalnom slugaju, ako su jednadina (4.1.1) .i uslovi

(4.1.2) linearni, imamo tzv. linearni konturni problem
(4.1.3)  y" + p(x)y’ + a(x)y = £(x) (agxxDb),
(4.1.4) o y(a) + a,¥"(a) = A, 8y (D) + 8,¥" (b) =B,

gde su funkcije p,q,f neprekidne na Ca,bl i aolal,A,Bo,Bl,B

date konstante, pri gemu je

lagl + lagl >0 & 8ol + 18yl > 0.

ol

Ako je A=B=0, za uslove (4.1.4) kaZemo da su homogeni.
Ako je f(x) =0 i ako su uslovi (4.1.4) homogeni, odgovarajudéi
problem nazivamo homogeni konturni problem.

Ako definiSemo linearne operatore L, Ga' Gb pomoéu

Lyl = y" + p(x)y" + q(x)y,
G Y1 = oy(a) + oy’ (a), GyLyd = B y(b) +8,Y'(b),

konturni problem (4.1.3)-(4.1.4) moZemo predstaviti u obliku

(4.1.5) ©LCyl = £(x) (ax<x=xb), Gal:y] = A, Gylyl = B.

Stavimq
GaEyll GaEYZJ

thyll thyzl

gde su Y, i Y, dva linearno nezavisna refenja jedna&ine LCy3J=0.
Lako se moZe dokazati sledede tvrdjenije:

Teorema 4.1.1. Ako je D#0, konturni problem (4.1.5) ima jedin-
stveno refenje za proizvolijne vrednosti A i B. U sluaju, kada
je D=0, konturni problem, u op$tem slufaju, nema re§enje. Samo
za odredjene vrednosti A i B, konturni problem moZe imati bes-
konaéno mnogo resSenja.
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Takodje, za homogeni problem (f(x) =0, A=B=0) moZe se
dokazati:

Teorema 4.1.2. Ako je D#0, postoji jedinstveno‘(trivijalno)
redenje y = 0. Netrivijalna refenja postoje ako i samo ako je
D=0.

Problem nalaZenja netrivijalnih refenja homogenog kon-
turnog problema naziva se problem sopstvenih vrednosti.

U opstem slufaju, kod konturnih problema mogu nastati
slededa tri sludaja:

1° postoji jedinstveno re¥enje;
2° postoje viSe refenja (ili beskona&no mnogo);

3° ne postoje redenja.

U poredjenju sa Cauchyevim problemom, konturni problemi
se CeSde javljaju u primenama u tehnici, medjutim, njihovo re-
Savanje je znatno teZe.

U ovom poglavlju razmatrademo neke od pribli%nih metoda
za reSavanje konturnih problema za jedna&ine drugog reda, pret-

postavljajuéi pri tome uvek egzistenciju jedinstvenog refenja.

U opZtem slufaju pribliZni metodi za reSavanje konturnih
problema mogu se klasifikovati u tri grupe:

1° Diferencni metodij;
2° Metodi pogadjanja;
3° Projekciono-varijacioni metodi.

U ovom poglavlju razmatrademo metode iz prvé dve grupe,
dok demo projekciono-varijacione metode, zbog svoijih specifi&-
nosti, razmatrati u posebnoj glavi.

U ovom poglavlju razmatrademo metode iz prve dve grupe,
dok ¢emo projekciono-varijacione metode, zbog svojih specifi&-~
nosti, razmatrati u posebnoj glavi.

S obzirom da se jednadine viZeg reda mogu svesti na sis-
tem jednadina prvog reda, to se konturni problemi mogu razmatra-



76 8. PRIBLIZNO RESAVANJE OBIENIH DIFERENCIJALNIH JEDNAEINA

ti i u obliku

NIyl =y’ - B(x,¥) =0 (asxs<b),
(4.1.6)
> >
g(¥(a), ¥(b)) = 0,
gde su ;, f, 3 n-dimenzionalni vektori. U specijalnom sluéaju,
linearni konturni problemi se mogu posmatrati u obliku

>

> - > > >
y' - A(x)y = h(x) (axxgb), Bgy(a) + Byy(b) =8, .

>
gde su ;, ﬁ, B8 n-dimenzionalni vektori i A(x), B,, By matrice
reda n.

8.4.3. Diferencni metodi

Diferencni metodi ili metodi konadne razlike za refava-
nje konturnih problema sastoje se u aproksimaciji izvoda pomo-
éu kona¢nih razlika, pri €emu se re3avanje konturnog problema
svodi na re3avanje sistema diferencnih jedna&ina.

Neka je dat konturni problem

(4.2.1) y" - £(x,y,y") =0 (ag x< b),
(4.2.2) yla) = A, y() =B.
Ségment fa,b] podelimo na N+1 podsegmenata duZine h==§£%,

tako da je xn=a+nh (n=0,1,...,N+1). U tadkama X, (n=1,...,N) di-
ferencijalnu jedna¢inu (4.2.1) aproksimirajmo pomoéu

Yy -2y, +y__ Y =
(4.2.3) n+1 n n-=1 = f(xn'Y n+1l

Y.
" n 1)(n=l,...,N).

n’ 2h

Jasno je da smo, pri ovome, iskoristili formule za numerié&ko
diferenciranje '

Y oY Yo "2V Y,
y,(xn) = _E"';_hﬂ._l..;.o(hZ), y"(xn) =n_1_2_n__£

2
2 +0(h<).
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Kako je, zbog (4.2.2), yo=A i yN+1=B, problem odredjiva-
nja niza pribli¥nih vrednosti reSenja konturnog problema u tad-
kama xn(n=1,...,N), svodi se na reSavanje sistema (4.2.3) od
N jednadina sa N nepoznatih, koji je, u opStem slu€aju, neli-
nearan.

Ukoliko, umesto konturnih uslova (4.2.2) imamo opstije
uslove (4.1.4), tada za aproksimaciju izvoda u tac¢kama a i b,
koristimo formule

- + -
’ () = y2 4y 1 3‘YO
Y X, Zh ot

vy’ (a)

(4.2.4)
, Wity ~ Wyt Yoy
¥ {xgy,) * 7h ’

y' (b)

kod kojih je greska reda 0(h?). Tada se konturni uslovi (4.1.4)
pribliZno svode na

“yp + 4y, — 3y,
ao¥o * oy 2h = Ay

(4.2.5)
Wyer ~ 4N Yy
1 Zh

+B =B.

BoyN+1

Ako sistemu jedna&ina (4.2.3) pridodamo jedna&ine (4.2.5)

problem nalaZenja niza Yor¥yre«-1¥yq S€ svodi na refavanje

sistema od N+2 jednadine sa isto toliko nepoznatih.

Umesto formula- (4.2.4), za aproksimaciju konturnih uslo-
va (4.1.4), Cesto se koriste formule manje tadnosti

yl Yo

Yyep =Y
y'(a) o~ —h i y'(b) = u

h 14
kod kojih je gre¥ka reda 0(h).

U SIuEaju kada je jednadina (4.2.1) linearna, diferencni
metod nas dovodi do sistema linearnih jednadina, &ija je matri-
ca trodijagonalna. Sledeéi odeljak bide posvefen reSavanju ovog
"problema, dok de u odeljku 8.4.4 biti razmatran jedan iterativ-
ni difeiendni metod za reSavanje konturnih problema sa neline-
arnom diferencijalnom jedna&inom.
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ReSavanje op&teg konturnog problema (4.1.6), pomoéu dife-
rencne aproksimacije

>

> _ 1> > _Z _h 1,
Ny Lypd = H(yn yn-l) f(xn 27 f(yn+y -
> > > >
9(¥ 1 ¥y,,) = 0,
gde je n=1,...,N+1, razmatrao je H.B. Keller (videti r173, rC151).

OpStu teoriju diferencnih metoda za reSavanje konturnih
problema oblika (4.1.6) razvili su H.B. Keller i A.B. White u
radu £161].

8.4.3. Diferencni metod za linearne konturne probleme

Neka je jednacina (4.2.1) linearna, tj. neka ima oblik
(4.3.1) LLyl = y" + p(x}y’ + q(x)y = £(x).

Tada je odgovarajuda diferencna aproksimacija

Y "2y ty Y .7y
_ -nt+l n +‘n-1 n+l “‘n-1 _
(4.3.2) Lyfy 1 = —‘”‘;;_‘—“'_ + Py 2h tap¥y = £y

gde su p =p(x;), g =a(x ), £ =f(x ) i n=1,...,N:
Operator L, definisan pomofu (4.3.2), predstavlja jednu

diferencnu aproksimaciju diferencijalnog operatora L. Pretpos-
tavljajuéi da yeC“Ca,bl, nije te¥ko pokazati da je u tadkama

X, (n=1,...,N)

Lhtyn] - Lyl = 0(h?),

5to zna&i da je L, aproksimacija drugog reda za L.
Predjimo sada na re$avanje sistema jedna&ina (4.3.2).
aAko uvedemo smene '

h
a =1_'fpnl b

n =h2qn-2, c. =1+

n

(4.3.2) se moZe predstaviti u obliku
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- K2 =
(4.3.3) anyn—l + bnyn + cnyn+1 = h fn (n=1,...,N).

Neka su konturni uslovi y°=A i yN+l=B. Pred nama se po-
stavlja problem reSavanja sistema linearnih jedna&ina

(4.3.4) Ty =4,
gde su
2 -
' h?f, - Aa, by c; 0 ... 0
2
N Y| o h2f, a, b, c, 0
Yy = ’ d= . ’ T= . *
Yy hsz-BcN 0 0 O by

Matrica sistema (4.3.4) je trodijagonalna. Za reSavanije
ovog sistema pogodno je izvr3Siti faktorizaciju matrice T u ob-
liku T=LR (videti formule (1.2.5) u odelijku 4.1.2), a zatim suk-
cesivno refiti trougaone sisteme jednadina L;=3 i R§=;. Ovakav
metod je poznat kao metod faktorizacijeT. Kako je ovaj metod u
sudtini zasnovan na Gaussovoj eliminaciji, to se on moZe ekvi-

valentno iskazati kroz sledeéi eliminacioni postupak:
Jednakost yo=Avpredstavimo u obliku

(4.3.5) ¥ = Lg¥p + Ky

gde su L°=0 i K =A. Pomoéu (4.3.5) eliminidimo Yo iz jednadine

aly0+b1yl+cly2=h2fl, koja je dobijena iz (4.3.3) za n=l. Tada
dobijamo
¥y = In¥p *+ Ky
gde su
2
L= e W Bl
1 bl + alLO 1 b1 + alLo
Navedeni postupak eliminacije nepoznatih moZe se nastavi-

ti za n=2,...,N. Naime, ako u (4.3.3) stavimo

1t U ruskoj literaturi metod faktorizacije se vrlo desto srede kao metod
progonki. -
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Yp-1 © Ln-lxn + Kn—l
dobijamo
(4.3.6) Yp = In¥ns1 + Ky
gde su
—c - 2 -
(4.3.7) Ln=5_+a_cr£__ . Kn‘=2 fiaann—l _
n n n-1 n n“n-1

Posle N eliminacionih koraka imamo
(4.3.8) Yy © LNyN+l + KN'

Kako je yN+1=B, to na osnovu poslednje jednakosti izradunavamo
Yy- Na dalje, kori3éenjem (4.3.6), za n=N-1,...,1, izracunavamo
redom Yy-qree-eYye )

Dakle, metod faktorizacije se sastoji u slededem:

1° Polazeéi od Lo=0 i K, =A, pomoéu formula (4.3.7), za

n=1,...,N izraunavaju se koeficijenti L, i K3
2° Izradunava se niz {yn} pomocu

Y41 = By

Yo = LYo, + Ky (n=N,...,1).

Ukoliko su, umesto uslova Y,=A i Yn+17B dati uslovi
Yo~y = A 1 yny TBYy =By

navedeni postupak treba modifikovati u slededem smislu:
Kod izradunavanja koeficijenata L, i K, treba poéi od

L°=a i K0=A.

Kako je na osnovu datog konturnog uslova Y41 = BYy=B, a
na osnovu (4.3.8) yN_LNyN+1=KN' zakljudujemo da je

B + BKN

yN+l_l-BLN'

Ostali &lanovi niza {yn} izradunavaju se na isti nadin kao u 2°
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Op3irnije o metodu faktorizacije moZe se naéi, na primer,
u C[171, [1831, [£193]. Dva osnovna svojstva ovog metoda su mali
broj aritmetickih operacija pri njegovoj realizaciji (u odnosu
na druge metode re$avanja sistema linearnih jednadina) i slaba
osetljivost na numericke gredke (greSke zaokrugljivanja se ne
akumuliraju). Poslednja &injenica je prisutna ako je sistem jed-
na¢ina (4.3.3) dobro uslovljen. Jedan dovoljan kriterijum dobre
uslovljenosti (videti r101 ) je da postoji 6 >0 tako da je

bl 2 la| + el

+ 6.
Primer 4.3.1. Nadjimo pribliZno reSenje jednadine

ylv_zxyl_2y=_4x'
koje zadovoljava konturne uslove
y() =1, y(1) =1+ e = 3.7183.

Uzmimo h=0.2, tj. xn=nh=0.2n (n=0,1,...,5). Kako je pn=-2xn,
qn=-2, fn=-4xn, imamo

a =1+40.04n, b =-2.08, c,=1-0.04n, hzfn_=-o.o3z n.

Tada Jje
1-0.04n 0.032n+(1+0.04n)Kn_1

L = i K_ = .
n =~ 2.08 - (1+0.04n)L__, n 2.08 - (1+0.04m)L__,;

Rezultati dobijeni primenom metoda faktorizacije dati su
u tabeli 4.3.1. U poslednjoj koloni tabele date su vrednosti ta-
&nog refenja (y=x+exp(x?)).

-Tabela 4.3,1

n X, Ly K, Yy y(x,)
0 0.0 0. 1. 1. 1.

1 0.2 0.4615 0.5154 1.2436 1.24081
2 0.4 0.5817 0.3824 1.5778 1.57351
3 0.6 0.6160 0.3749 2.0379 2.03333
4 0.8 0.6152 0.4122 2.6997 2.69648
5 .o | 3.7183 3.71828

6 Numericka analiza III deo
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Razmotrimo sada diferencne aproksimacije za diferenci-

jalne jednadine date u Sturm-Liouvilleovom obliku.

Ako jednadinu (4.3.1) pomnoZimo sa‘r(x)=exp(fp(x)dx),

. tada se ona svodi na Sturm-Liouvilleov oblik
(4.3.9) rLlyl = (ry’)’ + qy = f,
gde su q(x)=r(x)q(x) i F(x)=r(x)f(x).
Primer 4.3.2. Za jednadinu
= n 1 ’ = 2
Llyd = y" - gy’ + 2y = x

integracioni faktor (mnoZilac) je r(x)=exp(—f%§)==% ;» Pa je

Sturm-Liouvilleov  oblik

1 = Ly + 2y =
xLI:yJ (xy) +xy X .

Kod reSavanja konturnih problema sa jednalinom u Sturm-
Liouvilleovom obliku javlja se problem aproksimacije diferen-

cijalnog izraza
(4.3.10) MLyl = (ry')’ .

S obzirom da je MCyl=r(x)y" +r’'(x)y’ mo¥e se koristiti,
kao i ranije, diferencna aproksimacija '

. Y .72y 4y Y .17Y
. n+l1 n -<‘n-1 ' n+l “n-1
M Cy 3 = rix,) - +rix)) =Sy

pri €emu je u ta&kama x_ (n=1,...,N), MEy]-MhEyn]=0(h2).

n

Medjutim, za aproksimaciju diferencijalnog operatora
(4.3.10) &eZfe se koriste sledede dve aproksimacije

(1) = 1 -y - -
My byt = hg{rn+1/2(yn+l Yy rn—1/2(yn Yp-1) e
(2) = 1 :
My eyl = e ey g Y et ) (Y D Y

2h’

pri femu je r Er(xo+sh) (se2).

]
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(

Do prve aproksimacije Mhl)tynl dolazimo aproksimacijom

izvoda pomocu centralne razlike. Naime, imamo

o l ’ - ’
Meyd = g{rp 41 /9Y ne1/2 T Tn-172¥n-172)¢
t5.
Y .1~y Y, -y
- 1 n+l n _ n n-1
Mryd = glr 00 h Tn-12 T w0

(2) Ca (1) j i
dok se M. EynJ dobija iz M, "' Cy,1 ap;oksimacijom rn+1/2 i

1 ;01
rh-1/2 sa E(rn+r-+rn) i 5(r +r _;) respektivno.

Nije tesko pokazati (videti, na primer, (341 ) da je u
tatkama x (n=1,...,N) pri r,yeClra,bl

Mél)tyn] - Mryl = 0(h2) (i=1,2),

tj. da su obe diferencne aproksimacije reda dva.

Koriséenjem izraza za Mél)tyn], diferencijalna jednadina
(4.3.9) se svodi na

1 -
WDy 1 +qy =F  (m=1,...,M),

tj.

(4.3.11) a‘l)y + cél)y

a = hZEn (n=1,...,N),

n-1 n

(1)
+ bn y n+l

gde su q,= q(xn)=rnqn, fns f(xn)=rnfn i

(1) _

a8y “Tn-1/2'

(1)_, 22 _ (1)_
by _hzqn (rn+1/2+rn—1/2)’ ®a “Thn+r/2°

(1), (1)
n°  Zn+l
nadina (4.3.11) simetri&na. Ako je, osim ovoga, matrica pozitiv-

Kako je c zakljudujemo da je matrica sistema jed-
no definitna, prethodno izlo%eni metod faktorizacije se mo¥e mo-
difikovati u smislu koriZédenja metoda kvadratnog korena (vide-
ti odeljak 4.2.4).

Na kraju primetimo da integracioni faktor r za svodjenje
jednadina na Sturm-Liouvilleov oblik, nije uvek moguéno odrediti

6*
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u kona&nom obliku. Medjutim, za dovoljno,mélo’lx egzistira tzv.
diskretni integracioni faktor, tj. takvo r, da aproksimaéija

r Lty 1 daje simetridnu matricu. Naime, kako je
h2r L [y 1= r (1-1-1-p )y + r_(h2q_-2)y
ntht¥n n 2"n’fn-1 n n n

" h _ ,
+ rn(l +7Pn)Yn+1 (n_ll"'IN)l

to iz uslova simetriénosti matrice sistema

h h
ra(1+3p,) = rn+1(1_7 n+1)

dobijamo rekurentnu relaciju za r,

l+%pn
rn+l = :‘E——-—— rn (n=0,1,'-..,N-1),
2Pn+1

pri ¢emu se moZe uzeti, na primer, r°=1.

8.4.4. Iterativni diferencni metod

Razmotrimo problem re3avani ,
ja nelinearne dife j
jedna&ine rencijalne

Y" = £(x,y,vy’) (a <x <b)
Sa linearnim konturnim uslovima
N [/
"o¥(@) + ayfa) = A, g y(b) + g,¥b) = B.

Kao %to smo videli u odeljku B8.4.2, diferencni metod dovodi do
sistema nelinearnih jedna&ina (4.2.3), sa uslovima (u najprosti-
jem slu&aju)

GIYJlzayY + a 1% Y41 7Yy
ofn- = %%o 1~ A Cn+1T¥nd =8o¥y, ) +8) ~—n_ "—B.
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Jedan od nadina za refavanje ovakvog sistema jednadina
je koriScenje metoda proste iteracije

(k+1) _ .. (k+1) (k+1) _ , 2.(k)
Ynel 2yn + ¥Yp =h fn
k+1 :
(4.4.1) Gty ¥ty = a (k=0,1,...),
(k+1)
Cy+1¥n 1 B

gde je
(k) (k)
Y -y
(k) _ (k) “n+l _ “n-1
fn = f(xn’yn ' 2h *

Na ovaj naéin, re$avanje problema se svodi na re$avanje
sistema linearnih jednadina na svakom koraku k , pri &emu se za

startovanje iterativnog procesa (4.4.1) usvajaju poletne vred-

(o)

n

ovog sistema jednac¢ina, moZe se naéi eksplicitni oblik za
k+1

y

nosti y (n=0,1,...,N+1). Zahvaljujuéi specijalnom obliku

PotraZimo resenje u obliku

(k+1) _
(4.4.2) Yn =z + W,
gde su

- - n2elk) - -
(4.4.3) 2 4 2zn+zn_1 h fn r Grz, 3 0, GN+1Esz =
i
(4.4.4) wn+1 -2wn+wn_1 =0, Go[WnJ = A, -GN+1Ewn] = B,

Nije te&ko uo&iti da ako postoje z_ i w_ takvi da zado-

- n n (k+1)
voljavaju (4.4.3) i (4.4.4) respektivno, to ¢fe Yn

no sa (4.4.2), biti re$enje sistema (4.4.1).

, odredje-

Iz (4.4.4) sleduje w =C,+C,n, gde konstante C; i C, tre-
ba odrediti iz uslova '

) w —Wo Gl
Gotwnl = a W, +oay i = uocl + H_CZ = A,
W, -w B
- N+l N _ 1. =
GN+1EwnJ»_ B oYN+1 +8, B BO(C1+(N+1)C2) + E‘Cz B .

0
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Ako je

= 1 - - )
= hCuOBO(b a) + @By alsoj #0,

(4.4.5) A

iz poslednjeg sistema jedna&ina sleduje
C, = = (A(B,+(b-a)B_)-a.B) 1 C, = =(a_B-B A)
1 haA 1 o 1 2 Ao o’*

Kako se problem (4.4.3) moZe predstaviti kao sistem line-
arnih jednaé&ina

- B
o (k)
24y 1 0...0 o] 2] £, ]
1 -2 1 o o z, £ k)
(4.4.6) ; | . =h2 ‘
- (k)
0 0 0 1-2+8 | | 2y EM

gde su Y=u1/(al-ha°) i 8=Bl/(sl+hs ), resenje z je o&igledno
linearna kombinacija veli&ina hzfi )(1=1,...,N), tj. ima oblik

£ (k)

= p2
z h in*1 ¢

N
n -

i=1

gde su 94in koeficijenti koje treba odrediti. Primetimo da je ma-
trica sistema (4.4.6) trodijagonalna i1 simetri&na. Njeni nenulti
elementi su ‘

a,) = -2+§, an = "2 (n=2,...,N-1), ag, = -2+§,

a =

n,n+l ah+;,n =1 (n=1,...,N-1).

Ako sa D ozna&imo determinantu ove matrice, a sa Ain kofaktore
odgovarajuéih elemenata aij’ nije tesko primetiti da je 9in~

=Ain/D' Takodje, lako se uo&ava da je 940 94 -

Na osnovu
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gde je Gin Kroneckerova delta, u naSem konkretnom slufaju pri
proizvoljnom ie{1l,...,N}, za n=1,...,N dobijamo redom

(4.4.7) (-2+Y)gi1 +.gip = Gil
(4.4.8) gi,n-l - Zgi,n + gi,n+1 = Gin (n=2,...,N-1),
(4.4.9) 9 n-1 ¥ (=2+8) g0 = 8;0-

Za odredjivanje 9in dovoljno je pretpbstaviti reSenje u
obliku

9in = Cin + Di + En + F (i <n),

gde su C, D, E, F zasad nepoznati koeficijenti. Zbog simetrije

imamo

9in = Cni + Dn + Ei + F (i >n).

Na osnovu (4.4.7), za i=1 dobijamo y(C+E)-(1l-y) (D+F)=1,
a za i2>22, (yC-(l-y)E)i+yD-(1-v)F=0, odakle sleduje

¥yC = (1-y)E, yD = (1-y)F, E-D =1.
Stavimo sada i=n u (4.4.8). Tada dobijamo E-D=1. Prime-
timo da za i#n pretpostavljeno re3enje zadovoljava jedna&inu

(4.4.8).
Najzad, na osnovu (4.4.9), za i<N-1, dobijamo

(C+(1-5) (CN+D))i + (E+(1-6) (EN+F))

0,

a za i=N

(CN+D) (14+(1-8)N) + 1 + (1-8) (EN+F) = O,
odakle sleduje
(1+(1-6)N)C+(1-6)D=0, (1+(1-8)N)E+(1-8)F=0, E-D=1.

"Dobijene jednakosti za nepoznate koeficijente mogu se
predstaviti u obliku
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(1+(1-8)N)C + (1-6)D 0,
¥yC - (1-y)D = 1-v,
(1-y)E = vC,

o (1-y)F = yD.
Kako je, zbog (4.4.5),
- - - —y)=y(1-8) = Y02
A, = (1+(1-8)N) (1-v) -y (1-6) “181A #0,
dobijamo
c =- (1-8) (1-v) D = (1=y) (1+(1=-8)N) , _ _y(1=$)
A 7 - A 14 A r
1 1 1
F = lili%lzilﬂl,
1
pa je
9ip = = ((1=7)i+y) (1+(1-8) (N-n)) (i gm),
1
tj.
a B
(g - o) (F+ 8, N41-m) (1 <n),
94in =
1% By
305 = o) ( + Bo(N+1-1))  (izn).

Na osnovu prethodnog imamo

(k+1) _ . 2
Yn = Cl + C2n + h ii

(k)
lginfi .

O problemu konvergencije ovog iterativnog metoda i ana-
lizi greSaka moZe se naéi u [2 1.

Primer 4.4.1. Uzimajuéi h=0:.2 nadjimo pribli¥no re%enje kontur-
nog problema

y" = 2+4y?, y(0) = y(1) = 0.
Kako je N=4; a°=1, al=or A=0, B°=1r Bl=ol B=0; Y°=Y5=Ol

fn=2+yr21’ x,=nh=0.2n(n=0,1,...,5), imamo A=5, €,=C,=0,
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- in"i °

%i(n-S) (1 <n),
gin = 1
gn(i-S) (i 2n),
4
(4.4.10) f{k) = 2+(y£k))2, yék+1) =hn2 1 g, £K
i=1

Vrednosti koeficijenata f; date su u tabeli 4.4.1.

. (o)
Tabela 4.4.1 Za pocetno re§e?g? Y
= izaberimo funkciju y - =x{(x-1)

. 1 2 3 4 . . .
i koja je reSenje problema

1| -0.8| -0.6 | -0.4 | -0.2 v = 2, y(0) = y(1) = 0.

2 -0.6 -1.2 -0.8 -0.4

3| -0.4 | -0.8| -1.2] -0.6 Tada je za n=1,2,3,4

- - - - (o) _ -1)= -
4 0.2 0.4 0.6 0.8 Yo = xn(xn 1)=0.2n(0.2n-1).

Ove vrednosti su navedene u
tabeli 4.4.2., Koriséenjem formula (4.4.10) dobijamo niz vredno-
sti za yék)(n=1,2,3,4; k=1,...). U tabeli 4.4.2 navedene su vred-
nosti za prve dve iteracije.

Tabela 4.4.2

n X y1(10) fAO) yxgl) fél) YAZ)

1| 0.2 -0.16 2.0256 -0.1633 | 2.0267 -0.1635
2 0.4 -0.24 2.0576 -0.2456 2.0603 -0.2459
3 0.6 -0.24 2.0576 -0.2456 2.0603 -0.2459
4 0.8 -0:16 | 2.0256 -0.1633 2.0267 -0.1635

Primetimo da je |y{?) - y{¥| <107% (n=1,2,3,4). Ukoliko

n
ova tanost zadovoljava potrebe, mo¥femo uzeti Y =y£2).

Na kraju razmotrimo klasu konturnih problema oblika
(4.4.11) y" = f(x,y), y(a) = A, y(b) = B,

Pretpostavljajuéi podelu segmenta Ca,b] na N+1 podsegmenata du-
#¥ine h==gi%, primenimo na (4.4.11) linearni viZekora®ni metod
(2.8.4)

‘ k ' k

(4.4.12) T a.Y h? sif (n=0,1,...,N+1-k).
o i o .

. . = .
+ +
1" n+l1 i n+i
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Kako je y_=y(a)=A, f_=f(a,3), yN+1=Y(£5=B, fN+1%f(b'B)f
(4.4.12) predstavlja sistem od N+2-k jedna&ina sa N nepoznatih
Yqree-s¥y- Da bi bio ispunjen uslov N+2—k=N treba uzeti kéz, tj.
metod (4.4.12) treba biti dvokoradan. NajéeSée se za ovu svrhu
koristi metod Numerova (2.8.5). U tom sludaju sistem jednatina
(4.4.12) se moZe predstaviti u matri&nom obliku

. ar - 42 T
-2 10...0][y, 10 1 0 ...0 fﬂ yo-l;—zf'o
1 -2 1 0 | |vy|=b2]1 10 1 ol &1 _ 0
. . 12 | . . . .
o o o 2 | |y o oo olle h2e
- Yy X L Yy = 55
N ] JUE] P~ T2%ney)

§ obzirom da je f Ef(xn,yn), posledniji sistem jednaéina
je, u opStem slu€aju, nelinearan i za njegovo refavanje se moZe
koristiti neki iterativmi metéd, na primer, metod Newton-Kanto-
rovida (videtli odeljak 5.2.2).

Primer 4.4.2. Primenom metoda Numerova sa h=1/2 na konturni pro-
blem

y' = 16(x%4y-1), y(-1) =y(1) = - }

dobijamo sistem linearnih jedna&ina

-2 1 0 Y1 10 1 0 y1—3/4 -1/12

1-2 1y, | =351 10 1|]y,r |-} o |,
0 1 -2 Y3 1o 1 10 Y4-3/4 -1/12
odakle je

y, = 0.625, y, = 0.875, y, = 0.625.

8.4.5. Metod pogadjanja

Posmatrajmo nelinearan konturni problem

. y" = £(x,y,¥’) (agxgb),
(4.5.1)
y(a) = A, y(b) =B.
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Metod pogadjanja za reSavanje ovog problema sastoji se
u nala¥enju ekvivalentnog Cauchyevog problema

y" = £f(x,y,v") (a<xz<hb),
(4.5.2)

yla) = A, y'(a) = tg «.

Naime, treba odrediti o tako da se resenje p]l:'oblemav (4.5.2) po-
klapa sa resenjem problema (4.5.1) (videti sl.4.5.1). Neka ije
x+»y(x,a) refenje Cauchyevog problema (4.5.2). Menjajuéi ugao

b
1 y y(b,2.)
! y(b.as)
| A Y(b.ao)
1 |
| o 1
A — |
| ! l :
i | | )
; LI i L ",
2 b — a b
Sl. 4.5.1 Sl. 4.5.2

¢ menja se reSenje ovog problema (S1.4.5.2) i za x=b dobija se
niz vrednosti resenja y_(b,a_o), y(b,al), itd. Nas interesuje sa-

mo ono reSenje za koje je

(b, = B.
?y(b.a) y o)

Takvo a oznadimo sa o* (vi-
B > deti S1. 4.5.3).
) Dakle, problem se svodi

na re$avanje jednacine

(4.5.3) F(a)=y(b,a)-B=0.

o U op3tem sluéaju, funk-
cija F nije zadata analitic&ki,
veé je odredjena pomofu algo-

Sl. 4.5.3 ritma za reSavanje problema
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(4;5.2). 0 reSavanju Cauchyevog problema bi}o‘je re¢i u. poglav-
1jima 8.1, 8.2 i 8.3. ‘

Za reSavanje jednacine (4.5.3) mogu se koristiti razli-
¢iti metodi.
Na primer, kod metoda polovljenja intervala (odeljak

5.1.5), izaberemo ao_ i Gy tako da je F(uo)F(u1)<'0, a zatim

o - .
stavimo a2=(a°+a1)/2 i izradunamo F(az). Sledeéu vrednost za

a izradunavamo pomocu

2(a; + ay) (Flay)F(ap) < 0),

1
7(ao + az) (F(al)F(a2)> 0).
Proces izrafunavanja se nastavlja sve dok ne bude, na
primer, ispunjeh uslov IF(an)l <€, gde je e unapred zahtevana
taénost.
Sli¢no, kod metoda sedice (odeljak 5.1.4), sa unapred

izabranim o i ¢y izradunavamo niz {an} pomoéu

F(an)
@ h+1 = c‘l’) - F(an) - F(an_l)(an.-an—l) (n=1,2,...).

Metod pogadjanja moZ¥e postati numeridki nestabilan ako
reSenje xvy(x,a) bitno zavisi od parametra o, tj. ako je
|3X%§431- # 1. U takvim sluajevima pogodno je izvr$iti line-
arizaciju problema (4.5.1) u sledeéem smislu.

Neka je poznata izvesna dva puta neprekidno-diferencija-
bilna funkcija,x**yo(x) koja zadovoljava konturne uslove iz
(4.5.1), tj. y,(a)=A, y,(b)=B i koja grubo aproksimira ta¢no
re3enje problema (4.5.1). Ako stavimo

y(x) = Yolx) + z(x)

1 pretpostavimo da je funkcija f diferencijabilna, na osnovu
Taylorove formule imamo

af(erOIYé) Bf(x'Yo:Yé)

2
3y z+ g Zr0(zRz’Y),

£(x,y,y") = £(Xy oy ]) +
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odakle, odbacivanjem poslednjeé ¢lana na desnoj strani i zame-
nom u (4.5.1) dobijamo

(4.5.4) 2" + p(x)z’ + q(x)z = r(x), z(a) = z(b) = 0,
gde su
Af(x,y _r¥]) Af(x,y ,y]) :
p(x) =-——3—;.——°—, q(x) =-—T°—°, r(x)=£(x,¥ ¥ ) -Yg-

ReSavanjem linearnog konturnog problema (4.5.4) nalazimo
"popravku" z, odakle je nova aproksimacija redenja

yl(x) = yo(x) + z(x).

Primetimo da je Y, Z y, 8to je posledica od z # z.

Navedeni postupak, koji se &esto naziva Newtonov metod,
mo¥e se nastaviti uzimanjem nove aprocksimaciije Yqpr umesto-y,,
itd.

8.4.6. Redukcija inearnog konturnog problema
na Cauchyev problem

U ovom odelijku razmotridemo jedan relativno jednostavan
postupak za redukciju linearnog konturnog problema na Cauchyev
problem.

Posmatrajmo konturni problem
(4.6.1) Lyl = f(x), y(a) = A, ,y(b) = B,
gde‘je linearni diferencijalni operator L definisan pomocu
Lyl = y" + p(x)y’ + g(x)y,

a p,q,f date neprekidne funkcije na [a,bl.
ReSavanje ovog problema moZe se svesti na reSavanje dva
Cauchyeva problema:

£(x), y,(a)

(4.6.2) Lly,1 = =1a, yj(a) =0
i S S
(4.6.3) Lly,1 = 0, yo(a) =0, yj(a) = 1.



94 8. PRIBLIZNO RESAVANJE OBICNIH DIFERENCIJALNIH JEDNAZINA

Za tadku x=b, na osnovu (4.6.2), moZemo dobiti yl(b), a
na osnovu (4.6.3) vrednost za yz(b). Kako zbog linearnosti pro-

blema (4.6.1) moZemo staviti

y(x) = yl(x) + Cy, (x),

to za x=b imamo y(b)=B=y1(b)+Cy2(b), pa je reSenje konturnog
problema (4.6.1) dato sa

B-y, (b)
y(x) = y;(x) + _§5757—y2(x)'

pretpostavljajuéi pritom da je yz(b) #0.

Posmatrajmo sada opstiji konturni problem

(4.6.4) Lbyl=f(x), ogy(a)+e,y'(a)=A, B y(b)+8,Y’'(b)=B

i potra¥imo njegovo refenje u obliku
(4.6.5) y(x) = Cu(x) + v(x),

gde je C zasad proizvoljna konstanta, u netrivijalno resSenje
jedna¥ine L[ul=0 i v partikularno refenje nehomogene jednaéine
‘LLvi=£(x).

Da bi funkcija y, definisana sa (4.6.5), zadovoljavala
prvi konturni uslov u (4.6.4) za svako C, tj. da je

(au(a) + alu'(a))C + (a v(a) + alv’(a)) = A,

potrebni i dovoljni uslovi su sledede jednakosti

aou(a) + alu’(a) =0,
(4.6.6)
A,

Bov(a)~+ slv’(a)

Odredimo sada konstantu C tako da reZenje (4.6.5) zado-
voljava konturni uslov u tadki x=b. Dakle, iz

(Bou(b) + 8,u’(b))C + (B v(b) + 8,v'(b)) =B

sleduie
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B- (B v(b)+8,V' (b))

€= B umteum

pri ¢emu smo pretpostavili da je Bou(b)+81u'(b)#0.

Primedba 4.6.1. Uslovi (4.6.6) su ispunjeni, na primer, ako je

u(a)=am, u'(a)=—aom (m=const#0)
i

v(a) = fi, vi(a) =0 (ako je a 70)
ili

v(a) =0, v'(a) = 5% (ako je al;o).

Na kraju ovog odeljka izloZidemo jedan metod ([221) za re-
Savanje konturnog problema

(4.6.7) y"+q(x)y=f(x), y'(a)=oay(a)+A, y'(b)=By(b)+B,

gde su g i f date neprekidne funkcije na [a,bl.

Ovaj metod se zasniva na odredjivanju funkcija u i v

tako da je reSenje diferencijalne jednafine prvog reda
(4.6.8) y' = ulx)y + v(x),

istovremeno i reSenje posmatranog konturnog problema. Diferen-

ciranjem (4.6.8) dobijamo diferencijalnu jednadinu drugog reda
(4.6..9) y"r=‘(u)+u2)y+(uv+v’).

Ako stavimo
(4.6.10) u'+u?=-q(x) i v’+uv=£(x),

jednatina (4.6.9) se svodi na jedna®inu konturnog problema
(4.6.7). S druge strane, stavljajuéi x=a u (4.6.8) i uporedji-
vanjem sa datim konturnim uslovom u tadki x=a, dobijamo '

(4.6.11)  u(a) =« i v(a) = A.

' 'Dakle, (4.6.10) i (4.6.11) defini%u Cauchyev problem za
sistem od dve jedna&ine prvog reda
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a' = _u2 + q(x) .
. (u(a)=a, v(a)=Aa),
’ £(x) - uv

v

iz kojih se, nekim od metoda integracije moZe naéi u(b) i v(b).
Tada iz (4.6.8) za x=b, tj. iz B

¥’ (b) = u(b)y(b) + v(b)
i datog konturnog uslova
y' (b) = sy(b) + B,

pod pretpostavkom u(b)#8, sleduje

_ vi(b)-B _ Bv(b) - Bu(b)

(4.6.12) y(b) = goopy + Y (D) = £ -u(d °

Na ovaj na&in dati konturni problem je sveden na Cauchyev
problem za jedna&inu drugog reda

y" + a(x)y = £(x)

sa uslovima (4.6.12).

Primetimo da je po&etni uslov, u ovom sluéaju, dat u kraj-
njoj tadki segmenta integracije, tj. u tadki x=b. Integraciju
treba sprovesti ka tadki x=a, tj. sa "negativnim" korakom, Sto
zna&l da u odgovarajuéim formulama za numeri&ku integraciju ume-
sto h treba uzeti -h.

8.4.7. Problem sopstventh vrednosti

U ovom odeljku razmatrademo reSavanje konturnog problema sa
sopstvenim vrednostima oblika

(4.7.1) S pGy) +aaxly = £y (@ £x b,

(4.7.2) y(a) = y(b) = 0.

~
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Naime, dademo dva metoda za numeri&ko odredjivanje netrivijalnih
reSenja konturnog problema (4.7.1) - (4.7.2). Pri ovome pretpo-
stavljamo da pec'ra,bl, q,feCfa,bl i p(x)>0, q(x)>0, £(x)20
(xeLa,bl).

1. Diferencni metod za odredjivanje sopstvenih vrednosti
konturnog problema (4.7.1) - (4.7.2) zasniva se na podeli seg-
menta C[a,bl na N+1 podsegmenata duZine h = %E% , tako da su deo-
ne tadke xn=a+nh (n=0,1,...,N+1), i aproksimaciji izvoda -odgova-

rajuéim diferencama.

Ako stavimo psEp(xo+sh) (seR), anq(xn), anf(xn), na rezul-
tat iz odeljka 8.4.3, problem (4.7.1) - (4.7.2) se moZe svesti na
algebarski problem sopstvenih vrednosti

l -— —
;?{Pn+1/2(yn+1 yn) pn—1/2(yn yn-l)}“‘qnyn-fnyn (n=1,...,N)
sa Y, =¥y4,=0-

Neka su A i Aﬁ sopstvene vrednosti diferencijalnog i odgo-
varajufeg diferencnog problema respektivno, i neka su, pritom,

poredjane po veli&ini, tj. neka je

i

A
.
.

. h h
Ay £ A, £ ee i Al Az
Razmotrimo sada model-problem (p(x):=l, g(x)=1, f(x)=0)

(4.7.3) y" + Ay =0, y(0) = y(1) =0,

&ije su tadéne sopstvene vrednosti Ak=k2n2 (k=1,2,...), a odgova-
rajuée sopstvene funkcije wk=sinknx (videti [C251).

odgovarajuéi diferencni analogon je

Yn+1 = 2 t Yn

+ v, =0 (n=1,...,N),
h? :

n

5
Yo = ¥y+1 = 00
3.

7 Numieri€ka analiza IIl deo
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- (Z—Ahz)yn +y =0 (n=1,...,N),

ReSenje poslednje jednadine je dato sa

n n
Yo = Cyup * Coupr

gde su u; i w, koreni karakteristiéne jednadine
(4.7.4) p2 - (2-xh2)u + 1 = 0.
S obzirom da je u1u2=l, tj. u2=u1 ’ imamov
(4.7.5) v, = e+ el

Iz uslova yo=yN+1=0 sleduje

c, + C2 =0,

1

N+1 - (N+1) _
Clu1 + Czul = 0.

Za egzistenciju netrivijalnog refenja ovog sistema jednalina po-

treban i dovoljan uslov je

1 t = T (N+1) _ N+l _
N+1 - (N+1) ¥1 L R
1 !
tj.
kni
My = exp =93 (k=0,1,...,2N+1).
Najzad, na osnovu (4.7.4) dobijamo
h 2 () cos KTy o 4 gyp2 _kn _
(4.7.6) A h2(1 cos N+1) e sin TN+



8.4. NUMERICKO RESAVANJE KONTURNIH PROBLEMA 99

=—C. = L
Ako u (4.7.5) stavimo Cl— C2 37 ¢

sopstvene funkcije diferencnog analogona

dobijamo odgovarajuée

-1 inkm, _ _ inkm — o n
Wy = ay(exp(ga) - exp(- §i-)) =singy -

Na osnovu (4.7.6) zakljuCujemo da su sopstvene vrednosti X?,.‘.,
Ag medjusobno razli¥ite. Isti zaklju®ak vaZi i za odgovarajude
sopstvene funkcije wi,...,wﬁ, koje &ine potpun sistem sopstvenih
funkcija, s obzirom da je posmatrani problem ekvivalentan sa pro-
blemom sopstvenih vrednosti za matricu reda N.

Dokazademo sada da je AE aproksimacija za Ao ¢iji je red
dva, ti. da je Ap - A,=0(h2) (k=1,...,N).

2
Kako je h=gir i cos x=1-% + 0(x%), iz (4.7.6) sleduje

N+1
h _ 2 1 2 4yy) = k2.2 2
Ak = 5(1 —1'+§(kﬂh) + 0(h*)) = k%1% + 0(h?),
h
tj. -
h _ 2
Xk = Ak + 0(h¢).

Primedoa 4.7.1. 2a dovoljno veliko N vaZi

z2 0

_ 4 inz TN 4 N+1 z

s =
N m2N2h? 2

>I>
i

Primer 4.7.1. Odredimo‘pfibliino najmanju sopstvenu vrednost

konturnog problema
(4.7.7) 41+ x99 =0 -1) = y(1) =0
.7 . Fx xV)gx) + Ay =0, y(-1) =yQ@) =0,
koriScéenjem diferencne aproksimaciije
4.7.8) Lfare +B2) g my)-(e(x -By2) gy _ ey, = 0
0t n2 n 2° Yn+1™¥n n 2 ¥n™¥n-1 n !

kod koje je grefka u reSenijima Ypr @ takodje i u vrednostima za
A, reda 0(h?).

Uzmimo h==%.'Na oénoVu datih konturnih uslova imamo
y6=y3=OQ KoriZdenjem €injenice da je reSenje problema (4.7.7)

7%
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parna funkcija' (takodje, diferencna aprcksimacija poseduje osobinu
simetriénosti), zakljudujemo da je y1=yé, §to znadi da je za odre-
djivanje traZene sopstvene vrednosti dovoljno uzeti samo jednu je-

dnac¢inu iz (4.7.8). Na primer, za x,=-1/3, imamo

1
3,2 2,2 : —
(f) E(l+0)(Y2—y1) - (1+(§) )(Yl,'yo)l + )‘Yl =0,
t5.
-y, =0,

Poslednja jednadina ima netrivijalno reSenje (y1740) ako je

_ 13 _
A—4 3.25 .

Radi dobijanja tacnije vrednosti ) uzmimo manji korak h,
na primer_h=§ . U tom slutaju, imamo y°=y5=0, Y1=Y4r ¥35Y5-

Iz (4.7.8), za n=1 i n=2 (tj. X,y =--5§ ix, =-§1-) sleduje

(2)212(1+i)( - )-(1+1—6)( ~y )3 + 2 =0
2 25/ \W¥27Y) 257 \¥17Y, Yy '

2
(%) L(140) (x5-x,) - (1-+§%)(y2-y1)1 + Ay, =0,
tj.

35 29 -
A=W+ T yp=0,

29 . 2¢
By +0-2y,=0.

Ovaj sistem jednafina ima netrivijalna reSenja ako i samo ako je

s 29
A= 73
_ ., _ 99. . 1189
= 2+ 18 -,
29 29
xy - T

tj. ako je A=X,=3.50 ili A=1,221.25. Za najmanju sopstvenu vred-
nost, u ovom sludaju, se dobija A,=3.50. ‘
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Dakle, za najmanju sopstvenu vrednost smo dobili pri h1==%,

A (2)

A{l)=3.25, a pri h2 =%v 1 =3.,50. Richardsonovom ekstrapolacijom

mo¥emo dobiti taéniju vrednost. Naime, kako je greska pri odrédji-
vanju ovih sopstvenih vrednosti reda 0(h?), ekstrapolacijom dobi-

jamo
(2) (1)
_ A -
o= L1 L 364,
1 1 n 2
1
(h— -1
2

2. Metod superpozicije za odredjivanje sopstvenih vrednosti
konturnog problema sastoji se u konstrukciji funkcije xt+y(x,A)

koja zadovoljava (4.7.1) i poletne uslove
(4.7.9) - yla,x) =0, y’'(a,A) =1,
a zatim se reSava jednadina

(4.7.10) 6(x) = y(b,r) =0.

Drugim re&ima, najpre se reSava Cauchyev problem definisan sa

(4.7.1) i (4.7.9), pri ¢emu je ¢ (1) njegovo reSenje u tacki x=b.

Jednacina (4.7.10) se, u opStem sludaju re$ava iterativno
nekim od metoda za reSavanje nelinearnih jednaéina. Pri ovome
iterativna funkcija metoda ne sme da sadrZi izvode od ¢. Takvi
su, na primer, metod seice, metod regula-falsi, Steffensenov
metod, metod polovljenja intervala, itd. ‘

Primenu metoda superpozicije ilustrovacdemo na odredjivanje
sopstvenih vrednosti model-problema (4.7.3).

) Ako‘stavimo y’=2z, jednadina model-problem (4.7.3) se svodi

na sistem

~§' = Ai;l
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1
_ N+1 '
tako da su deone tafke h =nh(n=0,1,...,N+1). Sa y, i 2z, oznafimg

pribliZne vrednosti od y i z u tadki Xy

Segment [0,1] podelimo na N+l podsegmenata duZine h =

Pri primeni metoda superpozicije, za konstrukciju funkcije

x by (x,2) iskoristicdemo trapeznu formulu+, koja daje
_+ =
(4.7.11) Yn+1 Yp =

de dJe y_ =0T z 17 i Semu j getni uslov y =l zJT—Ed 1T
gde je y,=Cy, 2,2, pri u je poletni uslov y <[y 2z 1'= 117,

Nas interesuje vrednost Yy41? S Obzirom da je e(A)=y(1,2)=
Yner® PribliZne sopstvene vrednosti, u oznaci Ak' odredidemo iz
uslova YN+1=0'

Pokazacdemo sada da se, u ovom konkretnom slufaju, vrednost

Y1 moZe analiticki eksplicitno odrediti.
Na osnovu (4.7.11) imamo
3 =1 haya o
yn+1 }\hz (I+2A) ynr
1+=5—
[
tj.
(4.7.12) Yoy = L (1 +8a) 22 5 |
2 2 o]
Ah® N+1
(1 +-4—)
Kako je
2k x| ° | 2 A
->
L 2 Vi I I O :
o
A" 0
priﬂenom binomne formule nalazimo
N+1 2k 0
h, 22+ _ 2N+2, (h k
(L+7A)" 7y = kE (5 EF) D
k
.t (2N+2y h 2k+1(-1)k '
koo 2k+17 (2 0

t Implicitni linearni jednokoradni metod
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Na osnovu (4.7.12) 1 poslednje jednakosti dobijamo

_ 1 I; (2N+2) (h) 2k+1(_1)kxk
Yner © 5 N+l , - l2k+1/\2 ’
Ah k=0
l-F—i—
C . hvx 8
$to se uvodjenjem smene =5~ =tg3 svodi na

_ h sin(N+1)8
=5

Y
N+1 tg%

Iz uslova ¢(A)=yN+1=0 dobijamo (N+1)ek=kn (k=1,...,N), tj.

e B2 4 L2 kT =
(4.7.13) Ae = A = " te? 3z (K=l,...,N).

Na primer, za N=2 (h=1/3) imamo

- 2 I - ~ 2 -
A, = 36tg 3 1z, Ay = 36 tg 3 108 .

Na osnovu (4.7.13) vidimo da je
A; = k2?72 + 0(h?),

tj. da je, i u ovom slufaju, greSka reda 0 (h2).
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GLAVA

PribliZno reSavanje linearnih
-operatorskih jednaina

9.1. METODI ZA RESAVANJE PARCIJALNJH JEDNACINA

U ovom poglavlju razmotriéemo nekoliko metoda za reSavanje
linearnih parcijalnih diferencijalnih jedna&ina, prvenstveno dru-
gog reda. Najpfe éemo ukratko‘opisati Fourierov metod razdvajanja
promenljivih koji se primenjuje za re$avanje jedne specijalne kla-
se problema, pri &emu se problem svodi na obi&ne diferencijalne

jednadine. ReSenje problema se dobija u obliku reda.

U daljem izlaganju obradiéemo opSti numerilki metod, tzv.
metod mreZa, sa posebnim osvrtom na neke konkretne tipove jedna-

éina.

9.1.1' de

Op3ti oblik linearne parcijalne jedna&ine drugog reda od

dva argumenta je

\ 32y 3%u 32
(1.1.1) A== + 2B +cu _pu du
, ) ax2 3xdy C3y2 D3x +E5y *Fu + G,

gdé su A,B,C,D,E,F,G date funkcije, koje su neprekidne u izvesnoj
oblasti S ravni xOy. Oblast S je obi&no definisana kao unutrag-
njost neke krive I'. Naravno, oblast S moZe biti kako kona&na, ta-
ko i beskonalna. Tipian problem koji se postavlja je nalaZenije

dva puta neprekidno-diferencijabilnog reSenja (x,y)+ u(x,y) koje
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zadovoljava jedna&inu (1.1.1), kao i izvesne uslove na krivoj
(konturi) r.
Linearne parcijalne jednaline drugog reda mogu biti klasi-

fikovane kao eliptifke, parabolifke ili hiperboli&ke jednaline u

zavisnosti od ponaSanja koeficijenata A,B,C u (1.1.1). Naime, ne-
ka je D = AC - B2,

Ako je u datoj oblasti S:

1° D > 0, jedna®ina (1.1.1) je eliptiZkog tipa;
2° b= 0, jednaéina (1.1.1) je paraboliékog tipa;
3° D < 0, jedna¥ina (1.1.1) je hiperboliZkog tipa.

U sluCaju kada D menja znak, jedna&ina (1.1.1) je meo-

vitog tipa.

Primer 1.1.1. Laplaceova jednadina

2 2
(1.1.2) 3u 3,
ax? 3y?

je elipti&kog tipa, jer je A=C=1, B=0, tj. D=AC-B2=1>0.

Primer 1.1.2. Jednadina provodjenja toplote

~
2
n

o

je parabolilkog tipa, jer je D=(-a2)0 - 02 = 0.
Primer 1.1.3. Talasna jednacina
52

32u 2 u _

BCAL" S 239

at? ax2
' je hiperbolitkog tipa, jer je D=(-c2)1 - 02=-c2 <0.

Primer.1.1.4. Kod jedna&ine



108 9. PRIBLIZNO RESAVANJE LINEARNIH OPERATORSKIH JEDNACINA

imamo 5==y, pa je ona meSovitog tipa u oblaéiivs={(x,y)|0< x <1,
-1<y <1}. Medjutim, u oblasti 8'={ (x,y)|0<x<1, 0<y<1} jed-

naéina je eliptickog tipa.

U izvesnim prostijim sludajevima moguée je naéi‘reéenje
parcijalne jednadine (1.1.1) koje zadovoijava izvesne konturne
uslove. Na primer, tzv. Dirichletov problem za Laplaceovu jedna-
¢inu (1.1.2), sa u(x,y)=s(x,y), (x,y})&€Tr, gde je s data neprekid-
na funkcija, moZe biti refen kada je, recimo, T kruZnica x2+y?=r2.
Tada se reSenje moZe iskazati pomoéu tzv. Poissonove integralne

formule

27 i¢
2_,2
u(x,y) = rzp si{re ) da¢,
T o5 r2+p2-2rpcos(6-¢)

gde su X=pcosd, y= psing.

U opStem sludaju nije moguée analitidki re$iti jednadinu
(1.1.1). Za specijalnu klasu problema, jedan analiti&ki metod,
koji daje redenje u obliku reda, dat je u sledeéem odeljku. U pre-
ostalim odeljcima ovog poglavlija izlaZemo op#ti numeri&ki metod,
tzv. metod mreZa, koji predstavlja uopStenje diferencnog metoda
sa kojim smo se upoznali kod konturnih problema za obi&ne dife-
rencijalne jedna&ine. Primenom metoda mreZe problem reSavanja
linearnih parcijalnih jednadina se, u op3tem sludaju, svodi na
sistem linearnih algebarskih jedna&ina. Ukoliko se "korak mreZe"
smanjuje Broj jedna&ina u odgovarajuéem sistemu se povecava. Pri-
rodno je o%ekivati da ée ta&nost re$avanja biti povedana uzima-
njem manjeg koraka, tj. koriSéenjem “finije" diskretizacije. Me-
djutim, u tom slu€aju, pored toga 3to dobijamo sisteme od velikog
broja jedna&ina, takvi sistemi su, po pravilu, slabo uslovljeni,
tako da je izbor koraka mreZe dosta vaZan problem, pri prakti&noj

realizaciji metoda.
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zadovoljava jedna&inu (1.1.1), kao i izvesne uslove na krivoj
(konturi) T.:

Linearne parcijalne jednaline drugog reda mogu biti klasi-
fikovane kao eliptilke, paraboliZke ili hiperbolifke jednaline u
zavisnosti od ponaSanja koeficijenata A,B,C u (1.1.1). Naime, ne-

ka je D = AC - B2,

Ako je u datoj oblasti S:

1° D > 0, jedna&ina (1.1.1) je eliptiZkog tipa;
2° D =0, jedna¥ina (1.1.1) je parabolifkog tipa;
3° b < 0, jednafina (1.1.1) je hiperbolidkog tipa.

U sludaju kada D menja znak, jednaéina (l1.1.1) je meo-
vitog tipa. ‘

Primer 1.1.1. Laplaceova jednadina

2 2
(1.1.2) 2w u_,
ax2  ay?

je elipti&kog tipa, jer je A=C=1, B=0, tj. D=AC-B2=1>0.

Primer 1.1.2. Jednadina provodjenja toplote

je paraboli¥kog tipa, jer je D=(-a2)0 - 02 = 0.

Primer 1.1.3. Talasna jednadina

32u 2 52

LU 22U

at? ax2

je hiperboli¥kog tipa, jer je D=(-c2)1l - 02=-c2 <0.

Primer 1.1.4. Kod jednaline
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imamo 5==y, pa je ona meSovitog tipa u oblaéii,s={(x,y)l0$ x <1,
-1<y <1}. Medjutim, u oblasti 8'={ (x,y)|0<x<1, 0<y<1} jed-
na&ina je eliptidkog tipa.

U izvesnim prostijim sluajevima mpguée je naéi refenje
parcijalne jednadine (l.1.1) koje zadovoljava izvesne konturne
uslove. Na primer, tzv. Dirichletov problem za Laplaceovu.jedna-
&inu (1.1.2), sa u(x,y)=s(x,y), (x,y)&€Tl, gde je s data neprekid-
na funkcija, moZe biti re$en kada je, recimo, I' kruZnica x2+y2=x2,
Tada se reSenje moZe iskazati pomoéu tzv. Poissonove integralne
formule

2n i¢

2,2
u(x,y) = ==L s(re ) as,

2 0 r2+p?—2rpcos(e—¢)

gde su x=pcos9, y= psine.

U op$tem slu®aju nije mogude analitidki re3$iti jednadinu
(1.1.1). Za specijalnu klasu problema, jedan analiti&ki metod,
koji daje reSenje u obliku reda, dat je u sledeéem odeljku. U pre-
ostalim odeljcima ovog poglavlja izlaZemo op3ti numeridki metod,
tzv. metod mreZa, koji predstavlja uopStenje diferencnog metoda .
sa kojim smo se upoznali kod konturnih problema za obi&ne dife-
rencijalne jednadine. Primenom metoda mreZe problem reSavanja
linearnih parcijalnih jednaina se, u opStem slu€aju, svodi na
sistem linearnih algebarskih jedna&ina. Ukoliko se "korak mreZe"
smanjuje broj jednadina u odgovarajuéem sistemu se poveéava. Pri-
rodno je ofekivati da ée tadnost reSavanja biti povedana uzima-
njem manjeg koraka, tj. koriZéenjem "finije" diskretizacije. Me-
djutim, u tom slu€aju, pored toga 5to dobijamo sisteme od velikog
broja jedna&ina, takvi sistemi su, po pravilu, slabo uslovljeni,
tako da je izbor koraka mreZe dosta vaZan problem, pri praktiénoj

realizaciji metoda.
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9.1.3. Fourierov metod rasdvajanja promenljivih

U ovom odeljku razmatramo jedan prost metod za reSavanje
épecijalne klase linearnih parcijalnih jednadina drugog reda, pod
odredjenim podetnim i konturnim (graniénim) uslovima. Ovaj metod
se dosta koristi u inZenjerskoj praksi, a zasniva se na razdvaja-
nju promenljivih pri &emu se problem svodi na reSavanje obi&nih
diferencijalnih jedna¢ina. Metod je poznat kao Fourierov metod
razdvajanja promenljivih. Primenom ovog metoda dobijamo analiti&-
ko re$enje u obliku Fourierovog reda po sopstvenim funkcijama do-
bijenog linearnog konturnog problema za obifne diferencijalne jed-

na¢ine drugog reda.

Fourierov metod razdvajanja promenljivih ne moZe biti pri-
menjen na opftu jedna&inu (1.1.1). Tipi&an zadatak na koji je pri-

menljiv ovaj metod je parcijalna jednadina oblika

32 32 3u du
(1.2.1) | A(x)a—x—l21+c(y);‘:=D(x)—a;+E(y)3§+ (Fl(x) +F2(y))u

sa po&etnim uslovima
(1.2.2) u(x,0) = £(x), u,(x,0) = g(x),

i konturnim uslovima
(1.2.3) agulo,y) +oyu (o,y) =0, Boula,y)+8,u (a,y) =0,

gde su f 1 g date funkcije i Ggr Qye Bo’ Bl,a date konstante.

Pretpostavimo da se reSenje problema (1.2.1)-(1.2.2)~
(1.2.3) moZe predstaviti u obliku proizvoda dve funkcije, od

kojih je jedna samo fuﬁkcija od x, a druga samo od y, tj.

(1.2.4) ulx,y) = X(0)Yy) .
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Tada je

A(X)X"Y +C(y)XY" = D(x)X'Y +E(y)XY' + (F, (%) +F, (¥))XY,

tj.
AE - i - B = - - E0E - R .
Iz poslednje jednadine sleduje
(1.2.5) A(x)X" - D(x)X’ - (Fl(x) + X =0
i ‘
(1.2.6) C(y)Y" = E(y)Y' - (Fp(y) - MY =0,

gde je A konstanta. Pri ovome, konturni uslovi (1.2.3) se svode

na

(1.2.7) a X(0)+a;X"(0) = 0, B_X(a) +B8,X'(a) = 0.

Na osnovu Sturm-Liouvilleove teorije zakljufujemo da
problem (1.2.5)-(1.2.7) ima beskonatno mnogo sopstvenih vredno-
sti An(n=1,2,...) za koje postoje netrivijalna reSenja (sopstve-
ne funkcije) X, (n=1,2,...).

Sa Y, oznalimo op3te refenje jednadine (1.2.6) koje od-

govara vrednosti A=A . Ako su ¥ i Y,, dva linearno nezavisna

1n
partikularna reSenja jedna&ine (1.2.6) pri A=i,, tada je

Yoly) = ¢ Y, (y) + DY, (v),

gde su Ch i D, proizvoljne konstante.

Funkcije Yin i Yon odredimo tako da su ispunjeni uslovi

i

(1.2.8) Y, (0)=1, Yin(o)=0 i ¥, (0)=0, Yén(o)=1.

Kako je u (x,y)=X,(x)(C ¥, (y)+D ¥, (y)) reSenje problema

n
(1.2.1)-(1.2.3), na osnovu principa superpozicije, imamo da je
1 funkcija u, definisana sa
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+ o
u(x,y) = I X (x) (CnYln(y) + DnYZn(y))
n=1

takodje reSenje ovog problema. Da bi ovo reSenje zadovoljavalo
podetni uslov (1.2.2), na osnovu (1.2.8) zakljuujemo da mora
biti

+ ®© 4+ o

f(x) = T CX (x) i g(x) = £ DX (x),
n=1 nn n=1 nn

¢ime je problem odredjivanja konstanti Cn i Dn sveden na raz-
vijanje funkcija £ i g u red po sopstvenim funkcijama X, .

Dakle, Fourierov metod razdvajanja promenljivih se svodi
na nalaZenje sopstvenih vrednosti i sopstvenih funkcija kontur-
nog problema (1.2.5)-(1.2.7), reSavanje Cauchyevog problema za
jedna&inu (1.2.6) sa uslovima (1.2.8) i najzad, razvijanje funk-
cija £ i g u red po sopstvenim funkcijama konturnog problema
(1.2.5)-(1.2.7).

Primer 1.2.1. Nadjimo redenje sledefeg problema za talasnu jed-

naédinu (jednacina Zice koja treperi)

3%u 2 32u

— - c¢c — =0,

a2 ax?

(1.2.9) u(0,t) u(alt) =0,

u(x,0) = x(a-x), u (x,0) =0 (0 zxza),

gde su a i ¢ konstante.
Ako stavimo u(x,t)=X{(x)T(t), iz (1.2.9) sleduje
} ‘ : .
(1.2.10) X"+ 2X =0, X(0) = X(a) = 0,
™ + Ac2T =0 .

Sopstvene vrednosti i sopstvene funkcije problema (1.2.10) su

o
m . . DTX.
i Xn(x) =sin-— (n=1,2,...) .
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Nadalje, refavajuéi Cauchyeve probleme

" 4+ A_c2T (0) =1, Tin(o) =0,

in n®Tin =0 T

1n

' 14 —
TS+ A e2T, =0, T (0) =0, Tyn(0) =1,

dobijamo
T n(t) =

a . nmc
nwc a

2n(t) =

Najzad, razvojem funkcija f(x)=x(a-x) i g(x)=0 (0<x<a), u

Furierov red po funkcijama Xn=sin5§§, nalazimo
- - _8a’ - -
Cop = o, Cop-1 = (2n_1)3"3, D, = 0 (n=1,2,...),
tj.
8a? +e 1 (2n-1)nx (2n-1) nct
u(x,t) = —/— sin 2 cos a .
73 n=1 (2n-1)3

- 9.1.8. Metod mreia

Neka je data linearna parcijalna diferencijalna jedna-
¢ina

(1.3.1) lu =g

i neka se u oblasti D ograni&enoj krivom T (D=intr) traZi ono
njeno reSenje koje na krivoj r zadovoljava dati konturni uslov.
Medju jedna€inama oblika (1.3.1) tretirademo uglavnom jedna&ine
kO]? se javljaju u fizici i tehnici, tzv. jednadine matematidke
fizike. OpSti konturni (linearni) uslov predstavljademo u obliku

(1.3.2) Ku = s ({x,y)el).

Jednaéinu (1.3.1) sa konturnim uslovom (1.3.2) moZemo
predstaviti u operatorskom obliku

(1.3.3) Au = f,
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gde su linearan operator A i f dati sa

Lu ((x,y)eD),
Au =

Ku ((x,y)el)

{ g(x,Y) ((XIY)E D),

“s(x,y) ((x,y)erl).

ReZenje u:D~+R, jednadine (1.3.3), moZe se tretirati
kao element izvesnog normiranog prostora U,. U nasim razmatra-
njima uzecemo da je U°=C(D) (prostor neprekidnih funkcija na D).

Osnovni metod za numeridko re$avanje joednadéine (1.3.1)
je metod mreZa (diferencni metod). U primeni ovog metoda, naj-
pre, treba izabrati diskretan skup tadaka Dy, s koji pripada ob-
lasti D(=DUT). Skup D, naziva se nreZa. Najle3€e se, u prime-
nama, za mreZu uzima familija paralelnih pravih

X,

i = ¥, + ih (i=0,%1,%2,...),

Y.

3% ¥+ 30 (3=0,%1,£2,...).

Tadke preseka ovih pravih nazivaju se &vorovi mreZe, a velidine
h i % koraci mreZe, pri ¢emu se obi¢no uzima da £ zavisi od h,
tj. 2=2(h) (naje%ée je 2=rh ili 2=rh?, gde je r data konstan-
ta). . ‘

Dva &vora mreZe Dy nazivaju se susednim ako su udaljena
po x~- ili y- osi, samo za jedan korak.'Ako sva &etiri susedna
&vora nekog &vora pripadaju oblasti D, onda se taj &vor naziva

unutragnjim.

vt ' ’ Skup unutraénjiﬁlévorova
r (na S$1.1.3.1 oznadeni tadkom .)
4 ) ¢ini tzv. mreZnu oblast i ozna-
k\, h &ava se sa Dﬁ. Cvorovi kod ko-
n N jih bar jedan od susednih &vo-
2 rova ne pripada Dﬁrnazivaju se
i graniénim &vorovima.
> Skup graniénih &vorova
b X (na S1.1.3.1 oznadeni sa x)
S1.1.3.1 ‘

8 Numericka analiza III deo
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naziva se granicom mre¥ne oblasti i oznadava sa I'*.

Pored navedene pravougaone mreZe u upotrebi su i drugi

oblici mre¥a; na primer, kao na Sl. 1.3.2 i1 81. 1.3.3.

Sl. 1.3.2 sl. 1.3.3

Sa Uy, i Fn oznadimo normirane prostore funkcija defini-
sanih na mreZi D .

Posle konstrukcije mreZe D, s potrebno je izvrgiti dis-
kretizaciju jedna&ine (1.3.3) u obliku

(h) (h)

(1.3.4) Apu = f

gde je Ay linearan diferencni operator koji preslikava U, u Fy.

Funkcija u(h)(;Uh), koja je redenje jednadine (1.3.4),
daje tablicu pribliZnih vrednosti re§enja jedna&ine (1.3.3) u
gvorovima mrefe. Oznadimo sa Culy (eU,) funkeciju koja odredjuje
tablicu ta&nih vrednosti refenja jedna¥ine (1.3.3) na mre%i Dy, -

7 Funkcije definisane na mrefi D, obi&no se nazivaju mre-
Zne funkcije,

Norma u prostoru U, treba biti takva da aproksimira nor-
mu prostora U, u sledeéem smislu

(h)
Uml] v 5 o= ] vl (¥ veU,)
h~+0 Uh Uo o’’

gde je v(h)(x,y)=v(x,y) kada (x,y)eDh. U tom sluéaju kaZemo da
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su norme u prostorima U, i U, saglasne.

Jedna&inu (1.3.4) u daljem radu zvademo diferencnom Se-
mom. Diferencna %ema treba biti tako konstruisana da je ispu-

njen uslov konvergencije

(h)

(1.3.5) || u - [ul + 0 (h + 0).

Il
h'l o,

Ukoliko je, za dovoljno malo h,

k

(h) < Ch (C-konstanta),

| w - [ul

|
h'l o,

kaZemo da je koavergencija reda k.

Problem konstrukcije konvergentne diferencne Seme moZe

se svesti na dve etape:

1° Aproksimacija jednacine (1.3.3);

[o]

2 Provera stabilnosti dobijene Seme.

Neka je Gf(h) definisano pomocu

(h)

(h) _ _
= AhEth £ .

(1.3.6) sf

s (0)

dobija pri zameni u

predstavlja ostatak u jedna&ini (1.3.4) koji se
(h)

Naime,
sa Eu]h.

Definicija 1.3.1. Diferencna Sema (1.3.4) aproksimira resenje
jednadine (1.3.3), ako || 6£™)|| .+ 0, kada h=o0.
A h

Ako je, za dovoljno malo h,

(1.3.7) | se®™ ), < cp" (c, - konstanta)
- h

kaZemo da je aproksimacija reda k.

Definicija 1.3.2. Ako postoji ho >0 takvo da za h <ho i svako
£ () '

€Fy, diferencna Sema  (1.3.4) ima jedinstveno reSenje, pri
éemu jé
8*
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~(h) 11 e(h) AL ‘
(1.3.8) Il u HUh;CZka e, ,(Cz konstanta) , .

kaZemo da je ova Sema stabilna.

Teorema 1.3.1. Ako diferencna fema (1.3.4) aproksimira reSenje
jednadine (1.3.3) i ako je stabilna, tada je uslov konvergen-

cije (1.3.5) ispunjen. 3taviSe, ako je aproksimaéija reda k,

tada je i konvergencija istog reda.

Dokaz. Neka je h <h°. Zamenimo u jednaéini (1.3.4), f(h)

sar—df(h) (th). Tada je na osnovu (1.3.6)},

a0 (h)

Ah( - Eu]h) = -6f

Na dalje, zbog uslova stabilnosti imamo

(h)

: ' h) )
fu® - cua |l < c,ll @
h Uh 2 Fh 4

gde je C, konstanta koja se javljé u nejednakosti (1.3.8).
Najzad, iz poslednje nejednakosti i nejednakosti (1.3.7)
sleduje

(h)

k
= Cul < (C1C2)h R

Il a My =
n'' o,

&ime je dokaz teoreme zavrs$en.

9.1.4. Aproksimacija diferencijalnog operatora

Aproksimacija jedna&ine (1.3.3) pomodu (l1.3.4) zahteva
reSavanje dva problema: ’

(o]

1 Aproksimacija diferencijalnog operatora L jedna&ine

(1.3.1) pomocu diferencnog operatora Ly+
‘ 2° Aproksimacija konturnog uslova (1.3.2).

U ovom odeljku bavidemo se reZavanjem prvog problema.
Jedan jednostavan na¥in za aproksimaciju operatora L po-
moéu diferencnog operatora sastoji se u zameni izvoda odgovara-

juéim diferencama u unutraZnjim &vorovima mreZe D, . pri Zemu
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pretpostavljamo da je reZenje (x,yu(x,y) dovoljan broj puta
diferencijabilno.

Za &vor (xi,xj)cDh koristiéemo oznaku (i,j). Aproksima-
cije izvoda pomodéu diferenci zasnivaju se na sledeéim jednako-

stima
STUR TN ) D = M V5 I Y L'y +om?),
( IJ) axz (i j)
au i h
(=) L= _LJ—LJ. + 0(h?)
%’ (1,3) i Ay axz (1,39) ’
u . -u Y p2 a3
Ju i+1,73 i-1,9 _h® 3°u "
(z2) = L el - (— + 0(h*)
3%’ (1,3) 2h & oxd (4,9) '
2 u . —2u s tu. . 2 y
(1.4.2) (_3_11 = i+llJ " il] i 1!]_% 3_11) . +0(h4).
ax2” (4,3) h ax* (4,3)
Cesto se koristi i aproksimacija
I T 5V 5 M 5 P e P L SV 5 MV B S PS L
(i'j) h2

kod koje je greZka 0(h2).

Sli¢ne jednakosti vaZ%e i za izvode po drugom argumentu y.

2
Z2a aproksimaciju meSovitog izvoda g gy koristi se sledeca

aproksimacija

. L fe2u 2u
) i = 2 6o - B i)

(h)

1 _
* TnE%ie1, 941 %1, 341 a1, 51 e, -1 TInY

Razvijanjem uitl,jtl po Taylorovoj formuli oko tatke (i,j) dobi-
jamo -

y
\-—{hz 2%u_, 4o 2w ) +0 (h%+2%) .,

[ u
axay (1,3) Lh ax3ay  axayd (i,3)
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Primer 1.4.1. Posmatrajmo Cauchyev problem za jedna&inu pfvog

reda

9u u _ ' o« ‘

3y " 9x - 9(%¥)  (m=<x<te, 0zyg¥),
(1.4.3) '

u(x,0) = s(x) (=@ <x<+=),

koji se moZe predstaviti u obliku (1.3.3) stavljajuéi

g—;——% (-2 <x < +o, 0<ysY),
Au =

u(x,0) (e <x < + =),

g(x,y) (-e<x< +=, 02ysY),
£ = : '

s(x) (e <x < +=),

Za mreZu D, izaberimo skup tadaka (xi,xj) takvih da je

%y = ih, y, = 3L (1=0,%1,...; §=0,1,...,N; N= [%])

Neka je 4=rh (r=const. Tada je [u]h={u(xi,xj)} tablica re§enja
u(x,y) u tafkama mreZe Dy

Kod najprostije diferencne Zeme za problem (1.4.3) moZe
se uzeti

u . -u . u ~-u
i,9+417 % , .4
el —ted o AR 33 (40,51,
h
(1.4.4) au®ay 3=0,1,...,8-1),
ui,o (i=0,t1,...),
g(ih,32) (i=0,%1,...; j=0,1,...,N-1),

(1.4.5) £ -
s(ih) (1=0,t1,...).
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Diferencna jednadina koja u ovom slucaju aproksimira datu di-
ferencijalnu jedna&inu, moZe se predstaviti u obliku
(1.4.6) u

(l1-r)u +rh g (ih,jrh).

1,541 1,5 ¥ %+41,5

S obzirom da je u; o=s(ih) (i=0,*1,...), primenom (1.4.6) mogu-
r

(h).

éno je redom izra€unati vrednosti reSenja u u tackama mreZe

na pravama y=%, y=22%2, itd.

U cilju ilustracije rezultata iz prethodnog odeljka odre-
dimo red aproksimacije za diferencnu Semu odredjenu sa (1.4.4)-
(1.4.5). ‘

Neka je u prostoru Fh norma uvedena pomodu

h)
Ilf( I = max|g, .| + max|s, |
Fnooq,3 13 i v
gde je gi'j=g(ihlj‘q’)l Si=S(ih).

Pretpostavimo da reSenje u, problema (1.4.3), ima ogra-
ni&ene druge parcijalne izvode. Na osnovu (1.4.1) i (1.4.4) ima-
mo

2 2
[g_;-%»r%-i—‘i-%a—‘i] + 0(h2)
ay? 3x24(i,3)

(1.4.7) AhEu]h =

u,
i,o

S obzirom na jednakost (1.3.6), iz (1.4.7) sleduje
2 2
%[r.a__ﬂ_i_‘l] + o(hZ)
(i,3)

ay? 3x2
seM) =

odakle, zbog pretpostavke o ogranienosti drugih izvoda, zaklju-
tujemo da postoji konstanta C takva da je

Ia

: h
oe® g <o,
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\
v

gto znadl da se radi o aproksimaciji prvog‘reda.
3to se tide Etabilnosti, mo¥e se pokazati (videti r91 )

da je za r 21 posmatrana diferencna %ema stabilna.

Primer 1.4.2. Razmotrimo Cauchyev problem za jedna&inu provo-

djenja toplotet

ou - 2 aZu = © :
-2 59t dxl 4o, 0 e,
(1.4.8)
u{x,0) = s(x) (|x] < +=).

MreZu Dy izaberimo na isti na&in kao u prethodnom pri-
meru. Kori3éenjem aproksimacija

u, .,."Q; . u ~2u, .+u. .
« L3+ 1,3 : . A+ -
ut(xi'tj) N i uxx(xi’tj)'- lr‘] hleJ i-1,73
(1.4.8) se svodi na
(1.4.9) altla®) o g(h),
gde su
B1,9007% 09 Bien, 372 5oy
3
(1) _(h) _ h2
Ah u =
ui,o
i
g(ih,j2)
gh) o
s (ih) .

Ako se za aproksimaciju izvoda iskoriste formule

T T Mk PR TS N IO PRI

u P i | .
)= i +; i i u
h2

Uplxy sty xx (X3 t54)°

1 Poseban sludaj difuzione jednadine
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dobija se difereﬁcna Sema

(1.4.10) CalPa® o )
gde je

ui,j+1;'“i,j TR TS TS TS Bl PS5 il TS T L5
alZla® o ) ' h?

ui’o . l

Grafi&ki prikaz &vorova koji ufestvuju u diferencnim
Semama (1.4.9) i (1.4.10) dat je na S1. 1.4.1 i 1.4.2 respek-
tivno.

(i,j+1) (i-1,3+1) (i,3+1) (i+1,3+1)
—
(i-llj) (i,J) (i+1,j) (irj)
'Sl. 1.4.1 Sl. 1.4.2

Neka je #=rh? (r=const). Su¥tinska razlika diferencnih
gema (1.4.9) i (1.4.10) sastoji se u tome ¥to je prva od njih
eksplicitna, a druga implicitna. Naime, kod Zeme (1.4.9), pola-
zeéi od ui’°=s(ih) (i=0, 1,...), pomocu

=(1-2ra2)ui,j+ra2(u. u._l,j)+rhzg(ih,jrh2) ,

Ui, 5+1 i+1,5M%

moZemo direktno odrediti'ui p (i=0,%1,...), a zatim na isti na-
’
éin u; 5 (i=0,x1,...), itd. Kod druge Seme, medjutim, nije mogu-
r

¢éno na ovaj nadin odrediti vrednosti L P veé je potrebno reSa-
14

. J
vati sistem linearnih jednadina. Jasno je da ukoliko Zelimo pos-
tiéi vedu ta&nost u reSavanju, treba uzeti dovoljno malo h
("guséu" mreZu), 8to s druge strane dovodi 4o sistema sa veli-

kim brojem jedna€ina. Za refavanje ovakvih sistema koriste se
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relaksacioni metodi (videti poglavlje 4.3)..

Dakle, primena, implicitne Seme je znatno te§a~nego
primena eksplicitne. Medjutim, u pogledu stabilnosti implici-

tna Sema ima bolje karakteristike.

Neka je norma u Fy uvedena kao u prethodnom primeru. Obe
od navedenih diferencnih Zema imaju red aproksimacije dva. Doka-
Zimo to, na primer, za Semu (1.4.9). Na osnovu (1.4.2) i analo-

gona od (1.4.1) (za izvod po drugoj promenljivoj) imamo

2 2 2y - 32 32
[2—2 - g2 B u+h7(ru_a?.é_£] + 0(h*)
ax2 at? ax* J4(1,3)
(1) =
A " 'tul, =
ui'o ’
t3.
2 2 2 q2
hz [ru_%_j] + 0(h")
se(®) _ at2 ax* J(1,3)
0.
Dakle, )

h
hse™ ) = om?),
h
pri &emu smo pretpostavili da je

Qu) =p2%u _ a% 3%

" 3 ol <C (C - konstanta).

» Primetimo-da se u sludaju kada je g(x,t)= 0, mo¥e dobiti
vi8i red aproksimacije. Naime, kako je ut=a2uxx, diferenciranjem

dob? jamo utt=akuxxxx' Tada je

y
Q(u) =al‘u.( _L)

1]
ax" 6a2

odakle zaklju¥ujemo da je za r=% ¢ Q(u) =0, tj.
6a
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Nee™ . = om).
h

Primer 1.4.3. Razmotrimo konturni problem za Poissonovu jedna=

&inu
32 2
2%uy 3W . g(x,y) ((x,y)eD),
9x2 3y2

(1.4.11)

u(x,y) =s(x,y) ((x,y)el),

gde je D kvadrat {(x,y) [0 <x<1l, 0<y<1l} sa granicom T
(videti S1. 1.4.3).

(ilj+1)
4
Y
1y i
(i-1,3) (i,3) (i+lrj)
R i
0_T 1 X (i,3-1)
S1. 1.4.3 : . Sl. 1.4.4

Izaberimo mreZu D, kod koje je #=h i h==% (neN). Na

51. 1.4.3 je uzeto n=4. Standardna diferencna ¥ema za re$avanije

problema (1.4.11) je Ahu(h)==f(h), gde su
J%w . +u " TR +u, . -4u, .)
h2 i+1,3 i-1,3 i,j+1 i,j-1 i,j
au® -
uilj !
. { 9(ih, 3h)
f(h) ’

s(ih,3h) -
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Nije tefko pokazati da je

2ok y o o
kl‘—z-[—a u, 3 “] + 0(hY) . y
ax* eyt d(4i,3)

s (h)

Na S1l. 1.4.4 pfikazan je raspored &vorova koji ugestvuju u

ovoj diferencnoj . Semi.

Jedan op¥tiji na&in za konstrukciju diferencnih Zema je
metod neodredjenih koeficijenata. Ovaj metod se zasniva na di-
rektnoj aproksimaciji diferencijalnog operatora. Naime, oko
&vora (i,j); koji oznadavamo indeksom o, izaberimo N &vorova
oznatavajuéi ih redom sa 1,...,N. U &voru k, vrednost funkci-
je u ozna&imo sa u. '

Pod pretpostavkom da je funkcija (x,y)+u(x,y) n+l puta
diferencijabilna, razvijemo je po Taylorovoj formuli u okolini
gvora (i,j) (sa indeksom o) i odgovarajufe izraze za uy zame-
nimo u linearnoj kombinaciji

N

A

L.u
h k=0

o =

gde su S zasad neodredjeni koeficijenti. Tada imamo

ak+m

u
u,_ = Z' Y (——E———) + R
"o k+m<n km\3x 3ym o - ’

gde je Ykn linearna kombinacija koeficijenata ¢y, a R=0(hn+1)
odgovarajuéi ostatak.

Koeficijente Ykm biramo tako da se L4, poklapa sa dife-
rencijalnim izrazom Lu u ta&ki (i,j) do odredjenog reda.

Primer 1.4.4. Jedna aproksimacija biharmonijskog operatora

L 4
a%u | 3%u
axh ax2ay? ay!
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je

(h) .+u .+u

. +
U429, 542150, 570y, 502 (0

i+1,3+1 %=1, 541

)=8(u

+u, . .tu, .
Y-1,9-1%41, 51 141,579, 541 %1, 5, 5-1)

+20u, .
Yi,3

Primer 1.4.5. Elektrodni sistem jedne elektronske cevi prika-
zan je na S1. 1.4.5. Potencijal katode je 0 V, a reSetke -1 V.
Pretpostavljajuéi da je ovaj elektrodni sistem beskona&ne du-
Zine, odredidemo minimalni potencijal anode da bi potencijal
u tackama reSetke oznalenim sa x bio pozitivan.

U
a
Anoda
u3 ul \.13 uj
Yl Y| Yl
‘Redetka -1 - -1
Katoda -
ov

S1. 1.4.5 ~ 51. 1.4.6

'S obzirom da je raspodela potencijala odredjena Lapla-

ceovom jedna&inom u =0, konstrukcijom mre¥e kao na Sl.

xx ¥ Yyy
1.4.6 i diferencnom aproksimacijom ove jedna&ine dobijamo sis-

tem linearnih jednacina

» Ua + 2u3 +u, - 4ul =0,
u1 + 2u4 -1- 4u2 =0,
Ua + 2u1 + u, - 4u3 =0,

292 + u,y + ug - 4u4 =0,

]
(o]
.

u, - 2 -_4u5
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Za u5=07V, tj. u4=2 v, iz dobijenog §istema jedna&ina
sleduje k
132

Ua=T5—=3.8V.

Primer 1.4.6. Metodom mreZa izraunajmo pribliZno najmaniju sop-
stvenu vrednost konturnog problema

3%y 1 3 du =
-a—;E'l-E-B—r E+>\u—0

u(r,z) =0 ((r,z)el),
gde je T pravougaonik definisan jedna&inama z=-1, z=1, r=4,

r=6. Za diferencnu aproksimaciju date diferencijalne jednagine
moZe se uzeti

r, r.
i+1/2 i-1/2
Yi,g41 t Yy 91 7t r,  Ci+1,3 T Tr Yi-1,j
- - 2 -
(4-rm2uy =0,

sa istim korakom h po koordinatama r i z, pri &emu je (ri,z.) =

(4+ih,-1+jh). Uzimajuéi h=1 dobijamo (4-ir:1)u 0, tj. x=21_=4,.

1,17 1

Neka je sada h==%. Odgovarajuéi sistem jednadina je

15/3 P B
U t1gz3 v - W-Aguy =0,
15/3 ' 4
+ - - = -
u, 16/3 u, (4 Ag)u2 o,

de smo, zbo i ij i = = o= = .
g B g simetrije, uzeli ul'1 u1,2 ul, u2,1 u2’2 u2

Manja vrednost za parametar A, pri kome ovaj sistem ima netri-
vijalno re3enje je A=1,=4,495,

Primenom Richardsonove ekstrapolacije dobijamo ta&niju

vrednost za traZenu sopstvenu vrednost

A = 4.495 + Q;A%é_ ~ 4.89.

3)
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9.1.5. Aproksimacija konturnih uslova

Kao 3to je napomenuto u prethodnom odeljku konstrukcija
diferencne Zeme zahteva aproksimaciju konturnog uslova (1.3.2),
tj. uslova

(1.5.1) Ku = s ((x,yeT).

Naime, neophodno je ovaj uslov aproksimirati nekim uslovom ko-

ji Je definisan na granici mreZne oblasti T*.

Pod uslovom (1.5.1) podrazumevacemo, u opStem slu&aju,
skup uslova

K.u = s, ((XrY)EI'i) (i=1,...,m),

gde je Iy deo krive T.

Najjednostavniji konturni uslovi su oni kod kojih je
Ku=u, tzv. konturni uslovi prve vrste. Jedan praktidan naéin
koji se koristi za aproksimaciju konturnih uslova prve vrste
predloZio je L. Collatz i on se sastoji u slededem:

Neka je graniénom ¢voru A najbliZa tadka sa konture T,
tatka B i neka je njihovo rastojanje § (videti S1.1.5.1).

Na osnovu vrednosti -
funkcije u ta¢kama B i C,

by o linearnom interpolacijom
dobijamo
)4
// (1.5.2) u@=u@) +HO0E)
B/ lA C
8l h—

chs(B) + Su(C)
- h+56 *

Nije tefko pokazati da je

X gregka, koja se &ini pri

ovoj aproksimaciji, drugog

reda u odnosu na h, tj.

S Sl. 1.5.1 ) da je



128 9. PRIBLIZNO RESAVANJE LINEARNIH OPERATORSKIH JEDNAZINA

hs(B) + Su(C)

2 '
R + 0(h<).

u(a)=

Dakle, aproksimacija konturnog uslova (1.5.1), u ovom

sluaju, se sastoji u definisanju jednadina oblika (1.5.2) za
svaki granidni &vor. ' '

KoriSéenjem viSe graniénih &vorova mreZe Dy, moguée je
dobiti ta&nije aproksimacije, nego 3to je (1.5.2). Na primer,
za reSavanje Poissonove jednadine

L + uyy = g(x,y)
sa konturnim uslovom prve vrste (prvi konturni problem ili Di-
richletov problem), Miceladze je koristio sledeéu aproksimaci-
ju (videti S1. 1.5.2)

e_hs(D) +du(C + 8 ‘hs(E) +eu(B) _deh g(a)
e+4 h+3¢ e+6 h+e 2(e+8) '

u(a) =

kod koje je greSka trecdeg reda u odnosu na h . Na Sl. 1.5.3

“y ' "y

e r

L E

:% A i c D/A o]
8 s
_/
L4 B B
x x

Sl. 1.5.2 S1. 1.5.3

prikazan je slucaj kada je e=h i u(E)=s(E).

Razmotrimo sada sluaj kada je

(1.5.3) Ka = ou + 832 ((x,y)eT),

gde su o 1 8, u opStem sludaju funkcije od x i y . i takve da

. au . s
je o?+825>0 i n izvod funkcije u, u pravcu normale na T,
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ka unutrasnjosti oblasti D. Za a=0 imamo tzv. konturni uslov
druge vrste. Odgovarajuéi konturni problem naziva se Neumanov
problem. '

Ukazademo sada na dva nacina za aproksimaciju konturnog

uslova sa operatorom K definisanim sa (1.5,3).

1° Neka je kontura T sastavljena od odse&aka pravih,
paralelnih koordinatnim osama i neka je mreZa Dy konstruisana
" kao na S1. 1.5.4. Tada se izvod u tafki A moZe aproksimirati,

na primer, pomoéu

du _ 9u _ u(B) - u(a)

an axX h !

pri gemu je gredka reda O0(h). Dakle, aproksimacija konturnog

uslova (1.5.3), u ovom sludaju je

(Ku)A = (Khu(h))A = o(A)u(d) + 8(A) u(B) }-1 u(A) .

4\ r & _J 0 b
¥ b4 r
A] B] C|
'3
T Cl Al |B
2
T
=N e ,
x# X'
Sl. 1.5.4 S1. 1.5.5

Tadnija aproksimacija (gregka 0 (h2)) ée moZe dobiti uzi-
majuéi u obzir i vrednost funkcije u u tatki C. Naime, ta ap-
roksimacija je i

(h)

), = a(A)u(a) + 8 (A)

=3u(A) + 4u(B) -u(C)
A 2h *

(Ku)A = (Khu

o S . . .
2 Jedan od na&ina za aproksimaciju konturnih uslova ob-
lika (1.5.3) sa poviSenom ta&no¥éu zasniva se na korisdenju fik-

9 Numericka analiza III deo
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tivnih &vorova. Nalme, konstruisimo mrezu pomerenu za % i %

'po osama x i y respektivno, tj. takvu mreZu da kontura T pro-
lazi kroz srednje ta&ke izmedju évorova (videti S1. 1.5. 5).
8vorovi koji su van oblasti D=intT zvaéemo fiktivnim &vorovi-
ma. S obzirom da se izvod u tadki A moZe éproksimirati korisce-~
njem formule sa centralnom razlikom

(2u

uy, = 2B 2 uld) 4 om?),

a vrednost funkcije pomoc¢u formule
u(d) = F(u(B) + u(E©) + 0,
imamo
xa), = &u®), = 2B ue) +ue)) + 5w -u@),

gde je

(Ku) , - (Khu(h))A = 0(h2).

9.1.6. Problem stabilnosti diferencnih fema

U odeljku 9.1.3 dali smo definiciju stabilnosti diferen-
cnih Sema i ukazali na va¥nost ove osobine. Naime, problem sta-
bilnosti difefencnih’§ema je usko povezan sa problemom konver-
gencije. Nestabilna diferencna Sema jg veoma osetljiva na gres-
ke zaokrugljivanja koje se javljaju u procesu resSavanja dife-
rencnog problema, tako da se moZe dobiti reSenje koje se bitno
razlikuje od reSenja postavljenog diferencijalnog problema. Za-
to problem stabilnosti zasluZuje poseban tretman. Ne upustajuéi
se dublje u teoriju stabilnosti, ovde ¢emo analizirati stabil-
nost diferencnih %ema u odnosu na poletne uslove i u vezi s tim
dacemo tzv. spektralne uslove stabilnosti.

U primeru 1.4.1 ukazano je da je diferencna 3Zema

(1.6.1) Ahu(h) = g0},
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definisana pomoéu (1.4.4) 1 (1.4.5), za reSavanje Cauchyevog
problema (1.4.3) stabilna kada je r=t/h <1. Sada emo dokazati
da je zar>1, %ema (1.6.1) nestabilna.

Pretpostavimo da je g(x,y) =0(=g(ih,j2) =0}, Y¥=1, a ko-
rak h izabran tako da tafka (0,1) pripada mreZi D, tj. da je
ceo broj (videti sl.1.6.1). Tada se (1.4.6) svodi na

B~

(1.6.2) u (l-r)ui .+

=2 _
3 rui+1’j (r-—h const) .

i,9+1 7

Primetimo da za j+1=N, vred-

. . (=u
0,]j+1 ’
vlja redenje u?h)il

<

nost u ), koja predsta~
u tadki (0,1),
(0,1)4 na osnovu (1.6.2) se izradunava

pomoéu vrednosti u_ . i u, . u
O,] 1,3
tafkama mreZe (0,1-2) ich,1-2).

Na dalje, ove vrednosti se izra-

¢unavaju pomoéu vrednosti u, 5-17
r

Uy 5-17 Y3,5-1 ¢ taékéma mre %e

(0,1-22), (h,1-22), (2h,1-22),

itd. Dakle, moZemo zakljuditi da

se vrednost U oN dobija na osno-
?

S1. 1.6.1 vu vrednosti u; _u tadkama
!’
(0,0), (h,0), (2h,0),...,(Nh,0),

koje sve leZe na segmentu
0 < x < Nh =

prave y=0, na kojoj jei inade, dat podetni uslov u(x,0)=s(x).

Na osnovu prethodnog zakljudujemo da resSenje uo N Y tacki
!
(0,1) dobijeno pomoéu (1.6.2) ne zavisi od vrednosti funkcije

X+ s(x) u tatkama koje leZe van segmenta [0,%].

S druge strane, reSenje problema (1.4.3) (sa g(x,y)z 0)
mo¥e se nadi jednostavno i ono je oblika u(x,y)=s(x+y), 8to
zna¢i da je u(x,y)=const na svakoj karakteristici- x+y=const.
Dakle, u(0,1) =u(1,0)=s(1), odakle zaklju¥ujemo da za r> 1 kon-
vergencija diferencne Seme (1.6.1), na smislu {1.3.5), u op3tem
slu¢aju, ne postoji,”jef se tada taCka x=1 nalazi izvan segmen~

os
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ta EO}%]. o '

Ne naruEaVajuéi ogranidenost drugog izvoda funkcije ls,‘

tj. redenja u(x,y)=s(x+y), moZe se izvr8iti promena s u tadki
x=1 i njenoj okolini, takva da se odrazi ha*reéenje u(o,1),
a da aproksimacija, u smislu definicije 1.3.1, ostane u vazno-
sti. Tada bi, na osnovu teoreme 1.3.1, iz aproksimacije i staF
bilnosti sledila i konvergencija diferencne Seme (1.6.1). Me-
djutim, kako za r>1 nije ispunjen uslov konvergencije, zaklju-
¢ujemo da Sema (1.6.1) za r>1 nije stabilna.

IzloZiéemo sada Neumanov metod za ispitivanje stabilno-

sti diferencnih Sema, koji daje spektralpe‘uslove stabilnosti.

Neka su u prostorima Uh i Fh uvedene norme pomoéu

m | )|
fu "U rinf’ujtlui’jl.||f | & rﬁn};lgi,jlmixlsil

1 neka J oznafava skup svih moguénih vrednosti indeksa j.

Uslov stabilnosti (1.3.8) se tada moZ¥e svesti na

(1.6.3) maxlum’kl < Cz(ma§|gi,j|+m§x|si|) (VY ked)
m i,3 i

koji mora biti ispunjen pri proizvoljnim vrednostima 95 i

rJ
8- Naravno, u posebnom slu¢aju, uslov (1.6.3) mora biti is-

punjen sa gi,j =0 i proizvoljno Sy tako da se svodi na

(1.6.4) m;x[um’kl < C, m?x|$i| (VY ked)

Uslov (1.6.4) mora biti ispunjen za proizvoljnu ograni-
Cenu funkciju xks(x), i naziva se uslov stabilnosti Zeme
(1.6.1) u odnosu na. promenu poetnih uslova. U daljem tekstu
umesto oznake i za prvi indeks koristidemo m, dok Se i ozna-
gavati V-1. )

Ako u (1.6.4) specificiramo s,

i tako da je

iam

u =s_ =e (m=0,+1,...),

gde je o realan parametar, dobijamo potrebne spektralne uslove
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stabilnosti. Naime, tada reSenje homogenog diferencnog proble-
ma traZimo u obliku

_ .,k iam
(1.6.5) um,k = A e B

gde je A, u op3tem sludaju, funkcija od o« i h, tj. r=Ai(a,h).
Kako je maxlum k|=|A|k, uslov (1.6.4) se svodi na uslov
m ’

(B ke (VY keJ), 5to je ispunjeno, za dovoljno malo h, ako
2
Jje '

(1.6.6) [A] £ 1+ €,

za bilo keju malu pozitivnu vrednost e. U slu€aju kada X ne
zavisi od koraka mreZe spektralni uslov (1.6.6) se svodi na

(1.6.7) [A(o)] <1 .

Razmotrimo nekoliko primera.

Primer 1.6.1. Za diferencnu 3emu (1.6.1), zamenom (1.6.5) u
(1.6.2) dobijamo

)\(a)=1-r+relar

8to u kompleksnoj ravni A predstavlja kru¥nicu sa centrom u

tadki A=1-r i polupreénikom r. Uslov (1.6.7) je ispunjen ako
je r<1 (slika 1.6.2), a nije ako je r>1 (slika 1.6.3).

®

[

r>1

v

"1-r|0 1

'81. 1.6.2 : S1. 1.6.3
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Primer 1.6.2. Za eksplicitnu Semu (1,4.9) dobijamo

A=-1 2 e t%-2 +e1u =0
- - at =—————— =0,
h2
tj.

A(a) = 1-4ra2sin?

N| e

(r=2/h%).

Pri promeni a, lako je uoditi da va¥i 1-4ra® <i <1, Zto

zna€i da je za stabilnost neophodno da je
1 - 4ra? z -1,

tj. rs

2a?

Kod implicitne Seme (1.4.10) imamo

ia ~ia
S N ks £ T Wi
t3.

Aa) = 1

_— r=4%/h2},
1 +4ra?sin? % ( /a5 ‘

Ova Zema je stabilna za svako r, jer je uvek ispunjen"uslov
(1.6.7).

9.1.7. Diferencne leme razdvajanja

Kod reSavanja nestacionarnih vifedimenzionalnih problema
matematidke fizike vidno mesto zauzimaju tzv. diferencne Zeme

razdvajanja. Ideju za konstrukciju ovakvih Zema izloZidemo na
reSavanju Cauchyevog problema

w|a
a2

= Bu ((XIY)EDI 0<téT) r
(1.7.1)

u(x,y,0)=s(x,y) ((x,y)eD),

gde je B operator po prostornim koordinatama x i y, a s:D-R
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data funkcija. Pretpostavimo da je

2 2
9cu + 9cu .
ax2 oy?

Bu =

Po koordinatama x i y izaberimo kvadratnu mreZu sa kora-
kom h, tako da dobijemo mreZnu oblast Dﬁ. Defini%imo indeksni
skup I pomodu I={(i,j)|(xi,yj)EDﬁ}. Po vremenskoj koordinati
t uzimamo korak %, gde je 1= E%J (N2 < T<(N+1)L%).

Pretpostavimo sada da nam je poznato reSenje problema
(1.7.1) u trenutku t=t, k%, tj. da nam je poznata vrednost
u(x,y,tk), koju éemo krade oznacavati sa uk. Tada, po Taylo-
rovoj formuli imamo

k+1 k 3u

(1.7.2) u u o+ Lag t=t, + 0(22)

(I+R.B)uk+0(2.2),

gde je I identicki operator. Razdvojimo sada operator B na

2 2
JL; i B, E-i;q tako da je B=B;+B,. U tom slu€aju problem
X 3y

By

(1.7.1) se raspada na dva problema

oV _

5t - BV (fe st=ty,,)
(1.7.3) . ]

V(leltk) = u(xIYItk)
i

v B,w (t, <t < )

5t - B2 R
(1.7.4)

w(xIYItk) = V(XrYltk+1)-

k+1_ k+1
u

Teorema 1.7.1. Va%i jednakost w = +0(22).

Dokaz. SliZno kao u dokazu jednakosti (1.7.2) imamo

R (I + zBl)vk + 0(22)
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Wt o (1 le)wk + 0(22),

odakle, s obzirom na (1.7.4) i (1.7.3), sukcesivno sleduje

k+1

1
w

(I + suaz)v'k+ + 0(22)

(I + LBZ)(I + 2Bl)vk + 0(22)

(I + 2By) (I + lBl)uk + 0(22)

k 2n B K 2
[I + L(B;+B,)Ju" + 22B,Bju + 0(2?)

= (I + 1B)uS + 0(22) = o1 + 0(22).

Teorema 1.7.1 pokazuje da se reSenje dvodimenzionélnog
problema (1.7.1) mo¥e dobiti sa ta&no3éu 0(%£2) na osnovu suk-
cesivnog refavanja jednodimenzionalnih problema (1.7.3) i
(1.7.4).

Razmotrimo sada konstrukciju eksplicitnih i implicitnih
dife;encnih Sema za refavanje problema (1.7.3) i (1.7.4).

1° Eksplicitne Zeme. Izaberimo raspored &vorova kao

na slici 1.7.1.

(1,3 k+1) | S (g kD)

(i+1,3,k) (1,3+1,k)

(L,3,%) (3.0

(i-1,3,k) ’ (i,3-1,k)

sl. 1.7.1
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Tada su odgovaraju€e diferencne aproksimacije za (1.7.3)
i (1.7.4) redom

K41 _ k _ k
Vi T Vig = R A lvgs)
(1.7.5) ((1,3)eI, kek)
kK _ k .
Vij = Uiy
i
K+l k- X
K+l _ K2 .
Vi3 T Y3 yy Vi3
(1.7.6) . ((i,3)e1, keK),
_ k+1l
wij = Vij

gde je k={0,1,...,N-1} i

kK, _ 1,k Lk K
MxVig) = S0,y T 2V Vi g0
k 1, k k k
A w,.) = —(w, . - 2w, . + . .
YY( iJ) hz(wl,j+l wllJ wil]-l)

Na osnovu prethodnog moZe se konstruyisati jednostavan
algoritam za refavanje problema (1.7.1)

k:=0, utj:=s(ih,jh) ((i,9)€T);

(*) Ako je k=N kraj izra&unavanija.

k k .
Vigi=Uyy + zAxx(uij) ((1,3)ex);
k+1 .
Uj iV +1Ayy(vij) ((i,3)eI);

=k + 1;

Preéi na (*).

2° Implicitne Seme. Izaberimo sada raspored &vorova

kao na slici 1.7.2.

'Tada dobijamo sledede diferencne aproksimacije



138 9. PRIBLIZNO RESAVANJE LINEARNIH OPERATORSKIH JEDNACINA

(i+1,9 ,k+1) (1,3+1,k+1)

(i,3j,k+1)

(i‘l,j,k+l) (i Ij_l k+1)

(1,35,%) ' (1,5,k)
s1. 1.7.2
+1 _ _ k+1
Vi Vi = (Vi) |
(1-7.7) ((ilj)EIl keK) ’
kK _ x
Vij = uij

ij 1j yy “ij )
(1.7.8) ((1,3)eI, keK).
I S 251
i3 - Vi3

U ovom sluéaju algoritam za refavanje problema (1.7.1)
je 2znatno sloZeniji, nego prethodno izloZeni, jer na svakom
vremenskombsloju (za svako k) treba refavati sistem linearnih
jedna&ina. Taj algoritam se mo¥e formulisati na sledeéi nain:

k .
k:=0, u1j==s(ih,jh) ((1,3)eI);

(*) ReZiti sistem linearnih jedna&ina

k

Vi~ LAxx(vij) = uyy ((1,3)e1);

ReZitl sistem linearnih jednadina
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k+1 k+1, _ A .
uij 9'Ayy(uij ) = Vij ((lr])EI)l

k:=k+1;
Ako je k <N preéi na (*);
Kraj izrafunavanja.

U pogledu stabilnosti diferencne Z%eme (1.7.7) i (1.7.8)
su mnogo bolje od eksplicitnih Sema (1.7.5) i (1.7.6). Naime,
za stabilnost %ema (1.7.5) i (1.7.6) potreban je uslov ﬂ/;%hz,
dok u sluaju implicitnih %ema (1.7.7) i (1.7.8) nema nikakvih
ogranic¢enja za 2 i h.

9.1.8. Diferencne Seme sa jednatine hiperbolitkog tipa

U ovom odeljku razmatraéemo talasnu jednadinu

%u _ 1 3%u _

(1.8.1) .
ax? a? 3t?

sa potetnim uslovima
(1.8.2)  u(x,0) = £(x), u, (x,0) ='g(x) (0 <x <b)

i konturnim uslovima

(1.8.3)  u(0,t) = &(t), ulb,t) = ¥(t) (t20).
PotraZidemo refenje u pravougao-
) t niku (slika 1.8.1)

T B
P={(x,t) |0<x<b, 0<t<T}.
Izaberimo mreZu D., tako da je
h=b/N i x;=(i-1)h (i=1,2,...,N+1)
na x-osi, a #2=T/M i tj=j£ (j=0,1,...,

. M) na t-osi.
0 b x Korifdenjem aproksimacije (1.4.2),

jednadina (1.8.1) se moZe aproksi-

e1.1.8.1 mirati pomodu
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2u; .+u, ) =0,

1
2u; 4t (U 4427295 549y 5o

(1-8:4) 8441, 5720,5™-01,5 7 2

gde smo stavili r=aft/h.

Na osnovu prve jednakosti u (1.8.2) imamo

(1.8.5)

Uvodjenjem fiktivnog sloja j=-1, drugi po&etni uslov u
(1.8.2) moZe se jednostavno aproksimirati pomo&u

_ e S M P
(1.8.6) ut(xi,O) glxy) 95 5% .

Ako u (1.8.4) stavimo j=0 i imajuéi u vidu (1.8.5) dobijamo

- -1 -
£, - 2ff + £, ‘rz(u. 2f, +uy _

i,l1 ) =0,

odakle, s obzirom na (1.8.6), sleduje

= 1,2 -
uj_’.1 Egi + fi +5r (fi+1 Zfi + fi_l),
tj.
= 2 1 >
(1.8.7) ui,l_ N +(1-r V£, +5r (fi+1 + fi-l)'
S druge strane, iz (1.8.4) sleduje
(1.8.8)  u, +., = -L(u, .4u . . -u, . +2(L-1)a ..
i1,j+1 r2 1+1,3 i-1,3 i,j-1 r2 i,]
Najzad, na osnovu konturnih uslova (1.8.3) imamo
(1.8.9) u, . = ¢(t,) = ¢, i

1,3 j 3 Unpr,y = Ylty) = ¥y

Dakle, na osnovu jednakosti (1.8.5), (1.8.7), (1.8.8),

(1.8.9) jédnostavno se nalaze pribliZna refenja datog problema
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u &vorovima mreZe D _, koji pripadaju pravougaoniku P (videti sl.

h
1.8.1).

Primer 1.8.1. Posmatrajmo jednad&inu (1.8.1) sa a=2, poletnim us-
lovima v
u(x,0) = x(4-x), ut(x,0)=0 (0 <x <4)

i konturnim uslovima
u(o,t) =0, u(4,t) =0 (tz20).

Neka je T=6, N=4, r=1, tj. h=Db/N=1, 2 =rh/a=0.5. Oblast
u kojoj se traZi reSenje je pravougaonik P = {(x,t) | 0<x<4,

0<t <6} , a mreZa D, ima &vorove (xi,tj) = (i-1, 0.5j), i=1,2,

h
e vs5; 3=0,1,...,12.

Na osnovu prethodno izloZenog postupka dobijaju se sledeéi

numericki rezultati:

Tabela 1.8.1

! 1 2 3 4 5

J .

0 0.00 3.00 4.00 3.00 0.00
1 0.00 2,00 3.00 2.00 0.00
2 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
3 0.00 -2.00 =-3.00 =-2.00 0.00
4 0.00 -3.00 =-4.00 =-3.00 0.00
5 0.00 -2.00 -3.00 -2.00 0.00
6 0.00 0.00 0:00 0.00 0.00
7 0.00 2.00 3.00 2.00 0.00
8 0.00. 3.00 4.00 3.00 0.00
9 0.00 2.00 3.00 2.00 0.00
10 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
11 0.00 -2.00 =-3.00 =-2.00 0.00
12 0.00 -3.00 =-4.00 =3.00 0.00

Analizirajmo sada stabilnost Seme (1.8.4) u odnosu na pro-

mene podetnih uslova. Tada imamo
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et -2+ ™ - Lo +%) =0,

r2

tj.
A2 = 2(1-2r%sin® )4 +1 = 0.

Kako je A1A2=1 i diskriminanta ove jednaé&ine
D(a) = 4r?sin?3(r2sin? 5-1),

lako se mo¥e zakljuliti da su spektralni uslovi stabilnosti
ispunjeni ako je r<1.

Zaista, ako je r >1, postoji o takvo da je diskriminanta
D{a) pozitivna (Takve vrednosti za o su u okolini a=17). U tom
slucaju koreni Al % xz su realni, i zbog uslova Alxz =1, jedan
od njih mora biti unutar, a drugi van jediniénog kruga, tako da
spektralni uslovi nisu zadovoljeni. Za r<1, diskriminanta je ne-
gativna za svako a, tako da su koreni konjugovano kompleksni i
leZe na jedini®noj kruZnici. Slidno, za r=1 koreni leZe na jedi-
ni¢noj kruZnici, pri &emu su konjugovano kompleksni ili se pok-

lapaju (kada je D()) = 0).

9.2. PRIBLIZNO RESAVANJE INTEGRALNIH JEDNACINA

ovo poglavlje biée posveéeno metodima za pribliZno resava-
nje linearnih infegralnih jedna&ina Fredholmovog i Volterraovog
tipa. Tako éemo obraditi metod sukcesivnih aproksimacija, zatim
metod zasnovan na primeni kvadraturnih formula, i na kraju metod
zamene jezgra integralne jednadine degenerisanim jezgrom. U pos-
lednjem sluaju, pokazacemo kako se egzaktno re3iti integralna

-jedna&ina sa degenerisanim jezgrom.
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9.2.1. Uqu

U ovom odeljku, najpre, dajemo klasifikaciju integralnih jed-
nadina, a zatim, primenom Banachovog stava o nepokretnoj tacki,

dokazujemo egzistenciju reSenja.

Jedna¢ina

b
(2.1.1) y(x) = £(x) + X [K(x,t)y(t)dt,

a :
gde su £ i K poznate funkcije, y nepoznata funkcija i X nume-
ric¢ki parametar, naziva se Fredholmova integralna jedna&ina dru-
ge vrste.

Funkcija K naziva se jezgro integralne Jjedna&ine (2.1.1).

U naSim razmatranjima pretpostavljacemo uvek da je jezgro defi-
nisano i neprekidno na D={(x,t)|a<x<b, ax<t=<b}.

Volterraova integralna jednaCina druge vrste ima oblik .

X
(2.1.2) yi(x) = £(x) + i [K(x,t)y(t)dt.
a

‘Primetimo da se Volterraova jednadina mo¥e tretirati kao Fred-

holmova sa jezgrom Kl' koje je definisano pbmoéu

K(x,t) (t <x),

Kl(x,t) = {
‘ 0 (t >x).

Medjutim, jezgro K, je prekidna funkcija ukoliko je K(x,x) £0.

Ako je f£(x) 20, jednadine (2.1.1) i (2.1.2) se nazivaju
nehomogenim, a u slufaju kada je f(x)= 0 odgovarajude jednadine

su homogene.
Integralna jedna&ina oblika
b

f(x) + A [RK(x,t)y(t)dt = 0
. a

naziva se Fredholmova integralna jednadina prve vrste, dok se

l
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jedna&ina oblika

X
f(x) + X [R{x,t)y(t)dt = 0
a

naziva Volterraova integralna jednafina prve vrste.

Integralne jednadine kod kojih je bar Jjedna od granica
integrala beskonad¢na, ili kod kojih jezgro ima singularitete
u oblasti integracije, nazivamo singularnim jednadinama. Na
primer, Abelova jednacina

x(t)

X - .
£(x) + A f s dt =0 (0 <s <1)

o (x-t)
je singularna integralna jednadina. Takodje, jednalina
+m

y{x) = £(x) + A [ cos xty(t)dt
o

je singularna.

Na osnovu Banachovog stava o nepokretnoj taCki moZe se
dokazati sledeca teorema.

Teorema 2.1.1. Fredholmova integralna jednadina (2.1.1), gde
su K i f neprekidne funkcije, ima jedno i samo jedno neprekid-

no resenje pod uslovom

1

(2.1.3) fA] <’m,

gde je M = max [k(x,t)].
‘x,telCa,bl

Dokaz. Definigimo preslikavanije T:CCa,b] >Cla,bl pomoéu
b
Ty = £(x) + » [ K(x,t)y(t)dt.

a

Kako je za svako yl,yzecta,b]
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b
[RGx,t) (y ) (£) =y, (£))dt]
a

Ty, = Ty,| = |a

b
31 [ Iy, ()=, (1) ae

A

A

|3 [M(b-a) max |y, (£)-y,(t) |

tela,bl
imamo
fTy, - Ty, 0l < [aIMb-a)lly; - yoll &
gde je ||'|l standardna norma u prostoru Cla,bl.

Dakle, T je kontrakcija ako je ispunjen uslov (2.1.3).
U tom sludaju, postoji jedna i samo jedna funkcija y(eCra,bl)
takva da je Ty=y i ona je jedinstveno reSenje integralne jed-~
naé¢ine (2.1.1).
Ovim je dokaz teoreme zavrsen.
Dakle, ako su ispunjeni uslovi ove teoreme, niz funkci-
ja {Yn}neN definisan pomodéu
b
(2.1.4) yn(x)=f(x)+xf K(x,t)y _j(t)at (n=1,2,...),
: a

konvergira ka jedinstvenom reSenju jednadine (2.1.1) za pfoiz-

voljno yoeCCa,b].

Teorema 2.1.2. Volterraova integralna jednadina (2.1.2), kod
koje su K i f neprekidne funkcije za a<t<x<b 1 A proizvo-

ljan parametar, ima jedinstveno neprekidno resSenje. .

Dokaz ove teoreme slifan je dokazu prethodne teoreme i
teoreme 1.1.2 iz odeljka 8.1.1. Naime, ovde treba dokazati da
postoji prirodan broj m takav da je operator Tm kontrakcija,
pri ¢emu je operator T:CLa,bl+Cl[a,bl, u ovom slutaju, defini-
san pomocéu '

: ‘ x 7
Ty = £(x) + 1 [K(x,t)y(t)dt.
T a

U.naSem daljem razmatranju, osnovni problem koji cdemo

10 Numeri¢ka analiza III deo
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tretirati je nalaZenje reSenja nehomogenih iﬁtegralnih jedna—b
¢ina pri datoj vrednosti parametra A. Sem navedenog pfoblema,
od interesa je 1 problem nalaZenja sopstvenih vrednosti i sop-
stvenih funkcija jezgra K, tj. nalaZenija tékvih vrednosti para-
metra *, pri kojima homogene jednaline imaju netrivijalna reSe-
nja. Ova netrivijalna refenja homogenih jednalina nazivamo sop-

stvenim funkcijama jezgra.

Pri svim razmatranjima u ovom poglavlju pretpostavljade-

mo neprekidnost funkcija f i K.

9.2.2. Metod sukcesivnib aproksimacija

Metod sukcesivnih aproksimacija za reSavanje Fredholmove
integralne jednacine (2.1.1) zasniva se na primeni jednakosti
(2.1.4), pri Cemu se uzima yo(x)=f(x).

Ako definiSemo niz funkcija {§k}keN pomodu

Yo(x) = y (%) = £(x),

(2.2.1)
b ' -—
afK(x,t)yk_l(t)dt (k=1,2,...),

;,k (x)
tada se (2.1.4) moZe predstaviti u obliku

no_
(2.2.2) yn(x) = kZ A yk(x) (n=1,2,...),
=0

koji se naziva Neumanov razvoj.

Na osnovu teoreme 2.1.1, niz {yn}ncN konvergira ka tac-
nom refenju jednadine (2.1.1) ako je ispunjen uslov (2.1.3).

Sledec¢a teorema daje ocenu grefke pribliZnog refenja y_(x).
n

Teorema 2.2.1. Neka su ispunjeni uslovi |f(x)| <F (a<xz<b) i

g=M| ]| (b-a)<l (M= max [K(x,t)]|). Tada je, za svakon N i
x,tela,bl

svako xela,b],

n+1l
- Fq -
[Ya(x) =y | < 75—
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Dokaz. Na osnovu u¢injenih pretpostavki, koriséenjem jed-
nakosti (2.2.1) nalazimo redom
|§o(x)| < F, |§l(x)| < MF(b-a), |§2(x)| < M?F (b-a)?2,...,
tj.
= k k
ly (x) | < M'F(b-a) (k=0,1,...),

odakle sleduje

+® k- Raad k F n+1l-
Iyn(x)-y(x)l = I Ay (x) sF:I q = _%L:_..
k=n+1 v k=n+1 d

Metod sukcesivnih aproksimacija moZe se primeniti i za
reSavanje Volterraove jednaline (2.1.2). Niz funkcija {§k}

u ovom slufaju, definiSe se pomocu

keN

Yo(x) = £(x),

X
(%) = afK(x,t)yk_l(t)dt (k=1,2,...).

Tada se n-ta aproksimacija reSenja moZe predstaviti, ta-
kodje u obliku (2.2.2). Za odgovarajudu gredku aproksimacije
vazi ‘

F n+1 1

(n+l)!.1__lL
n+2

ly,(x) - y(x)| < (n+2>q),

gde su q, M, F definisani isto kao u teoremi 2.2.1.

9.2.3. Primena kvadraturnih formula

U cilju reSavanja Fredholmove jedna&ine (2.1.1) uzmimo
kvadraturnu formulu

: b \ n

(2.3.1) [F(x)dx. =

A.F(x.) + R_(F),
a ) j=1 J J n

gde su apscise KyreowsXy iz'Ca,bl], Aj teZinski koeficijenti ko-
T10v ‘ '



148 9. PRIBLIZNO RESAVANJE LINEARNIH OPERATORSKIH JEDNAGINA

ji ne zavise of F i R (F) odgovarajuéi ostafék,

Ako u (2.1.1) stavimo redom X=Xy

(i=1,...,n), imamo

b

y(x;) = f(xi)+xafK(xi,t)y(t)d; (i=1,...,n),

odakle primenom kvadraturne formule (2.3.1) sleduje

n
(2.3.2) y(xi) = f(xi)+-%ilAjK(xi,xj)y(xj)+ARn(Fi)
gde je Fi(t)=K(xi,t)(i=1,...,n). Odbacivanjem &lanova u kojima
se pojavljuje ostatak kvadraturne formule, na osnovu (2.3.2)
dobijamo sistem linearnih jednaéina

n-
(2.3.3) Y. = A £ A.K,.Y., ='f, (i=1,...,n),

i =1 I N B i

gde smo stavili fi=f(xi) i Kij=K(xi,xj), a sayy oznac¢ili pri-

bliZne vrednosti od y(xi).

Sistem (2.3.3) se moZe predstaviti i u matrifnom obliku

B - - - B r
[1-2a,%), ABLK o .. AAnKln-‘ Yl'l £]
“AAKy 1-ARK,, -AA K, 1 |5
- - r
| —A R “MoKh2 1-)‘AnKnnJ i Ynd _fn_

- ReSavanjem dobijenog sistema linearnih jednadina po Yy
S Ay pribliZno reSenje jednadine (2.1.1) se moZe predstaviti
u obliku
n

(2.3.4) ;;(X) = f(x) + 1 ¢ A K(x,x;)Y..
j=1 7 b

Primer 2.3.1. Nadjimo pribliZno refenje integralne jednadine

1
(2.3.5) y(x) = e® - [xe*ty(t)at,
o]

primenom Simpsonove kvadraturne formule
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1
[F(t)at = £(F(0) + 4F(1/2) + F(1)).
o
. X xt
Kako je A=-1, f(x)=e , K(x,t)=xe” , x1=0, x2=1/2, x3=1,
A1=A3=l/6, A2=2/3, sistem jednac¢ina (2.3.3) se, u ovom slufaju,
svodi na
Y =1,
' 1 .1/4 1.1/2, _ _1/2 _ 1
(143077 70Y, + g7/ ¥y = 12
1/2 e < _ 1
2+ (€+1)Y3 e 3
odakle je
Y1 =1, Y2 = 1,00003, Y3 = 0.99958.
Na osnovu (2.3.4) imamo
4"
y(x) = e®-Z(1+4.00012e*/2 +0.99958e%) .

Primetimo da je tacno reSenje jednacine (2.3.5) y(x)=1.

Predjimo sada na odredjivanje pribli¥nog reSenja Volter-
raove jednadine (2.1.2) na segmentu [a,bl. U tom cilju, izaberi-
mo korak h 1 ekvidisfantne tacke X, (i=0,1,...,n) tako da je
xi=a+ih (i=0,1,...,n; X < b <a+ (n+l)h). Takodje, izaberimo kva-

draturnu formulu zatvorenog tipa sa ekvidistantnim &vorovima

* k
(2.3.6) [ F(x)ax = I A F(x;) + R, (F),

X i=o
(o

gde su Aps odgovarajuéi teZinski koeficijenti i R4, (F) ostatak.
Na primer, moZemo izabrati uop&tenu trapeznu ili uopS$tenu Simp-
sonovu formulu (videti odeljak 7.2.4).

Ako-u (2.1.2) stavimo X=Xy i primenimo formulu (2.3.6)

dobijamo
) Y, = fo,
(2.3.7)
' ) k
' ka-_kil A K k1 i = fk , (k=1,...,n),

pri ¢emu smo, kao i kod re3avanja Fredholmove jedna&ine, zane-

marili ostatak kvadraturne formule i uveli ista oznadavanja.
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Sistem jednadina (2.3.7) se jednostavno reSava, s obzi-
rom da je njegova matrica donje trougaona.
IzloZeni metod za pribliZno reéavanje integralnih jedna-

¢ina desto se naziva metod kvadraturnih formula.

9.2.4. Metod samene jezgra integralne jednatine
degenerisanim jezsgrom

Jezgro Fredholmove integralne jednaélne se naziva dege-

nerisanim ako se moZe predstaviti u obllku
_ n
(2.4.1) K(x,t) = K(x,t) = kElak(x)bk(t),

gde su {al,...,an}‘i {bl,...,bn} linearno nezavisni skupovi ne-
prekidnih funkcija na (a,bl. '
Integralna jednafina sa degenerisanim jezgrom
b—
(2.4.2) y(x) = £(x) + 2 [K(x,t)y(t)dt
a
moZe se jednostavno refiti na slede&i na&in.
Zamenom (2.4.1) u (2.4.2) dobijamo

n b
(2.4.3) y(x) = £(x) + A £ a (x) fbk(t)y(t)dt,
k=1 a
tj.
. n
(2.4.4) y(x) = £(x) + A I ckak(x),
. k=1

gde smo stavili

b
Cy = £ by (t)y (t)dt (k=1,...,n).

Da bismo odredili konstante Ck(k=1,...,n), zamenimo
(2.4.4) u (2.4.3). Tada dobijamo
n b n :
£ [C - [b (t)(£(t) + » I C.a,(t))dtla (x) =0
k=1 X a ¥ j=1 33 k '
odakle, zbog linearne nezavisnosti funkcija ay (k=1,...,n),
sleduje
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b
C, - [b () (£(t) + *.g cjaj(er)at =0 (k=1,...,n),
a j=1
tj.
} n
(2.4.5) Cp - AjilAkjcj = f (k=1,...,n),

gde smo stavili

b

b
(2.4.6) Akj=af a (t)by (t)dt, fk=afbk(t)f/(t)dt (k=1,...,n).

Sa D(A) oznadimo determinantu sistema jedna&ina (2.4.5),

tj.
-A - -
1 All lAlz . AAln
-AA 1-AA -AA
D(A) = 21 22 2n
—AAnl _-AAnz 1—>\Ann

Pod pretpostavkom da je D(A)#0, éistem (2.4.5) ima je-
dinstveno reSenje. ReSavanjem ovog sistema, u tom slutaju, i
zamenom dobijenih vrednosti za Cl,...,Cn u (2.4.4) dobijamo
refenje integralne jednacine (2.4.2).

S obzirom da je D(0)=1, zakljudujemo da determinanta
D(A) ne moZe biti identicki jednaka nuli, veé je D(1A) algebar-
ski polinom ne viSeg stepena od n. Prema tome, D(A) se moZe
anulirati za najviSe n vrednosti parametra A, koje nazivamo
sopstvenim vrednostima jezgra K. Napomenimo da je rezolventa
jednadine (2.4.2) (ili jezgra K) data sa

R(x,t52) = RO

D()) ’
gde je
0 a;(x) . ... a, (x)
i b, (t) 1-)A -)A
D(x,t31) =| * . 11 n |
b (t) =M\A,, 1-an,,
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Primedba 2.4.1. Ako je D(X)#0, reSenje (2.4.4) se moZe predsta-

viti u obliku

b :
y(x) = £(x) - A [R(x,t;2) £(t)at.
a
Jedan metod za redavanje jedna&ine (2.1.1) zasniva se
na aproksimaciji jezgra K pomoéu degenerisanog jezgra ﬁ,rtako
da se umesto jednadine (2.1.1) redava, prethodno izloZenim po-
stupkom, jednadina
_ b_ _
(2.4.7) yi(x) = £(x) + A [K(x,t)y(t)dt.
a
Prirodno je ofekivati da e reZenje ove jednadine biti blisko
reSenju jednadine (2.1.1) ukoliko je aproksimacija jezgra K
pomodu degenerisanog jezgra K dovoljno dobra. Pre nego ¥to da-
mo ocenu za gredku, navodimo tri standardna nafina za aproksi-

maciju jezgra K.

1° Razvoj u stepeni red. Ovaj naéin je primenljiv ako

je jezgro (x,t)¥*™K(x,t) analiti&ka funkcija po argumentu x
ili argumentu t u dovoljno $irokoj ockolini odseéka [a,bl.
Pretpostavimo da je K analitidka funkcija po argumentu t u
ockolini tacke ceCa,bl koja obuhvata segment Ca,bl, tj. u obla-
sti |t-c|<r, gde je r>b-c. Na primer, za c=(a+b)/2 treba da je
r>{b-a)/2.

Na osnovu uinjene pretpostavke, jezgro K(x,t) se moZe
razviti u stepeni red

1,22
—(=—K(x,c)) (t-c)2+ ...
210 )

K(x,t) = K(x,c)-+(§%K(x,c)](t—c)+
koji je konvergentan u oblasti |t-c|<r. Primetimo da su koefi-
cijenti ovog razvoja funkcije samo od- x. Uzimajuéi konaZan
broj prvih &lanova razvoja dobijamo aproksimaciju

- N TP k
K(x,t) = K(x,t) = H(_'EK(XIC))“’-'C) ’
k=0 3t

pri emu je K degenerisano jezgro.
Sli¢no se postupa i u slu®aju kada je K analiti¢ka funk-
cija od x. ‘
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Primer 2.4.1. Neka je data integralna jednacina

1
y(x) = sinx + f (1-x cos xt)y(t)dt.

o

Jezgro K(x,t)=1-x cos xt je analiti%ka funkcija u odnosu na oba
argumenta (u oblasti |x|<+e i |t|<+=), pa se mo¥e razviti u po-
tencijalni red, na primer, u okolini t=c=0. Tada imamo

3 _ 32 3
K(x,0) = 1l-x, -a—tK(x,O) =0, ——;K(X,O) = x7,
It

3 4
2 R(x,0) =0, -2—K(x,0) = -x5, itd.,
at3 ath

pa je ,
K(x,t) = 1-x+2x3¢2 ~ L x5 +
, 5 o e

Primetimo da smo do ovog razvoja mogli doéi prostije razvojem
funkcije cos xt po stepenima od xt, tj.

Kix,£) = 1 - x{1 - 3(xt)2 4 J5(xt)* = ...} .
Uzmimo
| K(x,t) =1-x+-;-x3t2,
tj.
1
aj(x) = 1-x, ay(x) = x}, by(t) =1, by(t) =35t2.

Odgovarajuca jednadina sa degenerisanim jezgrom je
- 1 N - :
y(x) = sinx + [ (1-x+5x3t?)y(t)dt.
o

Na osnovu (2.4.4) reSenje ove jednafine ima oblik

y(x) = sinx + C;(1-x) + C2x3,

gde su C, i C2 refenja sistema jednadina (2.4.5). KoriZcenjem
formula (2.4.6) nalazimo redom
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- =1 = 3, 1
a,, = [Q-t)ylat =3, A, = [t¥ldt =7,
o o]
! 1.2 1 3 2 1
A21=f(1-t)-§tdt=ﬂ,A = [td5t2at = 35
o} o]
1
£, = [ lsintdt =1 - cos1 = 0.459697,
’ o]
1y 1 {
£, = fitzsintdt=sinlf§cosl—lz0.1116225,

o}

pa iz sistema (2.4.5) sleduje Cy =1.00307 i C, =0.16736, tj.

(2.4.8) y(x) = sinx + 1.00307(1l-x) + 0.16736 x2 .

2° Razvoj u Fourierov red. Pretpostavimo da se K(x,t)

moZe razviti po argumentu t u uniformno konvergentan Fourier-

ov red
1 te 2km 2k
K(x,t) = on(x) + kil Ak(x)cos B:Eti-Bk(x)51nb_at
gde su
b b
2 2k ™ 2 . 2km
k(X)) =p=3 fK(x t)cos o x) =p=3 f X,t) sinp__tdt.

Za odgovarajuéu aproksimaciju‘(u degenerisanom obliku) moZe se
uzeti konatan odselak Fourierovog reda.

Sli¢no se postupa i u slu¢aju kada se K(x,t) moZe razvi-
ti po x u Fourierov red.

3O

interpolacionih &vorova tl,tz,...,tn i konstruidimo, na primer,

Interpolacioni metod. Na segmentu [a,b] izaberimo n

Lagrangeov interpolacioni polinom za jezgro K. Dakle, imamo

K(x'tk) () ,

1 (t—tk)w'(tk)

K(x,t) = K(x,t) =
k

e s

Metod degenerisanog jezgra se oslanja na tvrdjenju sle-
deCe teoreme koja daje ocenu gre¥ke redenja.
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Teorema 2.4.1. Neka je R(x,t;)) rezolventa jednadine (2.4.7)
i neka postoje pozitivne konstante M i m takve da je
b b -
[IR(x,t50) [at <M, [ [K(x,t)-K(x,t)|dt<m, |A|m(1+|r|M) <1.
a a
Tada jednaCina (2.1.1) ima jedinstveno redenje xwy(x)
i pri tome vaZi

Flr|m(1+|a|M)2

(2.4.9) ly(x) - y(x)| < EREYEYsEIse Ty (a<x<b),

gde je F = max|f(x)]|.
a<x<b

Dokaz. Pretpostavimo da jednafina (2.2.1) ima ogranile-
no reSenje y, tj. da je

sup|y(x)| = Y<+ o,
as<x<b

Neka je, dalje, y redenje jedna®ine (2.4.7). Ako definiZemo
funkcije g i h pomoéu

. b _
(2.4.10) g(x) = £{(x) + 1 5 (K(x,t) -K(x,t))y(t)dt,
a
h{x) = g(x) - £(x),
imamo
b—
y(x) = g(x) + 1 5 K(x,t)y(t)dt
a
i
- b— -
y(x) - y(x) = h(x) + 1 s K(x,t) (y(t) - y(t))dt,
. a
odakle sleduje
. : b
(2.4.11) y(x) = g(x) = » f R(x,t;A)g(t)dt
i ) a
i
b

(2.4.12)  y(ary(x) = h(x) - A F Réx,t;\)h(t)dt.
a ,
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Na osnovu (2.4.10) imamo

_ b ’
lg(x)] < [€£G) ] + |A] 7 |k(x,t) - K(x,t)]+]y(t)|at
a

A

fia

F+ |AlmY =G,

a na osnovu {(2.4.11)

g(t) [at <G(1+]r[m),

b
ly) | < lgx)[+Ia] 7 [R(x,t50) ]

a
odakle nalazimo
Y < (F+ |[2my) (1+ )20,
t3.
F(1+ |[r]M)
(2.4.13) Y <

1-{a{m(1+|a[m)

Sto znali da je reSenje xry(x) zaista ogranideno za svaku ogra-
nienu funkciju f. Ova &injenica ukazuje na to da vrednost za
<A, data uslovom teoreme, ne moZe biti sopstvena vrednost jezgra
K, &to dalje znafi da jednaina (2.2.1) ima jedinstveno resenje.
Zaista, ako bi A bila sopstvena vrednost jezgra K, kojoj odgova-
ra sopstvena funkcija xh+ys(x) (sa ta®no3éu od multiplikativne
konstante), tada nehomogena jednadina (2.2.1) ne bi imala jedin-
stveno re$enje. Naime, ako je xw»y(x) jedno njeno reSenje to ée
onda i funkcija x**y(x)+cys(x), gde je c¢ proizvoljna konstanta,
biti takodje njeno reSenje. Naravno, ovakvo jednoparametarsko re-
Senje mo%e se izborom konstante ¢, u®initi veéim od bilo koje
date konstante Y, 5to je u kontradikciji sa (2.4.13).

Da bismo dokazali nejednakost (2.4.9) primetimo da na os-
novu (2.4.10) i datog uslova u teoremi imamo

lh(x)| < |afmy,

S druge strane, na osnovu (2.4.12) imamo

b
ly (2)=-y(x)| < |h(x)| + 2] 5 |R(x,t;2)]-|h(t)]dt,
a



§.2. PRIBLIZNO REZAVANJE INTEGRALNIH JEDNAZINA 157

odakle, na osnovu prethodnog, sleduje
ly (x)-y (x) | & |x[my(1+{r[m).

Najzad, poslednja nejednakost i nejednakost (2.4.13) daju
(2.4.9).

Pored nejednakosti (2.4.9), za ocenu gredke koja se &ini
kod primene ovog metoda, koristi se jo3 jedna nejednakost koja

daje ocenu za normu gredke || y-y|l u izabranom funkcionalnom
prostoru X.

Neka je K(x,t)=ﬁ(x,t)+E(x,t). Za A=1, sa RK(x,t) i_RR(x,t)
ozna¥imo rezolvente od K i K respektivno. Nadalje sa || K|, || K|l

i ||E || ozna®imo norme operatora sa odgovarajuéim jezgrima K, K
i E. MoZe se pokazati da je

(2.4.14) ly-vil = a+lirgllyaa+lirglyfie]

dell,
gde je
R I LEl gl — 2
K —— 1 - € ——————————
AT NNTY

Na primer, ako je X prostor neprekidnih funkcija imamo

b
| kIl = max /s |K(x,t)]|dt, ||£f]] = max|f(x)].
' agx<pb a . asxsb

Ako je, medjutim, X prostor L? imamo

bb b
Ikl < ( £r Kix,e)2axae)2, £l = (5 £(02ax) /2.
' aa a

Primenom formule (2.4.11) ocenimo normu grefke u prostoru
L2 za reSenje (2.4.8).
Kako je . )
11 :

| K|l £ ( 51 (1-xcosxt)2dxdt)
-~ oo

1/2
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= (2cos1 - Joos2 + fxsin2 - 2) < 0.6,

11 '
IR (7 F -x+2x%€2) axae)? =V <06,

(e o]

11 Ca
Bl < (/5 2exl0e8axat)t/? = 12— < 4.2.1073,
= 576

oo 72/11

1 /2 _ 1 1/2
l| £]l = ( f sin?xdx) = 5(2 = sin2) < 0.523,
o

i a=1, || Rgll = 1.5, || BRgll £1.5, imamo

3

|l $-vll < (141.5)-(141.5)-4.2+10 ~-0.523 < 0.014.

9.3. PROJEKCIONO-VARIJACIONI METODI

U ovom poglavlju razmatrademo neke klase pribliZnih ana-
liti&kih metoda, tzv. projekciono-varijacionih metoda, za reSava-
nje linearnih operatorskih jedna¢ina u Hilbertovom prostoru. Kao
primeri jednadina pojaviée se obi&ne i parcijalne diferencijalne
jedna&ine sa odfedjenim konturnim uslovima, kao i neke integral-
ne jednadine. Najveéu paZnju posvetiéemo varijacionom pristupu
u re$avanju problema, uz poseban naglasak na Ritzov metod. Tako-
dje, daéemo i osnovne principe op3teg projekcionog metoda, tzv.
metoda momenata, i ukazati na neke specijalne sluZajeve ovog me-
toda, kakvi su, na primer, Galerkinov metod, metod najmanjih
kvadrata, i metod poklapanja ili metod kolokacije kako se &esto

naziva.
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9.3.1. Uvod

Neka je data linearna operatorska jednalina

(3.1.1) Au = f

L
na realnom, separabilnom Hilbertovom prostoru X.

Pretpostavimo da jednacéina (3.1.1) ima jedinstveno refe-
nje ug i neka je konstruisana funkcionela FEX-*R, koja dostiZe
minimum jedino u tadki u=u_. Tada se problem reSavanja jednadi-
ne (3.1.1) moZe zameniti ekvivalentnim problemom minimizacije
funkcionele F. Metodi zasnovani na ovoj ideji, nazivaju se va-
rijacionim. U naZem izlaganju zadrZademo se samo ma Ritzovom
metodu, koji se Sirocko primenjuje za reSavanje kenturnih prob-
lema, kako kod obiénih diferencijalnih jednaéina, tako i kod
parcijalnih jednadina. VaZnu primenu nalazi i ked integralnih

jednadina.

NaveS3éemo sada neke definicije i teoreme, koje se odnose

na linearne operatore u Hilbertovom prostoru (opSirnije videti,
na primer, iy, £31,[231).

Neka je A linearan ogranieni operator na X.

Definicija 3.1.1. Za operator A*, definisan na X, kaZe se da

je adjungovan operatoru A, ako je za svako u,veX

(Au,v) = (uIA*V)'

Teorema 3.1.1. Adjungovan operator A* je linearan i ograniéen

operator, pri femu je ||A* H = HA||.

+ Metridki prostor se naziva sSeparabilnim, ako u njemu postoji
najvise prebrojiv svuda guSt podskup .



. 160 9. PRIBLIZNO RESAVANJE LINEARNIH OPERATORSKIH JEDNAZINA

Definicija 3.1.2. Ako je A* = A, tj.

(Au,v) = (u,Av) (v u,VeX),

za operator A se kaZe da je sebi adjungovan.

Teorema 3.1.2. Ako je A sebi adjungovan operator, tada je

[l a]l = sup |(aAu,uw)].
| ufl =1

Za operator A, koji je sebi adjungovén, uvodi se pojam

gornje i donje granice pomocu

(3.1.2) MA = Sup (Au,u) i m, = inf (Au,u).
Il all =1 IIall =2

Primetimo da se tada, norma moZe predstaviti u obliku
“ AH = max(lMAI IlmAl)'
Takodje, iz (3.1.2) sleduje

(3.1.3) my |l ull 2 < (Au,u) < Myl uff? (VueXx).

Definicija 3.1.3. Sebi adjungovan operator A naziva se pozitivan
i1i pozitivno definisan (definitan) ako je >0.

Ma
Na osnovu (3.1.3) zakljufujemo da je kod pozitivnog ope-

ratora (Au,u)=0 ako i samo ako je u=6. Nije teS3ko pokazati da

pozitivan operator A ima inverzan operator A_l, za koji je

Napomenimo da jedna&ina (3.1.1) sa pozitivnim operatorom A ima
jedinstveno reSenje za svako feX.

Slede¢a definicija ne zahteva ograni&enost operatora.
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Definicija 3.1.4. Linearan operator A definisan na nekom svuda

gustom podskupu D(C X), naziva se simetri&nim, ako je za svako
u,veD

(Au,v) = (u,Av).

Primetimo da je sebi adjungovan operator specijalan slu-
¢aj simetridnog operatora. Naime, on je ogranideni simetrié&ni
operator, kod koga je D=X. Napomenimo da se D, kao oblast defi-
nisanosti operatora A oznadava sa D(A), a odgovarajuéi skup vred-
nosti operatora A sa R(A).

U daljem tekstu razmotridemo dva izuzetno vaZna primera.
Prvi primer se odnosi na konturne probleme kod obi&nih diferenci-

jalnih jedna&ina, a drugi na probleme kod parcijalnih jedna&ina.

Primer 3.1.1. Neka je operator A definisan na skupu dvaput ne-
prekidno diferencijabilnih funkcija na fa,bl koje se anuliraju

u krajnjim tackama, tj. na
p(a) = {y | yec?ta,bl, y(a) = y(b) = 0},

pomodéu
d
Ay = - Fxlpy") + av,
gde su

peclra,bl, qgeCrLa,bl, p(x) 2P, >0, a(x) >0 (xela,bl).

Lako je pokazati da je operator A linearan.
Posmatrajmo D(A) kao podskup u L2 (a,b). Mo¥e se pokazati
da je D(A) svuda gust u prostoru L% (a,b) (videti, na primer rcl3).
Neka je u L2?(a,b) uveden skalarni proizvod na standardan
nac¢in
b
(£,9) = TE£(x)g(x)dx (f,geL? (a,b)).

11 Numérigka inaliza III deo
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Operator A je simetrican. Zaista, za proizvoljﬁo

y,zeD(A), imamo

b
(ay,z) = /¢ -dix(py') + qylzdx
a
, b b
= -py’z]a + Jpy'z'dx + [fgyzdx
a a’

b
(-py'z + pyZ’)Iz + f - d—dx-(pz') + gzlydx,
a .

tj.
(Ay,z) = (y,Az) .

Dokazacemo sada da je operator A pozitivno definisan,

u tom smislu da postoji konstanta vy >0, takva da je
(3.1.4) (ay,y) 2 vl yll 2 (yyeD(a)).
Kako je, za proizvolijno yeD(A),

b b
-/ (py’)'ydx + JSgy?dx
a a

(Ay,y)

o T | P b 2 b 2
PY y|a+ Jpy'“dx + [qgy4dx
a a

b
I py'2dx
a

v

i p(x) ;po>0 za 5vako xela,bl, imamo

b
(3.1.5) (Ay,y) 2 p, Jy'%dx.
a

5 druge strane, kako je y(a)=0, kori¥éenjem Cauchyeve
nejednakosti imamo
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a+b
X 2 X 2
ly(x)]? =( fy’dt) < (x-a) fy'?dt ¢ (x-a) [ y'2dt
) a a a

za svako xela, %(a+b)], odakle integracijom dobijamo

atb atb

2 1 2

[ y%ax < -g(b—a)2 [ y'%2ax.
a a

Analognu nejednakost moZemo dobiti i za segment E%(a+b),b], pa
zakljucujemo da va#i '
b b

fy2dx < —;—(b—a)2 Jy'%ax .
a a

Ova nejednakost moZe se poboljSati. Naime, moZe se pokazati da

je najbolja konstanta 1/72 (umesto 1/8).

Koriscenjem poslednje nejednakosti, iz (3.1.5) sleduje

8p
(ay,y) 2 —_—Q_ElIY||ZI
(

b-a)
Bpo
tj. (3.1.4) say = —— > 0.
(b-a)?

Primedba 3.1.1. Za pozitivnost operatoré A iz prethodnog pri-

mera, uslov g(x) > 0(xefa,bl) nije neophodan. Naime, neka je

min gq(x) =dg- Tada je, na osnovu prethodnog,

b b
fpy'%2dx + fgy?dx
a a

(Ay,y)

8p
2 (—% +q) |yl 2,
(b-a)

Sto zna¢i da se moZe uzeti

‘8p
Y= —2 4+ g, > o0.
(b-a)?
Primetimo da 44 moZ¥e biti i negativno.

11*
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Primedba 3.1.2. Uslov (3.1.4) obezbedjuje‘egiistenciju inverz-

nog operatora. Zaista, ako je Ay=6, iz (3.1.4) sleduje y=6.

Primedba 3.1.3. Ako je operator A iz primera 3.1.1 definisan

na skupu
D, (a) = {y|yec?ra,bl, y’(a) = y'(b) = 0},

tada je on takodje simetrican i pozitivno definisan na D, (&).

Primer 3.1.2. Neka je G ogranidena otvorena oblast dvodimenzio-
nalnog euklidovog prostora sa deo po deo glatkom granicom T i
neka je q neprekidna funkcija na G=G UT. Neka je, dalje,

X=L? (G) i D(A) skup funkcija u, koje zadovoljavaju uslove:

1° u, u,, uy neprekidni na é;

u neprekidni u G i pripadaju L2 (G);

Uxy’ Yyy

XX’
3o u(x,y)=0, kada (x,y)erl.

Operator A definisan na D(A), pomodu

32y " 32%u

Au = -Au + qu = -(
ax2  ay?

) + aqu,
poseduje osobinu simetriénosti, pri ¢emu je

(Au,v) = Q!(uxvx + uyVy + quv)dG .
Neka je qo=min(q(x,y). KoriSéenjem nejednakosti (videti
[17])

2p

2 - 2
Il ul] fou de < (WL

2
2 2
) 1] tuy + wprde,

gde je P povr¥ina oblasti G i L du¥ina luka krive I, dobijamo
da je (Au,u) 2v|| ul]l 3 gde je

Dakle, operator je pozitivno definisan na D(A), ako je q, takvo
da je zadovoljen uslov y > 0. '
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9.3.2. Varijacioni prilas u refavanju operatorskih jedna&ina

U ciiju re8avanja jedna&ine (3.1.1), definiSimo funkcio-

nelu F:X * R pomocu
(3.2.1) F(u) = (Au,u) - 2{(u,f) .

Teorema 3.2.1. Neka je A pozitivan operator. Da bi uoeX'bilo
reSenje jednadine (3.1.1), potrebno je i dovoljno da funkcio-
nela F ima najmanju vrednost za u=u,.

Dokdz. Neka u,veX i teR. Tada je

(3.2.2) Fluttv) = (A(u+tv),u+tv) - 2 (u+tv,f)

F(u) + 2t(Au-f,v) + £ (av,v),

s obzirom na jednakost (Av,u)=(v,Au)=(Au,v).

Neka je u=u, reSenje jednadine (3.1.1). Tada iz (3.2.2),
za t=1, sleduje

(3.2.3) Flughv) = Flu)) + (Av,v) > Flug).

Kako se proizvoljna taéka weX mo¥e predstaviti u obliku w=u_tv,
na osnovu (3.2.3) zakljudujemo da F postiZe najmanju vrednost

u tadki ug-

Pretpostavimo sada obrnuto. Naime, neka F posti%e najma-
nju vrednost za u=ug,, tj. neka je F(uo+tv);=F(uo) za svako teR

i svako veX. Posmatrajmo funkciju h, definisanu sa
h(t) = Flug+tv) = F(u )+2t(Au~£,v) + t?(av,v).

Kako, po pfetpostavci,~funkcija h postiZe najmanju vrednost za
t=0, zakljucujemo da mora biti (Auo-f,v)=0, odakle, 2zbog proiz-
voljnosti talke v, sleduje da je u, reSenje jednac¢ine (3.1.1).

Ovim je dokaz teoreme zavrSen.

Definicija 3.2.1. Za niz {u}

nd heN kaZemo da J§ minimizirajuéi za

funkcionelu F, ako je
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lim F(un) = min F(u) .
n->-+«

Teorema 3.2.2. Ako je A pozitivan operator, svaki minimiziraju-

¢éi niz {un}neN konvergira ka reSenju jednadine (3.1.1).

Dokaz. Ako u (3.2.3) stavimo v=u, Uy, gde je u, reéenje
jednaéine (3.;.1), dobijamo
F(un) = F(uo) + (Alu,-ug), un-uo).
Kako je, na osnovu teoreme 3.2.1, F(uo)¥minF(u) i kako je niz
{un}neN minimizirajuéi, imamo F(u,) *F(u,) (n>+=), tj.

(3.2.4) (A(un—uo)’un_uo)f+o (n>+=) .

Ako stavimo-u=un-uo, iz (3.1.3) sleduje

1
llun—uollzé a;(A(un—uo),un—uo),

. 8to zajedno sa (3.2.4) daje u, g (n>+x) .,

9.3.3. Ritzov metod

U ovom odeljku razmotridemo Ritzov metod za pribliZno
re¥avanje jedna&ine (3.1.1), koji je zasnovan na minimizaciji
funkcionele (3.2.1). Pri ovome pretpostavljamo da je operator
A pozitivan.

U prostoru X izaberimo proizvoljan sistem linearno neza-
visnih vektora {vk}keN’ kompletan u tom smislu da u prostoru X
ne postoji nijedan vektor v #80, koji je istovremeno ortogonalan
sa svim vektorima vk(k=1,2,...).

Uzimajuéi Bn={v1,...,vn} za bazu, konstrui%imo n-dimen-
zionalni podprostor Xn=L(Bn) i u njemu potraZimo tadku u, u ko-
joj funkcionela F, definisana sa (3.2.1), ima najmanju vrednost.

S obzirom da svako ueX ima reprezentaciju
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n
(3.3.1) u= &

problem odredjivanja tacke u=u, u kojoj F postiZe najmanju vred-
nost svodi se na odredjivanje koeficijenata cj (k=1,...,n) iz

uslova da funkcija ¢, definisana sa

n
?(c,y.-.,c.) = F( L ¢V )
1 n k=1 k'k
n n n
= I I c.c (Av,,vy) =2 L ¢ (v, ,£),
-i=1 k=1 ik i k . k=1 k k

. . . n . P .
postife najmanju vrednost na R . Kako funkcija ¢ ima neprekidne
- . . . n X . .
parcijalne izvode u svim tackama prostora R, to je najmanja
vrednost funkcije ¢ istovremeno i minimum ove funkcije. Tada,

iz uslova
b

5 .
= =0 (k=1,...,n),
ack r 4

dobijamo sistem linearnih algebarskih jednacina

(3.3.2)

N s

(Avi,vk)ci = (Vk,f) (k=1,...,n).

i=1

~ Da bismo dokazali da sistem (3.3.2) ima jedinstveno refe-
nje, dovoljno je dokazati da odgovarajuéi homogeni sistem
n : .
(3.3.3) R (Avi,vk)ci =0 (k=1,...,n)
i=1
ima samo trivijalna reSenija c;=0 (i=1,...,n).
S obzirom da se sistem jednad¢ina (3.3.3) moZe predstavi-
ti u obliku

n
(A( 2 eyvi)r wy) =0 (k=1,...,n)
i=1
‘ n
zakljudujemo da je vektor Av, gde smo stavili v = g c;vy
‘ ) . i=1

(ci su reSenja sistema (3.3.3)), ortogonalan sa svim vektorimé

Vi (kél,...,n). Stavise, tada je vektor Av ortogonalan sa svim
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vektorima iz Xn, pa i sa vektorom v . Zbog pretpostavke o‘pozi—
tivnosti operatora A, - iz (Av,v)=0 sleduje v=8, 3to daje cy=0
(i=1,...,n), s obzirom da su vektori Vire-sVpy linearno nezavisni.

Dakle, za odredjivanje pribliZnog reSenja jednafine (3.1.1)

n
uw = I ¢V,
n k=1.k k

treba prethodno refiti sistem linearnih jednadina (3.3.2).

Prethodno_ravedeni rezultati vaZe i u opStijem sludaju.
Pretpostavimo da je u jednaéini (3.1.1) operator A simetridan i
definisan na skupu D(A) svuda gustom u X. Na dalje, neka je A
pozitivno definisan u smislu (3.1.4). Tada, ofigledno, postoji

A-1 i jednaé&ina

(3.3.4) Au = f

ima jedinstveno reSenje za svako feR(A).

Pod navedenim uslovima, tvrdjenja teorema 3.2.1 i 3.2.2
ostaju u vaZnosti, s tim $to sada funkcionelu F:D(A) >R, treba
minimizirati na D(A).

Kod primene Ritzovog metoda, sistem linearno nezavisnih
vektora {Vk}kEN treba izabrati tako da vy eD(A) i da je ovaj si-
stem kompletan u D(A), u tom smislu da za svako ueD(A) i svako
€ >0 postoje prirodan broj n i vektor vexn(xn lineal nad bazom
{vyreoopvyh) takvi da je

(3.3.5) (A(v-u) ,v-u) <e.

Na osnovu (3.1.4) i poslednje nejednakosti dobijamo
. €
v -ullz <2,

odakle, s cobzirom da je ¢ proizvoljno, sleduje da svako ueD(A)
pripada i adherenciji od X,r tj. X je svuda gust u D(A).

Doka%imo sada konvergenciju niza pribli%nih refenja {u,}
koji se dobija primenom Ritzovog metoda na refavanje jedna&ine
(3.3.4).



9.3. PROJEKCIONO-VARIJACIONI METODI

Kako je X1C X,C ... anc ...CD(n),

imamo
min F(u) 2 min F(u) 2...2 min F(u) 2... 2 min F(u),
u€X1 uex2 ueXn ueD(A)
tj.
(3.3.6) F(ul) ;F(uz);...;F(un);...;f‘(uo),
gde je u

o refenje jednadine (3.3.4).

Za proizvoljno malo € >0 izaberimo

(3.3.7) (A(v-uo), v—uo) <g,

S druge strane, na osnovu (videti (3.2.3))

F(v) = F(uo) + (A(v—uo),v—uo)

za v=u, i nejednakosti (3.3.7) imamo
F(um) < F(uo) + €,

odakle je, s obzirom na (3.3.6),

F(uo) L Flu)) < F(up) < F(uo) + ¢

Iz poslednjih nejednakosti sleduje konvergencija niza {un}

9.3.4. Neke primene Ritzovog metoda

Posmatrajmo konturni problem za linearnu diferencijalnu

jednadinu drugog reda u Sturm-Liouvilleovom obliku

(3.4.1) S - au = g(x),

u(a) = 4, u(b) = B.
Pod pretpostavkom da je

peclta,b], q,geCLa,bl, pjx);po>0, g(x)>0

m i vex, tako da je

(Vnzm).

(xelLa,bl),

169
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moguée je Ritzovim metodom nadi pribliZno reSenje konturnog
problema (3.4.1). ‘

Uvodjenjem smene u=y+z, gde je

B ~-A
= 2x - a),

z(x) = A + b

konturni problem (3.4.1) se svodi na problem
(3.4.2) - A&EGy) +a®y = £, y(@) =yb) =0,

gde je

£(x) = S((xz") - a0z - g(x)

= B2 20’ (0 -0 (x-a)) ~Ad(x) - g(x).

Definisanjem operatora A na skupu D(A), kao u primeru
3.1.1, reSavanje problema (3.4.2) se svodi na refavanje opera-
torske jednad&ine

(3.4.3) Ay = .

S obzirom da je operator A simetriéan i pozitivan na svuda
gustom skupu D{(A) u L?(a,b), jedna¥ina (3.4.3) se mo¥e reSavati
minimizacijom funkcionele

b
(3.4.4) F(y) = (Ay,y) - 2(y,f) = S (py'? + qy? - 2fy)dx.
. a

Primedba 3.4.1. Jedna¥ina (3.4.2) je Eulerova jednadina za funk-
cionelu (3.4.4). '

Kao 3to je napomenuto u prethodnom odeljku, kod primene
Ritzovog metoda, sistem bazisnih funkcija {vk}keN treba da is-
punjava uslov kompletnosti u D(A). Da bi ovaj uslov bio ispu-
njen, funkcije Vi je dovoljno izabrati tako da se za svako
yeD(A) 1 svako € > 0 mo%e naél linearna kombinacija (sa konad-
nim n)

n
z(x) = I a v (x),
k=1 k 'k
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takva da je
max{lz(x)-y(x)|, [2"(x)-y'(x)]|} <¢ (¥ xeta,bl).

Tada je uslov oblika (3.3.5) ispunjen. Zaista, imamo

b .
(A(z-y),z-y) = [ (p(2'-y")?% + qlz-y)?)dx <Me?,
a
b
gde smo stavili M= [ (p(x)+g(x))dx ( <+ =).
a

Sistemi bazisnih funkcija, koji ispunjavaju prethodni
uslov i koji se najéeSée koriste kod primene Ritzovog metoda su

1° v (%) = (x-2) " (b-x) (k=1,2,...);
2° v, (x) = sinlil(x-a) (k=1,2 )
k b-a ., pees)

Primer 3.4.1. Primenom Ritzovog metoda odrediéemo pribliZno re-
Senje konturnog problema

(3.4.5) u" - (1+x2)u + x(1+x%) =1, wu(-1) =-1, u(l) =1.

Smenom u=y+z, gde je z(x)=x, dati konturni problem se
svodi na problem (3.4.2), gde su

p(x) = 1, gtx) = 1+x2, f(x) =-1.

Izaberimo sistem funkcija vk(x)=1-x2k (k=1,2,...). Neka
je n=2, tj. neka pribliZno reSenje traZimo u obliku

vy (x) = c1(1-x2) + c2(1-x4).

g2 .
Primenom operatora A==, (1+x2) na v, i v, dobijamo

dx?
CAvy =2 + (14x?) (1-x%) = 3 - x*,
'sz = 12x2 +(1+x2) (1-x*) = 1 + 13x2 - x% - x5,

Kako je
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e 208,
(Avl’vl) = 1—33'5§ ’ (Avllvz) = (VIIA‘_’2) = (sz'vl) =% N

| __8
(avyvy) =%gd (v B) ==F, (vy,0) ==,

sistem (3.3.2) postaje

17 26, __5

—7-C1 + ?CZ = 5’/
194, _ _9

1301 + 11 cz = 2 r’

odakle dobijamo cy = -0.3217 i cy = -0.01805.

Dakle, pribliZno reSenje konturnog problema (3.4.5) je
u, (X)=y, (x)+2(x) = -0.3398+x+0.3217x% +0.01805x".

Primedba 3.4.2. Kod reSavanja opS$tijeg konturnog problema

- N =
- 4 py") +ay = £,

ay(a) + y'(a) = 0, By(b) + y'(b) =0

treba minimizirati funkcionelu

b
Fly) = / (py'2+gy2-2£fy)dx-ap(a)y(a)2+8p(b)y(b)2.
a

Ritzov metod se moZe primeniti i na re¥avanje konturnih
problema kod parcijalnih diferencijalnih jednadina. Ilustrujmo
to na jednom primeru.

Primer 3.4.2. Odredimo pribli¥no re3enje Laplaceove jedna&ine
u oblasti G={(x,y)]x>0,y>0,x+y<1}, koje zadovoljava uslov

ulx,y) = x2 + y? ((x,y)er),

gde je I' granica oblasti G.

Uvodjenjem smene u=w+x2+y2, ovaj problem se svodi na
Aw = -Aw = 4, w(x,y) =0 ((x,y)er).

Osobine operatora A date su u primeru 3.1.2. Izaberimo sistem



9.3. PROJEKCIONO-VARIJACIONI METODI

173

funkcija
v,=xy (1-x-y) , v2=x2y (1-x-y}, v3=xy2 (1-x-y},...
i potraZimo resSenje za n=3, tj. u obliku
w3(x,y) = clv1 + cyv, + c3Vy.
Prethodno izradunajmo integral
k. m
Ikm = [/ Xy (l-x-y)dxdy (k ,meN) .

G

Sukcesivnom integracijom nalazimo

1 1-x 1
kK. m m  m+l : 1
I = f ;O Xy r(l-x)y -y 1dxdy = —~F—5+
km o o (m+1) (m+2) °
_ k!m!
Ikm = Them+3) T (k,meN).
Kako je

Av, = 2(x+y), Av, =2 (x2+y?) +6xy-2y, Av3=2(x2+y2)+6xy-2x,

imamo redom

AV, V) =2(T5 41 ) =o=, (AVq,V,) =2(I,,+1,,) = =is
1’"1 21" 112’ T 99 1772 31 22 252 7

= = -1 = 1
(AV1,V3) = 2(I22+Il3)' = 3537 (szlvl) = 3527

-— ‘ - — _l
(Avy1Vy) = 2(I43155) + 6135 = 2155 = 557 ¢
— ‘— - —_1
(sz,v3) = 2(I32+Il4) + 61,4 2113 = 840
(Av.,,v,) = I S (AV., ,V,) = 1
3'Va) T 253 ¢ 3772 840 ’
(Av3,v3) = 2(I32+Il4).f 6123 2122 = 840 °

Takodje je,

: S S _L - _1
(vy £) = 41, =35+ (vy£) =4I, =55, (v3.f) =4I;5, =55«

r (- ™2ax
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pa sistem linearnih jedna&ina (3.3.2) postaje

1 1 1 _ 1
30% *t352% *352% T 30
1 1 1 _ 1
5521t 502 *820° T 90
1 1 1 _ 1

;% 820 *5024° T30

[\*]
5,1
N
—

odakle, zbog simetrije, sleduje c,=cj. Stavliajuéi u prvé dve

jednagine ovog sistema c3=Cy, dobijamo

14
C2 = ?

1
w
-
Q
+
Ui

5
ST A

(-3

. _14 . __1
odakle je c,=F i cy=-3-.
Dakle, pribliZno reZenje datog konturnog problema je

X% + y2 + w3(x,y)

uy (x,y)

2

x2 + y? + %xy (1=-x-y) (2-x-y) .

Ritzov metod ima vaZnu primenu kod odredjivanja sopstve-
nih vektora i sopstvenih vrednosti operatora A:X +X. Naime, ov-
dée se Ritzov metod primenjuje na nalaZenje netrivijalnih reSe-
nja jedna&ine (A-AI)u=6, gde je I identidki operator u X. U
ovom slu¢aju sistem (3.3.2) postaije

n

b E(Avi,vk)-k(vi,vk)]ci =0 (k=1,...,n),
i=1

koji ima netrivijalna reSenja ako i samo ako je

(Avlyvl)—k(vllvl) cee (Avl,vn)-x(vl,vn)

(AvV, Vv, )=2 (v, ,Vq) (AV, sV _)=A(vy V)
D(A)= 2 l. 2'71 2''n 2''n

(Av vy )=A (v ,vy) (Av, /v ) =M (v, V)

' Vrednosti parametra X pri kojima je D(12)=0 uzimaju se kao pri-
bliZne sopstvene vrednostli operatora A.
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Primer 3.4.3. Neka je kontura I' eliptilke membrane (51.3.4.1)
definisana jednadinom

+y2=1.

Ei
4
Primenom Ritzo-
vog metoda odrediéemo
pribliZno prve tri
sopstvene vrednosti
ove membraneTy tj.
sopstvene vrednosti

operatora A, defini-

sanog na LZ(G) ; po-

moéu

Au=-Au=-(u__+u_.) ,
S1. 3.4.1 X% Yy

gde je G=int . Oso-
bine operatora A date su u primeru 3.1.2 (g=0). Za bazisne funk-

cije uzecemo

vy (x,y)=x>+4y%-4, v, (x,¥)=x?v  (x,¥), v3(x,y)=y?v,(%X,y) .
Prethodno izra&unajmo integral

T 2k 2m 4 2k_2m
™

_ 1 _ '
km'?gx y Tdxdy = _gx y dxdy .

Prelaskom na polarne koordinate x=2r cosé, y=r sin6, a zatim

smenom sin?6=t, poslednji integral postaje

2k+1 1 2k+1
_ 2 m-1/2 . k-1/2. _ 2°¥ 1 1
Ikm 7 (k+m+1) oft (1-t) at = n(k+m+1)B‘(m,+7’k+'2') ’

gde je B beta funkcija. U tabeli 3.4.1 date su vrednosti inte-
grala Iem 22 0 ;k+mé4 .
Kako je (u,v)=/f uvdxdy, pomoéu vrednosti I, nala-

-G
zimo skalarne proizvode (Avi,vk‘) i (Vi’vk) (i,k=1,2,3). Na

primer,

T Sopstvene funkcije (osciiacije) eliptidke membrane mogu se egzaktno
- predstaviti pomoéu. Mathieuovih funkcija, ali je takva reprezentacija
veoma komplikovana.



176 9. PRIBLIZNO RESAVANJE | INEARNIH OPERATORSKIH JEDNACINA

Tabela 3.4.1.

m
a 0 1 2 3 4
0 2 1/2 1/4 5/32 7/64
1 2 1/3 1/8 1/16
2 4 1/2 3/20 \
3 10 1
4 28

(Avy,v)) = éf (-10) (x?+4y2-4)dxdy = ~107 (I (+41, =4Iyq) = 407 ,

327

(vl,Vl) = n(120+16102+16100+8I11—8I10-32I01) =3 .

Na taj nadin dobijamo karakteristidnu jednacinu za pribliZno

odredjivanje prve tri sopstvene vrednosti operatora A:

8, 20 _4 51
10 - 3 5 -3 3 -3
Ca |20 _4, 4 _38 s _ 2, |.
D(A) = dm | =5 = 3 3 ~ 5 g1 [0
5_1 3 .2 47 _ 1
3°- 3 & - 15" 24 " 10

Uvodjenjem smene A=5(1-z/2), poslednja jednadina se
svodi na jedna&inu

6z% + 73z2 + 124z - 96 = 0,
odakle re$avanjem nalazimo prve tri sopstvene vrednosti

Al = 3,569, Ay = 12.045, X3 = 29,803 .
Primedba. Ako uzmemo n=2 u Ritzovom metodu dobifemo grublije
aproksimacije za prve dve sopstvene vrednosti. Naime, tada ima-
mo karakteristi&nu jednadinu

-8 20 _ 4

10 3A 3 3A
=o’

20 _ 4 46 _ 8

3 "3 3 "5}
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t3. jednadinu 3212 - 881+ 245 =0, odakle je

A} = 3.616 1 %, = 12.098.

9,3.5. Metod momenata

Neka su X i1 Y Banachovi prostori, A linearan operator
definisan na D(A)C X i sa vrednostima u R(A)C Y. Projekcioni

metod za reSavanje jednadine
(3.5.1) Au = f (feR(A))

zasniva se na zameni ove jedna®ine, jednadinom
(3.5.2) Pn(Aun - f) =0,

kori¥denjem dva niza potprostora {Xn}ncN i {Yn}neN (X,cD(a),

YnC:Y) i linearnog operatora (projektora) P Y Y, koji zado-

voljava uslove
2 =p i P¥=Y (n=1,2,...).

Kao pribliZno reSenje jednadine (3.5.1) uzima se reSe-

nje jednadine (3.5.2) w, (eX ).

Na dalje, pretpostavimo da su prostori X i Y Hilbertovi
i (.,.) skalarni proizvod u Y.

U D(A) i Y izaberimo nizove linearno nezavisnih vektora
{vk}keN i {wk}keN respektivno. Prvi od njih nazivamo koordinat-
nim, a drugi projekcionim. Za podprostore X, i ¥, uzmimo linea-
le nad {vl,...,vn} i {wl,...,wn} respektivno, a za P, operator
ortogonalnog projektovanja (ortoprojektor Y na Yn).

Lema 3.5.1. Za svako weY jednakost

(3.5.3) Pyw =0

i sistem jednakosti
(3.5.4) (wyw)-=0 . (k=1,..,,n)

su ekvivalentni.
12 Numeri¢ka analiza Il deo
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Dokaz. Pretpostavimo da vaZi (3.5.3). Tada je, zbog jed-

nakosti wk=ink (k=1,...,n),
(w,wk) = (W'ink) = (in,wk) =0 . (k=1,...,n).

Pretpostavimo sada obrnuto, tj. neka vaZe jednakosti (3.4.5).

S obzirom da ineYn, imamo

ael

£

]
Ui =]

a; W, ,
k=1 k'k

pa je
n n : .
(pw, £ aw)= & a (P Ww)
n k=1 k 'k k=1 k' n k

w2

n
L a,(w,w,) =20,
k=1 k k

tj. (3.5.3), éime je dokaz zavr3en.

Na osnovu dokazane leme, jedna&ina (3.5.2) je ekvivalen-

tna sistemu jednadina

(3.5.5) (Au, - £,w) =0 (k=1,...,n).
Kako unexn, to zna&i da je za njegovo odredjivanje potrebno na-
¢1 koeficijente Cx (k=1,...,n) u razvoju

n .
1

. n 7
(3.5.6) u, = I c;vy-
=1
Zamenom (3.5.6) u (3.5.5) dobijamo sistem jednadina za
nalaZenje koeficijenata ¢, (k=1,...,n)

n
(3.5.7) iil(Avi,wk)ci = (f,wk) (k=1,...,n).

IzloZenl metod se naziva metod momenata ili metod Galer-
kina-Petrova. Izborom nizova {vk} i {w .} dobijamo razli&ite me-
tode. Ne upuZtajuéi se u analizu pojedinih metoda naveXéemo ne-
ke od njih koji se najviZe koriste u praksi.
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Neka je X=Y i W=V (k=1,...,n). Tada se sistem jednali-
na (3.5.7) svodi na
n
(3.5.8) I (A.vi,vk)ci = (f,vk) (k=1,...,n).
i=1
Ovaj metod se naziva metod Galerkina ili metod Bubnov-Galerkina.
Primetimo da je sistem (3.5.8) ekvivalentan sa sistemom (3.3.2)

kod Ritzovog metoda, ali je ovde operator A proizvoljan.

Ako uvedemo vektor-ostatak r =Au -f, tada se (3.5.8)
svodi na uslov ortogonalnosti vektora r, sa svim vektorima Vi
(k=1,...,n), tj. '

(rn,vk) =0 (k=1,...,n).

Ako izaberemo Wy =Av) (k=1,...,n) dobijamo-metod najma-
njih kvadrata. Tada se (4.5.7) svodi na
n
iz_l(AVilAVk)Ci = (f,AVk) (k=l,...,n).

U ovom sluaju imamo

i
o

(r,/Av) = (k=1,...,n).
Primetimo da se pri ovako odredjenom un'minimizira funk-
cionela

F(u) =J|Au_- £1] 2

na skupu X, -

Na osnovu (3.5.2) zakljufujemo da reSenje u, ne zavisi
od izbora koordinatnog i projekcionog niza vektora, veé samo
od podpréstora X, i'Yn. Naime, vaZi sledefa teorema.

Teorema 3.5.1. Neka su By={v/,..., v/} i By={w{,...,w]} sistemi
linearno nezavisnih vektora iz D(A) i Y respektivno, takvi da
je L(By)EX i L(Bz)sYnL Neka je, u ovom sludaju, sistem jed-
na¢ina

n -
(3.5.9) iil(Avi,wi)bi = (f,wﬁ) (k=1,...,n)

12*
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analogon sistemu (3.5.7). Tada va%e tvrdjenja: _
: i
10

U pogledu egzistencije (i jedinstvenosti) reSenja,
sistemi (3.5.7) i (3.5.9) su ekvivalentni, )

2° ako je skup {cy},_ jedinstveno reSenje sis-
i“i=1l,...,n T
tema (3.5.7), tada je
n _ n _
(3.5.10) .Z ciVi = '2 bivi .
i=1 i=1

gde je skup {b.},

iti=1,....n redenje sistema (3.5.9).

Dokaz. Tvrdjenje 1° sleduje iz &¢injenice da je egzisten-
cija (i jedinstvenost) reSenja svakog od navedenih sistema us-
lovljena egzistencijom (i jedinstvenos$cu) resenja un(exn) jedna-
8ine (3.5.2). S-obzirom da je leva i desna strana jednakosti
(3.5.10) reSenje jednadine (3.5.2), zakljudujemo da vaZi tvr-
djenje 2°.

Na osnovu tvrdjenja teoreme 3.5.1 zaklju€ujemo da trans-
formacije koordinatnog i projekcionog niza, koje oduvavaju pod-
prostore X i Y . ne menjaju resenje u, - Medjutim, sa numerié-
kog stanoviéta, pomenute transformacije su korisne, s obzirom
da se njima moZe uticati na stabilnost sistema linearnih jedna-
&ina. Naime, treba odabrati takve nizove {vk}keN i'{wk}keN da
je matrica sistema (3.5.7) dobro uslovljena.

Ne upuStaju€i se u probleme vezane za izbor pomenutih
nizova, kao ni u dalju analizu metoda momenata, nave3éemo dva
primera koji ilustruju priménu Galerkinovog metoda.

Primer 3.5.1. Metodom Galerkina odredimo pribli¥no refenje kon~
turnog problema

2" - z°cos x + zsinx = sinx,
z(-m) = z(n) = 2,

Smenom z=y+2, dati problem se svodi na problem homoge-
nim konturnim uslovima

Y" - y‘cos x + ysinx =-sinx,

y(=m) = y(s) = 0.
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2

Uzmimo X=Y=L2(-1r,1r), A=d— - cos xi + sinx,
' ax? dx

D(a) = {y|]yec?C-n,m1, y(-7m) = y(m) = 0},

vl = sinx, v, = cos x +1, vy = sin 2x, Vy = cos2x-1.

Kako je
Avl = -sin X - cos 2x, sz = sin X - cos x +sin2x,
Av., = - lcos4 - 4sin 2x —gcos 3x
3 2 2 ’
Av =—lsinx- 4cos 2x +§cos3x
4 2 2 4
f = -sinx,

sistem jednalina (3.5.8) postaje

- 1 07 . - .
1 1 0 3 c, (1
1
0 1 5 0 e, 0
L] = ’
0o -1 4 0 ey 0
| 1 0 0 4 | [y [ 0 ]

)

. 8 2 .
odakle je Cy =5 c2=c3=0., Cy="7 s+ tJ.

z4=y4+?=2 +-.?-sinx +~$— sin’x.

Primetimo da je tadno resenje datog konturnog problema
z = eSln X+ .
Primer 3..5.2. ReS$imo integralnu jednadinu
- )
CY(x) = x +  [xty(t)at
; -1
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metodom Galerkina uzimajuéi za bazisne funkcije Legendreove
polinome, tj. v, (x)=P, _;(x) (k=1,2,...). Neka je X=y=12 (-1,1),
operator A, definisan na D(A)=CL[-1,1] pomocu

1
ay =y - [xty(t)at
-1
i neka je n=3. Kako je
7, =1 v, = Va, = l(3x2 - 1)
Vi =t 2 = X 3 = 2% '
= =1 = Y32 -

Avy =1, Ay, = 3%, Avy = 5(3x 1)

i f(x)=x, sistem jednadina (3.5.8) postaje

2 0 0 c

1 0
2 _ 2
0 'g 0 02 = —3- ’
2
0 0 5 Cq 0

odakle dobijamo c,=0, c2=3, c3=0, tj. y3(x)=3x.

Na kraju navedimo jo3 jedan metod za pribliZno re$avanije
jednaéine (3.5.1). Neka su X i ¥, kao $to smo na poetku odelj-
ka pretpostavili, Banachovi prostori. U D(A) izaberimo koordi-
natni niz vektora {Vk}keN’ a za projekcioni niz {wk}keN linear-
ne funkcionele definisane na Y (wk su dakle, elementi konjugo-
vanog prostora Y*). Prema ovom metodu, koceficijenti u pribliZ-
nom reSenju

. n
u = L c,Vv,,
n i=1 i'i

odredjuju se iz sistema jednadina

n
wi (AT cgv.) = w () (k=1,...,n),
i=1
tj.
n
(3.5.11) E CyWy (Avy) = wy (£) (k=1,,..,n).

i=1
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Razmotridemo sada jedan specijalan slu¢aj ovog metoda,

koji se naziva metod poklapanja ili metod kolokacije.

Neka jé Y=CLa,bJ i neka su funkcionele Wy 3 CCa,bl +R de-
finisane pomodéu

Wk (y) = Y(xk) v

gde je {xl,...,xn} zadat sistem &vorova na [a,bl. Za reSavanije
konturnog problema

y" +py”  +qy =£f, y(a) =y(b) =0,

gde su p,q,f date neprekidne funkcije na fa,bl, pomocdu metoda
poklapanja uzimamo X=Y=C[a,bl, D(A)={y|yec2Ca,bl, y(a)=y(b)=0},

Ay=y"+py “+qy. Za koordinatni niz moZemo uzeti, na primer,

vk(x) = (x—a)(b-—x)xk_l (k=1,2,...).

Izborom razli&itih &vorova X (k=1,...,n) na segmentu [a,b],
sistem (3.5.11) postaje

Ay | = £(x) (k=1,...,n),

X=X,
tj.

I ey EVY () +p (1) ¥ () +q () V5 (1) I=£ (%) (K=1,uyn)

n
(3.5.12) I
i=

1
Primer 3.5.3. Neka je dat konturni problem

y' +(1 + x®)y +1 =0, y(-1) =y(1) =0.

Izborom bazisnih funkcija vlél-x2 i v2=x2(1—x ) i &vorova

x1=0 i x2==% i reS8avajuéi sistem jednafina (3.5.12) dobijamo
Yo (x) = 0.957(1-x2) - 0.022x2 (1-x2).

Primedba 3.5.1. Metod kolokacije moZe se formalno dobiti iz me~

toda momenata uzimajuéi za projekcioni niz funkcije wk(x)=6(x-xk)
(k=1,...,n), gde je & Diracova funkcija. ‘
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ZADACI SA PISMENIH ISPITA®

O1(7.VI 1973)
1.1. Funkciju x = f (x) = x* aproksimirati algebarskim polinomom drugog stepena na
segmentu [0,2
1° srednjekvadratnom aproksimacijom i odrediti veli¢inu najbolje aproksimacije;

29 Lanczosovom ekonomizacijom pomoéu Cebifevljevih polinoma i naéi maksimalno od-
stupanje. ‘

1.2. Date su nesingularne matrice A i Xo. Neka je Fo =1 — XA (I jednadina matrica)
i Xo takva matrica da je IFo 1i€q <1.

1° Dokazati jednakost
A'=(1+Fo+F2 +...)Xo;

2 Ispitati konvergenciju iterativnog procesa za nalaZenje inverzne matrice od A
Xea1=I =X, AGL- XA X, (k=01,...).

1.3.1zvesti formulu Cebifevljevog tipa

{';/2 f(x)cosxdx=A(f(x))+(x2)+1(x3)) +Rs (),

a zatim primenom ove formule priblizno izradunati

n/2
f COos X dx.

0 34x?

1.4. Dat je sistem jedna«‘.iné
Fi(xy)=x*+y’ +x ~ 1441 =0,
Fa(xy)=x’+y? +y-2411=0.

Polazeti sa x{®) =0 y(® = | odrediti x?? j y®) primenom
1° Newtonovog metoda;
2° modifikovanog Newtonovog metoda.

i8S i& 1iza se predaje polev od
* Elektronskom fakultetu u Nisu, numgrlcka ana -
) Igiolske 1971/72. godine, nijpredu ogzzﬁegzeggﬁgglg&moAﬁAigggml (SigAséXes-
i tar), a Zatim kroz dva ALIZA I(V s
tazl):[:{ ;gﬁggl(‘fm);'mulzz\ 11 (VIII sengest:ar) . Ovde §u—dat1 lsiltgét’:z:eiag;rlaz— ‘
- ovih piedmeta za period juni 1973 -_aprll 1977, pri &emu su kor
éenice OI, NAI i NAII za odgovarajuce predmeiie.

187
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1.5. Data je diferencijalna jednacina y* + (1 + ee"?*) y = 1, gdé je € realni pafametar, )
takav da je kK& 1. Odrediti reSenje ove jednatine u obliku ’

y(x) =yo(x) + ey (x) tely,(x) +. . .,

pri demu je yo (0) = 1.

Ol (7.1X 1973))

2.1. U skupu polinoma ne viSeg stepena od petog aproksimirati funkciju x = f (x) = x8
na segmentu [--1, 1] mini—max metodom i odrediti maksimalno odstupanje.

. _x+13
2.2. Funkciju x = f (x) t 1
tre¢eg stepena uzimajuéi za &vorove interpolacije tatke ¢ije su apscise 0,1, 2, 3. Na osno-
vu toga priblizno izra&unati f (1.5) i nadi gresku aproskimacije za x = 1.5. Takode, prime-
nom Aitkenovog postupka izratunati f (1.5).

aproksimirati Lagrangeovim interpélacionim polinomom

2.3. Dat je Cauchyev problemy‘ =x — y,y (0) = 2.

1° Metodom sukcesivnih aproksimacija naéi prve tri iteracije;
2° Eulerovim metodom sah = 0.5 priblizno izra¢unatiy (2).
2.4.Dat je iterativni proces

zanalazenje A~!, gde je B, data matrica.

1° Dokazati da je proces (1) analogan Newtonovom metodu za izracunavanje réciproéne
vrednosti datog broja; .

i-—
2° Ako se uvede Cy = — AB, . dokazati da je Cy= Czl .

39 Dokazati da je dovoljan uslov za konvergenciju iterativnog procesa (1) da sopstvene
vrednosti matrice C, leZe u jedini&nom krugu.

2.5. Ako u nekom krugu sa centrom u koordinatnom poéetku jednagina
f(x)=ag+ta;x+a;x?+...=0

ima jedinstven prost koren x = £, primenom teoreme Kéniga dokazati da je

X 3|22 3
__h a5 a5 _ a; a,
O £= a; [a; a, a, 4; a5
a, 12,
2,8, 2, a,\ 8 3 4,
0 a5 2

Primenom (1) izralunati koren jednagine
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17
1—5x+%x ~ X gt~ =0

sa jednom tagnom decimalom,

01 (7X 1973)
3.1. Za dati skup podataka (x;, f;):
{ (=2,2.75), (~1.2),(0,1), (14).(2228), (3,128)

nadi interpolacionu funkciju primenom Pronyevog metoda. -
3.2. Neka se za nalaZenje prostog korena x = a jednadine f (x) = 0 koristi iterativni proces

f (xy) _ f (yx)
r_,(—x'k—;, Xk+1 S Yk— f:(x ) (k Ol )

(9] Yk = Xk —

Ako proces (1) konvergira ka refenju a, dokazati da je

Xk+1--2 _f"@) . I Xk+1 —2 ____l(f”(a))2
2

f'(a)

k-)ilz (yk ~a) (xe —a)  f'(a) k-::'n“ (e~ 2)°

pretpostavljajuéi prilom da je funkéija f dvaput neprekidno — diferencijabilna u okolini
korena x = a.

3.3. Izvesti kvadraturnu formulu
1
FEdx 2 (AKR0) + B ®)(1)),
o k=0

¢iji je algebarski stepen tagnosti pet. Koris¢enjem dobijene formule priblizno izragunati

1 dx
of 1+x?

i naéi odgovarajuéu gresku aproksimacije.
. > >
3.4. Dat je sistem linearnih jednagina A x = b i iterativni proces
» > > >
(€8] X4=(+DAYX -Db k=0,,...),
gde je D neka nesingularna matrica.

10 Kakav uslov treba da ispunjavaju sopstvene vrednosti matrice DA, da bi proces (1) blo
konvergentan za proizvoljni_ pocetni vektor xo,

20 Dokazati da proces (1) konvergira reSenju datog sistema, ako je zadovoljen uslov iz 1°.
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3.5. Data je funkcija f, pomoéu
f(x)= ex/2 fx et’ /24y,
o

Na¢i asimptotski razvoj ove funkcije i odrediti koliko &lanova ovog asimptotskog razvoja
treba uzeti da bi se dobila maksimalna tagnost za x = 10.

01(17.11974)

4.1. Funkciju x » f (x) = v/1 + x? na segmentu [0,1] aproksimirati funkcijom x > ¢ (x) =
=ax + b primenom

10 srednje—kvadratne aproksimacije;
29 mini-—max aproksimacije.

4.2, Odrediti C;, C4, C, tako da kvadratuma formula

I;' p () £ (x) dx = €, f(—1) +C; f(0) + C; f(1)

ima algebarski stepen tadnosti tri, uzimajuéi za tezinsku funkciju
1°p(x)=1; 29p(x)=(1-x?)'/%; 39p(x)=(1-x?)"!/2,
4.3. Odrediti funkciju h, tako da iterativni proces

Xg+1™ Xk — tt:‘((xk)) h( k) ( f'( )) )2 (k Ol )

za nalaZenje prostog korena jednadine f (x) = 0. ima red konvergencije tri, a zatim naéi
asimptotsku konstantu greske ovog procesa.

4.4. Odrediti kvadratnu matricu X treceg reda koja zadovoljava jednaginu

4.5.Data je diferencijalna jednadina xy’ = 2x—y, sa po&etnim uslovom y(H)=2.
19 Metodom sukcesivnih aproksimacija naéi yy (x) (k =1,2,3).
20 Eulerovim metodom nati y (2), uzimajuéi za korak integracije h = 1/2.

OI (29 111 1974.)

5.1. Funkciju x » f (x) = sin x na segmentu [0, 7/2] aproksimirati funkcijom x > & (x) =
=ax + b srednje —kvadratnom aproksimacijom sa teZzinom
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1°p(x)=1; 2°p(x)=x.

5.2. Jednatina f (x) = 0 ima koren x =a, &iji je red visestrukosti p, i neka se za njegovo
odredivanje koristi iterativni proces

f(xx)
xk+l='xk—Pf,§xT:) &k=0,,..)).

Odrediti red konvergencije i asimptotsku konstantu greske ovog procesa, pretpostavlja-
jucida fECP*! [a—h,ath] (h>0).

5.3. Na redavanje sistema linearnih jednadina A x= 3, predstavljenog u obliku x= Bx +8,
primenjen je metod proste iteracije

O =gk 4% k=12,..).

Ako je ||Bll < 1, dokazati

10 ;(k)=Bk ;(0)+(I+B+_,,+Bk—')5;

2 k
20 x — X&) u<uBik 1 X0 + L8 - IBIE 113"_ Illlgllll (;— tagno refenje sistema).

5.4:Za izralunavanje integrala
b
J (x-a)(b —x)f(x)dx
a

izvesti Gaussovu kvadraturnu formulu algebarskog stepena tagnosti pet.
55.(15)

OI (23.1V 1974))
6.1. Neka je a pozitivan koren jedhaéine e*— ex —1 = 0. Funkciju x + f (x) = ¢* na seg-
mentu [o, a] aproksimirati pomoéu algebarskog polinoma prvog stepena koriste¢i
1° mini —max aproksimaciju;
20 srednje—kvadratnu aproksimaciju.

+ 0o -t
6.2. Izvesti asimptotski razvojza f (x) = [ z—dt.
X

© 6.3. Izvesti Gaussovu kvadraturhu formulu

F VR dx = Ay f(x1) + As £(xa) *+Rs (6.

64.(44).
65.(14)



01 (6. V1 1974))

7.1. Funkciju x > f (x) = x® na segmetnu [0,2] aproksimirati kvadratnim trinomom

10 srednje —kvadratnom aproksimacijom,
20 postupkom ekonomizacije.

7 2. Izvesti kvadraturnu formulu oblika
h
S f(x)dx = h (af, + bfy) + h(cf,, +df;),
[}

gde su fo=f (0) i f;=f (h), a zatim proceniti gresku ove priblizné formule i rezultat is-
koristiti za poboljianje tadnosti ekstrapolacijom prema granici.

73.(3.2). »
7 4. Odrediti red visekoraénih metoda
10 yn+2— yn=‘2hfn+l ;

_4h
20 Yn+a " Yn _T(anﬁf‘ fn+2+ 2fnH)’

a zatim ispitati koji je od ovih metoda konzistentan, koji je nula—stabilan, a koji konver-
gentan.

Takode, odrediti konstante a,, a;, a,, a3 tako da metod
8 Ypeat 8 Yot a1 Yo tagy,=he

ima najve¢i moguci red i ispitati konvergenciju dobijenog metoda.

OI (7.1X 1974))

8.1. Izvesti formulu za re§avanje'diferencijalne jednacine y*’ = f (x,y) u obliku
M Yarr= 8V th Gy toy ) +h* Wy, +ey, )

i proceniti gre¥ku. Koeficijente a,b,c,d,e odrediti iz uslova da je formula (1) taéna za
¥ = 1X—Xn, (x—%n)?, (x—xn)?, (x—Xn)*.

8 2. Funkciju x » sin x na segmentu [0, n] aproksimirati kvadratnim trinomom

19 srednje—kvadratnom aproksimacijom;

20 mini—max aproksimacijom.
.8.3. Dokazati da iterativni proces

xk“=xk-—cf(xk) k=01,..)
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za odredivanje prostog korena jednadine f (x) = 0, gde ¢ moze zavisiti od f i xi, ima li-
nearnu konvergenciju, izuzimajuéi slu&aj c = 1/f' (xx).

84.(24).
01 (7.X 1974)

9.1. Pokazati kako bi se primenom metoda najmanjih kvadrata skup tagaka (1,60),
(2,30), (3,20), (4.15) aproksimirao funkcijom x *y = a ebx.

9.2.(6.2)).
9.3. Odrediti parametre a,b,c,d tako da kvadraturna formula

h "
Sy (x)dx=ay +by,+cy, +dyy +R(Y)
o

ima algebarski stepen tagnosti tri, pri ¢emu su y, =y (0) iy, =y (h), a zatim odrediti
ostatak R (y). pretpostavljajuéi da je funkcija y dovoljan broj puta neprekldno diferenci-
jabilna na [O,h].

9.4. Data je dnferencijalna jednatina y* +y +ey> =0, gde je €| € 1. Metodom malog pa-
rametra odrediti ono partikularno resenje y, (x), za koje je y, (0) =1iy, (0)=0.

Ol (23. XII 1974.)

10.1. Izvesti.Gaussovu kvadraturnu formulu oblika
1 3
I(l ‘Xz)f(x)dx= E Akf(xk)"'RJ(f).
-1 k=1

10.2. Funkciju x > f (x) = arcsin x razviti po Cebisevljevim polinomima prve vrste T, (x).
10.3. Pokazatl da funkcija x > @ (x) = x — —f,zziﬁ,—odreduje Jiterativni proces Xy, =
=¢ (xk) (k=0.1,...) treCeg reda za nalaZenje prostog korena jednadine f(x) 0.

01(17.11975)

11.1. Neka je P polinom stepena n sa razli¢itim nulama x; (i = 1, . . ., n). Dokazati jed¥
nakost ,

—

Px)= 2 P (x) Li (0,

gde je L; (x) = lﬁ |

13 Nurheri¢ka analiza II deo
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11.2. Funkciju x > f (x) = cos X na segmentu [0, /2] aproksimirati funkcijom x + & (x) =
= ax + b srednje—kvadratnom aproksimacijom. ‘

11 3.Dat je sisiem jednagina

exp (x*+y?)=3,
x +y —sin (3 (x+y)) =0.

Konstruisati Newtonov metod za resavanje ovog sistema.
11.4. Za izralunavanje integrala

f2 Vx(2 —x) f(x) dx

izvesti Gaussovu kvadraturnu formulu algebarskog stepena ta&nosti pet.

01(26.V 1975)
12.1. Funkciju x * f x)=ex (0<x<1) aproksimirati poinoéu srednje—kvadratne aprok-
simacije linearnom funkcijom x > ® (x) =ax +b.
12.2. Za izralunavanje integrala

o A EK) dx
. =1

izvesti Gaussovu kvadraturnu formulu algebarskog stepena taZnosti tri i na¢i odgovarajuéi
ostatak.

12.3. Izratunati vrednost determinante n-tog reda

alo...00

1 al 00
- Dq(a)=].

600 a l

000 1 a

“u zavisnosti od parametra a.
12.4. Pokazati da iterativna formula

(n—1)xg +(ntl)a
Xk+1= Xk k=0,1...),
(nt1) x: +(n—-1)a

koja se koristi za izradunavanje vrednosti Va (a > 0), ima red konvergencije tri. Odrediti
asimptotsku konstantu greske ovog procesa.
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01 (25.1X 1975.)

13.}. Funkciju f, datu pomoéu f (X) = |x|, na segmentu [—1,1] aproksimirati srednje —
kvadratnom aproksimacijom pomotu polinoma petog stepena i nati velitinu najbolje
aproksimacije.

13.2, Izragunati integral

1 2
f e™% dx

o

razlazuci podintegralnu funkciju u stepeni red i koristeéi sedam &lanova razvoja. Oceniti
gresku,

13.3.(5.2).
13.4. Gaussovim metodom eliminacije resiti sistem jednadina:

1
™

X, +3x; - 2xy —4x,

le +()X1 --7X3 - |0X4 =—2,
—X) — X3 +5x%; +2x4 = 14,
—-3x; — 5%, +15x%, =- 6.

O1(24.X11975)

14.1. Funkciju x > f (x) = sin?x aproksimirati polinomom drugog stepena na segmentu
[~=/2, n/2] srednje—kvadratnom aproksimacijom.

142 Ispitati konvergenciju metoda proste iteracije primenjeriog na sistem jednagina

T D NS 'S
XSFxogY¥ g yT Rty o

143, Za iterativni proces Xy 4+, = \/2+kk (k =0,1,...), sa x, = 0, odrediti red konvergen-
cije i asimptotsku konstantu greske,

144.(1.3).
NAI (14.11 1976.)

15.1. Na osnovu veze izmedu operatora E, A, V izvesti prvu i drugu Newtonovu interpola-
cionu formulu. :

15.2. Niz x4, X3, . . . formira se pomoéu rekurentne formule

xk+‘1'=—; cosxy, (k=0,1,.. .);xo =1.

19 Ispitati konvergenciju ovog niza;
20 Kakva je geometrijska interpretacija dobijenog rezultata;

. 13"
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3° Na koji se nadin moze ubrzatl konvergencija datog niza.

15.3. Polinom x » 1 — (x/5)*+ (x/5)*~(x/5)® (x € [—1,1]) aproksimirati polmomom
drugog stepena primenom postupka ekonomizacije i odrediti gresku aproksimacije.

15.4. Newton—Cotesove formule za numeri¢ku integraciju. lzvesti posebno Simpsonovu
formulu i odrediti gregu. v

OI(13.111 1976.)

16.1. Na¢i Lagrangeov interpolacioni polinom P, za funkciju f, definisanu pomotu
f (x) = sin 1r_2x uzimajuéi za interpolacione Evorove tatke X, = 0, x; = 1, x,=2. Odrediti

funkciju ¢ u jednakosti
f(x)-P, ()=2Ex(x-1)(x-2) (0<¢<2),

kaoi max @ (§)l.
(€00,2]

162. Za funkciju x > f (x) =i— (x+1)* naéi srednje—kvadratnu aproksimaciju oblika

X + @ (x) = ax+b sa tezinom p (x) = (1-x?)" "2 na segmentu [-1,1].
"16.3. Primeniti metod Newton—Kantorovi¢a na refavanje sistema jednatina

x_—_xz.'.yz’ y=x2_y3'

Startujuéi sa (xo, yo) = (0.8, 0.4), naéi (x,, y, ).
16.4. Odrediti koeficijente A, (i = 1,2,3,4) i gresku R (f) u kvadraturnoj formuli

{‘ £ dx=A; f(=1)+Aq £ (1)+ Ay (1) + Aq (1) + R (),

~ tako da je ona talna za polinome ne viseg stepena od treceg.

OI (7.1V 1976))

, _ ™ cosk@—cosk
17.1. Neka je Ix= of 200 —cosd ~cosp

Pokazati da Iy zadovoljava diferencnu jednaginu

d0 (k ceo broj).

Ixs2—2cos ¢ Ixs1+1x=0
i po&etne uslove [, = 0,1, = 7. Izradunati Iy.
172. U formuli za pribliZnu integraciju

() dx = Ao £ (0) + ALf (1) + A, £(0) + A F (1)
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odrediti tezine A;(i =0, 1,2,3) i oceniti gresku.
17 3. Izvriiti ekonomizaciju rada

. x2. x} x* x§
log (1+x) =x- +3 - 4+5— 0<x<1)

i oceniti gredku.
174.(5.2).

NAII (16. VI 1976.)
18.1. Za linearni dvokora&ni metod

h
(1 Yn+2 =Yne1 = 73 (5Fnez +8fnsy—fn)

naéi red p i konstantu greske C,.;. Ako je metod (1) konvergentan, naéi intervale apso-
lutne i relativne stabilnosti.

182. Metodom Galerkina na¢i priblizno resenje konturnog problema

y'-2xyt2y=x; y(0)=0, y'(I)=1.
Za bazisne funkcije uzeti u,= ax, u, = x?+bx. u;=x*+cx, gde konstante a,b,c treba odre-
diti.
18.3. Data je parcijalna diferencijalna jednadina

Ug— Uy, =0 (0<x<l;0<t<T),

sauslovimau (0,) =u (1,1)=0 (0 <t<T),u(x,0)=1 (0<x<1)
1© Nati refenje ovog problema Founerowm metodom;

20 Uzimajuéi da je Nh = 1 ir= I/h?, naéi diferencnu aproksnmacnju datog problema u
obliku
Upj+1 SAUR +Buy_ 15+ Cunyy 5, U j=uN,j=0, u5,0=1

i predstaviti njeno resenje u obliku konaZnog Fourierovog reda;

30 Uporedivanjem dobijenih rezultata, dokazati da reéenje diferencne aproksimacije kon-
vergira ka tatnom redenju datog problema ako su ispunjeni spektralni uslovi za stabilnost.

18.4. Diferencnim metodom sa istim korakom h po koordinatama, izradunati priblizno
‘najmanju sopstvenu vrednost problema

9%u ’1\

az’ (r —)+Au 0, uip=0,

gde je I"kontu:a kvadrataz =1,z=~1,1=4,r=6. Raéunatx sah=1i h=2/3,azatim
primemtl Rlchatdsonovu ekstrapolacuu
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 NAI(18. VI 1976.)

19.1. Dokazati da su operatori
A+ B/ +D), VA-3V/A-V),

ekvivalentni, razvijajuéi ih po stepenima od E. | »
Na osnovu prethodnog, naci razvoj operatora ub po stepenima od A i po stepenima.od V.
192, Na redavanje sistema linearnih jednagina

e3 v 1 oo 3,43
X=Xty - ySoxtgyts

primenjuju se metod proste iteracije i Gauss—Seidelov metod. Ispitati konvergenciju ovih
procesa. '

19 3. Odrediti koeficijente A,B,C i gresku R (f) u kvadratnoj formuli
2
(1) S0 dx=(2h) (AL, +BAT, + CAM,) +R(F) (a>- 1),
o .

tako da je ona tagna za polinome najvileg moguceg stepena.
Po formuli (1) priblizno izratunati

BG.9= [ x~'1-x%"'dx (p.q>O0).

3
5)-
19 4. Izvesti dovoljne uslove za konvergenciju iterativnog proccsa

U specijalnom sludaju naéi B (Lz' ,

Xk+y = F(xy) k=0.1,...).
Koja je od funkcija F, (i = 1,2,3), datih pomoéu

' = o—tX o cxte X _ ox* te”¢r
Fitx)=e +Fa(x) c+l » Fax)= cx+1 7

pogodna za refavanje jednadine xec* = 1 (¢ > 0) ? Sta se moZe reti o redu konvergencije?

NAI(22.1X 1976.)
20.1. Operatore D i D? razviti po stepenima od 8.
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20.2. Ako je X redenje jednatine x= Bx+p (B=B, +B,)i akoje 1B < q< 1, dokazati
nejednakost .

IIB, Il
® X< —ar | KO3 ke,

1Bl
gde se niz {;(k)}generiﬁe pomotu Gauss—Seidelovog metoda
=g, 3 4B, XV ef x=12,..).

20.3. Odrediti koeficijente A,B,C i ostatak R(f) u formuli za numeritku integraciju
M) S0 dx=AEE) +F(52) +FE)* BIG) + CE o) +R(O)

tako da je ona tadna za polinome najvileg moguéeg stepena. Sukcesivnom zamenom
(ab) = (i-';n_—l ,:—n) G(=1,...,m)u(l),naéi kompozitnu formulu za of' f (x) dx i oce-
niti gresku, ‘ “
20.4. (6.1).

NAH (24.1X 1976.)

21 ;l .(94).

21.2. U zavisnsoti od parametra a ispitati nula—stabilnost i red lineamog dvokoraénog
metoda

1
Yn+3 T2 (Yns2 —Ynae1) —¥a = _2'(3 +a)h(fas 2 *fne1)
21.3. Dat je Cauchyev problem
—Uy =0 (XI<+0;0<t<T),

u(x,00=9(x) (xji<te),

$))

gde je ¥ poznata funkcija. Uzimajuéi za &vorove tagke (i—1,j), G,j), G +1,j), G, j+ l)l
r={/h?, naéi diferencnu aproks1macuu

Za ptoblem (1), a zatim \u zavisnosti od parametra r odrediti red aprokslmacije i ispitati »
spektialne uslove za stabilnost. -

21.4. Reéiti integralnu jednaginu
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f(x)=sinx + fl(l — x cos xt) f (t) dt

metodom degenerisanog jezgra. Koristiti najmanje tri ¢lana Taylorovog razvoja.

NAI(2.X 1976.)
22.1. Odrediti red konvergencije i asimptotsku konstantu greske iterativnog procesa

xi +2a
Xk =Xk —3 k=01,..)
2x, ta
za nalaZenje korena jednaine x* —a =0 (a #0).
222. Razviti operator h™'J po stepenima od: 10 E; 20 A; 30 7,49 § i 50 hD.

22.3. Funkciju x » £ (x) = x* aproksimirati polinomom drugog stepena na segmentu
[0,1]: a) srednje kvadratnom aproksimacijom sa tezinom p (x) = x (1—x). b) mini max
metodom i naéi najvece odstupanje.

22.4. Odrediti Aj, x; (i=1,2,3)iR(Hu Gauss—Hermiteovoj formuli

Q) e r(x)dx= él Ay £(x;) + R (6).

-t

. . . + oo
Primenom formule (1) priblizno izradunati integral [ ___le+ : dt i oceniti gresku.
[

NAII (3.X 1976.)
23.1. Izvesti opstu formulu Runge—Kutta drugog reda oblika
) Yo=Y.yari=va th(A@k +B@)ky) (01=0,1,...,N-1),
gde su |
ki =f(xp,yn) i ks =f(xa*ah, y,+tahk,) (O<aci),

za refavanje Cauchyevog problemay’ = f (x,y),y (x,) =Y.

Primenom formule (1), za slugaj A (a) = B (a), odrediti y (2) za problem y’ = _’_(y__ yi.

y (1) =1, uzimajuéi h = 0,5. »
232. Metodom Ritza, odrediti prve dve sopstvene vrednosti i odgovarajuée sopstvene fun-
kcije graniénog problema

y“+Ay=0, y(@©)=y(1)=0
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1 uporcditi ih sa taénim vrednostima.
Za bazisnc funkcije uzeti vy(x) = xk(l—x) k=12

23.3. Koriste¢i metod mrezasah =I=_ | nadi priblizno resenje problema

4 3
U - Uyy =00 (x,0)=x (7 —x),uy (x,0)=0;u (0, t)=u(n,t)=0

zatsnmw

23 4. Konstruisati optimalni visekoragni metod &etvrtog reda.

NAD (4. XII 1976.)

24.1. Odrediti red i konstantu greske dvokoraénog metoda

h2
Yae2 = 2¥ne1 ¥¥Yq = 3 (fne2t10fney +15).

Primenom ovog metoda, sah = /2, resiti konturni problem

°°|

y'=16(x*ty - 1), y(-1)=y()=

23.2. Neka je T kontura osmougaonika, ¢ija su temena redom tatke (1/2, 0). (1/2, 1),
(1,1), (1,2), (-1,2), (~1,1), (~1/2,1), (~1/2,0). Metodom mreza, sa korakom h = 1/2,
nadi u oblasti int I' resenje konturnog problema uyx *uyy=— l,up =0.

24.3. Koriséenjem Simpsonove kvadratume formule u tri tagke, priblizno resiti integral-
nu jednadinu

‘ 1
f(x)+ [ xeX'f(t)dt=e*
K :

24.4. Fourierovim metodom razdvajanja promenljivih resiti problem

Upe — gy = 05 u (x,0) =x (7—x), u (x.0)=0;u (0, t) =u (m,t)=0.

NAI(5.X1I 1976.)
25.1.(6.2).
25_2 Ispitati konvergenciju Gauss —Seidelovog metoda primenjenog na sistem jednacdina
X= Bx+ﬁ gde su
x) T-1/72) 0 1/2 1/2
x=lx 7 B= 4 /2 0 1/4
X3 11/4 1/21/4 0

-4}
]
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26.3.(10.3)). 7
25 4. Koristedi se Gauss— Ceblsevljevom kvadraturnom formulom dokazau formulu

1 ax
f ——L——dx=—"-(l+2cosh—§\i—)+R,
-1 (l_"x2)l/2 3 ’

gde je R ostatak koji treba odredm
255. Postupkom ekonomxzacqe aproksimirati polinom P, deﬁmsan pomocu P (x) =

=1 -—T(-g—x)’ 4, ( Xy (x€[-1,1)), polinomom drugog stepena i ndrediti gresku
_aproksimacije.

NAIL (11.11 1977)

26.1. Za dvokora&ni metod y; 44 % Yn+1 +—15y;, =2Efn+é odreditired p i konstantu

greske Cp4 ). Ako je metod konvergentan, naci intervale apsolutne i relativne stabilnosti.
Proceniti gresku ly (xs) —ysl, gde je y (x,) tadno resenje problemay’'=—3y,y (0)=1u
tagki X, = nh, a y, odgovarajuée numeri¢ko resenje dobljeno sa korakom h = 0.1 Startnu
viednost y, odrediti po Eulerovom metodu.

26.2. Metodom faktorizacije reiti kontrolni problem

y'=16(x*+y-1); 8y( N+y'(-1)=1, 8 (1)-2y'(1)=
uzimajuéi h=1/3. '
126.3.(18.3).

26 4. Koritenjem kvadratne mreZe sa korakom h = 1/2 odrediti priblizno resenje prob-
lema
UgxtUyy —u=1+x* u.=0,

gde je T kontura petougaonika sa temenima u (-1, —1), (1, —1), (1, 0),(0,1/2), (--1,0).
7a aproksimaciju konturnih uslova koristiti metod L. Collatza.

NAI (12.11 1977.)

27.1. Izraziti operator D? po stepenima od & i na osnovu toga izvesti petotackastu formu-
lu za drugi izvod funkcije f Eije su vrednosti date u ekvidistantnim tatkama sa korakom h.

27.2. Dokazati da se na refavanje sistema linerarnih jednagina

Xp X t—x3 =1

1 ! 1 3
) -le'*xz—j’h:?,

| 1 3

Txl +5x: +X3 =_i
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mote primeniti Gauss—Seidelov metod. Polazei od X°” = [1 1.5 — 1.5]T odrediti ).
Proceniti potreban broj iteracija k. tako da vazi 1K) = X < 10721 X —X0g, gde
je X tagno reSenje sistema (1).
27.3.Dat je sistem jednagina

x?-y?+1=0, x+y-5=0.

Uzimajuéi x(©) = y‘") = 1, odrediti x?) i y(z) primenom: a) metoda Newton—Kantorovi-
¢ta;b) modifikovanog metoda Newton—Kantorovida.

27 4. Sa tezinskom funkcijom x * p (x) = /x(1 —x).na segmentu [0,1]), odrediti:

10 Prva tri &lana niza orlogonalnih polinoma 1 Qy };

20 Najbolju srednjekvadratnu aproksimaciju u skupu polinoma ne viseg stepena od drugog
za funkciju x > V/X;
30 Koeficijente Ay, Ay, X, X, i gresku u kvadratnoj formuli Gauss-ovog tipa

of"p(x) F(x) dx= Ay Fxi) +Ag £ (x3) + Ry(F).

NAII (21.111 1977))

28.1. Za lineamni dvokoraéni metod

|
Ya+2-- (142) yn+1tay, =? h ((3-a)fy 41— (1+a)fy)

odrediti red p i konstantu greske Cp.y, a zatim ispitati nula stabilnost u zavisnosti od
parametara a. Ako je a = — S konstruisati influencnu funkciju s+ G (s) i odrediti granicu
za lokalny gresku odsecanja kada se ovaj metod primeni sa korakom h = 1/4 na refavanje
problema

y'=xy'/?, ylo)sl (0<x<2).
Dalina granicu za lokalnu greEkﬁ odsecanje uti¢e nula nestabilnost?

282. Primenom metoda Runge - Kutta ¢etvrtog reda sa korakom h, odrediti niz y, za

problem y’ = Ay. y (Xo) = y,, gde’ je A konstanta takva da je [Ah; < 2. Ako_]e x>y (x)
tatno resenje datog problema, dokazati formulu

S.4

- A’h Xp— i
ol S50~ (tn—xo) ™" X1 ¥l (A > 0),
120
Iy (xn) — Yol <
- B ’AI‘h‘ i .
Yol 120 (Xn—Xo) (A<0)

283.(18.4).



NAI (22.111 1977))
29.1.(4.4).

29.2. Operator (1+E) J 1azviti po stepenima od A i na osnovu toga izvesti Simpsonovu
formulu za numeri&ku integraciju.

29.3.(16.3).

29.4. Funkciju x > f (x) = cos 7 x aproksimirati algebarskim polinomom drugog stepena
na segmentu [—1, 1] srednje—kvadratnom aproksimacijom sa tezinom p (x) =1 — ix|

29 5. Izvesti potrebne i dovoljne uslove za konvergenciju Gauss—Seidelovog metoda.

NAI(24.1V 1977)

30.1. Neka jednagina f (x) = 0 ima koren x = a viSestrukosti p i neka se za njegovo odredi-
vanje koristi iterativni proces

_ f (xx)
M T X PR T (k)

gde je uvedena oznaka g (x) = f (x) f" (x)/f' (x). Pri proizvoljnom p, odrediti red kon-
vergencije ovog procesa za q = 1. Sta je sa redom konvergencije kadaje p=1iq=1/2.

(k=0,1,...),

30.2. Operator A'razviti po stepenima od 8, zaklju&no sa &lanom koji sadrzi 87 .
30.3.(1.3).

30.4. Za funkciju x> f(x) = x2(1—x?), na segmentu[—2, 2], naéi algebarski aproksimacioni
polinom drugog stepena koris¢enjem:

10 Prvog Newtonovog interpolacionog polinoma sa interpolacionim tadkama xo = —1/2,
Xy = 1/2,X2 =3/2;

29 Srednje—kvadratne aproksimacije sa tezinom p (x) = 2/v/4—x?;
30 Ekonomizacije. ‘

NAII (26. 1V 1977.)

31.1. U zavisnosti od parametra b odrediti red dvokoraénog metoda

1
Yn+2t (0=1) ¥nr1—byn = h (b +3) faras Bb + 1) £,].

Za maksimalni red metoda ispitati njegovu nula stabilnost. Ilustrovati divergenciju metoda
za b = —1 primenom na problem y’ =y, y (0) = 1 i reSavajuéi dobijenu diferencnu jedna-
ginu uzimajuéi za pocetne vrednostiyo = 1,y; = 1.

31.2. Ritzovim metodom sa trigonometrijskim bazisom {1, cos x, sin xll , rediti konturni
problemy” +y +1=0,y(0)=y (n/2)=0. ‘
31.3.(233). '

314.(214).



