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Predgovor 

Ova knjiga predstavlja III deo autorovog udzbenika NUMERICKA ANA­
LIZA. Prva dva dela su, takodje, izasla u izdanju Naucne knjige iz Beograd&. 
Kao osnov za izradu rukopisa ove knjige posl_uzila je ranija autorova knjiga: 
NUMERICKA ANALIZA - Diferencijalne i integralne jednacine, Institut za do­
kumentaciju zastite na radu "Edvard Kardelj", Nis, 1981. Knjiga je podeljena 
u dve glave, koje su oznacene kao osma i deveta, s obzirom da prva dva de­
la sadrite sedam glava. Organizacija knjige je je ista kao i organizacija prvog 
i drugog dela. Nairne, glave su podeljene na poglavlja, a poglavlja na odeljke. 
Numeracija objekata (definicija, teorema, formula i sl.) u okviru jednog odelj­
ka izvrsena je pomocu trl broja od kojih prvi ukazuje na poglavlje, drugi na 
odeljak, a treci na redni broj tog objekta u tom odeljku. Na taj nacin je uspo­
stavljena jednoznacna numeracija objekata u okviru jedne glave. Poslednje po­
glavlje u svakoj glavi predstavlja spisak citirane i korlscene literature. 

Osma glava je posvecena pribliznim metodima za resavanje obicnih dife­
rencijalnih jedrlacina ( Cauchyev problem i konturni problemi) • 

U devetoj glavi se obradjuju metodi za resavanje linearnih parcijalnih 
diferencijalnih jednaCina, metodi za re8avanje linearnih integralnih jednacina, 
kao i projekciono-varljacioni metodi za reaavanje linearnih operatc:irskih jedna­
cina na Hilbertovim prostorlma. 

Na kraju knjige dat je pregled zadataka iz numericke analize sa ispitnih 
rokova na Elektronskom fakultetu u Nisu za period od 1973. do 1977. godine. 
Zadaci sa is pita posle 1977. godine mogu se naci i knjizi: G. V. Milovanovic i 
M.A. Kovacevic: ZBIRKA RESENIH ZADATAKA IZ NUMERICKE ANALIZE, Na­
ucna knjiga, Beograd, 1988 (II izdanje). 

Knjiga je prvenstveno namenjena studentima tehnickih i prirodno-mate­
matickih fakulteta, na kojima se predaje ova naucna disciplina. Autor. se nada 
da ce knjiga biti od koristi i svima onima koji u svojoj praksi koriste numeri­
cke metode. 

Svima onima koji su na neki nacin pomogli u toku izrade rukopisa, au­
tor se najtoplije zahvaljuje. 

u Nisu, 28. 9. 1988. Gradimir V. Milovanovic 





GLAVA I 
Prlblilno relav&Dje obl~nlh 
dlferencljalnlh jedna~lna 

1.1. PRJBLIINI ANALITil'zl METOD! ZA. UI.AVAND 
C.AUCBYEVOG PROBLEMA 

U ovorn poglavlju razrnatracerno priblizne analiticke meta­

de za resavanje obicnih diferencijalnih jednacina sa datirn po­

cetnirn uslovirna. Ovakav problem se naziva Cauchyev problem. u 
drugorn i trecern pogl~vlju ove glave razrnatracerno nurnericke rne­

tode za resavanje Cauchyevog problema. cetvrto poglavlje bice 

posveceno resavanju konturnih problema kod obicnih diferenci­

jalnih jednacina. 

1.1.1. Uvodne napomeae l eplateaclja releDja 

Najveci deo izlaganja bice posvecen resavanju Cauchyevog 

problema za diferencijalne jednacine prvog reda oblika 

(1.1.1) y' = f (X, y) , Y ( X0 ) = YO· 

Metodi koji se koriste za resavanje navedenog problema 

mogu se uopstiti u torn srnislu da budu prirnenljivi za resavanje 

Cauchyevog problema za sistern jednacina prvog reda 

(1.1.2) 
y { = f i ( x; y 1, ... , y rn) 

yi(xo) = Yio 
(i=1, ••• ,rn) • 

Napornenirno da je u ovorn slucaju potrebno sistern jednacina 
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(1.1.2) predstaviti u vektorskom obliku 

(1.1.3) 
-+ -+ -+ 
f (x,y) , y (x

0
) 

gde su 

-+ 
y [?0], 

Ymo 

Od interesa je i resavanje Cauchyevog problema za dife­

rencijalne jednacine viseg reda. Primetimo, medjutim, da se 

ovaj problem moze svesti na prethodni. Nairne, neka je data dife­

rencijalna jednacina reda m 

(1.1.4) Y
(m) f( , (m-1) = x;y,y , ••• ,y l 

sa pocetnim uslovima 

(1.1.5) y(i) (x l 
0 

(i=0,1, .•. ,m-1). 

Tada se, supstitucijama 

Z - Y z - y' z = (m-1) 1- ' 2- , ••• , m Y ' 

jednacina (1.1.4) sa uslovima (1.1.5), svodi na sistem 

sa uslovima 

z' 
1 

z, 
2 

z, 
m-1 

z, 
m 

Y. 
1 

(i=l, ... ,m). 
1- ,o 
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Iz standardnih kurseva matematicke analize, koji obradju­

ju obicne diferencijalne jednacine, poznato je da se vecina jed­

nacina ne moze integraliti pomocu elementarnih funkcija u konac­

nom obliku. Medjutim, u praksi, najcesce, nije ni potrebno takvo 

resenje, pa se iz tih razloga pristupa pribliznom resavanju. 

Metodi za priblizno resavanje mogu biti·analiticki i nu­
mericki. 

Posmatrajmo, na primer, diferencijalnu jednacinu 

y' = 2xy + 
1 + x 2 

1 

Opste resenje ove jednacine je 

y 
2J -x2 x2 

ex e dx + Ce , 
1 + x 2 

gde je c proizvoljna konstanta, dok je resenje koje zadovoljava 

uslov y,(x
0

)=y
0 

dato sa 

X 

y f 

Primenjujuci numericku integraciju na integral u poslednjoj for­

muli, dobicemo numericko resenje za datu jednacinu. 

Pre nego sto predjemo na izucavanje pribliznih metoda za 

resavanje diferencijalnih jednacina, razmotricemo neke probleme 

vezane za egzistenciju i jedinstvenost resenja diferencijalnih 

jednacina. Pri ovome bice nam potrebno sledece uopstenje Banach~ 

ovog stava (teorema 1.2.1 iz trece glave). 

Teorema 1. 1.1. Ako je X Banachov pros tor, T: X +X neprekidni ope­

rator, i ako A=Tn predstavlja kontrakciju, tada jednacina 

Tu = u 

ima jedno i samo je<:].no resenje. 

3 
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Dokaz. Neka je a nepokretna tacka operatora A, tj. neka 
k 

je Aa=a. Konstruisimo niz {A u
0

}kENo gde u
0

EX. Kako je A kon-
trakcija vaZi 

k a = lim A u
0 k++oo 

S druge strane, zbog neprekidnosti operatora T imamo 

S obzirorn da je A kontrakcija (videti definiciju 1.2.1 

iz 3. glave) iz 

(O~q< 1) 

sleduje 

k k 
lim II A Tu

0 
- A u

0
ll 0 , 

k++oo 

tj. Ta=a . 

Kako je svaka nepokretna tacka operatora T, nepokretna 

i u odnosu na kontrakciju Tn, to iz teoreme 1.2.1 (3. glava) 

izlazi da operator T ima jednu i samo jednu nepokretnu tacku, 

koja je resenje jednacine Tu=u. 

Napomenimo da navedena teorema vazi i u slucaju kada T 

zadovoljava zahtevane uslove na nekom zatvorenom delu D(CX), 

ukoliko T:D-> D. 

Predjimo sada na pitanje egzistencije i jedinstvenosti 

resenja diferencijalnih jednacina. 

Neka jeD =.{(x,ylllx-x
0

1 ~a, IY-Y
0

1 ~a}. 

Definicija 1.1.1. Funkcija (x,y)~f(x,y) zadovoljava Lipschitz­

ov uslov po y u oblasti D, ako postoji nenegativna konstanta 

L takva da je 
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Primetimo da funkcija f zadovoljava Lipschitzov uslov, 
at ako ay egzistira na D i ako je ograni~en. Zaista, na osnovu 

Lagrangeove teoreme o srednjoj vrednosti imamo 

f(x y) -f(x y) = (y -y) af(x,c) 
' 1 ' 2 1 2 ay 

gde je c izmedju y 1 i y 2 , odakle, pod pretpostavkom 

(V(x,y) ED) , 

sleduje 

Sledeca teorema daje uslove za egzistenciju jedinstvenog 

re§enja Cauchyevog problema (1.1.1). 

Teorema 1.1.2. Neka su ispunjeni uslovi: 

1° f neprekidna funkcija na D i if(x,y) I ~· M; 

2° f zadovoljava Lipschitzov uslov na D; 

3° h ~ min(a, ~). 

Tada u I=Cx
0
-h, x

0
+hJ postoji jedinstveno re§enje Cauchyevog 

problema (1.1.1). 

(1.1.6) 

Dokaz. Integracijom (1.1.1) dobijamo 

X 

y(x) = y
0 

+ I f(t,y(t) )dt. 
xo 

U prostoru C(I) uo~imo njegov zatvoreni deo A za koji je 

max iy(x)-y
0

1 ~a i defini§imo preslikavanje T pomocu 
XEI 

X 

Ty ¥o + I f(t,y(t))dt (yEA) . 
xo 

Primetimo da je ovo preslikavanje neprekidno. 
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Dokazimo, najpre, da T preslikava A u A. 

Neka X£ I i y£A (C c (I)). Tada je ocigledno Ty£C (I). Sta- ' 

vise, zbog uslova 1° i 3°, imamo 

1Ty-y
0

1 = I tf(t,y(t)dtl ~ Mlx-x0 1 ~ Mh < fl, 
xo 

tj. TyEA. 
Dokazimo sada da je neki stepen preslikavanja T kontrak­

cija. Neka y1 ,y2£A. Tada je za XEI na osnovu uslova 2°, 

tj. 
X 

1Ty1-Ty21~ Llxf IY1(t) - y2(t) ldtj 
0 

odakle dalje sleduje 

ali i 

(1.1.7) 

gde je II Yll = maxly(t) I· 
t£I 

Uzimajuci maksimum (po Xfi) leve 1 desne strane u nejed­
nakosti (1.1.7), dobijamo 

je 
Kako se moze izabrati broj n dovoljno veliki, tako da 

(Lh)n 
_n_l_ < 1 ' 
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zaklju~ujemo da je Tn kontrakcija. 

S obzirom da je A zatvoreni skup u C(I), iz prethodnog 

sleduje da su svi uslovi za primenu teoreme 1.1.1 zadovoljeni, 

na osnovu koje zaklju~ujemo da integralna jedna~ina (1.1.6), 

tj. Cauchyev problem (1.1.1) ima jedinstveno re§enje. 

Ovim je dokaz teoreme zavr§en. 

Sli~an rezultat se moze dokazati i za op§tiji slu~aj, 

tj. za Cauchyev problem (1.1.3). 

Neka je G= { (x,y) I lx-x
0

1 ~a, II y-y0 ll ~ fl}, gde je 11·11 

norma vektora u Rm (videti odeljak 4.1.6). 

Teorema 1. 1. 3. Neka je funkcij a f: R x Rm..,. Rm na G neprekidna i 

7 

II f(x,y) II~ M. Sem toga, neka f zadovoljava Lipschitzov uslov, 

tj. neka je 

..... + -+ + ..... .... 
ilf(x,y1) - f(x,y2 l II < Lll Y1 - Y2 11 

za svako (x,y1) i (x,y2 ) iz G. Tada Cauchyev problem (1.1.3) 

ima jedinstveno resenje u oblasti 

I I . ll x - x
0 

~ m~n (a, M) • 

Primer 1.1.1. Posmatrajmo problem 

(1.1.8) y'=y1/3, y(O)=O. 

Lako se pokazuje 

Kako f ne zadovoljava Lipschitzov uslov po y, jer 

I f(x,y 1) - f(x,y2 ) I 

IY1 -y21 

IY~/3 - Y~ 13 1 
IY1- Y21 

1 

moze postati proizvoljno veliko kada su y 1 i y2 dovoljno mali, 

na osnovu teoreme 1.1.2 zaklju~ujemo da problem (1.1.8) nema 
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jedinstveno resenje. Primetimo, medjutim, da je za svako a£[0,1J 

funkcija 

x~-+-ya (x) 

0 

(~(x-a))3/2 
3 

resenje datog problema. 

(O~x~a), 

(a<x~1) 

Teorema 1.1.4. Ako je (x,y)~f(x,y) analiticka funkcija u 
(x

0
,y

0
) tada za 6 dovoljno malo postoji jedinstveno resenje 

x~-+y(x) koje je analiticko za x
0

-6 ~x~x0 + 6 i koje zadovoljava 

cauchyev problem ( 1.1. 1) . Ako je f anali tick a za svako x i y. , 

tada je svako resenje problema (1.1.1) analiticko. 

1.1.1. TaJlwoY metod 

Taylorov metod spada u grupu pribli~nih metoda za resava­

nje Cauchyevog problema 

(1.2.1) y' = f(x,y), 

koji daju resenje u analitickom obliku. 

Neka je funkcija (x,y)~f(x,y) analiticka u tack! (x
0

,y
0
). 

Tada na osncvu teoreme 1.1.4, postoji jedinstveno resenje x~-+-y(x) 

koje je analiticko u x
0

• Drugim recima, y ima u okolini x
0 

izvo­
de proizvoljnog reda pa je 

(1.2 .2) 

Na osnovu (1.2.1) mo~erno izracunati potrebne izvode 
y(i) (x) (1=1,2, ••• ). Nairne, imamo redom 

0 
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[ af + ,af] 
ax Y ay x=x ,y=y 

0 0 

Primer 1.2.1. Za problem 

(1.2.3) y' = x2 + y2 , y(O) = 1, 

sukcesivnim diferenciranjem dobijamo 

y' x2 + y2 , y' X~ + 0 
y2 = 

0 
1 , 

y" 2x + 2yy' y" 
0 2x

0 
+ 2y0y~ = 2 

y"' 2 +2yy" +2y'2 y"' 
0 

2 + 2y0y~ + 2y'2 
0 

y"' 2yy"' + 6y'y" , 

(i) gde smo stavili y
0 

y'v 
0 2yoy~ + 6y~y~ = 

zamenom dobijeRih vrednosti u (1.2.2) dobijamo 

x2 x3 . x4 
y(x) = 1 + x + 2 2T + 8 3T + 28 4T + •.. , 

tj. 

y(x) 1 +.x + x2 + ~ x 3 + 1 x 4 + ••• 

8.1.1. Metod aeodrecQeaUa lroeleUeaat:a 

8 , 

28 , 

Za razliku od Taylorovog metoda, ovde resenje problema 

(1.2.1} trazimo u obliku 

(1.3.1) 

gde nepoznate koeficijente ak (k=0,1, ••• ) formalno odredjujemo 

iz uslova da (1.3.1) zadovoljava problem (1.2.1). Ocigledno je 

ao=Yo• 
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Primer 1.3.1. Metodom neodredjenih koeficijenata resimo problem 

(1.2.3). Kako je x
0

=0 i y
0

=1 imamo 

i 

Odakle zamenom u (1.2.3) dobijamo 

a 1+2a2x+3a3x2+4a4x 3+ ••• = x2 +(1+a1x+a2x2+a3x3+ ••• )2, 

tj. 

(a1-1)+(2a2-2a1 )x+(3a3-1-2a2-af)x2+(4a4-2a3-2a1a2 )x3+, •• = o • 

Iz poslednjih jednakosti sledu.je 

Dakle, 

y (x) = 1 + x + x 2 + j. x3 + i- xli + ... 

Kao sto je poznato iz odeljka 8.1.1, Cauchyev problem 

(1.4.1) y' = f(x,y), 

se moze formulisati 1 u integralnom obliku 

X 

y(x) = ¥o + f f(t,y(t) )dt. 
xo 

Picardov metod sukcesivnih aproksimaci.ja sastoji se u 

generisanju niza funkcija {y[sJ(x)}
5

£N pomo6u iterativnog 
0 

procesa 

(1.4.2) Ty[S]{x) (s=O, 1, ..• ) , 
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gde je operator T definisan pomocu 

X 

Ty(x) = y
0 

+ f f(t,y(t) )dt. 
xo 

N '"' "'-" i [OJ ( ) d ' b 1' . , aJ~e~~e se uz rna y x =y
0

, rna a Je o Je uzet1, na pr1mer, 

neki konacan odsecak Taylorovog razvoja tr1ven'og resenja. 

Pod uslovima iz teoreme 1.1.2, iter tivni proces (1.~.2) 

konvergira ka jedinstvenom resenju x>+y(x) roblema (1.4.1), tj. 
vazi lim Y[SJ(X)=y(x) (XE!). 

S++"' 

Sledeca teorema daje ocenu greske kod Picardovog metoda. 

Teorema 1.4.1. Neka su ispunjeni uslovi teoreme 1.1.2 i neka se 

[OJ generise pomocu (1.4.2) polazeci od y (x)=y
0

• 

Tada je za svako XEI 

( 1. 4. 3) IY[SJ(x) -y(x) I ~ ML9 I l s+1 x-x
0 

(s+l)! (s=O, 1, •.• ) • 

Dokaz. Uvedimo oznaku e
9

(xl=ly[sJ(x)-y(x) I (xEI). Kako 

je 

y[s+lJ (x) - y (x) [SJ T(y (x)- y(x)) 

imamo 

tj. 

(1.4.4) 

s obzirom da f zadovoljava Lipschitzov uslov. 

S druge strane, na osnovu Lagrangeove formule imamo 
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gde je ~ neka tacka izmedju x
0 

i x. Kako je I y' (0 I = 

lf'(~,y(~)) 1 ~ M (uslov 1° u teoremi 1.1.2), iz (1.4,5) sleduje 

Polazeci od poslednje nejednakosti, na osnovu (1.4.4) 

sukcesivno nalazimo 

I I 
s+1 x-x

0 
e

5 
(x) =< ML5 

(s+l)! 

cime je dokaz teoreme zavrsen. 

Primetimo da iz (1.4.3) sleduje 

lim IY[BJ(x) - y(x) I = 0 (X£!) • 
8++"' 

Primer 1.4.1. Primenimo Picardov metod na resavanje problema 
iz primera 1.2 .1. 

Neka je y[ 0 J(x)=i. Tada je 

X 

y[lJ(x) = 1 + f (t2 +1)dt = 1+x+tx 3 , 
0 

X 

1+ /(t2 +(1+t+1t 3 ) 2 )dt 
0 

itd. Primetimo da se aproksimacija y[ 2J(x) poklapa sa Tayloro­

vim razvojem u prva tri clana. Ocenimo sada gresku ove aproksi-
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macije pomocu (1.4.3). Kako je funkcija (x,y)~f(x,y)=x2 +y2 de­

finisana i neprekidna za svako (x,y)e:R2 , to za a i a mozemo iza-
1 brati proizvoljne brojeve. Uzmimo, na primer, a= a =2· Tada je 

D 

M 

{ (x,y) I I xi ~ -} , 

max If (x,y) I 
(x,y)e:D 

I y-11 ~ -}>, 

<i> 2 + <i> 2 

L= max~~~~ 
(x,y)e:D 

3 • 

5 
2' 

S obzirom na nejednakost h~min(a,~) ; , izaberimo 

h=0.2. Tada je, saglasno (1.4.3), za svako xe:I = c-0.2,0.2J 

tj. 

I 
c2J I 5 JxJ3 

x (x)-y(x) ~ 2 .3 2 -
6

- = 3.75jxJ3, 

max Jy[
2

J(x) -y(x)j ~ 3.75•(0.2)3 = 0.03. 
xe:I 

Ocena greske po formuli (1.4.3) u mnogim slucajevima mo­

ze biti komplikovana. Jedan prakticni kriterijum za prekidanje 

iterativnog procesa (1.4.2) je 

I YCs+lJ (x) - ycsJ (x) I ~ e: (xe:I), 

gde je e: unapred zadata tacnost. 

Picardov metod sukcesivnih aproksimacija moze se prime­

nit! ina sistem jednacina (1.1.3), predstavljajuci prethodno 

ovaj sistem u integralnom obliku 

-+ 
y 

x.... -+ 

J f(t,y)dt' 
xo 

gde je 

Tada je Picardov metod dat pomocu 
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X y
0 

+ J f(t,y[ 5 J)dt y[S+lJ 
(s=O, 1, ••• ), 

xo 

-+[OJ -+ 
gde se za y maze uzeti, na primer, y

0
• 

Primer 1.4.2. Primenimo Picardov metod sukcesivnih aproksima­

cija na Cauchyev problem 

(1.4 .6) 

y' xy + z y(O) 

z' y + xz, z (0) 

Stavimo 

f = [xy + z ] 
y + xz 

-+[OJ -+ 
Polazeci od y =y

0
, dobijamo 

-+(2J 
y [:] 

0 

1 . 

-+ 
y(O) 

[

OJ [ ;(t+it
3

)+1 +t
2 

+it
4
)dt] 

-+[3J 0 

:i = 1 + t(t~t 3 +t(l+t2 +it4 ))dt 
0 

[ 

1 ] 

x + 2 x3 

1 + x2 + i x 4 ' 

[ 

x + ~x3 + .!.xs ] 3 8 

l+x2+ lx'+ + _!_xs 
8 48 
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-+[oJ 
itd. Primetimo da se za y moze uzeti bolja aproksimacija ne-

-+ 
go sto je y

0
• Nairne, kako iz (1.4.6) sleduje 

y' (0) = 1 i z, (0) = 0 , 

to se moze uzeti 

-+[0] 
y 

[
y(O) + y'(O)x] [x] 

z(O) + z'(O)x = 1 . 

Oblast primene Picardovog metoda teorijski je mnogo sira 

nego kod Taylorovog metoda, s obzirom da se ne zahteva uslov 

analiticnosti funkcije f . Medjutim, veliki nedostatak ovog me­

toda, koji ga cesto cini prakticno neprimenljivim, sastoji se 

u potrebi za izracunavanjem sve komplikovanijih integrala (sa 

porastom broja iteracija s) . 

Jednu modifikaciju Picardovog metoda, kod koje je elimi­

nisan problem izracunavanja komplikovanih integrala, dao je 
*[S] 

K. Orlov ([27])1 ona se sastoji u konstrukciji niza {y }sEN 

pomocu 

* [S+lJ y y + 
0 

x (s+1) 

f f (t,~[S]) dt ( s=O, 1, •.. ) , 
xo 

(s+1) 
. *EoJ csJ 

polazec~ od y = y
0

• Simbol f(x,y ) oznacava da funk-

ciju f treba razvi ti u Taylorov red po stepenima od x- x
0 

i 

pri tome zadrzati samo prvih s + 1 clanova. Jasno je da ovaj po­

stupak zahteva anali ticnost funkcije f u okolini x=x
0

, y=y 
0

• 

Primer 1.4.3. Neka je dat Cauchyev problem 

y(O) = 0 . 

Primenom modifikovanog Picardovog metoda dobijamo redom 

*[OJ 
y 0 
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f( *[OJ) . xly 

*C2J 
y 

*C3J 
y 

1 1 

1 
f( *[OJ) -1 *[lJ x 1 y - 1 Y 

*ClJ 2 
f(x 1 y ) 

X 

f dt 
0 

X + !xG + ...Lx 1 1 
6 33 • 

1.~. LINEAB.NI VIAEKOBA.afl METODI 

X 

U ovom poglavlju pocinjemo razmatranje metoda za numericko 

resavanje Cauchyevog problema za diferencijalne jednacine prvog 

reda. Dve opste klase takvih metoda su: 

a) Linearni visekoracni metodi, 

b) Metodi Runge-Kutta. 

Prva klasa metoda poseduje osobinu linearnosti za razliku 

od metoda Runge-Kutta kod kojih se povecavanje reda metoda ostva­

ruje uvodjenjem nelinearnosti. Zajednicki "predak" ove dve klase 

je Eulerov metod, koji pripada i jednoj i drugoj klasi metoda. 

Prvi odeljak u ovom poglavlju je posvecen Eulerovom meto-· 

du, dok se u ostalim odeljcima razmatra opsta klasa linearnih vi-
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sekoracnih metoda. Metodi Runge-Kutta se razmatraju u trecem pog­

lavlju. 

U novije vreme pojavio se i citav niz metoda, tzv. hibrid­

nih metoda, koji koriste dobre karakteristike navedenih osnovnih 

klasa metoda. 

I.J.l. EuleroY metod 

Eulerov metod je najprostiji numericki metod za re~ava­

nje Cauchyevog problema 

(2.1.1} y' = f(x,y}, 

i bazira se na pribliznoj jednakosti 

koja se svodi na 

(2 .1.2} 

s obzirom na (2;1.1}. Ako sa y 1 oznacimo pribliznu vrednost za 

y(x1}, na osnovu (2.1.2} imamo 

U op~tem slucaju, za proizvoljan skup tacaka x
0 

< x 1 < 

< x 2 < priblizne vrednosti za y (xn}, u oznaci Yn, mo~:emo 

y 

Yo (x- ,y
0

J 
o, 

I 
I 

0 

2 Numericka analiza III deo 

Sl. 2 .1.1 

·• 
,.II 

y(x) 

X 
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odrediti pornocu 

(2 .1. 3) (n=O ,1, .•. ). 

Poslednja formula definise Eulerov metod, cija je georne­

trijska interpretacija data na Sl. 2.1.1. 

Poligonalna linija (x
0

,y
0

) - (x1 ,y1) - (x2 ,y2 ) - ... 

poznata je kao Eulerov poligon*. 

Najcesce se tacke xn biraju ekvidistantno, tj. xn+1 - xn = 

h = const (>0) (n = 0,1, ... ) i u torn slucaju (2 .1. 3) se svodi na 

(n=O, 1, .•. ). 

t Prirnenirno sada Eulerov metod na resavanje model-problema 

(2 .1.4) y' + Ay = 0, y(O) = y
0 

(A= const) 

na segrnentu [0,1J. 

Segment [0,1J podelirno naN podsegrnenta duzine h = ~, 
take da je I Ah I < 1 i xn = nh (n=O, 1, .•• , N) . Prerna Eulerovorn rne­

todu irnarno 

(n=O, 1, ••. ), 

tj. 

(n=O, 1, • · •. ) . 

Iz poslednje diferencne jednacine sleduje 

n xn/h 
Yn = (1-Ah) y

0 
= (1-Ah) y

0 
(n=1,2, ... ). 

s druge strane, tacno resenje problema (2.1.4) je date 
sa y(x)=y

0
e-Ax, odakle je 

* 
t 

-Ax 
y(x ) = y e n 

n o 

Kako je, pri IAhl < 1, 

Naziva se i Euler-Cauchyev poligon. 

Problem (2.1.4} se naziva model-problem, s obzirom da se koristi za 
testiranje karakteristika numerickih metoda. 
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X 

exp(: log (1-Ahl) 

X 

exp(- :(Ah+t A2 h 2 +0(h 3 ))) 

exp(-Axn)exp(-tA2 hxn)exp(O(h 2 )) 

1 . 
exp(-Axn) · (1-zA 2 hxn+O(h 2 )) (l+O(h2 )) 

exp(-Axn)· (1-tA2 hxn)+O(h 2 ) 1 

dok je odgovarajuca greska data sa 

Dakle I e (xn) ... 0 I kada h ... 0 I pri cemu ovu konvergenciju 

treba shvatiti u smislu da xn (=nh) ostaje konstantno kada h-+- 0. 

Da ne bi doslo do zabune pisemo 

lim e (xn) = 0 • 
h-+-0 

xn=nh=const 

Problemu konvergencije bice posvecen odeljak 8.2.3. 

1.1.2. Opltl Hneaml vllekora~nl metod 

U ovom i narednim odeljcima ovog poglavlja razmatracemo 

jednu opstu klasu metoda za resavanje Cauchyevog problema 

(2 .2 .1) y 1 = f (x 1 y) ,, 

pretpostavljajuci pritom da funkcija f ispunjava uslove kao u 

teoremi 1.1.21 sto obezbedjuje jedinstveno neprekidno-diferen­

cijabilno resenje xt-+y(x) problema (2.2.1). 

Ako segment cx01 bJ podelimo na N podsegmenta duzine 

b-x 
, 0 v n = -N--.. 1 dobijamo niz tacaka {xn} odredjen sa 

(n=0 11 1 ..• 1N). 

2* 
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Neka {Yn} oznacava niz pribliznih vrednosti resenja problema 

(2.2.1) u tackama xn i neka je fn = f(xn,yn). Pred nama se po­

stavlja problem odredjivanje niza {Yn}· Za resavanje ovog pro­

blema razradjen je veliki broj metoda.· Jedan od ovih me.toda je 

i Eulerov metod koji je razmatran u prethodnom odeljku. Kod Eu­

lerovog metoda niz {yn} se izrac.unava rekurzivno pomocu 

(2 .2. 2) (n=O, 1, •.. ) , 

pr~ cemu postoji linearna veza izmedju Yn• yn+1 i fn. U opstem 

slucaju za izracunavanje niza {yn} mogu se koristiti slozenije 

rekurentne relacije, nego sto je (2.2.2). Medju metodima, koji 

proisticu iz ovih relacija, vaznu ulogu igraju metodi kod kojih 

postoji linearna veza izmedju Yn+i' fn+i (i=0,1, ••. ,k) i oni cine 

klasu tzv. linearnih visekoracnih metoda*. 

Opsti linearni visekoracni metod moze se predstaviti u 

obliku 

k k 
(2.2. 3) !: a 1Yn+i = h!: f3.f +i (n=0,1, .•• ), 

i=o i=o ~ n 

gde su a1 i f3 1 konstantni koeficijenti odredjeni sa tacnoscu 

do na multiplikovanu konstantu. Da bismo obezbedili njihovu 

jednoznacnost uzecemo ak=1. 

Ako je f3k=O, kazemo da je metod (2.2.3) otvorenog tipa ili 

da je eksplicitan; u protivnom metod je zatvorenog tipa ili 

implicitan. 

U opstem slucaju (2.2.3) predstavlja nelinearnu diferencnu 

jednacinu, s obzirom da je fn+i = f(xn+i' Yn+i). 

Za odredjivanje niza {Yn}' primenom metoda (2.2.3) potrebno 

je poznavanje sta~tnih vrednosti y 1 (i=0,1, •.• ,k-1). Kako nam je 

unapred poznata jedino vrednost y
0

, poseban problem u primeni 

visekoracnih metoda (2.2.3) predstavlja odredjivanje ostalih 

startnih vrednosti. Ovom problemu bice posvecen poseban odeljak. 

Pod pretpostavkom da su poznate startne vrednosti 

y1 (1=0,1, ... ,k-1), kod eksplicitnih metoda direktno se izracuna­

vaju yk' yk+1 , •.. ,yN pomocu 

* Na engles~om: multistep method. 
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k-1 k-1 
Yn+k =hI: ~if i- I: a1 yn+i (n=0,1, ... ,N-k). 

i=o n+ i=o 

Medjutim, kod implicitnih metoda za odredjivanje vrednosti 

Yn+k treba re~iti jednacinu 

(2. 2. 4) Yn+k = h~kf(xn+k'Yn+k) + .p, 

gde je 

k-1 k-1 
.p = h I: ~i fn+i - I: ai Yn+i . 

i=o i=o 

Kada je (x,y)~f(x,y) nelinearna funkcija koja zadovoljava 

Lipschitzov uslov po y sa konstantom L, jednacina (2.2.4) se mo­

ze re~iti iterativnim procesom 

[s+1] _ [sJ 
(2.2.5) y n+k - h~k f(xn+k'Yn+k) + .P (s=0,1, ••. ), 

polazeci od proizvoljne vrednosti y£~l· ako je 

Uslov dat ovom nejednako~cu obezbedjuje konvergenciju 

iterativnog procesa (2.2.5). 

Za metod (2.2.3) definisimo linearni diferencni operator 

Lh : c
1

[x
0

,b] -+-c(x
0

,b] pomocu 

k 
(2.2.6) Lh[Y] = I: (a. y(x+ih) -he. y'(x+ihl]. 

i=o ~ ~ 

Neka fun~cija gEC~[x0 ,b]. Tada se Lh[g] moze predstaviti 

u obliku 

(2. 2. 7) ... , 
gde su Cj(j=0,1, ••• ) konstante, koje ne zavise od hi g. 

Definicija 2.2.1. Linearni vi~ekoracni metod (2.2.3) ima red p 

ako je u razvoju (2.2.7) 

c 0 = c 1 = ... = cP = o i cp+1 ~ o. 
Razvija,njem funkcija x~->-g(x+ih) i x~-+g'(x+ih) u Taylorov 

red u okolini tacke x, lako se dobija (2.2.7). Za konstante cj 

dobija se redom 
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(2. 2. 8) 

- 1 j j 1 j-1 j-1 
cj- j! (Cl 1+2 Cl 2+ ... +k Clk)-(j- 1) 1 (13 1+2 13 2+ ... +k 13kl 

( j=2, 3, •.• ) • 

Primer 2.2.1. Za k=2, konstruisimo implicitni metod oblika 

(2.2.3) koji ima maksimalni red i koji sadrzi jedan proizvoljan 

parametar. Neka je Cl0=a proizvoljan parametar i Cl 2=1. Nepoznate 

koeficijente Clv 130, 131, 132 odredimo iz uslova da se dobije mak­

simalni red, tj. iz uslova C0=c 1=c2=c3=o. Resavanjem sistema 

jednacina 

dobijamo 

a+ Cl 1 + 1 = 0, 

0 

-(1 +a), 13 0 = - 1
1
2 (1 +Sa), 13 1 

1 rr<s + a), 

tj. metod (2.2.3), u ovom slucaju, postoje 

(2 .2 .9) 

Kako je 

zakljucujemo sledece: 
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1° Ako je a'f-1 c~c4 'fO), metod (2.2.9) je treceg reda; 

2° Ako je a=-1 (~c4 =o i c5 'fO), me":od (2.2.9), tj. 

metod 

je cetvrtog reda. Primetimo da poslednja formula predstavlja 

Simpsonovo pravilo (videti odeljak 7.2.3). 

Primedba 2.2.1. Umesto koeficijenata Cj u nekim slucajevima lak­

se je operisati sa koeficijentima Dj koji se javljaju u razvoju 

LhcgJ (u okolini tacke x + th) 

S obzirom na jednakosti 

(j=2,3, ••• ) 

zakljucujemo da vazi ekvivalencija 

0 • 

Takodje, 

Formule za koeficijente Dj' analogno formulama (2.2.8), su 

Do = ao + a1 + • •. + ak ' 

(2.2.10) o1 = -ta
0
+(1-t)a 1+(2-t)a2+ ••• +(k-t)ak-(~ 0+a 1+ ••• +~k), 

Dj = j\ (..:.t)ja
0
+(1-t)ja

1
+ ••• +(k-t)jak 

(j~ 1 l 1 (-tlj-1a
0
+(1-tlj- 1a 1+ ••. +(k-tlj-1ak 

(j=2,3, ••. ) • 
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Za t=O formule (2.2.10) se svode na (2.2.8). Podesnim 

izborom parametra t, formule (2 .2 .10) mogu se u izvesnim slu­

cajevima znatno uprostiti. 
,· 

I.J.S. KODYerpDCQa Yllekorablb metoda 

Neka je x~-+y(x) tacna resenje problema (2~2.1) i h'n} 

niz pribliznih vrednosti ovog resenja u tackama xn=x0 +nh 

(n=0,1, •.. ,N) dobijen primenom metoda (2.2.3), sa startnim 

vrednostima y1=s1 (h) (i=0,1, ••• ,k-1). 

Definicija 2.3.1. Za linearni visekoracni metod (2.2.3) se kaze 

da je konvergentan aka je za svako XECx
0

,bJ 

lim Yn = y(x) 
h+O 

x-x
0

=nh 

i aka za startne vrednosti vazi lims1 (h)=y (i=0,1, ... ,k-1). 
h+O 

0 

Linearni visekoracni metod (2.2.3) se maze okarakterisati 

prvim i drugim karakteristicnim polinomom koji su dati respek­

tivno pomocu 

(2. 3.1) p (0 i 

Definicija 2.3.2. Za linearni visekoracni metod se kaze da je 

konzistentan aka ima red p ~ 1. 

Uslov konzistencije maze se iskazati jednakostima 

k 
I: a 1 = 0 

i=o 
i 

k 
I: ia1 

i=o 

i1i pomocu karakteristicnih polinoma (2.3.1) 

(2.3.2) p (1) = 0 i p, (1) = C1 (1) • 

Ovaj uslov je neophodan za konvergenciju metoda (2.2.3), 

na sta ukazuje sledecu heuristicki argument. 
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Pretpostavirno da yn-+y(x)(jlO), kada h-+0 i x-x
0
=nh=const. 

Tada za fiksirano k , irnarno takodje y +.-+ y (x) (i=O, 1, ••• ,k) , tj. 
n ~ 

tj. 

y(x) = Yn+i + O(h) ( i=O , 1 , ••• , k) • 

Kako je 

k 
y(x) E a. . ~ 

-~=o 

k k 
E a 1yn+i + E a 1 O(h) 

i=o i=o 

k 
h E e 1 fn+i + Q(h) 

i=o 

k 
iz poslednje jednakosti, pri h-+ 0, sleduje . r a 1 = p (1) = 0, 

~=o 

s obzirorn da je y(x) t 0. 

1 
Kako y£C [x

0
,bJ, irnarno 

Yn+i - Yn 
ih .... y' (x) 

tj. 

(i=1, ... ,k), 

Y +'- y = ihy'(x) +0(h2 ) n ~ n (i=1,ooo,k), 

kada h-+ 0 (x-x
0
=nh=const) o Tada je 

tjo 

(2o3o3) 

k k 
r a.y +' - .r a1 Yn 

i=o ~ n ~ ~=o 

k 

h.r eifn+i- ynp(1) 
~=o 

k 
hE ia1Y'(x) + O(h2 ), 

i=o 

hy'(x)p'(1) +O(h2 )o 

S druge strane, kako je p (1) =0 i fn+i-+ f (x, y (x)) (h -+ 0, 

nh=x-x
0
), iz (2.3o3.), prelaskorn na granicnu vrednost, sleduje 

f(x,y(x))cr(1) = y'(x)p'(1) o 

Na osnovu poslednje jednakosti zakljucujerno da x~y(x) zadovo­

ljava diferencijalnu.jednacinu (2.2o1) aka i samo aka je 

p'(1)=cr(1), §to predstavlja drugi uslov u (2o3o2) o 
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Kao sto je ranije napomenuto uslov konzistencije jepo­

treban za konvergenciju metoda (2. 2. 3) • Medjutim, moze 'se poka­

zati da ovaj uslov nije dovoljan. 

Na osnovu (2.3.2) zakljucujemo da kod konzistentnih me­

toda, prvi karakteristicni polinom ima nulu ~=+1. Ovu nulu na­

zivamo glavnom nulom i oznacavamo je sa ~ 1 . Ostale nule ~ 2 , ... ,~k 

polinoma p nazivamo sporednim nulama i o njima uslov konzisten­

cije ne pruza nikakvu informaciju. Medjutim, sporedne nule bit­

no uticu na konvergenciju metoda (2.2.3). Nairne, kako se dife­

rencijalna jednacina prvog reda (2.2.1), primenom metoda (2.2.3), 

zamenjuje diferencnom jednacinom k-tog reda, to se pored resenja 

koje pri h;O treba da konvergira ka tacnom resenju jednacine 

(2.2.1) mogu javiti i resenja koja divergiraju, tzv. "parazitna 

resenja". 

Posmatramo jedan trivijalan problem 

(2 .3. 4) y' = 0 , y(O) = 0 , 

cije je resenje y(x) :0. Primena metoda (2.2.3) na problem 

(2.3.4) dovodi do diferencne jednacine 

(2 .3 .5) 

Pretpostavimo da su nule ~ 1 , ~ 2 , ..• ,~k karakteristicnog 

polinoma P realne i razlicite. Tada je resenje diferencne jed­

nacine (2.3.5) koje zadovoljava uslov y1 +y(O) =0 (i=0,1, ••. , 

k-1), kada h + 0, dato sa 

gde su ci (i=1, ••. ,k) proizvoljne konstante i ~1=1. 

Da bi metod (2.2.3) bio konvergentan potrebno je da 
Yn + 0 (h + 0, x=nh=const). 

Kako je 

lim M~ 
h+O 

x=nh 
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zakljucujemo da metod (2.2.3) divergira ako postoji bar jedno 

~ 1 takvo da j e I ~ 1 I > 1. 

Razmotrimo sada slucaj kada je nula ~i visestruka reda 
m(>1). Tada ovoj nuli, u resenju diferencne jednacine (2.3.5), 

odgovara clan 

S obzirom na ekvivalenciju 

s n 
lim hn ~ 1 h+O 

x=nh 

(s ~ 1), 

zakljucujemo da metod (2. 2. 3) di vergira ako je I ~ 1 1 ~ 1. 

Slicno bi se mogao ispitati i slucaj kada je neka nula 

polinoma p kompleksna. 

Navedeno razmatranje sugerise slede6u definiciju. 

Definicija 2.3.3. Za linearni visekoracni metod se kaze da je 

nula-stabilan ako prvi karakteristicni polinom nerna nule sa 

modulom ve6im od jedinice i ako su sve nule sa modulom jedan 
proste. 

Dakle, nula-stabilnost metoda obezbedjuje da "parazitna 

resenja"' 0 kojima je prethodno bilo reci' teze nuli kada h + 0. 

Teorema 2.3.1. Potrebni i dovoljni uslovi za konvergenciju li­

nearnog visekoracnog metoda su konzistencija i nula-stabilnost. 

Dokaz ove veorna vazne teoreme moze se na6i, na primer, 

u C2J. 

Primer 2.3.1. Posrnatrajmo Eulerov metod 

(2.3.6) (n=O, 1, ••• ) • 

Ovde j.e k=1 i 
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0 , 

1-(1+0) 0 , 

1 1 
2'1 - 0 2, 

odakle zakljucujemo da je red ovog metoda p=1, tj. da je metod 

konzistentan. u ovom slucaju konzistentnost povlaci i nula-sta­

bilnost, s obzirom da je ~ 1=1 jedina nula polinoma ~t+p (0 = ~- l. 

Dakle, Eulerov metod je konvergentan. Primenom ovog meto­

da na problem 

(2.3.7) y' = xz + y , y{1) = 1 (1~x~2.5), 

sa korakom h=0.1, dobijen je niz pribliznih vrednosti resenja 

{yn} koji je datu tabeli 2.3.1 (druga kolona). S obzirom da je 

tacno resenje datog problema dato sa 

y(x) = 6ex-1 - x 2 - 2x - 2 , 

radi uporedjenja, u sestoj koloni ove tabele date su tacne vred­

nosti resenja y(xn) (n=0,1, ••• ,15). 

Primer 2.3.2. Metod 

(2 .3. 8) (n=O, 1, ••• ) 

nije konzistentan, jer je 

co a + a1 + a2 = 0 0 - 1 + 1 = 0 , 

cl + 2a2 (~0+~1+~2) 
2 ~ 'I 0 a1 - -1 +2·1-(-3+ 1) = 3 

Inace, ovaj metod je nula-stabilan (p{~)=~ 2 -~, ~ 1=1, ~ 2=0). 
Primenjuju6i ga na resavanje problema (2.3.7) dobija se niz {yn} 

koji datu tre6oj koloni tabele 2.3.1. Za startnu vrednost y 1 
je uzeto tacno resenje, tj. y 1=y(x1). 
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Tabe la 2 • 3 • 1 

~ 
Metod Metod Metod Metod y(xn) 

(2. 3.6) (2. 3. 8) (2.3.10) (2.3.11) n 

1.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 
1.1 1.200000 1.221026 1.221026 1.221026 1.221026 
1.2 1. 441000 1. 330795 1.485679 1. 488308 1.488416 
1.3 1.729100 1.445806 1.802980 1.809423 1.809153 
1.4 2.071010 1.574667 2.180643 2.189278 2.190948 
1.5 2. 474111 1.719080 2.627090 1.649598 2.642328 
1.6 2.946522 1.880343 3.151622 3.137695 3.172713 
1.7 3.497174 2.059772 3.764511 3.956209 3.792516 
1.8 4.135892 2.258726 4.477106 3.741659 4.513246 
1.9 4.873481 2. 478614 5.301946 8.976315 5.347619 
2.0 5.721829 2.720894 6.252883 -10.766107 6.309691 
2.1 6.694012 2.987076 7.345218 87.756825 7.414996 
2.2 7.8044!"3 3.278724 8.595857 -369.34432 8.680702 
2.3 9.068854 3.597456 10.023474 1788.7931 10.125780 
2.4 10.5044 74 3.944955 11.648703 -8357.1615 11.771200 
2.5 12. 131212 4.322954 13.494334 39390.867 13.640134 

Primer 2.3.3. Razmotricemo sada metod 

(2 .3 .9) 

Kako je C
0

=C1=c2=0, c 3 = 1~ (5+a) 1 c 4 = l 4 (9+a) 1 zakljucujemo da je 

metod konzistentan, s obzirom da je njegov red p=2 (a1-5) i p=3 

(a=-5). Za ispitivanje nula stabilnosti konstruisimo prvi karak­

teristicni polinom 

p (~) = ~ 2 - (l+a) ~ + a = (~-1) (~-a). 

Kako je ~ 1=1 i ~ 2=a izlazi da je metod nula-stabilan ako je 

-1~a<1, dok je za a<-1 ili a~1 nula-nestabilan. Dakle, za 

-1 ~a< 1 metod ]e konvergentan. 

Metod ( 2 • 3'. 9) za a=O i a=-5 se svodi na 

(2.3.10) (n=O, 1, ••• ) 

i 

(2 .3 .11) (n=O, 1, ••• ) 

respektivno. Prvi od njih je konvergentan, a drugi divergentan. 

u cetvrtoj i petoj koloni tabele 2.3.1 dati su rezultati dobijeni 
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primenom ovih metoda na problem (2.3.7) sa korakom h=O.l, pri ~ 

je uzeto y1=y(x
1
). 

U primenama od interesa su samo konvergentni visekoracni me-

todi. 

Jedno interesantno pitanje koje se moze postaviti u vezi sa 

visekoracnim metodima je sledece: Koji je maksim~lni red metoda 

za dato k, a da pri tome metod bude nu1a-stabilan? Odgovor na ovo 

pitanje daje s1edeca teorema, koju navodimo bez dokaza. 

Teorema 2.3.2. Za fiksirano k, nula-stalii1an metod moze imati naj­

visi red k+1 ako je k neparno i k+2 ako je k parno. 

Definicija 2.3.4. Nula-stabilan k-koracni metod koji ima red k+2 

naziva se optimalni metod. 

Moze se pokazati da kod optimalnog metoda sve nule polinoma 

p leze na jedinicnom krugu. 

Primer 2.3.4. Simpsonovo pravi1o 

je optimalan metod, jer je k=2 i p=4 (=k+2). Nule karakteristic­

nog po1inoma p(t)=t2-1 su t
1

=1 i t
2
=-1. 

Primer 2.3.5. Konstruisimo optimalni metod za k=4. S obzirom da 

se u ovom slucaju sve nule polinoma p nalaze na jedinicnom krugu, 

mozemo staviti 

t1 11 

Tada je 

(2.3.12) 

t2.= -1, 
ia 

e 
-ia 

e 

p(O = ta. - 2at 3 + 2at 2 - 1, 

(O < e < 11 l . 

gde smo stavili a=cose. Na osnovu (2.3.12) imamo a =-1 a =2a 0 I 2 I 

a3=-2a, a 4=1. Koko je potreban uslov p = k + 2 = 6, to iz uslova 



8.2. LINEARNI VISEKORACNI METOD! 31 

D0=D 1= .•• =D6=0, gde su koeficijenti Dj dati pomocu (2.2.10), 
sleduje t 

1 e 4 = 45( 14 +a) ' 1 
45"(64- 34a) 

1 e2 = rr<s- 38a) 

Konstanta greske ovog metoda je 

c
1 

= 0 = _ 16 + !Sa 
7 1890 (-l<a<l) 

4 
Za a = 19 , ovaj metod se svodi na Quadeov metod 

Dve vazne klase konvergentnih visekonacnih metoda koje 

srecu u primenama su: 

10 Metodi kod kojih je p (E;} l;k k-1 
I; ; 

20 Metodi kod kojih je p (0 l;k - I; 
k-2 

se 

Eksplicitni metodi prve klase nazivaju se Adams-Bashfortovi, a 

implicitni Adams-Moultonovi. Slicno, eksplicitni metodi druge kla­

se nose naziv Nystromovi.metodi, dok se odgovarajuci implicitni 

metodi nazivaju generalisani Milne-Simpsonovi. 

Naravno, postoje metodi koj_i ne pripadaju ovim klasama. 

Na kraju ovog odeljka dajemo pregled konzistentnih metoda za 

k=l,2,3, pri cemu su date i vrednosti za red p i konstantu greske 

Cp+l" Svi navedeni metodi im~ju najveci moguci red. Nairne, slobo­

dni parametri a i b, koji se javljaju u formulama za koeficijente 

ai. i e i' ne mogu se izabrati tako da red bude veci od datog' a da 

pri tome metod bude nula-stabilan. 

t U form.ulama (2.2.10) pogodno je uzeti t=2. 



32 8. PRIBLI2NO REsAVANJE OBicNIH DIFERENCIJALNlH JEDNAciNA 

1. Eksplicitni metodi 

a =1 p=1 c 1 
k=1 a =-1 p+1=2 0 0 

a1=1 

k=2 1 a =a ao =-2(l+a) 
0 

c =..!...(s+a) a 1 =- (l+a) 1 p=2 
a 1 =2(3-a) p+l 12 

a2=1 

k=3 a
0

=-b a
0 

= 1
1
2 (S+a+Sb) 

cp+l = 2\ (9+a+b) a 1=a+b 1 p=3 
a1 = 3 (-4-2a+2b) 

a 2=-(l+a) 1 

a 3=1 
a 2 = 12 (23-Sa-b) 

2. Implicitni metodi 

k=1 a
0

=-1 ao 
1 p=2 c 1 = 2 = -TI p+1 

a1 =1 
a1 = 1 

2 

k=2 1 p=3 1 a
0

=a a
0 

=-I2(1+5a) cp+1 =-.24 (l+a) 
a 1=-(1+a) 2 (a~-1) 

a1 = 3 (1-a) 

a 2=1 1 p=4 c 1 
a2 = TI(S+a) (a=-1) p+1 =-go 

k=3 1 1 a
0

=-b a
0

- 24 (1+a+9b) cp+l =- 720 (19+lla+l9b) 

1 p=4 

I 
a 1=a-+b a 1=-n<S+I3a-19b) 

a 2=-(1+a) 1 a 2 = 24 (19-13a-5b) 

I a 3 = 1 1 a 3 = 24 (9+a+b) 

Kao sto je ranije napomenuto 1 kod primene linearnih vise­

koracnih metoda na resavanje problema (2.2.1) 1 potrebno je pozna­

vanje startnih vrednosti y1=s1 (h) 1 takvih da je lim s 1 (h)=y
0 

(i=1 1 ••• 1 k-1). Naravno 1 ovaj problem se postavlj~-+0kada je k > 1. 



8.2. LINEARNI VISEKORACNI METODI 33 

Ako je metod (2.2.3) reda p, tada ocigledno startne vrednosti 

s 1 (h) treba birati tako da je 

(i=l, .•• ,k-1), 

gde je x.-.y(x) tacno resenje problema (2.2.1). 

U ovom odeljku navescemo jednu klasu metoda za odredjiva­

nje potrebnih startnih vrednosti. 

Pretpostavirno da je funkcija f u diferencijalnoj jednacini 

(2.2.1) dovoljan broj puta diferencijabilna. Tada na osnovu Tay­

lorovog metoda imarno 

Poslednja jednakost ukazuje na to da se moze uzeti 

2 p 
s 1 (h) =y(x

0
)+hy'(x

0
) +~ 1 y"(x0 )+ ..• + ~! y(p) (x

0
), 

s obzirorn da je tada s 1 (h)-y(x1 )=0(hp+l) (x 1=x
0
+h). Isti postupak 

se moze primeniti i na odredjivanje ostalih startnih vrednosti. 

Naime, u opstem slucaju, imamo 

2 

si (h) =y (xi-1) +hy, (xi-1) + ~! y" (xi-3" 

pri cemu za y(x. 1) uzimamo s. l(hfr 
~- ~-

+hpy(p) ) 
p! (xi-1 (i=l, .•• ,k-1), 

Taylorov metod u svetlu linearnih visekoracnih metoda se 

moze tretirati kao generalizacija Eulerovog metoda, u smislu ko­

riscenja visih izvoda. Prirodno se moze postaviti pitanje da li 

se mogu konstruisati metodi koji bi u navedenom smislu bili gene­

ralizacija implicitnih visekoracnih metoda. Takvi metodi postoje 

i oni zajedno sa Taylorovim metodorn cine klasu metoda Obreskova. 

Opsti oblik ovih metoda je 

~ hi((3 ,y(i) +(3 .y(i)) 
i=l 1~ n+l o~ n 

(r~2), 

gde su a 1 , a
0

, 13 11 , 13 01 (i=l, .•. ,r) konstantni koeficijenti. 

Na primer, za r=2 i r=3 imarno 

(2. 4.1) h ( - + - ,. - h
2 

" " 2 Yn+l Yn TI(yn+l- Ynl 

i 

3 NumeriCka analiza Ill deo 
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Primedba 2.4.1. Metodi (2.4.1) i (2.4.2) su cetvrtog i. se5tog 

reda re5pektivno. 

Sem napred navedenih metoda, za odredjivanje 5tartnih 

vredno5ti 5i(h) (i=1, ••• ,k-1) mogu 5e kori5titi i metodi Runge­

Kutta, koji ce biti razmatrani u poglavlju 8.2. 

Primer 2.4.1. Da bi5mo za resavanje Cauchyevog problema 

(2 .4 .3) y' = x2+y, y (1) = 1 (1~x~i.5) 

primenili metod 

(2. 4. 4) h 
16fn+1 Sfn) Yn+3 - Yn+2 = rr(23fn+2 - + 

potrebno je naci 5tartne vredno5ti. Uzmimo h=0.1. 

S obzirom da je ovaj 

5tartnih vredno5ti y 1=5 1 (h) 

rov metod za p=3. 

~tod treceg reda, za odredjivanje 
I 

~y2=52(h) mozemo i5kori5titi Taylo-

Iz (2.4.3) 5leduje 

y' = x2 + y, 

(2 .4 .5) y" = 2x + y' = 2x + x2 + y, 

ylll 2 + y" = 2 + 2x + x2 + y. 

Kako je y(1)=1, y'(1)=2, y"(1)=4, y"'(l) =6, na o5novu 

y(1)+hy' (1) + ~~ y" (1) + ~~ y"' (1), 

imamo 

51(0.1) = 1 +0.1·2 +
0

·2°
1

-4 + 
0 ·~ 01 .6= 1.221 

Uzimajuci za y(1.1), vredno5t 5
1

(0.1), imamo 

y ( 1. 1 ) "' 1. 2 2 1 f Y f ( 1. 1) 0< 2 • 4 3 1 1 y II ( 1. 1 ) 0< 4 • 6 31 1 Y Ill ( 1. 1 ) 0< 6 o 6 31. 

Tada je 

52(0.1) = 1.221+0.1·2.431 +
0

·2° 1 ·4.631 + 0 ·~ 01 -6.631"' 1.48836. 
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Tabela 2.4.1 

X Yn f llf ll 2 f n n n n 

1.0 1.00000 2.00000 
0.43100 

1.1 1. 22100 2.43100 0.06636 
0.49736 
~ 1.2 1.48836 2.92836 

1.3 1.80883 3.49883 
u.57047 

0.08098 
0.65145 

1.4 2.19028 4.15028 

1.5 2.64125 

Dakle, sada imamo potrebne startne vrednosti 

(2. 4.6) Yo = 1, y1 = 1.221, y2 = 1.48836 

Primenom metoda (2.4.1) mozemo odrediti tacnije startne 

vrednosti, s obzirom da je ovaj metod cetvrtog reda. Zaista, 

iz (2.4.1) i (2.4.5) sleduje 

tj. y 1 ~ 1.2210253, pri cemu se ova vrednost poklapa sa tacnim 

resenjem (videti tabelu 2.3.1) na prvih pet decimalnih mesta. 

Slicno bismo mogli odrediti i y 2 • 

Primenimo sada metod (2.4.4) na resavanje problema datog 

sa (2.4.3), koristeci startne vrednosti (2.4.6). Radi lakseg ra­

cunanja, metod (2.4.4) mozemo predstaviti u obliku 

u nasem slue a iu ie r f =x 2 + y n n n 

U tabeli 2.4.1 dati su pregledno dobijeni rezultati, pri 

cemu su svi medjurezultati zaokrugljeni na pet decimalnih mesta. 

Primedba 2,4.2. Adams-Bashfortov met:od (2.4.4) moze se dobiti in­

tegracijom drugog Newtonovog interpolacionog polinoma drugog ste-

3* 
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pena. Ako se koristi polinom treceg stepena dobija se metqd 

Yn+4- Yn+3 = 2h4 (55fn+3- 59fn+2 + 37f n+1- 9f n). 

1.~.5. AJtallg pela)ra 

Neka je Xt-+y(x) tacno resenje problema (2.2.1) i {yn} 

niz pribliznih vrednos~i ovog resenja u tackama xn=x0 +nh 

(n=0,1, ••• ,N) dobijen primenom metoda (2.2.3) sa datim startnim 

vrednostima. 

Definicija 2.5.1. Velicina en=y(~)-yn se naziva ukupna diskre­

tizaciona greska u tacki x=xn (n=0,1, ••. ,N). 

Definicija 2.5.2. Velicina Tn+k odredjena sa 

k 
(2 .5 .1) T +k = Lh [ y J = l: [a. . y (X + . ) - h 13 . y I (X +. ) J I 

n x=~ i=o ~ n ~ ~ n ~ 

naziva se lokalna greska odsecanja, metoda (2.2.3), u tacki 

Xn+ke[xo,xNJ. 

Primetimo da u definiciji lokalne greske odsecanja uce­

stvuje tacno resenje x~-+y(x) problema (2.2.1). Ova greska je lo­

kalna u sledecem smislu. Pretpostavimo da yn+i= y(xn+i) (i=0,1, 

••• ,k-1), tj. dane postoje greske u velicinama yn+i (i=0,1, ••• , 

k-1) i tada primenimo metod (2.2.3) na odredjivanje yn+k" 

Pod navedenim lokalnim pretpostavkama moze se pokazati da 

je 

F 
-- af (xn+k, cn+k) 

gde je n+k ay i cn+k tacka izmedju yn+k i y(xn+k). 

Nairne, kako je tada na osnovu (2.2.3) 

k-1 
Yn+k -hl3kf(xn+k'Yn+k) = .1: [hi3if(xn+i'y(xn+i))-a.iY(xn+i)J 

~=o 
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imamo 

odakle primenom Lagrangeove teoreme sleduje prethodna formula. 

Dakle, lokalna greska odsecanja (2.5.1) je proporcionalna 

greski y(xn+k)-yn+k" U slucaju kada je metod (2.2.3) eksplicitan 

(13k=O) imamo Tn+k =y(xn+k)-yn+k" 

Ako je Xt-+y(x) tacno resenje problema (2.2.1) dovoljan 

broj puta diferencijabilno lokalna greska odsecanja se moze pred­

staviti u obliku 

(2.5. 2) 

gde je p red metoda (2.2.3). Clan Cp+l hp+l y (p+l) (xn) se naziva 

glavni clan lokalne greske odsecanja, dok se koeficijenat cp+1 

naziva konstanta greske. 

Interesantno je postaviti pitanje da li se (2.5.2) moze 

predstaviti u obliku 

(2.5.3) T = C hp+1y(p+1 ) (x +0h) 
n+k p+1 n (O < e < kl, 

sto bi bilo analogno ostatku kod Taylorove formule. Odgovor na 

ovo pitanje nije potvrdan u dpstem slucaju. Nairne, ako defini-

semo tzv. influencnu funkciju G pomocu 

(2. 5. 4) 

gde je 

(2.5.5) z+ = 1(z +I zl ) = {: 
(z,;:. 0) 

(z < 0) 

moze se dokazati formula (videti, na primer, [19]) 

(2.5.6) 
hp+l k ( +1) 

Tn+k = """"PP JG(t)y P (xn+th)dt. 
0 

Pod uslovom da G(t) ne menja znak na [0,~, primenom teoreme o 

srednjoj vrednosti oaredjeriih integrala, formula (2.5.6) se moze 
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predstaviti u obliku (2.5.3). u opstem slucaju vazi ocena 

(2. 5. 7) 

gde su 

(2. 5. 8) 

(2·.5.9) 

IT I hp+1G y 
n+k ~ n 1 

k 
~ !IG(t) ldt. 
p. 0 

U nejednakosti (2.5.7) Yn se maze zameniti sa velicinom 

Y max IY(p+1 ) (x) I. 
XE[X01 xNJ 

Primer 2.5.1. Za metod (2.4.4) odredicemo influencnu funkciju. 

Na osnovu (2.5.4) imamo 

5 2 16 2 
G<t> = c-3·rr<o-t> +] + c-3 <-rr> <1-tl +] 

3 23 2 3 
+ c <-1> <2-t>+-3·rr<2-tl+J + n· <3-tl+J I 

odakle 1 s obzirom na (2.5.5) 1 sleduje 

l 
~ t2 

G(t) = ~4 + 8t- 1f t 2 

(3- t) 3 

(O~t~l) 1 

(l<t~2)1 

(2<t~3). 

Grafik ove funkcije prikazan je na Sl. 2.5.1. 

2 

5 
4 
1 

G(t) 

0 1 2 3 t 

Sl. 2.5.1 
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Funkcija G je neprekidna na segrnentu C0 13J. Stavise njen 

izvod 

G 1 (t) 

~t 
2 

8 -.!.!. t 
2 

-3(3-t) 2 

(0;;. t;;. 1) 1 

(l<t~2)1 

(2<t~3) 

takodje je neprekidna funkcija na segrnentu C0 13J. 

Kako G(t) ne menja znak na C0 1 3J 1 lokalna greska odse­

canja kod metoda (2.4.4) 1 primenjenog na problem (2.4.3) 1 se 

maze predstaviti u obliku 

gde je c4 G 
1 3 

TI J G(t)dt 
0 

3 
a· 

(0<6<3)1 

Kako iz poslednje jednakosti u (2.4,5) sleduje y'v=y'", 

imamo y"' =6, yrv=y'" =~ex, s obzirom da je y"'(1) =6. 

Dakle, 

9 
X + 6h 

h 4e n 
Tn+3 = 4e (0<6<3). 

Na primer, ako se trazi resenje na segmentu Cl,1.5J, kao u pri­

meru 2.4.1, za lokalnu gresku odsecanja vaze nejednakosti 

Nadjimo sada vezu izmedju ukupne diskretizacione greske i 
df 

lokalne greske odsecanja, pod pretpostavkom da postoji ay' 

Ako jednakost 

(2.5.10) 
k 
E a.y +" 

i=o ~ n ~ 

oduzmemo. od jednakosti 

k 

h_E Sif(xn+i'Yn+i) 
~=o 
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dobijamo 

k 

k 
I: a.y(x +') 

i=o ~ n ~ 

k 

k 
h l: e.y'(x +') + Tn+k' 

i=o ~ n ~ 

I: a. (y(x +i)-y +') =h l: ei(f(xn+i'y(xn+i)-f(xn+i'Yn+i)) 
i=o ~ n n ~ i=o 

tj. 

(2. 5.11) 
k 

h.E eiFn+ien+i + Tn+k' 
~=o 

(i=O,l, ••. ,k) i cn+i tacka 

izr,tedju y n+i i y (xn+i l · 

Ako startne vrednosti y
0

, y 1 , ••• ,yk-l sadrze greske 

e
0

, e 1 , ... ,ek-l respektivno, na osnovu (2.5.11) (za n=O) zaklju­

cujemo da na gresku ek pored navedenih gresaka utice i lokalna 

greska odsecanja Tk. u opstem slucaju, en+k zavisi od en' 

en+l'''''en+k-l i od lokalne greske odsecanja Tn+k' 

Odredjivanje granice za ukupnu diskretizacionu gresku, u 

opstem slucaju je vrlo kompl4kovano. 

Ne upustajuci se u dok~z, dacemo granice za ukupnu diskre­

tizacionu gresku kod eksplicitnih visekoracnih metoda, kod kojih 
jet 

(2. 5 .12) 
k 

a1 ~ 0 (i=O,l, ... ,k-1), ak=l, l: a1=0. 
i=o 

Neka su: L ~ipschitzova konstanta za f (po argumentu y), 

Y i G definisani pomocu (2.5.9) i (2.5.8) respektivno, p red me-

toda, 

D 6 max (I eo I , I ell , , , , , I ek-11) , 

Tada je 

(2.5.13) 

t Za metode sa osobinom (2,5.12) kaze se da pripadaju klasi A 
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Dokaz ave nejednakosti (kao i nekih srodnih) maze se naci 
u [19]. 

U dosadasnjoj analizi nismo razmatrali uticaj gresaka zao­

krugljivanja, koje se javljaju u procesu racunanja. Nairne, ume­

sto niza {yn}' koji zadovoljava (2.5.10), pri pr~kticnom racuna­

nju dobijamo niz zaokrugljenih vrednosti {yn}' za koji je 
k k 

gde je Rn+k odgovarajuca greska zaokrugljivanja. 

Aka stavimo ~n=y(xn)-yn' istim postupkom kojim smo izveli 

(2.5.11), dobijamo diferencnu jednacinu 

(2. 5.14) 
k 

'\, 

E ct.e . 
i=o l' n+J_ 

gde je $n+k = Tn+k - Rn+k' 

•Pod pretpostavkom da je IRn+kl ~ Rhq+1 , za gresku ~n vazi 

ocena 

koja se za R=O svodi na (2.5.13). 

Dobijene ocene za lenl i lenl su veoma grube i prakticno su 

neprimenljive za odredjivanje koraka h iz uslova da ukupna greska 

u tacki xn bude manja ad unapred zadate vrednosti E. 

Primer 2.5.2. Nadjimo ogranicenje za ukupnu diskretizacionu gres­

ku kod Eulerovog metoda primenjenog na model problem 

y' = Ay , y ( 0) = 1 (A < 0) , 

pod pretpostavkom da greske zaokrugljivanja ne postoje. 

Kako je p=1, G(t) =-t(tECO,lJ), G=t• L = IAI, B=1, x0 =0, 

y 0 = 1 <~ li = 0)' 

(2.5.15) 

gde je xn = nh 

na osnovu (2,5.13), imamo 

1 · IAixn 
I en I ~ 2 xn hYe , 

i Y max IA2eAxl 
xe [O,Xzil , 
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Pokazacemo sada da se u ovom konkretnom slucaju moze do­

biti mnogo bolje ogranicenje 1 nego sto je '(2.5.15). s obzirom 

na pretpostavku o nepostojanju- gresaka zaokrug1jivanja 1 na osno­

vu (2.5.11) 1 irnamo 

(Fn =A) 1 

gde je Tn+1 = i h 2 y" (xn + eh) (0 < e < 1). Kako je e
0 

= 0 iz poslednje 

diferencne jednacine s1eduje 

(2.5.16) 
n . 

n-~ 
I: (1+Ah) T .• 

i=1 ~ 

1 
Neka je h izabrano take da je 1+Ah>OI tj. h<-A.Tadal 

s obzirom na nejednakost I Tn+ll ~ i h 2 Y 1 iz (2 .5 .16) s1eduje 

(2.5.17) 
n 

lenl < .!.t.2 y I: (1+Ah)n- 1 
= 2 i=1 

Koriscenjem nejednakosti (videti 24 1str.36J) 

n nx 
( 1+x) ~ 1 + 1+( 1-n) x 

1 (-1 <x<n_ 1 ; n=2 1 3 1 ••• ) 1 

na osnovu (2.5.17) dobijamo 

1 xnhY 
(2 .5 .18) le I < -n = 2 1- (n-1)Ah 1 

sto je 1 evidentno 1 znatno strozije od (2.5.15). 

uzmimo konkretan slucaj A= -41 h=O. 2 1 xN = 1. 

Kako je yn=(1+Ah)n=0.2n 1 xn=nh=0.2n (n=0~1~···~5)1 

Axn -4~. 
y(xn) = e = e 1 imamo 

-0. 8n _ 
0 2

n 
e . 1 

(na osnovu (2.5.15))1 

1.6n 
< --- 4n+1 

(na osnovu (2.5.18))1 
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Uporedjenja radi, u tabeli 2.5.1 su date vrednosti za en, 

g 1 {n), g2 (n) (n=0,1, .•• ,5). 

Tabela 2.5.1 

n X e g1 {n) g2{il) n n 

0 0.0 0.000 0.000 0.000 
1 0.2 0.249 o. 712 0.320 
2 0.4 0.162 3.170 0.356 
3 0.6 0.083 10.582 0.369 
4 0.8 0.039 31.402 0.376 
5 1.0 0.018 87.357 0.381 

1.1.8. Numerifb atablliaoat 

Jedan od glavnih problema u primeni visekoracnih metoda je 

izlor velicine koraka h. U odeljku 8.2.3 razmatrali smo problem 

konvergencije visekoracnih metoda. Nairne, tada smo definisali 

konzistenciju i nula-stabilnost, kao dve vazne i neophodne oso­

bine koje garantuju konvergenciju metoda u smislu definicije 

2.3.1, tj. kada h +0, n++ .. , nh=const. Medjutim, situacija se me­

nja kada za h uzmemo fiksiran pozitivan broj. Pri ovome je potre­

bno uvesti zahtev da se ukupna diskretizaciona greska (ukljucuju­

ci i gresku zaokrugljivanja) na stabilan nacin prostire kroz ra­

cunski proces. Dakle, treba razmatrati promenu greske en kada n 

raste. Stoga posmatrajmo jednacinu (2.5.14). 

Da bismo mogli uporedjivati karakteristike razlicitih vise­

koracnih metoda uvedimo pretpostavke 

(2.6.1) 

i 

elf = A 
ay 

4in = 4i 

(A const) 

(4> = const). 

Tada se (2.5.14) svodi na jednacinu 
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cije je opste resenje odredjeno sa 

(2 .6. 2) 
k 
l: c.r~ 

i=1 ~ ~ Ahcr (1) ' 

gde su c
1 

proizvoljne konstante i r 1 nule karakteristicnog poli­

noma 

(2. 6. 3) 1r(r,h) p{r)-hcr(r) (h=Ah) , 

za koje smo pretpostavili da su medjusobno razlicite. 

Polinom 1f(r;h) se naziva polinomom stabilnosti. 

Deiinicija 2.8.1. Ako za dato h sve nule r 1 polinoma 1r(r,h) is­

punjavaju uslov lr1 1 < 1 (i=1, .•• ,k), tada kazemo da je linearni 

visekoracni metod apsolutno stabilan za dato h; u protivnom kaz.emo 

da je apsolutno nestabilan. Ako je metod apsolutno stabilan za 

svako hc(a,s), interval (a,a) nazivamo intervalom apsolutne sta­

bilnosti. 

Uslov stabilnosti lr1 1 < 1 (i=1, .•. ,k) obezbedjuje da se 

greska ~n ne povecava kad n raste, cak i u slucaju kada je neka 

od nula r 1 visestruka. Interval apsolutne stabilnosti zavisi sa­

roo od koeficijenata metoda. Medjutim, odgovarajuca vrednost za h, 

za koju je metod apsolutno stabilan, zavisi od A (h=hA), gde je 

A dato pomocu (2.6.1). Mada .~~ nije konstantno u opstem slucajut 

prethodno razmatranje ne gubi od znacaja, s obzirom da se za A 

moze uzeti neka srednja vrednost izvoda ~~ na dovoljno malom 

podsegmentu 6jE[x
0

,b]. Nairne, segment [x
0

,b], na kome trazimo re­

senje diferencijalne jednacine, podelimo na niz podsegmenata 6j 

ina svakom od njih odredimo vrednost za A(=Aj). Na taj nacin, 

dobicemo na svakom podsegmentu maksimalno dozvoljenu vrednost 

za h. 

Kako je 1r(r,O) = p (r), zakljucujemo da se za h=O, nula r 1 
poklapa sa nulom ~ 1 polinoma p. Dakle, r 1=r1 (h)+; 1 (i=1, ••• ,k), 

kada h+O. Moze se pokazati da su r 1 neprekidne funkcije od h. Ako 

t Pretpostavka (2.6.1) vazi samo ako je f(x,y)=Ay+g(x), gde je g proizvoljna 
neprekidna funkcija 
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je p red linearnog visekoracnog metoda, nije tesko pokazati 1 

asimptotsku jednakost 

(2. 6. 4) <i1-> Q) 1 

iz koje sleduje da je za dovoljno malo pozitivno h, r1 > 1, sto 

znaci da je svaki metod apsolutno nestabilan za· takvo h. Moze se 

postaviti pitanje da li za konvergentan metod (konzistentan 1 

nula-stabilan) postoji interval apsolutne stabilnosti. Odgovor na 

ovo pitanje nije potvrdan. Na primer, optimalni metodi (videti 

odeljak 8.2.3) nemaju interval apsolutne stabilnosti. 

Hoguce je uvesti i drugi koncept numericke stabilnosti, po 

kome bismo kontrolisali relativnu gresku. 

s obzirom da je opsti Cauchyev problem, za koji vazi pret­

postavka (2.6.1), 

y~ = Ay + g(x), y(x
0

) = y
0

, 

gde je g proizvoljna neprekidna funkcija, imamo 

(2. 6. 5) y 
A(x-x

0
) 

yoe + ~(x)' 

gde smo stavili 

Hx) 
A X -Ax e x fg(x)e dx. 

xo 

S druge Strane, Clan U izrazU (2,6,2) 1 kOji Odgovara nuli r11 je 

- A(x -x ) 
c1r~ = C1enh + O(h p+1 ) = c1e n ° + O(hp+

1
) I 

s obzirom na jednakost (2.6.4). Ako pretpostavimo da je nula r 1 
dominantna u odnosu na ostale, tj. da je lr1 1 > lr1 1 (i=2, ... ,k), 

na osnovu poslednje jednakosti i jednakosti (2.6.5) zakljucujemo 

da greska ~n i tacno resenje (2.6.5) na slican nacin rastu (opa­

daju), kada n raste. Drugim recima, relativna greska ostaje og­

ranicena, kada n raste. Na ovaj nacin dolazimo do nove definicije 

stabilnosti. 
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Definicija 2.6.2. Ako za dato ii. nule polinoma (2.6.3) ispunja­

vaju uslov Jr1 J > Jr1 J (i=2, ••• ,k), tada kazemo da je linearni 

visekoracni metod relativno stabilan za dato ii.; u protivnom ka­

zemo da je relativno nestabilan. Ako je metod relativno stabilan 

za svako hE(a,S), onda ovaj interval nazivamo intervalom relativ­

ne stabilnosti. 

Primer 2.6.1. Kod Simpsonovog pravila 

polinom stabilnosti je 

11 (r,h) 

Ovaj metod je apsolutno nestabilan za svako h. 

Pokazacemo sada da ovaj metod ima interval relativne sta­

bilnosti. Posmatrajmo sada slucaj kada je h dovoljno malo. Tada 
- -2 -je, s obzirom na (2.6.4), r 1=1+h+O(h ). Kako r 2+-1 (h+O), mora 

biti r 2=-1+yh+O(ii.
2
), pa iz uslova 11(r2 ,h)=O nalazi~o y = ~, tj. 

1- -2 -
r 2 =-1 +3h+O(h ). Dakle, za dovoljno malo h, imarno 

i 
1-

r 2 "' -1 + 3 h • 

Polo~aj ovih nula, u odnosu na jedinicni krug u ravni r, za 

h=O, ii.>o, ii.<o prikazan je na 81.2.6.1. 

h=O h>O 

1 

Sl. 2.6.1 



8.2. LINEARNI VI~EKORAeNI METOD! 47 

Kako je za h>O, r 1>1, a za h<O, r 2 <-1, zakljucujemo da je u pos­

matranom slucaju, metod apsolutno nestabilan. Kako je medjutim, 

lr1 1>1r2 1 za h>O, izlazi da metod ima interval relativne stabil­

nosti koji je oblika (O,a). Direktnim uporedjivanjem tacnih izra­

za za r 1 i r 2 moze se pokazati da je a=+~. 

S obzirom da se transformacijom r~ z r-1 I I r+1 krug r <1 iz 
r-ravni, preslikava na oblast Re z<O u z-ravni, problem ispitiva-

nja apsolutne stabilnosti visekoracnih metoda se moze svesti na 

ispitivanje da li je polinom Q, dat pomo6u 

Hurwitzov. 0 Hurwitzovim polinomima videti [26J. 

Primer 2.6.2. Za metod yn+ 2 - Yn 

- 2 1- 3-
1T (r ,h) = r - 2hr - (1 + 2 h) 

i 2 
(1-z) 2 [<l+z) -.!.ii. (l+z) - (1 +2.2 ii>] 1-z 2 1-z Q(z) 

tj. 
- 2 -Q(z) = -hz + (4 + 3h)z- 2h. 

- 4 Polinom Q je Hurwitzov ako h£(- 3,0), sto znaci da je interval 

apsolutne stabilnosti za dati metod (- i,o). 

Iz prethodnog razmatranja mozemo zakljuciti da se velicina 

koraka h, kod primene nekog metoda mora izabrati tako da se 

h=Ah nalazi u intervalu apsolutne ili u intervalu relativne sta­

bilnosti metoda. 

Na kraju napomenimo da su u pogledu numericke stabilnosti 

bolji metodi sa ve6im intervalom stabilnosti. U tom pogledu su, 

na primer, implicitni metodi znatno bolji od odgovaraju6ih eks­

plicitnih metoda. Ilustracije radi naves6emo interval apsolutne 

stabilnosti (ll,O) za Adamsov~ metode (eksplicitne i implicitne). 
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Tabela 2.6.1 

Adams-Bashfortovi metodi Adams-Moultonovi metodi 

k 1 2 3 4 1 2 3 4 

p 1 2 3 4 2 3 4 5 

-2 -1 6 _ _l. 
-6 -3 90 

Ci. -rr -a> -49 11 

1.2. 7. Predlktor-Jmektor metodl 

Kao sto smo ranije videli, implicitni metodi imaju niz 

prednosti nad eksplicitnim (visi red, bolja numericka stabilnost), 

medjutim, njihova primena na resavanje Cauchyevog problema 

y' = .f(x,y), y(xo) =Yo 

zahteva resavanje nelinearne jednacine 

(2. 7 .1) 

k-1 k-1 
gde je 4>n = h I: ~ifn+i-. I: a. 1yn+', po yn+k u svakom koraku, pri 

i=o ~=o ~ 

cemu su vrednosti Yn+i (i=0,1, ••• ,k-1) poznate. Kao sto je napo­

menuto u odeljku8.2.2 jednacina (2.7.1) se moze' resiti iterativ­
nim procesom 

(2. 7 .2) ( s=O, 1, ••• ) , 

koji konvergira pod uslovom da je 

h < 

gde je L Lipschitzova konstanta za f . 

Pocetna vrednost y[OkJ moze se odrediti koriscenjem nekog n+ 
eksplicitnog metoda, koji tada nazivamo prediktor. Impl~citni 

metod (2.7.1) nazivamo korektor. Metod dobijen ovakvom kombina­

cijom nazivamo prediktor-korektor metod. 
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Za odredjivanje yn+k' iterativni proces (2.7.2) treba 

primenjivati sve dok ne bude ispunjen uslov 

I 
cs+1 J cs J 1 

Yn+k - Yn+k < E, 

gde je E dozvoljena greska, obicno reda lokaln~ greske zaokrug-
. [S+1J 

ljivanja. Tada se za yn+k moze uzet~ yn+k • Pri ovakvom postup-

ku, karakteristike metoda su iste sa karakteristikama korektora 

pri cemu prediktor moze biti cak i nula-nestabilan. 

Medjutim, ovakva nacin se najcesce ne primenjuje u prak­

si, s obzirom da zahteva veliki broj izracunavanja vrednosti 

funkcije f po jednom koraku i uz to je ovaj broj promenljiv od 

koraka do koraka. Da bi se smanjio ovaj broj izracunavanja, broj 

iteracija u (2.7.2) se fiksira. Dakle, uzima se samo s=0,1, •.. , 

m-1. U ovom slucaju, karakteristike prediktor-korektor metoda 

zavisice ne samo od karakteristika korektora, vee i od karakte­

ristika prediktora. 

Prethodno uvedimo neka oznacavanja. Nairne, neka P ozna­

cava primenu prediktora, C primenu korektora i E jedno izracu­

navanje vrednosti funkcije f. Na primer, ako y~~~ izracunavamo 

pomocu prediktora, zatim izracunavamo f~~~ = f(xn+k'Y~~~) i naj­

zad primenimo korektor za izracunavanje vrednosti y~~~' imali 

bismo postupak oznacen sa PEC. Ako sada izracunavamo f~!~ = 
:f(xn+k'Y~!~> i ponovo primenimo korektor za izracunavanje vred-

nosti y~!~, imamo postupak koji se oznacava sa PECEC, ili krace 

P(EC)2 • Ako iterativni proces (2.7.2) primenimo rn puta, tj. sa 

s=0,1, ..• ,rn-1, tada irnarno P(EC)rn. Pri ovorne smo izracunali y~:~, 

dok je poslednja izracunata vrednost za fn+k' f~:~ 1 J -

cm-lJ) 
:f(xn+k' Yn+k • 

Dalji postupak primene prediktor-korektor metoda moze ici 

na izracunavanje y~~~+1 pornocu prediktora. Medjuti:j pre ovog 

korakarnoze se izracunati nova vrednost funkcije f~+k = 
(rn] v )m kl . . f(x k'Y k), sto se oznacava sa P(EC E. Da. e, u pr~rnen~ 

n+ , n+ . rn . rn 
prediktor-korektor metoda postoje dva nacina P(EC) ~ P(EC) E. 

Interesantno je napornenuti da irn se karakteristike numericke 

stabilnosti bitno razlikuju (sto je rn manje). 

4 Numericka analiza Ill deo 
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Pretpostav1rno sada da su pred1ktor 1 korektor def1n1san1 

pornocu karakter1st1cn1h po11norna 

k - .1 k-1 - 1 P'U;> = I: a..E; ' ;; ( E;) = I: 131!; 
1 

1=o ~ 1=o 

k 1 k 1 
p (!;) I: a.1!; ' 

cr (!;) = I: 131!; 
1=o 1=o 

respektivno. Tada su nacini P(EC)rn i P(EC)rnE redorn def1n1sani sa 

i 

[ ] k-1_ [rn] 
y 0 + I: a..y +' n+k 1=

0 
~ n ~ 

[o] + 
k-1 - [rn] 

I: Yn+k 
i=o 

a.1yn+1 

f [s] 
n+k 

k-1 [ ] 
h I: i3 f rn-1 

. 1 n+i ' 
~=o 

(s=0,1, .• ·.,m-1), 

k-1 [ J 
hi:Sfrn 

. i n+1' 
~=o 

f(xn+k' 
[s] 

Yn+k) 

(s=0,1, ••• ,m-1), 

Neka je red prediktora p ~ 0, red korektora p ~ 1. Analizorn 

lokalne gre§ke odsecanja prediktor-korektor metoda rnoze se doci 

do sledeceg zakljucka (videti [19]): 

1° Ako je p~ p, lokalna greska odsecanja je ista kao 

kod korektora; 

2° Ako je p = p-q (0 < q ~ p), lokalna greska odsecanja je 

- ista kao kod korektora za rn ~ q + 1, 

- istog reda kao kod korektora (ali ne i identicna) 
za rn=q, 

- oblika Khp-q+rn+l + 0 (hp-q+rn+2 ) za rn ~ q ~ i. 
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Razmotricemo sada posebno slucaj kada je p=p. 

Moze se postaviti pitanje da li se glavni clan lokalne 

greske odsecanja moze oceniti bez upotrebe visih izvoda. Odgovor 

na ovo pitanie daje Milneovo pravilo. 

Neka su Cp+l i Cp+l 
tor respektivno. Tada je 

konstante greske za korektor i predik-

C hp+l (p+l) (x ) 
p+l Y n 

[ o] 
y(xn+k)-yn+k (za prediktor) 

i 

C ·nP+l (p+l) ( ) ( ) [m] ( k kt ) p+l Y xn ~ y xn+k -yn+k za ore or 1 

odakle oduzimanjem dobijamo 

(C - C )hp+l (p+l) (x ) 
p+l p+l Y n 

Dakle 1 za korektor imamo 

[m] _ [o] 
Yn+k Yn+k · 

c hp+l (p+l) (x ) 
p+l. y n 

cp+l [m] [o] 
- (yn+k-yn+k) 1 

cp+l-cp+l 

pa se vrednost y£:~ koja se dobija ~rimenom korektora moze modi­
, Lm] 

fikovati (korigovati) na vrednost yn+kl gde je 

'[m] - [m] + cp+l [m] . [o] 
Yn+k - Yn+k - (yn+k- Yn+k1 • 

cp+l- cp+l 

Slicno prethodnom 1 za prediktor imamo 

c 
C hp+ly(p+l) (x ) ~ p+l. (y [m] - y [ o]) . 

p+l · n C _ C n+k n+k (2. 7. 3) 

p+l p+l 

Vrednost za y£~~ ne moze se direktno modifikovati pomocu 

(2.7.3) 1 s obzirom da se u tan momentu ne zna vrednost za y£:~· 

Kako je 1 medjut~~ 

4* 
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za modifikovanu vrednost prediktora moze se uzeti 

A [o] - [o] + cp+l [m] [o] 
Yn+k - Yn+k - (yn+k-1- Yn+k-1) • 

cp+1 - cp+l 

Postupak modifikacije simbolicki oznacavamo sa M, tako da ran~Je 

posmatrani nacini P(EC)m i P(EC)mE, sa upotrebom navedenih modi­

fikacija postaju 

Primer 2.7.1. Uzmimo Eulerov metod (p=1) kao prediktor i trape­

zno pravilo (p=2) 

kao korektor sa brojem iteraclja m=2. Tada P(EC) 2 E ima oblik 

f[S] 

n+1 

[2] 
f(xn+1'Yn+1) • 

(s=O ,1), 

S obzirom da je q=p-p=1 i q+1=m, na osnovu prethodnog, 

imamo da je lokalna greska odsecanja prediktor-korektor metoda 

ista kao. kod korektora. 

Primenom ovog metoda na resavanje Cauchyevog problema 

(2.4.3) sa h=0.1 dobijamo rezultate koji su dati u tabeli 2.7.1. 

Prikazali smo vrednosti koje se dobijaju posle primene predikto­

ra, kao i vrednosti koje se dobijaju nakon dvosruke korekcije 

pomocu korektora. U poslednjoj koloni tabele data je relativna 

greska r = (yn[
2

] - y (x ) ) /y (x ) izraZena u procentima (procentualna 
n n n 
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greska). Tacno resenje problema je dato sa y(x)=6ex- 1-x2-2x-2. 

Tabela 2.7.1 

n X n 
[0] 

Yn 
(2] 

Yn rn (%) 

0 1.0 1.0000 1.0000 0.00 
1 1.1 1.2000 1.2215 0 .04. 
2 1.2 1. 4647 1.4895 0.07 
3 1.3 1. 7825 1.8110 0.10 
4 1.4 2. 1611 2.1936 0.12 
5 1.5 2.6090 2.6460 0.14 

Primer 2.7.2. Za prediktor uzmimo Adams-Bashforthov metod 

- 251 ciji je red p=4 i konstanta greske c 5 = 
720

, a za korektor Adams-

Moultonov metod 

ciji je red, takodje, p=4, a c 5 =- 7~~· S obzirom da je korektor 

trokoracan, a prediktor cetvorokoracan, kod formiranja predik-

tor-korektor metoda treba u korektoru povecati n za jedinicu i 

time usaglasiti broj koraka. Dacemo sada algoritam za PMECE. 

Kako je 

c5 251 i 
c5 = _190 

c5- c5 
270 

c5- c5 
270 

na osnovu prethodnog imamo sledeci algoritam: 

[0] '[1] 
P: Yn+4- Yn+3 

M: 

E: 
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C: 
[lJ 0 [l] _h_(9f[OJ + 19f[lJ -Sf[ lJ + f[ 1J) 

Yn+4- Yn+3 24 n+4 n+3 · n+2 n+1 ' 

M: 
0 [ lJ 
Yn+4 

[1] 
Yn+4 

19 [ 1J 
- 270(yn+4 

[0] 
- Yn+4)' 

E: 
0[1] 

fn+4 
0 [l] 

f(xn+4'Yn+4). 

8.~.8. PrimeD& vJiekorai!Dih metoda na aJsteme Jednai!baa 
l Jednai!lne vlleg reda 

Kao ~to je navedeno u odeljku 8.1.1 sistem diferencijal­

nih jednacina prvog reda (1.1.2) se moze predstaviti u vektor­

skom obliku (1.1.3), tj. u obliku 

(2. 8.1) 
-+ -+ -+ -+ 
y' = f (x,y), y (x

0
) 

Linearni vi~ekoracni metodi, koje smo do sada razmatrali, mogu 

se formalno generalisati na vektorski oblik 

(2. 8.2) 

+ + -+ 

k -+ 
h E fl. f . , 

i=o ~ n+~ 

,gde je fn+i = f(xn+i' yn+i), a zatim se kao takvi mogu primeniti 
na re~avanje Cauchyevog problema (2.8.1). Pri ovome skoro sve 

osobine vi~ekoracnih metoda mogu se formalno preneti na metod 

(2. 8.2). 

Primer 2.8.1. Primenimo Eulerov metod 

na re~avanje diferencijalne jednacine drugog reda 

y" 2y ( 1 + y •2 
) ' 

sa uslovima y(0)=1 i y'(0)=2. 

Ako stavimo y'=z, data jednacina se svodi na sistem 

y' = z 
(2. 8.3) 

z' 
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sa uslovima y(O)=l i z(0)=2. Tada primenom Eulerovog metoda na 

sistem jednacina (2.8.3) dobijamo 

(n=O, 1, ..• ) , 

S obzirom na vaznost izbora koraka integracije h , ovde 

cemo se posebno zadrzati na problemu numericke stabilnosti. 

Slicno kao i u odeljku 8.2.6 moze se razmatrati apsolut­

na i relativna stabilnost metoda (2.8.2). Pri ovome pretpostavka 

(2.6.1) zamenjuje se pretpostavkom da je Jacobieva matrica za f 

konstantna, tj. 

+ -~ 
W(f (x,y)) 

df 
+ A ' 

ay 

gde je A konstantna kvadratna matrica reda m • Takodje, za vek-
+ 

tor greske ~n pr:tpostavljamo da je konstantan. Analogon veli-

cine h, je sada h=Ah, gde je A proizvoljna sopstvena vrednost 

matrice A. Kako u opstem slucaju matrica A moze imati komplek­

sne sopstvene vrednosti to je ovde umesno, umesto intervala sta­

bilnosti, uvesti oblast stabilnosti u kompleksnoj ravni h. 

Definicija 2.8.1. za. linearni visekoracni metod (2.8.2) kazemo 

da je apsolutno stabilan u oblasti D kompleksne ravni ako, za 

svako h~D, sve nule ri polinoma n(r,h), definisanog pomocu 

(2.6.3), ispunjavaju uslov lril <1 (i=l, ••• ,k). 

Definicija 2.8.2. za linearni visekoracni metod (2.8.2) kazemo 

da je relativno stabilan u oblasti D kompleksne ravni ako, za 

svako h~D, nule polinoma (2.6.3) ispunjavaju uslov lr 1 1 > lril 

(i=2, ••• ,k). 

Korak integracije h , treba birati tako da h=Ah~D, gde 

je A bilo koja sopstvena vrednost matrice A. Naravno, rezono­

vanje, vezano za promenu koraka u toku integracije, koje je da-' 

to u odeljku 8.2.6 ostaje i ovde u vaznosti. 
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Analizirajmo apsolutnu stabilnost Adams-Houltonovog me-

toda 

ciji skalarni analogon ima interval apsolutne stabilnosti (-6,0) 

(videti tabelu 2.6 .1). 

Nije tesko uociti da ce granica oblasti apsolutne stabil­

nosti r (Sl. 2.8.1) biti definisana parametarski pomocu jedna­

kosti 

Sl. 2.8.1 

x (e) 6 ( 4cos e - cos2 e - 3) /g (e) , 

y(e) 6(14sine- sin2B)/g(e), 

g(e) = 45 + 32cose - Scos2e, 

koje sleduju iz 

-
h (e) x(e)+iy(e). 
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Da bismo pt1menili ovaj metod na resavanje, na primer, 

diferencijalne jednacine 

y" + 20y' + 115y = 0 

sa nekim unapred zadatim pocetnim uslovima, treba jednacinu sve­

sti na sistem jednacina prvog reda. Standardni~ postupkom dobi-

jamo ekvivalentni sistem 

z' 
1 

za koji je Jacobieva matrica 

A 

i cije su sopstvene vrednosti >. 1 , 2 = -111l±4i 

Dakle, u ovom slucaju, imamo 

h1,2 = h>-1,2 = h(-10±4i). 

Ako se h izabere taka da h1 i h2 pripadaju oblasti D(=int r_) 

metod ce biti apsolutno stabilan. Na primer, ako je h=O .5~ h1 2= 
- . I 

=-5±2i(eD), dok za h=0.6 vidimo da h 1 , 2=-6±2.4i ne pripada ob-

lasti D, tj. za takvo h metod nije apsolutno stabilan. 

Razmotrimo sada klasu problema oblika 

za resavanje ovakvih problema na segmentu cx0 ,bJ, mogu 

_se koristiti direktno linearni visekoracni metodi oblika 

(2.8.4) 
k 

l:: a..y +' i=o ~ n ~ 

k 

h2 .l:: 13ifn+i' 
~=o 
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Za metod (2.8.4) definise se linearni operator 

lh:c2 cx
0

,bJ 7CCx
0

,bJ pomocu 

k 
lhCyJ = Hcx1y(x+ih) -h2 a1y"(x+ih)J. 

i=1 

Ako g&CmCx
0

,bJ, koriscenjem Taylorovog razvoja, imamo 

gde su 

(i=3, 4, ••. ) . 

Definicija 2.8.3. za metod (2.8.4) kaze se da ima red p, ako 

je 

i 

Koeficijent cp+2 se naziva konstantna greska, a clan 

cp+2hp+2y(p+2 )<xn) glavni clan lokalne greske odsecanja u tac-

ki xn+k" 

Definicija 2.8.4. Ako je red metoda p~1 kaze se da je metod 

konzistentan. 

Primetimo da je metod konzistentan ako i same ako je 

p (l)=p' (1)=0 i p" (1)=2o (1), gde su polinomi p i o definisani 

kao u odeljku 2.8.3. Dakle, polinom p ima dvostruku nulu ~=1. 

Stavimo ~ 1=~ 2=1. 

Definicija 2.6.5. Metod (2.8.4) je nula-stabilan ako polinom 

p nema nula sa modulom vecim od jedan i ako su sve nule sa mo­

dulom jedan najvise visestrukosti dva. 
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Neka su r 1 i r 2 nule polinoma 

11 (r ,h) = p (r) - ha (r) (h=h 2 A) 

koje odgovaraju nulama ~ 1 i ~ 2 <~ 1=~ 2=1) · 

Definicija 2.8.6. Ako za dato h sve nule polinoma 11(r,h) zado­

voljavajuuslov lr1 l,:;,1 (i=1, •.. ,k), zametod (2.8.4) seka~e 

da je apsolutno stabilan za takvo h. Ako je, medjutim, 

lr1 1 ,:;,min(lr1 1,1r2 ll (i=3, ••• ,k) ka~e se da je za takvo h metod 

relativno stabilan. 

Od metoda iz klase (2.8.4) najvise su u upotrebi metodi 

i 

(2.8.5) 

1 
Prvi od nj ih je drugog reda (Co=C1=C2=C3=0 I c4 = rr> I dok 

je drugi cetvrtog reda (Ci =0 (i=O I 1 I ••• ,5) I c6 =- 1~0). Metod 

(2.8.5) poznat je kao metod Numerova. 

8.1. METOD! B.UNGF.KUTTA 

U prethodnom poglavlju razmatrani su linearni visekoracni 

metodi za resavanje Cauchyevog problema za obicne diferencijalne 

jednacine prvog reda. Red ovih metoda se moze povecati, kako smo 

videli, povecavanjem broja koraka. Medjutim, ukoliko se zrtvuje 

linearnost koju poseduju ovi metodi, moguce je konstruisati jed­

nokoracne metode sa proizvoljno visokim redom. 

U specijalnom slucaju, kada je funkcija f u diferencijal­

noj jednacini y' = f(x,y) dovoljan broj puta diferencijabilna, 

moguce je, takodje, ~onstruisati jednokoracne metode viseg reda, 

kakav je,, na primer, Taylorov metod (videti odeljak 8 .1. 2). 
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U ovom poglavlju razmatracemo jednu posebnu klasu eksplicit­

nih jednokoracnih metoda koja je poznata kao klasa metoda Runge­

Kutta. 

1.1.1. Uvod 

Posmatrajmo, kao i ranije, Cauchyev problem za diferenci­

jalnu jednacinu prvog reda 

(3.1.1) y' = f(x,y), 

i opsti eksplicitni jednokoracni metod oblika 

(3.1.2) 

gde je h korak integracije. 

Definicija 3.1.1. Metod (3.1.2) je reda p ako je p najveci ceo broj 

za koji vaH 

p+1 
y(x+h)- y(x)- h~(x,y(x),h) = O(h ), 

gde je XI+ y (X) tacno resenje problema (3 .1.1). 

Definicija 3.1.2. Metod (3.1.2) je konzistentan ako je ~(x,y,O) 

f(x,y). 

Primetimo da je Taylorov metod specijalan slucaj opsteg me­

toda (3.1.2). Nairne, kod Taylorovog metoda reda p imamo 

(3.1.3) ~(x,y,h) ~T(x,y,h) 
p-1 hi a i 

L (_a_ +fa) f(x,y). 
i=O (i+1) 1 ax y 

u specijalnom slucaju, ked Eulerovog metoda imamo da je ~(x,y,h)= 

f(x,y). 
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Neka je 

D {(x,y,h)lx0 ~x~b, IYI<+.,, O~h~h0 } 

Teorema 3.1.1. Neka funkcija ~ ispunjava uslove: 

1° Neprekidna u oblasti D; 

2° I~ (x,y ,h)-~ (x,y ,h) I ~ M I y-y I za svako (x,y ,h), 

(x,y ,h) £0, 

Metod (3.1.2) je konvergentan (u smislu definicije 2.3.1) 

ako i samo ako je konzistentan. 

Dokaz ove teoreme moze se naci, na primer u[12J. 
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Ovo poglavlje bice posveceno metodima Runge-Kutta, koji ci­

ne specijalnu klasu eksplicitnih jednokoracnih metoda. Analiza 

ovih metoda je znatno teza, nego sto je kod linearnih visekorac­

nih metoda, zbog odsustva linearnosti. U novije vreme razvijaju 

se i implicitni metodi Runge-Kutta, koji nad klasicnim eksplicit­

nim metodima imaju izvesne prednosti u pogledu numericke stabil­

nosti. 

I.S.~. :KiuRDi metodl B.-..-K:atta 

U ovom odeljku razmatracemo jednu specijalnu klasu metoda, 

oblika (3.1.2), koju je 1895. godine predloZio C.Runge ([30]). 

Kasnije, ovu klasu metoda razvili su W.Kutta ([18]) i K.Heun ([13]). 

Kao sto cemo kasnije videti, svi ovi metodi sadr~e slobodne 

parametre. S obzirom na vreme u kome su se pojavili ovi metodi, 

slobodni pararnetri su birani tako da se dobiju sto jednostavnije 

forrnule za prakticno racunanje. Medjutim, ovakve vrednosti pa­

rametra ne obezbedjuje optimalne karakteristike posmatranih me­

toda. u daljem tekstu ove metode zvacemo klasicnim. 

Opsti eksplicitni metod Runge-Kutta ima oblik 

(3.2.1) 

gde su 

~ (x,y ,h) 
m 
I: c .k., 

i=1 ~ ~ 
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k1 f(x,y), 

(3. 2. 2) 
ki f(x+a

1
h, y+bih) 

(i=2, ..• ,m). i-1 i-1 
a. I: ex .. ' bi I: ex .. k. 
~ j=1 ~J j=1 ~J J 

Primetimo da iz uslova konzistencije metoda (3.2.1) sleduje 
m 
I: c. = 1. 

i=1 ~ 

Nepoznate koeficijente koji figurisu u ovom metodu, odre­

djujemo iz uslova da metod ima maksimalni red. Pri ovome, kori­

stimo sledecu cinjenicu: Ako se ~(x,y,h), razvijeno po stepenima 

od h, moze predstaviti u obliku 

~(x,y,h) ~T (x,y ,h) + 0 (hp), 

gde je ~T definisano pomocu (3.1.3), tada je metod (3.2.1) reda p. 

Prethodno nadjimo razvoj ~T(x,y,h) po stepenima od h. Kori­

scenjem Mongeovih oznaka za parcijalne izvode imamo 

a 
+ f aay> f f (ax + ff = F 

X y 
i 

a + f~) 2 f = 
a a 

(ax ay (ax + f ay>F = G + fyF' 

gde smo stavili G=f + 
XX 

2ff + xy f
2

f 
YY 

Tada iz (3 .1. 3) sleduje 

(3. 2. 3) 

Razmotricemo sada same metode Runge-Kutta, ciji je red 

p ~ 3. Pokazuje se da je za dobijanje metoda treceg reda dovoljno 

uzeti m=3. U tom slucaju, formule (3.2.2) se svode na 

i 

~(x,y,h) = c 1k1 + c 2k 2 + c 3k 3 , 

k 1 f (x,y), 

k 2 f(x+a 2h, y+b 2h), 

k 3 f(x+a 3h, y+b 3h) 

a2 ex21' b2 = ex21 k1' 

a3 ex31 + ex32' b3 = ex31k1 + ex32k2. 

Razvijanjem funkcije k 2 u Taylorov red, u okolini tacke 
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(x,y), dobijarno 

k 2 f + a 2Fh + ~ a~Gh2 
+ O(h

3
). 

Kako je 

imarno 

i 

Razvijanjem funkcije k 3 u okolini tacke (x,y) i koris6e­

njem poslednjih jednakosti imarno 

1 2 2 3 
k 3 = f+a 3Fh+2(2a2 a 32Ffy+a3G)h + O(h ). 

Najzad, zarnenom dobijenih izraza za k 1 ,k2 ,k3 u izrazu za 

~(x,y,h) dobijarno 

~(x,y,h)=(c 1 +c2 +c 3 )f+(c2 a2+c 3 a 3 )Fh 

2 2 h
2 

3 
+ (c

2a 2
G+2c 3a 2 a 32Ffy+c 3a 3Glz +0 (h ) • 

Poslednja jednakost dozvoljava konstrukciju metoda za m=l,2,3. 

Slucaj m=l. Kako je c 2=c 3=o imarno 

3 
~(x,y,h) = c 1 f + O(h ). 

Uporedjivanjem sa (3.2.3) dobijarno 

1 1 2 3 
~T (x,y ,h) -q> (x,y ,h) = (l-c1 ) f + 2 hF + 6h (G+fYF) + 0 (h ) , 

odakle zakljucujemo da se za c 1=1, dobija metod 

Yn+l - Yn = hfn' 

ciji je red p=l. S obzirom da je ovo Eulerov metod mi vidimo da 

on pripada i klasi metoda Runge-Kutta. 

Slucaj m=2. Ovde je c 3 = 0 i 

1 2 2 3 
~(x,y,h) = (c1+c

2
)f + c 2a 2Fh + 2 c 2a 2Gh + O(h ) • 

Kako je 

q>(x,y,h) - q,T(x,y,h) 

63 
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zakljucujemo da se pod uslovima 

(3.2 .4) i 
1 

= 2' 

dobija metod drugog reda sa jednim slobodnim parametrom. Nairne, 

iz sistema jednakosti (3.2.4) sleduje 

1 
2a

2
-1 

c2 = 2a2 i c1 = ~ 

gde je a2 (~0) slobodan parametar. Dakle, sa m=2 imamo jednopara;.. 

metarsku familiju metoda 

(3.2.5) 

k2 f(xn+a2h,yn+a2k1h). 

U specijalnom slucaju, za a 2 = 4, dobijamo Euler-Cauchyev 

metod 

Slicno, za a 2=1, dobijamo tzv. poboljsan Euler-Cauchyev metod 

Yn+1-yn = ~[f(xn,yn) + f(xn+h, yn+hf(xn,ynl]. 

0 geometrijskoj interpretaciji dobijenih metoda videti, na pri­

mer, [3]. 

Slucaj m=3. Kako je 

~(x,y,h) - ~T(x,y,h) 

zakljucujemo da su za dobljanje metoda treceg reda dovoljni uslovi 

(3 .2. 6) 

c 1 + c 2 + c 3 = 1, 

1 
c2a2 + c3a3 2 ' 

1 
3' 

s obzirom da imamo cetiri jednacine sa sest nepoznatih, izlazi 

da, u slucaju m=3, imamo dvoparametarsku familiju metoda Runge-
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Kutta. Moze se pokazati da medju rr.etodima ove familije ne posto­

ji ni jedan metod ciji je red veci od tri. 

1 u specijalnom slucaju1 kada je a 2 = 3 i a 3 
2 
3 1 iz (3. 2 .• 6) 

1 
sleduje c 1 = 41 c 2 = 01 

3 2 
c 3 = 41 a 32 = 3· Dakle dobili smo me-

tod 

- h 
(k1 + 3k3)1 Yn+1 Yn 4 

k1 f(xn 1 Yn)l 

k2 f(xn 
h h 

+ 31 Yn + 3k1) 

k3 f(xn 
2h + 2h k ) + 31 Yn 3 2 

koji se u literaturi srece kao Heunov metod. 

1 1 2 
Za a 2 = 21 a 3 = 1 (~ c 1=c 3=6 1 c 2 =31 a 32 = 2) 

dobijamo metod 

h 
+ 4k2 + kJ)I Yn+1 - Yn 6<k1 

k1 f(xnl Ynl1 

k2 f(xn 
h h 

+ 21 Yn + 2k1) I 

k3 f(xn+h 1 yn-hk1+2hk2 ) 1 

koji je najpopularniji medju metodima treceg reda sa stanovista 

rucnog izracunavanja. 

U slucaju kada je m=4 1 dobijamo dvoparametarsku familiju 

metode cetvrtog reda. Nai.me 1 ovde se 1 analogno sistemu (3.2.5) 1 

javlja sistem od 11 jednacina sa 13 nepoznatih. 

Sada navodimo, bez dokaza1 metod Runge-Kutta cetvrtog reda 

h 
+ 2k2 + 2k3 + k4) 1 (3.2.7) yn+1 - Yn 6<k1 

k 1 f(xnl Yn), 

k2 f(xp 
h 

+ 21 
h 

Yn + 2 k1) 

k3 ~(xn 
h h + 21 Yn + 2k2) 

k4 f(xn + hi Yn + hk3) 1 

koji se u primenama tradicionalno najvise koristL 

5 Numericka analiza Ill deo 
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Primer 3.2.1. Primenom metoda (3.2.7) 1 sa korakom h=0.11 na 

resavanje Cauchyevog problema 

Y I = x 2 + Y 1 Y ( 1) = 1 (1~x~l.5) 1 

dobijaju se rezultati koji su sredjeni u tabeli 3.2.1. 

Tabe la 3. 2. 1 

X yn k1 k2 k3 k4 n 

1.0 1.000000 2.000000 2.202500 2.212625 2.431262 

1.1 1. 221025 2.431025 2.665076 2.676779 2.928703 

1.2 1. 488416 2.928416 3.197337 3.210783 3.499494 

1.3 1.809152 3.499.152 3. 806610 3.821982 3.960251 

1.4 2.187762 4.147762 4.497650 4.515145 4.889276 

1.5 2.638806 

Primedba 3.2.1. Ako funkcija f ne zavisi od y 1 metod (3.2.7) 

se svodi na Simpsonovo pravilo. 

Od metoda cetvrtog reda cesto se koristi i tzv. Gi.llova 

varijanta ([ 9 J) kod koje se slobodni parametri odredjuju tako 

da se smanji potreban memorijski prostor kod realizacije metoda 

na racunskim masinama. Usteda memorijskog prostora je 1 medjutim 1 

takva da se njen efekat primecuje tek kod odgovarajuceg vektor­

skog metoda kada se primeni na resavanje velikog sistema dife­

rencijalnih jednacina. Potreban memorijski prostor za resavanje 

sistema od M jednacina je 3M+q (q ne zavisi od M) 1 u poredjenju 

sa 4M+q kod opsteg metoda Runge-Kutta cetvrtog reda. 

Gillova varijanta ima oblik: 

f(xniYnl 1 

h h 
f(x+21 Yn+2k1) 

h - h 12 
f(xn+21 Yn+(l2-1)2k 1 +(1- 2 )hk2 

12 12 
f(xn+hl Yn -2hk2+(1 +T)hk 3 ). 
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Pri prograrnskoj realizaciji (C23J) koristi se sledeci 

algoritam: 

(*) 

n: = 0, Q
0

: = 0, x: = x
0

, 

y : 
0 

1 
Yn' G1 : =hf(x,Y

0
), Y1 : = Y

0
+2(G 1-2Q

0
), 

Q1: 
1 1 h Q

0
+3C'2(G 1-2Q

0
)J - 2 G1 , G2 : = hf(x+2,Y 1 ), 

Y2: Y1+(1- II/2) (G2-Q1)' 

Q2: Q1+3C (1-II/2) (G2-Q 1 ) J- (1-h/2)G2 , 

G3 : = hf(x+~,Y2 ), Y3 : = Y2+(1+il/2) (G 3-Q2 ), 

Q3 : = Q2+3C(1+i1/2) (G3-Q2 )J-(1+i1/2)G3 , 

1 G4 : = hf(x+h,Y 3 ), Y4 : = Y3 +6(G4-2Q3 ), 

Ako je x~b, kraj algoritma. 

x: =.x+h, n: n+1, 

Preci na (*). 
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u slucaju kada greske zaokrugljivanja nebi bile prisut­

ne, imali bismo o4=o, sto jasno skoro uvek nije tacno. Aprok­

simativno 0 4 je srazmerno greski zaokrugljivanja u vrednosti 

Y4 (tj. Yn+ 1 ), koja je akumulirana nan-tom koraku integracije. 

Uzimanjem 0 4 kao Q
0

, u sledecem koraku se kompenzira uticaj 

gre.saka zaokruglji vanj a. 

Primedba 3.2.2. Neka p(m) oznacava maksimalni mogucni red me­

toda (3.2.1). Tada je 

s• 

m 

m-1 

m-2 

.:;. m-2 

(m=1,2,3,4) 

(m::o5,6,7) 

(m=8,9) 

(m=10, 11, •.• ) • 
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Za razliku od linearnih visekoracnih_metoda, rnetodi 

Runge-Kutta ne zahtevaju poznavanje startnih vrednosti (sern 

y(x
0

)=y
0

, koja, inace, definise Cauchyev problem), ali su za 

prakticnu prirnenu znatno kornplikovaniji, s_ obzirorn da zahte­

vaju rn izracunavarija vrednosti funkcije f u svakorn koraku. 

Kao sto je napornenuto u odeljku 8.2.4, rnetodi Runge-Kutta rnogu 

se uspesno prirnenjivati i za dobijanje startnih vrednosti za 

linearne visekoracne rnetode. 

a.s.s. ADaJtu pe1Ua 

U ovorn odeljku ukazacerno sarno na neke osnovne rezultate 

vezane za analizu gresaka kod metoda Runge-Kutta. 

Definicija 3.3.1. Velicina Tn+ 1 odredjena sa 

naziva se lokalna greska odsecanja opsteg jednokoracnog metoda 

(3.1.2), u tacki xn+ 1 , pri cernu je x»y (x) tacna resenje prob­
lema ( 3. 1. 1) • 

Pod pretpostavkorn da je yn=y(xn) (lokalna pretpostavka) 
vaZi jednakost 

Tn+1 = y(xn+1) - Yn+1' 

sto je isto kao i kod linearnih visekoracnih metoda. 

Analogon izrazu (2.5.2), kod nelinearnih jednokoracnih 
metoda, je 

(3. 3.1) - p+1 p+2 Tn+1- ~(xn,y(~))h + O(h ) ' 

gde funkcija (x,y)l+~ (x,y) na komplikovan nacin zavisi od x 
i y. 

Primer 3.3.1. Odredirno funkciju ~ za metod (3.2.5). 

Kako je 

Tn+1 y(xn+1)-y(xn)-h~(xn,yn,h) 

h(~T(xn,yn,h)-~(xn,yn,h)) 

~h3c(1-~a2 )G+fyFJ _ _ ( .) +O(h'*) x-xn,y-y xn 
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neposredno dobijamo 

Jedan praktican nacin za ocenu lokalne greske odsecanja 

zasniva se na Richardsonovoj ekstrapolaciji. Nairne, ako zelimo 

da ocenimo lokalnu gresku odsecanja Tn+ 1 u tacki x=xn+ 1 za me­

tod reda p, pored vrednosti yn+ 1 izracunate pomocu Yn sa kora­

kom h, izracunavamo i odgovarajucu vrednost Yn+ 1 pomocu Yn_ 1 
sa korakom 2h. Tada, s obzirom na (3.3.1) imamo 

odakle je 

•<xn-1'y(xn-1)) (2h)p+1+0(hp+2) 

•<xn,y(xn))hp+1 2P+ 1 + O(hP+2 ) 

p+1 p+2 
2 (y(xn+1)-yn+1) + O(h ), 

Dobijena ocena se cesto koristi· za kontrolu duzine ko­

raka h • Nairne, ako je ocena za Tn+ 1 takva da je vee a od neke 

unapred dozvoljene vrednosti (tolerancije) e:, korak h treba 

smanji ti. 

U cilju dobijanja ocene za 1Tn+1 1, M.Lotkin ([21J) je 

uveo pretpostavku o og.ranicenosti funkcije f i njenih parci­

jalnih izvoda na skupu 

Q {(x,y) I x
0 
~ x ~ b, IYI < + oo}. 

Nairne, za svako (x,y) EQ pretpostavio je uslove 

!f(x,y)!<M i 
~i+jf ( ) a x,y Ni+j 

< Mj-1 (i+j~)' 

gde su M i N pozitivne konstante i p red metoda. Na taj nacin 

je, za metod (3.2.5), dobio ocenu 

(3.3·2) 

a za metod (3.2.7) 

69 
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IT I _n_MN ... h 5 
n+l < 720 • 

Odgovarajuce ogranicenje za lokalnu gresku odsecanja 

kod opsteg metoda treceg reda dao je A. Ralston (C28J). 

Jedan od nacina za odredjivanje slobodnih parametara u 

metodima Runge-Kutta zasniva se na minimizaciji granice za lo­

kalnu gresku odsecanja. Tako na primer, u slucaju p=2, iz 

(3. 3. 2) sleduje a 2 = ~· tj. dobija se metod 

Na kraju, navodimo ogranicenje za ukupnu diskretizacio­

nu gresku en(=y(xn)-yn), pod pretpostavkom da nam je ogranice­

nje za lokalnu gresku odsecanja poznato. Nairne neka je 

IT I < Khp+l 
n+l = • 

Tada je 

gde je L Lips chi tzova konstanta za funkcij u f po argumentu y. 

Primetimo da i ovde, kao i kod linearnih v1sekoracn1h 

metoda, gran1ca za ukupnu diskret1zacionu gresku ima red za je­

Q1n1cu niz1, nego sto je red gran1ce za lokalnu gresku odseca­
nja. 

Sl1cno kao kod linearn1h visekoracn1h metoda, analizu 
numericke stab11nost1 sprovod1mo na jednac1n1 

y' = Ay ' (A=const) • 

"' Neka je XH-y(x) tacno resenje datog problema 1 {yn} n1z nume-
r1ck1h vrednost1 resenja dob1jen pr1menom metoda Runge-Kutta 

sa greSkom zaokruglj1vanja Rn+l" Tada 1z 

1 
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sleduje 

(3.4.1) 

gde su 

i - <lln+1 = Tn+1- Rn+1 • 

Razrnotricerno sarno slucaj metoda Runge-Kutta kod kojih 

je p=rn~4. Tada koriscenjern izraza (3.2.1) i (3.2.2) sa 

f(x,y)=Ay i ignorisanjern clana ~n+ 1 (kao i kod linearnih vise­

koracnih metoda) 1 na osnovu (3.4.1) dobijarno 

tj. 

(3.4.2) 

gde smo stavili 

"' - 1 -z 1 p 
en(h+2h + ... +p!h) 1 

0' 

1 + h + _21 h 2 + • . • + _L fiP 
p! (h=Ah) 

Kako je resenje jednacine (3.4.2) odredjeno sa 

(c 1 proizvoljna konstanta) 1 

da bismo obezbedili da ~n +0 (n ++~) potreban je uslov lr1 1<1. 

Ovo je uslov apsolutne stabilnosti. 0 relativnoj stabilnosti 

kod metoda Runge-Kutta nema smisla govoriti. 
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S obzirom da je za h > 0, r 1 > 11 zakljucujemo da interval 

apsolutne stabilnosti ne moze da sadrzi pozitivni deo realne 

ose. Iz uslova -1 < r 1 < 1 mozemo naci interval apsolutne stabil­

nosti, koji ima oblik (a 10) 1 gde je a < 0. Tako nalazimo 

za p = m 1 interval (-2,0)1 

2 (-2,0), 

3 (-2.51,0), 

4 (-2.7810). 

Primetimo da svi metodi kod kojih je p=m(~ 4) imaju isti inter­

val apsolutne stabilnosti. 
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8.1.5. Prb:Deaa na ~e U.tema JedDa~IDa 

Sva analiza data u prethodnim odeljcima moze se formal­

no preneti i na vektorski oblik metoda Runge-Kutta 

gde su 

-> -> m -> 
<l>(x,y,h) l: c.k., 

i=1 ~ ~ 

-> -> -> 
k1 f(x,y), 

-> -> -> -> 
ki f (x+ai h, y +bih) 

i-.1 -> i-1 
a. l: C! •• , bi l: 
~ j=1 ~] j=1 

(i=2, ••• ,m) , 

C! •• k. 
~] J 

koji se koristi za resavanje Cauchyevog problema za sistem di­

ferencijalnih jednacina prvog reda 

Primer 3.5.1. Posmatrajmo sistem od dve jednacine 

sa pocetnim uslovima y(x
0

)=y
0

, z(x
0

)=z
0

• Analogon metodu (3.2.7) 

je metod 

gde su 

i 

-> 
y [:] ' 

-> + 
f(x,y) 

[

f 1 (x,y ,z)] • 

f2(x,y,z) 



8.4. NUMERICKO REsAVANJE KONTURNIH PROBLEMA 

Na kraju napomenimo da je program RKGS (iz 1130 Scien­

tific Subroutine Package (1130-CM-02X) firme IBM) za resavanje 

sistema diferencijalnih jednacina prvog reda sacinjen na osnovu 

Gillove varijante metoda Runge-Kutta cetvrtog reda (0 program­

skoj realizaciji metoda za resavanje diferencijalnih jednacina 

na FORTRAN jeziku, pored pomenutog prirucnika, videti ( C23 J). 
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8.,. Nt.JMERICKO UA.AVAN.TE KONTUB.NJB PROBLEMA. 

Ovo poglavlje je posveceno resavanju konturnih (granic­

nih) problema kod obicnih diferencijalnih jednacina. Za razli­

ku od cauchyevog problema, gde su uslovi koji odredjuju parti­

kularno resenje diferencijalne jednacine dati u jednoj tacki, 

kod konturnih problema uslovi se zadaju najmanje u dve tacke. 

Mi cemo razmatrati samo konturne probleme kod kojih su uslovi 

dati u dve tacke. Jasno je da konturni problemi imaju smisla 

samo kod diferencijalnih jednacina ciji red nije nizi od dva. 

U nasem razmatranju zadrzacemo se samo na konturne probleme 

kod diferencijalnih jednacina drugog reda. 

8.,.1. UvodDe Dapomeae 

Za diferencijalnu jednacinu drugog reda, konturni prob­

lem se moze definisati na sledeci nacin: Naci resenje jednacine 

(4 .1.1) F(x,y,y',y") = 0 (a ~ x :> b) , 

koje zadovoljava tzv. konturne uslove 

<P 1 (y (a) ,y' (a)) 0 

(4.1.2) 

cp2(y(b),y'(b)) o. 
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u specijalnom slucaju, ako su jednacina (4.1.1) i uslovi 

(4.1.2) linearni, imamo tzv. linearni konturni problem 

(4.1. 3) y" + p{x)y' + q{x)y = f(x) (a~x~b), 

(4.1. 4) 

gde su funkcije p,q,f neprekidne na ca,bJ i a0 ,a 1 ,A,B 0 ,S1,B 

date konstante, pri cemu je 

i 

Ako je A=B=O, za uslove (4.1.4) kazemo da su homogeni. 

Ako je f(x) =o i ako su uslovi (4.1.4) homogeni, odgovarajuci 

problem nazivamo homogeni konturni problem. 

Ako definisemo linearne operatore L, Ga' G0 pomocu 

LCyJ = y" + p{x)y' + q(x)y, 

konturni problem (4.1.3)-{4.1.4) mozemo predstaviti u obliku 

Stavimo 

D 

gde su y 1 i y2 dva linearno nezavisna resenja jednacine LCyJ=O. 

Lake se moze dokazati sledece tvrdjenje: 

Teorema 4.1.1. Ako je o;o, konturni problem (4.1.5) ima jedin­

stveno resenje za proizvoljne vrednosti A i B. U slucaju, kada 

je D=O, konturni problem, u opstem slucaju, nema resenje. Sarno 

za odredjene vrednosti A i B, konturni problem moze imati bes­

konacno mnogo resenja. 
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Takodje, za hornogeni problem (f(x} = 0, A=B=O} maze se 
dokazati: 

Teorema 4.1.2. Ako je D~O, ~ostoji jedinstveno (trivijalno} 

resenje y = 0. Netrivijalna resenja postoje ako i sarno ako je 

D=O. 

Problem nalazenja netrivijalnih resenja homogenog kon­

turnog problema naziva se problem sopstvenih vrednosti. 

u opstern slucaju, kod konturnih problema rnogu nastati 

sledeca tri slucaja: 

1° postoji jedinstveno resenje; 

2° postoje vise resenja (ili beskonacno rnnogo}; 

3° ne postoje resenja. 

U poredjenju sa Cauchyevirn problernorn, konturni problemi 

se cesce javljaju u prirnenama u tehnici, rnedjutirn, njihova re­

savanje je znatno teze. 

u ovorn poglavlju razrnatracerno neke od pribliznih metoda 

za resavanje konturnih problema za jednacine drugog reda, pret­

postavljajuci pri tome uvek egzistenciju jedinstvenog resenja. 

u opstem slucaju priblizni rnetodi za resavanje konturnih 

problema rnogu se klasifikovati u tri grupe: 

1° Diferencni rnetodi; 

2° Metodi pogadjanja; 

3° Projekciono-varijacioni rnetodi. 

U ovom poglavlju razrnatracerno rnetode iz prve dve grupe, 

dok cemo projekciono-varijacione metode, zbog svojih specific­

nosti, razrnatrati u posebnoj glavi. 

U ovorn poglavlju razrnatracerno metode iz prve dve grupe, 

dok cemo projekciono-varijacione rnetode, zbog svojih specific­

nosti, razrnatrati u posebnoj glavi. 
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S obzirorn da se jednacine viseg reda rnogu svesti na sis­

tern jednacina prvog reda, to se konturni problemi rnogu razmatra-
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ti i u obliku 

-+- + -t -+ 
NCyJ = y' - t(x,y) 

+ 
0 (a~x~b), 

(4 .1.6) 

+ + + 
gde su y, f, g n-dimenzionalni vektori. U specijalnom slucaju, 

linearni konturni problerni se mogu posmatrati u obliku 

+ + + 
y' - A(x)y = h(x) 

+ + + 

+ 
e' 

gde su y, h, e n-dimenzionalni vektori i A (x) , Ba, Bb matrice 

reda n. 

Diferencni metodi ili metodi konacne razlike za resava­

nje konturnih problema sastoje se u aproksimaciji izvoda pomo­

cu konacnih razlika, pri cemu se resavanje konturnog problema 

svodi na resavanje sistema diferencnih jednacina. 

(4.2.1) 

(4.2.2) 

Neka je dat konturni problem 

y" - f(x,y,y') = 0 (a~ x~ b), 

y(a) =A, y(b) =B. 

b-a Segment ca,bJ podelimo na N+1 podsegrnenata duzine h = N+i' 
tako da je xn=a+nh (n=0,1, ••• ,N+1). u tackama ~ (n=1, ..• ,N) di­

ferencijalnu jedna~inu (4.2.1) aproksimirajmo pomocu 

(4.2.3) 

Jasno je da smo, pri ovome, iskoristili formule za nurnericko 

diferenciranje 

y' (~) = 
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Kako je, zbog (4.2.2), y
0

=A i yN+1=B, problem odredjiva­

nja niza pribliznih vrednosti resenja konturnog problema u tac­

kama xn(n=1, ... ,N), svodi se na resavanje sistema (4.2.3) od 

N jednacina saN nepoznatih, koji je, u opstem slucaju, neli­

nearan. 
Ukoliko, umesto konturnih uslova (4.2.2)_ imarno opstije 

us love ( 4 .1. 4) , tada za aproksimaciju izvoda u tackama a i b, 

koristimo formule 

y' (a) 

(4.2.4) 

kod kojih je greska reda O(h 2 ). Tada se konturni uslovi (4.1.4) 

prib.lizno svode na 

(4.2.5) 
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Ako sistemu jednacina (4.2.3) pridodamo jednacine (4.2.5) 

problem nalazenja niza y
0

,y1 , ... ,yN+1 se svodi na resavanje 

sistema od N+2 jednacine sa isto toliko nepoznatih. 

Urnesto formula (4.2.4), za aproksimaciju konturnih uslo­

va (4.1.4), cesto se koriste formule manje tacnosti 

i y'(b) 

ked kojih je greska reda 0 (h) • 

u slucaju kada je jednacina (4.2.1) linearna, diferencni 

metod nas dovodi do sistema linearnih jednacina, cija je matri­

ca trodijagonalna. Sledeci odeljak bice posvecen resavanju ovog 

problema, dok ce u odeljku 8.4.4 biti razmatran jedan iterativ­

ni dife~encni metod za resavanje konturnih problema sa neline­

arnom diferencijalnom jednacinom. 
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Resavanje opsteg konturnog problema ~4.1.6), pomocu dife­

rencne aproksimacije 

gde je n=1, ••• ,N+1, razmatrao je H.B. Keller (videti C17J, C15J). 

Opstu teoriju diferencnih metoda za resavanje konturnih 

problema oblika (4.1.6) razvili su H.B. Keller i A.B. White u 

radu c 16J. 

1.4-S. Dlfereacnl metod sa UD.eame koatume probleme 

Neka je jednacina (4.2.1) linearna, tj. neka ima oblik 

(4 .3 .1) LCyJ = y" + p(x)y' + q(x)y = f(x). 

Tada je odgovarajuca diferencna aproksimacija 

(4.3.2) 

gde su pn=p(xn), qn=q(xn), fn=f(xn) i n=1, ••. ,N; 

Operator ~· definisan pomocu (4.3.2), predstavlja jednu 

diferencnu aproksimaciju diferencijalnog operatora L. Pretpos­

tavljajuci da Y6C 4ca,bJ, nije tesko pokazati da je u tackama 

xn (n=1, •.• ,N) 

sto znaci da je ~h aproksimacija drugog reda za L. 

Predjimo sada na resavanje sistema jednacina (4.3.2). 

Aka uvedemo srnene 

(4.3.2) se maze predstaviti u obliku 
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(4. 3. 3) (n=1, ••. ,N). 

Neka su konturni uslovi y0 =A i yN+ 1=B. Pred nama se po­

stavlja problem resavanja sistema linearnih jedna~ina 

·+ + 
Ty = d , (4.3.4) 

gde su 

y1 h 2 f - Aa 1 1 b1 c1 0 0 

+ 
y 

y2 h 2 f a2 b2 c2 0 + 2 
d= , T= 

YN h 2 f -Be N N 0 0 0 ~ 
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Matrica sistema (4.3.4) je trodijagonalna. Za resavanje 

ovog sistema pogodno je izvrsiti faktorizaciju matrice T u ob­

liku T=LR (videti formule (1.2.5) u odeljku 4.1.2), a zatim suk-
+ -+- -+- + 

cesivno resiti trougaone sisteme jedna~ina Lz=d i Ry=z. Ovakav 

metod je poznat kao metod faktorizacije "t. Kako je ovaj metod u 

sustini zasnovan na Gaussovoj eliminaciji, to se on moze ekvi­

valentno iskazati kroz sledeci eliminacioni postupak: 

Jednakost y
0

=A predstavimo u obliku 

(4.3.5) 

gde su L
0

=0 i K
0

=A. Pomocu (4.3.5) eliminisimo y
0 

iz jedna~ine 

a 1y
0

+b 1y 1+c1y 2=h 2 f 1 , koja je dobijena iz (4.3.3) za n=l. Tada 

dobijamo 

y1 L1Y2 + K1' 

gde su 
2 

-c1 h f1 - a1Ko 
L1 b1 + a1Lo 

i K1 b1 + a1Lo 

Navedeni postupak eliminacije nepoznatih moze se nastavi­

ti za n=:=2, ••. ,N. Nairne, ako u (4.3.3) stavimo 

t U ruskoj literaturi metod faktorizacije se vrlo cesto sre6e kao metod 
progonki. 
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dobijamo 

(4. 3. 6) 

gde su 

(4. 3. 7) 

(4. 3. 8) 

-c 
n 

i 

Posle N eliminacionih koraka imamo 

Kako je yN+1=D, to na osnovu poslednje jednakosti izracunavamo 

yN. Na dalje, koriscenjem (4.3.6), za n=N-1, ..• ,1, izracunavamo 

redom yN_ 1 , .•. ,y1 . 

Dakle, metod faktorizacije se sastoji u sledecem: 

1° Polazeci od L
0

=0 i K
0

=A, pomocu formula (4.3.7), za 

n=1, .•. ,N izracunavaju se koeficijenti Ln i Kn; 

2° Izracunava se niz {yn} pomocu 

YN+1 B, 

(n=N, ... ,1). 

Ukoliko su, umesto uslova y
0

=A i yN+1=B, dati uslovi 

i 

navedeni postupak treba modifikovati u sledecem smislu: 

Kod izracunavanja koeficijenata Ln i Kn treba poci od 

L
0
=a i K

0
=A. 

Kako je na osnovu datog konturnog uslova yN+ 1 - llYN=B, a 

na osnovu (4.3.8) yN-~YN+ 1=KN' zakljucujemo da je 

B + ll~ 
YN+1 = 1 - ll~ 

Ostali clanovi niza {yn} izracunavaju se na isti nacin kao u 2°. 
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Opsirnije o metodu faktorizacije moze se naci, na primer, 

u C17J, C18J, C19J. Ova osnovna svojstva ovog metoda su mali 

broj aritmetickih operacija pri njegovoj realizaciji (u odnosu 

na druge metode resavanja sistema linearnih jednacina) i slaba 

osetljivost na numericke greske (greske zaokrugljivanja se ne 

akumuliraju). Poslednja cinjenica je prisutna ako je sistem jed­

nacina (4.3.3) dobro uslovljen. Jedan dovoljan kriterijurn dobre 

uslovljenosti (videti CIOJ ) je da postoji 6 > 0' tako da je 

Primer 4.3.1. Nadjimo priblizno resenje jednacine 

y" - 2xy' - 2y = - 4x , 

koje zadovoljava konturne uslove 

y(O) = 1, y(1) = 1 + e"' 3.7183. 

Uzmimo h=0.2, tj. xn=nh=0.2n (n=0,1, ••• ,5). Kako je pn=-2xn' 

qn=-2, fn=-4xn' imamo 

an=1+0.04n, bn=-2.08, cn=1-0.04n, h 2 fn=-0.032 n. 

Tada je 

1-0.04n 
i Kn 2.08- (1+0.04n)Ln_ 1 

0.032n+(1+0.04n)Kn_1 
?.08.,.. (1+0.04n)Ln_ 1 • 

Rezultati dobijeni primenom metoda faktorizacije dati su 

u tabel·i 4. 3 .1. U poslednjoj koloni tabele date su vrednosti ta­

cnog resenja (y=x+exp(x2 )). 

Tabela 4.3.1 

n xn L K Yn y(xn) n n 

0 0.0 0. 1. 1. 1. 
1 0.2 0. 4615 0. 515 4 1.2436 1.24081 
2 0.4 0.5817 0. 3824 1.5778 1.57351 
3 0.6 0.6160 0.3749 2.0379 2.03333 
4 0.8 0.6152 0.4122 2.6997 2.69648 
5 1.0 3.7183 3. 71828 

6 Numericka al)aliza III deo 
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Razmotrimo sada diferencne aproksimacije za difer~nci­

jalne jednacine date u Sturm-Liouvilleovom obliku., 

Ako je~~acinu (4.3.1) pornnozimo sa r(x)=exp(fp(x)dx), 

tada se ona svodi na Sturm-Liouvilleov oblik 

(4.3.9) rLCyJ = (ry')' + qy = f, 

gde su q(x)=r(x)q(x) i f(x)=r(x)f(x). 

Primer 4.3.2. Za jednacinu 

LCyJ = y" - ~y' + 2y = x 2 

integracioni faktor (rnnoZilac) je r (x)=exp <-Sd:) = ~ , pa je 

Sturm-Liouvilleov oblik 

~ L CyJ = (~ y')' + ~ y =X • 

Kod resavanja konturnih problema sa jednacinom u Sturm­

Liouvilleovom obliku javlja se problem aproksimacije diferen­

cijalnog izraza 

(4.3.10) MCyJ = (ry') ' • 

S obzirom da je MCyJ = r ( x) y" + r' ( x) y' moze se koristi ti, 

kao i ranije, diferencna aproksimacija 

l-1edjutim,. za aproksimaciju diferencijalnog operatora 

(4.3.10) cesce se koriste sledece dve aproksimacije 

M(1)[y J 
h n 

pri cemu je rS =r(x
0

+sh) (sEZ). 
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Do prve aproksimacije ~1 >cynJ dolazimo aproksimacijom 

izvoda pomocu centralne razlike. Nairne, imamo 

tj. 

MCyJ 

dok se ~2 >cy J dobija iz M~ 1 >cynJ aproksimacijom rn+1/ 2 i 
1 n . 1 

rn_ 112 sa 2(rn+r + rn) ~ 2(rn +rn_ 1) respektivno. 

Nije tesko pokazati (videti, na primer, C34J ) da je u 

tackama xn (n=1, ... ,N) pri r,y£C 4 ca,bJ 

(i=1 ,2) 1 

tj. da su obe diferencne aproksimacije reda dva. 

Koriscenjem izraza za M~ 1 >cynJ' diferencijalna jednacina 

(4.3.9) se svodi na 

tj. 

(4.3.11) 

(n=1 1 • • • ,N) 1 

h 2 f (n=1, •.• ,N), n 

(1)_ 
0 n -rn+1/2 • 
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Kako je c2 )=a~!~ zakljucujemo da je matrica sistema jed­

nacina (4.3.11) simetricna. Ako je, osim ovoga, matrica pozitiv­

no definitn~, prethodno izlozeni metod faktorizacije se moze mo­

difikovati u smislu koriscenja metoda kvadratnog korena (vide­

ti odeljak 4.2.4). 

N'a kraju primetimo da integracioni faktor r za svodjenje 

jednacina na Sturm-Lio-uvilleov oblik, nije uvek mogucno odrediti 

6* 
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u konacnom obliku. Medjutim, za dovoljno malo h eg:zistira tzv. 

diskretni integracioni faktor, tj. takvo rn da aproksimacija 

rn~cynJ daje simetricnu'matricu. Nairne, kakci je 

(n=1, •.• ,N), 

to iz uslova simetricnosti matrice sistema 

dobijamo rekurentnu relaciju za rn 

1 +!!p 2 n (n=0,1, ... ,N-1), 

pri cemu se maze uzeti, na primer, r
0

=1. 

1.4.4. lteratm.t dlfueacDl metod 

Razmotrimo problem resavanJ·a nel~nearne 
~ diferencijalne 

jednacine 

y" = f(x,y,y') (a ~x ~b) 

sa linearnim konturnim uslovima 

Kao sto smo videli u odeljku 8.4.2, diferencni metod dovodi do 
jednacina (4.2.3), sa uslovima (u najprosti-sistema nelinearnih 

jem slucaju) 
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Jedan od nacina za resavanje ovakvog sistema jednacina 

je koriscenje metoda proste iteracije 

(4.4.1) 

gde je 

Y
(k+1) 2 (k+l) + (k+1) 
n+1 - Yn Yn-1 

G cy(k+1)J 
o n A 

G cy(k+1 )J B 
N+1 n 

(k) (k) 

f(k) = f( (k) Yn+l - Yn-1) 
n - xn,yn ' 2h · 

· (k=0,1, •.• ), 

Na ovaj nacin, resavanje problema se svodi na resavanje 

sistema linearnih jednacina na svakom koraku k , pri cemu se za 

startovanje iterativnog procesa (4.4.1) usvajaju pocetne vred­

nosti y~o) (n=0,1, ••. ,N+1). Zahvaljujuci specijalnom obliku 

ovog sistema jednacina, moze se naci eksplicitni oblik za 
(k+l) 

Yn • 

(4.4.2) 

gde su 

(4.4.3) 

i 

(4.4.4) 

Potrazimo resenje u obliku 

(k+1) 
Yn 

B. 

Nije tesko uociti da ako postoje zn i wn takvi da zado­

voljavaju (4.4.3) i (4.4.4) respektivno, to ce y~k+1 ), odredje­

no sa (4.4.2), biti resenje sistema (4.4.1). 

Iz (4.4.4) sleduje wn=c1+c2n, gde konstante c 1 i c 2 tre­

ba odrediti iz uslova 

B • 

85 

0 
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Ako je 

(4.4.5) 

iz poslednjeg sistema jednacina sleduje 

i c 2 = .!.(a B-fl A) ll 0 0 • 

Kako se problem (4.4.3) moze predstaviti kao sistem line­

arnih jednacina 

-2+y 1 0 0 0 

1 -2 1 0 0 
(4.4.6) 

0 0 0 1 -2+6 

gde su y=al/(al-hao) i 6=fll/(f!l+hf! ), resenje zn je ocigledno 
linearna kombinacija velicina h2fl~) (i=l, ••• ,N), tj. ima oblik 

N 
z

0 
h2 E g f(k) 

i=l in i 

gde su gin koeficijenti koje treba odrediti. Primetimo da je ma­

trica sistema (4.4.6) trodijagonalna i simetricna. Njeni .nenulti 
elementi su 

a11 = -2+6, a
00 

= -2 (n=2, •.. ,N-l), aNN -2+6, 

an,n+1 = an+l,n = 1 (n=l, ••• ,N-1). 

Ako sa D oznacimo determinantu ove matrice, a sa Ain kofaktore 

odgovaraju6ih elemenata aij' nije tesko primetiti da je gin= 

=Ai
0

/D. Takodje, lako se uocava da je gi0 =gni" 

Na osnovu 

N 
E Ai.a . 

j=l J OJ 
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gde je oin Kroneckerova delta, u na§em konkretnom slu~aju pri 

proizvoljnom i£{1, ..• ,N}, za n=1, ... ,N dobijamo redom 

(4 .4. 7) 

(4 .4. 8) (n=2, .' •. ,N-1), 

(4.4.9) 

Za odredjivanje gin dovoljno je pretpostaviti re§enje u 

obliku 

gin = Cin + Di + En + F (i .::,n), 

gde su C, D, E, F zasad nepoznati koeficijenti. Zbog simetrije 

imamo 

gin = Cni + On + Ei + F (i ~n). 

Na osnovu (4.4.7), za i=1 dobijamo y(C+E)-(1-y) (D+F)=1, 

a za i~2, (yC-(1-y)E)i+yD-(1-y)F=O, odakle sleduje 

yC = (1-y)E, yO = (1-y)F, E-D = 1. 

Stavimo sada i=n u (4.4.8). Tada dobijamo E-0=1. Prime­

time da za i~n pretpostavljeno re§enje zadovoljava jedna~inu 
(4 .4 .8). 

Najzad, na osnovu (4.4.9), za i~N-1, dobijamo 

(C+ ( 1-o) (CN+D)) i + (E+ ( 1-o) (EN+F)) = 0, 

a za i=N 

(CN+D) (1+(1-6)N) + 1 + (1-6)(EN+F) O, 

odakle sleduje 

( 1+ ( 1-6 )N) C+( 1-6) 0=0, (1+ ( 1-6 )N)E+ ( 1-6 )F=O, E-0=1. 

Dobijene jednakosti za nepoznate koeficijente mogu se 

predstaviti u obliku 

87 
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Kako jel 

dobijamo 

pa je 

tj. 

(1+(1-o)N)C + (1-o)D 0 1 

yC - (1-y)D 1-yl 

(1-y)E YCI 

• (1-y)F yD . 

zbog (4 .4 .5) I 

yoh 2 
- ( 1+ (1- 0 ) N) ( 1-y) - y ( 1- 0 ) = --/::, 'F 0 I 

a1tl1 

C=-(1-~)(1-Y), D 
1 

F 
y(l+(1-o)N) 

/::,1 

(1-y) (1+(1-o)N) 
/::,1 

E __ y(1-o) 
- /::,1 , 

f( (1-y) i+y) ( 1+ (1-o) (N-n)) 
1 

(i ~n), 

1 (11 13 1 
-(- - a i) (- + tl (N+1-n)) /::, h 0 h 0 l 

(i ~n) 1 

1 (11 13 1 
-(-- a n) (- + tl (N+1-i)) /::, h 0 h 0 

(i ~n). 

Na osnovu prethodnog imamo 

N 
y(k+ 1 ) = c + c

2
n + h 2 r g f~k). 

n 1 i= 1 in ~ 

0 problemu konvergencije ovog iterativnog metoda i ana­

lizi gresaka moze se naci u [2 J. 

Primer 4.4.1. Uzimajuci h=0.2 nadjimo priblizno resenje kontur­

nog problema 

y"=2+y 2
, y(O)=y(1)=0. 

Kako je N=4; a
0

=1, a 1=0, A=O, tl 0 =1, tl 1=0, B=O; y
0

=y5=0, 

fn=2+y~, xn=nh=0.2n(n=0,1, ••• ,5) 1 imamo t::,=S, c 1=c2=0 1 
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)

1 . 
= si(n-5) 

~n(i-5) 

(i ~n), 

(i ~n), 

(k+1) 
Yn 

Vrednosti koeficijenata fin date su u tabeli 4.4.1. 

Tabela 4 .4.1 

~ 1 2 

1 -0.8 -0.6 

2 -0.6 ""'1.2 
3 -0.4 -0.8 

4 -0.2 -0.4 

3 

-0.4 

-0.8 

-1.2 

-0.6 

4 

-0.2 

-0.4 

-0.6 

-0.8 

Za pocetno resenje y (o) 

izaberimo funkciju y(o)=x(x-1) 

koja je resenje problema 

y" = 2, y(O) = y(1) = 0. 

Tada je za n=1,2,3,4 

y~o) = xn(xn-1)=0.2n(0.2n-1). 
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Ove vrednosti su navedene u 

tabeli 4.4.2. Koris6enjem formula (4.4.10) dobijamo niz vredno­

sti za y~k) (n=1,2,3,4; k=1, ..• ). U tabeli 4.4.2 navedene su vred­

nosti za prve dve iteracije. 

Tabela 4.4.2 

n X Y(o) f(o) y(l) f(1) y(2) 
n n n n n n 

1 0.2 -0.16 2.0256 -0.1633 2.0267 -o .16 35 

2 0.4 -0.24 2.05 76 -0.2456 2.0603 -0.2459 

3 0.6 -0.24 2. OS 76 -0.2456 2.0603 -0.2459 

4 0.8 -o; 16 2.0256 -0.1633 2.0267 -o .16 35 

Primetimo da je IY~2 ) - y~ 1 ) I < 10-3 (n=1,2,3,4). Ukoliko 

ova tacnost zadovoljava potrebe, mozemo uzeti Yn "'y~2 ) 

Na kraju razmotrimo klasu konturnih problema oblika 

(4 .4 .11) y" = f(x,y), y(.a) =A, y(b) =B. 

Pretpostavljaju6i podelu segmenta ta,bJ na N+1 podsegmenata du-
. b-a bne h = N+1 , primenimo na ( 4. 4. 11) line ami visekoracni metod 

(2.8.4) 

(4.4.12') 
k 
l: a.. y +. 

i=o ~ n ~ 
(n=0,1, ••• ,N+1-k). 
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Kako je y
0
=y(a)=A, f

0
=f(a,A), yN+1=y(b)=B, fN+ 1=f(b,B), 

(4.4.12) predstavlja sistem od N+2-k je~acina saN nepoznatih 

y 1 , ••. ,yN. Da bi bio ispunjen uslov N+2-k=N treba uzeti k=2, tj. 

metod (4.4.12) treba biti dvokoracan. Najces6e se za ovu svrhu 

koristi metod Numerova (2 .8.5). U tom sluc.aju sistem je~acina 

( 4. 4.12) se moze predstaviti u matricnom obliku 

-2 1 0 0 y1 10 1 0 0 f1 y - h2f 
0 12 0 

1 -2 1 0 y2 h2 
=rr 

1 10 1 0 f2 0 

0 
h2 

0 0 0 -2 YN 0 0 0 fN YN -ITfN+l 

S obzirom da je fn = f("n,yn), posle~ji sistem je~acina 

je, u opstem slucaju, nelinearari i za njegovo resavanje se moze 

koristiti neki iterativni me.tod, na primer, metod Newton-Kanto­

rovica (videti odeljak 5.2.2). 

Primer 4.4.2. Primenom metoda Numerova sa h=1/2 na konturni pro­

blem 

y" = 16 (x 2+y-1), y (-1) y (1) 1 
- 8 

dobijamo sistem linearnih je~acina 

[ 

10 

16 
=~ ; 

1 

10 
0 l [y1-3/4] [-1/12] 
1 . y2-1 0 

10 y3-3/4 -1/12 1 

odakle je 

0. 875' y 3 0.625. 

I.LI.Metod~ 

Posmatrajmo nelinearan konturni problem 

y" = f(x,y,y') (a~x~b), 
(4.5.1) 

y(a) =A, y(b) B. 
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Metod pogadjanja za re§avanje ovog problema sastoji se 

u nalazenju ekvivalentnog Cauchyevog problema 

y" = f(x,y,y') (a ,:;.x ,:;_b), 

(4.5 .2) 

y(a) = A, y' (a) tg a. 

Nairne, treba odrediti a tako da se re§enje problema (4.5.2) po­

klapa sa resenjem problema (4.5.1) (videti sl.4.5.1). Neka je 

x >+y (x, a) re§enje Cauchyevog problema ( 4.5 .2). Menjajuci ugao 

y y Y(b,a.) 

B Y(b,a.) 

Y(b,ao) 

A --- A 

X 
j[ 

a • b 

Sl. 4.5.1 Sl. 4.5.2 

a menja se resenje ovog problema (51.4.5.2) i za x=b dobija se 

niz vrednosti resenja y(b,a
0
), y(b,a 1), itd. Nas interesuje sa­

mo ono resenje za koje je 

Y(b.a) 
y(b,a) =B. 

Takvo a oznacirno sa a* (vi­

deti Sl. 4.5.3). 

Dakle, problem se svodi 

na resavanje jednacine 

(4.5.3) F(a)=y(b,a)-B=O. 

91 

a• 

Sl. 4.5.3 

'a u opstem slucaju, funk­

cija F nije zadata analiticki, 

vee je odredjena pomoeu algo­

ritma za resavanje problema 
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(4.5.2}. 0 resavanju Cauchyevog problema bilo je reci .u poglav­

ljima 8.1, 8.2 i 8.3. 

Za resavanje jednacine (4.5.3} mogu se koristiti razli­

ci ti metodi. 

Na primer, kod metoda polovljenja intervala (odeljak 

5.1.5), izaberemo a
0 

i a 1 , taka da je F(a
0

)F(a1 )< 0, a zatim 

stavimo a2=(a
0

+a1 )/2 i izracunamo F(a2 }. Sledecu vrednost za 

a izracunavamo pomocu 

.!.(a + a 2 } 2 0 

Proces izracunavanja se nastavlja sve dok ne bude, na 

primer, ispunje.n uslov l F (an) I ~ e:, gde je e: unapred zahtevana 

tacnost. 

Slicno, kod metoda secice (odeljak 5 .1. 4), sa unapred 

izabranim a
0 

i a
1 

izracunavamo niz {an} pomocu 

F(an) 
(n=1 ,2, ••. ). 

Metod pogadjanja maze postati numericki nestabilan aka 

resenje x~+y(x,a) bitno zavisi od parametra a, tj. aka je 

I ay~~,a) I > 1. u takvim slucajevima pogodno je izvrsiti line­

arizaciju problema (4.5.1) u sledecem smislu. 

Neka je poznata izvesna dva puta neprekidno-diferencija­

bilna funkcija x ~+y0 (x) koja zadovoljava konturne us love iz 

(4.5.1), tj. y0 (a)=A, y
0

(b)=B i koja grubo aproksimira tacna 
re5enje problema (4 .. 5 .1). Aka stavimo 

y(x) = y
0

(x) + z(x} 

i pretpostavimo da je funkcija f diferenci·jabilna, na osnovu 

Taylorove formule imamo 
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odakle, odbacivanjem poslednjeg clana na desnoj strani i zame­

nom u (4.5.1) dobijamo 

(4 .5. 4) i" + p(xli' + q(x)i r(x), z(a) 0, 

gde su 

Resavanjem linearnog konturnog problema (4.5.4) nalazimo 

"popravku" i, odakle je nova aproksimacija resenja 

Primetimo da je y 1 f. y, sto je posledica od z f. z. 

Navedeni postupak, koji se cesto naziva Newtonov metod, 

moze se nastaviti uzimanjem nove aproksimacije y 1 , umesto y
0

, 

itd. 

8.4.1. ReduhUa lbleamoa kcmt111"DOI problem• 
na Cauchyev problem 

U ovom odeljku razmotricemo jedan relativno jednostavan 

postupak za redukciju linearnog konturnog problema na Cauchyev 

problem. 

Posmatrajmo konturni problem 

(4 .6 .1) LCyJ = f(x), y(a) =A, y(b) = B, 

gde je linearni diferencijalni operator L definisan pomocu 

LCyJ = y" + p(x)y' + q(x)y, 

a p,q,f date neprekidne funkcije na Ca,bJ. 

Resavanje ovog problema moze se svesti na resavanje dva 

Cauchyeva problema: 

(4 .6. 2) LCy1 J A, Yi(a) 0 

i 

( 4.6. 3) LCy
2

J 0, 1. 
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za tacku x=b, na osnovu (4.6.2), mozemo dobiti y 1 (b} 1 a 

na osnovu (4.6.3) vrednost za y2 (b). Kako zbog linearnosti pro­

blema (4.6.1) mozemo staviti 

to za x=b imamo y(b)=B=y 1 (b)+Cy2 (b)l pa je resenje konturnog 

problema (4.6.1) dato sa 

B-y 1 (b) 
y(x) = Y1 (x) + y2 (b) Y2 (x) I 

pretpostavljajuci pritom da je y 2 (b) :fO. 

Posmatrajmo sada opstiji konturni problem 

(4 .6. 4) 

i potrazimo njegovo resenje u obliku 

(4 .6 .5) y(x) = Cu(x) + v(x)l 

gde je C zasad proizvoljna konstanta, u netrivijalno resenje 

jednacine LCuJ=O i v partikularno resenje nehomogeiie jednacine 

LCvJ=f(x). 

Da bi funkcija y, definisana sa (4.6.5) 1 zadovoljavala 

prvi konturni uslov u (4.6.4) za svako C, tj. da je 

potrebni i dovoljni uslovi su sledece jednakosti 

a
0
u(a) + a 1u 1 (a) 0 1 

(4 .6 .6) 

Odredimo sada konstantu c tako da resenje (4.6.5) zado­

voljava konturni uslov u tacki x=b. Dakle 1 iz 

sleduje 
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pri cemu smo pretpostavili da je a 0u(bl+a 1 u'(b)~O. 

Primedba 4.6.1. Uslovi (4.6;6) su ispunjeni, na primer, ako je 

(m=const~O) 

i 

v(a) A v' (a) 0 (ako je o.o"fO) 
a.o 

I 

ili 

v(a) 0 1 v' (a) A (ako je a.1.;.o l. =-
0.1 

Na kraju ovog odeljka izloZicemo jedan metod (C22J) za re­

savanje konturnog problema 

(4 .6. 7) y"+q (x)y=f (x), y' (a)=o.y (a)+A, y' (b)=Sy (b) +B, 

gde su q i f date neprekidne funkcije na Ca,bJ. 

Ovaj metod se zasniva na odredjivanju funkcija u i v 

tako da je resenje diferencijalne jednacine prvog reda 

(4 .6. 8) y' = u(x)y + v(x), 

istovremeno i resenje posmatranog konturnog problema. Diferen­

ciranjem (4.6.8) dobijarno diferencijalnu jednacinu drugog reda 

(4 .6 .9) y" = ( u '+u 2 ) y+ ( uv+v' ) • 

Ako stavimo 

(4 .6 .10) u'+u2=-q(x) i v '+uv=f (x) , 

jednacina (4.6.9) se svodi na jednacinu konturnog problema 

(4.6.7). S druge strane, stavljajuci x=a u (4.6.8) i uporedji­

vanjem sa datim konturnim uslovom u tacki x=a, dobijarno 

(4 .6 .11) u(a) ='a. i v(a) = A. 

Dakle, (4.6.10) i (4.6.11) definisu Cauchyev problem za 

sistem od dve jednacine prvog reda 
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u' -u2 + q (x) 
(u(a)=a, v(a)=A), 

v' f (x) - uv 

iz kojih se, nekim od metoda integracije moze naci u(b) i v(b). 

Tada iz (4.6.8) za x=b, tj. iz 

y' (b) u(b)y(b) + v(b) 

i datog konturnog uslova 

y' (b) = ~y(b) + B, 

pod pretpostavkom u(b)~~. sleduje 

(4.6.12) y(b) = :~:~~f y' (b) 
~v (b) - Bu (b) 

~ - u(b) 

Na ovaj nacin dati konturni problem je sveden na Cauchyev 

problem za jednacinu drugog reda 

y" + q(x)y f(x) 

sa uslovima (4.6.12). 

Primetimo da je pocetni uslov, u ovom slucaju, dat u kraj­

njoj tacki segmenta integracije, tj. u tacki x=b. Integraciju 

treba sprovesti ka tacki x=a, tj. sa "negativnim" korakom, sto 

znaci da u odgovarajucim formulama za numericku integraciju ume­

sto h treba uzeti -h. 

u ovom odeljku razmatracemo resavanje konturnog problema sa 

sopstvenim vrednostima oblika 

(4.7.1) ~x(p(x)y') + ~q(x)y f(x)y (a ~X~ b) 1 

(4. 7. 2) y(a) y(b) 0. 
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Nairne, dacema dva metoda za numericko adredjivanje netrivijalnih 

resenja konturnog problema (4.7.1) - (4.7.2). Pri ovome pretpo­

stavljamo da pEC 1 Ca,bJ, q,fECCa,bJ i p(x)>O, q(x)>O, f(x)~O 

(xECa,bJ). 

1. Diferencni metod za odredjivanje sopstv~nih vrednosti 

konturnog problema (4.7.1) - (4.7.2) zasniva se na podeli seg-
b-a menta ca,bJ na N+1 podsegmenata duzine h = N+1 , tako da su deo-

ne tacke xn=a+nh (n=0,1, ... ,N+1), i aproksimaciji izvoda odgava­

rajucim diferencama. 

Ako stavimo p
5

=p(x
0

+sh) (sER), qn=q(xn), fn=f(xn), na rezul­
tat iz odeljka 8.4.3, problem (4.7.1) - (4.7.2) se moze svesti na 

algebarski problem sopstvenih vrednosti 

(n=1, ... ,N) 

sa yo=yN+1=0. 
h Neka su Ak i Ak sopstvene vrednosti diferencijalnog i odgo-

varajuceg diferencnog problema respektivno, i neka su, pritom, 

poredjane po velicini, tj. neka je 

i 

Razmotrimo sada model-problem (p(x)=1, q(xl=1, f(x)=Ol 

(4. 7. 3) y" + AY = 0, y(O) y(1) = o, 

cije su tacne sopstvene vrednosti Ak=k2w2 (k=1,2, ... ), a odgova­

rajuce sopstvene funkcije wk=sinkwx (videti C25J). 

Odgovarajuci diferencni analogon je 

Yn+1 - 2yn + Yn-1 
h2 

+ AYn 0 (n=1, ... ,N), 

-"' 

Yo YN+1 0, 

tj. 

7 Numericka analiza Ill deo 
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(n=1, •.• ,N) 1 

Resenje poslednje jednacine je dato sa 

gde su ~ 1 i ~ 2 koreni karakteristicne jednacine 

(4. 7.4) 

-1 
S obzirom da je ~ 1 ~ 2 =11 tj. ~ 2=~ 1 1 imamo 

(4. 7.5) 

Iz uslova y
0

=yN+ 1=0 sleduje 

C N+1 + C -(N+1) = O 
1~1 2~1 

Za egzistenciju netrivijalnog resenja ovog sistema jednacina po­

treban i dovoljan uslov je 

tj. 

1 

N+1 
~1 

1 

-(N+1) 
~1 

- (N+1) N+1 
~ 1 - ~ 1 

krri 
~ 1 exp N+ 1 (k=0 11 1 ... 12N+1). 

Najzad, na osnovu (4.7.4) dobijamo 

(4. 7.6) 2 kTT 
-(1- cos N+ 1 ) 
h2 

4 2 krr 
h2 sin 2(N+1) 

0 I 



8.4. NUMERI~KO RESAVANJE KONTURNIH PROBLEMA 99 
1 Ako u (4. 7.5) stavimo c 1=-c2 = 21 , dobijamo odgovarajuce 

sopstvene funkcije diferencnog analogona 

k 1 ( inkn inkn ) . nkn 
wn = 2i exp (N+1 ) - exp (- N+1 ) = Sln N+1 

Na osnovu (4.7.6) zak1jucujemo da su sopstvene vrednosti A~, ••. , 

A~ medjusobno razlicite. Isti zakljucak vazi i 'za odgovarajuce 

sopstvene funkcije w~, ... ,w~, koje cine potpun sistem sopstvenih 

funkcija, s obzirom da je posmatrani problem ekvivalentan sa pro­

b1emom sopstvenih vrednosti za matricu reda N. 

Dokazacemo sada da je A~ aproksimacija za Ak' ciji je red 

dva, tj. da je A~- Ak=O (h 2 ) (k=1, ... ,N). 

1 x 2 
Kako je h=N+ 1 i cosx=1- 2 + O(x4 ), iz (4.7.6) sleduje 

Ah 2 1 2. +O(h 4 )) k 2 n 2 + 0 (h 2 ) 1 k ---z-(1- 1 +2(knh) 
h 

tj. 
Ah 

k = Ak + 0 (h 2 ). 

Prime db a 4. 7 .1. Za dovoljno veliko N vaZi 

A.h 
4 nN _!_(N+ 1 )'-sin 2 ll 1 4 N sin 2 

A.N 2( 1 -N+1) '"-
n 2N2h 2 2 (N+1) 2. N ll2 ll 

Primer 4.7.1. Odredimo priblizno najmanju sopstvenu vrednost 

konturnog problema 

(4. 7. 7) A((1+x2 )§y) + >..y = 0, y(-1) dx dx y (1) 0 I 

koriscenjem diferencne aproksimacije 

kod koje je greska u resenjima Yn' a takodje i u vrednostima za 

>.., reda 0 (h 2 ). 

Uzmimo h = ~· Na osnovu datih konturnih uslova imamo 

y
0

=y
3
=0, Koriscenjem cinjenice da je resenje problema (4.7.7) 

7* 
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parna funkcija (takodje, diferencna aproksimacija poseduje osobinu 

simetricnosti), zakljucujemo da je y1=y2, sto znaci da je za odre­

djivanje trazene sopstvene vrednosti dovoljno uzeti samo jednu je­

dnacinu iz (4. 7. 8). Na primer, za x 1= -1/3, imamo 

tj. 

Poslednja jednacina ima netrivijalno resenje (y 1tO) ako je 

A = \ 3 = 3.25 

Radi dobijanja tacnije vrednosti A uzmimo manji korak h, 

na primer h=f. u tom slucaju, imamo y
0

=y5=o, y 1=y 4 , y 2=y 3 . 

I (4 7 8) 1 . 2 (t. 3 . 1 > 1 d . z •• ,zan= ~n= J.x1 =- 5 ~x2 =-5 seuJe 

tj. 

Ovaj sistem jednacina ima netrivijalna resenja ako i samo ako je 

A - 35 29 
2 T 

A2 - 2.2_A + 1189 0 , 
4 16 

29 
A - 29 

T T 

tj. ako je A=A 1"3.50 ili A=A 2 "21.25. Za najmanju sopstvenu vred­

nost, u ovom slucaju, se dobija ;~. 1 ,3.50. 



8.4. NUMERICKO REsAVANJE KONTURNIH PROBLEMA 101 

Dakle 1 za najmanju sopstvenu vrednost smo dobili pri h 1 = i~ 
( 1) . 2 (2) 

A
1 

=3.25 1 apr~ h 2 =s~ A1 =3.50. Richardsonovom ekstrapolacijom 

mozerno dobiti tacniju vrednost. Nairne, kako je greSka pri odredji­

vanju ovih sopstvenih vrednosti reda O(h 2 ) 1 ekstrapolacijom dobi­

jamo 

A (2) 
A (2) - A ( 1) - 1 1 

A1 + 3.6 4. 1 h 2 
(_..!) - 1 
h2 

2. Metod superpozicije za odredjivanje sopstvenih vrednosti 

konturnog problema sastoji se u konstrukciji funkcije xl-+y (X 1A) 

koja zadovoljava (4.7.1) i pocetne uslove 

(4. 7.9) yCa1Al = 01 y 1 Ca1Al = 1 1 

a zatim se resava jednacina 

( 4. 7.10) ~(A) y (b I A) = 0. 

Drugim recima, najpre se resava Cauchyev problem definisan sa 

(4.7.1) i (4.7.9) 1 pri CemU je ~(A) njegOVO reSenje U tacki X=b. 

Jednacina (4.7.10) se, u opstem slucaju resava iterativno 

nekim od metoda za resavanje nelinearnih jednacina. Pri ovome 

iterativna funkcija metoda ne sme da sadrzi izvode od ~. Takvi 

su1 na primer, metod secice, metod regula-falsi, Steffensenov 

metod, metod polovljenja intervala1 itd. 

Primenu metoda superpozicije ilustrovacemo na odredjivanje 

sopstvenih vrednosti model-problema (4.7.3). 

l Ako stavimo y 1=z, jednacina model-problem (4.7.3) se svodi 

na sistem 

'_,. 
gde su ,y [:] 1 A 
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1 Segment co 1 1] podelimo na N+1 podsegmenata duzine h =, N+ 1 1 

tako da su de one tacke hn=nh (n=O 111 ••• 1Nt1). Sa Yn i zn oznacimd 

priblizne vrednosti od y i z u tacki ~. 

Pri primeni metoda superpozicije 1 za konstrukciju funkcije 

x~-+y(x 1 A) iskoristicemo trapeznu formulut 1 koja daje 

(4. 7 .11) 

-+ T v -+ T T 
gde je Yn = cyn znJ 1 pri cemu je pocetni uslov y

0
=Cy

0 
z

0
J =CO lJ . 

Nas interesuje vrednost yN+ 1 1 s obzirom da je <I>(A)=y(1 1A)" 
h 

yN+ 1 • Priblizne sopstvene vrednosti 1 u oznaci Ak1 odredicemo iz 

uslova yN+ 1=0. 

Pokazacemo sada da se 1 u ovom konkretnom slucaju 1 vrednost 

yN+ 1 moze analiticki eksplicitno odrediti. 

Na osnovu (4.7.11) imamo 

tj. 

(4. 7.12) ___ 1_ (I +!:!_A) 2N+2 -+ 
2 <T 2 y Q 

0 

( 1 +A~ ).-+1 

Kako je 

i 

primbnom binomne ~ormule nalazimo 

+ I: (2N+2) (!:!.) (- 1 / N 2k+1 ("ok] • 
k=o 2k+1 2 

t Implicitni linearni jednokoracni metod 
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Na osnovu (4.7.12) i poslednje jednakosti dobijamo 

hli 8 
sto se uvodjenjem smene - 2- = tg 2 svodi na 

!l. sin (N+l) 8 

2 tgi 

103 

Iz uslova ~(A)~yN+ 1=0 dobijamo (N+1}8k=kn (k=1, .•• ,N), tj • 

(4.7.13) ..!. 2 kn tg 2 N+2 (k=1, ••• ,N). 
h2 

Na primer, za N=2 (h=1/3) imamo 

108 . 

Na osnovu (4.7.13) vidimo da je 

tj. da je, i u ovom slucaju, greska reda 0 (h 2 ). 
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GLAVA Ill 
Priblilno reiavanje linearnih 
operatorskih jedna~ina 

9.1. METOD! ZA USAVANJE PAB.ClJALNJB JEDNACINA 

U ovom poglavlju razmotricemo nekoliko metoda za resavanje 

linearnih parcijalnih diferencijalnih jednacina, prvenstveno dru­

gog reda. Najpre cemo ukratko opisati Fourierov metod razdvajanja 

promenljivih koji se primenjuje za resavanje jedne specijalne kla­

se problema, pri cemu se problem svodi na obicne diferencijalne 

jednacine. Resenje problema se dobija u obliku reda. 

U daljem izlaganju obradicemo opsti numericki metod, tzv. 

metod mreza, sa posebnim osvrtom na neke konkretne tipove jedna­

cina. 

9.1.1. Uvod 

Opsti oblik linearne parcijalne jednacine drugog reda od 

dva argumenta je 

gde su A,B,C,D,E,F,G date funkcije, koje su neprekidne u izvesnoj 

oblasti S ravni xoy. Oblast s je obicno definisana kao unutras­

njost neke krive r. Naravno, oblast s moze biti kako konacna, ta­

ko i beskonacna. Tipican problem koji se postavlja je nalazenje 

dva puta neprekidno-diferencijabilnog resenja (x,y)+ u(x,y) koje 
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zadovoljava jednacinu (1.1.1), kao i izvesne uslove na krivoj 

(konturi) r. 

Linearne parcijalne jednacine drugog reda mogu biti klasi­

fikovane kao elipticke, parabolicke ili hiperbolicke jednacine u 

zavisnosti od ponasanja koeficijenata A,B,C u (1.1.1). Nairne,~ 

ka je D = AC- s 2 • 

Aka je u datoj oblasti S: 

10 -
D > 0 1 jednacina (1.1.1) je eliptickog tipa; 

20 D 01 jednacina (1.1.1) je parabolickog tipa; 

30 D < 01 jednacina (1.1.1) je hiperbolickog tipa. 

u slucaju kada D menja znak, jednacina (1.1.1) je meso­

vitog tipa. 

Primer 1.1.1. Laplaceova jednacina 

(1.1.2) a2 u a2 u + -- 0 
ax2 ay2 

je eliptickog tipa, jer je A=C=1, B=O, tj. D=Ac-s 2 =1 > 0. 

Primer 1.1.2. Jednacina provodjenja toplote 

je parabolickog tipa, jer je o=<-a 2 lo - o2 o. 

Primer 1.1.3. Talasna jednacina 

a2 u _ c2 a2 u 

at2 ax2 
0 

je hiperbolickog tipa, jer je o= <-c2 11 - o2 =-c2 < o. 

Primer 1.1.4. Kod jednacine 

a2 u az + y u = 0 
ax2 ¥ 
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imamo jj = y, pa je ona mesovitog tipa u oblasti S={ (x,y)l 0 < x < 1, 

-1 < y < 1}. Medjutim, u oblasti s'= { (x,y) I 0 <X< 1, 0 < y < 1} jed­

nacina je eliptickog tipa. 

u izvesnim prostijim slucajevima moguce je naci resenje 

parcijalne jednacine (1.1.1) koje zadovoljava izv.esne konturne 

uslove. Na primer, tzv. Dirichletov problem za Laplaceovu jedna­

cinu (1.1.2), sa u(x,y)=s(x,y), (x,y)er, gde je s data neprekid­

na funkcija, moze biti resen kada je, recimo, r kruznica x2 +y2=~. 

Tada se resenje moze iskazati pomocu tzv. Poissonove integralne 

formule 

u(x,y) 
211 H 

r 2 -p 2 f ---~s~(r~e~~) ____ _ d<P, 
2 11 0 r 2 +p 2 -2rpcos(e-cp) 

gde su x=pcose, y= psine. 

u opstem slucaju nije moguce analiticki resiti jednacinu 

(1.1.1). Za specijalnu klasu problema, jedan analiticki metod, 

koji daje resenje u obliku reda, dat je u sledecem odeljku. u pre­

ostalim odeljcima ovog poglavlja izlazemo opsti numericki metod, 

tzv. metod mreza, koji predstavlja uopstenje diferencnog metoda 

sa kojim smo se upoznali kod konturnih problema za obicne dife­

rencijalne jednacine. Primenom metoda mreze problem resavanja 

linearnih parcijalnih jednacina se, u opstem slucaju, svodi na 

sistem linearnih algebarskih jednacina. Ukoliko se "korak mreze" 

smanjuje broj jednacina u odgovarajucem sistemu se povecava. Pri­

rodnb je ocekivati da ce tacnost resavanja biti povecana uzima­

njem manjeg koraka,.tj. koriscenjem "finije" diskretizacije. Me­

djutim, u tom slucaju, pored toga sto dobijamo sisteme od velikog 

broja jednacina, takvi sistemi su, po pravilu, slabo uslovljeni, 

tako da je izbor koraka mreze dosta vazan problem, pri prakticnoj 

realizaciji metoda. 
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zadovoljava jednacinu (1.1.1), kao i izvesne uslove na krivoj 

(konturi) r. 

Linearne parcijalne jednacine drugog reda mogu biti klasi­

fikovane kao elipticke, parabolicke ili hiperbolicke jednacine u 

zavisnosti od ponasanja koeficijenata A,B,C u (1.1.1). Nairne, ne­

ka j e D = AC - B2. 

Ako je u datoj oblasti S: 

10 -D > 0, jednacina (1.1.1) je eliptickog tipa~ 

20 D 0, jednacina (1.1.1) je parabolickog tipa~ 

30 D < 0, jednacina (1.1.1) je hiperbolickog tipa. 

u slucaju kada D menja znak, jednacina (1.1.1) je meso­

vitog tipa. 

Primer 1.1.1. Laplaceova jednacina 

(1.1.2) a2 u a2 u + -- 0 
ax2 ay2 

je eliptickog tipa, jer je A=C=1, B=O, tj. D=Ac-B2=1 > o. 

Primer 1.1.2. Jednacina provodjenja toplote 

~~ - a2. a2.u = 0 
ax2 

je parabolickog tipa, jer je D=(-a2 )0 - oz 0. 

Primer 1.1.3. Talasna jednacina 

a2 u _ cz a2 u 

at2 ax2 
0 

je hiperbolickog tipa, jer je D= (-c2.) 1 - 0 2 =-c2 < o. 

Primer 1.1.4. Kod jednacine 
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imarno D=y, pa je ona rnesovitog tipa u oblasti S={(x,y)l 0,< x <1, 

-1<y <1}. Medjutirn, u oblasti S'={ (x,y)IO<x<1, O<y<1} jed­

nacina je eliptickog tipa. 

u izvesnirn prostijirn slucajevirna rnoguce je naci resenje 

parcijalne jednacine (1.1.1) koje zadovoljava izv.esne konturne 

uslove. Na primer, tzv. Dirichletov problem za Laplaceovu jedna­

cinu (1.1.2), sa u(x,y)=s(x,y), (x,y)er, gde je s data neprekid­

na funkcija, moze biti resen kada je, recimo, r kruznica x2 +y2 =~. 

Tada se resenje rnoze iskazati pornocu tzv. Poissonove integralne 

forrnule 

u(x,y) 
2• i. r 2 - p 2 f ___ ..::;s_,(.::.r..::;e_.:....l __ _ d., 

2w 0 r 2 +p 2-2rpcos (8-•) 

gde su x=pcosa, y= psina. 

u opstern slucaju nije moguce analiticki resiti jednacinu 

(1.1.1). Za specijalnu klasu problema, jedan analiticki metod, 

koji daje resenje u obliku reda, dat je u sledecern odeljku. u pre­

ostalirn odeljcirna ovog poglavlja izlazerno opsti nurnericki metod, 

tzv. metod rnreza, koji predstavlja uopstenje diferencnog metoda 

sa kojim srno se upoznali kod konturnih problema za obicne dife­

rencijalne jednacine. Prirnenom metoda mreze problem resavanja 

linearnih parcijalnih jednacina se, u opstern slucaju, svodi na 

sistern linearnih algebarskih jednacina. Ukoliko se "korak rnreze" 

smanjuje broj jednacina u odgovarajucern sisternu se povecava. Pri­

rodnb je ocekivati da ce tacnost resavanja biti povecana uzirna­

njemrnanjeg koraka,.tj. koriscenjern "finije" diskretizacije. Me­

djutirn, u torn slucaju, pored toga sto dobijarno sisteme od velikog 

broja jednacina, takvi sisterni su, po pravilu, slabo uslovljeni, 

tako da je izbor koraka mreze dosta vazan problem, pri prakticnoj 

realizaciji metoda. 
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u ovom odeljku razmatramo jedan prost metod za resavanje 

specijalne klase linearnih parcijalnih jednacina drugog reda 1 pod 

odredjenim pocetnim i konturnim (granicnim) uslovima. Ovaj metod 

se dosta koristi u inzenjerskoj praksi 1 a zasniva se na razdvaja­

nju promenljivih pri cemu se problem svodi na resavanje obicnih 

diferencijalnih jednacina. Metod je poznat kao Fourierov metod 

razdvajanja promenljivih. Primenom ovog metoda dobijamo analitic­

ko resenje u obliku Fourierovog reda po sopstvenim funkcijama do­

bijenog linearnog konturnog problema za obicne diferencijalne jed­

nacine drugog reda. 

Fourierov metod razdvajanja promenljivih ne moze biti pri­

menjen na opstu jednacinu (1.1.1). Tipican zadatak na koji je pri­

menljiv ovaj metod je parcijalna jednacina oblika 

(1.2.1) A(x) a2u + C(y) a2u = D(x) ~~ +E(y) ~~ + (F1 (x) + F2 (y) )u 
ax2 ay2 

sa pocetnim uslovima 

(1.2 .2) u(x,o) = f(x)l uy(x 1 o) g (x) 1 

i konturnim uslovirna 

gde su f i g date funkcije i ~01 a 1 , 13
0

, 13 1 ,a date konstante. 

Pretpostavimo da se resenje problema (1.2.1)-(1.2.2)-· 

(1.2.3) moze predstaviti u obliku proizvoda dve funkcije, od 

kojih je jedna samo funkcija od x 1 a druga samo od Y 1 tj. 

(1.2.4) u(x,y) = X(x)Y(y) • 
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Tada je 

A(x)X"Y + C(y)XY" 

tj. 

X" X' Y" Y' 
A(x)}f- D(X)1f- F1 (x) = -(C(y)lf- E(y)lf- F2 (y)) • 

Iz poslednje jednacine sleduje 

(1.2.5) A(x)X" - D(x)X' - (F1 (x) + l)X 0 

i 

(1.2.6) C(y)Y" - E(y)Y' - (F2 (y) - l)Y = 0 I 

gde je A konstanta. Pri ovome, konturni uslovi (1.2.3) se svode 

na 

(1.2. 7) 

Na osnovu Sturm-Liouvilleove teorije zakljucujemo da 

problem (1.2.5)-(1.2.7) ima beskonacno rnnogo sopstvenih vredno­

sti ln(n=1,2, ••• ) za koje postoje netrivijalna resenja (sopstve­

ne funkcije) Xn (n=1 ,2, ••• ). 

Sa Yn oznacimo opste resenje jednacine (1.2.6) koje od­

govara vrednosti l=ln. Ako su Y1n i Y2n dva linearno nezavisna 

partikularna resenja jednacine (1.2.6) pri l=ln' tada je 

gde su Cn i Dn proizvoljne konstante. 

Funkcije Yrn i Y2n odredimo tako da su ispunjeni uslovi 

(1.2. 8) 

Kako je un(x,y)=Xn(x) (CnY1n(y)+DnY2n(y)) resenje problema 

(1.2.1)-(1.2.3), na osnovu principa superpozicije, imamo da je 

i funkcija u , definisana sa 
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+"' 
E Xn(x) (CnY1n(y) + DnY2n(y)) 

n=1 

takodje resenje ovog problema. Da bi ovo resenje zadovoljavalo 

pocetni uslov (1.2.2), na osnovu (1.2.8) zakljucujemo da mora 

biti 

f(x) 
+"" 

E c X (x) i g(x) 
n=1 n n 

+ CD 

E D X (x) , 
n=1 n n 

cime je problem odredjivanja konstanti en i Dn sveden na raz­

vijanje funkcija f i g u red po sopstvenim funkcijama Xn. 

Dakle, Fourierov metod razdvajanja promenljivih se svodi 

na nalazenje sopstvenih vrednosti i sopstvenih funkcija kontur­

nog problema (1.2.5)-(1.2.7), resavanje Cauchyevog problema za 

jednacinu (1.2.6) sa uslovima (1.2.8) i najzad, razvijanje funk­

cija f i g u red po sopstvenim funkcijama konturnog problema 

(1.2.5)-(1.2.7). 

Primer 1.2.1. Nadjimo resenje sledeceg problema za talasnu jed­

nacinu (jednacina Zice koja treperi) 

a2u _ 
0

2 a2 u = 0 
at2 ax2 

(1.2.9) u(O ,t) u(a,t) = 0 

u(x,O) x(a-x), ut(x,O) 0 (O~x~a), 

gde su a i c konstante. 

Ako stavimo u(x,t)=X(x)T(t), iz (1.2.9) sleduje 

\ 
(1.2.10) X" + AX= 0, X(O) X(a) 0 ' 

Sopstvene vrednosti i sopstvene funkcije problema (1.2.10) su 

i . n11x. 
= s~n-­a (n=1 ,2, ••• ) • 
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Nadalje, resavaju6i cauchyeve probleme 

T" + ). c 2T • o, T1n(O) 1, Tin(O) 0 , 
1n n 1n 

T" + ).nc2T2n o, T2n(O) 0, Tin(O) 1 , 
2n 

dobijamo 

T (t) -cosl!!£t T2n(t) = ..i!....sin!!!£t. 1n - a ' n1rc a 

Najzad, razvojem funkcija f(x)=x(a-x) i g(x)=O (0 ~x~a), u 

Furierov red po funkcijama Xn= sin n;x, nalazimo 

0 (n=1,2, ••• ), 

tj. 

u(x,t) 
2 +oo 

Sa I: 1 

11 3 n=1 (2n-1) 3 
sin (2n-1) 1rx cos (2n-1) 1rct 

a a 

1.1.1. Metod lllftla 

Neka je data linearna parcijalna diferencijalna jedna-

~ina 

(1.3.1) Lu g 

i neka se u oblasti D ograni~enoj krivom r(D=intr) trazi ono 

njeno resenje koje na krivoj r zadovoljava dati konturni uslov. 

Medju jedna~inama oblika (1.3.1) tretira6emo uglavnom jedna~ine 

kojy se javljaju u fizici i tehnici, tzv. jedna~ine matemati~ke 

fizike. Opsti konturni (linearni) uslov predstavlja6emo u obliku 

(1. 3 .2) Ku = s ((x,y)Ef). 

Jedna~inu (1.3.1) sa konturnim uslovom (1.3.2) mozemo 

predstaviti u operatorskom obliku 

( 1. 3. 3) Au f , 
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gde su linearan operator A 1 f dati sa 

1 

Au - { 

f - { 

Lu 

Ku 

g(x,y) 

s(x,y) 

( (x,y)£0), 

((x,y)Er) 

( (x,y)e D) , 

( (x,y) Er). 

Resenje u:D->-R, jednacine (1.3.3), moze se tretirati 

kao element izvesnog normiranog prostora U0 • U nasim razmatra­

njima uzecemo da je U
0

=C(D) (prostor neprekidnih funkcija na D). 

Osnovni metod za numericko resavanje j~dnacine (1.3.1) 

je metod mreza (diferencni metod). U primeni ovog metoda, naj­

pre, treba izabrati diskretan skup tacaka Dh' koji pripada ob­

lasti D(=DUr). Skup Dh naziva se mreza. Najcesce se, u prime­

nama, za mrezu uzima familija paralelnih pravih 

( i=O , ± 1, ± 2 , ••• ) , 

( j =0 , ± 1 , ± 2 , ••• ) • 

Tacke preseka ovih pravih nazivaju se cvorovi rnreze, a velicine 

h i Jl. koraci mreze, pri cemu se obicno uzima da R. zavisi od h, 

tj. R.=R. (h) (najcesce je R.=rh ili Jl.=rh 2 , gde je r data konstan­

ta). 

Ova cvora mreze Dh nazivaju se susednim ako su udaljena 

pox- ili y- osi, samo za jedan korak.'Ako sva cetiri susedna 

cvora nekog cvora pripadaju oblasti D, onda se taj ever naziva 
unutrasnjim. 

y 
r 

.-
:-...... 

l 
\ 

L 
Jl, \ 
I ' ~ 

'- h 1--

Sl.1.3.1 

8 Numericka analiza Ill deo 

' \ 

..1 

--

X 

Skup unutrasnji~vorova 

(na Sl.1.3.1 oznaceni tackom .) 

cini tzv. mreznu oblast i ozna­

cava se sa Dh. Cvorovi kod ko­

jih bar jedan od susednih cvo­

rova ne pripada D~ nazivaju se 

granicnim cvorovima. 

Skup granicnih cvorova 

(na Sl.1.3.1 oznaceni sa x) 



114 9. PRIBLIZNO RESAVANJE LINEARNIH OPERATORSKIH JEDNAfiNA 

naziva se granicom mrezne oblasti i oznacava sa f*. 

Pored navedene pravougaone mreze u upotrebi su i drugi 

oblici mreza; na primer, kao na Sl. 1.3.2 i Sl. 1.3.3. 

Sl. 1.3.2 Sl, 1.3.3 

Sa Uh 1 Fh oznacimo normirane prostore funkcija defini­

sanih na mrezi oh. 

Posle konstrukcije mreze Dh' potrebno je izvrsiti dis­

kretizaciju jednacine (1,3.3) u obliku 

(1. 3 .4) A (h) - f(h) 
hu -

gde je Ah linearan diferencni operator koji preslikava Uh u Fh. 

Funkcija u(h) (EUh) I koja je resenje jednacine (1.3.4) I 

daje tablicu pribliznih vrednosti resenja jednacine (1.3.3) u 

i::vorovima mreze', Oznacimo sa CuJh (£Uh) funkciju koja odredjuje 

tablicu tacnih vrednosti resenja jednacine (1.3.3) na mreZi oh. 

Funkcije definisane na mrezi Dh obicno se nazivaju mre­

zne funkcije. 

Norma u prostoru Uh treba biti takva da aproksimira nor­
mu prostora u

0 
u slede6em smislu 

lim II v (h> II u 
h+O h 

= II vii uo 

(h) 
gde je v (x,y)=v(x,y) kada (x,y)EDh. u tom slucaju kazemo da 
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su norrne u prostorirna Uh i U0 saglasne. 

Jednacinu (1.3.4) u daljern radu zvacerno diferencnorn ~e­

rnorn. Diferencna ~erna treba biti taka konstruisana da je ispu­

njen uslov konvergencije 

(1.3.5) (h + 0). 

Ukoliko je, za dovoljno malo h, 

II u (h) - [uJhll ~ Chk 
uh 

(C-konstanta), 

kazerno da je ko;:1vergencija reda k • 

Problem konstrukcije konvergentne diferencne ~erne maze 

se svesti na dve etape: 

(1.3 .6) 

1° Aproksirnacija jednacine (1.3.3); 

2° Provera stabilnosti dobijene ~erne. 

Neka je of(h) definisano pornocu 

Nairne, /if(h) predstavlja ostatak u jednacini (1.3.4) koji se 

dobija pri zarneni u(h) sa [uJh. 

Definicija 1.3.1. Diferencna ~erna (1.3.4) aproksirnira re~enje 

jednacine (1. 3. 3), ako II iSf (h) II F + 0, kada h + 0. 
. h 

Ako je, za dovoljno malo h, 

(1.3. 7) (C1 - konstanta) 

kazerno da je aproksirnacija reda k , 

Definicija 1.3.2. Ako postoji h
0 

> 0 takvo da za h < h
0 

i svako 

f(h)EF~, diferencna serna.(1.3.4) irna jedinstveno re~enje, pri 

cernu je 

a• 

115 
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(1.3.8) (C2 - konstanta) , 

kazemo da je ova sema stabilna. 

Teorema 1.3.1. Aka diferencna sema (1.3.4) aproksimira resenje 

jednacine (1.3.3) i aka je stabilna, tada je uslov konvergen­

cije (1.3.5) ispunjen. ~tavise, aka je aproksimacija reda k, 

tada je i konvergencija istog reda. 

Dokaz. Neka je h < h
0

• Zamenimo u jednacini (1.3.4), f(h) 

sa'-df(~Fh). Tada je na osnovu (1.3.6), 

Na dalje, zbog uslova stabilnosti imamo 

gde je c2 konstanta koja se javlja u nejednakosti (1.3.8). 

Najzad, iz poslednje nejednakosti i nejednakosti (1.3.7) 

sleduje 

II u Ch> - cuJh II u 
h 

cime je dokaz teoreme zavrsen. 

1.1.4. A.p:robhn•c:Ua dlfereDeQabaoa operatora 

Aproksimacija jednacine (1.3.3) pomocu (1.3.4) zahteva 

resavanje dva problema: 

1° Aproksimacija diferencijalnog operatora L jednacine 

(1.3.1) pomocu diferencnog operatora ~; 

2° Aproksimacija konturnog uslova (1.3.2). 

u ovom odeljku bavicemo se resavanjem prvog problema. 

Jedan jednostavan nacin za aproksimaciju operatora L po­

mocu diferencnog operatora sastoji se u zameni izvoda odgovara­

jucim diferencama u unutrasnjim cvorovima mreze Dh' pri cemu 
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pretpostavljamo da je resenje (x,y~u(x,y) dovoljan broj puta 

diferencijabilno. 

Za ~vor (x1 ,xj)£Dh koristicemo oznaku (i,j). Aproksima­

cije izvoda pomocu diferenci zasnivaju se na sledecim jednako­

stima 

(1.4.1) (iiJ (i,j) 

ui · - ui 1 · h a 2 
= ,] - ' 1 + (____!!) +0(h2 ), 

h 2 ax2 (i,j) 

(1.4.2) 

cesto se koristi i aproksimacija 

a ( au I Pi+1/2,j(ui+l,j-ui,j)-pi-1/2,j(ui,j-ui-1,j) 
ax Pfil (i,jl = n2 

kod koje je greska O(h2 ). 

Sli~ne jednakosti vaze i za izvode po drugom argwnentu y. 

a2 u Za aproksimaciju mesovitog izvoda axay koristi se sledeca 
aproksimacija 

( a
2

u ) 1 {'(au) (au) } 
axay (i,j) ~ 2t ax (i,j+1) - ax (i,j-1) 

Razvijanjem u1±1 ,j± 1 po Taylorovoj formuli oko ta~ke (i,j) dobi­
jamo 
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Primer 1.4.1. Posmatrajmo Cauchyev problem za jednacinu prvog 
red a 

(1.4.3) l 
au au · 
ay - ax = g(x,y) 

u(x,O) = s(x) 

(-""<x<+"', O:f:Y:f:Y), 

( _., < X < + ., ) ' 

koji se moze predstaviti u obliku (1.3.3) stavljajuci 

Au 

f 

au au 
ay - ax 

u(x,O) 

g(x,y) 

( _., < X < + ., ' 

( _., < X < + ., ) ' 

( _.., < X < + ., ' O~y:f:Y), 

s (x) ( _., < x < + ., ) • 

Za mrezu Dh izaberimo skup tacaka (x1 ,xj) takvih da je 

(i=O,±l, ••• ; j=O,~, ••• ,N; N= [t]>· 
Neka je i=rh (r=const. Tada je CuJh={u(x1 ,xj)} tablica re~enja 
u(x,y) u tackama mreze ~· 

Kod najprostije diferencne §erne za problem (1.4.3) moze 
se uzeti 

(1.4.4) A-u (h)= 
n 

ui "+l-ui · ui i-ui · ,] ,]_ +1, ,] (i 
rh h =0,±1#•••; 

j=O,l, ••• ,N-1), 

( i=O ,± 1 , ••• ) , 

f (h) = (1.4.5) I 
g (ih, j.t) 

s(ih) 

( i=O ,± 1, ••• ; j=O, 1, .•. , N-1) , 

( i =0 ,± 1 , ..• ) • 
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Diferencna jednacina koja u ovom slucaju aproksimira datu di­

ferencijalnu jednacinu, moze se predstaviti u obliku 

(1. 4.6) u .. +1 = (1-r)u1 . +ru.+1 . +rh g (ih,jrh). 
~.] ,] ~ ,] 

s obzirom da je u. =s(ih) (1=0,±1, .•. ), primenom (1.4.6) mogu­
cno je redom izra~~~ati vrednosti resenja u(h) ·u tackama mreze 

na pravama y=1, y=21, itd. 

U cilju ilustracije rezultata iz prethodnog odeljka odre­

dimo red aproksimacije za diferencnu semu odredjenu sa (1.4.4)­

(1. 4.5). 

Neka je u prostoru Fh norma uvedena pomocu 

II f (h) II = max I g . I + rna. x I s; I , Fh . . i,J , ~ 
~.J • 

gde je g .. =g(ih,j1), s 1=s(ih). 
~.J 

Pretpostavimo da resenje u, problema (1.4.3), ima ogra­

nicene druge parcijalne izvode. Na osnovu (1.4.1) i (1.4.4) ima­

mo 

[
au_ au+ rh.a 2u _ ~.a 2 u] + O(h2) 
ay ax 2 ay2 2 ax2 (i,j) 

u. 
~,o 

S obzirom na jednakost (1.3.6), iz (1.4.7) sleduje 

0 , 

odakle, zbog pretpostavke o ogranicenosti drugih izvoda, zaklju­

cujemo da postoji konstanta c takva da je 
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sto zna~i da se radi o aproksimaciji prvog reda. 

Sto se ti~e ~tabilnosti, moze se pokazati (videti [9J 

da je za r~l posmatrana diferencna sema stabilna. 

Primer 1.4.2. Razmotrimo Cauchyev problem za jedna~inu provo­
djenja toplote t 

g(x,t) (I X I < + .. ' 0 ~ t ~ T)' 

(1. 4. 8) 

u(x,O) = s(x) (lxl < +oo). 

Mrezu Dh izaberimo na isti na~in kao u prethodnom pri­
meru. Koriscenjem aproksimacija 

ui '+1-u. . 
u (x t ) " 'J ~' J 

t i' j R. 

(1.4.8) se svodi na 

(1.4.9) 

gde su 

A
(l) (h) 
h u 

i 
ui+l .-2u .. +u. 1 . 

( t ) ,] ~.J ~- ,] 
uxx xi, J' '" h2 

f (h)' 

ui '+l-ui · u.+l ·-2ui .+ui-1 · ,J ,J - a2 ~ ,J ,] ,J 

i 

A
(l) (h) 
h u 

R. h2 

g(ih,jR.) 

6 (ih) . 

Ako se za aproksimaciju izvoda iskoriste formule 

ui · l-ui · 
( t ) ,]+ ,] 

ut xi' j+l " R. i 
u -2u -+u i+l,j+l i,j+l i-l,j+l 

h2 

t Poseban slu~aj difuz.iane jedna~ine 
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dobija se diferencna sema 

(1.4.10) 

gde je 

A
(2) (h) 
h u 

u . - ui . u. . - 2ui . 1 + u. 1 . 1 i rJ + 1 , J _ a2 ~ + 1 , J + 1 , J + . ~- , J + 

u. 
~,o 

R. h2 

Graficki prikaz cvorova koji ucestvuju u diferencnim 

semama (1.4.9) i (1.4.10) dat je na Sl. 1.4.1 i 1.4.2 respek­

tivno. 

(i,j+1) (i-1,j+l) (i, j+1) (i+l,j+l) 

I 
c 

l 
0 

0 

(i-1,j) (i, j) (i+l,j) (i,j) 

Sl. 1.4 .1 Sl. 1.4.2 

Neka je R.=rh2 (r=const). Sustinska razlika diferencnih 

sema (1.4.9) i (1.4.10) sastoji se u tome sto je prva od njih 

eksplicitna, a druga implicitna. Nairne, kod seme (1.4.9), pola­

zeci od u. =s(ih) (i=O, 1, ••• ), pomocu 
~,o . 

u . . +1=(1-2ra2 )u .. +ra2 (u.+1 .+u. 1 .)+rh2g(ih,jrh2 ), 
~,] ~,] ~ r] ~- rJ 

mozemo direktno odrediti u. 1 (i=0,±1, ••• ), a zatim na isti na­
~, 

cin u. 2 (i=0,±1, ••• ), itd. Kod druge seme, medjutim, nije mogu­
~, 

cno na ovaj nacin odrediti vrednosti u .. , vee je potrebno resa-
~,J 

vati sistem linearnih jednacina. Jasno je da ukoliko zelimo pos-

tici vecu tacnost u resavanju, treba uzeti dovoljno ~.lo h 

("guscu" mrezu), sto s ·druge strane dovodi do sistema sa veli­

kim brojem. jednacina. Za resavanje ovakvih sistema koriste se 
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relaksacioni metodi (videti poglavlje 4.3) ·-

Dakle, primena, implicitne seme je znatno :teza nego 

primena eksplicitne. Medjutim, u pogledu stabilnosti implici-' 

tna sema ima bolje karakteristike. 

Neka je norma u Fh uvedena kao u prethodnom primeru. Obe 

od navedenih diferencnih sema imaju red aproksimacije dva. Doka­

zimo to, na primer, za semu (1.4.9). Na osnovu (1.4.2) i analo­

gona od (1.4·.1) (za izvod po drugoj promenljivoj) imamo 

tj. 

Of(h) 

u. 
~,o 

Dakle, 

a -- 2...,_1:! + O(h4) h
2 [r ~ 2 u a2 ~2. J 

2 at2. 6 ax4 (i,j) 

0 • 

pri cemu smo pretpostavili .da je . 

(C - konstanta) • 

Primetimo·da se u slu~aju kada je g(x,t)= 0, moze dobiti 

visi red aproksimacije. Nairne, kako je ut=a2 uxx' diferenciranjem 
dob~.jamo utt=a4 uxxxx· Tada je 

Q(u) = a --- r - -- , 41 a 
4
u ( 1 ) I 

3x 4 6a 2 

odakle zakljucu-jemo da je za r = - 1- , Q (u) = o, tj. 
6a2 
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Primer 1.4.3. Razmotrimo konturni problem za Poissonovu jedna­

cinu 

( (x,y) £0), 

(1.4.11) 

u(x,y) = s(x,y) ( (x,y)£r), 

gde je D kvadrat { (x,y) I 0 < x < 1, 0 < y < 1} sa granicom r 
(videti Sl. 1.4.3). 

y 
r 

1 

(i-1,j) 

0 1 X 

Sl. 1.4.3 

Izaberimo mrezu Dh kod koje 

Sl. 1.4.3 je uzeto n=4. Standardna 
. (h) (h) 

problema (1.4.11) Je Ahu = f , 

(i,j+1) 

(i, j) (i+1,j) 

(i,j-1) 

Sl. 1.4.4 

je R.=h i h =! (nEN) • Na n 
diferencna sema za resavanje 

gde su 

1 
-(u.+1 .+u1 1 .+u .. + 1 +u .. 1 -4u .. ) 
h2 l. ,J - ,J l.,J l.,J- l.,J 

u. . , 
l., J ' 

=I 

g(ih,jh) 
f(h) 

s(ih,jh) 
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Nije tesko pokazati da je 

0 • 

Na Sl. 1.4.4 prikazan je raspored cvorova koji ucestvuju u 

ovoj diferencnoj semi. 

Jedan opstiji nacin za konstrukcij.u diferencnih sema je 

metod neodredjenih koeficijenata. Ovaj metod se zasniva na di­

rektnoj aproksimaciji diferencijalnog operatora. Nairne, oko 

cvora (i,j), koji oznacavamo indeksom o, izaberimo N cvorova 

oznacavajuci ih redom sa 1, .•• ,.N. u cvoru k , vrednost funkci­

je u oznacimo sa uk. 

Pod pretpostavkom da je funkcija (x,y)r+u(x,y) n+1 puta 

diferencijabilna, razvijemo je po Taylorovoj formuli u okolini 

cvora (i,j) (sa lndeksom o) i odgovarajuce izraze za uk zame­

nimo u linearnoj kombinaciji 

N 
L u = I: ckuk , 

h o k=o 

gde su ck zasad neodredjeni koeficijenti. Tada imamo 

( 
ak+mu) 

~ uo = L Y km k m + R ' 
k+m~n ax ay o 

n+1 
gde je ykm linearna kombinacija koeficijenata ck' a R=O(h ) 

odgovarajuci ostatak. 

Koeficijente Ykm biramo tako da se ~u0 poklapa sa dife­

rencijalnim izrazom Lu u tacki (i,j) do odredjenog reda. 

Primer 1.4.4. Jedna aproksimacija biharmonijskog operatora 

Lu 
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je 

~u(h) 

Primer 1.4.5. Elektrodni sistern j~dne elektronske cevi prika­

zan je na Sl. 1.4.5. Potencijal katode je 0 V, a resetke ~1 V. 

Pretpostavljajuci da je ovaj elektrodni sistern beskonacne du­

zine, odredicerno rninirnalni potencijal anode da bi potencijal 

U tackarna resetke Oznacenirn Sa X biO pozitivan. 

Anoda 

Resetka 

Katoda 

Sl. 1.4.5 

'3 ~ 
u4 ~ 

-I 

u 
a 

u, 
u4 

-1 

0 v 

Sl. 1.4.6 

ul 

u2 

-1 

S obzirorn da je raspodela potencijala odredjena Lapla­

ceovorn jednacinorn uxx + uyy = 0, konstrukcijorn rnreze kao na Sl. 

1.4.6 i diferencnorn aproksirnacijorn ove jednacine dobijarno sis-

tern linearnih jednacina 

ua + 2u3 + u2 - 4u1 0 

u1 + 2u4 - 1 - 4u2 0 

ua + 2u1 + u4 - 4u3 0 

2u2 + u3 + us - 4u4 0 

u4 - 2 - -4U-:> 
0 
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Za u5=0 vI tj. u4=2 vI iz dobijenog s-istema jednacina 

sleduje 

132 
""'35 3.8 v. 

Primer 1.4.6. Metodom mreza izracunajmo priblizno najmanju sop­

stvenu vrednost konturnog problema 

a
2
u + .!.2...(r 11!) + AU o 

az 2 r ar ar 

u(r,z) = 0 ((r,z) e:r), 

gde je r pravougaonik definisan jednacinama z=-1, z=1, r=4, 

r=6. Za diferencnu aproksimaciju date diferencijalne jednacine 
moze se uzeti 

ri+1/2 ri-1/2 
ui '+1 + u. ·-1 + ui 1 · + u · 1 · ,J 1,J r 1 + ,J r 1 ~- ,J 

Sa istiffi korakQffi h p0 koordinatama r i Z 1 pri CeffiU je (r i 1 Zj) = 

(4+ih,-l+jh). Uzimajuci h=1 dobijamo (4-A•l)u
1

,
1
=o, tj. A= A 

1
=4. 

2 
Neka je sada h = 3 . Odgovarajuci sis tern jednacina je 

.!..2.fl 4 
u1 + 14/3 u2 - (4- Ag-)u1 0 ' 

15/3 4 
u2 + 16/3 ul - 14 - Ag)u2 = O, 

gde smo, zbog simetrije, uzeli u
1

,
1 

= u
1

,
2 

= u
1

, u
2

,
1 

=u
2

,
2 

= u
2

• 

Manja vred~ost za.parametar A, pri kome ovaj sistem ima netri­
vijalno resenje je A=A 2 ~4.495. 

Primenom Richardsonove ekstrapolacije dobijamo tacniju 
vrednost za trazenu sopstvenu vrednost 

A = 4.495 + 0 · 495 ~ 4.89. 
3 2 

(2) -1 
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9.1.1. AproblmaeUa mntumlh ualova 

Kao sto je napomenuto u prethodnom odeljku konstrukcija 

diferencne seme zahteva aproksimaciju konturnog uslova (1.3.2)' 

tj. uslova 

(1.5 .1) Ku = s ( (x,y£ f). 

Nairne, neophodno je ovaj uslov aproksimirati nekim uslovom ko­

ji je definisan na granici mrezne oblasti r*. 

Pod uslovom (1.5.1) podrazumevacemo, u opstem slu~aju, 

skup uslova 

( (x,y) £f i) (i=1, .•. ,m), 

gde je r 1 deo krive r. 

Najjednostavniji konturni uslovi su oni kod kojih je 

Ku=u, tzv. konturni uslovi prve vrste. Jedan prakti~an na~in 

koji se koristi za aproksimaciju konturnih uslova prve vrste 

predlozio je L. Collatz i on se sastoji u sledecem: 

Neka je grani~nom ~voru A najbliza ta~ka sa konture r, 
ta~ka B i neka je njihovo rastojanje o (videti 81.1.5.1). 

y 

!I' 
e/ A c 

1/~ '-h-

I 

Sl. 1.5.1 

X 

Na osnovu vrednosti 

funkcije u ta~kama B i C, 

linearnom interpolacijom 

dobijamo 

(1.5.2) u(A)==u(B) + u(C)-u(B) o 
h+o 

_hs(B) + ou(C) 
- h + 0 

Nije tesko pokazati da je 

greska, koja se cini pri 

ovoj aproksimaciji, drugog 

reda u odnosu na h, tj. 

da je 
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u{A)= hs(B~: ~u(C) + O(hZ). 

Dakle, aproksimacija konturnog uslova (1.5.1), u ovom 

slucaju, se sastoji u definisanju jednacina oblika ( 1. 5. 2) za 

svaki granicni cvor. 

Koriscenjem vise granicnih cvorova mreze oh, moguce je 

dobiti tacnije aproksimacije, nego sto je (1.5.2). Na primer, 

za resavanje Poissonove jednacine 

uxx + uyy = g(x,y) 

sa konturnim uslovom prve vrste (prvi konturni problem ili Di­

richletov problem) , Miceladze je koristio sledecu aproksimaci­

ju (videti Sl. 1.5.2) 

<'>Eh g (A) 
2(E+0) 1 

kod koje je greska treceg reda u odnosu na h. Na Sl. 1.5 .3 

y y 

y "" E~ 
oh P-

£ c oh c 
A8 ~ 

j lf.8 :--

B B 
X 

Sl. 1.5 .2 Sl. 1.5.3 

prikazan je slucaj kada je E=h i u(E)=S(E). 

Razmotrimo sada slucaj karla je 

Ku = au + fl ~ an ({xly) Er) 1 

X 

gde su a i B 1 u opstem slucaju funkcije od x i y i takve da 

je a 2 +e 2 > 0 i ~~ izvod funkcije u 1 u pravcu normale na r 1 
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ka unutrasnjosti oblasti D. Za a=O imamo tzv. konturni uslov 

druge vrste. Odgovarajuci konturni problem naziva se Neumanov 

problem. 

Ukazacemo sada na dva nacina za aproksimaciju konturnog 

uslova sa operatorom K definisanim sa (1.5.3). 

1° Neka je kontura r sastavljena od odsecaka pravih, 

paralelnih koordinatnim osama i neka je mreza Dh konstruisana 

kao na Sl. 1.5.4. Tada se izvod u tacki A moze aproksimirati, 

na primer, pomocu 

au 
ax 

u(B) - u(A) 
h 

pri cemu je greska reda O(h). Dakle, aproksimacija konturnog 

uslova (1.5.3), u ovom slucaju je 

(Ku)A 

r 
y 

A B C _l 

~ 

T 

~hJo-

X 

Sl. 1.5.4 

a(A)u(A) + B(A) u(B) - u(A) 
h 

- h !-
y r 

C A B 

Sl. 1.5.5 

j 

~ 

T 

X 

Tacnija aproksimacija (greska O(h2)) se moze dobiti uzi­

majuci u obzir i vrednost funkcije u u tacki c. Nairne, ta ap­

roksimacija je 

(Ku)A "' (K u (h)) 
h A 

a(A)u, (A) + fl (A) -3u(A) + 4u(B) -u(C) 
2h 

2° Jedan od nacina za aproksimaciju konturnih uslova ob­

lika (1.5:.3) sa povisenom tacnoscu zasniva se na koriscenju fik-

9 NumeriCka analiza Ill deo 
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tivnih cvorova. Nairne, konstruisimo mrezu pomerenu za 2 2 
po osama x i y respektivno, tj. takvu mr~-zu da kontura' r pro­

lazi kroz srednje tacke izmedju cvorov~ (videti Sl. 1.5.5.) • 

cvorovi koji su van oblasti D=intr zvacemo fiktivnim cvorovi­

ma. s obzirom da se izvod u tacki A moze ~proksimirati korisce­

njem formule sa centralnom razlikom 

( au) = u(B)- u(C) + O(h2), 
an A h 

a vrednost funkcije pomocu formule 

u(A) ~(u(B) + u(C)) + 0 (h 2), 

imamo 

(Ku)A (K u (h)) 
h A 

a y> (u (B) + u (C)) + f3 ~A) (u (B) - u (C)), 

gde je 

(Ku)A - (K u (h)) 
h A 

9.1.1. Problem atablbaoltl dJfenmcDlh lema 

U odeljku 9 .1. 3 dali smo definiciju ~?tabilnosti diferen­

cnih sema i ukazali na vaznost ove osobine. Nairne, problem sta­

bilnosti diferencnih sema je usko povezan sa problemom konver­

gencije. Nestabilna diferencna sema je veoma osetljiva na gres­

ke zaokrugljivanja koje se javljaju u procesu resavanja dife­

rencnog problema, tako da se moze dobiti resenje koje se bitno 

razlikuje od resepja postavljenog diferencijalnog problema. Za­

to problem stabilnosti zasluzuje poseban tretman. Ne upustajuci 

se dublje u teoriju stabilnosti, ovde cemo analizirati stabil­

nost diferencnih sema u odnosu na pocetne uslove i u vezi s tim 

dacemo tzv. spektralne uslove stabilnosti. 

u primeru 1.4.1 ukazano je da je diferencna sema 

(1.6 .1) 



9.1. METOD! ZA REsAVANJE PARCIJALNIH JEDNAciNA 131 

definisana pomocu (1.4.4) i (1.4.5) 1 za resavanje Cauchyevog 

problema (1.4.3) stabilna kada je r=i/h~l. Sada cemo dokazati 

da je za r > 1 1 sema (1.6.1) nestabilna, 

Pretpostavimo da je g(x 1y) :O(=>g(ih 1ji) = 0) 1 Y= 1 1 a ko­

rak h izabran taka da tack a (0 1 1) pripada mreZi Dh 1 tj. da je 

N=t=r~ ceo broj (videti sl.1.6.1). Tada se (1.4.6) svodi na 

( 1.6 .2) (1-r)ui 1 j + rui+ 11 j 
i 

(r = Fi =canst). 

y 

(0 11) 

0 (1 1 0) X 

Sl. 1.6.1 

Primetimo da za j+1=N 1 vred­

nost u '+l(=u N), koja predsta-
OIJ ?I) 

Vlja resenje U U U tacki (011) 1 

na osnovu (1.6.2) se izracunava 

pomocu vrednosti u . i u 1 . u 
01 J I] 

tackama mreze (0 11-i) i<hl1-i). 

Na dalje, ove vrednosti se izra­

cunavaJ·u pomocu vrednosti u . 1 1 
01 J-

u11j-11 u21 j_ 1 u tack~ma mreze 

(011-2£) 1 (hl1-2i) 1 (2hl1-2i) 1 

itd. Dakle 1 mozemo zakljuciti da 

se vrednost u N dobija na osno-
ol 

vu vrednosti u. u tackama 
110 

(0 10), (h 10), (2h,0) 1 ... 1 (Nh,O), 

koje sve leze na segmentu 

O~x~Nh 
h 
t 

1 
r: 

prave y=0 1 na kojoj je; inace 1 dat pocetni uslov u(x 10)=s(x). 

Na osnovu prethodnog zakljucujemo da resenje u N u tacki 
01 

(0 11) dobijeno pomocu (1.6.2) ne zavisi od vrednosti funkcije 

xt-+s(x) u tackama koje lez.e van segmenta CO,~J. 

s druge strane,l resenje problema ( 1. 4. 3) (sa g (x ,y) = 0) 

maze se naci jednostavno i ono je oblika u(xly)=s(x+y)' sto 

znaci da je u(x 1y)=const na svakoj karakteristici x+y=const. 

Dakle 1 u(0 11) =u(1 10)=s(1) 1 odakle zakljucujemo da za r> 1 kon­

vergencija diferencne seme (1.6.1) 1 na smislu (1.3.5) 1 u opstem 

slucajul ne postoji 1 jer se tada tacka x=1 nalazi izvan segmen-, 
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ta co·,.!J. 
r 

Ne narusavaju6i ogranicenost drugog izvoda funRcije s, 

tj. resenja u(x,y)=s(x+y), moze se izvrsiti promena s u tacki 

x=1 i njenoj okolini, takva da se odrazi na resenje u(0,1), 

ada aproksimacija, u s~islu definicije 1.3.1, ostane u vazno­

sti. Tada bi, na osnovu teoreme 1.3.1, iz aproksimacije i sta­

bilnosti sledila i konvergencija diferencne seme (1.6.1). Me­

djutim, kako za r>1 nije ispunjen uslov konvergencije, zaklju­

cujemo da sema (1.6.1) za .r>1 nije stabilna. 

Izlozi6emo sada Neumanov metod za ispitivanje stabilno­

sti diferencnih sema, koji daje spektralne uslove stabilnosti. 

Neka su u prostorima Uh i Fh uvedene norme pomo6u 

llu(h) II U =maxlui .1, iifCh) IIF =maxlg .. l+maxls.l 
h i,j ,] h i,j ~.] i ~ 

i neka J oznacava skup svih mogu6nih vrednosti indeksa j 

Uslov·stabilnosti (1.3.8) se tada moze svesti na 

( 1.6. 3) ('I kcJ) 

koji mora bi ti ispunjen pri proizvoljnim vrednostima g. . i 
~.] 

s 1 . Naravno, u posebnom slucaju, uslov (1.6.3) mora biti is-

punjen sa gi,j =o i proizvoljno s 1 , tako da se svodi na 

(1.6. 4) maxlu kl ~ c2 maxis. I 
m m, i ~ 

( \rJ kEJ) 

Uslov (1.6.4) mora biti ispunjen za proizvoljnu ograni­

cenu funkciju xt-+-s (x), i naziva se uslov stabilnosti seme 

(1.6.1) u odnosu na.promenu pocetnih uslova. u daljem tekstu 

umesto oznake i za prvi indeks koristi6emo m , dok 6e i ozna­
cavati V-1. 

Ako u (1.6.4) specificiramo si tako da je 

u m,o 
iam e (m=O, ± 1, ... ) , 

gde je a realan parametar, dobijarno potrebne spektralne uslove 
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stabilnosti. Nairne, tada re~enje hornogenog diferencnog proble~ 

rna trazirno u obliku 

(1.6 .5) ,k iarn 
urn,k = " e , 

gde je A, u op~tern slucaju, funkcija od a i h, tj. A~A(a,h). 

Kako je rnaxlu ki=IAik, uslov (1.6.4) se svodi ria uslov 
rn rn, 

k 
I A I < c2 ( V kEJ), ~to je ispunjeno, za dovoljno malo h, ako 

je 

(1.6.6) IAI .!'., 1 + E, 

za bilo koju rnalu pozitivnu vrednost E. U slucaju kada A ne 

zavisi od koraka rnreze spektralni uslov (1.6.6) se svodi na 

( 1.6. 7) 

Razrnotrirno nekoliko prirnera. 

Primer 1.6.1. Za diferencnu ~emu (1.6.1), zarnenorn (1.6.5) u 

( 1. 6. 2) dobij arno 

ia A(a)=1-r+re 

sto u kornpleksnoj ravni A predstavlja kruznicu sa centrorn u 

tacki A=1-r i poluprecnikorn r. Uslov (1.6.7) je ispunjen ako 

je r~1 (slika 1.6.2), a nije ako je r>1 (slika 1.6.3). 

r>1 

1 

Sl. 1.6.2 Sl. 1.6.3 
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Primer 1.6 .2. Za eksplicitnu sernu ( 1, 4,9) dobijarno 

A.-1 e -iex- 2 + e iex 
- a2 0, -.Q.-

h2 

tj. 

A( ex) 1- 4ra2sin2 ex 
(r=R./h 2). = 2 

Pri prorneni ex, lako je uociti da vaZi 1-4ra2 ~A.~ 1, sto 

znaci da je za stabilnost neophodno da je 

tj. 1 
r~--.. 

2a2 

1 - 4ra2 ,;:, -1, 

Kod irnplicitne serne (1.4.10) irnarno 

0, 

tj. 

:>..(ex) 1 

Ova serna je stabilna za svako r, jer je uvek ispunjen uslov 
(1.6. 7). 

l.l.f. Dllereac• leme ~-'· 

Kod resavanja nestacionarnih visedirnenzionalnih problema 

rnaternaticke fizike vidno rnesto zauzirnaju tzv. diferencne ~erne 

razdvajanja. Ideju za konstrukciju ovakvih serna izlozicerno na 

resavanju Cauchyevog problema 

(1. 7 .1) 

au = Bu 
at 

u(x,y,O)=s(x,y) 

( (x,y) £0, O<t~T), 

( (x,y)£0), 

gde je B operator po prostornirn koordinatarna x i y, a s :0-> R 
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data funkcija. Pretpostavimo da je 

Bu -
a2 u a2 u 

+ -­
ax2 ay2 

Po koordinatama x i y izaberimo kvadratnu mrezu sa kora­

kom h, tako da dobijemo mreznu oblast D~. Definisimo indeksni 

skup I pomocu I={{i,j) I (x1 ,yj)ED~}. Po vremenskoj koordinati 

t uzimamo korak 9.., gde je9..=[~J (N9..~T<(N+l)9..). 

Pretpostavimo sada da nam je poznato resenje problema 

(1.7.1) u trenutku t=tk=k9.., tj. da nam je poznata vrednost 

u(x,y,tk)' koju cemo krace oznacavati sa uk. Tada, po Taylo­

rovoj formuli imamo 

( 1. 7. 2) k aul 2 u + 9.. at t=~ + 0 ( 9.. ) 

gde je I identicki operator. Razdvojimo sada operator B na 

B1 = £.. i B2 e L, tako da je B=B 1 +B2 • U tom slucaju problem 
ax2 ay2 

(1.7.1) se raspada na dva problema 

( 1. 7. 3) 

i 

(1.7.4) 

Teorema 1.7.1. Vazi jednakost wk+ 1=uk+1+0(9..2). 

Dokaz. Slicno kao u dokazu jednakosti (1.7.2) imamo 



136 9. PRIBLIZNO REsAVANJE LINEARNIH OPERATORSKIH JEDNA~INA 
.i 

odakle 1 s obzirom na ( 1. 7. 4) i ( 1. 7. 3) 1 sukcesivno sleduje 

wk+1 = (I + tB2 )vk+1 + O(t 2 ) 

(I + tB2 ) (I + 
k tB 1)v + O(t 2 ) 

(I + tB2 ) (I + tB 1)u k + O(t 2 ) 

[! 
k 

+ t(B 1+B2 )Ju + 2 k t B2B1 u + O(t 2 ) 

Teorema 1.7.1 pokazuje da se resenje dvodimenzionalnog 

problema (1.7.1) moze dobiti sa tacnos6u O(t 2 ) na osnovu suk­

cesivnog resavanja jednodimenLionalnih problema (1.7.3) i 

(1.7.4). 

Razmotrimo sada konstrukciju eksplicitnih i implicitnih 

diferencnih sema za resavanje problema (1.7.3) i (1.7.4). 

1° Eksplicitne seme. Izaberimo raspored cvorova kao 

na slici 1. 7 .1. 

(il j lk+1) (iljlk+l) 

(i+11jlk) (i 1 j+1 lk) 

(i-11j lk) (ilj-11k) 

Sl. 1.7.1 
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Tada su odgovarajuce diferencne aproksimacije za (1.7.3) 

i ( 1. 7. 4) red om 

, .. ,_.) 1 ((i,j)£!, k£K) 

i 

(1.7.6) I 
w~;1 _ 

((i,j)£!, k£K), 

gde je K={0,1, .•. ,N-1} i 

k 1 k 
- 2v~ . k 

Axx<vij) -(v. 1 . + vi-1,j)' h2. ~+ 'J ~,] 

k 1 k 2w~ . k 
Ayy<w1 j) -(w .. 1 - + wi,j-1). h2. ~,]+ ~,] 

Na osnovu prethodnog moze se konstruisati jednostavan 

algoritam za re~avanje problema (1.7.1) 

k:=O, u~j:=s(ih,jh) ((i,j)£!); 

(*) Ako je k=N kraj izracunavanja. 

k k 
v1 j:=u1 j + iAxx<uij) ((i,j)EI); 

k:= k + 1; 

Preci na (*). 

2° Implicitne ~e.me. Izaberimo sada raspored cvorova 

kao na slici 1.1.2. 

Tad~ dobijamo sledece diferenene aproksimacije 
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(i+1,j,k+1) (i ,j+1 ,k+l) 

"" 
(i-1,j,k+1) (i,j-1,k+1) 

(i,j,k) (i,j,k) 

Sl. 1.7.2 

(1.7.7) v.-J l 
~:1 -

((i,j)EI, kEK), 

1<+1 k 
wlj - wij 

(1.7.8) ((i,j)EI, kEK). 

u ovom slu~aju algoritam za resavanje problema (1.7.1) 

je znatno slo!eniji, nego prethodno izlo!eni, jer na svakom 

vremenskom sloju (za svako k) treba resavati sistem linearnih 

jedna~ina. Taj algoritam se mo!e formulisati na sledeci nacin: 

k . 
k:=O, u1 j:=s(ih,jh) ((i,j)EI); 

(*) Resiti sistem linearnih jedna~ina 

((i,j)EI); 

Resiti sistem linearnih jednacina 
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((i,j)EI); 

k:=k+1; 

Aka je k <N preci na (*); 

Kraj izracunavanja. 

u pagledu stabilnasti diferencne seme (1.7.7) i (1.7.8) 

su mnaga bolje ad eksplicitnih sema (1.7.5) i (1.7.6). Nairne, 

za stabilnast sema (1.7.5) i (1.7.6) patreban je uslov 2.~ih 2 , 
dak u slucaju implicitnih sema (1.7.7) i (1.7.8) nema nikakvih 

agranicenja za 2. i h . 

9.1.1. Dlfereaeae leme sa JedDa&le hlper~q tlpa 

U avam adeljku razmatracema talasnu jednacinu 

( 1. 8.1) a2 u _ ....!.... a2 u 

ax2 a 2 a,t2 

sa pacetnim uslavima 

0 

(1.8.2) u(x,O) = f(x), ut(x,O) g(x) (0 <X< b) 

i kanturnim uslavima 

(1.8.3) u(O,t) = <l>(t), u(b,t) = l)J(t) (t ~0). 

t 

T 

0 b 

s~_.l.a.l 

X 

Patrazicema resenje u pravaugaa­

niku (slika 1.8.1) 

P={(,x,t) IO<x<b, O<t<T}. 

Izaberima mrezu On' taka da je 

h=b/N i x1=(i-1)h (i=1,2, ••. ,N+1) 

na x-asi, a l=T/t-1. i tj=jl (j=0,1, .•. , 

M) na t-asi. 

Kariscenj~m apraksimacije (1.4.2), 

jednacina (1.8.1) se maze apraksi­

mirati pamacu 
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(1.8.4) 
1 u. +1 .-2u. .+u. 1 . - -(u. .+ 1-2u. .+u. . 1 > 

~ ,J ~,J ~- ,J r2 ~,J ~,J ~.]-
0, 

gde smo stavili r=ai/h. 

Na osnovu prve jednakosti u (1.8.2) imamo 

(1, 8.5) u = f(x.) = f~. i ,o ~ • 

Uvodjenjem fiktivnog sloja j=-1, drugi pocetni uslov u 

( 1. 8. 2) moze se jednostavno aproksimirati pomocu 

( 1. 8.6) 
ui 1 - ui,-1 g (X . ) = g . " -=..r..•..:_.,...,......:...t.._--=. 

~ ~- 2i 

Ako u (1.8.4) stavimo j=O i imajuci u vidu (1.8.5) dobijamo 

odakle, s obzirom na (1,8.6), sleduje 

tj. 

(1. 8. 7) 

S druge strane, iz (1.8.4) sleduje 

(1. 8. 8) 1 1 
ui '+1 = -(ui+l . +ui-1 .) -u. '-1+2(--1)ui .• , J r2 , J , J ~ , J r2 , J 

Najzad, na osnovu konturnih uslova (1.8.3) imamo 

(1. 8.9) i 

Dakle, na osnovu jednakosti (1.8.5), (1.8.7), (1.8.8), 

(1.8.9) jednostavno se nalaze priblizna resenja datog problema 
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u cvorovirna rnreze Dh 1 koji pripadaju pravougaoniku P (videti sl. 

1. 8 .1). 

Primer 1.8.1. Posrnatrajrno jednacinu (1.8.1) sa a=2 1 pocetnirn us­

lovirna 

u(x 10) =x(4-x) 1 ut(x 10) =0 (O<x<4) 

i konturnirn uslovirna 

u(0 1 t) = 0 1 u(4 1 t)=O (t ~ 0). 

Neka j e T=6 1 N=4 1 r=1 1 tj. h = b/N =1 1 R. = rh/ a = 0. 5. Oblast 

u kojoj se trazi resenje je pravougaonik P = { (x 1t) I 0 < x < 4 1 

0 < t < 6} I a rnreza Dh irna cvorove (x. It,) = (i-11 0.5j) I i = 1121 
. ~ J 

···15; j = 0111•••112. 

Na osnovu prethodno izlozenog postupka dobijaju se sledeci 

nurnericki rezultati: 

Tabela 1. 8 • 1 

I~ 1 2 3 4 5 

0 0.00 3.00 4.00 3.00 o.oo 
1 o.oo 2.00 3.00 2.00 0.00 
2 0.00 0.00 o.oo 0.00 o.oo 
3 o.oo -2.00 -3.00 -2.00 0.00 
4 0.00 -3.00 -4.00 -3.00 o.oo 
5 0.00 -2.00 -3.00 -2.00 0.00 
6 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 
7 0.00 2.00 3.00 2.00 0.00 
8 0.00 3.00 4.00 3.00 0.00 
9 0.00 2.00 3.00 2.00 o.oo 

10 0.00 0.00 o.oo 0.00 0.00 
11 0.00 -2.00 -3.00 -2.00 o.oo 
12 o.oo -3.00 -4.00 -3.00 0.00 

Analizirajrno sada stabilnost serne (1.8.4) u odnosu na pro­

rnene pocetnih uslova. Tada irnarno 
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- 2 + 

tj. 

-ia 
e 1 1 

-(A -2 +-) 
r2 >-

0, 

lako se moze zakljuciti da su spektralni uslovi stabilnosti 

is pun jeni ako je r ~ 1. 

Zaista, ako je r > 1, postoji a takvo da je diskriminanta 

D (a) pozi tivna (Takve vrednosti za a su u okolini a= 11 ) • U tom 

slucaju koreni >-
1 

i A
2 

su realni, i zbog uslova A 
1 

A 
2 

= 1, j edan 

od njih mora biti unutar, a drugi van jedinicnog kruga, tako da 

spektralni uslovi nisu zadovoljeni. za r < 1, diskriminanta je ne­

gativna za svako a, tako da su koreni konjugavano kompleksni i 

leze na jedinicnoj kruznici. Slicno, za r=l koreni leze na jedi­

nicnoj kruznici, pri cemu su konjugovano kompleksni ili se pok-

lapaju (kada je D(A) = 0). 

1.~. PBJBLIINO B.EAAVANJE INTEGBA.LNIB JEDNAi:INA 

Ovo poglavlje bice posveceno metodima za priblizno resava­

nje linearnih integralnih jednacina Fredholmovog i Volterraovog 

tipa. Tako cemo obraditi metod sukcesivnih aproksimacija, zatim 

metod zasnovan na primeni kvadraturnih formula, i na kraju metod 

zamene jezgra integralne jednacine degenerisanim jezgr6m. U pos­

lednjem slucaju, pokazacemo kako se egzaktno resiti integralna 

jednacina sa degenerisanim jezgrom. 
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9.2.1. Uvod 

U ovom odeljku, najpre, dajemo klasifikaciju integralnih ~­

nacina, a zatim, primenom Banachovog stava o nepokretnoj tacki, 

dokazujemo egzistenciju resenja. 

Jednacina 

(2 .1.1) y(x) 
b 

f(x) + A /K(x,t)y(t)dt, 
a 

gde su f i K poznate funkcije, y nepoznata funkcija i A nume­

ricki parametar, naziva se Fredholmova integralna jednacina dru­

ge vrste. 

Funkcija K naziva se jezgro integralne jednacine (2.1.1). 

U nasim razmatranjima pretpostav1jacemo uvek da je jezgro defi­

nisano i neprekidno na D={(x,t) la~x~b, a~t~b}. 

Volterraova integralna jednacina druge vrste ima oblik 

(2 .1. 2) 
X 

y (x) = f (x) + A f K (x,t)y (t) dt. 
a 

. Primetimo da se Vol terraova jednacina moze tretirati kao Fred­

holmova sa jezgrom K1 , koje je definisano pomocu 

= { 

K(x,t) (t ~X), 
K1 (x,t). 

0 (t > x). 

IvJedjutim, jezgro K1 je prekidna funkcija ukoliko je K(x,x) j 0. 

Ako je f(x) jO, jednacine (2.1.1) i (2.1.2) se nazivaju 

nehomogenim, a u slucaju kada je f(x) = 0 odgovarajuce jednacine 

su homogene. 

Integralna jednacina oblika 

b 
f(x) -1; A /K(x,t)y(t)dt 0 

a 

nazi va se Fredholmova integralna jedna6ina prve vrste, dok se 
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jednacina oblika 

X 

f(x} + A /K(x,t}y(t}dt 0 
a 

naziva Volterraova integralna jednacina prve vrste. 

Integralne jednacine kod kojih je bar jedna od granica 

integrala beskonacna, ili kod kojih jezgro ima singularitete 

u oblasti integracije, nazivamo singularnim jednacinama. Na 

primer, Abelova jednacina 

X 

f (x} + A f 
0 

x(t} dt=O 
(x-t}s 

(O<s<1} 

je singularna integralna jednacina. Takodje, jednacina 

+"' 
y(x} = f(x} + A f cos xty(t}dt 

0 

je singularna. 

Na osnovu Banachovog stava o nepokretnoj tacki moze se 

dokazati sledeca teorema. 

Teorema 2.1.1. Fredholmova integralna jednacina (2.1.1}, gde 

su K i f neprekidne funkcije, ima jedno i samo jedno neprekid­

no resenje pod uslovom 

(2 .1. 3} 
1 

\AI < M(b-a}' 

gde je M max \K(x,t} \. 
x,tE[a,bJ 

Dokaz. Definisimo preslikavanje T:CCa,bJ ->- CCa ,bJ pomocu 

b 
Ty = f (x} + A f K (x,t}y (t} dt. 

a 
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b 
1Ty 1 - Ty 2 1 = IAI·I /K(x,t)(y 1 (t)-y2 (t))dtl 

a 

b 
< I AIM f IYl (t)-y2 (t) ldt 

a 

< IAIM(b-a) max IY 1 (t.J-y2 (tll 
te:Ca,bJ 

imamo 

gde je II ·II standardna norma u prostoru cca,bJ. 

Dakle, T je kontrakcija ako je ispunjen uslov (2.1.3). 

U tom slucaju, postoji jedna i samo jedna funkcija y(e:Cca,bJ) 

takva da je Ty=y i ona je jedinstveno resenje integralne jed­

nacine (2 .1.1). 

Ovim je dokaz teoreme zavrsen. 

Dakle, ako· su ispunjeni uslovi ove teoreme, niz funkci­

ja {yn}ne:N definisan pomocu 

(2 .1. 4) 
b 

yn(x)=f(x)+A/ K(x,t)yn_ 1 (t)dt 
a 

(n=l,2, ... ), 

konvergira ka jedinstvenom resenju jednacine (2.1.1) za proiz­

voljno y
0

e:CCa,bJ. 

Teorema 2.1.2. Volterraova integralna jednacina (2.1.2), kod 

koje su K i f neprekidne funkcije za a,:;,t,:;,x,:;,b i A proizvo­

ljan parametar, ima jedinstveno neprekidno resertje. 

Dokaz ove teoreme slican je dokazu prethodne teoreme i 

teorerne 1.1.2 iz odeljka 8.1.1. Nairne, ovde treba dokazati da 

postoji prirodan broj rn takav da je operator Tm kontrakcija, 

pri cernu je operator T:CCa,bJ+C[a,bJ, u ovom slucaju, defini­

san pornocu 

X 

Ty f(x) +A /K(x,t)y(t)dt. 
a 

U nasern daljem razrnatranju, osnovni problem koji cemo 

10 NumeriCka analiza III deo 
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tretirati je nalazenje resenja nehomogenih integralnih jedna­

cina pri datoj vrednosti parametra A. Sem navedenog problema, 

od interesa je i problem nalazenja sopstvenih vrednosti i sop­

stvenih funkcija jezgra K, tj. nalazenja takvih vrednosti para­

metra A, pri kojima homogene jednacine imaju netrivijalna rese­

nja. Ova netrivijalna resenja homogenih jednacina nazivamo sop­

stvenim funkcijama jezgra. 

Pri svim razmatranjima u ovom poglavlju pretpostavljace­

mo neprekidnost funkcija f i K. 

9.2.2. Metod sukeeaivnlh aprobimacUa 

Metod sukcesivnih aproksimacija za resavanje Fredholmove 

integralne jednacine (2.1.1) zasniva se na primeni jednakosti 

(2.1.4), pri cemu se uzima y
0

(x)=f(x). 

Ako definisemo niz funkcija {yk}kEN pomocu 

(2. 2.1) 
b 
jK(x,t)yk_ 1 (t)dt 

a 

tada se (2.1.4) moze predst.aviti u obliku 

(2. 2 .2) 

koji se naziva Neumanov razvoj. 

(k=1 ,21 • • •) 1 

(n=1,2, ... ), 

Na osnovu teoreme 2.1.1, niz {yn}nEN konvergira ka tac­

nom resenju jednacine (2.1.1) ako je ispunjen uslov (2.1.3). 

Sledeca teorema daje ocenu greske pribliznog resenja yn(x). 

Teorema 2.2.1. Neka su ispunjeni uslovi jf(xll ~F (a~x~b) i 

q=MIAI (b-a)<1 (M= max jK(x,t) j). Tada je, za svako n N i 
x,tECa,bJ 

svako XE [a ,b J, 

< Fqn+1 
1-q 
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Dokaz. Na osnovu ucinjenih pretpostavki, koriscenjem jed~ 

nakosti (2.2.1) nalazimo redom 

tj. 

- k k 
IYk(x) I ~ M F(b-a) (k=O, 1, •.. ), 

odakle sleduje 

I Y n ( x) -y ( x) I 
+oo 

k 
< F E q 

k=n+1 

Fqn+1 
1- q • 

Metod sukcesivnih aproksimacija moze se primeniti i za 

resavanje Volterraove jednacine (2.1.2). Niz funkcija {yk}ke~ 
u ovom slucaju, definise se pomocu 

y (x) 
0 

f (x), 

X 

J K(x,t)yk_ 1 (t)dt 
a 

(k=1 ,2, .•. ). 

Tada se n-ta aproksimacija resenja moze predstaviti, ta­

kodje u obliku (2.2.2). za odgovarajucu gresku aproksimacije 

vaZi 

IYn (x) - y(x) I 
< Fgn+1 1 

(n+ 1) ! -1-_~__q_-n+2 

(n+2>q), 

gde su q, M, F definisani isto kao u teoremi 2.2.1. 

9.2.S. PrimeD& kvadraturnlh formula 

U cilju resavanja Fredholmove jednacine (2.1.1) uzmimo 

kvadraturnu formulu 

(2. 3 .1) 
b 
jF(x)dx 

a 

n 
l: A.F(x.) + Rn(F), 

j=1 J J 

gde su apscise x1 ,.~.,xn iz ca,bJ, Aj tezinski koeficijenti ko­

IO* 
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ji ne zavise of F i ~(F) odgovarajuci os·tatak. 

Ako u (2.1.1) stavimo redom x=xi (i=1 1 .•• 1n) 1 imamo 

b 
y(xi) = f(xi)+A jK(xilt)y(t)dt 

a 
(i=1 1 • • • In) I 

odakle primenom kvadraturne formule (2.3.1) sleduje 

n 
(2. 3. 2) y (X. ) = f (X. ) + A E A . K (X. I X . ) y (X . ) +A~ ( F . ) 

~ ~ j=1 J ~ J J ~ 

gde je Fi (t)=K(xi 1t) (i=1 1 •.. 1n). Odbacivanjem clanova u kojima 

se pojavljuje ostatak kvadraturne formule 1 na osnovu (2.3.2) 

dobijamo sistem linearnih jednacina 

n 
(2. 3. 3) Y. -A E A.K .. Y. = f, 

~ j=1 J ~] J ~ 
(i=1 1 • o • In) 1 

gde smo stavili fi=f(xi) i Kij=K(xilxj) 1 a sa Yi oznacili pri­

blizne vrednosti od y(xi). 

Sistem <?.3.3) se moze predstaviti i u matricnom obliku 

Resavanjem dobijenog sistema linearnih jednacina po Y1 1 

••• 1Yn1 priblizno resenje jednacine (2.1.1) se moze predstaviti 

u obliku 

(2. 3. 4) "' y(x) 
n 

f(x) +A I: A.K(x 1x.)Y .. 
j=1 J J J 

Primer 2.3.1. Nadjimo priblizno resenje integralne jednacine 

(2. 3.5) y(x) 
X 

e 
1 t 
fxex y(t)dt 1 

0 

prirnenom Simpsonove kvadraturne forrnule 
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1 
jF(t)dt"' i(F(O) + 4F(1/2) + F(1)). 

0 

Kako je A=-1, f(x)=ex, K(x,t)=xext, x
1
=o, x2=1/2, x

3
=1, 

A1=A3=1/6, A2=2/3, sistem jednacina (2.3.3) se, u ovom slucaju, 

svodi na 

y1 1 , 

(1 + Je1/4)Y 
3 2 

+ 1 1/2y 
~ 3 

e1/2 1 - 12, 

~1/2 y + (~+1)Y = e- 1 
3 2 6 3 6' 

odakle je 

y1 = 1, y2 ::: 1.00003, 

Na osnovu (2.3.4) imamo 

0.99958. 

"- X X X/2 X 
y(x) = e -6(1+4.00012e +0.99958e). 

Primetimo da je tacno resenje jednacine (2.3.5) y(x)=1. 

Predjimo sada na odredjivanje pribliznog resenja Volter­

raove jednacine (2.1.2) na segmentu [a,bl. U tom cilju, izaberi­

mo korak h i ekvidistantne tacke xi (i=O, 1, ... ,n) tako da je 

xi=a+ih (i=0,1, ••. ,n; xn~ b <a+ (n+1)h). Takodje, izaberimo kva­

draturnu formulu zatvorenog tipa sa ekvidistantnim cvorovima 

(2. 3.6) 
~ 

J F(x)dx 
X 

0 

k 
E Ak.F(x.) + Rk+ 1 (F), 

i=o 
1 1 

gde su Aki odgovarajuci tezinski koeficijenti i Rk+ 1 (F) ostatak. 

Na primer, mozemo izabrati uopstenu trapeznu ili uopstenu Simp­

sonovu formulu (videti odeljak 7.2.4). 

Ako u (2.1.2) stavimo x=xk i primenimo formulu (2.3.6) 

dobijamo 

(2.3.7) 
k 

Yk- A .E AkiKkiyi = fk, (k=1, .•. ,n), 
-- l.=O 

pri cemu :smo, kao i kod resavanja Fredholmove jednacine, zane­

marili ostatak kvadraturne formule i uveli ista oznacavanja. 
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Sistem jednacina (2.3.7) se jednostavno resava, s obzi­

rom da je njegova matrica donje trougaona. 

Izlozeni metod za priblizno resavanje integralnih jedna­

cina cesto se naziva metod kvadraturnih formula. 

9.2.4. Metod .sameue Jesgra bategra)De Jedua~bae 
degeuerlaaulm Jesgrom 

Jezgro Fredholmove integralne jednacine se naziva dege­

nerisanim ako se moze predstaviti u obl,iku 

(2. 4.1) K(x,t) K(x,t) 
n 
I: ~ (x)bk (t), 

k=1 

gde su {a1 , ••• ,an} i {b 1 , ••• ,bn} linearno nezavisni skupovi ne­

prekidnih funkcija na [a,b 1. 

(2. 4.2) 

Integralna jednacina sa degenerisanim jezgrom 

b 
y(x) = f(x) +A /K(x,t)y(t)dt 

a 

moze se jednostavno resiti na slede6i nacin. 

(2. 4. 3) 

tj. 

(2. 4. 4) 

Zarnenom (2.4.1) u (2.4.2) dobijarno 

n b 
y(x) = f(x) +A I: ~(x) /bk(t)y(t)dt, 

k=1 a 

y (x) 
n 

f(x) +A I: Ck~(x), 
k=1 

gde smo stavili 

b 
·ck = f bk <tly <t> dt 

a 
(k=1, ••• ,n). 

Da bismo odredili konstante Ck(k=1, ... ,n), zarnenimo 

(2.4.4) u (2.4.3). Tada dobijamo 

n b n 
I: [Ck- fbk(t) (f(t) +A I: c.a.(t))dtJak(x) = 0, 

k=1 a j=1 J J 

odakle, zbog linearne nezavisnosti funkcija ak (k=1, .•. ,n), 

sleduje 



tj. 

(2. 4.5) 

c -k 
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b n 
J bk ( t ) ( f ( t) + >. l:: c . a . ( t) ) d t 

a j=1 J J 
0 (k=1, ... ,n), 

(k=1, ... ,n), 

gde smo stavili 

b b 
(2. 4.6) Ak.= Ja.(t)bk(t)dt, fk= Jbk(t)f(t)dt (k=1, ... ,n). 

J a J a 

SaD(>.) oznacimo determinantu sistema jednacina (2.4.5), 

tj. 

1-AA 
11 

-AA 
12 

->.A 1n 

-AA21 1->.A22 ->.A 
D(>.) 2n 

->.A n1 ->.A n2 1->.Ann 

Pod pretpostavkom da je D(A) 'fO, sistem (2. 4.5) ima je­

dinstveno resenje. Resavanjem ovog sistema, u tom slucaju, i 

zamenom dobijenih vrednosti za c 1 , ..• ,cn u (2.4.4) dobijamo 

resenje integralne jednacine (2.4.2). 

S obzirom da je 0(0)=1, zakljucujemo da determinanta 

D(>.) ne moze biti identicki jednaka nuli, vee jeD(>.) algebar­

ski polinom ne viseg stepena od n • Prema tome, D ( >.) se moze 

anulirati za najvise n vrednosti parametra >., koje nazivamo 

sopstvenim vrednostima jezgra K. Napomenimo da je rezolventa 

jednacine (2.4.2) (ili jezgra K) data sa 

R(x,t;>.) = D(X,tiA) 
D(A) 

gde je 

0 a 1 (x) ~(x) 

D(x,t;>.) 
b1 (t) 1->.A11 ->.Aln 

b n(t) ->.An1 1->.Ann 
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Primedba 2.4.1. Ako je D(A)iO, resenje (2.4.4) se moze predsta­

vi ti u obliku 

b 
y(x) = f(x) - A J R(x,t;A)f(t)dt. 

a 

Jedan metod za resavanje jednacine (2.1.1) zasniva se 

na aproksimaciji jezgra K pomocu degenerisanog jezgra K, tako 

da se urnesto jednacine (2.1.1) resava, prethodno izlozenim po­

stupkom, jednacina 

(2. 4. 7) 
b . 

y(x) = f(x) +A /K(x,tJy(t)dt. 
a 

Prirodno je ocekivati da ce resenje ove jednacine biti blisko 

resenju jednacine (2.1.1) ukoliko je aproksimacija jezgra K 

pomocu degenerisanog jezgra K dovoljno dobra. Pre nego sto da­

mo ocenu za gresku, navodimo tri standardna nacina za aproksi­

maciju jezgra K. 

1° Razvoj u stepeni red. Ovaj nacin je primenljiv ako 

je jezgro (x,t) ~'+K(x,t) analiticka funkcija po argurnentu x 

ili argurnentu t u dovoljno sirokoj okolini odsecka [a,bJ. 

Pretpostavimo da je K analiticka funkcija po argurnentu t u 

okolini tacke c£[a,bJ koja obuhvata segment [a,bJ, tj. u obla­

sti lt-cl<r, gde je r>b-c. Na primer, za c=(a+b)/2 treba da je 

r> (b-a) /2. 

Na osnovu ucinjene pretpostavke, jezgro K(x,t) se moze 

razviti u stepeni red 

a 1 a2 
K(x,t) = K(x,c) + (atK(x,cl) (t-c) + 21 (-K(x,cl) (t-c) 2+ 

at2 

koji je konvergentan u oblasti lt-cl<r. Prirnetimo da su koefi­

cijenti ovog razvoja funkcije sarno od X. Uzimajuci konacan 

broj prvih clanova razvoja dobijarno aproksimaciju 

K(x,t) = K(x,t) = 

pri cemu je K degenerisano jezgro. 

Slicno se postupa i u slucaju kada je K analiticka funk­

cija od x. 
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Primer 2.4.1. Neka je data integralna jednacina 

1 
y(x) =sin x + I (1-x cos xt)y(t)dt. 

0 

Jezgro K(x,t)=1-x cos xt je anallticka funkcija u odnosu na oba 

argurnenta (u oblasti lxl<+~ i ltl<+~), pa se moze razviti u po­

tencijalni red, na primer, u okolini t=c=O. Tada imamo 

pa je 

a K(x,O) = 1-x, atK(x,O) 

a3 
--K(x,O) 
at 3 

0, a" --K(x,O) 
at" 

0, a2 3 --K(x,O) = x , 
at2 

-x 5 , itd., 

Primetimo da smo do ovog razvoja mogli doci prostije razvojem 

funkci je cos xt po stepenima od xt , tj. 

K(x,t) = 1- x{1- i<xt) 2 ~ 2~(xt)"- ••. } . 

Uzmimo 

K(x,t) 

tj. 

Odgovarajuca jednacina sa degenerisanim jezgrom je 

y (x) 
1 1 -

sinx +I (1-x+ 2 x 3 t 2 )y(t)dt. 
0 

Na osnovu (2.4.4) resenje ave jednacine ima oblik 

gde su c1 i c2 resenja sistema jednacina (2.4.5). Koriscenjem 

formula (2.4.6) nalazimo redom 
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All 

A21 

1 
J (1-t)·1dt 

0 

1 
f (1-t)·~ t 2 dt 

0 

1 
J 1·sin t dt 

0 

1 
1 1 

A12 J t 3 ·1dt 2' =4· 
0 

1 1 1 
24• A22 f t 3·- t 2 dt 

0 2 

1 - cos 1 0.459697, 

1 
12' 

1 
f 2 J ~t 2 sin tdt =sin 1+~cos 1 -1 "'0.1116225, 

0 

pa iz sistema (2.4.5) s1eduje c1 "'1.00307 i c2 "'0.16736, tj. 

(2.4.8) y(x) sinx + 1.00307(1-x) +0.16736x2 • 

2° Razvoj u Fourierov red. Pretpostavimo da se K(x,t) 

moze razvi ti po argumentu t u unifori!U1o konvergentan Fourier­

ov red 

K(x,t) 

gde su 

Za odgovarajucu aproksimaciju (u degenerisanom ob1iku) moze se 

uzeti kona~an odse~ak Fourierovog reda. 

S1i~no se postupa i u s1u~aju kada se K(x,t) moze razvi­

ti po x u Fourierov red. 

0 3 Interpo1acioni metod. Na segmentu [a,bJ izaberimo n 

interpo1acionih ~vorova t 1 ,t2 , ..• ,tn i konstruisimo, na primer, 

Lagrangeov interpo1acioni po1inom za jezgro K. Dak1e, imamo 

K(x,t) "' K(x,t) = 
n 
l: K(x,tk) 

k=1 (t-tk)w'(tk) 

w(t) 

Metod degenerisanog jezgra se os1anja na tvrajenju s1e­

dece teoreme koja daje ocenu greske resenja. 
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Teorema 2.4.1. Neka je R(x,t;A) rezolventa jednacine (2.4.7) 

i neka postoje pozi ti vne konstante M i m takve da je 

b b 
I IR(x,t;A) ldt <M, 

a 
I IK(x,t)-K(x,t) ldt<m, IAim<l+IAIM) < 1. 

a 

Tada jednacina (2.1.1) ima jedinstveno :r;esenje XH-Y (x) 

i pri tome vaZi 

(2. 4.9) 
FIAim<l+IAIM> 2 

ly<x>- y(xll ~ 1-)Aim<l+)A)Ml 

gde je F maxlf<x>l. 
a~x~b 

Dokaz. Pretpostavimo da jednacina (2.2.1) ima ogranice­

no resenje y, tj. da je 

suply (x) I 
~x~b 

Neka je, dalje, y resenje jednacine (2.4.7). Aka definisemo 

funkci je g i h pomocu 

(2. 4. 10) 

imamo 

i 

g(x) 
b 

f(x) + A r (K(x,t) - K(x,t) )y (t)dt, 
a 

h (x) g (x) - f (x) , 

b 
y(x) g(x) + A r K(x,t)y(t)dt 

y(x) - y(x) 

a 

b 
h(x) +A r K(x,t)(y(t)- y(t))dt, 

a 

odakle sleduje 

(2.4.11) 

i 

(2. 4. 12) 

y (x) 
b 

g(x) ~ A ! R(x,t;A)g(t)dt 
a 

b 
y(x)-y(x) h(x) - A ! R(x,t;A)h(t)dt. 

a 
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Na osnovu (2.4.10) irnarno 

b 
lg<x>l,:;, lf<x>l + IAI! IK(x,t)- K(x,tll·ly(tlldt 

a 

,:;,F+ IAirnY=G, 

ana osnovu (2.4.11) 

b 
ly(xll ,:;,lg(xli+IAI! IR(x,t;All·lg(tlldt,:;,G(l+IAIM), 

a 

odak le nalazirno 

Y,:;, (F + IAimY) (1+IAIMl, 

tj. 

F ( 1 + I A I M) 
(2. 4.13) y ,:;, ---------------

1 - I A I rn ( 1 + I A I M) 

StO znaci da je resenje Xt·+y (X) zaista ograniceno za SVakU ogra­

nicenu funkciju f. Ova cinjenica ukazuje na to da vrednost za 

A, data uslovorn teoreme, ne moze biti sopstvena vrednost jezgra 

K, sto dalje znaci da jednacina (2.2.1) ima jedinstveno resenje. 

Zaista, ako bi A bila sopstvena vrednost jezgra K, kojoj odgova­

ra sopstvena funkcija x~ys(x) (sa tacnoscu od multiplikativne 

konstante), tada nehornogena jednacina (2.2.1) ne bi imala jedin­

stveno resenje. Nairne, ako je Xl-+y(x) jedno njeno resenje to ce 

onda i funkcija x~-+-y (xj+cys (x), gde je c proizvoljna konstanta, 

biti takodje njeno resenje. Naravno, ovakvo jednopararnetarsko re­

senje moze se izboron. konstante c, uciniti vecim od bilo koje 

date kOnStante Y 1 StO je U kontradikCiji Sa (2 .4.13) • 

Da bisrno dokazali nejednakost (2.4.9) primetimo dana os­

novu (2.4.10) i datog uslova u teorerni imarno 

I h ( x) I ~ I A I mY. 

S druge strane, na osnovu (2. 4.12) imarno 

b 
ly(x)-y{xll ~lhCxll + IAI! IR(x,t;All·lhCtlldt, 

a 
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odakle, na osnovu prethodnog, sleduje 

ly<xl-y<x>l ~ l>-lmY(1+1>-IMl. 

Najzad, poslednja nejednakost i nejednakost (2.4.13) daju 

(2. 4. 9) • 

Pored nejednakosti (2.4.9), za ooenu greske koja se cini 

kod primene ovog metoda, koristi se jos jedna nejednakost koja 

daje ooenu za normu greske II y- y II u izabranom funkcionalnom 

prostoru X. 

Neka je K(x,t)=K(x,t)+E(x,t). Za >-=1, sa ~(x,t) i RK(x,t) 

oznacimo rezolvente od K i K respektivno. Nadalje sa II K II, II K II 
i II E II oznacimo norme operator a sa odgovarajuCim jezgrima K, K 
i E. Moze se pokazati da je 

(2. 4 .14) II y - y II ~ ( 1 + II ~II ) ( 1 + II Ri( II ) II E II ·II f II , 

gde je 

i 
II i<ll 

II Ri(ll ~ 1-l>-l·lli<ll 

Na primer, ako je X prostor neprekidnih funkcija imamo 

b 
II K II = max ! I K ( x , t) I d t, II f II = max I f ( x) I • 

a~~ a a~x~b 

Ako je, medjutim, X prostor L2 imamo 

bb 
II Kll ~ (!! K(x,t) 2 dxdt)

112
, II fll 

a a 

b 
(! f(x) 2 dx) 1/ 2 • 
a 

Primenom formule (2.4.11) ocenimo normu greske u prostoru 

L2 za resenje (2.4.8). 

Kako je 

1 1 
II K II ~ ! ! (1- x cos xt) 2 dx dt) 

1
/

2 

00 
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5 1/2 
1 2 1 . 2 ) 06 (2 cos 1 - 8 cos + T6 s~n - 6 < · • , 

1 1 
II Ell ~ f f 5~6 xlO tBdx dt) 1/2 

0 0 

1 -3 
----- < 4.2•10 1 

niTI 

II f II 
1 1/2 ( f sin2 xdx) t(2 -,sin2) 1/ 2 

< 0.523, 
0 

i :>..=1, II ~II ~ 1.5, II RK II ~ 1.5, imamo 

-3 11 y-yll < (l+l.5)·(l+L5l·4.2·1o ·0.523 < o.o14. 

9.1. PB.OJEKCIONO-VAB.LTACIONI METOD! 

U ovom poglavlju razmatracemo neke klase pribliznih ana­

litickih metoda, tzv. projekciono-varijacionih metoda, za resava­

nje linearnih operatorskih jednacina u Hilbertovom prostoru. Kao 

primeri jednacina pojavice se obicne i parcijalne diferencijalne 

jednacine sa odredjenim konturnim uslovima, kao i neke integral­

ne jednacine. Najvecu paznju posveticemo varijacionom pristupu 

u resavanju probl~ma, uz poseban naglasak na Ritzov metod. Tako­

dje, dacemo i osnovne principe opsteg projekcionog metoda, tzv. 

metoda momenata, i ukazati na neke specijalne slucajeve ovog me­

toda, kakvi su, na primer, Galerkinov metod, metod najmanjih 

kvadrata, i metod poklapanja ili metod kolokacije kako se cesto 

naziva. 
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9.1.1. Uvod 

Neka je data linearna operatorska jednacina 

( 3. 1. 1) Au = f 

na realnom, separabilnomt Hilbertovom prostoru X. 

Pretpostavimo da jednacina (3.1.1) ima j~dinstveno rese­

nje u
0 

i neka je konstruisana funkcionela F: X-> R, koja dostize 

minimum jedino u tacki u=u
0

• Tada se problem resavanja jednaci­

ne (3.1.1) moze zameniti ekvivalentnim problemom minimizacije 

funkcionele F. Metodi zasnovani na ovoj ideji, nazivaju se va­

rijacionim. U nasem izlaganju zadrzacemo se samo na Ritzovom 

metodu, koji se siroko primenjuje za resavanje k0nturnih prob­

lema, kako kod obicnih diferencijalnih jednacina, tako i kod 

parcijalnih jednacina. Vaznu primenu nalazi i kod integralnih 

jednacina. 

Navescemo sada neke definicije i teoreme, koje se odnose 

na linearne operatore u Hilbertovom prostoru (opsirnije videti, 

na primer, [lJ, C3J, [23J). 

Neka je A linearan ograniceni operator na X. 

Definicija 3.1.1. za operator A*, definisah na X, kaze se da 

je adjungovan operatoru A, ako je za svako u,vcX 

(Au,v) = (u,A*v). 

Teorema 3.1.1. Adjungovan operator A* je linearan i ogranicen 

operator, pri cemu je II A* II = II All 

t uetricki prostor se naziva separabilnim, ako u njemu postoji 
najvise prebrojiv svuda gust podskup. 
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Definicija 3.1.2. Ako je A* = A, tj. 

(Au,v) (u,Av) ( V u,ve:x), 

za operator A se kaze da je sebi adjungovan. 

Teorema 3.1.2. Ako je A sebi adjungovan operator, tada je 

II Ail sup I (Au,u) j. 
II ull =1 

za operator A, koji je sebi adjungovan, uvodi se pojam 

gornje i donje granice pomocu 

(3.1.2) MA sup (Au,u) i rnA inf (Au,u). 

II ull =1 II ull =1 

Primetimo da se tad_a, norma moze predstaviti u obliku 

Takodje, iz (3.1.2) sleduje 

(3.1. 3) ( 'rJ UEX). 

Definicija 3.1,3. Sebi adjungovan operator A naziva se pozitivan 

ili pozitivno definisan (definitan) ako je rnA> 0. 

Na osnovu (3.1.3) zaklju~ujemo da je kod pozitivnog ope­

ratora (Au,u)=O ako i samo ako je u=e. Nije tesko pokazati da 
-1 

pozitivan operator A ima inverzan operator A , za koji je 

Napomenimo da jedna~ina (3.1.1) sa pozitivnim operatorom A ima 

jedinstveno resenje za svako fEX. 

Sledeca definicija ne zahteva ograni~enost operatora. 
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Definicija 3.1.4. Linearan operator A definisan na nekom svuda 

gustom podskupu D(CX), naziva se simetricnim, ako je za svako 

u,v£0 

(Au,v) = (u,Av). 
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Primetimo da je ·sebi adjungovan operator specijalan slu­

caj simetricnog operatora. Nairne, on je ograniceni simetricni 

operator, kod koga je D=X. Napomenimo da se D, kao oblast defi­

nisanosti operatora A oznacava sa D(A), a odgovarajuci skup vred­

nosti operatora A sa R(A) • 

u daljem tekstu razmotricemo dva izuzetno vazna primera. 

Prvi primer se odnosi na konturne probleme kod obicnih diferenci­

jalnih jednacina, a drugi na probleme kod parcijalnih jednacina. 

Primer 3.1.1. Neka je operator A definisan na skupu dvaput ne­

prekidno diferencijabilnih funkcija na Ca,bJ koje se anuliraju 

u krajnjim tackama, tj. na 

D(A) = {y I yeC 2 ca,bJ, y(a) y(b) 0}, 

pomocu 

Ay - :x{py') + qy, 

gde su 

pec 1 Ca,bJ, qeCCa,bJ, p (x) ~p0 > 0, q (x) > 0 (xe Ca,bJ). 

Lako je pokazati da je operator A linearan. 

Posmatrajmo D(A) kao podskup u L2 (a,b). Moze se pokazati 

da je D(A) svuda gust u prostoru L2 (a,b) (videti, na primer clJ). 

Neka je u L2 (a,b) uveden skalarni proizvod na standardan 

nacin 

(f ,g) 

11 Numericka analiza III deo 

b 
Tf(x)g{x)dx 
a 

(f ,geL2 (a,b)). 
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Operator A je simetrican. Zaista 1 za proizvoljno 

y 1 zED(A) 1 imamo 

tj. 

b d 
(Ay 1 z) = f [ - dx (py 1 ) + qyJ zdx 

a 

b -pylzl + a 

b 
f py 1 z 1 dx + 

a 

b 
f qyzdx 

a 

b (-py 1 z + pyz 1 ll + a 

b 
f [-, d~ (pz 1

) + qzJydx 1 

a 

(Ay 1 z) = (y 1 Az) . 

Dokazacemo sada da je operator A pozitivno definisan 1 

u tom smislu da postoji konstanta y > 0 1 takva da je 

(3 .1. 4) ( Ay I y) ~ y II y II 2 ( \fYED(A)). 

Kako je 1 za proizvoljno yED(A) 1 

(Ayly) 
b b 

- f (py 1
) 

1 ydx + fqy 2dx 
a a 

b 
-py

1
yla + 

b b 
fpy 12dx + f qy 2dx 

a a 

i p(x) ~p0 >0 za svako XE[a 1 bJ 1 imamo 

(3.1.5) 
b 

(Ayly) ~p0 fy 12dx. 
a 

S druge stranel kako je y(a)=0 1 koriscenjem Cauchyeve 

nejednakosti imamo 
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a+b 

IY(X) 1
2 = ( !y'dt r ~ (x-a) !y' 2 dt ~ (x-a) l y' 2 dt 

1 za svako xcca, 2 (a+b)J, odakle integracijom dobijamo 

a+b a+b 
-2- -2-

/ y 2 dx ~ i(b-a) 2 f y' 2 dx. 
a a 

163 

Analognu nejednakost mozemo dobiti i za segment [~(a+b) ,bJ, pa 

zakljucujemo da vazi 

b 1 
f y 2 dx ~ a(b-a) 2 

a 

Ova nejednakost moze se poboljsati. Nairne, moze se pokazati da 

je najbolja konstanta l/rr 2 (umesto 1/8). 

Koriscenjem poslednje nejednakosti, iz (3.1.5) sleduje 

(Ay,y) > 

tj. ( 3. 1. 4) sa y 

apo II Y II 2 

(b-a) 2 

> 0. 

Pximedba 3.1.1. Za pozitivnost operatora A iz prethodnog pri­

mera, uslov q(x) > O(xcCa,bJ) nije neophodan. Nairne, neka je 

min q(x) =q
0

• Tada je, na osnovu prethodnog, 

b b 
(Ay,y) f py' 2 dx + f qy 2 dx 

a 

sto znaci da se moze uzeti 

y 
8po 

+ qo > 0. 
(b-a) 2 

a 

Primetimo da q
0 

moze biti i negativno. 

11* 
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Primedba 3.1.2. Uslov (3.1.4) obezbedjuje egzistenciju inverz­

nog operatora. Zaista, ako je Ay=a, iz (3.1.4) sleduje y=a. 

Primedba 3.1.3. Ako je operator A iz prime~a 3.1.1 definisan 

na skupu 

tada je on takodje simetrican i pozitivno definisan na o1 (A). 

Primer 3.1.2. Neka je G ogranicena otvorena oblast dvodimenzio­

nalnog euklidovog prostora sa deo po deo glatkom granicom r i 

neka je q neprekidna funkcija na G=G U r. Neka je, dalje, 

X=L2 (G) i D (A) skup funkcija u , koje zadovoljavaju us love: 

u, ux' uy neprekidni na G; 

2° uxx' uxy' uyy neprekidni u G i pripadaju L2 (G); 

3° u(x,y)=O, kada (x,y)er. 

Operator A definisan na D(A), pomocu 

.Au (a2 u a2 u -flu + qu = - -- + --) + qu , 
ax2 ayz 

poseduje osobinu simetricnosti, pri cemu je 

(Au,v) 

Neka je q 0 =min q (x,y) . Koriscenjem nejednakosti (videti 

[ 17 ]) 

II ull 2 = 

gde je P povrsina oblasti GiL duzina luka krive r, dobijamo 

da je (Au,u) ~ y II uJI 2, gde je 

y 

Dakle, operator je pozitivno definisan na D(A), ako je q
0 

takvo 

da je zadovoljen uslov y > 0. 
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9.1.2. VarUacloDI prllu u relaYaDju operatontlh Jecl!aKbua 

u cilju resavanja jednacine (3.1.1), definisirno funkcio­

nelu F:X .... R pornocu 

(3.2.1) F(u) (Au,u) - 2 (u,f) • 

Teorerna 3.2.1. Neka je A pozitivan operator. Da bi u0£X bilo 

resenje jednacine (3.1.1) 1 p0trebn0 je i d0V0ljn0 da funkcio­

nela F irna najrnanju vrednost za u=u0 . 

Dokatz. Neka u,v£X i t£R. Tada je 

(3.2.2) F(u+tv) (A(u+tv) ,u+tv) - 2(u+tv,f) 

F(u) + 2t(Au-f,v) + t 2 (Av,v), 

s obzirorn na jednakost (Av,u)=(v,Au)=(Au,v). 

Neka je u=uo resenje jednacine (3.1.1). Tada iz (3.2.2) I 

za t=l, sleduje 

(3 .2 .3) 

Kako se proizvoljna tacka wEX maze predstaviti u obliku w=u0+v, 

na osnovu (3.2.3) zakljucujerno da F postize najrnanju vrednost 

u tacki u0 • 

Pretpostavirno sada obrnuto. Nairne, neka F postize najrna­

nju vrednost za u=u0 , tj. neka je F(u0+tv)~F(u0 ) za svako tER 

i syako vtX. Posrnatrajrno funkciju h , definisanu sa 

Kako, po pretpostavci, funkcija h postize najrnanju vrednost za 

t=O, zakljucujerno da rno.ra biti (Au0-f,v)=O, odakle, zbog proiz­

voljnosti tacke v, sleduje da je u0 resenje jednacine (3.1.1). 

Ovirn, je dakaz teorerne zavrsen. 

Definicija 3.2.1. Za niz {un}n£N kazerno da je rninirnizirajuci za 

funkcionelu F, ako je 
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min F(u) • 

Teorema 3.2.2. Ako je A pozitivan operator, svaki minimiziraju­

ci niz {un}nt:N konvergira ka resenju jednacine (3.1.1). 

Dokaz. Ako u (3.2.3) stavimo v=un-u0 , gde je u0 resenje 

jednacine (3.1.1), dobijamo 

Kako je, na osnovu teoreme 3.2.1, F(u
0

)=minF(u) i kak.o je niz 

{un}nt:N minimi~irajuci, imamo F(un) ~F(u0 ) (n~+~), tj. 

(3.2. 4) 

Ako stavimo u=un-u
0

, iz (3.1.3) sleduje 

sto zajedno sa (3.2.4) daje ~~uo (n~+~). 

9.1.1. Rltsov metod 

U ovom odeljku razmotricemo Ritzov metod za priblizno 

resavanje jedna~ine (3.1.1), koji je zasnovan na minimizaciji 

funk.cionele (3.2.1). Pri ovome pretpostavljamo da je operator 

A pozitivan. 

U prostoru X izaberimo proizvoljan sistem linearno neza­

visnih vektora {vk}kt:N' kompletan u tom smislu da u prostoru X 

ne postoji nijedan vektor v 'f 9, koji je istovremeno ortogonalan 

sa svim vektorima vk(k=1,2, •.• ). 

Uzimajuci Bn={v1 , .•. ,vn} za bazu, konstruisimo n-dimen­

zionalni podprostor Xn=L(Bn) i u njemu potrazimo ta~ku un u ko­

joj funkcionela F, definisana sa (3.2.1), ima najmanju vrednost. 

S obzirom da svako ut:Xn ima reprezentaciju 
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(3. 3.1) 

problem odredjivanja tacke u=un u kojoj F postize najmanju vred­

nost svodi se na odredjivanje koeficijenata ck (k=1, .•• ,n) iz 

uslova da funkcija ~. definisana sa 

~ (c 1 , ... ,en) 

n n n 
E E c.ck(Av. ,vk)- 2 E ck(vk,f), 

i=1 k=1 ~ ~ k=1 

postize najmanju vrednost na Rn. Kako funkcija ~ ima neprekidne 

parcijalne izvode u svim tackama prostora Rn, to je najmanja 

vrednost funkcije ~ istovremeno i minimum ove funkcije. Tada, 

iz uslova 

0 (k=1 1 • • • ,n) I 

dobijamo sistem linearnih algebarskih jednacina 

(3.3.2) 
n 

. E (Avi,vk)ci 
~=1 

(k=1, •.• ,n). 

Da bismo dokazali da sistem (3.3.2) ima jedinstveno rese­

nje, dovoljno je dokazati da odgovarajuci homogeni sistem 

(3.3.3) 
n 

.E (Avi,vk)ci = 0 
~=1 

(k=1, ... ,n) 

ima same trivijalna resenja ci=O (i=1, •.. ,n). 

s obzirom da se sistem jednacina (3.3.3) moze predstavi­

ti u obliku 

n 
(A(_E civi), vk) 

~=1 

0 (k=1, ••• ,n) 

Fl 

zakljucujemo da je vektor Av, gde smo stavili v = E c.v. 
i=1 ~ ~ 

(ci su resenja sistema (3.3.3)), ortogonalan sa svim vektorima 

vk (k=1, ••. ,n). stavise, tada je vektor Av ortogonalan sa svim 
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vektorirna iz Xn, pa i sa vektororn v. Zbog pretpostavke o pozi­

tivnosti operatora A, iz (Av,v)=O sleduje v=a, ito daje ci = 0 

(i=1, ••• ,n), s obzirorn da su vektori v 1 , ••• ,vn linearno nezavisni. 

Dakle, za odredjivanje pribliznog resenja jednacine (3.1.1) 

u = n 

treba prethodno resiti sistern linearnih jednacina (3.3.2). 

Prethodno~Avedeni rezultati vaze i u opstijern slucaju. 

Pretpostavirno da je u jednacini (3.1.1) operator A sirnetrican i 

definisan na skupu D(A) svuda gustorn u X. Na dalje, neka je A 

pozitivno definisan u srnislu (3.1.4). Tada, ocigledno, postoji 

A-l i jednacina 

(3. 3. 4) Au = f 

irna jedinstveno resenje za svako f£R(A) • 

Pod navedenirn uslovirna, tvrdjenja teorerna 3.2.1 i 3.2.2 

ostaju u vaznosti, s tim sto sada funkcionelu F:D(A) +R, treba 

rninirnizirati na D(A). 

Kod prirnene Ritzovog metoda, sistern linearno nezavisnih 

vektora {vk}k£N treba izabrati tako da VkED(A) i da je ovaj si­

stern kornpletan u D(A), u torn srnislu da za svako u£D(A) i svako 

E > 0 postoje prirodan broj n i vektor V£Xn (Xn lineal nad bazorn 

{v1 , •.• ,vn}) takvi da je 

(3. 3.5) (A(v-u) ,v-u) <E. 

Na osnovu (3.1.4) i poslednje nejednakosti dobijarno 

odakle, s obzirorn da je E proizvoljno, sleduje da svako U£D(A) 

pripada i adherenciji od Xn' tj. Xn je svuda gust u D(A). 

Dokazirno aada konvergenciju niza pribliznih re~enja {un} 

koji se dobija prirnenorn Ritzovog metoda na resavanje jednacine 
(3.3.4). 
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min F(u) ,;:, min F(u),;:, ..• ,;:, min F(u),;:, ..• ?_ min F(u), 
UEXl UEX2 UEXn UED(A) 

tj. 

(3.3.6) 

gde je uo resenje jednacine (3.3.4). 

Za proizvoljno malo E > 0 izaberimo m i VEXm tako da je 

(3.3.7) 

S druge strane, na osnovu (videti (3.2.3)) 

za v=um i nejednakosti (3.3.7) imamo 

odakle je, s obzirom na (3.3.6), 

(\/n,;:,m). 

Iz poslednjih nejednakosti sleduje konvergencija niza {un}nEN" 

9.8.4. Neb prlmeae RltSOYog metoda 

Posmatrajmo konturni problem za linearnu diferencijalnu 

jednacinu drugog reda u Sturm-Liouvilleovom obliku 

(3.4.1) d dti 
dx(p(x)dx) - q(x)u = g(x), 

u(a) = A, u(b) = B. 

Pod pretpostavkom da je 

1 
ptC [a 1bJ, q,gEC[a,bJ, P.(x),;:,p

0
>0, q(x)>O (XE [a ,bJ) 1 
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moguce je Ritzovim metodom naci priblizno resenje konturnog 

problema (3.4.1). 

Uvodjenjem srnene u=y+z, gde je 

z(x) =A+~ = !<x - a), 

konturni problem (3.4.1) se svodi na problem 

(3.4.2) 

gde je 

d~(p(x)y') + q(x)y = f(x), y(a) y(b) 

f(x) - JL(p(x)z') - q(x)z - g(x) dx 

B -A( , = -b-- p (x) - q (x) (x-a)) - Aq (x) - g (x) . - a 

o, 

Definisanjem operatora A na skupu D(A), kao u primeru 

3.1.1, resavanje problema (3.4.2) se svodi na resavanje opera­
torske jednacine 

( 3 . 4 • 3) Ay = f • 

S obzirorn da je operator A simetrican i pozitivan na svuda 

gustom skupu D(A) u L 2 (a,b), jednacina (3.4.3) se moze resavati 
minimizacijom funkcionele 

(3. 4. 4) f(y) = (Ay,y) - 2(y,f) 
b 
f (py' 2 + qy 2 - 2fy)dx. 

a 

Primedba 3.4.1. Jednacina (3.4.2) je Eulerova jednacina za funk­
cionelu (3.4.4). 

Kao sto je. napornenuto u prethodnom odeljku, kod primene 

Ritzovog metoda, sistem bazisnih funkcija {vk}kEN treba da is­

punjava uslov kompletnosti u D(A). Da bi ovaj uslov bio ispu­

njen, funkcije vk je dovoljno izabrati taka da se za svako 

yED(A) i svako E > 0 moze naci linearna kornbinacija (sa konac­
nim n) 

n 
z(x) E akvk(x), 

k=1 . 
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takva da je 

max{lz(x)-y(x)l, lz'(x)-y'(xlll <£ ( \J XE [a 1 b] ) , 

Tada je uslov oblika (3.3.5) ispunjen. Zaista, imarno 

(A(z-y),z-y) 

b 

b 
f (p ( z '-y') 2 + q ( z-y) 2 ) dx < M£ 2 , 

a 

gde smo stavili M = f (p (x) +q (x)) dx ( < + "') • 
a 
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Sistemi bazisnih funkcija, koji ispunjavaju prethodni 

uslov i koji se najcesce koriste kod primene Ritzovog metoda su 

10 k 
(k=1,2, ••• ); vk(x) = (x-a) (b-x) 

20 vk(x) = sin krr (x-a) 
b-a (k=l,2, ••• ) • 

Primer 3.4.1. Primenom Ritzovog metoda odredicemo priblizno re­

senje konturnog problema 

(3.4.5) u" - ( 1 +x2 ) u + x ( 1 +x2 ) = 1 , u ( -1) = -1 , u ( 1) = 1. 

Smenom u=y+z, gde je z(x)=x, dati konturni problem se 

svodi na problem (3.4.2), gde su 

p(x) = 1, q(x) = l+x2 , f(x) =-1. 

Izaberimo sistem funkcija vk(x)=1-x
2

k (k=1,2, ••• ). Neka 

je n=2, tj. neka priblizno resenje trazimo u obliku 

y 2 (x) = c 1 (1-x2 ) + c 2 (1-x4). 

d2 
Primenom operatora A=---+ (1+x2 ) na v 1 i v2 dobijarno 

dx2 

Kako je 
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sistem (3.3.2) postaje 

13c1 + 194c _2_ 
11 2 2 , 

odakle dobijamo c 1 ~ -0.3217 i c2 ~ -0.01805. 

Dakle, priblizno resenje konturnog problema (3.4.5) je 

u2 (x)=y2 (x)+z(x) ~ -0.3398+x+0.3217x2 +0.01805x4 • 

Primedba 3.4.2. Kod resavanja opstijeg konturnog problema 

- ...!!. (py,) + qy f , dx 

ay(a) + y'(a) = 0, f3y(b) + y'(b) 0 

treba minimizirati furikcionelu 

b 
F(y) = I (py' 2 +qy2 -2fy)dx-ap(a)y(a) 2 +f3p(b)y(b) 2 • 

a 

Ritzov metod se maze primeniti i na resavanje konturnih 

problema kod parcijalnih diferencijalnih jednacina. Ilustrujmo 
to na jednom primeru. 

Primer 3.4.2. Odredimo priblizno resenje Laplaceove jednacine 

u oblasti G={(x,y)jx>O,y>O,x+y<l}, koje zadovoljava uslov 

u(x,y) = x2 + y 2 ((x,y)Ef), 

gde je r granica oblasti G. 

Uvodjenjem smene u=w+x2 +y 2 , ovaj problem se svodi na 

Aw = -6w = 4, w(x,y) = 0 ((x,y)Er). 

Osobine operatora A date su u primeru 3.1.2. Izaberimo sistem 
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funkcija 

i potrazimo resenje za n=3, tj. u obliku 

Prethodno izracunajmo integral 

k m 
Ik = I I x y (1-x-y)dxdy 

m G 
(k,m£N). 

Sukcesivnom integracijom nalazimo 

1 
I = I 

km 
0 

1-x k m m m+1 · 1 
I x y [ (1-x)y -y Jdxdy = (m+l) (m+2) 

0 0 

k!m! 1km = (k+m+3)! (k,m£N). 

Kako je 

imamo redom 

(Av1 ,v3 ) 2 (!22+!13) 
1 (Av2 ,v1 ) 1 

252, 252, 

(Av2 ,v2 ) 2 (!41+123) + 6!32 - 2122 
1 

504 , 

(Av2 ,v
3 ) 2 (!32+!14) + 6123 - 21 13 

1 
840 , 

(Av
3

,v1 ) 1 (Av
3

,v2 ) 252 , 

Takodje je, 

1 
= 840 , 

1 
840 • 

1 
252 , 

173 
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pa sis tern linearnih jednacina {3.3.2) postaje 

1 1 + 1 1 
90 c1 + 252 c2 252 c3 30 , 

1 1 1 1 
252 c1 + 504 c2 + 840 c3 90 , 

1 1 1 1 
252 c1 + 840 c2 + 504 c3 90, 

odakle, zbog simetrije, sleduje c2=c 3 • Stavlja.juci u prve dve 

jednacine ovog sistema c 3=c2 , dobijamo 

14 . 7 
odakle je c 1 = 3 ~ c2 =- 3 · 

Dakle, priblizno resenje datog konturnog problema je 

u 3 {x,y) x2 + y2 + w3{x,y) 

x 2 + y 2 + ~ xy {1-x-y) {2-x-y). 

Ritzov metod ima vaznu primenu kod odredjivanja sopstve­

nih vektora i sopstvenih vrednosti operatora A:X +X. Nairne, ov­

de se Ritzov metod primenjuje na nalazenje netrivijalnih rese­

nja jednacine {A-AI)u=e, gde je I identicki operator u X. U 

ovom slu~aju sistem {3.3.2) postaje 

n 
. I: [ {Avi ,vk)- A{Vi ,vk) Jci 
~=1 

0 {k=1, ••• ,n), 

koji ima netrivijalna resenja ako i samo ako je 

D{A)= 

{Av1 ,v1 )-A{v1 ,v1 ) 

(Av2 ,v1 )-A(v2 ,v1 ) 

(Av1 ,vn)-A(v1 ,vn) 

(Av2 ,vn)-A(v2 ,vn) 
0 . 

Vrednosti parametra A pri kojima je D(A)=O uzimaju se kao pri­

blizne sopstvene vrednosti operatora A. 
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Primer 3.4.3. Neka je kontura r elipti~ke me~brane (51.3.4.1) 

definisana jedna~inom 

y 

2 X 

Sl. 3.4.1 

x2 
T + yz = 1 . 

Primenom Ritzo­

vog.metoda odredicemo 

priblizno prve tri 

sopstvene vrednosti 

ove membranet, tj. 

sopstvene vrednosti 

operatora A, defini­

sanog na L2 (G), po­

mocu 

Au=-llu=- (u +u ) , 
XX YY 

gde je G=int r . oso­

bine operatora A date su u primeru 3.1.2 (q=O). Za bazisne funk-

cije uzecemo 

Prethodno izra~unajmo integral 

Prelaskom na polarne .koordinate x=2r cos e, y=r sine, a zatim 

smenom sin2 e=t, poslednji integral postaje 

22k+l 

1T (k+m+1) 

1 m-1/2 _ k-1/2 _ 2 2k+1 1 1 
f t (1 t) dt- 1T(k+m+1 )B(m+2,k +2), 

0 

gde je B beta funkcija. U tabeli 3.4.1 date su vrednosti inte­

grala Ikm za O~k+m~4. 

Kako je (u,v)= If u vdxdy, pomocu 
G 

vrednosti Ikm nala-

zimo skalarne proizvode (Avi,vk) i (vi,vk) (i,k=1,2,3). Na 

primer, 

t Sopstvene funkcije (oscilacije) elipticke membrane mogu se egzaktno 
predstaviti pomotu. Mathieuovih funkcija, ali je takva reprezentacija 

veoma komplikovana. 
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Tabela 3.4.1. 

~ 0 1 2 3 4 

0 2 1/2 1/4 5/32 7/64 
1 2 1/3 1/8 1/16 
2 4 1/2 3/20 
3 10 1 
4 28 

!! (-10) (x2 +4y 2 -4)dxdy = -1011 (I 10+4r 01-4r00 l = 4011 
G 

Na taj nacin dobijamo karakteristicnu jednacinu za priblizno 

odredjivanje prve tri sopstvene vrednosti operatora A: 

10 ~A 20 4 5 1 - 3 - 3 A 3 - 3 A 3 

D(A) 411 
20 4 46 

- ~A 5 2 
0 1 3 - 3 A 3 6 TSA 

5 - .!. A 5 - ..l._ A 47 - ....!... A 3 3 6 15 24 10 

Uvodjenjem smene A=5(1-z/2), poslednja jednacina se 

svodi na jednacinu 

6z3 + 73z 2 + 124z - 96 = 0 , 

odakle resavanjem nalazimo prve tri sopstvene vrednosti 

A1 " 3.569, A2 " 12.045, A3 "29.803. 

Primedba. Ako uzmemo n=2 u Ritzovorn rnetodu dobicerno grublje 

aproksirnacije za prve dve sopstvene vrednosti. Nairne, tada irna­

rno karakteristicnu jednacinu 

10 - ~A 20 - _i A 
3 3 3 

20 i A 
3 3 

46 8 A 
3- 'S" 

0 1 
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tj. jednacinu 2
5
8 ). 2 - 88). + 2 45 = 0, odakle je 

i ).2 " 12.098. 

I.S.5. Metod momeuta 

Neka su X i Y Banachovi prostori, A linearan operator 

definisan na D(A)C Xi sa vrednostima u R(A)CY. Projekcioni 

metod za resavanje jednacine 

(3.5.1) Au f (fER(A)) 

zasniva se na zameni ove jednacine, jednacinom 

(3.5.2) P n (Aun - f) = 0 , 

koriscenjem dva niza potprostora {Xn}nEN i {Yn}nEN (~CD(A), 

YnCY) i linearnog operatora (projektora) Pn:Y+Yn koji zado­

voljava uslove 

i p Y= y 
n n (n=1 ,2,, .• ) • 

Kao priblizno resenje jednacine (3.5.1) uzima se rese­

nje jednacine (3.5.2) ~ (EXn). 

177 

Na dalje, pretpostavimo da su prostori X i Y Hilbertovi 

i (.,.) skalarni proizvod u Y. 

U D(A) i Y izaberimo nizove linearno nezavisnih vektora 

{vk}k£N i {wk}k£N respektivno. Prvi od njih nazivamo koordinat­

nim, a drugi projekcionim. Za podprostore Xn i Yn uzmimo linea­

le nad {v1 , ... ,vn} i {w1 , ... ,wn} respektivno, a za Pn operator 

ortogonalnog projektovanja (ortoprojektor Y na Yn). 

Lema 3.5.1. Za svako W£Y jednakost 

(3 .5. 3) 

i sistem jednakosti 

(3.5.4) (k=1, ••• ,n) 

su ekvivalentni. 
12 Numericka analiza Ill deo 
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Dokaz. Pretpostavimo da vazi (3.5.3). Tada je, zbog jed­

nakosti wk=Pnwk (k=l, ... ,n), 

(k=l, ... ,n) . 

Pretpostavimo sada obrnuto, tj. neka vaze jednakosti (3.4.5). 

S obziro~ da PnweYn, imamo 

pa je 

p w 
n 

n 
(P w, E akwk) 

n k=l 

n 

n 
E ak(Pnw,wk) 

k=l 

E ak (w,wk) 0 , 
k=l 

tj. (3.5.3), cime je dokaz zavrsen. 

Na osnovu dokazane leme, jednacina (3.5.2) je ekvivalen­
tna sistemu jednacina 

(3.5.5) (k=l, ••• ,n). 

Kako unEXn' to znaci da je za njegovo odredjivanje potrebno na-
61 koeficijente ck (k=l, .•• ,n) u razvoju 

(3.5.6) 

Zamenom (3.5.6) u (3.5.5) dobijamo ·sistem jednacina za 

nalazenje koeficijenata ck (k=l, .•• ,n) 

(3 .5. 7) 
n 
l: (Av1 ,wk) c1 i=l 

(k=l, ••• ,n) . 

Izlozeni metod se naziva metod momenata ili metod Galer­

kina-Petrova. Izborom nizova {vk} i {wk} dobijamo razlicite me­

tode. Ne upustaju6i se u analizu pojedinih metoda naves6emo ne­
ke od njih koji se najvise koriste u praksi. 
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Neka je X=Y i wk=vk (k=1, .•. ,n). Tada se sistem jednaci­

na (3.5.7) svodi na 

(3. 5. 8) 
n 

.1: (Avi,vk)ci 
1=1 

(k=1, •.• ,n). 

OVaj metod se naziva metod Galerkina ili metod Bubnov-Galerkina. 

Primetimo da je sistem (3.5.8) ekvivalentan sa s.istemom (3.3.2) 

kod Ritzovog metoda, ali je ovde operator A proizvoljan. 

Ako uvedemo vektor-ostatak rn=Aun-f, tada se (3.5.8) 

svodi na uslov ortogonalnosti vektora rn sa svim vektorima vk 

(k=1, ... ,n), tj. 

0 (k=1, ••• ,n) • 

Ako izaberemo wk=Avk (k=1, ..• ,n) dobijamo·metod najma­

njih kvadrata. Tada se (4.5.7) svodi na 

n 
l: (Av1 ,Avk) ci 

i=1 

u ovom slucaju imamo 

(k=1, ••• ,n). 

0 (k=1, ••• ,n). 

Primetimo da se pri ovako odredjenom un minimizira funk-

cionela 

F ( u) = II Au - f II 2 

na skupu Xn. 

Na osnovu (3.5.2) zakljucujemo da resenje un ne zavisi 

od izbora koordinatnog i projekcionog niza vektora, vee same 

od podprostora Xn i Yn. Nairne, vazi sledeca teorema. 

Teorema 3.5.1. Neka su B1={v;, ••. ,v~} i B2={wi, •.• ,w~} sistemi 

linearno nezavisnih vektora iz D(A) i Y respektivno, takvi da 

je L (B1 )'= Xn i L (B2 ): Yn. Neka je, u ovom slucaju, sis tern jed­

nacina 

(3.5.9) 

12° 

n 
I: (Av:",wk)bi 

i=1 1 
(k=l, ••• ,n) 
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analogon sistemu (3.5.7). Tada vaze tvrdjenra: 

1° u pogledu egzistencije (i je~instvenosti) resenja, 

sistemi (3.5.7) i (3.5.9) su ekvivalentni. 

2° Ako je skup {c.}._
1 

jedinstveno resenje sis-
J. J.- ' ••• 'n , 

tema (3.5.7), tada je 

(3.5 .10) 
n 
1: c.V. 

i=1 l. l. 

n 
E b.v:" 

i=1 l. l. 

gde je skup {b.}. 1 resenje sistema (3.5.9). 
J. J.= ' ••• ,n 

Dokaz. Tvrdjenje 1° sleduje iz cinjenice da je egzisten­

cija (i jedinstvenost) resenja svakog od navedenih sistema us­

lovljena egzistencijom (i jedinstvenoscu) resenja un(EXn) jedna­

cine (3.5.2). s ·obz.irom da je leva i desna strana jednakosti 

(3.5.10) resenje jednacine (3.5.2)' zakljucujemo da vazi tvr­

djenje 2°. 

Na osnovu tvrdjenja teoreme 3.5.1 zakljucujemo da trans­

formacije koordinatnog i projekcionog niza, koje ocuvavaju pod­

prostore Xn i Yn' ne menjaju resenje un. Medjutim, sa numeric­

keg stanovista, pomenute transformacije su'korisne, s obzirom 

da se njima maze uticati na stabilnost sistema linearnih jedna­

cina. Nairne, treba odabrati takve nizove {vk}kEN i {wk}kEN da 

je matrica sistema (3.5.7) dobra uslovljena. 

Ne upustajuci se u probleme vezane za izbor pomenutih 

nizova, kao ni. u dalju analizu metoda momenata, navescemo dva 

primera koji ilustruju primenu Galerkinovog metoda. 

Primer 3.5.1. Metodom Galerkina odredimo priblizno resenje kon­

turnog problema 

z" - z'cos x + zsinx sin x, 

z(-11) = z(11) = 2 

Smenom z=y+2, dati problem se svodi na problem homoge­

nim konturnim uslovima 

y" - y'cos x + ysin x =-sin x, 

y(-11) = y(11) = 0 • 
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d 2 d Uzmimo X=Y=L2 (-1T 11T), A=--- cos xdx + sin x, 
dx2 

y(1T) = 0}, 

v 1 = sin x, v2 cos x + 1, v 3 sin 2x ; v 4 = cos 2x- 1 . 

Kako je 

-sin x -cos 2x , Av2 = sin x -cos x +sin 2x , 

1 3 - 2 cos 4 - 4sin 2x - 2 cos 3x 

Av4 =-isinx- 4cos2x +icos3x, 

f = -sin x, 

sistem jednacina (3,5.8) postaje 

1 -1 0 1 
2 c1 1 

0 1 1 0 0 2 cz 

0 -1 4 0 c3 0 

1 0 0 4 c4 0 

Primetimo da je tacna resenje datog konturnog problema 

z = esip. x + 1 

Primer 3 .• 5 .2. Re~iimo integralnu jednacinu 

1 
y(x) x + f xty(t)dt 

-1 
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metodom Galerkina uzimajuci za bazisne funkcije Legendreove 

polinome, tj. vk(x)=Pk_ 1 (x) (k=1,2, ... ). Neka je X=Y=L2 (-1,1), 

operator A, definisan na D(A)=CC-1,1J pomocu 

1 
Ay y - f xty (t)dt 

-1 

i neka je n=3. Kako je 

v1 1 ' v2 X t v3 

Av1 1 Av2 = 1 Av3 = ' 3x' 

!(3x2 - 1)' 2 

= !(3x2 - 1) 2 

i f(x)=x, sistem jednacina (3.5.8) postaje 

2 0 0 c1 0 

0 2 0 2 
9 c2 3 

0 0 
2 0 5 c3 

odakle dobijamo c 1=0, c 2=3, c 3=o, tj, y 3 (x)=3x. 

Na kraju navedimo jos jedan metod za priblizno resavanje 

jednacine (3.5.1). Neka su Xi Y, kao sto smo na pocetku odelj­

ka pretpostavili, Banachovi prostori. U D(A) izaberimo koordi­

natni niz vektora {vk}kEN' a za projekcioni niz {wk}kEN linear­

ne funkcionele definisane naY (wk su dakle, elementi konjugo­

vanog prostora Y*). Prema ovom metodu, koeficijenti u pribliz­

nom resenju 

odredjuju se iz sistema jednacina 

(k=1, ••• ,n), 

tj. 

(3.5.11) (k=1, ••• ,n). 
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Razmotricemo sada jedan specijalan slucaj ovog metoda, 

koji se naziva metod poklapanja ili metod kolokacije. 
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Neka je Y=CCa,bJ i neka su funkcionele wk: cca,bJ + R de­

finisane pomocu 

gde je {x1 , ••. ,xn} zadat sistem cvorova na ca,bJ. Za resavanje 

konturnog problema 

y" + py' + qy = f, y (a) = y (b) = 0 , 

gde su p,q,f date neprekidne funkcije na Ca,bJ, pomocu metoda 

poklapanja uzimarno X=Y=CCa,bJ, D(A)={yiy£C2 Ca,bJ, y(a)=y(b)=O}, 

Ay=y"+py'+qy. Za koordinatni niz mozemo uzeti, na primer, 

k-1 
vk (x) = (x-a) (b~x) x (k=1 ,2, ••• ) • 

Izborom razlicitih cvorova xk (k=1, ••• ,n) na segmentu ca,bJ, 

sistem (3.5.11) postaje 

Ayl x=xk (k=1, ••• ,n), 

tj. 

n 
(3. 5.12) i;,

1 
ci cvi (xk) +p (xk)"ir i (xk) +q (xk) vi (xk) J=f (xk) (k=1 , ... ,n). 

Primer 3.5.3. Neka je dat konturni problem 

y" +(1 + x 2 )y + 1 = 0, y(-1) = y(1) 0 

Izborom bazisnih f~kcija v1~1-x2 i v 2=x2 (1-x) i cvorova 

x 1=0 i x 2 =i i resavajuci sistem jednacina (3.5.12) dobijamo 

Primedba 3.5.1. Metod kolokacije moze se formalno dobiti iz me­

~oda mome~ata uzimajuci za projekcioni niz funkcije wk(x)=o(x-xk) 

(k=1, ••• ,ri), gde je o Diracova funkcija. 
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ZADACI SA PISMENm ISPITA * 

01 (7. VI 1973.) 

1.1. Funkciju x -+ f (x) = x4 aproksirnirati alsebarskim polinomom drusog stepena na 
segmentu [0,:2) 

1° srednjekvadratnorn aproksirnacijom I odrediti velieinu najbolje apruksimacije; 

2° Lanczosovom ekonomizacijom pomotu Cebilevljevih polinoma i na~i maksimalno od­
stupanje. 

1.2. Date su nesingularne matrice A i X0 . Neka je F0 = I -· X0 A (I jednaeina matrica) 
i X0 takva mat rica da je II; 0 il <; q < 1. 

I 0 Dokazati jednakost 

A" 1=(1 +F 0 +F! + ... )Xo; 

:2° lspitati konvergenciju iterutlvnog procesa za nalatenje inverzne matrice od A 

(k = 0,1, ... ). 

1.3.-lzvesti formulu l'ebilevljevog tipa 

fl/2 
f. f(x) cosx dx =A (f(x 1) + f(x2) + f(x 3)) + RJ (0, 

-fl /2 

a zatim prlmenom ove formule pribluno izraeunati 

"/lcos x 
f --2 dx. 

o 3+x 

1.4. Oat je sistem jednatina 

Fa (x,y)=x2 +y~ +x- 1.441 =0. 

F2 (x,y) = x3 + y2 + y- 2.411 = 0. 

Pola~i sa x(O) = 0 i y(o) = I. odrcditi xU> i y(l) prlmenom 

1° Newtonovog metoda; 

2° modifikovanog N~wtonovog metoda. 

----'-' --- ·-
0 -'k na1iza se predaje pocev ad 

*) Na E1ektronskom faku~tetu u _Nl.SU, ml~7rl.c ~e~eta OBRADA INFORMACIJA (VII 
sko1ske 1971/72. godl.ne~ naJpre u ok l.~ ~ NUMERICKA ANALIZA I(VII semes­
i'Vrii semestar), a zatl.m kroz dva pre teri Ovde su dati ispitni zadaciiz 
tar) i NUMERICKA AN~IZdAOIIO <r~~~ ~e:Pe~i~ 1977 pri cemu su koriscene skra-
ovih p:t:·edmeta za perl.o JUnl. 

0 
• ' 

cenice OI, NAI i NAII za odgovaraJuce predmete. 

187 
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I.S. Data je diferencijalna jednacina y' +(I + €e- 2 x) y = 1, gde je € realni parametar, 
tak.av da je 1€ I< I. Odrediti re~nje ove jednatine u obliku 

pri cemu je Yo (0) = 1. 

01 (7. IX 1973.) 

2.1. U skupu polinoma ne vUeg stepena od petog aproksimirati funkciju x -+ f (x) = x 6 

na seg~nentu [-I, I J mini-max metodom i odrediti maksimalno odstupanje. 

2 2 F k .. f( ) X+ I3 k. . . L . . I . . I" . . un CIJU x-+ x =~ apro sumratl · agrangeovtm mte~p6 aciOmm po.momom 

treceg stepena uzimajuci za cvorove intcrpolacijc tacke cije su apscise 0,1, 2, 3. Na osno­
vu toga pribliino izratunati f (1.5) i naci gre8ku aproskimacije za x = I.5. Tak.ode, prime­
nom Aitkenovog postupka izracunati f (1.5). 

2.3. Oat je Cauchyev problemy'= x- y, y (0) = 2. 

I 0 Metod om sukcesivnih aproksimacija naci prve tri iteracije; 

2° Eulerovim metodom sa h = 0.5 pribliZno izratunati y (2). 

2.4. Oat je iterativni proces 

za nalaienje A ·- 1 , gde je B 1 data mat rica. 

I 0 Dokazati da je proccs (I) analogan Newtonovom metodu za izracunavanje reciprocne 
vrednosti datog broja; . 

21-1 
2° Ako se uvede Ck = I - ABk. dokazati da je C k = C 1 • 

3° Dokazati da je dovoljan uslov za konvergenciju iterativnog procesa (1) da sopstvene 
vrednosti matrice C 1 Ide u jedinicnom krugu. 

2.5. Ako u nekom krugu sa centrom u koordinatnom pocetkujednacina 

f(x)=a0 +a1x+a2x 2 + ... =0 

imajedinstven prost koren x = t primenom teoreme Koniga dokazati daje 

(I) 

I~~~~ ~ :::: 
0 1o a, 

Primenom (I) izratunati koren jednatlne 



9 2 13 3 17 4 -
1 - 5x + 2! X - 3f X + 4f X - ••• - 0 

sajednom ta~nom decimalom. 

3.1. Za dati skup podataka (xi. fi): 

{ (-2,2.75), (-1,2),(0,1),(1.4).(2,28~.(3,128)} 

nati interpolacionu funkciju primenom Pronyevog metoda. 
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01 (7 .X 1973.) 

3.2. Neka se za nala.tenje pros tog korena x =a jedna~ine f (x) = 0 koristi iterativni proces 

(1) 

Ako proces ( 1) konvergira ka re~nju a, dokazati da je 

. xk+t -a _ f"(a) . . xk+t -a_ 1 f"(a) 2 

k+~: (Yk --a)(xk -a) - f' (a) 
1 k~~ (xk- a)3 -2 ( f' (a) ) ' 

pretpostavljajuci prilom da je funkcija f dvaput neprekidno - diferencijabilna u ·o~olini 
korena x =a. 

3.3. lzvesti kvadraturnu formulu 

~iji je algebarski stepen ta~nosti pet. Ko"ri~enjem dobijene formule priblizno izra~unati 

i naci odgovarajucu gresku aproksimacije. 

+ 
3.4. Oat je sis.tem linearnih jedna~ina Ax= b i iterativni proces 

(1) 
+ + + 
xtt+ 1=(1+DA)xtt -Db (k = 0,1, ... ). 

gde je D neka nesingulama mat rica. 

1 o Kaka~, uslov treba da. ispunjavaju sopstvene vrednosti matrice DA, da bi proces (1) bio 
konvergeritan za proizvoljnipo~etni vektor Xo, 
20 Dokaz~ti da proces (l) konvergira re§enju datog sistema, ako je zadovoljen uslov iz 1°. 
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3.5. Dataje funkcija f, pom~u 

2 k 2 
f(x) = e-K 12 f e' 12dt. 

0 

Na~i asimptotski razvoj ove funkcije i odrediti koliko c':!lanova ovog asimptotskog razvoja 
treba uzeti da bi se dobila maksimalna tac':!nost za x = 10. 

01 (17.11974.) 

4.1. Funkciju x + f (x) =..;I+"? na segmentu [0,1] aproksimirati funkcijom x + 1/J (x) = 
= ax + b primenom 

1° srednje-kvadratne aproksimacije; 
2° mini-max aproksimacije. 

4.2. Odrediti C1 , C2 , C3 tako da kvadratuma formula 

+1 
f p (x) f(x) d?t ~ C, f{-1) + C2 f(O) + C3 f(I) 

-1 

ima algebarski stepen tal!nosti tri, uzimaju~i za tezinsku funkciju 

4.3. Odrediti funkciju h, tako da iterativni proces 

za nalalenje prostog korena jednatine f (x) = 0, ima red konvergencije tri, a zatim naci 
asimptotsku konstantu grdke ovog procesa. 

4.4. Odrediti kvadratnu matricu X tre~eg reda koja zadovoljavajednal!inu 

'E• - X" = 2 I 2 · + I [I 0 3] 
n=o nl 0 0 2 

4.5. Dataje diferencijalna"jednal!ina xy' = 2x-y, sa potetnim uslovom y (I)= 2. 

I 0 Metodom sukcesivnih aproksimacija n~i Yk (x) (k = ·1 ,2,3). 

2° Eulerovim metodom nati y (2), uzimaju~i za korak integracije h = 1/2. 

01 (29JII 1974.) 

S.l. Funkciju x + f (x) =sin x na segmentu [0, 71'/2] aproksimirati funkcijom x + 4> (x) = 
= ax + b srednje -kvadratnom aproksimacijom sa tetinom · 
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S.2. Jedna~ina f (x) = 0 ima koren x =a, ~iji je red vifestrukosti p, i neka se za njegovo 
odredivanje koristi iterativni proces 

(k = 0,1, 0 0 .). 

Odrcditi red konvergencije i asimptotsku konstantu grdke ovog procesa, pretpostavlja­

juci da f E ('P+ 1 [a·-h, a+h) (h > 0). 

S.3. Na re~vanje sistema linearnih jedna~ina A~"!: b, predstavljenog u obliku ~= 8~ + (J, 
primcnjen je metod proste iteracije 

(k = 1.2, 0 0 .). 

Ako je 11811 < I, dokazati 

~(k) = 8k ~o) +(I+ 8 + ... + 8k- 1 ) /; 

'10 11 ~- ~(k) !l<ll8llk II ~(o)ll + 11 ill·ll8 llk (~- ta~no rdenje sistema). 
1 -11811 

S .4.-Za izra~unavanje integrala 

b 
f (x -- a)(b - x) f (x) dx 

I 

izvesti Gaussovu kvadraturnu formulu algebarskog stepena ta~nosti pet. 

55. (l.S.) 

01 (23. IV 1974.) 

6.1. Neka je a pozitivan koren jedna~ine ex- ex -1 = 0. Funkciju x ~ f (x) =ex na seg­
mentu [o, a] aproksimirati. pomo~u algebarskog polinoma prvog stepena koriste~i 

1° mini -max aproksimaciju; . 
2? srednje-kvadratnu aproksimaciju. 

+oo 
6.2. Izvesti asimptotski razvoj za f (x) = f 

X 

6.3. Izvesti Gaussovu kvadraturnu formu1u 

6.4. (4.4;). 

6.S. (1.4.) . 

e-t 
-t-dt. 
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01 (6. VI. 1974.) 

7 .l. Funkciju x + f (xJ = x6 na segmetnu [0,2] aproksimirati kvadratnim trinomom 

! 0 srednje -kvadratnom aproksimacijom, 
2° postupkom ekonomizacije. 

7 .2. Izvesti kvadraturnu formulu oblika 

h 
f f(x)dxe=:: h (af0 +bf1 )+h2 (cf~ +d~). 

0 

gde su f0= f (o) i f1 = f (h), a zatim proceniti gre~u ove priblizne formule i rezultat is­
koristiti za pobolj~nje taijnosti ekstrapolacijom prema granici. 

7 .3. (3.2.). 

7 .4. Odrediti red viSekoraijnih metoda 

1o Yn+2-yn= 2 hfn+J; 
4h 

20 Yn+4- Yn =3 (2fn+3- fn+2 + 2fn+J)' 

a zatim ispitati koji je od ovih metoda konzistentan, koji je nula-stabilan, a koji konver­
gentan. 

Takoi1e, odrediti konstante a0 , a1 , a2 , a 3 tako da metod 

ima najve~i mogu~i red i ispitati konvergenciju dobijenog metoda. 

01 (7 .IX 1974.) 

8.1. Izvesti formulu za rdavanje diferencijalne jednaijine y' = f (x,y) u obliku 

i proceniti gre§ku. Koeficijente a,b,c,d,e odrediti iz us! ova da je formula (I) taijna za 
Y =I ,X-Xn, (X-Xn)2

, (X-Xn)3
, (X-Xn)4

• 

8 .2. Funkciju x +sin x na segrnentu [0, 'If~ aproksimirati kvadratnim trinomom 

1° srednje-kvadratnom aproksimacijom; 

20 mini-max aproksimacijom . 

. 8.3. Dokazati da iterativni proces 

(k = 0,1, ... ) 
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za odredivanje pros tog korena jedna~ine f (x) = 0, gde c mot.e zavisiti od f i Xk, ima li· 
neamu konvergenciju, izuzimajuci slu~aj c = I If' (xk). 

8.4. (2.4.). 

OJ (7. X 1974.) 

9 J. Pokazati kako bi se primenom metoda najmanjih kvadrata skup tataka (I ,60), 
(2,30), (3,20), (4)5) aproksimirao funkcijom x + y =a ebx. 

9.2. (6.2.). 

9 .3. Odrediti parametre a,b,c,d tako da kvadratuma fonnula 

h 
f y (x) dx = ay

0 
+ by 1+ cy~ + dy'; + R(y) 

0 

ima algebarski stepen ta~nosti tri, pri cemu su Yo= y (o) i y 1 = y (h), a zatim odrediti 
ostatak R (y), pretpostavljajuci daje funkcija y dovoljan broj puta neprekidno-diferenci­
jabilna na (O,h ]. 

9 .4. Data je diferenciJalna jedna~ina y" + y + ey3 = 0, gde je lEI< I. Metodom malog pa· 
rametra odrediti ono partikularno reSenje Yp (x), za koje je Yp (0) = I i y~ (0) = 0. 

01 (23. Xlll974.) 

10.1. Izvesti Gaussovu kvadraturnu formulu oblika 

I 3 
f (I- x2 )f(x)dx:::; ~· Akf(xk)+R3(f}. 

-1 k=J 

10.2. Funkciju x + f (x) =arcsin x razviti po CebiSevljevim polinomima prve vrste T0 (x). 

10 d I. k ... ( ) 2ff' d d . . . . .3. Pokazati a un dJ'a x + .... x = x- 2 o re UJe Jteratlvm proces xk+J = 
2f -ff" 

= 4> (xk) (k = 0, I, .. . ) treceg reda za nai:!Zenje prostog korenajedna~ine f (x) = 0. 

01 (17.11975.) 

11.1. Neka je P polinom stepena n sa razlititim nulama Xi {i = l, ... , n). Dokazati jed­
nakost 

n 
P' (x) = ~ P' (xj} Ldx)2

, 
i= I 

d . ' . ( ) p (x) .. 
g e 1e 4 x. = p• ( ).(. ) . Xi X -Xi 

13 Numerickllanaliza III deo 
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11.2. Funkciju x + f(x) =cos x na segmentu [0, 11'/2) aproksimirati funkcijotn x ~ ~ (x) = 
= ax + b srednje-kvadratnom aproksimacijom. 

11.3. Oat je sistem jedna~ina 

exp (x2 + y2
) = 3, 

x + y -sin (3 (x+y)) = 0. 

Konstruisati Newtonov metod za reSavanje ovog sistema. 

11.4. Za izra~tinavanje integrala 

2 
f v'x(2-x) f(x) dx 

0 

izvesti Gaussovu kvadraturnu formulu algebarskog stepena ta~nosti pet. 

01.(26 .. V 1975.) 

12.1. Funkciju x + f (x)' =ex (0 ~ x...; l) aproksimirati pomoeu srednje-kvadratne aprok­
simacije linearnom funkcijom x + ~ (x) =ax+ b. 

12.2. Za izra~unavanje integrala 

I 
f (l +x)f(x) dx 

-I 

izvesti Gaussovu kvadraturnu formulu algebarskog stepena ta~nosti tri i naci odgovarajuci 
ostatak. 

12.3. Izra~unati vrednost determinante n-tog reda 

a 0 0 0 
l a 1 0 0 

0 0 0 a 1 
0 0 0 1 a 

u zavisnosti od parametra a. 

12.4. Pokazati da iterativna formula 

(n-l)x~ +(n+1)a 
Xk+l= Xk 

(n+l) x: + (n-1) a 
(k = 0,1. ... ), 

koja se korlsti za izral!uoavanje vrednosti Va" (a > 0), ima red konvergencije tri. Odrediti 
asimptotsku konstantu gre!ke ovog procesa. 
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01 (2S. IX 1975 .) 

13:1. Funkciju f. datu pomotu r (x) = lxt, na segmentu [ -1,1] aproksimirati srednje­
kvadratnom aproksimacijom pomocu polinoma petog stepena i nati velitinu najbolje 
aproksimadje. 

13.2. Izrac!unati integral 

I 2 
f e-K dx 

0 

razlid.uci podintegralnu funkdju u stepeni red i koristeci sedam tlanova razvoja. Oceniti 
gresku. 

13.3. (5.2.). 

13.4. Gaussovim metodom eliminacije re~iti sistem jednac!ina: 

x 1 + 3x 2 - .::!x 3 - 4x4 = J, 

2x 1 +6x 1 --7x 3 -10x4 =-2, 

-x, - X1 + 5xJ + ~x4 
-3x 1 -Sx 2 + 1Sx4 

= 14. 

= -- 6. 

01 (24. XI 1975 .) 

14.1. Funkciju x + f (x) = sin 2-x aproksimirati polinomom drugog stepena na segmentu 
r-11'/2, 11'/2] srednje-kvadratnom aproksimacijom. 

142. Ispitati konvergendju metoda proste ileracije primenjenog na sistem jedna~ina 

1 1 I I 4 
x=3x-9y+9,y=lx+ 3y- 3 . 

143. Za iterativni proces xk+ 1 = v'2+Xk (k = 0,1, ... ), sa x0 = 0, odrediti red konvergen· 
cije i asimptotsku konstantu greSke. 
14.4. (1.3.). 

NAI (14.11 1976.) 

15.1. Na osnovu veze izmcclu operatora E, ll, v izvesti prvu i drugu Newtonovu interpola­
donu formulu. 

15.2. Niz x1 , x2 , ••• formira se pomoeu rekurentne formule 

1 
xk+1 =2cosxk (k=O,l, ... ),x0 =I. 

10 Ispitati kt3nvergenciju ovog riiza; 

2o Kakvaje geometrijska interpretacija dobijenog tezultata; 

13° 
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30 Na koji se naein mote ubrzati konvergencija datog niza. 

15.3. Polinom x + 1 - (x/5)2 + (x/5)4 -(x/5)6 (x E [-1,1]) aproksimirati polinomom 
drugog stepena primenom postupka ekonomizacije i odrediti gresku aproksimacije. 

15.4. Newton-Cotesove formule za numerieku integraciju. lzvesti posebno Simpsonovu 
formulu i odrediti gre~cu. 

01 (13.III 1976.) 

16.1. Nati Lagrangeov interpolacioni polinom P2 za funkciju f, defmisanu pomocu 

f (x) = sin 71"; uzimajuci za interpolacione evorove taeke X0 = 0, x1 = I, x2 =2. Odrediti 

funkciju ell u jednakosti 

f (x)- P2 (x) =ell(~) x (x-1)(x-2) (0 < ~ < 2), 

kao i max iell (E) I. 
~E [0,2] 

16.2. Za funkciju x + f (x) = -k- (x+1)2 nati srednje-kvadratnu aproksimaciju oblika 

x +ell (x) = ax+b sa tetinom p (x) = (l-x2 )- 1 / 2 na segmentu [ -1,1 ]. 

16.3. Primeniti metod Newton-Kantoroviea na rdavanje sistemajednaeina 

x=x2ty2, y=xl-yl. 

Startujuti sa (x0 , y0 ) = (0.8, 0.4 ), nati (x 1, y 1 ). 

16.4. Odrediti koeficijente A1 (i = 1 ,2,3,4) i gre~u R (f) u kvadraturnoj formuli 

1 
I f(x)dx=A1 f(-1)+A2 f(l)+A 3 f'(-l)+A4 f'(I)+R(O, 

-1 

tako da je on a taena za polinome ne vi!eg stepena od treceg. 

" 17 .1. Nekaje Ik= I 
0 

cosk.B -cosktfl . s8 St/1 d8 (k ceo broJ). co -co 

Pokazati da lk zadovoljava diferencnu jednaeinu 

lk+:z-2 C9S t/1 lk+ 1 + fk= 0 

l,poeetne uslove 10 = 0, l1 = 7l".lzraeunati It· 

17 .:2. U formuli za priblif.nu integraciju 

l 
If (x) dx = A0 f (0) + A1 f (I)+ A2r(O) + A2 r (I) 

0 

01 (7 .IV 1976.) 



odrediti tetine A1(i = 0, I ,2,3) i oceniti grdku. 

17 .3. lzvr~iti ekonomizaciju rada 

i oceniti gre~u. 

17 .4. (5.2.). 

I !U. Za iinearni dvokora~ni metod 

( I) 
h 

Yn+2 - Yn+ 1 = l2 (5fn+2 + Bfn+ 1- fn) 
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NAD (16. Vll976.) 

naci red p i konsta.ntu gre~e Cp+ 1 . Ako je metod (I) konvergentan, na~i intervale apso­
lutne i relativne stabilnosti. 

18.2. Metodom Galerkina na~i priblitno rdenje konturnog problema 

y"-2xy'+2y=x; y(O)=O, y'(l)=I. 

Za bazisne funkcije uzeti u0 = ax, u 1 = x2 +bx. u2 =x3 +cx, gde konstante a,b,c treba odre· 
diti. 

18.3. Data je parcijalna diferencijalna jedna~ina 

sa uslovima u (O,t) = u (I ,t) = 0 (0 < t < T), u (x,O) = I (0 <; x <;I). 

l 0 Na~i rdenje ovog problema Fourierovim metodom; 

2° Uzimaju~i da je Nh = I i. r = l/h2
• na~i diferencnu aproksimaciju datog problema u 

obliku 
Unj+l = AUnj + Bun-lj +Cun+l ,J• U0 ,j = UN,j = 0, Un, o =I 

i predstaviti njeno re~nje u obliku kona~nog Fourierovog reda; 

3° Uporee1ivanjem dobije.nih rezultata, dokazati da re~nje diferencne aproksimacije kon­
vergira ka t.a~nom rdenju datog problema ako su ispunjeni spektralni uslovi za stabilnost. 

18.4. Diferencnim metodom sa istim korakom h po koordinatama, izra~unati priblizno 
najmanju sopstvenu vrednost problema 

«l2u I a au 
-a 2 +-·-a (r -a )+Xu=O, u1r=O, _z r . r r 

gde je r'kontura kvadrata z = 1, z =·-1, r = 4, r = 6. Raeunati sa h = I i h = 2/3, a zatim. 
prlmeniti Richardsonovu ekstrapolaciju .. 
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NAI (18~ Vll976.) 

19 .1. Dokazati da su operatori 

fl(l + ~ A)/(1 +A), V (1 - ~ V)/(1 - V), p.6 

ekvivalentni, razvijajufi ih po stepenima od E. 

Na osnow prethodnog, nafi razvoj operatora p.6 po stepenima od A i po stepenima.od V. 

19 .l. Ni relavanje sistema lineamih jednat!ina 

primenjuju se metod proste iteracije i Gauss-Seidelov metod. lspitati konvergenciju ovih 
procesa. 

19.3. Odrediti koeficijente A,B,C i gre~u R (f) u kvadratnoj formuli 

(1) 
2h 

I x•f (x) dx = (2h)a+ 1 (Af0 + BAf0 + CA~ f.,) + R (f) (a>- I), 
0 

tako da je ona taena za polinome najvi§eg moguceg stepena. 

Po fonnuli (I) pribliZno izraeunati 

I 
B(p,q)= I xP- 1(1-x)q- 1dx (p,q>O). 

0 

U specijalnom slueaju naci B ( t, ; ). 
19.4. lzvesti dovoljne uslovc za konvergenciju iterativnog proccsa 

(k = 0,1, ... ). 

Kojaje od funkcija F1 (i = 1,2,3), datih pom~u 

posocfna za relavanje jednaeine xecx = I (c > 0)? Sta se mote refi o redu konvergencije? 

NAI (21. IX 1976.) 

10.1. Operatore D i D1 razviti po stepenima od 3. 
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20.2. Ako je x rdenje jednaeine x = 8x +I (8 = 8 1 + 9 2 ) 1 ako Je IBB < q < 1, dokazati 
nejednakost 

ll+(k) - + II " ~ ll+(k)- +(k- I) II X X 1_
11811 

X X (k EN), 

gde se niz {x(k) }seneri~ pomo~u Gauss-Seidelovog metoda. 

x<k> = 8, x.<k> + 82 x.ot-l > + i (k = 1,2, ... ). 

20.3. Odreditl koeficijente A,B,C i ostatak R(f) u formull za numerieku lntepaciju 

(1) .lr (x) dx =A (f(a) + f( 
8
;") + f(b))t 8f'(a) + Cf'(b) + R (0 

talco da je ona taena za polinome najvUeg mogu~eg stepena. Sukcesivnom zamenom 

(a,b) = (i -I , !. ) (i = I, ... , m) u (I), na6i kompozitnu formulu za / f (x) dx i oce· 
m m o 

niti grdku. 

20.4. (6.1.). 

NAB (24.1X 1976.) 

21.1. (9 .4.). 

21.2. U zavisnsoti od parametra a ispitati nula-stabilnost ired lineamog dvokoratnog 
metoda 

21.3. Oat je Cauchyev problem 

Ut -Uxx =0 ( IXI<+oo;O<t<T), 
(I) 

u (x, 0) = 1/1 (x) ( txi <+co), 

gde je 1/1 poznata funkcija. Uzimajuti za evorove taeke (i-1,j),(i,j),(i + 1,j),(i,j + 1)i 
r = //h2

• naci diferencnu aproksimaciju 

za problem ( 1 ), a zati111,~u zavisnosti od parametra r odrediti red aproksimacije i ispitatl 
spektralne uslove za stabitnost. · 

11.4. Retiti integralnu jednatinu 
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1 
f(x) =sin x + f {l- x cos xt) f(t) dt 

0 

metodom degenerisanog jezgra. Koristiti najmanje tri tlana Taylorovog razvoja. 

NAI (2. X 1976.) 

22.1. Odrediti red konvergencije i asimptotsku konstantu gre~ke iterativnog procesa 

3 
xk + :2a 

3 
2~ +a 

(k=0,1, ... ) 

za nalaienje korenajednatine x3 -a= 0 (a i= 0). 

22.2. Razviri operator h- 1 J po stepenima od: 1 o E; zo b.; 30 \7; 40 6 i so hD. 

22.3. Funkciju x + f (x) = x4 aproksimirati polinomom drugog stepena na segmentu 
[0,1 ): a) sre:lnje kvadratnom aproksimacijom sa tei.inom p (x) = x (1-x). b) mini max 
metodom i na~i najve~e odstupanje. 

22.4. Odrediti A1, Xi (i = 1,2,3) i R (f) u Gauss-Hermiteovoj formuli 

(I) 

+oo e-1 ' 
Primenom formule (1) priblii.no izratunati integral / lttdt i oceniti gre~u. 

NAil (3.X 1976.) 

23.l.lzvesti op§tu formulu Runge-Kutta drugog reda oblika 

gde su 

za re§avanje Cauchyevog problema y' = f (x ,y), y (x0 ) = Y. 

Primenom formule (1), za slutaj A (a)= 8 (a), odrediti y (2) za problemy'=.!__ y 2
• 

X 

y (1) = 1, uzirnaju~i h = 0,5. 

23.2. Metodom Ritza, odrediti prve dve sopstvene vrednosti i odgovaraju~e sopstvene fun­
kcije grani~nog problema 

y"+~y=O, y(O)=y(l)=O 
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i uporcditi ih sa ta~nim vrednostima. 

Za bazisnc funkcije uzeti vk(x) = xk( 1-x)(k = I ,2). 

23.3. Korist~:ci metod mreia sa h =I=~ , naci priblizno re~nje problema 

Utt - Uxx = 0; u (x, 0)= x (7T- x), Ut (x,O) = O;u (0, t) =u(1r, t)= 0 

zat~7T. 

23.4. Konstruisati optimalni vBekoratni metod tetvrtog reda. 

NAD (4. XII 1976.) 

24.1. Odrediti red i konstantu greSke dvokoratnog metoda 

Primcnom ovog meroda, sa h = I /2. re~iti kontumi problem 

I 
y( I)=y(l)=-g-· 

23.2. Neka je r kontura osmougaonika, ~ija su temena redom tatke (1/2, 0). (I/2, I), 
(I,I), (1,2), (-I,2), {--I,I), (-I/2,1), (-1/2,0). Metodom mreza, sa korakom h = 1/2, 
naci u oblasti int r re~nje konturnog problema Uxx + Uyy=- I' Ur = 0. 

24.3. Koriscenjem Simpsonove kvadratume formule u tri tatke, priblizno re~iti integral­
nu jedna~inu 

1 
f(x)+ J xextf(t)dt=ex. 

0 

24.4. Fourierovim metodom razdvajanja promenljivih reSiti problem 

Utt - Uxx = 0; U (x,O} =X (11'--X), Ut (x.O) = 0; U (0, t) = U (11', t) = 0. 

NAI(5.XII1976.) 

25 .1. (6.2.). 

252. lspitati konvergenciju Gauss--Seidelovog metoda primenjenog na sistem jedna~ina 
+ + # 
x = Bx + p , gde su 

lxll 
~ = :: ' 

+ [-1/2J 
~ = -1 

11/4 
[

0 i/2 
B = I /2 0 

1/2 1/4 

l/2j 
1/4 
0 
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263. (10.3.). 

2S.4.Koristeti se Gauss-CebBevljevom kvadraturnom formulom, dokazati formulu 

1 
J 

-1 

gde je R ostatak koji treba odrediti. 

2S5 . . Postupkom ekonomizacije aproksimirati polinom P, definisan pomocu P (x) = 

= 1- ~ (~x)2 + !! (";)4 (xE[-l,l]),polinomomdrugogstepenaiodreditigresku 

aproksimacije. 

NAil (11.11 1977 .) 

26.1. Za dvokora~ni metod Yn+l ~ Yn+J + ~ Yn = ~f n+ 2 odrediti red pi konstantu 

grdke Cp+ I. Ako je metod konvergentan, naci intervale apsolutne i relativne stabilnosti. 
Proceniti greSku ly (xs) -y5 I, gde je y (xn) ta~no re5enje problema y' =- 3y, y (0) = I u 
ta~ki Xn = nh, a Yn odgovarajuce numeri~ko rdenje dobijeno sa korakom h = 0.1. Startnu 
vrednost y 1 odrediti po Eulerovom metodu. 

26.2. Metodom faktorizacije re§ti kontrolni problem 

y"=16(x 2+y-l); 8y( t)+y'(-1)=1, 8y(l)-2y'(l)=3, 

uzimajuci h = 1/3 . 

. 26.3. (18.3.). 

26.4. Kori~enjem kvadratne mrete sa korakom h = I I 2 odrediti priblizno re5enje prob· 
lema 

gde je f kontura petougaonika sa temenima u (·-1, -I), (I, -I), (I, 0), (0, I /2), (·-I ,0 ). 
Za aproksimaciju konturnih uslova koristiti metod L. Collatza. 

NAI(I2.111977.) 

27 .1. lzraziti operator 0 2 po stepenima od ~ i na o~novu toga izvesti petotackastu formu­
lu 1.a drugi izvod funkcije f ~·ije su vrednosti date u ekvidistantnim ta~kama sa korakom h. 

27 .2. Dokazati da se na re~vanje sistema linerarnih jedna~ina 

(I) 
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mote primeniti Gauss-Seidelov metod. Polaze~i od ~(o) = [1 1.5 - I.S)T odrediti ~(2 >. 
Proceniti potreban broj iteracija k, tako da vati ll~(k)- ~liE .;;; 10- 311 ~(o) -~!IE. gde 

je ~ ta~no re!enje sistema ( 1 ). 

27 .3. Dat je sistem jedna~ina 

X l -y2 + I = 0, X + y - 5 = 0. 

llzimaju~i x<o) = ),\'•> =I, odredili x< 2 > i y< 2 > primenom: a) metoda Newton-Kantorovi­
~a; b) modiflkovanog m~:toda Newton-Kantorovi~a. 

27 .4. Sa tetinskom funkcijom x + p Cxl = .Jx( 1-x).na segmentu [0,1 ]. odrediti: 

1° Prva tri flana niza ortogonalnih polinoma { Ok}; 
2° Najbolju srednjekvadratnu aproksimaciju u skupu polinoma ne vi!eg stepena od drugog 
za funkciju x + .JX; 
3° Koeficijente A1 , A2 , x 1 , x2 i greSku u kvadratnoj formuli Gauss-ovog tipa 

I 
J'p(x)f(x)dx=:A 1 f(xt}+A 2 f(x 2)+R2 (f). 

0 

NAil (2l.III 1977 .) 

28.1. Za lineami dvokoratni metod 

odrediti red p i konstantu greSke r p+ 1 , a zatim ispitati nul a stabilnost u zavisnosti od 
parametani a. Ako je a= - 5 konstruisati influencnu funkciju s+ G (s) i odrediti granicu 
za lokalnt• gre~ku odsecanja kada se ovaj metod primeni sa korakom h = 1/4 na re~vanje 
problema 

Da li na granicu za lokalnu greSku odsecanje utite nula ~estabilnost? 

281. Primenom metoda Runge Kulla ~etvrtog reda sa korakom h, odrediti niz Yn za 
problem y' = Ay ~ y (x 0 ) = Yo, gde' je A konstanta takva da je IAh 1 ~ 2. Ako je x + y (x) 
tatno re!enje datog prohlema, dokazati formulu 

I I. A
5
h

4 
( ) Ah (xn- X0 ) (A;;;;oO), 

Yo I 20 Xn - Xo e 

{ 
(A<O) 

28.3. (18.4.). 
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NAI (22.111 1977 .) 

29.1. (4.4.). 

29.2. Operator (l+E) J 1azviti po stepenima od /::,.ina osnovu toga izvesti Simpsonovu 
formulu za numeri~ku integraciju. 

29.3. (16.3.). 

29.4. Funkciju x -+ f (x) = cos 1T x aproksimirati algebarskim polinomom drugog stepena 
na segmentu [ -1, 1] srednje-kvadratnom aproksimacijom sa tezinom p (x) = 1 - i x l 

29 .S. lzvesti potrebne i dovoljne uslove za konvergenciju Gauss-Seidelovog metoda. 

NAI (24. IV 1977 .) 

30.1. Neka jedna~ina f (x) = 0 ima koren x = a visestrukosti p i neka se za njegovo odredi­
vanje koristi iterativni proces 

(k = 0,1, ... ). 

gde je uvedena oznaka g (x) = f (x) f" (x)/f' (x). Pri proizvoljnom p, odrediti red kon­
vergencije ovog procesa za q = 1. Sta je sa redom konvergencije kada je p = 1 i q = 1 /2. 

30.2. Operator ~::,.·razviti po stepenima od 5, zaklju~no sa ~lanom koji sadrzi 5 7
. 

30.3. (1.3.). 

30.4. Zafunkciju x+ f(x) = x 2 (1--x 2 ),na segmentu[ -2, 2], naci algebarski aproksimacioni 
polinom drugog stepena l<oriScenjem: 

1° Prvog Newtonovog interpolacionog polinoma sa interpolacionim ta~kama x0 = -1/2, 
Xt = I/2,x2 =3/2; 

2° Srednje-kvadratne aproksirnacije sa tezinom p (x) = 2/.J4-x2 ; 

30 Ekonomizacije. 

31.1. U zavisnosti od parametra' b odrediti red dvol<.ora~nog metoda 

1 
Yn+2+ (b-I) Yn+ 1- byn = 4h [(b + 3) fn+2+ (3b +I) fn]. 

NAil (26. IV 1977 .) 

Za maksirnalni red metoda ispitati njegovu nula stabilnost. Ilustrovati divergenciju metoda 
za b = -1 primenom na problemy'= y, y (0) = 1 i resavajuci dobijenu diferencnu jedna­
~inu uzirnajuci za po~etne vrednosti Yo = I, y 1 = 1. 

31.2. RitzoVim metodom sa trigonometrijskirn bazisom { I, cos x, sin x 
1
t , resiti kontumi 

problemy"+ y + 1 = O,y{O) = y (1T/2) = 0. 

31.3. (23.3.). 

31.4. (21.4.). 


