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. PREDGOVOR

Ovaj udZbenik numeriZke analize je proistekao iz
predavanja koja je autor poslednjih godina drZao studen-
tima IV godine Elektronskog fakulteta u Ni3u, u okviru
predmeta Numeri&ka analiza i. Uvidom u noviju literaturu
iz ove oblasti u€injen je poku3aj da se obrade numeri&ki
metodi koji nalaze Ziroku primenu kod reavanja razli&i-
tih naucno-tehnickih problema na elektronskim raunskim
sistemima,

Knjiga je podeljena u sedam glava, od kojih su prve
dve uvodne. U preostalih pet glava obradjuje se opita te-
orija iterativnih procesa, metodi u linearnoj algebri,
metodi za reSavanje nelinearnih jedna€ina i sistema neli-
nearnih jednacina, interpolacija | aproksimacija funkcija
i na kraju, numericko diferenciranje i numeri&ka integra-
cija. Sve glave su podel jene na poglavTja, a poglavlija na
odel jke, izuzimajudi prvo poglavlje u prvoj glavi. Nume-
racija objekata (formula, teorema, definicija i sl.) u
okviru jednog odeljka izvr3ena je pomoéu tri broja od ko-
jih prvi ukazuje na poglavlje, drugi na odeljak, a treéi
na redni broj tog objekta u posmatranom odel jku. Na ovaj
nalin je uspostav]jena'jednoznaéné numeraci ja objekata u
okviru jedne glave. U poslednjem poglavlju svake glave
dat je spisak citirane i koriscene literature.

Nanmera je autora da u najskorije vreme da u Stampu
i 1l deo ove knjige, koji ¢e obuhvatati numerilke metode
za re3avanje obi¢nih diferencijalnih jedna&ina (Cauchyev
problem i konturni problemi), kao i metode za re3avanje
parcijalnih diferencijalnih jednafina i integralnih jed-
nacina. Posebna paZnja bice posvecena projekciono-vari ja-

cionim metodima, koji se u poslednje vreme naglo razvijaju.



‘ Knjiga—je prvenstveno namenjena studentima Elektron-
skog fakulteta u NiZu, medjutim, ona moZe biti od koristi
i studentima drugih tehni&kih i prirodno-matematiékih fa-
kulteta, kao i svima onima koji u svojoj praksi koriste
numeriZke metode. Autor se nada da ¢e publikovanje ove knji-
ge ublaZiti nedostatak udzbeniZke literature na nadem jeziku
iz ove,.danas veoma aktuelne matematitke discipline.

Autor se zahvaljuje profesorima dr Petru M. Vasicu,
dr Radosavu Z. Djordjevicu i dr Dobrilu Dj. Todiéu, koji su
u svojstvu recenzenata, procitali rukopis ove knjige i dali
korisne sugestije, koje su uzete pri konatnoj verziji ruko-
pisa.

U- zavrnoj-fazi pripreme rukopisa za Stampu, autoru su
pruzili nesebi&nu pomoé docent dr Ljubomir Stankovié i sarad-
nici mr.lgor Milovanovic, Ljubia Koci¢ i Milan Kovatevic,
na Cemu im autor duguje zahvalnost.

Takodje, autor se zahval juje svojoj supruzi Dobrili
na razumevanju i podstreku da se ovaj, ne mali posao privede
kraju.

Vedi deo rukopisa je otkucao i tehni&ki uredio za 3tampu
sam autor, tako da eventualni propusti i gredke padaju na
njegov raéun. Jedan deo rukopisa otkucala je Andjelka Milin-
¢ié, daktilograf-velemajstor, na Zemu joj autor duguje zah-

valnost.

U Nidu, 15.12.1978. Gradimir V. Milovanovié

Vi
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1.1. ZADATAK NUMERICKE MATEMATIKE

Savremena nauka 1 tehnika postavljaju niz matematidkih pro-
blema koji se klasié¢nim matemati¢kim metodima ne mogu uvek tadno
re$iti ili bi njihovo reSavanje bilo suvi¥e glomazno, s obzirom
da se najde8ce zahteva numeriéki rezultat. Na primer, poznato je
da se algeBarske jedna&ine u op¥tem slu®aju mogu refiti pomodéu
radikala, samo kada su stepena ne Viéeg‘od ¢etvrtog. Medjutim,

u praksi se vrlo desto srece problem re$avanja hﬁmériékih alge-
barskih jednaéiﬁa* visokog stepené. Takodje, éestb se»javlja i
problem rééaﬁanja sistema linearnih algebarskih jedna&ina sa
stofind, pa i hiljadu nepoznatih ili, pak, reéaVAnje diferenci-
jalnih jedna&ina koje se ne mogu integraliti pomocdu elementarnih
funkcija. Posebno vaZnu ulogu imaju problemi koji se svode na
reSavanije parcijalﬁih diferencijalnih jedna&ina.

Uieksperimentalnim naukama‘skbro uvek se zahteva stétistiﬁ-
ka obrada rezultata merenja koja pkljdéuje i utvrdjivanje (a ne-
kad i otkrivanje) zavisnosti izmédju pojedinih parametéra u eks-
perimentu.

S druge strane, &ak'i u najelementarnijimvproblemimé, egzak-
tno reSenje koje je izraZeno simbolidki ne zadovoljava potrgbe,
s obzirom da se traZi numeridki rezultat. Ilustrujmo ovo prostim

primerom.

*) Algebarska jedna¢ina sa numeridkim koeficijentima.
5




4 1. UVOD U NUMERICKU MATEMATIKU

Neka je potrebno odrediti pozitivan koren jednacine
(L.1.1) - x“ -a=0 (a > 0).

Tra¥eno egzaktno reSenje je x = va. Medjutim, simbol / ne re-

Sava problem, jer ne daje postupak izracunavanja broja x.
(k)

Formirajmo sada niz {x }, pomodéu

(0) (k) _ 1g, G-1)

(1.1.2) X =a, X + (k=1,2,...).

a
—i=1y)
x(k 1)

N

MoZ%e se pokazati da niz {x‘k)} teZi vrednosti /a kada k+tw.
' (n)

Pri nekpm konaé¢nom n imamo x = x .

Postupak (1.1.2), kao 5to vidimo, omogudava halaéenﬁe re-
Senja problema (1.1.1) sa taénoééu,,koja zavisilod vrednoéti a
i n. Kako se u praktid¢nim izradunavanjima zahteva odredjena tac-

(n)

nost ¢, to se za x usvaja vrednost x

(D)‘ < e.

koja zaaovoljava uslov”
|x - x V
Navedimo jo8 jedan primer. Neka je potrebno odrediti vred-
nost sin x za x = 0.5 rad. Simbol sin, i u ovom sluéaju,”ne da~-
je postupak za reSavanje problema. Da bismo izradunali tra¥enu
vrednost, funkciju xPsinx moZemo da razvijemo, na primg;, u

Taylorov red

%3 x° %!
(1.1.3) sinX=X-'ﬁ+-5—!'—ﬁ+...,
odakle dobijamo

%3 ’
(L.1.4) sin x = x - 37 = 0.479167
i

x3 5
(1.1.5) sin X = X - 5— + = = 0.479427.

w
-

5



1.1. ZADATAK NUMERICKE MATEMATIKE b

Ta&na vrednost za sin0.5 sa Hest decimala je 0.479425. Gretke ko-
je nastaju u (1.1.4) i (1.1.5) poti&u usled uzimanja kona&nog bro-
ja ¢lanova Taylorovog reda i nazivamo ih grefkama odsecanja. Dru-

gim reCima, grefka nastaje iz razloga &to re$avamo problem, raz-

li¢it od postavljenog, koji je znatno prostiji sa stanoviita ra-
dunanja, a &ije je reSenje u nekom smislu blisko reSenju postav-

ljenog problema.

U opStem sluc¢aju, problem koji treba reSavati zvademo ulaz-

~nom informacijom, a odgovarajudi rezultat izlaznom informacijom.

Postupak transformacije ulazne informacije(x) u izlaznu
informaciju(y) zvacdemo algoritmom(A). Navedena transformacija mo-

Ze se predstaviti blok dijagramom

Ulazna - Izlazna
informacija Algoritam informacija
(x) (A) . (y)
ili simbolidki x % y. '

Pri reéavanjﬁ nekog problema potrebno je izabrati pogodan
algoritam koji najbrZe dovodi db Zeljenog rezultata. Ovo je naro-
gito vaZno kod primene savremenih elektronskih ra&unskih ma%ina,
s obzirom na cenu masSinskog vremena. Izbor najracionalnijeg algo-
rifma u prethodnom smislu,.predstavlja vrio,sloéen problem, koji
teorijski u opStem sludaju jo¥ uvek nije reSen.

| Razradom i réalizaéijom algoritama i analizom greSke u iz-
laznoj informaciji bavi se posebna oblast matematike, tzv. nume-
ri¢ka matematika.

Centralni deo numericke matematike &ine nﬁmeriéki metodi.
Oni morajﬁ biti takvi da su pogodni sa stanovi$ta primene savre-

menih elektronskih ra&unskih maSina. Kako radunske maSine najce-
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8ée izvode samo &etiri osnovne radunske operacije (sabiranje,
oduzimanje, mnoZenje, deljenje), to numeridki metodi moraju bi-
ti takvi, da se svode na konadan niz takvih operacija.
| Na osnovu prethodnog, pogresno ]e izvesti zakljucak da

se numerlcka matematlka polela razvijati sa pOJavom radunskih
masina. Poznato je, naime, da se u delima matemati&ara pro$lih
stoleda, nalazi: niz pribliZ%nih metoda koji danas &ine osnov nu-
‘meriékoj matematici.iMedjutim} nagli razvoj ra&unske tehnike
posle II svets‘og rata, uslov1o je brzi i 51stematski razvoj
numerléke matematike. Tako na primer, razradjen je niz pribli-
Znih metoda u teoriji jednad¢ina svih vrsta i za njih su dobije-
ni novi fundamentalni rezultati, kéko teorijski, tako i prakti-
&éni. Meaju-ﬂjima, posebno se istiéu’metodi za re$avanje granidé-
nih proBlema u teoriji diferencijalnih jedhaéina (obi&nih i par-
cijalnih), metodi u teoriji integrainih i integro-diferencijal-
nih jednaéiqa, kao i metodi za reéavanje'apstraktnih operator-
skih jednadina. Poslednjih godina dosta se radi na metodima za
reSavanje grani&nih problema u jednoj neiscrpnoj oblasti-teori-
ji nelinearnih parcijalnih jedna&ina. Takodje, vidno mésto zau-
zimaju i metodi numericéke 1ntegrac1je

Medju numerickim metodlma vidno mesto zau21maju 1terat1v-
ni metodi, s obzirom da su oni pogodni za primenu na raéunsklm
maéinama. Izu&avanje numeridkih metoda ukljuduje analizu gres-
ke, stabilnost, konvergenc13u (kod iterativnih metoda), kao i
niz drugih SVOjStava. Zato se vrlo &esto ovaj deo numerlcke
matematike naziva numeridka analiza.

U svom razvoju,\numeriékavanaliza se oslanja na viSe mate-

mati¢kih disciplina od kojih u poslednje vreme vidno mesto zau-
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zima funkcionalna analiza.
Danas u svetu postoji vife specijalizovanih Casopisa za
numericku matematiku. NaveScemo nekoliko od njih*:

1. Numer. Math. Numerische Mathematik. (Berlin-Gdéttingen-
. Heidelberq),

2. SIAM J. Ndmer. Anal. A Publication of the Society for
Industrial and Applied Mathematics. (Philadelphia, Pa.),

3. Math. Comp. Mathematics of Computation. (Washington,D.C.),

4. ¥. VySisl. Mat. i Mat. Fiz. Akademija Nauk SSSR. Zurnal
Vydislitel ‘noi Matematiki i Matematideskoi Fiziki.
(Moscow) (Translated as: U.S.S.R.Comput.Math. and Math.
Phys:), |

5. Comput. J. The Computer Journal (London),

6. Comput. Bull. The Computer Bulletin. (London),

7. Internat. J. Comput. Math. International Journal of

Computer Mathematics. (New York).

Na kraju napomenimo da se problemima prakticne realizacije
algoritama bavi oblast teorija programiranja koja se u poslednje
vreme uspe$no razvija. Jedan od njenih osnovnih zadataka je pri-
prema i sastavljanje programa za radunsku maZinu prema izabranom

algoritmu.

* Naslovi &asopisa su dati onako kako se citiraju u

referativnom Zurnalu Mathematical Reviews.




1.2. ELEMENTI TEORIJE GRESAKA

1.2.1. Klasifikacija i analiza greSaka u numeriékom reSenju

U skoro svim numeridkim problemima, izlazna informacija, ili
kako se &eSde kaZe numeridko reSenje, pradeno je greSkama &iji izvo-
ri mogu biti razli&iti. Pre nego Sto predjemo na klasifikaciju i ana-

lizu gresSaka, uveSdemo neke pojmove i definicije.

Pribli¥an broj x je bioj koji zamenjuje tacan broj x u izra-
&unavanjima i neznatno se razlikuje od njega. Odgovarajuéa gredka*
je ’

Definicija 2.1.1. Svaka cifra broja, izuzimajuéi nule koje sluZe

za fiksiranje decimalne tadke, naziva se znaZajnom cifrom tog broja.

Primer 2.1.1. Svaki od navedenih brojeva
2.563, 15,32, 0,2687, 0.002649
ima &etiri znacajne cifre.
Svaki broj x moZe se predstaviti u normalizovanom obliku

k .
(2.1.1) x = (2 O.alaz...anan+1...)b (a #0),

gde je b - osnova brojnog sistema, a ai(i=1,2,.;.) cifra brojnog

sistema (0 fa; < b).

. - . . N
Broj t0.a43,...a,a .4... zvatemo mantisom 1 oznacavatl sa x%,
Broj k zvaéemo karakteristikom, Dakle, moZemo pisati
: J .

X = x*bk.

Najée&ée je u upotrebi binarni ili decimalni brojni sistem,

tj. b = 2 ili b = 10. Jednostavnosti radi, u daljem tekstu, cCesto
10.

éemo uzimati b

*) festo se ova gredka naziva apsolutnom. gredkom, Medjutim, ovo je
pogreino jer je apsolutna gredka le| = |x - x
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Definicija 2.1.2. KaZe se da X aproksimira broj x sa & zhadaj-

nih cifara ako je ¢ najveéi broj cifara mantise, za koii [x¥ - x¥|

ne pralazi jedinicu g-tog mesta.

Primer 2.1.2. Za brojeve x = 25.245... i x = 25.255 vai

i

I;(:': - x*! < 10- ,

pa x aproksimira x sa getiri znadajne cifre.

U sludajevima kada se taCna vrednost x ne zna, uvodi se po-

jam granice apsolutne greske pribliZnog broja.

Definicija 2.1.3. Pod granicom apsolutne greske A, pribliZnog

broja x podrazumeva se svaki broj ne manji od apsolutne greske

tog broja.
Kako je |e| = |x - x| ¢ & , imamo
(2.1.2) X - A, ¢ XX+ A

S obzirom da grefka e nedovolino karakteriSe tafnost

se i pojam relativne greske kao

(x # 0).

S1liéno se uvodi i pojam granice relativne greske

>

|

A
%]

Ne jednakosti (2.1.2) tada postaju

€x

i

x|

X(1-e sgn(x)) ¢ x g X(l+e sgn(x)).

uvodi

U praktidnim izradunavanjima, primenom elektronskih raduna-

ra, prinudjeni smo da radimo sa jednim vrlo uskim skupom brojeva.

Naime, svaki realni broj'oblika (2.1.1) koii se dobija kao rezultat
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odredjenih radunskih operacija, zamenjuje se pribliZnim brojem
oblika

- k .
X = (iO.alaz...an)b (a1 £ 0).

U ovom sludaju kaZemo da imamo mantisu sa n razreda.
Proces odbacivanja cifara mantise u broju x , polev od cif-

re a .4 naziva se prosto odsecanje. Apsolutna greska pri ovome je

iel § bk—n

Apsolutna gregka, pri zameni broja x brojem i, moZe se
smanjiti ako se koristi tzv. postupak zakrugljivanja brojeva. Taj
postupak se sastoji u sledeéem:

o

1 Ako Jje

-1 1
a1 + an+2b + .. .< Eb

koristi se prosto odsecanje;

© Ako je

2
a1 + an+2bf1 + ... %b
cifra a se poveéava za jedinicu,a cifre A 41> 8pgooe e sevodbam
cuju.
3° Ako je
a,qt an+2b-1 + ... =l%b

. . . . . (o]
ravnopravno se mogu koristiti pravila 1°-4 2 .

Na radunskim masinama zaokrugljivanje se najéescée izvodi do-
davanjem broja % bk'n rezultatu x, a zatim se vr3i prosto odsecanje

. 1 a o .
Ovo znaé&i da se u nereSenom slucaju 3~ uvek a, zamenjuje sa ap+1

(pravilo 29).
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Napomenimo da se kod ru&nog zaokrugljivanja brojeva u
dekadnom sistemu (b=10) u nereZenom sludaju 3° preporuduje sle-
deéerpravilo: ‘ |

Ako je cifra a, Paran broj koristiti pravilo lo,a ako

je neparan broj koristiti pravilo 2°.

Primer 2.1.3. Sukcesivno zaokrugljivanje broja n=3.,1415926535...

daje redom brojeve:

3.141592654 , 3.1416,
3.14159265, o 3.1u2,
3.1415926, 3,14,
3.141593, 3.1,
3.14159, 3.

Apsolutna gre$ka kod zaokrugljenog broja je

le| ¢ zp 77K

1
7~b

Pretpostavimo da je b = 10, S obzirom da je x = x*lok i

0.1 ¢ x* < 1, za apsolutnu relativnu gresku zaokrugljivanja, u

tom sludaju, dobijamo ocenu

1 -n+k
|e| 5‘10

x| | x|

|l

A
]
— |l
[y
o

t3.

I} <

A
N
[N
o

Po jeanoj od moguénih klasifikacija, greske se mogu po-

deliti na:
1. neotklonjive greske;
2. gregke zaokrugljivanja;

3. greske metoda.

U grupu neotklonjivih gresaka ulaze greske koje potiéu od
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neta&nosti ulaznih podataka. Greske ulaznih podataka (ulazne
informacije) mogu se u nekim slutajevima drasti¢no manifestova-
ti u izlaznoj informaciji i pri uslovu da algoritam ne unosi

gresku,

Primer 2.1.4. Sistem jednadina (ulazna informacija)

2x + 6y = 8,

2x + 6.,0001y = 8.0001

ima redenja (izlazna informacija) x=1, y=1. Ako se koeficijenti

druge jednadine neznatno promene, fj. uzme se Jjednadina
2x + 5,99999y = 8.00002,

reSenja su x = 10,7 y = =2,

Usled zaokrugljivanja medjurezultata u procesﬁ radunanja
nastaju greske zaokrugljivanja.

Greske metoda se javljaju usled toga 3to se u numeridkoj
matematici obiéno dati problem zamenjuje drugim koji je laksi
za ralunanje, a ¢ije je refenje u izvesnom smislu blisko redenju

datog problema,
b

Primer 2.1.5. Integral [f(x)dx moZe se pribliZno izradunati, na
primer, zamenom funkcij: f nekim polinomom P na segmentu [a,b],
koji je u nekom smislu blizak datoj funkeiji. Medjutim, moguée
je za pribliZno izra&unavanije datog integrala'koristiti konaénu

sumu

1f(xi)Axi.

My

i
U oba sludaja éine se greske metoda.
Gredke odsecanja su takodje gredke metoda.

Zbir svih greZaka ¢ini totalnu greskuy.
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1.2.2. Prostiranje gresSaka

Kod izvodjénja operacija sa pribliZnim brojevima postavlja-
ju se sledeéi zadaci:

1. Oceniti taénost rezultata kada je poznata taénoét pode-
tnih pbdataka i obrnuto. Naime, na osnovu zadate taé&nosti rezul-
tata treba odrediti‘kakvu tadénost treba da imaju poéetﬁi podaci.

2..Uskladiti tadnost pocletnih podataka ako su neki od njih
zadati suviSe grubo, da bi se izbegao izliSan numericki rad.

3. U procesu radunanja odrZati tac¢nost medjurezultata, ka-
ko bi se do3lo do konadnog rezultata sa Zeljenom tadnosdu.

IzvrSimo najpre analizu greSke u rezultatu xxy, pri zameni
brojeva x i y pribli¥nim brojevima X i y respektivno, a pri uslo-
vu da se operacija * e{+,-,x,+} izvr8ava tac&no.

Dakle, pretpostavimo da Su greske.pribliZnih brojeva x i

y redom e i ey, tj. e ,~x-x 1 ey=y-y, i odredimo gresku ex*y'

1. Kod sabiranja imamo
\

X+ Y= (xte) +(yre ) = (xty) + (e te ),

tj. gresSka zbira e je

+y
Cxty = e tey

2. Rod oduzmanja, sliéno dobijamo

e =e, —€e .
X~y X y -

3. Za mnoZenje vaZzZi
Xy =(X+ex) (y+ey) =xy tye + xey + exey,
tj.

exy = ye + xéy

r

s obzirom da su greske e, i ey obi¢no mnogo manje od samih
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" velidina x i y.
4., Kod deljenja imamo

X+e X+e

y¥e, Ty

i

e » .
Kako je lyll <<1, iz poslednje jednakosti sleduje

X+e

-y

X y y
] - -t + (= — e

<X

tj.

pri demu su uzete pretpostavke kao kod mnoZenia.

Odgovarajuée relativne gregke su redom

e
. xty _ X y
(2.2.1) Txsy © Xty Xy xR YO
€ x-y X y
(2.2.2) I‘x_y = X~y = _X"y I‘x - ﬁ ry,
e
2.3 r. =X =p +rp
(2.2.3) xy =% C Tx * Ty
°x
(2.2.4) vy ® L= vy -y,
y y
. ex ey
gde sur, = — 1 ry = v

Primedba 2.2.1. S obzirom da se ta&ne vrednosti X i y najdéesce

ne znaju, to se u izvedenim izrazima za greske koriste odgovara-

juée pribliZne vrednosti x i y.
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U dosadadnjem izlaganju videli smo kako se gregke brojeva
x 1 y manifestuju u rezultatu x*y, pod pretpostavkom da se ope-
racija % izvodi tadno. Medjutim, kod primene ra&unskih maSina ova
pretpostavka nije uvek tafna i iz tog razloga u rezultatu se jav-
lja greska koju nazivamo maSinskom greSkom. Drugim redima, madin-
ske greSke su posledica pseudoaritmetidkih operacija koje se u
ma$ini izvode.

U daljem izlaganju pretpostavidemo da madina radi sa pok-
retnom tafkom i n-razrednom mantisom. U tom sludaju, u memoriji
masSine, kao 8to je refeno u prethodnom odeljku, svaki broj x ap-
roksimira se postupkom zaokrugljivanja, standardnim brojem

(2.2.5) % = x*b°,

gde je X% = 10, cajay...ay (a1¢0) mantisa, a k karakteristika(eks-
ponent) broja xX. Broj nula ima nestandardno predstavljanje u kome
je x*=0 i k=0. Jednostavnosti radi ovde nismo uveli pretpostavku
o ogranidenju broja cifarskih mesta karakteristike k, a koja je

realno uvek prisutna*. Nadalje, pretpostavimo da je b=10.
Jednakost**
X = fl(xl*xz) = xlox2
oznadava da su §1,§2,§ standardni brojevi sa pokretnom tadkom i

da j¢e ¥ dobijeno iz il i x, ooeracijom e{+,-,%x,+}. Drugim re-

¢ima, vazi

*) Neka je m broj cifarskih mesta predv1d3en1h za predstavljanje karakteris-
tike, ukljudujuéi i mesto za sgn]c. dea je noguée u standardnom obliku
predstavljati samo brojeve kod kojih je —(k +1)<k< k , gde k zavisi od
m i b. Brojevi kod kojih je k:>km ne mogu b1t1 predstavljenl u memoriji
rafunara i u tom sludaju kaZemo da postoji prekoradenje kapaciteta wenorij-
skoy registra. Za brojeve kod kojih je k<:—(knﬁl), noZe se dozvoliti ne—
standardno predstavljanje u kome je k=-(k“r1), a pretpostavka al#O se od-
bacuje. Na osnovu poslednjeg, brojevi kod kojih je k< —(khfn) tretiraju
se kao nula(videti [1]).

**) £l je skrafenica od redi floating point (pokretna tacka). Kod maSina sa
fiksnom tatkom (fixed point) odgovarajuca oznaka je fi.
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£1(x *%,) = (%) #X)) (1+x),

gde je r relativna greSka zaokrugljivanja rezultata X, *X

1¥¥p na

standardni oblik sa n-razrednom mantisom, pri ¢emu je

x| < 510

-n+1
5 .

Velidinu

nazivamo mafinskom gre$kom, a odgovarajuéu relativnu grelku zao-
krugljivanja r relativnom masinskom grekom.

Primer 2.2.1. Neka je n=4 i §1==0.3947-104 i §2=o.1372-102. Ako

se operacija sabiranja izvodi u akumulatoru, u kome je za pred-
stavljanje mantise brojeva obezbedjenoc 2n razreda (double-preci-
sion accumulator) imamo

4

0.39470000 -10
+ 0.00137200 -10*

0.39607200 -10%,

£5. £1(% *%,) = 0.3961-10%, pri Semu je madinska gre¥ka -0.28.
Odgovarajuéa relativna greZka je -0.71-10_4.

Za pseudoaritmetike operacije, u op¥tem slufaju, ne vaZi

asocijativni zakon, tj.
£1(£1(x+y) %Z) # £1(X*£1(y*z)) .

Na primer, ako je x operacija sabiranja, imamo

£1 (£1 (x+y) +2) ‘fl((§+§)(l+rl)+5)

((§+§)(1+r1)+2)(1+r2)

1

£1 (x+£1(y+2)) = £1(x+(y+2) (1+ry))

(%+ (y+2) (L+r4)) (1+1,)
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Razmotridemo sada op#ti sludaj. Neka «¢e {+,-,%,3} i neka je
(2.2.6) u= Xxy

Kao 5to smo ranije videli (jednakosti (2.2.1)-(2.2.4))rela-

tivha greéka rezultata operacije s mo¥e se predstaviti u obliku

. = + a,r
Txay T 2% x T Ty

14
"gde koeficijenti a i ay zavise od x i y i operacije x(videti ta-
belu 2.2.1).

Tabela 2.2.1

T = Y

_ X N A
X-y X~y

X 1 1

+ 1 -1

Kako je
x*y = (x*y) (l+rx*y) ’
zbog prisustva maSinske gre3ke, imamo
a = fl(xry) = (x*y)(1+rX*y)(l+r)r

gde je r relativna maSinska greSka kod izvodjenja operacije =*.

Na osnovu poslednje jednakosti za totalnu gresku éﬁ; dobi-

jamo
P P —— +r+r-r. ).
u X#y X*y
Kako je ajéedde, r-r mnogo manije od r i r, u daljem raz-
Jje, naj ' XxY g Je XkY ’ J

matranju koristidemo pribliZnost

t T

= V + .
e, X €, u(rX*y r)
Odgovarajuda relativna gredka je
. s T
e
rE =‘_Ll=rx-k +or
u Y
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€.

T
(2.2.7) r, = a,ry + ayry + r.

Radi nalaZenja totalne grefke nekog numeriékog postupka i
njene analize, predstavljademo numeridke postupke pomoéu grafova.
Kako se numeri&ki postupak sastoji iz kona&nodg broja elementarnih
operacija, dovoljno je znati kako se elementarna radunska opera-

cija predstavlja pomocu grafa.

Graf radunske operacije (2.2.6)(sl.2.2.1) u simboli&kom
obliku sadr¥i jednakost (2.2.7). Relativna greSka zaokrugljivanja
r. rezultata operacije x , upisuje se pored temena grafa koje oz-

1
na&ava operaciju = . Smisao koeficijenata potega u grafu je u

tome da relativna gresSka operanda ulazi u rezultat operacije po-

mno¥ena koeficijentom potega.

1/2

OF

sl. 2.2.1 Sl. 2.2.2

Primedba 2.2.2. Unarne operacije mogu se takodje prikazati pomo-
éu grafa. Pokazademo to na primeru u=v/x , mada, kao $to smo vide-
1i u poglavlju 1.1, simbol ¥  ne daje numericdki postupék za izra-
dunavanje vrednosti v¥x . Medjutim, ova &injenica ne utide na mogu-
¢nost analize gresSke. Naime, koristedi standardna oznadavanija,

imamo
a = /% (141r) = /X(IFr) (1+1) o /X (1+ 3 ) (1+1)

sz T 1

tj. r, =3r, +r . Na osnovu ove jednakosti dobija se graf unar-

ne operacije u = VX (sl.2.2.2). Relativna greZka r, najéesdce,

-n+l

nije veda od 10 , gde je n broj cifara mantise(videti [2]).
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Primer 2.2.2. Ako su poznate pribliZne vrednosti brojeva x,

Y,z sa relativnim gresSkama zaokrugljivanija rx,ry,rZ respek-

tivno, odredidemo relativnu gresku u rezultatu

u = (x+y)z.

Neka su relativne maSinske greske operacija sabiranja

i mnoZenja redom ry i r,. Graf odgovarajudeg radunskog postupka

dat je na sl. 2.2.3. Na osnovu grafa imamo redom

T X Y
x+y © x+y Tx T x+y Ty try.
T T
r, = 1 rx+y + ler_ + r,
X Y :
= = + 4_r +
¥ty Tx Txiy Ty T Tyt T v,

Kako su sve relativne gre$ke

zaokrugljivanja po aposlutnoj vred-

-n+1

nosti manje od %-10 (n ~ broj

cifara mantise), dobijamo ocenu

X

n+l
xX+y ‘

| + L] +3)210”

T
(2.2.8) |ru|;(| m

Ako su brojevi x i y istog znaka,

(2.2.8) se svodi na

Ir$|=;2-10_n+l.

Primer 2.2.3. Izvr$imo sada analizu greSke kod izradunavanja

zbira
(2.2.9) y = x; + Xy + X3 + X,y

pri demu je 0<xl<x2<x3<x4. Jednostavnosti radi, pretpostavimo

da su brojevi X (i=1, 2, 3, 4) zadati tacno. Neka su rela-
tivne ma¥inske greSke posle svake operacije sabiranja redom

Lys Tyy Ta. Graf radunskog postupka (2.2.9) dat je na sl. 2.2.4.
Kako je r, = 0 (i=1, 2, 3, 4), na osnovu grafa dobijamo
i
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redom

rT _ x1+x2 .
= — ,
xl+x2+x3 x1+x2 X, 1 72

T x1+x2+x3 ( xl+)g2
xl+x2+x3+x4 xl+x2+x

-
cl

r, + r2) + T3s

=

3
odakle je

- .
(2.2.10) ey = (xl+x2)rl+(xl+x2+x3)r2+(xl+x2+x3+x4)r3.
S obzirom na |ri| < —]2'--10-n+l (n-broj cifara mantise), iz

(2.2.10) sleduje

T 1 -n+l
leyl < (3xl+3x2+2x3+x4) 5-10 ,
odakle zakljudujemo da je granica apsolutne gredke rezultata y
minimalna ukoliko se sabiranje .izvodi polazedéi od najmanjih bro-

jeva.

sl. 2.2.4
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Slidno se mo¥e pokazati da kod sabiranja m pozitivnih

‘brojeva x,..., X vaZi ocena

T _ - - _ 1 -n+1l
e, [m-1yx, + (m-1)x, + (m-2)xy + w + 2%, + x ]5-10

Primer 2.2.4. Nadjimo zbir brojeva

0.1376-10°, x

0.6439-10%, x

X1

X4

, = 0.473

0.576

5

o

7-10°, X3 =
3

3.107, Xe =

0.7428+10%,

0.2034.10%,

zaokrugljujuéi sve medjurezultate na Cetiri zna¢ajne cifre.

Sabiranjem brojeva u datom redosledu, imamo redom

(o}

6113-10°
8039-10%

7243.10°

6487-10°

2683—104

2683-104.

Ako sabiranje izvodimo u obrnutom redosledu, imamo

u; = x; S 0.1376-10
u, =.fl(ul+x2) = 0.
uj = fl(u2+x3) = 0.
u, = fl(u3+x4) = 0.
ug = fl(u4+x5) = 0.
ug = fl(u5+x6) = 0.
Dakle, zbir je u=u. = 0.
v, = Xg = 0.2034 10
vy, = fl(vl+x5) = 0.
vy = fl(v2+x4) = 0.
Vg = fl(V3+X3) ='0.
VS ='fl(v4+xz) = 0.
Ve = fl(v5+xl) = 0.

-3

tj. zbir je v = v, = 0.2681+10".
Medjutim, taan zbir je s =

gre8ke dobijenih zbirova u i v su

e, = u-s = 0.27 - i

4

2610-104,

2674-104,

2681-10°%,
2681-10%,

2681-104,

0.26827293-104

. Odgovarajude
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Primer 2.2.5. Neka su brojevi iz primera 2.2.3 pozitivni i bli-
ski po vrednostima, tj. x; = X_ + 8,0 |<Si|<<xo (i =1,2,3,4).
Kori&denjem rezultata iz pomenutog primera, zakljudujemo da je

1 -n+l

T
|ey| < (9% + 31511 + 3]8,] + 2|<s3| + |54|)5-1o '
tj.
|e§|:;4.5x0-10—n+1,

s obzirom na pretpostavku |Gi|<< x, (1=1,2,3,4).
Izrnenimo sada redosled izradunavanja. Naime, neka je
LA—
y'o=(x) + %) 4 (xg x4).
Na osnovu grafa sa sl. 2.2.5. imamo

+
T Xl x2 X, +x

1 72

Tyr TX +x,+x3+x4ﬁﬂ'xl+x2+x3+x45 + Ly

+
X1 x2 x3+x
xl+x2+x3+x4 xl+x2+x +x4

Sl, 2.2.5
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odakle je .

|e$,[ < (2x1+2x2+2x3+2xq)-%-10-n+1,
tj.

|e3,| < uxo~10'"+1.

Dakle, na ovaj nadin se smanjuje granica apsolutne greske

zbira Setiri bliska pozitivna broja.

U opétem sludaju, ako imamo m2 pozitivnih brojeva, pri-
bliZno jednakih po veli&ini, koje treba sabrati, granica apsolut-
ne greSke biée manja ukoliko brojeve grupisemo U m grupa po m
brojeva i sabiramo brojeve u okviru svake grupe, a zatim sabiramo

dobijene zbirove,

Na kfaju, zadr?afemo se na problemu broja znaajnih cifara
pribliZnog broja x. Pretpostaviéemo, kao i ranije, da radunska ma-
$ina radi sa pokretnom tadkom i m-razrednom mantisom, kao i da je
b=10.

Ako je i; pribliZan broj broja x, i ako Ep] oznadava naj-
blizi ceo broj realnom broju p, broj zna&ajnih cifara broja x

moZe se oceniti pomocu

(2.2.11) 1 = [10g10 Elf_lxill

Drugim redima, relativna greska r, moZe se pribli%no izraziti po-~

moéu 1071, Naravno, uvek je 1 < n.

Posmatrajmo sada izradunavanje broja

X = F(xg,...,%) (£ : RT > R),

1 dati

svojim pribli%nim vrednostima ;i sa brojem znadajnih cifara 1;.

pomoéu brojeva xi(i=1,..;,m). Pretpostaviéemo da su brojevi x

Ako je 1 ..
dati pribliZna ocena

= min(1l4,...,1;), za gredku rezultata, moZe se.

m -1, -1

(2.2.12) e= 1 x, X107 < 10
e P
. i=1 1

nA

*) Uzeéemo da je Ek-+%j = k+1 (k ceo broj).



24 1. UVOD U NUMERICKU MATEMATIKU

Na osnovu (2.2.11) i (2.2.12) , broj znadajnih cifara rezul-

tata mo?e se oceniti pomoéu

(2.2.13) lx = 1min -8,
gde ije m

L | X. f?_f‘

. i 3%,
(2.2.14) 6 = i=1 i .

log
10 |f(X1,-..,Xn.p|, B

Velidina & ukazuje na gubitak zna&ajnih cifara u broju x.
Kako 1, u (2.2.13) ne moZe biti veée od n, to se za gubitak

znadajnih cifara u broju x, konaéno, dobija

m
r |x
i=1

lf(xi,...,xm)|

E
1 axi

§, = min logqg

x ] » ~(n- lmin)

Ispitajmo veli&inu & u nekim standardnim izradunavanjima.

m
1© MnoZenje x=F(Xy,...,x ) = T x;. Kako je:
. . 1 m . 1
i=1
m m
)N |xi M l:=mln xi|,
i=1 ax; i=1

imamo

§ = [1og1omﬂ .

S obzirom da je, najde3ée, m <<100, iz poslednje jednako-
sti sleduje, u najgorem sludaju, =1, Ovo pokazuje da se gubitak

znadajnih cifara u ovom slutaju moze zanemariti.

o]

2° Deljenje x = £(xq,%p) = zo. Iz (2.2.14) 1
2
2 X
of 1
)2 IX- l = 2|_|,
421 1 IX; X,
sleduje

6 = [1?g102], -0,

%to zna®i da nema gubitka zna¢ajnih cifara.
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m
3° Sabiranje x = F(Xqs00anXy) = T X4 Kako je
i=1" ’ '
‘ ag , T
Ik el 5B Ix
i=1 ' 1 i=1
imamo oo
. : _Ellxil
. i=
(2.2.13) § = ||logyg = —
v | 2 xil
i=1

Iz poslednje jednakosti sleduje da je §=0 samo ako su avi
brojevi x5 istog znaka, Ina&e, u op$tem sluaju, 6 > 0,

Dakle, kod sabiranja (odﬁzimanja) postoji gubitak znadaj-
nih cifara. i

Kako se sva izradunavanja sastoje od kona&nog broja kombina-
cija mnoZenja, deljenja, sabiranja i oduzimanja, zakljudujeno da
' je gubitak znadajnih cifara prouzrokovan najlesce sabiranjima i
oduzimanjima. ’

Efekat gubitka znadajnih cifara kod oduzimanja bliskih

bprojeva ilustrovaéemo na sledeéem primeru:

Primer 2.2.6. Izradunajmo razliku x = Xq = Xy, Uzimajuci

Xy = V2,01 = 0.141774469-10%, x,=/Z = 0.141421356+10" .

Navedeni brojevi su dati sa devet ta®nih znaajnih cifara, me-
djutim rezultat se dobija sa Zest znacajnih cifara

x = 0.353113-107 2.

Dakle, do&lo je do gubitka tri znaéajne cifre, %to se moZe od-

vediti i na oanvﬁ (2.2.13) . Naime,
% 1+1%,1 7
§ = [1og10_¥_] = 3.
|xy - X, |

Medjutim, ako vredndst izraza za x izrazimo po formuli
_ . 0.01
X = —,
. V201 +V2

kod koje izbegavamo oduzimanje bliskih brojeva, dobijamo rezultat
sa svih devet znadajnih cifara x = 0.353112550-10°".

L.
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1.2.3. Statistidki prilaz u oceni greSaka

U dosadadnjoj analizi greSaka uVek smo razmatrali tzv.
"najgori sludaj", tj. sludaj u kome su greske ulaznih podataka
i greSke zaokrugljivanja uzete tako da obezbedjuju maksimalnu
gre$ku izlazne informacije, mada taj sludaj vrlo retko nastupa.

U ovom odeljku ukazacemo na statistidki prilaz u oceni
greske na jednom jednostavnom primeru. Naime, neka je

t neka su brojevi Xy dati svojim pribliZnim vrednostima ;i' pri

¢emu su odgovarajuée granice apsolutnih gresaka Ai’ tj.

lej | = Ix;- x| <8y (i=1,...,n).

Pod pretpostavkom da ne postoje greske zaokrugljivanja u

procesu radunanja, greSka zbira de biti

odakle sleduje ocena

A
[ l=]
>

_ : n
(2.3.1) le, | 2 £|ei|

Dakle, ova ocena daje maksimalnu apsolutnu gre$ku, koja nastupa
samo u dva slucéaja, tj. kada je ei=Ai(i=1,...,n) ili kada je e;=
—Ai(i=l,f..,n). Naravno, sa stanovidta teorije verovatnoée i sta-
tistike, ovi sludajevi su malo verovatni. Da bismo mogli dobiti
statisti&ku ocenu za gresku e, potrebno je uvesti pretpostavku o
funkcijama raspodele greSaka ei(i=1,...,n). Pretpostavimo da su
sve graniceapsolutnih greSaka medjusobno jednake, tj. Ay=b (i=1,
...,n) i da greske podleZu ravnomernom zakonu raspodele u inter-
valu (~-A,A), tj. da je gustina verovatnode svake od greSaka e;
(i=1,...,n) Jjednaka f% . U ovom sludaju, matematidko odekivanije

m(ei) i disperzija D(ei) su dati sa
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2
A

+

t - +A
sxdt = 0 i D(e;d)= J
-A 24 i -A

+A
3 1.2
m(ei) = S dt —-g-A .

N

. nezavisne velidine, za disperziju

‘Pretpostavljajuéi da su greske e;

sume dobijamo

2 1
D(eu) = E D(e;) = 3 na

Da bismo na&li statistidku ocenu za e, Pbotrebno je naci
funkciju raspodele sume grefaka. S obzirom na glomaznost postupka
za konstrukciju ovakve funkecije, pristupiéemo izvesnoj aproksimaci-
ji. Naime, pretpostaviéemo da se suma ponafa po normalnom zakonu
raspodele sa matematidkim o&ekivanjem 0 i standardnom devijacijom
o =A/2 ‘

=Y 3 .
Tada Je
P(|e | <30) = 0.9973,

tj. sa verovatnoé¢om 0.9973 moZemo ocekivati da Je
(2.3.2) |eu]'< 30 =A/3n.

Dakle, za statistidku granicu apsolutne sume moZemo uzeti veliéinu
A/EH, koja je pri n> 3 manja od granice nd, dobijene na osnovu
(2.3.1).

Primetimo da sa verovatnoéom 0.68 moZemo olekivati da je

le | <o =a %.

Primer 2.3.1. Kod sabiranja 75 brojeva, koji su svi dati sa tadé-

%.3,75.1072,

nosdéu 5-10_4, granica apsolutne gregke je n.A=75.5+10

Medjutim, statistidka granica (na osnovu (2.3.2)) je

le | < 5.107%/3.75 = 0.75+1072,

tj. pet puta je manja.
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1.3.1. Diferencne jednadine

Kako se mnogi problemi u numeriékoj analizi svode na re-
gavanje diferencnih jednadina, u ovom odelijku, dademo ukratko ne-
ke pojmove i rezultate iz teorije ovih jednad&ina. OpSirnije o di-

ferencnim jednainama mo¥e se naéi, na primer, u (3], (4], [5].

Definicija 3.1.1. Pod kona&nom razlikom prvog reda funkcije x>

f (x) podrazumevamo izraz
Af (x) = f (x+h) - £ (x) (h=const > 0) .

Definicija 3.1.2. Pod konadnom razlikom reda n funkcije f podra-

. n . <
zumevamo. izraz A f (x) dat rekurzivno pomocu

APE (x) = AP lE(x+h) - AT E(x) (A9 (%) =£ (%)) .

Lako se mogu dokazati sledece formule

n .
(3.1.1) APE(x) = 3 (-1 (P)E(x+(n-i)h)
1=0

‘ n L
f(x+tnh) = 1 (DA‘E(x).
: i=o * .

Primedba 3.1.1. Sli&no prethodnim definicijama mogu se definisati

konadne razlike niza {y,} . Naime, imamo
k keN

n-1

o n n-1
AYk=Yk: AYk=A yk+l—A yk (n=1,2,...) .

Primer 3.1.1. Konadne razlike funkcija £ i g, koje su definisane

pomocu f(x)=ax24—bx4-c i g(x) = e®*, su redom

28
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AE(x) = h(2ax+antb) , A2E(x)= 2ah?, APE(x)=0 (n=3,4,...)
i
APg(x) = ¥ (e - 1" (n=1,2,...).

Konstanta h naziva se korak. Cesto se u prethodnim defi-

nicijama uzima h=1.

Jednadina oblika

F (€ (x),0E (%), .., APE(x)) = 0,

gde je f nepoznata funkcija, predstavlja diferencnu jedna&inu
reda n, ako posle transformacije pomoéu (3.1.1) sadrii f_(x+nh)
i f(x); u protivnom jednadina je niZeg reda od n. Dakle, diferen-

cna jednadina reda n ima oblik -
(3.1.2) G(x;f(x),f(x+h),...,£@&+nh)) = 0.
Primer 3.1.2. Diferencna jednadina (h=1)
A3£(x) - 30E (x) - 2F (x) = x+2
je prvog reda, jer se pomo¢u (3.1.1) svodi na
f(x+3) - 3f(x+2) =x+2,
ti.
f(z+1) ~ 3f(z) = =z,

pri &emu smo uveli smenu z=x+2.

Ako uvedemo smenu x=x_ tkh i stavimo yk=f(xo+kh) , tada

(3.1.2) postaje

H(k;Yk,Yk+lr .. 'IYk+n) =0.

U nadim razmatranjima od interesa su linearne diferencne

jednac¢ine, &iji je opsti oblik
Yi+nt Py (k)yk+n—1 t..otb (k')yk =0(k) .

Ako je Q(k) =0 jednaéina» je homogena; u protivnom jednadi-

na je nehomogena.
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Posmatrajmo, najpre, linearnu diferencnu jednadinu pr-

vog reda

(3.1.3) Va1t DT = Q(K) .

OpSte re3enje homogene jednaline Ve * b(k)yk= 0 je dato sa
k-1

(3.1.4) Yx= (-1)kC II b(i) (C proizvoljna konstanta).
i=o

Ako pretpostavimo da C zavisi od k, tj. C= Ck' moguéno
je polazeéi od redenja (3.1.4) naéi redenje nehomogene jedna-
gine (3.1.3). Naime, u tom sludaju dobijamo da je redenje ne-
homogene jednaline date sa

k-1 K .
- x ] CZJILLJQ.(J_IL ,
; i=0 J= .h b(i)
1=0

gde je C proizvoljna konstanta.

Opite reSenje linearne diferencne jednafine n-tog reda
je dato sa

Y = Cl\Pl(k) + C2“P2(k) + ce0t anfn(k) + fp(k)’

gde su ¥, ¥, ..., linearno nezavisna partikularna redenja
odgovarajuée homogene jednadine, a fp jedno partikularno re-
Senje nehomogene jednaline. Konstante ci<i= l,...,n) 8u proiz-
voljne i u konkretnim slufajevima odredjuju se iz poletnih us-
lova.

Dadéemo sada neke napomene koje se odnose na odredjivae-
nje op3teg redenja linearne homogene diferencne jednaline sa
kxonstantnim koeficijentima. Pretpostavimo da je reSenje ove
jedna¢ine oblika Ve = mk. Tada zsmenom u odgovarajuéoj jedna-
Zini dobijamo

AETB 4 b Aty e p aF - o,

Dakle, karakteristilna jednadina je

n n-1 .
At bla + c..t bn = 0.

U zavisnosti od korena karakteristi&ne jednaline razlikovademo
sludajeve:
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a) Ako su svi koreni Al,...,xn prosti, op$te reSenje je
. ok K

Y = Cpryte- ot Cpdys
b) Ako su Ap i Aé konjugovanoékompleksni koreni, tj.

A_ = plcose + isine) i A_ = X

p p( ) a pr

tada njima u opStem res$enju odgovara izraz

k k k . ,
cpxp + Cqu =p (Apcogke + A qglnke);

c) Ako je Ai viSestruki koren reda m, tada njemu u op#tem
reSenju odgovara izraz
m-1, .k

(C1+c2k+"‘+cmk )Ai.

Ked linearnih nehomogenih jedna&ina sa konstantnim koefi-
cijentima moguée je u izvesnim sludajevima naéi partikularno -
reSenje f_.

s

Ako je Q(k) = Ps(k) (PS polinom stepena s) i A = 1 koren
karakteristiféne jednadine reda m, tada se partikularno reSenje

moZe traZiti u obliku

m+s

£ (k) =aA k™ +a ™ . +ak
P (o) 1 s

Ukoliko je Q(k)

Ps(k)ak iar=a koren karakteristi&ne
jednadine reda m, fp treba traZiti u obliku

. m+s
fp(k) ).

k m i
a (Aok +'... + Ask

Primer 3.1.3. Re8imo diferencnu jednadinu

Yk+4 + Zyk+3 + 3yk+2 + 2Yk+l +yk = 0'
pod uslovima y_=y;=y;=0 i y,=-1.

Kako je karaktgristiéna jednaé&ina

Mead e nfra+r1=o,

.2 2., . I P I
tj. S} +A+1) =0, imamo A =i, = F(-1+ 1/?),A3 Ag= (-1 iv3).
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Dakle, 9= 1, 6= %lt pa Jje op3te re3enje dato pomodu

Vi = (Cl + Czk)cosggtE + (c3+ C4k) sinzi;! ’

gde su ci(iz 1l,...,4) proizvoljne konstante. Na osnovu da-
tih uslova nalazimo Cy=C,=0, Cz=-C,= =2/V3 , tj.

2(k=-1 .
I = —L‘/—g—z s;n 2%5

Primetimo da se ovo re3enje moZe predstaviti i u obliku
o k=0 (mod3),
Ve = § k1 k=1 (mod3),
l-k ¥ =-1 (mod3).
Primer 3.1.4. Nadjimo op3ti &lan Fibonacievog niza: 0,1,1,2,3,
5,8,1%,21,... wde je Y42 =Tk +Ii41 » ReSenje ove jednali-
ne, pod usitovima Vo= Qi =1, Je

-3 (T - (5],

1,3.2. Napomene o izradunavanju vrednosti funkcigja i

i sumiranju redova

Pri izra¥unavanju vrednosti funkcija, na ralunskim ma-
§inama, vrlo je vaZno u kom su obliku date odgovarajuée for-
mule. Naime, Cesto vrednost ekvivalentnih matematidkih izraza
u numeridkom smislu nije ista(zbog gre3aka o kojima je bilo
reéi u prethodnom poglavlju).

U ovom odel jku ukazademo na neke standardne nadine za
izradunavanje vrednosti elementarnih funkcija. Kako su ovi na-
&ini preteZno zasnovani na primeni redova, to éemo izneti i

neke probleme vezane za sumirangje redova.

Primer 3.2.1. Za izraunavanje vrednosti fulkcije x*e* moZe
se koristiti Taylorov razvoj

(3.2.1) e = Zk—' + R (%),
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n+l :
gde Je R (x)=ipyy ¢ (0<B<1).

Ako ,je 0&sx«<l moguée Je ostatak R (x) oceniti na sle-
dedi nadin. Naime, kKako je

12 xk' xn+1 x x2 -
Rn(x)-iz,n-vm(l+m+m+..-)
an+l

n+l _ .2 :
X X X
<EDTdrmr ¢ (Fe) ¢ e
za 0 £X<n+2 imamo

n+2

0+l
Rn'(x) < ToiDT ned-x °
Ako Je O04x<1, iz prethodne nejednakosti sleduje

: . n+l
(3.2.2) 7 R (x)< X n+2 n+2

n+D)T’ n+1 £ (m+)(n+l)T . *

Broj &lanova n u razvoju (3.2.1), koji treba uzeti, za-
visi od tadnosti koja se zahteva za rezultat. Ukoliko je ovaj
broj &lanova veliki, to 8e konadan rezultat, ipak, biti pogre-
Sfan usled gres3aska zaokrugljivanja tokom radunskog procesa.

U konkretnom sludaju, kada je O£x<1, uslov R (x)<10'7
na osnovu (3 2.2), ispunjen je za najmanje n=10, Kada se svi
brojevi koji udestvuju u izradunavanjima zaokrugljuju i pred-
stavljaju u normalizovanom obliku sa sedmorszrednom mantisom,
ovaj broj &lanova razvoja nije veliki, s obzirom da Je rela-
tivna greska zaokrugljivanja takodje reda 10'7.

Primer 3,2.,2. Izradunajmo broj e sa relativnom greskom koja
Je manja od 10'7. Na osnovu prethodnog primera, u razvoju
(34241) treba uzeti n=10 i x=1. Dakle,
10
e = Zuk + Ry (1),
keo
gde jeo .

u =1, uemgupy (k=1,...,10).

33
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Zaokrugljeni brojevi u, (k =0,1,...,10) predstavljeni
u normalizovanom obliku sa sedmorazrednom mantisom su redom

u,=u, = 0.1000000-10" , uy= 0.5000000-10° ,
uy = 0.1666667-10° , u, = 041666671071,
ug = 0.8333333- 1072, ug = 0.1388889 1072,
U = 0,1984127- 1073, ug = 0.2480158 107,

Yg = 0.2755731-107%,  w,=0.2755731-10°°,

Iz odeljka 1.2.2 poznato je da &e greska biti najmanja
ako sabiramo brojeve polazedi od najmanjeg, tj. od LTS Tada
za zbir dobijamo '

8, = 0.2718282 101,
Broj 8, aproksimira broj e (= 0.27182818284... -101) sa

sedam znadajnih cifara. Relativna grefka Je manja od 10~
(tadnije, manja od 0.67-1077).
Primedba 3.2.1. U op3tem sludaju za izradunavanje vrednosti
funkcije x ¥ e* poZeljno je koristiti se formulom
ex - e [XJOZ,
gde su [x] celi deo 0od x 1 z=x- [x]. Pri ovome vrednost e[x]
izradunava se prostim mnoZenjem, tj.
(1 (= -0,
[ BPRPIPO -] ([x] >0)’
—
{x] puta \
... (Ix) < 0),

o X} _ $

e
——
L - [x] puta

gde su
o =2,71828182845904,.. i %—-‘ 0.3678794411714, .. ¢

Izradunavanje vrednosti e%(0<z <1), kao 5to smo rani-
Je videli, ne predstavlje posebnu teskoéu.
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Primer 3.2.3. Za izradunavanje vrednosti funkcije xwrlogx
(0< x< +®) koristimo transformaciju x = 2"z, gde su z i m
tekvi da Je‘%§z<l 1 meZ. Tada Je ’

logx=mlog2 + logz  (log2= 0.69314718...).

Ako stavimo z-ﬁ% , imamo da Je

s 3 5 2n-1
logz = 10311;% --2(y+y3- + ys- + oees + 'YEFI' )-R (¥,
gde su | |
1-2
Y=T+z
i

2n+l1 2n+3 _2n+l
2 3
Rn(Y)-Z( %ﬁ;:r‘+ %Eﬁg‘ + ese) < I:;§.2n+l"

Kako Je O<yé% (¢ %e_’-‘z< 1) za ostatak _vaie nejedna~

kosti v
j? 0 < (y) < 1 .
! Rn 4_32n:I(2n+1)
2k-1
Uvodjenjem oznake uy = 72;_1_- (k=1y¢.0.4n), najzad dobi-
Jamo

;ogx- m;ogZ - 2(u1+ cae +un)- Rn .

gde se n odredjuje iz uslova wu <4¢& (¢ zadata tadnost), jer

Je tada R;® R, (¥) éljfun< €.

"+
Primer 3.2,4. Kod sumiranja reda Z (-1)k 2&1’ , da bi se

k=0
postigla tadnost od 10-4, potrebno je uzeti oko 20000 &lamova
reda, 5to sleduje iz nejednakosti #/(2n+l) < 10~*, PraktiZno
ovakav nadin za sumiranje Jje neizvodljiv. Napomenimo da je su-
wa ovog reda R ( = 3,1415926535...). Dati red pripada klasi
tzv. sporokonvergentnih redova. ‘

Na osnovu poslednjeg primera moZe se zakljuditi da kod
sporokonvergentnih redova, direktno sumiranje ¢lanove reda ne
dovodi do ¥eljenog rezultata(zbog velikog broja &lanova reda
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koje treba sabrati i gre3aka zaokrugljivanja koje pritom nag-
taju). U ovakvim sludajevime treba naéi neke nadine za tzv.
brzo sumiranje ili keko se Sesto kafe ubrzavanje konvergen-
cije redova. U literaturi postoji veliki broj metoda koji ovaj
problem relavaju. NaveZéemo nekoliko od njih. \

Posmetrajmo konvergentni alternativni red
+
(3.2.3) Z(-l)kak-ao-al+a2-a3+... (8, 20),
k=0
8ija Jje suma A, Pokazalemo da je red
(302.“’) %ao - %(al-ao) + %(az-al) = ecoe
takodje konvérgentan i da ima istu sumu keo i red (3,2.3).
Pretpostavimo da su {A } i{B o] nizovi pareijalnih su-
ma redova (3.2.3) i (3.2.4) respektivno. Tada je
(302.5) An-Bn - %(-l)n-lan_l (n‘1’2,0..).
Kako je prvi red konvergentan, imamo da je lima_= O pa iz

(342.5) sleduje z

lim B = 1lim An = A.

Primenimo izloZenu transformaciju na red iz pnmera
2,204, &iju sumu oznadimo sa S. Imamo '

8 =2 + Z(-l)k m),

td-

(3.2.6) S =2+ ‘Z L%.)_.
k=1

45 -1

Ocenimo sada koliko Jje &lanova reda (3.2.6) potrebho
ssbrati da bi se dobila suma sa istom tadnoséu kao u primeru
342,40 Iz 4/(4n2—1) < 10_l+ sleduje n >100. Dakle, sada se is-
ta tadnost moZe postiéi ako se uzmu prvih sto &lanova reda.

IzloZena transformaci.ja za’ sumiranae alternat:.vnlh
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numeridkih redova predstavlja specijalan sludaj Euler-Abelove
transformacije koja se primenjuje kod stepenih redova.

Razmotrimo stepeni red
+®
(3.2.7) £(x) = ) a,
k=0
¥iji je poluprednik konvergencije R konadan., Ne umanjujuéi
opitost razmatranja mofemo uzeti R=1.

Iz £(x) = a,+ xg(x), ‘gd’e Je
+@

k
g(x) = Z B2
k=0
sleduje

+00

(1-x) Z ak+1xk

keoO

(1-x)g(x)

+® +®

k k+l
Zaku" - Z 841

k=0 k=0

+® .
a, + Z(ak+l-ak)x
k=0

odakle je

40
£(x) = a, + rf;(ao + kZ(emk+l- tatk)xk R
=0 .

ta.
+@
a
k
NP IS
K=0

Iz poslednje formule za x=-1 i akao, sleduje

+®© +®
Z(-l)kak - %ao - %Z(-l)klsak ’

k=0 k=0

3to je ekvivalentno sa '(_5.2.4).

L
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Sukcesivnom primenom izloZ¥ene Euler-Abelove transfor-
macije m puta na red (3.2.7) dobijamo

m-1

+

A a x m '
€00 = ) et () ) et
k=o :

Primer 3.2.5. Sukcesivnom primenom Euler-Abelove transforma-

+m
cije dva puta na red f(x) =Z TkxTT’ dobijamd
k=0 :
+®
-1)x 2
1 (3 x 1 2 1.k
=15 “— + (%) Z<k—+3' w2 t o)X
(1-x) k=0
tj.
+®
£(x) = s - —2— 2 Z
X 7 3002 L (k+l)(k+2) &+3) °

Primenimo dobijenu formulu na izradunavanje vrednosti
log 2. S obzirom da je log2=Ff(-1) imamo
n
1 (-1)k
) D) (k+2) (K¥3)
k=0

log2*= % +

odakle, za n=2, dobijamo log?2 < 0.69583%33. Dobijeni rezultat
Jje ta¥an na dve decimale.

Za ubrzavanje konvergencije redova postoje i transfor-
macije koje se zasnivaju na ubrzavenju konvergencije nizova.

Neka je {Sn} niz parcijalnih suma reda (3.2.3), tJj.
n-1 .
S, = Zi(-l)kak (neN). NoZe se pokazati da niz {S;]}, gde je
k=0

= 3(65,* Sn+1) (n=1,2,...)

brie konvergira nego niz {S “& i da je lim S'n lim S, . Da-
1 jom primenom iste transformacije na niz -\b }doblga se niz

{85}, ede de
1, o

" — — — l
Sp = 3(Sp* Spuy) = F(S* 28,1+ 5 ) (n=1,2,...).
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Na kraju napomenimo da postoji &itava klase nelinearnih
transformacija koje se primenjuju kod sumiranja redova ( [c],
[_7}, [81). Jedna od najprostijih je A“-transformacija

2
(as))

S'n-sn-'j—' (n=0,1’..-.)
n°s,

o kojo] ée biti re¥i u opstoj teoriji iterativnih procesa(ode-
ljak 3.2.2).

l.3.3. Neke primene veri?nih razlomaka

Izraz oblika

a_+ - —_—
o
)

b
ays —3

83"' XX

B.1+

neziva se veri¥ni razlomsk i predstavlja se u jednom od slede-
éih oblika

b, b, by b b b
a;—l’—%’l’ os o ’ a +—l| +—2|+_2|+...'
o’ ay a, a3 0o |a1 |a2 _Ia3

Lo P2 B3
(¢} al+ 8.2+ 83+

Veri¥ni razlomak mo¥e biti konadan, na primer

1+ 2i%- [1;%.?]-1”%]} lglfl +§_,—_-%.

Od interesa je razlaganje racionalne funkcije u veri-
Zni razlomak. '

Neka Jje

2
[« + CqyqaX + CanX + ese
£(x) = —210 11 12 (614 % 0).
coo +.Oolx + cozx + o0
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Tada je

. c .
f(x) - l = 1o

— L
%00 c°°-+c°lx-+cgg; tees Cp. O+ xfl(x)

clo clO + cllx + clzx + o0 °lo

gde Jjeo

2
c + ChHaX + CHroX + et
£,(x) - 20" 221 22

2
Ciot ©37X + C10X + .en

©25 ® ©10%,3+1 ~ %0°%1,j+1 (§=0,1y000)0

Nagtavljajuéi ovaj proces dobija se razvoj u veriZ%ni
razlomek

[+] C X ] X
£(x) = [0 ___olo ’ ———‘2,0 , _LOO 'y see ] ’
00 lo 20

gde su ,
€i-2,0 C%i-2,j41
Cig =~ (L1=2,3,000)
' ®i-1,0  Ci-1,341
Primer 3,3,1. Za funkciju x+»£(x) = _L'_X___é imamo

l-5x+6x

o) = [or 3, 3%, 58, 3]

——
- .

-4 + 6%

Za izradunavanje vrednosti nekih funkeija umesto Taylor-
ovog razvoja, moZe se koristiti razvoj u verifni razlomsk. Za-
to éemo sada navesti, bez dokaza, razvoje za funkcije x = e*
ixe»tgx.

Euler Je dokazao razvoj
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X 0: 1l -2x x2‘ x2 x2
©" = 103 To2x B TI0 vy Tmn oo |
koji konvergira za svako realno ili kompleksno x, dok je raz~-

voJ
2
=X

2
tgx = l:oi ?]%’ '_’;"9\%’ sy BT Y -00]
dokazao Lambert. Poslednji razvoj konvergira za svako x, za
koje Je funkcija xe»tgx neprekidna.

Primedba 3.3,1. Za izradunavanje vrednosti tgx pogodno je uve-

gti smenu tgx = % . Tada ge najpre izradunava vrednost

y-[l;:;.z’éz;---],

a zatim tgx-!y[- .

l.3.,4, Izradunavanje vrednosti gblinoma

Jedan elementsran, ali vaZan problem Je izradunavanje
vrednosti polinoma.

(3.4.1)  P(x)=ax"+ alxn-1+.. e +8 X +8.

Ako bismo izradunavali vrednost polinoma P(x), na osno-
vu (3.4.1), bilo bi potrebno 2n-1 mnoZenja i n sabiranja. Me-
djutim, ukoliko P(x) predstavimo u obliku

(3e442) P(x)=a + 1:(_4an_fl +eeet x(a3 +x(ay +x(8y +x8.)))e0s)
potrebno je samo n mnoZenja i n sabiranja.

Na osnovu (3.4.2) mofe se formirati rekurzivni postupak

u . =8a

0= 801 V=8 +Xuy (k=1y0eeyn)

koji posle n koraka daje vrednost polinoma, tj. P(x) -u_.

IzloZeni postupak Je poznat kao Hornerova Sema.

4
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2,1, OSNOVNE DEFINICILJE I STAVOVI O LINEARNIM PROSTORIMA

2elels Linearni prostor

Definicija 1l.1.1. Skup X naziva se linearni(vektorski) pros-

tor nad poljem K ako je:

1°v skupu X definisana jedna binarna operacija + u
odnosu na koju skup X &ini Abel ovu grupu;

2° Ako je svakom paru (u,e) (UEX;cE€K) dodeljen Do

jedan element cu skupa X tako da su ispunjeni uslovi: '
°1(°2u) = (°1°2)u’

: ) q(ul +u_2) = cu; +CUs,

l.l.l - i
(cl + c2)u = cqu+eyu,

lu=u

z8 sve elemente ﬁ,uiéx ie,cy€ K(i=1,2).

Jediniéni element polja K oznaden je sa 1. Elementi
skupa X zovu se vektori(tadke), elementi polja K skalari,
operacija + skupa X vektorsko ssbiranje(unutrasnjs kompo-
zicija) i operacija (u,¢) - cu mnoZenje vektora skalarom
(spoljasnja kompozicija). ‘

.Preéa jednakost iz (1l.l.1) pri c;=14cp=-1 daje

ou =u+(-u) =0 za svako u€ X,

gde je © neutralni element skupa X za operaciju vektorskog
sabiranja i ovaj element se naziva nula-vektor.

Osim toga, stavljanjem U, =-u; u drugoj Jjednakosti
iz (1.1.1) dobijamo '

cO = 0O za svako c €K,

45
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Definicija 1.1.2. Vektori ui(i=l,...,n) linearnog vektorskog

prostora X nazivaju se linearno zavisnim ako u polju K posto-
Jje brojevi ci(i=1,...,n) koji istovremeno nisu jednaki nuli,
tako da je

Il
(101.2) Z Ciui = Q .
1=1

Vektori ui(i=1,...,n) su linearno nezavisni, ako je
jednakost (l.1.2) tadna samo za ci==o(i=l,...,n),

Definicija l.l.3. Za beskonaéno mnogo vektora kaZemo da su

linearno nezavisni, ako je svaki sistem konaénog. broja tih
vektora linearno nezavisan. '

Definicija l.l.4. Ako u vektorskom prostoru postoji n line-

arno nezavisnih vektora, a svaki sistem od n+l vektora je
linearno zavisan, kaZemo da je prostor n-dimenzionalan. U
protivnom sludaju kada u vektorskom prostoru postoji bes-
konadno mnogo linesrno nezavisnih vektora, kaZemo da je pros-
tor beskonano-dimenzionalan. '

Definicija l.1.5. Neka je A={u1,ooo’um} ) gde su uk(k=l,ooc’m)
vektori prostora X. Skup svih linearnih kombinacija ovih vek-
tora naziva se lineal nad A i oznadava se sa L(A).

Definicija 1.1.6. Skup B linearno nezavisnih vektora prosto-
ra X obrazuje algebarsku ili Hamel ovu bazu prostora X, ako
Jje L(B):X. - . '

Teorema i.i.l. Svaki vektor Vektorskog prostora X moZe se
na jedinstven nadin izraziti kao linearna kombinacija vek-
tora algebarske baze tog prostora.

Napomenimo da vektorski prostor ima beskonaéno mnogo
razliéitih baza, medjutim, sve one imaju isti broj elemena-
ta, tj; iste su kardinalnosti. Kod n-dimenzionalnog prostora
baza sadrZzi n vektora.

Definicija 1.1.,7. Sveka baza prostora nazive se koordinatni sis-
tem tog prostora. : ‘

Neka je B= {ul,...,un} jedna baza prostora X. Tada se,
na ognovu teoreme l.l.1 , vektor ue X moZe predstaviti u obli-
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ku U=XWqteee + XU o Dakle, sko je zadata baza B, vektor u

Je potpuno odredjen skalarima xl,...,xn i moZe se koriSéenjem

matriéne notacije predstaviti u obliku

T
u= [xl see xn] .

Skalari XyseessXy nazivaju se koordinatama vektora.

Primer 1.1.1- Neka J.e Rn= {(xl'coo’xn) l xiER(isl,..‘,n)} . Ako
u ovaj skup uvedemo unutrasnju i spoljsdnju kompoziciju pomoéu

(xl, .e o’xn)+(yl, coe .yn) = (xl"'yl) LR ,xn"'yn)’

c(xl,...,xn) = (cxl,...,cxn) .

on postaje vektorski prostor. Jedna baza ovog prostora je skup
{el,ea,...,en’\! gde su-
’1.(1 o’.‘o’o)’ 92- (o 1,...,0),-.., e = (O 0,..0,1)0

Ukoliko drugedije nije redeno, uvek éemo u daljem tekstu pod-
razumevati da je u prostoru R® zadata pomenuta baza, koju na-
ziveamo i prirodnom bazom. Za talke ovog prostora koristiéemo
revnopravino oznake T

i) - (Il,...,!n) - [Xl 2o xn] .

Primer 1.1.2. Skup £T(rz1) realnih(ili kompleksnih) nizova
+@©

u= {xk}keN za koje veZi \xk|r < +®, obrazuje vektorski
k- .

prostor ako su unutresnja i spoljasnja kompozicija uvedene sa

’ u+v = {mlyen * (Telken '{xk+yk1keN ’ (°“)=°{"k1ken-

Primer 1.1.3. Ako u skup neprekldnlh funkclaa Cla,b] uvede-
mo unutrasnju i spoljasSnju kompozicijgu sa

(u+v)(t) = u(t) +v(e) 1 (cu)(t) = cult),
ovaj postaje vektorski prostor. Nula-vektor ovog prostora
je funkcija koja je identidki jednaka nuli na [a b] Isti
je sludaj i sa skupom n puta neprekldno—dlferenclaabllnlh
funkeija C"[a,b].
Primer l.l.4. Skup funkcija ¥ (a,b) (rzl) za koje Je

b -
S \u(t)\rdt < +omo obrazuje vektorski prostor ako je unutra-

a

L
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fnja i spoljasSnja kompozicija uvedena kao u prethodnom pri-
meru. Nula-vektor ovog prostora je funkcija koja je skoro
svuda jednaka nuli na {a,b].

2.1,2. Banach ov prostor

Definicijal.2,1. Linearni prostor X ( nad poljem K) je nor-
miran ako postoji nenegativna funkcija uwr (ull definisana
za svako u€ X, koju nazivamo norma od u, takva da je

19 lul =0 & u=90 (definisanost);
2° feull = fel-full (homogenost);
2% flu + vl £full « v (relacija trougla),

gde su u,veX i cekK.

U normirani prostor uvodi se metrika pomoéu

Q(u,v) = flu-vi .

Primedba 1.2.1l. Metrika na skupu X je funkecija Q:X2 -)[o,+co)
sa sledeéim svojstvima

1° §(u,v)
2° g(u,v) = 9(v,u) ;
3% Q(uyv) + Q(v,w) = glu,w).

0 & u=v ;

Primer 1.2.1l. Vektorski prostor R" se mo¥e normirati uvodjenjem

. < 1/p
(1.2.1) ¥ “p =<z \xk\p) (14p < +00)
k=1 .
ili )

1%, = mex x| -

0d normi (1.2.1) najdeSée se koriste norme za p=11i

p=2, tj.
‘ n _ n 1/2
W - Y el b UE, ( Z\xkﬁ) :
k=1 k=
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Poslednja norma poznata je kao Buklidska norma i desto se
oznadava sa "f“E'

Primer 1.2.2. Prostor C[a,b] se moZe normirati, na primer,
uvodjenjem norme pomodu

(1.2.2) full = max |u(t))
. astsb
ili pomoéu

b
(1.2.3) full = S lule))at .
a

Primer 1.2.5. Prostor Lr(a,b) se normira uvodjenjem norme
pomodu '

b 1/r
(1.2.4) el =<S lu(t)]rdt> .

Primer l.2.4. U prostor lr norma se uvodi pomoéu

(1.2-5) fall =<Z \Xklr> i ’
k=1

gde je u = {xk KEN °

Definicija 1.2.2. Neka je {un}neN niz tadaka u normiranom
prostoru X i neka je ueX takvo da je 1lim “un—u“ = 0, Tada
n = +0

kafemo da ovaj niz konvergira po normi ka tadki u.

Definicija 1.2.3. Niz {u za. koji jJe lim |Ju. -u |=0
{n](neN . n,m >+ n m

naziva se Cauchyev niz.
Primetimo da Jje svaki konvergentan niz Cauchyev niz,
s obzirom da

g = gl = NCay = w) + G-l 4y - ull + fu, -~ uff > o,

kada m,n =» +® . Obrnuto, svaki Cauchy ev niz nije konvergen-
tan. Na primer, granidna vrednost niza neprekidnih funkeija
ne mora biti neprekidna funkcija.
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Definicija l.2.4. Normiran vektorski prostor je kompletan

ako u njemu svaki Cauchyev niz konvergira.

Definicija l.2.5. Kompletan normirani prostor naziva 4s‘e'

Banach ov prostor.

Da 1i je vektorski prostor kompletan ili nije, zavisi
od uvedene norme. Tako na primer, prostori IFi Lr(a,b) su
kompletni u odnosu na norme (1.2.4) i (1.2.5) respektivno,
dok je prostor C[a,b] kompletan u odnosu na normu (1.2.2),

a nije kompletan u odnosu na (1.2.3).

2.1.3, Hilbertov p:bo)sfor '

Definicija 1.3,1. Vektorski prostor nad poljem kompleksnih
brojeva (K=C) naziva se prostor sa skalarnim proizvodom ili
unitaran prostor, ako postoji funkcija (u,v):}("2 - C koja
zadovoljava sledeée uslove

1° (u,u) 205
'2° (uyu) =0 & u=9;
(u+vyw) = (u,w) + (v,w) ;
4° (cu,v) = c(u,v) ;
5° (u,v) =Tv,u)
za svako u,v,weX i ceC.

Punkcija (u,v) se naziva skalarni proizvod.
Teorems 1,3.1.  Za skalarni proizvod vaZi

(u,ev) = Cu,v),

(u,vl +V2) = (u’vl) + (u,v2) ’
l(u,v)\2 £ (uyu) (v,v) (Schwarz ova nejednakost).

Unitaran vektorski prostor moZe se normirati uvodjenjem
norme pomoéu

(1.3.1) huk = Vium) ,
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s obzirom da funkecija uwr\(u,u) ispunjava sve uslove defi-
nicije 1.2.1. ! Co

Definicija 1.3.2. Unitaran vektorski prostor sa normom (1.3.1)
naziva se pred-Hilbert ov prostor. Ukoliko je ovaj proator
kompletan naziva se Hilbert ov.

Primer 1,3.1. Vektorski prostor R? postaje Hilbert ov prostor
ako se skalarni proizvod uvede pomodu
n
-
&3 = zxkyk -FE.
k=1
Sliéno, kpmpleksan vektorski prostor ¢t postaje Hilbert ov
sa skalarnim proizvodom ' ’

ps
(.s-») : - _ o>
X,y) = I =T %,
k=1

pri emu F* oznadava vektor koji se dobija transponovanjem
vektora'i i konjugovanjem njegovih komponenata. Norma koja
izvire iz skalarnog proizvods, u ovom sludaju je data sa

| | n 1/2
12l = V&2 - ( Z I 2> ,
k=1

§to ustvari predstavlja Buklidsku normu “?“E (videti primer
1.2.1.)0 ) ’ '

Primer 1.,3.2. Ako se u prostor Le.uvede skalarhi proizvod
pomodéu

+®0 ’ |
(uyv) = Z X T ( u={xk}k€1\1 ’ "={yi;1$1ce N
k=1

dobija se Hilbert ov prostor.

Primer 1.3.3. Sa skalarnim proizvodom

, v b |
(1.3.2) - (u,v) = S u(t)v(t)dt,
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prostor L2(a,b) postaje Hilbert ov. U sludaju kada su elemen-
ti iz 1°(a,b) ssmo realne funkcije, (1.3.2) se svodi na

b
(u,v) = Su(t)v(t)dt.

Unesto skalarnog proizvoda (1l.3.2) moZe se uzeti op-
§tiji skalarni proizvod definisan sa

b
(u,v) = Spct)u<t>v’(¥>at,
a

gde je p:{a,b|>R* data neprekidna funkcija (teZinska funk-
cija). Norma koja izvire iz skalarnog proizvoda uvedenog na
ovaj nadin data je sa

b 1/2
| ull = Sp(t)lu(t)‘adt .
a

2¢1le4, Ortogonalni sistemi u Hilbertovom prostoru

Definicija l.4.1. Skup vektors {uk’}k c1 Hilbert ovom pros-
toru X obrazuje ortogonalan sistem ako je

(o) = dplmd®  (Ynyxem,

gde Jje d\nk - Kronecker ova delta i “uk“ = \/(uk,uk) .

Skup indeksa moZe biti konadan, prebrojiv ili nepre-
bI‘O,jiv. ’

Ukoliko Je “uk“ =1 (Yk €I) kafemo da skup vektora
{uk}k el @ X obrazuje ortonormiran sistem i tekav sistem
oznadavaéemo sa u’lgSkeI .

Definicija 1.4.2. Ortonormiran sistem {u;}kel Jje potpun
u X ako nije pravi deo nekog ortonormiranog sistema.

Teorema l.,4.1. U svakom Hilbert ovom prostoru X ( # {0'})
postoji ortonormireni sistem.
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Teorema l.4.2. Neka su ak Fourier ovi koeficijenti vektora
. . . ¢
u&éX u odnosu na ortonorm;.ranl sistem {uk}kél « Tada su
iskazi
1° {u:c}kel Jje potpun sistem u X

2° us= Z aku; za svako u €X,
kel

medjusobno ekvivalentni.

Zbog ekvivalentnosti iskaza 194 2%y prethodnoj
teoremi, potpun ortonormiran sistem nazivamo i ortonormi-
rana baza prostora. Sli&no, potpun ortogonalni sistem nazi-
vamo ortogonalna baza prostora.

Kako, zbog jednostavnosti u primenama, ortogonalns
baza ima prednosti nad algebarskom bazom u Hilbert ovom
prostoru, od interesa je prouditi postupak za konstrukciju
ortogonalne baze.

Neka je dat najviSe prebrojiv skup linearno nezavi-
snih vektora.{vo,vl,...}. Postupsk kojim se ovom skupu vek-
tora moZe pridruziti ortogonalan sistem vektora {uo,ul,..:},
tako da se lineali nad ovim skupovima poklapaju, poznat je
kao Gram-Schmidt ov postupsk ortogonalizacije i on se moZe
iskazati na sledeéi nadin.

Uzmimo najpre u =V, 8 zatim uy predstavimo u obliku

(o}
Uy = vy A5 |
gde je llovnepoznati parametar koji odredjujemo'iz uslova
da je vektor uy ortogonalan na u. Tada iz
(ul’uo) = (v3yu,) +'110(“‘0""0) =0
sleduje

) (vl,uo)

Mo =" Tau *

o 0

Pretpostavimo sada da smo veé konstruisali vektore
UiaWygeeoyly ;¢ Vektor u, predstavimo u obliku
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sVt R ous F Uy ke +a’k,k-1uk—l .

Nepoznate parametre lki(i =0ylyeeeyk=1) odredjujemo iz uslo-
va

k-1
(uyuy) = (v ,uy) + Zlkj(uj,ui) =0 (i=0y1,e4.,k-1),
J=0
Dakle, imamo
(v, 4u;) :
k? .
g‘ki=- m;)- (i=041y0004k-1),
1 1

tjo

:|.’u

z k’u)u. (k=1,2,000).

Odgovarajuéi ortonormirani sistem vektora je {u‘z,u"]’_,...},

gde je u; = ﬁ-‘-\- (k=0y1ye0e)e

U specijalnom sludaju, navedenim postupkom, polazedi
od prirodnog bazisa {l,x,x‘?,... , moguée je u prostoru X=

Le(a,b), u kome je skalarni proizvod uveden pomoéu

(£,8) = (prGemax  (£,8€0),
) |

gde je x = p(x) nenegativna tefinska funkclja, konstruisati
ortogonalni bazis {Qk)SkeN . Lineal nad ovim bazisom je skup

svih algebarskih polinoma, kog:. Jje svuda g;ust u X(videti
[l]). U zavisnosti od teZingke funkcije p dobijaju se razli-
dite klase ortogonalnih polinoma.

Daéemo dva primera.

Primer l.4.1. U prostoru L.g(—l,l) sa p(x) =1 ortonormirani
bazis obrazuje niz polinoma

%) Skup A Jje svuda gust u B ako ge u svakoj okolini bilo ko-
Je tadke iz B nalazi bar jedna tadka skupa 4.
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P;(x) = \’g% k(x) | (k ’= o’l,. 00)"

gde jé P (x)= 1 -—di(xz— 1)¥ (Polinom P, naziva se Legen-
k 2E-];! dxk k-

dre ov polinom).
Primer l.4.,2. U prostoru X= 1° (-1,1) sa p(x)=(1- x2)5/2
odrediéemo prvih pet &lanova ortogonal_n'og sistema {Qkkke No
Izradunaéemo najpre integral
] ' ‘ )
- () 241 -x%)%2ax  (ken).
-1

Ny

Primenom parcijalne integracije na integral
‘ +l
N . -N = sz(k'l)(l-xz)s/zdx (keN),
k=1 k .
-1

.. 5 2k-1
dobijamo Nk—l Nk 2k T k s Fde N 2k+4Nk 1 (ke N).

Kako je N, =32%, imemo Nk=5ﬁ{%§—§+ (k&N).

Polazeli od prirodnog bazis’a{l,x,xz,... ) Gram-Schmidt-
ovim postupkom ortogonalizacije nalazimo redom

Q,(x) = 1, o |
Q (x) = x"%&% Qo(x).-x,

Q(x) = x2 - NNt - -3,

Q(x) = x> - NN 'x = - gx,

Q(x) = A‘NaNol'(Nf%Nz)(N_z'% +32N )P 2)

-1x +%.
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Prva Cdetiri &lana odgovarajuéeg ortonormiranog sis-
tema {.Q’I&keN su redom
o

Q:;(x) = \]—%t ’

* 4x
Ql(x) = —v,%_' Py

8 \e= (x*- §),

Q5 (x) =

*‘ 2
Q5(x) = -\lzTa_t(xB - %x).

241.5, Neke opSte osobine ortogonalnib polinoma

U ovom odeljku ukazadéemo na neke osobine ortogonalnih
polinoma, koje éemo koristiti u teoriji aproksimacija i nume-
ridkoj integraciji (opSirnije o ortogonalnim polinomima moZe
se naéi, na primer u 121, (3], {4},(5]).

Neka je {Qk')}ké.N ortogondlan niz polinoma na (a,b)
o

sa teZinskom funkcijom xv p(x).

Primedba 1,5.1l. Niz {cka]SkeNO , gde su ck(;é-o) konstante,
takodje je ortogonalan na (&,b) sa teZinskom funkeijom x w»p(x).
Teorema 1.5.1. Lineal nad bazisom {Qo’Ql"“'Qn} Jje prostor
algebarskih polinoma stepena ne visSeg od n.

Dokaz. S obzirom de je

b n
S p(x)Qk(x)(Z diQi(x)> dx =0(k\\Qk\\2 (0 4k 4n),
{

a =0

n

uslov Z diQi(x) =0 implicira oli =0 (i=0,14..4,n), odakle
1=0 .

neposredno gleduje tvrdjenje teoreme,

Teorema 1.5.2. Sve nule polinoma Qg ( k=<1,2,...) su realne,
proste i lefe u intervalu (a,b).
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Dokaz. Kako je, zbog ortogonsalnosti,

b .
Sp(x)Qk(x)dx = Q_O%H(QK’QO) =0 (k=l,2,..o),
a

zakljudujemo da polinom Qe menja znak bar u jednoj tacdki iz
(a,b). Pretpostavimo da su xl,...,xm(m 4k) realne nule ne-
parnog reda polinoma Qk , koje le%e u (a,b). Definifimo poli-
nom P pomodu

P(x) = Q. (x)W(x),
gde je wW(x) = (x- xl)...(x—xm).

Kako se polinom x P W(x) moZe predstaviti u obliku

m
W (x) = d. Q. (x),
IZO 11 '

imamo
b m
(peoPGoax = (@) = ) dl; (9000
a ‘ i=0
ti.
(Qk’w) =0 (m <k),
-l @-n.

S druge strane, primetimo' da poliriom P ne menja znak
na (a,b) 5to implicira (Qk,w) £ O.

Na osnovu prethodnog zakljuéujemo da mora biti m =k,
éime je dokaz zavrSen.

Teorema 1.5.3. Izmedju tri uzastopna polinoma u nizu {Qk\kéN
postoji rekurentna relacija °

(1.5.1) @ (x) - Wix e (x) + ¥y () =0

gde su dk,ﬂk, ¥y konstante.
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Dokaz. Izaberimo dk tekvo da je polinom R definisan
pomoéu R(x) = Qk+1(x) -h{kak(x) stepena k. Na osnovu teoreme
1l.5.1, ovaj polinom moZemo predstaviti u obliku

, X ‘
(1:5.2) - Qk+1(x).—xikak(x)‘=(5ka(x) +‘§E: std_l(x),
‘ . J=1

'

odakle je

. .
(Qi’Qk+l) -dk(in’Qk) ={5k(Qi’Qk) + Z X'J(Ql’QJ-l) '
=l

Ako je O 4i $k-2, korisdenjem ortogonalnosti niza
{Qk}ke N ? zakljudujemo da je “6"'3. =0(jslyees,k-1). Dakle,
jednakost (1.5.2) se svodi na (1.5.1).

Ovim je dokaz zavrsen.

Primedba 1.5.2. Rekurentna relacija (1.5.1) je talna i za
k=0, ako stavimo Q_;(x)=0.

Pokazatemo sada kako se koeficijenti o (% ,¥,, koji
se pojavljuju u rekurentnoj relaciji (1.5.1), mogu izraziti

pomoéu koeficijenata polinoma iz ortogonalnog niza {Qk’gkeN .
o)
Neka je a, koeficijent uz %X i b, koeficijent uz &1

u polinomu Qk’ tJ.

. (1-5-3)7 Qk(X) = akxk +bkxk-l

oo,

Tada, na osnovu (1.5.1) i (1.5.3), imamo

(ak+lxk+l + bk+lxk ) - (‘ka +Fbk)(akxk +bkxk_l +000)

+Kk(ak_1xk'l + bk_lxk-2 ++)=0,

odakle sleduje

_%ka . " | :
(1-5.4) dk— ak 2 ﬁk:dk(-ak:__,_l - a‘_k (kéN)'
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Da bismo odredili Kk podjimo od rekurentne relacije

Qk(X) - (dk—lx + r)k_l) Qk_l(x) + x.k_le_g(x) = 0.

MnoZenjem ove jednakosti sa p(x)Qk(x) i integracijom od a do D,

uz koriséenje ortogonalnosti niza {Qk}keN , dobijamo
0

b
2
1.5:5) Yol =y § P00 x Qg (OO G

a

S1iéno, mnoZenjem jednakosti (1.5.1) sa p(x)Qk_l(x)
i odgovarajuéom integracijom, dobijamo

- b
0 = dk S p(x) ka—l.(x) Qk(x) dx - fkl\Qk_l\lz .
/ a

Najzad, iz poslednje dve jednakosti sleduje

o etV aereeon [ 19l
@.5.6) Yy - dk.]fl (\tfk-llb - 'ka}k 1(“le-le (k&N

Sledeéi rezultat poznat je kao Christoffel-Darbouxov

identitet.

Teorema 1.5.4. Za ortogonalan niz polinoma{Qé}keEN vaZi
.identitet °

> Qk(x)Qk(t) 1 ;Qn""l (X) Qn(t) B Qn(x)Qn+1(t)
k=0 “an2 D(n“Qn“z x -t ,

gde Jje dn konstanta koja se javlja u rekurentnoj relaciji

(1.5.1).

Dokaz. MnoZenjem relacije (1.5.1) sa Qk(t), dobijamo

(1.5.7)

(2.5.8)  Qap(D)Q(t) = @x IR0 (1) - FiQy ) (D Q (1)

Ako u poslednjoj jednakosti zamenimo x sa t i t sa x i
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tako dobijenu jednakost oduzmemo od (1.5.8), dobijamo

Qk+l(x)Qk(t) - Qk+1(t) Qk(x) = dk(x“ t)Qk(x)Qk(t)

- x.k(Qk_l (X)Qk(t) - Qk-l(t)Qk(x)) ’

t.j‘n
(x-t) 3 (1 (1) L (Quaq (X)Q(E) = Q. (£)Q (X))
x- = X - x
“Qk“ 2 O(k “Qk“2 k+1 k k+1 k
Ty
k\\ o
Ako stavimo R = ——5 (Qy (X)Q(t) = Quyy (X)),

A 1Q -

i iskoristimo (1.5.6), poslednja jednakost postaje
(x-t) —E— Q (0)Q(t) = Ry = Ry )
HQyll

odakle sumiranjem po k, dobijamo (1.5.7).

2.1.6. Klasi®ni ortogonalni polinomi

Definicija 1.6.1. Neka je {Qk}keN niz ortogonalnih polinoma
o ;
na (a,b) sa teZinskom funkcijom x & p(x). Polinomi Qk(kéNo)

nazivaju se klasiénim, ako teZinska funkcija zadovoljava dife-
renci jalnu jednadinu

(1.6.1) g—x(A(X)p(X)) = 3(x)p(x),

gde je x + B(x) polinom prvog stepena, a funkcija x v A (%)
u zavisnosti od a i b ima oblik
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A(x) = (x- &) (b~ x) (a i b kona&ni),
= X- & (a konaéno,_b:*oo),
= b-x (a=-m, b kona&no),
-1 (a=-0,b=+w).

Teorema 1.6.1, TeZinska funkcija klasiénih ortogonalnih poli-
noma je neprekidno-diferencijabilna funkcija na (a,b)-i zado-

vol java uslove

(1.6.2) lim xmA(x)p(x)= 0 i lim x®A(x)p(x) = 0
X >a+ x+b-

za svako m=0,1,...

Kako je redenje diferencijalne jednadine (1.6.1) dato

e = gy oxe (G 33 o)

gde je C proizvoljna konstanta, u zavisnosti od a i b(sa tad-
no$éu do multiplikativne konstante) imamo

sa

(1.6.3) p(x) = (x- a) (b- x)° (a i b konatni ),
= (x- a)%exp(rx) (a kona&no, b=+),
= (b- x)tgxp(-r:_c)’ (a=-®, b konatno),
= exp ( S a(x)'dx)  (a=—c0, botm),

gde su

ol= %g:a). -1, ﬁz_%i_%l -1, s=B(a) -1, t= -B(b)- 1

i B(x)= rx+ q.

Grani&ni uslovi (1.,6.2) se tada svode na

61
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B(a) > 0’ (ako je a konad&no),
(1.6.4) B(b) £ 0 (ako je b konadno),
r o= B‘(x) £ 0.

Ha osnovu (1.6,3) zakljudujemo kakav oblik mora da ima
tezinsla funkeija kod klasi&nih ortogonalnih polinoma. Kako
se primenom linearne transformacije svaki interval (a,b)
mode iransformisati u jedan od sledeéa tri intervala

(-1, 1), (0, + ) , (- 00,+m@),

ne umanjujuéi opstost, za tefinsku funkeiju klasi¥nih orto-

gonalnih polinoma se moZe uzeti

2

X X

o - -
x +» (1.=-%) (1+ x)ﬂ , X x°e , Xke

respektivno. Tada, na osnovu (1.6.2), tj. (1.6.4), parametri

d,{B,s moraju ispunjavati uslove
o> -1, /5>-1 , 8> -1.

Razmotrimo posebno ova tri sludéaja.

1. Neka je p(x) = (1- x)d(l+ x)ﬂ i (a,b)= (-1,1).
Funkcija A je u ovom slufaju data sa A(x)=1- x°. Korisdenjem
diferencijalne jednadine za teZinsku funkeciju odrediéemo fun-

kciju B, Dakle,

B(X) = sty ax(A(0P() = p-tl= @+ Dx .

Ocdgovarajuéi ortogonalni polinomi nazivaju se Jacobi evi poli-
nomi i oznadavaju sa Pl(:d ’ﬂ’)(x). Specijalni sludajevi Jacobi evih

polinoma su
1° Legendreovi polinomi P (x) (d = = 0),
2° ebiSevljevi polinomi prve vrste T, (x) =P =- %) ,

« . . 1
30 Sebisevljevi polinomi druge vrste Sy (x) @®=p=3),
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4° Gegenbauerovi ili ultrasferni polinomi Gt(x) (ol=
r_\:l— %)a
Primetimo da klasa Gegenbauerovih polinoma obuhvata

. 0 ,0 40
pollnome navedene pod 17,2, 3 .

“X i (a,b)= (0,+w). Tada

je A(x)=x 1 B(x)=-x+ts+1l. Odgovarajué¢i polinomi se na-

2. Neka je sada p(x)= x%e

zivaju generalisani Laguerreovi polinomi i oznalavaju sa
Li(x). Polinomi koji se dobijaju za s=0 nazivaju se Laguerre-
ovi polinomi i oznalavaju se sa Lk(x)( = Li(x))a

2
3. Najzad, neka je p(x)=e X i (a,b)= (-m,+00).

S obzirom da je tada A(x)=1, dobijamo
x2 d

B(x) = e Ei(e-x ) = -2x.

Polinomi koji se dobijaju u ovom s;uéaju nazivaju se Hermite-

ovi i oznalavaju sa Hk(x).

Teorema 1.6.2. Za &lanove niza klasiénih ortogonalnih poli-
noma {Q‘} vazi fermula
k kGENo ‘

Cx 4 X
(1.6.5) Qk(x) = ETET'E;E(A(X) p(x)) (k=0,1,.0.)y

gde su Cp konstante razlidite od nule,

U formuli (1.6.5), koja jé poznata kao Rodriguezova
formula, konstanta C, mo%e se odabrati na razne nadine(na
primer, iz uslova da Jje “Qk“= 1). Jedanunaéin izbora kon-
stante C,, koji ima istorijski znalaj, Jje

k

1ill— za Pﬁ“’ﬁ)(x),
2-k!

Cp = 1 za Li(x),
(-1)k za ,Hk(x).

Za polinome Gegenbauera i Cebi3eva prve i druge vrste
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xoristi se normalizacija(izbor konstante Ck) koja se razliku-
je od opsteg sludaja Jacobievih polinoma. Naime, uzima se

(2) 1,1
Cp(x) = (—IE— p2r 2,

T, (X) = 7T P21/ (),
(z§k
S (X = ! P](‘1/2,1/2)(x)’

(3)s

gde Jje uvedena oznaka

(8) = 8(s+1).u(sr k-1) = S%%§§l .

Ako 8a & oznadimo koeficijent uz najvidi stepen u
polinomu Qp, td. Qk(x) = akxk+ +-+ , kori3déenjem Rodriguezove

formule (1.6.5), iz

b b
“Q'k“2 = S p(X) Qk(x) zdx = S p(X) Qk (x) (akxk+ e )2dx
a a

sleduje
b
\\Qk“z = akck(-l)kk! SA(x) kp(x)dx.
a
U specijalnim sludajevima imamo:

1° Kod Jacobievih polinoma

1 fek+dep+1)

" T DKy Pkt prl)
i .
WP - PP+l T ad+Txepe 1)
“Pk ’ “ k! (2k +ok+ >+ 1) Mk +d+P+1)
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2° Kod Laguerreovih polinoma
a, = (-DF i JelP -t Farseny;
2% Kod Hermiteovih polinoma

‘ k . 2 k

8 =2 i fa s = 2"cIJR .
Teorema 1.6.,3. Polinom xw Qk(x), koji je &lan niza klasidnih or-
togonalnih polinoma {Qk}keNo’ Je Jedno partikularno resenje li-
nearne diferencijalne jednadine drugog reds
(1.6.6) A(x)y" + B(x)y’ +1ky =0,
gde je ,

1 P
A = -k[z(k-l)ﬁ."(x) + B (x)] .
KoriZéenjem diferencijalne jednadine za teZinsku funkeiju

(1.6.1), diferencijalna jednadina (1.6.6) se mo¥e predstaviti u
Sturm-Liouvilleovom obliku

L@PEF) + 2 ey = 0.

Na kraju, u vezi sa klasiénim ortogonalnim polinomima, na-
vedimo sledeéu teoremu:

Teorema 1.6.4. Niz {Q](:m)}kel\l predstavlijs niz klasidnih ortogo-
0

nalnib polinoma na (a,b) sa teZinskom funkeijom pm(x) = A(x)mp(x).
Odgovarajuéa diferencijalna :jedxiaéina za teZimnglu funkeiju je

L (AP, (x)) = By (x)p (%),

gde je Bm(x) =mA’(x) +B(x).
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2.2.1. Linearni operatori

Neka su X i Y Banachovi prostori. Pod operatorom*
T:X »Y podrazumeva se preslikavanje

um g="Tu (ueXx, geY).

Definicija 2.l.1l. Operator T:X =Y -je'homog.en ako je

T(cu) = ¢cTu (Vuex i VeceKk).

Definicija 2.1.2. Operator T:X -+ Y je aditivan ako je

'I‘(u1+u2) = Tu; +Tu, (Vul,uzex).

Definicija.2.,1.3. Operator T:X » Y je linearan ako je isto- -
vremeno homogen i aditivan, tJ.

T(clul + 02u2) = c;Tu; +c,Tuy (Vul,uaex ;Vcl,czéY).

Definicija 2.1.4. Operator T:X -»Y je neprekidan ako za sva-
ki niz {un}nG_N iz X vazi

| u > u > Tu, -9 Tu (ueX).
Definicija 2.1.’5. Linearni operator T:X =Y je ogran'iéen ako
postoji nenegativan broj M takav da je -
(2.1.1) Nrull € M)lul (Yuex).
Infimum brojeva M za koje va?i (2.1.1) oznadava se sa
"T“ i naziva norma operatora T.

Teorema 2.l.l. Linearni operator T:X -»Y je ograniden ako i
samo ako Jje neprekidan.

*) Operator T:X-=R nazivamo funkcionelom.

66
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Dokaz. Ako je operator T ogranilen vaZi
I Tu,, - Tuj=fi2Cuy - wll s [Tlfw, -
odakle pri u, »u sleduje njegova neprekidnost u proizvoljnoj

tadki u. .

Pi'etpostavimo sada, da operator T nije ograniden. Tada
ze proizvoljno n>0 postoji par elemenata un,vnex, takav da
Je ' '

u, £V, i | Ty - Tvn" > 2oflu -v | .

Neka je, dalje, {cn} niz racionalnih brojeva sa oso-

binom
Iy = vall < ey < 20wy =vpll -
Tacia, za k_ = K%Z(un - vn) , imamo
| “Tkn" o] %n I Tu - Tv_|| > 'ngcri | u, - vyl = -f;llun - v li>1
i
gl = gom log=val< g -

Kako [k || =0 i Tk ll >1 (0= +m) protivuredi nepre-
kidnosti operatora T, sleduje da operator T mora biti ogra-
nicen, '

Neka su Tl i T2 dva operatora koji preslikavaju pros-
tor X u prostor Y. '

Definicija 2.1.6. Zbir operatora 'I‘=’J.‘l +‘1‘2 definise se kao
@‘u = (T1 +T2)u = 'I‘lu + Tau.
Ako su 'l‘l 1 T2 linearni ogranideni operatori vaZi

Izuf = [myu+ T b Tl + 0Tl £CUT0 + D2Dlul

t3.

TN PILN I L X



68 2. ELEMENTI REALNE I FUNKCIONALNE ANALIZE

Neka je T2u tacka prostora X.

Vefinicija 2.1,7. Proizvod operatora T =T1'I'2 definise se pomo-~

éu
Tu = T1T2u = Tl(T2u).

Ako su Tl i T2 ogranideni operatori vazi

Bral =1y (Towll &1y [louf £l Hz l0al
tj.
" T1T2"§" T1"" T2" .
Ako za svako u€X = Tue€X, tada se moZe definisati
iterirani operator T%(n-ti stepen operatora T) kao
™ - (el (VneN),

pri demu je ™ - I identidki operator (Iu=u za svako u'eX).
Za operatore T i ‘I‘m(n,meNO) vazi jednakost
ip® _ R

Ako je T ogranicen operator tada je

(b TN (n eNy).

Definicija 2.1.,8. Neka je T:X -» Y linearan operator. Ako
postoji preslikavanje ™1 takvo da Je

i) = u (Yuex),

onda je 'l‘_l inverzan operator od T.

Dakle, inverzan operator postoji ako je T biunivoko
preslikavanje prostora X u Y, tj. ako vaZi implikacija

u#fv = Tu# v,
%0 se (kod linearnih operatora) svodi na

Tu=06 = u=06.
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Teorema 2.l.2. Ako linearan operator T:X-»Y ima inverzan ope-
rator T"l, onda Je p=1 takodje linearan.

. . . -1 .
Dokaz. Neka je Tul-g;:L i Tu2=g2, tj. T gy =uy i

T—lg2==u2. S obzirom da je T linearan operator imamo
-1 -1
N (clg1 +c252) =T (clTul-+02Tu2)

=1
T T(clu1 +c2u2)

clul + c2u2

-1 -1
clT 8, +02T 8o
ime je dokaz zavrSen.

Primer 2.l.1. Odredimo operator, inverzan linearnom integ-
ralnom operatoru

b
PE(x) = Se“d(")’d(t)‘ £(t)at,

8

gde je & data monotono neopadajuéa funkcija na [a,b] i dva-
put neprekidno-diferencijabilna.

Neka je o(x)-d(t)=u. Tada je

b4 b
g(x) = T£(x) = Se—uf(t)dt + Seuf(t)dt,
a ) X
odakle sleduje
X | b
g'(x) = £(x) - Se—uok'(x)f(t)dt - £(x) + Seuo('(x)f(t)dt,
a X
tie
b.d b
(2.1.2) g'(x) =o('(x)<—- Se—uf(t)dt + () elr(t)dat ).
a X
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Ne dalje, imamo

ad;(i'f%) - —2£(x) +d e,

.odakle je

£ = 17 - B0 - 3 & (54) -

Kako iz (2.1.2) sleduje

'(2.1.5) g'(a) =d'(a)g(a) i  g'(b) = -d'(b)g(v),

zakljudujemo da je inverzan operator T-l u prostoru Ce[a,b]
definisan za funkcije koje zadovoljavaju graniéne uslove

(2.1.3).

Teorema 2.,1,3, Neka je X Banachov prostor, I identilki ope-
rator u X i T:X - X egraniden linearni operator kod koga je
7l £ q <1. Tada postoji operator (I —T)-l za koji vaZi:
+Q0
1° (I—T)-l = Z ok (Neumann ov razvoj);
k=0 )

2° - 4 5 -

Dokaz. S obzirom da je JTH < q < 1 imamo

+0 +CD‘
(2.1.4) kZII ™| & kZuTuk ¢ s < ro.
=0 =0

Kako je, dalje, prostor X ,k‘ompletan, to iz konvergen-

+D

cije reda Z I Tkll sleduje da je Z ok ograniden linearan
k=0 . k=0

operator,

Iz jednakosti
n

. o}
K Kk 1
(I-T)ZT =.ZT‘(I—T)A=I-Tn+_,
k=0 k=0
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koja veZi za svako n€N,a s obzirom na

[z £ hoi*? 20 = *H 20 (0> +w),

gleduje

+0 +0
(I-T)ZTk - Z'Tk(I-T) =1,

k=0 k=0

(-1t - ﬁfnk.

k=0

tJe

Kori3éenjem (2.1.4) neposredno dobijamo

) +0
hz-»H 2 kz(; Il ¢ =5

Teorema 2.l.4. Neksa su A:X =+ X i B:X - X linearni operstori
za koje postoje neprekidni inverzni operatori A_l i B_l. Tada
Je ' .

iB~2l- iz - Bt

lA_l _ -1
| = 1 - |1 - B7al

i

gde je I identidki operator u X.

Definicija 2.,1.9. Neka je T:X = X linearan operator. Komple-
ksan broj A je sopstvena ili karakteristidna vrednost opera-
tora T ako postoji vektor u razlidit od nula-vektora takav
da Je '

Vektor u koji odgovara sopstvenoj vrednosti M naziva se sop-
stveni ili karakteristiéni vektor operatora T.

Teorema 2.1.5 (Banach-Steinhaus). Neka su X i Y Banachovi pros-

tori i neka je {An}neN niz ogranic¢enih linearnih operatora koji
preslikavaju X u Y. Potrebni i dovoljni uslovi za koﬁvergenciju

niza {Anu} ka Au za svako ueX, gde je A:X ~+ Y ograniden linearan
operator, su
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1° niz ¢l Anll} neN ogranicden;

o ‘s .
2 postoji lim Anu na nekom u X svuda gustom skupu.
n>+w

Dokaz ove teoreme moZe se nacéi, na primer, u [1].

2.2.2. Matrica linearnog operatora na kona¢no-dimenzionalnim

\ prostorima
|
|
|
. Neka su X i Y konacdno-dimenzionalni prostori sa bazama
B, = {ul,...,un} iB, = {vl,...,vm} respektivno i neka je A:X >Y

linearan operator. Nije tesSko pokazati da je operator A potpﬁno

odredjen ako su poznaté slike vektora baze B 'tj. ako su poznati

ul
vektori Aui (i=1,...,n). RazloZimo ove vektore po vektorima baze
Bv' Tada imamo
Aul = allv1 + azlv2 + ...+ amlvm’
Au, = a, vV, + a. + ... + a_,v_,
(2.2.1) . 1271 22V2 m2 m
Au = a; Vv, + a, vy + ...+ a V.
Na osnovu (2.2.1) formirajmo matricu
a1, a12 ot aln
A = 21 %22 %n | .
vu .
aml 4n2 amn
Definicija 2.2.1. Za AL kazemo da je matrica operatora A:X->Y

u odnosu na baze B, 1 B,
Posmatrajmo proizvoljne vektore ueX i veY, ¢ije su koordi-

natne reprezentacije, u bazama Bu i BV, date sa

Xy 1 [yl
> XZ' 1y2
u=x= : i 1 v l:
: !
%n J Lyu J
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respektivno. Veza izmedju koordinata vektora u i vektora v=Au mo-
Ze se iskazati pomodu jednakosti
> >

Y = Ayp¥

Formalno, operator A moZemo zameniti njegovom matricom Avu'

Da bismo opisali operator A:X »X dovoljno je fiksirati
jednu bazu Bu ={Upse--pu b Naime, prethodno razmatranje ostaje
u vaznosti ako stavimo Y= X i BV=Bu. Matricu Auu, u tom slucaju,

prosto oznacavamo sa Au.

Na kraju napomenimo da ¢e o matri¢nom racunu biti posebno

re¢i u c¢etvrto]j glavi ove knjige.

2.2.3. Bilinearni i n-linearni operatori

Skup ogranienih linearnih operatora L(X,Y) koji preslika-
vaju Banachov prostor X u Banachov prostor Y ima strukturu Banach-
ovog prestora ako su u njega uvedene unutrasnja i spoljasSnja kom-

pozicija pomocu
(T+S)u = Tu+Su, (cT)u = c(Tu) (T,Se L(X,Y);¥ce K),

dok se pod normom elementa Te L(X,Y) podrazumeva norma ogranide-

nog linearnog operatora T u smislu definicije 2.1.5.
Neka su X i Y Banachovi prostori i operator B:X2%Y.

Definicija 2.3.1. Operator B je bilinearan ako svakom uredjenom

paru elemenata (u,u') EXZ odgovara element g=B(u,u')e ¥, pri cemu

za svako ul,uz,u&,uég)( i svako ¢ sc e K vaze jednakosti:

2
[ - ; N .| ¥
B(clul+c2u2,u ) clB(ul,u Y+ czB(uZ,u) ,
. L} - L} )
B(u,clul+czu2) clB(u,ul) + c2B(u,u2) .

Ako postoji pozitivan broj M takav da Jje
(2.3.1) ;;B(u,W)i};DIMuWHu'H
za svako u,u' X, operator B je ograniéen.

Infimmum brojeva M za koje vazi (2.3.1) naziva se normom

bilinearnoyg operatora B i oznacava se sa “BL-

Shodno prethodno]j -definiciji bilinearna preslikavanja
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prostora X u prostor Y, obrazuju linearni normirani prostor, koji
oznadavamo sa B(X2,Y). MoZe se pokazati da su prostori L(X,L(X;Y))

i B(X?,Y) izometrié&ni.

Definicija 2.3.2. Operator N:x™Y je n-linearan ako svakom uredje-

nom sistemu elemenata (ul,uz,...,un) iz X odgovara element

=N(u,,4,,...,u_)e¥Y, pri ¢emu je on linearan po svakom u,, pri
g 1772 n p i .
fiksiranim ostalim elementima UprecerUy_ oy qree-sUpye

Ako péstoji pozitivan broj M takav da je
8y ougseeeyu) s Ml lfe g lteee 1agll
operator N je ogranien.

Sva n-linearna preslikavanja prostora X u prostor Y obra-

. - , . . o n
zuju linearni normiran prostor, koji oznadavamo sa N(X',Y).

2.2.4. Fréchetova diferenciranja

Neka su X i Y Banachovi prostori i neka je nelinearni ope-

rator T:X+Y definisan na skupu DCX.

Definicija 2.4.1. Operator T je Fréchet-diferencijabilan u tacdki

ueD, ako postoji takav ogranideni linearan operator AeL(X,Y) da
je
1im )l (u+h) -Tu-ah||_ -
Il hlf+o Il b i

Operator A naziva se izvod operatora T u tacki u i oznacava sa
t

T .
(u)

Teorema 2.4.1. Ako je operator T Fréchet-diferencijabilan u tadki

u, onda je njegov izvod jedinstven.

Dokaz. Neka su Ai(i=l,2) dva linearna ogranidena operatora,
takva da je
[| T(u+th)-Tu-A;h||

L, = lim =0 (i=1,2)
In]f>o Il nil

i neka je A=A1-A2.
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Koriséenjem
lan|| = || a,h-A k]| < [I'T (uth) ~ru-A k|| + || T (u+h) -Tu-A,h||
nalazimo
. || an||
(2.4.1) lim ~—— =1, +L, = 0.
il bll+o |fn ||

Medjutim, ako je za neko h
[l an|]
IIh i

tada e i za svako € # 0 biti

=x#0,

Il aen) ||
Il enl]

odakle zakljufujemo da je jednakost (2.4.1) nemoguéa kada je A
nenula-operator.

Dakle, (2.4.1) vaZi ako je A nula-operator, tj. A=A,
¢ime je dokaz zavr$en.

Teorema 2.4.2. Svaki linearan ogranieni operator je Fréchet-di-

ferencijabilan, pri &emu je T(u)' = T+ za svako u€&bD.

Dokaz. Kako je TeL(X,Y), na osnovu definiciju 2.4.1 i pret-

hodne teoreme neposredno sleduje

T .h = Th za svako u eD.
(u)

Sada demo dati neka pravila diferencijalnog raduna:

10

cijabilni u tadki u. Tada je operator oT+8H(o,BeK) takodje dife-

Neka su operatori T:X+Y i H:X+Y neprekidni i diferen-

rencijabilan u toj tacki, pri €emu je

(T + gH) () = aT () + BH

(u)?

2o Neka su X,Y,Z Banachovi prostori, a T:X+Y i S:Y~+ 12

Fréchet-diferencijabilni operatori. Ako je Tu=g, Sg=h, izvod slo-
Zenog operatora ST (h=S(Tu)=(ST)u) u ta¢ki u je

] — ' .
(ST () = Siru)T (u) 7
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3° ako je A proizvoljan linearan ogranideni operator,

a T Fréchet-diferencijabilan operator va¥i

' _ ' . iy ! _ '
(AT) (1) = AT (u) 1 ('ra) (0) =T (Au)A'

Ako je operator T dva puta Fréchet-diferencijabilan, tada

jer T () LXK LIX, ), . T (u)EB(XZ,Y). Sliéno, ako je T n puta
Fréchet-diferencijabilan operator, tada je T<n)EN(Xn,Y).
] (u)

Primer 2.4.1. Neka je X=Rn, Y=R, T;=f(;)=f(xl,..;,xn),

> T > T >

x=[xl...an » h=[h,...n 17, [ x||_=max|x,|. Pod uslovom da f
k

ima neprekidne parcijalne izvode drugog reda, nac¢i c¢emo T'(;).
- -
Neka je c=§+£h(0< £<1l). Na osnovu Taylorove formule imamo

n
> > > of 1 d2f
f(x+h) = £f(x) + & —— h, +5 ¢ ———1| h
k=1 axk ~ k 2 K, 3 Bxkaxj z

Ky
tj.
> > - T > > 2
(2.4.2) |f(x+h)-f(x)-(grad f) h|< M(f,c)(max]hk|) ,
k

gde smo stavili

af ]
X
M(E,Q) = o2f I i gradf = 3
o =L __32f -
21k, 3 k%512 o f
L3%n]

S obzirom na neprekidnost parcijalnih izvoda drugog reda
funkcije £, velidina M(f,Z) je konadna, pa na osnovﬁ'(2.4.2)
imamo

| £(x+h) - £(x) - (grad £)Th|

> > 0

|| n]l

kada || h|| > 0. Dakle,

T = (grad £)T .

L
(x)
. . n . m - -> | -

Primer 2.4.2. Neka je X=R', Y=R , xeX, yeY¥,|| x||_= max |Xk"

1<k<n

I| vl = max |yk], ﬁ:=[hl...hn]T (eX) i neka je operator T:X +Y
1<k<m

definisan pomodu
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fl(xl,...,xn)
> > >
T™x = £(x) = :
fm(xl,...,xn)
Ako pretpostavimo da funkcije fk (k=1,...,m) imaju nepre-

kidne parcijalne izrade drugog reda, primenjujuéi postupak iz pret-

hodnog primera na svaku od funkcija fk' dobijamo

7 & - w(t),

gde je W Jacobieva matrica za %, tj.
Bfl of

_1 1
axl an
>
W(f) =
of of
_m _m
axl axn

2.2.5. Taylorova formula

Najpre uvodimo pojam L-metrickog prostora.

Definicija 2.5.1. Metridki prostor X naziva se L-metrid¢ki, ako za

svako u X postoji linearna ogranidena funkcionela L:X - R, takva
da je
(2.5.1) L]l =1 4 Lu= p(u,0).

MoZe se pokazati da Banachov prostor poseduje svojstvo
(2.5.1) (videti [1, str.224]).

Neka je D konveksan* podskup Banachovog prostora X i T
proizvoljan n+l puta Fréchet~diferencijabilan operator u oblasti

D. Tada vaZi sledeca teorema.

Teorema 2.5.1. Ako su u 1i u+h zadate tacke iz D, tada je

n
(2.5.2) T(uth) = % ﬁ%TEE;(h,h,...,h) + W(u,h);
k=o X! —_—

k puta
gde je

*) skup D je konveksan ako vaZi implikacija
u,utheDdD => u+thed (0 <t <l).
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(2.5.3) ) Wean| < vyl e Ilngp ™

(nil)' sup ” T(u+th
" telo0,1)

Dokaz. S obzirom da je X L-metridki prostor to se za ele-

ment W{u,h) nalazi linearna ograni&ena funkcionela L, takva da je
L) =1 i LWw=p (W) =|wWu,h)]f .

Uvedimo sada pomoénu funkciju
(2.5.4) trF(t) = LT (ut+th),
3iji su izvodi redom jednaki

1 _ 1
F (t) = LT (u+th)h ,

(n+l1) _ (n+l)
F (t) = LT(u+th)(h’h""'h) )
n+l puta
s obzirom da je CLTf(a) = LTl(a) i é%(u+th) =h
Sada imamo

- _ 1 1 (n)

| wiu,h) || = Lw = LT(u+h)—LTu——l-!—LT'(u)h—...—FLT(u) (h,...,h),
n puta
tj.
W, |l = FQ) -F(0) -F5 F'(0) = ... - 2r®™ o) .

Kako za funkciju (2.5.4) va%i klasidéna ocena ostatka u

Taylorovoj formuli

[F(1)-F(0) - LF' (0)=... -2F™ (o) —2— max [F™D)(r)],
1! 1! ‘ A(n+l1)! te[O,l
dobijamo
I S . (n+1) n+l
W e, || < <3377 tilfg,l I T aeny D RIS

odakle, na osnovu (2.5.1), zakljudujemo da vaZi (2.5.3), &ime je

dokaz zavrsSen.
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Formula (2.5.2) naziva se Taylorova formula za operatore.

Stavljanjem n=0 u (2.5.3) dobija se sledeca vaZna nejed-
nakost

| T(u+h) - Tul] < | hil

sup _||T el
te[O,l] (u+th)

koja predstavlja teoremu u srednjoj vrednosti.
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3¢l ITERATIVNI PROCESI ZA RESAVANJE OPERATORSKIH
JEDNACINA I EGZISTENCIJA RESENJA

3,1.1, Osnovne nspomene o reSavanju operatorskih jednaéina

Neka su X i Y Banachovi prostori, D konveksan pod-
skup prostora X i F:D - Y. Posmatrajmo operatorsku jednadi-

nu

(1.1-1) Fu = e,

gde Jje © nula-vektor prostora Y.

Veliki broj problema u nauci i tehnici svodi se na
redavanje jednadine oblika (1.1.1). Navedéemo nekoliko tipi-

¢nih primera.

Frimer 1.1.1. pko je.X = Y = R, u=x, F=f, jednaline

£(x) X - cosXx =0

n n-1
+ + 4 + =
ax + ax a,_1¥ +a, =0

£(x)

su oblika (1l.l.1).
. . n 2> _ T .
Primer 1.1.2. Ako je X=Y=R, u=x = Bl"'ﬁJ 1
fl(xl,...,xn)

>

Fu = F(X) =

fn(xl,.i.,xn)

gde su f R » R date funkcije, Jednaélna (1.1. l) predstavl ja
sistem Jednaélna '

fi(xl""’xn) =0 (i=1,...,n).

83
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Ako je F linearan operator, na primer, E(§)= AX - b, gde su
matrica A i vektor P dati sa

8)1 81p ee- alhw ' b11

a1 8 &y | . b,
—

Lanl 8h2 2nn Lbn

jednaéina (1.1.1) predstavlja sistem linearnih algebarskihl
jednadina -

851Xy * 850Xyt o + ainxn,?-bi (i;l,...,n).
primer 1.1.3. Neka su X= c2[a,b], Y= C[a,B]XR, u= u(t),

£, ()
Fu

£, ()
£1(W) (1) = u"(t) - £(t,ut),u'®)) - (tela,d]),
fz(u) = g(u(a),u(b)),

gde su f:R3 - R i g:R2 -» R date funkcije.

Tada reSenje operatorske jednadine (1.1.1) predstavl ja
redenje konturnog problema
ut(t) = £(t,u(t),u'(t)) (tela,b]),
g(u(a),u(b)) =.0.

Predmet nadeg razmatranaa Je resavanJe Jednaélne (1.1.1),
tj. nalaZenje takve taékeIJED, ko ja zadovolJava (1.1. 1) U tom
cilju ovu jednadinu predstavimo u ekvivalentnom obliku

(1.1.2) u = Tu

tako da operator T preslikava D u D, tj. da je Tu= H(u,Fu),
gde operator H preslikava DXY u D. Za jednadinu (1.1.1), ob-

1ik (1.1.2) odigledno nije jedinstven, $to pokazuje sledeci
primer.
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Primer 1.1.4. Jednalina £(x)=0 se moZe predstaviti u ekvi-
valentnom obliku . ’ - R
x = x + Af(x)
za svako A razlidito od nule.

Jedan od natina za reéavanJe Jednaélne (1.1.2), tj.
jednadine (1. 1. 1), -zasniva se na konstrukeiji niza {uk keN,

pomoéu

(1.1.3) uk+1.='Tuk © - (k=041,004)

polazeél 0d u e D. Pod 1zvesn1m uslovima za T, niz {uklikeN

mose konvergirati ka traZenom re$enju Jednaélne (1.1.2), o
demu ée biti redi u slededem odel jku.

Formulu {(1.1.3), pomodu koje se generlée nlz{ukkkEN

zvademo iterativnim procesom.

. Pored iterativnih procesa oblika (1.1.%) postoje i
op&tiji iterativni procesi oblika

U,y = S(uk’uk—l""’uk—m+1) (k=m-1,m,...),

pri Zemu S: X% » X i kod kojih se startuje sa m poletnih vred-

nostil uo’ul""’um—l & D.

3.1.2, Banachov stav o nepokretnoj tadki

U ovom odelgku .dokazademo Jedan vrlo vaZan rezultat,
o] eg21stenc131 i jedinstvenosti reéenJa operatorskih jedna-
d¢ina.

Neka je T operator u 3anachovom prostoru X. Tafke u
za koje Je
(1.2.1) ' u=Tu
zovu se‘nepokretne tadke operatora T. Doyoljne uslove za

egzistenciju jedinstvene nepokretne tadke operatora T dao
je Banach.
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Definicija 1.2.1. Operator T:X = X naziva se kontrakcijom ako
postoji pozitivan broj q<1 takav da je za bilo koje dve tadke
u,ve X

lzu - ovll £qlu- vii .

Slededa teorema je tzv. Banachov stav o nepokretnoj
tadki. ' '

Teorema 1.2.1. Kontrakcija T Banachovog prostofa X u samog

sebe ima jednu i ssmo jednu nepokretnu tadku.

Dokaz. Polazeéi od proizvoljne tadke uoex konstruidimo

niz {uk}keN pomodéu

uk+1 = Tuk (k-—-o,l,-oo)o

Kako Jje za k21
hoger = %l = 0T - T, £ afluye - ue,y |l
Doy = el &9y - uo) -

Ako je m>k, tada je

(1.2.2)  fuy = wl = Qg = W) ¥ (gp= ve) * 0+ 0wy )

& sy~ w )+ l\uk+2— “k+1“ oot “um'“m-lu

£ (qF+ e e g Nuy - ugll

4l @<,

odakle je 1lim u -u | = 0, 8to znadéi da je {u Cau-
I€ et lug- vl = 0, { e N,
chyev niz.

3 obzirom da je X Banachov prostor, to je on kompletan
pa postoji '

(1.2.3) lim u = a (a € X).
k»+00
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S druge strane, kako je

[oer - T2l = 170, - TalZalu - 4],

imamo

lim Hju -Tal =0

K> 400 “ k+1 “ '

tj. 1lim u
k-»+00

Iz poslednje jednakosti i jednakosti (1.2.3) sleduje

1= Ta.

87

a= Ta, tj. a je nepokretna taéka operatora T. Ovim je dokazana

egzistencija nepokretne tacke.

7Za dokaz jedinstvenosti pretpostavimo da postoje dve
nepokretne tafke a i b, tj. neka je '

a="Ta, b=Tb, |a-bll#o0.
Kako je T kontrakcija imamo
ITa - Tofl = Ja - b} £ qjja - b},
odakle, s obzirom da je 0<q<1, neposrédno sleduje

fa - bl =0, tj. a =Db.
Ovim je dokaz teoreme zavrden.

Dakle, ako je T kontrakcija X u X, jednalina
Tu =u

ima jedno i samo jedno reSenje i ono moZe biti dobijeno kao

grani¥na vrednost niza, koji se generiSe pomodu

(1.2.4) g = Ty (k= 0,1,...),

gde je u, proizvol jna tafka iz X.

Ako se zadrZimo na k-toj aproksimaciji Uy, koja je
odred jena pomoéu (1.2.4), iz (1.2.2), pri m= +wm, sleduje

k
fa - vl Z.VT%—E ISR [
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2.,1.3, Iterativni procesi za reSavanje obiénih jednalina

Neka je data jednadina.

(1.3.1) £(x) = O,

gde f:[d, ]-) R, i neka je

(1.3.2) x = d(x)

njen ekvivalentni oblik.

Teorema l.3.l. Pretpostavimo da neprekldna funkcija qb_—zado—
voljava uslove

° ¢: [ ,/b] eE\(,(b'_l,
HJI \20 ¢ ima izvod u svakoj tadki xe[d\,[b__l , takav da je
(x)N4&q«l.

Tada jednalina (1.3.2), tj. jednadina (1.3.1), ima je-
dinstveno reSenje aefd,b] i ono se moZe odrediti iterativnim
procesom

(1.3.3) X = Plx) (k=0,1,...)

sa proizvoljnim xoe[b(,(b].
Dokaz. Za dokaz ove teoreme dovoljno je pokazati da je

(f) kortrakcija na [0(,(5). U tom sludaju ova teorema je posledica
teoreme 1l.2.1.

Ksko iz Lagrange ove formule
§x) - $(y) = (B)(x-3),

gde su x i y proizvoljne tadke iz {0(,(5] i >%=y + 6(x-y) (0<0<1),
sleduje

[pG)-d)| = [$®x-3] £ alx-7l,

zakljudujemo da je ¢ kontrakcija na E){,(b], éime je dokaz teoreme
zavrsen,
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Dakle, da bi iterativni proces (1.%3.3) konvergirao ka tal-
ki a, funkcija $(Zesto se naziva iterativna funkeija) mora ispu-
njavati odredjene uslove. Na slikema 1.%.,1 do 1.3.4 data je geo-
‘metrijska interpretaci ja iterativnih procesa oblika (1.3.3). Prva
dva procesa(videti sl 1.3.1 i s1.1.3%.2) su konverbentna. lntere—
santno je primetiti da Je kod drugog od njih ¢(x)<10 i da u tom
sludaju niz {3 R konverglra oscilatorno, tj. greska ek—xkja al-
ternativno menja znak. Druga dva procesa(vldetl 8l.1.3.3 1 sl.
1.3.4) su dlvergentna. Kod prvog od njih nije ispunjen uslov 2°

a kod drugog uslov 1° iz teoreme 1l.3.l.

8“‘”“! ‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ f BT~ [
: y=x :
' 1
{
1. .
1 |
I 1
1 |
| |
| |
! |
! |
y=o{x) 1
/ ':
alT A bop--m— - a ™73
-y 1
0 o a X, x1 X5 g X 0
S1. 1.3.1
? y
S e IO R, . | ‘
t 1 : ;
: s : !
! ] \ 1
| 1 ! |
I| y=x : | !
1 1 ! :
1 | : |
I ! |
| ' | | |
l ! ! i
t f ! [
1 ! t \
] ] [} '
ol e I U __Jl a b———fr——————_——_——— .1'
'. : ': ;
; ’ O : —
0 a X4 a X, Xy B X 0 o 8 X
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Primer 1.3.1. Posmatrajmo jednadinu

(1.3.4) X2 +%x-60 = O.

Nije tedko utvrditi (na primer, grafidki) da ova jednadina
ima koren x =a koji leZi u intervalu (3,4). Da bismo re3ili
datu jednadinu, treba je prethodno svesti na oblik (1.3.2).
Na primer, neki od tih oblika su »

X =¢l(x) = 6O—x5,
3

x = ¢ (x) = /% ,

x=¢3(x)=§g—-1£.

Neposrednim proveravanjem zakljudujemo da od navedenih
iterativnih funkcija samo ¢2 zadovoljava uslove teoreme 1l.3.1,
pri demu je

|$500)| -

-1

3/ (60 - x)2

kada xé& [3,4] .

Dakle, koren jednadine (l.3.4) moZe se odrediti iters-
tivnim procesom

(105.5) xk+1 = 6 —xk , (k=o’l,o.o)o

Polazeéi od X, =4, pomoéu (1.3.5) debijamo
Xy

4.,0000000
3.8258623
2.8298239
3.8297338
348297359
3.82973%58
3.8297358

AW s DO K

tj. & & 3.8297358.
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Pretpostavimo sada da jednadina (1.3.1) ima u [d,(b] Jjedin-
stveno reSenje x=a, gde je segment Yg(, J teko odabran da f ne
menja znak na njemu. Postavlje se pitanje kako preéi na ekvi-
valentni oblik (1.5.2), a da pri tome funkcija ¢ zadovoljava
uslove teoreme 1.3.1, IzloZiéemo sada jedan od nadina za resa-

vanje ovog problema.

' Neka je

(1.3.6)I 0<m £ f'(x) &M (d & Xé[b ).

Ukoliko je £'(x) <0, umeste jednadine (1.3.1), moZe se uzeti
jednadina - f£(x) =0, '

Na osnovu primera l.l.4, uzmimo
P(x) = x - Ar(x).

Izaberimo pozitivan parametar A takav da je

(1.3.7) 0 £¢(x) =1- aflx) £ q<1

za xe[o(,(il . Tada na osnovu (1.3.5), imamo
04£1-2AM4&1- Am 4 q,

odakle zakljudujemo da & (1.3.7) biti ispumjeno ako je =f.

U tom sludaju je

q = max (1-2f'(x)) =1-F <1,
déxép .

Dakle, moZe se uzeti

P(x) = x - ££(x) .

Primedba 1.3.1l. Ako Je |¢I(x)‘gp7l kada xe@(,(b] , iterativni
proces (1.3.3) divergira. Medjutim, ako se jednadina (1.3.2)

predstavi u obliku

x = Yo,

gde je VY inverzna funkcija od qb, iterativni proces
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l =V/(xk) (k=‘o,1’o-¢>
biée konvergentan, jer je

\Wx)\

l—q,41.

\ d:(‘}‘( ))\

O konstrukciji iterativnih procesa oblika (1.3.3),
kao i iterativnih procesa za re3avanje sistema nellnearnlh

3.

jednadina biée redi u petoj glavi: S obzirom na poseban
znacaJ 1terat1vn1h procesa u llnearnOJ algebrl, probleml
‘'vezani za ovu oblast biée tretirani posebno u cetvrtoa gla~
vi. Napomenimo sada samo ukratko o reSavamju sistema linear-

nih jednadina
(11308) Ax = b,‘

- .

gde su matrica A'i vektori ¥ i B kao u primeru l.1.2. Kako
se sistem jednadina (1.3. 8) noZe predstav1t1( na beskonacno
nnogo nadina) u obliku o

(1.3.9) X =B +p,
gde su B= [}) 1 R 7 = [» : V) ]T mo¥e se konstru-
iji nxn r 1 °°* Ppi

- e o >y e ‘ X . RE N o~ . = — :
isati iterativni proces sa operatorom X V> T(&) = BX +h .

S obzirom da je T linearan operater, ns osnovi

lox - tyll = NBCx - 31 & 1BMx - vl

zekljucujemo da je “B\ q<c1l dovolaan uslov da Je T kontrak-
cija. ;

Dakle, ako je IBl4q ll; sistem jednadina (1.3.8), tj.
(1.3.9), ima jedinstveno reSenje i odgovarajuéi iterativni
proces - ' - ' o

g = S :
xk-"l = T(xk) (k=0,l’-.o)

-1

konvergira ka B=AT"D. Napemenlmo da vrednost “Bllzav151 od

izbera metrlke u R%,
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O egzistenciji i jedinstvenosti reSenja diferencijal-
nih i integralnih jednadina i odgovarajuéim iterativnim pro-
cesima za njihovo resSavanje biée redi u posebnim glavama.




3.2. KARAKTERISTIKE ITERATIVNIH PROCESA I METODI ZA
UBRZAVANJE KONVERGENCIJE

3.2.1. Red konvergencije iterativnih procesa

Neka su X Banachov prostor i operator T:X -» X i neka
niz

(2.1.1) w g o= Ty (k=0,1,...)

konvergira ka tadki aeX.

Niz (2.1.1) definiSe iterativni proces za reZavanje
operatorske jednaline

u = Tu,

Osim iterativnih procesa oblika (2.1.1), mogu se pos-
matrati i ops$tiji iterativni procesi oblika

(2.1.2) uk+l = S(uk,uk-l’...’uk—m+1) (k=m-l,m,ooo)g

pri demu S:X™ - X.

Definicija 2.1.,1. Za itersativni proces koji konvergirs ka a,
kaze se da ima red konvergencije r ako je

(2o1'3) "uk-fl - a“ = O(“uk - a“r)!

tj. ako postoji konstanta A takva da je

\\uk+l—a\l £ Afuy - a“r

za dovoljno veliko k,

Oznadimo sa U(a) konveksnu okolinu tadke a. Tada, za
iterativni proces (2.1.1), umesto (2.,1.3) u prethodnoj defi-

94
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niciji, moZemo uzeti

ITu-af = oClu-al®)  (ueu(a)).

Teorema 2,1.,1l. Ako je operator T:X + X erutéwFréchet—dife—
rencijabilan u konveksnoj okolini U(a), iterativni proces =
(24141) je reda r ako su ispunjeni sledeéi uslovi:

1° Ta=12a3

2° T(a)’ T(a)’ eoey T(r-l) su nula-operatori;

30 plT)

(u) je nenula-operator sa normom koja je ograni-

dena na U(a).

Dokaz, Neka ueU(a), “Tgﬁg“ & M, i
q = Ta-+1, ( )01— a)+ . z———j—Tgr)lku—a,...,u—a).
| -1 a) Nl

k-1 puta

Tada na osnovu Taylor ove formule, imamo

ftu-ql £ % sup “'l‘gzt(u_a))“.“u—a“r ,
tefo,l
tJ.
) Mr
fTu-ql & ZF lu-al.

Kako je, ma osmnovu pretpostavki teoreme, g=Ta=a,

imamo '
M
ITu-af & Afu-al™  (A=3F),

dime je dokaz zavrsen,

U daljem tekstu, kada govorimo_o iterativnom procesu
rede r, pretpostavljaéemo uvek da su ispunjeni uslovi teore-
me 2.1.1. ’

| Napomenimo da je red konvergencije iterativnih procesa
tipa (2.1.1) uvek ceo broj, ada Je kod procesa tipa (2,1.2)
realan broj.
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U sludaju da je r=1l, dovoljan uslov zs& konvergenciju
iterativnog procesa je O04A<1.

Posmatrajmo sada sluéaj kada je X=R,

Teorema 2.l,2. Neka je

Xpal © ¢(xk) (k=o,1,o..)

iterativni proces reda r, gde je X »Pd(x) r puta neprekidne-

diferencijabilna funkcija u okolini tadke a= lim Xy o Tada je
’ k >+

mamr $

(2.1.4) 1lim =7

r
k> +0 (xk -a)

Dokaz. Kako je P(a)=a i (15(,1)(&) =0(i=1,eesy7=1), Na
osnovu Taylor ove formule dobijamo

(201.5) x,y = B(x) = & + 2 3 (av 0(x,-a)) (xy - 27,

gde je 0<£©<1 . Kako je a=1im X, i é(r) neprekidna funkcija,
k -+

deobom jednakosti sa (x - a)T i prelazom na granidnu vrednost

dobijamo (2.1.4).

Definicija 2.1.2. Velidina

' X -a
¢p = lim |7k+l |
T
k> +© ‘xk -aj
nazive se faktor konvergencije ili ssimptotska konstanta greske.

Primedba 2.1.l. Iterativni proces kod koga je r =1 naziva se
proces sa linearnonm konvergencijom. Negov faktor konvergencije
Gl mora biti manji od jedinice.

Primer 2,1.1. Neka se za izradunavanje vrednosti a = m\/N (N>0)
koristi iterativni proces

xk+l = é(xk) (k:O,l,...),

gde Jje
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(x) = Sm-lzxm + (m+1)N .
é * * (m+1)x® + (m-1)N

" Sukcesivnim diferenciranjem jednakosti
(2.1.6) g(x)P(x) = (m-1)x"*1 + (m+1)Nx,
gde je
g(x) = (m+1)x® + (m-1)N,
nslazimo redem
(2.0.7) g = @) ) + (@-1)(me)x" + (medN,

(2.1.8) 800§ () = -2n(es )@ (0 - (@-1) () 2

+ m(m-1)(m+1 )xm-l .

(2.1.9)  gx)E(x)= -3m(mel)x™1E"(x) - 3m(m-1) (m+1 )% 2 $(x)

-mm-2)(m-1)(m+l )xm—3¢ (x) +n(m-1 )2(m+1)xm-2.

Kako je a® =N, iz (2.1.6) do (2.1.9) sieduje

2
(2.1.,10) $(a) ==, $(a) =0, ¢§"(a) =0, 4,"-(&)=m_2:2.1.
o . a

Ako je im| #1, na osnovu (2.1.10) zakljudujemo da je

dati iterativni proces treéeg reda. U ovom sludaju (2.1.4) se
svodi na

13 X T8 §"‘ga) n2 -1
im =SS = S = .
k> +c0(x) = a) : 12a

" Primetimo da se za m= 1 funkcija ¢ svodi na konstan-
tu P(x) =N ili ¢I(x)=1/N.
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3,22+ Altkenov A2 metod

U ovom odeljku razmatraéemo problem ubrzavanja konver-
gencije realnog niza {xk}kGNo , koji se generise pomocu

(2.2.1) X = POy C (k=0,1,.00),

" pri demu je lim X) = 8.
k> +00
Fretpostavimo da je iterativni proces (2.2.1) sa line-

arnom konvergencijom, tj. da Jje
(2.2.2) X, -8 = Ck(xk—a) (k=0y1y000),

gde su G, =C+ de (k=0,1,...), C konstanta takva da je lel <1
i c?k»o, kada k=~ +w.

Iz asimptotskih relacija

X o-a C(xk+l— a) i xk+l'-‘a/v0(x'k- a) (k=»+0), -

koje se dobijaju na osnovu (2.2.2), eliminacijom konstante

C, sleduje
X, ~X, ~ X 2
8.~ k+2"k kjt-l (k-> +o).
X o~ FHy 1 tXg
. Dobijena asimptotska relacija sugeriSe konstrukeiju

. * .
nizsa {xk}ke No pomoéu

2
T (k=01 )
=0y1y00e)0

(2.2.3) X; =
k ble - 2% +X
Tk+2 k+1 k

Formula (2.2.%), medjutim, nijé pogodna za primenu
sa numerickog stanovi3ta, pa se zato koriste njeni ekviva-
lentni matematicdki oblici



(2.2.4)

(2.2.5)

(2.2.6)
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2
% . (X = %)
xk - ’
Xeg2 ~ Xyl t¥x

% _ (xk+1"xk)(xk+2"xk+1)

X = X -

k k+1 -2 x ’
Xeso ™ “Fra1 Y ¥

2

* (Xy o0~ Xy 430"

X. =X -

k k42 © o _ox e x|
k+2 k+at %k

gde ,je k=o,l,oco .

Poslednja formula se najéeSCe koristi u primenama,
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g obzirom na izvesne prednosti nad formulama (2.2.4) i (2.2.5).

Naime, glavni deo u vrednosti x;, po formuli (2.2.4), (2.2.5)

i (2.2.6) je xy, X 3 L X0 respektivno. S druge strsne, kako
je glavni deo u formuli (2.2.6) najpribliZniji vrednosti a
(u poredjenju sa x, i xk+1)’ to izlazi da ova formula, sa nu-

meridkog stanoviita, ima prednosti nad formulama (2.2.4) i

(2.2.5).

Navedene formule mogu se predstaviti pomoéu operatora

A. Na primer, formula (2.2.4) dobija oblik

(2.2.7)

* .
X = ¥ - = (k= 0y1y000)
A%y

3 . . . *®
Sledeéa teorema ukazuje ng_to da n;z {Xk ke;No

konvergira ka a, nego. niz {xﬁyke;N g
o}

Teorema 2.2.1. Neka je za niz {xk}keN y X Aad
, . ‘ _ | 7 Ny

tada je

(2.2.8)

Xy +1

brze

-a = (C+d‘k)(xk- a) (lel<1, 1im JK=O),

k= +

1im
k->+m0 xk-a
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Dokaz. Neka je e) =x, ~a. Tada je e, ;= (c “S\k)ek

Ax, = Ao, = e ((C-1)+ d‘k)

i
Azxk = A2ek= ek((C+ d\k+1)(c + é‘k) - 2(C+ Jk) + 1)
=._ek(<c-1>2+ ¥y
gde je X'k k+1 +d ) 26\1{ + Jka+l . Primetimo da usléQ

lim (5\ = O implicira uslov 1lim K‘k = 0.
k->+00 ] k-r+0

Da bismo dokazali (2.2.8) podjimo od (2.2.7).
Kako je e, #0, C#1 i X‘k—»o‘ (k+ +0), imamo Azxk‘;éo

Sto znadi da je nlz {xk}keN definisan pomoéu (2.2.7) za.
svako k.

Tada je, na osnovu prethodnog,

((6-1) +<f]'£)2

*
X, —a = - e
k kT G-2, T k?
tde
* Cofo _p2
lim xk_: . 1 &2 ?Jk (fk: )
k=++o Xk k= +o (C-1)%+ \[k

dime je dokaz zavrsen.
Navedeni postupak ubrzavanja konvergencije niza {x]& keN
poznat je kao Aitkenov A metod.,

U daljem razmatranju ovog metoda uvesSéemo dodatnu f)ret—‘
postavku za iterativni proces (2.2.1). Naime, neka je

Iy = Weey

pri demu W, > W , kada k > +w. Tada (2.2.2) postaje
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2
xe1 = Ok * Wik o

gde smo stavili ey =X, ~ 8. Jasno je, medjutim,da svi itera-
tivni procesi sa linearnom konvergencijom ne poseduju ovu
osobinu. '

Teorema 2.2.2. Neka su ispumjeni uslovi teoreme 2.2.1 sa
dy =wye W ~W, kada k>+o). Tada je

X - a
cw

(2.2.8) lim
k ++© (xk—a)2 c-1

Dokaz. 5 obzirom da je

F-2c-D8) - §2= (C+ 80y, -8

e, (C d oW, (C +d)) -Ww),

. * 2 s
imamo X, - & = dkek’ gde smo stavili

. (C +dy )Gy g (© +dy) -0y .
k (c-1)° + L

Kako je, dalje, 1lim dk== é¥¥T , iz prethodnog neposredno
k- +o0

sléduje (2.2.8).

Teorema 2.2.3. Ako su ispunjeni uslovi prethodne teoreme va-

zi

®
X. ;1 —-a 5
(2.2.9) 1in S ¢?
k-++0 X, -8

Dokaz. Na osnovu dokaza prethodne teoreme i jednakos-
ti (2.2.,2), imamo

% ' 2
Xpg-2 A,y Skl £ 32
- = \C + )
* d. e 2 dk k/
X-8a k%

odakle sleduje (2.2.9).
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Primedba 2.2,1. Iz teoreme 2.2.3 sleduje da je i transformi-
sani niz {xk}keN sa llnearnom konvergencl.]om, ali je njegov

faktor konvergenclae manji nego kod niza {xk%keN (c?¢ <\c\).
Primedba 2,2.2. Posmatrajmo iterativni proces Xy, = qS(xk)

(k=0Cylyees), gde x e[d spl. Ako za iterativau funkeciju
$:[d , ) -7[0(,{5] pretpostavimo uslove:

° $ec’[,pl ,

2° ld?'(x)lél za svako x€fl,pl,

na osnovu Taylor ove formule, imsmo
!
1 = (ﬁ(xk) =a + @(a)ek +%§"(gk)ek2,
gde su a= lim x e =X, ,~-a i %‘, =a+0, (x, -a) (0404£1).
k> +00 k ' "k k X k V%

Kako 1terat:|.vn1 proces, definisan na ovaJ nadin, zado-
voljava uslove teoreme 2.2.2 sa

=da) 1w, =Ly,

to na osnovu (2.2.8) imamo
v JET® 1 8"
k> +0 (xk—a)2 2 d'(a)-1

Primer 2.2.1. Primenom formule (2:,2.6) na niz koji se generi-
Se pomoéu X, =cosx (k=0,1,...) sa X, =1, dobijamo

Kk X,

xk xk

0 - 1.000000 0.728010
1 0.540302 0.733665
2 0.857553 0.736906
3 0.654290 0.738050
4 0.793480 - 0,73863%6
5 0.701369 0.738876
6 0.763960 0.738992
7 0.722102 0.739042
8 0.750418 0.739066
9 0.731404

=
(@)

0.744237
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. . * PR . v .
Primetimo da x7 aproksimira koren jednadine cosx-x= 0
sa ¢etiri tadéne decimale.

26263, O metodima bliskim Aitkenovom metodu

Posmatrajmo iterativani proces
(2.3.1) | xk+1=d>(xk) (K=0,1,00e).

Kako ,je xk+1= é(xk) 1 xk+2= é(xk'i'l) = é(é(xk)> =
«éz(xk), formula (2.2.3) iz prethodnog odeljka moZe se pred-
staviti u obliku

(2.3.2) = Yo (k=0,1,000),
gde je

$2(x) - $)?
(2.3.3) WVix) = X0°G) = Ox)

°(x) - 2(x) + x

Funkeiju W, definisanu sa (2.3.3), Steffensen(videti
na primer[l ,6tr. 241 - 246]) je dobio primenom metoda sedice
(videti odeljak 5.1.4) na resSavanje jednadine

F(x) = x~ $(x) = 0,

ne uvodeli pretpostavku o redu konvergencije procesa (2.3.1).

Dakle, za razliku od Aitken.ovog A2 metoda, definisa-
nog sa (2.3.2), Steffensen je doSao do procesa

xeg = PO o (k=0,1,..0).

Op3tiji metod za ubrzavanje konvergencije dao je Hau-
seholder (videti[2]), posmatrajuéi dva iterativna procesa

reda r

- B0 Gore ke,

koji konvergiraju ka x=8 i definisanjem funkci.jewl pomodéu
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) x¢, (@, (x)) - #, (x) 5 (x)
x = @ (x) - d,(x) + ¢y (D, (x)) T

(2.3.4) Y, G0

Sledeéi rezultat odnosi se na iterativni proces
(2-5-5) xk+1= lPl(xk) (k=0919000)0

Teorema 2.3.1(Hauseholder). Ako je

) /
(¢, (a) - 1)(¢p(a) - 1) 40O
iterativni proces (2.3.5) ima red konvergencije 2r-1 ako je
r>1, ili dva ako je r=1.
Primedba 2.3.1. %28 ¢, = ¢,=¢ (2.3.4) se svodi na (2.3.3).

Pod pretpostavkom da je dato m iterativnih procesa

xl({?l-]). = ¢J(XI(CJ)) . (:j=l,...,m;k=0,1,...),

giji je red konvergencije r, u radu [3] dato je sledele uopste-

nje prethodnih rezultata.

Teorema 2.3.2. Ako je

4’p,q,...,s,t(") = 500 (0, 0O )
o - x b3 higse.eain™
Dn X = ( -9
¢4(x) .¢11,12,...,3_n+1(")
X5 i1 0 1
00 = 1r22ttim
¢j(x)-~¢11.’12,.”,ln+1(x) 1

(3, iu, iee{i,Q,..,,m) s a=1,2,...,1 3 B71,2,...,0+1)
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1- ¢ () - ¢ ()¢ (o) ). B} RORHOLS (2) .8, (@40,
itefativni proces definisan pomoéu
(3.2.6) %4y = Dy () AR (R (k=0,1,...),

ima red konvergencije r?+r-1 ako je r>1, ili dva eko je r=l.

%3.2,4, Dva opSta metoda za ubrzavanje konvergencije

iterativnih procesa

U ovom odel jku dademo jedan opdti prilaz ubrzavanju
konvergenc1Je jterativnih procesa. Naime, metodi koji de b1t1’
izloZeni omogudavaju dobijanje iterativnih procesa videg reda,
ako se podje od nekog poznatog iterativnog procesa.

Neka se niz {xgngENo koji konvergira ka talki a gene-
ri%e pomodu

(2.4.1) Xpp1 = Plxy) (k= 0,1,...).

U radu [4]dokazana je slededa teorema.

Teorema 2.4.1. Neka je (2.4.1) iterativni proces sa konvergen-
cijom reda r, funkecija ¢ (r+1)— puta diferencijabilna u oko-
lini 5ran16ne tatke a i neka Je d(a)# r. Tada Je

Xgel = 4’("19 + 3 ) (Meyy ~ X
tJj.

] =wal¢hgﬁ;x xem dx)
1T T = k) K- 2¢'(xy)

iterativni proces najmenje reda r+l.
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Na dalje posmatraéemo iterativne procese u Banach ovom

prostoru.

nNeka je X Banachov prostor, operator T:X+X i neka niz

koji se generise pomocu
(2.4.2) U,y = Tuk (k= 0,1,...)
konvergira ka é‘ax. Jednakost (2.4.2) definiSe iterativni pro-
ces za relavanje operatorske jédnadine u = Tu.
Cznadimo sa U(a) konveksnu okolinu graniéne tacke a.

U pomenutom radu»&4-lnavedena je sledeéa teorema, koja
predstavl ja generalizaciju teoreme 2.4.1.

Teoremas 2.4.2. Neka je (2.4.2) iterativni proces reda r, ope-
rator T:X=X (r+l)- puta Fréchet-diferencijabilan u okolini

U(a) i neka postoji inverzan operator [}- %Tzu;}_l kada ueU(a).

Tada je
2.4.3) - N T
(2.4.3 Ue,q = GU = Y - -7 (uk) (uk - uk)

iterativni proces najmanje reda r+l.

Osnovni nedostatak metoda, definisanog poslednjom teo-
remom, je $to zahteva nalaZenje inverznog operatora I- %Tzul 1,
§to je u veéini slulajeva vrlo sloZeno.

sada demo izloZiti jedan metod za ubrzavanje konvergen-
cije iterativnih procesa, koji ne zahteva nalaZenje inverznog
operatora(videti[5]). wazalost, ovaj metod se ne moZe primeni-
ti za ubrzavanje procesa sa redom konvergencije jedan.

Teorema 2.4.%. Neka je (2.4.2) iterativni proces sa konvergen-~

cijom reda r(z2) i neka operator T:X->X (r+l) - puta rréchet-
diferencijabilan u okolini U(a). Tada je

(20404) uk*l = Fuk . Tuk —'% Tl(uk) (uk-' Tuk) (k"—’o,l,.-a)

jterativni proces najmanje reda r+l.
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Dokaz. Neka ueU(a). 3 obzirom da je iterativni proces
(2.4.2) sa konvergencijom reda r i operator T (r+1) - puta
Fréchet-diferencijabilan u U(a), to su ispunjeni uslovi teo-
reme 2.1.1.

Na osnovu Taylorove formule imamo

p(T)
(2.4.5) (u) = T l)' (a)(u 8,...,u-a) + W(a,u-a)
r-1 puta
i
(2.4.6) Tﬁ = a + —— T(r)(u-a,...,u—a) + w(a,u-aj,
(&)~ 2 L
r puta
gde Jje

Iwea,u-a))| = o(lu-al™) i 'uw<a,u-a>\\=o<uu-au”1>

S obzirom da Jje TZu) linearan operator, to se (2.4.4)

mo%e predstaviti u obliku
1,1 1.0 _
Fu-a=Tu - a - FT(u)(u—a) + ;l(u)(Tu a).

Koriséenjem (2.4.5) 1 (2.4.6), dobijamo

1,
Fu - a = w(a,u-a) - %W(a,u-a)(u—a) + ;lzu)(Tu—a),
odakle sleduje

fFu- a“‘ﬂw(a w-a)ll + £ (a, U—a)““u-a“ ¥ —“r(uﬂ\“Tu al .

Kako je [Tl = o(fu-ayt™h) i fru-al = o(fu-al™),
pri rz2, najzad dobi jamo ‘ )

|Fu - afl = 0(fu- a“r 1,

¥ime je dckaz teoreme zavrden.
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Sada éemo dati dokaz teoreme 2.4,2.

Dokaz teoreme 2.4.2. Neka ueU(a). Formuli (2.4.3) mo-
Ze se dati sledeéi oblik

[I - l'1‘(u)](u Gu) = u - Tu,
tJj.

1 ]
Gu = Tu - -I—,T(u)(u— Gu) .

S obzirom da je T}u) linearan operator, (2.4.3) se mo-
Ye predstaviti u ekvivalentnom obliku

1t 1.7 _
Gu - a=Tu- a- ;T(u)(u-a) + ;I‘(u)(Gu a)

odakle, kori3éenjem (2.4.5) i (2.4.6), dobijamo

Gu - a = w(a,u-a) - %W(a,u—a)(u-a) + —I‘(u) (Gu-a).

Iz poslednje jednakosti sleduje

1 \

- F“Tzu)“) Gu-a| 4 ||w(a,u-a)|| + —" W (a,u-a)l|-u-all ,

tJ.

Nou - al = o(lu-al™*h),

¢ime je dokaz zavrden.

Teorema 2.4.4. Neka je (2.4.1) iterativni proces sa konvergen-
cijom reda.r(22) i funkcija ¢ (r+l)-puta diferencijabilna u
okolini granidne tadke a, Tada je

Xpal = ¢ (%) - -—d)(xk)(x b(x))  (k=0,1,...)

iterativni proces najmanje reda r+l.

Ova teorema je posledica teoreme 2.4.3.
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4.1. ELEMENTI MATRICNOG RACUNA

4,1,1, Operacije sa matricama razbijenim na blokeve

Definicija l.l.1. Ako se matrica A tipa mXn mreZom horizon-

talnih i vertikalnih pravih razloZi na vi3e matrica, kaZe se
da je matrica A razbijena na blokove.

Blokovi su mgtrlce Aij tipa m; X nJ. (i: mg =m; nJ. = n) .
i=1 J=1

Operacije sa matricama razbijenim na blokove su formal-
no iste sa operacijama kod obiénih matrica, Naime, vaZe slede-
i rezultati:

Teorema l.l.l. Neka su matrice A i B razbijene na blokove, tj.

All L I ] Al q Bll L N N ] qu
A= |3 i B= |: ,
A A B
pl rq pl Pq
gde su Aij i B.. matrice istog tipa., Tada je
cAll . cAlq All +Bll N Alq +B1q
ch= | ¢ i A+B = | ¢ .
\ A A B A B
cAp1 ¢Apd pl " opl pq * pa

gde je c¢ skalar.

Teorema l.l.2. Neka je

Ay eee Byg | B11 e Bys
A= |3 ' i B= | R
A B B
Apl Pa ql as

gde je broj koloaa bloka Aij jednak broju vrsta bleka Bjk

(i=1,o-o,p; J‘=l,o-o’q;k=1’.o,-o’s)o Tada ,je

113
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gde je

Clk =iAiJBjk (i=l,...,p;k=1,--o,5)-
J=1

Primer l.l.l. Neka su

5 2 0 O 1 -2 -1 0 ©
A.l21 006y s |2 5 20 of,
0 0 8 3 0O 0 0 2 -3
0 0 5 2 | 0 0o 0-5 8
Ako stavimeo
~
A, © B, ©O
A= i B= ,
0 Ay 0 By
gde su
5 2 8 3 1 -2 -1 2 -3
Ay = A B,, = B,, = ’
1|, |0 fe2Tls L T, 5 o' 227l
imamo
A1By o
AB = .
Y AroBoo
Kako Jje
(s 21 1 -2 -1] 1 0 -1
A B = v =
1L e 1) -2 5 2] 01 0
i
_ _ _
g 3] 2 -3 1 0
A B = * =
22822 s 2] s 0 1]
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dobijame
1 0 -1: 0 0
AB = ._O P l - _O-.' —O— —o— .
0 0 O :1 0
0 0 010 1
Teorema l.l.3. Neka je
A1 A
A=
Ayy Ay

regularna matrica, gde su All i A22 kvadratne matrice., Ako Jje

matrica A22 regularna, tada Jje

%41 %2
a1l ,
Xy Xy
gde su
-1 -1 -1
Xy = (A7 = Aphon7Ay)™0, Xyp = =Xy Aohosn,
X.. = -A. 214 X X, = AT (1A%, )
21 = “RopBopXyy 0 Rpp = A 21%127¢
Primer l,l.2. Za matricu
0 0 1 -1
0 3 1 &
A= : ’
2 7 6 -1
1 2 2 -1
odredidéemo A—l. Neka sw
0 0 1 -1 2 7 6 -1
=l IS L F el U L N PP Al P I

Na osnevu teoreme 1l.l.3, imamo
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_ - -1 -1 _
Xpq = (App = Apohosan) =
11 =
Yo = Enhoher =8| o
1 1 2
X5y = A hndyy =
3
Y e _1
Xop = Aoy (T A Xyp) = 3
Dakle, ‘
-1 3
-1 7.2
A7=179""3
5. 3

Definicija l.l.2. Kvadratna matrica A ima svojstve (A) ako
se permutacijom vrsta i kolona moZe svesti na oblik

i
b,

gde su Dj(j =1,e0s,m) dijagonalne matrice, a Ej i Fj (G=1lgeses

m-1) pravougaonc.

Poslednju definiciju uveo je D.Young({1]). Matrice sa
svejstvom (A) pojavljuju se kod iterativnih metoda za reSava-
nje parcijalnih jednacina eliptidkog tipa.

o 0 0 O

O

o o e o o

=1 5

o 0]
0 O
O O
Em-—l Dm_
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4.1.2. LR faktorizacija kvadratne matrice

Cesto se kod reSavanja sistema linearnih jednadina jav-
1lja problem predstavljanja kvadratne matrice kao proizvod dve
trougaone matrice. Ovaj odeljak posveéen je ovom problemu.

Teorema l.2,1. Ako su sve determinante

all e alk

Ak = ¢ (k=l,...’n-l)

~ razliéite od‘nule, matrica A= [aij]nxn moze se predstaviti
u obliku

(1.2.1) A = LR Iy
gde je L donja i R gornja trougaona matrica,

Trougaone matrice L'i R reda n, imaju oblike:

(1.2.2) L ={¢

i3 1 nxn (£y;=0« 1<),

i3lnxn (rjy=0& 1>3). |

it

(1.2.3) R =[r

Razlaganje (1.2.1), poznato kao LR faktorinacija(dekom-

pozicija), nije jedinstveno, s obzirom na jednakost
LR = (oL‘)Gé-R) (qe £ 0).
Medjutim, ako se dijagonalnim elementima matrice R( ili L)
fiksiraju vrednosti od kojih nijedna rije jednaka nuli, raz-
laganje je jedinstveno. ‘
S obzirom na (1.2.2) i (1.2.3) 3 imajuéi u vidu da jJe
ain(i,J) '
a5 = Zzikrkj (L,5=1y0ceyn)y
k=1

elementi matrica I i R mogu se lako odrediti rekurzivnim pos-

tupkom, ukoliko se unapred zadaju elementi rii(ﬁ()) ili Bii

(#0)(i=1y0eeym)e

Tako, na primer, neka su dati brojevi rii( £0)(i=1lyeesyn).
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Tada vazi

R A

11~ T,
814
I -.gi—- (i=2’loq’n);
il ™ T1
i-1 7 N
. 1 .
@ by Tor <aii 'kzizikrki) ,
i-1
l 3
ricj = Z;_Z <aij - Z [ikrkj> ?(1=2,oao,n)o
k=1
i-1 (J=i+lyeeeyn);
Z‘i=:-[‘l_ <a-i—zz.krk.)
dJ ii \ ¢ = J i J

S1i&no bismo mogli iskazati i rekurzivni postupak za od-
redjivanje elemenata matrica L i R ako su unapred dati brojevi
eii( £0)(1i=1y00e,0)0

U primenama, najSesée se uzima ry; = 1(i=1,;..,n) ili
[ii =1(i=lyeeeyn)e
Primer 1,2.1. RazloZimo matricu

1 4 1 3

0 -1 2 -1
A= |3 w 4 1
1 2 2 9

u obliku (1.2.1), tako da jediniénu dijagonalu ima
a) matrica R ; Db) matrica L.

a) Kako je rj;=1 (i=1,..4,4), na osnovu izlo%enog rekur-
zivnog postupka, imamo redom:

(1) le""' 1’

rl2=4, [21=0, 1‘13--1’ 131=3, 1‘14=3’ [4l=l;



(2)

(3)

W)

(1)

()

(3)

#)
t3.
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Lop=-1,
Tpz= =2y dgp=2y Tou=1y dyp=-2;

b33= 5

Tzy = -2, [43 =33

[44-_-20

Dakle, dobili smo
1 0 0 0 1 4 1 3
0o -1 0 0 0 1 =2 1

L= 13 2 5 o * R=10 o0 1 -2
1 -2 -3 2 (0] 0 O 1

b) Polazeéi od é£i= 1(i=1l,e00,4), imamo redom
rll=l, _
o=ty by =0, Ty5=1y L5y =3, vy =3, by =1
= -1,

Top
To3 = 2, .232= -2, ryy =1, dyp=2;

T35 = 2
I'34 = ~10, [45 =-3/5;
1‘44= 2,
1 0 0 0 1 4 1 3
L = 0 1 0 0 i R = o -1 2 =1
3 2 1 YO 0 0 5 =10
1 2 —3/5 1l 0 0 0 2

U primenama vrlo Sesto se javljaju visedijagonalne mat-
Vrice, tj. matrice &iji su elementi razli¢iti od nule samo na
glavnoj dijagonali i oko glavne dijagonale., Na primer, ako je
ai.;éo za |i-jl£1 i a;4= 0 za li-j\>1, matrica je trodijago-
nalna., Obi&no elemente ovakve matrice predstavljamo vektorima

(a2,...,an), (bl,...,bn), (cl,...,cn_l), tJe

119
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by ¢ O .e. O 0]
85 b2 Co 0 0

(1.2.4) A a 0 a3 b5 o o] .
] O 0 O a, bn_

Ako je aij;éO( |i-jla2) i a
pentodijagonalne matrice.

i3=0° (li-ji»2), imamo sluéaj

Pretpostavimo sada da trodijagonalna matrica (L.2.4) is-
punjava uslove teoreme l.2.1. Za dekompoziciju ovakve matrice
dovoljno je pretpostaviti da su

r

By, 0 0 0]
o B 0 0 0
B 2 2
L = 0 0, B 0o 0 (ByByeeeBy # 0)
3 °3
Lo 0 0 a By
i
I 1 Y, 0 0 w
. 0 1 v, )
= 0 1 0
. | 0 0 0 o 1]

Uporedjivanjem odgovarajuéih elemenata matrice A i matrice

bl [:ll\'l 0 [T 0
np ity Faip
0 G oY A1B 0
LR = 3 372 73
0 0 0 R
.

dopbijamo sledede rekurzivne formule za odredjivanje elemenata - .

a) Yoo
Llr ‘l i 5 Cl
T 17 YJ - ﬁl ’
. Cy
(1.2.5) vy = all ﬁ'i:})-'r’ ) 1’ v = B"f (i=2, (=1
= a v =b . .
“n =~ “n’ " ”n Y nin-1
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4.1.3. Sopstveni vektori i sopstvene vrednosti matrica

Definicita 1.3.1. Neka je A kompleksna kvadratna matrica reda n.

>
Svaki vektor xECn, koji je razlidéit od nula-vektora, naziva se
sopstveni vektor matrice A ako postoji skalar AeC takav da je
(1.3.1) AX = Ax .

Skalar * naziva se odgovarajucda sopstvena vrednost.

S obzirom da se (1.3.1) moZe predstaviti u obliku
- -
(A - AI) x = O,

zakljudujemo da jednacéina (1.3.1) ima netrivijalna resSenja (po ;)
ako i samo ako je

det(an - XI) = O.

Definicija 1.3.2. Ako je A kvadratna matrica, polinom

WP ()) = det(E-2I) naziva.se njen karakteristi¢ni polinom, a
odgovarajuéa jedna&ina P(A) =0 njena karakteristi&na jednadina.
Neka je A= [a..] . Karakteristid&ni polinom moZe se
ij’ nxn
predstaviti u obliku
-
411 412 ®1n
a - DA a
2 2
P(r) = _21 2 n
%1 %2 At
ili
W\ _ _ayn,n o on-l . .n=2 _,,n-1 _\ 0
P()) = (1) (A =p A “+pyt coet(F1) 7 Tp o M (=1) Tpy)y

gde je p, zwir svih glavnili minora reda k determinante matrice A,
K

ty.

- y
= ! det(Ai o ).
172 k

l;)l‘lz\...xlkln

Py

Primetino da je
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n
p, = za..A=trA i pn=det(A).

Cesto se umesto karakteristi®nog polinoma P koristi tzv.

normiran karakteristiéni polinom H, definisan pomodéu

n n n-1 n-2 n
H(A) = (1) P(}) = X =p A7 " +p, A7 "= L 4 (-1) p, .

Sopstvene vrednosti matrice A (tj. nule polinoma P)

Ai(i=1,...,n) oznacavademo sa Ai(A).

Definicija 1.3.3. Skup svih sopstvenih vrednosti kvadratne ma-

trice A naziva se spektrom te matrice.

Definicija 1.3.4. Spektralni radijus e (A) kvadratne matrice A

je broj

p(A) = max|li(A)l.
i

Teorema 1.3.1. Svaka matrica je, u matric¢nom smislu, nula svog
karakteristi¢nog polinoma.

Ova teorema je poznata kao Cayley-Hamiltonova teorema.

Teorema 1.3.2. Neka su A,,...,A sopstvene vrednosti matrice A

reda n i neka je xPQ(x) skalarni polinom stepena m. Tada su
Q) sene, QM)
sopstvene vrednosti matrice Q(a).

Teorema 1.3.3. Neka su Xl,...,k sopstvene vrednosti regularne

n

matrice A reda n. Tada su

-1 -1
AL reeenhy

sopstvene vrednosti matrice A_l.

Teorema 1.3.4. Sopstvene vrednosti trougaone matrice jednake su

dijagonalnim elementima.

Sledecda teorema daje rekurzivni postupak za nalaZenje ka-

rakteristic¢nog polinoma trodijagonalne matrice (1.2.4).
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Teorema 1.3.5. Neka je

bl Sy 0
a b, c 0
_ 2 2 72 . _ k
Ak = . i Hk(l) = (~1) det(Ak-AI).
0 0 O b

Normiran karakteristidni polinom AP*H(A)(=Hn(A)) matrice

A(=An) dobija se rekurzivnim postupkom
Hk()\) = ()\—hk) Hk_l (X)—ak_lck_lﬂk_z (2) (k=2,...,n},

gde su Ho(k)=1 i Hl(A)=A—bl.

Definicija 1.3.5. Za matricu B ka%e se da je sli¢na matrici A

ako postoji bar jedna regularna matrica C, takva da je
-1
B =C AC.

Teorema 1.3.6. Slidne matrice imaju identiéne karakteristiéne

polinome, a samim tim i iste sopstvene vrednosti.

4.1.4. Specijalne matrice i njihove osocbine

Neka je A=[aij]m§n fai.eC). Sa A oznacicemo konjugovanu

matricu matrici A, tj. A=[a dok cemo sa A~ oznadlavati

ijdmxn’

. . . =T < <
transponovanu matricu od A. Nadalje, matricu A"~ oznalavademo sa A*.

Lako se uoavaju sledece osobine

(A+B)* = A*+B*, (AB)*=B*A*, (A*)*=3,
C - -1
(A*A) *=A*A, detA*=deth, (A ~)*=(a*) '.

Definicija 1.4.1. Ako za kvadratnu matricu A vaZi jednakost A=AT,

matrica A se naziva simetridna matrica.

Definicija 1.4.2. Ako za kvadratnu matricu A vaZi A=A*, matrica

A se naziva hermitska matrica.

Definicija 1.4.3. Ako za kvadratnu matricu A vaZi A=-A*, matrica

A se naziva kosohermitska matrica.

Definicija 1.4.4. Ako za kvadratnu matricu A vaZi A*A=I (I jedini-

¢ria matrica), matrica A se naziva unitarna matrica.
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N

Definicija l.4.5. Ako za regularnu matricu vazi AT= A_l, matri-
ca A se naziva ortogonalna matrica.

Koriséenjem skalarnog proizvoda dva vektora ¥ = [xl. . .xn]T

i¥-= [yl. ..yn]T, definisanog pomoéu

Il
T
(X,3) =7"'% = ) X373 »
i1

uslov za hermitsku matricu (A,=A*) moZe se predstaviti u ekvi-
valentnoj formi
(AR,3) = (F,49) (V%,7ech).

S1idno se uslov za kosohermitsku matricu (A= —A*) moze .
predstaviti u obliku

(A%,3) + F,A¥)=0 (VE,yech).

Definicija l.4.6., Hermitska matrica A naziva se pozitivno defi-

nitna ako je za svako X ¥ § ispunjen uslov
(leta1) (8X,X) = X*a¥ >0,

Ako je A= [alJlan i¥= {xl...xn]T uslov (1l.4.1) moZe

se predstaviti u obliku
' n
Z aleli >0,
i g=1
odakle zakljulujemo da je a; >O(1_ yeessTl)e

Definicija l.4,7. Simetridna pozitivno definitna matrica nazi-
va se normalna matrica.

Teorema 1l.4,1. Matrica A= [aij]nxn je pozitivno definitna ako
i samo ako su ispunjeni uslovi

all ese alk
(10402) Ak= : > O (k=1,opo’n)o
8x1 8k

Uslovi '(1.4.2) poznati su kao Sylvesterovi uslovi.

Teorema 1l.4.2. Ako matrlca C=c (mzn) ima rang n, tada

13] mxn
je matrica c*c poz1t1vno definitna.
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Teorema l.%4.3. Sve sopstvene vrednosti hermitske matrice su re-

alni brojevi.

Teorema 1l.4.4. Sve sopstvene vrednosti pozitivno definitne mat-

rice su pozitivni brojevi.

Teorema l.4.5. Sve sopstvene vrednosti koso-hermitske matrice

gu éisto imaginarni brojevi,
Teorema 1.4.6. Ako je A hermitska matrica, tada.je
19 A(A*A) = A(A)®

2° AL (MDEE & (WD) £ 4y, (MDED.

min
Znaci jednakosti u 2° se postiZu za sopstvene vektore koji od-
govaraju sopstvenim vrednostima imin(A) i amax(A).

4,1,5. Jordanov kanonidéki oblik

Definicija l.5.1. Kvadratna matrica reda r

70 =[a]  (r=1),

A1l O O ...0 o]
021 O 0 0
00 A 1 0 0
(1.5.1) Jﬁl)= . (rz2),
00 0 O x
|00 0 O 0 X |

naziva se Jordanov blok.

Definicija 1.5.2. KvazidijagonainavmatriCa oblika

(J (7)) O  .ee O
X |
0 J. (N 0
(10502) J = . -2
0 0 J_ (A
i rm( )

naziva se Jordanova matrica.

Jordanova matrica Gesto se predstavlja i u obliku

125
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(1.5.3) .J = Jrl(ll) + Jre(le) + oeee + er(yvm).

Pod Jordanovim kanonidkim oblikom matrice A podrazumeva
se ona Jordanova matrica koja je slidéna matrici A i njena egzi-
stencija sleduje iz sledeée teoreme(videti, na primer, [2]).

Teorema 1l.,5.1. Svaka klasa sliénih matrica sadrZi bar jednu
Jordanovu matricu.

Napomenimo, da je broj Jordanovih blokova u (1.5.2), tJ.
(1.5.3), jednak broju linearno nezavisnih vektora matrice A,

Primeﬁimo, takodje, da je li sopstvena vrednost matrica
Jri(ai), J, A.

Primedba 1l.5.1. Neka je x k» Q(x) = aoxk + alxk'l +os0 + 8y ska-
larni polinom i Jr(A) Jordanov blok (1.5.1). Tada je

() Qv ng Q"(A) ees (r_-lm' Q(r'l)(a)

o) CICONN-TCO Ny O JCY
r = i .

(@]

0 0 0 Q) ]

L

étaviée, ako je J Jordanova matrica, imamo
QM) = QI () + QT () wee + QT ().

Teorema 1.5.2. Za proizvoljnu hermitsku matricu A, postoji or-
togonalna matrica S, takva da je S*AS dijagonalna matrica, tJj.
M

S*AS = ., .

Dve vaZne posledice ove teoreme su:

Pogledica 1l.5.1. Svaka hermitska matrica A reda n ima n line-
arno nezavisnih sopstvenih vektora, koji obrazuju ortogonalni
sistem,

Posledica l.,5.2., Potrebni i dovéljni uslovi, da je hermitska
matrica A rede n pozitivno definitna su 21(A)>'O(i=11,...,n).
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4,1,6, Norme vektora i matrica

U teoriji iterativnih procesa veoma vaeZnu ulogu, pri is-
pitivanju konvergencije, imaju norme vektora i norme matrica.

Neka je X realan prostor Rn(kompleksan prostor Cn) sa
nula-vektorom 3(={o ... o]T). Za vektor X(= [xl...xn]T) defi-
niSe se norma saglasno definiciji 1.2.1(odeljak 2.1.2). Od svih
moguénin normi vektora od interesa su norme oblike

n 1/p
(1.6.1) B =(§—l \xi\p> (1£p< +m).

P ya
=]

U graniénom sludaju, kada p -~ +o, iz (1.6.1) sleduje

(1.6.2) (E4]

lo = m?x|xi\.

U praktiénim radunanjima, pored norme (1.6.2), koriste
se i norme koje se iz (1.6.1) dobijaju za p=1 i p=2, tJ.

(1.643). %l = Z\xi\
‘ i=1
! , n 1/2
(1.6.4) “;“2 = “;“E =<Z ‘xi‘2) .
’ i=1

Norma (l.6.4) poznata je kao Euklidska norma, Primeti-—
mo da je |Rlg = @02 =VEF,D

Nije teSko primetiti da za proizvoljno X¥e&X vaZe nejed-
nakosti '

=

R, £ VRl &0 i, ,

%) «liFiavai®y,

I
FIR £ (F, < 1R, .

Neka je X, linearan realan ili kompleksan prostor kvad-
ratnih matrica reda n, sa nula-matricom O(E:XM).
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Definicija l.6.1. Pod normom matrice AGEXM podrazumeva se ne-

negativan broj | All, takav.da Je

1° |All = O <> A=0 (definisanost);

2% {cal = \ctl\All (homogenost);

%0 ha+Bl SNAl + |BIl (relacija trougla),
gde su A,B€Xy, i ceC.

Napomenimo da se norma A}l mo¥e razmatrati i kao norma
operatora A koji se primenjuje na vektore iz prostora X.

Sada dajemo definicije saglasnosti i potéinjenosti nor-
me matrice sa normom vektora. : '

Definiciia 1.6.2. Norma ||Allsaglasna je sa normom 1%, ako je

Al £NAMR (Y AeXyAYXeX)

NaBl £ Walisl (VA,BeXy).

Definicija 1.6.3. Neka je norma Al saglasna sa normom WXl
Ako se za svako A€Xy moZe nati Z(£3), takvo da jelAEl= AN,
za normu ||Al| kaZe se da je potdinjena normi Wl .

Za svaku normu matrica, potc‘,injenu normi vektora, vazi
I} =1, gde je I jedinicna matrica.

Mo¥e se dokazati(videti, na primer, [3]) da za svaku
normu vektora | X postoji bar jedna potiinjena norma Hall. Na

primer, norma matrice A, definisana roeaocéu
(1.6.5) Al = max 1A = max _\\A_jcﬂ

potiinjena je upotrebljenoj normi vektora.
Na osnovu (1.6.5) moZemo, na primer, naéi potdinjenu
normu matrice, za Euklidsku normu vektora., Tako inaio
faz |
max — E

Kako Jje \\Af\lg = (A (AR) = R*A*AX i matrica A*A hermitska,

Al =
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imamo
2 2
(14646) WARNE & ap , WXlE »
gde Jje lmax najveéa sopstvena vrednost matrice A*A(videti teo-

remu l.4.6).
Nejednakost (1.6.6) sugerise sledeéu definiciju:

Definicija 1.6.4. Yod spektralnom normom kvadratne matrice A

podrazumeva se broj 6(Ar), dat pomolu

6(A) =.“A“sp = + \/max A(A%n) .

Za spektralnu normu vaze sledeéi rezultati:

Teorema 1.6.1l. Ako je matrica A regularna, tada je

6al) = &\ /—L—
max A(A*A)

Teorema 1.6.2. Spektralni radijus Q(A) matrice A nije veéi od
njene spektralne norme, tj. vaZi Q(n) & 6(4). Ako je matrica
hermitska, tada je 9(A)=6(A). '

Teorema 1.6.3. Spektralna norma matrice je potéinjena Euklid-

skoj normi vektora.

Teorema 1l.6.4. Neka je A hermitska matrica. Tada spektralna

norma 6(A) ima najmanju vrednost od svih moguénih normi Al ,
saglasnih sa nekom normom vektora.

Pored spektralne norme u upotrebi su i sledele norme

matrice A = {aij]nxn:

o .
10 “A“l = mg}x(iZL \aij\_) ;

n 1/2
2° hall, = e(n) =< Z \ai,j\2) (norma Schmidta) ;

i,J=1

n
30 “A“oo = mgx(Z \aij\> .

31
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Za norme 1°, 2°, 3% vaje sledeée teoreme:

Teorema 1l.6.5. Norma “A“l potdinjena je normi vektora “;“1 .

Teorema 1l.6.6. Norma Schmidta €(A) za matricu reda n saglasna
je sa Euklidskom normom (1.6.4), ali joj nije potéihjena za
n>l,

Teorema 1.6+7. Normay“A“a) potdinjena je normi vektora “ﬁuoo .

Lako se moze dokazati da za proizvoljnu kvadratnu mat-
vicu reda n vaze sledeCe nejednakosti

% m(A) -“_~_‘ “A“P & m(A) (P= 1,2, 00),’
FEWLUI,4EREW (=1, ),
L 6'(A) lal, £ 4 VA 6(a) (p=1, @),

m(A) £ n6(a), E(A) Vi 6(4),

Lhal, £ Al £nialy

gde je m(A)= nmax‘alJ
1, d
Pomoéu regularne matrice H moguéno je date norme NN i
WA} transformisati u “x“ i “A“ tako da ove poslednje zado-
voljavaju uslove za normu, Lako je proveriti da “x“H i “A“H

predstavljaju norme, ako se deflnlsu pomoéu
- nERn 1 pal® - g tany

Stav1se, svojstva saglasnosti i pot01naenost1 ostaju u vazno-

sti i za transformisane norme “x“ “AH

Kao transformaciona matrica H, najdesée se koristi dija-
gonalna matrica sa pozitivnim elementima, tj.

H = 0 . =aiag'(hl,...,hn) (hi>o(i=1,..'.,n)).

by

Na ovaj nadin, norme “iul; Al; i norme “2“00 , “A“ca transfor-
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misu se u

- gt o W - g )5 e

i=1

\\5!\\2,= max el PN \\Allfln = max hil(dz hjlaij‘)
=1

respektivno.

4,1,7, Konvergencija matriénih nizova i redova

Posmatrajmo niz vektora {i(k)}keN , gde je
T
—(k k k
2 )=[x§ ) ... xr(1 )]

Definicija 1.7.1l. Ako postoje konadne granidne vrednosti

(k) (i=

a,. = lim xl —1,.-0,11).!

1 k=>4+0
(k)
kafemo da niz {3? }ke y konvergira ka vektoru & = [al ces @ '}
a vektor & nazivamo graniénom vrednoséu niza z(k )}keN .

S1liéno definiSemo i konvergenciju niza matrica {_A )}keN

gde Je A(k)=[ ig)]mn.

Definicija 1.7.2. Ako postoje konac“:ne graniéne vrednosti

(k)

ij

a:;. = 1lim a3 (ipj=l:|°-°,n)’

W ks+o0
Ly . (xNn - . T
kazemo da niz {A }keNv konvergira ka matrici A= [aij}nxn .

Matricu A nazivamo granidnom vrednoséu niza {A(k)}keN .

Mogu se dati i druge definicije konvergencije niza vek-
tora i niza matrica zasnovane na ranije uvedenom pojmu norme
(konver encija po normi), Naime, mi kaZemo da ?c(k)-*'? (k= +m),
ko “—’ k) -3l »0, kada k= +m®. Sliéno, kaZemo da A(k)-> A
(K->+®), ako || A( - A} » 0, kada k->+m. MoZe se, medjutim,
pokazati da je definicija konvergencije po normi ekvivalentna




132 4. NUMERIGKI METODI U LINEARNOJ ALGEBRI

prethodno datoj deflnlcl;ji po koordinatama(videti, na primer,

.

Primedba 1.7.l1. Na osnovu nejednakosti

|29 - )| ¢ 500 -3)

zakljudujemo da iz x(k)-‘ra (k> +o) sledujé l\ﬁ(k)“—)\la\\(k-vmo).
Takodje vaZi

A(k)-'rA(k-v+a)) =2 “A(k)"-ell.lt” (k=*+mo),

Teorema l.7.l. Niz matrica {Ak}keN konvergira ka nula mat-
rici O, ako i samo ako su sve sopstvene vrednosti matrice A po

modulu manje od jedinice.

-Dokaz. S obzirom da se matricae A moZe transformisati na
Jordanov oblik, tj. da postoji regularna matrica C, takva da je

J=c"tac,

gde je J Jordanova matrica(videti odeljek 4.1.5), imamo, za sva-
ko ke N,

A¥ = cg%¢ 1,
odakle zakljudujemo da niz {A }ke_N konvergira(ne konvergira)

ka nula matrici ako i samo ako niz {Jk} _konverglra(ne
konvergira) ka nula matrici.

Neka su Al,...,lm (m£n) medjusobno razlidite sopstve-
ne vrednosti matrice A( matrice J). Kako na osnovu primedbe
1.5.,1 (sa Q(x) =xk) vaZe ekvivalencije

lim J (Ju) & {Al<1
k=>+® .
i .
lin 7 =0 @ lin I, A)DF = (N1),
k=>+m k=++0 i

dokaz je zavrien.

Sledeéa teorema daje dovolaan uslov za konversencidu
niza {A }keN ka nula matrici.

Teorema 1.7.2. Ako je bilo koja norma matrice A manja od je-

dinice va%i A -vo(k—7+oo).
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Dokaz. Kako Je

Hak - off = 1K) o Nank 2l sl & ... cual®

i keko jJe po pretpostavei lAl<1, imamo 1Ak > 0 (k> + ),
£3. AK>0(k>+mo).

Ovim je dokez zavrsen.

Sada éemo dokszati jedan vaian rezultat koji je u vezi
sa teoremama 1.6.2.1 1.6.4. ‘

Teorema 1,7,3. Spektralni radijus Q(A) matrice A nije veéi od
bilo koje njene norme. .

Dokaz. Za proizvoljan pozitivan broj € definigimo mat-
ricu B pomoéu “ '
- 1

lAl+€
1 fAl<1, iz teoreme 1.7.2 sleduje B> 0
fAl+€
(k= +m). S druge strane, na osnovu teoreme 1.7.1 zakljuduje-
mo da su sve sopstvene vrednosti matrice B po modulu manje od
Jedinice, tJ. \mi(B)\ 4 1. Ako sa li(A) ‘oznadimo proizvoljnu
sopstvenu vrednost matrice A, tada Je

Al

Kako je [IBf =

lay(®)| -“—Al——e\'«*iu)l <1,

i+

tde |2(A)< AL +E. S obzirom da se € mo¥e uzeti dovoljno
malo zskljudujemo da Je |3, (M) <YAl, tJ. e(a)< WAf.

Oslanjajuéi se na koncept konvergencije matriénog niza,
moguée Jje definisati metridni red pomoéu ’

Zt'i (n) & (w)
(1.7.1) B\ 2 1lim ‘o) |
o k= +m n;,

gde su B(m) (n=0,1,...) matrice istog reda.

Peorema 1l.7.4. Ako matridni red (1.7.1) konvergira tada je

1im B¥) - o,
k=>+®
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k
Dokaz. Neka jo 5(K) . Z B(®) (x20,1,...) 1 neka je
m=0

suma reda (1l.7.1) S, tj. lim S(k)- S, Tada je
k-» +@

S(k) - S(k-l) - B(k) ’
tje

1in 88 - 13 s(¥-1) . 14y p(E),
k- +0 k= +0 k~ +00
odakle neposredno sleduje tvrd:jenj‘e teoreme 1.7.4.

_ U daljem tekstu daéemo poti'ebne i dovoljne uslove za
konvergenciju matriéne geometrijske progresije
+00
(1.7.2) ZA‘“ =T +A+A%4+...,
m=0

gde Je A kvadratna matrica reda n. Ovde je B(m) = Am(m= Oglyese)e

Teorema 1.7.5. Matridni red (1.7.2) konvergira ako i samo ako je

(1.7.3) lim Ak = 0,
k= + @
Stavise, tada je
(1.7.4) I+A+A%4,..=(T-4)"1,

Dokaz. Pretpostavimo da matridéni red (1.7.2) konvergira.
Tads, na osnovu teoreme 1l.7.4, vaZi (1.7.3).

Obrnuto, pretpostavimo da je ispunjen uslov (1.7.3). Ta-
da su, na osnovu teoreme 1l.7.1l, sve sopstvene vrednosti matrice
A po modulu manje od jedinice, tj. {A;(A)| <1 (i=1,...,n). Kako
de a

det(I-A) = ﬂ(l—ai(A)) £ 0,

i=l

zgkljudujemo da postoji matrica (I - A)'l. MnoZenjem identiteta
(T+A+A%+ . 00 +AE)(T-A) =T aK*,

matricom (I-A)-l s desne strane, dobijamo
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I+A + 2%+ .00 « AK = (T-2)"1 - ¥ (1)L,
odakle sleduje

Lim (T+A+4%+ ... +A5) o (T-2)7Y - 3im A (z-a)71
k= + @ . k- +o
= (I‘A)-l’
tj. (1.7.4), &ime je dokaz teoreme zavrien.

S obzirom na tvrdjenje teoreme 1.7.1l, prvi deo teoreme
1.7.5 se mo¥e formulisati i na sledeéi nadin:

Teorema 1.7,6. Matridmi red (1.7.2) konvergira ako i samo ako
su sve sopstvene vrednosti matrice A po modulu manje od jedi-
nice.
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4.2.,1, Uvedne napomene

Numeridki problemi u linearnoj algebri mogu se klasi-
fikevati u mekoliko grupa:

1° ResSavanje pistema linearnih algebarskih jednadina

X=3

8a regularnem matricem A, izradunavanje determinamte od A i
inverzija matrice A;

2° Resavanje preizveljnog sistema limearnih jednadina
metedom majmamjih kvadrata;

5° Odredjivanje sopstvenih vrednosti i sopstvenih vek-
tora date kvadratne matrice;

4° ReSavanje zadatka linearnog programiranja.

Za reSavanje ovih preblema razvijen je ditav niz meto-~
da, koji se mogu podeliti u dve klase.

Prvu klasu ovih meteda &ime tzv., direktni metodi ili
kako se ponekad nazivaju taéni metedi. Osnevna karakteristi-
ka ovih metoda je ta da se pesle konadnog broja transforma-
cija(keraka) delazi do rezultata. Ukoliko bi se sve radunske
operacije izvodile taéno, dobijeni rezultat bi bie apsolutno
tadan, Naravne, kako se preces radunanja izvodi sa zaekrug-
ljivanjem medjurezultata, konadan rezultat je ogranicene tac-
nosti. Ovo peglavlje je posveleno direktnim metedima. -

Drugu klasu meteda &ine iterativani metedi, kod kojih
se rezultat debija posle beskonadnog broja koraka. Kae podet-
ne vrednesti reSenja, kod primene iterativnih metoda, najéesie
se keriste rezultati dobijéni nekim od direktnih metoda. O ep-
Stej teoriji iterativmih procesa bilo je redi u treéoj glavi.
U poglavliju 4.3 izlozZidemo glavne osobine iterativnih metoda
keji se keriste u linearnej elgebri. Napomenimo da se kod re-

136
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Savanja sistema sa velikim brojem jednadina, kakvi se javlija-
ju pri reSavanju parcijalnih diferencijalnih jednadina, koris-
te uglavnem iterativni metodi.

4.,2.2., Gaussov metod eliminacije sa izborom glavnog eclementa

Posmatrajmo sistem linearnih algebarskih jednalina
‘llxl'*al2x2'*f" + 8 X, = bl’

a2lx1-+a22x2-+... + 8y X, = b25
(2.2.1) ) ¢

X, + 't ese + =
8p1%) t8poXo F e 8nn*n bn’

ili u matriénem obliku

(20202) E{ = —g,
gde su
_ 1 _
a7 %15 see 89y b, xlw
821 82 %on| o, | P2 -
A= . 3 b= . 3 X = . .
8n1 ®n2 %an i bn_ i *n |

%a sistem jednadina (2.2.2) pretpostavljamo da ima jedinstve-
no -redenje.

Poznato je da se reSenja sistema (2.2. 1), tj. (2.2. 2),
mogu izraziti pomoéu Cramer ovih formula

det Ai

X: =

5 (i=1y0ee,yn),

det A

gde je A matrica dobijena iz matrice A zamenom i-te lolone
vektorom B. Medjutim, ove formule su nepogodne za prakticéna
izradunavanja, s obzirom da je za izradunavanje n+l determi-
panata potreban veliki broj radunskih operacija. Naime, ako
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bismo vrednost determinante n-tog reda izradunavali razvijanjem
determinante po vrstama ili kolonama, potrebno je izvrsiti S,=
n!-1l sabiranja. Broj mnoZenja Mn odredjen je rekurentnom rela-
cijom ’

’ Mn=x1+nMn_l
Kako Je M1= 0, lako se dobija da Je

Mn-nl(1+2-1r+§l-r+...+ﬁ:lm)'=“ n!(e-1) (n>4),
8to znadi da Jje ukupan broj radunskih operacija Pn=Mn+Sn§nle.
Pod pretpostavkom da je za obavljanje jedne radunske operacije
potrebno 10ms, 8to je sludaj kod brzih raéunaré?, to bi za iz-
radunavanje vrednosti determinante tridesetog reda(n=30) bilo

-6
potrebno oko 5016?'19310 ] 2.3'1020 godina. UopSteno govo-

redi ovakav postupak je praktidno neprimenljiv, veé za determi-
nante reda n>5,

Jedan od najpegodnijih direktnih metoda za redavanje
sistema linearnih jednadina je Gauss ev metod eliminacije.
Ovaj metod se zasniva na redukciji sistema (2.2.2), prime-
nem ekvivalentnih transformacija, na trougaoni sistem

(2.2.3) R-k’ = 8,
gde su
1‘11 r12 eeoe rln C
r r C
rnn cn

#) Na sistemu IBM 1130 vreme izvrSenja pojedinih operacija
u s, u obilnoj(A) i proSirenoj tadnosti(B) je dato u tabeli

A B
sabiranje 460 440
oduzimanje | 560 490
mnozenje 560 790
deljenje 1 760 2060
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Sistem (2.2.3) se reSava sukcesivno polazeéi od posle-
dnje jednacine. Naime,

(&

n
X =T
n I‘nn

a .

1 o

xi = ;‘jj; (ci - Z I'ikxk) (l=n-1’.|.’l)c
k=1+1

Napomenimo da su koeficijenti ry #() jer pe pretpestavci
sistem (2.2.2), tj. (2.2.3) ima Jedlnstveno resenje,

Pokazalemo sada kako se sistem (2.2.1) moZe redukeva-
ti na ekvivalentan sistem sa trougaonom matricom.

Pod pretpestavkom da je all#(L izradunajmo najpre
faktore

8.
=-—]—'-]; (i=2,ooo,n)s

m.
il 2,

a zatim mnoéehjcm prve jednadine u sistemu (2.2.1) sa ms 4 i
oduzimanjem od i-te jednadine, dobijamo sistem od n-1 jedna-

éina
| ég) Xo + eee # aéi) X, = b§2),
(2.2.4) :
R
gde su
(i) R L b§2)=bi—milbl (1,3 =2y0eeyn)
Pod pretpostavkom da je aé2)£(L primenjujuéi isti
ﬁostupak na (2.2.4) sa bi2-a§§) (2) (i =3,e0.,n) dobijame

sistem od n-2 jednaline

(3),, Gy < v,

855 5 + e +83n n=

(B)XB + e +a§l?l)x =‘ b]ga)’

anB n
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gde su
J(-g) ](-i) m12a§§)' b(B) = b(2) m12b(2) (ii:j = 5,-..,11).

Nastavljajuéi evsj pestupak, posle n-1 koraka dolazimo do jed-
nacéine
a (M) b(n)
8an *n
Iz debijenih sistema, uzimanjem prvih jednadina, delazi-
me de sistema jednadina

al1)y (1) 1
11 1 + 815 Xy + ‘](-3) 3 + eee + a](j'l) X, = b](_l)y,
2 2
éz)xz + ‘§5) toees b ag) Xy = béa)’
a3y
35 3 + see +a§g) n=b§3)’
( ‘
n]rg1> Xp < brgn)’
pri Cemu sme stavili n:g‘]].') =354 bj(_l) =b,.

Navedena trougaona redukcija ili kako se &esto kaZe Gauss-
ova eliminacija, se svodi na izradunavanje koeficijenata

(k)
ajx (k+1) (k) K
0ix™ ZES -my a( ) b(k+1)b(k) kélf) (i,d=K+Lyee0,n)
za K=1,2,40.,0~1, Primetimo da su elementi matrice R i vektora
¢ dati sa . .
J ag-;-), Oiabgl) (i=l""’n5£]=i,...,n).

Da b:. navedena redukeija egz:.stirala, potrebno je obezbedi-
t1i uslov 8y % O, Elementi ak]]i su poznatl kao glavni elementi
ili atoierskl elementi’ . Pod pretpostavkom da je matrica A siste-
ma (2.2.2) regularna, uslove akllé # O moguée je obezbediti permu-
tacijom jedna¥ina u sistemu(videti [2]).

%) 'Na engleskom jeziku pivotal element, ili prosto pivot.
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Primer 2.2.1. Neka je dat sistem jednadina

2.504x1 -1.213x%, + 2.44le =7.201,
8.752x1 - 5.6081:2 + 3.916}:3 =9,284,
1.527x; + 4.3%3x, - 2.214x5 = 3,551,

Zaokrugl;iu;juéi sve medjurezultate na detiri znalajne cifre, Gauss-

ovom eliminscijom dobijamo trougaoni sistem

2.3041:1 - 1.215::2 + 2.4—41::3 = 7,201,

-0.9998x,, - 5.5571':3 ==18.07,

- 31.36]!5 = -94.07’
odakle dobijamo redom X5 = 3.000, x5=1.999, x; = 0.9995, PFaktori

m4e U OVOM sluéaju, su

myy = 34799, Mz; = 6,628, Wz, = -5.138.
Napomenimo, da su tadna reSenja datog sistema X;=1, X;=2,X;=3.
S obzirom na numeridki postupak za trougaonu redukeciju

i proces zaokrugljivanja medjurezultata, javiée se greske u ele-
mentima matrice R i vektora 3. Naime, umesto sistema (2.2.3) do-

bijemo sistem Ro'x' -?:'O, gde su R =R +AR 1 ?:’°=E:'+ AT, Redenje ovog.

gistema biée i’os-x'+ aAX , gde je X tano resenje sistema (2.2.3).
Nije tesko ustanoviti da &e gredka biti veéa , 3to je glavni ele-
ment ak11: manji po modulu od preostalih elemenata metrice. U
vezi sa ovim navodimo jedan interesantan primer koji potide od
Wilkingona( [5,str.205]). ’

Ppimer 2,2.2. Gaussovim metodom eliminacije resimo sistem jed-

nadina '
0.000003 0.213472 0.332147 Xy '10.235262

0.215512 0.375623 O. 476625 |- | x5 | =|0. 127653
0.173257 0.,663257 0.625675 X3 0.285321

uzimajuéi sve medjurezultate sa Best znadajnih cifara. S obzi-
rom da su faktori u ovom sludaju '

m21 = 71837.3’ m31 = 57752.3’ m32 = o. 803905’

odgovarajuéi trougaoni sigtem postaje
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0.000003  0.213472 0.332147 Xy 0.235262
_1553409 -2586000 . x2 = —1690005 [}

-0,500000 ~0.20000

3
odakle Jje Xz = O.M-OOOOO_, X, = 0.479723, x = -1.333%33,
Posmatrajmo sada dati sistem ;}ednaléina u kome su prva i
druge jednalina permutovane. S obzirom da su sada faktori
myy = 0.0000139203 i mgy = 0.803932,
posle prvog eliminacionog koraska dolazimo do sistema Jjednadina
0.215512 0.375623 0.476625 | [x;] [0.127653
0.213467 0.332140 |-| x5 | = 10,235260 | .
0.361282 0.242501 | |x;| |0.182697

Nadalje, kako je element na mestu (2,2) manji‘ od elemen-
ta na mestu (3,2),u matrici poslednjeg sistema jednadina izvr-
8imo permutaciju druge i tredée vrste. Tada, s obzirom na faktor
m§2 = 0.590860,‘ posle drugog eliminacionog korska dobijamo

0,215512 0.375623 0.476625] [x, 0.127653
0,361282 0.242501 |- x,| = |0.182697 | ,
0.188856 | | x5 0.,127312

odaekle sleduje = 0,674122, x, = 0.05%2050 , x, = -0,991291.

X3 1
Napomenimo da su tadéna reéeﬁjﬁ datog sistema, sa deset
znadajnih cifara,

Xz = 0.6741214694, x,= 0.05320393391, x; = -0.9912894252.

1

Na osnovu poslednjeg primera vidimo da strategija izbora
glavnog elementa bitno utide na tadnost rezultata. Modifikacija
Gaussovog ‘oliminacionog metoda u ovom smislu, naziva se Gaussev
metod sa izborom glavnog elementa. Dakle, prema ovom metodu za
glavni element u k-tom eliminacionom koraku uzimamo element

35.11:)’ za koji je |a§.§)| = max lagi)l y uz permutaciju k-te i r-te

vrste. k§1§n




4.2. DIREKTNI METODI... 143

Ako dozvolimo i permutaciju pepmznatih najbolje je za
glavni element u k-tom eliminacionom koraku uzeti element 8rs’s

za koji je |a£:)| o ?ag ]a§§)|, uz permutaciju k-te i r-te vr-
gi,jsn

ste i k-te i s-te kolone. Ovakav postupak se naziva metod sa
totalnim izborom glavnog elementa.

Odredimo sada broj radunskih operacija u Gaussovom meto-
du pri refavanju sistema od n jednadina sa n nepoznatih,

Kod redukcije sistema na trougaoni oblik, u prvom elimi-
" nacionom koraku, potrebano je n-1 deljenja, n(n-1) mno¥enja i
n(n-1) oduzimanja, Sto iznosi (n—1)(2n+1)==2(n-1)2-+3(n—1). Na
osnovu ovoga moZe se zakljuditi da je potreban broj radunskih
operacija u k-tom eliminacionom koraku 2(n—k)2-+3(n-k),'pa Je
ukupan broj operacija za trougsonu redukeiju e

n-1 n-1

Z '(2(n—k)2 +3(n-k)) = Z(2k2+ 3k) = %(ll-n3+ 3n2— 7n).
k=1 . k= ‘ ‘

Pri reSavanju sistema sa trougaonom matricom potrebno je
n deljenja, n(n~l)/2 mnoZenja i n(n-1)/2 oduzimanja, &to iznosi
~ukupno n2 operacija. Dakle, ukupan broj radunskih operacija u
Gaussovom metodu iznosi

N(n) = (407 + 902 - 7n),

Za dovoljno veliko n imamo N(n)g42n3/3. Dugo vremena se mislilo
da je Gaussov metod najoptimalniji u pogledu broja radunskih
operacija. U novije vreme V. Strassen ({6]) je, uvodeéi itera-
tivni slgoritam za mno¥enje i inverziju matrica, dao jedan me~

tod za redavanje sistema linearnih jednadina, kod koga je broj

log,?
radunskih operacija reda n 2 + Strassenov metod Jje, dakle,

optimalniji od Gaussovog metoda( log,?7 £ 3).

Primedba 2.2.1. Prema Strassenovom algoritmu mnoZenje matrica
drugog reda

b b

[°11 €12 a1 %12 11 °12
b

°21 %22 |%21 %22 (P21 P2z
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izvodi se pomoéu

8y = (a31+82) (byy+bp5)y 8= (ag)*ap)by;, 852 855(b 5obyy )
8y = 85p(Pp1 =Py )s 85 = (81348150055 4 Bg=(ap) =8y ) (g 4015y

8n = (a75-85,) (byy +by5)

011- 51+ B"‘- 55"' 57’ °21= 52"'54, 012-53+85’ 022= Sl+53-52+860

Trougaona redukeija obezbedjuje lako izradunavanje deter-

ninante:sistema. Naime, wva%i
(1),(2) (n)
» det A lal a22 oooa

Ukoliko je koriZéem Gaussov metod sa izborom glavnog elementa
treba samo voditi raduna o broju permutacija vrsta(i kolona kod
metoda sa totalnim izborom glavnog elementa), koje utidu na znak
determinante. Ovakav nadin za izradunavanje determinante je veo-
ma efikasan. Na primer, za izradunavanje determinante reda n=30,
potrebno je 0.188 , ako se jedna radunska operacija obavlja za
10!-(8.

4,2,3. Inverzijs matrica pomodu Gaussovos metoda

Neka je A= [ai;j]nxn regularna matica i neka Jje

11 *12 *** 1n

X X Xn
X= ?1 22 2n = [;1 ;2 e ;n]

*n1 *n2 Xan
njena inverzna matrica. Vektori xl,xz,...,x su redom prva, dru-

8aye0.4 D-ta kolona matrice X, DefiniSimo vektore el,ez,...,g
pomoéu

-51= [l o ...Q]T, ?23 [0 1 oece OJT’ evey ?n= [0 O .col]To
S obzirom na jednakost AX= [Ai’l A::'?2 vee ﬁc’n]= I= [?1 -e'z eee Zn] ’
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problem odredjivanja inverzne matrice moZe se svesti na resava-
nje n sistema linearnih jednadina

(2.3.1) A;i = :i ' : (i= l’ana’n)-

Za re3avenje sistema (2.3.1) pogodno je koristiti Gauss-
ov metod, g obzirom da se matrica A poJﬁvlJuJe kao matrica svih
sistema,pa njenu trougaonu redukciju treba izvrditi samo jednom.
Pri ovome sve elementarne transformacije koje su potrebne za
trougaonu redukciju matrice A treba primeniti i na jedinidénu mat-
ricu Ia-[gl gé .es ?;]. Na taj nadin se matrica A transformiSe u
trougaonu matricu R, a matrica I u matricu c==[3a 3é ...3;}.

Najzad, ostaje da se reSe trogaoni sistemi

R§i=?i . (i.l’...’n)l

442.4, Faktorizacioni metodi

Faktorizacioni metodi za reSavanje sistema linearnih jed-
nadina zasnivaju se na réziagandu matrice sistema na proizvaed
dve matrice 8iji je oblik takav da omoguéava svodjenje sistema
na dva sistema jedhaéina koji se jednostavno sukcesivno reSava-
Ju. U ovom odeljku ukezaéemo ns metode zasnovane na IR faktori-
zaciji matrice(videti odeljak 4.1.2).

Neka je dat sistem jedna&ina

(204.1) ﬁ = H,

ga kvadratnom matricom A, &1ji su svi glavni dijegonalni minori
razliéiti od nule. Tada, na osnovu teoreme 1,2.1, postoji fak-
torizacija matrice A= IR, gde je L donja i R gornja trougaona
matrica. Faktorizacija je jednoznalno odredjena, ako se, na pri-
mer, usvoji da matrica L ima jediniénu dijsgonalu. U tom sluda-
Ju, sistem (2.4.1), tj. sistem IRX= B, ge mo¥e predstaviti u
ekvivalentnom obliku

o e d

(2.4.2) 15"-5',’ RX a §.

Ne osnovu prethodnog, za reSavanje sistema jednadina
(2.4,1), mofe se formulisati sledeéi metod:
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1° Stavimo l’n=1 (i=1ye00,n);

2° oOdredimo ostale elemente matrice L= [f

ij]nxn i mat-
rice R= (videti odeljak 4,1.2);

[rij]nxn
3% ReXimo prvi sistem jednadina u (2.4.2);
4° Regimo drugi sistem jednafina u (2.4.2).

Koraci 3° i 4% ge Jednostavno izvode. Naime, neka gu

P= [bl b, ...bn]T, ¥= [yl ) ...yAT . ?g[xl X5 ...xt]T .
Tada je '

1-1
ylgbl’ yi=bi_ Zzikyk (i=2,.oc’n)
k=
i
n
v
et e Vran) Geenen.
nn 1 k=l+l

IzloZeni metod se u literaturi sreée kao metod Haleckog.
U slufaju kada je matrica A normalna, tj. kada je simetridna i
pozitivno deflnltna, metod Haleckog se moZe uprostltl. Naime,
tada se moZe uzeti da Jje L= RT. Dakle, treba odrediti faktori-
zaciju matrice A u obliku A= R R. Na osnovu formula iz odeljka
4.1.2 za elemente matrice R vaje formule
&

Ty3 =Ry 1‘13'%'11 (G=2yee0ym),
.1_1 (i=2,...’n>t
P i <aia - Z rkirk:i> (§=141,...4m)
k=1

U ovom sludaju sistemi (2.4.2) postaju
Ry « B, RF=7.

Navedena modifikacija metoda Haleckog se naziva metod
kvadratnog korena.
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Primedba 2.4.1. Determinanta normalne matrice se mofe izradana-
ti po metodi kvadratnog korena kao

2

Faktorizacioni metodi 8w narodito pogodni za redavanje
sistema linearnih jedna¥ina, kod kojih se matrica sistema ne
menja, veé samo vektor slobodnih &lanova B. Ovekvi sistemi se
Zesto javljaju u tehnici..

Sada éemo pokazati da se Gaussov metod eliminacije moZe
interpretirati kao LR faktorizaecija matrice A. Uzmimo matricu
A takvu, da prilikom eliminacije ne treba vriiti permutaciju
vrsta i kolona. Polazni sistem oznedimo sa A(l);==3(l); Gaussov
eliminacioni postupak daje n-1 ekvivalentnih sistema A(z);é S(zx

.. (n)x- b(n), pri &emu matrica A(k) ima oblik
1) (1) 1) 1)

8{1 ](.2 L ] a](.k L K ] a( )

2 2 2

LN S

(k)
AV /= .
k k) | *

aék) aén)

(k) k)
L ®n x(m d

Analizirajmo modifikaclau elementa 8 (= aia)) u procesu
trougaone redukcije. Xako Je,za k=1 2,...,n-1,

a{1) Laf0_ g o(0) (1,§= K#1,...,n)
i .
al¥* D gD o o3 Do (i ke1,...,m),
sumiranjem dobi jamo
i-1 i-1
afs*) . Z Z ngal®  (14j)
k k
i
z‘; afs D). Z (k) _ z n;, o) (i>J)),
K= k '
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tj.
, 11 |
o 4= a%) - afb) +Z mikal%) (i43)
i o .
8 4= a£§)= 0. + Z mikal(:lg) o (A>9.
k=

. DefiniBuéi my= 1(i=1l,...,n), poslednje dve jednékoati
se mogu predstaviti u obliku

(2.4.3) 85 = 5? mikaﬁg) (1, J= 1;...,n),
k=

gde je p= min(i,j). Jednakost (2.4.%) ukazuje da Gaussova eli-
minacija daje LR faktorizaciju matrice A, gde su

T . h
[ 1 17 1z ee Typ
By 1 T2 Ton
L= ' y R= .
Lmnl mnz DY l- rnnJ

i rkj’ aég). Pri programskoj realizaciji Gaussovog metoda u ci-
1lju dobijanja LR faktorizacije matrice A, nije potrebno koristi-
ti nove memorijske elemente za paméenje matrice L, veé je pogod-
no faktore m; smedtati na mesto koeficijenata matrice A koji se
anuliraju u procesu trougaone redukcije. Na taj nadin, posle za-
vriene trougaone redukcije, na mesto matrice A bide memorisane

matrice L i R, prema sledeéoj 3emi

R

A > |

Sl. 2.4'1

Uolimo da se dijagonalni elementi matrice L, koji. su svi jed-
naki jedinieci, ne moraju memorisati.

Metod Haleckog,zasnovan na LR faktorizaciji, primenjuje
se u sludajevima kada matrica A ispunjava uslove teoreme l.2.1.
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Medjutim, primenljivost ovog metoda moZe se prodiriti i na
druge sisteme sa regularnom matricom, uzimajuéi u obzir per-
nutadiju Jjednatina u sistemu. Za faktorizaciju iskoristimo
Gaussov eliminac1on1 metod sa izborom glavnog elementa. Pri
ovome blée LR= A', gde se matrica A' dOleB iz matrice A konald-
nim brogem razmena vreta. Ovo zna¥i da u procesu eliminaci je
treba memorisati niz indeksa glavnih elemenata I=(p1,...,pn_l),
pri Cemu Jje Py broj vrste iz koje se uzima glavni element u
k-tom eliminacionom koraku. Kod re3avanja sistema AX= b nepo-
sredno posle faktorizacije treba, u skladu sa nizom indeksa I,
permutovati koordinate vektora B. Na taj na¥in se dobija trans-
formisani vektor B, pa se redavanje datog sistema svodi na suk-
cesivno redavanje trougaonih sistema

= s’ i R;= ;n
Primetimo da se pomoéu indeksnog niza I moZe konstruisa-

ti permutaciona matrica P, takva da je A' =PA i B'=PD , &to
znadi da se, u ovom sluaju, radi o faktorizaciji LR= PA.

Ilustrujmo ovo jednim primerom.

Eriner 2.4.1. Primenom Gaussovog metoda sa igborom glavnog ele-
menta na

1 6
A= 1 3
1 1 1

dobi jamo redom

(:) 1 6 6 3 1 6
2 1 3| = 1| = |13 las a2 |,
1 1 1 -1 2/3 172 |-1/2

pri femu je indeksni niz glavnih elemenata I= (1,3). Glavni
elementi su u navedenim matricama zaokrufeni. QOvde je
1 0 o 3 1 6
L=|1/3 1 0 i R=|0 2/3 -1 |.
2/3 1/2 1| 0 0 -1/2
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ReSimo sada sistem AX =5 =[2 7 41T . Keko je B'=[2 4 71T
iz Ly= B'sleduje

Rt ok ECRALS O 3¥p =4
Najzad, na osnovu RY = 37, nalazimo
1
Xy = -8, X, = %('BQ - 13) = -7, X = %(2- X - 613)= 19.

Permutaciona matrica,u ovom slufaju, ima oblik

l1 0 O
P = 0 o 1 .
01 0

4.,2.5. Metod orﬁogonalizaci je

Posmatrajmo sistem (2.2.1) sa regularnom matricom. Ako
definidemo (n+l)-dimenzionalne vektore

EN 211 ]
X a
2 12
y=|: |» 3= ¢ (i=1,...,n),
Xn @in
(1] | Py |

tada se ovaj sistem moZe predstaviti u obliku

(2.5.1) (3,9 =748, =0 (i=1,...,n).

Jedna&ine (2.5.1) ukazuju na moguénost redavanja siste-
ma (2.2.1), koriséenjem uslova ortogonalnosti vektora Sr),sa vek-
torima a, (i=1,...,n). Pomenuta ortogonalnost je ekvivalentna

1 . -» . . ve .
ortogonalnosti vektora y sa linearnim potprostorom,Bn, koji Je
generisan vektorima Ei(i= 1,s.04n), tj. H = L(?l, ...,'gn) . Po-
lazeéi od baze {'a"l, .o .,E’n] , koris8éenjem Gram-Schmidtovog pos-

tupka, konstruiZimo ortonormirani bazu Bn={ ?1, . "?n} pot-
prostora H . Vektor ¥ Jje, otigledno, ortogonalan sa svim vek-
torima ortonormirane baze B .

Kako je vektor gn+1‘ [0 0«60 O I]T linearno nezavisan
uodnosu na vektore baze Bp» ‘ortogonalizirajmo i ovaj vektor.
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Dakle,
n

> > —
i=

-»
u

Neka su koordinate vektora T redolm U ,ecs,yu yUny ti.
1 n +1

- . T > . .

u = [ul Uy e ug'un+i] . Kako vektor u ispunjava uslove or-

togonalnosti (¥,V;) =0 (i=1,...,n), na osnovu prethodnog za-

Kl jutujemo da je,takodje, (Ti,zix= 0 (i=1,...,n), tJ.

L}
(@]

>
(U,8)) = @ygup+ 8 up* ceet 8y ~Dylyyy
(§,8,) = 85U+ 8y50p*+ -oe? Bppuy “Polgyy = 0,

— =
(4,a8,) = ajuy*+ a,us eeeta u -bpu 4y = 0.

Primetimo da je un*1# 0. Naime, ako bi bilo w ,,=0,
tada bi n-torka (ul,uz,.e.,un) bila redenje homogenog sis-
tema jednalina sa matricom A= [aij]' Medjutim, kako homogeni
sistem(det A 0) ima samo trivijalna redenja, to bismo imali
u, = 0o(i=1,...,n), pa bi vektor 3;*1 bio linearna kombinacija
vektora baze B, 3to je u kontradikciji sa izborom ovog vekto-
ra.

Ako sve jednaline poslednjeg sistema podelimo sa U4y
lako se zakljuduje da je vektor i 8a X: = uui

i
. n+l
redenje sistema jednalina (2.5.1). Tada je n-torka (xl,...,xn)

redenje sistema (2.2.1).

(i=1,...,n),

Na kraju, primetimo da navedeni metod ortogonalizacije
zahteva veéi broj operacija mno2enja i deljenja nego Gaussov
metod eliminacije. :

4.2.6. Analiza gredke i slabouslovljeni sistemi

Posmatrajmo uticaj promene vektora P u sistemu jednadi-
na '
AX = B,

8sa regularnom matricom A, na relenje X. Neka se vektor ﬁ'pro—
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meni za aB, Tada e se redenje promeniti za AX, tj. imademo
A(Z+ AX) = B+ AD,

1

odakle je AA%= ADB, tj. A¥= A”Ab. Iz poslednje jednakosti sle-

duje
(2.6.1) - Iazy & Waliasy .
Kako je \B = {aZ &) aAlIZl, inemo
TR T il O i

gde Jje k(A) = "A"ﬂA'lﬂ. Broj k(A) naziva se faktorom uslovl je-
nosti matrice A. Faktor uslovljenosti zavisi od upotrebljene
norme matrice, ali je uvek k(A)= 1, #to sleduje iz

IZ 1 =le]- [|aa~ 2] = flalfa=t{H )
Sto je faktor k(A) veéli od jedinice kaZemo da je matrica A

slabije uslovljena. Sistem sa slabouslovl jenom matricom nazi-
vamo slabouslovljenim sistemom™.

Kada se koristi spektralna norma, faktor uslovl jenosti
je dat aa

*A)
K(A) = 6(a)6(a~Y) = HL * .
v min A(ATA)

Ukoliko je matrica A hermitska, prethodni izfaz se po-
jenostavljuje, tj. postaje
max |A(A))
min |a(a)|
Zbog svojstva minimalnosti spektralne norme, ova vrednost bro-

Ja k(A) za hermitsku matricu A je najmanja u odnosu na vred-
nosti koje se dobijaju koriséenjem drugih normi.

k(a) =

Nejednakost (2.6.1) se mo%e interpretirati i na sledeéi
na¥in. Neka je ib pribliZno resenje jednadine AX = B. Sa F(ib)
ozna¥imo odgovarajuéi "vektor ostatak™, tj.

"?(xp) = A?p - b‘= A(x -‘x).

*) U anglo-saksonskoj literaturi: ill-conditioned systems, a u ruskoj:
NNOX0 OOYCNOBJIEHHBIE CHCTEMHL. -




4.2. DIREKTNI METODI... 153

Dakle, % je tadno redenje jednadine A?p:?- ?GEP) iza
gredku vaZi ocena T '
(2.6.2) |az]|<]a|| 7
Na osmovu poslednje nejednakosti mofe se zakljuditi da laX | mo-
fe biti velika, i u sludajevima kada je velilina “?(;p)“ dovo-
ljno mala. ' ' '

Teorema 2.6.l. Neka je A regularna matrica reda n, B=A(I+F),
IFl <1 3 vektori X i AX definisani pomoéu AR =T, B(X+AX)=b.
Tada je | :

-2y

o |ax] 7 "F” :
Iz 1-|®l

2° ] £ k()  IB-Al oo 5o (a) Bl <1
IR~ g geay Jocal Al L

flall
Dokaz. Kako, na osnovu udinjenih pretpostavki, 1 egzi-
stira imamo

AZ w B 1T -2717- p-l(a-B)a71T, ¥=1271%,

pa je , _
S - -1,-1 -1 B3]
— < |IB A-B = ||-(T+F)""A AR (|£[|(T+F) R & ———.

Imajuéi u vidu da je F=A"1(B-4) i IPN&k(a)IB-A|/[Al ,
na osnovu poslednje nejednakosti dobijamo nejednakost 2°.

Pomoéu teoreme 2.6.1 moguée je oceniti gresfku u reSenju
i’, pri zesmeni matrice A nekom drugom matricom. Naime, ako sta-
vimo C= (I+F)~LaB~la, F=A"lB-1I, imamo
52 & ——d— .
1- A~ B-1I|
-1 “lpn~1 .
S druge strane, iz A"~ =A "BB © sleduje

iz~
1- Jlz-5"1a

a2 < a5 |5

N

pri &emu smo iskoristili jednakost A"lB=(B'lA)'l=(I-(I-B'1A))"l.
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Najzad, na osnova (2.6.2) dobijamo

- - "B_]'" >, = -1
"xp-x" < T A"-”r(ﬁ,)” S Cllz-tal <),

Primer 2.6.l. Jedan tipian primer slabouslovljenog sistema Je
pistem(videti [7])

121734 169217 176624 166662 xy 63u4237
169217 235222 245505 231653 % 881597
176624 245505 256423 242029 Xz = 1920581 | *
166662 231653 242029 228474 Xy 868818

&ija su tadna resenja X)=XpeXz =X, = 1. Medjutim, ako koor-
dinate vektora slobodnih &lanova variraju samo za +1 i reci-
mo budu

bl = 634238, b, = 881596, b3 = 920580, b, = 868819,

refienja sistema postaju

Xy = 130214370, x,= 78645876, x;=- 32701403, x,= 19395881.

3

Iz datog primera se mofe videti da Je problem resavanja
slabouslovljenih sistema veoma sloZen i njemu trebe pristupati
obazrivo.
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4.3.1. NaCini formiranja iterativnih metoda za reSavanje sistema
linearnih jednacina

Posmatrajmo sistem_]inearnih jednacina
AR F AKXy ot ay X, = by,

a4%y + ayoXy oot A, X = b2,
(3.1.1) :

ag X t an1x2+,_,+ a X =b

ni nn"n “n®
koji se moZe predstaviti i u matricnom obliku

(3.1.2) AX =B,

gde su
apg 2y -oe 3] Xy ] b,
ay a4, 3y, X2 b,
A = s —; = , _B =
Lan1 a2 81n an ] LI:)n -

Uvek u ovom poglavlju, pretpostavljamo da sistem (3.1.1),'tj, (3.1.2)
ima jedinstveno resenje. ’

Iterativni metodi za resavanje sistema (3.1.2) imaju za cilj odredji-
vanje redenja X sa unapred zadatom ta¢no3c¢u, Naime, polazeé¢i od proizvoljnog

vektora Q(O)(=[X(°)_..X£O)JT§ , iterativnim metodom se odredjuje niz-{Y(k)}
(Y(k)=[}$k)...xn KNT) takav da je -
rim k) - %
k->+oo

*) Cesto se za 7(0) uzima reSenje dobijeno nekim od direktnih metoda.

155
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Jedan op§ti iterativni metod moZze se predstaviti u obliku

20 2 p GOFEND L ZED) e,

gde funkcija Fk u opstem slucaju zavisi od A, E, k.

Sa stanovista primene, najinteresantniji su iterativni metodi oblika
3.1.3) %K 2R G ke,

Ako Fk ne zavisi od k, metod (3.1.3) je stacionaran,

Mi ¢emo razmatrati slucajeve kada je Fk linearna funkcija po ;, tj.
-
(3.1.4) F (X) = BX + &
gde je By kvadratna matrica i Ek vektor,
Da bi iterativni metod, definisan funkcijom (3.1.4) bio konvergentan,

potreban uslov je da Fk ima nepokretnu tacku X = A'13, tj. da je

-1 -1
(3.1.5) AT'B = BATD + .

Iz (3.1.5) sleduje
= (1-BIATE = B,
gde smo stavili C, = (I-Bk)A'1, ti. CA + By = 1.

Na taj naéin (3.1.4) postaje
(3.1.6) F(X) = BX + ckﬁ,‘

ili
(3.1.7) F (X) = X - C (AX-B).

Cesto se za Ck uzima dijagona]na matrica sa jedhakim elementima na dija-
gonali, tj. C-= diag(ck,...,ck)b= ¢ 1 (ckeR).‘Tada se (3.1.7) svodi na
(3.1.8) F(X) = X - ¢ (AX - B),

Ako se matrica A predstavi u obliku

A= Dk +’Ek’
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gde je Dk reqularna matrica, Fk se moZe zadati u implicitnom obliku kao
(3.1.9) D Fy (X) + E X = B,

U prakti¢nim primenama, za Dk se najée§Ce uzima dijagonalna ili trougao-
na matrica.

Fbrmu]e (3.1.6), (3.1.7), (3.1.8), (3.1.9) se koriste za formiranje raz-
Tic¢itih iterativnih metoda za reSavanje sistema (3.1.1).

Na kraju, napomenimo da se metodom najmanjih kvadrata moZe dobiti niz
iterativnih procesa, Ovaj metod zasniva se na minimizaciji funkcije f definisane
pomocu

f(x) = ||Ax - B))2.
U sluaju da je A realna normalna matrica, za re3avanje sistema (3.1.1) moze se

koristiti minimizacija funkcije odredjene sa
> > > > >
f(X) = (AX,X) - 2(b,X).

4.3,2. Metod proste iteracije

Jedan od najprostijih stacionarnih metoda za re3avanje sistema linearnih
Jjednagina, tzv. metod proste iteracije, zasnovan je na primeni funkcije date po-
mocu (3.1.6), tj.

(3.2.1)  F(%) = BX + Cb.

Ako stavimo G = &, iz (3.2.1) sleduje
3.2.2) 30 cgN L F ket ).

Napomenimo, da je jednacina
(3.2.3) X =Bx +8
ekvivalentna sa
(3.2.4) AX = B.

Matrica B se naziva iterativna matrica.
7 Ako se podje od proizvoljnog vektora Y(O), pomocu (3.2.2) generise se

niz {;(k)}. Razmatracemo uslove pod kojima ovako geherisani niz konvergira ka
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tacnom redenju sistema (3.2.3), tj. (3.2.4),

Ako je
Byg By -o- byp By
5 - bg1 byp by e 2]
bn1 bn2 bnn Bn

iterativni metod (3.2.2) moZe se predstaviti skalarno

k) _ k-1 k-1) (k-1)
a9 = bk e bl e k) g

(k) _ (k-1 (k-1) (k-1) .
X ) - bp1X4 x byp*3 T ooee tbypXy * Bps
: K
K) - (k-1 (k-1) , (k-1)
xé - bn1x1 ) + bn2x2 oot bnnxn + By

gde je k=1,2,... .

Dokazacemo sledece dve teoreme.

Teorema 3.2.1. Ako je ;(0) proizvoljan vektor,|| B|| < 1 je dovoljan uslov za kon-

vergenciju procesa (3.2.2) ka tagnom redenju X sistema (3.2.3).

Teorema 3.2.2, Ako su ispunjeni uslovi teoreme 3,2,1, za svako ke N, vaZe nejed-

——— e

nakosti K
B
(3.2.5) I (I-B)'1 - (1+B+...+Bk’1)H < 1o
-1 8l
AK) s ko a(o), . MBI 8IS
(3.2.6) %6 % oqpmy KRy L 222
Y
.27 X SR o< e R Dy
3.2.8) R R < e RO - %

Dokaz teoreme 3.2.1.Na osnovu (3.2.2) lako se dokazuje Jednakost

(3.2.9)

7(k)

= 85%(0) & (14B+.. 4B

k-1

>

)8 (keN).
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Kako je |j B < 1: imamo

Tim|| 8| =0, tj. 1ims* =0
K—++o k=>+oo

Tim (I+B+...+Bk'1) = (I-‘B)'1

Koo
Tada, iz (3.2.9) sleduje

i 20 = 1im 8500 4 11 (!+B+ w1 - (1-8)"'%,

K+eo k>4 koo
odakle zak]juéujémb da niz {i(k)} konyergira ka resenju jednaéine (3.2,3),

Dokaz teoreme 3.2.2. Iz Jednakosti

(B s reB Bz L (< 1) ,
-s]eduje FE ‘ . .
(1.3)71-(1+B+,__+Bk'1)_=_Bk + ka1lf s
odnosno
. - K i
I (-8) " (reme o Ty g ey gy K

k
el
TR

Na osnovu (3.2.9), imamo

k)3 2 pkglo) (148+.. 4851 7 - (1op) ' 3

- gkx(o) _ ((1-8)"" - (I+B+...jBk_1))§,
odakle je
k _1 k'1
I ;(k)_;” < 18kl HII(1-B)" -(1+B+...48" )|« || B
I; |
k 0
[T

nA

_
-8
pri Cemu smo iskoristili nejednakost (3.2.5),

Napomenimo da je kori%cena norma matrice saglasna sa izabranom normom

vektora.
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Kako je X = BX + B i FAL A LSl DI g, dobijamo
%K) _ %= skt 3y,

odnosno

(k) FG

-
X270 = xf < |l Bl -l X = x|l -

Konaéno, iteriranjem poslednje nejednakosti, dobijamo

%

Ovim je teorema 3,2.2 dokazana,

> k., »(o >
- F) s ey R - Ky

NeJednakost1 (3.2.7) i (3.2.8) ukazuju da iterativni proces (3.2.2) ima
red konvergenc1Je 1 (Tinearna konvergenc1Ja ili konvergencija tipa geometrijske
progresije).

Primedba 3.2.1. NajCe$ce se uzima ?(0) = 8. Tada se nejednakost (3.2.6), iz teo-
reme 3.2.1, moZe poo3triti. Naime, vazi nejednakost

(148 .. 48%))3]

%6 %) =1 -8)

K+l >
I8l ell
-l 8]

Posledica 3.2.1. Iterativni proces (3.2.2) konvergira ako je

n
(a) Bl , = max 2 [byy| <1
| iog=1 M
i
n
(b) B[] 4 =max x |b;.f <1
By = max z oy
i
1/2
(<) 1B, = e(8) = ( x [by]2)"% <1 |
T,J

Primetimo da su uslovi (a), (b), (c) ispunjeni ako je |b1j| < % (i,3=1,...,0
Primedba 3,2,2, Ako je || B|| < 1, vaZi

ey DB i) (e
K2R —— ) ey

s (keN).
1 -] 8]|
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Ova nejednakost je posledica jedne opstije nejednakosti, koja ¢e biti dokazana
u sledecem odeljku.

Za itef‘ativni prbces (3.2.2) u je.dnom specijalnom sluaju, Krasnoselski i
i Krein( [8]) odredili su ocenu za vektor greske Z(k) = }’(k)-I, pri prekidu ite-
rativnog procesa kada je || R’(k”)-;(k)” < ala > 0) i || ;(»(p+1)_-;(p)” E Za (P<K).
Naime, oni su dokazali sledecu teoremu: ‘

Teorema 3.2,3. Neka je B realna normalna matrica, &ije sopstvene vrednosti ispu-

njavaju uslov 1 >Ap>ho> L >Ap > 0. Ako je poéetna gre_:::ka Z(o)‘ = -):(o) - X

uniformno rasporedjena u zatvore‘noj kugli S(o,r) = {;IH x|| EST Xe Rn}, tada
verovatnota, da greska Z(k) zadovo'ljava nejednakosti ‘ '
OA 0 -
1 +>(k o
s T e
1-A1 1')\1

tezi jedinici kada re+w, za svako o< 1, tj.

0)\1(1

A [PR NN

Tim P( <
1-A
1

P>t =)

1

Ovaj rezultat, Peradze ([9]) Jje generalisao, pretpostaﬂjajuéi sémobus-
Tov da je matrica B realna i regularna. Kona€no, T. Yamamoto u[lo_]i [11] izbacio
je i uslov regularnosti matrice B.

Neka je B realna matrica reda n, &ije razli¢ite sopstvene vrednosti

=3

Ai(1'=1,...,m), reda visestrukosti nj( = n;=n), ispunjavaju uslov
, ‘ ‘ i=1 S

1>0(B) = Ixq] = [ap] =...=]2 s> Pl 2o zlagls

" Navesceémo dva partikularna rezultata, do kojih je doSao T. Yamamoto( 1o

Teorema 3.2.4. Neka Je A realna normalna matrica i

R W . -
) i _ P 1
s min b a s el v - Nliew

max
1<iss i
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Ako je pocetna greska g(o) uniformno rasporedjena u‘§(o,r), tada je
[ - L ' ‘ ‘ I o

(3.2,10)  ¥im P(opa <[l M| L < opna ) =
o o

n
-

(3.2.11)  Tim Plopa< || TN ¢ < ara) 217
>+

za svako e1e(o,1) i svako 02 > 1)
v i o
Teorema 3.2.5. Neka Je A pro1zvo1Jna realna matr1ca takva da je s=1 (tJ |A1|>|A2|)

i

1e R, n1-1 Ako je e 2(0) un1formno»raspored3gna u S(o,r), tada je

0412 | +(k) 0

. 2

lim P( a<| 2 < =
1 120 E I-AF“)

za svako 015(0,1) i svako 0y > 1.

Primetimo da je ocena (3.2.10) ostrija od (3.2.11) kada je A < A*, a obr-

nut je slutaj kada je A = A* (inale uvek je A g A¥),

Primer 3,2,1. Neka je
;o [-0.1.:.0.4 .0.1 0.1 . T 0.7
0.4 -0.1 0.1 0.1 3 ‘ 07|
B=10.1 0.1 -0.2 0.2 i B 12|
0.1 "0;1” 0.2 -0.2] B A
Tada je X = [1 11 1] = -0.5, A, = 0.4, A3=-0.4, A4 =-0.1

‘i)\=-3,A=%,‘ A* =»%.

. Ako se un1formn1 s]ucaJn1 vektor e( 0) u 5(0 r) gener1§e p0m06u metoda kon-
gruentnost1 (videti [12][10]) i 1terat1vn1 proces (3 2 2) star'tuJe sa (o)_-;_-*(o)
sa sto pokusaja za fiksirano r i « = 10 dob1Jen1 su s]edeC1 rezultat1 koj1 su
sredjeni u Tabeli 3.2.1. R;di jednostavnosti, uzet je granicni sluaj o4= 92=1*
*) Sa stanovista préktiéﬁog‘raéunanja:doﬁu§tén:je izbor'é1=92=1; jer ako je o

dovoljno blisko jedinici, tada je odgovarajuéi ma3inski broj f1(ei)=1.

S g VO
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Tabela 3.,2.1.

el 1R el agh T e | 1M pra
1 0 (puta) 93 (puta) 7 (puta)
5] 0. 97 3
10| o 100 . 0.
200" - 99 ‘ 1

Do sada smo razmatrali dovoljne uslove za konvergenciju iterativnog pro-

cesa (3.2.2). Sledeca teorema daje potrebne i dovoljne usiove;

Teorema 3.2.6. Neka je 1(9) proizvoljan poletni vektor. Potreban i dovo1jan

uslov za konvergenciju iterativnog procesa (3.2.2) je da su sve sopstvene vred-

/

nosti matrice B po modulu manje od jedinice.

Dokaz. Kako za iterativni proces (3.2.2) vaZi jednakost (3.2.9), tj.

3:2.12) %K) S pkx0) 4 opee L B (kety2,. 00,

zakljuCujemo da je proces (3.2.2) ekvikonvergentan sa matricnim redom.

2

+oo
(3.2.13) I1+B+8B >

g

m=0

4=

S druge strane, kako su poirebni i'ddVonni uslovi za konvergenciju reda

(3.2.13) (videti odeljak 4.1.7)

(3.2.14) IAi(B)| < 1 (i=1,...,n),
dpkgz tegreme 3.2.6 je zavrien,

Primedba 3.2.3. Pod.usJovima (3.2.14) imamo
tim 8K =0 i Tim (14B+...48% 1) = (1-8)7",
ko ‘ k++e '

Tada iz (3.2.12) sleduje
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1im %K) = 1im [B % +( I+B+, .+ -1)§]
ko k++w
= 1im 8500 + qin (I+B+...+Bk-1)§
k>4 k>
- (1-8)"' 3

§to predstavlja tagno resenje jednaCine (3.2.3)..
Dakle, iz teoreme 3.2.6 sleduje da iterativni proces (3.2.2) konvergira
ako i samo ako su sve nule polinoma 7

byg=d  byp .. byy
Ab det(B-AI) = | by byymh by

bn1 b

n2 Pan”
po modulu manje od jedinice.

Znacaj uslova (3.2.14) u teorijskim razmatranjima je vrlo veliki. Medju-
tim, za praktiénu primenu oni nisu pogodni, jer je problem nalaZzenja sopstvenih
vrednosti matrice dosta tezak., Uslov || B|l < 1, u teoremi 3.2.1, je sa stano-
vi§ta prakticne primene vrlo pogodan za ispitivanje konvergencije. NaZalost,

ovaj uslov je samo dovoijan, ali ne i potreban.

Primer 3.2,.2. Posmatrajmo metod proste iteracije

ML 1 K(k=1) 1

o

" (3.2.15)

S0 gy lket) 1 (k1) 4

w

gde je k=1,2,..
Na osnovu posledice 3.2.1, niita ne moZemo zakljuiti o konvergenciji
procesa (3.2.15), jer nijedan od uslova (a), (b); (c) za matricu

/3 -1/9

2 1/3
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nije ispunjen. Nafme,

' 1 1, 7
Il B”‘w = max (3 + CE 2+ g) =3 1,
o 1 1.1, .7
||B||1—max(-3-+2,§+§)_§>1,
N 1,1/2 _ '
el , = (§'+ g4t §) = 2,057... > 1.

Medjutim, sopstvene vrednosti matrice B su A o= %(1ii/?). Kako je

Xl = [x,] = 4; < 1, iterativni proces (3.2.15) je konvergentan za proizvolj-

ne vrednosti x(©) i ylo),

Uslovi (3.2.14) mogu se zameniti us Tovom

p(B) < 1,
gde je p(B) spektralni radijus matrice B. Za iterativnu matricu B se u ovom
sluéaju kaZe da je konvergentna (videti [L3]). R
Kao kriterijum za brzinu konvergencije iterativnog procesa uzima se veli-
¢ina Q(B). Naime, iterativni proces konvergira brie, ukoliko je g(B) blize nuli.

Broj koji karakteriSe brzinu konvergencije definisan je kao

v(B) = -Tog p(B).
Pri ovome, za ispunjenje usloval| Y(k)-§|]< e||§(°)-§n » gde je e dovolj-

no mali pozitivan broj i o(B) # 0, potreban broj iteracija je pribliZno dat sa

K o - JO%E
v (B)

Pored brzine konvergencije jednog iterativnog procesa vrlo je bitan i
broj aritmetickih i logic¢kih operacija neophodnih za obavljanje jednog iterativ-
nog koraka (iteracije). Ovaj broj Cesto se naziva cena Tteracije i oznhacava
sa C(B), gde je B odgovarajuca iterativna matrica.

Tako je ukupan broj operacija za postizanje tanosti ¢ (u prethodno nave-

denom smislu) priblizno dat sa

N(Bje) = k C(B) n - LB)Toge
v(B)
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Iterativni proces je efektivniji, ukoliko je ovaj broj veé1

Pokazacemo sada kako se moze dobiti Jedan tzv. opt1ma1n1 iterativni proces
za refavanje jedna&ine Ax = B u slucaju kada je A hermitska pozitivno definitna
matrica. Ovaj metod je baziran na primeni formule (3.1.8).

Ovde je

(3.2.16) 0<mga;j(R) g M<+w (i=1,....n).

S obzirom da su sopsfvene vrednosti Ai(A) u‘ma1om broju slu¢ajeva poznate,

zamiMu (3.2.16) mogu se uzeti neke ocene za Xmin(A) i Aﬁax(A)‘respektivno.
Posmatrajmo iteratiQni proces

@3.2.17) %K) 2%k o k1) gy,

tJ.

206 = (r-ax(k1) 4,

n

gde je ¢ realan broj.
Kako su sopstvene vrednosti matrice B=I-cA,
A;(B) = 1 - cx;(A),
spektralni radijus matrice B je

(3.2.18) o(B) = max [1 - ory (A)]:

Za iterat1vn1 proces (3.2.17) kaze se da je optimalan, ako se parametar

¢ odredi tako da p(B) ima minimalnu vrednost.
S obzirom na (3.2.16), ake se uvede smena

y 2 A (A) - M+m ,

(3.2.18) se svodi na

B By M- - Z:Eiﬂiﬁl .
o(8) = glcl( -m) s [u C(M_m),] |
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Minimalna yrednost za p(B) se dobija ako je c = M%ﬁ i ona iznosi

min p(B) = p
! ‘

Dakle, dobili smo optimalni iterativni proces

3.2.19) %O 2D Bl U,

Teorema 3.2.7. Neka je A hermitska pozitivno definitna matrica ¢ije sopstvene
vrednosti zadovoljavaju uslov (3.2.16).

Za optimaini iterativni proces (3.2.19) vaZi ocena gre§ke

k
@200 O s gEm KO-k em,

gde je X tagno re3enje sistema A Xx=b.

Dokai. S obzirom na u¢injene pretpostavke za matricu A, matrica B =I"M%EA

je hermitska. Tada je, na osnovu Teoreme 1.6.2,
6(8) = o(8) = fim -

Uzimajuéi EBuklidsku normu za normu vektora i spektralnu normu za normu

matrica, nejednakost (3.2.8), iz teoreme 3,2,2, se svodi na (3.2.20).

.0 nekim op$tijim iterativnim pfocésima tipa'(3.2.19) moZe se ha¢i u
[14,5tr.352-363) .
Na kraju ovog odeljka, izloZicemo jedan praktican nacin za formiranje me-

toda proste iteracije.
> T

B = [by...5,]

. . . 2. > _ 7 . _ :
Neka je dat sistem jednaCina Ax = b, gde je A = [aij]nxn i

i’neka Je
ayy o .. 01
0 a 0
D = diag(A) = | . 22
i 0 0 anq
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regularna matrica. Tada se ovaj sistem mozZe predstaviti u ekvivalentnom obliku

1

(3.2.21) % =D '(D-A)% + D 'B.

Napomenimo da je odgovarajuci skalarni oblik

a a a, - b
12 13 1 2
Xy = = —=Xg = 57— Xq = v0s = 3= X + =— ,
1 agq 2 a11 3 a11 n ay
¥y 33 n b,
L vkl Bl vl B T3, *n T as
22 22 22 22
) a a_. a ‘ - b
R R L R L S i
nn nn nn nn

Na osnovu- (3.2.21), moZe se formirati metod proste iteracije

-1

3.2.21) X0 = p M pearkD w0 (kety2,.. 0,

koji je u literaturi poznat kao Jacobiev metod.
Kako je karakteristi¢ni polinom matrice D-1(D-A)'dat pomocu

det[p™"(0-4)-a1]
1. det(aD +(A-D)),

P(A)

-det D~

iz teoreme 3.2.6, sleduje da Jacobiev iterativni proces konvergira ako i samo

ako su svi koreni jednatine

Aa11 612 “en a1ﬁ
31 My 42n

=0
an1 32 - Aann

po modulu manji od jedinice.
Primetimo, na kraju, da ovaj metod pripada klasi metoda koji se dobijaju

na bazi primene formule (3.1.9).
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4,.3.3. Gauss-Seidelov metod

Gauss-Seidelov metod se dobija modifikacijom metoda proste iteracije.
Kao Sto smo ranije videli, kod metoda proste iteracije, vrednost i-te kompone-
nte xgk) vektora ;(k) jzraunava se na osnovu vrednosti xgk'1),...,x£k_1), tj.

n .

- K1) e e e ke
= j§1b1jxj + B; (i=1,...,n; k=1,2,...).

a0

-‘Ovaj metod moze se modifikovati na taj nalin Sto bi se za izraCunavanje vred-

nosti xgk) koristile vrednosti xgk),...,ngz , xgk;1),..;,x£k_1), ti.
-1 n .
: Ky ! k k-1 .
3.3.1)  x{K) - ji1b1jx§ ) 4 jzibijx§ V4B, (i=h,ens kel,2,.00).

Navedena modifikacija metoda proste iteracije poznata je kao Gauss-
Seidelov metod.
Iterativni proces (3.3.1) moZe se predstaviti i u matricnoj formi.

Naime, neka je

B = B1 + BZ’
gde su
0 0 0 0 b11. b12 . b1n
b 0 0 0 0 b b
_ 21 . 22 2n
B1 = - ‘ i 82 = .
bnT bn2 bn,n-1 _0 0 0 bnn

" Tada (3.3.1) postaje

k) k1) , 3

(3.3.2) %K) - g3 4 g3 B (ke1,2,..0).

Teorema 3.3.1. Pri proizvoljnom vektoru ;(0), iterativni proces (3.3.2) konver-

gira ako i samo ako su svi koreni jedna&ine
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byyA by e. by
({3/.’3.3)‘rdetl[Bzv-(I/-vB1)A]z byph  byp) bpy |=0
bn,‘A b, b -2

n2 nn-

po modulu manji od jedinice.

‘Dokaz. Kako je det(I-B1)=1, tj. matrica I-B1.regu1arna, za (3.3.2) mozZe

se dobiti ekvivalentan metod proste iteracije. Naime, iz (3.3.2) sleduje

N (1'43:1)1(")' RACO (’|5=1,,2’,,..'.),

ti.

3K < ) A 4 (18T R ket 2,0,

Na osnovu teoreme 3.2.6, ovaj iterativni proces konvergira, pri proizvolj-

nom vektoru i(o),'ako’i samo ako su svi koreni jednadine - ' J
det[(1-B,)"'B,-a1) = 0
po modulu manji od jedinice.
Iz posiednje jednadine sleduje

det {(1-B, )'1(32-(1-31» )] = o,
tj.

'de*c(1-|31)‘1 det[B,-(1-B,)A] = 0.

Kako je det(I-B1)-1=1, poslednja jednaCina se svodi na jednaéinu (3.3.3),
gime je dokazana teorema 3.3.1.
Posmatrajmo sada sistem jedna&ina AX=h u obliku (3.2.21). Ako stavimo

A-D-= Ci + Gy,

gde su

e e ———— e
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a2 1n
0 0 0 0. a
¢, = % ic, - 2n ,
a1 %2 an,pf1 0 ' 0 0 0

moZe se obrazovati Gauss-Seidelov proces kao

3.3.4) XK. -D'1c1§(k) plex (N (ket2,e).

0va var13anta Gauss- Se1de1ovog metoda ponekad se ne naz1va metod Nekra-
sova (v1det1 [15])-

Iz teoreme 3.3.1 sleduje sledeca teorema:

' >
Teorema 3.3.2. Pri proizvoljnom vektoru x(o), iterativni proces (3.3.4) kon-
vergira ako i samo ako su svi koreni jednadine

a“)‘ a12 e a

n
det[C2 D+C A]- 3 Ay A A, =0
An1A Ap2) 3nnt

po modulu manji od jedinice.

Kao 3to je i ranije napomeruto, ovi spektralni uslovi zafkonvergenciju
iterativnih procesa, naZalost, nemaju veliki praktiéni znacaj.

Za sisteme jednaCina sa simetriénom_matricom, E.Reich('Ele]) je dokazao

slede¢i rezultat:
Teorema 3.3.3. Neka je matrica A realna i -simetri¢na i neka'su joj svi dija-

gonalni elementi pozitivni. Iterativni proces (3.3:4) konvergira ako i samo

ako su sve veliline

d “he. @ 4
; 1" : 1n :
a a a :
ayy Ay " 12 13
a a a A,y vee
11° ! 12 “22 “23 [*°°"-»
32 %2 e an | .
13 %23 "33 ay, a .

pozitivne.
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L.Collatz ([3], [17]) dokazao je sledeci rezultat:
Teorema 3.3.4. Iterativni procesi Jacobia (3.2.21) i Gauss-Seidela (3.3.4)

konvergiraju, ako matrica A reda n ispunjava sledeca dva uslova:

1° Matrica A ne sadri nula-submatricu tipamx (n-m) (1<m<n-1);

: n
2° Za svako i€l = {1,...,n} je laiil 28, = 12 |a1j| i bar za jedno

=1
iel je laiil >s5. J#i

Primer 3.3.1. Ispitademo primenljivost iterativnog procesa (3.3.4) na reSava-

nje sistema

10xy + 3x, - x3 12,

(3.3.5) - = Xyt BXy - Xy =3,
Xy + 2x2 + 10x3 = 13f

Kako za elemente matrice datog sistema

07 3 -1
A= (-1 5 -1
1 2 10
vazi
lazzl = 5>s, = |a21| + |a23| =2,
laggl =10 > s3 = |agy| + [ag,] =3,

i kako A ne sadrzi nula-submatricu tipa 1x2 i1i tipa 2x1, zakljudujemo da su
uslovi 1° i 2% u teoremi 3.3.4 ispunjeni. Dakle, iterativni proces (3.3.4)

primenjen na reSavanje sistema (3.3.5) konvergira. -

Polazeci od x(°)= §=[1.2 0.6 1.3]T, na osnovu

k) k-1)

(k) = _g axl (k-1)
X3 = 0.3x2 + 0.1x3 + 1.2,

x$) = 0.2x{K) + 0.2k 1) 4 0.,
x{K) = 0.x{) - 0.2 + 1.3,

gde je k=1,2,..., dobijamo niz
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(1) = [1.1500000  1.0900000  0.9670000] ',

%(2) - [0.9697000  0.9873400  1.0055620) ",

>

x(3) = [1.0083542  1.0019832  0.9991687) ',
+(4) _ T
x(4) = [0.9993219  0.9996979  1.0001283] ',

itd. Primetimo da je tacno reSenje sistema (3.3.5)
=01 1 10

Jedno iteresantno pitanje koje se moZe postaviti u vezi sa razmatranim
iterativnim metodima je: Da 11 Gauss-Seidelov metod uvek konvergira kada kon-
Vvergira odgovarajuc¢i metod proste iteracije? Odgovor na ovo pitanje nije pot-
vrdan. Naime, u dosta velikom broju slucajeva, ako metod proste iteracije
konvergira, konvergirace i Gauss-Seide]qv metod i to brZze, medjutim, postoje
slucajevi kada ovaj poslednji ne konvergira.

Staviée, postoje i slucajevi kada Gauss-Seidelov metod konQergira, a me-

tod proste iteracije divergira. Slede¢i prost primer ovo lepo ilustruje.

Primer 3.3.2. Neka je

gde su

Xy By p a ;

¥
n
-
™}
n
-
w
n
—
o
-
L0
lul
-
ot

X By | -q p
Odredicemo parametre p i q tako ca konvergira
1° metod proste iteracije;
2° Gauss-Seidelov metod.

1z
p-A q

-q p-A
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sleduje X1 2=piiq, odakle, za uslov konvergencije metoda proste iteracije,
H]

dobijamo

I}‘fll =,|)‘2| = >p2+q2 <1,
tj. o '
p2 + g2 < 1.

Odgovarajuéa karakteristina jednatina za Gauss-Seidelov metod je

p -2 q

=0,
-qA . . p..x N

ti.
A2 - (2p-q2)x + p2'= 0.
Potrébhi i dbvd]jni‘u51091 da pés]édnja jednaéiﬁawimé korene pb modd]u
manje od jedinice su (videti [18],[19]) .
; 4
|2p-q?| < p2 + 1 i Ip?| <1,

odakle, nakon elementarnih-algebarskih.transformacija, dobijamo

(3.3.6) lq] <1 +p i |p| < 1. Lo SRR

U ravni pOq nejednakosti (3.3.6) defini3u oblast prikazanu Srafirano na.

§1.3.3.1. Ako (p,q) pripada ovoj oblasti,

q - Gauss%Seide]oV metdd kdnvefgira. S dru-
ge strane; metod prosté iteracije kon-
g lgs‘L\ L vergfka, kao &to je dokazano, ako ée
f;» ‘1 ; (p,q) nalazi u unutradnjosti jedjhiénog
X—- kruga.
\<§§§‘ Predjimo sada na odredjivanje gre§ke pri-

bliZnog reSenja koje se dobija primenom

iterativnog procesa (3.3.2).
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Kako je ta¢no re3enje X nepoznato, greSka 'Zﬁk)=f(k)-?, se ne moZe tacno

odrediti. Medjutim, kako se greska g(k) moZe izraziti pomodu prirastaja

30 5 (K) 3 (k-1)

, moguce je dét{ ocenu za Ilg(k)H .
Teorema 3.3.5. Ako je ; redenje jednaéine

X =Bx+8 (B=B,+B,)
i ako je || B|| < q < 1, vaZi nejednakost

Il 8, i
1- [[8]]

AY

3.3.7) %% -F) < xR keny,

gde se niz {x(k)} generise pomocu (3.3.2).

Dokaz. Na osnovu (3.3.2), za svako keN, imamo

200+ (5,700,768 ) - 0,2 Kg 2(k).

F(k-1) 3

Kako je (k13 2(K)3(K) | iz (3.3.8) sleduje

(k) _ B1g(}‘k) N (Bz(g(k)_g(k)) (keN),
tj. |

<) - (1-p)71p,3(K) (keN),

s obzirom da egzistira (I-B)_1 (na osnovu pretpostavke || B|| < q < 1).

Ako koristimo normu matrice saglasnu sa normom vektora, iz poslednje

jednakosti dobijamo
X

AR < el TR <
1- |I8]]

gime smo dokazali teoremu 3.3.5. ®

BN (kew,

Primedba 3.3.1. Ako je B1=0(=>B2=B), (4.3.8) se svodi na nejednakost datu

u primedbi 3.2.2.




4. -NUMERICKI METODI U LINEARNOJ ALGEBRI

4.3.4, Opite napomene o relaksacionim metodima

Neka je ip pribliZno reSenje sistema jednacina

(3.4.1) AX =B.

Kako je tacno resenje 7=A_1E nepoznato, postavlja se pitanje u kojoj meri ip
zadovoljava dati sistem jednaCina. Kao mera ovoga, najCe3ce se koristi norma

vektora ostatka ,

(3.4.2) T =A% -D.

Ako je ¥ nula-vektor, lako se uolava da je X taZno reSenje sistema

p
(3.4.1). Na osnovu prethodnog, moZe se zakljuciti da je sistem (3.4.1) sko-
ro zadovoljen ako su komponente vektora ¥ bliske nuli. Poslednje tvrdjenje,
medjutim, nije uvek u vaZnosti. Naime, kod slabo uslovljenih sistema; . hor-

13 moZe biti velika, i u sluCajevima kada je norma vektora

ma vektora ip-A'
1

ostatka mala, s obzirom da je ip-A- b=a"

>I pored ovog nedostatka, vektor v 1§ra vaznu ulogu u $irokoj klasi ijte-
rativnih metoda, tzv. relaksacionih metoda.

Pod relaksacionim metodom podrazumeva se svaki metod kod koga se slede-
¢a aproksimacija reSenja dobija na osnovu prethodne aproksimacije i vektora
ostatka (u opstem slu€aju zavisi od vide prethodnih aproksimacija), koji se
koristi kao indikator za velilinu korekcije.

Prve ideje o relaksacionim metodima potidu od Gaussa. Medjutim, siste-

matska teorijska istraZzivanja na ovim metodima datiraju iz poslednjih nekoli-

[
ko decenija. S obzirom da su ovi metodi pogodni za reSavanje sistema sa veli-

kim brojem jednalina, to oni sve vi3e nalaze primenu kod reSavanja parcijainih

jednacina. 0 relaksacionim metodima danas postoji vrlo obimna literatura (vi-

deti posebno [20], [21], [22], [23], [24] ,{25].
U slede¢im odeljcima obradicemo nekoliko klasa relaksacionih metoda.
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4.3.5. Metod- sukcesivne gornje relaksacije

U ovom odeljku razmotricemo jedan relaksacioni metod, koji predstavija

generalizaciju jedne varijante Gauss-Seidelovog metoda za redavanje sistema

AX=D.
Neka je matrica D=diag(A) regularna. Razlozimo matricu A u obliku
A= Gyt D+ Gy,
gde su
0 0 0 0 ] ayy ?1n
C1 _ a?1 0 0 0 ioc,- 40 0 an
81 %2 %n,n-1 0] 0 0 0

. - . - . . -
Ako za izrafunavanje vektora ostatka r uzmemo za X poslednju izracunatu

vrednost (kao kod Gauss-Seidelovog metoda), tj.

¥ = x4 )33

i ako stavimo g(k):=;(k)_;(k-1), moZzemo formirati iterativni proces u obliku

pdK) - b (ke1,2,...),
tj.
3.5.1)  oxt®) - DY(H)+m[3-c1§(k)-(p+c2)§(k'1)],

gde je k=1,2,... i w realan parametar. Parametar w nazivamo relaksacioni mno-
Zilac i njega u opStem sluaju moZemo menjati u toku racunanja.

Iterativni proces (3.5.1) moZe se predstaviti i u skalarnom obliku

* (k)
a5i%4

i -z a..x(k) -z a..x(k'1) + by,

j<i W i 197

MU C IO k1)),

gde su i=t,...,n i k=1,2,... .
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Primetimo da se zaw=1, (3.5.1) svodi na Gauss-Seidelov proces

(3.3.7).

Na osnovu (3.5.1) imamo

(3.5.2)  (DwC %) = [(1)p) XNt (ket2,.l ),
3.
3.5.3) %K) o keirY s Fw) 0 (keti2h.l),

gde su

Kw) = (o) f(1)Dwe) 1 Fw) = w(omey)™ B

Teorema 3.5.1. Iterativni proces (3.5.1) konvergira ako i samo ako su sve

sopstvene vrednosti matrice K(») po modulu manje od jedinice.

Dokaz. Kako je relaksacioni metod (3.5.1) ekvivalentan sa metodom

proste iteracije (3.5.3), teorema 3.5.1 se dobija kao posledica teoreme 3.2.6.

Za jednu specijalnu klasu sistewa, koja se vrlo Eesto javlja u praksi,

vazi slede¢i kriterijum ([3]).

Teorema 3.5.2. Ako je A hermitska pozitivno definitna matrica, re]aksacionj
iterativni proces (3.5.1) konvergira ka tagnom redenju sistema A%=b kada je

O<w< 2.

Dokaz. Wa osnovu ucinjenih pretpostavki za matricu A (=C1+D+C2) imamo

da je a;;> 0 (i=1,...,n) i C4=C5. Kako je, dalje,

(C4=Cp)* = CF-C5=Co-Cy=-(Cy-Cy)>
zakljucujemo da je matrica C,-C, kosohermitska, pa je za svako ¥
(3.5.4) YHCCIY = ic  (ceR).

Pretpostavimo sada da je A bilo koja sopstvena vrednost matrice K(w)

i y odgovaraju¢i sopstveni vektor. Tada je

K(‘“)_p = K; s
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tj.
> >
(3.5.5) [(.1-w)D ~uCy|y = A(D+uCy)y.
MnoZzenjem jednakosti (3.5.5) sleva za 2;* , dobijamo
y* [(z-w)b-w(mzcz)]} = [ (2-0)Dru(Dr2C4)]Y,
tj. " |

(3.5.6) y*[(24)D-uhtu(Cy=Cy) ]y = Ay * [(2-u)Drultu(Cy-C5) ¥,

s obzirom da je A= C1+D+Cz.

Kako su matrice A i D pozitivno definitne imamo
(3.5.7) VKA = a>0 i Yy =d>0 (YYy #0).
Na osnovu (3.5.6), (3.5.4), (3.5.7) dobijamo

ed - a + ¢4

‘cETaTe w1

odakle pod pretpostavkom da je
0<g<+ew tj. 2>0>0
sleduje |A| <1, &ime je teorema 3.5.2 dokazana.

U daljem izlaganju-dajemo ocenu greske za razmatrani relaksacioni metod.

Kako je A;==g, na osnovu (3.5.2) redom dobijamo
wAX [(1 ~w)D-uC ](;()(k-” (k)) + u)g

WA (kK% = [(1-w)D-uC,] (% w(k=1) 52Ky

3(k)

(3.5.8) X = A (yo+c2)(;(k)_;(k-1))’

g|—

gde je y = 1 -
Iz (3.5.8) sleduje:

Teorema 3.5.3. Kod iterativnog procesa (3.5.1) vazi ocena za greSku

3.5.9) %03 < T goeep - TFOXED Y kew).
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Izraz (3.5.9), koji daje ocenu greSke, najopStiji je za iterativni
proces (3.5.1), jer ne zahteva nikakva ograniéenja za matéicu sistema A (sem
da je regularna). Medjutim, zbog komplikovanosti izraza1|A_1(YD+C2)“ , oce-
na (3.5.9) nije pogodna. Zato cemo, nadalje, za matricu A pretpostaviti do-
datne uslove (kao u teoremi 3.5.2).

Dakle, neka je matrica A hermitska pozitivno definitna. Tada je D ta-
kodje pozitivno definitna, pa postoji matrica DU2 i njena inverzna matrica
p-1/2,

Uvodjenjem oznaka i transformacija

C=Cy#Cys DT/ 2007 V2, 07V 20p 2y, g7V e TV 2y 07 2 07 2,

p'/2%y, 07V 2=,

I3 > _>. .
sistem Ax=b se svodi na

> >
B

(3.5.10) By =B, tj. ¥ =Ty +8.

Primetimo da je matrica B pozitivno definitna i T hermitska.

GreSka kod relaksacionog metoda primenjenog na (3.5.10), tj. kod metoda

@511 (130 = oY i ke,
je

3.5.2) 133 < ol 1 TR IR ke wy,
gde je B=I-T.

Kod primene relaksacionog met&da veoma jé vazan izbor vrednosti relak-
sacionog parametra w. U literaturi (videti [21), [23], [25]) definisan je op-
timalni parametar ®opt pomocu

o (Klogpy)) = mins(K(w),
gde je sa p(S) oznacen spektralni radijus matrice S. Primetimo da je kod

(3.5.11)

(3.5.13) K@) = (1uTy) " (1)1 +uTy] .
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J.Albrecht ([23]) je razmatrao iterativni proces (3.5.11), pri uslovu
da je hermitska matrica T(u sistemu (3.5.10)) cikliéna indeksa 2 (videti [24]),

tj. da je oblika -

o 1 F ny vrsta

(3.5.14) T= |--7--- (nq+n,=n)
E | O] nyvrsta
Mo

kolona kolona
i da je §(T) <1. Matrica T ima svojstvo (A) (videti definiciju 1.1.2).

Na osnovu prethodnog imamo

o] 0 o, F
Ty= |- 1 Tp= |-
' E, O o, o0

Teorema 3.5.4. Neka su T i K(w) matrice date pomocu (3.5.14) i (3.5.13) respek-

tivno. Ako je { ;} sopstvena vrednost od { KE»)) i vazi

(3.5.15) (A4 w-1)2= 22,
(A K(w)
tada je { 1} sopstvena vrednost od { T }.
Na osnovu teoreme 3.5.4, odredicdemo optimalnu vrednost relaksacionog

parametra w u iterativnom procesu (3.5.11).

Neka je hermitska matrica T cikliéna indeksa 2 i neka je njen spektral-
ni radijus p=p(T)=max|T(T)| <1. | '

Ako je t sopstvena vrednost matrice T, tada je -t takodje njena sop-
stvena vrednost. Na osnovu teoreme 3.5.4, ovim sopstvenim vrednostima odgo-

varaju dve sopstvene vrednosti matrice K(w). Naime, iz (3.5.15) sleduje

A, = f+(¢u,‘r) = %(wlrli»’wztz -4w+4)2.
~ Kako je f+(m,r)f_(w,r)=(mF1)2, zakljucujemo da iterativni proces (3.5.11)
divergira ako je |w-1]| 21, tj..uy;O i11 w>2. Zato razmotrimo samo slucaj ka-

da je O<w<2.




182 4. NUMERIEKI METODI U LINEARNOJ ALGEBRI

Ako je 0<w< vy (wg=oq(r) = ' ), koreni Xi su realni i pozitivni

‘ 14V/1-12
i veéi od njih je

/ 2
A, = Folwst) = zllr(w|'c| +Vw212 - 4u+4) .

Ako je Wy <o <2, koreni A, su kompleksni sa modulom w -1.

Kako je funkcija |r|-+f+(m,1) rastuca na (0,p), zakljuCujemo da je

f (w,t (O<wg
+(est) 14102

o(K(w)) =

<m€2L

1+/1-p

Grafik funkcije wrp(K(w)) (0<w<2) prikazan je na slici 3.5.1.

p (K(w))

Optimalna vrednost parametra w je

-2

1

Wopt = wq(p)

s obzirom da funkcija ww p(K(w)) ima minimum za w=w na segmentu (0,2).

opt
Odgovarajuca vrednost za p(K(w)) Jje

1-v1-p2 .
1+V1+p2

_ p(K(“’opt))'ﬁ "’0pt_1 =
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Uvedimo oznaku

. ) . 1
mw) = [0 vi-1] ™ [-m T a-my).
Teorema 3.5.5. Ak6 Jje {;,} sopstvena vrednost od {MIw)} i vazi

2.2 4
}=1+%‘£T + T ,
2 v2(1-12)

gde suy=1- %- ig= % - 1, tada je {E } sopstvena vrednost od {Mém)}l.

Na osnovu teoreme 3.5.5, nalazimo

_ 1 o2 (e20) sy (102 fp2(s4o?)

H(w) = ||(I'T)-1(YI_T2)|| sp 2' 1 - p2

gde je p=p(T)= o(T) < 1.

Teorema 3.5.6. Neka je hermitska matrica T cikligna indeksa 2 i neka je
njen spektralni radijus p=p(T) <1.

Ako je O0<w<2, za iterativni proces (3.5.11), vaZi ocena grelke

159G 1 < n-1 70 - 3Dy kewy,

Napomenimo da je kod Gauss-Seidelovog metoda, tj. kada je w =1,

pV1v + 0

H= H(1) =]——2-—.
. ) -p -

4.3.6. CebiSevljev semi-iterativni metod

U ovom odeljku obradiéemo CebiSevljev semi-iterativni metod i uka-
zacemo na njegovu vezu sa metodom sukcesivne gornje relaksacije.

Neka je dat sistem jédnaéina

(3.6.1) C %-Bi+?

sa hermitskom matricom B reda n. Ako je p(B) < 1, iterativni-
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proces

(3.6.2) 7(B) . pr(k-1) , 3 (k=1,2,...)

konvergira ka redenju X sistema (3.6.1). U cilju ubrzavenja
konvergencije procesa (3.6.2), posmatrajmo linearnu kombina-
cijut vektora Z(E), tj. :

k
(3‘,5,3) i(k)gz ckii’(i) (k=0,1,...),
i=o
k
pod uslbvom 2: Cri =1.
i=o

“onﬂMOﬁm=ﬂm-fi ym=wm‘;“=mhud,

imamo . .
3. ) e g - (Z ckiBi) €
i=o i=o
tj.
(3.6.4) 3® - q @8,
gde Jje

« .
(3.6.5)  Q(t)= Z ettt 1 Q(L)=1.
1=0

Neka je {?&} ortonormiran sistem sopstvenih vektora
hermitske matrice B, gde je B?i= aisk(aia ai(B))(i=1;...,n).

Ako vektor g(0) razvijemo po sopstvenim vektorima 31, tJ.

€(°)= pl—é'1+ seet pngn,

n

RO Z Py (A3, -
1=

Ozna&imo sa gi skup svih polinoma Q oblika (3.6.5),

tj. skup svih polinoma atepena k sa normalizacijom Qk(l)=1.
MoXe se pokazati da op3ta troflana rekurentna formula kojom
se generisu polinomi le.g)k ima oblik

jednakost (%.6.4) postaje

(3.6.6) Qu,y (1) = (dt+ L-ch-B)Qu(t) + A (V) (k=0,1,...),

%) Cesto se ovakav postupak za ubrzavanje konvergencije naziva .

linearno ubrzavan.e(videtif261).
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nge asu Qo(t)=l, Po=9) oy i py realni brojevi.
- Kako Jje

| n 1/2 S n 2 ¢
|39 = ( Z p? Qk(&i)2> < m?xlak<mi>|(. pf) ,
& i

130 g < 2 g max| Q (A5)] »

za izbor polinoma {5&}‘uavojimo kriterijum

tg.

Qk:iﬁ;;:_(-ql?::gl Qk(t)l) =-92::9| Qk(t)l '

gde je,gs Q(B). Tada dobijamo(videti
T (/)
Tk(llg)
gde Jje T Cobiéevljev polinom stepena k. Lako je pokazati da
se, u ovom sludaju, rekurentna relacija (3.6.6) svodi na

(3.6.7) 5k(t)=- (k= 0,1,...),

(3.6.8) G, (V)= G tq(t) + Q-d )T 1 (V) (k=0,1,...),

&de su

T, (1/9) - f
(3.6-9) d°=1, ﬁ°= o; dk= %';;k':(l—zg-)‘ Y ﬁk=l-dk(k =l.2,.-.) ..
+ .

Dakle, na osnovu (3.6.8) generiSe se niz polinoma {5#},
a zatim, na osnovu (3.6.3) i niz {y(kﬂ. Ovaj postupak je poz-
nat kao (ebiZevljev semi-iterativni metod. '

Pokazaéemo sada kako se izloZeni metod moZe predstaviti
i u eksplicitnom obliku(videti [25]).

Iz (3.6.8) sleduje
ey (1) = Qg (8) = o (4G (8) = Gy (1))

S druge strane, kako je %’(“*1)-%'(k'l?=(6k+1(3)-6k_1(3))‘€(°)’ |
imamo ‘

L) 20-1) g (88, (B)-Qy_q (BN E() e ol (BE®) _3(k-D)y

tj.
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(3.6.10) FEV. L, o g0 43 51y (3 2,..0),
gde ge niz {d,} definisan pomoéu (3.6.9) i
3@ 30 5 M g7,

Na osnovu prethodnog, &lanovi niza @xk} su

2 1
d°= 1, dls——z ’ dk= (k= 2,3,...),
2-8" .1-1?Ek-1' |

pri &emu je

> i = =
2>O(1 0(27 cee 2 k}:t:lodk "wopt =

2 >1l.
1+V1-92’
Dakle, o, teZi optimalnom relaksacionom faktoru, koji
Jje dobijen kod metoda gornje relaksacije.

Primedba 3.6.1. Ako za niz polinoma {Ek}‘izaberemo
1- Ty, (1) sin® Elo

UM = 21t - (o) “sin® §

(t= cos®),

dob: jumo metod Lanczosa({27]).

Primedba 3.,6.2. E.Stiefel( [28]) je razmatrao jedan relaksa-
cioni metod, tzv. hipergeometrijsku relaksaciju, koristeéi
umesto Cebifevljevih polinoma ultrasferne(Gegenbauerove)
polinome.

4.3.7. Gradijentni metodi

U klasi metoda koji se koriste kod minimizacije funk-
cionela posebnu ulogu igraju gradijentni metodi. U ovom odelj-
ku obradidemo dva gradijentna metoda za redavanje sistema li-
nearnih jednadina

(3.7.1) A2 =9,

gde je A normalna matrica(videti definiciju 1.4.7). Prvi od
njih je metod najbrZeg pada, a drugi metod konjugovanih gra-
di jenata. Napbmenimo da metod konjugovanih gradijenata u sus-
tini nije iterativni metod. Oba navedena metoda zasnivaju se
na minimizaciji funkcionele F:R®» R, definisane pomoéu

|
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(3.2.2) (I = (A%, 5 - 2(5,%).
Kako je A normalna matrica imamo
F(R) - F(A~18) = (A(- A718),3- 271D 2 0,

odakle zakljudujemo da funkcionela F postiZe minimum za F=A
3to predstavlja redenje sistema (3.7.1).

1. Metod najbrZeg pada. Svaki metod oblika

_]_T;,

(3.7.3) 2o g1 dk_lgradF(i'(k-l)) (k=1,2,...)
naziva se metod gradijentnog pada. :

Ako se parametar d odredjuje iz uslova da je velilina

(3.7.4)  FA® - o graar@P)))  (YpeN)
minimalna, metod (3. 7 3) se naziva metod najbrZeg pada.

Iz (3.7.2) eleduje gradF(x)= 2(Ax- b). Tada je

(3.7.5) %O - (k'l)-Zd (A"(“l) B)  (k=1,2,:0.).
Ako u jednakosti

F(#+ t3) = F(3) + 2t (AR-B,) + t2(4F,H)  (t€R)

jzvrdimo supstituciju

b4 ¥ t 0\
FONCION SV (pely),
dobijamo da je vrednost izfazg (3.T.4) data sa .
F(i(P"'l)) = F(i(p)) - 4dp(?(P) ’i.'(P) )+ 4d§(AF(p) ’i."(P)) ,

gde je 2(P) o 43(P)_ B,

Kvadratni trinom dp"> ‘b(O(p) = Ii'(x(p 1)) ima minimalnu
vrednost ako Jje

#(p) z(p)
"f""”’ 2°(P (A?G’ FP)y
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Na osnovu (3.7.5) i (3.7.6) dobijamo metod najvedeg

2
<23 ax (&1 3
a(axED 3y azE&D 3" o

pada

7. #E gD
gle je k=1,2,,.. .

Teorema 3.7.l. Neka je X ta¥no redenje sistema (3.7.1) &ija
'Jé matrica A normalna. Za metod najvedeg pada vaZe nejedna-
kosti

2
.8 rE®)-rd ¢ (BB) @@ - ra),

e 2o 2l & (L) B x5,

gde je z(©) proizvoljan podetni vektor i 0<m&d (A) &M,

Dokaz. Neka Jje i(k'l) dobijeno pomoéu (3.7.7), pola- ‘
zeéi od proizvoljmog vektora (9, stavimo 31 = F{
odredimo i(k) koristeéi optimalni metod (3.2.16), tj.

e o T C O

(3.7.10)
Kako je (3.7.10) oblika (3.7.5) sa parsmetrom E%E i

kako Jje r(i(k)) minimalno kada je 20y _, odredjeno pomoéu
(3.7.6), zakljudujemo da va%i nejednakost

(3.7.11) rE®) 2 rg®),y .

Neka Jje {?i} ortonormiran sistem sopstvenih vektora
matrice A. Eaga vektor ?(k‘1)=§(k‘l)-§' moZemo predstaviti
» > - .
: obliku g( )=c131+ oot cn3£. Kako Je.A31=ai?i(li;mi(A)),
mamo

n
(3.7.12) (a5 (1) (e-1)y Zcfovi :

1

Na osnovu (3.7.10) imemo Be I = E%EA i
R _FE)_F p@le-1) 3y - p¥(k-1),

Nadal je, kako je matrica B simetrina sa sopstvenim
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vrednostima 1- Msm.l (i=1,...,n) imamo

(A\S(k) g(k))_ (AB‘S(k-l) B'S(k-l)) (BABS(k-l) "(k‘l))
tjc . '

& 2
3.7.13) 3@ 2Eh o N e a-gEoay
i1

jer su sopstvene vrednosti matrice BAB odredjene sa

2
ag (- 2= dy) (1=1,...,n).

S druge strane, kako je

1- g2 |4 ER = 1,...,m),
na osnovu (3.7.12) i (3.7.13) zakljufujemo da je
(3.7.14)  (a3) By ¢ (“‘m) (a0D) goe)
tie
a5 rE) - rd ¢ (B2 @Dy ra).

Kako je 75~ 3(x-1) 47 (3.7.11) i (3.7.15) sleduje
ne jednakost (3.7.8).

Da bismo dokazali nejednakost (3. 9)
a(p) -X (p= 0,1,...). Primetimo da je € -1,

@E® 20 a®)) - p@ € T -p () = 030,50

Tada iz (3.7.14) sleduje

> 2
WER) X)) g (Jem)gp-l) 2(k-1)y,
Iteriranjem poslednje nejednakosti dobijemo

2k ,00) =
(a(k) 2(k)y o (%%-D RO

odakie je, s obgirom na teoremu 1.4.6,

189
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2k
a[ERE < (B2) " g
tde (3.7.9)

Ovim je dokazana teorema 3.7.1.

Na kraju napomenimo da su metod najbrieg pada i optimel-
ni metod (3.2.16) dosta slidni. Principijelna razlika ovih me-
toda je u tome Sto metod najbrieg pade ne zahtevae informaciju
0 granicama spektra matrice A, kao optimslni metod.

2, Metod konjugovenib gradijenata. U radovima {44] i {46]
predlo%en je metod za reSavanje jednadine (3.7.l1l) koji teorij-
ski (ne uzimajuéi u obzir gredke zaokrugljivanja) konvergira
ka tadnom redenju u najvise n iteraci;jaén Je red matrice). Ovaj
metod se sastoji u komstrukciji niza {f’x' k)} pomoéu

. ‘ k-1 : '
2(X) (0 +Zo(iﬂ£(°> (k=1,...,0),
=0

polazeéi od proizvoldnos podetnog vektora i'( o) s Pri Zemu je
-v(o) Az(o) b dok se koeficijenti 0( odred.‘judu iz uslova
da funkeija (o(o,..., k- 1) HF(f(k)) postiie minimum. Iz prak-
tiénih razloga kod primene ovog metoda dobro Jje konstruisati
niz vektora {Bz } koji su medjusobno konjugovani u smislu

@) a0 @i,

Teda se navedeni metod mo%e iskazati rekurzivno pomodu
sledeéih formula:

2(k+1) _ (k) _ ,k-s(k) - (k=0,1y00.,0-1),
200) _ 42(0) _ 3 (k=0y1y000y0),
3(0) L gl0) 30 | 2(), @ 3(-1)  (xa1,...,n-1),

g.%.(k) #(X)y 2(K) ,=(k-1)
= S - = k-o' 9oy -l
" GO,y (355'1’,1&3“"15 (=01ye-eam-1ls

Kao #to je napred redeno, teorijski za neko m4n bide
r(' = 0, 8to znadi da je odredjeno talno relenje sistema (3.7.1).
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4,38, Iterativni metod za inverziju matrica

5 obzirom da veliki broj metoda u numeridkoj analizi' zah-
teva inverziju matrica, ili u opﬁteﬁ sludaju inverziju linearnih
ogranidenih operatora, ovaj odeljak posveéujemo ovom problemu.
Sve rezultate koje éemo ovde izheti,foanle se na inverziju mat-
rica, ali se mogu formalno preneti i na inverziju linearnih os-b
ranifenih operatora(videti[29],[30)).

Pretpostavimo da Jje A regulérna matrica reda n.
Teorema 3.8.1. Neka je r prirodan broj veéi od jedinice i mneka je
B=I-4AX, (k= 0,1y004),
gde Jje xo data matrica tekva da Je
(3.8.1) .‘ ”Fo "' III"xo, [€a<1.
Tada niz matrica {xk} definisen sa

(3.8.2) Te=X ((T+P_ 1+ cee+FLOD) L (= 1,2,000),

konvergira ka A~ l

Dokaz. Na osnovu
-I Axkl(I"'Fk 1+000+Fr-1)

=I-(I-F_ 1)(I+Fk1+...+Fr")

=Ty,
dobijamo . 7 -
Fk 2 Flo: ‘ (kﬂ 0,1,‘000)-

Iz poslednje jednakosti i uslova (3.8.1) redom Qlédﬁjé
| o s - .
o "Ex lli®l*

Plle O
ki%” k” v

odakle zaklduéudemo da Je

lin F lim (I-AX)=0, t4.  lim X, = A°L.
k<
k—» +® X +00 X + 00

qr o (k-O,l,...)

1)
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Teorema 3.8.2. Ako su ispunjeni uslovi teoreme 3.8.1, vaZe sle-
deée nejednakosti

- llxkall
(3.8.3) ||z -a e R
.84 |x -a|s "F 2 "xk-lrk-lu ,
| 1= [P
Al e = 1%l
G -4l

ze svako k€N,

Dokez. Ako stavimo, B = a7lo I, imemo

E -BR = (Al-X)AX = X (I-AX) = LF, .
Keko je ||F | <1, va¥i nejednakost

B fca-fm ) £ (|5 - EFy | = "xkaH’
odakle neposredno sleduje (3.8.3).

Nejednakosti (3.8.4) i (3.8.5) dokazuju se na sli&an na-
gin(videti[30]).

Teorema 3.8,3. Ako su ispunjeni uslovi teorema 3.8.l1, iterativ-
ni proces (3.8.2) ima red konvergencije r.

Dokaz. Ako u nejednskosti (3.8.3), tj. nejednskosti

1. PBeafeal
[ x,g - a7t & Ll el
I T 1- |Fl

uvedemo smenu

Foo = B = (I-ax)%- Aratox)T

dobijamo
RPCYPY. ik v Y L MY
HXk+1 II 1 "Fk+1 " - " +1" ”xk ! "
Kako je .
Mu la2 118 [F< +o0,

k""'m 1- " k+l"
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imamo

It -a72l = o(lx -a2™) v a,
&to znedi da iterativni proces (3.8.2) za inverziju matrice A,

ima red konvergencije r, &ime je dokaz teoreme 3.8.3 zavrien.

U specijalnom sludaju za r=2, (3.8.2) se svodi na

& = xk_l(aI-Axk_l) (k- 1,2,...)'
Ovaj iterativni proces sa kvadratnom konvergencijom potide od
G.Schulza([31]), dok se ocene za gresku, analogne onim u teoremi

3.8.2, mogu naéi u redovima [32], [33], [34] . [35] .

U sludaju kada je ra3, odgqvara:juéi iterativni proces sa
kubnon konvergencijom Je

X =X, (3I-3a% ) +(Ax, )% (k=1,2,...).

U radu B2], J.Albrecht je ukazso na vezu ovag procesa sa Newton-
ovim metodom za refiavanje nelinearnnih jednaéina(videti poglav-
1je 5.1).
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5.1. NELINEARNE JEDNACINE

5.1.1. Osnovne napomene

U treéoj glavi, a posebno u odeljku 3.1.3, data je op-
8ta teorija o egzistenciji i Jedlnstvenostl redenja nellnearne
Jjednadine

(1.1.1) £(x) = 0,

kao i o iterativnim procesima za nalaéenae ovog reéenaa. Ovo
poglavl je biée posveéeno konkretnim metodima koji se naaéeéée
primenjuju za refavanje jednadine (1.1l.1), bez obzira da 1li
Jje ona elgebarska ili transcendentna. Zbog specifidnosti ko je
poseduju algebarske jednadine i zbog vaZnosti koje one u pri-
menama imaju, u literaturi je razvijen ogromen broj metoda za
njihovo numeri&ko reSavanje. U naden izlagangu ovom problemu
posvedéujemo posebno poglavl je.

Svi.metodi koji ée biti izlo%eni u ovom poglavlju pri=
menjuju se na odredjivanje izolovanih korena jednadine (1.l.1l).
0 problemu izolovanaa korena nelinearnih jednadina v1det1, na

primer, (1}, [2], [3].

5.1.2. Newtonov metod

Newtonov ili Newton-Raphsonov metod kako se &esto na-
ziva, predstavl ja osnovni metod za nalaZenje izolovanih korena
nelinearnih jednadina.

Neka je na segmentu,[d,ﬁ] izolovan jedinst?en korén
x=a jedna&ine (1.1.1) i neka feCl,3] i £(X)40 (VYxeld,p]).
Izaberimo tadku - x e [d,]. Tada, na osnovu Taylorove formule, -
imamo ;

(1.2.1) £(a) = £(x,)* £(x,) (a- xg) * %f"(E) (a-xo)z,

gde je ¥= Xyt e(a- xo)‘ (04£041). S obzirom da je f(a)=0

199
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zanemarivanjem poslednjeg &lana na desnoj strani u jednakosti

(1.2,1), dobijamo
f(xo)
a=xo-‘ .
f(xo)

Sa x; oznadimo desnu stranu u poslednjoj priblizZnoj Jjed-

nakosti, tj.
) £(x,)

[o] f'(xo)

(1.202) x1=x

Geometrijski Xq predstavlja apscisu tadke preseka tangen-

te na krivu y=£(x), u tadki (xo,f(xo)), sa x-osom(videti sl.
1.2.1).

Ssl. 1.2.1 Sl. '1.2.2

Jednakost (1.2.2) sugeriZe konstrukciju iterativnog
procesa

f(xk)
f'(xk)

(102.5) . 'xk+l=xk (k= O,l,...),

koji je poznat kao Newtonov metod ili metod tangente,

Predjimo sada na ispitivanje konvergencije iterativnog
procesa (1l.2.3), uvodedi dopunsku pretpostavku za funkciju f.
Naime, pretpostavimo da fe.Czh,e}.

Kako je iterativna funkcija ¢, kod Newtonovog metoda,
odredjena sa

1
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bx) = x - L=,
g (x)
diferenciranjem dobigjamo

1.2.4 y=1- £ %~ f(x)f"gc) £(x) £ (%)
( .) (ﬁ(x prm __(f)’(x)g )

Primetimo da je ¢P(a)=a i ¢'(a)= Q. Kaks je na osnovu udi-
njenih pretpostavki za f, funkcija cb' neprekidna na {d ,{5] i
kako Je (b(a)= 0, to postoji okolina talke x= a, u oznaci
U(a), u kojoj je '

f(x)f

(1.2.5) &0 | 4q<.

f@? | |
Teorema 1.2.1. Ako X € U(a), niz {xk}kENo koji se generise

pomoéu(l.2.3) konvergira ka tadki x= a, pri &emu je

X - a "
(1.2.6) 1in K . L(a)
k-» + 00 (xk-a) 2f'(a)
Dokaz. Iz (1.2.3) sleduje
£(x,) - £(a)
X -8 =X, -8 - ——
k+l k f'»(xk) ’
tj.
2(xp) - £(a) = £ (x) (= ) = £1(xy) (%, - @)
S druge strane, na osnovﬁ Tayloroile formule, imamo
f(a)- f(x) = f'(xk)(af Xy) + % f"(gk) (a- xk)z,
gde je % neka tafka izmedju x i a.

Ako poslednje dve jednakosti saberemo dobijamo
1l
0 = -£'x) (X, - &)+ 3 £"(5) (a- x) 2,

Kako je, na osnovu udinjene pretpostavke, f(xk)ﬁ 0, iz
poslednje jednakosti sleduje

(1.2.7) Xap” 8 "G
(xt— a)7 2f'(x

X’
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Da bismo dokazeli konvergenciju niza {xk}ké N, dovol jno
je primetiti da @5 preslikava U(a) u U(a). Tada, imajudéi u vi-
du (1.2.5), vidimo da ¢ zadovoljava uslove teoreme 1.3.l iz
odel jka 3.1.3, odakle sleduje konvergencija iterativnog pro-
cesa (1.2.3), pri proizvoljnom X € U(a) .

Keko x - a, kada k - +00, i kako je f" neprekidna funk-
¢ija, iz (1.2.7) sleduje (1.2.6), &ime je dokaz teoreme zavr3en.

Primer 1.2.1. Nadjimo redenje -jednadine
f(x) = x - cosx =0

na segmentu [0,71/2] primenom Newtonovog metoda

X, - cOSX X, 8inx, + cosx \
- k k: k Ls k (k= O,l,oao)c
1+ sinxk 1+ sinxk

xk+1 = Xk

Primetimo da je f'(x)=1+8inx>0 (Vxé[O,ﬁE/Z]). Startujuéi
sa x =1, kao i u primeru 2.2.1 iz odel jka 3.2.2, dobijamo

k Xy

0 1.

1 0.750364
2 0.739133
3 0.739085
4 0.739085

Poslednje dve iteracije daju re3enje posmatrane jednadine sa
3est ta&énih decimala. '
Primer 1.2.2. Primenom Newtonovog metoda na re3avanje jednali-
ne £(x)=x"- a=0 (a>0,n>1) dobijamo iterativnu formulu za
odredjivanje n-tog korena iz pozitivnog broja a

n

X, - a ) ,
k 1
%l = % " T T T n [(“'1)"1:* _ni—I] (k=0,1,...) .
: nxk xk

Specijalan sludaj ove formule, za n= 2, naveden je u prvoj.
glavi ove knjige.
" Kod primene Newtonovog metoda &esto se .nameée pitanje |
kako izabrati podetnu d i
p vrednost x_ pa da niz {xk}keN bude
monoton. Jedan odgovor na ovo pitanje dao je rourier. Naime,
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ako f" ne menja znak na Eﬂﬂﬂ i ako se X 1zabere tako da je
f(x Y (x y> 0, niz {xk]fkeN biée monoton. Ovo tvrdjenje
sleduje iz (1.2. 4).

Na osnovu teoreme 1.2.1.zakljutujemo da Newtonov metod
primenjen na odredjivanje prostog korena x=a ima kvadratnu'
konvergenciju ako je f"(a)# O. U tom sludaju je faktor konver-
gencije(asimptotska konstanta greske)
£ (a)

27'(a)

C,

Sludaj £"(a) = O treba posebno analizirati. Naime, ako
pretpostavimo da fe C3[c(,f§] , mo%e se dokazati

Xy ,q - & ,
in kL2 fie
kr+00 (x) - a)’ 3f(a)

Primer 1.2.3. Posmatrajmo jednadinu
£(x) = x°- 3x°+ 4x- 2 = O.

Kako je £(0)= -2 i f£(1.5)= 0.625 zakljudujemo da na
segmentu [0,1.5] data jedna&ina ima koren. S druge strane,
fi(x) = 3x24 6x+ 4 = 3(x-1)2+ 1>0, 3to znadi da je koren
prost, pa mo%emo primeniti Newtonov metod.

Startujuéi sa X, = 1.5, dobijamo

k Xy

0 1.5

1 1.1428571
2 1.0054944
3 1.0000003.

Ta&na vrednost korena je a= 1, 8 obzirom da je f(x)=(x -1)3 +
(x- 1) . Primetimo da je u ovom sludaju f£"(l) = O. Ako stavimo
e = X~ a (k=o0,1,...) imamo

3
2ek

-'_—2 (k= 0,1,-.-),
1+ ey

S

ti. €141 ~2eg (k » +00).

203
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Zaista, u ovom sludaju je L) oo,
3£'(1)

U cilju smanjivanja broja rafunskih operacija, &esto se
koristi sledeéa modifikacija Newtonovog metoda
£(xy) .
X = X -
k‘."l k f'(xo)

(k= 0,1,.04)

Geometrijski X4l predstavlja apscisu tacke preseka x-ose sa
pravom, koja prolazi kroz tadku v(xk,f(xk)) i koja je paralelna
sa tangentom krive y= f£(x) postavljene u tadki (xo,f(xo)) (vi-
deti sl.1.2.2).

Iterativna funkcija modifikovanog Newtonovog metoda Jje

¢l(x)=x_ ._fgl)-'

£'(x,)

!
Kako je ¢1(a)= a i (P'l(a)= 1 - fll(i , zakljudujemo da me-
£(x )
(e}
tod ima red konvergencije jeden, tj. vaii

£' | |
X1~ 8 - —l—u)- (X - a) (k > +00),
: £(x.)
(e}
pri demu je uslov

\1 _ )

" £ q<4l,
f(xo)

analogon uslovu (1.2.5).

Newtonov metod moZe se razmatrati i kao specijaian
sludaj tzv. uop3tenog Newtonovog metoda

Wix) £(xy)
x -
k \V'(xk)f(xk) + W(xk) f'(xk)‘

(1.2.8) (k= 0,1,...),

xk+l =

gde je Y data diferencijabilna funkeija.

za W(x)=1, (1.2.8) se svodi na Newtonov metod (1.2.3).
za Y(x)= xP, gde je p rarametar, iz (1.2.8) sleduje
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formula
£(x,)
Xy = X - (k=0,1,...),
£l + 5 £lxg)
tj.

f
(xk) ) (k= 0,1,...).

(1.2.9) X,y = X |1 - —
) k+1 k( xkf(xk) + pf(xk)

Metod definisan formulom (1.2.9) razmatran je u radu [4]. Spe-
cijalni slu¥aj ovog metoda, za p= 1- n, poznat Jje kao metod

Tihonova([5]) 4 u sludaju kada je f algebarski polinom stepena n.

Na kraju navedimo jo3 jednu modifikaciju Newtonovog me-
toda, koja se sastoji u sukcesivnoj primeni formula

£(xy) £(yy)

= x, - Ry = ¥y = ——— (k= 0,1,...).
Y= %k P | BT T Fe »h

Sli%no dokazu teoreme 1.2.1 mogu se dokazati tvrdjenja

xk+l— a - _ fu(a)

lim - .
k= +00 (yp-a)(xy-a) f'(a)

X - a " 2
lim _Eil__g = % 27121 ,
k> +00 (x)-8a) £ (ay

gde je 1lim X, = a.
k » +00

5.1.%, Newtonov metod za vi3estruke korene

Posmatrajmo jednadinu f(x)= 0, koja na Ei,ﬁ] ima koren
x= a vi8estrukosti m (2 2). Ako pretpostavimo da fe& Cm+l\§(,{5],
tada Jje :

fa)= £18) = ... = 2@ gy 2o, (Mg 0.

Naime, u ovom sludaju, f se moZe predstaviti u obliku

(1.3.1) L f(x) = (x- a)"g(x),
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gde geCm+1[o(,{5] i g(a)# 0.

Iz (1.%.1) sleduje

£'(x)

n(x- a)™ tg(x) + (x- &)"g'x)

(x)__j__)_, ~(x- a)g(x) o (x £ a).
£'(x) mg(x) + (x- a)gi(x) ‘

def 1im A(x), tada je A(a)=0..

X =>a

Ako stavimo - A(a) =

Iteratlvna fuchlga Newtonovog metoda, prlmenaenog na odredji-
van1e v1§estrukog korena, na osnovu prethodnog postage

Yoo g - (x' a)g(x)
bex) = x ng(x) + (x- a)g'(x)

Kako je $(a)=a, Pa)=1-1, & &¢'a) <1 (mz2)
i ¢V neprekldna funk01Ja, izlazi da postogl okollna korena ;
x= a u kojoj Jje |¢ (xﬂ 4q <1, odakle zaklguéuJemo da je New—
tonov metod i u ovom sludaju konvergentan, ali sa redom kon-
vergencije jedan.

Ukoliko nam je unapapred poznat red videstrukosti ko-
rena, tada se Newtonov metod moZe modifikovati tako da ima
red konvergencigje dva. Naime; treba samo uzeti

(1.3.2) xk+1 = xk - m (k=10,1,...)-

Primedba 1.3.1. Formalno, formula (1.3.2) predstavlga New-
tonov metod primenjen na redavanje Jednaélne :

m

F(x) =\/‘f'(§7_=‘o. ' ‘ !

Teorema 1.3.1. Ako je X, izabrano dovoljno blisko korenu

x= a, &iji je red v1§estrukost1 m, tada niz {xk}keaN defl—
nisan pomoéu (l.3.2)konvergira ka a, pri demu Jje
L T L O F

(xk— 3)2 m(m+l) f(m)(a) (k = +00).
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Dokaz ove teoreme mo¥e se naéi, na primer, u [6].

Ukoliko red viSestrukosti m nije poznat, tada se umesto
Jjednadine f(x)= 0 moZe re3avati jednadina 2451
. , £(x)

svi koreni prosti. Newtonov metod primenjen na ovu jednainu

= 0, ¢iji su

daje formulu

£(x)

- _iiILT (k= 0,1,...),
(x)

Y X))

Xer1 = Xk

X=Xk
tj. formulu

£(x,) £'(xy)
£'(x,) € = £(x) " (xp)

Xpe41 = ¥ - (k=o0,1,...),

¢iji Jje red konvergencije dva.

5.1.4. Metod selice

Ako se u Newtonovom metodu vrednost izvoda f%xk)
CE(xy) - F(x )

g™ *x-1

aproksimira pomodéu ppdeljene razlike

ge metod selice

I S =
f(x f(x

(1.4.1) Xee1 = X £(x,) (k=1,2,...),

) = (X q)

koji pripada klasi metoda oblika (2.1.2) (odeljak 3.2.1). Za
startovanjeyiterativnog procesa (1.4.1) potrebne'su dve pole-
tne vrednosti X, i Xy . Geometrijska interpretacija metoda se-
Zice data je na sl.l.4.l.

Neka na segmentu [of,3] postoji jedinstven koren x= a
jednadine f(x)= 0. Za ispitivanje konvergencije iterativnog
procesa (1.4.1) pretpostavimo da fe 02[0(, 1 i £ (x)# o(vxeld,n)) .

Ako stavimo ey = x, - a (k= 0,1,...), iz (1.4.1) sleduje

. e - e"‘
(1.4.2) e,y = 8 - ——EL— r(xy) .
’f(Xk)— f(xk-l)
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N
H
¥

Sl. 1l.4.1 Sl. 1.4.2

Kako je

f(xk) = 1"(a)ek + %— f"(a)elf + O(eg)

£(x,)- £(x

) - Flx )

' 1 " 2
ek — ek..]_ = f(a) + 2(3k+ ek—l)f (a) + O(ek-l)’

zamenom u (l1.4.2) dobijamo

£'(8) + e £ (a)+ 0(e) X
e = l - ’
kel = Tk £'(a) + F(ex+ e, 1)E"(a) *+ Oef ;)

odakle Jje
Ope1= Ok [1- (1+ 3e 2" () +o(e§)) (1- 3(epre, )t (a) * o(elf_l))l ,
tj.

(1.4.3) eesl = ©kCk-1 52"—;% (1+0(ep_q)) .

Da bismo odredili red konvergencije i faktor konvergen-

cije stavimo

(1.4.4) lek+1| = Cr lek\r'!]_*' 0(ek)| .
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Tada na osnovu (1.4.3) i (1.4.4) dobi jamo

r
lexaal = Splond” |1+ 0Cepd = co(C e, 1) 1+ 0Ce, )]
f“
= Cr‘ek-ﬂrlek-lflgzéi%¥\l+ O(ex )| »

odakle sleduje

2 3 1 -
r°-r-1=0 1 Lr =

£ (a) l/r
2f%a)\ |

Red konvergencije r dobijamo kao pozitivno redenje
dobijene kvadratne jednadine, tj. r= %(1+ V5)% 1.62. Faktor
konvergencije je

(V5-'1)/2

¢ = (Lfi(a)
r 2r'a)

Primedba 1.4.1. U literaturi se za relavanje jednaline

(1.4.5) x = g(x)

sreée metod Weigstéina ([7]), kod koga se polazeéi od x, gene-
ride niz {xk}kem pomodéu

x; = &(x,),
(g(xk) -g(xk—l) ) (3(xk) -xk)

(1.4.6) x,..= g(x,)- , k=1,2,...).
LT e -a (k) - (3% _y) ( ‘

U radu [8] Je pokazano da je ovaj metod ustvari metod sedice
sa poletnim vrednostima X, i X, = g(xo). Naime, sko Jjednadinu
(1.4.5) predstavimo u obliku

(1.4.7) f(x)=g(x)-x =0,
smenom (1.4.7) u (1.4.6) dobijamo (1.4.1).

Metod sedice moZe se modifikovati tako da je

7 X %
(1.4.8) Xgep = X - £(x,) (k=1,2,...).

f(xk)— f(xo)
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Ovaj metod se ¥esto naziva metod regula falsi. Za razliku od
metoda selice, gde je dovoljno uzeti xl¢ X, kod ovog metoda
X, i Xq trgba uzeti sa razliditih strana u odnosu na koren
x= a. Geometrijska interpretacija metoda regula falsi data

je na sl.l.4.2.
Iterativna funkcija.kod modifikovanog metoda sedice
Jje .
X- X xof(x) - X (xo)

= - ______0 ‘f(x) = *
(x) * £(x) - £(x,) f£(x)- £(xg)

Ako pretpostavimo da fe Cl@(,/b], tada je

- f(x,) { X~ X, f'(x)-ll
£(x)- £(x,) L£(x) - £(x,) '

Keko je $(a)=a i d)’(a)# 0 , zakljudujemo da iterativni pro-
ces (1.4.8), ukoliko je konvergentasn, ima red konvergencije
Jjedan. Uslov konvergencije, u ovom sludaju, dat je pomodu

|00l £ a1 (£(x) # £(x,)),

za svako xe& [ ,ﬂﬂ\{xo}.

Primer 1.4.1, Primenom teoreme 2.4.1(odeljak 3.2.4) na itera-
tivni proces (1.4.8) dobijamo iterativni proces drugog reda
xog(xk)- xkh(xk)

X = (k= 1,2,...),
1T g(x) - h(xy)

£(x) - £(x,) - fle(x)
gde su  g(x) = —————2 i h(x) = —2
x - x, £(x)

Primedba 1.4.2. Ako se izvod fok) u Newtonovom metodu zameni
konadnom razlikom u talki X, , sa korakom h= f(xk), t3.

g + T -f )
f'(xk) o (xk (xk)) (Xk .
f(x,)

dobija se metod Steffensena
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2
_ f(xy)
£(x, + (%)) - £(x)
Neka je x=a jedinstven prost koren jednadine f(x)= 0 na
segmentn [d,p]i neka fc 02[01,{5] .

(1.4.9) Xy \1= Ko (k= 0,1,...) -

Metod Steffensena je interesantan jer ima red konvergen-
cije dva, a da pritom iterativna funkeije
f‘(x)2
£(x+f£(x)) - £(x)

X ‘P(x) =X -
ne sadri izvod f'. Da bismo odredili asimptotsku konstantu gred-
ke metoda (1.4.9) podjimo od Taylorove formule

P(x+2(x)) = £(x) + FOL(R) + LEn(5) £ 2,
gde je §=x+ of(x) (o <oe<l). Tada je

__£(0/£') _
1+ FE(5)£(x) /£(x)

P(x) = x=-

'

S obzirom da postoji okolina U(a), talke x=a, u kojoJ Je

%f"(g)f(x)/i"(x) | <1, imemo

Y(x) = x - fl_(l).(l -1 LGB e(x) O(f(x)2)> (xeU(a)).
£'(x) £ (%)

Kako Jje £(x) =X-a — -—fl(-a-l-'(x-a)2+ O((x-a)j) (xeU(a)},
£'(x) 2f'(a)

iz poslednje jednakosti sleduje

P(x)-an~ g’—@)—(f’(a) + 1)'(.7!-8)2 (x + a),
2f'(a) ‘ : : :

to znadi da je asimptotska konstanta gredke C,= m(f'(a)ﬂ) .
2" |2£%a)

5.1.5. Metod polovljenja intervala .

. Neka je na segmentu [d,p] izolovan prost koren x=a jedna-
gine -
(1.5.1) f(x)= 0,
gde fecld,p]. Metod pol'ovljen,ja intervala za redavanje
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jednadine (1.5.1) sastoji se u konstrukciji niza intervale
{(xk’yk)}keN takvog da je

Y41~ ¥+l = %(yk' xk) (k=1,2,...)
i
lim x, = 1lim y, = a.
k »+00 k k »+00 k

Navedeni proces konstrukcije intervala se prekida, na
primer, kada dufina intervala postane manja od unapred zada-

tog malog pozitivnog broja E.

Metod polovljenja intervala je vrlo prost i moZe se
iskazati kroz slededa &etiri koraka:

10 k::O, X1:=d, yl;zﬂ;
20 k:=k+ l, Zk1= %(xk+ yk);

3% Ako je
' f(zk)f(xk) £ 0 uzeti Xpa1 P5Xp s Yy P52

>0 Xpe41i 2% I PV

=0 Kraj izradunavanja ai=z, ;
4° Ako Jje

1Yie1 - Xe4) 2 € preéi na 2°,
1
<t 1= (X1 * Tieap)

Krai i . .
raJ izradunavanja a: Zys] *

Primetimo da za gre3ku u aproksimaciji Zyq vaZi ocena

1
|21 - 2l 4 SErT(p-e) -

5.1.6. Schrdéderov razvoj

Neka je funkcija f:[dl,5] = R diferencijabilna i takva
da je f£'(x)# o(Yxe,]). S obzirom da je tada f striktno mo-
notona na [,3], to postoji njena inverzna funkcija F koja je
tekodje diferencijabilna. naime,
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ax 1

F'(y) = = (y= £(x)).
" ) '

Stavide, ako je f dva puta diferencijabilna funkcija na [d,p) ,

tada je

, _ fr(x
n“(y)--f—,(i—)g.

Problem nalaZenja viSih izvoda funkcije F, pod pretpo-
stavkom da je ona dovoljan broj puta diferencijabilna, moZe
biti vrlo komplikoven. S obzirom da Schréderov razvoj, o ko-
me ée biti re¥i u ovom odeljku, zahteva poznavanje vi3ih iz-
voda funkcije F to éemo najpre izloZiti jedan rekurzivni
postupsk za re3avanje pomenutog problems.

Pretpostavimo da je funkcija f (n+l) puta diferenci-
jabilna na [o,»], kao i to da je

p(® X
(1.6.1) P Ay) = ?EEQE:I (k=1,...,n+1),
gle je X, polinom po £, ...,f(k) i r(b)z f(i%x) za
i= l,...,n+1. i
Primetimo da je formula (1.6.1l) tadna za k=1 i k=2,
pri &emu su Xy = 1i X,= -fv,

Pretpostavimo da je formula (l1.6.1) tadna za neko
ke{l,...,n}. Keko je X, polinom po £, ...,f(k) i

.k )
ax ' ¥X :
' k. d ' (k) - k (i+1)
x = —_—_= x f’ ooo,f, )= f .
K 3% " an i; > ()

polinom po f',...,f(k+1),'to iz (1.6.1) sleduje

X
p(+l)y) - é% <z;§§E:I) %%

' "
f X - (2k-1)ka _ Xy

(f')2k+1 - (fw2k+l

213
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gde je
| n
(1.6.2) Xk+1 = £ X, - (ZK-I)ka

polinom po £ yooo ,f(k+1) .

Dakle, izvodi funkcije F su dati sa (1.6.1), pri Zemu
se niz {Xk}kem odredjuje pomoéu rekurentne relacije (1.6.2)
polazedéi od Xy = 1. .

Prvih pet &lanova nizé '{X-k} su
X =1,
X,= -£",
e 3pn?
X,= ~£2ev 4 108'Em £ - 15807,

A 1582 gv+ 10822 £m2- 1058'¢m 26 + 105274,

Pretpostavimo sada da funkcija f na segmentu [o,Al ima
jednu prostu nulu x= a, &iju okolinu oznadimo sa U(a) . Ako
stavimo h= - -f';(z-)- (xeU(a)), tada je O= f(x)+ hf'(x), odakle
je (x)

a = F(0) = F(£f+ hf') .

Neka fecn“‘l[o( yf1 . Tada na osnovu Taylorove formule
imemo

n :
\ (n+l) 3
a = Z %l F(k)(y) (hfl)k + F7h_+ry(_!ll (hfn)n+1 ,
k:O .

gde je F=f+ thf'= (1-t)f=0f (t,06€(0,1)). Najzad, korisée-
njem formule (1.6.1) dobijamo Schroderov Tazvoj

' - " ’ (k)
a-X= 2 le Xk(%r,ffr,...,f—fﬂ—) hk hd 0(f(x)n+1) ’
k= '
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tj.

fn h2 3fn ff"' 3

(1.6.3) a- X =h - 2
2f 6f!

].Off"f“' - f'2 v _ 15f"3 4
241"

Primedba 1.6.1. Ako je funkcija analitidka, u prethodnom raz-
voju moZe se uzeti da n—=>+o00.

5.1.7.'Metodi videg reda

U ovomr odel jku ukazaéemo na neke naline za dobijanje
iterativnih procesa, ¢iji je red konvergencije vedéi od dva,
pri %emu pretpostavljamo da jednalina

(1.7.1) , £(x) = 0

na segmentulﬂ,ﬁﬂ ima Jjedinstven prost koren x= a kao i da je
funkcija £ dovoljan broj puta neprekldno -diferencijabilna na

o, .

"1, Posmatrajmo Schrdderov razvoj (1.6.3). Uzimajuéi
konadan broj prvih &lanova na desnoj strani ovog razvoja mo-
Yemo dobiti niz iterativnih formula.

Neka je
= x+h = x- 2

@2(x) X X f(x)
, fo_ 2 f“gx)fgx}
- - —h =

$5(x) = &5 (x) of " f(x) 2f'(x)

”" 2 o
61"

4ﬁ(x) ¢3(x)+

e E e £ (- rw?
£ 2rx’ e e T F )

ita,
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Primetimo da je d>2 iterativna funkcija Newtonovog meto-
da, ‘

Kako je, u prvoj aproksimaciji, h jednako a-x (x »a),
na osnovu (1.6.3) imamo

¢ (x)-a=00" =a((x-a)")  (a=2,3,...),
kada x» a, 3to znali da iterativni proces
(1.7.2) Xp41 = (I)m(xk) (k=0,1,...),

primenjen na odredjivanje korena jednadine (1.7.l1l), ima
red konvergencije najmanje m. Takodje, na osnovu Schridderovog

razvoja moZemo dobiti i vrednosti limesa

X - a
L = 1lim XL (m=2,3,...).

B~ g +o0 (x, ~a)"

Naime, imamo

L. = £'(a) ’

2 2f'(a)

2 f
1 /f"(a)\“ _1 f(a)f™(a)

Ly = ._i___é}__,

3 §<f'<a)\) 5 f(a)

' 3 w
.2 [f"(a) 1l £f%(a) _ 5 f£"(a)f"(a)

L, = + 5z . ;

4 8 (fl(av)) 24 fl(a) 12 f'(a)z

Primedba 1.7.1. Formule (1.7.2) se &esto nazivaju Cebisevlje-

ve iterativne formule.

2. Primenimo sada metod, koji je definisan teoremom

[

2.4.1 iz treée glave, na ubrzavanje Newtonovog procesa.

Kako je iterativna funkcija kod Newtonovog procesa da-
ta sa @ (x)= x- %, imamo

X - P (k= 0,1,...),
1 - $8'(x)

Xp+1 = Xx
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tJ.n
2f(xk)f'(xk)
2f'(xk)2 - f(xk)f"(xk)

(10703) xk“"l = xk - (k': 0,1,..0).

Metod (1.7.3%), na osnovu pomenute teoreme, ima red konvergen-
cije najmanje tri. Ovaj metod je u literaturi poznat kao Sale-
hov metod tangentnih hiperbola({9]) ili kao Halleyev metod.

Za metod (1.7.3) lako se moZe dobiti asimptotska for-
mula

k1”2, (f“ a )2 _ f£"(a) (k > +00).
(x,k--a)3 27'(a) 6f'(a)

Primedba 1.7.2. U radu [10] data je sledeéa modifikacija me-
toda (1.7.3)

2f(xk)fxxk) 1.2 )
X = X - = yoe e
L e £(x )= £1(x ) et
2£'(x) % - £(x,) —= k-1
. g = Xg-1
za koju vaZi
—a o~ BB a2k - a) (k = +00)
xk"‘l a 4f|(a) ( a ‘ ’

odekle izlazi da je red konvergencije ovako modifikovanog me-
toda =1+ V2 =2.414.

3. Sukcesivna prlmena metoda, definisanog teoremom 2.4.4
(tredéa glava), na ubrzavanje Newtonovog metoda daJe niz itera-
tivnih formula, koje su po obliku sli¥ne formulama (1.7.2).

4. Izaberimo niz funkeija {Vl}l 0,1 dovoljan

eseyn
broj puta diferencijabilnih na [,p]. ’ ’

U radu [;I] je predloZena konstrukcija iterativnog pro-
cesa za reSavanje jednaline (1.7.1) u obliku

(1.7.4) ' Xy = \Pn(xk) (k= 0,1,...),
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gde su
D_(x)
\Pn(x) =x - =2
a,(x)
€8 ) . (Y
(fLyo)" (fkljl)u (f\'un) "
An(x) = . . ’
(f43§n+1) (fqifn+1) (fv%§n+1)
£Y £y, ... £Y)
(fv)o) " (fvl) " (fwn) "
Dn(X)= . .
ey P ey D ey (D)

‘MoZe se pokazati da Je
¥, (a) = a,\PI'l(a) =\¥r(a)= ... = \Pgn+l)(a)= 0, \ngz)(a);é 0,

5to zna%i da iterativni proces (1.7.4) ima red konvergencije

n+2.
Naveséemo nekoliko specijalnih sludajeva formule (1,7.4).

1° Ako je n=o i Y, (x)= W(x), (1.7.4) se svodi na uop-
§ten Newtonov metod (1.2.8).

2% aAko je n=1, Vg(x)E 1, V&(X)E x, (1.7.4) se svodi na
(10703)0

39 Ako je n=2, Y (X)=1, Y (0=x, Y(x)= x2, iz (1.7.4)
sleduje formula Domorjada-Lika({12]), &¢ija je iterativna funkeci-
Jja data sa

f(x)  £(x) o |t

. fi(x) f(x)
W(x) = x - S strx) () £,

3r(x)  £i(x)

ol

Iem(x) (0 £x)
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5. Posmatrajmo formulu (1.2.9), gde je p parametar. Sa
U(a) oznadimo okolinu korena x= & jednadine (1.7.1).

Teorema 1.7.1. Neka je funkcija f &etiri puta neprekidno-dife-

rencijabilna u U(a) i neka niz {xk&ke Ny (X,€U(a)), definisan
0

pomoéu (1,2.9), konvergira ka a. Tada, pri k- +oo, vaZi asimp-
totska formula

. 8 ] 2 ' o
N AR PR

; _
»{(-}a - 27 (1078, ~ ty - 15313)] hy

2
- 335 'I'k)] h

gde su

f(xk) fn (xk) £ (xk) fIV(xk)

k=~ oo ST 'rk=_.“)—’tk"._)"
f(xk) f(xk) f‘(xk f‘(xk
Dokaz. Kako je, na osnovu (1.2.9),
x, f(x,) h
(1.7.6) %y~ % = ————F - —=
T xkf(xk) + pf(xk) 1 - xkhk

i kako je \;{&hk\<l(xkeU(a)), iz (1.7.6) sleduje
K .
n o+ 202 +(2\h3 4 (2V ht 4 ond)
(L.7-T) X~ X = B + 3 P (xk) K (xk k K
S druge strane, na osnovu .(1.6.3) imamo

1 .2 .1,,.2 3
(1.7.8) &= x, = h - 58.hc + g(38, - rp )by

1 . 3y, 4 5
+ 57(10ry s, - ty - 15s)h’ + 0(hp) .

Ako od (1.7.7) oduzmemo (1.7.8) dobijamo (1.7.5).

Posmatrajmo sada formulu (1.2.9) za dve vrednosti para-
metra p(p1 i p2), tJ.

1 f(x\) .
(1.7.9) x) = xk< - = ):: = )) (i=1,2)
kP VT Pyt Ry
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i stavimo

(1.7.10) xk+l=%(xlgl)_ + xéﬂ)-

Tada, na osnovu (1.7.5), imamo

2, 2
1{P1*P> 2, 1Pt 1,0 3
(1.7.11) Xy 4~ a~-§{ X, + sk]hk +§[——x2 5 (38) rk) hy
K
3, 3
1| P17 P2 3 4
* "{‘—XB_ - ﬁ(lorksk—tk—lssl?)] by .
X

Ako u formulema (1.7.9) izaberemo parametre Py i Po>
takve da je

2
(1.7.12) Pyt Po= =8 X , Pt pg = %(335 - rk)xﬁ )

formula (1.7.11) postaje

Xpyp— 8 7 Ckhg (k =» +00),

gde smo sa Cy oznafili koeficijent u formuli (1.7.11) usz hg ,

sa vrednostima za Py i Py koje se dobijaju iz (1.7.12). Naime,
Py i P, su re3enja kvadratne jednadine

2 1.2
P™ ot 8 X P + gXery = 0y
tJ.
f"(xk)‘ 1 x2 fnl(xk)

+

— =0.
f|(xk)p g k f\(x

(1.7.13) i R ) =
k

Na osnovu prethodnog mo%e se formulisati i dokazati
sledeéa teorema(videti [13]).

Teorema 1,7.2. Neka je funkcija f &etiri puta neprekidno-dife-
rencijabilna u U(a) i neka su Py i Ps redenja jednaline (1L.7.13).
Tada iterativni proces definisan formulama (1.7.9) i (1.7.10)
ima red konvergencije &etiri, tj. vaZi

Xppp - 8 C(xk- a)4 (k = +00),
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gde je

_ 3en(a)?- as'a) £r(a) £(a) + £(@)%EY(a)

c
24f'(a)’

pPrimedba 1.7.3. Iterativni proces definisan formulama (1.7.9)

i (1.7.10) mo%e se eksplicitno izraziti u obliku
X = Pix) (k= 0,1,...),

gde Jje

2£'(x)% - £(x) £7 (%) ‘
62'(x) (£(0)2-£(x) £ (1)) + £(x) 3£ ()

P(x) = x- 3£(x)

Primetimo da je ova formula ekvivalentna sa formulom Domor-
jeda-Lika([12]).

6. Iterativne formule tredeg reda za odredjivanje viSe-
strukih korena jednatina razmatrane su u [14], [15], [16].
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5.2.1. Uvodne napomene

ovo poglavlje posvedeno je razmatranju numeri&kih metoda za

reSavanje sistema nelinearnih jednacina
(2.1.1) fl(xl,...,xn) =0 (i =1,...,n).

gde su fi:Rn R (i=1,...,n) date funkcije.

Kao &to je receno u odeljku 3.1.1, sistem jednacdina (2.1.1)

se moZe tretirati kao specijalan sludaj operatorske jednatine
(2.1.2) Fu = 0,

gde je F operator koji preslikava Banachov prostor X u Banachov
prostor ¥ i © nula-vektor prostora Y. Naime, treba samo uzeti

X=Y=Rn,u=§=[xl...xn]T,e=[0...0]Ti

fl(xl""'xn)

Fu = £(X)=|: .

fn(xl,...,xn)

Osnhovni metod za re$avanje sistema jednaZina (2.1.1),
ali i za resavanje opSte operatorske jednadine (2.1.2) je rnetod
Hewton-Kantoroviéa, koji predstavlja generalizaciju Newtonovog

metoda obradjenog u odeljku 5.1.2. U nasem izlaganju ovaj netod

bide razmatran za op8ti slulaj operatorske jednaine.

S obzirom da metod Newton~Kantorovida zahteva nalaZenje
inverznog operatora od Fiu)’ koje ponekad moZe biti kompliko-
vano, u literaturi je u poslédnje vreme razradjena Citava klasa

tzv. kvazi-njutnovskih metoda, kod kojih se koriste izvesne

222
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aproksimacije pomenutog operatora. U naSem izlaganju zadr-
Zademo se samo na gradijentnom metodu, koji ¢emo prezeniti-~

rati kao metod za minimizaciju izvesne funkcionele.

O pomenutim metodima postoji opSirna literatura (videti,
na primer, [17], [18], [19], [20], [21], [22], [23]).

5.2.2. Metod Newton-Kantorovida

. Osnovni iterativni metod za re$avanje jednaline (2.1.2)
je metod Newton-Kantorovita, koji predstavlja generalizaciju
Newtonovog metoda (1.2.3). Fundamentalne rezultate vezane za
egzistenciju i jedinstvenost re$enja jednaéine (2.1.2) i kon-
vergenciju metoda dao je L.V.Kantorovi& ([17], [18]). Takodje,
ovaj metod je razmatran i od strane drugih autora (videti, na-
primer, [24], [25], [26]. [27]).

Pretpostavimo da Jjednadina (2.1.2) ima reSenje u = a i
da je operator ¥:X > Y Frechet-diferencijabilan u konveksnoj
okolini D(CX) tacke a. Metod Newton-Kantorovica za resSavanie
jednadine (2.1.2) zasniva se na linearizaciji ove jednacline.
Naime, neka je nadjeno pribliZno resSenje uy . Tada za nalaZenje
slededeg prib%iZnog reSenja Uppyr jednadinu (2.1.2) zamenimo je-
dnad¢inom

(2.2.1) . Fuk + quk)(u-uk) = 0.

’

Ako za operator F(u ) postoji inverzni operator
k .

F(uk) [F(u )] , iz (2.2.1) dolééi se do iterativnog metoda

(2.2.2) u =u, - F(uk)Fu

k+1 k (k?O,l,...),

k

koji je poznat kao metod Newton-Kantoroviéa. Pocetna vrednost

uo za generisanje niza {uk keN uzima se iz D, a njen izbor

predstavlja dosta tezak problem.
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Metod (2.2.2) moZe se predstaviti u obliku

U = Tuk (k = 0,1,...),

gde je
Tu = u - T (u)Fu.

Teorema 2.2.1l. Neka je operator F dva puta Fréchet-diferen-

cijabilan na D, pri &emu za svako u€D postoji operator T (u).
Ako su operatori Tr(u) i F?u) ograniceni i ubeD dovoljno bli-
sko tadki a, iterativni proces (2.2.2) ima red konvergencije

najmanje dva.

Dokaz. Neka je ||r(u)]| < m,||F?u)|LgM2 za svako ue D.

Na osnovu Taylorove formule imamo

(2.2.3) Fa = 6 = Fu + qu)(a—u) + W(u,a-u),
gde je M
1 2 2 112
|w(u,a-w) || < 5 sup_||FY oy I+ Hla=ul[" s = Hlu-alf”-
’ 2t€ [O,l] (u+t(a u)) 2
Kako je

Tu-a = u-r(u)Fu-a = F(u)[FZﬁ)(u-a) - Fu],
na osnovu (2.2.3), dobijamo

Tu-a = I'(u)W(u,a-u),
odakle sleduje

lru-all < el « [lww,a-w |l < 5 sllu-alf,
t5. ‘
2
lITu-all = o(lu-a) %)

Ovim je dokaz teoreme zavrSen.

U daljem razmatranju smatrademo da je D kugla K[uo,R],

gde je u, podetna vrednost niza {uk}keNo'
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Ako je ispunjen Lipschitzov uslov

(2.2.4) Hqu) - FEV)IL; L [Ju-v|| (u,v eK[uo,R])

iz

Fu~Fv-F’_ . (u-v)

(v) ](u—v)dt

[FEV+t(u-V))_FQV)

O “—m+

sledujé nejednakost
L R
(2.2.5) HFu—Fv—sz)(u—v)|I; 5 llu-v|f".

Teorema 2.2.2. Neka je operator F Fréchet~diferencijabilan

u kugli_K[uo,R] i zadovoljava uslov (2.2.4) i neka su tacne

nejednakosti
1

(2.2.6) ”Fo'|é b ”FoFu0|L;no, h =bLn <3,
gde je Fo = F(uo).

Ako je

1-/13553
(2.2.7) Rrr = —F— ng»
o
niz {uk}keN  koji se generiSe pomodu (2.2.2), konvergira
(o}

reSenju aeK[uo,r | jednadine (2.1.2).

J

Dokaz. Neka su nizovi {bk},{nk}, {hk), {rk} definisani sa

b = —EE— n = —;—5——— n
- - r 1 - _ L 14
k+1 1 hk , k+1 2(1 hk) k
h, . = b . Ln r, = l_/l_th+1n
= , = — ko
k+1 k+17 'k+1 k hk+1 k

Dokazademo da niz {uk}keNo postoji i da je

1
(2.2.8) et ll <oy, It () Fa < n, by <3

i

(2.2.9) K[uk,rk] C K[uk;l, rk_ﬂ.
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Dokaz izvodimo indukcijom.
%za k = 0 nejednakosti (2.2.8) su tadne, jer se svode na
(2.2.6).

Pretpostavimo da su tadne i za k = m. Kako je, na osnovu

(2.2.2) i induktivne pretpostavke

o,y = ull =l (P lleng,

i kako je r  >n., sleduje da um+leK[um'rmJ’ a tim pre
7

(um+l)

) takodje postoji, s obzirom da se moZe

umeK[uo,R], odakle zakljudujemo da F postoji.

Operator I‘(um+l

predstaviti u obliku

)

) . ’,v_ -v' . —1 .
T [I+F(um)(F(um+l) F(um))l F(Qm)f .
tj.

(2.2.10) r(

I | o iy i
U = 1 D) [roa =y F(“in))] ru),

jer je, na osnovu (2.2.4)

1
A =|lr(u ) (F] -F! Yl<b Lfju_ .-u |j<h_< 5<1.
I o) (um+l) (um) < m I m+1 mlL— = 2

H

Iz (2.2.10) sleduje

Alb =-——’“—=b

(2.2.11) HF(um+l)||;'Z n = Ioh
1=0 m

m+1’
gime je dokazana prva nejednakost u (2.2.8).

- Fu

. _ . I .
Kako je Fu ., F - F(um)(um+l um), na .osnovu

u
m+1
(2.2.5) sleduje nejednakost
| 12 & o2
73 nm;

: L
(2.2.12) R e SR | | W W

odakle, na osnovu (2.2.11) dobijamo

leLnIfl m
”F(um+l)Fum+li|;2(l—hn) ~ 2(1-n) " = Mmtl!
4

$to predstavlja drugu nejednakost u (2.2.8) za k=m+l.

Kako je .
b h

h B L 3@-n) ™
i

L — hm 2.1
mt+1 m+1" " m+l I-h

1
I 53
m
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dokazana je i treda nejednakost u (2.2.8).
7a dokaz inkluzije (2.2.9) pretpostavimo da tacka

u€K[um+l,rm+l]. Tada izllu»um+l|L;rm+l sleduje nejednakost

|éJ|u—um+1H +”um+l-umllzirm+1+”m‘

(2.2.13) ||u-um|
Kako je rm+l+nm =ry dokaz je zavr8en.
Kako je hk; % iz definicije niza {nk} sleduje .nejed-

nakost
n < .._.1 n
k+1 = 2 k’

odakle zakljudujemo da je {nk} nula-niz. Tada je

1-/T=2h_ 20
lim r, = lim ——(/— n = limn ———— =0,
K> e k4o Uk © kot 1+/IS2R

gto zna€¢i da niz {uk} konvergira nekoj tadki a eK[uo;ro].

Tatka a je refenje jednadine (2.1.2), jer je na osnovu (2.2.12)

L

. 2
m+ll|; 2 lim "m 0,

lim ||Fu
e -4

m-»+
tj.
lim Fu_ = 6.
m
m-> 400
ovim je dokaz zavrSen.

Teorema 2.2.3. Ako su ispunjeni uslovi prethodne. teorene, tada je

‘ 1 Zk—l
(2.2.14) Huk—a” < ;m (21‘101) no (keN) .
Dokaz. Primetimo najpre da je
h
i WL
_— ;th (0 < hk < 2).
. k . -
Tada je, na osnovu definicije nizova {nk} i {hk}’
: o 3 )
Ml S T Py £ 2y
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odakle sleduje

1 2
h, <= (2h )
2
i
M S By Py ongg £ e By By o e BN,
1 k-1 1 K
142+ 42 _ L k-1
< (2hg) Y = (2n) " g

Najzad, na osnovu (2.2.13), na u=a i m=k, imamo

2

lu, -allsr, = ———
k k 1+/T=2h,

nk;an.

tj. (2.2.14).

Da bi se izbeglo odredjivanje inverznog operatora TI(u) =
= [qu)]_l pri svakom koraku, metod Newton-Kantorovida moZe
se modifikovati na sledeéi nacin ‘

(2.2.15) u =u, - FoFu

K+l K (k=0,1,2,...),

k
gde je ro = F(uo). Uvodjenjem operatora T pomocu
(2.2.16) Tu = u—FoFu,

modifikovani metod (2.2.15) se moZe predstaviti u obliku

Upyr = Tuk (k=0,1,2,...).

Pretpostavimo sada da su ispunjeni sledeéi uslovi:

© Oberator F je Frechet-diferencijabilan u kugii

1
K[uo,R],’

2° qu) zadovoljava uslov (2.2.4),

3° Operator Fo postoji i

irolteb s T Fugll<n,.

Tada vaZi slededéa teorema.

Teorema 2.2.4. Ako su ispunjeni uslovi
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1
h = b Ln_ < —
(o] o O 2
i 1-/1-2h
O
Y = ———— 1 ;R
O h o
(o]

niz koji se generife pomodu (2.2.15) konvergira ka refavanju
aeK[uo,ro] jednadéine (2.1.2).

Dokaz. Na osnovu teoreme 2.2,2 jednad¢ina (2.1.2) ima
redenje aeK[uo,ro]. Doka¥imo sada da je operator T, uveden
pomodu (2.2.16), kontrakcija na K[uo,ro].

Neka u,veK[uo,ro]. Tada iz

Tu-Tv = u—v—Fo(Fu—Fv)

(2.2.17)

1
"o é {?Eug)—FEv+t(u—V)3](u~v) dt
i uslova (2.2.4) sleduje

(2.2.18) HTu-TV|L;boLrO|| u-vf,
gde je g = b Lr_ = 1-/I-2h <1,
oo o
odakle zakljudujemo da je T kontrakcija na kugli K[uo,rg]. Do-
kaZimo jo¥ da je TK{uo,ro]c K[u_,r_].
Neka ueK[uo,ro]. Tada na osnovu (2.2.17) i (2.2.4) imamo
b L
o

2
1 Tumug Il <]l Tu-tu [ + [12ug-u, 1< =2=1] wmu, [P+ 0,

tj. b.Lr2
HTu—uol|; 02 Q 4 Ny = Ty
S obzirom da T:K[u_ ,r_] >K[d_,r_ ] zakljudujemo da jedna-
¢ina (2.1.2) ima jedinstveno reégnje aeK[uo,ro].'Taéka a pred-

stavlja graniénu vrednost niza, koji se generiSe pomocu modifiko-

vanog metoda Newton-Kantorovida.
Ovim je dokaz zavrSen.

Nejednakost (2.2.18) za v=a, postaje

lITu-al] < all -4,

Sto znadi da je iterativni proces (2.2.15) prvog reda.
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Predjimo sada na sludaj sistema nelinearnih jednadina
(2.2.19) fi(xl""’xn)‘= 0 (i =1,...,n).

Ovde je X = Y = R, u = x = [xl ce xn]T i F definisano pomodéu
(2.1.3). Ako je F Fréchet-diferencijabilan operator (videti

odeljak 2.2.4) . tada je

'afl af)
PRl 3;;
F'(u) = = W(x),
kS of
S

tj. W(Z) je Jacobieva matrica za f. ako je det(W(%)) # 0, tj.
ako je matrica W(;) regularna, metod Newton-Kantorovifa za re-

Savanje sistema jednadina (2.2.19) je-'dat sa

(2.2.20) XKD oK) _gmlx 0y g (k), (k=0,1,...),
gde je ;(k) = [x{k) cee xék)]T. Vrlo Cesto se ovaj metod u 1li-

teraturi srece kao Newton-Raphsonov metod.

Kao $to smo u prethodnom izlaganju videli metod (2.2.20)
>
se moze modifikovati u smislu da se inverzna matrica od W(Xx)

ne odredjuje u svako]j iteraciji, veé¢ samo u prVoj. Dakle,
(2.2.21) xR K ml o)y gz, (k=0,1,...).

Primedba 2.2.1. Modifikovani metod (2.2.21) moZe se shvatiti i

kao metod proste iteracije
) _opp (k) o 300 xRy L (k=0,1,...),

sa matricom A odredjenom iz uslova da je izvod od T nula-ope-
rator, tj. da je I + Aw(;(o)) nula matrica. Ako je W(;(o)) re-
gularna matrica imamo A = W_l(§(o)).

Prethodno dokazane teoreme mogu se prilagoditi za slu-

¢aj sistema nelinearnih jednadina, pri &emu se uslovi za kon-
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vergenciju procesa (2.2.20), odnosno .(2.2.21), mogu iskazati
na razlidite nadine, Sto zavisi od uvedene norme u X.
Poseban problem kod primene metoda Newton-Kantorovica
je izbor startnih vrednosti, tj. pocetnog vektora ;(O), koji
bi obezbedio konvergenciju procesa. Jedno reSenje ovog pro-

blema dato je u novije vreme (1974. god.) u radu [28].

Primer 2.2.1. Neka je dat sistem jednalina

_ .3 _ 2 —
_fl(xl’x2) = x] 3xlx2 + 1 0,
_ 2. _ 3. _
f2(xl,x2) = 3xlx2 X5 0.
Tada je
2 2
3(¥l x2) - 6xlx2
W(x) =
. 2 2
lex2 3(xl—x2)
i
x2-'2 2X. X
1 1 1772 *1%2 5 )
W (%) 2 292 (Xl + X'2 # 0),
3(xT+x., ) 2 2
1 727 [-2x,X X7 =X

172 1 2

Skalarni oblik od (2.2.20) je

1 2 2
L(RHD) () _ [(xm) _x (&) )f(k)ﬂx(k)x(k)fz(k)]’

1 1 Dk 1 2 1 1 2
! 2 2
(k+1)__ (k) _ 1 _oo (k) (k) (k) (k)™ __ (k) - (k)
x2 =X, B; [ 2xl x2 fl + (xl x2 )12 ],

. 2 22 S
gde su D=3 (x{ ) x0T e g [, 1) e,y s

k =0,1,... Startujuéi sa xgé)¥l i xga)=l, primenom posled-
njih formula dobijamo
(k) (k)
k Xq X,

1  0.66667  0.83333
2  0.50869 0.84110
3 0.49933 0.86627
4 0.50000 0.86602

Primetimo da je tadno reSenje datog sistema xl=1/2 i x2=/§/2.
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5.2.3. Gradijentni metod

Neka je dat sistem nelinearnih jednac¢ina (2.2.19), €iji

je matidni oblik (videti (2.1.3))
(2.3.1) F(X) = 0.

Gradijentni metod za reSavanje datog sistema jednacina

zasniva se na minimizaciji funkcionale

£ xax ) = (B, EG.

U(X) = .

o~

i=1
Lako je videti da vaZ?i ekvivalencija U(x) = 0<=>f(x) = 0.
Pretpostavimo da jednadina (2.3.1) ima jedinstveno re-
Senje X =a, za koje funkcionela U dostiZe minimum. Neka je
§(°) poéetna aproksimacija ovog reSenja. Konstfuiéimo niz
%%y takav da je u(x®) > wE)) > ux?))».... Postupimo
kao i kod linearnih sistema jednacina (videti odeljak 4.3.7),

tj. uzminio

) 230y G ®) k=0,1,..0),

(2.3.2)
5 N U 30T
gde je VU(xXx) = gradU(x) = [——— «es ——| . Parametar xk odre-
RS axn

djujeno iz uslova da skalarna funkcija S, definisana pomocu

: >
s(t) = U(;(k)—tVU(x(k))) ima minimum u tac¢ki t = xk. S obzirom
da je jednac&ina S’ (t) = 0 nelinearna, izvr$imo njenu lineariza-

ciju u okolini t = 0. U tom sluc¢aju imamo
L = G o™y =g G ez, Gy vua®)

pa je linearizovana jednacina

n d n
po — R oy 1B e )y, qua®y)y = o,
i=1 *  at *t i=1 % *
odakle dobijamo
n n
k 2
(2.3.3) e =t= 1 H £ G ))// R
i=1 i=1
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gde smo stavili H, = (VE, Ry, vox®yy o=,
Kako je
5U 5 n n L . (%)
i Tl i) fi(;)z} =2 ] of00 —=—
3 5 li=1 i=1 o%
imamo
(2.3.4) vU(x) = 20 (D) EE),

gde jé W(?) Jacobieva matrica za f.
Shodno prethodnom, (2.3.3) postaje
z (k) (L))

(
(k))

(f WkW £

(k)

_ 1,
e T3

>
£
(W W f W W £

k
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, ) .

Tada se gradijentni metod (2.3.2) moZe predstaviti u obiiku

Z(k+1) _ 2(k) _ 2)‘kwi§(§(k)) (k = 0,1,...).

Metod gradijenata se uspesSno koristi u raznim optimiza-

cionim problemima.
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5.3.1. Uvodne napomene

Jedan od najstarijih problema u matematici je re3avanje
algebarskih jednadina, koji je i danas aktuelan, s obzirom da
ogroman broJj tehnidkih problema to zahteva.

Op3ti oblik nelinearne algebarske jednaline n-tog stepe-
na je.

(3.1.1) P(x) = aoxn+ alxn'l+ cee ta ixta =0 (ao# 0),

gde je n prirodan broj i ai(i=0,1,...,n) realni ili kompleksni
brojevi.

Koreni ove jednadine XyeoerX, povezani su sa koeficijen-
tima a;(i=o,1,...,n) pomoéu Viéteovih formula

a
§ 1
F = X. - ——
1 i a, ’

1
a
2
F2 = Z xli = 8_ ,
{73 o
%3
(3.1.2) F3 = xixjxk = -3,
i<j<k °
a
nn
En = x1x2.o¢ xn = (-1) ‘a—; .

Jedna¢ina (3.1.1) je numeridka ako svi njeni koeficijen-
ti a;(i= o0,1,...,n) imaju numerilke vrednosti. Ako bar jedan od
njih ima oblik op3teg broja, onda se radi o op3toj algebarskoj
Jjednaéini. U vezi s tim se i metodi za re3avanje algebmrskih
jednadina mogu podeliti na metode za redavanje op3tih algebar-

234
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skih jednaéina i na metode za re3avanje numeridkih jednadina.

Metodi prve grupe daju re3enje u obliku formule. Doka-
zano je(Venstel, Abel i drugi) da su op3te elgebarske jedna-
&ine, u op3tem slufaju, reSive samo za n£4. Medjutim, nume-
ritke algebarske jednadine je uvek mogude rediti sa odredje-
nom ta&nodéu. Dobijeni koreni su tada u obliku pribliZnog
broja.

Ogroman broj metoda za numeri&ko redavanje algebarskih
Jjednadina prilagodjen je digitalnim radunskim madinema i oni
ge uglavnom mogu podeliti u dve grupe. U prvu grupu spadagju
metodi za izradunavanje korena sa zadatom tano3éu bez kori-
Séenja pribli¥nih vrednosti korena. Druga grupa sadrZfi metode
za izradunavanje korena na osnovu, veé¢ poznatih pribliZnih
vrednosti korena.

Metodi jedne i druge grupe koji se najviSe koriste u
primenama biée izloZeni u ovom poglavlju. nedju ovim metodi-
ma biée onih koji se koriste za odredjivanje samo jednog ko-
rena(na primer, najveéeg po modulu), kao i onih za simultano
odredjivanje vi3e korena(na primer, dva ili svih n).

Ukoliko je nekim od metoda odredjeno k(< n) korena
Xy)e00,%X,, tada se za odredjivanje ostalih korena re3ava jed-
nadina ni%eg stepena

P (x) <0
(x-xl)...(x-xk)

Qx) =

S obzirom da se korenivxl,..'.,xk odreqjuju sa ogranide-.
nom tadnoZdéu, Jjasno je da koeficijenti jednadine Q(x)=0 nede
biti apsolutno ta¥ni, ¥to zna¥i da se ta¥nost korena Kpppreeer
Xy narudava, bez obzira na metod kojim se oni odredjuju. Nai-
me, koreni XyaprererX nede biti, u opStem sludaju, koreni

Jjedna¥ine Q(x)=0.

n

Proudimo sada uticaj promene koeficijenata algebarske
jednaZine (3.1.1) na promenu njenog prostog korenarx=xk. Ne
umanjujudéi opitost razmatranja uzmimo da Jje a°=1. Pod pret-
postavkom da koeficijenti ai(i=1,...,n) postanu redom aj*+ €
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(i=1,...,n), gde je || «\a;\ (i=l,...,n), odrediéemo gresku ko-
rena x, . Naime, u tom sludaju koren Xy postaje xkﬂgk.
Kako je
(K50 + (8 +€)) (mrg ™+ L
* (8, 1*6n 1) (x*8y) + (ap*Ey) =

kori3éenjem aproksimacije

(2 * gk) g xm + mx;'lgk (m=2,...,n)

i zanemarivanjem &lanova oblika 5, €., 8obijemo

P(x,) + PUxdby + (e x8le exf2 s LLve  x +€ )0,

odakle, s obzirom na P(x)=0 1 P'(xk);é 0, sleduje

n-2

1 n-1
2 k + L O 4 + En-1Xk+ Eon) L]

——(E4 X

Ako pretpostavimo da su granice apsolutnih gredaka koe-
ficijenata jednake, tj. da j'elei\ge, na osnovu poslednje pri-
blifne jenakosti dobijamo granicu apsolutne gre3ke korena, u
oznaci &,

+ E,X%

Sk g -

NG T )\ ——(|x, T + \xk\ oo+l |+ DE,

tj.
(\x \® - 1)€
. s (x| # 1),
[P (xl (gt - 1) '
net
— = l L]
|P(x,)! gt = 1)
U radu (p9], J.H.Wilkinson navodi primer jednadine
P(x) = (x+1)(x+2)...(x+20) = O,

tj.

P(x) = x20 + 210019 + ...+ 201 = 0,
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kod koje male promene u koeficijentima izazivaju velike pro-
mene u korenima. Naime, ako koeficijent a; = 210 promenimo za
g = 2723 o 1.2-10'7, promene u malim korenima su neznatne,

ali koren x20=-20 postaje -20.8. Takodje, pet parova korena
postaju konjigovano kompleksni. Ovo je primer tzv. slabo us-

lovl jenog polinoma.

Pri sukcesivnom odredjivanju korena jednaline (3.1.1)
i njenoj redukeciji na ni%i stepen, preporuluje se odredjivae-
nje korena polazeéi od najmanjeg po modulu.

Poseban problem kod reSavanja algebarskih jedna&ina je
odredjivanje viSestrukih korena ili korena koji su dovoljno
bliski (kvazi-viSestrukost). Ovaj problem neédemo posebno raz-
matrati. Napomenimo samo jedan dobro poznati postupak za eli-
minaciju videstrukih korena koji se sastoji u slededem: Za
polinom P i njegov izvodni polinom P' odredimo najveéi gajed-
ni&ki delilac Q i formirajmo jednadinu

R(x) = BE(x) _ o,
- Q(x)

Iz teorije polinoma je poznato(videti, na primer [2]),
da svaka viSestruka nula reda k polinoma P je istovremeno i
nula reda k-1 polinoma P, pa i polinoma Q, odakle zakljudu-
jemo da polinom R, dobijen deobom polinoma P polinomom Q, sa-
dr%i sve nule polinoma P. Naravno, sve nule polinoma R su pro-
ste, 3to zna¥i da problem re3avanja jednadine R(x)=0 nije vi-
e tako sloZen.

Za odredivanje najveéeg zajedni¥kog delioca dva poli-
noma koristi se Euklidov algoritam(videti(2]). Napomenime da
je najveéi zajednifki delilac Jjedinstven sa tafnodéu do jedne
multiplikativne konstante.

Primer 3.1,1. Neka je

P(x) = x°+10x? + 42x° +92x° +105x + 50 = 0,

S obzirom da je najvedéi zajedniéki delilac za P i P' polinom
X Q(x)= X2+4x+5 , imamo

R(x) = :n:3 + 6x2 +13x +10 = 0.
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$.3.2. Granice korena algebarskih jednadina

Posmatrajmo jednaéinu (3.1.1) u kompleksnoj ravni, tj.
neka je x=z . Stavimo ' '

a= max(lal\,laz\,...,\an\) i a's max(\ao\,laih...Aan_l\).

Teorema 3.2.1. Svi koreni jednadine (3.1.1) leZe u prstenu

| ___\al‘_— £ \ 41 + 8
(3.2.1) al + |an\‘ \z Bl .

Dokaz; S obzirom da je za lzl>1

1

 ‘P(?)\ = jlaozn‘-_lalzn' + ... voa 427 an\\,

+...ta, g2t an\ < a(\z\n'1+ \zln'2+ oot |21+ 1)

12171 < alzln

lz] - 1 lzl- 1

pakle, |P(2)|> 0, ako je
n 1z
\EOZ \ - 8-—\-;‘-_—T2-.0,
tJ.

2
\lz} 2 1 + Bl

Kako vrednosti za z koje zadovol javaju prethodnu nejed-
nakost ne mogu biti koreni jednaZine (3.1.1), zaklju¥ujemo da
svi koreni jednadine (3.1.1) zadovoljavaju suprotnu ne jedna-
kost, tj. leZe u unutradnjosti kruga

a
l2) =1+ Gy -

Uvodjenjem smene z= % jednadina (3.1.1) postaje

(3.2.2) Byt a5t oeee ¥ a5 P+ ax = 0.
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Na osnovu prethodnog koreni jednadine (3.2.2) zadovolje-
vaju nejednakost

1 a
\g\ = _\Z‘ ( 1 + —lan\ ’
t.
lapyl
Iz} > % Tan‘-

Ovim je dokaz teoreme zavr3en.

Primer 3.2.1. Ispitajmo u kojoj oblasti le¥e koreni jednadine
27 - (3+1)28 - (15-31)2% + (A7+151)2% + (38-17i)2>
+ (22-38i)z° - (60+22i)z + 60i = O.

Kako Jje
a = max( layly |yl ..., lagh =lagl = |- (60+22i)| ~ 63.9,

a'= max(\ao\,\all, veey |55|) =lag| = 63.9,

imamo

tje 0.48<1z|< 64.9 .
Posmatrajmo sada jedna&inu

(3.2.3) P(x) = aoxn+ alxé-1+ cevta _(xta =0 (ao£ 0)

sa realnim koeficijentima i aé:>0.

Sledeéa teorema daje granicu realnih korena jednaline
(3.2.3).,
Teorema 3.2;2. Neka je A maksimum apsolutnih vrednosti nega-
tivnih koeficijenata jednadine (3.2.3) i neka je ay prvi ne-
gativni koeficijent u nizu 8,187y ++2,8,, tada su svi pozitiv-
ni koreni ove jednadine manji od

m
Ro1 e oA
o
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Posledica 3.2.3. Ako su svi koeficijenti jednadine (3.2.3) ne-

negativni, jednadina nema pozitivnih korena.

Primedba 3.2,1l. Donja granica pozitivnih korena mo%e se odre-
diti na sliZan nadin uz prethodno uvodjenje smene x=1/y u
jednadini (%.2.3).

Primer 3.2.2., Odredimo granice rqalnih korena jednaline

(3.2.4)  2x%+ x7- x*+19x°- 24x%+ 11 = 0.

Kako je ao=2, A=24, m=5, imemo

5
R=1+ @(2.65.

Za odredjivanje donje granice pozitivnih korena posmat-
rajmo jednadinu

11y9- 24y7+ 19y6— y5+ y2+ 2 = 0.

Ovde je & =11, A= 24, @i=2, pa je

= 24
R=1+ \5F <2.48,

tj. donja granica pozitivnih korena je r = % > 0.40. Dakle,

pozitivni koreni jednadine (3.2.4) lefe u intervalu (0.40,2.65).

Smenom Xxs=-t,jednadina (3.2.4) postaje

4

2t9+ 1T+ 144 19¢2+ 24t2- 11 - o,

Primenom slidnog postupka nalazimo da pozitivni koreni ove jed-
naline leZe u intervalu (0.40,2.21).

Dakle, negativni koreni jednaline (3.2.4) leZe u inter-
valu (-2.21,-0.40).

Primedba 3.2.2. Za nalaZenje gornje granice pozitivnih korena
Jjednadine (3.2.3) moZe se koristiti i Newtonov metod koji se

sastoji u slededem:

Ako za x= a>0 vaZe nejednakosti
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P () >0 (k= 0,1,...,0),

za gornju granicu korena moZe se uzeti vrednost = a, 8to sle-
duje iz Taylorove formule

n
P(x) = Z %f p(k) (a) (xfa)k .
k=0 ,

naime, za x>a imeamo P(x) > 0.
Sledeéim postupkom moFe se dobiti bolja granica: Pred-
stavimo P(x) u obliku ' '
P(x) = Ql(x)‘ Qa(x) + Qz(x) = eeat sz_l(x) - sz(x)’

gde su Ql(x) suma prvih &lanova P(x) sa pozitivnim koeficijen-
tima, podev sa aoxn,-Qa(x) suma nerednih ¥lanova P(x) sa nega-
tivnim koeficijentima, itd., pri €emu poslednji éman-sz(x)
ili se sastoji iz &lanova sa negativnim koeficijentima ili je
Jjednak nuli. Ako su cj(j= l,...,m) pozitivni brojevi takvi da
Je

sz_l(c'j) - sz(c'j) >0 (j-_- l,a..,m).’
za gornju granicu pozitivnih korena mofe se uzeti Broj

R = max(cl,...,cm).

Navedimo sada jedan rezultat, koJji moZe biti korisniji
od teoreme 3.2.1.

Neka je
P(z)= zZ + alzn-?1+ ezzn'2+ eee * an'_lz + a, .
-a
Uvodjenjem smene z= w—-ﬁl; polinom P se transformife u

n-1

polinom Q, u kome je koeficijent uz w jednak nuli. Dakle,

a
. 1,_.n n-2
Qw)= P(W= g3)= w4 coW TT 4 b oy Wt oy

Defini&imo polinom S pomoéu

W e (wN—2 e
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Teorema %.2.3. Ako je bar jedan od koeficijenata ckpé O(k=2,
...,n), sve nule polinome P leZe u oblasti

a.
+ o—
L

sr,

gde je r pozitivna nala polinoma S.

Dokaz. Neka je lwi>r. Pod pretp,ostévkom da je bar je-
dan od koeficijenata ck£0(k=2,...,n) i & obzirom da je S(r)
=0, imamo

Co. c c Co e
2 n |, Ic2l |°q]
+ o0 + - < _T*' eoe + '—=1 e
;2 Wt r r?
Kako je
‘ . e c
n 2 n, -
QW) = Wl + =5 + e00 + )
w2 Wt 4

na osnovu prethodnog imamo - ' '

law]| 2 |w|“(1 - \i %Dw,
1=

odakle zakljuujemo da je Q(w)# O za svako w za koje je \wi>r.

prugim redima, nule polinoma Q nalaze se u krugu |wl4r, 8to
4 a :

je s obzirom na smenu z=Ww - n—l, ekvivalentno sa tvrdjenjem

teoreme 3.2.3.

Primer 3.2.3. Neka je
(3.2.5)  P(z) = z7- 10z%+ 4327 10422+ 150z~ 100.

Smenom z= W= -‘;%Q}- =w +2 dobijamo

QW) = P(w+2) = W + 3w° - 6w + 10w

S(w) = w2- 3w’ - 6w’ - 10w .

Na osnovu teoreme 3.2.?; 'zakljuéujemo_ da je jedinstveni
pozitivni koren w=r jednadine S(w)=0 manji od R=1+ \B/I(—) €73.15.
' Naime, nije tedko ustanoviti da

Ova granica se mo%e poboljdati.
' zekl jutujemo da se nule

je r<3. Tada, na osnovu teoreme 3.2.3,
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polinoma (3.2.5) nalaze u krugu {z- 2|zr<3. Napomenimo da su
tadne nule polinoma P redom :

z,= 2, Z5,3° 1+ 2i, 24,5 31,

Teorema 3.2.1 daje loSe granice 0.4<\z| < 151,

5e3:3, Bernoulliev metod

U ovom odel jku izloZiéemo jedan vrlo jednosiavan'metdd
gza odredjivanje korena algebarskih jedna®ina bez korisdéenja
pribliZnih vrednosti ovih korena. Prve ideje o ovom metodu dao
je D. Bernoulli 1728. godine. Sa pojavom digitalnih radunskih
madina ovaj metod je znatno usavren.

Neka je data jednadina

(3.3.1) aoxn + alxn'1+ ces ¥ 8 _1x+ta =0 (a,# 0)

sa realnim koeficijentima. Ne umanjujuéi op3tost moZemo uzeti
a,= 1. Jednaéina (3.3.1) moZe se shvatiti kao karakteristi&na
jednaZina linearne diferencne jednadine n-tog reda

(3:3:2) Ypuxp * 0 Vnak-1t cc0t Bno1¥ia Yy = O-

Reéenje ove jednaline odredjeno je korenima karakteris-
ti¢ne jednaline (3.3.1). Naime, ako su xi(i=l,...,n).koreni
Jjednadine (3.3.1), tada je

¥y = CPy(k) + o.u + C Y¥p(k)

reéenje diferencne jednaéine (3.3.2), gde su funkcije ¥3 odre-
djene korenima xi(i= l,...,n) respektivno(videti odeljak 1.3.1),
a konstante Ci(i=1,...,n) zavise od pod&etnih uslova Yor¥yseens

Yn-1° .
Ne umanjujuéi op3tost uzedemo da je.

Ixyl = x5 2 o0 2 ix)
Koren sa najveéim modulom zvaéemo dominemtnim korenom, O2igled-
no je dm jednadina (3.3.1) moZe imati
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1. jedan dominantan koren;
2. vise dominantnih korena.

Ukoliko postoji samo jedan dominantan koren L) tada Je
on realan.

ViSe dominantnih korena imamo kada je
‘x:L\ = [12\-: ece -|xr|>\xr+1\ Z eee ;\xn\,
pri demu treba razlikovati sludajeve:

2.1. Dominantni koreni realni i Jednaki(viéestruk koren

reda r), tJ.
xl- see B xr ;

2,2, Dominantni koreni realni i suprotni po znaku(jef
dan viSestruk reda p, a drugi rede r-p), tJ.

xl- ceoe = xp--xp+1= cee = —Ir>0;

2.3. Dominantni koreni konjugovano kompleksni(u parovi-
ma), tj.

xl-i2, 13=i'4, eee y x2m_1ﬂizm (rS 2m)o

Primetimo da, u ovom sludaju, medju dominantnim koreni-
ma mo%e biti i viSestrukih.

2 4, Medju dominantnim korenlma ims i realnlh i konju-
govano kompleksnlh.

Bernoulliev metod omoguéuje nalaZenje dominantnih kore-
na jednadine (3.3,1), pri demu koristi niz {yk%keﬂ , koji se
o

generiSe pomoéu (3.3.2) 8a poletnim vrednostima TorTyrevosTpy

-Razmotrimo najpre sludaj 1, tj. #ludaj kada imamo jedan
domimantan koren x;. Tada je

(343.3) 3= °1x1k + CoWo(k) + weu + C Y (k) &

Nije tesko pokazati da je -

’ (3-3-4) lim i 0 ’ (i-2,_...,ﬁ).
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Kori¥éenjem niza {yk} konstrui¥imo niz {u,} pomoéu
T+l

uks—yk—- . Tade je, s obzirom na (3.3.3),
C, Po(k+l) ey, ¥, (k+1)
PRt n T
W = xl ’
G, ¥,(K) c, ¥y0)

FOUSE toeee +r—r

pri demu smo pretpostavili da je C ¥ O.

Na osnovu (3.3.4) imamo

. 05) lim u, =X
(5 3 +m k 1’

tj. niz {uk} konvergira ka dominantnom korenu x,. Za primenu
ovog metoda, treba obezbediti uslov cl+o , 8to zavigi od po-
&etnih uslova. Na primer, ovaj uslov je ispunjen ako se uzme

To=Ty= ceo =Ty o=0» Ty y=1.

Ispitajmo seda konvergenciju niza {u 'IS pod uslovom da
je koren x, realan i takav da je lx2\>\xl| (i=3,404y0). Sa e
oznadimo gresku w, - x,. Keko je, pod navedenim uslovom, ‘P (k)

= 12 s za dovoljno veliko k imamo
k

Ticsd L% <x2)
%« "y, " T C'l'(xe“"l) %)

X
ti. ey, ® i%ek y odakle zskljuéujemo da je konvergencija

linearna.
U sludaju 2.1, umesto refenja (3.3.3) imamo redenje
T = (O +Cok 4 eve +CxX™ Il w0 W () +evn v 0 (R).

r+l'r

Mo%e se pokezati da i u ovom sludaju vaii (3.3.5).
Primer 3.3.1. Neka je data jednalina

(3.3.6) x*-x3-3x°-7x-6 = O.

Dvirerencna jednadina (3.3.2), u ovem slulaju, postaje
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Vit = Tica3 ™ 342 ™ Vieyn = 69 = O+

Startujuéi sa y°=y1-y2=0, y5=l, na 08novu prethodnog, do-
bijamo niz {yk}, a zatim niz {uk}.

k T uy

3 1 1.

4 1 4,

5 4 3.5

6 14 2.7857143
7 39 2.9487179
8 115 3.0782609
9 354 2.9830508
10 1056 2.9895833
11 3157 3.0069686
12 9493 ‘

Primetimo da je xy=3 dominantan koren jednadine (3.3.6).

U sluéaju 2.2, imamo

- k : - k
yk= [Cl+02k+ eee +cpkp 1+(-1) (cp+1+ooo +Crkr 1)]x1

+ Cr+1\Pr+1(k) + eee + cn\Pn(k) ’

. . . k4l
odakle lako moZemo zekljuliti da niz {u,}, gde je u.= ol
divergira. Moguéno je, medjutim, i u ovom sludaju odrediti X1

2k +2

J
ali pomoéu niza {vk}, gde je vy = « Naime, ovde je

. 2
1m V. a X .
K= +00 k 1
Primer 3.3.2. Posmatrajmo jednadinu
X0 +0.5%° - 4x =2 = 0,

¢iji su koreni x;=-x,=2, x;=- 0.5. Staptujuéi sa y,=y;20,
y,=1, nalazimo nizove 8 o {wd s {v\} » Primetimo da niz {uyai-
vergira, a da niz {vk} konvergira, &to je kriterijum za egzi-
stenciju sludaja 2.2. Niz {v,} konvergira ka x12 =4,
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k Ty ;. vk[g

2 1. ~0.5 4,25

3 ~0.5 -0.85 ‘

4 4,25 -0,9705882 . 4,25

5 4,125  —4,3787879

6 18.0625 -0,9429066 4 ,0147059
v -17.03125 -4,2577982

8 92,51562 -0.9412842  4,0009158
9 -68.25781  4.2504866
10 290.12891

Razmotrimo‘sada»sluéad 2+.5. Jednostavnosti radi uzmi-
mo da Je r=2, tj. da imsmo samo jedan par konjugovano komplek-
snih korena, koji su dominantni. Neka su to x;= goio, x2=?e'1°.

Tada jo |

C) ¥y (k) + Gy ¥5(k) = ¢¥[A cos ko + A 8inke]
- Agkcos(k0-+W),

pri demu postoji odredjena veza izmedju konstanti koje se po-
Javijuju u ovo] Jednakosti.

StaviSe, za dovoljno veliko k, va¥i
(3.3.7) 7 = A€ coa(ke+V¥) + O(|x;|").

Lako je videti da ranije definisani nizovi {u} i {v;}, u ovom
sludaju divergiraju. Zato definiZimo nove nizove {sk} i {tk}
pomoéu ' ' ' -

Tx T4l >
" = Tk ~Ik-17k+1
Ix-1 Tk
i
Tk4l Ike2|
Ty =Tx41Tx = Ti-1k42 °
Je-1 Ik .

Na osnovu (3.3.7), za dovoljno veliko k, imamo
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By & A2?2k cosz(kQ +¥) - cos((x-1)0 + V)ecos((k+1)0 + “V)}

i
By & A2?2k+l [cos( (x+1)0+Y)cos(k0+Y¥)~cos((k-1)6+V)cos (&+2)0+‘V)] 1

tJ.
8y & Az?zksinao i ty & 2A2?2k+lsin29<:os o,
odakle zakljudujemo da je

8 t
k+1 2 . s k
lim 8y = g i k_}i%z-g—; = ?0050 .

k= +®
Dekle, a posnatrenom sluéa;lu, niz { k+l} konvergire ka
By
ga, a niz { ka realnom delu dominantnog korena.

Primer 3:3.3. Neka Je data jednadina

x3 + x2 +x-1 = 0,
kod koje je par konjugoveno kompleksnih korena dominantan, Pola-
zeéi od ¥o=Y1=0 i y,=1, na osnovu

Va3 = Va2 " Tesa *Ix (K= 0s1yeee),

konstruimo niz {y,}. Dakle, imamo -
{7} = {0:0,1,-1,0,2,-3,1,4,-2,-1,7,-8,0,15,-23,8,30,-61,
39352y 000},

Kako Je 8,q= (-61)%-39:30= 2551, 819= 39°-(-61)52 =
4693, t,g=39(~61) - 52°30 = 3939 nalazimo

fl-ﬂ % 1.8 i t1s # -0.7720,
g 397 i -2-—519 7

odakle Jje

x, % -0.7720 + (1.8397 - (=0.7720)2)1/23
& =0.7720 + 1.1152i

i _12 - ilo
Sluéaj tri dominentna korena, od kojih je jedan realan,
a dva konjugovano kompleksna, razmatran je u radu [30].

Primedbs 3.3,1. Ako se u jednadini (3,3.1) izvrSi smena x=1/z
i na redavanje dobijene Jjednadine primeni Bernoulliev metod
mogu se odrediti najmanji po modulu koreni jednadine (3.3.1).
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5.3.4, Dva metods tredeg reda

Pretpostavimo da su sve nule gi(i =1l,.4.y0) polinoma

P(x) =x2+ alxn"l +eesta, (X +a,

realne i razlifite i neka je §1<¢8p < +ee<% o Tada, na osnovu
Rolleove teoreme, izvodni polinom P'ima n-1 nula koje su tako-
dje realne i medjusobno razlidite. Oznadimo ih redom sa Myseeos
Np1? tako da Jje

<My <8< ceedMp 1<8p-
Neka je X= R\{El,nl,ga,...,qn_l,gn} o DefiniZimo funkeiju
: axx-v'f;l,sa,...,sn} pomoéu
51 (x<},)
'f',i (§1< X< "li)
Bia  (My<X<Si,)
Sn (x <%¥,)

a(x) = (121yeseyn=1).

Primetimo da u svakom intervalu izmedju a(x) i x, izraz
P(x)P'(x) ne menja znak. Naime, vaZi

(34.1) sgn(x - a(x)) = sgn(P(x)P'(x)) .
n
Eako je P(x) = 1—] (x-Si), imamo
:u-l
we E2, ¢ o EGEEGOR )
(3.4 - ) Px) {7 x-gi (x)= P(x) Z x-Ei

S obzirom da je H(x)> 0, definifimo funkeiju K pomoéu
K(x) = SEﬁSP‘IZP'SK)) .
vV H(x)

Nije tesko videti da Je
(3o.3) K(x) s —EX/E(X)
o V1- P(x)P"(x)/P'(x)°

Uzimajuéi X,= X (xeX) konstruiSimo _itorativ.ni proces

L]
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(504..) xk+1- Ik-K(Ik) (k- o’l,ono) 'Y

koJi je u literaturi poznat kao metod kvadratnog korena(videti
L] ).

Teorema 3,4,1. Niz {‘k}keu koji se generiée pomoéu (B.4.4)

konvergira monotono ka nu11 a=a(x), pri &emu je konvergencija
kubna, tj. vafi

(5.4.5)‘ 1im x:l!+l 3P"(a 22 ‘I-PéazP"" ;
k-~ +00 -a) 24P'(a)

Dokaz. Neka je x, =x< a(x). Tada je, s obzirom na (3.4.1),
sgn(P(x)P'(x)) = -1, odakle zakljulujemo da je K(x)< O,tj. da je
xl-xo-K(xo)> X.. S druge strane, na ognovu druge jednekosti u
(3et4e2), imamo

B> oo a(x))z

odekle sleduje a(x)-x> H(x)'1/2--K(x), td. x5 < a(x). Dakle,
vafi x < x1<a(x) i a(xo) = a(xl). Nastavljajuéi sa ovakvim rezo-
novanjem dokazujemo da je

XyLXy <Xy L e <a(x),
8to znsdi da niz {xk} ke N monotono konvergira ka nekoj tadki
o
asa(x). Kako je, u tom sludaju, lim (X .3 = %) = 0y na osnovu

(3.4.4) zakljudujemo da je K(a) = O(wP(a)=0), odnosno da je
a=a(x).
Sludaj X, = x >a(x) dokazuje se potpuno simetriéno.

Da bismo dokazali Jjednakost (3. 4, 5) stavimo h-J—2 i

P'(x)
pustimo da x+a. Na osnovu (3.4.3) i (3.4.4) imamo
‘B -1/2
xl-xa-K(x)-h(l+hP—|$ﬁ) ’

P'(x)

2 P"(x) 4
-x=h-%h P(x) + gh (P(x) +o@m") .

S druge strane, na osnovu Schr8derovog razvoja (1.6.3)

tJ.

imamo
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2
a~-X = h_h2 P—"gl +h3 ESEL'Z%M-X-)— + O(hq.).
6P (x

2P'(x)
Ako poglednju jednakost oduzmemo od prothodne Jednakoati, doBi-
Jamo

" 2 m
PN § -1 LEY= 651 LI WY
24P (x) »
odakle, s obzirom da je h~a-x (x~a) sleduje (3.4.5), uz pret-
hodnu zemenu x sa x,(k->+m).

Ovim je dokaz teoreme zavrisen.

Dakle, metod kvadretnog korena ima kubnu komvergenciju.
Medjutim, mofe se razmatrati sludaj kada je a viSestruka nula
reda p; tada Jje konvergencija prvog reda i vaZi

-a
1in xk—*l_—a— -1-1,
ko Xk Vo
U tesnoj vezi sa metodom kvadratnog korena je Leguerreov
metod
nP(xk)
(30“‘06) (k- o,l,-oo).

o xk P'(x,) + sgn(Pka))\/G(xkﬁ
gde je x =x (xex) i

6(8) = (-1 (a-1)P'(%)? - nP(6)E"(8)] .
Metod (3.4.6) se moZe predstaviti i u obliku

nP (x -
Xy, = X - (xk)/P.( ) (k=0,15000)
1+ (n—l)Vl - n_f-lIP(xk)P"(ka/P'(xk)a

Red konvergencije Leguerreovog metoda je tri za proste nu-
le, a jedan sa videastruke, Slidno dokazu teoreme 3.4.1 moie se
dokazati odgovarajuéa teorema za ovaj metod, Fbmula (3.4.5) os-
teje u vainosti, s tim Sto se konstanta 3(uz P"(a)2) na desnoj
strani ove formule, treba sameniti konmstamtom 3(n-2)/(n-1). La-
guerreov metod je efikassniji od metoda kvadratnog korona, na 3ta
ukazuje sledeéi primer.
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Erimer 3.4.1. Neka jo
P(x) = (x-1)(x-2)(x-3) = x> - 6x° + 11x - 6 .

Startujuéi sa x, = 0, dobijamo

pomoéu (3.4.4) pomoéu (3.4,.6)
x,  0.85714286 0.98840803
x5 0.99858769 0.99999991

U radn.hi]razmatrana Je Jjedna opitija klasa metoda, koja
kao partikularne slulajeve sadrii prethodno navedena dva metoda

52%s5, Newton—ﬁornerov metod

Rewtonov metod izloZen u odeljku 5.1.2 mofe se uspedno
primeniti za odredjivanje nula polinoma

. -1
(3.5.1) P(x) = aoxn+ alxn * eaet an_lx+ a, (aie_R),

pri %emu se vrednosti za P(xk) i Pka) izradunavaju po Horner-
ovoj 3emi(videti odeljak 1.3.4).
Ako stavimo pj(x)=-%TP(J)(x)(j= 0,1,...,n), tada je, na

osnovu Taylorove formule,
P(I) = pO(xk) + pl(xk) (x—xk) * et pn (xk) (x'xk)n .

Pretpostavimo da polinom P ima realnu nulu x=%. Newton-
ov metod (1.2.3) za odredjivanje ove nule postaje

Py (xy)

(3.5.2) X=X - B;?izy ‘(k= 0,1,...)

Kao 3to je poznato, vrednost za P, (x,) moZe se dobiti iz
n korska Hornerovom 3emom, kao”po(xk)= b,, &de je

(3.5.3)  by=a,, bi=bs_x tas  (§=1,...,0)

Ustvari bj(j=‘0,1,...,n-l) su koeficijenti polinoma gobijenog
del jenjem P(x) sa X-Xp tj. vaii

P(x) = py (X) (X-x) + P (xy)
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i
n-1 n-2 ’
pl(x)= box + blx + ooo+ bn"l .
Sli¥no deljenjem pl(x) Ba X=X, dobi jamo
n-2
Po(X)=c x4 c00 + ) b,
tj. vafi

Py (x) = pp(x) (x-xp) + Py (%) .
Ovde je c,= bo, c = cj 1%t b (J=1,..4,4n=1) i pl(xk)= -1 °

Navedena del jenja se Sematski mogu prikazati u obliku

a, 8, oo a; 3E a3 a,
Xp boXy 1%k b oXy bh-1%

bo b1 bj bn-l bn= po(xk)
Xy CoXk €5-1%k Cn-2%x

o ¢ ; °n-1=p1(xk)

Dakle, koriséenjem Hornerove Seme i formule (3.5.,2) mo-
%e se odrediti realna nula x=£. Napomenimo da proces (3.5.2)
ima kvadratnu konvergenciju ukoliko je nula prosta.

S obzirom da polinom (3.5.1) moZe imati i konaugavano-
kompleksne nule, navedeni metod se moZe prilagoditi i za ovaj
sludaj.

Posmatrajmo polinom (3.5.1) u kome Je x zamenjeno sa
2= x+ iy. Tada razdvajanjem realnog i imaginarnog dela u P(2z)
imamo :

P(z)= u(x,y) + iv(x,y),

&de su u i v harmoni jske funkcije. Izrafunavanje vrednosti
ovih funkecija u tadki (xk,yk) moguéno je po istom postupku
kao 3to je (3.5.3), s tim &to bJ treba zameniti sa d +1ﬂ
(J= 0;1,..0ym). Tada je

d°= o!? /50 =0,

- . o dn 2 . l= s e
dj= j_lxk j_lyk'* aJ, /bJ= J_lyk"' ﬂJ-lxk (j=1, yn) ;
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i G= u(x,d) =% » V=V (X ¥p) =Py

Neka je z= §+in koren jednaline P(z)= 0. S obzirom da
je ova jednalina ekvivalentna gistemu jednalina
(3.5.4) u(x,y)=0, v(x,y)=0,
to se za odredjivanje korena z= §+in moZe konstruisati niz
Ze= Xt iyk(k= 0,1,¢00), DA prime:, pomoéu metoda Newf.on-Kan-
torovita. Imajuéi u vidu da funkcije u i v zadovoljavaju Cau-
chy-Riemannove uslove, lako se pokazuje da je metod Newton-
Kantorovi&a, u ovom sludaju, e_kvivalentan sa kompleksnom ver-
zijom Newtonovog metoda '

P(zk)
P‘(zk)

(3.5.5) £r41= Ok - (k= 0,1,...) -

Vrednost P%zk) = wt ivi = %% + i%; X=X, ,¥=¥y mo¥e se

odrediti rekurzivno pomoéu

Yo= do= 85 80‘= 0,

X:js rj-l‘k' Sj-lyk+ o(;j’ Sj= x:i-lyk+ j-lxk* /53 (j=1,..‘.,n-1).

! 3 U

Naime, uy = rn—l i we= 8n_1 . |
Primer 3.5.1. Neka je P(z)= 20+ 3z2+ z-1 i z=l+i. Na osnovu
prethodno datih jednakosti imamo

tg= 1) Bo= 0,

dy = 11- 0'1* 3= 4, H=11 +0¥ =1,

do= 41- 11+ 1= 4, fy= 41 +1-1= 5,

d3= 4'1- 5‘1- 1="2’ ﬂ3= 41 +5'1= 9

x-°= 1, A\Os 0)
fy= 11- 01+ 4= 5, §;= 11 +0141

"
N
-

fo= 51- 21+ 4= 7, 8y= 51 +2145 =12,
pa je P(z) = -2+ 9i, P(z)= T+ 12i.
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Koriridéenjem prethodno datih rekurentnih relacija, for-
mula (3.5. 5) ge svodi na

+ v
'y k k" k
, k+1 k- (u]f) "’(vk)

(3.5.6) (k=0,1,...).

. ukui- ukvk
Yee1 = Yk = (u‘k)2+(vi‘)2

-Kod primene Newton-Hornerovog metoda obi¥no se startuje
sa dovoljno malim vrednostima (po modulu) x, i Yo i primchom
formula (3.5.6) odredjuje se najmanja nula po modulu.zl=gl+in1.
Ako jg|n1|46(€ dovolno mali pozitivni broj, na primer €= 10_7)
nula,z1 se tratira kao realna; u protivnom nula se uzima kao
kompleksna. S obzirom da su koeficijenti polinoma (3.5.1) real-
ni, nule se javljaju u parovima, pa je na ovaj nadin odredjena
i nula z,= gl- inl Ponavl jajudi 1zlozen1 postupsak na polinomu
P(z)/(z-gl), odnosno P(z)/((z-?l) + nl) odredJuJu se ostale
nule poliroma P.

Na kraju napomenimo da se formule (3.5.6) vrlo &esto
sreédu u programima za numerilko redavanje algshbarskih jednadi-
na. Na primer, program POLRT(iz 1130 Scientific Subroutine Pac-
kage (1130-CM-02X) firme IBM) salinjen je po formulama (3.5.6).

5.}.6. Bairstowl jev metod

Bairstowl jev metod se koristi za odredjivanje kvadrat-
nih faktora(delilaca) polinoma, na osnovu kojih se mogu odre-
diti kompleksne nule polinoma.

Neka je

P(x)= a x"+ a]_xn']'-+

o "f+ a,_ X+ aﬁ ‘ (ay# 0)

polinom sa realnim koeficijentima, S obzirom da se kompleksne
nule ovog polinoma Javlgaau kao konjugovano kompleksnl paro-
vi, to pollnom P ima realne kvadratne faktore®. U cilju odre-
djivanja Jednog takvog faktora m(x)_x2+ px+ g, pretpostavimo

*) Kvadratni faktori sa realnim koeficijentima.
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da nam je poznata izvesna aproksimacija mb(x)=x2+ P,X* q,
(Py19,€R) .
Pre nego 5to damo osnovne jednakosti koje defini3u

Bairstowl jev metod izvedimo jednu rekurentnu relaciju koja
se odnosi na de}gjenje P(x) kvadratnim faktorom m(x)=xz+ px+q.

Neka su polinomi Q i R ubjednakoati

(3.6.1) P(x) = m(x)Q(x) + R(x)
dati sa
Q(x) = baxn’2+ eeet b 1X* D i R(x)=uxtv,

Uporedjivanjem koeficijenata uz odgovarajuée stepene
na levoj i desnoj strani jednakosti (3.6.1) dobijamo

a,= by, 8y = b3+ pb2,

ai_2= bi+ pbi_1+ qbi_2 (1= 4, ca.’n) ’

a, 1= Pb,+ qb, ,*u, a = qb *+ v.

Ako stavimo b= b1= 0, tada iz prethodnih jednakosti

sleduje
(3.6.2) b;=@; 5= pb;_ ;- ab;_, (i=2,...,n)
N | .
(3.6.3) u= 8y_1" pbn- qbn_1= bn+l’ v=a - qbn,
gde smo bn+l definisali prirodnim produfenjem rekurentne re-
lacije (3.6.2) za i= n+l,

Na osnovu (3.6.2) i (3.6.3) zakljufujemo da koefici-
jenti polinoma Q i R na jedinstven na%in zavise od p i q.

Dakle, za odredjivanje kvadratnog faktora polinoma P
dovoljno je naéi redenje sistema jednaldina
u(p,q)=0, v(p,q)=0.
Bairstowl jev metod se zasniva na redavanju ovog siste-

ma primenom metoda Newton-KantoroviZa. Naime, polazeéi od
,(pquo) generise se niz parova {(pk’qu}k=1,2,... pomoéu
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P+l Py ' u(pk’qk)

- w;l (k=0,1,...),
Qe+1 Qe V(Pk’qk)

[}

(3.6.4)

gde je Jacobieva matrica data sa

du du

3p 9q
W, = L. - .
' k ov . dv

30 sa - P=Py» 9=Q

Da bismo odredili elemente ove matrice uvedimo oznake

bbi ‘ ' abi .
ri=-a—p- ’ ti=-b—q- (1= 0,1,...,n+l)

si= ri- ti*l (i= O,l,...,h).

Diferenciranjem po p i q prethodno dokazanih rekurent-
nih relacija za koeticijente3bi, dobi jamo

/

db. db,
i1-1 i=-2
R T TR N S TR e
' 3, ' ' d
. bs
: e ap—i=l i-2_ - _
(5.6.6) ty=-p dq. -bj > -q dq =Pt - b o-ati 5,

gde je i= 2,...,n+l. Ako od jednakosti (3.6.5) oduzmemo jed-
nakost (3.6.6) u kojoj je indeks i zamenjen sa i+l, dobijamo

(3.6.7) 8;=-P8; 1~ as;_, (i=2,...,n).

Kako je b,=b =0 i b2£ a,, imamo roé,r1= ro,=0, t =

ty=t,=0, 8,= 8,=0, 8to zajedno sa (3.6.7) daje
. db, db;
- - = ] —1_.-’2'.__1 i =
8;j=r;=t;,,=0, tj. 5 = 3 (i= 0,1,...,n).
Kako je na osnovu prethodnog
T+l - Tn
W, = ,

-qry, - (bytar, 4) P=F,aq= q
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iterativni proces (3.6.4) postaje ‘
Prya Py -(bp*ary _1)bp 4y - r,(a -aby)
-1 o ,
U1 Qe arydp,y ¥ Toeq (e aby) P=Py1q=qy

gde je D= qr: - (b, + qrn_l)rn+1-

Naravno, iterativni proces dobijen na ovaj nadin egzi-

stira ako je D# O. Red konvergencije je dva, s obzirom da se
koristi metod Newton-Kantorovila.

Jedna op3thja klasa metoda Bairstowl jevog tipa razma-
trana je u radu [31).

Kao i Newton-Hornerov metod, tako i Bairstowljev metod
se vrlo &esto koristi u primenama.

5.3.7. Metodi za simultano odred;jivanje korena slgebarskih
Jednadina

U novije vreme razradjeni su metodi za simultano(isto-
vremeno) odredjivanje svih korena algebarske jednaline

(3.7.1) P(2z) = zn+ alzn'l

gde éu ai(i= l,...,n), u opétem slufaju, kompleksni koefici-

+ seet an_lz+ an = 0,

jenti.

. Pretpostavimo da su koreni Z4 44,2, 8lgebarske jedna-
¢ine (3.7.1) medjusobno razliZiti i neka su njihove .pribliZne
vrednosti u k-tom iterativnom koraku zi(k)( k=1,..., n). S Ob-
zirom da je z;= z; (k) + 8z5(k) (k=1,...,n), gde su Azi(k)
odgovarajuée gredke pojedinih korena, vaii identi¥nost

n
[z - (200 + 823 00)) = B(2) ,
i=1

odakle, razvijanjem u red po stepenima od Azi(k), sleduje

o ianitb e s
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n o n
[1 500 - > Azi(k)( [T ¢z- zm(k)))

i=1 1 m=1
m¥£i
n .
+ZAzi(k)AzJ-(k) ﬂ (z- zm(k))j- oo = P(2) .
i, m=1
m# i, j

Pretpostavl jajuéi da su greske A;i(k) dovol jno male po
modulu, na levoj strani u poslednjej jednakosti moZemo uzeti
samo prva dva ¢lena. Ako u tako dobijenoj jednakosti stavimo
redom z= zi(k) (i=1,...,n) dobijamo

P(zi(k))
n

[T a0 2500

m=1
méi

" Na ovaj na¥in dolazimo do simultanog iterativnog proce-

(3-702) Azi(k)= - (i= l,...,n).

sa .
(3.7.3) z; (k+1) = z; (k) + a1z (k) (i=1,...,n; k=Q}l,...).

Ako definidemo polinom'n-tog stepena Qk pomodéu

n
(2 = [] (z- 000 ,

m=1
tada se (3.7.2) moZe preds;aviti u obliku
P(zi(k))'
Q) (24 (k)

Azi(¥) = - (i=1,...,n).

Primetimo da Q(2z) > P(z), kada z;(k)* z;(i =1,...,n): U novo
‘uvedeno j notaciji, iterativni proces (3.7.3) postaje

P(2; (K))

(i=1,...,n;k=0,1,...).
Qi(zi(k))

(3-7-4) zi(k+1) = zi(k) -

) Iterativni proces (3.7.4) ima kvadratnu konvergenciju.
Naime, on je ekvivalentan metodu Newton-Kantorovida, primenje-
nog na reSavanje sistema nelinearnih jedna&ina, koji predstav-
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ljaju Vieteove formule (3.1.2) za polinom (3.7.1).

Ako uvedemo oznake

_Fl1 » al-1 rzl (k)-1
- F - (k)
F32)= '2 , 8= ?2 , (k)= z? ,
_Fn_ '(-l)n'lan- LG(k{

tada se sistem jednadina (3.1.2) moiepredstaviﬁi u obliku
FZ)=F(Z)+8=3 ,
a odgovarajuéi metod Newton-KantoroviZa u obliku ’
(3.7.5)  Ex+) =20 - [Ga) EE®+3d)  (k=0,1,...),
gde je [(2(k)) matrica inverzna Jacobievoj matrici W(f(?(k))).

Nije te3ko pokazati da se (3.7.5) svodi na (3.7.4).

Matematidkom indukcijom se moZe pokazati sledeél rezul-
tat( [32]).

Teorema 3.7.1. Ako je

d= T:g Izi- Zs lv i |zi(o)- zilé.g (i=1,...,n),
gde Jje
1/(n-1) _
q {1*a)
g = z(hq)l/(n-l) (0<q<1),

metod (3.7.4) konvergira, pri Zemu je, za svako keN,

'lz (k) ~ z; I gq 1

(i= 1,4-o,n)c

Jedna od moguénih modifikacija metoda za simuitano od-
redjivanje nula polinoma, koja zshteva menje memorijskog pfoa-
tora kod realizacije na digitalnim radunskim ma3inama je‘vari-
Janta poput Gauss-Seidelovog metoda

P(z,(k))

ﬁ(z (k) = 2 (k+1)) rn[(z (1) = 2, (1)

m=i+l

zi(k+1) = zi(k) -
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Primedba 3.7.1. U radu {33] razmatran je metod za simulteno
odredjivenje r(< n) nula polinoma (3.7.1).

Primenom metoda za ubrzavanje konvergencije iterativ-
nih procesa(teorema 2.4.3 iz odeljka 3.2. 4) na proces (3.7.4)
obiJa se simultani metod treéeg reda( [34])

(3.7.6) z; (k+1)— Z: (k)- e. (l- Z—T—m)') (i=l,...,n),
. J#l

P(3; (X))

Qi(zk(k))

Primer 3.7.1. PosmatraJmo sada polinom sa kompleksnxm koefici-

‘gde je e.= (i=1,...,n).

1

Jentima
P(z)= 27~ (3.2+3.91)z%- (13.83-1.611;z3+ (9.83+29.991) z°
- (3.63+14.79i)z+ (29.43+49.091) '

%ije su ta¥ne nule
= 1,7+1.14, 2z,= 4.,5+21, 2y= -3, 2,= -i, zg= 1.81i,

Polazeéi sa pribli%nim vrednostima nula
2, (0) = 141, 2,(0) = 442.51, 25(0)= -2+0.5i,
z4(o)= 0.5-1.11, zs(o)= ~0.2+2.21

i koriééenjem formula (3.7.6) dobijamo

.86584010 + i1.,16539200,

z1(1) = 1
2,(1) = 4.48809503 + 11.97590059,
24(1) = -3.13623734 - 10.251033u4,

zu(i) = -0.09598915 - i1.07210234,
25(1) = 0.07819136 + 12.08184318,

z1(2) = 1.,70313403 + 11,09663271,
22(2) = 4,50008890 + 11.99997626,
z3(2) = -2,99977371 ~ i0.00297130,

z,(2) = -0.00219258 - i1.00216835,
z¢(2) = -0.00125665 + i1.80853067,
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2,(3) = 1.69999987 + i1.09999987,
2,(3) = 4,50000000 + i2.00000000,
25(3) = -2.99999999 - 10.00000000,
2,(3) = =0.00000003 = i1.00000000,
z5(3) = 0.00000014 + i1.80000000,

2,(4) = 1.69999999 + i1.10000000,
z,(4) = 4.50000000 + i1.99999999,
z,(4) = -3.00000000 - i0.00000000,
2, (4) = -0.00000000 - 10.99999999,
25 (4) = -0,00000000 + i1.80000000.

Na osnovu dobijenih rezultata zakljudujemo da su sve nu-
le datog polinoma odredjene sa taénoééu\lo'a, iz detiri iterativ-
na koraka.

U radu Eﬁ] razmatran je iterativni, proces treleg reda

P(z; (k)

2; (k+1)= 2,(k) - (1=1y 00y

. o —
" -1
P(25000) - Bz (k) ) (2401)-2 (1)
9=1
J#i
0 metodima za simultano nalaZenje nula polinoma,pojavio
se u poslednje vreme veliki broj radova. Neki od tih radova ci-
tirani su u spisku literature na kraju ove glave.



5.4. LITERATURA

1.

V.L.ZAGUSKIN: Spravoénik po &islennym metodam regenija uravnen13
Moskva, 1960.

. D.S.MITRINOVIC¢, D.Z.DJOKOVIC: Polinomi 1 matr1ce Beograd, 1975.
. D.M.YOUNG, R.T. GREGORY A Survey of Numer1ca1 Mathematics (Vo] I).

Addison-Wesley Publishing Company, 1972.

. L.N.DJORDJEVIC: An 1térative solution of algebraic equations with a

parameter to accelerate convergence. Univ.Beograd. Publ.Elektrotehn.
Fak.Ser.Mat.Fiz. No 412 - No 460(1973), 179-182. '

. O.N.TIHONOV: O bystrom vyCislenij najbol’§ih korneJ mnogoc]ena Zap.

Leningr.gorn.in-ta 48, 3(1968), 36-41.

. A.OSTROWSKI: Solution of Equations and Systems of Equations. New York,1966.

. J.H.MEGSTEIN: Accelerating convergence of iterative processes. Comm.Assoc.

Comput.Mach. 1(1958), 9-13.

. V.M.VERBUK, D.I.MIL"MAN: Metod Vegstejna kak modifikacija metoda seku$cih.

Z. vy¢isl. mat.i mat.fiz. 17(1977), 507-508.

. G.S.SALEHOV: O shodimosti metoda kasatel “nyh giperbol.. DAN SSSR 82(1952),

525 528.

. L.N.HROMOVA: Ob odnoj mod1f1kac11 metoda kasatel nyh giperbol. Taskent.

ord. Trud.Kras.Znam.Gosudar.Univ. im.V.I.Lenina. 476(1975), 35-41.

. V.A. VARJUHIN, S.A.KASJANJUK: Ob iteracionnyh metodah utotnenija kornej

uravnen1J Z.Vy¢isl.mat.i mat.fiz. 9(1969), 684- 687

. D.K. LIKA 0b 1terac1onnyh metodah vySego norJadka Tez1sy dok] 2-]

Nauc¢no-tehn. respubl.konfer.Moldavii. K11nev 1965, 13-16.

. L.N.DJORDJEVI¢ and G.V.MILOVANOVIC: A combined 1terat1ve formu]a for

so]v1ng equations. informatica 78 Bled, oktober 1978, (3), 207.

. E. HANSEN and M. PATRICK A Fam11y of Root F1nd1ng Methods. Numer.Math.
27(1977), 257-269.

263




264

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

5. NELINEARNE JEDNACINE I SISTEMI

G.V.MILOVANOVIC i L.N.DJORDJEVIC: On some iterative formulas of the
third order. Informatica 78, Bled, oktober 1978, (3) 202.

J.C.DAUBISSE: Sur une méthode de résolution numérique d équations alge-
briques enzparticulier dans le cas de racines multiples. Univ.Beograd.
Publ.Elektrotehn.Fak.Ser.Mat.Fiz. No 498 - No 541(1975), 163-166.

L.V.KANTOROVIC: Funkcional ‘nyj analiz i prikladnaja matematika. UMN.
3(1948), 89-185. ’

L.V.KANTOROVIZ, G.P.AKILOV: Funkcional ‘nyj analiz v normirovannyh pro-
stranstvah. Moskva, 1959.

C.G.BROYDEN: Quasi-Newton Methods and their Application to Function
Minimisation. Math.of Comput. July 1967, 368-381.

J.M.ORTEGA and W.C.RHEINBOLOT: Iteratiye solution of nonlinear equations
in several variables. New York-London, 1970. '

1.PAVALOTU: Introducere in teoria aproximarii Solutiiilor ecuatiilor,
Cluj-Napoca, 1976.

B.JANK6: Rezolvarea ecuatiilor operationale nelineare in spatii Banach.
Bucuresti, 1969. ' ‘

L.RALL: Computational Solution of nonlinear operator equations. New
York, 1969.

I.P.MYSOVSKIH: 0 shodimosti metoda L.V.Kantoroviéa re3enija funkcionalryh
uravnenij i ego primenenija DAN SSSR 70(1950), 565-568.

M.K.TABURIN: Nelinejnye funkcional ‘nye uravnenija i nepreryvnye analogi
iterativnyh metodov. Izvestija vuzov. Matem. No 5(1958), 18-31.

M.A.KRASNOSEL’SKIJ, G.M.VAJNiKKO, P.P.ZABREKO, JA.B.RUTICKIJ, V.JA.STE-
CENKO: PribliZennoe reSenie operatornyh uravnenij. Moskva,.1969.

B.A.VERTGEJM: O Nekotoryh metodah PribliZennogo re3enija nelinejnyh
operatornyh ‘uravnenij v prostranstvah Banaha. UMN 12(1957), 166-169.

0.JU.KUPCICKIJ, L.I.5IMEPEVIC: O nahoZzdenii nacal “nogo pribliZenija.
Z.Vy&isl.mat. i mat.fiz. 14(1974), 1016-1018.

J.H.WILKINSON: The Evaluation of Zeros of I11-conditioned Polynomials.
Numer.Math. 1(1959), 150-166.

M.MIGNOTTE: Note sur la méthode Bernoulli. ibid. 26(1976), 325-326.




31,

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

a4,

© 5.4. LITERATURA : 265

K.W.BRODLIE: On Bairstow’s Method-for the Solution of Polynomial Equations.
Math.Comp. 29(1975), 816-826.

K.DOCEV: Vidoizmenen metod za Njuton za ednovremenno priblizitelno pres-
mjatane na vsicki koreni na dadeno algebriéno uravnenie. Fiz.-Mat. spi-.
sanie. 5(1962), 136-139. .

M.PRESIC: Un procédé itératif pour déterminer k Zéros d“un polynome. C.R.
Acad.Sci. Paris. 273(1971), 446-449.

G.V.MILOVANOVIG: A method to accelerate iterative processes in Banach
space. Univ.Beograd. Publ.Elektrotehn.Fak.Ser.Mat. Fiz. No 461 - No 497
(1974), 67-71. ‘ o

L.W.EHRLICH: A modified Newton method for polynomials. Comm. ACM 10(1967),
107-108.

0.ABERTH: Iteration Methods for Finding all zeros of a Polynomial Simul-
taneously. Math.Comp. 27(1973), 339-344,

G.ALEFELD, J.HERZBERGER: On the convergence speed of soime algorithms for
the simultaneous approximation of polynomial rots. SIAM J. Numer.Anal.
11(1974), 237-243.

G.ALEFELD, J.HERZBERGER: Uber Simultanverfahren zur Bestimmung reeller
Polynomwurzoln. Z.Angew.Math.Mech. 54(1974), 413-420.

D.BRAESS, K.P.HADELER: Simultaneous inculision of the zeros of a polyno-
mial. Numer.Math. 21(1973), 161-165.

K.DOCHEV, P.BYRNEV: Certain modifications of Newton’s method for the
approximate solution of algebraic equations. Z.VyCisl.Mat.i Mat.Fiz.
4(1964), 915-920.

D.K.DUNAWAY: Calculation of zeros of a real polynomial through factoriza-
tion using Euclid’s algorithm. SIAM J. Numer.Anal.11(1974), 1087-1104.

J.DVORCUK: Factorization of a polynomial into quadratic factors by
Newton method. Apl.Mat. 14(1969), 54-80.

I.0.KERNER: Ein Gesamtschrittverfahren zur Berechnung der Nullstellen von
Polynomen. Numer.Math. 8(1966), 290-294.

M.R.FARMER and G.LOIZOU: A class of iteration functions for improving,

“simultaneously, approximations to the zeros of a polynomial. BIT 15

(1975), 250-258.




266 5. NELINEARNE JEDNACINE I SISTEMI

45

46,

47.

48,

. J.PETRIC, M.JOVANOVIC and S.STAMATOVIC: Algorithm for simultaneous deter-
mination of all roots of algebraic poiynomial equations. Mat.Vesnik 9
(1972), 325-332.

D.Dj.TOSI¢ and G.V.MILOVANOVIC: An app1iéation of Newton’s method to
simultaneous determination of zeros of a polynomial. Univ.Beograd. Publ.
Elektrotehn.Fak.Ser.Mat.Fiz. No 412 - No 460(1973), 175-177.

S.B.PRESIC: Jedan iterativni postupak za faktorizaciju polinoma. Mat.
Vesnik 5(20)(1968), 205-216.

M.R.FARMER and G.LOIZOU: An algorithm for the total, of partial, facto-
rization of a polynomial. Math.Proc.Camb.Phil.Soc.82(1977), 427-437.



6. INTERPOLACIJA |- APROKSIMACIJA







6e.1. OPSTI PROBLEM APROKSIMACIJE FUNKCIJA

6elsle Uvod

Problemima zamene jedne funkcije f, definisane na izve-~
snom skupu X, drugom funkcijom ¢ bavi se posebna oblast nume-
ridke matematike-teorija aproksimacija.

Neka funkcija ¢, koju nazivamo aproksimacionom funkeci-
Jom, zavigi od n+l parametaraiao,al,...,an,,tJ.

$(x) = B(xsa 087500058

Problem aproksimacije funkcije £, funkeijom $ svodi se na odre-
djivanje parametara ai--Ei po nekom kriterijumu. U zavisnosti
od izabranog kriterijums razlikujemo razne vrste aproksimacija.

U nafem izlegenju uvek éemo pretpostavljati da je f: [a,b)}

- Ro’

6e1.2. Tipovi aproksimacionih funkcija

Jedan od osnovnih problema u teoriji aproksimacija pred-
stavlja izbor opSteg oblika za funkciju §. U ovom odeljku nave-

Séemo nekoliko standardnih obllka, koji se najcdesce korlste u
preksi.

U prihcipu sve aproksimaciohe funkcije mogu se podeliti
na linearne i nelinearne aproksimacione funkecije.

OpSti oblik linearne aproksimacione funkcije Je
(1.2.1) ¢xX)=a d (x)+a;9,(x)+.0. +a P (x),

pri demu sistem funkcidaﬁ}k}‘ispunjava'odfedjeﬁe osobine, Ovde
se pojam linearne funkcije odnosi na llnearnost po parametrlma
a. (1:0 l’ooo’n)
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U specijalnom sludaju, kada je qSk(x) = xk(k = 0y1lyeeeyn),
te. .
n
$(x)=e +a)x+.ea v X,y

govorimo o aproksimaciji algebarskim polinomima.

U slucéaju, kada Jje {d’k} ={1,cos X, 8inx, cos 2x, 8in2x, .« .}
govorimo o aproksgimaciji trigonometrijskim polinomima(ili o tri-
gonometrijskoj aproksimaciji).

Ako se uzme
(x-x )" (x2x),
e B o
3y (x) = (x-3,)" . x<x),

gde je m fiksiran prirodan broj, imamo tzv. spline aproksimaci-
Juo

0d nelinearnih aproksimacionih funkcija, naveséemo samo
dve: _ ‘ : v v
1° Ekgponencijalna aproksimaciona funkcija

b x b x
é(x)- Q(x;co,bo,...,cr,br)-ooe ° + a0 +°re r Py
gde je n=2r,

2° Racionalna aproksimacions funkcija

r
b°+Eg+ cee +br$

Q(x)gé(xibo“."br'co"""cs)- ’

8
c°+clx+ coe +csx

gde je nw=r+s+2.

6,1.3. Kritrijumi za aproksimaciju

U ovoj glavi razmatraéemo najvaznije vrste aproksimaci-
Ja koje se sreéu u primenamd. Tako éemo razmotriti

1° interpolacigju,

o . .

2” sSrednje-kvadratnu aproksimaci ju,
3° Mini-max aproksimaciju.
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Neka je funkcija f data na segmentu (a,b] skupom paro-
- va (xk, k) (k= 0,1,...,n), gde je f = f(x ). Ako. je za apro-
ksimaciju funkcije £ funkcijom @ kr1teriaum za izbor para-
metara a ,8;,...,8; dat sistemom jednalina

(1.3.1) P(Xy 38,58y 5000,8,) = fi‘ (k= 0',1,...,~'n)

imamo ‘tzv. problem interpolacije funkcije. Funkciju P, u ovom
slu¥aju, nazivamo interpolacionom funk01Jom, a tatke xk(k 0,
1,...,n) interpolacionim évoronma. . - . :

Problem interpolaclae moie blti znatno sloﬁenigx od
pomenutog. Jedan op&tiji problem se Javlaa kada ‘su pored vred-
nosti funkcije £ u 1nterpolacion1m évorov1ma poznate i vredno-
sti njenih izvoda. B

ilnterpolacionim problemima biée posveceno poglavlje 6.2.

Aproksimacije 2° i 3°_apadaju u grupu tzv. najboljih
aprokaiﬁacija. &5d ovih aproksimacigja kriterijum za odred ji-
vanje parametara aproksimacione funkcije se svodi na minimi-
zaciju norme gredke. Ovim pfdblemima posveéeno je poglavl je
6.3, '
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6.2.1. Gebidevl jevi sistemi

Neka je funkcija £ data svojim vrednostima fks f(xk)lﬁ
tatkema X, (X € [a,b]) (k= 0,1,..050) Posmatrajmo lineernu in-
terpolaciju funkcije £, tJ. interpolaciju Punkcijom (1.2.1).
U tom slulaju sistem jednalina 1.%.1) se avodi na sistem 1i-
neernih jednaZina po parametrima a;(i= 0,1,..+,0) ‘

a‘°¢°(x'k) * al&l(xk) oo anén(xk) = fk. (k’-'-‘ogl' XX ’n)
tj . |
éo(xo) él(xo) oo o én(xo) -‘ "ao." ‘fo y
(2.1.1) Fox) B ¢ ) | | & £
L‘fo(xn) $,(x,) &) | | %] L

Da bi navedeni interpolacioni problem imao jedinatveno
re3enje potrebno je da matrica sistema (2,1.1) bude regularna.

primer 2.1.1. Neka je & (x)=1 1 & (x)= £2 i x=[-1,1]. odgo-
varajuéa matrica sistema (2.1.1), u ovom sludaju, Jje

2
l X,
2
1 5N

Interpolacioni pfbblem

(a) ima jedinstveno resenje ako je \x°\¢ \xl\;

272
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(b) ima beskonadéno mnogo resenja ako Jje x

£(x,) =f£(x)5

o="% *

(c) nema reSenje ako je X =X i f(x_o);éf(xl).

Neka su interpolacieni &vorovi takvi da je
a ixo 4xl4... <X, gp.

Razmotriéemo uslove pod kojima je ﬁatrica sistema (2.1.1) re-
gularna. Uslov da je sistem funkcija {§,} linearno nezavisan

je potreban,'ali ne i dovoljan, 5to pokazuje sledeéi primer:

Primer 2.1.1l. Sistem funkcija {1‘, sinx} Je linearno nezavisan,

alir.i-ﬁ za‘ X, +X; =1,

1 sinx
=0,
1l sinxl :

Iz osobina determinanata sleduje da sistemu funkcija
{‘§ k} treba nametnuti takve uslove, pod kojima ne postoji 1li-
nearna kombinacija

80'1’6(!) + alél(x) + ..t anén(x)
koja ima n+l razligitih nula na [a,b]. Sistemi funkcija sa

ovom osobinom nazivaju se (ebilevl jevi sistemi( skraéeno T-
sistemi). O T-sistemima postoji izvanredna monografija [1]_ .

Teorema 2.1.1. Ako su funkcije cﬁk: [a,b] »R(k= 0,1,...,n) n+l
puta diferencijabilne i ako je za svako k= 0,1,...,n Wronsky-
eva determinanta v razlidita od nule, tj.

éo(x) él(x) e ék(x)
by (X) &3 () ¢y (%)

W £0,

18 8% (%)

sistem funkcija{¢, ] Jje Cebilevl jev sistem. -
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6.2.2. Lagrangeova interpolacija

Neka ;jé funkcija f data svojim vrednostima fksf(xk) u-
tadkanma xk(k_=0,1,...,n). Ne umanjujuéi opStost pretpostavimo

da je

"(242.1) a < Xo< Xp& - £ Xy &b,

Ako tadlke X, uzmemo za interpolacione &vorove i stavimo
¢k(x)=xk(k=0,1',...,n) ‘imamo problem interpolacije funkcije f

algebarskim polinomom. Oznadimo ovaj polinom sa P;, tj.

P (x)= @ (x)

n
a,+ ax +a X .

Teorema 2.2.1. Polinom Pn Je jedinstven i moZe se predstaviti

u obliku .
n

(2.2.2) PG = ) £05) LG
k=0

gde je

(x=x ) (=% _9)(x = Xy ) (x=x)

Lk(x) =

Gy )+ Gy ) (e 9 ) =+ gy

Dokaz, S obzirom da je determinanta matrice sistema

(2.1.1), u posmatranom sludaju, Vandermondeova , tj.

n
1l X, X,
1l Xy Xy )
. = [-1- (xi_xj ’
i7zJ
n
1l X, X,
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i s obzirom na pretpostavku (2.2.1); zakljudujemo da je poliﬁom

Pn- Jjedinstven,

Da bismo dokazali formulu (2.2.2) dovoljno je primetiti
sledeéé: | '
1° Svi polinomi Lk su ne V1éeg stepena od n, ta. deg(Lk) _
&n za svako k;
Lk(xi) = é\ik (d‘k - Kronecker ova delta);
3° P (x) = £(x)) 2za svako k; '
4° deg(Pn) £n.

Formula (2.2.2) naziva se Lagrange ova 1nterpolaclona
formula, a pollnom P Lagrange ov interpolacioni polinom.

Deflnlsanjem polinoma (W pomoéu

(2.2.3) W) = (x-x ) (x-x%7) - (x-x,),

polinomi I'k se mogu predstaviti u kondenzovanijem obliku

Wex)
(x = x W (%)

(k=0,1,¢00,n0).

Lk(x) =

Primer 2.2.1. Za skup podataka

X3 -1 0 2 3

£(x)| -1 | 2| 10| 35

Lagrange ov interpolacioni polinom je

Py(x) = (-DMZ_(X_-M 2 (x41) (x-2) (x-3)
1-0)(-1-2)(-1-3) =~ (0+1)(0-2)(0-3)

0 §x+12§#-02§x-§2 +35 (x+1)(x-0) (x-2)
(2+1)(2-0)(2-3) (341)(3=0)(3-2) '
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ti. Py(x) = 3% - 33"+ 2.

Sledeéa teorema daje ocenu gredke kod Lagrange ove inter-

polacije.

Teorema 2.,2.2. Neka fecn+1[a,b] i x;€e{a,0}(i=0,1,...,40). Tada
postoji ’ge(a,b) takvo da se greska Lagrange ovog interpolacio-

nog polinome moZe predstaviti u obliku

(242.4) -Rn(f;x) =' £(x) - P (x) = %;—Eﬁ W) .
e T e ‘

Dokaz. Posmatrajmo pomoénu funkciju F, definisanu sa

(2+245) F(x) = £f(x) - Pn(x) - an(xl),

koja se anulira u tadkama Xg1XyaeeesXpe Neké Jje SE/ proizvoljn.a
talka iz [a,b] i takva da ;;'g i;éﬁci (i=0,1,.ﬂ..,1.1).v Odrediéemo
konstantu K u (2.2.5) tako da se F(x) anulira i u tadki x.
S obzirom da je i;éxi (i=0,1,...40), ovakva vrednost za Kn_

postoji. Naime,
X £(x) - Pn(i)
n W)

Kako funkcija F na [a,b] ima bar (n+2) razlidite nule,
to na osnovu Rolle ove teoreme sukcesivno zakl;juéu;jém,o da u (a,b
F’(x) ima bar (n+l) razliditih nula,

F(m'l)(x) ima bar :jednu nulu.

Neka je ke(a,b) mula funkcije FP*L), Mada iz (2.2.5)
sleduje : o A
F(n+1)(g) = r(n+l)(g) -0 - Kn(n+1)! = 6,

' : (n¥1) R T R
odakle je K =f———-—(sl . ; ’

o (n+1)!
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Na osnovu prethodnog zakljucdujemo da je
l)(s
R (f X) = ———)—w(x)
(n+1)!

Kako je x proizvoljna tadka iz [a,b] , dokaz teoreme je
zavrien,
Primer 2.2.2. Neka je x!—-rPs(x) Lagrange ov interpolacioni po-
linom formiren ns osnovu vrednosti funkeije x+» sinx u ‘tadkama

xk=i"%k(k=o,1,2,3,u,5). Tada je
sinx - P5<x>=-—s%%ix<x-%>< -y (x- 2y (x- T (x- 2D,
gde je 0< \54 g

Neka je M, = max If( )(x)\ (kEN).
xefa, b}

Teorems 2.2.3. Neka fe& Cn+1[a,b], X~ X_y=h = const (k=1,...,n),

X =a, xn=b. Tada je

o
hni.-l
(2.2.6)  |R_(£35%)) = |£(x) - P (x)l < o T

Dokaz. Ako stavimo X = X, +Dh (pefo,n] ) imamo

W) = plp-1) - (p-nIn*L,

Kako funkcija pwF (p)= lp(p-1). (p-n)] na segmentu, [0,n]

dostiZe maksimalnu vrednost kada p €(0,1) (ili pe&(n-1,n)) vaii
max F (p){ max lp(p-1): max |(p-2)--- (p-n)| < i_ a!
pefon] pe(o,l) pclo,1)
odakle neposredno sleduje tvrdjenje teoreme.

U specijalnom slﬁé_aa'u zan=2 i n=3, mogu se dobiti
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tadnije granice za gresku Rn(f;x), nego &to je (2.2.6), s obzi-

rom da je

mex F,(p) =$h3 i max Fa(p) =
pefo, 2} . 9 o pelo, 3]

Dakle, imamo -

i |Ry(esx)| & 2w

1&2(f;$:)\ < g—%h?ﬂ e o

Primer 2,2.3. Odrediéemo sada sa kogjom tadnoséu se moie izradu-
nati vrednost g(o‘g. 11.5 koriSéenjem.Lagrange ovog polinoma P3 ako
su poznate vrednosti '
fog 10, Iog 11, Zog 12, fog 13 .
S obzirom da je M, = ! ‘ 6-10~% imamo
T ’
. n4
logll.5 -p3(11.5)\ < T!-\(11.5-10)(11.5-11)(1_1.5-12)(11.5—13)]
= 1.41-107°,
Inate, za pro}izvoljno x €(10,13) vaZi ocena
\108x - P5(0)| < 261074 = 2.5.107°.

Razmotrimo sada problem optimalnog izbora interpolaci-
onih &vorova kod interpolacije funkcija iz klase

CM= {f | re c“*l[-l,l]‘ /\\f(ml)(x)\éllm‘ (V'xe -, 1])} -

:Naime, odrediéemo interpolacione &vorove xo,xl,...,x tako da
.veliZina

(2.2.7) sup max |Rn(f;x)\
- fecM xel-1,1]

ima najmanju vrednost. Tada je, na osnovu (2.2.4),

. M
(2.2.8) xeﬁ’,‘u\nn(f")\ & @7 Bex el .
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Primetimo da u poslednaoa nejednakosti nastupa Jjednakost ako
je £ polinom

n+l n n-1

f(x)=?n—:‘i-ﬁx te X +egx teest e,

gde su ci(i= 0,1,...,n) proizvoljni realni koeficijenti.

S obzirom da desna strana u nejednakosti (2.2.8) ne
zavisi od f, to je

| £ M '
£ S0 xin B0l & T pax placal

Problem koji smo. postavili, o¥igledno se svodi na od-
redjivanje polinoma

X > W(x)= ¢x-x, )(x-x )....(x-x ),

Zije nule leZe u [-1 i] i za koji Jje max \uxx)l minimalan,
x€f-1,1}

Re3enje posledngeg problema dao je Cebiéev(videtl[éh
i ono je

w(x) = 2—];1 Thep (X) = i cos [(n+1)arccos x].

Dakle, interpolacioni &vorovi pfi kojima veli&ina
(2.2.7) ima najmanju vrednost su nule (ebiZevl jevog polinoma

(n+l)-0g stepena The1o tie
(2.2.9) xe=cos 2L (y-0,1,,..,n).
2(n+l)’ _

Intérpolacija kod koje'su interpolapioni &vorovi uze-
ti kao u (2.2.9) naziva se Cebi3evl jevom interpolacijom.

Kada nije potreban opsti izraz za interpolacioni poli-
nom, veé samo vrednost za neko konkretno x, kpristi se Aitken-
ova 3ema, koja se sastoji u sukcesivnoj primeni sledeéih-izraza:

A = f(xk) (k=0,1,...,n);

1 |Bk-1 k1%

A —
L s Y | Ay X - X

k-1,k = (k=1,...,n);
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Ao,l,...,n-l o

Ao,l,...,n X_-X

&) 2,...,m n
pri Zemu Jje

Pn(x) = AO,l .

yeseyll

Primer 2.2.4, Odrediéemo pribliino £(27) na osnovu sledeéih poda-

taka

x 14 17 | A 35

£(x) | 68.7 |64.0 |44.0 [39.1

primenom Aitkenove sheme.

Imamo redom

L 687 14-27
A4 = TeieT = 48.33
0,1 7 17-14 jg4,0 17-27 ’
f
. |40 17-27
Ao s - 49.72 ,
| 51-17 | 44.0 31-27
44.0 31-27
A = = 48.90
2,3 7 3531 59,1 35-27 ’

1 48.%% 14-27 49.39
A = = 03
%0,1,2 7 3T-T4 | 49,72 31-27 '

49,72 17-27

1
A = ’ = 49026 .
1,2,3 7 35-IT | 4,90 35-27 : .

LS

‘Najzad,
49.39 14-27
49.26 35-27

1

f(27)zP3(27) = Ao,l,2,3 = 351F =49.%1 .
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Primer 2.2.5. Na osnovu vrednosti funkeije x+ f(x)= e* u tad-

kema x = 0.40 i X, = 0.42, Aitkenovom Zemom odredidemo vred-

nost ove funkcije za x= 0.411. 0Odgovarajuée vrednosti funkci-
je u datim talkama uzeéemo sa pet znafajnih cifara, tj.

f,= 1.4918 i f1= 1.5220.

1.4918 -0.011
1
° ¥ 4,17 0742-0.40 = 1.5084.
: , , 1.5220 0.009
U praksi se Zesto javlja zadatak odredjivanja vredno-

sti argumenta na osnovu zadate vrednosti funkcije. Ovaj zada-

tak se re3ava metodima inverzne interpolacije.

Ako je data.funkcija monotona, zadatak inverzne inter-
polacije najjednostavnije se- refava medjusobnom zamenom vre-
dnosti funkcije i argumenta, a zatim konstrukcijom interpo-
lacionog polinoma.

Primer 2.2.6. Odredimo pribliiho nulu funkcije £, &ije su
vrednosti date u primeru 2.2.1. Lagrangéov interpolacioni po-

linom za funkeciju y¥¢-f'l(y) Je

(y=2) (y-103 (y=35) _ , . (y+1) (y=10) (y-35)
(-1-2) (-1-1C) (-1-35)  (2+1)(2-10) (2-35)

Py (¥) = (-1):

oo —*L) (3-2) (¥=35) 5 (y*1) (y-2) (y-10)
(10+1) (10-2) (10-35) (35+1) (35-2) (35-10) '

odakle, za y=0, dobijamo nulu funkeije f
' P3(O) = - 0.6508 .

Primedba 2.2.1. U problemima inverzne interpolacije pogodno

je koristiti se aitkenovim metodom.
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6.2.3. Newtonova interpolacija sa podeljenim razlikama

Za funkciju f datu svojim vrednostima £, 5 f(xk) u tad-
kama x, (k=0,1,...,n), definisaéemo najpre podeljene razlike.

Definicija 2.3.1. Kolidnik
f(xl) - f(xo) .
X) =Xy
naziva se podeljena razlika prvog reda(funkeije £ u tadkama
x, i xl) i oznadava sa [xo,xl;f].

Podeljena razlika reda r definife se rekurzivno pomoéu

[xl,..c’xr;f]- [xo’."’xr_l;f]

xr-xo

(243.1) [xo,xl,...,xr;f] =

pri ¥emu je [x;f] = £(x).

Relacija (2.3.1) omoguéava.konstrukci;ju' tablice pode-
l1jenih razlika

x £

°c o (%, +x3£)

x, f o1 X, 1%y 1 %55 )

] ? y

171 fxg 9 %5 £) 0?7172 [x ,xl,xa,x3;f_\
x, £ [Xq 9 X50%53£] °

2 2 12729732

. [XE’XB;f] ,

x .

3 73

MoZe se pokazati da podeljena razlika rede r ima oso-
binu linearnosti, tj. da Jje

[xo,xl,...,xr;clfwzs] = °1[xo"""xr;f] +02[xo,...,xr;g] .
gde su ¢, i ¢, proizvoljne konstante.

Kako je, na osnovu definicije 2.3.1,

f(xo) | f(xl)

[xo’xl;f] - X, X, + X=X, *

indukcijom se lsko pokazuje da vazi formula



6.2. INTERPOLACIJA FUNKCIJA - 283

& 2(xy)
[RorXpseeesnpif] = E'w—ﬁqv
=0

gde je W(x) = (x—xo)(x-xl)...(x-xr). )

Matematidkom indukcijom se takodje mofe dokazati sle-
deéi rezultat:

Teoremsa 2.3,1. Neka f& Cn[a,b] i neks ;je ispun,jen uslov (2.2.1).
.'.I!ada, za svako rén, vaii formula ‘
171.'-1

[XgrXypeeasxyit] = S S S t(r)(xo+ E(xi-xi_l)ti)dtldt?..dtr.
. o o -

o

Primedba 2.3.1. Primenjujuéi teoremu o srednjoj vrednosti inte-~
grala, iz poslednje Jednakosti 8leduje
1 tl tr-l

[Xy0Xpseeerx, ;r] r(r)(g) SS S dt,dty. . .db

(o]
« 2 (a < B<b).

Uzimajuéi u poslednjoj Jjednakosti da x5 »xo(i = 1lyeeeyl)
zakljudujemo da

(2.3.2) [x 21Xy eeesXpnif] -v—rf(r)(x R

Izreziéemo sade vrednoat funkci;]e f(xr) (r<£n) pomoéu
podeljenih razlike [X seesyX;3f] (120,1,.00,7),

Za r=1, na osnovu definicije 2.3.1. imamo
£(xy) = 2(x,) + (xy-x,) [x,,x 58]0
S1idno je, za r-2;
£(xp) = £(x;) + (xpmxp) [X] 4% %)
= (£(x) + (xy-x ) [x0%74 2] ) + (x, xl)([x ,xl;f] +

+ (xa—\}[‘xo,xl,xz,f] )

tJ.




284 6. INTERPOLACIJA I APROKSIMACIJA

£(xp) = £(x) + (kpmx,) [X0%; 3£] + (xpmx, ) (Xpmky ) [0y y%055] -
U optem sludeju vasi
(2.303)  £(x) = £(x) + (x,-x) [xo.¥1~;£] + (xr—xoxxi.-xl)[%,xl.xz;:
taoot (x =% (k=X Do oo (X%, 3 ) [ 9%qseee ,xr;r].

KoriSéenjem podeljenih razlika moZe se konstruisati in-
terpolacioni polinom za skup podataka (xk,f(xk)) (kuOyeaeyn)e
Naime, ovaj polinom ima oblik.

P (x) = f(xo) + (x-xo) [xo,xi;f] + (x—xo)(x-xl)[xo,xl,xz;f]
*ooe + (x-x ) (x-%1 )00 (_x-x;_l) -[xo,xl,‘. e ,xn;_f] ‘

i naziva se Newtonov interpolacioni polinom.

Da bismo dokazali poslednju formulu dovoljno je primeti-
ti da je deg(P_n(x))é n i da Je Pn(xr) - r(xr) (pmw0ylyeeeyn)
Poslednje tvrdjenje sleduje iz (2,3.3).

S obzirom na jedinstvenost algebarskog interpolacionog
polinoma zakljudujemo da je Newtonov interpolacioni polinom
ekvivalentan sa Lagrangeovim. Primetimo da konstrukcija New-.
tonovog interpolacionog polinoma zahteva prethodno formiranje
tablice podeljenih razliks, 8to nije bio slucej kod Lagrange-
ove interpolacije. S druge strane, kada hodemo da smanjimo
gredku u interpolaciji uvodjenjem novog interpolaciondg &vo-
ra, Newtonov polinom je znatno pogodniji od Lagrangeovog, jer
ne zahteva ponavljenje celog radunskog postupka. Naime, kod
Newtonove interpolacije imamo

Pn+l(x) - Pn(x) + (x—xo)(x-xl). .o (x-xn) [xo,xl, oo ’xn+1;vf] .

Teorema 2.3.2. Ako funkcija f ima konadne vrednosti u tackama
Xo9XyseeerX Xy veZi formula

(2.3.4) R (x;£)= £(x)-P (x) ,.w(lx) [xo,xl, cee ,xn,x;f] R

i)

i
¥

vgd.e je W(x)= (x-xo)(x-xl)...(x-xn).
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Dokaz.$tavimo r=n+l i x =x. Teda iz (2.3.3) sleduje
f(x) = Pn(x) + (x-xo)oo.(x-xn)[X'o,xl’.-c’xn’x;f],

dime je dokez zavrsen.

Primedba 2.3.2. Kako je na osnovu primedbe 2,3.1

1 1
[xo,xl,...,xn,x;f] = G+T f(n+ )(’-'_:,) (a4 §4D),
ostatak (2.3.4) se mofe svesti na Lagrangeov oblik.
Primedba 2.3.3. Ako u Newtonovom interpolacionom polinomu Pn

uzmemo da xi-»xo(i==l,...,n), na osnovu (2.3.2) zakljudujemo

ds se on svodi na Teylorov polinom,
Primer 2,3,1. Na osnovu vrednosti funkcije xMchx
k 0 1 2 3
Xy 0.0 0.2 0.5 1.0
£(x,)  1.0000000 1.0200668 1.1276260 1.5430806

imamo slededéu taeblicu podeljenih razlika

k WXy 381 B3 9%i,238] Bier Xy 1 %ic429 %43 59)
5 ,
0.1003338
1 0.5163938
\ 0.3585307 0.0740795
; 0.8309093 = 0.5904733

odakle Jje Newtonov interpplacipni polinom

P3(x) =1, + 0,1003338x + 0.5163938x(x-0,2)
+ 0.07407951(x—0.2)(x—0.5).

Ne primer, za x« 0.3, imamo
ch0.3 = P3(0.3) ‘= 1.O451474 .

Dobijeni rezultat je tafan na prve trl decimale.
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6.2,4. Radun konadnih razlika

U ranijem izlaganju(vidéti odeljak 1.3%.,1) koristili smo
se operatorom konaéne razlike, deflnisanog na skupu neprekidnih
funkcija pomoéu

(2.401) 'Af(x) = £(x+h) - f(x) . (b= cdnsi:> 0),

ili na skupu nizova pomoéu
AV = T4~ Vi

Ako se eksplicitno Zeli iataci korak h. u definiclji
(2. 4 1), tada .88 u oznaci operatora u indeksu piée h, tj. Ah.

U odeljku 1.3.1 takodje smo videli kako se deriniée ite-
rireni operator, tJ. stepen operatora ‘A, Na;me,

(x) = L2 (x+h) - ) (eem,

A°r(x) £(x).

Na osnovu ove deflnlclde, matematiékom indukcijom, lako
se dokazuju formule
Kk ,
. k ‘ ik ‘N
(2.4.2) A2(x) = Z (-1)7(;) £ (x+(k-i)h),
1=0

X
(2.4.3)  2(x+kh) =Z(li‘) Nt (x).

Pored operatora A, u numeridkoj analizi, uvodi se jbé
nekoliko stendardnih operatora, koji se nazivaju operatori ko-
nadne razlike ili diferencni operatori. Sa ovim operatorima
sprovodi se formalni radun, zasnovan na pravilime algebre i ana-
lize i kao takav se &esto pokazuje kao elegantno sredstvo za
formiranje raznih aproksimacionih formula. Ovaj radun se naziva
redun kona&nih razlika ili operatorski raéun. Primenom ovog ra-
guna veoma jednostavno se dobijeju formule za interpolaciju u
ekvidigtantnim tadkama, formule za numeridko diferenciranje,
formule za numeridku integraciju, itd.
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Na skupu neprekidnih funkcija definisaéemo operatore:

1° Ef(x) = £(x+h) ' (operator pomeranja);
2° Af(x) = £(x+h) - £(x) - ‘ (operator prednje razlike);
39 §r(x) = £(x) - £(x~h) (operator zadnje razlike);

4° J%(x)::f(x+ %) - f(x-—%) (operator centralne razlike);

50‘ }(f(x) = -]2—'(1‘()( +-t2—l') +\f(}i - % )) (operator usrednjavanja); -

6% 1f(x) = f(x) (identidki operator);
" x+h o
0
77 Jf(x) = S f£(t)at (operator integracije).
x : ‘

Ne skupu diferencijabilnih funkcija defini%imo i operator

8% Df(x) = £'(x) (operator . diferenciranja) .

Reéi é&emo da‘su dva operatora A i B jednéka ako je
Af(x) = Bf(x) za svaku funkciju f za koju su operatori A i B
definisani,

Jedan od osnovnih prqblema koji se naméée Je nalaZenje
veza izmedju pojediﬁih operatora. Pre nego 5to predjemo na re-

Savanje ovog problema, ukazalemo na neke opSte osobine.

Sa L oznadimo skup ﬁrethodgo definiganih 9£era§ora, ti.
v={z8,v, &u 1,0 3},

a) Svaki opera:cor AeL je lingaran, tJ. vaél
A £(x) + Ag(x)) = R A£(x) + Qo he(x),

za svako realno &1 i ﬁ2 i svako f i g iz domena definisanosti
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operatora A.

b) Za A, BEL, vaZi komutativnost AB=BA, tj.
A(Bf(x)) = B(Af(x)).
¢) Ako operator AEL ima inverzni operator A-l, tada je

anlooala =,

Primer 2.4.1. DokaZimo osobinu b), naprimer, za operatore Ai E,

Imamo

A(EL(x)) A(f(x+h)) =f(x+2h)- £(x+h) = Ef (x+h) - Ef (x)

E(f(x+h) - £(x)) = E(AL(x)).

n

Primer 2.4.2. Neka je g(x) = Ef(x) = f(x+h). Tada je f(x)= g(x-h)
tj. £(x) = E_lg(x). Dakle, operator o je pomerajuéi unazad.

Ako definiSemo zbir operatora C=A+B, pomodéu

Cf(x) = (A +B)E(x) = Af(x) + Bf(x),
vaZe pravila
A+B = B+4A,

A(B +C)= AB + AC,
(A+B)+C = A+ (B+C).

Kako ,jekaf(x)=E(Ek'1f(x))=f(x+kh) (keN), tj. kako
iterirani operator Ek primenjen na f(x) daje £(x +kh), logicno
gse nameée definisanje stepena operatora za proizvoljni izloZili

sledeéom jednakoSéu

EPf(x) = £(x +ph) (peR).

Predjimo sada na utvrdjivanje formalnih veza jizmedJju po

jedininh operatora.
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1. Kako je
Af(x) =f(x+h) - £(x)=Ef(x) - 1f(x) = (E- 1)f(x),
imamo
A=E-1 ili E=1+A.
Primenom binomne formule na desne strane u poslednjim jednakos-
tima dobijamo
’ ' k s . ) - k
AR (E—l)k=Z(-l)l(lj{_)Ek_l Ry DN T
1=0 i=0
odakle formalno sleduju formule (2,4,2) i (2.4.3).
2. Kako je
B2« 1+ i BV 20000 = 2(x-B)
vaZe jednskosti

d20) = B200) - E 20 x) 1 prx) =% (B2 4 £2¢x)),

t3. . , :
d=8/2_-rl2 1 ju.dE/2.5172),
3. Vazi _ .
IDE(x) = J(£°(x)) = Sf’(t)dt = f(x+h) - £(x) =Af£(x),
X
t3.
JD = A.

Na osnovu prethodne jednakosti, zékl.jui’:ujemo da vaZzi

Ap™1 . gpp! = g,
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4. v=1-Et

6. El/2- (1+ %d\zx 1/2

1/2

0%‘-5‘,;;\ l+—(§\\

-

pr1 Semu operator (1+ 16‘2) treba shvatiti kao operator &iji

1/2

Je jiterirani operator {(1+ 2\ ] Jjednak 1+ %82 o

7. Za nalaZenje veze 1zmedJu E i D pretpostavimo da je
funkcija £ proizvoljan broj puta d1ferenciaab11na. Tada imamo

Ef(x) = £(x+h) = £(x) + he'(x) + %—lf"(x) +oeee
tj.

Ef(x) = 1£(x) + hDE(X) + 37 2f(x) +oaee

= (1+hD + ‘,3—,132 + ) E(X)

eth(x) ’
odakle zakljuiujemo da vaZi

2 3
E:‘hD i D=ﬁlog(1+A)=%(A--A2—*'%-‘---)o

8. Kako je Jf(x) = B/2%2(x) - 5 /28(x) 1 B=e"D,

§ - gt/2 L gl/2  D/2 _ gohD/2 =23h'}';2' .
S1i&no, “ '

Jh= 1/2(84/2 +571/2) —en— hD

9, E—(l Y DR, R v V2+ .« .
16. ( +%82)1/2 =i'+—8 - —'54+ .l- .

11. E1/2=1+-2-5+-il;5+} .
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6.2.5. Néwtonove interpolacione formule

Primenom ra¥una konad&nih razlika mogu se izvesti razli-
élte 1nterpolaclone formule u ekvidistantnim &vorovima. U ovom

odelaku daéemo samo Newtonove 1nterpolac10ne formule.‘
Neka je funkcija f data na [a,b] parovima vrednosti—
(X s y) s gde je fi= £(x,) i x=x *kh (k<0,1,...,n).

Za dati skup podataka moée se formirati tablica konaé-
nih razlika. Na s1.2.5.1 data je tablica formlrana prlmenom ope-

ratora A .

0 ol e,
x £ —_— I\Azf — o \éf
- ‘f — 2:$-+£?f —— 11—
x3 3~ pr. — 2 ~__
x f
4 4
S1.2.5.1
X-X,
Neka je x= x,* ph (0£p£n) , tj. p= . Kako Jje
+00
'_l
= (1 + A)p =
k=0
imamo Co o !
+00 n
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tj'
n
(2.5.1)  f(x, +ph) = Z (B) & £, + R (£330,
7 k=0 ‘ ‘

gde je ostatak R = Rn(f3x), s obzirom na jedinstvenost alge-
barskih polinoma, isti kao ked Lagrange ove interpolacione for-
mule, tj.

R (£3x) = -(% p(p-1)... (p-n) B4y,

gde je 5 tadka iz intervala (xo,xn).

Polinem
- n
(2.5.2) ) = ) (B)As, (pb = x-x,),
k=0

dobijen na ovaj nadin, nsziva se prvi Newton ov inmterpolacioni
polinom, Primetime da se ovaj polinom mo%e definisati i rekur-
zivno pomoéu '

Pex) = B ()« (B)Ar,  (k=1,...,m),

polazeéi od Po(x) =f,.

Polinom (2.5.2) se moZe predstaviti i u razvijenom
obliku

: -1 2 =1 )e0e -n+l n,
Pn(x)=f°+pAf°+L(épl—)-Af’f...+2(P——L-—(p———znl A
t3.

2

Afo fo
Pn(x) =f + T(x-xo) +-2—”?(x-xo)(x-xl) + oo

o

Nt '
h.n(x-xc,) (=% Jooo (x—x, ;).

+

Prvi Newtonov interpolacioni polinom se koristi u slu-
dajevima kada se interpolacija izvedi na podetku intervala, tj.
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u okolini taZke x,. Ako.se koristi za pribliZno izralunava-

nje vrednosti funkeije f za x<x, kaZemo da se radi o ekstra-
polaciji funkcije.
Formirajmo sada tablicu konadnih razlika, koristeéi se

operatorom ¥ (sl. 2.5.2).

n-4 -4 . -
£ .7 TRl e, T
%—3 n-3% — n-2 —
>an 2 >V3 1
- ~q2 n= 4
x v Bl vk 4
n-2 n-2 — n-1 —_3 — n
/an 1 v
- _— n
x,, T ~«¢¢
- n-1 n
_—'"n
Xn n
Sl. 2.5.2
. ) X- X
Neka je x=x + ph( 04£-p<n), tj. p=1'1_n . kako je
, +®
- a-9)7P - Z -nE( P
k=0
dobi jamo
+® . .
- X [-p\_k;
£(x,+ ph) -1* (P)v'e,
k=0
+Q0
= p(ptl)...(p+k-1)
y K! kan *
=0

Za f(xn+ph) Zeato se koristi oznaka fn+p'

Koristeéi se razlikama zakl ju®no sa redom n, na osnovu
poslednje jednakosti dobijamo drugu Newtonovu interpolacionu
formulu

+1 p(p+l)...(ptn-1) P
p_(x)= £+ put, + DL Frp o oo ¢ B Vo
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tjn : : p : s e : [

v, fr,_ o
Pn(x) = fn+ T(x-xn) + m(x_xn) (x-xn_l) t b
n
fn
nih®

+

(x-X,) (X=X 1) oee(X~%y),

pri %emu se ostatak moZe izraziti u obliku
hn+1
+

B,(23%) = 1amyy PeL) e () £ AE ) (g, x) .

Primer 2.5.1. Nadjimo prvi i drugi Newtonov interpolacioni po-
linom za skup podataka {(x,,f)}={(-1,-3),(0,-5), (1,1), (2,21}
Na osnovu tablice, formirane pomoéu operatora 4,
£ ae, e, Bt

Xy K

-1 (:) s
o -5 @ ®

1
2 21

20

’
(

nalazimo prvi Newtonov interpolacioni polinom

Py(x)= =3 + (-2) (x+1) + F(x+1) (x-0) + £r(x+1) (x-0) (x-1)

= x3+ 4x2+ Xx-5.
Primetimo da su gaokruZeni elementi u tablici kori$éeni za kon-
strukeiju ovog polinoma. ‘

S obzirom da Jje

‘ \ 2 222, o A2 36 - Adp
Ve = £ = e 1= Afy s V= BT = Afy oy VIE= ATy 50
zakl judujemo da nije potrebno formirati tablicu pomoéu operatora
¥V, jer je identilna sa prethodno dobijenom tablicom, u kojoj
treba samo izvr¥iti pomeranje indeksa. Drugi Newtonov interpo-

lacioni polinom ima oblik

Py (x) = 21+ 20(x-2) + (x-2) (x-1) + £r(x-2) (x-1) (x-0) .
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Na kraju prouéimo kako se sludajna gredka u vrednosti
funkcije u nekom od interpolacionih évbrova manifestuje u tab-
lici kona&nih razlika. Neka je, na: primer, umesto vrednosti fk
uzeta vrednost fk+ €. Tablica dobijena primenom operstora
data je na 8l1.2.5.3.

AL
? k-4 2

KTy

A fk_4+§
£ o+E
k-3 -
Af, .+ NE__o=3E
‘ k-1 . k-2 da -
x, B He e, -2¢ , she, ,ree
Afk-€ Afk-l+36

ot
k+2
X3 Tius [ I
» st
Bfkes3
Ties Toea
S1. 2.5.3

Na osnovu ove tablice, moZemo zakljuditi da gre3ka ko-
ja se pojavila u vrednosti fk ¢ini pogre3nim razlike

AT, 1» AL,

’

R, o, e, B,

Stavise, greska u razlici A'f (i=0,1,...,m) Jje (?)(-1)15-

k-m+i
Znajuéi ovaj zsekon rasprcstiranja gredke u tablici kona&-

nih razlika moguéno je, u nekim gludajevima, naéi izvor greike,

a seamim tim i otkloniti ovu gresku(videti [3]).

Sa numeridkog stenovifta Newtonovi interpolacioni polino-
mi nisu narodito pogodni, pa se u praksi koriste uglavnom inter—
polacioni polinomi sa centralnim razlikama.
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6.2,6. Interpolacione formule sa centralnim razlikama

U ovom odeljku razmotriéemo jednu opstu klasu interpo-
lacionih formula, koja kao partikularne sludajeve sadrii New-
tonove interpolacione formule.

Neka Jje funkcija f tabelirans na skupu tadaka
Gm=={xo-mh,...,x0-2h,x°—h,xo,x°+h,x°+2h,...,x°+mh} ’
gde je m fiksiran prirodan broj i h=const > O. Sa fk oznadimo
vrednost funkcije u t'aékiv X = x°+k.h(k = 0yxlye0eytl).

Tablicu koja sadrZi sve moguéne razlike(diference) fun-
kcije f na gkupu Gy nazivadéemo centralnom tablicom razlika(di-
ferenci). Tako na skupu 65 imamo centralnu tablicu prednjih

razlika _
5 f3 s 2
X 5 f_2 At I f»_3 3f
-2 A2 Kl sz
x £ o6°F INES
Y -2 Or 3 »r
N
x £ 1 2 -2 pe -3 $r
0 o ’ -1 3 -2 A5 -3
af, 2 NEy o f2
X £ N E Nf
1 1 o 3 1
Af1 2 L J"‘c'
X iy t, Afy
X3 I3
81.2.6.1
ili centralnu tablicu centralnih razlika
b4 £
3 T3 g
X, f_o -5/2  §2,
Y -2 3
x_q £ 1 -3/2 82f N -3/2 84-
. £, sz g2 $tap e, S12 g6
(o} o $¢ o 83f o 85t o
x, 1 1/2 52f1 5 1/2 g, 1/2
§r o £ 1
x £ 3/2 §2¢ § 2/2
2 2 &f 2
x £ 5/2
] 3
51.2.6.2
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Imajuéi u vidu jednakosti

Ark=v Erfk..v f

k+r , Afk STE/2¢ =d‘rfk+r/2 (r=1,2,...),

vidimo da se iz tabllce prednjih razliks lako dolazi do tablice
zadnjih razlika, ili tablice centralnlh razlika, prostim pome-
ranjem indeksa.

Ako uvedemo smenu x=x_ +ph i stavimo fpéf(x), prva New- .
tonova interpolaciona formula (2.5.1) se mo¥e predstaviti u ob-
liku

2.6.1)  £,=2,+ (D)agg+ (B)AFr, + (B) Pt v .nn
a pomoéu operatora centralne razlike u obliku-
=t (E)‘ffl/z + (’é\‘szf_l * (13))33%/2'* es e

Posmatrajmo opdti &lan (g)zﬂfo u formuli (2,6.1). Medju-

sobnim mnoZenjem jednakosti o
p+l p . q _ Ade _ AQ+1l..
(5) - (q+1‘ q+l\ 1 By T By = 85
dobijamo
P\ @a P\ @ _ (p+1\ g+l q+1
(q)Afkﬂ' (Q)Afk ) (<1+1)‘3 Tk~ q+l) fic

tie

(2.6.2) '(g) Mgy o+ (qm Al (3) Se, -(Eii) Aq+1fk .

Poslednjoj Jjednakosti moZe se pridruziti dijagram,

/ v quf kl\ (ﬁiﬂ

koji se naziva romboidni dijagram, Smisao ovog pridruZivanja
Jé da se kretanjem od krajnjeg levog do krajnjeg desnog teme-
na romba p» bilo kojoj grani(gornjoj ili donjoj) uz usputno
‘"tezinsko" sabiranje velicina na koje nailazimo dobija isti
rezultat, Clan koji uzimamo u zbir formiramo na-sledeéi nadin:
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Ako kreéuéi se po grani romboidnog dijagrama naidjemo na di-
ferencu dolazeéi po uzlaznoj(silaznoj) putanji, tada tu dife-
rencu mnozimo binomnim koeficijentom koji se nalazi ispod
(iznad) te putanje..Tako putanji

de  (p+l

At )

(&1
e " \&*”fk'

. P\ .4 p+1\ g+l
odgovara zbir (q\ AL, + (q+1\ N fk .
0d opisanih rombova moguéno je sastaviti romboidnu mre-
7u(8le2.603)e A ‘
Osim uzlaznih i silaznih putanja mogu se formirati i

horizontalne putanje, na primer,
. P e
1, afy, (2\ N ST

Ako se kreéemo po takvoj putanji &lan koji se uzima u zbir jed-
nak je proizvodu odgovarajuéeg ¥lana na koji se naidje na puta-
nji i aritmetike sredine &lanova iznad i ispod njega. Tako za
prethodno navedenu putanju imamo.zbir

boegs )+ 3 [(0)+ (PY)]ago + 3 (D) Pep el o

Svakoj putanji u romboidnoj mreZi odgovara jedna inter-
polaciona formula. Prvoj Newtonovoj formuli odgovara putanja

(2.6.3) fo 1] Afo ') Azfo [ A3f°’ L .
Sa numerifkog stanovista, za interpolaciju funkcije u
tadki x, pogodne su interpolacione formule koje koriste infor-

maciju o vrednostima funkcije u interpolacionim &vorovima koji
se nalaze, kako ispred, tako i iza vrednosti x, 3to nije bio

sludaj sa Newtonovim formulama.
U dajlem tekstu dajemo pregled vaZnijih interpolacionih

formula:
1°‘Prvn Newtonovova interpolaciona formula odgovara puta-

nji (2.6.3) i data je pomoéu (2.6.1).
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:\,)/ / \\l/ \z\z/e\nl/l_\\// =

“ + 0 1
- a & N, — Pai N

,;m/xwzsyaw/\//sy\

. [T h_.f
.A S~

\/>/>/$7\/>7\/

B g B Mg B Ny 2 N,y ~—

NSNS NS NSNS N

SNVANANANVANAWA
‘/\/\/\/\/\/\/\

/ \/

Sl, 2.6.3
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2° Druga Newtonova interpolaciona formula odgovara pu-

tanji

£,0 BEq, L 5, KF 5, ...

i deta je pomoéu

£, = £, + (D)agy+ (P3Y) B2 p+ (P52) Wt + nn

Primetimo da jé ovde drugi Newtonov polinom konstruisan u ta¥-
ki x,, ane ux kaou odel jku 6.2.5.

3% prva Gaussova interpolaciona formula‘odgovara putanji

2
£y M, BTy NE_ 1, B 5, oo
i data je pomodu , : .

£,= 2o+ (D)azy+ (B)e g+ (P3h)A0e_ i+ (Pp) bt ot oot

4° Druga Gaussova interpolaciona forgglg odgovara puta=
nji . ‘
£, AE_y , P, Mo, 1 o, ...
i moZe se predstaviti u obliku

e £or (Blorye (3 ey (P9 Re e () ebeye e

5° Stirliggova interpolaciona formula odgovara putanji

£or (B)s Ky, (P3Y), Ae,,y .o
i shodno ranije datim pravilima moZe se predstaviti u obliku
£5= %ot sz +az)(F)+ 33+ (B)0Pe |
FRPe e Bep () D) () e e

Primetimo da se Stirlingova formula dobija kao aritmetilka sre-
dina prve i druge Gaussove interpolacione formule.

0 2 : »
6~ Besselova interpolaciona formula odgovara horizon-

talnoj putanji

1, a8z, (B), ey, (P3Y), ...
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i ima oblik
_1 ‘ 1l,/p p-1 1;.2 2 o}
fp' (f,* £1)+ ?((l\+( 1 ))Afo +(Af 4 fo)(Z)

P3P+ (B Py + Bate,r M p () -ee

Na sl. 2.6.4 navedene su putanje ovih interpolacionih

formila.

Druga Newtonova formula

Prva Newtonova formula

Prva Gaussova formula

Druga Gaussova formula

::::;><:::::::::>*<::::::::::, Besselova formula
<::::::::::><::::::::::x<::::: Stirlingova formula

»

Sl. 2.6.4

Za interpolaciju funkcijé najée8de se koriste Stirling-
ova i Besselova formula. Stirlingova formula se koristi kada
je |p| £0.25, a Besselova kada je 0.25 4|p| £ 0.75.

6.2.7. Rermiteova interpolacija

U ovom odeljku obradiéemo jedan opStiji interpolacioni
problem. Naime, neka su za. funkciju f:[a,ﬁ]a-R u interpolacio-
nim &vorovima xi(i=0,1,...,m)‘poznate sledeée vrednosti:

S (k.-1) :
f(xi)’ f,(xi)i eeey I + (xi) (i=0’1’°°',m)'
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Neka je brdj podataka o funkciji f jednak n+i, tj.
n+1==ko«&k1«+~--+km. Broj ki se naziva viSestrukost interpo-

lacionog ¢vors X, .

Posmatraéemo sada samo interpolaciju algebarskim polino-
nima, koja je poznata kao Hermite ova interpolacija. S obzirom
na broj datih podataka o funkciji f, Hermite ov interpoiacioni

polinom, u opStem slucaju, bile

R n
Hn(x) =a +aX + .. +aX .

Koeficijente,ai(i=0,l,...,n) odredjujemo resSavanjem sis-

tema linearnih jednadina
(20701) HI(IJ)(xi> ,= f(J)(xi) (i=0,l,...,m; ,j=0’l,1..,ki"l)-

Teorema 2,7.l. Sistem jednaina (2.7.1) ima jedinstveno reSenje.

Dokaz. Za dokaz ovog tvrdjenja dovoljno je pokazati da

homogeni sistem jednalina -

(2.7.2) Héj)(xi) = O‘ (i=0,1,.00,m; j=o’1""’ki—l)

ima samo trivijalno reéehje a; =0 (i=0,1,¢04yn), tJ. Hn(x) 0.

U posmatranom sludaju, iz (2.7.2) sleduje da je xivnule
polinoma Hn visestrukosti najmanje ki’ §to znadi da zbir vise-
strukosti svih nula polinoma Hn nije manji'od n¥1(=k0+kl+'--¥km)-
Kako je, medjutim, Hn polinom stepena n, zakljudujemo da on mora
biti identidki. jednsk nuli, éime‘jé dokaz zavrsen.

S obzirom da reSavanje sistema linearnih jednadina (2.7.1)

moZe biti vrlo komplikovano, to se za konstrukeciju Hermite ovog

interpolacionog polinoma najcedée koristi jedan metod zasnovan
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na primeni Lagrange ove interpolaé¢ije, koji ukljuduje hslove
(2.7.1). Na osnovu prethodne teoreme polinom koji se na ovaj
nadin dobija predstavlja HermiteOV'interpolaéioni polinom.

Tlustrovaéemo ovaj metod na jednom primeru.

Primer 2.7.1. Neadjimo Hermite ov interpolacioni polinom za funk-

ciju f 8ije su vrednosti date u tabeli

x 0 1 2
£f(x) | -1 1.9
£(x) | -1 3

"' (x) 10

Kako je dato Sest podataka, interpolacioni polinom, u op-

gtem sludaju, biée petog stepena. Potra¥imo ga u obliku

(247.3) Hg(x) = Po(x) + x(x-1)(x-2)Hy(x),

gde Jje P2 Lagrange ov interpolacioni polinom formiran na osnovu

vrednosti funkcije f u tackama x=0, x=1, x=2, tJ.

PoGo) = (-1) (EELMGER) |, Ge0)Ge2) 5 Grood(end)
T2 T a-0)2) T (2-0¥(2-1)

5x2 -x-1,

a H2 ze sada nepoznat polinom ne visSeg stepena od dva. Diferen-

ciranjem (2.7.3) dobijamo

HZ(x) = 6x~ 1+ (3x%-6x +2) Hy(x) + x(x-1)(x-2)H5(x),
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odakle, s obzirom na Hé(o) =f7(0)=-1 i Hé(l) =£"(1) =3, sleduje
Hy(0) =0 i Hy(1)=2.

Kako je, dalje,
H"(x) 6+6(x—1)H2(x) + (6% —12x+4)H2(x) +x(x- 1)(x—2)H (x)

H"(O) £"(0) = 10 dobijamo H2(O) 1.
Primenimo sada isti postupak na odredjivanje polinoma H2 ,
na osnovu podataka

H2(0)=O, H2(1)=2 ; B5(0)=1.

Dakle, imamo
Hy(x) =Py (x) + x(x-1)a (a=H (x))

gde je

P(x) o.X=1 , 5. X= 0 . 2x.
0-1 1-0

Ako stavimo x =0 u jednakost HJ’_(x) =2+ (2x-1)a nalazimo

a=1, Teda je Hz(x) =x2 +x i
Hs(x) = x5,—2x4 - x +5x2—x -1.
Sledeéa teorema daje ocenu greske kod Hermite ove inter-
polacije. '

Teorema 2.7.2. Neka £&€C™*[a,b) i x;efa,b] (i=0,1,.4.,m). Tada
postoji ¥€(a,b) takvo da je

1
(2.7.4) R,(£3%) = £(x) - H (x) = Mﬂ a(x),
(n+1)!

gde je

k k k
.ﬂn(x) = (x-xo) o(x—xl) 1,,, (x_xn> m .
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Dokaz. Slidno kao u dokazu teoreme 2.2.2, uvedimo pomoé-

nu funkciju F sa
F(x) = f(x) - Hn(x) - Kniln(x).

Neka je X proizvoljna tadka iz fa,b] i takva da se ne po-

klapa ni ssa jednim od interpolacionih évorova,xi(i=0,1,...,m).

Pomoéna funkcija F ima nule u tackama KXo XgseeesXp éiji je
red visestrukosti najmanje ko,kl,...,km respektivno. Konstantu Kn
odrediéemo iz uslova da funkcija F ima nulu i u tadki X. Ovakva

konstanta egzistira, s obzirom da je Jln(i) # 0, i iznosi

2.7.5) Ky = o~ 20O
(2.7. = .
n Q)
n
Na osnovu Rolle ove teoreme, izvod F’ ima bar m nula koje

se nalaze izmedju nula funkcije F., S druge strane, funkecija F’

y Ciji Je red viZestrukosti naj-

ims nule u tadkama Xg9XpseeesXy

manje ko-l,kl-l,...,km—l respektivno. Dakle, broj nula funkecije
F’ na [},B] je najmanje n+1 ( =(ko—l)+(kl-l)+--'+(km-l)+m ), pri
demu se viSestruka nula uzima onoliko puta koliki je njen red
visSestrukosti. .

Kako je H™()=0 1 ()< (na1)1, 12 FO)g)- 0
sleduje

i f(n+1)§§2"

n (n+1)!

8to zajedno sa (2.7.5) daje
_ _ p(n+l) 5
£(x) = B (%) + =—0) o ().
: (n+1)! n

S obzirom da je X proizvoljna tadka ig [a;ﬁ], dockaz teore-

me je zavrien,
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sa k0=kl= =km=2 (n+l = 2m+2), (2.7.4) se svodi na

. o(2m+2)
Rn(f;x) = ;_E.—(El w(:c)2 ’
(2m+2)!

gde je W definisano pomoéu (2.2,3). U ovom sludaju Hermite ov

interpolacioni polinom moZe se izraziti eksplicitno pomodéu

m m
Hn(x) = Z Ui(x)f(xi) + z Vi(x)f'(xi) ’
i=o '

=
gde su
U (1) = (1 255 (g ) (x - %)) Ly (x)?
v, (x) = (x-xi)Li(x)?,
L, (x) - —8&__

(x - %) wixg)

46.2.8. Pronyeva interpolacija

Neka je funkcija f data na skupu ekvidistantnih tadaka
parov:.ma vrednosti {(xk,fk)‘] KO, 1yee0s2n-1" Kako je X, - X, 5=
he const(k=1,...,20-1), smENOm X=X, +Xkh, dati skup podataka
mo¥emo zameniti skupom {(k fk)} Kk=0,1,e00,20-1"

Postavimo :Lnterpolacionl problem
(2.8.1) Pe)=£,  (k=0,1,..042 n—l),

sa

D) = 60y (k) 4 CpPp () + ae + CFp () )
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gde ;]e ‘P reSenje linearne diferencne Jednaélne reda n sa kon-
s'l:a.ntm.m koeflci;]entlma

(2.8.2) Y(k+n) + a L PEn=1) + o0+ az‘P(k+1) + al‘P(k) =0,

S. Obzirom na (2.8.1)’ iz(2.8.2) z& k- 0,1,...,11—1 810-
duje sistem jednadins
foay+fj8s+eee+f qa =~

rlai+’£2a’2+... + rnan ='fn+1’

(2.8.3) :

rn_la1+ tnaa"' esest. f2n_2an- "fan_l .

Ako je determinanta

To Iy eee fng

5h % fn |

: £0,
j"n-I n r2:1-2

redavanjem sistema jedna&ina (2 8.3) nalazimo koefici;jente a8y
(i=1yeeeyn) i na taj nadin dobijamo diferencnu jednadinu (2.8.2).

Odredjivanjem korena rj,Tpjyess Ty karakteristidne Jjedns&ine

n n-1 :
r+ar +dee +a21-+-a1=0,

nalazimo partikularna reéen‘jé dif'ere_ncne Jednadine \Pl’\PE’“"‘Pn
(videti odeljak 1.3.1). Ovim se postavljeni interpolacioni pro-
blem svodi na linearan problem. Naime, konstante Cj,Cpye«.sCp

ge mogu odrediti, na primer, iz sistema ’vlinearnih jednadina
(2.8.4)  C1F (k) +Cofo(k) + aue + O P (K) = £y (k=0,1,. ¢4 n-1).

Najzad, imajuéi u vidu smenu x=x_ +kh, dobijamo interpo-
lacionu funkeiju ’
" X-X

@(;) - '\P(x——fcrd)- CL&PI (_"15—0)+ Czkpa(ijé) +eee+C \P (?—)
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kojom je interpoliran skup podateka {(:;-.]‘,r]';)}k= Oplyesey2n-l®
Ovekva interpolacija nosi naziv Pronyeva(ekspomencijalna) in-
terpolacija( [4#]). Problemi vezani za egzistenciju interpola-
cione funkcije izlaze iz okvira ove knjige. _

Jedan interesantan prilaz u odredjivaenju funkcije ¢ dat
Je u. \:5] .
Primer 2.8.1. Za skup podataka

k 0 1 2 3 4 5 6 7

xz, O 05 1 15 2 2.5 3 3.5
£, 8 2 4 0 -3 -5 -7.75.-10.375

sistem Jjednad&ina (2.8.3) bosta;je
8a, + 2a‘.2+l|-a3 + 06.4 =3,
2a1 + #a2 +Oa3-'- 3a4_ = 5,
ka, + Oa,- 533 -58, = 7.75,
Oe, - 3a,-585-7.758)=10.375,
odakle Je 8y=83= 0.25, ay= o, 8, = -1.5. Kako se karskteristi-
&na jednadina
| £t - 1,527 +0.2502 + 0.25 = 0,
moine predstaviti w obliku
(£-1)%(x? + 0.5r + 0.25) = 0

imamo r1=r2=1, r3’4=1]'=_(—1:|;i\/3') ra Jje

-‘P(k) =Cy +Ck + 2'k(0'3cos étgg + Cyein 217&) .
Najzaed, iz (2.8.4) sleduje
6 18 o _16 o __ 592
o =d G- BL 058, G, 29y3.
pe Je traZfena interpolaciona funkcija data sa

P(x) = f(2x) = %(%' 63x .+ 41'x(c09 %—’5- - %sin-;— )_) .
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69%,1, Osmovmi ‘po;jmovi

Neka je funkcija f: [n,b] » R data skupom parova vredne-
sti (x.‘l’f:l) (3 =0y1ye00,m), gde je fjif(xj). Razmotriéemo
problem aproksimacije funkcije f, linearnom aproksimacionem
funkcijoa(videti edeljak 6.1.2) :

o
$(x) = Plxia yeeerny) = Z a; G ()
1=0

pri demu Jje m> n . Postupajuéi kao kod imterpolscije, u ovem
sludaju, delazimo de tzv. preodredjenog sistema jedns&ina

' n
(3.1.1) Z aitbi(xj) = fj (,j = O,l,f.o,l’ﬂ),
=0

koji, u epitem sludaju, nema redenje, tj. sve jednaline sis-
tema (3.1l.1) ne mogu biti istovremeno zadovoljene,

Ako definisemo é‘n pomodéu

n ‘
(3.1.2) gn(x) = f(_X) - Z‘iéj_(x) ’
=0 .
moguée je traiiti "redenje" sistema (3.1.1) takvo da Je
(3.1.3) W8, = minfl,
]
gde Je

%) Ze m=n imsmo imterpolaciju.

309
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(P -<;\$n(x5>\’>l/r | ‘(ral).

Jednskost (3.1.3) daje kriterijum za odredjivanje para-
metara 8 98)9000y8 U sproksimacionej funkciji ¢ . Veli&inu
“ 8;“1, » keja uvek egzistira, nszivamo velidinom najbolje spro-
ksimacije u £F, Optimalne vrednosti parsmetsra 'ai'-:i (i=o0,
lyeeeyn) u smiglu (3.1.3) daju majbelju LT aproksimacionu fun-

keiju . : .
v (ﬁ* n. . - Lo
(x) = :i(ﬁ.(x). _
Najledée se, u praksi, uzima:
m
1° re1, “gn“l = Z \Sn(xj)\ ~ ( najbolja £ sprok-
: - J=o ,
simacija);

1 1/2
2° ra=2, n S-n “2’= (; ‘ gn‘(xj )2> - (srednje-kvadratna
=0
sproksimacija); | .

3% p. +09, | “Snn o = . ;;ia;; lgn(x;j)l ' (éébiéeVIjgva

mini-mex aproksimacija).

Anglogno prethodnom, moée_' se razmatrati problem ngjbo-
lje aproksimacije funkcije f u prostoru Lr(a,b). Ovde je

’\lén‘\l‘r -(9&@1‘-)1& | (Lér<sm)

“Sn“m = a:xa:b ‘ Sn(X)| t

Uvedjenjem tefinske funkcije p:‘[n,b]'-b R* moke se rezma-
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trati opdtiji sludaj srednje-kvadratnih aproksimecija, pri
¢emu su odgovarajuée norme za diskretan i kontinualan slu-
daj date sa

G2y Vialz =Wz

1/2
p(x;) 8n<xj>2>

=0
i .

b 2 1/2
.1.5) |81l = Hsnﬂg’p=<gp(x) $_(x) )
respektivao.

Primer 3,1,1., Funkeciju x = £(x) = xl/ 3 sproksimirajmo funkci-
Jom x> (x) = 8, +&;X u prostoru
1° 1to,1) ; 2° 12(0,1) ; 3° L®(0,1).
- Ovde - je é\l(x) =x/3 . 8, - a)x (0£x41).
1° Najbolju Ll(O,l) aproksimaciju dobijamo minimizeci-
Jom norme

1
“6‘1“1 = S\xl/3-ao-alx dax .

o
38, o .
Kgko je —= = -1 i —= = -x, optimalne vrednosti parameta-
a da
(-] 1 _
ra a i @, odredjujemo iz sistema jednadina
1
S sgn&l(x)dx =0,
2 .
(3.1.6) 1
stgn Sl(X)dx = 0.
o .

S obzirom da se moZe uzeti da 81 menja znak na [0,1] u talkama
x i x2(videti 8l1.3.1.1), to se sistem jednadina (3.1.6) svodi
na sistem
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X, =X, = i 2. X 2_1
27%172 ¢ %X 2° 27
odakle sleduje x, = 1 i x,= 3

J 1° 12 27

Dakle, problem odredjivanja najbolje Ll(O,l) aproksimaci-
je se svodi na interpolacioni problem, tj. na odredjivanje inter-

polacionog polinoma ¢* koji zadovoljava uslove

3 3
o*(1/4) = £{1/4) = /‘% i ¢*(3/4)=£(3/4) = //% .

Prema tome, imamo .

3 3
o% (x) = 5=(/3 = 1)x + -2171(3- V/3) n 0.55720x +0.49066.

2

y ' y=0* (x)
. Y Y=ot (x) //
: v=£(x)
v=f(x Y
¥s
o % X1 X o 1 X
Sl. 3.1.1 sl. 3.1.2
2° Neka je
2 %173 2
I(ayray) = F8llo - = £(x -a_-a, x) “dx.

Tada iz uslova
1

3T _ _ 1/3_. _ -
3= = 2 [(x a alx)dx =0,
0
3T 1 1/3 |
3o = -2 [x(x -ao-alx)dx=0, b

1 0
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sleduje

1 1 1
8 * Eal=% ' 28 * 331;’

ti. a,= Eo =; )y 8 = El = % . Dakle, najbolja srednje-kvadratna

aproksimacija Jje data sa
o+ (x) =% + X $0.42857 + 0.64286x .

5° Za odredjivenje najbolje mini-max aproksimacije isko-
ristiéemo sledeéi prost geometrijski postupak, Kroz krajnje ta-
éke krive y=f£(x) = x1/3 (0 £x £1) postavimo sedicu, a zatim
tangentu krive koja je paralelna sa ovom sedicom (videti sl.
3.1.2), Odgovarajuée jednadine ovih pravih su redom

y=y5-x i ysyt=x+%lz.

Nije tedko zakljuditi da Jje traZena najbolja mini-max aproksima-
cija data sa -

¥ (x) = 3(yg +7,) = x + -‘/93 gx +0.19245,

pri &emu je velléina najbolje aproks:n.maci:je lcg “ -g’l Prime-
timo da Jje

81(05 - -8,(3/9 = 8 =8,

.U skladu sa prethodrim moi_emd tretirati opsti sludaj
aproksimacije u normiraenim prostorima. Na primer, neka je X
Banach ov prestor sa mormom || . l. U prostoru X uodimo sistem
linearno nezavisnih elemenata B={¢o,¢l. ...,cbn} i pomoéu
njih obrazujme podprostor X = L(B)(1lineal nad B). Za fiksno
fe X posmatrajmo velidinu

A(f’¢) = “f—é“’
n

gde fe X, tj. o) -; ¢;P; (c;€R). Neka je, dalje,
. =0
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Ap(f) = inf A(£,4).
N eX_
Element é*e X, za koji je Ah(f) = |f -3l nazivamo elementom
najbolje aproksimacije za f u podprostoru X, & velidinua (£)
veliéinom najbolje aproksimacije.

6.%,2., Srednje-kvadratna aproksimacija -

U ovom odeljku razmatraéemo problem srednje~kvadratne
aprokslmaciae funkeije f: [a,b]= R pomoéu linearne aproksima-
cione funkcije

n

@(I) = Z aiéi(x) ’
=0

gde je { } sistem linearno nezavzsmh funkcija iz prostora
L (a,b), u kome je skalarni proizvod uveden pomoéu

b
(t,0)= (plor(exax  (£,8e1%(s,b)),
a
gde je p:f[a,b]~> R* data tefinska funkeija.

Koristedi se oznakama i rezultatima iz prethodnog odelj-
ka, za dobijanje najbolje srednje-kvedratne &proksimaci;je ze £,
zekljudujemo da je potrebno minimizirati normu (3.1.5) Po para-
metrima a;(i=0,1,.04yn).

. 2 .
Ako stavimo I(ags8yyeesqay) =HJLH = (8n,€h),,tada iz

b n :
3%‘3- 2 Sp(x)(f(x)—‘Zaiéi(x))(-éd(x))dh0 (§20,1,++40)
a =0

sleduje sistem jednadina za odredjivanje sproksimacionih para-
* metara

n .
Z(‘bis@;j)ai = (f,¢d) (;l=0,1,...,n) .
=0 .

Ovaj sistem se mo¥e predstaviti i u matridnom obliku
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- -

(8508,) @158 ov @400 | [a] [ct,8,)

: (¢O 961) (‘.‘blr¢1) (@n, 4’1) 9-1 (-f1 @1)
(3.2.1) . . = .

_(QO’QH) (él’én) (@n’ Qn)J a _(f’én) | .

Matrica ovog sistema je posznata kao Gramova matrica. MoZe se
. pokazati da Je ova matrica regularna ako je sistem funkcija
{@i} linearno nezavisan, $to znadi da u tom sludaju postoji
Jjedinstveno resSenje datog aproksimacionog problema.

Sistem jednadina (3.2.1) se moZe jednostavno rediti
ako Je sistem funkcija{@i} ortogonalan. Naime, tada matrica
ovog sistema postaje dijegonslna pa su resSenja sistema data

- (£,8,)
(3.2.2) 8y =iy = —t

(i= O,l,ouo’n)o

PokaZimo sada da pri ovako izabranim parasmetrima a;
(i=0,1lye00yn) funkcija I, zaista dostiZe minimum., Naime, ka-
ko je
5 ,
2
3;?3{; = 28y,0,) = 218,12 &

gde Je Skj Kroneckerova delta, imemo

n
2a.
%1 = 2 Z 1, 1%a82 > o,
is0o '

%to dokazuje pomenuto tvrdjenje.

Dekle, najbolje srednje-kvedretna aproksimacija funkeigje
£ na podprostoru X, = L(P 4Pyse0+18,), gde Je {¢;] ortogonalan
gistem funkeija, data je sa

' n
(£,9;)
Fx) = )y —ds.(x).
| AT |
Jedna vaina klasa srednje-kvadratnih eproksimacija je

aproksimacija algebarskim polinomima. U tom sludaju ortogonai—
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nu bazu podprostora xn konstruiSemo Gram-Schmidtovim postup-
kom ortogonalizacije, polazeéi, na primer, od prirodne baze
10%, %% ¢ o0 ,x®} ( videti odeljak 2.1.4).

Primer 3.,2,1. Za funkciju x+f£(x)=|x| na segmentu {-1,1] odredi-
mo u gkupu polinoma ne viSeg stepena od treéeg najbolju srednje-
kvedratnu aproksimaciju sa tefinskom funkecijom xh#p(x)=(l-x2)5/%

Sistem ortogonalnih polinoma sa ovom teZinskom funkcijom
konstruisan je u primeru l.4.1(odeljak 2.1.4), pri &emu je

d® =1, () =x, Hx)=xP-}, x)=x7-¢x

byt = \BE LU0 -, ot - § BE 150 - BE .

Kako Jje

(£,8,) =8 » (£,8))=0, (£,8;) =37, (£,8;)=0,
na osnovu (3.2.2) dobijamo

16 128
8 m-=— , 8., =0, a,= a, =0

(o) 51(, ] 1 ] 2 35.’/E ] 3 ]
8to znadi da je trafens aproksimacija data sa

$'x) a L& 4 128(22_ 1y = 0,14551509 + 1.1641047x
15K 35%

Primetimo da je ova funkcija takodje najbolja aproksimecija i
u skupu polinoma ne viseg stepena od dva.

Primedba 3.2.1l. Za velidinu najbolje sredn.]e-kvad.ratne aprok-
simacije lako se moZe dokazati formula

n
Iz-812 = )£)2 -k}; 22 18,12

gde su koeficijenti Ei(i=0,l,...,n) odredjeni formulom (3.2.2).

Primer 3.2.2. U skupu polinoma ne viSeg stepena od prvog, naj-
bolja srednje-kvadratna aproksimacija za funkeiju x+»sinx na
segmentu {0, 7%/2] sa teZinom p(x) =1 je
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* 1
$(x) = ,Jt'z(a’r' 24) + '455(96 - 247)x.

Ukoliko se za teZinsku funkciju uzme p(x) = x dobija se

* 1 1
¢ (x) = }3(384 - 1207%) + 1-CE(aatm“- 1152).

6:3.3, Ekonomizacija stepenih redova

Kao 3t0o je napomenuto u odeljku 1l.%.2 za izradunavanje
vrednosti funkeija vrlo 8esto se koriste polinomski razvoji.
Ra primer, ako funkeija f na segmentu [-1,1] ima razvoj

r(x)-ao+alx+a2x2+ cee o
tada se za izradunavanje vrednosti ove funkcije na segmentu

(-1,1] moZe, sa odredjenom tadnoXéu, koristiti polinom

(3.3.1) P (x)= a°+alx+a2x2+ vee + anxn.

Postupak ekonomizacije stepenih redova, koji potile od
Lanczosa, sastoli se u snifavanju stepena polinoma (3.3.1) uz
neznatno povedanje grelke, s izvodi se vrlo jednostavno uz ko-
riséenje ortogonalnih polinoma. NajSeZée se koriste Cebievlje-
vi 1 Legendreovi polinomi.

Razmotriéemo ekonomizaciju pomoéu CebiSevljevih polinome
T, (k= 0y1y...). Kako su

To(x) =1, B () =z, Tp(x) = 2x®-1, 1,(x) = 42’ - 3x,
T, (x) = 8x*' - 8x° +1, Tg(x) = 16x7 - 20x° + 5x ,

1 (x) = 32x° - 48x"* + 18x2-1, T, (x) = 64x/-112%° +56%0- 7x,

itd., moguéno Je izraziti algebarske stepene xk(k= Oylyeee) pPO-
moéu CebiZevljevih polinoma na sledeéi nadin '

1 =T, ,x=0, a5 +T,), x3-,1;(3ml+m5),

£t = %(3To+ 425+ Ty ), X0 = 113(10’.131+ 515 + T5) .
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6 1 ' L7
x .35(10m0+ 15T,+ 6T4+T6), x'=a at(35ml+21£u3+7cn5+m,7),

itd. Pomoéu ovih formula polinom (3.3.1) se moZe predstaviti
u obliku

(303.2) Pn(x) = cOTO + clml + eee t+ C T

Oznadimo sa J skup svih algebarskih polinoma ne viseg
stepena od m. Uzimajucl samo prV1h n+l(m <n) &lanova u razvoju
(343.2) dobijamo polinom

(3.303) Qm(x)' c T +°1T1 + eee + cme,
koji predsbavlja eproksimaciju za'Pn u- skupu g;.

S obzirom da éebiéevljevi polinomi zadovoljavaju nejed-
nakost \Tk(x)|él.(lxlé1), za greSku aproksimacije vaZi

\Pn(x)-Qm(x)\ é|cm+];\ + e + |cn\  (Ixl £1).

Navedeni postupak sproksimacije naziva se Lanczosova
ekonomizacija. Slededa teorema daje odgovor ne pitanje o kak-
voj se aproksimaciji radi.

Teorema 3,3, 1. Polinom Qm, odredjen sa (3.3.3) predstavlja u
skupu J najboldu srednde—kvadratnu aproksimaciju sa teZins-
kom .f.unkc:.;Jom p(x) = (l-x ) 1/2 za polinom P na segmentu B1,1].

. Dokaz. Ako stavimo _

l
(1,8 = S(l-x2> £(x)g(x)ax,
-1
na osnovu (3.3.,2), vidimo da za koerlcldente u razvoju (3¢343)
vaii
(Pn,Tk) a ck(Tk,mk) (k=0,1,000ym),

odskle, uporedjivanjem sa (3.2.2), sleduje tvrdjenje teoreme.

Na osnovu dokazane teoreme zakljuéujemo da Jje

o Su-x?) Ecr (x)-p(x))2ex - 3(1 x2) 2 (P ()0, (x))%ax.
pe?

U daljem tekstu navodimo dva primera.
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Primer 3.%.1. Postupkom ekonomizacije aproksimirajmo :’:Hx6(lld£1)
pomodéu polinoma ne viseg stepena od dva. Keko je x6- 312(10’1‘0 +

15'1‘2 +6TQ+T6), odsecanjem poslednja dva élana dobijamo polinom
Qz(x) - %g + %2(2::2 -1)= %er - % , pri &emu je apsolutna gredka
manja od 3%, tj. vafi lxs- Qa(x)lé 322( |x|£1).

Na osnovu razvoja po Legendreovim polinomima(srednje-

kvadratna aproksimacija sa teZinom p(x)=1), dobija se slede-
éa sproksimacija

<5~ %P°+%%P2-?x.2-v-£2r (1x} £1)

sa apsolutnom gredkom ne veéom od EBT‘ Primetimo da je u ovom
sludaju udinjena veéa_greéka, Jer je §8I>3’Zz « U primeru 3.5.2
(odeljak 6.3.5) videdemo da postoji polinom drugog stepena za
koji Je ova grefks JoS manja, tadnije madeno najmanja.

Primer 3,3,2. Posmatrajmo aproksimaciju funkcije xv o* Taylor-
ovim polinomom petog stepena, tJ.
4 1
X~ P5_(x) = 1+X+ %xa +%x3 + 211'-_:: + mx5 .

Za gredku ove aproksimacije, na segmentu [-1,1) vaZi ocens

ex, 6
|B5(x)] - | ¥ - Pg(x)| = 2-72%5'— < w5 £ 0.0038
g obzirom da O& (0,1). Razvojem polinoma Pg po Gebisevlijevim

polinomima dobijamo
21 1 . 1 1
P5(x) '%]fTo + TQ%TI + F-éTQ + Z%ITB"'E?TH- + 1555 T5 ’
odakle, odsecanjem poslednja dva &lana, sleduje
Q5(x) = gh5(382 + 383 x + 208x° +68x7),.
pri demu za ukupnu gresku aproksimacije vg‘z’i

e* - a5(x)| < ri5+ Tho+ T @ 0+0095  (IxI41).
Primedba 3.3.1l. Ako bismo funkeiju x> e* na segmentu [-1,1] di-
rektno sproksimirali srednje-~kvadratnom aproksimacijom sa te-
finom p(x) = (l-xz)'l/z, polinomom treéeg stepena dobili bismo
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eX ~ 1.266066 T, + 1.130318T; +0.271495T, + 0.044337 Ty

- 0.99459L + 0.997307x + 0.542990x° + 0,177348%° ,

Naime, koeficijenti u ovom razvoju su dati pomoéu

(ex,Tk) o 1 lg(l-'xa)-l/z o*1. (x)dx = 1 =,éec:os OcoskOdO
1

(1) AP ] B uq} 4

ak =

td.
%’Iou) , a-k=2Ik(1) (k=1,2,3),

gde su I modifikovane Besselove funkcije prve vrste(videti,
ng primer, [2] ). ;

6.3.4, Diskretna srednje-kvadratna aproksimacija

U prethodnim odeljcima proudavali smo problem najbolje
aproksimacije funkcija u prostoru Lz(a,b). Sada éemo razmatrati
jedan partikularni sludaj problema, sa kojim smo zapoleli uvod-
pi odeljak 6.3.1. Naime, neka je funkcija £:[a,b]*R data na
skupu perovs vrednosti {(xj’fj)};j-O,l,...,m , gde Je £ if(xd).
Razmotriéemo problem najbolje aproksimacije ove funkeije, line-
arnom aproksimacionom funkcijom

n

P(x) = 12 a;9; (x) (n<m),
=0

u smislu minimizseije norme (3.1.4), gde je p: [a,b]-)R"' data
te¥inska funkcija i 8n definisano pomoéu (3.1.2).

Ako uvedemo matridnu notaciju

b (x)) $1(xg) +ee E(x,)] £, ] (8, ]
Qo(xl) él(xl) in(xl) _ fl ‘ a8,
L= . v Pl W E = |
L‘;o(xm) i’l(xm) én(xm)_ Lfm‘ A anJ
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->

P=diaa(p(xo),p(xl),.-..p(ﬁ)), vV=F-1xa ’

kvedrat norme, definisane pomoéu (3.1l.4), se moZe predstaviti
u obliku

2 2 & 2

I8,1° - 18,5 = ;pcxd>sn<xd> - @D T
=0

Na osnovu

38, 1°

3ai

n
6ai

dobijamo tzv. normalni sistem jedna&ina

g ad |
= -2; p(xd)gn(xd) _'S'dl =0 (i=0,l,...,n)
=0 )

m

Z px8 (x8i(x) = 0 (1=0,1,...00)

J=0 ‘
za odredjivemje parametara ai(iaso,l,...,n).VShodno uvedenim
oznskama, poslednjli sistem jednadine se mofe predstaviti u mat-
riénom obliku

xTP? = 0,
tJ.
(3ettal) I'PX? = XUFY.
Primetimo da se normalni sistem jednadina (3.4.1) dobija

iz preodredjenog sistema jednadina (3.1.1), predstavljenog u

mabridnom obliku
x;-?’v

Jjednostavnim mnoZfenjem matricom XTP sa leve strane,

Dijagonalna matrica P, koja se naziva teZinskom matricom,
ima smismo takav da se vrednostima funkeije f, sa veéom tadnol-
éu dodeljuju veée teZine p(xa). Cesto se, medjutim, uzima da je
P jediniéna matrica reda m+l. U tom sludaju (3.4.1) se svodi na

(304.2) XTX2= XT?Q .

Vektor trafenih koeficijenata 8 odredjujemo iz (3:%4.1),
odnosno (3.4.2). Na primer, iz (3.4.1) sleduje

T = (T 1TTF,
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U sludaju da Je sistem bazisnih funkcija izebran kao
Qi_(x)-xi(i-o,l,...,n) imamo ‘

-l xo eee x:q
n
= |1 X xn |.
n
1 x n |

Posmatrani sludaj diskretne srednje-kvadratne aproksima-
cije vrlo desto se naziva metod najmanjih kvedrata.

Primer 3.4,1. Metodom najmanjih kvadrata nadjimo parametre' 8, i
g, u aproksimacionoj funkciji $(x) = 8,+8;X za sledeéi skup par-
ova (xd,fd): o '
{(2.1,2.5),(1.9,3.2), (4.2,4.5),(6.1,6.0)} .

Uzmimo da je teZinske matrica P jednska jediniénoj matrici.

Mnofenjem preodredjenog sistema jednacina

-

1 1. 2.5
1 1.9 _[ao] - 3.2
1 42 | |ay| |45
1 6.l 6.0 |

P 1 1 1 17
matricom X = 1.1 1.9 4.2 6.1 sa leve strene dolazimo de

normalnog sistema jednadina

[4 133 ][e, 16.2]
[13.3 59.67 | |ay| |6#.33]°

odekle je o
s,] 1 [59.67 -13.3 ] [16.2J 1.7974591
ay| 57 |33 4 |lew.33] |o.ermusso |
Dakle, $(x) % 1.797 +0.677x .

Primer 3.4,2. Neka su rezultati merenja velidina x i f dati u
tabell :
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xﬂ 4.48 | 4,98 | 5.60 | 6.11 | 6.62 | /.42
b ¢ 4,15 | 1.95 | 1.31 { 1.03 | O.74 | 0.63

Za aproksimaciju funkcije f pretpostavimo aproksimacionu funk-
1

ciju u obliku Y(x) -l | mada uvodjenjem smene Yix) = !

a +a8.x
(0] 1
metodom najmanjih kvadrata nalazimo ¢ (x)s 0.468x-1.843, odekle
Je
P(x) o 1 .
0.4681! - 1.84‘3

Primedba 3.4.1. Sistem funkeija {tbi} moguéno je ortogonalizi'rati
Gram-Schmidtovim postupkom, tako Je matrica normalnog sistema

Jednadina dijagonalna,

.6,1.5. 8ebifevljeva mini-max aproksimacija

U ovonm odeljku datemo osnovne rezultate koji se odnose
na mini-max aproksimaciju funkcije fe C{a,b) algebarskim poli-
nomima. Dobar deo ovih rezultata moZe se preneti i na opStije
tipove aproksimacionih funkeija.

Sa ‘[Pn oznad¢imo skup svih algebarskih polinoma ne viseg
stepena od n. Pred nama se postavlja problem odredjivanja poli-
noma P = P:l(ég)n), koji minimizira normu “f'Pn“oo , koju &esto
nazivamo uniformnom normom. Naime, treba rediti sledeéi mini-
max problem

m:Ln ( max |£(x)-P (x)‘) max | f£(x) - P*(x)\

P ] J a&x<b a<x&b

Teorema 3.5.1(Weierstrassz. Ako fe Cla,b], tada za svako £>0
postoji prirodan broj n i polinom Pne 931 takav da je, za svako

Xe [a,b],

|£(x)-P v(x)\é €.

Teorema 3.5.,2. Polinom P Je najbolja mini-max aproksimacija za
fe ¢la,b] u skupu 9) ako i samo ako na \a,b] postoje n+2 tadke
Xy9KygeeesXy (X < xl< ces X 1), takve da je
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(3.5.1) 8;(,"1:) =~ 8;(xk+1) = 180, >

pri demu ;je S;(x) = f(x) - P;(x).

Dokaz egzistencije i jedinstvenosti polinoma P; moZe se
naéi, na primer, u [6) . Koristeéi se teoremom 3.5.1, moie se
dokazati da “8:1“& - 0, kada n=+m.

Ako za neki polinom n-tog stepena postoje n+2 talke sa
svojstvom (3.5.1) kafemo da ima éebiéevljevu alternansu za f.
Ako je €, = (-l)k+l, svojstvo (3.5.1) se moZe izraziti u obliku

. (3.5.2) S:I(XO) +8k8;(xk) = o (k = 1’ .oo’n";l).
Primer 3,5.1. Neka je xl—)f(x):xn"'l(\xlgl) i neka je

n+l
§,(x) = x™* - B (x),
n 3
gde je Pn(x) = Z aixl. Kako iz uslova Tn+1(x) = CcOS [(n+l)arccosx]
1=0

=+1, sleduje x, = -cos L= (k=0y1y400yn+l), pri demu je ~-l=Xx,<
k n+l (o]

<X7< eee <X =1, zakljudujemo da na [—1,1] postoje n+2 taéke

n+l
u kojima je T, (%) = (-1)PH* (k=0,1,...,041).

Ako stavimo S%(x) = =T (x), vidimo da e |8 (x)| 4 L
2

n+l on

(ixl£l) i da Sz(xk.) =§(-1)Il“k+l zadovoljava (3.5.2).
Na osnovu prethodnog i teoreme 3.5.2 zakljudujemo da se

najbolji mini-max polinom P; za funkeciju xef£(x) = xn+1( Ix14 1)
mo%e dobiti iz jednakosti '

n+l % 1
X - P (x) =§Tn+l(x) .

Bakle,
e n+l 1
Pn(x)ax - ;Tm_l(x).

U specijalnom sludaju, za n=1,2,3 imamo

x2~P*1(x)=-]£‘, xBNP’é(x)=%x, x4~P;(x)=x2-%.
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Primetimo da se kod aproksimacije funkcije xk#xn+l(hd41)
u skupu Jn’ mini-max aprok31maclgom i srednje-kvadratnom aprok-

simacijom sa teZinom (1 x2)-1 , dobijaju isti aproksimacioni
polinomi. .
Primer 3.5.2. U skupu J edredimo najbolju mini-max eproksima-~

ciju za xf£(x)=x (\x\él) Za odredjivanje koeficijenata po-
. linoma najbolje mini-max aproksimacije P2(x)= a, +a;x + a2x2,

potrebno je naci n+2=4 tadke xo'xl’x2’x3’ takve da je
(3:5.3)  8(x;)=-85(x)) = 83(xy) = - 85(x) = 10,
gde su S;(x) = x6-P;(x) i A=“S;“m = ‘xn\nzni |8;(x)\ .

Zbog simetrije problema moZe se uzeti a) = 0, a za tadke
xk(k 0,1,2,3), na prlmer, '=-t,xl 0, x2=t x3-1, gde je t
(0<t<1) tadka u kojoj 8 dostiZe ekstremnu vrednost. Dakle,
t je pozitivan koren jednaclne 61:5- 2a2t =0,

[
Kako je, na osnovu (3.5.3),
= t6- (8.0 + a2t2) =‘.a0 + 8.2 - 1’

lako na1a21mo 32-1 1 a_ = - %;. Prema tome, najbolja mini-max
aprokslmaclaa za x+x° (1x\€1l) u skupu J2 je

P;(x)=x --\g ,

pri demu je velidina najbolje aproksimacije(maksimalno odstu-

panje) a= W8I, = @'a 0.19245. .

Primer 3.,5.3. Istim postupkom kao u prethodnom primeru, nalazi
se najbolji mini-max polinom u skupu Jﬁ2 za funkciju xwf(x)=\x|
(\xl<1), P;(x) =1/8+ x2, pri demu je A= \\f-P; “oo =1/8,

Oslanjajuéi se na teoremu 3+5.2 konstruisu se algoritmi
za odredjivanje najbolje mini-max aproksimacije date funkcije,
Jedan od najprikladnijih algoritema je Rémésov algoritam. Jedna
iarijanta Rémésovog algoritma se moZe iskazati na sledeéi na-
éin:

1° Izabere se skup od n+2 sukcesivne tacke Xor1XyeeeosXy g
sa segmenta [a b] i odrede se koeficijenti polinoma P i veli-

Gina E tako da je
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(3-,5.4) f(xk)-Pn(xk)=(-1)kE | (k=0,1y000,n+l).

 2° Na [a,b] se odredi skup od n+2 tadke RoaRyaeeesk o
u kojima Sn(x)=.f(x)-Pn(x) ima sukcesivne lokalne ekstremume
sa alternativnim znacima, ukljudujuéi u ovaj skup tadku u ko-
Jjod veli&ina \Sn(x)\ ima najveéu vrednost na [g,b].

3° Za unapred zadatu taénost € proveravaju se uslovi
| %) - %, |<€ (k=0,1,...,n+1). Ukoliko bar jedan od ovih uslova
nije zadovoljen uzima se xk:=ik (k==Q,l,...,n+1) i prelazi na
1°. U sluéaju da su pomenuti uslovi ispunjeni, algoritam se
zavrsava i polinom P, se uzima kao najbolja mini-max aproksi-
macija P;.

S obzirom da se teorema 3.5.2 0 éebiéevljevoj alternan-
si moZe formulisati i za neke opStije tipove aproksimacionih
funkeija, kakve su, na primer, linearna aproksimaciona funkci-
ja i racionalna aproksimaciona funkcija, #émésov algoritam se
moZe primeniti i u tim sludajevima. Primetimo da u sludaju ka-
da imamo nelinearnu aproksimacionu funkciju, sistem jednadina
(3.5.4) postaje nelinearan i obidéno se tada reSava metodom New-
ton-Kantorovida. Pri ovome se po metodu Newton-Kantorovida, u
cilju skraéivanja numeridkog rada, najdeSée izvodi samo neko-
liko prvih koraka.

Vrlo desto se za nalaZenje mini-max aproksimacije, pro-
blem zamenjuje odgovarajuéim diskretnim mini-max problemom.
Naime, segment [a,b] se zamenjuje diskretnim skupom tadaka
Ima {xo,xl,...,xm'} , gde- Jje m»n. Neka je aproksimaciona funk-
cija linearna, tj.

P(x) = aoéo(x)-ralél(x)-+...-+aﬂ@n(x).

Mini-max problem

£(x) - :Z:;aiéil(xk)‘) = max f(x};) - iaiéi(xk)l

min( max
o 1=0

s zk<m
ay

o<ksm

mo¥e se zameniti ekvivalentnim problemom:
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Naéi min w

pod ogranidenjima

n .
w o+ 8.9, (x.) 2 £(x)
‘ 1Z=<:) i*ivk k

n (k=0y1y000ym)s
W - Z aiQi(Xk) 2 -f(xk) .

i=o

Dobijeni problem linearnog programiranja, moZe se reSi-
ti primenom simplex metoda na dualni problem( [_7]):

m "
Naéi max( Z (sk - tk)f(xk)>
k=0 :
pod ogranidenjima

m
Z (sk+tk) £1,
k=0

m
(Sk-tk) Qi(xk) = 0 (i= 0,‘1,...,n),
k=0

B2 0y t 2 0  (k=0y1y40.,m).

O nekim algoritamskim modifikacijama za reSavanje pos-

lednjeg problema moZe se naéi u ‘_8], dok se o aproksimaciji
pomoéu racionalnih funkcija moZe se naéi u radu [9] .




10.
11.
12,
13.

14.

15.

16.
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T.l. NUMERICKO DIFERENCIRANJE

7.1.1, Osnovni pojmovi

U ovom poglavlju razmatramo problem numeridkog diferen-
ciranja funkcije f:[a,b] = R, za koju pretpostavljamo da je
dovoljan broj puta diferencigjabilna.

Potreba za numerilkim difernciranjem javlja se u slede-
éim sludajevima:

1° Kada su vrednosti funkcije poznate samo na diskret-
nom skupu tadaka iz[?;b], tj. kada je funkcija f data tabelar-
no; '

2° Kada Je analitidki izraz za f dosta komplikovan.

Numerilko diferenciranje zasniva se na aproksimaciji
funkcije £ funkcijom @ na [a,b], a zatim se $ diferencira od-
redjeni broj puta. Dakle, na osnovu

£(x) ~ $(x) (a g x4&b),
imamo
£E) (xy ~ ¢ (x) (agxsbd; k1,2,...).

Za funkciju P se najledée uzimaju algebarski interpo-
lacioni polinomi, & obzirom da se oni jednostavno diferenci-

raju.
Neka je d interpolacioni polinom n-tog stepena,.tj.
$(x) = B (x).
Ako Jje poznata gredka Rn(f;x) u jednakosti
(1.1.1) £(x) = P,(x) + R, (f;x) (a £x &£Db),

moguée je oceniti gredku i u formuli za diferenciranjé,“Naime,

331
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iz (1.1.1) sleduje

@ (x) = p{(x) + REV(£5%) (a & x &)

Za red izvoda ima smisla uzeti k< n.

Napomenimo da numerilko diferenciranje ima manju tad-

nost od interpolacije.

7.1.2{ Formﬁl'e za‘ numeriéko d‘i'ferenciran,je

Neka su poznate vrednosti funkcije f na skupu ekvidis-
tantnih tadaka {xo,xl, ...,xm}c[a,b], sa korakom h. bakle, neka
Je , :

T, B £(x) = £(x + kh) (k=0,1,...,m).

Na skupu {xi’xiﬂ.’ P ’xi+n} . {0 4£14£m-n) konstruidimo

prvi Newtonov interpolacioni polinom

. p(p-1) A2 p(p-1) (p=2) A3,
Pn(x) fi+ pAfi + 5T A £, 0+ 37 TN

4+ s e 4 p(p-l)ﬁ'(p-n"'l) Anfi ,

tj'

2 3 .2
Pn(x)= £, + pAf; + 21§2 A?fi + EL:;%LJ;EE n?fi

(1.2.1) , a_n(n-l) n-1, ..,
P 4_(5_)';’ * n

+ s v+ Ar,
n! i

X~ xi

gde 'je' pP=

dapP_ (x)
S obzirom da je P (x)= fli n

-, diferenciranjem jed-

nakosti (1.,2.1) dobijamo

' 2
- - 6p+ 2
(1.2.2) Fyo) = §(heye B pley ¢ IS ERT2 g v )
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Daljim diferenciranjem (1.2.2), dobijamo redom Pg, Pg,

itd. Na primer,

(1.2.3)  Pu(x) =;12 (Azfi + (p-]_)AB'fi P )

Umesto prvog Newtonovog interpolacionog polinoma mogu

se koristiti i ostali interpolacioni polinomi. Na primer, dife-
renciranjem Stirlingove formule

Po(x) = £, + (P)dpe; + %(f)‘ngi * (_p;l) Sps;

* % (p;1)84fi M

gde je x= x;+ ph, dobi jamo

| 0 5
Pp(x) = %(Er"fi + p&2e; + =L e, o 2570 P ) ,

2
1 [ 22 3 6p~-1 14 e
Ph(x) ‘h2<‘f £y + pdpe; + 2B dr s ) .
[} .
1 3 4 .
PR(x) = ;3-<6'}Lfi + ps £, + ) s
itad.
zZa xX= xi( = p=0) formule (1.2.2) i (1.2.3) se svode na
, 1 1 A2 i3 1t g
Pucry) = 5 (8r; - 3 8% v 3 g - v L A,fi);
i
' 1 2 ) 1l A4 -
Pa(xy) ‘F(Afi‘Afi"lefi )
SliZno, iz formula dobijenih na osnovu Stirlingove formu-
le sleduje ;

P['),(xi) = %(8Mfi - % JB”fi PR )’.
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. 1 [ g2 1 p4
Pn(xi)=;§(<§fi—ﬁ&fi+ ),

itd.
po formula za izvod funkcije u interpolacionim &vorovima
mo%e se doéi formalno primenom operatorskog racuna.

Kako Jje "D _E=1+A , imamo

D=%£o-g(1+A) =l(A-%A2 +-3-A3_%A4+...)

Dk = #{ch(l+l§)}k .

Za dobijanje razvoja operatora Dk po stepenima od A,
koristiéemo se stirlingovim brojevima prve vrste, koji se de-

finisu na sledeéi nadin:

Definicija 1.2.1. Koeficijenti Sék) u razvoju

to (k) -
(fog§1+x)2k Sn n
= T X hd
k! ; :

n=x : :
kxoji va%i za dovoljno malo X, nazivaju se Stirlingovi brojevi
prve vrste.

Umesto prethodne definicije moZe se uzeti i sledeca njoyg

ekvivalentna definicija.

Definicija 1.2.2. Koeficijenti Sék) u razvoju uop3tenog stepene

po algebarskim stepenima, tj.

. n. .
x(M o x(x-1)...(x-n+l) = Z ngk) £
K=

nazivaju se Stirlingovi brojevi prve vrste.

Primerl,2.l. Dokazademo da za Stirlingove brojeve Sék) vazi

rekurentna relacija

(1.2.4) s{¥) - SIS ns{) (k= 2,3, 000)
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Kako je x(n+l)- x(n)(x—n); zaista, iz

n+l n
ZS(E])_X = (X - n)-ZSr(lk)xk
k= ' k=1
n .
= nSrsl)x + Z (Sglk_l) - nSr(lk))xk + sr(ln)xn"'l

k=
sleduje (1.2.4), kao i jednakosti
(1) (1) : (n+1) (n)
.Sn"‘l = ‘-;1 Sn 1 S 1 S

U slededoj tabeli dati su Stirlingovi _broje#i prve vrs-

te: S(k) za n-%17.

& 1 2 3 4 5 6 7
1 1

2 -1 1

3 2 -3 1

4 -6 11 -6 1

5 24 . =50 35 -10 1

6 -120 274 -225 85  -15 1

7 720 -1764 1624 -735 175 . -21 1

Na osnovu definicije 1.2.1. imamo

o

(k) K Sl(ck{ K+l sé‘f’z K+2
+
Dk=1{ b + T B N7 A
tj.

2 _ k(k+2) (kt3) KD ...
=—{A AL, k3k+5 AS*2 _ 23(e23) pK23+ }




336 7. NUMERIZKO DIFERENCIRANJE I NUMERIZKA INTEGRACIJA

Dakle, formula za k-ti izvod u taéki'xi mo%e se predsta-
viti u obliku

k) Kk, _ 1 (pk ‘k Ak+l, . k(3k+ K+2p _ oo
£l (xi)gnfi'gf(bfi"zb‘ fi+_(%4_5lA £ ').
Ne primer, za k=1, imamo

[ . .

n-1
(1-205) f‘(xi) = %(Afi - % Azfi + % A‘jfi- e 4 '(‘_—1%1—_ Anfi)

!
+ Rn(f,xi) .

Ako T G.cn+1[a b}, gredka u poslednjo] formuli moZe se
predstav1t1 u obliku

(1.2.6) R (fixg) = S eV (B) (e lxy %))

primetimo da je kod interpolacionog polinoma R (£5%;)=0.

Primer 1.2.2. Na osnovu yrednosti funkcije x m» £(x)= x3—2x -5
u talkama x;= i(i=0,1,2,3,4) odrediéemo prva tri izvoda ove

funkcije u tadki x= o.

Formirajmo najpre tablicu A razlika uzimajuéi h=l :

2 3 4
x; £, AL, &L, K, 'y
0 -5

-1
1 -6 6
5 6
2 -1 12 0
17 6 ,
3 16 18
35
4 51 :

Tada je
' 1,2, ,1 1 :

£0) = AL, - 5 A°f 3A 4A4f°=-2,

" 2 3 11 |
gm0y = A22, - N2, + 3 abe, =0, £(0)=0r, - 3o = 6.
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Na osnmovu (1.2.5) i (1.2.6), za n=1,2,3 dobijamo res-
pektivno :

) = §(f - £) - B D ek <oxg),
.' 1 2 h2 m o
£Ux;) = gR(=385+ 4f5 9~ £3,0) *+ 5 I™(5)  (x;<8,<x;,,),
£(x;) = gp(-11£,+ 18F, 1 - 91, 2£, ,3)
n’ £YE) (x4 L Xym) e
! 3 i% 33 i+37°
Predjimo sada na nalaZenje'férmula za numeriéko diferen-

ciranje u interpolacionim &vorovima primencm operatora central-
ne razlike. 1 S

Kako je

D = % arsh %\ = % Izog[%(r+ (1+%d‘2)1/2] ,

tj.
2 a3 122 A5  2.2:2 o7
. 1 1 123 123352 ¢ ,
1.2.7 D= (:- § + 8§ - P ) ,
( h 223 T

odredjivanje Df; . primenom poslednje formule, nije moguéno

ako ne raspolaZemo sa vrednostima funkcije u sredisnim tadka-
ma izmedju interpolacionih &vorova, s obzirom da je

2541 25, ¥ e
§ J,+ £; = 80, 12)7 Timqu2) -

Medjutim, formula (1,2.7) mo¥e se uspedno primenifi‘ﬁa odredji-
vanje Dfi+(1/2), 8 obzirom:.da Jje

25+l 23
8 1) =R - 1)

Da bismo odredili Dfi samo na osnovu vrednosti funkecije
u interpolacionim évorovima, formulu (1.2.7) treba modifikovati.
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‘Naime, kako je M= (‘J. + %-6'2)1/2,, imamo

o2 (1+262) 12 wan §,

tj. .
2 03 2.,2 a5 12.52.22 4T
(1.2.8) D=%L(J-%—T—J +15fd‘ 21 2“.LJ' +)

Na osnovu poslednje formule dobijé se niz formula za

odredjivanje Df;. Naveddemo samo prve dve:

1° o, = %Mg_fi * "1(“")
| 1 . f
= (i fi) * )
gde Jje
n? ‘
r (D) = - 3 IS (x5 L ¥y LX)

2° vty = g(udr; - gudPE) ¢ ()

= yop(fiep * 8f3,q - BF; 1% £5 o) + rp(D),
gde'je
h4 v ,
0 =B fE) i <R <R

7a izradunavanje visih izvoda koristi se formula (1.2.7)
za izvode parnog reda-i formula (1.2.8) za izvode neparnog re-

da. Tako dobijamo

212141618'1 0
D =;z(5-m3+968-%65‘ r o8- )

3 _
D~ = 120

(-39 8T

q;vz
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ita.

Na kraju, dademo najprostiju formulu za aproksimeciju
drugog. izvoda, koja se u praksi najle3ée koristi. Ovu formulu
. dobijamo uzimajuéi samo prvi Zlan u razvoju za D2, tJ.

2, _ 1 a2, 1 K ‘ ,
D°F, = 3 Y £+ r(f),:r-:z(fi+1 20, + £: 1) + r(f),

1

. h2 w .
gde je r(f)=- 1z t (g) (xi-l< E < xi+l) .
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T.2.1. Uvodne napomene

Numeriéka integracija funkcija sastoji se u pribliZnom
izratunavanju odredjenih iptggrala na osnovu niza vrednosti pﬁd-
integralne funkcije po odredjenoj formuli.

Formule za numeri¥ko izra%unavanje jednoatrukih integrala
nazivaju se kvadraturne formule. Sliéno formule za dvostruke
integrale n821vaau se: kubaturne formule. U naSem izlaganju za-

drZademo se samo na kvadraturnim formulema.

Potreba za numeridkom integracijom javlja se u velikom

broju sluiajeva. Naime, Newton-Leibnitzova formula
b

(2.1.1) | Sf@Mx:ﬂm—NM,
a

gde je F primitivna funkcija za funkciju f, ne moéé se uvek us-

pedno primeniti*. Navedéemo neke od tih sludajeva:

1° Funkcija F se ne moZe predstaviti pomodéu konadnog bro-
ja elementarnih funkcija( na primer, kada je f(x)=e % ).

2° Primena formule (2.1.1) &esto dovodi do vrlo sloZenog
izraza, ¢ak i kod izrafunavanja integrala jedhostavnijih funkci-
ja; na primer '

3
_E‘.z - fgg’\/l_arl_ - %lorg(az-a+1) + -\;'? arctg -QQ_[%— .

~

*) Ako nije drugalije nagladeno smatrademo da je funkcija f ne-
prekidna na f[a,b].

~

340
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2% Kod integracije funkcija, &ije su vrednosti poznate
na diskretnom skupu tadska ( dobijene, na primer, eksperimental-
noj, nije moguéno primeniti formulu (2.1.1).

Veliki broj kvadraturnih formula ima oblik

b n
(2.1.2) § emax =z AL,
a k=0 :
gde je fk' f(xk) (egxo< ---<xnéb). Ako je X, =8 i xn=b, za formu—
lu (2.1.2) ka%emo da je zatvorenog tipa, dek u ostalim slula-
jevima kaZemo da je otvorenog tipa. Napomenimo da se za integra-
¢ciju diferencijabilnih funkecija koriste i formule u kojima se
pored vrednosti funkcije pojavljuju i vrednosti izvoda.
0d interesa su'i formule za izradunavanje integrala
b ‘
{ penrr(oax,
a
gde je x v p(x) data teZinska funkcija,
Jedan prost nalin za konstrukciju kvaedraturnih formula
zasniva se na primeni interpolacije. Formule dobijene na ovaj

nadin nazivaju se kvadraturne formule interpolacionog tipa.

' Neka su vrednosti funkcije £ u.datim tadkama xo,xl,;..,
xn(e[a,b]) rgdpm fo,fl,..‘.,fn',' tj..

fk 13 f(x (k‘o,l, . oo,n) .

K’
Na osnovu ovih podataka, moZemo konstruisati Legrangeov inter-
poiacioni'pdlinom ' ‘ '
n
Pl.l(x) = Z fk _“.)_(5)7__ ’
T (xex) Wixy)

gﬁe Je W(x) = (x-x,) (x=x7) - (x-x).
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rada je

b b
S,p(x)f(x)dx = S P(x)P, (x)dx + Rn+1(t),'
- 78 o N
tjo
(2.1.3) S p(x)£(x)dAx = Z AT, . R, (D),

k=0

‘gde smo atavili

S _P_(Z)_‘ﬂ_(l)__dx " (k=0,1,...,n).

x-xk)zu(xk)

U formuli (2.1.3), velidina Rn;l(f) naziva se ostatak kvadratur-
ne formule i predstavlja gresku koja se &ini zamenom integrala
kona¢nom sumom. Indeks n+l u ostatku oznalava da se integral

pribliZno izradunava na osnovu vrednosti podintegralne funkcije
u n+l tadaka,

Sa g) oznaélmo skup svih pollnoma ne viseg stepena od n.

Kako je za f(x)= xX (k=0 1,...,n), f(x)s P (x), imamo
n*l(x ) =0 | (kzO,l,f..,n),

odakle zakl judujemo da je formula (2.1. 3) tadna za svako fe.93
bez obzira na izbor interpolacionih évorova xk(kzo 1,...,n) i

u ovom sludaju kaZemo da formula (2 1.3) ima algebarskl stepen
tagnosti n.

Kao 3to éemo videti u odeljku o Gaussovim kvadraturnim
formulama, specijalnim izborom interpolacionih &vorova, algebar-
ski stepen tadnosti kvadraturne formule (2.1.3) moZe se povedati
najviSe na 2n+l. Ovo tvrdjenje je logino, s obzirom da imamo na
raspolaganju 2n+2 parametra (A,,x,(k=0,1,...,n)). Ovi paremetri

mogu se odrediti reSavanjem sistema nelinearnih jedna&ina
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n b »
Z Akx]’:Il = S p(x)xmdx (m=0,1,...,2n+l).
k=0 a . . :

Karavno, ovakav nadin je vrlo komplikovan, ¥ak i za relativno
malo n. ’

Ukoliko su interpolacioni &vorovi unapred fiksirani, te-
%2inski koeficijenti Ak(kzo,l,...,n) mogu se odrediti reSavanjem

sistema linearnih jednadina

n b
E: Akxg = S‘p(x)xmdx (m=0,1l,...,n).
k=o a

‘Ovaj metod se naziva metod neodredjenih koeficijenata.

Primer 2.1.1. Metodom neodredjenih koeficijenata nadjimo kvadra-
turnu formulu interpolacionog tipa

oh N
(2.1.4) Sf(x)dx = h(A L+ AT+ A L),

)
gde je f, = f(kh) (k=0,1,2). Ako stavimo f(x)=1,x,x° u (2.1.4)
dobi jamo

B(As* Ap* 4p) = 2n,

h(ha; + 2hA,) = 2n°,

2, . 2, 8,3

odakle sléduje A= % i Ay= A, ='%‘. Dakle,‘fofmula (2.1.4)
postaje '

2h :
Sf(x)dx e B(g v a4ty + £y,

o
Ova formula je dobro poznata iz standardnih kurseva matematitke
analize i naziva se Simpsonova formula.

7.2.2. Newton-Cotesove formule

U ovom odel jku izve3demo kvédraturne formule zatvorenog
tipa u kojima su interpolacioni &vorovi x = x * kh(k=0,1,...,n)}
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uzeti ekvidistantno sa korakom h= 2%5 .

Ako uvedemo smenu X- X = ph, imamo
(2.2.1) Cw(x) = (x—xo)(x-xl).,.(x-xn)
= W 1p(p-1)... (p-n)
; ‘ .
(2.2.2) w'(x) = (x —xo)...(xk;xk_l)(xk—xk+1);...(xk—xn) |
- hn(-l)n;kkf!(n-k)'! .

. Uvodjenjem oznake za uopsteni stepen x(s)zx(x-l)...(x-s+1
na osnovu (2.2.1), (2.2.2) i rezultata iz prethodnog odel jka do-

bijamo -
n n-k_(n+l) S
A = S (-1) P B ap (k=0,1,.+.,0),
(p-k) 1k! (n-k)!
tj.
a = (b-a)Hy (k=0,1,...,n),

gde smo stavili
{_l]n-k ny 2 (n+l) .
(202.3) Hk = Hk(n) = - (k SB__dp (k=o,1,.-.,n).
nln pt p-k
Koeficijenti H, u literaturi (videti na primer[11i{2]) po:

nati su kao Newton-Cotesovi koeficijenti, a odgovarajuée formule

Xn=b n .
(2.2.4) Sf(x)dx ¥ (b- a) z Hf(at+ k %) (kEN)

xoua - ) k=0 .
kao Newton-Cotesove formule.

Primedba 2.2.1. Z8 koefiéijente‘ﬁk vaze Jjednakosti

B = Hpp 1 Hy = 1.

e

',
]
o
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Razmotricemo sada dva partikularna sludaja.

a) Neka je n=1l. Tada je, na osnovu (2.2.3), Ho= H1= % pa

je odgovarajuéa Newton-Cotesova formula
b
(2.2.5) § emax = BRcrca) + £(0) + Ry(e).
R a ‘

. Ova formula je poznata kao trapezna formula ili trapezno pravilo.

Teorema 2.2.1. Ako fficz[a,ﬁ], za ostatak R,(f), u formuli (2.2.5),
va¥i

3
(2.2.6) Ry(£) = - 19i§1— £ (%)) (ad < b).

Dokaz. Definisimo funkeiju F:lo,b-a] ~ R, pomoéu

a+h
F) = (rxax - 3(f(a) + £(ah)).
a

Diferenciranjem ove funkcije sukcesivno dva puta dobijamo

P'n) = 3(f(ash) - £(a)) - B2/ (ash)
i

(2.2.7) F"(h) = - % £ (a+h) .

Kako je F(0)=0 i F{(0)= 0, .integracijom jedna&ine (2.2.7)

dobijamo ' :

n ,

Fn) = - Svt(h- t)£" (a+t)dt.
0

S obzirom da f € C2[a,b], primenom teoreme o srednjoj vrednosti

odred jenog integrala, poslednja jednakost se svodi na

h .
1 .. | n’
(2.2.8)  F(n) = - 3 £(a+ o) (t(n-tiat = - By pn(avenm),
’ 0
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gde je 0£9<1. Najzad, ako stavimo h=b-a, iz (2.2.8) sleduje

3
Ry(£) = F(b-a) = - BFBL eo(l))  (asky 40,

gime je dokaz zavr3en.

Promenom uslova za f moguémo je dobiti i druge ocene za
Rz(f). Navedéemo bez dokaza neke od tih rezultata(Eﬂ,{4],L5],[6]).

Teorema 2.2.2. Ako funkcija zadovoljava Lipschitzov uslov, tj.

£ - £l & Mix - (Vx,y€ [a,b]),

tada je

.
IRy(0)] & MO8 - L(ro) - £,
2V =y 4M

Teorema 2.2.3. Ako funkcija f zadovoljava,uslove|fix)-f%)0\éM\xﬂ
(¥ x,ye[a,5]) i £@) = £i(b) = 0, tada je

) 2
M(b-a) 1 (£f(b)- £(a))
‘RZ(f)\ é 24a . 2M b" a ¢

b) Pretpostavimo sada da je n=2. Tada na osnovu (2.2.3)
i (2.2.4), dobijamo kvadraturnu formulu

b _ o
(2.2.9) (enax « 22 (f(a+ AT EER) + £(0)) + Ry (),
‘ ' a

koja je poznata kao Simpsonova formula ili pravilo('videti pri-
mer 2.2.1.).

Teorema 2.2.4. Ako fec‘i{a,b], za ostatak Ry(f), u formuli
(2.2.9), vaZi

—a)% .
(2.2.10) Ry(f) = - 2281 £k, (aly<b).
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Dokaz. Sli¥no, kao u dokazu teoreme 2.2.1, definisimo
funkciju F:[-o,d] R, pomocu

c+h ‘
F(h) = Sf(x)dx - %(f(c-h) + 4f(c) + £(c+h)),
c-h

gde su c=a—;b- i<>(=£’-5g .

Uzeastopnim diferenciranjem funkcije F tri puta dobi jamo

F'(h) = %(f(c—h) - 2f(c) + f(cm))‘-%(r’(cm),- £{c-n)y,

() = - 3(elorm) - £lemh)) - Been (eom) + £7(eom)),

F™(h) = - %(f"'(c+h) - £"™(c-h)).
Kako je F(0) =0, F'(0)= 0, F"(0) = 0, redenje poslednje jed-
nadine mo¥emo predstaviti u obliku

h
ry = §30-02 B ety - £re-ta
o

odakle, kori3éenjem Lagrangeove teoreme, dovi jamo

r) = - 3 (t2m-0er onar  Clewi<n).,

NI

Najzad, primenom teoreme o srednjoj vrednosti odredjenih
integrala( fe C4[a,b]) i stavljanjem h=0= —b—éﬁ, iz poslednje
jednakosti sleduje (2.2.10), &ime je dokaz zavrsen,

Na osnovu prethodnih razmatranja zakljudujemo da je tra-
pezna formula tadna za svako fegbl, a da je Simpsonova formula
tadna za svako fe @3.

U daljem izlaganju dademo pregled Newton-Cotesovih for-

mula za n £8( videti[7],[8],[9]). Pri ovome
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koristimo

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7
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be .
oznake h;T" » fie= £(x) (k=0,1,...,n).

n=1l (trapezno pravilo)

X o s
h h wok oy

Sf(x)dx = B, ) - B e

x .

n=2 (Simpsonovo pravilo)

X2

. h b5
Sf(x)dx = B(frar 5y - B g5
%
n=3 (Simpsonovp pravilo %)

X - ’

5
(teoax = Fegsoey v o,0 09 - By
X, S S T
n=4 (Boole ovo pravilo)
5‘4 7 , .
2h v _8hl (6
S (x)dx = FH(T2,+ 320) + 128, + 3255+ 72,) - S0 2 (O)yp ),

\1

§ 2max = Fpa1or + 758+ s08,+ 5085+ 152, 19¢,)

%

7 ;
275h 6
- TH55 1% 55

n=6
Xg
S £(x)dx = 1%5(41fo+ 216F) + 27f,+ 272f5 + 27F, +216f;
(o]
S v agg - ‘1%’;0 f(8)(§6),5
n=7
X7

Sf(x) dx = pIBes(T51F + 35T7£) + 13258, + 29892+ 2969¢,

(¢]
8183h° (8)
+132385+ 35778, + T511,) - 514007 (%7)
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7) n=8
Xe -
S £(x)dx = T:—{17-§(989f0+ 5888f, « 928F,+ 10496€, - 45407,
X
[¢]

11
v 10496£, - 92874 + 58881+ 9897g) - Faoms £ 0Ny,

ade }-ke(xo,xk) (k=1,...,8).

U opstem sludaju ostatak Rﬁ+1(f) ima oblik( videti na pri-
mer [2],[9],[10])
(2.2.11) R, (0 = c " AE ) (x0, < xp),

gde je m= 2[2—]+ 3. Jednakost (2.2.11) ima smisla ukoliko funkei-
ja T€ cB-1 [_a,b] . ‘

Primedba 2.2.2. Za koeficijente Hk(n) u Newton-Cotesovoj formuli
za segment [0,1] , vate asimptotske formule( videti [9], [11])

| k-1 n ‘
L (L @Dt (; 1) )< < 1 ) feiot
Hk(n) k! (n—k) !nfogzn ¥t 5o 1+ O Z_O'gn} (14kén-1)

1
o =1 - 2 (4 Ol -

Na osnowvu pretﬂbdnog uoé&?amo da se formule znatno kompli-
kuju ukoliko je n vede. U praktiénim raéunahjima obiéno se kori-
sti Simpsonova formula(n=2), 8 obzirom da je relativno jednosta-
vna, a da pri tome dajetdosta zadovol javajuéu tadnost ukoliko je
h‘dovoljno malo. Uslov da h bude dovoljno malo moZe se -obezbedi-
ti podelom segmenta [a,b] na niz podsegmenata, o &emu de biti
redi u narednom odel jku. : ’

Primer 2,2,1. Primenimo Newton-Cotesove formule za n-= 1,;..,6
na pribli%no izrafunavanje integrala
1
A" dx
(292012) I = m- N
o
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gija je talna vrednost éng = 0.69314818...- Dobijene vrednosti
sredjene su u narednoj tabeli.

PribliZna vrednost za I

0.75
0.6944444
0.69375
0.6931745
0.6931629
0.69%148

O\ & N s

'

Primedba 2.2.3. Ako Newton-Cotesovu formulu za n= 6 predstavi-

mo u obliku

S £(x)dx = f%%{k42- 1)+ (210+6)F) + (42-15)F,+(252+20) 1,
X

o S .
+(@42-15)¢,+ (210f6)f5+,(42-1)fé} * Ro(f),

dobijamo tzv. Weddleovo pravilo

X .
6 \ o :
‘ 3h -
(2.2.13)  (teoaxs (e s 58+ £, 62,0 £,4 52,0 1) + Fy(n),
xo :
gde Jje
Ry(£) = - g £°F, + Ry(0),

tj.

| T o) ) on2e(BE 0y .
Rp(f) = - 17o0(10E 0 MNg) + 9L AEL))  (Fg,N6 € (Xgi%6))e

Primer 2.2.2. Primenom formule (2.2,13), na integral (2.2.12),

»dobijamo"I = Q.6931493,‘s obzirom da je

£, = 1.0000000, f; = 0.8571428, f, = 0.7500000,

£, = 0.6666666, f4 = 0.6000000, f5 = 0.5454545,

3
f6 = 0.5000000.
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7e2.%3+ UopStene kvadraturne formule

Kao 8to je napomenuto u prethodnom odeljku, da bismo tad-
nije izradunali vrednost integrala potrebno je podeliti segment
[a,b] na niz podsegmenata, a zatim na svakom od njih primeniti
neku od kvadraturnih formula. Na taj nadin dobijamo uopStene ili
kompozitne formule. U ovom odeljku razmotriéemo uopStene formule
dobijene na bazi trapezne i Simpsonove formule, kao i neke uop-
8tene kvadraturne formule otvorenog tipa.

Podelimo segment [a,b] na niz podsegmenata [%5_19%5]
(1=1,.¢0yn) tako da je x; =a+ih(i=0,1,...,n) i h= (b-a)/n.

Y 7’
y= f(x)
// ’
Xma X Xy X, Xo-1 xn=b X
sl. 2.3.1

Primenom trapezne formule na svaki od podsegmenata dobi-

Jjamo
b n Xi ‘n 5
(h h”,,
8f(x)dx = Z f(x)dx = Z (-Z-(fi_l*‘ fi) - ﬁf'(gi)) ’
a i= X, i=
tJ.
b 5 B
(2.3.1) Sf(x)dx =T, - & N’ £ (&),
a iﬁ

gde. su T, = Tn(f;h) = h( %fo + f1+ R + %f ) i

xi_].(r ‘5].. < xi (isl,...,n) .
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Teorema 2.%.1l. Ako rec? [a,b] vezi jednakost

3
2.3.2)  (reoax -1, = - L‘l’—;—%— (k) (al E<Lb).
n ) g .

Dokaz. Kako uslov f& Cz[a,b]_ obezbedjuje egzistenciju
takvog £ (a4 §<b) da je

A |
1 " "
E_Zr (&) = (9,

i=
ig (2.3.1) neposredno sleduje jednakost (2.3.2) .

Kvadraturna formula
b

( fax w1, (5m) (n=2)

a
naziva se uopStena trapezna formula.
Pretpostavimo sada da je h= %;15 , tJ. xi=a+ih(i=0,l,...,21

(videti sl. 2.3.2), a zatim na podsegmente Bxorxa) s eves [¥on-21%,

|y

y=f(x.)' . ’1/

|
I
1
1
|
|
1

e " *m-2  *on

Ssl. 2.3.2

primenimo Simpsonovu formulu. Na taj nadin dobijamo uopStenu
Simpsonovu formulu

b o
Sf(x)dx = 8 _(f3h) (=52,

a
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gde je

= * =h ---‘ ..
Sn ® Sp(fih) = g4fo+ 4(f + *fon-p) t 2L, '+fén—2)*-f2;}'

Teorema 2.3.2, Ako fe;c4[a,5] vazi jednakost
R .

B 5 ‘
f(x)dx ~ S_ = -.(M‘)Tf' (£) (alk <b),
aS | n 2880n |

Dokaz je slidan dokazu teoreme 2.%.1.

Dademo sada jednu uop3tenu kvadraturnu formulu otvore-
nog tipa koja se naziva pravilo srednje tadke, a kOJa se dobi-
Ja prlmenom elementarne formule

c+h
L Si’(x)dx € nr(e+ ).
Neka Je
M = M (f KB) = h(fl/2 f3/2 + e+ f(2n?l)/2)"

‘ ke _ . _
gde @B f(2k—l)/2 =.f(a+ %h) (kzl,...,n) 1 he % .
Teorema 2.3.3. Ako feC2[a,b] vazi

p 3
S emax - M =28 ey (as ko),
a 24n°

Iz teorema 2.3.1 i 2.3;3 sleduje ' .

Posledica 2.3,1. Ako ,fe‘C2[a,~b] i f"(x)20 na [a,b], tada Je

f(x)ax £ T .

u n

=
W~
D\/\U’

Sledeéa teorema se moZe izvesti kao specijalan sludaj
Jednog op3tijeg rezultata dobijenog u radu [12].
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Teorema 2.3.4. Neka je f dva puta diferencijabilna funkcija na
[a,b] sa ogranifenim drugim izvodom, tj. \f"(x)l 44 (Yxela,b)]).
Tada je : .

IN

b
1 : A b-a
f(x)dx -sz('l' +Mn)\ £ == (h = ).
\Sa n 48n n

Primer 2.3.l1. Primenom uop3tene trapezne i uopStene Simpsonove
formule izradunademo integral
1.2
S Vx dx,
l.o

¢ija je talna vrednost —32-((1.2) 3/2_ l) = 0.2096894,.. , ili zao-
krugl jena na 3est znalajnih cifara 0.209689 . Kod izradunavanja

koristicemo se tablicom vrednosti funkcije xH-f(x)=\xX

x 1.00 1.05 1.10 1.15 1.20

£(x) | 1.00000| 1.U2470| 1.04881| 1.07238| 1.09544

Imamo
T4 = 0.05{%-1.00000+ (1.02470+ 1.,04881 + 1.07238)

+ %.1 ,09544}= 0.2096805

S

0.05 . '
, = -ﬁ;-{l.ooooo+ 4(1.02470+ 1.,07278) + 2-1.C4881

. 1.09544} - 0.2096896,

j1i zaokrugljivanjem na Sest znafajnih cifara
Ty = 0.209680 i 5, = 0.209690,

pri &emu su odgovarajuée gredke 9-10'6 i 1:207".
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Ispitajmo sada kako utidu gredke zaokrugljivanja u
vrednostima fk’ na rezultat koji se dobija primenom uop3tene
trapezne i uop3tene Simpsonovq formule. Neka fk oznadava zao-
krugl jenu vrednost od fis tj. neka je odgovarajuéa greska zao-
krugl jivanja ey = fi .- - Sem toga, neka je \ek\ £E. Kako je

T (Fih) = T, (£;h)+ T (e;h) | (e(x)= F(x)- £(x)),

imamo
n-1
. \Tn('e;h)\ Z n(% e, | +Z ley ]+ %Ien\) 4nhE = (b-a)E.
k=

Ista granica za gre3ku se dobija i kod Simpsonove
formule. Naime, imamo

lsn(°if)\ S %{\e°\+ 4( lel\ oot ieZn-ll )
e 2legl o +Hlogpal) * loal}

é%{l + 4.% + 2(% -1) + 1}E = (b-a)E.

Kako su vrednosti funkcije f, u primeru 2.3.,1, zaokru-
gljene na 3est znadajnih cifara, tj. njihove apsolutne gredke
ne prelaze 5-10'6, za gredku kod izralunavanja sume T, vaZzi

ocena

6 6

T4(e;o.os)\ 4 (1.2 -1)-5107° = 1075,

Ista Jje granica i za ISz(e;0.0S)l .

Na kraju napomenimo da za velidine Tn’Mn’sn vazi jed-
nakost

Sp(fih) = 3 (T,(£;2h) + 2M (£;2h)),

. b-
gde Jje h= TE% .
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7.2.4. Gaussove kvadraturne formule

U ovom i narednom odel jku razmotriéemo kvadraturne formu-
le interpolacionog tipa sa najvidim algebarskim stepenom taZno-
sti. Posmatrademo opsti sludaj integracije sa teZinskom funkci-
jom.‘ Neime, posmatraéemo kvadraturnu formulu ' '

. b n
2a.)  (pofmax =) Kfx) + R (D).
a k=1

Kako u ovoj formuli imemo 2n nepoznatih parametara ( Agy
xk(kgl,...,n)), formula mo%e imati algebarski stepen ta¥nosti
najvise 2n-1, 3to znali da je Rn(f)= 0 za svako f € g)Zn—l' Takve
formule postoje i nazivaju se Gaussove kvadraturne formule.

Neka Jje {Qg‘kGEN ortogonalan niz polinoma na (a,b) sa

o] .
teZinskom funkcijom x + p(x).
Teorema 2.4.1. Interpolaciona kvadraturna formula (2.4.1) ima
algebarski stepen tanosti 2n-1, ako i samo ako su xk(kzl,...,n)
nule polinoma x ¥ Qn(x) . '

Dokaz. Neka su xk(k=l,...,n) nule polinoma Q, , koje su,
kao $to je poznato, realne, proste i leZe u (a,b). Neka je,
dal je, £ proizvoljan polinom iz - on-1° Keko se ovaj polinom
mo¥e predstaviti u obliku

(2.4.2) £(x) = Qn(x) un_l(x) + vn_l(x),
de su u iv, olinoxﬁi iz \CP imamo
& n-1 n-1 P n-1°"

b b b
(2.4.3) Sp(x)f(x)dx = Sp(x)Qn(x)un_l(x)dx + Sp(x)vn_i(’x)dx,
a a . a .

tj‘
b b
S p(x)f(x)dx = S p(x)v,_, (x)dx,
a a

s obzirom da je prvi integral na desnoj strani u .jednakoéti
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(2.4.3) jednak nuli zbog ortogonalnosti niza {Q .
{ g}kEENO

Primena kvadraturne formule (2.4.1) na desnu strénu_

poslednje jednakosti daje

b : n '
~ S p(x)f(x)dx = }; Akvn-l(xk) + Rn(vn_l).
a k=

Kako Jje, na oanvu(2.4.2), f(xk)= n_1(xk)(k=1,...,n) i kako je
Rn(vn_l) = 0 (Jjer je formula interpolacionog tipa), zakl juéuje-
mo da kvadraturna formula (2.4.1) ima algebarski stepen talnos-
ti‘2n-l.

DokaZimo sada obrnuto tvrdjenje. Neka kvadraturna formu-
la (2.4,1) ima algebarski stepen ta&nosti 2n-1. Pomodu Xy,...,

X, konstrui3imo polinom ah, takav da je
an(x) =‘(x4 Xy )eeo(x- X))

i posmatrajmo integral
‘ b
mN
Iy = S P(x) x Q,(x)dx (m=0,1,...,0-1),
a

)

Kako je x l—>xm§'n(x) polinom iz Jn+m (c 932!1_1), imamo

n
I

=) A
m
K=1

odakle zakljudujemo da niz polinoma {a:n}neN mora biti orto-
)

kxﬂ"dn(xk) =0 (mso}l,..‘,n-l),

gonalan na (a,b) sa tefinskom funkcijom x + p(x). S obzirom

na jedinstvenost ovih polinoma( do na multiplikativnu konatan-
. ~
tu), imemo Q,(x) = ¢ Qy(X).
Ovim je dokaz teoreme zavrden.

Predjimo sada na odredjivanje teZinskih koeficijenata

kvadraturne formule.
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Na osnovu prethodne teoreme, za interpolacione gvorove
k(k:l,...,n) kod Gaussovih kvadraturnih formula treba uzeti
nule polinoma Q- Dakle, u ovom sludaju, imamo

’
n

W(x) = (%= X;) ... (x- x,) = Q:(X)

gde Jje an koeficijent uz najvi3i stepen u polinomu Qn, ti.

Q,(x) = axt + -

. b
x)W(x 1 P(X)Qn(x) S
A= S Zx—xkho(gkj S X~ % dx (k=l,...,n
a :

(X)

Teorema 2.4.2. TeZinski koeflclgenti Gaussove kvadratﬁrne for-
mule mogu se eksplicitno izraziti pomoéu

(2.4.4) A =%. -“Qnﬂz
BT (x0al(x)

(k=1,...,10),

gde su xk(k=1,...,n) nule polinoma Q,, & d; i xh konstante koje
se javljaju u rekurentnoj relaciji

(2.4.5) ey () = Opx+ B =Y (0 (mEW.

, Dokaz. Polazeéi od Christoffel-DarbouXOVOg identiteta
za ortogonalne polinome

'n

(2.4.6) Qi (x)Q (t)=
12, Tagl

e (0Q (1) - Q()Q (Y

1
n“Qn“2 x -t

gde Jje d konstanta u rekurentnoj relaciji (2.4.5), moZemo od-

rediti te21nske koeficijente Ak(k— 1,...,n). Naime, ako u

(2.4.6) stavimo t= X, (FQ, (t)=0), a zatim dobi jenu Jednakost
pomnoZimo 8sa p(x) i 1ntegrallmo od a do b, dobijamo

b

- QX)) ¢ )Q
5 300§ POOQ (Max = = s -Sp(i 02
3 IR 1\\ 2 T )

ur\/js
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tg.
gl
Qy (%) Qq (Xg)

(2.4.7) Ay

(k=1,...,n),

pri demu je iskori3déena osobina ortogonalnosti niza {Q;}'G:N :
. iji
)

Najzad, ako u (2.4.5) stavimo x=ik dobi jamo

Quey (%) = - TRy (X))

8to zajedno sa (2.4.7) daje (2.4.4).

Q,(x) 2 )
polinom stepena

Primedba 2.4.1. Kako je xr»-fk(x)z
X =X

2n-2, to je R (fi)=0, tj.
b
’ 2
A 0 ° = Y pmg max > o,
: a .

odakle zakl julujemo da su koeficijenti Ak(k=l,...,n) pozitivni.

Predjimo sada na odredjivanje ostatka R, (f) u Gaussovoy
kvadraturnoj formuli.

Teorema 2.4.3. Neka su x i Ak(k=lt...,n) kao u prethodnoj teo-

remi i neka fééczn[a,b]. Tada za ostatak R (f) vaii formula

. 2
N |
(2.4.8) R () = —Lﬁ—z £(2n)gy (a < § £b),
-(2n)ta " - .
7 *%n
gde je a, koeficijent‘uz,najviéi stepen u polinomu Q.

Dokaz. Posmatrajmo Hermiteov interpolacioni polinom
. /
H,, 1 konstruisan na skupu podataka f(xk),f (xk)(k=l,...,n).
Kako je gredka kod ovog polinoma(videti odeljak 6.2.3)

(20) 1y
Ty 1 (F3x) = £(x) - Hyp (%)= -f?%)- W(x)% (a<NLb),
n
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gde je W(x)= ‘(x- xq) eee(x- xn) i kako H‘Zn_le 93211_1 , imamo
b b : b
Sp(x)f(x)dx = S»p(x)HZn_l(x)dx + SP(X)PZn-l(f5x)dx
a a ‘ a
n

E; AgHon-1 () *+ Rp(%)
k= o

S

Akf(xk) + Rn(f),

[oF
"
v

gde je

b b
Ry(1) = §p0To,  (Fimax = § ooty p0wEn 2P pax.
. a a .

Qp (%)
an

S obzirom da je W(x)= i rte Czn[a,b], ostatak

R (f) se mo¥e predstaviti u obliku

. ) |
(2n) |
R () = i—f‘(‘? (pmgmiax  (acge ),
2.

sto je ekvivalentno sa (2.4.8).

Primedba 2.4.2. Kako je

. f&’i i x, - O(n <“Qn“)2 ,

n o8&, i n °(n-l “Qn-l“
imamo
o 2 2 8 2
‘fi’ “Qn“ = 0(n--l “ Qn-l\\ = %n- “ Qn-l“ .
Formula (2.4.4) se tada svodi na |

' 2
n . “ Qn-]_“
"n=1 Qg (xy) 3 (%)

(2.4.9) Ay = (k=l,...,n).
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Primer 2.4.1. Odredimo Gaussovu kvadraturnu formulu oblika

1
(2.4.10) 31(1- x?)¥28(x)ax = By (x)) + Ay (X)) + AsE(X5) + Ry(D).

v Polazeéi od prirodnog bazisa {l,x,xz,...} Gram-Schmidt-
ovim postupkom ortogonalizacije dobijamo niz ortogonalnih poli-

.

noma na (-1,1) sa teZinskom funkcijom xi=p(x)= (1-.12)3/2 :
Q=1 Q@=x, QE=x"-F, 4 (x) = - 3x

, ) .
Q%) = xh- 2xf - & itd.
Na osnovu teoreme 2.4.1, interpolacioni &vorovi Xy, %oy Xz

su nule polinoma Q3' Dakle,
_ 2 _ _VE
Xy = - v;-, Xo= 0, Xz= \§ ¢
Kako su koeficijenti uz najviSe stepene u polinomima Q2 i Q3
jednaki jedinici, tj. a,=1 i az=1, i kako je
T 2 ‘2 2 1,2 Iy
2 JU
Iel? = Ga-x )3/2(x2- 1)%ax = L5
-1
na osnovu (2.4.9) imamo

5T

v 1 .
AL = B e (k=1,2,3),
BT (2 - P xem ) T

tj.
T . _ 5%
A1 = A3 =13 1 A2 =57

Ako fé&Ca[rl,i], na osnovu teoreme 2.4.3, imamo

Ry ()

(6)) : (6)
£ 15 S(l_xz)a/z(g_%x)zdx:__z_lﬂ%::&__(i).
-1

gde ge(—l,l).
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Primer 2.4.2. Primenom formule (2.4.10) odredidemo pribliZno

vrednost integrala

1 .
I = f(l-x2)3/2cos>(dx.
- l
Imamo
I« T (200s%8 +3) « 1.082952
12 4 2 ¢ *

Medjutim, tac¢na vredanost integrala je

I = 3nJ,(1) = 1.082935,
gde je J, Basselova funkecija.

7.2.5. Specijalni sludajevi Gaussovih formula

Razmotridemo sada Gauss ove formule. u slucaju kada niz po-
linoma {Qn}neN pripada klasi tzv. klasi¢nih ortogonalnih polino-
ma. Kao $to je poznato, klasicéni ortogonalni polinomi dele se u

tri podklase, ¢iji su kanonic¢ki oblici dati u slededoj tabeli.

(a,b) p(x) Q, . naziv
- e} @ B (a,B) Jacobievi
(-1,1) (lax; JEIX) Py polinomi
14
s -x .
(0, +) X e Ls Laguerreovi
! s > -1 n polinomi
2 . .
-X Hermiteovi
(=) e . Hy polinomi

Razmotricdemo posebno ova tri slucaja.

1. Gauss-Jacobieve formule imaju oblik

+1

;&(l-x)a(l+x)8f(x)dx = & Af(x) + Ry (£).

o~
I~ 3
-
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Kako su a, (koeficijent uz najviSi stepen u polinomu Qn)

ije,||* dati sa

4 - 1 T (2ntas8+1)
“n oy T (nta 48 +1)

o+8+1 I (nta+1)T (n+B +1)
n! (2n+ta+8+1)T (n+a+8 +1) *

" 2
llQull "= 2

na osnovu (2.4.9) nalazimo teZinske koeficijente

A = 22" Gnigrg)r (nba)r (nis) 1
k n! (nta+f )T (n+a+8) '
gde su.xk(k=l,...,n) nule Jacobievog polinoma Péa’B).

2 .
Ako fe C n[—1,1] za ostatak dobijamo

2n+oa+8+1

2 n!F(n+d+l)F(n+B+1)f(2n)(E)

(2.5.1) R (f) =
- ‘ : (2n) ! (2n+a+B+1)T (2n+a+p+l)2
gde ge (-1,1).

1.1. Posebno za q=g=0,p(x)=1, dobijamo Gauss-Legendre ovu
forrulu

+1 n
{ f(x)dx = g Akf(xk) + Rn(f),
- x=1 =

pri ¢emu su

1

. .,
(2.5.2) A, = o

X (k=1,...,n)

-1 (30 By (3
i xk(k=1,...,n) nule Legendreovog polinoma P .
Fornula (2.5.1) se tada svodi na

22n+1

. _
R_(£) = (n!) - £ 5y (o1 <k<1).
(2n+1) ((2n) 1)

Primedba 2.5.1. Za n=2,4,6 imamo

R, (£) = 7.4-107%: W (g,), Rr6) = 3.1077® (g,

- c.1a-12.(12) _ :
RG(I) =1.5-10 b (EG)' (527541568('111))-
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Primedba 2.5.2. Kako je Legendreov polinom parna ili neparna

funkcija u zavisnosti da 1li je n paran ili neparan broj, za te-
Zinske koeficijente Ak(k=1,...,n), koji su dati pomoéu (2.5.2),

vaZi
Ak=An-k (k=1,...,[§]).

Primedba 2.5.3. Na osnovu jednakoéti za Legendreove polinome

(1-x?)P7(x) + nxP,(x) = nP,_, (x),

formula (2.5.2) se moZe predstaviti u obliku

2(1-x2) -

Ay = — k - = 22 ~ (=1, .. m).
n Pnfl‘xk) (l-xk)Pn(xk)

U slede€oj tabeli dajemo vrednosti za Xy i Ak (k=1,...,n)

za Gauss-Legendreovu formulu kada je n<6.

n k Xy Ak

1 1 0. ' 2.

2 1,2 +0.57735027 1.

3 1,3 +0.77459667 0.55555556
2 0. 0.88888889

4 1,4 +0.86113631 0.34785488
2,3 70.33998104 0.65214516

5 1,5 ¥0.90617985: 0.23692688 -
2,4 70.53846931 " 0.47862868
3 0. 0.56888889

6 1,6 ¥0.93246951 0.17132450
2,5 30.66120939 0.36076158
3,4 F0.23861919 0.46791394

Primer 2.5.1. Primenimo Gauss-Legendreove formule na izradunava-

nje integrala

w/2

[ sintdt.

o
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»

1
(x+1), dati integral se svodi na I= f 51n—4x+1)dx.

Za n=1,2,3 redom imamo

I

= 2.2.72 = 1.11072,

= 1-%(0.325885 + 0.945409) = 0.99847,

I = %(%-0.176108 + 2-0.707107 + 310.984371) = 1.00001,
pri Semu su rezultati zaokrugljeni na pet decimala. Primetimo da
je tac¢na vrednost integrala I=1.
1.2. Za a=p= -3, p(x) = dobijamo Gauss-Cebievljevu
1-x2

formulu

L) gy =

4 1=

n )
I A f(x,) + R_(f),
k=1 k k n

pri emu su X, nule Cebisevljevog polinoma T+

“sa

koji je odredjen

[ ]
T (x) = A (T2 TL/2)
(z)
o
gde je
(s)_ = s(s+1)...(s4n-1) = I%%g%l i

Kako se polinom T, moZe predstaviti i u obliku Tn(x) =
cos (n arc cos x) , imamo
- cos - (2k-1) . (k=1
x), =cos 2n(2k 1) (k ;,...,n).
Za te¥inske koeficijente Ay dobijamo

-1 -2
2 " (2n-1)T (n 2) . Cn Cn—l

(2.5.3) A, = — — ’
k n! (n-1)r(n L) 1(xk)Tﬁ(xk)
n! . /n
gde je C_ = .
n (%) F(n-r—)

Kako je Tn_l(xk)Tﬁ(xk)=n, (2.5.3) se svodi na A =

Hia

(k=1,...,n).
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Dakle, Gauss-CebiSevljeva kvadraturna formula je

£ n .
X dx = ﬁ r f(cos EH(Zk_l)) + R (f).

Stavljajucéi G=B=-% u (2.5.1), dobijamo ostatak

T

(2n)
R (f) = 55— £ (€) (-1<g <1).
n 22n 1(2n)!

2. Gauss-Lagquerreove formule imaju oblik

+o Rx n
[ x®eT¥E(x)dx = A E(x) + R (£).

o k=1

Kako je, u ovom sludaju,

a_ = (-1)™ i ||L

n = nl!lr(n+s+l),

Al

na osnovu (2.4.9) inamo
*

(2.5.4) A = - ‘“‘ 7'r‘“+5) - (k=1,...,n),

X
(XK)den(X

gde su X (k=1,...,n) nule polinoma Li.

Primedba 2.5.4. Kako na osnovu jednakosti

xLol1(x) = (n#s)LS_ (0 - L (x)
i
d.s _ s+1
qun(X) = -nL _,(x),
imamo
dLs(x ) = - ﬁl(n+s)Ls_l(xk),
k

forrula (2.5.4) se noZe predstaviti i u slededim ekvivalentnim
oblicima '
- ]
(n=1) 1T (n+s) x; Bl (ntst)

A, = s - = (k=i,...,n).
n(n+s) (L _, (x))? o (%)) 2

k(ox n
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ako £ec®[0,+=) za ostatak se dobija

R, (£)

- n!l (n+s+1)

(2a)!

£020) gy

3. Gauss-Herniteova formula ima oblik

+o _x2
[ e
Kako je’
an
imamo
(2.5.5) Ay

n
f(x)dx'="E Akf(xk) + Rn(f)'
i k=1 oy
n 2 n_, o~
2 i e Il = 27ntvw
Ve n . ' . .
=2 (n=1)1/7w (k=1,...,n),"
n l(xk)ﬂ (xk)

(0< E< ),

367

gde su xk nule hermlteovog pollnoma H + S obzirom na Jednakost

H (x) 2nH

Ay

l(x), jednakost (2 5. 5) se mo¥e predstav1t1 i u pbliku

2n+1n!/; _ 2n_l(n—l)1/?

- 5 " (k=1,...,n).
Hn(xk) ni _ l(x )
Za ostatak se dobija
Ry(£) = BLT_(20) () (lacp < gm).
27 (2n)!

Primedba 2.5.5. Kao i .kod Gauss¥Legendreove formule, i u ovom slu-

¢aju je A, =A

n k Xy N ,Ak
1 1 0. 1.77245385
2 1,2 F0.70710678. 0.88622693
5 1,3 +1.22474487 0.29540898
2 0. 1.18163590
’ 4 1,4 |+ ¥1.65068012 '0.08131284
‘ 2,3 1. 70.52464762 - 0.80491409

-k (k=1,..f,[%]); Nekg vrednosti za x;, i A, date su
u slededoj tabeli. : ’ ‘ o
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7.2.6. Modifikovane Gaussove formule

Kvadraturne formule oblika

b n ‘ . m )
(2.6.1) [p(x)f(x)dx = 3 A f(x) + ¢ Bef(yy) +R (),

a : k=1 k=1

sa algebarskim stepenom tacnosti 2n+m-1, pri &emu su yp unapred
zadate apscise, nazivaju se modifikovane Gaussove formule. Dakle,
nepoznate parametre Ay, X (k=1,...,n) i Bk(k=l,u..,m) moZemo od-

rediti iz uslova
i o
Rn+m(x )y =0 (i=0,1,...,2n+m-1).

Primer 2.6.1. Izvedimo modifikovanu Gaussovu formulu oblika

+1
(2.6.2) { f(x)dx = Alf(xl)+A2f(x2)+Blf(-1)+B2f(1).

Kako ova formula mora biti tacna za svako fe P5, na osnovu
*(2.6.2), uzimajuéi za f£(x) redom l,x,...,x5 dobijamo sistem neli-

nearnih jedanaéina

+ B2 =2,

Ay + Ay + B

A Xy + Ay, = B, + By, = 0,
(2.6.3) Ax2 + Ayxl + By + By = z,

AX] + ByXy = By + By = 0,

A X] + ByXj + By + By = %,

ayx + Azxg - B, +'B, = 0.

Da bismo reZili ovaj sistem jednadina uvedimo pomoénu fun-

kciju w pomoéu

w (X) (x-xl)(x-xz)(x+l)(x-1)

Y 3 2
x* + cyx¥ 4 cyx? 4 C x + Coe

Sada, mnoZenjem prvih pet jednadina sistema (2.6.3) sa

Cor Cys Cys C3, 1 respektivno i njihovim sabiranjem dobijamo

C oo 420 42
Alw(x1)+A2m(x2)+B1m(-l)+Bzm(l) = 2c°-+§c2-+5.
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Primenjujudi isti postupak, iz poslednjih pet jednacina

sistema (2.6.3) sleduje

A X0 (X)) +AyX,0 (x,) =Bl (=1) +Bw (1) —2c

1
1 + —C3.

Kako je, s druge strane, w(xl)=w(x2)=w(—1)=m(1)=9n na os-

novu prethodnog, dolazimo do sistema linearnih jednacdina

odakle je
Co =
tj.
w(x) -

Iz uslova ®(x)=0, nalazimo xl==—

Ul =~

C

o " Cc

Co +Cp +

2Co +

+ C2 - C3

C2 + C3

1

__2
32 "5

sl
o

= —l’

= =-1,

(x-1) (x+1) (x2 - %) .

Najzad, zamenom vrednosti za Xy i X5 U (2.6.2) i resavanjem

'dobijenog sistema linearnih jednadina po Ak’Bk

oo

(£(-

/_
5

/_

+f(—)) +—(f( 1)+£(1)).

(k=1,2) dobijamo

Za modifikovane Gaussove formule moZe se dokazati sledGeda

A
tj.
+1
| f(x)ax
-1
teorema.

Teorema 2.6.

1.

tadnosti 2n+m-1 ako i samo ako je

1) ta¢na za svako f ¢ P

b
[p(x)u(x)E(x)dx = 0

2)
a

Kvadraturna formula (2.6.1) ima algebarski stepen

n+m-1

za svako

14

fe Pn—l'
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gde je
n m ;

w(x) = T (x-x.) T (x-y,).
k=1 k=1 ®

Nave3demo sada dva interesantna slucaja modifikovanih Gau-
ssovih formula. ‘ ,

Teorema 2.6.2 (Radau), Neka su X (k=1,...,n-l) nule polinoma

1 .
X X—-]-.(Pn (X)+Pn_1 (X) ) 1

l-xk_
Kk = —;————————; ~(k=1,...,n-1),
n°p__, (x)

A

gde je P Legendreov polinom. Ako feczn—l[;l,l] ostatak u kvadra-

tnoj formuli

f 2 n-1
f(x)dx = =£f(-1) + I A f(x,) + R_(f)
-1 n? k=1 & K n

je dat pomoéu

3
" 52n=-1 -1)!. 2n-1 .
R (£) = 2%° n![————gn_i)!] £2070) (g) © (m1<g<1).

Teorema 2.6.3 (Lobatto). Neka su xp (k=1,...,n-2) nule polinoma

x+»P°_, (x) (P, Legendreov polinom) i
A = 2 —  (k=1,...,n-2).
n(n—l)Pn_l(xk)
Ako feCzn-z[-l,l] va%i formula
+1 2 “n-2
_J £(x)dx = ETE:TT(f(—l)+f(1))-fkilAkf(xk)+Rn(f),
gde je
2n-1 2 . .
_ 2 n! (n=2)! (n-1)1! (2n=-2) ‘
Ry(B) = —mm-D1r [(2n—2)!] £ (8) (=l<gc<l).
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7.2.7. CebiSevljeve kvadraturne formule

Kvadraturne formule oblika

b n
(2.7.1) Jp(x)f(x)dx = A_ =

f(x,) + R_(£)
a LR R N

1
sa dlgebarskim stepenom tadnosti n, nazivaju se CebiSevljeve
formule. Nepoznate parametre A, 1 ox (k=1,...,n) moZemo odrediti
reSavanjem sistema jedna&ina

m m b m o
(2.7.2) A (x] +...+ x)) = [p(x)xdx  (m=0,1,..:,n). -
a

Iz prve jednadine ovog sistema odredjujemno

. - v . b
(2.7.3) A, =< [p(x)dx.
a
~Primetimo da je An.> 0, s obzirom da je p feéinska‘fun—
kcija. .

Uvedimo oznake

m m
‘ Sn = X +...+ X, (m=1,2,...)
i
w(i(x) = (xfxl)...(x-xn)
=x"+ ax™ 1. .+ a  x+a
1 et n-1 n*

Na osnovu (2.7.2) i {2.7.3) 'moZemo odrediti vrednosti

s (m=1l,...,n) pomoéu

m
b © fp(x)xMax
‘Sm := A—];-l a'rp(X)xn'Idx =n ab_ °
[p(x)dx
a .

Tada stavljanjem m=l,...,n u jednakosti (videti [13 ,str.74])
Sm+alsm-1+a2sm—2ff"fam-lsl+mam =,0

dolazimo do sistema linearnih jednad&ina
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l-al T ) - "31, .
s,a; + 2a, - -5,
S22 * 513 * 333 - = -s5,

(2.7.4) E
sn_zal+sn_3a2+sn_4a3+...+(n-1)an_l =-s s
sh_1a1+sn_2a2+sn_3a3+...+slan_1+nan = -5,

¢ijim se reSavanjem nalaze nepoznati koeficijenti. polinoma
Xbru{x). Napomenimo da navedeni sistem linearnih jednadina ima
jedinstveno resenje s obzirom da njegové determinanta ima vred-
nost n!. Hajzad, nalaZenjem nula polinoma g odredjujémo apscise

Xy (k=1,...,n).

Jasno Jje da se medju nulama polinoma w mogu na¢i i komplek-
sne nule, kao i realne nule koje ne pripadaju segmentu [a,b].‘Za'
iptegraciju realnih funkcija realnog argumenta, kakvu mi razmatra-
mo, od interesa su samo sluajevi kada su sve nule xk(k=r,...,n)
realne, proste i leZfe u [a,b]. Imajuéi u vidu ovu &injenicu moZe
se postaviti sledeéi problem (CebiSevljev kvadraturni problem):

Odrediti realno An i realne i razlifite apscise xl,""xne[a,b]
tako da je formula (2.7.1) ta¢na za svako fePn (n=1,2,...).

U najprostijem sludaju kada je p(x) =1, CebiSevljev kvadra-
turni problem se ne moZe re3iti kada je n=8 i n> 9.

za sludaj [a,b] = [-1,1], J.L.Ullman ([14]) je odredio jed-
noparametarsku familiju teZinskih funkcija oblika

(2.7.5) plx) = —i_. 2¥2rx (x| < 3

1-x2 1+4rx+4r?

sa osobinom da odgovarajudéi Cebiéevljev problem ima reSenje za
svako neN. Primetimo da se zar=0 (2.7.5) svodi na klasi&nu Cebi-
Sevljevu tefinsku funkciju i tada su Gauss-CebiSevljeva kvadratur-

na formula i odgovarajuéa Cebifevljeva formula ekvivalentne.

Primer 2.7.1. Odredimo nepoznate parametre u Cebifevljevoj kvadra-

turnoj formuli

l i
(2.7.6) [E(x)dx = BA5(£(x)) + £(x,) + £(x3)).
1
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.Uzimajuéi za f(x) redom 1,x%x,x%,x3%, nalazimo

2 3 b
A3 =3r 8y < xl+x2+x3 =35 _ifxdx =0,
3 1 ' 3 1
= w24w24w2 = 2 24y = = w34y 34x3 = 3 =
sy = x{+xxd = 3 _ljx dx = 1, s; = x}+xd+xd =3 _1fx dx = 0.
Koeficijente polinoma
-w(x) = (x—xl)(x—xz)(x-x3) =7x3+alx2+a2x+a3 )

odredjujemo iz sistema jednadina (2.7.4). Imamo

- _ _ ‘ R _ _ 1
a) =-s; =0, a; = Fl=sy7sy3)) = - 3
az = 3(—s3-szal s,a,) = 0,
tj.
= w3_1. = 2, 12
w(x) = x 53X = x(xf+ 3 ) (x 2),
. _ /2 _ _ /2 -
odakle sleduje Xy =-7 Xy = 0, Xy = 5. Dakle, formula (2.7.6)
postaje
1 2 /2 /2
JE(xydx = S(E(- ) + £(0) + £(5)).
-1

7.2.8. Neki metodi za ocenu ostatka.u kvadraturnim formulama

Kod humeriékog izraéunavanja integrala, kao ¥to je od ra-
‘nije poznato, javlja se greSka ili ostatak kvadraturne formule
R, (f), tJ.

b n
jp(x)f(x)dx = 3 Akf(xk) + Rn(f).
a k=1
n
Naravno, napomenimo da se kod izrafunavanja sume I Akf(xk) jav-
‘ ‘ k=1 *.
lja i greska zaokrugljivanja, koja zavisi od tadnosti radunara.
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U ranijem izlaganju, dali smo ocenu ostatka Rh(f) u
nekim elementarnim kvadraturnim formulama. U opStem sludaju,
velidina R n(1.’) zavigi od izbora kvadraturne formule i od oso-
bina funkcije f.

U ovom odeljku, daéemo dva metoda za ocenu ostatka
kvadraturnih formula. Frvi metod se odnosi na klasu neprekid-
no-diferencijabilnih funkcija, a drugi na :jednu klasu anali-
tidkih funkeija. :

Primetimo, najpre, da je funkcionela L definisana na
izvesnoj klesi funkcija X, pomoéu

i b .,'n )
& k=1

linesxrna funkcionela ns X.

Teorema 2,8, lgPeanoz. Neka je R (f) € O za svako fég)

Tada je, za svako féC"”l[a,b]
b

(2.8.1)  R(f) = Sxm(t)f(""‘l)(t)dt, ~
&

gde je Km(t) = Elfl'u i funkeija x v u(x) definisana pomoéu

(x-8)" (xzt)
u(x) = (x - t)ﬂ =
A 0 (L)

. Dokaz. 8 obzirom da se ostatek E u Taylorovoj for-
muli

£(x) = f(a) + f'(a)(x-a) + - & -ml—, f(m)(a)(x;a)m +E

noZe predstaviti u obliku

‘ 1
Ey = aT

m\/\“

L PCI DI P §

Rl

(x-£)22 ) (1),
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primenom linearne funkcionele L na f, dobijamo

m
Lf = Z f(l)(a)L((x-—a)l) + = (S (x- t)mf(m+l)(t)dt>

1=0

Keko je, medjutim, Lf = O (VYfe ?m) pbsledn;ja jednakost
se .8vodi na = - . : '

R (£) = 3¢ § (zw £(+L) (pyap

@ T

gde smo stavili u(x) = (x.—t)T_ .

Ovim je dokaz zavrden.

Primedba 2.8.1. Funkcija t & K (t) se naziva Peano ovo Jjezgro
za funkcionelu L. Primetimo, takod,je, da je

b
aiy8) = (pGoGet)lax - Y A (e - t)m
. a S Xt

U sludaju kada je p(x) =1, poslednja jednakost se svodi na

m!K (t) = -(—-Lﬂ k(x -t)m

m+1
xk>t

Posledica 2.8.1s Ako jezgro K ne menja znak na - [a b] y VaZi

(2.8.2) R (£) ._—(—>1)-.§l R, ( m‘“l) (a < g Lb).
m+l

Dokaz. Ako u (2.8.1) stavimo f(x) =,xmf1 , dobijamo
o ]
R, (£) = (m+1)! SKm(t)dt.
a

8 druge strane, na osnovu - teoreme o sredn,joa vrednos-
ti odredjenih integrala, .]ednakost (2 8. 1) mo¥e se predsta-
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viti u obliku
b 2
R (£) = £5) (K (£)at (a < § <b),
2 .

s obzirom da £€CB*[a,b]) .
Kombinujuéi poslednje dve jednakosti, dobijamo (2.8.2).

Primer 2.8.1. Odredimo ostatak u trapeznoj formuli. Ovde je

n=2,m=1 i
b

Ry(2) = § £x)ax - 252 (2(a) +2(0)).
a

Primenom Peano ove teoreme, imamo

b
Kl('t:) = S(x-t)_‘_d.x - Lg—a( (a-t), + (b-t)_,_)_.
a

L(a-t)(b-1t).

Kako je K(t)40 (t € [a,b] ), mofemo koristiti tvrdjenje
posledice 2.8.1, pa je

3 .
Ry(2) = 3 £7(BR(x7) = - LTS pu(E)  (az 52D,

Neka je, sada, X Hilbert ov prostor regularnih funkci-
ja z v £(z) u disku |z1<1 i neprekidnih na Fr={zl1z1-1},
sa skalarnim proizvodom

(f,g) = —2]? § £(z) g(z) ds (f,gve X),
r

gde je ds element luka krive r.

Primedbs 2.8.2. Sistem funkeija {1,z,22,...} u prostoru X je
ortonormiran, tj.

, - 1 (m=n)
(m’ n) - 1l . —nd ={
Z .2 ﬁ?z z - ds o (gm),

fto se lako proverava neposrednim izradunavanjem.



* - 7.2. NUMERICKA INTEGRACIJA 377

“Ako Je -1<a <D <1 i feX, datemo ocenu ostatka
o - :

n
R (£) = Si‘(x)dx - Z‘Akf(xk)
a k=1

Jednostavnosti radi, pretpostavidemo da -1 £ x & 1(k=1,00eyn)e

Ksko je, na osnovu Cauchyeve formule,

£(z) -2—,&-@ S-z a5 =%£§ f_z ds (a5 =i%ds),
r _
imamo

(2.3.8) Lf = 2,,: @f(}’)L( zg) ds ,

gde ;j; Lf= Rn(f). Prlmenom Cauchy-Schwarz ove nejednakosti
na (2.8.3) dobijemo

(2.8.4) |Lf|‘2=4_4 {;\f(E)\zds @\L z§)l ds .

Kako Je 2/ « (f £ - 2r§ |r<s>|2as,
+00

.Q=L(1_}E_§)=ZL(ZP)'§P

p=0

62 = Z';'t—g @ \Q\ads =;—;‘t—2 Q'Qﬁ_ds = %-tiil;(_zp)‘ﬁ ’
r - T p=0
pri demu je iskoriséena osobina ortonormiranosti niza
{1,2,2%,...} (2.8.4)>s§_svodi na
lz2l?2 & el em)Pe?,
tJ.
2.8.5)  |R (D] & @26 el .
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Ako pretpostavimo da kvadraturna formula ima algebar-
ski stepen talnosti m, tada se 1zraz za 6 svodi na
+0 5
2 . L P
2= sk ) P2,
p=m+l

Za normu ||f}| najdesée se koristi gruba ocena "f“élmax |£¢2)| .
. . al=

i tada iz (2 8.5) sleduae
rye)] & (2ac)1/26‘nlmx |f(z)|

U radovima [15],[16], [17] , Hémmerlin je odredio gra-
nice za 6 u nekim standardnin kvadrsturnim formulama,., Tako,
na primer, ako je [a,b] = [-1/2,1/2], on je dokazao nejedna-
kosti v

(2ﬁ)1/26 £ 0.189h2 (za uop3tenu trapeznu formulu),
(27t)1/26 < 0.253114 . (za uopStenu Simpson ovu formulu).

Ocene za 6 u formulama Gaussovog tipa odredalvao Jje
F.Stetter( [18], [29]).

2 Neki metodi za oveéavanje tadnosti kvadraturnih
formula

Ostatak u kvadraturnoj formuli

b , n
(2.9.1) Sr(x)qx = Z AL(x) + R (8D,

a ' k=0 ‘ -
po pravilu, se moZe uliniti proizvoljno malim, ukoliko se
uzme dovoljno veliko n. Medautlm, po svaku cenu n ne treba
povelavati, s obzirom da se pr1 numeridkom radu Javljaju
greske ¢ kojima je bilo redi u prvoj glavi. IzloZicemo sada
Jednu ideju za poveéavanje tainosti formule (2.9.1), pri
fiksiranom n, koja se sastoji u sukcesivnom izdvajanju tzv.
glavnog dela ostatka.

Posmatrajmo uopStenu trapeznu formﬁlu(videti-odeljak
7:243) '
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xn=b |
§ tmax - meem) + R (0,
xo=a ! .
: . ' 1 . 1 i -
gde je ‘]_.‘n(f,h) = h( SE, +Ey e +E o+ 2fn) i fi-i‘(xi)

= £(x, +ih) (i=0,1,...,n). Ako feC2[a,b], ostetak se moZe,
kao 3to je poznato, predstaviti u obliku

Ry (1) = - " £15) (2 <y < b

Pod uslovom da je funkcija f dovoljan broj puta dife-
‘rencijabilna, ideja o sukcesivnom izdvajanju glavnog dela
ostatks, moZe se sprovesti razvijanjem ostatka R l(f) u
red po koraku h. Dodajuéi &lanove ovog’ reda sumi T (f h)
dobijamo niz kvadraturnih formula, éija se tacnost povelava
sa brojem dodatih ¢lanova,

De‘f:i.nicyi,]'a 2_,2.1. Koeficijenti Bk(k =0,1,eee) U Tazvoju

X LS Bk k
(2.9.2) - me (x| < 2% )

X
e -1 k=0

nazivaju se Bernoullievi brojevi.
Na osnovu (2.9.2), tj. jednakosti
X = (x+§-l!-x2+ 317_::3 PR )(Bo+le+-2%B2xa+ e ),
zekljudujemo da je Byi =0 (i=1,2,...) 14

1 5.1 s __L1 p_i
By=1, By=-5, 32‘3’ By=-%5» B
- i _ 691 2 itq.
= % Blo &6 Bo= 2730'314 g itd.

Izraziéemo najpre operator A_l pomoéu operatora dife-
renciranja. Kako je .14 A y imamo '

5l (oBP- 1)t _ D Z By (hD)k

k=0
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tj.
A"l . %n“l-%+il§m)-7%—o(hn)3+ .
Kako je, dalje,
~ n-1 n=1 n~-1
£ _ ¢ = - - -
N 'Z(fid £5) ZAfi-A(Z fi) ’
i=0 1=0 i=0
n-1 N
Kle,-£) =) £

.-l
-
. ©

n-1 n-1 Xn
D-l(fn-fo) = D_J‘A (Z f:b = Z Jf; = Sf(x)dx ,

1= 1
(o} =0 Xo

primenom operatora Alna £ -2

o * dobijamo Euler-Maclaurin-
ovu sumacionu formulu

n-1 Xn o
(2.9.3) Z £, = (rGoax - 3z -£)
1=0 xo

m .
Z T <r§’=‘k-1>-fg2k-1>> + B (D),

gde je
2m+2

B h .
5,(0) = n By (B H) < g exy).

Formula (2.9.3) se moZe predstaviti u obliku
X

n m g pek
( £Gax = 2 (£50) - z ey (2D £ (BeD)y nE (),
xo k=1 o
tJ.
xn B 7 >
(2.9.4) Sf(x)dx = T (£;h) - %(f f") + 720(1"" £3) -

*o
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20 |
2Sm , (f1(12m-1) _ fc(>2m—l)) _ hEm(f) .

Primer 2.8.,1l. Za m=1l, formula (2.9.4) se svodi na

xq §

2‘ ' ! nh5 w

Cteoax = T (85n) - B5(el - £0) + By £"(5)  (x ¢54x,).

x .

o

Poslednju formulu primenimo na izradunavanje vrednosti :Lnteg-
rala iz primera 2.3.1 sa h=0.,05, tj. n=4.

Kako je f£(x) =-2- x -1/2 iD= 0.209680, imamo

1.2

p 2

S'\h_:dx ¥ 0.209680 - °°1° %(-1—- - ) = 0.209689.
170 VL2

Euler-Maclaurin ova formula ima primenu i kod izradu-
navanja zbira S= f°'+ fl + v ¢ fn

Primer 2.9.2. Izradunaéemo zbir
1 1 1 ' 1
S = + + + 0+
uzimajuéi u formuli (2.9.3)
X5, =51, m=3.
Kako je £'(x) =-3/x%, £™(x) =~ 60/x°, t%x)=- 2520/x°,

£(x)=1/x%, h=2, n=20, x, =11,

imamo
S Es o g ——— + w=f= +

60 60 2 2520 2520
'T( por +~—6) +E52-—-s'r(- , +-ie‘§

11 51 11

100(0 1969999 + 0,0379427 + 0,0034077 + 0,0000376

+ 0.0000012 ) = 0,2383891+1072,

‘_b,j. 5 ¥ 0.002%83891 .

Pored formule (2.9.3) postoje i druge sumacione formu-
le, Na prlmer, formula
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<

n—l x [
(2-9.5) z fi+(1/2) = % S f(x)d-x
i=0 on _
1-2k 2k-1
) {'Z (-2 b (o) (L) o
(2x)! n o m °?
k=1
gde Jje
‘ (1_2-1—2m)B2 +2h2 +2 2& ~ e =
By = Ey() = n — 28 2220y (x ¢ g < xy),

koja se naziva druga Euler-Maclaurinova formula, generalise
tzv. pravilo srednje tadke(videti odeljak 7.2.3).

Navedene Euler-~Maclaurinove formule mogu se modifiko-
vati na taj nadin Sto bi se izvodi funkclae f u talkama X, i

X, zamenili odgovarajuéim diferencnim formulama.

Na primer, ako izvode u tadki xo zamenimo pomoét'forh
mula sa operatorom prednje razlike,tj.
ko(k)  pk, _ k k4l K(3k45) \k+2, _ ...
ot = BE - SDTTE S5y A )
a izvode u tadki X, pomoéu formula sa operatorom zadnje raz-
like, tj.
k. (k) k k k+l k(3k+5) k+2
hfn =an+2v f + 24 v fn+"'

n ,

iz (2.9.4) sleduje Gregori eva formula

*n

. S = I
Sf(x)dx ~ T (£5h) = b Z Gk(vkrn + (wl)k'A‘kfo),
xo k=1
gde su ‘

1 19 . 3 86k .
Gy =15+ Gp=Fy Gz =555+ G, =766+ %5=gossp » itde

Primedba 2,9.1. Koeficijenti G, mogu se odrediti iz relacije

- : .
1 G - n )
n+l-k "k - 2(m+)(n+2) *
k=1
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2.2,10, Richardsonova ekstrapolacija i Rombergova integracija

Posmatrajmo kvadraturnu formulu

b
(2.10.1) I= Sf(x)dx = Z Akf(xk) + R(£),
: a k

u kojoj su tacke xk(é \'.a,b]) uzete ekvidistantno sa korakom
h, Sa I(h) oznadimo pribliZnu vrednost integrals I koja se
dobija primenom ove kvadraturne formule. Pretpostavimo, dalje,
da je ostatak reda r(r&N), tj. da je oblika

1
(2.10.2) R(f) = chT +« o(0T*),
gde C ne zavisi od h.

O8igledno je da I(h) -» I, kada h 0. Ako 2a h uzmemo
dve vrednosti h; i h2(h2<h1) i sa njima odredimo pribliZne
vrednosti integrala I(primenom formule (2,10.1)), sledeéim
postupkom, po pravilu, se moZe dobiti tadnija vrednost ovog
integrala nego 5to su vrednosti I(hl) i I(h2). Naime, iz
(2.10.1) i (2,10.2) sleduje

T r+l
I - I(pl) = Chl + o(h1 )
i
I - I(h,) = ChY + o(hg*l).

Zanemarivanjem velidina O(hi+1) i O(hg+1) u poslednjim jedna-

kostima i eliminacijom parametra C dobijamo formulu

hl\r ‘ :
(Hz ;(h2)- I(ny) . I(h,)-I(hy)

) o+
h , e n\*
1 : 1
F-_l F——l
2 2
koja Jje poznata‘kao Richardson ova ekstrapolacija*. U prak-
tidnim radunanjima najée3le se uzima h2==h1/2 i u tom gsludaju
formula (2.10.3) se svodi na »
r .
2 I(h2) - I(n,)

25 -1

(2,10.3) I =

*) Ovde se, ustvari, grognozira vrednost I(o) na osnovu vred<
nosti I(hl) i I(h2 .
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Primedba 2.,10.1l. #ko se kao formula (2.10.1) uzme uopStena
trapezna formula ili pravilo srednje tadke imsmo r =2, dok je
kod uopStene Simpsonove formule r = 4,

Primenom ideje koju daje Richardsonova ekstrapolacija,
na Euler-Maclaurinovu sumacionu formulu moZe se doéi do jednog
‘rekurzivnog metoda za numerilku integraciju,,koji je poznat
kao Romberg ova integracija( [20] ). Kompletna teorija u vezi sa
ovim metodom data je u radu [21].

Neka je (2.10.1) uopdtena trepezna formula. Tada je za

£ 602m+2 [a,b] s na osnovu Euler-Maclaurinove sumacione formule

(2.10.5) R(f) = Clh2 +02h4 +C

h6+ ...+C}12m
3 m

B h2m+2
- (b-a) -?gf—zr £ %y (xe(a,b)),

gde su BEk Bernoulli evi brojevi i

. :
Ck s - ZE%%T (f(2k-l)(b)- f(2k_l)(a)) (k=1s"°'m)'

Ako stavimo h=h, = (b—a)/2k i odgovarajuéu trapeznu sproksima-
ciju Tn(f;h) (n= Qk) oznadimo sa 'I‘ko ', tada primena Richardson-
ove ekstrapolacije na 'I'l({o i Tkil , saglasno (2.10.4), daje

2.(0) (o)
- 27Ty = Ty
2.1

Desnu stranu poslednje pribliZne jednakosti oznadimo sa '1‘1(!1) .
Odrediéemo sada gre$ku u sproksimaciji I € 'I‘kl .

Kako je

I - Tl(il) = I - %(4’1‘1((3])- - Tl({O))=%(I-T](si])_)-%(l_T§0)),

na osnovu (2.10.5) imamo

‘ 4
| h h |
1 - o) =-‘3E(cl(?’£\) + 02(—212) . ) - 3(on2 + o+ 0)
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tj. |
I- T(1)= - eond + omd).

Dakle, gre3ka Jje reda hi, kada hk-+ o.

Pod uslovom da je funkcija f dovoljan broj puta dife-
rencijabilna, navedeni postupak sugeri3e konstrukciju itera-
tivnog procesa za odredjivanje vrednosti integrela I u obli-

ku
(m-1) _ h2 (m-l)

2 |
T]gm) by k+é k+m Tx (=1,2,... ),
hy - hk+m
tj. \
4mT(m-—l) _ T(m-l)
(2.10.6) (™= ktl k (m=1,2,...),

40 -1

s obzirom da je hk= (b—a)/2k

Za gre3ku u aproksimaciji Tém) vaZi ocena

h2m+2

2m+2
m+1 By £(2072)

B2m+2

£ < b).
2m(m+1)(2m+2)! (a % )

-1 - (-1)

Na osnovu (2.10.6) moZe se konstruisati tzv. T-tabela

() g () 1 (3)
(o] o
- P /
0f0) — (1) 3D

A S

T§°) T(1)

uzimajuéi k= 0,1,... i m= 1,2,... . U prvoj koloni ove tabele
nalaze se redom pribliZne vrednosti integrala I dobijene pri-
menom trapezne formule sa hk= (b—a)/2k (k= 0,1,.+.). Druga
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kolona ove tabele dobija se na osnovu prve, kori3éenjem for-
mule (2.10.6), treéa na osnovu druge, itd.

Tterativni proces, definisan sa (2.10.6) predstavlja
standardni Rombergov metod za numeridku 1ntegra013u. lioZze se

dokazati da nizovi {1£ {F, } h (po kolonema i vrs-

tama u T-tabeli) konvergiraju ka I. Kod praktlcne primene Rom-
bergove 1ntegrac1Je, iterativni proces (2.10.6) se najcéesée

prekida kada je \T (m 1)‘48. gde je £ unapred data doz-
voljena gredka, i tada se uzima I % Tém)

Primer 2.10.1. Primenom Rombergove integracije pribliZno éemo
1
jzradunati integral S e ¥ dx. Pri radunanju xoristidemo se

° .
pribliznim vrednostima podintegralne funkcije u tadkama X =

i/8 (i= 0,1,4+44,8)

£, = 1.000000, f; = 0.984497, f; = 0.939413,
£ = 0.868815, f, = 0.77880L, fg = 0.676634,
£o = 0.569783, fy = 0.465044, fg = 0.367880.

Uvedimo, prethodno oznaku A = Téo)/hk (k=0,1,.44)

Primenom trapezne formule sa hk= 1/2k (k=0,1,2,3)

imemo redom

1 1 ' (o) - ' _ .
Ao = Efo + -Zfs = 0-683940, TO = hvo— 006839401
C pl0)_
A = Ay*t f4 = 1.462741, T hlAl— 0.7313%7C5 ;
- plo) _ = :

- (o) _ =
Ay = A2r+f +1, +f5+fﬁ = 5.966927, Ts = h3A3— C.7458658,

a zatim primenom formule (2.10.6) na ove rezultate dobijamo T-
tabelu
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0.683940 0.7471806 0.7468337 0.7468241
0.7313705 0.7468554 0.7468243%

0.7429842 0.7468263

0.7458658

Dakle, dati in@egral je pribliZno jednak 0.746824.
Rombergov metod, koji je prezentiran, sastoji se u
sukcesivnom polovljenju intervala integracije,’s obzirom da
Jje hk= (b-a)/nk i n, = 2k(k=o,l,...). Ovaj metod se moZie modi-
fikovati u tom smislu da se za {ngikGEN odabere neki drugi pod-
o

niz prirodnih brojeva, ali takav da je nk+l/nk>(:>1. Na
primer, u radu [21],vza {nk}je koridéen niz {1,2,3,6,9,18,
27,54,...}. Tada je

P - i

' r (m parno),

3 -1
' 30p(0-1) _ 5p(m-1) |
p(m) _ 42 T k ¢m neparno, k parno),
k 43" - 3
+1., (m-1 (m-1)
3" T.1£+1 )- ATy :
C o) (m neparno,k neparno).

30y

~

Pretpostavimo sada da formula (2.10.1l) predstavlja pra-
vilo srednje talke, tj. '

b
1= (emax = u(£;8) + R(D),
a

n-1
. 2i+1 : 1+ _ b-a
gde Je Mn(f;h)= h }: f(a+ —%r—h) i h= - -
i=o -

Ako f602m+2[a,b] , na osnovu druge Euler-Maclauwinove
sumacione formule (2.9.5), ostatak R(f) se moZe predstavitl

u obliku
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0= dop?- fogt -Ppapt o - B
2 B2m+2hém+2 (2m+2)
+ (b-a)(l-l+m+1 ) —(ge)! f (8) (a<g<h),

gde su koeficijenti Ck(k=l,...,m) isti kao u formuli (2.10.5).
Ako stevimo n=2%, tj. h= h = (b-a)/25 i eproksimaciju M (£;h)

oznadimo sa M( ), koristeéi se istim postupkom kao kod uopste—
ne traspezne formule, moZemo konstruisati iterativni proces

-1 (m-1
o, P - e

(2.10.4)
4 _ 3

(m=l,2,...).

Uzimajubi k= 0y1y0e0 i m=1,2,... na osnovu (2,10.7)
moZemo formirati tzv. M-tabelu

M) — 1) — @)

0

S /
(o) 1) (2 :
My —— My —— M —
//// ///’ :
M§°) . Mél) o
ya
M§°) —

Primetimo da elementi T i M-tabele stoje u odredjenoj
vezi, Naime, ako pretpostavimo da smo izradunali Tk lJ.M ol’
tada ge sledeéi element u prvoj koloni T-tabele moZe odredi-
ti pomoéu

(o) _ 1/ pCo) (o)
Tyl o= 3T+ Meoi)de
Naravno, vaZi i opStija jednakost

T(m) - 2(T(m) M(m)).

KoriSéenjem poslednje jednakosti, (2.10.6) postaje
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(24872 = 1) (p{m1) - ylm-1))
m

Tl(cm) = Ml(:m-l) + (0=1,2y000)s

g |

M-tabela sama za sebe nema neki praktidéni znadaj, medju=
tim, ona se moze uspesSno koristiti za konstrukciju T-tabele,
zahvaljujuéi napred navedenim jednakostima.

722,11, Konvergencija kvadraturnih procesa

U ovom odeljku ispitaéemo uslove za konvergenciju kvad-
raturnih procesa, tj. uslove pod kojima ostatak Rn(f)-ﬁ o, kada
n=->4+mw. )

Neka je dat niz kvadraturnih formuls

b
(2.11.1) I(f) = Sf(x)dx =K f + Rn(f) (R=1,2y00e),
a
gde su
(2.11.2) K = A f(x ’
n a k k
(n)

Ak tefinski koeficijenti(konstantni za fiksirano n) i xén)

apscise koje zadovoljavaju uslov

N

a§x§n>4x§n)< ---.<x1gn) b.

Teorems 2.11.1. Potreban i dovoljan uslov da niz-{an}neN
konvergira ka I(f) za svako f€Cfa,b] je da on konvergira
za svaki algebarski polinom i da postoji pozitivna konstanta
M tekva da je

n
(2.11.3) Y Il g (n=1,2y000).
i

Dokaz. Posmatrajmo linearnu funkcionelu Kn’ definisanu
pomoéu (2.11.2)., Kako je za sveko f €Cl[a,b]
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el 4 1 el & (0 1)

gde je “f“ = max |f(x)|, zekljudujemo da je funkcionela
a4xéb

K ogranifena na cla,b).
Dakle, imamo

(2.11.4) |kl & W el (Veeola,])
i

(2.11.55 W&l £ Z |a$™)|
x=1

Odredimo sade normu ||K |j. U prostoru C[a,b] izaberimo
funkeiju T, koja je odredjena sa

?(x(n)) = sgn Lfcn)

linearna na [ (n),xl(cni] (k=1yee.,0-1) i konstantna na [a,xg_n)]

i [xfln),b]. Tada je [T =
n
KT - kz Al([n) A(n) 2 ‘A(n)l
= :

pa iz (2.11.4), za f = T, sleduje ||K || ZZ ‘A(n)l , Sto zaje-

ano sa (2.11.5) daje Ix - ZlAk“l

Prema tome, kako je
1° Niz {" Kn“} nen ograniden( na osnovu (2.11.3));

2° 1im K f= I(f) za svaki algebarski polinom;
>+

3% Skup polinoma svuda gust u Cla,b}, .

na osnovu Banach-Steinhaus ove teoreme '(videti odeljak 2.2.1)
zekljuSujemo da vaii tvrdjenje teoreme 2.1l.l. ’
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- Teorema 2.11.2. Ako su koeficijenti Aﬁn); 0(k=1,eee,n;
n=1,2,...) potreban i dovoljan uslov da niz {an}néN kon-
vergira ka I(f) za svako f€Cla,b] je da on konvergira za sva-
ki algebarski polinom.

Dokaz. Keko je lim K f = I(f), stavljajuéi £(x) =1 u
n =+

(2.11,1), dobijamo
/s

n
b~a = ZAl(cn) ’

k=1

8to znadi da je uslov (2.11.3) ispunjen sa M=b- a, Jime jJe
dokaz zavrsen.

Iz teoreme 2.11.1 sleduje konvergencija Gauss ovih
kvadraturnih procesa, s obzirom da je Ai({n)z 0 (videti prime-
dbu 2.4.1).

Teorema 2.11,1 nije primenljiva na niz Newton-Cotes ovih
formula (videti (2.2.4)), jer su veé pri n=8 neki od teZinskih
koeficijenata negativni. Napomenimo, da ovaj niz, zaista, ne
konvergira za svako fé& C[a,b] (videti 2] i [23)).
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