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PREDGOVOR

Ova knjiga iz oblasti numericke analize
predstavija nastavak udzbenika koji je autor
§tampao 1979. godine. Oba udZbenika pro-
istekla su iz nastavne prakse, tj. iz predavanja
koje je autor poslednjih godina drzao studenti-
ma IV godine Elektronskog fakulteta u Nisu
i studendima poslediplomskih studija na Masin-
skom i Gradevinskom fakultetu u Nisu.

Knjiga je podeljena na dve glave, koje
su oznacene kao osma i deveta, s obzirom da
prvi deo sadrzi sedam glava. Osma glava je pos-

. vedena pribliznim metodima za reSavanje obi-

¢nih diferencijalnih jednacina (Cauchyev pro-
blem i konturni problemi). U devetoj glavi se
obraduju metodi za resavanje linearnih parci-
jalnih diferencijalnih. jednaéina, metodi za re-
$avanje linearnih integralnih jednacina, kao i
projekciono-varijacioni metodi za resavanje li-
nearnih operatorskih jednacina na Hilbert-ovim
prostorima. Na kraju knjige je dat pregled
zadataka iz numeri¢ke analize sa ispitnih ro-
kova na Elektronskom fakultetu u Nisu za pe-
riod od 1973. do 1977. godine.

Organizacija knjige je ista kao i organiza-
cija prvog dela. Naime, glave su podeljene na
poglavija, ‘a poglavija na odeljke. Numeracija
objekata (definicija, teorema, formula i sl.)
u okviru jednog odeljka izvrSena je pomocu
tri broja od kojih prvi ukazuje na poglavije,
drugi na odeljak, a treci na redni broj tog ob-
Jekta u posmatranom odeljku. Na taj nacin
je uspostavljena jednoznacna numeracija objeka:
ta u okviru jedne glave.. Poslednje poglavije
u svakoj glavi predstavija spisak citirane i ko-
riséene literature.



Knjiga je namenjena prvenstveno stu-
dentima Elektronskog fakulteta u Nisu, ali.
ona moZe biti od koristi i studentima drugih
tehnickih .i prirodno—matematickih fakulteta,
na kojima, je u poslednje vreme, u nastavni plan
uvedena ova matematicka disciplina. Takode,
knjiga moZe posluZiti i svima onima koji u svo-
joj praksi koriste numeri¢ke metode. Autor se
nada da de publikovanje ove knjige ublaZiti
nedostatak literature na nasem jeziku iz ove
oblasti.

Profesori dr Petar M. Vasi¢, dr Radosay
Z. Pordevic¢ i dr Dobrilo B. Tosié, u svojstvu
recenzenata, proditali su rukopis ove knjige
i dali korisne sugestije na kojima im autor za-
hvaljuje.

Takode, autor se :zahvaljuje docentu
dr Igoru Z. Milovanoviéu i asistentu Milanu
A. Kovalevicu, koji su mu priZili nesebicnu
pomoé u zavr$noj fazi pripreme rukopisa za
Stampu.

Kompletan rukopis je prekucala na ele-
gantan nacin Andelka Milinéic¢, daktilograf —
internacionalni velemajstor, na demu joj se
autor ovom prilikom zahvaljuje.

10.12.1980. Gradimir V. Milovanovi¢
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8.PRIBLIZNO RESAVANJE OBICNIH
DIFERENCIJALNIH JEDNACINA






8.1. PRIBLIZNI ANALITICKI METODI ZA RESAVANJE
. /
CAUCHYEVOG PROBLEMA -

8.1.1. Uvodne napomene i problem egzistenciije reéenjg

U ovom poglavlju razmatracdemo pribliZne analiti&ke meto-
de za reSavanje obiénih diferencijalnih jedna&ina sa datim po-
¢etnim uslovima. Ovakav problem se naziva Cauchyev problem. U
drugom i tredem poglavlju ove glave razmatrademo numerilke me-
tode za re3avanje Cauchyevog problema. Cetvrto poglavlje bide
posvedeno re$avanju konturnih problema kod obi&nih diferenci-
jalnih” jednadina.

Najvedi deo izlaganja bice posveden re¥avanju Cauchyevog
problema za diferencijalne jedna&ine prvog reda oblika

(1.1.1) y' = £(x,¥), v(xy) = y,.

Metodi koji se koriste za re3avanje navedenog problema
mogu se uopStiti u tom smislu da budu primenljivi za re3Savanje
Cauchyevog problema za sistem jedhaéina prvog reda

D AR P € 33" P AN
(1.1.2) P m (1=1,...,m).

yi (xO) = yiO

Napomenimo da je u ovom sludaju potrebno sistem jedna&ina
(1.1.2) predstaviti u vektorskom obliku

->

> -> ->
(1.1.3) -Y>’ = £(x,y), y(xO) = Yo [

gde su
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£fo(xX5930000Yg)
- Y1 . Y10 N R
Y = . ’ YO =1 - ’ fix,y) = : .
Y Yo ‘ fm(x;ylp---,ym)

0d interesa je i re$avanje Cauchyevog problema za dife-
rencijalne jedna&ine vifeg reda. Primetimo, medjutim, da se
ovaj problem mo¥e svesti na prethodni. Naime, neka je data dife-
rencijalna jednadina reda m
[} -1
(1.1.4) y(m) = f(x;y,y¥ .---,y(m ))

sa pofetnim uslovima

(1.1.5) y P x) = vy, (i=0,1,...,m=1).
Tada se, supstitucijama

n~-1
Zy =Yr 29 F Y'ireeos Zm = Y( )r

jednadina (1.1.4) sa uslovima (1.1.5), svodi na sistem

zi =25,
zé =z3,
z& = f(x;zl,zz,...,zm),
sa uslovima.
zi(xo) = 2,4 = Yio (i=1,...,m).

Iz standardnih kurseva matemati&ke analize, koji obradju-
ju obiéne diferencijalne jednadine, poznato je da se vedéina jed-
nadina ne mo¥e integraliti pomoéu elementarnih funkcija u konad&-
nom obliku. Medjutim, u praksi, najéesce, nije ni,potrébno takvo
reSenje, pa se iz tih razloga pristupa pribli%nom reSavanju.

Metodi'za‘pribliéno reSavanje mogu biti analiti®ki i nu-
meridki. ‘ ' '
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Posmatrajmo, na primer, diferencijalnu jednaé&inu

1

1+ x2

4

Yy = 2xy +

OpSte re3enje ove jednadine je

2

2 -t 2

y=exfe——'-dt+Cex,
1+ t?

gde je C proizvoljna konstanta, dok je re3enje koje zadovoljava
uslov y(xo)=y° dato sa '

2 X 2_,2
y=e* f £ —at+ yoex ¥o |
X 1+ t?

(o)
Primenjujuéi numeriéku integraciju na integral u poslednjoj for-
muli, dobidemo numeri&ko resenje za datu jednaéinu,

Pre nego Sto predjemo na izu&avanije pribl;inih metoda za
reSavanje diferencijalnih jedna&ina, razmotrifemo neke probleme
vezane za egzistenciju i jedinstvenost refenja diferencijalnih
jedna&ina. Pri ovome bice nam potrebno sledede uopitenje Banach-
ovog stava (teorema 1.2.1 iz trece glave).

Teorema l.1.1. Ako je X Banachov prostor,'T:x-+x neprekidni ope-
rator, i ako A=T" predstavlja kontrakciju, tada jednadina

Tu = u

ima jedno i samo jedno reSenje.

Dokaz. Neka je a nepokretna tacka operatora A, tj. neka

je Aa=a. Konstruifimo niz {Aku gde'uoex. Kako je A kon-

‘ o}keNO'
trakcija vaZi
a = 1lim Akuo.
k+>+o-

S druge strane, zbog neprekidnosti operatora T imamo

Ta = iim’AkTuo.
. k>4
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S obzirom da je A kontrakcija (videti definiciju 1.2.1
iz 3. glave) iz

| a%ru, - a%u_llcall A% trag - 257 fl< oL <qf I Tug - ug ] (0sa<)
sleduje
lim || AkTuo - Aku°|| =0,
K>+
tj. Ta=a .

Kako je svaka nepokretna talka operatora T, nepokretna
i u odnosu na kontrakciju Tn, to iz teoreme 1.2.1 (3. glava)
izlazi da operator T ima jednu i samo jednu nepokretnu ta&ku,
koja je refenje jedna&ine Tusu.

Napomenimo da navedena teorema va%i i u slu€aju kada T
zadovoljava zahtevane uslove na nekom zatvorenom delu D(C X),
ukoliko T:D +D.

Predjimo sada na pitanje egzistencije i jedinstvenosti
reSenja diferencijalnih jednad&ina.

Neka je D = {(x,y)||x-x | <o, |y-y,| <8}.

Definicija 1.1.1. Funkcija (x,y)— £(x,y) zadovoljava Lipschitz-

ov uslov po y u oblasti D, ako postoji nenegativna konstanta
L takva da je

If(xryl-) - f(x'Y2)| < Llyl-YZI ’

za svako (x,y,) i‘(x,yz) iz D.

Primetimo da funkcija f =zadovoljava Lipschitzov uslov,

ako 35 egzistira na D i ako je ogranifen. Zaista, na osnovu

Lagrangeove teoreme o srednjoj vrednosti imamo

fix,y,) - £(x,¥5) = (v; ~yp) %{,C—),

gde je c izmedju Y, i Yor odakle, pod pretpostavkom °

L, (V(x,y)eD) ,

vl
114
(1)
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sle&uje
|f(.x,Y1 = f(leZ)l < LIYI-Y2|'

Sledefa teorema daje uslove za egzistenciju jedinstvenog
reSenja Cauchyevog problema (1.1.1).

Teorema 1.1.2. Neka su ispunjeni uslovi:

1° £ neprekidna funkcija na D i |£(x,y)| < M;

o

2 f zadovoljava Lipschitzov uslov na D;

o

3 ).

h < min(a,

k{ld

Tada u I=Ex°-h, x°+hJ postoji jedinstveno refenje Cauchyevog
problema (l1.1.1). ~ '

Dokaz. Integracijom (1.1.1) dobijamo

<
(1.1.6) yix) =y, + [ f(t,y(t))at.
*o

. Ui :
U prostoru C(I) uo&imo njegov zatvoreni deo A za koji je

max |y(x)4y°|=;8 i defini¥imo preslikavanje T pomoéu
xe I

% \
Ty =y, + [ ft,y(t))dt (yeA) .

X
o

Primétimo da je ovo preslikavanje neprekidno.
Doka%¥imo, najpre, da T preslikava A u A.

Neka x€I i yeA (CC(I)). Tada je ofigledno TyeC(I). Sta-
vise, 2zbog uslova 1° 4 3°, imamo

x B
Ary-y | = | JE(t,y(t)at| < Mlx-x | < Mh < 8,
X
(o}
tj. TyeA.. _
DokaZimo sada da je neki stepen preslikavanja T kontrak-

cija. Neka yl,yzéA. Tada je za xeI na osnovu uslova 20,

o X
|'1‘y1—Ty2| = f (f(tlyl(t)) - f(tlY2 (t))dat{,
, . ¥o
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sleduje da su svi uslovi za primenu teoreme 1.1.1 zadovoljeni,

tj.

X
Ty, -Ty,) < lef Iy, (6) - y,(0)]at
o

A

Lix-x_|max|y,(t) - y,(t)]
olier 1 2 !’

odakle dalje sleduje

. ) Jx-x&z : .
72y -2y, | £ ey -yl

ali i
n
n lx-xg]

T n O
(1.1.7) [Ty, = Ty,| 2" —— lly; -v,ll »

gde je ||l y|| = max|y(t)].
tel

Uzimajuéi maksimum (po xeI) leve i desne strane u nejed-
nakosti (1.1.7), dobijamo

’ n.n
n n L n
Ty, - Tylls Ellyy - ovall

Kako se moZe izabrati broj n dovoljno veliki, tako da 1
je ' !

(Lh) )
1

=}

zaklju€ujemo da je ™ kontrékcija.

S okzirom da je A zatvoreni skup u C(I), iz prethodnog

na- osnovu koje zakljudujemo da integralna jedna&ina (1.1.6),
tj. Cauchyev problem (1.1.1) ima jedinstveno reZenje.
Oovim je dokaz teoreme zavr3en.

Sli€an rezultat se moZe dokazati i za opZtiji sludaj,
tj. za Cauchyev problem (1.1.3).

Neka je G={(x,¥)| |x-x.| <o, [| y-y |l < 8}, gde je [|]|

i

norma vektora u R© (videti odeljak 4.1.6)(
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Teorema 1.1.3. Neka je funkcija f:RxR" +R" na G neprekidna i

|| £(x,y)]] < M. Sem toga, neka £ zadovoljava Lipschitzov uslov,
tj. neka je

-> > . - -+ > >
£,y = £,y |l = Lllyy - vyl

za svako (x,;l) i (x,;z) iz G. Tada Cauchyev problem (1.1.3)

ima jedinstveno reSenje u oblasti

Ix - xol < min (o, %).

Primer 1.1.1. Posmatrajmo problem

(1.1.8) y' = y1/3, y(0) =0.

Lako se pokazuje

¥t 3) <1

[ £(x,y)| = < Ozxzgl, |ylz1).

Kako f ne zadovoljava Lipschitzov uslov po y, jer

1/3 1/3
'f(xvyl) -f(xIYZ)I _ lyl/ - YZ/ l 1
- 2/3 1/3.1/3 2/3
ly, - vyl ly; - ¥, 1y2/3 4 y1734173 273

mo¥e postati proizvoljno veliko kada su Yy iy, dovoljno mali,
na osnovu teoreme 1.1.2 zakljuéujemo da problem (1.1.8) nema
jedinstveno reSenje. Primetimo, medjutim, da je za svako ael0,11]

‘funkcija

0 - (0zxca),
Xh§ya(x) =

3/2

(3(x-a)) (a<xg1)

reSenje datog problema.

Teorema l.1.4. Ako je (x,y)h+f(x,y) analiticka funkcija u
(xo,yo) tada za § dovoljno malo postoji jedinstveno reSenje

x+ y(x) koje. je analiticko za x°-6 SXSX +6 i koje zadovoljava
Cauchyev problem (1.1.1). Ako je f analiticka za svako x i y,
tada je svako reSenje problema (1.1.1) analiti&ko.
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8.1.2. Taylorov metod

Taylorov metod spada u grupu pribliZnih metoda za re3ava-
nje Cauchyevog problema

(1.2.1) y' = £(x,y),  y(x)) =y,

koji daju re3enje u analitidkom obliku.

Neka je funkcija (x,y)~ £(x,y) analitic¢ka u tacki (xo,yo).
Tada na osnovu teoreme 1.1.4, postoji jedinstveno reSenje x+ y(x)
koje je analiticko u X, Drugim refima, y ima u okolini x, izvo-
de proizvoljnog reda pa je

(1.2.2) ¥ (x) =y () +(x=x) ¥ (%) + 5 (x-3x) 2y" (%) + ...

Na osnovu (l1.2.1) moZemo izrafunati potrebne izvode
y(l)(xo) (i=1,2,...). Naime, imamo redom

Y(x)) = vor |
y'(x,) = £(xg,¥,) s
1] 7 = _3_f + 'E]
" (%) ['c)x Y 3y X=X, Y=Y
af(xoryo) af(xoryo)

i ra— f f(xo'yo) , itd.

Y
Primer 1,2.1. Za problem

(1.2.3) y ' =x%2+y%?, y()=1,

sukcesivnim diferenciranjem dobijamo

y' =x%+y?2, Y, = x2 +y2 =1,

y" = 2x + 2yy', _ vyg = 2x, + 2y°yé =2,

y" = 2+2yy"+2y'2, vy =2 +2y6yg_+ 2y62 = 8,
YV = 2yy™ + 6y'y", N .=‘2y§¥§,,t 6ygygﬁé 28,

gde smo stavili yéi) = y(i)(xo).
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Zamenom dobijenih vrednosti u (1.2.2) dobijamo

2 3 4
y(x) =1 + x + 2 %— + 83 +28 % 4+ ...,

v—
w
-
-3
——

tj.

1+ x + x2 + % x3 + % X+ ... .

y (x)

8.1.3. Metod neodredjenih koeficijenata

Za razliku od Taylorovog metoda, ovde re$enje problema
{1.2.1) traZimo u obliku ‘

(1.3.1) Y(x) = aj + a)(x-x,) + a2(x-xo)2 + ..y

gde nepoznate koeficijente ay (k=0,1,...) formalno odredjujemo
iz uslova da (1.3.1) zadovoljava problem (1.2.1). O&igledno je

a,=Yq-
Primer 1.3.1. Metodom neodredjenih koeficijenata re#imo problem
(1.2.3). Kako je xo=0 i Yo=1 imamo

y(x) =1+ ax+ a2x2 + axd + a4x“ + ...

y'(x) = a; + 2a,x + 3a;x? + 4a4x5 + oie s

odakle zamenom u (1.2,3) dobijamo

: . 2 3 = w2 2 3 2
a1+2a2x+3a3x +4a4x +... X +(1+alx+a2x +a3x +...)%,
tj.

(a1-1)+(2a2-2a1)x+(3a3-1-2a2-a§)x2+(4a4-;a3-2a1a2)x3+. ce=0.

Iz poslednjih jednakosti sleduje
= =a = =1 2y, _4 _1,. _1 .
3;=1, 373,51, a3=3 (1+2ay+a)) =3, ay=7(2a3+2a,a,) =¢, itd.

Dakle,

4

y(x) =1 + x + x2°+ §-x3'+ 7

Lol
6x + ... .
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8.1.4. Picardov metod sukcesivnih aproksimacija

Kao %to je poznato iz odeljka 8.1.1, Cauchyev problem
(1.4.1) y' = £(x,y), v(xy) =y,

se moZe formulisati i u integralnom obliku

X
y(x) =y, + [ £(t,y(t))at.

X
(o]

Picardov metod sukcesivnih aproksimacija sastoji se u

generisanju niza funkcija {yESJ(x)}seN pomodéu ‘iterativnog
o

procesa

(1.4.2) yESt () = 1yl8(x) (s=0,1,...),

gde je operator T definisan pomodu

X
Ty(x) =y, + [ £(t,y(t))dt.

)

Naj&e8ée se uzima yEOJ(x)=yo, mada je bolje uzeti, na primer,
neki konaan odsefak Taylorovog razvcja tra¥enog refenja.

Pod uslovima iz teoreme 1.1.2, iterativni proces (1.4.2)
konvergira ka jedinstvenom re¥enju xwy({x) problema (1.4.1), tj.

k
va¥i lim y o7 (x)=y(x) (xeI).
S+

Slededa teorema daje oceru gre¥ke kod Picardovog metoda.

Teorema 1.4.1. Neka su ispunjeni uslovi teoreme 1.1.2 i neka se
[s]

niz {y (x)}SeN generife pomoéu (1.4.2) polazeéi od yEo](x)=y°.

Tada je za svako xel

l rsi s |x-xo|s+1
(1.4.3) ly"" (%) =y(x)]| < ML =TT (570,1,...).
Dokaz. Uvedimo oznaku es(x)=|yESJ(x)-y(X)| (xeI). Kakov
je '
v 0 -y = et (0 v
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imamo

X
egp () 5| [ I£e,y"5) - f(t,Y)|dt‘,
xO
tj.
X
(1.4.4) e 1 X) < lef es(t)dtl,

o

s obzirom da f 2zadovoljava Lipschitzov uslov.

S druge strane, na osnovu Lagrangeove formule imamo

(1.4.5) eo(x)=|y

Lol

(x)=y (x) [=]y (x ) -y (x) [=|y’ (8) |- [x-x,],

gde je £ neka tatka izmedju x, 1 x. Kako je |y’'(&)] =

£/ (,y(E)) |

< M (uslov 1° u teoremi 1.1.2), iz (1.4.5) sleduje

e (x) < Mlx-x]|.

Polazeéi od poslednje nejednakosti, na osnovu (1.4.4)

sukcesivno nalazimo

el(X)

ez(X)

e (x) <

x x . fx-x |2
3 L| / eo(t)dtbl < MLI / It-xoldt‘l =ML —7—
X X
P ' : X (t-x)?2 [ x=x_]3
;_ LI f el(t)dt| ;MLzl T—dt'= ML2 —3—|——,
X X * ¢
[o]
S+1
. lxex]
MY Ty

¢ime je dokaz teoreme zavrden.

Primetimo da iz (1.4.3) sleduje

lim |
S+

[s]

Yy o (x) -y(x)| =0 (xeI).
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Primer 1.4.1. Primenimo Picardov metod na reSavanje problema
iz primera 1.2.1.

Neka je v % (x)=1. Tada je

13 X ' 1

y-oo(x) =1+ [ &2+ndt=1+x+§x%
(e}

£21 r 1

Yy OUx) =1+ [(e2 +(1+t+3td)?2)at

[e]

1

2 4 2 l 7
] 2 4 £ x3
+X+X +3x +3-x +

£ »5 —
15X te3¥x

itd. Primetimo da se aproksimacija ytzj(x) poklapa sa Tayloro-
vim razvojem u prva tri &lana, Ocenimo sada grefku ove aproksi-
macije pomodu (1.4.3). Kako je funkcija (x,y)+ £(x,y)=x2+y? de-
finisana i neprekidna za svako (x,y)eR2, to za o« i B mo¥emo iza-
brati proizvoljne brojeve. Uzmimo, na primer, a =8 =§1-. Tada je

. ‘
D= {(xy) | Ixl 23, ly-1] 25},
2 2
M= max |f(xy)| = ) + @) =3,
~{x,y)eD
L= max :—)f;l =2-%=3.
(x,y)eD
S obzirom na nejedpakost hH;min(a,%) = % , izaberimo
h=0.2. Tada je, saglasno (1.4.3), za svako xeI=[-0.2,0.21
5 ., lx
1xY ) -y (x| < 3432 —— = 3.75]x|3,

t3.
max. ly*2? (x) -y(x)l 3.75+(0.2)3 = 0.03 .
xel

Ocena greSke po formuli (1.4.3) u mnogim sludajevima mo-
Ze biti komplikovana. Jedan prakti&ni kriterijum za prekidanje
iterativnog procesa (1.4.2) je

I [S+1](x) - YES](x)l <e (xeij,

gde je ¢ unapred zadata ta&nost.
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Picardov metod sukcesivnih aproksimacija moZe se prime-
niti i na sistem jednad&ina (1.1.3), predstavljajuéi prethodno

ovaj sistem u integralnom obliku

>

-> x-> ->

Y =y, + [ flty)at,
*o

gde je

X N X x T
[E(t,y)at =[ [ £, dt «eo f fmdt] .
X

X
o xO o

Tada je Picardov metod dat pomocu

[s+1] > - s]
yrs+id o Fe, 7% ae (s=0,1,...),

]

gde se za ;Eo moZe uzeti, na primer, ;o'

Primer 1.4.2. Primenimo Picardov metod sukcesivnih aproksima-

cija na Cauchyev problem

14

Y

]
o

Xy + z, y (0)
(1.4.6)

N
]
I

o]

y + xz, z(0)

Stavimo

RS y > Xy + z > > 0
y = ’ f = . . ’ y(O) = yo = .
z y + xz 7 1

Polazeéi od §E°J=§o, dobijamo

X
0 S (t-0+1)dt x
[o]
1
501 _ + - ,
x\
1| 7 (0+t-1)dt 1-+% x2

(o]
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X 1 . 1
0 f(t(r+5t2)dt x+5x3
[}
;EZJ - + = ,
X 1 1
1 I (t+t(1 +7t2)dtJ 1+ x2 +§x“
(o]
0 ¥ Lisyir +62 +1e%)ae] X +2x3 + 1,5
of‘“z 8 3% *3
§[3J = + = ’
1 S (e+edat (1o£2458%) ) at 14x2+ x4 + Lxb
of‘t*i t 8 i X+ X" * 73

ol

itd. Primetimo da se za ;[ moZe uzeti bolja aproksimacija ne-

go 5to je ;o' Naime, kako iz (1.4.6) sleduje
y'() =1 i z’(0) =0,

to se moZe uzeti

007 [Y(O) + y'(O)x]= [x] .
z(0) + 2'(0)x 1
Oblast primene Picardovog metoda teorijski je mnogo $ira
nego kod Taylorovog metoda, s obzirom da se ne zahteva uslov
analiti€nosti funkcije £ . Medjutim, veliki nedostatak ovog me-
toda, koji ga &esto ¢ini praktiéno neprimenljivim, sastoji se

u potrebi za izra&unavanjem sve komplikovanijih integrala (sa
porastom broja iteracija s).

Jednu modifikaciju Picardovog metoda, kod koje je elimi-

nisan problem izra&unavanja komplikovanih integrala, dao je

. *
K. Orlov ({11) i ona se sastoji u konstrukciji niza {ytsj}seN

pomoéu
(s+1)

*rs+ x *rs3
vy oy o+ 7 e,y at (s=0,1,...),
. .

o




8.1. PribliZni analitiZki metodi... 17

(s+1)

s]

°]==y°. Simbol f(x,yc ) oznatava da funk-

poiazeéi od ;E
ciju £ treba razviti u Taylorov red po stepenima od X = Xg i
pri tome zadrZati samo prvih s +1 &lanova. Jasno je da ovaj po-

stupak zahteva analitifnost funkcije £ u okolini X=Xyr Y=Y
Primer 1.4.3. Neka je dat Cauchyev problem

14

y' =1 + x3y? - x!3y, y(0) = 0.

Primenom modifikovanog Picardovog metoda dobijamo redom

*[0]
Yo =0, b4 =0 ;-
%01 xL07, * *C1) X
f(x,y y =1, £f(x,y ) =1, vy = fdt =x ;
o
*[17] 5 14 *r13 2
f(x,y "7) =1+ x> - x4,  f(x,y ) =1+ x5,
. X
vy = s+ eSat = x + Fx6
o
*r2
f(x:Y[ ?) =1 + xa(x-i-%xs)2 - x13(x-+%x5)
- 5 . 1,10 _ L1 115 _ 1.9
1 + x° + 3x X + 3Tx a-x ’
3 .
*
f(x,chJ) =1 + x5 + %xlo,
* X »
y[3] = [f(1 + t5 + .;_th)dt = x + %xﬁ + 31_'3_x11.




8.2. LINEARNI VISEKORA CNI METODI

8.2.1. Eulerov metod

Eulerov metod je najprostiji numeridki metod za reSava-
nje Cauchyevog problema

(2.1.1) y' = £(x,y),  y(xy) =y,

i bazira se na pribliZnoj jednakosti

y(x) = y(x,) + (x=x)y’ (x,),

koja se svodi na

(2.1.2) y{x)

Q

y(xg) + (x-x )£(x,,¥,) +

s obzirom na (2.1.1). Ako sa Yy oznadimo pribliZnu vrednost za
y(x,), na osnovu (2.1.2) imamo

Yl = yo + (xl_xo)f(xoryo) .

U opStem sludaju, za proizvoljan skup tadaka X, <X, <

< Xy <enny pribliZne vrednosti za y(x,), u oznaci Ynr moiemo

4
y (x31y3)
(x,,4,)
2772
(X,09,) N Y (%)
' |
| ! |
S . i i
o | (xo,'yo) i :
| ! i
\ [ !
1 1 1 —-»>
0 o *1 % X3 x
Sl. 2.1.1

18
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odrediti pomodu

(2.1.3) é Yo + (xn+1-xn)f(xn,yn) (n=0,1,...).

- Ynn
Poslednja formula definiSe Eulerov metod, ¢ija je geome-
trijska interpretacija data na S1l. 2.1.1.

Poligonalna linija (x,,¥,) = (x,,¥,) = (x5,¥,) = ...
poznata je kao Eulerov poligon*.

Najéesée se tadke X, biraju ekvidistantno, tj. Xn41 " ¥ =

h=const(>0)(n=0,1,...) 1 u tom sludaju (2.1.3) se svodi na
Yns1 = ¥Yp + hf(xn,yn) (n=0,1,...).

i . # %

Primenimo sada Eulerov metod na reSavanje model-problema

(2.1.4) y' +ay =0, y(0) = yo'l (A= const)

na segmentu [0,17.

2|

Segment [0,1] podelimo na N podsegmenta duZine h = %,
tako da je |Ah| <1 i X, =nh (n=0,1,...,N). Prema Eulerovom me-
todu imamo

Yoy, = Yp * h(-Ay)) (n=0,1,...),

5.

Yn+1 (1-ah)y ’ (néo,l,,l.)a

Iz poslednje diferencne jedna&ine sleduje

n » xn/h
y, = (1-Ah)"y_ = (1-ah) " y_ (n=1,2,...).

S druge strane, ta&no reSenje problema (2.1.4) je dato
sa y(x)=yoe'Ax, odakle je

. =AX .
_ n
y(xn) = Y.e .

Kako je, pri |ah| <1,
* Naziva se i Euler-Cauchyev poligon.

**Prablem (2.1.4) se naziva model-problem, s obzirom da se koristi za
testiranje karakteristika numeridkih metoda.
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xn/h *n
(1-Ah) = exp(Trlog(l-Ah))
X

= exp (- 7?(Ah-+% A2h2+0(h?)))

= exp(—Axn)exp(-%Azhxn)exp(o(hz))

= exp(-Ax_)* (1-3A%hx_+0(h2)) (140 (h2))

= exp(-Ax )" (1-%A2hxn) +0(h?),

imamo

= 1,2 - 2
Y, = ¥o(1-3A%hx )exp(-Ax ) + O0(h%),

n

dok je odgovarajuéa grefka data sa
= - = 1a2 - 2
e(xn) = y(xn) Yp = 2A hyoxnexp( Axn) + 0(h¢) .

Dakle, e(xn)-*O, kada h+0, pri &emu ovu konvergenciju
treba shvatiti u smislu da xn(=nh) ostaje konstantno kada h+0.
Da ne bi do%lo do zabune pi$emo

lim e(xn) =0,
h+0
xn=nh=const

Problemu konvergencije bide posveéen odeljak 8.2.3.

8.2.2. Ops$ti linearni viSekora&ni metod

U ovom i narednim odeljcima ovog poglavlja razmatrademo
jednu opStu klasu metoda za reSavanje Cauchyevog problema

(2.2.1) y' = f(x,y),  vix)) =y, (x, <x<b),

pretpostavljajuéi pritom da funkcija f ispunjava uslove kao u
teoremi 1.1.2, 5to obezbedjuje jedinstveno neprekidno-diferen-
cijabilno reSenje xr y(x) problema (2.2.1).

Ako segment txo,bj podelimo na N podsegmenta duZine

h= N o , dobijamo niz tacaka {xn} odredjen sa

xA = x0’+ nh (n=0,1,...,N).
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‘Neka {yn} oznafava niz pribliZnih vrednosti reSenja problema
(2.2.1) u tacdkama X0 i neka je fn = f(xn,yn). Pred nama se po-
stavlja problem odredjivanje. niza (). 2a reSavanje ovog pro-
blema razradjen je veliki broj metoda. Jedan od ovih metoda je
1 Eulerov metod koji je razmatran u prethodnom odeljku. Kod Eu-

lerovog metoda niz {y,} se izradunava rekurzivno pomoéu

(2.2.2) Yp+41 ~ ¥p = hfn (n=0,1,...),

pri ¢emu postoji linearna veza izmedju Ynr Ype1 if£,.0 opstem
sludaju za izradunavanje niza {yn} mogu se koristiti sloZenije
rekurentne relacije, nego &to je (2.2.2). Medju metodima, koji
proistidu iz ovih relacija, vaZnu ulogu igraju metodi kod kojih
postoji linearna veza izmedju Ynei? fn+i (i=0,1,...,k) 1 oni ¢&ine
klasu tzv. linearnih visSekoraé&nih metoda*,

Op$ti linearni viSekora&ni metod moZe se predstaviti u
obliku

(2.2.3)

k k .
z 17n+i

Ouiyn'l-i =h 1 gf (n=0,1,...),

i i=o

gde su o; i B; konstantni koeficijenti odredjeni sa tadnoscu
do na multiplikovanu konstantu. Da bismo obezbedili njihovu
jednozna&nost uzecemo ap=1.

Ako je‘Bk=0, kaZemo da je metod (2.2.3) otvorenog tipa ili
da je eksplicitan; u protivnom metod je zatvorenog tipa ili
implicitan.

U op$tem sludaju (2.2.3) predstavlja nelinearnu diferencnu
jednadinu, ‘s obzirom da je fn+i = f(x

Za odredjivanje niza {y,}, primenom metoda (2.2.3) potrebno
je poznavanje startnih vrednosti A (i=0,1,...,k-1). Kako nam je
unapred poznata jedino vrednost y,, poseban problem u primeni
viSekora&nih metoda (2.2.3) predstavlja odredjivanje ostalih
startnih vrednosti. Ovom problemu bide posveden poseban odeljak.

Pod pretpostavkom da su poznate startne vrednosti
yi(i=0,1,...,k-1); kod eksplicitnih metoda direktno se izraduna-
‘vaju Yir ‘yk+_‘1‘,..\, Yy pomodu

* Na engleskom: multistep method.
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k-1 k-1
£ - I
i=o i=o0

yn+k = (li Yn+i (n=0,1,...,N-k).

Medjutim, kod implicitnih metoda za odredjivanje vrednosti

Yn+k treba re3iti jednaé&inu
(2.2.4) Ynek = thf(xn+k’yn+k) + ¢,
gde je
k-1 k-1
¢=hzc B, £ - I a, Y .
i=o i "n+i j=0 T n+i

Kada je (x,y)» £(x,y) nelinearna funkcija koja zadovoljava
Lipschitzov uslov po y sa konstantom L, jedna&ina (2.2.4) se mo-
Ze reSiti iterativnim procesom

[s]

ntk ' Yr+k) ¥ ¢ (s=0,1,...),

(2.2.5) y[;‘;}:]l‘] = hgy f£(x

polazeéi od proizvoljne vrednosti ygil, ako je

higy|L < 1.

Uslov dat ovom nejednako$cu cbezbedjuje konvergenciju

iterativnog procesa (2.2.5).

Za metod (2.2.3) definifimo linearni diferencni operator

Ly : Cl[xo,b] +C[x°,b] pomodéu

_ K _
(2.2.6) Ly[¥] = © [o; y(x+ih) -he; y (x+ih)].
i=o :

Neka funkcija gecw[xo,b]. Tada se Lh[g] moZe predstaviti
u obliku
Y i 2 .
(2.2.7) L la]l = cpg00) + Cjhg”(x) + Chig"(x) + ...,

gde su~cj(j=0,1,...) konstante, koje ne zavise od h i g.

Definicija 2.2.1. Linearni visSekoradni metod (2.2.3) ima red p
ako je u razvoju (2.2.7)

Co =C = ... f CP =0 i Cp+l # 0.

Razvijanjem funkcija x+ g(x+ih) i x+g~(x+ih) u Taylorov
red u okolini ta&ke x, lako se dobija (2.2.7). Za konstante Cy
dobija se redom
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C° = ag + dl + ... + Ay s
(2.2.8) C1=u1f2a2+...+kak—(e°+sl+...+sk),
1 3 1 j-1
Cj“Jl(“ +2 u2+...+k ak) G- 1“(3 +2 32+...+k Bk)

(3=2,3,...) .

Primer 2.2.1. Za k=2, konstruisimo implicitni metod oblika
(2.2.3) koji ima maksimalni red i koji sadrZi jedan proizvoljan

parametar. Neka je a_=a proizvoljan parametar i u2=1. Nepoznate

o
By odredimo iz uslova da se dobije mak-

koeficijente agr Bo’ Bl’
simalni red, tj. iz uslova CO=C1=C2=C3=0. ReSavanjem sistema
jednaéina
Co = a + @y +1=20,
C, =ay +2 = (B, +8; +8y) =0,
C, =L, +4) - (8, +28,) =0
2 2'71 1 2 ’
Cy = 2la, +8) - 28, + 48,) = 0
3 6 1 271 2
dobijamo
"a, = -(1+a), B.=--%(1+5a), B,=2(1-a)
1 . ' o 12 ' 1 3 ’

1
82 = 1_2(5 + a)_l

tj. metod (2.2.3), u ovom sluaju, postoje

(2.2.9) ¥, o= (a)y, , +ay, =f50 (S+a) £, o +8(1-a)f, - (145a) £, 3.
Kako je
Gy = !(a +16) - (81 + 862) =-ﬁ('1+a)_ ’
C 5 = -51—!(a +32) (B +168,) = 360(17+13a)

zakljuéujemo sledede:
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1° ako je a# -1 (=>C49€0), metod (2.2.9) je tredeg reda;

(o]

2 Ako je a=-1 (=C4=0 i CS#O), metod (2.2.9), tj.

metod

Yne2 “ ¥n T

Wiz

(f + 4f + fn),

n+2 n+1l

je Zetvrtog reda. Primetimo da poslednja formula predstavlja
Simpsonovo pravilo (videti odeljak 7.2.2).

Primedba 2.2.1. Umesto koeficijenata Cj u nekim sluéajevima lak-
5 koji se javljaju u razvoju

Se je operisati sa koeficijentima D

th:g] (u okolini tadke x + th)
L,£gl =-D_g(x+th) +D hg’ (x+th) +D,hZg" (x+th) + ...

S obzirom na jednakosti

Co = Do v
Cl = Dl + tDo ’
: tj .
Cy =Dy + D4y + ..o + 37D, (§=2,3,...)
i zakljuCujemo da vaZ%i ekvivalencija
|
f Co=C = ---=C,=0 & D, =D =...=D,=0.
:
! Takodje,
C°=C1= cee =Cp=0 = Dp+1=cp+1 i Dp+2 = p+2-th+1 -

Formule za koeficijente Dj, analogno formulama (2.2.8), su

| -
3 Do—ao+a1+...+ak, \
‘ (2.2.10) Dl==-tu°+(1—t)al+(2-t)a2+...+(k—t)ak—(eo+al+...+Bk),
‘ =Ll (—¢yd gy J ey J
| Dj 3! (-t) a°+(1 t) a1+...+(k t) oy
! ey J-1 31, v j-1
G-1)1 (-t) B°+(1 t) Bl+...+(k t) Bk

(3=2,3,...) .
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Za t=0 formule (2.2.10) se svode na (2.2.8). Podesnim
izborom parametra t, formule (2.2.10) mogu se u izvesnim slu-

éajevima znatno uprostiti.

8.2.3. Konvergencija viSekoraénih metoda

ili~pomoéu:karakterist;énih polinoma -(2.3.1).:

‘Neka je x+ y(x) tacno reSenje problema (2.2.1) i {yn}
niz pribli¥nih vrednosti ovog redfenja u taékamavxn=x°+nh

(n=0,1,...,N) dobijen primenom metoda (2.2.3), sa startnim

vrédnostima yi=si(h)‘(i=0,1,...,k—1).

Definicij@ 2.3.1. Za linearni viSekoralni metod (2.2.3) se kaZe

da je konvergentan ako je za svako xe[xo,b]

llm y = y(x)'
h-+0
x-xo—nh

i ako za startne vrednosti vaZi 1lim S; (h)-— Yo (i=0,1,...,k-1).
h+0 N

Linearni viSekora&ni metod (2.2.3) se mo¥e okarakterisati
prvim i drugim karakteristiénim polinomom koji su dati respék—
tivno pomocu . : (

(2.3.1) p(g) = a. & sl 0 (E): =

Definicija 2.3.2. Za linearni viSekoradni metod se ka¥e da je

konzistentan ako. ima red p;=1.

.Uslov konzistencije moZe se iskazati jednakostima

‘V‘k v -{ it N
Lag =0 i .
1=0 1

i, = I B. "
fo) t i=o

I~

(2.3.2) p(l) -0 - i Vb""‘(‘i") = o (1),

Ovag usiov Je neophodan za konvergenc;ju metoda (2 2 3),
na Sta: ukazuje sledecu heurlstlékl argument._‘

i



p'(1)=0(1), 5to predstavlja drugi uslov u (2.3.2).
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Pretpostavimo da yn-ry(x)(¥0), kada h+0 i x—xo=nh=const.
Tada za fiksirano k , imamo takodje Yner1™ y(x) (i=0,1,...,k),t3

y(x) = Ypoei t 0(h) (i=0,1,...,k). |
Kako je

k k k 7

i:oaiy(x) = iiouiyn+i + 1:oai O(h),
tj.

k k
y(x)iioai = hiiosi £4g T O,
k

iz poslednje jednakosti, pri h'+0, sleduje iioai==p(1) =0,

s obzirom da je y(x) Z O.
Kako yeCltxo,bJ, imamo
Y -y :
n+i n R
—ir Y (i=1,...,k),
tj.

Ypei ~ Y = ihy’(x) + 0(h2) (i=1,...,k),

n+

kada h+0 (x-a=nh=const). Tada je

k k X
Iog¥ 4o~ Iay¥,=he iaiy'(x) + 0(h2?),
i=o i=o i=o
tj.
k
- = ’ ’ 2
(2.3.3) hiiosif“+i > ype (1) hy " (x)p" (1) + 0(h2).

S druge strane, kako je p(1)=0 i fn+i—>f(x,y(x)) (th+0,

nh=k—x°), iz (2.3.3), prelaskom na grani&nu vrednost,rsleduje'
£lx,y (X))o (1) =y’ (x)p’' (1) .

Na osnovu poslednje jednakosti zaklju¥ujemo da x+ y(x) zadovo-
ljava diférenéijalnu jedna&inu (2.2.1) ako i samo ako je
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Kao 3to je ranije napomenuto uslov konzistencije je po-
4
treban za konvergenciju metoda (2.2.3). Medjutim, moZe se poka-
zati da ovaj uslov nije dovoljan.

Na osnovu (2.3.2) zakljufujemo da kod konzistentnih me-
toda, prvi karakteristi&ni polinom ima nulu £=+1. Ovu nulu na-
zivamo glavnom nulom i oznafavamo je sa El‘ Ostale nule Epresenky
polinoma p nazivamo sporednim nulama i o njima uslov konzisten-
cije ne pruZa nikakvu informaciju. Medjutim, sporeane nule bit-
no uti&u na konvergenciju metoda (2.2,3). Naime, kako se dife-
rencijalna jedna&ina prvog reda (2.2.1), primenom metoda (2.2.3),
zamenjuje diferencnom jednadinom k-tog reda, to se pored reenja
koje pri h+0 treba da konvergira ka tadnom resenju jednaéine
(2.2.1) mogu javiti i reSenja koja divergiraju, tzv. "parazitna
resenja".

Posmatramo jedan trivijalan problem
(2.3.4) y' =0, y(0) =0,

&ije je reZenje y(x) =0. Primena metoda (2.2.3) na problem
(2.3.4) dovodi do diferencne jednaé&ine
(2.3.5)

+ a + ..o + oy, =0,

Yn+k k-1¥n+k-1 o'n

Pretpostavimo da su nule Eyr Egreearby karakteristi&nog
polinoma p realne i razli&ite. Tada je reZenje diferencne jed-
na&ine (2.3.5) koje zadovoljava uslov Yy +y(0) =0 (i=0,1,...,
k-1), kada h+0, dato sa

_ n n. n
yn = h(CIEI + CZEZ. + ... + CkEk) ’

gde su Ci‘(i=1,...,k) proizvqune konstante i £,=1.

Da bi metod (2.2.3) bio konvergentan potrebno je da
yn-+0 (h+0, x=nh=const).

Kako je

(]

n - &
lim hgi = x lim
h->0 n++o
x=nh

=0 ®|g | <1 (i=1,...,k),

|
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zakljudujemo da metod (2.2.3) divergira ako postoji bar jedno
£, takvo da je IEiI >1,

Razmotrimo sada slucaj kada je nula £y viSestruka reda
m(>1). Tada ovej nuli, u re§enju diferencne jednaline (2.3.5),

odgovara &lan

. .m-1,.n
h(Cli + CZin + ...t Cmin )Ei.
S obzirom na ekviyalenciﬁu
lim hn®¢] = x lim 057Nl =0 & 5| <1 (sz1),
, 1 . . 21 . .
h+0 n-+-+w
x=nh - - o - o
zakljuSujemo da metod (2.2.3) divergira ake je |E;] 210

Slic¢no bi se mogao 1sp1tat1 i sluéaj kada je neka nula

polinoma p kompleksna\
Navedeno razmatranje suger1§e sledeéu deflnlclju. ‘

Definicija 2.3.3. Za linearni viZekora®ni metod se ka¥e da je

nula-stabilan ako prvi karakteristi&nil polinom nema:nule sa’
modulom veéim od jedinice i ako su sve nule ‘$a modulom. jedan . -
proste.

Dakle, nula-stabilnost metoda obezbedjuje .da "parazitna:
re§enja“, o kojima je prethadno bilo‘reéi, teZe nuli kada h-~+0.

Foreo

' Teorema 2 3 1. Potrebnl i dovoljnl uslov1 za konvergenclju 11-‘

nearnog v1§ekoraénog metoda su konzlstenclja 1 nularstabllnostﬁ

Dokaz ove veoma vaZne teoreme moZe semnaél, na-primer; -

ucrc21.,
- o 5 Tty

Primer 2.3.1. Posmatrajmo Eulerov metcd

(2.3.6) yn+£ -y, = hf_ '(n=o,1,,..{;_

Oovde je k=1 i




T
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Co = uo + ul =~-1+1=90,
c, = - (B, + Bl) =1-(1+0)=0,

odak1e~zakljuédjemo da je red ovog metoda p=1l, tj. da je metod
konzistentan. U ovom‘sluéaju konZistentnost povla&i i nula-sta-
bllnost, s obzlrom da je £,=1 Jedlna nula polinoma EHD(E) =g -1,

Dakle, Eulerov metod je konvergentan Prlmenom ovog meto-
da na problem
(2.3.7) y'=x*+y, y@ =1 (1gxzc2.5),
sa korakom h=0.1, dobijen je niz pribliZnih vrednosti re¥enja
{y,} koji je dat u tabeli 2.3.1 (druga-kolona). S obzirom da je:
tacno reSenje datog problema dato sa

‘y('x)w=h6ex_1 - x2 -2x -2,

Yadi uporedjenja, u sestOJ koloni ‘ove tabele date su tacne vred—

, -

nost1 resenja y(x ) (n 0 1,...,15)
Primer 2.3.2 Metod

_ny-‘:« ='§ (3f ""2f) (n=0,1,'..)

(2.3.8) n+1 n+l n

yn+2

nije konzistentan, jer' e “
. N I AU IR S S U B

C =oa_+a

o o 1t =0 -1 +1=0,

AT

(@]
"

winy

) IE S ¢2, » _ '
1 a; + 2(12 (eo+sl+32) -1 +2-1-(—§+ 1)=x#0.
Inade, ovaﬁ‘metodﬂjé nula- étébiién (p(g) 52-5, 51—1, 52—0)
Primenjujuéi ga na reZavanje problema (2.3.7) dobija se niz {y }
koji: -dat u trecoj kOlin tabele 2. 34 1. Za startnu Vrednost Yy

je uzeto tacno reSenje, tj. yl—y(x )

Ry ey pgtenE e RS I R S A

P R ; D
Gy e wet LN LY IR e
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Tabela 2.3.1

Yn Metod Metod Metod Metod Y (xn)
K 2.3.6) | 2.3.8) | (2.3.10) (2.3.11)
1.0| 1.000000 [ 1.000000 | 1.000000 1.000000 | 1.000000
1.1| 1.200000 | 1.221026 | 1.221026 1.221026 | 1.221026
1.2 ] 1.241000 | 1.330795 | 1.485679 1.488308 | 1.488416
1.3| 1.729100 | 1.445806 | 1.802980 1.809423 | 1.809153
1.4| 2.071010 | 1.574667 | 2.180643 2.189278 | 2.190948
1.5 | 2.474111 | 1.719080 | 2.627090 1.649598 | 2.642328
1.6 | 2.946522 | 1.880343 | 3.151622 3.137695 | 3.172713
1.7 | 3.497174 | 2.059772 | 3.764511 3.956209 | 3.792516
1.8 | 4.135892 | 2.258726 | 4.477106 3.741659 | 4.513246
1.9 | 4.873481 | 2.478614 | 5.301946 8.976315 | 5.347619
2.0| 5.721829 | 2.720894 | 6.252883 | =-10.766107 | 6.309691
2.1| 6.694012 | 2.987076 | 7.345218 87.756825 | 7.414996
2.2 | 7.804413 | 3.278724 | 8.595857 | -369.34432 | 8.680702
2.3| 9.068854 | 3.597458 [10.023474 | 1788.7931 |10.125780
2.4 10.504474 | 3.944955 | 11.648703 | -8357.1615  |11.771200
2.5 | 12.131212 | 4.322954 | 13.494334 | 39390.867 13.640134

Primer 2.3.3. Razmotriéemo sada metod

(2.3.9)

'

h
Yp42 ™ (1+a)yn_‘_1 +ayn=it(3-a)fn+1 - (1+a)f 3 (n=0,1,...).

. 1 . . .
Kako je C°=Cl=C2=0, C3=ﬁ(5+a), C4=ﬁ(9+a), zaklju€ujemo da je
metod konzistentan, s obzirom da je njegov red p=2 (a¥-5) i p=3
(a=-5). Za ispitivanje nula stabilnosti konstruifimo prvi karak-
teristi&ni polinom

p(E) = €2 - (i+a)g + a = (£-1) (E-a).

Kako je £,=1 i £,=a ‘izlazi da je metod nula-stabilan ako je
~l1<a<1, dok je za a<-1 ili a>1 nula-nestabilan. Dakle, za
-1 ca <1 metod je konvergentan.

Metod (2.3.9) za a=0 i a=-5 se svodi na

(2.3.10) Yns2 = Ypup = 33E . - £) (n=0,1,...)
i

=h =
(2.3.11) Ynea ¥ 44y ~ SYy = F(Bf L +4£) (n=0,1,...)

respektivno. Prvi od njih je konvergentan, a d‘rugivdivergentan.
U &etvrtoj i petoj koloni tabele 2.3.1 dati su rezultati dobijeni




' da se u ovom slufaju sve nule polinoma p nalaze na jedini&nom
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primenom ovih metoda na problem (2.3.7) sa korakom h=0.1, pri

&emu je uzeto y1=y(xi).

U primenama od interesa su samo konvergentni viSekoradni
metodi. '

Jedno interesantno pitanje koje se moZe postaviti u vezi
sa videkora’nim metodima je sledede: Kojl je maksimalni red me-
toda za dato k, a da pri tome metod bude nula-stabilan? Odgo-
vor na ovo pitanje daje sledefa teorema, koju navodimo bez do-
kaza.

Teorema 2.3.2. Za fiksirano k , nula-stabilan metod moZe imati

-

najvisi red k+1 ako je k neparno i k+2 ako je k @{aarno. yd

Definicija 2.3.4. Nula-stabilan k<kora&ni metod koji ima red

k+2 naziva se optimalan metod.

MoZe se pokazati da kod optimalnog metoda sve nule polino-
ma p leZe na jedini&nom krugu.

Primer 2.3.4. Simpsonovo pravilo ;

(f

w|

Yneo ~ ¥n T n+2

je optimalan metod, jer je k=2 i p=4 (=k+2). Nule karakteristi&-
nog polinoma p (£)=£2-1 su £,=1 1 Ey=-1.

Primer 2.3.5. KonstruiSemo optimalni metod za k=4. S obzirom

krugu, moZemo staviti

E.|1 =1, 62 = -1, 53 = eiey 54 = e-le (0 <‘0 <1r).

Tada Jje
(2.3.12)  p(g) = g% - 2ag® + 2ag2 - 1,
gde smo stavili a=cos®. Na osnovu (2.3.12) imamo

@y, = -1, @) =2a, oy=-2a, %;=1.

Kako—jé potreban uslov p=k+2=6, to iz uslova
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D°=Dl=.

-=Dg=0, gde su koeficijenti Dj'dati pomodéu (2.2.10),
sleduje :

*

B

. v
o= By =735(14+a), B8, =83 = 4E(64-34a),
B, = 7x(8 - 38a)

2° 15 al .

Konstanta greSke ovog metoda je

= _ _ 16 + 15a
C7 =Dy = 1850 (-l<a<1).

4 .
Z2a a=7g', ovaj metod se svodi na Quadeov metod

-8 - -, o 6h ~
Ynea ~ 19 Wne3 "¥ngy) ~ ¥n T qolfp g t4(E o+ ) +£) .

n+1

Dve va¥ne klase konvergentnih viSekona®nih meétoda koje se
srecu u primenama su: o o
© Metodi kod kojih je p (&) k k-1

2° Metodi kod kojih je o (£) = £F - g5 2

1

It I
' S |
{ I
ey
. -

EkspllCltnl metodl prve klase na21vaju se Adams- Bashfortov1, a
implicitni Adams—Moultonov1 Sllcno, eksp11c1tn1 metodl druge kla-
se nose naziv Nystromovi. metodl, dok se odgovarajuéi 1mp11citn1

metodi nazivaju.generalisani Milne-Simpsonovi.
Naravno, postoje metodi- k031 ne prlpadaju ‘ovim klasama:

Na kraju ovog odeljka dajemo pregled konzlstentnlh metoda za
k= 1 2,3, pri Cemu su date i vrednostl za red p i konstantu gresSke
p+l' Svi navedeni metodi 1maju najvec1 moguél red. Naime, slobo-
dni parametrl a i b, koji se javljaju u formulama za koef1c13ente
ai'l B , ne mogu se izabrati tako da red bude veéi od datog, a da

pri tpme metod bude nula-stabilan.:

%* U formulama (2.2.10) pogodno je uzeti t=2.
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1. Eksplicitni metodi
=1
k=1 a =1 B =1 p=1 Cor1™2
al=l
=2 a =a Bo=-—(1+a) .
o)== (1+a) 8, =%(3-a) p=2 Co+1 =12 (5%
a2=1
k=3 | a_=-b 8 =-L (5+a+5b)
o) o 12 1
o, =a+b 1 p=3 +1 =—71-(9+a+b)
B, =3 (-4-2a+2b) P
-4(l+a) '
2 B, =15 (23-5a-b)
=1
@3
2. Implicitni metodi
T R _ L - _- L
k=1 o = 1 Bo > p=2 “-Cp+l =-15
o, =1 _1
o Bl =2
k=2 = =-5 (45 =3 |c_,, =-z7(1l+a)
B e Bo =" 13z (115a) | P= Cp+1 T2
a,==(1+a) 2 (a#‘l) :
1 B, ==x(l-a) — —
a.=1 1 p=4 c = _L )
-2 By =15 (5+a) (a=-1)| "p+1 . 90
I RN | ,_
k=3 LegT b CUBeTD (1+a+9b) =4’ ‘Cp+1— 720(19+11&H3b)
o =ath B 1=37 (5+13a—19b)‘ | o -
ay=-(1+a) 8 =45419 -13a-5b)|
2 24
“3 , By = —Z(9+a+b)

8.2.4.Izbor startnih vrednosti =

Kao 3to je ranije napomenuto, kod primene linearnih .viSe-

koradnih metoda na reSavanje problema (2.2.1), potrebno je pozna-
vanje startnih vrednosti yi=si(h), takvih da je lim s.(h)=yo

(i=1,...,k-1)

. 'Naravno, ovaj problem se postavljg*okada je k>1.
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Ako je metod (2.2.3) reda p, tada ofigledno startne vrednosti
i (h) treba birati tako da je

p+l

s, (h) - y(x;) = 0(h ) (i=1,...,k-1),
i i

gde je xiry(x) taéno reSenje problema (2.2.1).

U ovom odeljku naveicemo jednu klasu metoda za odredjiva-
nje potrebnih startnih vrednosti.

Pretpostavimo da je funkcija f u diferencijalnoj jedna&ini

(2.2.1) dovoljan broj puta diferencijabilna. Tada na osnovu Tay-
lorovog metoda imamo

y (x+h) =y (x_) +hy * (x, )+h " (xg )+...+——y(P’(x ) +0 (hP*Y)
Poslednja jednakost ukazuje na to da se moZe uzeti

P
5, () =y (x)+hy “(x,) + 37" (xp)+. oot Doy P i),

8 obzirom da je tada slth)-y(x1)=0(hp+l) (xl=x°+h). Isti postupak

se moZe primeniti i na odredjivanje ostalih startnih -vrednosti.
Naime, u op$tem slu&aju, imamo

5 (h)=y Gy ) +hy “(x_)) +Zr¥™ (k.. +—y“°) (xy_1) (=1,0ik-1),

pri demu za y(x;_,) uzimamo si—l(h)'

Taylorov metod u svetlu linearnih viSekoradnih metoda se
moZe tretirati kao generalizacija Eulerovog metoda, u smislu ko-
ri%éenja vi¥ih izvoda. Prirodno se moZe postaviti pitanje da 1li
se mogu konstruisati metodi koji bi u navedenom smislu bili gene-
ralizacija implicitnih viSekora®nih metoda. Takvi metodi postoje
i oni zajedno sa Taylorovim metodom ¢ine klasu metoda Obresfkova.
Opsti oblik ovih metoda je

- (1) (1)
alyn+1+aoyn - 121h (811 n+l +Boiyn ) (x22),

gde su ayr ags Bli' Boi (i=1,...,r) konstantni koeficijenti.

Na primer, za r=2 i r=3 imamo

=h.- 4y - -
(2.4.1) Yni1¥n = 2 Wpe1 *¥y) 12(Yn+1 ¥n)

i
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5 - —E" 4 L1}
(2.4.2) Yn+1 ¥n —‘2(yn+1+yn) IO(Y n+1 Y )'+120(Yn+1'+yn ).

Primedba 2.4.1. Metodi (2.4.1) i (2.4.2) su &Cetvrtog i 3estog
reda respektivno.

Sem napred navedenih metoda, za odredjivanje startnih
vrednosti si(h) (i=1,...,k-1) mogu se koristiti i metodi Runge-
Kutta, koji €e biti razmatrani u poglavlju 8.2.

Primer 2.4.1. Da bismo za resavanje Cauchyevog problema
(2.4.3) y' = x%2+y, y(l1) =1 (1< x g1.5)
primenili metod

(2.4.4) Yo,3 - Ypep = 15(23f ., - 165, + 5£)
potrebno je naéi startne vrednosti. Uzmimo h=0.1.

S obzirom da je ovaj metod trefeg reda, za odredjivanje
startnih vrednosti y1=sl(h) i y2=sz(h) moZemo iskoristiti Taylo-
rov metod za p=3.

' Iz (2.4.3) sleduje

14

x2 +y,

. Y
(2.4.5) y" +y,
y" = 2 +y" =2 + 2x + x2 +y.

2

2x +y' = 2x + x

Kako je y(1)=1, y’'(1)=2, y"(1)=4, y™ (1)=6, na osnovu

' , h2 ., h3
s,(h) = y(L+hy’ (1) + Jrno(n) + Boymq),
imamo
s,(0.1) = 1+0.1- 2+°2°l 4+ 9—60-9-1-.6-1 221.

Uzimajuéi za y(l.1), vrednost sl(O.l), imamo
y(1.1) =1.221, y’'(1.1) ~2.431, y"(1.1) =4.631, y™ (1.1) =6.631.

Tada je

0.01 0. 001

—5—-4, 631+

sz{o.l)=1.‘221+o.1-2.43__1+ +6.631 ~ 1.48836.
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Tabela 2.4.1

2
X, Y, fn | Afn A fn
1.0 1.00000 1 2.00000
0.43100 '
1.1 1.22100 2.43100 0.06636
| : 0.49736
1.2 1.48836 2.92836 707311
‘ 57047 '
1.3 1.80883 3.49883 ©0.08098
Co . 0.65145 v
1.4 2.19028 4.15028
1.5 2.64125

Dakle, sada imamo potrebne startne vrednosti

(2.4.6) Yo = 1 Y, = 1.221( Yy = l.48836.‘

' Prlmenom metoda (2 4. 1) moéemo odred1t1 tacnlje startne
vrednostl, s obzirom da je ovaj: metod éetvrtog reda. Zalsta, .
iz (2.4.1) i (2.4.5) sleduje ' ‘

9. 21(2 ‘1141 12+yi+(2-1+12+1))n

-1 =0:1 2 241y -

y,;"1==5 (1.1%+y,+1 +1‘)‘
t3. Yy = 1.,2210253, pri %emu ‘se ova vrednost poklapd sa tadnim
reéenjem (v1det1 tabelu 2.3. 1) na prv1h pet dec1ma1n1h mesta.

i By

Sli&no blsmo mogll odred1t1 i yz.

Primqnimo sada metod (2:.4.4) -na.reSavanje.problema datog
sa (2.4.3), koristedi startne vrednosti (2.4.6). Radi lakSeqg ra-
Cunanja, metod (2.4.4) moZemo predstaviti u obliku

PEi

5

Ayn+2 =-"H(f .+‘2 Afn+1 13

2
n+2 82 £ )

% Momas 4 £ 2y e i
U naéem slucaju~je,-fn xn-kyn.

U 'tabeli 2.4:1 dati su pregledno ‘dobijeni rezultati, pri
gemu su svi medjurezultati zapkrugljeni na pet decimalnih mesta.

Primedba 2.4.2. Adams-Bashfortov metod (2.4. 4) moZe se dobiti in-

tegracijom drugog’ Newtonovog 1nterpolaclonog pollnoma drugog- ste-
pena. Ako se koristi polinom treéeg stepena doblja se metod

‘ _-—455f -59f _+37f -9f ).
Ynta " ¥ne3 +3 ne2 " ey T8
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8.2.5. Analiza greSaka

Neka je x+y(x) tafno reSenje problema (2.2.1) i {y,}
niz pribliZnih vrednosti ovog reSenja u tadkama xn=xo+nh

(n=0,1,...,N) dobijen primenom metoda (2.2.3) sa datim startnim -

vrednostima.

Definicija 2.5.1. Veliéina e —y(xn) -y, se naziva ukupna diskre-
tizaciona greska u tadki X=X, (n=0,1,...,N).

Definicija 2.5.2. Veliéina‘Tn+k odredjena sa.

k
» — — - 14
(2.5.1) Tn+k"Lh[y]x+xn = ifotu y‘x .) hBiy (xn+i)],

naziva se lokalna greéka odsecanja, metoda (2 2 3), u taékl
xn+k€[xo’xN ) . o o , . DL
Prlmetlmo da u def1n1c131 lokalne greéke odsecanja ude-
stvuje tadno reSenje x+y(x) problema (2,2,1). Ova gredka je lo-
kalna u sledeéem smislu.. Pretpostav1mp da y = y(x ) (i=0,1,

n+1 n+i

... 0k=1), tj. da ne postOJe greSke u veli&inama Y (i= 0 1,...,

b

n+i
k-1) i tada primenimo metod (2.2.3) na odredjivanje y

+k
Pod navedenim 1pkainim prétpostavkama mo¥e se pokazati da
je Goos
Thex = 1 “hs, Fn+k)(Y(xn+k) n+k)’
‘ Af (x ‘Wic5‘:) ' D R
: . _ n+k '’ “n+k ) < . .
gde je Fn+kf' ay i Cn+k taéka lzmedJFHynﬁk i y(xn+k{:
- Nalme, kako.je" tada naosnovu’ (2 2; 3)
( o k l |
yn+k._h6kf(xn+k’yn+k) lzo[hB f(xn+1’y(x RRRLIEAL SRR
imamo

Thek = y(xn+k) n+k hBk(f(xn+k’Y(xn+k))'f(xn+k'yn+k))’

odakle. perenom Lagrangeove teoreme sleduje pretnodna formula.
Dakle, . lokalna greska odsecanja (2 5 1) Je propor01onalna

wgredoi v (x. +k) yn+k. U slucaju kada je ‘metod (2 2.3) ‘eksplicitan

(By=0) imamo T ;0 =¥ (X 4) Ynax-
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Ako je xmy(x) tadno reSenje problema (2.2.1) dovoljan
broj puta diferencijabilno lokalna greska odsecanja se moZe pred-
staviti u obliku ’

(2.5.2) Cp+1hp+ly(P+1) (x,) + 0(nP*?),

gde je p red metoda (2.2.3). Clan Cp+111p+1 Yy (P+1)(xn) se naziva
glavni &lan lokalne greske odsecanja, dok se koeficijenat C
naziva konstanta greske.

p+l

Interesantno je postaviti pitanje da 1li se (2.5.2) moZe
predstaviti u obliku

(2.5.3) 7 =c hPy P G sen)  0co <k,

£to bi bilo analogno ostatku kod Taylorove formule. Odgovor na
ovo pitanje nije potvrdan u opX¥tem slu&aju. Naime, ako defini-
Semo tzv. influencnu funkciju G pomoéu

k
(2.5.4) G(t) = la; (1-8)% - pg (1-6)271,
=0 ! - . . .
gde je
- 1 z (z20)
(2.5.5) z, = 3(z +z]) = '
0 (z<0)
moZe se dokazati formula (videti, na primexr, r31)
k
_ pP*l (p+1)
(2.5.6) o Thak = Y °.rG(t)y (xn+tp)dt.

Pod uslovom da G(t) ne menja znak na [OAﬂ,‘primenom teoreme o
srednjoj vrednosti odredjenih integrala, formula (2.5.6) se mo%e
predstaviti u obliku (2.5.3). U op3tem slufaju vafi ocena

p+l
(2.5.7) | Tl =6 Y |,
gde su
: (p+1) , K
(2.5.8) vy = max ly ™ (x)| + 6 == rs|G(t)]at.
xe [x 2 P o

'U:nejednakosti (2.5.7) Y, se moZe zameniti sa veliinom
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(2.5.9) Y = max |y(p+1)(x)|.

xe[xo,xNJ

Primer 2.5.1. Za metod (2.4.4) odredidemo influencnu funkciju.

Na osnovu (2.5.4) imamo

Git) = [-3-5(0-6)21 + t-3¢-38) (1-0)%s

s -1 @-02-32Be-ni + el

odakle, s obzirom na (2.5.5), sleduje

5

7t ‘ (0<tsz1),
G(t) ={ -a+8e-Llez (1<ts2),
(3-1t)3 (2<tg3).

Grafik ove funkcije prikazan je na Sl. 2.5.1.

4

G(t)
2 1 -
N
1 .
1

| >
0 1 2 3 t

Sl. 2.5.1

Funkcija G je'neprekidna na segmentu [0,3]. Stavise

izvod

‘

t . (0gtsl),

L)

e¢'(t)={ 8-ie | a<tg2),

- =3(3-t)2 (2<tg3).
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takodje je neprekidna funkcija na segmentu [0,33].

Kako G(t) ne menja znak na [0,3]1, lokalna greska odse-
canja kod metoda (2.4.4), primenjenog na problem (2.4.3), se
moZe predstaviti u obliku

T 43 = c4h‘*y'v (%, + 6h) (0 <6 <3y,

gde je C, = G = é%

5 ;
4 ofG(t)dt =3-

Kako iz poslednje jednakosti u (2.4.,5) sleduje y"=y" ,

e*, s obzirom da je y™(1) =6.

oo

imamo ym =6, YN = ym =
Dakle,

xni-eh

=%h‘*e (0<6<3).

Tn+3

Na primer, ako se tra#%i redenje na segmentu [1,1.51, kao u pri-

meru 2.4.1, za lokalnu gre¥ku odsecanja va%e néjednakosti

. 9ve .y
0 < Tn+3 <77 h

Nadjimo sada vezu izmedju ukupne‘diskretizacione greske i
of

lokalne gredke odsecanja, pod pretpostavkom da postoji 3y

Ako jednakost

k 'k

(2.5.10) AT AL SR FE ¢S AT
i=o © 1=0

oduzmemo od jednakosti

k : k

.z o"i’y(xnﬂl) = h'E Biy (xn+i) + Tn+k'
i=o i=o :
dobijamo
g (Y, )Y g) Sh B By (R v O ) E R ey )
i=o 1=0
t Tn+k ’
ti. |
Sk ok ,
(2.5.11) ooy €nyy h I B F et Thek
i=o i=o T T T
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. Bf(xn_#i,cn_'_i)
gde je Fn+i = 3y (i=0,1,...,k) i Chei talka

izwedju y .. i y(xn+i).

Ako startne vrednosti Yor Yyreees¥p_y sadrZe greske

e el""'ek—l respektivno, na osnovu (2.5.11) (za n=0) zaklju-

ol
¢ujemo da na gresku e, pored navedenih greSaka uti¢e i lokalna

greska odsecanja Tk‘ U op$tem sluaju, e zavisi od e,

n+k

e i od lokalne gre3ke odsecanja Tn

Cn+l’ """ Cnk-1 +k
) Odredjivanje granice za ukupnu diskretizacionu gresku, u
opStem sluc¢aju je vrlo komplikovano.

Ne upustajuéi se u dokaz, dacemo granice za ukupnu diskre-
tizacionu gredku kod eksplicitnih vi$ekora&nih metoda, kod kojih
je*

: k
(2.5.12) a; £ 0 (i=0,1,...,k-1), ak=1, iioui=0.

Neka su : L Lipschitzova konstanta za f (po argumentu y),
Y i G definisani pomodéu (2.5.9) i (2.5.8) respektivno, p red me-
toda,

k-1
B= 1 ]Bi| i 5 = max(|eo|, |el|,...,]ek_1|).
i=o :
Tada je ‘
(2.5.13) ]enl ;[6+(xn-xo)hpGY]exp(LB(xn—xo)).

Dokaz ove nejednakosti (kao i nekih srodnih) moZe se nadi
a [3]. ' | |

U dosadadnjoj analizi nismo razmatrali uticaj gresaka zao-
krugljivanja, koje se javljaju u procesu radunanja. Naime, ume-
sto niza {yn}, koji zadovoljava (2.5.10), pri praktiénom raduna-

nju dobijamo niz zaokrugljenih vrednosti {§n}, za koji je

k
T aiyn+i =h I Bif(xn

i=o . i=o

e

% ¥ ..) + R
+i'Yn+i! n+k’ -

gde je R, odgovafajuéa”greéka zaokrugljivanja.

Ako stavimo gn=y(xn)-§n, istim postupkom kojim smo izveli
(2.5.11), dobijamo diferencnu jedna&inu

®* Za metode sa osobinom (2.5.12) kaze se da pripadaju klasi A
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k k
& = h I R,F e + ¢
(2.5.14) I 93Cn4i iFne1®nei * Cnax
i=o i=o
gde je ®np = Thek ~ Rnke

. n
Pod pretpostavkom da je |Rn+k| < R, 24 gresku e, vaii
ocena

le [6+(xn—xo)(hpGY+th)]exp(LB(xn-xo)),. !

A

nl

koja se za R=0 svodi na (2.5.13).
Dobijene ocene za |e | i |€£| su veoma grube i prakti&no su
neprimenljive za odredjivanje koraka h iz uslova da ukupna greska

u tadki X, bude manja od unapred zadate vrednosti e.

Primer 2.5.2. Nadjimo ogranidenje za ukupnu diskretizacionu gres-

ku kod Eulerovog metoda primenjenog na model problem
y' =ay, y(0) =1 (A <0),
pod pretpostavkom da grefke zaokrugljivanja ne postoje.

Kako je p=1, G(t) ==-t(tec0,11), G=3, L = |a|,B=1, x,=0,

yo==1(=>8 =0), na osnovu (2,5.13), imamo
(2.5.15 L |al%,
.5.15) le,| < 5x_ hve ,
gde je xn==nh i Y= max- ]AzeAX| = A2,
Xe [0, ]

Pokazademo sada da se u ovom konkretnom. .sludaju mo¥e do-
biti mnogo bolje ogranifenje, nego &to je (2.5.15). S obzirom
navpretpostavku © nepostojanju greSaka zaokrugljivanja, na osno-
vu (2.5.11), imamo

(F_=1),

€ = (1+Ah)en + Tn+1 n

n+l

. 1 " ‘ L
gde je T ., =7h2 y"(x +6h)(0 <6 <1). Kako je e, =0 iz poslednje

diferencne jednzdine sleduje

(2.5.16) (1+ah)" g |

(0]
]
e 3
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Neka je h 1izabrano tako da je 1+Ah >0, tj. h<-%\-.Tada,

s obzirom na nejednakost lTn+1| ;%—th, iz (2.5.16) sleduje

n n
1 n-1 _ 1 (1+Ah) -1
(2.5.17) le |;§hﬁri(umn = 3 h?y ] .

n i=1
Kori$denjem nejednakosti (videti r[4,str.361)

nx (-1 <x< l_, n=2,3,...),

n
(+x)" 21 +1+(1-n)x n-1"'

na osnovu (2.5.17) dobijamo
o 1 _ xnhY 7 :
2.5.18) eyl =3 T=m-nyan ¢ o
§to je, evidentno, znatno strozije od (2.5.15).
Uzmimo konkretan sludaj A =-4, h=0.2,'xN==1.

Kako je y_=(1+Ah)?=0.2", x_=nh=0.2n (n=0,1,...,5),
n n ]

Ax, 4x .
yix,)) =e =e , imamo
e, = y(xn) -y, = e'o'sn-o.zn,
|en| < 0.32ne?: 80 = g, (n) {na osnovu (2.5.15)),
|e;1| < %1167? =9, (n) (na osnovu (2.5.18)),

' Uporedjenja radi, u tabeli 2.5.1 su date vrednosti za e
gj(n), gy(n) (n=0,1,...,5).

nl

Tabela 2.5.1

1 X e gl(n) g, (n)
0 0.0 0.000 0.000 0.000
1 0.2 0.249 0.712 0.320
2 0.4 0.162 3.170 0.356
3 0.6 0.083. 10.582 0.369
4 0.8 0.039 31.402 0.376
5 1.0 0.018 87.357 0.381
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8.2.6. Numeridka stabilnost

Jedan od glavnih problema u primeni viSekoradénih metoda je
izkor veliéine koraka h. U odeljku 8.2.3 razmatrali smo problem
konvergencije viSekora&nih metoda. Naime, tada smo definisali
konzistenciju i nula-stabilnost, kao dve vaZne i neophodne oso-
bine koje garantuju konvergenciju metoda u smislu definicije
2.3.1, tj. kada h »0, n++~, nh =const. Medjutim, situacija se me-
nja kada za h uzmemo fiksiran pozitivan broj. Pri ovome je potre-
bno uvesti zahtev da se ukupna diskretizaciona grefka (ukljuduju-
¢éi i gresSku zaokrugljivanja) na stabilan nadin prostire kroz ra-

¢unski proces. Dakle, treba razmatrati promenu greZke &_ kada n

raste. Stoga posmatrajmo jednaZinu (2.5.14).

Da bismo mogli uporedjivati karakteristike razli&itih viSe-
koraénih metoda uvedimo pretpostavke

of _ _
(2.6.1) Y A (A = const)
i

¢, = 0 (¢ = const).

Tada se (2.5.14) svodi na jednadinu

k v
L (ay~Ahg,)e
i i
i=o

n+i - O

¢ije je ops$te reSenje odredjeno sa

k

v n o
(2.6.2) : e = iilciri aho (1) '

gde su Ci proizvolijne konstante i ry nule karakteristi&nog poli-
noma
- k - i - -
(2.6.3) m(r,h) = (ai-hBi)r = p(r)~ho(r) (h=Aah),
i=o-
za koje smo pretpostavili da su medjusobno razlidite.

Polinom w(r,ﬁ) se naziva polinomom stabilnosti.

Definicija 2.8.1. Ako za dato h sve nule r, polinoma n(r,ﬁ) is-

punjavaju uslov lril <1 (i=l,...,k), tada kaZemo da je linearni
viSekoradni metod apsolutno stabilan za dato ﬁ; u protivnom kaZemo
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da je apsolutno nestabilan. Ako je metod apsolutno stabilan za
svako Eg(a,s), interval (a,8) nazivamo intervalom apsolutne sta-

bilnosti.

Uslov stabilnosti ]ril <1 (i=1,...,k) obezbedjuje da se
greska gn ne povecdava kad n raste, ¢ak i u sludaju kada je neka
od nula ry viSestruka. Interval apsolutne stabilnosti zavisi sa-
mo od koeficijenata metoda. Medjutim, odgovarajuéa.vrednost za h,
za koju je metod apsolutno stabilan, zavisi od A (h=ﬁA), gde je
A dato pomocu (2.6.1). Mada %5 nije konstantno u op3tem sludajut
prethodno razmatranje ne gubi od znafaja, s obzirom da se za A
moze uzeti neka srednja vrednost izvoda %5 na d0voljno‘malom
podsegmentu Aje[xo,b]. Naime, segment [xo,b], na kome trafimo re-
Senje diferencijalne jednadine, podelimo na niz podsegmenata Aj
i na svakom od njih odredimo vrednost za A(=Aj). Na taj naéin,
dobicemo na svakom podsegmentu maksimalno dozvoljenu vrednost
za h.

Kako je w(r,0) =p(r), zakljudujemo da se za ﬂ=0, nula ry
poklapa sa nulom £y polinoma p. Dakle, ri=ri(h)+5i (i=1,...,k),
kada h+0._Moie se pokazati da su ry neprekidne funkcije od h. Ako
je p red linearnog viSekoradnog metoda, nije tefko pokazati i
asimptotsku jednakost

(2.6.4) o, = exp(h) + 0EPYH  (R-o0),
iz koje sleduje da je za dovoljno malo pozitivno ﬁ, r, >1, Sto

rznafi da je svaki metod apsolutno nestabilan za takvo h. MoZe se
postaviti pitanje da li za kanergentan metod (konzistentan i
nula-stabilén) postoji interval apsolutne stabilnosti. Odgovor na
ovo pitanje nije potvrdan. Na primer, optimalni metodi (videti

odeljak 8.2.3) nemaju interval apsolutne stabilnosti.

Moguée je uvesti i drugi koncept numerilke stabilnosti, po
kome bismo kontrolisali relativnu gresku.

S obzirom da je op8ti Cauchyev problem, za koji vaZi pret-
postavka (2.6.1),

-

yo = Ay + g(x), y(xy) =y

gde je g proizvoljna neprekidna funkcija, imamo

¥ Pretpostavka (2.6.1) vazi samo ako je f(x,y)—Ay+g(x), gde je g proizvoljna
neprekidna funkcija
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A(x—xo)
(2.6.5) Y = Yo© + ¢ (x),
gde smo stavili
X
¢ (x) = eh¥ fg(x)e AXgy.
X
o

S druge strane, ¢lan u izrazu (2.6.2), koji odgovara nuli Iy, je

= _ A(x_-x_)
e® 4 oh Py = ce PO 4 omPYh,

n—
c.r. =¢C 1

171 1

s obzirom na jednakost (2.6.4). Ako pretpostavimo da je nula r;
dominantna u odnosu na ostale, tj. da je |r1| > Irif (i=2,...,k),
na osnovu poslednje jednakosti i jednakosti (2.6.5) zakljudujemo
da greska gn i tadno redenje (2.6.5) na sli&an nadin rastu (opa-
daju), kada n raste. Drugim reéima, relativna grefka ostaje og-
rani¢ena, kada n raste. Na ovaj nafin dolazimo do nove definicije
stabilnosti.

Definicija 2,.6.2. Ako za dato h nule polinoma (2.6.3) ispunja-

vaju uslov | (i=2,...,k), tada kaZemo da je linearni

viSekoraéni metod relatlvno stabilan za dato h, u protivnom ka—
Zemo da je relativno nestabilan. Ako je metod relativno stabilan
za svako Ee(a,B), onda ovaj interval nazivamo intervalom relativ-
ne stabilnosti. '

Primer 2.6.1. KXod Simpsonovog pravila

=h
Yoo = ¥n T 3(Eo F 4L, ).

polinom stabilnosti je

T(r,h) = r2 -1 - %(r2 + 4r + 1) = (l-%)rz-gﬁr-(1-+%).

Ovaj metod je apsolutno nestabilan za svako h.
) Pokazademo sada da ovaj metod ima interval relativne sta-
bilnosti. Posmatrajmo sada sludaj kada je h dovoljno malo. Tada

je, s obzirom na (2 6.4), r;=1+h+0 (h2). Kako r,*=1 (h+0), mora
biti r2——1+yh+0(h ), pa iz uslova ﬂ(rz,h) =0 nalazimo y = %, tj.

r2==—1-+§hf+0(h ). Dakle, za dovoljno malo E - imamo

D"I

B =1 +.L
rr1 —;l + h i r, = 1 3
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. PoloZaj ovih nula, u odnosu na jediniéni krug u ravni r, za
h=0, h>0, h<o prikazan je na S1.2.6.1.

h<0
o N
.’/ 0 \.\. 1 >
r ' r.J g

Sl. 2.6.1

Kako je za h>0, r,;>l, a za h<0, rp<-1, zakljuCujemo da je u pos-
matranom sludaju, metod apsolutno nestabilan. Kako je medjutim,
lr,l>]r,| za h>0, izlazi da metod ima interval relativne stabil-
nosti koji je oblika (0,B). Direktnim uporedjivanjem ta&énih izra-
za za I) i ry moZe se pokazati da.je B=+w,

S obzirom da se transformacijom rkz = %&% krug |r|<1 iz

r-ravni, preslikava na oblast Re z<0 u z-ravni, problem ispitiva-
nja .apsolutne stabilnosti viSekoradnih metoda se moZe svesti na

ispitivanje da 1i je polinom Q, dat pomodéu

Q(z) = (1- z)k{p(“z) - ho (322},

Hurwitzov. O Hurwitzovim polinomima videti C51.

Primer 2.6.2., Za metod y -y = % (fn+1 + 3fn), imamo

n+2

7 (r,h) = r2 - %ﬁr -(1 + %171)
i 2
_ 14z, _1g ltz) _ 35
0@z) = 1-2)°[AE2) -3RdLE) - a+3n)] ,
t3. .
Q(z) = -hz® + (4 + 3h)z- 20.

Polinom Q je Hurwitzov ako he (- %,0), S§to znaéi da je interval
apsolutne stabilnosti za dati metod (—'%,0).
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Iz prethodnog razmatranja moZemo zakljuéiti da se veli€ina
koraka h, kod primene .nekog metoda mora izabrati tako da se

h=Ah nalazi u intervalu apsolutne ili u intervalu relativne sta-

bilnosti metoda.

Na kraju napomenimo da su u pogledu numerilke stabilnosti
bolji metodi sa vedim intervalom stabilnosti. U tom pogledu su,
na primer, implicitni metodi znatno bolji od odgovarajuéih eks-
plicitnih metoda. Ilustracije radi naveScemo interval apsolutne

stabilnosti (a,0) za Adamsove metode (eksplicitne i implicitne).

Tabela 2.6.1

Adams-Bashfortovi metodi Adams-Moultonovi metodi
k 1 2 3 4 1 2 3 4
P 1 | 2 3 4 2 3 4 5
- - S8 -3 —~ | - - =20
o 2 1 11 11 6 3 49

8.2.7. prediktor-korektor metodi

Kao $to smo ranije videli, implicitni metodi imaju niz
prednosti nad eksplicitnim (vi$i red, bolja numeridka stabilnost),
medjutim, njihova primena na reSavanje Cauchyevog problema

-

vy~ = £(x,y), Y(xO) = yo

zahteva reSavanje nelinearne jednacine

(2.7.1) = hB, f(x

Yn+k n+k’ yn+k) + ¢n’

k-1 k-1

gde je ¢n =h I B,f b

_ PR u svakom koraku, pri
i=o i=o

%1¥n+i’ PO Ynax

¢emu su vrednosti Yn+i (i=0,1,...,k-1) poznate. Kao 3to je napo-~
menuto u odelijku 8.2.2 jednacina (2.7.1) se moZe reSiti iterativ-

nim procesom

yls! b

s .
(2.7.2) n+k’y£+k (s=0,1,...),

= hskf(x o

koji konvérgira‘pod uslovom da je



8.2. Linearni viSekoraéni metodi 49

1
L|Bkl

gde je L Lipschitzova konstanta za £

h <

Pofetna vrednost ygii moZe se odrediti koriSéenjem nekog
eksplicitnog metoda, koji tada nazivamo prediktor. Implicitni
metod (2.7.1) nazivamo korektor. Metod dobijen ovakvom kombina-
cijom hazivamo prediktor-korektor metod.

Za odredjivanije Yk’ iterativni proces (2;7.2) treba
primenjivati sve dok ne bude ispunjen uslov

Us+1]1 _ Cs]| _
n+k Yn+k s

gde je e dozvoljena greSka, obi&no reda lokalne gre§ké zaokrug-

[s+13]

ljivanja. Tada se za y moZe uzeti Yok ¢ Pri ovakvom postup-

ku, karakteristike metggi su iste sa karakteristikama korektora
pri Cemu prediktor moZe biti €ak i nula-nestabilan.

Medjutim, ovakva naéin se najce$ée ne primenjuje u prak-
si, s obzirom da zahteva veliki broj izradunavanja vrednosti
funkcije f po jednom koraku i uz to je ovaj broj promenljiv od
koraka do koraka. Da bi se smanjio ovaj broj izradunavanja, broj
iteracija u (2.7.2) se fiksira. Dakle, uzima se samo s=0,1,...,
m-1. U ovom slufaju, karakteristike prediktor-korektor metoda
zaviside ne samo od karakteristika korektora, veé i od karakte-
ristika prediktora.

Prethodno uvedimo neka oznacavanja. Naime, neka P ozna-
¢ava primenu prediktora, C primenu korektora i E jedno izra&u-

navanje vrednosti funkcijé f; Na primer, ako ytii izraéunavamo

pomoéu prediktora, zatim izradunavamo f ) i naj-

n+k 'f(xn+k'yn+k

zad prlmenlmo korektor za izradunavanje vrednosti y ; imali

n+k

bismo postupak oznaden sa PEC. Ako sada izraunavamo fﬁ+;
=f(x

n+k’yn+k) i ponovo primenimo korektor za izradunavanje vred-

nosti y ik’ imamo postupak koji se oznafava sa PECEC, ili krade

P(EC)? . Ako iterativni proces (2.7.2) primenimo m puta, tj. sa

s=0,1,...,m~-1, tada imaﬁo P(EC)m; Pri ovome smo izradunali ygT;,
. C s . Cm=-13 _

dok je posledpja 1zracuna?a vrednost za fn+k' fn+k =

- [m=11]

S (Xpkr Ve -

Dalji bostupak primene prediktor-korektor metoda moZe idéi
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o]

na izracdunavanje Yot

k+1 pomocéu prediktora. Medjutlmj pre ovog
korakamoZe se izradunati nova vrednost funkc1]e fn+k =
f(xn+k,y +k), §to se oznacdava sa P(EC) "E. Dakle, u primenl

prediktor-korektor metoda postoje dva nadina P(EC) i P(EC) Mg,
Interesantno je napomenuti da im se karakteristike numericke
stabilnosti bitno razlikuju (35to je m manje).

Pretpostavimo sada da su prediktor i korektor definisani
pomocdu karakteristi&nih polinoma

k ) _ k-1_ .
p(8) = Do,  ole) = £ B.E
i i=o i=o
k i k i
p(8) = I a;&, o(g) = I ByE
i=o i=o

respektivno. Tada su naéini P(EC)m i P(EC)mE redom definisani sa

k-1
LI (m] _ [m-1] |
n+k i=oaiyn+i hizoﬂlfn+1 4
{s] _ s]
n+1 = Blx ke yr[x+k

(], 57, 0] g els] 5 gl [T
s+1 mj _ s m-1
Ynak *F E %i¥nei TPETny v h D By nyy o

[O] [m] = h Z B. f[m]

n+k i=o *1¥n+i i=o i"'n+i’ i
els] [s],
frtk = x4k Ynk!

ke (s=0,1,...,m1),
[s+11+z gy[“g = he, f[ l + e,

i"n+i
1=0

Dﬂ)

n+k’Yn+k

[m] _
fn+k f flx
Neka je red prediktora E;O, red korektora p>1. Analizom
lokalne greske odsecanja prediktor-korektor metoda mo¥e se doéi
do sledefeg zakljuka (videti [3]): '
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1° axo je p2p, lokalna greXka odsecanja je ista kao
kod korektoraj;

2° ako je 1—3 =p-q(0 <g2p), lokalna greSka odsecanja je

- ista kao kod korektora za m2>2qg+1,

- istog reda kao kod korektora (ali ne i identiéna)
za m=q,

- oblika KhP™I*M*l 4 (hp-q+m+2) zam<qg-1.
Razmotridemo sada posebno slu&aj kada je p=p.

MoZe se postaviti pitanje da 1li se glavni ¢lan lokalne
‘greske odsecanja mo¥e oceniti bez upotrebe viZih izvoda. Odgovor
na ovo pitanje daje Milneovo pravilo.

Neka su Cp+l i Cp+1 konstante gresSke za korektor i predik-

tor respektivno. Tada je

p+l_ (p+l) . )
Cp+1h y (xn) = y(xn+k) Yotk (za prediktor)

[m]

_p+ + )
c_,.nP 1Y(p 1)(xn) y(xn+k)-yn+k (za korektor),

ptl

»

odakle oduzimanjem dobijamo

= P+l (p+l) .yl _ L]
(Cp+1 p+1)h (x ) Yn+k 7 Yn+k -

Dakle, za korektor imamo

p+l_ (p+1) Cpe1 [m] _ [o],
p+1h Yy (xn) o -C (yn+k yn+k
- Tp+l Tp+l
pa se vrednost y[+1 koja se dobija rimenom korektora moZe modi-

fikovati (korigovati) na vrednost y +k’ gde je

~ [m] m] - E [m] [OJ
Yn+k £+k + ~ Y4k~ Ynek!
fp+l p+1

Sliéno prethodnom, za prediktor imamo

& RPL(pHl) (o [m] _[e]
(2.7.3) T, 0Py (x) = E——B——E——f(yn+k Yrak) -
p+l  Tp+l

Vrednost za y[+i ne moZe se direktno modifikovati pomodéu

m
~(2.7.3), s obzirom da se u tom momentu ne zna vrednost za Ypik®
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Kako je, medjutim,

CoyyhP ly P ) Epﬂhp“y‘p“’ (k1) +0 (hP*2)
. ) __[o]
- _L_(yn+k 17 Yn+k-17"

Cp+1 p+l

za modifikovanu vrednost prediktora moZe se uzeti

o [o E o
£+l n+l + (y£+1 1"Y£+l—1)‘
-C

p+1 ptl

Postupak modifikacije simbolicki oznadavamo sa M, tako da ranije
posmatrani nadini P(EC)m i P(EC)mE, sa upotrebom navedenih modi-
fikacija postaju

PM(EC)™ i pM(EC)™ME.

Primer 2.7.1. Uzmimo Eulerov metod (5=1) kao prediktor i trape-
zno pravilo (p=2)

yn+1 - Yn =

kao korektor sa brojem iteracija m=2. Tada P(EC)?E ima oblik

ol _ [21 _ £23
Yh+1 Yn - hfn
[s] _ [s]
T A R £y
(S=011) ’

[s+11] £21 _ h,_.rs3] 22
Yh+1 Yo 7 Z(fn+1 i)

£23 _ £23

fn+l = fx n+1'yn+1)

S obzirom da je q=p—§=1 i g+1=m, na osnovu prethodnog,
imamo da je lokalna greSka odsecanja prediktor-korektor metoda
ista kao kod korektora.

Primenom ovog metoda na refavanije Cauchyevog problema
(2.4.3) sa h=0.1 dobijamo rezultate koji su dati u tabeli 2.7.1.
U posledn;og koloni tabele data je relativna greska

(y -y(x ))/y(x ) izraZena u- procentima (procentualna
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x-1

'greSka). Ta&no reSenje problema je dato sa y(x)=6e -x2-2x-2.

Tabela 2.7.1

Lol £23
n xn yn Yn rn(%)
0 1.0 1.0000 1.0000 0.00
1 1.1 1.2000 1.2215 0.04
2 1.2 1.4647 1.4895 0.07
3 1.3 1.7825 1.8110 0.10
4 1.4 2.1611 2.1936 0.12
5 1.5 2.6090 2.6460 0.14

Primer 2.7.2. Za prediktor uzmimo Adams-Bashforthov metod

=B -
= 2405 S9f 4237841795,y

P: yn+1_yn+3 n+3

€iji je red p=4 i konstanta gregke Es==%%%, a za korektor Adams-

Moultonov metod

C: Yn43 " ¥nep ©

n+2_5fn+1+fn)’

&iji je red, takodje, p=4, a C5==—§%%. S obzirom da je korektor

trokoracan, a prediktor &etvorokoracan, kod formiranija predik-
tor-korektor metoda treba u korektoru povedati n 2za jedinicu i
time usaglasiti broj koraka. Dademo sada algoritam za PMECE.

Kako je

w
[
L8]
[
(8]
[
((e]
o

I
[N
|

1

1
N
~J
(=]

i
N
~
o

Cg = Cs

na osnovu prethodnog imamo sledeéi algoritam:

L,01 0011 _ h 2011 o 2013 20131 _garl3
P: Yn+a " ¥n+3 T 24(5fn+3 59fn+2+37f-n+1 9fn )r
. “tol _ _ro1l 251 . €131 _ _ro]
M: Yn+a = Ynea T 270Wna3 " ¥ne3)e
B -} R “ro3
E: ‘ fh+4 B f(xn+4'yn+.4)'
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C11 _~cli _ h o:l0] 20131 _ o201, 2013
C: ¥pyg ™ Yne3y = 280 g #1983 =538 o+ E1)y
Af13 _ .cl1 _ 19 ,.C11 _ _rol
M: Yn+d = Yn+a - 270 Yn+a " Yn+a)
~C13 _ ~Cl]
E: fhva = f(xn+4’yn+4)'

8.2.8. Primena vi¥ekora&nih metoda na sisteme jednadina

i jedna&ine viSegq reda

Kao 3to je navedeno u odeljku 8.1.1 sistem diferencijal-
‘ nih jednadina prvog reda (1.1.2) se. moZe predstaviti u vektor-
skom obliku (1.1.3), tj. u obliku

>, - -+ -+ ->
(2.8.1) y' = £(x,y), yv(xy) = y,.

Linearni visekora&éni metodi, koje smo do sada razmatrali, mogu
se formalno generalisati na vektorski oblik

k 3 k
(2.8.2) I a¥ne; S REBiE L.
i=o i=o
» * -’ * Y . . . s ]
gde je fn+i:=f(xn+i’ Yn+i)' a zatim se kao takvi mogu primeniti

na reﬁavanje Cauchyevog problema (2.8.1). Pri ovome skoro sve
osobine visekoraénih metoda mogu se formalno preneti na metod
(2.8.2).

Primer 2.8.1. Primenimo Eulerov metod

>

> ->
Yn41 T ¥Yn T BE,

na refavanje diferencijalne jednadine drugog reda

2
y" = 2y(1+y ),
i sa uslovima y(0)=1 i y'(0)=2.
: Ako stavimo y'=z, data jedpaéina se svodi na sistem
|

(2.8.3)
z' = 2y(l+y?)

w sa uslovima y(0)=1 i z(0)=2. Tada primenom Eulerovog metoda na

sistem jednadina (2.8.3) dobijamo
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Y S= Y, + hz

n+l n

(n=0,1,...),

2
zl.,1+1 zn-+2hyn(1+yn)

gde su y°=1 i zo=2.

S obzirom na va¥nost izbora koraka integracije h, ovde
demo se posebno zadrZati na problemu numeridke stabilnosti.

Sliéno kao i u odeljku 8.2.6 moZe se razmatfati apsolut-
na i relativna stabilnost metoda (2.8.2). Pri ovome pretpostavka
(2.6.1) zamenjuje se pretpostavkom da je Jacobieva matrica za £

konstantna, tj.

>
-+ >
W(E(x,y)) = £ =a,
oy

gde je A koﬁstantna kvadratna matrica reda m. Takodje, za vek-
tor gfeéke Zn pretpostavljamo da je konstantan. Analogon veli-
¢ine h, je sada h=)h, gde je A proizvoljna sopstvena vrednost
matrice A. Kako u op3tem sluCaju matrica A moZe imati komplek-
sne sopstvene vrednosti to'je ovde umesno, umesto intervala sta-

bilnosti, uvesti oblast stabilnosti u kompleksnoj ravni h.

Definicija 2.8.1. Za linearni viSekoradni metod (2.8.2) kaZemo

da je apsolutno stabilan u oblasti D kompleksne ravni ako, za
svako heD, sve nule ry polinoma n(r,ﬁ), definisanog pomoéu

(2.6.3), ispunjavaju uslov |r;| <1 (i=1,...,k).

Definicija 2.8.2. Za linearni viSekoradni metod (2.8.2) kaZemo

da je relativno stabilan
svako HED, nule polinoma
(i=2,...,k).

Korak integracije
je A bilo koja sopstvena

vanje, vezano za promenu

u oblasti D kompleksne ravni ako, za

(2.6.3) ispunjavaju uslov |r;| > [r;]

h , treba birati tako da ﬁ=xheD, gde
vrednost matrice A. Naravno, rezono-

koraka u toku integracije, koje je da-

to u odeljku 8.2.6 ostaje i ovde u vaZnosti.

Analizirajmo apsolutnu stabilnost Adams-Moultonovog me-

toda

> >

+ 8f - £,

h +‘
Tf(an¥2 n+l n
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¢iji skalarni analogon ima interval apsolutne stabilnosti (-6,0)
(videti tabelu 2.6.1).

Nije te8ko uoditi da €e granica oblasti apsolutne stabil-
nosti I' (S1. 2.8.1) biti definisana parametarski pomoéu jedna-
kosti

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1
=1
/ 1=2i
\—/ -
sl. 2.8.1
x(8) = 6(4cos8 - cos28 - 3)/g(s),
y(8) = 6(1l4siné - sin26) /g(9),
g(e) = 45 + 32cose - 5cos2se,

koje sleduju iz

_ ig 216 ie

- (e*%) _ 12¢(e - &Y .

h(g) = &S = > + = x(8)+iy(8).
G(ele) 5e21e _ 8ele -1

Da bismo primenili ovaj metod na reSavanje, na primer,

diferencijalne jednacine

y" + 20y’ + 115y = 0

sa nekim unapred zadatim pofetnim uslovima, treba jednadinu sve-

sti na sistem jednac¢ina prvog reda. Standardnim postupkom dobi-
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jamo ekvivalentni sistem

z, = 22,

i
-11621 - 2022,

Ne

2

za koji je Jacobieva matrica .
0 1 |

~-116 =20

i ¢ije su sopstvene vrednosti Al 2:=-1014i.
- . 14

Dakle, u ovom slu¢aju, imamo

h1,2 = hAl,Z = h(-10%4i).

Ako se h izabere tako da 1'11 i h, pripadaju oblasti D(=intT)

metod e biti apsolutno stabilan. Na primer, ako je h=0.5=>ﬁl 2=
l

==5+2i(eD), dok za h=0.6 vidimo da ﬁl 2=-6i2.4i ne pripada ob-
-
lasti D, tj. za takvo h metod nije apsolutno stabilan.

Razmotrimo sada klasu problema oblika

y' o= £(x,y)s ¥Ix) = yoor Y(xg) = ¥,

Za-reé&vanje ovakvih problema na segmentu Exo,bJ, mogu-

se koristiti direktno linearni viéqkoraéni metodi oblika

= K2 ‘
y h fn.+i’

(2.8.4) n+i

o B

K
L i
= O

[

. i
i=o
gde su op=1 i |ag| + [B | >0.

Za metod (2.8.4) definiSe se linearni operator
‘Lh:cztxo,b]v+C[x6,b] pomoéu
k N 2 " .
LhEy] f %faiy(x+1h)--h BiY (x+ih) 1.
i= :

Ako geCfExd,b], koriSéenjem Taylorovog razvoja, imamo -
- L. i .
L, Eh] =,COY(X)'*Cth'(x) +...+ Cjh y(l)(x) oo,

gde su
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= + ...+
Co ao+a1 uk,

C, = a +2u2l+ cen +kak,

1
Co = L (o, +22a,+...+k20, )= (B _+B,+...+8,)
2 2! 0-1 27 e k o 1T k!

_ A i i
Ci = H(al+2 a, + ... +k uk)

1 i-2

i-2
-FZ)—I(BI"'Z 82+...+k

By) (1=3,4,...).

Definicija 2.8.3. Za metod (2.8.4) kaZe se da ima red p, ako
je

c.=C,.= ... =C_=2¢C =0 i Cp+2 # 0.

Koeficijent Cp+2 se naziva konstantna greska, a ¢lan

cp+2

ki xn+k'

hp+2y(p+2)(xn) glavni &lan lokalne grefke odsecanja u ta&-

Definicija 2.8.4. Ako je red metoda p 21 ka%e se da je metod
konzistentan.

Primetimo da je metod konzistentan ako i samo ako je
p(1)=p'(1)=0 i p"(1)=20(1), gde su polinomi p i ¢ definisani
kao u odeljku 2.8.3. Dakle, polinom p ima dvostruku nulu £=1.
Stavimo £,7Ex=1.

.

Definicija 2.8.5. Metod (2.8.4) je nula-stabilan ako polinom

p nema nula sa modulom veéim od jedan i ako su sve nule sa mo-
dulom jedan najvise viSestrukosti dva.

Neka su ry i ry nule polinoma

7(x,h) = p(r) ~ho (x) (h=h2a)

koje odgovaraju nulama £, ig, (51=£2=1)a

Definicija 2.8.6. Ako za dato h sve nule polinoma n(r,h) zado-
voljavaju uslov [r;| <1 (i=1,...,k), za metod (2.8.4) se kaZe
da je apsolutno stabilan za takvo h. Ako je, medjutim,
Iri|=;min(|r1L,|r2|) (i=3,...,k) ka%e se da je za takvo h metod
relativno stabilan.
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0d metoda iz klase (2.8.4) najviSe su u upotrebl metodi

- = m2
yn+2 Zyn+1 + Yn h fn+1
s .
(2.8.5 2 n?
-8.5) Yne2 T Wn4y t ¥ = T3(f . +105 ,, +E).

Prvi od njih je drugog reda (C°=C1=C2=C3=O ' C‘ =1-12-), dok
je drugi &etvrtog reda (C1=0 (i=0,1,...,5), Cs =-1—;°—). Metod
(2.8.5) poznat je kao metod Numerova. »



8.3. METODI RUNGE-KUTTA

8.3.1. Uvodne napomene

U prethodnom poglavlju razmatrani su linearni viSekora&ni
metodi za re3avanje Cauchyevog problema

(3.1.1) y© = £(x,y),  ¥(x,) =y,

Red ovih metoda se moZe povefati povedanjem broja koraka. Medju-
tim, ukoliko se Zrtvuje linearnost koju poseduju ovi metodi, mo-
guée je konstruisati jednokaradni metod sa proizvoljnim redom.

Za reSavanje Cauchyevog problema oblika (3.1.1) sa dovoljno
puta diferencijabilnom funkcijom £, moguée je, takodje, konstru-
isati jednokoraéne metode viSeg reda (na primer, Taylorov metod).

Posmatrajmo opSti eksplicitni jednokoradni metod

(3.1.2) Ypi1 = ¥n = he(x ,yp,h).

Definicija 3.1.1. Metod (3.1.2) je reda p ako je p najveéi ceo
broj za koji vaZi \

. +1
y(x+h) - y(x) -he(x,y(x),h) = 0(P™),
gde je x+y(x) tatno reSenje ptoblema (3.1.1).

Definicija 3.1.2. Metod (3.1.2) je konzistentan ako je
¢(x,y,0) = £{x,y¥).

Primetimo da je Taylorov metod specijalan slu&aj metoda
(3.1.2). Naime, kod Taylorovog metoda reda p imamo
p-1 i

; ' h
(3.1.3) ¢(x,y,h)=¢T(x,th)=.E
1

- S—— R +fi)if(x 9.
o (d+l)tiax ~ Tay e

U specijalnom slu€aju, kod Eulerovog metoda jé ¢ (x,y,h)=f(x,y).

60
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Neka je

D ={(XJ,h)|X°;X;b, |¥] < +e, O;h;ho}-

Teorema 3.1.1. Neka funkcija ¢ ispunjava uslove:
o

1° Neprekidna u oblasti Dj;

2° |¢(x,y,h)-0(x,y,h)| < M |y-§) za svako (x,y.,h),
(x,y,h)eD. ‘ '

Metod (3.1.2) je konvergentan (u smislu definicije 2.3.1)
ako 1 samo ako je konzistentan. '

Dokaz ove teoreme moZe se naci, na primer u [2].

Ovo poglavlje bife posvefeno metodima Runge-Kutta, koji &i-
ne specijalnu klasu eksplicitnih jednokoradnih metoda. Analiza
ovih metoda je znatno teZa, nego 5to je kod linearnih viSekorad-
nih metoda, zbog cdsustva linearnosti. U novije vreme razvijaju
se 1 implicitni metodi Runge-Kutta, ko:i nad klasiénim eksplicit-
nim metodima imaju izvesne prednostl u pogledu numerifke stabil-
nosti. /!

8.3.2. Klasi&ni metodi Runge-Kutta

U ovom 6deljku razmatraéemq jednu specijalnﬁ klasu metoda,

oblika (3.1.2), koju je 1895. godi?e predloZio C.Runge (C[61).

Kasnije, ovu klasu metoda razvili sy W.Kutta (c71) i K.Heun (c81).

Kao to demo kasnije vidéti,«svi ovi metodi sadrZe slobodne
parametre. S obzirom na vreme u keme su se pojavili ovi metodi,
slobodni parametri su birani tako da se dobiju 3to jednostavnije
formule za praktiéno rafunanje. Medjutim, ovakve vrednosti pa-
rametra ne obezbedjuje optimalne karakteristike posmatranih me-

toda. U daljem tekstu ove metode zvademo klasiénim. -

Opsti eksplicitni metod Runge—Kutﬁa ima oblik

(3.2.1) = h¢(xn,yn,h):

Yner 7 Yn
gée su

m-
e (x,y,h) = I ciki'
: i=1 ~.
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kl = f(XIY)I
k, = f(x+a,h, y+b.h)
i i’ i _
(3.2.2) i-1 i-1 (i=2,...,m).
a, = £ a;., b, = I a,.k.
i =1 ij i j=1 1373

Primetimo da iz uslova konzistencije metoda (3.2.1) sleduje
I

Nepoznate koeficijente koji figuri$u u ovom metodu, odre-
djujemo iz uslova da metod ima maksimalni red. Pri ovome, kori-
stimo sledecu &injenicu: Ako se ¢ (x,y,h), razvijeno po sterenima
od h, moZe predstaviti u obliku

¢ (x,y,h) = o (x,y,h) + 0(hF),

gde je ¢_ definisano pomodu (3.1.3), tada je metod (3.2.1) reda p.

T
Prethodno nadjimo razboj QT(x,y,h) po stepenima od h. Kori-
Z¢enjem Mongeovih oznaka za parcijalne izvode imamo

3 3y o _ _
(g; + fg;) £f = fx + ffy = F
i
9,2, _ 2 3 _
(a—x +f-5-§) f = (ﬁ-*- fw)F =G + fyF,

. . _ 2 . _ .
gde smo stavili G—fxx + 2ffxy + £ fyy' Tada iz (3.1.3) s? :duje
(3.2.3) o (x,y,h) = £+1Er+Ln? G+ F) + 0md)

.2, o (XY, z LF+gh v h7).

Razmotridemo sada samo metode Runge-Rutta, ¢iji je red
p < 3. Pokazuje se da je za dobijanje metoda tredeqg reda dovolijno

uzeti m=3. U tom sludaju, formule (3.2.2) se svode na

o(x,y,h) = clkl + csz + C3k3,

k, = £(x,y),
k2 = f(x+ajyh, y+byh),
ky = f(x+a3h, y+b3h)
i
ay = apyr by = ayky,
a3 = agy * a3y by =agk ¢ @32k

Razvijanjem funkcije k2 u Taylorov red, u okolini tadke

al
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(x;y), dobijamo

_ 1 2.2 3
k2 = f + ath + 3 aZGh + 0(h™).
Kako je
by=a, K +a,k, = a,, f+aq, (E+a,Fh ++ a2Gh?) + 0(h>)
3= a3 K tagoky = oy frag, (f+aFh+3 a)

imamo
2 . 2 _ 2.2
b3 = a f+a2 32 Fh+0(h") i b3 = 3f +0(h).
Razvijanjem funkcije k3 u okolini tadke (x,y) 1 koriZée-
njem poslednjih jednakosti imamo

k3 = f+a3Fh+2(2a3 32Ff -+a3G)h + O(h ).

. ,
Najzad, zamenom dobijenih izraza za kl’kz’k3 u izrazu za

¢ (erlh) dobijamo

¢ (x,y,h)=(c,+c +cy) £+ (c2a2+c3a3)Fh
2 2 . h% .3
+(cya5 G+2c3 5 32ny+c3a3G)7+0JE ).

Poslednja jednakost dozvoljava konstrukciju metoda za m=1,2,3,.

Sluéa] m=1. Kako je c2-c =0 imamo
®(x,y,h) = c f + O(h ).
Uporedjivanjem sa (3.2.3) dobijamo
i1 1, 2 3

@T(x,y,h)-¢(x,y,tn = (1-c1)f-ﬁ5hF-+gh (G+fyF)-+0(h )y

odakle zakljudujemo da se za clél,ldobija metod
Yp41 T Yn T REgs

¢iji je red p=l. S obzirom da je ovo Eulerov metod mi vidimo da
on pripada i klasi metoda Runge-Kutta.

Slugaj m=2. Ovde je c3 = 0 i
2
®(x,y,h) = (e +cy)f + cyayFh + % czagGh + 0(h3).
Kako je ‘

: 1
o(x,y,h) - @T(x,y,h)_= (cytc,-1) £ + (Czﬁz'-f)Fh +

1 .2 2 3
-+g[(3c2a2—l)G-fyF]h +0(h™),
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zakljucujemo da se pod uslovima

a. =

1
(3.2.4) Cl + C2 =1 i 2 T 31

€2
dobija metod drugog reda sa jednim slobodnim parametrom. Naime,
iz sistema jednakosti (3.2.4) sleduje

: o - 2a2-1

= 55

i 1 2a2
gde je az(#O) slobodan parametar. Dakle, sa m=2 imamo jednopara-
metarsku familiju metoda {

Cz—

5 i

1
2a2

= _h -
Yp41 ~ ¥n T 3;;((2a2 Lyky+ka),
(3.2.5) k, = f(xn'yn)’
k2 = f(xn+a2h,yp+a2klh).

U specijalnom sluéajuf 2a a2==%, dobijamo Euler-Cauchyev

metod

- 1 1
Yne17¥n < hf(anZh v Yot hE (x ey )).
Sliéno, za a2=1, dobijamo tzv. poboljSan Euler-Cauchyev metod
-y, = E[f(x ) + £(x_+h, y_+hf(x_,y )]
Yn+17¥n 2 n’Yn n" 1t ¥Yn n'¥n’l-

O geometrijskoj interpretaciji dobijenih metoda videti, na pri-
mer, D].

Sludaj m=3. Kako je

8(x,y,h) = og(x,y,h) = (c;+c, *cy=1)f+(c a, +cqa; = $)Fh +

21¢33;
2 2 1 L 1 n? 3
+ [(C232+C3a3 --§)G + (203a2a32 -j)ny] 5 +0(h™),

zakljuéujemo da su za debijanje metoda tredeg reda dovoljni uslov:

cl + <, + c3 = 1,

It

0232 + c3a

7

(3.2.6)

WN W
[T ST

2
c2a2 + c3a

o=

C3aya3, =
S obzirom da imamo detiri jednaline sa $est nepoznatih, izlazi

da; u slu&aju m=3, imamo dvoparametarsku familiju metoda Runge-




metode Cetvrtog reda. Naime, ovde se, analogno sistemu (3.2.5),
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Kitta. MoZe se pokazati da medju metodima ove familije ne posto-

Ji ni jedan metod ¢iji je red vecéi od tri.

U specijalnom sludaju, kada je a, = % iag-= %, iz (3.2.6)

sleduje c; = %, cp = 0, cy = %, a3, = %. Dakle dobili smo me-

tod

_h
Yner T ¥n = 7 (K *+ 3k3),
ky = £(x, y,)r
_ h h
k2 = f(xn""jl Yn+—3k1) 4
K. = 2h 2h

3= g + 3, v+ k),

koji se u literaturi srede kao Heunov metod.

win

1 - — =1 = -
Za a; =3, 383 =1 (® cj=c3=g, ©3= =2)

r %32
dobijamo metod

_ h
Yne1 ~ = gl + 4ky + k3),

Y

k) = f(x,r ¥,),
| k2 = flx, +%' Yo ¥ %kl) '
k3 = f(xn+h, yn-hkl+2hk2),

koji je najpopularniji medju metodima trefeg reda sa stanovista
ru¢nog izradunavanja.

U slucaju kada je m=4, dobijamo dvoparametarsku familiju

javlja sistem od 11 jednadina sa 13 nepoznatih.
Sada navodimo, bez dokaza, metod Runge-Kutta detvrtog reda
: _h .
(3.2.7) Yne1 T ¥n = glky * 2Ky + 2k3 + k),
kl = f(xnl yn),

=3

o h n

®2 7T f(xn t320 ¥yt 3 l) ’
T = 4+ b h

ky = £k + 3, ¥y + k),
k, = £(x, +h, y_ + hkj),

koji se u.primenama tradicionalno najvide koristi.
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Primer 3.2.1. Primenom metoda (3.2.7), sa korakom h=0.1, na

reSavanje Cauchyevog problema
y' =x2 +y, y(1) =1 (L<x<1.5),
dobijaju se rezultati koji su sredjeni u tabeli 3.2.1.

Tabela 3.2.1

xn Yn k1 k2 k3 k4

1.0 | 1.000000 | 2.000000 { 2.202500 | 2.212625 | 2.431262
1.1 | 1.221025 | 2.431025 | 2.665076 | 2.676779 | 2.928703
1.2 | 1.488416 | 2.928416 | 3.197337 | 3.210783 | 3.499494
1.809152 | 3.499152 | 3.806610 | 3.821982 | 3.960251
1.4 | 2.187762 | 4.147762 | 4.497650 | 4.515145 | 4.889276
1.5 | 2.638806 '

Primedba 3.2.1. Ako funkcija £ ne zavisi od y, metod (3.2.7)

se svodi na Simpsonovo pravilo.

0d metoda &etvrtog reda desto se koristi i tzv. Gillova
varijanta (L10]) kod koje se slobodni parametri odredjuju tako
da se smanji potreban memorijski prostor kod‘realizacije metoda
na raunskim maZinama. U¥teda memorijskog prostora je, medjutim,
takva da se njen efekat primeduje tek kod odgovarajuéegivektor-
skog metoda kada se primeni na re8avanje velikog sistema dife-
rencijalnih jednadina. Potreban memorijski prostor za reSavanje
sistema od M jednadina je 3M+q (g ne zavisi od M), u poredjenju
sa 4M+q kod opSteg metoda Runge-Kutta &etvrtog reda.

Gillova varijanta ima oblik:

v _h, o =
Yn+1 = Yn = gk +H(2-v2)ky+ (24/2)k3+k ) ,
ky = £{x,.v,),
h
kzy = f(x+§, yn+%k1) ’

Ky = £lxy+3 v+ (V20D v -2k, ,
vz 2

kg = £lxpth, yo - hkyt(1+ 5

3 )hk,) .
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’
&

Pri programskoj realizaciji ([111) koristi se slededi
algoritam: ‘

n: =0, Q: =90, x: =X
(%) Y =y, G =hE(x,¥), ¥ : = ¥ +3(6,-2Q,),
Q)¢ = Q_#3[3(G,-20,)1 =3 G,, Gj: =hE(x+3,¥)),
= ¥, +(1-/1/2) (G,-Q,),
Q,: = Q;+3[0(1-V1/2) (G,-Q,) 3~ (1-V1/2)G,,
=hE(x+5,Y,), ¥3: = Y,+(14/1/2) (65-Q,)
Qy: = Q,+30(1+/1/2) (G3-Q,) 1= (1+/1/2) G,
Gg: = hf(xth,¥y), Y : = Y3 +3(G,-20Q;),
Qqt = Q4+30F(G4=203)3 -3 G,
Yner? = Yar Qo = Q4

Ako je'x;b, kraj algoritma.

Xx: = X+h, n: = n+l,
Preéi na (*).

U sluCaju kada gredke zaokrugljivanija nebi bile prisut-
ne, imali bismo Q4=0, §to jasno skoro uvek nije ta¢no. Aprok-
simativno Q4 je srazmerno“greéki zaokrugljivanja u vrednosti
Y4 (t3. Yo
Uzimanjem Q4 kao Qo' u sledeéem koraku se kompenzira uticaj

), koja je akumulirana na n-tom koraku integracije.

greSaka zaokrugljivanja.

Primedba 3.2.,2. Neka p(m) oznadava maksimalni moguéni red me-

toda (3.2.1). Tada je -

p(m) = m (m=1,2,3,4)
= m-1 (m=5,6,7) /
= m-2 (m=8,9)

< m-2 (m=10,11,...).
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Za razliku od linearnih vifekoraénih metoda, metodi
Runge~Kutta ne zahtevaju poznavanje startnih vrednosti (sem
y(x°)=y°, koja, inade, defini%e Cauchyev problem), ali su za
praktiénu primenu znatno komplikovaniji, s obzirom da zahte-
vaju m izradunavanja vrednosti funkcije f u svakom koraku.
Kao 35to je napomenuto u odeljku 8.2.4, metodi Runge-Kutta mogu
se uspedno primenjivati i za dobijanje ‘startnih vrednosti za
linearne viZekoradne metode. '

8.3.3. Analiza gresSaka

U ovom odeljku ukazacdemo samo na neke osnovne rezultate

vezane za analizu greSaka kod metoda Runge-Kutta.

Definicija 3.3.1. Veli&ina T4 odredjena sa

+1

Tn+l = Y(xn+1)-y(xn) -h¢(xn'y(xn)’h)’

naziva se lokalna greSka odsecanja opiteg jednokoradnog metoda
(3.1.2), u tadki Xo41? pri €emu je xwy(x) ta¥no reZenje prob-
lema (3.1.1). :

Pod pretpostavkom da je yn=y(xn) (lokalna pretpostavka)
vaZi jednakost

Ther = Yppg) = Yoy
8to je isto kao i kod linearnih viSekoradnih metoda.

Analogon izrazu (2.5.2); kod nelinearnih jednokora&nih
metoda, je

p+1 p+2

(3.3.1) T 41 = q:(xn,y(xn))h

n+ + 0(h

),

gde funkcija (x,y)kaw(x,y) na komplikovan na&in zavisi od x
ivy.

Primer 3.3.1. Odredimo funkciju y za metod (3.2.5).
Kako je

T = y(x

n+1 )-y(xn)-h¢(xn'yn'h),_

n+l
h (@T(xn ryn ,h) - (Xn ,yn ,h))

1 3 '
=h3 - . .
3 t(1-3 a,) G+fyF]x=xn =y (x_)

+0 (h')




8.3. Metodi Runge-Kutta 69

neposredno dobijamo
2-3a
= 2 1
v(x,y) = 3 —G+ ¢ fyp.

Jedan praktidan nacin za ocenu lokalne greXke odsecanja
zasniva se na Richardsonovoj ekstrapolaciji. Naime, ako Zelimo

da ocenimo lokalnu gre$ku odsecanja T u tadki x=x za me-

n+1l n+1
tod reda p, pored vrednosti Yn+1 izradunate pomodu Yy, sa kora-
kom h, izradunavamo i odgovarajucdu vrednost §n+1 pomoéu Y-

sa korakom 2h. Tada, s obzirom na (3.3.1]) imamo

Y(x )Yy = w(xn_l,y(xn_l))(Zh)pf1+o(hp+2)

¥x,y (x) )RPYE 2P*L 4 g (nP¥2)

2Py (x, )-yp,,) + 0 0P,

odakle je

N yn+1 R
p+l

n+l

T ~
n+1l 2

-1
Dobijena ocena se €esto koristi za kontrolu duZine ko-

raka h . Naime, ako je ocena za T takva da je vecda od neke

unapred dozvoljene vrednosti (tolgzincije) e, korak h treba .
smanjiti.

U cilju dobijanja ocene za |Tn+1|, M.Lotkin (r121) je
uveo pretpostavku o ogranidenosti funkcije f i njenih parci-
jalnih izvoda na skupu

Q= {(xy) | x, £x b, |yl <+ =}

Naime, za svako (X,y)eQ pretpostavio je uslove

» Ifx,y) Y3

lf(er)l <M i —
Caxt ay? mi~!

(i+j;P) ’

gde su M i N pozitivne konstante i p red metoda; Na taj nacin
je, za metod (3.2.5), dobio ocenu

1

»(a3¢) 1qﬂﬂ <§mﬂhfuz-;%|+1p

a za metod (3.2.7)
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73 MN4hS.
|Taeyl < 73gM"h

Odgovarajude ograni&enje za lokalnu gre3ku odsecanja
kod opsteg metoda trefeg reda dao je A. Ralston ([131),

Jedan od nafina za odredjivanje slobodnih parametara u
metodima Runge-Kutta zasniva se na minimizaciji granice za lo-
kalnu gre$ku odsecanja. Tako na primer, u sludaju p=2, iz
(3.3.2) sleduje a2=%, tj. dobija se metod

2

o _h, 2
Yoe1 ~ ¥p = 738Xy,) + 38(x +3h, v, +3hk,)) .

Na kraju, navodimo ograni&enije za ukupnu diskretizacio- -

nu gresku e, (=y(x,)-y,), pod pretpostavkom da nam je ogranife-
nje za lokalnu gresku odsecanja poznato. Naime neka je

Tada je

gde je L Lipschitzova konstanta za funkciju f po argumentu vy.

Primetimo da i ovde, kao i kod linearnih viZekora®nih
metoda, granica za ukupnu diskretizacionu gre§l_<u'ima red za je-
dinicu ni%i, nego $to je red granice za lokalnu gresku o&seca—
nja.

8.3.4. Numeridka stabilnost

Sli¢no kao kod linearnih viZekora®nih metoda, analizu
numerike stabilnosti sprovodimo na jednadini

y' = Ay, y(x,) = Yo {(A=const) .
Neka je x+y(x) - taéno reSenje datog problema i {yn} niz nume-
ri¥kih vrednosti resenja dobljen primenom metoda Runge-Kutta

sa greZkom zaokrugljivanija R . Tada iz

+1

Y(x,q)-y(x)) = h¢(xn;y(xn),h) + Ton
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‘= hé(x_ /¥, sh) + R

N N
Yoe1 ~ ¥n n+l ’

sleduje

(3.4.1) &, =€) =h(e(x .y (x)),h)=0(x ¥ h)) + 0.,

gde su
4" N
e, = y(xn)--yn i [} =T
Razmotridemo samo sluaj metoda Runge—Kutta kod kojih
je p=mx< 4. Tada koriSéenjem izraza (3.2.1) i (3.2.2) sa

n+l (kao i kod linearnih viSe-
kora&nih metoda), na osnovu (3.4.1) dobijamo

f(x,y)=Ay i ignorisanjem ¢lana ¢

Soar - 8 = S G RT 4 s 2R,
tj.
(3.4.2) €41 - T & =0,
. gde smo stavili
r. = 1+h++h? +... +-QP (h=Ah)

1 2 1
Kako je re$enje jednacine (3.4.2) 6dredjeno sa

gn = clr? (c1 proizvoljna konstanta),
da bismo obezbedili da gn +0 (n >+=) potreban je uslov |r,|<l.
Ovo je uslov apsolutne stabilnosti. O relativnoj stabilnosti
kod metoda Runge~Kutta nema smisla govoriti.

S obzirom da je za h >0, r, >1, zakljudujemo da interval
apsolutne stabilnosti ne mo¥e da sadrZi pozitivni deo realne
ose. Iz uslova -1 <ry <1 moZemo nadéi interval apsolutne stabil-

nosti, koji ima oblik (a,0), gde je a <0. Tako'nalazimo

za p=m= ; interval (-2,0),
2 (-2,0),
=3 S (-2.51,0),
4 -

(-2.78,0).

Primetimo da svi metodi kod kojih je p=m(< 4) imaju isti inter-
val apsolutne stabilnosti.
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8.3.5. Primena na re$avanije sistema jednadina

Sva analiza data u prethodnim odeljcima moZe se formal-
no preneti i na vektorski oblik metoda Runge-Kutta

> > > >
Yn+l - Yn = hQ(anynlh)r

gde su
> -»> m
¢(x,y,h) = .Z Cl ir
i=1
-> > >
kl = f(X;Y):
> -+ > >
ki = f(x+aih, y-+bih)
. ) (i=2,...,m),
1;1 g 1;1 ﬁ
a, = o, ., . = a. .k,
i j=1 ij i j=1 ijj

koji se koristi za re3avanje Cauchyevog problema za sistem di-
ferencijalnih jednadina prvog reda '

e

-> -+ > ->
Yy = £(x,¥), y(go) = Yo

Primer 3.5.1. Pésmatrajmo sistem od dve jednadine

14

Y = fl(}‘{,y,Z)‘z Z’ = fz(XIYIZ)

sa po¢etnim uslovima y(xo)=yo,_z(xo)=zo. Analogon metodu (3.2.7)
je metod

> > _ h ., > > > >
Yoe1 ~ Yo = g(k1+2k2+2k3+k4),
gde su
> _ > > _ > h . h >
k1 = f(xn,yn), ky = f(xn+§, yn+-2—k1)
> .h 2 h > > o_z -+ >
k3 = f(xn-kz, yn-kzkz), k4-f(xn+h, yn+hk3)
i :
SO 2 I L . Bty
Y = D A ' flx,y) = SEEERY
2 | 2

n ) fZ(X,y,z)
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Na kraju napomenimo da je program RKGS (iz 1130 Scien-
tific Subroutine Package (1130-CM-02X) firme IBM) za reSavanje
sistema diferencijalnih jednacina prvog reda sadinjen na osnovu
Gillove varijante me toda Runge-Kutta &etvrtog reda (0 program-
skoj realizaciji metoda za reSavanje diferencijalnih jednacina
na FORTRAN jeziku, pored pomenutog priruénika, videti (C111).



8.4. NUMERICKO RESAVANJE KONTURNIH PROBLEMA

\

8.4.1. Uvodne napomene

Ovo poglavlje je posvedeno reSavanju konturnih (granié-
nih) problema za diferencijalne jedna&ine. Za razliku od Cauchy-
evog problema, gde su uslovi koji odredjuju partikularno resenje
diferencijalne jednadine dati u jednoj tacki, kod konturnih pro-
blema uslovi se zadaju najmanje u dve tadke. Mi- femo razmatrati
samo konturne probleme kod kojih su uslovi dati u dve tadke. Ja-
sno je da konturni problemi imaju smisla kod jednadina najmanje
drugog reda. Na primer, za jednadinu drugog reda, konturni pro-
blem se moZe definisati na sledefi nadin: Naci reSenje jednadine

(4.1.1) F(x,y,y',¥y") =0 (axxzb),

koje zadovoljava uslove

[
o

¢, (y(a),y'(a))

14

(4.1.2)

¢2(Y(b) ry,(b)) 0.

U specijalnom sludaju, ako su jednadina (4.1.1) i uslovi

(4.1.2) linearni, imamo tzv. linearni konturni problem
(4.1.3)  y" + p(x)y’ + a(x)y = £(x) (axx<b),
(4.1.4)  agy(a) + a;y'(a) = A, By(b) + 8,Y'(b) = B,

gde su funkcije p,q,f neprekidne na [a,b] i agroy A,BL By /B
date konstante, pri &emu je '

|°‘o|‘+ Io‘ll >0 i IBol + IB]_I > 0.

74
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Ako je A=B=0, za uslove (4.1.4) kaZemo da su homogeni.
Ako je £(x) =0 i ako su uslovi (4.1.4) homogeni, odgovaraju€i
problem nazivamo homogeni konturni problem.

Ako definiSemo linearne operatore L, Ga' G, pomodu
Llyl = y" + p(x)y’ + q(x)y,

— [4 -_ . r
G, Lyl = o y(a) + a;¥'(a), G, Iyl = B y(b) +8,¥Y (b),

konturni problem (4.1.3)-(4.1.4) moZemo predstaviti u obliku
(4.1.5) LLyl = £(x) (asxs<b), G,Lyl = A, Gyl =B.
Stavimo
G Ly;1 G Ly;y)
GbEYIJ GbEY2]

gde su Yy i Y, dva linearno nezavisna reS$enja jednadine LL[yl=0.
Lako se moZe dokazati sledede tvrdjenje:

Teorema 4.1.1. Ako je D#0, konturni problem (4.1.5) ima jedin-

stveno re$enije za proizvoljne vrednosti A i B. U slud¢aju, kada
je D=0, konturni,problem, u opStem sluaju, nema reSenje. Samo
za odredjene vrednosti A i B, konturni problem moZe imati bes~-
kona¢no mnogo reSenja.

Takodje, za homogeni problem (f(x) =0, A=B=0) moZe se
dokazati:

Teorema 4.1.2. Ako je D#0, postoji jedinstveno (trivijalno)

reSenje y = 0. Netrivijalna reSenja postoje ako i samo ako je
D=0. ;

Problem nalaZenja netrivijalnih resenja homogenog kon-
tﬁrnog problema naziva se problem sopstvenih vrednosti.

U opitem slu€aju, kod konturnih problema mogu nastati
sledeca tri sluaja:

1° postoji jedinstveno resenje;

2° postoje vi8e reSenja (ili beskonadno mnogo);

3° - ne postoje reSenja.
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U poredjenju sa Cauchyevim problemom, konturni problemi
se Zesfe javljaju u primenama u tehnici, medjutim, njihovo re=

Savanje je znatno teZe.

U ovom poglavlju razmatrademo neke od pribliZnih metoda
za re8avanje konturnih problema za jednadine drugog reda, pret-

postavljajuéi pri tome uvek egzistenciju jedinstvenog resSenja.

U opStem slu€aiu pribiizni metodi za refavanje konturnih
problema mogu se klasifikovati u tri grupe:

lO Diferencni metodi;

(o]

2~ Metodi pogadjanija;

o . . R .
3 Projekciono-varijacioni metodi.

U ovom poglavlju razmatrademo metode iz prve dve grupe,
dok demo projekciono-varijacione metode, zbog svojih specifid-

nosti, razmatrati u posebnoj glavi.

U ovom poglavlju razmatrademo metode iz prve dve grupe,
dok cemo projekcionoc-varijacione metode, zbog svojih specifi&-
nosti, razmatrati u posebnoj glavi.

S obzirom da se jednaline viéeg reda mogu svesti na sis-
tem jednadina prvog reda, to se konturni problemi mogu razmatra-
ti 1 u obliku

N[yl = y' - £(x,¥) = 0 (a<x<b),
(4.1.6)

$F(a), b)) =3,

>
gde- su ;, £, 3 n-dimenzionalni vektori. U specijalnom sludaju,

linearni konturni problemi se mogu posmatrati u obliku
>, > > . - > ->
Yy - A(x)y = h(x) (axxs<b), Byy(a) + Byy(b) = 8,

-> v
gde su §, K, B n-dimenzionalni vektori i A(x), Ba’ Bb,matrice

reda n.

8.4.2. Diferencni metodi

Diferencni metodi ili metodi kona&ne razliké za refava-
nje konturnih problema sastoje se u aproksimaciji izvoda pomo-
éu konadnih razlika, pri emu se re3avanje konturnog problema

svodi na reSavanje sistema diferencnih jednadina.
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Neka je dat konturni problem

(4.2.1) y" - f(x,y,¥y') =0 (ag x< b),
(4.2.2) y(a) = A, y(b) = B.
Segment [a,b] podelimo na N+1 podsegmenata duZine h==§£%,

tako da je xn=a+nh (n=0,1,...,N+1). U tadkama X, (n=1,...,N) di-
ferencijalnu jednac¢inu (4.2.1) aproksimirajmo pomoéu
yn+l - 2Yn +yn—1 Yn+1 Ty

(4.2.3) - = £(x,,y,, =B (n=1, L. ,N)
h . -

Jasno je da smo, pri ovome, iskoristili formule za numericko

diferenciranje

yn+l_yn yn+1_2yn+y

y'(x) = 2B hom?), yhixy) = nod

+0(h2).
h

Kako je, zbog (4.2.2), y$=A i yN+1=B, problem odredjiva-
nja niza pribliZnih vrednosti reSenja konturnog problema u taé-
kama xn(n=1,...,N), svodi se na reSavanje sistema (4.2.3) od
N jednadina sa N nepoznatih, koji je, u op$tem slu&aju, neli-
nearan.

Ukoliko, umesto konturnih uslova (4.2.2) imamo opStije
uslove (4.1.4), tada za aproksimaciju izvoda u ta¢kama a.i b,
koristimo formule

Pk = Yy t+ 4y - 3y,
Y AXg) = 7 2h '

y’(a)

(4.2.4)
, Wer T Ay * vy
vy Ogqy) = 7 '

y' (b)

kod kojih je greska reda 0(h?). Tada se konturni uslovi (4.1.4)
pribliZno svode na
¥y +4y) - 3,
Go¥o * oy 2h = A

(4.2.5)

- Wy T ¥yt Yoy 5
1. 2h - :

Bo¥n+1

Ako sistemu jednac¢ina (4.2.3) pridodamb jednadine (4.2.5)



78 8. PribliZno reSavanje obi&nih diferencijalnih jedna&ina

problem nalaZenja niza Yor¥Yyres1¥yi se svodi na re$avanje

sistema od N+2 jedna&ine sa isto toliko nepoznatih.
Umesto formula (4.2.4), za aproksimaciju konturnih uslo-
va (4.1.4), Cesto se koriste formule manje tacnosti

Y, Y Y -Y
1 [e] . - N+1 N
Y(a) = —h_ 1 Y(b) = h ’

kod kojih je greZka reda 0(h).

U sludaju kada je jednadina (4.2.1) linearna, diferencni
metod nas dovodi do sistema linearnih jednadina, &ija je matri-
ca trodijagonalna. Sledeéi odeljak biée posveden reSavanju ovog
problema, dok ¢e u odeljku 8.4.4 biti razmatran jedan iterativ-
ni diferencni metod za refavanje konturnih problema sa neline-
arnom diferencijalnom jednadinom.

ReSavanje op&teg konturnog problema (4.1.6), pomocu dife-
rencne aproksimacije

-

> _ 1, E
NpCypd = 5y, Yp-1) (x
>, > > g
g(¥gr¥y,,) = 0

gde je n=1,...,N+1, razmatrao je H.B. Keller (videti ri41, r151).

'

Op8tu teoriju diferencnih metoda za reSavanje konturnih
problema oblika (4.1.6) razvili su H.B. Keller i A.B. White u
radulCl61].

8.4.3. Diferencni metod za linearne konturne probleme

Neka je jednaina (4.2.1) linearna, tj. neka ima. oblik
(4.3.1) Llyl = y" + p(x)y’ + gq(x)y = f(x).

Tada je odgovarajuc¢a diferencna aproksimacija

Y . "2y +y Y 17y
_ “n+l n “n-1 n+l “n-1 _
(%'3'2) Lntyyd = h } + Py 2h tanY, = £,

gde su p =p(x ), q=a(x ), £ =f(x ) i n=1,...,N.

Operator Ly, definisan pomodu (4.3.2), predstavlja jednu
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diferencnu aproksimaciju diferencijalnog operatora L. Pretpos-
tavljajuéi da yeC"ra,bl, nije te¥ko pokazati da je u tadkama

Xn (n=1,...,N)

v 7 - - 2
Lly 3 - LLyl = 0(h?),

$to znadi da je Ly, aproksimacija drugog reda za L.

Predjimo sada na reSavanje sistema jedna&ina (4.3.2).
Ako uvedemo smene

h
P, bn=1¥qn—2, c, = l+3p

(4.3.2) se moZe predstaviti u obliku
(4.3.3) ay. _

= h? =
L * by +oey o= h¥f (n=1,...,N).

Neka su konturni uslovi yo=A i yN+1=B. Pred nama se po-
stavlja problem reSavanja sistema linearnih jednadina

(4.3.4) TvY =4,
gde su
2 -
' h?f, - Aa; by c; 0 ...0
2
> Y, 5 h f2 a, b2 c, 0
Yy = ’ = . IT_ .
2 o
Yy h fN BcN 0 0 0 bN

Matrica sistema (4.3.4) je trodijagonalna. Za reSavanje
ovog sistema pogodno je izvr3iti faktorizaciju matrice T u ob-
liku T=LR (videti formule (1.2.5) u odeljku 4.1.2), a zatim suk-
cesivno regiti trougaone sisteme jednalina L;=§ i R§=;. Ovakav
metod je poznat kao metod faktorizacije*. Kako je ovaj metod u
sudtini zasnovan na Gaussovoj eliminaciji, to se on moZe ekvi-

valentno iskazati kroz sledeéi eliminacioni postupak:
Jednakost yo=A predstavimo u obliku

(4.3.5) ‘:. Yo = LYy * Ky,

gde su Lo=0 i K0=A. Pomoédu (4.3.5) eliminiéimo‘yo iz jednadine

7’!‘ U ruskoj literaturi metod faktorizacije se vrlo desto srede kao metod
progonki.
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2 . . P . -
a1y0+b1yl+cly2—n fl, koja je dobijena iz (4.3.3) za n=1. Tada

dobijamo
Yy = Ly * Ky
gde su
2
Lo —c1 . ‘. = h fl - alKo
1 b, + alLo 1 b1 + alLo

Navedeni postupak eliminacije nepoznatih moZe se nastavi-
ti za n=2,...,N. Naime, ako u (4.3.3) stavimo

yn—l = Ln—lyn + Kn-l

dobijamo
(4.3.6) Y, Lnyn+l + Kn'
gde su
"“n h2fn - apKn-a
(4.3-7) =5 +vari_; * "Tp +ar
n n"n-=1 n an n-1

Posle N eliminacionih koraka imamo

(4.3.8) Yy = LNYN+1 + KN.

Kako je Y4178 to na osnovu poslednje jednakosti izradunavamo
Yy- Na dalje, koriScenjem (4.3.6), za n=N-1,...,1, izradunavamo
redom YN—qprre-1¥Yy-

Dakle, metod faktorizacije se sastoji u slededem:

1° Polazeéi od L =0 i K_=A, pomoéu formula (4.3.7), za

n=1,...,N izracdunavaju.se koeficijenti L, i K &
o} < . : <
2 IzraCunava se niz {yn} pomodu

Yo T LnYn+1 + Kn (n=N,...,1).

Ukoliko su, umesto uslova Yo=A i ¥y,1=B, dati uslovi

Yo Ty =A 1 g+ ~“B¥Yy T B
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navedeni postupak treba modifikovati u sledecdem smislu:
' Kod izratunavanja koeficijenata L i K treba poéi od
L;a 1K;A.
Kako je na osnovu datog konturnog uslova yN+l-ByN=B, a
na osnovu (4.3.8) yN—LNyN+1=KN’ zakljucujemo da je

B + BK
. _ —__B
Yyl T T - BLy

. L . .y . s s o
Ostali &lanovi niza {yn} izra&unavaju se na isti na&in kao u 2.

Opsirnije o metodu faktorizacije moZe se nac¢i, na primer,
u.C173, [£181, [l91. Dva osnovna svojstva ovog metoda su mali
broj aritmetickih operacija pri njegovoj realizaciji (u‘odnosu
na druge metode reSavanja sistema linearnih jednad¢ina) i slaba
osetljivost na numeriéke greske (gresSke zaokrugljivanja se ne
akumuliraju). Poslednja ¢injenica je prisutna ako je sistem jed-
na¢ina (4.3.3) dobro uslovljen. Jedan dovoljan kriterijum dobre
uslovljenosti (videti [17] ) Jje da postoji 6 >0 tako da je

Primer 4.3.1. Nadjimo pribliZno reSenje jednadine

y" - 2xy’ - 2y = - 4x,

koje zadovoljava konturne uslove
y(0) =1, y(l) =1+ e =~ 3.7183.

Uzmimo h=0.2, tj. xn=nh=0.2n {n=0,1,...,5). Kako je pn=—2xn:

qn=-2, fn=-4xn, imamo
a =1+0.04n, b =-2.08, c,=1-0.04n, hzfn=—0.032 n.

Tada je
L = 1-0.04n ik - 0.032n+(1+0.04n)K__,
n = 2.08 - (1+0.04n)L _ n = T2.08- (1+0.04n)L__;

1 1

Rezultati dobijeni primenom metoda faktorizacije dati su
u tabeli 4.3.17 U~poslednjoj koloni tabele date su vrednosti ta-
&nog redenja (y=x+exp(x?)).
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Tabela 4.3.1

n X L K Yy

n n n ¥ (%))

. 1. 1. 1.
0.4615 0.5154 1.2436 1.24081
0.5817 0.3824 1.5778 1.57351
0.6160 0.3749 2.0379 2.03333
0.6152 0.4122 2.6997 2.69648
3.7183 3.71828

N W= O
_OOOOO
OO NO

Razmotrimo sada diferencne aproksimacije za diferenci-

jalne jednacine date u Sturm-Liouvilleovom obliku.

Ako jedna&inu (4.3.1) pomnoZimo sa r(x)=exp(/p(x)dx),
tada se ona svodi na Sturm-Liouvilleov oblik

(4.3.9) rLlyl = (ry’)’ + qy = f,
gde su a(x)=r(x)q(x) i f(x)=r(x)f(x).

Primer 4.3.2. Za jednadinu

Lyl = y" - iy' + 2y = x?

dx

integracioni faktor (mnoZilac) je r(x)=exp(—§:;)==% r Pa je

Sturm-Liouvilleov oblik

1 = (L oy 2 =
XLEYJ = (XY) +XY"X-

Kod reSavanja konturnih problema sa jednadinom u Sturm-
Liouvilleovom obliku javlja se problem aproksimacije diferen-
cijalnog izraza

(4.3.10) MLyl = (ry’)' .

S obzirom da je MLyl =r(x)y" +r’(x)y’ mo¥e se koristiti,
kao i ranije, diferencna aproksimacija

Y, "2y ty . Y_ ..V _
n+l n-n-1 . F'(x ) B+l “n-1
h? n

Mhl:yn] = r(xn) 2h ’

pri emu je u tatkama x {n=1,...,N), M{y]-Mhtyn]=0(h2).
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Medjutim, za aproksimaciju diferencijalnog operatora
14.3.10) Ce3ée se koriste sledede dve aproksimacije

(1) = L -y )= -
Cy ] —_hz{rn+l/2(yn+l yn) rn-1/2(yn Yn-l)}’
(2) I | - — -
Mh Eynj B 2{(rn+1+rg(yn+l yn) (rn+rn-1)(yn yn—l)}'

2h

pri cemu je ry Er(xo+sh) (sez).

(1)

Do prve aproksimacije Mh [yn] dolazimo aproksimacijom

izvoda pomocu centralne razlike. Naime, imamo

. 1 ’ - ' '
MLyd = 5(r 4y/2Y ne1/2 © Fn-1/2¥n-1/2)7
tj.
Yy -Y Y. -y
~ 1 n+1l n _ n n-1
MLyl h{rn+1/2 h Tn-1/2 h Wy
dok se M(z)Ey 1 dobija iz M(l)Ey 1 aproksimacijom r i
h n n+l/2
sa (r -+r ) i l(r +r } respektivno
h- 1/2 2 n 2'"'n "n-1 .

Nije tesko pokazati (videti, na primer, [201) da je u
tac¢kama X, (n=1,...,N) pri r,yeC“[a,b]
(l)ty 1 - Myl = 0(h2) (i=1,2),
. tj. da su obe diferencne aproksimacije reda dva.

(1)

Kori8éenjem izraza za M ty, 3, diferencijalna jednaéina

(4.3.9) se svodi na

Mél)tynj +aqy, = f, (n=1,...,N),
t5. |
sy alMy My v elPy = n2E m=1,.W),
gde su 555 q(x)=rpdy, £y £ =% £(x )=r £ i
aél)=‘n—1/z' bit)=n? qn'(rn+1/2 Th-172)7 °é1)=rn+1/2’
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(1)__(1)
=8n+1
nacina (4.3.11) SLmetrlcna. Ako je, osim ovoga, matrica pozitiv-

Kako je ch zakljudujemo da je matrica sistema jed-
no definitna, prethodno izloZeni metod faktorizacije se moZe mo-
difikovati u smislu koriSéenja metoda kvadratnog korena (vide-
ti odeljak 4.2.4).

Na kraju primetimo da integracioni faktor r 2za svodjenje
jednac¢ina na Sturm-Liouvilleov oblik, nije uvek moguéno odrediti
u kona&nom obliku. Medjutim, za dovoljno malo h egzistira tzv.
diskretni integracioni faktor, tj. takvo r, da aproksimacija
rnLhEyn] daje simetriénu matricu. Naime, kako je

2, = _h ' 2q -
her Lty 3 =r (1 -3p )y _, + r,(h?q -2)y

h -
+ rn(l +7pn)yn+l (n=1,...,N),

to iz uslova simetriCnosti matrice sistema

h -
ra(l+3pg) =, 0 2pn+1)
dobijamo rekurentnu relaciju za r,
Tael T T a (RS0.1..NoD),
2pn+1

pri Cemu se moZe uzeti, na primer, r=1.

8.4.4. Iterativni diferencni metod

Razmotrimo problem reSavanja nelinearne diferencijalne
jednadine

i

y" = £(x,y,¥") (a <x <b)

sa linearnim konturn.m uslovima
asy(a) + ayy(a) = A, BoY (b) + gy¥(b) = B.

Kao %to smo videli u odeljku 8.4.2, diferencrni metod dovodi do
sistema nellnearnlh jednacina (4.2.3), sa uslov1ma (u najprostl—

jem slucéaju)-.
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Y,"Y Yy -Y
1l “o_ = N+1 ‘N _
uoyo + oy o =A, GN+l[yn] :BOYN+14+81 - -

B.

GO[Yn]

Jedan od naéina za reSavanje ovakvog sistema jednadina
je koriScenje metoda proste iteracije

yUTL) o gy lerl) Bl e ()
(4.4.1) 6oy = a o ts .
GN+1EYx(1k+1) 1 =B
gde je
fék) = f(xn,yék),zéiiig_zéii

Na ovaj nadin, reSavanje problema se svodi na reSavanije.
sistema linearnih jednadina na svakom koraku k , pri ¢emu se za

startovanje iterativnog procesa (4.4.1) usvajaju poletne vred-

nosti yéo) (n=0,1,...,N+1). Zahvaljujuéi specijalnom obliku

ovog sistema jednacina, moZe se naci eksplicitni oblik za
(k+1) - ‘ .

Y .

PotraZimo reSenje u obliku

(k+1)
(4.4.2) Yn =z, +w,,
gde su
- _ _ n2e(k) _ _
(4.4.3) Zo41 2zn+zn_l h fn , GOEZn] =0, GN+1Ezn] =
i
(4.4.4) wn+1--2wn+wn_1 =0, Go[wn] = A, GN+1[wn] = B.

Nije tesko uoliti da ako postoje Z5 i w_ takvi da zado-
(k+1)

voljavaju (4.4.3) 1 (4.4.4)'respektivno, to ce Yq

, odredje-
no sa (4.4.2), biti reSenje sistema (4.4.1).

Iz (4.4.4) sleduje wn=Cl4C2n, gde konstante C; i C, tre-
ba odrediti iz’ uslova



86 8. Pribli¥no re3avanje obi&nih diferencijalnih jednaCina

Y1 % %
Gotwpd = agWo ¥ @) —p— = aCy * 5 €2 T A
" -w B8
N+1 N 1
= — = ~+ = .
Gn+1t¥n? = Bo¥n+r * By h Bo(Cy+(N+1)Cy) + £7C) = B
Ako je

-1 _ -
(4.4.5) A = HEaOBo(b a) + aoel a18°] # 0,

iz poslednjeg sistema jednadina sleduje
C, = 1—(A(B +(b-a)g )-o.B) i C, = 1 B-8 A)
1 ha 1 o 1 2 Ao o ’"

Kako se problem (4.4.3) moZe predstaviti kao sistem line-
arnih jednadina

] - . 1
24y 1 0 ... 0 0] z, [ fl‘k)
1 -2 1 0 0 z, fék’
(4.4.6) . —h?2 )
0 0 0 -1 -248 z £ (X)
L I L %] =

gde su y=a1/(al-ha°) i 6=81/(Bl+hsg), reSenje z, je oéiglédno
linearna kombinacija veli&ina hzfi )(i=1,...,N), tj. ima oblik

- n2 (k)
%n h i infi 4

g9
1

ez

gde su Iin koeficijenti koje treba odrediti. Primetimo da je ma-
trica sistema (4.4.6) trodijagonalha i simetriéna. Njeni nenulti
elementi su '

aj, = -2+8, a_ = -2 (n=2,...,N-1), agy'= "2+, -

an,n+1 = an+1,n =1 (n=1,...,N-1}).
Ako sa D ozna&imo determinantu ove matrice, a sa Aih kofaktore
odgovarajuéih elemenata aij' nije teSko primetiti da je Iin~

=Ain/D' TakoQJe, lako se uocava da je 9in"Ini-
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Na osnovu

N
A, .a . = DS, ,
j=1 iy nj in

gde je Gin Kroneckerova delta, u nadem konkretnom slutaju pri

proizvoljnom ie{1l,...,N}, za n=1,...,N dobijamo redom

(4.4.7) (-2+Y)gil + g5, = Gil
(4'4-8) gi,n—l - Zgiln + gi,n+l = 611’1 (n=.2’-'.’N_1)’
(4.4.9) gifN—l + (-2+6)giN = GiNf‘

Za odredjivanije 9in dovoljno je pretpostaviti reSenje u
obliku

9ip = Cin + Di + En + F (i<n),

gde su C, D, E, F zasad nepoznati koeficijenti. Zbog simetrije

imamo

9ip = Cni + Dn + Ei + F (i2n).

Na osnovu (4.4.7), za i=1 dobijamo y(C+E)-(l-v) (D+F)=1,
a zai2>2, (yC-(1-y)E)i+yD-(1-y)F=0, odakle sleduje

yC = (1-y)E, yD = (1-y)F, E-D = 1.
Stavimo sada i=n u (4.4.8). Tada dobijamo E-D=1. Prime-
tlmo da za 1#n pretpostavljeno reenje zadovoljava jedna&inu

(4.4.8).

Najzad, na osnovu (4.4.9), za i<N-1, dobijamo

b,

(c+(1-6)(CN+D))i + (E+(1-6)(EN+F))
a za i=N"—

(CN+D) (1+(1-8)N) + 1 + (1-68) (EN4F)

0,
odakle sleduje
(1+(1-5)N)C+(1—6)D=0, (1+(1-8)N)E+(1-8)F=0, E—D=i.

. Dobljene Jednakostl za nepoznate.koef1c1jente mogu se
predstav1t1 u obllku
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(1+(1-8)N)C + (1-8)D = O,
yC - (1-y)D = 1-v,
(1_Y)E = YCI

(1-y)F = yD.

Kako je, zbog (4.4.5),

= - —y)=y(1-6) = X8nZ
Ay = = (14(1=8)N) (1-y) -y (1-5) _“151A 0.,
dobijamo
__f1-6) (1-v) = (1-v) (1+(1-8)N) _xy(1-6)
C==-"3— —+ D= 3 , B o=-To—,
1 1 1
P = Y(1+A(1—6)N) ,
1
pa je
gy = = ((1=1)1i+7) (1+(1-6) (N-n)) (i 1),
1
tj.
a B
%(7% - “Oi)(j%'*Bo(N+l-n)) (i <n),
9n ~
o B
%(Tl - a.n) (?l + B (N+1-1))  (izn)..

Na osnovu prethodnog imamo

N
(k+1) _ 2 (k)
Yn =C, +Cyn+h iilginfi

O problemu konvergencije ovog iterativnog metoda i ana-

lizi greSaka mo¥e se nadi u [2]17.

Primer 4.4.1. Uzimajuéi h=0.2 nadjimo pribliZ®no reSenje kontur-

nog problema

y" = 2+y2, vy(0) = y(1) = 0.

Kako je N=4; uo=1, a1=0, A=0, Bo=1, Bi=0, B=Q; yo=y5?0,

fn§2+y§, x =nh=0.2n(n=0,1,...,5), imamo A=5, €,=C,=0,
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%i(n-S) (i <n),
gin = 1
gn(i-S) (i>n),
4
@.a.000  £{R) = 2e K2,y o hziilginfék)°

Vrednosti koeficijenata fin date su u tabeli 4.4.1.
Za podetno resenje y(o)

Tabela 4.4.1 (o)

izaberimo funkciju y =x(x-1)
n 1 2 3 4 .
i koja je resenje problema
1 -0.8 ~0.6 ~0.4 -0.2 y" =2, y(0) = y(1) = 0.
2 -0.6 -1.2 -0.8 ~0.4
3 -0.4 -0.8 -1.2 -0.6 Tada je za n=1,2,3,4
_ _ (o) _ -1)= -
4| -0.2 | -0.4 0.6 0.8 Y, ' = ¥,(x,=1)=0.2n(0.2n-1).

Ove vrednosti su navedene u
tabeli 4.4.2. Korisfenjem formula (4.4.10) dobijamo niz vredno-
sti za yék)(n=1,2/3,4; k=1,...). U tabeli 4.4.2 navedene su vred-

nosti za prve dve iteracije.

Tabela 4.4.2

) ©) §3) &) (2)
yn fn Yn fn Yn

n X

0.2 | -0.16 | 2.0256 | -0.1633 | 2.0267 | -0.1635
-0.24 | 2.0576 | -0.2456 | 2.0603 | -0.2459
-0.24 | 2.0576 | -0.2456 | 2.0603 | -0.2459
0.8 | -0.16 | 2.0256 { -0.1633 | 2.0267 | -0.1635

B W N e
.

-y <107? (n=1,2,3,4). Ukoliko

(2)
n

(2)
n
ova tafnost zadovoljava potrebe, moZemo uzeti Yo=Y

Primetimo da je |y

Na kraiu razmotrimo klasu konturnih problema oblika
(4.4.11) y" = f(x,y), y(a) = A, y(b) = B.

Pretpostavljajuci podelu segmenta r[a,b] na N+1 podsegmenata du-
Zine h:=§i%, primenimo na (4.4.11) linearni viSekora¢ni metod

(2.8.4)

(4.4.12) y = h? ¢ 8,f (n=0,1,...,N+1-k).

i "n+i
=0
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Kako je yo=y(a)=A, f=f(a,n), yN+1=y(b)=B, fN+1=f(b,B).
(4.4.12) predstavlja sistem od N+2-k jednactina sa N nepoznatih
Yyre-+s¥y- Da bi bio ispunjen uslov N+2-k=N treba uzeti k=2, tj.
metod (4.4.12) treba biti dvokora&an. NajtesSée se za ovu svrhu
koristi metod Numerova (2.8.5). U tom slutaju sistem jedna&ina

(4.4.12) se moZe predstaviti u matriénom obliku

- - - Tr “ o h2 1
-2 1 0 ...0 | ' 10 1 0...0[ff Yo - 13t
1 -2 1 0 yo|=h2f1 10 1 oll £, 0
. . 12 | . . . .
: : L : .hzf |
0 0 0 -2 | | ¥y 0 0 o0 o_ LfN_ Yy " 128N+

S obzirom da je f, Ef(xn.yn), posledniji sistem jedna&ina
je, u opStem slu€aju, nelinearan i za njegovo refavanje se moZe
koristiti neki iterativni metod, na primer, metod Newton-Kanto-
roviéa (videti odeljak 5.2.2).

Primer 4.4.2. Primenom metoda Numerova sa h=1/2 na konturni pro-
blem

y" = 16(x%+y-1), y(-1) = y(1) = ~- %

dobijamo sistem linearnih jednadina

-2 1 0 Y, 10 1 0 y1-3/4 -1/12

1-2 1 ffy, | =35t 10 1f|ly,-1 |-| o |,

0 1-2 ||y, 0 1 10| |y;-3/4 -1/12
odakle je

Y, = 0.625, vy, 0.875, Y3 = 0.625.

8.4.5. Metod pogadjania

Posmatrajmo nelinearan konturni problem

y" = £(x,y.,¥y’) (axx<b),
(4.5.1)

y(a) = A, y(b) =B,
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Metod pogadjanja za reSavanje ovog problema sastoji se

- u nalaZenju ekvivalentnog Cauchyevog problema

y" =_f(x,y,y') (a;_x;b),
(4.5.2)
yla) = A, y'(a) = tg a.

Naime, treba odrediti o tako da se reSenje problema (4.5.2) po-
klapa sa reSenjem problema (4.5.1) (videti sl.4.5.1). Neka ije
x+y(x,0) reSenje Cauchyevog problema (4.5.2). Menjajuéi ugao

\ )
by ﬂ y y(b.a.)
: i
y(b.a,)
|
i a, y(bsao)
| |
! ]
_ I X
T ! A | i
| I l |
| | !
! I 1 ] x
; Lox, i a—
a b > a b
S1. 4.5.1 S1. 4.5.2

a menja se reSenje ovog problema (S1.4.5.2) i za x=b dobija se
niz vrednosti reSenija y(b,ao), y(b,al), itd. Nas interesuje sa-

mo ono reSenje za koje je

y(b,a) = B.

-

 y(b.a)
‘ Takvo a oznadimo sa o* (vi-
B > / deti S1. 4.5.3).

Dakle, problem se svodi
na res$avanje jednadine

"(4.5.3) f(a)=y(b,a)-B=0.

a ' U opstem slu¥aju, funk-

v

cija F nije zadata analitidki,
veé je odredjena pomoéu algo-
Sl. 4.5.3 ritma za reSavanje problema



92 8. PribliZno re8avanje obi&nih diferencijalnih jednaina

(4.5.2). 0 resavanju Cauchyevog problema bilo je redi u poglav-
ljima 8.1, 8.2 i 8.3.

Za re$avanje jedna¢ine (4.5.3) mogu se koristiti razli-
¢iti metodi.

Na primer, kod metoda polovljenja intervala (odeljak
5.1.5), izaberemo ey i ayr tako da je F(ao)F(a1)< 0, a zatim
stavimo a,=(a_+a;)/2 i izraunamo F(a,). Sledefu vrednost za

a izraéunavamo pomocu

(e, + ay) (F(a;)F(ay)< 0),
0.3 =
L(ag + op) (F(aq)F(a,)> 0).

2

Proces izrafunavanja se nastavlja sve dok ne bude, na
primer, ispunjen uslov IF(an)l 2€¢, gde je e unapred zahtevana
ta€nost.

Sli&no, kod metoda sedice (odeljak 5.1.4), sa unapred

izabranim a_ i o izra&unavamo niz {un} pomoéu

F(an) .
®n#1 T %n T Fla)) - F(a y (&n = apy)

(n=1,2,...).
n-1

Metod pogadjénja moZe postati numeridki nestabilan ako
reSenje xvy(X,0) bitno zavisi od parametra o, tj. ako je

|az(x,a)
a0

arizaciju probiema (4.5.1) u slede€em smislu.

<< 1. U takvim sluc¢ajevima pogodno je izvrSiti line-

Neka je poznata izvesna dva puta neprekidno-diferencija-
bilna funkcija x*+y0(x) koja zadovoljava konturne uslove iz
(4.5.1), tj. yo(a)=A, yo(b)=B i koja grubo aproksimira tacéno
reSenje problema (4.5.1). Ako stavimo

y(x) =y (x) + z(x)
i pretpostavimo da je funkcija f diferencijabilna, né osnovu

Taylorove formule imamo

E(X,yorv () 3E(x,¥,0y])

‘e2
Y z+ 3y’ z+0(z2+2'%),

f(x,y,vy') = f(x,yo,yé) +
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odakle, odbacivanjem poslednjeg &lana na desnoj strani i zame-
nom u (4.5.1) dobijamo

(4.5.4) 2" + p(x)z’ + q(x)z = r(x), z(a) = z(b) = 0,
gde su
AE(x,y Y ]2) Af(X,y /¥ .)
p(x)=-—————3§——9—, q(X)=—-———3§9——9—, r(x)=f(x,yo,yé)-yg-

ReSavanjem linearnog konturnog problema (4.5.4) nalazimo
"popravku" z, odakle je nova aproksimacija reenja

y;(x) =y (x) + z(x).

Primetimo da je Y, #Z y, 8to je posledica od z ¥ z.

Navedeni postupak, koji se Cesto naziva Newtonov metod,
moZe se nastaviti uzimanjem nove aproksimacije y,r umesto y,,
itd. ‘

8.4.6. Redukcija linearnog konturnog problema na Cauchyev
problem

U ovom odeljku razmotrifemo jedan relativno jednostavan
postupak za redukciju linearnog konturnog problema na Cauchyev
problem.

Posmatrajmo konturni problem

(4.6.1), : LEYJ = f(x), Y(a) = A, y(b) = B,
gde je linearni diferencijalni operator L definisan pomoéu
LIyl = y" + p(x)y’ + q(x)y,

a p,q,f date neprekidne funkcije na [a,b13.
ReSavanje ovog problema mo¥e se svesti na reZavanje dva
Cauchyeva prablema: ‘

(4.6.2) - Lfy;d = £(x), y,(a) = A, yj(a) =0
i R .
(4.6.3) . LEyzl =0, yp(a) =0, yé(a).= 1.
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Za tadku x=b, na osnovu (4.6.2), moZemo dobiti yl(b), a
na osnovu (4.6.3) vrednost za y,(b). Kako zbog linearnosti pro-
blema (4.6.1) moZemo staviti

y(x) =y, ;(x) + Cy,(x),

to za x=b imamo y(b)=B=y1(b)+Cy2(b), pa je re3enje konturnog
problema (4.6.1) dato sa

B-y, (b)
y(x) =y, (x) + —§;TST—Y2(X)’

pretpostavljajuéi pritom da je y,(b) #0.

Posmatrajmo sada op&tiji konturni problem

(4.6.4) Lbyl=f(x), ogy(a)+e,y'(a)=A, B _y(b)+B ¥’ (b)=B

i potraZimo njegovo reZenje u obliku
(4.6.5) y(x) = Cu(x) + v(x),

gde je C zasad proizvoljna konstanta, u netrivijalno reSenje
jednaine LCul=0 i v partikularno refenje nehomogene jednad&ine
Lovi=f(x).

Da bi funkcija y, definisana sa (4.6.5), zadovoljavala
prvi konturni uslov u (4.6.4) za svako C, tj. da je

(e jufa) + ou’(a))C + (a via) + ayv'(a)) = A,

potrebni i dovoljni uslovi su sledefe jednakosti

aou(a) + a;u (a) 0,

(4.6.6)

[}

Bov(a) + BIV'(a) A.

Odredimo sada konstantu C tako da reSenje (4.6.5) zado-
voljava konturni uslov u tadki x=b. Dakle, iz

(Bgulb) + 8yu’(B))C + (Bv(b) + 8,v (b)) = B

sleduje
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B- (8 _v(b)+8,V' (b))
Boud)+B,uld) '

pri &emu smo pretpostavili da je Bou(b)+61u’(b)#0.

Primedba 4.6.1. Uslovi (4.6.6) su ispunjeni, na primer, ako je

u(a)=a,m, u’ (a)==a _m (m=const#0)

i
_ A ' _ .
v(a) = =, vi(a) = 0 (ako je a,7#0)
o

ili

v(a) = 0, vi(a) = éL (ako je aI#O).

1

Na kraju ovog odeljka izloZicdemo jedan metod ([22]1) za re-

Savanje konturnog problema
(4.6.7) y"+q(x)y=£(x), y’'(a)=ay(a)+A, y’(b)=8y(b)+B,

gde su q i f date neprekidne funkcije na [a,bl.

Ovaj metod se zasniva na odredjivanju funkcija u 1 v
tako da je re&enje diferencijalne jednaline prvog reda

(4.6.8) ‘ y' = u(x)y + v(x),

istovremeno 1 reSenje posmatranog konturnog problema. leeren—
. ciranjem (4. 6 8) dobijamo dlferencijalnu jedna&inu drugog reda

(4.6.9) g = (u'+u2)y+(uvhv’) .
Ako stavimo
(4.6.10) : u’+u?=-q(x) i _v'+fuv=f(x),

jednadina (4.6.9) se svodi na jednadinu konturnog problema
(4.6.7). S druge strane, stavljajuéi x=a u (4.6.8) i uporedji-
vanjem sa datim konturnim uslovom u tadki x=a, dobijamo

(4.6.11) . u(a) =a i v(a) = A.

Dakle, (4.6.10) i (4.6.11) defini3u Cauchyev problem za
sistem od dve jednaine prvog reda
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u’ = -u? + q(x) ‘
(u(a)=a, v(a)=a),

v’ f(x) - uv

iz kojih se, nekim od metoda integracije mo%e nac¢i u(b) i v(b).
Tada iz (4.6.8) za x=b, tj. iz

y'(b) = u(b)y(b) + v(b)
i datog konturnog uslova
y' (b) = By(b) + B,

pod pretpostavkom u(b)#8, sleduje

_ v(b)-B

_ Bv(b) - Bu(b)
~ B-u(b) '

" (b) g - u(b) °

(4.6.12) y(b)

Na ovaj nadéin dati konturni problem je sveden na Cauchyev
problem za jedna&inu drugog reda

y" + g(x)y = £(x)

sa uslovima (4.6.12).

Primetimo da je po&etni uslov, u ovom sludaju, dat u kraj-
njoj tal&ki segmenta integracije, tj. u ta&ki x=b. Integraciju
treba sprovesti ka tadki x=a, tj. sa "negativnim" korakom, Sto
zna&i da u odgovarajuéim formulama za numeri&ku integraciju ume-
sto h treba uzeti -h.

8.4.7. Problem sopstvenih vrednosti

U ovom odeljku razmatrademo reéavanje konturnog problema sa
sopstvenim vrednostima oblika

4.7.0 Lpmy) +ralxly = £x)y (@ £ x <D,

(4.7.2) y(a) = y(b) = 0.
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Naime, dacdemo dva metoda za numerilko odredjivanje netrivijalnih
reSenja konturnog problema (4.7.1) - (4.7.2). Pri ovome pretpo-
stavljamo da psClEa,b], g,feCclfa,bl i p(x)>0, g(x)>0, £(x)20
(xeCa,bl).

1. Diferencni metod za odredjivanje sopstvenih vrednosti
konturnog problema (4.7.1) - (4.7.2) zasniva se na podeli seg-

menta [a,bl na N+1 podsegmenata duZine h = %5% , tako da su deo-
ne tadke xn=a+nh (n=0,1,...,N+1), i aproksimaciji izvoda odgova-

rajuéim diferencama.

Ako stavimo pssp(x°+sh) (seR), anq(xn), anf(xn), na rezul-
tat iz odeljka 8.4.3, problem (4.7.1) - (4.7.2) se moZe svesti na
algebarski problem sopstvenih vrednosti

1 _ - .

gf{pn+l/2(yn+1_yn)_pn—1/2(yn yn-l)}“‘qnyn_fnyn (n=1,...,N)

2 ¥5=¥n4+1=0- ,
Neka su A i Ai sopstvene vrednosti diferencijalnog i odgo-

varajudeg diferencnog problema respektivno, i neka su, pritom,

poredjane po velidini, tj. neka je

h
1 =

A
fia

. h
Ap Ay L ees i A Ay & oeee -

Razmotrimo sada model-problem (p(x)=1, g(x)=1, f(x)=0)
(4.7.3) y" +ay =0, y(0) = y() =0,

ije su tadéne sopstvene vrednosti Ak=k2n2 (k=1,2,...), a odgova-
rajuée sopstvene funkcije wk=sinkwx (videti [231).

Odgovarajuéi diferencni analogon je

yn+1 - 2Yn + yn-l
h2

+‘;\yn =0 (n=1,...,N),

Yo = Yy41 = O

ti.
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Yoep - (2-A%)yp 4y, =0 (n=l,...,N),

Yo = Yy4p = 0
Refenje poslednje jednaline je dato sa
Yp T Clu? + CZUQ’
gde su ¥y i My koreni karakteristi¢ne jednadine

(4.7.4) u2 = (2-xh2)uy + 1 = 0.

: . . -1
S obzirom da je uyHo=l, tj. uy=u,", imamo

(4.7.5) y, = Clu? + czu;“.

-Iz uslova y0=yN+1é0 sleduje

N+1 - (N+1)

Clul + C2u1 =0.

Za egzistenciju netrivijalnog reSenja ovog sistema jednaéina po-

treban i dovoljan uslov je

1 1

= T(N+1) _ N+l _ o

N+1 - (N+1) M1 L
uy wy o

tj. | f

= exp K1 (k=0,1 2N+1)
M1 *P oh rhreees .
Najzad, na osnovu (4.7.4) dobijamo

h_ 2 . _ kn, _ 4 ., ku

(4.7.6) lk hz(l cos N+1) " sin ZIN+T) f
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Ako u (4.7.5) stavimo Cl=--C2 = 5% , dobijamo odgovarajuce

sopstvene funkcije diferencnog analogona

inkn)

inkn ) nkn
N+1

N+ ) =singy -

k 1
w. = H(exp(, - exp (-

n
Na osnovu (4.7.6) zakljuCujemo da su sopstvene vrednosti A?,...,
AR medjusobnec razlidite. Isti zaklju®ak va%i i za odgovarajuce

sopstvene funkcije W;'~--'W§
funkcija, s obzirom da je posmatrani problem ekvivalentan sa pro-

» koje &ine potpun sistem sopstvenih

blemom sopstvenih vrednosti za matricu reda N.

Dokazacemo sada da je Ai aproksimacija za A &iji je red
dva, tj. da je Ap ~1,=0(h?) (k=1,...,N).

2

Kako je h=gis i cos x=1-% + 0(x%), iz (4.7.6) sleduje
h_ 2 1 2 4 = k272 2
A\p = % (1-1+2(krh)2 + 0(h*)) = k212 + 0(h2),

h .

t3.

h _ 2
A= A+ 0(h?).

Primedpa 4.7.1. Za dovoljno veliko N vaiZi

z o

4 .an_4N+1

sin¢ w0 = —(——
12N2h2 2 (N+1) 2.

i 4
) N o—,
N+1 2

>—'| >
[

)2 in? 2(1-

Z

Primer 4.7.1. Odredimo pribliZno najmanju sopstvenu vrednost
konturnog pfoblema

5

(4.7.7) Sa+xHgh +ay =0, y-1) =y@) =0,

koriscenjem diferencne aproksimacije

(4.7.8) Lhrex +B2yiy .y )-(rx -B2y iy vy by, =0
e a2 nt2) ") Wn417¥n n 2 Yn¥p ¥n !

kod koje je gre¥ka u re§en31ma Yy @ takodje i u vrednostima za
A, reda 0(h2),

Uzmlmo h —%. Na osnovu datih konturnih uslova imamo

yo=y3=0. Kori&éenjem &injenice da je reSenje problema (4.7.7)
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parna funkcija (takodje, diferencna aproksimacija poseduje osobinu
simetridnosti), zakljuéujemo da je Y=Yy 8to znadi da je za odre-
djivanje traZene sopstvene vrednosti dovoljno uzeti samo jednu je-
dnadinu iz (4.7.8). Na primer, za X, = -1/3, imamo

3,2 2,2 =
(3) C(140) (yp=¥,) = QQ+(*)(y;=y)I + 2y, = 0,

t5.
13 —
(A - T)yl = 0.

Poslednja jednadina ima netrivijalno resenje (y1740) ako je

=13 _
A= =3.25.

Radi dobijanja taénije vrednosti ) uzmimo maniji korak h,
na primer h=% . U tom slu€aju, imamo yo=y5=0, Y1=Y4r Yo<Y3-

Iz (4.7.8), ?a n=1 i n=2 (tj. X, =—§ i X, =-%) sleduje

5,2 4
(3) Q1 +2—5,) (yz-yl)

16
(1 +5%) (yl-yo)J + Ay, 0,

5,2 4.

(3) [(140) (x3-%;) = (1+355) (¥,7y;)] + Ay, = 0,
tj.
' 35 29 _
(r - T)yl + TYZ_OI

29 P 29 '
ZY - T)YZ =0,

Ovaj sistem jedna¥ina ima netrivijalna reZenja ako i samo ako je

35 29

AT =

=2__92 1189=

A 4A+16 0,
29 29
'y Ao T

tj. ako je i=1;=3.50 ili A=A2=?71.25. 2a najmanju sopstvenu vred-
nost, u ovom sludaju, se dobija x1=3.50.
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Dakle, za najmanju sopstvenu vrednost smo dobili pri h1==%,
}{1)=3.25, a pri h2 =%n x{2)=3.50. Richardsonovom ekstrapolacijom

moZemo dopiti tafniju vrednost. Naime, kako je greZka pri odredji-
vanju ovih sopstvehih vrednosti reda 0(h?), ekstrapolacijom dobi-
jamo
(2) _ , (1)
s _ L@ M M
1

>\1= + ————— = 3.64.

2. Metod superpozicije za odredjivanje sopstvenih vrednosti
konturnog problema sastoji se u konstrukciji funkcije xby(x,2)

koja zadovoljava (4.7.1) 1 poletne uslove
(4.7.9) y(a,x) =0, y'(a,x) =1,
a zatim se re$ava jednacina

(4.7.10) o(x) = y(b,2x) = 0.

Drugim re&ima, najpre se resSava Cauchyev problem definisan sa

(4.7.1) i (4.7.9), pri ¢emu je ¢(A) njegovo reSenije u tadki x=b.

Jednadina (4.7.10) se, u opStem slufaju reSava iterativno
nekim od metoda za reSavanje nelinearnih jednadina. Pri ovome
‘iterativna funkcija metoda ne sme da sadrZi izvode od ¢. Takvi
su, na primer, metod seice, metod regula-falsi, Steffensenov
metod, metod polovljenija intervala, itd.

Primenu metoda superpozicije ilustrovademo na odredjivanje

sopstvenih vrednosti model-problera (4.7.3).

Ako stavimo y’=2z, jednadina model-problem (4.7.3) se svodi

na sistem

- [y | o 1]
gde su y=1] 141 A= .
z L-» o
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1
N+1 '’
tako da su deone tacke hn=nh(n=0,1,...,N+1). Sa y, i 2z, oznacimo

Segment [0,1] podelimo na N+1 podsegmenata duZine h =

pribliZne vrednosti od y i z u ta&ki X -

Pri primeni metoda superpozicije, za konstrukciju funkcije
x by (x,)) iskoristidemo trapeznu formulu*, koja daje

> h

> -> >
(4._7.11) yn+l - yn = EA(Yn +y )’

n+l

o> T : . « R > T_ T
gde je yn-—tyn zn] , pri &emu je pofetni uslov yo—Eyo 20] =L0 13

Nas interesuje vrednost Y417 S obzirom da je ®(A)=1(1,)r)=
YNg1® PribliZne sopstvene vrednosti, u oznaci A;,'odrediéemo iz
uslova yN+1=0.

Pokazacdemo sada da se, u ovom konkretnom slutaju, vrednost
YN+ moZe analitic¢ki eksplicitno odrediti.

Na osnovu (4.7.11l) imame

> 1 h <>
Yoo = (T+32) %y,
14205
4
tj.
: ' > _ 1 'h 2N+2 >
(4.7.12) YNe1 = - (I+3A) Yo
Ah€ N+1
(1+~7-)
Kako je
2k k| ° 2k « [
>
A%t ¥ = nf afktl g = (-1 ,
A" 0
primenom binomne formule nalazimo
N+1 2k 0
: h, 2N+1 _ .o 2N+2y h Sk
(I+33) =z () GE D .
N 2k+1 Ak
+ I (2N+2) h -k
2k+1/\2 I
k=0 0

¥ Implicitni linearni jednokoraéni metod
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Na osnovu (4.7.12) i poslednje jednakosti dobijamo

N +
1 2§42y (hy 2Kk x
y = z _) (-1) A ’
N+1 N+l - l2k+1/ (2
xh k=0
1+ 20
hv/x

$to se uvodjenjem smene —5— = tg-g- svodi na

_ h sin(N+1)6

y -
N+1 2 8
th
Iz uslova ¢(A)=yn+1=0 dobijamo (N+1)ek=kn (k=1,...,N), tj.
L 3P 2 4 L2 kT -
(4.7.13) Ak = A = ") tg INF3 (k=1,...,N).

Na primer, za N=2 (h=1/3) imamo
A, = 36tg2 T = 12, A, = 36 tg23 = 108 .
Na osnovu (4.7.13) vidimo da je

A = k212 + 0(h?),

tj. da je, i u ovom sludaju, gre¥ka reda 0 (h?).



8.5. LITERATURA

1. K.ORLOV: Jedna metoda aproksimacije za integraljénje
diferencijalnih jedna&ina. Glas Srpske Akad.Nauka,
163(1934).

2. P.HENRICI: Diskrete Variable Methods in Ordinary Differen-
tial Equations. London 1962.

3. J.D.LAMBERT: Computational Methods in Ordinary Differential
Equations. London,1973.

4. D.S.MITRINOVIC (saradnik P.M.VASIC): Analitidke nejednakos-
ti. Beograd, 1970.

5. D.S.MITRINOVIC i D.%Z.DJOKOVIC: Polinomi i matrice. Beograd,
1976. '

6. C.RUNGE: Uber die numerische Aufldsung von Differentialgle-

ichungen. Math.Ann. 46 (1895), 167-178.

7. W.KUTTA: Beitrag zur ndherungsweisen Integration totaler
Differentialgleichungen. Z.Math.Phys. 46 (1901), 435-453.

8. K.HEUN: Neue Methode zur approximativen Integration der
' Differentialgleichungen einer unabhdngigen Veranderlichen.
z.Math.Phys. 45(1900), 23-38.

9. M.BERTOLINO: Numerifka analiza. Beograd, 1977.

10. S.GILL: A Proces for the Step-by-Step Integration of Dif-
ferential Equations in an Automatic Computing Machine.
Proc.Cambr.Phil.Soc. 47(1951), 96-108.

11. G.V.MILOVANOVIC i DJ.R.DJORDJEVIC: Programiranje numeri&kih
metoda na FORTRAN jeziku. Ni%, 1979. '

2. M.LOTKIN: On the accuracy of Runge-Kutta s method. M.T.A.C.
5(1951), 128-132.

104

—



———— e -~

8.5. Literatura 105

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25,

26.

27.

28,

A.RALSTON: Runge-Kutta methods with minimum error bounds.
Math.Comp. 16(1962), 431-437.

H.B.KELLER: Accurate difference methods for linear ordinary
differential systems subject to linear constraints. SIAM
J. Numer.Anal. 6(1969), 8-30.

H.B.KELLER: Accurate difference methods for nonlinear two-
-point boundary value problems. ibid., 11(1974), 305-320.

H.B.KELLER and A.B.WHITE: Difference methods for boundary
value problems in ordinary differential equations. ibid.
A2(1975), 791-802.

C.H.MOAYHOB, B.C.PABEHbHUMA:PasnocTHee cxeme. Mockea 1973.
A.A.CAMAPCHHWU: Teopur pa3HoCTHHX cxeM. Mockea, 1977.

b.N.AEMHA0BHUY, WU.A.MAPOH, 3.3.WYBAJIOBA: YucneHune meTogsl
aHanuaa. Mocwea, 1962.

D.M.YOUNG and R.T.GREGORY: A Survey of Numerical Mathema-
tics. Addison-Wesley Publ.Comp. 1973.

MW.C.BEPE3WH v H.N.KHUAHOB: MeToan BHYMCNEHUHN (II) .Mockea,
1960.

P.C.LU: Method of Chasing-A Russian Idea. Mech.Eng.News.
14(1977), 8-11.

D.S.MITRINOVIC i J.D.KECKIC: Jednadine matematidke fizike.
Beograd, 1972.

G.HALL, J.M.WATT: Modern numerical methods for ordinary
differential equations. Oxford 1976.

I.BABUSKA, M.PRAGER, E.VITASEK: Numerical processes in dif-
- ferential equations. London, 1966.

J.STOER, R.BULIRSCH: Einfilhrung in die Numerische Mathema-
tik II. Berlin-Heidelberg-New York, 1973.

F.B.HILDEBRAND: Introduction to Numerical Analysis. New
York, 1974. *

A.RALSTON: A first course in numerical analysis. New York,
1965. '



106 8. PribliZno re3avanje obi¥nih diferencijalnih _jedna&ina

29. D.DJ.TO3I¢: Uvod u numeri&ku analizu. Beograd, 1978.

30. L.COLLATZ: Eigenwertaufgaben mit technischen Anwendungen.
Leipzig 1963.

31. H.LEVY and F.LESSMAN: Finite difference equations. London,
1959.




9.PRIBLIZNO RESAVANJE LINEARNIH
'OPERATORSKIH JEDNACINA






9.1. METODI ZA RESAVANJE PARCIJALNIH DIFERENCIJALNIH JEDNACINA

9.1.1. Uvod

U ovom poglavlju razmotridemo nekoliko metoda za reZava-
nje linearnih parcijalnih diferencijalnih jednadina, prvenstve-

no drugog reda.

Op8ti oblik linearne parcijalne jedna&ine drugog reda od
dva argumenta je
32u 3u du

2=D§+E-3?+FU+G

32u
Xy

2
(1.1.1) Aa—’: + 2B

S 9x

gde su A,B,C,D,E,F,G date funkcije, koje u opStem sludaju . zavi-

se od x i y.
Neka je D = AC - B2,

Ako je u datoj oblasti definisanosti funkcija A,B,C,D,E,

F,G:
1° D 5 0, jedna&ina (1.1.1) je elipti&kog tipa;
2° p = 0, jednadina (1.1.1) je parabolickog tipa;
3° D < 0, jednadina (1.1.1) je hiperboli¥kog tipa.

U slucaju kada D menja znak, jednadina (1.1.1) je meZo-
vitog tipa.

Primer 1.1.1. Laplaceova jednadina

je elipti&kog tipa, jer je A=C=1, B=0, tj. D=AC-B2=1 > 0.

109
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Primer 1.1.2. Jedna&ina provodjenja toplote

2
%_aza_u=o
ax?

je paraboli¥kog tipa, jer je D=(-a2?)0 - 02 = 0.

Primer 1.1.3. Talasna jednadina

32u 2 3%u _

— -cc — =0

at? ax2?

je hiperboliZkog tipa, jer je D=(-c2?)1 - 02=-c2 <0,

9.1.2. Fourierov metod razdvajanja promenlijivih

Jedan prost metod za reSavanje parcijalnih jednad&ina,
pod odredjenim pofetnim i konturnim (graniénim) uslovima, zas-
niva se na razdvajanju promenljivih pri &emu se problem svodi
na reSavanje obi&nih aiferencijalnih jednaina. Ovaj metod, ko-
ji se naziva Fourierov metod razdvajanja promenljivih, moZe se
primeniti na jednadine oblika

' 3%u , . 32y _ du du
(1.2.1) A(X);;+C(Y);—D(X)E+E(Y)W+ (Fy(x) +F5(y))u

sa pofetnim uslovima
(1.2.2) u(x,0) = £(x), uy(x,0) = g(x),

i konturnim uslovima
(1.2.3) egu(o,y) +o;u (o,y) =0, B,ula,y)+s,u.(a,y) =0,

gde su f i g date funkcije i agr %ys Bys Bys,a date konstante.

Pr%tpostavimo da se resSenje problema (1.2.1)-(1.2.2)-
(1.2.3) moZe predstaviti u obliku proizvoda dve funkcije, od
kojih je jedna samo funkcija od x, a druga samo od y, tj.

(1.2.4) Coulx,y) = X(x)Y(y) .
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Tada je
A(X)X"Y +C(y)XY" = D(x)X'Y+E(y)XY' + (Fy(x) +F,(y)) XY,
tj.

a0E - pX - F0 = ~cwF - swE - F e

Iz poslednje jednadine sleduje

(1.2.5) A(x)X" - D(x)X’ - (F)(x) + )X = 0
i
(1.2.6) Cly)Y" - E(y)¥’ = (Fp(y) - MY =0,

gde je A konstanta. Pri ovome, konturni uslovi (1.2.3) se svode
na

(1.2.7) a X(o)+a,;X’(0) = 0, B _X(a) +8,X'(a) =0.

Na osnovu Sturm-Liouvilleove teorije zakljudujemo da
problem (1.2.5)-(1.2.7) ima beskona®no mnogo sopstvenih vredno-

sti A (n=1,2,...) za koje postoje netrivijalna reSenja (sopstve-

ne funkcije) xn (n=1,2,...).
Sa Y, ozna¢imo op¥te re¥enje jedna&ine (1.2.6) koje od-

govara vrednosti A=An. Ako su Yln i an dva linearno nezavisna

partikularna reSenja jednacdéine (1.2.6) pri A=An, tada je
Yn(Y) = Cnyln(Y)‘+ Dnan(Y),

gde su Cn‘i D, proizvoljne konstante.

Funkcije ¥, i Y, odredimo tako da su ispunjeni uslovi

(1.2.8)  ¥;;(0)=1, Y] (0)=0 i ¥, (0)=0; ¥} (0)=1.

Kako je u, (x}y)=x (x)(C Y (y)+D an(y)) reSenje problema

(1.2.1)-(1.2. 3), na osnovu principa superpozlc1je, imamo da je
i funkcija 11, deflnisana sa
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+ »
ulx,y) = I X (x)(C Y, (y) +D Y, (y))
n=1

takodje relenje ovog problema. Da bi ovo reSenje zadovoljavalo
podetni uslov (1.2.2), na osnovu (1.2.8) zaklju€ujemo da mora
biti

<+ + o

f(x) = I CX (x) i g{(x) = I D X (x),
=1 0D p=1 'R

¢ime je problem odredjivanja konstanti Ch i D, sveden na raz-
vijanje funkcija f i1 g u red po sopstvenim funkcijama Xn'

Dakle, Fourierov metod razdvajanja promenljivih se svodi
na nalaZenje sopstvenih vrednosti i sopstvenih funkcija kontur-
nog problema (1.2.5)?(1.2.7), re8avanje Cauchyevog problema za
jedna&inu (1.2.6) sa uslovima (1.2.8) i najzad, razvijanje funk-
cija £ i g u red po sopstvenim funkcijama konturnog problema
(1.2.5)-41.2.7).

Primer 1.2.1. Nadjimo reSenje sledefeg problema za talasnu jed-

na¢inu (jednadina Zice koja treperi)

2 2
3—5 - c? 3u o,
at2 ax2
(1.2.9) u(0,t) = u(a,t) =0,
u(x,0) = x(a=x), u.(x,0) =0 (0cxca),

gde su a i c konstante.
Ako stavimo u(x,t)=X(x)T(t), iz (1.2.9) sleduje
(1.2.10) X" + AX =0, X(0) = X(a) =0,
™ + Ac2T =0.
Sopstvene vrednosti i sopstvene funkcije problema (1.2.10) su

nrx
a

i Xn(x) =-sin fh=1,2,...).
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Nadalje, reSavajuéi Cauchyeve probleme

u 2 - ’
T), + 2, €*Ty, = O, T,,(0) =1, T (0) =0,
" 2 — = ’ =
T2n + Anc T2n =0, TZn(O) =0, T2n(0) 1,
dobijamo
_ nnec - _a .. nmc
Tln(t) = coS t, T2n(t) nre sin a t.

Najzad, razvojem funkcija f(x)=x(a-x) 1 g(x)=0 (0<xz<a), u

Furierov red po funkcijama xn=sinE§§, nalazimo

- ' - - 4 = : a1 7o 7
2n 2n-1 (2n-1) 313 .n
tj.
2 te _ - »
uix,t) = 8a~ 1 Sin(znallgxcosizn ;)nct.

n3 n=1 (2n-1)3

9.1.3. Metod mreZa

Neka je data linearna parcijalna diferencijalna jedna-
&ina

(1.3.1) Lu=g

i neka se u oblasti D ograni&enoj krivom T (D=intrl) tra%i ono

njeno reSenje koje na krivoj r zadovoljava dati konturni uslov.
Medju jednadinama oblika (1.3.1) tretirademo uglavnom jednadine
kojée se javljaju u fizici i tehnici, tzv. jédnaéine matematidke

fizike. Op$ti konturni (linearni) uslov predstavljademo u obliku
(1.3.2) Ku='s  ((x,y)el).

Jednadinu (1.3.1) sa konturnim uslovom (1.3.2) moZemo
predstaviti u operatorskom obliku

(1.3.3) "Au= £,
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gde su linearan operator A i f dati sa

Lu ((x,y)eD),
Au =
Ku ((x,y)el)
i
{ g(x,y) ((x,y)eD),
£ =
s(x,y) ((x,y)eT).

ReSenje u:D + R, jednadine (1.3.3), moZe se tretirati
kao element izvesnog normiranog prostora U,- U nasim razmatra-
njima uzecdemo da je U0=C(D) (prostor neprekidnih funkcija na D).

Osnovni metod za numericko reSavanje jednadine (1.3.1)
je metod mreZa (diferencni metod). U primeni ovog metoda, naj-
pre, treba izabrati diskretan skup tacaka Dy, koji pripada ob-
lasti D(=DUT). Skup D, naziva se mreZa. Najde3fe se, u prime-
nama, za mreZu uzima familija paralelnih pravih

X X, + ih (i=0,%1,*2,...),

Y.

5= Yo * 3t (3=0,%1,22,...).

Tatke preseka ovih pravih nazivaju se &vorovi mreZe, a veli&ine
h i % koraci mreZe, pri emu se obi¢no uzima da & zavisi od h,
tj. 2=2(h) (najdeffe je &=rh ili 2=rh?, gde je r data konstan-
ta).

Dva &vora mreZe D, nazivaju se susednim ako su udaljena
po x- ili y- osi, samo za jedan korak. Ako sva Setiri susedna
&vora nekog &vora pripadaju oblasti 5, onda se taj ¢vor naziva

‘ ‘ﬁnutraénjim. )
v! ‘ Skup unutra¥njih &vorova
(na S1.1.3.1 ozna&eni tackom . .)

-1

I~ ' gini tzv. mre¥nu oblast i ozna-

dava se sa Dﬁ. Cvorovi kod ko~

TN ‘ ' . jih bar jedan od susednih &vo-

rova ne pripada Dﬁ-nazivaju se

—f o |

P grani&nim &vorovima.

> Skup graniénih &vorova

h- ' x

_(na S1.1.3.1 ozna¥eni sa x)
Sl.1.3.1 )
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naziva se granicom mreZne oblasti i oznalava sa T*.

Pored navedene pravougaone mreZe u upotrebi su i drugi
oblici mreZa; na primer, kao na S1. 1.3.2 i S1. 1.3.3.

v

Sl. 1.3.2 Sl. 1.3.3

Sa U, 1 Fy oznadimo normirane prostore funkcija defini-
sanih na mreZi Dy, -

Posle konstrukcije mreZe D, ., potrebno je izvrgiti dis-
kretizaciju jedna&ine (1.3,3) u obliku

(h)

gde je Ah linearan diferencni operator koji preslikava Uh u Fp.

Funkcija u(h)(eUh), koja je resenje jédhaéine (1.3.4),
daje tablicu pribliZnih vrednosti re$enja jedna&ine (1.3.3) u
8vorovima mreZe. Ozna&imo sa Luly (eUh) funkciju koja odredjuje

tablicu ta&nih vrednosti reSenja jedna&ine (1.3.3) na mreZ#i D}, -

Funkcije definisane na mreii'Dh obi¢no se nazivaju mre-
Zne funkcije.

