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Predgovor

Ova knjiga predstavlja nastavak autorovog udZbenika NUMERICKA ANA-~
LIZA, I deo, Nauc¢na knjiga, Beograd, 1988. U odnosu na prvo izdanje, koje
se pojavilo 1985. godine; u ovom izdanju uéinjene su neznatne izmene u tekstu
i ispravljene uolene Stamparske greske. Knjiga je podeljena u dve glave, koje
su oznadene kao Sesta i sedma, s obzirom da prvi deo sadr#i pet glava. Orga-
nizacija knjige je ista kao i organizacija prvog dela. Naime, glave su podeljene
na poglavlja, a poglavlja na odeljke. Numeracija objekata (definicija, teorema,
formula i sl.) u okviru jednog odeljka izvrSena je pomoé¢u tri broja od kojih
prvi ukazuje na poglavlje, drugi na odeljak, a treé¢i na redni broj tog objekta
u posmatranom odeljku. Na taj nacin je uspostavljena jednoznaéna numeracija
objekata u okviru jedne glave. Poslednje poglavlje u svakoj glavi predstavlja
spisak citirane i koriSéene literature,

Sesta glava je posveéena problemu aproksimacije funkcije jedne promen-
ljive. Znadajno mesto u izlaganju zauzimaju interpolacioni procesi. Pored inter-
polacije algebarskim polinomima, razmatrane su i interpolacije pomocu trigono-
metrijskih polinoma, eksponencijalnih funkecija i splajnova. Posebno poglavlje
je posveéeno problemu najboljih aproksimacija (srednje kvadratne aproksimaci-
je, mini-max aproksimacije i sl.).

U sedmoj glavi se izlaZu metodi numeri¢kog diferenciranja i numeri¢ke
integracije. Poseban tretman dat je savremenim metodima konstrukecije Gauss-
Christoffelovih kvadratura za neklasi¢ne teZinske funkcije. Takodje, dat je
pregled nekih klasa modifikovanih Gaussovih kvadratura (na primer, Kronrod-
ove Seme), kao i osnovi teorije CebiSevljevih kvadratura. Posebni odeljci su
posveéeni metodima za konturnu integraciju analitiékih funkeija u kompleksnoj
ravni i metodima za integraciju brzo oscilatornih funkcija.

Knjiga je prvenstveno namenjena studentima tehni¢kih i prirodno-mate-
mati¢kih fakulteta, na kojima se predaje ova nauéna disciplina. Autor se nada
da ée knjiga biti od koristi i svima onima koji u svojoj praksi koriste numeri-
¢ke metode.

Svima onima koji su na neki nac¢in pomogli u toku izrade rukopisa, au-
tor se najtoplije zahvaljuje.

U Ni3u, 28.09.1988. ) Gradimir V. Milovanovié
VII






GLAVA

Interpolacija i aproksimacija

6.1. OPSTI PROBLEM APROKSIMACLIE FUNKCIJA

U ovom poglavlju se izlaZu osnovni principi teorije apro-
ksimacija funkcije realne promenljive i pokazuju aproksimaciona

svojstva algebarskih polinoma,

8.1.1. Uvod

Problemima zamene jedne funkcije £, definisane na izves-
nom skupu X, drugom funkcijom ¢ bavi se posebna oblast numeridke

matematike -~ teorija aproksimacija,

Neka je funkecija ¢, koju nazivamo aproksimacionom funkci-
jom, takva da zavisi od n+l parametara Agsaysecerdyy tj.
$(x) = d(x3ap,a,,...,a,).
Problem aproksimacije funkcije f, funkcijom ¢ svodi se na odredji~
vanje parametara ai==3i po nekom kriterijumu. U zavisnosti od iz-

abranog kriterijuma razlikujemo razne vrste aproksimacija.

6.1.2. Tipovi aprokeimacionih fankeija

Jedan od osnovnih problema u teoriji aproksimacija pred-
stavlja izbor opsSteg oblika za funkciju ¢. U ovom odeljku naveg-
é¢emo nekoliko standardnih oblika, koji se naje3de koriste u pri-
menama. U principu sve aproksimacione funkcije mogu se podeliti na
linearne i nelinearne aproksimacione funkcije.

Opsti oblik linearne aproksimacione funkcije je
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(1.2.1) ¢(x)==ao¢0(x)~+al¢l(x) + e +-an¢n(x),

pri &emu sistem funkcija {¢k} ispunjava odredjene osobine. Ovde
se pojam linearne funkcije odnosi na linearnost po parametrima
a; (i=0,1;...,n),

k

U specijalnom sludaju, kada Jje ¢k(x)==x (k=0,1,...,n),

tj.
n

= +
¢ {x) a, alx-F,..-Panx ,

govorimo o aproksimaciji algebarskim polinomima.

U sludaju, kada je'{¢k} = {1,c0s x, sin %, cos 2x, Sin 2x, ...}
govorimo o aproksimaciji trigonometrijskim polinomima (ili o tri-
gonometriijskoj aproksimaciiji).

Ako se uzme

(x-x, )" (x 2% ),

k
m
%{bﬂ =(x-—xk)+ =

0 (x <Xk) ’

gde je m fiksiran prirodan broj, imamo tzv. aproksimaciju pomodu

splajnova¥®,

0d nelinearnih aproksimacionih funkcija, naveZdemo samo

dve:
1° Eksponencijalna aproksimaciona funkcija

box brx
dx) = ¢(x;co,bo,...,cr,br) =c e + ceo to e ,

gde je n+l =2(r+l), tj. n=2r+l.

o : . ; .
27 Racionalna aproksimaciona funkcija

+
bo blx-+...—+b X

¢(X) = ¢(x;bolq-°]brlcolanulcs) =
¢ ‘e, x+,.. +Fo X%
o "1 s

gde je n=x+s+l.

* Na engleskom: spline. Na nafem jesmiku se ne moZe nadt odgovarajudi‘prgvod,
pa demo koristiti u daljem tekstu red splajn. U ruskom < nemadkom jesiku,
takodje, nije nadjen odgovarajudi prevod.



6.1. OP3TI PROBLEM APROKSIMACIJE FUNKCIJA 3

8.1.8. Kriterljumi za aproksimacijun

U ovo]j glavi razmatrademo najvaZnije vrste aproksimaci-

ja koje se sreéu u primenama. Tako demo razmotriti

1° Interpolaciju,
2° Srednje-kvadratnu aproksimaciiju,

O i . ; -
37 Mini-max aproksimaciju.

Neka je funkcija £ data na segmentu [a,b] skupom paro-
va (xk,fk)(k =0,1,...,n), gde je f = £(x)). ako je za aproksi-
maciju funkcije £ funkcijom ¢, kriterijum za izbor parametara

A s@yreneidy dat sistemom jednaéina
(1.3.1) ¢(xk; ao,al,...,an)==fk (k=0,1,...,n),

imamo tzv. problem interpolacije funkeije. Funkciju ¢, u ovom
sludaju, nazivamo interpolacionom funkcijom, a tadke Xy (k =0,
l,...,n) interpolacionim &vorovima.

Problem interpolacije moZe biti znatno sloZeniji od
pomenutog. Jedan op&tiji problem se javlja kada su pored vredno-
sti funkcije f u interpolacionim &vorovima poznate i vrednosti

njenih izvoda.
Interpolacionim problemima bide posvedeno poglavlije 6.2,

Aproksimacije 2° i 3° spadaju u grupu tzv. najboljih
aproksimacija. Kod ovih aproksimacija kriterijum za odredjivanje
parametara aproksimacione funkcije se svodi na minimizaciju nor-
me greske dn(x)==f(x) - ¢(x) u izvesnom prostoru X. U zavisnosti
od izabranog prostora X 1 norme.u njemu, imademo razne vrste naj-
boljih aproksimacija. Ove aproksimacije mogu biti diskretne ili
kontinualne. Diskretne aproksimacije su one kod kojih se informa-
cije o funkciji f uzimaju samo sa diskretnog skupa tadaka. U tom
sluaju funkcija f se mo¥e tretirati kao element nekog konad&no-
~dimenzionalnog prostora. U protivnom, ako je X beskona&no-dimen-—
zionalan prostor, imamo tzv. kontinualnu aproksimaciju. Naj&eSde

je to prostor Lr(a,b) (r >1) sa uobidajenom normom

b r. 1/r
(1.3.2) Nell, = g | ax) .
a
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Minimizacijdm norme |[£- ¢Hrpo aproksimacionim parame=
trima a; (i=0,1,...,n) dobijamo tzv. najboliju Lt aproksimaci-
ju funkcije f na potprostoru XnCZX, koji je definisan kao line-
al nad funkcijama ¢o,¢l,uaq,¢n, ti. Xn==L(¢o,¢l,...,¢n). Najbo-
1ju aproksimaciju oznadavamo sa ¢*(x). Od posebnog su interesa
sludajevi, kada je r=1, r=2 i r=4w, Ovim problemima bice po-
svedeno poglavlje 6.3. Slu¥aj r =2 bife razmatran u odnosu na
op8tiju normu, kod koje je ukljudena teZinska funkcija

+ .
p:[a,b]»R

D . .
IEll, =(r pox £ ax) /2.
a

Sludaj r=+eo mo¥e se razmatrati kao granidni sluéaj u
(1L.3.2) kada r~++», Tada je

(1.3.3) [[£]] = max  [£(x)].
agx<b

Norma (1.3.3) je, kao 8to vidimo, standardna norma pro-
stora neprekidnih funkcija c[a,b], koju nazivamo &esto uniform-
nom normom, Najbolja L” aproksimacija ¢*, koja se dobija iz sle-

dedeg minimizacionog problema

minflf-¢ || = min( max |£(x)-¢ (x)|)= ] £=¢*]]
a, a; agxgb

i
zove se najbolja uniformna aproksimacija ili najbolja mini-max
aproksimacija. Cesto se ka¥e samo mini-max aproksimacija. Kon-
strukcijom polinomske mini-max aproksimacije bavidemo se u odelj-
ku 6.3.6. Potprostor X je, u tom slu¢aju, skup svih algebarskih
polinoma ne viseg stepena od n, ko3ji obi&no oznadavamo sa ﬁ;.

Sa Pk (69%) oznadavamo polinom najbolje mini-max aproksimacije za
datu funkciju fEEC[a,b]. Polinom P; zovemo jednostavno mini-max

polinomom. Velidinu En(f), definisanu pomodu

E_(£f) =min ||£-P_|| = ||E-PX*]| ,
n P eg) N''e I n'e

n 'n

nazivamo velidinom najbolje aproksimacije. U mnogim ekstremalnim
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problemima teorije aproksimacija pojavljuje se velidina En(f)

(videti, na primer, [1],[13],[33]).

6.1.4. Welerstrassova | Bernstelnova teorema

0d svih tipova aproksimacionih funkcija najdedde se
koriste algebarski polinomi, kako zbog jednostavnosti,tako i
zbog dobrih svojstava. Naime, na konadnom segmentu [a,b] alge—
barski polinomi su vrlo dobri aproksimacioni elementi, na 3ta

ukazuje slededa teorema:

Teorema 1.4,1. (Weierstrass). Ako f€Cl[a,b], tada za svako e, 0

postoji prirodan broj n i polinom Pn(EG% takav da je, za svako
x € [a,bl,

(1.4.1) |f(x)—Pn(x)[;e.

Ova teorema kazuje da se za svaku neprekidnu funkciju
moZe naéi polinom koji je proizvoljno "blizak® toj funkeiji u
smislu uniformne norme. Tvrdjenje teoreme ima samo egzistenci-
jalni karakter i ne daje metod konstrukcije takvog polinoma Pn”
Medjutim, ova teorema se moZe dobiti kao posledica Bernsteinove
teoreme, koja ima i konstruktivni karakter. Pre nego 5to formu-

ligemo i dokaZemo Bernsteinovu teoremu,naveidemo neke pojmove.

Definicija 1.4.1. Neka je funkcija x»f(x) definisana za x € [a,b]

i neka je za svako & (€[0,b-a])

(1.4,2) w(£;8) = sup |£(x)=-£(y)
|x-y|<s

Veli&ina w(f;8) se naziva modul neprekidnosti funkcije f.

Ako funkcija f zadovoljaya Lipschitzov uslov na [a,bj,
tj. ako je

[E£(x) ~£(y)]| = Llx-y] (vx,y € [a,b]),
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gde je L pozitivna konstanta*, tada iz (1.4,2) sleduje
w{f;s) < LS,
Primetimo da za £ €C[a,b] imamo

(1.4.3) limw(f;8) = 0.
80

Naime, ako je f neprekidna funkcija na [a,b], tada je ona i

uniformno neprekidna, pa sleduje (1.4.3).

Ne umanjujuéi opStost u daljem razmatranju uzimamo

[a,b] = [0,1].

Definicija 1.4.2. Neka £€C[0,1] i neka je

P8 = (Dx" -7k,

n,k
Polinom B (e ji), definisan pomodu

; b k
B (£;x) = kzo pn'k(X)f(‘ﬁ)r

naziva se Bernsteinov polinom za funkciju ¥£.
Dakle, Bernsteinov polinom se konstruiSe u ekvidistant-

nim tadkama (&vorovima) xk==% (k=0,1,...,n).

Da bismo dokazali izyesne jednakosti, podjimo od binomne

formule
n % n, n-k k
(a+8)" =} () B,
k=0
Diferenciranjem nalazimo
9 - b ~k k-
O N T I UL W P
98 k=1 k

* I se naziva Lipschitzova konstanta.
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—3—25 (w+8)™ =n (n-1) (0+8) "2 = If K (k1) ()" 652,
B k=2
Stavljajuéi o = 1-x 1 g = x,v na osnovu prethodnog dobijamo
n
B (1;x) = k£0 pn,k(X) = 1,
B (x;x) = g Ep (%) X,
n kko D n,k
n 2
B, (im) = ] ]']:*Pn,k(’” = ol 2y X

Dokazademo sada Bernsteinovyu teoremu,

Teorema 1.4.2, Ako f €C[0,1], tada za svako x € [0,1] i svako
n €N, vaZi nejednakost

| £(x) —Bn(f;X)ié %m(f; i).
n
Dokaz. Neka su tadke X date pomodu
x, =K (k€T = {0,1,...,n}).
k n r [ 204 ?

Za dato x € [O,l] i 8, definigimo indeksne skupove

M

= k| |x-x | caxen| i v=I\mM

Tada, na osnovu prethodnog, imamo

n
f(x)—Bn(f;x) = Z

(f(x)-f(xk))pn,k(x) = Sl(x) +*Sz(x) '

k=0

gde smo sa Sl(x) i Sz(x) definisali sume

i 8,(x) = Tooaes
kE€V
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S obzirom na definiciju 1.4.1 imamo

pn,k(x) = wlf;68).

S (x) ] gwlf;6) p. o (%) <w(f;s)
11 ' kéM n,k kéI

Da bismo odredili granicu za ISZ(X)L postupimo na sle-
) ]x=xk] ) }x»xk!
dedi nadin. Neka je p najvede celo od —5— ti. p= —

Izmedju tacdaka x i % umetnimo ekvidistantno p tadaka: €11Cy,

e C sy tako da je sada du¥ina svakog podintervala |x—xk}/(p+1)<5,

Kako je
Fx)~ f(xk)=(f(x) = fle)) + (f(cl)- f(cz))+.u.+(f(cp_l)—f(cp))
+(f(cP)-f(xk)),

imamo
| %%y |
£ =£(x)] < (pri)u (£796) (T DuEis).

fin

Tada Jje
x=xk[

8500 s ki) [ (5 1),

= w(£;8)( ] Ix—xk[ P, )+ [ p ()
kev O n, kev MoK

< w(f;d)(jL 3 (X_xk)zpn,k(x)+k£vpn,k(X)>'

82 yev

Kako je

2 e w2 ne "l 2 % x(1-%)
yo(x=xy) Py, (¥) = xT-2xex + = x4+ -

" k€L

fia

A
4n’

na osnovu prethodnog, imamo

2 ) 1
(x=% ) pn'k(X)ikéxp“'k(X)); w(f.d)(4n62

1
S,(x)] sw(f;8) )
18 (0] <o (52 kex

+1).



6.2, OP3TI PROBLEM APROKSIMACIJE FUNKCIJA 9

Dakle,

1
| £(x) —Bn(f;x)[; lSl(x)|+ [Sz(x) f<w(f;8) (2 +4n52>'

Ako stavimo § = ;E dobijamo tvrdjenje .teoreme.
n
Ako je broj n izabran dovoljno veliki, tako da ije
wlf; 7%0:;% g, iz teoreme 1.4.2 dobijamo Weierstrassovu teoremu
za funkciju £€C [0,1]. Jedan polinom P u (1.4.1) je tada
Bn(f;x). Primetimo da se modul neprekidnosti moZe udiniti dovo-
ljno malim, s obzirom na (1.4.3).

Posledica 1.4.1. Ako funkcija f zadovoljava Lipschitzov uslov na
10,1] sa konstantom L, tada je za svako x € L0,1]

|£(0) = B_(£:x) | 2.

4v/n

Primedba 1.4.1. U radu [35], D.D. Stancu je dokazao da ‘za
fe€c [0,1] va¥i jednakost

n=1

ix) = - L) = X(17K)
Rn(frx) = £ (x) Bn(fl X = kZO pnml'k(x)

[X k }_S.il_-f]
4
n In L 2

n

gde je [x,y,z;f] oznaka za podeljenu razliku drugog reda (videti
odeljak 6.2.3). Ako su podeljene razlike drugog reda funkcije £
ograni&ene, tada vaZi nejednakost

IR (£,%) |2 Ei%gfl M, (£),

gde Jje Mz(f) najmanja gornja granica apsolutne vrednosti podeljene
razlike drugog reda funkcije £ na [0,1].
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6.2, INTERPOLACIJA FUNKCIJA

Ovo poglavlje je posvedeno jednom od najvaZnijih problema
teorije aproksimacija ~interpolaciji funkcija. Pored praktiénog
znadaja, interpolacija ima weliki teorijski znadaj za konstrukci-
ju numeridkih metoda za re$avanje mnogih problema (na primer, nu-

meridko diferenciranje, numeridka integracija i £1lidno).

8.2.1. Cebifevljevi sist

Neka je funkcija f data svojim vrednostima fk = f(xk) u
ta&kama Xy (xk € [a,b])(k=0,1,...,n). Posmatrajmo linearni inter-
polacioni problem, tj. interpolaciju funkcijom (1.2.1). U tom
sludaju sistem jednadina (1.3.1) se svodi na sistem linearnih

jednadina po parametrima a;, (1=0,1,...,n)

ao¢o(xk) taggy () +ooo+a ¢ (x) = £ (k=0,1,...,n),
ti. N ) ~ _
4o (%) by (xg) e g, (x) ag [ £,
(2.1.1) Po¥1) oy (xy) AR N I N N P
,,‘bo(xh) ¢l(xn) ¢n(xn)J | a | L £,

Da bi navedeni interpolacioni problem imao jedinstveno

reSenje potrebno je da matrica sistema (2.1.1) bude regulavna.

Primer 2.1.1. Neka je cbo(x) =1 i d>l(x) =x2 i X= [—l,l]. Odgova-
rajuda matrica sistema (2.1.1), u ovom sludaju, je

1 x2
o
1 x2
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Interpolacioni problen

(a) ima jedinstveno redenije ako je |xol # lxll;

(b) ima beskonaéno mnogo refenja ako je X, =Xy i

fix ) = f(xl);

(¢) nema reSenje ako je %x_ =-x

o 1 & f(xo)#f(xl)°

Neka su interpolacioni &vorovi takvi da je
ALK <K, <aoon b
=% " 71 < Fp P

Razmotridemo uslove pod kojima je matrica sistema (2.1.1) regu-
larna. Uslov da je sistem funkciija {¢k} linearno nezavisan Jje

potreban, ali ne i dovoljan, #to pokazuje slededi primer:

Primer 2.1.1. Sistem funkcija {1, sinx} je linearno nezavisan,
ali je za xo-le =T,

1 sin X,

1 sin Xq

Iz osobina determinanata sleduje da sistemu funkecija {¢k}
treba nametnuti takve uslove, pod kojima ne postoji linearna

kombinacija
ao¢o(x) +-alél(x) + oeea + an¢n(x)

koja ima n+l razliditih nula na [a,b]. Sistemi funkecija sa ovom
osobinom nazivaju se CebiBevljevi sistemi (skradeno T-sistemi).

0 T-sistemima postoji izvanredna monografija [24].

Teorema 2.1.1. Ako su funkcije ¢k:[a,b]+R (k=0,1,,..,n) n+l pu-
ta diferencijabilne i ake je za svako k=0,1,..,,n Wronsky-eva
determinanta Wk razlidita od nule, tj.
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9o (%) 99 (%) vas 9y (%)
M%) ol (x) by (%)
Wk = : # 0,
¢ék) ® o o

sistem funkcija {¢,} je CebiSevljev sistem,

6.2.2. Lagrangeova interpolacija

Neka je funkcija f data svojim vrednostima fk f(xk) u

tatkama xk(k =0,1,...,n). Ne umanjujudi opStost pretpostavimo da
je '

(2.2.1) ) =
ako tadke X uzmemo za interpolacione &vorove i stavimo
¢k(x) =% (k=0,1,...,n) imamo problem interpolacije funkcije f
algebarskim polihomom. Ozna&imo ovaj polinom sa Pn’ tJ

Pn(x) = ¢ (x) = ao-+alx ta..ta x,

Teorema 2.2.1. Polinom P je jedinstven i moZe se predstaviti u

obliku
n
(2.2.2) P (x) = kZof(xk)Lk (%),
gde je
- (x~xo)...(x—xk_l)(x—xk+1)..,(x=xn)
k (%, =X ) owe {%, =% ) (%, -x ) eee (X —X'S
k To’ ** Tk Tk-1 k “k+17° "k Tn

Dokaz., S obzirom da je determinanta matrice sistema
tj.

(2,1.1), u posmatranom sludaju, Vandermonde ova,
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1 X oa xn
o) o
n
1 Xl xl
= I (%,=%.),
: i
n
1 X, X,

i s obzirom na pretpostavku (2.2.1), zakljudujemo da je polinom
Pn jedinstven. Dokaz Jedinstvenosti smo mogli izvesti dokazuju-
éi da je sistem funkcija {l,x,xz,...,xn} Bebifevljev sistem.
Zaista, na osnovu teoreme 2.1.1 to sleduije, jer je Wronskyeva

determinanta Wk =011121e0ek} # 0 (k=0,1,.0.,0).

Da bismo dokazali formulu (2.2.2) dovoljno je primetiti

sledede:

1° svi polinomi L, su ne vigeg stepena od n, tj.
deg(Lk) <n za svako k,

o = =

2 Lk(xi) = 8 (Sik Kronecker ova delta),

o ——
3 an(xk) = f(xk) za svako k,
4° deg (P )< n.

Formula (2.2.2) naziva se Lagrange ova interpolaciona

formula, a polinom Pn Lagrange ov interpolacioni polinom.

Definisanjem polinoma w pomodu
(2.2.3) wix) = (ano)(x—xl).o.(x—xn),

polinomi L, se mogu predstaviti u kondenzovanijem obliku

k

L (%) UL N (k=0,1,...,0).

(x—xk)w'(xk)

Primer 2.2.1l. Za skup podataka

bl¢ -1 0 2 3

f(xk) -1 2 10 35
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(x+1) (x-2) {x~3)
(0+1) (0~-2) (0=3)

- (x~0) (x=2) {x-3)

Py(x) = (-1) iy o) t2

(x+1) (x=0) (x~2)

(x+1) (x=0) (x-3)
(3F1){3-0) (3-2) ¢

(2+1) (2-0) (2-3) T 3°

+10

. _ 5 . 3_4.2
tj. P3(x) =3 X 3 + 2,
Slededa teorema daje ocenu grefke kod Lagrange ove inter-

polaciije,

Teorema 2.2.2. Neka f €ct*! [a,b] i X, € {a,b] (i=0,1,...,n). Ta-
da postoji ¢ € (a,b) takvo da se greSka Lagrange ovog interpola-

cionog polinoma moZe predstaviti u obliku

£ (0¥ ()
(2.2,4) Rn(f,'x)=f(x)"’Pn(X)=“ml—)‘!“‘~w(x).

Dokaz. Posmatrajmo pomodénu funkciju F, definisanu sa
(2.2.5) F(x)=f(x)—Pn(x)—=Knm(x),

koja se anulira u tadkama KogrXqreoorXpo Neka je % proizvoljna
tagka iz [a,b] i takva da je ;{#xi (i=0,1,...,n). Odredidemo
konstantu Kn u (2.2.5) tako da se F(x) anulira i u tadki x.
S obzirom da je x;éxi (i=0,1,...,n), ovakva vrednost za Kn po-
stoji. Naime,

< =f(x) nPn(x)

o w (%)

Kako funkcija F na [a,b] ima bar (n+2) razlidite nule,

to na osnovu Rolle ove teoreme sukcesivno zakljudujemo da u
(a,b)

P (x) ima bar (n+l) razli&itih nula,

S

g0+l (x) ima bar jednu nulu,

(n+1)

Neka je £ € (a,b) nula funkcije F Tada iz (2.2.5)
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sleduje
O gy g (D) g ~X_(n+1)1 = 0,
(n+l)
odakle ije Kn = E—THIT%%L.

Na osnovu prethodnog zakljudujemo da je

{n+1)
£ (&) "
T @

Kako je x proizvoljna tadka iz [a,b], dokaz teoreme je
zavrSen.

Primer 2,.2.2. Neka je xt PS(X) Lagrange ov interpolacioni poli-
nom formiran na osnovu vrednosti funkcije x~sin x u tadkama
®x, =%k (k=0,1,2,3,4,5). Tada je

k 10
; =8ink - L2 - 3T J4n =L
sin x =Py (x) =—57= x(x = 75) (x - 73) (x = 5) (x - 35) (x = 75)
gde jJe 0 < ¢ < —721-.
Neka je M, = max ]f(k) (x)] (ken).
x€[a,b]
+1
Teorema 2.2.3. Neka f &€c" [a,b], X, ~X) _; =h =const (k=1,...,0),
X, = a, X = b. Tada je
‘ ) hn+l
IRy (£3) | = 1260 =2, 09 | <Trapy Moo -

Dokaz. Ako stavimo x =x_+ph (p€ [0,n]) imamo

w(x) = plp=1) ... (p-m)h™*L,

Kako funkcija pr Fn(p) = |p{p-1)...{(p-n)| na segmentu [0,n] dosti-
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¥e maksimalnu vrednost kada p € (0,1) (ili p € (n-1,n)), va¥i

max F (p)< max lptp-1)| max | (p~2)...(p-n)]|<
p€[0,n] pE(0,1) p€E(0,1) :

odakle neposredno sleduje tvrdjenje teoreme.

1.
2 L

U specijalnom sludaju za n=2 i n=3, mogu se dobiti
taénije granice za gredku Rn(f,x), nego Sto daje teorema 2.2.3,

s obzirom da je

K} .
max Fz(p) = ggé i max Fa(p) = 1.
pE[0,2] p€fo, 3]
Dakle, imamo
IR, (£3%) | < 23 13 i : ht
S (£ix) ]2 55 M, i ]R3(f,x)]; 57 M-
w {x)
g+
0 1 2 3 4 5 X
_8(
~16 4
Sl, 2.2.1

Nije teSko primetiti da za funkciju w(x), u sludaju

nih &vorova, va¥i

ekvidistant-
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n+l .n

m§+x)= D" G -n

Na sl. 2.2.1 prikazan je grafik funkcije w(x) za
h=114i n=5.

Primer 2.2.3. Odredidemo sada sa kojom tadno¥éu se mo¥e izradu-
nati vrednost fog 11.5 koriSéenjem Lagrange ovog polinoma Ps

ako su poznate vrednosti
20g 10, rogll, 20912, f0g1l3.

S obzirom da je My= max |- = 620" imamo
x€[10,13] x

M
|mogll.5—P3(ll.5)l;z% [(11.5-10) (11.5-11) (11,5-12) (11.5~13) |

= 1.41.107°,

Inade, za proizvolijno x € (10,13) va%i ocena

4 5

1 = - -
|20g x = Po(x)] <5726-10 ~ = 2.5.10
Uvodeéi pretpostavku da je funkcija f regularna u nekoj

oblasti G kompleksne ravni C moZe se naéi jedna ocena greSke

(ostatka) kod Lagrange ove interpolacione formule.

Teorema 2.2.4. Neka je f£:G»~C regularna funkcija, [a,b]C GcC,
£(t) €ER za t€ [a,b] i interval I(x) definisan pomodu

I(x) = [min(xo,x) , max(icn,x)] ,

pri emu interpolacioni &vorovi zadovoljavaju uslov (2.2.1).
Neka je, dalje, r zatvorena kriva u G, takva da I(x)c intr, L du-
¥ina krive p,

M = max|f(z) | i r(x) =:min |z-t|
Z€ET t€I (x)
2€C

2 Numeri¢ka analiza, Il deo
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Tada vaZi

{(2.2.6) IRn(f;x)] = ]f(x)~Pn(x)l;

2nr (x)

n+2 Iw(x)}.

Dokaz. Neka t €I(x). Na osnovu Cauchy eve integralne

formule za regularne funkcije vaZi

sl. 2.2.2

{n+1)! f(z)
(t) = :
27i P (Z-t)n+2

f(n+l) dz.

Imajuéi u vidu uvedene pret-
postavke (videti, takodije,
sl. 2.2.2), zakljudujemo da je

°

(n+1) (n+1)! M
| £ (t) | <=5 .r(x)n+2L

Najzad, na osnovu (2.2.4) i
poslednje nejednakosti dobija-
mo (2.2.6),

Razmotrimo sada problem optimalnog izbora interpolacionih

&vorova kod interpolacije funkcija

iz klase

cm={e|eec™ ~1,1] 4 1D ()| cw (v xe[-1,1]) }.

Naime, odredidemo interpolacione &vorove x /X

lig¢ina

(2.2.7) sup max |Rn

fecMm xef-1,1]

ima najmanju vrednost. Tada je, na

(2.2.8) max _JR (£,%)]<
xe[-1,1] "

ces ko da -
o' %1 ,xn ta da ve

(£:%) ]

osnovu (2.2.4),

h‘%—' maszx ]w(x)l-
T xel-1,1]
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Primetimo da u poslednjoj nejednakosti nastupa jednakost ako

je £ polinom

+ ) -
M n+l + C xnv+c xn l-Fna. +C ,

£lx) = T;:TTTX o) 1 n

gde su cy (1=0,1,.,.,n) proizvoljni realni koeficijenti.

S obzirom da desna strana u nejednakosti (2.2.8) ne za-
visi od £, to je

M
sup maxIR(fo max Jo(x)]
fecM xe[-1,1] " ’ [Ean [-1,1]

Problem koji smo postavili, ofigledno se svodi na odre-

djivanije polinoma
X w(x) = (x—xo)(x-xl),..(x—xn),

&ije nule leZfe u [—l,l] i za koji je max ]]w(x)| minimalan.
X -1,1

Refenje poslednjeg problema dato je u odeljku 2.2.14
(teorema 2,.14.1):

w(x) = j% Tn+l(x) = ;% cos [ (n+l)arcos x ] .

Dakle, interpolacioni &vorovi pri kojima velidina (2.2.7)
ima najmanju vrednost su nule Cebifevljevog polinoma (n+l)-og
stepena Tn+1’ ti.

- 2k+1 ‘ -
(2.2.9) Xk‘-COS ETE:TY“ (k=0,1,...,n)

Interpolacija kod koje su interpolacioni %vorovi uzeti
kao u (2.2.9) naziva se CebiSevljevom interpolacijom.

Razmotrimo sada jedan interesantan\sluéaj koji se javlija
u praksi. Naime, vrlo ¢esto kod konstrukecije interpolacionog po=
linoma Py (x), umesto sa talnim ordinatama fk = f(x ), prinudieni
smo da radimo sa neklm pribliZnim vrednostima fk (kv-O l,..0,0).

2*
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U tom slu&aju dobidemo umesto Pn(x), neki polinom Bn(X)' pri

Semu vaZi

¥ L
LX) = Po(x) = kzo(fkﬂ-fk)Lk(x).

Ako je maksimalna apsolutna greSka u ordinatama e, tj.ako Jje

max !%kﬁfkl <e, na osnovu prethodnog imamo
0<k<n ‘ ,

§ n
(2.2.10)0 |B (x) - Pn(x)|v; skzolbk(x)l.‘

Ove grefke dolaze do izgraZaja ako je n dovoljno veliko. Ovakav
zakljudak sleduje na osnovu nejednakosti (G.Faber, S.N.Bernstein):

v 20g(n+l)
o max 2 ILk(x)l 2 zoginza) |
a<x<b k=0 B/7

Kada nije potreban op#ti izraz za interpolacioni polinom,
veé samo vrednost za neko konkretno %, koristi se Aitken ova Sena,

koja se sastoji u sukcesivnoj primeni slededih izraza:

Aksf(xk) (k=0,1,,..,0);
1 g B S
Z'\k—l,kzx =% (k=1,...,n);
k “k-=1 A X ~x
k k
AOI]-I --,l’l"l XO-X
A = 2
U S
Alrzl" 24 xn—x

pri demu je

Pn(X) “ Aﬂ,l,...'ﬂn

Primer 2.2.4. Odredidemo pribli¥no £(27) na osnovu sledeéih po-
dataka
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X 14 17 31 35
£(x) 68,7 64,0 44.0 39.1

primenom Aitkenove Seme.

Imamo redom

68.7 14-27
= 1 - '
Ao,l = T9-13 ='48,33,
64.0 17=27
64,0 17-27
A _ 1
1,2 31-17 = 49,72,
44,0 31-27
44,0 31-27
A = 1
2,3 35-31 = 48.90,
’ 39.1 35«27
48.33 14-27
A = 1
0,1,2 31-14 = 49,39,
49,72 31-27
49,72 17=27
A — ‘
1,2,3 35-17 =.49,26,
48.90 35-37
Najzad,
1 49,39 14-27
£(27) =P, (27) = A = g = 49,31.
3 0,1,2,3 35~14 49.26 35-27

Primer 2.2.5. Na osnovu vrednosti funkcije xp f(x) = e* u tadka-
ma x, = 0.40 i X = 0.42, Aitkenovom Semom odredidemo vrednost
ove funkcije za % = 0,411, Odgovarajuée vrednosti funkcije u da-

tim tacdkama uzefemo sa pet znadajnih cifara, tj.
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fo = 1,4918 i fl = 1.5220,

Imamo

‘ 1.4918 -0.011
0,411 _ ~ 1
© = 2,1 % 5.43-0.40 %1.5084.
1.5220 0.009

U praksi se desto javlja zadatak odredjivanja vrednosti
argumenta na osnovu zadate vrednosti funkcije. Ovaj zadatak se
refava metodima inverzne interpolaciije..

Ako je data funkcija monotona, zadatak inverzne inter-
polacije najjednostavnije se reSava medjusobnom zamenom vredno-
sti funkcije i argumenta, a zatim konstrukcijom interpolacionog

polinoma,

Primer 2,2.6. Odredimo pribli¥no nulu funkcije £, &ije su vre-
dnosti date u primeru 2.2.1. Lagrange ov interpolacioni polinom

za funkciju yk+f—l(y) je

. (y=2) (y=10) (y=35) (y+1) (y=10) (y=35)
Pyy) = (1) o=y mimToy =im3sy YOS (3=10) (2=35)

b D) (y=2) (y=35) 5 (y+1) (y=2) (y=10) _
(10+1) (10-2) {10-35) (35+1) (35-2) (35-10)

odakle, za y =0, dobijamo nulu funkcije £

X = P3(0) = -0.6508.

Primedba 2.2.l. U problemima inverzne interpolacije pogodno je

koristiti se Aitkenovim metodom,

8.2.8. Newtonova interpolacija sa podeljenim raglikama

Za funkciju £ datu svojim vrednostima fk = f(xk) u tad-
kama X (k=0,1,...,n), definisacdemo najpre podeljene razlike.
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Definicija 2.3.1. Koli&nik

flxy) - £lx)

X1~ %o

naziva se podeljena razlika prvog reda (funkcije f u tadkama

i oznafava sa {x ,x,;f].
X i xl) o a [ o l'f]

Podeljena razlika reda r definiSe se rekurzivno pomocu

X [xl,...,xr,f:'—[xo,-..,xr_l,f]
13

X =X
x o]

(2.3.1) [xo,xl,...,xr;f] =

miémmje[xﬁ];ﬂxh
Relacija (2.3.1) omogudava konstrukciju tablice podelje-

nih razlika

%5 £
£ [xo,xl;f] X pXa X, £
S S | . [xgrxq 0%, i £] :
[xl,xz,f} [Xo’xl’XZ’XB’fJ
x £ [®, 7%, 0% ;f]
2 52 . 1r¥p0%3
. [¥p0%3if]
X
3 3

MoZe se pokazati da podeljena ragzlika reda r ima oso-

binu linearnosti, tj. da je
[xgrxqreeorx clf+czg] = cl[xa,...,xr;f] + czfxo,.,u,xr;g],

gde su ¢y i c, proizvoljne konstante,

Kako je, na osnovu definieije 2.3.1,

f(xo) f(xl)

[(x_,x. if] = - + T
o' 71 Xo xl xl xo

indukcijom se lako pokazuje da vaZi formula
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r f(xi)
[Xorxly-»wxrif] = 120 mz)-;
gde je w(x) = (x-xo)(x—xl).,.(x—xr).

Matematidkom indukcijom se takodje moZe dokazati slede~

éi rezultat:

Teorema 2.3.1. Neka f €C"[a,b] i neka je ispunjen uslov (2.2.1).
Tada, za svako ¥ <n, vaZi formula

t tye r
1 =1 _(r) .
JRRE 1 £ (%, + i—zl (xy=%;_ ), )dt,dt,..dt

0=

[xo,xl, e X} f] =

Primedba 2.3.1. Primenjujucdi teoremu o srednjoj vrednosti inte-

grala, iz poslednje jednakosti sleduje

1t tym
. . ({x) 1 r=-1
[xo,xl,.“,xr,f] = (E)Y S f oo f dtldtzo..dtr
oo o
L0 (g (a<t < b).

T xr
@
Uzimajuéi u poslednjoj jednakosti da Xy >R (i=1,.c.,7v)
zakljudujemo da

L

(
r! £ ) (xo) ¢

(2.3.2)" [KrXyreenrX i £l

Izrazidemo sada vrednost funkcije f(xr) (r <n) pomocu po-

deljenih razlika [xo’”"xi;f] (1=0,1,.0.,7).

"%a r=1, na osnovu definicije 2.3.1. imamo
£e)) = £(x)) + (x-x) [x_,x,;f].

Sliéno je, za r=2,

£x,) = £(x)) + (xy=xy) [xg,%,5£]

(£ () + (3= ) [xo,xl;f])+(x2=x1)([xo,xl;f] +

+

(XZ_XO) [xolxllxz;fj) v
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tde , flry) = £l ) +(x,~x ) [Xo.xlifJ+(X2-Xo) (x,~%,) [xo,xl,x i) .
U op#tem sludaju vaZi
(2.3.3)  £0x,) = £x )+ %) [x %) 58]+ e x ) (%%, [x(;,xl,xz;f]
+...+(xr-xo)(xirxl)..,(xr—xr_l)[xo,xl,.oo,xr;fj,

KoriSéenjem podeljenih razlika mo¥e se konstruisati in-
terpolacionl polinom za skup podataka (xk,f(xk) Y (k=0,...,n),
Naime, ovaj polinom ima oblik

P (x) = E(x )+(ax) [xopxl;f]-:—(x—xo) (o) [x %) 0%y €]

Foo ot (%) (%) ... (x—xn_l) [xo,xl, coa ,xn;f]

i naziva se Newtonov interpolacioni polinom.

Da blsmo dokazali poslednju formulu dovolino je primeti-
ti da je deg(Pn(x)) <n i da je Pn(xr) = f(xr) (r = 0,1,...,0).
Poslednje tvrdjenje sleduje iz (2.3.3).

1

S obzirom na jedinstvenost algebarskog interpolacionog
polinoma zakljudujemo da je Newtonov interpolacioni polinom ekvi-
valentan sa Lagrangeovim. Primetimo da konstrukcija Newtonovog
interpolacionog polinoma zahteva prethodno formiranje tablice po-
deljenih razlika, Zto nije bio sluéaj kod Lagrange ove interpo—
lacije. S druge strane, kada hodemo da smanjimo gredku u inter-
polaciji uvodjenjem novog interpolacionog &évora, Newton ov poli=
nom je znatno pogodniiji od Lagrange ovog , jer ne zahteva ponav-
ljanje celog radunskog poétupka. Naime, kod Newtonove interpola-
cije imamo

Py () = B (0 + (rrx ) (k) oo (36 ) [xo,xl, conr®yqiE] e

Teorema 2.3.2. Ako funkcija f ima konadne vrednosti u tadkama

X oX

INEIRERRYS SN2y vaZi formula

(2.3.4) R (x;£) = £x) =P (1) = w(x) [k r%;poe0ox 2]
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gde je w(x) = (x—xo)(x=xl)...(x—xn).
Dokaz. Stavimo r =n+l i X, =X, Tada iz (2.3.3) sleduje
£ (%) =Pn(x) +(x~xo)..o(x=xn)[xo,xl,.'.,xn,x;f],

&ime je dokaz zavrSen.

Primedba 2.3.2. Kako je na osnovu primedbe 2.3.1

1 f(n+l)(g)

[Xo’xl'““’xn’){;fl: TorDT (a< £<b),

ostatak (2.3.4) se moZe svesti na Lagrangeov oblik.

Primedba 2.3.3. Ako u Newtonovom interpolacionom polinomu Pn
uzmemo da X Ko (1=1,...,n), na osnovu (2.3.2) zakljudujemo

da se on svodi na Taylorov polinom,

Primer 2,3.1. Na osnovu vrednostl funkcije x+ch x

k 0 1 2 3
% 0.0 0.2 0.5 1.0
£(x,) 1.0000000 | 1.0200668 | 1.1276260|1.5430806

imamo slededu tablicu podeljenih razlika

k [xk,xk+l;f] [xk’xk+l'xk+2;f] [Xk’xk+l’xk+2’xk+3;f]
0 | 0.1003338

'} 0.3585307 0.5163938 0.0740795

2 0.5904733 :

5 | 0.8300093

odakle je Newtonov intexrpolacioni polinom

P3(x) = 1., + 0,1003338x + 0.5163938x(x~0.2)
+ 0.,0740795%(%-0.2) (x~-0.5).
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Na primer, za x = 0.3, imamo
ch 0.3 » P,(0.3) = 1.0451474,

Dobijeni rezultat je tafan na prve tri decimale.

8.2.4. Ratun kona¥nih raslika

U ranijem izlaganju (videti odeljak 1.3.1) koristili smo
gse operatorom konadne razlike, definisanog na skupu funkcija sa

(2.4.1) pAf(x) = f(x+h) - F(x) (h = const > 0),

a na skupu nizova pomocu

AYg = ¥iea1 Vi

Ako se eksplicitno ¥eli istadéi korak h u definieciji
(2.4.1), tada se u oznaci operatora u indeksu piZe h, tj. By

U odelijku 1.3.1 takodje smo videli kako se definiSe ite-
rirani operator, tj. stepen operatora A. Naime,

k

85 Le (een) — AF

2% (%) L) (kew,

‘Aof(x) £(x) .

Na osnovu ove definicije, matematidkom indukcijom, lako
se dokazuju formule

(2.4.2) ¥ex) = ) (-1t

&) £ e-1)m)
0

i 17

i
k k .
(2.4.3) £(x+kh) = ] (§) 2TE(x).
i=o

Pored operatora A, u numeridkoj analizi, uvodi se jo#
nekoliko standardnih operatora, koji se nazivaju operatori kona-
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¢éne razlike ili diferencni operatori. Sa ovim operatorima spro-
vodi se formalni radun zasnovan na pravilima algebre i analize,
i kao takav se Sesto pokazuje kao elegantno sredstvo za formira-
nje raznih aproksimacionih formula. Ovaj radun naziva se ralun

kona&nih razlika.

Na skupu neprekidnih funkcija definisademo operatore:

1° Ef(x) = £ (x+h) (6perat‘or poxﬁeranja) B
2°  A£(x) = £ (st+h) = (%) (operator prednje razlike),
3° vE(x) = £(x)=£(x=h) " (operator <zadnje razlike),
4 <Sf(x)=f(x+%)=f(x-%) (operator centralne razlike),
5 uEG0) =3(E(+D) +£x-1) (operator usrednjavanja),
60 1f(x) = £(x) (identidki operator),
o x+h
7 JE(x) = 5 £(t)dt (operator integracije).
b4
Na skupu diferencijabilnih funkeija definisimo i opera-
tor
3° Df(x) = £’ (x) (operator diferenciranija).
Redi demo da su dva operatora A i B jednaka ako je
Af(x) = Bf(x) za svaku funkciju f za koju su operatori A i B
definisani.

Jedan od osnovnih problema koji (ée nameée je nalafenije
veza izmedju pojedinih operatora. Pre ne‘iyb gto predjemo na re-
Savanje ovog problema, ukazademo na neke op#te osobine.

Sa L oznalimo skup prethodno definisanih operatora, tj.
L = {E,8,Y,8,u, 1, D, J},
a) Svaki operator A €L je linearan, tj. vaZi

A(Alf(x) + Azg(x)) = AlAf(x) + Az,Ag(x).
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za svako realno Ay i A, 1 svako £ 1 g iz domena definisanosti

2
operatora A,
b) Za A,B€L, va%i komutativnost AB =BA, tj.

A(Bf(x)) = B(Af(x)).

c) Ako operator AE€L ima inverzni operator A“l, tada je

Primer 2.4.1. Doka%imo osobinu b), na primer, za operatore a 1

E. Imamo
AEE(x)) = A(f(x+h)) = £(x+2h) ~ £(x+h) = Ef (x+h) - Ef (%)
=E{(f(x+h) - £(x)) =E(Af(x)).

Primer 2.4.2. Neka je g(x) = Ef(x) = £(x+h). Tada je £f(x) =g(x-h),
tj. £(x) =E'lg(x) . Dakle, operator E—l je pomerajuéi unazad.

Ako definiSemo zbir operatora C=A+B pomocu
CE(x) = (A+B)Ff(x) = Af(x) +BFf(x),

vaZe pravila
A+ B

B + A,

A(B +C)

AB +AC,

(A+B) +C = A+ (B+C).

Kako je ENE(x) = E(EX Y£(x)) = £(x+kh) (KEN), tj. kako
iterirani operator Ek primenjen na £(x) daje f(x+kh), logiéno se
nanede definisanje stepena operatora za proizvoljni izlo¥ilac
slededom jednakoicu

EP£(x) = £(x + ph) (pE€R),

Predjimo sada na utvrdjivanje formalnih veza izmedju po-
jedinih operatora.
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11. E

8.2.5. Newtonove interpolacione formule

Primenom raduna konafnih razlika mogu se izvesti razli-
Cite interpolacione forxmule u ekvidistantnim &vorovima. U ovom
odeljku dademo samo Newtonove interpolacione formule.

Neka je funkcija £ data na [a,b] parovima vrednosti
(xk,fk), gde je fk=f(xk) i xk=xo+kh (k=0,1,...,n).

Za dati skup podataka mo¥e se formirati tablica konad-
nih razlika. Na sl. 2.5.1 data je tablica formirana primenom
operatora A,

X5 £
~ Af
= O 2
xy fl ATE
~af T TS ,3,
- 1\ 2 _—— 0\\ 4
X, f2 A f1 - A fo
~ae T~ 3
x,  f, \Azfz ul ~
\Af3/ ~
e \
¥ 5
Sl. 2.5.1

X=X
Neka je x=xo+ph (0<pzxn), tj. p= ho. Kako je

+oo "
EP = (1+0)P = (s,
k=0
imamo
+oo n
P _ Pyke Py ke - )
EYE = ] () £ = =Z (DASES+R - (£5%),

k=0 k=0
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ti.
n oy k
(2.5.1) f(xo-fph) = kz (k)A fo-bRn(f;x),‘
=0
gde je ostatak Rn z Rn(f;x), s obzirom na jedinstvenost interpo-

lacionog polinoma, isti kao kod Lagrange ove interpolacione for-
mule, tj.

: pA*! (n+1)
Rn(f,x)=m—!— p(p=l)...(p=n)f (£),
gde je ¢ tadka iz intervala (xo,xn)°

Polinom

(2.5.2) Pn(x)=

Py K = %
N (k)A £o (ph xxo),

[ =1

0
dobijen na ovaj nadin, naziva se prvi Newton ov interpolacioni
polinom. Primetimo da se ovaj polinom moZe definisati i rekur-

zivno pomodu

P 0 =p 0+ Pyafe k=100,

polazeéi od Po(x)==fo.

Polinom (2.5.2) se moZe predstaviti i u razvijenom

obliku
- (p-1) 2 (p-1)...(pn+l) ,n
P (%) fo*+pAf°f+EL§§lf— A+ o + BT TR AR

ti.

Afo A2 °

Pn(x) =fo+T(x—xo) + 2(x-—xo) (x—xl) +oae
2th
Anfo
+ - (x=x0)(x—xl)..,(x=xn_l).
nlh

Prvi Newton ov interpolacioni polinom se koristi u slu-
¢ajevima kada se interpolacija izvodi na podetku intervala, tj.

3 Numeri¢ka analiza, Il deo
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u okolini tadke X . Ako se koristi za pribliZno izrafunavanje
vrednosti funkcije £ za K<X o kaZemo da se radi o ekstrapolaci-
ji funkcije.

Formirajmo sada tablicu kona&nih razlika, koristeéi se
operatorom y (sl. 2.5.2).

*n-4 n=4
> VEh-3
x £ ~ v
n-=3 n-3 — n=2_ 3
T~ yE = vf
n=2 — n-1
X £ - B vzf — v4f
n-2 n-2 n-1 n
~ ¢f L - ~— V3f —
- n
*n-1 fn=—-1 /v fn
e n
X £
n n
Sl. 2.5.2
X=X

Neka je x=xn+ph (0 <~p<n), tij. p= hn' Kako je

+(ﬂ
= (1-9P= § (-DFPS
k=0

dobi jamo
oo k,=p, k
f‘xn+Ph) =kz (=" (v fn

=0
+o

- plp+l) ... (p+k=-1) kf

=1 kT Vihe
k=0

za f(xn +ph) &esto se koristi oznaka fn+p“

Koristeéi se razlikama zaklju®no sa redom n, na osnovu

poslednje jednakosti dobijamo drugu Newtonovu interpolacionu
formulu

- p(p+l) _2 p(p+l) ... (p+n-1) n
Pn(x) fn+pvfn+ 5T % fn+...+ 1 v fn'
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t3. N
an v fn
Pn(x)= fn-+—E—(x=xn) +2lh2(x—xn)(x—xn_l) + e
ann
+n'hn(x-xn)(x=xn_1).u,(x-xl),
pri &emu se ostatak mo¥e igraziti u obliku
. n+l
. —h - (n+1)
Rn(f:X) —-(m‘)——!‘ p{p+l)...(p+n)£f (g) (ge[xo,xn] ).

Primer 2.5.1. Nadjimo prvi i drugi Newtonov interpolacioni poli=-
nom za skup podataka {(xk,fk)} = {(=1,-3),(0,-5),(2,1),(2,21)}.

Na osnovu tablice, formirane pomocu operatora A,

6 -5

1 1 ¢ 14 ©
20

2 21

nalazimo prvi Newtonov interpolacioni polinom

Py (x) = =3+ (~2) (x+1) +§(x+1) (x~0) +~3§!—(x+1) (x-0) (x=1)

=x3+4x2+x—5.

Primetimo da su zaokruZeni elementi u tablici koriZdeni za kon-
strukciju ovog polinoma,

S obzirom da je

0E o f f = 2. _2~2. _ 2 3, _ 3

V= e Ty VESSE TR = AT o, VR =2TE g
zakljudujemo da nije potrebno formirati tablicu pomodu operatora
Y, jer je identiéna.sa prethodno dobijenom tablicom, u kojoj tre-

3%
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ba samo izvrZiti pomeranje indeksa. Drugi Newtonov interpola-

cioni polinom ima oblik

P, (%) = 21+20 (x-2) +l2i‘-(x—2) (x—1)+?6!— (x-2) (x-1) (x-0) .

Na kraju proudimo kako se sludajna gredka u vrednosti
funkcije u nekom od interpolacionih &vorova manifestuje u tab-
lici konaénih razlika. Neka je, na primer, umesto vrednosti fk
uzeta vrednost fk + e. Tablica dobijena primenom operatora A

data je na sl. 2.5.3,

k+3 k+3 A

k+3
k+4 k+4

Sl. 2.5.3

Na osnovu ove tablice, moZemo zakljuditi da greska ko=
ja se pojavila u vrednosti fk ¢ini pogre$nim razlike
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3 3 3 3 .
ME_ge DR, 87, A0TF, itd.

Stavide, gre¥ka u razlici A™f g 4=0,1,...,m) Je (T)(-l)le.

k-m+
Znajuéi ovaj zakon rasprostiranija grefke u tablici konadnih raz-
lika, moguéno je, u nekim sludajevima, naél izvor grefke i ot~
kloniti ga (videti [15]).

Sa numeridkog stanoviita Newtonovi interpolacioni polinomi
nisu narotito pogodni, pa se u praksi koriste uglavnom interpola-

cioni polinomi sa centralnim razlikama.

8.2.6. Interpolacione formmle sa centralnim raslikama

U ovom odeljku razmotridemo jednu opitu klasu interpo-
lacionih formula, koja kao partikularne sludajeve sadrZi Newto-

nove interpolacione formule.
Neka je funkcija f tabelirana na skupu tacaka

Gm = {x0=mh,,.,,xo-2h, xo—h, xo,xo+h,xo+2h,.,,,xo+mh},

gde je m fiksiran prirodan broj i h =const>0. Sa f, oznadimo

k
vrednost funkcije u tadki X = xo-+kh (k=0, +1,..., m).

Tablicu koja sadrii sve moguéhe razlike (diference) funk-
cije f na skupu Gm nazivademo centralnom tablicom razlika (dife-

renci). Tako na skupu G3 imamo Sledede centralne tablice:

1° centralnu tablicu prednjih razlika (sl., 2,6.1),

2° Centralnu tablicu centralnih razlika (sl, 2.6.2).
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b4 £
=3 T=3
BE_4 )
b4 £ A<E
-2 =2 =3 3
8f_, i A3E_y .
X £ A<f AP E
-1 -1 -2 3 -3 5
by i 53¢ _, i ASE o i
X £ A<Ef AN E ARE
0 0 -1 3 -2 5 -3
Af, , ASE . AYF o
X £ AcE AF
1 1 0 3 -1
Afl , A f0‘
Xq f2 v A fl
“2
¥3 I
Sl. 2.6.1
X_3 f.3
53
=5/2 2
Xy £, 82f_, :
§f 8§°F i
=3/2 2 -3/2 y
X, £, 82£_, 3 4, ]
§f §9F §°f
-1/2 2 -1/2 y -1/2 6
%y fO § f0 3 8 fo . § f0
§E §3F §°f
1/2 2 1/2 L 1/2
*y fl 8 f1 . § f1
. . 84/, s 83¢, 5
2 2 2
. . €5/
3 3
Sl. 2.6.2
Imajuéi u vidu jednakosti
Ye _JLnl,. _ F r, _ . r/2. _.r -
A fk_V E fk-—V fk+r s A fk-—é E fk—6 fk+r/2 (r=1,2,...),

vidimo da se iz tablice prednjih razlika lako dolazi do tabli-
ce zadnjih razlika, ili tablice centralnih razlika, prostim po-
meranjem indeksa.

Ako uvedemo smenu x=x0+ph i stavimo fp =£f(x), prva New=

tonova interpolaciona formula (2.5.1) se mo¥e predstaviti kao
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- p Py .2 Py 3
(2.6.1) fp E o+ (PAE + (G)ATE + (AE + ..o,

a pomodu operatora centralne razlike u obliku

£ =f + (Psr

Py .2 Py <3
p = fot (P8Ey ()87, +(F)67E

3/2 LN

Posmatrajmo op3ti &lan (g)Aqfo u formuli (2.6.1)., Medju-
sobnim mnoZenjem jednakosti

(g) = ‘Sﬁ’ “ ) 1 a9, -9 = v Ithe
dobijamo

p, ,9 _pq=p+lq+l_pq+l

(@87 Fepy = (P78 = (LT T = (T,

tj.

Py g Py gt _ Py,a p+l, g+l
(2.6.2) (q)A fk+l+( L (q)A fk+(q+l)A £

1) K

Poslednjoj jednakosti moZe se pridruZiti dijagram

-

q

/(p
S

koji se naziva romboidni dijagram. Smisao ovog pridru¥ivanja

+1)
S

je da se kretanjem od krajnjeg levog do krajnjeg desnog teme-
na romba po bilo kojoj grani (gornjoj ili donjoj), uz usputno
"teZinsko" sabiranje veli¢ina na koje nailazimo, dobija isti
rezultat. €lan koji uzimamo u zbir formiramo na sledeéi nadin:

Ako kredudéi se po grani romboidnog dijagrama naidjemo na dife-
rencu dolagzeéi po uzlaznoj (silaznoj) putanji, tada tu diferen-
cu mno¥imo binomnim koeficijentom koji se nalazi ispod (iznad)

te putanje. Tako putanji
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p+1l
2 e (g+1’
/////// (p) \\\\\\\\ o+l
q A fk

Py .4 p+l, g+l
odgovara zbir (q)A fk-+(q+1)A fk'
0d opisanih rombova moguéno je sastaviti romboidnu mre-

Zu (sl. 2.6.3). )

Osim uzlaznih i silaznih putanja mogu se formirati i ho-

rizontalne putanje, na primer,

1, Afor (123)4’ A3f_ly-.,.

Ako se kredemo po takvoj putanii élah koji se uzima u zbir jed-
nak je proizvodu ocdgovarajudeg &lana na koji se naidje na puta-
nji i aritmetidke sredine &lanova iznad i ispod njega. Tako za
prethodno navedenu putanju imamo zbir '
1 Lrp p-1 lmp, .2 2
S(E,+E) +5[(G) + P ] af +5C) (87E_j+aE ) +e ..,
Svakoj putanji u rompoidnoj mreZi odgovara jedna inter-
polaciona formula. Prvoj Newtonovoj formuli odgovara putanja

2 3
(2.6.3) S AEL, ATE, ATE sl
Sa numeridkog stanoviSta, za interpolaciju funkcije u
tadki x, pogodne su interpolacione formule koje koriste infor-
maciju o vrednostima funkcije u interpolacionim &vorovima koji
se nalaze, kako ispred, tako i iza vrednosti x, &to nije bio

sluéaj sa Newtonovim formulama,

U daljem tekstu dajemo pregled vaZnijih interpolacionih
formula:

1° prva Newtonova interpolaciona formula odgovara pu-

tanji (2.6.3) i data je pomodu (2.6.1).

2° Druga Newtonova interpolaciona formula odgovara putanji
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41

~ f_3/ (Pr3) \Azf_4 (PT4 \A4f_5 (P¥5)
-
\ e \ - o _
! bE_3 (P¥3, a3 (P+4) A3f
2 -4 4 =5
~
~ f_z/(PIZ)\AZf_3/(p§3) \A4f_4/(9“;4>
~ ‘\\\\\\\ ///// \\\\\\\ ///// \\\\\\ P
1 Af, (P32 2’5, (P13 85,
~
g /< p+l)\A2f /(P‘"z) \A4f /(P+3)
-1 1 -2 3 =3 5
~ \\\\\\ ///// \\\\\\ -~ NG _
1 Af_y (P 23, (P*2) I
~
S / (P) \Azf_l/(p;l) \A4f_2/(p;2)
e \\\\\\\ ///// \\\\\\ ///// \\\\\ P
1 Af (%) IS (Pih 2’5,
/ / ~. / h
) (P \Azfo By I (il
- \\\\\\ ///// \\\\\\ e - -
1 AEy (P;l) A3fo &9 ASf_“l
////// K
S~ /<P‘2) \Azf (P‘“l)\ﬁf ~ (P)
2 1 1 3 [e} 5
~ \\\\\\\ ////// ) \\\\\\ - ~ _
1 A%, (92?) A3'fl ( le) Asfl
' ~
g /(P‘3) \Azf' / (p—z)\A4f /(P‘l)
3 k bty 3 1 5

i data je ppmoéu

P

\

Sl. 2.6.3

£0 0E_y, 025 o, 038 L.,

p+l

= p 2 p+2,,3
£, = £ (PAE_+ (5,74 £.,+( s A

3
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Primetimo da je ovde drugi Newtonov polinom konstruisan u tad-

ki X e @ ne u x. kao u odeljku 6.2.5.

3° prva Gaussova interpolaciona formula odgovara putanji

3 4

2
£ Afo, A f=l’ A f_l A f—z"'°

ol

i data je pomodu

- p p, 2 p+l, 3 +1, 4
o = fo T (D AE + () a%E )+ (P3ha7e_ + (B £_phees

4° Druga Gaussova interpolaciona formula odgovara puta-

nji

2
fo, Af_l, A fml’ A3fm2, Adf_z,an,

i mo¥e se predstaviti u obliku

= P p+l, 2 p+l, 3 p+2, 4
fp—fo+(1)Af“l+( g VATE_J H CTIATE )8 E , el

5° Stirlingova interpolaciona formula odgovara putanii

2 +
g0 Oy, 225, BFh, ate .

i shodno ranije datim pravilima mo¥e se predstaviti u obliku

1 py (1. prl Pyy,2
£ 0= £ 4508 ) +af ) () +5 (N + e

P

3 p+l p+2 P+l 4
SN O I T GO TN GO PR PN

1.3
+5(A £_ 2 .,

2

Primetimo da se Stirlingova formula dobija kao aritmetidka sre-
dina prve i druge Gaussove interpolacione formule.

6° Besselova interpolaciona formula odgovara horizontal-

noj putanji
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3 +1
L, o8t By, a7y, (7

) JPRNN

i ima oblik

=1 1.p p-1 1.2
£ o=5(E +E) +505) + BT Nag +500%¢

2 P
p + A fo) (2)

1
1, p+l P 3 1.4 4 p+l
+ 2(( 3 ) +(3))A f_1+2(A £, +A f_l)( 4 ) R I

.

Na sl. 2.6.4 navedene su putanje ovih interpolacionih
formula.

Druga Newtonova formula

Prva Newtonova formula

Druga Gaussova formula

Prva Gaussova formula

Besselova formula

Stirlingova formula

S1l. 2.6.4

Za interpolaciju funkcija najéesce se koristli Stirling-
ova i1 Besselova formula. Stirlingova formula se koristi kada je

lpl 20.25, a Besselova kada je 0.25 < |p| £0.75.

6.2.7. Konvergencija interpolacionth procesa

U ovom odeljku ¢emo izneti neke rezultate koji se odnose

na konvergenciju interpolacionog polinoma Pn ka funkeciji £ na



Ly 6. INTERPOLACIJA | APROKSIMACIJA

segmentu [a,b], kada n>te.

Definicija 2.7.1. Ka%emo da je na segmentu [},b] zadat interpo-

lacioni proces ako je data beskona&na trougaona matrica &vorova

<0
X(()1) x{l)

(2.7.1) X

XéZ) X{Z) x2(2)

(n) (n) (n)
X Xl X2

takva da se u svakoj njenoj vrsti nalaze razlidite tacke segmen—
ta [a,b], tj. da je

as<x

én) <x(n)

(n)
1 ces TX < b.

Uzimajuéi jednu vrstu iz matrice X, za svako f €cC[a,b]
moguce je formirati, na primer, Lagrangeov interpolacioni poli-
nom stepena ne vieg od n,

(n)

n
(2.7.2) P (x) =P (fix) = kzof(xk )Ln,k(x),
gde su
w, (%) n
L (x) = n o (x) = 1 (x=xMy,
n,k (x—xlin))wr’l(x}in)) " n x=0 K

Definicija 2.7.2. Interpolacioni proces, dat pomodu (2.7.1), kon-

vergira ka funkciji f u tadki x € [a,b], ako je lim P_(fix) =f(x).
. Nn->+ow
Konvergencija je ravnomerna ako Pn(f;x) konvergira ravnomerno ka

£(x) na [a,b].

G.Faber je dokazao slededi rezultat:
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Teorema 2.7.1. Za svaki interpolacioni proces na [a,b] postoji
neprekidna funkcija £ za koju Pn(x) ne konvergira ravnomerno ka
£(x).

Rezultat se mo¥e formulisati i u smislu da ne postoji
trougaona matrica &vorova X takva da odgovarajucéi interpolaci-
oni proces konvergira ravnomerno za svaku neprekidnu funkciju.
Medjutim, moZe se pokazati da se za svaku neprekidnu funkciiju
na [a,b] mo¥e nadi trougaona matrica &vorova X takva da odgo-
varajuéi interpolacioni proces ravnomerno konvergira. Ovo je

rezultat Marcinkiewicza.

Na jedan karakteristican primer, koji je u vezi sa teo-
remom 2.7.1, ukazao je Runge. Naime, ako je na [a,b] = [-5,5]
dat interpolacioni proces sa ekvidistantnim &vorovima

x,in)'=—5+-l;19k (k=0,1,...,n),
moZe se pokazatl da za f(x) = 12 imamo
1+x
max |f(x)-Pn(x)|+ + o (N> o
=5<x<5
Pro™

Ssl. 2.7.1

Na sl., 2.7.1 prikazan je interpolacioni polinom za n =10.

Postavlja se pitanje za kakvu de klasu funkcija svaki
interpolacioni proces biti konvergentan. Odgovor na ovo pitanje

daje slededa teorema,
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Teorema 2.7.2. Ako je £ cela funkcija, tj. ako je regularna u
celoj kompleksnoj ravai C i £(t) €R za t € [a,b], tada svaki

interpolacioni proces ravnomerno konvergira,tj.

(2.7.3) max |f(x) =Pn(x)| +0 (n+4e) .,
a<x<b

Dokaz. PokaZimo najpré da za svako q >0 egzistira neko
¢ >0, tako da je za svako n€ N .
(2.7.4) max |f{(x) -an(x)| < an+1'
azx<b

Jasno je da fe konvergencija (2.7.3) biti prisutna, na osnovu
(2.7.4), ako izaberemo g <1.

Da bismo dokazali (2.7.4) iskoristidemo tvrdjenje teo-
reme 2.2.4, pri emu je sada G=C, jer je funkcija f cela. U
tom sludaju za proizvoljno izabrano g > 0, mo¥femo izabrati kontu-
ru ' tako da je

b-a
q

=r,
gde je r rastojanje intervala [a,b] od krive T, tj.

r=d ([a,b],r) = min lt-z].
. €la,b]
ZET

Tada, na osnovu (2.2.6), imamo

LM

(2.7.5) | £(x) Pn(x)| < —2——?]?2' |wn(X)[,
T
gde je L du¥ina krive I i M = max|f(z)|. Kako je Imn(x)] < (b—a)m'l
ZET

za svako x € [a,b], na osnovu (2.7.5), zakljudujemo da je

+1 LM n+l

LM b-a,”
]f(x) Pn(X)] L5 r(T) <3r 9 ;
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§to znadi da (2.7.4) va¥i ako za ¢ uzmemo c==£%%. ovim je do-

kaz teoreme zavr$en.

U vezi sa konvergencijom interpolacionih procesa su
Lebesgueova funkcija i Lebesgueova konstanta. Pomodu svake vr=-
ste matrice (2.7.1) mo¥e da se defini¥e operator P _:C[a,b] »cC[a,b],
pomoéu P f =P (£;x). Dakle, svakoj neprekidnoj funkciji na [a,b] ,
ovaj operator pridruZuje interpolacioni polinom Pn(x)=Pn(f;x),
koji je, takodje, element prostora cla,b].

Operator Pn je linearan, jer je aditivan Pn(f+g) =
= Pnf-+Png i homogen Pn(cf) =anf, Ako je f polinom ne viSeg
stepena od n, tada je Pnf:=f.

U prostoru C[a,b] moZ¥emo definisati i jednu funkcionelu
pomodéu interpolacionog polinoma, uzimanjem jedne fiksne talke
x € [a,b]. Tu funkcionelu Cemo ozna¥avati sa P _(-,x).

Definicija 2.7.3. Funkeiju ) : [a,b]-+R+, definisanu tako da je

njena vrednost u tacdki x jednaka normi funkcionele Pn(-,x), ti.

A, (%) = ||Pn(~,x)|| (x € [a,b]),

nazivamo Lebesqueovom funkcijom.

Definicija 2.7.4. Normu operatora Pn:C[a,b]-+C[a,b], definisanog
pomodéu Pnf = Pn(f;x), nazivamo konstantom Lebesguea i oznadavamo
sa Ann

Na osnovu prethodnih definicija neposredno zakljudujemo
da za svako £ €C[a,b] va¥e nejednakosti

o (20 | < G0 flell (e [a,b]),
(2.7.6)
e el < alel, :
gde je ||f]|= max |£(x)].

asxXy

Kori¥denjem interpolacionih &vorova xén) (k=0,1,...,n)
lako se mogu nadi eksplicitni izrazi za An(x) i Ane
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n l§ wn(X)
(2.7»7) )\n(x) = 2 |Ln k(x)|= (n) B (n) r
k=0 k=0 (x-=xk )mn(xk )
(2.7.8) A, = max . (x).
n a;x;b n

Zaista, ako podjemo od Lagrangeove interpolacione for-
mule (2.7.2) dobijamo '

o
[P £330 | <18 T 15,5000 |

n
(2.7.9) ||Pn(«;x)|| ;k.—};oILnrk(X)l'

gde je x fiksirana tafka iz [a,b]. Defini¥imo sada neprekidnu
funkciju te F(t), takvu da je E(xlin)) =sgnL_ . (x) (k=0,1,...,n),
14
da je linearna na [_x]ifi, x]in)] (k=1,...,n) 1 da je konstantna
(n) (n) T T
na [a, o '] i [x7%b]. Tada je ||£}|=1 &

n n
(2.7.20) P _(E;x) =k£o(sgnLn,k(x) YLy, g (%) =k£0 o,k () [

pa iz (2.7.6) za f=I’, sleduje
n
Ag(x) =B (opx) || 2 kzoan'k(X) I

Sto zajedno sa (2.7.9) daje (2.7.7).

Primetimo da je funkcija )\n(x) neprekidna. Sa x oznadi-
mo onu tatku iz [a,b] za koju je max A (x) = A (%) 1w (2.7.10)

stavimo takvo X. Tada imamo azx<b

i

Wi

(2.7.11)  » =[l2 [l2llB El2 B, (Ei¥%) = Ay ) = nm:b Ay (%)
axd

pri demu smo koristili i drugu nejednakost u/(2.,7.6) za £=F
EN = 1.
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§ druge strane, na osnovu prve nejednakosti u (2.7.6),
imamo

[P E]| = max |P_(£f,x)]| < max A_(x). ||£]
%n agx<b O ' Tagx<h O (£l

odakle zakljudujemo da za normu operatora Pn vaZi ocena

(2.7.12) )\n = “Pn”; max )\n(X)u
agx<b

Iz nejednakosti (2.7.11) i (2.7.12) sleduje (2.7.8).

Primer 2.7.1. Lebesgueova funkcija kod CebiSevljeve interpola-
cije na [~-1,1] je

= th Tn+l(x)
A (%) = kZO (x-x BV ypr ()}
a xRy n+l "k
gde je T debifevljev polinom, a x(n) njegove nule odredjene
n+l k
sa (2.2.9). Ako stavimo x = cose iok==é%§;%%% (k=0,1,...,n) ima-
mo
. (x) =lcos(ntl)ol rZ’ Sinéy ’
n n+l k=0 cose-—cosok
tj.
=0
: _lcos(n+l)el B oo _ 0=0y
(2.7.13) An(x)-——ijH;iy—— kzo ctg — ctg ——|.

Mo¥e se pokazati (videti, na primer, [33 , str. 94-96]) da se
maksimum u (2.7.13) posti%e za © = 0, tj.x=1, tako da imamo

0
ctgj§u
0

I e~

N

Jedna ocena za Lebesgueovu konstantu An mo¥e da se da u obliku

2
xn <= rogn + 4.

4 Numericka analiza, I1 deo
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' %a dokaz ove nejednakosti u kojoj se konstanta 4 moZfe pobolj-

Sati, treba razmotriti jednakost

gde je h(0) =ctg(06/2) -2/6. Kako je h(0) <0 na (0,w) imamo

2
< ?Qogn-+4.

Primedba 2.7.1l. Nejednakost (2.2.10) se mo¥e iskazati u obliku

|B (£,%) =P _(£,%) | 2 (x)e.

Kao 8to smo prethodno napomenuli Lebusgueova funkcija
i konstanta su u uskoj vezi sa konvergencijom interpolacionih
procesa. Da bismo sagledali ovu vezu, paralelno posmatrajmo niz

polinoma najbolje aproksimacije {P;} i odgovarajudu velili-

nGNo
nu najbolje aproksimaciie
E_(£) = min ||£-p] = ||£-p% ||,
n pe€ 5% y n
bl, ti. ||£]|= max fe(xy] 1 P skup svih
a<x<b n

algebarskih polinoma ne viSeg stepend.od n. S obzirom da P* € . F
polinom najbolje aproksimacije Pg je nepokretna tadka za pret—
hodno uvedeni operator Pn:c[a,b]—+c[a,b], jer je P (PXix) =Pk (x).

Teorema 2.7.3. Neka f €C[a,b]. Ako je u nekoj tadki x=x (€[a,b])

ispunjen uslov

(2.7.14) En(f)An(;E) >0 (nste),

tada je u toj tadki interpolacioni proces za funkciju £ konver-
gentan. Ako sem toga

(2.7.15) En(f))\n +0 (n>+e),
interpolacioni proces ravnomerno konvergira.

Dokaz. Primetimo, najpre, da En(f) +0, kada n++w, Kako je
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|£(x)-P (£ix)] = |£(x) =PX(X) +PX(X) P (£;X)]

a

|£G0) = Px(X) |+]P (£:%) =Pk () |

i

[£(x) =Pk (x) [+, (£;%) - P (PF,x) |

L]

| £(x) —P;;(?c) ]+|Pn(f—P;;§) |

fia

lle-ex[+1_ Gl £=p%) ||

(L) (R))E_(£)

na osnovu (2.7.14) zakljuSujemo da Pn(f;i) + £(x), kada nstw.
Kako je
[£(x) =P (£ix) | < (142 DE_(£),

iz uslova (2.7.15) sleduje ravnomerna konvergencija interpola~-
cionog procesa.

6.2.8. Hermiteova interpolacija

U ovom odeljku obradidemo jedan opitiji interpolacioni
problem, Naime, neka su za funkeiju f:{a,b]-+R u interpolacio-
nim &vorovima Xy (1=0,1,...,m) poznate sledefe vrednosti:

£x), £ ) 0,2 ey w=0,1,.0.,m.

Neka je broj podataka o funkciji £ jednak n+l, tj.
n+1==ko-+kl-+...-kkm. Broj ki se naziva viSestrukost interpola-
cionog &vora Xy

Posmatrademo sada samo interpolaciju algebarskim polino-
mima, koja je poznata kao Hermiteova interpolacija. S obzirom
na broj datih podataka o funkciji f, Hermiteov interpolacioni po-
linom, u op¥tem sludajuy, bide

4%
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n

H (x)= a_ +a,x+,..+a x .,
n o} n

1
Koeficijente ai(i==0,l,...,n) odredjujemo reSavanijem

sistema linearnih jednadina

(2.8.1) Hr(lj)(xi)=f‘3)(xi) | (1=0,1,,..,mj §=0,1,...,k;~1).

Teorema 2.8.1. Sistem jednadina (2.8.1) ima jedinstveno refenje.

Dokaz. Za dokaz ovog tvrdjenja dovoljno je pokazati da

homogeni sistem jednalina

i ) =0 oo, ms 420,10, k-]
ima samo trivijalno reSenje ay =0 (i=0,1,..,,n), tJ. Hn(x) =0,

U posmatranom sludaju, iz sistema sleduje da je Xy nula
polinoma H viSestrukosti najmanije ki' §to znadi da zbir viSe-
strukosti svih nula polinoma Hn nije maniji od n+l (=ko+k1+,..+kmL
Kako je, medjutim, Hn polinom stepena n, zakljulujemo da on mo-

ra biti identidki jednak nuli, &ime je dokaz zavrden,

S obzirom da reSavanje sistema linearnih jednadina (2.8,11)
moZe biti vrlo komplikovano, to se za kbnstrukciju Hermiteovog
ihterpolacionog polinoma najdedde koristi jedan metod zasnovan
na primeni Lagrangeove interpolacije, koji ukljuluje uslove
(2.8.1). Naime, polinom Hn tra%imo u obliku

S

(2.8.2) Hn(x) =Pm(x) +(x—xo)(x—xl)a..(x—xm)Hk(x),

gde je Pm Lagrangeov interpolacioni polinom dobijen samo na osno-
vu datih podataka o vrednosti funkcije f u interpolacionim &vo-
rovima, tj. na osnovu parova (xi, f(xi)) (i=0,1,...,m), a Hy za
sada népoznati polinom &iji je stepen takav da je k+m+l=n, Pri-
metimo da ovakva reprezentacija polinoma Hn zahteva odredjivanie
polinoma Hk. S obzirom da smo iskoristili informacije o vredno-
sti funkcije (za odredjivanije Pm), na raspolaganiju su nam vredno-
sti izvoda funkcije. Imajuéi u vidu interpolacioni zahtev (2.8.1),
to diferenciranjem (2.8.2) dobijamo potrebne uslove za odredjiva-
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nje polinoma Hk koji su opet tipa (2.8.l1), samo sada za polinom
Hk’ Ovo znaé¢i da se metod konstrukcije Hermiteovog polinoma mo-

e da zasnuje rekurzivno.

Na osnovu prethodne teoreme polinom koji se na ovaj na-
¢in dobija predstavlja Hermiteov interpolacioni polinom.

Ilustrovademo ovaj metod na jednom primeru.

Primer 2.8.1. Nadjimo Hermiteov interpolacioni polinom za funk-

ciju £ &ije su vrednosti date u tabeli

X 0 1 2
£(x) -1 1 9
£ (x) -1 3
£" (%) 10

Kako je dato 3est podataka, interpolacioni polinom, u op-
Stem sludaju, bide petog stepena. PotraZimo ga u obliku

(2.8.3) HS(X) = P, (x) +x(x=1) (x~2)H, (x),

gde je P2 Lagrangeov interpolacioni polinom formiran na osnovu
vrednosti funkecije f u tadkama x=0, x=1, x=2, tj.

(x=0) (x~1)
(2=0) (2-1)

(x=1) (x-2)
(0—1)(0—2)

(x-0) (x=2)

(i-oy(i=2) * 3

Pz(x) = (=1} +1

=3x% -x-1,

a H2 za sada nepoznat polinom ne vi¥eg stepena od dva. Diferen-

ciranjem (2.8.3) dobijamo

HI(x) = 6x=1+ (3x7=6x +2)H, (x)+x (x=1) (x=2)H} (%),

odakle, s obzirom na Hé(O) =f7(0) =~1 i Hé(l) =f'(1) =3,
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sleduje H2(0) =0 i H2(1) =2,

Kako je, dalje,
HY (%) = 6 + 6 (x=1)H,, (x) + (6x7=12x+4)HS () + x (x-1) (x-2)H (x)
i Hg(0) =£"(0) =10 dobijamo Hé(O) =1,

Primenimo sada isti postupak na odredjivanje polinoma

H2 na osnovu podataka
- - (o) =
HZ(O) =0, Hz(l) =2, HZ(O) =1.
Dakle, imamo
Hz(x) ==Pl(x) +x(x-1)a (a=Ho(x)),
gde je
= 3-{:—1- XL(.), =
Pl(x) =0 0_1+2 10 2%.

Ako stavimo x =0, iz jednakosti Hi(x) =2+(2x-1)a nala-
zimo da je a=1. Tada je H,(x) =x®+x . Préma tome

4

Hs(x) =x5-='2x —x3+5x2~x—l.

Slededa teorema daje ocenu grefke kod Hermiteuve inter-

polacije.

Teorema 2.8.2. Neka £€c™ ™ [a,b] i x, € [a,b] (1=0,1,...,m). Ta-
da postoji & €({a,b) takvo da je

f(n+1)(g)

o (x),

(2.8.4) Rn(f;x)=f(x)-ﬂn(x)= n

(n+1)}

gde je
k k k
= (s O/, 1 - m
ﬂn(x) = (% xo) (x xl) oee (X xm) .

Dokaz. Slino kao u dokazu teoreme 2,2.2, uvedimo pomoé-

nu funkeiju F sa
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F(x) = £(x) -=Hn(x) —KnQn(x).

Neka je x proizvolina tadka iz [a,b] i takva da se ne
poklapa ni sa jednim od interpolacionih &vorova xy (i=0,1,...,m).

Pomoéna funkcija F ima nule u tadkama XqeXyoe

1"""km respektivno. Konstan-

e Xy 8iji
je red viSestrukosti najmanije ko,k
tu K odredifemo iz uslova da funkcija F ima nulu i u tadki X.

Ovakva konstanta egzistira, s obzirom da je Qn(E) # 0, 1 iznosi

£(X) —Hn&)

(2.8»5) Kn=“‘—m————

Na osnovu Rolleove teoreme, izvod F’ ima bar m+l nula
koje se nalaze izmedju nula funkecije F. S druge strane, funkcija
F’ ima nule i u tadkama Ror XpeeeerXoy ¢iji je red viSestrukosti
najmanje ko-l, kl—l,..., km=l respektivno. Dakle, broj nula funk-
cije F' na [a,b] je najmanje n+l ( =(k =Li(k =1) 4. oot (k ~1)+m+l),
pri temu se vi¥estruka nula uzima onoliko puta koliki je nijen red
vigestrukosti.

kako je H{™M(x) =0 i o™V (x) = me1yr, 12 2 (=0
sleduje
) g(n+l) (£)

Ky (n+1) 1 °

8to zajedno sa (2.8.5) daje

‘ (n+1)
%) =H (%) +£ (£) =

£(x) =H_ (x) + DT % (%)

S obzirom da je X proizvoljna tadka iz [a,b], dokaz teo-
reme je zavrden.

zZa k =k;=...=k =2 (n+tl=2m+2), (2.8.4) se svodi na

(2n+2)
) m(x)2

R (F5%) = gmany 1

gde je w definisano pomodu (2.2.3). U ovem slufaju Hermiteov in-
terpolacioni polinom mo¥e se izraziti eksplicitno pomodu
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m
Ui(x)f(xi) +-2 Vi(x)f’(xi).

H (x) =
n 0 i=0

i3

i

gde su
Uy (x) = (1-2L7 (%) (x=x) )L, (x) 2,
V, () = (x-x,)L (x)2
i i'71 ’

w (%)

Li(x)=
(x-xi)w’(xi)

Polinom Hn se mo¥e predstaviti i u obliku

k k k
_ - o _ o, 1
(2.8.6) Ho (x) =P _(x)+(x %) 7 Py () (x-x ) T (x X)) TP, (x)
k k k
+oee +(x—xo) o(x~xl) L,ao(x—xm_l) w1 PL(x),
gde je
- - oy A
Pi(x)-—aio+ail(x Xi)+“'+ai,ki=l(x x,) .
Na osnovu (2.8.1) i (2.8.6) moZe se zakljuditi da je
(k_-1)
£ © (x,) ko-1
- L4 - .- o .
Po(x)-=f(xo)+f (xo)(x x0)+...+ (kogl)! (x xo)

Pretpostavimo sada da su poznati polinomi Po”""Pi—l°
Tada se koeficijenti polinoma Pi mogu naéi jedan za drugim suk-
cesivnim izradunavanjem izvoda polinoma Qi(x) u tadki X=X,
gde je
i=-1

Ho (%) =P (x) = } (x-x

k, kyoq
000 (X=X, P.
34 (x xJ_l) J(x)

o)

Q (x) = 3 3
(o] i-1
(x=x) oo (=%, 4)

Na osnovu (2.8.6) nije te¥ko zakljuditi da je

k, k

k
(X} o +(x—xi) 1 ...(x~xm_1) m lﬁéxy

0, (x) =P, (x) + (x=x,) 1%*1
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EEimer 2.8.2. Odredidemo Hermiteov interpolacioni polinom za
funkciju £ sa sledefim podacima

X Xo Xl
£ () £, 3
£7 (x) m, my
£ (x) M M,

Na osnovu prethodnog imamo
- - _ ki
(2.8.7) H(x)-—HS(x)-—Po(x)-F(x xo) Pl(x),
gde su

M
- - SO i 22
Po(x)-fo-bmo(x xo) + (x xo)

2
i
= w22
Pl(x)-a10+all(x“x1)-+a12(x xl) .
Nadalije,
H(x)mPo(x) : H’hﬂépg(x) H(x)aPo(x)
Ql(x) = ey, Qi(X) = T y
(x=%.) (x-xo) (x=x)
H" (x)=P" (%) H'(X)-Pé(X) H(x)=Po(x)
Qi (x) = S -6 : + 12 .
1 (x-x_)3 ‘ (x-x y & (x-%_)°
x=x%g o o
Tada, stavljajuéi x = Xy nalazimo koeficlijente polino-
ma P,

=0, (%) =% (£, -F -=mh~M°h2)
a10 =Q (% "3 Pt T )y

=Q! =1 3(£,~£ Y+ (m. +2m )h‘+Mo hz)
a11‘91‘x1)‘h”“4'“‘1 o) Hmy+2m)h + 5= h7),
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M, -M
W = 1 - - 1 70,2
Ql(xl) = hs (6(fl fo) 3(ml+mo)h +.—?_ h%),

812 %

8O s

gde smo stavili h=x. - x .
1 []
Dakle, u opdtem sludaju, polinom H, dat pomoéu (2.8.7),
je petog stepena. Medjutim, polinom H je ne vi3Seg stepena od
tredeg ako je a;;=aj, =0, tj. ako su ispunijeni uslovi

1 =3 (§ -
ml+2mo+5 Moh—h (fl fo)f
(2.8.8) . '
my +m_ - (M,-M )h = 2(£, -f )
1 o 6 170 h'"1 "o’ °
Tada je

M
- - _o - 2 - 3
H(x) fo+mo(x xo) + 5 (x xo) +a10(x xo) .

Napomenimo da jednakosti (2.8.8) igraju va¥nu ulogu
kod konstrukcije kubnih splajnova (videti odeljak 6.2.12).

8.2.9. Trigonometrijska interpolacija

Kao 3to je redeno u odeljku 6.1.2, trigonometrijsku aprok-
simaciju imamo ako za bazisne funkecije ¢k uzmemo trigonometrij-
ski bazis {1l,cos %, sinx, cos 2x,8in2x...}. Uzmimo da je broj
bazisnih funkecija n+l=2m+l, Tada je aproksimaciona funkcija
trigonometrijski polinom m-tog reda ‘

m
1
(2.9.1) ¢ (x) =’I‘m(x) =5 a, +kZl(akcos kx + by sinkx),

gde smo aproksimacione parametre ogznafili sa -2]= age Ay bk (k=1,
eooyM) . U ovom odeljku proudidemo problem trigonometrijske inter-
polacije sa sistemom interpolacionih &vorova datih na [0,21r)

(2.9.2) 0<% <X, < ,00-< X

X, 1 <27,

2m
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Neka su fj = f(xj) (j=0,1,...,2m) vrednosti funkcije koju ¥e-
limo interpolirati pomoéu (2.9.1).

Odabrani sistem funkcija je CebiSevljev, 5to se mo¥e
dokazati direktnim odredjivanjem determinante sistema jednadina
(2.1.1):

1 cos X sin x oo cosmx sinmx
1 cos X, sin %y Cos mx, sinmx,
A= N
1 €os X, sin %o cos mx, sinmx,
Korigéenjem formula
cos kx=%(eikx+e‘lkx), sin kx=§%(eikxme“ikx)e

gde je i=/-=1, elementi ove determinante mogu se igraziti u
eksponencijalnom obliku. Za odredjivanije vrednosti determinante
A primenimo sada slededi postupak:

1° Iz kolona izvuBemo zajednidke faktore % i IR

2° Elementima druge, &etvrte,...,(2m)=te kolone dodajmo
odgovarajufe elemente trefe, pete, ..., (2m+l)-ve kolone respektiv-
no; '

3° 1z druge, &detvrte,;..., (2m)-te kolone izvudemo zajedni-.
¢ki faktor 2;

4° 0d elemenata trede, pete,...,{(2m+l)-ve kolone oduzmi-
mo odgovarajude elemente druge, &Getvrte,.,.,(2m)~-te kolone res-
pektivno;

50 12 trede, pete,...,{(2m+l)-ve kolone izvulemo zajedni~-

&ki faktor (-1);

6° Iz svake vrste izvudemo odgovarajuéi faktor exp(uimxj)

(i=0,1,...,2m);

7°'Odqovarajuéom permutacijom kolona dobijamo Vandermonde-
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ovu determinantu, Broj potrebnih transpozicija je jednak m(m+l),
§to je uvek paran broj. Zaista, za uredjenje niza (0, 1, -1,
sospM,=Mm) 'u rastuéi niz je potrebno

ok (2m-2) + ... +2 = 2 B ooy
transpozicija.
Prema tome, imamo
2 2m
1 Zq Zo oo zo
A= L71) e—lm(x0+,"+x2m) .
m ,m .
274 .
) 2m
! Zim  Z2m Zom

gde smo stavili zj=ﬂexp(ixj) (3=0,1,...,2m). Na dalje,

_ED™2 (ot txon)
b= = e n (2 ~2z.).
2 2m>k>3>0 J
X.+x X, =X,
Kako je zszj=21 exp (i —J?-li) sin —k—z—l i
2m k=1
n Oy . = I M ooy
mpk>j20 K3 k=1 y=0 X3

na osnovu prethodnog imamo
L
sin —Ei—l)a

S obzirom da interpolacioni &vorovi zadovoljavaju (2.9.2),
zakljudujemo da je 4 # 0 Sto znadi da je posmatrani sistem funk-
clija Cebidevljev sistem i da odgovarajuéi interpolacioni problem
ima jedinstveno redenje.

Sli&no kao kod Lagrangeove interpolacije stavimo
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2m X=X
mk(x) ='E 51n—7rl.
j=0
i#k

Primetimo da je mk(xj) =0 (jJ#k) i 0 (%) #0.

Trigonometrijski interpolacioni polinom (2.9.1) moZe
se igraziti u obliku

2m wy (%)
(2.9.3) k

=3
2
=
il
I} ~1
h

. ?
0 k mk(xk)

X=X
2m 2m sin )
T, (%) = kzofk 'ZO ————:ngj .
- 1= sin -4
j#k 2
Primer 2.9.1. Na osnovu podataka
X 0 n/3 n/2 2n/3 3n/2
fk 7 3 2 4 2

konstruisademo trigonometrijski interpolacioni polinom Tz(x),
s obzirom da je m= (5=-1)/2 = 2,

Kako je m ' 7 27 3n
x K3  ¥3 X3 o oxg
sin> sin sin sin sin
_ 2 2 2 2 2
w k(X) =
X=X
sin zk

na osnovu (2.9.3), posle sredjivanja, dobijamo
Tz(x) = 5=cos x + 3 cos 2 x.

Inade, numerilke vrednosti koeficijenata o, = k su redom
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ao==32.33161507, o, ==48., =42,22333494,

1 %2

0,=-36.95041723, o, =3.031499056 .

Razmotrimo sada jedan veoma vaZan sludaj kada su &voro-
=2k (k=0,1,
.o.snN~1)., Sa unapred zadatim vrednostima fk’ u op#tem sludaju

vi dati ekvidistantno na [0,27), tj. kada je x

kompleksnim, postavimo problem interpolacije pomoéu trigonome-
trijskog polinoma

xi 2xi (n-1)xi

(2.9.4) ¢(x)=co+cle + c,e +..0.4C e ’

2 n-1

gde je i= /-1 i N (k=0,1,...,n-1) kompleksne konstante koje

treba odrediti iz interpolacionog uslova

(2.9.5) <1>(xk)=fk (k=0,1,...,n=1).
Ako za svako k € Z definifemo fk pomodéu

fk = fk+;zn’

gde je ¢ ceo broj takav da je Oc<k+gn<n-1 (periodi&no produZenje

funkcije f), tada zbog periodilnosti funkcije eiX zakljudujemo

da je
ol ) =£,, x =21 (k € 2)
k k! k n °
Ako stavimo
. ix
w=e'¥, W =e k. exp(gl:lli), P(w) = ¢(x),

(2.9.4) se svodi na

- 2
P(w) =c_+cw+o,w’ +...+c
a interpolacioni uslov (2.9.5) na

P(Wk) = fk (k=0,l,...,n~l).
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Primetimo da je wX}: = wr]; = exp(g}%ﬂi) (k, m€32). Takodje,

za svako m€ Z, v je koren binomne jednadine

Wel = (w-1) (W™ 2 L +wtl) = 0.

Kako je wm=l za svako m€L= {¢| & = np, pEZ} i Wm'r‘l za svako
m € Z2\L, zakljudujemo da je

1 k 0 (m € 2\L) ,
o ' m

n-
(2.9.6) N
k= n (meL).

U kompleksnom n-dimenzionalnom vektorskom prostoru ch
defini¥imo skalarni proizvod dva vektora f = [fofl.. "fn—l]T i
g= l9,97- - ‘gn=l] T pomoéu (videti odeljak 2.1.3)

8,3 =1 £3 =4
(f,g) = £,9, = g*f,

k=0 k*k
gde E* oznalava vektor koji se dobija tronsponovanjem vektora ?5
i konjugovanjem njegovih komponenata., Primetimo da su u odnosu
na ovaj skalarni proizvod vektori

> PP D T = -
Vo= [wo Wy e wn_”l] (p=0,1,..,n-1)

ortogonalni, tj. da je

(2.9.7) (¥ =0 (i?#q), (;p'?’\p) =n  (p=q).
Kako je
n~=1 n=1 n-1
CE S P -9 k k _ k
(V5 Vg) kZo W Wy k-—Z-o oy kzo LA

na osnovu (2.9.6) zaklju¥ujemo da, zaista, vaZi (2.9.7).

Teorema 2.9.1l. Pod interpolacionim uslovom (2.9.5) koeficijenti
polinoma (2.9.4) se mogu predstaviti u obliku
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=1 : n=1
1" - 1 2kjn
e.== § £w = = £ exp(- L NLED)
I on 2 k'k n kzo k n
n=1 k
Dokaz. Kako ije fk= ¢(xk) =j£0 cjw.
" o = J o9
fo ZCjwo
3 n-1
N IS =| %31 = Jc
® . j=0
3
| fa-1] | %51

pa je, s obzirom na ortogonalnost (2.9.7),

1 n=1
) =E(.2
J:

=A 1

n=1 .
"‘j _._1_ S
kzo fkwk -n(?,v

3

c.¥
53V3

Jedna interesantna osobina "odselka" interpolacionog

polinoma (2.9.4)

+ ... + CE

¢r(x) = co'i’c;l. r

moZe se iskazati na slededi nadin:

Teorema 2.9.2. U skupu trigonometrijskih polinoma oblika

_ Xi rxi
wr(X)—d0+dle +...td e
suma n-1 )
S(y.)= ) £ - (x)]
r k20 k r 'k
dostiZe minimum za wr(x) = Qr(x).

xi rxi
e

(0<x<n-1)

(rép’l)r

Definifimo sada veliline a, i bj (4 € 2) pomodu
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=2
(2.9.8) a, =2 7

n=-1 . n~1
cpy=3 1 gLy £y
J k=0 LU Rl
Takodje, vaZi
—-l s =l‘. i =_];
cj-z(aj ibj), cn—j z(aj +J.bj), Cy =5 agr
c.wj+c .wn—j=a.cos jx, + b, sinjx (3=1s00.,n~1),
ik -3k 3 ko3 k

Prema tome, ako za dati skup podataka (xk,fk) (k= 0, 1,
«os,n=1), sa Xy =%—1lk, odredimo koeficijente aj i bj (1 =0,1,...)
pomodu (2.9.8), dobijamo interpolacioni trigonometrijski polinom:

m

=1 ; . -
(2.9.9) ¢ {x) =5 a0+k£ (ajcos kx + by sin kx), ako je n=2mtl,

1
ili

1 m=-1 1
(2.9.10) ¢(x) =5 a°+k£1 (a) coskx + by sinkx) + 5 a cos mx,

ako je n = 2m,

Primedba 2.9.1. Ako imamo interpolaciju periodi&ne funkcije sa
periodom T (umesto 2rn), tada uzimamo xk=BT-k (k=0,1,...,n-1) i
ce2vxi,

X —1) wxi
WXl e(n 1) x1'

¢ (x) =c,  +cy ceate g

gde je w= ZT;

8.2.10. Algoritml sa isrefunavanje trigonometrijskih smma

U prethodnom odeliku pojavila se potreba za izradunava-
njem suma oblika (2.9.8), koje se pojavljuju kod odredjivanja

5 Numeri¢ka analiza, I1 deo
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vrednosti interpolacionih trigonometrijskih polinoma (2.9.9) i
(2.9.10). Takodje, sume ovog oblika

n-1 n=1
(2.10.1) C=C(x}) =7 f, cos kx, S=s5(x)=J fksirxkx

k=0 k=1
pojavljuju se u mnogim problemima nauke i tehnike (na primer,
Fourierova analiza i sl.). U ovom odeljku dademo algoritam

Goertzel-=Reinscha, kao i Cooley—Tukeyov algoritam, kada je n=2m.

a) Goertzel-Reinschov algoritam. Osnovna ideja ovog al-

goritma za izrafunavanje suma oblika (2.10.1) potide od Goert-
zela (fl6]).

Za x #mr {m€%), definidimo konadan niz {Uj} pomodéu

5 n-1
= = i =5 i = =
05 = soww L BSINGCIIX G =000 meh),
(2.10.2) J
Un = Yne1 © 0.

Pokazimo, najpre, da vaZi rekurentna relaciija

(2.10.3) Uj =fj + 2c08 X Uj+1_ Uj+2 (§ =n=1;0e0pl Q).

Polazedi od desne strane u (2.10.3) i koriSéenjem (2.10.2)
nalazimo redom

U

D = fj +2costj+l° 42
n=1 n-1
= £+ o= { ] fsin(k-ix- ] fsinlk-i-Dx
SINX (g=g41 * k=942
1 n=1
= £, 4+ o £, {2cosx sin(k=j)x =~ sin(k=3-1)x}
3 sinx k=§+l k J
1 n"z‘l 1 nil )
= f, + — foein(k=4+1)x = ——— £fosin(k=3+1)x,
3 sinx k=3 +1 k sinx k=9 k
tj. D=U,.
J j

Na osnovu (2.10:.2) za j=0 i j=1 nalazimo

n-1

1 . . COSX
= e = 4+ =2t g
UO Trvw ZO fk51n(k+l)x C(x) LY (x)
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1 ogt 1
Ul = sinx kZ kalnkX = sinx S(x) .
=1
odakle su
C(x) =U0 - COsX Ul i S(x) = sinx Ul“

Koriscéenjem Uy vrednost za C(x) se mo¥e predstaviti i
u obliku

C(x) = fo + cosx Ul - U

9°
Goerzelov algoritam se moZ¥e iskazati na slededi nadin:

1° Un+1:=0, Un:=0, pi=CcosSx, g:=2-p;

20 2a 1i=n-1,...,1 nalazimo

U=ty *+@eUsyy = U044p #

O = » - 1 i °

3 C.—fo +p U1 U2' S:= sinx Ul°
Ovaj algoritam zahteva n+2 mnoZenja, po n sabiranja i

oduzimanja i po jedno izradunavanje funkcija cosx i sinx. Je-

dina mana ovog algoritma Jje 3to je za male vrednosti x (

x|«1)
algoritam nestabilan. Stabilnu modifikaciju ovog algoritma dao
je Reinsch (videti B7, str, 64-65]), razlikujuéi pritom dva
sludajaz

Sludaj cosx > 0. Kako je

AUy = Uy ~ U =0y — (£H2cosx Uy =Ty o)
= Uyyp 7 Ugyy) +2(1mc0osx) U,y ~ £y
= Appy talpyy = i

gde Jje a =4sin2(x/2), vrethodno dati algoritam se moZe modifi-
kovati na slededéi nadin:

0 = 5 2 (¥ - a

1 as= 4sin”(x/2), Un+l.—0, AUn.—O,

o

2 Za k=n-1,...,1,0 nalazimo

U1 8= Uk ™ BUkqye
AUy z= AUy g Faclpyy = Fyi
3° c:= (a/2)U, = 2Uy, Sc= sinieU; .

5%
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Sludaj cosx < 0., Stavimo sada umesto diference AUk zbir

= o i i i E = + ° i
ZUk Uk+1 +Uk Primetimo da je operator E +1., Tada imamo
zUk = Uk+l +fk + 2cosx Uk+1’ Uk+2
= Q(Uk+2 +Uk+1) +2(1+cosx)Uk+l +fk
“EUpyy * R0k

2

gde je b =4cos”(x/2). Modifikovani algoritam, u ovom sluaju,

se moZe iskazati u obliku:

1° bi=decos?(x/2), U, =0, $U_:=0;
2° za k =n-1,...,1,0 nalazimo
U1 3= 2V = Uy
PO e= B ¥helyy = Bl
3O Ce= XUO =-(b/2)'Ul, Se= sinx"Ulo

Navedene modifikacije osnovnog algoritma poznate su kao
Goertzel-Reinschov algoritam.

b) Cooley~Tukevov algoritam. Kao Sto smo videli u pret-
hodnom odeliku (teorema 2.9.1), koeficijenti polinoma (2.9.4)
se mogu predstaviti u obliku

1 n-1
(2.10.4) c.= < ) (3=0,1,...,n=1),
k=0

vy

2];“i). S druge strane, na osnovu (2.9.4) i

gde je Wy =exp (
(2.9.5), imamo

(2.10.5) £ = ] oWy (k=0,1,...,n-1).

Par formula (2.10.4) - (2.10.5) definiSe diskretnu Fou-
rierovu transformaciju (DFT). Nizovi {fk} i {cj} su, u opstem
sludaju, kompleksni.

U sludaju kada je n =2" (m € N) Cooley-Tukeyov algoritam
veoma efikasno izradunava DFT i tada se ona popularno naziva

brza Fourierova Eransformacija* (BFT) (videti [10],[11]).

* Na engleskom: Fast Fourier transform (FFT).



6.2, INTERPOLACIJA FUNKCIJA 69

Za razliku od klasidnog na&ina izraCunavanja suma (2.10.4),
tj. (2.10,5), gde je potreban broj operacija reda O(nz), kod BFT
potreban broj operacija je reda O(n logzn).s obzirom da su sume
(2.10.4) i (2.10.5) iste po strukturi, to se isti algoritam pri-
menjuje za njihovo izradunavanje. Ne ulazeéi dublje u teoriju BFT,

izloZicdemo ukratko osnovnu ideju,
Pretpostavimo da je n=2" i posmatrajmo (2.10.5) u obliku
n-1

(2.10.6) £, = ) c.W
j=0

K
3 (k=0,1,...,n=1),
gde je W=exp(2ni/n). Predstavimo sada eksponente k i j u binar-~

nom sistemu. Tako imamo

k 2m-l 0

seekoly = ko

i
=

(k + 0. +ka2

m=1 0

2m=-l 0

j (jm_l---jo)z = jm-=l +..,.+j02
gde su k_,j (p=0,1,...,m=1) cifre binarnog brojnog sistema 0 ili 1.
Neka su,dalje, fk==f(km—l’"'°'k0) i cj==c(jmml,.,,,j0). Tada se

(2.10.6) moZe predstaviti u obliku

1 1 .
= = . . ik
£0= Bk (o0 kg) = zo,,.. Z=OC(Jm»1'°°"Jo)W
Jo In=1

Razvijanjem eksponenta od W, i imajudi u vidu exp(2ri)=1, posled-
nja jednakost postaje

m-1 ) 12

£ = i i ( § cld : )WkOJm—l2 k(anﬂz +"°+JO)
k L b0t . S LA
=1 j =0 3 =0
307/ Im=27" | -1 —

D ‘
Primetimo da je unutrasnja suma funkcija od jm~2""’j0'k0 i da se
mo¥%e predstaviti u obliku él(ko,jmgz;...,jo). Nastavljajuéi ova-
kav postupak, u p~tom koraku dobijamo funkciju

Qp(ko" "’kp—l’jnrp—l""'jo)

(k 29”1+.,.+k0)j‘ 2P

il
g

; . p-l iy
; =ocpﬂl(k0""’kp"2’3m"P"“'JO)W P
ep
Najzad, poslednji korak daje, fk=f(km~1""’k0)= %Mko,.”,kmﬁﬂ.



70 6, INTERPOLACIJA | APROKSIMACIJA : P

8.2.11. Splajn fimkéije i interpolacija pomoéa ‘apiqlnm

Fizi&ka naprava koju koriste crtadi za crtanije glatkih
krivih (posebno u brodogradnji, avionskoj industriji i sl.) na-
ziva se na engleskom jeziku splajn, a pife se spfLine. Ova napra=-
va je, ustvari, duZa elastifna drvena letvica (Zipka) koja se mo-
Ye saviti tako da prodje kroz nekoliko zahtevanih tadaka dvorova
(videti sl. 2.11.1). Ako se
pretpostavi da je splajn uni-
formno elastidan, tada se mofZe
reéi da je nijegova potencijal-
na energija, kada je savijen,
proporcionalna integralu po nije~-
govol duZini (krivolinijski in-
tegral po luku) od kvadrata krivi-
ne K, pakle, ako splajn leZi duZ

ravne krive y =5 (x), agx<b, nje~
gova potencijalna energija ije

81, 2.1l1.1 proporcionalna integralu
b " 2
(2.11.1) s R(o2as = s 2ol ax
L a (L+s(x)%)

i oblik koji on zauzima je takav da minimizira (2.11.1) pod na-
metnutim ogranidenjima.
_Na slidan nadin definiSe se i matematichi splafn, s tim
3to se odbacuije &lan S'(x)2 u (2.11.1), 8to je blisko prethod-
. . 2
nom sludaju, kada je S’ (x)“ «xl. Dakle, sada treba 'minimizirati

integral

b 2
(2.11.2) S 8" (x)" dx.

a
Splajn se, medjutim, moZfe jo& opstije definisati uvodjenijem gla-
tkosti viSeg reda, tj. koriZdenjem vifeg izvoda od drugog u
(2.11.2).,

Prvi rezultatl u vezi splajn-funkcija sredu se u radovi-

ma iji su autori Quade i Collatz ([31] (1938), courant [i2 ]
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(1943) i Schoenberg [34] (1946). U radu Schoenberga prvi put

se eksplicitno uvodi splajn-funkcija i naziva tim imenom. U
skoro svim jezicima ovaj termin je usvojen. Buran razvoj splajn-
funkcija i koriScenje njenih aproksimacionih svojstava zapoli-
nje Sezdesetih godina. Splajnovi nalaze ogromnu primenu u nume-
ridkoj matematici — kod interpolacije, numeridkog diferencirania,
numeridke integracije, reSavanja diferencijalnih jednadina itd.
Splajnovi su se, takodje, pokazali kao reSenja mnogih klasiénih
ekstremalnih problema u teoriiji aproksimacija. Mi demo se u

ovom 1 narednim odeljcima zadrZati na problemu interpolacije po-
modéu splajnova, posebno tzv. kubnih splajnova. Pokazademo i je-
dno ekstremalno svojstvo tzv. prirodnog kubnog splajna. Naime,

on u odredjenoj klasi funkcija minimizira integral (2.11.2).

Neka je na segmentu [a,b] data mreZa &vorova
(2.11.3) A s @a=X <X; <.00 <x, = b.
Sa ?m oznaéimo skup algebarskih polinoma ne viSeg stepena od m.

Definicija 2.11.1., Funkciia

Sm(x) =Sm'k(x,An)

se naziva polinomski splajn stepena m i defekta k'(lék;m) sa
dvorovima (2.11.3), ako zadovoljawva uslove

o .
1” s € J%l na svakom podsegmentu [xi_l,xij(3.= l,0co,n)y
o m-k
2”8 €C [a,b];

Tatke x; se zovu gvorovi splaijna.

Mi ¢emo u daljem radu razmatratli samo polinomske splaj-
nove defekta 1, pa ¢emo za Smfx) =Sm,1(X) re€l jednostavno da fje
to splajn stepena m. Posebno demo se zadrZati na jednoj vaZnoj
vrsti splajnova, tzv. interpolacionih kubnih splajnova, kod ko-
jih je"m==3u U tom cilju &vorovima mreZe L pridrufujemo realne

brojeve fo' fl,m.., fn.
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Definicija 2.11.2. Funkcija S3(x) =S3(x;f) se naziva interpola-=
cioni kubni splajn za funkciju f na mreZi An(ni?) ako su ispu-=
njeni sledeéi uslovi:

o , { = .
17 s (x;f) € ﬁg ako x € [x;_y,x;] (i=1,...,n);

2° S5 (x;f) ece[a,b];

30

Sylx, i) = £, =f(x,) L (i=0,1,...,m0).

Primetimo da se uslov 3° ne pojavljuje u definiciji
2.11.1. Splajn uveden poslednjom definicijom zvademo jednosta-
vno kubni splajn, izostavljajuéi reé interpolacioni. Napomeni=
mo jo$ jednom da kubni splajn interpolira funkciju f u &vorovi-
ma mreZe (uslov 30),da je neprekidan na [a,b] zajedno sa svo-
jim izvodima Sg(x) i Sg(x) (uslov 20) i da je na svakom od pod-
segmenata izmedju susednih d&vorova definisan polinomom ne viSeg
stepena od tredeg, Na osnovu ovoga zakljulujemo da je tredi iz~
vod kubnog splajna prekidan i da je deo po deo konstanta (vi-
deti sl. 2,11.2).

"w
S3(X)
] |
i
| S —
[ I e t _
_ r ! 1 e
a—-xo Xl iXZ Xl3 xn-;l Xn‘ X
|
b
sl. 2.11.2

Kao $to éemo videti u sledecdem odeljku, kubni splaijn
ima dva slobodna parametra, koji se obidno odredjuju na osnovu
izvesnih dopunskih konturnih uslova. Tipi&ni dopunski uslovi su:

(2.11.,4) sg(a) = Sé(b), s3(a) = 84(b);
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I
o

? . [
(2.11.5) sy(a) = a_, s4(b) = b ;
(2.11.6) sy(a) = A, s4(b) = B ;
(2.11.7) 8 (%,-0) =8% (x,+0) , 8% (%, _,=0)=8%(x _1+0),

gde su a bn’ An' Bn zadati realni brojevi.

Uslovi (2.11.4) definiBu tzv. periodi&ni splajn. Ovi
uslovi se koriste ako je, na primer, funkeija f koju interpo-

liramo periodiéna sa periodom b-a.

ako je, na primer, funkcija £ diferencijabilna i mi po-
znajemo vrednosti izvoda u krajnjim tadkama a 1 b, tada se kori-
ste dopunski uslovi (2.11.5), sa an=f’(a) i bn=f' (b), ili do-
punski uslovi (2.11.6), sa An=f"(a) i Bn=f" (b) . Ako ije An=Bn=0,
$to je dest sludaj kod modela iz mehanike, odgovarajuéi splajn

sé naziva prirodni kubni splajn.

Uslovi (2.11,7) su najslo¥eniji, ali oni obezbedjuju
neprekidnost tredeg izvoda splajna u tatkama x =%y i X=X _qe

6.2.12. Konstrukelja kubnog eplajna

Neka na mreZi An, datoj promodéu (2,.,11.3), imamo
Sa(xi) =fi' Ss(xi) =m,, S“(xi) = i (1=0,1,...,n),

Neka je dalje h, =x,-%; ;. Na osnovu podataka u tackama Xy _q 3
Xy konstruiimo Hermiteov interpolacioni polinom i nametnimo
takve uslove da njegov stepen ne bude viZi od tredeg, kako bi
on na podsegmentu [xi—-l’ ‘xi] predstavljao kubni splajn,

Ovaj problem je reSen kroz primer 2,.8.2. Tako za x € [xi_l,xi]
moZemo uzetil

11 2

(2.12.1) Sa(x) =£; y4m, , (x=x; _q) +—5= (x=x;_,)

i-

3
+h—(fifil 117 773 h) %)%
i
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pri ¢emu, na osnovu (2.8.8) mora vaZiti

1 _ 3 _
Myt Ay P Mty TR (BT i)
(2.12.2)
. =..;];«'r e —-2_ =
My Moy Te MMy By =R ()

Sli¢no, za podsegment [x, 'x1+lj imamo

+2m, +im, n = 3 (f

1 E.) s
M4 2 i1+l ‘hi+1 i+l “i
(2.12.3)
m +m ..i(M “M,)h, . = mii_(f —-F.)
i+l i 6771+ Ti7Ti4l hi+l i+1 Ti’”

Iz sistema jednadina (2.12.2)=(2.12.3) mo¥emo elimini-

sati My _qe My My (111 Mi 1 M v M1+1)° Tako dobijamo
. Ln, +ny, om, LTS R 1 i NI W
g Mi-17*3 i+l 6 4417 Thy hy
= (hythy ) [xg g g% 8 £,
tj. ‘
h h
i i+l
I Myog v2My rp My =6 X ey %y g5 E]
h1+hi+1 i-1 h +h +1 i+l [-1 1774774417

gde je sa [xi—l' Xy xi+1;f] oznatena podelijena razlika drugog
reda funkcije £ u tacdkama Xioqr X0 Xyoq (videti odeljak 6.2.3).

Poslednja jednadina se mo¥e napisati za sve unutradnije
évorove, tj. za 1i=1,2,...,n-1. Ako stavimo

hy

iohgthy

o By =lrags dy =6 [xg g ey ey if]

na osnovu prethodnog imamo sledeéi sistem linearnih jednadina

(2-12.4) aiMi_l+2Mi+BiMi+l = di (i=l,...,n"l).
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Dobijeni sistem od n-1 jednadina sadrZi n+l nepoznatih:

Mo’ Ml""'Mn° Dakle, za potpuno odredjivanje splajna potrebno
je zadati jo& dva dopunska uslova, o kojima je bilo reli u pret-
hodnom odelijku,

Slidno, eliminacijom Mi—l’ Mi' Mi+1 iz sistema jednadi-
na (2.12.2)=(2.12.3) dobijamo

(2.12.5) o m +2m d (1=

i +Bimi+1.= i l;,c00,n-1).

i-1

(i) Pretpostavimo sada da su dopunski konturni uslovi
dati pomoéu (2.11.6), tj. da su M, = Bp i Mn==Bn,

Tada sistem (2.12.4) u matriénom obliku izgleda

1 F 1T F -
2 8, 0 ...0 0 0 M, dy=oyB }
oy By 0 0 0 M2 d2
0 0 0 -2 2 B2 Mn-—2 dn=2
o o 0 0 oy 2 | [ M1 [ %n-17® <P

Refavanjem ovog sistema dobijamo velidine Ml’Mz"‘°'Mn=1° Sada,

na osnovu (2.12.2), nalazimo
" -~ 1
mi_y =R By T fyg) mg My H M )Ry

1

i

1 1
my Eei-(fi—fi_l) + z(2My +M; )by

Najzad, zamenom u (2.12.1) dobijamo
S, (x) =¢£ *(x—x )(J%f - f )—lm-&M Yh,)
3 i=-1 i-17 hy i i-1 6L “TTi-177d
M, .
i-1 2 1 - . 3
oy X )T g MMy e )
$to se mo¥e predstaviti i u simetridnom obliku
M M
I S 3 i-1 oy 3
(2.12.6) S5 (x) —gﬁz(x X, )7t oh; (xi %)
2 2 _
. (£ - hiMi)X Xi-1 . mhiMi-l)xi x
Ti 6 hy i=1 6 h, ’

gde x € Exi—l’xi]'
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S5li&no, koriScdenje sistema (2.12.5), sa istim .dopunskim

konturnim uslovima (2.11.6), dovodi nas do. nedto komplikovanijeg
sistema od n+l jednadina

= 3 (f-f ) -2
2mo +ml = hl (fl fO) 5 hlAn'
(2,12.7) ByMy_y +2my + g em, . =d, (i=1,...,n"1),

=3 (£ - 1
mn-»l'#zmn'_hn.(fn fa-1) *3 by By-

Tada ekvivalentni izraz za spléjn postaje

m ’ m
=t 12 (ex. ) -ty - 2
S4(x) =—=5=(x, =x) " (x X, ) 7 (% =%) (x X, q)
i i
£i-3 2
(2.12.8) + =5 (x;-x) (2(x-xi+l)+hi)
i

i 2 _
+ gs(x«xi_l) (2 (xg=x)+h,) .
i
Ako definiSemo velidine
M, =M
(2.12.9) =k k-1

o )\=l(c = 0,)
k hk 'k 6 k+1 k'

kubni splajn se moZfe iskazati u sa¥etom obliku jednom formulom
za svako x € [a,b]

Mo 2. %1 3
(2.12.10) Sa(x)==fo-+mo(x—x°)-+7?(x=xo) -+7?(x-x°)
ngl 3
+ Ay (=% )Y,
MRS i 1
gde je
=t . -1
mo--hl(fl fo) 6 (Ml+2M°)hl,

a funkcija (x«xk)i definisana pomodéu
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0, X <xk,
3 _
(x xk)+ =

(x-xk)a, X 2 Xy

(ii) Ako su dopunski konturni uslovi dati pomoéu (2.11.5),

tj. m, =a, i m, =bn' pogodno je koristiti sistem jednadina (2.12.5),

koji u matri®nom obliku izgleda

2 o, 0...0 0 0 [ n, “‘ [a, - 812 ]
By 2 %y 0 0 o m, 4,
(2.12.11) . .
0 0 0 B2 2 %pn M. dn_2
LO 0 0 0 Bn-1 ZJ L mn—lj bdn-l_an-lbnj
ReSavanjem ovog sistema dobijamo velidine ml'm2""'mn—l'

a zatim iz prve jednadine u (2.12.2) velidinu Mi=l' koja se poja-
vijuje u (2.12.1).

Mogude je, medjutim, koristiti i sistem (2.12.4). Tada
ée odgovarajuéi sistem po MO,,.,,Mn biti

£.-f
_ 6 1 "o
2Mo +M, = ( hl an) v

1 hl

M, + 2M

a M, g +2M, b BM, = dy (i=1,...,n-1)r

=8 -
Moy tom = hn(bn

(1i1) U sludaju periodiénih uslova (2.11.4), imamo sis-
tem jednacéina

agM, o +2M, + BMy L, = a, (i=1,2,...,0),

My =My Moy =My, by =hyy
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ili, 3to je ekvivalentno,

Bimi—l +2mi +aimi+l =cy (1=1,2,...,0n),
(2.12.12)

Mo TMpr Mgy My hn+l=hl’
gde je
(2.12.13) cy =385 [¥5 1% if] + 34y [xy0%;,,5E) (i=1,...,n-1).

(iv) Granidni uslovi (2.11.7) su najkomplikovaniji. Mo-

%e se pokazati da je odgovarajudi sistem jednadina dat pomodéu

4 h h,-h

1 2 1 -
(2 +h2)M1 + h2 M, = dl'

T agMy ) +2M, +g. M, o= d, (L= 2,...,0-2),

hnml_hn n
! —— M + (2+ M = d
" ho 4 n-2 h _, n-1 n-1'
dok su
h h
1 1
M = (1+==)M - M, ,
[¢] h2 1 h2 2
hn hn
Moo= (LM =ee M.
n hn—l n-1 hn“l n=2

NeSto komplikovaniji sistem bide ukoliko se odredjuiju
velidine m, s
£, -f £, =f

4 (l-%-p)ml +pm2 = Bl _]i’l—lo + al(3+2p) 21’12 l,

(2.12.14) < Bymg g *2m, + am . o=c,  (i=2,...,n-2),
: £ _.-f £ ~f
_ n-1 "n-=2 n _n-=1
L Dy * (l+q)mn~l - Bnml(3+2q) ho 4 oo h
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£ ~F £,-f
o2 2 1l "0 27271
m_=p m, + (p l)ml 4’»2(-—«———hl P ‘h2 ),
£ -f £ =
_ 2 2_ ’ n_n-l 2 "n-2 "n-l,
Moy =@ By ® (@ =Ehm, g +2( h *a ho_q &

gde su p=hh/z'lm2 i q=hn/hn_1,

U svim sluBajewvima va¥e op3ti izrazi za kubni splajm
dati pomodu (2.12.6),(2.12,8),(2.12.10),

Primer 2.12.1. Konstruiisademo interpolacioni kubni. splajn za
funkciju x £ (%) = sihmr na [0, 1] uzimajuéi ekvidistantne &verove
*), = 0.25k (k=0,1,2,3,4).

Owde imamo; ekvidistantnu mre¥u dvorova sa korakom h=1/4,
Vrednesti funkcije: £ u &vorovima mrefe su

Do = - _‘m = =
£, =EL0) =0, £y =E(1/4) == £y =£(L/2) = 1,

= £(3/8) =212 - £(1) =
£, =£(34) =%, £, = £(1) = 0.

Kako je& £"(0) = £%{l) = 0, za adredjivanije splajna S, koristidemo
dopunske kontuxrne uslove 83'3‘ (@) = Sg(l) = 0, ti. MO=M4 =0, Dakle,
konstruisademo prirodni kubmni splajn za funkeciju £,

Sada imamo

4 _ 6
dy =6[xg oy oXy Xy 18] = (g% 78] = [xyoox i ED
£5.
2

=3 —f Y= (E.- -3
4y = g e E ) (508 0)) = 078y Ly

odakle, s obzirém na vrednosti fk’ nalazimo
=480%F = - =48r%¢. = -
d, =4807F =48(1 V2), 4, =480"%, =48(/2-2),

- 2, _
dy = 480°f, =48(1 - v2).
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Kako je hi =h=1/4, imamo @y = By =1/2, pa sistem za odredjiva-

nje nepoznatih Mi (i=1,2,3) postaje

[ 2 1/2 0 N My 1 - /E‘T
1/2 2 /2 -] m, | =48 V2- 2.
0 1/2 2 M | 1= /2
i / J LMy i ]

Redavanjem nalazimo My =M, = 27 (6=5v2) i M= ig(G/i-lO)u

Na osnovu (2.12.9) imamo

oy =4Ml, o, =4(M2—M1), 04 =4(M3—M2), o, =-4M,,

=2 =2 =2 (-
Ay —3(M -2M ), Ay -3(M 2M +M ), Ag —3( 2M3+M2),

t3.

I

64
Ay =iy =75(8/2-11) 1 2.868192,

Ay = g%(lﬁ 11/2) » 4.056236.

Saglasno (2.12.10) imamo za 0 <x <1

3

S,(x) n 3.1344447x - 4.69631x> + 1, (x-0.25)°

¥y (x-0.5)3 + Aq (x-0.75) 3.

U tabeli 2.,12.1 date su vrednosti za S3(x) i odgovara-=
juéa gredka e(x) =singx - S (%), uvzimajuéi x sa korakom 0.05.
Nije te¥ko zakljuditi da je S4(1~x) =8,(x) s Pa je dovoljno
tabelu sadiniti samo za x sa segmenta [O 0.5].

Vrednosti za S3(x) zaokrugljene su na Cetiri decima-

le. U poslednjoj koloni tabele broj u zagradi oznalava deci-

malni eksponent, na primer 3.2(-4) =3,2.10_4,
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Tabela 2.12.1

x Sa(x)=s3(1—x) e (x)
0.00 0.0000 0.

0.05 0.1561 3.2(-4)
0.10 0.3085 4.7(~4)
0.15 0.4536 3.5(~4)
0.20 0.5877 6.6(~5)
0.25 0.7071 0.

0.30 0.8085 5.3(=4)
0.35 0.8900 1.0(-3)
0.40 0.9501 9.6(~4)
0.45 0.9873 4.2(~4)
0.50 1.0000 0.

Iz tabele vidimo da je maksimalna gredka kod ove ap-
roksimacije pribli¥no 1073,

©.2.18, Ekstremalna | aproksimativna svojstva kubnog splajna

Neka je data mreZa &vorova Ay pomocéu (2.11.3) i neka su
¢évorovima pridruZeni realni fiksni brojevi fo’fl"‘°’fn' Sa F oz-
nadimo klasu dvaput neprekidno-diferencijabilnih funkcija na [a,b],
éije su vrednosti u dvorovima mreZe Xy jednake datim vrednostima
fi' a njihovi drugi izvodi u krajnjim tadkama segmenta jednaki

nuli. Naime,
F = (glgec’(a,b], glx,)=f, (1=0,1,..,n), g"(a)=g" (b)=0}.

Priﬁetimo da prirodni kubni splajn S3 pripada ovoj klasi funkciija

i interpolira svaku funkciju iz F.

Za funkcije iz klase F festo se definiSe norma pomocu

b 2 1/2
2131y lall ={71s" o] ax)
. ’ a

6 Numeri¢ka anatiza, Il deo.
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Slededu ekstremalnu osobinu prirodnog kubnog splajna
dokazao je J.C.Holliday [21].

Teorema 2.13.1. U klasi F, prirodni kubni splajn 83 minimizira
normu (2.13.1), tj.

(2.13.2) ls;lizlall za svako g € F,

Dokaz. Primetimo najpre da je

b
b 2

L
2 - g"(x)2ax-2 s g" (%) 8% (x) dx + 784 (x) Zax
a a a

0 <Jlg=s,|

lalP -lI8.IR = 2 (5" (x)=8% ()81 (x)a
“l1sIP ~ls5IF <2 7 ts" -5 61 85 L.

Da bismo dokazali nejednakosti (2.13.2) dovoljno je dokazati
da je integral na desnoj strani u poslednjoj formuli jednak
nuli. Njegovom dekompozicijom dobijamo

b n *i
I(a,b) =s(g"(x)-53(x))S3(x)dx = '21 S (g (x) =83 (x)) 83 (%) dx.
a i=

Xi-1

Sada, stavljanjem u =Sg(x) i dv==(g"(x)—S§(x»dx i primenom par-
cijalne integracije na integral sa desne strane u poslednjoj
jednakosti, dobijamo
X Xy
—an ’ —al - 7 - (1)
I(xi_l,xi) —S3(x) (g’ (%) S3(x)) . XJ‘ (g’ (x) S3(x))S3(x)dx.
i=1 "i-=1

Kako je Sg(x) =C =const, kada x e(xi—l'xi)' i g(xi) =fi’

zakljudujemo da je integral na desnoj strani u prethodnoj formu-

1i jednak nuli, tako da je sada
n X3
I(a,b) = [ [s3(x) (g’ (x)=83x))],~
i=1 i=1

t3.
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83

I(a,b) =S;(b) (g’ (b)ﬂSé (b) )“Sg(a) (g’ (a)v-S:’;(a)).

Najzad, zbog Sg(a) =S§(b) =0, zakljudujemo da je I(a,b) =0,
dime je teorema dokazana.

Ukazademo sada na neka aproksimativna svojstva i kon-
vergenciju kubnog splajna. '

Najpre stavimo
= =L (k. =) 2 (%
uy —ui(x) _h2(xi wY “ (% xi—l)’

v, =, (%) =—17(xi-x) (x-x, ) 2,

X, +tx,

w, =w, (%) =—;1§<x ~=—l—j2£l) ((xi—x)2+4 (xi'X)(X'Xi—1)+(x‘xi—1)2)-
h
1

Tada korisSdéenjem (2.12.8) gredka R(x) =f(x) -SB(X,f) za

Xy SXzx, se mo¥e predstaviti u obliku

1 1
R(x) =sm, v, -m, _ju, + (§“h—£ WO E(x) - £(x; _4))
1 1
+ (-=2—+B—i wi) (£(x) = £(x,)).

za mre¥u &vorova (2,i1.3) definifimo velid&inu

“An” = im‘?‘x ]xi“Xi_l| .
<izn

Ako x € [x; 4, x;] primetimo da je

1,1

= = 1,
2 hi

il
Na osnovu prethcdnog i koriSdenjem definicije modula
neprekidnosti Adobijamo slededu ocenu

6%
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IR(x) | cmax (mg |, |my o ) (v )+alE; fla |D.

. ! v gl 1 .
Kako je ui~+v£—g§ (x;-x) (x=%; _,) <7 h, imamo
i
1
(2.13,3) IR(x) | <7b; max(|m |, |m;_,|) + w(£; ”An”)'

Sli¢no se mogu dokazati i sledede nejednakosti za

izvode

(2.13.4) IR (x) | < max(|my=£’(x;)], |m_,-£' (g _q) ) +20 (€5 s |
i

(2.13.5) [R" (x) ]| < max([f“(xi)—Mi|,]f"(xihl)—Mi_1|)+m(f“;HAnH)u

Pretpostavimo sada da je mreZa A data pomodu jedne vi=
ste matrice X iz definicije 2.7.1, tj. da je

(2.13.6) bt @ =Xén) <x{n) < e <xén) = Db,

Kratkode radi mi demo izostavlijati gornji indeks.

Teorema 2.13.2. Neka f €C[a,b] i neka je S,(x;f) interpolacioni
kubni splajn na mreZfi (2.13.6), koji zadovoljava jedan od uslo-
va (2.11.5)=2.11.7) ili uslov (2.11.4) ukoliko je f jo¥ i perio-
diéna sa periodom b-a. Tada, za svako xze[a,b], va¥i

3
(2.13.7) [E(x) =S50 £) |2 D o l+a, +elflal),

gde je Dn =1T§tn |[xk_1,xk;f]|, a gy, u zavisnosti od dopunskih
konturnih usTova, ima oblik:

1° za periodi&ne uslove (2.11.4), q, =0/

2° Za uslove (2.11.5), qn==% max([anl,lbn|)- ”An”}
(] 1
3° za uslove (2.11.6), q =37 max(h |a |,h |B [V« |la ]l

4~ zZa uslove (2.11.7),
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7 max(l,pB,q ) (a;;;yl V X x <b),

=
=

<
n=1=

rnax(3,2p+1)Dn (% X <X

1= n—l)’

gde su p =hl/h2 igq shn/hn—l’

Dokaz. S obzirom na nejednakost (2.13.3), za dokaz ove

teoreme dovolijno je oceniti velid&inu max|mii, koja ustvari pred-
i

stavlja normu H$|]m, gde je M vektor reSenja jednog od sistema
jednadina (2.12.12), (2.12.11), (2.12.7), (2.12.14), 3to redom
odgovara dopunskim kontrunim uslovima (2.11.4) - (2.11.7).

Na primer, kod periodi¢nih uslova (2.11.4), sistem

(2.12-12), jole] ml,--.,mn (mo =m , m

= i atri i vek-
a a1 ml), ima matricu i vek

tor slobodnih &lanova oblika

. - I
2 U'l 0 ° a0 0 0 Bl Cl
B, 2 o 0 o c,
A= : , & =|.
6 0 0 Bnml Up-1 Che1
Lan 0 0 0 B 2 ; ¢, )

gde su ¢y dati pomodu (2.12.13).

Na osnovu teoreme 1.6, 8, iz odeljka 4.1.6, vaZi
”m{L <—‘“c|L, ako je

min {|a - a,.]}= a>0,
lc<i<n lll jzi | i3

Evidentno, u ovom sludaju imamo a=1, Dalje imamo
N2, = mixlcil = 3 mix 18 [y .0qrx i €] + oy [xg0%y,q3€]],

tj.
hell, <3(8y +oy )maxl[x _pe%yef]] = 3D .
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Dakle, ||fﬁ||oo 23D, . Sada, iz (2.13.3) sleduje
3
(2.13.8) l£06) =850x,8) < 3 D18 NI+ w (€5 |la D),

8to predstavlja (2.13.7) sa q, = 0 (slué&aj lo). Primetimo da
iz (2.13.8) sleduje konvergencija kubnog splajna ka neprekidnoj

funkciji £, kada n++e i HAn||+o.
Sli&no se dokaz sprovodi i za ostale dopunske konturne us-

love.,

6.2.14. Pronyeva interpolacija

Neka je funkcija f data na skupu ekvidistantnih tadaka
parovima vrednosti {(Xk’fk)}k=0,l,...,2n—l° Kako je x -x _, =h =
const (k=1,...,2n=1), smenom x=x0+kh, dati skup podataka moZemo
zameniti skupom {(k'fk)}k=0,l,..,,2n—l‘

Postavimo interpolacioni problem
(2.14.1) ¢(k)=fk (k=0,1,...,2n-1),
sa aproksimacionom funkcijom oblika
¢lk) = c1¢l(k) +cz¢2(k) +... + qu’n(k)'
gde je ¢ reSenje linearne diferencne jednadine reda n sa konstan~
tnim koeficijentima

(2.14.2) ¢(k+n)-+an¢(k+n—1) + e +a2¢(k+1)-+al¢(k) =0,

S obzirom na (2.14.1), iz (2.14.2), za k=0,1,...,2n-1,

sleduje sistem linearnih jednadina

f0a1-+fla2+ oo +fn_1an = —fn,

flal+f2a2+ eos F fnan = =fn+l'
(2.14.3) o

fnglal+fna2-+,., +fzn_2an = _fzn—l'

Dakle, koriSéenjem interpolacionog uslova (2.14.1), i za-
hvaljujudi ekvidistantnosti podataka, uspeli smo da dodjemo do
sistema jednalina za odredjivanje koeficijenata diferencne jed-

nadine (2.14.2).
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Ako je determinanta

f0 fl see fn—l

fl f2 fn

: # 0,
fn—l fn f2n--2

reSenje sistema (2.14.3) je jedinstveno.

Odredjivanjem korena TysLpreee Xy karakteristi¢ne jednadi-
ne
n-1

n
+ r eoo + r + =
r an + a2 al 0,

nalazimo partikularna reSenja diferencne jednadine (2.14.2), ¢1,
¢2,...,¢n (videti odeljak‘1.3.l u I delu). Ovim se postavlijeni

interpolacioni problem svodi na -linearni problem. Naime, konstan-
te Cl,Cz,...,Cn se mogu odrediti, na primer, iz sistema linearnih

jednadina
(2.14.4) cl¢1(k) +C2¢2(k) + e +Cn¢n(k)=fk (k=0,1,...,n~-1).

Najzad, imajuéi u vidu smenu x==x0-+kh, dobijamo interpola-

cionu funkciju

X—XO‘ X"XO X—XO X""XO
Yx) = o(5) = c o, () + Cuoy () +ee oo ()

kojom je interpoliran skup podataka {(xk'fk)} . Ova-

k=0,1,...,2n-1
kva interpolacija nosi naziv Pronyeva (eksponencijalna) interpo-
lacija (Bo] ). Problemi vezani za egzistenciju interpolacione

funkcije izlaze iz okvira ove-knjige. Jedan interesantan prilaz

u odredjivanju funkcije ¢ dao je P.B. Madié u [97.

Primer 2.8.1. Za skup podataka

k 0 1 2 3 4 5 6 7
x 0 0.5 1 1,5 2 2.5 3 3.5
£, 8 2 4 0 =3 =5 =7.75 =10.375

imamo 2n-1=7, tj. n=4, i korak h=0.5, Sistem linearnih jednadi-

na (2.14.3) za odredjivanje koeficijenata diferencne jednadine
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postaje

Ba1 + 232 + 4a3 + Oa4 = -3,

2a1 + 4a2 + Oa3 - 3a4 =5,

4a1 + Oa2 - 2a3 - 5a4 = 7,75,

oa, - 3a2 = 5a3 —7.75a4=10.375,
odakle je a, =aj, =0.25, a, =0, a, =-1,5, Kako se karakteristic¢na
jednadina

- 15ed 4002502 + 0024 = 0

mo¥e predstaviti u obliku
(r-1)%(x% +0.50+0.25) = 0,

imamo ¥, =r, =1, ry , = (-1% iv3)/4, pa je

1 2 3,
_ =k 21k .. 21k
o (k) = Cl + Czk + 2 (C3cos-—37-= + c4 51n—§—).
Najzad, iz (2.14.4) sleduje
376 18 16 592
C = T, C EER "I C = e, C = = —]/—
1 49 2 7 3 49 4 4973

pa je tra¥ena interpolaciona funkcija data sa

Y(x) = ¢(2x) = 74% (94 —63x+41_x(cos-4—"—}5— 37 sin

4R
41y,
3 3

3

Primedba 2.14,1. Interesantno je da ovaj tip aproksimacije -Prony-
eva interpolacija~ nije dovoljno naSao mesta u primenama.

¢.8. PROBLEM NAJBOLJIH APROKSIMACIJA

Ovo poglavlje je posvedeno aproksimacijama koje se najvise
pojavljuju u primenama u raznim oblastima nauke i tehnike. Tu se,
pre svega,obradjuju srednje-kvadratne aproksimacije koje su naj~
jednostavnije za primenu, Razmatra se i sludaj srednje-kvadratne
aproksimacije sa ograniédenjem. Pored kontinualne aproksimacije da-
ta je i diskretna srednje-kvadratna aproksimacija, ili metod naj-
manjih kvadrata, kako se popularno naziva, Posebna pa¥nja je pos-

vedena odredjivanju parametara u tzv, empirijskim formulama, Sto
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je veoma vaZno u nekim eksperimentalnim naukama., U posebnom ode-
liku je izloZena srednje-kvadratna aproksimacijé polinomske fun-
kcije sa CebiSevlijevom te¥inom, poznata kao ekonomizacija stepe-
nih redova.

U poslednjem- -odeljku se izla%e mini-max aproksimacija ne-
prekidne funkcije na [a,b] polinomskom aproksimacionom funkcijom.
%Za odgovarajuci diskretni analogon ukazano je kako se moZe redi-

ti metodom linearnog programiranja.

6.3.1. Osnovni pojmovl

Neka je funkcija f:[a,b] ~R data skupom parova vredno-
sti (xj,fj)(j =0,1,...,m), gde je fj z f(xj). Razmotricemo pro-
‘blem aproksimacije funkcije £ linearnom aproksimacionom funk-
cijom (videti odeljak 6.1.2)

m

n
¢ (%) ¢(x;aoto--lan) = izoai‘bi(x)ﬂ'

pri %emu je m >n*. Postupajuéi kao kod interpolacije, u ovom
sludaju, dolazimo do tzv. preodredjenog sistema jednaina

n
(3.1.1) 120 ai¢i(xj) =fj (3=0,1,000,m),

koji, u opstem sludaju, nema reSenje, tj. sve jednaline siste-
ma (3.1.1) ne mogu biti istovremeno zadovoljene.

ko definiéemo’Gn pomoéu

. n
(3.1.2) 8§, (%) = £(x) -izoai¢i(X)"
mogude je tra¥iti "reBenje" sistema (3.1.1) takvo da je
(3.1.3) usglk = ginnsnnr,

1

gde je

%) Zam = n imamo integpolaciju.
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m r 1/x
ol =<j;oxsn<xj>| > (x21).

Jednakost (3.1.3) daje kriterijum za odredjivanije para-
metara a 18yresesd U aproksimacionoj funkciji ¢. Velié&inu
|b;|&,,koja uvek egzistira, nazivamo velidinom najbolje aproksi-
macije u ¢¥. Optimalne vrednosti parametara ai==§i (1=0,1,...n)
u smislu (3.1.3) daju najbolju ar aproksimacionu funkeiju

n .
o% (%) = a, ¢, (x).
iZO i¥i ‘

Najée8fe se, u praksi, uzima:

12 r=1, e 1 = j§0|6n(xj)| (najbolja 5’ aproksima-
cija),
2° r=2, s I, = ( ? 8 (}{.)2)1/2 (srednje~kvadratna
n j0 B
aproksimacija),
3° r=te, N6 Il,= max |6n(xj)| (Cebi¥evljeva

0<j<m
mini-max aproksimacija).
Analogno prethodnom, mo¥e se razmatrati problem najbolije

aproksimacije funkeije £ u prostoru Lr(a,b). Ovde je (videti ode-
ljak 6.1.3)

b " /¢
||5n|k=<£|6h(>:)| dx> (L<r <+ o)

s = max |6 _(x)]|.
el a;x;bl n (%) |

Uvodjenjem tefinske funkeije p:(a,b)-+R+ mo¥e se razma-
trati op&tijl slu¥aj srednje-kvadratnih aproksimacija, pri &emu
su odgovarajufe norme za diskretan i kontinualan slu¥aj date sa



6.3. PROBLEM NAJBOLJIH APROKSIMACIJA 91

2 2\1/2
(3.1.4) lenlh = Neplly,p =<j__§_0 Plx5) s, (2) >
' b 5 \1/2
(3.1.5) s, Il = ”‘Sn”2,p —<£ p(x) 38, (x) dx)
respektivno.

1/3

Primer 3.1.1. Funkeciju xw £(x) =x aproksimirajmo funkcijom

X ¢ (%) =a, +a;x u prostoru

o o

1° .ro, 1), 2° 12(0,1), 3° 1°(0,1).

V3.a -a

o "X (0z<x<1).

Ovde je Sl(x) =%

1° Najbolju Ll(O,l) aproksimaciju dobijamo minimizaci-
jom norme

1
Do 1/3
840l = é Ix —’aofalxldx.
861 38
Kako je —= = -1 i —= = =y, optimalne vrednosti parametara a
2a 23y o

i a; odredjujemo iz sistema jednadina

1
J sgn§(x)dx = 0,
o

(3.1.6) }
1 .

I xsgnsl(x)dx= 0.

o .

S obzlirom da se moZe uzeti da 51 menja znak na [0,1] u tadkama

X i X, (videti sl. 3.1.1), to se sistem jednadina (3.1.6) svodi

na sistem

Xy=¥1 =3 I Tk
odakle sleduje x =1 ix =3
1€ X3 =3 2773

Dakle, problem odredjivanija najbolije L1(0,1) aproksima-
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cije se svodi na interpolacioni problem, tj. na odredjivanije
interpolacionog polinoma ¢* koji zadovoljava uslove

3 33
$*(1/4) = £(1/4) = ‘/;: ¢*(3/4) = £(3/4) = ‘/; .

Prema tome, imamo

= 0.,55720x + 0.49066.

Y y y=0* (x)
i y=0* (x) ‘ //
! T v=£(x)
y=£f(x t
yS
0 Xrl Xy o1 x 0 1
sl. 3.1.1 s1. 3.1.2
2° Neka je
X( a.) = 2—'1 (xl/3-==a—a x)zd
agsay) = |l8yll5 =7 1% dx.

Tada iz uslova

L =2 f (xl/3-=a =a.x)dx =0,
2a 1

(o) o
wg——mzlx(xl/g}ﬂa ~a.x)dx =0
da, é o “1 ’

sleduje
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1. .3 1 1.3
BT U T WTINTT
tj. a_=a_ =3, a, =a, ==2, Dakle, najbolja srednje-kvadratna
T T 1T T 1 » nalj J

aproksimacija je data sa

#* (%) =2+ x 20.42857 +0.64286x.
3° za odredjivanje najbolje mini-max aproksimacije isko=-
risticemo slededi prost geometrijski postupak. Kroz krajnje ta-

¢ke krive y==f(x)==x1/3 (0 <x <1) postavimo selicu, a zatim tan-
gentu krive koja je paralelna sa ovom gsedicom (videti sl. 3.1.2).

Odgovarajude jednadine ovih pravih su redom
=y =x i y=y, =x4+ 23
Y=y =X i Y=Y, =% + 5=
Nije tesko zakljuditi da je traZena najbolja mini-max aproksima-
cija data sa

=1 e V3
$*(x) = F(y g +y ) =x+55ax + 0.19245,

pri Semu je velidina najbolje aproksimacije “ai”m= %g, Primetimo

da je

=8, (0) = 8,(/3/9) = =5, (1) = 8}|

°
o

6.3.2. Srednje-kvadratna aproksimacija

U ovom odeljku razmatrademo problem srednje-kvadratne
aproksimacije funkcije f£:[a,b]+R pomocu linearne aproksimacione

funkcije
n
$(x) = iZO ajé; (%),

gde je {¢i} sistem linearno nezavisnih funkcija iz prostora
Lz(a,b), u kome je skalarni proizvod uveden pomoéu
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b
(£,9) =/ p(x)£(x)g(x)dx  (£,9€L%(a,b)),
a

gde je p:(a,b)»R' data te¥inska funkcija.

Koristedéi se oznakama i regzultatima iz prethodnog odelj-
ka, za dobijanje najbolje srednje~kvadratne aproksimacije za £,

zakljufujemo da je potrebno minimizirati norxmu (3.1.5) po parame-
trima a; (i=0,1,...,n).

Ako stavimo I(ao,al,...,an) = ”6nlf =(an,5n), tada iz
I b n .
Fa. -2 ép(x)(f(x) =izo ai¢i(X))(==¢j(X))dX=0 (3=0,1,...4n)

J

sleduje sistem jednadina za odredjivanje aproksimacionih parame-
tara L

n
.zo(d)ilq)j)ai:(fp(t)j) (j=olllnﬂn’n)c
i=

Ovaj sistem se moZe predstaviti i u matri&nom obliku

r(¢o,¢o) (610dg) <=0 (o00) a, (f,%)
(¢ol¢l) (¢ll¢1) (d)nl(bl) al (f'¢l)
L(¢°'¢n) (¢1’¢n) (¢n,¢n)_ BN L(f,%)m

Matrica ovog sistema je poznata kao Gramova matrica. Mo¥e se
pokazati da je ova matrica regularna ako je sistem funkcija'{¢i}
linearno nezavisan, Sto znadi da u tom sludaju postoji jedinstve-=
no refenje datog aproksimacionog problema.

Sistem jednadina (3.2.1) se mo¥e jednostavno reSiti ako
je sistem funkcija'{¢i} ortogonalan. Naime, tada matrica ovog
sistema postaje dijagonalna pa su reSenja sistema data sa

(£,60)

(3.2.2) ai:ai:m (1=0,1;0..,n),
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PokaZimo sada da pri ovako izabranim parametrima a,
i
(i=0,1,...,n) funkcija I, zaista dostife minimum. Naime, ka-

ko je

321

2
——-————:2(¢ '¢.)=2¢,
aajaak k?¥5 I k”

gde je 5kj Kroneckerova delta, imamo

2 n
a‘r=2 izo” ¢k|[2da12( >0,

5to dokazuje pomenuto tvrdjenije.

Dakle, najbolja srednje-kvadratna aproksimacija funk-
cije f na potprostoru Xn==L(¢o’¢l"°" ¢n), gde je {¢i} ortogo-
nalan sistem funkcija, data je sa

* (%) v (f,¢i) (x)
X) = kb (%) .
(3.2.3) ¢ iZo T2 %4

) Jedna vaZna klasa srednje -kvadratnih aproksimacija je
aproksimacija algebarskim polinomima. U tom sluéaju ortogonalnu
bazu potprostora Xn konstruiSemo Gram=-Schmidtovim postupkom grm
togonalizacije, polazedi, na primer, od prirodne baze {1l,x,x",
°..,,xn] (videti odeljak 2,.,1.4) ili pak koridScenjem opsStih metoda
izlo%enih u odelijcima 2.2.5, 2.2.6 i 2.2.7. Op8ta teorija ortogo-
nalnih polinoma izloZena je u poglavlju 2.2.

Primer 3.2.1. Za funkciju x» £(x) = |x| na segmentu [—1,1] odre~
dimo u skupu polinoma ne vifeg stepena od trefeg najbolju sred-

nje-kvadratnu aproksimaciju sa teZinskom funkcijom xpp(x) =

(1-x2)3/2

Sistem ortogonalnih polinoma sa ovom teZinskom funkci-
jom konstruisan je u primeru 1.4.2 (odeljak 2.1.4), pri &emu je

b ¥) =1, ¢ (%) =%, ¢,(x) = x? .,,%-., ¢4 (x) =x3 “%x

Logl= V3E 1Pl 4 yl= 3 /52, oy = 2.
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Kako je

2 1
(fl¢°)=—5_' (fr¢1)=or (f:¢2) =371 (f:¢3)=0:

na osnovu (3,2.2) dobijamo

8to zna&i da je tra¥ena aproksimacija ‘data sa

16 . 128
% =
o* (%) =5 + 557

(x> = %) » 0.14551309 +1,1641047x%,

Primetimo da je ova funkcija, takodje,najbolja aproksimacija i
u skupu polinoma ne viSeg stepena od dva.

S obzirom da éemo na dalje raditi samo sa ortogonalnim
polinomima kao bazisnim funkcijama, to demo umesto oznake N kori=
stiti oznaku Qk'

Teorema3.2.1l. %Za velidinu najbolje srednje-kvadratne aproksimaci-

je vaZi jednakost
& 2 v a 2
(3.2.4) e - ¢11* = Nl - _Zo a;lle;ll™
l=

gde su koeficijenti Ei odredjeni pomodu (3.2.2), tj. pomodu

(£,0,)

(3.2-5) a, =T mm——— (1=0,1,.0.,n),
i 2 AN 4

Dokaz. Najpre, primetimo da je

(3.2.6) I = &[|2 = (£-¢%, £~ ¢*) = (£,£) =2(F, ¢*) + (¢, ).

Na -osnovu (3.2,3), uz kori¥éenje ortogonalnosti polinoma Qi, na-

lazimo da je

n
(Q,,0) 1 (f,0%)= ] a

n
(¢%,9%) = ] a; L (£,0,),
= i=0

1
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Najzad, zamenom ovih vrednosti u (3.2.6), i imajudéi pri-
tom u vidu (3.2.5), dobijamo (3.2.4).
Primedba 3.2.1. Kako je norma nenegativna, iz (3.2.4) sleduje ne-

jednakost

n
S NPT 2
(3.2.7) iio alllogIF < liell™,

koja je poznata kao Besselova nejednakost.
Primetimo da je ova nejednakost tana za svako n. Za dato
n, sa ¢; oznad¢imo najbolju srednje—kvadratnu aproksimaciju, datu

pomodu (3.2,3), tj.
n L)
of(x) = J a0 (x),
i=0
gde su koeficijenti Ei dati pomodu (3,2.5). Neka je, dalje,

2 0 -2 2
A U E NI T
Primetimo da je

$E(x) = ¢*_ (%) +3 0 (%)

It

I I

- 3200 112

n n-1 an“QnH °

Prema tome, najbolja srednje-kvadratna aproksimacija u
klasi @L se jednostavno konstruiSe ako je poznata odgovarajuéa ap-
roksimacija u klasi 7%-1- ’

Iz poslednje jednakosti zakljulujemo da je niz {In} ne-
rastuéi, tj. da je Inf;In—l’

Razmotrimo sada slu®aj kada n ++~, Na osnovu Besselove

n
nejednakosti mo%¥e se zakljuditi da niz ) Sf[[QﬂF konvergira,

i=0
odakle sleduje lim a, = 0. Razvoj
n 4
to
(3.2.8) 1oa;0,(x)
i=0

nazivamo Fourierov razvoj funkcije f po ortodgonalnim polinomima Qf

7 Numeri¢ka analiza, Il deo
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Slededa teorema se odnosi na slabu konvergenciju (konver-
genciju po normi) srednjerkvadratne aproksimacije neprekidnih fun-
kcija,

Teorema 3,2,2, Neka f€C[a,b], Tada je

lim I_ = lim Hf - ¢k [l
n > 4o n-=>+
i
+e U
Z ]|Q = [I£]|* (Parsevalova jednakost).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da je lim I_=§>0
n <o
i izaberimo e>0, takvo da je

b
e2= 8/(2Cy) (C0=fp(x)dx >0),

Na osnovu Weierstrassove teoreme 1.4.1 postoii polinom P takav da

je |f(x) =P (x)] se, za svako x € [a,b]. Tada imamo

[£=-p I!Z-kf) (x) (£(x) =P_(x))%dx <e2c, = &
L A N

§ druge strane, za najbolju srednje-kvadratnu aproksima=-
ciju u klasi polinoma g?n vazi

°

=le-ox 1 < lie-p IR | ,

Kako je niz In nerastuéi, na osnovu prethodnog zakljudu-
jemo da je

<1

fla
noj o

m ¥

8to je kontradikcija. Dakle, mora biti &§=0, Imajuéi u vidu (3.2.4)
zakljudujemo da va¥i Parsevalova jednakost. ‘

Na osnovu teoreme 3.2,2 ne moZe se nifta zakljuditi o
uniformnoj konvergenciji ¢r*;(x) ka £(x) na [a,b]. Zaista, ako sta-
vimo R (x) = £(x) ~ 9% (x), imamo

n 0. (x) b
Ry(®) = £(x) = [ —=—(£,0,) = £(x) - [ P(E)E(E)K (x,t)dt,
=0 [lo, I a
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e

gde smo stavili
0, (x)0, (£)

o ot

[at=1

Kn(x,t) =
1
b
Primetimo da je, zbog ortogonalnosti niza {Qi}, s p(t)Kn(x,t)dt= 1.
a

Tada se grelka moZ%e izraziti u obliku

b
R (x) = [ p(t) (£(x) - £(£))K_ (x,t)at,
a

odakle vidimo da od prirode jezgra Kn(x,t) i funkcije f(x) zavisi
da 1li éemo imati uniformnu konvergenciju ¢;‘l(x) ka £(x) na [a,b] R
tj. da 1li ée R (x) >0, kada n~++~, za svako x € [a,b] . Tako, pod
izvesnim uslovima za f, moZe se utvrditi uniformna konvergencija
ka f(x). Na primer, ako je teZinska funkcija p(x)=1, va%i slededa

teoremas

Teorema 3.2.3. Ako f€C2[:-=1,l], tada za svako x € [-1,1] i svako

e >0 postoji dovoljno veliko n da je
IR, ()| = [£(x) ~of(x)| < e/Vn .

S1i&no se za srednje-kvadratne aproksimacije sa CebiSev-

jevom teZinom p(x) = (l=«x2)"l/2 mo¥e pokazati da je ]Rn(x) [=0(1/n)

za svako x € [-1,1].
Primer 3.2.2. U skupu polinoma ne viSeqg stepena od prvog, najbo-

lja srednje-~kvadratna aproksimacija za funkciju xi>sin x na seg=

mentu [0, #/2] sa teZinom p(x) =1 je
% (x) === (8T - 24) +—=(96 - 24m)x.
T . T ‘
Ukoliko se za teZinsku funkeciju. uzme p(x) =x dobija se

o*(x) = -L(384 - 120m) + — (3847 - 1152) .
m kil
6.3.3. Srednje-kvadratna aproksimacija sa ograni®enjima

U ovom odeljku razmatrademo srednje-kvadratne aproksima-

cije sa Gegenbauerovom teZinskom funkcijom xm» p(x)=(l=x2)>‘— %

na [—-1,11 za realne funkcije koje pripadaju izvesnim klasama fun-
kecija, na primer,

FP = {f |£(-x) =£(x), £(1) =0, £fe1’[-1,1])
7% .
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FN ={ £ | £(=x) ==f(x), £(1) =0, feLzl'_—l,l]},

pri &emu se aproksimacionim funkcijama namedu ogranienja takva
da i one pripadaju istim klasama funkcija. Ovakve aproksimaciije

sa ogranifenjima se festo zahtevaju u primenama.

Primetimo, najpre, da je FP klasa parnih, a FN klasa nepar-
nih funkcija, &ije su vrednosti jednake nuli u tacdkama x=1 i x=-1,

Mada je mogude razmatrati i 6p§tiji sluéaj aproksimaciije
sa drugim teZinskim funkcijama i sa nizom drugih ogranienja, u
ovom odelijku, kao 8to je ved. releno, razmatrademo samo sludaj ka-
da je p{(x) Gegenbauerova teZinska funkcija, i kada su ogranidenja
nad aproksimacionom funkcijom samo takva da pripada istoj kla-

si funkcija kao i funkcija £.

Dakle, skalarni proizvod je
! 2. A=k
(3.3.1)  (£,9) = [ px)f(x)g(x)dx (p(x)=(1-x)""7, x> -%) .
-1

Neka je dalje Gi skup svih algebarskih polinoma ne visSeg
stepena od m i takav da polinomi pripadaju skupu FP ako je m par-

- no, a skupu FN ako je m neparno.

Za funkciju £ €FP (ili FN) odredidemo sada sredhje—kvadrat—
) u odnosu na normu  indu-

ciranu skalarnim proizvodom (3.3.1). Tako imamo da su aproksimaci-

je ¢2h i ¢2n+1 redom reéenja'sledeéa dva minimizaciona problema:
(3.3.2) min ||£-¢|] , kada feFPp,
i 2n
(3.3.3) mip Il£-¢ll , kada £eFN.
2n+1

U opStem sludaju, kada £ nije ni parna ni neparna funkcija,
ali zadovoljava uslov f£(-1) =£(1) =0, srednje-kvadratna aproksi-
macija wﬁ (u klasi polinoma stepena ne vifeg od m), koja zadovo-

ljava uslove wm(—l) =w““1) =0, jednostavno se dobija kao
wm(X) =¢2n(x)-+¢2n+l(x), kada je m=2n+1l,

Y (x) =d, (x) +¢,._,(X), kada je m=2n,
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gde su ¢2n i ¢2n$1 refenja problema (3.3.2) 1 (3.3.3), 8to sledu-

je iz reprezentaciie

CE(x) = R(E(x) +£(-x)) +%(f(x) - £(-x)).

N

IzloZidemo sada neke od rezultata do kojih su dofli Milo-
vanovié i Wrigge ([27]).

Teorema 3.3.1. Ako f € FP, tada je srednje-kvadratna aproksimacija
u klasi g%n data sa

n .
: 2,k r(A+1)
o, (x)= A(A) Y a_ , (W) (1=-x")", A) = —rrl
n k=1 P Ja T (A %)
gde su
a () = (—1)k E 2m+ A (£ o )a(n)(x) (140)
= 1 ' ,
n,k (}‘+.2_)k+1 n=0 A 2m’ m,k
i
n 1
(n) =) (ntAk1) (43D m<k,
o (V=

m 1 n 1
(k)(m+A)k(A+k+ 2)= (k)(n+x+1)k(A +2), mzk.

Kada je A=0 imamo

k
_ o (=1) (n)
an,k(O) = (l) mzo em(f'TZm)am,k(O) 12
27 k+1
j =1 i = z1.
gde je 60 1 i em 2 za m

primedba 3.3.1l. Aproksimacija sa ogranilenjem ¢2n(x) se moZe pred-

staviti u obliku

(3.3.4) 42000 = 820 = 00 sl (8p 0= eyt ),

S, (x)

1
gde je $2n odgovarajuda srednje-kvadratna aproksimacija bez ogra-
ni¢enja (videti (3.2.3))

Y
(f,c2k)

A
e C (X) o
h2k 2k

e~

(3.3.5) $2n(x)

k=0

ovde fje h2k kvadrat norme Gegenbauerovog polinoma Cék(x), tj.
P T I A A
” - CZk

(2k+A) A (X)

h (1) (A()) je definisano u teoremi).

2k
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Dokaz teoreme 3.3.1. Neka f €FP i neka je A#0. [§; cilju na-

la¥enja minimuma velidine || £~ ¢2n|l pod ogranienjem ¢, (1) =0,
predstav;mo ¢2 kao linearnu kombinaciju. Gegenbauerovih polinoma
2k(x) i razmotrimo pomoénu funkciju D= D(do’dl""’d ), definisa-

nu pomodéu

fl( rf ) 7 )
D=/ (f(x) - (x)}"p(x)dx +p 4,co, (1),
4 KL i€ 2k kzo k-~ 2k

gde je p Lagrangeov multiplikator, &iju vrednost treba odrediti.
Drugim re&ima, imamo tipidan zadatak uslovnog ekstremuma. Tada iz

3D _ _ A A N .
55; = 2(f,C21) +2h2idi + Czi(l) =0. (i=0,1,...,n)
sleduje
1 Ay L1 L
(3.3.6) di-—-hZi ((f,cu) 5uCy; (1)) (i=0,1,...,n),
A (%) .

gde je hZi kvadrat norme polinoma C2i

Na osnovu ograniéenja ¢2 (1) =0 nalagzimo da je

n (f, c? ) (1))
w= ) ——h—-;z-‘i- (1)/ 2k :
k=0 2k k 0

B

Korigéenjem Christoffél—Darbouxovog identiteta, ili pak re-

kurentne relaciije

chtl
Cax+2

2k+2+)

A+l
() + SR 00,

2k +

(x) =C

moZe se dokazati identitet

n (x)C (1)
(3.3.7)  s,(x) = ] ———h—z—k—— regt oo,
k=0 2k

na osnovu koga imamo da je

v

b, (1)

1 2n
3.3.8 = =

( ) 3 U 5, (1) ’

gde je $2n dato sa (3.3.5). Sada, primetimo da formula (3.3.4)
sleduje iz (3.3.5), (3.3.6) i (3.3.8).
Kori$déenjem reprezentacije Gegenbauerovih polinoma pomodéu

hipergeometrijske funkcije (videti odeljak 2.2.13, I deo knjige)

dobidjamo
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¥ 3 (£:C) (1) F, ( 11-x2)
(x) = — 2 Fo(-m,meA; A +551-%
2n Lo Thy o Can!lh Py lmmemedia ey

So(%) = S4(1) ,F, (-n n+}\+1°)\+g,1—x2),

ti.
n (m+ Q)
Byn(x) = AN 22“‘“ W) 2 R —E xS
m= ()\+—2‘)k
n k 2,k n
= an g ARy 2B (g el ) () (men)
k=0 ()\+§)k m=k
i
S, (x) n (n+A+1)
C— - T 0k £ (1-x%)k
So(1) k=0 e

Na osnovu prethodnog i formule (3.3.4) dobijamo tvrdjenje
teoreme za A# 0. Primetimo da je a, O(A)z 0. Sludaj A=0 jedno-
!
stavno se pokazuje prelaskom na granié¢énu vrednost kada A -+ 0.

Zadr?ademo se sada na poredjenju aproksimacija sa ograni-

éenjem i bez ogranidenja. Pre svega, primetimo da je ¢2n(x
¢2n(x ), gde je Xy proizvoljna nula polinoma C; . Pod pretpostav-

kom da £ € FP, definifimo

p* = min [[£-01F=llg-0, |F i Br= min [£-¢|P =]l -4, 1%

2n ‘ $€Ton
gde je Ton skup svih realnih polinoﬁa Stepena ne viSeg od 2n. Pri-
metimo da je g%n podskup od Ton® Kori$denjem standardnih izraduna-

vanja i ogranidenja ¢2n(1)=0, dobijamo

. 2 n 9
D* =(f-¢, ,E-¢, ) = | £||° - kZOdkhzkio'

gde je dk dato sa (3.3.6) i (3.3.8). Primetimo takodje da vaZi
slededa jednakost:



104 6, INTERPOLACIJA | APROKSIMACIJA

’ 2
N n ( ((£, Czk” ", Ch W (£,C) )

) =1
2k’ 4 2o\ By z hox

2
d,’h =
0 k7 2k x

(fc

I} e~
Il o~3

K O

Kori¥denjem identiteta (3.3.7) i vrednosti za u iz (3.3.8),dobijamo

A 2

no, . n ((f'CZk)) u?
[ dhyy= h =T St
k=0 k=0 2k
Takodje, na osnovu (3.2.4) imamo
A 2
n o 2 n ((f'CZk))
Br = (£-8, £ = $, 0 =[IE|f - | —pF— .
2n 2n k=0 th

Najzad, nalazimo .
. 2 2
((£,5,)) (. (1))
(3.3.9) D - Br = B 5, (1) = S’(g)» - 2n>‘+1 °
0 ACyTT (1)

Primetimo da jednakost $ (l) = (£, S ) dobijamo na osnovu identite-
ta (3.3.7). Jednakost (3. 3 9) pokazuje da je razlika D¥* - B* pro-
porcionalna kvadratu greske $2n(l) - £(1) =$2n(l).

Za klasu neparnih funkcija sliéno se moZe dokazati:

Teorema 3.3.2. Ako f € FN, tada je srednje-kvadratna aproksimacija

u klasi JZn+1 data sa

0. (x) = MOx T b (M) (1-x2)K
2n+1 } B k=1 l‘l,k
gde su K .
o (=1) T 2ma et (n)
b, k() = ___(M-l)‘ mZO S, 2m+1)8 KN £0),
2k T
i
. () (n+ae2), (A T, m<k,
By, x (M) =

(M) (meAe1), (ks 3y - () (neds2), (A+2), mzk.

Kada je A=0 imamo

k n
by 1 (0) = 210y (e,r

m=0

(n)
1 2m+1)B (O)
2 k41
Iz prethodnih teorema, zamenom X sa 1-2x, mo¥e se dobiti

aproksimacija koja je razmatrana u radu [4{]. Naime, u tom radu
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Wrigge i Fransén su razmatrali slufaj kada je A=qg+ % (qGNo) na
jedan veoma komplikovan nalin, ne nalazeéi pritom eksplicitni iz~

raz za aproksimacionu funkciju u opStem slucaju.

6.3.4. Ekonomizacija stepenih redova

Kao $to je napomenuto u odeljku 1.3.2, za izradunavanijie
vrednosti funkcija vrlo &esto se koriste polinomski razvoji. Na

primer, ako funkcija f na segmentu [ﬂ-l,l] ima razvoj

_ 2
f(x) = a, + a;x + ayx + oeeay

tada se za izradunavanje vrednosti ove funkcije na segmentu L=-1,1]
moZe, sa odredjenom taénoddéu, koristiti polinom
2 k n

(3.4.1) Pn(x) = a, + a,x + a,x +oee. + a x .

Postupak ekonomizacije stepenih redova, koji potic¢e od Larn~
czosa, sastoji se u sniZavanju stepena polinoma (3.4.1) uz nezna~-
tno povecanj€ grefke, a izvodi se vrlo jednostavno uz koriSdenje
ortogonalnih polinoma. Najle¥de se koriste CebiBevlijevi i Legen-
dreovi polinomi.

Razmotridemo ekonomizaciju pomodu Cebifevljevih polinoma

Tk (k=0,1,...). Kako su (videti odeljak 2.2.13)

2 3
To(x) =1, Tl(x) =X, Tz(x) =2%" =1, T3(x) = 4x" - 3x,

T4(x) =8x4 —8x2 +1, TS(X) =16x5 «20x3 +5x%,

5

T, () =32x% - agx® 4 18x% -1, T () =64x” - 1127 #5637 - 7x,

itd., mogudéno je izrazitl algebarske stepene xk (k=0,1,...) pomo-
¢u Cebifevljevog bazisa na slededi nadin:

= = 2_1 3_1
1—T0, x-—Tl, X —2(T0+T2), X —4(3T1+T3),

4_1 5_ 1
% —§(3T0+4T2+T4), X —16(10T1+5T3+T5),

6_ 1
X —-52—(10T0 + ].ST2 -%-GT4

7.1
+T6), X —64(35T1+21T + 77

3 ¥ 775 + Ty,

itd. U opStem sludaju vaZi
k
kK _ 1 Ek§2] W
x =
Jk=1 PET + 8

k,21

Ty-21 (%) -
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. Pomodu ovih formula, polinom (3.4.1) se moZe predstaviti u
obliku
(3.4.2) Pn(x)==c0T0(x) +clTl(x) + e *+ chn(x).
Ozna&imo sa g% skup svih algebarskih polinoma ne vifeg ste-

pena od m. Uzimajuéi samo prvih m+l (m<n) &lanova u razvoju (3.4.2)

dobijamo polinom

(3.4.3) Qm(x) =c°T0(x) +C1T1(x) + ees f cme(x),

koji predstavlija aproksimaciju za Pn u. skupu g%.

S obzirom da CebiSevljevi polinomi zadovoljavaju nejedna-

kost ITk(x)I <1 (=1<x<1), za greSku aproksimacije vaZi
[pn(x) - Qm(x)l < |cm+1|+ veo F Icn| (=1<x<1).

Navedeni postupak aproksimacije naziva se Lanczosova ekono-
mizacija. Sledecda teorema daje odgovor na pitanje o kakvoj se ap-
roksimaciji radi.

Teorema 3.4.1. Polinom Qm, odredjen sa (3.4.3) predstavlja u sku-
pu 9% najbolju srednje-kvadratnu aproksimaciju sa CebiSevljevom
teZinskom funkcijom p(x) = (1 mx2)=% za polinom Pn na segmentu

[-1,1].

Dokaz. Ako stavimo
1
(£,9) = [(1-x%) "% (x) g (x) dx,
=1
na osnovu (3.4.2), vidimo da za koeficijente u razvoju (3.4.3) va-
#1i
(Pn'Tk) = ck(Tk,Tk) ’ (k=0,1,c..,m),
odakle, uporedjivanijem sa (3.2.5), sleduje tvrdjenje teoreme.

Na osnovu dokazane teoreme zakljudujemo da je

%

1 1
min [ -x) i (0 -po) fax = [a-h) T @ 00 00) ax.

peg% =1
U daljem tekstu navodimo dva primera.

Primer 3.4.1. Postupkom ekonomizacije aproksimirajmo xr*x6(|x|;1)

pomodu polinoma ne viSeg stepena od dva.



6.3. PROBLEM NAJBOLJIH APROKSIMACIJA 107

Kako je x6 = —l—(IOT + 15T -#-6T4 +T ), odsecanjem poslednja

0
_10 _15.2_ 5 .
dva &lana dobijamo polinom Qz(x) 33 + (2 1) = 7E X 33 ¢+ Pri

gemu je apsolutna grefka manja od é%, tj. vaZi |x =Q2(x)l 233
kada x € [-1,1].

Na osnovu razvoja po Legendreovim polinomima (srednje-kvad-
ratna aproksimacija sa teZinom p(x) =1), dobija se slededa aprok-
simacija

6 5 2

= 1p 22 = 2x%. 2 -
x' = 5P x)+ P(x) 7 % 51 (=1<x<1)

sa apsolutnom greSkom ne vedom od 8/21. Primetimo da je u ovom
slucdaju udinjena vedéa gredka, jer je 8/21>7/32. U primeru 3.6.2
(odeljak 6.3.6) videdemo da postoji polinom drugog stepena za ko=
ji je ova greska jo3 manja, tadnije releno, najmanja.

Primer 3.4.2. Posmatrajmo aproksimaciju funkcije x> eX Taylorovim
polinomom petog stepena, tj. k

X 2,1,3, 1.4 1 .5
e—PS(x)—1+x+—x + = ﬂx +l—2-6x..

B
o

Za gresku gre$ku ove aproksimacije, na segmentu ]}1,1:] , vaZi oce=

na
ex|x|6

X _ e
- Py () | = S X <

Slo
<o

< 0.0038,

lBg ()| = |e 720

s obzirom da 6 € (0,1). Razvojem polinoma Py po GebiSevljevim po-
linomima dobijamo

_ 8L 217
Py (x) = G T (x) + 577,00 + G0 +3ggT3(x) + 157 4 gzl
ndakle, odsecanjem poslédnja dva &lana, sleduje

1 . 2 3
Q3(x) = 3-8—4(382+383x+208x +68x7),

pri &emu za ukupnu gre$ku aproksimacije vaZi

le* - 03| < 555 + 195 + 7935 = 0-0095 (-rgxzg1).

* na segmentu [-1,1] direktno aprok-

Ako bismo funkciju xte
simirali srednje-kvadratnom aproksimacijom sa CebiSevljevom te%i-

nom p(x) = (l—xz)—%, polinomom tredeg stepena, dobili bismo

e* = 1.266066T0 + 1"130318Tl + 0.271495'1'2 +O.044337T3,
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t3.
e = 0.994571‘+0.997307x-+0.542990x2-+O.177348x3.
Naime, koeficijenti u ovom razvoju su dati pomodu
(¥, ) 1 _ m
a, = LS [ (1-x%) He¥r (x)ax = —L— [e°95%c0s kedo,
ko)l P -1 k I l? o
k'"k k k
tj.

ao = Io(l), ak =2‘Ik(l) (k=v11213)l

gde su Ik modifikovane Besselove funkcije prve vrste (videti, na
primer [28:] ).

6.3.6. Diskretna arednje%vadmtnﬁ aproksimacija

U prethodnim odeljcima proudavali smo problem najbolje ap-=
roksimacije funkcija u prostoru Lz(a,b). Sada dfemo razmatrati je-
dan partikularni sludaj problema, sa kojim smo zapocdeli uvodni
odeljak 6.3.1. Naime, neka je funkcija f:[a,ﬁ]—*R data na skupu

parova vrednosti {(xj,fj)}. , gde je fj Ef(xj)° Razmot-

3=0,1,...,M
ridemo problem najbolje aproksimacije ove funkcije linearnom ap-

roksimacionom funkcijom

n
(3.5.1) o(x) = iZO ajb;(x)  (n<m)

u smislu minimizacije norme (3.1.4), gde je p:[a,ﬁ]-+R+ data te-
Zinska funkcija i Sn definisano pomodu (3.1.2).

Ako uvedemo matriénu notaciju

¢0(x0) ¢l(x0) e ¢n(x0) £, ag

¢0(xl) ¢1(x1) ¢n(x1) fl a;
x=| . % Ul T I

d)O(Xm) ¢1(Xm) ¢n(xm) fm 8

P = diag(p(xy),p(x;)s...,p(x))), v=1%-x3,

kvadrat norme, definisane pomodu (3.1.4), se moZe predstaviti u
obliku
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Y
TP V.

2_»
; p(xj)Sn(xj) = v

2 2 Ly

G.5.2) welle P =l = T
Za nalaZenje najbolje diskretne srednje-kvadratne aproksi-

macije (3.5.1) potrebno je minimizirati velidinu F, definisanu po-

modu (3.5.2). Tako, na osnovu

oF m aan(x.)
aai‘ =2 jiop(xj)dn(xj)—J—Bai = 0 (40,1, ...,n)

dobijamo tzv. noxrmalni sistem jednadina

m
(3.5.3) )

3 p(xj)Gn(xj)¢i(xj) = 0 (i=0,1,...n)

0
za odredjivanje parametara a; (i=0,1,...,n). Shodno uvedenim ozna-
kama, poslednji sistem jednalina se mo¥e predstaviti u matrié&nom
obliku

x'py =0,

5.
(3.5.4) x'px3d = xpE.

Primetimo da se normalni sistem jednacdina (3.5.3), tj.
(3.5.4), dobija iz preodredjenog sistema jedna&ina (3.1.1), pred-

stavljenog u matridnom obliku
xa = ¥,
jednostavnim mnoZenjem matricom XTP sa leve strane.

Dijagonalna matrica P, koja se naziva teZinskom matricom,
ima smisao takav da se vrednostima funkcije fj sa vedom tacnosdu
dodeljuju vede teZine p. = p(x.). Ovo je posebno va¥no kod aproksi-
macije eksperimentalnih podataka,‘koji'su prilikom merenja dobije-
ni sa razliditom ta&no8du. Na primer, ako su merenja izvedena sa razli-
¢itim disperzijama &iji je odnos poznat, to se teZine pj biraju

obrnuto proporcionalno disperzijama, tj. tako da je

in s o = 2, L, . L
PgiPyt «o- PP 2 : 2 P oees B 2 .
0 1 m

Ako su, pak, merenja izvedena sa istom tadnosdéu, ali je pri sva-
koj vrednosti argumenta Xj izvedena serija od mj merenja, i
za fj uzeta aritmetidka sredina dobijenih rezultata u seriji, to
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se za teZine uzima broj merenja u seriji, tj. pj==mj (3=0,1,...,m).
Najfedde se, medjutim uzima da su sve teZine jednake, tj. da je P

jediniéna matrica reda m+l. U tom sludaju (3.5.4) se svodi na

(3.5.5) x'x 3 = x°f.

Vektor tra¥enih koeficijenata & odredjujemo iz (3.5.4), od-
nosno (3.5.5). Na primer, iz (3.5.5) sleduje

-

3= (x%x) " 'xTE.

U sluaju da je sistem bazisnih funkcija izabran kao ¢i(x)

= x* (i=0,1,...,n) imamo
. 5 n -
1 Xg Xy e X
2 n
1 xl x1 xl
X = o
2 n
“1 XX me

Posmatrani sludaj diskretne srednje-kvadratne aproksimacije vrlo
gesto se naziva metod najmanjih kvadrata. Posebno je interesantan
sludaj kada je n=1, tj. kada je aproksimaciona funkcija oblika

¢(x)-a0-+a x. Tada sistem jednadéina (3.5.4) postaje

2| _ |Po
. = 7
%4 by
gde su
? m m 2
§,, = P. + S,,=85 Y PiXiy 8, = ) PaXi
11 =0 3 12 21 320 373 22 20 3737
m
2 Pyfyr Py = Z ,Pi%3tse
TraZeni aproksimacioni parametri su tada
=31 - =1 -
3y = 5520 = S15P) 2y =58Py = sy Pg)y
gde je D=s. .8 -52
11722 12°
Primer 3.5.1. Metodom najmanjih kvadrata nadjimo parametre a i a,

u aproksimacionoj funkciji ¢(x)==a0~falx za slededéi skup parova
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{(1r.1, 2.5), (1.9, 3.2), (4.2, 4.5), (6.1, 6.0)1}.

Uzmimo da je teZinska matrica P jednaka jediniénoj matrici. Ovde
mo¥emo direktno iskoristiti prethodne formule. Medjutim, ne za-

visno od toga, krenimo od preodredjenog sistema jednadina

2.5
' aO _ 3.2
a; 4.51]°
6

. . . T 1 1 1 1
MnoZenjem matricom X~ =
1.1 1.9 4.2 6.1

lazimo do normalno sistema jednadina
4 13.3 a, 16,2
13.3 59.67| | a, | 7| 64.33

a, 1 59.67 =13.3 16.2 1.7974591

a, 61.791 433 4 64.33] [ 0.6774559

e P e e

] sa leve strane do-

odakle je

Dakle, ¢{(x) =1.797 +0.677x.

U sludaju kada je n>1, metod najmanjih kvadrata postaje
komplikovan, s obzirom da se tada teZe reSava dobijeni sistem 1li-
nearnih jednadina. Ovaj sistem bi se mogao jednostavno rediti ako
je, na primer, njegova matrica dijagonalna, $to fe biti slufaj ka-
da je {¢k} ortogonalan sistem polinoma. Naravno, ovde se radi o
diskretnim ortogonalnim polinomima koji su tretirani u odeljku

2.2.15, I deo knjige. Dakle, treba uzeti ¢k(X)==Q£N%x)(k=0ﬂ,...,NL
gde je N=-l=m i skalarni proizvod definisan pomodcu
N-1
(£,9) = [£,9] = i£0 pyfix)g(x,).

Kao &to je poznato, niz ortogonélnih polinoma je mogude dobiti
()

Stieltjesovom procedurom, tj. mogude je odrediti koeficijente Bk

i yéN) u rekurentnoj relaciji (2.15.5) (odeljak 2.2.15).

Sli&no izvodjenju kontinualne srednje-kvadratne aproksima-

cije dobijamo aproksimacionu funkciju u obliku
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n
b(x) = izo aiQi(N) (x),

gde su aproksimacioni parametri dati sa

leo ™My

TE

(3.5.6)
lo

a, (k=0,1,...,n)

Posebno, kada su tadke X ekvidistantne (3to ne umanjujudi op&tost
mofe da se uzme X, =i (i=0,1,+..,N~1)) i te¥ine jednake medjusob~
no (na primer, pi=4/N),ﬁmmw sludaj tzv. diskretnih CebiSevljevih
polinoma, kod kojih su koeficijenti tro¢lane rekurentne relacije
eksplicitno poznati (videti odeljak 2.2.15). Srednje-kvadratne

aproksimacije se u tom sludaju jednostavno nalaze.

Primer 3.5.2. U skupu polinoma ne viBeg stepena od tredeg nadjimo
srednje-kvadratnu aproksimaciju za funkciju t+ sinmt na [—l,i
kori$denjem njenih vrednosti u tadkama t0=-l, tl=~0.5, t2=0, t3=
0.5 i t4=l, Kako su vrednosti argumenta ekvidistantne, pri odre-
djivanju aproksimacije mo¥emo koristiti diskretne Cebifevljeve
polinome, uz prethodno uvodjenje smene x=2(t+l). Tada se tadke
ti preslikavaju na tacke xi=i (i=0,i,2,3,4). Odgovarajuce vred-
nosti funkcije su redom f0=0, fl=-l, f2=0, f3=l, f4=0. Tada imamo
da je

3.5.7  s.=[£,0°1, = 20> (3 - ¥ (1),

gde su ortogonalni polinomi Q(S)(x) (videti primer 2.15.1, ode-
ljak 2.2.15) dati pomocu

0¥ 0 =1, 0P 0 =x-2, 0fVw) = 2 - ax 42,

(5) (x) =x> - 6x? + 2 x - 2. ita.
Kako je HQ(S)H2 = éB)Y{S)... (5); gde su koeficijenti
rekurentne relacije yé5)=l, Y{S)—Z, YéS) 7/5, y§5)=36/35, kori~

8éenjem (3.5.7) i (3.5.6) dobijamo sledede rezultate:

(5 5),2 (5)12
l10g™1% = 1. lley™ 1 =2, llo;” 12 =14/5, [0 =72/25,
sO=0, Sl=2/5’ 52=O, s3=-24/25;
a0=0, al=l/5, a2=0, a3=—1/3.
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Prema tome, traZena aproksimacija je

$(x) = %(X“Z) - %(x3--6x2 +%§-x - g),

8to vradanjem na staru promenliivu t daje
. N 8 3
sinmt = Y (L) = ¢(2t+2) = i(t -£7).

U mnogim oblastima nauke 1 tehnike gde se radi sa eksperi-
mentalnim podacima, ¢esto se javlija problem odredjivanja parameta-
ra u tzv. empirijskim formulama koje izraZavaju funkcionalnu zavi-
snost izmedju dve 1ili viZe velidina. Na primer, neka je funkcio-
nalna zavisnost data pomodu

vy = £(x; ao,al,...,an),

gde su a; (i=0,1,...,n) parametri koje treba odrediti na osnovu

tablice vrednosti funkcije dobijene merenijem:

X b4 bid e X
0 1 m

vy vol ¥y -«-| v

Naravno, dobijeni eksperimentalni podaci su opterefeni slu-
dajnim greskama merenja ili, kako se popularno ka¥e, prisustvom
"Suma" u eksperimentu. Odredjivanje parametara a; (i=0,1,...,n)
je sa stanoviSta teorije aproksimacija moguéno samo ako je m >n.
Jasno je da u sludaju m=n imamo interpolaciiju, koja je u opStem
sludaju nelinearna,éto zavisi od oblika funkciije f£. Dakle, ovde
imamo tipidan aproksimacioni problem, gde je f aproksimaciona
funkcija. Zbog prisustva pomenutog "Buma" u podacima, odredjiva-
nje aproksimacionih parametara sa vecom tadnoddu (i pouzdanasdu)
zahteva vedu kolidinu informacija o funkcionalnoj zavisnosti £,
tj. veéi broj podataka u prethodnoj tabeli. Najdefde se odredjiva-
nje parametra sprovodi metodom najmanjih kvadrata, tj. minimizaci-

jom veli&ine F definisane pomodu

T 2
3.5.8 F = E(XLian;a. 400,
( ) jzo‘(yj ( Jr 0’1 r n)) 12

ili pomoéu

8 Numeri¢ka analiza, If deo
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m
‘ 2
F = _Z Pj(Yj f(Xj,ao,al....,an)) v
j=0
gde su ukljulene teZine p., o &ijem izboru je bilo rei ranije.

Ako je funkcionalna veza od viSe promenljivih, na primer,
Z = f(x,y;ao,al,,n.,an),
za' odredjivanje aproksimacionih parametara se minimizira veliéina
o ' ' 2
F = Az =f(X.sV.38,,857000,8 .
jzopj( 3 ( lejr 0rdye 7 n))

Ako je £ linearna aproksimaciona funkéija (po parametrima
ao,al,,,,,an), tj. oblika (3.5.1),problem se reSava na nadin kako
je to veé raniije izlo¥eno. Medjutim, ako je f nelinearna aproksi-
maéiona funkecija, tada je odgovarajudi normalni sistem jednaéina

(3.5.9) 2L =0 (1=0,1,...,n)

i
nelinearan. Za nijegovo regavanje se tada zahteva primena nekog me-
toda, poput metoda Newton-Kantorovi&a (videti odeljak 5.2.2, I
deo knjige), Cime se postupak odredjivanja aproksimacionih para-
metara dosta komplikuje. U cilju lakfeg i br¥eg odredjivanija pa-
rametara postoje neki upro#éeni metodi transformacije ovakvih
problema na linearne aproksimacione probleme. Naime, osnovna ide-=

ja je da se uvodjenjem izvesnih smena
(3.5.10) X=g(x), Y =h(y)

nelinearni problem svede na linearni.
a.x
Na primer, neka je y=f(x;a0,al)=aoe . Tada, logaritmova-

njem i uvodijenjem smena

¥=x, ¥=logy, b0=1og ag s bl=al,

problem se svodi na linearan, Jjer je sada Y=b0+blx. Dakle, mini-
mizacijom veliline (pj=1)

T 2
(3.5.11) G = G(by,by) = jéo(Yj—b0=blxj) ,

gde su Xj=xj i Yj=log'yj (3=0,1,...,n), odredjujemo parametre b0
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i bl’ a zatim

Ovakav postupak, medjutim, ne dovodi do istih parametara
koji se dobijaju minimizacijom funkcije
m a1xj 2
F = Flajyrea,) = 7§ (y,-ae ) .
0’71 j=0 i 0
Stavise, dobijene vrednosti mogu i znatno da 6dstupaju. Ova &i-
njenica nastupa zato Sto se refava problem razli&it od postavlje-
nog, imajuéi u vidu nelinearnu transformaciju koju smo izvrZili
(¥Y=logy). Medjutim, za mnoge potrebe ovako dobijeni parametri su
zadovoljavajuéi.
NaveSfemo sada jo¥ neke tipi&ne funkcionalne zavisnosti gde
je mogufa jednostavna transformacija promenljivih:

a

o) 1

1 y=asx 7, X= logx, ¥= logy, b0= 1oga0, bl=a1;

2° vy S S X=x y =31 b = b =a
ao+alx’ ’ v’ 0 %0’ 1717

o ., _._X =1 =L = =a_;

3 y—a0+alx’ X_x' Y_y’ bo aol bl al'

o 1 =X 1

4 y = ———, X =e¢ ©, Y¥=>, b.=a, b=
a0+ale X A% 0 "0 171

Primer 3.5.3. Neka su rezultati merenja velidina x i1 y dati u ta-
beli

x 4.48 4,98 5.60 | 6.11 6.62 7.42

y 4.15 1.95 1.31 1.03 0.74 0.63

i neka je y = (oblik 2°). Tada uvodjenjem smene X=x, ¥=1/y,

a,+a.x
0 "1
nalazimo metodom najmanjih kvadrata aproksimacionu funkeciju
¢(X) 20.468X~-1.843, odakle je
N 1
Y ® 0.468x -1.843 °

a*
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Na osnovu prethodnog moZe se zakljuditi da u zavisnosti od

f treba odabrati pogodne smene (3.5.10) koje bi omoguéile da se

y = f(x;ao,al,...,an)

svede na linearan oblik, na primer, polinomskog tipa

_ n
(3.5.12) Y = b0 + blx +oees + bnx .
Jasno je da funkcije g i h moraju imati inverzne funkcije, tako

da je (3.5.12), u stvari,ekvivalentno sa
hh) = £ x5 ag.ea,,.ie,a)
‘) OI 1I'°°I n 14

pri Gemu parametri bi zavise od parametara a; na relativno jedno-
stavan nadin.

Pokazademo sada kako se upotrebom teZina mogu dobiti tad-
nije vrednosti parametara a,, nego 8to ih daje minimizacija funk-
cije

m n,2

(3.5.13) G = j£O(Yj—b0—blxj—..,—bnxj) .

Naime, podjimo od formule (3.5.8) napisane u obliku
oo -1 n,, 2
(3.5.14) F = jéo(h (yj)—h (b0+b1xj+...+bnxj))

i pretpostavimo da je funkcija h diferencijabilna i strogo mono-

tona. Tada za izvod inverzne funk.ije vaZi
anty) _

ay h(y)
Primenom Lagrangeove te:ioreme ¢ s :dnjoj vrednosti, (3.5.14) se
svodi na
(3.5.15) F = § p.(Y,-b b X -...-b x7)2

> Lo B340 'y’
J

antn,) 2
de je p. = (——s——I>- i n, tadka izmedju Y. i ¥.(=b,+b X.+...+
gde Je py=l—gy—) iny Ju ¥y 3 Y, (=hyth, Xy
bnxg)(j=0,l,,..,m). Pretpostavljajuéi da su odstupania Yj od Yj

mala, moée'se pribliZno uzeti nj=Yj, tj.
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1
(Y.j) 2 -

p. = - ).
j dy h(y,)

Prema tome, tadniji parametri de se dobiti ako se umesto
(3.5.13), minimizira (3.5.15), sa prethodno dobijenim teZinama.
apx
Tako u slufaju eksponencijalne funkcije y=aje 1 , umesto minimi-

zacije (3.5.11), treba minimizirati velid&inu

[ Rack=]

2 2

(Y, =b . -b X,
550¥3773 0 %30
jer je h(y)= logy, tj. h’(yj)=l/yj, Naravno, ni u ovom sluéaju se
ne dobijaju apsolutno tadni rezultati, koji odgovaraju reSenju

normalnog (nelinearnog) sistema jedna&ina (3.5.9).

Korisdenjem ovako dobijenih vrednosti parametara a (i=0,1,

...,n) moZemo konstruisati iterativni proces koji e konverglratl

ka tadnim vrednostima parametara ai (i=0,1,...,n). Bko sa a(k) =

(a (k) (k),..., ék)) oznadimo tadku pribllznlh vrednosti parameta=

ra u k tOj iteraciji, i startujemo sa a( ) ai (i=0,1,...,n), ite-
rativni proces ée biti oblika

a{k+1) - aék) N “ik) (1=0,1,...,n),

(k)

gde korekcije oy odredjujemo minimizacijom funkcije
m n .
(1) 2

F, (0pp0_ jocegt ) = Z (2, = z A a ).

k'0'""1 n 4=0 I3 y2p v v
Funkeiju Fk definidemo kao sumu kvadrata gredaka linearizovane
funkcije. Linearizaciju sprovodimo razvojem funkcije f(xj;a),
gde je 5:(50,51,...,5n), u okolini. tadke a(k), uz zadr¥avanje sa-
mo linearnih &lanova, tj.

. . (k) TG = (k)
f(xj.a) = f(xj,a ) + v£0Av (a,~a, '),

(3) (k)

gde je A 7’ parcijalni izvod od f(xj;a) po a, u tadki a U de~
flnlci]l Fk nije tesko primetiti da je zj = yjaf(xj;a

(3=0,1,...,n),
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8.3.6. Ceblievljeva mini-max aproksimacija

U ovom odeljku dademo osnovne rezultate koji se odnose na
mini-max aproksimaciju funkcije f€ClLa,bl algebarskim polinomima.
Dobar deo tih rezultata moZe biti prenet i na opstije tipove ap-
roksimacionih funkcija.

Sa j; oznafavademo skup svih algebarskih polinoma ne viSeg
stepena od n. Pred nama se postavlja problem odredjivanja polino-
ma P =P*(€ P ), koji minimizira normu |[|£-P ||, (videti odeljak
6.1.3). Dakle, treba rediti sledeéi minimizacioni problem

min (max lf(x)—Pn(x)]) = max |f(x)=Pg(x)l.

En(f) =
P € P acx<b a<x<b
n€ v, asxd xg

En(f) je veli&ina najbolje aproksimaciije.

Algebarski polinomi su veoma dobri aproksimacioni elementi
na konadnom segmentu [a,b] (videti Weierstrassovu i Bernsteinovu
teoremu, odeljak 6.1.4) i zato se vrlo &esto koriste u mini-max
aproksimacijama, ali i u aproksimacijama uopgte. Weiexrstrassova
teorema daje egzistenciju polinoma dovoljno visokog stepena koji
proizvoljno malo odstupa od neprekidne funkcije na fa,bl. Slededa
teorema, medjutim, daje kriterijum na osnovu koga se moZe tvrditi
da 1i je neki polinom najbolja mini-max aproksimacija date nepre-

kidne funkcije na fa,bl u klasi algebarskih polinoma g%.

Teorema 3.6.1. Polinom P; je najbolja mini-max aproksimacija za
f€Cra,bl u skupu 9% ako i samo ako na [a,b] postoje n+2 tadke

RoeXyreos X oy (x0<xl<,u.<xn+1), takve da je
(3.6.1) §¥(xy ) = =8k(x ) = ¢ Ha;]lm =+E (£),

pri Semu je §%(x)=£(x)-PF(x).

Dokaz egzistencije i jedinstvenosti polinoma Pg moZe se
naéi, na primer u [381. Koristedi se Weierstrassovom teoremom
1.4.1, moZe se dokazati da En(f)-+0, kada n ++4 «

Ako za neki polinom n-tog stepena postoje n+2 tadke sa

svojstvom (3.6.1), kaZemo da ima CebiBevljevu alternansu za £.

k+1

Ako je € = (=1) , svoistvo (3.6.1) se moZe izraziti u obliku
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(3.6.2) Gg(xo) + ekG;(Xk) =0 (k=1,...,n+1).

n+l

Primer 3.6.1. Neka je x+ £(x)=x  ~(|x| <1) i neka je

n+l

Gn(x) = X - Pn(x),
° i
gde je P_(x) = 7§ a,x . Kako iz uslova T (x)=cos( (n+l)arccosx]
n j=g + n+l
. k . .
=+ 1, sleduje ¥, =-cos ni& (k=0,1,...,n+l), pri gemu je —1==x0<
<X <ooe<X =1, zakljudujemo da na [~1,1] postoje n+2 tacke u ko=

1 n-+1

. . —(_qyDtk+1
jima je Tn+1(xk)—( 1)

(k=0,1,...,n+1).

1
= — T
2n n+l

)n+k+1

s oms . 1
(x), vidimo da je |6:(X)| =5

Ako stavimo §* (x)
n 2

. 1
* oy 3
(|x] <1) 1 da sn(xk) 2n( 1 zadovoljava (3.6.2).

Na osnovu prethodnog i teoreme 3.6.1 zakljudujemo da se
najbolji mini-max polinom P* za funkciju xh+f(x)=xn+l(|x| £1) mo-

Ye dobiti iz jednakosti

+1 - & —-_.:.I'_.
X0 Pn(x) " T +l(x)a
Dakle,
* = ot 1
P¥* (x) X o0 T +l(x)o

U specijalnom sludaju, za n=1,2,3 imamo

2 =4 3upr(x) =3 4, px =y 2. L
X '\'Pf(x)—zl x Nl’:’z(x) T¥:r X '\:P3(x)—x 3

Primetimo da se kod aproksimacije funkcije xk*xn+l([x| <1)

u skupu G;, mini-max aproksimacijom i srednje-kvadratnom aproksi-

-1/2

macijom sa teZinom (l—xz) , dobijaju isti aproksimacioni poli-

nomi .

Primer 3.6.2. U skupu gz odredimo najbolju mini-max aproksimaciju
za xk»f(x)=x6([xl <1). %a odredjivanje koeficijenata polinoma naj-
bolje mini-max aproksimaciije Pg(x)=a0+alx+a2x2, potrebno je nadi

n+2=4 tad&ke Xgr¥ Xy, X takve da je

3’
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(3.6.3) $5(xy) = g5 (x)) =85(x,) = =§3(x;) =24,

°

gde su 6*(x)—x ~P*(x) ia E (f) = max ]6*(xﬂ
Ix| <1

Zbog simetrije problema moZe se uzeti al=0, a za tadke
x, (k=0,1,2,3), na primer, xy="t, x,=0, x,=t, x,=1, gde je ¢
(0 <t <1) tadka u kojoj 65 dosti%e ekstremnu vrednost. Dakle, t
je pozitivan koren jednadine 6t° -2a,t =0.

Kako je, na osnovu (3.6.3),'

6

_ .6 2, _ o,
=t (a0+a 7)) = ;0+a2>1,

3 2

lako nalazimo a2=1 i ay= —4;. Prema tome, najbolija mini-max apro—
ksimacija za'xk>x6(]x| <1) u skupu 9% je

Pg(X) = 32 - 4§,

pri Zemu. je velidina najbolje aproksimacije (maksimalno odstupa-
. /3

nje) A= H6§||wE2(f) =—5 = 0.19245.

Primer 3.6.3. Istim postupkom kao u prethodnom primeru, nalazi se

najbolji mini-max pollnom u skupu §> za funkciju xv £ (x)=|x|

(|x[ 1), P(x)= 1/8+x2, pri demu je, A= [[£- P*|[ =1/8,

.Oslanjajuéi se na teoremu 3.6.1 konstruiSu se algoritmi za
odredjivanje najbolje mini-max aproksimacije date funkcije. Jedan
od najprikladniijih algoritama je Remesov algoritam. Jedna varijan-
ta Remesovog algoritma se moée iskazati na sledeéi naéin:

1° Izabere se skup od n+2 sukcesivne tacke Kor¥yreoo Xy
sa segmenta [a,bl i odrede se koeficijenti polinoma P i velidina
E tako da je

(3.6.4) £(x,) = B, () = -5 (k=0,1,...,n+1).

2° Na fa,b] se odredi skup od n+2 tadke ﬁo’ﬁl"’"’ﬁn+l
u kojima Gn(x)=f(x)-Pn(x) ima sukcesivne lokalne ekstremume sa
alternativnim znacima, ukljudujudi u ovaj skup talku u kojoj ve-
li&inavlsn(x)l ima najvedéu vrednost na [a,b].

3° Za‘unapred zadatu tadnost e proveravaju se uslovi
lﬁk—xk|.<e (k=0,1,...,n+1). Ukoliko bar jedan od ovih uslova nije
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zadovoljen,uzima se xk:=ﬁk (k=0,1,...,n+1) i prelazi na 1°. U slu-
%aju da su pomenuti uslovi ispunjeni, algoritam se zavr3ava i po-

linom Pn se uzima kao najbolja mini-max aproksimacija P;.

S obzirom da se teorema 3.6.1 (o CebiSevljevoj alternansi)
moZe formulisati i za neke op3tije tipove aproksimacionih funkci-
ja, kakve su, na primer, linearna aproksimaciona funkcija i raci-
onalna aproksimaciona funkcija, Remesov algovitam se moZe prime-
niti i u tim sluajevima., Primetimo da u sludaju kada imamo neli-
nearnu aproksimacionu funkciju, sistem jedna&ina (3.6.4) postaje
nelinearan i obifno se tada reSava metodom Newton-Kantoroviéa.
Pri ovome se po metodu Newton-Kantoroviéa, u cilju skradivanija
numerickog rada, najdesce izvodi samo nekoliko prvih koraka.

Vrlo desto se za nalaZ%enje mini-max aproksimacije, problem
zamenjuje odgovarajudim diskretnim mini-max problemom. Naime, se-
guent C[a,b] se zamenjuje diskretnim skupom tadaka Im={x0,x1,.“,xmL
gde je m>>n., Neka je aproksimaciona funkcija linearna, tj.

$(x) = agtg (x)+a (x)+.. ta ¢ (x).

1%

Mini-max problem

n n
min ( max |f(x) —iéoai¢i(xk)|) = max |[£(x) —i£051¢i(xk)

a; O<k<m 0<kzm

moZe se zameniti ekvivalentnim problemom:

Nadi min w

pod ogranifenjima

\2

n ,
w o+ .Z agé; () 2 £(x)
i=0 .
(k=0,1,...,m).

v

n
W - iéoam"‘k’ £ (%)

Dobijeni problem linearnog programiranja, moZe se re8iti

primenom simplex metoda na dualni problem (L 4 1):
m
Nadi max (kzo (s ~{ )£ (xk.))

pod ogranigenjima
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m
£(5k+t);l,

m
Yy (s, =t )¢, (x )=0 (1=0,1,...,n),
k=0 k tk i xk

sk;o, t

v

n 0 (k=0,1,...,m).

O nekimn élgoritamskim modifikacijama za re$avanje posled-

njeg problema mo¥e se naéi u [ 51, dok se o aproksimaciji pomocu

racionalnih funkcija mo¥%e se naéi u radu [ 31.
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GLAVA’

Numeritko ‘diferenciranje i numeritka
integracija -

7.1. NUMERICKO DIFERENCIRANJE

U ovom poglavliju razmatramo problem numeriékog diferencira-
nja realnih funkcija definisanih na [a,b].

7.1.1. Oenovei pojmovi

Potreba za numerilkim diferenciranjem javlja se u sledeéim
sludajevima: (a) Kada su vrednosti funkcije poznate samo na disk-
retnom skupu tadaka iz [a,b], tj. kada je funkcija f data tabelar-
no; (b) Kada je analitidkil izraz za £ dosta komplikovan.

Numeridko diferenciranje se uglavnom zasniva na aproksima-
ciji funkcije £ funkcijom ¢ na [a,b], a zatim se ¢ diferencira
odredjeni broj puta. Dakle, na osnovu £(x) v ¢(x) (a<x<b),imamo

£ (x) & o0 (x) (a<x<b; k=1,2,...).

Za funkciju ¢ se najCeSde uzimaju dlgebarski interpolacio-
ni polinomi, s obzirom da se oni jednostavno diferenciraju.

Neka je ¢ interpolacioni polinom n-tog stepena, tj.
$(x) = Pn(x)-

Ako je poznata greska Rn(f;x) u jednakosti

(1.1.1) £(x) = P (x) + R (£;%) {a<x<b),

moguée je oceniti gresku i u formuli za diferenciranje. Naime, iz
(1.1.1) sleduje

£ = e+ R (50 @gxgw).

Za red izvoda ima smisla uzeti samo k <n.

125
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Nije teZko uoditi da numeridko diferenciranje ima manju ta-
tnost od interpolacije. Tako na primer, dok je kod: interpolacije
grefka u &vorovima jednaka nuli, kod numeriékog diferenciranja to

nije sludaj.
7.1.3, Formule ga numeritko diferenciranje

Neka su poznate vrednosti funkcije f na skupu ekvidistant-

nih tadaka {xo,x

l,...,xm} C [a,b], sa korakom h. Dakle, neka je

fk = f(xk) = f(x0-+kh) (k=0,1,...,m).

Na skupu {xi’xi+l"°°'xi+n

Newtonov interpolacioni polinom

} (0 <i<m-n) konstruiimo prvi

- (p-1) (p—1) (p-2)
P (x) = £, +pAf, +P—§T—A2fi + R-E—_E_—3! A%E,

oLl P(P“l)..o(p—n+l)Anf"
nl! i

5.
2 3.2 .

(1.2.1) P (x)=f£, +pAf, +B "B a% 4+ B =3P +2p,s¢

n i i 2 i 6 i

p* -Lfnm-1)p™ ...
2 An
~hl £y v

t oeee T

gde je p==(x-xi)/h°
dPn(x)

S obzirom da je Pé(x)==%- , diferenciranjem jednakos-

dp
ti (1.2.1) dobijamo

2
v _l 2p-1 2 3 -6p+2 ,3
(1.2.2) P! (x) =5(bf, +7E= 4 fi+——E——-E——-6 A+ L)
Daljim diferenciranjem (1.2.2), dobijamo redom P",P"™, itd.
n’'"n
Na primer, o

(1.2.3) P! (x) = h—12=(A2fi+(p—l)A3f

Umesto prvog Newtonovog interpolacionog polinoma mogu se

gt o)

koristiti i ostali interpolacioni polinomi. Na primer, diferenci-~
ranjem Stirlingovog polinoma

. P P(Pys2 ptly s p+ly o
P (x) =£, + (D out, +5Bs2e, + (PIh s ufi+§( 3 )M EF L,
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gde je x==xi+ph, dobijamo

2 3
2 3 =1 3 2 - 4
[Gufi+p6 fi+—P———6 8 ufi+—9—212 §YE, 4 ... )

ja g 1o

Pl (x) =

2
=1 (52 3 6p =1y
Py (x) 2(6 £, +p8uf, +=55 5fi+...]

=24

1 .
Ppix) == (8%uf, +ps*E, +... ), itd.

=

Za X=X, 4 tj. p=0, formule (1.2.2) i1 (1.2.3) se svode na

n-1
2 1 _1 o0 1.3 - (-1) n
Pl (x;) =5 (Af; -5 %8, +3 8%, = ...+ = — a"s))
i
n .__l_ 2 ~ A3 H 4 -
Pn(xi)—hz (82£, - A%E, +5 8%, - ... ).
Sliéno, iz formula dobijenih na osnovu Stirlingove formule
sleduje
P/ (x,) =& (Suf, -+ §3uf, + )
n i h i 6 N
P (x,) =% (62f, - <L §%F, + ), itd
n i h2 i 12 i el °

Do formula za izvod funkcije u interpolacionim &vorovima
mo¥e se doéi i formalno primenom operatorskog raduna.

hD

Rako je e "=E=1+A, imamo

= = Az sl L
D log (1l +A) (A 2A + 3A 4A L |

1 1
h h

¥ = % {log(1+8)3¥.
h »
Za dobijanje razvoja operatora Dk po stepenima od A, kori-
stidemo se Stirlingovim brojevima prve vrste, koji se definisu na
slededéi nadin:

(k)

Definicija 1.2.1. Koeficijenti S u razvoju

n
o q (K)
(1og(l+x))k - 42 5n o
K1 Y '

koji vaZi za dovoljno malo x, nazivaju se Stirlingovim brojevima
prve vrste.
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Umesto prethodne definicije moZ%e se uzeti i slededa njoj
ekvivalentna definicija.

(k)

Definicija 1.2.2. Koeficijenti Sn u razvoju uop$tenog stepena

po algebarskim stepenima, tj.

(n)

n
x = x(x=1)...{x-n+l) = 2‘ Sr()k)xkl

nazivaju se Stirlingovim brogev1ma prve vrste.

(k)

Primer 1.2,1. Dokazacdemo da za Stlrllngove brojeve S va%Zi re-
kurentna relacija
(k) _ g(k=1) _ (k) o _
(1.2.4) sn+l = Sn - nSn (k=2,3,...) .
Kako je x(n+l) =x(n)(an), zaista, iz
“ilsun K _ (xem) Z Suq ke sty E (0D g () e | g (0) )
n+1® = ¥R k=1 ey k=2 S, n

sleduje (1.2.4), kao i jednakosti

(l) (1) . (n+1) - (n)
Spel T 708, * Spt1 TSy

U sledecoj tabeli dati su Stirlingovi brojevi prve vrste

Sr(xk) za nx7.
Tabela 1.2.1
NG 1 2 3 4 5 6 7
1 1
2 -1 1
3 2 =3 1
4 -6 11 -6 1
5 24 =50 35 =10 1
6 =120 274 =225 85 =15 1
7 720 =-1764 1624 =735 175 -21 1
Na osnovu definicije 1.2.1 imamo
g (k) g (k) g (k)
Dk=—!ﬁ{—£—Ak+ —]5+—1Ak+1+————————k+2 Ak+2+...},
h 1 k+1 (k+1) (k+2)

ti.
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ko k ,k+1  k(3k+5) k+2 _k(k+2) (k+3) ,k+3,
- "‘A "'—ﬂ"—"“‘A _48“‘—““A oo}

°

N

Dakle, formula za k-ti izvod u tadki X5 mo%e se predstavi-
ti u obliku

(k) ke o1 ake _k, k4l k(3k+5) , k+2. _
£ (x) DVE, h}‘(A £ 2A fi+————~——24 A £ eee)
Na primer, za k=1, imamo
=1
' loag oL 20 G130 )" n g
(1.2.5) £ (xi)—h(Afi 2Afi+3Afi ee. + 5 Afi)+Rn(f,xi).

Ako f€<3n+l[a,b], greSka u poslednjoj formuli moZe se pred-
staviti u obliku

(1.2.6) R! (£5%,) = n? n" £ (n“)(ﬁ ) (%< B <x

T+ 1 ) -

n+i

Primetimo da je kod interpolacionog polinoma Rn(f;xi) =0.

Primer 1.2.2. Na osnovu vrednosti funkcije xr*f(x)=x3-2x~'5 u
tackama xi=i (i=0,1,2,3,4) odrediéemo prva tri izvoda ove funkci-

je u tacki x=0.

Formirajmo najpre tablicu A razlika, uzimajuéi h=1:

%, £, AE, A%, A%E, AYE,

1 1 1 1 i 3
0 =5 -1

1 -6 5 6 6

2 -1 17 12 6 0
3 16 35 18

4 51
Tada je

- L2 Lase 1, ue _

£7(0) =Af -5 A% E + SAYE - FAE 2,

= A2F o A3 11w WinYopde o3 abe -
£"(0) =A f0 A fO +12 A f0 0, £™(0)=A fO 5 A fO 6.

Na osnovu (1.2.5) i (1.2.6), za n=1,2,3 dobijamo respekti-

vno

7 —_ - - E "
£(xg) = §(E5,, =€) = 3 E"(E),

1
h

9 Numericka analiza, Il deo
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2
’ —_1_ - - b_ "
£7(xy) =g (=38, +4£, ) - £, ) +5EME,),

3
’ _ 1 - _h” w
£7(x,) = 6h( 11£, +18£, = 9f, +2fi+3) 7 £ gy,

gde je gn, u izrazima za ostatak u prethodnim formulama, takvo da
%1€(xi’xi+n) (n=1,2,3).

KoriSc¢enjem operatora zadnje razlike Vv, sli¢no formuli
(1.2,5), dobijamo '

4 =1 lo2 1os l.n ' R
,f (xi) h(Vfi+2V fi+3v fi+... +=V fi) + RI(£5x) .
Pod uslovom da f 6(3n+1[a,b], ostatak se mofe predstaviti u
obliku

PR _ 1 n .(n+1)
Rn(f,x) = E:TIl £ (nn) (xi_n <nn<<xi),

Odgovarajuée formule za n=1,2,3 su
’ _1 - h -y
£ (xi)-—h(fi fi—l) ) f(nl),

2
v =L - h” cw
BN (xy) =g (3f; =4ty )+ 5 5) +3 £% (ny)s

3
, =1 - - h” v
£7(x;) =gy (116, - 18, | +9£, o =2f, )+ £(ny) .

Prethodne formule za prvi izvod u &voru x, su evidentno ne-=
simetridne. One se uspesno primenjuju kada se odredjuje izvod na
krajevima intervala [a,b]. Tipiéna primena ovih formula je kod
aproksimacije diferencijalnih konturnih uslova u konturnim prob-

lemima kod diferencijalnih jednaé&ina.

Za &vorove unutar segmenta [a,b] bolje je koristiti simet-
ri¢ne formule za diferenciranje, tj. one koje se dobijaju prime-

nom operatora centralne razlike.

Predijimo sada na konstrukciju ovakvih formula. Kako je

2 § .2 1 1s2y1/2
D =  arsh 5 = ¢ log[2 §+ (1 +78 ) ],
tj.
2 2 .2 2 .2 .2
(1.2.7) D=g(6-—5—s® +1 3 s L2303 57y,
2°31 251 2771

odredjivanje Df; primenom poslednje formule, nije moguéno ako ne
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raspolaZemo sa vrednostima funkcije u sredifnim tadkama izmedju
interpolacionih &vorova, s obzirom da je
23+1

= 8523 -
07T Ty = 0Ty - Ey )

Medjutim, formula (1.2.7) moZe se uspeSno primeniti na odredjiva-
nje Dfi+% s S obzirom da je
62]+1

=823, - £y,

£ i+l i

i+k
Da bismo odredili Dfi samo na osnovu vrednosti funkcije u
interpolacionim &vorovima, formulu (1.2.7) treba modifikovati.

3
Naime, kako je u= (l-%%&z)z, imamo

=1
D = %% (l-f%dz) 2arsh%,
ti.
2 2.2 2.2, .2
(1.2.8) D =E(6- Je® +dtet - 1223 g7 ).

Na osnovu poslednje formule dobija se niz formula za odre-

djivanje Dfi' NaveSdfemo samo prve dves

19 DE, = USE, +r (£) =mh(f,, -f, ) 41 (£),
gde je T (£) =-Th’E"(c)) (x| <ry <x,);
2° Df, =£(uSE, - 2udPE,) +r, (£)
=g (oE g ¥ 8E . ZBE, | HE o), (6),

, 1. Ly .
gde je rz(f)-—§611 £ (Cz), (Xi—Z <C2 <xi+2)°

Izrazi za ostatak su izvedeni pod uslovom da je f tri, od-
nosno pet,puta neprekidno diferencijabilna funkcija. Na primer,
za dokaz ostatka u formuli 1° pretpostavimo da fe(23[a,ﬁ]o Tada

kori$éenjem Taylorove formule nalazimo
1
—_ 7 PR - -
rl(f) =f (xi) zh(f(xi+h) f(xi h))
h2
T on emm— e ne
2.3‘!(f (El)-+f (52)),

gde'ElAe (xgrx5,0) 1 E,6 (xi_l,xi). Kako je £" neprekidna funkciia,

) takvo da je €™(z;) je-

i+l
to zakljucujemo da postoji gl_e (xi_l,xi+l
dnako aritmetidkoj sredini od f"WEl) i f“%iz}, §to znadi da se

91‘
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rl(f) moZe izraziti u obliku kakav je dat u 1°.

Uzimajuéi umesto h, korak h/2, dvotadkasta simetri&na for-

mula za prvi izvod se moZe predstaviti u obliku
. =1 h, _ b
(1.2.9) DE (x) =dy(h) = (£(x +3) -£(x -3)),

gde smo stavili X=X, .

Do formule (1.2.9) se moZe doéi metodom neodredjenih koe-

ficijenata, polazeéi od opiteg oblika dvotakaste formule
_ L oy
d(h) = h(alf(x+b1h)+a2f(x+b2h)),

gde su a; s bi (i=1,2) za sada neodredjeni parametri. Pretpostavi-
mo samo da je ovo pravilo normalizovano, tj. da je [blmb2l=lu Od-
redidemo sada nepoznate parametre tako da ova formula bude maksi-
malnog reda, tj. da je ostatak reda o®), gde je r maksimalno
mogude.

Kori&éenjem Taylorove formule dobijamo

£°(x)-d (h) = »%(al+a2)f(x)+(l—albl—a2b2)f’(x)
2
h 2 2\ on h 3 3\ em 3
—§(a1b1+a2b2)f (x) WET(a1b1+a2b2)f (x)+0(h”).

Iz uslova da se prva tri koeficijenta u dobijenom razvoju

anuliraju i korifdenjem normalizacionog uslova nalazimo da je

a,==a,, b;"b,=1, b,=-b,, 2ab =1,

t3.
a.=-a,=1 i bl=-b2=l/2,

Primetimo da se sa ovakvim vrednostima minimizira koeficijent uz
tredi izvod funkcije f. Dakle, u klasi dvotadkastih formula za
prvi izvod, "najbolja" je formula (1.2.9).

Isti problem, uz koriSdenje tri talke, razmatrali su J.M.
Ash i R.L. Jones [5 1. Naime, polazedi od

3
d(h) = ] a;f(x+b h)
i=1

=2l

i interpretirajudi pojam "najbolja formula" na viZe na&ina, auto-

ri su dobili sledefe formule
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12 a, ) =gk{ (3-2/3) £ er (L + D)+ BE(x + L)
/3 /3
—<3+2/§)f(x+(Jg-1)h)};
/3
2° a, () = 3%{f(x+h)+m2f(x+mh)+wf(x+m2h)},

gde su w=(-1+iv3)/2 i w2=(—l=i/§)/2 (treéi koren iz jedinice);

3° dyh) = IE%H{nf(x+3h)—27f(x-2h)-5f(x+6h)}.

Primetimo da su ove formule nesimetri&ne. Stavife, formula
dz(h) koristi vrednosti funkcije za kompleksne argumente. Uslov

normalizacije je uveden pomodu

min{lbl-bzl, |b1—b3|, |b2—b3|} =1,

Sve tri formule su tredeg reda. GreSka odsecanja se moZe iskazati
u obliku

. e, 12, L3
T 41 ’
34 v ’
gde su ¢, = ) a,b,, £,= sup |£ "(y)|, U(x) okolina tadke x.
4 L TiTi 4
i=1 vEU (x)

%a izradunavanije vidih izvoda koristi se formula (1.2.7)
za izvode parnog reda i formula (1.2.8) za izvode neparnog reda.

Tako dobijamo

2 _1,2_1 4,1 6 __1 .8 110
DY =58t -3z & *5p ¢ T 560 ¢ * 3150 ° o)
3. M g3 157 (T
D —h3(<s 45 +120‘5 eos)y
4 _ 1,4 _1 6 7 8
D" = ;3(5 28" + 5pp 6 veo)y
p° = —%(65 - L7 4 ..y, itd
" 3

Na kraju dajemo najprostiju formulu za aproksimaciju dru-
gog.izvoda koja se u praksi najedde koristi. Ovu formulu dobija-
. . 2 .
mo uzimajuéi samo prvi &lan u razvoju za D7, tj.

2, 1.2 _1 _
D7E, = ;2-6 £, +r (£) —hz(fiﬂ 26,48, ) +r(f).
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Pod pretpostavkom da f‘€C4Ea,bJ jednostavno se moZfe dokaza-
ti da postoji E€(x, 4,) takvo da se ostatak moZe predstaviti u

i-1%4
obliku

2
r(g) = - 2 gV

(€).

KoriSéenjem numeri&kih kvadratura mogu se dobiti formule za
numeridko diferenciranje analiti&kih funkcija (videti Lyness i Mo-
lexr [471, Lyness [451, ToZié [86), Gautschi i Milovanovié [281).

7.3, NUMERICKA INTEGRACIJA

Ovo poglavlje Jje posvedeno konstrukciji i analizi metoda
za numeric¢ku integraciju Poseban tretman je dat Gauss-Christof-

felovim kvadraturama.

7.3.1. Uvodne napomene

Numeridka integracija funkcija sastoji se u pribliZnom iz~
ratunavanju odredjenih integrala na osnovu niza vrednosti podin-
tegralne funkcije po odredjenoj formuli,

Formule za numeridko izradunavanje jednostrukih integrala
nazivaju se kvadraturne formule. Sli¢no, formule za dvostruke in-
tegrale nazivaju se kubaturne formule. U na¥em izlaganju zadrZa-
Cemo se samo na kvadraturnim formulama.

Potreba za numerikom integracijom javlja se u velikom bro-
ju sluéajeva. Naime, Newton-Leibnitzova formula

b
(2,1.1) [ £(x)dx = F(b) - F(a),

a
gde je F primitivna funkcija za funkciju £, ne mo¥e se uvek uspe-
Sno primeniti*. Nave3cemo neke od tih sludajeva:

1° Funkcija F se ne mo¥e predstaviti pomoéu kona&nog bro-

ja elementarnih funkcija (na primer, kada je £(x)=e *7).

2° Primena formule (2.1.1) Besto dovodi do vrlo sloZenog

izraza, $ak i kod izradunavanja integrala jednostavnijih funkei-
Jja; na primer

* Ako nije druga¥ije naglaZeno smatrademo da je funkcija f neprekidna
na Ca,bl.
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av3
2-a °

a
/ dx _ _ log 3[a+1| - l-log(a2-=a+1) +—£—arctg
0 3 6 /3

1+x

o) R A - s .
3 Kod integracije funkcija, &ije su vrednosti poznate sa-

mo na diskretnom skupu tadaka (dobijene, na primer, eksperimenta-
1no), nije moguéno primeniti formulu (2.1.1).

Veliki broj kvadraturnih formula ima oblik

b n
(2.1.2) [ £(x)ax = § A fx),
a k=1Ak k

gde su X tzv. évorovi, a Ak teZinski koeficijenti. Ako pretposta-
vimo da je f element izvesnog prostora X (na primer, X=Cla,bl ili
X=CmEa,bJ), tada numeridku integraciju mo¥emo tretirati kao apro-
ksimaciju funkcionele I:X -+ R, pomodu funkcionele ﬁfx-+R, gde su
b n
I(f) = [ £(x)dx i K (£) = kZlAkf(xk).

a

Funkcionelu Rn definisanu pomodu
b n
R (£) = I(f) =K (f) = £ f(x)dx-—kzlAkf(xk)

nazivamo ostatkom kvadraturne formule (2.1.2) i ona predstavlja
greSku koja se &ini pri zameni integrala kona&nom sumom.

Gvorovi ¥ su, u opS$tem sludaju, kompleksni brojevi. Me-
djutim, kod veéine kvadraturnih formula &vorovi ¥ Su takvi da
svi pripadaju Ca,bl, tj. da je
(2.1.3) a <X <K < eew <X b
Uslov (2.1.3) je prirodan, jer se tada vrednost funkcionele Kh
odredjuje na osnovu vrednosti funkcije £ na diskretnom skupu ta-
Gaka {xl,.q.,xn}C:Ca,bJ. Ako je Xy
ka¥emo da je zatvorenog tipa, dok u ostalim sludajevima kaZemo

=3 i xn=b, za formulu (2.1.2)

da je otvorenog tipa.
0d interesa su i kvadraturne formule oblika
b . n

(2.1.4) [ p)f(x)dx = J A f(x ) + R (£),
a k=1 ™.
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gde je p: (a,b)-+R+ data teZinska funkcija.
U daljem tekstu ako nije drugalije naglaSeno smatrademo da
je X=Cra,b1l.

7.2.3. Klasge formula i stepen tafnosti

U prostoru funkcija X uofimo m linearno nezavisnih eleme-
nata ul,uz,,..,um. Sa Xm(c X) oznadimo lineal nad ovim elementima.

Problem konstrukcije kvadraturnih formula sastoji se u od-
redjivanju parametara Xy i Ak (k=1,...,n), pri &emu su uobidajena
dva pristupa:

(a) Cvorovi X, se unapred fiksiraju, a parametri Ak se od-
redjuju iz tzv. uslova "maksimalne tadnosti", s obzirom na izab-
rani potprostor Xmo Naime, parametre Ak (ukoliko je to mogude) od-

redjujemo iz uslova
(2.2.1) R (£) =0 (VEEX ).

S obzirom da je Rn linearna funkcionela, uslov (2.2.1) je ispunijen

ako je Rn(ui)=0 (i=1,2,...,n), ti. ako Je
n
(2.2.2) kElui(xk)l\k = I(ui) (1=1,2,...,n),

gde je funkcionela I, u opS8tem sludaju,

b
I(f) = [ p(x)£(x)dx .
a

Integrali I(ui) se nazivaju momentima teZinske funkcije p u odno-
su na bazis B={ul,¢°,,un}. Jasno je da sistem (2.2.2) ima jedinst-

veno redenje ako je B CebiBevljev sistem.

(b) Parametri Ak i Xy
"maksimalne moguée talnosti", tj. iz uslova

(k=1,...,n) odredjuju se iz uslova

(2.2.3) R () =0 (VEEX,),

ili,$to je ekvivalentno, iz Rn(ui)=0 (i=1,2,...,2n). Dakle, A, i

%, su refenja nelinearnog sistema od 2n jednadina

k

n
(2.2.4) Doug () = I(u) (i=1,2,...,2n).
k=1

%a kvadrature dobijene na ovaj nadin reéi demo da su Gauss-Chri-

stoffelovog tipa.
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Daleko najdescée se u primenama koriste kvadrature koje po-
seduju algebarski stepen taénosti, tj. kod kojih je izabran sistem
funkcija ui=xi_1 (i=1,2,...). U tom sludaju potprostor xm bide
skup svih algebarskih polinoma ne viBeg stepena od m-1. Oznadimo
. Prema tome, kvadraturna formula (2.1.4) ima algebar-

(tj.

ga sa g%—l

ski §tepen tadnosti p=m-1l, ako je Rn(f)=0 za svako £ 66%_1
Rn(xl—l)=0, i=1,...,m), a bar za jedno £ €, R (£)#0 (tj.
R (x™) #0).

Na osnovu prethodnog algebarski stepen taénosti kvadratur-
nih formula dobijenih pristupom (a) je ne manji od n-1, dok je kod

kvadraturnih formula Gauss-Christoffelovog tipa (pristup (b)) mak-
simalno mogué p=2n=-1 (videti (2.2.3), gde je Xon= g%n—1)°

Primer 2.2.1. Neka je

1 3
I(6) = [ f(x)dx i K () = [ A _f(x.).
-1 3 ST S

-1

Za uy uzmimo algebarske polinome x* (i=1,2,...).

(a) Izaberimo &vorove ekvidistantno, tj. x,==1, x2=0, x,{=1°

1
Tada sistem (2.2.2) postaje

A, +A, + A =2,

1 PRy TRy

-2, + By =0,
2

Ay t Ay =3

odakle sleduje Al =A3 =

N

, A :=%o Dakle, dobijena kvadraturna for-

W=

mula ima oblik

I(£) = Ky (£) =‘%-(f(-1)+4f(0)+f(l)).

Ova formula je dobro poznata iz standardnih kurseva matematiéke
analize i naziva se Simpsonova formula. Za segment [0,2hl ova for-
mula glasi

2h

[ f(x)dx = %‘
0

(f0+4fl+f2),
gde je fk = f(kh) (k=0,1,2).

{b) Odredjivanje dvorova i teZinskih koeficijenata iz us-
lova maksimalne mogudée ta&nosti, tj. iz sistema jednalina (dobije-
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nog na osnovu (2.2.4))

A +A, +a, =2,
Alxl + A2x2 + A3x3 =0,
Alxi + Azxs + A3x§ = %,
Alxi + Azxg + A3x§ = 0,
Ale + Azxg + A3x§ = é,
Alxi -+ Azxg + A3x§ =0

moZe biti veoma komplikovano. Korifdenjem izvesnih simetrija u
sistemu nalazimo ’

xl==/3/5, x,=0, x3=/3/5,

A1=A3=5/9, A2=8/9,

gto znafi da smo dobili kvadraturnud formulu
1(5) = Ky(8) = 2se(- gD sz 0r4sE (D)
3 9 5 5777

koja je poznata u literaturi kao trotafkasta Gauss-legendreova
formula. Ova formula ima algebarski stepen tadnosti p=5.

Za kvadraturne formule sa algebarskom bazom kaZemo da su
interpolacionog tipa, jer se umesto reSavanja sistema jednadina
(2.2.2) ili (2.2.4) (sa prethodno odredjenim ¥, na neki drugi na-
¢in), teZinski koeficijenti Ak mogu, koridcdenjem Lagrangeove in-
terpolacione formule, izraziti u eksplicitnom obliku

b
(2.2.5) A = —2— [ BEOE gy oy, ,n),
k

gde je w(x)=(x~x1),..(x~xn),

Zaista ako su vrednosti funkcije f u datim tatkama Kyseoor

X (€fa,bl) redom £ "fn' tj.

1ree
£ = f(xk) (k=1,...,n),

odgovarajuéi Lagrangeov interpolacioni polinom je tada ne viSeg
stepena od n-1 i ima oblik
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w (X))
k 7

n
P )= |¢
= (x-xk)m’(xk)

n

gde je w(x) dato prethodno.
Tada zamenom funkcije interpolacionim polinomom i interpo-
lacijom dobijamo

afbp(x)f(x)dx = aflbp(x)Pn_,l(x)dx + R (£),
t3.

b n
(2.2.6) i p(xX)E(x)dx = kzlAkfk + Rn(f)f

gde je Ak dato sa (2.2.5).

Kako je za f(x)=xk (k=0,1,...,n=1), f(x)=Pn_l(x), imamo
k, _
Rn(x ) =0 (k=0,1,...,n-1),

odakle zakljudujemo da je formula (2.2.6) tadna za svako f€ ﬂL—l’
bez obzira na izbor interpolacionih &vorova.

bko se za B izabere, na primer, trigonometrijski bazis
{1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x,...} dobidemo tzv. trigonometrij-
ske kvadrature, kod kojih je interesantan tzv. trigonometrijski
stepen tafnosti. Takodje, za B se mogu birati: eksponencijalne
funkcije, racionalne funkcije, splajn funkcije i sl.

U daljem izlaganju tretirademo samo interpolacione kvadra-

ture sa algebarskom bazom.

Kod kvadraturnih formuia zatvorenog tipa obiéno numeracija
évorova po&inje od nule, tako da imamo kvadraturu oblika

b n
(2.2.7) [ px)E(x)dx = § A£Gg) + R (f).
a

k=0
Indeks n+l u ostatku oznadava da se integral pribliZno izrafunava
na osnovu vrednosti podintegralne funkcije u n+l taaka. BAko je
formula (2.2.7) interpolacionog tipa, tada se koeficijenti A od-
redjuju pomofu (2.2.5) za k=0,1,...,n, pri €emu je w(x)=(x—x0%
(xﬂxl)..,(x—xn). Algebarski stepen ta&nosti je u ovom sludaju ne

manji od p=n.
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7.2.8. Newton—Cotesove formule

U ovom odeljku izveS8demo kvadraturne formule zatvorenog ti-
+kh (k=0,1,...,n) uzeti

8

pa u kojima su interpolacioni &vorovi ¥ =%
ekvidistantno sa korakom h=(b-a)/n.

Dakle, formule su oblika (2.2.7). Razmotridemo najprostiji
sludaj kada je p(x)=1.

Ako uvedemo smenu x-x,=ph, imamo

0
(2.3.1) w(x) = (x—xo)(x—xl)..,(x—xn)
= hn+lp(p-l)...(p—n)
i , |
(2.3.2) w g ) = (xgxo)...(xk—xk_l)(xk—xk+l)...(xk—xn)

h (1) Kkt (n-k) 1 .

il

(s)

Uvodjenjem oznake za uopSteni stepen x =x{x=1) ... (x=s+1),

na osnovu (2.3.1), (2.3.2) i rezultata iz prethodnog odeljka,dobi-

jamo
n n-k_(n+1)
= (-1) ™p h =
P T ORI DT dp (k=0,1,...,n),
tj.
a = (b-a)Hk (k=0,1,...,n),
gde smo stavili
(al)n—k ny A o (n+l)
(2.3.3) HkE Hk(n) Sl rrad O ! Pk dp (k=0,1,...,n).

Koeficijenti H, su u literaturi (videti na primer [49] i

k
£ '151) poznati kao Newton-Cotesovi koeficijenti, a cdgovarajuce
formule
. xn=b n bea
(2.3.4) [ £(x)dx = (b-a) ] H f(atk ===) (n€N)
x,=a k=0

kao Newton-Cotesove formule.

Primedba 2.3.1. %Za koeficijente Hk vafe jednakosti

n
H =H i JwH =1
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Razmotriéemo sada dva partikularna sludaja.

a) Neka je n=1, Tada je, na osnovu (2.3.3), H0=Hl =%~pa je
ocdgovarajuda Newton-Cotesova formula
b b-a
(2.3.5) [ £(x)ax = —=(£(a) + £(b)) + R, (f).
a

Ova formula je poznata kao trapezna formula ili trapezno pravilo.

Teorema 2.3.1. Ako £ €C2Ea,b3, za ostatak Rz(f), u formuli (2.3.5),

va#i

(b-—a)3
(2.3.6) RZ(f) == f"(El) (a <€l <b),

Dokaz. Definifimo funkciju F:00,b-al»R, pomodu
a+h h
F(h) = [ £(x)dx - 5(£(a) + £(a+h)).
a

Diferenciranjem ove funkcije sukcesivno dva puta dobijamo

=

FO(h) = 2(£(a+h) - £(a)) - & £ (a+h)
i
fn h i1l
(2.3.7) F"(h) = = 5 £"(a+h).
Kako je F(0)=0 i F”(0)=0, integracijom jednaline (2.3.7)
dobijamo
1 h
F(h) = - 5 [ t(h-t)£"(a+t)dt.
0

S obzirom da £ €C2Ea,b3, primeﬂomvteoreme o srednjoj vrednosti
odredjenog integrala, poslednja jednakost se svodi na

1 h h3
(2.3.8) F(h) =-3£"(ateh) [ t(h-t)dt = -3z £"(ateh),
0

gde je 0<6<1l, Najzad, ako stavimo h=b-a, iz (2.3.8) sleduje

3
Ry(£) = F(bma) = - 222V gvp ) (a<e, <b),

&ime je dokaz zavrSen.
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Promenom uslova za f moguéno je dobiti i druge ocene za
Rz(f)o Nave&femo bez dokaza neke od tih rezultata (381, 571,
£L601, [941).

Teorema 2.3.2. Ako funkcija zadovoljava Lipschitzov uslov, tj.
[£(x) =£(y)] < M|x~-y] (V=x,yeca,bl),
tada je

M(b-a)?._

IR, (8)] ===

1 ‘ 2
Zﬁ(f(P) - f(a))".

Teorema 2,3.3. Ako funkcija £ zadovoljava‘uslove [£7 (x)=£' (V) |
Mlx-y| (Vx,y €ra,bl) i £ (a)=f'(b)=0, tada je

A

3 2
M(b-a) 1 (£(b)-f(a))
IRV = = — -~ p-a

b) Pretpostavimo sada da je n=2. Tada na osnovu (2.3.3)

[N

(2.3.4), dobijamo kvadraturnu formulu

b b-a ath
(2.3.9) [ £(x)ax = ==(£(a) + 4£(55=) + £(b)) + Ry(£),

a

koja je poznata kao Simpsonova formula ili pravilo (videti primer
2.2.1).

Teorema 2.3.4. Ako £ EC4Ea,bJ, za ostatak R3(f), u formuli (2.3.9),

va¥i
5
(b-a) v

£

(2.3.10)  Ry() = - 20 (£,)

(a <£2 <b).
Dokaz. Slidno, kao u dokazu teoreme 2.3.1, defini¥imo funk-
ciju Fi:l-a,0]+R, pomoéu
c+h

F(h) = [ f£(x)dx = $(£(ch)+f (c)+£(c+h))
c-h

o

_atb | _b-a
gde su ¢ = 5 1o ===

Uzastopnim diferenciranjem funkcije F tri puta dobijamo

P’ (h) = Z(£(c-h)=2£ (c)+£ (c+h) ) = 2(£! (cth)-£" (c=h)),

F"(h) -%(f'(c+h)—f'(c—h)) “%(f"(c+h)+f"(c—h)),
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F" (h) = - —g—(f“’ (c+h) = £™ (¢c=h)).

Kako je F(0)=0, F'(0)=0, F"(0)=0, reSenije poslednje jedna-
&ine moZ%emo predstaviti u obliku

h 1 2 t
F(h) = [ 2ee)? (- D (E" (evt) = £ (e-t))at,
0

odakle, koriséenjem Lagrangeove teoreme, dobijamo
h

F(h) = - &+ [ t?(h-0)?¢’
0

Viete(e)ytyat  (Jo(e) | <1).

Najzad, primenom teoreme o srednjoj vrednosti odredjenih
integrala (f €C4Ea,b]) i stavljanjem h =o =E%E, iz poslednje jed-
nakosti sleduje (2.3.10), ¢ime Jje dokaz zavrden.

Na osnovu prethodnih razmatranja zakljudujemo da je trape-
zna formula tacna za svako f 60{, a da je Simpsonova formula tac-

na za svako f€0)3.

U daljem izlaganju dademo pregled Newton=Cotesovih formula
zan <8 (videti [ 13, [C141, £371). Pri ovome koristimo oznake
h=(b~a) /n, fk=f(xk) (k=0,1,...,n).

1) n=1 (trapezno pravilo)
*
1 3
' =h - D ;
i f(x)dx = 2(f0+fl) 12f (El)p
0

2) n=2 (Simpsonovo pravilo)

X2 ' 5
h h> L1V .
[ £(x)ax = S(E+4E,+E,) - g5 £ 7(E));
X
0
3) n=3 (Simpsonovo pravilo %)
X
3 5
3h _3h? 1V .
| £)ax = (£ H3E FIE,HEL) - e £ (E)
X
0
4) n=4 (Booleovo pravilo)
X 7
4
2h _8h (6) .
| f(x)ax = Zg(7f0+32f1+12f2+32f3+7f4) a5 £ (843
X

0
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5) n=5

6) n=6

*6
f f(x)dx

%0

7) n=7

] f(x)ax

5h :
§§§(19f0+75f1+50f +50f +75¢F +19f5)

ptO0E+T5E,
7
2750” L (6) ;.
12096 51
—56(41f 4206F 427E,+2T2E 42TE 4216 £ +A1E )
9
9h (8) .
Ta00 £ (Eg)i

(751f +3577f +1323£,_+2989fF +2989f

17280 2 4
_8183n° _(8) )
1323£,+3577£,+751E) = eygrog £ (6404

4h
+ -
14175(989f 5888f -928f +10496f3 4540f4+10496f5
11
_ 23680t _(10)

gde &, € (xo,xk) (k=1,...,8).

U opStem sludaju ostatak R
[1413,

primer, C7 1,

(2.3.11) Rn+l

gde je m =2027 +3.

2

m_lta,b],

fecC

Primedba 2.3.2.

n+l(f) ima oblik (videti, na

£151)
_ m,;{m-1)
= Ch'f (£,) (g <E,< %),

Jednakost (2.3.11) ima smisla ukoliko funkcija

Za koeficijente Hk(n) u Newton-Cotesovoj formuli

za segment [0,13, vaZe asimptotske formule (videti r141, [931)

k-1 n :
(~1) ny(l ., (=1) 1 _
H, (n) = ~=ls— =+ 201+ O(=—)) (1zkgn-1),
k nlogzn k7 'k n-k logn
_ 1
Ho‘“) = Hn(n) " n logn( O(logrm))
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Na osnovu prethodnog uodavamo da se formule znatno kompli

kuju ukoliko je n vede. U praktiénim radunanjima obidno se koris

ti Simpsonova formula (n=2), s obzirom da je relativno jednostav-

na, a da pri tome daje dosta zadovoljavajudu tacnost ukoliko je
dovoljno malo. Uslov da h bude dovoljno malo moZe se obezbediti
podelom segmenta [a,bl na niz podsegmenata, o Cemu €e biti reli
narednom odeljku.

Primer 2.3.1. Primenimo Newton-Cotesove formule za n=l,...,6 na
pribliZno izradunavanje integrala

(2.3.12) R Q- S
0

¢ija je tadna vrednost fog 2=0.69314818... . Dobijene vrednosti

sredjene su u narednoj tabeli.

n | Pribli%na vrednost za I
1 0.75

2 0.6944444

3 0.69375

4 0.6931745

5 0.6931629

6. 0.693148

Primedba 2.3.3. Ako Newton-Cotesovu formulu za n=6 predstavimo u
obliku

X
6 B
= 3 - -
i £(x)dx = F55{(42 1)f0+(210f6)fl+(42 15) £,+(252+20) £
0

+ (42—15)f4+(210+6)f5+(42—1)f6} + R7(f),

dobijamo tzv. Weddleovo pravilo

X
6
_3h =

(2.3.13) [ E(x)ax =35 (£ +5E +E,+6E+E (+4BEHEL) + Ry (£),

%0
gde je
) = - h .6

R7(f) =~ 3725 2 f0 + R7(f),
tj.

10 Numericka analiza, I deo

h
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7
= \___h (6) 2.18)
Ry (£)= =75 (10577 (n ) +9h e 57 (£)) (e ng€ (xgvx )

Primer 2.3.2. Primenom formule (2.3.13), na integral (2.3.12), do-
bijamo I=0.6931493, s obzirom da je

f0=1.0000000, fl=0.8571428, f2=0.7500000,
f3=0.6666667, f4=0.6000000,' f5=0;5454545,
f6=0.5000000.

7.3.4. Uopltene kvadraturne formule

Kao $to je napomenuto u prethodnom odelijku, da bismo taé-
nije izradunali vrednost integrala potrebno je podeliti segment
La,bl na niz podsegmenata, a zatim na svakom od njih primeniti
neku od kvadraturnih formula. Na taj nadin dobijamo uopStene ili
" kompozitne formule. U ovom odeljku razmotridemo uopStene formule
dobijene na bazi trapezne i Simpsonove formule, kao i neke uopite-

ne kvadraturne formule otvorenog tipa.

Podelimo segment [a,b) na niz podsegmenata Exi_l,xi]
(i=1,...,n) tako da je xi=a+ih(i=0,1,..,,n) i h=(b=a) /n.

y
7

y= £(x) ' ' ]

.

= . =
3 Xh=1 xh b x

sl. 2.4.1

Primenom trapezne formule na svaki od podsegmenata dobija-

mo

X,
b i h h3 "
[ £(x)dx = £ 1[-2—(fi_l+fi)— T3 £ (),

n
f£(x)dx = )
a h =

/ .
1 X5 i

t3.
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b h3 n
(2.4.1) [ fxax =T - 13 .2 £" ()
a i=1
- :h) = h(t 1 i
gde su T =T (f;h) = h(2f0 R o E 7 an) i

X5 1 <gi <X, (i=1,...,n).

+ s
Teorema 2.4.1. Ako f €C2Ea,b3 vaZi jednakost
| b (b-a)
(2.4.2) [ fx)ax - 1= - L78L_gv(g) (a<g <b).
n 2
a s 12n

Dokaz. Kako uslov £ €C2Ea,b] obezbedjuje egzistenciju tak-

vog t(a <E <b) da je

iz (2.4.1) neposredno sleduje jednakost (2.4.2).

Kvadraturna formula

b b=-a
[ £(x)dx = T (£3h) (h = )
n n
a
naziva se uop8tena trapezna formula.
Pretpostavimo sada da je h =%§?, tj. xi=a+ih(i=0,1,,,.,2n)
(videti s1.2.4.2), a zatim na podsegmente [xo,xzj,,..,txzn_z,XZn]

primenimo Simpsonovu formulu. Na taj na&in dobijamo uopstenu Sim-

psonovu formulu

Yy

(o2
£4
X

|
\

X =a X2 X

*on-2 n”

Sl. 2.4.2

10*
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b
aj £(x)dx = S (£;h) (h = =2),
gde je
- hy =2
8§, =8, (fih) —3{fo+4(fl+..,+f2n_l)+2(f2+,..+f2n‘_2)+f2n}.
Teorema 2.4.2. Ako f €C4Ea,bJ'va§i<jednakost
b 5
[ fax-s_ = - L0 Vg (5 cpy.
a : 2880n

Dokaz je slican dokazu teoreme 2.4.1.

Dademo sada jednu uopStenu kvadraturnu formulu otvorenog
tipa koja se naziva pravilo srednje tadke, a koja se dobija pri-

menom elementarne formule

c+h h
[ £(x)dx = hf(c+3).
o]
Neka je
M = Mn(f;h) = h(fl/2+f3/2 + ... + f(2n_l)/2),
2k-1 b-a

gde su f(2k=1)/2 = fla +—5 h) (k=1,...,n) i h==%=.

Teorema 2.4.3. Ako f GCZEa,bJ vaZi

b 3
f £(x)dx - MA = 19:2%— £" (&) (a <& <b).,
a 24n

Iz teorema 2.4.1 i 2.4.3 sleduje

Posledica 2.4.1. Ako £ €C2Ea,b] i £"(x) >0 na ra,bl, tada je

b
Mo< [ E(x)ax < T, -
a
Sledeca teorema se moZe izvesti kao specijalan slucaj je-

dnog opstijeqg rezultata dobijenog u radu 56 1.
Teorema 2.4.4. Neka je £ dva puta diferencijabilna funkcija na
fa,bl sa ogranidenim drugim izvodom, tj. |£"(x)| <A (V x€fa,bl.

Tada je
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b
1 A

[ £(x)dx - =(T_ + M )| <

la 2 'n n 481‘12

b-a

).

(h =

Primer 2.4.1. Primenom uopstene trapezne i uopStene Simpsonove
formule izradunademo integral

1.2 _

[ vx ax,

1.0

v . 2 3/2 .
¢ija je tana vrednost 3((1.2) -1) = 0.2096894..., ili,zaokru-
gljena na Sest znafajnih cifara,h0.209689. Kod izradunavanja kori-

stidemo se tablicom vrednosti funkcije x & £ (x)=vx

X 1.00 1.05 1.10 1.15 1.20

£(x) 1.00000 1.02470 1.04881 1.07238 1.09544

Imamo
T, = 0.05{%-1.00000 + (1.02470 + 1.04881 + 1.07238)
+ %-1.09544} = 0.2096805
i
0.05
s, = 2:22(1.00000 + 4(1.02470 + 1.07278) + 2-1.04881

+ 1.09544} = 0.2096896,

ili, zaockrugljivanjem na Sest znafajnih cifara,

T, = 0.209680 i 5, = 0.209690,
!

6 6

pri demu su odgovarajude greske 9.10 0 4 110 °.

Ispitajmo sada kako utidu greSke zaokrugljivanja u vredno-
stima fk na rezultat koji se ‘dobija primenom uop$tene trapezne i
uopitene Simpsonove formule. Neka fk ozna&ava zaokrugljenu vred-
nost od £, , tj. neka je odgovarajuda gredka zackrugljivanja e,

=F - £

X k° Sem toga, neka je ley| < E. Kako je

Tn(f;h) = T (£3h) + T_(e;h) (e (x)=F(x)=£(x)),
imamo

n-=1 i
1 i
|Tn(e;h)| < h(§|e0| +k£1|ek| +§1en|) < nhE = (b-a)E.
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Ista granica za greSku se dobija i kod Simpsonove formule.

Naime, imamo

s, (es£) |

fin

h
—3—{[e0}+4(|e1]+...+|e2n_l|)

+ 2(ley |t |}

le

-2 2n

< %{1 +4n+2(n=1)+1}E = (b=-a)E.

Kako su vrednosti funkcije £, u primeru 2.4.1, zaokruglje-
ne na 8est znafajnih cifara, tj. njihove apsolutne greske ne pre-

) % : < . <
laze 5-10 7, za gre8ku kod izracdunavanja sume T, vaZi ocena

4

|T,(e;0.05)] < (1.2 - 1)-5.107%= 1075,

Ista je granica i za [S,(e;0.05)].

Na kraju napomenimo da za velidine Tn’ Mn’ Sn vaZi jedna-
kost

1
s, (£:h) = 3(T (£52h) + 2M (£;2h)),
gde je = .,1_3,__

7.2.B, Metodi ga ocenu ostatks u kvadraturnim formulamsa

Kod numerifke integracije, kao #to smo videli, javlja se
greska ili ostatak kvadraturne formule Rn(f), tj.

b n
[ px)f(x)ax = | A £(x ) + R (£).
a k=1Ak k n
n
Naravno, kod izrafunavanja sume 2 Akf(xk) javlja i greska zao-
k=1

krugljivanija, koja zavisi od tadnosti radunara.

U ranijem izlaganju, dali smo ocenu ostatka Rn(f) u nekim
elementarnim kvadraturnim formulama. U opStem sludaju, velidina
Rn(f) zavisi od izbora kvadraturne formule i od osobina funkci-
je f£.

U ovom odeljku, dademo dva metoda za ocenu ostatka kvadra-
turnih formula. Prvi metod se odnosi na klasu neprekidno-diferen=
cijabilnih funkecija, a drugi na jednu klasu analitidkih funkcija.
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Primetimo, najpre, da je funkcionela L definisana na izve-
snoj klasi funkcija X, pomocu
b

) n
LEf = R (£) = [ p(x)f(x)dx - ] A £(x,),
n a k=lAk k

linearna funkcionela na X.

Teorema 2.5.1 (Peano). Neka je Rn(f) =0 za svako £ eg&. Tada je,

za svako £ €Cm+lta,b],

b (m+1)
(2.5.1) R (£) = [ K (€)E (t)ae, '

a
gde je Km(t) = E%-Lu i funkecija xtu(x) definisana pomocu

n b xo2 e
u(x) = (x-t)+ =
0 (x < t).

Dokaz. S obzirom da se ostatak Em u Taylorovoj formuli

f(x) = £(a)+f (a) (x=a)+...+ E% f(m)(a)(x—a)m+Em

mo%e predstaviti u obliku

[ ety ™ D) (pyge = L j (x=t)™ £ (g)ae,
a

!
primenom linearne funkcionele L na £, dobijamo

1

m, (m+1)
0 IT f

.5 ey
LE = ] (a) L (x-a) )+ (I (x=t) (t)at).

Kako je, medjutim, Lf =0 (V£ 60%) poslednja jednakost

se svodi na

N .
1 (m+1)
R (£) = 5'—;{1 (Luw £ ™ (v)ae,

gde smo stavili u(x)=(x=t)T.
Ovim je dokaz zavrSen.

Primedba 2.5.1. Funkcija tF*Km(t) se naziva Peanovo jezgro za
funkcionelu L. Primetimo, takodje, da je
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b
m n
miK () = i p(x) (x-t) dx - xZ>tAk(xk—t) .
k

U sludaju kada je p(x) =1, poslednja jednakost se svodi na

(b-t)™1

. _eyn
m!Km(t) = wmr i Z Ak(xk t).
xk>t

Posledica 2.5.1. Ako jezgro K, ne menja znak na [a,bl, va¥%i

(m+1) .
£ +1
(2.5.2) R () = L8 r (™) @<k b,
Dokaz. Ako u (2.5.1) stavimo f(k)=xm+l, dobijamo
b
R (£) = (m+1)!£ K (t)at.

S druge strane, na osnovu teoreme o0 srednjoj vrednosti od-
redjenih integrala, jednakost (2.5.1) moZe se predstaviti u obliku

b
R (£) = ™5y k (t)ar (@< <b),
a

1

+
s obzirom da f €C™ [a,bl.

Kombinujuéi poslednje dve jednakosti, dobijamo (2.5.2).
Primer 2.5.1. Odredimo ostatak u trapeznoj formuli. Ovde je n=2,
m=1 i
b

Ry (£) = [ f(odx - 252(£(a) + £(b)).
a

Primenom Peanocove teoreme, imamo

b -
[ ety ax - 22 (amt), + (b-t) ),

Kl(t)

= 3la-t) (b-t).
Rako je K{(t) <0 (t €ra,b1), mo¥emo koristiti tvrdjenje po-
sledice 2.5.1, pa je

. 3
Ry(£) = 2" ()R, (%) =272 gvr)  (a < <b).



7.2. NUMERITKA INTEGRACIJA 153

Neka je, sada, X Hilbertov prostor regularnih funkciija
zt£(z) u disku |z|<1 i neprekidnih na T ={z]|z| =1}, za skalarnim

proizvodon

(£,9) = 5= §£(2)3(2) ds (£,9 €X),
r

gde je ds element luka krive T,

Primedba 2.5.2. Sistem funkcija {1,z,z2,.n.} u prostoru X je or-

tonormiran, tj.

- 1 (m =n),
(z",2") = f% §2" 2" ds =
r

0 {m#n),

8to se lako proverava neposrednim izradunavanjem.
Ako Je -l <a <b <1l i f €X, dafemo ocenu ostatka
b n
R (£) = [ £(x)dx - Z B f(x).
a k=1

Jednostavnosti radi, pretpostavidemo da -1 <Xy <1 (k=1,...,n).
Kako je, na osnovu Cauchyeve formule,

1 E(E) 4, L B
£(z) = 57 ;{ r—z 48 = 33 i Eds (de=itds),
imano
(2.5.3) = 5 § £EL(7I5)ds,
I" .

gde je Lf=Rn(f), Primenom Cauchy-Schwarzove nejednakosti na (2.5.3)

dobijamo
2
(2.5.4) £ < X5 lee)|%as § |u(z25p) | as -
47 T T
Kako je ]|f||2 = = EL $ lf(S)lzdS.
T
1y "% Py P
0 =L(y=57) = 1 Lz
1l -=2¢ p=0
i
Foo
= 2
6% = _i? § |Q|2ds = 12 § 0dds = 5% 7 ou(zP) |
dg° T 4+ 1 p=0

pri Semu je iskori¥dena osobina ortonormiranosti niza
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{l,z,zz,..,}, (2.5.4) se svodi na

2 1 2 2 2
lLel® = 55 €11 “(2m®e®,

tj.

(2.5.5) IR (£)] < (2m) 172

o [I£]

Ako pretpostavimo da kvadraturna formula ima algebarski
stepen tafnosti m, tada se izraz za 02 svodi na

Za normu ||£f|| naje¥ée se koristi gruba ocena ||f]| <max |£(z2)|
|zj=1
i tada iz (2.5.5) sleduje

IR ()| < 2m) /%5 max [£(z)].
lz|=1
U radovima [3231, [331, (341, Hammerlin je odredio granice
za ¢ u nekim standardnim kvadraturnim formulama. Tako, na primer,
ako je ra,bl = r-1/2,1/21, on je dockazao nejednakosti

(Zn)l/zc < 0,189h2 (za uop8tenu trapeznu formulu),

1/2 4

(27) o < 0.253h (za uopStenu Simpsonovu formulu).

7.2.6. Neki metodi ga povelanje tatnost! kvadraturnih formula

Ostatak u kvadraturnoj formuli

b n
(2.6.1) f(x)dx = J A £(x,_ ) + R  _(f),
a{ Kbo Kk

n+l

po pravilu, se moZe u€initi proizvolino malim, ukoliko se uzme do-=
voljno veliko n, Medjutim, po svaku cenu n ne treba povedavati, s
obzirom da se pri numerifkom radu javljaju greske o kojima je bilo
reéi u poglavlju 1.2. IzloZidemo sada jednu ideju za povedavanije
tadnosti formule (2.6.1), pri fiksiranom n, koja se sastoji u su-
kcesivnom izdvajanju tzv. glavnog dela ostatka.

Posmatrajmo uop$tenu trapeznu formulu (videti odeljak 7.2.4

n=b

. =£ £(x)dx = T (£;h) + R (£),
©
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1

: = (L ; = -
gde je Tn(f,h) = h(2 f0+f1+...,+fn_l +2 f)Yy i £, = f(xi) =

n 1

= f(x0+ih) (i=0,1,...,n). Ako f €C2[a,b], ostatak se moZe, kao
$to je poznato, predstaviti u obliku
() = - Lzan? )
1 12 °
Pod uslovom da je fhnkcija £ dovoljan broj puta diferenci-
jabilna, ideja o sukcesivnom izdvajanju glavnog dela ostatka, moZe
41 (£) u red po koraku h. Doda-

juéi ¢lanove ovog reda sumi Tn(f h) dobijamo niz kvadraturnih for-

se sprovesti razvijanjem ostatka R

mula, ¢éija se tadnost povedava sa brojem dodatih &lanova.

- Definicija 2.6.1. Koeficijenti Bk (k=0,1,...) u razvoju

© B
k _k
(2.6.2) X _ - 7 Xx (Ix| <2m)
e¥q 20 k! l I

nazivaju se Bernoullievi brojevi.
Na osnovu (2.6,2), tj. jednakosti

L 2 +——x3+...)(B +B, Xtk BoxPt...),

x = (x+57 31 2T °2

zakljuujemo da je B21+1=0 (i=1,2,...) 1

= — =1 - =L
By=l, By= -5, By =g+ By=" 357 Bg =77+

S U S T} U
Bg =~ 305° P10 =66’ Bi12 =" 3730’ Bygq “gr 1td

Izrazidemo najpre operator 2t pomoéu operatora diferenci-

ranja. Kako je ehD=1 + A, imamo
_ =1 +» B
A 1 - (ehD - 1) 1 = 'DT Z k—'(hD)k,
) k=0 ™°
tj.
=1 1 -1 1 1 1 3
A Y D -7 + 7 hD 756(hD) + eao e
Kako je, dalje,
ngl ngl (ngl )
£f -£, = (f =f,) = Af, = A £.),
0 i=0 i+l 71 i=0 i 120 i



156 7. NUMERITKO DIFERENCIRANJE | NUMERICKA INTEGRACIJA

. X
n
p e gy = a(JE) = T = [ £(x)ax,
n 0 i . i
i=0 i=0 X
0
primenom operatora A“l na fn —fo, dobijamo Euler-Maclaurinovu su-
macionu formulu
X

nol 1 M 1
(2.6.3) izofi =5 [ f®ax - 5(f ~£,)
X0
2k~1
m B,,h
2k (2k-1)__(2k-1) -
+ Z “oor— 5 -5, ) + E (),
i=1 :
gde Je B p 2m2
- 2m+2 (2m+2)
Em(f) —n——————(zm+2)! £ (£) (xo <E <Xn).
Formula (2.6.3) se moZe predstaviti u obliku
X 2k
n m B, h
_ ey L 2k (2k-1) _.(2k=1), _
[ £(x)dx = T (£;h) kzl ~T £ )~hE_(£),
*0
tj.
xn h2 [ ¢ h4 L] ny
(2.6.4) Xf f(x)dx = Tn(f;h) - Ii(fn-fo)'+7§6(fn - fo ) -
0
2m
B, h
_ o 2m (2m-1) _ - (2m=1), _
(2m) ! (fn £o ) hEm(f)'

Primer 2.6.1. Za m=l, formula (2.6.4) se svodi na
% .
n 2 5 .
= R _12__ [y ﬂ_ v
f f(X)dx = Tn(flh) 12 (fn fo) +720 £ (E) (xo <E <Xn)'
0
Poslednju formulu primenimo na izrafunavanje vrednosti integrala

X

iz primera 2.4.1 sa h=0.05, tj. n=4.

Kako je £’ (x) =%~x—l/2 i T4 =0.209680, imamo

1.2 _ 2

{7 /% ax = 0.209680 - 295 2(—L_ - 1) = 0.209689.
1.0 V1.2

Euler-Maclaurinova formula ima primenu i kod izra&unavanja

zbira § =f0+f1+°°'+fn°

Primer 2.6.2. Izradunademo zbir
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s=-1_+_1_+L+__.+_1._

13 133 153 153

uzimajuéi u formuli (2.6.3) f£(x)=1/x>, h=2, n=20, x.=11,

0

X, =51, m=3.

20 . 4 6 Vv 8
Kako je £/ (x)==3/x , £"™ (x)=-60/x, £ (x)==2520/x ’

imamo

13

13501969999 +0.0379427 +0.0034077 +0.0000376
+ 0.0000012) = 0.2383891-10"2,

tj. S = 0.002383891.

Pored formule (2.6.3) postoje i druge sumacione formule.
Na primer, formula

n-1 1 xn
(2.6.5) ] fi4(1/2) = & [ £(x)ax
= X
0
_,1-2k 2k-1
B L Y PIC S C T
kel (2k) ! n 0 m’
gde je ’
-1=2m 2m+2
(1-2 )B h .
= - - : 2m+2 (2m+2)
Eé _‘Em(f) = =n (ZmF2) T £ (&) (xo<E<xn),

koja se naziva druga Euler-Maclaurinova formula, generalife tzv.
pravilo srednje tacke (videti odelijak 7.2.4).

Navedene Euler-Maclaurinove formule mogu se modifikovati
na taj na&in $to bi se izvodi funkcije £ u tadkama x, i X zameni-

0
1i odgovarajuéim diferencnim formulama.

Na primer, ako izvode u tadki x, zamenimo pomodu

0
formula sa operatorom prednje razlike, tj.

k.(k) _ k. _ k ki k(3k+5)  k+2. _
h£)"" = A7E 2 e O 7 s £, ceo g



158 7. NUMERICKO DIFERENCIRANJE 1 NUMERICKA INTEGRAC!JA

a izvode u tadki Xy pomocdu formula sa operatorom zadnje razlike,
tj.

pkp) _ ok Lk kel
n n

P ROKRA5) kb2,

fn 24 n

XS]

iz (2.6.4) sleduje Gregorieva formula

X teo
. » k k. k
[ f(odx ~ T (£5h) -'h ] G (VIE + (1)TATE),
X, k=1 .on
gde su
_1 _ 1 _19 _ 3 _ 864 .
€y =120 %231 %3735 G4 >Teo' Cs “gosso’ itd-

Primedba 2.6.1. Koeficijenti Gk mogu se odrediti iz relacije

1 G = m
n+l-k “k 2(n+1) (n+2) °

i~z

k=1

7.2.7. Richardsonova ekstrapolacija i Rombergova integracija

Posmatrajmo kvadraturnu formulu

b
(2.7.1) I= ‘_{1 f(x)dx = E A E(x) + R(£),
u kojoj su tadke xk(€[a,b]) uzete ekvidistantno sa korakom h. Sa
I(h) oznalimo pribliZnu vrednost integrala I koja se dobija pri-
menom ove kvadraturne formule. Pretpostavimo, dalje, da je osta-
tak reda r(ré€N), tj. da je oblika

(2.7.2) R(£) = ch® + o(n*tly,
gde C ne zavisi od h.

Otigledno je da I(h) »I, kada h~+0. Ako za h uzmemo dve
vrednosti h1 i hz(h2 <h1) i sa njima odredimo pribliZae vrednosti
integrala I (primenom formule (2.7.1)), slededéim postupkom, po
pravilu, se moZe dobiti tafnija vrednost ovog integrala nego 3to
su vrednosti I(hl) i I(hz). Naime, iz (2.7.1) i (2.7.2) sleduje

_ r r+l
1 I(hl) = Chl + O(hl )
i
_ r r+l
I I(h2) = Ch2 + o(h2 Y.
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r+l

. . sss +
Zanemarivanjem velicdina O(h1 r+l

) i O(h2 ) u poslednijim jednakosti-

ma i eliminacijom parametra C dobijamo formulu

hl r
(/) T(hy)-T(hy) I(h,)-T(h,)
(2.7.3) I = = I(h,) + —E
2 V
(hl)r . (hl)r .
h2 hz

koja je poznata kao Richardsonova ekstrapolacija*. U praktiénim
radunanjima najde3de se uzima h2=h1/2 i u tom sludaju formula
(2.7.3) se svodi na

r
27T (hy) - I(h,)

(2.7.4) I= .
2F -

Primedba 2.7.1. Ako se kao formula (2.7.1) uzme uop$tena trapez-

na formula ili pravilo srednje tacke imamo r=2, dok je kod uops-
tene Simpsonove formule r=4.

Primenom ideje koju daje Richardsonova ekstrapolacija, na
Fuler-Maclaurinovu sumacionu formulu moZe se doéi do jednog rekur=-
zivnog metoda za numericku integraciju, koji je poznat kao Romber-
gova integracija ([751). Kompletna teorija u vezi sa ovim metodon
data je u radu [ 61.

Neka je (2.7.1) uopstena trapezna formula. Tada za

f€C2m+2[a,bj, na osnovu Euler-Maclaurinove sumacione formule vaZi
_ 2 4 6 ) 2m
(2.7.5) R(f) = clh + czh; + c3h + .. + cmh
1 2m+2
B he™
+ .2
- (b-a) 22 £2M2) () (ze(a,b)),

(2m+2) !

gde su B2k Bernoullievi brojevi i

o - .l
N TN

(2k-1) (2k-1)

(£ (b)-f£ (a))  (k=1,...,m).

Ako stavimo h=hk=(b=-a)/2k i odgovarajucu trapeznu aproksimaciju

Tn(f;h) (n=2k) oznalimo sa Téo), tada primena Richardsonove eks-

4 Ovde se, u stvari, prognozira vrednost I(0) na osnovu vrednosti
I(hl) z I(hz),
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trapolacije na Téo) i Tégi, saglasno (2.7.4), daje

22 (0) _ T(0)

Ig-——-———kgl k.
2% -1

Desnu stranu poslednje pribliZne jednakosti oznadimo sa Tél) Ood-
redidemo sada gres$ku u aprok51mac131 I ~I(1)

Kako je

_m(2)y _ o1 0y _ L(0), _ 4 (0) (0)

r-n = r-gund) - 1) = sa-nih -3a-n ),

na osnovu (2.7.5) imamo
2 h 4
(1y _ 4 k k 4

r-m ' = 3(C () +e,(z) ) ——(Ch HCh o+ L),

ti.
(1y _ 1 4 6
I Tk =-7 Czhk + O(hk).

Dakle, gregka je reda hﬁ, kada hk +0.

Pod uslovom da je funkcija £ dovoljan broj puta diferenci-
jabilna, navedeni postupak sugerife konstrukciju iterativnog pro-

cesa za odredjivanje vrednosti integrala I u obliku

(m-1) _ ,2 (m~-1)
(m) _ nm T D imx ~
Tk = 5 5 (m=1,2,...),
h, = h
k k+m
ti.
(m-1) _ . (m-1)
w T Ty
(2.7.6) T = o (m=1,2,...),
= 1

s obzirom da je hk=(b--a)/2k
(m)

Za grefku u aproksimaciji Tk

2m+2 (2m+2)
m+l hk B2m+2f (£)
2™ L) o2y

vaZi ocena

=1) (a <& <b).

o omim)
Ty =

Na osnovu (2.7.6) mo¥e se konstruisati tzv. T-tabela
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(
k /TO /TO /TO
T(0) T(l) T(2)
1 1 -
T(O)/T(l)
2 2
(0)//// .
T —————
3
uzimajuéi k=0,1,... 1 m=1,2,... . U prvoj koloni ove tabele nala-

ze se redom pribliZne vrednosti integrala I dobijene primenom tra-

pezne formule sa h =(b=-a)/2k (k=0,1,...). Druga kolona ove tabele

dobija se na osnovﬁ prve, koriscenjem formule (2.7.6), treda na
osnovu druge, itd.

Iterativni proces, definisan sa (2.7.6) predstavlja stan-
dardni Rombergov metod za numeriéku integraciju. MoZe se dokazati

(m)}
k mGN0

tabeli) konvergiraju ka I. Kod praktiéne primene Rombergove inte-

da nizovi {Tém)} i {T (po kolonama i vrstama u T=-

kGN0

gracije, iterativni proces (2.7.6) se najcesde prekida kada je

(m=1)

(m)
|Tg " =T

| <e, gde je e unapred data dozvoljena greska, i ta-

da se uzima I zTém).

Primer 2.7.1. Primenom Rombergove integracije pribli¥no éemo iz-
radunati integral fle-xzdx° Pri rafunanju koristidemo se pribliZ-
nim vrednostima pogintegralne funkcije u tadkama xi=i/8 (i=0,1,

.+8)

f0=l.000000, fl=0°984497' f2=0¢9394l3,

f3=0.868815, £ =0.778801, £.=0.676634,

4 5

f6=0.569783, f7=0.465044, f8=0.367880.

Uvedimo, pretnodne oznaku Ak=T}£O)/hk (k=0,1,...).

Primenom trapezne formule sa hk=l/2k (k=0,1,2,3) imamo
redom
1 1. (0) _ = .
AO -7f0-+§f8-—0.683940, TO —hOAO 0.683940;
- - (0) _ = .
Al--A0+f4 = 1,462741, Tl -—hlAl 0.7313705;

11 Numeric¢ka analiza, I deo
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= = (0)_ -
AZ—A1+f2+f6 = 2.971937, T2 -thz = 0.7429842,
A3—A2+fl+f3+f5+f7 5.966927, T3 —-h3A3 0.7458658,

a zatim primenom formule (2.7.6) na ove rezultate dobijamo T-ta-

belu
0.683940 0.7471806 0.7468337 0.7468241

0.7313705 0.7468554 . 0.7468243
0.7429842 0.7468263
0.7458658

bDakle, dati integral je pribliZno Jjednak 0.746824.

Rombergov metod, koji je prezentiran, sastoji se u sukce-
sivnon polovlijenju intervala integracije, s obzirom da je
hk=(b-—=a)/nk i nk=2k(k:0,l,,.,). Ovaj metod se moZ?e modifikovati
u tom smislu da se za {nk}kEN odabere neki drugi podniz prirod-

-0
nih brojeva, ali takav da je nk+l/nk >c »1. Na primer, u radu

[ 61, za {nk} je korisden niz {1,2,3,6,9,18,27,54,...}. Tada je

m,(m-1) _ . (m-1)
3 kal T

3™ -

(m parno),

(m) 4 3mTfT;l) B 4Tém—l)
ol { < (m neparno, k parno),
4:3" - 3

m+l, (m=1) _ (m-1)
3 Tk+1 4Tk

\ L,

(m neparno, k neparno).

Pretpostavimo sada da formula (2.7.1) predstavlja pravilo
srednje tadke, tj.

b

I = [ f£(x)dx = M_(£;h) + R(£),
a

L (

n—
gde je M _(f;n) =h N

i=

1 . -
£(a +21+1h) i h = b-a
0 2 n

Ako f€C2m+2Ea,b], na osnovu druge Euler-Maclaurinove suma-
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cione formule (2.6.5), ostatak R(f) se moZe predstaviti u obliku

o lop?2 704 310 6. 2 2m
R(£) == 3Ch° -gC h" ~33C.h° - .- (1 ZH)cmh
2 By +2h2m+2 (2m+2)
+ (b-a) (1 y <2 glemral) (a <£ <b),

'4m+1 (2m+2) !

gde su koeficijenti Ck(k=1,...,m) isti kao u formuli (2.7.5).

Ako stavimo n=2k, tj. h=hk=(b—a)/2k i aproksimaciju Mn(f;h) ozna-
¢imo sa Mﬁo), koristedi se istim postupkom kao kod uop$tene tra-

pezne formule, moZemo konstruisati iterativni proces

(2.7.7) Mﬁm ! Mk" (m=1,2,...).

Uzimajuéi k=0,1,... i m=1,2,... na osnovu (2.7.7) mo¥emo
formirati tzv. M=tabelu

MéO) Mél)/MéZ)/Mé3)
M(o)//M(l) w(2) :

1 1 /// 1
M(O)/M(l)

2 2
M(o)//// :

3 T

Primetimo da elementi T i M-tabele stoje u odredjenog ve-
0) (0)
i Mk 1 tada

se slededi element u prvoj koloni T-tabele moZe odredltl pomodu

zi. Naime, ako pretpostavimo da smo izradunali T

(0) _ 1.5(0) '
Tt =Tyt Mk 1

Naravno, vaZi i op3tija jednakost

(m) 1ipm)
RS GRS )
Koriééenjem poslednje jednakosti, (2.7.6) postaje
(m) — (2.4™1 l)(T(m 1) Mﬁm—l%

(M=1,2,.0.).
M 4 -

11*
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M-tabela sama za sebe nema neki praktiéni znadaj, medijutim,
ona se moZe uspedno koristiti za konstrukciju T-tabele, zahvaliju-

juéi napred navedenim jednakostima.

7.2.8. Gauss—Christoffelove kvadraturne formule

Centralno mesto u numeridkoj integraciji zauzimaju kvadra-
turne formule interpolacionog tipa sa maksimalnim algebarskim ’
stepenom tafnosti, poznate kao Gaussove ili, preciznije, kao Ga-
uss-Christoffelove kvadrature. Klasi&na konstrukcija ovih formu-
la je zasnovana na pristupu (b), datom u odeljku 7.2.2, tj. na
reSavanju sistema nelinearnih jednadina (2.2.4).

Posmatrajmo opsSti sludaj integracije sa tefinskom funkci-
jom, tj. Gauss-Christoffelove kvadrature oblika

b n
(2.8.1) [pof(x)ax = ) A f(x) + R (£),
k=1

a
¢iji je algebarski stepen tafnosti p=2n-1i. Dakle, Rn(f) =0 za sva-
ko f€ @Zn—l°

Prve ideje o ovakvim kvadraturama potidu od Newtona (1676).
Cotes Jje nezavisno od Newtona, takodje, koristio slidne ideje. Os-
lanjajuéi se na radove Newtona i Cotesa i svoj rad o hipergeomet-
rijskim razvojima iz 1812. godine, C.F. Gauss (C181) je 1814. ra-
zvio famozni metod za integraciju, koji znadajno poboljSava dotad
poznate Newton=Cotesove formule. Gauss je razmatrao sludaj p(x)=1
i numeridki odredio parametre za n <7. Gaussove rezultate Jje po-
jednostavio (po formi) C.G.J. Jacobi (1826). U toku 19. veka Gau-
ssove kvadrature su detaljnije razradjivali i dalje razvijali F.
G. Mehler (1864), E.B.Christoffel (1858) i drugi. Dobijene rezul-
tate su sistematizovali i uobliéili u teoriju Christoffel (1877),
Radau (1880) i Heine (1881).

Ovaj metod integracije danas se obiéno naziva Gauss-Chris-
toffelov metod. U novije vreme (1966) pojavila se knjiga Strouda
i Secresta (B2 1) u kojoj Je dat jedan op8iran pregled ovih for-
mula, ukljucujudéi i veliki broj numeriékih tabela. Novi znacajan
progres u konstrukciji Gauss=Christoffelovih formula ufinjen je
u poslednjih 10-15 godina. Ovde treba pomenuti zna&ajne rezultate
do kojih su do$li W.Gautschi (C191-0243), G.H.Golub i J.H.Welsch
(c301), R.A.Sack i A.F.Donovan (t761), J.C.Wheeler (£961) i drugi.
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Takodije, u literaturl su razmatrane i trigonometrijske,
eksponencijalne, racionalne, splajn i druge kvadrature Gaussovog
tipa (na primer, Crout (1929/30), Newbery (1969), Tureckii (1959,
1960), Haris i Evans (1977/78) i drugi. Detaljne informacije se
mogu nadi u radu W. Gautschia [231).

Gauss-Christoffelove kvadrature se mogu razmatrati i za
opstije integrale oblika

I(£) = [£(x)dr(x),
R

gde je dx(x) nenegativna mera na realnoj pravej R sa kompaktnim

ili beskonadnim nosadem i za koju egzistira prvih 2n momenata

¢ =/ Fd (x) (k=0,1,...,2n~1).
R
Sludaj (2.8.1) se dobija kada je di(x)=p(x)dx (x€(a,b)).

Teorija Gauss—-Christoffelovih kvadratura je u uskoj vezi
sa teorijom ortogonalnih polinoma (poglavlije 2.2, I deo knjige).
Taénije redeno, glavno polje primene ortogonalnih polinoma su Ga-
ussove kvadrature. StaviSe, konstruktivna teorija ortogonalnih
polinoma je proistekla iz konstrukcije Gauss—-Christoffelovih kva-
dratura za neklasilne tefinske funkcije.

Neka je {Qk ortogonalan niz polinoma na (a,b) u od-

}kEN
o

nosu na teZinsku funkciju x> p(x).

Teorema 2.8.1., Interpolaciona kvadraturna formula (2.8.1) ima al-
gebarski stepen taénosti 2n-1, ako i samo ako su Xy (k=1,...,n)

nule polinoma xF+Qn(X).

Dokaz. Neka su xk(kél,,..,n) nule polinoma Qn’ koje su,
kao 8to je poznato, realne, proste'i leze u (a,b). Neka je, dalje,

f proizvoljan polinom iz ﬂgn— Kako se ovaj polinom moZe predsta-

1
viti u obliku

(2.8.2) £f(x) = Qn(x)un_l(x) + v

(x),

n=-1
, . ) .
gde suu _, i v _, polinomi iz P -1+ imamo

o b b
(2.8.3) [ p(x)E(x)dx=[ p(x)Q (x)u _, (x)dx+[ p(x)v, _, (x)dx,
a a a

tj.
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b b
[ px)E(x)ax = | p(x)v _, (x)dx,
a a
s obzirom da je prvi integral na desnoj strani u jednakosti

(2.8.3) jednak nuli 2zbog ortogonalnosti niza {Qk}keN .
o

Primena kvadraturne formule (2.8.1) na desnu strann posle-
dnje jednakosti daje

b n
[ px)E(x)dx = ] AV (k) + R (v ).

a k=1 )

Kako je, na osnovu (2.8.2), f(xk)=vn_1(xk).(k=1,.,,,n) i kako je
R Vpey
da kvadraturna formula (2.8.1) ima algebarski stepen tafnosti

}) 20 (Jer je formula interpolacionog tipa), zakljudujemo

2n-1,
DokaZimo sada obrnuto tvrdjenje. Neka kvadraturna formula

(2.8.1) ima algebarski stepen tadénosti 2n-1. Pomodu XypoeerX
konstruis$imo polinom 6n, takav da je
B (x) = (e=x))e. . (x-%)
i posmatrajmo integral
b _—
I = [ p)x” ¢ (x)ax  (m=0,1,...,n-1).
4 ;
. m % . ) I} .
Kako je xx ¢ (x) polinom iz Jn+m ( C:J2n—1)' imano
n _—
Im = y Akxk Qn(xk) =0 (m=0,l,...,n—l),
k=1
. N ’
odakle zakljucdujemo da niz polinoma {Qn} mora biti ortogona-

neN

lan na (a,b) sa teZinskom funkcijom xk+p(x)? S obzirom na Jjedin-
stvenost ovih polinoma (do na multiplikativnu konstantu), imamo
ny
Q, (x)=c 0 (x).

Ovim je dokaz teoreme zavrSen.

Predjimo sada na 6dredjivanje teZinskih koeficijenata Ak’
koji su poznati kao Christoffelovi brojevi.

Na osnovu prethodne teoreme, za interpolacione &vorove
xk(k=l,.,.,n) kod Gauss=Christoffelovih kvadraturnih formula tre-

ba uzeti nule potinoma On. Dakle, u ovom sluaju, imamo



7.2. NUMERICKA INTEGRACIJA 167

0 _(x)
wi(x) = (x—xl)...(x—xn) = gn ’

gde Jje a, koeficijent uz najvi3i stepen u polinomu Qn(=anxﬁ+...)

i

b p(x)Q (x)
X = X

A = fb p{x)w(x) dx = 1

a (X—xk)w'(xk) Qg(xk) a

dx (k=1l,...,n).

Teorema 2.8.2. TeZinski koeficijenti Gauss-Christoffelove kvadra-
turne formule mogu se eksplicitno izraziti pomodu
2
oy ey ll

(2.8.4) Ak = {(k=1,...,n),
Y ’
nQ (Xk)Qn(xk)

n-=1

gde su Xy {k=1,...,n) nule polinoma Qn’ a o i Yn konstante koje

se javljaju u rekurentnoj relaciji

(2.8.5) Qn+1(x)=(anx+en)Qn(x)—ynQn_l(X) (neN) .

Dokaz. Polazedi od Christoffel=-Darbouxovog identiteta za

ortogonalne polinome (odeljak 2.2.2)

1

L 9 (99,000,090, (1)

(2.8.6) v
2 x - €
o flo, |l

0; (x)0, (£) =

n—~1g

=0 2
N I

oy
gde Jje L konstanta u rekurentnoj relaciji (2.8.5), mo¥emo odre-
diti teZinske koeficijente Ak(k=1,n..,n). Naime, ako u (2.8.6)

stavimo t=x,_ (=3 Qn(t)=0), a zatim dobijenu jednakost pomnoZimo

k
sa p(x) i integralimo od a do b, dobijamo

n b «C% (xk) b p(X)Qn(X)
] ——o0.(x) [ p(x)o, (x)ax =—24 K dx,
im0 oy |27 F R T o o 13 ¥ 7%
tj.
2
L oy N1l
(2.8.7) B = - ———= (k=1,...,n),

7
Qn(xk)QnH(xk)
pri %emu je iskoriScena osobina ortogonalnosti niza {Qi}ieNO,
Najzad, ako u (2.8.5) stavimo X=Xy dobijamo
Qn+l (Xk) = “YnQn_l(Xk)l
%to zajedno sa (2.8.7) daje (2.8.4).
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Jedno vaZno svojstvo Gauss-Christoffelovih kvadratura je
da su svi teZinski koeficijenti Ak pozitivni. Da bismo dokazali
ovo, pustimo da x -+t u (2.8.6), a zatim stavimo t=xk. Zamenom do=

bijenog rezultata u (2.8.7) nalazimo da je

n-1 2 2 -1
b= (I 070/ g IDH™ > 00 k=1, m).
1=

0 (x) 2

Primedba 2.8.1. Kako je x=f (x) = (X?_X‘) polinom stepena 2n-2,
. _ \ : k
to Je Rn(fk)—O, tj.
2 b :
, _ .
Aan(Xk) —.i p(x)fk(x)dx > 0,
odakle, takodje, zakljudujemo da su koeficijenti Ak(k=l,,..,n) po-
zitivni.

Predjimo sada na odredjivanje ostatka Rn(f) u Gauss-Chris-

toffelovoj kvadraturnoj formuli.

Teorema 2.8.3. Neka su X i Ak(k=l,...,n) kao u prethodnoj teore-
mi i neka fecznta,b]a Tada za ostatak Rn(f) vazi formula
2
o, |l 2
(2.8.8) R (£) = —B— £ () a<gep),
n 2
(2n)!an

gde je a, koeficijent uz najvisi stepen u polinomu Q-

Dokaz. Posmatrajmo Hermiteov interpolacioni polinom Hyne1
konstruisan na skupu podataka f(xk),f’(xk)(k=l,...,n). Kako je

gregka kod ovog polinoma (videti odeljak 6.2.8)

(2n)
Yon-q (£ix) = £(x)-H, . (x) = £7557§3l m(x)2 (a <n <b),
gde je (Mx)=(x—xl)u,.(x-xn) i kako HZn—l eg%n—l' imamo
b b b
i p(x)£(x)ax = i p(x)HZH_l(x>dx»+i p(x)ry 4 (£5x)dx

il
I ~13

. Hanl(Xk) + Rn(f)

]
~3

Sk
A 050 ¥ R (),

k
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gde Je
b b

RU(E) = [ pary | (Fi:)dx = [ —hrp (o) u(x) g 20
a a :

(n)dx.

0, (%) 2n
i f€C" [a,bl, ostatak Rn(f)

a
n

S obzirom da je w(x) =

se moZe predstaviti u obliku

(2n) b

£ g) f p( Q (x) dx (a <g <b),
a
%n

(
R _(£) =
n (2n)!

Sto je ekvivalentno sa (2.8.8).

Primedba 2.8.2. Kako je

imamo

o a

n 2 ) n 2

o = ey oy 11 = e,y |
Formula (2.8.4) se tada svodi na

a o _,1I° ‘

(2.8.9) =, n-l . (k=1,...,n).

ks %n-1 Qn—l(xk)Qn(Xk) ' ’

Primer 2.8.1. Odredimo Gaussovu kvadraturnu formulu oblika

1 .
3/2 o
(2.8.10) _{ (1-x2) (x)dx=A £ (x,)+AE (x,) +A_E (x5) +R; (£) .
Polazedéi od prirodnog bazisa {1,x,x2,,..} Gram=Schmidtov-

im postupkom ortodonalizacije dobijamo niz ortogonalnih polinoma

na (-1,1) sa teZinskom funkcijom xk>p(x)=(l=x2)3/2:
2 1 3 3
Qp(x)=1, Q,(x)=x, Q,(x)=x"~¢, Q;(x)=x"-gx,
4 .3.2_ 3 .
Q4(x)—x 5 X 80"’ itd.

Na osnovu teoreme 2.8.1, interpolacioni d&vorovi %Xy Xy

su nule polinoma Q3. Dakle,
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Kako su koeficijenti uz najviSe stepene u polinomima 0, i Q3 jed-

naki jedinici, tj. a,=1 i as=1, i kako je

2
1 2
2 _ _.2y3/2,.2 1 _ 51
o, Il = = _{ (1-x%) 25 (x -2) ax = =%,
na osnovu (2.8.9) imamo
_ 5q ) _
Ak - 384'3( 2__1_) (Xz*l) (k_11213)r
* 76 k78 :
tj. '
—a, = _5r
A=A =1 1 BAy=73

Ako f€C6[~1,1], na osnovu teoreme 2.8.3, imamo

(6) 1 (6)
- £ (&) ,2y3/2,.3 3 .2, _ 3nf (£)
R, (£) = 21 .,{ (1=x) 7/ (x7 - 2x) “dx = =g,

gde £€(-1,1).

Primer 2.8.1. Primenom formule (2.8.10) odredidemo pribliZno vre-

dnost integrala

1

I = f (1—x2)3/zcos xdx.
=1
Imamo
il G 5
I = Tﬁwz cos—z-+ 5& = 1,082952,

Tatna vrednost integrala je, medjutim,

I = 3ﬂJ2(l) = 1.082935,

gde je J, Besselova funkcija.
7.2.9. Gauss-Christoflfelove formule ga klasitne tefinske fankeije

U ovom odeliku dajemo pregled kvadraturnih formula sa teZ-
inskim funkcijama koje odgovaraju klasidnim ortogonalnim polino-
mima (odeljeci 2.2.8 - 2.2.13). Detalijne tablice sa parametrima

ovih formula mogu se nadi u [821].
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S obzirom da se klasiéni ortogonalni polinomi dele u tri

podklase, posebno demo razmatrati ove sludajeve.

1. Gauss=-Jacobieve formule imaju oblik

1 : n
_{ (1-x)% (1+x) B£ (x)ax = kzlAkf(xk) + R (D).

Kako su a, (koeficijent uz najvisSi stepen u polinomu Qn)

i ||Qn”2 dati sa

_ 1 T(2nto+B+1)
n P T (g +8+1)

2a+8+l I (nta+1)T (n+B+1)
n! (2n+a+8+1)T (n+a+8 +1) '

Il oIl %=

na osnovu {(2.8.9) nalazimo teZinske koeficijente

+B
A =2 (2n4q+8)T (nto)T (ntB) | 1
k ~ nl! (nta+B)T (nta+8) !
(o ,B) d,5(,B)
Pn—i (Xk)dx(Pn ! (Xk))

gde su xk(k=l,,.¢,n) nule Jacobievog polinoma Péq’s),

ako feaczn[al,l] za ostatak dobijamo

+o+ !

(2.9.1) Rn(f) = p2ntatptl n.I‘(n+o¢+l)F(n+B+é)I‘(n+cx+S+l) f(2n) (£),

(2n) ! (2n+o+p+1)r° (2n+a+B+1)

gde EE(—]-I]-)-

1.1. Posebno za g=g=0,p(x)=1, dobijamo Gauss-Legendre ovu
formulu
+1 n
{ f(X)dX = Akf(xk) + Rn(f) ’
- =1

K
pri ¢emu su

1
Py (8 ) Py )

2.9.2) A =

(k=1,...,n)

b!w

i xk(k=1,...,n) nule Legendreovog polinoma P .
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Forrnula (2.9.1) se tada svodi na

2n+1 A
R (f) = 2—(n!) £ () (el <g<l).
(2n+1) ((2n)1)®

Primedba 2.9.1. Za n=2,4,6 imamo

3._(4)

7.4.10" 3¢ ~7¢(8)

)
]
h
~
]

1.5-10 12 (12)

ksl
=
—_
i
~
]

Eg)r  (EyrE,,80e(-1,1)).

Primedba 2.9.2. Kako je Legendreov polinom parna ili neparna

funkcija u zavisnosti da 1li je n paran ili neparan broj, za te-
Zinske koeficijente Ak(k=l,,..,n), koji su dati pomodu (2.9.2),
vazi

A] = A

k n=-k+1 (k=l’°°°’[%})°

U slededoj tabeli dajemo vrednosti za Xy i Ay (k=1,...,n)

za Gauss-Legendreovu formulu kada je n<6.

N k Xy Ak

1 1 0. 2

2 1,2 ¥0.57735027 1.

3 1,3 +0.77459667 0.55555556
2 0. 0.88888889

4 1,4 +0.86113631 0.34785488
2,3 F0.33998104 0.65214516

5 1,5 ¥0.90617985 0.23692688
2,4 70.53846931 0.47862868
3 0. 0.56888889

6 1,6 ¥0,93246951 0.17132450
2,5 $0.66120939 0.36076158
3,4 F0.23861919 0.46791394

Primedba 2.9.3. Na osnovu jednakosti za Legendreove polinome

(1=X2)p£(x) + nxP (x) = nPn_l(X),
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formula (2.9.2) se moZe predstaviti u obliku

w2
A, = 2 o) - 2
= . 2
K onzp ()2 (mx)PI(xy)

(k=1,...,n).

Primer 2.9.1. Primenimo Gauss-Legendreove formule na izracunava-

nje integrala

/2
[ sintdt.
o

1
Smenom t==%(x+l), dati integral se svodi na I = f g-shi%(x+l)dx.
-1

Za n=1,2,3 redom imamo
T V2

I = 2q%5 =1.11072,
I = l-%(0,325885 + 0.945409) = 0.99847,

1,5 8 5 .
I = 4(5'0.176108 + 5:0.707107 + 5-0.984371) = 1.00001,

pri demu su rezultati zaokrugljeni na pet decimala. Primetimo da

je tac¢na vrednost integrala I=1.

1.2. Za o=8= —%—, p(x) = dobijamo Gauss-CebiSevljevu

2
formulu 1-x
+1 n
[ £(x) gy = I AE(x) + R (£),
-1 @A_xz k=1

pri Zemu su x, nule CebiSevljevog polinoma T, koji je odredjen

sa
T, (k) = A p(t1/2, =1/2)
(z),
gde je
- _ I(s+n)
(s)n = s(s+l)...(s+n-1) = IO

Kako se polinom T, moZe predstaviti i u obliku Tn(x) =

cos (n arc cos x) , imamo

X =cos§%(2k—l) (k=1,...,n).
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Za teZinske koeficijente Ay dobijamo

-1
2 (2n--1)F(n—%)2 c.c

n "n-1
(2.9.3) k 7 nt(n-1)T (n-1) .T P L '
A n _l(x.)ln(xk)
gde je c, = Z%j— = n! __XE_T_.
> r(n-FE).

Kako je Tn—l(xk)Tﬁ(xk)=n’ (2.9.3) se svodi na A

Si=

k =
(k=1,...,n).

Dakle, Gauss-CebiBevljeva kvadraturna formula je

+1 n
f £(x)  gx = % r flcos
1 2 k=1

il
55(2]{“1)) + Rl’l(f) .

Stavijajudéi a=6=__% u (2.9.1), dobijamo ostatak

(2n) gy (c1cg <1).

K
R _(f) = —5———— £
n 22n l(Zn)!

U odeljku 7.2.14 bide razmatrane kvadraturne formule kod
kojih su svi te¥inski koeficijenti medjusobno jednaki. To su tzv.
kvadraturne formule Cebifevljevog tipa. Kao $to vidimo, Gauss-Ce-
biSevljeva kvadratura pripada pomenutoj klasi formula CebiSevlje~

vog tipa.

Uvodjenjem smene x=cos®, Gauss—CebiSevljeva kvadraturna for-

mula se moZe predstaviti u obliku

n
f(cosg)de = ¥ f(cosiz%%lli) + Rn(f).

1

o=

I
RS

1.3. Za o= B= %, p (x) =Vl—x2 dobijamo Gauss-Cebifevljevu
formulu druge vrste

2 km

kw
sve! £ (cos e ) + Rn(f).

1 5 n
[Y1-x° £(x)dx=—- T sin
-1 o+l
Koridcenjem prethodnih rezultata 1.2 i 1.3 i osobina orto-
gonalnih polinoma sa parnom teZinskom funkcijom (odeljak 2.2.4)

mogu se dobiti Gauss-Christoffelove kvadrature na (0,1) sa teZin-
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skim funkcijama pl(x)= 14/ x(1~%), pz(x)= V/x/ (1=x), p3(x)= / (1-x)/x,

P, (%)= /x(1-x%) ¢

1 i n
2 (2k-1
/ pl(x)f(x)dx = % 7 £(cos i—Z;—hL) Ry n(f)/
0 k=1 !
1 2n % 2 (k-1 2 (2k-1)1
é Pz(x)f(x)dx = 37T kzl ETEEITT £(cos ETE;IIT]+R2ﬂJﬂ,
1 n
A . 2 ku 2 kn

é p3(x)f(x)dx = 3oFT kzlsln ool f (cos 2n+1) + R3,n(f),
1 n

i , 2 ku 2 kmw
é p, (x) f(x)dx = Py kzzlsln 41 Elcos —-2(n+1)) + R4’n(f)o

2. Gauss-Laquerreove formule imaju oblik

+eo n
f x°e Ff(x)ax = v Akf(xk) + Rn(f)°
0 k=1

Kako je u ovom sludaju a = (—-1)n i HLi]f = n!T(n+s+1l), na osnovu
(2.8.9) imamo

(2.9.4) A = . —Anzi) il (nts) (k=1,...,0),

s d _s
a1 3 @ Tn ()

gde su x, (k=1,...,n) nule generalisanog Laguerreovog polinoma Lrslo

k

, . ‘ . . +1
Primedba 2.9.4. Kako je, na osnovu jednakosti XLE=1(X) = (n+s)1§_1bd

s . 4 _s _ s -
- Ln(x) i dXILn(x) = nLn_l(x),
4a .s _ _.n s
ax Ln(xk) = xk (n+S)Ln—l(Xk)'

formula (2.9.4) se moZe predstaviti i u sledeéim ekvivalentnim ob-
licima
(n—l)!F(n+s)Xk n!r(n+s+l)
Ak = . 5 = T o 5 (k=1,...,n).
+ e
nints) (B (%)) i ax o ()
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2 .
Ako f€C n[O,+°°) za ostatak se dobija

R (f) = n!l (a+ts+l) f(Zn)(E)

n a (2n) ! (0< E<t=).

3. Gauss—Herniteova formula ima oblik

te 2 n
[ e F(xyax = I AE(g) + R ().
=00 k=1 3
Kako je
_ .0 . oA
a, =2 i IlHnH = 2"ntvn
imamo
S Y e
(2.9.5) A = 2 (n=1) 1V (k=1,...,n),
Ho o (xk) HI(x )

gde su X nule Hermiteovog polinoma H, . § obzirom na jednakost

Hg(x)==2nﬂn_l(x), jednakost (2.9.5) se moZe predstaviti i u obliku

2" v 2" e/

A =

K (k=1,...,n).

. 2 2
Hn(xk) nunml(xk)

Za ostatak se dobija

R (£) = BT e (20) 0y (cwcg < o,
27 (2n) !

Primedba 2.9.5. Kao i kod Gauss-Legendreove formule, i u ovom slu-

éaju je Aszn—k+ﬂk=l"'°'[%])" Neke vrednosti za X 1 By date su
u sledecdoj tabeli. )

n k Xy Ak

1 1 0. 1.77245385

2 1,2 £0.70710678 0.88622693

5 1,3 +1.22474487 0.29540898
2 0. 1.18163590

4 1,4 £1.65068012 0.08131284
2,3 $0.52464762 0.80491409
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7,2.10. Op#ti metod konstrukcije Gauss—Christoffelovik formula

U ovom odeljku razmatrademo opsti metod konstrukcije Gauss-
=Christoffelovih kvadraturnih formula oblika

b n
(2.10.1) p{x)f(x)dx = 7} f(x,) + R (f),
i kélAk k n

gde je x+p(x) proizvoljna teZinska funkcija. Bez ikakvih ograni-
denja metod se moZe primeniti i na konstrukeiju kvadratura za in-

tegrale opsStijeg oblika

I(£) = [ £(x)dx(x),
R
gde je di(x) nenegativna mera na realnoj pravoj R sa kompaktnim

ili beskonaénim nosalem, za koju egzistiraju momenti

¢ =165 = [ fanm)  x=0,1,...,2n-1).
R
Na prvi pogled, konstrukcija kvadratura, tj. odredjivanje
parametara Xy Ak(k=1,o,.,n), moZfe se igvesti resSavanjem sistema
nelinearnih jednadina (2.2.4), tj.
n
(2.10.2) Joax"=cC (m=0,1,...,2n-1).
.10, L Byxy - P
k=1
Medjutim, odredjivanije parametara iz ovog sistema nije pogodno iz
vi8e razloga, od kojih je, svakako, najznadajniji slaba uslovlje-
nost sistema (2.10.2). MoZe se pokazati da su parametri Gauss-Chr-
istoffelovih kvadratura u uskoj vezi sa problemom sopstvenih vre-
dnosti za jednu simetriénu trodijagonalnu matricu, tzv. Jacobievu
matricu. Ta &injenica omogudava stabilnu konstrukciju formula.
Neka je {Qk}keN sistem monidnih polinoma ortogonalnih u
o)

odnosu na teZinsku funkciju x*p(x) na (a,b) (ili, uopste, u odno-
su na meru di(x)). Konstrukcija takvog sistema polinoma podrazu-
meva odredjivanje koeficijenata Bk i Y U trolanoj rekurentnoj
relaciji

Qk+l(X) = (X“Bk)Qk(x)-kak_l(x) (k=0,1,...),

0. (x) =0, 0,(x) =1,

(2.10.3)

12 Numerigka analiza, 11 deo
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8to se mo¥e ostvariti metodima izloZenim u odeljcima 2.2.6 i 2.2.7
(I deo knjige). Koeficijenti Y Su pozitivni.

Uzimajuéi za k redom 0,1,...,n-1, iz rekurentne relacije
(2,10.3) dobijamo sistem linearnih jednadina koji se moZe predsta-
viti u matriénom obliku

Qg (x) By 1 0 "’i Q, (x) 0
x | Q1) =M B e o ,
. . 1 ‘Z .
Qn—l(x) 0 Yn-1 Bn—i Qn—l(x) Qn<x)
ti.
. i . > > -
(2.10.4) x g (x) = an(X) + Qn(x)en,

gde smo sa 'I'n ozna¢ili dobijenu trodijagonalnu matricu i uveli

vektore

(x)...0 . (x)1° i & =700...177

Ako bismo rekurentnu relaciju napisali za ortonormirane
. _ 1/2
polinome O (Qﬁ(x)=Qk(x)/ o) 11+ ]]Qk[]—(yoyl..oyk) ), odgova-
rajuda matrica u (2.10.4) bila bi simetridna. Dakle, relacija

/;;IiQﬁfl(X)=(X"Bk>Qﬁ(X)“/;£Q* (x) (k=0,1,...),

k-1
L = * _ ml/z
\ 0%, G)=0, Qf(x)=C,
implicira sistem
s =T o% v 2
(2.10.5) XGg¥ (x) J . (x) + /yan(x)en,
gde su
(2.10.6) G¥(x) = [O*(x)0¥ (x)...0%  (x)1°
otV 0 1 s 1S
i _
g Vy
e i
Yy By Yy
(2.10.7) J_o= . LT
n . . e
=1
O —
vy B-
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Matrica Jn je poznata kao Jacobieva matrica. Matrice Jn i Ty su

sliéne, jer egzistira dijagonalna matrica D takva da je D“lTnD=Jn,

Kao 3to znamo, &vorovi kvadratura ¥, su nule polinoma

1
Qn(x). Ako stavimo X=X, , na 0snovu (2,10.4), sleduje da je ¥, SOp-
stvena vrednost matrice Tn' a da Je a(xk) odgovarajuéi sopstveni

s

vektor, jer je Tnﬁ(xk)=xkq(xk).
Isto vaZi za Jacobievu matricu (2.10.7). Naime, iz (2.10.5)

sleduje
bt - et
Ind (Xk) *,d (Xk)’

8to znati da je X, sopstvena vrednost, a a*(xk) odgovarajuéi sop=-

stveni vektor matrice Jn’

Prema tome odredjivanje &vorova Gauss-Christoffelove kva-
drature se svodi na nalaZenje sopstvenih vrednosti za Jacobievu
matricu Jno Pokazademo sada da se i Christoffelovi brojevi Ak mo-
gu odrediti iz istog problema sopstvenih vrednosti.

Primetimo, najpre, da je

(2.10.8) Cq* (x, )17 0q* (x, )1 = nil s (x )2 = -
. . q Xk Cq Xk = wto Qk Xk = A] B
= i<

Poslednja Jjednakost je korisdena za dokaz pozitivnosti Christo-

ffelovih brojeva u odeljku 7.2.8.

Obid¢no se kod reSavanja problema sopstvenih vrednosti na-
laze normalizovani sopstveni vektori, ¢ija je euklidska norma Jje-
dnaka jedinici. Naime, odredjuje se sopstvena vrednost Xy i sop-

1 > _ ’ »
stveni vektor Vk_[vklvk2°ﬂ°vkn] tako da je
(2.10.9) IV = xv., wWlo=1

.10, 2k T K Vir Vv = Lo

Naravno, vektor ;k je kolinearan sa %*(xk), tJ. 3k=u§*(xk),

gde se o mo¥e odrediti, na primer, uporedjivanjem prvih koordi-

nata vektora. Tako, s obzirom na (2.10.6), imamo

= qu(X) = uC_l/zo

V1 0

Najzad, koriddenjem (2.10,8) nalazimo
(2.10.10) Ak<= o= COVkl'

12*
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Prema tome, odredjivanije parametara Gauss-Christoffelovih
kvadratura se svodi na reSavanje problema sopstvenih vrednosti
(2.10.9). S obzirom na (2.10.10) nije neophodno nalaziti sopstve-
ne vektore 3k, veé je dovoljno naéi samo prve koordinate ovih vek-
tora.

Jedan od najprikladnijih algoritama za konstrukciju Gauss-
=Christoffelovih kvadratura, tj. reSavanja problema sopstvenih
vrednosti za Jacobievu matricu'Jn je OR (ili QL) algoritam (vide-
ti odeljak 4.4.8). U vezi sa konstrukcijom kvadratura moZe se na-
éi u radovima Gobuba i Welscha 3031, Gautschia £193, [C221, [233,

i dr. '

MoZemo zakljﬁéiti da je konstrukcija kvadratura usko pove-
zana sa konstrukcijom ortogonalnih polinoma. Medjutim, tamo gde je
eksplicitno poznata rekurentna relacija za ortogonalne polinome,
kao Sto je sludaj kod klasiénih ortogonalnih polinoma, odredjiva-
nje parametara Xy Ak (k=1,...,n) je skoro trivijalno. Naime, pro-
blem sopstvenih vrednosti (2.10.9) se veoma efikasno reSava pret-
hodno pomenutim algoritmima. Glavne tedkode nastaju kod konstruk-
cije ortogonalnih polinoma za neklasicne teZinske funkcije, s ob-
zirom na slabu uslovljenost preslikavanja vektora momenata u vek-
tor koeficijenata rekurentne relacije, o emu je bilo redi u odelj-
cima 2.2.6 1 2.2.7. Ovo moZe da dovede do toga da koeficijenti
kvadratura budu apsolutno pogresni, &ak i u slufajevima kada se
igradunavanije sprovode u aritmetici dvostruke tadnosti. Tako je
S.Y. Lee u radu [41], razvijajuéi Gauss-Christoffelove kvadrature
na (0,+«) za teZinu p(xk%prw3/$, dobio parametre xk; By (k=1,
...,n) za n <15. Kako je kasnije Gautschi ([261) pokazao, dobije-
ni rezultati za n=15 su potpuno pogre8ni (od 16 cifara ni jedna
nije tadna). U istom radu Gautschi je dobio tafne parametre i dao
nekoliko testova za proveru tadnosti dobijenih parametara.

Na osnovu prethodnog moZe se zaklju®iti da se konstrukciji
Gauss-Christoffelovih kvadratura za neklasidne teZine mora posve-
titi posebna paZnja. .

U obimnom radu [231, W. Gautschi daje pregled formula Gauss-
ovog tipa razradjenih do 1980. godine, sa iscrpnom bibliografijom.
Navedimo samo neke od tih kvadratura: (1) p(x)=exp(—x2) na (0,+w)
i (0,b), b>0 (Steen, Byrne, Gelbard, 1969); (2) p(x)=(1=x)ax6x
log(1/%) na (0,1), o,f==1/2, =-1/3, ~1/4, =-1/5, 1/3, 1/2 (Piessens
i Branders, 1975); (3) p(x)=El(x) (eksponencijalni integral) na
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(0,=) (Danloy, 1973); (4) p(x)=erfc(x) (komplementarna funkcija
gredke) na (0,») (Vigneron i Lambin, 1980); itd.
U novije vreme pojavile su se kvadrature sa p(x)=1/T (x)

(r gama funkcija) na (0,+=) (Gautschi, 1982) i kvadrature sa Ein-
steinovom i Fermievom funkcijom, p(x)=(x/(ex—1))r i p(x)=(ex+1)‘_r
(r=1,2), na (0,+») (Gautschi i Milovanovid, 1985). U poslednjem
sludaju, rekurzioni koeficijenti‘ek i Yy SU dobijeni koriZcéenjem
diskretizovane Stieltjesove procedure (videti odeljak 2.2.7) sa
Gauss-Laguerreovom kvadraturom. Na primer, za izradunavanje inte-

grala u Stieltjesovoj proceduri koriSdeno je Gauss-Laguerreovo--. .

pravilo

* ‘ r o r
({ P(x,)( = )dx == P(x/r)(-l‘ﬂ—r) e *ax

e -1/ 0 1-e /T

Ia g T

r

L
N X /r
) AﬁP(x,I:/r)(—-——k T ’
k=1 -%,./r
i-e 'k

2
B

gde je P(x) algebarski polinom. Ai i xt su parametri Gauss-Lague-.
rreove kvadrature. Da bi se postigla zadovoljavajuda tacnost,N
treba uzeti dovoijno veliko. Na primer, za dobijanje prvih 12 re-=
kurzivnih koeficijenata (n=12) sa ;2(25) korektnih decimala pot-
rebno je ugeti N=49 (N=127), pri r=1, i N=41 (N=85), pri r=2. Pr-
vih 40 koeficijenata (n=40) mogu se dobiti sa 25 tac¢nih decimala
ako se uzme N=281 za r=1 i N=201 za r=2. U radu [271, Gautschi i
Milovanovié su dobili kvadraturne formule za n=5(5)40, sa 25 tac-
nih decimala. Parametri formula su navedeni u prilogu bomenutog
rada. ‘ ‘ '

Gauss~Christoffelove kvadrature su uopgtavane u raznim pra-
veima. Naveddemo samo neke od hjih:'

o . Ly sy .
1 Konstrukcija formula sa viSestrukim &vorovima (Turan

(1950), Ossicini (1966), Ossicini i Rosati (1978), Stroud i Stan-
cu (1965), Golub i Kautsky (1983), i drugi).

2° Konstrukcija kvadratura sa "teZinskim" funkcijama koje

menjaju znak u intervalu integracije, ili jod opdtije, konstrukci-
ja kvadratura sa kompleksnim "teZinskim" funkcijama, koje nalaze

primenu kod numeri¥ke inverzije Laplaceove transformacije.



182 7. NUMERITKO DIFERENCIRANJE | NUMERICKA INTEGRACIJA

3° Konstrukcija Gauss~Christoffelovih kvadratura na polu-

krugu oblika

[ £e™ac(e) = I af(e) + R (£)

0 k=1 k nnt
gde je do(6) data mera. Korifcenjem polinoma ortogonalnih na po-
lukrugu (odeljak 2.2.16), Gautschi i Milovanovié [281 su razvili
kvadrature za do (8)=d6 (videti sledeéi odeljak), kao i za neke

op8tije sludajeve.

4° Konstrukcija kvadratura Gaussovog tipa sa unapred fik-

siranim &vorovima (videti odeljke 7.2.12 i 7.2.13).

Na kraju ovog odeljka navedimo jednu interesantnu primenu
kvadratura sa Einsteinovom i Fermievom teZinom za sumiranje spo-
rokonvergentnih numeridkih redova u kojima se pojavlijuje Laplace-
ova transformacija

+

Flp) = | e_ptf(t)dt, Rep 21,
0

ili njen izvod. Naime, ako stavimo ak=—F'(k), tada imamo

- 00 oo + o R
s. = Ya = 7 | te_ktf('t)dt=f tt

1 k=1 0 0 e -1

f(t)at,

§to znali da se sumiranje reda S5 svodi na izradunavanje integra-
la pomoéu dobijene kvadrature za Einsteinovu teZinsku funkciju.

§li¢no, nalazimo

40
s, = -1 -0t rrao = [ Espat
k=1 0 e +1
4w 40
S, = 1 ¥k = g S—f(t)at,
k=1 0 et

$to sugerife primenu Gauss-Christoffelove kvadrature sa Fermie—
vom teZinom.
Tlustrujmo primenu na jednom primeru ([273):

Neka je F(p)=p=1exp(—1/p). Tada je f(t)=J0(2/€), gde je

J0 Besselova funkcija prve vrste. Imajuéi u vidu da je =-F'(p)=
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=(p—l)p_3ekp(—l/p), posmatrademo redove Syr 8, S3 dije su sume

sa 24 znadajne cifre redom

+-c0
3, = ] (k=1)k Jexp(-1/k)=0.342918943844609780961838,
k=1
k-1 -3
5, = T o(-1) (k=1)k “exp(-1/k)
k=1
=-0.0441559381340836052736928,
+w k=1, -1 ‘
Sy = ] (1) 7k Texp(=1/k)=0.197107936397950656955672.

k=1

Direktnc sumiranje prvih 10 000 &lanova kod ovih redova daje 3,

7 1 4 korektne cifre, respektivno. Primena dobijenih Gauss~Chris-
toffelovih kvadratura za n=2(2)10 daje rezultate &ije su relativ-
ne greske date u tabeli:

n 2 4 6 8 10

S 4.48(-2) 3.80(-6) 3.35(=11) 7.01(~17) 6.86(-23)
S 8.95(~1) 2.39(-4) 3.71(=9) 1.13(~-14) 1.08(-20)

S 1.77(-2) 9.65(~7) 5.32(=12) 1.05(~-17) 1.27(-23)

Brojevi u zagradama ukazuju na decimalni eksponent. Vidimo da se

za n=10 dobijaju rezultati sa visokom ta&nosdu.

7.2.11. Gauss—Chrlstoffelove kvadrature na polukrugu

Razradjujudi tebrijﬁ polinoma ortogonalnih na polukrugu

]

r={z | z=e"®, 0 <6 <}, Gautschi i Milovanovié ([281) su konstru-

isall Gauss-Christoffelove kvadrature oblika
L

(2.11.1) | ge'®ae =
0 K

o~

1ka(gk)'+ Ry (), Rn(gén—l) =0

za integrale na polukrugu. Cvorovi kvadratura £ su nule komplek-
snog polinoma nn(z), koji zadovoljava troflanu rekurentnu rela-
ciju (videti odeljak 2.2.16)

ﬂk+l(z) = (Z_iuk)"k(Z)“Bk“knl(Z) (k=0,1,...),

m_y(2) =0, my(z) =1,
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sa realnim koeficijentima o, i Bk (>0), pri Gemu je

k
o, =0 o, =0, —8 8 =62 (k > 1)
0 0 k "k k-1' k k-1 =
i 0y dato pomodéu
2
- _2 ((k+2) /2)
% = 3ka1 TGy 7)) (k 2 0).

Odredjivanje parametara kvadrature (2.11.1) moZe se svesti
na problen sopstvenih vrednosii, sli%no kao kod kvadratura na re-
alnoj pravoj. .

Neka su m#(z)=m (2)/ |[n || normirani ortogonalni polinomi.

Definidimo vektor

T(z) = Cng(z)n¥(z) . onk | (2)]

n-=1
Ako Jje Ek nula polinoma nn(z), lako je proveriti da je 3N
sopstvena vrednost, a ?(gk) odgovarajuéi sopstveni vektor Jacobi-

eve matrice

~ 7
1(10 60
. [0}
60 lotl el
J =
n
enéz
0] X
N 6n~2 -1 i
£3.
>
Jnﬂ(Ek) EkTr(Ek)

Transformacijom sliénosti pomoéu dijagonalne matrice

. . .2 L3 . . -
Dn=dlag(1,1,1 ,i7,1,1,...), matrica Jn se transformiZe na realnu

matricu .
uo 'BO T
) (0]
(2.11.2) -ip b ={"% *1 %
n nn
0 en—~2
N “Oh-2 %1 |

Ako, takodje, definisgemo vektor
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(2.11.3) B(2) = D_'7(2),

tada je

. -1 -5 _ >
C-iD JnDnle(Ek) = mP(g ),

t. E(Ek) je sopstveni vektor realne matrice (2.11.2), koji odgo-
vara sopstvenoj vrednosti nk=~i£k. Sa Vn oznadimo matricu sopstve-
nih vektora matrice (2.11.2), pri Zemu je svaki od njih normalizo-
van tako da je njegova prva koordinata jednaka jedinici. Tada ima-

mo

5> -> - -
V=LV Vy ees VI, vk=/?p(gk).
Uzimajuéi za g(z), u (2.11.1), svaku od koordinata vektora

g(z), definisanog pomoéu (2.11.3), dobijamo sistem jednadina

1 > > ‘ T
1 7:>Vn°’ g = Eolcz vae cn] y

™

. T . ‘s
gde je gl=tl 0 ... 01 prvi koordinatni vektor. Tako za odredji-
vanje Christoffelovih brojeva 9 treba reSiti sistem linearnih je-

dnadina
(2.11.4) Vi 1*

Kori&cdenjem odgovarajudih potprograma za odredjivanje mat-
rice Vn i reSavanje sistema (2.11.4), uzetih iz poznatih visoko-
kvalitetnih programskih paketa EISPACK i LINPACK, u radu C[281 su
odredjeni parametri kvadratura Ek i 9 (k=1,...,n). U tabeli
2.11.1 su navedeni parametri za n=5, 10, 20, sa osam znadajnih
cifara. Primetimo da su &vorovi Ek rasporedjeni simetridéno u od-
nosu na imaginarnu osu i svi se nalaze u gornjem jediniénom polu-

krugu. .
U pomenutom radu [28] date su primene dobijenih kvadratura

na numeridko diferenciranje analitidkih funkcija, koriSdenjem re-
prezentacije za izvod analitidke funkcije
™ .
1 -ib h_i9 h 16
£ (a) 'Wée (E(a+ze™)~f(a-5e""))do,
kao i primené na izradunavanje Cauchyeve glavne vrednosti nesvoj-

stvenih intedgrala, imajuéi u vidu -da je
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Tabela 2.11.1

n k Fk . 9%

5 1,2 +0.89052727 +0.022495461% 0.0072402551 +0. 306636467
3,4 | +0.48026508 +0.11792794; 0.50270345 +0,92618932¢

0.22216141< 1.99138066

10 1,2 +0.97146604 +0.0028731070¢ 0.0078107581 +0.074979250%
3,4 | +0.85284258 +0.015150376% 0.023571055  +0.19000917%
5,6 +0.65232339 +0.037578303¢ 0.063357456  +0.356527077
7,8 | +0.39255204 +0.72381390; 0.23196483  +0.66539219Z
9,10 | £0.11928205 +0.12236097% 1.24409223  +0.83467375¢

20 1,2 +0.99279481 +0.00036088122¢ 0.00093961488 +0.018602063¢
3,4 | +0.96223284 +0.0019015682¢ 0:0023283767 +0.044211071<
5,6 +0.90804700 +0.00167589767 0.0041099345 +0.0722236157
7,8 | +0.83157445 +0.0086981042¢ 0.0066940217 +0.10457986%
9,10 | +0.73472727 +0.014013039% 0.010908872  +0.14441960%
11,121 +0.61995356 +0.0207394467 0.018712830  +0.19743837¢
13,14 | +0.49022929 +0.029167472% 0.035680664  +0.27542598¢
15,12 | +0.34918044 +0.0400077224 0.082367746  +0.40649151%
17,18 +0.20200473 +0.055045977% 0.26876888  +0.656087047
19,20 | +0.061601584+0.0754719564 1.14028539 +0.691925467

i
L) T e
§ ==L dt = i{v£(0) -~ [ £(e"")de}.
-1 ¢ 0

" Ovde se pretpostavlja da je funkcija £ analitidka na zatvorenom

gornjem jediniénom poludisku.

7.2,12, Modifikovane Gaussove formule

0d posebnog interesa je i konstrukcija kvadraturnih formu-
la Gaussovog tipa sa nekim unapred fiksiranim &vorovima. Problem
je ovde odrediti ostale &vorove i sve teZinske koeficijente iz us-
lova maksimalne algebarske tafnosti. Jo$ je Christoffel (1858) ra-
zmatrao ovakav problem za p(x)=1 i (a,b)=(-1,1), dajuéi kompletno
reSenje pod pretpostavkom da su svi fiksirani &vorovi izvan inter-
vala (=1,1).

Kvadraturne formule oblika

b n m
[p(x) E(x)dx = Akf(¥k)'*kil?kf(yk”*Rn+m‘f)'

(2.12.1) by
a k=1
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sa algebarskim stepenom taénosti 2n+m-1l, pri demu su Yie unapred
zadate apscise, nazivaju se modifikovane Gaussove formule. Dakle,
nepoznate parametre Ak’ Ko (k=1,...,n) i Bk(k=l,,,,,m) mozemo od-

rediti iz uslova
R (x7) =0 (i=0,1,...,2n+m=1).

Primer 2.12.1. Izvedimo modifikovanu Gaussovu formulu oblika

+1
(2.12.2) [ EGOdR = By EGr) Ay () 4By £ (1) 4B, (1) .

Kako ova formula mora biti tadna za svako féiPS, na osnovu
-

(2.12.2) uzimajudéi za f£(x) redom L,Ryoeer % dobijamo sistem neli-

nearnih jedaadina

Ay Ryt B tBy =2,
AjXy + Apx) = By + By =0,
(2.12.3) A3 + A2 +B) + By =3,
BjX] + Byx) - By + By = 0,
Alx; + Azx; + By + By = %,
Alxi * Agxz - By + B, = 0.

Da bismo refili ovaj sistem jednadina uvedimo pomoénu fun-

kciju W pomodu

i

w (x) (x—xl)(x—xz)(x+l)(x—l)

%t + C

il

3 2
3x + ng + Clx +.Co.

Sada, mno¥enjem prvih pet jednadina sistema (2.12.3) sa

Cor Cyv Cys C3, 1 respektivno i njihovim sabiranjem dobijamo

2 2
Alw(xl)+A2w (X2)+Blw(—l)+B2m(l) = 2Co +-:3’-C2 +-5= .

Primenjujuéi isti postupak, iz poslednjih pet jednadina

sistema (2.12.3)sleduje

2 1
Alxlw(xl)+A2X2w(x2)=Blw(~1\+Bzw(l) =§Cl + §C3.
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Kako je, s druge strane, m(xl)=w(x2)=w(—1)=w(l)=0, na os-

novu prethodnog, dolazimo do sistema linearnih jedna&ina

c. - C, + C2 - C3 = =1,

[¢] 1
CO + Cl + C2 + C3 = =1,
2C * %CZ T % '
%cl+%c3=o,
odakle je
Co=%, € =0, C==-2, cy=o0,
t3.
w(x) = x“=m§x 2+ % = (x—l)(x+l)(x2-%).
Iz uslova ®(x)=0, nalazimo Xy ==X, = - %; .

Najzad, zamenom vrednosti za xy 1 Xy U (2.12.2) i reavanjem

dobijenog sistema linearnih jednad&ina po Ak’Bk (k=1,2) dobijamo

- -5 ; - - 1
Ay =By =% 1 B =By =g%,

1

tj.

+1 . /" /‘

1
[ eoax = 2= Dy+e(R)) FEE(-D)4E(1)) .

=1

Za modifikovane Gaussove formule mo¥e se dokazati sledeéa
teorema.

Teorema 2.12.1. Kvadraturna formula (2.12.1) ima algebarski stepen

tadnosti 2n+m-1 ako i samo ako je

1) ta¢na za gvako fE€P ’

n-+m=1
Iol
2) fp(x)w(x)f(x)dx = 0 za svako ffEPn_l,

gde je
n m

w(x) = I (x-x.) I (x-y, ).
k=1 K k:l yk
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NaveZcemo sada dva interesantna slufaja modifikovanih Gau-
ssovih formula.

Teorema 2.12.2 (Radau). Neka su Xy {(k=1,...,n=1) nule polinona
1 .
xk*§¥T(Pn(x)+Pn_l(x)) i
1-x
_ k
A = Y — (k=1,...,n-1),
n Pn_l(xk)

2n—l[

gde je Pn Legendreov polinom. Ako feC -l,l} ostatak u kvadra-

tnoj formuli

fl £(x)dx = 2£(-1) + nzlA £(x,) + R, (£)
-1 n? k=1 & K n
je dat pomodu
2n-1 (n-1)1! 3 (2n-1)
R, (f) = 2 n![m] £ (€) (-1 <£<1).
Teorema 2.12.3(Lobatto). Neka su Xy (k=1,...,n-2) nule polinoma

xv+P£ﬁl(x) (P, Legendreov polinom) i

2
A = T (k=1,...,n=2).
Ako fec?™2[-1,1] va¥i formula
+1 ) n-2
_J f(x)gx = ETH:TT(f(=l)+f(l))-+kilAkf(xk)+Rn(f),
gde je
Ry (£) =~ 22?;:15‘;)(?”2)![(2%2__;; i]zf(zn“'z’ (€) (-l<e<1).

Radauove i Lobattoove kvadraturne formule razvijane su za
razlidite teZinske funkcije,; uvodedi pritom i viBestrukost fiksi-
ranih &vorova. Pored klasi&nih teZinskih funkcija, dosta su raz=-
radjivane kvadrature na (0,1) sa logaritamskim singularitetom, na
primer, kada je p(x)=log(l/x). Za ovu teZinsku funkciju u radu
[511 su razvijene formule Lobattoovog tipa za n=1(1)5 sa 15 deci-

mala. Najprostija formula, za n=1, ima oblik
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1

-89 A7 500
(j) log(1/x)f(x)dx =555 £(0) + 168 £{1) * 519 f(7/20)+R3(f),
79

gde ostatak ima oblik R3(f) = - f(4)(€), 0 <Ef <1,

345600

Znatno te¥i problem se javlja kada su fiksirani &vorowvi
unutar intervala (a,b). U narednom odelijku razmatrademo formule

ovog tipa.

7.2.18. Formule Kmmdomg tipa

Jedan interesantan i dosta vaZan sludaj, kada su fiksirani
8vorovi unutar intervala integracije, razmatrao je A.S. Kronrod
(1964) ., O optimalnom izboru broja fiksiranih &vorova pojavljuje
se rad Pattersona (1968). Poslednjih godina (po&ev od 1976) ova
problematika Je opet postala vrlo aktuelna, tako da se pojavio
veéi broj radova (G. Monegato (611 - 65 1), P. Rabinowitz (r731)
i drugi). Ovde demo ukazati na neke od ovih rezultata.

Posmatrajmo Gauss-Christoffelovu kvadraturu

b n
(2.13.1) E{ p(x)E(x)dx = kzlAkf(xk) + R (f),
koja ima algebarski stepen tadnosti p=2n-1. Ako %elimo da povedéa-
mo stepen tacénosti, a da pritom iskoristimo sve vrednosti funkci-
je koje su korisdene u (2.13.1), moZemo konstruisati kvadraturu
oblika

b n m
(2.13.2) [peof(ax=_] B E(x) + ]| C E(y)+R , (£),

a k=1 i=1 1 ndm
koja ima m &vorova vide od formule (2.12.1). Ovde treba odrediti

m &vorova yi(i=l,o,q,m) i n+m tefinskih koeficijenata B, i C,

k
(k=1,...,n3 i=1,...,m) iz uslova da stepen tafnosti formule
(2.13.2) bude maksimalan. Dakle, X su nule polinoma Qn(x), orto-
gonalnog u odnosu na teZinsku funkciju p(x) na (a,b), a y; se bi-
] & 3 — f)
raju tako da Jje Rn+m(f)—0, kada f€‘1n+2m_1a

da poboljBamo Gaussovu kvadraturu (2.13.1), mora biti n+2m-1>2n~1,

Naravno, ako Zelimo

. n
. =] + 1.
tj. m > [Z] N
(x3p) = 1 (X“yi)=xm+=o., gde m zadovolja-
i=1
va prethodni uslov. Neka je f proizvoljan polinom stepena ne vi-

Stavimo Em(X);Em,n
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Seqg od n+2m-1, tj. feP tada je moguca reprezentaciia

n+2m-1’
(2.13.3) £(x) = Qn(x)Em(x)um_l(x) + vn+m_1(X),
gde su polinomi u i v takvi da ueﬂ;_l i veQ;+m_ln Kako je formula
(2.13.2) interpolacionog tipa, tj. Rn+m(f)=0 za svako £ iz g;+m—l'

zamenom (2.13.3) u (2.13.2) moZemo izvesti zakljulak da ¢e formula
(2.13.2) imati algebarski stepen talnosti p=n+2m-1 ako i samo ako
su zadovoljeni uslovi ortogonalnosti

b k

/ p(x)Q (NE (x)x dx = 0 (k=0,1,...,m=1).

a
MoZe se pokazatli da ovaj sistem Jjednakosti moZe biti zadovolijen
samo ako je mxn +1. Od interesa je sludaj m=n+1, tj. kvadratura
oblika

b n n+1
(2.13.4) [ p(x)E(x)Ax = [ B £(x) + | CE(y;) + Ry o (£).
a k=1 i=1
Glavni problem je konstrukcija polinoma En+l(x)=En+l’n(x;p), Neki

dosad poznatl rezultati u vezi kvadrature (2.13.4) su:

{(a) Slu¢aj (a,b)=(-1,1) i p(x)=1 redio je 1964. A.S. Kron-
rod. Algebarski stepen tadnosti je p=n+2 (n+l)-1=3n+1. Medjutim,
ako je n neparan broj,algebarski stepen taénosti se povedava za
jedinicu, tj. iznosi p=3n+2. Interesantno je primetiti da Jje po-

n+1(X):En+l,n
gto moZemo videti iz jednog njegovoyg pisma Hermiteu (£813). Naime,

linom E (x31) jo8 1894. godine razmatrao Stieltjes,

Stieltjes Jje dokazac da je

' )
=E_, (x) + =+ 2
Qn(x) n+1l X XZ

+ e (n > 1),

gde je Qn Legendreova funkcija druge vrste. Kasnije, Szegd (I[841)
je proufavao ovaj sistem polinoma. Nedavno Monegato ([611 - [651)
je dao niz novih rezultata koji se odnose na Stieltjesove polino-
me Em(x)o Monegate je dokazao da su keoeficijenti Bk i Ci u (2.13.4)
pozitivni.

(b) U sluéaju (a,b)=(-1,1) i p(x)=(l==x2)_l/2

(1976) je dokazao da je stepen tadnosti p=4n-1, a u sludaju Cebi-
1/2

; G.Monegato

Zevljeve teZine druge vrste p(x):(lmxz) algebarski stepen tal-
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s - 5 2y oL
nosti je 4n+l. U poslednijem sludaju En+l,n(x’ 1-x7) -Zn Tn+1(X)

i tada imamo

1 2n+1
_.2,1/2 _ m 2
“{ (l X ) f(X)dX = m—)' igl(l xi)f(xi)+R2n+l(f):
gde su
Xi = COS 2(%]-_—)- (i=1,.. a‘,2n+l) .

(¢) slutaj (a,b)=(-1,1) i p(x)=(l—x2)xwl/2 razmatrao je za
0 <A <2, 1#1 P, Rabinowitz (1980). Ovde su sve nule polinoma

En+l,n(x;p) realne, razll;lte i leZe u [-1,113.

U vezi sa kvadraturama (2.13.4) koje su u literaturi poz-
nate kao Kronrodove ekstenzije Gauss-Christoffelovih formula, 1li
krade kao Kronrodove Seme, postoji vedi broj otvorenih problema.

Neki od neresnih problema mogu se naéi u radu [651,

7.2.14. Cebifievijeve kvadraturiie formule

Kvadraturne formule oblika

b n
(2.14.1) Ip(x)f(x)ax = A, I E(x) + R (£),
a k=1

sa algebarsiim stepenom taCnosti n, nazivaju se CebiZevljeve
formule. Wepoznate parametre Ay ix, (k=1,...,n) mo¥emo odrediti
reSavanjem sistema jednalina

b

N I
(2.14.2) A (x) +ooot x;:) = [p(x)x"dx (m=0,1,...,n).
a

Iz prve jednadine ovog sistema odredjujeno

(2.14.3) A = Jp(x)dx .

a

Primetimo da je A, > 0, s obzirom da je p te¥inska fun-
keija.
Uvedimo .oznake

, _ m
S = X +...t X (m=1,2,...),
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w(x) = (x=%x;) ... (x=x%)
. .n n-1 .
=X + a;X T+...+ a _jxta.
Na osnovu (2.14.2)-(2.14.3) moZemo odrediti vrednosti
Sn (m=1,...,n) pomodu
D m
b fp(x)x dax
1 i a
S, T A fp(x)x dx = n g .
na fp(x)dx
a

Tada,stavljanjem m=l,...,n u jednakosti (videti [59,str.74])

+a,s L s,*ra_ = 0
Sm+alsm—1 a%m-2 m !

8p-1°1

dolazimo do sistema linearnih jednadina

l-al - ”Sl,
s,a, + 2a, - sy,
S221 T %18, T 3ay = -s5,
(2.14.4) :
sn_zal+sn_3a2+sn§_4a3+,.,.,+(n—l)an_l = -5y
Sn«lal+sn—2a2+sn—3a3+°°°+Slan-1+nan = -5,

¢ijim se re3avanjem nalaze nepoznati koeficijenti polinoma

xt+u {X). Napomenimo da navedeni sistem linearnih jednadina ima
jedinstveno refenje s obzirom da njegova determinanta ima vred-
nost n!. Najzad, nalaZenjem nula polinoma y odredjujemo apscise

X (k=1,...,n).

Jasno je da se medju nulama polinoma w mogu nadi i komplek-
sne nule, kao i realne nule koje ne pripadaju segmentu [a,b}. Za
integraciju realnih funkcija realnog argumenta, kakvu mi razmatra-
mo, od interesa su samo sludajevi kada su sve nule ¥, (k=1,...,n)
realne, proste i le¥e u [a,b]. Imajuéi u vidu ovu &injenicu mofe

se postaviti slededi problem (CebiSevljev kvadraturni problemn):

Odrediti realno A, i realne i razlilite apscise xl,"q>gf5[a,b]
tako da je formula (2.14.1) tatna za svako feg% (n=1,2,...).

13 Numeri¢ka analiza, Il deo
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U najprostijem sludaju kada je p(x) =1, CebiSevljev kvadra-
turni problem se ne moZe re3iti kada je n=8 i n> 9.

Za slugaj [a,b] = [-1,1], J.L.Ullman ([92]) je odredio jed-
noparanetarsku familiju teZinskih funkcija oblika

(2.14.5) p(X) = 1 . 142y x (Irl< %),

G_xz 1+4rx+4r?

sa osobinom da odgovarajuéi CebiBevljev problem ima refenje za

svako ngl. Primetimo da se za r=0 (2.14.5)svodi na klasidnu Cebi-
Zevljevu te¥insku funkciiju i tada su Gauss-CebiSevljeva kvadratur-

na formula i odgovarajuda CebiSevljeva formula ekvivalentne.

Primer 2.14.1. Odredimo nepoznate parametre u CebiBevljevoj kvadra-
turnoj formuli
1

(2.14.6) JE(x)ax = Ag(£(xy) + £(x,) + £(x3)).
-1

Uzimajudi za f(x) redom l,x,xz,xa, nalazimo

-1
3 1 3 3
= w2024 = 2 2 = = x34x34y%3 = 3 =
s, = x}4x2+x} = 3 —1IX dx =1, sy = xi+xd+xd = 5 ,1fx dx = 0
Koeficijente polinoma
wix) = (x-%p) (x-%,) (x-x3) = x3+a1x2+a2x+a3

odredjujemo iz sistema jednadina (2.14.4).Imamo

_ _ _ 1. _ 1
a; = -8, = 0, a, = 3( Sy slal) = >
a=l(s-s s.a = 0
3 3 3 7271 172 4
tj.
R R 2y 2
w{x) = x 5 X x(x + 5 ) (x 2),

odakle sleduje x, =-—%§, X, =0, x5 = %;. Dakle, formula (2.14.6)
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postaje

1
[ feoax = Lee- Q) +E(0) + f(—))

-1.

7.2.16. Konturna integracija analititkih funkelja
u kompleksnoj ravni

Neka je zi»£f(z) funkcija kompleksne promenljive z=x+iy.
Kompleksni integral po konturi C mo¥e se svesti na izradunavanije
krivolinijskih realnih integrala, ako se izvr$i razdvajanje real-
nog i imaginarnog dela. Naime, neka je f(z)=u+iv, gde su u=u(x,y)

i v=v(x,y) realni i imaginarni deo funkcije f. Tada imamo

i

[ £(z)dz (utiv) (dx+idy)

C

)

[

C

f(udx vdy) + f (vdx+udy) .
C C

Ako je kontura C definisana parametarskim jednadinama
x=x(t), y=y(t) (a st <b),

tada se izradunavanje krivolinijskog integrala svodi na izraduna-

vanje obiénog integrala po promenljivoj t. Na primer,

b
[ wdx-vdy = [ {(u(x(e),y©) E-vie),ye) Llae.
C a

Ako je f regularna analitidka funkcija u prosto povezanoj
oblasti D, u kojoj leZi otvorena kontura C, tada se, na osnovu
Cauchyeve teoreme, kontura C moZe zameniti bilo kojom drugom kon-
turom C’(cC D), koja éa konturom C ima istu podetnu i krajnju ta-
¢ku., Na ovaj nadin izraéuﬁavanje vrednosti integrala moZe se up-
rostiti., NajleZfe se kao C’' bira prava linija AB, iii pak unija
dve prave AD i DB, koje su paralelne realnoj, odnosno imaginar-
noj osi (videti sl. 2.15.1).

U ovom odeliku razmotridfemo problem integracije regular-
ne analiticke funkcije po linijskom segmentu u kompleksnoj ravni
od tadke Zd*ldo tacke zo+h. Pod pretpostavkom da je funﬁfija g
regularna u kvadratu D #ija su temena u tackama zk=zo+i h
(k=1,2,3,4), Birkhoff i Young ([ 8131) su izveli kvadraturnu formulu

13%
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zo+h
(2.15.1) f g{z)dz =Jls24g(z y+4lg(z . +h)+g(z,.=h)1
15 0 0 0
zo—h
- [g(zy+ih) +g(z0—ih)3$ + R,

koja, kao Sto vidimo, sadrZi i é&vorove koji ne pripadaju segmentu
integracije. Greska se moZe

iy oceniti pomoéu (Ci4,str.1363,
£971)
IRl 2155510l max|g®) 2.
Z€ED
Algebarski stepen tadnosti ove
formule je, dakle, p=5.
Linearnom transformacijom
z=hw+zo, iz ravni z=h+iy u ra-
van w=u+iv, formula (2.15.1) se
transformise na
S1l. 2.15.1
1 8 4 1
(2.15.2) [ £(w)dw =g£(0) +7p(£(1)+£(~1)) -5 (£ (L) +£ (-L)HRo (£),

-1
gde Jje f(w)=g(hw+zo) i RS(f) odgovarajuéi ostatak. Ovo znaéi da
je mogude Birkhoff-Youngovu formulu (2.15.1) razmatrati u obliku
(2.15.2).

U radu (433, F. Lether je dao jedan prost metod za kons-
trukeciju kvadratura za numeridku integraciju analiti&kih funkcija
po linijskom segmentu u kompleksnoj ravni, ukazujudéi pritom da je
trotalkasta Gauss-Legendreova formula, algebarskog stepena ta&no-

sti p=5,

1 .
(2.15.3) | £(z)dz =36 (/0.6) +3£(0)+ FE(-/TT) + Ry(£),

analogna formuli (2.15.2) i da ima manju konstantu greske (koefi-
cijent uz izvod u izrazu za grefku) , £J. R3(f) =T§%§6f(6)(5)
(=1 <& <1). Naime, Lether preporufuje korisdenje Gauss-Legendre=
ovih kvadratura za izracunavanije integrala u (2.15.2).
Birkhoff-Youngova formula se moZe dobiti kao specijalan

sludaj jedne op¥tije formule. Naime, ako je kontura C krug |z]|=1,



7.2. NUMERICKA INTEGRACIJA 197

konturni integral oblika

1 r 2m is ie
I = T 95 f(z)dz = T f e” f(re ")ds,
C 0
tj.
L oonit,,  2mit
I = rf e f(re m )dte

0

se moZe efikasno izradunavati primenom uop$tenog trapeznog pravi-
la Tn. Zaista, zbog periodiénosti podintegralne funkcije sa peri-

odom 1, mo¥e se jednostavno pokazati da je formula

e27r1k/n f(reZWlk/n)

(2.15.4) T -7 =%
R =

n

R =]

k

tadna za svako fe‘gg_l. Pretpostavimo sada da je funkcija f regu-

larna u krugu |z| <r. Tada koeficijenti Taylorovog razvoja
(2.15.5) £(z) = ] a,z9,

mogu biti izracdunati trapeznim pravilom (2.15.4) (videti Lyness

i Moler [4771, Lyness i Delves [461)

. 1 2nit
1. (3) 1 £(z) 1 f(re )
a, = =f (0) === ﬁ Sxiidy = f ~mmre—— dt
3 ! 27i b zJ+l 3 9 e2ﬂl]t
n - .
N ; J e anjk/nf(re2n1k/n) =¥
r’n k=1 J

Na osnovu prethodnog, ova aproksimacija izvoda je tacna
za J=0,1,...,n=1, ako f€ -1
Integracijom stepenog reda (2.15.5) od -r do r nalazimo

da je
r + o0 rzma2m
(2.15.6) [ £(z)dz = 2r | ——T".

-r m=0
v . . . ,
Zamenom a,, Saa, i "odsecanjem" razvoja,dobijamo kva-

draturno pravilo
n-1

r ey
[ £(z)dz = Q (t) = 2r | ——=5=,

=X m=0
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¢iji je algebarski stepen tacnostl p=n-1, tj. formula je tadna za
svako fGSD . Jedna modifikacija ove kvadrature

(2.15.7) 0x(£) = o (£) + 2E2(5(0)-&)

ima, uz neznatno povedanje izraBunavanija, algebarski stepen ta&no-
sti p=n+l.

Uzimajuéi n=4 i r=1, (2.15.7) se svodi na Birkhoff=-Youngo-
vu formulu (2.15.2). ' '

Startujuéi od (2.15.6), za r=i, i koriZdenjem formula za

drugi i Setvrti izvod regularne funkcije (videti ToZié 86 1):

£7(0) = A5 (£(k) + £(-k) - £(ik) - £(-ik))
2k

£(10) ﬁ_z_f(m)

T (0)+...)

- 2(~—f(6)(o) + g

10, (0) +

£ oy = J%(f(k)+f(—k)+f(ik)+f(—ik)—4f(0))
K

8 12
~24 (8,f‘ Y0y + lz,f( Yor+...),
gde su k, -k, ik, -ik (0 <k <1) temena kvadrata u kojima se radu-

na vrednost funkcije za aproksimaciju izvoda, D.Dj. ToZié (85 1)

je dobio kvadraturnu formulu

1

(2.15.8) [ £(z)dz = 2(1 ~—7) £(0)+ (=5 + L) (£(k) +£ (k)

=1 5k 6k lOk

1 1 . :

+ (= ) +—4) (f(lk)‘l’f(“lk))"‘R,
6k 10k
gde je

R=(- w2k + 2060 0)4 (F - 2xhe® o4

Za k=1 formula (2.15.8) se svodi na Birkhoff=Youngovu
formulu (2.15.2), a 2za k=/0.6 na Gauss=-Legendreovu formulu
(2.15.3).
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Anulirajudéi koeficijent uz Sesti izvod u razvoju za R, tj.

uzimajudéi k = &3/7, To8ié je dobio formulu maksimalne taénosti

1
= 16 L2y /Iy (Y3 o6 (-¥3
_{ £(z)dz = $e£(0) +Zz(z +/;) (f(/;) +E ( f}/;))

1.7 /1 . 4/3 _4/3
+ g(g 3)(f(l 7)+f( 7))+ RM'
gde je

_ 1 (8) 1 (10)
Ry = 753800 £ (O) * giTo3¢00r () + ...

U vife radova 501, (533, (54 1, C551, (881 ova formula je
uop8tavana u raznim pravcima. Na primer, u radu [53 1 Milovanovidé
i Djordjevié su dobili devetotadkastu formulu interpolacionog ti-
pa oklika

1

_{ £(z)dz = A.f(O)+Cll(f(rl)+f(mrl))+clz(f(r2)+f(—r2))

+ C21(f(irl)+f(=irl))+C22(f(ir2)+f("ir2))+R(f),

de jJe 0 <r., <r, <1, 8iji je algebarski stepen tadnosti p=13, ako
g J 2 1

se v, i r, izaberu tako da je

1 2
4 _ 634+4/114 i r4 _ 63-4Y114

L T v & I 2 143 .

Tada su parametri formule

rl=0.927247386651532, r,=0.613755686975668,

2
_ 512 _ .

A = 222 = 0.75851851851852,,

c,, = 0.18671643342768, C , = 0.44678904212713,

Cyy = 0.64900035496038-10 ", c22=~0,13413735169o3o-10"1,

Razvoj greSke R(f) u Taylorov red u z=0 ima vodedi &lan

N ='R(Zl4)

1 14! f(l4)

—14f(l4)

(0) = 3.56-10 (0).

Ovako dobijeno devetotadkasto pravilo je pogodno za pri-
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menu kada Jje funkcija £ oblika f(x)=g(x4), jer se tada formula

svodi na trotadkastu formulu

1
= +
({f(x)dx Cof(0) + C f(r)) + C f(x,),
gde su
c. = 256 c _ 15922 +591v114
0 675°

1,2 51300 .

U poslednije vreme postoji viSe radova u kojima se tretira
problem integracije analitidkih funkcija viZe promenljivih (C 2 3,
£3 71, 521).

7.2.16. Integracija brzo cscilatornih fankelja

Ako podintegralna funkcija veliki broj puta menja znak u
intervalu integracije, tada standardne kvadraturne formule posta-
ju neefikasne. Ovakve brzo oscilatorne funkcije se &esto sredu u
primenama, na primer, kod Fourierovih transformacija

b b

[ £(x)cos nxdx, [ £(x)sin nxdx,

a a
i sli¢no. U ovom odeljku izloZidemo ukratko nekoliko pristupa ko-
ji omogudavaiju integraciju brzo oscilatornih funkcija sa zadovo-
ljavajuéom taénosfu. U opdtem sluaju, mogu se razmatrati integra-
1i oblika :

b
I(t) = [ f{x)K(x,t)dx (=« <a <b<+e),
a
gde je K(x,t) tzv. oscilatorno jezgro, dok je f(x) "neoscilator-

ni" deo.

a) Integracija izmedju nula. Neka su X (k=1,2,...,m)

nule oscilatornog jezgra i neka su uredjene tako da je

a <X, <X, <... <X_ <b.
1 2 m =

Jedan prost nadin za izradunavanje vrednosti brzo oscila-
tornih integrala sastoji se u odredjivanju nula jezgra, dekompo-
ziciji integrala i primeni nekog pravila na svaki od "komponent-

nih" integrala, tj.
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b m *k+1 m
[ £0Kx,t)dx = ] [ £(x)IK(x,t)dx = | Q (g),
a k=0 x, k=0

gde smo stavili Xg=a, xm+1=b i gx)=f(x)K(x,t). Sa Qk(g) Smo ozna-
€ili neko kvadraturno pravilo za pribli¥no odredjivanje integrala

funkcije g na segmentu [x Pri ovome su narodito pogodna

k" ¥k+17
pravila zatvorenog tipa, jer se dobija veda tadnost bez dodatnog
izradunavanja. Na primer, formule Lobattoovog tipa su posebno in-
teresantne. Tako Lobattoova formula sa n tadaka (2 na krajevima
podsegmenta i n-2 u intervalu) zahteva n-2 izralunavanja na podse-

gmentu, jer je funkcija jednaka nuli na krajevima intervala.

b) Filonovo pravilo. Pretpostavimo da se funkcija f:fa,bl>R

mo¥%e dosta dobro aproksimirati pomodu

d(x) = a0¢0(x)+al¢l(x)+.u,+an¢n(x)

i da se transformacije bazisnih funkcija ¢} mogu jednostavno ek-
splicitno odrediti

b
Py (B) = i ¢k(x)K(x,t)dx (k=0,1,...,n).

Tada imamo

b

I(t) = [ £(x)K(x,t)dx = a ¥ (£).
a

i~

k=0

Filon je aproksimirao f(x) pomodu paraboli&kih lukova, tj. deo po
deo parabolom drugog reda. Ilustrujmo ovaj metod na primeru Fouri-
erovog integrala )
b

(2.16.1) Itk) = [ £(x)cos kxdx.

a
Podelimo segment [a,bl na 2n podsegmenata ekvidistantnim nizom
tataka. Na svakom od podsegmenata, duZine h=(b=-a)/2n, funkciju £
interpolirajmo polinomom drugog stepena (parabolom) u tadkama mre-
Ze: Ropor Xopopr ¥op (k=1,...,n). Izradunavanjem Fourierovog in-
tegrala (2.16.1), kada se za f(x) uzme "deo po deo" parabola, do-

bijamo
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b

[ £(x)cos kxdx =h{alf(b)sin kb-£(a)sin ka J+BC, +
a

YC2n-—l}'

gde su

¥t

C =

on -f (a)cos ka +f (a+2h) cosk (a+2h)+£ (a+4h) cosk (a+4h)+

3%

L AN +%—f(b)coskb,

Con-1 = f (a+h)cosk (a+h)+£ (a+3h)cosk (a+3h) +

+ ... + f£(b-h)cosk(b-h),’

o = a(8) = 4%(62+'esinecose “Zsinzﬁ),
0

B = B(B) = i%(e(l+cosze) =~ 28in6 cos 8),
5]

Yy = y{(8) = 4%(sina =9cosh), 6 = kh = k(b-a)/2n.

o

Ako se na slidan nain definiBu sume Son L Sonqv moZe se
odrediti "sinusni" integral
b

| £(x)sin kxdx =h{-a[f(b)coskb-f(a)coska]+882n+
a

YSZnnl}'

Pri prakti®nom odredijivanju, za male vrednosti 6, treba
koristiti razvoje za funkcije o(0), R(6), y(68), ti.

2 .3 _ 2 5 2 .7
al0) = g5 07 = 375 07 + gymm 0t ...y
2 2 .2 4 .8 2 6
8(6) —§+-1§6 —"me +m6 +¢ e g
_4 2 2 141 6
v(0) =5 = 75 07 *+ 575 O ii340 © T - -

c) Korigdenije formula Gauss-Christoffelovog tipa. Ako de-
finifemo teZinske funkcije

._._l_ =;1— i
cm(x) = 2(l+cos mmx), sm(x) 2(1+51n1nnx)

za x€rC-1,11 i1 n=0,1,..., tada je

1 T 1 1 1
5= _£ f(x)cos mxdx = _{ o, (x) £ (rx)dx -E-_{ f(wx)dx,
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m 1 1
1 . 1
5 _{ f(x)sin mxdx = B{ sm(x)f(nx)dx-w— _{ £(mx)dx.

2

Drugi integrali na desnoj strani u ovim jednakostima se jednosta-
vno odredjuju jer £(wx) nije "oscilatorno". Za odredjivanje vred-
nosti Fourierovih koeficijenata sa visokom tacno#éu treba, dakle,
odrediti sa istom takvom taéno8éu integrale sa teZinama cm(x) i
sm(x). Gauss=Christoffelove formule sa ovim teZinama razvio je
Gautschi [21 3.

Integracija brzo oscilatornih funkcija je veoma aktuelna
oblast numeriéke integracije, na kojoj se poslednjih godina dosta
radi.

7.2.17. Konvergencija kvadraturnih procesa

U ovom odeljku ispitademo uslove za konvergenciju kvadra-
turnih procesa, tj. uslove pod kojima ostatak Rn(f) +0, kada

n-++w,
Neka je dat niz kvadraturnih formula
b
(2.17.1) I(f) = [ £(x)dx = K_£ + R _(f) (n=1,2,...),
a n n
gde su
n
= (n) {(n)
(2.17.2) K £ = I B R,
k=1
Aén) teZinski koeficijenti (konstantni za fiksirano n) i xén) ap-
scise koje zadovoljavaju uslov
a < x0) x(n) cue<x ™o b.
=1 2 n =
Teorema 2,17.1. Potreban i dovoljan uslov da niz {an}nGN konver-

gira ka I(f) za svako f€Cra,bl je da on konvergira za svaki alge-

barski polinom i da postoji pozitivna konstanta M takva da je

(2.17.3) rf A]i“)l <M (n=1,2,...).
k=

1
Dokaz. Posmatrajmo linearnu funkcionelu Kn’ definisanu po=
moéu (2.17.2). Kako je za svako f€Cra,bl
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K £] < z e teog™ ] s ( T LSRRI

gde je [[£]| = max [£(x)|, zakljudujemo da je funkcionela K
ax<x <b

ogranidena na Cra,b].

Dakle,
(2.17.4) Ik €] < [ & Il- | £]] (\ f€cra,b1)
i

s (n)

(2.17.5) < 1l < £ (2,77 |-

Odredimo sada normu HKnH° U prostoru CLa,bl izaberimo

funkeiju E, koja je odredjena sa

= sgn %:n),
(n) (n) (n)

linearna na [xk ’ k+13 (k=1,...,n=1) i konstantna na ca,x,

g(xén))

i [xén),bj, Tada je [£]]=1 i

n
A]én)sgn A}in) - kgllAén)]’

H\ﬂb

12",

pa iz (2.17.4), za f£=f, sleduje Ix 11 =
. _ 5 am
sa (2,17.5) daje HKn|{ = ) IAk [.
k=1

8to zajedno

~
i~
—

Prema tome, kako je

o

17 Niz { HKnll} ograniden (na osnovu (2.17.3));

né€N

(e}

2 lim K_f =I(f) za svaki algebarski polinom;

n-+4w
3° Skup polinoma svuda gust u Clra,bl,

na osnovu Banach-Steinhausove teoreme (videti odeljak 2.3.1) za-
kljudujemo da va¥i tvrdjenje teoreme 2.17.1.

Teorema 2.17.2. Ako 3u koeficijenti Aﬁn) >0 (k=1l,...,n; n=1,2,...)

potreban i dovoljan uslov da niz {an}nGN konvergira ka I(f) za

svako f€Cla,b] je da on konvergira za svaki algebarski polinom.

Dokaz. Kako je 1lim K _£f=I(f), stavljajuéi £(x)=1 u
n->+o
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(2.17.1), dobijamo

T (n)
b-a= ] ",
k=1
Zto znadi da je uslov (2.17.3) ispunjen sa M=b-a, &ime je dokaz
zavrSen,
Iz teoreme 2.17.2 sleduje konvergencija Gauss-Christoffe-

lovih kvadraturnih procesa, s obzirom da je A}in)

>0.

Teorema 2.17.2 nije primenljiva na niz Newton-Cotesovih
formula (videti (2.3.4)), jer su ved pri n=8 neki od teZinskih ko=
eficijenata negativn‘i. Napomenimo, da ovaj niz, zaista, ne konver-

gira za svako f€C[a,b] (videti £91 i r111).
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