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PREDGOVOR

Ova knjiga predstavlja udzbenik iz predmeta Matematika I koji se stu-
dentima Elektronskog fakulteta u Nidu predaje u I semestru pocev od Skolske
2004/2005. godine.

Knjiga je potpuno uskladena sa akreditovanim planom i programom
studija na Elektronskom fakultetu u Niu, a moze se koristiti i na drugim
elektrotehni¢kim i, uopste, tehnickim fakultetima.

Najveéi deo knjige je posveden oblasti linearne algebre koja je, sama
po sebi, dosta apstraktna matematicka disciplina. Tu se studenti I godine
prvi put susreéu sa nekim opitim algebarskim strukturama &ije su posebne
(konkretne) oblike imali priliku da sretnu u prethodnom skolovanju. Tu se,
dakle, dolazi do neceg ,,opsteg® iz Cega se, opet, moze dobiti niz ,posebnih“
(,konkretnih“) slu¢ajeva. Taj postupak dobijanja ,opsteg® na osnovu ,po-
sebnog“, neka vrsta apstrakine generalizacije ili uopStavanja, je vrlo vazan
nadin razmidljanja koji ée studente tehnike, i ne samo tehnike, pratiti tokom
celog daljeg skolovanja, pa i zivota. Zbog toga je ovaj kurs iz linearne algebre
vazan ne samo u strogo matematitkom okviru, nego i u okviru ovladavanja
jednim novim natinom razmi§ljanja koji studenti treba Sto pre da usvoje
kako bi sebi olak3ali dalje studiranje i, uopste, poveéali svoje saznajne ka-
pacitete. Jer, kada covek zna ,opSte® ne mora da pamti sve ono ,,posebno*,
veé ga moze lako dobiti konkretizovanjem ,opsteg“ u ,posebnim uslovima*“.

Zbog svega retenog, bilo bi dobro da studenti prihvate ovaj predmet kao
vrstu izazovne igre putem koje, ne samo da. sti¢u nova matematicka znanja,
nego dobijaju i jednu dodatnu vaznu dimenziju u svom nacinu razmisljanja.
Ta uspe$nost u prepoznavanju onog §to je ,opéte“ u ,,posebnom*, ta gener-
alizacija pri razmisljanju i stalna kritiénost miSljenja (stalno preispitivanje
zakljuéivanja) su, verovatno, one misaone karakteristike kojima svaki obra-
zovan Covek, intelektualac, ako hocete, treba da stremi.

Sadrzaj knjige je segmentiran u 7 celina (glava). Svaka glava je podeljena
na poglavlja, a poglavlja na odeljke.

Knjiga zapocinje kratkim podseéanjem na elemente matematicke logike,
skupove, relacije i preslikavanja u meri koja je neophodna za- dalju dobru
matematitku komunikaciju. :



Potom se razmatraju neke apstraktne algebarske strukture sa jednom
(grupoid, semigrupa, grupa, Abelova grupa) ili dve binarne operacije (prst-
en, telo, polje), a posebna paznja je posveéena polju kompleksnih brojeva s
obzirom na njegovu vaznost za studente elektrotehnike.

Razmatranjem klasi¢nih vektora, kao i opracija izmedu njih i sa skalari-
ma, dolazi se (nekom vrstom generalizacije) do pojma linearnih (vektorskih)
prostora. Posebno je analiziran prostor prosto—periodi¢nih oscilacija, znata-
jan za studente elektrotehnike. Razmatrani su normirani i unitarni prostori,
s tim u vezi i metricki prostori (koji su generalizacija pojma klasicnog trodi-
menzionalnog prostora u kome je bitno rastojanje-metrika izmedu objekata),
te Banachovi i Hilbertovi prostori. :

Koncept matrica i matriéhog rac¢una uvodi se na prirodan naéin ug
teoriju linearnih operatora. Detaljno je izloZena teorija matrica i deter-
minanata.

Sistemima linearnih jednafina je posveéena znaCajna paZnja. Dati su
osnovni metodi za njihovo reSavanje, a razmatrani su i problemi u vezi sa
egzistencijom tog reSenja.

Ukratko, ali u dovoljnoj meri za studente tehnike, izloZena je teorija o
algebarskim polinomima i reSavanju algebarskih jednadina. Razmatrana je i
klasa Hurwitzovih polinoma koji igraju znacajnu ulogu u teoriji stabilnosti
automatskih sistema. Dati su osnovni rezultati u vezi rastavljanja prave
racionalne funkcije na parcijalne razlomke.

IzloZen je osnovni koncept problema sopstvenih vrednosti i sopstvenih
vektora.

Pri kraju knjige, ukratko je izloZena analiticka geometrija u trodimen-
zionalnom prostoru.

Posebno treba napomenuti da su na kraju svake glave dati narogito
pazljivo izabrani i sloZeni zadaci u okviru poglavlja Zadaci za veZbu sa ci-
Jjem da korisnik ove knjige, njihovom izradom, prethodno izlozena teorijska
razmatranja u knjizi, pretvori u sopstveno funkcionalno znanje. Najveéi deo
tih zadataka su zadaci koji se proraduju u okviru ¢asova ra¢unskih vezbi iz
predmeta Matematika I na Elektronskom fakultetu u Nisu. U tom izboru
zadataka autori su imali veliku pomo¢ ponajvide od koleginice prof. dr
Sladane Marinkovié, a potom i od koleginica prof. dr Lidije Randié, as. dr
Jovane Dzuni¢ i kolege as. mr Marjana Matejic¢a, svi sa Katedre za mate-
matiku Elektronskog fakulteta u NiSu, na ¢emu im autori i ovom prilikom
zahvaljuju.

Ni§, 10. maja 2012. godine.
Autori
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GLAVA 1

OSNOVI ALGEBRE

.1 ELEMENTI OPSTE ALGEBRE
I.1.1 Elementi matematicke logike

Zbog konciznosti kojoj se tezi u matematickoj komunikaciji éesto se ko-
ristimo nekim pojmovima i oznakama matematicke logike.

ili neistinita i ima samo jedno od ta dva svojstva, kazemo da je iskaz ili sud.

Ovo je opisna, intuitivna, definicija iskaza (suda).

U matematici koristimo i naziv teorema ili stav za neke istinite iskaze.

Istinosna vrednost istinitog (tatnog) iskaza se oznatava sa T ili sa 1, a
neistinitog (netaénog) sa L ili 0.

Kada se od jednog ili viSe iskaza formiraju neki novi, slozeniji iskazi, za
njih kaZemo da su nastali kao posledica operacije nad tim polaznim iskazom
ili iskazima. Ovim se bavi poseban deo matematitke logike koji se naziva
iskazni radun ili iskazna algebra.

Navodimo najcesée koriSéene operacije nad iskazima:

(1) Negacija iskaza p, u oznaci —p, je istinit iskaz ako i samo ako je iskaz
p neistinit.

(2) Konjunkcija iskaza p i ¢, u oznaci p A g, je sloZen iskaz koji je istinit
ako i samo ako su oba iskaza p i ¢ istinita. Alternativno, za konjunkciju se
koristi i termin operacijo i, tako da se p A ¢ €ita kao: p iq.

1



2 GLAVA I. OSNOVI ALGEBRE

(3) Disjunkcija iskaza p i ¢, u oznaci pV g, je sloZen iskaz koji je istinit
ako je bar jedan od iskaza p i ¢ istinit. Drugim reéima, p V ¢ je neistinit
iskaz ako 1 samo ako su oba iskaza p i ¢ neistinita. Za disjunkciju se koristi
i termin operacija ili, tako da se p V ¢ Cita i kao: p ili g.

(4) Implikacijo p = q je slozen iskaz koji je neistinit ako i samo ako je
p istinit a ¢ neistinit iskaz. Implikacija p = ¢ se ita i na jedan od sledec¢ih
nadina:

- iz p sleduje q,

— ¢ je posledica iskaza p,
ako p tada g,

-~ p je dovoljan uslov za ¢,
- ¢ je potreban uslov za p.

(5) Ekvivalencija p < q je sloZen iskaz koji je istinit ako i samo ako oba
iskaza imaju istu istinitosnu vrednost. Ekvivalencija p < ¢ se ¢ita i kao:

- p je ekvivalentno sa ¢,

—~ p je ako i samo ako je g,

—- p je potreban i dovoljan uslov za q.

(6) Ekskluzivna disjunkcija pVq je slozen iskaz koji je istinit ako i samo
ako iskazi p 1 ¢ imaju razli¢ite istinitosne vrednosti. Dakle, ekskluzivna
disjunkcija predstavlja negaciju ekvivalencije, tj. —(p < q). Za ekskluzivnu
disjunkciju se koristi i termin operacijo iskljucivo ili, tako da se pVg Cita i
kao: il p i q.

U sledeéoj tabeli, tzv. tablici istinitosti, dat je pregled vrednosti istini-
tosti za prethodno uvedene operacije:

Pla| P |pPAQ|PVe|P=q| P& q| PV
LT L L T T L
LyT T 4 T T 4 T
Ty L L L T 4 L T
T T 4 T T T T ER

Istinosnu vrednost refenice: Broj = je mangi od broje y, nije moguce
utvrditi s obzirom da nisu specificirane vrednosti za z i y. Medutim, ako
uzmemo ¢ = 2 i y = 3, refenica daje istinit iskaz. Dakle, reenice ovog
tipa sadrze izvesne promenljive. Dajuéi konkretne vrednosti ovim promenlji-
vama, reCenice postaju iskazi (istiniti ili neistiniti). Za takve refenice kazemo
da su iskazne funkcije, a za odnos izmedu promenljivih koristi se termin
predikat. Tako u prethodnom primeru predikat ... je manji od ... povezuje
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promenljive z i y. Prema tome, ako ovaj predikat oznafimo sa P, recenica
definide iskaznu funkciju od dve promenljive P(z,y). U opStem slucaju,
iskazna funkcija moZe zavisiti od jedne ili vide promenljivih.

Na kraju ovog kratkog pregleda osnovnih elemenata matematicke logike
pomenimo jo§ i tzv. kvantifikatore koji se primenjuju na promenljive u iskaz-
nim funkcijama.

Postoje dva kvantifikatora:

(1) univerzalni kvantifikator: svaki (ili za svaki), sa oznakom V.

(2) egzistencijalni kvantifikator: neki (ili postoji), sa oznakom 3.

Primena kvantifikatora na sve promenljive u iskaznoj funkciji, prevodi
iskaznu funkciju u iskaz.

Primer 1. Iz prethodno pomenute iskazne funkcije P(z,y) moZemo
formirati iskaz

(Vy) (3z) P(z,y),

koji znaci: Za svaki broj y, postoji broj x takav da je x manji od y. A

Napomena 1. Cesto kvantifikatore upotrebljavamo u jednom ograni-
genom smislu, tj. promenljive ograni¢avamo na elemente izvesnih skupova!
X, Y, itd. Na primer, uzimamo (Vz € X) ili (Jy € Y), itd. U takvim
slu¢ajevima kazemo da radimo sa kvantifikatorima ograni¢enog opsega.

Primer 2. Neka je P(z) data iskazna funkcija na skupu X. Iskaz
(Vz € X) P(z),
sa kvantifikatorom ogranicenog opsega, moze se protumaciti na slede¢i na¢in
(Vz) (z € X = P(z)). A

Napomena 2. U cilju konciznijeg pisanja, ¢esto ¢emo, kada ne moze

doéi do zabune, u daljem izlaganju, umesto
Ve e X)(VyeY) ... P(z,y,...),

koristiti

P(z,y,...) (zreX,yey,...).

Kona¢nom upotrebom kvantifikatora i iskaznih funkcija, uz uvedene ope-
racije nad iskazima, dobijamo slozene iskaze.

10O skupovima, kao i o oznaci €, videti u narednom odeljku
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(3) Disjunkcija iskaza p i g, w oznaci pV g, je sloZen iskaz koji je istinit
ako je bar jedan od iskaza p i ¢ istinit. Drugim refima, p V g je neistinit
iskaz ako i samo ako su oba iskaza p 1 ¢ neistinita. Za disjunkciju se koristi
i termin operacija ili, tako da se p V ¢ ¢ita i kao: p ili q.

(4) Implikacija p = q je slozen iskaz koji je neistinit ako i samo ako je
p istinit a ¢ neistinit iskaz. Implikacija p = ¢ se Cita i na jedan od sledecih
nacina:

— iz p sleduje g,

~ ¢ je posledica iskaza p,

- ako p tada g,

~ p je dovoljan uslov za g, -

~ ¢ je potreban uslov za p.

(5) Ekvivalencijo p < ¢ je sloZen iskaz koji je istinit ako i samo ako oba
iskaza imaju istu istinitosnu vrednost. Ekvivalencija p < ¢ se ¢ita i kao:

- p je ekvivalentno sa g,

- p je ako i samo ako je ¢,

- p je potreban i dovoljan uslov za gq.

(6) Ekskluzivna disjunkcijo pVq je slozen iskaz koji je istinit ako i samo
ako iskazi p i ¢ imaju razlidite istinitosne vrednosti. Dakle, ekskluzivna
disjunkcija predstavlja negaciju ekvivalencije, tj. —(p & ¢). Za ekskluzivnu
disjunkciju se koristi i termin operacijo iskljudivo ili, tako da se pVq &ita i
kao: #li p ili q.

U sledeéoj tabeli, tzv. tablici istinitosti, dat je pregled vrednosti istini-
tosti za prethodno uvedene operacije:

pigq|p|pANg | PVq|p=q|Pp=q)| pVg
Ll LT L L T T 1
LT T 1 T T 1 T
TIL) L 1 T 1 1 T
T|IT] L T T T T €L

Istinosnu vrednost retenice: Broj x je manji od broja y, nije moguée
utvrditi s obzirom da nisu specificirane vrednosti za 1 y. Medutim, ako
uzmemo z = 2 1 y = 3, refenica daje istinit iskaz. Dakle, reéenice ovog
tipa sadrie izvesne promenljive. Dajuéi konkretne vrednosti ovim promenlji-
vama, reéenice postaju iskazi (istiniti ili neistiniti). Za takve rec¢enice kazemo
da su iskazne funkcije, a za odnos izmedu promenljivih koristi se termin
predikat. Tako u prethodnom primeru predikat ... je manji od ... povezuje
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promenljive 1 y. Prema tome, ako ovaj predikat oznatimo sa P, redenica
definie iskaznu funkciju od dve promenljive P(z,y). U opstem slucaju,
iskazna funkcija moZe zavisiti od jedne ili vie promenljivih.

Na kraju ovog kratkog pregleda osnovnih elemenata matematicke logike
pomenimo jos i tzv. kvantifikatore koji se primenjuju na promenljive u iskaz-
nim funkcijama.

Postoje dva kvantifikatora:

(1) univerzalni kvantifikator: svaki (ili za svaki), sa oznakom V.

(2) egzistencijalni kvantifikator: neki (ili postoji), sa oznakom 3.

Primena kvantifikatora na sve promenljive u iskaznoj funkeiji, prevodi
iskaznu funkciju u iskaz.

Primer 1. Iz prethodno pomenute iskazne funkcije P(z,y) mozemo
formirati iskaz

(Vy) (3z) P(z,y),
koji zna¢i: Za svak: broj y, postoji broj x takav da je © mangi od y. A

Napomena 1. Cesto kvantifikatore upotrebljavamo u jednom ograni-
genom smislu, tj. promenljive ograniéavamo na elemente izvesnih skupoval
X, Y, itd. Na primer, uzimamo (Vz € X) ili (Jy € Y), itd. U takvim
slucajevima kazemo da radimo sa kvantifikatorima ogranicenog opsega.

Primer 2. Neka je P(z) data iskazna funkcija na skupu X. Iskaz
(Vz € X) P(z),
sa kvantifikatorom ogranitenog opsega, moze se protumagditi na sledeéi nadin
(Vz) (z € X = P(z)). A

Napomena 2. U cilju konciznijeg pisanja, Cesto ¢emo, kada ne moze

do¢i do zabune, u daljem izlaganju, umesto
VzeX)(VyeY)... P(z,y,...),

koristiti

P(z,y,...) (zeX,yey,...).

Konaénom upotrebom kvantifikatora, i iskaznih funkcija, uz uvedene ope-
racije nad iskazima, dobijamo sloZene iskaze.

10 skupovima, kao i o oznaci €, videti u narednom odeljku
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I.1.2 Skupovi

Skup (mnoZina, mnostvo) i njegovi elementi (¢lanovi, tacke, objekti) su
osnovni pojmovi u matematici i oni se ne defini§u. O njima imamo intuitivno
znanje.

Ako skup A salinjavaju elementi a,b,c,..., oznaCavamo ga sa A =
{a,b,c,...}. Treba razlikovati a od {a}.

U najopstijem stu¢aju elemente skupa ne mora da karakterige nista drugo
do pripadnost tome skupu. Ako, pak, elemente skupa A karakteriSe nekakva
osobina P, tada taj skup oznatavamo sa A = {z | P(z)}, 8to &itamo: skup
A se sastoji od elemenata z sa osobinom P(z)

Cinjenicu da je a element skupa A oznatavamo sa a € A, a ako a nije
element skupa 4 sa a ¢ A.

Definicija 1.1.2.1 Za dva skupa A i B se kaZe da su jednaki i to piSemo
A = B, ako skupovi A 1 B imaju iste elemente.

Dakle, skup ne zavisi od poretka kojim su dati njegovi elementi. Tako,
na primer, skupovi {a,b, ¢} i {b,c,a} su jednaki.

Ako je n prirodan broj, skup A = {a1,a9,...,a,} od n elemenata
a1,a9,...,0, je konaéan. Skup je beskonadan ako broj njegovih elemenata
nije konacan.

Skup prirodnih brojeva N = {1,2,3,...,n,...} je beskonatan. Za ovaj
beskonatan skup kazemo da je prebrojiv. Uopste, kaZzemo da je neki besko-
natan skup S prebrojiv ako i samo ako se svi njegovi elementi mogu poredati
u niz x1,%9,...,In,. ... Drugim reéima, skup S je prebrojiv ako je svakom
elementu skupa N moguée pridruZiti odreden element skupa S tako da ra-
zli¢itim elementima, iz N budu pridruZeni razli¢iti elementi iz S i da pri tome
svaki element skupa S bude pridruzen jednom elementu skupa N.

Definicija 1.1.2.2 Za skup B kaZzemo da je sadrzan u skupu 4, tj. da je B
deo 1li podskup skupa A, ako je svaki element skupa B takode element skupa
A (inkluzija izmedu skupova).

Cinjenicu da je B podskup od A oznagavamo sa B C A ili A D B.
Logi¢kim simbolima ovu ¢injenicu pisemo u obliku

BC A& (Vz)(z € B=x € A).

Primetimo da A C B ne iskljutuje moguénost da je A = B. Ako je
AC BiA+# B, kazemo da je A pravi deo od B ili da je inkluzija A C B
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striktna. Istovremeno vazenje obeju inkluzija A C B 1 B C A ekvivalentno
jesa A= B, tj. ‘
A=B& ACBABCA.

Ako izmedu dva skupa A 1 B ne vazi A C B niti B C A, kazemo da su oni
neuporedivi.

Polazeéi od jednog ili vise skupova, mogu se na razli¢ite nac¢ine (opera-
cijama nad skupovima) formirati novi skupovi.

Definicija 1.1.2.3 Unija skupova A i B, u oznaci A U B, je skup svih ele-
menata koji se nalaze bar u jednom od skupova A i B.

Dakle,
AUB={z|z€ AVvz e B}

Lako je pokazati da vazi: AUA = A, AUB = BU A (komutativnost),
ACAUB, BC AUB.

Definicija 1.1.2.4 Presek skupova A i B, u oznaci AN B, je skup svih
elemenata koji pripadaju istovremeno i skupu A i skupu B.

Dakle,
ANB={z|z€ ANz € B}.

Lako zakljutujemo da vazi: ANA = A, ANB = BN A (komutativnost),
ADANB, B> ANB.

Za dva skupa kaZemo da su disjunktni ako nemaju zajednickih elemenata.

Dakle, presek dva disjunktna skupa je po definiciji 1.1.2.4 skup, ali taj
skup, u ovom sluéaju, ne sadrzi elemente. Za takav skup bez elemenata
kazemo da je prazan skup. Oznatavamo ga sa 0. ’

Kada hofemo da istaknemo ¢&injenicu da neki skup nije prazan skup,
gvademo ga neprazan skup.

Ocigledno, za prazan skup vazi: § C A, AUB=A, AnD=1.

Definicija 1.1.2.5 Razlika skupova A i B, u oznaci A \ B, je skup svih
elemenata iz A koji ne pripadaju B. (Pri tome ne mora biti A C B.)
Specijalno, ako radimo sa skupovima, koji su svi sadrzani u nekom osnovnom
skupu F, tada E\A (A C E) zovemo komplement skupa A u odnosu na skup
E i oznagavamo ga sa A, ili, kraée, sa A ako je jasno o kom osnovnom skupu
je red. '
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Dakle,
A\B={z|z€e ANz ¢ B},
A =Ay={z|zecEnz ¢ A}

Iz definicije neposredno sleduje:
ANA' =0, AUA =E, (A) =4, 0 =E, E'=1.

Definicija 1.1.2.6 Simetricna razlika skupova A1 B, uoznaci AAB, data
jesa(A\ B)U(B\ A).

Definicija 1.1.2.7 Partitivni skup (skup delova) P(A) je skup svih delova
skupa A.

Dakle,
P(A) ={B| B C A}.
Po definiciji 1.1.2.7 je A € P(A) i § € P(A).

Sledeée tri teoreme navodimo bez dokaza.

Teorema 1.1.2.1 VuZe jednakosts

AU(BUC) =, (AUB)UC,
AN(BNnC) = (AnB)nC.

Ove jednakosti zovemo, redom, osobina asocijativnosti za uniju i presek
skupova. Naime, ta osobina ukazuje da redosled uniranja i presecanja sku-
pova, koji namecu napisane zagrade, nije od znacaja, pa se zagrade mogu
izostaviti i pie se AUBUC umesto AU(BUC) ili (AUB)UC, tj. ANBNC
umesto AN (BNC)ili (ANB)NC

Teorema 1.1.2.2 VaZe jednakosti

AUBNC) = (AUB)N(AUQ),
AN(BUC) = (ANB)U(ANC).

Ove jednakosti predstavljaju osobinu distributivnosti unije u odnosu na
presek i preseka u odnosu na uniju.

Primetimo da osobina obostrane distributivnosti nije uobi¢ajena. Na
primer, mnoZenje brojeva je distributivino u odnosu na sabiranje brojeva, ali
obrnuto ne vazi.
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Teorema 1.1.2.3 (De Morganovi’obrasci) Vaie jednakosti

(L.1.2.1) (AuB) = A'nBH,
(1.1.2.2) (AnB)Y = A'UB

Dokaz. Jednakost (1.1.2.1) ée vaiiti ako pokazemo da je (AUB)' ¢ A'nB’
i, obratno, A'N B’ ¢ (AU B)". Prvo sleduje iz

z e (AuB) r¢ AUB
¢ ANz ¢ B
zec ANz €eB

re AnB

P

a obrnuto tvrdenje, ako u ovom lancu logickih zaklju¢aka idemo u suprotnom
smeru. Analogno se dokazuje (1.1.2.2). O

Videli smo da je unija skupova, skup koji je jednoznatno odrediv, dok
obrnuti problem, u opé§tem slu€aju, nije jednoznaéno resiv.

Definicija 1.1.2.8 Za disjunkine podskupove skupa X, ¢ija je unija Citav
skup X, kaZemo da ¢ine particiju skupa X

Dakle, u opstem sluaju, jedan skup ima viSe particija.

Na kraju ovog odeljka naveséemo uobicajene oznake za neke standardne
skupove brojeva;:

N - skup svih prirodnih brojeva,
No - skup svih prirodnih brojeva zajedno sa nulom, tj. Ny = N U {0},

Z - skup svih celih brojeva,

@@ - skup svih racionalnih brojeva,
I — skup svih iracionalnih brojeva,
R - skup svih realnih brojeva,

R* - skup svih pozitivnih realnih brojeva,
RS - skup svih nenegativnih realnih brojeva, tj. R = R* U {0}.

O oznakama nekih drugih skupova biée reéi docnije,

% Augustus De Morgan (1806-1871), skotski matematiar i logi(:ar.‘
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1.1.3 Uredeni par

Piguéi {a,b} i {b,a} oznatavali smo isti skup od dva elementa. Medutim,
ako je bitan poredak dva elementa u paru, tada éemo takav par zvati uredens
par i oznacavacemo ga sa (a,b). Ovde a zovemo prvom komponentom, a b
drugom komponentom uredenog para (a,b). Dakle, jasno je da éemo smatrati
da je (a,b) razlitito od (b,a), osim ako je a = b.

Parovi (a,b) i (c,d) jednaki su ako i samo ako jea=cib=d.

Pojam uredenog para moZenio uopdtiti i govoriti o wredenoj n—torki
(ay,...,ay), kod koje je, dakle, bitan poredak elementa, pa su dve n—torke
jednake ako i samo ako su im odgovarajuce-(po redosledu) komponente jed-
nake. ’

I.1.4 Dekartov proizvod

Definicija 1.1.4.1 Dekartov® proizvod dva skupa X i Y je skup Z &ji su
elementi uredeni parovi sa prvom komponentom iz skupa X i drugom iz
skupa Y, tj.

Z=XxY={(z,y) |lre XNyeY}

Naravno, u op§tem slucaju ne vazi jednakost X x Y =Y x X, osim ako
jeX =Y.

Definicija Dekartovog proizvoda analogno se prenosi i na slu¢aj kada
imamo viSe od dva skupa. Tako, Dekartov proizvod od n skupova X1,..., X,
je dat sa '

Xixeox Xy ={(z1,...,2n) |21 EX1 A Azp € X}

Dekartovi proizvodi X x X, X x X x X, ... obelezavaju se redom sa
X2 X3 ...
I.1.5 Relacija
Definicija I.1.5.1 Akosu X i Y neprazni skupovi, binarna relacijo u skupu
X x Y je bilo koji njegov podskup.

Primer 1. Neka je X ={1,2,3}, Y = {1,2}. Tada je

XxY = {(17 1)7 (172)a (27 1): (2a 2), (3a 1)7 (3’2)}'

® René Descartes (Cartesius) (1596-1650), veliki francuski filozof i matematicar.
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U posmatranom skupu X x Y relacije su, na primer,

{(1,2),3, 1)}
{(17 1)7 (2’ 1)’ (37 ]‘)’ (37 2)}'

Isto tako binarne relecije u skupu X X Y su i njegovi podskupovi

{(z,9) |z =y} ={(1,1),(2,2)};

{(z,y) |z <y} ={(1,2)}

(z,y) |z -y 21} ={(2,1),(3,1),(3,2)};

(@,9) |z 29" = {(1,1),(2,1),3, 1)}

(z,y) |y =+ 4} = 0. A

Definicija 1.1.5.2 Neka je p binarna relacija u skupu X x Y. Kazemo da
je = u relaciji p sa y (u oznaci z py) ako je (z,y) € p.

{
{
{

Dakle, (z,y) € p & zpy.

Sliéno je (z,y) ¢ p & znonpy.

Ako je Y = X, tada za binarnu relaciju u skupu X xY = X x X = X?
kazemo jednostavno da je binarna relacija u skupu X.

Cesto binarnu relaciju p u skupu X definisemo tako §to relaciju identi-
fikujemo kroz postojanje osobine p kod uredenog para (z,y) elemenata iz
X, tj.

par (z,y) ima osobinu p & (z,y) € p ili zpy,
par (z,y) nema osobinu p < (z,y) ¢ p ili znonpy.

Primer 2. Dobro su nam poznate relacije >, <, <,> u skupu realnih
brojeva R. JAN

Definisimo sada osobine koje moZe, ali ne mora, imati neka relacija u
skupu X.

Definicija 1.1.5.3 Relacija p u skupu X je refleksivna ako za svako z € X
vazi da je zpx.

Definicija 1.1.5.4 Relacija p uskupu X je simetriéna ako za svako x,y € X
za koje je x py, sleduje da jei ypzx.

Definicija 1.1.5.5 Relacija p u skupu X je antisimetriéna ako za svako
z,y € X za koje je zpy iy px, sleduje da je z = y.

Definicija 1.1.5.6 Relacija p uskupu X je tranzitivna ako za svako z,y,z €
X za koje je z py i ypz, sleduje da je T p 2.
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1.1.6 Relacija ekvivalencije

Definicija 1.1.6.1 Za Relaciju p u skupu X koja je refleksivna, simetri¢na
1 tranzitivna kazemo da je relacija ekvivalencije u skupu X.

Primer 1. Jednakost je relacija ekvivalencije (na primer, u skupu R)
jer je ova relacija refleksivna, simetri¢na i tranzitivna. A

Primer 2. Na skupu S = {a,b,¢,...} pravih a,b,¢,... u Euklidovoj
ravni posmatrajmo relaciju paralelnosti ||.

Naravno, svaka prava je paralelna sa samom sobom ((Va € S) a | a),
pa je relacija refleksivna. , ‘ '

Ako je jedna prava paralelna nekoj drugoj pravoj (a || b), tada je i ta
druga paralelna prvoj (b || a), 5to znagi da je paralelnost simetri¢na relacija.

Ako je jedna prava paralelna nekoj drugoj pravoj i ta druga paralelna
tre¢o] pravoj (a || bA b || ¢), tada je i prva paralelna trecoj pravoj (a || ¢),
pa paralelnost ima osobinu tranzitivnosti,

Dakle, relacija paralelnosti je relacija ekvivalencije u skupu 5. A

Primer 3. Na skupu S = {a,b,¢,...} pravih a,b,c,... u Euklidovo]
ravni posmatrajmo relaciju normalnosti L.

S obzirom da relacija 1 od potrebnih triju osobina ima samo osobinu
simetri¢nosti, ona nije relacija ekvivalencije. A

Kada je relacija p relacija ekvivalencije, tada ¢emo je oznacavati sa ~.

Sa C, oznatimo skup svih elemenata z € X koji su u relaciji ~ sa
elementom x, tj.
' Co={ze€X |2z ~ z}

Definicija 1.1.6.2 Za skup C,; C X kaZemo da je klasa ekvivalencije skupa
X koja odgovara elementu z.

Primetimo da C, nije prazan skup jer mu pripada bar element x. Na-
ravno, ako (', sadrzi viSe medusobno ekvivalentnih elemenata, moze se sma-
trati da je C, klasa ekvivalencije koja odgovara svakom od tih elemenata.

Ako su C; i Cy klase ekvivalencije koje odgovaraju elementima z i y,
tada je mogucéa samo sledeéa alternativa: ili se Cp i Cy poklapaju ili su
disjunktne. Na taj naéin skup X podeljen je na medusobno disjunktne
klase — klase ekvivalencije — tako da su svi elementi iste klase medusobno
ekvivalentni, a elementi iz razli¢itih klasa to nisu. Dakle, relacija ~ u skupu
X omogucava, jedno razlaganje tog skupa na disjunktne podskupove (klase
ekvivalencije).
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Definicija 1.1.6.3 Skup &iji su elementi klase ekvivalencije skupa X u od-
nosu na relaciju ~ zovemo skup—koliénik skupa X u odnosu na relaciju ~, u
oznaci X/ ~.

Primer 4. Za skupu S = {a,b,¢,...} pravih a,b,c,... u Euklidovoj
ravni u odnosu na relaciju paralelnosti pravih, za koju smo videli u primeru
2 da je relacija ekvivalencije, jedna klasa ekvivalencije je skup pravih iz ravni
koje su sa jednim te istim pravcem, a skup-koli¢nik je skup svih moguéih
pravaca u ravni. AN

1.1.7 Relacija poretka

Definicija 1.1.7.1 Za Relaciju p u skupu X koja je refleksivna, antisi-
metriéna i tranzitivna kaZemo da je relacija poretka (uredenja) u skupu X,
a za skup X kazemo da je ureden ili da ima strukturu poretka.

Relaciju poretka oznagavaéemo sa <, a uredene skupove sa (X, <). Ako
je z < y ili je pak y < z, kaZemo da su elementi z 1 y (z,y € X) uporedivi.
Relacija < u skupu realnih brojeva je jedna relacija poretka.

Primer 1. X je skup celih pozitivnih brojeva i

z <y akojebroj y deljivsa =z A

Dakle, ovako definisana relacija se razlikuje od relacije ekvivalencije u
samo jednoj osobini. Dok je relacija ekvivalencije bila simetri¢na, relacija
poretka je antisimetri¢éna, pa je kod nje sada vazno koja je prva komponenta,
a koja druga u relaciji, dok je to bilo nebitno kod relacije ekvivalencije.
Otuda ova relacija kao da uspostavlja ,poredak* izmedu dva elementa skupa
X, naravno, ako su oni u relaciji, tj. ako su uporedivi. Ako su ma koja dva
elementa uredenog skupa medusobno uporediva, kazemo da je skup (X, <)
totalno ureden.

Skup prirodnih brojeva i skup realnih brojeva su totalno uredeni skupovi
u odnosu na relaciju <. Skup iz primera 1 je (delimi¢no) ureden skup u

“odnosu na uvedenu relaciju poretka.

Definicija 1.1.7.2 Neka je A deo uredenog skupa (X, ). Element g € X
je magoranta od A, ako je.x < 0 za svako x € A. Ako je uz to B € A, [ j¢
maksimum skupa A, u oznaci § = max A.
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Simetri¢no se definie minoranta i minimum skupa A C X.

Jasno je da A moze imati samo jedan maksimum (minimum). Zaista,
kada bi ih bilo dva, £ i g, imali bismo istovremeno £ < G2 i O < b1, pa
zakljucujemo da je B = fa.

Dakle, mogli bismo reéi, u Zargonu, da je majoranta nekog skupa A svaki
onaj element iz X koji je ,,veéi ili jednak* od svih elemenata tog skupa A.

Od svih tih majoranata ,najinteresantnija“ je ona koja je ,najmanja‘ ,
jer ona ,najostrije omeduje” skup A ,sa gornje strane®, pa je zovemo gornja
meda ili supremum skupa A. Preciznije:

Definicija 1.1.7.3 Supremum ili gornje meda skupa A C X, u oznaci sup 4,
je minimum skupa majoranata od A, ukoliko ovaj postoji.

Simetriéno se definide infimum ili donja meda skupa A, kratko inf A.

Supremum (infimum) moze biti samo jedan.

Ako skup ima max (min), on je i njegov sup (inf), ali obrnuto, u opstem
slu€aju, ne vazi.

Posmatrajmo sada skup realnih brojeva R koji je relacijom < ureden.
Korigéenjem ove relacije i relacije < uve§éemo neke pojmove vezane za skup
realnih brojeva.

Definicija 1.1.7.4 Skup {z € R | « < z < b}, u oznaci (a,b) zovemo
interval, a skup {z € R | a <z < b}, u oznaci [a, b] zovemo segment.

Definicija I.1.7.5 Skup {z € R | a < & < b}, u oznaci [a,b) kao i skup
{z e R|a <z <b}, uoznaci (a,b], zovemo polusegment ili poluinterval.

Lako je proveriti da vazi
=inf(a,b) = inf(a,b], b = sup(a,b) = sup|a, b),

a = minfa, b) = mina,b], b = max(a,b] = max|a, b].

1.1.8 Grafovi

Definicija 1.1.8.1 Neka je X neprazan skup i p binarna relacija u X.
Uredeni par I' = (X, p) se naziva graf. Elementi skupa X su évorovi grafa,
a elementi skupa p grane grofa

Graf obiéno predstavljamo crtezom na kome su évorovi grafa predstav-
ljeni tatkama. Cinjenicu da (a,b) € p oznatavamo linijom koja spaja tacke
a i b i orjentiSemo je strelicom u smeru od a ka b. Ta linija predstavlja
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granu grafa. Naravno, ako je (a,a) € p to simbolizujemo malim, takode
orjentisanim, lukom povuéenim od tadke a do te iste tacke a i taj luk, tj.
granu grafa, zovemo petlja grafa.

Primer 1. Ako je X = {a,b,c,d} i ako je

p = {(a"a)) (b? b)’ (a’ b)7 (b? a’)’ (a'? C)’ (C7 b)7 (C’ d)? (d7 C)},

tada graf I' = (X, p) izgleda kao na slici 1. Naravno, ako je relacija re-
fleksivna, tada je na grafu oko svakog &évoora opisana petlja, §to ovde nije
shuéaj. JAN

C

Sl 1 Sl. 2

Primer 2. Relacija p = {(a,a), (b,a), (b,¢), (¢c,a)} uskupu X = {a, b, c}
nije refleksivna, ali je tranzitivna, §to se moze lako uoéiti na grafu I' = (X, p)
koji je predstavijen na slici 2. Naime, s obzirom da postoje grane grafa I’
od &vora b ka Evoru c i od &vora ¢ ka &voru a, tada mora postojati i grana
od ¢vora b ka &voru a, §to se moZe lepo videti na slici 2. A

Primer 3. 1° Relacija

p = {(a’a’)7 (b7 b)? (C, C)’ (a’7 b)) (a’? c)‘? (b’ a’), (b’ C)? (C’ a’)? (C7 b)}

je relacija ekvivalencije u skupu X = {a,b, ¢} €iji je graf prikazan na slici 3.
2° U skupu {1,2,3,4, 5} relacija

p={(1,1),(1,3),(1,5),(2,2),(2,4),(3,1), (3,3),
(3,5),(4,2),(4,4),(5,1),(5,3),(5,5)}

je relacija ekvivalencije, a njen graf je predstavljen na slici 4. Sa slike je lakg
uociti da je skup—kolicnik X/p = {{1,3,5},{2,4}}. JAN
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Ako paru ¢vorova a,b odgovaraju dve grane (a,b) i (b,a) na crtezu se
obitno ne povlaée dve linije izmedu évorova a i b, nego se, jednostavno, linija
dvostrano orjentise ili se uopste ne orjentise (strelice se na grani izostavljaju).

Deﬁniéija 1.1.8.2 GrafI' = (X, p) je simetrican ili neorjentisan ako i samo
ako je p simetritna relacija.

Definicija 1.1.8.3 Graf I' = (X, p) je antisimetrican ili orjentisan ako i
samo ako je p antisimetricna relacija.

1.1.9 Preslikavanje ili funkcija

Ako svakom elementu z skupa X odgovara na neki nagin odredeni ele-
ment y skupa Y, kazemo da je skup X preslikan u skup Y; 2 je original a
y njegova slika. Ako sa f oznalimo ovo preslikavanje, za sliku y piSemo i
f(z). Simboli¢ki:

z— f(z), z€X, f(z)eY
ili krace
fr XY

Skup slika svih elemenata z € X obelezavamo sa f(X). Ocigledno je
f(X)cy.

Cesto, umesto o preslikavanju f skupa X u skup Y, govorimo o funkeiji
[ ¢ija je oblast definisanosti skup X, a skup vrednosti skup f(X). Dakle,
funkciju karakteriSu tri elementa: oblast definisanosti, skup vrednosti i za-
konitost koja uspostavlja vezu.

Uz termin funkcija koristimo i izraz operator ili transformacija (pogotovu
ako je X = Y). Ako su X i Y brojevi govorimo o numerickoj funkciji, a
ako je samo Y skup brojeva, o funkcioneli. Najzad, ako je X skup prirodnih
brojeva N, funkciju f : N — Y zovemo niz tataka (u Y') i oznatavamo ga sa
f(n)ilisa f, (n=1,2,...) ili, jednostavno, {fy }nen.
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Imajuéi u vidu prethodno receno, funkciju mozemo i formalno definisati
koridéenjem pojma relacije:

Definicija 1.1.9.1 Za relaciju f C X xY kazemo da je funkcija f : X — Y
ako

(1) VzeX)ByeY) (z,y) €f (definisanost),
(2) (z,y) €fA(z,2) €f = y=2 (jednoznaconst).

Primer 1. Neka su X = {1,2,3} 1Y = {qa,b}.

1° Relacija {(1,a),(2,b)} nije funkcija jer nije definisana slika elementa
3 € X (relacija nema osobinu definisanosti).

2° Relacija {(1, a), (2,b), (3,a), (3,b)} nije funkcija jer jedan original (3 €
X) ne moze imati dve slike ¢ € Y 1 b € Y (relacija nema osobinu jed-
noznaénosti).

3° Relacija {(1,a), (2, a),(3,a)} je funkcija definisana na skupu X pomo-
éu z — f(z) = a . Dakle, skup vrednosti funkcije f, sastoji se samo od
jednog elementa, f(X) = {a}. A

Navedimo dva jednostavna preslikavanja:

1° Neka je ¢ € Y. Preslikavanje f : X — Y, definisano pomoéu z —
f(z) = ¢ naziva se konstantno preslikavanje. Takode, kaze se i da je funkcija
f konstanta.

2° Neka je Y = X. Preslikavanje f : X — X, definisano pomodu
z + f(x) = x naziva se identic¢ko preslikavanje skupa X.

Definicija 1.1.9.2 Neka je funkcija fi definisana na skupu X, a funkcija
f2 na skupu X, Ako je X1 = X5 i

(1.1.9.1) (Vz € X1)  fi(z)= fa(a),

kazemo da su funkcije fi 1 fo jednake.

Ako je, medutim, X1 C X5 i ako vazi (I.1.9.1), kazemo da je funkcija fo
ekstenzija (prosirenje) funkcije fi sa X; na X, odnosno da je funkcija fi
restrikcija (suzenge) funkcije fo sa X9 na Xi.

Kod preslikavanja f : X + Y razlikova¢emo sledeéa dva mogula slucaja:
f(X)cYif(X)=Y. U prvom sluéaju kazemo da je skup X preslikan u
skup Y, a u drugom da je skup X preslikan na skup Y. Postoje dakle, sa tog
stanovista dve vrste preslikavanja: preslikavanje u skup i preslikavanje na
skup. Za ovo drugo jo$ se kaze da je surjekcija ili surjektivno preslikavanje.
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Po definiciji, svako preslikavanje f: X — Y je jednoznagno, tj.

flz1) # flza) =  z1# 22

Ako vazi i obrnuto, tj.

T1# Ty = f($1.)¢f($2),

kazemo da je f injekcija ili injektivno preslikavanje ili 1-1 preslikavanje.

Za svako preslikavanje koje je istovremeno surjekcija i injekcija kaZe se
da je bijekcija ili biunivoko (obostrano jednoznaéno) preslikavanje.

Definicija 1.1.9.3 Neka su data preslikavanja, f : X —» YV ig:Y = Z.
Tada preslikavanje h : X + Z definisano sa

(Vz € X) h(z) = (g f)(z) = g(f (=),

zovemo sloZena funkcijo ili kompozicija preslikavanjo i obelezavamo ga sa

(9o f).

Kao &to vidimo, sloZena funkcija h preslikava elemente z skupa X u
elemente y = f(z) skupa Y koje, zatim, funkcija g preslikava u elemente
z = g(y) skupa Z, tj. = NN Yy W p =zt Dakle, na jedan posredan
nac¢in, pomoéu dva medupreslikavanja f i g, vrdi se preslikavanje skupa X
u, ili na, skup Z.

Naravno, jedno sloZeno preslikavanje se moze realizovati i sa vise medu-
preslikavanja.

Primetimo da, ako su sva medupreslikavanja jednog slozenog preslika-
vanja biunivoka preslikavanja, tada je i sloZzeno preslikavanje biunivoko.

Definicija 1.1.9.4 Ako je f : X — Y i ako postoji preslikavanje f~1 :
f(X) = X, takvo da vazi

(Ve eX)  (f lof>(w>--
(Vy € F(X)) (fos!

tada preslikavanje f~! zovemo inverzno preslikavanje preslikavanja f.

Teorema 1.1.9.1 Ako je f : X = Y biunivoko preslikavange, tada postoji
inverzno preslikavangje koje je biunivoko i jedinstveno.
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Dokaz. Na osnovu pretpostavke iz teoreme, preslikavanje f : X — Y je
biunivoko, tj. takvo da je to

(a) preslikavanje na skup Y i

(b) 1-1 preslikavanje.

Na osnovu (a) je Y = f(X), pa za svako y € Y postoji z € X takvo da je
f(z) =y, a na osnovu (b), z je jedinstven element iz X za koji je f(z) = y.

Dakle, svakom elementu y € Y pridruzuje se na ovaj nacin jedinstven
element 2 € X &ime je uspostavljeno biunivoko preslikavanje f : YV +— X.
Tada, imamo

(Vz € X) (f o f)(z) ==,
(1.1.9.2) (VyeY) (fof)y) =v,

pa je f inverzna funkcija funkcije f, tj f = f~L.

Da bismo jos dokazali da je ovo inverzno preslikavanje i jedinstveno,
pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da postoji jo§ jedno inverzno
biunivoko preslikavanje f: Y — X (koje, dakle, takode zadovoljava uslove
(1.1.9.2)).

Akoje f # f, to mora postojati bar jedan element y € Y za koji je fly) #
f(y), odakle, zbog osobine (b), sleduje f(f(y)) # f(f(y), pa zakljutujemo
da je y # v, 5to je nemoguce. |

Primetimo, na kraju, da je inverzno preslikavanje za f~! samo preslika-
vanje f.

I.2 OSNOVNE ALGEBARSKE STRUKTURE

1.2.1 Binarna operacija, grupoid i njegove osobine

Neka je G neprazan skup. Neka je, dalje, svakom paru elementa a,b € G,
kao uredenom paru (a, b), pridruzen taéno odredeni element ¢ € G. Cini se
kao da elementi ¢ i b iz G, na odredeni nagin, proizvode, odreduju, treéi
element ¢, takode iz G. Najzad, moZemo reéi da elementi a i b iz G stupaju
u jednu operaciju kojom se dobija element ¢ iz G.

Imajuéi u vidu prethodno reéeno, binarnu operaciju mozemo formalno
opisati pomocu preslikavanja f : G X G — G, tako da je ¢ = f((a,b)), a §to
¢emo zbog jednostavnijeg zapisa pisati ¢ = f(a,b). Dakle:

Definicija 1.2.1.1 Preslikavanje (a,b) — ¢ = f(a,b) (a,b,c € G), u ozna-
cl a * b = ¢, zovemo binarna operacija. :
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Kod ove definicije je bitno uotiti da polazeéi od proizvoljnih elemenata
iz G, rezultat binarne operacije * je ponovo u G. Zato se kaze da je skup G
zatvoren s obzirom na operaciju * (elemenata iz G).

Nadalje éemo sa %, ili na neki drugi nadin, na primer sa o,o,%,...,
oznacavati binarnu operaciju.

Definicija 1.2.1.2 Skup G snabdeven operacijom * naziva se grupoid. Oz-
nacavaéemo ga sa (G, *).

Definicija 1.2.1.1 je, ustvari, uopstenje pojma operacije koji nam je dobro
poznat na primerima sabiranja 1 mnoZenja u skupu realnih brojeva, unije
i preseka kod skupova, logickog 7 i /i nad iskazima (sudovima), itd. Isto
tako, te operacije su imale 1 neke osobine (svojstva), pa sada moZemo i kod
opite binarne operacije govoriti o postojanju ili nepostojanju nekih osobina
(svojstava) te operacije, ili preciznije, grupoida (G, *).

Definicija 1.2.1.3 Kazemo da je u grupoidu (G, *) binarna operacija * aso-
cijativna ako za svako a,b,c € G vazi

a*(bxc)=(axb)*c

Dakle, ako je operacija * asocijativna, nije potrebno navoditi zagrade
koje definigu prioritet operacije, s obzirom da je rezultat izraza a * (b ¢) i
izraza (a * b) * c isti, pa ga moZemo pisati bez zagrada a % b * c.

Definicija 1.2.1.4 Kazemo da je u grupoidu (G, *) binarna operacija * ko-
mutativna ako za svako a,b € G vazi

axb="bxa.

Definicija 1.2.1.5 Ako u (G,*) postoji element e € G, takav da je za svako
a€eqG
axe=exa=a,

kazemo da je e € G neutralni ili jediniéns element.

Jedini¢ni element skradeno zovemo jedinica. Dakle, kada jedinica ulazi
u operaciju sa bilo kojim elementom, ona je neutralna u tom smislu da ne
deluje na promenu elementa sa kojim ulazi u operaciju — element ostaje
nepromenjen. (Setimo se broja 1 koji je neutralni element kod mnoZenja
realnih brojeva.)
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Teorema 1.2.1.1 Ako u (G,x) postoji neutralni element, onda je on jedin-
stven.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da u skupu G postoje dva neutralna
elementa e; i ey (e; # e2). Tada bi, s obzirom na definiciju neutralnog
elementa, vazilo: e; = e x eg = eq, §to je u kontradikeiji sa pretpostavkom
€1 75 €2. 0

Jednakost b = ¢, koja izraZava identi¢nost dva elementa skupa G, povlaéi
Va€G) a*xb=axc i bxa=c*a.

Medutim, ne mozemo tvrditi da vazi obrnuto, tj. da je

axb=a*xc=>b=c,

(I.2.1.1) bxa=c+a=b=c

Definicija 1.2.1.6 Ako za neko a € G i svaki par b,c € G za koji vaze
jednakosti

a*xb=ax*c,

bxa=c*a,

vaze 1 implikacije (1.2.1.1), za element a kazemo da je regularan element za
operaciju *.

Primer 1. Za operaciju mnoZenja na skupu R realnih brojeva svi ele-
menti osim 0 su regularni. A

Teorema 1.2.1.2 Ako u (G, *) postoji neutralni element, on je regularan.

Dokaz. Neka je e neutralni element za operaciju * u skupu G. Ako su
a,b € G iako vazi da je exa = exb, tada, s obzirom da je exa = aiexb = b,
sleduje a = b.

Sliénim rasudivanjem dobijamo a e =b*e = a = b. il

Definicija 1.2.1.7 Ako u (G, *) postoji neutralni element e i ako za a € G
postoji element a1 € G, takav da je

altxa=axa'=e

kazemo da je a1

inverzng i simetriéni element za a € G, u odnosu na’
operaciju *. '
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Naravno, ako u (G, *) postoji, za element a, inverzni element ¢!, tada
je, na osnovu definicije 1.2.1.7, za o' inverzni element a, tj. (¢”!)~! = a.

Teorema 1.2.1.3 Neka u (G, %) postoji neutralni element e i neka je * aso-
cijativna operacija. Ako za element a € G postoji inverzni element a™* € G,
tada je on jedinstven.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. neka za a € G postoje dva medu-
sobno razli¢ita inverzna elementa al”l iag Yiz G. Tada vazi

1 1 1 -1

-1_ -1 -1 _ -1 _
=e*ay, =a,,

ait=alve=a7'* (axa;!) = (a7 ¥ a) *a;

§to je u suprotnosti sa uéinjenom pretpostavkom da je al_l e a.z”l. U

Teorema 1.2.1.4 Ako je u grupoidu (G,*) operacija % asocijativna i oko
element o € G ima inverzni element a~! € G, tada je a reqularan element
20, 0peraciju *.

Dokaz. Da bi a bio regularan element u (G, %), moraju da vaze imp-
likacije 1.2.1.1. Kako je
axb=axc = a tx(axb)=at*(axc)
= (¢ 'xa)xb=(a""xa)xc
= exb=exc
= b=ug¢,

a sli¢nim postupanjem dobijamo 1 implikaciju bxa=c*a = b= c. O

Teorema 1.2.1.5 Neko je u grupoidu (G, ) operacija * asocijativna. Ako
je o~ inverzni element za a i b™! inverzni element za b (a,a” 1, b,b7! € @),
tada @ element a x b tma inverzni element i vazi jednakost

(axb) ™t =b"1xat,
Dokaz Tvrdenje teoreme proizlazi iz sledeéih jednakosti:

(b rxa N x(axb)=b"tx(atra)xb=b"lrexb=b"lxb = e
(axb)x (b7lsxa ) =ax(bxbHNxal=arexal=axa"! = e O
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1.2.2 Polugrupa, grupa i Abelova grupa

Skup G snabdeven nekom binarnom operacijom * smo nazvali grupoid i
oznalili sa (G, x). Za (G, x) kaZemo da je algebarska struktura. Ta je struk-
tura utoliko bogatija ukoliko grupoid (G, *) ima viSe svojstava (osobina).
Neke takve strukture su posebno interesantne, pa ih onda zovemo posebnim
imenima.

Definicija 1.2.2.1 Za grupoid (G, x) kod koga je operacija * asocijativna
kazemo da je polugrupa ili semigrupa.

Primer 1. Ako je skup prirodnih brojeva N i + operacija sabiranja,
struktura (N, +) je polugrupa. JAN

Definicija 1.2.2.2 Ako u grupoidu (G, *) postoji neutralni element, tada
kazemo da je to grupoid (G, *) sa jedinicom.

Primer 2. Struktura (Ng, +) je grupoid sa jedinicom ili, jo§ preciznije,
polugrupa sa jedinicom. Jedinica (ili neutralni element), kakve li igre redi,
je u ovoj strukturi 0. A

Definicija 1.2.2.3 Za grupoid (G, *) kazemo da je grupa ako su ispunjeni
slede¢i uslovi:

1° operacija * je asocijativna;

2° u skupu G postoji neutralni element za operaciju *;

3° za svaki element iz G postoji u G njemu inverzni element u odnosu
na operaciju *.

Definicija 1.2.2.4 Za grupu (G;x) kazemo da je komutativna ili Abelova,
ako je operacija * jo§ i komutativna.

Grupa (G, %) je konacdna ako je skup G konalan, inace je beskonacna.
Primetimo da su, na osnovu teoreme 1.2.1.4, svi elementi jedne grupe
regularni za operaciju grupe.

Primer 3. Skup racionalnih brojeva, u odnosu na sabiranje, obrazuje
beskona¢nu Abelovu grupu. Ovde je jedini¢ni element 0, a inverzni element
racionalnog broja r je —r. A

Primer 4. Prirodni brojevi ne obrazuju grupu u odnosu na mnozenje,
jer ne postoje inverzni elementi. A
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1.2.3 Podgrupa

Neka je (G, %) grupa i neka je H C G takav da vaze implikacije

(I.2.3.1) z,y€ H = zxy€H,
(1.2.3.2) c€H = z'eH

U skupu H moZzemo definisati. binarnu operaciju o pomocu

(I.2.3.3) zoy=gxxy (z,y€ H)

jer je, na osnovu (1.2.3.1), z+y € H. Dokazac¢emo da (H, o) ima strukturu
grupe.

Naime,

1° Operacija je asocijativna, jer za svako z,y,2 € H
zo(yor) =ak(yss) = (wsy)+z = (zoy)oz
2° Neka je e jedini¢ni element grupe (G, *). Element e prpada i skupu

H jer, prema (1.2.3.2), za neko z € H postoji z~! € H, pa na osnovu
(1.2.3.1) sleduje e = z+z~! € H. S obzirom da je za proizvoljno z € H

roe=x%xe=1x, €Or=€e*xx =1,
zakljutujemo da je e takode jedini¢ni element i za operaciju o.

3° Na osnovu (1.2.3.2), za svako x € H postoji inverzni element z7! € H
u odnosu na operaciju *, pa je

wogg_lzw*w_lze, a:"lox::v—l*a::e,

tj. 27! je takode i inverzni element za z u odnosu na operaciju o.

Prema tome, (H, o) ima strukturu grupe.

Definicija 1.2.3.1 Ako je (G,*) grupa i H C G, pri ¢emu vazi (1.2.3.1),
(I.2.3.2), (1.2.3.3), grupa (H, o) naziva se podgrupa date grupe (G, *).

Uobi¢ajeno je da se operacija o identifikuje kao operacija *, pa éemo
nadalje, umesto (H, o) pisati (H, *).
Svaka grupa (G, *) ima dve trivijalne podgrupe, a to su sama grupa

(G, %) i ({e},%).



1.2, OSNOVNE ALGEBARSKE STRUKTURE 23

1.2.4 Homomorfizam i izomorfizam grupa

Definicija 1.2.4.1 Neka su (G1,%) i (Go,0) grupe. Ako postoji preslika-
vanje [ skupa Gy u (na) skup G takvo da je

(Ya,b € G1)  flaxb) = f(a)o f(b),

kazemo da je f homomorfizam grupe (G1, ) u (na) grupu (Ga,0). Ako je
[ preslikavanje na, za grupu (Go, o) kazemo da je homomorfna slika grupe

(Gl,*).

Primer 1. Posmatrajmo grupu (Z,+), gde je Z skup svih celih brojeva
i + obi¢no sabiranje i grupu (G,-), pri ¢emu je G = {—1,1} i - obi¢no
mnozenje. Preslikavanje f : Z +— G definisano sa

f@m)y=1 (meZ), f@em+1)=-1 (meZ)
je homomorfizam grupe (Z,+) na grupu (G, ). A

Definicija 1.2.4.2 Neka su (G, %) i (Gg,0) grupe. Ako postoji biunivoko
preslikavanje f skupa G na skup G4 takvo da je

(Va,b € G1) flaxb) = f(a)o f(b),

kazemo da je f izomorfizam grupe (G, *) na grupu (Ga,0) i da su ove dve
grupe izomorfne.

Razlika izmedu homomorfizma i izomorfizma je u tome, §to se kod izo-
morfizma trazi da je preslikavanje obostrano jednozna¢no (biunivoko), dok
se kod homomorfizma taj uslov ne zahteva.

Primer 2. Neka je R skup svih realnih brojeva, R skup svih realnih
pozitivnih brojeva, + obi¢no sabiranje i - obiéno mnozenje.

Funkcija z — f(z) = log(z) je jedan izomorfizam grupe (R, ) na grupu
(R, +). Zaista, ovo preslikavanje je biunivoko i preslikava skup R* na R i
vazi jednakost

(Va,b € RY) log(a-b) = log(a) + log(b). A

Teorema 1.2.4.1 Ako je preslikavangje f izomorfizam grupe (G1,%) na gru-
pu (Gq,0), tada je inverzno preslikavanje f~1 izomorfizam grupe (Gy, o) na
grupu (G, *). ' :
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Dokaz. Neka su z iy bilo koji elementi iz G9. S obzirom da je f biunivoka
koreskodencija izmedu G i G, postoje jedinstveni elementi a, b € G za koje
vazi ¢ = f(a) 1 y = f(b). Nadalje imamo

FHzoy) =1 (f@) o f(B) = f7H (flaxb)) =axb=f(2) *4f"1(y)- 0

Primer 3. S obziro da je eksponencijalna funkcija inverzna logari-
tamskoj, na osnovu teoreme 1.2.4.1 i primera 3, funkcija z — f(z) = €”
je jedan izomorfizam grupe (R, +) na grupu (RT,-). Zaista, ovo preslika-
vanje je biunivoko i preslikava skup R na R* i vazi jednakost

(Vz,y €R) e T¥=¢".e%, A

Razmotrimo u emu je sustinski znacaj izomorfizma.

Neka je f izomorfizam grupe (G, *) na grupu (Gg,0). Neka je, dalje,
c=axb(a,beceG)iz=f(a), y=f(b), z= f(c), (z,y,2 € Ga). Zbog
izomorfizana imamo z = f(¢) = f(axb) = f(a) o f(b) =z oy, pa je

c=axb & z=zoy.

Dakle, ako hotemo da odredimo rezultat operacije * nad neka dva operanda
aibugrupi (G, *), to mozemo uraditi tako 8to ¢emo naéi rezultat operacije
o nad slikama operanada a i b, tj. nad z iy u (Gy,0), a onda je original tog
rezultata z, za preslikavanja f, na§ trazeni rezultat ¢. Naravno, mogué je i
obrnut pristup (od grupe (G,0) prema grupi (G1,+*)). Prema tome, kada
imamo izomorfne grupe, mozemo birati grupu u kojoj éemo ,raditi* (tamo
gde nam je to jednostavnije), jer su operandi i rezultati iz jedne i druge
grupe povezani izomorfizmom, '

Primetimo takode, lako je to pokazati, da izomorfizam preslikava neu-
tralni element grupe G; u neutralni element grupe G5 i inverzni element o'
od a € G prebacuje u inverzni element f(a)! elementa f(a) € Go.

Dakle, izomorfne grupe imaju istu strukfuru, samo su im elementi ra-
z)iditi.

Definicija 1.2.4.83 Izomorfizam grupe (G, *) na samu sebe naziva se auto-
morfizam te frupe.

Primer 4. Preslikavanje (Va € R) a — fa, gde je S(# 0) realna kon-
stanta, je automorfizam grupe (R, +), jer data funkcija biunivoko preslikava
R na R i vazi

(Va,b € R) pBla+b) = fa+ pb. A
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1.2.5 Algebarske strukture sa dve operacije

Neka je S neprazan skup i neka su u njemu definisane dve binarne ope-
racije * 1 o. Samim tim, (S,%) i (S,0) su izvesne algebarske strukture.
Medutim, moguée je govoriti i o novoj strukturi koju &ini skup S u odnosu
na te dve operacije.

Pre nego §to prouc¢imo neke od ovih struktura, definisa¢emo moguéu
interaktivnost izmedu ovih dveju opearacija.

Definicija 1.2.5.1 Neka su u jednom skupu S definisane dve binarne ope-
racije % i o. Ako vaZi

(Va,b,c € S) ax(boc)={(axb)o(axc), (boc)xa=(bxa)o (c*a),
kazemo da je operacija * distributivna u odnosu na o.

Primetimo da ako je operacija * komutativna, tada je druga jednakost u
definiciji 1.2.5.1 neposredna posledica prve i ne mora se posebno proveravati.

Primer 1. MnoZenje realnih brojeva je distributivno u odnosu na sabi-
ranje realnih brojeva. Obruuto ne vaZi, tj. sabiranje nije distributivno u
odnosu na mnozenje realnih brojeva. A

Definicija 1.2.5.2 Neka su u jednom skupu S definisane dve binarne ope-
racije @ 1 ©. Ako su ispunjeni uslovi:

1° (5, ®) je komutativna grupa,

2° operacija ©® je asocijativna,

3° operacija © je distributivna u odnosu na @,
kazemo da skup & ¢ini prsten u odnosu na operacije @ i ®, oznalavajuéi ga
sa (9, ®, ©).

S obzirom na iskustva koja imamo sa obiénim mnoZenjem brojeva, to
¢emo 1 operacije @ i © zvati, redom, sabiranje i mnozenje. Isto tako, neu-
tralni element operacije @ oznatavacemo sa 0.

Definicija 1.2.5.3 Ako je (S\ {0},®) grupa, za prsten (5,®,®) kazemo
da je telo.

Definicija 1.2.5.4 Ako je (5 \ {0}, ®) Abelova grupa, za prsten (S, ®,®)
kazemo da je polje. ‘
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Primer 2. Ako je Z skup svih celih brojeva, a + i - obi¢no sabiranje
i mnoZenje, tada je (Z,+,-) prsten. Zaista, ovde je (Z,+) Abelova grupa,
operacija - je asocijativna i, najzad, operacija mnoZenja - je distributivna
u odnosu na operaciju sabiranja +. Jo§ preciznije, (Z,+,-) je komutativni
prsten sa jedinicom s obziorom da je operacija - komutativna i za nju postoji
jediniéni element 1 € Z. Ipak, (Z,+, ) nema strukturu ni tela, ni polja, jer
(Z\ {0}, -) nije grupa. A

Primer 3. Skup svih realnih brojeva R i skup svih racionalnih brojeva
Q, u odnosu na sabiranje i mnoZenje brojeva, imaju strukturu polja. JAY

Definicija 1.2.5.5 Ako su (S1,+,:) i (S2,®,®) polja i ako je f obostrano
jednoznac¢no preslikavanje skupa 5] na skup S, za koje je

fla+b)y=fla)o f(b) 1 [fla-b)=[f(aof(b) (abeb),

kazemo da je f izomorfizam polja (S1,+,-) na polje (S2,®,®) i da su ova
dva polja izomorfna.

Imajuéi u vidu teoremu 1.2.4.1, lako je pokazati da vazi:

Teorema 1.2.5.1 Ako je preslikavanje f izomorfizam polja (S1,+, ) na
polje  (S2,®,0), tade je inverzno preslikavanje f~' izomorfizam polja
(527@>®) na polje (Sl)+7')'

Dakle, kada imamo izomorfizam izmedu algebarskih struktura (u nasem
slutaju radilo se, ranije, o grupama, a sada o poljima) vidimo da je to svo-
jstvo para algebarskih struktura jer izomorfizam u jednom smeru, obezbedu-
je postojanje izomorfizma u suprotnom smeru (f i f~!). Zbog toga i kazemo
jednostavno da su polja §1 i 59 izomorfna, umesto da je .57 izomorfno sa
Sy ili da je Sp izomorfno sa §). Naravno, kao i ranije, izomorfne algebarske
strukture ¢emo poistovedivati ako je algebarska struktura jedino §to nas u
njima, interesuje.

1.2.6 Polje realnih brojeva

Veé smo pomenuli da skup realnih brojeva, snabdeven operacijama. sabi-
ranja + i mnoZenja - brojeva, ima strukturu polja. Te operacije, tj. tu
strukturu (R, +, -), smo dobo prouéili u prethodnim kursevima matematike.
To polje éemo, kada ne postoji moguénost da dode do zabune, oznatavati
jednostavno sa R, dok ¢emo za elemente skupa R reéi da su realni brojevi.
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Uobiéajeno je da se, uz pomoéu ve¢ pomenutih operacija + i -, u skup
R uvode jo§ dve operacije: oduzimanje — i deljenje / realnih brojeva.
Naime, neka je —y simetri¢ni (inverzni) element za y u odnosu na ope-
raciju sabiranja realnih brojeva. Tada se oduzimanje definie kao x — y =
z + (—y). Broj z — y naziva se razlika brojeva z i y.
- Sliéno, ako y~! inverzni (simetri¢ni) element za y(# 0) u odnosu na
mnozenje realnih brojeva, deljenje se definise kao z/y = z - y~!. Broj z/y

naziva se koli¢nik brojeva z i y. Umesto oznake z/y koriste se i oznake % i

% : y. Zato, umesto y~! Eesto pifemo 1/y. Takode, proizvod z-y oznagavamo

jednostavno zy, izostavljajuéi oznaku operacije.

1.2.7 Kompleksni brojevi

(a) Polje kompleksnih brojeva

Do polja kompleksnih brojeva éemo doéi tako §to éemo u skup urednih
parova realnih brojeva,

R* =R x R = {(z,) | z,y € R}

uvesti dve binarne operacije: + i -, koje éemo zvati, redom, sabiranje i
mnoZenja uredenih parova. Ove oznake nas asociraju na oznake za obifno
sabiranje i obi¢no mnozenje realnih brojeva. To, naravno, nije slutajno,
jer, kao to ¢emo videti, pokazaée se da su realni brojevi podskup skupa
kompleksnih brojeva.

S obzirom da imamo neke dve operacije u skupu R?, a pominjemo
nekakvo polje kompleksnih brojeva, to éemo najpre pokazati da je struk-
tura (R2, +.-) takva da je mozemo zvati poljem.

No, krenimo redom.

Definicija 1.2.7.1 Zbir dva uredena para (z1,y1) i (z2,y2) iz R? odreden
je sa
(z1,91) + (22, 92) = (71 + 22,51 + ¥2).

Definicija 1.2.7.2 Proizvod dva uredena para (z1,y1) i (z2,y2) iz R? odre-
den je sa

(l‘l,yl) - (22,y2) = (172 — y1y2, T1y2 + Y1L2).

Iz definicije 1.2.7.1 neposredno sleduje:
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Operacija sabiranje uredenih parova je komutativna operacija jer za
bilo koja dva uredena para (z1,y;) i (z2,12) iz R? je

(z1,91) + (22,92) = (21 + 22,91 + ¥2)
= (z2+z1,y2+y1)
= (w2,2) + (x1,71).

Operacija sabiranje uredenih parova je asocijativna operacija jer za
bilo koja tri para (z1,41), (€2, y2), (%3,¥3) iz R? je

(z1,91) + ((302,@/2) + (563,313)) = (z1,y1) + (w2 + 23,92 + ¥3)
= (z1+ 22+ 23,91 +y2 +v3)
= (21 + 22,91 +y2) + (23,93)
= ((w1,91) + (22, 92)) + (23,3)-

Za operaciju sabiranje uredenih parova postoji u R? neutralni element.
To je par (0,0) jer za svaki uredeni par (z,y) € R? je

(z,9) +(0,0) = (z+0,y+0)
= (z,9).

Napomenimo da zbog komutativnosti operacije + nije potrebno pro-
veravati jednakost (0,0) + (z,y) = (z,y).

Zbog jedinstvenosti neutralnog elementa (videti teoremu 1.2.1.1) mo-
zemo biti sigurni da, osim nadenog para (0, 0), nema drugih neutralnih
elemenata za operaciju sabiranje uredenih parova.

Akoje par (z',y') € R? simetriéni (inverzni) element za par (z,y) € R?,
u odnosu na operaciju sabiranje uredenih parova, tada mora da vazi

(z,y) + (2, 9) = (0,0) = (z+2',y+y)=(0,0)
= z+2'=0Ay+y =0
= '=-z A y = —y.
Dakle, na osnovu prethodnog, a imajuéi u vidu i osobinu komuta-

tivnosti, zakljutujemo da svaki par (z,y) € R? ima suprotni (ili in-
verzni) element (—z, —y) € R,

Prema tome, vazi sledeée tvrdenje:
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Teorema 1.2.7.1 (R?,+) je komutativna grupa.

Isto tako, iz definicije 1.2.7.2 sleduje:

1° Operacija mnoZenje uredenih parova je komutativna operacija jer je

(z1,91) - (902,3/2) = (z1Z2 — Y1Y2, T1Y2 + Y1T2)
= (Z2x1 — Yoy1, Tay1 + y21)
= (z2,12)" (xl,lh)-

2° Operacija mnozenje uredenih parova, je asocijativna operacija jer je

30

40

(z1,01) - ((z2,52) - (z3,3)) =
(z1,y1) - (273 — y2y3, T2y3 + T3y2)
= (561(9021‘3 — y2y3) — y1(2z2y3 + yoz3)
1 (z2y3 + y2w3) + y1(v2m3 — y2y3))
= ((z1@2 — y1y2)73 — (T1Y2 + ¥122)Y3,
(2192 + y122) 23 + (T172 — y1y2)y3)
(1m0 — Y1y2, T 1Y2 + Y122) - (23, ¥3)
= ((fﬂl,yl) : ($2,y2)) (z3,93)-

’

Ako za komutativnu operaciju mnoZenje uredenih parova postoji neu-
tralni element, on mora biti oblika (e;,ez) € R?, jedinstven je (videti
teoremu 1.2.1.1) i takav da za svaki uredeni par (z,y) € R* mora da
vazi:
(2,9) - (er,e2) = (z,5) = (zer — yes,zes +yer) = (x,y)

= z€1 —yYea =T AN zmextye; =y
= (6121/\6220)/\(6220/\6121)
= e1=1Aey=0

Dakle, uredeni par (1,0) je neutralni element za mnozenje uredenih
parova (z,y) € R2.

Ako je par (z',1') € R? inverzni (simetriéni) element za par (z,y) € R?,
u odnosu na operaciju mnozenja uredenih parova, tada mora da vazi

(z,9) (@,9) =(1,0) = (zz' —yy, 2y +yz') = (1,0),
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pa iz uslova jednakosti odgovarajuéih komponenti uredenih parova (i
uz malo preuredivanje) dobijamo sistem od dve jednagine sa dve nepoz-
nate 2,3 € R

v —yy' = 1,
yr' +zy = 0.

Ako prvu jedna¢inu pomnozimo sa z a drugu sa y 1 saberemo ih, a
zatim prvu sa —y a drugu sa z i saberemo ih, dobijamo, uz uslov
2 +y* # 0, tj. (z,y) # (0,0):
i z / Y
PO YT

Dakle, za svaki uredeni par (z,y) € R?, sem za par (0,0), u odnosu
na komutativnu operaciju mnozenje uredenih parova, postoji jedan i
samo jedan inverzni element

v z Y 2
(may) - ($2+y23_$2+y2)6R7

takav da je

T Y
. — = (1,0).
(way> (‘TQ’{-:UQ, m2+y2) ( ? )

Prema tome, vazi sledece tvrdenje:

Teorema 1.2.7.2 Struktura (R?\ {(0,0)}, ) je komutativna grupa.

Na osnovu definicija 1.2.7.1 i 1.2.7.2 mozemo dokazati da je operacija
mnoZenje uredenih parova distributivna prema operaciji sabiranje uredenih
parova. Zaista, imamo

(1, 91) - ((z2,92) + (z3,93)) =
(z1,91) - (2 + 23,92 + ¥3)
= (z1(m2 + z3) — y1(y2 + v3), 21 (¥2 + y3) + y1 (22 + z3))
(w122 — 1192) + (z123 — 1y3), (B1y2 + y122) + (2193 + Y123))
T1T2 — Y1Y2, T1Y2 + Y122) + (F1%3 — Y1Y3, T1Y3 + Y143)
z1,91) - (2, 92) + (21, 91) - (23, 93),

(
=
a odavde, zbog komutativnosti operacije mnozenje uredenih parova, imamo

((wQay‘Z) + ($37y3)) (llayl) ($2,y2) (xlayl) + (mSaL’B) ' (mlvyl)

Na osnovu dokazanih teorema 1.2.7.1 1 1.2.7.2 i distributivnosti mnozenja
prema sabiranju, zakljucujemo da vazi sledeée tvrdenje:
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Teorema 1.2.7.3 Struktura (R%, +, ) je polje.

Nadalje pokuSajmo da uprostimo sprovodenje uvedenih operacija nad
parovima realnih brojeva.

U tom cilju, elemente polja (R?,+, -), tj. uredene parove (z,y) pred-
staviéemo na nacin koji je pogodniji za rad sa njima. Naime, svaki se uredeni
par (z,y), u skladu sa operacijom sabiranje uredenih parova, moze napisati
na sledeéi nagin

(z,y) = (,0) +(0,y).

Medutim, kako je, za svako y € R,

(Ovy) = (07 1) ' (yao)a

mozemo pisati

(CL',y) = ("an) + (O;y) = ('7"70) + (Oa 1) ’ (y70)a

(z,9) = (2,0) +i(y, 0),

gde smo uveli oznaku (0,1) = 4 1 izostavili znak za operaciju mnozenje
uredenih parova.

Posmatrajmo sada skup uredenih parova oblika (xz,0), tj. skup
RZ = {(z,0) | z € R}.

Ocigledno, R? je podskup skupa R2. Nije tesko proveriti da (R3, +, -), ta-
kode, ima strukturu polja. Zaista, s obzirom da za svako (z,0) i (y,0) iz RZ
imamo:

(@0 + (1,0) = (z+.0)
(3770)'(@/70) = (wy,O),

zakljuéujemo da je skup R2 zatvoren u odnosu na mnoZenje i sabiranje
uredenih parova iz R2. Dalje, na osnovu onoga §to smo imali za (z,y) € R?,
za svako (z,0) iz R3 je simetri¢ni (inverzni) element (—z,0) € R3 za sabi-
ranje, a (1/z,0) € R? (z # 0) je inverzni (simetri¢ni) element za mnoZenje
uredenih parova iz R%. Samim tim, jasno je da je skup R3, kao podskup
skupa R?, automatski povukao sve osobine operacija mnoZenja i sabiranja
uredenih parova u R?, pa dakle (R, +, -) ima strukturu polja, a s obzirom
da je RZ C R? to je (RZ,+, ) potpolje polja (R? +, ).
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Iz prethodnog, lako uotavamo da se parovi oblika (z,0) algebarski isto
ponagaju u odnosu na svoje operacije + i - kao i realni brojevi u odnosu na
svoje operacije + 1 - (sad vidimo da nije sluajno §to smo ove operacije u
jednom i drugom skupu isto oznaéili). Drugim refima, precizno matematicki
reteno, polje (R3,+, ) je izomorfno polju realnih brojeva (R, +, -). Naime,
preslikavanje f: R2 — R, definisano sa (2,0) — f((z,0)) = z je izomor-
fizam polja (R3,+, -) na polje (R, +, ). Zaista, f je bijekcija i, za svako
(z,0), (y,0) € R2, imamo

f{(2,0) + (3,0)) = f((z +,0)) — +y=f((z,0) + f((y,0))

f((CE,O) ) (y,O)) = f((CL'y,O)) =2y = f((‘%ao)) ) f((yvo))

Stoga ¢emo, imajuéi u vidu pomenuti izomorfizam, svesno praviti gresku
pisuéi umesto (z,0) samo z, a u svakom trenutku mozemo umesto z pisati
(2,0), tj. (x,0) +> x. To, zapravo, znaci da ¢emo poistovedivati uredeni par
(z,0) i realan broj z.

Naravno, tada moZemo pisati
(z,y) = (2,0) +i(y,0) = = +diy.

Navedena nekorektnost u pisanju omogucie nam da operacije sa urede-
nim parovima obavljamo jednostavnije, a da, pri tome, formalno nekorektno
pisanje ne moze dovesti do pogrednog zakljuéka.

Dakle, svaki uredeni par (z,y) je moguée predstaviti brojevima z i y i
korigéenjem oznake 7 za uredeni par (0,1).

Bilo bi zgodno da onda i uredeni par (z,y) smatramo brojem. U tu svrhu
uvedimo oznaku z = (z,y). Umesto uredenog para (z,y) posmatraéemo 2z,
kao broj, i zvaéemo ga kompleksan broj, a njegov oblik z = = + iy zvaéemo
algebarski oblik kompleksnog broja z = (z,y). Tada i oznaka 4 nije vise samo
oznaka, ve¢ kompleksan broj kojim smo oznadili uredeni par (0, 1). Taj broj
nazivamo smaginarna jedinica. Uredeni par (1,0) zovemo realna jedinica i,
saglasno izomorfizmu, oznatavamo sa 1. Takode, par (0,0) nazivamo nula i
oznatavamo sa 0. Skup svih kompleksnih brojeva éemo oznacavati sa C.

Interesantno je da je 42 = (0,1)% = (0,1) - (0,1) = (—1,0), pa saglasno
izomorfizmu imamo da je 12 = —1.

S obzirom da operacije sabiranja i mnoZenja, bilo u skupu uredenih
parova realnih brojeva ili samih realnih brojeva (a operacije smo isto oznagili
u jednom 1 drugom skupu), imaju osobine komutativnosti, asocijativnosti i
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distributivnosti, sada sa kompleksnim brojevima napisanim u algebarskom
obliku vrlo lako sprovodimo ove operacije. Naime, ove operacije sa komplek-
snim brojevima vr§imo po pravilima algebre realnih brojeva, tj. kompleksni
broj smatramo kao binom po 4, samo §to umesto 2 stavljamo —1. Dakle,
za proizvoljna dva kompleksna broja z; = m1 + iy; 1 20 = T3 + 1y2 imamo

21+ 22 = (1 +iy1) + (22 +iy2) = (x1 + 22) +i(y1 +y2)

z1 22 = (z1 + 1) - (e +iy2) = 129 + 1Y + Y122 + Y16y
= (w122 — y1y2) + i(z1Y2 + Y172).

Naravno, dobijeni rezultati za 21 + 29 1 21 - 29 su u skladu sa definicijama
1.2.7.111.2.7.2, pa je samim tim, s obzirom na teoremu 1.2.7.3, jasno da vazi
sledeée tvrdenje:

Teorema 1.2.7.4 (C,+,) je polje.

To éemo polje jednostavno oznacavati sa C, a zvademo ga polje komplek-
snih brojeva.

Primetimo da je polje realnih brojeva R potpolje polja kompleksnih bro-
jeva C, s obzirom na izomorfizam po kome uzimamo da je (z,0) = z (z € R).

Kako je svaki par (z,y) € R? imao, u odnosu na sabiranje, suprotni (ili
inverzni) element (—z, —y) € R?, to sada za kompleksni broj z = z + 4y,
kazemo da ima suprotni broj i oznatavamo ga sa —z = —z — Y.

Sliéno, kako je svaki uredeni par (z,y) € R?, sem par (0,0), u odnosu na
operaciju mnozenje uredenih parova, imao inverzni element (zz—iﬁ—y—g , E?:-%T) €
R2, to sada za broj z = z + 1y # 0 kaZemo da ima inverzan ili reciprocan
broj i oznatavamo ga sa

z_lzl: 2$ —i—z Y.
2 w24y? x?4y?

Primetimo da oznaka % nije samo formalna s obzirom da je

r 1 1 Ty T—ily T -~y

7z x+iy z+iy a:—iy_:c2~(iy)2—m2+y2+zm2+y2'
Imajuéi u vidu sabiranje 1 mnoZenje kompleksnih brojeva, sada je mogu-
ée, kao i kod realnih brojeva, uvesti operacije: oduzimanje i deljenje kom-
pleksnih brojeva. Tako, za kompleksne brojeve 21 = x1 + iy 1 22 = x9 + 1y
imamo : ’
21— 29 = 21 + (—22) = (&1 — x2) +i(y1 — y2)
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1 I zize+yiye | %1y + Y122
== = ——— i S (29 £ 0).
22 z Ty + Y35 x5 + Y5

Primer 1. Ako je z; = 2 — 31, 23 = —1 + 4, vaze jednakosti

b= (2-3) (=140 =(2—1)+i(-3+1)=1—2,

Zizg = (2= 3i)(—1414) = —2+2 +3i — 3 = =2+ 3+ 2i + 3i = 1 + 5i,

2 2-3 2-3 —-1—%1 —2-—21+3i+3i2 -5 1.
f— - - - = - = "—‘ —7%. A
zg —14i —1+4i —1-—14 (—1)2 — (—4)2 2 2

(b) Realni i imaginarni deo kompleksnog broja
Videli smo, dakle, da se kompleksan broj z, odreden uredenim parom
(z,y), moze predstaviti u algebarskom obliku

z2=+ 1y (z,y € R).

Realni broj x zovemo realni deo kompleksnog broja z, u oznaci Re z, a realni
broj y zovemo imaginarni deo kompleksnog broja z i oznacavamo ga sa Im z.
Dakle,
z=z+1y=Rez+1Im 2.

Kompleksni broj z je realan ako i samo ako je Im z = 0 (setimo se
izomorfizma po kome uzimamo da je (z,0) = z).
Ako je Re z =0, kaZe se da je broj z ¢isto imaginaran.

(¢) Konjugovano kompleksni brojevi

Ako je z = ¢ + 1y kompleksan broj, tada za kompleksan broj 7 = z — 1y
kazemo da je konjugovan broju z. Naravno, vazi z = 2. Isto tako je

1 1

Nije tesko proveriti sledece tvrdenje:
Teorema 1.2.7.5 Vuze jednakosti
z1+ 22 = Z1 + Zy, 21— 23 = Z1 — 22,

21729 = Z129, Zl/ZQ :_2_1/352 (zg ?5 0)
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Naravno, matematickom indukcijom je moguée dokazati opstije tvrdenje:

Teorema 1.2.7.6 VaZe jednakosti

n

(sz>:égk 1 (ﬁzk>=HEk .

k=1

(d) Modul i argument kompleksnog broja

Kako je izmedu skupa R? = R x R i tataka jedne ravni, uvodenjem ko-
ordinatnog sistema, mogudée uspostaviti obostrano jednoznaénu korespon-
denciju, to je moguce uspostaviti korespondenciju i izmedu skupa svih kom-
pleksnih brojeva C i skupa svih tacaka jedne ravni. Prema tome, svaki
kompleksan broj z je moguée identifikovati sa jednom jedinom tatkom M
u ravni (slike 112 ). Tu ravan zovemo kompleksna ravan ili z-ravan, z-osu
zovemo realna osa, a y-osu iMaginarna osa.

U slobodnijem izraZavanju, za tacku M kompleksne ravni koja odgovara
kompleksnom broju z govori¢emo da je kompleksan broj z.

y y
M(z,y) z
Yy y

I

(z,9)

Sl 1 ' Sl 2

Definicija 1.2.7.3 Broj |z| = v/22+ y? zovemo modul ili moduo komplek-
snog broja z = x + .

Ocigledno je |Z| = |2|, kao i 2Z = |2|%. Takode, vaZe i nejednakosti:
Re z < |7 i Imz<|z.

Na slici 3 na strani 36, predstavljeni su kompleksni brojevi z, Z, —z i
—Z%. Svi ovi brojevi imaju isti moduo. Duzina r = OM na slici 4 predstavlja
moduo kompleksnog broja z. Za duz OM dcesto kazemo da je poteg tacke
M.

Geometrijske interpretacije sabiranja i oduzimanja dva kompleksna broja
date su na slikama 5 i 6 na strani 36, respektivno.
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y y
-z=(-z,v) z=(z,y) y M(x,y)
~z=(-a,-y) z=(2,-y) ¢
St 3 Sl 4
Z1+ 29 Y
,”/ o ~p 2 Zl
0 it O v
~ 2
S5 Sl 6

Teorema 1.2.7.7 Ako su 2 i 2o kompleksni brojevi, tada je
19 Jzi120] = |21 - |22l
2° |z + 20| < 2] + 2|
3 |lal = |zl |< |21 — 2.
Dokaz. Za dokaz jednakosti 1° dovoljno je primetiti da je
[7122]* = (2122) (71%2) = (2122) (71%2) = (2171)(22%2) = |2 [* |22/,
2° Kako je

|21 + 20| = (21 + 22) (21 F 22)
(21 + 20)(Z1 + Z2)
21Z1 + 2122 + 2221 + 2972

fl

I

Z21Z1 + 22Z9 + 21Z2 + 2129
P |Z1|2 + IZ2|2 -+ 2Re(z1_z—2)
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i Re(z{z‘z) < !2172' = ]z1|122] = '21H22|, zakljutujemo da je
|21+ z2|* < |z1|* + |22 + 2|21 | 22] = (21| + |22])?,

odakle sleduje nejednakost 2°. v
3° Stavljajuéi wy = z1—22 1 wa = 22, nejednakost |wi +wsa| < |wy|+|ws|
se svodi na |z1| < |21 — 22| + |22], tj.

l21] = |22] < |21 = 22].

Kako su z; i z9 proizvoljni kompleksni brojevi, zakljuujemo da vaZi i
nejednakost
22| — |21] <22 — 21| = |21 — 2]

Poslednje dve nejednakosti daju
—lz1 — 29| < 21| — |22 <21 — 2l
tj. nejednakost 3°. ad

Napomena 1. Stavljajuéi —zo, umesto z9, nejednakosti 2° i 3° svode
se na
|21 — 2] <]+ |22 i |l21] — |22] |< |21 + 2.

Napomena 2. Odgovarajucom geometrijskom interpretacijom, mozemo
videti da su nejednakosti 2° i 3° u prethodnoj teoremi, u stvari, poznate
nejednakosti za stranice trougla.

Matematitkom indukcijom lako se dokazuju generalizacije nejednakosti
1° 1 2° za slucaj n kompleksnih brojeva:

Teorema 1.2.7.8 Ako su z (k:': 1,2,...,n) kompleksni brojevi, tada je
n n . n n
'H%‘ZHI%] i IZ%ISZIZM-
k=1 k=1 k=1 k=1

Ugao 0 koji zaklapa poteg OM sa pozitivnim delom realne ose Oz zo-
vemo argument kompleksnog broja z = x + iy (videti sliku 4).

Otigledno vaze jednakosti
(L.2.7.1) z = |z|cos b i y=|z|siné,
ali i jednakost

(1.2.7.2) | Y—tang (s #£0).
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Definicija 1.2.7.4 Svaki broj 8 koji zadovoljava jednakosti (1.2.7.1) zove
se argument broja z i obeleZava se Arg z. Ako broj 6, pored jednakosti
(I.2.7.1), zadovoljava i uslov —7 < 6 < 7 tada se zove glavna vrednost
argumenia broja z i obelezava se arg z.

Argument broja 0 ne definiSe se.

Zbog periodiénosti funkcija 6 +— cos @ i 8 +— sin 8, vaze i jednakosti
z = |z| cos(6 + 2km) i y=|z|sin(@ + 2kn) (k €Z),
pa prema tome imamo |
Argz:4rgz+2kw (k € Z).

Prirodno je da se glavna vrednost argumenta kompleksnog broja z od-
reduje iz jednakosti (1.2.7.2), pri ¢emu se moraju imati u vidu jednakosti
(I.2.7.1). Dakle, odredivanje glavne vrednosti uslovljeno je polozajem tacke
z u kompleksnoj ravni, §to, zapravo, zna¢i vrednostima realnih brojeva z i
y. U stvari, moze se zakljuciti da je

arctan 2 (z > 0),
T

arctani- + 7 (z<0,y>0),

0=argz= y
arctan= — 7 (2 <0, y<0),

x
71'/2 (CEZO,y>O),
| —7/2 (z=0,y<0).

Primer 2. Za kompleksne brojeve
=144, z=-1—4, 23=1-4iV3, z=—1+iV3,
imamo
argz = /4, argz = —3nw/4, argz3=-—w/3, argz =2n/3. A

Na osnovu prethodnog razmatranja, za kompleksan broj z ¢iji je moduo
|z| = r i €iji je argument arg z = 6, moze se pisati

z = r(cosf + isinb).

Ovo je tzv. trigonometrijski oblik kompleksnog broja z.
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Takode, u upotrebi je i eksponencijalni ili Eulerov® oblik kompleksnog
broja z
z=re?,
gde je e osnova prirodnih logaritama. Pravo objadnjenje ovog oblika kom-
pleksnog broja zahteva znanje iz kompleksnih funkcija,

Iz trigonometrijskog i eksponencijalnog oblika kompleksnog broja sleduje

jednakost

¥ = cosf + isin 6.

ei
Napomenimo da je moduo kompleksnog broja cos 8 + isinf jednak je-
dinici, tj.
|cos@ +isinf| = 1.

Za ovaj broj kazemo da je unimodularni broj. Pored pomenute ekspo-
nencijalne notacije €?, za unimodularan broj se koristi i oznaka cis . Tako
se svaki kompleksan broj z moze predstaviti kao proizvod modula r i uni-
modularnog broja cis 6. Dakle, 2 = r cis 8.

Oc¢igledno, za

z=r(cosf +isinf) = rcis§ = re'’

Z = r(cos§ — isin @) = r(cos(—0) + i sin(—0)) = rcis (—0) = re%.

Ovo zna¢i daje: ArgzZ=—-Argz 1 |Z|=]|2|

(e) Moivreova® formula

Kao §to ¢emo videti, za neka razmatranja trigonometrijski ili eksponen-
cijalni oblik kompleksnog broja pogodniji je od njegovog algebarskog oblika.

Neka su kompleksni brojevi z; i z9 odredeni sa

21 = ri(cosf +isinf) = re
(1.2.7.3) b= e ismdy =ne
29 = ro(cosfy +isinby) = ree'”?.

* Léonhard Euler (1707-1783), veliki §vajcarski matematicar.
5 Abraham de Moivre (1667-1754), engleski matematicar.
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Tada je

2129 = 71(cosby +isind) - ra(cos by + isinby)
= 779 ((Cos 01 cos 0y — sin ) sin 03) + i(sin 6, cos 6 + cos f; sin 92))
7179 (003(61 + 05) + sin(f; + 02))
= ryrycis (61 + Oa),
ili
2179 = Tleiol,r2€i02 — T1T26i01+i92 — T1T26i(91+02),

pa zakljuéujemo da vazi
|2120] = 1o = |21]|22],
Arg(z129) = 01 + 0y = Arg 21 + Arg 2o (2122 # 0).
Kako je

1 cosf —isind
cosf +isin@ cosf —isind
cosf —isind
(cos8)? — (isinf)?
= cosf —isinf
= cos(—0) + isin(—0)

(1.2.7.4)  (cos@+ising)~! =

tada za koli¢nik brojeva z; i 25 (3 0) datih pomoéu (1.2.7.3), imamo

is T
LT SR T g fycis (—00) = — cis (60 — 0y),

Z9 79 cis 92 B 79 79
ili y
1 101
LT € T =ity _ TL i(01-62)
Z2 72 et 79 79 ’
§to znadi da je
21 1 |21|
—|=—=77 (27#0),
! <2 T2 122'

z
Af!’»‘(;‘;‘) =0 -0y =Argz —Argzy (2122 #0).

Teorema 1.2.7.9 (Moivreova formula) Ako je z = cos@ + isinf, vazi
jednakost

(1.2.7.5) z" = (cos @ + isinf)" = cosnb + isinnd

za sveko n € 7.
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Dokaz. Za n = 1, jednakost je tacna.
Pretpostavimo sada da je ona tatna iza n =k > 1. Tada je

(cos@ +isin@)Ft = (cos® +isind)¥(cosd +isinb)
(cos kO + isinkf)(cos § + isin )
= cos(k +1)0 + ¢sin(k + 1)6.

Ovim smo dokazali formulu (1.2.7.5) za n € N.
Posle stepenovanja jednakosti (I1.2.7.4) sa n € N i primenom, sada veé
dokazane formule (I1.2.7.5) za n € N, dobijamo

(cos @ +isind)™" = (cos(—0) + isin(—0))" = cos(—nb) + i sin(—nb),

pa prema tome Moivreova formula (1.2.7.5) vazi ako je n ceo broj (pozitivan,
negativan ili nula), gde smo stavili da je

(cos@+ising)’ =1 O

(e) Trigonometrijsko reSenje binomne jednaéine

Na kraju ovog odeljka razmotriéemo problem odredivanja kompleksnog
broja z, za koji je
(1.2.7.6) Z" = a,

gde je a (# 0) dati kompleksan broj i n € N. Drugim retima, razmotri¢emo
problem reavanja binomne jednacine (1.2.7.6).

Naravno, za n = 1 postoji jedno jedino reSenje z =a. Zan =21ia > 0,
poznato je, postoje dva refenja: zp = /a i z1 = —/a.

Neka je kompleksan broj a dat u trigonometrijskom obliku

a = R(cos ¢ + isingp).

Resenja jednagine (I1.2.7.6) potrazimo, takode, u trigonometrijskom ob-
liku
z=r(cosf +isinh).

Tada imamo
7™ (cos @ +1sin @) = R(cos ¢ + 1sinp),

t. .
r™(cosnf + isinnb) = R(cos ¢ + isin),
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odakle zakljuéujemo da mora biti
r"=R A nd=¢p+2mr (m€EZ).
Dakle,

n 2
r=VE>0 A ezemzf—%—m (m € 7).

Prema tome, sva resenja jednagine (1.2.7.6) data su pomocu

n 2 .
Zm = \/}_ifcisf-th—@z (m e Z).

Lako je, medutim, videti da skup reSenja {z, | m € Z} ima samo n
razli¢itih tacaka, na primer,

{z07z17 v azn—l}-

Zaista, ako m ¢ {0,1,...,n — 1}, tada se takvo m moze predstaviti u
obliku m = pn + k, gde je p = [m/n], a k odgovarajuéi ostatak pri deljenju
m sa n. U tom sluéaju imamo

p+2mr o+ 2kn
0‘771 = =
n

n

+ 2pw = 6, + 2pm,

gde k € {0,1,...,n — 1}. Kako je cosb,, = cosf i sinf, = sinby,
zakljuCujemo da je, za svako m € Z, zp = 2z, gde sup = [m/n] i k =
m — pn. Dakle,

" 2k
2% = Jﬁcisi”-in—l (k=0,1,...,n—1).

Prema tome, vazi sledece tvrdenje:

Teorema 1.2.7.10 Ako je a = R(cosp +isiny) # 0, sva refenja binomne
jednadine 1.2.7.6 odredena su pomodéu

2 2%
M+isi11u> (k=0,1,...,n—1).

(L2.7.7) 2z, = W(cos
Geometrijska interpretacija ovog rezultata pokazuje da su svi kompleksni

brojevi z; rasporedeni na krugu polupretnika /R tako da predstavljaju

temena pravilnog poligona od n strana. Slu¢aj n = 8 prikazan je na slici 7.

Ako sa g, oznag¢imo unimodularan broj sa argumentom 27 /n, tj.

. 2T 2 . 27
&p = CI§ — = COS — - sin —,
n 7 n
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formule (I1.2.7.7) mogu se iskazati u obliku
(1.2.7.8) 20 = VRcis %, 2 =2k (k=0,1,...,n—1).

Geometrijski posmatrano, rotacijom zy za ugao 27 /n u pozitivnom sme-
ru, dobija se z;. Uopéte, rotacijom z;_; za isti ugao 27 /n dobija se z.

Y
Z9 - 7 Y o
/ e i V2
Z4 ,\ ll z V0] - T
\ 2 1 0
Zy = X B
%6
Sl 7 Sl 8
Primer 3. Neka je 2% = —1 — . :
Kakoje R=|~1-i] =2 i ¢ =arg(~1—1i) = —37/4, imamo
2k
2 = V2cis (—fr- + —71) (k=0,1,2),
4 3
.
a0 = Valeos(=1) visin(-1)] = L
0 = i " 4 = \3/§ )
s~ Brmr ., bmw
21 = \,/ﬁhcos’l—2 —HsmTz—],
s~ 137 . . 13«
Zg = ﬁ_cos—lé—-kzsm—l—é-}.
Ako stavimo £3 = cis (27/3) = (—1+iv/3)/2, na osnovu (1.2.7.8), imamo
V3—1+4i(v3+1) V34+1+i(v3-1)
21 = 2p€3 = s 29 = %1€3 = — .

2/2 2v/2
Koreni zg, 71, 29 prikazani su na slici 8. Napomenimo da dobijeni ar-

gument 137/12 kod korena 2, nije glavna vrednost argumenta. Naime,
arg zp = —117/12. AN :
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I.2.8 Skalari i vektori

Veli¢ine sa kojima se srefemo u matematici, prirodnim i tehni¢kim nau-
kama, veé¢ nam je dobro poznato, mogu se podeliti na:

1° Velitine koje se karakteri§u samo svojom brojnom vrednogéu i njih zo-
vemo skalarne velidine ili krace skalari. (Na primer: povriine geometrijskih
figura, zapremina tela, temperatura, masa itd.)

2° Veli¢ine koje se karakteri§u ne samo svojom brojnom vrednogéu, veé
i svojim pravcem i smerom i njih zovemo vektorske velicine ili vektori. (Na
primer: sila, brzina, ubrzanje, elektri¢no polje itd.)

lako nam je rad sa ovim veliéinama, i jédnim i drugim, relativno dobro
poznat, mi éemo se ovde fokusirati na rad sa vektorima i to iz dva razloga.

— Jedan razlog je da se podsetimo operacija sa vektorima, dakle, sabi-
ranja dva vektora i mnoZenja vektora skalarom, kao i svojstava ovih opera-
cija. ‘

— Drugi razlog je da u tom podsedanju pokuiamo da uotimo ono §to je
sustinski bitno u gradenju strukture koju ¢ini skup vektora sa dve pomenute
operacije, tako da mozemo da izgradimo istu strukturu, ali sada sa nekim
drugim skupom umesto skupa vektora i nekim drugim dvema operacijama,
ali sa istim osobinama kao §to ih imaju i one, pomenute dve, nad vektorima.

1.2.9 Vektori i operacije sa vektorima

Nezavisno od fizikalnog znaéenja, vektor geometrijski predstavljamo or-
jentisanim (usmerenim) odsetkom prave linije, tj. usmerenom duzi.

Koristicemo sledeée oznacavanje: FE za skup svih tataka prostora koji
opazamo; R za proizvoljnu ravan u E; p za proizvoljnu pravu u E. Velikim
slovima latinice A, B, C, M, O itd. oznatavatemo proizvoljne tacka iz F.

Neka su A i B dve razlitite tacke iz E. One ocigledno, na jedinstven
naéin, odreduju jednu duz ili odseéak AB kao skup tataka koje se nalaze na
pravoj izmedu tacaka A i B. Ako pri tom definiSemo jednu od tih tataka
kao poéetnu, a drugu kao krajnju, dobicemo tzv. orijentisanu duz. Ako je,
recimo, A poCetna, a B krajnja tacka, duZ je orijjentisana od tacke A ka tacki
B. Za tako orijentisani odsetak kazemo da je vektor, koji deluje u tacki A.
Cesto se kaze da je to vektor vezan za tacku A. Ako je neophodno nagla-
siti pocetnu i krajnju tacku vektora, koristi se notacija AB. U protivnom,
dovoljno je za vektor koristiti notaciju d ili @ (videti sliku 1).

Rastojanje izmedu tacaka A i B naziva se intenzitet vektora ili norma
vektora i oznatava se sa |AB| ili |d] ili |a|. Ponekad se umesto |d| koristi
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B
B /P <.
b
A
A ~.
-
Sl 1 Sl. 2

jedinic¢ni vektor ili ort i oznacavamo ga obi¢no sa indeksom nula, na primer,
dg-

Prava p koja prolazi kroz tatke A i B odreduje pravac vektora A—B) . Za
pravu p kazemo da je nosal vektora AB.

Najzad, kazemo da vektor Zﬁ ima smer od A prema B.

Vektor &iji je intenzitet jednak nuli nazivamo nula-vektor i oznagavamo
ga sa 0. To je, zapravo, vektor ¢ija se poCetna i krajnja tacka poklapaju.
Pravac i smer takvog vektora nisu odredeni.

Posmatrajmo skup svih mogudih vektora V =V (E) = {ﬁ | A,B € E}
i njegov podskup '

(1.2.9.1) Vi = Va(E) = {AB | B € E}.

Otigledno,

v={JVa
AcE

U radu sa vektorima veoma je vaZzno koje ¢emo vektore tretirati kao
jednake, 8to zavisi od uvedene relacije jednakosti u V.

Definicija 1.2.9.1 Za dva vektora /ﬁ, 5@ € V kazemo da su jednaki, tj.

(1.2.9.2) AB = CD,

ako i samo ako postoji translacija takva da tatku A prevede u tacku C i
istovremeno facku B u tacku D.

Pomenuta translacija predstavlja tzv. paralelni prenos vektora Z—g u
tatku C (slika 2). Ako se pritom tacka B poklopi sa tackom D vazice
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jednakost (1.2.9.2). Jasno je, iz ove definicije, da jednaki vektori imaju i jed-
nake intenzitete. Pri ovako uvedenoj dpﬁmcm jednakosti vektora za vektore
iz skupa V kazemo da su slobodni vektori®.

S obzirom da uvedena relacija jednakosti poseduje osobine: refleksivnost,
simetriénost i tranzitivnost, zaklju¢ujemo da vazi sledeée tvrdenje:

Teorema 1.2.9.1 Relacija jednakosti dva veklora iz V je relacija ekvivalen-
cije.

Uvedenom relacijom ekvivalencije, izvrSena je particija skupa V na klase
ekvivalencije, koje se veoma lako mogu opisati. Naime, posmatrajmo proiz-
voljan vektor AB. Paralelnim prenosom ovog vektora u svaku tacku prostora
E dobijamo skup vektora

(1.2.9.3) Wy ={d€V|d=A4B),

koji predstavlja jednu klasu ekvivalencije. Dakle, svi vektori iz W Tp su
medusobom jednaki, pri éemu u svakoj tacki prostora deluje jedan i samo
jedan od njih.

Imajuéi u vidu dobijene klase ekvivalencije, za naSe dalje tretiranje vek-
tora dovoljno je uzeti samo po jedan vektor iz svake klase ekvivalencije,
takozvanog predstavnika klase, pri ¢emu se moZemo opredeliti tako da svi
oni deluju u istoj tacki, tj. da imaju isti potetak.

Dakle, ako uzmemo jednu proizvoljno fiksiranu tatku prostora, na primer
O € E, trazeni skup vektora (predstavnika svake klase ekvivalencije) bice,
saglasno notaciji (1.2.9.1),

(1.2.9.4) Vo = Vo(E) = {OM | M € B},

Primetimo da nula-vektor ¢ = 55 pripada ovom skupu.

Napomena 1. Neka su O i O’ dve fiksirane tacke prostora F. Sa-
glasno definiciji 1.2.9.1 o jednakosti dva vektora, prostori Vo/(E) i Vo(E)
mogu se tretirati kao ekvivalentni. Prostor Vo (E) nastaje iz prostora Vo (E)
translacijom.

® U naem daljem razmatranju isklju¢ivo ¢emo raditi sa slobodnim vektorima. Medu-
tim, ¢esto u primenama u fizici, mehanici i1 elektrotehnici, vektorske veli¢ine su vezane za
tacku ili pravu. U tom slu€aju imamo tzv. vektore vezane za tacku ili vektore vezane za,
pravu. Na primer, kod vektora vezanih za tatku, za jednakost dva vektora, pored definicije
1.2.9.1, zahteva se da oba vektora deluju u istoj tacki. Naravno, kod vektora vezanih za
pravu, dodatni zahtev, u definiciji jednakosti dva vektora, je da oba vektora imaju isti
nosag.
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Kao §to smo videli, skup W3, dat sa (1.2.9.3), predstavlja skup vek-

tora koji su jednaki sa datim vektorom E . U mnogim razmatranjima od
interesa su i drugi podskupovi od V, na primer, skup kolinearnih ili skup
komplanarnih vektora.

kazemo da su kolinearni vektori. Koristeéi paralelni prenos vektora u tacku
O € p i notaciju (1.2.9.1), skup kolinearnih vektora moze se predstaviti u
obliku
—
Vo(p) = {OM | M € p}.

Sliéno, za sve vektore koji leze u datoj ravni R, ili u bilo kojoj ravni
paralelnoj sa R, kazemo da su komplanarni vektori. U ovom slucaju to je
skup

Vo(R) = {OM | M € R}.

Na slikama 3 i1 4 prikazani su proizvoljni elementi skupova Vp(p) i
Vo(R).

SL. 3 - Sl 4

Oslanjajuéi se na tzv. slaganje sila u mehanici, 8to se ogleda kroz delo-
vanje rezultante za dve sile, mogude je uvesti sabiranje vektora.

Neka su data dva vektora @ = A_B) ib = @ i neka se, paralelnim
prenosom vektora @ u tatku O, krajnja tacka B vektora @ prevodi u tacku
M. Tako dobijamo ekvivalentni vektor OM. Sada, paralelnim prenosom
vektora b u tatku M , dobijamo ekvivalentni vektor M N, pri ¢emu je tatka
D prevedena u tacku N (videti sliku 5 na strani 48). Za vektor ¢ = O
kazemo da. je zbir vektora @ i g, t].

g=a+b



48 GLAVA I. OSNOVI ALGEBRE

Drugim reé¢ima, ako paralelnim prenosom vektore a i b dovedemo u tatku
O tako daje OM =adi 0@ = 5, a zatim nad njima konstruiSemo paralel-
ogram OM NQ (slika 6), tada ée vektor ¢ = ON predstavljati zbir @ + b.
Ovakav nacin sabiranja dva vektora poznat je kao pravilo paralelograma.
Dakle, oba vektora se dovedu na isti potetak i konstruiSe se paralelogram nad
njima kao susednim stranicama. Zbir vektora se, zatim, dobija kao dijago-
nala paralelograma usmerena od zajedni¢kog pocetka. 1z ovoga proizilazi da
je sabiranje vektora komutativna operacija, tj. & + b=b+a.

SL5 SL 6
Na ovaj nagin, vektore prvo svodimo na vektore skupa Vp, koji je dat

pomoéu (1.2.9.4), a zatim dobijamo zbir koji je vektor iz istog skupa.

Teorema 1.2.9.2 Neka je + sabiranje vektora. Struktura (Vo,+) je komu-
tativna grupa.

Dokaz. Pre svega treba uoéiti da je operacija sabiranja vektora komuta-
tivna i asocijativna, tj. da je

i+b=b+a (d,beVp)

(@+b)+cé=a+ B+ (@bce Vo)
Za asocijativnost operacije videti sliku 7.

Kako je, za svako d € Vo,
i+od=0+ad=4d,

zakljuCujemo da je nula-vektor 0 neutralni element za sabiranje vektora.
Najzad, za svaki vektor @ € Vi postoji vektor @’ € Vp takav da je

(1.2.9.5) d+a' =a'+a=9¢
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Za vektor @' kazemo da je suprotni vektor vektoru @ i ozna¢avamo ga sa —a
(videti sliku 8). Ovaj vektor je, u stvari, inverzni element za a.

Prema tome, (Vp,+) je Abelova grupa. O

SL7 Sl 8

Jednakost (1.2.9.5), napisana u obliku

i+ (—ad)=(-ad)+ad=0,
sugeriSe uvodenje operacije oduzimanje vektora:

a—b=a+(-b)

Dakle, razlika @—b je vektor koji se dobija kao zbir vektora @ i suprotnog
vektora od b (slika 9 na strani 50).

Za zbir @ + d piemo 2a. Naravno, za @ + d + d = 2d + a piSemo 3d. U
opstem sluéaju, za n jednakih vektora, pisemo

@+d+ - +ad=na.

Vektor nd je kolinearan sa vektorom @. Njegov pravac i smer se poklapaju sa
pravcem i smerom vektora @, dok mu je intenzitet n puta veéi od intenziteta,
vektora 4.

Zan=01n=1 imamo

0ad =0 i lad =a.
Formalno, za n = —1, dobijamo suprotni vektor vektoru &, tj. imamo
(-1)d = —a.

Na slican natin moZemo uvesti, na primer, vektor —mda, gde je m € N.-
To ¢e biti vektor suprotan vektoru md, tj. imade pravac vektora @, smer
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suprotan ovom vektoru, dok ée mu intenzitet biti m puta veéi od intenziteta
. vektora d.

Na osnovu prethodnog, mozemo uvesti operaciju mnozenje vektora pro-
izvoljnim realnim brojem A, koji nazivamo skalar. Dakle, Ad je vektor ¢&iji
se intenzitet dobija mnoZenjem intenziteta vektora @ sa |A|, pravac mu se
poklapa sa pravcem vektora @, a smer zavisi od znaka skalara A. Naime,
ako je A > 0, smer se poklapa sa smerom vektora d, dok je, za A < 0, smer
suprotan smeru vektora @. Naravno, d i Ad su kolinearni vektori.

Navedena operacija mnoienjd vektora skalarom moZe se tretirati kao
preslikavanje skupa R X Vp na skup Vop. Za razliku od operacije sabiranja,
vektora u Vp, koja je interna binarna opracija u Vp, jer se radi o preslika-
vanju skupa Vp X Vp na skup Vo, ovde je re¢ o jednoj eksternoj operaciji.
Naravno, obe operacije daju rezultat iz Vo, pa kazemo da je skup Vo zatvoren
s obzirom na operacije sabiranja i mnozenja skalarom (vektora).

SL 9 S1. 10

Nije teSko dokazati sledeéi rezultat:

Teorema 1.2.9.3 Za mnozZenje vektora skalarima imamo
12 Mpa) = (Ap)d,
2° (A4 p)d =A@ + pd,
3° AM@+b) =xa+
4° la =d,

za sve vektore &',5 i sve skalare A, p.

Ocigledno, pri fiksiranoj tacki O € I, svakoj tatki M € E odgovara
jedan i samo jedan vektor OM, koji je usmeren od tacke O prema tacki M.
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Definicija 1.2.9.2 Za vektor OM kaZemo da je radijus vektor ili vektor
polozaja tacke M u odnosu na tatku O.

Za radijus vektor 5]?4 koristimo oznaku 7 ili 7 (videti sliku 10).

—
Napomena 2. Preslikavanje f: E — Vp, dato pomoéu M — OM, je
biunivoko.

1.3 ZADACI ZA VEZBU

1. Ako su p, g, r sudovi, pokazati da vaze sledede ekvivalencije
a) (pA(avr) & ((pAgVipAr),
b) (pV (gAr)) & ((PVa) AlpVrT)).

2. Proveriti De Morganove zakone:
a) ~(pVq) & (-pA )
b) =(pAgq) & (mpV —g).

3. Ako su A, B, C skupovi, proveriti jednakosti:
a) ANB = A\ (A\B),
b) AAB = (AUB)\ (AN B),
c) AN(BAC) =(ANB)A(ANCQC).

4. Data je relacija p na skupu X = {1,2,3,4,5} sa

p = {(1,1),(1,3),(1,5),(2,2),(2,4),(3,1),
(3,3),(3,5),(4,2), (4,4), (5,1), (5,3), (5,5)}.

Dati graf relacije p i pokazati da je p relacija ekvivalencije.

5. Na nepraznom skupu S data je relacija p = S2. Dokazati da je p relacija
ekvivalencije.

6. Na skupu X = {z | 2 = ai, a € R, a # 0} definisana je relacija
z21p20 & 2129 <0, 21,29 € X.

Dokazati da je p relacija ekvivalencije. Odrediti klase ekvivalencije ele-
menata ¢ i —i. '
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7. Ako su a i b celi brojevi, kazemo da je a kongruenino sa b u odnosu na
modul m (€ N), oznacavajuéi to sa a = b (mod m), ako je razlika a —b deljiva
sa m, tj ako postoji k € Z tako da je a = b+ km.

Pokazati da je kongruencija celih brojeva po modulu m jedna relacija
ekvivalencije. Odrediti klase ekvivalencije.

8. Neka je P(S) partitivni skup nekog skupa S i
zpY ako je 'z Cy; z,y € P(S).

Pokazati da je relacija p relacija (delimiénog) poretka.
Ako je A C P(S), odrediti njegovu minorantu, infimum, majorantu i
supremurm.

9. Dati su skupovi
A={z|z=ai,a€R} i B={z|z=ai, a € R"}
i relacija p definisana sa
z1pze & |21 < |2l

Ispitati da li je relacija p relacija totalnog poretka
a) na skupu A;
b) na skupu B.

10. Dat je skup A = {a,b,c,d} i funkcije
fiA—=A g:A— A
(a b c d i fa b c d
f'(badc) g‘(caad)
a) Odrediti : f(f(a)), F(f(b), flg(f(a))), 9(f(g(a))).

b) Odrediti kompoziciju funkcija f ig, kaoigi f.

¢) Dalisu fig,l1-1¢i ,na“ preslikavanja?

11. Dalisu
fiR—=R ; g:R—=>R
f(z) =2z+3 g(z) = 2?

»1-1“1  na“ preslikavanja?
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12. Nadi funkciju f(z) ako je f(z —1) =2+ 1 (z € R).

13. Neka je m fiksirani prirodan broj, neka je n € N inekaje f funkcija

definisana sa ( )
_ _fm-n n < m),
n’_)f(n)*{m%-n (n>m).

a) Odrediti skup f(N).

b) Ako je f obostrano jednoznaéno preslikavanje, odrediti funkciju
FHF(N) — N

Rezultat. a) f(N) =N\ {m,m+1,...,2m —1}, b) Inverzna funkcija
f~! postoji i odredena je pomoéu

m—n  (n<m),
n—m (n > 2m).

w7 = {

14. Neka je (G, *) grupa i a € G. Dokazati da je funkcija f : G = G
definisana sa f(z) = a *z bijekcija.

15. Ispitati algebarsku strukturu (R, %), gde je
rxy=c+y—uzy, zy€ER

Dokazati da je (R \ {1}, *) Abelova grupa.

16. Neka je S = {a,b,c} skup u kome je definisana binarna operacija * sa
osobinama predstavljenim tzv. Cayleyevom tablicom:

S O oo

o o Q|
o o R
TR OO

Proveriti tvrdenje: (5, ) je komutativna grupa.

17. Neka su (G, *) i (H,0) grupoidi i neka je f : G — H (f(G) = H) sa
osobinom o )

f(a*‘b):f(a’)of(b% a,beG.
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Dokazati tvrdenje: ako je (G, *) grupa, tada je i (H,o) grupa.

18. Neka je (G,*) grupa i g € G. Defini§imo f : G = G pomoéu f(z) =
g*x * g ! Dokazati da je f automorfizam grupe G.

19. Ispitati sledeée strukture:
a) (R\ {0}, %), gde je operacija * definisana sa a * b = 2ab;
b) (G, *), gde je G = {(a,b) | a,b € Q, b# .0} i operacija * je definisana,
sa '
(a,b) * (c,d) = (ad —d +¢,bd),  (a,b),(c,d) € G;

¢) (G, +,"), gde je G = {a+bv/2 | a,b € Q}.

20. U kompleksnoj ravni predstaviti tacke z ako je

a) { |Z+i|:27
arg (= + 1) = —m/3;
b) Re(z +1) = —2;
¢) z trete teme jednakostraniénog trougla &ija su dva temena z; = 0 i
9 = 21,

21. Ako je
V3
T
12

z

odrediti Rez, Imz, |z|, arg z, 2'° i sve vrednosti /z.

144

T o n
_\7_?_> + (-1——-3> (n € N), dokazati da je

\/§
fn+4) + f(n)=0.

22. Ako je f(n) = (

23. Naéi sva reSenja jednaline
a) 22+ (5+2)2+5(1 —14) =0, b) 2%+ 8(1 4 2i)2% — 33 + 56i =0,
¢) 22 +4+iV48 =0, d) z* =iz — 20)4,

e) 22 + |z| =0, f) 22212 = 72012,

24. Neka 21, z9 € C zadovoljavaju sistem jednadina

s b B =643, im 42 =11 - 4i.
2
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Odrediti z3 € C tako da tacke odredene brojevima zy, 22,23 budu temena,
jednakostrani¢nog trougla.

25. Kompleksnim brojevima
z21 = 2+1, z3=—2+ 3

odredena su naspramna temena kvadrata u kompleksnoj ravni. Odrediti
preostala dva temena.

26. Dokazati da je

5tanf — 10tan® 0 + tan®@
tan b = 5 .
1 -~ 10tan®@ + 5tan* 8

27. Izracunati zbir

sinz sin2z sindz sinnx

sinz  sin?z  sin®z sin™ x

S, =1+

Uputstvo. Posmatrati uporedo i zbir

cosx cos2z  cos3z COSNIT
Cn = P 3 ' ’

sinz  sin‘z sin’gx sin” z

28. Ostrvo sa blagom.” Neki mornar je nasao stari pergament koji opi-
suje taénu lokaciju gusarskog blaga na pustom ostrvu. Pergament je, pored
ostalog, sadrzavao 1 sledece instrukcije:

Na ostrvu su vesala ¢ samo dva drveta, palma i eukaliptus. Podi od vesala
1 broj korake u pravoj linifi sve do eukaliptusa. Kad stignes do eukaliptusa
okreni se za 90° nalevo ¢ hodaj napred u pravoj liniji isti broj koraka. U tacki
gde stanes, zabodi Stap u zemlju. Sada se vrati do veSala i hodaj v pravoj
linigi, brojeéi korake, od vesala do palme. Kada stignes do palme, okreni
se za 90° nadesno i idi isti broj koraka, pa stevi drugi Stap v tacku gde se
zaustavid. Kopaj u tacki taéno na sredistu rastojanja izmedu stapova i naéi
ées blago.

"Problem iz knjige: One, two, three,. .., to infinity, D. Gamova (1904-1968), prvi put
publikovane 1947. godine (The Viking Press, New York), koji se elegantno moze resiti
koridéenjem raduna sa kompleksnim brojevima uz njihovu reprezentaciju u kompleksnoj
ravni. ‘
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Mornar je odlugio da potraZzi blago, iznajmio brodi¢ i otplovio do ostrva.
Lako je nasao palmu i eukaliptus, ali, nazalost, zub vremena je uéinio svoje
i veSala su nestala. Ne znajuéi polozaj veSala, mornar nije video nacin za
nalaZenje blaga i, posle nekoliko uzaludnih kopanja, vratio se praznih ruku.

Da je mornar bio upoznat sa osnovnim operacijama i osobinama kom-

pleksnih brojeva, kao 1 njihovim predstavljanjem u kompleksnoj ravni, mo-
gao je naci blago. A, vi?
Uputstvo. Kao osnova za refavanje ovog problema neka posluzi sledeca ge-
ometrijska interpretacija specijalnog sluéaja mnozenja kompleksnih brojeva.
Naime, ako je z kompleksni broj predstavljen tackom A u kompleksnoj ravni
i tacku A rotiramo oko centra kompleksne ravni za 90° u smeru suprotnom
od kretanja kazaljke na satu, nova pozicija tatke A’ ée biti odredena kom-
pleksnim brojem 2’ = ze'? = iz. Slicno, ako tatku A rotiramo za 90° u
smeru kretanja kazaljke na satu, njena nova pozicija A" je odredena kom-
pleksnim brojem 2z = ze™%% = (—i)z.
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LINEARNI PROSTORI

II.1 STRUKTURA LINEARNOG PROSTORA
11.1.1 Uvod

U odeljku 1.2.9 smo razmatrali vektore iz skupa Vo = Vo(E) 1 uveli
smo dve operacije nad njlma Jedna je sabiranje (+) dva vektora iz Vo,
koja daje opet vektor iz Vp, pa za tu operaciju kazemo da je unutrasnja
(interna) operacija u Vp. Druga operacija je mnoZenje vektora skalarom,
gde je jedan operand iz skupa realnih brojeva R, dakle van skupa Vp, a
drugi je vektor iz Vg, pri ¢emu je rezultat vektor iz Vp, pa kaZemo da je ta
operacija spoljasnja (eksterna). Obe operacije daju rezultat koji je iz Vo, pa
kazemo da je skup Vo zatvoren s obzirom na operacije sabiranja i mnozenja
skalarom (vektora).

Te operacije su imale i neka svojstva, pa smo pokazali da je (Vo,+)
Abelova grupa, dok je mnozenje vektora skalarom takvo da vaze jednakosti

(IL1.L.1) A(pd) = (\o)d, (A +p)@ =A@+ pd, M@+b) = A+ b, 1@ = @,

za, sve vektore @, b € Vo i sve skalare A i eR, '

Imajuéi u vidu celu ovu strukturu sa dve uvedene operacije nad vek-
torima, jednom internom i jednom eksternom, mogli bismo reéi da je Vp
vektorski prostor nad poljem R realnih brojeva.

Uocéavajuéi ono §to je bitno u gradnji ove strukture, pokusajmo da sada
definiSemo ops§ti pojam wvektorskog prostora. Dakle, za opStu definiciju vek-
torskog prostora moramo imati dva skupa:

1° skup X elemenata koje zovemo vektori (u prethodnom razmatranju to
je bio skup Vp) i

57
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2° skup K elemenata koje zovemo skalari (u prethodnom razmatranju to
je bio skup R).

Skup K mora imati strukturu polje, dakle moraju biti definisane operacije
sabiranja 1 mnoZenja sa posebnim svojstvima. Na skupu X moraju takode
biti definisane dve operacije: sabiranje vektora koje pretvara X u Abelovu
grupu i mnozenje vektora skalarom koje zadovoljava uslove slicne onim iz
I.1.1.1.

11.1.2 Pojam linearnog (Vel{torskég) prostora

Dakle, opsti vektorski ili linearni prostor moZemo formulisati slede¢om
definicijom:

Definicija 11.1.2.1 Neka je X neprazan skup ¢ije éemo elemente u, v, w, ...
nazivati vektorima i neka je (K, +,:) polje ¢ije ¢emo elemente X\, p,v,...
nazivati skalarima. (Operaciju - éemo izostavljati u pisanju.) Za skup X
kazemo da je vektorski ili linearni prostor nad poljem K, ako je snabdeven
sledec¢om algebarskom strukturom:

(1) U skupu X definisana je binarna operacija + koju nazivamo sabi-
ranje' vektora, u odnosu na koju skup X ¢ini Abelovu grupu;

(2) Svakom vektoru u iz X i svakom skalaru )\ iz K odgovara po jedan
element u X — proizvod? vektora v i skalara ), koji oznatavamo sa Au. Ope-
raciju koja vektoru w i skalaru A pridruzuje vektor Au nazivamo mnoZenje
skalarom (vektora) pri Cemu vaZe sledeéi aksiomi:

1o M) = (2o,
2° (A + p)u = du + pu,
3° Mu+v) = du+ Ao,
4° lu =u, gde je 1 jediniéni (neutralni) element za operaciju - u K.

Za sabiranje vektora i mnoZenje vektora skalarom koristimo jo§ i termine
unutra$nja i spoljasnje kompozicija u linearnom (vektorskom) prostoru.

!Cinjenicu da zbir dva vektora i oznatavamo na isti nadin kao i zbir skalara ne moze
da dovede do zabune, jer vektore oznatavamo latinskim a skalare grékim slovima.

%Cinjenicu da proizvod skalara i vektora oznatavamo na isti nacin kao i proizvod skalara
(kada izostavljamo znak - za operaciju mnoZenja) ne moze da dovede do zabune, jer vektore
oznacavamo latinskim a skalare grékim slovima.,
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Neutralni element u skupu X za sabiranje vektora (nula-vektor) oznaga-
vamo sa @, a neutralni element u skupu K za sabiranje skalara sa 0.

Za vektor u € X simetri¢ni (inverzni) element u odnosu na sabiranje
vektora oznaavademo sa —u € X, a za skalar A € K simetri¢ni (inverzni)
element u odnosu na sabiranje skalara oznacava¢emo sa —\ € K, a u odnosu
na mnozenje skalara sa A7! € K.

Po konvenciji u — v oznafava u + (—v) za u,v € X, kao i A — p §to
oznagava A+ (—p) za A\, p € K.

Najcesce se kao polje K uzima polje realnih ili polje kompleksnih brojeva.
U tim slucajevima kazemo da je rec o realnom, tj. kompleksnom vektorskom
prostoru.

Na osnovu uvedenih aksioma definicijom [1.1.2.1, u linearnom (vektor-
skom) prostoru vaze ova pravila za rad:

Teorema I1.1.2.1 Ako je X wvektorski prostor nad poljem K, gde u,v,w €
X i \p ek, tada vazi:

(@) utv=ut+w = v=uw,

(b)) u=v & u-—-v=40,

Dokaz. Imajmo na umu da je, na osnovu definicije IL.1.2.1, (X,+)
Abelova grupa i (K, +,-) polje.
(a) Tako imamo

vtv=u+w = (—u)+@w+v)=(-u)+ (u+w)
= ((—u) +u)+v=((—u) +u)+w
= ft+tv=0+w = v=w.

(b) Takode,
u=v = wu—v=u+(-v)=v+(-v)=0.

Na sli¢an nacin dokazuje se i obrnuto tvrdenje.
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(c) Stavljajuéi A = 11 p = 0 u 2° a imajuéi u vidu 4° (u definiciji
I1.1.2.1), dobijamo

1+0u=1u+0u = lu = 1u + Ou
= u=u+0u
= v = 0u+ u,

pa zakljuéujemo da je Ou neutralni element u odnosu na sabiranje vektora,
tj. Ou=40. -
(d) Na osnovu 3° iz definicije I1.1.2.1 je

A= Au+0)
= Au-+ A0
A+ A,

Il

pa zakljutujemo da je A@ neutralni element u odnosu na sabiranje vektora,
tj. A0 =46.

() Za A =11ip=—1u2° iz definicije 11.1.2.1, a imajuéi u vidu (c),
imamo

t+(-Du=1lu+(-Hu = Ou=u+(-1u
= 0=u+(—1u
= 0= (—1u+u,

pa zakljutujemo da je (—1)u simetrian (inverzan) element za v € X, u -
odnosu na sabiranje vektora, koji smo se dogovorili da é¢emo oznacavati sa
—u, pa je dakle —u = (—1)u. O

Na osnovu svega, kratko mozemo reéi da je linearni ili vektorski pros-
tor skup X u kome znamo da sabiramo njegove elemente (vektore) i da
ih mnozimo skalarima (najcesce realnim, odnosno kompleksnim brojevima).
Pri tome te operacije sabiranja i mnoZenja zadovoljavju uobicajena pravila
za sabiranje i mnoZenje realnih brojeva i one nas ne izvode iz skupa X, tj.
kazemo da je skup X zatvoren s obzirom na te dve operacije.

Primer 1. Skup realnih brojeva R (kao vektora, tj. X = R) obrazuje
linearni prostor nad skupom realnih brojeva R (kao skalara, tj. K = R),
ako pod unutradnjom kompozicijom podrazumevamo sabiranje, a pod spo-
ljasnjom mnozenje realnih brojeva. A
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Primer 2. Skup R" = {(ml,a:;z,...,xn) |z; €R (i = 1,...,n)} obra-
zuje vektorski prostor nad poljem R (A € R), ako unutrasnju i spoljasnju
kompoziciju definiSemo sa:

(1,22, Zn) + (W, ¥2, -y ¥n) = (@1 +yL 22+ Y2, T+ Un),
)\(1'1,272,...,.'1,'n) = ()\ml,)\xg,...,/\xn).

U R" je nula-vektor 6 tacka (0,0,...,0). A

Primer 3. Ako u skup neprekidnih funkcija Cla,b] (u,v € C[a, b]) nad
poljem R (A € R) uvedemo unutrasnju i spoljasnju kompoziciju sa

(u+v)(t) = u(t) +v(t), odnosno (Au)(t) = Au(t),

ovaj postaje vektorski prostor. Nula-vektor mu je funkcija identicki jednaka
nuli. A

Primer 4. Neka su 1,%,¢2,...,t" stepeni broja ¢ € R. Posmatrajmo
skup X = Py, svih polinoma t — P(t) = cg+ecit+ - +cpt” (co,c1,...,6n €
R) stepena ne viseg od n. MnozZenje polinoma P sa A € R i sabiranje dva
polinoma P i ) defini§imo na prirodan naéin, tj.

(AP)(t) = Xep + Aert + -+ + Aept™ = AP(t),
(P +Q)(t) = P(t) +Q(t).

Ovim prirodnim operacijama skup P, postaje vektorski prostor nad po-
ljem R. Elementi toga prostora su polinomi, pa polinome ovde posmatramo
kao jedinke, tj. tacke ili vektore prostora X.. Nula-vektor ovog prostora je
polinom koji je identicki jednak nuli A

11.1.3 Linearna zavisnost vektora:

Neka su w1, ug,...,us € X 1A, Ag, ..., g € K, gde je X linearni prostor
nad poljem K, tada za vektor

Aty + Aoug + 0+ Aply

kazemo da je linarna kombinacijo vektora wuy, ug, ..., Up.
Definicija 11.1.3.1 Kazemo da su vektori uy,us,...,u, € X lineano neza-

visni, ako iz

(I1.1.3.1) AUt + Agug + -+ A, =0
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sleduje Ay =0, Ay =0, ... , A, = 0. Naprotiv, ako jednakost 11.1.3.1 moze
biti zadovoljena i tako da bude Ay # 0 bar za jedno k € {1,2,...,n}, tada
kazemo da su vektori ui, us, ..., u, linearno zavisni.

Da bismo poblize videli §ta znaéi linearna zavisnost vektora, pretpo-
satvimo da je Ay #0 i

AUy + Agug + -+ Apuy = 0.
Tada, s obzirom da je A\; # 0 pa, dakle, postoji )\1_1 € K, imamo
up = (AT Adug + -+ (AT A,

tj. vektor u; je linearna kombinacija vektora ,ug, ..., uy.
Primetimo da se medu linearno nezavisnim vektorima ne moze nalaziti
nula-vektor jer bi u tom sludaju imali

16 + Ous + - -+ + OQu, = 6.
pa bi vektori 0, us, ..., un bili linearno zavisni.

Definicija I1.1.3.2 Za beskonatno mnogo vektora kazemo da su linearno
nezavisni ako su vektori koji pripadaju bilo kojem konaénom podskupu tih
vektora linearno nezavisni.

Broj linearno nezavisnih vektora u nekom vektorskom prostoru X odi-
gledno moZe biti konacan ili beskonacan. Taj broj ée, kako ¢emo dalje videti,
bitno uticati na karakteristike prostora.

Definicija 11.1.3.3 Ako u vektorskom prostoru postoji n linearno nezavis-
nih vektora i ako je svaki skup od n + 1 vektora linearno zavisan, kazemo
da je prostor n — dimenzionalan. Ukoliko u vektorskom prostoru postoji
beskona¢no mnogo linearno nezavisnih vektora, kazemo da je on beskonacno-
dimenzionalan.

Primer 1. Vektorit — 1,t,t%,...,t", vektorakog prostora P, iz primera,
4 na strani 61, linearno su nezavisni. Da bismo to ustanovili posmatrajmo
jednakost

Mol + Mt + Xt 4+ X" =0 (Ao, My A2y oy A ER).

Kako ovo mora biti ispunjeno za svako t € R, na osnovu poznatog stava
algebre zakljuéujemo da mora da vazi A\g = Ay = ... = A\, = 0, tj. da je
tvrdenje ispravno. A
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I1.1.4 Algebarska (ili Hamelova) baza vektorskog prostora

Pretpostavimo da je prostor X n-dimenzionalan, §to skradeno pisemo
dim X = n. To znagi, na osnovu definicije I1.1.3.3, da ako skupu od n li-
nearno nezavisnih vektora dodamo bilo koji vektor iz X, taj skup od n + 1
vektora ¢e biti linearno zavisan. Tada se, kako se to moze lako zakljuciti
na osnovu razmatranja u ¢lanu I1.1.3, taj novododati vektor moze pred-
staviti kao linearna kombinacija onih, pocetnih, n linearno nezavisnih vek-
tora. Dakle, bilo koji, a to znagi svaki, vektor iz X se moZe predstaviti kao
linearna kombinacija od tih n linearno nezavisnih vektora.

Sliéno razmatranje vazi i u sluéaju beskonaéno dimenzionalnih prostora.

Dakle, ti vektori koji odreduju dimenzionalnost prostora su, na neki
nacin, bitni za taj prostor jer se svaki element tog prostora moZe prikazati
njihovom linearnom kombinacijom.

Da bismo ovu situaciju precizno i koncizno (matematicki) opisali, uve-
3¢emo jos neke pojmove. :

Definicija I1.1.4.1 Neka je A podskup vektorskog prostora X nad poljem
K. Lineal nad A, u oznaci L(A), je skup svih linearnih kombinacija oblika

AMur + Agug + - Ap g,

gde je (ur,ug,...,uy) bilo koja konatna n-torka (n € N) vektora iz A i
A, A2,. .., Ap Su proizvoljni skalari iz K.

Definicija 11.1.4.2 Skup B linearno nezavisnih vektora prostora X obra-
zuje Hamelovu ili (algebarsku) bazu prostora X ako je L(B) = X.

Primer 1. U vektorskom prostoru P,, polinoma ne viSeg stepena od
n, iz primera 4 na strani 61, na osnovu razmatranja u primeru 1 na strani
62, videli smo da je skup vektora B = {1,¢,¢%,...,t"} linearno nezavisan.
S obzirom da se njihovom linearnom kombinacijom moze dobiti bilo koji
polinom ne vieg stepena od n, tj. L(B) = P,, zakljutujemo da je B jedna
baza tog prostora. Kako ona sadrzi n+1 elemenata, prostor P, je dimenzije
n-+1. FAN

Napomenimo da linearni prostor, u op§tem slucaju, ima beskona¢no
mnogo razli¢itih baza. Medutim, moze se dokazati da se izmedu bilo koje
dve od njih moze uspostaviti biunivoka korespodencija, §to za slucaj konaéno
dimenzionalnog prostora znaéi da imaju jednak broj elemenata. Kod n--
dimenzionalnog prostora baza sadrzi tatno n vektora. Dakle, svaki skup od
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m (> n) vektora u n-dimenzionalnom prostoru je linearno zavisan. S druge
strane, svaki linearno nezavisan skup vektora je ili baza prostora ili je deo
neke baze tog prostora.

Primer 2. Neka je X = C skup kompleksnih brojeva, a K = C polje
kompleksnih brojeva. Skup C je linearni prostor nad poljem C pri stan-
dardno uvedenim operacijama-sabiranja i mnozenja kompleksnih brojeva:

z1 + 29 = (x1,91) + (T2, 42) = (w14 22,91 + ¥2) (21,22 € C),

Az:(a,ﬁ)~(m,y):(am-ﬂy,ay%-ﬁ_m) (zeC 1 AeC).

Ovaj linearni prostor je jednodimenzionalni jer se za proizvoljne tacke z; i
29 iz C (21 # 22) mogu odrediti kompleksni skalari A; 1 A9, tako da je

Mz + Aoz = (0,0),

§to znaci da su tatke z; i zo linearno zavisne., Takve vrednosti skalara su,
na primer, Ay = 29 1 Ay = —2z;. Dakle, za bazu ovog prostora se moze uzeti
- bilo koji kompleksni broj razli¢it od (0, 0).

Medutim, ako za polje K uzmemo polje realnih brojeva R, tada je odgo-
varajuci linearni prostor dvodimenzionalan. Uobifajena baza u tom pros-
toru sastoji se od realne i imaginarne jedinice, tj. B = {1,i}. Kao 8to je
poznato, svaki vektor z € C, tj. svaki kompleksan broj z = (z,y), moze biti
predstavljen u obliku

z=x 14y -i=zx-+1y,
gde su z i y koordinate (realni i imaginarni deo kompleksnog broja). A

Teorema I1.1.4.1 Svaki vektor linearnog prostora X moze se na jedinstven
nacin izraziti koo linearna kombinacijo vektora algebarske baze tog prostora.

Dokaz. Dokaz ¢emo izvesti za slu¢aj konatno dimenzionalnog prostora,
a sliénim rezonovanjem se tvrdenje dokazuje i za slu¢aj beskonatno dimen-
zionalnih prostora.

Dakle, neka je B = {uj,us,...,un}. Kako je L(B) = X, svaki vektor
u € X moZe se predstaviti kao linearna kombinacija vektora baze B. Da
bismo pokazali jedinstvenost ovog predstavljanja, pretpostavimo suprotno,
tj. da postoje dve reprezentacije

U= Aup + AUz + o+ Ay 1w = iUy + ppts - i,
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gde Aj,pu; € K (1=1,...,n). Tada je
(A = pa)ur + (Mo — p2)ug + -+ + (An = pn)un =0,
odakle, zbog linearne nezavisnosti bazisnih vektora, sleduje
AL = p1, Ag = fg, -0 Ag = g U

Dakle ako je poznata baza B = {uj,us,...,u,} nekog kona¢no dimen-
zionalnog prostora X nad poljem K, tada se svaki vektor tog prostora moze
na jedinstven nacin predstaviti sa

U = LUy + Taug + - + Tplp

gde su z1,z9,...,2, € K potpuno odredeni skalari. Dakle ako znamo bazu
B iskalare z1,29,. .., zy,, vektor u € X je potpuno odreden. Zato za bazu B
kazemo da je koordinaini sistem tog prostora, a skalare 1,9, ..., 2, zovemo
koordinate vektora u i Sematski ih prikazujemo koordinatnom reprezentaci-
jom

T1

T2

T

Cesto se, ako to ne dovodi do zabune, u 1 & poistovecuju.

Primer 3. Vektorskom prostoru Ps svih polinoma ne viSeg stepena od
dva, iz primera 4 na strani 61, tj.

Py = {ulu(t)=co + et 4+ ct?, o c1,c0 € R}

je trodimenzionalan (videti primer 1 na strani 63).
Naravno, umesto baze B = {1,¢,t*} moguce je uzeti i neku drugu bazu,
na primer B’ = {1,¢ + 1,¢2 +t}. Tako, trinom

u(t) = 3 + 2t + 5t°
u novoj bazi B’ ima reprezentaciju
u(t) =6 — 3(t+ 1) +5(t* + 1),

Dakle, koordinatne reprezentacije ovog elementa u u bazama B i B’ su,
respektivno,

x= 21, ' = -3 A
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Primer 4. Kao jedna baza prostora n-torki realnih brojeva R™ nad
poljem R iz primera 2 na strani 61, moze se uzeti skup B = {ej;eq,...,€n},
gde su

ey =(1,0,...,0), ex=1(0,1,...,0), ... ey =(0,0,...,1).

Zaista, s obzirom da je lako pokazati da su ovi vektori linearno nezavisni
i da se svaki vektor u = (%1, 22,...,2,) € R™ moze predstaviti sa

U = 21€] +Toey + ...+ Tpep,

tj. da je L(B) = R", zakljutujemo da je ovaj skup vektora iz B stvarno
baza, prostora R,

Za ovu bazu kazemo i da je prirodna baza, jer vektor u = (z1, g, ..., Zy)
ima koordinatnu reprezentaciju u ovoj (prirodnoj) bazi datu sa

Ty
H)

T

Dakle, vektor (tacka) u i njegova koordinatna reprezentacija « opisuju se
pomodu istih skalara xq,z9,..., 2, € R, pa zato esto, poistovecujudi u i x,
koristimo 1 notaciju = (x1,%2,...,%n). A

I1.1.5 Algebarska baza u vektorskom prostoru Vg (F)

Vratimo se opet vektorskom prostoru Vo (E). Neka je u prostoru E data
prava p i ravan R. Skupovi

Volp) ={OM |Mep} i Vo(R)={OM|M e R},

snabdeveni operacijom sabiranje vektora i operacijom mnozenje vektora ska-
larom, ¢ine takode vektorske prostore. Prvi od njih, vektorski prostor prave
p pridruzen tacki O, naziva se prostor kolinearnih vektora. Za vektorski
prostor Vo (R) ravni R pridruzen tacki O kazemo da je prostor komplanarnih
vektora.

Prostor Vo(p) je jednodimenzionalan. Svaki vektor @ # & vektorskog
prostora Vo (p) je njegova baza. Zaista, proizvoljni vektor beVo (p) moze se
jednoznaéno predstaviti u obliku b= Ad, 8to je, u stvari, karakterizacija koli-
nearnih vektora. Ako poslednju jednakost napiSemo u obliku Ad+( —1)5 = 0,
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zakljutujemo da su vektori @ i b linearno zavisni. Dakle, dva vektora u
prostoru Vo(p) su linearno zavisna, pa je on jednodimenzionalan.

Prostor komplanarnih vektora Vp(R) je dvodimenzionalan. Bilo koja
dva linearno nezavisna vektora @ i b prostora Vo (R) Eine njegovu bazu, tako
da se proizvoljan vektor ¢ € Vp(R) moze jednoznaéno predstaviti u obliku
(videti sliku 1)

=A@ + pb.
Iz poslednje jednakosti, koja karakteriSe komplanarne vektore, moze se za-
kljuciti da su vektori @, b i ¢ linearno zavisni.

e /\a:’
SI. 1 SL. 2

Prostor Vo (F) je trodimenzionalan. Kao njegova baza moze se uzeti bilo
koji skup od tri linearno nezavisna vektora, na primer, B = {@, b,¢}. Tada
se svaki vektor d € Vp(F) moze jednoznaéno predstaviti u obliku (videti
sliku 2)

(11.1.5.1) d =i+ ub + ve.

Cetiri proizvoljna vektora u Vo(E) su uvek linearno zavisna. Napomenimo
da su vektori baze u Vo (FE) tri nekomplanarna vektora.

Posmatrajmo prostor Vo(E) sa bazom B = {@,b,c}. Vektori baze B
odreduju jedan koordinaini sistem prostora Vo(F). Tacku O nazivamo ko-
ordinatni pocetak. Neka su OA = @, OB = biOC = ¢ Bazisni vektori
odreduju tri ose, u oznaci z, y 1 z, respektivno (videti sliku 3 na strani 68).
Na osnovu (IL.1.5.1) vidimo da je vektor d potpuno odreden skalarima, tj.
koordinatama A, p, v

Ako su vektori baze izabrani tako da su im pravci uzajamno upravni, a
intenziteti jednaki jedinici, tada kazemo da je zadat pravougli koordinatni
sistem. U tom sluéaju, bazisne jediniéne vektore oznacavamo redom sa 7, J
i k. Uotimo proizvoljnu tacku M € F i 1ad13us vektor 7 = OM Tada se
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ey
vektor OM moze predstaviti pomocéu
—) — — 7
(11.1.5.2) OM = ¥+ y7'+ 2k,

gde su koordinate z, y i z jednozna¢no odredene vektorom -O—A_)I , tj. tatkom
M (videti sliku 4). Za koordinate z, y i z kazemo da su redom apscisa,
ordinatoe 1 aplikata tatke M. S druge strane, svakoj uredenoj trojki real-
nih brojeva (z,y, 2) jednoznatno se moze pridruziti vektor OM, tj. tatka
M, tako da vazi (IL.1.5.2). Dakle, preslikavanje g: E — R3, dato pomoéu
(IL1.5.2), je biunivoko. Istu ¢injenicu smo konstatovali i za preslikavanje
[+ E - Vo(E), dato pomoéu M — oM (videti napomenu 2 na strani 51).
Imajuéi sve ovo u vidu, éesto identifikujemo tacku M sa uredenom trojkom
(z,y,2), piduéi M = (z,vy, z) ili, pak, ¥ = (z,y, 2).

S obzirom na ovo, a imajudéi u vidu da se unutradnja i spoljasnja kom-
pozicija u prostoru Vo (F), kada su vektori izrazeni pomocu
——) — . - —_') = - -
7=0M = a7+ y7+ zk i F'=0M =2'7+y'7+ 'k,

svode na

—

Pt = ()it (y )T+ (2 + 2Dk W= Qa)T+ Q)T+ (Aa)k,
tada nije tesko zakljuéiti da skup R3, snabdeven unutragnjom i spoljagnjom
kompozicijom

(z,y,2) + (2,y,2) = (@ + 2", y+v,2+72), Ma,y,z2)= (A5, \y, A\2),

za svako (z,y,2), (z/,y',2') € R® i svako A € R, &ini vektorski prostor nad
poljem R. Tu €injenicu smo, inale, veé ranije konstatovali u primeru 2 na
strani 61.
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[1.1.6 Potprostor i direktna suma potprostora

Definicija I1.1.6.1 Neka je X vektorski prostor nad poljem K. Skup Y C
X je vektorski potprostor od X ako je on sam za sebe vektorski prostor nad
istim poljem K u odnosu na kompozicije iz X.

{6} i X primeri su potprostora svakog prostora X, pa se zato zovu
trivijalni potprostori.

Jasno je da ako je skup Y zatvoren u odnosu na sabiranje njegovih ele-
menata i njihovo mnoZenja skalarima iz polja K, tada ¢e on biti automatski
vektorski prostor sam za sebe jer ée ove operacije imati potrebne osobine u
Y posto ih imaju u X (Y C X). JoS preciznije:

Teorema I1.1.6.1 Skup Y C X je vektorski potprostor od X tada i samo
tada ako iz '

(I1.1.6.1) u,v €Y = Au+pveY (YA p € K).

Dokaz. Ako je Y vektorski potprostor, tada otigledno vazi (I1.1.6.1).
Obrnuto, ako vazi (I1.1.6.1), tada za A = p = 1 odnosno p = 0 specijalno
sledida je u+v € Y i Au € Y, 6o znadi da je Y sam za sebe vektorski
prostor (jer su osobine operacija u Y iste kao onih u X s obzirom da je
Y C X).

Primer 1. Neka su u prostoru E data prava p i ravan R koje sadrze
tatku O. Prostori Vo(p) 1 Vo(R) su potprostori vektorskog prostora Vo (E).
JAN .

Primetimo da je lineal nad podskupom A vektorskog prostora X, L(A)
(A C X), vektorski potprostor od X. Naime, ako su u,v € L(A) tada je

m P
U:‘Z)\iui, v:Zijvj (ui,vj € A; N, pj € K).
i=1 j=1

No tada je
m p
dutpo ="y (ANJui + ) () (A€ K)
i=1 j=1

kao linearna kombinacija elemenata iz A, element od L(A), tj. L(A) je-
potprostor od X. '
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Neka je {Yj}ier proizvoljna kolekcija vektorskih potprostora od X i
stavimo Y = [ Y;. Primenjujuéi dva puta teoremu I1.1.6.1, iz

i€l
u,v €Y = wweY, (Viel)
= Au+pveY, (Viel i VA\pu€K)
= Au+pv€eY (VA peK),

zakljutujemo da je i Y jedan vektorski potprostor od X. Prema tome, ako
je A proizvoljan skup u X, tada postoji najmanji vektorski potprostor od
X koji sadrzi skup A; to je presek svih onih vektorskih potprostora od X u
kojima lezi A. : ‘

Videli smo da je L(A) vektorski potprostor od X. L(A), kao skup svih
linearnih kombinacija od A, o¢igledno sadrzi A. S obzirom da svaki vektorski
potprostor od X koji sadrzi A mora sadrZati i sve linearne kombinacije
elemenata iz A, zakljuéujemo da je L(A) najmanji vektorski potprostor od
X koji sadrzi A.

Prethodnim razmatanjem smo, ustvari, dokazali sledeée tvrdenje:

Teorema 11.1.6.2 Ako je A podskup vektorskog prostora X, tada je lineal
nad A, u oznaci L(A), najmangi vektorski potprostor od X koji sadr#i A.

Lako je dokazati slede¢u teoremu koju dajemo bez dokaza.

Teorema [1.1.6.3 Neka su Yy ¢ Yo dva potprostora od X. Suma vektorskih
potprostora Y1 + Yo, gde je

Y1+Y2:{’U)l'w:u+’l), uEYl,UEYQ},
je takode vektorski potprostor od X.

Za nas su posebno interesantne sume vektorskih potprostora koji su dis-
junktni. S obgzirom da nula vektor 6 mora sadrzati svaki potprostor, za
potprostore Y7 i Ys vektorskog prostora X kazemo da su disjunkini ako vazi
Yinys ={6}.

Definicija 11.1.6.2 Sumu vektorskih potprostora prostora X, Y; + Ys, se
naziva direktna suma i oznagava sa Y14Ys, ako su Y7 i Yy disjunktni potpro-
stori od X.

Teorema I1.1.6.4 Svakim elementom w € Y1+Ys jednoznaéno su odredeni
elementi u € Yy 1 v €Yy tako da je w = u+v.
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Dokaz. Zbog Y1+Yy = Y1 +Y, svaki vektor w € Y;+Y3 ima reprezentaciju
pomenutog oblika. Kada bi postojala jo§ jedna takva reprezentacija, na
primer w = u' + v’ (v € Y1,v' € Y3), iz u +v = u' + v sledilo bi da vektor
z=u—u =v —wvledi kako u Yy tako i u Y3, tj. z € Y1 NYs. Kako su
potprostori Y1 1 Y, disjunktni, to jeu —u' =0iv—v' =46, O

Definicija I1.1.6.3 Ako je Y;4+Y, = X, tada kazemo da su Yy i Y5 komple-
mentarni vektorski potprostori od X.

Primer 2. Neka su €i,€3,€;3 linearno nezavisni vektori u Vp(F), a
Vo(R) = L(é1,e3) i Vo(p) = L(e3). Tada je Vo(R) vektorski potprostor
ravni R odredene sa €7 1 €3, a Vp(p) vektorski potprostor prave p odredene
sa €3. 1z geometrijskih razloga sledi da je Vo(E) direktna suma potprostora
Vo(R) i Vo(p) pa su, dakle, ovi potprostori komplementarni.

' Zgodno je da na ovom primeru uo¢imo da jednim potprostoroni, u nagem
slucaju neka to bude Vi (R), nije jednoznaéno odreden drugi, njemu komple-
mentaran, potprostor, u nagem sluéaju to je bilo koji prostor Vp(p) za svako
p, tj. svaki vektor € koji nije u ravni R a koji odreduje pravu p. D

Jedan od glavnih problema teorije vektorskih prostora i funkcija na njima
jeste u tome da su u datoj situaciji na zgodan nacin celi prostor X prikaze
kao direktna suma svojih potprostora. Time se proucavanje problema u
celom prostoru svodi na proucavanje sli€nih problema u ,manjim® pros-
torima. Tako se, na primer, izvesni problemi u prostoru Vo(E) svode na
sli¢ne probleme u Vp(R) i Vo(p), tj. na probleme u ravni i na pravoj.

Neka je X linearan prostor dimenzije n sa bazom B = {u1,ug,...un}.
Ako definiSemo jednodimenzionalne potprostore Y, kao lineale nad By =

{ug} (k=1,2,...,n), tj.
Yy = L(B1), Yo=L(By), ..., Y,=L(B,),

tada je, otigledno, X = Yi+Yo+ ... +V;.

Naravno, prostor X se moze razloziti na direktnu sumu potprostora i
na druge nadine, uzimanjem potprostora razli¢itih dimenzija. U vezi s tim,
navodimo slede¢u teoremu koju nije tesko dokazati.

Teorema 11.1.6.5 Neka su Y1,Ys,..., Y, potprostori konacno dimenzion-
alnog prostora X. Jednakost

X =Y+Yo+ ... +Y,
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vazi ako i samo ako je
dim X =dim Y; +dim Y5 + -+ - + dim Y,,,.

Dakle, ako su By, Bs, ..., B, baze potprostora Y1,Ys,..., Yy, respektivno,
tada unija ovih baza predstavlja bazu prostora X.

I1.2 Izomorfizam linearnih prostor

Posmatrajmo skup svih linearnih prostora X nad istim poljem K. Svaki
od posmatranih linearnih prostora sadrzi konkretne elemente — vektore tog
prostora, ¢ija priroda nam ne mora biti bitna, ve¢ su nam daleko znatajnije
uvedene operacije nad tim elementima (unutradnja i spoljasnja kompozicija),
kao i svojstva tih operacija koja su nezavisna od prirode elemenata. U vezi
s tim, vaZan je pojam izomorfnih prostora.

I1.2.1 Definicije i teoreme

Definicija I1.2.1.1 Za dva vektorska prostora X i X' nad istim poljem K,
kazemo da su izomorfni prostori ako postoji biunivoko preslikavanje f: X —
X' takvo da je za svako u,v € X isvako A € K

(IL.2.1.1) flutv)=fu)+flv),  fAu)=Af(u).
Za funkciju f kazemo da je izomorfizam prostora X na prostor X'.

Napomenimo da se za prvo svojstvo funkcije f u (I1.2.1.1) kaze da je
aditivnost, a da se njena druga osobina u (I1.2.1.1) naziva homogenost.

Lako se moze dokazati sledece tvrdenje:

Teorema I1.2.1.1 Ako je preslikavanje [ izomorfizam prostora X na pro-
stor X', tada je inverzno preslikavanje f~' izomorfizam prostora X' na
prostor X.

Neka je v’ = f(u) (v € X, v’ € X'). Ako sa 6 1 6’ oznagimo nula-vektore
u prostorima X i X' respektivno, tada, na osnovu (11.2.1.1), imamo

(I1.2.1.2) F(6) = f(Ou) = 0f (u) =0 = ¢

Dakle, nula-vektor prostora X preslikava se u nula-vektor prostora X'.
Jos vaZnije svojstvo izomorfnih prostora odnosi se na preslikavanje skupa
linearno nezavisnih vektora.
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Teorema I1.2.1.2 Neka je A = {u1,...,un} skup linearno nezavisnih vek-
tora v X i neka je f: X — X' izomorfizam prostora X na prostor X'.
Tada je A" = f(A) = {f(u1),..., f(un)} skup linearno nezavisnih vektora u
prostoru X'.

Dokaz. Posmatrajmo linearnu kombinaciju vektora iz skupa A4’, koja je
jednaka 6'. Tada, s obzirom na (11.2.1.1) i (I1.2.1.2), imamo

0" = Mif(ur) + -+ + M (un) = F(Mrun + -+ + Agug) = £(6),
odakle sleduje
Aug + o+ Apu, = 0.
Kako su vektori ui,...,u, linearno nezavisni, iz poslednje jednakosti

zakljuéujemo da svi skalari A (k = 1,...,n) moraju biti jednaki nuli. O

Teorema I1.2.1.3 Dva konacno-dimenzionalna prostora X i X', nad istim
poljem K, imaju jednake dimenzije ako ¢ samo ako su izomorfna.

Dokaz. Na osnovu prethodne dve teoreme moze se zakljuciti da izomor{ni
vektorski prostori imaju jednake dimenzije.

Pretpostavimo sada obrnuto, tj. da je dim X = dim X', i dokaZimo da
su X 1 X' izomorfni. U prostorima X i X' izaberimo proizvoljne bazise

B ={ui,...,us} i1 B' = {u),...,ul,}, respektivno, i defini§imo preslikavanje
f: X — X' pomoéu

(11.2.1.3) flw) = ul + -+ N,

gde je

(I1.2.1.4) w= AUy + -+ Apn.

Preslikavanje f je biunivoko jer su razlaganja (I1.2.1.3) i (I1.2.1.4) jedin-
stvena (videti teoremu I11.1.4.1). Da bismo dokazali da su prostori X i X’
izomorfni, izaberimo dva proizvoljna vektora u,v € X 1 proizvoljni skalar
A € K. Neka su koordinatne reprezentacije vektora v 1 v date sa

U= Aqug + -+ Aplp, V= iUl o .
Tada imamo
f('U,-l- ’U) = f(()\l + /1'1)'“'1 + o+ ()\n 'Jf‘,U'n)un)
= (A +m)ur + -+ On + pin)ug
= (Mg + o dntg) + (g + o pny)
= f(u) + f(v)



74 GLAVA II. LINEARNI PROSTORI

FOw) = F((OM)ur + -+ W)un) = AA)uf + -+ (Ay)ul,
= MMyl + 4 dpul) = Af(w). O

Na osnovu prethodne teoreme zaklju¢ujemo da je za proizvoljan n-di-
menzionalni vektorski prostor nad poljem K, sa algebarske tacke gledista,
dovoljno poznavati vektorski prostor K" (za prostor R videti primer 2 na,
strani 61). Za vektorski prostor K" Cesto kazemo da je koordinatni ili arit-
meticki prostor.

Definicija I1.2.1.2 Ako je preslikavanje f izomorfizam vektorskog prostora
(X, +,-) na vektorski prostor (X, +,-), za preslikavanje f kazemo da je au-
tomorfizam prostora (X, +,-).

I1.2.2 Linearni prostor prosto-periodi¢nih oscilacija

Za zadati fiksni pozitivan broj w, posmatrajmo skup funkcija ¢ + u(t) =
A cos(wt + @), definisanih na R, gdeje A > 01 —7 < ¢ < m, tj.

Xy = {u 1 u(t) = Acos(wt +¢), A>0, —-mn<p< 7r}.

Takve funkcije su periodi¢ne sa periodom T' = 27 /w 1 u fizici i tehnici su
poznate kao prosto-periodiéne oscilacije. Pri tome, za nenegativni param-
etar A kaze se da je amplituda, dok se za ¢ kaZe da je pocetna faza. Ako je
amplituda A jedanka nuli, odgovarajuéa funkcija se svodi na nulu i tu funk-
ciju ¢emo oznacavati sa ug = ug(t) = 0. Razumljivo, zbog periodiénosti,
dovoljno je ove funkcije posmatrati kada proizvod wt € [—m, 7).

Neka su u;(t) = A cos(wt + 1) 1 ug(t) = Ag cos(wt + ¢2) dve bilo koje
funkcije iz X,,. Ako u X, na uobiéajeni naéin, uvedemo operaciju sabiranja,
tada je

(u1 + u)(t) = ur(t) + ua(t)
= Aj cos{wt + 1) + Az cos(wt + p2)
= (A cos ) + Az cospz) coswt — (Aj sinpg + Az sinps) sinwt.

Pretpostavimo, sada, da postoje takve realne vrednosti A i ¢ za koje je
(I1.2.2.1) Aj cos @1 + Agcospy = Acosp, Ajsing; + Agsinpy = Asinp.

Ako bi jos vaziloidaje A >0 i —7 < ¢ <, tada bi skup X, bio zatvoren
u odnosu na uvedenu operaciju sabiranja, i imali bismo
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uw(t) = (u1 +u2)(t) = Acoswtcosp — Asinwtsing = A cos(wt + ¢),

Problem odredivanja realnih vrednosti A 1 ¢ za koje vaZe jednakosti
(11.2.2.1) je potpuno analogan odredivanju modula i glavne vrednosti argu-
menta kompleksnog broja

z = (A1 cos ) + Agcos ) + 1( A1 sinp; + Agsingy),

koji je, inage, zbir kompleksnih brojeva z; = A1e*! i zp = Aze™?. Dakle,
postoji moduo zbira z = z; + 22 1 on je, evidentno, jednak A > 0, dok je ¢
glavna vrednost njegovog argumenta (—m < ¢ < m). Dakle,

2 =21+ 29 = A(cos p + ising) = Ae™,

Na osnovu prethodnog zakljuéujemo da zbir u € X,,,.

Ocigledno je da je uvedena operacija sabiranja komutativna i asocija-

tivna. Neutralni element je ug = 0, dok je za u = A cos(wt + ¢) simetriéni
element v’ = —u = Acos(wt + ¢'), pri ¢emu je pocetna faza
+m, < <0
11.2.2.2 rog T ’
( ) v { -, 0<p <.

Prema tome, vazi sledeée tvrdenje:
Teorema I1.2.2.1 (X, +) ima strukturu Abelove grupe.
Primer 1. Neka su v
uy = cos(wt — 7 /6) i uy = V3 cos(wt + 21 /3),

tj. Ay =1, ¢ = "71'/6, Ag = \/?_), g = 271"/3.
Kvadriranjem jednakosti (I1.2.2.1), a zatim sabiranjem, nalazimo

A? = AT+ A5+ 2A1 Az cos(p1—p2) = 1+3+2-1-V3 cos(—7/6—2m/3) = 1,

pa, s obzirom da trazimo da je A > 0, uzimamo A = 1. Sada, na osnovu
(I1.2.2.1), imamo

cosp = Ay cosp; + Az cos g =0, sinp = Ajsingy + Agsingy = 1,
pa je ¢, iz intervala (—, n], dato sa ¢ = m/2, tj.

u(t) = (w1 + ug)(£) = cos(wt +7/2) (= —sinwt).
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Grafici funkcija uy (isprekidana linija), ug (linija tipa tacka—crta) i zbira
u (puna linija), kada wt € [—m, 7], prikazani su na slici 1.

S druge strane, odgovarajuéi kompleksni brojevi z; = e
29 = /3e21/3 = _\_é“g + —%z’ prikazani su na slici 2. Njihov zbir je z =
21+ 2z =1, 1. 2= ¢™/2, Dakle, moduo je A = 1, a glavna vrednost
argumenta je ¢ = w/2.
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Primetimo da je znatno lakSe obaviti operaciju sabiranja u skupu kom-
pleksnih brojeva, nego sabrati dve prosto-periodi¢ne oscilacije. A

Ako uvedemo mnozenje prosto-periodiéne oscilacije u(t) = A cos(wt + ¢)
skalarom A € R, pomocu

3 _ A cos{wt + ¢), A 20,
(Au)(t) = du(t) = { —Acos(wt +¢'), A <0,

gde je ¢’ odredeno sa (I1.2.2.2), mozemo lako zakljuéiti da, za svako u,v €
X 1svako A\, p € R, uz to §to (Au)(t) € X, vaze i sledeée jednakosti:

Apu(t)) = Ap)u(t), (A + pu(t) = du(t) + pu(t),
Au(t) + (1) = M) + d(t),  lu(t) = u(t).

Dakle, na osnovu prethodnog zakljué¢ujemo da vaZzi sledeée tvrdenje:

Teorema I1.2.2.2 Skup prosto-periodiénih oscilacija X, snabdeven opera-
cijom sabiranje + i operacijom mnoZenja realnim skalorom &ini vektorski
prostor nad poljem R.
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U primeru 2 na strani 64 naveli smo da je C linearni dvodimenzionalni
prostor nad poljem realnih brojeva R.

Teorema 11.2.2.3 Linearni prostori X, i C (nad istim poljem skalara R)
su izomorfni.

Dokaz. Neka je u(t) = Acos(wt+¢) (A >0, -1 < ¢ < =) proizvoljan
element prostora X,,. Uotimo preslikavanje f: X, — C, definisano pomoéu

F(Acos(wt + ¢)) = Ae'?,

koje je otigledno biunivoko.

Neka su wui(t) = Ajcos(wt + 1) 1 wua(t) = Agcos(wt + p9) dva
proizvoljna elementa prostora X,,, ¢ije su slike z; = A1e?l i zg = Age'?2,
respektivno. Kako je u(t) = ui(t) +ua(t) = Acos(wt+¢) a z=2 + 2 =
Ae™ | imamo

fluaa(t) +ua(®) = flu(t)
= 2+ 2

= flua(®) + fua(?)),

§to znaéi da je f aditivna funkcija (prvi uslov u (I1.2.1.1)).

Neka je sada u(t) = Acos(wt +¢) (A4 >0, —7 < ¢ < 7) proizvoljan
element prostora X,,, ¢’ definisano sa (11.2.2.2) i neka je X proizvoljan realan
broj.

Za A > 0 imamo .
FOw(t)) = F(ANA cos(wt + ) = MAe™ = M\f(Acos(wt + ) = Af(u(t)),
aza A <0,

fOu®) = MAcos(wt + 1)) = f(—AAcos(wt + ¢))
= —\Ae"
= Me"
= Af(Acos(wt+ ¢))
= Af(u(t)).

Dakle, i drugi uslov u (I1.2.1.1) je zadovoljen.
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Ovim smo dokazali da je f izomorfizam prostora X, na prostor C, tj.
da su ovi prostori izomofni. O

Zahvaljujuéi izomorfizmu prostora X, i prostora C, analiza linearnih
sistema, sa prosto-periodiénim oscilacijama se znagajno pojednostavljuje.
Naime, sva izraCunavanja koja treba sprovesti nad prosto-periodiénim os-
cilacijama u prostoru X,, se mogu sprovesti nad odgovarajué¢im kompleksnim
brojevima u prostoru C, a zatim je potrebno samo interpretirati rezultate
u prostoru X,. Tipi¢an primer se pojavljuje u elektrotehnici kod analize
linearnih elektri¢nih kola sa naizmeni¢nom strujom.

Na kraju, primetimo da je, s obzirom na pokazani izomorfizam i teoremu
11.2.1.3, i ovaj vektorski prostor X,,, kao i vektorski prostor kompleksnih bro-
jeva nad poljem R, dvodimenzionalan. Dakle, bilo koje dve linearno neza-
visne ne-nula prosto-periodi¢ne oscilacije®> mogu se uzeti za bazu linearnog
prostora X,,.

1.3 Normirani prostor i unitarni prostor

11.3.1 Normirani prostor
/

U dosadagnjim razmatranjima linearni prostor X je bio definisan kao
Abelova grupa nad poljem K. Prema tome skup X je imao samo algebarsku
strukturu. Bag zbog te Cinjenice osnovni pojmovi geometrije trodimenzion-
alnog prostora, kao §to su rastojanje, ugao, upravnost (normalnost), itd.,
nisu do sada nagli svoje mesto u opstoj teoriji linearnih prostora. Uvodenjem
pojma norme u linearni prostor mi algebarskoj strukturi prostora X do-
dajemo topologku strukturu koja je zasnovana na pojmu restojanja i tako
dolazimo do pojma sloZenije matematicke strukture, koja omoguéava da se
u mnogim problemima klasitne analize, na izgled raznorodnim, nadu za-
jednicke crte i ovi podvedu pod iste opéte principe.

Definicija 11.3.1.1 Linearni prostor X nad poljem K (C ili R) je normi-
ran ako postoji nenegativna funkcija v — ||u||, definisana za svako u € X,
takva da je

(1) |I6l=0 i Jul|>0 za u##6 (definisanost),
@) [Aull = A flul (homogenost),

® Ne-nula prosto-periodi¢ne oscilacije sa potetnim fazama ¢ i @a su linearno zavisne
(kolinearne) ako su te faze jednake (1 = ) ili ako se razlikuju za 7, tj. ako je o1 = ot
(videti (11.2.2.2)). '
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(3) flu+ vl < |l + v (relacija trougla),

gde suu,v € X i A€ K. Za ovakvu funkciju u — ||ul| kazemo da je norma
ili duZina vektora u.

Dakle, norma ili duzina vektora je nenegativan broj |ju|| koji se pridruzuje
vektoru v € X, pri ¢emu to ,pridruzivanje“ mora imati osobine date defini-
cijom I1.3.1.1. Pokazaé¢emo da ta funkcija v — ||u|| ima sva svojstva duZzine
klasitnog vektora, tj. udaljenosti dveju tataka prostora, odnosno apsolutne
vredenosti realnog broja.

Primer 1. U primeru 1 na strani 60 smo videli da je skup R linearni
prostor nad poljem R. Ovaj prostor se moze normirati ako uvedemo normu
elementa A € R sa ||A|| = |A], §to moZemo tvrditi s obzirom da su nam dobro
poznata svojstva (1), (2) i (3) iz definicije 11.3.1.1, za apsolutnu vrednost
realnog broja.

Imajuéi ovo u vidu, moglo bi se reéi, da je funkcija u — |ju|| prosirenje,
na, elemente opsteg linearnog prostora, funkcije A — || koja broju A € R
pridruZuje njegovu apsolutnu vrednost. A

Primier 2. Linearni prostor polinoma P, na segmentu [a, b] moze postati
normiran ako za svako u € P, uvedemo normu, na primer, pomocu

b| = t)|.
Jul = ma u(®)
Za ovu normu kaZemo da je uniformna norma. A

Primer 3. Vektorski prostor Vo(F) je normiran jer se za svaki vektor
7 moze uvesti norma vektora kao intenzitet tog vektora, tj. ||7]| = || = r,
pri éemu je lako proveriti da su ispunjeni svi uslovi iz definicije 11.3.1.1.

Ako bismo definisali pravougli koordinatni sistem sa bazom B = {7, 7, E},
tada se intenzitet vektora 7 = 37+ y7+ zk moze izraziti u obliku

(I1.3.1.1) IFl =r =22+ y?+22. A

Neka su M, i My proizvolnje tacke u prostoru tacaka E, odredene svojim
vektorima polozaja 7 = O_M'l i T = OMsy. Tada je MoMy = 7 — 73, pa
je rastojanje izmedu taCaka M; i M jednako intenzitetu (duzini) vektora
MyMy, tj. |MyM| ili | My M|, s obzirom da je |[MyMi| = | My Ms|. Dakle,
ako to rastojanje izmedu tataka My i My, odnosno vrhova vektora 7 i 75,
oznatimo sa d(,7s), tada imamo

— e — — ~ — —
d(71,7) = |Mi M| = |71 — 7| = ||y — 72|
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Ako u dobijenoj jednakosti vektore 7 175 iz prostora Vo (F) zamenimo sa
vektorima w i v iz nekog normiranog prostora X, dobijamo ovakvu formulu

(IL.3.1.2) d(u,v) = [Ju — v (u,v € X)

koja bi, imajuéi u vidu uspostavljenu analogiju, trebalo da predstavlja ,,meru
rastojanja* izmedu vektora u,v € X.

Lako je proveriti da funkcija definisana sa (I1.3.1.2) ima sledeéa svojstva:
(u,v) >0 zasve u,v€ X,

(u,v) =0 onda i samo onda, ako je u = — v,

(u,v) = d(v,u) zasve u,v € X,

(u,v) = d(u,w) + d(w,v) zasve u,v,w € X.

Skup X, u kojem je zadata funkcija d koja svakom paru u,v € X pri-
druzuje nenegativan realan broj d(u, v) s navedenim svojstvima (koja, inace,
ima i klasiéno rastojanje izmedu tacaka u prostoru) zove se metricki prostor,
a funkcija d se zove metrika ili rastojanje u tom prostoru X. Dakle, normi-
rani prostor je istovremeno i metri¢ki prostor (u odnosu na metriku koja je
inducirana normom, tj. u odnosu na metriku datu formulom (I1.3.1.2)).

Primetimo da je za postojanje metri€kog prostora dovoljno da imamo
neprazan skup X i metriku d, tj. da skup X ne mora biti linearan prostor,
a da moze da bude metric¢ki prostor (ako postoji funkcija d sa pobrojanim
svojstvima). Drugim refima, pojam metrickog prostora je §irl nego pojam
normiranog prostora.

Sada, ||u]| vektora u iz normiranog prostora X moZemo shvatiti i kao
rastojanje tog vektora u od nula vektora € € X, s obzirom da vaii

lull = llu -0l = d(u,0).

Primer 4. Vektorski prostor R" se moze na razli¢ite nadine normirati

uvodenjem neke od normi elementa x = (z1,...,2,) pomocu
n i/p
(11.3.1.3) lzll, = (Z mw) (1 <p<+4o0)
k=1

llz||oo = pax |z
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Od svih normi (IL.3.1.3), najcesée se koriste norme za p = 11ip = 2, tj.

norime
n n 1/2
lelh =zl il = (Z nxkﬁ) .
k=1 k=1

Norma za p = 2 poznata je kao euklidska norma. i Cesto se oznacava sa ||| z.
Specijalno, u prostoru R?® euklidska norma vektora svodi se na (I1.3.1.1)
Primetimo da je rastojanje (koje proizilazi iz euklidske norme) izmedu vek-
tora u = (z1,y1,21) i v = (T2, Y2, 22), gde u,v € R?, dato sa

d(u,v) = lu —v|g = V(21 — 22)% + (11 — ¥2)% + (=1 — 22)%,

§to nam je dobro poznata formula za rastojanje dve tatke u trodimenzional-
nom prostoru sa koordinatama (z1,y1,21) 1 (z2,y2, 22).

Napomenimo da se u slu¢aju n = 1, tj. u sluéaju vektorskog prostora R,
sve ponudene norme svode na normu datu u primeru 1 na strani 79. JAN

Postojanjem norme u linearnom prostoru, on automatski postaje i metri-
¢ki prostor, a to nam omoguéuje da razmatramo razli¢ite pojmove i probleme
koji su u vezi sa pojmom ,rastojanja“, pa tako i probleme konvergencije
nizova tacaka u X.

Neka je X normirani prostor i neka je ug (k=1,2,...) jedan niz tataka
u X. Nizove ¢emo kratko oznacavati sa {ug }ren.

Definicija I1.3.1.2 Niz {uy}reny u normiranom prostoru X konvergira ka
tacki u € X, ako za svako £ > 0 postoji prirodni broj kg tako da

k> ko = dup,u) = |lug —ul| <e.
Za u kaZemo da je grani¢na vrednost niza {uy }ren 1 pisemo up — u (k — 00)
ii Im v, = u.

k—+o00

Definicija 11.3.1.3 Niz {uj}reny v normiranom prostoru X je Cauchyev®
niz ako za svako € > 0 postoji prirodni broj kg tako da

m >k >k = d(um, ug) = |lum — wl| < e

Definicija I1.3.1.4 Metric¢ki prostor je kompletan prostor ako u njemu sva-
ki Cauchyev niz konvergira.

4 Augustin Luis Cauchy (1789-1857), veliki francuski matematicar.
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Definicija 11.3.1.5 Za kompletan normirani prostor kazemo da je Bana-
chov® prostor.

Dakle, Banachov prostor je jedna slozena struktura koja u algebarskom
pogledu ima strukturu linearnog prostora, a u topolo§kom jednu, na speci-
jalan naéin uvedenu, metricku strukturu u odnosu na koju je svaki Cauchyv
niz u tom prostoru konvergentan.

11.3.2 Unitarni prostor

Uvodenjem pojma skalarnog proizvoda u op§ti linearni prostor X u mo-
guénosti smo da govorimo o uglu izmedu elemenata (vektora) linearnog
prostora X, pa tako 1 o njihovoj medusobnoj upravnosti (normalnosti)—
ortogonalnosti, §to je do sada bila privilegija klasi¢nih vektora iz prostora
Vo(E). Uz to, skalarnim proizvodom se u prostor X, na jedan specijalan
nadin, uvodi norma, pa prema tome i metrika (rastojanje) i svi oni pojmovi
koji su u vezi sa rastojanjem.

Definicija 11.3.2.1 Vektorski prostor X nad poljem K realnih ili komplek-
snih brojeva naziva se prostor sa skalarnim proitzvodom ili unitarni prostor
ako postoji funkcija (-,-): X2 — K koja za svako u,v,w € X i A € K
zadovoljava sledeée uslove:

1) (u,

e

) >

0
2) (u,u)=0 & u=20,

4y (Au,v) = AMu,v),

1) (
@) (
(3) (vt vw) = (v,w) + (v,w),
(4) (
(6) (

u,v) = (v, u).
Funkcija (u,v) se naziva skalarni proizvod.
Teorema I1.3.2.1 Za skalarni proizvod vazi:
1° (u, Av) = Au,v),

2° (u,v1 +v3) = (u,v1) + (u,v2),

® Stefan Banach (1892-1945), poznati poljski matematiéar.
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3° |(w,0)? < (u,u)(v,0).

Dokaz. Tvrdenja 1° i 2° se jednostavno dokazuju.

Da bismo dokazali tvrdenje 3°, koje je poznato kao Bunjakowsky®-
Cauchy-Schwarzova’ nejednakost, uzmimo taéku w = u + t(u, v)v, gde je ¢
realno i u,v € X. Kako je, na osnovu (1) iz definicije 11.3.2.1,

(w,w) = (u -+ tu, 0}, 1+ Hu, v)v) > 0,

o

koriéenjem osobina (3)—(5) iz definicije I1.3.2.1 i osobina 1° i 2° zakljucu-

jemo da je
(u, ) + 2(u, 0) %t + | (u, 0) *(v,0)” 2 0,

odakle sleduje da diskriminanta D dobijenog kvadratnog polinoma po ¢ sa
realnim koeficijentima mora biti manja ili jednaka nuli, tj.

2 )l ~ (o) Pl u)o,0) <0

Iz poslednje nejednakosti, za (u,v) # 0, sleduje nejednakost 3°.
Za (u,v) = 0, nejednakost 3° je trivijalno ispunjena. a

Unitaran vektorski prostor moZe se normirati uvodenjem norme pomocu

(11.3.2.1) lull = V/(u,u),

s obzirom da funkcija u — /(u,u) ispunjava sve uslove iz definicije I1.3.1.1.
Zaista, s obzirom na (1) i (2) definicije I1.3.2.1, imamo

llufl >0 i Jull=0eu=46,

a na osnovu (1) definicije 11.3.2.1 1 1° teoreme I1.3.2.1 je

INull = v/ (hu, Au) = /AN, 1) = VAR (u, w) = AV (1) = [A][|ul].

Najzad, ako koristimo uvedenu oznaku (I1.3.2.1), nejednakost iz 3° teoreme
11.3.2.1 uzima oblik

(IL.3.2.2) |(u, 0)] < lullllv]]

5Viktor Jakovievié Bunjakowsky (1804-1889), ruski matematicar.
"Karl Herman Amandus Schwarz (1843-1921), nematki matemati¢ar.
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pa imamo
lut o’ =(utv,utv) = (su)+(v,0)+ (uv)+(v,u)
ull® + Jfoll® + (u, 0) + (u, v)
= ul® + llvll* + 2Re (u,v)
< ull® + floll® + 2 (w, )]
< Ml ol + 2l ol
"< (hull + I1ol)?,
. o
llw + ol < llull + [0l
Dakle, stvarno \/(u,u) ima sve osobine norme, tj. vazi ||lul| = v/(u,u).

Za tako uvedenu normu kazemo da izvire iz skalarnog proizvoda.

Ako umesto kompleksnog vektorskog prostora (K = C) imamo realni
vektorski prostor (K = R), tada se osobina (5) u definiciji 11.3.2.1 skalarnog
proizvoda (-,-): X? — R, svodi na osobinu simetrije

() (u,v) = (v, u).
U tom slucaju za prostor X kazemo da je Euklidov ili euklidski prostor.

Posmatrajmo sada proizvoljni euklidski prostor. Nejednakost (I1.3.2.2)
svodi se na
RPN

= Tl Jo] =

§to daje ideju da se uvede jedan geometrijski pojam u op§ti unitaran—eu-
klidski prostor, ugao uzmedu dva vektora u i v, pomocéu

(u, v)
el - Nl
Definicija I1.3.2.2 Unitaran vektorski prostor sa normom (I1.3.2.1) nazi-

va se pred-Hilbertov® prostor. Ukoliko je ovaj prostor kompletan naziva se
Hilbertov.

(u,v # 0)

(I1.3.2.3) co8 ¢ =

Dakle, na osnovu prethodnog, mozemo reéi da je Hilbertov prostor jedan
specijalan Banachov prostor, pa sve §to smo u prethodnim odeljcima, rekli
o Banachovom prostoru vazi i za Hilbertov prostor. Medutim, struktura
Hilbertovog prostora je bogatija (zbog postojanja skalarnog proizvoda) od

® David Hilbert (1862-1943), veliki nemacki matemati¢ar.
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Banachovog prostora, te je u Hilbertovom prostoru mogude uvesti pojmove
koji nemaju analogona u Banachovom prostoru. Takode, do mnogih poj-
mova, koji postoje i u Banachovom prostoru, moZe se u Hilbertovom pro-
storu doéi na specifiéan i, éesto, jednostavniji nacin.

11.3.3 Primeri prostora sa skalarnim proizvodom

Tako je unitarni prostor (prostor sa skalarnim proizvodom) apstraktno
definisan, primeri koji slede pokazuju da niz konkretnih prostora zadovoljava
sve zahteve unitarnog prostora, te da je skalarni proizvod upravo generali-
zacija skalarnog proizvoda klasiénih vektora u trodimenzionalnom prostoru,

U primerima koji slede moramo dati vektorski prostor X i funkciju koja
uredenom paru u,v € X pridruzuje skalar (u,v) € K. Nakon toga treba
verifikovati da tako definisana funkcija zadovoljava sve zahteve (aksiome)
1-b skalarnog proizvoda iz definicije 11.3.2.1. Tada vektorski prostor X i
tako definisana funkcija (u,v) zajedno €ine unitaran prostor koji i dalje
oznaéavamo sa X.

Primer 1. Neka je X = Vy(F) trodimenzionalni vektorski prostor.

Pretpostavimo da je u prostoru Vp(F) zadata baza B = {7, 7, IZ} Neka
su dalje

i=0A=ai+asj+ash i b=0B8 =bii+ byj+ bsk
dva proizvoljna vektora u Vo (E).
Pokazimo da je funkeija (-,-): Vo(E)? — R, definisana pomoéu
(I1.3.3.1) (@,b) = a1by + agby + asbs,
skalarni proizvod. |

Direktno ¢emo proveriti osobine (1)-(4) iz definicije 11.3.2.1 Kako je
Vo(E) vektorski prostor nad poljem R, potrebno je da vazi uslov ('), tj.
(@,b) = (b, @), 5to je otigledno tatno na osnovu (11.3.3.1). '

Kako je (&,@) = a? + a3 + a2, zakljuéujemo da je (&,@) > 0, pri éemu
je (@,d) = 0 ako i samo ako je a; = ap = a3 =0, tj. @ = 6. Takode, za tri
vektora @, b i C(=al+cf+ c;;l;:'), imamo

(@+ b, ¢) = (a1 +bi1)cr + (ag + by)ea + (ag + bs)cs
(a1c1 + agcy + azes) + (brer + baca + bscs)
= (@,0) + (51 6)

Il
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Najzad, za svako A € R 1 svako @, be Vo(E) vaizi jednakost

s

(Ag,b) = (Aa1)by + (Aa2)bs + (Ma3z)bs
= Aaiby + agby + asbg) = M@, b).
)

Umesto oznake (d, l_;), za skalarni proizvod (I11.3.3.1) uobi€ajeno se koristi
oznaka @ - b ili jo§ jednostavnije ab.

Norma koja izvire iz skalarnog proizvoda (I1.3.3.1) je euklidska norma,
definisana pomoé¢u (I1.3.1.1). Dakle, ovde imamo

tj.

Kori§éenjem geometrijske interpretacije vektora, mogude je skalarni pro-
izvod dva vektora uvesti i na jedan drugaciji nadin. Neka vektori @ = OA i
b= O_ﬁ zaklapaju ugao ¢ (videti sliku 1).

B
b _
o =m/2
—A 0! > A
a a
S 1 Sl 2

Primenom kosinusne teoreme na trougao OAB dobijamo
| BA[’=|OA|" + | OB |* ~2| 04| | 0B | -cosy,
tj.
(11.3.3.2) | — b|? = |@|% + [B]> — 2|@||b] cos o
jer je BA = a —b.
S druge strane imamo

=, -, -

& — B> = (@ b,8 - b) = (&a) - (@b) — (b, + (b,
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t-

(11.3.3.3) @ — 0% = | + |b]* - 2(@, b).
Poredenjem (I1.3.3.2) i (I1.3.3.3) dobijamo jednakost

(11.3.3.4) (@,b) = @b = |a@||b] cos ¢,

koja se obi¢no uzima za definiciju skalarnog proizvoda dva vektora s obzirom
da je njegova forma nezavisna od izabrane baze u prostoru Vp(E). Nije tesko
pokazati da su definicione formule (I1.3.3.1) i (11.3.3.4) ekvivalentne.

Na osnovu (11.3.3.4), zaklju¢ujemo da je skalarni proizvod dva vektora @
i b skalar, tija se vrednost nalazi izmedu —ab i +ab. Otigledno, iz uslova
@b =0 sleduje da je

i=d V b=36 V p=1/2

Dakle, skalarni proizvod dva vektora @ i b jednak je nuli ako je bar jedan
od vektora jednak nula-vektoru ili ako su vektori ortogonalni, tj. ako je
@ = /2. Na slici 2, na strani 86, prikazani vektori @ i b su ortogonalni.

Kako su nasi bazisne vektori {7, 7, k} ortogonalni i jediniéni, imamo

=1, 7 7=0, 7 k=0,
=0, 7r=1 7k=0,
k=0, k-7=0, kk=1.

Za takvu bazu {7, 7, k} kazemo da je ortogonalna baza. Stavide, koristi se
termin ortonormirana baza, ukazujuéi time da su u pitanju bazisni vektori
sa normama (u naem sluéaju, intenzitetima) jednakim jedinici.

Ako formiramo skalarne proizvode vektora
= a17+ as7+ ask,
redom, sa bazisnim vektorima, 7, 7, k , dobijamo
ar= a1, GJ=ay, d’l_i;:
S druge strane, na osnovu (I1.3.3.4), imamo

—— b p

dar=acosqa, @j=acosf3, dk=acosv,
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gde su a, 3, v uglovi koje vektor @ zaklapa redom sa vektorima 7, 7, k. Dakle,
vektor @ se moZe predstaviti u obliku

(I1.3.3.5) @ = a(cos af + cos 87 + cosvk).
Kako je |@| = a, zakljutujemo da je
cos? v+ cos® B + cos?y = 1.
Kosinusi uglova «, 3,7 mogu se odrediti pomocu
al as . as
cosa=—, cosff=—, cosy=—.
a’ - a a

U opétem slucaju, koridéenjem skalarnog proizvoda dva vektora moguée
je odrediti ugao ¢ koji oni zaklapaju. Tako imamo

cosp = QIE _ a1by + agby + azbs
ab /ol + a3 +a] o7+ 05+ 0]

gto dodatno opravdava ranije datu formulu (11.3.2.3) i njen geometrijski
smisao u opStem unitarno—euklidskom prostoru.

Specijalno, neka su u prostoru Vo (E) dati vektori @ = 20+ k i b =
47 + 7— 3k. Kako je njihov skalarni proizvod

b= (2+E)(4T+7—3k) =2-440.1+1-(=3) =5,
a intenziteti
o=3=vV2+02+12=v5 i b=|b=+/42+12+(=3)2 = V26,

zakljuéujemo da je ¢ = arccos(1/5/26). A

Primer 2. Lako je proveriti da vektorski prostor R™ postaje euklidski
ako se skalarni proizvod uvede pomoéu

n
(I1.3.3.6) (z,9) =D Tk,
k=1

gde su z = (xla'--;mn) ly= (yla"'ayn)'
Za vektore baze {e1,eg,...,e,}, date u primeru 4 na strani 66, mozemo
re¢i da su medu sobom ortogonalni s obzirom da je (e;, ex) = 0 (¢ # k), pana
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osnovu (11.3.2.3) zaklju¢ujemo da je ,ugao“ izmedu vektora e; i ey (i # k)
jednak /2.
Norma koja izvire iz skalarnog proizvoda, u ovom sluéaju

loll = /(or2) = o + -+ at,

je, u stvari, euklidska norma ||z||g (videti primer 4 na strani 80).

Lako je videti da za vektore ortogonalne baze {e1, ez, ..., ey} vaii, |le;] =
1 (i=1,...,n), paje dakle {e1,eq,...,e,}, u stvari, ortonormirana baza
u R™.

Na osnovu (I1.3.2.3), ugao izmedu vektora x i y odreden je sa
Tiyr + -+ TpYn
Vet ta i+ gl
Sli¢no, ako razmatramo kompleksan vektorski prostor C*, skalarni pro-
izvod je moguée uvesti pomodu

Cos @ =

n
(wa y) = Z ZkYy-
k=1
Primetimo da se koordinate vektora y pojavljuju kao konjugovane vrednosti.

Bunjakowsky—-Cauchy-Schwarzova nejednakost u C™ ima oblik

n
Z Tk
k=1

o

n 1/2 , n 1/2
<(Swt) (Twe) . s
k=1 k=1

Primer 3. Neka je Cla, b] linearni prostor realnih neprekidnih funkcija
na segmentu [a,b] iz primera 3 na strani 61. Za dve funkcije u,v € Cla, b]
generalizacija formule (11.3.3.6) daje

b
(u,v) = / w(t)u(t) dt

Iz osobina integrala sledi da su zadovoljeni zahtevi (1), (3), (4), (5"), a
uslov (2) iz definicije I1.3.2.1 proizilazi iz ¢injenice da

b
() = [ u(P dt =0

i neprekidnost funkcije u(t), povlage u(t) = 0 za svako t € [a,b], tj. v = 0.
A .
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11.3.4 Konstrukcija ortogonalne baze

U prethodnom odeljku pominjali smo ortogonalnu i ortonormiranu bazu
u euklidskim prostorima Vp(E) i R" i pojam ortogonalnosti je proizilazio iz
formule (I1.3.2.3) za euklidske prostore.

Medutim, moze se definisati i ortogonalnost dva vektora u bilo kakvom
unitarnom prostoru X (ne samo euklidskom) sa skalarnim proizvodom (-, ).

Definicija I1.3.4.1 Vektori u i v iz X su ortogonalni ako je (u,v) = 0.

Ortogonalnost vektora w i v oznaCavamo sa u | v. Vodeti ratuna o
definiciji norme, lako je pokazati da iz u L v sleduje

lu +o* = [[ul® + (o]
(uopsteno Pitagorino pravilo).

Definicija I1.3.4.2 Skup vektora U = {uj,ug,...,u,} u unitarnom pros-
toru X je ortogonalan ako je (u;,ur) = 0, za svako 1 # k. Ukoliko je i
lugll =1 (k=1,2,...,n), kazemo da je skup U ortonormiran.

Neka je U = {uy, ug,...,u,} proizvoljan skup ortogonalnih nenula vek-
tora. Pokazimo, najpre, da je ovaj skup linearno nezavisan.

Ako podemo od jednakosti
AUy + Agg + -+ Apuy, = 0

i obrazujemo skalarni proizvod sa proizvoljnim vektorom uy (1 < k < n),
dobijamo

A (ur, ug) + Aa(ug, ug) + -+ + Anlun, ur) = (6,u) =0,

§to se, zbog ortogonalnosti, svodi na Ag(ug,ur) = 0. Kako je (ug,ux) =
llugl|? # 0 i k proizvoljno, sleduje Ay = 0, §to znadi da je posmatrani skup
vektora linearno nezavisan.

Jedan ortonormiran skup B* = {u},u3,...,u}} predstavlja bazu u X
ako se svaki vektor 4 € X, na jedinstven nagin, moZe da predstavi linear-
nom kombinacijom

(IL.3.4.1) u = Tu} + Tous + - + Tpuy
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Otigledno, ovo je moguce ako je dim X = n. Za takvu bazu kazemo da je
ortonormirana. Ukoliko imamo ortogonalnu bazu B = {u1,us, ..., u,}, tada
se vektori ortonormirane baze B* = {u},u,...,u;} jednostavno dobijaju

pomoéu
U

| T
Skalare z1, 3, ..., Zn, tj. koordinate vektora u u ortonormiranoj bazi B*,

mozemo dobiti formiranjem skalarnog proizvoda (u,u}). Tada iz (IL.3.4.1)
sleduje

up = (k=1,2,...,n).

wk:(u7ult) (k:]-)zoan)

Napomenimo, takode, da se skalarni proizvod dva vektora u i v pred-
stavljenih u obliku (I1.3.4.1)

u =Ty + zoub + -+ Tpus, U= yiu] +youl + o+ yaug,

svodi na
(u,v) = x1§1 + T202 + -+ + TnTn .

Naravno,
(wyu) = [[ul]? = |1 * + |22 + - - + |oal.

Zbog jednostavnosti u primenama, ortogonalna baza ima prednosti nad
algebarskom bazom u unitarnom prostoru. Zato je od interesa prouciti pos-
tupak za konstrukciju ortogonalne baze.

Neka je dat skup linearno nezavisnih vektora {vi,vq,...} u unitarnom
prostoru X. Postupak kojim se ovom skupu vektora moze pridruziti ortog-
onalni sistem vektora {ui,uq,...}, tako da se lineali nad ovim skupovima
poklapaju, poznat je kao Gram Y-Schmidtov 10 postupak ortogonalizacije i
on se moze iskazati na sledeéi nagin: '

Uzmimo najpre u; = v1, a zatim us predstavimo u obliku
up = v2 + Agruy

gde je o1 nepoznati parametar koji odredujemo iz uslova da je vektor us
ortogonalan sa u;. Tada je

(ug,u1) = (ve,u1) + o1 (ui,u1) =0,

® Jorgen Pedersen Gram (1850-1916), danski matematiéar.
19 Erhard Schmidt (1876-1959), nematki matemati¢ar.
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odakle sleduje

v
)\21 — ( 27“1)
(u1,w)
i )
ty = vy — (v2, w1
(u1,u1)
Pretpostavimo sada da smo konstruisali skup vektora {u1,us,...,ux_1}.

Vektor uy predstavimo u obliku
Uk = Vg + Ap1u1 + Agotio + o0+ Ap p—1Ug—1 -

Tada nepoznate parametre A\g; (i = 1,2,...,k — 1) odredujemo iz uslova
ortogonalnosti vektora wuy sa svim prethodno konstruisanim vektorima wuq,
U9, ..., Up_1. Dakle,

k—1

(ug, ui) = (v, ug) + Z)\kj(u]-,ui) =0 (t=12,...,k—1).
Jj=1

Kako iz ovih jednakosti sleduje

N O G=1,2... k-1,

('u'ia'u'i)
imamo
(I1.3.4.2) up = v §(”k’“i)u~ (k=23,..)
k= Uk 2 (g, ) i 13y .nt)

Dakle, u opstem slucaju, vektori ortogonalnog sistema {uy, ug, ...} mogu
se konstruisati uzimanjem u; = v; i dalje pomoéu formule (I1.3.4.2). Odgo-
varajuéi ortonomirani sistem vektora je {uf,u3,...}, gde su

Ui

T =120,

uy, =

Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije transformiSe skup linearno
nezavisnih vektora {vy,vs,...} u ortogonalan, a samim tim i linearno neza-
visan skup vektora {u;,us, ...}, tako da se lineali nad ovim skupovima pok-
lapaju.

Primer 1. Neka su u prostoru Vp(E) dati vektori

= -

E=2+k b=4T+7—3k &=—T+27+2k.
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Gram—Schmidtovim postupkom ortogonalizacije odrediéemo ortogonal-
nu bazu {#, v, w}.

L

Stavimo, najpre, @ = d@ = 20+ k.

Kako je 4t = 4+04+1 =5 i bt = 84+0—3 = 5, imamo Ag; = —5/5 = —1,
pa je '
T=0b+ Ap@ =47+ 7— 3k — (27 + k) = 20+ 7— 4k.

Kako je, dalje, @0 = 4+ 1+16 = 21, é6 = -2+04+2 =017 =
—2+42—8 = —8, dobijamo X\g; = —0/5 =0 i sy = —(—8)/21 = 8/21.
Tada je

- — — — — 7 8 — — o
’LD':C—I—/\31U~I'>\32’U:—Z+2j+2k+-2-fl-(27,+]-4k),

tj. ;

— (—7+ 107+ 2k).
21( 7+ 107+ 2k)
Odgovarajuéa ortonormirana baza je

{i(zm B), — (204 7 4R)

21

Il

=
w

: “_1165"(_“ 107+ 25)} AN

11.3.5 Ortogonalni potprostori

Sem ortogonalnih vektora u prostoru X, mogudée je razmatrati i tzv.
ortogonalne skupove vektora. Za dva skupa vektora Y, i Yo (Y1,Y2 € X)
kazemo da su ortogonalna ako je svaki vektor u € Y] ortogonalan sa svakim
vektorom v € Y2. Ovu éinjenicu oznacavamo sa Yy L Yy, Ako skup Y sadrzi
samo jedan vektor, na primer Y7 = {u}, tada se moze govoriti o ortogonal-
nosti vektora u na skup Yy. Dakle, u L Y5 ako je vektor u ortogonalan sa
svakim vektorom skupa Ys. Nije teSko dokazati sledeci rezultat:

Teorema I1.3.5.1 Da bi vektor u € X bio ortogonalan na potprostor Y
(Y C X) potrebno je i dovoljno da je on ortogonalan sa svim vektorima
proizvoline baze potprostora Y .

Dokaz. Neka je {v1,vs,..., vy} proizvoljna baza potprostora Y. Ako je
u 1 Y, tada je u ortogonalan sa svim vektorima iz Y, pa i sa vektorima
baze.

Obrnuto, pretpostavimo da je (u,vx) = 0za k =1,2,...,m 1 neka je v
proizvoljan vektor iz Y. Tada se v moZe, na jedinstven nain, predstaviti
pomocu linearne kombinacije bazisnih vektora

v = X1 + Agvg + -+ AU,
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odakle dobijamo
(u,v) = (u, Ad1v1 + Agva + - + Apom)
= Ai(u,v1) + Mo, v) + -+ + A (1, vm) = 0.

Dakle, u LY. 0

Na osnovu prethodnog, zakljutujemo da su dva potprostora Y; i Y, or-
togonalna ako i samo ako su im proizvoljne baze ortogonalne.

Definicija II.3.5.1 Za sumu razlic¢itih potprostora Y1, Ys, ..., Yy, kazemo
da je ortogonelna ako su svaka dva potprostora medu sobom ortogonalna.
Takvu sumu oznafavamo sa

(11.3.5.1) Y=Y10Yo® - @Y.

Teorema 11.3.5.2 Oriogonalna suma Y nenula potprostora Yi, Yo, ..., Y
je wvek direktna suma.

Dokaz. Ako u svakom od potprostora Yy (k = 1,2,...,m) izaberemo
ortonormiranu bazu By, onda se svaki vektor iz ortogonalne sume (11.3.5.1)
moze na jedinstveni naéin izraziti kao linearna kombinacija vektora iz unije
bazisa, tj. iz skupa B = By U By U --+ U By,. Skup vektora B je baza u Y
jer su, zbog ortogonalnosti, svi vektori iz B linearno nezavisni. [

Pretpostavimo da je prostor X ortogonalna suma svojih potprostora Y7,
Yo, ..., Y, tj. da je
X=Y16Y,8..-0Y,.

Kako se vektori u,v € X, na jedinstven naéin, mogu predstaviti u obliku
U=u U+ U, V=014 v2 4 Uy,

gde je ug, v € Yy (k= 1,2,...,m), skalarni proizvod (u,v) moZe se izraziti
jednostavno kao

(’U,,'U) = (’11;1,’()1) + (uQ,UZ) +ee (U’mavm) :

Na kraju ovog odeljka razmotri¢emo slucaj dva potprostora koji su kom-
plementarni (videti definiciju I1.1.6.3 na strani 71).
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Definicija 11.3.5.2 Neka je Y (# {6}) potprostor unitarnog prostora X.
Za skup svih vektora u € X koji su ortogonalni na Y, tj.

L=fueX|ulY}
kazemo da je ortogonalni komplement potprostora Y.

Teorema I1.3.5.3 Ortogonalni komplement Y+ potprostora Y je, takode,
potprostor.

Dokaz. Ako u,v € Y+, tadajeuw LY iv LY. Takode, au+ fBv LY za
svako a, 8 € K, 5to znadi au + fv € YL, a

Teorema 11.3.5.4 Neka je Y potprostor unitarnog prostora X. Tada vaZi
jednakost
X=YeoY™

Dokaz. U potprostorima Y i Y1 izaberimo ortogonalne baze By i By, re-
spektivno. Tada je skup vektora B = By U By, zbog ortogonalnosti, linearno
nezavisan. Potrebno je dokazati da je skup vektora B baza prostora X.

Pretpostavimo suprotno, tj. da B nije baza, a zatim dopunimo ovaj
skup ortogonalnim vektorima do baze. Oznacimo sa e (€ X) jedan od tih
dopunskih vektora. Tada iz éinjenice da je e L By sledujee LY, tj. e € Y1,
Isto tako, iz e L By sleduje e L Y+. Dakle, vektor e istovremeno pripada ¥
i ortogonalan je na Y1, §to je moguée jedino ako je e = 6. Kako nula-vektor
ne moZe biti bazisni vektor, zakljuéujemo da je skup B baza. C

1.4 ZADACI ZA VEZBU

1. Koji od sledeéih skupova vektora ¢ine bazu u vektorskom prostoru R3?
a) (1,0,2), (0,1,0), (4,8,-3);
b) (3,3,0), (0,3,0), (3,0,3);
¢) (7,2,2), (- 3,2,5) (1,2,4);
d) (2,0,3), (-1,2,-1), (1,6,3).

2. Date skupove vektora dopuniti do baze u vektorskom prostoru polinoma
stepena < 3.

a) PL(t) =3 +2t+ 312 - 23, Po(t) =t—t%
b) Pi(t) =1, Pp(t) =3t2, Py(t) =t+t* .
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3. Vektori vektorskog prostora X dati su svojim koordinatnim reprezentaci-
jama u nekoj bazi sa

1 1 1 6
zy=|11], @=]|11], @y=1|2 |, ®= 9
1 2 3 14

Dokazati da vektori dati koordinatnim reprezentacijama xy, &2, 3 1 sami
formiraju bazu, a zatim naé i koordinate vektora datog sa = u toj novoj bazi.

4. Da li sledeéi skup vektora P predstavljé linearan potprostor vektorskog
prostora R3; ako jeste, odrediti mu jednu bazu i dimenziju.

a) P = {(%1,0,z3) | 1,23 € R},

b) P ={(z1,z9,23) | 21 + 22 +23 =0 A z1,29,23 € R},
c) P={(z1,20,23) | 21 + 22+ 23 =1 A 21,29,23 € R},
d) P = {(z1,z2,23) | 1 = 3 N x1,%2,23 € R}.

5. Neka su u,v,w € X, gde je X unitarni prostor (prostor sa skalarnim
proizvodom). Ako je

(w,v) =1+14, (u,w)=1,

odrediti
(v,u), (u,v+2w), (u,iw).

6. Odrediti dimenziju i jednu bazu potprostora X unitarnog prostora R3,
gde je

X ={(m,0,m) | m € R}.
U skupu X naéi sve jedini¢ne vektore (vektore ¢ija je norma koja izvire iz

skalarnog proizvoda jednaka jedinici) i odrediti ugao izmedu njih.

7. Dokazati da su vektori
Uy = (la 1’0a0)a Uz = (ana lal)a Uz = (27 1>0a0)a Ugq = (0)070a3)a

unitarnog prostora R%, linearno nezavisni. Polazeéi od ovog skupa vektora
{u1, u2,us3,uq}, primenom Gramm-Schmidtovog postupka ortogonalizacije,
odrediti skup ortogonalnih vektora {v1,ve,vs,va}.
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LINEARNI OPERATORI,
MATRICE I
DETERMINANTE

I11.1 LINEARNI OPERATORI

II1.1.1 Pojam linearnog operatora

Neka su X i Y linearni prostori nad istim poljem skalara K. Radi jedno-
stavnijeg pisanja, oznaavacemo nula-vektor i unutrasnju i spoljasnju kom-
poziciju na isti nacin (6, +) u oba prostora.

Preslikavanje A prostora X u prostor ¥ oznaavamo sa u — g = A(u)
ili jednostavno sa

(II1.1.1.1) urr g = Au

kad god je to moguée. Umesto termina preslikavanje ili funkcija, odsad éemo
koristiti naziv operator. ' '

Prostor X se naziva oblast definisanosti operatora A. Element ¢ iz
(IIL.1.1.1) naziva se slika elementa u, a sam element v original. Skup svih
slika, tj. {Au | v € X}, naziva se oblast vrednosti operatora A i oznatava
se sa A(X). U slucaju, kada svakom elementu g € A(X) odgovara samo
jedan original, za operator se kaZe da je obostrano jednoznaéan, tj. da je
preslikavanje A bijekcija prostora X na A(X).

U daljem razmatranju interesuju nas samo tzv. linearni operatori, koji
imaju znagajnu ulogu u op$toj teoriji operatora. Posebno su interesantni

97
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linearni operatori na konatno-dimenzionalnim prostorima jer su oni u uskoj
vezi sa nekakvim posebnim Semama brojeva koje zovemo matricama kao i
sa teorijom koja je iz toga nastala,.

Pre nego §to definiSemo linearni operator, definisa¢emo aditivni operator
i homogeni operator.

Definicija I11.1.1.1 Operator A: X — Y je aditivan ako je
A(u +v) = Au + Av
za svako u,v € X. '

Teorema IIL.1.1.1 Ako je A: X — Y aditivni operator, tada je A8 =6 1
A(—u) = —A(u) (u € X).

Dokaz. 1z
Au = Alu+0) = Au + A0

sleduje da je A6 nula-vektor u Y, koji éemo, shodno gore uvedenoj konven-
ciji, opet oznaditi sa 6, tj. A0 = 6.
Isto tako, iz

0=A0 = Alu+ (—u)) = Au + A(—u)

sleduje

A(—u) = —Au,

tj. slika simetritnog elementa od « poklapa se sa simetriénim elementom
slike od u. O

Definicija I11.1.1.2 Operator A: X — Y je homogen ako je
A(du) = A Au
za svako v € X isvako A € K.

Primetimo da na osnovu homogenosti operatora A: X — Y i rezultata,
teoreme 11.1.2.1 na strani 59, takode imamo

A9 = A(0u) = 04u = 0

Al=u) = A((-1)u) = (-1)Au = —Au,

§to su i rezultati teoreme 111.1.1.1 za aditivni operator A.
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Definicija 111.1.1.3 Operator A: X — Y je linearan ako je istovremeno
aditivan i homogen, tj. ako za svako u,v € X isvako A\ p € K imamo da je

A(Mu + pv) = Mu + pAv.

Definisimo dva specijalna linearna operatora: nula operator i identicks
operator.

Definicija 111.1.1.4 Za operator O: X =Y, za koji je Ou = 0 za svako
u € X, kaZemo da je nula-operator.

Definicija I11.1.1.5 Za operator Z: X — X, za koji je Tu = u za svako
u € X, kaZemo da je identicki operator.

Primer 1. Neka je o fiksirani skalar iz polja K i neka je operator
A: X — X definisan pomoéu Au = ou za svako u € X. Operator A je
linearan jer je

AAu ~+ po) = a(du + pv) = (ad)u + (ap)v = (Aa)u + (pa)v,
t].
A+ po) = Maw) + plav) = Mu + pAv.

Ovako definisan operator A naziva se skalarni operator. U specijalnom
slucaju, kada je o = 0, operator A se svodi na tzv. nula-operator O, dok se
za o = 1 operator A svodi na identicki (jedini¢ni) operator Z.

Primetimo da ovaj nula-operator O preslikava svako « € X na neutralni
element 0 € X. VAN

IiI.1.2 Rang linearnog opératora

Neka su, nadalje, X i Y konatno dimenzionalni linearni prostori nad
istim poljem skalara K.

Za linearni operator A : X — Y skup A(X) zove se oblast vrednosti tog
operatoar i oznacava se sa R4, tj. R4 = A(X). Nije tesko utvrditi da je
R 4 potprostor prostora Y.

Zaista, za vektore g 1 h iz R 4 postoje vektori u i v iz X sa svojstvom da
je g = Au i h = Av. No tada za svako o, € K imamo

ag + Ph = aAu + fAv = Alau + Pv),

§to pokazuje da linearna kombinacija vektora iz R4 ponovo lezi u Ry4, tj.
R 4 jeste potprostor u Y.
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Sliéno, skup svih v € X za koje je Au = 6 obrazuje potprostor u X.
Taj potprostor se zove nula-potprostor ili jezgro operatora A i oznalava se
sa N 4 ili ker A, tj

Ngy=ker A={ueX|Au=0}

Potprostori R4 1 N4 prvi su potpuno odredeni i vazni pratioci svakog
linearnog operatora. Zbog toga mnoga pitanja u vezi operatora A zavise u
prvom redu od tih dvaju potprostora.

Definicija 111.1.2.1 Dimenzija potprosto.ra R4 zove se rang operatora A,
u oznaci 74 ili rang A, a dimenzija potprostora N4 defekt operatora A i
oznatava, se sa n4 ili def A.

Veza izmedu ranga i defekta data je sledeCom teoremom:

Teorema I11.1.2.1 Neka je dimX = n i A: X — Y linerani operator.
Tada je

(I1L.1.2.1) rang A + def A = n.

Dokaz. Da bismo teoremu dokazali uzmimo bazu ey, eqs,...,ex u Ny
i dopunimo je s vektorima eg41,...,e, do baze u X. Svaki vektor u €
X moze se predstaviti u obliku u = ug + ups, gde je ug € Ny, a up je
linearna kombinacija vektora eyy1,...,e,. No tada je Au = A(ug + up) =
Aug + Aups = Aupr. Odavde se vidi da operator A preslikava potprostor
My = L{ek+1,...,en} na Ry4. Pritome su vektori Aegq1, ..., Ae, linearno
nezavisni. Zaista,

n n
Z Oszej =0 = A Z aje; = a,
j=k+1 j=k+1

sto po definiciji potprostora N4 znaci da je )77, ) aje; € Na. No ovo je

mogudée samo ako je ax4+) =+ = ap = 0. Prema tome, vektori
Aepi, ..., Aey
su linearno nezavisni i ¢ine jednu bazu potprostora R4 (Ae; = -+ = Aey, =

6). Dakle, dimR4 =n — k = n — dim N 4, §to smo i trebali dokazati. O

Iz dokaza prethodne teoreme se vidi da vektori ex1,...,e, &ine bazu
potprostora M4 u X, koji je komplement potprostora Ny4. Jasno je da taj
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komplementaran potprostor nije jednoznaéno odreden potprostorom N 4.
No &im se uzme baza u N 4 i ta baza dopuni do baze u X, dobija se moguénost
konstrukcije potpuno odredenog komplementarnog potprostora, za koji smo
pokazali da ga operator A preslikava na R 4, tj. operator A svaki komplement
potprostora N4 preslikava na R 4.

Napomenimo jos da je to preslikavanje A : M 4 — R 4 biunivoko. Drugim
reéima, proizvoljan vektor g € R4 je slika jednog i samo jednog vektora
iz M 4. Naime, ako pretpostavimo postojanje dva vektora wup € My i
uhy € My, za koje je

g = Aup = Auly,

tada imamo
‘A(UM - u/]\/f) - 67

S druge strane, up —uh; € M4 jer je M4 potprostor. Kako je, medutim,
N4N My = {6}, zakljuéujemo da mora biti upr = uly,.

Prema tome, linearni operator A predstavlja biunivoko preslikavanje vek-
tora iz potprostora M4 na R4, tj. A je izomorfizam ovih potprostora pa i
zbog toga vazi da je dim M4 = dim R4 = r4 (videti teoremu I11.2.1.3), tj.
da je Aegyy, ..., Ae, jedna baza prostora R4 (videti teoremu I1.2.1.2).

Na osnovu (II1.1.2.1) imamo
rang A =dim R4 =dim My < dim X =n,

§to znadi da dimenzija oblasti vrednosti operatora ne moZe biti veéa od
dimenzije oblasti definisanosti operatora.

I11.1.3 Linearni prostor L(X,Y)

Skup svih linearnih operatora koji preslikavaju prostor X u prostor Y
(nad istim poljem K), oznaéidemo sa L(X,Y). Taj se skup na prirodan
nadin moze pretvoriti u linearni (vektorski) prostor. Time linearni opera-
tori postaju jedinke, elementi, odnosno vektori izvesnih vektorskih prostora.
Struktura u skupu L(X,Y) odredena je ¢injenicom da su elementi tog skupa,
operatori, tj. funkcije.

Tako, iz definicije operatora sleduje da su dva operatora A, B € L(X,Y)
jednaka ako i samo ako je Au = Bu za svako u € X. U tom sluéaju pisemo-

A=B.
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Definicija 111.1.8.1 Zbir operatora A i B, u oznaci A + B, je operator C
odreden pomoéu

Cu=(A+Bu=Au+Bu  (YueX).

Lako je videti da je ovako definisan operator C = A + B element skupa
L(X,Y). Stavige, vazi sledete tvrdenje (dajemo ga bez dokaza):

Teorema II1.1.3.1 Za svako A, B, C € L(X,Y) imamo:
(1) A+(B+C)=(A+B)+C,
(2) A+O0=0+A=A4,

(3) Za svaki operator A € L(X,Y) postoji jedinstven njemu suprotan ope-
rator —A € L(X,Y) takav da je

At (~A) = (~A)+ A=0,

4) A+B=B+A.

Dakle, struktura (L(X,Y),+) je Abelova grupa. Neutralni element je
nula-operator O (Ou =6 (Yu € X)).

Definicija I11.1.3.2 Proizvod operatora A i skalara A iz polja K je operator
C odreden pomoéu

Cu = (AM)u = M Au) (Vu € X).

Jasno je da M € L(X,Y). Takode, bez dokaza navodimo i sledecde
tvrdenje:

Teorema I11.1.3.2 Za svako A, B € L(X,Y) i svako X\, pp € K vazi

(1) ApA) = (Au)A,

(2) A+p)A=2A+uA,
(3) MA+B) = M+ \B,
(4) 1A= A.

Na osnovu teorema II1.1.3.1 i I11.1.3.2 zakljutujemo da vazi sledede
tvrdenje:
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Teorema II1.1.3.3 Skup L(X,Y), snabdeven operacijom sabiranja kao
unutrasnjom kompozicijom ¢ mnoZenjem operatora skalarom kao spoljasnjom
kompozictjom, obrazuje linearni prostor nad poljem skalara K.

Dakle, polazeéi od vektorskih prostora X 1Y, dolazimo do novog vek-
torskog prostora L(X,Y). Kasnije ¢emo pokazati da je prostor L(X,Y)
konaéno dimenzionalan, ako su X i Y konaéno dimenzionalni, te da je
dimL(X,Y) =dim X dimY!

I11.1.4 Proizvod operatora, regularan i inverzni operator

Definicija I11.1.4.1 Proizvod operatora A: Y — ZiB: X — Y je operator
C=AB: X — Z, definisan pomo¢u

Cu = (AB)u = A(Bu) (Vu € X).

Lako je pokazati da je proizvod linearnih operatora (ako je definisan)
ponovo linearan operator. Jasno je, takode, da komutativnost u opstem
sluéaju ne vazi (§tavise, ako postoji AB uopste ne mora postojati 5.A).

Osobine asocijativnosti proizvoda operatora i distributivnosti proizvoda,
prema zbiru operatora su sa¢uvane, kadgod imaju smisla navedeni proizvodi,
o ¢emu svedodi sledeca teorema.

Teorema IIL.1.4.1 Neka su X, Y, Z, W linearni prostori nad poljem K.
Tada vazi:

(1) A(BC) = (AB)C za svako A € L(Z, W), B€ L(Y, Z), C € L(X,Y),
(2) A(B+C) = AB+ AC za svako A€ L(Y,Z), B,C € L(X,Y),
(3) (A+ B)C = AC + BC za svako A, B € L(Y,Z), C € L(X,Y).

Dokaz. Dokaz asocijativnosti mnoZenja sleduje iz ¢injenice da za svako
u € X imamo:
(A(BC))u = A(BCu) = A(B(Cu)),
(AB)C)u = AB(Cu) = A(B(Cu)).
Za dokaz distributivnosti mnoZenja operatora prema sabiranju operatora
podimo, opet, od proizvoljnog vektora u € X. Tada imamo redom
(A(B + C))u = A((B + C)u) = A(Bu + Cu) = A(Bu) + A(Cu)
= (AB)u+ (AC)u = (AB + AC)u,
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odakle sleduje jednakost (2).
Dokaz poslednje jednakosti izvodi se na slican nadin. ]

Ako za svako u € X = Au € X, tada se moZe definisati iterirani
operator A" (n-ti stepen operatora .A) kao

A" = A(A™Y (neN),

pri ¢emu je A° = 7T identi¢ki operator.
Za operatore A" i A™ (n,m € Ny), s obzirom na asocijativnost proiz-
voda, vazi jednakost
ATA™ = AT,
Za skup linearnih operatora koji preslikavaju X u X, u oznaci L(X, X),
na osnovu prethodnog (videti teoreme I11.1.3.1 i IT1.1.4.1) zakljuCujemo da

vazi sledeéi rezultat:

Teorema I11.1.4.2 (L(X, X), +,-), gde je + sabiranje operatora, a - mno-
Zemje operatora, tma algebarsku strukturu prstena sa jedinicom.

U skupu linearnih operatora koji preslikavaju X u X, za koje obi¢no
kazemo da deluju u X, moguce je odrediti neki podskup operatora koji ima
strukturu grupe u odnosu na operaciju mnozenja operatora. Da bi se odredio
takav podskup potrebno je uvesti pojam regularnog operatora.

Definicija 1I1.1.4.2 Za linearni operator A: X — X kazemo da je regu-
laran ili da je nesingularan ako se njegovo jezgro sastoji samo od nula-
vektora, 6.

Za operator koji nije regularan kazemo da je singularan ili da je neregu-
laran operator.

Primer 1. Skalarni operator A, uveden u primeru 1 na strani 99 je
regularan operator za svako a # 0. Na primer, identicki (jedini¢ni) operator
T je regularan (a = 1), ali je nula-operator O singularan (o = 0). JAN

Regularni operatori poseduju viSe interesantnih osobina;:
1° Defekt regularnog operatora A: X — X jednak je nuli, odakle je

rang A = dim X ;

2° Rq=X;
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3° Za svako g € X postoji jedinstveno u € X takvo da je Au = g (jedin-
stvenost originala);

4° Proizvod konaénog broja regularnih operatora je regularan operator.

Osobina 3° je izuzetno vazna. Da bismo je dokazali pretpostavimo da za
neko g € X postoje dva vektora u, v’ € X takva da je

Au=g i Au' = g.

Tada je A(u — u') = 6. Kako se, s druge strane, jezgro regularnog ope-
ratora A sastoji samo od nula-vektora, zakljuéujemo da je u — u' = 0, tj.
u = u'. Napomenimo da se ¢esto za definiciju regularnog operatora uzima
osobina 3°.

Osobine 2° i 3° kazuju da je regularan operator A bijekcija prostora X
na X.

Ranije smo videli da za proizvod operatora generalno vazi asocijativni
zakon, §to znadi da i na podskupu regularnih operatora koji preslikavaju X
na X ovaj zakon vaii.

Vidimo, takode, da vaizi
(VA: X — X) AT =TA = A,

gde je Z identicki operator u X, za koji smo veé videli da je regularan
operator.

Da bi skup svih regularnih operatora koji deluju u X ¢&inio grupu u
odnosu na mnozenje operatora, dovoljno je jo§ pokazati da za svaki regularan
operator A postoji regularan operator A~!, takav da je

AA = ATTA =T,

Saglasno osobinama 2° 1 3° da svakom vektoru g € X odgovara jedan i
samo jedan vektor u € X, a imajuéi u vidu da su operatori u sudtini funkcije,
moze se za svaki regularan operator A definisati inverzan operator A1

Definicija 111.1.4.3 Neka je A: X — X regularan operator. Za preslika-
vanje A~!, za koje vazi

AN Au) = u (Vu € X),

kazemo da je inverzan operator od A.
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Teorema I11.1.4.3 Neka je A: X — X regularan linearni operator. Tada
je inverzan operator A, takode, reqularan linearni operator.

Dokaz. Neka su Au; = g1 i Aug = go, tj. A7lgy = uy i A gy = uo,
i neka su ¢y i ¢y proizvoljni skalari iz polja K. S obzirom da je A linearan
operator, imamo
A_l(clgl + 6292) = Aﬁl(clAul + CQAUQ)
AL A(erur + cou)
c u) + Cou2
= aAlg+ A g,

I

I

Dokazimo da je i A~! regularan operator.
Za svako g € ker A~ imamo

Atg=06.
Primenom operatora A na levu i desnu stranu poslednje jednakosti dobijamo
‘ A(A™Lg) = A6,
tj. g = 0, jer je A9 = 0. Dakle, jezgro operatora A~! sastoji se samo od

nula-vektora, tj. operator A~! je regularan operator. O

Dakle, skup svih regularnih operatora ¢ini grupu u odnosu na mnoZenje
operatora. Ova grupa nije komutativna. Medutim, mogude je izabrati jedan
podskup Sy regularnih operatora tako da (Sj, ) ima strukturu komutativne

grupe.

IIL.2 MATRICE

111.2.1 Pojam matrice

U mnogim problemima nauke i tehnike veoma je ¢est sluéaj da se po-
javljuju izvesne ,veliCine“ opisane kona¢nim ili beskonaénim nizom brojeva,
na primer,

a1, G2, ..., QGp ili 1, G2y «vvy Opy -
ili pak nekom pravougaonom Semom brojeva, na primer,

aiy a2 ... Gln
ag1 422 a2n

ml  Gm2 Gmn
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u kojoj se pojavljuje m vrsta i n kolona. Napomenimo da, ponekad, broj
vrsta i kolona ne mora biti konacan. Jasno je da svaki niz moze biti tretiran
kao pravougaona Sema sa jednom vrstom (m = 1). Obicno, brojevi a;, ili
aij, pripadaju nekom brojnom polju K. U nasim razmatranjima uvek ¢emo
pretpostavljati da je K = R ili K = C. U op$tem slucaju, kao elementi
pravougaone Seme mogu se pojavljivati i drugadije ,veli¢ine®

Definicija II1.2.1.1 Za pravougaonu Semu brojeva a;; € K (i = 1,...,m;
4 =1,...,n), predstavljenu u obliku

11 412 ... Ol

a1 a2 a2n
(111.2.1.1) A= . ,

Ami  Om2 Amn

kazemo da je matrica tipa m x n nad poljem K, a za brojeve a;; kaZemo da
su elementi matrice A.

U zavisnosti od toga da li je polje R ili C, za matrice kazemo da su realne
ili kompleksne matrice.

Umesto oznake (I11.2.1.1) u upotrebi su i oznaavanja

aiy a2 ... QGip aiy @12 ... Oin

az1 Q2 a2n gy a2 GQon,
b

am1l  Gm2 Amn|| Aml ~ Gm2 Qmn

Elementi matrice A sa istim prvim indeksom €ine jednu vrstu matrice.
Na primer, elementi '

Gi1y Q325 -y Qip

¢ine 4-tu vrstu matrice A. Sliéno, elementi sa istim drugim indeksom ¢ine
jednu kolonu matrice. Prema tome, prvi indeks odreduje pripadnost vrsti,
a drugi indeks pripadnost koloni matrice. Element a;; pripada i-toj vrsti
i j-toj koloni matrice A, tj. on se nalazi u preseku i-te vrste i j-te kolone
matrice, pa se za njega kaze da se nalazi na mestu (7,7) u matrici A. Kod
oznafavanja elementa matrice a;;, indekse ¢ i § obi¢no ne odvajamo zapetom,
tj. ne piSemo a; ;, sem u slucajevima kada je to neophodno radi identifikacije.
Na primer, ag;i—1 -1 je element koji se nalazi na mestu (2i —1, j-+1) u datoj -
matrici A. :
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Umesto oznake (I11.2.1.1) Gesto se koristi kraéi zapis
A = [a5]mxn

pri ¢emu a;; predstavlja opsti element matrice A, koja ima m vrsta i n
kolona. Dakle, prvi indeks ¢ uzima redom vrednosti iz skupa {1,2,...,m},
a drugi indeks j iz skupa {1,2,...,n}.

Ako su dve matrice istog tipa, za elemente na mestu (4, j) kazemo da su
odgovarajuéi elementi. Na primer, za matrice A = [asj]lmxn 1 B = [bijlmxn
elementi a;; i b;; su odgovarajudi.

Definicija I11.2.1.2 Za dve matrice A 1 B kazemo da su jednake matrice
ako su istog tipa i ako su im odgovarajuéi elementi jednaki.

To znati da su matrice A = [a;5]mxn i B = [bij]pxq jednake ako i samo
akojem=p, n=qia;=0b; (E=12,...,m;j=12,...,n).

Napomenimo da je jednakost matrica, uvedena definicijom I11.2.1.2, jed-
na relacija ekvivalencije u skupu matrica.

Definicija 111.2.1.3 Matricu tipa m x n ¢€iji su svi elementi jednaki nuli
nazivamo nula-matrice 1 oznatavamo sa Oyy,.

U slucajevima kada ne moze do¢i do zabune, nula-matricu oznatava¢emo
jednostavno sa O.

Matricu tipa 1 X n nazivamo matrice-vrste i tada pri pisanju elemenata
izostavljamo prvi indeks. Na primer, matrica-vrsta je

[al as ... an].

Sliéno, matricu tipa n x 1 nazivamo matrica-kolona. U ovom slucaju,
koristi se i termin vektor-kolona, ili prosto vektor, 1 pri tom se oznacava, sa,

a1
az |
a =
an
U ovom sluéaju za elemente a1, as, ..., a, kazemo da su koordinate ili

komponente vektora a. Cesto za i-tu koordinatu vektora a koristimo oznaku
a; = {(1.}Z

Ako su svi elementi vektora jednaki nuli, govori¢emo da je to nula-vektor
i oznacavademo ga sa oy, ili jednostavno sa o, kada ne moze doéi do zabune.
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Definicija 111.2.1.4 Za matricu tipa

ayy a1 ... in

a9 G927 Aon
(111.2.1.2) A= [aij]an =

Ap1  Gn2 Ann

kazemo da je kvadratna matrica reda n nad poljem K.

Umesto oznake [a;jlnxn, koriséene u (I11.2.1.2), za kvadratne matrice
reda n Cesto se koristi oznaka [a;;]}, koja ukazuje da oba indeksa (7 i j)
uzimaju redom vrednosti od 1 do n.

Svi elementi kvadratne matrice A, kod kojih su oba indeksa jednaka, tj.
elementi ay1, a9, ..., tnp, Obrazuju glovnu dijagonalu malrice A. Sliéno,
elementi aip, agpn—1, ..., ap1 Obrazuju sporednu dijagonalu matrice A.

Kvadratnu matricu D, formiranu samo od dijagonalnih elemenata mat-
rice A, tj. od elemenata na glavnoj dijagonali, oznatavatemo sa diag A.
Dakle,

ary
D =diag A = _ .

a’TlTl.
ili
D = diag A = diag (11, a2, - - -, tpn -

Svi elementi van glavoe dijagonale matrice D = diag A su jednaki nuli.
Dakle, u opstem slu¢aju, ako su elementi kvadratne matrice D = [d;;|T takvi
da je di; = 0 za svako ¢ # j, a bar jedan element na glavnoj dijagonali razli¢it
od nule, za matricu D kazemo da je dijagonaina.

Definicija I11.2.1.5 Dijagonalna matrica reda n €iji su svi elementi na
dijagonali jednaki jedinici naziva se jediniéna matrica i oznacava se sa Ip,.

Prema tome vazi jednakost [, = diag(1,1,...,1).

U slucajevima kada je jasno koga je reda, jediniénu matricu I, oznada-
vamo samo sa I.

Uvodenjem Kroneckerove! delte, pomoéu

(1, i
‘5”‘{0, P

! Leopold Kronecker (1823-1891), nemacki matematicar.
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jedini¢na matrica I, moZze se predstaviti kao
I = 63517
Na kraju, uvedimo i pojam tzv. trougaone matrice:
Definicija II1.2.1.6 Ako za kvadratnu matricu R = [r;|T vazi
1>7 = 71y =0

kazemo da je R gornja trougaona matrica.
Ako za kvadratnu matricu L = [l;;]} vazi
1<) = llJ =0,
kazemo da je L donja lrougaona matrica.

Dakle, gornja i donja trougaona matrica reda n imaju sledeée oblike:

il 12 ... Tin i1
T99 T9n lo1 oo
R: . . ) L:
Tnn ln1 ln2 I .

Primetimo da su svi elementi ispod glavne dijagonale u matrici R, kao 1
svi elementi iznad glavne dijagonale u matrici L, jednaki nuli.

Naravno, matrice ne bi imale takav znacaj kakav imaju u nizu pro-
blema savremene nauke i tehnike, naro¢ito pri konstrukeiji odgovarajuéih
linearnih matemati¢kih modela koji imaju izvesna algebarska svojstva, da
se nad matricama ne mogu sprovoditi razli¢ite operacije, gotovo kao nad
brojevima. MozZemo reéi da one, u izvesnom smislu, uopStavaju brojeve.
Staviée, razvijena je Citava teorija matrica i ona predstavlja jednu.vaznu
oblast savremene matematike, 1 teorijske 1 primenjene. Popularnosti matrica
i odgovarajuéeg ,,matri¢nog racuna“ doprinela je ne samo potreba za takvim
sistemima kojima se veoma, koncizno opisuju relativno obimni fizicki sistemi,
nego i ¢injenica da se na ra¢unskim masinama (radunarima) mogu izvoditi
ratunske operacije koje su definisane medu matricama i koje se izvode u
deliéu sekunde, a za koje bi nam inace trebale godine (nije preterivanje) za
njihovo izvodenje bez racunara.

Linearni operatori i algebra nad njima su u uskoj vezi sa matricama i
operacijama koje se uvode nad njima, iako se teorija matrica moze tretirati
i potpuno nezavisno od vektorskih prostora i operatora.

Mi éemo, ovde, ta] ,matriéni raun® uvesti uz pomoé operacija sa li-
nearnim operatorima i kori$éenjem veza koje postoje izmedu operatora i
matrica.
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I11.2.2 Matrica linearnog operatora na
kona¢no-dimenzionalnim prostorima

Neka su X i Y konaéno-dimenzionalni vektorski prostori nad istim po-
ljem K, dim X = n, dimY = m, i neka je u prostoru X zadata baza
Be = {e1,€2,...,e,}. Neka je, dalje, A: X — Y linearan operator.

U prostoru X uoCimo proizvoljan vektor u. Tada se on moZe na jedin-
stven nacin prikazati kao linearna kombinacija vektora baze B, tj.

(I11.2.2.1) u = x1e] + Toeg + - + Tpen.
Primenom operatora A na (111.2.2.1) dobijamo

Au = A(zier + zoes + -+ + Thep)
= A(zie1) + A(z2e2) + - + A(znen)
= mAe; + z2des + -+ + zpAe,.

Lako je uoéiti da je linearan operator A potpuno odreden ako su poznate
slike bazisnih vektora v; = Ae; (j = 1,2,...,n). Tada je, naime,

Au = 21v; + To9vg + -+ + TpUp.
U prostoru Y uoéimo bazu
By = {fisfore. o fm}
i razlozimo vektore Ae; (i =1,2,...,n) po vektorima baze By. Tada imamo
Aer = a1 fr +aafo+ -+ amifm,
(112.2.2) Aes = ai2f1 + szzfz + ot amafm,
Ae, - ainf1 + aznfz + o+ amn fm-

Na osnovu (II1.2.2.2) formirajmo matricu

aiy ale ... Oip

az1 a922 Aon
A=Ay =

Aml  Gm2 Qmn,

Definicija I11.2.2.1 Za Aj. kazemo da je matrica operatora A: X —Y u.
odnosu na baze Be i By, tim redom.



112 GLAVA III. LINEARNI OPERATORI, MATRICE I ...

Napomenimo da broj vrsta u matrici operatora odgovara dimenziji pros-
tora Y, a broj kolona dimenziji prostora X. Kolone matrice A su, u stvari,
koordinate vektora Ae; (j = 1,2,...,n) u odnosu na izabranu bazu Bj.
Dakle, da bismo odredili element a;; potrebno je primeniti operator A na
vektor ej, i u slici Ae; uzeti i-tu koordinatu 2 §to ¢emo oznafiti sa

(111.2.2.3) . Qi5 = {.Aej},

-

Posmatrajmo sada vektore v € X i vE Y, &ije su koordinatne reprezen-
tacije, u bazama B, i By, date rédom sa

U = T1€] +.’L‘2€2+'t'+$n6n,
v=uy1fi+tyafot+ + ymfm-

Neka je
(111.2.2.4) v = Au,
tj.

> vifi= A(Z %‘61) = > zjde;.
i=1 j=1 j=1

Korigéenjem (I111.2.2.2) imamo

Sovifi=) = (Z aijfz’) ;
i=1 =1 Ni=l

odakle, promenom redosleda sumiranja na desnoj strani, dobijamo

m

Souifi=> (Z aij-Tj) fi
=1 i=1

i=1

Kako je sistem vektora B; linearno nezavisan, dobijamo vezu izmedu
koordinata vektora u i v

n
yi:Zaijmj (é:1,2,...,m),
=1
t].
Y1 = 61121 + a19%2 + - - + G1p Ty,
(I11.2.2.5) Yo = A21%1 + A22%2 + < + A2p Ty,

Ym = Om1T1 + GmaT2 + -+ Qmn Ty,

? Matrica operatora je nad istim poljem skalara K kao i prostori X 1Y,
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Dakle, kod preslikavanja vektora u u vektor v pomoéu linearnog opera-
tora A, pri fiksiranim bazama u prostorima X i Y, veze izmedu koordinata,
ovih vektora date su sistemom jednacina (I11.2.2.5). Koeficijenti ovog sis-
tema jednadina su ofigledno elementi matrice operatora. Prema tome, pri
fiksiranim bazama u X i Y, postoji uzajamno jednoznaéna koresponden-
cija izmedu operatorske jednacine (II1.2.2.4) i sistema jednaéina (II1.2.2.5).
Drugim reéima, operatorski pristup i matriéni pristup® su potpuno ravno-
pravni i dovoljno je tretirati samo jedan od njih. Naime, uvek se iz (111.2.2.4)
moze prei na (I11.2.2.5) i, obrnuto, iz sistema jednatina (I11.2.2.5) na oblik
(IT1.2.2.4). Po pravilu, matri¢ni pristup je jednostavniji za rad.

Promenom bazisa u prostorima X i Y doéi ¢e do promene matrice ope-
ratora. Ovaj problem biée tretiran kasnije.

Razmoti¢emo sada nekoliko primera u kojima dajemo konstrukciju mat-
rica nekih operatora.

Primer 1. Kod nula-operatora O: X — Y imamo
(V’i,j) aij = {Oej}.i = {9}1 = 0.

Dakle, ako je dm X =n i dimY = m, matrica nula-operatora O je nula-
magtrica tipa m X n. A

Primer 2. Kod identickog operatora Z: X — X imamo

1, akojet =17,
045 = {Iej}i - {ej}i = { 0, ako jei #: 7,

§to znadi da je matrica ovog operatora jedini¢na matrica I, &iji red odgovara
dimenziji prostora X. JAN

Primer 3. U primeru 4 na strani 61 i primeru 1 na strani 63 razmatrali
smo vektorski prostor svih polinoma stepena ne viSeg od n, u oznaci P,,. Di-
menzija prostora Py, je n+1. Prirodna baza ovog prostora je {1,,12,...,¢"}.
Definigimo sada, linearni operator D: P, — P,_1 pomodu slika bazisnih ele-

menata
D =kt*!  (k=0,1,...,n).

Ovo je, u stvari, operator diferenciranja, koji jedan polinom iz prostora P,
(dimenzije n + 1) preslikava na neki polinom u prostoru P,_; (dimenzije n).
Nas zadatak je da odredimo matricu D = [dj],,x(n+1) OvOg Operatora.

3 Koristi koordinatne reprezentacije vektora i matricu operatora.
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Kakojee; =71 (j=1,...,n+1)i
Dej = (5 — )2 = (§ — Dej-1,
imamo, za i = 1,...,n,

. i, akojej—1=i,
dij = {Dej}i ={(j — Dej-1}ti = { 0, akojej—1#i.

Uzimajuéi i u prostoru Pp_; prirodnu bazu, za matricu operatora D
dobijamo '

010 ...0

00 2 0
D=1 _ . A

0 0 0 n

II1.2.3 Operacije sa matricama

U odeljcima II1.1.3 i III.1.4 uveli smo operacije sa linearnim operatorima
tako da mozemo odrediti:

1° zbir dva operatora;
2° proizvod operatora skalarom;
3° proizvod dva operatora.

U prethodnom odeljku pokazali smo da je, pri fiksiranim bazisima u pros-
torima X i Y, linearni operator A jednozna¢no odreden svojom matricom
A = [aijlmxn, gde su m = dimY, n = dim X, a elementi matrice dati sa
(111.2.2.3).

Imajuéi u vidu ove &injenice, moguée je uvesti i odgovarajuée opera-
cije sa matricama, uspostavljajuéi na taj nalin dva ekvivalentna pristupa u
tretiranju problema: operatorski i matriéni pristup.

1° Razmotrimo najpre sabiranje dve matrice A 1 B. Ideja za uvodenje
zbira C' = A + B sastoji se u tome da matrice A i B budu, u stvari, matrice
dva linearna operatora A i B 1 da zbir C bude matrica operatora C = A+ B.
Kako je zbir operatora uveden za operatore u prostoru L(X,Y), to proizilazi
da matrice A i B moraju biti istog tipa, recimo m X n, gde su m = dimY
i n=dimX.

Dakle, neka su A = [@ijlmxn 1 B = [bijlmxn. Na osnovu (II1.2.2.3) i
definicije II1.1.3.1 za elemente matrice C = [c¢;j]mxn imamo

Cij = {Cej},- = {.Ae]' + Bej}i,
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t.
Ciy = {«Aej}i -+ {Bej}i = Gy -+ bij-

Ovo sugeride sledeéu definiciju za sabiranje matrica:

Definicija I11.2.3.1 Zbir matrica A = [ai;]lmxn 1 B = [bilmxn je matrica
C= [Cij]mxna gde je

cij = ag; + byj. (i=1,...,m;j=1,...,n).

Primer 1. Neka su

3 -5 3 . ~2 0 4
A‘[o 4—7] ' B—[ 1 -2 3}'

Tada je

1 -5 7
C’-A+B:{1 2m4]. A

2° Razmotrimo sada proizvod matrice skalarom. Neka je A = [aijlmxn
matrica operatora A: X — Y. Sa C = [¢;;lmxn 0znacimo matricu operatora
C = MA. Tada, na osnovu (II1.2.2.3) i definicije 111.1.3.2, imamo

cij = {Cej}i = {AMej}i = M Aej}i = Aayj.

Definicija I11.2.3.2 Proizvod matrice A = [a;jlmxn % skalara X je matrica

Cij = Aagj. (i»::l,...,m;-jzl,...,n).

Primer 2. Za matricu A iz prethodnog primera imamo

9 —-15 9 | -3 5 -3
sa=lo 5 ] -A=| o -0
Za matricu (—1)A = —A kazemo da je suprotna matrica matrici A. Zbir

A 1 —A daje nula matricu. Kori§éenjem suprotne matrice moze se uvesti
oduzimangje matrica istog tipa na sledeéi naéin:

Definicija 111.2.3.3 Razlika matrica A = [aijlmxn i B = [bijlmxn je mat-
rica C = [cijlmxn, gde je

Cij=a1j~—bilj. (i=1,...,m;j=1,...,n).
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Dakle, vaizi
A—B=A+(—B).

3° Razmotrimo sada najslozeniji slutaj — proizvod dve matrice A i B,
koji treba da odgovara proizvodu operatora A: Y — Z 1 B: X — Y. Neka
su prostori X, Y, Z sa dimenzijama n, m, p i bazama

{61,62,...,6n}, {fhf?)"')fm}a {g17927"'?gp}7

respektivno, i neka je proizvod C-= AB: X — Z dat definicijom II1.1.4.1.

Najpre treba ustanoviti dimenzije odgovarajuéih matrica A, B, C. Na
osnovu definicije I11.2.2.1, ove matrice su redom tipa p X m, m X n, p X n.
Dakle, imamo: ’

A= [aij]pxma B = [bij]mxna C= [Cij]pxw
U skladu sa (2.3.3) za elemente matrice C' imamo
cij = {Cejti = {A(Bej) }i-

Na osnovu (111.2.2.2), za operatore A i B imamo

p
»Afk::Za'ukgl/ (k:1)277m)

v=1

m
Bej =Y biife  (G=1,2,...,n),
k=1

odakle sleduje

cij = {Azbkjfk} = {Zbijfk} ;
k=1 k=1

1

.
cij = > baj{Afi};-
k=1

Najzad, kako je {Afk}i = a;k, dobijamo

m
Cij = Y Gikbrj .
k=1

Ovaj rezultat sugerie sledeéu definiciju za mnozenje matrica:
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Definicija I11.2.3.4 Proizvod matrica A = [ailpxm 1 B = [bijlmxn je
mastrica C' = [¢;;]pxn, Ciji su elementi dati sa

m
(111.2.3.1) ci = awby  (E=1,2...,p;j=12...,n).
k=1

Dakle, moZemo zakljuditi:

1° Proizvod matrica C' = AB defininisan je samo ako je broj kolona u
matrici A jednak broju vrsta u matrici B;

2° Broj vrsta u matrici C jednak je broju vrsta u matrici 4;

3° Broj kolona u matrici C' jednak je broju kolona u matrici B,

§to je predstavljeno i na sledetoj Semi:

{
pXm : mXn =
A : B = C

Ako izdvojimo iz matrice A elemente i-te vrste i formiramo vektor-vrstu

[a'il a2 ... Gim],

a iz matrice B elemente j-te kolone i formiramo vektor-kolonu

tada se, na osnovu formule (II1.2.3.1), ra¢unanje elementa c;;, na preseku
i-te vrste i j-te kolone matrice C', moze Sematski prikazati kao ,proizvod“
i-te vrste matrice A i j-te kolone matrice B

cj = laa @z ... am] -

Primer 3. Neka su

13 .
A:[O'ZJ, i B

il

21 -1
11 3 =2|°
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Proizvod AB je matrica tipa 2 X 3. Dakle,

1.24+3-1 1-1+3-3 1-(—1)+3-(—2)}:[5 10 “7}. A

AB=10.044.1 0.144.3 0. (=) +4-(=2)] ~ |4 12 -8

Ako uvedemo vektore x i y kao koordinatne reprezentacije vektora u € X
iv €Y ubazama B i By, respektivno (videti prethodni odeljak),

z 1
oy ' Y2

xr = 1 Yy = . s
Tp Ym

sistem jednaéina (II1.2.2.5) moze se, vrlo koncizno, predstaviti u matri¢nom
obliku

(111.2.3.2) y = Az,

gde je A = Ay, matrica operatora A: X — Y. Formula (I11.2.3.2) je analo-
gon operatorskoj formuli (111.2.2.4).

Osobine koje vaze za operacije kod operatora vaZze i za odgovarajuce
operacije sa matricama. Tako, na primer, osobina asocijativnosti vazi i kod
sabiranja 1 kod mnoZenja matrica. Dakle, jednakosti

A+(B+C)=(A+B)+C i A(BC)=(4B)C

vaze, naravno, pod uslovom da naznadene operacije imaju smisla.

Operacija sabiranja je komutativna, tj. A + B = B + A. Medutim,
mnoZenje dve matrice nije komutativno. Pre svega, ako postoji proizvod
AB, ne mora postojati proizvod BA. Cak i u slu¢ajevima kada postoje AB
i BA (na primer, kada su matrice istog reda), u opstem slucaju je

AB # BA.

Da bismo se uverili u to, posmatrajmo jednostavan primer
2 2 1 1
S O R

0 0 3 3
= Y0 maz]? 7

Tada je
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Dakle, AB # BA. Iz ovog primera se moZe izvuéi jo§ jedan vazan
zakljucak:
AB=0 # A=0 VvV B=0.

Imajuéi ovako definisane operacije sa matricama, skup matrica se moze
posmatrati kao neka algebarska struktura. Tako, na primer, sledeéi rezultat
predstavlja analogon teoremi II[.1.3.1:

Teorema II1.2.3.1 Neka je M,y skup svih matrica tipa m x n. Struktura
(Mmn,+) je Abelova grupa.

Slicno se, kao analogon teoremi I11.1.3.3, moZe formulisati sledeée tvrde-
nje:

Teorema II1.2.3.2 Skup matrica My, ,, snabdeven operacijom sabiranja
matrica i operacijom mnoZenja matrice skalarom, obrazuje vektorski prostor
nad poljem skalara K.

Postavlja se pitanje §ta se moZe uzeti kao baza u ovom prostoru, kao
i to kolika je dimenzija ovog prostora. Nije tesko uociti da se kao baza u
prostoru My, , moZe, na primer, uzeti skup matrica

qulqu: el? ,p=1,....m; g=1,...,n%,
Y mxn ’

Ciji su elementi, koriséenjem Kroneckerove delte, dati pomocu e} = dipdjq.
Ocigledno, dim M,,, = mn. Kako je prostor My, , analogon prostoru
L(X,Y), tj. ovi prostori su izomorfni, to je i dimL(X,Y) = mn, gde su
n=dmX im=dimY. :

Najzad, kao analogon teoremi 1I1.1.4.2 imamo sledeéi rezultat:

Teorema I11.2.3.3 Neka je M,, skup svih kvadratnih matrica reda n, snab-
deven operacijom sabiranja + i operacijom mnoZenja matrice, u oznact - .
Tada je struktura (M, +,) prsten sa jedinicom.

Primetimo da je ta jedinica u stvari jedini¢na matrica I € M, kao neu-
tralni element za mnoZenje matrica iz M,,. Dakle, lako je proveriti da za nju
vazi

Al =TA=A (VA € My).
Naravno, to se i moglo ocekivati s obzirom da je identicki operator Z €
L(X, X), ¢ija je matrica upravo I € M, (videti primer 2 na strani 113),"
neutralni element za mnoZénje operatora iz L(X, X).
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111.2.4 Transponovana matrica

Definicija I11.2.4.1 Transponovana matrica matrice

a1 a1z ... Qip
a1 422 a2n
A= [aij]mxn =
Ami  Gm2 Gmn,
je matrica
a1 a1 ... Gml
T ai2 G692 am?2
A" = [a'ji]nxm = . )
Gln G2n Gmn

(i-ta vrsta u A je i-ta kolona u AT, j-ta kolona u A je j-ta vista u A7).

Primer 1. Ako je A = [_; _3 —;] , njena transponovana matrica
je |
1 -2
AT=1-3 71. A
-1 2

Primer 2. Transponovanjem vektora

a
az
a = . )
Gn,
dobija se matrica-vrsta
aTz[al as ... an]. A

Primer 3. Skalarni proizvod vektora x i y, gde su

acT:[a:1 To ... acn] i yTZ[y1 Y2 ... yn]7
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moze se predstaviti u obliku (videti primer 2 na strani 88 i primer 4 na strani
66)

n
(@9) =Y zyp =y @
k=1

Ako se radi o kompleksnim vektorima, tada je
7
(LB, y) = Z TrYr = y*m7
k=1

gde y* oznatava vektor koji se dobija transponovanjem vektora y i konju-
govanjem njegovih koordinata. FAN

Za operaciju transponovanje vaze osobine iskazane slede¢im teoremama:
Teorema 111.2.4.1 1° (AT)T = 4; 2° A\ 4)T =x4T (\ € Q).
Teorema 111.2.4.2 Ako su A i B malrice istog tipa tada je

(A+B)" = AT + BT,

Teorema I11.2.4.3 Za matrice A i B, za koje je definisan proizvod AB,
definisan je i proizvod BT AT i va#i jednakost

(I11.2.4.1) (AB)T = BT AT,
Dokaz. Neka su A = [aijlmxn 1 B = [bijlnxp. Tada je element na mestu
(4,7) uw matrici AB = C = [¢;j]mxp jednak

n .
cij = aby;  (1<i<m;1<j<p)
k=1

Element c;; nalazi se u j-toj vrsti i i-toj koloni matrice (AB)T, koja je tipa
p X m.
S druge strane, proizvod matrica BT i AT, tj.

byt b1 ... bm a1l Gg1 ... Gml

T T bia by bna a2 a Am2
BTAT = | . :

blp b?p bnp G1n  42n Gmn,
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takode je tipa p x m, pri ¢emu na mestu (4,1) imamo element

n n
bijait + -+ + bnjlin = Y brgaik = »_ Gikbij,
k=1 k=1
sto je, u stvari, element c;;. (|

Matematickom indukcijom moZe se dokazati sledeéi opstiji rezultat:

Teorema I11.2.4.4 Zam matrica A1, ..., An, za koje je definisan proizvod
Ay A, vadi jednakost :

(A Ap)T = AT ... AT,

Ako su elementi matrice a;; kompleksni brojevi, tada se moze definisati
tzv. konjugovano-transponovana metrice, u oznaci A*, pomocu

a1 a1 ... Gm1
. aip G2 G2
A" = [aji]nxm =
Oln  Gon Gmn
Primer 4. Ako je
1—4 21
A= | -3 T7T+4+2{,
-1 2+

konjugovano-transponovana matrica je

Cft+d -3 -1

*
A" = =21 T—20 2—14|°

A

Teoreme I11.2.4.1 — I11.2.4.4 ostaju u vaznosti ako se transponovanje
zameni sa konjugovanim-transponovanjem (i na desnoj strani jednakosti 2°
teoreme I11.2,4.1, umesto A, tada stoji A). Na primer, analogon jednakosti
(II1.2.4.1) je (AB)* = B*A*. Naravno, kod matrica nad poljem R vaZzi
A* = AT,

Primer 5. Neka je u prostoru matrica My o zadata baza (videti teoremu
I11.2.3.2)

o 01 00 0 01\ _ ;i1 mi2 oo o2
B“{[O 0]’ [o o]’ [1 0]3 [0 1]}—{13 B2, B B
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Odrediéemo: (a) matricu operatora transponovanja 7: Moo — My o;
(b) matricu operatora F: My o — Ms o, definisanog pomocu

FX =AX+ XB,
gde su A, B € M, konstantne matrice.
(a) Kako su
TEY =gl TE2_pgR TgE_pgl2 TE2_. g2

na osnovu (II1.2.2.3), za matricu operatora transponovanja u datoj bazi B,
dobijamo ’

OO o
O = OO
SO = O
— O O O

(b) Neka su

A= [all a12] . B [bu b12} '

a91 499 b21 b22
Kako su
FEl — AE'M .y glp— [a11 +b11 bi2] 7
asy 0 |
FE® — AR, B’B — [bo1 a1y + bag| ,
L 0 a1 ]
0]
FEX — AE% + BB - Q12 ’
lag2 + b1y big]
[0 a ]
E22 — AE22 223 — 12
F + B [bo1 aga + baa]|’
t.
FE"Y = (a1 + bn) B+ b1o B2 an B,
FEY2 = by B +(aq1 + ng)Eu—f- ap E??,
FE* = app BN+ (ag2 + bi1) B+ b12 E?2,
FE® = ap B2+ b21E21+(a22 + b22)E22,
za, matricu operatora F u bazi B dobijamo
a1 + by ba1 a12 0
bi2 a1y + b 0 a12
F= JAN
a1 - 0 ag + b1y ba1

0 . agy bia  age + b
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II1.2.5 Stepenovanje kvadratne matrice

Definicija 111.2.5.1 Neka je A kvadratna matrica. Stepen matrice A defi-
nige se pomocu

Al=1, A" =A4A"1 (n=1,2,..).
Jednostavno se dokazuje sledeée tvrdenje:
Teorema II1.2.5.1 Ako su k i m nenegativni celi brojevi, vaze formule
Achm — Ak+m (Ak)m — Alcm'

S obzirom na stepenovanje, mogude je uvesti neke specijalne klase kva-
dratnih matrica.

Definicija 111.2.6.2 Ako je A™ = O za neko m € N, tada za matricu A
kazemo da je nilpotentna. Najmanji broj k € N za koji je A¥ = O naziva se
stepen nilpotentnosti.

Definicija 1I1.2.5.3 Ako je A2 = A za matricu A kazemo da je idempo-
tentna.

Definicija 1I1.2.5.4 Ako je A% = I za matricu A kaZemo da je involutivna.

Primer 1. Neka je A = g g}Tadaje

s _[2 8] [2 3] _[4 12] _[2* 3.2-2
A“A'A“[oz_[oz‘OAL“o 22 |7
5 o_[2 3] [4 12] _[8 36] _[2% 3.3.22
A_A'A“[02_04‘08“0 28 |-

Moze se naslutiti da je

2" 3n2n-1

n_
- (II1.2.5.1) A" = [0 on ]
Da bismo dokazali (II1.2.5.1) koristiéemo metod indukcije.

Tvrdenje je tatno za n = 1.
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Pretpostavimo da formula (I11.2.5.1) vazi za n = k, tj. da je

ok 3fok—1
A"’:[O ok } (k € N).

Tada imamo

2 3] [2F 3kok-1
E+1 _ 4. 4k _ .
.

2k+1l gk 4 1)2k
AIH_l = I: 0 ( zk—H) ] TAN

Napomena 1. Kada su svi elementi na glavnoj dijagonali matrice A me-
dusobno jednaki, za nalazenje stepena A™ moze se koristiti binomna formula.
Metod je posebno efikasan ako je matrica A trougaona. Za matricu A iz
primera 1 imamo

A" = (21 + B)" = 2" + (T;) on-lp 4 <Z> on-2B% ... 4 (Z) B,

gde je B = [8 8} Kako je B2 = O, dobijamo
n _ on Yon—1p _ 2" 3p2n—!
A-2[+<1>2 B—[O on |

Primetimo da je matrica B nilpotentna sa stepenom nilpotentnosti dva. A

Napomena 2. U opStem slucaju, binomna formula

©+Br =Y (Z) -t gt

k=0
vaZi samo ako su matrice C' 1 B komutativne.
Primer 2. Neka je A = [#1 O}. Tada redom imamo

T
.- { 16 - )

) [ )=l el
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Moze se naslutiti da je

w0 o),

agy (’l”l,) 3
pri éemu je tesko identifikovati izraz za agi(n). A

Napomena 3. Pokazatemo kako se za proizvoljnu kvadratnu matricu

drugog reda? A = [Z 2] moze nati n-ti stepen

n_ |a(n) ai2(n)
(I11.2.5.2) A" = [a; () m(n)].

Primetimo da je

(HI253) CL11(0) = a22(0) = 1, k a12(0) = a1 (0) =0
i neka je
(111.2.5.4) 0.11(1) = a, a12(1) - b, CLQ](l) = C, agg(l) =d.

]
/

Kako je A"t! = A . A", na osnovu (I11.2.5.2) imamo

miik e i B R B el

odakle sleduje

a11(n + 1) = aayr(n) + bagi(n), a1 (n+1) =cay(n) + dagl(n),
am(n + 1) = aai2 (n) -+ bagg(’n), a22(’n + 1) = CQ12 (Tl) -+ da22(n).

Ovaj sistem jednacina, uz uslove (I11.2.5.3) i (I11.2.5.4), definige elemente
matrice A", Kako su prve dve jednaéine sistema, evidentno, nezavisne od
poslednje dve jednadine, to ¢emo ih posebno razmatrati.

Sabiranjem prve dve jednagine, uz prethodno mnoZenje prve jednaline
sa d, a druge sa —b, dobijamo

(111255) dan(n + 1) — basy (n + 1) = (ad - bc)au(n).

1 Metod je opsti i vazi za matrice proizvoljnog reda, ali se komplikuje sa porastom reda
matrice.
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S druge strane, povetavanjem indeksa n za jedinicu u prvoj jednadini, nala-
zimo

(I11.2.5.6) a11(n +2) = aai1(n + 1) + bagi (n + 1).
Najzad, eliminacijom ag; (n + 1) iz (111.2.5.5) i (I11.2.5.6), dobijamo
a11(n+2) — (a + d)arr(n + 1) + (ad — be)ayi (n) = 0.
Dakle, dobili smo tzv. diferencnu jednaéinu oblika®
(111.2.5.7) z(n+2) — 2az(n + 1) + Bz(n) =0,

gdesu2a=a+dif =ad-bec

Nije tesko videti da éemo i za ostale elemente matrice A™ imati istu jed-
nainu (II1.2.5.7). Naravno, redenja. ée se razlikovati s obzirom na potetne
uslove (I11.2.5.3) 1 (111.2.5.4).

Pokazademo sada kako se na jedan formalan naéin moZe naéi refenje
jednacine (111.2.5.7).

Pretpostavimo reSenje jednatine (I111.2.5.7) u obliku n — z(n) = A",

Tada imamo da je
)\TH-Q . 2a>\n+1 ’|‘ﬁ>\n =0,

Kako trivijalno refenje A = 0 nije od interesa, zakljuCujemo da ¢e A" biti
resenje jednadine (I11.2.5.7) ako je

(111.2.5.8) 2?2 —2a\+ =0,

Za kvadratnu jednainu (I11.2.5.8) kazemo da je karakteristiéna jednacina
diferencne jednacine (111.2.5.7).

Neka su A1 i Ao koreni karakteristi¢ne jednacine (I11.2.5.8). Razlikova-
¢emo dva slucaja:

SLUCAJ A1 # Ag. Ovaj sludaj se pojavljuje kada je o? # . Tada su A}
1 A redenja jednaline (II1.2.5.7). Takode je i njihova linearna kombinacija,

(I11.2.5.9) z(n) = CLAT + Ca Ay,

reSenje jednadine (I11.2.5.7), pri ¢emu su Cy 1 Cy proizvoljne konstante.
Moze se pokazati da reSenje (II1.2.5.9) sadrzi sva reSenja nase jedna~
gine (I11.2.5.7) kada je a? # (. Zato se refenje (II1.2.5.9) naziva opste

% Jednacine ovog oblika nazivaju se diferencne jednacine. Ovde se radi o tzv. homaogenoj
linearnoj diferencnoj jednadini drugog reda se konstantnim koeficijentima.
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reSenje diferencne jednacine (I111.2.5.7). Napomenimo da je za nalazenje
opsteg reSenja dovoljno poznavati dva linearno nezavisna reSenja jednaci-
ne (II1.2.5.7), §to su, u naSem slu¢aju, upravo resenja AT i A}. Linearna
kombinacija dva takva resenja daje opste reSenje jednacine (I1I1.2.5.7).

Koreni karakteristiéne jednagine (II1.2.5.8) mogu biti i konjugovano-
kompleksni brojevi, na primer, A = ge®? i Ay = pe™®. Tada je

) = G +CoN} = 0"(Cre™ + Coe)
= Qn((Cl + Cy) cosnb + i(Cy — Cy) sinn@),
t]. ‘ .
z(n) = o™(D1 cosnb + Dy sinnd),
gde su D; i Dy proizvoljne konstante.

SLUGAJ A\ = Ag. Ovaj sluéaj nastupa kada je o> = 3. Pored reenja
AT, koje je evidentno, moguce je pokazati da je i nAT reSenje diferencne jed-
nagine (II1.2.5.7). Zaista, zamenom z(n) = nA7, leva strana u (II1.2.5.7), u
oznaci L[z(n)], postaje

LnAY = (n+2)M2 —2a(n + 1AM + gnAT
= nLDY]+ 207N\ — @),
Kako je L[AT] =01 A\ = o, zakljutujemo da je L[nA}] = 0.
Dakle, u ovom slucaju, opste reSenje je
z(n) = C1AT + ConAl = MN(Cy + Can),
gde su C] i (Y proizvoljne konstante.

Koriséenjem opsteg reSenja jednaéine (IT1.2.5.7) i definisanih pocetnih
uslova (II1.2.5.3) i (I11.2.5.4), nalazimo elemente matrice A™. JAY

Primer 3. Za matricu A iz primera 2 karakteristitna jednadina iz
(I11.2.5.7) postaje

A -2\ -3=0,
¢ija su reenja Ay = 3 i Ay = —1. Opéste resenje odgovarajuce diferencne
jednadine
z(n+2) —2z(n+1) —3z(n) =0
je dato sa

(I11.2.5.10) z(n) = C13" + Cy(—1)",
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gde su C7 i C3 proizvoljne konstante.

Da bismo, na primer, odredili ag; (n), primetimo najpre da je a21(0) = 01
az1(1) = 2. Stavljajuéi redom n = 01in =1 u (II1.2.5.10), za z(n) = as (n),
dobijamo

Ci1+Cy = a21(0) =0 i 3C, —Ch = agl(l) =2,

odakle sleduje C; =1/2, Cy = —1/2.
Prema tome,

ag(n) = %(3% — 1y,

Sliéno se mogu naéi i ostali elementi matrice A®. Tako imamo da je

I11.3 DETERMINANTE

Tako su determinante istorijski nastale pre matrica, one se danas definigu
kao funkcije nad matricama. U toj definiciji, iz koje proizilaze mnoge oso-
bine determinanata, figuriSu i permutacije, a to su elementi matematicke
discipline koju zovemo kombinatorika.

Zbog toga ¢emo ovo poglavlju zapogeti razmatranjem osnovnih rezulta-
ta vezanih za permutacije, u meri koja nam je neophodna za kasnije pro-
ucavanje determinanata i njihovih svojstava.

I11.3.1 Permutacije

Neka je S, = {a1,a2,...,a,} konatan skup i p obostrano jednoznaéno
preslikavanje skupa S, na skup S,.

Simboli¢ki to preslikavanje p: S, — S, moZe se predstaviti u obliku

(ITL3.1.1) p= < a @y ... ay )

Giy  Qiy v Q4
koji omoguéava da se uoti slika a;, svakog elementa ay (k = 1,2,...,n).
Zapravo vidi se da je a;, = p(ag), gde su a;,, a;y, ..., a;, razli¢iti elementi
skupa S,.

Definicija I11.3.1.1 Svako obostrano jednozna¢no preslikavanje skupa S, -
na skup S, zovemo permutacija elemenata ay,as,...,a, skupa S,.
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Pokazaéemo da broj takvih preslikavanja, tj. broj permutacija, zavisi od
broja elemenata skupa S,. Oznalimo, zbog toga, taj broj sa P(n).

Ocigledno, ako je S = {a1}, tada je preslikavanje a; — p1(a1) = a1, tj.
identi¢no preslikavanje, jedino obostrano jednoznaéno preslikavanje skupa
S1 na skup S;. Dakle, P(1) = 1.

Za skup Sy = {a1, a2}, pored identi¢kog preslikavanja
m+—>p1(m).: z (z=a1,a2)
i preslikavanje py, odredeno sa |
ay = pe(a1) =ax 1 ag '+ paaz) = a1,

je biunivoko preslikavanje skupa S2 na skup S3. U skladu sa prethodno
uvedenom notacijom (I1.3.1.1) imamo

o ay ag i . a)y a9
b = ay ao P2 = ay ay )’
Prema tome, P(2) = 2.

Za skup S3 = {a1,ag,as} nije tesko utvrditi da postoji Sest obostrano
jednoznaénih preslikavanja skupa S3 na skup S3:

p1: a1 = pi(a1) = a1, a2 pi(ag) = ag, a3+ pi(asz) = as;
Pa ar — pafar) = a1, a9~ pa(ag) =as, az > paas) = ag;
P3 a1 — p3ar) = a, a9~ p3fag) = a1, as+—> p3(az) =as;
Py a1~ pafa1) = az, a2+ pylag) = a3, a3+ pa(as) = ay;
D5 a1 — ps(a1) = a3, a2+~ psaz) = a1, a3+ pslas) = az;
P6 a1 — pela1) = a3, a2~ pslaz) = az, a3 — pelas) = ay,

tj. preslikavanja:
ay ag as ar a2 as ay as as
P11 = , P2= y D3 = )
ay az as a)y az a2 az a1 ag
ar ag ay az ag a;p G2 a3
asg ap a2 az az o1
To znaéi da je P(3) = 6.

a3
Kako je P(1) =1=1!, P(2)=2=2! i P(3) =6 = 3!, intuitivno se
moze pretpostaviti da je P(n) = n!. Matematitkom indukcijom dokazacemo
da je ova pretpostavka.tatna.

[

)

Q 2

= W

N’
3
o
i
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Pre formulisanja odgovarajuée teoreme, napomenimo da éemo, nadalje,
svaku permutaciju identifikovati sa zapisom

Qiy Qi+ o0 Qg
§to, u stvari, predstavlja drugi red u notaciji (I11.3.1.1).
Teorema I11.3.1.1 Broj permutacija skupa od n elemenata je P(n) = nl.

Dokaz. Kao §to smo videli, tvrdenje je taéno za n = 1,2,3. Pret-
postavimo da je tvrdenje tatno za neko n = k > 1, tj. pretpostavimo da je
P(k) =k

Da bismo odredili P{k+ 1), posmatrajmo skup Sk41, tj. skup elemenata
a1,a9,...,0a, ax+1. Kako je broj permutacija elemenata a1, aq, ..., a; prema
induktivnoj hipotezi jednak P(k) = k!, broj permutacija elemenata skupa
Sk+1 dobiéemo na sledeéi nagin:

Za svaku permutaciju elemenata skupa S odrediéemo one permutacije
elemenata skupa Skt za koje je element agy; na poslednjem mestu u re-
dosledu. Na primer, za permutaciju ajasas . ..o IMamo a1ay ... Aokl 2a
permutaciju ¢i1azasas...ar permutaciju ajasagay ... agak+y. Takvih per-
mutacija elemenata skupa S ima onoliko koliko ima permutacija eleme-
nata skupa Sg, §to znadi k!

Zatim éemo, za svaku permutaciju elemenata skupa Sj, odrediti one per-
mutacije elemenata skupa 5;41 za koje je element agy| na pretposlednjem,
k-tom mestu. Naravno, i takvih permutacija skupa Si4; ima k! 1 sve su
one nove, tj. razli¢ite od prethodnih k! permutacija.

Produzujuéi ovaj postupak odredivanja novih k! permutacija elemenata,
skupa Sky1 za svako novo mesto elementa agy; u redosledu, dobijamo da je
broj permutacija elemenata skupa Siy; odreden sa

Pk+1)=Pk)k+1)=kl(k+1) = (k+ 1)
Dakle, za svako n € N vazi P(n) = n!. O

Prema tome, ako sa P, oznadimo skup svih permutacija od n elemenata,
tada imamo
P, = {P11P27 cae 7pn!})

gde smo sa p, oznadili permutaciju €iji je indeks v, a taj indeks moze biti
redni broj nastale permutacije u nekom definisanom postupku dobijanja
(ispisivanja) permutacija.
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Permutaciju aj as ... a, zvaéemo osnovna permutacija ili polazna permu-
tacija, a naznateni poredak elemenata normalan. Naravno, u svakoj drugoj
permutaciji taj normalni redosled je narusen. Ako jedna permutacija nas-
taje iz neke druge tako sto dva elementa zamene svoja mesta, kazemo da je
ta permutacija nastala transpozicijom tih elemenata.

Posmatrajmo sada proizvoljnu permutaciju

Qiy oo Oy e v iy - - By (lgijgn;j::l,z,...,n)

od elemenata aq, ag, ... ,apn.
Ako je i < i, kazemo da elementi a;, i a;,, zauzimaju normalan polozaj.
Ako je i > iy, kazemo da elementi a;, i a;,, obrazuju inverziju.
Broj inverzija u posmatranoj permutaciji odredujemo na sledeéi nagin:
Uporedimo po veli¢ini 47 sa brojevima ig, ¢3, . . ., in; zatim i9 sa brojevima

13,84, . - ,in; 1 Najzad i1 88 ip.

Definicija 111.3.1.2 Neka je j ukupan broj svih inverzija u nekoj per-
mutaciji. Ako je § parno, za permutaciju kazemo da je parna ili da je parne
klase. Ako je 7 neparno, permutacija je neparna ili je neparne klase.

Osnovna permutacija nema nijednu inverziju i ona se uvr§éje u permu-
tacije parne klase.

Primer 1. Neka je S5 = {a1,a2,as,a4,a5}. Odredi¢emo broj inverzija
u permutaciji a4a1a9a0503.
Kako inverzije obrazuju sledeéi parovi elemenata:

(CL4,CL]), (04,(_12), (a4)a3)a (a5,a3),

zakljuéujemo da je broj inverzija u permutaciji aqa109a5a3 jednak Zetiri.
Dakle, ova permutacija je parne klase. A

Teorema 111.3.1.2 Permutacije koje nastoju jedna iz druge transpozicijom
dva elementa pripadaju razlicitim klasama parnosti.

Dokaz. Ako su elementi ¢ijom transpozicijom nastaje nova permuta-
cija susedni elementi, tada se broj inverzija u ovim permutacijama razlikuje
za jedinicu. U tom sluéaju se posmatrane permutacije zaista razlikuju u
parnosti, tj. pripadaju razli¢itim klasama.

Pretpostavimo sada da se izmedu elemenata ¢ijom je transpozicijom na-
stala nova permutacija nalazi s elemenata. Nova permutacija je, u stvari,
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nastala tako $to je jedan od tih elemenata izvr§io s uzastopnih transpozi-
cija sa susednim elementima, a drugi s 4+ 1 transpoziciju sa sebi susednim
elementima. Prema tome, izvr§eno je ukupno 2s + 1 transpozicija susednih
elemenata, §to znaci da je broj inverzija promenjen za neparan broj.

Dakle, i u ovom sluéaju ove dve permutacije pripadaju razlic¢itim klasama
parnosti. |

Primer 2. Ako u parnoj permutaciji aqa;asasas iz primera 1, izvi§imo
transpoziciju elemenata a; i a3, dobijamo permutaciju asasasasa;.
U ovoj permutaciji imamo inverzije

(a4’a’3)7 (a47a2)a ((14,&1), (a’3aa'2); (CL3,CL1), (a27a1)> (a5’a1)'

Prema tome, nova permutacija je promenila klasu, tj. postala je neparna,
§to je u skladu sa dokazanom teoremom. A

I11.3.2 Definicija determinate

Neka je M, skup svih kvadratnih matrica reda n nad poljem C. Defi-
nisademo i izuéiti jedno preslikavanje, u oznaci det, skupa M, u skup C.
Preslikavanje det : M,, — C definisa¢emo postupno, najpre zan =1, n =2
in=3.

SLuCAl n = 1. Neka je A = [ay;] kvadratna matrica reda jedan. Presli-
ka¢emo ovu matricu u kompleksan broj ay1, piuéi

detA = |a11| = ajl1-
apir aiz

g1 a22
kompleksan broj ai1a92 — a12621, simbolizujuéi to sa

SLUCAJ n = 2. Matricu drugog reda A = [ } preslika¢emo u

a1l  aG12
az; a2

det A =

= a110922 — 012021

SLUCAJ n = 3. Kvadratnoj matrici

a1 a2 013
A= lax ax a3
' 3] a3z 033
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pridruzi¢emo kompleksan broj det A, odreden sa

a1l a1z 413
det A = |agy a9y ass
as1 a3z as3

= 011022033 — 11423032 — 412021033

+ a12a93031 + @13G21032 — 013022031 .

Kao §to moZemo primetiti, u svim slu¢ajevima, u definiciji det A imamo
n! sabiraka i to svaki sa po n faktora, koji predstavljaju elemente matrice.
Na primer, pri n = 3 imamo 3! = 6 sabiraka i to svaki sa po tri faktora.

Primetimo, dalje, da svaki sabirak sadrZi jedan i samo jedan element iz
svake vrste i svake kolone matrice. Prvi indeksi elemenata u svakom sabirku
poredani su na istovetan naéin u tzv. normalnom redosledu. Na primer,

za n=1: (1);
za n=2: (1,2);
za n=3: (1,2,3).

Drugi indeksi elemenata u svakom sabirku ¢ine po jednu permutaciju
osnovnog skupa. Tako imamo,

za n=1: (1);
za n=2: (1,2), (2,1);
za n=2J3: (1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2), (3,2,1).

Najzad, primetimo da su neki sabirci kompleksnog broja det A sa pozi-
tivnim, a neki sa negativnim predznakom. Isto tako, moze se uociti da sabirci
kod kojih drugi indeksi elemenata obrazuju permutaciju parne (neparne)
klase imaju pozitivan (negativan) predznak, tj. predznak sabirka je (—1),
gde je j broj inverzija u permutaciji drugih indeksa elemenata u sabirku.

)

l:2-4—1~3:5. A

Primer 1. Za matricu

1mamo
2 1

det A = '3 4
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Primer 2. Ako je

3 2 1
A= 1-1 0 31,
1 -5 -2
1mamo
, 3 2 1
det A=1]-1 0 31,
1 -5 -2
tj.

det A= 3-0-(=2)—3-3-(=5)—2-(=1)-(~=2)
+2:3.141-(=1)-(=5)—1-0-1=62. A

Prosirujuéi prethodni koncept moguée je definisati preslikavanje det A za
maftrice proizvoljnog reda.

Neka je matrica A € M, data, sa

aiy a2 ... Qip

ags1 a2 a2n
A=

Onl  OGp2 App,

Preslikavanje A — det A definisa¢emo pomoéu

aiy a2 ... Qg
det A = a:m ] > (=1 ayj a5, - nj,
a;u An2 Ann
gde se sumiranje izvodi preko svih permutacija p, = (j1,52,...,Jx) skupa
{1,2,...,n}, dok je j broj inverzija u permutaciji p, .

Definicija 111.3.2.1 Broj D = det A zovemo determinante matrice A.

Determinanta D ima red, koji je jednak redu kvadratne matrice A. Sim-
boli¢ki je predstavljamo sli¢no matrici, navodeéi elemente matrice izmedu
dve vertikalne crte, pri ¢emu su elementi, vrste, kolone, dijagonale, ... mat-
rice A sada elementi, vrste, kolone, dijagonale, ... determinante det A.
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Analizom zbira
(I11.3.2.1) > (=1 a1, 095, - anj,

zaklju¢ujemo sledece:

1° Broj sabiraka u (II1.3.2.1) je n! jer je to ukupan broj permutacija
skupa indeksa {1,2,...,n};

2° Svaki sabirak u (II1.3.2.1) predstavlja proizvod od n elemenata mat-
rice A, pri ¢emu se iz svake vrste i svake kolone matrice A pojavljuje jedan
i samo jedan element;

3° Sabircima sa parnim (neparnim) permutacijama p, = (j1,72,.--,Jn)
odgovara pozitivan (negativan) predznak;

4° Svaki element matrice A javlja se kao ¢inilac u (n — 1)! sabiraka.

Napomenimo, ovde, da se kao prvi indeksi elemenata u svim sabircima
u (II1.3.2.1) ne mora uzeti osnovna permutacija p; = (1,2,...,n). Naime,
moze se fiksirati bilo koja permutacija, na primer p, = (41,12,...,%,). Ako
je njen broj inverzija jednak 4, tada se zbir (I11.3.2.1) moZe izraziti u obliku

(I11.3.2.2) Z(_l)i+jai1j1aizj2 C G
gde se sumiranje opet izvodi preko svih permutacija p, = (j1,72,...,Jn)
skupa {1,2,...,n} i gde je j broj inverzija u permutaciji p, .

Dakle, u zbiru (I11.3.2.2) permutacija p, = (i1,%2,...,%,) je fiksna. Po-
znavajuéi osobine permutacija, nije tesko uotCiti da su zbirovi (IT1.3.2.1) i
(IT1.3.2.2) identi¢ni. Naime, preuredenjem elemenata u svakom sabirku (uze-
tog bez predznaka)

(111323) iy 5y Giggo " Fip gy

u smislu da prvi indeksi elemenata budu redom 1,2, ...,n, tj. da se od per-
mutacije p, dode do permutacije p;, ocigledno se nista nefe promeniti u
vrednosti sabirka (I11.3.2.3), ali ée drugi indeksi elemenata u sabirku obra-
zovati novu permutaciju py = (j1,75,...,75) koja sada ima j' inverzija.
Dakle, permutacija p,s = (41,75, ...,75) je diktirana transpozicijama eleme-
nata zbog uredenja prvog indeksa. Kako je, na osnovu osobina permuta-
cija, ovaj broj transpozmlja odreden brojem inverzija ¢ permutacije pu, to je
(=1)"*4 = (=1)7". Dakle, (I11.3.2.2) postaje

:f
—1V a4 PR .
Z( 1) Q14! Gagl Anjl
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§to je ekvivalentno sa (II1.3.2.1).

Primer 3. Neka je n = 3. Izaberimo permutaciju P = (2,3, 1), &iji je
broj inverzija ¢ = 2. Na osnovu (I11.3.2.2) imamo

air 612 @13
2
det A =lag1 azz as3| = (—1)"(az1032013 — a1a33a12 — 022031013
asy a3z a3 ‘

+0a22a33011 + 023031012 — az3a32a11)-

Preuredenjem svakog sabirka tako da prvi indeksi budu uredeni po veli¢ini,
dobijamo

det A = a13a21a32 — 612021033 — 013022031 +011022033 12023031 — 11023632,

§to je ekvivalentno sa ranije uvedenom definicijom (videti sluéaj n = 3). A

Na osnovu prethodnog moze se zakljuciti da zbir (I11.3.2.2) predstavlja
det A i u slucaju kada fiksiramo permutaciju (j1,72,...,Jn), & sumiranje
sprovedemo preko svih permutacija P, = (41,%2,...,1,) skupa {1,2,...,n}.

Prema, tome, vazi opéti rezultat;

Teorema I11.3.2.1 Neka je matrica A € M, data sa

a1y a2 ... V [4ATD)

(121‘ a22 agn
A=

Gnl  Qp2 Qnn

Tada se det A moZe izraziti u obliku
det A = Z(_l)i+jai1j1aizj2 MR 7

gde je i broj inverzija u permutaciji (i1,1q,...,14,), ¢ j broj inverzija u per-
mutacifi (j1, j2, - . ., Jn) 1 gde se sumirangje izvodi preko svih permutacija prvih
(drugih) indeksa elemenata skupa {1,2,...,n}, dok su drugi (prvi) indeksi.
elemenata fiksirani.
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111.3.3 Osobine determinanata

U ovom odeljku izu¢i¢emo neke osobine determinanata.
Teorema I11.3.3.1 det AT = det A.

Dokaz. Neka je A = [ai5)nxn. Kako je AT = [aji]nxn, po definiciji,
imamo ’
det AT = Z(—l)]ajlla'jﬂ T Ogan,

odakle, na osnovu teoreme I11.3.2.1, sleduje det AT = det A. ]

Na osnovu teoreme 111.3.3.1, zakljuéujemo da sve osobine determinanata,
koje se odnose na njene vrste, vaze i ako se u tim iskazima re¢ vrsta zameni
re¢ju kolona. Prema tome, u iskazima koji tretiraju osobine determinanata
vazi dualizam: vrsta — kolona. Zbog toga ¢emo, u daljem tekstu, sve osobine
determinanata dokazivati u formulacijama koje se odnose na vrste, znajuéi
da se te iste osobine mogu formulisati i dokazati i za kolone.

Teorema I11.3.3.2 Ako se svi elementi jedne vrste matrice A pomnoZe ne-
kim brojem X i dobijenu matricu obelezimo sa B, tada je det B = Adet A.

(Alternativno bi se ovo tvrdenje moglo i ovako definisati: Determinanta
se mno#i brojem tako Sto se svaki element jedne i samo jedne njene vrste
pomnozi tim brojem.)

Dokaz. Neka je A = [a;;]nxn 1 neka je matrica B dobijena iz matrice A
mnoZenjem njene i-te vrste skalarom A. Tada, na osnovu definicije determi-
nante, imamo

det B = Z(_l)jaljla‘%é - (Aaig;) - ang,
=AY (~1Yayag), - aij; -+ ang,
= Adet A. a

Teorema 111.3.3.3 Neka su elementi i-te vrste matrice A = [a;jlpxn dati
u obliku zbira

aij :a§j+a§9 (¢ fiksno; 7=1,2,...,n).
Ako su A" i A" matrice koje se dobijaju iz A tako §to se u i-toj vrsti elementi
aij zamene sa a;; @ a;;, respektivno, tada je
det A = det A" + det A”.
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Dokaz. Na osnovu definicije determinante, imamo

det A = Z(_l)jalﬁ T ( Qij; + az],) * Qngy,

— Jq.. coeall coiagns
= E :(_1) ayj, - @ z * G, + E , a’ljl G, " Anjy,

= det A" + det A”. EI

Teorema I11.3.3.4 Ako su elementi jedne vrste matrice A jednaki nuli,
tada je det A = 0.

Dokaz. Tvrdenje teoreme sleduje na osnovu zakljuéka navedenog pod 2°
u analizi zbira (I11.3.2.1). 0O

Teorema I11.3.3.5 Ako su u matrici A elementi jedne vrste jednaki odgo-
varajuéim elementima neke druge vrste, tada je det A = 0.

Dokaz. Neka su i-ta i k-ta vrsta u matrici A jednake, tj. neka je
(I11.3.3.1) Gip = Qpp (p=1,2,...,n).

Uoéimo proizvoljan sabirak determinante det A
(I11.3.3.2) (—1)ja1j1a2j2 g Gy Oy

Takode, uoéimo sabirak koji se razlikuje od ovog samo po jednoj J transpoziciji
indeksa j; < jx. Takav sabirak je

(111.3.3.3) —(~1)ja1‘j1a2j2 T Qg Qg Oy

Njegov predznak je suprotan predznaku sabirka (II1.3.3.2) s obzirom da je
transpozicijom promenjena parnost u permutaciji indeksa.

S obzirom na (I11.3.3.1), sabirak (I11.3.3.3) se svodi na
—(=1)7ayj, Gz, Ghjy, ++ Qi+ Oniy

§to u zbiru sa (I11.3.3.2) daje nulu. Za ovakva dva sabirka re¢i ¢emo da su
odgovarajuca.

Kako za svaki uoceni sabirak postoji njemu odgovarajuci sabirak u pret-
hodnom smislu, zakljutujemo da je det A = 0. a

Sledece tvrdenje je posledica teorema I11.3.3.2 i 111.3.3.5.
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Teorema I11.3.3.6 Ako su u matrici A elementi jedne vrste proporcionalni
odgovarajudéim elementima neke druge vrste, tada je det A = 0.

Takode, na osnovu teorema I111.3.3.2, 111.3.3.3 1 IT1.3.3.6 vazZi sledeéi rezul-
tat:

Teorema II1.3.3.7 Determinanta matrice ne menja vrednost ako se ele-
mentima jedne vrste dodaju odgovarajuéi elementi neke druge vrste, pretho-
dno pomnozeni istim skalarom.

Na osnovu teorema I11.3.3.4 i III.3;3.7‘ sleduje tvrdenje:

Teorema I11.3.3.8 Ako je u matrici A jedna vrsta linearna kombinacija
ostalih vrsta, tada je det A = 0.

Teorema 111.3.3.9 Ako odgovarajuéi elementi dve vrste matrice A prome-
ne svoja mesta 1 dobijenu matricu obelezimo sa B, tade vaZi jednakost

(1I1.3.3.4) det B = —det A.

Dokaz. Neka odgovarajuéi elementi u i-toj i k-toj vrsti matrice A pro-
mene mesta. Tada je

ay a1z v OG1p ailr a1z -t Qip
a1 G432 Qin ag1 G2 Qkn
A = s B =
Qg1 Gg2 Akn, a;1 G52 Qin
| Gnl Gn2 Qnn | | Gn1 Gp2 Qnn |

Da bismo dokazali (I11.3.3.4), koristi¢emo se teoremom I11.3.3.7.

Podimo od det A. Njena vrednost se ne menja ako elementima i-te vrste
dodamo odgovarajuce elemente k-te vrste. Tako imamo

ail a1 e Q1p
Qi1 T Qg1 G2 + Gk Gin, + Qkn
det A = .
ak1 k2 Qkn
anl an2 Ann
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Ako, sada, elementima k-te vrste dodamo odgovarajuée elemente novofor-
mirane ¢-te vrste, prethodno pomnozene faktorom —1, dobijamo

a1 a12 cr Ain
a1+ ag1 a9+ apo Qin + Gn
det A = .
—G41 —ai2 —Gin
(775} an2 Gnn

Najzad, dodavanjem k-te vrste i-toj vrsti i izvladenjem faktora —1 iz k-te

vrste, dobijamo
det A = — det B. 4

Teorema I11.3.3.10 Neka su date kvadratne matrice A = [aijlnxn ¢ B =
[bijlnxn- Tada je

(I1L.3.3.5) det(AB) = (det A)(det B).

Dokaz. Neka je C = AB = [¢ij]nxn, gde je

i3
Cij = Zaikbkj (4,5 =1,2....,n).
k=1

Podimo od
n o ko3
2. aikbrr Do awkbrr .. a1kbrn
k=1 k=1 k=1
n n n
Y askbrr Y agkbra > aokbin
det C = |k=1 k=1 k=1
n I n n
E ankblcl z ankbkz Z anlcblcn

Imajuéi u vidu teoremu I11.3.3.3, a kako su elementi prve vrste zbirovi od
po n sabiraka, det C moZe se predstaviti kao zbir od n determinanata koje sve
imaju iste vrste, od druge do n-te, a u prvoj vrsti su sabirci odgovarajucih.
suma, tj.
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ajbjn abie o ang b
n A T
Y aokber D aokbio > aokben
h=1 h=1 k=1 .
) (1 <71 <n).
n k) n
Y ankbkr Y. ankbio Y Gnibin

Svaka od ovih determinanata u drugoj vrsti ima ¢lanove koji su zbirovi od po
n sabitraka, pa se svaka takva deteminanta moze predstaviti kao zbir od n
determinanata (slicno prethodnom). Prema tome, det C se moze predstaviti
kao zbir od n? determinanata. Produiujuéi ovo rezonovanje, zakljuéujemo
da se det C moie predstaviti kao zbir od n™ determinanata oblika

017, bjll a5 bj12 s Gy bjln bjll bj12 s bjm

25,0551 24,052 a2j;bjon bjp1 bjy2 bjon
k= . . = Q| . )

Unjnbin1  Onj,bjn2 AnjnDjun bj,1 bj,2 bj.n

gde je Qk = aljlagjz e anjn.

Ako su neki od brojeva ji,42,...,jn jednaki, tada je determinanta na
desnoj strani poslednje jednakosti jednaka nuli, s obzirom da ima bar dve
jednake vrste. Ako su, medutim, svi brojevi ji,7j2,...,J, medu sobom

razli€iti, preuredenjem vrsta determinante tako da u m-toj vrsti elementi
umesto indeksa j,, imaju indekse m, tj. indeksi vrsta posle njihove razmene
(transpozicije) ¢ine osnovnu permutaciju (1,2,...,n), imamo da je

Dy = ayjy agj, -+ nj,, (—1)7 (det B),

gde je j broj inverzija u permutaciji (j1, jo, .- ., Jn)-

Prema tome,
det C = Z Dy = Z(—l)jaljlagh “+ - apj, (det B) = (det A)(det B). O

Kako je determinanta matrice jednaka determinanti njene transponovane
matrice, na osnovu (I11.3.3.5) zaklju¢ujemo da je

det C = det(AB) = det(ABT) = det(AT B) = det(AT BT),
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§to znai da kao matricu C = [¢;;]]7 mozemo uzeti bilo koju od sledece Cetiri
matrice: AB, ABT, ATB, ATBT. Drugim re¢ima, proizvod dve determi-
nante moze se predstaviti kao determinanta |c;;|7, uzimajuéi za elemente c;;
(1,7 =1,...,n) bilo koji od sledeéa cetiri izraza:

n 7 n n
Cij = ) Gikbrj, Cij = kb, cij =Y apbrj, =Y  apibjp.
k=1 k=1 k=1 k=1

I11.3.4 Razlaganje determinante

Veé smo videli da se izratunavanje deteminanta drugog reda (n = 2)
sprovodi po formuli

air a2
a1 422

det A = = 0110922 — 421012,

tj. tako §to se proizvod elemenata determinante na silaznoj dijagonali uzme
sa + predznakom, a na uzlaznoj dijagonali sa — predznakom.

Sliéno, umesto po definicionoj formuli, determinantu treéeg reda (n = 3)
mozemo izradunati koridéenjem tzv. Sarrusovog® pravila koje se sastoji u
profirenju determinante, dopisivanjem prve dve kolone, i uzimanju svih
proizvoda po silaznim dijagonalama sa pozitivnim predznakom i svih proiz-
voda po uzlaznim dijagonalama sa negativnim predznakom. Dakle,

a1 aiz a3} aix a2
Qg1 G22 G23| G21 G2 = (a11a22a33 + a12a3a31 + a13a21€b32)
a3y @3z 0G33] G31 432

- (a3la226b13 + asgazzar + a33a21a12)-

Situacija se komplikuje pri izratunavanju determinanata viSeg reda.

Medutim, mi éemo ovde pokazati kako je moguce determinantu n-tog
reda izra¢unati pomoéu n determinanata reda n—1. Time smo u moguénosti
da problem izratunavanja determinate viSeg reda svedemo na problem vise-
strukog izratunavanja determinanata treceg ili drugog reda. Pored ovoga,
dobijene formule imaju i iri, teorijski, znacaj.

Da bismo dosli do ovih formula, krenimo najpre od izratunavanja de-
terminante treceg reda i postupimo tako §to ¢emo izdvojiti iz svih sabiraka

6 Pierre Frédérique Sarrus (1798-1861), francuski matematiar.
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elemente samo jedne vrste, ili samo jedne kolone. Izaberimo, na primer,
prvu vrstu. Tako imamo

a1 arp 013
det A = aziy Qg2 4oy
a1 a3 433
a11(agass — agzasz) — aia(az1a33 — agzasi) + aiz(aziazs — azza31).

D

1

i

Ako izraze u zagradama protumacimo kao determinante drugog reda, imamo

a2z 023 asy 3 ag1 a2
D=uqa11 — a2 + a13
azz 433 a1 as3 agy  G32
tj.
(111.3.4.1) D = a1 Dy —a19D19 + a13D43,

gde smo sa D;; oznagili determinante, koje se dobijaju iz determinante D
izostavljanjem i-te vrste i j-te kolone. U naSem sluc¢aju imamo da je 2 = 1.
Za determinantu D;; kaZemo da je minor ili subdeterminante elementa a;;
date determinante. Za formulu (I11.3.4.1) kazemo da je razlagange ili razvoj
determinante po elementima prve vrste.

Moguce je dati razvoj determinante D i po elementima bilo koje vrste,
tj. bilo koje kolone. Tako imamo razvoje

D = —a3 D1+ axDi — asDas
= a31D31 —a32Ds3y + azz3Da3
= a11Dy1 — a1 Do + a3 D3y
= —a12D12 + ageDa2 — a3z D3
= a13D13 — ag3Da3 + a3z Dss.

Na osnovu dobijenih razlaganja determinante treceg reda, zaklju¢ujemo
da uz neke elemente u razvoju stoji predznak +, a uz neke predznak —,
Primetimo da uz element a;; uvek stoji (—1)*J. Dakle, ovaj predznak je
isklju¢ivo odreden pozicijom elementa a;; u determinanti, pa se zato i naziva
predznak mesta (4, 5).

Sliéno, moZe se razmatrati i slu¢aj determinante n-tog reda. Razvijajuéi
takvu determinantu po elementima bilo koje vrste, tj. bilo koje kolone, do-
bijamo linearnu kombinaciju od n determinanata (n — 1)-og reda.
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Definicija 111.3.4.1 Ako se u determinanti n-tog reda

a1y G2 ... Qip
(I11.3.4.2) D=deta=|"" azn

Gnl  Gn2 O
izostave elementi i-te vrste i j-te kolone (7,7 = 1,2,...,n), za, dobijenu

determinantu (n — 1)-og reda, u oznaci D;j;, kazemo da je minor ili subde-
terminanta elementa a;;.

Za proizvod predznaka mesta (4, j) i minora elementa a;;, u oznaci 44,
kazemo da je kofaktor elementa a;;.

Dakle, o
A= (=1)""Dy (4,5 =1,2,...,n).

Da bismo razvili determinantu (I11.3.4.2), na primer, po elementima prve
vrste, podimo od definicione formule

(111.3.4.3) D =det A= (~1)aa, - anj,,
gde se sumiranje izvodi preko svih permutacija P, = (41,72, ..,7n) skupa
{1,2,...,n}, dok je j broj inverzija u permutaciji P,.

Da bismo odredili koeficijent uz ayq u izrazu (I111.3.4.3), posmatrajmo
sve one permutacije P, koje po€inju sa 1, tj. one kod kojih je 74 = 1. Tada
je koeficijent uz aq1, upravo, zbir

(111.3.4.4) > (=1 Fagj,a85, - - ang,.
Sumiranje se izvodi preko svih permutacija (jz2,7s,.. ., jn) osnovnog skupa
{2,3,...,n}, a k je odgovarajuéi broj inverzija u permutaciji (j2, 73, .., jn)-

Naravno, po definiciji determinante, zbir (I11.3.4.4) predstavlja determi-
nantu

a9 423 ... 0G2p

a3z asg a3n
Dy =

n2 Gn3 Gnn

Dakle, koeficijent uz element ay; je minor Di; = (—1)'+1Dy; = Ay,

Odredimo sada koeficijent uz element ayz. Taj sluaj se svodi na pret-
hodni. Naime, permutacijom prve i druge kolone u (I11.3.4.2) (ovde izraz



146 GLAVA III. LINEARNI OPERATORI, MATRICE I ...

permutacija kolona koristimo u smislu uzajamne razmene mesta tih kolona),
dolazimo do determinante koja je po znaku suprotna determinanti D. Dakle,

a1z aG11 a3 ... Qip
a2 @21 Q23 a2n
(III.3.4.5) D=

an2 0p1  Q4n3 Qnn

Na osnovu prethodnog, izostévljanjem. prve vrste i prve kolone u deter-
minanti na desnoj strani u (111.3.4.5), dobijamo koeficijent uz a2 u razvoju
ove determinante, §to je, u stvari, minor '

a1 a3 ... Qo
Dy =

apl  On3 Qnn
Dakle, koeficijent uz a2 u razvoju determinate 111.3.4.2 je
—Dys = (=1)"*?Dyy = Ays.

U opdtem slucaju, za odredivanje koeficijenta uz element a1, potrebno
je k-tu kolonu u determinanti D redom permutovati sa (k — 1)-om, (k — 2)-
gom, ..., i, najzad, sa prvom kolonom, dovodeéi na taj natin element ayy
na poziciju (1,1). Kako se, pri ovome, ¢ini k¥ — 1 permutacija kolona, to je,
saglasno prethodnom, koeficijent uz a1 u razvoju determinante D jednak
(—1)F 1Dy, = (—=1)"** Dyy.

Prema tome, determinantu D mozZemo razviti na sledeéi nadin
D = a1 D1y — appDig + - + (=1)"Fay Dy + - + (= 1) a1, Dy,
ili, kori§¢enjem kofaktora,
D = a11An +a2din + - + a1nAin.
Naravno, kao i u sluc¢aju determinante treéeg reda, moguée je op§tu
determinantu n-tog reda razloziti po elementima bilo koje vrste, tj. bilo

koje kolone. Tako, u stvari, imamo Laplaceove’ formule, date sledeéom
teoremom:

" Pierre Simon de Laplace (1749-1827), veliki francuski matematicar.
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Teorema II1.3.4.1 Determinanta D, odredena sa (111.3.4.2), moZe se po-
moéu kofaktora njenih elemenata razloZiti na sledede nadine:

i

(111.3.4.6) D = > apdy (i=12,...,n),
k=1
n

(I11.3.4.7) D = Y aydAy  ((=12,...,n)
k=1

U verzi sa Laplaceovim formulama mogude je postaviti jedan opstiji prob-
lem. Naime, ako u razvoju (II1.3.4.6) umesto kofaktora A, koji odgovaraju
elementima i-te vrste, uzmemo recimo kofaktore Ajj, koji odgovaraju ele-
mentima j-te vrste, Sta ée biti sa ovim zbirom? Sli¢no pitanje moZe se
postaviti 1 za formulu (I11.3.4.7). Odgovor na ova pitanja daje sledeéa teo-
rema;:

Teorema I11.3.4.2 Za svoko 4,7 = 1,...,n vafe identiteti:
n
(111348) ZaikAjk = D(si]’,
k=1
n
(I11.3.4.9) > aridr; = Déy,
k=1

gde je 6;; Kroneckerova delta.

Dokaz. Dokazatemo samo formulu (I11.3.4.8). Formula (111.3.4.9) doka-
zuje se analogno, ) '
Za j = ¢ formula (IIL.3.4.8) postaje (IIL.3.4.6).

Pretpostavimo sada da je j # 4. Ako determinantu D razvijemo po
elementima j-te vrste, imamo ‘

n
(I11.3.4.10) > ajkAjr=D.
k=1 :
Ako u determinanti D stavimo aj; = ai (k = 1,...,n), imamo da je

D = 0 (jer su u posmatranoj determinanti dve vrste identi¢ne), tako da
(II1.3.4.10) implicira

S aindjp =0 (0 #)-

k=1
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Ovim je dokazan identitet (I11.3.4.8). O

Primer 1. PrireSavanju munogih problema javlja se potreba za izratu-
navanjem determinante

2 "
1 zp xg Ty
1 z; w% x?
AT . .
VnEan(wO)wl)'-',xn): 1 = T3 L3 ) $Z7éxj (747&.7)’
" 2
Uy xp axn

koja je poznata kao Vandermondeova® determinanta. Red ove determinante
je n+ 1. Pokazadéemo sada da je

(111.3.4.11) Vo= [ (z—),
0<i<g<n
gde se mnozenje obavlja po svim indeksima, ¢, 7, za koje je 0 <1 < j < n.
Ako elementima (k+1)-ve kolone determinante V;, dodamo odgovarajuée

elemente k-te kolone, prethodno pomnozene sa —xg, redom za k = n,n —
1,...,1, dobijamo

1 0 0 0
. 2 _ n n—1
1 1 — X T% — Loy Ty — Ty )
. . n n—
V,=1|1 %2—%0 15— 2oz T — THT,
1 z,—2z9 22—z A n—1
n 0 n O'TTL a’n 11703371

Razvijajudi V;, po elementima prve vrste, determinanta se svodi na slede-
¢u determinantu n-tog reda

n—1
1 —x9 (1 —mo)z1 ... (21— Z0)T]
. n—1
Ty — T (:L‘g - $0)£E2 (322 - :E())iL‘.Z
Vo = . >
-1
T — T (T — To)Tn (2n — IO)"BZ
odakle, izvladenjem zajednickih faktora iz prve, druge, ..., n-te vrste, dobi-
jamo
1 = ... a:{"_l
1 =z azg_l
n = (21 — 20) (w2 — o) -+ (Tn — 20) |. ,
-1
1 z, zn

8 Alexandre Théophile Vandermonde (1735-1796), francuski matematicar.
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i

t]-
Va(o,T1,. -, Zn) = (21 — o) (%2 — T0) - - - (Tn — T0) Va1 (21, T2, . . ., ).
Ovim smo dobili rekurzivnu formulu, éijom primenom nalazimo redom
Vn_l(a)l,ZEz, e ,fEn) = (.’132 - :171) N (:En - $1)Vn_2($2, - ,Jin),
Vi(Tn-1,%n) = (Tn— Zn-1).

Iz dobijenih jednakosti neposredno sleduje (I11.3.4.11). A

Primer 2. Neka je
sp=af+ak 4. 4 ab (k> 0),

gde suz; (i =1,2,...,n) dati brojevi.

Odredi¢emo determinantu n-tog reda

S0 81 ... Sp—1
S1 52 Sp,
D=
Sp—1  Sp Son—2

Neka je Vo1 = Vp_1(z1,39,...,3,) Vandermondeova determinanta n-
tog reda razmatrana u prethodnom primeru. Na osnovu teoreme 111.3.3.10

i komentara koji sledi ovu teoremu, imamo

1 1 1 1z ... m?”l
\ : -1
/31 T Tn 1 o x5
2
Vi1 = ’ ’
gl gt Yz, !
t].
80 S1 Sp—1
) 51 $2 Sn
Vn—l - = D
Sn;l Sp Son—2
Najzad, koriiéenjem rezultata iz prethodnog primera i teoreme 111.3.3.1
dobijamo ‘ .
D= H (H}j — .’12@)2. A

C1<i<i<n
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III.4 INVERZNE MATRICE

I11.4.1 Adjungovana i inverzna matrica

Neka M, oznatava skup svih kvadratnih matrica reda n.

Definicija 111.4.1.1 Neka je A;; kofaktor elementa a;; matrice

a1 @12 ... Qip
a1 a2 a2n
A= [aij]nxn = '
apl  Gp2 Qpn
Tada se matrica
Ay An ... Ap
_ _ Ap Ag Ana
adj A = adj [aij]nxn =

Aln A2n Ann

naziva adjungovana matrica matrice A.

Primetimo da se kofaktori, kao elementi matrice adj A, pojavljuju u tzv.
transponovanom obliku, tj. A;; se nalazi u j-toj vrstii i-toj koloni, dakle,
na poziciji koja odgovara elementu a;; u transponovanoj matrici AT,
Teorema I11.4.1.1 Za matrice A i adj A vaZi jednakost
(II1.4.1.1) A (adjA) = (adjA)- A= (det A) I.

Dokaz. Neka je C = [¢ijlnxn = A - (adj A). Tada se elementi matrice C

n
cij =Y aihjk,
k=1

na osnovu (IT11.3.4.8), mogu izraziti u obliku ¢;; = (det A)d;;, gde je &y
Kroneckerova delta. Dakle, C = (det A)I. Sli¢no se, korid¢enjem (I111.3.4.9),
dokazuje da je (adj A)A = (det A)I. O

Teorema I11.4.1.2 Za matricu A € M, vaZi jednakost

(I11.4.1.2) det(adj A) = (det A)"L.
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Dokaz. Primenom teoreme I11.3.3.10 na (II1.4.1.1) dobijamo
(det A) det(adj A) = (det A)™.

Ako je det A # 0, na osnovu prethodne jednakosti, dobijamo (II1.4.1.2).
Moze se pokazati da ova formula ostaje u vaznosti i u sluéaju kada je
det A = 0. O

Za determinantu adjungovane matrice koristi se i termin adjungovana
determinanta.

Definicija 111.4.1.2 Neka A € M,. Za matricu X € M, kaZemo da je
inverzna matrice matrice A ako je

(I11.4.1.3) AX =XA=1.

Kada postoji matrica X koja zadovoljava (I111.4.1.3), primenom teoreme
111.3.3.10, zakljué¢ujemo da mora biti (det A)(det X) = det I = 1, tj. da se
potreban uslov za egzistenciju inverzne matrice svodi na uslov det A # 0.
Naravno, tada je det X = 1/ det A. Jednostavno se pokazuje da je ovaj uslov,
det A # 0, istovremeno i dovoljan uslov za egzistenciju inverzne matrice X,
za, koju éemo, nadalje, koristiti oznaku AL

Teorema II1.4.1.3 Ako i samo ako je det A # 0, tada kvadratna matrica A

ima inverznu matricu A7, ona je jedinstvena i moze se predstaviti u obliku
-1 _ 1

det A

Dokaz. Videli smo da je uslov det A # 0 potreban. Pretpostavimo sada
da je det A # 0. Deljenjem jednakosti (I11.4.1.1) sa det A, dobijamo

1 | 1
i = iA) A=
A (detAadJ A) (det 724 ) L
odakle, poredenjem sa (111.4.1.3), zakljuéujemo da je matrica

1
X—detA

adj A .

adj A

inverzna matrica za A.

Za dokaz jedinstvenosti inverzne matrice moZzemo se pozvati na teoremu
1.2.1.3 koja je data na strani 20 ili, pak, da pretpostavimo da postoje dve
inverzne matrice X i Y, takve da je

AX =XA=1 i AY =YA=1.
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S obzirom da je proizvod matrica asocijativan, irmmamo
X=XI=XAY)=(XA)Y =IY =Y. g

Primer 1. Neka je

1 -3 -1
A=1-2 7 2
.3 2 -4
Kako je det A = —1 # 0, zakljuCujemo da postoji inverzna matrica AL

Odredi¢emo najpre adjungovanu matricu adj A, pri 8emu je pogodno
podéi od transponovane matrice

1 -2 3
Al=1-3 7 2
~-1 92 -4

Naime, umesto da izratunavamo kofaktore elemenata u matrici A, na mesto
kojih ih upisujemo, pa tako dobijenu matricu transponujemo, mozemo prvo
da transponujeino matricu 4 pa da na mesto njenih elemenata upisujemo
odgovarajuce kotaktore.

Tada redom (po vrstama matrice adj A) nalazimo

7 2 ) -3 2
-3 7 -2 3
Asr=Da=|_| 2! =1, A12=—D12=*' 9 _4,——2,
1 3 1 -2
Agg = Doy = =-1, Asp=-Dg=- =0,
-1 -4 -1 2
-2 3 1 3
A13 = _D13 = 7 2. = -—25, A23 = —D23 = — |_3 2’ = —11,
1 -2
Azy = D33 = ,_3 71 =1.
Prema tome,
-32 —-14 1
adjA = -2 =10

—-256 —11 1
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Najzad, dobijamo

-1

1
= i A
det A ad)

32

= 2

25

14
1
11

153

-1
01. A
-1

Definicija 111.4.1.3 Ako za matricu A € M, postoji inverzna matrica ka-
zemo da je matrica A regularna ili nesingularna matrica.
U protivnom, za matricu A kazemo da je singularna ili neregularna.

Napomena 1. Ako je A matrica operatora A: X — X (dimX =n) u
odnosu na neku fiksiranu bazu B, tada je matrica inverznog operatora A,

ukoliko postoji, upravo, matrica A",

Kao 8to je poznato samo regularni

operatori imaju inverzni operator. Dakle, matrice regularnih operatora su

regularne matrice.

Primer 2. Neka je M, (z, a) skup kvadratnih matrica n-tog reda oblika

'z + o
T

A=Alz,a)=| =

X

T
T+«
T

z

T
T
T+«

T

x
L
Z

T+ o

Za odredivanje determinante matrice A postupimo na sledeéi nacin:

1° Elementima druge, trede, ..

., n-te vrste determinante, redom doda-
jemo odgovarajuce elemente prve vrste, prethodno pomnoZene sa —1. Tada

dobijamo
r+o T
-0 o«
detA=] —a 0
~a 0

x
0
o

0

z
0
01.

[0

2° Elementima prve kolone dodajmo redom odgovarajuée elemente dru-

ge, trece, ..
nantu
nr+a z «
0 a 0
o

detA=| 0 0

X

0

0 = o

., n-te kolone determinante. Tako dobijamo trougaonu determi-

"Lng + a).
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Dakle, matrica A je regularna ako je @ # 0 i nz + « 5% 0. U tom slucaju,
inverzna matrica postoji. Pokazad¢emo da je A~! istog oblika kao i matrica
A tj. daje Az, a)™! = Ay, B), gde su y i B parametri koje éemo odrediti
u funkciji parametara z 1 a.

Ako sa U oznacimo matricu n-tog reda, ¢iji su svi elementi jednaki je-
dinici, tada se matrica A moze jednostavno izraziti u obliku A = zU + al.

Pretpostavimo da je A™! = yU + BI. Tada imamo

AATY = (aU +al)(yU + BI)
= zyU? + ayU + BaU + afI
= (nzy+ ay + Bz)U + afl
jer je U? = nU.
Kako je AA™! = I, na osnovu prethodnog, mora, biti
nzy + oy + Bz =0 i aff =1,
odakle sleduje
x ) 3 1
= e me———— 1 = —.
v a(ne + a) o

Dakle, A(z, )™t = A(y, B). A
Teorema I11.4.1.4 Za reqularny matricu A vazi
(TTL.4.1.4) (A" =N,

Dokaz. Kako je A regularna matrica, to je i AT, takode, regularna
matrica. Transponovanjem jednakosti AA™! = I, tj.

(aa T =17,
dobijamo (videti (IT1.2.4.1) na strani 121)

(AT AT =1,
odakle sleduje (I11.4.1.4). O

Kao specijalan slutaj teoreme 1.2.1.5 (strana 20) imamo sledeéi rezultat:

Teorema I11.4.1.5 Za regularne matrice A i B vaZi jednakost

(I11.4.1.5) (AB)"'=B7l47t,
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Dokaz. Kako je
(AB)YB'A ) =A(BB WA ' = AIA =447 =1

(B'A™YWAB)=B"1'(A"'A)B=B"'IB=B"'B=1,
zakljuéujemo da jednakost (I11.4.1.5) vazi. O
Matematickom indukcijom moZe se dokazati da, vazi sledece tvrdenje:
Teorema I11.4.1.6 Za regularne matrice A1, ..., Ay vaZi jednaokost
(Ay - Ap) P = A0 ATL

Za regularne matrice moze se definisati stepen matrice A i za negativno
celo k. Naime, ako je k prirodan broj, mozemo uzeti da je

AT = (AThHE,
a, s obzirom na prethodnu teoremu, takode vaii

AR =AM
I11.4.2 Blok matrice i operacije sa njima

Definicija 111.4.2.1 Ako se matrica A tipa m X n mreZom horizontalnih
i vertikalnih pravih razlozi na vise matrica, kaze se da je matrica razbijena
na blokove.

Blokovi matrice A su matrice A;; tipa m; X n;, gde su

q
E m;=m i E nj = n.
Jj=1

Operacije sa matricama razbijenim na blokove su formalno iste sa ope-
racijama kod obi¢nih matrica. Naime, vaze sledeéi rezultati:

Teorema I11.4.2.1 Neka su mairice A 1 B razbijene na blokove, tj. neka
je

Au Alg Alq Bii1 Biy ... qu

Ay Ay Ao By1 Bg By,
A= | i B=| ,

Ap Ap - Apg Bp1 Bp2 Byq
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gde su A;; i Byj matrice istog tipa. Tada je

DAL Mz ... Ay
)\Agl /\AQQ /\A2q
M = _ (A e K)
| AAp1 Mg AAgq
i i
A1 +Bir Aip+Big ... A+ By
A1 + By Agy + By Aog + By
A+B= ,
,,Apl + Bpl Ap? + Bp? qu + qu

Teorema 111.4.2.2 Neka su

Ayn A .. Alq Bi1 By ... By,
Agr Ago Agg By1 By By

- . ? B - . 3
Apl AP2 qu Bql Bq? qu

i neka su blokovi takvi da je broj kolona bloka A;; jednak broju vrsta bloka
By (i=1,...,p;5=1,...,¢; k=1,...,s). Tada je

Cn Ci ... Cis

Coy1 Co Cos
AB = | | ,

Ot Cpo Cps

q
gde je Cyp = >~ AyBjp (i=1,...,p;k=1,...,s).
j=1

Primer 1. Neka su

52 00 1 -2 -1 0 0
2100 -2 5 2 0 0
A= 0 0 8 3|’ B= 6 0 0 2 =3
00 5 2 0 0 0 -5 8

Ako stavimo

5 2 8 3 1 -2 -1 2 -3
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mamo
An B 0O ]
AB = .
{ 0 AgoBao
Kako je
5 2 1 -2 -1 1 0 -1
A“B”*[z 1]'[—2 5 z]’[o 1 o]
i
8 3 2 -3 10
A”B”“[5 2]'[—5 8:!——[0 1]’
dobijamo
1 0 -1 ] 0 0
o 1 0 | 0 0
AB= |- —— —— — —— . A
o 0 0 | 1 0
o 0 0 | 0 1

Neposrednim mnozenjem moze se dokazati sledeéi rezultat:

Teorema 111.4.2.3 Neka je

A AlZ]
A=
[AZI Az

reqularna matrica, gde su Ayy i Agy kvadratne matrice. Ako je matrica Ay
regularna, tada je :

A1 = [Xu Xm}

Xo1 Xoo
gde su
X1y = (A — A19Ag) Agy) 7L, X2 = —X1141245;,
Xoy = —Ay) Ao X1y, Xop = Ayy (I — Az X19).

Primer 2. Za matricu

—_ OO
N~ WO
DN O et
|
—
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odrediéemo A~!. Neka su

0 0 1 -1 27 6 -1
A”:[O 3J,A12—[1 4}71421—[1 2],1422—[2 _1]-

Na osnovu teoreme 111.4.2.3, imamo redom:

_ _ 1/[-1 3
X1 = (An —A12A221A21) ! =5 [ ] )

-7 -3
_ 141-7 20
Xiz = *X“A”A??lzé[ 5 —-10]’
14 119 3
Xo1 = —A221A21X11=6[3 3],
_ 11-3 6
Xog = Aggl(f—Alez):-él_?) 6]'
Dakle,
103 | =7 20
T - s =10
Y L e A
9 3 | -3 6
3 3 | -3 6

Neka je A kvadratna matrica reda n podeljena na blokove na sledeéi
nadin

A A oo Agp
An Ay Aoy
(111.4.2.1) A= (p>2),
Ap1 Ap App
tako da su dijagonalni blokovi Ajq, Ag, ..., Ayp kvadratne matrice.

Definicija I11.4.2.2 Za matricu A, datu sa (I11.4.2.1), u kojoj su svi vandi-
jagonalni blokovi A;; = O (i # j), kazemo da je kvazidijagonalna matrica i
oznacavamo je sa

(111.4.2.2) A=An+Ap+ - +A4,.
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Dijagonalni blokovi matrice A4, koji se pojavljuju u formuli (I11.4.2.2),
Cesto se oznacavaju izostavljanjem drugog indeksa. Tako, formula (I11.4.2.2)
postaje

(I11.4.2.3) A=A +A4+ - + A,

Primer 3. Matrica

L]

100000
010000
4002000
0001 20
000013
0 00 0 0 1]

je kvazidijagonalna i moZe se predstaviti u obliku

A:[l 0

o 1| TR+ T3 A

] 1 20
0 01

Na kraju ovog odeljka nave§éemo dve teoreme koje se odnose na operacije
sa kvazidijagonalnim matricama.

Teorema I11.4.2.4 Ako je A skalar ¢ k prirodan broj, za kvazidijagonalnu
matricu A, oblika
A=At Aok o 4y,

gde su matrice A; (i =1,...,p) istoga reda, vafe jednakosti
Moo= M+ Ao+ - A4,
AT = AT+A7+ .+ 47,
AP = AR AS . AR
Teorema III.4.2.5 Za kvazidijagonalne matrice
A=A+ A+ +A4, i B=B;+By+ - + By,
gde su matrice A; 1 B; (i = 1,...,p) istoga reda, vaZe jednakosti

A+ B=(A1+B1)+ (A2 +By)+ -+ + (4 + Bp)

AB = A\By+ A3By + -+ + A,B,.
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II1.4.3 Neke specijalne klase matrica

U ovom odeljku navodimo nekoliko vaznih klasa kvadratnih matrica.

Definicija 111.4.3.1 Matrica A je realno ako su joj svi elementi realni bro-
jevi.

Definicija I11.4.3.2 Matrica 4 je pozitivna ako su joj svi elementi pozitivni
brojevi. :

Analogno se defini§u: negativne, nenegativne i nepozitivne matrice.
Definicija 111.4.3.3 Kvadratna matrica A je simetriéna ako je AT = A.

Definicija 111.4.3.4 Kvadratna matrica A je koso-simetricna ako je AT =
—A.

Kod simetri¢nih matrica imamo da je a;; = ay;, a kod koso-simetri¢nih
a;; = —aj;. Iz poslednje jednakosti sleduje da su kod koso-simetri¢nih mat-
rica elementi na glavnoj dijagonali jednaki nuli, tj. da je a;; = 0.

Definicija 111.4.3.5 Ako za kvadratnu matricu A vazi ATA = I, gde je I
jediniéna matrica, matrica A se naziva ortogonalna matrica.

Za kvadratne matrice nad poljem C mogu se uvesti klase hermitskih i
koso-hermitskih matrica pomoc¢u sledeéih definicija:

Definicija 111.4.3.6 Kvadratna matrica A je hermitska ako je A* = A.

Definicija 111.4.3.7 Kvadratna matrica A je koso-hermitska ako je A* =
—A.

Definicija 111.4.3.8 Ako za kvadratnu matricu A vazi A*A = I, gde je I
jediniéna matrica, matrica A se naziva unitarne matrica.

Neka je V,, skup svih kompleksnih vektora® & = [a:l Tg ... mn]T.

Koriséenjem skalarnog proizvoda dva vektora
T . T
] i oy=[y v - Y

CBZ[:IJl To ... Tp 5

¥ Moze se uzeti da je V,, = C",
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definisanog pomoéu
n
(may) - y*w - kagka
k=1

uslov za hermitsku matricu (4 = A*) moze se predstaviti u ekvivalentnom
obliku
(Vm,y € Va) (vay) - (a:,Ay)

Sliéno, uslov za koso-hermitsku matricu (4 = —A*) moze se predstaviti
u obliku
(Vo,y € Vo) (Am,y) + (2, Ay) = 0.

III.5 ZADACI ZA VEZBU

1. Neka su operatori A : R? — R3 i B: R3 — R? zadati sa A(z,y,2) =
(3z,2y — z,x — z), B(z,y,2) = (¢ + 2y,z +y — zz). Odrediti matrice
operatora A, B, A+ B, AB u prirodnoj bazi.

2. Neka je operator A : R? — P; definisan sa A(a,b,c) = (2a+b)z+ (b—c).

a) Dokazati da je A linearan operator.

b) Odrediti matricu operatora A u bazama {(0,1,2),(0,3,0),(1,1,0)} i
{2&: +1, m}

¢) Odrediti rang i defekt operatora .A.

3. Neka je operator A : R® — M, definisan sa.

a) Dokazati da je A linearan operator.

b) Odrediti matricu operatora A u bazama {e1, ez, e3} i {B1, By, Bs, B4},
gde su

€1 = (17(),0)) €2 = (17 170)7 €3 = (171a 1)

1 0] 1 -1 00 0 o]
e A ]
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¢) Odrediti rang i defekt operatora A.

4. Neka je operator A : R? — R? zadat matricom

2 37
A_[l -1 2]

u bazama {(1,1,0),(0,1,1),(0,0,1)} i {(1,1),(1,—1)}. Odrediti matricu
operatora A u prirodnoj bazi, kao i A(2,—2,2).

5. Neka je My o vektorski prostor kvadratnih matrica reda dvai A : Mgo —
My 2, operator definisan sa:

AX = -;—(X+XT>.

a) Dokazati da je operator A linearan.

b) Odrediti matricu operatora .4 u odnosu na bazu
5= 1 0] {1 1} {1 1] 1 1
o oofro of(1 oof (1 1S
¢) Odrediti rang i defekt operatora A.

6. Neka su date matrice A1 B,

1 -1
,;1:[(1) -?1 ﬂ B=1|1 o0
1 -1

Ispitati da li postoje matrice:
AB, BA, o', (AB)™', 24, 24+ B,

i, ako postoje, odrediti ih.

7. Neka je M skup svih kvadratnih matrica oblika

1 0 T
M,=|—-2 1 ~:1:2/2 (z € R).
0 0 1
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Ako je operacija - mnoZenje matrica, ispitati strukturu (M, -).

8. Neka je M, kvadratna matrica reda n oblika

a a a
a a a

M, = |, (a € R).
a a a

Ako je M = {M, | a € R,a # 0}, ispitati strukturu (M, -), gde je -
mnoZenje matrica.

9. Ako je M skup svih matrica oblika

0

0
M(a,a) = l « (a >0, a € R),
0 1

o oK

ispitati strukturu (M, -). Koje osobine ima preslikavanje f: M — C, defin-
isano pomocu .
f(M(a, ) = ae*.

10. Odrediti sve kvadratne matrice A, reda dva, za koje je A? = A.

Rezultat. TraZene matrice su

R R R T i E e R P B

gde je a € R.

11. Odrediti sve kvadratne matrice'A, reda dva, ¢iji je kvadrat jediniéna
matrica.

Rezultat. TraZene matrice su:
1 0 -1 0
0 1}’ 0 -1

12. Odrediti sve matrice M koje komutuju sa matricom A = B ﬂ, a

- zatim pokazati da skup svih tih matrica €ini komutativni prsten u odnosu-
na sabiranje i mnoZenje matrica.
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a 2b

Rezultat. M = [31) a4 3b

} (a,b € C).

13. Odrediti sve matrice M koje su komutativne sa matricom

10
3 1],
0 3

A=

oo W

a zatim odrediti matrice M™, gde je n prirodan broj.

14. Neka je
-1 a a
A=1]11 -1 0 (a € C).

-1 0 -1
a) Odrediti (A + I)®.

b) Izracunati A" (n € N).

15. Akoje A = [g _é} odrediti A" (n € N).

16. Date su matrice
1 -1 , -1 2
A‘[z 4] ' B_[—5 6]'
Ako je n prirodan broj, odrediti matrice A™ i B".
Rezultat.

An:[ 2n+1__3n on _ gn j’ i B”:l[5—22n+1 22n+1_2}
5 .

23" —ntl 2.3 gn 5—5.22" 5.22" 2

17. Neka su matrice A1 B zadate sa A = [(1) ﬂ i1 B= [_g _g] .

a) Dokazati da su A i B slicne matrice.

b) Odrediti matrice A0 i B100,
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18. Neka je data matrica

1
A= 10
0

o = N
[S]

Odrediti vrednost izraza A2008 — 43,

. 2 .. 2 v .
19. Ako je z = cos —;—E —i8in —?Z—r odrediti vrednost determinante

1 z 22
D=jz 1 =z
1 22 1

20. Proveriti rezultate:

1 1 1 =z
]. 1 x 1 _ 3 .
z 1 1 1
1 1 4 4
-1 3—-z% 3 3 | 9 9
b) . . . 5 = 23(z* — 4)(z* - 9)
-7 —7 6 22-—3

21. Izratunati vrednost determinante n-tog reda D,

56 0 ... 00
1 5 6. 0 0

Da=[0 15 00, gnen
0 0 0 15

22. U zavisnosti od realnog parametra a odrediti vrednost determinante

a+1 a 0 0
1 a+1 a 0
D, = 0 1 a+1 - 0 ’ n € N.

0 0 0 ea+1
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23. Odrediti vrednost determinante n-tog reda

20 41 0 .. 0

x—-1 2z z+1 0
D,=| 0 z-1 2z 0], =zeR, neN.

0 0 0 2z

24. Odrediti z € R tako da matrica

-1 oz 2
A=10 1 0
3 -1 =z
bude regularna, a zatim za z = —5 odrediti A~

25. Resiti matriénu jednalinu AX = B, ako su date matrice
10 2 1 0 1

a)A:E ﬂ,B:E g} byA=10 2 —-1|,B=|-1 1 -1
12 3 10 1

26. Neka je (X,,+, ) linearni prostor prosto-periodi¢nih oscilacija nad
poljem R i neka je D operator definisan pomoéu

D(Acos(wt + ¢)) = —wAsin(wt + ).
a) Dokazati da je D automorfizam prostora (X, +,).
b) Odrediti matricu opearatora D u bazi B = {coswt, —sinwt}.
¢) Ako je f izomorfizam prostora (X, +,-) i (C, +,-), odrediti f(B).

d) Dokazati da je preslikavanje D¢ = fDf~! automorfizam prostora
((C7 +, )

e) Odrediti matricu operatora D¢ u bazi Be = {1, i}, a zatim odrediti
f~H(Bc).



GLAVA IV

SISTEMI LINEARNIH
JEDNACINA

IV.L. METODI RESAVANJA

IV.1.1 Cramerove formule

Posmatrajmo sistem od n linearnih jednaéina sa n nepoznatih (z1, zo,

.y Tp)
ai1zy + a1 + -+ a1a®n = by,
a2171 + ag2T2 + -+ + ATy = by,
(IV.1.1.1) .
an1Z1 + ApaTo + 4 GppTn = by.
Ako je by = by = -+ = by, = 0, za sistem jednadina (IV.1.1.1) se kaze da

je homogen sistem.

Definicija IV.1.1.1 Za uredenu n-torku brojeva (£1,&,...,&,) kazemo da
je reSenje sistema jednacina (IV.1.1.1) ako se svaka jednacina ovog sistema
za o = & (k= 1,2,...,n) svodi na identitet (tj. kolokvijalno re¢eno,
svaka jednaina je zadovoljena).

Naravno, postavlja se pitanje egzistencije tog reSenaja, a onda i njegove
jedinstvenosti ukoliko uopéte ono postoji.

Primetimo da homogeni sistem jednacina uvek ima tzv. trivijalno resenje
E,=0(k=12,...,n).

167
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Sistem jednatina (IV.1.1.1) moZe se predstaviti matri¢no u obliku
(IV.1.1.2) Ax=0b,

gde su A4, b, z, redom

a1y 412 ... Qin by z1
as1 G2 G2n ba T
(IV113)  A=| . . b=, ®m=

anl  QGn2 Gnpn br, Tn

U upotrebi je sledeéa terminologija: matrica A je malrica sistema jed-
nacinag, b je vektor slobodnih élanova, a = je vektor nepoznatih ili veklor
refenja.

Pod pretpostavkom da je

air a2 ... Gip

a1 a2 az
(IV.1.1.4) D=detA=]| "l 0,

ap1  Qp2 Gnn

pokazacemo da postoji reSenje sistema jednacina (IV.1.1.1), da je ono jedin-
stveno, a pokazaéemo i kako se ono moze odrediti.

Kako je, u ovom sluéaju, matrica A regularna, mnoZenjem matri¢nog
oblika sistema jednatina (IV.1.1.2) inverznom matricom A~ sa leve strane,
dobijamo

(IV.1.1.5) xz=A"tb.

Da je ovo i jedinstveno reSenje sistema jednac¢ina (IV.1.1.2) lako se je
uveriti. Naime, ako pretpostavimo da postoji i vektor y # & koji je takode
reSenje datog sistema jedanadina, tj. Ay = b, tada bismo imali da je

Ay = Az,

odakle, mnozenjem sa inverznom matricom A~! sa leve strane, dolazimo do
kontradikcije da je y = .

Odredimo sada elemente vektora reSenja iz (IV.1.1.5). To moZemo ura-
diti direktno na osnovu (IV.1.1.5) (videti napomenu 1 na strani 169), a
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10Zzemo i na jedan prirodniji nacin. Naime, ako u determinanti

ailr ... O1k-1 01Tk Alk4+1l --- OGlp

a21 a2 k-1 kTk Q2 k+1 a2n,
D xp =

Anl On k-1 OnkTk Onk+1 Anp

lemenmtima k-te kolone dodamo odgovarajué elemente svih ostalih kolona
08to ih redom pomnoZimo sa zi,...,Tk_1,Tk+1,:- s Ln, dobijamo, uzi-
aajuéi u obzir da su zadovoljene jednaéine (IV.1.1.1),

(IV.1.1.6) D -z =Dy (k=12,...,n),
gde je
a1 ... Gig-1 b1 aip41 ... 01g
an asr—1 by agi1 aop
Dy =
Gni Gy o—1 bn, An, k41 Gnn

S obzirom da je po naSoj poéetnoj pretpostavei D # 0, na osnovu
(IV.1.1.6) imamo da je

_ Dk
)
Formule (IV.1.1.7) su poznate kao Cramerove' formule. Interesantno je

primetiti da je ove formule izveo Leibnitz? jo§ 1678. godine, a Cramer ih je
nafao tek 1750. godine.

(IV.1.1.7) T (k=1,2,...,n).

Napomena 1. Primetimo da smo do Cramerovih formula mogli doéi i
direktno na osnovu (IV.1.1.5), odakle imamo

TAn Ag ... Ap by
1 1 |42 A2 Anpa b
Aln A2n Ann bn

pa su odgovarajudéi elementi vektora x

1 T
(IV.1.1.8) z = 35 > bidg  (k=1,2,...,n).
=1

! Gabriel Cramer (1704-1752); §vajcarski matemati¢ar.
? Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646-1716), veliki nemacki matematicar.
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Kako se suma na desnoj strani u (IV.1.1.8) moZe interpretirati kao razvoj de-
terminante Dy po elementima k-te kolone, dolazimo do Cramerovih formula
(IV.1.1.7).

Dakle, na osnovu prethodnog razmatranja, zakljuéujemo da ako je D =
det A # 0, sistem jednacina (IV.1.1.1) ima jedinstveno resenje dato Crame-
rovim formulama (IV.1.1.7).

U sluéaju kada je D = 0, a bar jedna od determinanata Dy razli¢ita
od nule, imajuéi u vidu formule (IV.1.1.6) koje su izvedene na osnovu pret-
postavke da su jednac¢ine (IV.1.1.1) zadovoljene, zaklju¢ujemo da to nije
slucaj, tj. sistem jednadina (IV.1.1.1) je nemoguc (protivurecan). Medutim,
ako je D = 0 i Dy = 0, za svako k = 1,2,...,n, na osnovu prethodnog
razmatranja ne moZemo ni§ta konkretno zakljuciti o reSivosti datog sistema
jednaéina. Taj slufaj bide razmatran kasnije.

Na osnovu Cramerovih formula moze se izvesti zaklju¢ak da homogeni
gistem jednadina, za koji je D # 0, ima samo trivijalno redenje zp = 0
(k=1,2,...,n).

Primer 1. Neka je dat sistem jednaéina
43)1 b 25172 — T3 = 1,

221 + 2x9 + 3 = 5,
8x1 — x9+ x3 =0>.

Kako je
4 -2 -1
D=2 2 1]=18,
8 -1 1

gsistem ima jedinstveno reSenje
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Napomena 2. Cramerove formule imaju vise teorijski, nego prakti¢ni
znacaj. One zahtevaju izratunavanje n + 1 determinanata n-tog reda. Ako
bismo vrednost determinante n-tog reda izra¢unavali po definiciji, potrebno
je izvrditi Sy, = n! —1 sabiranja (ili oduzimanja) i M), = (n — 1)n! mnozenja,
§to ukupno iznosi P, = S, + M, =~ n-n!l. Pod pretpostavkom da je za
obavljanje jedne ra¢unske operacije na ratunaru potrebna 1pus, to bi za
izratunavanje vrednosti jedne determinante tridesetog reda bilo potrebno
oko

30-30!-1.1076
3600 - 24 - 365
Uopsteno govoreéi ovakav postupak je prakti¢no neprimenljiv ve¢ za deter-
minante reda n > 4.

~ 2.5 -10% godina.

IV.1.2 Gaussov metod eliminacije
Neka je dat sistem linearnih jednaéina

a1121 + a2 + -+ - + a1y = by,

a1T1 + apxs + - + apy = b,
(IV.1.2.1) .

An1T1 + ApaTe + -+ QppTp = by,
koji ima jedinstveno reSenje. Sistem se moze predstaviti matri¢no u obliku
(IV.1.2.2) Ax =5,

gde su 4, b, z dati pomocéu (IV.1.1.3).
3

Osnovni metod za reSavanje sistema linearnih jednacina je Gaussov® me-
tod eliminacije, koji ima vise varijanata. U sudtini, Gaussov metod se zasniva
na redukeiji sistema (IV.1.2.2), primenom tzv. elementarnih transformacija,
na trougaoni sistem jednacina

(IV.1.2.3) Rx =c,
gde su
™M1 ™92 ... Tin C1
722 T2n C2
R = , Cc =
Tnn Cn

% Carl Friedrich Gauss (1777-1855), veliki nemacki matematicar.
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Te elementarne transformacije moraju biti takve da sistem jednagina
(IV.1.2.3) ima ista reSenja kao i polazni sistem (IV.1.2.2). Za takve sisteme
jednatina kaZemo da su ekvivalentni sistemi.

Sistem jednaéina (IV.1.2.3) resava se sukcesivno polazeéi od poslednje
jednagine. Naime,

Cn )
Tp = —, &Ly = ( Z ’f'ml‘k) (1——:n~-1,...,1).
T Tis _

nn =i+1

Ndpomemmo da su koeficijenti r;; # 0 jer po pretpostavci sistem (IV.1.2.2),
j. (IV.1.2.3), ima jedinstveno resenje.

Pokazatemo sada kako se sistem (IV.1.2.1) mozZe redukovati na ekviva-
lentan sistem sa trougaonom matricom.

Pod pretpostavkom da je a11 # 0, izracunavamo najpre tzv. eliminacione
faktore

’I’I’Lﬂ:"a—l-l— (z':2,...,‘n),
a zatim, mnoZenjem prve jednacine u sistemu (IV.1.2.1) sa m;; i oduzima-
njem od i-te jednatine, dobijamo sistem od n — 1 jednagina
2 2 2

aéQ)zg + - +agn)fvn = bg ),
(IV.1.2.4) :
(2)a:,g+ +a§3,23:n -b( )
gde su

2 2 .
a,gj) = Q45 — MGy, b,g ) :bi—milbl (’l,j =2,...,n).
Pod pretpostavkom da je a (2) 7é 0, plimenjujuc’i isti postupak na sistem
jednacina (IV.1.2.4), sa my = %2 /a (¢ =3,...,n), dobijamo sistem od
n — 2 jednagine
ag3)ac3 4 0(3):En = b )

TN P _ o),
gde su
) = - m?, 5Ot mal? (5=,
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Nastavljajuéi ovaj postupak, posle n — 1 koraka, dolazimo do jednaline

™z, = b,

Najzad, ako iz svakog od dobijenih sistema uzmemo njegovu prvu jed-
nacinu, dobijamo trougaoni sistem jednacina

afYer + oz +alYms + +alan = b,

afy o + afyws + - +allw, = b,

ag%)mg + o+ ag?;b)a:n = bgs))

(Mg = b,

OpnTn =

pri ¢emu smo, radi jednoobraznosti, stavili a;; = az(-l»), b; = bgl).

Ovim smo sistem (IV.1.2.2) sveli na trougaoni oblik (IV.1.2.3).

Navedena trougaona redukcija ili, kako se Cesto kaze, Gaussova elimi-
nacijo i Gaussov algoritam, svodi se na izraGunavanje koeficijenata

(k) .
g = az];)v a§;§+1) _ ag») _ mika/(!;), b§k+1) _ b§k) _ Tnikb;(ck)’
A,

zat,j=k+1,...,n 1 k=12,...,n—1L
Primetimo da su elementi matrice R 1 vektora ¢ dati sa

rg=al, =" (i=1,...nj=1,...,n).

Da bi navedena trougaona redukcija egzistirala, potrebno je obezbediti
(k)

uslov agclz) # 0. Elementi ay; su poznati kao glavni elementi ili stoZerski
elementi. Pod pretpostavkom da je matrica A sistema (IV.1.2.2) regularna,

uslove a,(clz) # () moguce je obezbediti permutacijom jednagina u sistemu.

Primer 1. Primenimo Gaussov metod eliminacije na sistem jednaéina
koji je posmatran u primeru 1. na strani 170.

Kako su mg; = 1/2 1 mg3; = 2, posle prvog eliminacionog koraka
dobijamo
) 3 9
A 3z9 + '2—.13 = 5,
C3rg+3xmy = 3.
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S obzirom da je mgzy = 1, posle drugog eliminacionog koraka imamo
3 3
—&T3 = —=.

2 2

Dakle, dobili smo trougaoni sistem jedna€ina

Aoy — %m0 — x5 = 1,
Szy+ Sy = o

x2 2$3 = 5

3 _ .3

27 T Ty

Najzad, polazeéi od trece jedna¢ine, dobijamo reSenja

T3 = -—1,

Ty = %(g*g"(—l)) =2,

71 = %(1+2-2+(—1)):1. A

Primetimo da trougaona redukcija obezbeduje jednostavno izradunava-
nje determinante sistema. Naime, vaZi

_ b 2 (n)

detA — (111 a:22 " “ann’

uz eventualnu promenu znaka ako je izvrSen neparan broj permutacija jed-
natina sistema (tj. vrsta matrice sistema).

Napomena 1. Za reSavanje sistema od n jednadina sa n nepoznatih,
ukupan broj ra¢unskih operacija u Gaussovom metodu iznosi

1

N(n) A

(4n® + 9n® — Tn).
Za dovoljno veliko n imamo N(n) ~ 2n3/3. Na primer, za reSavanje sis-
tema od n = 30 jednagina (ili izratunavanje vrednosti determinante 30-tog
reda) potrebno je 0.018 s ako se jedna ratunska operacija obavlja za 1 us, a
videli smo ranije (videti napomenu 2 na strani 171) da je za izratunavanje
jedne determinante 30-tog reda na osnovu definicije, a sa istim vremenom
za obavljanje jedne operacije, bilo potrebno ~ 2.5 - 10?° godina.

Sa numerickog stanovista (imajuéi u vidu kumuliranje gresaka zaokrug-
ljivanja koje su neminovne u postupku izratunavanja na racunskoj magini,
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1 u zelji da se kumulirana greska uéini §to manjom) u toku eliminacionog
procesa treba vrsiti permutacije jednacina u cilju dobijanja maksimalnog po
modulu glavnog elementa u svakom eliminacionom koraku. Ovakva modi-
fikacija Gaussovog metoda se zove Gaussov metod sa izborom glavnog el-
smenta 1 taj metod se najcedfe nalazi u korisni¢kim softverskim paketima
za numeriCko refavanje sistema linearnih jednadina. O drugim detaljima
Gaussovog metoda, kao i o drugim metodima za refavanje sistema jednaéi-
na, moze se naéi u knjizi: G. V. MILOVANOVIC, Numericka analiza, I deo
(trece izdanje), Naucna knjiga, Beograd, 1991.

Gaussov metod moze biti primenjen i na refavanje sistema

a1z +apzy + - +apr, = by,
211 + a0y + - + Gy, = bo,

(IV.1.2.5)
Om1T1 + AGm2Z9 + - + GppTy = b,

kod koga je broj jednadina veéi od broja nepoznatih, tj. m > n. U tom slu-
¢aju, primenom Gaussovog metoda dobijamo ekvivalentni sistem jednatina

agll)ml -+ CL(112)$2 + a(lé)mg + ek a%)mn = b(ll),
afyws + oy + -+ alle, = b,
ag%)xg 4+ agi)wn = bg?’),
(IV.1.2.6)
agﬁb Ty = b%”),
a%’%xn = b%‘).

Dakle, sistem (IV.1.2.5) imace resenje ako se iz poslednjih m —n + 1
jednagina u sistemu (IV.1.2.6) dobija ista vrednost za z,, tj. ako je

S
AT

Napomena 2. Gaussov metod eliminacije moze se veoma, uspeSno pri-
meniti i na inverziju matrica. (Primetimo da bi za direktno odredivanje
inverzne matrice neke regularne kvadratne matrice reda n bilo potrebno iz- -
ratunati vrednost jedne determinante reda n i n? determinanata reda n—1.)
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Neka je A = [aij]nxn regularna matrica i neka je

it Tz ... Zin
T21 T22 L2n
X=1 =[m1 Ty ... :cn]
Tni Tnp2 Tnn
njena inverzna matrica. Vektori z;, x3, ..., &, su redom prva, druga, ...,
n-ta kolona matrice X. Definis§imo vektore ey, es, ..., €, pomoéu
1 0] . : 0
0y - 1 0
er= 1\ {,€e =1, ]|y 1€n—
0 0 1

S obzirom na jednakost
AX = [Accl Axy ... Aazn] =1= [61 ey ... en],

problem odredivanja inverzne matrice moze se svesti na reSavanje n sistema
linearnih jednagina,

(IV.1.2.7) Ax; = e; (1=1,...,n).

Za, resavanje sistema (IV.1.2.7) pogodno je koristiti Gaussov metod eli-
minacije, s obzirom da se matrica A pojavljuje kao matrica svih sistema,
pa njenu trougaonu redukciju treba izvrditi samo jednom. Pri ovome, sve
transformacije koje su potrebne za trougaonu redukciju matrice A treba

primeniti i na jediniénu matricu I = [el ey ... en]. Na taj nagin
matrica A transformise se u trougaonu matricu R, a matrica I u matricu
C = [Cl co ... cn]. Najzad, ostaje da se rese trougaoni sistemi jedna-
¢ina Re; = ¢; (i =1,...,n).

Prema tome, primena Gaussovog metoda moze se iskazati kao transfor-
macija matrice [A 1 ] u matricu [R C].



IvV.2. EKVIVALENTNI SISTEMI VEKTORA I MATRICA 177

IV.2 EKVIVALENTNI SISTEMI VEKTORA
I MATRICA

IV.2.1 Ekvivalentni sistemi vektora

Neka su u linearnom prostoru X nad poljem K data dva kona¢na skupa
(sistema) vektora U = {u1,ug,...} 1 U = {u),u),...} takvi da se lineali
nad njima poklapaju, tj.

(IV.2.1.1) LU)=LU"Y =Y.

Ocigledno, svaki vektor iz Y (C X) moze biti predstavljen kao linearna kom-
binacija vektora iz sistema U ili vektora iz sistema U’.

Definicija IV.2.1.1 Za dva sistema vektora U i U’ kaZemo da su medu
sobom ekvivalentni sistemi ako svaki vektor iz sistema U moZe da se izrazi
kao linearna kombinacija vektora iz sistema U’ i obrnuto.

Na osnovu prethodnog, sistemi U i U’ su ekvivalentni ako i samo ako
vazi (IV.2.1.1). Lako je proveriti da je ekvivalentnost sistema po definiciji
IV.2.1.1 stvarno jedna relacija ekvivalencije u skupu sistema vektora.

Neka je S skup svih sistema vektora u prostoru X. S obzirom na uvedenu
relaciju ekvivalencije, skup § se moze razbiti na klase ekvivalencije. Ako su
U 1 U’ dva proizvoljna sistema vektora iz jedne klase ekvivalencije, tada se,
videli smo, lineali nad U i U’ poklapaju. Interesantno pitanje koje se moze
postaviti odnosi se na broj vektora u ekvivalentnim sistemima. U vezi s tim,
bitnu ulogu igra linearna nezavisnost vektora u sistemu.

Teorema IV.2.1.1 Neka je U = {u1,u2,...,un} sistem linearno nezavis-
nih vektora. Ako se svaki vektor iz U moZe izraziti kao linearna kombinacija
vektora iz sistema U' = {u],uf,...,u,}, tade je m <n.

Dokaz. Pre svega uotimo da u gistemu U ne postoji nula-vektor i pret-
postavimo, suprotno tvrdenju teoreme, da je m > n. Takode, radi pregled-
nijeg oznacavanja stavimo U’ = U,

Pridruzimo sistemu UM vektor v i posmatrajmo novi sistem vektora
(IV212) {'U'bull)ul%" ')u’n}a

koji je ekvivalentan sistemu U().
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Kako se, prema uslovu teoreme, vektor u; moZe izraziti kao linearna
kombinacija vektora is sistema U (1) tj. kako je

n

/

Uy = E /\Iiui7
=1

zakljutujemo da je sistem vektora (IV.2.1.2) linearno zavisan. Ovo, pak,
znaii da se, prenumeracijom, neki od vektora sistema UV, na primer vektor
v}, moze izraziti kao linearna kombinacija preostalih n vektora iz sistema
(IV.2.1.2). Ako sada isklju¢imo ovaj vekior iz (IV.2.1.2), dobijamo novi
sistem vektora

(IV.2.1.3) U® = {uy,ul,...,ul}.

Jasno je da se, sada, svaki vektor sistema U moZe da izrazi kao linearna
kombinacija sistema U ) &o znaci da se, u uslovu teoreme, U ) moze
zameniti sa U,

Nastavljajuéi ovakav postupak izmene sistema U®) (k = 1,2,...), uvo-
denjem novih vektora iz sistema U, proizilazi da se vektorima iz U mogu
zameniti svi vektori polaznog sistema U’ = U(!), svodeéi ga tako na sistem

UMD = (uy,ug, ..., un }

Medutim, ovo bi znaéilo da se svaki vektor iz U moZe izraziti kao lin-
earna kombinacija vektora iz jednog njegovog podsistema U (c U), sto
protivuredi Cinjenici da je U sistem linearno nezavisnih vektora. Dakle, ne
moze biti m > n. O

Posmatrajmo sada dva ekvivalentna sistema linearno nezavisnih vektora.
Na osnovu prethodne teoreme svaki od ovih sistema sadrzi ne viSe vektora
od drugog, §to znati da se ekvivalentni sistemi linearno nezavisnih vektora
sastoje od istog broja vektora.

S druge strane, ako imamo sistem U linearno zavisnih vektora, pri emu
svi vektori nisu istovremeno jednaki nula-vektoru, tada u U postoji ekviva-
lentni podsistem linearno nezavisnih vektora. Za ovaj podsistem kazemo da
je baza sistema vektora U. Naravno, svaki sistem vektora mozZe imati vise
baza, ali se sve one sastoje od istog broja vektora. Sve baze ekvivalentnih
sistema su istovremeno ekvivalentni sistemi.

Definicija IV.2.1.2 Broj vektora baze jednog sistema U naziva se rang
sistema U i oznatava se sa rangU.
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Drugim reima, rang U je maksimalan broj linearno nezavisnih vektora
sistema U.

Primer 1. Neka je u prostoru R?* dat sistem vektora U = {ug,...,u4},
gde su

up = (4,-2,-3,-1), ug = (~7,3,5,3), us = (1,1,0,—4), uy = (2,0, 1,3).

Kako su, na primer, ug i u4 linearno nezavisni vektori i u; = —2ug — 3uy,
ug = 3ug + duy, zakljuéujemo da je rang U = 2. Sistem U je ekvivalentan sa
njegovim podsistemom B = {us,u4}, koji predstavija bazu. Naravno, ovo
nije jedina baza sistema U. Na primer, baza je i sistem vektora {uq,us}.
Jedan praktiéan nacin za odredivanje ranga sistema vektora bice dat kasnije.

A

1V.2.2 Zavisnost matrice operatora od baze — ekvivalentne i
sliéne matrice

U odeljku I11.2.2 uveli smo matricu linearnog operatora A: X — YV
na konaéno-dimenzionalnim prostorima i, pri tom, naglasili da matrica op-
eratora zavisi od izabranih baza u prostorima X i Y. U ovom odeljku
proudi¢emo tu zavisnost.

Razmotriéemo najpre promenu koordinata proizvoljnog vektora u pros-
toru X dimenzije n pri promeni baze B, = {e1,...,e,} u bazu By =
! !
{617 T >en}'

Najpre, defini§imo linearni operator P: X — X sa svojstvom da je
Pej=e;  (j=1,...,n)

Ovako definisani operator P je regularan. Zaista, s obzirom da se svaki
element u € X moze predstaviti pomoéu baze B, sa u = e + o269+« +
Tnen (21,29,...,2, € K), to, jedno za drugim, imamo

Pu=60 = P(rier+xe2+ - +apey) =0
= 11Pe; +x2Pes + -+, Pep, =0

= z1€} +xz9eh + - +3pe], =0
= Ti=x9 ==&, =0
= u=290,

pa je, dakle, operator P stvarno regularan.
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Kako se novi bazisni vektori ¢} (j = 1,...,n) mogu razviti po vektorima
baze B, imamo

Per=¢€ = piier +paes+ -+ pnien,
Pey = e P12€y + pazeg + -+ - + Pnoenp,

(IV.2.2.1)

Pe, = e;L = DPin€ + Pone2 + 0+ Panén,

pa je matrica P prethodno definisanog operatora P u odnosu na par baza B,
i By prostora X, pri temu je druga baza identitna sa prvom, tj. By = B,
data sa ‘

Pui p12 .. Din
P21 P22 Pon

(IV.2.2.2) P=P, = . )
nl  Pn?2 Pnn

a koju sada zovemo mairica transformacije koordinata pri prelasku sa baze
B, na bazu By s obzirom na jednakosti 1V.2.2.1. Primetimo da je ova
matrica regularna (kao matrica regularnog operatora).

Uotimo sada proizvoljan vektor v € X irazlozimo ga po vektorima jedne
i druge baze. Tada imamo

n n
(1V.2.2.3) U= Zwiei = ngeg
i=1 j=1
n
Kako je € = > pije; (j=1,...,n), (IV.2.2.3) postaje
i=1

n

n n n n
> omiei= xQ( pijei> =5 (me})ei-
i=1 =1 Ni=l

=1 ‘j=1
Odavde je

n n
(:E Zpijmg-)ei = 9,
=1 1

;=
j=

2

t.
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Prema tome, ako su odgovarajuée koordinatne reprezentacije vektora u € X
u bazama B, 1 B date sa,
]T

x=[z1...2p i 2=z .. .2,

imamo odgovarajuéu matriénu formulu
(IV.2.2.4) z = Pa/,

gde je matrica P data sa (IV.2.2.2). Odavde, s obzirom da je matrica P
regularna, sleduje

(IV.2.2.5) ' =P 'z

8to izrazava koordinate vektora u© € X u novoj bazi pomoéu koordinata
tog vektora u staroj bazi. Ta veza se ostvaruje pomocu inverzne matrice
operatora koji staru bazu prevodi u novu. Ako, dakle, operator P bazu B,
prevodi u bazu B, onda matrica P~ = Pe““e1 koordinate vektora u u staroj
bazi B, prevodi u koordinate toga vektora u novoj bazi B.

Sli¢no, u prostoru Y dimenzije m uo€imo dve baze By = {fi,..., fm}
i Bpr =A{f{,..., fl,}. Neka je odgovarajuéa matrica transformacije koordi-
nata @ = [¢ijlmxm. Tada se transformacija koordinata vektora v € Y, pri
prelasku sa baze By na bazu By, saglasno formuli (IV.2.2.5), moze pred-
staviti u obliku

(IV.2.2.6) vy =Q ly,

gde su
]T : '

iy =)

Y=y .. Un

Razmotrimo sada promenu matrice operatora A: X — Y pri promeni
bazisa. ‘ ‘

Saglasno definiciji II.2.2.1, sa A = Ay, oznafimo matricu operatora

A: X =Y u odnosu na baze B, i By. Ako promenimo baze u prostorima

X iY tako da suone By i By, tada odgovarajuéu matricu istog operatora
A oznatimo sa A’ = Aper.

Teorema 1V.2.2.1 Neka su date baze B, i By u prostoru X i baze By 1 By
u prostoru Y. Ako su P i Q) odgovarajude matrice transformacija koordinata
pri prelasku sa baze Be na By i sa baze By na bazu By, tada za matrice
operatora A = Aje i A" = Apo vaZi jednakost

(IV.2.2.7) . A =Q7lAP.
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Dokaz.Posmatrajmo parove baza (Be, By) i (By, Byr). Tada za matriéni
analogon jednakosti v = Au (u € X, v € Y) imamo dve jednakosti

(IV.2.2.8) y = Az = Az,
(IV229) yl = AflelmleI:B,.

Na osnovu jednakosti (IV.2.2.6), (IV.2.2.8) i (IV.2.2.4) dobijamo
Y =Q ly=Q 'z = Q AP,
odakle, poredenjem sa (IV.2.2.9), dobijamo (IV.2.2.7). O

Na osnovu prethodne teoreme zaklju¢ujemo da jednom linearnom ope-
ratoru A: X — Y odgovara skup njegovih matrica A = A fe, definisanih
preko svih moguéih parova baza (Be, By) u prostorima X i Y. Sve te mat-
rice, kako smo videli, nisu potpuno nezavisne, ve¢ su medusobno povezane.
Preciznije receno, one su u relaciji ekvivalencije koja je data slede¢om defini-
cijom.

Definicija IV.2.2.1 Neka je M,,, prostor matrica tipa m x n i neka je
M, = M, ,. Za dve matrice A,B € My, kazemo da su ekvivalenine, u
oznaci A & B, ako postoje regularne kvadratne matrice S € M,,, i T' € M,
takve da je

(IV.2.2.10) B = SAT.

Nije tesko uoéiti da je ekvivalentnost matrica stvarno jedna relacija
ekvivalencije. Zaista, relacija = je refleksivna, tj. A & A, jer jednakost
A = SAT vazi, na primer, ako su S i T jedini¢ne matrice reda m i n re-
spektivino. Za dokaz osobine simetriénosti primetimo da iz A = B, tj. iz
¢injenice da postoje regularne matrice S i T takve da je B = SAT, sleduje
A = S"1BT1 sto zna¢i daje B = A. Najzad, iz A= BiB=C, tj. iz
B = SAT" i C = §"BT", gde su §',7",5",T" regularne matrice, sleduje
C=8"S"AT"T" = SAT, tj. A= C, gdesu S =5"S"iT =T"T regularne
matrice, §to znaci da je relacija = tranzitivna. Skup M, , se, prema tome,
moZe razbiti na klase ekvivalentnih matrica.

Dakle, na osnovu (IV.2.2.7) zakljutujemo da su matrice A i A, koje
odgovaraju istom linearnom operatoru A: X — Y, ekvivalentne. Drugim
re¢ima, matrice koje odgovaraju operatoru A: X — Y uzete u razli¢itim
parovima baza (Be, By) u prostorima X i Y, pripadaju jednoj klasi ekviva-
lencije matrica u odnosu na relaciju ekvivalencije datu definicijom 1V.2.2.1.
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Naravno, odmah se postavlja pitanje: da li u toj klasi ekvivalencije ima
i takvih matrica koje nisu matrice tog operatora 4 u nekom paru baza
(Be, Bf)? Odgovor na ovo pitanje je odrecan, o ¢emu govori sledeca teo-
rema koju navodimo bez dokaza.

Teorema IV.2.2.2 Svakoj klasi ekvivalentnih matrica v odnosu na defini-
ciju 1V.2.2.1, se moZe pridruziti bar jedan linearni operator A: X — Y
(dimX = n, dimY = m) takav da ta klasa ekvivalentnih matrica pred-
stavlja skup matrica tog operatora u svim mogucim parovima baza (Be, By)
(u prostorima X iY).

Prema tome, svakom linearnom operatoru A: X — Y odgovara neka
klasa ekvivalentnih matrica, pa je proudavanje tog linearnog operatora mo-
gude sprovesti preko proudavanja klase medu sobom ekvivalentnih matrica.
Svojstva takve klase su, dakle, svojstva samog operatora. Naravno, s tim
u vezi, odmah se moze postaviti pitanje za koji par baza (Be, By) matrica
operatora A: X — Y ima najjednostavniju strukturuy, §to ,blizu“ nekoj vrsti
dijagonalne forme, jer je dijagonalna matrica po svojim svostvima ,blizu“
broju? Sta viSe, ta matrica mora imati takvu formu da se iz nje mogu
izvuéi sva svojstva operatora A4, tj. sva svojstva klase ekvivalentnih matrica.
Odgovor na ovo pitanje bice dat kasnije.

Na kraju ovog odeljka pomenimo i sluc¢aj kada operator A deluje u pros-
toru X, tj. kada je Y = X. Tada operatoru A: X — X odgovara kvadratna

matrica A € M,. U tom sludaju, transformacione matrice P i (J se pokla-
paju i umesto ekvivalentnosti moze se uvesti pojam sli¢nosti matrica:

Definicija IV.2.2.2 Za dve kvadratne matrice A, B € M, kazemo da su
slicne matrice, u oznaci A ~ B, ako postoji regularna kvadratna matrica
P e M, takva da je

(Iv.2.2.11) B =P AP

Za matricu P kazemo da je matrica transformacije sliénosti.

Relacija slitnost matrica je jedna relacija ekvivalencije u skupu matrica
M,,. U klasi sliénih matrica, problem konstrukcije matrice najjednostavnije
strukture je znatno tezi nego u klasi ekvivalentnih matrica.
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IvV.2.3 Rang matrice

Neka je data matrica A = [asj}mxn € M. Izaberimo p vrsta i ¢ kolona
ove matrice, sa indeksima 41,42,...,%p 1 J1,J2,...,7, respektivno, pri cemu
je

1§i1<i2<---<z’p§m, 1_<_j1<j2<---<jq§n.

Definicija IV.2.3.1 Za matricu tipa p X ¢ datu pomoéu

Qi 5y ailjz Ca a,iqu
TR Gigg1  Qigga Qi jq
21,92,.-52p M

aipjl a’ipjz a":qu

kazemo da je submatrica matrice A = [aijlmxn-

Nije tesko videti da za jednu matricu tipa m xn postoji ukupno <m> <Z>
p
submatrica tipa p X ¢g. U daljem razmatranju za nas ¢e biti od interesa samo

kvadratne submatrice. Shodno prethodunom, za posmatranu matricu tipa

m X n postojl ukupno <m> (n) submatrica reda p, gde je p < min(m,n).
P/ \p

Definicija IV.2.3.2 Matrica A ima rang r (8to oznaCavamo 7 = rang A)
ako medu njenim kvadratnim submatricama reda r postoji bar jedna koja je
regularna, dok su sve kvadratne submatrice viSeg reda od r, ukoliko postoje,
singularne. Rang nula matrice je 0.

Za determinante kvadratnih submatrica kaZemo da su minori. Svaki
minor reda r (= rang A), koji je razli¢it od nule, naziva se bazisni minor, a
vrste 1 kolone matrice A na kojima je on definisan nazivaju se bazisne vrste
i bazisne kolone. Napomenimo da moze da postoji vise bazisnih minora.

Na osnovu prethodnog, svaka regularna matrica A € M,, ima rang n,
dok za proizvoljnu matricu A € My, ,, vazi nejednakost rang A < min(m,n).

Primer 1. Data je matrica
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Rang ove matrice ne moze biti veéi od tri jer je min(m,n) = min(3,4) = 3.

Ukupan broj submatrica treéeg reda jednak je <3> 4) =41 to su:

3)\3
1 2 -1 1 2 3 1 -1 3 2 -1 3
0 1 4,10 1 2,0 4 2,1 4 2
-1 -1 5| |[-1 -1 -1 |-1 5 -1] [-1 5 -1

Determinante svih ovih submatrica su jednake nuli jer, dodavanjem ele-
menata treée vrste odgovarajuéim elementima prve vrste, prva vrsta u svim
ovim determinantama postaje identiéna drugoj vrsti. Dakle, sve submatrice
treceg reda su singularne.

Kako je minor drugog reda | 2] =1 # 0, zaklju¢ujemo da je on bazisan
i da je rang A = 2. Kao bazisne vrste i kolone, koje odgovaraju ovom
bazisnom minoru, pojavljuju se prva i druga vrsta i prva i druga kolona
matrice A. Naravno, postoje 1 drugi bazisni minori drugog reda. TAN

Iz osobina determinanata neposredno sleduje:
Teorema I1V.2.3.1 Za proizvoljnu malricu A vai vang A = rang AT,
Dokaz. Transponovanjem kvadratnih submatrica matrice A dobijamo
sve kvadratne submatrice za AT. Kako se transponovanjem matrice ne

menja njena determinanata (videti teoremu 111.3.3.1), zakljuéujemo da tvr-
denje teoreme vazi. t

1V.2.4 Broj linearno nezavisnih vrsta i kolona matrice

Neka je data matrica A = [aijlmxn € Mpn kompleksnih elemenata i
neka ai,as,...,a, € My, = V), oznacavaju kolone te matrice, tj.

a1 a2 Gin

as1 az,2 a2.n
(IV241) a1 = . 5 an = s 5 ey A, = )

am,1 m,2 Am,n

Teorema IV.2.4.1 Ako matrica A = [0ijlmxn tma rang r, postoji r line-
arno nezavisnih kolona matrice A 1 to su bazisne kolone. Sve ostale kolone -
su linearna kombinacija tih' v bazisnih kolona.
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Dokaz. Mozemo pretpostaviti da je minor reda r u gornjem levom uglu
matrice A razli¢it od nule. Taj minor je izdvojen crticama u (IV.2.4.2)

all 12 . (2508 [ a1’7‘+1 - ain
21 a22 a2r ' ag,r+1 ce aon
Gy a Qg Ay p . Qo
(Iv242) A=| r2 N n
a,r+1,1 CLT_|_1’2' . aT—H,?‘ a'T-H,T-H L ar+1,n
| Ul bm2 [4 G r+1 L. amn |

U opstem sluéaju minor reda 7 koji je razli¢it od nule (bazisni minor)
ne mora se nalaziti u gornjem levom uglu, ali se on moze premestiti tamo
pomoc¢u pogodnog niza transpozicija vrsta i kolona matrice A. Pri tome
se ne menja rang A (o ¢emu ¢e biti re¢i kasnije, teorema IV.2.6.1), niti se
menjaju, jasno je, svojstva linearne zavisnosti ili nezavisnosti koje postoje
izmedu kolona te matrice.

Dokazimo da su bazisne kolone a1, a9, ..., a, linearno nezavisne. Dakle,
treba pokazati da jednakost

(IV,2.4.3) Mai + Xoas+ -+ Ma, =0 ()\1,)\2,...,)\,~ G(C),

gde je vektor o € V;, sa svim koordinatama jednakim nuli, vazi samo ako je
A== =X =0
Zaista, jednakost (IV.2.4.3) je ekvivalentna sistemu jednatina

,

(IV.2.4.4) > Nag=0 (i=1,2,...,m).
j=1

S obzirom da podsistem
> Nag =0 (i=1,2,...,r).
j=1

ima determinantu razliéitu od nule, na osnovu Cramerovih formula za-
kljuéujemo da ovaj podsistem, a time i sistem (1V.2.4.4) ima samo trivijalno
reSenje Ay = Ao =+ =\, = 0.

Dokazimo, sada, da postoje kompleksni brojevi pi, pg, ..., u, takvi da
se bilo koja druga kolona ay (k > r) moze predstaviti u obliku

(IV.2.4.5) ap = p101 + po0g + 0 F e Gy
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Jednakost (IV.2.4.5) je ekvivalentna sistemu jednaéina
T
(IV.2.4.6) > pjai =ag (i=1,2,...,m).
j=1 '
Posmatrajmo podsistem
T
(IV.2.4.7) > wiag =ag (=1,2,...,7).
=1

Kako je determinanta ovog podsistema razli¢ita od nule (Cramerov slucaj)
postoje jednoznaéno odredeni brojevi o, ag, ..., a, takvi da su za p; = o
(=1,2,...,r) jednacine (IV.2.4.7) zadovoljene.

Ako brojevi ai,as,...,q, zadovoljavaju i poslednjih m — r jednadina
sistema (IV.2.4.6), onda vazi (IV.2.4.5).

Zato pretpostavimo da neka od tih m — r jednaéina, neka je to s-ta jed-
nagina, nije zadovoljena ako se p; zameni sa o (j = 1,2,...,7), tj. neka
je

T T
(IV.2.4.8) Zajaij =ay (=12,...,1), Z Qjagj # G-
j=1 7=1

Posmatrajmo onda sledeéi minor reda r 4+ 1 matrice A

ai a ... O A1k
az1 a2 Agp Qo
ari  Gp2, Qpp  Gpp
as1  Gs2 : Qs Gk

On je jednak nuli jer je rang A = r. Ako prvu kolonu ovog minora pomnozi-
mo sa «q, drugu sa qg, ..., r-tu sa o, i njihov zbir oduzmemo od poslednje
kolone, na osnovu (IV.2.4.8) dobijamo

a1y a1z ... Gy 0
a1 G agy 0
= {.
ary  Gp2 Qyp 0
, r
as1 Qg2 Qsp  Gsip — E AFAsy
' i=1
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Dokaz. Mozemo pretpostaviti da je minor reda r u gornjem levom uglu
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matrice A razli¢it od nule. Taj minor je izdvojen crticama u (IV.2.4.2)

a11 a12 arr | @141 a1n

421 a22 agr | a2 asn

ay a ay Gy r ay

v.24.2) A= r2 e | Grpgn rn
Gp411  Grg1,2 Ar41p Qr41,r+1 Oriln
| Oml am?2 Uy Amr+1 Amn |

U op$tem slucaju minor reda r koji je razliéit od nule (bazisni minor)
ne mora se nalaziti u gornjem levom uglu, ali se on moZe premestiti tamo
pomocu pogodnog niza transpozicija vrsta i kolona matrice 4. Pri tome
se ne menja rang A (o ¢emu ¢e biti reéi kasnije, teorema IV.2.6.1), niti se
menjaju, jasno je, svojstva linearne zavisnosti ili nezavisnosti koje postoje
izmedu kolona te matrice.

Dokazimo da su bazisne kolone a1, as, ..., a, linearno nezavisne. Dakle,

treba pokazati da jednakost

(IV.2.4.3) Aaq + Aas -+ Mo, =0 ()\1, Ao, o, A € (C),

gde je vektor o € V,;, sa svim koordinatama jednakim nuli, vazi samo ako je
)\1:)\2:-~-:A7,:0_
Zaista, jednakost (IV.2.4.3) je ekvivalentna sistemu jednagina

(IV.2.4.4) D Xjaig =0 (i=1,2,...,m).
j=1

5 obzirom da podsistem
T
Z)\jaij =0 (t=12,...,7).
=1

ima determinantu razli¢itu od nule, na osnovu Cramerovih formula za-
kljuéujemo da ovaj podsistem, a time i sistem (IV.2.4.4) ima samo trivijalno
refenje Ay = Ay =--- = A, =0,

Dokazimo, sada, da postoje kompleksni brojevi uq, e, ..., 4, takvi da
se bilo koja druga kolona ay (k > r) moze predstaviti u obliku

(IV.2.4.5) ap = U101 + UoQg + +++ + Up Gy
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Jednakost (IV.2.4.5) je ekvivalentna sistemu jednagina
T
(IV.2.4.6) Z HjGi; = Qi (t=1,2,...,m).
j=1 :
Posmatrajmo podsistem
r
(IV.2.4.7) > wjai =ap (i=1,2,...,7).
J=1

Kako je determinanta ovog podsistema razli¢ita od nule (Cramerov sluéaj)
postoje jednoznaéno odredeni brojevi ay, ag, ..., oy takvi da su za pu; = o
(=1,2,...,7) jednatine (IV.2.4.7) zadovoljene.

Ako brojevi ay,as,...,a, zadovoljavaju i poslednjih m — r jednagina
sistema (IV.2.4.6), onda vazi (IV.2.4.5).

Zato pretpostavimo da neka od tih m — r jednadina, neka je to s-ta jed-
nacina, nije zadovoljena ako se p; zameni sa «; (j = 1,2,...,7), tj. neka
je

T T
(IV.2.4.8) Soajag =ap (i=1,2...,1), Y 0jagq # ag
j=1 j=1

Posmatrajmo onda sledeéi minor reda » + 1 matrice A

ayy a2 ... G1r  QGlk
a1 422 Aor G2k
Or1  Gp2 Ay Opg
Gs1 Gs2 Qgr Qg

On je jednak nuli jer je rang A = r. Ako prvu kolonu ovog minora pomno#i-
mo sa aq, drugu sa ag, ..., r-tu sa «, i njihov zbir oduzmemo od poslednje
kolone, na osnovu (IV.2.4.8) dobijamo

ayy G2 ... Gl 0
as1 92 aor 0
= 0.
arl G2 Qpp 0
X 7
Gs1 Qg2 Asr QAgk — Z Ajlgy
. =
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Razvijajuéi ovu determinantu po elementima poslednje kolone, imamo

a1 a1z ... Q1p
! a1 G22 agy
(ask - E aj%j) . =0,
i=1 :
Qr1  Qp2 Qpy

§to je u suprotnosti sa (IV.2.4.8) i pretpostavkom da je minor reda r u
gornjem levom uglu matrice A razli¢it od nule.

Prema tome, pretpostavka da neka od poslednjih m—r jednacina sistema
(IV.2.4.6) nije zadovoljena kada se p1; zameni sa a;, nije tatna. O

Teorema IV.2.4.2 Ako matrica A ima rang r, postoji v linearno neza-
visnih vrsta matrice A 1 to su bazisne vrste. Sve ostale vrste su linearne
kombinacije tih v bazisnih vrsta.

Dokaz. Ovo tvrdenje se dobija ako se teorema 1V.2.4.1 primeni na trans-
ponovanu atricu, tj. na AT (videti teoremu IV.2.3.1). g

Teorema IV.2.4.3 Determinantae kvedratne matrice A € M, jednaka je
nuli ako i samo ako su kolone (vrste) njene matrice linearno zavisne.

Dokaz. Uslov je potreban, jer iz pretpostavke da je det A = 0 sleduje
rang A < n. Prema tome, bar jedna kolona (vrsta) matrice je linearna
kombinacija ostalih kolona (vrsta).

Uslov je dovoljan, jer ako su vrste (kolone) ove matrice linearno zavisne,
determinanta je jednaka nuli (videti teoremu I11.3.3.8). g

Dakle, na osnovu teorema IV.2.4.111V.2.4.2, ako matrica A = [a;]mxn €
M, ima rang r, tada je maksimalan broj linearno nezavisnih kolona (vrsta)
matrice A takode jednak r. Videli smo da su te linearno nezavisne kolone
(vrste) ustvari bazisne kolone (vrste), §to, takode, mozemo zakljuciti i ako
teoremu 1V.2.4.3 primenimo na bazisni minor matrice A.

Napomena 1. Kada smo prethodno koristili termin bazisne kolone mat-
rice A = [0i;]mxn € Mpmn, pod tim smo podrazumevali kolone koje su unutar
bazisnog minora matrice A. Medutim, na osnovu prethodnog razmatranja
(videti teoremu IV.2.4.1), taj termin se moze koristiti i u smislu toga da te
bazisne kolone ¢ine algebarsku bazu jednog linearnog prostora k(A4) C Vi,
prostora kolona matrice A, koji se formira kao lineal nad kolonama (IV.2.4.1)
matrice A , tj.

k(A):{a | azixjaj (Al,..,,AnEC)}.
G=1
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Primetimo da, na osnovu teoreme 1V.2.4.1, vazi
rang{ai1,as,...,a,} =rang A =r.

Ono $to smo u napomeni rekli o bazisnim kolonama, sli€no se moze in-
terpretirati i za bazisne vrste.

IV.2.5 Jednakost ranga matrice operatora i ranga operatora

Teorema IV.2.5.1 Rang bilo koje matrice linearnog operatora A: X =Y
jednak je rangu operatora A.

Dokaz. Neka je B, = {e1,...,en} baza u X, By = {f1,..., fm} baza u

Y i A: X — Y linearni operator &iji je rang r. Tada sve moguée linearne
kombinacije vektore Aeq, Aeo, ..., Ae, €ine potprostor R4, tj.

L{Aey, Aeg,...,Aen} = R4 C Y.

S obzirom da je rang operatora A jednak dimenziji potprostora R4, tj r =
dim R 4, to je onda i broj linearno nezavisnih vektora niza Ae;, Aes,. .., Ae,
takode jednak r. U matri¢noj reprezentaciji operatoru A odgovara matrica
Afe = |aijlmxn, & vektoru Ae; = ajf1 + agjfa + -+ + amjfm odgovara
j-ta kolona a; = [a1; agj ...am;]T (j = 1,2,...,n) te matrice . Odavde
sleduje, da je rang operatora A jednak broju linearno nezavisnih kolona
matrice Af., a to je, na osnovu teoreme IV.2.4.1, rang matrice Ay, tj.
rang A = rang As, = .

S obzirom da prethodno razmatranje vazi za bilo koji izabrani par baza
(Be, By) u prostorima X i Y, pa samim tim i za bilo koju matricu Ay,
operatora A, tvrdenje teoreme je dokazano. O

Videli smo ranije (teorema IV.2.2.2) da linearnom operatoru A: X — Y
odgovara klasa ekvivalentnih matrica koju ¢ine matrice tog operatora u svim
moguéim parovima baza (Be, By) (u prostorima X 1Y) i obrnuto. Sada, na
osnovu teoreme 1V.2.5.1, znamo da sve te matrice, tj. ekvivalentne matrice
u smislu definicije IV.2.2.1, imaju isti rang i on je jednak rangu operatora

A.

Pokusajmo sada da u toj klasi ekvivalentnih matrica odredimo onu mat-
ricu koja je sa najjednostavnijom strukturom. Dakle, treba da izaberemo
par baza (Ber, By:) za koje matrica operatora A: X — Y ima najjednostav--
niju strukturu, §to ,blizu“ nekoj vrsti dijagonalne forme.
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Kao i u dokazu teoreme I11.1.2.1, razloZzimo X na direktnu sumu X =
N4+ My, gde je N4 jezgro operatora A i M4 bilo koji njemu komplemen-
taran potprostor. Potprostori My i R4 su izomorfni (videti komentar iza
dokaza teoreme I11.1.2.1), pri ¢emu je A jedan izomorfizam.

Dakle, imamo da je dimMy = dim R4 = rang A = r.

Uo¢imo jednu bazu u M4: {¢'y,...,€,}. Kako je {Ae'y,..., Ae,} sis-
tem linearno nezavisnih vektora (videti dokaz teoreme 111.1.2.1), to on pred-
stavlja bazu u R4. Oznatimo redom vektore ove baze sa fi,..., f}, tj.

(Iv.2.5.1) Aei= [ (G=1,...,m)
S druge strane, na osnovu formule (III.‘1.2.1), za potprostor N 4 vaiZi

dimNy = defA=n—rangA=mn—r.

Izaberimo bazu potprostora N 4 koja se sastoji od n — r linearno nezavisnih

vektorau i ozna¢imo ih redom sa ey, ..., €.

Ocigledno, B} = {e},..., €, €, 1,-..,€,} je jedna baza u X. Primetimo
da je
(IV.2.5.2) Aeg =40 (J=r+1,...,n).

Najzad, bazu potprostora R4 dopunimo linearno nezavisnim vektorima
Yoty fin do baze prostora V', tako da je By = {f1,..., 1, fr41s- - )}

Odredimo sada matricu E, = Ao = [045]mxn Operatora A u prethodno
odabranim bazama By i Bjy. KoriS¢enjem standardne formule (I11.2.2.3),
na osnovu (I1V.2.5.1) i (IV.2.5.2), za svako i = 1,...,m, imamo

03 =1,...,7),
i = {Aeé}i :{ 0” 8’:7“%1,..).,71),

gde je 6;; Kroneckerova delta. Prema tome, matrica B, = Ao = [a55]mxn
operatora A, izrazena kao blok matrica, ima oblik

I, | Orpn—r
(1V.2.5.3) Bp=|——e— — Ll ,

Om——r,v' | Om—r,n»~7‘

gde je I, jedini¢na matrica reda r. Ostala tri bloka u matrici E, su nula
matrice odgovarajuéih tipova. Oéigledno, matrica E, ima rang 7.
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Dakle, u klasi ekvivalentnih matrica koja odgovara linearnom operatoru
A: X — Y ranga r, matrica E, ima najjednostavniju strukturu, pa za nju
kazemo da je Hermitova kanonicka forma matrice operatora A.

Razmotrimo sada kako se, polazeéi od nekog proizvoljnog para baza B,
i By u prostorima X 1Y moze konstruisati par baza Bes i By, u prostorima
X 1Y, za koji se matrica operatora A: X — Y svodi na matricu F,.

Neka je, dakle, B, = {e1,...,e,} proizvoljna baza u prostoru X. Sa
r ozna¢imo broj linearno nezavisnih vektora u skupu {Aey,..., Ae,}. Ne
umanjujuéi opstost, pretpostavimo da je taj skup vektora {Aey, ..., de,}*, a
zatim izrazimo preostale vektore {Ae;41, ..., Aep} kao linearne kombinacije
ovih vektora:

T
(IV.2.5.4) Aej = Z Cj]c.Aek (j=r+1,...,n).
k=1
Tada se u X moze definisati nova baza By = {e|,...,€,} na sledeci
nacin: .
e; = ej (j=1,...,7),
!

L)

T
ej=ej— > cirer, (j=r+1,...,n).
k=1
Na osnovu (IV.2.5.4), imamo
T
Ae;‘:A(ej—chkek):g (j:'r+1,...,n).
k=1
Stavimo, dalje,

Ae;- :'.Aej;——fj'. (j=1,...,r),

gde su {f{,..., fl}, po pretpostavci, linearno nezavisni vektori. Dopunimo
ovaj skup vektora do baze u'Y vektorima f,,,..., f},. Dakle, sada imamo
novu bazu i u prostoru Y

Bf’ :{f{V"’fl/“’ 7{+17"'7f;n,}'

Kako smo videli u prethodnom razmatranju, matrica operatora A za
novi par baza (B, By) je, upravo, matrica E,.

Teorema 1V.2.5.2 Neka su A, B € My, . Tada je

A% B <= rangA=rangB.

4 Ovo se, jasno, moZe ostvariti prenumeracijom bazisnih vektora.
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Dokaz. Ako je A= B onda su matrice A4 i B (videti teoremu IV.2.2.2)
matrice istog operatora A: X — Y samo u razli¢itim parovima baza (B, By)
iz prostora X 1Y respektivno. Tada, na osnovu teoreme IV.2.5.1, matrice
A'i B imaju isti rang kao i operator A, tj. rang A = rang B.

Obrnuto. Neka je sada rang A = rang B = 7.

Matrica A € My, 5, u bazama Be i By, u prostorima X i Y respektivno,
osnovu teoreme 1V.2.5.1, takode jednak r. Medutim, u prostorima X i Y
moguée je, kao §to smo videli, izabrati nove baze By i B 7, tako da matrica
operatora A ima oblik E, (videti (IV.2.5.3)). Prema tome, matrice A i E,
su ekvivalentne jer odgovaraju istom operatoru A.

Na isti nacin razmisljajuéi o matrici B € M, , koja takode ima rang r,
zakljuéujemo da su matrice B 1 E, ekvivalentne.

Na osnovu ovoga, za matrice A 1 B istog ranga vaZi implikacija

rang A =rang B =r = (A 2B ANDB= ET).

~

Najzad, kako je = relacija ekvivalencije, koriS¢enjemn njenih osobina
simetri¢nosti i tranzitivnosti, iz prethodnog dobijamo

rang A =rangB = A= B. 0

IV.2.6 Praktitno odredivanje ranga matrice

Neka je data matrica A = [aijlmxn € Mmyu. Pred nama je problem
konkretnog odredivanja ranga r 1 konkretnog odredivanja r linearno nezavi-
snih vrsta i 7 linearno nezavisnih kolona te matrice A.

Definicija 1V.2.6.1 Pod elementarnim transformacijoma jedne matrice po-
drazumevamo sledece radnje:

1° transpozicija (uzajamna zamena mesta) dve vrste (kolone);

2° dodavanje elementima jedne vrste (kolone), odgovarajuéih elemenata
neke druge vrste (kolone), posto se prethodno ovi poslednji pomnoze
jednim proizvoljnim skalarom;

3° mnoZenje elemenata jedne vrste (kolone) nekim skalarom razli¢itim od
nule.

Napomena 1. Primetimo da ako se nekom elementarnom transforma-
cijom matrica A transformise u matricu B, tada postoji odgovarajuéa, obr-
nuta, elementarna transformacija kojom se moze matrica B transformisati
u matricu A.
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Teorema IV.2.6.1 Primenom neke od elementarnith transormacije rang
transformisane matrice ostaje nepromenjen, tj. rang transformisane mat-
rice je isti kao 1 rang poletne matrice.

Dokaz. Ograni¢imo se samo na elementarne transformacije na vrstama
jer je dokaz potpuno analogan za transformacije na kolonama.

1° Neka je A proizvoljna matrica ranga r i neka je B matrica koja se
dobija iz A transpozicijom dve vrste.

Posmatrajmo minor reda r matrice A koji je razli¢it od nule (a takav
postoji jer je rang matrice jednak r). Isti taj minor ili mozda taj minor
sa izmenjenim redosledom vrsta je takode i minor matrice B. Kako se iz-
menom redosleda vrsta moze samo izmeniti znak determinane, zakljuéujemo
da matrica B ima minor reda r razli¢it od nule.

Uoéimo, sada, proizvoljni minor reda ¢ > r (ako postoji). Isti taj minor,
ili taj minor sa promenjenim redosledom vrsta, takode je minor matrice A,
te je zato jednak nuli. Dakle, rang B je takode jednak r.

2° Pretpostavimo da se B dobija iz A tako 3to se j-toj vrsti doda i-ta
vrsta pomnoZena sa, A,

Neka je rang A = 7 i uoéimo proizvoljni minor reda ¢ > r matrice B (ako
postoji).

Ako taj minor nema elemenata iz j-te vrste matrice B, on je jednak
odgovarajuéem minoru matrice A, tj. jednak je nuli jer je r = rang A.

Ako taj minor obuhvata elemente iz j-te vrste matrice B, on se moZe
napisati u obliku (videti osobine determinanata date teoremama II1.3.3.2 i
I11.3.3.3)

M = M; + )\Mg,‘

gde je M; odgovarajuéi minor matrice A. Ako M sadrzi i elemente iz i-te
vrste matrice B, tada M, ima dve iste vrste, te je My = 0. Kako jei M| =0
jer je r = rang A, zakljutujemo da je i M =0. Ako M ne obuhvata elemente
iz i-te vrste matrice B, tada je My takode (s tatnoséu do redosleda vrsta)
minor matrice A, pa je opet My = My = 0. Time smo dokazali da su svi
minori reda ¢ > r matrice B (ako postoje) jednaki nuli, odakle sleduje da
je rang A <, tj.
rang A < rang B.

Obruuto, matrica A se dobija iz matrice B na taj nafin 8to se j-toj vrsti
doda i-ta vrsta matrice B prethodno pomnoZena sa —A. To je opet elemen-
tarna transformacija tipa 2°, pa moZemo primeniti izvedenu nejednakost.
Tako zakljudujemo da je

- rang B < rang A.
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Iz dveju prethodno dobijeneih nejednakosti sleduje rang A = rang B.

3° Najzad, pretpostavimo da se B dobija iz A mnoZenjem i-te vrste sa
konstantom ¢ # 0.

Svaki minor matrice B jednak je odgovarajuéem minoru matrice A ako
ne sadrii elemente iz i-te vrste, a u suprotnom je jednak proizvodu odgo-
varajuteg minora matrice A i konstante ¢(# 0). Prema tome par minora,
jedan matrice B i odgovarajuéi minor matrice A, su istovremeno jednaki nuli
ili su istovremeno razli¢iti od nule. Prema tome, rang A = rang B. -

Dakle, na osnovu teorema I1V.2.6.1 i IV.2.5.2 posle konatnog broja ele-
mentarnih transformacija dobijamo matricu koja ima isti rang kao i pocetna
matrica, tj. te matrice su ekvivalentne.

Primetimo da su u Gaussovom algoritmu kori§éene upravo elementarne
transformacije nad vrstama matrice sistema jednaéina, ukljucujuéi i vektor
slobodnih ¢lanova, sa strategijom redukcije matrice sistema jednalina na
trougaoni oblik.

Za, prakticno odredivanje ranga matrice A € M,,, veoma je pogodno
koriscenje elementarnih transformacija sli¢no kao u Gaussovom algoritmu,
pri éemu se ovde izvrSavaju elementarne transformacije i nad vrstama i
nad kolonama matrice A, sa strategijom dovodenja matrice na Hermitovu
kanoni¢ku formu (IV.2.5.3).

Ukoliko matrica A nije nula matrica (rang Op,, = 0), uvek je moguce,
razmenom vrsta ili kolona (transformacija 1°), dovesti na poziciju (1,1)
element matrice razlicit od nule, koji éemo kao i u Gaussovom algoritmu
zvati glavni element. Taj element se moze svesti na jedinicu ako se nad
prvom vrstom (kolonom) izvrsi elementarna transformacija 3° — mnozenje
prve vrste (kolone) reciprotnom vrednoséu glavnog elementa. Zatim se, na
isti natin kao u Gaussovom algoritmu, anuliraju elementi u prvoj koloni
koji se nalaze ispod ,dijagonale” . Slicno, primenom transformacije 2° nad
kolonama, anuliraju se svi elementi u prvoj vrsti desno od ,dijagonale“ | do-
davanjem elemenata prve kolone odgovarajuéim elementima ostalih kolona,
uz prethodno mnozenje pogodnim skalarima. Ovim postupkom, dobijamo
matricu

1 | Orn-1
AO -\ -

Om-1,1 | Ay

y

koja je ekvivalentna matrici A.
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Primenom istog postupka na matriéni blok Ay, tipa (m — 1) X (n — 1),
dobijamo
I | Ogpn—2
A - |

Om—-22 | Ay

Nastavljajuéi ovaj algoritam dolazimo do ekvivalentne matrice £, date
sa (IV.2.5.3), iz koje se jednostavno identifikuje rang date matrice A.

Na taj nalin elementarne operacije matricu A prevode u matricu E,.
Jasno je da prvih r vrsta i prvih r kolona matrice F, su linearno nezavisne,
a to je sludaj i sa prvih r vrsta i prvih r kolona matrice A (jer su zahvadéene
bazisnim minorom reda r u gornjem levom uglu matrice A) ako nije bilo
nikakvih transpozicija vrsta i kolona u toku realizacije definisanog algoritma.
Ako je pak takvih transpozicija bilo, onda samo treba voditi ra¢una koje
su to poCetne vrste (kolone) matrice A transpozicijom, transformisuéi se u
toku prevodenja matrice A u matricu F,, dodle na neko od prvih r mesta
vrsta (kolona) matrice E,, pa su, dakle, te pogetne vrste i te pocetne kolone
matrice A linearno nezavisne i ¢ine bazu prostora kolona (vrsta) matrice A.

(Ovo 8to je u prethodnom pasusu receno, mozemo i ovako, alternativno,
iskazati: Ako elementarne operacije koje prevode matricu A u matricu F,
obrnemo, tada od F, moZzemo dobiti A. Pri tome prvih # vrsta i prvih r
kolona matrice E, prelaze u r linearno nezavisnih vrsta i r linearno nezav-
isnih kolona matrice A, tj. u r bazisnih vrsta i r bazisnih kolona matrice A.
Te kolone (vrste) ¢ine bazu prostora kolona (vrsta) matrice A.)

Primer 1. Neka je

0 -3 5 0 -3
4 -2 4 1 1
A=11 0 29 1 2
2 1 3 -1 0

Kako je element na poziciji (1, 1) jednak nuli, izvrsiéemo najpre razmenu,
na primer, prve i treée vrste, dobijajuéi tako ekvivalentnu matricu

N O =
|
w
(@24
[ew]
|
w

U cilju anuliranja elémenata u prvoj koloni ispod ,dijagonale®, dodaéemo
elemente prve vrste odgovarajuéim elementima druge i éetvrte vrste, uz
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prethodno mnozenje sa —4 i —2 respektivno. Tako dobijamo matricu

1 0 -2 1 2
0 -2 12 -3 -7
0 -3 565 0 -3
o 1 7 -3 -4

Da bismo anulirali i elemente u prvoj vrsti, sem, naravno, elementa na
poziciji (1,1), dodaéemo elemente prve kolone odgovarajuéim elementima
trece, cetvrte i pete kolone, uz prethodno mnozenje sa 2, —1 i —2. Tada se
prethodna matrica svodi na matricu
i 0 0 0 0
0 -2 12 -3 -7
0 -3 5 0 -3’

o 1 7 -3 -4

A —

koja je ekvivalentna polaznoj matrici A.

MnoZenjem druge vrste u matrici AW ga —1 /2 dobijamo ekvivalentnu
matricu kod koje je element na poziciji (2,2) jednak jedinici:

1 0 0 0 0
0 1 —6 3/2 7/2
0 -3 5 0 -3
0 1 7 -3 —4

Ponavljajuéi isti postupak na anuliranje elemenata u drugoj koloni i
drugoj vrsti (ispod i desno od ,dijagonale“ ) dobijamo ekvivalentnu matricu

0o 0 0 0
10 0 0
0 —13 9/2  15/2
0 13 —9/2 —15/2

A —

OO o=

Mnozenjem treée kolone sa —1/13 dobijamo jedinicu na poziciji (3, 3).
Anuliranjem elemenata treée kolone i treée vrste (ispod i desno od ,dijago-
nale“ ) dobijamo matricu E3, tj.

oo = O
O - oD
(el o B e B e
oo o o
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Dakle, rang A = rang E3 = 3.

S obzirom da su prva, druga i treéa vrsta bazisne vrste matrice Ej3, to
su i treda, druga i prva vrsta matrice A bazisne vrste matrice A (setimo se
da zbog izvrSena razmena mesta prve i treCe vrste matrice A, imamo da je
prva vrsta matrice F5 transformisana treéa vrsta matrice A i treéa vrsta
matrice F3 transformisana prva vrsta matrice A). Dakle, u svakom slucaju,
prve tri vrste matrice A su bazisne i njihovom linearnom kombinacijom se
mogu dobiti sve ostale vrste (u naSem sluéaju, Cetvrta vrsta) matrice A.
(Zaista, ¢etvrta vrsta matrice A se moze dobiti ako se elementi prve vrste
pomnoze sa —1, druge vrste sa 1 i treCe vrste sa —2 i medusobno saberu
ovako pomnoZeni odgovarajuéi elementi ovih vrsta.)

Sliéno, s obzirom da su prva, druga i treé¢a kolona bazisne kolone matrice
E5, a kako nismo razmestali kolone matrice A to su i prva, druga i trecéa
kolona bazisne kolone matrice A, pa se, dakle, preostale kolone matrice A
(Cetvrta 1 peta) mogu dobiti linearnom kombinacijom prve tri. A

Naravno, nije uvek neophodno da u cilju odredivanja ranga date matrice
A vr§imo njeno svodenje elementarnim transformacijama na ekvivalentnu
matricu F,. To moze biti i neki drugi oblik ekvivalentne matrice (do koga
dolazimo sa manjim brojem transformacija), samo je vazno da iz njega lako
mozemo da odredimo rang te ekvivalentne matrice.

Primer 2. Matrica

S

Il
coooco
cooc o~
[ Rl e RPN
S OO N
OO ==
cowvio w

ima trapezoidalnu formu. Lako je zakljuciti da su njene prve tri vrste
bazisne, tj. njen rang je 3. JAN

Korigéenjem teoreme I1V.2.4.2 moguce je problem nalaZenja baze datog
sistema vektora U = {u1,...,umn}, u linearnom prostoru X dimenzije n,
svesti na problem nalaZenja bazisnih vrsta jedne matrice tipa m X n.

O¢igledno, ako je U skup linearno nezavisnih vektora, tada on sam pred-
stavlja jednu bazu. Medutim, u opstem slucaju, dati skup vektora U ne
mora, biti linearno nezavisan. U cilju reSavanja postavljenog problema, iza-
berimo u X bilo koju bazu B = {ei,...,en}, a zatim razlozimo vektore
skupa U po vektorima baze B. Tako dobijamo
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Uy = ar1€ey + a2€2 + 0+ aiplp,

Uy = a91€61 + agees + - -+ + agpeyp,
(IV.2.6.1) ’ e

Um= Gpl€1 + Gmae2 + -+ + Gmpén.

Na osnovu (IV.2.6.1) formirajmo matricu A tako da koordinate vektora

Uy, U, .. ., Uy budu vrste u toj matrici. Dakle,
a11 Q2 ... Q1
G21 G422 . G2n
A= 1| .
Aml  Om?2 Omn,

Kako, u ovom sluc¢aju, vrste matrice A predstavljaju koordinatne repre-
zentacije vektora iz datog skupa U, problem odredivanja baze skupa vektora
U svodi se na nalazenje baze vektora vrsta matrice A.

Primer 3. Neka je, kao u primeru 1 na strani 179, u prostoru R?* dat
sistem vektora U = {uy,...,us4}, gde su

Uy = (4~ —2,-3, _1)a Uy = (“7737573)7 ug = (171701—4)7 Uq = (—'2707 173)

Ako izaberemo prirodnu bazu u prostoru R?, tada odgovarajuéa matrica
koordinata ovih vektora postaje

4 -2 -3 -1

-7 3 5 3

A= 1 1 0 -4
-2 0 1 3

Primeniéemo sada elementarne transformacije nad vrstama matrice A,
slicno kao u Gaussovom algoritmu, sa strategijom svodenja matrice na trape-
zoidalnu formu.

Najpre, razmenimo prvu i treéu vrstu, dovodeéi element 1 na poziciju
(1,1), a zatim anulirajmo elemente u prvoj koloni ispod dijagonale, dodavan-
jem elemenata prve vrste odgovarajuéim elementima druge, treée i Cetvrte
vrste, uz prethodno mnoZennje sa 7, —4 i 2, respektivno:

1 1 0 —4 1 1 0 -4
-7 3 5 3 0 10 5 —-25
4 -2 -3 -1 |0 -6 -3 15
-2 0 1 3 0o 2 1 -5

A

IR
R
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Sada, mnozenjem druge vrste sa 1/10, element na poziciji (2,2) postaje
jednak jedinici. Najzad, dodavanjem elemenata druge vrste odgovarajuéim
elementima treée i Cetvrte vrste, uz prethodno mnozenje sa 6 i —2, respek-
tivno, dobijamo

11 0 —4
.10 1 1/2 —5/2
A= 10 0 0 0"

00 0 0

Dakle, rang A = 2, a prva (inale treéa transformisana vrsta matrice A)
i druga vrsta su bazisne vrste poslednje dobijene ekvivalentne matrice. 8
obzirom na uinjenu transpoziciju u ovakvom postupku svodenja na trape-
zoidalnu formu, zakljuéujemo da su treéa i druga vrsta matrice A njene
bazisne vrste.

Dakle, zakljutujemo da je maksimalan broj linearno nezavisnih vektora
iz sistema U jednak 2, tj. ranglU = 2, a za bazu sistema U moZe se uzeti
skup vektora B = {ug,u3}.

Primetimo da ovo nije i jedina baza sistema U. Naime, s obzirom da
je rang A = 2, bazisni minor matrice A je drugog reda. Nadalje, vidimo
da minori nastali od elemenata u preseku prve dve kolone matrice A 1 bilo
koje dve vrste matrice A su bazisni minori (to je lako proveriti u ovom
jednostavnom sluc¢aju direktnim izrac¢unavanjem pomenutih minora — svi su
razli¢iti od nule). To znagi da su bazisne vrste matrice A bilo koje dve njene
vrste, pa shodno tome 1 bilo koja dva vektora uzeta iz skupa U &ine bazu
sistema U. (Tako smo u pomenutom primeru 1 sa strane 179 koristili bazu
B = {us,us} pomoéu koje je u; = —2u3 — 3uq 1 ug = 3ug + buy.) A

U prostoru X sa skalarnim proizvodom (-, -) moguée je, bez razlaganja po
bazisnim vektorima, ustanoviti da li je neki sistem vektora U = {uy,...,um}

linearno zavisan ili linearno nezavisan.

Definicija TV.2.6.2 Za determinantu

(U‘laul) (ul,uZ) (Ulaum)
(ug,u1)  (ug,u2) (ug, Um)

G(U) =
‘ (umaul) ('U'ma'U'Z) (Umaum)

kazemo da je Gramova determinanta sistema vektora U = {uy,...,upn}.
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Teorema IV.2.6.2 Sistem vektora U = {uy,...,un} je linearno zavisan
ako i samo ako je G(U) = 0.

Dokaz. Pretpostavimo, najpre, da je sistem vektora U = {u1,...,Un}
linearno zavisan, tj. da postoje skalari A1, Ag, ..., Ay, koji istovremeno nisu
jednaki nuli, a da je pri tome

(1V.2.6.2) Auy + Ao + o F Ay =6
Skalarnim mnozenjem (IV.2.6.2) sa uj, za svako j = 1,2,...,m, dobi-
jamo

()\111,1 + Agttg + -+ )\ﬁum, 'u,j) =0,
tj.
Ar{ur, ug) + Ao(ug, ug) + o 4+ A (Um, ug) =0 (1=1,2,...,m),

odakle zakljuéujemo da su vrste u determinanti zavisne, pa je G(U) = 0.

Pretpostavimo sada obrnuto, tj. da je G(U) = 0. Tada je rang odgo-
varajuce matrice manji od m, §to znafi da su njene vrste linearno zavisne,
tj. postoje skalari Ay, Ag, ..., Ay takvi da istovremeno nisu svi jednaki nuli
ida je

At(ur, ug) + Ao(ug, ug) + -+ A (U, ug) =0 (1=1,2,...,m),
tj. da za svako j =1,2,...,m vaZi jednakost
(AMur + Agug + -+ Apliy, uy) = 0.
Mnozenjem poslednje jednakosti sa A; dobijamo®
(Mur + Aoug + - + Apum, Aju;) =0.
Najzad, sabiranjem ovih jednakosti za 7 = 1,2,...,m, nalazimo da je

”)‘lul + >\2U'2 + ek )\mumHQ = 01

tj. da je
Aur + Aaug + -+ Ay, =0,

§to znaci da su vektori sistema U linearno zavisni. O

5 U slucaju kompleksnog prostora treba mnoziti sa ;\j.
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1V.2.7 Kronecker-Capellieva teorema

Prethodno su razmatrani neki metodi za re§avanje sistema linearnih
jednacina. Sada je, koris¢enjem pojma ranga matrice, moguée dati potrebne
i dovoljne uslove pod kojima jedan sistem linearnih jednadina sa pravougao-
nom matricom ima reSenje.

Posmatrajmo sistem jednadina,

a1121 + a2 + -+ a1y = by,
a1 + agpxe + - +aspxy, = b,

(IV.2.7.1)
AmiT1 + amaZ2 + -+ appxy = bma

sa matricom sistema A i vektorom slobodnih élanova b:

ain aip ... Qip by

az1 a2 a2p by
A=, : b=

am1  Am2 Gmn bn,

Definicija IV.2.7.1 Za sistem jednacina (IV.2.7.1) kazemo da je saglasan

ili da je resiv ako postoji bar jedna uredena n-torka (£1,&s,...,&,) za koju
se svaka jednalina sistema (IV.2.7.1) za z, = & (k= 1,2,...,n) svodi na
identitet. Ta uredena n-torka (&1,&,...,&,) zove se refenje sistema linear-

nih jednacina (IV.2.7.1).

Formirajmo matricu B, tipa m x (n + 1), dodajuéi vektor slobodnih
¢lanova b matrici sistema A kao (n + 1)-vu kolonu, tj.

a1 a2 ... a4 | by

B as a2 agn | b2
l

Amil  Gm?2 Amn 1 bm

Za matricu B kazemo da je prodirena matrica sistema (IV.2.7.1).

Teorema IV.2.7.1 (Kronecker-Capellieva® teorema) Sistem jednadi-
na (IV.2.7.1) je saglasan ako i samo ako je

rang A = rang B.

& Alfred Capelli (1855-1910), italijanski matematiéar.
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Dokaz. Sa aq, a2,...,a, oznatimo vektore-kolona matrice A. Kako se
rang matrice poklapa sa rangom sistema vektora-kolona (videti napomenu
1 na strani 188), to je, prema tvrdenju teoreme, sistem jednacina (IV.2.7.1)
saglasan ako i samo ako je

(1V.2.7.2) rang {al,ag, - ,an} = rang {al,ag, ey O, b}.

Pretpostavimo, najpre, da je sistem jednacina (IV.2.7.1) saglasan, tj. da
postoje brojevi £1,&s, ..., &, takvi da je

§101 + 00+ -+ Epan = b

Dakle, vektor-kolona & je linearna kombinacija vektora ai,a9,...,a,. Ovo
znadi da je bilo koja baza sistema vektora-kolona matrice A, tj. baza prostora
kolona, istovremeno i baza za sistem vektora {al, a9,...,0n, b}. Prema, to-
me, posmatrani sistemi vektora su ekvivalentni i vazi (IV.2.7.2), tj. rang A =
rang B.

Obrnuto, neka je rang A = rang B, tj. neka vazi (IV.2.7.2). Za sistem
vektora {al, @9, .. ,an} izaberimo bazu koju ¢ine neki ili svi’ njegovi vek-
tori. Pod uslovom (IV.2.7.2), ona e, takode, biti i baza za progireni sis-
tem vektora {al, G2y, Op, b}, 8to znati da se b moze izraziti kao linearna
kombinacija vektora baze. Samim tim, b se moZe izraziti i kao linearna
kombinacija svih vektora-kolona a1, as, ..., a,. Dakle, sistem jednacina
(IV.2.7.1) je saglasan. O

Neka je rang A = rang B. Tada medu vrstama matrice A, tj. matrice
B, postoji taéno r linearno nezavisnih vrsta, §to zna¢i da postoji m —r
jednadina koje mozemo odbaciti ako je r < m (te jednadine se mogu do-
biti linearnom kombinacijom onih r linearno nezavisnih, pa u sebi ne nose
nikakvu novu ,informaciju“ o nepoznatim). Ne umanjujuéi opstost, pret-
postavimo da je jedan bazisni minor matrice A definisan pomocu prvih 7
vrsta i prvih r kolona® matrice A. Ako je r < m, odbacivanjem poslednjih
m — r jednacina (iz ve¢ objagnjenih razloga) dobijamo sistem

a1121 + a19%2 + -+ A1 Tr = by — Q11 Trp1 — 0 — Q1 pTny

2121 + 2% + + -+ + A2 Ty = by ~ A2y 1Tr41 — 0 — G2 Ty
(IV.2.7.3) ’ !

ar1Z1 + GroT2 + 0 + Gpp Ty = by — Arpr1Tr41 — " — QrnTn,

" Ovo ée biti slucaj kada se radi o sistemu linearno nezavisnih vektora.
8 Ovo se, inate, mofe posti¢i razmenom vrsta i kolona u matrici A.
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pretpostavljajuéi pri tome da je r < n. Za promenljive %41, ..., Zn, koje
se nalaze na desnoj strani u sistemu jednagina (IV.2.7.3), kazemo da su
slobodne ili nezavisne promenljive jer kakve god vrednosti im dodelili, iz
odgovarajuéeg sistema jednacina (IV.2.7.3) nalazimo jedinstveno resenje, tj.
vrednosti za nepoznate 1, . .., Z, (setimo se Cramerovih formula), pa ih zato
zovemo bazisne ili zavisne promenljive. Naravno, ako je r = n, u sistemu
jednacina ne postoje slobodne promenljive.

Prema tome, ako saglasan sistem jednagina sa n nepoznatih ima rang
matrice sistema r < n, tada se bazisne promenljive z1, ..., z, mogu, pri-
menom Cramerovih formula, jednoznaéno izraziti pomoéu slobodnih promenljivih
Tpil, - - Tp. Dakle, u ovom sluéaju, slobodne promenljive se biraju proiz-
voljno, pa sistem jednacina ima beskonaino mnogo reSenja.

Ako je, pak, r = n, saglasan sistem jednadina sa n nepoznatih ima
jedinstveno resenje.

Dakle, saglasan sistem linearnih jednagina ima ili beskonaéno mnogo ili,
pak, samo jedno jedino reSenje.

Teorema IV.2.7.2 Da bi saglasan sistem linearnth jednadina imao jedin-
stveno refenje potrebno je i dovoljno da rang matrice sistema bude jednak
broju nepoznalih. ‘

Dokaz. Ako je r = rang A = n, na osnovu prethodnog, sistem jednaéina
ima jedinstveno refenje dato Cramerovim formulama.
Obrnuto, ako sistem (IV.2.7.3) ima jedinstveno refenje, tada on ne moze

imati slobodne promenljive, §to zna¢i da mora biti r = n. O

Kod homogenog sistema jedna¢ina (b = by = -+ = by, = 0) oCigledno je
rang A = rang B, tako da je ovaj sistem saglasan. Zaista, homogeni sistem
uvek ima tzv. trivijalno resenje & =0 (k = 1,2,...,n). Moze se postaviti

pitanje pod kojim uslovima homogeni sistem jednaéina ima i netrivijalno
reSenje.

Teorema 1V.2.7.3 Da bi homogeni sistem linearnih jednacina imao netri-
vijalno redenje potrebno je i dovolino da rang matrice sistema bude mangi
od broja nepoznatih.

Dokaz. Na osnovu teoreme IV.2.7.2, homogeni sistem jednafina ima
jedinstveno (dakle, trivijalno) reSenje ako i samo ako je r = rang A = n.
Suprotno, za postojanje netrivijalnog reSenja homogenog sistema jednaéina -
potrebno je 1 dovoljno da je r < n. O
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Ako je matrica A kvadratna, tj. ako je broj promenljivih jednak broju
jednacina u homogenom sistemu, tada se potreban i dovoljan uslov za ne-
trivijalno reSenje homogenog sistema svodi na det A = 0 (Sto znadi da je
rang A < n). Ako je, medutim, det A # 0 (tj. rang A = n), homogeni
sistem ima samo trivijalno reSenje.

Primer 1. Neka je dat sistem linearnih jednadina

B+2N)z1+ (1 +3N)za+ Azg + (A — Dzyg =3,
3Az1+ (3+2/\)LL‘2+/\$3+(A—1)$4 =1,
3Az1+ 3Nzo + 3z3 + ()\ = 1Dzy =1,
3Nzt . 3)\(E2+)\$3+()\—1)$4 =1,

gde je A proizvoljan realan parametar.
Podimo od prosirene matrice sistema
342X 143X X x—-1 | 3
B 3 3420 A A—-1 ] 1
3\ 3 3 A-1 11
3 3V A A-1 1] 1

Dodavanjem elemenata treée vrste odgovaraju¢im elementima prve, druge i
Cetvrie vrste, uz prethodno mnozenje sa —1, dobijamo ekvivalentnu matricu

3—A 1 A=3 0
0 3-X X=3 0
3A 3 3 A—
0 0 Xx-3 0

By =

Sada, dodavanjem elemenata Cetvrte vrste odgovarajuéim elementima prve
i druge vrste, uz prethodno mnozenje sa —1, dobijamo matricu

3—1 1 0 0 | 2
B | 0 3-x 0 0 | o0
2713 3 3 a-1 ] 1

0 0 A=3 0 | O

S obzirom na vrednost parametra A, razlikova¢emo tri slucaja:
SLuCaJ A = 1. Matrica B» se svodi na

21

WO O
[ e I o B e
O - O N

O w o

2
3
0
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MnoZenjem prve i druge vrste sa 1/2 i ¢etvrte vrste sa —1/2, a zatim
dodavanjem elemenata prve vrste odgovarajuéim elementima treée vrste, uz
prethodno mnozenje sa —3, redom imamo

1 1/2 00 | 1 11200 | 1
0 1 0o ]of_fo 1 00] o
3 3 30| 1{ (03230 -2
00 to]o oo 10] o0

Razmenom trece i éetvrte vrste, a zatim dodavanjem elemenata druge i
treée vrste odgovarajuéim elementima, Cetvrte vrste, uz prethodno mnozenje
sa —3/2 1 —3, respektivno, redom dobijamo

11200 1 11/2 00 | 1
0 1 00| 0of_{0 1 0071 0
0 0 101] o/ {0 0o 1o0] o0
0 3/2 30 | —2 0 0 00 | -2

Iz poslednje matrice zakljuéujemo da je rang matrice A datog sistema
jednaéina jednak 3, a rang odgovarajuce proSirene matrice jednak 4, $to

znadi da sistem nije saglasan °.

SLUCAJ A = 3. Sada se matrica Bs svodi na

OO OO
O w oo
SN OO
O - O

I
|
!
l

O OO

Mnozenjem trece vrste sa 1/9, a zatim sukcesivnom razmenom prve i
treée, pa druge i trede vrste, redom dobijamo ekvivalentne matrice

01 0 0 | 27 [L°1 1/32/9 [ 1/9
00 0 0 | 0fj |01 0 0 | 2
11 1/3 2/9 | 1/9] oo o o | of’
00 0 0 | © 00 0 0 | O

odakle zakljuujemo da je rang A = rang B = 2. Na osnovu Kronecker-
Capellieve teoreme, sistem jednaéina je saglasan. U stvari, on je ekvivalentan
sistemu jednacina

2 1

1
$1+ZI;2—1T§SE3+§:B4=§, Ty =2,

® Cesto se kaze da je sistem protivurecan ii nemogué.
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odakle nalazimo sva reSenja:
T =———za—=f, x2=2, z3=0a, T4=p,

gde skalari o i # uzimaju proizvoljne vrednosti. Napomenimo da su, u ovom
sluéaju, z3 i x4 slobodne promenljive.

SLUCAJ A # 1 A X # 3. Mnozenjem prve, druge i Cetvrte vrste matrice
By sap, pi—p, respektivno, gde je p = 1/(3— X), matrica By se transformise
u ekvivalentnu matricu

1 £ 0 0 | &5
B |0 L 0 0 | 0
57 018A 3 3 A—1 | 1
0o 0 1 0 | 0

Razmenom treée i Cetvrte vrste, a zatim dodavanjem elemenata prve,
druge i treée vrste odgovarajudim elementima detvrte vrste, uz prethodno
mnozenje pogodnim skalarima, dobijamo

Najzad, mnozenjem Cetvrte vrste sa 1/(A—1), matrica Bs se transformise
na ekvivalentnu matricu

1 2
1 375 0 0 | =
0 1 00 | 0
0 0 10 | 0 )
0 0 01 | 55555

odakle zaklju¢ujemo da je rang A = rang B = 4, §to znaéi da sistem jedna-
¢ina ima jedinstveno reSenje dato sa:
2 3-T7X

.’L’lzm, 1'22373:0, T4 =T~V A
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IV.3 ZADACI ZA VEZBU

1. Razli¢itim metodima (Cramer, Gauss, ...) reiti sisteme jednagina
3r+2y— 2z =1, 2t — y+ z = 8,
a) T+ y+22 =2, b) z—3y—5z = 6,
2r + 2y + 5z =3, x4+ y—Tz =—4

Rezultat. a) z=-8, y=12, 2=-1, b) z=2, y=-3, z=1.

2. Resditi sistem jednacina

z—- y+ z—3u+ v = 0
22— y+22— u+ v = 3,
z+3y+ z—2u— v =-—1,
3z —-2y— z+ u+2v = 12,
z+ y— z—2u+ v = 5.

Rezultat. z=2, y=1, z=-1, u=1, v=23.

3. U zavisnosti od realnog parametra A diskutovati i resiti sistem linearnih
jednacina,

20— y = z+ y+ z=1,
a) - 2z = 3, b) M+ y+ 2z=2
Az — dy = 32. T+ Ay + 22z = 3.

4. U zavisnosti od parametra a € R diskutovati i rediti sistem linearnih
jednadina '

g+ (2—a)y+(a—2)z=0,  @-Dr+(l-ay+z=0,
a) T+ Y- z =1, b) -+ y+z=1,
T+ ay + az = 2. A+a)z+(a+)y+z=2.

5. U zavisnosti od realnog parametra a diskutovati i resiti sistem linearnih
jednagina
z+4y + 32 = 3, z+ y+ z=1,
a) —r+ y+az=1, b) z+ay+ z=ad?

3sc+ay— z=a—1. : T+ y—[—a,Qz:a,_
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6. U zavisnosti od realnih parametara g i b diskutovati i resiti sistem line-
arnih jednatina

T+ 2y — 2z2=-3, z + ay = 0,
a) 3z — 12z = b, b) ay + bz =0,
—bz + ay =0. T+ abz = b.

7. U zavisnosti od realnog parametra k diskutovati i resiti sistem linearnih
jednagina

g+ y+ z=2 z + 2y + 3z =0,
2) r+ y+kz=1 ) z + (k+6)y = 6,

r+ky+ z=1 2z — ky — z =14,

kx4 y+ z=4 kx — 8y + 3(k+2)z =-12

8. U zavisnosti od realnog parametra o diskutovati i re8iti sistem linearnih
jednagina

et yt oar=1, az + (2a—-1)y + (a+2)z =0,

. r+ay+ az=a, ) (a—1)y + (a—3)z =0,
ar+ y+atz=1, ar + (Ba—2)y + (Ba—2)z =0,

20 + (Ba—1l)y + (a+T7)z =0

ox +ay+ z=1.

9. U zavisnosti od realnih parametara a i b diskutovati i resiti sistem line-
arnih jednacina
2c + y — bz 4+ wu =8,

r — 3y - 6u =9,
z + 4y + az + bu =b

10. Ispitati za koje vrednosti parametra a € R homogeni sistem linearnih
jednaéina ima netrivijalna reSenja i odrediti ih:

T+ y— z=0, 3z + (a—6)y + (3—2a)z =0,

a) ar + dy+ z=0, b) —z + 2y + az =0,
52+ (a + 1)y — 4z = 0. dr — 3y — Ba-T7)z =0



GLAVA V

ALGEBARSKI POLINOMI
I RACIONALNE
FUNKCIJE

V.1 ALGEBARSKI POLINOMI

V.1.1 Prsten polinoma

Neka je (K, -+, ) polje koje ¢emo oznadavati prosto sa K i neka su 011
neutralni elementi u odnosu na operacije + i -, respektivno'. Umesto a - b
(a,b € K) pisacemo jednostavno ab. Neka je, dalje, operacija stepenovanja
uvedena na uobicajeni naéin pomocu

(Vz € K) =1, 2 =zzb! (KeN).

Definicija V.1.1.1 Ako z € K'ia, € K (k=0,1,...,n), formalni izraz
- .
(V.1.1.1) P(z)=ag+az+ " +ans" = Y apat
k=0

naziva se algebarski polinom po z nad poljem K. Za elemente oy kaZemo da
su koeficijenti polinoma P(z). Ako je koeficijent a, # 0, za polinom P(z)
kazemo da je stepena m i to oznacavamo sa dg P(z) = n. Za koeficijent
an, # 0 kazemo da je vodeéi ili najstariji koeficijent polinoma P(z).

! Dobar deo materijala za ovu glavu preuzet je iz monografije: G.V. Milovanovi¢, D.
S. Mitrinovié, Th. M. Rassias, Topics tn Polynomials: Extremal Problems, Inequalities,
Zeros, World Scientific, Singapore — New Jersey — London — Hong Kong, 1994.

209
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Dakle, stepen polinoma P(z) je najvisi stepen od z koji se pojavljuje u
izrazu za P(z) sa nenula koeficijentima.

Definicija V.1.1.2 Za polinom
O(z) =040z + -+ + 02" ! 4 0™
kazemo da je nule polinom i oznatavamo ga prosto sa 0.

Stepen nula polinoma O(z) (= 0) se ne definige.

Polinomi stepena nula se nazivaju konstante i to su elementi polja K.
Element z € K moze se interpretirati kao polinom prvog stepena definisan
sa P(z) = z. Za element z koristi se termin neodredena. Za polinom P(z)
definisan sa (V.1.1.1) kaZe se da je polinom po neodredenoj .

Definicija V.1.1.3 Za polinom ¢iji je vodeci koeficijent jednak jedinici ka-
zemo da je monican.

Dakle, moni¢ni polinom ima oblik
P(z) =ap+ a1z + - +ap_12" " + 3"

Skup svih polinoma nad poljem K oznacavamo sa K[z]. Od interesa je
¢esto uoditi skup svih onih polinoma €iji stepen nije veéi od n. Taj podskup
¢emo oznacavati sa Py, [z] (videti primer 4 na strani 61). Proizvoljni polinom
iz Pplz] ima oblik

n
P(z) = Zakwk (ar € K),
k=0

pri Gemu ako je dg P(z) = m < n imamo da je apmy1 =+ =a, =0,

U skup K[z] mozemo uvesti relaciju jednakost kao i operacije: sabiranje
i mnozenje polinoma na sledeéi nacin:

Definicija V.1.1.4 Polinomi
Plz)=ap+az+- +apz™ 1 Qz)=bp+biz+- - +bpz™

su jednaki ako i samo ako je ay = by za svako k > 0, tj. kada su njihovi
koeficijenti jednaki.
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Definicija V.1.1.5 Za dva polinoma
Pz)=a+taz+ - +a,z" i Q@)=by+biz+ - +bnz™
zbir i proizvod su redom

(P+Q)z)=Plz)+Qz)=co+caz+- +ca’

(PQ)(z) = P(z)Q(z) = do + d1z + -+ + dsz°,

gde su
¢ = ap + by (0_<_k_<_7“:max(n,m))

dlc:za'ibk—i (OSk§8=ﬂ+m).

Dakle, ako P(z) € Pulz] i Q(z) € Pplz], tada (P + Q)(x) € Ppz] i
(PQ){(z) € Ps[z], gde su r = max(n,m) i s = n + m. Napomenimo da za
nenula polinome P(z) i Q(z) vazi

dg (PQ)(w) = dg P(z) + dg Q(z).
Takode, ako P(z),Q(z) € K[z] and P(z) + Q(z) # 0, tada je
dg (P + Q)(z) < max{dg P(z),dg Q(z)}.

Primer 1. Neka je K=R i
P(z)=2—-3z+5z2 1 Q(z)=2z— 2>+ 22>

Tada je ‘ ) :
S(z) = (P + Q)(z) =2 — z + 42" + 22°

R(z) = (PQ)(z) = 4z — 82 + 172° — 11z* + 102°,
Dakle, dg S(z) = 3 i dg R(z) = 5.
Ako je, medutim, P(z) = 2 — 3z + 2% — 22%, tada je (P + Q)(z) = 2 — =,
§to znadi da je zbir ova dva polinoma polinom prvog stepena. VA

Kao specijalan sluéaj proizvoda polinoma imamo proizvod polinoma
P(z) skalarom «a (€ K), koji se moze tretirati kao polinom nultog stepena.
Dakle,

aP(z) = alag + ey + -+ + apz”™) = (aap) + (aay)z + -+ + (aay)z".

Nije tesko dokazati sledeéi rezultat:
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Teorema V.1.1.1 Skup K[z] snabdeven sabiranjem i mnozenjem polinoma
¢ini komutationi prsten sa jedinicom.

U odnosu na operaciju sabiranja, inverzni element od elementa Q(z) =

m m
> bra® (€ K[z]) je > (—bk)z”, koji éemo oznatavati sa —Q(z). Tada
k=0

moZemo definisati oduzimangje polinoma pomoéu

(P = Q)(z) = P(z) + (-Q(x).

Napomenimo da za polinome u skupu K{z] ne postoji operacija deljenja,
tj. operacija inverzna operaciji mnoZenja (videti slededi odeljak).

Polinomi se, takode, mogu razmatrati nad strukturama koje su jedno-
stavnije od polja, na primer, nad prstenom sa jedinicom. Razmotrimo sada
jedan takav slucaj.

Saglasno teoremi 111.2.3.3 (strana 119), skup M, svih kvadratnih mat-
rica reda m nad poljem skalara K (realnih ili kompleksnih brojeva), snab-
deven operacijama sabiranje i mnoZenje matrica, predstavlja prsten sa je-
dinicom I (jedini¢na matrica reda m). Ako X € M, i Ay € M,, (k =
0,1,...,n), tada za

n
(V.1.1.2) P(X)=Ao+ AX + -+ A X" =) A XF
k=0

kazemo da je polinom nad M, ili prosto matriéni polinom. U sluéaju kada
su matriéni koeficijenti Ay dati kao Ay = axl (k = 0,1,...,n), gde su ay
skalari iz polja K, a I jediniéna matrica reda m, tada se matriéni polinom
(V.1.1.2) svodi na

‘ n
P(X)=asl + a1 X+ +ap, X" =) apX*.
k=0

Na kraju ovog odeljka ukazimo na vaZnu €injenicu da se polinom moze
tretirati i kao funkcija. Naime, na osnovu (V.1.1.1) moze se definisati pres-
likavanje P: K — K, pomoéu

t— P(t) =ag+ait+ - + apt",

i uociti homomorfizam P(z) — P(t). Preslikavanje P nazivamo polinom-
ska funkcijo. Napomenimo da je ovde z neodredena, a t promenljiva. Ne
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ulazeéi dublje u algebarsko tretiranje ovog problema? napomenimo da se
moze dokazati sledeéi vazan rezultat:

Teorema V.1.1.2 Homomorfizam P(z) — P(t) je izomorfizam ako i samo
ako je polje K beskonacno.

Dakle, za beskonatna polja jednostavno neemo praviti razliku izmedu
polinoma i polinomske funkcije, a za neodredenu x koristi¢emo i termin
promenljiva. Takva beskonaéna polja su, na primer, R i C. Medutim, u
konatnim poljima iz jednakosti polinomskih funkcija ne sleduje jednakost
polinoma.

Kada ne moze doé¢i do zabune, umesto termina polinomska funkcija t —
P(t) koristi¢emo jednostavno termin polinom P. Skup svih polinomskih
funkcija (polinoma) ne viseg stepena od n oznatavaéemo sa P,

V.1.2 Deljivost polinoma

Dokazatemo, najpre, jednu veoma vaZznu osobinu polinoma.

Teorema V.1.2.1 Za svaki polinom P(x) ¢ svaki nenula polinom Q(z),
postoje jedinstvent polinomi S(x) i R(z) takvi da vazi jednakost ‘

(V.12.1) P(a) = S@)Q() + R(),
pri éemu je R(z) nula polinom ili dg R(z) < dg Q(z).

Dokaz. Pretpostavimo da P(z) i Q(z) imaju stepene n i m, respektivno,
idasu

P@)=ao+az+ - +apg” i Q(z)=bo+biz+ - +bpz™

Ako je n < m ili P(z) =0, tada (V.1.2.1) vazi sa S(z) =01 R(z) = P(z).
Pretpostavimo zato da je n > m.

Posmatrajmo polinom

Gn,

Pi(z) = P(z) - b 2" " Q(z),

%2 Za, detalje videti, na primer, knjigu: N. Jacobson, Basic Algebra I, W. H. Freeman
and Company, New York 1985.
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(1)

¢iji je stepen, oéigledno, manji od n. Sa ny oznacimo taj stepen, a sa ap,
najstariji koeficijent polinoma P;{z). Ako je n; > m stavimo dalje
all)
Py(z) = Pi(z) — 5— =™ ""Q(z),
bm
o () ‘ naistarii koeficii - olinoma. respek.
isanyiay, oznatimo stepen i najstariji koeficijent ovog polinoma, respek
tivno. Proces nastavljamo ako je ng > m.
Jasno je da stepeni polinoma P (z), Pa(z),. .. opadaju i da posle konag-
nog broja koraka dobijamo jednakost
1) ‘
NE—1" -
Pi(s) = Pooa(o) — S0 a1 Q(a),
m
u kojoj je Py (z) nula polinom ili takav da mu je stepen ny manji od m. U tom
slucaju proces prekidamo, a Pj(z) se, kori§éenjem prethodnih jednakosti,
moze predstaviti u obliku Py(z) = P(z) — S(2)Q(z), gde smo stavili

a a(l) Cl,%k—l)
S(z) = Do T naem L JTRZL g
bm bm an

Dakle, ovaj polinom S(z) i R(z) = Py(z) zadovoljavaju jednakost (V.1.2.1),
pri ¢emu je R(z) nula polinom ili je njegov stepen manji od stepena polinoma
Q(z).

Za dokaz jedinstvenosti polinoma S(z) i R(z), pretpostavimo da postoje
i polinomi S(z) i R(z), koji zadovoljavaju jednakost

P(z) = 5(2)Q(z) + R(z),
pri cemu je R(z) = 0 ili dg R(z) < dgQ(z). Tada je
(V.1.2.2) (S(2) = 5(2))Q(z) = R(z) - R(x),

pri ¢emu je polinom na desnoj strani ove jednakosti nula polinom ili je,
pak njegov stepen manji od stepena polinoma Q(z). S druge strane, ako
je S(z) — S(z) # 0, tada polinom na levoj strani u jednakosti (V.1.2.2)
je ne manjeg stepena od stepena polinoma (z). Prema tome, jednakost
(V.1.2.2) je moguéa samo ako je

~

S(z) = S(z), R(z) = R(z). O

Kao §to je receno u prethodnom odeljku, za polinome u skupu K[z] ne
postoji operacija deljenja, inverzna operaciji mnozenja. Moze se, medutim,
saglasno osobini iz prethodne teoreme, definisati deljenje polinoma poli-
nomom sa ostatkom.
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Definicija V.1.2.1 Za polinom S(z) koji zadovoljava (V.1.2.1) kazemo da
je koli¢nik pri deljenju polinoma P(z) polinomom Q(z) (# 0), a za odgo-
varajuéi polinom R(z) da je ostatak pri tom deljenju.

Ako je ostatak nula polinom, kazemo da je P(z) deljivo sa Q(z) i polinom
Q(z) zovemo delilac polinoma P(z).

Cinjenicu da je Q(z) delilac polinoma P(z) simbolizujemo sa Q(z)|P(z).
Neke osobine deljivosti polinoma navodimo u sledeéoj teoremi.

Teorema V.1.2.2 Za proizvoljne polinome P(z), Q(z), U(z) vaze turdenga;

(a) P(z)|P(z);

(b) Ako Q(z)|P(z) i P(z)|Q(z), tada je P(z) = aQ(z) za neko o € K;

(c) Ako U(z)|Q(z) i Q(z)|P(z) tada U(z)|P(z);

(d) Ako U(z)|P(z) i U(2)|Q(x), tada U(z)|laP(z) + fQ(z) za svako
o B €K

V.1.3 Najvedi zajednicki delilac

Definicija V.1.3.1 Polinom D(z) je zajednicki delilac za polinome P(z) i
Q(z) ako D(x)|P(z) i D(z)|Q(z).

Definicija V.1.3.2 Polinom D(z) je najveéi zajednicki delilac za polinome
P(z) i Q(x), tj. D(z) = NZD(P(z),Q(z)), ako je zajednicki delilac za ove
polinome i ako je deljiv sa svim ostalim zajedni¢kim deliocima ovih poli-
noma.

Primetimo da ako je D(z) = NZD(P(mj, Q(z)), tada je i polinom aD(x)
(a # 0, a € K) takode najveéi zajednicki delilac polinoma P(z) i Q(z).

Teorema V.1.3.1 Za svaka dva polinoma P(z) i Q(x) postoji najveéi za-
jednicki delilac D{(z) i on je jedinstven do na multiplikativnu konstantu.

Dokaz. Pretpostavimo da je dg P(z) > dg Q(z). Sa Si(z) i R1(z) oznali-
mo redom koli¢nik i ostatak pri deljenju polinoma P(z) sa Q(z). Ako je
Ri(z) = 0 tada je @Q(z) najveéi zajednicki delilac polinoma P(z) i Q(z).
Medutim, ako R;(z) nije nula polinom, tada delimo polinom Q(z) sa Ri(z),-
i odgovarajuéi koliénik i ostatak pri deljenju oznatavamo sa So(z) i Ra(x),



216 | GLAVA V. ALGEBARSKI POLINOMIT ...

respektivno. Ako je Ry(z) = 0 tada je Ri(z) najveéi zajednicki delilac za
polinome P(z) i Q(z). Zaista, iz

P(z) = 51(z)Q(z) + R (=),
Q(z) = S2(z)Ri(z) + Ro(z),

sleduje P(z) = (S1(2)S (@) + 1) By (2) § Qe) = S2(2)Ba (), 4. Ri(2)|P(a)
i Ri(z)|Q(z). Da bismo dokazali da je R;(z) najveéi zajednicki delilac za
P(z) i Q(z) dovoljno je pretpostaviti da ovi polinomi imaju zajednicki delilac
D(z) i primetiti da iz (V.1.3.1) sleduje D(z)|R; (z).

Medutim, ukoliko Ry(z) nije nula polinom, prethodni postupak se na-
stavlja, saglasno sledeéim jednakostima,

Ri(z) = S3(z)Ra(2) + Ra(z),
Ro(z) = Sy(z)Rs(z) + Ra(z),

(V.13.1)

{l

(V.1.3.2) '
Ry_1(z) = Sk+1(37)R/c($) + Rp11(2),

sve do ispunjenja uslova Ry1(z) = 0. Tada je Ri(z) = NZD(P(z), Q(z)).
Ovo zakljuéujemo sliénim rezonovanjem kao u slucaju k = 1. 0

Napomena 1. U dokazu ove teoreme kori§éen je Euklidov algoritam, pri
¢emu su za odredivanje najveéeg zajednickog delioca (NZD) dva polinoma
bitni samo ostaci R, (z), a ne i koliénici S,(z), v = 1,2,.... Imajudi na umu
jedinstvenost NZD do na multiplikativnu konstantu moguée je u svakom
koraku Euklidovog algoritma mnoziti ostatke R, (z) pogodnim konstantama
razlicitim od nule u cilju dobijanja jednostavnijih izraza pri deljenju.

Definicija V.1.3.3 Ako je najveéi zajednicki delilac za polinome P(z) i
Q(z) konstanta, za te polinome kaZemo da su uzajamno prosts.

Primer 1. Za polinome u R[z],
P(z) = 22" + 42® + 2% — 22 — 8, Q(z) = 2° + 2% + 4,
odredi¢emo NZD. Kako je
(224 +42® + 22 — 22 — 8): (242244 =22+2

2zt 4223 + 8x
2r + 22 —10z - 8
223 49222 + 8

— 22 —~10z -16
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imamo
P(z) = 2z 4+ 2)Q(z) — (z? + 10z + 16).

Uzmimo da je Ri(z) = 22 4+ 10z + 16 (pomnozeno sa —1) i podelimo Q(z)
sa Ri(z). Dakle,

(8 +  2? + 4): (22 +10z+16) =z — 9
23 + 10z%2 + 16z
— 922 — 16z + 4
— 922 — 90z —144
Tdr -+148

t.
Q(z) = (z — 9)Ry(z) + T4z + 148.

Uzmimo Ry(z) = z + 2 (pomnozeno sa 1/74) i podelimo R;(z) sa Ra(z).
Kako je Ri(z) = (z + 8)Ra(z), zakljucujemo da je

NZD(P(z),Q(z)) = Ra(z) =z + 2. A

V.1.4 Bézoutov stav
Neka je a € Ki P(z) = ag + a1z + -+ + apz™. Tada je
P(a) =ap+a1a+ - +ana”

jedan element u polju K. Za P(a) kazemo da je vrednost polinoma u tacki
T = aq. »

Teorema V.1.4.1 (Bézoutov® stav) Ostatak pri deljenju polinoma P(z)
sa © — a jednak je vrednosti polinoma P(a). ‘

Dokaz. Kako je Q(z) = z — a polinom prvog stepena, na osnovu teoreme
V.1.2.1, postoji jedinstveni polinom S(z) i konstanta R (polinom stepena
nula) tako da je

(V.1.4.1) P(z) = S(z)(z —a) + R.
Stavljajuéi = a u (V.1.4.1) dobijamo R = P(a). O

3 Etienne Bézout (1730-1783), francuski matematicar.




218 GLAVA V. ALGEBARSKI POLINOMII ...

Za element ¢ € K kazemo da je nula polinoma P(z) € K[z] ako je
P(a) = 0. U tom slutaju, za polinom prvog stepena z — a kazemo da je
linearni faktor polinoma P(z) s obzirom da na osnovu (V.1.4.1) imamo

P(z) = S(z)(z - a),
tj. P(z) je deljiv polinomom (prvog stepena) z — a.

Koris¢enjem prethodne teoréme, svaki polinom P(z) € K[z] stepena n
moZemo na jedinstven nacin predstaviti (razloziti) po stepenima od z — a,
tj.

(V.1.4.2)  Plz) = Ao+ A1(z — a) + Ag(z — a)? + -+ + Ap(z — )",

gde su Ag, k = 0,1,...,n elementi polja K. Zaista, na osnovu (V.1.4.1)
imamo '

(V.1.4.3) P(z) = Ag + Py(z)(z — a),

gde smo stavili 49 = R = P(a) i Pi(z) = S(z). Ako je Pi(z) polinom
nultog stepena trazeni razvoj (V.1.4.2) je dobijen. U protivnom sluéaju,
delimo polinom Pj(z) sa z — a, dobijajuéi pritom da je

(V.1.4.4) Pi(z) = A1 + Py(z)(z — a),

gde je Ay = Py(a). Na ovaj nacin, kombinujuéi (V.1.4.3) i (V.1.4.4), dobi-
jamo
P(LL‘) = Ay + Al(.T - a) + Pg(a;)(x - a)z.

Nastavljajuéi ovaj postupak dobijamo razvoj (V.1.4.2).
Neka je, nadalje, do kraja ovog odeljka K = R ili K = C.

Definicija V.1.4.1 Ako jea € Ki P(z) = Ag + A1(z — a) + As(z — a)? +
-+ 4+ Ap(z — a)™ proizvoljan polinom iz K[z], tada za polinom

P'(z) = A +245(z —a) + -+ +ndy(z —a)" ! € K[z]

kazemo da je (prvi) izvod polinoma P(z). Za preslikavanje P(z) — P'(z)
kazemo da je diferenciranje u prstenu K[z].
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Visi izvodi P*)(z) definisu se rekurzivno, t.
PO(z) = P(z), PP(z) = (P*D(z)) (ke N).

Napomenimo da je dg P'(z) = dg P(z) — 1, pri ¢emu je P(z) polinom koji
nije konstanta. Takode, za svako k > n = dg P(z) imamo da je P*)(z) nula
polinom.

Na osnovu prethodnog, lako ju ustanoviti da vaZi
P(a) = Aq, P'(a) =114, P"(a) = 24,, ..., P™(a) = nl4,,
tj.

1

o P®a)  (k=0,1,...,n).

(V.1.4.5) Ap =

Tako dobijamo Taylorovo razlaganje

P'(a)
1!

P”(a)

P(z) = P(a) + 51

(z—a)+ -+

(z —a)+

pri ¢emu smo imali K =R ili K= C.

V.1.5 Hornerova Sema

Jedan elementaran, ali vazan problem je izra¢unavanje vrednosti poli-
noma za dato z = a. Predstavimo polinom po opadajuéim stepenima

(V.1.5.1) P(z) = agz™ + a1 + age™ 2 + - 4 ap_12 + ap.

Ako bismo izra¢unavali vrednost polinoma P(a), na osnovu (V.1.5.1),
bilo bi potrebno 2n — 1 mnoZenja (n — 1 mnoZenja u formiranju stepena a”
(k = 2,...,n) i n mnoZenja stepena a i odgovarajuéih koeficijenata poli-
noma) i n sabiranja. Medutim, ukoliko P(z) predstavimo u obliku

(V.1.5.2) Pz)=(((aoz+a1)z+az)x+ -+ an_1)z+ay

potrebno je samo n mnozenja i n sabiranja.

Ta ,usteda“ od n — 1 mnoZenja nije beznatajna, narofito u situaciji
kada je stepen polinoma n relativno veliki i kada treba, u nekom racunskom
postupku — algoritmu, vise (stotina, pa i hiljada) puta izradunavati vrednost
nekog polinoma. ‘ :
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Sa bg,b1,...,b,—1 oznagimo koeficijente polinoma S(z) u (V.1.4.1) i
stavimo b, = R. Tada imamo

aga™ + a1z o™ 4 tap g b an
_ (bo.'L'“_l e SN bk~117”'k + bkmn—-(k+1) 4t bn—l)(w — G) + by,

odakle, uporedivanjem koeficijenata uz odgovarajuce stepene na levoj i des-
noj strani prethodne jednakosti, dobijamo

agp :b(), akzl?k - bk_la (k———l,...,n).

Na osnovu ovih jednakosti moze se formirati rekurzivni postupak za izra-
Cunavanje vrednosti polinoma za = a:

(V.1.5.3) by = ag, b = bp_1a + ag (k=1,...,n),

koji posle n koraka (pa, dakle, posle n mnoZenja i n sabiranja) daje vrednost
polinoma, tj. P(a) = b,. Primetimo da su koeficijenti by, u stvari, vrednosti

u odgovarajuéim zagradama u (V.1.5.2) izratunate za z = a.

Izlozeni postupak (V.1.5.3) poznat je kao Hornerova* sema s obzirom da,

se ove formule mogu pregledno interpretirati kroz sledeéu Semu:

a | ap ai ag as Ca ap—1 Ay
boa b],a bga bn_;}a bn_la
by by bo b3 br—1 by = P(a)

Prvu vrstu, dakle, zapo€injemo sa vredno§éu z = a za koju izratunavamo
vrednost polinoma, a zatim piSemo koeficijente polinoma (V.1.5.1), pocev
od najstarijeg koeficijenta. U trecoj vrsti piSemo koeficijente by, koje izracu-
navamo sabiranjem odgovarajuéih elemenata prve i druge vrste, pri ¢emu
je by = ap. Elemente druge vrste formiramo mnoZenjem vrednosti a sa
prethodnim elementom iz treée vrste. Elementi treée vrste su, dakle, koefi-
cijenti polinoma S(z) i ostatak pri deljenju R = P{a).

Nastavljajuéi postupak deljenja dobijenog koli¢nika S(z) sa x —a mogule
je dobiti razlaganje (V.1.4.2). Koeficijenti u tom razlaganju Ay su, upravo,
ostaci pri ovim deljenjima. Na taj na¢in, Hornerovom §emom i koriséenjem
(V.1.4.5), mogu se odrediti svi izvodi polinoma P(z) u tatki z = a,

(V.1.5.4) PR (a) = KA,  (k=1,...,n).

Primer 1. Neka je P(z) = 4z —423+1322—162—12 € R[z]. Primenom
Hornerove Seme odredi¢emo vrednost P(2):

* William George Horner (1773-1827), engleski matematicar.
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214 -4 13 -16 -—-12
8 8 42 52
4 4 21 26 40

Dakle, P(2) = 40. Koli¢nik pri deljenju polinoma P(z) sa  — 2 je polinom
S(z) = 4z3 + 42? + 21z + 26, a ostatak deljenja je R = P(2) = 40. Nave-
dena §ema se moze uprostiti izostavljanjem druge vrste (€ije elemente i dalje
izratunavamo, samo ih ne piSemo nego odmah dodajemo odgovarajucem el-
ementu prve vrste i dobijjamo odgovarajuéi element treée vrste). Tako, na
primer, za a = —1/2 imamo upro$éenu Hornerovu Semu

—-1/2 |4 -4 13 -16 —12
|4 -6 16 —24 0

odakle zakljuéujemo da je ¢ = —1/2 nula polinoma P(x).

Primenimo sada postupak sukcesivnog deljenja u cilju dobijanja razla-
ganja polinoma P(z) po stepenima od £—2 1 izratunavanja izvoda polinoma
u tacki x = 2.

Postupak je prikazan u slededoj tabeli:

214 -4 13 -16 —12
4 4 21 26 40
4 12 45 116
4 20 85
4
4

28

Prema tome,
P(z) =40 4 116(z — 2) + 85(z — 2)2 + 28(z — 2)° + 4(z — 2)4,
a kako je, s druge strane, (videti kraj odeljka V.1.4)

Plll(z)
3!

p(4)(2)
4

P'(2)
1l

PII(Q)
2!

(z—2)+ (z—2)+ (z—2)°+ (z-2)",

to imamo redom P'(2) = Ay = 116, P"(2) = 245 = 170, P"(2) = 643 =
168, PU)(2) = 244, =96. = A
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V.1.6 Osnovni stav algebre i faktorizacija polinoma

U daljem izlaganju posmatratemo polinome na tzv. algebarski zatvorenim
poljima.

Definicija V.1.6.1 Za polje K kazemo da je algebarski zatvoreno ako svaki
polinom P(z) € K[z], razli¢it od konstante, ima bar jednu nulu u K.

Da sva polja nisu algebarski zatvorena ukazuje sledeéi primer.

Primer 1. Posmatrajmo polinom P(z) = .1 + z? nad poljem K. Ako
je K polje racionalnih brojeva ili polje realnih brojeva, P(z) nema ni jednu
nulu u K. Medutim, na polju C ovaj polinom ima dve nule z =11 2 = —1.
JAN

Sledeéa teorema o algebarskoj zatvorenosti polja kompleksanili brojeva
tradicionalno se naziva osnovna teorema algebre:

Teorema V.1.6.1 (Osnovna teorema algebre) Svaki polinom P(z) €
Clz] stepena n > 1 ima bar jednu nulu.

Postoji vide razli¢itih dokaza ove teoreme. Jedan kratak dokaz se moze
dati metodima Kompleksne analize. Korid€enje elementarnog matematickog
aparata zahteva komplikovan dokaz pa ¢emo ga ovde zbog toga izostaviti.

Teorema V.1.6.1 se ¢esto formuliSe 1 u obliku:

Teorema V.1.6.2 Svaki polinom P(z) € Clz] stepena n > 1 je proizvod n
linearnih faklora.

Ocigledno iz teoreme V.1.6.2 sleduje teorema V.1.6.1. Obrnuto, ako je
21 nula polinoma P(x) € Clz] koja postoji na osnovu teoreme V.1.6.1, tada
je, na osnovu teoreme V.1.4.1, P(z) deljiv linearnim faktorom z — z, tj.
vazi

P(z) = (z — 21) P (x),

gde je P(z) polinom stepena n — 1. Ako je n > 2, tada ponovo primenom
teoreme V.1.6.1, zakljuujemo da P;(z) ima bar jednu nulu, recimo x5, tako
da je

Pi(z) = (z — z2) Pa(z), dg Po(z) =n — 2.

Dakle,
P(z) = (z — z1)(z — z2) Py ().
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Nastavljajuéi ovakav postupak dolazimo do faktorizacije
P(z) = (z —z1)(z — 2) -+ (& — @) Pu (),

gde je dg P,(z) = 0, tj. Py(x) se svodi na najstariji koeficijent polinoma
P(z).
Dakle, polinom

(V.1.6.1) P(z) = apz™ + an_lzpn“/1 + - +ayz + ag,
sa kompleksnim koeficijentima ag, a1,...,6, i @, F# 0 ima n kompleksnih
nula z3, 29, ..., Tp, 1 vaZi
(V.1.6.2) P(z) = ap(z —z1)(z —z2) - (. — ).
Medu kompleksnim brojevima z, %2, ..., £, moze biti i jednakih. U

sledeéoj definiciji uvodimo pojam visestruke nule polinoma P(z).

Definicija V.1.6.2 Za nulu z; polinoma P(z) € Clz] kazemo da je vise-
struka reda k (€ N) ako postoji polinom Q(z) takav da je

(V.1.6.3) P(o) = (¢ ~21)*Qz),  Q(z1) #0.
Ako je k = 1 kaZemo da je nula z; prosta ili jednostruka.

Teorema V.1.6.3 Ako je x = xz; videstruka nula reda k > 1 polinoma
P(z) € Clz], tada je ona nula reda k — 1 izvodnog polinoma P'(z) € Clz].

Dokaz. Pretpostavljajuéi da je z = z; viSestruka nula reda k& > 1 poli-
noma P(z) € C|z], na osnovu prethodne definicije postoji polinom Q(z)
takav da vazi (V.1.6.3). Tada je®

P'(z) = k(z —21)* 7' Q(z) + (z — 21)" Q'(e) = (& — 21)* ' Qu(a),
gde je Qi(z) = kQ(z) + (z — 21)Q'(z). Kako je Q1(z1) = kQ(z1) # 0,
zakljuCujemo da je x = x| viSestruka nula reda k — 1 izvodnog polinoma

P'(z). O

Teorema V.1.6.4 Kompleksan broj x1 je visestruka nula reda k polinoma
P(z) € Clz] ako i samo ako je

(V.164)  Plz)=P(z) = =P¢V(g)=0 P®(z) 0.

5 Ne pravimo razliku izmedu polinoma i polinomske funkcije i koristimo pravila za
diferenciranje funkcija. : )
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Dokaz. Pretpostavimo da je z = z; viSestruka nula reda k polinoma
P(z) € Clz]. Tada, sukcesivnom primenom prethodne teoreme na P(z),
P'(z), ..., P%=1(z), dobijamo (V.1.6.4).

Obrnuto, ako pretpostavimo da vazi (V.1.6.4), tada se Taylorovo razla-
ganje polinoma u tacki z = z, (videti kraj odeljka V.1.4)

o " (n) T
P) = Plan) + A o0 ¢ T g gy B0 gy
svodi na
) (5 (k1) (5 (") (4
Po) = -0 | T B )+ T

tj. P(z) = (x —21)*Q(x), gde je Q(z1) = P®)(z1)/k! # 0, sto znagi da je
z1 viSestruka nula reda k polinoma P(z). O

Primer 2. Da bismo dokazali da je polinom
P(z) = 22" —n(n+1)a™ '2? + 2(n® - 1)a™z — n(n — 1)a™' (n€N)

deljiv sa (z — a)® dovoljno je proveriti da li su ispunjeni uslovi P(a) =
P'(a) = P"(a) = 0. Kako je

P'(z) = 2(n+1)2" —2n(n+1)a" 'z +2(n? — 1)a",

P'(x) = 2n(n+ )z" ! = 2n(n+ 1)a™ L,

nalazimo redom

P(a) 20"t —n(n + 1)a" e + 2(n? — 1)a"a — n(n — 1)a™*! =0,
P'a) = 2(n+1)a" —2n(n+1)a" ta+2(n? — 1)a™ = 0,
P"a) = 2n(n+1)a" ! =2n(n+1)e™t=0. A

Kao direktnu posledicu teoreme V.1.6.2 imamo sledeéi rezultat:

Teorema V.1.6.5 Neka su x1, T9, ..., T, medu sobom rezlidite nule poli-
noma P(z) € Clz] stepena n sa redom visestrukosti ky; ks, ..., ky, respek-
tivno. Tadae vaZi foktorizacija, tj. kanonicko razlaganje polinoma

(V.1.6.5) P(2) = an(z — 31" (& — 22)2 -+ (& — )™,

gde je ky + ko + -+ + km = n, a an je nagstariji koeficijent polinoma P(z).
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Teorema V.1.6.6 Kanonicko razlaganje (V.1.6.5) je jedinstveno.

Dokaz. Pretpostavimo da, pored kanonitkog razlaganja (V.1.6.5), pos-
;0ji drugo kanonicko razlaganje

P(z) = an(z —y)" (@ = y2)"* - (& — 2p)",

zde je Iy + 1o + -+ + [, = n. Tada mora vaziti jednakost
(V.1.6.6) (z—21)" (z—22)" - (@—2m)"™ = (a—11)" (z—y2)"*- - ()"
Nije tesko videti da se skupovi nula
Xm=A{z1,22,.. sz} 1 Ye={y,,y2,...,4r}

moraju poklapati. Naime, ako to nije slutaj, jednakost nije moguéa za
svako z € C. Na primer, ako z1 ¢ Y,, tada za x = x leva strana u (V.1.6.6)
postaje nula, dok je pri tome desna strana razli¢ita od nule. Prema tome,
ako postoje dva kanonicka razlaganja onda bi jednakost (V.1.6.6) eventualno
bila mogucéa samo kada je X, = Y,, tj. kada je

(@ — 2 (@ = 29)* - (2 — m)m = (2 — ) (& — 22)% - (@ — w)"™.

Pretpostavimo sada da je, na primer, ky # Iy i neka je ky > ;. Deobom
prethodne jednakosti sa faktorom (z — x1)" dobijamo
(@—2)" N (@ —22)" (2 — ) = (@ —20)? (2 — )™,
odakle, stavljajuéi ¢ = =z, zakljuéujemo da mora biti k; = I jer bi u
protivnom slucaju leva strana bila nula, a desna razlicita od nule. Na ovaj
nacin dokazujemo da mora biti k; = [; za svako 1 = 1,...,m, Sto znadi da je
kanonicko razlaganje (V.1.6.5) jedinstveno. g

Napomena 1. Na kraju ovog odeljka ukazimo na moguénost da se po-
linom sa viSestrukim nulama, ¢ije je kanonicko razlaganje dato sa (V.1.6.5),
moze redukovati na polinom sa samo prostim nulama z1, =2, ..., Tr,. Pret-
postavimo da je D(z) najveéi zajedni¢ki delilac za polinome P(z) i P'(z),
tj. D(z) = NZD(P(z), P'(z). Ukoliko je D(z) konstanta, polinomi P(z) i
P'(z) su uzajamno prosti, 3to znaéi da oni nemaju zajednickih faktora, tj.
polinom P(z) Vima\ samo proste nule. Medutim, ukoliko je dg D(z) > 1, po-
~ linom P(z) ima viSestruke nule jer su tada faktori polinoma D(z), upravo,
zajednicki faktori polinoma P(z) i P'(z). Zato deljenje polinoma P(z) sa
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D(z) daje kao koli¢nik polinom koji ima iste nule kao i polinom P(z), ali su
one sve proste. Dakle, taj polinom ima faktorizaciju

P(z)
D(z)

=c(z —z1)(x — 22) -+ (T — Tpp),
gde je ¢ neka konstanta.

V.1.7 Vieteove formule
Posmatrajmo polinom P(z) sa kompleksnim koeficijentima stepena n
P(z) = apz™ + an;lmn“l +- +az+a (an #0).
predstavljen u obliku
P(z) = an(z — 21)(z — 22) -+ ( — ),

gde su z1, z9, ..., z, nule polinoma P(z).

1z identiteta

nZ™ 4 G 12" P+ Fa gz + o taz+ag

= ap(z—m)(z—m22) - (T — )

dobijamo tzv. Vieteoved formule

Opn—1
zi+z2+ -+ = — )
Gn
an-—-2
1T +T1T3 + 0 + Tp—1Tp = ,
an
Apn—3
T1T2X3 + L1X2%4 + *++ + Tpn—2Tp—1Tn = — P
T
_ kOn—k
T1To T+ + Tpo k1 Tp—kt2 Tn = (1) P
n
ag
n
1T Tp = (“1) .
Gn

® Frangois Viete (1540-1603), poznati francuski matematicar.
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Oznatimo leve strane u prethodnim jednakostima redom sa o1, o9, ...,
mn. Ove veliine se, inade, nazivaju elementarne stmetriéne funkcije. Nije
.esko zakljuéiti da vagi

-1 -2
anx" + ap_12" + ap2z" "+ farz+ap

an(z — z1)(T —33) -+ (T — Tyy)

= ap(z" — o™ Fopa" T — o+ (=1)"ay).
V.1.8 Nule realnih polinoma
Neka je
(V.1.8.1) P(z) = apae™ + ap_12" 4 -+ +arz + ag,
gde su koeficijenti ag, a1, ..., a, realni brojevi i a, # 0. Za takav polinom

koristiéemo termin realni polinom. On ima n nula, 5to realnih, §to kom-
pleksnih. Ako ima kompieksnih nula, pokazacemo da se one javljaju kao
parovi konjugovano-kompleksnih brojeva.

Teorema V.1.8.1 Ako je z, kompleksno nula reda k, realnog polinoma
P(x), tada je i T, takode njegova kompleksna nula istog reda.

Dokaz. Na osnovu (V.1.8.1) imamo

P(z) = api™ + ap1 2" 4 -+ 4 a1Z + ag = P(T).
S druge strane, na osnovu faktorizacije (V.1.6.5), tj.
P(z) = an(e —21)* (z = 2a)® - (= 2m)™ (ki +ko+ -+ kn =n),

zakljucujemo da je

P(s] = P(&) = an(@ - 21)" (@ — 22)"* - (& = 50)",
tj.
P(z) = ap(z — i‘l)kl (x — 562)’”"2 ez - Em)/“m,
odakle neposredno sleduje tvrdenje teoreme. O
Dakle, na osnovu prthodnog, mozemo zakljugiti da realni polinom moze

imati realne nule i/ili parove konjugovano-kompleksnih nula. Pretpostavimo
da polinom P(z) ima realne nule xy,..., %y, reda videstrukosti ki,..., kn,
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respektivno, i parove konjugovano-kompleksnih nula oy £401,...,qa; £ 10,
reda viSestrukosti s1,. .., s;, takode respektivno. Naravno, mora biti '

™ l

>k +2) s, =dgPz).
v=1 =1
Kako je
(z—ay—if)(z —ay+if) = (z — aV)Z +ﬁg =z’ +pur+qs (P, qv € R),
parovima konjugovano-kompleksﬁih nula odgovaraju kvadratni faktori
z? +o,2+q (pu = —2a,, q, = a?/ + :85)

odgovarajuée videstrukosti s,.
Prema tome, realni polinom P(z) se moze faktorisati u obliku

m

l
(V.1.8.2) P(z) =an [[(z = 2)" [[ (=" + poz + @)™,

v=z1 v=1

gde je a, najstariji koeficijent polinoma P(z).
Primer 1. Neka je P(z) = 25 — 223 + 1. Kako je
P(z) = (2° = 1)* = ((z ~ 1)(a® + 2 + 1)),

faktorizacija (V.1.8.2) postaje P(z) = (z — 1)?(2? + x + 1)?, $to znaéi da
polinom ima dvostruku realnu nulu z = 1 i par konjugovano-kompleksnih
nulaz = (—1+ z'\/§)/2, ¢iji je red visestrukosti, takode, dva. VAN

Primer 2. Odredimo nule polinoma P(z) = 4z* — 423 +132% — 162 — 12
ako znamo da je jedna njegova nula —2i.
Kako je ovo realni prolinom, on mora imati i konjugovanu nulu 2i. Po-
linom P(z) je, dakle, deljiv faktorom (z + 2i)(z — 2i) = x? + 4. Kako je
1 3
(42t —42® + 1322 — 160 —12) : (22 +4) = 4a? — 4z -3 = 4<a:+§> (m—ﬁ),

faktorizovani oblik polinoma P(z) je
1 3
P(z) = 4(m + —) (ac - —)(:c2 +4).
2 2
Njegove nule su redom z; = —1/2, zp = 3/2, 3 = —2i, x4 = 2i. A

Razmotrimo sada potrebne uslove da jedan realni polinom sa celobrojnim
koeficijentima ima racionalne nule.
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feorema V.1.8.2 Neka je P(z) realni polinom sa celobrojnim koeficijen-
ima,

P(z) = apaz" + C74n_1115n_1 +-- +az+ag, (a€ a,j,ij agan 7 0).

lko je 1 = p/q nula ovog polinoma, gde su p i q uzajamno prosti celi
rojev, tada ap deljivo sa p i a, deljivo sa g, tj. vaZe relacije plag i qlay,.

Dokaz. Pretpostavimo da je z1 = p/q € Q nula polinoma P(z), tj. da je
n n—1
P(ml):an(g) +an—1(§) + —|—a1§+a0:0.

Ako ovu jednakost pomnozimo sa ¢" ' dobijamo da je
n
1

aﬂ]—)q— +ap1p" T darpg" 4 apd™ ! =0,

odakle zakljut¢ujemo da gla, jer su p i ¢ uzajamno prosti brojevi. Sli¢no,
mnozenjem poslednje jednakosti sa ¢/p dobijamo

'
anp" " F ap1p" g+ gt 4 ao% =0,

odakle zakljutujemo da plag. O

Primer 3. Na polinom iz primera 2 moZemo primeniti prethodnu teo-
remu. Faktori broja 12 (= —ag) su: +1, £2, £3, +4, £6, +12. Pozitivni
faktori broja 4 (= a4) su: 1, 2, 4. Na osnovu teoreme V.1.8.2, racionalne
nule polinoma (ukoliko postoje) pripadaju slede¢em skupu:

1 1 3 3
{il, o, b, £, £, 5, b, 4, 46, i12}.
To su, kao 8to smo videli u primeru 2, z; = —1/2 i xy = 3/2. A

U matematikoj analizi je poznata Rolleova teorema koja se ovde moze
iskazati na sledec¢i nadin:

Teorema V.1.8.3 Izmedu dve uzastopne realne nule z1 i x5 (z1 < x9)
realnog polinoma P(z) nalazi se bar jedna nula izvodnog polinoma P'(x).

Takode, za realne polinoimne vaze sledeci rezultati koji su posledice Rolle-
ove teoreme:
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Teorema V.1.8.4 Izmedu dve uzastopne realne nule =i 1 =y (2} < =)
realnog izvodnog polinoma P'(x) nalazi se najvide jedna nula polinoma P(z).

Teorema V.1.8.5 Ako su sve nule realnog polinoma P(x) realne, tada su
i sve nule izvodnog polinoma P'(z) realne i nule izvodnog polinoma P'(z)
razdvajaju nule polinoma P(z).

Teorema V.1.8.6 Realni polinom P(z) ne moZe imati vise od k+1 realnih
nula ako izvodni polinom P'(z) ima k realnih nula.

V.2 ALGEBARSKE JEDNACINE

V.2.1 Resavanje algebarskih jednacina

Jedan od glavnih problema algebre je nalaZenje resenja algebarskih jed-
nadina.

Definicija V.2.1.1 Ako je P(z) polinom stepena n, pod algebarskom jed-
naéinom n-tog stepena podrazumevamo jednadinu

(V.2.1.1) P(z) = agz™ + a1z 4+ 4 ap_15 + ay = 0.
Koren ili resenje jednagine (V.2.1.1) je svaka nula polinoma P(x).

Otigledno je da reSenje jednagine (V.2.1.1) zavisi od koeficijenata ay,
ai, ..., Gy. Dakle, ako je z = a refenje ove jednacine, tada je @ funkcija
koeficijenata, tj. a = F(ag,a1,...,an)-

Pretpostavimo da je funkcija F' obrazovana konafnom primenom ope-
racija sabiranja, oduzimanja, mnoZenja, deljenja i korenovanja nad koefici-

jentima ag, ay, ..., ap. Resiti jednacinu (V.2.1.1) pomoéu radikela znagi
odrediti sve takve funkcije F za koje je F(ag,a1,...,an) reSenje jednatine
(V.2.1.1).

Za refenje opdte kubne jednadine zasluzni su italijanski algebristi Scip-
ione del Ferro, Niccold Tartaglia i Gerolamo Cardano iz Sesnaestog veka'.
U tom periodu dobijeno je i reSenje za opstu algebarsku jednadinu Cetvrtog
stepena.

" Njihov rad je veoma znadajan za istoriju algebre. Scipione del Ferro (1465-1526)
nikad nije publikovao svoje reSenje, veé ga je samo saopstio nekim svojim prijateljima.
Gerolamo Cardano (1501-1576) je bio Cuveni lekar, astrolog, filozof i matematicar, koji je
ziveo u Milanu. Niccold Tartaglia (1500-1557) je, takode, italijanski matematicar, &ija je
godina rodenja, prema raspolozivim izvorima, nesiguran podatak.
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Svi napori tokom sledeé¢a dva veka bili su usmereni na reSavanje opstih
algebarskih jednadina stepena veleg od &etiri, ali bezuspesno. Jedan od
vaznih doprinosa Gaussa u teoriji algebarskih jednacina je, svakako, kom-
pletno reenje binomne jednaéine®

(V.2.1.2) g" —1=0,

pomocu radikala. ReSavanje binomne jednatine razmatrali smo ranije (stra-
na 41). Prisetimo se samo da su koreni ove jednacine kompleksni brojevi
rasporedeni na jedini¢nom krugu tako da predstavijaju temena pravilnog
poligona od n strana koji je upisan u ovaj krug. Dakle, binomna jednadina
(V.2.1.2), ili kako se drugagije kaze n-ti koren iz jedinice, ima n refenja koja
odgovaraju tzv. granama n-tog korena, kojih ima ta¢no n.

Za, jednaginu (V.2.1.1) kazemo da je opsta algebarska jednacina ako su
njeni koeficijenti ag, a1, ..., a, opsti brojevi. Ukoliko su, medutim, svi
koeficijenti dati kao fiksne numericke konstante, tada za jednadinu kazemo da,
je numericka algebarska jednacding. Ruffini®, Abel, Galois!?, i drugi, dokazali
su da se opdta algebarska jednagina stepena n > b ne moze refiti pomoéu
radikala. Resenje je, dakle, moguée samo za jednadine stepena n < 4. U
narednim odeljcima dajemo resenja za kvadratne jednacine (n = 2), kubne
jednagine (n = 3) i jednatine &etvrtog stepena (n = 4).

S druge strane, numericke algebarske jedna¢ine mogu se refiti sa proiz-

voljnom taéno$éu raznim iterativnim metodimall.

Na kraju ovog odeljka napomenimo da je Galois dao kompletan odgovor
na pitanje pod kojim se uslovima neka algebarska jednafina moze resiti
pomocu radikala. ' i

8 Ova jednatina je usko povezana sa konstrukcijom pravilnog poligona od n strana koji
je upisan u dati krug. Starogréki mistik, matematicar i prirodnjak Pitagora (5697-5007
pre naSe ere) znao je da konstruife pravilne poligone sa 3, 4, 5 i 6 stranica. Njihove
konstrukcije se mogu naéi i éetvrtoj knjizi Euklidovi elementi. Gauss je bio jo§ na Uni-
verzitetu (1796) kada, je otkrio da pravilan poligon sa 17 stranica moze biti upisan u dati
krug koris¢enjem samo lenjira i Sestara. Kasnije, on je dokazao da pravilan n-tougao moze
biti konstruisan samo pomodu lenjira i Sestara ako i samo ako je ispunjen bilo koji od
sledeéih uslova: (1) n je prost broj oblika 22" -+ 1, ili je proizvod razli€itih prostih brojeva
ovog oblika; (2) n je neki stepen od 2; (3) n je proizvod brojeva koji zadovoljavaju uslove
(1)1 (2). Na osnovu ovoga, pokazano je da mogu biti konstruisani pravilni poligoni sa 257 i
65537 stranica. Godine 1801. pojavilo se znatajno Gaussovo delo Aritmeticka ispitivanja.

9 Paolo Ruffini (1765-1822), italijanski matemati¢ar.

19 Evariste Galois (1811-1832), francuski matematicar.

' Ovi metodi se prou¢avaju u okviru kursa Numericke matematika.
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V.2.2 Kvadratna jednacina
Neka su zy i z2 koreni kompleksne kvadratne jednacine
(V.2.2.1) 22+ a1z +ag=0

reprezentovani pomodéu kompleksnih brojeva o 1 g,

(V.2.2.2) I =« +.,8, T9 =0 —f.
Tada je
(V.2.2.3) 200 = —ayq, o — % = ay.

Iz (V.2.2.3) dobijamo @ = —ay/2 kao i linearnu jednacinu za (3?2 iz koje +3
moze biti odredeno. Dakle,

1 /= 1
(V.2.2.4) T :—%+§\/a{—4ao, mg:—%~—2—‘ a? — 4ay.

Napomena 1. Grana kvadratnog korena u (V.2.2.4) moze biti izbrana
proizvoljno. Izbor grane utite samo na redosled reenja z; i zo. Sliéna
primedba vazi i za jednaéine treéeg i Eetvrtog stepena.

V.2.3 Kubna jednaéina

Posmatrajmo kompleksnu jednadinu treéeg stepena, ili tzv. kubnu jed-
nacinu,

(V.2.3.1) 23 + agz® + a1z +ag = 0.

Njeni koreni 1,29 i 3 se mogu predstaviti kompleksnim brojevima «, § i
v u obliku

1 = a+ qof + qo7,
(V.2.3.2) 2 =a+aqaf+ ey,
T3 =a+ @S+ a7y,

gde su qi, k = 0,1, 2, dati sa

—1+14v/3 —1-4v/3
q =1, Q1=—*—2‘**, Q2=‘—_2-‘—"-
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Tada, na osnovu Vieteovih formula

T+ 22+ 23 = —ag,
(V.2.3.3) Tixg + T1%3 + TeZ3 = a1,
T1Z2T3 = —ag,

imamo
J3a = —a9,
(V.2.3.4) 302 —3By = a,
o+ 8 +9° - 3afy = —ag.

Iz jednagina (V.2.3.4) mozemo naéi sumu 33(8% + 43) i proizvod 3%(5%+?),
pomodu kojih se mo#e formirati kvadratna jednacina

(V.2.3.5) (30) + (205 — 9a1a2 + 27a0)(3v)® + (a5 — 3a1)® =0,

¢ija resenja su (38)% i (3v)3.

Ako stavimo
(V.2.3.6) Q=a3—3a;, R=-2a349%aas—27ag,

iz kvadratne jednacine (V.2.3.5) sleduje

R+ +/R?—4Q3 (37)3_R—¢m
2 7 - 2 .

(V.2.3.7)  (3p)° =

Dakle,

2 3 N 7 3
(V.2.3.8) az_%z, ﬁzé\s/RJr,\/Rz 4Q , 7_%§/R \/I.%;—ALQ_.

Grana kubnog korena u drugoj jednacini u (V.2.3.8) moze biti izabrana
proizvoljno, ali u treéoj jednadini ona mora biti izabrana tako da je 8y =
Q/9. Poslednji zahtev proizilazi iz druge jednaéine u (V.2.3.4).

Napomena 1. U knjizi: D. S. MItrRivovi¢!? i D. Z. Dokovié!s,
Polinomi i matrice, Nauéna knjiga, Beograd, 1966 (str. 121-126) izlozen je
Cardanoov metod za reSavanje kubne jednacine.

2 Dragoslav S. Mitrinovié¢ (1908-1995), poznati jugoslovenski matematicar.
13 Dragomir Z. Dokovié (1938~ ), poznati jugoslovenski matematitar koji Zivi i radi u
Kanadi. :
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V.2.4 Jednacina cetvrtog stepena
Neka su koreni z1, 29, 23 1 £4 kompleksne jednacine Cetvrtog stepena
(V.2.4.1) zt+agz? t st +ajz+ag=0
reprezentovani pomoéu
z1=a+B+7+3,
Tp=a+pf-v-4,

$3:a_ﬂ+7_5,
$4:Ot"ﬂ—7)’+(5,

(V.2.4.2)

gde su o, 8,7, kompleksni brojevi. Tada imamo

do = —as,
60 —2(B2 +92+6%) = ay
(V.2.4.3) 4o’ —da(B® + 92+ 62) + 8By6 = —ay,

—4(F%y% + 5% + 426%) + 8afBys = aq.

Na osnovu (V.2.4.3) dobijamo
LE 4+, AN+ ), L
koji su, u stvari, koeficijenti kubne jednagine

(16v%)3  —(3a2 — 8ay)(16v2)?
(V.2.4.4) +(3a3 —16ag0% + 16a1a3 + 16a3 — 64ag)(16v?)
——(ag — 4asas + 8a1)2 = (.

Njena resenja su (408)?, (47)% i (46)%2. Dakle, jednadine (V.2.4.3) definisu
vrednost za o, a = —as/4, i impliciraju jednaéinu treéeg stepena (V.2.4.4)
za odredivanje 52, v% i 2.
Ako stavimo
P = ag — 4asas + 8aq,

1209 + a% — 3a1a3,
R = 2Taga} — 9aia0a3 + 2a3 — T2a9ag + 270’

(V.2.4.5)

O
|
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8
(87)) = a3 — g‘ ay,
4 R++/R? — 4¢3
(V.2.4.6) fo = 3 5 )
4 3] R—/RZ — 407
Yo = 3 3
3 2
tada su
a — -——@-
— =
1
B = Z\/ao+ﬂo+’m7
(V.2.4.7) 1
7 = Z\/Olo + q160 + q20,

1
§ = Z\/ao + @200 + @170,

gde su q; 1 g2 dva ne-realna kubna korena iz jedinice, ¢iji redosled nije bitan.

Bilo koji izbor grane kubnog korena u (V.2.4.6) za koji je

je dozvoljen. Sliéno je mogué proizvoljan izbor znaka kvadratnog korena u
(V.2.4.7) za koji je

A P
(V.2.4.9) fys= -2

Ogranicenje (V.2.4.9) za izbor znaka velitina B,y 1du (V.2.4.7) proizilazi
iz prve tri jednacine u (V.2.4.3).
Moize se, takode, dokazati sledeéa karakterizacija:

Teorema V.2.4.1 Neka je
(V.2.4.10) 2t + azz® + a9z + a1z +ag =0
realna jednadina cetvrtog stepena i neka su

Q = 1209+ a% - 3aias,
R = 27a0a§..— 9aiaqa3 + 2a% — T2a0a9 + 27a%,
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(V.2.4.11) T = 3a3 — 8ay + 8Re

=)

Ako korene ra¢unamo sa njihovim visestrukostima, imamo da

(1) ako je R? —4Q% > 0 tada su dva i samo dva korena posmatrane
jednacine (V.2.4.10) realna;

(2) ako je R*—4Q3 =0 tada su dva korena jednacine (V.2.4.10) realna,
dok su preostala dva korena realna, ako 1 samo ako je T' > 0 za sva tri
moguda izbora kubnog korena u (V.2.4.11);

(3) ako je R®> —4Q* < 0 tada su (a) éetiri korena jednaéine (V.2.4.10)
realna ako ¢ samo ako je I' > 0 za sva tri moguca izbora kubnog korena
u (V.2.4.11); 1 (b) Nijedan koren jednadine (V.2.4.10) nije realan ako
i samo oko je T' < 0 za najmanje jedan od mogucéa tri izbora kubnog
korena u (V.2.4.11).

Isto tako vaze i sledeéa dva tvrdenja:

Teorema V.2.4.2 1° Kubna jednaéina (V.2.3.1) ima dva jednaka korena
ako i samo ako je R? —4Q3 = 0 1 ima tri jednaka korena ako i samo ako
je R=0Q =0, gde su

R= —2a§ + 9asag — 27ay, Q= a% —3as;

2° Jednacina éeturtog stepena (V.2.4.1) ima dva jednaka korena ako i

samo ako je R? —4Q% = 0 i ima tri jednoka korena ako i samo ako je
R=Q =0, gde su
R = 27a0a§ — Yayaqa3 + 2a§ — T2aqay + 27a%,

Q = 1209+ a% — 3a1a3.

Ove teoreme se mogu neposredno dokazati koriséenjem algebrskih regenja
koja su prethodno data.

Teorema V.2.4.3 1° Jednadina éeturtog stepena (V.2.4.1) ima dva para
jednakih korena ako i samo ako su ispunjeni uslovi

R?—4Q% =0 i 32R=27a}.

2° Jednacina (V.2.4.1) ima Zetirt jednaka korena ako i samo ako je R =
Q = Qp = 0.
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V.3 HURWITZOVI POLINOMI

V.3.1 Definicija Hurwitzovih polinoma

U mnogim problemima koji se odnose na stabilnost sistema (elektron-
kih, mehanickih, itd.) pojavljuju se polinomi &ije sve nule imaju negativan
ealni deo. U ovom poglavlju razmatracemo takvu klasu polinoma i dati
yotrebne i dovoljne uslove da jedan polinom pripada ovakvoj klasi. Jedno
goritamsko resenje ovog problema iz 1877. godine, koje je nedovoljno poz-
1ato u literaturi, potiée od Routha!4. Elegantno refenje ovog problema u
Jeterminantnom obliku dao je Hurwitz'® 1895. godine i zato se polinomi iz
ove klase nazivaju Hurwitzovi polinomt ili krade H-polinomsi.

Dakle, realan ili kompleksan polinom

(v.3.1.1) P(z) = ag + a1z + agx® + - + a 2" (an #0)

je H-polinom ako sve njegove nule z, (k = 1,...,n) imaju osobinu Re zy < 0.
Teorema V.3.1.1 Ako je realni polinom (V.3.1.1) H-polinom, tada su svi
njegovi koeficijenti istog znaka (svi koeficijentt su veéi od nule ili su svi mangi
od nule — nema jednakih nuli).

Dokaz. Pretpostavimo da H-polinom (V.3.1.1) ima konjugovano kom-
pleksne nule

Ty = —ak + ik, Tom—k+1 =Tk, k=1,...,m,

i realne nule
Tom+k = —Vks k=1,...,n—2m,

gde su ap, v, > 0. Tada se on mo#e faktorisati u obliku

m n—2m
P(z) = an [ [ (2 + o —iB) (@ + e + i) [] (= +m),

t.
m n—2m
P(z) = a, 1—:[(372 + 200 + af + G7) H (x + vi)-

Y Bdward John Routh, Stabslity of given state of motion, London, 1877. BliZe biografske
podatke o Routhu ne posedujemo.
15 Adolf Hurwitz (1859-1919), nemacki matematiCar.
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Kako svi kvadratni i linearni faktori imaju pozitivne koeficijente, zakljucu-
jemo da polinom P ima sve koeficijente ay (k = 0,...,n) razli¢ite od nule i
oni su istog znaka kao §to je znak koeficijenta ay,. O

Napomena 1. Obrnuto tvrdenje vazi za n = 1 1 n = 2, tj. polinomi
ag+aiz i ag+aiz+asx?, sa ag,ar,as > 0ili ag,a1,az < 0, su H-polinomi.
Ovakvo tvrdenje ne vazi za n > 3. Na primer, 1+2+ 22+ 2 nije H-polinom.
Njegove nule se mogu odrediti iz faktorizacije

14z +2° +2° :'(mﬂ—l)(w2+1).

V.3.2 Schurov metod

Posmatrajmo proizvoljan kompleksni polinom
(V.3.2.1) P(z) = ag + a1z + agz® + -+ - + apa™ (an # 0).

Sa P*(x) oznatimo polinom koji se dobija iz (V.3.2.1) zamenom koeficijenata
sa odgovarajuéim konjugovanim vrednostima, i promeni znaka koeficijentima
uz neparni stepen od z, tj.

(V.3.2.2) P*(z) = Gg — @12 + dga® — -+ - + (—=1)"Gz".
Primetimo da iz P(z) = U(z)V (z) sleduje P*(z) = U*(z)V*(z). Takode,
(P*)*(z) = P(x).

Pretpostavimo da su zy = ay + 10k, k = 1,...,n nule polinoma P*(z).
Tada imamo faktorizacije

(V.3.2.3) P(z) = an [ [ (z = zx),
k=1
(V.3.2.4) H —Z — Tg) H T+ T).
k=1 k=1

Dokazac¢emo sada jedan pomoéni rezultat:

Teorema V.3.2.1 Ako je P(z) H-polinom, tj. Rexp = ap < 0, k =
1,...,n, tada vaZe nejednakosti

|P(z)| > |P*(z)] >0 za Rexz >0,

|P*(z)| > | P(z)| >0 za Rezx <0,
|P(z)| = |P*(z)] >0 za Rex =0,
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Dokaz. Za dokaz ovih nejednakosti dovoljno je za proizvoljno k (1 < k <
n) uotiti razliku

D = ’:E-l—i'/le - ICE —.’Ek|2

(= + Zk)(Z + k) — (2 — 2p) (T — Zi)
(z +T)(zk + Tk)

= 4dayRex.

[l

S obzirom da je Rexy = ap < 0, zaklju¢ujemo da vazi

|z — x| > |z+ T4 za Rex > 0,
<

|z — 2] |z + T za Rez <0,

|z —zk| = |2+ Zg za Rex =0,
sto zajedno sa (V.3.2.3) i (V.3.2.4) daje tvrdenje teoreme. O

Nejednakosti u teoremi V.3.2.1 nazivaju se Schurove'® nejednakosti. Ko-
ri¢enjem tih nejedakosti moZemo dokazati sledeée tvrdenje:

Teorema V.3.2.2 Ako su a i b proizvoljne kompleksne konstante takve da
je la| > |bl, tada je P(x) H-polinom ako i samo ako je

(V.3.2.5) Q(z) = aP(z) — bP*(z),
H-polinom.

Dokaz. Ako polinom P(z) ima samo nule sa negativnim realnim delom,
tj. ako je on H-polinom, tada na osnovu prethodne teoreme, za Rex > 0
imamo |P(z)] > |P*(z)|. Stavise, za |a| > |b] imamo

laP(z)] > [bP*(z)]  (Rez > 0),

§to znaci da je Q(z) # 0 za svako z za koje je Rexz > 0, tj. Q(z) je H-
polinom.

Obrnuto, neka @(z) ima samo nule sa negativnim realnim delom. Tada,
na osnovu

Q(z) = aP(z) = bP*(z),  Q"(z) =aP"(z) —bP(x),

16 Issai Schur (1875-1941), nematki matematicar.



240 GLAVA V. ALGEBARSKI POLINOMII ...

dobijamo

a b .

Kako je koeficijent uz Q(z) u (V.3.2.6) veéi po modulu od koeficijenta uz
Q*(z), na osnovu prvog dela tvrdenja, zakljucujemo da je P(z) H-polinom.
d

Neka je & proizvoljan kompleksan broj sa negativnim realnim delom.
Ako je P(z) H-polinom, na osnovu Schurovih relacija imamo da je

(V.3.2.7) [P*(&)] > [PE)I.

Ako stavimo a = P*(§) i b = P(£), na osnovu prethodne teoreme i (V.3.2.5)
zakljutujemo da je polinom

(V.3.2.8) Q¢(x) = P*(§)P(z) — P(§)P" (x)

H-polinom. VaZi i obrnuto, ako je Q¢(z) iz (V.3.2.8) H-polinom i (V.3.2.7)
vazi za Re & < 0, tada je P(z) H-polinom.

Ako imamo u vidu da je z = ¢ nula polinoma Q¢ (z), prethodno recenim
smo dokazali da vazi sledeée tvrdenje:

Teorema V.3.2.3 Neka je & proizvoljan kompleksan broj takav da je Re§ <
0. Polinom P(z) (dg P(z) > 2) je H-polinom samo ako je

Pr(§)P(z) — P(§)P* ()

(V.3.2.9) Se(z) = -

H-polinom i |P*(£)| > |P(¢)].

Poslednja teorema, daje rekurzivni postupak, poznat kao Schurov metod,
za, ispitivanje da li je jedan polinom Hurwitzov ili nije. Naime, problem za
polinom stepena n se svodi na odgovarajuéi problem za polinom stepena
n — 1 uz proveru jedne nejednakosti. Obiéno se uzima ¢ = —1.

V.3.3 Primena Schurovog metoda
na polinome sa realnim koeficijentima

Prethodno izlozeni Schurov metod se moZe uprostiti ako je polinom

(V.3.3.1) P(z) =ao+ a1z + asx® + -+ apz" (ag > 0).
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sa realnim koeficijentima.
Da bi takav polinom mogao da bude H-polinom, svi njegovi koeficijenti
moraju da budu istog znaka (videti teoremu V.3.1.1), pa s obzirom da smo

uzeli da je ag > 0, to su ar, >0 (k=0,1,...,n). Za takav polinom vazi
. 2 2

|P(=1) > |P(=1)], ti. (P*(=1)" > (P(-1))"

Zaista, kako je
P (-1)=ao+a1+ax+ - +ap
i v
P(-1)=ap—ai1+ay— -+ (—1)"an
vaZzi nejednakost
(ao +G1+a2+"'+an)2 > (ap — aq +a2—---+(—1)"an)2.
Prema tome, na osnoVu teoreme V.3.2.3 gde smo uzeli £ = 1, polinom

P(z) = > _qarz® (ap >0, k=0,1,...,n) je H-polinom ako i samo ako
je
P*(—-1)P(z) — P(—1)P*(z)

z+1

(V.3.3.2) S{z) =
H-polinom.
Primer 1. Posmatrajmo polinom treceg stepena
P(z) = ag + a1 + aga” + agz®  (ax >0, k=0,1,2,3).

Polinom iz (V.3.3.2), za ovaj slucaj, ima oblik
2 ' :
S(z) = 5—;—1((@1 + as)(ag + azz?) + (a2 + azz?)),

odakle se dobija
1
§S($) = ag(a; + a3) + (@102 — apas)z + ag(ag + ag)mz.

Potreban i dovoljan uslov da je dobijeni polinom drugog stepena H-polinom,
je da su mu svi koeficijenti istog znaka (videti napomenu 1 na strani 238).
S obzirom da je a; > 0 (k= 0,1,2,3), to je zadovoljeno za,

ajag — agag > 0,
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Dakle, na osnovu prethodnog, realni polinom treéeg stepena

3

(V.3.3.3) P(z) = ag + a17 + agx? + azz®  (ag > 0)

je H-polinom ako i samo ako je a >0 (k=1,2,3) 1 ajaz — apag > 0.
Ovom tvrdenju se moze dati i ovakva forma. Polinom (V.3.3.3) je H-
polinom ako i samo ako je

3 3 a a

¥ =g >0, DF = a; ag = a1a; — agag > 0,
ajy  ag 0 .

D§3) =laz az ‘01| = aBDés) > 0. A
0 0 as

Primer 2. 1° Koeficijenti polinoma 2 + z + 22 + 23 su ag = 2, a1 =
ag = ag = 1, pa su odgovarajuée determinante redom jednake:

p® =150, DP=-1<0, DP=-1<0.

Ovo znadi da dati polinom nije H-polinom.

2° Za polinom 1 + z + 222 + 23 odgovarajuée determinate su
pP=1>0, DP=1>0 DP=1>0,
odakle zakljuéujemo da se radi o H-polinomu. A

Uopéte, kada se radi o realnim polinomima stepena n, vazi sledece tvrdenje
koje navodimo bez dokaza.

Teorema V.3.3.1 Polinom P(z) dat pomoéu (V.3.3.1) je H-polinom ako 1
samo ako je :

a ag 0 0 e 0
as a9 al ag 0

Dl(cn) — | as as as a9 0 > 0,
a2k—1 O2k-2 02c-3 Q2k—4 Qg

za k=1,2,...,n, gde treba staviti a; =0 za 7 > n.
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Primer 3. Na osnovu teoreme V.3.3.1, polinom &etvrtog stepena sa
realnim koeficijentima,

P(z) = ag + a1z + asx? + azz® + agat (ap > 0)

je H-polinom ako i samo ako su ispunjeni uslovi

a a
D§4) =ay > 0, Dgl) =1 ol = a1ag — agaz > 0,
as a
ay ap 0
D(4) — _ 2 2
3’ =|az ao a1|=ajaa3 — apaz — a4ay > 0,
0 a4 a3
ag ap 0 O
Q. (42 1 Q
Df{l) _ a3 ay ar ao| _ a4D§4) S 0. A
0 a4 a3z ag
0 0 0 aq

V.4 RACIONALNE FUNKCIJE
V.4.1 Racionalna funkcija

Neka su P(z) i Q(z) algebarski polinomi takvi da je dg P(z) = n i
dgQ(z) = m, tj.

Pl@)=) a1 Q@) =) ba™ ™" (an,by #0).
k=0

k=0

Definicija V.4.1.1 Funkcija z — R(z) = P(z)/Q(z) naziva se racionalna
funkcija reda [n/m).

Definicija V.4.1.2 Ako su polinomi P(zx) i Q(z) relativno prosti, tj. ne-
maju zajednicki faktor stepena r > 1, tada se za racionalnu funkciju z —
R(z) = P(z)/Q(x) kaze da je nesvodljiva racionalna funkcija.

Definicija V.4.1.3 Ako je stepen polinoma P(z) manji od stepena poli-

noma Q(z), tj. ako je dg P(z) < dg Q(z), racionalna funkcija z — R(z) =

P(z)/Q(x) naziva se prave. racionalna funkcija. :
U protivnom sluaju radi se o nepravoj racionalnoj funkciji.
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Svaka neprava racionalna funkcija uvek se moze prestaviti kao zbir jednog
polinoma, 1 jedne prave racionalne funkcije, §to se postiZe deljenjem polinoma
P(z) polinomom Q(z).

Primer 1. Posmatrajmo racionalnu funkciju

28 + 324 + 23 — 5z + 4z — 7

R(z) = i+ 522 4+ 4

Deljenjem brojioca imeniocem dob_ijamo :
(28 +3z% +23 — 52 +da —7) ¢ (2 + 522 +4) =22 -2
x5 +5z4 + 4z :
—2z% +2° — 922 44z 7
—2z4 —102? -8
3+ 1% 4z +1

tj.
3 2
z°+zt+4x+1
R(z)=z*—-2 VAN
(z) == + zt+ 522 44

U nasem daljem razmatranju ogranic¢iéemo se samo na realne racionalne
funkcije, tj. na slucaj kada su P(z) i Q(z) realni polinomi. Najpre éemo se
upoznati sa tzv. prostim ili parcijalnim razlomecima, kao i sa odgovarajuéim
rastavljanjem ili razlaganjem nesvodljive prave racionalne funkcije.

Definicija V.4.1.4 Funkcije

A . Mz + N

T aF P @Ermrgr FThB)

X —
gde su A, M, N, a, p, ¢ realne konstante i p? — 4q < 0, nazivaju se prosti ili
parcijalni razlomct.

V.4.2 Rastavljanje prave racionalne funkcije
na parcijalne razlomke

U mnogim primenama veoma, je vazno rastavljanje prave racionalne funk-
cije na parcijalne razlomke. To je, na primer, slu¢aj kod integracije racional-
nih funkcija.

Neka je z = R(z) = P(z)/Q(z) nesvodljiva prava racionalna funkcija.
Rastavljanje takve funkcije na parcijalne razlomke oslanja se na sledece dve
leme.
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Lema V.4.2.1 Neka je a realan koren reda visestrukosti r polinoma Q(z),
tj. neka je

(VA21) Q@) =(e-a)@i(r)  (dgQi(z) = dgQ(a) 7).
Tada postoji jedinstveno rastavljanje prave racionalne funkcije u obliku

P(z) A, Pi(z)
(V422 Q@) "G | G a Q)

gde je A, realna konstanta, a drugi élan ne desnoj strani jednakosti (V.4.2.2)
je, takode, prave racionalna funkcija.

Dokaz. Pretpostavimo da vazi (V.4.2.2). Tada imamo
(V.4.2.3) P(z) = A,Q1(z) + (x — a) P (z),

odakle zakljuéujemo da je A, = P(a)/Q1(a). Konstanta A, egzistira jedin-
stveno jer je Q1(a) # 0. Zamenom ove vrednosti za A, u (V.4.2.3) dobijamo
Plz) — A, '
Pl(’C) — (I) 7Q1(£L).

r—a

Ocigledno je
dg Pi(z) < max(dg P(z),dg Q1(2)) — 1 < dgQ(z) - 2.

Kako je stepen polinoma (z — a)"~1Q;(z), koji se pojavljuje na desnoj
strani u (V.4.2.2), jednak dg Q(z) — 1, zakljucujemo da je ovaj ¢lan, takode,
prava racionalna funkcija. -~ [

Lema V.4.2.2 Neka je 2° + pz + q (p,q € R; p* < 4q) faktor visestrukosti
s (s € N) polinoma Q(z), tj. neka je

(V424) Qe) = (2’ +pr+9)°Qi(z)  (dgQi(z) = dgQ(z) — 2s).
Tada postoji jedinstveno rastavljanje prave racionalne funkcije u obliku

P((L’) _ Mgz + N Py (m)
(V.4.2.5) Q(z) - (2 +pr+q)* (22 +pz+ q>3—1Q1($)7

gde su My i N; realne konstante, a drugi élan na desnoj strani u (V.4.2.5) -
je, takode, prava racionalnae funkcija.
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Dokaz. Koreni kvadratnog trinoma z2 + pz + ¢ su konjugovano-komp-
leksni brojevi jer je p? < 4¢. Oznacimo ih sa « +if. Sliéno, kao i u dokazu
prethodne leme, pretpostavimo da egzistira (V.4.2.5). Tada imamo
(V.4.2.6) P(z) = (Myz + N,)Q1(z) + (2% + pz + q) P (2).

Stavljajuéi z =a=a+1if iz =a = a — i dobijamo

P(a) = (Msa+ Ns)Q1(a),  P(a) = (M,a + N,)Qu(a),

.

P P@_[P@Y_
(V.4.2.7) Msa+ Ng = ) =w, Ma+N,= = ( > = .

Napomenimo da su Q1(a) i Q1(a@) razli¢iti od nule.

Regavanjem sistema jednalina (V.4.2.7) nalazimo jedinstvena realna re-
Senja
Im (a@
M, = PN, = )
Im (a

~—

jer je Im (a) = B # 0.

Potrebno je jo§ dokazati da je drugi élfm na desnoj strani u (V.4.2.5)
prava racionalna funkcija. Stavljanjem nadenih vrednosti za M; i Ny u
(V.4.2.6) dobijamo

P(z) — (Msz + Ns)Q1 ()
2 +pz+q

Pl(.’L‘) =

3

i tada, jednostavno kao u prethodnoj lemi, dokazujemo da je

dg Pi(z) < dgQ(z) — 2. O

Ako lemu V.4.2.1 primenimo r puta, zakljuéujemo da se prava racionalna
funkcija z — R(x) mozZe predstaviti u obliku

P A A._ A
(z) r n r—1 R 1

Q@) @-ay @-a Tt Rae),

(1 (z), definisan pomoéu (V.4.2.1).
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Slitno, primenom leme V.4.2.2 s-puta, dobijamo

P(z) M,z + N, Myz + Ny
R(z) = == = bt 2T L R (),
©) =@ " @t Fapotq W
gde je z — Ry(z) prava racionalna funkcija ¢iji je imenilac polinom Q(z)
odreden pomocu (V.4.2.4).

Pretpostavimo sada da polinom @Q{z) ima realne nule ay, . .., am, reda vi-
sestrukosti 1, ..., m, respektivno, i parove konjugovano-kompleksnih nula
o =101, ..., £ 16, reda videstrukosti sy, ..., s;, takode respektivno. Na-

ravno, mora biti
m !
Sore+2) s =dgQ(a)
k=1 k=1

" Parovima konjugovano-kompleksnih nula odgovaraju kvadratni faktori
2 4 ppx + g (pr = 20, @ = ai + ﬂf) odgovarajuce videstrukosti s.
Polinom Q(z) se moze faktorisati u obliku

m {
(V.4.2.8) Q) = AT (@ —ap)™ [] (@ +pra + g1),

k=1 k=1
gde je A najstariji koeficijent polinoma Q(z). Ne umanjujuéi opstost moze
se uzeti A = 1.

Na osnovu prethodnog izlaganja, prava racionalna funkcija se moze ras-

taviti na parcijalne razlomke ¢iji oblik zavisi od oblika faktora u (V.4.2.8).
Naime, faktoru (z — a)" odgovara oblik

o, A A
z—a (z—a)? (z —a)”’
a faktoru (@2 + pz + q)° oblik .
Miz + Ny Moz + Ny n Mgz + Ny
w2 +pr+q (22 +pz+q)? (z% 4+ pz + q)°°

Tako imamo sledeéi rezultat:

Teorema V.4.2.1 Neka je z — R(z) = P(z)/Q(z) nesvodljiva prava raci-
onalna funkecija, pri éemu se polinom Q(z) moZe faktorisati kao u (V.4.2.8).
Tada je

m Tk Sk
Akn Mynz + Nigp
V.4.2.9 ,
(VAR R= 20 o ,;ZI;Z; RS EE
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gde se nepoznati koeficijenti Agp, Min, Nkn, mogu odrediti metodom neo-
dredenih koeficijenata.

Primer 1. Na osnovu (V.4.2.9), racionalna funkcija

823 + 21z — 11
(@ —1)2(2? + z +1)2

R(z) =

moze se predstaviti u obliku

Ay Ay Miz4+ N Msz + No

V.4.2.10 R(z) = ; .
( ) (@) m—1+(m—1)3+m2+m+1 (22 4+ 2z +1)?

Nepoznate koeficijente Ay, My, Ny (k - 1,2) odredujemo iz identiteta

Af(z —1)(2? +2+1)% +Ag(z? + 2+ 1)?
+(Miz + N (z - 1)2(z? + 2+ 1) +(Maz + No)(z — 1)2
= 82% + 21z — 11,

tj. iz
(A1 + Ml)wE’ + (A1 4 Ay — My + .l\fl)."[,‘4
+(A1 4 245 — Ny + M)z + (— A1 + 342 — My — 2Ms + Np)z?

+(—A1 + 245 + My — Ny + My — 2No)z + (—A1 + As + Ny + Ny)
=823 + 21z — 11,

Dakle, trazeni koeficijenti su reSenja sistema linearnih jednaina

Ay + M, = 0,
Ar+ A - M1+ Ny = 0,
Ay + 24, — N1+ My = 8,
—A1 + 349 — M, —2My + Ny = 0,
—A1+ 249+ My — N1+ My —2Ny = 21,
—A1+ Ay + N + Ny =11,

odakle nalazimo
A1 =1, Ay =2, My =~1, Ny = -4, My = ~1, N3 = 8.

VaZi, dakle, rastavljanje

1 2 T+ 4 T+ 8

~ — . A
z—1 (z-1)2 z24+z+1 (224+2z+1)?
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Napomena 1. Koeficijenti A; i 43 u (V.4.2.10) mogu se odrediti tzv.
metodom ostataka.'”
Ako R(z) pomnozimo sa (z — 1), a zatim pustimo da z — 1, dobijamo

8.”123 + 21z —11
Ay = lim(z — sz =llm — =
2 alsl—ﬂ( 1) ( ) }:l—lﬂ (m2+x+1)2

Koeficijent 4; dobija se, na nedto komplikovaniji naéin, kao

: 3 - 11
A= lim gj— {(z = 1)?R(x)} = lim = {89” +21a } |

g1 dz soids | (22 +a+1)2
odakle je
242? +21)(z? +z + 1) — 3 — 11
Al.:lim( z* + 21)(z* + = + 1) 2(2:1:—(%1)(81 + 21z ):1.
a—1 (z2 +2 +1)3

U opstem sluéaju, metod ostataka je pogodan za odredivanje koeficije-
nata Ag, u razlaganju (V.4.2.9), pri ¢emu je

1 '
Alc,rk.-—i = — lim 'fl—““ (17 - (Lk‘)’kR(x)}

il e—ray dxt

za k=1,2,...,m; 1=0,1,...,7p — L.

Primer 2. Na osnovu (V.4.2.9), racionalna funkcija

1
R(z) = '
(@) @+ D) +2)%(x +3)°
ima razlaganje

A

h(s) - z+1
Ay Agg
+ z+2 T (x + 2)?
n A31 A32 ASB

x+3 (m+3)2+(:7;+3)3'

17 Ovaj metod se proucava u Kompleksnoj analizi.
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Primenom metoda ostataka dobijamo

_ 1
Au = lim, (x+2)2(x+3)3 8
1
Agy = lim —————
2= I T e p
d 1 —4x — 6
- —_ =2
An = lim 2da:{ m+1)($+33} iz @+ D2z 4+ 33
1
A33‘w§ms(m+1)( +22‘““’z"’
Ags = lim & o4 9
2T S s de :L+1 (z+1)(z +2)? qu:+1)2(a:+2) 4
= Lo & 1y 120743820422 17
7 Ol w3 da? (1+1)(m+2) :ZH 3 (z + 1)3(z + 2)4 8"

Dakle, imamo

11 2 1
8241 " a2 (@r2p2
7 1 5 1 11
8 z4+3 4 (z+3)2 2 (z+3)3

R(z) =

V.5 ZADACI ZA VEZBU

1. Odrediti realne parametre ¢ i b tako da je polinom z? + 3z + az + b
deljiv polinomom z? — 2az + 2.

2. Odrediti najveéi zajednicki delilac za polinome

P(z) = 2®+2+22% 4+ 22% 4+ 22 + 1,
Qz) = z*+42® + 6% + bz + 2,

P(z) = o542t +32% + 42 + 42+ 2,
Q(z) = z°+2z% +32° + 62 + 6z + 2.

Rezultat. (1) z24+z+1, (2) 23 +2z+2

3. Odrediti polinom P(z) = 2 + az? + bz + ¢ (a,b,¢ € R) koji ima nulu
x =1v2, a pri deljenju sa (z — 2) daje ostatak —6.
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4. Nadi ostale nule polinoma P(z) = 23 + a?z + 10a® (a € R) ako se zna da
je jedna nula a(1 + 27), a da se pri deljenju polinoma P(z) sa (z —a) dobija
ostatak —12.

5. Ako je ostatak deljenja polinoma P(z) stepena n > 2 binomom z — 3
jednak 4, a ostatak deljenja binomom z—2 jednak 2, odrediti ostatak deljenja
polinoma P(z) polinomom (z — 2)(z — 3).

6. Dat je polinom P(z) = 3z* + pz® + gz + 42 — 2 (p,q € R).
a) Odrediti p i ¢ tako da je z1 = 1 + ¢ jedna nula polinoma P(z);

b) Odrediti ostale nule polinoma P(z).

7. Odrediti a,b € R tako da je polinom P(z) = z3 + az? + bz — 15 deljiv sa
(z +2)(z — 3), a zatim razviti P(z) po stepenima binoma (z — 2).
8. Odrediti polinom P(z) stepena n = 7, ako se zna da je

P(1) = P(1/2) = P(1/3) = P(1/4) =0,

P'(1)=1, P'(1/2) =P (1/3)=P'(1/4) =0.

Rezultat. P(z) = (z — 1)(x - ~1—)2<CL - }-)Q(x — i)2

2 3 4
9. Odrediti polinom P(z) Cetvrtog stepena sa realnim koeficijentima koji
ima dvostruku realnu nulu —2, kompleksnu nulu 1—2¢ i za koji vazi P(—3) =
20.

10. Odrediti A € R tako da za nule 21 i 2o polinoma P(z) = 23— 2% + A\v+6
vaZl 129 = 2. Naéi sve nule polinoma P(z).

11. Odrediti polinom P(z) = z3 + ax? + bz + ¢ &ije su nule 1 + z2, 21 + 73,
xy + 3, gde su 1, 23 i x3 nule polinoma Q(z) = z® — 222 — 3.

12. Odrediti realni parametar X tako da je jedan koren jednagine 2® — 7z +
A =0 dva puta veci od drugog.

13. Odrediti vrednost realnog parametra A u jednagini 22° — 1?2 — Tz + )\ = 0.
ako je zbir dva korena ove jednadine jednak 1.
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14. Ako su «a, 3, 7 reSenja jednacine
zg+pz2—|—qz+1=0,

izrac¢unati determinantu

=R R
= Q™
Q ™=

15. Nadi sve nule polinoma,

P(z) = 3z* — 72% + 112 — 21z + 6.

16. Za koje vrednosti realnog parametara a je polinom
P)=a"+2° +az® +z+1

Hurwitzov?

17. Za koje vrednosti realnih parametara a i b je polinom
P(z) =o' +22° + a2’ + x4+ b

Hurwitzov?



GLAVA VI

SPEKTRALNA TE
OPERATORA I MATRICA

VI.1 PROBLEM SOPSTVENIH VREDNOSTI

VI.1.1 Sopstveni vektori i sopstvene vrednosti

Neka je X konaéno-dimenzionalni linearni prostor nad poljem K i neka je
A: X — X linearan operator koji vektoru u € X pridruzuje vektor v = Au
koji, takode, pripada prostoru X. Od interesa je prouciti slucaj kada su
vektori w i v kolinearni.

Definicija VI.1.1.1 Skalar X € K i nenula vektor v € X se nazivaju sop-
stvena vrednost 1 sopstveni vektor za operator A: X — X, respektivno, ako
je Au = Au.

Pored termina sopstvena vrednost i sopstveni vektor koriste se i termini:
karakteristicna (svojstvena) wrednost i karakteristicni (svojstveni) wvektor.
Odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore za dati operator A znaéi

resiti tzv. problem sopstvenih vrednosti za operator A.

Na osnovu prethodne definicije moZzemo zakljuditi sledede:

1° Ako je u (# 6) sopstveni vektor operatora A koji odgovara sopstvenoj
vrednosti A\, tada za svako a # 0 (o € K) vektor au je, takode, sopstveni
vektor koji odgovara istoj sopstvenoj vrednosti .

2° Ako su u i v sopstveni vektori operatora A koji odgovaraju istoj
sopstvenoj vrednosti A, tada je u+v, takode, sopstveni vektor koji odgovara
isto] sopstvenoj vrednosti A.

253
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3° Skup svih sopstvenih vektora koji odgovaraju istoj sopstvenoj vred-
nosti A ne obrazuje linearni potprostor prostora X jer nula vektor 6 ne
pripada ovom skupu. Ako, medutim, progirimo ovaj skup sa nula vektorom,
tada on postaje potprostor, koji se naziva sopstveni potprostor operatora
A koji odgovara sopstvenoj vrednosti A. Ovaj potprostor oznacavatemo sa

Us.

Primer 1. Posmatrajmo skalarni operator A: X — X definisan pomodu
Au = au (u € X), gde je a fiksirani skalar iz polja K. Ovaj linearni operator
ima samo jednu sopstvenu vrednost A = « i jedan sopstveni potprostor koji
se poklapa sa X. Napomenimo da su nula-operator O i identicki operator 7
specijalni sluéajevi posmatranog operatora A, za a = 01 a = 1, respektivno.
A

Primer 2. Posmatrajmo tzv. projekcioni operator ili projektor P: X —
X, za koji vazi P2 = P. Kako je
P(Pu) =P*u=Pu=1-Pu, P(I-Pu)=(P-Pu=0=0-(I-P)u,

zakljucujemo da projekcioni operator P ima bar dve razliCite sopstvene vred-
nosti Ay = 11 Ay = 0. Odgovarajuce sopstvene potprostore ¢ine skupovi
vrednosti operatora P i operatora Z — P, tj. Rp 1 Rz_p. A

Primer 3. Neka je u prostoru Vp(R) (datom na strani 66) definisan
operator rotacije R, koji vektor = r(7'cos a + 7'sin a) preslikava na vektor

§=RF=T[TCOS (oz+ %) + 7'sin (a-l—%)] =r[—i‘sina+j'cosa].

Kako vektori ¥ 1 R+ ne mogu biti kolinearni, zakljuCujemo da operator
rotacije nema sopstvene vektore. A

Neka je A: X — X linearan operator i ag, a1,. .., a, skalari iz polja K.
Posmatrajmo linearni operator 5: X — X, definisan pomoéu tzv. opera-
torskog polinoma

(VI.1.1.1) B=P(A) =ayZ+arA+ - +a, A"

Kako za dva polinoma P()), Q(X) € K[)\] vazi P(A\)Q(X) = Q(A)P(N), ovo
svojstvo se jednostavno prenosi i na operatorski sluc¢aj. Dakle, imamo

P(A)Q(A) = Q(A)P(A).

Ova osobina biée Gesto koriéena u daljem razmatranju.
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Teorema VI.1.1.1 Ako je A sopstvena vrednost i u sopstveni vektor ope-
ratora A: X — X, tada je u, takode, sopstveni vektor operatora B = P(A),
koji odgovara sopstvenoj vrednosti P(A) = ag + a1 A+« + a, A"

Dokaz. Kako je

Au = du,
Ay = A(Au) = AQw) = MMy = N,
Ay = A(A%) = AN%u) = A2 Au = NV,

mozZe se zakljuditi da je
Ak = Ny,

tj. da je u sopstveni vektor i za iterirani operator A*, koji odgovara sop-
stvenoj vrednosti A*. Najzad, na osnovu

PAu = (aOI +ar A4+ anA”)u
= aplu+atAu+ -+ ap A u
= gou+ai u+ - +aA"u
= (a0+a1)\+---+an)\”)u,

zakljuéujemo da je tvrdenje teoreme tatno. Cl

Teorema VI.1.1.2 Neka su uy, ua, ..., Uy sopstveni vektori operatora A,
koji odgovaraju medu sobom razliéitim sopstvenim vrednostima Ay, Ag, ...,
Am. Tada je U = {uq,ug, ..., un} sistem linearno nezavisnih vektora.

Dokaz. Tvrdenje je, otigledno, tatno za m = 1 jer sopstveni vektor ne
moZe biti nula-vektor. Pretpostavimo sada da je tvrdenje ta¢no za bilo koji
sistem od m — 1 sopstvenih vektora, a da nije tatno za sistem U. Dakle,
pretpostavimo da je U sistem linearno zavisnih vektora, §to znaci da postoje
skalari a1, a9, ..., ay, takvi da je

(VI.1.1.2) Uy + Gotg + -+ AUy = 0,
a da pri tome svi skalari nisu istovremeno jednaki nuli. Na primer, neka je
ay # 0. Kako je Aug = \guy (K = 1,2,...,m), primenom operatora A na

(V1.1.1.2) dobijamo

(VI.1.1.3) al)\iul + agdoug + - F amAptyg = 0.
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S druge strane, mnozenjem (VI.1.1.2) sa —\,, i sabiranjem sa (VI.1.1.3),
dobijamo

(VI.1.1.4) aq (Al—)\m)u1+o¢2()\2——)\m)u2+- . -+ozm_1()\m_1—)\m)um_1 = 0.

Kako je, po pretpostavci, svaki sistem od m — 1 sopstvenih vektora linearno
nezavisan, zakljuéujemo da svi koeficijenti u (V1.1.1.4) moraju biti jednaki
nuli, pa 1 a;(A1 — A) = 0. Ovo, medutim, protivure¢i ¢injenici da je
A1 # A 1 pretpostavei da je ap.# 0. Dakle, sistem vektora U je linearno
nezavisan. O

Slededi rezultat je neposredna posledica prethodne teoreme:

Teorema VI.1.1.3 Neka je X n-dimenzionalni linearni prostor. Linearni
operator A: X — X ne moze imati vide od n medu sobom razlicitih sop-
stvenih vrednosti.

Definicija VI.1.1.2 Za linearni operator A, koji deluje u n-dimenzional-
nom linearnom prostoru X i ima n linearno nezavisnih sopstvenih vektora,
kazemo da je operator proste struktiure,

Neka su wuy,us,...,u, linearno nezavisni sopstveni vektori operatora
proste strukture 4: X — X, koji odgovaraju sopstvenim vrednostima Aj,
A9, ..., Ap. Na osnovu prethodnog, takav sistem vektora {uj,us,...,un}
moze se uzeti za bazu n-dimenzionalnog prostora X. Kako je

AUjZAjUj (j:1,2,...,n),

zakljuéujemo da matrica operatora proste strukture u ovoj bazi ima dijago-
nalni oblik (videti odeljak II1.2.2)

A1

A2
(VL.1.1.5)

An

Va#i i obrnuto, tj. ako je matrica operatora A u nekoj izabranoj bazi
{u1,ug,...,u,} dijagonalna, tada je taj operator proste strukture, pri ¢emu
su bazisni vektori uq, ue, . .., Uy, U stvari, njegovi sopstveni vektori, a dijago-
nalni elementi matrice su sopstvene vrednosti tog operatora. Napomenimo
da pritom sve sopstvene vrednosti ne moraju biti medu sobom razliite.
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Prema tome, za operatore proste strukture problem konstrukcije baze u
kojoj matrica operatora ima najprostiji moguéi oblik je veoma jednostavan.
Baza se, dakle, sastoji od sopstvenih vektora, a matrica operatora je dija-
gonalna sa sopstvenim vrednostima na glavnoj dijagonali. Drugim re¢ima,
matrica operatora proste strukture uvek je slitna nekoj dijagonalnoj matrici
(za sli¢nost matrica videti definiciju IV.2.2.2 na strani 183).

Napomenimo da klasa operatora proste strukture ne iscrpljuje skup svih
linearnih operatora L(X, X). Naime, poseban je problem da se za proizvo-
ljan linearni operator na konaéno dimenzionalnom prostoru X konstruise
takva baza u prostoru X u kojoj matrica tog operatora ima najprostiji
moguéi oblik, tzv. Jordanov® kanonicki oblik.

VI1.1.2 Karakteristi¢ni polinom

Kao §to smo videli u prethodnom odeljku, moze se desiti slu¢aj da jedan
linearni operator nema sopstvene vektore. Ovaj odeljak posvecujemo prob-
lemu egzistencije sopstvenih vektora putem karakterizacije ovog problema
pomocu algebarske jednadine.

Neka je X n-dimenzionalan linearni prostor nad poljem K (R ili C) i
A: X — X linearan operator. U prostoru X izaberimo proizvoljnu bazu
Be = {e1,¢€2,...,ep}. Tada jednagini

(VL.1.2.1) Au = u,

koja definiSe problem sopstvenih vrednosti za operator A, mozemo pridruziti
odgovarajuéu matri¢nu jednadinu

(VL.1.2.2) : Az = Az,

gde je A = [aij]nxn matrica operatora A u bazi B, i = [z1 2 ... x,]"
koordinatna reprezentacija vektora

u = x1e1 + Toey + -+ Tp€y.

Matriéni analogon problema (VI.1.2.1) je, dakle, definisan homogenim
sistemom linearnih jednaéina (VI.1.2.2), tj.

(V1.1.2.3) (A= M)z =o,

¢ija nas netrivijalna resenja @ interesuju. Takva reSenja predstavljaju koor-
dinatne reprezentacije sopstvenih vektora operatora .4 u bazi B.. Takode, za

! Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922), francuski matematicar.



258 GLAVA VI. SPEKTRALNA TEORIJA OPERATORA I MATRICA

njih kaZemo da su sopstbem' vektori matrice A. Odgovarajuée vrednosti A za
koje postoje ova netrivijalna reSenja predstavljaju odgovarajuée sopstvene
vrednosti matrice A, tj. operatora A.

Kao $to je poznato (videti odeljak IV.2.7) sistem jednacina (VI.1.2.3)
ima netrivijalna reSenja ako je njegova determinanta jednaka nuli. Dakle,
imamo

ain— A aip e G1n
cas] . @y — A
(VL124)  def(A—AD=| 7 = 0.
an) T Qp?2 Qnn — A

Razvijanjem determinante u (VI.1.2.4) dobijamo polinom stepena n po
A, Ciji je vodedi koeficijent (—1)™. Koeficijenti tog polinoma ne zavise od A
i odredeni su pomoéu elemenata matrice A.

Napomenimo ovde da ti koeficijenti ne zavise od izbora baze u X, veé
samo od osobina operatora A. Zaista, uzimajuéi drugi bazis, na primer
By = {¢}, €, ..., e}, razlicit od B, odgovarajuéa matrica operatora postaje
A', koja je slicna sa matricom A (videti definiciju IV.2.2.2 na strani 183).
Dakle, A’ = P7'AP, gde je P matrica transformacije sli¢nosti. Kako je
det(P~!) = 1/det(P) imamo redom

det(A' — AI) = det (P IAP AP~'IP)
det( YA - D) P)

det (P™1) det(A — AI) det(P)
= det(A — AI}).

il

I

Prema tome, polinom A — det(A — AI) ne zavisi od izabrane baze u
prostoru X ve¢ samo od karakteristika operatora .A.

Definicija VI.1.2.1 Za X\ — P()X) = det(A — AI) kazemo da je karakteri-
stiéni polinom operatora A (ili matrice A). Za monican polinom

(VI.1.2.5) H\) = (—1)"P\) = X" — AN — fodm=2 o f

gde su fr (k = 1,2,...,n) funkcije elemenata matrice A, kazemo da je
normalizovani karakteristiéni polinom operatora A (ili matrice A).

Na osnovu prethodnog, sli¢ne matrice imaju isti karakteristi¢ni polinom.
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Jedan od metoda za odredivanje koeficijenata karakteristi¢nog polinoma
sasniva se na transformaciji matrice A na tzv. Frobeniusov? oblik

fi foo oo far fa

1 0 0 0
VI1.1.2.6) F=10 1 0 07,
0 0 10

ori ¢emu su matrice A i F sliéne. S obzirom da sli¢ne matrice imaju identi¢ne
sarakteristi¢ne polinome, jednostavno se, na osnovu (VI.1.2.6), dobija karak-
teristiéni polinom matrice A.

Naime, prva vrsta matrice F' odreduje koeficijente karakteristicnog poli-
noma s obzirom da, ako det(F — AI) razvijemo po elementima prve kolone,
dobijamo

P(A) = det(F = AT) = (f1 = \)(=N)"" = f2(=0)"" 4+ (1),

t.
P = (=1)" (A" = AN = A" — = ),

Na osnovu prethodnog mozemo zakljuéiti da potreban i dovoljan uslov
da A € K bude sopstvena vrednost matrice A, tj. operatora A, je da takvo
A bude reSenje tzv. karakteristiéne jednacine operatora A (ili matrice A)

(VL1.2.7) A" — AT = oA~ =0,

tj. bude nula karakteristiénog polinoma.

Napomenimo da, u opstem slutaju, algebarska jednacina (VI.1.2.7), sa
koeficijentima iz polja K, ne mora uvek imati refenje u polju K, §to pokazuje
sledeéi primer. ‘ '

Primer 1. Za operator rotacije R koji deluje u realnom prostoru Vy(R)
(videti primer 3 na strani 254), u bazi B = {7, J} imamo

-A -1

R:ﬁ %y MM:HM=11_4:V+L

Karakteristi¢na jednaéina A2 + 1 = 0 nema, korene na polju realnih bro-
jeva, §to je u skladu sa ranijim zaklju¢kom u primeru 3. JAN

% Ferdinand Georg Frobenius (1849~1917), nemadcki matematicar.
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Primer 2. Neka operator A deluje u dvodimenzionalnom prostoru nad
poljem R i neka je njegova matrica u nekoj bazi data sa

1 2
4= [2 J .
Na osnovu karakteristi¢ne jednacine
1—-A 2 P _
’ g 1T =N —4=0
dobijamo sopstvene vrednosti operatora: Ay = —11 Ay = 3.

Da bismo odredili sopstvene vektore koji odgovaraju ovim sopstvenim
vrednostima, posmatrajmo odgovarajuéi homogeni sistem jednacina dat u
(VI.1.2.3), tj.

(V1.1.2.8) (I =Xz +229=0, 2z1+(1—XNzy=0.

Za A = A; = —1, (V1.1.2.8) se svodi na jednu jednaginu 2z; + 2z2 = 0,
odakle sleduje zo = —z1. Uzimajuéi 1 = 1 nalazimo zs = —1, pa je
odgovarajuéi sopstveni vektor

1

gde je C) proizvoljna realna konstanta razlic¢ita od nule.

Za A = Mg = 3, (V1.1.2.8) se, takode, svodi na jednu jednaéinu —2z; +
229 = 0, tj. na z; = me. Dakle, mozemo uzeti da je z; = 22 = 1. Odgo-
varajuéi sopstveni vektor je

1

gde je Cy proizvoljna realna konstanta razli¢ita od nule. A

Samo u algebarski zatvorenom polju K (videti definiciju V.1.6.1) svaki
polinom sa koeficijentima iz K ima bar jednu nulu u ovom polju, §to znaci da
svaki linearni operator A koji deluje u linearnom prostoru X nad algebarski
zatvorenim poljem K ima bar jedan sopstveni vektor. Kao §to je poznato,
takvo polje je, na primer, polje kompleksnih brojeva C.

U daljem tekstu razmatraéemo linearne operatore koji deluju u komplek-
snom linearnom prostoru (K = C). U tom slu¢aju, karakteristi¢ni polinom
ima faktorizaciju

(VI.1.2.9) POY = (=1)" (A =A™ = )™ - (A= \)™,
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gde su Ay, Az, ..., Ay medu sobom razlicite sopstvene vrednosti, ¢ija je
viSestrukost redom ny, ng, ..., n, 1 pri emu je ny +na + - + np = n.

VI.1.3 Dijagonalizacija matrice operatora proste strukture

Neka je A linearni operator proste strukture koji deluje u n-dimenzional-
nom kompleksnom linearnom prostoru X i neka je A = [ay;lnn matrica tog
operatora u proizvoljnoj bazi B, = {e,e2,...,¢e,}.

Saglasno definiciji VI.1.1.2, operator A ima n linearno nezavisnih sop-
stvenih vektora wy, ug, ..., uy. Neka su @y, @, ..., @, njihove koordinatne
reprezentacije u bazi B,, t].

Tig

Tok
Up = T1pe1 + Toges + 0+ Tppen, T = | . (k=1,2,...,n).

Tnk

Ako je A matrica operatora A u bazi B,, tada se na osnovu onoga §to
je reteno na kraju prethodnog odeljka 1 u odeljku IV.2.2, moze zakljuciti
da se, pri prelasku sa baze B, na bazu sastavljenu od sopstvenih vektora
{uy,ug, ..., uy}, matrica A transformife na dijagonalni matricu D oblika
(VL.1.1.5), pri ¢emu je transformaciona matrica P data pomocéu

Ty Tz ... Tip

Tg1 T2 Lon
P = [él?‘{ T ... Qﬁn} = y

Tpni Tn2 Tnn

pa je, dakle, D = P~} AP. Tada kaZemo da smo matricu A dijagonalizirali
pomodu matrice P. ‘

Da je to stvarno tako, moZemo se uveriti i slede¢im direktnim razma-
tranjem. Naime, kako je '

plp=p! [:L’L Ty ... :c”]:[.P‘lazl Pley ... P'lmn]:[,
imamo
PPAP = P7lAzy Azy ... Azmy)
= P @ dows . Auma

= [/\1-P_1£L'1 AgP‘le ce )\anlmn] )
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.
At
A2

PlAP =D = ) ,
An

gde su A1, Ag, ..., \p sopstvene vrednosti operatora proste strukture. (Kao
§to je ranije napomenuto sve sopstvene vrednosti ne moraju biti medu sobom
razlicite.) :

Primer 1. Operator A iz primera 2 na strani 260 sa matricom u nekoj

bazi .
1 2
A=l 3

je proste strukture jer ima dva linearno nezavisna sopstvena vektora.
Uzimajuéi za bazu sopstvene vektore (na primer, sa C; = Cy = 1) dobi-
jamo dijagonalnu matricu operatora u toj bazi

-1 0
D= .
Transformaciona matrica P, sastavljena na osnovu koordinatnih repre-
zentacija sopstvenih vektora, je

P

i
B
)
Rl
Il

|
it
b=

Zaista, imamo
11 —1] [1 2 1 1] 1
_1 - - . . pmacsdiiPE Y
F AP‘zL 1] [2 1] l—l 1] 2

Primer 2. Neka je data matrica operatora sa

3 -1 1
A=1|-2 4 -2
-2 2 0

Za odgovarajuéi karakteristi¢ni polinom dobijamo
3—x -1 1

PN =| -2 4-Xx =2/=(2-)%3-X),
-2 2 =\
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odakle zakljutujemo da su sopstvene vrednosti operatora (tj. matrice A)
date sa: Ay = Ay =2, A3 = 3.

Kao 1 u primeru 2 na strani 260 odredujemo sada sopstvene vektore iz
sledeceg homogenog sistema jednadina

(3 - )\)1'1 - Ty + ry = 0,
(V1131) —2x1 + (4 — /\)’172 - 2x3 = 0,
—21'1 + 2-7;2 - >‘3)3 = 07

uzimajuéi za A dobijene sopstvene vrednosti.

Tako za dvostruku sopstvenu vrednost A = Ay = A9 = 2, sve tri jednatine
iz prethodnog sistema svode se na istu jednadinu

1 —xg + 23 =0,

odakle zakljué¢ujemo da imamo dve slobodne promenljive, na primer xy i x4,
a da je promenljiva z3 tada odredena sa ©3 = 29 — x;. Prema tome, ako
uzmemo recimo z; = z9 = 1, dobijamo z3 = 0. Sli¢no, za z; = 0, 29 = 1,
dobijamo z3 = 1. Na ovaj nafin nalazimo dva linearno nezavisna sopstvena
vektora, ¢ije su koordinatne reprezentacije redom

1 0
rp = 1 1 Lo = 1
0 1

Za A = A3 = 3, sistem (VL.1.3.1) se svodi na dve jednacine
—xz9 +z3 =0, _ —2x1 + 19 — 223 = 0,
odakle, uzimajudi da je z; Siobodna promenljiva, dobijamo
To = w3‘: —2&1.

Tako, ako stavimo z; = —1, imamo zy = z3 = 2. Prema tome, sopstveni
vektor koji odgovara sopstvenoj vrednosti A3 = 3 ima reprezentaciju

-1
ry = 2
2

S obzirom da imamo tri linearno nezavisna sopstvena vektora, operator -
koji razmatramo je proste strukture, sto znafi da se njegova matrica moze
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svesti na dijagonalni oblik. Saglasno prethodnom, transformaciona matrica
P i njena inverzna matrica su redom

10 -1 0 1 -1
P=1f11 2|, P'=]|2 —2 3},
01 2 -1 1 -1
pa. je
2 00
(VI.1.3.2) P'AP=D=1{0 2 0. A
0 0 3]

Napomena 1. Kod matrica operatora proste strukture veoma je jed-
nostavno odredivanje stepena matrice A* (k € N), s obzirom na jednakost

(P'AP)" = (P7'AP)(P™'AP) ... (P"'AP) = P~14*P = DF,

k puta
odakle sleduje
M
2
Ab = ppEp-l=p P,
o
gde su A1, Ao, ..., A, sopstvene vrednosti operatora proste strukture i P
transformaciona matrica.
Primer 3. Na osnovu (VI.1.3.2) imamo da je
3 -1 1]" 3k ok _ gk 3k — ok
—2 4 —2| =PDFpT =22k —3k) 2.3k _2F 22k _3k) ||
-2 2 0 2(2F —3ky 2(3k —2k) 3.2k 9.3k

za svako k € N, N

VI.1.4 Cayley-Hamiltonova teorema:

Teorema VI.1.4.1 Neka je P(\) karakteristiéni polinom linearnog opera-
tora A: X — X. Tada je P(A) = O (O - nula-operator).
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Drugim re€ima, ako je A matrica operatora A: X — X, tada je P(4) =
O, tj. matrica A zadovoljava svoju karakteristiénu jednadinu. Ovaj rezultat
je poznat kao Cayley-Hamiltonova® teorema.

Dokaz teoreme VI.1.4.1. Neka je
P() = det(d — A1) = (<1 [X" — A" — A" o ]

karakteristiéni polinom operatora A, tj. matrice A.
Primetimo najpre da se svi elementi matrice B = adj (A— ) = [b;;]
mogu predstaviti u obliku polinoma ne viSeg stepena od n — 1, tj. kao

XN

n—1
k=0

(k)

gde koeficijenti b; ,; De zavise od A. Zaista, elementi b;; se mogu predstaviti
u obliku (VI.1.4.1) jer kao kofaktori elemenata matrice A — A predstavljaju
determinante reda n — 1.

Sada se matrica B moze predstaviti u obliku

n—1
(VL.1.4.2) B=Y B\ =Bo+BiA+ -+ B A",
k=0

. k
gde je B = [bg;)]nxn (k=0,1,...,n).

Kako je, na osnovu teoreme I11.4.1.1 na strani 150,
F=(A—-X)B =det(A - \)I =P\,
koriséenjem karakteristicnog polinoma imamo
F = (-*1)” [)\n _ fl)\n—l _ f2>\n—2 L fn] I,
tj.
n
F= (=" fakdT (fo= 1),
k=0
S druge strane, na osnovu (V1.1.4.2) zakljuéujemo da je
n—1
F=(A-M)B=ABy+ Y (ABy— Bp_1)\* = B, A"
k=1

 William Rowan Hamilton (1805-1865), irski matemati¢ar i astronom.
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Uporedivanjem dobijenih izraza za F nalazimo:
ABy = (=1)"Tf,1,
ABy—Byy = (1) fupl  (1<k<n-1),
—Bp1 = ()"l = (=)™,

¢ijim mnozenjem redom sa I, A* (1 < k <n —1), A", a zatim sabiranjem
tako dobijenih jednakosti, dobijamo

(V1143) (—1)”(——nt —_ fn—lA —_ fn—2A2 —_——— flAn—l + An) =0,
tj. P(A)=0. O |

Na osnovu (VI.1.4.3) stepeni matrice A* za k > n mogu se izraziti kao
linearne kombinacije matrica I, A4, ..., A", Tako imamo

(VI.1.4.4) A" = LAV 4 AV b A fl
Mnozenjem sa A dobijamo

A= LAY 4 AN b 4 e AT fA,
odakle, koriséenjem (VI.1.4.4), nalazimo

AM = (4 YA+ (fifa + [3)AY 2 4 ok (fifaet + F)A+ fifal.

Ponavljanjem ovog postupka moguée je dobiti matrice A"2, A"+3 .| kao
linearne kombinacije matrica I, A,..., A"L,

S druge strane, ako je matrica A regularna, tada, mnozenjem (VI.1.4.3)
sa A~!, dobijamo

A = %[A”*l — LAY = f A= fual),

gde je fr = (1)1 P(0) = (=1)""det A # 0.

VI.1.5 Minimalni polinom

Neka je f(A) proizvoljan algebarski polinom i A matrica operatora A
koji deluje u n-dimenzionalnom linearnom prostoru X. Jasno je da postoji
beskona¢no mnogo polinoma za koje je f(A) = O, tj. f(A) = O. Jedan
takav polinom je, na primer, karakteristi¢tni polinom P()), razmatran u
prethodnim odeljcima. Moze se postaviti pitanje odredivanja polinoma na-
jniZeg mogudéeg stepena sa ovakvom osobinom.
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Definicija VI.1.5.1 Moni¢ni polinom M ()) najniZeg moguceg stepena za
koji je M(A) = O naziva se minimalni polinom operatora A. (Koristi se i
termin minimalni polinom matrice A jer je M(A) = O.)

Teorema VI.1.5.1 Svaki operator A: X — X ima samo jedan minimalan
polinom.

Dokaz. Neka je H(\) normalizovani karakteristicni polinom operatora
A. Postojanje bar jednog minimalnog polinoma obezbedeno je ¢injenicom
da je H(A) = O.

Da bismo dokazali jedinstvenost minimalnog polinoma pretpostavimo
da postoje dva razli¢ita minimalna polinoma M(A) i M () za operator A
(dgM(\) = dg M()\) = m). Tada je r(\) = M()) — M()\) polinom nizeg
stepena od m i za njega vazi r(A) = O. Ovo protivureéi éinjenici da su
M(M) i M (A) minimalni polinomi za operator A. O

Teorema VI.1.5.2 Svaki polinom f()\) za koji je f(A) = O, gde je
A: X = X linearni operator, deljiv je minimalnim polinomom M(X) ope-
ratora A.

Dokaz. Ako pretpostavimo, suprotno tvrdenju teoreme, da polinom f(\)
nije deljiv minimalnim polinomom M ()}, tada je

J) =MNp() +q(A),

gde je ¢(A\) # 0 polinomi po A nizeg stepena od stepena polinoma M (), a
p(A) odgovarajuéi polinom. Ako ovde stavimo A = A, dobijamo

Kako je f(A) = O (pretpostavka u stavu) i M(A) = O (po definiciji mini-
malnog polinoma), biée ¢(A) = O, §to protivreti uslovu da je M(\) mini-
malan polinom, éime dolazimo do kontradikcije. ]

Posledica 1. Minimalni polinom operatora A je faktor njegovog karakter-
istiénog polinoma.

Teorema VI.1.5.3 Svaka nula karakteristiénog polinoma operatora A je i -
nula njegovog minimalnog polinoma.
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Dokaz. Neka je P()) karakteristi¢ni polinom operatora A, M(\) njegov
minimalni polinom i neka je A\; nula karakteristicnog polinoma P()). Na
osnovu Bézoutovog stava (videti teoremu V.1.4.1 na strani 217) imamo da
je

MO) = g0 — A+ MO),

gde je g(A) odgovarajuéi polinom. Neka je, dalje, u; sopstveni vektor koji
odgovara sopstvenoj vrednosti A;. Tada je

M(Ayu; = q(A)(A —'AiZ)ui + M (),
gde je Z identicki operator. Kako je
M(A)u; = Ou; =0 1 Au; = Mg,

imamo
M()\z)ul =0 = M()\m) = (). n

Posledica 2. Nule minimalnog i karakteristiénog polinoma se poklapaju i
mogu se razlikovati samo svojim redom.

Dakle, minimalni polinom treba traziti samo medu polinomima, koji su
faktori karakteristicnog polinoma i imaju iste nule kao i karakteristi¢ni po-
linom.

Primer 1. Za matricu iz primera 2 na strani 262 normalizovani karak-
teristiéni polinom je H(A) = (A — 2)2(\ — 3).

Videli smo da minimalni i karakteristi¢ni polinom moraju imati iste
skupove nula, a da se mogu, eventualno, razlikovati samo redovi viSestrukosti
tih nula u jednom i drugom polinomu. S obzirom na to, za na§ minimalni
polinom bili bi kandidati polinom (A — 2)(A — 3) kao i sam normalizovani
karakteristi¢ni polinom H(A).

Kako je
1 -1 1 0 -1 1
A-2I=|-2 2 =2}, A-3=|-2 1 -2,
-2 2 =2 ~2 2 =3

1(A-2I)(A-3I) =0, zakljﬁéujemo da je minimalni polinom M ()) odreden
sa
M) =(A—=2)(A—3) = X2 —5)\+6. A
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V1.2 ZADACI ZA VEZBU

1. Odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice

1 2 3
1 2 3
0 0 3

2. Nadi sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrica A i f(4) gde su

2) A:[l 3], (@) = 2% = 30 +1;

31
3 1 0

b) A=|-4 -1 0|, fl@)=z"—-2z"+2
4 -8 -2

3. Nagdi sopstvene vrednosti matrice

A=

o O W
O W R

0
a (a € R).
3

Odrediti sopstvene vektore matrice 4 u slu¢aju kada je
a) a#0, b) a=0.

4. Neka je operator A : R = R* definisan sa A(a, b, ¢, d) = (d, ¢, b, a).
a) Odrediti matricu A operatora A u prirodnoj bazi.
b) Odrediti sopstvene vrednosti matrice A.

c) Ispitati da li je A operator proste strukture.

5. Odrediti sopstvene vrednostii sopstvene vektore matrice

2 0 1
A=|1/2 2 1/2|,
1 0 2

a zatim odrediti regularnu matricu P i dijagonalnu matricu D tako da vazi -
D =P AP
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6. Odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice
3 2
4=
a zatim naéi A" (n € N).

7. Odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice

0 a a?
M=|1/a 0 al,
1/a* 1/a 0
a zatim odrediti matrice M™ (n € N) i M~L.
Rezultat. \} = M = -1, A3 = 2, zy = [~a 1 0], @ =
[—CL2 0 1]Ta L3 = [0'2 a l]Ta
—2a?  ad ot o a® ot
—1\" on
M”:—(312) 20  ab sy 2 a3,
@ a —2(12 a a2
a2 @l
1
M= 242 a —a? a3
“ 1 a —a?
8. Neka je
0 0 2
A= 2 1 0
-1 -1 3

Korigéenjem Cayley-Hamiltonove teoreme odrediti A® — 2542 + 112A4.

4 -2 2
9, NekajeA=|-6 7 -5
-6 6 —4

Odrediti sopstvene vrednosti, sopstvene vektore i minimalni polinom
matrice A.

10. Odrediti minimalni polinom matrice

1 000
0200
A_0021
00 0 2

Rezultat. M()\) = (A —1)(A —2)2



GLAVA VII

ELEMENTI ANALITICKE
GEOMETRIJE

VII.1 VEKTORSKA ALGEBRA
VII.1.1 Pravougli koordinatni sistem

U ovom poglavlju posebnu paZnju posvetujemo izomorfnim prostorima
Vo(E) i R3, koje smo razmatrali u odeljcima 1.2.9, II.1.5, I11.3.1, 11.3.3.
Tom prilikom, uveli smo pravougli koordinatni sistem sa bazisnim jedini¢nim
ortogonalnim vektorima 7, 7, l;, tako da se svaki vektor 7 € Vo(E) opisuje
pomodu tri koordinate: z, y, z kao

F:x7+yj°—|—zlz.

Na taj na¢in smo uspostavili biunivoku korespondenciju izmedu ovih
prostora, ukljuéujuéi, naravno, i sam prostor F. Slededa Sema ukazuje na
tu korespondenciju. :

E

SN N

Vo(E) R3 F o (2,y,2)

Kao §to je navedeno u odeljku I1.1.5, tatke ovih prostora obitno pois-
toveéujemo piduéi M = (z,y, z) ili, pak, 7= (z, vy, 2).

271
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Za pravougli koordinatni sistem koristimo i termin Dekartov pravougli
koordinatni sistem ili Dekartov ortogonalni trijedar. Jedini¢ni vektori 7, 7'i
E, postavljeni u tacki O definisu tri koordinatne (Dekartove) ose: z-osu, y-
osu i z-osu, respektivno. Pravougli koordinatni sistem oznacavamo sa Ozyz.

U dosadasnjem izlaganju, medusobni polozaj bazisnih (koordinatnih)
vektora nije bio bitan. Za nad dalji rad, medutim, neophodno je pre-
cizirati ovaj polozaj. U upotrebi su dva pravougla koordinatna sistema:
desni (engleski) 1 levi (francuski) (slike 11 2). Kod desnog sistema, ili tzv.
trijedra desne orijentacije rotacija vektora 7’ prema vektoru 7 oko z-ose na-
jkraéim putem, posmatrano sa kraja vektora E, izvodi se u smeru suprotnom
kretanju kazaljke na Casovniku. Suprotno, kod levog sistema ili tzv. irije-
dra leve orijentacije pomenuta rotacija vektora izvodi se u smeru kretanja
kazaljke na ¢asovniku.

Trijedar desne orijentacije se mo#ze opisati i kao onaj kod koga bi rotaci-
jom desne zavojnice, postavljene duz z-ose, rotirajuéi je tako kao kada bi
vektor 7 trebali da dovedemo do poklapanja sa vektorom 7, najkraéim putem,
doslo do pravolinijskog kretanja (usled zasrafljivanja) zavojnice (Srafa) u
smeru vektora k. U nasem daljem razmatranju uvek ¢emo koristiti trijedar
desne orijentacije.

VIL.1.2 Dva jednostavna problema

U odeljcima I11.3.1 i I1.3.3 definisali smo normu ili intenzitet vektora
i skalarni proizvod dva vektora. Ovde éemo ukazati na dva jednostavna
problema;

1. Rastojanje dve tatke u prostoru. Neka su date tacke Mj i
Mj, kojima odgovaraju radijus vektori 7 = (z1,y1,21) i T2 = (22, Y2, 22),
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respektivno (slika 3).

M,

et}

0]

Sl 3

. T o o .. . . . .
Kako je M1 M, = 7 — 71, rastojanje tataka M; 1 My moze se odrediti
kao
d=|M M| = |fy — 7],

tj.

d= (22— 21)>+ (y2 — y1)% + (22 — 21)2.

2. Deoba duzi u datoj razmeri. Neka je data duz M; M, sa radijus
vektorima 7 = (z1,y1,21) 1 72 = (%9,y2,22) tacaka M; i My i neka je
potrebno odrediti radijus vektor 7y = (2o, o, 20) tatke My koja deli duz u
datoj razmeri, tj. tako da je

(VIL1.2.1) MM, .\ (A > 0).
MM,
Kako je (videti sliku 4)
— ey
MiMy =7 —71,  MoMy=r3—10,

iz kolinearnosti ovih vektora i jednakosti (VIL.1.2.1) sleduje
7o — 71 = A7y — 7)),
odakle dobijamo

o 71 + A%
11.1.2.2 = —
(v ) T TTEN
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t.

T + ATg Y1 + Ay2 21 + Azo
11.1.2. e A TN S LA
(V1123) ) 1+)\ y Yo 1+)\ 5 A 1+)\

U specijalnom slué¢aju, kada je A = 1, imamo deobu duZzi na jednake
delove. Tada se (VII.1.2.2) i (VII.1.2.3) svode redom na

L1
7o = 5

— -

T+ 7‘2)

[NeR

g — 5

1 ' 1
(z1+32), Yo=5(1t+ye) 2= ‘2“(2’1 + 22).
VIL.1.3 Projekcija vektora na osu

Neka je dat vektor @ = A§ i osa u orijentisana jediniénim vektorom
lp. Kroz tacke A i B postavimo ravni koje su normalne na u-osu (slika 1).

Preseci ovih ravni sa osom odreduju tacke A’ i B’. Vektor A'B' moze se
izraziti pomocu jedini¢nog vektora @

—
(VIL.1.3.1) A'B' =pily = acos iy,

gde je a = |d] = IA—B>| i ¢ ugao koji zaklapaju vektori AB Ug.

j -
]

B v

Definicija VIL.1.3.1 Za veli¢inu p = |d@| cos ¢ iz (VII.1.3.1) kazemo da je
projekcija veklora E no 0su v i oznatavamo je sa

p=PruZ§.
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Umesto Pry, koriste se i oznake gde umesto ose u stoje vektori koji karak-
teri§u orjentisanost prave u, tj. Prg, ili Prg, gde je @ = At (A > 0).

Iz jednakosti Pry @ = a cos @ zakljuCujemo da vazi
—-a<Pr,i<a.

Ako vektor @ lezi u ravni koja je normalna na osu u, tada je Pr, @ = 0 (slika
2). Otcigledno da je Pr, @ > 0 ako je ugao ¢ ostar, dok je u slucaju tupog
ugla projekcija negativna.

Nije tesko zakljuciti da je preslikavanje @ — Pr, @ linearno, tj. da vazi
sledeéi rezultat: ’

Teorema VII.1.3.1 Za proizvoljne vektore @ i bi proizvolyni skalar A vazi
jednakost

-, -

Pry(@+8) = Pryd+Pryb,  Pry()\d) = APr,d.

U odeljku 11.3.3 definisali smo 1 razmastrali skalarni proizvod dva vektora
iz prostora Vp(F). Koridéenjem projekcije vektora na osu, skalarni proizvod

moZe se predstaviti u obliku
@b = |@| Prgb = |b| Pr
Na kraju ovog odeljka naglasimo da su koordinate vektora
‘&7 = @17+ as7 + ask,
upravo, projekcije vektora @ na koofdinathe ose, tj.

a; =Pr,a@, ay=Pryd, a3z="Pr,d.

VII.1.4 Vektorski proizvod dva vektora

U odeljku I1.3.3 definisali smo skalarni proizvod dva vektora iz V =
Vo(E). Moguéno je, medutim, definisati i proizvod dva vektora tako da je

rezultat vektor. Drugim re¢ima, uredenom paru (d@,b) € V? treba dodeliti
treéi vektor ¢ € V.

Neka su dati vektori @ = a17+ a7+ ask i b=bii+ boT+ bsk.
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Definicija VII1.1.4.1 Vektorski proizvod vektora a i 5, u oznaci @ X 5, je
vektor

(VIL1.4.1)  @x b= (asbs — azho)T+ (aghy — a1h3)7+ (airby — agby)k,

§to se moze predstaviti i u obliku determinante treéeg reda

. N
(VII].42) axb= ay ag dasg|-
by by b3

Iz osobina determinanata, a na osnovu (VIL.1.4.2) sleduje:

Teorema VII.1.4.1 Za proizvoljne vektore @, I;, C 1 svaki skalar A vaZe jed-
nakosti

1°dxb=—(bxa),

2° @xd=3,

P ax(b+a=axb+axé,
42 (@+b)xE=axXE+bXE,

-, -

5° (A@) x b=ax (Ab) = A\(@ x b).

Iz osobina 2° i 5° sleduje da je vektorski proizvod dva kolinearna vek-
tora @ i b = MA@ jednak nula-vektoru. VaZi i obrnuto. Ocigledno je da se
kolinearnost vektora & i b, u skalarnom obliku, moze iskazati na naéin

| b _b_ by
ay [13] as

Za bazisne (koordinatne) vektore 7,7, k imamo

IX7=86, Jxj=08  kxk=6
Na osnovu definicije 1.3.1 imamo
77k o
'x7=1{1 0 0/=0-v+0-74+1-k=k
010
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Teorema VI1.1.4.2 Neka je v (0 < ¢ < 7) ugao izmedu vektora @ i b.
Tada se intenzitet vektorskog proizvoda @ X b moZe izraziti u obliku

"VIL.1.4.3) ~ |@ x b| = |@| |b] sing.

Dokaz. Na osnovu (VIL1.4.1) imamo

|d@ x 512 = (agbs — agbg)z + (aszb — a163)2 + (a1by — a2b1)2
af (b3 + b3) + aj (b5 + b5) + a§ (6] + b3)
——zagagbgbg - 2a1a3b1b3 - 2a1a2b1b2
= (af + a3 + a§) (b7 + b + b3) — (arby + azba + asbs)?,

tj.
j@x b = (a5 - (* b)* = |al’[bl* - |af*[b]” cos®
|@)2|b|? sin® o . O
Jednakost (VIL.1.4.3) pokazuje da je intenzitet vektorskog proizvoda
i x b jednak brojno povrsini paralelograma konstruisanog nad vektorima

aib. Zaista, sa sl. 1 vidimo da je visina paralelograma h = ]bl sin ¢, pa je

odgovarajuta povrsina,

= |@|h = |a| |b] sin .

Prethodno smo veé ustanovili da je vektorski proizvod dva kolinearna
vektora jednak nula-vektoru i obrnuto. Sada je to, na sonovu teoreme
VIL.1.4.2 i geometrijski jasno, s obzirom da jedino kolinearni vektori formi- -

raju paralelogram visine nula, a time i povrine jednake nuli.
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Primer 1. Neka su g ib proizvoljni nekolinearni vektori. Za vektorski
proizvod vektora @ + b i @ — b imamo

@+b)x (@—b)=(@xa)+(bxad)—(@xb)—(bxb) =—2Gxb).
Interpretirajuéi vektore @-+b i @—b kao vektore dijagonala paralelograma,
konstruisanog nad vektorima @ i b (sl. 2 na strani 277), imamo da je

di % cf Zd'xl—)',

odakle sleduje :
|d1 X d2| = 2|C—I:‘>< b| y

tj. povrdina paralelograma éije su stranice dij/égonale J'l i dy nekog dru-
gog paralelograma jednaka je dvostrukoj.povrsini tog drugog paralelograma.

A

Da bismo ustanovili pravac i smer vektorskog proizvoda ¢ = @ X bu
odnosu na vektore @ i g, primetimo, najpre, da je skalarni proizvod vektora
Cid jednak nuli. Zaista, s obzirom na definiciju skalarnog proizvoda vektora
i osobina determinanata, imamo

. 7 _’7 /Z . ay ag as
éi=(adxb)d=|a1 ay a3 (aﬂ'—{— as]+ agk) =1la; ay a3l =0.
by by b3 by by b3

Kako se na sli¢an nacin moZe pokazati da je, takode, &b = 0, zaklju¢ujemo
da je vektor ¢ ortogonalan i na vektor @ i na vektor b. Dakle, geometrijski
posmatrano, pravac vektorskog proizvoda @ x b je upravan na ravan u kojoj
leze vektori @ i b.

Najzad, ostaje otvoreno pitanje smera vektorskog proizvoda. Od dva
moguca smera, pravi smer je onaj koji obezbeduje da vektori a, 1}' ¢ éine
trijedar desne muentacue Da je ovo zaista tako, za,kljucujemo polazeéi od
tinjenice da je TX 7= k' a znamo da bazisni vektori 7, 7, /c ¢ine trijedar desne
orijentacije.

Na osnovu prethodnog, moguce je vektorski proizvod ekvivalentno defi-
nisati i na sledeéi nadin:

Definicija VII.1.4.2 Vektorski proizvod & x b je vektor € takav da vazi:

1° intenzitet vektora € je brojno jednak povriini paralelograma konstru-
isanog nad vektorima @ i b;
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2° pravac vektora ¢ je normalan na ravan ovog paralelograma;

3° vektori @i b i njihov vektorski proizvod ¢ obrazuju trijedar desne ori-
jentacije.

Na slici 3 prikazan je vektorski proizvod ¢ kao vektor koji je normalan na
ravan paralelograma konstruisanog nad vektorima & i b i sa njima obrazuje
trijedar desne orijentacije.

Sl 3 Sl 4

U opstem slu¢aju, svakoj ravnoj figuri moze se korespondirati tzv. vektor
povrdine. U tom cilju, potrebno je najpre utvrditi smer obilazenja po konturi
ravne figure (slika 4). Vektor povriine je tada onaj vektor koji je normalan
na ravan figure i s éijeg kraja se usvojeni smer obilazenja konture vidi kao
suprotan smeru kretanja kazaljke na ¢asovniku'. Za ovako definisani smer
vektora povrdine kaZemo da je saglasan orijentaciji konture.

Vektorski proizvod @ X b je, prema tome, vektor povriine paralelograma
konstruisanog nad vektorima, @ i b, pri emu se za smer obilazenja po konturi
paralelograma uzima smer prvog vektora d u vektorskom proizvodu.

1° intenzitet brojno jednak veliini povrsine ravne figure;
2° pravac normalan na ravan figure;

3° smer saglasan orijentaciji konture ravne figure.

Primer 2. Odredi¢emo povr§inu trougla ¢ija su temena u nekolinearnim
tackama My, sa radijus vektorima 7, = (2, Yk, 2x) (k = 1,2,3) (slika 5).

1 U fizici i elektrotehnici se ovo interpretira kao pravilo desne zavojnice. Naime, okre-
tanjem desne zavojnice u smeru .obilazenja po konturi, njeno pravolinijsko kretanje je u ~
smeru vektora povréine.
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Kako je povrgina trougla AMi;MsM;z, u oznaci Pp, jednaka polovini

povrdine paralelograma konstruisanog nad vektorima M; My i My M3 i kako
je

—> —~ — . _____) — —
Mle =To—T 1 M1M3 =73 —T1,

1Irmamo

PAZIﬁI:%IMlM;;XMlMé—%‘(F2~F1)X(F3—F1)'.
Koridéenjem koordinatnih reprezentacija vektora i jednakosti (VII1.1.4.2),
dobijamo , :
7 7 k
PA:§ det |z —21 y2—y1 22—z |,
T3 —%1 Ya—Y Z3—2

.

2
Ty —T1 22— 2
T3 — X1 R3— 21

2
Yo—4Y1 22—
Ys — Y1 23— 21

Tg—Z1 Y2—W
I3 —T1 Ys— W

2) 1/2

Sl 5 5L 6

Ako su sve tri tacke, na primer, u ravni Ozxy, tada je 21 = 29 = 23 = 0,
pa se prethodna formula svodi na

Pn = 5| (z2=21)(ys —y1) — (v2 — v1)(zs — 21) |

DO = DN =

| 21(y2 —y3) +z2(ys — 1) +@s(yn —w2) |- A



VII.1. VEKTORSKA ALGEBRA ‘ 281

VIL.1.5 Mesoviti proizvod tri vektora

Definicija VII.1.5.1 Skalarni proizvod vektorskog proizvoda @xb i vektora
¢, u oznaci (@ x b)¢, naziva se mesoviti proizvod vektora @, b, €.

el

Neka su dati vektori @, b, é. Konstruiimo paralelopiped nad ovim vek-

-

torima i stavimo @ x b = d (slika 6 na strani 280).

Kako je
(@ x b)C=dc = dPr;c

i d = |d| = |@ x b povrsina paralelograma konstruisanog nad vektorima @
i l—)’, tj. povrSina osnove prethodno konstruisanog paralelopipeda, i kako je,
u nasem sluéaju, Pry¢ = h > 0 visina paralelopipeda koja odgovara ovoj
osnovi, zaklju¢ujemo da
(@ x b)é = dh

predstavlja zapreminu V paralelopipeda konstruisanog nad vektorima &, 5, c.

Moguca je, medutim, i takva situacija da je Pr;¢ < 0. Tada je meSoviti
proizvod vektora jednak —V.

U svakom slu€aju, mesoviti proizvod tri vektora po apsolutnoj vrednosti
jednak je zapremini paralelopipeda konstruisanog nad ovim vektorima

(@ x b)a =V.
Ako su redom @ = a7+ ag 7+ a,315, b= b7+ boi+ ng, =i+ e+ 0315,
tada se meSoviti proizvod moze izraziti u obliku

—

. 7 j ]43 . . C1 Cg C3
(VH.1.5.1) (@xb)¢=lai ay a3 (01’7'1‘- cof + Cgk) =1la1 ay dasf,
by by b3 by by b3
s obzirom da je .
’ZEZCl, fEZCQ, k5=63.

Ako u determinanti na desnoj strani jednakosti (VII.1.5.1) zamenimo,
najpre, prvu i drugu, a zatim drugu i tre¢u vrstu, vrednost determinante se
neée promeniti?, Na taj nagin, (VIL.1.5.1) svodi se na,

ap ap ag
(VIL1.5.2) (@xb)@=|by by bs|.
CL ¢ (3

% Pri ovakvoj transpoziciji vrsta, samo je znak determinante dva puta bio promenjen.
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Interpretirajuéi dobijenu determinantu u (VII.1.5.2) kao meSoviti proiz-
vod, na osnovu (VII.1.5.1), zakljuéujemo da je (@ x 3)82 (€x d')g. Dakle, pri
ovakvoj permutaciji vektora, koju nazivamo ciklitcka permutacija, vrednost
mesovitog proizvoda se ne menja. Tako, u stvari, imamo

(VIL.1.5.3) (@x b)e= (Zx d)b = (bx &a.

Medutim, ako permutujemo samo dva vektora, iz osobine determinanata
sleduje da meSoviti proizvod menja znak. Dakle, imamo

(@xb)E=—(@x b= —(b'xa)E=—(x b).

S obzirom da, na osnovu osobine skalarnog proizvoda, za poslednji ¢lan u
(VIL1.5.3) vazi (bx &)d@ = @(bx &), to na osnovu (VIL.1.5.3) imamo (@ x b)& =
c?(l; X ¢), 8to kazuje da, u meSovitom proizvodu, skalarni i vektorski proizvod
mogu uzajamno da promene mesta.

Polazeéi od (VII.1.5.2), a imajuéi u vidu osobine determinanata, jedno-
stavno se dokazuje sledece tvrdenje:

—
-

Teorema VII.1.5.1 Za proizvoljne vektore a, b,c,a?z' proizvolyni skalar A,
vaZe jednakosti

1° A((@ x b)) = (@ x B)&= (A\d x b)Z = (@ x \b)& = (@ x D)AZ,
2° (@ x b)(+d) = (@xb)c+ (axb)d,
3 (@+b) xdd=@xd+ (bxad,
4 (@x(b+d)d=(@xb)d+(@xdd.

Iz osobina determinanata sleduje da je meSoviti proizvod tri vektora
jednak nuli ako i samo ako postoji linearna zavisnost medu vrstama deter-
minante. Poslednji uslov se svodi na linearnu zavisnost vektora @, b, ¢, tj.
na njihovu komplanarnost. Prema tome, komplanarnost vektora izraZena

pomoéu (videti odeljak I1.1.5) &= Ad@ + ub (), p skalari) moze se iskazati i
pomodéu mesovitog proizvoda

(@xb)E=0.

proizvoda. Zaista, zapremina paralelopipeda konstruisanog nad vektorima
d, b, ¢ jednaka, je nuli ako i samo ako su vektori komplanarni.
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VI11.1.6 Dvostruki proizvod tri vektora

Jefinicija VII.1.6.1 Za vektorski proizvod vektora & i vektorskog proiz-
'oda b X €, u oznaci @ x (b x €), kazemo da je dvostruki proizvod vektora d,
, C.

?

Za dvostruki proizvod tri vektora koristi se i termin dvostruki vektorski
iroizvod.

Na osnovu osobine vektorskog proizvoda nije tesko zakljuéiti da su vek-
ori b, €, @x (bx &) komplanarni, §to zna¢i da je dvostruki vektorski proizvod
moguée izraziti kao linearnu kombinaciju vektora b i ¢, tj.

(VIL.1.6.1) @x (bx &) =Ab+ pd,

gde su X\ i p neki skalari.
Preciznije, vazi sledeéi rezultat:
Teorema VII.1.6.1 Za tri vektora a, 5, ¢ vazi

@ x (b x &) = (@b — (ab)e,

Sto se moZe predstaviti 1 u obliku determinante

I U -
ax(bXC’):d,l-; &?E"

gde su @c i ab skalarni proizvodi vektora @ i C, i @ 4 b, respektivno.

Dokaz. Neka su redom @ = a17+ a7 + agl;:', b= b7+ boi + b31;-', ¢ =
€17+ o7+ c3k i neka je d = b x &= di7+ doJ + dsk.
Kako je \
. _lT 7k
ax(bxé)=dxd=|a ay as|,
di dy d
imamo

ax (g X 5) = (agdg — agdg)f-i— (a3d1 - 0,1d3)j—'+ (aldg - azdl)/—é.

Odrediéemo, najpre, prvu koordinatu dvostrukog vektorskog proizvoda.
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Kako je
I A I R B
d=b1b2b3=23?—1 3| = 12k,
C2 C3 €1 €3 1 C
Ci C2 C3
imamo
a2d3 - a3d2 = ag(bICQ - bzcl) - a3(b361 — blcg)

= bi(azcz +ascs) — c1(azby + asbs),
odakle, dodavanjem i oduzimanjem ¢lana a1byc1, dobijamo

agds —aszdy = bl(a101 + agco + a303) —C (a1b1 + agby + a3b3)

- b] (5:8) —C (C—I:b)

Na osnovu dobijene jednakosti i jednakosti (VII.1.6.1) nasluéujemo da

—,

je A =dcip = —(ab), sto se i tvrdilo teoremom. Da je to stvarno tatno
mozemo se uveriti tako §to, na sliCan na€in kao u prethodnom postupkuy,
nalazimo

a3d1 — a1d3 = bg(c—i(_f) - C2(
a1d2 — agdl = bg(aé) - 03( b)

Prema tome,

Qy
X
—
et
X
A
Il
~—
I
)
et
I
—
QU
o~
e
oy
O

VII.2 RAVAN I PRAVA
VII.2.1 Razni oblici jednacine ravni

Neka je u prostoru Vo (F) definisan pravougli koordinatni sistem. Koor-
dinate tacaka koje leze u nekoj ravni ne mogu biti proizvoljne, ve¢ moraju
zadovoljavati izvesne uslove date tzv. jednacinom ravni.

Pretpostavimo da ravan R prolazi kroz tacku M i da je normalna na dati
vektor 7 (slika 1 na strani 285). Odrediéemo jednatinu skupa svih tacaka
M koje leze u ravni R. Neka su radijus vektori tataka My i M redom 7} i 7.
Kako vektor M1 M = 7' — 7 leZi u ravni R to je on normalan na dati vektor
7, pa je njihov skalarni proizvod jednak nuli, tj.

(VIL2.1.1) (F— )R =0.
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Ocigledno, vazi i obrnuto, tj. ako radijus vektor 7 proizvoljne tatke M € F
zadovoljava jednaginu (2.1.1), tada tatka M pripada ravni R.

Ovim smo dobili jednaéinu ravni koja prolazi kroz datu tacku M; 1 koja
je normalana na dati vektor 7. Za vektor 7 kazemo da je vektor normale.

Ako stavimo 77 = —D, (VIL.2.1.1) se svodi na tzv. opéti oblik jednacine
ravni
(VIL2.1.2) Fi+D=0.

Ako uzmemo da su koordinate vektora normale redom 4,B,C, tj. i =
(4, B, C), odgovarajuéi skalarni opsti oblik jednacine ravni je

Az +By+Cz+D =0,

Sto se dobija iz (VIL2.1.2) stavljanjem 7 = (z,y,2). Takode, za 7| =
(z1,91,21) iz (VIL.2.1.1) dobijamo odgovarajuéi skalarni analogon

A(m—m1)+B(y—y1)+Q(z—zl) =0.

Kako je ravan potpuno odredena pomoéu tri nekolinearne tacke My,
sa koordinatama zy, yx, zx (k = 1,2,3), koriséenjem (VIL.2.1.1) moguée je
nadi jednaéinu te ravni R ako se prethodno odredi vektor normale 7. Kako
vektori

MMy=7—7 i MMs=7—7
leze u ravni R (slika 2), za vektor normale se moze uzeti njihov vektorski
proizvod. Dakle,

ﬁ = MlMé X Mll\/[é = ('FQ — Fl) X (’I—"g — Fl),
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pa je odgovarajuéa jednagina ravni data meSovitim vektorskim proizvodom
(VH.2.1.3) (7?—-7_"1)[(’1?2 —7?1) X (Fg —’171)] =0.

Interpretirajuéi meSoviti vektorski proizvod u (VII.2.1.3) kao determi-
nantu treceg reda, dolazimo do skalarne jednacine

r—=T1 Y- z2—-2
(VIL.2.1.4) T2 -1 Ya2—y1 z2—z2|=0.
T3—ZT1 Y3 — Y1 23— 21

Ako tatke My, (k =1,2,3) odaberemo na koordinatnim osama, tj. uzme-
mo 7y = al, s = b7, T3 = ck, na osnovu (VI1.2.1.3) dobijamo

(7 — a?) [(b7 — a?) x (cE—ai’)] =0,
.
(7 — a¥)(ber' + acT+ abk) = 0.

Iz ove jednacine, ili direktno iz (VI1.2.1.4), sleduje tzv. segmentni oblik
jednagine ravni

(VIL2.1.5) T A
a b ¢

gde su a, b, ¢ odgovarajuéi odseéci na koordinatnim osama (slika 3).

Do segmentnog oblika mozemo doéi i iz opsteg oblika (VII.2.1.2) delje-
njem sa —D # 0. Tako dobijamo

(VI1.2.1.6) 7 =1.

7t
-D
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Ako stavimo A/(—D) = 1/a, B/(=D) = 1/b, C/(—D) = 1/c, imamo
7 1, 1 1

___sz - '—I{;
-D az+b]+c ’

pa se (VIL.2.1.6) svodi na (VIL.2.1.5). Napomenimo da slu¢aj D = 0 odgo-

vara ravni koja prolazi kroz koordinatni pocetak.

Od interesa je prouditi i tzv. normalns oblik jednagine ravni. Neka je p
odstojanje pola O od ravni R, tj. ON = p > 0, i neka je 7y jedini¢ni vektor
normale za ravan R (slika 4 na strani 286). Kako je

ON =pity i |flg] =1,
imamo
(7' — prio)7io = 0,
tj. dobijamo normalni oblik jednaéine ravni

(VIL.2.1.7) g —p=0.

S obzirom da, svaki vektor moze da se izrazi pomocu kosinusa uglova o,
y koje ovaj vektor zaklapa redom sa vektorima 7,7, &k (videti (I1.3.3.5
7 ’Y? ) 7j7 ?
to za jediniéni vektor 7y imamo

fig = (cos a, cos 3, cosy).
Kako je 7 = (z,y, 2), iz (VIL.2.1.7) sleduje odgovarajuéi skalarni oblik
T COS (v +ycos_[3+ zeosy—p=0.
Normalni oblik jednadine ravni mozemo dobiti i iz opSteg oblika datog u
(VI1.2.1.2), koji podelimo sa n = || ili sa —n, pri ¢emu u jednacini
7l D
7 I + I = 0

treba izabrati znak + ili — tako da je

—_—— = 0.
+n p<

Odgovarajuéi skalarni analogon ima oblik

Az +By+Cy+D
VA2 + B2+ C?

(VIL2.1.8)
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gde je
D

VAT Bt Ot

=-p<0.

Normalni oblik jednatine ravni je veoma pogodan za odredivanje odsto-
janja neke tatke M; od date ravni R, tj. za nalaZenje intenziteta vektora
d = |My M|, gde je My ortogonalna projekcija tatke Mj na ravan R (slika
5).

Sl 6

Kako tacka My pripada ravni R, njen radijus vektor 75 zadovoljava
jednaginu (VIL2.1.7), tj. vazi

(VH.Q.I.Q) Fgﬁo - P = 0.

Vektor My M je kolinearan sa 7ig, tako da se mozZe izraziti u obliku My M7 =
Artg. Kako je 7™ — 7» = Afig, na osnovu (VIL.2.1.9) dobijamo

.

Dakle, trazeno odstojanje je
d = |\l = |F17ip — p| .
Ako je 71 = (z1,11, 21), iz skalarnog oblika (VI1.2.1.8) sleduje

_ Az + By, +Cy1 + D
A% + B? + C?
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Na kraju ovog odeljka razmotrimo slucaj dve ravni
(VH.Z.l.lO) (Rl) iy + Dy =0, (RQ) Ty + Do = 0.

Ravni R; 1 Re su paralelne ili se poklapaju ako su im vektori 7i; i iy
kolinearni, tj. ako je 7y = Ari1, gde je X skalar. Ovaj uslov paralelnosti moze
biti izrazen i u obliku

’fil X ’171:2 = 0.

Kada se ravni Ry 1 Ry seku (slika 6 na strani 288), ugao ¢ izmedu ovih

cavni je, u stvari, ugao izmedu vektora narmala 7y 1 7i5. Dakle,

e d

n17Mg
ning

Cos (p = (m = lﬁll, ng — |ﬁ2|)
Uslov ortogonalnosti ravni Ry i Ry mofZe se izraziti u obliku
71179 = 0.
Ako su ravni date skalarnim jednadinama
(VIL.2.1.11) Ajz + Byy + Cyz + Dy =0, Asz + Boy + Coz + Dy =0,
tada se uslov ortogonalnosti svodi na
A1Ay + B1By + C1Cy =0,

a uslov paralelnosti na

A4 _B_G

Ay By Oy
VII1.2.2 Razni oblici jedhaéiné prax‘fe

Neka su date ravni Ry i Ry kao u (VIL.2.1.10) i neka je 7i; x 7y # 3,
tj. neka se ravni seku. Tada njihov presek odreduje pravu p, koja se moZe
predstaviti skupom jednaéina

(VH.Q.Z.l) 7riy + Dy = 0, 7y + Dy = 0.

Za jednagine (VIL.2.2.1) kazemo da predstavljaju opsti vektorski oblik
jednagina prave u prostoru. Odgovarajuce skalarne jednaéine su date sa
(VIL.2.1.11).



290 GLAVA VII. ELEMENTI ANALITICKE GEOMETRIJE

Skup svih ravni koje prolaze kroz presek ravni R; i R naziva se pra-
men revni. Svaka ravan koja pripada ovom pramenu moze se definisati
jednaéinom

ity + D1 + A\(7Fie + Dy) =0,

t.
(VI1.2.2.2) (i1 + Aig) + (D1 + ADg) = 0,

i dobija se iz (VI1.2.2.2) za neku konkretnu vrednost A.

Da je to stvarno tako sleduje iz toga $to je (VIL.2.2.2) jednatina neke
ravii, s jedne strane, i s druge strane, ako je jedna proizvoljna tacka na liniji
preseka ravni iz (VIL.2.2.1) tada de vektor polozaja 7 te tacke zadovoljavati
jednagine (VIL.2.2.1), a isto tako i jednacinu (VIIL.2.2.2).

(Primetimo da se ravan R; mozZe dobiti iz (VI1.2.2.2) za A = 0, dok se
ravan Ry moze dobiti iz (VI1.2.2.2) deljenjem sa A # 0, a zatim prelaZenjem
na granicnu vrednost kada A — 4oo (ili —00).)

Dakle, na osnovu prethodno retenog, prava p se moze definisati 1 pomocu
dve proizvoljne ravni pramena (VI1.2.2.2).

Prava p se daleko Gesée zadaje pomocu tatke M kroz koju ona prolazi i
vektora @ kome je paralelna.

Neka je M proizvoljna tacka prave p i neka su 7 i 7] radijus vektori
tacaka M i My, respektivno (slika 1). Kako su vektori @ i MiM =7 — 7
kolinearni, imamo da je ¥ — 7] = Ad, gde je A skalar. Dakle,

(VIL.2.2.3) P =+ Ad

predstavlja vektorsku jednacinu prave kroz datu taéku. Za d kazemo da je
vektor pravco prave p.
Kako se uslov kolinearnosti moze izraziti i pomoéu vektorskog proizvoda,
imamo
(F— ~’1) X d= 67

t.

il
X
Y]
I

)

(VIL.2.2.4)

gde smo stavili 7 x @ = b.
Ako uzmemo 7 = (z,v, 2), 1 = (21,91, 21), @ = (a1, a9,a3), iz (VI1.2.2.3)
sleduju tzv. parametarske jednacine prave:

(VIL.2.2.5) r=x1+ A1, Y=Y+, z=2z + Aaz.
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511 Sl 2

Eliminacijom parametra A iz (VIL.2.2.5) dobijamo tzv. simetriéni oblik
jednagina, prave:
T — T

(VIL2.2.6) et Py
ai a9 as

z— 21

Simetri¢ni oblik (VII.2.2.6) moze se izraziti i u obliku

T=T1 Y- _ 22—

- )
Cos & cos 3 cos "y

gde su o, 8,4 uglovi koje zaklapa vektor @ sa koordinatnim vektorima 7, 7,
k, respektivno.

Prava p je potpuno odredena dvema tackama M; i M;. Neka su radijus
vektori ovih tacaka redom 7 = (z1,y1,%1) 1 72 = (@9, y2,22) (slika 2 na
strani 291). Kako se vektor My My = 75 — 71 moze uzeti kao vektor pravca
prave p, na osnovu (VIL.2.2.3), dobijamo vektorsku jednacinu

(VIL.2.2.7) 7=+ A —71),
tj.
odakle sleduje
7 X (’F‘z——f&) =7_"1 XFQ.
Odgovarajuéi parametarski oblik jednagine prave kroz dve date tacke je

z=z1+ANo2—21), y=y1+My2—91), z2=2+ Az —2),
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a simetriéni oblik jednacina prave kroz dve tatke je

r—r Y-y 22

T9 —.T1 Y2 — 1 Z9 — 21

Primer 1. Simetri¢ni oblik jedna¢ina prave koja prolazi kroz date tacke
(1,-1,3) 1 (5,—4,3) je
5-1 —4+1 3-3’

t]. , '
z—1 y+1 2z-3
4 =3 0
Vektor 47— 37 je vektor pravca ove prave. Odgovarajude parametarske
jednagine prave su:

c=1+4)\, y=—-1—-3\ 2z=3,

gde je A proizvoljan skalar.

Primetimo da sve tacke na pravoj imaju z-koordinatu jednaku 3, pa je,
dakle, prava paralelna Ozy ravni i od nje udaljena tri merne jedinice. To se
i moglo oéekivati s obzirom da su date tacke kroz koje prava prolazi na istoj
visini, z = 3, u odnosu na ravan Ozxy. A

Sada éemo razmotriti problem svodenja jednog vektorskog oblika jedna-
¢ina prave na drugi. To su, u stvari, oblici (VIL.2.2.1), (VIL2.2.3) i
(VIL.2.2.4).

1. (VIL2.2.3) = (VIL2.2.4). Ovo je pokazano ranije, gde je b = 7 X d.

2. (VIL2.2.4) = (VI1.2.2.3). Ako (VIL.2.2.4) pomnozimo vektorski sa @,
imamo
Ax(Fxd)=axb,

odakle, razvijanjem dvostrukog vektorskog proizvoda, dobijamo
(@@)7 — (@F)d =a x b,

.

(VIL.2.2.8) 7=
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§to predstavlja oblik (VI1.2.2.3) sa

. dxb \ ar
1 = = —.
T apE EE

3. (VIL.2.2.1) = (VIL.2.2.4). MnoZenjem druge jednaéine u (VIL.2.2.1)
sa 71, 1 prve sa —fig, a zatim sabiranjem tako dobijenih jednagina, imamo

(Tiig) 7y — (FRi)e = D1fig — Doafly .
Korigéenjem dvostrukog vektorskog proizvoda, poslednja jednadina postaje
(VIL.2.2.9) 7 X (fiy X fig) = D17le — Dofiy
§to predstavlja oblik (VIL.2.2.4), pri éemu je

@=1 Xy, b= Difly— Dofiy.

4. (VIL2.2.
torima, 71 i 7z (

3) = (VIL.2.2.1). Mnozenjem (VIL.2.2.3) bilo kojim vek-
i1 7 7i2) koji su ortogonalni na @, dobijamo
TRy = 7171 + Ad7y i Ty = F17g + Adilsg,

t].
i1 +D1 =0 i T + Dy = 0,
gde smo stavili Dy = —77y 1 Dy = —717y. Napomenimo da ova reprezen-
tacija nije jedinstvena i da se obitno za 7 1 7i3 uzimaju neka dva od ova tri
vektora: (ag,—a1,0), (a3,0,—a1), (0, a3, —asz), gde je @ = (a1, a2, as).
Primer 2. Neka su date dve ravni

(VII1.2.2.10) z+2y—2+1=0, T—y+z+3=0.

Ove ravni se seku jer je

=(1,-2,-3) £3.

= N Sy
I
== ]

7
i x iy = (1,2,—1) x (1, -1,1) = |1
1

ses

Njihov presek odreduje pravu p Ciji je vektor pravca

@ =y x Ay = (1,-2,—3).
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Kako je
b= Dyt — Doity = (1,—1,1) — 3(1,2,—1) = (=2, =7, 4),
na osnovu (VIL2.2.9), jednaéina
7 x (T—27—3k) = —27— 77+ 4k

predstavlja pravu p.
Kako je |@]| = V14 i

— IZ’ ‘7 E —
Exb=| 1 -2 —3|=—207+27— 11k,
—2 -7 4

na osnovu (VIL.2.2.8), dobijamo

]_ - =
= o7 (-2974 27 — 11F) + A7 — 27— 3F).

Odgovarajuéi simetri¢éni oblik jednatina prave je

z+29/14  y—1/7 z+11/14
1 =2 =3

(VIL2.2.11)

Do simetri¢nog oblika jednagina prave mogli smo doéi jednostavnije uz-
imajudi proizvoljnu tatku prave p. Ako, na primer, stavimo z = 0, iz
(VI1.2.2.10) sleduje z = —7/3 i y = 2/3, 8to znati da tatka (—7/3,2/3,0)

lezi na pravoj p, ¢iji je simetriéni oblik
c+7/3 y—-2/3 =z
1 =2 =3

Motze se pokazati da su jednacine (VIL.2.2.11) i (VIL.2.2.12) ekvivalentne.
Zaista, odgovarajuée parametarske jednacine

(VIL2.2.12)

29 1 11
e — = — — 2 I e —
z 1 + A, Y 7 A, z 14 3
i 7 2
= —— = - — 2 = -3
T=—ghp, Y=g, 2 p
su ekvivalentne jer se za u = A 4+ 11/42 svode jedne na druge. A

Razmotrimo sada sluc¢aj dve prave

(VI1.2.2.13) (p1) 7=7 4 Ad, (p2) 7=+ ub.
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Za ugao ¢ koji zaklapaju vektori d i b kazemo da je ugao izmedu ove dve
prave. Dakle,

ab -
Cos = — a=ldl, b=1b|).
o= (a=la, b=15)
Uslov normalnosti pravih moze se iskazati pomocu @b = 0, dok se uslov
paralelnosti iskazuje kolinearno$éu vektora @ i b ili pomoéu @ X b = 0.

Primer 3. Neka su jednatinama (VII.2.2.13) date dve mimoilazne
prave p; i pg. Odredi¢emo najkracée rastojanje izmedu ovih pravih. Stavige,
odredi¢emo jednadine zajednicke normale, tj. jednatine prave p koja prolazi
kroz najkrace rastojanje pravih p; ipe. Vektor pravca prave p je, otigledno,
vektor & x b.

Postavimo, najpre, ravan R koja prolazi kroz pravu py i paralelna je
pravoj p1, a zatim konstruiimo dve ravni Ry i Rs koje su normalne na R i
prolaze kroz prave py i pg, respektivno (slika 3).

sL3 SL 4

Vektor normale ravni R je, u stvari, vektor pravca prave p, pa je jednagi-
na ravni R data sa

(VII1.2.2.14) (7 — 7)(@ x b) = 0.

Kako je ravan R; normalna na ravan R i p101az1 kroz pravu py, to se za
njen vektor normale moze uzeti vektor riy = (d x b) x @. Sliéno, za vektor
normale ravni Ry moze se uzeti fig = (@ X b) % b. Imajuéi u vidu da ove
ravni prolaze kroz prave p; 1 po, tj. kroz tatke M; i My sa radijus vektorima
7| 1 79, respektivno, jédnostavno dobijamo njihove vektorske jednagine:

(R) (F-m)@ExB)xa =0, (R (F-m)@x5x5=o.
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Ovaj skup jednacina predstavlja jednadine zajednicke normale p pravih
p1 ipe. Jasno je da je prava p normalna na ravan R i da seée obe prave p; i pa.
Rastojanje izmedu presetnih tacaka je, u stvari, najkrade rastojanje izmedu
mimoilaznih pravih. Ono se, medutim, moze odrediti i kao odstojanje bilo
koje tacke prave p; od ravni R jer je prava p; paralelna sa njom, a prava
po lezi u njoj. Prema tome, ako uzmemo, na primer, tatku My i normalni
oblik jednagine ravni iz (VII.2.2.14), dobijamo najkraée rastojanje

(VIL.2.2.15) g = =)@ x b) :
|@ x b

Na osnovu (VIL.2.2.15) zakljuéujemo da se uslov preseka dve prave moze
iskazati u obliku '

(VIL.2.2.16) (7 —71)(@ x b) =0.

Do ovog uslova mozZe se doci i jednostavnije. Naime, ako se prave p; i pa
seku, to su onda vektori @, b 1 MMy = 75 — 7} komplanarni, pa je njihov
mesoviti proizvod jednak nuli.

Uslov (VI1.2.2.16) se moZe predstaviti i u skalarnom obliku

Tog—%1 Ya2—Y1 22— 21
ay as as = O,
by by b3

gde smo uzeli da su vektori pravaca pravih p; i py redom @ = (a1, a2,a3) i
b= (blaanb3)7 kao i Fl = (:El)ylvzl) 1 7:‘2 = ($2,y2,22)-

VI1.2.3 Uzajamni odnos prave i ravni
Posmatrajmo pravu p i ravan R ¢ije su jednadine
(VIL.2.3.1) 7 =7 + Ad, i+ D =0.

Ako je @i = 0, prava p je paralelna ravni R ili leZi u njoj.
Ako je @ = Mfi, tj. ako je @ X 7l = 0, prava je normalna na ravan R.

U opstem slucaju, kada je dni # 0, prava sete ravan. Za ugao 6 koji
zaklapa prava p sa svojom projekcijom u ravni R kaZemo da je ugao izmedu
prave i ravni. To je, u stvari, ugao koji je komplementaran uglu izmedu
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vektora pravca prave p i vektora normale ravni R (slika 4 na strani 295).
Dakle,
. an . S
sinf = cos(n/2 — ) = g (a =lal, n=|f|).
an
Kako radijus vektor tatke preseka prave i ravni mora zadovoljavati obe

jednagine u (VII.2.3.1), imamo
(71 + A@)i + D =0,

.

Primer 1. Neka su date prava p 1 ravan R pomodéu

(p r—1 y—2 2-3

(R) z+b5y—2z—10=0.

Ovdejed=(1,2,3) i1 =(1,5,—1).

Kako su parametarske jednacine prave p
(VI1.2.3.2) z=14+X y=2+2\ 2z=3+4+3),

stavljajuci ove vrednosti koordinata tacke na pravoj u jednacinu ravni do-
bijamo

T+X4+5(2+2))—(3+3)\) -10=0,
tj. A = 1/4. Sada, zamenom ove vrednosti u (VIL.2.3.2), nalazimo

I -
T =7, v=75 7=
Dakle, presek prave p i ravni R je u tacki (5/4,5/2,15/4).

Kako je a = || = V14, n = || = V27 i @i = 8, za ugao 0 izmedu

prave i ravni vazi
n 4v42

= JAN
) 63

sinf =

Q[@l

Primer 2. Neka je data ravan R pomoéu x4+ 2y — 2 —5 = 0 i tatka My

sa koordinatama (1,2, 3). Odredi¢emo pravu p koja je normalna na ravan R
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i prolazi kroz tacku M;. Za vektor pravca takve prave moze se uzeti vektor
normale ravni R, tj. @ = 7 = (1,2, —1). Dakle, simetri¢ni oblik jednaéina
prave p je
z—1 -2 2-3
12 -1 \
Prema tome, presek prave p iravni R je u tacki (3/2,3,5/2). A

VIL.3 ZADACI ZA VEZBU

1. Odrediti ravan (a) koja prolazi kroz tatku M(1,-2,3) i upravna je na
ravnima :

(8) 2e+y—2—2=0 i (7) r—y—2—3=0.

2. Odrediti pravu p koja prolazi kroz tacku M(2,2,—2) i seée prave

’ 5= T+ 2 -1 3
(q):{y+32 5 =0, . (r):T+ _y-1_z+43

z+22—7=0 -3 2 =2

3. Date su ravni Ry i Ry i prava p jednacinama

_ . :c—l_y—Q_i
(Rl) a:—O, (Rz) y—2, (p) 1 = 5 = 1

Ako su P; i P, tatke prodora prave p kroz ravni Ry 1 R, odrediti tacku
P53 € R; N Ry tako da povrdina trougla P, P, P3 bude minimalna.
4. Nadi presetnu tatku i ugao izmedu prave

z y+1 245

1 3 =3/2

iravni 2c4+y — 2 —4=0.

5. Odrediti jedna¢inu prave p koja sadrzi tacku M(1,—1,1) i normalna je
na pravu

) z =0,
4 y—2z+1=0.

Odrediti ugao koji prava p zaklapa sa z-osom.
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6. Nadi jednacinu ravni koja sadrZi pravu

A —y+32-1=0,
' r+5y—2z+2=0,

i normalna je na ravan 2z —y + 5z — 3 = 0.

7. Nacu ugao izmedu ravni koja sadrii tatke M;(0,0,0), M2(2,-2,0),
M3(2,2,2) i Ozy ravni.

8. Date su prave

Jz-y—-2-7=0, ; Jz4+2y—-2-1=0,
PLiY 3z —dy—11 =0, P2 z+y+1=0.

Dokazati da se prave p; i py seku i odrediti jednacinu ravni koja ih sadrzi.
9. Napisati jednadinu ravni o koja sadrzi tacku M(1,2,3) i:

a) paralelna je ravni Oxz;

b) paralelna je ravni bz + 2y + z = 1,

' T —2z=23,
P y+ 2z = 1.

¢) sadrzi pravu

10. Na pravoj ,
S rz—y+tz+2=0,
‘lez-y—2z+1=0,

odrediti tatke A 1 B koje su od tatke C(1,3/2,1/2) na rastojanju /2.
Izradunati povrdinu AABC.

11. Odrediti tacku B koja je simetri¢na tatki A(69,0,0) u odnosu na pravu

Jz+3y—22+1=0,
’ 2z —-y+2—-3=0.

12. Data je prava
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i tatka O(1,1,1). Naéi jednacinu prave p’ simetri¢nu pravoj p u odnosu na
tacku O.

13. U Descartesovom koordinatnom sistemu, date su prave p; i ps jednaci-
nama

(p1) : zT—y—z+8=0, ; (ps) : r+y+z2—-2=0,
P bz 4y4+2410=0 P2)3 2z4+y—32+9=0.

Ako je M tadka njihovog préseka i My, My, M3 njene projekcije na
koordinatne ose, odrediti zapreminu tetraedra O My My M3 1 povr§inu trougla
My My Ms. ’
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