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Predgovor

Portfolio predstav	a skup vrednosnih papira koje poseduje ili ko-
jima uprav	a investitor. Investitor mo�e biti pojedinaqno fiziqko
lice, finansijski struq�ak, banka ili neka druga finansijska insti-
tucija. Pri trgova�u vrednosnim papirima vlasnici portfolija su
izlo�eni mnoxtvu rizika koji potiqu od promene deviznih kurseva,
cene robe, akcije, itd. Donesena odluka mora napraviti balans izme�u
�e	ene dobiti i rizika koji se tom prilikom name�e.

U teoriji optimizacije portfolija, disperzija predstav	a veoma
popularnu mera rizika. Hari Markovic1 je osvojio Nobelovu nagradu
za predstav	a�e modela koji je zasnovan na disperziji kao meri rizika
(mean-variance model). Zamisao modela je prona�i najbo	u kombinaciju
oqekivanih dobiti i rizika(disperzije) za svakog investitora. [11]

Me�utim korix�e�e disperzije kao mere rizika ima svoja
ograniqe�a. Naime, ona je simetriqna mera koja ne uzima u obzir pravac
kreta�a cena. U tom sluqaju bi vrednosni papiri koji donose ve�u do-
bit od oqekivane bili jednako riziqni kao oni koji donose ma�u dobit
od oqekivane, xto nije sluqaj sa kojim se susre�emo. Ovi nedostaci su
prevazi�eni korix�e�em vrednosti pri riziku kao mere rizika.

U ovom radu predstav	amo osnovne pojmove i teoriju neophodnu za
konstrukciju modela koji se baziraju na vrednosti pri riziku kao meri
rizika (mean-VaR modeli). Razmatra�emo naqine optimizacije port-
folija i poredi�emo ih sa rezultatima dobijenim u modelu zasnovanom
na disperziji kao meri rizika. Upozna�emo se sa parametarskom i
neparametarskom metodom oce�iva�a vrednosti pri riziku na osnovu
dostupnih podataka o kreta�ima cena akcija. Pomenu�emo nekoliko
mera senzitivnosti vrednosti pri riziku, kao i to kako se one mogu
implementirati pri kreira�u xto efikasnijeg portfolija. Na kraju
rada, prikazani su kodovi svih predstav	enih rezultata.

1 Harry Max Markowitz (ro�en 1927.), ameriqki ekonomista
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Oznake

Na poqetku navodimo oznake koje �emo koristiti u da	em radu.

MV model - model zasnovan na disperziji kao meri rizika (mean-
variance model);
MVAR2 model - model zasnovan na vrednosti pri riziku kao meri
rizika (mean-VaR model);
V aRα - vrednost pri riziku na nivou povere�a α;
n - broj vrednosnih papira u portfoliju;
C0 - kapital kojim raspola�emo, u evrima;
Cend - kapital koji posedujemo na kraju posmatranog perioda;
Rp - ukupna dobit portfolija, u evrima;
µp - oqekivana dobit portfolija, u evrima;
σ2
p - disperzija dobiti portfolija;
ri - stopa dobiti i -tog vrednosnog papira;
µi - oqekivana stopa dobiti i-tog vrednosnog papira;
ρij - korelacija izme�u stopa dobiti i-tog i j-tog vrednosnog papira;
σij - kovarijacija izme�u stopa dobiti i-tog i j-tog vrednosnog papira;
Σ - kovarijaciona matrica vektora r = (r1, r2, . . . , rn)T ;
θi - koliqina novca ulo�ena u i-ti vrednosni papir, u evrima;
kα - disperzijom standardizovani kvantil raspodele na nivou α;
zα - devijacijom standardizovani kvantil raspodele na nivou α;
Ω - "disperziona" matrica.
r = (r1, r2, . . . , rn)T

µ = (µ1, µ2, . . . , µn)T

θ = (θ1, θ2, . . . , θn)T

1 = (1, 1, . . . , 1)T

2Ne treba mexati sa marginalnim VaR-om (MVaR).
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SADR�AJ

Va�e slede�e jednakosti:

1. Cend = C0 +Rp,

2. Rp =
∑n

i=0 riθi = rT θ,

3. µp =
∑n

i=0 µiθi = µT θ = θTµ,

4. σ2
p =

∑n
i=0

∑n
j=0 θiθjσij = θTΣθ.
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Poglav	e 1

Efikasni portfolio

zasnovan na vrednosti pri

riziku

Markovicov portfolio predstav	a metodu optimizacije koja je za-
snovana na standardnoj devijaciji kao meri rizika. Ukoliko kao meru
rizika posmatramo P (Rp ≤ −C0), dobijamo jedan specijalni sluqaj op-
timizacije, kojim �emo se mi baviti. Najpre definixemo vrednost pri
riziku (VaR) sa nivoom povere�a 1− α.

Definicija 1.1. Vrednost pri riziku portfolija, sa nivoom pov-
ere�a 1− α, je ona vrednost VaR za koju va�i slede�a jednakost:

P (Rp ≤ −V aR) = α

Kako je −Rp zapravo gubitak, na osnovu pomenute jednakosti mo�emo
da ka�emo da je to maksimalna koliqina novca koju investitor mo�e
da izgubi sa nivoom povere�a 1 − α. Xto je vrednost VaR ve�a na
nekom nivou povere�a, to je portfolio riziqniji, pa zato investitori
te�e da imaju xto ma�u vrednost VaR, kako bi se xto ma�e izlagali
riziku. Na osnovu pomenutog, primetimo da u statistiqkom smislu,
VaR predstav	a odgovaraju�i kvantil raspodele gubitaka.

Podsetimo se nekoliko pojmova:
Verovatno�a kratkog pada je verovatno�a da �e dobit portfolija
biti ma�a od unapred zadate vrednosti.
Telserov kriterijum za unapred zadatu verovatno�u α i graniqni
kapital CL maksimizuje oqekivani kapital na kraju posmatra-
nog perioda pod uslovom da je P (Cend ≤ CL) ≤ α. Kako va�i
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E(Cend) = E(C0 + Rp) = C0 + µp, zadatak se svodi na nala�e�e
maksimuma µp pod zadatim uslovom.
Specijalno, ukoliko uzmemo da je V aR = C0 i da je zadana verovatno�a
u Telserovom kriterijumu verovatno�a kratkog pada α, onda se opti-
mizacija pomo�u VaR-a svodi na Telserov kriterijum.
Efikasna granica je kriva koja predstav	a skup svih efikasnih
portfolija.
Efikasni portfolio definixemo kao portfolio koji maksimizuje
oqekivanu dobit, za zadati nivo rizika ili portfolio koji mini-
mizuje rizik za zadatu oqekivanu dobit.

U naxem sluqaju VaR je nova mera rizika, pa pri kreira�u efikasne
granice �u uzimamo u obzir. Sada nam efikasni skup za zadatu fik-
siranu vrednost VaR, daje najve�u oqekivanu dobit ili za fiksiranu
oqekivanu dobit daje najma�u vrednost VaR.

Ispostav	a se da se efikasna granica poklapa sa efikasnom
granicom u MV modelu ukoliko je raspodela stope dobiti eliptiqka.
To je pretpostavka sa kojom �emo raditi. Bitno je napomenuti da je
ta pretpostavka korektna, jer stvarni podaci imaju deb	e repove od
normalne raspodele, tj. qex�e se jav	aju neuobiqajeni sluqajevi xto
se eliptiqkom raspodelom mo�e mnogo bo	e modelovati nego normalnom.

Postoji vixe definicija eliptiqkih raspodela. Mi navodimo neke
od �ih koje se najqex�e koriste.

Definicija 1.2. Za n-dimenzionalni vektor X = (X1, . . . , Xn)T

ka�emo da ima eliptiqku raspodelu ukoliko je �egova funkcija gus-
tine:

fX(x) = cn|Ω|−
1
2 gn[

1

2
(x− µ)TΩ−1(x− µ)].

gde je µ vektor kolona, Ω pozitivno definitna (n × n) matrica, a
gn(·) funkcija koju nazivamo generator gustine. Oznaka | · | predstav	a
determinantu odgovaraju�e matrice. Ukoliko generator gustine ne
zavisi od n, xto je qesto sluqaj, onda pixemo samo g(·). Funkcija
gn(·) je generator gustine ukoliko va�i∫ ∞

0

xn/2−1gn(x)dx <∞

Kako znamo da ukupna gustina mora biti 1, mo�emo izraqunati kon-
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stantu cn

cn =
Γ(n/2)

2πn/2

[ ∫ ∞
0

xn/2−1gn(x)dx
]−1

gde Γ(·) predstav	a gama funkciju. Pixemo X ∼ En(µ,Ω, gn).

Definicija 1.3. Za raspodelu ka�emo da je eliptiqka ukoliko ima
karakteristiqnu funkciju slede�eg oblika

φX(t) = E(eit
TX) = eit

Tµψ
(1

2
tTΩt

)
.

gde je µ vektor kolona, Ω pozitivno definitna (n×n) matrica, a ψ(t)
funkcija koju nazivamo karakteristiqni generator. U tom sluqaju
pixemo X ∼ En(µ,Ω, ψ).

Pomenuta raspodela ima nekoliko interesantnih svojstava me�u ko-
jima su i slede�a:

1. Ako
∫∞

0
g1(x)dx <∞, onda postoji EX i va�i EX = µ;

2. Ako va�i |ψ′(0)| <∞, onda postoji kovarijaciona matrica vektora
X i ona je jednaka Σ = −ψ′(0)Ω. Ako izaberemo karakteristiqni
generator, takav da je ψ′(0) = −1, u tom sluqaju je cov(X) = Σ =
Ω. Matricu Ω nazivamo disperziona matrica, kao xto smo ve�
pomenuli ranije;

3. Ukoliko X ∼ En(µ,Ω, gn), tada za neku (m × n) matricu A i m-
dimenzioni vektor kolona B va�i

AX +B ∼ Em(Aµ+ b, AΩAT , gm). (1.1)

To znaqi da linearna kombinacija eliptiqkih raspodela pred-
stav	a tako�e eliptiqku raspodelu.

Primeri eliptiqkih raspodela su: normalna familija, familija
Studentovih t-raspodela, Laplasova i logistiqka familija raspodela.
Svaka od ovih familija je jedinistveno odre�ena generatorima gustine,
ali ne�emo se time baviti u ovom trenutku. Matrica Ω je u linearnoj
vezi sa kovarijacionom matricom Σ i to:

Ω =


Σ, normalna raspodela
ν
ν−2

Σ, Studentova t-raspodela sa ν stepeni slobode
1
2
Σ, Laplasova raspodela

3
π2 Σ, logistiqka raspodela
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pa odatle dobijamo,

ωk =


σk, normalna raspodela√

ν
ν−2

σk, Studentova t-raspodela sa ν stepeni slobode√
1
2
σk, Laplasova raspodela

√
3
π
σk, logistiqka raspodela

Vratimo se na zadatak optimizacije. Kao xto je pomenuto, pret-
postavka je da vektor stopa dobiti, r = (r1, . . . , rn)T , ima eliptiqku
raspodelu r ∼ En(µ,Ω, ψ), gde su µ oqekiva�e, Ω disperziona matrica
i ψ karakteristiqni generator. Ako investitor ima portolio koji se
sastoji od riziqnih vrednosnih papira sa vektorom ulaga�a θ, onda
je dobit od portfolija Rp = rT θ = θT r i ima�e eliptiqku raspodelu
E1(θTµ, θTΩθ, ψ) na osnovu (1.1). Kako je µp = θTµ, a ω2

p = θTΩθ, onda
mo�emo kra�e pisati Rp ∼ E1(µp, ω

2
p, g1).

Posledica 1.4. Za Rp va�i

P (Rp ≤ v) =

∫ v

−∞

c1

ωp
g1[

1

2
(
x− µp
ωp

)2]dx

xto uz smenu z = x−µp
ωp

daje

P (Rp ≤ v) =

∫ v−µp
ωp

−∞
c1g1[

1

2
z2]dz.

kα predstav	a kvantil za koji va�i:∫ kα

−∞
c1g1[

1

2
z2]dz = α

i zavisi isk	uqivo od funkcije generatora gustine g(u) i od α. Nada	e
�emo kα nazivati disperzijom standardizovani kvantil eliptiqke
raspodele, a vrednost zα ≡ kαωp

σp
devijacijom standardizovani kvantil

ili samo standardizovani kvantil. U slede�oj tablici date su neke
vrednosti kα za fiksirane vrednosti α.

Normalna Studentova Studentova Laplasova Logistiqka
raspodlea t-raspodela(ν = 1) t-raspodela(ν = 10) raspodela raspodela

α = 0.5 0 0 0 0 0

α = 0.1 -1.28 -3.08 -1.37 -1.61 -2.2

α = 0.01 -2.33 -31.82 -2.76 -3.91 -4.6

α = 0.001 -3.09 -318.3 -4.14 -6.21 -6.91

α = 0.0001 -3.72 -3183 -5.59 -8.52 -9.21
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Sada imamo da je:

P (Rp ≤ −V aRα) = α⇔ P (
Rp − µp
ωp

≤ −V aRα − µp
ωp

) = α

−V aRα − µp
ωp

= kα ⇔ V aRα = −µp − kαωp

Pomo�u zamene zα ≡ kαωp
σp

dobijamo slede�e

P (Rp ≤ −V aRα) = α⇔ V aRα = −µp − σpzα.

Sada vrednost V aRα imamo izra�enu u zavisnosti od oqekivane
dobiti i standardne devijacije portfolija.

Efikasna granica se sastoji od portfolija koji za datu oqekivanu
dobit minimizuje vrednost VaR ili od portfolija koji za datu vrednost
VaR-a odre�uje najve�u oqekivanu vrednost dobiti, xto je pristup koji
�emo koristiti u da	em radu.
Problem je formulisan na slede�i naqin:

max
{
µp| V aRα = −µp − σpzα, µp = θTµ = µT θ, σ2

p = θTΣθ, 1
T
θ = C0

}
Transformisa�emo uslov V aRα = −µp − σpzα u �emu ekvivalentan:

(V aRα + µp)
2 = (−zασp)2 ⇔ V aR2

α + 2V aRαµp + µ2
p − z2

ασ
2
p = 0

Zatim ostale uslove zamenimo u tako dobijeni uslov, nakon qega dobi-
jamo:

V aR2
α + 2V aRαµ

T θ + θTµµT θ − z2
αθ

TΣθ = 0

V aR2
α + 2V aRαµ

T θ + θTΨθ = 0

gde je Ψ = µµT − z2
αΣ.

Sada je poqetni problem transformisan u �emu ekvivalentan problem:

max
{
µp| V aR2

α + 2V aRαµ
T θ + θTΨθ = 0, 1

T
θ = C0

}
.

Matrica Ψ je simetriqna, jer je

ΨT = (µµT − z2
αΣ)T = (µµT )T − z2

αΣT = µµT − z2
αΣ = Ψ.
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Definixemo slede�e konstante:

â = µTΨ−1µ,

b̂ = µTΨ−11 = 1
T

Ψ−1µ,

ĉ = 1
T

Ψ−11,

d̂ = âĉ− b̂2.

Izvodimo vezu tih konstanti sa konstantama a, b, c i d gde su te kon-
stante definisane pri tra�e�u efikasne granice, kada je mera rizika
disperzija, i to na slede�i naqin:

a = µTΣ−1µ,

b = µTΣ−11 = 1
T

Ψ−1µ,

c = 1
T

Σ−11,

d = ac− b2.

Ukoliko je mera rizika disperzija, ci	 je da za datu oqekivanu do-
bit minimizujemo rizik (koji je u tom sluqaju disperzija), tj. da
na�emo minimum od

D(Cend) = D(C0 +Rp) = D(Rp) = D(rT θ) = θTΣθ.

Moraju biti zadovo	eni uslovi da je oqekivana dobit fiksirana i da
jedino mo�emo da investiramo kapital koji imamo u tom trenutku,
pa koliqine novca koje ula�emo u pojedinaqne vrednosne papire u zbiru
daju C0. Ta dva uslova mo�emo zapisati kao:

µT θ = µp i 1
T
θ = C0

pa se problem svodi na

min{θTΣθ|AT θ = B}

gde su matrice A =
(
µ 1

)
i B =

(
µp
C0

)
.

Formira�em Lagran�ove funkcije

L(θ, λ) = θTΣθ − λT0 (AT θ −B)

a zatim diferencira�em po θ i λ0, dobijamo sistem jednaqina

2Σθ − Aλ0 = 0

AT θ = B,

8
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gde je λ0 =

(
λ1

λ2

)
. Iz prve jednaqine dobijamo da je

θ = Σ−1Aλ

gde je λ = 1
2
λ0. Kada θ uvrstimo u drugu jednaqinu, imamo

ATΣ−1Aλ = B ⇒ λ = (ATΣ−1A)−1B = H−1B

gde je H = ATΣ−1A.
Postav	a se pita�e da li je dobijeno rexe�e zaista taqka minimuma.
Da bismo to proverili, pokaza�emo da je kvadratna forma odgo-
varaju�ih parcijalnih izvoda pozitivno definitna.
Kako je

∂2L(θ, λ)

∂θ2
= 2ΣT = 2Σ > 0

i va�i
∂2L(θ, λ)

∂λθ
= ATA > 0

i
∂2L(θ, λ)

∂λ2
= 0,

odgovaraju�a kvadratna forma je

H =

(
∂2L(θ,λ)
∂θ2

∂2L(θ,λ)
∂θ∂λ

∂2L(θ,λ)
∂θ∂λ

∂2L(θ,λ)
∂θ2

)
=

(
2Σ ATA
ATA 0

)
pa uzima�em proizvo	nog vektora kolona v = (C,D)T , zaista se
pokazuje da je vHvT>0, xto upravo znaqi da je dobijena taqka, taqka
minimuma. Analogno, ukoliko je proizvod navedenih matrica ma�i od
nule, dobijeno rexe�e pretstav	a maksimum.
Matrica H simetriqna (2×2) matrica, jer va�i HT = (ATΣ−1A)T =
AT (Σ−1)TA = ATΣ−1A = H.
Sada je

D(Rp) = θTΣθ = θTΣΣ−1Aλ = θTAλ = (AT θ)TH−1B = BTH−1B.

Videli smo da je H simetriqna kvadratna matrica dimenzije 2, pa je
mo�emo predstaviti kao

H =

(
a b
b c

)
⇒ H−1 = 1

ac−b2

(
c −b
−b a

)
9



POGLAV�E 1. EFIKASNI PORTFOLIO ZASNOVAN NA

VREDNOSTI PRI RIZIKU

Definixemo d = det(H) = ac− b2. Kako je sa druge strane H = ATΣ−1A
vidimo da je

a = µTΣ−1µ,

b = µTΣ−11 = 1
T

Σ−1µ,

c = 1
T

Σ−11,

d = ac− b2.

Na kraju dobijemo

D(Rp) = σ2
p =

1

d
(cµ2

p − 2bC0µp + aC2
0)

xto nam daje izraz za efikasnu granicu u MV modelu. Naravno, samo
gor�a polovina grafika je efikasna jer za isti rizik daje ve�u oqeki-
vanu dobit. Standardnu devijaciju dobijamo korenova�em:

σp =

√
1

d
(cµ2

p − 2bC0µp + aC2
0).

Tako�e, osim pomenutih pojmova posmatra�emo i θEF , xto predstav	a
vektor udela vrednosnih papira u portfoliju koji pripada efikasnoj
granici.

θEF = Σ−1Aλ = Σ−1AH−1B =
cµp − bC0

d
Σ−1µ+

aC0 − bµp
d

Σ−11

=
1

d
Σ−1((a1 + bµ)C0 + (cµ− b1)µp).

U MV modelu, nax zadatak je bio da za zadatu oqekivanu vrednost
dobiti µp, izraqunamo odgovaraju�u minimalnu standardnu devijaciju
i udele vrednosnih papira, koriste�i izvedene formule. U naxem
MVAR modelu, situacija se malo razlikuje, xto �emo videti u nared-
nim koracima.
Postav	a se pita�e kako izgleda efikasna granica MVAR modela.
Za inverz kovarijacione matrice va�i da je:

Σ−1 = Σ−1ΨΨ−1 = Σ−1(µµT − z2
αΣ)Ψ−1 = Σ−1µµTΨ−1 − z2

αΨ−1.

Zamenom �ene vrednosti u definiciju za a, b i c dobijamo sistem qije
su nepoznate â, b̂ i ĉ. �ihovim rexava�em dobijamo slede�e veze koje
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�e se koristiti za poveziva�e dobijenih rezultata sa prethodnim za-
k	uqcima.

â =
a

a− z2
α

,

b̂ =
b

a− z2
α

,

ĉ =
cz2
α − d

z2
α(a− z2

α)
,

d̂ =
−d

z2
α(a− z2

α)
.

Ako se vratimo na problem pronalaska maksimuma, ostaje nam jox par
koraka. Najpre formiramo Lagran�ovu funkciju:

L(µp, λ1, λ2) = µp + λ1(V aR2
α + 2V aRαµ

T θ + θTΨθ) + λ2(1
T
θ − C0).

Znamo da je µp = µT θ, pa diferencira�em po θ, λ1 i λ2 dobijamo slede�i
sistem jednaqina:

µ+ 2λ1V aRαµ+ 2λ1Ψθ + λ21 = 0

V aR2
α + 2V aRαµ

T θ + θTΨθ = 0

1
T
θ = C0

Rexava�em dobijenog sistema dolazimo do tra�enog maksimuma.
Korix�e�em kvadratnih formi mo�emo pokazati da je dobijena taqka
zaista taqka maksimuma.
Iz prve jednaqine sistema izrazimo θ

θ = − 1

2λ1

Ψ−1(µ+ 2λ1V aRαµ+ λ21)

= − 1

2λ1

Ψ−1µ(1 + 2λ1V aRα)− λ2

2λ1

Ψ−11

= (λ3 − V aRα)Ψ−1µ+ λ4Ψ−11,

gde je λ3 = − 1
2λ1

i λ4 = − λ2
2λ1
.

Zamenom tako dobijene vrednosti θ u posled�u jednaqinu sistema
dobijamo vrednost λ4

11
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(λ3 − V aRα)1
T

Ψ−1µ+ λ41
T

Ψ−11 = C0

(λ3 − V aRα)̂b+ λ4ĉ = C0

⇒ λ4 =
C0 + b̂V aRα − λ3b̂

ĉ
.

Izraze za θ i λ4 zamenimo u posled�u jednaqinu i dobijemo kvadratnu
jednaqinu po λ3 qijim rexava�em dobijamo:

λ3 = ±
√

1

d̂
(V aR2

α(d̂− ĉ)− 2C0b̂V aRα)− C2
0 = ±

√
W.

Poxto je θ = (λ3 − V aRα)Ψ−1µ+ λ4Ψ−11 va�i:

θ = (±
√
W − V aRα)Ψ−1µ+

1

ĉ
(C0 + b̂V aRα ∓

√
Wb̂)Ψ−11.

Zato je izraz za oqekivanu dobit izra�enu kao funkciju od VaR slede�i:

µp = µT θ = (±
√
W − V aRα)â+

1

ĉ
(C0 + b̂V aRα ∓

√
Wb̂)̂b.

Mno�e�em obe strane sa ĉ
ĉ
dobijamo

µp =
1

ĉ
((±
√
W − V aRα)(âĉ− b̂2) + C0b̂) =

1

ĉ
((±
√
W − V aRα)d̂+ C0b̂)

=
d̂

ĉ
(±
√
W − V aRα +

b̂

d̂
C0).

Dobili smo MVAR efikasnu granicu. Ci	 je da je uporedimo sa
MV efikasnom granicom, pa �emo tom prilikom prvo izraziti V aRα

kao funkciju od µp. Ukoliko izrazimo
√
W , a zatim kvadriramo obe

strane, dobijamo kvadratnu funkciju po V aRα xto nam daje:

V aRα = −µp −
√

1

d̂
((d̂− ĉ)µ2

p − 2b̂C0µp − âC2
0).

Zatim iskoristimo dobijenu vezu sa a, b, c i d i tada je:

V aRα = −µp − zα

√
1

d
(cµ2

p − 2bC0µp + aC2
0).

12



POGLAV�E 1. EFIKASNI PORTFOLIO ZASNOVAN NA

VREDNOSTI PRI RIZIKU

Ranije smo zak	uqili da mo�emo izraziti vrednost pri riziku kao
V aRα = −µp − zασp pa iz posled�e dve jednakosti sledi da je

σp =

√
1

d
(cµ2

p − 2bC0µp + aC2
0)

xto prepoznajemo kao MV efikasnu granicu. Na osnovu dobijenog
rezultata mo�emo zak	uqiti da je minimizova�e disperzije isto kao
i minimizova�e vrednosti V aR u sluqaju kada pretpostav	amo da
dobiti imaju eliptiqku raspodelu.

Na slikama 1.1 i 1.2 prikazane su efikasne granice za oba pomenuta
modela kada se portfolio sastoji iz dva vrednosna papira. One su
prikaza�e 	ubiqastom bojom.

Slika 1.1: Efikasna granica MV modela

13
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Slika 1.2: Efikasna granica MVAR modela

Na slici 1.3 mo�emo videti izgled portfolija saqi�enog od tri
vrednosna papira.

Kako efikasna granica ostaje ista kao u MV modelu, udeli vrednos-
nih papira u portfoliju ostaju neprome�eni i iznose

θEF =
1

d
Σ−1((a1 + bµ)C0 + (cµ− b1)µp).
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Slika 1.3: Skup portfolija MVAR modela koji sadr�e tri

vrednosna papira
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Poglav	e 2

Oce�iva�e vrednosti VaR

U ovom poglav	u razmotri�emo jednu parametarsku i jednu
neparametarsku (istorijsku) metodu oce�iva�a vrednosti VaR. Prva
metoda, kao xto joj i samo ime ka�e, pretpostav	a teorijsku raspodelu
dobiti, dok kod druge, tu raspodelu odre�ujemo empirijski.

Osim pomenutih, postoji i Monte Karlo metoda, o kojoj mo�emo pro-
qitati u [7] i [8], ali i mnoge druge.

2.1 Parametarski metod

Parametarski metod je tako�e poznat i kao metod disperzije i
kovarijacije. Jednostavnox�u svoje implementacije zauzeo je mesto
najpopularnijeg naqina za oce�iva�e vrednosti pri riziku.

Pretpostavimo da posedujemo podatke o kreta�u cena vrednosnih
papira od kojih �elimo da napravimo nax portfolio. Ukoliko
te podatke predstavimo kao vremensku seriju, postav	a se pita�e,
koju du�inu vremenske serije razmatrati. Svaka banka (tr�ixno
podruqje) zasebno donosi odluku o tome, a potrebno je obezbediti da
karakteristike VaR-a dobijene na osnovu korix�ene du�ine vremenske
serije budu zadovo	avaju�e.

U parametarskom modelu, vrednost VaR raqunamo pretpostav	aju�i
teorijsku raspodelu dobiti vrednosnih papira. Pretpostav	amo
eliptiqku raspodelu dobiti. Najqex�e se pretpostav	a normalna
raspodela. [2]
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Na slede�oj slici je prikazana raspodela dobiti kompanije Epl (Ap-
ple) pomo�u histograma i �ena aproksimacija gustinom odgovaraju�e
normalne raspodele. Raspodele finansijskih promena cena imaju neko-
liko tipiqnih svojstava koje mo�emo uoqiti na histogramu:

- visok vrh raspodele;

- postoja�e debelih repova.

2.1.1 Primena parametarskog metoda na portfolio

saqi�en od jednog vrednosnog papira

Posmatrajmo portfolio koji se sastoji od jednog vrednosnog
papira. Nax zadatak je oce�iva�e vrednosti VaR na osnovu podataka
koje posedujemo.

Potrebno je pretpostaviti raspodelu dobiti, koja se najbo	e sla�e
sa podacima. Kako smo mi pomenuli u prethodnom poglav	u, dobiti
finansijskih vremenskih serija se najbo	e aproksimiraju eliptiqkim
raspodelama, te �emo razmotriti kako se ponaxa ovaj model u tom
sluqaju.

U prethodnom poglav	u smo videli da standardizacijom sluqajne
promen	ive Rp koja predstava	a raspodelu dobiti porfolija, dobijamo
slede�i izraz za vrednost VaR

V aRα = −µp − kαωp

17
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gde sve pomenute termine posmatramo u odnosu na eliptiqku raspodelu.
Korix�e�em izraza zα = kαωp

σp
dobijamo

V aRα = −µp − zασp

gde je µp oqekivana dobit portfolija, zα standardizovani kvantil za
nivo povere�a α, a σp standardna devijacija portfolija.

Vrednost VaR mo�emo predstaviti i kao maksimalnu koliqinu
novca koju je mogu�e izgubiti pri zadatom nivou povere�a α, pa u tom
sluqaju dobijenu vrednost VaR mno�imo koliqinom ulo�enog novca u
posmatrani vrednosni papir

V aRα = (−µp − zασp)S,

gde je S koliqina ulo�enog novca.

Mo�emo pretpostaviti da je µ = 0, jer su promene vrednosti port-
folija u kratkom vremenskom intervalu1 jako blizu nule, pa u tom
sluqaju dobijamo

V aRα = −zασpS,

Primer 1. Posmatramo akciju kompanije Epl, qije su nam cene dos-
tupne u periodu od 09.09.2015. do 01.09.2017.godine (500 radnih dana).
Na osnovu �ih izraqunavamo dobiti.
Dobit akcije i-tog dana predstav	a koliqnik promene cene akcije
izme�u i+ 1-og i i-tog dana i cene akcije i-tog dana, tj.

Ri =
Si+1 − Si

Si

gde Si predstav	a cenu akcije na kraju i-tog dana. Potrebno je pret-
postaviti teorijsku raspodelu dobiti. Dobiti kompanije Epl se
dobro uklapaju u logistiqku raspodelu, koja pripada familiji elip-
tiqkih raspodela. Ovo �e biti deta	nije razmotreno u primeru 4.
Kako posmatramo dnevne cene akcija, mo�emo pretpostaviti da je
parametar µ jednak nuli. Zaista, oce�eno oqekiva�e dobiti port-
folija je µ̂ = 0, 00089, pa je ova pretpostavka korektna. Oce�ena stan-
dardna devijacija portfolija je σ̂ =0.0137. Jednodnevni VaR sa nivoom
povere�a od 99% za akciju ove kompanije, pri ulogu od 3 miliona evra

1razmatramo sluqaj dnevnog VaR-a
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je

V aRα = −z0.01σS = −k0.01

√
3

π
σS = 4.60 ·

√
3

π
· 0.0137 · 3000000

= 104534

Zak	uqujemo da investitor koji poseduje datu akciju u 99% sluqajeva
ne�e izgubiti vixe od 104 534 evra.

2.1.2 Primena parametarskog metoda na portfolio

koji sadr�i vixe vrednosnih papira

Portfolio koji poseduje vixe vrednosnih papira se qex�e sre�e u
praksi, ali se umnogome razlikuje od sluqaja razmatranog u prethodnom
poglav	u.

Oce�iva�e vrednosti VaR je nexto komplikovanije, jer kako imamo
vixe vrednosnih papira, treba oceniti standardnu devijaciju svakog od
�ih, a svakako ne treba zanemariti i uzajamnu korelisanost. Formula
za VaR je ista kao u prethodnom sluqaju, s tim xto σ sada predstav	a
standardnu devijaciju portfolija, ne samo jednog vrednosnog papira, a
raqunamo je kao

σP =
√
ωΣωT (2.1)

gde je ω = (ω1, ..., ωn) vektor udela vrednosnih papira u portfoliju, a

Σ =


D(R1) cor(R1, R2) ... cor(R1, Rn)

cor(R2, R1) D(R2) ... cor(R2, Rn)
... ... ... ...

cor(Rn, R1) cor(Rn, R2) ... D(Rn)


kovarijaciona matrica, gde Ri kao xto smo i ranije pomi�ali, pred-
stav	aju dobiti. Mo�emo predstaviti standardnu devijaciju port-
folija i u slede�em obliku

σP =

√√√√ n∑
i=1

ω2
i σ

2
i + 2

n∑
i=1,i 6=j

n∑
j=1

ωiωjσiσjρij

koji je dobijen raspisiva�em formule (2.1).
Odgovaraju�u vrednost VaR raqunamo kao u jednodimenzionom sluqaju.
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Primer 2. Posmatrajmo portfolio koji se sastoji od akcija 4 kom-
panije: Cisko Sistems (Cysco Systems), Epl (Apple), Mikron Tehnolo
i
(Micron Tehnology) i Ford Motors Kompani (Ford Motors Company).
Investicije u akcije ovih kompanija su redom 4, 3, 1, 2 miliona eura.
Dobiti Ri raqunamo kao i ranije

Ri =
Si+1 − Si

Si

gde Si predstav	a cenu akcije i-tog dana. Standardne devijacije do-
biti kompanija raqunamo kao i u prethodnom primeru i dobijamo
slede�e vrednosti

Kompanija Standardna devijacija(u %)
Cisko Sistems 0.012625539
Epl 0.013740279
Mikron Tehnolo
i 0.028893953
Ford Motors 0.015082412

Matrica korelacije izgleda ovako

Cisko Epl Mikron Ford
Cisko 1.0000000 0.3864787 0.3653883 0.4159211
Epl 0.3864787 1.0000000 0.2921270 0.2836269
Mikron 0.3653883 0.2921270 1.0000000 0.3417556
Ford 0.4159211 0.2836269 0.3417556 1.0000000

i kovarijaciona matrica Σ

Cisko Epl Mikron Ford
Cisko 0.000159404 0.000067045 0.000133294 0.000079201
Epl 0.000067045 0.000188795 0.000115978 0.000058777
Mikron 0.000133294 0.000115978 0.000834861 0.000148934
Ford 0.000079201 0.000058777 0.000148934 0.000227479

Mno�e�em vektora udela

ω =
(

0.4 0.3 0.1 0.2
)

sa kovarijacionom matricom, a zatim sa transponovanim vektorom
udela, dobijamo disperziju portfolija 0, 0119, a zatim i standardnu
devijaciju 0.1092. Tra�enu vrednost VaR sa nivoom povere�a 99% izra-
qunavamo mno�e�em standardne devijacije sa kvantilom logistiqke
raspodele, a moramo pomno�iti rezultat i sa 10 000 000 zbog ranijeg
odabira vektora udela. Dobijena vrednost je 277 035 evra.
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Regularnost korelacione matrice

Tokom primene ove metode, posebnu pa��u treba obratiti na korekt-
nost dobijenih rezultata. Navex�emo neophodne uslove za regularnost
korelacionih matrica. Postoja�e negativnih sopstvenih vrednost
mo�e nam biti indikator postoja�a korelacionih matricak koje nisu
regularne. Korelaciona matrica mora biti semi-definitna, tj. mora
va�iti

ωCωT > 0

gde je ω vektor udela vrednosnih papira, a C matrica korelacija. Ovaj
izraz smo koristili kao meru disperzije portfolija u parametarskoj
metodi. Ukoliko je korelaciona matrica regularna, ona ne�e davati
negativne vrednosti disperzije.

Pokuxa�emo ilustrativno da predstavimo pomenuti problem. Stan-
dardnu devijaciju portfolija mo�emo predstaviti u slede�em obliku

σp =

√∑
ω2
i σ

2
i + 2

∑
i

∑
j

ωiωjσiσjρij > 0

U sluqaju kada imamo portfolio sa tri vrednosna papira, prethodni
izraz se svodi na

ω2
1σ

2
1 + ω2

2σ
2
2 + ω2

3σ
2
3 + 2(ω1ω2σ1σ2ρ12 + ω1ω3σ1σ3ρ13 + ω2ω3σ2σ3ρ23) > 0

Ukoliko pretpostavimo da su udeli jednaki 1, kao i standardne devi-
jacije, dobijamo

2(ρ12 + ρ13 + ρ23) > −3

Ukoliko je ρ12 = ρ13 = −1, dobijamo da mora va�iti ρ23 > 0.5. U tom
sluqaju, nije mogu�e i korektno da dobijemo vrednost ρ23 < 0.5.

Da bismo obezbedili korektnost korelacione matrice, potrebno je da
podaci o promenama cena sa kojima radimo zadovo	avaju slede�e uslove:

- nema nedostaju�ih podataka;

- jednak broj opservacija(posmatranih dana) za svaki vrednosni pa-
pir;

- korelacije raqunamo za promene cena koje su se desile u istom
vremenskom periodu.
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Ukoliko neki od navedenih uslova nije zadovo	en, to nam ukazuje
da su korelacije uzete sa razliqitih izvora, oce�ene na osnovu drugih
podataka ili su izmix	ene kako bi odra�avale sopstveno mix	e�e
mena
era.

"Kako rexiti navedeni problem, ukoliko se pojavi?"

Ukoliko je neko od gore navedenih pravila prekrxeno, potrebno
je "srediti" korelacionu matricu ukla�a�em negativnih sopstvenih
vrednosti. Pratimo niz slede�ih koraka:

- negativne sopstvene vrednosti zame�ujemo nulom;

- raqunamo novu korelacionu matricu, koju �emo koristiti umesto
stare;

- generixemo sopstvene vrednosti i vektore na osnovu novodobijene
korelacione matrice.

Nova korelaciona matrica mo�e biti izraqunata na slede�i naqin,
nakon postav	a�a negativnih sopstvenih vrednosti na nulu

C = EλET

gde je C nova korelaciona matrica, E matrica sopstvenih vektora, a λ
matrica na qijoj se dijagonali nalaze sopstvene vrednosti, a ostali ele-
menti su nula. Suma elemenata na dijagonali nove korelacione matrice
mora biti 1. Ukoliko to nije sluqaj, ona mora biti normalizovana

C ′ =
1√
D
C

1√
D

gde je C’ nova normalizovana korelaciona matrica, a D dijagonalna
matrica, sa elementima 1

Di
na dijagonali, gde je Di i-ti dijagonalni

element matrice C.
U naxem primeru, dobijene sopstvene vrednosti su pozitivne

1 > e igen ( cor ( d ob i t i ) ) $va lues
2 [ 1 ] 2 .0467880 0.7304878 0.6679637 0.5547605

Mo�emo zak	uqiti da su i navedeni uslovi zadovo	eni, te nije
potrebno vrxiti korekciju matrice korelacije.
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2.2 Istorijska metoda oce�iva�a vred-

nosti VaR

Istorijska simulacija ili istorijski VaR predstav	a neparam-
etarsku metodu koja slu�i za oce�iva�e vrednosti VaR. Dobiti
kompanija posmatramo kao vremenske serije. Pretpostav	amo da
podaci o kreta�u cena akcija iz nedavne proxlosti dobro opisuju
kreta�a cena u budu�nosti. Nax zadatak je da vrednost VaR procenimo
na osnovu dobiti koje su nam poznate.

Raspodela dobiti odre�uje se empirijski na osnovu poznatih po-
dataka. Dobijena raspodela, slu�i za procenu vrednosti VaR za zadati
nivo povere�a α.

Istorijska simulacija nudi bo	e rexe�e od parametarske metode,
jer obuhvata i sluqaj kada raspodela dobiti ima debele repove, tj.
sluqaj kada se pozitivni i negativni veoma visoki prinosi dexavaju
qex�e nego kod normalne raspodele. Kako ne pretpostav	amo raspodelu
dobiti, ova metoda omogu�ava primenu na svaki portfolio, pod uslovom
da su nam dostupni svi neophodni podaci o �emu.

Naime, metoda o kojoj govorimo ima i svoje nedostatke. Jedan od
glavnih je qi�enica da se svakom posmatranom trenutku dode	uje ista
te�ina. To bi znaqilo da dobit u svakom trenutku ima jednak uticaj
na procenu vrednosti VaR. Posmatrajmo npr. istorijsku simulaciju
u kojoj su nam date dobiti za n najskorijih trenutaka u proxlosti.
Neka je Ri,t−j dobit i-tog vrednosnog papira u trenutku t − j gde t
predstav	a sadax�i trenutak, a j koliko se puta pomeramo u proxlost
(ukoliko imamo date dnevne dobiti, trenutak t − 2 bi znaqio da
posmatramo 2 dana pre sadax�eg trenutka). Naravno j mo�e uzimati
vrednosti samo od 1 do n. To znaqi da �e dobit Ri,t−j uticati na dobit
u sadax�em trenutku, u trenutku t + 1 itd. sve do trenutka t + n.
Svakom trenutku, tokom koga se Ri,t−j nalazi u odabranom vremenskom
razdob	u se pripisuje jednak uticaj na procenu vrednosti VaR. Kada
Ri,t−j prestane da se nalazi u posmatranom vremenskom rasponu, uticaj
postaje zanemar	iv (vrednost mu je 0). Odavde se logiqno name�u
problemi koji prate ovaj metod. Zaxto bi dobit u trenutku t− i imala
jednak uticaj kao i dobit u sadax�em trenutku t, a dobit samo dan
starija t − i − 1 nikakav uticaj? Tako�e se jav	a i problem poznatiji
kao efekat duha, koji predstav	a pojavu da veliki gubici koji su
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se javili u nekom davnom trenutku u proxlosti, zbog dugog perioda
posmatra�a utiqu svaki put na vrednost VaR-a, a onda u jednom
trenutku samo nestanu, kada ispadnu iz opsega posmatra�a.

Pomenuti naqin dode	iva�a te�ina odgovara pretpostavci da su
dobiti nezavisno i jednako raspode	ene, xto ograniqava primenu ovog
metoda za podatke koji imaju izra�ene skokove, jer se oni obiqno ne
jav	aju u nekom uravnote�enom obliku, nego imaju stadijume kada su
frekventniji i stadijume kada su ma�e frekventni.

Pretpostavimo da �elimo da izraqunamo dnevni VaR sa nivoom
znaqajnosti α, ukolimo imamo podatke za n dana. Sve predstav	ene
cene bi�e izra�ene u evrima.

Podaci koje imamo, predstav	aju posled�ih n dana pre vrxe�a
ispitiva�a. Oni pru�aju n− 1 scenarija koji mogu da se dese od danas
do sutra. Neka nam je prvi dan o kome imamo podatke dan 0, drugi
dan 1,... Scenario 1 predstav	a promenu vrednosti svih prome�ivih
onako kako su se one me�ale od dana 0 do dana 1, scenario 2 od dana 1
do dana 2,... Za svaki scenario raqunamo dobiti akcija u evrima, a to
definixe raspodelu dnevnih gubitaka (dobici su negativni gubici)
za nax portfolio. Kvantil(percentil) reda α mo�e da se oceni kao
gubitak qija je pozicija u sortiranom nizu gubitaka n

100
· α, a to upravo

predstav	a i ocenu vrednosti VaR. U (1 − α)% sluqajeva gubitak �e
biti ve�i nego proce�ena vrednost VaR, ukoliko posled�ih n dana
dobro predstav	aju promene koje �e se desiti u sadax�em trenutku.

Definiximo Si kao cenu akcije dana i i pretpostavimo da je danas
dan n(posled�i dan o kome imamo podatke). I-ti scenario istorijske
simulacije pretpostav	a da �e cena akcije sutra biti

vrednost i-tog scenarija= Sn
Si
Si−1

Na osnovu dobijenih scenarija, raqunamo vrednosti portolija za
svaki od �ih. Oni nam generixu gubitke pri svakom scenariju, a kvan-
til reda α �e biti tra�ena ocena vrednosti VaR. Ilustrujmo metodu
na slede�em primeru.

Primer 3. Pretpostavimo da investitor poseduje, 02. septembra
2017.godine, portfolio vredan 10 miliona evra koji se sastoji iz ak-
cija qetiri kompanije: Cisko Sistems (Cysco Systems), Epl (Apple),
Mikron Tehnolo
i (Micron Tehnology) i Ford Motors Kompani (Ford
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Motors Company). Investicije u svaku od akcija posmatranih kom-
panija mo�emo videti u slede�oj tabeli

Kompanija Vrednost portfolija
(u milionima evra)

Cisko Sistems 4
Epl 3

Mikron Tehnolo
i 1
Ford Motors 2

Ukupno 10

Deo podataka koje posmatramo mo�emo videti u slede�oj tabeli

Dan Datum Cisko Epl Mikron Ford
0 09.09.2015. 25.940 110.150 16.959 13.530
1 10.09.2015. 26.260 112.570 17.200 13.730
2 11.09.2015. 26.020 114.209 16.799 13.710
... ... ... ... ... ...
499 31.8.2017 32.210 164.000 31.970 11.030
500 01.09.2017. 32.300 164.050 32.600 11.350

Na osnovu posmatranih podataka odre�ujemo mogu�e scenarije za
danax�i dan (02.09.2017.). Scenario i pretpostav	a da se promena
cene izme�u prvog i drugog septembra teku�e godine ponaxa kao
promena cene izme�u i− 1-og i i-tog dana za 1 ≤ i ≤ 500.
Posmatrajmo cena akcije kompanije Cisko pri scenariju 1.
10.09.2015.godine ona je iznosila 26.260 evra, a 09.09.2015. godine
25.940. Dobijamo da je cena akcije kompanije Cisko pri prvom scenar-
iju

32.300 · 26.260

25.940
= 32.698

Analogno raqunamo vrednost akcija ostalih kompanija, kao i pre-
ostale scenarije. Vrednost portfolija pri prvom scenariju, ako su
cene akcija kompanija 01.09.2017. godine 32.30, 164.05, 32.60, 13.35 re-
dom, je

4 · 32.698

32.30
+ 3 · 167.654

164.05
+

33.061

32.60
+ 2 · 11.518

13.35
= 10.158969

To znaqi da portfolio ima dobitak od 158969 eura pri scenariju 1.
Analogno raqunamo vrednosti pri ostalim scenarijima.
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Scenario Cisko Epl Mikron Ford Vrednost Gubitak
portfolija

1 32.6984 167.6542 33.0613 11.5177 10 158 969.5 -158969.5464
2 32.0048 166.4399 31.8418 11.3334 9 980 979.4 19020.6475
3 31.9028 165.6300 32.4059 11.4079 9983 960.6 16039.3963
... ... ... ... ... ... ...
499 32.5221 164.7028 32.9713 11.4434 10 067 288.1 -67288.1943
500 32.3902 164.1000 33.2424 11.6793 10 089 820.8 -89820.8338

Na slici 2.1 mo�emo uoqiti histogram gubitaka (dobici su pred-
stav	eni kao negativni dobici)2.

Slika 2.1: Histogram gubitaka

Gubitke za 500 scenarija rangiramo i deo rezultata predstav	amo
slede�om tabelom

2Gubitke delimo sa 1000 zbog preglednijeg prikaza
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Scenario Gubitak (u evrima)
200 476648.741
47 360363.1516
89 355038.0566
87 348528,156
96 328073,4809
... ...
119 -352574.117
98 -375872.767

Jednodnevni 99% VaR mo�emo oceniti petim najgorim gubitkom,
a to je scenario broj 96 sa iznosom 328 073 eura.

Odre�iva�e vrednosti VaR narednih dana mo�emo raqunati
primenom istog principa, pri qemu koristimo podatke dobijene
ovom metodom. Naprimer za odre�iva�e vrednosti VaR za datum
03.09.2017. koristi�emo podatke iz proxlosti koje ve� posedujemo,
ali i simulirane podatke za dan 02.09.2017. poxto nemamo stvarne
podatke ovog dana.

U praksi su portfoliji finansijskih institucija znatno komp-
likovaniji od razmatranog. Sastoje se od hi	ada ili desetina hil-
jada vrednosnih papira, kao xto su forvard ugovori, opcije ili drugi
derivati. Tako�e, portfolio se verovatno me�a iz dana u dan. Ako tr-
gova�e banke dovodi do riziqnog porfolija, VaR se pove�ava, ako vodi do
ma�e riziqnog porfolija, VaR se sma�uje. VaR se obraqunava za bilo
koji dan, pod pretpostavkom da �e portfio ostati neprome�en tokom
slede�eg radnog dana.

U radu smo koristili standardne ocene volatilnosti i korelacije,
a o razliqitim naqinima �ihovog oce�iva�a mo�emo proqitati op-
xirnije u [3].

2.3 Upore�iva�e parametarskog i

neparametarskog pristupa

Nakon uvo�e�a parametarskog i neparametarskog pristupa oce�i-
va�a vrednosti VaR postav	a se pita�e da li razliqiti naqini
oce�iva�a VaR-a mogu prouzrokovati identiqnu efikasnu granicu. U
tu svrhu, uporedimo parametarski i neparametarski pristup. [6]
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Kada razmotrimo koji vrednosni papiri �e qiniti portfolio,
potrebno je proraqunati dobiti na osnovu cena vrednosnih papira u
posmatranim vremenskim trenucima. Raspodelu dobiti potrebno je uk-
lopiti u neku od poznatih (eliptiqkih) raspodela. Nakon toga, VaR
portfolija nam je odre�en sa

V aRα = −µp − zασp

gde su µp, zα i σp oqekivana dobit portfolija, standardizovani kvantil
odgovaraju�e raspodele i standardna devijacija portfolija redom.
Nakon parametarskog odre�iva�a VaR-a, oceni�emo ga istorijskom
metodom za iste oqekivane dobiti. Korix�e�em razliqitih udela
vrednosnih papira, dobijamo skup portfolija koji u oba sluqaja qini
efikasnu granicu.

Posmatrali smo portfolio saqi�en od akcija kompanija Cisko Sis-
tems (Cysco Systems) i Epl (Apple) i dobili slede�e rezultate. Plave
taqke prikazaju portfolije dobijene parametarskom metodom, a xarene
one koje su dobijene istorijskom simulacijom.

Slika 2.2: Nivo znaqajnosti α = 0.01
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Slika 2.3: Nivo znaqajnosti α = 0.05

Slika 2.4: Nivo znaqajnosti α = 0.1
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Mo�emo primetiti da razlike izme�u efikasne granice(gor�e
polovine predstav	enih grafika) dobijene parametarskom metodom i
istorijskom simulacijom postaju znaqajnije kako se oqekivana dobit
portfolija sma�uje. Sa druge strane, zanim	ivo je da ove granice
konvergiraju identiqnoj granici kako rastu oqekivana dobit i VaR.
Tako�e, mo�emo zak	uqiti da sa pove�a�em nivoa znaqajnosti, pos-
matrane dve grupe portfolija imaju sliqne performanse. O analizi
podataka van uzorka, mo�emo proqitati vixe u [6], [9] i [12].

Predstav	eni model pretpostav	a savrxeno tr�ixte gde ne postoji
ograniqe�e broja vrednosnih papira u portfoliju, investitori nemaju
naklonost ka nekom vrednosnom papiru i nema razliqitih tipova vred-
nosnih papira u portfoliju. Sva navedena ograniqe�a se qesto sre�u
u praksi. Model mo�emo proxiriti postav	a�em brojnih ograniqe�a,
koja sre�emo u svakodnevnom �ivotu, kako bi dobijeni rezultati bo	e
odra�avali praktiqnu optimizaciju portfolija. Vixe o tipovima
ograniqe�a i �ihovom predstav	a�u mo�emo proqitati u [10].
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Poglav	e 3

Optimalan portfolio

Kao u MV modelu, i u MVAR modelu postoje razliqiti optimalni port-
foliji. Pomenu�emo neke od �ih. Investitor mo�e naprimer investi-
rati u portfolio koji minimizuje VaR ili u tangentni portfolio koji
maksimizuje koliqnik m

V aR
, gde m predstav	a oqekivane dobiti. Tako�e

mo�emo govoriti i o optimalnom Telserovom portfoliju koji za zadatu
vrednost VaR-a maksimizuje oqekivanu dobit. Razmotrimo sada svaki
od navedenih portfolija. [4]

3.1 Portfolio koji minimizuje VaR

Podsetimo se formule za V aRα

V aRα = −µp − zα
√

1

d
(cµ2

p − 2bC0µp + aC2
0)

Sada �elimo da minimizujemo VaR. To mo�emo uqiniti izjednaqavan-
jem prvog izvoda ove funkcije po prome�ivoj µp sa nulom. Sliqno kao
u prethodnim poglav	ima, mo�e se pokazati da je dobijena taqka zaista
taqka minimuma.

dV arα
dµp

= −1− zα(cµp − bC0)

d

√
1

d
(cµ2

p − 2bC0µp + aC2
0)

= 0

zα(cµp − bC0)

d

√
1

d
(cµ2

p − 2bC0µp + aC2
0)

= −1
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zα(bC0 − cµp) = d

√
1

d
(cµ2

p − 2bC0µp + aC2
0)

z2
α(c2µ2

p − 2bC0cµp + b2C2
0)

d2
=

1

d
(cµ2

p − 2bC0µp + aC2
0)

z2
αc

2µ2
p − 2bC0cµpz

2
α + z2

αb
2C2

0 = dcµ2
p − 2bC0dµp + adC2

0

µ2
p(z

2
αc

2 − dc) + µp(2bC0d− 2bcC0z
2
α) + z2

αb
2C2

0 − adC2
0 = 0

µp =
2bC0(cz2α−d)±

√
(1)

2(z2αc
2−dc)

Izraqunajmo izraz (1):

(1) = 4b2C2
0d

2 + 4b2c2C2
0z

4
α − 8b2C2

0cdz
2
α − 4z4

αc
2b2C2

0 + 4adC2
0c

2z2
α + 4cdz2

αb
2C2

0

− 4ad2cC2
0

= 4d2C2
0(b2 − ac) + 4adC2

0c
2z2
α − 4b2C2

0cdz
2
α

= −4d3C2
0 + 4C2

0z
2
αcd(ac− b2)

= −4d3C2
0 + 4C2

0z
2
αcd

2.

Koristili smo da je d = ac− b2. Sada dobijamo

µp =
bC0(cz2

α − d) + C0d
√
z2
αc− d

z2
αc

2 − dc

=
bC0(cz2

α − d)

c(z2
αc− d)

+
C0d

√
z2
αc− d

c(z2
αc− d)

= (
b

c
+

d

c
√
z2
αc− d)

)C0

µmvr = (
b

c
+

d

c
√
z2
αc− d)

)C0 .

Raqunamo odgovaraju�u vrednost za VaR

V aRmvr = −µmvr − zα

√
1

d
(cµ2

mvr − 2bC0µmvr + aC2
0)

= −b
c
C0 −

dC0

c
√
z2
αc− d

− zα
√

(2),

µ2
mvr =

b2C2
0

c2
+

d2C2
0

c2(z2αc−d)
+ 2

bdC2
0

c2
√
z2αc−d
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pri qemu je

(2) =
1

d
(
b2C2

0

c
+

d2C2
0

c(z2
αc− d)

+ 2
bdC2

0

c
√
z2
αc− d

− 2bC2
0(
b

c
+

d

c
√
z2
αc− d

) + aC2
0)

=
1

d
(−b

2C2
0

c
+

d2C2
0

c(z2
αc− d)

+ aC2
0)

=
1

d

−b2C2
0z

2
αc+ b2dC2

0 + ac2C2
0z

2
α − acdC2

0 + d2C2
0

c(z2
αc− d)

=
1

d

z2
αC

2
0c(ac− b2) + dC2

0(b2 − ac) + d2C2
0

c(z2
αc− d)

=
1

d

z2
αC

2
0cd− d2C2

0 + d2C2
0

c(z2
αc− d)

=
z2
αC

2
0

z2
αc− d

.

V aRmvr = − b
c
C0 − dC0

c
√
z2αc−d

+ zα
zαC0√
z2αc−d

= − b
c
C0 − dC0−z2αcC0

c
√
z2αc−d

= − b
c
C0 + C0(z2αc−d)

c
√
z2αc−d

.

Dakle, dobili smo da je

V aRmvr = C0(−b
c

+ +

√
z2
αc− d
c

)

kao i

σmvr = − zαC0√
z2
αc− d

.
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Dobijeni portfolio predstav	en je na slici 3.1 taqkom �ute boje
koja se nalazi na efikasnoj granici portfolija. Primetimo da on za-
ista minimizuje vrednost VaR.

Slika 3.1: Minimum VaR portfolio

3.2 Tangentni VaR portfolio

Tangentni VaR portfolio je preseqna taqka linije koja prolazi kroz
koordinatni poqetak, a tangenta je na efikasnu granicu i same efikasne
granice. On predstav	a portfolio sa maksimalnim koliqnikom m

V aR
,

gde m predstav	a oqekivane dobiti.
Kod ovog portfolija nagib tangentne linije mora biti jednak nagibu
efikasne granice, pa na taj naqin dobijamo

4V aRtvr

4µtvr
=
dV aRα

dµp

∣∣∣
µp=µtvr

−µtvr − zα
√

1

d
(cµ2

tvr − 2bC0µtvr + aC2
0)− 0

µtvr − 0
= −1− zα(cµp − bC0)

d

√
1

d
(cµ2

p − 2bC0µp + aC2
0)

∣∣∣
µp=µtvr

34



POGLAV�E 3. OPTIMALAN PORTFOLIO

−µtvrd
√

1

d
(cµ2

tvr − 2bC0µtvr + aC2
0)− zαd

1

d
(cµ2

tvr − 2bC0µtvr + aC2
0)

= −µtvrd
√

1

d
(cµ2

tvr − 2bC0µtvr + aC2
0)− µtvrzα(cµtvr − bC0)

zα(cµ2
tvr − 2bC0µtvr + aC2

0) = µ2
tvrczα − bC0zαµtvr

bC0zαµtvr − aC2
0zα = 0

µtvr =
aC2

0zα
bC0zα

=
aC0

b
Primetimo da dobijamo isti rezultat kao za tangentni portfolio u MV
modelu, xto je jedna zanim	iva qi�enica.
Dobijeni rezultat ima smisla na osnovu slede�eg

max µp
V aRα

= max µp
−µp−zασp = min−µp−zασp

µp
= min−zασp

µp
= maxµp

σp
.

Odgovaraju�a vrednost za VaR je

V aRtg = −µtg − zασtg

= −aC0

b
− zα

√
1

d
(c
a2C2

0

b2
− 2bC0

aC0

b
+ aC2

0)

= −aC0

b
− zα

√
a2C2

0c

db2
− 2abC2

0

bd
+
aC2

0

d
)

= −aC0

b
− zα

√
a2C2

0c− 2ab2C2
0 + ab2C2

0

db2

= −aC0

b
− zα

√
a2C2

0c− ab2C2
0

db2

= −aC0

b
− zα

√
aC2

0(ac− b2)

db2

= −aC0

b
− zα

√
aC2

0d

db2

= −aC0

b
− zαC0

√
a

b2

= −C0(
a

b
+ zα

√
a

b
)

= −C0
1

b
(a+ zα

√
a).
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V aRtg = −C0

√
a

b
(
√
a+ zα)

σtg =

√
a

b
C0

Na slede�oj slici mo�emo videti kako izgleda pomenuti portfolio

Slika 3.2: Tangentni VaR portfolio

Udeli tangentnog portfolija θtg ostaju isti kao u MV modelu.
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3.3 Telserov portfolio

Telserov portfolio je portfolio koji maksimizuje oqekivanu dobit
ukoliko zadamo ograniqe�e za VaR. Mo�emo ga predstaviti na slede�i
naqin

max{µp|V aRα ≤ V aRc, 1
T
θ = C0, µp = µT θ}

gde je V aRc maksimalna vrednost koju VaR mo�e uzeti.
Ukoliko pretpostavimo da su dobiti eliptiqki raspode	ene, prvi uslov
postaje

V aRα ≤ V aRc ⇔ V aRc ≥ −µp − zασp
⇔ µp ≥ −V aRc − zασp

Telserov portfolio sada mo�emo predstaviti kao

max{µp|µp ≥ −V aRc − zασp, 1
T
θ = C0, µp = µT θ, σ2

p = θTΣθ}

Slika 3.3: Optimalan Telserov portfolio

Optimalni portfolio le�i u oblasti A, pri qemu ga mo�emo na�i mak-
simizira�em oqekivane dobit i to je taqka opt. Grafik prikazuje zaxto
je zgodnije raditi sa MVAR modelom umesto sa MV. Tada ograniqe�e
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za VaR postaje vertikalna linija, a mnogo je lakxe raditi u tom
sluqaju. Optimalnu taqku raqunamo tako xto postavimo ograniqe�e
da je V aRα = V aRc, xto daje slede�e rezultate.

V aRc = −µp − zα

√
1

d
(cµ2

p − 2bC0µp + aC2
0),

µp + V aRc = −zα

√
1

d
(cµ2

p − 2bC0µp + aC2
0).

Kvadrira�em prethodnog izraza dobijamo

µ2
p + V aR2

c + 2µpV aRc

z2
α

=
1

d
(cµ2

p − 2bC0µp + aC2
0).

Odatle sledi da je

dµ2
p + dV aR2

c + 2dµpV aRc = z2
αcµ

2
p − 2bC0µpz

2
α + z2

αaC
2
0 .

Rexava�em kvadratne jednaqine

(d− z2
αc)µ

2
p + (2dV aRc + 2bC0z

2
α)µp + dV aR2

c − z2
αaC

2
0 = 0

dobijamo

µp =
−2dV aRc − 2bC0z

2
α ±

√
(3)

2d− 2z2
αc

Raqunamo vrednost izraza (3):

(3) =4d2V aR2
c + 4b2C2

0z
4
α + 8dbC0V aRcz

2
α − 4d2V aR2

c + 4dz2
αaC

2
0

+4z2
αcdV aR

2
c − 4z4

αacC
2
0

=4C2
0z

4
α(b2 − ac) + 4dz2

αaC
2
0 + 8dbC0V aRcz

2
α + 4z2

αcdV aR
2
c

=4C2
0z

2
αd(a− z2

α) + 8dbC0V aRcz
2
α + 4z2

αcdV aR
2
c ,

i dobijamo da je

µp =
−dV aRc − bC0z

2
α − zα

√
d(C2

0(a− z2
α) + 2bC0V aRc + cV aR2

c)

d− z2
αc

µopt =
dV aRc + bC0z

2
α + zα

√
d(C2

0(a− z2
α) + 2bC0V aRc + cV aR2

c)

z2
αc− d

.
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Sada je

σopt =
−V aRc − µopt

zα

=
−V aRc −

dV aRc+bC0z2α+zα
√
d(C2

0 (a−z2α)+2bC0V aRc+cV aR2
c)

z2αc−d

zα

=
−V aRcz

2
αc+ dV aRc − dV aRc − bC0z

2
α + zα

√
d(C2

0(a− z2
α) + 2bC0V aRc + cV aR2

c)

zα(z2
αc− d)

.

Sre�iva�em prethodnog izraza dobijamo da je standardno odstupa�e
optimalnog portfolija

σopt =
V aRczαc+ bC0zα −

√
d(C2

0(a− z2
α) + 2bC0V aRc + cV aR2

c)

d− z2
αc

.

Udele θopt mo�emo na�i koriste�i qi�enicu da optimalni portfolio
le�i na efikasnoj granici, pa kao i u sluqaju Markovicevog port-
folija, imamo

θopt =
1

d
Σ−1((cµ− b1)µopt + (a1− bµ)C0) .

Primer 4. Kao i u prethodnim primerima, posmatra�emo akcije qe-
tiri kompanije: Cisko Sistems (Cysco Systems), Epl (Apple), Mikron
Tehnolo
i (Micron Technology) i Ford Motors Kompani (Ford Motors
Company). Podaci koje posedujemo su cene akcija na kraju navedenog
dana.
Potrebno je da uklopimo dobiti akcija ovih kompanija u neku od elip-
tiqkih raspodela.
Pri uklapa�u podataka u normalnu raspodelu, dobijamo slede�e

39



POGLAV�E 3. OPTIMALAN PORTFOLIO

Pokuxa�emo sada podatke da uklopimo u logistiqku raspodelu. Tom
prilikom dobijamo
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Na kraju pokuxajmo da uklopimo raspodelu dobiti u Studentovu t-
raspodelu
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Uzimaju�i u obzir testove normalnosti i predstav	ene grafike, opre-
delili smo se za logistiqku raspodelu. Dakle, pri kreira�u optimal-
nih portfolija, pretpostav	a�emo logistiqku raspodelu dobiti. Sve
slike koje su ranije predstav	ane, realistiqno su prikazane na osnovu
pretpostavke o logistiqkoj raspodeli dobiti i podataka koje pose-
dujemo. Na kraju rada, nalaze se kodovi koji razjax�avaju korix�eni
postupak. Napomenimo da je na slikama prikazano uklapa�e akcije
kompanije Ford Motors Kompani u pomenute raspodele, ali dobijamo
iste rezultate i posmatra�em akcija ostalih kompanije, te je na os-
novu toga i izabrana logistiqka raspodela kao raspodela koja najbo	e
aproksimira raspodelu dobiti.
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Na slede�oj slici prikazali smo optimalne portfolije koji se sas-
toje iz dva vrednosna papira dobijene parametarskom i neparametarskom
metodom, pri nivou znaqajnosti α = 0.05.

Slika 3.4: Nivo znaqajnosti α = 0.05

Optimalne portfolije u neparametarskom metodu odre�ujemo na isti
naqin kao u parametarskom. Minimum VaR portfolio je onaj koji min-
imizira VaR, tangentni onaj koji ima maksimalnu vrednost m

V aR
, gde m

predstav	a oqekivane dobiti, a Telserov onaj koji za zadato ograniqe�e
za vrednost VaR daje maksimalnu oqekivanu dobit.
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Poglav	e 4

Dekompozicija VaR
vrednosti portfolija

Umesto posmatra�a vrednosti VaR portfolija, u nekim sluqaje-
vima je bo	e ispitati doprinos pojedinaqnih komponenti portfolija
na ukupnu vrednost VaR-a. Na taj naqin dobijamo udeo pojedinaqnih
vrednosti VaR u odnosu na ukupnu vrednost, kao i promenu vrednosti
VaR-a pri dodava�u novog vrednosnog papira u portfolio. [1]

4.1 Marginalni VaR

Kada nam je dat ukupni VaR portfolija kao broj, nedostaje nam infor-
macija kako mo�emo me�ati udele vrednosnih papira u portfoliju, a
da VaR portfolija bude xto ma�i. Da bismo pristupili toj info-
maciji, potrebno je da znamo koliko svaki pojedinaqni vrednosni papir
doprinosi ukupnoj vrednosti VaR portfolija. Marginalni(marginal)
VaR meri koliko se VaR portfolija me�a pri dodava�u nove koliqine
novca posmatranom vrednosnom papiru. Definixemo ga kao

MV aRi = ∂(V aR)
∂Θi

gde je Θi iznos u dolarima koji investiramo u i- ti vrednosni papir
(Θi = θiΘ).
Marginalni udeo vrednosnog papira i u odnosu na disperziju port-
folija, pri dodatnom ulaga�u od jedne jedinice (1 evro, 1 dolar,...)
u pomenuti vrednosni papir, se meri diferencira�em disperzije port-
folija u odnosu na udeo vrednosnog papira i. Ukoliko je disperzija
portfolija

44



POGLAV�E 4. DEKOMPOZICIJA VAR VREDNOSTI

PORTFOLIJA

σ2 =
∑N

i=1

∑N
j=1 θiθjσij =



θ2
1σ

2
11 + θ1w2σ12 + θ1θ3σ13 + ...+ θ1θNσ1N

+θ2θ1σ21 + θ2
2σ2 + θ2θ3σ23 + ...+ θ2θNσ2N

...
+θiθ1σi1 + θiθ2σi2 + ...+ θ2

i σi + ...+ θiθNσiN
...

+θNθ1σN1 + θNθ2σN2 + θNθ3σN3 + ...+ θ2
NσN


tada je tra�eni izvod

∂σ2
p

θi
= θ1σ1i + θ2σ2i + ...+ θ1σi1 + +θ2σi2 + θ3σi3 + ...+ θNσiN + ...+ θNσNi

= 2θ1σ1i + 2θ2σ2i + ...+ 2θNσNi

= 2θiσ
2
i + 2

N∑
i=1,i 6=j

θjσij = 2
N∑
j=1

θjσij = 2σip (6.1)

gde je σip kovarijacija dobiti izme�u portfolija i vrednosnog papira

i. Kako je
∂σ2
p

θi
= 2σp

∂σp
θi
, navedena jednakost (6.1) se svodi na

∂σp
θi

=
σip
σp

Odavde vidimo da je marginalni VaR vrednosnog papira i pri dodatnom
ulogu od 1 evra u taj vrednosni papir upravo

MV aRi =
∂(zασpΘ)

∂(θiΘ)

= zα(
σip
σp

)

Ukoliko je posmatrani portfolio tr�ixni, dobijamo slede�u vezu
izme�u MVaR-a i VaR-a portfolija

MV aRi = zαβiσp = V aRp
βi
Θ

(4.1)

Kada investirori �ele da sma�e VaR portfolija, ideja je da sma�uju
udeo onog vrednosnog papira u portfoliju koji ima veliku vrednost
MVaR, zato xto ova komponenta dovodi do velikog rizika. Vrednost
MVaR se koristi za identifikova�e najbo	eg kandidata koji nam mo�e
pomo�i pri sma�e�u rizika.
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4.2 Dodatni V aR

Dodatni(incremental) VaR meri promenu u VaR-u portfolija pri
dodava�u novog vrednosnog papira. On meri potencijalni uticaj novog
vrednosnog papira na VaR portfolija. On se razlikuje od MVaR-a u
tome xto MVaR meri kakav uticaj na VaR ima dodava�e 1 dolara nekom
vrednosnom papiru, dok IVaR meri kakav uticaj na VaR ima dodava�e
novog vrednosnog papira u portfolio. Tako�e, ukoliko dodajemo ili
oduzimamo postoje�im vrednosnim papirima ve�u koliqinu novca,
ponovo govorimo o IVaR-u. Neka imamo portfolio koji se sastoji od 100
vrednosnih papira. Investitor razmatra da promeni 3 akcije odjednom,
tako xto �e dodatno ulo�iti u �ih 100, 150 i 80 dolara redom. �ega
�e interesovati kako �e to uticati na vrednost VaR-a. U ovom sluqaju
je u pita�u IVaR. Ukoliko, me�utim, investitora interesuje koliko �e
se VaR promeniti ukoliko dodamo 1 euro nekom vrednosnom papiru, u
tom sluqaju govorimo od MVaR-u.

Kako bismo odredili vrednost IVaR-a potrebno je izraqunati VaR
pre i posle promene i �ihova razlika je upravo IVaR. Neka je a vektor
koji predstav	a promene u portfoliju. Tada IVaR definixemo kao

IV aRa = V aRp+a − V aRp

gde je V aRp+a vrednost pri riziku portfolija nakon promene. Jorion
(2001) je pokazao da je IV aR aproksimativno jednak

IV aRa ≈
L∑
i=1

MV aRi · ai (4.2)

gde je L broj vrednosnih papira kod kojih dolazi do promene, a ai
promenu iznosa koji se ula�e u i-ti vrednosni papir. Ukoliko je
vrednost ai velika, mogu�e je da navedena aproksimacija ne daje dobre
rezultate.

4.3 Pojedinaqni V aR

Pojedinaqni(component) V aR predstav	a razlo�eni deo V aR-a
koji dobijemo ukoliko uk	uqimo samo jedan vrednosni papir u portfo-
lio. Suma svih PV aR-ova predstav	a bax V aR. Stoga, PV aR meri do-
prinos pojedinaqnog vrednosnog papira ukupnoj vrednosti V aR. PV aR
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meri koliko �e se V aR promeniti ukoliko odstranimo neki vrednosni
papir iz portfolija. Kako je

V aRp =
N∑
i=1

PV aRi

na osnovu (4.1) imamo

V aRp =
N∑
i=1

θi(βiV aRp)

=
N∑
i=1

θi[Θ ·MV aRi]

=
N∑
i=1

Θi ·MV aRi

gde Θi = θiΘ predstav	a koliqinu novca ulo�enu u i-ti vrednosni pa-
pir. Tada je PV aRi

PV aRi = θiβiV aRp ili PV aRi = Θi ·MV aRi

Sada MV aRi mo�emo raqunati i kao

MV aRi =
PV aRi

Θi

. (4.3)

Primer 5. Prika�imo kako navedene vrste VaR-a utiqu na port-
folio koji sadr�i akcije dve kompanije: Cysco i Apple. U slede�oj
tabeli prikazani su podaci o portfoliju

Cysco Apple Portfolio

St. devijacija 0.0126 0.0137 0.0095

Ulo�en novac

(u milionima evra) 4 3 7

Te�ine ulo�enog novca 0.43 0.57 1.00

VaR 117603.2458 95990.0472 22192.0838

Korelacioja izme�u ova dva vrednosna papira je 0,386478732, xto je
izraqunato u R-u. Da bismo dobili vrednosti pojedinaqnih VaR-ova,
potrebno je da odredimo vrednosti βi. Kako je σip =

∑N
j=1 ωjσij, dobi-

jamo

β1 =
σ1p

σ2
p

=

∑2
j=1 ωjσ1j

σ2
p

= 0, 7548
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Na isti naqin dobijamo i vrednost β2 = 1, 1850.
Na osnovu (4.3) dobijamo vrednosti PVaR
PV aR1 = ω1β1V aRp = 0.43 · 0.7548 · 22192.0838 = 7202.7700
PV aR2 = ω2β2V aRp = 0.57 · 1.1850 · 22192.0838 = 14989.3138
V aRp 22192.0838
Koliko iznose marginalni VaR-ovi svakog vrednosnog papira?
Na osnovu jednaqine (4.3), marginalne VaR vrednosti kompanija Cysco
i Apple su:

MV aR1 = 7202.7700
4000000

= 0.001800693
MV aR2 = 14989.3138

3000000
= 0.004996438

Dobijeni rezultati nam ukazuju na to koliko se pove�ava VaR port-
folija ukoliko ulo�imo 1 evro u dati vrednosni papir. Ukoliko
je ulaga�e u vrednosni papir kompanije Cysco, VaR portfolija �e se
pove�ati za 0,001800693 eura, a ukoliko je pak ulaga�e u vrednosni pa-
pir kompanije Apple, VaR �e se pove�ati za 0,004996438 evra. Na osnovu
ovih informacija, vidimo da vixe utiqemo na vrednost VaR ukoliko
sma�imo ulaga�a u drugi vrednosni papir, nego u prvi.
Ukoliko ulo�imo dodatnih 50 000 evra u prvi vrednosni papir, a sa
druge strane sma�imo ulaga�a u drugi vrednosni papir za istu koliq-
inu novca, govorimo o dodatnom VaR-u.
Iz jednaqine (4.2), tra�ena vrednost je aproksimativno jednaka

IV aR(a) ≈ 0.001800693 · 50000 + 0.004996438 · (−50000) = −159.7655

Ukoliko se ulaga�a u vrednosne papire promene na navedeni naqin, VaR
vrednost portfolija �e opasti za -159.7655 evra. Primetimo da uko-
liko ulo�imo obrnuto, sma�imo ulaga�a u prvi vrednosni papir za
50000, a pove�amo ulaga�a u drugi tako�e za 50000 evra, vrednost VaR
�e se pove�ati za navedenu vrednost.
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Kodovi

Uklapa�e u odgovaraju�u raspodelu

3

4

5 attach ( dob i t i )
6 l i b r a r y ( f i t d i s t r p l u s )
7 r1<−(Dobit .C−mean( Dobit .C) ) / sd ( Dobit .C)
8 r2<−(Dobit .A−mean( Dobit .A) ) / sd ( Dobit .A)
9 r3<−(Dobit .M−mean( Dobit .M) ) / sd ( Dobit .M)
10 r4<−(Dobit .F−mean( Dobit .F) ) / sd ( Dobit .F)
11

12 f i t . l o g i s<− f i t d i s t ( r4 , ’ l o g i s ’ )
13 p lo t ( f i t . l o g i s , breaks = 30)
14 f i t . norm<− f i t d i s t ( r4 , ’norm ’ )
15 p lo t ( f i t . norm , breaks = 30)
16 stud<−r t (500 , df=6)
17 qqplot ( stud , r4 , xlab = ” Teo r i j s k i k v a n t i l i ” , y lab=” m p i r i j s k i

k v a n t i l i ” )
18 ab l i n e (0 , 1 )
19 h i s t ( r4 , f r e q = FALSE, xlab=”Podaci ” ,main=”Histogram” )
20 l i n e s ( dens i ty ( t e s t ) , c o l=’ red ’ )
21 >shap i ro . t e s t ( Dobit .F)
22 Shapiro−Wilk normal i ty t e s t
23

24 data : Dobit .F
25 W = 0.9582 , p−value = 1.043 e−10
26 >j a rque . bera . t e s t ( Dobit .F)
27 Jarque Bera Test
28

29 data : Dobit .F
30 X−squared = 217 .2941 , df = 2 , p−value < 2 .2 e−16

Skup portfolija u mean-variance modelu
32 l i b r a r y ( data . t ab l e )
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33 l i b r a r y ( s c a l e s )
34 l i b r a r y ( ggp lot2 )
35 attach ( dob i t i )
36

37 #dob i t i kompanija Cysco i Apple
38 r x <− mean( Dobit .C)
39 r y <− mean( Dobit .A)
40

41 #kor i s t imo standardnu d e v i j a c i j u kao meru r i z i k a
42 sd x <− sd ( Dobit .C)
43 sd y <− sd ( Dobit .A)
44

45 #kov a r i j a c i j a
46 cov xy <− cov ( Dobit .C, Dobit .A)
47

48 #ude l i p o r t f o l i j a
49 x we ights <− seq ( from = 0 , to = 1 , l ength . out = 1000)
50 two a s s e t s <− data . t ab l e (wx = x weights ,
51 wy = 1 − x we ights )
52

53 #nivo poverenja
54 alpha<−0.05
55 #kvan t i l odgovarajuce ra spode l e
56 k<−q l o g i s ( alpha )
57 #standard i zovan i kvan t i l
58 z<−k∗ s q r t (3 ) / p i
59

60 #ocekivane dob i t i i standardne d e v i j a c i j e za 1000 mogucih
p o r t f o l i j a

61 two a s s e t s [ , ’ := ’ ( r p = wx ∗ r x + wy ∗ r y ,
62 sd p=sq r t (wxˆ2 ∗ sd x ˆ2 +
63 wyˆ2 ∗ sd y ˆ2 +
64 2 ∗ wx ∗ (1 − wx) ∗ cov xy ) ) ]
65

66 ggp lot ( ) +
67 geom point ( data = two asse t s , aes ( x = sd p , y = r p ,
68 c o l o r = wx) ) +
69 geom point ( data = data . t ab l e ( sd = c ( sd x , sd y ) ,
70 mean = c ( r x , r y ) ) ,
71 aes ( x = sd , y = mean) , c o l o r = ” red ” , s i z e = 3 ,
72 shape = 18) +
73 theme bw ( ) + g g t i t l e ( ”Skup p o r t f o l i j a sa
74 dva vrednosna papira ” ) +
75 xlab ( ”Standardna d e v i j a c i j a ” ) + ylab ( ” O e k i v a n e dob i t i ” ) +
76 s c a l e y c on t i nuou s ( l im i t s = c (0 . 0003 ,
77 max( two a s s e t s $ r p ) ∗ 1 . 2 ) ) +
78 s c a l e x c on t i nuou s ( l im i t s = c ( 0 . 0 1 , 0 . 015 ) ) +
79 s c a l e c o l o r g r a d i e n t n ( c o l o r s = c ( ” blue ” , ” red ” , ” orange ” ) )

50



POGLAV�E 5. KODOVI

Skup portfolija u mean-VaR modelu
81 l i b r a r y ( data . t ab l e )
82 l i b r a r y ( s c a l e s )
83 l i b r a r y ( ggp lot2 )
84 attach ( dob i t i )
85

86 #dob i t i kompanija Cysco i Apple
87 r x <− mean( Dobit .C)
88 r y <− mean( Dobit .A)
89

90 #racunamo standardnu d e v i j a c i j u i var
91 sd x <− sd ( Dobit .C)
92 sd y <− sd ( Dobit .A)
93

94 #nivo poverenja
95 alpha<−0.05
96 #kvan t i l odgovarajuce ra spode l e
97 k<−q l o g i s ( alpha )
98 #standard i zovan i kvan t i l
99 z<−k∗ s q r t (3 ) / p i
100

101 #var kor i s t imo kao meru r i z i k a
102 var x=−r x−z∗ sd x
103 var y=−r y−z∗ sd y
104

105 #kova r i j an s e
106 cov xy <− cov ( Dobit .C, Dobit .A)
107

108 #kreiramo ude le p o r t f o l i j a
109 x we ights <− seq (0 , 1 , l ength . out = 1000)
110

111 two a s s e t s <− data . t ab l e (wx = x weights ,
112 wy = 1 − x we ights )
113

114 #racunamo ocek ivane dob i t i i var za 1000 mogucih p o r t f o l i j a
115 two a s s e t s [ , ’ := ’ ( r p = wx ∗ r x + wy ∗ r y ,
116 var p=−(wx ∗ r x + wy ∗ r y )−
117 z ∗( s q r t (wxˆ2 ∗ sd x ˆ2 +
118 wyˆ2 ∗ sd y ˆ2 +
119 2 ∗ wx ∗ (1 − wx) ∗ cov xy ) ) ) ]
120 two a s s e t s
121

122

123 ggp lot ( ) +
124 geom point ( data = two asse t s , aes ( x = var p , y = r p ,
125 c o l o r = wx) ) +
126 geom point ( data = data . t ab l e ( var = c ( var x , var y ) ,
127 mean = c ( r x , r y ) ) ,
128 aes ( x = var , y = mean) , c o l o r = ” red ” ,
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129 s i z e = 3 , shape = 18) +
130

131 theme bw ( ) + g g t i t l e ( ”Skup p o r t f o l i j a
132 sa dva vrednosna papira ” ) +
133 xlab ( ”VaR” ) + ylab ( ” O e k i v a n e dob i t i ” ) +
134 s c a l e y c on t i nuou s ( l im i t s = c (0 . 0003 ,
135 max( two a s s e t s $ r p ) ∗1 . 2 ) ) +
136 s c a l e x c on t i nuou s ( l im i t s = c ( 0 . 0 1 ,
137 max( two as s e t s$va r p ) ∗1 . 2 ) ) +
138 s c a l e c o l o r g r a d i e n t n ( c o l o r s = c ( ” blue ” , ” red ” , ” orange ” ) )

Skup portfolija saqi�enih od tri vrednosna
papira

140 l i b r a r y ( data . t ab l e )
141 l i b r a r y ( s c a l e s )
142 l i b r a r y ( ggp lot2 )
143 attach ( dob i t i )
144

145 #dob i t i kompanija Cysco , Micron i Ford
146 r x <− mean( Dobit .A)
147 r y <− mean( Dobit .M)
148 r z <− mean( Dobit .F)
149

150 #standardne d e v i j a c i j e
151 sd x <− sd ( Dobit .A)
152 sd y <− sd ( Dobit .M)
153 sd z <− sd ( Dobit .F)
154

155 #vrednost p r i r i z i k u
156 var x=−er x−z∗ sd x
157 var y=−er y−z∗ sd y
158 var z=−e r z−z∗ sd z
159

160 #kova r i j an s e
161 cov xy <− cov ( Dobit .A, Dobit .M)
162 cov xz <− cov ( Dobit .A, Dobit .F)
163 cov yz <− cov ( Dobit .M, Dobit .F)
164

165 #ude l i p o r t f o l i j a
166 x we ights <− seq (0 , 1 , l ength . out = 1000)
167

168 t h r e e a s s e t s <− data . t ab l e (wx = rep ( x weights ,
169 each = length ( x we ights ) ) ,
170 wy = rep ( x weights , l ength ( x we ights ) ) )
171 t h r e e a s s e t s [ , wz := 1 − wx − wy ]
172

173 #nivo poverenja
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174 alpha<−0.05
175 #kvan t i l odgovarajuce ra spode l e
176 k<−q l o g i s ( alpha )
177 #standard i zovan i kvan t i l
178 z<−k∗ s q r t (3 ) / p i
179

180 #dob i t i i var za 1000 mogucih p o r t f o l i j a
181 t h r e e a s s e t s [ , ’ := ’ ( r p = wx ∗ r x +
182 wy ∗ r y + wz ∗ r z ,
183 var p = −(wx ∗ r x +
184 wy ∗ r y + wz ∗ r z )
185 −z∗ s q r t (wxˆ2 ∗ sd x ˆ2 +
186 wyˆ2 ∗ sd y ˆ2 +
187 wzˆ2 ∗ sd z ˆ2 +
188 2 ∗ wx ∗ wy ∗ cov xy +
189 2 ∗ wx ∗ wz ∗ cov xz +
190 2 ∗ wy ∗ wz ∗ cov yz ) ) ]
191

192 #izuzimacemo s l u c a j e v e kada imamo negat ivne t e z i n e ( kratka
prodaja )

193 t h r e e a s s e t s <− t h r e e a s s e t s [wx >= 0 & wy >= 0 & wz >= 0 ]
194 t h r e e a s s e t s
195

196 ggp lot ( ) +
197 geom point ( data = th r e e a s s e t s , aes ( x = var p ,
198 y = r p , c o l o r = wx − wz) ) +
199 geom point ( data = data . t ab l e ( var =
200 c ( var x , var y , var z ) , mean = c ( r x , r y , r z ) ) ,
201 aes ( x = var , y = mean) , c o l o r = ”blue ” ,
202 s i z e = 3 , shape = 18) +
203 theme bw ( ) + g g t i t l e ( ”Skup p o r t f o l i j a
204 sa t r i vrednosna papira ” ) +
205 xlab ( ”VaR” ) + ylab ( ” O e k i v a n a dobi t ” ) +
206 s c a l e y c on t i nuou s ( l im i t s = c(−max( t h r e e a s s e t s $ r p ) ,
207 max( t h r e e a s s e t s $ r p ) ∗ 1 . 2 ) ) +
208 s c a l e x c on t i nuou s ( l im i t s = c(−max( t h r e e a s s e t s $ r p ) ,
209 max( t h r e e a s s e t s $ v a r p ) ∗ 1 . 2 ) ) +
210 s c a l e c o l o r g r a d i e n t n ( c o l o r s = c ( ” blue ” , ” red ” , ” orange ” ) ,
211 name = expr e s s i on ( omega [ x ] − omega [ z ] ) , l a b e l s = percent )

Minimum VaR portfolio

212 attach ( dob i t i )
213 l i b r a r y ( data . t ab l e )
214 l i b r a r y ( s c a l e s )
215 l i b r a r y ( ggp lot2 )
216

217 #dob i t i kompanija Cysco i Apple
218 r x <− mean( Dobit .C)
219 r y <− mean( Dobit .A)
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220 mi<−c ( r x , r y )
221 #racunamo standardnu d e v i j a c i j u i var
222 sd x <− sd ( Dobit .C)
223 sd y <− sd ( Dobit .A)
224

225 #nivo poverenja
226 alpha<−0.05
227 #kvan t i l odgovarajuce ra spode l e
228 k<−q l o g i s ( alpha )
229 #standard i zovan i kvan t i l
230 z<−k∗ s q r t (3 ) / p i
231

232 #var kor i s t imo kao meru r i z i k a
233 var x=−r x−z∗ sd x
234 var y=−r y−z∗ sd y
235

236 #kova r i j an s e
237 cov xy <− cov ( Dobit .C, Dobit .A)
238 #matrica sigma
239 covar iance<−matrix ( c ( sd ( Dobit .C) ˆ2 , cov ( Dobit .A, Dobit .C) ,
240 cov ( Dobit .A, Dobit .C) ,
241 sd ( Dobit .A) ˆ2 ) , nco l=2)
242

243 #parametr i a , b , c , d
244 a<−t (mi )%∗%so l v e ( covar iance , d iag (2 ) )%∗%mi
245 b<−t (mi )%∗%so l v e ( covar iance , d iag (2 ) )%∗%c (1 , 1 )
246 c<−c (1 , 1 )%∗%so l v e ( covar iance , d iag (2 ) )%∗%c (1 , 1 )
247 d<−a∗c−b∗b
248

249 #pretpostav l jamo da j e u lagan j e 1 evro
250 #odredjujemo minimum var p o r t f o l i o
251 C0=1
252 mi<−(b/c+d/( c∗ s q r t ( c∗z∗z−d) ) ) ∗C0
253 var<−(−b/c+sq r t ( c∗z∗z−d) /c ) ∗C0
254 theta<−1/as . vec to r ( c∗ s q r t ( c∗z∗z−d) ) ∗
255 s o l v e ( covar iance , d iag (2 ) )%∗%
256 ( ( s q r t ( c∗z∗z−d)−b) ∗c (1 , 1 )+
257 as . vec to r ( c ) ∗mi) ∗C0
258

259 #kreiramo ude le p o r t f o l i j a
260 x we ights <− seq (0 , 1 , l ength . out = 1000)
261

262 two a s s e t s <− data . t ab l e (wx = x weights ,
263 wy = 1 − x we ights )
264

265 #racunamo ocek ivane dob i t i i var za 1000 mogucih p o r t f o l i j a
266 two a s s e t s [ , ’ := ’ ( r p = wx ∗ r x + wy ∗ r y ,
267 var p=−(wx ∗ r x + wy ∗ r y )−
268 z ∗( s q r t (wxˆ2 ∗ sd x ˆ2 +
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269 wyˆ2 ∗ sd y ˆ2 +
270 2 ∗ wx ∗ (1 − wx) ∗ cov xy ) ) ) ]
271 two a s s e t s
272 ggp lot ( ) +
273 geom point ( data = two asse t s ,
274 aes ( x = var p , y = r p , c o l o r = wx) ) +
275 geom point ( data = two asse t s ,
276 aes ( x = var , y = mi , c o l o r = wx) ) +
277 geom point ( data = data . t ab l e ( var =
278 c ( var x , var y ) , mean = c ( r x , r y ) ) ,
279 aes ( x = var , y = mean) ,
280 c o l o r = ” red ” , s i z e = 3 , shape = 18) +
281

282 theme bw ( ) + g g t i t l e ( ”Skup p o r t f o l i j a
283 sa dva vrednosna papira ” ) +
284 xlab ( ”VaR” ) + ylab ( ” O e k i v a n e dob i t i ” ) +
285 s c a l e y c on t i nuou s ( l im i t s = c (0 . 0003 ,
286 max( two a s s e t s $ r p ) ∗1 . 2 ) ) +
287 s c a l e x c on t i nuou s ( l im i t s = c ( 0 . 0 1 ,
288 max( two as s e t s$va r p ) ∗1 . 2 ) ) +
289 s c a l e c o l o r g r a d i e n t n ( c o l o r s = c ( ” blue ” , ” red ” , ” orange ” ) )

Za predstav	a�e tangentnog VaR i Telserovog portfolija samo je
potrebno promeniti taqke na efikasnoj granici koje predstav	aju
dobijene portfolije, te �emo samo navesti formile pomo�u kojih ih
raqunamo. Na grafik ih dodajemo primenom funkcije geom point,
analogno prethodnom primeru.

Tangentni VaR portfolio

293 mi t<−a/b
294 VaR<−−s q r t ( a ) /b∗( s q r t ( a )+z )
295

Telserov VaR portfolio

296 #postavl jamo og ran i c en j e za VaR
297 VaR<−0.0185
298 mi t<−(b∗z∗z∗C0+d∗VaR−z∗
299 s q r t (d ∗ ( ( a−z∗z ) ∗C0∗C0+
300 2∗b∗VaR∗C0+c∗VaR∗VaR) ) ) /
301 as . numeric ( c∗z∗z−d)
302 the ta t<−s o l v e ( covar iance , d iag (4 ) )%∗%
303 ( as . vec to r ( c∗mi−b∗c ( 1 , 1 , 1 , 1 ) ) ∗
304 mi t+(a∗c ( 1 , 1 , 1 , 1 )−
305 b∗mi) ∗C0) / as . numeric (d)
306

Primer 1

307 apple<−Dobit .A
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308 investment<−3000000
309 std<−sd ( apple )
310 k a l f a<−q l o g i s ( 0 . 0 1 )
311 var<−−k a l f a ∗ s q r t (3 ) / p i ∗ std ∗ investment

Primer 2

312 attach ( dob i t i )
313 cysco<−Dobit .C
314 apple<−Dobit .A
315 micron<−Dobit .M
316 ford<−Dobit .F
317 #Standardne d e v i j a c i j e
318 sd ( cysco )
319 sd ( apple )
320 sd ( micron )
321 sd ( fo rd )
322 #Matrica k o r e l a c i j a
323 cor ( d ob i t i )
324 #Matrica k o v a r i j a c i j a
325 cov ( dob i t i )
326 #vektor udela
327 omega<−c ( 0 . 4 , 0 . 3 , 0 . 1 , 0 . 2 )
328 #standardna d e v i j a c i j a
329 sigma<−s q r t ( t ( omega )%∗%cov ( dob i t i )%∗%omega )
330 k a l f a<−q l o g i s ( 0 . 0 1 )
331 var<−−k a l f a ∗ s q r t (3 ) / p i ∗ sigma ∗10000000

Primer 3

332

333 attach ( cene )
334 pr i ce<−matrix ( c (Cene$Cysco , Cene$Apple ,+
335 cene5$Micron , cene5$Ford ) , nco l=4)
336 s cenar io<−matrix ( rep (0 ,4∗ l ength (Cene$Cysco ) ) , nco l=4)
337 value p<−rep (0 , l ength (Cene$Cysco ) )
338 l o s s<−rep (0 , l ength (Cene$Cysco ) )
339 f o r ( i in 1 : 4) {
340 f o r ( j in 1 : ( l ength (Cene$Cysco )−1) ) {
341 s c ena r i o [ j , i ]<−p r i c e [ l ength (Cene$Cysco ) , i ]
342 ∗( p r i c e [ j +1, i ] / p r i c e [ j , i ] )
343 }}
344 s c ena r i o
345 value p<−4∗s c ena r i o [ , 1 ] /
346 p r i c e [ l ength (Cene$Cysco ) ,1]+
347 3∗ s c ena r i o [ , 2 ] / p r i c e [ l ength (Cene$Cysco ) ,2]+
348 s c ena r i o [ , 3 ] / p r i c e [ l ength (Cene$Cysco ) ,3]+
349 2∗ s c ena r i o [ , 4 ] / p r i c e [ l ength (Cene$Cysco ) , 4 ]
350 l o s s <−10000000−va lue p ∗1000000
351 var<−s o r t ( l o s s ) [ l ength ( l o s s )−5]
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Zak	uqak

U ovom radu prikazan je model zasnovan na vrednosti pri riziku
kao meri rizika. Opisali smo izgled efikasne granice ovog modela,
uporedili ga sa Markovicevim modelom zasnovanim na disperziji i
opisali zaxto je model koji mi posmatramo pogodniji.

Pristupili smo parametarskom i neparametarskom odre�iva�u
VaR-a. Ove metode mogu biti izuzetno znaqajne vlasnicima port-
folija, koji �ele da imaju informaciju koji je maksimalan gubitak
koji oni mogu ostvariti za zadati nivo povere�a. Nakon toga, �eleli
smo da uporedimo parametarski i neparametarski pristup i doxli smo
do zak	uqka da se efikasne granice sve vixe razlikuju sa sma�e�em
oqekivane dobiti portfolija, a da sa pove�a�em nivoa znaqajnosti,
oqekivane dobiti i VaR-a one postaju sve sliqnije.

Nakon toga, prexli smo na zadatak optimizacije portfolija.
Prikazana su tri mogu�a naqina:

- minimizira�e vrednosti pri riziku(minimum VaR portfolio);

- maksimizira�e vrednosti mean
V aR

(tangentni portfolio);

- maksimizira�e oqekivane dobiti pri zadatom ograniqe�u za VaR.

Na kraju smo prikazali nekoliko mera senzitivnosti vrednosti VaR
koje su se pokazale izuzetno znaqajne pri formira�u portfolija sa
xto ma�om vrednox�u VaR.
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Tokom obra�iva�a tema koje su prisutne u ovom radu, doxli smo do
jox nekih zanim	ivih ideja. Osim neparametarske ocene VaR-a pomo�u
istorijskih simulacija, mogli bi prona�i druge neparametarske ocene
VaR-a koje bi ga bo	e opisivale. Jedna od ideja bi mogla biti ocena
VaR-a korix�e�em jezgara.

Sa druge strane, jednostavna optimizacija portfolija zasnovana na
parametarskom modelu, koju smo vrxili u ovom radu se znatno komp-
likuje ukoliko vrednost VaR neparametarski ocenimo. U tom sluqaju
potrebno je izuqiti generiqke algoritme koji nam mogu pomo�i u rexa-
va�u ovog problema.
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