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I'maBa 1

YBOa

OcHoBHEU TPOOJIEM CATUCTUKE je KaKO HANPABUTH MOJEJ HAa OCHOBY [a-
TOT Y30PKa TaKO Ja ce, uMajyhu y Buy Taj MOJE/, MOYXKEe HACTABUTH JIa/ba
AaHAIM3a W CTATUCTHIKO HW3BODEme 3aK/byduaka. JejgaH 07 OCHOBHUX MOjMOBA
CTATUCTHUKe je TycTuHa pacnozene. [Ipobiem MomeroBama MOXKe ce OTHOCHTH
Ha ofpehuBame T'yCTHHE paclofese W3 Koje /T0Ja3u y30pakK, MTO je H TeMa
oBor paja. llapamerapcku mpucTym oBoM mpobeMy je MpeTIoCTaB/hambe J1a
je Hemo3HaTa IycTHHA W3 HEKe mapamerapcke gamuiuje pacmnogena. Jlakie,
00JIMK TyCTHHE je TIO3HAT, a HelTO3HATe TTapaMeTpe MOYKEeMO OIMEHUTH HEKOM OJf
MO3HATUX METO/1a, Ha TIPUMEP MeTOI0M MaKCHMaJIHe BepogocTojHocTtu. Mana
mapaMeTapcKor MPHUCTYTa je MITO ce MOXKe JIeCUTH Ja He MOXKeMO /1a Hahemo
onrosapajyhy dbamuiujy pacnomena kojoj 6u yzopax oarosapao. Ilupcon [10]
je jom 1895. rogune jedunucao Xucrorpam, Koju je J0 JaHac 0cTao jejaH
0J1 HAJNOIYJapHUjUX HAYMHA T'padUIKOr NIpUKa3uBama Iojgaraka. Fberosa
3HAYAJHOCT JIEZKW Y TOME ITIITO HAM OH 3alpPaBO TOBOPU O OOJIMKY HEMO3HATE
TYCTHHE pacrofese obenerkja. 3aTo MOYXKeMO pelill Ja je XUCTOTpaM HajcTa-
PUjU METOJ HeNapaMeTapCKOT ONEHUBAa I'YCTHHE U FHeroBa KOPHCHOCT je
HecmopHa. YKpaTko hemo jJeduHMCATH XUCTOTPAM W OMUCATH HEroBe HeJIo-
cTaTKe, paJii MOTUBAIUje yBOhema JIPYIruX OleHa I'yCTHHE.

1.1 Xwucrorpam m yoHIIITE€HA

3a OCHOBHM THII XHCTOIpaMa HOTPEOHO je 3aaTu MOYeTHY TadKy Xg
n mupuHy uaTepBaja h. Peaany ocy JgeqmMo Ha WHTepBaje O00JUKA
[xg + mh,zo + (m + 1)h), m € Z, a ca n,, o3HaqMM0 6pOj eeMeHara y30pKa
KOjU MPpHUIAJajy CBAKOM OJ MHTepBaJa. XHUCTOTPaM je peajHa, cTelmeHacTa
dyHKIH]ja, 321aTa U3PA3OM



Comka 1.1: Xucrorpam mojiaraka reHepuCcaHuX U3 MEIOBUTE HOPMAJIHE Pac-
nojesie (J1€BO) U rycTuHa Te pacnomene (J1ecHo).

1
flz) = —h{yKyHaH 6poj oHux X; KOjU Cy y HCTOM HHTEPBAJY KaO I }.
n

3a mpousBo/bHO & € R MoxkeMo Hahm WHTepBaJI Mojeae KoMe MPHUIIaIa 1
T0 je [xo +mgh, 1o+ (M, +1)h), rae je m, = [ =57 |. O3naunmo ca n,,, 6poj
ejieMeHaTa y30pKa KOju TPUIaajy UCTOM MHTEPBAJIY Ko I. XHUCTOIPAM Ce
JeTHOCTaBHHje MOKe 3aITUCATH U Kao

~

fla) = ==

nh
Jlo mpBor yommrema XHCTOrpaMa JJ0JIa3UMO aKO JIO3BOJUMO Pa3/IHdu-
Te IIMPHHE HHTEPBaJa, KOje MOXKEeMO 3aJaTh Ipe WA HakoH Babe-
ma y3opka. Jlakie, peamna oca je mome/beHa Ha HHTepBaJie O0JUKA
[zo + My, 2o + (M + 1)hy,). dyxuny uarepBasa y KOM ce HaJIa3u T O3HA-
IUMO €A Ny, . JeTHAUNHA XUCTOTPaMa ca TPOMEHJBbUBOM ITUPHHOM HHTEpPBaJIa

Je

Jla) =

nh,,

XucrorpaM uMa OCOOMHY T'YCTHHE, /13 je IeroB HHTerpaJs Mo cKymy R jeqHax
1. /lokazahemo oBo TBpheme y ciaydajy npoMeH/bUBe JIyKHHE HHTepBaJa, a



oJlarjie CJaeJ U Ja UCTO BayKu U 33 (PUKCHY JIyKUHY UHTEPBaJA.

1 N,

4f<x>dx=—zfmm

n
meZ

1
= —"Nn
n

1.

Xucrorpam ce CJAUYHO MOKe jie(DUHUCATH W y BHUIIE JUMEH3Hja, Kao pe-
atHa (DYHKIMja BHUIE TTPOMEH/bUBUX U MPEJACTaB/ha OIEHY HEelO3HaTe BHIIe-
JIMMEH3NOHe TYCTHHE, aJIi Cce MOYKe KOPUCTUTH 3a I'PadHUIKO MPUKA3UBAHE
y30pKa M3 HajBUIE JIBOANMEH3MOHe pacrojene. lako je KOpHCTaH MeToO.
3a 1IPBY KOPaK y aHaJ/IU3U 110/laTaka, Ma HeKOJIMKO MaHa. 1IpBu HejocTarak
XUCTOIPAMa je TITO, IPYHUCAHEM Y30PKa M0 MOJIEOHUM HHTEPBAJIUMA T'yOUMO
nndopmaliyje Koje HOCH y30pakK. JOIII jeJlaH HeJoCcTaTaK je 3aBUCHOCT O O/1a-
oupa xo u h. 3a dbukcupano h, 3aBUCHOCT 01 0jlabupa Ty ce HajjacHUje BUIH
aKo I0CTOje Haum3MeHu4IHe obyiacTh ca BehoM u MamoM (bpeKBeHIHjoM ejieMe-
HaTa y30pKa. Taja, y 3aBUCHOCTHU OJ TIbUXOBOT I'PYIHUCAHa O WHTEPBATINMA,
3a pazjuyuuTe Ty Moryhe je qobutu 3HadajHO pasjauvnre xucrorpame. Ha
canty 1.2 mpuKaszaHu Cy XUCTOTPAMU jeIHOT Y30pKa W3 MeNTOBUTE HOPMAaJTHE
pacroziesie, 3a UCTO h W pa3JIudIuTe Ig.

Xo=-0.3, h=1 X=0,h=1 Xo=0.3, h="1
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Chuka 1.2: XucTorpamu y30pKa U3 MEIIOBUTE HOpMAaJIHE paclojieie 3a pas3-
JIMYIUTH U300p IMOYETHE TadKe Tg.

Basucuoct o1 omabupa h je jacua. Illto je h mame, To he xucrorpam y3u-
MAaTHU BHUIIIe BPeIHOCTH U Ouhe 60/be OIHCAHO IIOHAIIAILE HA MAaIbHM HHTEPBa-



Jinma. Moryn GucMo mpernocTaBuTH Jia je Hajbosbe ogabparu mro Mambe h,
MehyTuM THMe J01a3UMO0 10 ApyTror npobaema. 3a MaJje Bpeanoctn h japuhe
ce MHTEepBa/IM y KOjUMa HeMa Tadaka U3 y30pKa, Ia je Ty OlleHa T'yCTHUHEe
XHCTOIPAMOM jeJHaKa HYJIU, U TUME Ce 3aIpaBo yla/baBaMO OJ OHOTa IITO
XucTorpam Tpeba Jia HIpecTaB/ba - OIEHY HelNpeKuIHe (pYyHKIHje I'YCTHHE.
Ty ce orena u Tpehu HemocTarak XUCTOrPaMa, Taj IITO HUjE HENPEKUIHA
dbyHKIEja, MTo MOXKe OuTH npodseM Kajga HaMm Tpebajy oreHe n3BoAa PyHK-
nuje rycrune. Ha caunm 1.3 BugmMo 1a, Kaja ce cMambu h, 3a PasudnTe X
XHCTOTPAMHU H3TJIE/Ia]y CJUIHO, U KAaKO Ce jaB/hajy MHTEPBAJH Y KOjUMA je
orena ryctune xucrorpamom 0. [Tapamerap h 30Be ce u mapameTrap paBHarmba
(ITP). Ocum HaBeIeHUX TMPUMepa Y KOjUMa ce BHJE HeJOCTAIM XHCTOIPaMA,
IberoBa HeebUKACHOCT MOYKE Ce U MAaTEeMaTHYKU U3BECTH. Y OBOM pPajly ce
nehemo 6aBUTH aCUMIITOTCKUM IMOHAIAHEM XUCTOIPaMa, camMmo hemo Harmome-
HYTH Jla, Y HEKOM CMUCJIY KOHBEPIreHIHje, XUCTOI'PaM CIIOpHje TeKu CTBAPHO]
ICYCTUHH Y OJHOCY Ha Heke Apyre Moryhe omene rycrune. Buire o ocobunama
xucrorpama Moxe ce Hahin y [6].

Xo=0,h=0.1 Xo=0.05,h=0.1
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Cnmka 1.3: Xuctorpamu y30pKa U3 MEIIOBHTE HOPMAJIHE PACIOJIeie 33 MaJe
BpeaHOCTH h " pa3jinvuTe MMovYeTHe TavdKe Tg.

o cneneher yorrnrema XuCTorpaMa MozKeMo JI0NH ocMaTpameM jeiHa-
KOCTH

. Flx+h)—F(zx—h)
=1
f(ZL’) hgr(l) 2h ’
e F' dyakinuja pacmoiese Koja oaropapa ryctunu f. Heka je h, nu3 peaJ-



nux O6pojesa koju rexu 0. Kao oneny 3a f(x) moxkemo y3eru

~ ~

r Fn(x+h7L> _Fn(x_hn)
Jnle) = 2h '

Osy omneny je medunncao Pozenbmar (1956) [11], u To je jeman o mpBux
pajoBa Ha TeMy HelmapaMeTapcKor olemHuBarmba rycrune. llpeacraBuhemo
Heke ocodbune ose orene. OHa je, Ka0 U XHCTOIpaM, cTelleHacTa (PYHKIIH]ja,
JI00Mja ce TaKo IITO ce M3HAJ CBaKe OICepBAIlje MOCTaB/ba KYyTHja IIUPHHE
2h,, (10 h, ca obe crpane) u Bucuue (2nh,)”', a BpejHOCT OleHE Y TAUKH T
ce mobmja cabupameM BHCHHA CBHX IIPABOYTAaOHUKA KOju cajprke x. Fbenn
npekuau cy y tadkama X; + h,. OBo je yomnmireme Xmcrorpama KOjuUM Ce
ocsiobahamo 3aBucHOCTH 0J] M300pa IOYeTHe Tavdke To. Besa usmehy ose
olleHe W XHCTOTpaMa je Ta JIa je jeJIHaKa BPEeIHOCT OBe OleHe W XHUCTOTpaMa
y UCTOj TAYKHU X, Ijie je ToYeTHa TadyKa XUCTOI'PaMa TaKBa, Ja je T CPeJUIITe
[IOJICOHOT WHTEPBaJia KOM MPHUIIaJa, a IUpuHa uaTepBaia je 2h,. Ha cannm
1.4 mpuka3zame cy JiBe OleHe ryCTUHE J00HjeHe OBOM METOOM, 33 PAa3IUINTE
BPEJHOCTH IapaMeTpa paBHama h Koje HMa HMa HCTY YJIOTY M HA3UB U Y
CIy4ajy OBe OlleHe. 3a W3BOheme 0cOOMHA OleHe fn buhe HAM TTOTpeOHE HeKe

h=1 h=0.25

>, 010"

Cauka 1.4: PosenbisiaToBa olieHa I'yCTHHE 3a pa3anduT u3dop h.

A

ocobune emnupujcke yHKIIje pacnoaesne. F, je ciaydajHa BeanduHa u, 3a



cBako x dukcnpano, nF,(z) uma 6unomuy B(n, F(z)) pacuogeany.

E(Fy(x)) = F(2);

B(EW(@)Fuly)) = 5 B(S° X < 0} ST HX < o)

i=1

_ % Z ZE(I{Xi < z}{X; <y})
_ %(n(n — 1)F(2)F(y) + nE(I{X; < 2}]{X; < y}))
n—1

= R @)Fly) + - F( A y)

cov(Fn(x), Fn(y)) = %(F(I Ny) — F(z)F(y)),

rie je x Ay = min{x,y}. Tlomohy oBuX jeqHaKOCTH MOYKEMO H3BECTH OJIO-
Bapajyhe u3zpase 3a oneny rycrune f,(x).

E(fa(x)) = [F(& + hy) = F(z = ho)]/2h;

D(fu(x)) = _D(Fn(x + hn) — Fn(x — hn))

—_
>

= W[cov( w(x + hy), Fn(x + )

n

A A

— QCOU(Fn(SB + hy), Fn(:v — hy)) + cov(Fy(z — hy), Fr(z — hy))]

N 4n1h2 [P+ hn) = F(2 = hn) + (F(2 + hn) = F(z = hn))?).

Jedununiremo GyHKIH]Y

i 1< 1
K(x):{27 ST < ‘

0, wunave

Orneny rycTuHe MOYKeMO 3alUcaTu u npeko dyrknuje K,
. 1 <& r— X
w(r) = — K ‘).
) = o 8 ()

Ha ocmoBy wm3padyHaTor odeKmBama BUJIM ce Ja je, 3a CBaKO T, fn(x)
ACHMIITOTCKH HelpucTpacHa oreHa 3a f(x). 13 acuMIOTOTCKe HEMPUCTPACHO-
CTU M YUICHUIE 13 AMCHeP3Hja TeXKM Hy/Id, HMaMO JIa je fn(:lr) U [IOCTOjaHa
orena 3a f(x).




I''maBa 2

OuemuBambe I'yCTUHE je3rPOM

[Ipumerumo 1a je K U3 IpeTxXoIHOT MOIVIaB/ha I'yCTUHA YHUMOPMHE pac-
nogesie Ha [—1,1]. o caeaeher yommrema J0Ia3UMO0 TAKO IITO JO3BOIAMO
na K Oyne m Heka Jpyra ryctuHa pacnogene. ['yeruay K 30BeMo je3rpo a
METO/I, OIEIbUBAA 30BEMO OIEIbUBAE I'YCTHHE je3rpoM. 3a je3rpo ce yrjias-
HOM IIPETIOCTaB/ba [Ia je OrpaHHYeHa, CUMeTPHYHa (DYHKIM]ja U J1a BarKd
2| K(z) = 0, kax  — oo u [ 2?K(x)dx < co. 3a garu ysopak Xi,..., X,
onena rycruue jesrpom (OI'J) je

fulz) = n—lh ZK (x _hX> . (2.1)

CBojcTBa HENPEKUIHOCTH WK aupepeHnujabuIHocTn Hacaeh)yjy ce ox oaro-
Bapajyhux ocobuna je3rpa. YKOJIHUKO je, Ha mpuMep, K IycTUHA CTaHIAp/IHE
HOpMaJIHe paclojiese, MTo 30BeMO U ['aycoBUM je3rpoM, fn(x) je HeTpeKn THa
n HecKOHATHO TyTa JAudepennujadbmina GyHKuja. 3060T Herose jeJHOCTaB-
HOCTH U OBHUX 0COOWHA, TO je W Hajuemihe Kopuiitheno jesrpo. Kacuuje hemo
HaBECTH jOI HEKa je3rpa.

Ha commm 2.1 mirycTpoBaHO je ollemhuBathe IycTuHe ['aycoBUM je3rpom 3a
nBa pasaumunTta m3bopa mapamerpa h. llpBeHumMm Taukama Ha x-ocu 0be-
JIeZKeHe Ccy Tadke M3 y30pKa, W H3HAJ CBaKe OICepBallfje IEHTPUPAHO je
"6pmamme”, y crapu rpaduk dynkmmje (nh) 'K ((x — X;)/h). Oneny ry-
cTUHE, TaKohe jlaTy Ha OBOj CJUIH, JI00KjaMo cabupameM THX CKaJIUPAHUX je-
3rapa. 3a CKaJnpaHo je3rpo, Pajn jeJHOCTABHUjer 3alnca, YBEINeMO 03HAKY
Kn(-) = 1/RK(-/h).

WNako uma MHOro mMoryhnoctu 3a u3bop K u h, ucrnocrapsba ce J1a OleHa
IyCTUHE BUIIE 3aBUCH O] 13060pa mapaMeTpa paBHamba, Hero o n30opa je3rpa.
Bpeanocr h onpelyje koyinko ejiemenara y30pka y OJiM3uHU HeKe Tauke x he
YTHIIATH Ha OINEHY Yy TOj TAYKH, IMOIITO je TO HOCAY CKAJUPAHOr je3rpa. Y




y y
Cauka 2.1: OI'J 3a y30pak U3 MEIIOBUTE HOPMAaJIHE PACIIOAE]e, 32 PA3THINTEe
apaMeTpe paBHAbHA.

JlaJbeM TEeKCTY Oumhie pedeHo y KOM CMHUCIY ce TBPAU JIa je3rpo He yTude
3HAYajHO Ha OIeHy. 3a y3opak obuma 200 m3 TpUMOJAJHE pacrojese ca
IYCTHHOM JaTOM Ha caunm 2.2, npukasana je OI'J 3a pasziauunre h Ha cannm
2.3. Ako omabepemo mpesuie eanko h moryhe je ma hemo msryOouTu Heke
OuTHE KapaKTEepPUCTHKE y30pKa, IITO Ce BHJAU HA JIEBO] CJUIHU, a Ca Jpyre
cTpame, ako ojabepeMo npemaJio h IpuiajeMo BeJIUKU 3Ha4Yaj HedeMy IITO je
CaMo TIOCIEINIA BapUjaOUIHOCTH ¥ Y30PKY, IITO €€ BUIU HA JECHOj CJUIIH.
Ha counum 2.4 npukaszane cy onene ryCTuHe je3rpoM 3a jejiHake BpeaHocTu h
¥ pa3janduTa je3rpa.

f(x)

X
Canka 2.2: T'ycTmHa MemmoBHTE HOpMAaJIHE PACIOAEse W3 KOje ce TeHepHIe
y30paK.
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Crnuka 2.3: OI'J y3opka u3 mermoBuTe HOpMAJIHE PACIOJEe, 338 PA3IUUNTE
BpeHOCTH h.
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Chauka 2.4: OI'J y30pKa u3 MeImoBUTe HOPMAaJIHE PACIoIese, 33 PA3InIuTa
jearpa.

OT'J muje mempucrpacHa onena 3a f(z) 3a cBako x. Mozke ce mokazaTu
Jla TaKBa OTleHa W He TMOCTOjH.
Teopema 2.1. (IIpaxaca Pao (1983) [3]) Hexa je X1, ..., X,, npocm cayuajan

yaopak us pacnodeae ca eycmunom f. He nocmoju ouena sa f(x) xoja je

9



HENPUCTPACHA 340 C8AKO T .

Jloxas. Heka je T, (x,z1,...,x,) HeneraTuHa, Bopenosa dyukiuja. [Tper-
nocrtaBuMo Ja je crarucruka T, (z, X1, ..., X,,) HenpucrpacHa onena 3a f(x)
3a CBaKO T M CBaKy TycTuHY f. BeKTOp cTaTvCTHKa HOpeTKa je KOMILIETHA
JOBOJ/bHA, CTATUCTUKA Y OZHOCY Ha (haMUIM]y CBAX AICOMYTHO HEIPEKHIHIX
pactomesna (B. [8]). Be3 ymamema ONIMITOCTH MOXKEMO MPETIIOCTABHTH 1A
je T, cumerpuyna ¢yHKnuja y3opka, Tj. ga je (yHKIHja CTATUCTUKA IO-
perka (y CyOPOTHOM je CHMeTpH3yjeMo). 3a Mpou3BoJbHE a < b, Ha OCHOBY
QOybuHEjeBe TeopeMe, UMaMO

b b
E U T (x) dx} :/ f@)dz = F(b) — Fla),
rae je F' dbyuknuja pacnogene kojoj oarosapa rycruna f. Ilomro je emmu-
pujcka bpyHkmmja pacuoaesie F), nenpucrpacHa omnena 3a F nmamo u
E(Fy(b) — Fu(a)) = F(b) — F(a).

Kako cy u T,, u F,,(b) — F},(a) nenpucrpacue ornene, byHKIHje BEKTOPA CTa-
THCTHKA, IIOPETKA, U3 KOMILIETHOCTH CJI€/I1

A

E,(b) — Ey(a) = / T.(z)dz c.c. .

[opma jeHAKOCT je KOHTPAJIMKIHja, jep eMIHUpHjcKa (PYHKIHja pacIojesie
HUje alCOJYTHO HEelPEeKUIHa. O

3a cBako x dpukcupano, OI'J fn(x) je caydajna BeamuuHa. 1o je Hemera-
TuBHA, Mep/buBa QyHKNHja, qedpunucana Ha R x Q". Kao mepa oxcrymama
oneHe rycrumHe OJf CTBapHe€ BPEAHOCTU Yy TaYKH T KOPUCTU Ce CpeAmheKBa-
JIPATHA IPEIIKA

MSE,(fu) = E(fa(x) = f(x))
= Dfu(z) + (Ef(z) — f(2)?)
= Df, () + bias,(f,)>. (2.2)

Kao mepa ykymHOT oficTynama OIlleHe O] CTBapHe T'YCTHHE Ha IeJI0OM HWHTEep-
BaJIy, MOYKe ce KOPUCTUTH WHTETPHUCAHA CPEeheKBaIpaTHA TPETTKa

MISE) = & ( [(Gu(o) - s do)
= / MSE,(f,) dx
_ / D) dz + / bias,(f.)? de. (2.3)

10



SaMeHa MecTa OYeKHMBalbha W MHTErpaja y JAPYroj jeJHAKOCTH je HMOCJIEIHIa
OybunmjeBe Teopeme, Koja ce MOKe IMPUMEHUTH 300T HEHETATUBHOCTU U Mep-
mwusocru dyuxumje (fo(zr) — f(x))2. Uspasuhemo momente f,(z) ox Kojux
3aBHCE Mepe OJICTYHAIbA.

Bl = [ 5 (52) st o (2.4)

D) = [ sk () sty (25)

o (55Y) o]

Osu m3pasu ce Mory 3aMenuTu y (2.2) u (2.3) anu ce 100Ujy KOMIUIHKOBAHU
n3pa3u KOjUu ce He MOTY y OHIITeM CJayd4ajy yupoctutu. lIpumerumo na je
dyHKIHja E(fn(x)) KOHBOTyIMja fase dynkuuje rycrune, f(-) u K,(-). Ha
0BOj YWH-EHUIN Ce 3aCHUBA jeJlaH O] aJTOPHTaMa 3a OIEeHY T'yCTHHE je3rpOM
Koju fieMo omnmcaTu y HapeIHOM IMOTJIABJBY.

2.1 Ausaropuram 3a OI'J

HajjennoctaBauju anroputam 3a padyHame OI'J je pauyHame 1o jen-
Haunau (2.1). Kako ¢MO OrpaHmYeHU JUCKPETHUM TOJAIMMA, PEIUMO A
paaynamo OI'J y mekux M Tagaka yi,...,yn, 38 JaTH y30PaK Xy,...,T, U
napamerap pasHamba h. Jlakie, norpebHO je u3pauyHaTd HU3 fn(yj).

n(y) = — Z ( ) . (2.6)

MaHa oBOr IPUCTYTIA je IITO je c0zKeHocT oarosapajyhier anropurma O(nM).
Y npamem Tekcry hemo mpejicraButu asroputam ciaoxenoctu O(M log M)
koju je upeyiozxuo Cunsepman (1986) [1] 1 Koju ce KOpUCTH U 33 padyHAEe
OI'J dyuknujom density m3 crangap/HOr MaKeTa IPOrPAMCKOr je3nka R.
[Mocmarpajmo jennaunny (2.4). OuexkuBawmwe OI'J y madukm z je KOHBO-
JIyIFja CKAJUPAHOT je3rpa W Helo3HaTe (DYHKIWje I'yCTHUHE. 3a caja 3aHe-
MapuMoO YHEeHUIY Ja je (pyHKIUja TycTHHe Helo3HaTa. ¥ Caydajy Kaja je
IOTPeOHO M3pAUyHATH KOHBOJIYIU]Y JBe TO3HATE (PYHKIHMje Hajdenrhe ce KO-
puctu Teopuja Pypujeosux Tpancdopmarnuja. IIpso hemo naBectu norpeduy
TEOPU]y Y HEIIPEKUTHOM CIy4ajy, a moroMm y auckperaoMm. DypujeoBa Tpanc-
dopmanuja dyukmuje h: C — R je dbyuknuja H : C — R, rae je
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H(f) = /_ N h(t)e 2™t qt. (2.7)

o0
Oyukimja h je normyHo oxapehena cBojom PypujeoBoM TpaHChOPMAITjOM
n nonasehu ox dyunknuje H 10 e MOXKEMO JIONUM TaKO3BAHOM HHBEP3HOM
@ypujeoBoM Tpanchopmanmjom pyuxnuje H,

h(t) = /_ T (eI gf.

Teopema o KouBosyIuju TBpAN Jja je PypujeoBa Tpancdopmalija KOHBOIY-
nuje Jige pyHKIHje g * h jeHaKa MPOU3BOY KOHBOJIYIHMja TUX (PYHKIIH]ja,
GH.

JesHa o7 npernpeka koje Tpeba npepasuhu jga 61 ce JOILIO 10 aJIrOPHTMa,
jé Ta mrro Mo OrpaHMYeHu JUCKpeTHUM nojganuma. Jlakiie, y ciy4ajy kaja je
nOTPeOHO M3padyHATH KOHBOJIYIIN]Y JIBE MTO3HATE (PYHKIUjE, KOja ce He MOXKe
JIAKO M3PATyHATH aHAJUTHIKH, KOPUCTUMO JucKperHe Pypujeore Tpancdop-
Margje. YMecTo ca (pyHKIHjaMa ca HEeIPEKHJTHUM apryMEeHTOM, PaJuMO ca
JUCKPETHUM IOJAINMA. 33 CBaKy 01 (DYHKIH]ja MOXKEMO HAIPABUTH HU3
YUjU Cy €JEeMEHTH BPEAHOCTH Te (PYHKIUje Y TauKaMma OoJe/ie nHTepBaJia Ha
KOMe OHa HHje Hy/Ja. YKOJUKO Hocad (PyHKIMje HHje OIpaHUYeH, OHJIA Ce
300r HeHe MHTErPaOUJIHOCTH MOYKEe W3/IBOJUTH HEKHM WHTEPBAJ TaKaB Ja Cy
BpeHOCTH (DYHKIUje U3BAH Ibera 3aHeMapJbuBe. BUTHO je ja je j1yzKuHa WH-
TepBaJa IoJese jeJHaka 3a 0ba HH3a, a UHTEPBaJIUd Ha KOJUMa ce padyHajy
BpegHOCTH (byHKIMja Mory OmTu paznuuuTtu. Caga hemMo HaBecTH OJaroBa-
pajyhe dopmyse y auckpernom caydajy. @ypujeoBa Tpanchopmalimja Hu3a
Tavaka hg, ..., hy_1 je

N-1
Hn — E :hk672mkn/N.
k=0

WNuBep3nom guckpernoM PypujeoBoM TpancdopMalmjoM, noaaszehn ox Hu3a
H,, nonasumo g0 nusa hy,

1 N-1
- 2mikn/N
hk = N nZ:O Hne .

[Tap uuzosa h, H 30Bemo @ypujeos nap u osnadaBamo h <= H. Hasemrhemo
7 TUCKPETHY BEP3Ujy TeopeMe 0 KOHBOJIYINJU KOja UMa HeKe JTI0JaTHe IPeTIo-
craBke. Heka je s mepuopudan Hu3 ca mnepuogom N, moTnyHo oapehen Bpe-
HOCTUMA S0, 81, ..., SN—1, 1 HEKa je HU3 T KOHauHe pyzKuHe N, r_n/oi1, ..., TN/2-
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Tana @ypujeoB nap yune cjejgehn HU30BU

N/2

Z Sj—kTk < S, R,,. (28)
k=—N/2+1

rre je S, auckperna PypujeoBa rpancdopmanuja gu3a Sk, k= 0,..., N—1, a
R, muckperna @ypujeosa Tpancdopmanuja uusa ri, k= 0,..., N — 1. Ilpu-
TOM Cy BPEIHOCTH TN/241, .-, TN JEJHAKE T_N/241, ..., T—1, PECHEKTHBHO.

JelaH HAYMH 3a padyHame KOHBOJIYIHje je JUPEKTHO 1o cymu (2.8), u
Takap anroputam je caoxenoctn O(N?). JIpyru Haumn je y3 momol mo-
nysapaor FFT (Fast Fourier Transform) asropurma. OBum ajaropurMom
ce pauyHajy auckperne PypujeoBe TpanchopMalmje HU30Ba U HEroBa, CJIo-
xkenoct je O(Nlog N). [a 6ucmo m3padyHATW KOHBOJYIHU]Y /B HU3a, HA
OCHOBY TIOMEHYTe TeopeMe O KOHBOJYIHju, J0Bo/bHO je FF'T anropmrMom
n3pauynatu auckperne Oypujeone Tpancdopmalmje 06a HU3a U OHIA X U3-
MHOYKUTH 4iaH 1o 4wian. Mehyrum, npernocraBka Teopeme je jia je jejian o
HU30Ba NMEPUONYAH, & KAo 1MTO NeMo KacHUje BUAETH, V HAIlleM CJy4Yajy, a u
TeCTO y MPAKCH, Taj YCJIOB HUje uctymen. OBaj mpobiem ce perana 107aBa-
meM ojpehenor 6poja Hysa oBuM Hu3oBHMa Ipe npumene FFT anropurma.
@yHKIIH]a je3rpa je Mo3HaTa, 11a Ha OMUCAHN HAUMH MOXKeMO (DOPpMHUPATH HU3
BpeiHOCTU OBe (PyHKIIMje, ajid Kao IITO je pedeHo, CTBapHa I'yCTUHA je He-
no3HaTa M TO je JApyru mpodsem Koju tpeba npesaszmhu. IMnak, mu mmamo
TO3HAT y30paK, U UJeja je ma ce OJl jhera HalpaBh IIPBa OIEHA TYCTHUHE KOja
ce OHJIa MOOOJBINA KOHBOIYIUjOM. AJITOPUTAM 32 OIEHY TYCTHHE MOZKEMO
OJIeJTUTH Y 3 Jesia.

e [IpBa onena rycrune (IUCKpeTH3anuja y30pKa)
e JlucKpeTHO je3rpo

o Konpomynmja

[IpBa omena ryctune

Heka je [a,b] uaTepBan KoM npunajajy cse tadke u3 ysopka. Moxke ce
y3etu, Ha npumep ¢ = min X; — 4h, b = max X; + 4h. bupamo M = 2", 3a
Heko r € N, 6poj Tauaka y kKojuma he ce padyHaTH OlleHa T'yCTHUHE.

6= (b—a)/(M—1);
1,

ti=a+id, i=0 M—1.
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V30paK AMCKPETH3YjeMO TaKO IITO Te:KMHY CBAaKe TauKe U3 y30pKa pas3ou-
jaMo Ha TpaHHIe WHTePBaJa Hojesae KOM mpunaaa. Ako X mpumansa uHTep-
Bany [t;,t;11], 1eBoj rpanunu t; jogenumo reskuny (X — t;)n~1671, a mecnoj
(tiy1 — X)n~16~!. Texkuna cpake Tauke u3 yzopka je n~ . Opum go6ujamo
HI3 ¢;, KOJH 30BeMO JUCKPETH30BaH y30pakK, oH UMa M eleMeHaTa H Heroba
cyma je 1.

JIuckpeTHo je3rpo

[IpeTmiocTaBuMoO j1a je je3arpo cuMeTpudHo. MoxkeMo ogabpaTu uHTepBaJ
[—7, 7] m3BaH KOTA Cy HEroBe BPeJIHOCTH 3aHEMAPJHUBO MaJsie. Y MPETXOTHOM
KOpaKy CMO ojabpaJiu JIyzKuHYy WHTepBaJja mojesie d. 300r cumerpuje jesrpa
JIOBOJHHO je M3pavyHATH BPETHOCTH Y MO3UTUBHUM TadKaMa,

B (b—a)i .
ki—Kh (m) y ’Z—O,...,L,
rae je L= [th(M —1)/(b—a)].

Konpoaymuja

Yommreno, kajga Tpeba Hahu KOHBOJYIHU]Y /IBa HU3a KOHAYHE JyKUHE,
MOTIITO TPETIIOCTABKE O MEPUOJNIHOCTH HUCY WCIYEHEHE, HE MOYKEMO OJIMaxX
IPUMEHHTH TeopeMy O KOHBOJIYIHju U jenHakocT (2.8). Bes obpasioxema
omucalieMo TOMEHYTH TTOCTYTAK J0JaBaba HyJIa PaJid TPeBa3HIaKemha OBOT
npobyiema. Heka je P cremen npojke Takas ja je P > M + L. Jledpunurmemo
HU30BE

c=(c1,...,em, Op_pr);

k= (k(]a ) kL—la 0P—2L—l7 kLa "'7k1)'

Hahu auzose C n K koju cy @ypujeose Tpancdopmalmje Hu3oBa ¢ u k, pe-
noMm. Heka je F npoussoj, Huzopa C' m K wian no wian. Konadno, mHu3
f = (fl, ...,fM) Koju unHe TipBuUX M dnanoa wHBep3He PyprjeoBe TpaHC-
dopmaruja Hu3a F j€ TpazkeHa, OlleHa I'yCTHHE.

2.2 IIpBu acUMIITOTCKU pe3yJiTaTu

[IpetmoctaBuMo 1a je je3arpo K rycTtmHa pacnojesne cuMeTpudHa oko 0,
3a KOJy BaxKu

/tK(t)dt:O, /t2K(t)dt:u27£O.
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Jedununiemo pes jesrpa Kao HajMamu TPUPOJAAH Opoj k Takap ja Cy CBU
MOMEHTH je3rpa HIKer pejia jeJHaK!u HyJM, a k-TH MOMEHAT je He-HyJIa u
konauan. Jlakje, mame jesrpo K je japyror pena. IIpermocraBumo u ja je
HeNo3HATa I'YCTHHA HEeNPEKWIHA, /1a UMa HelPeKHIHe N3BOJIe MPBOT U JPYTor
pefa u moctoju u3BojA Tpeher pena y cBakoj Taukm x. OBaj ycioB he Ham
OourTn nmorpedan ga OucMO uMaJju pBa Tpu wiana Tejioposor pazsoja. Ilper-
MOCTaBUMO U JIa je mapaMerap paBHamba HU3 Takas ja h, — 0, Kag n — oo.
[pucrpacuoct OT'J je

bias(z) = E(f(2)) - f(z)
- [ Lk (xh‘ny) () dy - ()

[
- / K(0)(f(x — hat) — f(z)) dt.

VY nocaeamoj je JTHAKOCTH CMO YBeJIu cMeny y = x — h,t. Caga, npuMemyjyhu
TejnopoBy dopMmyty 1061jamo

bias(z) = /K(t) (—hntf'(:c) + @f”(m) + o(hfl)> dt

= —h,f'(z) / tK(t)dt + %721 f(x) / 2K (t) dt + o(h)

h? 9
= 5 " (@)a(k) + ofhy,). (2.9)
[Tom oBuM jaKuM IIpeTIiocTaBKaMa UMaMo J1a je fn(x) ACUMIITOTCKH HETPH-
cTpacHa onena 3a f(x), 3a cBako T, a 360T wiaHa h? KaxKeMo J1a je OJCTyTarmbe
0J1 CPeJithe BPEJHOCTU JPYTOr' PeJia.

Difuta)) = [ 2K (“’h‘n y)f(y)dy—%(f(aermS(x))Q

nh?
= / #K%ﬁ)( f(@) = hat f'(x) + o(hy)) dt — %(f (z) + o(hn))?
_ / #KQ(t)( f(x) = hatf'(x) + o(hy)) dt — O(n™")

- nimﬂx)/KQ(t) dt + o (nhn) ™)
L f(g;)/KQ(t) dt.

nh,,
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Jpyra jeqHakocT y mperxojHOM HU3y Cjeju u3 cMmene y = x — h,t y unre-
rpaiy, Tejmopose dopmyre, u acumnTorckor noxamama bias(x), a Tpeha n
YeTBPTA TPUMEHOM OCOOWHA aCHMIITOTCKUX O3HaKa. Ako y3 Beh mpermocra-
BJbEHE YJIOBE BaxkKu U nh, — 0O OHJa OJaBJe MMaMO IIOCTOjaHOCT OIleHe fn.
Yrunaj [IP Ha oneny Buu ce u 'y OBUM aCHMTOTCKHM H3pa3uMa 32 OUeKHBa-
b€ U JUCIEP3Ujy. 3a MaJie BpeaHocT h,, onemeHa (DyHKIMja je Mu/bara, aJiu
IPUCTPACHOCT je MaJia, ca nosehamwem h,, n3paBHABaAMO OIEHY YHME CMaiby-
jeMo meHy Jaucueps3ujy 1o menn nosehama npucrpacuoctu. /lobujene n3pase
MOZKeMO yoauth y u3pas 3a MISE(f,) 1 Tako 106HjaMO BeHO ACHMITOTCKO
OHAIIIAIHE.

MISE(f,) = /D(fn(x))dx+/bias(x)2dx

1 hi/@ "
~ nhnR(K) + TR(f )
— AMISE(f,), (2.10)

rne je R(g9) = [ ¢*(z)dx. Panmmje cvmo oGjacanan yrunaj h, va OI'J, amn
HUCMO JOIII YBeK JAJH Pelent mo Kome ce h, padyHa. MISE(fn) MOZKEMO
nmocMaTpaTu Kao GYHKIUjY ox h,, u HahW TauyKy y K0jOj ce JIOCTHXKE MH-
HuMmyMm. Tume j106ujamo haprsp, OUTUMAIHY BPEJHOCT lapaMerpa paBHa-
Iba Y CMUCJIy MUHUMHU3UPaiha MHTErPAIHE CPE/IIheKBa/IpaTHE I'PeIrKe. JeaHa
ox npennoctn MISFE kao mepe OJIMCKOCTH fn u f je Ta MTO Ce U3 FHEHOT
ACHMIITOTCKOT M3pa3a ONTUMAJIHO h,, MOYKe eKCILTHIIUTHO H3PA3UTH,

B R(K) :| 1/5
Ianrse = L%R(f”)n ’ (2.11)

r7e je [lo IPYTH MOMeHAT je3rpa. Kama 3aMeHmMO OBY BPEIHOCT y M3pa3 3a

MISE nobujamo

inf MISE(f,) ~ ZC(K)R( fYon =45,

h>0

rie je C'(K) KoHCTaHTa KOja 3aBHCH CAMO O] Je3Tpa,
C(K) = k2" R(K)"/>.

[Ipumerumo na hap/;sp 3aBUCH OJ1 HEMO3HATE TYCTUHE, TAKO Ja Tra, Kajaa
HMaMO CaMO IO3HAT y30paK, HE MOXKeMO m3padyHaru. ¥ ciaejehem morsia-
B/bYy OaBuhemo ce oBuMm mpodsemoM. Jla 6GucMo HOOWIN IITO MAIy TI'DEIIKY
takolje xohemo na muamMu3npamo n C(K). Moxkemo npermoctaBuTi jia je
[lo jeTHAK jeJMHUIU, WHade je3rpo Moxkemo ckaiamparu. Cazga ce mpoOiaem
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munnmmsupaba C(K) ¢Bopn na upobiem rpaxema munumyma [ K (t)? dt
upu yeaosuma [K(t)dt = 1 u [t?K(t)dt = 1. Kao pememe noGuja ce
EnamernmsukoBo je3rpo

m):{ﬁg(l_%tz) Vhsrsh

0 HNHa4e

OBo jesrpo je modmio nme 1o B.A. EnamemsbukoBy KOju je TpBH POy IaBao
IErOBa ONTUMAJIHA CBOjcTBa. MozkeMo jpedpunncatu epuKacHOCT JAPYTUX CH-
METPUYHHUX T'yCTUHA Kao je3rapa y ojHocy Ha EmnamenmsukoBo,

off(K) = {C(K.)/C(K)}*

= 5—\3/5 {/tzK(t) dt}_1/2 {K2(t)dt} "

Ucnocrasma ce ma Behuna jesrapa Koja ce Kopucte, Mehy KojuMa cy oHa Ha-
Besiena y tabdenn 2.1, umajy edukacnoct npeko 0.9. Jlaknae, mocmarpajyhu
y OJHOCY Ha MHTETIPAJIHY CPEeIIHbeKBapPaTHy T'PeIiKy, u300p je3rpa He yrude
IIyHO Ha orneHy. Yak, yIPKOC CB0jOj ONTUMAJHOCTH, delirhe o1 Enamentmuko-
Bor KopucTtu ce ['aycoBo jesrpo. BepoBaTHo ri1aBHE pasJjior 3a TO je mTo Beh
IpBHU U3BOJ EnamenbuKOBOr je3rpa HUje HepeKuIaH, a H3BOAH peja Beher
ox 3 ¢y mpentnuku jeanaku wyan. C apyre crpane, aycoBo je3rpo je bec-
KOHAYHO 1yTa audepeHijaburHo, mro je go0pa ocobuHa Kajaa, Ha MpuMep,
OIIeIbYjeMO M3BOJIe TYCTHHE, 0 4YeMy he KacHuje OUTU pedu.
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Jesrpo K(t)

1=t |t <1
Tpoyraono { 4 1
0 nHaYe

IIpaBoyraono

{1/2 It <1

0 nHa4ye

15/16(1 — t2)* || <1

Bukpajaparno
0 nHa4ge

Taycoso ;%;e_ﬁ/a teR

Tabena 2.1: YobudajeHa je3rpa
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I'maBa 3

N360p napamerpa paBHaWka n
je3rpa

3.1 I306o0p mapamerpa paBHamba

[Tocroju Buite MeToga 3a U300p MapaMeTpa paBHAMbA. Y KOJUKO HUMaMO
HEKO TMPBOOUTHO 3HAE O T'YCTHUHHU, MOYKEMO Ja MOJeCHMO MapaMerap Tako
Jla TpachuK oreHe I'yCTHHE HAajBHIIE OJroBapa TOM HaIlleM IPBOOUTHOM 3Ha-
wy. OBo je cybjekTuBHE MeTos m3bopa 1P n y HekuMm ciaydajeBuma je u TO
noBosbHO. Kao mito je Beh pedeno, mpobieM ca u3zdopom h, je IITO aKo oja-
6epemo MaJgio h, onena rycruHe he ¢BOjuM OOJHMKOM HPEBEINKN 3HAYA] JTaTH
HEKUM CTPYKTYypaMa Koje Cy CaMo TOCIeIUIA BapujabuJIHOCTH Y Y30PKY, T0K
aKo 071a0epeMo TpeBuIiie BeJIUKo h outhHe cTpykType he ce usryburu jep hemo
[pEBUIIIE U3PABHATH. Y HapeIHOM TEKCTY OIHUCAHA CY YeTHPH METOJa 33 U3-
Oop mapamerpa paBHama. Behinna onucanux merona, csu ocum MMB ornene,
ce 3acuuBa Ha jeanadnnu (2.11). Ona je 3Hauajua jep, 3a noderak, u3 Te jej-
HAYMHE BHIMMO JIa 33 Mapamerap pasHarmba Tpeba ma sawxm h, = O(n~1/%).
Takobhe, Ha OCHOBY e MOXKEMO Ja u3padyHamo onTuMaJsny speanoct [P 3a
HEKYy yHaIpeJ Mo3HaTy I'ycTuHy. 1o Moxke OUTH KOPHUCHO KaJa UCIUTY]eMO
Jla JIM je HeKH IIpeIozKeHH MeTol pauyHama [IP mobap - mopehemem ore-
IbeHe U aCUMIITOTCKH ONTHUMAJIHE BPEIHOCTU. ¥ Ja/beM TeKCTY heMo yMmecTo
Jlocajalrme o3HaKe h, nmucatu h paju je JHOCTABHHjer 3amuca, ajn nmahemo

y BuAy jAa je h dpynkmmja ox n.

3.1.1 Ilo3uBawme Ha HOPMAJIHY pacnoaeyry

OBaj MeToq je OP3 U jeHOCTABAH, Al HE TAPAHTYje HUKAKBY OMTHMAJ-
HOCT JobujeHor pesyiartara. Basupa ce Ha jeanaqdwnn (2.11). Hbom cmo mo-
OUJIM ONTUMAJHY BPEIHOCT 3a h y cMucay munumusupama AMISE, amm je
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1IpobJieM IITO OHA 3aBUCH OJ Henosnare rycrune f. neja osor Meroaa je ma
y m3pasy [ f"(z)?dx ymecro HenosHaTe, KOPHCTHMO APYTH H3BOJ HODMAJIHE
rycrune ca ofarosapajyhum mapamerpnmva. Kako BpemaHOCT OBOI MHTErpaJa
y cJydajy HOpMaJiHe paclofese Helie 3aBHCHTH OJ Cpeimbe BPeIHOCTH, IO-
BOJBHO je Ha OCHOBY Y30PKa OICHHTH IapaMeTap o> HOPMaJHe paclojele.

/ (@) de = 0" / ¢ (2)? da

3
= §7r_1/20_5 ~ 0.212075. (3.1)
Y cayuajy Taycosor jesrpa, kaja speanocr u3z (3.1) ybanumo y m3pa3 3a
hAMISE (211), ,ZLO6I/IjeMO

5 ~1/5
haprse = (4m)~1/10 (éﬁ_m) on~/®

(4 1/5 .
— -1/5
= = an
)

= 1.060n"'/°.
OnroBapajyha orena mapameTpa paBHAba je
;LNS = 1.065’%71/5,

rje je 0 OlleHa CraHjap/iHe JieBujaluje paciojesie  y30pKa. To
MOXKe OuTH y30padka CTaHaapjHa JeBHjaldja WJId HeKa pobycHa
OlleHA, HAa T[pPUMep CTAHIAPAW30OBAHO WHTEPKBAPTUIHO  PaCTOjarhe
61or = (y30pauko muTepkBapTIIHO pactojame)/(P~1(3/4) — d71(1/4)),
rae je @1 unsepsna dpynkmmja N(0,1) pacnogene. Axo je y3opak 3amcra
13 HOpMaJHe WM HeKe Ipyre YHHMOJAIHE pacHojese, T00HjeHa BPEIHOCT
je nobpa omena 3a h. Mebhyrum, y ciyuajy Kaja je cTBapHa T'yCTHHA
myarumonanua, speanoct [ f”(x)?dx he Gurm mama nero oma noGmjena
moMeHyTOM alpokcuMarnujoM. /Jlakse, omadbpano h he 6utu Behe Hero mro
ou Tpebasio. JemHa ox mpeaHocTu je mTo ce u3bopoM Beher h nehe mpeyse-
JIMYaTH HeKe KapaKTepHCTUKe Koje Cy MOCJeIHNa BapujabHIHOCTH Y30pKa.
Cneneha omnena ce y Jureparypu HaAa3u O[] PA3JUUATHM HABUBAMA, KO
Cunsepmanos min ka0 CKOTOB mapameTrap paBHAbA.

hseors = 1.06 An~1/5,

rae je A = min(s,, 6gr). Ucnuryje ce 1 0CeT/bHBOCT OBe OLEHE Y 3aBHCHOCTH
OJT PA3JINYATHAX BPETHOCTN TapaMeTapa acUMeTpHje W CIJBOTTTEHOCTH HEeTO-
3HaTEe TYCTUHE, IPU PA3JIUIUTHM olleHaMa 3a 0. Kao Hajoosby oneny, KojoM
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CMakbyjeMo IIaHce npeBesinkor pasaama, Cuasepman [1] npeniaxe
hSilv = O.9An*1/5.

OBaj MeTOq OlleHUBaKA je OP3 U je THOCTABAH, aJTl HUje ACHMITOTCKH OMPaB-
JIaH - He MOKe Ce JIOKAa3aTH Jia ujeHa OJ1 OBe JIBe OlleHe ca 1oBehameM y30pKa
TEeXKN Ka CTBapHOj ONTUMAJHO] BPeIHOCTH NysrsE.

3.1.2 MMB ca yHakKpCHOM HIPOBEPOM

YommreHo, uiaeja mMerona MakcuMaiane BepojgoctojHoctn (MMB) je na
n3abepeMo MoJies1 3a KOju je BepoBaTHoha jobujeHor y3opka Hajseha. Ko
mapaMeTapcKuX MoJlesla 3HAMO 3ajeJHUYKY I'YCTUHY y30pKa, Ta U PYHKIH]Y
BEPOJIOCTOJHOCTH 10 HA TTapamerap, Meljyrum y oBom ciydajy e 3HamMo. AKo
je Y cayuajua BenmumMHA KOja MMa pacunojieny oapeheny nemozHatom rycru-
vom f, Tama je f(Y) dyuknuja BepomocrojrocTn Tor yzopka obmma 1. Ca
JIpyTe cTpaHe, fn je OlleHa T'yCTHHE U TO je, 3a ¢ukcupane Xi,..., X, H je-
3rpo K, mapameTapcku Mojes 3a f, ca mapaMmerpoM h. ¥ ciaydajy ja mopen
y30pka Xi, ..., X,, IMaMO U HE3aBUCHY O] y30pKa CJAyUIajHy BeJIUIuHy Y, Om-
TUMAJIHY BPEAHOCT h TpaykKMMO Kao Ta4dKy y KOjOj Ce JIOCTHZKE MaKCHMYM
In fn(Y) [Tomrro mmamo camo X7, ..., X, ujeja oBOr METO/Ia je Ja Ha OCHOBY
n — 1 elemenara y y30pKy OIEHUMO T'YCTHHY €a f_i7 u na h go6mjeMo Kao
TauKy MHHAMYyMa In f_i(Xi), rie je X; eJIeMeHT Y30pKa U30CTaB/beH H3 Pop-
Mupama rycture. CBejeIHO je KOju eJleMeHT y30pKa heMo M30CTaBUTH, TaKO
Jla, KOHAYHO, O1leHy hy/rcy 1001jaMo Kao TauyKy MUHUMYMa (PYyHKITUje

n
CV(h) =n""Y In(f_i(X))).
i=1
TepMmun yHakpcHa npoBepa Ce OJHOCU Ha HJIejy O KOPHIIThemy jeJHOr aesa
y30pKa paju A00ujama nHMOpMaIja 0 IPYToM /ey y30pKa. Y HallleM CJIy-
qajy f_i(XZ-) J1aje nHPOPMAIU]y O BPEJIHOCTH I'YCTHHE Y U30CTAB/HEHO] TAUKU
y30pKa. Mozke ce mokazarTu ja je 3a h 1001jeHO OBOM MeTOIOM OlleHa I'YCTUHE

OJIMCKa CTBApHO] I'YCTUHH y CMHUCJAY MuHEMH3upama Kysibak-JlajosiepoBor
pacTojama JleddUHUCAHOT ca

10, ) = / f(2)log f(x)/ fu(x) dr;

B{CV ()} = E(fi(X) = B [ fla)n f-i(X)) da
zE/ﬂ@mﬂ@M:—Emﬁﬂ+/ﬂ@mﬂﬂw.

21



[Iperxo/Ho puMemeHa alpoOKCUMAallja HUje CTPOro MaTeMaTUYKH OlpaB-
JlaHa, ajii Ha OBaj HaYnMH BHAUMO Kako je —C'V(h) 10 Ha KOHCTAHTY HempH-
crpacHa oreHa odeknBaHor Kymnbak-Jlajosepoor pacrojama. IMako muaTyn-
THBaH, OBaj HAYWH OICIbUBaIba IapaMeTpa paBHAIba UMa MHOTe HeJOCTATKe.
Ykoauko je Hocad 3a f meorpanmden, a 3a K orpanudven, [(f, fn) he O6urTn
—o00 3a cBako h. Takobhe, mokasyje ce j1a je oBa OLeHa OCET/HbUBA HA ayT/iajepe
Ka0 U JIa y CAyYajy KaJa PEIOBU PACIO/IE/Ie TeXKe HYJIN eKCIIOHEHIHjATHO UIN
CIIoOpHuje, OBaj MeTOoJ, BOJM JI0 OIleHe T'YCTHHE KOja HHUje MOCTOojaHa, MmomTo h
nobujeno MakcumusupameMm CV(h) nehe Texkutu mynmm xkag n — oo, [a-
KJIe, JIOIIE IOHAIIAIbe Ce OJHOCH Ha BeNuHYy IrycTUHA, OCUM HOPMAaJIHe ¥ OHHX
ca orpanmueHuM HocadeM. Ilokazahemo na mpumepy JlammacoBe pacmomgeste
Jiorie moHamame oBe orene. 3a 500 yzopaka odomma 100, 200 u 500 u3 Jla-
wiacore(0,1) pacnoese n3padyHaTH Cy OBOM METOIOM apaMeTpH paBHambA,
a oHJa je 3a Ta Tpu Hu3a o1 500 elemeHaTa olnemeHa rycTuHa. Kao mapame-
Tap paBHaba KOPHCTUMO hg..r. Ha comiu 3.1 npukazane cy oleHe I'yCTHHE.
BeprukaaauMm JuHEjaMa O3HAYEHE CY aCUMITOTCKH ONTHMAJIHE BPEIHOCTU
hayrse KOje ce pa3jiIMKhjy y 3aBHCHOCTH 0OJi 0buMa y30pKa. Buaumo Kako
ce ca mopacToM obMMa y30pKa CMambyje JAuciiep3uja, a Cpejiiha BPEIHOCT je
oamka hapnrse, Mak BehwHa mapamerapa paBHamba je W 3a BEJIUKO 1 J10-
cra Beha o1 haprsg. MHOro 60/be MoHAIIAIbE MOXKE Ce BHIACTH Y CJAydajy
N(0,1) pacnogene. Vern mocrynak oapahen je u y caydajy oBe paciojee
U pe3yJiTaTu Cy NPUKa3aHu HA CJIUNU J3.2.

n=100 n=200 n=500

density

BUBEEE B

o5

X X X

Cauka 3.1: OI'J mapamerapa hyrcoy 3a y3opke obuma 100 (seBo), 200 (cpe-
muHa) n 500 (mecno) m3 Jlammacose(0,1) pacnomesne.
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n=100 n=200 n=500

density
_—

04 0% 08 00 02 0 0 o8 00 02 o4
X X X

Couka 3.2: OI'J mapamerapa hysrcoy 3a y3opke oouma 100 (1eBo), 200 (cpe-
auna) u 500 (mecuo) uz N(0, 1) pacnogede.

3.1.3 Metoa HajMaBUX KBaJpaTa ca YHAKPCHOM ITPO-
BEPOM

OBaj MeTo/1 ce Takohe 3acHUBA HA HHTEI'PUCAHO] CPEIIbeKBaIPATHO] IPEII-
I KaO MEPH OJCTYIIaIba OLeHEe OJI CTBApHE I'YCTHHE,

MISE(f,) = / fola) — f(a))da

—E/fn dm—2E/fn dx+E/f(x)2dx

Uneja je nahu h 3a Koje je oBa BpeIHOCT MUHUMH3HpaHa. Kako oBa Bpej-
HOCT 3aBHCH W OJ CTBapHe, Heno3HaTe rycrune, 7o Hehe ourtu moryhe, ann
[IOCTOjU HAYMH JIa ce MOJAMMPUKAIUjOM OBe mjeje johe 10 aCUMITOTCKE OTl-
THUMAJHOCTH. 3a MOYEeTaK, MOIITO MOCJeIHhI cadupaK He 3aBHCH O]l OIeHe,
ONTUMAJTHA BPETHOCT h Y CMHUCTY MUHUMHW3HPAaHka OBe T'DENIKe je OHO h 3a
KOje je MUHHUMAJTHO

M(f.) E/fn x—2E/fn (3.2)

I3pas (3.2) hemo omeHUTH HA OCHOBY Y30DKA U OHJIA TPAXKUTH MUHUMYM IO
h te omene. IlpBu cabupak 3aBHUCH caMO O] Y30PKa, & APYI'H caOUpaK 3aBUCH
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u oJ| Heno3Hare rycrune. ledununemo oneny jesrpom f_;(x), KoHcTpyncany
o1 n — 1 enemenara y3opka, 0e3 ejgeMenTa X;

filz) :n—lthx_

Jeama wenpucrpacua onena 3a M(f,) je
~ 2 A
LSCV(R) = [ fufa) da 2 X (3.3)

Hokazahemo HenpucTpacHocT OBe OIEHE.

E(LSCV (h (/fn dm——Zf )
5 [ fula) —a/n
= M( fn (3.4)
Tpeha jeqnakocT y nmpeTxoHOM HU3Y BaxKu jep je

i - > KX, - Xi))

:/---/nilZKh(mn—xi)f(xl)---f(xn)dxl...dmn

Ef (X, =E (n

Hake, MmuanvmusupameM dyakiuje LSCV mobujamo oreHy mapaMeTpa paB-
Hama hrpsoy. HMako He mMoxkeMo j1a HaheMO eKCIIMIIUTAH H3Pa3 3a TadKe
JIOKAJIHOT MHHUMYMa OBe (PYHKIIFje, MOYKEMO jOII MAJIO 0jeTHOCTABUTH U3-
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pas
/fn(a:)zda::/%ZKh(x—X dx
_ % Z Z/Kh(ac — X)Kn(x — X;) do
_ n21h2 ZJZ/K(U XK (u— hUX) du
:n2hZZ/K X — X;) —t)dt
— th ZZK X5 - X)), (3.5)

Jlaksie, y omiireM ciydajy Tpeda padyyHATH KOHBOJIYIHU]Y, U 3a TO C€ MOXKE
kopuctutu Beh nmomenyrta teopuja @ypujeoBux Tpancdopmaliuja. ¥ CIemy-
JAJTHOM CJIYYajy, KaJ1a KOPUCTUMO ['aycoBo je3rpo, padyH ce MojeTHOCTaBIbY]e,
TIOMITO je KOHBOJIYIM]a TOT je3rpa ca caMmuM cobom ryctura zopmanae N (0, 2)
pacnogese. Cana hemo na mojegnocraBumo u Apyru cabupak y (3.3),

D

J#
= =) ZZh 'K(h (X — X))
n(nl_ 1)n_1Kh(0). (3.6)

Konauno pasnuka (3.5) u (3.6) je LSCV (h) 3a Taycoso jesrpo. Pamu jemmo-
crapuoctu dakrop (n — 1)~! zamenmhiemo ca n~!'. Tume moGujamo

LSCV(h) = n?h™" Z Z K@ (X, - X))
—2n?h Yy Z K(h Y (X; — X;)) — 2n 'L K(0)
n2h ZZK* YX; — X)) — 2nth 1K (0),

rae je K*(t) = K@ (t) — 2K (t).

360r HEMPUCTPACHOCTH KOjy CMO U JoKazau, (3.4), oBaj MeToJ ce 30Be
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HelPUCTPACHA YHAKpPCHA 1poepa. Moxe ce jecuru ja dynkuuja LSCV (h)
“Ma BUIIIE O/T je/IHOT JIOKAJHOT MUHUMYyMa. y TOM CJayd4ajy ce 3a h npejaxe
He Tavyka riobasHor MuHEMyMa Beli HajBelia Tauka JOKAJIHOT MUHUMYMa (B.
[2]). Croym (1984) [14] je mokazao ja je oBaj u3bop HmapameTpa paBHAIHA
ACHMIITOTCKH ONTUMAJAH, Y CMHCIY /18 BaXKH

hrscv ce.
—7 %1, n— oo

hamise

Mehytum jgokazano je u jga hpscy UMa BEJIHUKY aCUMITOTCKY TUCIEP3HU]Y,
a ce W3 TOT pas3jora cMaTpa Ja 0Baj MeTOJ WIIaK HeMa JOBOJHHO J00pa HU
teopujcka (B. [15]) Hu npakrudna cBojcrBa (B. [19]), u mpemyiozKeHo je Buire
o60bIIATHA.

Jeana mogudukalmja oBOT METO/IA je TPUCTpacHa YHAKPCHA ITpoBepa Koja
ouemyje h tako wro munnMusyje byukmujy AMISE(f,) (2.10) rae ce me-
nosznaro R(f") onemyje ce ca

—_—
A

R(f") = R(f,) — (nh®) " R(K")

=n?Y Y K KX - X;).
i#]
Jpyra jeqnakocT ce J00Hja HAKOH MAaJIO JY2Ker U3BOlema CAMIHOT OHOM Yy
(3.5). ®yunknuja BCV (h) kojoj rpeba nahn munumym, jgobuja ce 3aMmeHOM
R(f") ca R(f") y uspasy sa AMISE(f,). Muaumym te dbynxumje je onena
METOJIOM IPUCTPACHEe YHAKPCHE IpoBepe H o3adaBaMo je ca hpcy. JdokasaHo

je Jla je acuMITOTCKa JIUCIEpP3Hja OBe oleHe Mama o hpscoy, anm jga nma
MMO3UTUBHY TPUCTPACHOCT, 110 Y€MY je OBa OIleHa U A00uIa nMme.

3.1.4 Metoa yBplITE€HE OIleHe

Osaj merox pazsusu ¢y Xoa u Mapon (1987) [17] u Hlexep u Ilome (1991)
[18] u comuan je Meromy mpucTpacHe yHakpcHe npoepe. Mieja je ma ce y
u3pasy 3a hayrse GYHKIUOHA HElO3HATE I'yCTHHE OIEHN Ha MAJIO JIPyradu-
ju HauuH, ureparuBHo. [IpBo hemo xa onumemo onemuBame (HYHKIUOHATA
rycTune o0JIuKa

R() = [ £ da.

JacHo je Kako HaM OBO MOKe OUTH 0 KOPUCTH, MOIITO HaM Oalll oBaj pyHK-
IMUOHAJT 3a s = 2 TpaBu 1podsem. llaprujajiHOM WHTErpaIujoM OBaj U3pas
ce CBOM Ha

R(f¥) = (1) / F29(2) f () da,
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11a ce IMpeTxXoHu HPodJeM CBO/IM Ha OlEH-UBAIHE
by = / FO (@) f () da,

3a 7 mapHo. Kaxo je mperxonnn mspas jennak Ef()(X) namehe ce creneha
oreHa

n n

di(g) =n' ) (X g) =02 Y Y LO(X; - X)),

i=1 i=1 j=1

rie cy g u L penom mapaMeTap paBHama U je3rpo KOjHu ce KOPUCTe V OleHU U
Koju Mory Outw pazamautu ox h u K. Ox 3Hadaja he HaM OUTH ACHMTOTOT-
CKO MOHAIIAE CPE/IbeKBA/IPATHE I'PEIKe OIEeHe Qﬁr(g). Mozxe ce pokazaru
Ja MO HEeKHM yciaoBuma (B. [2]) Bakdm Aa je 3a mO3HATO L, OonTHMAaIHA
BPEIHOCT ¢ Y CMUCY MUHUMHU3UPAHA, OBE TPEIKe

k"L(T) (0> :| l/(r+k+l) (3 7)

JAMSE = |:—_/ﬁk<L)wr+kn

e je k pen jesrpa L. Bparumo ce Ha mpobseM olembHBaiba IapaMeTpa
paBHama. [locie yBohema HOBUX O3HAKA HMAMO

R(KT/E}' 38)

hamise = { K
2

OYHKIIMOHAIY HEIIO3HATe I'yCTHHE MPHIPYKYjeMO HEeroBy OIEeHY @/34(9).
OBuM 106MjaMo OIEHY 3a IMapaMeTap paBaHarba

RK 1/5
4] | 59
k3a(g)n

[Ipobem je mTo oHa 3aBucH o1 m3b0pa mapamerpa ¢. OUTHMATHA OIEeHA 34
Taj nmapamerap ouna 6u gayrsp MEDYTUM TO TOHOBO 3aBUCH 0J1 (DYHKIIMOHAIA
Hero3nare rycrune. Hacrapspbajyhu naspe oBaj nmpobiieMm He HecTaje, caMo ca
npobJieMa OlebUBaba 1, MPEeJa3suMo Ha IIPodJIeM OlemUBamba 1, o. JeaHo
peliere OBOT mpobJieMa je j1a 3a HeKO 20 + 4, 1914 ONEHUMO HEKOM jeTHO-
CTaBHOM METOJIOM, Ha IpUMED TMO3UBAKEeM Ha HOPMAJIHY PACHOAENy, OHIA TY
OIeHY UCKOPUCTUMO 33 HAJIAZKEIHe ONTUMAJIHE BPEIHOCTH MaPAMETPA ¢ OIEHEe
@Hg M TaKo Jajbe JIOK He joheMo 0 oreHe 3a 14, KOjy OHJa yballyjemo y
n3pa3 3a hppr. OBo 3HAMH Ja ce | myTa padyyHajy moMOhHHM TapaMeTu pas-
Hamba 10 GOPMYJIN ganse. lluTame je KOJIMKO KOpaka yHasall je MmoTpeOHO

~

thPI =
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uhu, 1j. KOjy Bpeanoct mszabparu 3a [. Ilpemopyuyje ce (B. [2]) ma | Oyue
HajMame 2 U TO je U yoOudajena BPeIHOCT 3a [.

Cana hemo Ha jeaHOM TIpUMepy YIOPEIWTH OMUCaHe MeTone. Kako aBa me-
TO/Ia ONUCAHA Y O/IeJbKY 3.1 He rapaHTyjy HUKAKBY ONTUMAJIHOCT, BbUX NeMo
UCKJBYUHTH U3 pasMaTpama. Heka je f rycruna memoBuTe HOpMaJjHe pac-
noJIeJ1e

flx) = %ﬁ(i’?) + }1(;31/3 (l‘ - ;) ; (3.10)

rae je ¢ rycruna N'(0, 1) pacnogene a ¢y /3 rycruna N (0, (1/3)?) pacnonene.
Jla 6ucMo ONEeHMJIM KOJIMKO je HeK:u MeToji padyHama I[P mobap, Tpebdasio
Ou yIopeIuTHu JI00HujeHe BPeIHOCTH €A CTBAPHOM OINTHMAJIHOM BpeaHOMmNY 3a
OBY pacmozery. JIako MoxkeMo u3padyHaTH BPEIHOCT hay sk, MehyTuMm u Ty
je mpuMerbeHa alpoKcuMalija, To HUje CTBapHa TauyKa MUHUMYMa (DYHKIH]je
MISE(h). Cpehowm, y caydajy mermoBuTe HOpMaJHe pacnogese n layco-
BOI' je3rpa, 300r I0jaBe KOHBOJIYIja HOPMAJHUX I'YCTHHA, MOXKE C€ M3BECTH
ommrra u3pas 3a MISE(h) (B. [2]). 3a y3opak obuma 100 u3 pacmozmeie ca ry-
ctuaoM f TO je hyrsp = 0.318. 3a 500 y3opaka obuma 100 u3 oBe pacmomesie
n3pavyynahemo pazimuuTuM MerojuMa mnapamerpe paBHamba. Ha coaunm 3.3
IpUKa3aHe Cy y Pa3juduTuM 0ojaMa OIeHe T'yCTHHA THX TMapaMeTapa pab-
Hama. BepTuKaJHOM JHHHjoOM obesieykeHa je ONTHMAJIHA BPEIHOCT hprrsE.
Hajrope je monamame MeToma mpucrpacie ynakpcne mposepe (BCV), a ua
OBOM IIPHMEpPY Ce He BHIM HH 3HadajHo Beha mucmeps3mja MeToia HepHCTpa-
cue ynakpcue nposepe (UCV) y oxnocy na BCV. Ilpucrpacuoct, 1o kojoj je
BCV u go6mo mMe ce jacHO MOKe BHIETH Ca CJAHKE. YOIIITe, Ha Y30PIHMa
Mamber oonma merogom BCV ce yBek npesurie uzpasna, 10k UCV meTon mma
BesuKy jguctep3ujy (B. [16]). dobpo nonamame meroqa MB (MLCV) je osre
OYEKUBAHO jep ce PaJid O Pacloiesu 3a umje pernose Baxku f(+x) = o(e ),
T — 00, UHA4Ye ca OBUM MeToJ0M Tpeba Ouru onpesan. Kao najoos/bn nHa
caunu 3.3, ucrude ce meroj ysprirere onere (SJ). YV cBom pany Ilapk n
Mapon (1990) [19] 6aBe ce ynopehuamem merona 3a uzbop [TP. Oun tBpe
J1a je, IO, HeKUM jJaduM YCJIOBHMA, IIOCTaB/HEHUM HaJ HEIIO3HATOM I'YCTHHOM,
SJ Meto 3amcTa 606K OJI OCTAIMX HABEIEHUX. Jadu YCJIOBH €y NMOTPeOHH
3001 olemuBama (PYHKIIMOHAIA TYCTHHE.

3.2 MU360p jesrpa

NMako cmo y ['maBm 2 mokasanm jga je je3srpo K Mame yTHIAjHa KOMIIO-
wenra OI'J y ognocy Ha mapamerap paBHamba, YKOJUKO jé HOCAY HEIO3HATE
IyCTUHE OIpaHuveH ca 0ap jejHe crpane, jaBjba ce IpobJIeM TPU ONEHUBAILY
rycTrHe Ha rpanniu. BeposarHo Hajuenthu ciydaj je Kaj1 je mMo3HATO /12 Y30-
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PaK MOYKe Y3UMAaTH CaMO HO3UTUBHE BPEJIHOCTH. Tauke u3 y30pKa y OJiu3unu
rpanuie he yTuraTi Ha TO Jia ce ojadpaHuM CHMETPUIHUM je3TPOM JIOe/N
TeXKMHA TavkaMa W3BaH Hocada. JeaHo morhe pernieme, Koje je TPeIIoKNo
Hlycrep (1985) [21] je pedprercuja momataka. Mapon, Pymepr u Bam (1991)
[23] cy mpenoxuin TpanchOPMUCARe Y30PKaA TAKO J1a OH OyJIe U3 HEeKe Pac-
[OJIeJIe Ca HEOTPAHUYEHUM HOCAYEM, W OHJA Ce J0 OIEHEe J0Jia3u OOUIHOM
OT'J Tpancdopmucanor y3opka u WHBEpP3HOM TpaHcdopmanujoMm. Mapon u
Pynepr (1994) [22] cy oBe nBe uueje 0bjeauuman, TpanchOpMannjomM y30pka
npe pedieKToBamba pajin 00/pbuX ocobuna onene. Jpyru mpuctyn npobiemy
nva Yen (1999) [24] u (2000) [25], koju mpemazxke Kopuiilieme acHMETPHY-
HUX je3rapa. YKOJHKO je HOCad TYCTHHE OTPDAHWYEH, je3rpo je IyCTHHA Oera
pacmosiesie, a ako je OrpaHImYeH CaMO Cca je/lHe CTpaHe, OHJA je je3rpo IyCTHHA
raMa pacrojiesie ca ojJropapajyhum napamMerpuma. y HapeJIHOM TEKCTY hemo
VKPATKO OIUCATH HEKe O/l IOMEeHYTHX MeTOJA.

3.2.1 Pedunekcuja nogaraka. IloHamame Ha rpaHuIm.

Ko crangap/He oreHe ryCTuHE je3rpPoM, Y 3aBUCHOCTH 0J1 n300pa je3rpa
pasimkoralie ce Hocaw ornene. Ha mpumep, ako je Hocadw jesrpa [—1, 1] onga
je Hocad otene rycrune [min; X; —h, max; X;+h| mro mMoxke 6UTH U3BAH I'pa-
HUTA 32 TYCTUHY f. YKOJIMKO KOpucTUMO ['aycoBo jesrpo omena he curypho
y3eTHu He HyJIa BPEeJIHOCTU U u3BaH Hocada. lIpermocraBumo ja je mo3Haro jga
je HOCau Hemo3HaTe rycTuHe 06aMKa [¢, +00). JemHo moryhe permeme 3a oBaj
npodJIeM je CUMEeTPUYHO TPECINKABAIE fn(x) Yy OZHOCY Ha IPaBy T = C, Ca
uHTepBaJa (—00,¢) HA MHTEPBAJ [¢,00) U J0/IaBale OIEHU I'YyCTHHE Y Tad-
KaMa nHTepBasa (c, +00). Jejanadnna omucaHe oneHe je

fal) = fulz) + fu(2¢ — )

- %Z[Kh(x — X;) + Ki(2c — 2 — X;)],

3a x € [¢,+00) n 0 nHave.

OBaj meros mwiaycTpoBaH je Ha caunu 3.4, riae cy npukaszane OI'J yzopka
obuma 100 u3 ekcnonennujanne £(1) pacmogesne ca u 6e3 pedeKTOBambA
y3opka. Ha rpacduky jeBo Bujau ce Kako oleHa T'YCTHHE y3UMa U Hera-
THBHE BPEIHOCTH, JOK CMO Ha JECHO] CJAHIHM OBaj IpoOJeM jeIHOCTABHO
permti pedpIEKTOBAIbEM Y30pKa. Y CIydajy Ja je Hocad T'YCTHHE O0JIHKa
[d,+00) Ha NpPeTXOJHO OINMCAHW HAYHMH Ce OIlebyje I'YyCTHHA 3a y30pak
Y, =-X4,...,Y, = —X,, o3HaunMo Ty omneny ca ¢,. TpakeHa omena He-
IIO3HATe TYCTUHE Taja je

fa(x) = gn(—2),
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3a ¢ € (—00,d| n 0 nnadge.
Kana je mocau rycruae mHTEepBand obmuka [c,d], MeTon pedieKTOBakbA
nojaraka cyrepuine ciaegehy omeny

falw) = ful@) + fu(2¢ — 2) + [n(2d — )

:—ZKM— )+ Kp(2¢c — 2 — X;) + K,(2d — = — X)),

x € [e,d] m 0 nrage. Y oBOM caydajy y3uma ce Ja je Hocad jesrpa [—1, 1],
JIOK je y JApyTHM cJaydajeBuMa cBejegHo. lIpeTmoctaBuMo 1a je HOcad Ty-
crure [0,1]. Heka je h durcupano u z € [0,h]. Taga ce x Moxke 3amucaTu
ka0 x = Ch, 3a neko C' € [0,1]. la 6ucMo 06pa3IOKUIH JIOIIE HOHAIIAHE
na rpammnama OI'J, nmokasahiemo ga je ouekuBana BPeIHOCT fn(()) jennaka
1/2f(0), a cam9aHO ce MOKe M3BECTH W 3a JecHy rpanuiyy. [Ipumernmo ja,
ykosmko je f(0) # 0, 360r mpeTnocraBke o Hocady, [ Huje HermpekuIHa (yHK-
nuja, 1ma Hehe OUTH UCIYIHEHU YCJIOBU MOTPEOHHU 3a ACUMIITOTCKY HEIPUCTPa-
CHOCT KOJY CMO U3BEJIN Y OJIeJbKY 2.2.

e =1 [ k(52 iwa=1 [ K (0= L) rway

c
= K( ) f(z — uh)du

/K — (@b 4 o ) uh)?] du 4 o(?)
P €) — F/(@)hun(O) + 5 1" (2)Wpa(C) + 0(1),

rie je ug(C) = f_Cl uF K (u) du. 3a C > 1 nobuja ce u3pas 3a OUeKHBAIHE KAO
y (2.9). Ba C' = 0, nomto je uo(C) = 1/2 nobujamo aa je Ef,(0) = 1/2f(0).
Kaxko je 3a C' € [0,1), puo(C) < 1, wran Koju He 3aBUCH O h HHje jeJTHAK
f(z), ma kaxemo Ja je nmpucrpacHocT Hyamoe peda. Meromom pedirekcuje
mo0oJbINIaBa Ce TOHAIIake oleHe Ha rpaHuiu. CIndHuM n3BohemeM 100mja
ce

2

Efa(e) = f() + "5 (1) () = 20Cpo(~C) + pu (~O)f (2

+ 21%[C2 g (—C) + Cua (—C)] f () + o(h?),

3a x = Ch, C € [0,1]. 3a C' > 1 ka0 u y IPETXOIHOM CJy4ajy, CBOJH C€ Ha
(2.9), a3a C' < 1 cMamWIN CMO OJICTYTIAE O CPE/IFhe BPETHOCTH jep je OHO
cana pega O(h) - npeoe peda. ¥ cayuajy kama je f'(0) = 0, oacryname je
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apyror peja. OBy aumbenniy Mapon u Pynepr (1994) [22] cy nckopucruim
Jla HAIPaBe aJrOPUTaM 33 OIEHY TYCTHHE KOjUM Ce O00/bIaBa IOHAIIAE
Ha KpajeBMMa MHTepBaja. YKpaTko NemMo onmcarn Kopake y ajJropurTmy.

e Tpanchomucame y3opka, Y; = ¢(X;). DPyukmuja g je omabpana u3
ojipehene mapamerapcke pamuije Tako Ja je M3BOJL I'YCTUHE Y; HpH-
OomkHO jennak () Ha TPAHUIM FHEHOT HOCAYA.

e OleHUTH IYCTHHY HAa OCHOBY y30pKa Y; MeTomoM peduiekcuje, fy (z)

o Kopncrehn sesy mmely fy n fx, fx(z) = fy(g(z))g'(x), Tpancdop-
marmjoM fx(x) = fy(g(z))g () monasumo 1o TparxkeHe oneHe.

3.2.2 AcumerpuvHa je3rpa

pyru moryhu npucryn oBoMm 1upodjemy je Kopuiihemwe Jpyrux jesrapa.
Cumerpuuna jesrpa cy oaronapajyha ako je Hocad rycture R, ajqm HUCY aKO
je orpaHWYeH CJIeBA WK 37eCHA. Y KPATKO heMo ommrcaTn acHMeTPUTHA, je3rpa
Koje je mpeyiozxuo Yen. [IpernocraBumo oner jia je Hocad rycrue [0, 1] u na
f nma Henpexujgan aApyru usBox. Ob6esexumo ca K, , rycruny Gera [(p,q)
pacmozeste. OcuM 1MITO HOCAY je3rpa rapantyje ga he m Hocad OleHe TYCTUHE
6utu [0, 1], naeja je ga ce He KOPHCTH HCTO je3rpo y CBakKoj Taduku, Beh na
dyKimja jesrpa 3aBUCH OJI Ta4Ke Y KOjOj OIemyjemMo ryctuny. KonkperHo,
Kao je3rpo 3a omeny y Tauku ¢ € [0,1] ysuma ce dynkimja Kyni1 (1—z)/ht1
rie je h mapamerap paBHama 3a Koju Baxku h — 0 kag n — oco. Onena
TyCTHHE Taja je

folx) =0 Ko -aymer (X0). (3.11)

i=1

Jlaxse oBa onena je kao yoomuajena OI'J camo dpukcupano jearpo Mema bera
jesrpuma. Hehemo uzBoauTn aym hemMo HaBecTH aCUMIITOTCKA CBOJCTBA OICHE
OBOM MeTojoM. Kao m 0OMYHO HCHUTY]Y ce IMPUCTPAHOCT U JIUCIEP3HUja O
Jokamuux, a MI1SE on riobaHuX CBOjCTaBA.

1. TIpuctpacHoct je mpBor pexa, 3a ceako x € [0, 1], qakie oBa oreHa je
ACHMITOTCKH HEIIPUCTPACHA.

2. Nako cy omeHe 6era je3srpoM HENPUCTPACHE, IHUXOBA JHCIEP3Hja Ha
rpauni je peja n”'h~/? a 'y yryrpammoctn uaTeppasia je n” h L.

3. OnuruMaJiHa BPeIHOCT h ce eKCIIMIATHO MOKe M3BEeCTH MHUHUMI3HPa-
mem MISE m mobnja ce ma Tpeba ga saxkn h = O(n~2/%), 1ok je,
IOJCETHMO ce, KOJI JAPYIHX oleHa jesrpoM h = O(n~1/?).
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4. 3amenom onrumasnor h y MISE nobuja ce MISE = O(n=*/%), mro
je Hajoospa moryha Ops3una kouseprenmnuje MISFE ka Hyau u 3a cuMme-
TPUYHA je3TPa.

Kao nmobosbmiame oBe oreHe, paju [T0JaTHOT CMAabUBaha MPUCTPACHOCTH HA
rpaHnmamMa, IIpejuiazke ce joIl jegHa OlleHa Koja TadkKama O3y TpaHHIA
nojiesbyje 6eta jesrpo anu ca MaJjo JapyradmjuM mapaverpuma (B. [24]). Ha
crunm 3.5 paam ynopehupama npukaszame cy olieHa rycTuHe Oera jesrpuma,
obmyna OI'J m crBapma ryctumna. JacHo je Kako oleHa 6eTa je3rpmMa mMa
MHOI'0 00Jbe IMOoHaIlame Ha rpanunama ox oowaxe OI'J.

Ocrao HaM je oI ma yBeaeMo OIeHy I'yCTHHe raMa je3rpuma. lIpermo-
CTABUMO JIa je y30pak u3 pacrojene unju je Hocad [0,00). [Ipernocrasumvo n
Jla HeNo3HaTa T'YCTHHA f WMa HEIPEKHIHU JIPYTH U3BOJ, U Jia CY UHTErPaJIH
[ f?(x)dx n [(xf"(x))? de xonaunu. Bera jesrpa y oBoM ciy4ajy MembaMo
raMa jesrpuma, Jia 6u HOcad jesrapa Kao U y HPOILIOM C¢Jiy4ajy O6uo ucru
kao Hocad rycrune. Oesexkumo ca K, , rycruny rama 7(p,q) pacmogese
rjie je ¢ mapamerap pasmepe. OBOM OIEHOM Ce Kao je3rpo 3a OIeHY y TaYKu
x € [0,00) ysuma dbyuxmuja Ky pq1,, Te je h napamerap paBHama 33 KOjH
Baxku h — 0 u nh — oo Kam n — oco. OneHa rycTure je

fG(x) =n"' Z Ko /nian(X5). (3.12)
i—1

Ucnocras/ba ce ja onene 6eTa n raMa jearpuMa UMajy CJAUYHA aCUMIITOTCKA
cBojcrBa. CBe cTaBKe O ONEHW T'ycTHHE OeTa je3arpuMa Barke y UCTOM ODJIUKY
1 3a oreny rama jesrpuma. Takobe, cinano Kao u Koj b6era jesrapa, Yen mpe-
JTazKe MOoOJbINAbe OBE OlleHe KOpHUIINemeM MaJjo IPYradujux rama jesrapa
Ha rpanuny Hocada. Kopmere ce rama jesrpa ca mapamerpuma K, ;) n, TIe

je
x/h x > 2h
T) = - . 3.13
pn() {%(m/h)2+1 z € [0,2h) (3.13)
Onrosapajyha orena je

~

fé(ﬂl’) = nil Z Kph(z),h(Xi)- (314)
=1

Ha canmu 3.6 pagum ynopehuBama NpuKasaHe cy OlleHA T'YCTUHE 0eTa je3rpoM
fa, obmara OI'J m crBapHa rycTnHA. JacHO je Kako OlleHA raMa je3rpuMma
“Ma MHOTO 00Jbe MOoHAIIame Ha rpaHunu oa obuare OI'J.
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Chauka 3.3: Onemene rycTune mapamMerapa paBHamba J00HjeHUX Pa3IUIUTUM
Merojilama, 3a y3opke obuma 100 u3 MmeroBure HOpMaAJIHE PACIOJe/ie ca Iy-
CTUHOM fi.
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Couka 3.4: onemena rycruna 6e3 pedekrobama (1€Bo) u ca pedJieKToBa-
BeM (JIeCHO) ToJaTaka
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Cauka 3.5: Onena rycrune 6era jesrpuma, 3a y3opak odomma 100 u3 ckam-
pane Gera pacnogese, unju je Hocad [0, 5]. Ornena rycrusne 6era je3srpom (myHa
mannja), obuana OI'J (Tauka-rpra-Tavka) u cTBapHa IycTHHA (HCIPEKH/AHA
JIMHU]jA).
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Camka 3.6: Ouena rycture rama jesrpuma, 3a ysopak obmva 100 u3 (1)
pacriomeste. Oniena rycruse 6eta jesrpom (myHa auauja), obnana OI'J (Tauka-
[PTa-TAYKa) W CTBAPHA T'YCTHHA (MCIPEKUIaHA JTUHEjA).
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I''taBa 4

AcumMmnrorcko noHaimaame OI'J

Y ome/bKy 1.4 m3Bean CMO ACHMITOTCKO IOHAIIAHe OUEKUBAIba, W JIH-
cuepauje OI'J. To mam je 6mno morpebHo 3a yBoheme onrTuMasHOr je3rpa
¥ ONMCHUBAe BUIE MeToja m30opa rnmapaMeTpa paBHamba. Y OBOM OJEJbKY
HaBelheMO HEKe HOBe acCHMIITOTCKe pe3yiarare, a Heke Beh momenyre hemo
IIOHOBO JOKA3aTH A1 MO/ OJIAYKUM yCJIOBHMA IIOCTAB/BEHUM HAJI IYCTHHOM f.
Cpa maBejiena TBphema Mory ce mahu y [3]. Caenehia ema u3 maremarnike
aHaJim3e he HaM OMOryhUTH TOMEHYTO OCJIa0/bUBALE YCJI0BA U KOPUCTHU CE Y
jgocta TeopeMa o acumnroruim OT'J.

Jlema 4.0.1. Hexa je gynryuja K : (R, B) — (R, B) mepwusa dynryuja sa
KOJY 8aHCU

IK(z)| <M, z€R: (4.1)
/ |K(2)|dz < oo (4.2)
|zK(2)] = 0, 2z — o0 (4.3)

Hexa je gynryuja g - (R, B) — (R, B) mepwusa dyrruuja 3a xojy sasrcu

/R l9(2)] dz < o0. (4.4)

Heduruwemo u vHus dynryuja g,

g = hin/RK (hin) g(z — 2) dz, (4.5)

2de je hy, > 0 u h, — 0 xad n — oco. Tada, axo je g nenpexudna dyrryuja
8a91CY

lim g,(z) = g(x /K (4.6)
n—oo

37



Axo je dodammo g pasromepro nenpexudna Gynruuia, oHoa je Konsepenuuja
y (4.6) pasromepha.

Zloxas.

/K )dz

| (i) e
() / o K(2) d
. Lk (h> oz — 2)dz

+ ’g(x) /Z|>6hn1 K(z)dz|.

OBa mejeamakocT Bazku 3a cBako § > 0. YBofemem cvene u = z/h,, y mpBoM
UHTEIr'paJly HpBOr cabupka, J10b6ujamo

I— ’/M . < )g(x ~ 2)dz — g(a) /Mdhnl K(2) du

<[ IKGllgte - uh) - g(o)]du
|u|<dhy

+

< sup lg(z — u) — g(2)| K (2)] du.
lul<§ [u|<éhp*

YBohemeM ncrTe cMeHe y JIPYyTroM CabUpKYy, J100HjaMo

/| L K)ol — uhy) du

u|>8hn ! h

< sup (—|K<u>|> [ late = uha)ldu
ul>shzt \ i | >0k

< su uK (u)|) 67! u)| du.
< s (ur )5~ [ o)

IT =

CrajameM OBHX pe3ysaTara 106mjaMo

gn(x) = g(x) / K(z)dz| <sup|g(z — z) — g(2)] |K(2)| d=
R |z|<d |z|<8hn
+ sup (|zK(z) /|g )| dz
|z|>6hn !
+ lg(2)| K (2)] d2. (4.7)
|z|>6hn
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Baspmuhemo 0Ka3 0JMax y Caydajy paBHOMEPHE HENPEKUIHOCTH (DYHKIIH]je
g, a'y Caydajy camo oOUYHEe HEeNPeKUJIHOCTH CJUIHO Cjiejin. AKO je g paBHO-
MepHO HenpekuaHa byHKIMja oHga u3 (4.4) cienn na je W orpaHndveHa, na
3a cBako § > 0 u3 orpanudenoctu g u (4.1) caeau ga mocyrenmu cabupak y
(4.7) mexu pasaomepno 1o x ka 0. Canuno, u3 yeaosa (4.3) u (4.4) caenu
paBHOMEpHA KOHBepreunuja 1mo r apyror cabupka ka 0. [lomro nejeagnakoct
(4.7) BaKku 3a cBakKo 0, Kaga 0 — 0 W3 paBHOMEpDHe HEIPEeKUTHOCTH (ByHK-
nuje g, u ycaosa (4.2), nmamo Ja u npBu cabupak Texku ka 0, paBHOMEPHO
mo x. OBHUM 3aBpIIaBaMoO JOKa3 jep CMO JIOKA3aJd Ja je KOHBepPreHIhja y
(4.6) paBHOMepHA. O

[Tpumenom ose jeme noxkaszahemo ciaemaehy Teopemy.

Teopema 4.1. Heka je [ uenpexudna zycmumna pacnodene. Tada je OI'J
nocmojana ouena 3a f(x), 3a ceaxo x, axo je jesepo K cumempuuna eycmuna
u ako eastcu nh, — oo u h, — 0.

Aoxas. 1lpBo hemo mokazaTn acUMITOTCKY HempucTpacHocT. CBH YCIOBH 3a
K w3 Jleme 4.0.1 cy ucnymenn u mpuMermnyjeMo je Ha jearpo K u rycruny f,
KOja Takobhe 3a/10BOJhaBa MOCTAB/bEHN YCJIOB O HEMPEKNTHOCTH.

A 1 x—y
Bfuw) = [ 5K £ () dy.
hn, hn,
na jupekTaom npumenom Jleme 4.0.1 jgobujamo jia Kajg n — 00 OUYEKUBAIHE
TEeZKN Ka

f(x) / K(y)dy = f(x).

Jakne, moBosban ycaos ga OI'J Oyme acuMITOTCKEM HEpUCTPacHa je 7a
je rycruna [ HempekugHa w Aa h, — 0. Jomr je morpebHO TOKazaTu ja
D(f,) =0, n— oc.

1 1 T —1y
_nhn/h_nKQ( h )f(y)dy,

ma moHoBO, TpuMenoM Jleme 4.0.1 na dynkmuje K2 u f nobujamo

/hinKQ <Ihzy> f(y)dy%f(x)/KQ(y)dy,
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Kaza n — oo. CUBH yCJIOBH 3a IPHUMEHY JIeMe Cy 3a/I0BOJbEHH, & CIEeINjaJIHO
u3 ycaosa (4.2) cienanm OrpaHUYeHOCT MOCJAeer nHTerpaia. [Ipema Tome

D(fn) — 0, xax nh, — oco.

]

Y onmesbKy 1.4 u3Beam cMO acUMOTOTCKO ToHamamwe MISE, onakie je
jacuo na MISFE, kao ¢dbyuknuja ox h,, Texxkn 0 kax n — oo. Mcrn pesyarar,
Kao 1ITo je Beh Ono cydaj y OBOM Oe/bKY, MOXKEMO U3BECTH U T10/T CJAa0UjuM
yCJIOBUMA.

Teopema 4.2. Hexa 3a eycmuny f easicu da f, f1) € L*(R) u nexa rwena
rapaxmepucmusna dywsuuja ¢ npunada LN(R) u eascu [ N2|p(\)|* dX\ < oo.
Hexa je jesepo K oepanuneno, uma konauwar opyeu momernam u h, — 0 xad
n — oo. Tada sascu

/E[fn(:c)  f(@)2dr — 0, kadn — oo (4.8)

oxas. Kopucrehu nejennaxkoct Kommu-IlIBapma moduja ce

/E[fn(x) — @) de —/{/K f(x = hpt) — f(2)] dt}2 du
< [{ [urte = hat) - roPr () a1} a
/ K(t { / = hot) — f(:c)]2dx} it (1.9)

[TomrTo je, Mo mpeTmocTaBy, KapakTepucTudHa (pyHKIHja ¢ rycrune f
arcoayTHO mHTerpabmiHa, npema Teopemu 10.6. u3 [9] Besa uzmeljy ose nBe

bynxmuje je
1 )
fla) = 5= [ o) an
2T
Hakie, f je ®ypujeosa Tpancdopmanuja pynkmuje ¢ L. Ipema Ilapcesaio-

BOj je,ZLHaKOCTI/I Koja o oBoj pedununuju Pypujeose Tpancdopmalnje riacu
[loN)[? dx = o= [ f*(z) dz nmamo na Baxu

/[f(:v — hut) — f(z))?do = /|¢(A)|2‘eih”t’\ - I}Qd)\. (4.10)

1Oso je jom jeman moryhm maunn nedunucama Oypujeose TpancdopMmanuje, a pasim-
Kyje ce on owor kopurthenor y onesky 2.1
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13 (4.10) u (4.9) umamo

[ Eie) - siPde < [ ] [lo0Plene 1P a| k(o a

< VﬁK(t) dt} {/W(}\)\Q}\Q d/\} h2.

V nocie/moj HejejHakocTn npuMerseno je |e — 1| < |u|. Tlomro h, — 0
K& 1. — 0O MMaMO

/E[fn(x) — @) dz — 0. (4.11)

Jlako ce mokasyje /ma BaxKu

/Dfn(x)dxg L /KQ(x)dx, (4.12)

nh,

oJaKJe CJeIn

/Dfn(m) dr — 0, xan nh, — oo, (4.13)
ma u3 (4.11) u (4.13) cremn Tpazkena Konpepreuiuja Ka 0. O

o caga cmo kao Mepy ojacrynama OI'J on cTBapHe rycTuHe HCTTUTUBATIN
HEIPUCTPACHOCT ¥ MOCTOJAHOCT TAYKa [0 TaYKa, a Kao jeJIMHy Mepy OJICTY-
mama OIeHe Ha IeJoM HHTepBary yBean cMo MISE, ouekuBarme KBaapara
pacrojama f, on [y L? mepu. L? Teopuja je y HajpasBujeHmja u Hajuemthie
OMHUI>aHa Y JIATEPATypH. YMECTO OBe MOKe ce KOpHcTHTH u L' mepa, u
Tako 00UjaMO CpeJiby WHTEIPUCAHY AICOJYTHY TPEIIKY,

MIAE(f,) = E / fo(x) = f(2)| da.

3a paznuky on L%, ucnutusame L' Mepe oacTynama je 3Ha9ajHO KOMILTHKO-
panmje. IlpexnocTn oBe TobGasnHe Mepe y ojHOCY Ha L? M MHOTH pesyirarn
L' reopuje mory ce nahu y [7]. Ocum oBe, MOTY ce HCIIUTUBATH jOII HEKE Mepe
OJICTYIIalba, Ha IPUMEP, jaKa IOCTOjaHOCT, paBHOMEPHA aCUMIITOTCKA HEIIPH-
CTPACHOCT, paBHOMepHA mocTojanocT (cnaba u jaka). Cama hemo qokazartu u
paBHOMepHY jaky moctojanoct OI'J.

Teopema 4.3. Hekxa je jesepo K oepanuuene eapujauyuje u  ped
S0 exp(—ynh2) konsepzupa sa ceaxo v > 0. Tada

Vn = sup\fn(x) - f($)| - 07
X
CKOPO Ccu2ypHo Kada n — 00, aKo je 2ycmuna [ pasHoMepHo HenperuoHa.
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Joxas. ledpunuiiemo

ful@) = Elfa(@)]|

hi/;g(“"{f) an(y)—hin/K(xl;y> dF(y)'

- & (52Y) (i - |

V, = sup

= sup
xr

A

Fo(x) = Fx)

< sup
x

rie je V(K) roranna Bapujarmuja dyukmuje K. O3HaqnmMo

D,, = sup|F,(z) — F(x)‘

Hokazauo je y [13] na nocroje koncranre C' u o € (0,2] TakBe ja Baxu
P{D, > An"'?} < Cexp(—a)?), (4.15)

3a cBako A\ > 0 u cBaky Henpekuany dyHkiujy pacnogene F. 13 (4.14) n
(4.15) mmamo

P (sup

~

ﬁug—Eﬁmﬂ>g)gp(mp

T

<mug—F@ﬂ>smaqK»*)
< Cyexp (—fnh3),

rae je S = ag?(VK) 2. U3 npernocraske ga peq y .-, exp(—ynh2) xousep-
rupa 3a cako y > 0, umamo ua je y_ .~ P (supwlfn(x) — Efn(x)‘ > 5) < 00
ma w3 Teopeme 12.2 0 TOBOJAHOM YCJIOBY 3a CKOPO CUTYPHY KOHBEPTeHITH]Y
u3 [9] caeau
V,—0 cc. n—oo. (4.16)
Axo je f paBHOMEpPHO HEIPEKHJHA, IOINTO je W AIlCOJYyTHO MHTErpaOu/IHA,
OHZa je W orpanmduena, sup, f(x) = M < oco. I3 Beh nokazamne acumnror-
CKe HeIPHCTPACHOCTH HUMAMO Efn(:z:) — f(x), kagn — oo, a ako je f
PaBHOMEPHO HEIIPEKU/IHA OH/JIA je Ta KOHBEPreHInja u paBHoMepHa. 1o 3Haun
J1a
sup|Ef,(z) — f(z)| = 0 kaxn — oo. (4.17)
€T

13 mejenmakoctu Tpoyria u (4.16) u (4.17) umMaMo KOHAYHO [1a

V. —>0 c.cxag n — oo.
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Hanomenumo na Bazku u obpar ose Teopeme (B. [3]).
Cama hemo oapeanTn ycjaose mof Kojuma moxkemo Ha OI'J npumennTu
MEeHTpaIHy TpaHudny Teopemy. OTIeHy MOXKeMO HAmWcaTh u y ciaeaehem

00JIUKY
u 1 r—X
-1
=n Viks Vo = —K ,
Z k k h,, ( h,, )
k=1
rae cy V,r He3aBUCHE cJIydajHe BeTUUHHE €A PACIOIeTOM Kao
1 r—X;
Vp,=—K L.
()

Ja 6u Baxkmia I[I'T mososbHO je na Baxku JbanyHnoB/beBa TeopemMa, 1IITo 3HAYN
. 246
1a je morpeGro ma E|V, """ < oo, 3a mexo § > 0, n 1a Baxkn

E|V,, — EV,|*™

2T (V) — 0, kamzmn — 0. (4.18)

vae je o"(X) = [ |X — EX|"dF(z) 3a cayuajuy Besmanny X ca dyHKnujom
pactomese F', u r € (0,00). Cuenehe HABOANMO ACHMITOTCKO MOHAIIAHE
o?(V,) m E|V,|**? xoje ce ce m3poam npumenom Jleme 4.0.1.

UWMN%ﬂ@AK@W% (4.19)

1 T —
B = [ (5t dy ~ o) [ RGP dy. (420

N3pasz 4.18 mozKkemo 3anucaT Kao

h1+5E| Vn . Evn |2+5
(nh)5/2h1+6/202+6(vn) )

(4.21)

Ha ocnoBy sejesnpakocTn MUHKOBCKOI ©MaMO
(E|Va = EVo[")V? < (E|V,|")/? + (E|=EV,|")"?
< (E|VaI")V? + (E(E|V,|)") V7
= (E|Va[")V? + E|V,|
< (E|VL")VP + (E|V, )P
< 2(E|V, "),
[JIe MPETHOCIEha HEjJeTHAKOCT CJIe/IH U3 IPUMEheHe XeJepoBe Heje THaKO-
cru. Opasne, 3a p = 2 + ) ©uMamo

E|V, — EV,|*"* < 227 B[V, |**°. (4.22)
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Kana zamenumo (4.19) y (4.18) u uckopucrumo uporneny (4.22), y3 yciose
nh, — oo u fR|K(y)]2+6 dy < oo mobujamo na je JbanyHOB/bEB YCI0OB HCILY-
FHeH.
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I'maBa 5

IIpumena OI'J mHa TecTupaibe
cuMeTpuje

Tectupame cumeTpuje pacro/ie/ie je mormyaapat mpod/ieM HellapaMeTapcKe
cratuctuke. lIpBu TecToBH cuMeTpHje HacTa u ¢y joimn modeTkoM 20. Beka
1 3aCHOBaHHU Cy Ha Pa3HUM cBojcTBUMA cuMmerpuje. Kopumhenu cy, na mnpu-
Mep, y30padKu MOMEHTH U PACIOpe], CTATUCTUKA MOPETKa. Y BODEHme OleHe
yCTHHE je3rpOM JIaJI0 je HOBe MOIyhHOCTH 3a HPUCTYI OBOM HPODJEMY H Y
OBOM TIOTJIABJ/bYy heMO OmmcaTn HeKe PeJI0yKeHe TeCTOBE CHMeTpHje.

TecroBu Koje hemo oBjie pasmarparu 6aBe ce ynopehuBameM TEOPHjCKUX
1 Y30padyKux KoedulmjeHaTa mpek/anama. 3a HodeTak heMo jgeduHucaTh
Moryhe koedunujente mpeknaanama usMehy aBe yHKIHje TycTHHE pacio-
nene. Heka cy f u g nBe rycrune. Ilpegmoxenn koedulimjeHTH MpeKIanama
(Mepe cposmHOCTH) CY:

Marycura [26]: p:/\/f(x)g(x) dx; (5.1)

Axman, Ban Bex [27]: A = i f22(;[) {Z(xxj_g}x;;ii) — (5.2)
Bajian [28]: 0 — / min{ f(z), g(x)} da. (5.3)

Craxu oy HaBeIeHNX Koeduimjenara, 3a mpon3BosbHe (pyHKIH]je IyCTHHE,
y3uMa BpeaHocT y uaTepBany (0, 1], rae ce BpeanocT 1 1ocTHzKe aKO M CAMO
ako je f(z) = g(x) c.c.. Jom jemna mepa GJIMCKOCTH, ca Malo ApyTradujuM
ocobuHaMa oJ IOMEeHYTHX, je KBajpaT L? pacrojama msMmely HemozHaTHX
yCTUHA

1= / (f(2) — g(a)) da. (5.4)
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Baxu ga je [ > 0u I =0 akko f(z) = g(z) c.c.. 3a recrupame jejHa-
KOCTH JIB€ HEIO3HATE I'yCTUHE (POPMHUPAMO HYJITY U aATePHATUBHY XUIIOTE3Y

Hy: f(x) =g(x) c.c.
Hy: f(z) # g(x) 3a x u3 ckyna mepe ehe o 0

Y 1moTpasu 3a TeCT CTATUCTUKOM HMa CMUCJA MOCMATPATH HEKY O JAeduHu-
CaHUX Mepa CPOJTHOCTU. YMECTO HEMO3HATHX I'yCTUHA, MOXKEMO KOPUCTUTH
OLICHE IYCTHHA je3rpoM, n Tako 3amenoM f(z) ca f(z), a g(x) ca §(x) noGu-
jaMo oTleHe OBUX Mepa. Y KOJIUKO je HyJITa XUIOTe3a TadHa, BPEJHOCT CBAKOT
o)1 nonyhenux koedunujenara je 1, ocum 3a mepy I rje je 0, mehyrum ne
3HAMO IIITa Ce JellaBa Ca y30padyKuM MaHJaHuMa, HUTU KOjy he oHuU pac-
nojiesty umatu. Moryhe TecT cTaTUCTHKEe W FHUXOBE PacCHojese y Caydajy
TECTUPAba JeJJHAKOCTH T'YCTHHA JIBA HE3aBUCHA y30pKa, 3a Mepy A (5.2), uc-
mutuBaan ¢y Pan u Fernuaj (1993) [30], a 3a mepy 0 (5.3) ucnurusaau cy
Anpepcon, Jlunron u Baur (2009) [33]. Ocum 3a TecTupame jeJHAKOCTH 1Be
I'YCTHHE, OBE Mepe MOYKEMO MCKOPHUCTUTH U 33 TECTHPAIhe CHMETPHje PACIIO-
jiesie jegHor y3opka. GopMupamo HYJATY W aJTEPHATUBHY XUNOTE3Y

Hj: f(z) = f(-z) c.c.
Hi: f(x) # f(—x) 3a x u3 ckyna mepe Behe ox 0

Ineja je ncra Kao y MpeTXoHOM CJIydajy, camo cala Memamo §(x) ca f(—x)
1 Tako J06mjaMo Moryhie TeCT CTAaTHCTHKE 33 TECTUPAhE CUMETPHUje I'yCTHHE.
Y momenytum pagosuma [30] u [32], u3BeaeHe CYy ACHMIOTOTCKE PACIOIETe
OBHX TECT CTATUCTHKA U Yy CJIydajy Tecrupama cuMmerpuje. Comdno, 1o
JIBE TECT CTATHCTUKE 33 TECTUPAE CUMETPHUje HA OCHOBY MEPEe CPOJHOCTH
(5.4) mpemnoxmin ¢y Axmazx u JIun (1997) [32], u @epnangec, Memmec u
Ckaje (2015) [35]. ¥V Hapegna Tpu oje/bKa HaBeNmemMo TeCT CTATHCTHKE, -
XOBE ACHMIITOTCKE PACIOJIENEe U ONEHATH Mepe U MONH MPE/I0KEeHAX TeCTOBA
Monre KapJio meTomom.

5.1 Mepa cpoaHocTu A\

Mepy A moxkemo 3amucatu u 'y cjaejgehem o0uky
20
A(f)+Alg)’

rae je 0 = [ f(x)g(z)dx, A(f) = [ f2(x)dz, Alg) = [ ¢*(x) dz. Kao oueny
3a A, Axmaz (1980) [29] npemaxe

A:

5\ -
A(f) +A(g)
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mejes:l[ff Culw) + [ §(@) dE(2)], A(f) = [ Pa)de, Alg) =

[ §*(z) dz. Ymecro A kao onery 3a A MOKEMO KOPHCTHTH 1

/f ) dFE,( ZZKX X;)/h).

=1 j5=1

JTokazaHa je [OCTOJaHOCT Y CPe/lhe KBaApaTHOM CMHCIY oreHe A (B. [20]),
a JIOKA3amo je ¥ Jia O HCTAM YCJIOBMMA OFa Basykn i 3a omeny A (B. [29]).

Ocum TecTHpama jeJHAKOCTH HENO3HATUX I'YCTHHA JIBAa Y30pKa, Moryha
CY U TecTHparmba XUIIOTe3e O CAMETPHjU TYCTHHE PACTIONesIe Ha jeTHOM Y30DKY.
Bamenom g(x) ca f(—z) u §(x) ca f(—z), no6ujamo n3pas 3a A* u oueny \*

e je 0% = [ f(z)f(—x)dz, a 6* = (n®h)"' 30, > K((Xi+X5)/h). Ax-
maz (1980) [29] je mokazao jJa 1o HEKUM yCIOBHMA A 1 \* UMajy HOpMAJIHY
pacnomeny, mehyrum Pan u ernuaj (1993) [30] cy 0Bo ONOBpray/In 10Ka30M
na je /(A —1) = op(1), u 1a ncro Baxku u 3a A\*. Y 0BO Ce MOKEMO yBe-
puTH cuMyaanujama. ¥ Tabeaum 5.1 MpHKa3aH je PACHOH y30pKa CTATUCTUKE
\/ﬁ(j\— 1) m3padynare 3a y30pKe U3 HOpMAJHe pacnomese, 3a 100 monaBpbama
TecTa u pazjudynte obume y3opka. Buju ce ja je ca mopactom oduMa y30pKa
paction cse Mamu. Coaudnu pesyaratu ao0Hjy ce W 3a JAPYyre CHMEeTPUIHE

pacrmoJee.

n min max max — min

1000 -0.953 0.248 1.201
2000 -0.373 0.147 0.520
3000 -0.380 0.063 0.443
4000 -0.331 0.042 0.373

Tabena 5.1: Pacnon y3opka crarucruke /n(A — 1) uspadynare 3a y30pKe u3
HOpMaJiHe pactojese, 3a 100 moHaB/pama TecTa.

Jlaksie, oBa CTaTUCTHKA Ce HE MOKe KOPUCTUTHU 38 KOHCTPYUCAIHE aCUMIITOT-
CKHUX TecToBa cuMmerpuje. Takobhe, oHu TBp/e Ja He MOCTOJU HU3 @, KOjUM OH
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ce NOMHOXKMJI0 A — 1 TaKo Jjia rpaHrdHa PACIo/e/a Te CTATUCTUKE Oyjie HeKa
ox mo3HaTux pacnogena. Ouu nmpeanaxky ciaenehy mommduxamnumjy omere \*,

~

“ 0F
)\; = —1_
A(f)
rae je 05 =n3' 30, Ci(v)f(=Xi) n
Ci(+) 14+~ 3a Hemapho ¢ n 34 MMapHO N
% = . ; N,y = )
7 1 —~ 3amnmapuo ¢ K n -+ 3a HemapHo N

uy € (0,1. Ba vy = 0 oBa oneHa ce cBoau Ha AXMaJOBY OIEHY M. Ha-
Bernthemo, 6e3 J0Ka3a, TEOpeMy O aCHMIITOTCKO] paciojesn ope orene. /Jle-
PUHUIITEMO YCI0BE:

(K) K je cumerpudHa u orpanndeHa ryctuaa pacnogene u Baxu || K (z) —
0 xax |z| = oo, [2K(z)dx =0, [2*K(z)dr < c.

(F) Cycruna f je asa nyra jgudepeHnujabuiba ca OrPAHUYEHUM JPYIHM
ussogom n [ f4(x) dr < oc.

(H) h — 0, nh? = oo, nh* — 0 kag n — oo.
Teopema 5.1. (®@am, 'enuaj (1983) [30]) Axo cy ucnyrenu yeaosu (K), (F),
(H), npu H, sasrcu

~

V(N =1) BN(0,072),

Y

2de je
. 72
L PR |[fx) -]
RSO
Heka je T%* = \/ﬁ(;\i — 1)/0;?0. Ha ochoBy Teopeme, T%* je Hama

TECT CTATUCTHKA KOja MMa ACUMIITOTCKHM CTAHAAD/IHY HOPMAJIHY PACIOIETY.
KpI/ITI/Iqu Cy HaM MaJie¢ BpeIJHOCTH 5\:, IIa, TP HUBOY 3HaqajHOCTI/I a, HYJITY
XUMOTE3Y O/I0AIlyjeMO aKoO je T b (X) < —24, THE je 2z, TOPIBE -TH KBAHTUI
N(0,1) pacnogeue.

TecT craTucTHKa 3aBUCH O MapaMeTpa 7y KOM Tpeba JT0IeTUTH HEKY BPeI-
Hocr y cumyrnanujama. Pan u Temaaj (1995) [31] cy cumynanujama Halwm
Jta 3a obume y3opaka n = 50 u n = 100 TecToBu Jajy HajoO/HE pe3yjaTare
kaga je 0.55 < v < 0.70, a KOHKpeTHO ce omryayjy 3a 7 = 0.65 mTo hemo n
MH YDPaIUTH.
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[TpumeTnmo J1a HE MOYKEMO KOPUCTUTHU HEKE O/ IO3HATUX HAYMHA 33 U300p
napamerpa pasnaiba, jep je taga h = O(n~'/%) na nehe 6urn ucnymen Tpehnu
y #n3y ycaoa H. @an u Fenuaj (1995) [31] nperazky mapamerap paBHamba
0bJInKa

h = non~'/3,
rjie je 1 KOHCTaHTa W ¢ CTaHJAp/Ha JeBujanuja y3opka. OnHm Takohe mpe-
JIazKy u BpegHocT 1) = 1.7, jep ce cumysmanmjaMa moKa3aJao Ja OBa BPEIHOCT
Jaje j1o0pe pesyaTare.

Pacmomena 5%  10% m 5,
n = 50

N(0,1) 0.106 0.132 0.345 2.384

ts 0.049 0.074 0.825 2.104

Jlammacoa 0.029 0.051 1.163 1.804
n = 100

./\/(0, 1) 0.094 0.140 0.340 1.925

ts 0.05 0.070 0.837 2.001

Jlamnacoa 0.014 0.031 1.302 1.640
n = 200

N(0,1) 0.068 0.108 0.242 1.587

ts 0.021 0.040 0.820 1.441

Jlammacosa 0.008 0.015 1.303 1.373
n = 500

N(0,1) 0.062 0.103 0.138 1.259

ts 0.03 0.046 0.670 1.289

Jlamracosa 0.003 0.011 1.257 1.131

Tabena 5.2: Onemena cpefma BPeTHOCT W CTaHIAPAHA AEBHjalllja CTATH-
cruke 17, , u Mepe npejioxkenor Tecra cuMerpuje ca 1000 nonas/bama.

Y Tabesu 5.2 npukazaHu Cy pe3y/aITaTH TECTUPAIba CUMETPUYHUX DPACIIO-
nena, N(0,1),t5 u JTamnacose(0, 1). Paheno je ca ysoprmuma obuma 50, 100,
200 u 500, u ca 1000 monas/bama. OcHM IpUKa3aHUX pe3yJaTaTa, JI00Hja ce
Ja /A\i HMMa, PacIoesy IOMepeHy yIeBo, aJii ce KoedHUIujeHT aCHMEeTpHje IpH-
OmKaBa HyIH ca moBehameM y3opka. BuamMmo 1a ce y 3aBUCHOCTH O] pac-
Ho/le/Ie PA3JIMKYyjy OlleHe rpemike npse Bpere, najsehe cy 3a N (0, 1), aau ca
OpPacToM 0O6MMa y30pKa ce U OHe MPUO/INKABAjy TEOPUjCKUM BPEJIHOCTHMA.
Kako je oBaj TecT HanpaB/beH 3a TeCTUpambe cuMeTpuje oko (), aaTepHaTHBHE
XHIIOTe3€ CMO TECTHPAJIHM TaKO IITO CMO HEeHTpUpasu ojroBapajyhe acume-
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Pacnonena 5%  10% m 5,

n = 50
2 (2) 0.765 0.808 -3.127 4.503
Jlormopmaara 0.757 0.786 -3.246 9.766
E(1) 0.777 0.819 -3.234 4.726
n = 100
X2 (2) 0.973 0.982 -5.843 4.153
Jlormopmaara 0.938 0.946 -6.233 9.061
E(1) 0.965 0977 -5.830 4.026

Tabena 5.3: OuemeHa cpejmba BpeJIHOCT W CTaHJIAp/HA JIeBHjallMja CTATH-
cruxe 17, , u Mohu npejjiozxenor recra cumerpuje ca 1000 nonassbarmba.

TPUYHE PACIoIesae TaKo JIa UM cpelmba Bpeanoct oyme 0. Te pacmomene cy
x2(2) — 2, £(1) — 1 u Jlornopmanna(0, 1) — e'/2. Y rabesn 5.3 gatu cy pe-
3yJTaTH TecTupama. 3a y3opke oouma 200 mohu Tecrosa cy Beh jako Osm3y
1.

5.2 Mepa cpoagHoctu [

Axwman u Jlu (1997) [32] nocmarpajy dbyHKImoHa

- jln + j2n'

Hagenthemo, 6e3 jgoka3a, TeopeMy O aCHMITOTCKOj PacIoJie/ii OBe OIeHe.
Hedunuiremo ycione:

20



(K) K je cumerpuuna u orpanuuena rycruna pacuojesie u saxu || K(x) —
0, kax |z| — oo, [aK(z)dr =0, [2*K(z)dx < cc.

(F) Iycruna f je orpannvena u menpekuana Ha R.
(H) h — 0, nh — oo, Kag n — oo.

Teopema 5.2. Axwmaz, JIn (1997) [32] Ao cy ucnywenu ycaosu (K), (F),
(H), npu H| sasrcu

nh?(I, — (nh) " K(0))/(26) 53 N(0,1), (5.5)

2de je 6% = R(K) Y, f(Xz)

JQn Jn
Pacmonena 5%  10% m 5, 5%  10% m 5,

n = 50

N(O, 1) 0.035 0.56 -0.018 0.515 0.025 0.04 -0.263 0.464

ts 0.025 0.043 -0.042 0.433 0.016 0.031 -0.298 0.450

Jlammacosa 0.021 0.037 -0.032 0.337 0.02 0.038 -0.289 0.401
n = 100

N(O, 1) 0.035 0.61 -0.016 0.516 0.024 0.041 -0.208 0.625

ts 0.036 0.059 -0.030 0472 0.026 0.04 -0.293 0.469

Jlammacopa 0.029 0.048 -0.005 0.413 0.032 0.044 -0.272 0.534

Tabena 5.4: OuemeHa cpejiba BPEeJIHOCT W CTaHJIAp/HA JIeBHjallMja CTATH-
ctuka J, u Jo, U Mepe mpetozKeHnxX TectoBa cuMeTpuje ca 1000 monapsba-
ba.

OcuM OBe TECT CTaTHCTHKE, Ka0 KOPAK y M3BODEHY HeHe aCUMIITOTCKE
pacrozese, goKa3yje ce aa oA HCTHM yciaosuma nh'/ 2f2n/2(3' nMa CTaH-
JapaHy HOPMaJHy PacIoeny, TakKo Ja M OBO MOKe OWTH TeCT CTATUCTHUKA.
Veeaumo ozuake J, 1= nh'/2(I, — (nh) " K(0))/(26) u Jo, := nh*/?1,,/26.
3a mapameTrap paBHaba 0Ia0paJIU CMO Bswtt omucaH y onesbKy 3.1.1. Kpu-
THYHE CY BEJNKEe BPETHOCTH T€CT CTATUCTUKA J,, U Jy, TAKO 1a HYJITY XHUIIO-
Te3y oadalyjeMo ako je J, > z,, ogHocHO Jo, > z,. Pabheno je ca yzopruma
obuma 50 m 100, m 1000 monasspbama. ¥ Tabenu 5.4 jaTu Ccy pe3yaTaTh NpH
TeCTHPAIby paciojena u3 HyaTe xumoTese. Bumaummo na J, mma Behy Hera-

THUBHY HIPUCTPACHOCT HETO Jo,, TTa je MPenopydeHo KOPUCTUTH .Jo, KAaO TECT
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J2n Jn

Pacnogesna 5% 10% m N 5% 10% m 5,

n = 50
X3 0.880 0.916 4.705 7.274 0.856 0.901 4.531 7.432
Jlornopmasana 0.988 0.993 7.549 7.776 0.984 0.991 7.452 7.966
E(1) 0.893 0.918 4.804 6.640 0.856 0.897 4.565 7.327

Tabena 5.5: Onemena cpefma BPeTHOCT W CTaHIApAHA AEBHjalllja CTATH-
cruka J, u Jo, 1 MOhHU npejyiokeHux TecTtoBa cumerpuje ca 1000 nonapsba-
Iba.

craTucTuky. OcuM TOra, ollelmeHe Mepe cy OJnzKe OHUMA 33 HOPMAJIHY pac-
nojieny y cay4ajy Jo, cratuctuke. Y tabenu 5.5 mate cy onemene mohu Tecta
3a paciojie/ie Kao y HpeTxoJHOM oje/bKy. HaBejim cMo camo pesyJirare 3a
y3opak obuma 50, momTo cy cy 3a yzopak obuma 100 mohu Beh jako 6m3y
1. ¥V omnocy Ha mpeTxoHU, OBaj TECT UMa Mepe OJIMzKe TEOPUjCKUM, Kao U
Behe Mohu 3a y30pKe Mamer obuma.

5.3 Mepa cpoanocTu ¢

Kao oneny oBe Mepe cpegHOCTH y3UMaMO

0= / min{ f(x), §(z)} da. (5.6)

Anpepcon, Jluaron u Banr [33] cy usBenu jse Teopeme. Hapemthemo mpsy
TeopeMy y CJAy4dajy Kaja je UciymeHna xumnoresa Hy. YBeaumo o3HaKe:

a, = h_1/2||K||2E(min{Zl,Zg})/fl/Q(a:) dx;
1

7t = 1K1 [ cov((minfZ,,22),
—1

min { p(t)Z4 + /1= p(0)2 2, p(t) 22 + /T — p(02Zs ) ) d,

vie ¢y Z1, 2, Z3, Z4 HesaBucHe ciayuajue seqwaune ca N (0, 1) pacnoagenom.
YeJioBe 1moj KojuMa, cieieha TeopeMa Baxku HelieMO HAaBOAMTHU 300T HbUXOBE
[JIOMA3HOCTH.
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Teopema 5.3. (Aungepcon, Jlunron, Baur (2009) [33]) Heka cy ucnyroenu
yeaosu A1-Ab (6. [33]). Tada npu H| easrcu

N

V(0 —0) — a, 3 N(0,02).

Osuaaumo U = /n(0 — 0) — a,. OBy TeCT CTATHCTHKY MOKEMO IpH-
MEHHTHU U Ha TecTupame cumerpuje. [IpernocraBumMo 1a je mo3mara moryha
TadKa cuMeTpuje. be3 ymamema OMIITOCTH MPeTIOCTaBUMO Ja je 1o 0. Y30-
pak hemo mosieTMTH Ha /Ba Jlesa, MO3UTHBHE U HeraTuBHe eseMeHTe. Heka cy
Xy, ..., X, TO3UTUBHY & Y7, ..., Y,, alICOIyTHE BPeITHOCTH HETaTUBHUX eJleMe-
Hara y3opka. ITocebno hemo onenuTu je3arpom rycrute 3a 0Ba JiBa y30pKa, a
oujga hemo cumerpujy pacnojesie rectuparu npumenom Teopeme 5.3. Heka je
fA+ OIl€hEeHa I'yCTUHa ITO3UTUBHUX a fA, OIl€IhEeHa I'YCTHUHa allCOJIYTHUX BPEeJHO-
CTH HeraTHUBHUX eJleMeHaTa Y30PKa. JeJdaH oJ ycJIoBa TeopeMe je Ja je Hocad
jearpa [—1/2,1/2], na hiemo 3a jesrpo y3eru rycruny yuudopmue U[—0.5,0.5]
pacroziesie, a napamMeTap paBHamba OMPAMO O3UBAHEM HA HOPMAJIHY PACIIO-
JleJly, W OH 3a OBO je3rpo m3mocu h, = 1.846n~'/°. 3a oa aBa y3opka
nMvaheMo pasjimduTe rmapamMeTpe paBHama. [[perxojiHa Teopema je u3BeaeHa
IO/T PETIIOCTABKOM JIa Cy JIBa Y30PKa jeTHAKOT obrMa, MeDyTuM U y caydajy
Ka/1a OHW HUCY HCTOT OOMMA CJIMYHO BaXKH, Ca IIPOMEHaMa y a, u 0a. Heka je
ny/ny — 7 € (0,00). YMeCTO TpUCTPACHOCTH @, TPUCTPACHOCT je an1+21/T,
a jucnepsuja je ymecro oa, oa(l + 1/7)/2. Osu pesynraru ce mory nahu
y [33], kao u T0 12 je 3a ciayuaj ynudopmuor jesrpa op = 0.6135. Jeuunu

npobJIeM KOJH je 0CTA0 je OuembnBarme nHTerpana [ f}r/Q(x) dx Koju ce Hajasu
y u3pasy 3a a,, T1ae je fi cTBapHa BPEJIHOCT I'yCTUHE MO3UTHBHUX eJeMeHaTa
X1, ..., Xy, . OBy Bpegnoct onenuliemo ca [ ﬁ/g(:ﬂ) dz. OBaj, Kao U HHTErpaJI
33 padyHarbe 0 padyHaMO METOJOM Tpale3a.

Kpuruuane cy nam MaJje BpeJIHOCTH TECT CTATHCTUKE, TAKO Ja HYATY XHU-
moredy oxbaiyjemo ako je U < —z,. 3a y3opke obuma 50, 100, 200 u 500
u 1000 moHaB/bamba OIEHHNEMO I'pelike IpBe BpcTe U Mohm Tecta. Y Tabeyn
5.6 1aTu cy pe3yJTaTH CUMYJIANMja TPU TeCTUPAy y30paKa U3 HYJITe XUIO-
Te3e. Bummmo ja cy onemene T'pelke MpBe BPCTe MHOTO Marbe OJ OHUX 3a
HOPMAJIHY PACIOJEIy U JIa CPeJ/itha BPEAHOCT, HAKO ce cMarbyje nosehamem
obuma y3opka, auje Oaucka 0. Ocum pesynrara HaBemeHux y tabenn 5.6,
KOMDUIIjeHTH acUMeTpUje MPHU HYJITO] XAMOTe3U Cy HeTaTUBHU. Y Tabean 5.7
JTIATU CYy Pe3YATATH CHMYJAIUja ITPU TeCTUPalky Y30paKa U3 aJlTepHATHBHIX
XUMOTe3a, 3a WCTe HeCUMeTpUYHe pacmojerne Kao panuje. Mohu Tecta cy
jako maJie 3a y3opak obuma 50, ajim ca mopacToM y30pKa PacTy #U JOCTUZKY
jenunuity. Jlore moHamame TecTa Ha MarbeM 00MMY y30pKa MOzKe OUTH IO-
CJIeJIUIA ToTa INTO jejlaH OMTaH YCJOB OBE TeopeMe HHje HCIYILeH, a TO je
HE3aBUCHOCT JIBAa Y30pKa Ha KOja ce OHa MpUMeEIbYje.
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Pacmomena 5%  10% m S,

n = 50
N(0,1) 0.001 0.003 0.166 0.131
ts 0 0.001 0.194 0.099
JlamracoBa 0 0.002 1.193 0.107
n = 100
N(0,1) 0 0.002 0.151 0.135
ts 0.001 0.001 0.186 0.110
JlamacoBa 0 0.001 0.209 0.12
n = 200
N(0,1) 0.001 0.005 0.156 0.141
ts 0 0.002 0.170 0.138
Jlamracosa 0 0.004 0.173 0.162
n = 500
N(0,1) 0.002 0.004 0.117 0.198
ts 0.001 0.002 0.177 0.192
Jlamtacosa 0 0.004 0.162 0.184
n = 1000
N(0,1) 0.002 0.005 0.099 0.247
ts 0 0.005 0.129 0.315

Jlammmacosa 0.001 0.005 0.133 0.283

Tabena 5.6: Onemena cpeima BPETHOCT W CTaHIAP/HA AEBHjalllja CTATH-
cruke U n Mmepe npeioxkenor tecta cumerpuje ca 1000 nmonap/bamba.

5.4 AcumerpudHa je3rpa u Mepa cpogHocTu [

MoxkeMo MpUMeTUTH J1a je JOIl jeJHa MaHa MPeTXOJIHOT TeCTHpPama TO
IITO 33 ONEIUBAE I'YCTHHE JIBA MOIY30PKAa KOPUCTUMO CHMETPUYIHA je3rpa
- HUMa CMO orpamdeHu 30or yciaoa Teopeme 5.3. ¥Yszopmu Xi,.., X, 1
Y, ..., Y,, Mory y3uMaTu caMO MO3WTHBHE BPEJIHOCTH, NMa 6w TO Tpebaso aa
BayKM U 3a IbUXOBE OleibeHe IrycTuHe. 3a Kpaj, onucahieMo joIrr jelan mpucTyi
TecTupamwy cuMmerpuje y3 momoh OI'J kojum ce oBaj mpobsiem mpeBa3wIa3m.
@epuanyec, Mengec u Ckaje (2015) [35], cy u3Beam rpaHudHe pacrojesie
JIBE TE€CT CTATUCTHUKE 33 TeCTUPAe CUMeTpuje Koje ce Takohe 3aCHUBAjy Ha
Mepu ojictynata I. Kao m panwuje, ujeja je jga ce y30pak HOJeH, JIa Ce
oneHe rycruHe HOCG6HO 3a MO3UTHUBHE M allCOJIYTHE BPEIHOCTU HETraTUBHUNX
TWIAHOBA, W Jla ce OHe ymopele. Pa3imka je y ToMe TITO ce MpHU OlEHUBA-
By TYCTHHE He KODUCTe CUMeTpHYHa, Beh acuMeTpuWUHA je3rpa, Ha TpUMep
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Pacnonena 5%  10% m Sn

n = 50
2 (2) 0.076 0.23 -0.956 0.216
Jlormopmaara 0.045 0.15 -0.804 0.205
E(1) 0.07 0.208 -0.939 0.199
n = 100
X2 (2) 0.618 0.847 -1.810 0.258
Jlormopmaara 0.429 0.712 -1.550 0.272
e(1) 0.594 0.840 -1.792 0.253
n = 200
2(2) 0.997 0.999 -3.073 0.299
Jlormopmaaua 0.96  0.993 -2.658 0.345
E(1) 0.999 1 -3.086  0.270
n = 500
2(2) 1 1 -5.840 0.408
JlornopmaJina 1 1 -5.062 0.536
E(1) 1 1 -5.056 0.376

Tabena 5.7: Ouemena cpefma BPeTHOCT W CTaHIAPIHA IEBHjalllja CTATH-
cruke U u mohu npe yiozkenor tecra cumerpuje ca 1000 nonapsbamba.

dbamuimje rama jesrapa omnucaHe y ofes/bKy 3.2.2, a mepa I ce onemyje MeTo-
JIOM 3aMeHe CJIMYHO Kao y [32]. Fbuxomy umejy magorpaamwiu cy XupyKasa
u Cakyno (2016) [36]. ¥V oBom pajy ouu cy jgedbunucasu HGaMUIE]y YOIIIII-
TEHUX raMa je3rapa u 3a OleHy je3rpuma u3 oBe pamMujinje, OHU U3BOJIE TECT
CTATUCTUKY W TpPeJJIaKy aJropuraMm 3a ojpehuBame napamerpa paBHAIbA.
[TpaTtuhemo muxoBe pe3yarare W OMUCATH MPOIEAYPY TECTHPAha CUMETPHUje
3a jeJlaH CIIeNMjaJTHU CIydaj (paMuiidje yOImITeHuX raMa je3rapa, KOju U OHH
nocMmarpajy, seh omucany K, (z)n-

Heka cy X, ..., X,,, IO3UTUBHU 4JIAHOBU y30pPKa U fg(x) IbUXOBA OlleH>eHa
I'YyCTUHA, & Y7, ..., Yy, alCOJYTHE BPEJIHOCTH HETATHBHUX UJAHOBA Y30pKa 1
Jc(x) muxosa onemena rycruna. Yseaumo ozuaky K, (v) = K, @w)n(v),
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fa(x). Y3opauku ouemwena mepa [ je

Ly ny Z Z —I—Z Z —KY

jll 1275] j=11= 11;&]

—zzwj Y

J=1 i=1,i#j J=1i=1,i#j

Kx,(Yi). (5.7)

ning

Vesose moja Kojuma, ciiejeha Teopema Baxku Hehemo HaBoanTm 3001 HUXOBE
[JIOMa3HOCTH.

Teopema 5.4. (Xupykamia, Cakymno (2016) [36]) Heka cy ucnyrwenu yciosu
1-5 (8. [36]). Tada npu H| easrcu

nh 4 T, 0y /NG S N(0,1),

2de je

R
o X: 1/2 3 1 X2 (X
o \/—n{nlz fG +n2z % gG( )
1/2 —1 2A*
+—ZY sy +—32Y / } 58)

Veeaumo ozHary T, ., i= nih'/*1,, ,,/V62. Omucahemo m ajropuram
3a m360p mapaMerpa paBHaIba.

e Onabparu nexo d € (0,1) n uspauynaru M = min{|[n}], [n3]}.

e Coprupatu y3opke X; u Y; um nampasutu M mnomxy3opaka obuma
(k1,ko) = (|n1/M], |ny/M]), tae je m-tu y3opak geduHuCAH ca

{{Xm-i-(z 1 M}z 17 {Ym-‘r(i—l)M}fil}a m = 17 7M

e OmaGparn ase koncranre 0 < H < H < 1. JledunnmemMo nuTepBa
Hy, = [ﬁv H]

e Halin by, = inf {arg maxy, ¢, ﬁ-]\/j(bkl>} e je

rlbr) = 57 Z I{Ty, 1,(m) > 1.645},

a Tk, k, (M) je TecT cTaTHCTHKA Kao OHA U3 TeopeMe 5.4, caMo Haj m-
THM T10/1y30PKOM.
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e Ouemenn TP je b,, = Bn? re je B = by, kY.

Ba BpesHOCTH Hemo3HATWX Tapamerapa ysumamo d = 0.3, ¢ = 4/9,
Hy, = [0.01,0.64] koje cy npemoxkene y [36]. Kpurudme cy Beimke BpemHo-
CTH TeCT CTaTHCTHKe, Ia HY/ITYy XHIOTe3y oxbamyjeMo axo je Ty, n, > Za/2.
Pabeno je ca yszopuuma obuma 50, 100 u 200, u ca 1000 nonassbama. Y
Tabesn 5.8 MpHUKa3aHU Cy pe3yaTaTH CUMYJAIMja IMPH TECTHPaHmy Y30paka
u3 HyaTe xunorese. OnemeHe Mepe TeCTa, Ka0 U MOMEHTH TEeCT CTATHCTHKA
uy y IPWJIOr TOMe jia je rpanumuHa pacuogena saucta N (0,1). YV tabenu
5.9 npuKazaHu cy pe3yJITaTd CUMYJIAIMja IPH TeCTHPAIbY Y30paKa U3 ajarep-
HATHBHE Xumore3e. Kao M KOJ IPeTXOMHOT TecTa, W OBJE Ce MPETHOCTABhA
TecTUpame cuMmerpuje oKo Hyse. l[leHTpupane acuMerpudHe paciojese 3a
Koje Tectupamo cy x2(3) — 3, Jlornopmaana(0,1) — e/? u £ — 1. Moh Tecra
je MaJjia 3a y3opke obuma 50, ayii pacrte ca noBehameM y30pKa U IpuOINKaBa
ce JeIMHUIU. Y OJHOCY Ha MPEeTXOJIHHU TeCT 3aCHOBAH Ha MepH #, Koju Takohe
JIeJIM y30paK Ha JIBa JieJia, 0Baj MMa Mepe OJuzKe TeOPHjCKHM, Kao W Behe
Mohu 3a y30pKe Mamer oduma.

Pacnogena 5%  10% m Sn
n =50

N(0,1) 0.033 0.069 0.005 0.779

tio 0.032 0.063 -0.025 0.782

Jlamtacopa  0.032  0.077  0.056 0.786
n =100

N(0,1) 0.04 0.074 -0.018 0.849

to 0.052 0.098 0.019 0.887

Jlammmacosa  0.043  0.075 -0.027 0.840
n = 200

N(0,1) 0.05 0.082 -0.012 0.877

tio 0.057 0.095 0.035 0.903

Jlammacosa  0.04 0.074 -0.016 0.835

Tabena 5.8: Onemena cpefima BpeIHOCT I CTaHAAPAHA JeBHjanuja 1, ,,
TperntKa TTPBe BPCTe TpeoKeHor TecTa cuMerpurje ca 1000 moraBbama.

n
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Pacnonena 5% 10% m 5,
n = 50

X2(3) 0.123 0.204 0.657 0.867

Jlormopmasara 0.306 0.405 1.177 1.071

£(1) 0.349 0.461 1.351 1.117
n = 100

X2(3) 0.377 0.492 1.441 1.172

Jlornopmasna 0.740 0.830 2.731 1.466

e(1) 0.767 0.845 2.819 1.532
n = 200

2(3) 0.795 0.863 2.924 1.517

Jlornopmasana 0.986 0.994 5.865 2.065

e(1) 0.983 0.994 5.647 2.078

Tabena 5.9: Onemena cpeama BPeJHOCT U CTanIapAHa Aesujanuja 1, ,, 1
Mohu npejjiozkeHor Tecta cumerpuje ca 1000 monasbamba.
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I''taBa 6

3akJpydak

OBaj paj 6aBu ce OIEHUBALEM T'YCTHHE je3rPOM, HellapaMeTapCKHM Me-
TOJIOM OIEFMBaFhba HEIIO3HATE I'YCTHHE HEKe ciydajHe Beandnne. Kmure Ha
TeMy OIeHmUBaKba TYCTHHE je3TPOM MMajy Pa3IndIuTH TPUCTYI OBOM IIPO-
OsieMy, BUIe IIPAKTUYHHM WM BUIIE TEOPUjCKH. Y OBOM PaJiy, MPEJIHOCT
je /laTa MpaKTUYHHM TPOoOJIeMUMa KOju ce jaBbajy mpu Kopumthewy OI'J u
MEeTOJINMa, 33 IbUXOBO pelllaBarbe. Y IpBa JBa mornassba gedunucana je O'J
1 U3BEJIEHE CY HheHe OCHOBHEe ocobune. Heku o1 MeTo1a 3a n3dop napamerapa
0JT KOJUX 3aBHUCH 0Ba OlleHa onucanu cy y Tpehem norsas/by. HerBpro moria-
BJbE j& y TIOTIYHOCTH TEOPHUjCKO W DaBH ce acuMNITOTCKUM moHamamem O],
Y merom mnoryiaB/by pasMarpana je npuMena OI'J Ha Tectupame cumMerpuje
pacnojgene. 360p mapamerpa paBHamba nocebno yrude na OI'J u 3aTo 6u My
TpebaJsio mocBeTUTH Behy IaKiby W KOJI TeCcTHpalba Xuiloresa. Ha upumep,
TeCT CTATUCTUKA U3 ojiesbKa 5.1 yMHOrome 3aBUCH O 0ja0Mpa mapamerpa
paBHama, 1 JI00pe OlermheHe BPEJIHOCTH I'Peliaka MpBe BPCTE CY MOCEIUIA
J1006po omabpane KoHCcTaHTe 7). TecT onucan y oJe/bKy 5.3 UMa JIoIIe pe3yJi-
TaTe Ha MaJOM OOMMY y30pKa, U Paclojesia TeCT CTATHCTUKE HeMa O0coOHuHe
HOpPMAaJIHE paciojese, HIaK Ha TO He yTude n300p mapaMerpa paBHama. OBaj
TECT je MPBOOMTHO KOHCTPYUCAH 33 TECTUPAIbE jeHAKOCTH I'yCTHHA PACIIO-
JleJia JiBa He3aBucHA y3opka. Ilaeja moxke OuTu Ja ce momMeHnyTa Teopema
HIPUJIArO/M CJy4ajy TecTupama cuMmerpuje. Heonxoamno 6u 6wmao ociadburu
YCJIOB HE3aBHCHOCTH, €3 003Upa Ha TO JIa JIX e Y30PaK JIeJIH IIPe OlebHBaba
rycrune win He. IloGosbmmame O6u Morsio mohm u KopuiihemeM acuMeTpHY-
HUX je3rapa, Kao y oJe/bKy 5.4, Koja cy yBeK 0oJba OIIKja Kajla Ce TeCTHpa
CUMETPHja Je/bemheM Y30PKa.
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