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Glava 1

Uvod

Osnovni problem satistike je kako napraviti model na osnovu da-
tog uzorka tako da se, imaju�i u vidu taj model, mo�e nastaviti da	a
analiza i statistiqko izvo�e�e zak	uqaka. Jedan od osnovnih pojmova
statistike je gustina raspodele. Problem modelova�a mo�e se odnositi
na odre�iva�e gustine raspodele iz koje dolazi uzorak, xto je i tema
ovog rada. Parametarski pristup ovom problemu je pretpostav	a�e da
je nepoznata gustina iz neke parametarske familije raspodela. Dakle,
oblik gustine je poznat, a nepoznate parametre mo�emo oceniti nekom od
poznatih metoda, na primer metodom maksimalne verodostojnosti. Mana
parametarskog pristupa je xto se mo�e desiti da ne mo�emo da na�emo
odgovaraju�u familiju raspodela kojoj bi uzorak odgovarao. Pirson [10]
je jox 1895. godine definisao histogram, koji je do danas ostao jedan
od najpopularnijih naqina grafiqkog prikaziva�a podataka. �egova
znaqajnost le�i u tome xto nam on zapravo govori o obliku nepoznate
gustine raspodele obele�ja. Zato mo�emo re�i da je histogram najsta-
riji metod neparametarskog oce�iva�a gustine i �egova korisnost je
nesporna. Ukratko �emo definisati histogram i opisati �egove nedo-
statke, radi motivacije uvo�e�a drugih ocena gustine.

1.1 Histogram i uopxte�a

Za osnovni tip histograma potrebno je zadati poqetnu taqku x0
i xirinu intervala h. Realnu osu delimo na intervale oblika
[x0 +mh, x0 + (m+ 1)h), m ∈ Z, a sa nm oznaqimo broj elemenata uzorka
koji pripadaju svakom od intervala. Histogram je realna, stepenasta
funkcija, zadata izrazom
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Slika 1.1: Histogram podataka generisanih iz mexovite normalne ras-
podele (levo) i gustina te raspodele (desno).

f̂(x) =
1

nh
{ukupan broj onih Xi koji su u istom intervalu kao x}.

Za proizvo	no x ∈ R mo�emo na�i interval podele kome pripada i
to je [x0 +mxh, x0 + (mx + 1)h), gde je mx = bx−x0

h
c. Oznaqimo sa nmx broj

elemenata uzorka koji pripadaju istom intervalu kao x. Histogram se
jednostavnije mo�e zapisati i kao

f̂(x) =
nmx

nh
.

Do prvog uopxte�a histograma dolazimo ako dozvolimo razliqi-
te xirine intervala, koje mo�emo zadati pre ili nakon va�e-
�a uzorka. Dakle, realna osa je pode	ena na intervale oblika
[x0 +mhm, x0 + (m+ 1)hm). Du�inu intervala u kom se nalazi x ozna-
qimo sa hmx . Jednaqina histograma sa promen	ivom xirinom intervala
je

f̂(x) =
nmx

nhmx

.

Histogram ima osobinu gustine, da je �egov integral po skupu R jednak
1. Dokaza�emo ovo tvr�e�e u sluqaju promen	ive du�ine intervala, a
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odatle sledi da isto va�i i za fiksnu du�inu intervala.∫
R
f̂(x) dx =

1

n

∑
m∈Z

nm
hm

hm

=
1

n
n

= 1.

Histogram se sliqno mo�e definisati i u vixe dimenzija, kao re-
alna funkcija vixe promen	ivih i predstav	a ocenu nepoznate vixe-
dimenzione gustine, ali se mo�e koristiti za grafiqko prikaziva�e
uzorka iz najvixe dvodimenzione raspodele. Iako je koristan metod
za prvi korak u analizi podataka, ima nekoliko mana. Prvi nedostatak
histograma je xto, grupisa�em uzorka po podeonim intervalima gubimo
informacije koje nosi uzorak. Jox jedan nedostatak je zavisnost od oda-
bira x0 i h. Za fiksirano h, zavisnost od odabira x0 se najjasnije vidi
ako postoje naizmeniqne oblasti sa ve�om i ma�om frekvencijom eleme-
nata uzorka. Tada, u zavisnosti od �ihovog grupisa�a po intervalima,
za razliqite x0 mogu�e je dobiti znaqajno razliqite histograme. Na
slici 1.2 prikazani su histogrami jednog uzorka iz mexovite normalne
raspodele, za isto h i razliqite x0.

Slika 1.2: Histogrami uzorka iz mexovite normalne raspodele za raz-
liqiti izbor poqetne taqke x0.

Zavisnost od odabira h je jasna. Xto je h ma�e, to �e histogram uzi-
mati vixe vrednosti i bi�e bo	e opisano ponaxa�e na ma�im interva-
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lima. Mogli bismo pretpostaviti da je najbo	e odabrati xto ma�e h,
me�utim time dolazimo do drugog problema. Za male vrednosti h javi�e
se intervali u kojima nema taqaka iz uzorka, pa je tu ocena gustine
histogramom jednaka nuli, i time se zapravo uda	avamo od onoga xto
histogram treba da predstav	a - ocenu neprekidne funkcije gustine.
Tu se ogleda i tre�i nedostatak histograma, taj xto nije neprekidna
funkcija, xto mo�e biti problem kada nam trebaju ocene izvoda funk-
cije gustine. Na slici 1.3 vidimo da, kada se sma�i h, za razliqite x0
histogrami izgledaju sliqno, i kako se jav	aju intervali u kojima je
ocena gustine histogramom 0. Parametar h zove se i parametar ravna�a
(PR). Osim navedenih primera u kojima se vide nedostaci histograma,
�egova neefikasnost mo�e se i matematiqki izvesti. U ovom radu se
ne�emo baviti asimptotskim ponaxa�em histograma, samo �emo napome-
nuti da, u nekom smislu konvergencije, histogram sporije te�i stvarnoj
gustini u odnosu na neke druge mogu�e ocene gustine. Vixe o osobinama
histograma mo�e se na�i u [6].

Slika 1.3: Histogrami uzorka iz mexovite normalne raspodele za male
vrednosti h i razliqite poqetne taqke x0.

Do slede�eg uopxte�a histograma mo�emo do�i posmatra�em jedna-
kosti

f(x) = lim
h→0

F (x+ h)− F (x− h)

2h
,

gde F funkcija raspodele koja odgovara gustini f . Neka je hn niz real-
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nih brojeva koji te�i 0. Kao ocenu za f(x) mo�emo uzeti

f̂n(x) =
F̂n(x+ hn)− F̂n(x− hn)

2hn
.

Ovu ocenu je definisao Rozenblat (1956) [11], i to je jedan od prvih
radova na temu neparametarskog oce�iva�a gustine. Predstavi�emo
neke osobine ove ocene. Ona je, kao i histogram, stepenasta funkcija,
dobija se tako xto se iznad svake opservacije postav	a kutija xirine
2hn (po hn sa obe strane) i visine (2nhn)−1, a vrednost ocene u taqki x
se dobija sabira�em visina svih pravougaonika koji sadr�e x. �eni
prekidi su u taqkama Xi ± hn. Ovo je uopxte�e histograma kojim se
osloba�amo zavisnosti od izbora poqetne taqke x0. Veza izme�u ove
ocene i histograma je ta da je jednaka vrednost ove ocene i histograma
u istoj taqki x, gde je poqetna taqka histograma takva da je x sredixte
podeonog intervala kom pripada, a xirina intervala je 2hn. Na slici
1.4 prikazane su dve ocene gustine dobijene ovom metodom, za razliqite
vrednosti parametra ravna�a h koje ima ima istu ulogu i naziv i u
sluqaju ove ocene. Za izvo�e�e osobina ocene f̂n bi�e nam potrebne neke

Slika 1.4: Rozenblatova ocena gustine za razliqit izbor h.

osobine empirijske funkcije raspodele. F̂n je sluqajna veliqina i, za
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svako x fiksirano, nF̂n(x) ima binomnu B(n, F (x)) raspodelu.

E(F̂n(x)) = F (x);

E(F̂n(x)F̂n(y)) =
1

n2
E(

n∑
i=1

I{Xi ≤ x}
n∑
j=1

I{Xj ≤ y})

=
1

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

E(I{Xi ≤ x}I{Xj ≤ y})

=
1

n2
(n(n− 1)F (x)F (y) + nE(I{Xi ≤ x}I{Xi ≤ y}))

=
n− 1

n
F (x)F (y) +

1

n
F (x ∧ y);

cov(F̂n(x), F̂n(y)) =
1

n
(F (x ∧ y)− F (x)F (y)),

gde je x ∧ y = min{x, y}. Pomo�u ovih jednakosti mo�emo izvesti odgo-
varaju�e izraze za ocenu gustine f̂n(x).

E(f̂n(x)) = [F (x+ hn)− F (x− hn)]/2hn;

D(f̂n(x)) =
1

4h2n
D(F̂n(x+ hn)− F̂n(x− hn))

=
1

4h2n
[cov(F̂n(x+ hn), F̂n(x+ hn))

− 2cov(F̂n(x+ hn), F̂n(x− hn)) + cov(F̂n(x− hn), F̂n(x− hn))]

=
1

4nh2n
[F (x+ hn)− F (x− hn) + (F (x+ hn)− F (x− hn))2].

Definixemo funkciju

K(x) =

{
1
2
, −1 ≤ x < 1

0, inaqe
.

Ocenu gustine mo�emo zapisati i preko funkcije K,

f̂n(x) =
1

nh

n∑
i=1

K

(
x−Xi

h

)
.

Na osnovu izraqunatog oqekiva�a vidi se da je, za svako x, f̂n(x)
asimptotski nepristrasna ocena za f(x). Iz asimptotske nepristrasno-
sti i qi�enice da disperzija te�i nuli, imamo da je f̂n(x) i postojana
ocena za f(x).
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Glava 2

Oce�iva�e gustine jezgrom

Primetimo da je K iz prethodnog poglav	a gustina uniformne ras-
podele na [−1, 1]. Do slede�eg uopxte�a dolazimo tako xto dozvolimo
da K bude i neka druga gustina raspodele. Gustinu K zovemo jezgro a
metod oce�iva�a zovemo oce�iva�e gustine jezgrom. Za jezgro se uglav-
nom pretpostav	a da je ograniqena, simetriqna funkcija i da va�i
|x|K(x) → 0, kad x → ∞ i

∫
x2K(x) dx < ∞. Za dati uzorak X1, ..., Xn

ocena gustine jezgrom (OGJ) je

f̂n(x) =
1

nh

n∑
i=1

K

(
x−Xi

h

)
. (2.1)

Svojstva neprekidnosti ili diferencijabilnosti nasle�uju se od odgo-
varaju�ih osobina jezgra. Ukoliko je, na primer, K gustina standardne
normalne raspodele, xto zovemo i Gausovim jezgrom, f̂n(x) je neprekidna
i beskonaqno puta diferencijabilna funkcija. Zbog �egove jednostav-
nosti i ovih osobina, to je i najqex�e korix�eno jezgro. Kasnije �emo
navesti jox neka jezgra.

Na slici 2.1 ilustrovano je oce�iva�e gustine Gausovim jezgrom za
dva razliqita izbora parametra h. Crvenim taqkama na x-osi obe-
le�ene su taqke iz uzorka, i iznad svake opservacije centrirano je
"brdaxce", u stvari grafik funkcije (nh)−1K((x − Xi)/h). Ocenu gu-
stine, tako�e datu na ovoj slici, dobijamo sabira�em tih skaliranih je-
zgara. Za skalirano jezgro, radi jednostavnijeg zapisa, uvex�emo oznaku
Kh(·) = 1/hK(·/h).

Iako ima mnogo mogu�nosti za izbor K i h, ispostav	a se da ocena
gustine vixe zavisi od izbora parametra ravna�a, nego od izbora jezgra.
Vrednost h odre�uje koliko elemenata uzorka u blizini neke taqke x �e
uticati na ocenu u toj taqki, poxto je to nosaq skaliranog jezgra. U
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Slika 2.1: OGJ za uzorak iz mexovite normalne raspodele, za razliqite
parametre ravna�a.

da	em tekstu bi�e reqeno u kom smislu se tvrdi da jezgro ne utiqe
znaqajno na ocenu. Za uzorak obima 200 iz trimodalne raspodele sa
gustinom datom na slici 2.2, prikazana je OGJ za razliqite h na slici
2.3. Ako odaberemo previxe veliko h mogu�e je da �emo izgubiti neke
bitne karakteristike uzorka, xto se vidi na levoj slici, a sa druge
strane, ako odaberemo premalo h pridajemo veliki znaqaj neqemu xto je
samo posledica varijabilnosti u uzorku, xto se vidi na desnoj slici.
Na slici 2.4 prikazane su ocene gustine jezgrom za jednake vrednosti h
i razliqita jezgra.

Slika 2.2: Gustina mexovite normalne raspodele iz koje se generixe
uzorak.
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Slika 2.3: OGJ uzorka iz mexovite normalne raspodele, za razliqite
vrednosti h.

Slika 2.4: OGJ uzorka iz mexovite normalne raspodele, za razliqita
jezgra.

OGJ nije nepristrasna ocena za f(x) za svako x. Mo�e se dokazati
da takva ocena i ne postoji.

Teorema 2.1. (Prakasa Rao (1983) [3]) Neka je X1, ..., Xn prost sluqajan
uzorak iz raspodele sa gustinom f . Ne postoji ocena za f(x) koja je
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nepristrasna za svako x .

Dokaz. Neka je Tn(x, x1, ..., xn) nenegativna, Borelova funkcija. Pret-
postavimo da je statistika Tn(x,X1, ..., Xn) nepristrasna ocena za f(x)
za svako x i svaku gustinu f . Vektor statistika poretka je kompletna
dovo	na statistika u odnosu na familiju svih apsolutno neprekidnih
raspodela (v. [8]). Bez uma�e�a opxtosti mo�emo pretpostaviti da
je Tn simetriqna funkcija uzorka, tj. da je funkcija statistika po-
retka (u suprotnom je simetrizujemo). Za proizvo	ne a < b, na osnovu
Fubinijeve teoreme, imamo

E

[∫ b

a

Tn(x) dx

]
=

∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a),

gde je F funkcija raspodele kojoj odgovara gustina f . Poxto je empi-
rijska funkcija raspodele F̂n nepristrasna ocena za F imamo i

E(F̂n(b)− F̂n(a)) = F (b)− F (a).

Kako su i Tn i F̂n(b)− F̂n(a) nepristrasne ocene, funkcije vektora sta-
tistika poretka, iz kompletnosti sledi

F̂n(b)− F̂n(a) =

∫ b

a

Tn(x) dx s.s. .

Gor�a jednakost je kontradikcija, jer empirijska funkcija raspodele
nije apsolutno neprekidna.

Za svako x fiksirano, OGJ f̂n(x) je sluqajna veliqina. To je nenega-
tivna, mer	iva funkcija, definisana na R× Ωn. Kao mera odstupa�a
ocene gustine od stvarne vrednosti u taqki x koristi se sred�ekva-
dratna grexka

MSEx(f̂n) = E(f̂n(x)− f(x))2

= Df̂n(x) + (Ef̂(x)− f(x)2)

= Df̂n(x) + biasx(f̂n)2. (2.2)

Kao mera ukupnog odstupa�a ocene od stvarne gustine na celom inter-
valu, mo�e se koristiti integrisana sred�ekvadratna grexka

MISE(f̂n) = E

(∫
(f̂n(x)− f(x))2 dx

)
=

∫
MSEx(f̂n) dx

=

∫
Df̂n(x) dx+

∫
biasx(f̂n)2 dx. (2.3)
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Zamena mesta oqekiva�a i integrala u drugoj jednakosti je posledica
Fubinijeve teoreme, koja se mo�e primeniti zbog nenegativnosti i mer-
	ivosti funkcije (f̂n(x) − f(x))2. Izrazi�emo momente f̂n(x) od kojih
zavise mere odstupa�a.

E(f̂n(x)) =

∫
1

h
K

(
x− y
h

)
f(y) dy; (2.4)

D(f̂n(x)) =

∫
1

nh2
K

(
x− y
h

)2

f(y) dy (2.5)

−
[

1

nh2
K

(
x− y
h

)
f(y) dy

]2
.

Ovi izrazi se mogu zameniti u (2.2) i (2.3) ali se dobiju komplikovani
izrazi koji se ne mogu u opxtem sluqaju uprostiti. Primetimo da je
funkcija E(f̂n(x)) konvolucija dve funkcije gustine, f(·) i Kh(·). Na
ovoj qi�enici se zasniva jedan od algoritama za ocenu gustine jezgrom
koji �emo opisati u narednom poglav	u.

2.1 Algoritam za OGJ

Najjednostavniji algoritam za raquna�e OGJ je raquna�e po jed-
naqini (2.1). Kako smo ograniqeni diskretnim podacima, recimo da
raqunamo OGJ u nekih M taqaka y1, ..., yM , za dati uzorak x1, ..., xn i
parametar ravna�a h. Dakle, potrebno je izraqunati niz f̂n(yj).

f̂n(yj) =
1

nh

n∑
i=1

K

(
xi − yj
h

)
. (2.6)

Mana ovog pristupa je xto je slo�enost odgovaraju�eg algoritmaO(nM).
U da	em tekstu �emo predstaviti algoritam slo�enosti O(M logM)
koji je predlo�io Silverman (1986) [1] i koji se koristi i za raquna�e
OGJ funkcijom density iz standardnog paketa programskog jezika R.

Posmatrajmo jednaqinu (2.4). Oqekiva�e OGJ u taqki x je konvo-
lucija skaliranog jezgra i nepoznate funkcije gustine. Za sada zane-
marimo qi�enicu da je funkcija gustine nepoznata. U sluqaju kada je
potrebno izraqunati konvoluciju dve poznate funkcije najqex�e se ko-
risti teorija Furijeovih transformacija. Prvo �emo navesti potrebnu
teoriju u neprekidnom sluqaju, a potom u diskretnom. Furijeova trans-
formacija funkcije h : C→ R je funkcija H : C→ R, gde je
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H(f) =

∫ ∞
−∞

h(t)e−2πift dt. (2.7)

Funkcija h je potpuno odre�ena svojom Furijeovom transformacijom
i polaze�i od funkcije H do �e mo�emo do�i takozvanom inverznom
Furijeovom transformacijom funkcije H,

h(t) =

∫ ∞
−∞

H(f)e2πift df.

Teorema o konvoluciji tvrdi da je Furijeova transformacija konvolu-
cije dve funkcije g ∗ h jednaka proizvodu konvolucija tih funkcija,
GH.

Jedna od prepreka koje treba prevazi�i da bi se doxlo do algoritma
je ta xto smo ograniqeni diskretnim podacima. Dakle, u sluqaju kada je
potrebno izraqunati konvoluciju dve poznate funkcije, koja se ne mo�e
lako izraqunati analitiqki, koristimo diskretne Furijeove transfor-
macije. Umesto sa funkcijama sa neprekidnim argumentom, radimo sa
diskretnim podacima. Za svaku od funkcija mo�emo napraviti niz
qiji su elementi vrednosti te funkcije u taqkama podele intervala na
kome ona nije nula. Ukoliko nosaq funkcije nije ograniqen, onda se
zbog �ene integrabilnosti mo�e izdvojiti neki interval takav da su
vrednosti funkcije izvan �ega zanemar	ive. Bitno je da je du�ina in-
tervala podele jednaka za oba niza, a intervali na kojima se raqunaju
vrednosti funkcija mogu biti razliqiti. Sada �emo navesti odgova-
raju�e formule u diskretnom sluqaju. Furijeova transformacija niza
taqaka h0, ..., hN−1 je

Hn =
N−1∑
k=0

hke
−2πikn/N .

Inverznom diskretnom Furijeovom transformacijom, polaze�i od niza
Hn dolazimo do niza hk,

hk =
1

N

N−1∑
n=0

Hne
2πikn/N .

Par nizova h, H zovemo Furijeov par i oznaqavamo h⇐⇒ H. Navex�emo
i diskretnu verziju teoreme o konvoluciji koja ima neke dodatne pretpo-
stavke. Neka je s periodiqan niz sa periodom N , potpuno odre�en vred-
nostima s0, s1, ..., sN−1, i neka je niz r konaqne du�ineN , r−N/2+1, ..., rN/2.
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Tada Furijeov par qine slede�i nizovi

N/2∑
k=−N/2+1

sj−krk ⇐⇒ SnRn. (2.8)

gde je Sn diskretna Furijeova transformacija niza sk, k = 0, ..., N−1, a
Rn diskretna Furijeova transformacija niza rk, k = 0, ..., N − 1. Pri-
tom su vrednosti rN/2+1, ..., rN jednake r−N/2+1, ..., r−1, respektivno.

Jedan naqin za raquna�e konvolucije je direktno po sumi (2.8), i
takav algoritam je slo�enosti O(N2). Drugi naqin je uz pomo� po-
pularnog FFT (Fast Fourier Transform) algoritma. Ovim algoritmom
se raqunaju diskretne Furijeove transformacije nizova i �egova slo-
�enost je O(N logN). Da bismo izraqunali konvoluciju dva niza, na
osnovu pomenute teoreme o konvoluciji, dovo	no je FFT algoritmom
izraqunati diskretne Furijeove transformacije oba niza i onda ih iz-
mno�iti qlan po qlan. Me�utim, pretpostavka teoreme je da je jedan od
nizova periodiqan, a kao xto �emo kasnije videti, u naxem sluqaju, a i
qesto u praksi, taj uslov nije ispu�en. Ovaj problem se rexava dodava-
�em odre�enog broja nula ovim nizovima pre primene FFT algoritma.
Funkcija jezgra je poznata, pa na opisani naqin mo�emo formirati niz
vrednosti ove funkcije, ali kao xto je reqeno, stvarna gustina je ne-
poznata i to je drugi problem koji treba prevazi�i. Ipak, mi imamo
poznat uzorak, i ideja je da se od �ega napravi prva ocena gustine koja
se onda pobo	xa konvolucijom. Algoritam za ocenu gustine mo�emo
podeliti u 3 dela.

• Prva ocena gustine (diskretizacija uzorka)

• Diskretno jezgro

• Konvolucija

Prva ocena gustine

Neka je [a, b] interval kom pripadaju sve taqke iz uzorka. Mo�e se
uzeti, na primer a = minXi − 4h, b = maxXi + 4h. Biramo M = 2r, za
neko r ∈ N, broj taqaka u kojima �e se raqunati ocena gustine.

δ = (b− a)/(M − 1);

ti = a+ iδ, i = 0, 1, ...,M − 1.
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Uzorak diskretizujemo tako xto te�inu svake taqke iz uzorka razbi-
jamo na granice intervala podele kom pripada. Ako X pripada inter-
valu [ti, ti+1], levoj granici ti dodelimo te�inu (X − ti)n−1δ−1, a desnoj
(ti+1 −X)n−1δ−1. Te�ina svake taqke iz uzorka je n−1. Ovim dobijamo
niz ci, koji zovemo diskretizovan uzorak, on ima M elemenata i �egova
suma je 1.

Diskretno jezgro

Pretpostavimo da je jezgro simetriqno. Mo�emo odabrati interval
[−τ, τ ] izvan koga su �egove vrednosti zanemar	ivo male. U prethodnom
koraku smo odabrali du�inu intervala podele δ. Zbog simetrije jezgra
dovo	no je izraqunati vrednosti u pozitivnim taqkama,

ki = Kh

(
(b− a)i

M − 1

)
, i = 0, ..., L,

gde je L = bτh(M − 1)/(b− a)c.

Konvolucija

Uopxteno, kada treba na�i konvoluciju dva niza konaqne du�ine,
poxto pretpostavke o periodiqnosti nisu ispu�ene, ne mo�emo odmah
primeniti teoremu o konvoluciji i jednakost (2.8). Bez obrazlo�e�a
opisa�emo pomenuti postupak dodava�a nula radi prevazila�e�a ovog
problema. Neka je P stepen dvojke takav da je P ≥M +L. Definixemo
nizove

c = (c1, ..., cM ,0P−M);

k = (k0, ..., kL−1,0P−2L−1, kL, ..., k1).

Na�i nizove C i K koji su Furijeove transformacije nizova c i k, re-
dom. Neka je F̃ proizvod nizova C i K qlan po qlan. Konaqno, niz
f̃ = (f̃1, ..., f̃M) koji qine prvih M qlanova inverzne Furijeove trans-
formacija niza F̃ je tra�ena ocena gustine.

2.2 Prvi asimptotski rezultati

Pretpostavimo da je jezgro K gustina raspodele simetriqna oko 0,
za koju va�i ∫

tK(t) dt = 0,

∫
t2K(t) dt = µ2 6= 0.
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Definixemo red jezgra kao najma�i prirodan broj k takav da su svi
momenti jezgra ni�eg reda jednaki nuli, a k-ti momenat je ne-nula i
konaqan. Dakle, naxe jezgro K je drugog reda. Pretpostavimo i da je
nepoznata gustina neprekidna, da ima neprekidne izvode prvog i drugog
reda i postoji izvod tre�eg reda u svakoj taqki x. Ovaj uslov �e nam
biti potreban da bismo imali prva tri qlana Tejlorovog razvoja. Pret-
postavimo i da je parametar ravna�a niz takav da hn → 0, kad n →∞.
Pristrasnost OGJ je

bias(x) = E(f̂n(x))− f(x)

=

∫
1

hn
K

(
x− y
hn

)
f(y) dy − f(x)

=

∫
K(t)(f(x− hnt)− f(x)) dt.

U posled�oj jednakosti smo uveli smenu y = x−hnt. Sada, prime�uju�i
Tejlorovu formulu dobijamo

bias(x) =

∫
K(t)

(
−hntf ′(x) +

(hnt)
2

2
f ′′(x) + o(h2n)

)
dt

= −hnf ′(x)

∫
tK(t) dt+

h2n
2
f ′′(x)

∫
t2K(t) dt+ o(h2n)

=
h2n
2
f ′′(x)µ2(k) + o(h2n). (2.9)

Pod ovim jakim pretpostavkama imamo da je f̂n(x) asimptotski nepri-
strasna ocena za f(x), za svako x, a zbog qlana h2n ka�emo da je odstupa�e
od sred�e vrednosti drugog reda.

D(f̂n(x)) =

∫
1

nh2n
K2

(
x− y
hn

)
f(y) dy − 1

n
(f(x) + bias(x))2

=

∫
1

nh2n
K2(t)(f(x)− hntf ′(x) + o(hn)) dt− 1

n
(f(x) + o(hn))2

=

∫
1

nh2n
K2(t)(f(x)− hntf ′(x) + o(hn)) dt−O(n−1)

=
1

nhn
f(x)

∫
K2(t) dt+ o((nhn)−1)

∼ 1

nhn
f(x)

∫
K2(t) dt.
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Druga jednakost u prethodnom nizu sledi iz smene y = x − hnt u inte-
gralu, Tejlorove formule, i asimptotskog ponaxa�a bias(x), a tre�a i
qetvrta primenom osobina asimptotskih oznaka. Ako uz ve� pretposta-
v	ene ulove va�i i nhn → ∞ onda odavde imamo postojanost ocene f̂n.
Uticaj PR na ocenu vidi se i u ovim asimtotskim izrazima za oqekiva-
�e i disperziju. Za male vrednosti hn oce�ena funkcija je xi	ata, ali
pristrasnost je mala, sa pove�a�em hn izravnavamo ocenu qime sma�u-
jemo �enu disperziju po ceni pove�a�a pristrasnosti. Dobijene izraze
mo�emo ubaciti u izraz zaMISE(f̂n) i tako dobijamo �eno asimptotsko
ponaxa�e.

MISE(f̂n) =

∫
D(f̂n(x)) dx+

∫
bias(x)2 dx

∼ 1

nhn
R(K) +

h4nµ2

4
R(f ′′)

= AMISE(f̂n), (2.10)

gde je R(g) =
∫
g2(x) dx. Ranije smo objasnili uticaj hn na OGJ, ali

nismo jox uvek dali recept po kome se hn raquna. MISE(f̂n) mo�emo
posmatrati kao funkciju od hn, i na�i taqku u kojoj se dosti�e mi-
nimum. Time dobijamo hAMISE, optimalnu vrednost parametra ravna-
�a u smislu minimizira�a integralne sred�ekvadratne grexke. Jedna
od prednosti MISE kao mere bliskosti f̂n i f je ta xto se iz �enog
asimptotskog izraza optimalno hn mo�e eksplicitno izraziti,

hAMISE =

[
R(K)

µ2
2R(f ′′)n

]1/5
, (2.11)

gde je µ2 drugi momenat jezgra. Kada zamenimo ovu vrednost u izraz za
MISE dobijamo

inf
h>0

MISE(f̂n) ∼ 5

4
C(K)R(f ′′)1/5n−4/5,

gde je C(K) konstanta koja zavisi samo od jezgra,

C(K) = k
2/5
2 R(K)4/5.

Primetimo da hAMISE zavisi od nepoznate gustine, tako da ga, kada
imamo samo poznat uzorak, ne mo�emo izraqunati. U slede�em pogla-
v	u bavi�emo se ovim problemom. Da bismo dobili xto ma�u grexku
tako�e ho�emo da minimiziramo i C(K). Mo�emo pretpostaviti da je
µ2 jednak jedinici, inaqe jezgro mo�emo skalirati. Sada se problem
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minimizira�a C(K) svodi na problem tra�e�a minimuma
∫
K(t)2 dt

pri uslovima
∫
K(t) dt = 1 i

∫
t2K(t) dt = 1. Kao rexe�e dobija se

Epa�ex�ikovo jezgro

Ke(t) =

{
3

4
√
5

(
1− 1

5
t2
)
−
√

5 ≤ t ≤
√

5

0 inaqe
.

Ovo jezgro je dobilo ime po V.A. Epa�ex�ikovu koji je prvi prouqavao
�egova optimalna svojstva. Mo�emo definisati efikasnost drugih si-
metriqnih gustina kao jezgara u odnosu na Epa�ex�ikovo,

eff(K) = {C(Ke)/C(K)}5/4

=
3

5
√

5

{∫
t2K(t) dt

}−1/2 {
K2(t) dt

}−1
.

Ispostav	a se da ve�ina jezgara koja se koriste, me�u kojima su ona na-
vedena u tabeli 2.1, imaju efikasnost preko 0.9. Dakle, posmatraju�i
u odnosu na integralnu sred�ekvadratnu grexku, izbor jezgra ne utiqe
puno na ocenu. Qak, uprkos svojoj optimalnosti, qex�e od Epa�ex�iko-
vog koristi se Gausovo jezgro. Verovatno glavni razlog za to je xto ve�
prvi izvod Epa�ex�ikovog jezgra nije neprekidan, a izvodi reda ve�eg
od 3 su identiqki jednaki nuli. S druge strane, Gausovo jezgro je bes-
konaqno puta diferencijabilno, xto je dobra osobina kada, na primer,
oce�ujemo izvode gustine, o qemu �e kasnije biti reqi.
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Jezgro K(t)

Trougaono

{
1− |t| |t| < 1

0 inaqe

Pravougaono

{
1/2 |t| < 1

0 inaqe

Bikvadratno

{
15/16(1− t2)2 |t| < 1

0 inaqe

Gausovo 1√
2π
e−t

2/2, t ∈ R

Tabela 2.1: Uobiqajena jezgra
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Glava 3

Izbor parametra ravna�a i

jezgra

3.1 Izbor parametra ravna�a

Postoji vixe metoda za izbor parametra ravna�a. Ukoliko imamo
neko prvobitno zna�e o gustini, mo�emo da podesimo parametar tako
da grafik ocene gustine najvixe odgovara tom naxem prvobitnom zna-
�u. Ovo je subjektivni metod izbora PR i u nekim sluqajevima je i to
dovo	no. Kao xto je ve� reqeno, problem sa izborom hn je xto ako oda-
beremo malo hn ocena gustine �e svojim oblikom preveliki znaqaj dati
nekim strukturama koje su samo posledica varijabilnosti u uzorku, dok
ako odaberemo previxe veliko h bitne strukture �e se izgubiti jer �emo
previxe izravnati. U narednom tekstu opisana su qetiri metoda za iz-
bor parametra ravna�a. Ve�ina opisanih metoda, svi osim MMV ocene,
se zasniva na jednaqini (2.11). Ona je znaqajna jer, za poqetak, iz te jed-
naqine vidimo da za parametar ravna�a treba da va�i hn = O(n−1/5).
Tako�e, na osnovu �e mo�emo da izraqunamo optimalnu vrednost PR za
neku unapred poznatu gustinu. To mo�e biti korisno kada ispitujemo
da li je neki predlo�eni metod raquna�a PR dobar - pore�e�em oce-
�ene i asimptotski optimalne vrednosti. U da	em tekstu �emo umesto
dosadax�e oznake hn pisati h radi jednostavnijeg zapisa, ali ima�emo
u vidu da je h funkcija od n.

3.1.1 Poziva�e na normalnu raspodelu

Ovaj metod je brz i jednostavan, ali ne garantuje nikakvu optimal-
nost dobijenog rezultata. Bazira se na jednaqini (2.11). �om smo do-
bili optimalnu vrednost za h u smislu minimizira�a AMISE, ali je
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problem xto ona zavisi od nepoznate gustine f . Ideja ovog metoda je da
u izrazu

∫
f ′′(x)2 dx umesto nepoznate, koristimo drugi izvod normalne

gustine sa odgovaraju�im parametrima. Kako vrednost ovog integrala
u sluqaju normalne raspodele ne�e zavisiti od sred�e vrednosti, do-
vo	no je na osnovu uzorka oceniti parametar σ2 normalne raspodele.∫

f ′′(x)2 dx = σ−5
∫
φ′′(x)2 dx

=
3

8
π−1/2σ−5 ∼ 0.212σ−5. (3.1)

U sluqaju Gausovog jezgra, kada vrednost iz (3.1) ubacimo u izraz za
hAMISE (2.11), dobijemo

hAMISE = (4π)−1/10
(

3

8
π−1/2

)−1/5
σn−1/5

=

(
4

3

)1/5

σn−1/5

= 1.06σn−1/5.

Odgovaraju�a ocena parametra ravna�a je

ĥNS = 1.06σ̂n−1/5,

gde je σ̂ ocena standardne devijacije raspodele uzorka. To
mo�e biti uzoraqka standardna devijacija ili neka robusna
ocena, na primer standardizovano interkvartilno rastoja�e
σ̂IQR = (uzoraqko interkvartilno rastoja�e)/(Φ−1(3/4)− Φ−1(1/4)),
gde je Φ−1 inverzna funkcija N (0, 1) raspodele. Ako je uzorak zaista
iz normalne ili neke druge unimodalne raspodele, dobijena vrednost
je dobra ocena za h. Me�utim, u sluqaju kada je stvarna gustina
multimodalna, vrednost

∫
f ′′(x)2 dx �e biti ma�a nego ona dobijena

pomenutom aproksimacijom. Dakle, odabrano h �e biti ve�e nego xto
bi trebalo. Jedna od prednosti je xto se izborom ve�eg h ne�e preuve-
liqati neke karakteristike koje su posledica varijabilnosti uzorka.
Slede�a ocena se u literaturi nalazi pod razliqitim nazivima, kao
Silvermanov ili kao Skotov parametar ravna�a.

ĥScott = 1.06An−1/5,

gde je A = min(sn, σ̂IQR). Ispituje se i oset	ivost ove ocene u zavisnosti
od razliqitih vrednosti parametara asimetrije i sp	oxtenosti nepo-
znate gustine, pri razliqitim ocenama za σ. Kao najbo	u ocenu, kojom
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sma�ujemo xanse prevelikog ravna�a, Silverman [1] predla�e

ĥSilv = 0.9An−1/5.

Ovaj metod oce�iva�a je brz i jednostavan, ali nije asimptotski oprav-
dan - ne mo�e se dokazati da ijedna od ove dve ocene sa pove�a�em uzorka
te�i ka stvarnoj optimalnoj vrednosti hMISE.

3.1.2 MMV sa unakrsnom proverom

Uopxteno, ideja metoda maksimalne verodostojnosti (MMV) je da
izaberemo model za koji je verovatno�a dobijenog uzorka najve�a. Kod
parametarskih modela znamo zajedniqku gustinu uzorka, pa i funkciju
verodostojnosti do na parametar, me�utim u ovom sluqaju ne znamo. Ako
je Y sluqajna veliqina koja ima raspodelu odre�enu nepoznatom gusti-
nom f , tada je f(Y ) funkcija verodostojnosti tog uzorka obima 1. Sa
druge strane, f̂n je ocena gustine i to je, za fiksirane X1, ..., Xn i je-
zgro K, parametarski model za f , sa parametrom h. U sluqaju da pored
uzorka X1, ..., Xn imamo i nezavisnu od uzorka sluqajnu veliqinu Y , op-
timalnu vrednost h tra�imo kao taqku u kojoj se dosti�e maksimum
ln f̂n(Y ). Poxto imamo samo X1, ..., Xn ideja ovog metoda je da na osnovu
n − 1 elemenata u uzorku ocenimo gustinu sa f̂−i, i da h dobijemo kao
taqku minimuma ln f̂−i(Xi), gde je Xi element uzorka izostav	en iz for-
mira�a gustine. Svejedno je koji element uzorka �emo izostaviti, tako
da, konaqno, ocenu hMLCV dobijamo kao taqku minimuma funkcije

CV (h) = n−1
n∑
i=1

ln(f̂−i(Xi)).

Termin unakrsna provera se odnosi na ideju o korix�e�u jednog dela
uzorka radi dobija�a informacija o drugom delu uzorka. U naxem slu-
qaju f̂−i(Xi) daje informaciju o vrednosti gustine u izostav	enoj taqki
uzorka. Mo�e se pokazati da je za h dobijeno ovom metodom ocena gustine
bliska stvarnoj gustini u smislu minimizira�a Kulbak-Lajblerovog
rastoja�a definisanog sa

I(f, f̂n) =

∫
f(x) log f(x)/f̂n(x) dx;

E{CV (h)} = E ln(f̂−i(Xi)) = E

∫
f(x) ln f̂−i(Xi) dx

≈ E

∫
f(x) ln f̂(x) dx = −EI(f, f̂) +

∫
f(x) ln f(x) dx.
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Prethodno prime�ena aproksimacija nije strogo matematiqki oprav-
dana, ali na ovaj naqin vidimo kako je −CV (h) do na konstantu nepri-
strasna ocena oqekivanog Kulbak-Lajblerovog rastoja�a. Iako intui-
tivan, ovaj naqin oce�iva�a parametra ravna�a ima mnoge nedostatke.
Ukoliko je nosaq za f neograniqen, a za K ograniqen, I(f, f̂n) �e biti
−∞ za svako h. Tako�e, pokazuje se da je ova ocena oset	iva na autlajere
kao i da u sluqaju kada repovi raspodele te�e nuli eksponencijalno ili
sporije, ovaj metod vodi do ocene gustine koja nije postojana, poxto h
dobijeno maksimizira�em CV (h) ne�e te�iti nuli kad n → ∞. Da-
kle, loxe ponaxa�e se odnosi na ve�inu gustina, osim normalne i onih
sa ograniqenim nosaqem. Pokaza�emo na primeru Laplasove raspodele
loxe ponaxa�e ove ocene. Za 500 uzoraka obima 100, 200 i 500 iz La-
plasove(0,1) raspodele izraqunati su ovom metodom parametri ravna�a,
a onda je za ta tri niza od 500 elemenata oce�ena gustina. Kao parame-
tar ravna�a koristimo hScott. Na slici 3.1 prikazane su ocene gustine.
Vertikalnim linijama oznaqene su asimptotski optimalne vrednosti
hAMISE koje se razlikiju u zavisnosti od obima uzorka. Vidimo kako
se sa porastom obima uzorka sma�uje disperzija, a sred�a vrednost je
bli�a hAMISE, ipak ve�ina parametara ravna�a je i za veliko n do-
sta ve�a od hAMISE. Mnogo bo	e ponaxa�e mo�e se videti u sluqaju
N (0, 1) raspodele. Isti postupak odra�en je i u sluqaju ove raspodele
i rezultati su prikazani na slici 3.2.

Slika 3.1: OGJ parametara hMLCV za uzorke obima 100 (levo), 200 (sre-
dina) i 500 (desno) iz Laplasove(0,1) raspodele.
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Slika 3.2: OGJ parametara hMLCV za uzorke obima 100 (levo), 200 (sre-
dina) i 500 (desno) iz N (0, 1) raspodele.

3.1.3 Metod najma�ih kvadrata sa unakrsnom pro-

verom

Ovaj metod se tako�e zasniva na integrisanoj sred�ekvadratnoj grex-
ci kao meri odstupa�a ocene od stvarne gustine,

MISE(f̂n) = E

∫
(f̂n(x)− f(x))2 dx

= E

∫
f̂n(x)2 dx− 2E

∫
f̂n(x)f(x) dx+ E

∫
f(x)2 dx.

Ideja je na�i h za koje je ova vrednost minimizirana. Kako ova vred-
nost zavisi i od stvarne, nepoznate gustine, to ne�e biti mogu�e, ali
postoji naqin da se modifikacijom ove ideje do�e do asimptotske op-
timalnosti. Za poqetak, poxto posled�i sabirak ne zavisi od ocene,
optimalna vrednost h u smislu minimizira�a ove grexke je ono h za
koje je minimalno

M(f̂n) = E

∫
f̂n(x)2 dx− 2E

∫
f̂n(x)f(x) dx. (3.2)

Izraz (3.2) �emo oceniti na osnovu uzorka i onda tra�iti minimum po
h te ocene. Prvi sabirak zavisi samo od uzorka, a drugi sabirak zavisi
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i od nepoznate gustine. Definixemo ocenu jezgrom f̂−i(x), konstruisanu
od n− 1 elemenata uzorka, bez elementa Xi

f̂−i(x) =
1

n− 1

∑
j 6=i

Kh(x−Xj).

Jedna nepristrasna ocena za M(f̂n) je

LSCV (h) =

∫
f̂n(x)2 dx− 2

n

∑
i

f̂−i(Xi). (3.3)

Dokaza�emo nepristrasnost ove ocene.

E(LSCV (h)) = E

(∫
f̂n(x)2 dx− 2

n

∑
i

f̂−i(Xi)

)
= E

∫
f̂n(x)2 dx− 2Ef̂−n(Xn)

= E

∫
f̂n(x)2 − 2

∫
f̂n(x)f(x) dx

= M(f̂n). (3.4)

Tre�a jednakost u prethodnom nizu va�i jer je

Ef̂−n(Xn) = E

(
1

n− 1

∑
i 6=n

Kh(Xn −Xi)

)

=

∫
· · ·
∫

1

n− 1

∑
i 6=i

Kh(xn − xi)f(x1) · · · f(xn) dx1 . . . dxn

=

∫
Ef̂−n(x)f(x) dx

=

∫
Ef̂n(x)f(x) dx

= E

∫
f̂n(x)f(x) dx.

Dakle, minimizira�em funkcije LSCV dobijamo ocenu parametra rav-
na�a hLSCV . Iako ne mo�emo da na�emo eksplicitan izraz za taqke
lokalnog minimuma ove funkcije, mo�emo jox malo pojednostaviti iz-
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raz, ∫
f̂n(x)2 dx =

∫
1

n

∑
i

Kh(x−Xi) dx

=
1

n2

∑
i

∑
j

∫
Kh(x−Xi)Kh(x−Xj) dx

=
1

n2h2

∑
i

∑
j

∫
K(u− h−1Xi)K(u− h−1Xj) du

=
1

n2h

∑
i

∑
j

∫
K(t)K(h−1(Xj −Xi)− t) dt

=
1

n2h

∑
i

∑
j

K(2)(h−1(Xj −Xi)). (3.5)

Dakle, u opxtem sluqaju treba raqunati konvoluciju, i za to se mo�e
koristiti ve� pomenuta teorija Furijeovih transformacija. U speci-
jalnom sluqaju, kada koristimo Gausovo jezgro, raqun se pojednostav	uje,
poxto je konvolucija tog jezgra sa samim sobom gustina normalneN (0, 2)
raspodele. Sada �emo da pojednostavimo i drugi sabirak u (3.3),

1

n

∑
i

f̂−i(Xi) =
1

n

∑
i

1

n− 1

∑
j 6=i

Kh(x−Xi)

=
1

n(n− 1)

∑
i

∑
j

h−1n K(h−1(Xi −Xj))

− 1

n(n− 1)
n−1Kh(0). (3.6)

Konaqno razlika (3.5) i (3.6) je LSCV (h) za Gausovo jezgro. Radi jedno-
stavnosti faktor (n− 1)−1 zameni�emo sa n−1. Time dobijamo

LSCV (h) ≈ n−2h−1
∑
i

∑
j

K(2)(h−1(Xj −Xi))

− 2n−2h−1
∑
i

∑
j

K(h−1(Xj −Xi))− 2n−1h−1K(0)

= n−2h−1
∑
i

∑
j

K∗(h−1(Xj −Xi))− 2n−1h−1K(0),

gde je K∗(t) = K(2)(t)− 2K(t).
Zbog nepristrasnosti koju smo i dokazali, (3.4), ovaj metod se zove i
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nepristrasna unakrsna provera. Mo�e se desiti da funkcija LSCV (h)
ima vixe od jednog lokalnog minimuma. U tom sluqaju se za h predla�e
ne taqka globalnog minimuma ve� najve�a taqka lokalnog minimuma (v.
[2]). Stoun (1984) [14] je dokazao da je ovaj izbor parametra ravna�a
asimptotski optimalan, u smislu da va�i

hLSCV
hAMISE

s.s.→ 1, n→∞.

Me�utim dokazano je i da hLSCV ima veliku asimptotsku disperziju,
pa se iz tog razloga smatra da ovaj metod ipak nema dovo	no dobra ni
teorijska (v. [15]) ni praktiqna svojstva (v. [19]), i predlo�eno je vixe
pobo	xa�a.

Jedna modifikacija ovog metoda je pristrasna unakrsna provera koja
oce�uje h tako xto minimizuje funkciju AMISE(f̂n) (2.10) gde se ne-
poznato R(f ′′) oce�uje se sa

R̃(f ′′) = R(f̂ ′′n)− (nh5)−1R(K ′′)

= n−2
∑∑

i 6=j

K ′′h ∗K ′′h(Xi −Xj).

Druga jednakost se dobija nakon malo du�eg izvo�e�a sliqnog onom u
(3.5). Funkcija BCV (h) kojoj treba na�i minimum, dobija se zamenom

R(f ′′) sa R̃(f ′′) u izrazu za AMISE(f̂n). Minimum te funkcije je ocena
metodom pristrasne unakrsne provere i ozaqavamo je sa hBCV . Dokazano
je da je asimptotska disperzija ove ocene ma�a od hLSCV , ali da ima
pozitivnu pristrasnost, po qemu je ova ocena i dobila ime.

3.1.4 Metod uvrxtene ocene

Ovaj metod razvili su Hol i Maron (1987) [17] i Xeder i �ons (1991)
[18] i sliqan je metodu pristrasne unakrsne provere. Ideja je da se u
izrazu za hAMISE funkcional nepoznate gustine oceni na malo drugaqi-
ji naqin, iterativno. Prvo �emo da opixemo oce�iva�e funkcionala
gustine oblika

R(f (s)) =

∫
f (s)(x)2 dx.

Jasno je kako nam ovo mo�e biti od koristi, poxto nam bax ovaj funk-
cional za s = 2 pravi problem. Parcijalnom integracijom ovaj izraz
se svodi na

R(f (s)) = (−1)s
∫
f (2s)(x)f(x) dx,

26



pa se prethodni problem svodi na oce�iva�e

ψr =

∫
f (r)(x)f(x) dx,

za r parno. Kako je prethodni izraz jednak Ef (r)(X) name�e se slede�a
ocena

ψ̂r(g) = n−1
n∑
i=1

f̂ (r)
n (Xi, g) = n−2

n∑
i=1

n∑
j=1

L(r)
g (Xi −Xj).

gde su g i L redom parametar ravna�a i jezgro koji se koriste u oceni i
koji mogu biti razliqiti od h i K. Od znaqaja �e nam biti asimtptot-
sko ponaxa�e sred�ekvadratne grexke ocene ψ̂r(g). Mo�e se dokazati
da pod nekim uslovima (v. [2]) va�i da je za poznato L, optimalna
vrednost g u smislu minimizira�a ove grexke

gAMSE =

[
k!L(r)(0)

−µk(L)ψr+kn

]1/(r+k+1)

, (3.7)

gde je k red jezgra L. Vratimo se na problem oce�iva�a parametra
ravna�a. Posle uvo�e�a novih oznaka imamo

hAMISE =

[
R(K)

k22ψ4n

]1/5
. (3.8)

Funkcionalu nepoznate gustine pridru�ujemo �egovu ocenu ψ̂4(g).
Ovim dobijamo ocenu za parametar ravana�a

ĥDPI =

[
R(K)

k22ψ̂4(g)n

]1/5
. (3.9)

Problem je xto ona zavisi od izbora parametra g. Optimalna ocena za
taj parametar bila bi gAMSE me�utim to ponovo zavisi od funkcionala
nepoznate gustine. Nastav	aju�i da	e ovaj problem ne nestaje, samo sa
problema oce�iva�a ψr prelazimo na problem oce�iva�a ψr+2. Jedno
rexe�e ovog problema je da za neko 2l + 4, ψ2l+4 ocenimo nekom jedno-
stavnom metodom, na primer poziva�em na normalnu raspodelu, onda tu
ocenu iskoristimo za nala�e�e optimalne vrednosti parametra g ocene
ψ̂2l+2 i tako da	e dok ne do�emo do ocene za ψ4, koju onda ubacujemo u
izraz za ĥDPI . Ovo znaqi da se l puta raqunaju pomo�ni parameti rav-
na�a po formuli gAMSE. Pita�e je koliko koraka unazad je potrebno
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i�i, tj. koju vrednost izabrati za l. Preporuquje se (v. [2]) da l bude
najma�e 2 i to je i uobiqajena vrednost za l.
Sada �emo na jednom primeru uporediti opisane metode. Kako dva me-
toda opisana u ode	ku 3.1 ne garantuju nikakvu optimalnost, �ih �emo
isk	uqiti iz razmatra�a. Neka je f gustina mexovite normalne ras-
podele

f(x) =
3

4
φ(x) +

1

4
φ1/3

(
x− 2

3

)
, (3.10)

gde je φ gustina N (0, 1) raspodele a φ1/3 gustina N (0, (1/3)2) raspodele.
Da bismo ocenili koliko je neki metod raquna�a PR dobar, trebalo
bi uporediti dobijene vrednosti sa stvarnom optimalnom vrednox�u za
ovu raspodelu. Lako mo�emo izraqunati vrednost hAMISE, me�utim i tu
je prime�ena aproksimacija, to nije stvarna taqka minimuma funkcije
MISE(h). Sre�om, u sluqaju mexovite normalne raspodele i Gauso-
vog jezgra, zbog pojave konvolucija normalnih gustina, mo�e se izvesti
opxti izraz zaMISE(h) (v. [2]). Za uzorak obima 100 iz raspodele sa gu-
stinom f to je hMISE = 0.318. Za 500 uzoraka obima 100 iz ove raspodele
izraquna�emo razliqitim metodima parametre ravna�a. Na slici 3.3
prikazane su u razliqitim bojama ocene gustina tih parametara rav-
na�a. Vertikalnom linijom obele�ena je optimalna vrednost hMISE.
Najgore je ponaxa�e metoda pristrasne unakrsne provere (BCV), a na
ovom primeru se ne vidi ni znaqajno ve�a disperzija metoda nepristra-
sne unakrsne provere (UCV) u odnosu na BCV. Pristrasnost, po kojoj je
BCV i dobio ime se jasno mo�e videti sa slike. Uopxte, na uzorcima
ma�eg obima metodom BCV se uvek previxe izravna, dok UCV metod ima
veliku disperziju (v. [16]). Dobro ponaxa�e metoda MV (MLCV) je ovde
oqekivano jer se radi o raspodeli za qije repove va�i f(±x) = o(e−x),
x → ∞, inaqe sa ovim metodom treba biti oprezan. Kao najbo	i na
slici 3.3, istiqe se metod uvrxtene ocene (SJ). U svom radu Park i
Maron (1990) [19] bave se upore�iva�em metoda za izbor PR. Oni tvrde
da je, pod nekim jaqim uslovima postav	enim nad nepoznatom gustinom,
SJ metod zaista bo	i od ostalih navedenih. Jaqi uslovi su potrebni
zbog oce�iva�a funkcionala gustine.

3.2 Izbor jezgra

Iako smo u Glavi 2 dokazali da je jezgro K ma�e uticajna kompo-
nenta OGJ u odnosu na parametar ravna�a, ukoliko je nosaq nepoznate
gustine ograniqen sa bar jedne strane, jav	a se problem pri oce�iva�u
gustine na granici. Verovatno najqex�i sluqaj je kad je poznato da uzo-
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rak mo�e uzimati samo pozitivne vrednosti. Taqke iz uzorka u blizini
granice �e uticati na to da se odabranim simetriqnim jezgrom dodeli
te�ina taqkama izvan nosaqa. Jedno mog�e rexe�e, koje je predlo�io
Xuster (1985) [21] je refleksija podataka. Maron, Rupert i Vand (1991)
[23] su predlo�ili transformisa�e uzorka tako da on bude iz neke ras-
podele sa neograniqenim nosaqem, i onda se do ocene dolazi obiqnom
OGJ transformisanog uzorka i inverznom transformacijom. Maron i
Rupert (1994) [22] su ove dve ideje objedinili, transformacijom uzorka
pre reflektova�a radi bo	ih osobina ocene. Drugi pristup problemu
ima Qen (1999) [24] i (2000) [25], koji predla�e korix�e�e asimetriq-
nih jezgara. Ukoliko je nosaq gustine ograniqen, jezgro je gustina beta
raspodele, a ako je ograniqen samo sa jedne strane, onda je jezgro gustina
gama raspodele sa odgovaraju�im parametrima. U narednom tekstu �emo
ukratko opisati neke od pomenutih metoda.

3.2.1 Refleksija podataka. Ponaxa�e na granici.

Kod standardne ocene gustine jezgrom, u zavisnosti od izbora jezgra
razlikova�e se nosaq ocene. Na primer, ako je nosaq jezgra [−1, 1] onda
je nosaq ocene gustine [miniXi−h,maxiXi+h] xto mo�e biti izvan gra-
nica za gustinu f . Ukoliko koristimo Gausovo jezgro ocena �e sigurno
uzeti ne nula vrednosti i izvan nosaqa. Pretpostavimo da je poznato da
je nosaq nepoznate gustine oblika [c,+∞). Jedno mogu�e rexe�e za ovaj
problem je simetriqno preslikava�e f̂n(x) u odnosu na pravu x = c, sa
intervala (−∞, c) na interval [c,∞) i dodava�e oceni gustine u taq-
kama intervala (c,+∞). Jednaqina opisane ocene je

f ∗n(x) = fn(x) + fn(2c− x)

=
1

n

n∑
i=1

[Kh(x−Xi) +Kh(2c− x−Xi)],

za x ∈ [c,+∞) i 0 inaqe.
Ovaj metod ilustrovan je na slici 3.4, gde su prikazane OGJ uzorka

obima 100 iz eksponencijalne E(1) raspodele sa i bez reflektova�a
uzorka. Na grafiku levo vidi se kako ocena gustine uzima i nega-
tivne vrednosti, dok smo na desnoj slici ovaj problem jednostavno
rexili reflektova�em uzorka. U sluqaju da je nosaq gustine oblika
[d,+∞) na prethodno opisani naqin se oce�uje gustina za uzorak
Y1 = −X1, ..., Yn = −Xn, oznaqimo tu ocenu sa g∗n. Tra�ena ocena ne-
poznate gustine tada je

f ∗n(x) = g∗n(−x),
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za x ∈ (−∞, d] i 0 inaqe.
Kada je nosaq gustine interval oblika [c, d], metod reflektova�a

podataka sugerixe slede�u ocenu

f ∗n(x) = fn(x) + fn(2c− x) + fn(2d− x)

=
1

n

n∑
i=1

[Kh(x−Xi) +Kh(2c− x−Xi) +Kh(2d− x−Xi)],

x ∈ [c, d] i 0 inaqe. U ovom sluqaju uzima se da je nosaq jezgra [−1, 1],
dok je u drugim sluqajevima svejedno. Pretpostavimo da je nosaq gu-
stine [0, 1]. Neka je h fiksirano i x ∈ [0, h]. Tada se x mo�e zapisati
kao x = Ch, za neko C ∈ [0, 1]. Da bismo obrazlo�ili loxe ponaxa�e
na granicama OGJ, pokaza�emo da je oqekivana vrednost f̂n(0) jednaka
1/2f(0), a sliqno se mo�e izvesti i za desnu granicu. Primetimo da,
ukoliko je f(0) 6= 0, zbog pretpostavke o nosaqu, f nije neprekidna funk-
cija, pa ne�e biti ispu�eni uslovi potrebni za asimptotsku nepristra-
snost koju smo izveli u ode	ku 2.2.

Ef̂n(x) =
1

h

∫ 1

0

K

(
x− y
h

)
f(y) dy =

1

h

∫ h(1+C)

0

K
(
C − y

h

)
f(y) dy

=

∫ C

−1
K(u)f(x− uh) du

+

∫ C

−1
K(u)[f(x)− f ′(x)uh+

1

2
f ′′(x)(uh)2] du+ o(h2)

= f(x)µ0(C)− f ′(x)hµ1(C) +
1

2
f ′′(x)h2µ2(C) + o(h2),

gde je µk(C) =
∫ C
−1 u

kK(u) du. Za C ≥ 1 dobija se izraz za oqekiva�e kao

u (2.9). Za C = 0, poxto je µ0(C) = 1/2 dobijamo da je Ef̂n(0) = 1/2f(0).
Kako je za C ∈ [0, 1), µ0(C) < 1, qlan koji ne zavisi od h nije jednak
f(x), pa ka�emo da je pristrasnost nultog reda. Metodom refleksije
pobo	xava se ponaxa�e ocene na granici. Sliqnim izvo�e�em dobija
se

Ef̂n(x) = f(x) +
h2

2
µ2(1)f ′′(x)− 2h[Cµ0(−C) + µ1(−C)]f ′(x)

+ 2h2[C2µ0(−C) + Cµ1(−C)]f ′′(x) + o(h2),

za x = Ch, C ∈ [0, 1]. Za C ≥ 1 kao i u prethodnom sluqaju, svodi se na
(2.9), a za C < 1 sma�ili smo odstupa�e od sred�e vrednosti jer je ono
sada reda O(h) - prvog reda. U sluqaju kada je f ′(0) = 0, odstupa�e je
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drugog reda. Ovu qi�enicu Maron i Rupert (1994) [22] su iskoristili
da naprave algoritam za ocenu gustine kojim se pobo	xava ponaxa�e
na krajevima intervala. Ukratko �emo opisati korake u algoritmu.

• Transfomisa�e uzorka, Yi = g(Xi). Funkcija g je odabrana iz
odre�ene parametarske familije tako da je izvod gustine Yi pri-
bli�no jednak 0 na granici �enog nosaqa.

• Oceniti gustinu na osnovu uzorka Yi metodom refleksije, fY (x)

• Koriste�i vezu izme�u fY i fX , f̂X(x) = f̂Y (g(x))g′(x), transfor-
macijom f̂X(x) = f̂Y (g(x))g′(x) dolazimo do tra�ene ocene.

3.2.2 Asimetriqna jezgra

Drugi mogu�i pristup ovom problemu je korix�e�e drugih jezgara.
Simetriqna jezgra su odgovaraju�a ako je nosaq gustine R, ali nisu ako
je ograniqen sleva ili zdesna. Ukratko �emo opisati asimetriqna jezgra
koje je predlo�io Qen. Pretpostavimo opet da je nosaq gustine [0, 1] i da
f ima neprekidan drugi izvod. Obele�imo sa Kp,q gustinu beta β(p, q)
raspodele. Osim xto nosaq jezgra garantuje da �e i nosaq ocene gustine
biti [0, 1], ideja je da se ne koristi isto jezgro u svakoj taqki, ve� da
fukcija jezgra zavisi od taqke u kojoj oce�ujemo gustinu. Konkretno,
kao jezgro za ocenu u taqki x ∈ [0, 1] uzima se funkcija Kx/h+1,(1−x)/h+1

gde je h parametar ravna�a za koji va�i h → 0 kad n → ∞. Ocena
gustine tada je

f̂B(x) = n−1
n∑
i=1

Kx/h+1,(1−x)/h+1(Xi). (3.11)

Dakle ova ocena je kao uobiqajena OGJ samo fiksirano jezgro me�a beta
jezgrima. Ne�emo izvoditi ali �emo navesti asimptotska svojstva ocene
ovom metodom. Kao i obiqno ispituju se pristranost i disperzija od
lokalnih, a MISE od globalnih svojstava.

1. Pristrasnost je prvog reda, za svako x ∈ [0, 1], dakle ova ocena je
asimptotski nepristrasna.

2. Iako su ocene beta jezgrom nepristrasne, �ihova disperzija na
granici je reda n−1h−1/2 a u unutrax�osti intervala je n−1h−1.

3. Optimalna vrednost h se eksplicitno mo�e izvesti minimizira-
�em MISE i dobija se da treba da va�i h = O(n−2/5), dok je,
podsetimo se, kod drugih ocena jezgrom h = O(n−1/5).
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4. Zamenom optimalnog h u MISE dobija se MISE = O(n−4/5), xto
je najbo	a mogu�a brzina konvergencije MISE ka nuli i za sime-
triqna jezgra.

Kao pobo	xa�e ove ocene, radi dodatnog sma�iva�a pristrasnosti na
granicama, predla�e se jox jedna ocena koja taqkama blizu granica
dode	uje beta jezgro ali sa malo drugaqijim parametrima (v. [24]). Na
slici 3.5 radi upore�iva�a prikazane su ocena gustine beta jezgrima,
obiqna OGJ i stvarna gustina. Jasno je kako ocena beta jezgrima ima
mnogo bo	e ponaxa�e na granicama od obiqne OGJ.

Ostalo nam je jox da uvedemo ocenu gustine gama jezgrima. Pretpo-
stavimo da je uzorak iz raspodele qiji je nosaq [0,∞). Pretpostavimo i
da nepoznata gustina f ima neprekidni drugi izvod i da su integrali∫
f ′2(x) dx i

∫
(xf ′′(x))2 dx konaqni. Beta jezgra u ovom sluqaju me�amo

gama jezgrima, da bi nosaq jezgara kao i u proxlom sluqaju bio isti
kao nosaq gustine. Obele�imo sa Kp,q gustinu gama γ(p, q) raspodele
gde je q parametar razmere. Ovom ocenom se kao jezgro za ocenu u taqki
x ∈ [0,∞) uzima funkcija Kx/h+1,h gde je h parametar ravna�a za koji
va�i h→ 0 i nh→∞ kad n→∞. Ocena gustine je

f̂G(x) = n−1
n∑
i=1

Kx/h+1,h(Xi). (3.12)

Ispostav	a se da ocene beta i gama jezgrima imaju sliqna asimptotska
svojstva. Sve stavke o oceni gustine beta jezgrima va�e u istom obliku
i za ocenu gama jezgrima. Tako�e, sliqno kao i kod beta jezgara, Qen pre-
dla�e pob	xa�e ove ocene korix�e�em malo drugaqijih gama jezgara
na granici nosaqa. Koriste se gama jezgra sa parametrima Kρh(x),h, gde
je

ρh(x) =

{
x/h x ≥ 2h
1
4
(x/h)2 + 1 x ∈ [0, 2h)

. (3.13)

Odgovaraju�a ocena je

f̂ ?G(x) = n−1
n∑
i=1

Kρh(x),h(Xi). (3.14)

Na slici 3.6 radi upore�iva�a prikazane su ocena gustine beta jezgrom
f̂G, obiqna OGJ i stvarna gustina. Jasno je kako ocena gama jezgrima
ima mnogo bo	e ponaxa�e na granici od obiqne OGJ.
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Slika 3.3: Oce�ene gustine parametara ravna�a dobijenih razliqitim
metodama, za uzorke obima 100 iz mexovite normalne raspodele sa gu-
stinom f1.
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Slika 3.4: oce�ena gustina bez reflektova�a (levo) i sa reflektova-
�em (desno) podataka
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Slika 3.5: Ocena gustine beta jezgrima, za uzorak obima 100 iz skali-
rane beta raspodele, qiji je nosaq [0, 5]. Ocena gustine beta jezgrom (puna
linija), obiqna OGJ (taqka-crta-taqka) i stvarna gustina (isprekidana
linija).
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Slika 3.6: Ocena gustine gama jezgrima, za uzorak obima 100 iz ε(1)
raspodele. Ocena gustine beta jezgrom (puna linija), obiqna OGJ (taqka-
crta-taqka) i stvarna gustina (isprekidana linija).
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Glava 4

Asimptotsko ponaxa�e OGJ

U ode	ku 1.4 izveli smo asimptotsko ponaxa�e oqekiva�a i di-
sperzije OGJ. To nam je bilo potrebno za uvo�e�e optimalnog jezgra
i opisiva�e vixe metoda izbora parametra ravna�a. U ovom ode	ku
navex�emo neke nove asimptotske rezultate, a neke ve� pomenute �emo
ponovo dokazati ali pod bla�im uslovima postav	enim nad gustinom f .
Sva navedena tvr�e�a mogu se na�i u [3]. Slede�a lema iz matematiqke
analize �e nam omogu�iti pomenuto oslab	iva�e uslova i koristi se u
dosta teorema o asimptotici OGJ.

Lema 4.0.1. Neka je funkcija K : (R,B) 7→ (R,B) mer	iva funkcija za
koju va�i

|K(z)| ≤M, z ∈ R; (4.1)∫
R
|K(z)| dz <∞; (4.2)

|zK(z)| → 0, z →∞; (4.3)

Neka je funkcija g : (R,B) 7→ (R,B) mer	iva funkcija za koju va�i∫
R
|g(z)| dz <∞. (4.4)

Definixemo i niz funkcija gn

gn =
1

hn

∫
R
K

(
z

hn

)
g(x− z) dz, (4.5)

gde je hn > 0 i hn → 0 kad n → ∞. Tada, ako je g neprekidna funkcija
va�i

lim
n→∞

gn(x) = g(x)

∫
R
K(z) dz. (4.6)
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Ako je dodatno g ravnomerno neprekidna funkcija, onda je konvergencija
u (4.6) ravnomerna.

Dokaz. ∣∣∣∣gn(x)− g(x))

∫
R
K(z) dz

∣∣∣∣ ≤∣∣∣∣ ∫
|z|<δ

1

hn
K

(
z

hn

)
g(x− z)dz

− g(x)

∫
|z|<δh−1

n

K(z) dz

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
|z|>δ

1

hn
K

(
z

hn

)
g(x− z)dz

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣g(x)

∫
|z|>δh−1

n

K(z) dz

∣∣∣∣.
Ova nejednakost va�i za svako δ > 0. Uvo�e�em smene u = z/hn u prvom
integralu prvog sabirka, dobijamo

I =

∣∣∣∣∫
|z|<δ

1

hn
K

(
z

hn

)
g(x− z)dz − g(x)

∫
|z|<δh−1

n

K(z) du

∣∣∣∣
≤
∫
|u|<δh−1

n

|K(u)||g(x− uhn)− g(x)| du

≤ sup
|u|<δ
|g(x− u)− g(x)|

∫
|u|<δh−1

n

|K(z)| du.

Uvo�e�em iste smene u drugom sabirku, dobijamo

II =

∣∣∣∣∫
|u|>δh−1

n

1

hn
K(u)g(x− uhn) du

∣∣∣∣
≤ sup
|u|>δh−1

n

(
1

hn
|K(u)|

)∫
|u|>δh−1

n

|g(x− uhn)| du

≤ sup
|u|>δh−1

n

(|uK(u)|) δ−1
∫
R
|g(u)| du.

Spaja�em ovih rezultata dobijamo∣∣∣∣gn(x)− g(x)

∫
R
K(z) dz

∣∣∣∣ ≤ sup
|z|<δ
|g(x− z)− g(x)|

∫
|z|<δh−1

n

|K(z)| dz

+ sup
|z|>δh−1

n

(|zK(z)|) δ−1
∫
R
|g(z)| dz

+ |g(x)|
∫
|z|>δh−1

n

|K(z)| dz. (4.7)
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Zavrxi�emo dokaz odmah u sluqaju ravnomerne neprekidnosti funkcije
g, a u sluqaju samo obiqne neprekidnosti sliqno sledi. Ako je g ravno-
merno neprekidna funkcija onda iz (4.4) sledi da je i ograniqena, pa
za svako δ > 0 iz ograniqenosti g i (4.1) sledi da posled�i sabirak u
(4.7) te�i ravnomerno po x ka 0. Sliqno, iz uslova (4.3) i (4.4) sledi
ravnomerna konvergencija po x drugog sabirka ka 0. Poxto nejednakost
(4.7) va�i za svako δ, kada δ → 0 iz ravnomerne neprekidnosti funk-
cije g, i uslova (4.2), imamo da i prvi sabirak te�i ka 0, ravnomerno
po x. Ovim zavrxavamo dokaz jer smo dokazali da je konvergencija u
(4.6) ravnomerna.

Primenom ove leme dokaza�emo slede�u teoremu.

Teorema 4.1. Neka je f neprekidna gustina raspodele. Tada je OGJ
postojana ocena za f(x), za svako x, ako je jezgro K simetriqna gustina
i ako va�i nhn →∞ i hn → 0.

Dokaz. Prvo �emo pokazati asimptotsku nepristrasnost. Svi uslovi za
K iz Leme 4.0.1 su ispu�eni i prime�ujemo je na jezgro K i gustinu f ,
koja tako�e zadovo	ava postav	eni uslov o neprekidnosti.

Ef̂n(x) =

∫
1

hn
K

(
x− y
hn

)
f(y) dy,

pa direktnom primenom Leme 4.0.1 dobijamo da kad n → ∞ oqekiva�e
te�i ka

f(x)

∫
K(y) dy = f(x).

Dakle, dovo	an uslov da OGJ bude asimptotski nepristrasna je da
je gustina f neprekidna i da hn → 0. Jox je potrebno pokazati da
D(f̂n)→ 0, n→∞.

D(f̂n) =
1

n
D

(
1

hn
K

(
x−X1

hn

))
≤ E

[
1

hn
K

(
x−X1

hn

)]2
=

1

nhn

∫
1

hn
K2

(
x− y
hn

)
f(y) dy,

pa ponovo, primenom Leme 4.0.1 na funkcije K2 i f dobijamo∫
1

hn
K2

(
x− y
hn

)
f(y) dy → f(x)

∫
K2(y) dy,
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kada n → ∞. Svi uslovi za primenu leme su zadovo	eni, a specijalno
iz uslova (4.2) sledi ograniqenost posled�eg integrala. Prema tome

D(f̂n)→ 0, kad nhn →∞.

U ode	ku 1.4 izveli smo asimptotsko ponaxa�e MISE, odakle je
jasno da MISE, kao funkcija od hn, te�i 0 kad n→∞. Isti rezultat,
kao xto je ve� bio sluqaj u ovom ode	ku, mo�emo izvesti i pod slabijim
uslovima.

Teorema 4.2. Neka za gustinu f va�i da f, f (1) ∈ L2(R) i neka �ena
karakteristiqna funkcija φ pripada L1(R) i va�i

∫
λ2|φ(λ)|2 dλ <∞.

Neka je jezgro K ograniqeno, ima konaqan drugi momenat i hn → 0 kad
n→∞. Tada va�i∫

E[f̂n(x)− f(x)]2 dx→ 0, kad n→∞. (4.8)

Dokaz. Koriste�i nejednakost Koxi-Xvarca dobija se∫
E[f̂n(x)− f(x)]

2
dx =

∫ {∫
K(t)[f(x− hnt)− f(x)] dt

}2

dx

≤
∫ {∫

[f(x− hnt)− f(x)]2K(t) dt

}
dx

=

∫
K(t)

{∫
[f(x− hnt)− f(x)]2 dx

}
dt. (4.9)

Poxto je, po pretpostavci, karakteristiqna funkcija φ gustine f
apsolutno integrabilna, prema Teoremi 10.6. iz [9] veza izme�u ove dve
funkcije je

f(x) =
1

2π

∫
e−ixλφ(λ) dλ.

Dakle, f je Furijeova transformacija funkcije φ 1. Prema Parsevalo-
voj jednakosti koja po ovoj definiciji Furijeove transformacije glasi∫
|φ(λ)|2 dλ = 1

2π

∫
f 2(x) dx imamo da va�i∫

[f(x− hnt)− f(x)]2 dx =

∫
|φ(λ)|2

∣∣eihntλ − 1
∣∣2 dλ. (4.10)

1Ovo je jox jedan mogu�i naqin definisa�a Furijeove transformacije, a razli-

kuje se od onog korix�enog u ode	ku 2.1
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Iz (4.10) i (4.9) imamo∫
E[f̂n(x)− f(x)]2 dx ≤

∫ [∫
|φ(λ)|2

∣∣eihntλ − 1
∣∣2 dλ]K(t) dt

≤
[∫

t2K(t) dt

] [∫
|φ(λ)|2λ2 dλ

]
h2n.

U posled�oj nejednakosti prime�eno je |eiu − 1| ≤ |u|. Poxto hn → 0
kad n→∞ imamo ∫

E[f̂n(x)− f(x)]
2
dx→ 0. (4.11)

Lako se dokazuje da va�i∫
Df̂n(x) dx ≤ 1

nhn

∫
K2(x) dx, (4.12)

odakle sledi ∫
Df̂n(x) dx→ 0, kad nhn →∞, (4.13)

pa iz (4.11) i (4.13) sledi tra�ena konvergencija ka 0.

Do sada smo kao meru odstupa�a OGJ od stvarne gustine ispitivali
nepristrasnost i postojanost taqka po taqka, a kao jedinu meru odstu-
pa�a ocene na celom intervalu uveli smo MISE, oqekiva�e kvadrata
rastoja�a f̂n od f u L2 meri. L2 teorija je u najrazvijenija i najqex�e
pomi�ana u literaturi. Umesto ove mo�e se koristiti i L1 mera, i
tako dobijamo sred�u integrisanu apsolutnu grexku,

MIAE(f̂n) = E

∫ ∣∣∣f̂n(x)− f(x)
∣∣∣ dx.

Za razliku od L2, ispitiva�e L1 mere odstupa�a je znaqajno kompliko-
vanije. Prednosti ove globalne mere u odnosu na L2 i mnogi rezultati
L1 teorije mogu se na�i u [7]. Osim ove, mogu se ispitivati jox neke mere
odstupa�a, na primer, jaka postojanost, ravnomerna asimptotska nepri-
strasnost, ravnomerna postojanost (slaba i jaka). Sada �emo dokazati i
ravnomernu jaku postojanost OGJ.

Teorema 4.3. Neka je jezgro K ograniqene varijacije i red∑∞
i=1 exp(−γnh2n) konvergira za svako γ > 0. Tada

Vn = sup
x
|fn(x)− f(x)| → 0,

skoro sigurno kada n→∞, ako je gustina f ravnomerno neprekidna.
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Dokaz. Definixemo

V n = sup
x

∣∣∣f̂n(x)− E[f̂n(x)]
∣∣∣

= sup
x

∣∣∣∣ 1

hn

∫
K

(
x− y
hn

)
dF̂n(y)− 1

hn

∫
K

(
x− y
hn

)
dF (y)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣K (x− yhn

)
(F̂n(y)− F (y))

∣∣∣y=+∞

y=−∞
−
∫

(F̂n(y)− F (y)) dK

(
x− y
hn

)∣∣∣∣
≤ sup

x

∣∣∣F̂n(x)− F (x)
∣∣∣ 1

hn
V (K), (4.14)

gde je V (K) totalna varijacija funkcije K. Oznaqimo

Dn = sup
x

∣∣∣F̂n(x)− F (x)
∣∣∣.

Dokazano je u [13] da postoje konstante C i α ∈ (0, 2] takve da va�i

P{Dn > λn−1/2} ≤ C exp(−αλ2), (4.15)

za svako λ > 0 i svaku neprekidnu funkciju raspodele F . Iz (4.14) i
(4.15) imamo

P

(
sup
x

∣∣∣f̂n(x)− Ef̂n(x)
∣∣∣ > ε

)
≤ P

(
sup
x

∣∣∣F̂n(x)− F (x)
∣∣∣ > εhn(V (K))−1

)
≤ C1 exp (−βnh2n),

gde je β = αε2(V K)−2. Iz pretpostavke da red
∑∞

n=1 exp(−γnh2n) konver-

gira za svako γ > 0, imamo da je
∑∞

i=1 P
(

supx

∣∣∣f̂n(x)− Ef̂n(x)
∣∣∣ > ε

)
<∞

pa iz Teoreme 12.2 o dovo	nom uslovu za skoro sigurnu konvergenciju
iz [9] sledi

V n → 0 s.s. n→∞. (4.16)

Ako je f ravnomerno neprekidna, poxto je i apsolutno integrabilna,
onda je i ograniqena, supx f(x) = M < ∞. Iz ve� dokazane asimptot-
ske nepristrasnosti imamo Ef̂n(x) → f(x), kad n → ∞, a ako je f
ravnomerno neprekidna onda je ta konvergencija i ravnomerna. To znaqi
da

sup
x

∣∣∣Ef̂n(x)− f(x)
∣∣∣→ 0 kad n→∞. (4.17)

Iz nejednakosti trougla i (4.16) i (4.17) imamo konaqno da

Vn → 0 s.s kad n→∞.
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Napomenimo da va�i i obrat ove teoreme (v. [3]).
Sada �emo odrediti uslove pod kojima mo�emo na OGJ primeniti

centralnu graniqnu teoremu. Ocenu mo�emo napisati i u slede�em
obliku

fn(x) = n−1
n∑
k=1

Vnk, Vnk =
1

hn
K

(
x−X
hn

)
,

gde su Vnk nezavisne sluqajne veliqine sa raspodelom kao

Vn =
1

hn
K

(
x−Xi

hn

)
.

Da bi va�ila CGT dovo	no je da va�i�apunov	eva teorema, xto znaqi
da je potrebno da E|Vn|2+δ <∞, za neko δ > 0, i da va�i

E|Vn − EVn|2+δ

nδ/2σ2+δ(Vn)
→ 0, kad n→∞. (4.18)

gde je σr(X) =
∫
|X −EX|r dF (x) za sluqajnu veliqinu X sa funkcijom

raspodele F , i r ∈ (0,∞). Slede�e navodimo asimptotsko ponaxa�e
σ2(Vn) i E|Vn|2+δ koje se se izvodi primenom Leme 4.0.1.

σ2(Vn) ∼ 1

hn
f(x)

∫
R
K(y)2 dy; (4.19)

E|Vn|2+δ =

∫
R

∣∣∣∣ 1

hn
K

(
x− y
hn

)∣∣∣∣f(y) dy ∼ 1

h1+δn

f(x)

∫
R
|K(y)|2+δ dy. (4.20)

Izraz 4.18 mo�emo zapisati kao

h1+δE|Vn − EVn|2+δ

(nh)δ/2h1+δ/2σ2+δ(Vn)
. (4.21)

Na osnovu nejednakosti Minkovskog imamo

(E|Vn − EVn|p)1/p ≤ (E|Vn|p)1/p + (E|−EVn|p)1/p

≤ (E|Vn|p)1/p + (E(E|Vn|)p)1/p

= (E|Vn|p)1/p + E|Vn|
≤ (E|Vn|p)1/p + (E|Vn|p)1/p

≤ 2(E|Vn|p)1/p,

gde pretposled�a nejednakost sledi iz prime�ene Helderove nejednako-
sti. Odavde, za p = 2 + δ imamo

E|Vn − EVn|2+δ ≤ 22+δE|Vn|2+δ. (4.22)
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Kada zamenimo (4.19) u (4.18) i iskoristimo procenu (4.22), uz uslove
nhn → ∞ i

∫
R|K(y)|2+δ dy < ∞ dobijamo da je �apunov	ev uslov ispu-

�en.
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Glava 5

Primena OGJ na testira�e

simetrije

Testira�e simetrije raspodele je popularan problem neparametarske
statistike. Prvi testovi simetrije nastali su jox poqetkom 20. veka
i zasnovani su na raznim svojstvima simetrije. Korix�eni su, na pri-
mer, uzoraqki momenti i raspored statistika poretka. Uvo�e�e ocene
gustine jezgrom dalo je nove mogu�nosti za pristup ovom problemu i u
ovom poglav	u �emo opisati neke predlo�ene testove simetrije.

Testovi koje �emo ovde razmatrati bave se upore�iva�em teorijskih
i uzoraqkih koeficijenata preklapa�a. Za poqetak �emo definisati
mogu�e koeficijente preklapa�a izme�u dve funkcije gustine raspo-
dele. Neka su f i g dve gustine. Predlo�eni koeficijenti preklapa�a
(mere srodnosti) su:

Matusita [26]: ρ =

∫ √
f(x)g(x) dx; (5.1)

Ahmad, Van Bel [27]: λ =
2
∫
f(x)g(x) dx∫

f 2(x) dx+
∫
g2(x) dx

; (5.2)

Vajcman [28]: θ =

∫
min{f(x), g(x)} dx. (5.3)

Svaki od navedenih koeficijenata, za proizvo	ne funkcije gustine,
uzima vrednosti u intervalu (0, 1], gde se vrednost 1 dosti�e ako i samo
ako je f(x) = g(x) s.s.. Jox jedna mera bliskosti, sa malo drugaqijim
osobinama od pomenutih, je kvadrat L2 rastoja�a izme�u nepoznatih
gustina

I =

∫
(f(x)− g(x))2 dx. (5.4)
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Va�i da je I ≥ 0 i I = 0 akko f(x) = g(x) s.s.. Za testira�e jedna-
kosti dve nepoznate gustine formiramo nultu i alternativnu hipotezu

H0 : f(x) = g(x) s.s.

H1 : f(x) 6= g(x) za x iz skupa mere ve�e od 0

U potrazi za test statistikom ima smisla posmatrati neku od defini-
sanih mera srodnosti. Umesto nepoznatih gustina, mo�emo koristiti
ocene gustina jezgrom, i tako zamenom f(x) sa f̂(x), a g(x) sa ĝ(x) dobi-
jamo ocene ovih mera. Ukoliko je nulta hipoteza taqna, vrednost svakog
od ponu�enih koeficijenata je 1, osim za meru I gde je 0, me�utim ne
znamo xta se dexava sa uzoraqkim pandanima, niti koju �e oni ras-
podelu imati. Mogu�e test statistike i �ihove raspodele u sluqaju
testira�a jednakosti gustina dva nezavisna uzorka, za meru λ (5.2), is-
pitivali su Fan i Genqaj (1993) [30], a za meru θ (5.3) ispitivali su
Anderson, Linton i Vang (2009) [33]. Osim za testira�e jednakosti dve
gustine, ove mere mo�emo iskoristiti i za testira�e simetrije raspo-
dele jednog uzorka. Formiramo nultu i alternativnu hipotezu

H ′0 : f(x) = f(−x) s.s.

H ′1 : f(x) 6= f(−x) za x iz skupa mere ve�e od 0

Ideja je ista kao u prethodnom sluqaju, samo sada me�amo ĝ(x) sa f̂(−x)
i tako dobijamo mogu�e test statistike za testira�e simetrije gustine.
U pomenutim radovima [30] i [32], izvedene su asimptotske raspodele
ovih test statistika i u sluqaju testira�a simetrije. Sliqno, po
dve test statistike za testira�e simetrije na osnovu mere srodnosti
(5.4) predlo�ili su Ahmad i Li (1997) [32], i Fernandes, Mendes i
Skaje (2015) [35]. U naredna tri ode	ka navex�emo test statistike, �i-
hove asimptotske raspodele i oceniti mere i mo�i predlo�enih testova
Monte Karlo metodom.

5.1 Mera srodnosti λ

Meru λ mo�emo zapisati i u slede�em obliku

λ =
2δ

∆(f) + ∆(g)
,

gde je δ =
∫
f(x)g(x) dx, ∆(f) =

∫
f 2(x) dx, ∆(g) =

∫
g2(x) dx. Kao ocenu

za λ, Ahmad (1980) [29] predla�e

λ̂ =
2δ̂

∆̂(f) + ∆̂(g)
,
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gde je δ̂ = 1
2

[∫
f̂(x) dĜn(x) +

∫
ĝ(x) dF̂n(x)

]
, ∆̂(f) =

∫
f̂ 2(x) dx, ∆̂(g) =∫

ĝ2(x) dx. Umesto ∆̂ kao ocenu za ∆ mo�emo koristiti i

∆̃ =

∫
f̂(x) dF̂n(x) = (n2h)−1

n∑
i=1

n∑
j=1

K ((Xi −Xj)/h) .

Dokazana je postojanost u sred�e kvadratnom smislu ocene ∆̂ (v. [20]),
a dokazano je i da pod istim uslovima ona va�i i za ocenu ∆̃ (v. [29]).

Osim testira�a jednakosti nepoznatih gustina dva uzorka, mogu�a
su i testira�a hipoteze o simetriji gustine raspodele na jednom uzorku.
Zamenom g(x) sa f(−x) i ĝ(x) sa f̂(−x), dobijamo izraz za λ∗ i ocenu λ̂∗

λ∗ =
δ∗

∆(f)
;

λ̂∗ =
δ̂∗

∆̂(f)
,

gde je δ∗ =
∫
f(x)f(−x) dx, a δ̂∗ = (n2h)−1

∑n
i=1

∑n
j=1K((Xi +Xj)/h). Ah-

mad (1980) [29] je dokazao da pod nekim uslovima λ̂ i λ̂∗ imaju normalnu
raspodelu, me�utim Fan i Genqaj (1993) [30] su ovo opovrgnuli dokazom
da je

√
n(λ̂ − 1) = oP (1), i da isto va�i i za λ̂∗. U ovo se mo�emo uve-

riti simulacijama. U tabeli 5.1 prikazan je raspon uzorka statistike√
n(λ̂−1) izraqunate za uzorke iz normalne raspodele, za 100 ponav	a�a

testa i razliqite obime uzorka. Vidi se da je sa porastom obima uzorka
raspon sve ma�i. Sliqni rezultati dobiju se i za druge simetriqne
raspodele.

n min max max−min

1000 -0.953 0.248 1.201
2000 -0.373 0.147 0.520
3000 -0.380 0.063 0.443
4000 -0.331 0.042 0.373

Tabela 5.1: Raspon uzorka statistike
√
n(λ̂− 1) izraqunate za uzorke iz

normalne raspodele, za 100 ponav	a�a testa.

Dakle, ova statistika se ne mo�e koristiti za konstruisa�e asimptot-
skih testova simetrije. Tako�e, oni tvrde da ne postoji niz an kojim bi
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se pomno�ilo λ̂− 1 tako da graniqna raspodela te statistike bude neka
od poznatih raspodela. Oni predla�u slede�u modifikaciju ocene λ̂∗,

λ̂∗γ =
δ̂∗γ

∆̂(f)
,

gde je δ̂∗γ = n−1γ
∑n

i=1Ci(γ)f̂(−Xi) i

Ci(γ) =

{
1 + γ za neparno i

1− γ za parno i
; nγ =

{
n za parno n

n+ γ za neparno n
,

i γ ∈ (0, 1]. Za γ = 0 ova ocena se svodi na Ahmadovu ocenu λ̂∗. Na-
vex�emo, bez dokaza, teoremu o asimptotskoj raspodeli ove ocene. De-
finixemo uslove:

(K) K je simetriqna i ograniqena gustina raspodele i va�i |x|K(x)→
0 kad |x| → ∞,

∫
xK(x) dx = 0,

∫
x2K(x) dx <∞.

(F) Gustina f je dva puta diferencijabilna sa ograniqenim drugim
izvodom i

∫
f 4(x) dx <∞.

(H) h→ 0, nh2 →∞, nh4 → 0 kad n→∞.

Teorema 5.1. (Fan, Genqaj (1983) [30]) Ako su ispu�eni uslovi (K), (F),
(H), pri H ′0, va�i

√
n(λ̂∗γ − 1)

D→ N (0, σ∗2γ,0),

gde je

σ∗2γ,0 =
γ2
∑n

i=1

[
f̂(Xi)− δ̂∗γ

]2
n∆̂2(f)

.

Neka je T̂γ,∗ :=
√
n(λ̂∗γ − 1)/σ∗2γ,0. Na osnovu teoreme, T̂γ,∗ je naxa

test statistika koja ima asimptotski standardnu normalnu raspodelu.
Kritiqne su nam male vrednosti λ̂∗γ, pa pri nivou znaqajnosti α, nultu

hipotezu odbacujemo ako je T̂γ,∗(x) < −zα, gde je zα gor�i α-ti kvantil
N (0, 1) raspodele.

Test statistika zavisi od parametra γ kom treba dodeliti neku vred-
nost u simulacijama. Fan i Genqaj (1995) [31] su simulacijama naxli
da za obime uzoraka n = 50 i n = 100 testovi daju najbo	e rezultate
kada je 0.55 < γ < 0.70, a konkretno se odluquju za γ = 0.65 xto �emo i
mi uraditi.
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Primetimo da ne mo�emo koristiti neke od poznatih naqina za izbor
parametra ravna�a, jer je tada h = O(n−1/5) pa ne�e biti ispu�en tre�i
u nizu uslova H. Fan i Genqaj (1995) [31] predla�u parametar ravna�a
oblika

h = ησn−1/3,

gde je η konstanta i σ standardna devijacija uzorka. Oni tako�e pre-
dla�u i vrednost η = 1.7, jer se simulacijama pokazalo da ova vrednost
daje dobre rezultate.

Raspodela 5% 10% m sn

n = 50
N (0, 1) 0.106 0.132 0.345 2.384
t5 0.049 0.074 0.825 2.104
Laplasova 0.029 0.051 1.163 1.804

n = 100
N (0, 1) 0.094 0.140 0.340 1.925
t5 0.05 0.070 0.837 2.001
Laplasova 0.014 0.031 1.302 1.640

n = 200
N (0, 1) 0.068 0.108 0.242 1.587
t5 0.021 0.040 0.820 1.441
Laplasova 0.008 0.015 1.303 1.373

n = 500
N (0, 1) 0.062 0.103 0.138 1.259
t5 0.03 0.046 0.670 1.289
Laplasova 0.003 0.011 1.257 1.131

Tabela 5.2: Oce�ena sred�a vrednost i standardna devijacija stati-
stike T̂γ,∗ i mere predlo�enog testa simetrije sa 1000 ponav	a�a.

U tabeli 5.2 prikazani su rezultati testira�a simetriqnih raspo-
dela, N (0, 1), t5 i Laplasove(0, 1). Ra�eno je sa uzorcima obima 50, 100,
200 i 500, i sa 1000 ponav	a�a. Osim prikazanih rezultata, dobija se
da λ̂∗γ ima raspodelu pomerenu ulevo, ali se koeficijent asimetrije pri-
bli�ava nuli sa pove�a�em uzorka. Vidimo da se u zavisnosti od ras-
podele razlikuju ocene grexke prve vrste, najve�e su za N (0, 1), ali sa
porastom obima uzorka se i one pribli�avaju teorijskim vrednostima.
Kako je ovaj test naprav	en za testira�e simetrije oko 0, alternativne
hipoteze smo testirali tako xto smo centrirali odgovaraju�e asime-
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Raspodela 5% 10% m sn

n = 50
χ2(2) 0.765 0.808 -3.127 4.503
Lognormalna 0.757 0.786 -3.246 9.766
E(1) 0.777 0.819 -3.234 4.726

n = 100
χ2(2) 0.973 0.982 -5.843 4.153
Lognormalna 0.938 0.946 -6.233 9.061
E(1) 0.965 0.977 -5.830 4.026

Tabela 5.3: Oce�ena sred�a vrednost i standardna devijacija stati-
stike T̂γ,∗ i mo�i predlo�enog testa simetrije sa 1000 ponav	a�a.

triqne raspodele tako da im sred�a vrednost bude 0. Te raspodele su
χ2(2) − 2, E(1) − 1 i Lognormalna(0, 1) − e1/2. U tabeli 5.3 dati su re-
zultati testira�a. Za uzorke obima 200 mo�i testova su ve� jako blizu
1.

5.2 Mera srodnosti I

Ahmad i Li (1997) [32] posmatraju funkcional

I =
1

2

∫
[f(x)− f(−x)]2 dx

=

∫
[f(x)− f(−x)] dF (x).

Ocena ovog funkcionala metodom zamene je

În =

∫
[f̂(x)− f̂(−x)] dFn(x)

= (n2h)−1
n∑
i=1

[
K(0)−K

(
2Xi

h

)]
+ (n2h)−1

n∑
i=1

n∑
j=1

[
K

(
Xi −Xj

h

)
−K

(
Xi +Xj

h

)]
= Î1n + Î2n.

Navex�emo, bez dokaza, teoremu o asimptotskoj raspodeli ove ocene.
Definixemo uslove:
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(K) K je simetriqna i ograniqena gustina raspodele i va�i |x|K(x)→
0, kad |x| → ∞,

∫
xK(x) dx = 0,

∫
x2K(x) dx <∞.

(F) Gustina f je ograniqena i neprekidna na R.

(H) h→ 0, nh→∞, kad n→∞.

Teorema 5.2. Ahmad, Li (1997) [32] Ako su ispu�eni uslovi (K), (F),
(H), pri H ′0 va�i

nh1/2(În − (nh)−1K(0))/(2σ̂)
D→ N (0, 1), (5.5)

gde je σ̂2 = R(K)
∑n

i=1 f̂(Xi).

J2n Jn

Raspodela 5% 10% m sn 5% 10% m sn

n = 50
N (0, 1) 0.035 0.56 -0.018 0.515 0.025 0.04 -0.263 0.464
t5 0.025 0.043 -0.042 0.433 0.016 0.031 -0.298 0.450

Laplasova 0.021 0.037 -0.032 0.337 0.02 0.038 -0.289 0.401
n = 100

N (0, 1) 0.035 0.61 -0.016 0.516 0.024 0.041 -0.208 0.625
t5 0.036 0.059 -0.030 0.472 0.026 0.04 -0.293 0.469

Laplasova 0.029 0.048 -0.005 0.413 0.032 0.044 -0.272 0.534

Tabela 5.4: Oce�ena sred�a vrednost i standardna devijacija stati-
stika Jn i J2n i mere predlo�enih testova simetrije sa 1000 ponav	a-
�a.

Osim ove test statistike, kao korak u izvo�e�u �ene asimptotske
raspodele, dokazuje se da pod istim uslovima nh1/2Î2n/2σ̂ ima stan-
dardnu normalnu raspodelu, tako da i ovo mo�e biti test statistika.
Uvedimo oznake Jn := nh1/2(În − (nh)−1K(0))/(2σ̂) i J2n := nh1/2Î2n/2σ̂.
Za parametar ravna�a odabrali smo ĥScott opisan u ode	ku 3.1.1. Kri-
tiqne su velike vrednosti test statistika Jn i J2n tako da nultu hipo-
tezu odbacujemo ako je Jn > zα, odnosno J2n > zα. Ra�eno je sa uzorcima
obima 50 i 100, i 1000 ponav	a�a. U tabeli 5.4 dati su rezultati pri
testira�u raspodela iz nulte hipoteze. Vidimo da Jn ima ve�u nega-
tivnu pristrasnost nego J2n, pa je preporuqeno koristiti J2n kao test
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J2n Jn

Raspodela 5% 10% m sn 5% 10% m sn

n = 50
χ2
2 0.880 0.916 4.705 7.274 0.856 0.901 4.531 7.432

Lognormalna 0.988 0.993 7.549 7.776 0.984 0.991 7.452 7.966
E(1) 0.893 0.918 4.804 6.640 0.856 0.897 4.565 7.327

Tabela 5.5: Oce�ena sred�a vrednost i standardna devijacija stati-
stika Jn i J2n i mo�i predlo�enih testova simetrije sa 1000 ponav	a-
�a.

statistiku. Osim toga, oce�ene mere su bli�e onima za normalnu ras-
podelu u sluqaju J2n statistike. U tabeli 5.5 date su oce�ene mo�i testa
za raspodele kao u prethodnom ode	ku. Naveli smo samo rezultate za
uzorak obima 50, poxto su su za uzorak obima 100 mo�i ve� jako blizu
1. U odnosu na prethodni, ovaj test ima mere bli�e teorijskim, kao i
ve�e mo�i za uzorke ma�eg obima.

5.3 Mera srodnosti θ

Kao ocenu ove mere srednosti uzimamo

θ̂ =

∫
min{f̂(x), ĝ(x)} dx. (5.6)

Anderson, Linton i Vang [33] su izveli dve teoreme. Navex�emo prvu
teoremu u sluqaju kada je ispu�ena hipoteza H0. Uvedimo oznake:

an = h−1/2||K||2E(min{Z1, Z2})
∫
f 1/2(x) dx;

σ2
0 = ||K||22

∫ 1

−1
cov
(

min{Z1, Z2},

min
{
ρ(t)Z1 +

√
1− ρ(t)2Z3, ρ(t)Z2 +

√
1− ρ(t)2Z4

})
dt,

gde su Z1, Z2, Z3, Z4 nezavisne sluqajne veliqine sa N (0, 1) raspodelom.
Uslove pod kojima slede�a teorema va�i ne�emo navoditi zbog �ihove
glomaznosti.
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Teorema 5.3. (Anderson, Linton, Vang (2009) [33]) Neka su ispu�eni
uslovi A1-A5 (v. [33]). Tada pri H ′0 va�i

√
n(θ̂ − θ)− an

D→ N (0, σ2
0).

Oznaqimo U :=
√
n(θ̂ − θ) − an. Ovu test statistiku mo�emo pri-

meniti i na testira�e simetrije. Pretpostavimo da je poznata mogu�a
taqka simetrije. Bez uma�e�a opxtosti pretpostavimo da je to 0. Uzo-
rak �emo podeliti na dva dela, pozitivne i negativne elemente. Neka su
X1, ..., Xn1 pozitivni a Y1, ..., Yn2 apsolutne vrednosti negativnih eleme-
nata uzorka. Posebno �emo oceniti jezgrom gustine za ova dva uzorka, a
onda �emo simetriju raspodele testirati primenom Teoreme 5.3. Neka je
f̂+ oce�ena gustina pozitivnih a f̂− oce�ena gustina apsolutnih vredno-
sti negativnih elemenata uzorka. Jedan od uslova teoreme je da je nosaq
jezgra [−1/2, 1/2], pa �emo za jezgro uzeti gustinu uniformne U [−0.5, 0.5]
raspodele, a parametar ravna�a biramo poziva�em na normalnu raspo-
delu, i on za ovo jezgro iznosi hn = 1.84σ̂n−1/5. Za ova dva uzorka
ima�emo razliqite parametre ravna�a. Prethodna teorema je izvedena
pod pretpostavkom da su dva uzorka jednakog obima, me�utim i u sluqaju
kada oni nisu istog obima sliqno va�i, sa promenama u an i σ

2
0. Neka je

n2/n1 → τ ∈ (0,∞). Umesto pristrasnosti an, pristrasnost je an
1+1/τ

2
,

a disperzija je umesto σ2
0, σ

2
0(1 + 1/τ)/2. Ovi rezultati se mogu na�i

u [33], kao i to da je za sluqaj uniformnog jezgra σ2
0 = 0.6135. Jedini

problem koji je ostao je oce�iva�e integrala
∫
f
1/2
+ (x) dx koji se nalazi

u izrazu za an, gde je f+ stvarna vrednost gustine pozitivnih elemenata

X1, ..., Xn1 . Ovu vrednost oceni�emo sa
∫
f̂
1/2
+ (x) dx. Ovaj, kao i integral

za raquna�e θ̂ raqunamo metodom trapeza.
Kritiqne su nam male vrednosti test statistike, tako da nultu hi-

potezu odbacujemo ako je U < −zα. Za uzorke obima 50, 100, 200 i 500
i 1000 ponav	a�a oceni�emo grexke prve vrste i mo�i testa. U tabeli
5.6 dati su rezultati simulacija pri testira�u uzoraka iz nulte hipo-
teze. Vidimo da su oce�ene grexke prve vrste mnogo ma�e od onih za
normalnu raspodelu i da sred�a vrednost, iako se sma�uje pove�a�em
obima uzorka, nije bliska 0. Osim rezultata navedenih u tabeli 5.6,
koficijenti asimetrije pri nultoj hipotezi su negativni. U tabeli 5.7
dati su rezultati simulacija pri testira�u uzoraka iz alternativnih
hipoteza, za iste nesimetriqne raspodele kao ranije. Mo�i testa su
jako male za uzorak obima 50, ali sa porastom uzorka rastu i dosti�u
jedinicu. Loxe ponaxa�e testa na ma�em obimu uzorka mo�e biti po-
sledica toga xto jedan bitan uslov ove teoreme nije ispu�en, a to je
nezavisnost dva uzorka na koja se ona prime�uje.
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Raspodela 5% 10% m sn

n = 50
N (0, 1) 0.001 0.003 0.166 0.131
t5 0 0.001 0.194 0.099
Laplasova 0 0.002 1.193 0.107

n = 100
N (0, 1) 0 0.002 0.151 0.135
t5 0.001 0.001 0.186 0.110
Laplasova 0 0.001 0.209 0.12

n = 200
N (0, 1) 0.001 0.005 0.156 0.141
t5 0 0.002 0.170 0.138
Laplasova 0 0.004 0.173 0.162

n = 500
N (0, 1) 0.002 0.004 0.117 0.198
t5 0.001 0.002 0.177 0.192
Laplasova 0 0.004 0.162 0.184

n = 1000
N (0, 1) 0.002 0.005 0.099 0.247
t5 0 0.005 0.129 0.315
Laplasova 0.001 0.005 0.133 0.283

Tabela 5.6: Oce�ena sred�a vrednost i standardna devijacija stati-
stike U i mere predlo�enog testa simetrije sa 1000 ponav	a�a.

5.4 Asimetriqna jezgra i mera srodnosti I

Mo�emo primetiti da je jox jedna mana prethodnog testira�a to
xto za oce�iva�e gustine dva poduzorka koristimo simetriqna jezgra
- �ima smo ograniqeni zbog uslova Teoreme 5.3. Uzorci X1, ..., Xn1 i
Y1, ..., Yn2 mogu uzimati samo pozitivne vrednosti, pa bi to trebalo da
va�i i za �ihove oce�ene gustine. Za kraj, opisa�emo jox jedan pristup
testira�u simetrije uz pomo� OGJ kojim se ovaj problem prevazilazi.
Fernandes, Mendes i Skaje (2015) [35], su izveli graniqne raspodele
dve test statistike za testira�e simetrije koje se tako�e zasnivaju na
meri odstupa�a I. Kao i ranije, ideja je da se uzorak podeli, da se
ocene gustine posebno za pozitivne i apsolutne vrednosti negativnih
qlanova, i da se one uporede. Razlika je u tome xto se pri oce�iva-
�u gustine ne koriste simetriqna, ve� asimetriqna jezgra, na primer
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Raspodela 5% 10% m sn

n = 50
χ2(2) 0.076 0.23 -0.956 0.216
Lognormalna 0.045 0.15 -0.804 0.205
E(1) 0.07 0.208 -0.939 0.199

n = 100
χ2(2) 0.618 0.847 -1.810 0.258
Lognormalna 0.429 0.712 -1.550 0.272
ε(1) 0.594 0.840 -1.792 0.253

n = 200
χ2(2) 0.997 0.999 -3.073 0.299
Lognormalna 0.96 0.993 -2.658 0.345
E(1) 0.999 1 -3.086 0.270

n = 500
χ2(2) 1 1 -5.840 0.408
Lognormalna 1 1 -5.062 0.536
E(1) 1 1 -5.056 0.376

Tabela 5.7: Oce�ena sred�a vrednost i standardna devijacija stati-
stike U i mo�i predlo�enog testa simetrije sa 1000 ponav	a�a.

familije gama jezgara opisane u ode	ku 3.2.2, a mera I se oce�uje meto-
dom zamene sliqno kao u [32]. �ihovu ideju nadogradili su Hirukava
i Sakudo (2016) [36]. U ovom radu oni su definisali familiju uopx-
tenih gama jezgara i za ocenu jezgrima iz ove familije, oni izvode test
statistiku i predla�u algoritam za odre�iva�e parametra ravna�a.
Prati�emo �ihove rezultate i opisati proceduru testira�a simetrije
za jedan specijalni sluqaj familije uopxtenih gama jezgara, koji i oni
posmatraju, ve� opisanu Kρh(x),h.

Neka su X1, ..., Xn1 pozitivni qlanovi uzorka i f̂G(x) �ihova oce�ena
gustina, a Y1, ..., Yn2 apsolutne vrednosti negativnih qlanova uzorka i
ĝG(x) �ihova oce�ena gustina. Uvedimo oznaku Ku(v) = Kρh(u),h(v),
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f̂G(x). Uzoraqki oce�ena mera I je

In1,n2 =

n1∑
j=1

n1∑
i=1,i 6=j

1

n2
1

KXj
(Xi) +

n2∑
j=1

n2∑
i=1,i 6=j

1

n2
2

KYj(Yi)

−
n2∑
j=1

n1∑
i=1,i 6=j

1

n1n2

KYj(Xi)−
n1∑
j=1

n2∑
i=1,i 6=j

1

n1n2

KXj
(Yi). (5.7)

Uslove pod kojima slede�a teorema va�i ne�emo navoditi zbog �ihove
glomaznosti.

Teorema 5.4. (Hirukawa, Sakudo (2016) [36]) Neka su ispu�eni uslovi
1-5 (v. [36]). Tada pri H ′0 va�i

n1h
1/4In1,n2/

√
σ̂2 D→ N (0, 1),

gde je

σ̂2 =
1√
πn

{
1

n1

n1∑
i=1

X
−1/2
i f̂ ?G(Xi) +

1

n2

n1∑
i=1

X
−1/2
i ĝ?G(Xi)

+
n1

n2
2

n2∑
i=1

Y
−1/2
i f̂ ?G(Yi) +

n2
1

n3
2

n2∑
i=1

Y
−1/2
i ĝ?G(Yi)

}
. (5.8)

Uvedimo oznaku Tn1,n2
:= n1h

1/4In1,n2/
√
σ̂2. Opisa�emo i algoritam

za izbor parametra ravna�a.

• Odabrati neko δ ∈ (0, 1) i izraqunati M = min{bnδ1c, bnδ2c}.

• Sortirati uzorke Xi i Yi i napraviti M poduzoraka obima
(k1, k2) = (bn1/Mc, bn2/Mc), gde je m-ti uzorak definisan sa{{
Xm+(i−1)M

}k1
i=1

,
{
Ym+(i−1)M

}k2
i=1

}
, m = 1, ...,M .

• Odabrati dve konstante 0 < H < H < 1. Definixemo interval
Hk1 = [H,H].

• Na�i b̂k1 = inf
{

arg maxbk1∈Hk1
π̂M(bk1)

}
gde je

π̂M(bk1) =
1

M

M∑
m=1

I{Tk1,k2(m) > 1.645},

a Tk1,k2(m) je test statistika kao ona iz teoreme 5.4, samo nad m-
tim poduzorkom.
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• Oce�eni PR je b̂n1 = B̂n−q1 gde je B̂ = ˆbk1k
q
1.

Za vrednosti nepoznatih parametara uzimamo δ = 0.3, q = 4/9,
Hk1 = [0.01, 0.64] koje su predlo�ene u [36]. Kritiqne su velike vredno-
sti test statistike, pa nultu hipotezu odbacujemo ako je Tn1,n2 > zα/2.
Ra�eno je sa uzorcima obima 50, 100 i 200, i sa 1000 ponav	a�a. U
tabeli 5.8 prikazani su rezultati simulacija pri testira�u uzoraka
iz nulte hipoteze. Oce�ene mere testa, kao i momenti test statistika
idu u prilog tome da je graniqna raspodela zaista N (0, 1). U tabeli
5.9 prikazani su rezultati simulacija pri testira�u uzoraka iz alter-
nativne hipoteze. Kao i kod prethodnog testa, i ovde se pretpostav	a
testira�e simetrije oko nule. Centrirane asimetriqne raspodele za
koje testiramo su χ2(3)− 3, Lognormalna(0, 1)− e1/2 i E − 1. Mo� testa
je mala za uzorke obima 50, ali raste sa pove�a�em uzorka i pribli�ava
se jedinici. U odnosu na prethodni test zasnovan na meri θ, koji tako�e
deli uzorak na dva dela, ovaj ima mere bli�e teorijskim, kao i ve�e
mo�i za uzorke ma�eg obima.

Raspodela 5% 10% m sn

n = 50
N (0, 1) 0.033 0.069 0.005 0.779
t10 0.032 0.063 -0.025 0.782
Laplasova 0.032 0.077 0.056 0.786

n = 100
N (0, 1) 0.04 0.074 -0.018 0.849
t10 0.052 0.098 0.019 0.887
Laplasova 0.043 0.075 -0.027 0.840

n = 200
N (0, 1) 0.05 0.082 -0.012 0.877
t10 0.057 0.095 0.035 0.903
Laplasova 0.04 0.074 -0.016 0.835

Tabela 5.8: Oce�ena sred�a vrednost i standardna devijacija Tn1,n2 i
grexka prve vrste predlo�enog testa simetrije sa 1000 ponav	a�a.
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Raspodela 5% 10% m sn

n = 50
χ2(3) 0.123 0.204 0.657 0.867
Lognormalna 0.306 0.405 1.177 1.071
ε(1) 0.349 0.461 1.351 1.117

n = 100
χ2(3) 0.377 0.492 1.441 1.172
Lognormalna 0.740 0.830 2.731 1.466
ε(1) 0.767 0.845 2.819 1.532

n = 200
χ2(3) 0.795 0.863 2.924 1.517
Lognormalna 0.986 0.994 5.865 2.065
ε(1) 0.983 0.994 5.647 2.078

Tabela 5.9: Oce�ena sred�a vrednost i standardna devijacija Tn1,n2 i
mo�i predlo�enog testa simetrije sa 1000 ponav	a�a.
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Glava 6

Zak	uqak

Ovaj rad bavi se oce�iva�em gustine jezgrom, neparametarskim me-
todom oce�iva�a nepoznate gustine neke sluqajne veliqine. K�ige na
temu oce�iva�a gustine jezgrom imaju razliqiti pristup ovom pro-
blemu, vixe praktiqni ili vixe teorijski. U ovom radu, prednost
je data praktiqnim problemima koji se jav	aju pri korix�e�u OGJ i
metodima za �ihovo rexava�e. U prva dva poglav	a definisana je OGJ
i izvedene su �ene osnovne osobine. Neki od metoda za izbor parametara
od kojih zavisi ova ocena opisani su u tre�em poglav	u. Qetvrto pogla-
v	e je u potpunosti teorijsko i bavi se asimptotskim ponaxa�em OGJ.
U petom poglav	u razmatrana je primena OGJ na testira�e simetrije
raspodele. Izbor parametra ravna�a posebno utiqe na OGJ i zato bi mu
trebalo posvetiti ve�u pa��u i kod testira�a hipoteza. Na primer,
test statistika iz ode	ka 5.1 umnogome zavisi od odabira parametra
ravna�a, i dobre oce�ene vrednosti grexaka prve vrste su posledica
dobro odabrane konstante η. Test opisan u ode	ku 5.3 ima loxe rezul-
tate na malom obimu uzorka, i raspodela test statistike nema osobine
normalne raspodele, ipak na to ne utiqe izbor parametra ravna�a. Ovaj
test je prvobitno konstruisan za testira�e jednakosti gustina raspo-
dela dva nezavisna uzorka. Ideja mo�e biti da se pomenuta teorema
prilagodi sluqaju testira�a simetrije. Neophodno bi bilo oslabiti
uslov nezavisnosti, bez obzira na to da li se uzorak deli pre oce�iva�a
gustine ili ne. Pobo	xa�e bi moglo do�i i korix�e�em asimetriq-
nih jezgara, kao u ode	ku 5.4, koja su uvek bo	a opcija kada se testira
simetrija de	e�em uzorka.
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