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UvOoD

U svom delu Ars conjectandi, Bale 1713, Jakov Bernoulli na elementaran
nadin uveo je jedan beskonatan niz racionalnih brojeva, koji su danas poznati
pod imenom: Bernoullievi brojevi. Ispitujuéi zbirove potencija prirodnog
niza brojeva

Sp(n)=17+271+374+ ... 4 n?

J. Bernoulli dosao je do rezultata da se ovi zbirovi mogu napisati u
obliku polinoma

1 1 -1 1 -3
Sp(n)-:~-~~—np +—l—np+—!—(p)Anp —%»*(p)Bnp 4o
pit 2 2 \1 4 \3

&t koeficijenti sadrze niz racionalnih brojeva
-t g1 o 1 L
6 30 42 30

Dvadeset godina docnije L. Euler [19], nezavisno od Bernoullia, re§avajudi
ovaj isti problem, ponovo je uveo niz racionalnih brojeva 4, B, C, D,...
U svom delu Introductio in analusin infinitorum, Lausanne 1748, on prvi
uvotava vezu izmedu beskonaénih zbirova

s(2n)=~l— + —1-—+—]—+ s =a, "
12n 2tn 32n
i racionalnih koeficijenata «, koji sadre ovaj isti niz brojeva 4, B, C, D, ...
Dvanaest godina docnije, Euler [38] dolazi do novih interesantnih
rezultata. Naime, pokazuje da su ovi brojevi sadrZani u koeficijentima potencijalnih
redova koji predstavijaju funkcije
cotg x, g x, —.—]——.
sinx
Ovom prilikom Euler priznaje Bernoulliu prioritet i navedene racionalne
brojeve naziva Bernoullievim brojevima. Docnije, zbog mnogobrojnih primena,
ovi brojevi postaju predmet Cestih istraZivanja u radovima mnogobrojnih
matematitara (Jacobi, Staudt, Raabe, Ettingshausen, Stern, Lucas, Nielsen,
Nérlund, itd.).
. Paralelno sa Bernoullievim brojevima istraZuju se osobine i primene
polinoma Sy (n), koji-se, takode u €ast njihovog tvorca, nazivaju Bernoullievim
polinomima. :
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Dana8nja istraZivanja Bernoullievih polinoma razvijaju se, uglavoom, u
cilju njihove primene u problemima numeritke matematike ili pak u pravcu
teorijskih razmatranja baziranih na racunu konaénih diferencija i simboli¢nom
radunu.

Bernoullievi brojevi proucavaju se danas uglavnom:

1° Metodom kongruencija. Ovaj metod naje§ée je koristio H. Vandiver
u svojim mnogobrojnim radovima (pofev od 1912. godine) kada je i postavio
aritmeti¢ku teoriju Bernoullievih brojeva.

2° Blissardovim ili simboli¢kim metodom koji datira iz 1840. godine a
zasnovan je na osnovnoj simbolickoj relaciji

G(x+B+1)—G(x+B) =G ().

3° Kroneckerov metod ili eksplicitno izraZavanje Bernoullievih brojeva.
Ovaj metod narocito je zastupljen u radovima Vandivera.

Osim ovih metoda koristi se metod konaénih diferencija 1 metod
potencijalnih redova koji se zasniva na razvijanju eksponencijalnih funkcija i
funkcija koje su u vezi sa njima. Ovaj metod sreéemo u mnogobrojnim
radovima L. Carlitza.

Predmet moga rada bio je da, orijentiSuéi se, uglavnom, na radun
kona¢nih diferencija, odnosno, na simbolicki rac¢un, iznesem na jedan sistematski
nacin glavne stavove i osobine ovih polinoma, i da njihovu generalizaciju
izvedem radi primene na izraunavanje specijalnih konaénih suma.

Rad je podeljen na Cetiri glave.

U prvoj glavi ovoga rada navedeni su neophodni elementi rafuna
kona¢nih diferencija, koji su u ovome radu kori§éeni za ispitivanje i primenu
Bernoullievih polinoma i brojeva. Definisane su operacije A, E, M, kao i
njihove inverzne operacije. Zatim, iznete su osobine ovih operacija i njihove
medusobne veze. Prikazana je veza izmedu izvoda i konatne diferencije i
navedene su neke vaZnije funkcije iz rafuna konacnih razlika, koje sam u
ovom radu koristila. U vezi sa problemom o razlaganju konaéne razlike
funkcije po razlikama njenih izvoda pokazala sam da se koeficijenti {17]

Ay :
1 . n t
i Ay, = 1y A—v —p)n-1 )dt,
M =i 2, ()| e
0
iz formule
(2) A f(@+rh)=h" Z Anp Ao fO (@)+R,,,
0=0

koju je dobio Mikeladze [16], mogu izraziti u obliku

nt QM Z o omt m
*! o 4] mzk(m+n—k)!

n
P cm+n—k’

(3) Anp =

gde su Smio" Stirlingovi brojevi prve i druge vrste. Prema ovome, izra-

¢unavanje koeficijenata 4,, moZe biti u¢injeno pomocéu veé poznatih tablica
Stirlingovih brojeva.
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U specijalnom slu¢aju za A=0 pokazala sam da je obrazac (2) sa
koeficijentima

-]
) App=2 5 T _gms

neposredna posledica izvesnih relacija iz ratuna kona¢nih razlika. Koeficijenti
‘Anp u ovom slutaju i za n=1 svode se na Bernoullieve brojeve druge vrste,
te se izratunmavaju iz relacije

p—1
> (=n” Aim _,
m=0 p—m
U ovoj glavi posmatrani su i operatori 0= xd—l ¢ = x A koji se defini¥u
x

u racunu konanih razlika. Generalisala sam operatore 0 i ¢ sa

) 0y =a+xD i Yo =a+xA (a realan broj)
i dobila
n n
(6) 87= 3 ok (a) x* D, W= 3 ok(@) (x+k—1) A%,
k=0 k=0

gde su ok («) brojevi koji se javijaju u izrazu
n
Q) (x+a)f'=S ok (@) (O,
k=1
a za a=0 svode se na Stirlingove brojeve druge vrste.
Operator

(8) Z=(x+1)+xD
koji je posmatrao M. d’Ocagne [66] uopStila sam operatorom
® Zy=(x+a)+xD

1 dobila izraz

n xk Dk
(10) Z:=kZ°Dk (Dn+1 (x’ “) X ’
gde je
nit
an D, (x, a)=kz o":_“(a) xk-1,
-y

Analogno operatoru (8) posmatrala sam operator

(12 Y=(x+1D+xA
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i dobila

n__ = Ak’%j{) . Ak
(13) Y wkgo - (x + k— 1), A%,
gde je polinom
(14) P, (x) = Z Pk x*

k=0
odreden rekurzivnom formulom
(15) Po1(X)=x Py (x+ 1)+ P, (x).

U drugoj glavi izloZena je osnovna teorija Bernoullievih polinoma.
Iznete su najvaZnije definicije Bernoullievih polinoma, koje se najceSce
upotrebljavaju, zatim osnovne osobine i relacije ovih polinoma. Posmatrala
sam generalisanu Bernoullievu diferencnu jednadinu

n—1
(16) Sx+1D)—f(x)~T] @+xb),
r=1

gde su a, i b, makakve konstante, a x i n (n>3) dva cela pozitivna broja.
Resenje jednaine (16) dala sam u eksplicitnom obliku

n—1
an f)="3 Ay x"%.
k=0
Koeficijente A% (k=0, 1, 2,...,n—1) definisala sam izrazom
K By in—j—1 . B,_; .
18 An — k1< )Hn—-l—-l (__k_-izl a k= )
s k ,ZO k—j \k—j—1) 1 k—j i J

gde su B, Bernoullievi brojevi, a H9 izrazi definisani jednako§¢u

n-—-1| n—1
(19 [T +xb)=% HI_  x°
r=1 -

g=0
Resenju (17) dat je i oblik
(20) J)= 5 Hz}(k— 1) [Bi (x)-- B (0)),
k=1

gde je By (x) Bernoulliev polinom k-tog stepena.

Ispitala sam specijaine sludajeve jednadine (16) za partikularne vrednosti
konstanata a, i b,:

1° Za a,=0 i b,= —1 jednalina (16) postaje diferencna jednalina kojom
su definisani Bernoullievi polinomi.

2° Za a,= —r i b,=1 reienje jednadine (16) dobija oblik

@ f@=3 SE—DUB, ()~ B, ()],
r=1

gde su S’ Stirlingovi brojevi prve vrste.
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3° Za a,=—(a+br) i b,=1 reSenje jednadine (16) moZe se takode
izraziti eksplicitno, koristei &injenicu da je

H::ll_.al-];v (r:l,Z,...,n~])
(22) Ri(a, b) =
HyZ| (r=m),

gde su R’ (a, b) brojevi koje je definisao D. S. Mitrinovi¢ (videti: (27], [28], (71])
i dao tablicu njihovih numeri¢kih vrednosti za b=1, a=p, p=2(1)11.
Za ovaj slulaj pokazala zam da se koeficijenti H7 |, koji se javijaju u
reSenju (17) tj. (18) mogu izraziti pomodu
(—1)r=r=1 pa-r Drr(im)
(23) H =
T (_a__ + ]) r
b

Za a=0 i b=1 pokazala sam da iz (23) sleduje

(" (x) gama-funkcija).

24 Hy_ = 8= = (D" (Dms,

§to je u saglasnosti sa definicijom Stirlingovih brojeva prve vrste.

Zatim je prikazano razvijanje proizvoljnog polinoma u red Bernoullievih
polinoma. Ovo sam primenila na razvijanje faktorijel-funkcije za dobijanje
novih relacija izmedu Bernoullievih i Stirlingovih brojeva prve vrste. Tako
sam dobila relaciju

nk ks s—1

29) sk= 23 (

3=0

)B Skts—1
5 $n—-y

Eulerovi polinomi koji su u neposrednoj vezi sa Bernoullievim polinomima,
tretirani su takode pomocu generalisane diferencne jednacine :

@6 S+ 1) +f ) =T1(a, +xb,),

r=1

tije je reSenje takode dato u eksplicitnom obliku

@7) f@=13 B EW,
k=0

gde je E;(x) Eulerov polinom stepena k.

Za specijaine vrednosti konstanata a, i b,, s obzirom da re3enje (27)
sadrii koeficijente HX kao i reenje jednaline (16), diskusija se moZe
izvesti-u istom smislu kao na primerima generalisane Bernoullieve diferencne
jednatine (16).

Bernoullievi brojevi, koji su obradeni u trecoj glavi, definisani su pa
razne nadine u matematitkoj literaturi. Zbog toga je u ovom radu obradena
naroita paZnja njthovoj definiciji. Iznete su najvaZnije definicije koje su
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najéece medu sobom ekvivalentne. Zatim, navedene su osobine ovih brojeva,
data je tablica 60 Bernoullievih brojeva, istorijat njihovih izradunavanja, kao
1 poslednji rezultati na njihovom izralunavanju. IzloZena je najvaZnija teorema
iz teorije Bernoullievih brojeva, Staudt-Clausenova teorema, i pomenute
ostale manje vaine teoreme.

Prikazana je primena simbolitkog rauna za dobijanje relacija izmedu
Bernoullievih brojeva. Pokazala sam da se ovom metodom mogu jednostavno
izvesti mnoge Ramanujanove [33] relacije, kao i neke nove relacije. Na
primer, relacija izmedu Bernoullievih i Stirlingovih brojeve prve vrste

(28) z B st = Zrle=Dht

r=1 n

koja bi po analogiji odgovarala poznatoj relaciji

n—1
(29) S rlbof = ——,

r

I

izmedu Bernoullievih i Stirlingovih brojeva druge vrste.

U <Zetvrtoj glavi dat je najpre istorijat problema odredivanja zbirova
potencija prirodnih brojeva, a zatim su primenjeni rezultati iz prve i druge
glave.

Prikazala sam [26] jednu generalizaciju zbirova proizvoda realnih
brojeva, koju je najpre posmatraoc D. S. Mitrinovi¢ [25]. Naime, pokazala
sam da su zbirovi

x n-1

(30) fx®=3% Il {a+(m—1)b]

m=1tr=1

refenje diferencne jednaline (16), te im se moZe dati oblik (17), odnosno
(20). Zbirovi oblika

a-1 n—1
S (@+kdy, Sk’
i=o k=0
su partikularni sludajevi zbirova (30).
Zbir

(31 fx)= Z (— 1+ 1T (g, + (k—1)5,],

r=1

je resenje diferencne jednacine (26) te mu se moZe dati oblik (27).

Posmatrala sam i jedan generalniji problem koji je postavio D. S.
Mitrinovi¢ [58], i odredila zbir proizvoda odgovarajucih &lanova nizova

(32 e (0-]] @ +ka), <pz(k)=ﬁl[b,+(n—k)a,1, *k=0,1,2...,n.
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TraZeni zbir

P =S o1 (k) 94 (K)

Zo
ima oblik

33 = 3 (Use-n R0,

gde je '

G4 &@—D=égﬁw+mumwﬂmrwﬁﬁmm.

Zatim je dat eksplicitan izraz za sukcesivne zbirove potencija prirodnih
brojeva [59). Naime, zbir

Sp+l(n:k)= ZSp(r, k)’ Sl(ny k)= z rk9
re=1 r=1
obuhvaéen je takode zbirom (30) kao partikularan sludaj.

Metod kona¢nih razlika koji se uspe$no primenjuje na probleme
konaénih zbirova upotrebila sam kod generalisanih zbirova oblika

m v—1
(35) Z{pJVCVH(Mka@}

k=0 i=0

gde su m, v prirodni i n, p, s realni brojevi. Zbirovi (35) predmet su D. S.
Mitrinoviéevog rada {61}, gde su izratunati na jedan drugi nalin.

Dala sam op$ti obrazac

(36) g{(_l)k(:') ﬁl(n+kp+is)}=z(_])‘f_m__"___‘m!(v”_l)‘P(i, m)
k=0 1m0

Soil(n+viitlshyis

gde je
!

(37 . PG m= (ls)’ Siam.

j=m

Za slutaj s=p obrazac (36) postaje

v v—1 _

(398) i {(_ ])k<'Z)/H (n+kp+ip)l= (v+mr nt
£ =0 P“(V~1)!(l +m+v—1 )
4 vim
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SluZe¢i se istim metodom, izvela sam takode obrazac

m v=1 _nmpy
Gy 3 {<-n>k(2)n (n Exip) = ST (n )
i=0 v—m)

k=0 v—m

Ovaj isti postupak primenila sam na zbir

LR
(40) S 5 (—1)-! ( N )(a1+it,)p' (ap+ity)P ... (@ +it)Pi (170).
i=1

i—1

gde je py+pyt+ - - +p;=w<n (pprirodni brojevi, g; i 1, proizvoljne konstante),
koji je posmatrao F. S. Nowlan [64]. Dokazala sam da je

0 (o <n)
41 S=
41 {(—— )" ntepoto 1o (v =n).

Na kraju proucavala sam generalisani geometrijski red
(42) F,(x)= 73 la+(k—1)d}*x* (n prirodan broj, {x| <1),
k=1
i dala mu oblik
X
Fn (n) = _(lr—ﬂxi)"'+‘ Pn (X),
gde je
(43) P.(x)=S K"(a, d)x,
r:0
i
44 ki@, dy= 5 (" d
(44) r@ dy= 3 (7, Ja+ ¢—mr.
Red (42) je generalizacija reda
(45) Ko(x) =S knxk
k=1

koji su posmatrali R. Staley [67]. M. C. Klamkin [68] i D. Zeitlin [69].

Dokazala sam da se primenom operatora i 6, na zbir S x* dobija
k=1

n k o0 n
46 K, (x)=S —— kigk, hkyxk= S -
(46) (x) gl(l_x)m ok ’Zl(a ) x P rapera

S§to znali da ove zbirove moZemo direktno izraziti pomocu Stirlingovih bro-
jeva druge vrste,

Ovom prilikom Zelim da izrazim svoju duboku zahvalnost profesoru
dr D. S. Mitrinovicu na ukazanoj pomo¢i i korisnim savetima pri izradi
ovoga rada.
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ELEMENTI RACUNA KONACNIH RAZLIKA

uvoD

Jedan od najvainijih pojmova matematicke analize svakako je pojam
funkcije. Za veli¢inu y kaZe se da je funkcija nezavisno promenljive x, ako
svakoj datoj vrednosti promenljive x odgovara taino odredena vrednost
funkcije y.

Funkcije su uglavnom podeljene u dve klase. Prva klasa sadrZi funkcije
dja- nezavisno promenljiva moZe uzimati svaku vrednost u izvesnom intervalu,
to su funkcije neprekidne promenljive. One su glavni predmet prouéavanja u
matematickoj analizi. Drugoj klasi - pripadaju funkcije kod kojih promenljiva
uzima samo konalan broj izoldvanih vrednosti, na primer

Xy X35 Xgs o v o s Xny

dok su za ostale vrednosti intervala (x,, x,,) ove funkcije potpuno neodredene.
U ovom slu¢aju nezavisno promenljiva je prekidna. Na funkcije prekidne
promenljive ne mogu se primeniti metode matematitke analize. Ovu prazninu
popunjava radun konaénih razlika (diferencija), koji se prvenstveno bavi
klasom funkclja prekldne promenljive, ali se njegove metode uspe$no mogu
koristiti i pri ispitivanju funkcija prekidne promenljive.

Kao prvo delo iz ratuna razlika uzima se Brook Taylorov udibenik
Methodus Incrementorum (London, 1717.). Medutim, osnivadem ovoga rafuna
smatra se Jacob Stirling, koji je u svom delu Methodus Differentialis
(London, 1730.) dao korisne metode uvodeti jedan niz brojeva, koji su
kasnije nazvani Stirlingovim brojevima.

.. Dalji doprinos ovom rafunu sadrian je u Eulerovom delu Institutiones
Calculi Differentialis (Academiae Imperialis Scientiarum Petropolitanae, 1755.):
Ovde je prvi put uveden simbol A kao oznaka za operaciju diferencije, koji
s¢ i do danas zadrao. : -

Od znatajnijih klasitnih udibenika rafuna raziika pomenuéemo George
Booleov {1], A: A: Markoffov- {2}, D. Seliwanoffov {3]; itd. Medu novijimr
udZbenicima izdvojicemo N. Nérlundov [4); Milne-Thomsonov {5), Jordanov
[6), i A. O. Teandonnop [7] udibenik ratuna kona&nih razlika.

" Ratun konatnih razlika nagao j je veliku priment @ mnozim oblastima-mate-
matike, specljalno u primenjenoj matematici. Njegove metode su &esto neophodne
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pri reSavanju mnogih problema matematilke statistike, teorije aproksimacija,
numeri¢ke integracije ili interpolacije. Medutim, njegov znalaj je u toliko
vedi, §to se metodama ovog rafuna, brze i jednostavnije, dolazi do mnogih
relacija i stavova matematicke analize. O ovome d¢emo se lako uveriti
pri proucavanju Bernoullievih polinoma i brojeva.

1. OPERACIE RACUNA RAZLIKA

v 1.1. OPERACIIA A
Neka su pam poznate vrednosti funkcije f(x) za vrednosti nezavisno
promenljive
X=Xy Xys Xgy . . ., Xp-
Pretpostavic¢emo da je

Xi41—X;=h (i=0,1,2,...,n—1)

gde je h nezavisno od i, i uglavnom, zadrZademo se samo pri ovoj pretpostavci,
tj. da su vrednosti x; ekvidistantne.

Definicija. Prva razlika funkcije f (x) jednaka je priraitaju ove funkcije
kada nezavisno promenljiva x priraste za vrednost h.
Prvu razliku obeleZavaéemo sa A, i stoga, prema definiciji imamo
h

(1.1.1) %f(x)=f(x+h)—-f(x).

Ako je priraftaj h promenljive x jednak jedinici, tada formule, kao §to éemo
kasnije videti, postaju prostije. U tom sluaju prvu razliku obeleZavamo
samo sa A. MoZe se pokazati, da je uvek moguée promenljivu x zameniti
novom promenljivom §, &iji ée priradtaj biti jednak jedinici.

(I) Doista, neka je priraS§taj promenljive x vrednost h (# 1). Uve-
4éemo smenu

(1.1.2) x=a+hE,

-odakle sleduje da je AE=1, odnosno, kad x priraste za h, tada Ce £ prirasti
za 1. Funkcija f(x) smenom (1.1.2) postaje

f(a+Eh)=F().
Prema tome, operisaéemo sa funkcijom F (§), dakle i sa simbolom A, a u

konanom rezultatu staviéemo x~;—a umesto E.

Definisa¢emo i drugu razliku funkcije f (§) ili razliku II reda. To je

razlika prve razlike. Ako je obeleimo sa A% tada, na osnovu ove
h
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definicije imamo
Afx)=A[fX)]=Alf(x+h)—f(0)]
A h ok A
=ff(x+h)—-$ S)=fex+2h) =2 f(x+h)+ [ (x)-
Analogno definiSe se i n-ta razlika funkcije f (x), tj. razlika n-tog reda:
%"f (x) =f [/hl"‘1 ] ==,ll3"“ Sx+ h)-hA""‘f(X)-

MoZe se pokazati da ¢e izraz za m-tu razliku funkcije S (x) biti oblika
(1.1.3) A" f ()= §<—l)f( J1tx+-a—ph

Ocigledno je da je za n=1 formula (1.1.3) tatna. Pretpostavimo sada da je
tatna i za n=k, tj.

(1.1.4) Mf@)=3 <~1)'( .)f[x+<k—f)h1.
]-0
Ako umesto x stavimo u (1.1 4) x+h dobija se

Ak [+ )= z (—1)1( .)f[x+h+(k~j)h].

j=0
Obrazujmo sada razhku

AL () =84 (x+ ;.)_;v /&)
-1y (; )f[x+(k—1+1)h] z(—l)f(’f)f(x+(k~f)h1

1-0

-

i I
M= 1>
o~

XS WS EDLE z(—l)'( ) et =i A

j=0
—%( y () et A

Vidimo da se izraz za A%+! f(x) dobija iz formule (1.1.4), kada u njoj k
A

zamenimo sa k+ 1, Ovim zaklju¢ujemo da je formula (1.1.4) tadna za sve
vrednosti &k (prirodan broj). Pokazaéemo u daljem izlaganju, da se do
opite formule (1.1.3) jednostavnije dolazi simboli¢kim ratunom, tj. radunom
operatora A.

1.2. OPERACIA E
Pored operacije A u rafunu kona¢nih razlika definise se operacija E

ili operacija translacije!, koja predstavlja vrednost funkcije f (x) kada nezavisno
promenljiva dobija prirastaj h. To se obeleZava

ff(X) =/ (x+4).

1 Prema engleskom terminu: operation of displacement.

2 Milo%evi¢-Rakodevié: Prilozi teoriii . . *
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Iz istih razloga moZemo i ovde, kao za operaciju A upotrebljavati
samo simbol E, tj. uzimati da je A=1.

Operaciju translacije uvodi prvi put Geoige Boole [1] 1 obelezava
je sa D. Kod mnogih autora ona se razliéito obelefava. Tako, na ptimer
De la Valiée Poussin [8] upotrebljava simbol 7 (pseudodelta). Medutim,
u novijoj literaturi [5], [6], [9]. [i0] oznaka E£ se sve &eSée sreée. Inale,
upotrebljavaju se 1 ove oznake

fP=f(x+nh), Of =f(x+nh), itd
Translacija drugog reda definife se sa
Ezf(x) E(Ef(x)] Ef(x+h) =f(x+2h).

Uopdte je
E"f ()= ELE™'f (9] =/ (x +n )

1.3. OPERACUA M

Definife se jo§ jedna operacija na sledeéi nadin

M ()= ; (f () +f (x+h)]

Uopite je
M f(x)y=M{M"-' f (x)]=i[M"~1f(x)+M"-1f(x+h)].
h koA 2 h

S obzirom da i ovde vaZi primedba (1) iz (I, 1.1) moZemo uvek upotreblja-
vati simbo! M umesio simbola M, podrazumevajuéi da je prirataj nezavisno
h

promenlpve h=1.

Ovu operacqu uveo je prvi Sheppard [11] obelezava;ucx je sa p. Oznacavana
je na razne naine Kod mnogih autora: Norlund [4] je obeleZava sa y, takode
i Milne-Thomson [5]. Thiele [12] i Steffensen [9] upotrebljavaju za ovu
operaciju oznaku . ].

Oznaka M usvaja se sve vi§e u novijoj llteratun Operacija M cesto
se naziva operdcija sredine®.

1.4. OSOBINE OPERACIJA A, EL M

1.4.1. Komutativni zakon. MoZe se pokazati da operacije predstavijene
simbolima A, E, M zadovoljavaju komutativni zakon
A"A" f(x)=(AAA---n puta) (AAA- - -m puta) f (x)
=[AAA. . . (n+m) puta] f(x) .
— A" (x).

$

DPoista je )
(1.4.1.1) ATA™ f (x) =A™ A" f (x) = A" f(x).

———

¢ Prema engleskom terminu: operation of the mean.

I
I
|
|
i
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Na sli¢an nadin dokazuju se i ove jednakosti

(1.4.1.2) E"E™ [ (x)=E™ E" £ (x) = E"*™ £ (x),

(1.4.1.3) S MM (x)= M™ M” f (X) = M"7 f ().
1 4.2. Asocijativni zakon. Jednakosti

(1421 (A" A™ A" f (x) = A" (A™ A") £ (%),

(1.4.2.2) ‘ (E" E™Y E" f (x)= E" (E™ E") § (x),

(1.4.2.3) (M” M™ M" f (x) = M" (M™ M") [ (x),

koje izraZavaju asocijativiu osobinu simbola A, E, M takode su ogigledne.

1.4.3. Distributivni zakon. Operacije A, E, M zadovoljavaju distributivni
zakon, te se jednostavno dokazuje da je

(1.4.3.1) AL+ i@+ ]=A" [ (A f () + - - -
(1.4.3.2) E'f)+fo(0+ - 1=E" f()+E fL(x)+ - - -
(1.4.3.3) M fix)+fa(X)+ - 1=M"[1(x)+ M fL(x)+ - - -.
Ako je C konstanta, jednakosti
A[CS()=CAf(x),
E[CSf(x=CES(x),
_ MICS ())=CMS (),
takode su ogigledne.

. Naveiéemo jo§ i komutativnost operatora A i E, kao M i E, koja se
izrazava jednakostima

A" E" f (x)=E"A™ f (x),
M™E" (x)=E" M" f (x).
Na osnovu pavedenih osobina zakljulujemo da se u odnosu na opera-
cije sabiranje i simbolitko mnoZenje, simboli A, E, M ponasaju kao algebarske

veli¢ine. Svaki polinom po A, E, M predstavijace, dakle, jednu operaciju.
Tako, na primer, imamo ’

(@o+a, A+ as D2+ - - - +a, A" (by+ b, A+ Dy, A%+ - - . + b, A™)
n m
=> Y ab, A

v=0 pu=0

2. SIMBOLICKI RACUN

2.1. RAZLIKE IZRAZENE SUKCESIVNIM VREDNOSTIMA FUNKCHE

Simboli A, E,-M -ponafaju se kao operatori, te stoga u mnogome
olakSavaju rad ako se sluZimo ratunom operatora, odnosno simboli¢kim
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raunom. Polazeéi od definicija ovih operacija, moZemo izvesti sledece
jednakosti

E=1+A, M=—;—(1+E),M=l+—;—A, M=E-——;—A, itd.

Da bismo dokazali, na primer, prvu od navedenih jednakosti, primenimo
operaciju 1 +A na funkciju f(x). Tako dobijamo

(1+8) f)=f )+ A f ) =f (X)) +f (x+h)—f (x)=E f (x).
Dakle, doista je
(2.1.1) E=1+A.
Ostale jednakosti dokazuju se na sli¢an naéin.
Iz (2.1.1) dobijamo stepenovanje
(2.1.2) A'"::(E__l)"‘_—_%"‘ (_l)k(m)Em_k’
K=o k
ili
' m m
A" f@=3 R ET 00,
k=0
a to je poznata relacija (1.1.3).

2.2. RAZLIKE IZRAZENE POMOCU SREDINA FUNKCUA

Polazeéi od relacije

M=1+214,
2
imamo
m m
A" -2M—-D]"=2" 5 (—1)k( )M"'—k,
k=0 k
tj.

A"f @ =2 5 (= DF( T M ()
k=0
Na isti nacin, polazeéi od relacije
M-E—LA,
2
dobija se
m .
A" = (E—M)]"=2" S (—l)k(':)E"“"“M",
k=0
4.
A" =2m 5 (—0F( ) Enk M S
k=0

_om éo (= De( " ) M* £ (x+ m—Kk).
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2.3. FUNKCUE IZRAZENE POMOCU NJENIH RAZLIKA

Iz jednakosti
E=1+4,
sleduje

En—(1+8)"=S (:)Ak,

k=0

ili ako ovu operaciju primenimo na funkciju f (x) sa priraStajem h, imamo

2.3.1) f(x+mh)=f(x)+(':')Af(x)+ . +(m)A”'f(x).
h m/p
1z ove relacije za h=1 i x=0, dobija se poznata Newtonova formuia

(232) f(m) zf(0)+(';')Af(O)+(';')A2f(O)+ e +(:)A'"f(0).

Na isti naZin polazeéi od relacije

E=2M-—1,
dobija se

-m m
Em-QM—D)"= (—1)k( )(ZM)"'—"
ka0 k
t).
m’ m
fOxrm=3 (~1)"2"'—"( . )M'"—kf(x).
k=0
Istim postupkom, koristeé¢i se simboli¢kim relacijama

M=%(1+E), M~ l+%A,

dolazi se do sliénih jednakosti.

3. PROSIRENA DEFINICIJA KONACNIH RAZLIKA

3.1. RASTUCE 1 OPADAJUCE RAZLIKE!

Pored definicije
G.L.D llllf(X) =f(x+h)—f (%),

koja se jo§ naziva rastuca razlika (diferencija), definiSe se i tzv. opadajuda
razlika:

& f () =f ()] (x—h).

! Prema engleskom tzrminu: advancing diffcrences i receding differences.
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Prema do sada izlozenom, vidimo da je

A=Y A AE-L
E
Doista je
AETLf(x)=Af(x—h)=f(x)—f (x—h).
Takode ¢emo dobiti

An
Ay =20
@)=

Prema tome, opadajue iazlike izraZavaju se pomodu rastuéih, te se raun sa
njima svodi uglavnom na raZun konaénih razlika definisanih relacijom (3.1.1).

Napomenuéemo jo§ 1 to da se Cesto posmatraju i tzv. centralne
diferencije, definisane na ovaj nafin

. h h
3 f(x)= C —— —_
S@=1 (x4 5 (x5
kao i tzv. centraine s edine
T _h
st o e}
Medutim, s obzirom na ofigledne ielaciyc

3. LM
E'/l: E'/:

R
radun sa ovim simbolima svodi se na rafun sa poznatim simbolima A, E, M

3.2, leVlDlRANE RAZLIKE!

Napomenuli smo na poletku izlaganja (I, 1.1) da ¢emo posmatrati fun-
kcije koje su definisane za ekvidistantne vrednosti argumenta. Medutim, mnogo
opstiji problem postavija se ako su vrednosti nezavisno promenljive

Xgo Xpe Xay oo oy X,
proizvoljne. U tom slucaju definife se pomolu jednakosti

Slxi =)

Xi+1— X

< f (X,') ==

tzv. devidirana razlika funkcije f (x). Druga devidirana razlika biée

R f(x)= ) =D ) ,
. Xite— X
1, uopSte, razlika m-tog reda je

m_1 . —pm-1 R
T (x;) = TN )= R

Xiem—Y

! Prema engleskom terminu: divided d.fferences
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Radun sa ovim diferencijama je priliéno komplikovan. MoZe se pokazati
da se m-ta diferencija izraZava koliénikom Vandermondeovih determinanata

1xgxd ... X f(xy) § 1 x, %3 xg
1x, %2 1 f(x) \ 1 x 22 X7
(3.2.1) D" f (x,) = I : i :
. 1 x, x,zn xﬁ"‘l S (x,) 1; ! 1 x, xf" xm
Doista, kako je _
Qf (xo)= f(xo) + _f(xl) ,
Xo—X;  X3—X,
m:f (xo) — f(xu) + f(xl) + . f('\‘z)
(xg—X)) (Xo—X3)  (r—xg) (x;—X;)  (xp—Xxy) (x,—Xy)
i uopste
~m S (xp) f(x)
) Xo) = - T
f ( 0) (Xg—X1) (Xo—X5) - - - (Xg—X,p) (x;—xg) (X;—Xp)- - - (x;—xp,)
S (xm)

+ o+

(Xm—X0) (Xpy—X1) -+ (Xpy—Xpy—1) ’

imademo, s obzirom na poznati rezultat

= H. (a,—a)
xrl'—l x;—l x:—li
da je
9»1]‘ (X°)= Z f (xs)/(x:*xl) (x:“xz) ot (x:_xs+l) T -(x,—x,,)
s=0
SR (RIS JERN]E JERD
s=0 1> > i

tj. dobiéemo rezultat (3.2.1).

Newtonova, odnosno Lagrangeova interpolaciona formula bazira na
ovim diferencijama, i daje vrednosti funkcije u nejednakim intervalima:

S () =f (x0) + (x—x¢) Df (%) + (x—x0) (x—2x1) D (x)+ - - -
Ce (X —Xg) (x—xp) (x—x) - - - (Xx—Xp—1) T S (Xg) + Rem
gde je ostatak dat izrazom

R, = (Xx—xg) (x—Xy)- - -(x—Xp,) f(m+1) (E),
(m+ )
u kome je

Ee‘(xo, Xis ooy Xm)- : !
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4. INVERZNE OPERACIJE

4.1. OPERACUA A-!

Kada je data funkcija f (x), uvek je moguée odrediti njenu razliku
iz jednakosti .

4.1.1) AfX)=fx +M—f(x) = ¢ ().

Postavlja se obrnuto pitanje: odrediti funkciju f (x) &ija je diferencija ¢ (x)
poznata. To se simbolitki oznacava

(4.1.2) Al (x)=f (x).
Dakle, simbol A-! oznafava inverznu operaciju operacije A, kojom se
odreduje funkcija, ako je poznata njena prva razlika.

Potrebno je primetiti da ova operacija nijz jednoznacna. Doista, ako
je o (x) proizvoljna funkcija &ija je prva razlika jednaka nuli, tada je

Alf D +o@®]=Af () +Ao(x)=¢ (),
pa je, prema tome
4.1.3) A=l (x)=f (X) + 0 (x).
Kako je Aw (x)=0, odnosno

(4.1.9) @ (X +h) = o (x),

zakljutujemo iz (4.1.4) da je o (x) periodi¢na funkcija sa periodom h. Ali,
kako se radi o funkcijama prekidne promenljive, o (x) bi¢e konstanta.
Relaciju (4.1.3) tada piSemo u obliku

.15 Ate () =f (x)+k (k=const).

Na osnovu (4.1.3), odnosno (4.1.5), vidimo da operacije A i A-! nisu
komutativne, jer je

AA o (xX)=Af(x)+Ak=Af (x),
dakle
AA-1=1,
dok je
| ATAS (1)~ AP () =f ()4
prema tome je
A-1A £ 1.
Operator A-! je desni inverzni operator operatora A, ali nije i njegov
levi inverzni operator.

Operacija D! ili | definisana je u matemati¢koj analizi kao inverzna
operacija diferenciranja i nazvana neodredeni integral. Kako u definiciji
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operacije A vidimo analogiju sa operacijom diferenciranje, njenu inverznu opera-
ciju iz istog razloga zovemo neodredeni zbir, §ta viSe i simbol A-! zamenju-
jemo simbolom Z.

Kao §to je u analizi izratunavanje neodredenih integrala skopano sa
mnogo teskoca i nije uvek izvodijivo, tako je, analogno, odredivanje zbira
neke funkcije jedan od osnovnih i najteZih problema ra¢una konaénih razlika.

4.1.1 Osobine operacije A=7. Simbol A-! je distributivan:

AYU+V+W+ - =AU+ A YV + AT W4 -

Ovo se moZe jednostavno dokazati ako gornju jednakost pomnoZimo
sleva sa A.

Isto tako, ako je C proizvoljna konstanta, nalazi se jednakost

A-1Cf (x) = CA-1f (x).

4.2. ANDREOVA METODA ODREDIVANJA ZBIRA DATE FUNKCUE

Problem odredivanja zbira funkcije ¢(x) ekvivalentan je refavanju
jednatine konatnih razlika

4.2.1) S+ h)—f x) =5 (x).

Refenje ove jednadine u opStem sluaju nemoguce je odrediti. Poznata su
samo re¥enja za specijalne oblike funkcije ¢ (x). Tako na primer, ako je

xn—1

‘P(x)-—-(-

n— 1)

tada je reSenje jednadine (4.2.1) za h=1 Bernoulliev polinom n-tog ste-
pena, tj.
By

fe= 3 (W )arek,

k=1

gde su koeficijenti ovog polinoma B,, Bernoullievi brojevi.

Postoje razni postupci za odredivanje zbira date funkcije. Spomenuéemo,
uglavoom, najvaZnije.

Koristedi se stavom (I) iz (I, 1.1) diferencnu jednainu (4.2.1) moZemo
rapisati u obliku

4.2.2) S+ D—f(x)=9(x).
D. André [13] posmatrao je jednadinu (4.2.2) i sveo je na sistem jednadina
JE—f(x—D=e(x—1)
(4.2.3) SG=D—(x—2) =0 (x—2)

fla+)—f (@) =9 (),
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gde su a i x cell brojevi, f(a) proizvoljna konstanta. Iz ovih x—a jedna-
&ina moZemo odrediti x—a nepoznatih

f(x),f(x-l),. CRE] f(a+ 1)1

ali dovoljno je odrediti samo f(x). Sabirajuéi redom izraze (4.2.3) dobija se

x—1
(4.2.4) f)=f@+ 5 o(k)=27""p(x).
k=a .

Ocigledno je da relacija (4.2.4) zadovoljava jednalinu (4.2.2). Doista, leva
strana jednadine (4.2.2), kada u njoj zamenimo (4.2.4) postaje

x x—1
f@+ > o()—f@— 3 ¢k)=9().
k=a k=a

Iz (4.2.4) vidimo da je operacija A-! izraZena pomocu jednog zbira i proiz-
voljne konstante f(a). To je jedan od razloga §to se operacija A~! naziva
neodredeni zbir.

Ova Andréova metoda odredivanja zbira jedne funkcije ima veéi teorijski
nego praktiéni znadaj. Primerjuje se samo kada x uzima celobrojne vrednosti.

4.3. ODREDIVANJE ZBIRA DATE FUNKCUE SIMBOLICKIM RACUNOM
Iz simbolicke jednakosti
A=E—1
sleduje

(4.3.1) A=t G ErE ),

1

A 1—-E

Ako su ispunjeni uslovi za konvergenciju reda
1+ E+E*+E3+ - - -,

tada moZemo primeniti simbolitku relaciju (4.3.1) i dobijamo

1 ®
A-lo(x)= 1 F p(x)=— ,Z(,Ek ? (%),

A-1g(x)= —ki 9 (x+ k).

4.4. ODREDIVANJE ZBIRA DATE FUNKCUE INVERZIJOM

Ovaj nadin odredivanja zbira funkcije sastoji se u inverziji formula
dobijenih izralunavanjem kona&nih razlika. Ako imamo, na primer

Af(x)=Co(x—a),

tada inverzijom zakljuujemo
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A—Icp(x)=%f(x—?-a) + k.

Ovim postupkom dobijamo slede¢e formule:

A1 ] 1 ox @
e ek, ATV @ = —— 1t k,
2x 2%—1 h ah—1

cos(ax +b — —lah—i)
C 2

A“C=7x+k, A-1cos(ax+ b) = 2 k.
h h

2 sin —~ ah
2
Ovi zbirovi odgovarali bi u analizi tabliénim integralima.

4.5. OPERACNA E-!

Inverzna operacija E-! ili 1/F definiSe se na ovaj naéin:
h h

(4.5.1) E-1f(x)=f(x—h).
h
Prema ovoj definiciji je
1/E" = E="f (x) = f (x—nh),

h h
isto tako i

E-nEm = EmE-n— E™~n,

Moze se dokazati jednostavno i ova osobina operacije E

ETf1(x) - fo(x)-So(x): - - ]=E71(x)-E1 f5(x)- E7 4 (x) - - -

4.6. OPERACIJA M—1

" Ako relaciju
(“.6.1) MY ()= 1/ G 1)+ (0 =2 (),

pomnoZimo simbo!icki sa M-1, dobiéemo
h

(4.6.2) S(x)= Jhw“ @ (x).

Dakle, simbol M-! oznadava inverznu operaciju kojom odredujemo funkciju
h
kada je poznata njcna srednja vrednost M.
h

1 ovde moZemo primetiti da opcracija M~! nije jednozna¥na. Doista,
ako je ¢ (x) takva proizvoljna funkcija, da je ispunjen uslov

(4.6.3) My (x)=0,
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tada je
ft'f )+ ¢ ()= (),
1
ili
fll/f"@(X)=f(X)+¢(X)-
Iz relacije (4.6.3) zakljudujemo da je ¢ (x) reSenje diferencne jednadine

YR+ 4 () =0,
Tako, na primer, ¢ (x) moZe imati oblik
b (%) = X b
¥ (x) cos{ o ),
i
b (x) = g
¢ (x) cos<h+b>m(x),

gde je o (x) proizvoljna periodi¢na funkcija sa periodom h.
Operatort M i M~! nisu komutativni, s obzirom da

MM-1=1, M IM#I.

Operator M~! jc desni inverzni operator operatora M, ali nije i njegov levi
inverzni operator.

4.7. ODREDIVANIJE INVERZNE SREDINE DATE FUNKCUIE

Problem odredivanja inverzne sredine ekvivalentan je problemu reSava-
nja diferencne jednadine

“4.7.1) S+ +f(x)=209(x).

Umesto jednadine (4.7.1) moZemo posmatrati, prema stavu (I) iz (I, [.1)
jednadinu

(4.7.2) SE+D)+f(x)=2 ¢(x).

Postoje razne metode za rc¥avanje jednaine (4.7.2). Pomenucemo An-
dréovu koja se sastoji u sledecem:

Posmatrajmo sistem jednadina
S +fx—1) =29 (x—1),
Sx—=ND+f(x—2)~2¢(x—2),
(4.7.3) :
f(a+ 1)+ f(a)=29(a),

gde su x i a celi brojevi, f(a) proizvoljna konstanta.
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PomnoZimo prvu jedna¢inu sa (—1)?, drugu sa (— l)" .., n-tu jedna¢inu
sa (—1)"*+., zatim sabirajuéi sve tako dobijene izraze, imamo

(4.7.9) SG)=(=1)"*f(a)+2 i (=) T e (k) =M1 ¢ (x).

k=a

Da je relacija (4.7.4) relenje diferencne jednatine (4.7.2), moZe se lako
proveriti. Kako je prema (4.7.4)

S@=(=D™f@+2 [p(x—D—p(x—D+ - - - +(—1)+*+ 9 (d)],
a zatum

S+ D)=(=D"**f(@+2 [p(x)—e(X—D+ - +(=1)*"+"9(a)).
Sabiranjem ovih dveju jednatina nalazimo

S+ (x+1)=2¢ (x).

Obrazac (4.7.4) ima prvenstveno teorijski zna&aj, ali se u izvesnim slufaje-
vima moZe korisno upotrebiti za prakti¢na izralunavanja.

Neka je, na primer, ¢(x)=C* (C=const), i neka je proizvoljna kon-
stanta ¢ u ovom slufaju nula. Tada je

S (—1)*C* = S (—Cp = 12O
kgo( ) ’Zo( Y=-—a

Prema obrascu (4.7.4) imamo

M-1C*=(— 1)k +=——
(=D +c1

Postoji i simbolitki metod reSavanja jednadine (4.7.2) koji se zasniva na
jednakosti

1
M-1=(1+—A)- —1ym —Am,
(1+-4)~ ,,.Z.o( Y
Resenje jednadine (4.7.2) u opStem slufaju nije poznato. Za specijalan oblik
funkcije
()=,
n!

refenje jednadine
2 n
S+ D+ @)=

Jje Eulerov polinom n-tog stepena

g X" k

JS(x)= kZ)_’: e

gde su g, koeficijenti definisani simbolitkom relacijom
(1+6)"+¢,=0.
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5. FUNKCIJE GENERATRISE

S.1. DEFINICIJA FUNKCIJE GENERATRISE

Jedan od vrlo vainih pojmova rafuna konalnih razlika kao i teorije
verovatnoée je pojam funkcije generatrise. Prvi put je uvodi u teoriju vero-
vatnoée Laplace {14], na slcdeli nadin:

Ncka su date vrednosti funkcije f(x) za

x=a, a+1l, a+2,...,b—1,b.

Funkcija u (f) definiSe se kao funkcija generatrisa funkcije f(x), ako su koe-
ficijenti pred ¢ pri razvijanju funkcije u(f) po stepenima od ¢, jednaki vred-
nostima funkcije f(x) u intervalu (a, b). Pri tome je jo§ potrebno da su ovi
koeficijenti za svaku drugu celu vrednost x van intervala (g, b) jednaki nuii.
To 'se obelezava

(5.1.1) u(t) = if(x) e,

ili simbolicki -

(5.1.2) Gf (x)=u(t).

Ako je b beskonacno, tj. interval u kome je data funkcija f(x) je (a, o), tada
se funkcija generatrisa u(f) posmatra samo za one vrednosti ¢ za koje je red

(5.1.1) konvergentan.
Na osnovu definicije funkcije generatrise imamo relacije koje su ocigledne

GIfi)+fa(X)+ - - 1=Gf1()+Gf () + - - -
GCf(x)=CGf(x), C=const.

5.2. ODREDIVANIE FUNKCHUE GENERATRISE

I naéin. U infinitezimalnom ralunu poznat je veliki broj funkcija koje
se mogu razvitt u stepenc redove. Svaku od ovih funkcija moZemo smatrati
funkcijom generatrisom. Tako, na primer

T ' i
5.2.1 = t, t Gl=——_
( ) - x;) prema tome -
(5.2.2) P ST Gl e
<o *! x!
(5.2.3) (L+oy=S (")zx, G(")=(l+t)"
Solx x) .
(5.2.4) 1= (t—=2)- - -g—n+ )= 5 Sar*, te je
x=1

GS,=t(t—1)(—=2)- - -(t—n+1),

gde su sa S, obeleZeni Stirlingovi brojcvi prve vrste.
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11 naéin. Polazeéi od funkcija generatrisa dobijenih na prvi naéin, mo-
Zemo dobiti dlferencuan_pem integriranjem i drugim operacijama nove funkcije
generatrise. Prethodno je potrcbno ispitati uslove konvergencije tako dobije-
nih redova.

Tako, na primer polazeéi od formule (5.2.1) primeéujemo da je red X ¢*
uniformno konvergentan za svaku vrednost |t < 1, stoga diferenciranjem
dobijamo

le" ili Gx=—!

(l—t)’ o a—n’

Na sli¢an naédin, posle k uzastopnih diferenciranja, imamo

- x - .
(5.2.5) ‘ ,)W‘Z() ili G(\k)-,m, itd.

x=0

Il nac¢in. U nekim slucajevima moguce je dobiti funkciju generatrisu
direktnim sumiranjem

u(®= 3 f()r-
x=0
Na primer, ako je f(x)=a", tada je

u(f)= i(at)" -1
’ x=0

1—at

Sumiranje se moZe izvriti direktno, ako je moguée funkciju f(x) izra-
ziti pomo¢u odredenog integrala, cija je podmtegralna funkcija oblika [ ¢ (")]*,
dakle

b
S®=C [[e®)dv.

Tada ¢emo imati ‘ _ _
) b
u@==C Z[t(p(v)]"dv Cj

a a

—to()
Na taj nadin dobijamo u(f) u obliku odredenog integrala, &ija se vrednost

eventualno moZe izradunati.
Ako je tada poznata funkcija generatrisa funkcije f (x), dakie

(5.2.6) Gf(x)=u()= i ()t

moZe se odrecditi funkcija generatrisa funkcuc S (x+1), odnosno funkcije
f(x+h). Doista iz relacije (5.2.6) dobija sc
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O L S U@e—ro1= e,
x=0 X1
ili
(5.2.7) 1{!_),:!40): S/GE+D)E=6f(x+1).
x=0

Prema tome funkcija generatrisa je
1
GAf(x)=—(1=Du®)—S(0).
Na sli¢can naéin dobijamo

Gf (x+m) = (u®—f ©—tf (D= - - =7 (=D}

5.3. ODREDIVANJE NEODREDENOG ZBIRA POMOCU FUNKCUE GENERATRISE

Videli smo (I, 4) da je neodredeni zbir funkcije ¢ (x) refenje diferencne
jednaline [ reda

(5.3.1) SE+D—f (=92,

gde je ¢ (x) data funkcija.

Pored pomenutih metoda (I, 4.2; 4.3; 4.4) postoji jo§ jedna, tzv. metoda
funkcije generatrise, koju je dao Laplace. Ova se metoda, kao i Andréova,
primenjuje samo kad je x ceo broj.

Prema relaciji (5.2.8) imamo
(5.3.2) Gf(x+1y=" 0O
t

Sa R (f) obeleZicemo funkciju generatrisu date funkcije ¢ (x).

Kako je
G/ x+D)—f(¥)]=Ge(x),
sleduje
Gfix+1)—Gf(x)=Geo(x),
ili prema (5.3.2)
u (!)—tf(o)_u ) =R(),

te je
u(t)-: IR(')—-f(O) ,
1—1¢
gde je f(0) proizvoljna konstanta. Ako pretpostavimo da je R(f) poznato,
vidimo da je traZeni neodredeni zbir f(x), odnesno refenje jednaline (5.3.1),
jednak koeficijentu pred t* u razvoju funkcije u(f) po stepenima od f.
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6. VAZNIJE FUNKCIIE U RACUNU RAZLIKA

6.1. FAKTORIJEL

U infinitezimalnom raunu jedna cd najelcmentarnijih funkcija je poten-
cijalna funkcija x", &iji je izvod vrlo jednostavan, naime Dx" = nx"-1. Medutim,
u ratunu razlika, funkcija ¢ija je razlika tako jednostavma proizvod je
ekvidistantih faktora, na primer

x(x—1(x—2)---(x—n+1),
i naziva se faktorijel reda n, a obelelava se sa (x),. Tako je (X)p=n(x),_,.
Funkcija _ _——
x(x—h)(x—2h)- - -(x—n—1h)

naziva se generalisanim faktorijelom reda n i obelcZava' (x),, ;.
Ako se funkcija (x), razvije u Maclaurinov, red, dobija se

()= zx"' - [D'" (x).]

X=Q

Oznadivsi sa S”, koeficijente u zagradi, faktorijel reda n moZe se 'napisati u
obliku

6.1.1) (X)p=Sax+ Sixt+ - - - + S0x"

J. Stirling {15} ispiwujuéi ove funkcije, a specijalno koeficijente Si prvi
je uvideo njihovu vaZnost, stoga su kasnije nazvani Stirlingovim brojevima
prve vrste,

Razvijajuéi funkciju x" u Newtonov red (I, 2.3.2), dobija se

6.1.2 S [A"' x"]
(6.1.2) | x =m=1(x)m el B

Koeficijenti u zagradi obeleZavaju se sa o), i nazivaju Stirlingovim brojevima
druge vrste. Iz (6.1.2) zakljufujemo da se funkcija x" moZe razviti u red
faktorijela.

Stirlingovi brojevi zauzimaju centralno mesto u radunu razlika. Zajedno
-sa Eulerovim i Bernoullievim brojevima predstavljaju, zbog svoje velike primene,
predmet mnogobrojnih istraZivanja®.

1 Nadin obeleZavanja ovih funkcija nije kod svih autora 'isti. Sreéemo, na primer,
oznaku x{7 (De la Vallée Poussin), [x]” (Whittaker and Robinson), x( (Steffensen), {x}(™
(Andoyer), x(*h) (Milne-Thomson), (x),,, (Jordan), 1td.;

* Za brojeve S dokazvje se da su reenja diferencne jednatine

Sm

_¢cm—1 m
n+l—sn —”Sn .

Videti 0 ovome:

D. 8. Mitrinovi¢, O Stirlingovim brajevima prve vrste i Stirlingovim polinomima.
Pablikacije Elektrotehnitkog fakulteta, Ne 23, 1959, Serija:’ Matematika- i fizika,. Beograd.

3 Milosevié-Rakotevié: Pritozi teoriji. . .
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Za reciproéni faktorijel, koji se obeleZava

1

X)m, n= m s

moZe se pokazati da je
?m (x)—n,h =h" (—"n)m (x)—nwm.h-

6.2. BINOMNI KOEFICIJENTI

Jedna od najelementarnijih funkcija koja zadovoljava relaciju

Afn(x) =fn—-l (x)

je binomni koeficijenat, definisan sa

(x>:x(x—l)(x—2)~ c(x—n+1)

(6.2.1) n 1.2.3...n

-gde su x i n celi brojevi. Ova se definicija profiruje i za slutaj kada je x
makakav broj, a n ceo pozitivan broj. Medutim, relacijom

X\___ T+
de i (") T'(n+HIL(x—n+1)
gde je

+ e
T(x)= f e~'t*~1dy
(1]
oznaka za Gamma-funkciju, definicija binomnog koeficijenta proiruje se za
svaku realnu ili kompleksnu vrednost brojeva x i n.
Binomni koeficijenti generalifu se na sledeéi nadin

(x) :x(x—-h)(x—?.h)- - (x—nh+ h)
A

n 1.2.3...n

te se jednostavno dokazuje niz relacija:

2 (), ()
8 ()=
a ()= Eom ()

A" (M) (=) —pm.

(%)




7. Veza izmedu konalne razlike i izvoda 35

7. VEZA 1ZMEDPU KONACNE RAZLIKE 1 1ZVODA

7.1. LAGRANGEOVA FORMULA

Ako razvijemo funkciju f(x-+#h4) u Taylorov red imamo

(.1.1) SCx+h) =f(x) +hDf (%) +:—"D’/(x)+
Simboli¢ki to se moZe napisati
’ o hk
(7.1.2) . E-~ yh 1?"=ew
B B

Iz relacije

E=1+A

h h

1 iz (7.1.2) sleduje

A=e'l_1,
A

Ovu vezu izmedu prve razlike i izvoda dao je Lagrange. Ako razvijemo
desnu stranu u red po stepenima od AD i pomnoZimo tako dobijeni red samim
sobom, primenjujué¢i Cauchyevo pravilo za mnoZenje redova, dobi¢emo drugu
razliku A? izraZenu pomodu izvoda D, D, D3, .. Na sli¢an nadin dobijamo

h v

A® izraZenu pomoéu D, D2, D3 . .
h
Polazeé¢i od simbolitke relacije
D144,
h

moZemo pisati
hD =1In(1+4),
h

odnosno

(7.13) D=A—Ltary Lps Lae,
A 24 3p 4

Relacijom (7.1.3) izraZen je prvi izvod pomocu razlika viSeg reda. Primenju-
juéi Cauchyevo pravilo za mnoZenje redova, dobi¢emo D3, DS, D*,. .. izraZene
pomoéu A, A?, A%, ... Tako, na primer, imamo za h=1

L :

Drapr_ Ay Mae_ Sps,
12 6

D =3 Tas_ ..
. 2 4

7.2. LEIBNIZOVA FORMULA ZA n-TU RAZLIKU PROIZVODA
DVEJU FUNKCIJA

1z relacije
A=E 1

3
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dobijamo \

(7.2.1) A":(Eal)":=kz=o(~l)k(2)E"‘k.

Ako sada operaciju (7.2.1) primenimo na proizvod dveju funkcija , v, imamo
(1.2.2) A" (uv) = kz"o(_l)k( " )E"—k uE"ky.

Posle zamene

e I

dolazi se do

A" (uy) = ?A’le(wl)( )("Tk)E"*"v.

)

S obzirom da je
imacemo

ihi definitivno
(7.2.3) A ) = ( " ) ATy AT Ely,
1

i=0

Uporediv§i formuiu (7.2.3) sa poznatom Leibnizovom formulom za :-ti pro-
izvod dveju funkcija

D7 (uv) = }:('-') Diu D"y,
i=0

uodavamo izvesnu analogiju, stoga se ona i nzziva Leibnizova formula za
n-tu razhku.

7.3. RAZLAGANJE KCNACNE RAZLIKE FUNKCUE
PO RAZLIKAMA NIENIH 1ZVODA

S. E. Mikeladze [16] sluzeéi se jednom svojom interpolacionom formulom,
pokazao je da se konafna razlika funkcije moZe izraziti pomocu razlika
njenih izvoda, u obliku

7.3.1) A" f(@+ AR =S Ayo B FU (@) + R,y
=0
gde su koeficijenti 4,; datitzrazom-

v

gt g () oo e
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i gde je A ceo pozitivan ili negativan broj. Koeficijenti A4,, izratunati su za
2=0, n=1,2,3,4; p=1,2,3,4, ...,7.

Moze se dokazati [17] da se koeficijenti A4,, svode na izraz
nt & Ak P m!
A,,pz—— —_ e Sm m s
P! iZ0 k! pox(m+n— k)' min—k

gde su 5™ io” redom Stirlingovi brojevi prve i druge vrste, definisani obrascima
(6.1.1) i (6.1.2), tako da se izratunavanje koeficijenta A,, svodi uglavnom
na jzratunavanje ve¢ dovoljno proutavanih brojeva S7 i oy .

Specijalno za A=0, formula (7.3.1) sa koeficijentima

n! B m!
Apo=— Z

p! mmp(m+m! S;narnﬂ
je neposredna posledica dobro poznatih relacija rauna razlika.
Najpre je prema (6.1.1),

(7.3.3) (')=l i smi",

e P ! m=0
pa se integracijom dobija
X x
I3
((x—r)"—l( ') a- L S sm ((x—r)M mar
§ P p! m=o J

= —T z Sm xmtn j(l —0)"11"dy.
P m=0
]

Odavde, s obzirom da je

1

f(l—:)"—lr'"d:=——_'"”"“’!

A (m+myt’
neposredno sleduje

X

)
0

pl o P (m+m!

Stavljaju¢i x=A+v. dobijamo

o=t 3 (= 1y (] )RS sy e
ili (”_l)' =0 meo © (m+n
it
1 P = . n
7.3.4 =— ! Sm — 1N m4n
( ) p! ,,,Z (m+n)! "Zo( D (v)()\—*_v)
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Prema binomnom obrascu i relaciji (6.1.2) koja se zapisuje u obliku

(1.3.5) Argml =S (—-—l)"“'(")v"'=n!c"‘m
0o v=0 v

1=

nalazimo
n

z": (——l)n—v(:)()\-yy)"'fn:i (—1)"" (:):’i (m;n))\kv"'+“—k

y=0 v=0 =0
=mz+n(m+n)>\kz" (_1)”_,(11 pman—k
K=o\ k v=0 Y

m+n
m+n
= k
= E ( i ))\ nloy o v

k=0
Kako je, prema (7.3.5), o» . =0 za k> m bice
u - n '\ min _ < (m+n 2. ptgn
> i (Dorymen= 3 (M pentan
v=0 k=0

Prema tome, obrazac (7.3.4) postaje

I & mim m ‘m+n
App=— tn! gm ( )7\"6"
e +n—k?
p!mo(m+mn)! ptgo k men
odnosno
[ k P ]
An = _)_‘__ _m m gn
° e min—ke

p! (To k! e (m+ n—k)!

Specijalan slu€aj obrasca (7.3.1), kada je A=0, dobijamo iz Newtonovog
reda. Iz relacije (2.3.1) dobijamo

-]

—a, Amf@
1.3.6 =3 ("
(7.3.6) %) mz:o( ) (it
odakle je v
(7.3.7) M= 3 ( - )h B A" f(a).

m=s

Razvijajuci funkciju f(x) u Taylorov red, nalazimo
- " D"

(7.3.8) f@=3 —ar 21O,
o n!

ili, s obzirom na relaciju (7.3.5)
Am (x—a)"] =m!h'am;
X

=q

h
prema tome, relacija (7.3.8) postaje

n = < i"__[ (D) m
rf@)= 5 2o @y,

n=m" °
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tj. _
Af@)= 3 T B @ o

m—o(m+n)!

S druge strane, kako je

®, m! 29 M (@)
tj.
®  ml ?p S (@)

f("'+") (a)= A Sm

m  hmpl °
imamo definitivno
AS (@) =B Z m!n! on Z Ae f(1) (a) sm

[4

wolmimt M & p!
ili
A f(@=h"3 Ay, 82 [ (a),
p=0
gde je
P
(71.3.9) A=l 5 P gmn

pl ,Somimt © M

Za sluéaj n=1 koeficijenti 4,, postaju

pt zym+1 °

dakle, svode se na Bernoullieve brojeve druge vrste b, [6, 147] definisane
rekurzivnom relacijom

n—1
(7.3.10) S (=m0,
2o n—m
Prema tome, iz relacije (7.3.9), gde je A,,,=b, dobijamo sukcesivno vrednosti

koeficijenata 4;,(p=1,2,3,...).

Tako ‘moZemo, s obzirom na (7.3.9) i (7.3.10) formirati tablicu koefi-
cijenata A,,.

“ n
\ 1 2 3 4
[
(] 1 1 1 1
1 1/2 1 32 2
2 —112 1/12 1/2 7/6
3 1/24 0 0 1/6
4 | —19/720 —1/240 —1/240 —1/720
5 3/160 1/240 —1/480 0
-6 |—863/60480 —221/60480 1/945 1/3024
7 275/24192  19/6048  —11/20160 —1/3024
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8. O NEKIM OPERATORIMA RACUNA KONACNIH RAZLIKA

8.1. OPERATOR 9

U matematickoj analizi festo se srece operator O definisan relacijom
J
0=x—=xD.
dx

Ako se ovaj operator priment vie puta, dobija se
02=xD(xD)=xD + x2D?,
B=xD(®)=xD+3x*D*+ x3D3,
1 uopste
(8.1.1) 0°=CyxD+Cyx2D?*+ - - - +C,x"D",

gde su konstante C; nezavisne od funkcije na koju se primenjujc operator 9.
Za odredivanje ovih konstanata moZe se postupiti na sledeéi nacin [6, 195):

Neka je f(x)=x*, tada je
Bx* =ax*; 67°x* =A"x*; D'x* =(n), x*.

Zamenom ovih vrednosti u (8.1.1), dobija se

=3 C,0).
v=1
S obzirom na relaciju
x'=olx+tel(X)s+ -+ (Xt - - + 6" (X)p
kojom se defini§u Stirlingovi brojevi druge vrste, oligledno je da je
C,= Y,
te je oblik operatora (8.1.1)
0" = z o’ x" D"
v=1

Operator § ima Siroku primenu u izralunavanju nekih klasa kona&nih
zbirova. I. J. Schwatt [65, 81-104] primenom ovog operatora izraunao je
veliki broj konaénih suma, kao na primer

S (")kv, S (—Uk(")kﬂ, Sk S (ke
K\ k K1 k K=t k=

o Cemu ce biti re¢i u glavi IV ovoga rada.

8.2. OPERATOR

U raCunu kona¢nih razlika definiSe se operator ¢, analogno operatoru 6,

pomocéu jednakosti
$=xA.
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Ako se ovaj operator primeni viSe puta, dobija se redom
2=xA(xA)=xA+(x+ 1), A2,
(8.2.1) P=xAP=xA+3(x+1), A%+ (x+2), A3,

P'=CxD+Ca(x+1)0%+ - - - + Cp(x+n—1),47,

gde su C; konstente nezavisne od funkcija na koju se primerjuje operator ¢.
Da bismo odredili ove konstante, izaberimo funkciju f(x) na sledeéi nacin

[6, 199]:

Neka je
S =(x+r=1u,

tada je
A'f(x) = ()‘)v (X +A— ])A-v,

1

(X)) =xAf () =A(x+A—=1); $"f(X) =N (x+rA—1) .

Zamenom ovih vrednosti u (8.2.1) nalazi se
=3 C,0N),.
y=1
Na isti nadin, kao u prethodnom paragrafu, zakljuujemo da je
CV=O':,
te je oblik operatora (8.2.1)
"= Z (x+v—1),07A%.

v=1
8.3. GENERALISANI OPERATORI
8.3.1. M. d’Ocagne [66] posmatrao je operator Z definisan relacijom
. Z=(x+1)+xD,
koji, primenjen nekoliko puta, daje
=x+1)Z+xDZ=(x*+3x+1)+(2x+3)xD+ x2 D2,

Z2=(x®+6x*+Tx+1)+(3x*+ 12x+ T)xD + (3x + 6) x2 D* + x® D?,
i uopste

(8.3.1.1) z",=d>,,+1(x)+D~—~°’}'T""—’x0+”———'“’;‘—"9xwz+ s PO sy,
: 14 n:
gde je
D, (x)= a"'+l+c:+lx+ci+lx’+ S o':iix".

Relacija (8.3.1.1) moZe se jednostavno dokazati principom matematicke indukcije.
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Neka je
zr_ < DEPua () i pr
o k!

S obzirom da je
i Z"l=(x+1)Z"+xDZ",
nalazimo
" pk : " pk+
D e R AR DA Duss 0 et -
k=0 ' K=o

i D@11 (%) xk Dk + i Dk Dy, (X) xk+1pk+1
o Kk—1! o K
ili

"

k
Zn+l = z lpjﬁ_l(j!xk (x+k+ D Dk

k=0
(8.3.1.2) |
D @iy () jkeri pie| 4 "il o D Pt 0 i e
K 2 7

Polinomi ®,,(x) zadovoljavaju relaciju
@pip () = (x + 1) Py (%) + XD Py (%),
koja ako se k-puta diferencira, postaje
(8.3.1.3) Dk B,y (x) = kDK-1 @, 4, (X) + (x + k+ 1) DF @y (x) + xDk+1 D, (x).

S obzirom na relaciju (8.3.1.3), izraz (8.3.1.2) postaje

zri =S REPut ) i
PR ’

gime je dokazana relacija (8.3.1.1).

8.3.2. Analogno operatoru Z, posmatraéemo u r
operator
(8.3.2.1) Y=(x+1D+x4,

adunu konalnih razlika

koji, primenjen nekoliko puta daje
Yi=(x+1)Y+xAY
Y2=(x2+3x+1)+(2x+4)xA+x(x+l)A2,
Y"‘=(x3+6x2+8x+1)+(3x’+15x+lS)xA+(3x+9)x(x+l)Nl
+x(x+1) (x+2)43,
Y‘==(x‘+10x3+29x2+24x+l)+(4x3+36x2+92x+64)xA
+(6x2+42x+66)x(x+1)A2+(4x+16)x(x+l)(x+2)A3
Fx (x4 D) (x+2) (x+3) A% ‘

g AR R AN s 58
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i uopite

(8.3.2.2) Y" =P, (x) + A”(’"

AP, (x)xA

+A’};n'(x)(x+ 1)yA2+ - o 4 — 2 (x4 n—1),A",

gde je P,(x) polinom stepena n, odreden diferencnom jednaémom

(8.3.2.3) P (x)=xP,(x+1)+P,(x).
Ako polinomu P,(x) damo oblik
n
(8.3.24) Py(x)= % Pmx",
: m=0

koeficijente P7, koji su nezavisni od funkcije na kOJu primenjujemo operator Y,
odredujemo iz rekurznvne formule

" m+k
(8.3.2.5) Pmil _pmil =S (’” )Prg+k,
k=0 k
pri ¢emu je
P3=PO=1; Pi=1; Pkl=ok .

Relacija (8.3.2.2) mo%e se jednostavno dokazati principom matematitke
indukcije. Neka je

S obzirom na (8.3.2.1) imamo
y" = Z (x+Dx+k—1) Ak x A}:

K=o M k=0
Kako je

A% Py () G+ kD 84 = A4 P, (1) 5 + K)e (447 4 O
+ A% Py (x) [h(x + k— Dy A% + (x + k) A*HY),

at ”""( + k— 1), A%,

AkP,(x) Ak P(x)

(x + k— 1) A%,

nalazimo
(8.3.2.6) Y=

i Ak+1P, (x)+ Ak P,(x)

T x (x + k) (A% +1 + AK)

k=0

ZA 728 (x4 k— 1y .

S obzirom da je i
AR+ P, (x) = A P, (x+ 1)— Ak P, (x),

relacija (8.3.2.6) postaje

(8.3.2.7) yrio S {% [A% P, (x + 1) x (x + k)i (A*+1 1+ AR)]
k=0 .

+ Lt P, ) (x+k—1)kA*1}.
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Ako operator A primenimo k puta na relaciju (8.3.2.3), dobijamo
(8.3.2.8) AP i (X) =A% P (x) + kAR P, (x+ D)+ (x+ k) A* P, (x+ 1).
Relaciju (8.3.2.7) moZemo napisati u obliku

Yn +1

(x +k—l)kA"

(et k= 1) 84 (e ) 2006 D

k=1

nt1 Ak ‘P (x+1)
2|

+ S (s ke l)kAk]+.»cP..(X+1)+Pn(x)’

.t, s obzirom na (8.3.2.3) i (8.3.2.8) u obliku
Yn+1

Ovim je relacija (8.3.2.2) dokazana.
Prvih nekoliko koeficijenata P navodimo u sledecoj tablici:

Nm

ok P”“(x)(x+k——l) Ak,

0 1 2 3 4

n N\
0 | 1
S i
2 3 1
3’ 1 8 6 1
4 |1 24 29 10 1

8.3.3. Operator
8, = a+xD, (x realan broj)
primenjen jednom i dva puta daje
02=28, + xDO, = «2+(2a+ 1) xD+x2D?
03=a®+(Ba?+3a+ )xD+(Ba+3)x2 D2+ x* D3,

1 uopste
(8.3.3.1) 07=0%) +o!(@xD+o2(@)x2D*+ - - - +o7(x) x" D,
gde su ¢ (a) generalisani Stirlingovi brojevi druge vrste, definisani rekurzivnom
formuiom
(8.3.3.2) sl()=(+a)o!_ (&) +ar7i(a),

Otigledno je, da je 63=6",za =0 i ¢ (0)=0?, te je operatorom 0
obuhvaden kao specijalan sluéaj operator 6, posmatran u paragrafu 8.1.

Brojeve ¢!(«) posmatrao je M. d’Ocagne [66] u drugom cilju. Oni se
mogu odrediti eksplicitnim izrazom [22, 26— 30}

o¥ (@) = _"z( ()i,
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a javljaju se u izrazu
(x+a)"=0) (@) x+62(x)(X)e+ - -+ + 6" (&) (X
8.3.4. Analogno operatoru 0,, moZemo posmatrati operator
Vo = a+ x4,
koji, ako se primeni jednom i dva puta, daje
$2 =ady + XAy = &+ (2a+ 1) xA+x(x+1) A2
d=ad+(3a?43a+ 1) xA+@Ba+3)x(x+ 1) A+ x(x+1)(x+2) A3,
i uopste
8.34.1) ¢1=0(@)+o)(@WxA+a2(a)(x+ 1), 4%+ - - - + 0" (@) (x+n—1),4",
gde su ¢? («) koeficijenti identi¢ni onima Koji se javljaju kod operatora 0.
Ocigledno je da je ¢p-+¢" za «a=0, te je obrazac (8.3.4.1) obuhvatio
operator ¢ iz (8.2) kao specijalan sludaj.

"Relaciju (8.3.3.1), kao i (8.3.4.1), moZemo jednostavno dokazati principom
-matemati¢ke indukcije.

8.3.5. Posmatrajmo sada operator
Z, = (x+a)+xD,
koji po:le nekoliko uzastopnih primena, daje
Z, = (x+a)Zo +xDZ, =[x*+Qa+1D)x+a¥]+(Bx+20+ 1) xD+23D*

Z2=[x+@a+3)x*+ B+ 3a+Dx+a®]+[3x2+(6a+6)x
+30f+3a+1]xD+[3x+3a+3)x2D2+x3 D3,

1 uopste
. Zh=®,,(x, a)+D°"+'(x'a)xD+ D Pnt1 (6,9 s ppe
(8.3.5.1) It g,!,
4o +—'—21-L"-(i’l)-.x"l)",
n:
gde je
®ria (6 8) =0l (@) a2, @) x 403, @5+ - - +ogiban

Ocigledno je da je Zj=Z"zaa=0,te je operator iz (8.3.1) sadran u (8.3.5.1),
kao specijalan slufaj.
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1. DEFINICIJA BERNOULLIEVIH POLINOMA

1.1. PEFINICDA BERNOULLIEVIH PGLINOMA POMOCU
DIFERENCNE JEDNACINE

Bernoulliev polinom n-tog stepena po x koji se obelelava sa B,(x),
defini§e se kao polinom koji zadovoljava diferencnu jednadinu I reda

(.11 B,(x+1)—B,(x)= ",
(n—1)!
ili, to je polinom ¢ija je razl’ka jednaka nekom stepenu od x, dakle
—1
1.1.2 AB,(x)—-T—.
(1.1.2) e

Resenje jednacine (1.1.1) moZemo napisati u obliku
xn—1

+k,
(n—1)!

B,(x)=0""

gde je k proizvoljna konstantna. S obzirom da ovo refenje sadrZi proizvoljnu
konstantu, vidimo da jednacina (1.1.1) nije dovoljna za jednoznaéno odredivanje
polinoma B, (x). Stoga napi§imo polinom B,(x) na ovaj naéin

xn—k
(n—kyt’

(1.1.3) B, =S a
k=0

gde su a; konstante koje ée se docnije odrediti.
Diferencirajué¢i levu i desnu stanu izraza (1.1.2) dobija se
xn—2

DAB,(x)= ,
*) (n—2)!

ili, prema definiciji (1.1.1)
DA B,(x)=AB,_,(x).
Kako su operatori D i A komutativni, moZemo pisati

AD B, (x)= A B,-, (x)’

4 Milosevi¢-Rakoeevié: Prilozi teoriji. ..
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ili, ako izvr§imo operaciju A~Y

(1.1.4) D B, (x) = B, .; (x).
Relacijom

D fu(X) = fn1(x),
gde je f, (x) proizvoljna funkcija od x, definisan je harmonijski niz funkcija

Jo fv foseoos fur oo

Prema tome, na osnovu relacija (1.1.1) i (1.1.4) dobija se potpuna definicija
Bernoullievih polinoma:
Bernoullievi polinomi

By (x), By (x), By(x), ..., B, (x),...

obrazuju harmonijski niz Ciji ¢lanovi zadovoljavaju linearnu diferencnu  jed-
nacinu I reda

n—1
B,(x+1)—B, (x)=——.
Wt DB ()=
Ako B,(x) napiemo u obliku
n n—1 n—2
B, = x_+ _X_.~+ X + - +a,_,x+a,,
() =ag Tty —nt 2 ) GnrXrd

prema (1.1.4) imamo
D B, (x)=B,_,(x)=a,

xn——l + xn-2 —’r +

_ gy —— Ay o XTAp_q,

n—1! (=) T an

odakle zaklju¢ujemo da su koeficijenti Bernoullievih polinoma nezavisni od
stepena polinoma.

Relacija (1.1.1) za n=1 postaje AB,(x)=1, ili prema (1.1.3)
ay(x+D+a—@x+a)=1=>a,=1

U sludaju kada je n>1, prema (1.1.1) za x=0 imamo AB,(0)=0,
a iz (1.1.3)

n—1
AB,(0)= S % _[Ax"K,_,,
] ,Zo(n—k)![ X" Mg

ili, s obzirom da je

A" Koy = [ D" x" K] g = 1,
imamo
n—1 a

1.1.5 —~— =0.
( ) ,;0 (n—k)!

Pomocu ove relacije, polaze¢i od a,=1, moZemo odrediti redom sve
koeficijente a,. Tako, na primer, iz relacija
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Yo, &
2o

Qy ay a, _

3! + 2! + 1

I L .
4!+3!+2z o

G0, % G A G
53+4z+3r+2z-+n 0,

koje se dobijaju 1z (1.1.5) za n=1, 2, 3, 4, nalazimo

g=— =L =0, 4=
! 27 R T T e
Prema tome

1
B, (x)=x——;,

1 1 ]
By (x)=—x}——x+—,
2 (X) 5 5 +]2
(1.1.6)
By (x) = l,—x’_——i x2—%—ix
8 6 4 17’

1 1 1 1
B (x)=—x'—— Pt — x|
') 24 12 24 720
Ako stavimo

Bk
(1.1.7) Q=)
relacija (1.1.3) postaje
(1.1.8) B,(x)= - (")ka"—k.
nl T\ k

Koeficijenti B, nazivaju se Bernoullievi brojevi.
Relacija (1.1.8) moZe se napisati u obliku simbolitke formule

(1.1.9) B, (x)-—-%(xw)",

v kojoj posle razvijanja B* treba zameniti sa B,. Prema (1.1.4) vidimo da se
simboli¢ka formula (1.1.9) moZe diferencirati kao stepen.

Kako je AB,(0)=0 za n>1, relacija (1.1.9) daje simbolicku formulu
(1.1.10) (1+By'—B,=0,

kojom su definisani Bernoullievi brojevi. Za n=0, 1,2, 3, dobijamo prema
(1.1.7) ili direktno iz simbolitke formule

(1.1.11) By=1, B,=——;—, B’,:%, B,=0, itd.

4*
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1.2. DEFINICIJA BERNOULLIEVIH POLINOMA POMOCU
HARMONDSKIH INTEGRALA (18]

Bernoullievi polinomi B, (x) su uzastopuni harmonijski integrali funkcije x,
dakle odredeni su uslovima

1
(1.2.1) B (x) = x—
(1.2.2) DB, ,(x)=B,(x) (n=1,2,..),
(1.2.3) B,,H(l)——B,,ﬂ(O):le,, Odi=0 (n=1,2,..)).
0

Pokazaéemo da je definicija 1.1 ekvivalentna definiciji 1.2. Pre svega,
uslov (1.2.1) sadrZan je u prvoj relaciji (1.1.6). Ocigledno je, zatim, da je
relacija (1.1.4) identi¢na uslovu (1.2.2). Ostaje samo da pokaZemo da je uslov
(1.2.3) ekvivalentan relaciji (1.1.1). Prema (1.1.4) nalazimo

[B.(x)dx =B, (¥)+C
ili
1
an (X) dx:BrH—l(l)__Bni-l(O)’
0
a to je, prema (1.1.1),
Biry(1)=B,4,(0)=0  (n>0).

Dakle, doista su definicije 1.1 i 1.2 ekvivalentne,

1.3. DEFINICIJA BERNOULLIEVIH POLINOMA POMOCU
FUNKCUE GENERATRISE

Bernoullievi polinomi &esto se definifu pomocu funkcije generatrise,
naime kao koeficijenti pred r* u razvoju funkcije
_.,E_,._ ex’
ef—1
u Maclaurinov red. To se obeleZava
xt __ k
e*' = kzoBk(x)t s

t

ef—1

(1.3.1)

ili simboligki
G By (x)=—

e,
ef—1
Definicija 1.3 ekvivalentna je definiciji 1.1, odnosno 1.2. U tu svrhu
dovoljno je pokazati da su koeficijenti B (x) uzastopni harmonijski integrali
funkcije x, tj. da Bernoullievi polinomi definisani relacijom (1.3.1) ispunjavaju
uslove (1.2.1), (1.2.2) i (1.2.3).
Da je uslov (1.2.1) ispunjen, vidimo neposredno iz (1.3.1), tj.

i
B, (x):x-——z—.
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Ako diferenciramo po x levu i desnu stranu jednakosti (1.3.1), nalazimo

(1.3.2) L re - S DBy (x) 1%,
ef— k=1
odnosno
(1.3.3) rex ZDBk(x)tk 1o S DBy, ()i
ef— k=1 k=0

Uporedivanjem (1.3.1) sa (1.3.3) dobijamo
DB, (x) =By (%).

Najzad, do uslova (1.2.3) dolazimo kada u (1.3.1) stavimo x=01i x =1, naime

»v————l—}-—t— in(O)t"
=2

6'

Ji——l—-—t_ Y By (1) 1.

e'—1 P}
Kako je

t 1 te 1

—— ==,

. ef—1 + 2 ef—1 2
imamo

By (1)— By (0) = 0.

Isto tako, iz relacije (1.3.1) moiemo izvesti uslov (1.1.1). Zaista, prema
(1.3.1), imamo

m_1
X m

S [Beet D= Br(0] 1= o e —ex] = et >

k=0 e m= l(m—l)'

odakle se uporedivanjem koeficijenata préd " -d~bija uslov (1.1.1).

" 1.4. DEFINICIJA BERNO 'LLIEVIH POLINOMA POMOCU ZBIRA
POTENCHA PRIRODNIH BROJEVA

Kao §to smo ve¢ napomenuli, Bernoullievi polinomii brojevi prvo su privukli
paznju matemati¢ara pri izratunavanju zbira potencija prirodnog niza brojeva

S,(x)=1"42"4+3"4+ . . . - x".
Stoga se oni Cesto definidu pomocu
(1.4.1) S, (x)=n! [Byyy (x+1) =B,y (0)].

Medutim, moZe se pokazati da je ova definicija ekvivalentna definiciji 1.1.
Doista, polazeéi od jednakosti (1.1.4)

DB,y (x)=B,(x),
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dobija se
L |
f Bn (-7') dz = B,,‘]_(XJ[— l)_'Bn%l(x)'

Relacija (1.4.2), s obzirom na (1.1.1), postaje

x+1 X"
{ B.(z)dz= =,
ako da stavljajué¢i u njoj redom x =0, I, 2, 3,- . - dobijamo

Sn(x)=nt{B,y (x+1)—B,., (0)].

1.5. OSTALE DEFINICJE BERNOULLIEVIH POLINOMA

Osim definicija 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, kod raznih autora nailazimo na razli¢ite
definicije, ali sve su uglavnom ekvivalentne ovima.

Naves¢emo nekoliko primera definicija:

1.5.1. Seliwanoff [19] uvodi sledeu definiciju Bernoullievih polinoma

AB,(x) = T L (x ceo broj).
K To(n—1)!

1.5.2. Norlund [4] definise ove polinome pomolu dve jednakosti
AB,(X)=nx""1,

D Bn (x):n Bn—-l(x)’
tako da dobija
>

k=0

H - l
k't 1B, (x)—B,],

gde je B, n-ti Bernoulliev broj.
1.5.3. Saalschiitz [20] daje definiciju

B,(x) = z k"1 (x ceo broj).

k=0
1.5.4. Nailazimo takode na definiciju
B, (x)=—n! i (2mik)—"e¥ikx (0<x<<1).
k== — 00

U daljem izlaganju pri proulavanju Bernoullievih polinoma sluZi¢emo
se uglavnom definicijom 1.1, ali &esto ¢emo koristiti i njoj ekvivalentnu
definiciju 1.3.
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2. ELEMENTARNO ]S‘PITIVANJE BERNOULLIEVIH POLINOMA

2.1. OSOBINA SIMETRIJE BERNOULLIEVIH POLINOMA
Prema definiciji

2.1.1 B,(x) = S
( ) (£9) goa"w—k)!

x"--k

za n>1 imamo
B,(0)=a,.
Za x=1 dobija se, prema (2.1.1) i1 (1.1.5),
B,(1)=a,.
Prema tome, za n>>11i n=0, je
(2.1.2) B,(0)=B,(1)=—B,,
n.

dok je za n=1
B, (0) =—B, (1) = B,.
1z jednakosti ’

2n—1
AB,n(x)-:Bm(er1)—an(x)=(—2"7_17,
zamenjuju¢i x sa —ux, dobijamo
2n—1
By (1—x)— By (—x) = — 2221
2n ( x) an { ) Py

Kako je izraz na levoj strani ove relacije jednak —A B,,(1 —x), imamo

Aan(l'—x):Aan(x)’
odnosno
By, (1—x)— B3, (1) = By, (x)— B,, (0),
ili, prema (2.1.2),
(2.1.3) By, (1—x)= B,, (x).

Stavimo i zatim x=%+z, dobijamo
1 1
(2.1.4) Bz,,(~+z)= B,,,(——z).
2 2
1z poslednje relacije vidimo da se mogu odrediti vrednosti Bernoullievih
polinoma parnog stepcna u intervalu (%, 1), kada su one poznate u intervalu

(O, %) Jednagina (2.1.4) geometrijski znadi da je u intervalu (0, 1) kriva y = B,, (x)

. . . 1
simetri¢na prema pravoj x=—-.

Diferencirajuéi jednadinu (2.1.4), dolazimo do jednakosti

Bl m(i)
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odakle zakljuéujemo da su Bernoullievi polinomi neparnog stepena simetri¢nt

prema tacki (—;, 0) .
Stavijajuéi u (2.1.5) - % dobijamo

an—l (1) = —82"_1(0).
Uporedivii ovo sa izrazom (2.1.2), zaklju¢ujemo da je
B2n—1(0):B2n—l(l):0’ tj- an~1=B:m—1(0)‘*‘0-
Ovo je jednostavan dokaz da su Bernoullievi brojevi sa neparnim indeksom

jednaki nuli.
Ako se u relaciji

n

n .
B, (x)=— By, x"~%,
() =— kzo(k) k
zameni x sa—x, dobija se

B, (—x)="' ‘)" z (— 1)k( )ka" -k,
Prema tome je

B, (—x)—(—1)" B, () = $ (D4 =11 () Bexm=

Ako je k paran broj, tada je (— 1)k —1 =0, te na desnoj strani otpadaju svi
¢lanovi sa parnim indeksom k; ako je pak k neparan broj, onda su svi By =0

osim B, = —%. Stoga, na desnoj strani ostaje samo sabirak za k=1, pa je
n—1
(2.1.6) B, (—x)=(—1Y" B, (x )_TLI)TXM'

Na taj nacin mogu se uvek izraCunati vrednosti Bernoullievih polmoma
za x < 0, kada su poznate za x > 0.

Iz jednakosti

-1

(2.1.7) B, (“1 x)= B, (x)+z——l;
zakljuéujermno da se mogu takode izracunati vrednosti Bernoullievih polinoma
u intervalu (1,2) ako su -one poznate u intervalu (0, 1); zatim mogu se iz
vrednosti u intervalu (1, 2) izraZunati njegove vrednosti u intervalu (2, 3), itd.

Na osnovu svega ovoga vidimo da je dovoljno ispitati Bernoullieve
polinome u intervalu (0, 1).

Ako u (2.1.7) stavimo —x umesto x, nalazimo
=D e
(n—1)!
pa, s obzirom na (2.1.6) dolazimo do poznate Jacobieve funkcionalnz
jednacine

B, (1—x)=B,(—x)+

B, (1 —x)= (—1)" B, (x),
iz koje za n=2min=2m—1 sleduje jedna%ina (2.1.3) odnasno (2.1.4).
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2.2. NULE BERNOULLIEVIH POLINOMA

Iz relacija, koje smo u prethodnom paragrafu dokazali

Ban—y (';“ t+z ) = — By, (*;‘— Z)

an—l (1) =Ban (0)=03
vidimo da polinom B,,., (x) ima, za n > 1, tri nule x=0, ?‘, 1.

Pokaza¢emo da su one jedine nule Bernoullievih polinoma nepa nog
stepena u intervalu 0 <x < 1.

Pretpostavicemo da j: tacno suprotno, tj. da u intervalu 0 <x <1
imamo najmanje &etiri nula polinoma B,,.,(x). Kada bi ovo doista postojalo,
prema Rolleovoj teoremi, polinom D B,,.,(x) imao bi najmanje tri nule
u unutra$njosti tog intervala, a D®B,,., (x) najmanje dve. Ali kako j=

D? By, oy (x) = By, (),

zaklju¢ujemo da kada bi polinom B,,., (x) imao ¢&etiri nule u intervalu
0<x <1, polinom B, ,(x) takode bi imao najmanje <Cetiri nule u istom
intervalu. Na isti naéin, iz relacije

D? By,—y (x) = Bgp—3 (%),

zakljuéili bismo da B,,—; (x) mora imati najmanje Cetiri nule u intervalu [0, 1},
itd....; za By (x) tvrdili bismo takode da ima najmanje Cetiri nule, medutim,
to je nemoguce, s obzirom da je B, (x) polinom treéeg stepena. Prema tome,
nafa pretpostavka nije tafna, iz Cega sleduje da B,,., (x) u intervalu 0 < x < 1
moZe imati samo tri nule, i to sux=0, 1/2, 1.
Posto je '

D B, (x) = Bzy— (x),
a znajuéi da B,,_,(x) nema nula u intervalu 0 < x.<< 1/2, izvodimo zakljucak.
da B,,(x) ne moZe imati vife od jedne nule u intervalu 0<x <1/2. Ali
kako je

D By i1 (X) = By, (),

a ranije smo videli da je

Byyi1 (0)=By,+,(1/2) =0,

tada i B,,(x) ima najmanje jednu nulu u intervalu 0 < x < 1/2. S obzirom
da smo pokazali da on ne moZe imati vi§e od jedn: nule, zakljuéujemo da
ima samo jednu u intervalu [0, 1/2]. Kao posledica sim=tri¢nosti je Cinjenica
da B,, (x) ima drugu nulu u intervalu [1/2, 1].

Dakle, Bernoulliev polinom parnog stepena ima dve nule x; 1 X, u
intervalu [0, 1] ito 0 < x < 1/2 1 1/2 = x, < 1.
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2.3, EKSTREMUMI BERNOULLIEVIH POLINOMA

Za n > 1 videli smo da se polinom B,,_,(x) anulira za vrednost
x=0, 1/2, 1. Medutim, kako je

D B,, (x) =+ By, _y (X),

zakljuéujemo da B,, (x) ima ekstremum za x=10, 1/2, 1.
[z istih razloga zakljuCujemo, s obzirom na relaciju

D By, 41 (x) = Bya (x),

da za n >0 Beinoulliev polinom mneparnog indeksa By,.;(x) ima dva
ekstremuma: jedan u intervalu 0 < x < 1/2, i drugi u intervalu 1/2 < x < 1.

2.4. GRAFICl BERNOULLIEVIH POLINOMA

U 1.1. dobili smo piva getiri Bernoullieva polinoma

i
B, (x) = x——
1(x) 5
i 1 I
By (x) = = X — — X+ —
2 2 2
1 1 1
By(x)=- x3—— xt+4 — x
(0= 4 12
1 1 i
By(x)=—x' —— x* + — x* ——.
24 12 24 720

Grafici ovih polinoma dati su redom na sl. 1,2, 3, 4.

Na osnovu opstih razmatranja moZemo zakijuditi da kriva ) = B, (x),
gde je n>2 ima tok shematski prikazan na sl. 5, 6, 7, 8, prema tome da
li n podeljeno sa 4 daje ostatak 3,2, 1,0. )

B x) B, x/
0 ir2 T x 0 2 ! X

[$%]

Sk 1 SL.

R
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B, (x) B, x)
N\
0 //2\/7 X Q / v2 v X
SL 3 SL 4
B, (x) B,(x)
N/
0 I/2\/7 X o \,77 T x
SIS Sl 6
8,(x) B,ix)
/N
0 w2 1 //:2\

SILL 7
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3. RELACUE IZMEDU BERNOULLIEVIH POLINOMA

3.1. OSNOVNA REKURZIVNA RELACUA
Prema Taylorovom obrascu dobijamo
U
B, (1 +x) = go o Dk B, (x)

ili s obzirom da je
D* Bn (X)‘:— Bn-‘k (x)

imamo
. LI | )
(3.1.1) B,,(1+x):goz? e (X)-
Kako je
W
Bn l+ _Bn == a Ty
(1 +x) (*) Py
relacija (3.1.1) postaje
n | Xn_l
31.2 — B (X) =
( ) kz:lk' B" k (x) (n——l)' k]
tj.
o1 l Xt
B, (X)—T"z'!’ B,y (xX)+ - - +,,T By (x) = PR

Relacija (3.1.2) omogucava da se postupno izrafunaju Bzrnoullievi polinomi
B, (x), By (x),..., B,(x).

3.2. SIMBOLICKE RELACHE

Koriste¢i se simboli¢kim rafunom, mnogze relacije izmedu Bernoullievih
polinoma dobijaju se na vrlo jednostavan nalin.

Tako, na primer, prema Taylorovoj formuli, za polinom f (x) vaZi

fx+B+1D)—f (x+ B)

—f @)+ (B 1 —BY 8 1y — BY)

A fre
1-2 I

2-3
ili” prema simboli¢koj formuii
B+ 1)'—B, =0,

kojom su definisani Bernoullievi brojevi, nalazimo
3.2.1) fx+B+DH—f(x+B)y=f" (x).

Medutim, prema formuli

n

. h¥
B, (x+h) =3 By ()

k=0""

dobijaju se dve simbolitke relacije, tj.

B,, (_X) = ,l' (X 4 B)n’

n




3. Relacije izm=du Bernoullievih polinoma 6l

1
B,(x+h) =—'(x+B+h)".
n:
Prema tome, moZemo pisati

b f(x+B+h)=f[x+B+h]=F [x+BHh),
gde je
B,(h)=n! B, (h).

Primenjuju¢i Taylorovu formulu, dobijamo
(3.2.2) fIx+B(m)=73 By (k) D* f ().
k=0

Relacija (3.2.2) je jedna od najvaZnijih u primeni Bernoullievih polinoma
u radunu razlika. Iz nje se moZe dobiti niz rekurentnih relacija izmedu
Bernoullievih polinoma.

Tako, na primer, ako stavimo

f (X) = Bm+1 (X),

dolazimo do

— m+-1
B, [x+ B(h)] = Z B, (h) y; —" (x)
k=0

Simbolicki nadin pisanja relacije (3.2.1) u obliku

FBE+1]—f [B@)=f (),

takode omogucava da dobijemo mnoitvo rekurzivnih formula za Bernoullieve
polinome. Tako, na primer, ako je

fm=§,

imamo vrlo vaZnu rekurzivnu formulu '
[B(x)+1]"—[B (x)]"=nx""1,

3.3. RAABEOVA ILI MULTIPLIKACIONA TEOREMA BERNOULLIEVIH POLINOMA

Stav. Kada je p (> 0) ceo broj, uvek postoji relacija

p—1
3.3.1 B (x)=p"'S B [*X).
3.3.1) , (X)=p kZ=o ,.( . )

Dokaz ovog stava je jednostavan. ObeleZimo 1li sa F,(x) ¢lanove desne
strane jednadine (3.3.1), tada imamo

DF, (x)=F,—; (x).
S druge strane, nalazimo

Fy(x+1)—F, (x) = p"~! [B,. (§+ 1 )—B,, (%)]:(n‘:)' :
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Prema tome, na osnovu definicije (1L, 1.1) zakljuéujemo da je
Fn (x) = Bﬂ (x)'

Ovim je dokazana Raabeova relacija [21].
Raabeova relacija Cesto se srece u literaturi pod nazivom multiplikaciona
teorema Bernoullievih polinoma {4,19], i piSe se u obliku

p—1
(3.3.2) B.(px)-p't z B,,(xr:—),
Pf

koji se dobija iz (3.3.1) zamenivii x sa xp. Iz poslednje relacije vidimo da
se vrednosti Bernoullievih polinoma B, (px) mogu izraziti poznavajuéi
njihove vrednosti u p ekvidistantnih tacaka

1 _

LIS B §

p p P
Koje su dobijene deobom intervala (x, x + 1) na p jednakih delova. Relacija (3.3.2)
dokazuje se i na sledei nain [4, 19]:

Diferencna jednadina

7 x+—p‘—) () =

\

xn_l

p—hyr

ima dva reSenja
I Nl k
P_" Bn (px) 1 -Z B,,(.’C{F"‘)-
P =0 14

Prema tome, izmedu ovih reenja postoji veza
Wy

23 B (x4 )=p B (p 01 C
P iZo p

i.
p—1

(3.33) 23”(x+5)=p1—'*3,,(px)+pc,
k=0 p

gde je C proizvoljna konstanta.

Integraledi relaciju (3.3.3) u intervalu (x, x + L), dobija se
p
x+1 x4

t/p
C=[ B,()dt—p*="[ B,(pt)ydi=0.
Stoga je doista ) )
D—‘l k

b= (x4 )

. k=0 p
Za x-=0 iz (3.3.1) dobija se
P

ili

B0 B

U St s ainie w1
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Iz (3.3.4) i relacije simetri¢nosti (2.1.3) dobijaju se za p=2, 3,4, 6,
brojne vrednosti

'”,,_1>EL"
=1 )2
B ()= 2 (0) 5 o
4 4 2tn {21 2nt
) m 20 O
6 6 2 211 3"-1)2n!

S obzirom da su svi Bernoullievi brojevi neparnog indeksa jednaki
nuli, iz prve jednacine (3.3.5) ponovo zakljuCujemo da za n=2m+1 vadi

1
Bomi1 (?) =0.

N. Nielsen [22] dokazuje u vezi sa Raabcovom teoremom sledeéi
vaZan stav:

(3.3.5)

Bernoulliev polinom B, (x) je jedinstveni polinom koji zadovoljava
funkcionalnu jedna¢inu )

_1"_1 x+k .. ..
(3.3.6) - FXx)=p" 1> F(~— (p ceo pozitivan broj >1).
ot p
0

k=

Posto smo ve¢ utvrdili da je niz funkcija F (x) harmonijski, posluZi¢emo
se slede¢om teoremom iz teorije harmonijskih nizova.

Ako su f,(x) i g, (x) dva makakva harmonijska niza, tada je jednakost

gn(X)=do fn(X)+ay fuor (X)+ - - - +a, [, (x),
ispunjena za makakvo n. Koeficijenti a,, a;,..., a, su nezavisni od x.
Prema tome i za F(x) moZemo tvrditi da je

(3.3.7) F(x) =y By (X)+ By_y ()4 - - - +a, By (x).
S obzirom na (3.3.1) i (3.3.6) imamo
FO =S aup* Buoy (),
a prema (3.3.7) =0
Fx)= i ay B, (x).
k=0

Uporedivanjem ova dva izraza dobija se
g pr=a>a=0 (k#0).
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Iz svega ovoga sleduje
F(x)=kB,(x) (k proizvoljna konstanta).
Doista, reSenje funkcionalne jednadine (3.3.6) moZe biti samo Bernoulliev
polinom B, (x), odnosno k B, (x).
3.4. OSTALE RELACLE 1ZMEDU BERNOULLIEVIH POLINOMA

Polaze¢i od definicije 1.2 Bernoullievih polinoma, naime

rext %
(3.4.1) L= S B (%) 1,
ef—1 =
ili, §to je isto
pete | _ B
e—1)4—0 k! '

mozZe se takode dobiti mnoitvo relacija izmedu Bernoullievih polinoma [23]i (24].
Tako, na primer, kvadrirajuéi (3.4.1), imamo

2xt ) k k
_(:f._l)_z.= S 51 S B,(x) By (%) (;)
- k=0 j=0
Polaze¢i od identiteta
D e{2x—1)y —e(zx——l)t (¥ x._])_ Xt
et o1 @’
a s obzirom na relaciju
(3.4.2) —‘_‘el—’llli—= S B, (2x—1)rk1,
- k=0
nalazimo
Cx—1t (2 x—1) erxt = _
— = k—1) B, (2 x—1)tk-2,
o P kZo( ) B ( )
ili :
2X — _ * k
(3.4.3) XN x—1) S k-2 [(k—l) B, (2 x_1)+z B,-(x)B,,_,(x)(’f)].
ef—1 ,;;'o j=0 ]

Diferencirajuéi (3.4.2) po x, prema (1.1.4) dobijamo

EEC=D .S 2x—1) By @x— 1) 152,
ef—1 o

(3.4.4)

Izjednadavanjem (3.4.3) sa (3.4.4) dobijamo
d k
S B,(x) By (%) (,- ):(2 X—1) Beey 2 x— 1) —(k—1) By 2 x—1).
i=0

Kako je
@ x—1)k—1
B — B (2x—1)="2X"200
e (2%)— B 2 x—1) —1)!
tj.
2x—1)k
(Qx—1) By @ x—1) = Qx—1) By @) — S0
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dolazimo do sledee rekurzivne relacije izmedu Bernoullievih polinoma

k
Z Bj‘(x) . Bk—'.l'(-x) =28 (x) By — 1(2x) -Bk(zx) (k*l)
j=0 J! (k—])'
koja za x=0 daje
=
k+ DB+ S ( _)B,-Bk_,-=0.
j=2 \J

Ovakav postupak omogucava najrazli¢itija kombinovanja i dobijanja niza
rekurentnih relacija.

4. GENERALISANA BERNOULLIEVA DIFERENCNA JEDNACINA [26)

4.1. GENERALISANA DIFERENCNA JEDNACINA

Posmatrajmo diferencnu jednacinu
—1

(4.1.1) Fx+1)—f(x)= H (@, +xb,),

gde su @, i b, makakve konstante, x i n (1> 3) dva cela pozitivna broja.
Polmom f(x) napi§imo u obliku

4.1.2) S = x"+ A x" T+ A X" - AR x + A"

Problem odredivanja nepoznatih koeficijenata A7 polinoma (4.1.2) ekvivalentan
je (I, 4.1) iznalaZenju zbira konacnog reda

x n—1

4.1.3) > Tlia, +(m—1)5,),

m=1r=1

koji je posmatrao D. S. Mitrinovi¢ [25].
ObeleZicemo sa
n—1

(4.1.4) H (a,+ xb,) = § Ha_

izraze koji se nalaze na desnoj strami relacije (4.1.1). ldentitet (4.1.1) daje
relaciju

n n n—1

DA (x+1)T— D Anx"-T= > He_ X9,
a=0 7 a0 7 q=0
1.

“ n-q n—q xn_q_k " An n—k _ Hq x7
2|2, (7)ot 2 At - g e
=0 k=0 (O a=0
ili

-1 n—q—1 n— n—1

38 () S

g=0 k=0 =0
odakle dobijamo )

4.1:5) H—'( n—k

Ar=Ho_ .
o ’I—k—q) k n—1

5 Milosevié-Rakogevié: Prilozi teoriji...
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Relacija (4.1.5) moZe se napisati u obliku sistema linearnih jednacina
po A7 (i=0,1,2,...,n—1), koji glasi

n n__ n—
(I)Ao‘Hn—:

n n (WY g (P2Y n—k+1Y . ek
(k) Ao+(k_‘) .A1+(k_2) Ang - +( , )Ak_l — Hn-A

At ATL ATE AT

n—~1

~HO
Iz (4.1.4) sleduje

[1ae-= H

r=1

s druge strane iz (4.1.2) izlazi

n n—1
S A= Azt A
k=0 k=0

pa je, prema poslednjoj relaciji iz sistema (4.1.6), A7=0.
Dakle, polinom f(x) deljiv je sa x. Determinanta sistema (4.1.6) ima
vredonost n! (#£0), §to zna&i, da posmatrani sistem ima jedinstveno resenje.
Postupnim refavanjem sistema (4.1.6) dobijamo

1 -1

Ay= n H-|
A"—__l_ H"—l+——l—~H"—2
1 2 n—1 n—1 n—1

I T N T | _
(1) e

n—1
n

i 1,
At = — n—2 2 Hu—-3 n—4
(41‘7) 3 12 Hn-l + ) n—-1 + n—73 Hn—l

A — L ("—') H=14 L ("_3) H= L pn-a i L pns
3 " 1 n= 2

4 120 12 b g !
1 (n—2 | fn—4 1 1

A= Hn~2+__ Hn-—4—___Hn-5+ Hr—6

5 120( 3 ) =t | nelg Al 5o

Koeficijen.ti A?(i=0,1,2, ...,n—1) su linearne kombinacije izraza H* |
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te sistem (4.1.7) moZemo napisati u obliku

-1 n—1
A'(;=C'l (n—l)Hn-l

—1 -2
A','=Cz(no )H::Hcr ("_I)H:If

—1 ~2 -3
Ag=_C,("l )H::} +Cy ("o )H:ﬁ +G (" l)”ﬁ.’ﬂ

(4.1.8)

» n—1 ~— n—2\ ,n_ n—k-—1 p—k—
A,‘-—.-C,,“(k_l) H™!4+C, (k_z) H™24 ... +cl( - )th i

) ~1 -2 0\
A =C,("_2)H::}+C,,_,(:_3) H 24 .. 4 G (—1) HO_

n

s+1

gde smo radi simetri¢nosti u pisanju upotrebili oznaku( ’i)=—]—-.

Prema tome, koeficijenat 4} izraziéemo sa

n : n—j—1 yn—j—
Az= 2 Cur1y (k—j-—l) Hyz{™,

j=0
te dobijamo
n—1 n—-tn—k—1 n—k—1
S ap=3 5 G i
k=0 k=0 j=0 Jj—1

S obzirom na
n—1
> A=H_,
]

dobija se

l~k-—| —k—l
41. oY =0,
@19 ;Zo ’“( i—l) 0

za svako k#n—1, dok je za k=n—1, Cl( ol) =1, dakle C,=1.

Koeficijente Cxyy (k=1,2, ...,n—1) odredujemo iz sistema linearnih
jednacina (4.1.9), koji je oblika

n—1 n—1
(4.1.10) gc,ﬂ(_ )=0.
=0 j—1

Medutim, ako sistem (4.1.10) uporedimo sa sistemom
n—1

(4.1.11) ZB,({')=0,
=0 \J

kojim su definisani Bernoullievi brojevi, moZemo zakljuditi da su koeficijenti
C;4+1 vezani sa Bernoullievim brojevima na slede¢i nacin:

5
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(4.1.12) Ci=2 (j=1,2,....n—1).
J

Doista, ako u (4.1.10) zamenimo izraz (4.1.12) dobijamo

n—1t

52 (7 neo
j=1 /J j—1

ih

n—1{ n
S‘Bl( .)+1=o.
i=1 J

S obzirom da je B,=1, nalazirio relaciju (4.1.11).
Prema tome, refenje diferencne jednaline (4.1.1) je polinom

n—1
f@®=S Apxk,
k=0

¢iji su koeficijenti A7 (k=0, 1, 2, ..., n—1) definisani izrazom
k .
Bk—' Il—]-—-l i
Ar = I( )Hn i—1
k jg:o k—j k—-j——l n—1
pri demu je
Bisi | (ki
p (k=J).

Polinom f(x) moZemo napisati i na slede¢i nacin
n—1 n—k—lB' n—k—1 A
@113 e R e B
k=0 = J j—1
Posmatraéemo polinom u zagradi koji ¢emo obeleZiti sa

(4.1.14) Gk ()= >

n—k—li’(n_k_l
=0 J

)x"—k—i.
j—1
Ako relaciju (4.1.14) pomnoZimo sa (n—k), dobijamo
n—k—1 n—k
(4.1.15) (n—K) gor ()= 3 ( )B,x"—"—'.
r

r=0

Uporedivsi izraz (4.1.15) sa relacijom

A & fn nr
Bn (X) = _—" Z Br X ’
n: r=0 r
kojom su definisani Bernoullievi polinomi, nalazimo

(4.1.16) gk (¥) = (n—k—1)! Bn—k(")—i"_-,:

gde B,_, oznadava (n—k)-ti Bernoulliev broj.
S obzirom da je
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B,
B (@)=
(4.1.16) postaje
(4.1.17) En—k () = (n—k— D! [B,_ (x)—B,—4 (0)).
Prema tome, polinom f(x) iz (4.1.13) postaje
(4.1.18) S =3 HEl(k—1)! [Bi()—B, O))
k=1

MozZe se dokazati da je polinom (4.1.18) reSenje diferencne jednacine
(4.1.1). Doista je

FEHD—f ()= S He (k—1)! (B (x+ D)~ Bu(0)],
k=1

ili, s obzirom na relaciju (1.1.1)

JEED—f(x)= S HElxk1,

k=1

4.2. SPECIJALNI SLUCAJEVI GENERALISANE BERNOULLIEVE
DIFERENCNE JEDNACINE

4.2.1. Kada je ¢,=01 b, =1, (r=1,2, ...,n—1), diferencna jednadina
(4.1.1) postaje

4.2.1.1) S+ D—f(x)=x""1
Polinomi H’_, u tom slu¢aju glase
Hg_,={0 (g#n~—1)
1 (g=n—1).
ReSenje jednaéine (4.2.1.1), prema opStem obrascu (4.1.18), dato je izrazom
S (x)=(n—1)![B,(x)— B,(0))-

S druge strane, reSenje jednadine (4.2.1.1) moZe se napisati. pomocu
kona¢nog zbira .

f() =8y (x—1)=1"142"=14 3714 . .. 4 (x— 1)},
¢ija je vrednost, s obzirom na definiciju (II, 1.4)
Sp—1(x—1)=(n—1![B, (x)— B, (0)}.

Prema tome generalisana diferencna jednadina obuhvata kao poseban slucaj
diferencnu jednadinu kojom se defini§u zbirovi potencija prirodnih brojeva.

4.2.2. Za slucaj kada je a,=—r, b,=1(r=1, 2, ...,n—1) diferencna jed-
natina (4.1.1) postaje

n—1
4.2.2.1) x4 D—f @ =] x—n).
r=1

1



70 Bernoullievi polinomi

Polinomi H’_ u ovom slufaju mogu se izraCunati na sledeci nain:

Relacijom
n—1 n
(4.2.2.2) [[G—n="73 s.x,
r=0 r=1

kao §to smo ranije videli definisani su Stirlingovi brojevi prve viste. S obzirom
da se relacija (4.2.2.2) moZe napisati u obliku

n—1 n—1
(4.2.2.3) Me—n=3 ST+t xr
r=1

r=0

uporedivsi (4.2.2.3) sa indentitetom

n—1 n—1
(x—r)=> Hr_ x',
J;g 22; !

dobijamo vezu izmedu Stirlingovih brojeva i koeficijenata H’ | za slucaj
(4.2.2.1), tj.

(4.2.2.4) Hr_ =S+t r=1,2, ...,n—1).
Resenje jednadine (4.2.2.1) je oblika

f)=5 SLr—1)! (B, (x)—B, O)}
r=t
4.2.3. Neka je

(4.2.3.1) ,=—(@+br), b=1 (r=1,2, ..., n—1).
Diferencna jednaina (4.1.1) u ovom slucaju postaje
n—1
4.2.3.2) fx+D)—f(x)=T] [x—(a+br),
v L
a koeficijenti H’” _ definifu se relacijom
’ n—1 n—1
(4.2.3.3) [[x—(@+bn)=5 H,  x"
r=1 r=0
D. S. Mitrinovié (27], posmatrao je brojeve R’ (a, b) definisane jednako3cu
n—1 n
(4.2.3.49) [Tx—(@+bn]=> R} (a,b) x".
r=0 r=0

Ako (4.2.3.3) napifemo u obliku

n—1 n—1 n—1
[[x—(@+br)=3 H,_ x*'—3 aH’_, x',
r=0 r=0 r=0
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dobijamo vezu izmedu koeficijenata R’(a,b) i H’_, u obliku

Hr='—aHr | (r=1,2, ..,n—1)
(4.2.3.5) R’ (a, b)=
H:-: (’=n)v

s obzirom da je H* A =0.
Za brojeve R!(a,b) vaii relacija [28, 2]

R@b)=3S (—1*a*br-r-* (’*" ) Sk
k=0 k

’

gde su S’ Stirlingovi brojevi prve vrste.
S obzirom na (4.2.3.5) koeficijenti H”_, takode se mogu rekurzivno jzra-
ziti pomocu Stirlingovih brojeva prve vrste, tj.

(4.2.3.6) H'-\—aH'_ = "2_:’(_])1‘ a* b1k (r-;k) Stk

. Brojevi R’ (a,b), za specijeime weudmosti b=1, a=p (p pnmm WA
izratunate su [28] za p=2 (1) 11. Koristedi  sc. tablicom nj o
u moguénosti smo da formirame niz pamks!unh*reicqu'

fG+D—f @ =T] G—p—n.

r=1

Koeficijentima H’_, dacemo i drugi oblik ako identitet

H[x——(a+br)] z Sr+ -t (x—a),

raml

koji se postupno dobija posmatrajuéi izraz

Tx—n="5 s,

[ r=0

uporedimo sa identitetom (4.2.3.3). Take dobijamo

S a2 =S s e ey,
r=0 r=0
ili
(4.2.3.7) e ='§'(—1)k—1 kv pr—r—k gh=1 (’*"“)
n—1 R k—1 4
¢ime izraZavamo koeficijente H’_, direktno pomocu Stirlingovih brojeva prve vrste.
Za a=0, b=1 iz relacue (4.2.3.6) dobijamo
H:~1 = S:+I’
§to je u saglasnosti sa (4.2.2.4).
4.2.4. Posmatratemo sada proizvod
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I+ayx)(I+ayx)(1+a3x)- - - (1 +a,x)=T0+ T x+T2x2+ ... +T"x",

gde su @;(i=1,2,...,n) proizvoljni realni brojevi.
Koeficijenti T% vezani su rekurentnom relacijom

(4.2.4.1) Tk=Tk  +a,Tk!

pomoéu koje izratunavamo redom koeficijente 7. Na ovaj nalin dobijamo

T"=T" | +a, T}

n—1s

i kako je T7_, =0, imamo

T: =0nQp_y An_3...0,.
Sa oznakom

(4.2.4.2) Ha,, =y Quey Apg . - - Ay,
imamo
(4.2.4.3) T=11an.

. 1z (4.2.4.1) dobijamo dalje
‘ T;—" = Har;f-g +a, I—Ian—é +dn sy [Tarst 4018,y .,
§to se moZe napisati u obliku

Tt :na,,(i+ Lo +i).

a, a,-, a

Ako izraz u zagradi obeleZimo sa

(4.2.4.4) Ean+1=_l+.l_+...+_l_’

a, a, a,

T:_l ‘—’:H a,,Ea"+l .

Na slican nadin dalje nalazimo

imamo

T:_ZZH an~1Ean+anHan—2Ean—l+ SR o Y PR TR

>

tj.
In2=1] an (Ea"+ﬁ—-”""‘+~a—5“""2+ e +-——E”2).
a, ap—y [ a,
Izraz u zagradi, analogno oznaci (4.2.4.3), obeleZiemo sa
E?q,. = Ea"+£‘.l_".:l+ﬁ_a_"__j+ C +Ea*,
. ) an Ap—y Ap—y a,
te Je

- F2
T: 2 H a, E ant1.

Na slitan nacin moZemo pokazati da je

T:”lz Han(Eza,, n E%a,_, +Eza,,_2+ L +%)‘

all aﬂ -1 all -2 N a3
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i uopite

(4.2.4.5) T2 =T]9E" s

gde je .

(4.2.4.6) E'apy=3 £ ey
i=0 Ap—i

pri demu je

E’ak=0 Za k(l’.

Pretpostavimo sada da brojevi @, (i=1, 2, ...,n) obrazuju- aritimeti¢ku
progresiju, tj. neka je

(4.2.4.7) amat (—1)d,
pa posmatrajmo proizvod
A+a,x)(1+a+dx)(1+a,+2dx)- - -[1+(@+n—2d)x]
= Tg—l + T,l,_]x+ T:_1x2+ e Tn—l X"_l,

n~1
ili
(x+a)(x+a+dy(x+a,+2d)- - -(x+a,+n—2d)
=T _ x"14T! x"24+T2  x"-34...4T0)
Koeficijenti H” | iz jednakosti
» n—1 n—1
(4.2.4.8) [Tx—(a+bnl= 3 H,  x,
r=1 r=0
za vrednosti a, = —(a+br), d=—b, vezani su sa koeficijentima T”_, sledeCom
relacijom
(4.2.4.9) Hr | =T"1 (r=1,2,...,n).

Dokazacemo da se za koeficijente HZ , moZe dobiti jedan eksplicitan

oblik razlidit od ‘zraza (4.2.3.6), odnosno (4.2.3.7).
U tu svrhu posmatrajmo funkciju F,(x) definisanu na slede¢i nadin

F,(x)= DI (T (x) gama-funkcija).
T'(x)

+

Kako je P(x)= f e~ ' 1dy,
6

imamo
-+ 00
Dr (x)=f e 't*-1(lnt)"dt

[]

o t®
=—e'*(ng" |+ [ e {(x+ )2 (Ine) +r(Iney 12y d,
0 0
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tj.
D C(x)=(x—1)D'T (x—1)+r DT (x—1),
ili
(4.2.5.0) F,(x)=F,(x—1)+ —’—l Fo_y(x—1).
x._

Postupno, iz relacije (4.2.5.0) dobijamo

n—1
@4251)  F()=FG—m+ry 5:%‘;‘—”) (n ceo broj).
k=0 -

Za slucaj (4.2.4.7) obrasci (4.2.4.2), (4.2.4.5) i (4.2.4.6) uproicavaju se
te imamo

dn T (fl-(» n)
d
)
d

Izraz Era,. ., obeleZi¢emo saiE’(gd‘—M), te s obzirom na (4.2.4.6) dobijamo

Il -

=0 in—i-l

t.
oy G
(4.2.5.2) E(-;M):kgo . .

Izraz (4.2.5.1), posle smene x = % +n, postaje

(4.2.5.3) F. (g:;_H') _ F,(ﬂ)+r§|i’ﬂ(j+k)

a
k=0 4,4

Kako je F, (f’j):o, funkcije E"(x) i F, (x) vezane su relacijom

E’(‘i‘—+n)=L F, (gl+n) ,
d r! d
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tako da (4.2.4.5) postaje

dan—'T (% + n) F, (ql + n)
(4.2.5.4) T - d_J

)
d

i za sludaj (4.2.4.9), tj. kada je a,=—(a+¥b), d=—b, imamo

_Da—r—1pa—rap{ 2 a.
(—1)n-r—1pn 1I‘(b+n)F,(b m)
F(i+l)r!

b

(=1)n=r=1pn-r-1 (%+ n)

(4.2.5.5) H:_l - T::;—-l -

ilt

(4.2.5.6) H_ -
r(ln)r!
b
S obzirom na relaciju (4.2.5.6) refenje jednadine

Foet D—f ) =T Ix—(a+ b))

re1

moZe se napisati u obliku

(—1yn—k pn—k+1 ph—1 r(i . ,,)

@257  f®=-3S L 1B ()~ B (O)].
B
Za a=0 i b=1 nalazimo
(4.2.5.8) H - ‘—‘)”"'_‘ipr ' (n),

§to se jo§ moZe napisati u obliku

= D" (XYp-sdmn1 -

' (e
(4.2.5.9) g =

r!
MoZe se dokazati da je relacija (4.2.5.9) istovetna sa

(4.2.6.0) st =L (D (), Leme,
n r+1)!

kojom se definifu Stirlingovi brojevi prve vrste, tj.

Hr =S+l
n~1 n ?

$to je u saglasnosti sa (4.2.2.5) iz prethodnog paragrafa.
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Doista, podimo od
4261) [ =(@a=x(x-1)(x—2) - -(x—n+ D)= 3 Smxm
i napi§imo Taylorov razvoj za polinom f(x) !
(4.2.6.2) f(x+n)=f(n)+x1)f(n)+’2‘—"sz(n)+ -+ 20 ).
Ako x zamenimo sa —x i stavimo

f(=x+n)=(—-x+n),=(—1)"(x-1),,
prema relaciji (4.2.6.2) dobijamo

(—D"(x—1),=(x),—x D (x), —n —{-JZ(—Z'D2 (x)n eon T +(—1)'n X" D (x) s
! n.
il
(=1 (ia =% (D=3 D (|, +5 D, + -
(4.2.6.3) e (:_D_"T’fﬁlpn Ol
n!

Uporedivsi izraz (4.2.6.1) sa (4.2.6.3) dobijamo
1 D" ()=
Sro =(=—1)r+r- - e
ni+l ( ) (r—1)!
odnosno

+1 _(__1yn+r-1 [Dr (X)p—1)lx=n—1
Spr1 = (et 2 Qs

Sto je u saglasnosti sa (4.2.5.9).

5. BERNOULLIEVI REDOVI
5.1 RAZVIJANJE PROIZVOLJNOG POLINOMA U RED
BERNOULLIEVIH POLINOMA
Poznato je da ako su
By(x), B,(x),..., B, (x),

polinomi stepena 0,1,2,...,n, uvek je moguée, na jedan jedini nadin,
razviti makoji polinom f(x) stepena n u red

(5.1.1) f@=S CeBe(x),
e
gde su Cr(k=1,2,...,n) konstante koje treba odrediti.

Ako su B, (x) Bernoullievi polinomi, koeficijenti C, odreduju se na
sledeéi nadin.
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Integraleéi (5.1.1) u intervalu (0,1), svi ¢lanovi na desnoj strani otpaice,
s obzirom da je

B,(1)—B8,(0)=0,
1
osim C, jer je By(x)=1. Stoga je Co=[f(x)dx.
0
S obzirom na relaciju
D™ Bn (x) = Bn—m (x),
imamo
D™f (x)=Cp+ Crns1 B1(X) + Cn2 By (X) + - - - +C, B,y (%).
Integraleéi ovaj izraz u intervalu (0,1), nalazimo
Cn=D"1f(1)—D"-1f(0)=AD"-1f(0).

Prema tome, ako je poznat odredeni integral polinoma f (x) u intervalu
(0,1) i vrednosti njegovih izvoda za x=0 i x=1, tada je red (5.1.1) odreden.

5.2. RAABEOVA RELACIJA

Primeni¢emo prethodni stav na polinom

f@=rS B, (”") (n>1).

k=0 P

Da bismo odredili C,, stavimo x=pz, tako da je

1 ot l/ﬂp B}
co=jf(x)dx=p" 5 [ (z44)e,
k=0 ) 4
0 0
ili
Co=P"[B,+1(1)—B,+,(0)] =0.
Kako je
Cn=2D"-11(0),
dobija se

p—1
Cn= [Al’"nm D Bimia (ﬂ)]
k=0 p x=0

mi=t 1+k k
p”_ z [Bn—m-{-l (— ’)—Bn—m*f"l <_)] >
k=0 p P

odakle sleduje
Cm =P"~m [Bn—m+1 (])_Bn-m+l (0)]
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Ako je m+#n, tada je C,=0, a za m=n je
C,=B,()—-B(O)=1.
Na taj nadin dobijamo

f(x)=B,(x).

Staviv§i zatim, x=pz, dolazimo do Raabeove relacije (I, 3.3)

B,(pz)=p"! i‘ B,,(z+—k—).

k=0 p

5.3. RAZVIJANIJE STIRLINGOVIH POLINOMA U RED BERNOULLIEVIH POLINOMA
Stavimo

f@-T1e-n.
S obzirom, na relaciju =
f9=3 s0x,
r=0
gde su S’ (n>>0) Stirlingovi brojevi prve vrste, dobijamo
1

n n l
C=15 S'x'= Sr.
° erO " Zo“‘l "
[
Kako je

D)= S (ney ST,

r=m-1
nalazimo

Ca=AD" 11 (©) = S (Nnes S,

r=m

ili prema (5.1.1)
(5.3.1)

Ma

S§rx"=
n

r=0

I

M=

> Bi(x) ()1 ST,
k=0 r=k
Relacija (5.3.1) moZe se napisati u obliku

S stxte S (K
r=90

ko rred 1
s )B: z (k+s)S;
r 5

=0 5=0 K+ r+l
tako da je
n—k . n
Sk~ < k+s B S‘ r+1 Sr 1 ’
n Z s SoL A\pes) "rset
s=0 r=k+s ' '
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il
n—k

k+s\ B " r ,
k _ —3 k+s—1
Su _‘-go( s )k+s{r=kgs_l(k+s—l)s S }
S obzirom da je [6,185]

n
Z ( r )S’ — Skts—1 4 Qh+s-2
k n n—1 n—1 7’

rebts—1 +s5—1
SEH1— Sk — (1 1) Sk
dobijamo rekurentnu relaciju izmedu Bernoullievih i Stirlingovih brojeva prve
vrste
Sk— k+s—1 B, §k+s—1
n 7 z Ll 55 B
=0 $

Interesantno je primetiti analogiju izmedu ove relacije i poznate rekurzivne
formule [6,186)

n—k

k+s—1

-5 1)=( )s';j;—'.
2=0

54. RAZVIJANJE BERNOULLIEVIH POLINOMA U FOURIEROVE REDOVE

Bernoullieve polinome B,(x) razviéemo u Fourierov red. Na osnovu
poznatih obrazaca

(5.4.1) y= %ao+ Z agcos2knx+ Z b, sin2k mtx,
k=1 k=1

(5.4.2) a,‘=2fycos2k7rxdx, bk=2fysin2k1cxdx,
' 0 0

dobijamo sledeée rezultate
09=2[ Byp(x)dx=By,41(1) =By, (0)=0
1]

1 ]
cos 2kn x cos 2k x
ax =2 By (9] Sk Boms @

ili, posle 2 p parcijalnih integracija,

2k
a=2(=1) f“:’;k i B () dx,

odakle je, za p=n—1,

2(=1r-?

A= 2k myn
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Odredivanje koeficijenata b, moZe se izvrsiti istim postupkom, ali je mnogo
jednostavnije pokazati da je b, =0, koristeéi se poznatom relacijom

(5.4.3) B,,(1—x)=B,,(x).
Kako je
cos 2kn (1—x)=cos 2kn x,
sin 2k (l—x)=—sin2knx,
da bi relacija (5.4.3) postojala, koeficijenti pred sin2knx u izrazu (5.4.1)

moraju biti jednaki nuli, tj. b, =0.
Prema tome, Bernoulliev polinom B,,(x) razvijen u Fouriefov red glasi

cos 2kr:.1_;

4.4 2 () = 2(— 1) S .
(5.4.4) Bu)=2(-1y 5 2

Da bismo dobili izraz za B,, ,(x), diferencirac¢emo (5.4.4), te dobijamo

sin2k =~ x

Bypr (0)=2(—1)"*% Y,

k=1

5.5. PRIMENA TRIGONOMETRIJSKIH REDOVA
5.5.1. Ako u (5.4.4) stavimo x=0, dobijamo

2(—=hn-1 201

Ben 0= 2 0= " 2 0ok

t.
(5.5.1) B,,=rrrents L
 J 2n (2 7!)2" 2, en .

Iz relacije (5.5.1) izvodimo vaZan zaklju€ak, koji éemo u teoriji Bernoullievih
brojeva jo§ jednom potvrditi, naime, da brojevi B,,, koji su razli¢iti od nule,
naizmeniéno menjaju znak.

Pomodu (5.5.1) mogu se izraunati zbirovi reciprotnih potencijskih
redova, tj.

21 @

k=lki" 2(2”)‘ 2nl-

5.5.2. Ako u (5.4.4) stavimo x=%, dobijamo

_2(=D" S (ke

1 (-]
5.5.2 B n(—): —1)ka
( ) 2 2 k§=:l( ) k 2wy kz=l kan

Posto smo u (II, 4.3) odredili

B, (LY=L _ () B
’"(2) (2”—1 )(2n)!’
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posle smene u (5.5.2) nalazimo
(__1)k+1 _ (znn_l_l)nzn
= kY 2n)!

Bzl -

Tako smo u moguénosti da odredimo zbirove sledeéih naizmeni¢nih redova

- 1)k+1 r? L (DR Tl

S5 S5

6. EULEROVI POLINOMI 1 BROIJEVI

6.1. DEFINICIJA EULEROVIH POLINOMA I BROJEVA

U neposrednoj vezi sa Bernoullievim polinomima stoje Eulerovi polinomi,
koji se u radun razlika uvode na slede¢i nalin.

Eulerov polinom E,(x) stepena n je polinom koji zadovoljava diferencnu
jednadinu

(6.1.1) E,,(x+1)+E"(x)=2:-T-,
1. '
(6.1.2) ME,(x)=>"

Prema (6.1.2) nalazi se

'l -1

DME,(x)=

(n—l)' .
tj.
DME,(x)=ME,_,(x).
Ako izvr§imo inverznu operaciju M1, dobijamo
(6.1.3) DE, (x)=FE,_,(x).
Fulerov polinom moZemo napisati u obliku
X~k
6.1.4 E, (x)= =z
6.1.9) 0= $ > en

Tada, na osnovu (6.1.3) zakljuéujemo i ovde, sli¢no kao i kod Bernoullievih
polinoma, da su koeficijenti e; nezav1sm od stepena polinoma E,(x). Da
bismo odredili ove koeficijente, poci ¢emo od relacije (6.1.1), odnosno (6.1.2),
prema kojoj je ME (x)=1, pa je stoga Ey(x)=11 ey=1.

Ako je n>0, tada dobijamo, s obzirom na (6.1.1)

ME, (0)=0.

- Izvr§i¢emo, zatim, operaciju M na obema stranama relacije (6.1.4) imajuéi
pri tome u vidu, da je

; 1
[M-x"]:r=o: ? .

6 Milosevié-Rakoeevi¢: Prilozi teoriji. . .
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Tako, za x=0, dobijamo

(6.1.5) ent S —_—0.

So (n—i)l

Polazeéi zatim od e,=1, moZemo postupno odrediti sve koeficijente e, Na
primer, za n=1,2, 3, imamo

e+2e,=0 :>e1-——-;
Z0 % 26,=0 > e,=0

2t 1

£ & 1

+—e£+2e3=0 = eg=—
3t 2 1 24

Odrediv§i koeficijente e;, dobijamo Eulerove polinome

Eq(x)=1
1
E,(x)=x——~2—
Ey(x)=2_%
2 21 2
x x2 1
Eq(x) = ———+—
1 () 31220 24
4 3
E=2-242,
« (%) 41 231 24

Mesto koeficijenata ¢; mogu se posmatrati brojevi ¢, koji su sa ovim
povezani relacijom
nle,=¢,.

U tom sludaju izraz (6.1.5) postaje
(1+¢)" +¢,=0,
u kome posle stepenovanja treba ef zameniti sa ;.
Medutim, mnogo se fe3ce upotrebljavaju brojevi
(6.1.6) T,=2"n!e,,
koji su, prema tome, definisani simboli¢ki sa
TR+)+T,=0.

To su tzv. tangentni brojevi ili tangentni koeficijenti, koji se javljaju u razvoju
funkcije th x, odnosno tgz (z kompleksan broj) u potencijalni red. Tako je
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xtm+1

1. = —1mH 7,
(6.1.7) th x = Z( i m+l(2m+l)!

m=0

s obzirom na to da su svi Ty, =0.

Na osnovu (6.1.6) Bulerovi polinomi mogu se izraziti sunbollékom
relacijom
(6.1.8) E, (=220

Eulerovi brojevi E, definifu se sa
E,=2~an,,(i).
2

Za njih se dokazuje da su celi brojevi Brojevi E,, menjaju naizmenino
znak, dok su brojevi E,,.,=0. Oni se &esto nazivaju i sekantni brojevi, s ob-
zirom da se javljaju u razvoju funkcije sech x, odnosno sec z (z kompleksan broj)
u potencijalni red. Tako je

sech x = }' [

(2'n) e

Veza imedu Eulerovih i tangentnih brojeva dobija se stavljajuci x=~;—
u (6.1.7). Tako se nalazi

=(1+T)"=§('f)r,-.

i=0 V1!

6.2. RAZVIJANJE EULEROVIH POLINOMA U RED BERNOULLIEVIH POLINOMA

Prema obrascima iz (5.1) vidimo da je
1
C0=_[En (x)dx= —2 €nt1s
. 0
zatim
Ci=[AE,(X))m0= —2e,,
Cm = [ADM‘I En (x)]A'—o=En—m+l (1)'_En—m+]~(0);
Cm= —-28,,_,,,.,.1.
Prema tome Eulerov polinom razvijen u red Bernoullievih polinoma biée
E,(x)=-2 z €n—m+1Bm (X).
m=0

To je istovremeno i veza izmedu Eulerovih i Bernoullievih polinoma. Pola-
zedi od relacije
A=2(M—1),

6*
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imamo
AE, (x)= 2[5—:-—& (x)].
Kako je ' '
A—l;‘-'": B (%) +k,
dobija se .

AVE, ()= Byes () — E, (1) + k.
Vidimo da se neodredeni zbir Eulerovih polinoma izraéunava pomocu

Bernoullievih polinoma.

6.3. GENERALISANA EULEROVA DIFERENCNA JEDNACINA

Posmatrajmo diferencnu jednadinu

(6.3.1) S+ )+ (=] (@ +xb,),

r=1

gde su a, i b, makakve konstante, x i #» (»2) dva prirodna broja.

Polinom f(x) stepena n napis§imo u obliku
(6.3.2) fX)=Cox"+Cix" 14+ Chx" 24 -« - +Cpreyx+Ch.

Problem odredivanja nepoznatih koeficijenata polinoma (6.3.2) ekvivalen-
tan je (I, 4.1) iznalaZenju zbira naizmeniénog reda

6.3.3) FO) = S (=1 k] la, +k—1)b].
k=1 r=1
ObeleZicemo kao u (11, 4)
(6.3.4) ﬁ (a,+xb,) = nz HY x4,
r=1 a=0

izraze koji se nalaze na desnoj strani relacije (6.3.1).

Indentitet (6.3.1) daje
Y Crx+ 1)kt > Crx"k= > Hhxk,
k=0 k=0 k=0
tj.

n—k—1 n—m B
(6.3.5) > C;',,( . )+2_c:_k=H,,.
m=0

Relacija (6.3.5) predstavlja sistem linearnih jednadina
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2Co=H
n n n n~1
(I)Co +F2C1=H,

n
(2)08+( : )c,+2c2_ "t

(6.3.6) :
()Co+(n )C1+ S 4+2Ch=HV*

Cot+Ci+Ch+---+2Ch=H,
odakle dobijamo

k i R
i 5 K (e,
i=0 !

gde su K; (j=0,1,2,...,k) konstante koje treba odrediti.
Prema poslednjo_u relacul iz sistema (6.3.6) dobijamo uslov

(6.3.7) 21(( )+K -0
gde je K0=%.
Relaciji (6.3.7) moZe se dati sledeéi oblik
(1+K)”+Kn=0,

iz koje postupno, s obzirom na poletni uslov, izraéunavamo redom koefici-

jente K,. Medutim, ako stavimo K,=2K,,tj. K,=2K,, relacija iz koje ¢emo
izratunavati koeficijente K, glasi

(6:3.8) g%( ) k;=0,

sa potetnim uslovom K,=1.
Relacija (6.3.8) moZe da se napise u obliku

ZK( )+K -0,

odakle zakljuujemo da su koeficijenti K, povezani sa tangetnim koeficijentima
relacijom
T,=2"K,, odnosno T,=2"+1K |

prema tome, redenje jednatine (6.3.1) moZemo pisati u obliku

f@=3 { 5 e H?‘“"}xn—k,

k=o Lj=0
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ili
| B T, [k
(6.3.9) foy=-L Hk{ _'( ) xk-r ]
2Icgo rgo 2r\r }
S obzirom da se Eulerovi polinomi definisu simbolitkom relacijom
Qx+T)"
E = Ty
» (X) ST

vidimo da se (6.3.9) moZe izraziti pomocu Eulerovih polinoma, dakle
f()==S HikIE,.(x).
2k=0

Diferencna jednadina (6.3.1) za sludaj a,=0, b,=1, svodi se na

S+ +f(x)=x",
¢ije je refenje, s obzirom da je
HY=0 (k#n) i Hi=1,
predstavija Eulerov polinom
S @)= —nlE, ).

Eulerova diferencna jednadina

En(x+ 1)+ Eqn(x) =27
n:

je partikularan slufaj jednacine (6.3.1).

Za specijalne vrednosti konstanata a, i b, diskusija bi se mogla izvesti
u istom smislu kao i na primerima generalisane Bernoullieve diferencne
jednadine. :

7. GENERALIZACIJA BERNOULLIEVIH POLINOMA 1 BROJEVA

Generalizacija Bernoullievih polinoma vr§i se na razne nafine, kao §to je bio
sludaj i sa njihovom definicijom. Kod Milne-Thomsona generalisani Bernoul-
liev polinom stepena k reda n, definife se sa

Mext ) )
=S B (x)t,
Y kZO k(%)

ili simbolitkom formulom

thex
(et_l)'l ’

GBY (x) =
Za n=1 dobija se Bernoulliev polinom [ reda,

G By (x)= 2~

ef—-1

[ PERER———
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Bernoullievi brojevi n-tog reda B defini¥u se izrazom
B =B (O)/k!,

pri &emu je BY=11i BY=0 (k0). Odavde za n= 1 dobija se poznata definicija
Bernoullievih brojeva I reda.

Mnogobrojne formule za interpolaciju, numeri¢ku integraciju i numeri¢ko
diferenciranje, izraZavaju se pomoéu generalisanih Bernoullievih polinoma-
stoga, sa glediSta primenjene matematike, njihovo proucavanje predstavlja izve,
stan interes.

- Norlund [29] uopStava definiciju Bernoullievih brojeva I reda (I, 1.1)
za Bernoullieve brojeve n-tog reda, koje obeleZava sa B (uy, U, . .., u,) ili
u kratko sa Bf,"’, gde su uy,u,,...,u, nezavisno promenljive. On, dakle, uvod
rekurentne relacije

kK (k\ (n) (n—1)
Z ( R )un Bk—.y (u19 Ugy o v oy un)=un kBk—l [up Ug,y . . - ,ll,,]

s=1
ili simboli€ki
(B® + un)—(B™)e=u, k B,
Generalisane Bernoullieve polinome reda n, stepena k, obeleZavajuéi ih

sa B (x/uy,us, . ..,u,) ili ukratko <a B{” (x), Norlund definife na sledeéii
nadin:
Bernoulliev polinom stepena k reda 1 zadovoljava diferencnu jednadinu!

AB“’ ke xk—1

B (0/uy) = B [uy) .

BS? (x/uy, us) je polinom koji zadovoljava jednainu

i uslov

ABP (x)= kB, (%)
U

i usloy
B (0fuy, u) = B [uy, us),

1 uopSte B (x/uy, U, ..., 4,) je polinom koji zadovoljava jednadinu
B (x) =k B (%)

. Un
1 uslov
B (Ofuy,ug, ... ty) = B [uyus, ... u),
pri emu je
B (x) = x*.

1 Operaciju A Norlund definie izrazom
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1. DEFINICIJA BERNOULLIEVIH BROJEVA

1.1, DEFINICUA BERNOULLIEVIH BROJEVA POMOCU SIMBOLICKE FORMULE

Pri prowtavanju Bernoullievih polinoma videli smo da su koeficijenti
ovih polinoma

Ay,de, .- Agy. ..
racionalni brojevi definisani rekurentnom relacijom
S
K= (n—k)!
Formulom a, = B;/k! povezani su koeficijenti Bernoullievih polinoma sa

brojevima B, koji su nazvani Bernoullievim brojevima i definisani, kao 3to
smo veé videli (II,1.1) simbolitkom formulom

(1.1.1) (1+B)—B,=0 (n>1)
pri &emu je B°=I,Bl=—%.

Ovu definiciju Bernoullievih brojeva pomoéu simbolitke formule uveli
su prvi put Blissard i Lucas [30). Ona u mnogome olak¥ava rad i omoguéava
da se dode na jednostavan na&in do vaZnih zakljudaka.

Za n=2,3,4,5 iz (1.1.1) dobijamo postupno
) 2B,+1=0.
3B,+3B,+1=0,

4B,+6B,+4B,+1=0,

SB‘+ IOBS+ loBg+5B1+ 1 =0,
i odredujemo
1 1 1
1.2 By=——, By=—, By=0, B,=——, B;=0.
(1 ) 1 2 2 6 3 4 30 5
Videli smo (11, 3.2) da se s obzirom na obrazac (1.1.1), moZe napisati
simbolitka formula

(1.1.3) g(x+B+1)—g(x+B)=g"(x),
gde je g(x) makakav polinom.
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Ako u relaciju (1.1.3) stavimo x= —1, i g(x)=x", dobijamo drugu sim-
boli¢ku formulu

B"—(B—1y'=(—1)"""'n,
koja sabrana sa
(B+1)"—B"=0,
daje, za n>1,
(1.1.4) (B+1y'—(B—1)"=(—1)"tn.
Za n=2k iz (1.1.4) imamo
(B+ 1)*k—(B— 1) = 2k,

ilt

2k 2k 2k 2k N
B +( Boj_+ Bor o+ --- B,+1
(0) 2k ‘l) 2k—1 (2) 2k—2 + +(2k—-l) 1

2k 2k 2k 2k
() Ber# () B () Bt -+ )5 ) Bt = 2k,
tj. '

2k—3

( 2% )Blz—k,
2%—1

najzad imamo rekurzivnu relaciju

(2:‘)BM_1+(23")B,,‘_3+ R +( % )B3+( 2 )Bl=.~ —k.

Kako je

(1.1.5) (21") sz_1+(23k)82k-3+ - +(;f3)83=0.
Stavijajuéi ovde k=2, 3,4, dobijamo
4B,=0,
6 B, + 20 B, =0,

8 B,+56 By+56 B, =0,
odakle sleduje
B,=0, B,=0, B,=0, itd.

Otigledno je, prema relaciji (1.1.5),.da su_svi Bernoullievi brojevi nepar-
nog indeksa jednaki nuli, dakle

Bopy =0 (k>1).

Ovu ¢injenicu konstatovali smo takode u (II, 2.1.)




1. Definicija Bernoullievih brojeva 93

Za n=2k+1 iz simbolicke relacije (1.1.4) dobijamo

(B+1)%+1—(B—1)%+1 =2k 41,
ili

(1.1.6) (Zk;])Bg+(2k4+1)34+<2k6+1)Bﬁ-- "+(2§;l)32":k—%'

Iz (1.1.6) moZemo direktno izradunavati Bernoullieve brojeve parnog
indeksa.

Nave$¢emo docnije jednu interesantnu osobinu brojeva B,, naime, da im
se znak naizmeniéno menja, §to smo ve¢ iz primera (1.1.2) mogli naslutiti.

Kod mnogih autora [20], [31], [32], [33], Bernoullievi brojevi posmatraju
se kao pozitivni brojevi B, i odgovaraju napred posmatranim brojevima B .

1.2. DEFINICUA BERNOULLIEVIH BROJEVA POMOCU FUNKCUE GENERATRISE

Kao §to smo ranije napomenuli, Bernoullievi brojevi se uspeino prime-
njuju u mnogim oblastima matematike, ali je nesumnjivo njihova najvaZnija
primena pri razvijanju funkcija u potencijalne redove. Otuda i proizilazi Einje-
nica da je definiciji Bernoullievih brojeva pored simbolitkog oblika dat i drugi
oblik, ekvivalentan ovom, ali_pogodniji za teorijska razmatranja.

Posmatrajmo najpre funkciju
X
f(x): ’

ex—]

koja je definisana za svako x osim za x=0. Kako je lim f(x)=1, dodajemo

x->1
definiciju f(0)=1.
Ako ¢* razvijemo u Maclaurinov red, imamo

=111 x 'x_z x_’ :__.L
( +2!+3!+4!+ ) g’

X

S (x)=
gde je funkcija

ex—1

x  x% x3
gx)= 1+‘2‘!+§*!+:!+ R
analiti¢ka za svako x.
Prema poznatoj teoremi da se reciprofna vrednost zbira konvergentnog .

celog reda
F(x)= Ya,x" (a,#0)

moZe u izvesnom intervalu (—r,r) razviti u ceo konvergentan red ako je

F@)

<2,
F(0)

0<
zakljutujemo da se i funkcija f(x) moZe razviti u ceo red u intervalu (—1, 1),
posto je tada

ef_

0< 1<2;

x
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dakle
f(X)=f(0)+f%f'(())+;c—:f"(0)+J3L;I O+

Razvijanje ove funkcije javija se u raznim problemima; zbog toga su
koeficijenti proutavani i doflo se do zakljutka da, u stvari, oni predstavljaju
Bernoullieve brojeve B, sa &jom smo se definicijom upoznali u prethodnom
paragrafu.

Zbog toga je bilo prirodno da se njihovoj definiciji da i ovaj drugi oblik
pomoéu funkcije generatrise, tj.

(1.2.1) Be _

posto se brojevi %"'— javijaju kao koeficijenti pred x* u razvoju funkcije xx
: ert—

Simboligku relaciju (1.2.1) moZemo napisati 1 na ovaj nacin

X

(1.2.2)

B, B, ., By & < B
= x4y B Bl e o= 2k xk
R TR TR I TR o k!

MoZe se dokazati da se iz definicije Bernoullievih brojeva (1.2.1) dobija
definicija (1.1.1) i obrnuto.

Doista, ako je

4o R ,
x 20 31 41 (n+1)! np(n+1)!

dolazimo do jednakosti

B x"
1.2.3 Zn -1
( ) zn!xnz(n+l)!

MnoZenjem ovih dvaju redova i uporedivanjem koeficijenata dobijamo B, =1

B\ B . B B _
ntt! " (n—1)12!} It Ol(nt1)!

Ako pomnoZimo ovu jednalinu sa (n+1)! i dodamo levoj i desnoj stran
B,,,, imamo

B,+1+(”“)B,.+("“)B,_1+ . +("“)Bl+("“) By=Boi,

1 2 n n+1
§to se simbolicki moZe napisati u obliku
(L+B)"*'=B,,,.
Dakle, dobili smo relaciju (1.1.1).

Ovo moZemo mnogo jednostavnije izvesti sluZeéi se simbolickim ratunom
{34]. Ako u osnovnu simboli¢ku relaciju (II, 3.2.1)

g(x+B+1)—g(x+B)=¢g (x),
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koja se zasniva na definiciji Bernoullievih brojeva (1.1.1), stavimo

x=0, g(Z):e’x,
imamo
e(B+l)x__eBx= X,
tj. 4
eBx(e*—1)=x.
Dakle, doista, dobijamo simboli¢ku formulu
X
&—1’
odnosno drugu definiciju Bernoullievih brojeva, koja napisana u razvijenom
obliku postaje relacija (1.2.2).
Ako u (1.2.2) stavimo B,=1/2, dobijamo
1 B, B, B,
2. 1 —x=tpp ey
(1.24) e—1 +2x 2! +3! +4! +
Pokazaéemo da je izraz na desnoj strani relacije (1.2.4) parna funkcija. Doista,
stavimo li —x umesto x, imamo
—Xx 1 xe* 1 x
e—*—_1 2 e*—1 2 e*—1
Prema tome, i izraz na levoj strani relacije (1.2.4) treba da je parna funkcija, otuda
dolazimo do veé poznate Einjenice Byy.ry =0, pa se red (1.2.2) moZe napisati u obliku
X
&1

ebx =

—1+lx.
2

B, B, B,
(1.2.5) St P By B

1.3. DEFINICIJA BERNOULLIEVIH BROJEVA POMOCU
RIEMANNOVE ZETA-FUNKCUE

Kod mnogih autora [35], Bernoullievi brojevi, uvode se relacijom

(1.3.1) B,,‘z(—l)"—la%):—’;t;(Zk) (k=1,2,3,..)
gde je ‘ :
1 1 1 21
C(s):l—}-;-{-;—i— - '+:;+ T = 2"‘; (s>1
Nl
Riemannova zeta-funkcija.
Poznato je [36] da se funkcija ;+:x za |x| <= moZe razviti u red

(132) STy 2y Bepy Pen g (capnn By

€’ —e— X T 4 4 ™

gde je uvedena oznaka
s,=l+%+$+ -+ + (n ceo paran broj).

Ako u (1.3.2) zamenimo x sa —’2-‘- i oduzmemo levoj i desnoj strani jedi-
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nicu, posle izvrienih transformacija imamo

) 2s 2s 2s,
1.3.3) -5 o1 B8 e ESe ga o (yk=1 20k e
(433 2 +(2n)‘= P YT +=h @k *

Uporedivsi izraz (1.3.3) sa (1.2.5), imamo

(—1yk-1_ 25k Bu

Qmpk Qi
odnosno relaciju (1.3.1).
Docnije ¢emo videti da se na relaciji (1.3.1) zasniva jedna od najvaZnijih
primena Bernoullievih brojeva, naime, izraGunavanje zbirova

|

ud 1
T S‘ -
ks’ S @k

(s=2n).
k=1

2. OSOBINE BERNOULLIEVIH BROJEVA

2.1. ZNAK BERNOULLIEVIH BROJEVA

Ve¢ smo na vise nadina (II, 2.1;1II, 1.2) pokazali da su svi Bernoullievi
brojevi neparnog indeksa jednaki nuli. To je moZda razlog $to mnogi autor!
pod Bernoullievim brojevima podrazumevaju Bernoullieve brojeve parnog indeksa
i definifu ih relacijom (111, 1.3).

Medutim, Bernoullievi brojevi parnog indeksa nisu nule i ¢ine alternativmi
red. To ¢emo pokazati na slede¢i nadin:

Ako pretpostavimo da je a,,>0 (II, 1.1), tada je

(2.1.1) B,, (0)=a,,>0.
Kako smo ranije utvrdili (II, 2.2) da jednacina B,, (x) =0 u razmaku 0<;:<%, u

kome nema ekstremuma, ima jedan koren, zbog (2:1 1) zakljuCujemo
D By, (x) = Byp—1(x)<0.

Ali ako je x malo, znak a,, ,x isti je kao i znak B,,;(x), pa zakljulujemo
da je a,,—,<0. Pretpostavimo li da je a,,<0, istim rezonovanjem dobijamo
da je tada ag,,_,>0. Prema tome, uvek je a,, a,,-3<<0. Kako je By, = (2n)! a,,,
zakljud¢ujemo da doista Bernoullievi brojevi parnog indeksa &ine alternativni red.

2.2. PRIRODA I BROJ BERNOULLIEVIH BROJEVA

2.2.1. Bernoullievi brojevi su racionalni brojevi. Ovo se vidi, na primer,
iz samog natina njihovog obrazovanja, jer su svi izvodi funkcije generatrise (11, 1.2)
t
er—1
za 1 =0, racionalni brojevi. Isto tako, relacija
(1+B)"—B,=0
koja predstavlja sistem linearnih jednadina, daje za reSenja uvek racionalne brojeve.
2.2.2. Bernoullievi brojevi ¢ine neogranifen skup.
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2.3. ASIMPTOTSKO PONASANJE BERNOULLIEVIH BROJEVA

1z relacije
2k)!

2|k-1 ntk

By =(—1)*1 L (2k),

primenjujuéi na (2n)! Stirlingovu formulu

t=me-"+L [27n,
n e +8” n

By~ (—1)*4xn)e (f;)mm e** L (2K).

dobijamo

Prema tome je

1im|13,,,|(2)"‘“" ~4me,
k~» o
tj. |
— 1
@.3.1) By~(—Dt-14rye (i)”‘* P k= +e).
e

Relacija (2.3.1) pokazuje da Bernoullievi brojevi po svojoj apsolutnoj vrednosti
beskonano monotono rastu i to neobi¢no brzo, &im k prede « e, tj.podeviiod B,,.

3. IZRACUNAVANIJE BERNOULLIEVIH BROJEVA

3.1. TABLICA BERNOULLIEVIH BROJEVA!

Prvih pet brojeva izratunao je J. Bernoulli [37] i dobio za njih sledece

vyrednosti
1 1 1 1 5
Bimgr Bim—yp Bo=p Bim—gp Bimg
Docnije Euler [38) izratunava prvih petnaest Bernoullievih brojeva ali tom
prilikom ne daje tainu vrednost za broj B,.

Rothe {39] najpre odreduje B,,, B3, B;s a kroz nekoliko godina, zajedno
sa Ohmom [39] i ostale Bernoullieve brojeve do By. Adams [40] daje tablicu
svih Bernoullievih brojeva do Bgy; Serebrenikov [41] profiruje tu tablicu do By,
zatim do Bgy,. 1936. godine Lehmer {42] nastavlja izralunavanje Bernoullievih
brojeva do B,;,. Na ovome se, za sada, izratunavanje ovih va¥nih brojeva
Zzaustavilo, .

Pored pravih vrednosti Bernoullievih brojeva, izralunavaju se i njihove
pribliZzne vrednosti. H. T. Davis [43] izradunao je pribliZne vrednosti Bernoul-
lievih brojeva sa 9 decimala do B,;,; on je takode dao i logaritme istih
brojeva sa tatno$éu do 10 decimala.

Izratunavanje Bernoullievih brojeva vrii se obiéno pomoéu raznih
rekurentnih relacija. Takva je na primer Ramanujanova relacija (III, 5.18),
koja mo¥e vrlo korisno da poslufi za efektivno izratunavanje ovih brojeva.

1 Podaci su uzeti prema knjizi: Fletcher, Miller, Rosenhead and Comrie
An Index of Mathematical Tables, London, 1962.

7 Milojevi¢-Rakodevié: Prilozi tooriji . . .
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Ali, pored ovog natina, postoji i fitav niz drugih metoda, koje se zasnivaju,
kao §to ¢emo kasnije videti, na izvesnim osobinama Bernoullievih brojeva.

Na kraju ove glave priloZili smo tablicu Bernoullievih brojeva prema
Jordanu [6,234].

4. OSNOVNE TEOREME O BERNOULLIEVIM BROJEVIMA

4.1. STAUDT-CLAUSENOVA TEOREMA

Staudt [44] i Clausen [45] skoro istovremeno otkrili su jednu veoma.
interesantnu osobinu Bernoullievih brojeva, kasnije poznatu u literaturi pod
imenom Staudt-Clausenova teorema. Od njenog prvog formulisanja pa do danas.
dokazivana je na razne naline u radovima mnogih matemati¢ara (Sechlifli,
Lucas, Saalschiitz, Schwering, Radicke, Nielsen, itd.) a takode kori§¢ena je
od mnogih autora pri efektivnhom izradunavanju Bernoullievih brojeva.

Izneéemo [46] jedan od pristupa¢nijih nagina dokazivanja ove teoreme
koji se uglavnom zasniva na poznavanju izvesnih stavova iz ratuna sa kongruen-
cijama a vodi svoje porekle iz Staudtovih radova.

Staudt-Clausenova teorema formulisana je na ovaj nadin:

Neka je B, n-ti Bernoulliev broj definisan simbolitkom relacijom

(B+1)"—B, =0,

u kojoj, posle razvijanja, treba B* zameniti sa B,. Broj B, uvek se moZe
napisati u obliku

4.1.1) By=A——t— R

gde su: A4 ceo broj; A, A,..., A, prosti brojevi koji su za jedinicu vect
od delilaca broja n.
ObeleZicemo sa S, (a) zbir

074174274 . . . 4 (a—1)".

Neka brojevi 0, 1, 2,...,a—1, &ine kompletan sistem ostataka za moduo a.
Za neki drugi sistem ostataka ry, ry, ry,..., 7, za isti moduo prema definiciji,
imacemo

r,=0 (mod a)
r,=1 (mod a)
ry=2 (mod a)

r,=a—1 (mod a).
Stepenujuéi i sabirajuéi redom sve ove kongruencije, dobija se

Sp@=rf+rj+ri+- .- 4r* (mod a).
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. U ratunu sa kongruencijama dokazuje se da brojevi as,+r;(i=1, 2,...,b;
j=1, 2,...,a) &ne kompletan sistem ostataka za moduo ab, ako su ai b
relativno prosti brojevi, i ako

1 sg,..., Shy Ty, rg,...,ra;

predstavljaju kompletne sisteme ostataka za moduo b, odnosno za moduo a.
Tada je R S

S,(@aby= D (as;+r)" (mod ab)
i

ili, kako je » :
as;+r;=r; (mod a); tj. as;+r;=as; (mod a),
imacemo S :

4.1.2) S,(ab)=bS,(a)+aS,(b) (mod a).
Na slitan nadin dobili bismo relaciju '
(4.1.3) S,(@b)=bS.(a)+aS, () (mod b).
Relacije (4.1.2) i (4.1.3) daju zajedno relaciju '
3 S,(ab)=bS,(a)+aS,() (mod ab),
H Sa@b) _ Sy(@ _ Sa0)
ab a b

=k (k ceo broj).

Ako su a, b, ¢ tri relativno prosta broja, ocigledno je, na osnovu ovoga
$to stho pokazali, da ¢e izraz
Su(abc) S,(@b) _ Sa(b)
abe ab b

tj. :
Sn(abe) Sp(a)  Sa())  Sw(c)
abce a b ¢

biti uvek ceo broj.
MoZe se dokazati da je uopite
C Sw(@bc...k) S,(@ S S K
abe...k a b K’

(4.1.4)

uvek ceo broj, ako su a, b, ¢,...,k relativno prosti brojevi.
Poznato je da svaki sloZeni broj m moZemo napisati u obliku

o m=plprpl ... ps
gde su brojevi

a=p’, b=p’, c=p’, ..., k=p

(relativno prosti. Prema relaciji (4.1.4) izraz

o D S0 s
m F

\ 5 J ol

4.1.5)

7
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je uvek ceo broj. Ovo se moZe uprostiti ako primenimo izvesne stavove iz
teorije kongruencija. Naime, ako su -
ro’ Ty, rgy ..., rp-—l
Sos S15 S25..., s‘,a—l_l,
kompletni sistemi ostataka za moduo p i p*-}!, tada brojevi
i=0,1,2,...,p—1
P trits P
j=0’ 19 2’ “ey ,Pa_l“‘l

gine kompletan sistem ostataka za moduo p. Prema tome

(4.1.6) S.(p*)= Izi(s,+pa-1r,-)" (mod p®).

Medutim, prema binomnom obrascu je
n—-2

X n ny o, n 2 gq—
Grtp=tryr=si+ (] )it rpemr (G )i it

i za sluaj kada je «x>1 svi &lanovi na desnoj strani polevsi od treceg deljivi
su sa p. Stoga je

(sy+p*tr)"=s;+ns]~" ry p*t (mod p*).
Sumirajuéi ovaj izraz po i ako se j smatra konstantnim, dobijamo
n— —1 !
;(S/+P“‘1’1)"EPS;+"H 1p_(p7_lp¢_l (mod p=).

Ako je p neparan broj, i drugi ¢lan na desnoj strani ove relacije biée deljiv
sa p®, pa je tada -

Zi(s,-+p“"1rz)"ap~v§' (mod p*).

Sumirajuéi ove kongruencije po promenljivom indeksu j, imaéemo
2, (s, +p*tr)"=p2, s} (mod p),
v ] )

ili, s obzirom na relaciju (4.1.6)

. S"(pa)Eps"(pa—l) (mOd P*),
tj. 1zraz
@4.1.7) Sap?) _ Salp27)
e p,a—l
uvek je ceo broj. Na slitan nadin dobija se da je

Sa(pe—1) _Sa (r2-2)
pa—1 pa—2
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) brdj. Sabirajuéi relacije koje ¢emo dobiti iz (4.1.7) ako « zamenjujemo
sa a—1,a—2,a—3,..., 1, dolazimo do zakljutka da je

p* p

52 (P2) _ Sa(p)

uvek ceo broj. Prema tome, relacija (5.1.5) postaje

Sa(m)  S,(p1) _ Sn (Py) . __Sn (ps)
m p, Ps Py
Pokazacemo sada da je

S, (p)=—1 (mod p), odnosno S, (p)=0 (mod p),

prema tome, da li je n deljivo ili ne sa p—1.

Relaciju S, (p)=—1 (mod p) dokazujemo sluZeci se Fermatovom teore-
mom, po kojoj je

=ceo bro).

a?~1=1 (mod p),
ako a ne deli p. Prema tome, moZemo pisati
1"=1,2"=1,..., (p—1)"=1 (mod p)
te sabravii ove kongruencije dobijamo relaciju
S, (p)=p—1 (mod p), tj. S, (p)=—1 (mod p).

Ako podemo sada od identiteta

(x+1)“—x“=(a)x“‘1+(a) P -+( a,)x-l—l,

1 2 a—1

u kome d¢emo stavljati redom x=0, 1, 2,...,p—1, dobi¢emo sabirajuéi
tako formirane jednadine

r=p=(1)Sea @+ (5| Semsd+ (.7 ) 5100,

(1) Ser @ +(5)Sea @4+ +(,7 ) 1 (2)=0 (mod p)
Odavde za a=2,3,..., p—1, imamo
| 25,(p)=0,
385:(M+35:(p)=0,
455 (p)+6S: (P)+48:(p)=0 (mod p).
Prema tome, dobija se
$1(p)=0, Sz (p)=0,..., Sp_2(p)=0 (mod p).

Ovim smo dokazali da postoji S, (p)==0 (mod p), za slutaj kada n nije
deljivo sa p—1 i kada je n< p—1.
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Ako je n>p—I1 1 nije deljivo sa p—1, imamo n=(p—1)b+r,
(0 <r< p—1). Prema Fermatovoj teoremi

Cr'=1 (mod p) (C=1,2,..., p—1),
ili
C¢*-D=ml (mod p), tj. C'+*C-D=C"=Cr (mod p),

zato moZemo pisati
‘ Sx(pP)=S,(p) (mod p),

tj.
Sa (p)=0 (mod p).
Ovim smo dokazali da je relacija
(4.1.8) Sa(P)=0 (mod p)

ispunjena za svako n koje ne deli p.
Videli smo ranije da je

San (m)____ssn(pl)_stn(ps)_stn(Ps)__ . __s:n(p:)
m P1 Py 123 Ps
ceo broj ako su py, p,, ..., p, prosti delioci broja m.

S obzirom na relaciju (4.1.8), broj S,,(p)/p je ceo ako 2nne deli p—1,
ili je [Ses (P)+1)}/p ceo broj ako 2n deli p—1. Oznaliv§i sada sa A, Ay, Ay, ...
sve razlidite proste brojeve koji dele m i to takve da su
)‘1—1’)‘2_19)\3—lr--')
delioci broja 2n, imademo da je

(4.1.9) San (m)

uvek ceo broj.
Bernoullievi brojevi povezani su sa zbirovima potencija prirodnih brojeva
relacijom (III, 1.4.1)
(n+l) B, p4+1—k’

k

+xl+x +M+

n+1 =,

koja se, s obzirom da je Byy,=0, k#0, moZe napisati u razvijenom
obliku

1 2
S (P) = = By ik Byt Byprt 4 SO pree
+ A Bap.

Za n=2k, ova relacija postaje

2kQk—1)Q2k—2
Qk=D@K=2) p u
2-3.4

1 1 BoP2k+1+Bl pzk_*__zzlf szzk—l_l_
+ - +Bup.

Szk(P)=2k
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Tzabraéemo p tako da bude deljivo sa imeniteljima brojeva

s BO’ Bl: B29 B49 vy Blk—:,
a takode i sa brojevima
2,3,4,..., 2k31.
QOtigledno je da ¢e tada razlika
slk (p) _ng
. P
biti ceo broj. Pored toga p je deljivo sa svima prostim brojevima X;, Ay, 2. .,
koji su takvi da su
2k 2k 2k
R I W R
celi brojevi. Stoga je, prema (4.1.9)
Su (P) 1 1 1
et —t =+ -
14 AN X

ceo broj, tj.
1 1 1
Byt —~+—+—+---
VRN
bi¢e ceo broj. Ovim je dokazana Staudt-Clausenova relacija.

Kao primer posmatrajmo broj B,, ¢ija je vrednost — 3617/510.
Napifemo sve ¢&inioce broja 16, to su 1, 2, 4, 8, 16. Prosti brojevi koji su
za jedinicu veéi od ovih su: 2, 3, 5, 17. Doista je

Isto tako, imamo za brojeve

854513 1 1 1
- 61931 _1_1
” 27
Byy— 3353103 _q4ps518— L1 .
6 2 3

Ako se Bernoulliev broj B, napife u obliku a,/2b,, vidimo da je
imenitelj b, potpuno definisana numeritka funkcija, tj. predstavlja proizvod
neparnih prostih brojeva koji su za jedinicu veéi od &inioca broja n, ukljudu-
juéi tu i sam broj n. Medutim, nemoguée je dati njen opSti oblik s obzirom
da nam je jo¥ uvek nepoznata mnoZina prostih brojeva. Sto se ti¥e brojitelja
a,, njegovo odredivanje je jo§ komplikovanije, kao $to je slu¥aj i sa celim
brojem A koji se javlja u Staudt-Clausenovoj relaciji.

4.2. SYLVESTEROVA TEOREMA
Ako je p proizvoljan ceo broj, tada je izraz
n(pan__ |
“21) 7 =B,

2n
uvek ceo broj.
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Ovo je poznata Sylvesterova teorema [47] koja se odnosi na Bernoullieve
brojeve. Ma da je Lipschitz [48] dokazao ovu teoremu posle Sylvestera, §ta
vi§e i priznao Sylvesterov prioritet [49], ona se ipak u literaturi vrio Zesto
oznadava kao Lipschitzov stav. Dokazuje se na slede¢i nalin:

1z (1.3.3) i (1.3.5) dobijamo

x[2 4 e—x/2 B B
4.2.2) —’2‘-{72—5_—:/2—= 1+—%—x2+:—"—x‘+ Ny -+(7;;’)‘—'x=k+. .
Stavimo li
F(x)=> ex't i g-Xit
(x —?e”/’—e-*/'
dobijamo

=-—Nn .
eXlt_e-X2 dx ef—1 2

f(_l_,ﬁ_f_(-@:_d_lnel’x/'+e—ﬂx" d., er*—1 p—1
x x dx
Prema (4.2.2) je
d erx—] p—1

B B ]
4.2.3 —1 - =(p*—-1)2 _ 1A 3. 2.
( ) dx n ex—1 2 (P : )2!x+(p )4! t

B
+ 2‘!’._1 _’k_xﬁk+1+...
(r )(2 e
Ako izraz na desnoj strani relacije (4.2.3) razvijemo u Taylorov red u
okolini poletka, (2k—1) ¢lan ima oblik

__ G x2k-1
Qk—1)1 pk

gde G(p) oznafava jedan odredeni ceo broj, ako je p ceo broj. Prema
tome, imamo
P* (p*—1) By
2k

Ovim je Sylvesterova teorema dokazana.

=G (p).

Lipschitz je dao jedno uopitenje ove teoreme. Naime, dokazao je da,
@ -1 @®*"-1) B,
2n

Pomenuta Sylvesterova teorema igra veoma vaZnu ulogu u teoriji
brojeva. Ona spada u one znadajne stavove o kojima je Bachmann rekao:
... bisher auf rein arithmetische Weise nicht gewonnen werden konnten.*

ako su a i b dva relativno prosta broja, izraz uvek je ceo broj.

4.3. JEDAN EKSPLICITAN IZRAZ ZA BERNOULLIEVE BROJEVE

Funkciju generatrisu
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moZemo napisati na sledeéi nadin

SRy

1+ (————l) =0
'

-1+3 (-l)l[i (k:kl)z]'

m=1 k=1

1j.

Rezultat mnoZenja ovih i redova je

o w0 (_ l)‘ m.

1
+;Z'=l 2:1 Ky + D1y + DL (k4 1)

b

gde ky, ks, ..., k;, uzimaju svaki prirodan broj sa ponavljanjem i permuto--
vanjem, tako da je

k1+k'+ R +k|‘=m, k[ > 0.
Odavde zakljuujemo da je

4.3.1) By _ (—1)¢
o i+ Dk, + DL (k+ 1)

m!

Neka je, na primer, m=4. Tada za i=1 imamo k,=4 i odgovarajuéi
sabirak iz (4.3.1) je ‘115‘ Za i=2, bibe ki=1, kg=3, ili k;=3, k=1,

ili k;=2, k;=2. Odgovarajuéi sabirci su % i 3‘—6 .Zai=3, imamo k;= 1, k;= 1,
ky=2; ili ky=2, ky=1,ky=1; ili k;=1, k=2, k;=1, odgovarajuéi sabirak
je 1L6 . Konatno nalazimo

£L=___1__Fl+l_i+,l_=__l_ > B,= _i

24 120 48 36 24 16 720 30°

5. RELACUE I1ZMEDPU BERNOULLIEVIH BROJEVA
5.1. DOBUANJE RELACIJA 1IZMEDU BERNOULLIEVIH BROJEVA
POMOCU TRIGONOMETRIJSKIH RELACIJA

SluZeé¢i se izvesnim trigonometrijskim obrascima Ramanujan [33] vrio
jednostavno izvodi &itav niz rekurzivnih formula izmedu Bernoullievih
brojeva. '

Tako, na primer, ako se pode od identiteta

sin x - cotg x = COS X
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1 u njemu zameni

AR xcotgx=S (—1)m 2 Bam_ yam,
0 @am)!
lm+l
sinx = Z (=1 @m+nt’
xm
cosx=>» (—DH™
mz;o em!’

dobija se, izjednacavanjem koeficijenata pred x®" sledeéa relacija

nz )n Bayn—ak 282k . 1
“o Q=20 Qk+D!  @m!’

< (—1yn Br—sie Byp—ak (2n+1\ 2n+l
Z= 2ett \2k41) 241

tj.

Stavimo i 2n+ 1 =m, dobijamo rekurzivou formulu

(512) (”;)B""l _.(m)Bm—a +<M)B,;;_5+ o +(—1) 1/2 (1~1) Bo

2 3 23 5 2"
+ 2 (—1rram-n_0,
2m

Na potpuno sli¢an na&in, pomoéu trigonometrijskih relacija

cotg x = sin2x 2( k(2x) /2( 1)k“(zx)ﬂc’
D!

l—cost Qk+ (2k)!
l +cos 2x 2 x) % (2 x)2k+1
2 k k ,

sin2 x [ + Z (=1 (Zk)']/ Z= D QRk+1)!

dolazi se do vdrugih dveju relacija
(5.1.3) ( ,2n )Bm__2—( T ) Bm_4+( '6" ) Bp_g— - - - +(—1)t2m-2 g,

+ 2 (—prem-n_g
2
gde je m=2n, i

{5.1.4) (T)B,m_l—(';) e 3.{_( ) s — - -+ +(—1)120m=D B

+2 (—1)re-n -0

gde je m=2n+1.

Formule (5.1.2), (5.1.3), (5.1.4) mogu da posluZe za izratunavanje
Bernoullievih brojeva. Medutim, ukoliko je indeks m veéi, - izrakunavanje
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Bernoullievih brojeva zahteva i ve¢i broj raCunskih operacija. Stoga, Ramanujan
istovremeno daje i niz relacija kod kojih je broj ovih operacija manji, te se
Bernoullievi brojevi velikih indeksa mogu brZe izradunati.
Tako, na primer, polazeéi od identiteta
(x cotg x)t = —x’(l + —imt—gx—)
X

dobija se, zameniv§i izraz (5.1.1) i izjednadiv§i koeficijente pred x", sledeéa
relacija ' '

(.1.5)

By Bﬁ*:k — B,, (2n+l).
Eo@I @n—20!  @n!
Sli¢an rezultat dobiji se ako se pode od identiteta
dig x

dx

=1+tg?x.

Koriste¢i se istim postupkom, Ramanujan, dolazi do mnogobrojnih
rekurentnih relacija izmedu Bernoullievih brojeva. Tako, na primer, polazeéi
od identiteta .

1 _/ x x x x ix
—_— tg — tgh — 1= ——(cotg — + jcotg—
23c(cog2+cog 2) 2( g2+1cog2)
dobija relaciju
B, n\ B,— n\ B,
5.1.6 ”‘ n—z n—e 210 L.,
oo ()05 )
ili polaze¢i od identiteta
4sinxsinxesinxe?= —(sin2x+sin 2xe+sin2xe?) (e=J1)

dobija relaciju

(5.1.7) (;’)B,,—_s—(;’)B,,_,,+(1"5)B,,_,5_- R

‘Na sli¢an nacin, on dolazi do vaZne rekurentne veze
1 n n n
1.8) — B, — o B B, 1B  _
G18). (4D B=( ) B B+ () Buoss Bt (1) Brsa Buat

pomocu koje se mogu izratunavati vrednosti Bernoullievih brojeva kada je
njihov indeks veliki.. Tako, na primer, da bismo izralunali B;, potrebno je
samo znati Byg, By, i B,, dok se iz ranije navedenih rekurentnih formula
zahtevalo poznavanje mnogo veéeg broja Bernoullievih brojeva indeksa
manjeg od 24.

5.2. SIMBOLICKE RELACIJE 1IZMEPU BERNOULLIEVIH BROJEVA
Osnovna simbolitka relacija
(5.2.1)  g(x+B+1D)—g(x+B) =g (x)

omoguéuje da se formiraju mnogobrojne relacije izmedu Bernoullievih brojeva
razli¢itog indeksa. . : :
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Tako, na primer, ako funkcija g (x) dobije jedan od sledeéih oblika
g@X)=2x+1)?, (p > 0 ceo broj)
gX)=x(x+1)(x+2)---(x+p)
gX)=x—Dxx+1)---(x+p—1,

dobijaju se za x =0 simboli¢ke relacije

@B+1)7—@ B—1)" =2p(~ 1)~

(B+1)(B+2)- - -(B+p) =21,
p+1

BB+1)(B+2)- - '(B+p—1)=~(l;:i)!'

Stavimo li zatim
gx)=(x—1)"x* (p, g prirodni brojevi)
relacija (5.2.1) daje za x=0
(5.2.2) B? (B4+1)9—B? (B—1)?=0.

Ovo je poznata Sternova {50} relacija, koja je korisna pri izrauna-
vanju Bernoullievih brojeva, zato $to ne. sadrfi sve Bernoullieve brojeve,
veé¢ samo one &iji je indeks m takav da je g<m<p+gq,zaq < p.

Na sli¢an nadin iz (5.2.1) dobija se za

gX)=xP(x+1)7(x+2)" (x+3)° (p,q,r,s prirodni brojevi)
i ako se x zameni redom sa —1, —2, —3, simbolitka relacija,
BB+ 17 (B+2) (B+3)'=B°(B—1) (B—2)?(B—3)?,

koja se takode koristi pri efektivnom izradunavanju Bernoullievih brojeva.

Cesaro [51] daje niz rekurzivnih relacija, dobijenih za specijalne oblike
funkcije g (x). Svoja mnogobrojna istraZivanja u vezi sa Bernoullievim.
brojevima zasnovao je uglavnom na simbolitkom radunu.

MoZemo pokazati da se mnoge Ramanujanove relacije iz predhodnog
paragrafa mogu dobiti takode primenom navedenog postupka.

Ako stavimo g (x)=x", dobijamo za x=0-i-x= -1 relacije
B+1)"—B,=0
(5.2.3) (B+1)"—8,
(B—1)"—B,=(—1)"n
ili
(5.2.49) B+H"+(B—1)"—2B,=(—1)"n.
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U razvijenom obliku relacija (5.2.4) glasi

S B ") —1 ~-k(")]—23,= —1)"n,
3 (5)+ =07 (—1)"n
ili, s obzirom da je B,,, ;=0 (n>0) dobijamo Ramanujanovu relaciju (5.1.3)

m 2m 2 un
(2 )B,;,,,.,g+(4 )B,,,,,..+--(-+(2 i )B.+ (2 2)13,+B.,=m.

m—4 m—
Ako relacije (5.2.3) oduzmemo, dobijamo
B+1y'—(B—-1y=(—1)""n,
odakle, za n=2m+ 1, sleduje

1
(2m+])Bm+(2m+l)B,m_,+ . +(2m+ )B,+Bo=2m+l )
1 3 2m—1 2

a to je Ramanujanova relacija (5.1.4).
Iz (5.2.1) za g(x)=x", x=0 i x=1, sleduju dve simbolitke relacije

(B+1y'—B,=0

(B+2y—(B+1y'=n,
koje sabiranjem daju
(B+2y"—B,=n,
ili u razvijenom obliku

(5.2.5) S (:)B,‘ M-k_B _p.

k=0
Za n=2m+1 ov¥ jednakost postaje

z'gl 2m+1\ p 5k 2mt1
2o k k 23m41

a to je Ramanujanova relacija (5.1.2). :
Ramanujanovu relaciju (5.1.5) dobijamo ako podemo od simbolitkih

relacija
2B+ 1)Y= (B+ B)"+n B!

(5.2.6)
2B+ 1)"= =D+ ,
2(n+1)
koje se dobijaju iz (5.2.1) za g (x) = (1_:_2%)121 i x=—B. Iz (5.2.6) sleduje
(B+B)"+np 1=
2(n+1)
ili
< (n (=131
By B,_y+nB, = =1
,‘z_:o(k) h Bas b Boa= 0%
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odakle za n=2m imamo
M 2m 1
By ap Bog= — —.
,ZO(Zk) am - 2k T2k m+ 1
Simbolickim metodom moZemo uspostaviti i vezu izmedu Stirlingovih i
Bernoullievih brojeva prve vrste.
Ako je
B =x(x—1)(x—2)- - (x—n+1),

tada za x=0, iz (5.2.1) sleduje

- e

n—1 "

n—1
(5.2.7) S B,S
r=1

Relacija (5.2.7) po analogiji -odgovarala bi poznatoj relaciji

n

1
S ribolf = ——,
r=1 n+1

gde su b, i o’, Bernoullievi i Stirlingovi brojevi druge. vrste.

6. TABLICA BERNOULLIEVIH BROJEVA

B, ~—1/2 B,,— 854513/138
B, — 1/6 B,, = —236364091/2730

B, = —1/30 B,,~ 8553103/6

By = &2 By, = —23749461029/870

B, = —1/30 B,,— 8615841276005/14322

B,,— 5/66 B,, = —7709321041217/510

B,, = —691/2730 By~ 2571687858367/6

B~ 1/6 By, — —26315271553053477373/1919190
By, — —3617/510 By, =  2929993913841559/6

B~ 43867/798 By, — —261082718496449122051/13530
B~ —174611/330 B, = 1520097643918070802691/1806

B,, = —27833269579301024235023/690

By~ 596451111593912163277961/282

B,y = —5609403368997817686249127547/46410

By~ 495057205241079648212477525/66

By, = —801165718135489957347924991853/1590

By~ 291499636348848622421418123812691/798

By = —2749392929313226753685415739663229/870

B, — 84483613348880041862046775994036021/354

By, = —1215233140483755572040304994079820246041491/56786730-
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1. ZBIR POTENCIJA PRIRODNOG NIZA BROJEVA

1.1. ISTORIJAT

Odredivanje zbira potencija
Sp(M)=17P427 4374 ... 4P,

gde su n i p celi pozitivni brojevi, problem na izgled elementaran, interesovao
je matematiare jo§ od davnina. Stari Grci su veé znali za formule

sl(n)=1‘—"2*—"—q

Sy (n) = n(n+ 1)6(2n+ 1) ,
nt(n+1)

Sy (n) = 2

=[Si(MP,
koje su Arhimedu posluZile pri odredivanju zapremine piramide i povriine
segmenta parabole i spirale.

Ove formule sre€emo i u rukopisima indijskih matematidara, dokazane
na vrlo originalan na&in:

Posmatrajuéi tablicu mnoZenja prirodnih brojeva, sastavljenu od » vrsta
i n kolona, indijski matematiéari su primetili da je zbir &lanova u prvoj

koloni - 1 2 3 4 5..n

s1=‘lil_)_'i,
2

2 4 6 8 10
zatim, da je u drugoj koloni zbir &lanova 2S,, i uopte, 3 6 9 12 15
da je pS; zbir ¢lanova u p-toj koloni. Prema tome, 4 8 12 16 20
zbir svih brojeva u tablici je
(142434 - +1) 8§ =(SP% S 1015 200
Osim toga, dali su i drugi nalin za odredivanje |
zbira svih brojeva u ovoj tablici. Posmatrajuéi grupy »
brojeva obrazovanu od p prvih &lanova p-te kolone i p—1 &anova p-te vrste,
uotili su da je zbir ove grupe

2p(1 4243+ - - +p) =P =p*(p+ )—p*=p*.

8 Milokevié-Rakodevié: Prilozi teoriji...
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Zatim, dajuéi broju p redom vrednosti 1,2,...,n, dokazali su da je zbir
kubova n prvih prirodnih brojeva jednak zbiru svih elemenata u , tablici
mnoZenja““, a prema tome jednak je kvadratu zbira S,.
Ovaj nalin dokazivanja da je S, =(S))? nalazimo, na primer, u radovima
¢uvenog indijskog matematitara Alkarchi (oko 1010. godine).
Ako se primeni navedeni postupak na tablicu | 2 32 4 s
obrazovanu od kvadrata elemenata ,tablice mnoZenja“, ‘
dakle ako se obrazuje ovakva tablica, odmah se 2* 4* 6 8 10
moZe utvrditi da je zbir svih elemenata ove tablice 3 g 9 12 15t
jednak zbiru -8, -Na drugi,nadin, nalazi se daje ~~
zbir ¢lanova u grupi p 42 8 12t 160 20°
2pr(12+ 224+ 32+ . - . +pY)—pt, 5t 10 15* 20 25
odnosno .
Pl+h)Qp+ly 20+ 0 .
3 p= 37 ‘m
« - Tako se posle sabiranja svih grupa dobija
28:+ S;=3(S.)%

Primenjujuéi navedeni postupak. na tablicu obrazovanu od kubova
elemenata ,tablice mnoZenja*‘, dobija se jednakost

S7+85=2(Sy)%

koja je bila poznata i Jacobiu.
Kod Arabljana nalazimo formulu

+1Q2 1 ’
s,(p)=i‘~’;~;’§i*——’(3pﬂ+3p—1),

koju je Fermat napisao u obliku
58,(p)=(4p+2)(5)—S,.

Medutim, jo§ pre Fermata, zbir potencija etvrtog stepena prirodnog
niza brojeva izradunao je lekar Djamchid ben Mas’oud. U jednom rukopisu
iz British Museuma (1589.) Mas’oud ovako objainjava dobijeni rezuitat

s¢=( il +s1)s,

5

»Ako Zelimo da odredimo zbir bikvadrata, mi ¢emo oduzeti jedinicur
od zbira prirodnih brojeva i uzeti od toga jednu petinu; zatim ¢emo dodati
zbir' prirodnih brojeva i pomnoZiti sve to zbirom kvadrata istih brojeva.«

Medutim, Fermat, &uveni majstor brojeva, izmedu ostalog, prvi je dao
opsti metod za odredivanje zbira Sy (n). U svom pismu matemati¢aru Robervalu
(1636.) izmedu ostalog pife:

“II faut, étant donné un nombre, in progressione naturali, trouver la
somme non seulement de tous les carrés et cubes, ce que les auteurs qui
ont écrit ont déja fait, mais encore la somme des carré-carrés, des carré-cubes,
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etc, ce’ qui personhe que je sache n’a encore trouvé et pourtant -cette
connaissance est belle et de grand usage, et n’est pas des plus aisées, j'én
suis venu a bout avec beaucoup de peine.”

Fermatov metod sastojao se u razvuanju polinoma na algebarsk1 zbir
faktorijela i zahtevao je samo poznavanje algebarskog deljenja.

Jakob Bernoulli [37] koristeéi se osobinama figurativnih brbjeva na
jednostavan nain izralunava -prvi put zbirove S,(n), S8, (n), -‘Sm (n) i
dobija sledcce formule! L ;

LI | .

S@)—27+2n‘ N
17 1 1

S) ==—r+—nm+—n

. 3 2 6

smﬂe%m+%k+%ﬂ

- 1 1
Sn) = syl LI L
2 3 30
1 1 5 1
SH) =—n+—n+—nt——n
6 2 2/ 12 .
8 7 1 6 I 3 1
Sn%) =—n"+— PPUNRE I L L B
7 2 2 6 42
S () ———n"+in’+—n ——n‘+——n’
2 12 24
S =~ sl 2Ly 2p 1,
9 2 3 15 9 30
S (n°) =—onl°+ ; S QPRI R S S S

S(n1°)— n“+ TN R N N
2 - 6 2 66

Medutim u istom delu on dalje pise:

»Wer aber diese Reihen in Bezug auf ihre Gesetzmissigkeit genauer
betrachtet, kann auch ohne umstindliche Rechnung die Tafel fortsetzen.
Bezcichnent ¢ den ganzzahligen Exponenten irgend einer Potenz, so ist

R e NI
et

wobet die Exponenten der Potenzen von.n regelmissig fort um 2 abnehmen
bis herab zu n oder ‘m. Die Buchstaben A, B, C D, . bezelchncn der

! Bernoulli ‘obele?ava zbirove S, () sa. § (n").
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Reiche nach die Koefficienten von » in den Ausdriicken fiir §(n?), S (n%),
S (n%, S(n),... nimlich

A=1/6, B=—1/30, C=1/42, D=—1/30,...

Uvidajuéi jo§ tada va¥nost ove formule, koju je samo indukcijom
naslutio, J. Bernoulli, dalje kaZe:

,.Hieraus sicht man, wie unniitz die Miihe gewesen ist, welche Ismaél
Bullialdus auf die Abfassung seiner sehr umfangreichen Arithmetica Infinitorum
verwendet hat; denn er hat darin nichts weiter geleistet, als dass er nur die
Potenzsummen fiir ¢=1, bis ¢=6 einer Teil dessen, was wir auf einer
einzegen Seite errcicht haben — mit ungeheurer Miihe berechnet hat.”

Kasnije Euler pro$iruje tablicu Bernoullievih zbirova do S, (p). Sta
vife, on je izraCunao koeficijente u relaciji (1.1.1) sve do potencije p°-2 i
nazvao koeficijente 4, B, C, D,... Bernoullievim brojevima.

Prvi elementaran dokaz formule (I.1.1) dao je Andreas von Ettingshausen
{54) sluZeéi se metodama raluna razlika. Ali ovaj prvi dokaz ostaje nezapaZen.
Cauchy [55] ponovo dokazuje formulu (1.1.1) i daje niz interesantnih njemh
primena. F. Arndt [56] prvi uofava vaZnu diferencnu jednadinu

Sa(P)—Sa(p—1) =p"

i primenjuje je za rekurzivno odredivanje zbirova g, (p). Interesantan je nadin
koji je dao Abel [57] za izralunavanje ovih zbirova. Postupak je sledei:
Ako je

fo=1"x+4+2°x3437 34+ . . . 4 (n—D)? x"-1,

tada je
(1.1.2) X[ =fper
Za p=0 je
fo=x+x2+ ... +xn—1=4\;—x".
—x

Tako se, s obzirom na relaciju (1.1.2) dolazi do formula

x—x"

Si=xD

I—x
x—x"

f2=xD(xD—~—-)

1—x

fafxD[xD(xDx"x")].

1—x

Za x=1 izrazi f,, fs fs ... javljaju se u neodredenom obliku. Primenom
L’Hospitalovog pravila dobijaju se zbirovi kvadrata, kubova, itd.

Medutim, uvodenjem simbolickog raduna, odnosno rafuna diferencija,
zbir potencija prirodnog niza brojeva moZe se jednostavno izrafunati.
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Tako, na primer, ako u osnovnoj simbolitkoj relaciji
g(x+B+1)—g(x+B)=¢g'(x)

stavimo redom x=0,1,2,...,n—1, pa saberemo sve tako dobijene simbolitke
relacije, imamo

gO0+g(H+---+gn)=g(n+B)—g(B).
Stavimo li zatim

g(x)= x”]l ,
p+

dobijamo
' Sp(n)=17+2°4374+ - - - +-(n—1)"+n”

_(n+1+B)p+i_Betl

- p+1 ’
ili

1

(1.1.3) Sp(n)=;+—]- [(p+1)! Bpyy(n+1)—By. ],

gde je Bp.,(n) Bernoulliev polinom stepena p+1. Prema tome, (1.1.3) moZe
se jo§ napisati u obliku
p
: Sp(n)=~—]—— (pH)B,, nP+1-k
P+1 5200\ &

Vidimo da se u eksplicitnom obliku za zbir potencija prirodnog niza
brojeva javljaju Bernoullievi brojevi. Iz izloZenoga je jasno za3to su svi
raniji pokusaji da se nade eksplicitan oblik ovih zbirova bili bezuspedni. Tek
proutavanjem Bernoullievih brojeva doflo se do refenja ovog od uvek
interesantnog problema.

U knjizi Table of Powers Giving Integral Powers of Integers koju je
izdao British Association Mathematical Tables, 1940., izradunati su zbirovi
Sp(n) od p=1 do p=50 Za sada to je poslednji rezultat na izradunavanju
ovih zbirova.

U nafoj literaturi nalazimo ove zbirove u knjizi D. S. Mitrinovié i D.
Mihailovié, Linearna algebra, analiticka geometrija, polinomi, Beograd, 1962,
u kojoj su izraunati od p=1 do p=31.

2. GENERALIZACIJA KONACNIH ZBIROVA PROIZVODA
REALNIH BROJEVA

2.1. Naveli smo (I1,4) da je reSenje generalisane difirencne jednaCine
n—1
f(x+ l)_f(x) = l_I (ar+Xbr)
r=1i

ekvivalentno problemu odredivanja kona¢nog zbira

x n—

1
2.1.1) f®=73 l[ar+(m-—1)b,],

m=1r=

gde su a, i b, makakve konstante, x 1 n (n>3) celi pozitivni brojevi.
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S obzirom na rezultate iz glave (I[, 4) ovoga rada, moZemo pisati

n—1
(2.1.2) f@)="7 Ap x"k,
gde su koeficijenti 4] (k=0,1,2,...,n—1) definisani izrazom
K By—jf n—j—1
2.1, Ar- _’s_f( )H"-’—‘,
@13) “ ,;zo k—j\k—j—1) "
pri &emu je
Bemii ) za k=1.
k—j

Polinomu (2.1.2) moZemo dati drugi oblik, tj.
214 f(x)= Z HY% =1 (k—1) ! [By (x)— By (0)),

gde je. By (x) Bernoulliev polinom stepena k.
Koeficijenti H?_, o kojima je bilo re¢i u (I, 4) odreduju se iz relacue

(2.1.5) H(a +xb,)= ? Ha_,
a—O .
ili se u specijalnim sluCajevima (II, 4.2.2t 4.2.3, 4.2.4) eksplicitno izraZavaju
pomocu Stirlingovih brojeva prve vrste, odnosno vi§ih izvoda gamma funkcije
(11, 4.2 4).
Natin koji je D. Mitrinovi¢ [25] dao za njihovo fomuran_]e sastoji -u
sledeCem:

Formiraju’ se kombmacl]e bez ponavl_lan]a klase ¢ (4=0,1,2,...,p) od
p clemenata . ’

bl’ bz, c ey bp,
i kombinacije klase p—g od p elemenata

a,, ay,..., ap.

Kombinacija i od jednih i od drugih elemenata bie podjednak broj,

(1))

Zatim se posmatraju dve takve kombinacije, jedna od elemenata b,,
druga od elemenata a,, tako da se u njima svaki od indeksa 1,2,3,...,p
pojavljuje samo jedanput. Za takve dve kombinacije kaZe se da su korespodentne.

Koeficijenat H¢ jednak je zbiru proizvoda korespodentnih kombinacija.

Jednostavno Je dokazati da s obzirom na (I, 4.2.4) koeficijenti H¢
@=0,1,2,...,p—1) zadovoljavaju rekurentnu relaciju

(2.1.6) Hl=a, H_ +b, H"!

n-—-1"*

-1
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~1

pomocu koje, polazeéi od HO_, Hak, moZemo redom izrafunati koefici-
=0

jente HY

Za slucaJ a,=—(p+n) (p=Xkonstanta), b,=1, jednadina (2.1.6), kao §to
smo veé pokazali u (II, 4.2.3) svodi se na dlferencnu jednadinu

Hi= H=}) —(p+n) HY

n—17?

&ija redenja za p=2 (1) 11 nalazimo u pomenutom Mitrinovi¢evom radu (28], [71].
S obzirom na iznete rezultate moZemo formirati &itav niz konaémh
zbirova koji ¢e biti sadrZani u (2.1.1).

2.2. Zbir

.2.1) z (a+k d)”
k=0

javlja se kao partlkularan slu¢aj zbira (2.1.1), kada u njemu stavimo n=p+ I
zatim
h=0=0y= - - =a,y=4a,

by=by=by= -+ =by_y=d

- () wr-sas

tako da prema obrascu (2.1.4) zbir (2.2.1) dobija oblik A VRN

5 (1) @+ Bers 00— Buaa QUKL

k=0
tj. svodi se na pozmatu relaciju

n—1 P '

S (@+kd)P =3 (:)ar-kdksk(n—‘l),
k=0 . k=0

gde je

Sy (%) = "f 3
=1

2.3. Za zbirove oblika
2.3.1) S (— "+ [a, + (k—1)b,),

k=1 r=1

gde su g, i b, makakve konstante, x i n (n>2) dva cela pozitivna broj;{,
pokazali smo (II,7.3) da su redenja diferencne jednaline

SE+D+ =Tl +xb] o

r=1
tj. da se svodi na izraz

1 Z H*K1E, (x),

k=0
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gde je E; (x) Eulerov polinom k-tog stepena, a H4 izrazi definisani relacijom
n X n
H(a,+xb,)= Z Hax?.
r=1 q=0

U specijalnom slucaju kada je a,=a, b,=d, zbir (2.3.1) ima vrednost

S (— ] @@+ k—1d) = &2 S
S (D[ @+k—Td)- =

r=1

( " ) a~kd* E, (x),
° k

ko=

dok za slucaj 4,=0, b,=1, imamo
S (—1)k(k—1)"=L72'ln!En(x).
k=1

Ostali specijalni sluéajevi, s obzirom na izbor koeficijenata g, i b,, mogu
se jednostavno odrediti prema diskusiji koju smo izveli u (1L, 4.2) u vezi sa
koeficijentima HY,

2.4. D. S. Mitrinovi¢ [58] postavio je sledeéi problem:

Posmatrajmo aritmetiCke progresije

a, a,+ao, ..., a,+(n—1)a, (r=12,...,p)
by+(n—1)B, by+(n—2)Bs, ....b, (s=1,2,...,9),

i formirajmo sledeée proizvode

an e flesen o fjecen
r=1 ra=1 r=1
(2.4.2) [16:+ =18, [T1b+(—28) ... [] 5
s=1 s=1 s=1

Naéi zbir proizvoda odgovaraju¢ih clanova nizova (2.4.1) i (2.4.2).

Dokazacemo da se ovaj problem svodi na problem iz prethodnog para-
grafa (2.2.1). Uvedimo oznake

(2.4.3) P, (n) = 1£I (a,+na)= DZ Hk xk,
r=1 k=0
@49 e =[] (b, +np)— 5 NEx*.
=1 k=0
TraZeni zbir je tada
(2.4.5) SM=01( 022 (M +e1(1) @y (n—1)+ - - - + o1 (n) 9, (0),
tj.
(2.4.6) f@= S NS (—k) ().
r=0 k=0
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U razvijenom obliku (2.4.6) moZemo napisati
S =Noo(m)+g(n—1) (No+ N n+Nint+ ... +Nn)
_gl(n—l)(N:’+2N§n+3Nzn’-+ - +qNgn"—1)
+g2(n*1)(N2+ 3 N3n+ 4 N4n2+ e q Nqnq_g)
T \2) ¢ 2] ¢ ,) e
| (—1)g, (n—1) N9,
gde smo uveli oznaku
n—1
24.7 g (n—1="3 ko (k).
ey

S obzirom da je polinom g,(n) refenje diferencne jednadine

» )
&m)—g (m—N=n"T]@+nx)=3 Hink+,
r=1 k=0
moZemo mu prema (II,4.1) dati oblik
I
&M= 3 HE(k+n)![Bys i1 (n+ 1)~ By, 11 (0))
k=0

Prema tome, traZeni zbir je

fm=3 (—1ygo—n*®
r= r!

gde je °

| o) (1) = D" 04 (),

1

g (1—1)= 5 HY Gk + ) Besria () — Bt 1, O),
k=0

B, {x) eznatava Bernoulliev polinom.

3. SUKCESIVNI ZBIROVI POTENCIJA PRIRODNIH BROJEVA

3.1. E. Lucas [30] posmatrao je zbirove
(3.1.1) Sp41a (X)=Spu (1) + Sp,n () + - - - +Sp (%),
gde je ‘
Spa(X)=1"+2"43"4 . .. +x" (n, p, x prirodni brojevi)

i nazvao ih je ,sommations succésives des puissances”. Iz relacije (3.1.1)
za p=1 dobija se izraz

San (X)=Spa (D + 814 Q)+ ... + 814 (%),
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koji, napisan u razvijenom obliku, glasi
17
+ 17427
+1M4 274 3"
4o
FITE27 43 N,

Zbir ¢lanova u p-toj koloni je (x—p +1)p” ili (x +1)p"—p"+L. Ako sada u
ovaj poslednji izraz stavljamo redom p=1,2,3,... dobijamo za zbir S,,(x)
formulu :

S2.n (x) = (x + 1) Sl..n-‘Sl.n+b
koja se simboli¢ki zapisuje

de i S2.n (X) = Sl.n (x + 1— So.l)’
gde je
Sl.n . So.l = Sl,n+1-

Induktivnim putem dobija se opita formula
(3.12)  Sprpn(X)= pi!sx,,, (4 1=800) (X +2—S0) - (x +P— S,
za koju se moZe pretpostaviti da je tatna za x=k, tj.
Spe1n (k) =;‘;sl_,, (k+1—8o) (k+2—S51) - - - (k+p—Sq) .

Ako se zatim u formuli (3.1.2) stavi x=k+1, dobija se na levoj strani

Sp+1,a (K) + Sp,n (k + 1),
a na desnoj

1
o Siak+2—8,)(k+3—S81)- - -(k+p—1—5,,)
Cili '
= Sy (k+1—5,) (k+2—S0) - (k+p—So)
p! -
+?,T_IT)T Spn(k+2—S32) (k+3—85) - - - (k+p—Sprp)-
Prema tome imamo formulu

1
(p—1!
koja sleduje iz (3.1.2) kada se x zameni sa k+1, a p sa p—1.

Spm(k+1) = Sinlk +2—S8,) (k+3—S8p.0)- - - (k+p—So),




3. Sukcesivni zbirovi potencija prirodnih brojeva 123
Istovremeno Lucas daje i vrednosti zbira S,, za n=1,2,3,4, .
S,,1=%x(x+ 1)(x+2)
sg,2=1‘—2x(x+ 12 (x+2)
s,,,=6’—6x(x+ 1) (x+2) (3 +6x+3)
S,,4=6]—ox(x+ 1) (x +2) 2% + 4x—1).

3.2. Dokaza¢emo [59] da se zbir (3.1.1) moZe eksplicitno izraziti u
obliku polinoma ¢&iji se koeficijenti izraZavaju pomocu Bernoullievih brojeva.
Zbir (3.1.1) napisac¢emo u obliku
3.2.) Spi1(m,k)=Sp(1,k)+Sp(2,k) + - - - +Sp(n,k),
gde je
Sy (n, k) z rk,

el

4 TraZeni oblik _polinoma moie se odrediti ako se pode od relacije

(322 Sy k)= S ("”""‘ ) rk

r=1 p-l
koja jetatna zap=1,2, 3, ... . Pretpostaviéemo sada da je ona tatna i za p=m, tj.
(3.2.3) Sum, )=3 (”*"’“: “’) .

ra=1

Koriste¢i se relacijom
Sm+l (n’k) =Sm (l’k) +Sm (2s k)+ Tt +Sm (na k)’

i relacijom (3.2.3) dokazaéemo da je formula (3.2.2) ispunjena i za p=m+ 1.
Dakle

Smaalm B)= (77 ) 14
L))

(n+m 2) 154 (n+m:3)2k+ L. +(m—l)n",

m— m—1
i s obzirom na relaciju

O N Dy L et AR

Smir( K)= S ("*:—’) k.

r=}

dobijamo
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fzraz (p + 1)! Sp (n, k) predstavija zbir ¢lanova odgovarajucih ¢lanova p+k—1
aritimetickih progresija. Stoga se on moZe napisati u obliku formule (2.1.1)
kada izvr§imo smenu

n—l=k+p—1
y=dy=dy=-- - =q¢p=1,a,,=n+p—2,.. ., GQtp_1=n
b1=b2:b3= ce =bk=l,bk+1:bk+2: o =bp+k—1=—l-

Tako dobijamo formulu
p+k -l g . p+k—j—1 .
3.2.4 — ) Sp (k)= S nPrk—a+1 S _q,_( )Hp+k—l—l
( ) (P ) p( ) qgl ;:0 a—j—1 g—i—2 p+k—1
iz koje vidimo da je polinom Sp(n, k) stepena p+k po n.
Izraz (3.2.4), s obzirom na relaciju (2.1.4) moZemo napisati na sledeéi
nadin : .
Ptk
(3.2.5) (p—WSp(n,k)=% Ha L | (q— D! [B,(m)—B, (0]
qg=1
Iz (3.2.5) takode zakljutujemo da je polinom Sp(n, k) stepena p+k po n.
Koeficijente /4 , . odredujemo za ovaj specijalan slucaj iz relacije
k 1k _ kY -
Re l(o)n"——Rg_}(l)n" il +(—-l)"(q)n" “RO_ ~He, .

o
gde su brojevi
Rg_l = R:—l (— l’_ 1)
definisani sa (11, 4.2.3)
n—1 n
H [x—(a+br)= Z R” (a,b) x".
r=0

r=0
4. ZBIROVI RECIPROCNIH POTENCUA

Kao §to smo ve¢ ranije izneli (ILI, 1.3), Bernoullievi brojevi javljaju se
u beskonalnim zbirovima reciproénih potencija. Tako je

1 1 { — 1)k -12%k—1 3k
S=1l+—+——+—+ - ———(-———)—-—-——-—~

2tk 32k 42k 2K ; 2%
odnosno .
(2 T2k . :
Sop, = B, k prirodan broj).
%= an | Box| (kp 7)
Tako, za k=1,2,3, imamo
a=lrte iyl 2
ST YR TR 6
1 1 1 nt
Sg=l+—+—+—+ ==
4 2 3 g 90
1 1 1 =8
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Isto tako, beskonatan zbir

a —1+—l—+—1~+
% Itk Sk ’

moZe se izracunati sledeéim izrazom

1\ (2 )k
—(1—— B
o ( Z’k)2(2k)!‘ "‘l,

s obzirom da je
- Sek f{1— L
Sop = Ogx + Z—'k, Cof = b So-
Na taj na¢in dobijamo

n? nt g
Gy=—, Gg=-—, Gg=

8 96 960

Isto tako, videli smo (II, 5.5.1) da je

Z (.."l)k“ z(zm—l_])"an {anl.
= ke 2n!

Prema tome, izradunavanje navedenih redova zahteva poznavanje Berno-
ullievih brojeva. Odredivanje zbira s, kada je m makakav broj za sada
predstavlja nerefen problem.

5. METOD KONACNIH RAZLIKA ZA 1ZRACUNAVANIJE
KONACNIH ZBIROVA

Metod kona¢nih razlika moZemo uspe§no primeniti za izra¢unavanje

specijalnih konaénih zbirova.
5.1. U, 2.1) pokazali smo da se simboli¢kim ra¢unom moZe jednostavno

-dobiti zbirni obrazac

. m N (k[ —

(5-1.1)\ A"/ (@)= 3 (=) (k)f[x+(n k) A,

koji za h=1 i x=0 postaje

(51.2) > () fw= =17 ars .
k=0

U siudajevima kada su poznate n-te razlike funkcija, mofemo, primenom
-obrasca (5.1.1), odnosno (5.1.2), dobiti kona¢ne zbirove izvesnih klasa funkcija.
Tako, na primer, neka je

10 S ()=
Tada je

1
ax+b

Afy=tan 1 1 (x+”—“—‘f) :
“ -1

( b a
x+-———l)+l
a
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Kako je
AW (x+b—a) _ (=17 n!
a |-, b b b
(x+——)(x+l+-—)- : -(x+,.+-)
a a aj.
imamo definitivno
- 1 T (—=1)*nla”
5.1.3 — (" = )
( ) kZO( ) (k)ak+b b@+b)y(Qa+b)---(na+b)

Kao specijalan slu¢aj obrasca (5.1.3) javljaju se zbirovi

5,00

T T
“o kJk+2 (n+1)(n+2)

i(_l)k(n (. nt2e
P k)2k+l @n+ D!

2° Za sludaj kada je f(x)=(X)—p» tj.

r9=—

(x +m),,

moZemo pokazati, primenom istog postupka, da je

n 1 wfn 1 _ 1 )
IZO( )(k)(k+m)m (m + n) (m—1)!

3% Isto tako, za sludaj f(x):(x+a), dobijamo
m

20 erll)

DX s

5.2. Drugi sumacioni obrazac (I, 2.1)

odakle je, za a=0,

(5.2.1) S (D) k=" e,
k=0

koji je¢ samo posledica obrasca (5.1.1) omogucava izraCunavanje specijalnih
konaénih zbirova, takode u sluéajevima kada su nam poznate n-te razlike
funkcija.
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;_ f(x)=(:)- -
A"f(x) ( ) ‘Zo(f')*( )(a;,k)=(:‘n~—:)

5.3. Sumacioni obrazac (I,2.3)

Tako, na primer, imamo

tada je

(5.3.1) z (: )f(k)v= 2 M7 (0),

k=0 ;
omoguéava da odredimo konaCne zbnrove ukohko su poznate sredme funkcn_)a.

Tako, na primer, 1mamo

b+x+n
" in a a+n
,Zo(k)(lwk)-(bwr)’
" f/n a a+n\
,Zo(k)( a— b—k) (a—b).
S obzirom da je

n
M" cos ax:(cos %) cos (ax+ %’),

f@= (1 )=Mre@=g( " ),
te dobijamo

doiiijamb obrazic

”
Z ( )cos ak=2" (cos —) cos 22 .

k=
5.4. Obrazac

é‘o(:)f_ (x—k)=2" M" [ (x—n),

koji je posledica obrasca (5.3.1), daje kao ilustraciju Cauchyevu formulu,
ako zamenimo f (x)=(m), pa & obzirom da je
X

(7))
2,(62)-C)

Iz navedenih primera vidi se da je teZifte sumiranja izvesnih konalnih
zbirova uglavnom u poznavanju diferencija, odnosno sredina reda n.

nalazimo
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5.5. Primeni¢emo obrazac (5.1.2)

AU WTICEISINETAC
k=0 \
na slucaj kada je
fK)=ay+a k+a, k*+ - - - +apk? (p <n).
Tada je

A £ (0) — nla, (p=n),
f© {6 o

Prema tome

n n 0 (p < n),
5.5.1 — 1)k =
( ) ;‘Z_o( ) (k) f(x) {(_l)"n!a,, (p=n)‘

Zbir

nit .
552 > (—1)'~‘(. "l)(a1+it1)"- (@ +it)® (@ +it)? (¢ #0)

i=1 —
gde je py+py+ - - +p=w <n (p; pozitivni celi brojevi, a;, 1 t; proizvoljne
konstante), koji je posmatrao F. S. Nowlan {60] obuhvaden je obrascem (5.5.1).
Stoga je njegova vrednost za o < n jednaka nuli, a za w=n njegova je
vrednost

(=D)"ntel e i

6. GENERALISANI KONACNI ZBIROVI RECIPROCNIH PROIZVODA

Zbirovi oblika
y—

m 1
6.1.1 Y i
(6.1.1) ,Zo( ) (")/Lo (n+kp+is),

gde su m, v prirodni brojevi a n, p, s realni, predmet su Mitrinovi¢evog rada [61],
u kome su izratunati na nadin koji je razli¢it od ovoga koji ¢emo sada
izloZiti.

Metod konalnih razlika moZe se primeniti i za izraCunavanje zbirova

_(6.1.1), kao $to smo pokazali u radu [62) °

Primeni¢emo opiti zbirni obrazac (I, 2.1)
Am = = __1\k4m [ m
[ ()= 3 (— 1 (k)fwx).
tj. za x=0
6.1.2 AT O =S (— 1) ™
6.12) 87 @= 5 (7)) G,

k=0

.
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za izratunavanje specijalnog zbira

1. & (™[ sk + ).
(6.1.3) kzo( )<k)/1=o(n+ +i)
Stavimo li A=1 1
fk)=1 /ﬁ(n+k+i)=(n+k—l)v,
i=0

prema (6.1.2) imamo

n -1
S (—l)k(',:')/n (k)= (= 1) A7 (1),
k=0 i=0
Kako je
6.1.4) e"‘ =" (" (X) r=m.n

gde je r ceo broj, dobijamo

A™ (n'_ 1)-—v = ("_v)m (n——l)__,_,,,,
ili, s obzirom da je

’

 (=lm+m—1)!
(—Vm= D!
1

'—1 —_——m »
(n )=y (m+n+v—=1) 4,

dolazimo do obrasca za zbir (6.1.3)

(6.1.5) f [(_])k('l:')/‘ﬁ (n+k+i)]= (m+v—1)!
i=0

“o O—DI@m+n+v—1)ypm

Pomoéu zbira (6.1.5) jednostavno se izradunava i zbir

g: ~(—-l)k('l:')/:ij: [n+p (k+D}= io[(_l)k(:)/pv ‘ﬁ(l+k+i)]

k=0 k= im0 \P
(m+v—1)!

n
(v—1! (m+—+v—1)
4

1
= > ,
vim

koji odgovara obrascu (16) iz [61, 7).
6.2. Ovaj postupak primeniéemo i na op§tiji zbir

m y—1
—(” kp+is)|.
Zo[( 1) (k)/,g,(H p+1s)]
Ako stavimo

l/li:Il (n+kp+is)=(n+kp—s)_, .
i=0

9 Milo¥evi¢-Rakoéevi¢: Prilozi teoriji . . .
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I zatim
f (X) = (x + n—s)—v, 59
tmamo
J(x+kp)=(xXin+kp—s)_y s
pa je

f(O) = (n_—s)—v,:, j (kp) = (n+kp-'s)—v,r

Prema obrascu (6.1.2) nalazimo

A @=3 (7)1 k)
» k=0
stoga je
(6.2 1) < (——1')"('")/ﬁl(n+kp+is)r-(—l)'" A™ (n—5)_, ;.
K0 k/)|izo »

lzracunavanje izraza A™(n—s)_, . svodi sc na problem da se razlike
. 14
funkcije iz sistema sa priratajem p izraze razlikama te iste funkcije iz

sistema sa priraStajem s.
U tu svrhu posmatracemo slede¢i Newtonov red za funkciju f (x)

=0\ ! st

= 7 x\ AY(0)
(6.2.2) f0)= z(‘_) ph
gde JC(X) generalisani binomni koeficijent (I, 6.2), Cija je vrednost
U /s
1
(x) :T(x)i,:-
1 ]s [
Izvriiéemo sada operaciju A™ na red (6.2.2), te za x=-0 dobijamo
p
w [ ALF(0
ORI L W e
. P i=0l? NP Jglx=o st
" Poznato je [6, 220—240] da je

(1))

4 i Xaf i!

gde su izrazi P (i, m) vezani rekurentnom relacijom
P(i+l,m):(m—”——i)P(i,m)+£P(i,m——l).
s . s
Za izraz P (i, m) pokazuje se da je

PG, m)=é: (%)jsif o,

I=m
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gde su S i o Stirlia ogin brojevi prve odnosno druge vrste. Na osnovu

toga dobijamo

(6.2.3) Amf (0)= S ﬁ" P (i,m) &V £ (0).

i=0
Za slutaj f (0)=(n—s)-,, 5, s obzirom da jc
Ai (n—s)_y,,=si(—v),-(n—s)_,,_,,,,

imamo

Am (n__s)—v o= §- (—l)‘m!(vl-t—l) P(l,m)
o It @+i+1Ds) 4y,

Zamenivil ova) izraz u obrazac (6.2.1), dobijamo

éo[ —1)"( )/H(n+kp+,s)]

S (=DM stm! (v+i—1),

g itn++i+1)s] 4 ¢ (l’ m)-
Za slufaj s=p imamo
P(:,m)-z Siom = fO (i#m),
j=m l 1 (i=m),
te -prema tome, dobijamo opiti obrazac
m v—1 N
Sl (7) [ askppn]- - —tomd
o k i=0

pv(v_l)z(l+m+v-l)
p

v+m
koji odgovara obrascu (16) iz [61, 7).
6.3. Ako je funkcija f (x) polinom stepzna r, obrazac (6.2.3) postaje

Amf (@)= S %P (i, m) A/ (0),
gde je o

. ! I i
P (i, m) 2,2," (L;) Sict

Tako, na primer, moZemo izradunati zbir

m

S |eor (7 ertrosin)

£Zo
Za taj slutaj

f@=(mn+v—19,,; fkp=@m+kp+v—1s),,

g
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pa je
A" (n+v—1s),; = Z*—P(l m)A‘(n+v—ls),,
P i=0 I.

Zatim, s obzirom na obrazac (6.1.4), imamo

A‘ (n +T:l—s)v.s = si (V); (n+:1 S) v—i. s

te dobijamo opsti obrazac
m v—1
3 [(—nk(:‘) n(n+kp+is)]
k=0 i=0

zv (-1) tmist i(n+v—1s),_;; P(i,m)

=(—1)"m! i st ( v) (n+v—1s),_., P(i, m).
i=0 !

Za sluéaj p-s imamo obrazac

3 o (z) e com £ )

k=0 i=0

7. GENERALISANI GEOMETRIISKI RED

7.1. Posmatrac¢emo red [63]

(7.1.1) F,(x) = Z fa+(k—Ddyxk  (|x] <l).
P
gde je n prirodan broj.

Ako diferenciramo (7.1.1), dobijamo
F (=73 kja+(k-1)d} xk-1
k=

odnosno
(1.1.2) xdF,(x) +@—dFy(x)= 5 {a+ (k= Ddl=1x*.
k=1

Prema tome, dobili smo rekurzivau formulu za izraunavanje reda (7.1.1)
(7.1:3y Frp1(x) =xdF, (x)+(a—d) F,(x).
Kako je
Fy(x)=—-

X
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dobija se, kori§¢enjem formule (7.1.3)

X

Fy(x) = e [a+(d—a)x],
Fy (x)= (’i 5 [(d—a) x+ (d%+ 2ad—2a?) x + 2ad—d?),
Fy () = 7 {(d= 0% + @+ AP — 40332 + [(a + 2d)° — d(a-+ dY+ 6%+

a-
+(a+3d)P—4(a+2dP+6(a+d)~4a%),

tako da uopste moZemo staviti

(7.1.4) F, (%) = &

1—x)n+?

X

P, (x),
gde je P,(x) polinom stepena n.

Iz (7.1.3), s obzirom na (7.1.4) i na relaciju

1

F (x) =
n (x) (1—x)n+2

[(nx+ 1) Py (x) + x (1 —x) P, (x)],
dobijamo
(1.1.5) Ppia(M=[(nd+d—a)x+aP,(x)+xd(1—x) P, (x)].
Ovom rekurzivnom formulom moZemo postupno izraCunati polinome P, (x).
Stavicemo sada V
P,(x)= iK: (a.d) x',

r=0

tako da je

P (x)= 3 rKkr(a,d)x,
=1
pa, s obzirom da je g
nit
Ppiy (x)= z K:+l (a, d) x’,
r=0
zamenom u (7.1.5) dobijamo
n+1 n ’ ]
Z K+t (a,d) x" = z K7 (a,d)(nd+d—a) x"+1 + Z ak?(a,d)x

r=0 r=0 re=0
+3 rdKi@d)x’ =3 rdK?(a,d)x .
r=1 r=1
Izjednacavanjem koeficijenata pred x"~! dolazimo do
(7.1.6) K@, d)=[(n—r+1)d—a] K"~} (a,d) + (@ +dr) K~ (a,d).
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1z (7.1.6) sleduje
(7.0.7) Krt(a,dy = 5 (avrdy-'[n—r+2—i)d—a K} -[(a,d).

Za r=-0 iz (7.1.6) dobijamo
Ki(a,dy={(n+1)d—al K" (a,d)+K{~" (a,d),
pa kako je K" (a,d)=0, imamo
Ki(a,d)=aKy '(a,d)= - - - =a"K}(a,d)=a".
S obzirom na pocetni uslov K7 (a,d)=a" i na relaciju (7.1.7) dobijamo
postupno
Ka(a,d)=a",
Kt (a,dy - (a+dy - (”'; I)a",

K2 (a,d)=(a+2dy—(" 1 1‘") @+d)y+ (n; l) an

Kr (@, dy=(a+rdy—(" 1 ‘) [a+@—1dy+ -+ (" ‘) an,
. v
.
r S
(1.1.8) Kr(a,dy~ S (—1)" (’” ‘) (@ (r—m)d]".
m:() m
Prema tome obrazac (7.1.4) postaje
x W +1
7.1.9) Fix)——" % — 1y ("‘ ) at(r—myd)|x".
( et 2, ,,.Z:o( A ]
Obrazac (7.1.8) moZemo dokazati pokazavsi da K”(a,d) zadovoljava
rekurzivnu relaciju (7.1.7). Tako imamo

S o ik eomare
~[(n—r+ 1) d—d] It;;<—1)"'(:)[a-r (r—m—1)dp-
i (atdr) z<— (")l = myap
~@+dn 2'0(-1)"' (" Ntas ¢ —myay-r
m dz (S (" s =may=

o oy ("B . n
_mzzo( 1)( )[a+(r m)d},

n

¢ime je, s obzirom na pocetni uslov K7(a,d)=a" obrazac (7.1.8) dokazan.
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7.2. Dokazaéemo sada da se koeficijenti polinoma P, (x), kojim smo
izrazili generalisani geometrijski red (7.1.1) javljaju pri razvijanju stepena
(a—xd)" u specijalni binomni red.

Prema L. Carlitzovim rezultatima [64], poznato je da ako je f(x)
proizvoljan polinom stepena < n, tada je

(7.2.1) f@-(=1ry o (T,

r=0

gde su koeficijenti C, definisani sa
(7.2.2) C =3 (—1)"'("“)/ (m—r).
m=0
Stavljajuéi f (x)=(a—xd)", dobijamo
" L fx k=1
(@—xdy=(-=1S C, | )
r=0 \ n
ede ie
=3 (") )[a‘ (r—m)dY.
m=0
Koeficijenti C, identicni su koeficijentima K7 (a,d), te prema tome imamo
(7.2.3) (@=xd)y - (—1) z K" (a, d)(”" .
Kod Nielsena [22, 28] nalazimo izraz
" +1
n s —1y" n ) 4o "
Br@- 3 (=1 (7 )k e
koji je sa koeficijentima K7(a,d) vezan relacijom
Kn(a.d)-d" g (<),
"(a.d) Br ( d)

S obzirom na poznatu relaciju izmedu brojeva 7 (@) i Bernoullievih brojeva
[22,238], moZemo Bernoullieve brojeve izraziti koeficijentima K7 (a,d), t

2d"(2’"~l)B,,»§ "a/d-}m)_(a/d m—1/2
2n ( 2n \ 2n

m=0

)lKZn l(a d)
7.3. Red (7.1.1) je generalizacija geometrijskog reda

Fo(x)= Z xk=

1—x

a red
(7.3.1) K,(x)= z k™ xk,
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koji su posmatrali R. Staley [67]), M. C. Klamkin {68] i D. Zeitlin [69].
takode je specijalan slutaj reda (7.1.1), gde je a=d=1.
R. Staley {67] do3ao je do sledeceg rezultata

(132 K@=(1-x""5S [z (-1 (1 ll)(r——m+ l)"Jx’.
r=1l m=1 m—

Obrazac (7.3.2) sadr?an je u obrascu (7.1.9), iz koga se dobijazaa=1, d=1.
M. S. Klamkin [68] pokazao je da se red (7.3.1) moZe napisati u obliku

(7.33) K, ()= (=03 2 (L= a1

r=0

Da bi zbir K, (x) izrazio pomolu generalisanih Bernoullievih brojeva,
odnosno, Stirlingovih brojeva prve vrste, M. C. Klamkin navodi relacije

(1.3.4) AT QP ATFI QP Z AT |,

(1.3.5) AT =" pn
(n—r)t "7
—1

7.3.6 sm_(" )B(")

(7.3.6) re( ) B

Medutim, H. W. Gould [70] primecuje u vezi sa ovim radom, da postoje
znatne te§koce pri prelasku sa relacije (7.3.5) na (7.3.6), i sugerira da bi se
s obzirom pa jednakosti

(7.3.7 Sk=(--1)""*kS (n—1,n—k),

(1.3.8) k=S, (k,n—k)=%A"0",

relacija (7.3.3) mogla izraziti pomocu Stirlingovih brojeva druge vrste. Naime
jednakost

STy
=k e 4
(—n—l)
koja sleduje iz (7.3.6), dobija smisao koristeéi (7.3.7), kao 1 jednakosti
Si(—n—1,k)=Ss(n, k); S;(—n—1,k)y=358,(n, k).
Na taj nain dobija se
SoA(=1ykS, (—k—-l,—k+n)y=(—1)y"* S (k,n—k)=(—1)"~* Ak 0".

U vezi sa ovim navei¢emo jedan postupak kojim se zbir (7.3.1) moiZe
direktno izraziti pomocu Stirlingovih brojeva druge vrste. Ovakav postupak
koristio je i 1. J. Schwatt [65] za izralunavanje sli¢nih zbirova,

Primenimo operator ©" (1, 8.1, 8.3) na zbir z x*. Tako dobijamo
k<o

-k

L) d n o o
O"S xk = x——) xk= k" xk,
kz-=| ( dx kzn-:l kz=l
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7. Generalisani geometrijski red

oS

S druge strane, prema (1,8.1.2) je
o™ x™ D",
m=1 .

te je
S k"xk=F omx" D" S x= 3 amx" D™ -
k=1 m= k=) m=1 1—x

n m
—= m! o™
”n

Tako dobijamo
X, (X) =

mey J—x)m+?

i

(1.3.9) K, ()= (1 =xp=) S x (1-xy-mam0r,
mel

gde je A" 0*=m!cl,

Stavimo |
z X" (1 —=x)"""m!lom = E Ay X,

x

me}

nalazimo za koeficijente A, izraz
n_')(— IH="r! o

An= i (n-—k

r=1

izraz (1.3.9)

Koristeé¢i obrazac (7.3.4), moZemo jednostavno dokazati da je

identi¢an izrazu (7.3.3).
Primenimo li, zatim, operator @, =a+xdl na zbir Zx", dobijamo
x k=1

05 xt= S (@t k).
k=1

ke

Primenom obrasca (1, 8.5.1)
or = Z o7 (@) x™ D™

m=0

—x)="-1 Z" or (o) x™ (1 —x)"~"™.

nalazimo
- o

S @+kyrxi=(l
k=] m=0 -

Ovo je takode jedna generalizacija reda (7.3.1), a dobija se¢ iz opitijeg reda
(7.1.1) za a=a+1 i1 d=1.
Koeficijenti o7 (a) dati su (I,8.5.3) eksplicitno izrazom
—1 m . .
o7 @=L (1 (7)) @iy,
ml S i

ij.
m Am a”
o (o) = —
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Résumé

CONTRIBUTION A LA THEORIE ET A L'APPLICATION DES
POLYNOMES ET DES NOMBRES DE BERNOULLI

Kovina Milosevié-Rakodevié

Dans ce travail I'auteur, faisant usage en principe du calcul aux diffé-
rences finies, a exposé de fagon syslématique les théorémes généraux et les
proprietés générales des polynémes et des nombres de Bernoulli, ainsi que
leur généralisation en vue de leur application au calcul de sommes finies
spéciales.

Le travail est divisé en quatre chapitres.

Dans le premier chapitre on a rappelé les éléments indispensables du
calcul aux différences finies qui ont été utilisés au cours de ce travail.

: On a traité, ensuite, le probléme de la décomposition d’une différénce
finie d’une fonction, suivant les différences de ses derivées. A ce propos

Fon a demontré que I'on peut donner une nouvelle forme & la formule de
Mikeladze [16]

A"f(a+Ah)=h" i Ano [ (@) + R,,,
=0

étant donné que les coefficients A,, s’expriment au moyen des nombres de¢
Stirling de T et 11 espéces, ainsi que des nombres de Bernoulli de Il espdce
I, 7.3). :

Dans le premier chapitre on a donne, aussi, la généralisation des operateurs

®=xD, Y=xA
sous la forme
O, =a+xD, Pa=a+xA,
d’ott on a obtenu

or = i ok(x) x* Dk, = io’;(a) (x+k—1), A%,
K0 k<o

Les nombres af (c) sont définis par la relation

(x+@)"= 3 ok @ @

k=1
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Par lapplication de ces opérateurs on a effectué¢ dans le quatriéme
chapitre, la sommation de la série géométrique généralisée.

Dans le méme chapitre, par analogie avec Popérateur Z=(x+1)+xD,
utilisé dans I'analyse, on a défini un nouvel opérateur Y= (x+1)-- xA et 'on
a donné l'algébre qu’exige cet operateur. (I, 8.3).

On a montré, ensuite, que

n AkP (X)

Y": ( +k )kAk,

k=0
ou le polyndme P, (x) est défini par la relation suivante
Pn+1(x)=xpn(x+ 1)+P,,(X)._

Dans le deuxiéme chapitre on a considéré I’équation aux différences
finies de Bernoulli généralisée

n-—1
SEx+D=fx)=T] (@ +xb,)
r=1

(a,, b, constantes quelcongques, n (n>3) nombres naturels), et 'on a donné sa
solutlon sous forme explicite (I, 4).

En relation avec ce qui a été exposé, 'on a déterminé la forme explicite
des coefficients H? definis par l'identité

n n
[T@+bx)=>5 Hixq,
r=1 q=90
et on a donné les expressions des coefficients H7 pour les valeurs particulieres
des constantes a, et b,.
On est arrivé ensuite 3 de nouvelles relations entre les nombres de
Bernoulli et les nombres de Stirling (11, 5.3).
Dans le deuxiéme chapitre on a traité encore les polynomes d’Euler
sur la base de I'équation aux différences finies

. n
f(x+ 1)+f(x) = I—I (ar+ Xbr)9
r=1
et 'on a donné la selution de cette équation sous la forme explicite (II, 6.3).
‘Dans le troisiéme chapitre on a donné I’application du calcul symbolique
a la formation des relations -entre les ncmbres de Bernoulli. Par la méme
méthode on a déduit les relations connues de Ramanujan, ainsi que les nouvelles
relations entre les nombres de Bernoulli et de Stirling de 1 espéce (III, 5.2).
Dans le quatriéme chapitre on a appliqué les résultats des chapitres |
et Il et 'on y a apporté quelques formules sommatoires.
Séparément on été sommeécs les expressions (IV, 2.1, 2.2, 2.3, 2.4)

S "f}[a,+(m—1) bl 3 (=1 ] ld+ (m—1)b}
m=1 r= m=1 r=1

S (fl @+ k 4) ] by + (x—F) B,l).
s=1

k=0 \ry
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On a appliqué ausst la méthode du calcul aux différences finies pour
effectuer la sommation de I’expression

m m jv—1 , .
go{(-l)k(k)(,l;l()(n+kp - Is)],
ainsi que

m

S {(_1)k(’:)vff(n+kp+ is)},

k=0 i=0

ol m, v désignent des nombres naturels et n, p, s des nombres réels.
Enfin, par application de P'opérateur @, on a étudié la série

K, (x)=3% k™ x* .
k=1
On a démontré que la série géométrique généralisée suivanie
Fo(x)=3 la+(k—1)d]"x* (n nombre naturel, [x|<1),

k=1
a pour somme
n
Fo(x)=(1—x)"""1% K" (a,d)x*],
r=0

ou K”(a,«) sont des nombres qui peuvent &tre exprimés au moyen des nombres
de Bernoulli de premiére espéce (1V, 7.)






