


KOVJNA MILOSEVIC-RAKOCEVIC 

PRILOZI TEORIJI 1 PRAKSI 

BERNOULLIEVIH POLINOMA 
1 BROJEVA 

BEOGRAD 

1963 



ПОСЕБНА ИЗДАЊА МАТЕМАТИЧКОГ ИНСТИТУТА 

КЊИГА 2 

Уредник 

Д. с. м uiiiрUllовuћ 

КОВИНА МИЛОШЕВИЋ-РАКОЧЕВИЋ 

ПРИЛОЗИ ТЕОРИЈИ И ПРАКСИ БЕРНУ ЛИЈЕВИХ 

ПОЛИНОМА И БРОЈЕВА 

Саопштено 28. јуна 1963. године на седници Одељења за анаЛИ1У 

Савезни фонд за научии рад финансирао је штампање ове књиге 



SADR2AJ 

S'rana 
UVOD .... ........ ................................................ ........ ...... s 

G1ava 1: RAtUN KONAtNIH RAZLIKA 

1. Орсгасјје rarona razlika . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. Ј 6 

2. Simboli~ki raf\:n........................................................ Ј 9 

3. ProJireoa Ыјпјсiја konafnih razlika. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 21 

4. IDverzne орегасјје........................................................ 24 

S. Funkcije aeneratrisc .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 30 

6. Vatoije fuokcijc u rafunu razlika.......................................... 33 

7. Vcza izmedu konafnc razlike i izvoda ...................................... 3S 

8. О nekim operatorima rafuna kOn1fnih raz lika. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 40 

G1ava 11: BERNOULLIEVI POLINOMI 

1. Defioicija 8c.rnoullievih роlјпоmа .......................................... 49 

2. Elcmcotarno ispilivanje Bernoullievih роlјnoта. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. SS 

3. Re1acije izmedu 8eroou\lievih роlјnomа........... . . . . . . . . . . . . . . . . . .. .. 60 

4._ Generalisana 8ernoullieva di:erencna j..:dna6na.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 6S 

S. 8erooullic:vi redovi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..... . . . . . . . . . . . . . .. 76 

6. EL.lerovi РОlјnomј i Ьгојсуј. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 81 

7. Gcocralizacija 8crnoulli(vih роlјпоmа i Ьгојсуа ................ '.' .... " .. .. 86 

G1ava 111: BERNOULLIEVJ вiЮЈЕVЈ 

Ј. Defioicija ВeroouШеvih Ьгој..:уа .............. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 9) 
2. OsoЫпе 8eГDOUllievih Ьгојеуа............................................ 96 

3. Izrafuoavanje ВeroouJlievih Ьгојеуа . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 97 

4. Osnovnc: ,еогете о 8егnoullјсујт brojevima................................ 98 

S. Rclacijc izmedu 8ernouUievih Ьгојсуа ...................................... ) OS 

6. Таblјса B:rnouJlicvih Ьгојеуа.................. . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ј ) О 



4 

GI"vи IV: PRIMENA BERNOULLII:VIH BROJE\'.\ 

1. Zbir pOlcncija prirodnug niza Ьгојеуа ................................... - .. 1 1 Ј 

2. Generalizacija konacnih zbirova proizvoda геаlпјћ Ьгојеуа .................. _ . 117 

Ј. Sukcesivni zbirovi polencija prirodnih brojevil ........................ - ..... 121 

4. Zbirovi reciproenih polencija .......................... ·.·.·.· ....... · .. ··· 124 

5. Melod kona~nih гazlika la izra~unavanje konacnih zbirova .................. 125 

6. Generalisani konacni zbirovi reciprotnih proizvoda .......................... 128 

7. Generalisani geom~lrijski red .............................................. 1 Ј 2 

LtTERATURA .................................................................. 138 

REsUME ........................................................................ 141 



UVOD 

U svom delu Ars conjectandi, Bale 1713, Jakov Bernoulli па elementaran 
пас;п иуео је једап beskonacan niz гасјопаlпјЬ brojeva, koji su danas poznati 
род imenom: Bernoullievi brojevi. lspitujuci zbirove potencija prirodnog 
niza Ьгојеуа 

Sp(n)= \Р+2 Р +3 Р + . .. +n Р, 

Ј. Вегпоиlli dosao је do rezultata da se оуј zbirovi mogu napisati u 
obJiku роlјпота 

Sp(n)c=---n +-n +- Аn -1-- Вn + ... 1 p~ 1 1 р 1 (р) Р-l 1 (Р) р-з 

р-l 2 2 1 4 3 

сјјј koeficijenti sadrze niz 
1 

А =-, 
б 

racionalnih brojeva 
1 1 1 

В=-- С=- D=--
30' 42' 30' 

Dvadeset godina docnije L. Eu]er (I9), nezavisno од Bernoullia, resavajuCi 
оуај Isti problem, ропоуо је иуео niz racionalnih brojeva А, В, С, D, ... 
U svom delu lntroductio ;n analusin iпjinitorum, Lausanne' 1748, оп prvi 
иосауа vezu izmedu beskonacnih zbirova 

s (2n)= ~1~ + -.! __ +_1_+ ... = (Х"п2n 
1 ." 2 о" 3'" 

ј racionalnih koeficijenata 0(" koji sadrfe оуај ist; niz Ьгојеуа А, В, С, D, ... 
Dvanaest godina доспјје, Euler [38] dolazi до поујЬ interesantnih 

rezuJtata. Naime, pokazuje да su оуј Ьгојеуј sadrzani u koeficijentima potencijalnih 
гедоуа koji predstavljaju funkcije 

) 
cotg х, tg х, -.--. 

SЈПХ 

Оуот prilikom Еи)ег priznaje BernouJIiu prioritet i navedene racionalne 
brojeve nazlva ВегпоиlJјеујт brojevima. Docnije, zbog mnogobrojnih ргјтеnа, 
оуј Ьгојеуј postaju predmet cestih istrazivanja u radovima mnogobrojnih 
matematicara (ЈасоЫ, Staudt, Raabe, Ettingshausen, Stern, Lucas, Nielsen, 
Nor)und, itd.) . 

. Paralelno sa Bernoullievim brojevima istrafuju se osobine i primene 
polinoma Sp (п), koji .. se,.takode u cast njihovog tvorca, nazivaju ВегпоuШеvim 
роЈјпотјта. 
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Danasnja istrazivanja ВегnоuШеvih роlјnоmа razvijaju se, uglavnom, u 
сјlји nјЉоуе ргiшеnе u probIemima numericke matematike ili pak и pravcu 
teorijskih razmatranja baziranih па racuou konacnih diferencija i simbolicnom 
[аСиnи. 

Bernoullievi brojevi proucavaju se danas uglavnom: 
1 о Metodom kongruencija. Оуај metod najcesce је koristio Н. Vandiver 

u svojim mnogobrojnim radovima (росеу od 1912. godine) kada је i postavio 
aritmeticku teoriju Bernoullievih brojeva. 

2° Blissardovim ili simbolickim metodom koji datira iz 1840. godine а 
zasnovan је па osnovnoj simbolickoj relaciji 

G (х +В+ 1)-О (х+В) = O~ (х). 

30 Kroneckerov metod ili eksplicitno јиащуапје Вегnоиllјеујћ brojeva. 
Оуај metod naroCito је zastupljen u radovima Vandivera. 

Osim оујћ шеtоdа koristi se metod konacnih diferencija i metod 
potencijalnih redova koji se zasniva па razvijanju eksponencijalnih funkcija i 
funkcija koje su и vezi sa nјјmа. Оуај metod srecemo u mnogobrojnim 
radovima L. Carlitza. 

Predmet шоgа rada Ьјо је da, orijentisuci se, uglavnom, па racun 
konacnih diferencija, odnosno, па simbolicki racun, iznesem па jedan sistematski 
naCin glavne stavove i osobine оујћ роНnоmа, i da nјјћоуи generalizaciju 
izvedem radi primene па јиасиnауanје specijalnih konacnih suma. 

Rad је podeljen па cetiri glave. 
U рсуој glavi ovoga rada navedeni su neophodni elementi сасиnа 

konacnih diferencija, Koji su u оуоmе radu korisceni za ispitivanje i ргјшеnи 
ВегnоиlIiеујћ роlјпота i brojeva. Definisane su operacije f!., Е, М, kao i 
пјЉоуе inverzne operacije. Zatim, iznete su osobine оујћ operacija ј nјЉоуе 
medusobne veze. Prikazana је veza izmedu izvoda i konacne diferencije i 
navedene su neke vaznije funkcije iz racuna konacnih razlika, koje. sam u 
оvош radu koristila. U vezi sa рсоЫетоm о razlaganju konacne razlike 
funkcije ро razlikama nјеnјћ izvoda pokazala sam da se koeficijenti [17] 

л+v 

(1) An~=_I_ ~ (_I)"_V(n) r (л_v_t)n-l (tp)dt, 
(п-Ј)! .=0 v Ј 

о 

iz formule 
r 

(2) f!.nf(а+Лh)=h" L Anpf!.Pf(n)(a)+R nr , 
1'=0 

koju је dobio Mikeladze [16], mogu izraziti u obliku 

(3) 
, р 'k Р_Ј '-А = ~ )' ~ " ---"-'--- Sm cr п 

ПР р! k-:-O k! m~k(m+n-k)! Р m+n-k' 

gde su S:: i (1~ Stirlingovi brojevi prve i druge vrste. Рсета ОУоmе, izra­
сипауаnје koeficijenata А п ~ mofe biti uCinjeno ротоеи уес poznatih tablica 
Stirlingovih brojeva. 
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U specijalnom slucaju za л = о pokazala sam да је obrazac (2) за 
koeficijentima 

(4) 
I Р I 

А =~" ~_. -sman 
пр р' m-::о(m+n)! р m+1I 

neposredna posledica izvesnih сеlасјја iz сасипа konacnih razlika. Koeficijenti 
Аnр и ovom зIисаји i za п = 1 svode se па Bernoullieve brojeve druge vrste. 
1е se izracunavaju iz сеlасјје . 

U ovoj gIavi posmatrani зи i operatori 6 = х!.- i Ф = х d koji se defini.u 
dx 

и racunu konacnih razlika. GeneraJisaJa заm operatore 1} i Ф sa 

(5) Ij;a = о( + х Д (О( realan broj) 

i dobiJa 

11 п 

(6) I}: = 2: а ~ (ех) x k Dk, 
k~O 

ф: = 2: а~(О()(х+k-l)kdk, 
k-o 

gde su a~ (о;) brojevi koji зе javljaju u izrazu 

(7) 
п 

(х+О(У= L a~(O()(x)k, 
k~1 

а za о; = о svode зе па Stirlingove brojeve druge vrste. 

Operator 

(8) Z=(x+ ])+xD 

koji је posmatrao М. d'Ocagne [66] uopstiJa sam operatorom 

(9) 

i dobila izraz 

(10) 

gde је 

(11) 

Za =(x+O()+xD 

п xkDk 
Z" = " Dk Ф"+l (х, 0;) --, ех L'~ k! 

k-O 

"+1 
Фn+l (х, О() = L a~+I(O;) xk-1

• 

k~1 

AnaJogno operatoru (8) posmatraJa sam operator 

(12) У=(х+ l)+xd 
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i dobila 

(13) 

gde је ро lјпот 

(14) 
п 

Р,,(х)= L P~Xk 
k~O 

odreden rekurzivnom formulom 

(15) Р"+1 (х) = Х Р,. (х + 1) + Р" (х). 
u drugoj glavi izlozena је osnovna teorija Bernoullievih роlјпоmа. 

Iznete su najvaznije definicije Bernoullievih роliпота, koje se najcesce 
upotrebljavaju, zatim osnovne osobine i геlасјје оуљ роlјпоmа. Posmatral,,_ 
sam generalisanu Bernoullievu diferencnu jednaCinu 

n-\ 

(16) /(х + 1)-/(х) ~O.' П (а, + х Ь,), 
г=\ 

gde su а, i Ь, makakve konstante, а х i п (п:> З) dva сеlа pozitivna broja. 
Resenje jednacine (16) dala sam u eksp1icitnom obliku 

(17) 
n-I 

/(х) = L 'Ak x
n

-
k

• 

k=O 

Koeficijente А k (k = О, 1, 2, ... , n-l) definisala sam izrazom 

(18) А" -. ~ Bk - j (,,-j-l) нn-ј-\ (B k - j - 1 k _ .) 
k - L. --~ . '"- 1 ---: - za - Ј , 

ј=О k-J k-J-l k-J 

gde su Bk Bernoullievi Ьгојеуј, а Н ~ izr<'.zi definisani jednakoscu 

,,-1 n-\ 

(19) П (а, +хЬ,)= 2: Н:_ 1 xq
• 

г=1 q=O 

Resenju (17) dat је obIik 
п 

(20) /(х)= L Н~=:<k-I)![Вk(х)--Вk(О)], 
k=1 

gde је Bk (х) Bernoulliev polinom k-tog stepena. 
Ispitala sam specijalne slucajeve jednaCine (16) za partikularne vrednosti 

konstanata ", i Ь,: 
1 о Za а, = О i Ь, = -1 jednaCina (16) postaje diferencna jednacina kojom 

su definisani Bernoullievi роlјпоmј. 
20 Za а,= -r i br = 1 resenje jednacine (16) dobija obIik 

" (21) /(х)= L S~(r-l)![В,(х)-Вr(О)], 
r-I 

gde su S~ Stirlingovi brojevi prve vrste. 

.; ;; 
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30 za о, = -(о + Ь г) ј Ь, = I resenje jednacine (16) moze se takode 
izraziti eksplicitno, koristeCi сјпјепјси da је 

(22) R~(a, Ь) = I 
Нг-I -о Нг 

,,-1 n~1 

Нn-I 
n-I 

(г=I,2, ... ,n-l) 

(, = п), 

gde su R~(o, Ь) Ьтојеуј koje је definisao D. S. Mjtrinovic (videti: [27], [28], (71]) 
ј dao шЬЈјси пјЉоујЬ numerickih vrednosti za Ь = 1, а = р, р = 2 (1) 11. 

za оуај slucaj pokazala zam da se koeficijenti H~_I' koji se јаУЈјаји u 
resenju (17) tj. (18) mogu izraziti pomocu 

(23) 

za а=О 

(24) 

(-1)11-'-1 bn -'-Ij)rr(f+n) 
Н:_ 1 = 

г (~ +) )Гl 

Ь = 1 pokazaJa sam da iz (23) sJeduje 

Hr = 8'+ 1= -1- [D'+l (х)Ј 
.. -1 "r+) "'-0' 

(Г (х) gama-funkcija). 

5to је и saglasnosti sa definicijom Stirlingovih brojeva prve vrste. 
Zatim је prikazano razvijanje proizvoljnog роlјпота u red ВегпоиJliеујЬ 

роНпота. Оуо sam ртјтепНа па razvijanje faktorijel-funkcije za dobijanje 
поујЬ сеlаСЈја izmedu BemouIlievih i Stirlingovih Ьтојеуа prve vrste. Tako 
sam dobila сеlаСЈји 

(25) SIc=!!... ~1c(k+S-Ј)в SIc+s-l. 
.. k L.. S .. -1 

з=0 s 

Eulerovi polinomi koji su u neposrednoj vezi sa ВеrnоиlIiеујт роliпотјта. 
tretirani su takode роmоси generaJisane diferencne jednaCine 

.. 
(26) лх+ 1) + лх) = П (о, + х Ь,), 

,=1 

бје је resenje takode dato и eksplicitnom obHku 

(27) 

gde је Ek (х) Еиlетоу роlјпот stepena k. 
Za specijalne vrednosti konstanata а, i Ь" s obzlrom da resenje (27) 

sadrzi koefkijente Н: kao i resenje jedna6ne (16), diskusija se moze 
izvesti, u istom smislu Ьо па primerima generaIisane BemoulJieve diferencne 
jednaёine (16). 

Ветпоиlliеуј brojevi, koji su obradeni u trecoj glavi, definisani su па 
сзzпе паСЈne u matematickoj literaturi. Zbog toga је u оуот сади obra.eena 
пасоејш paznja njihovoj definiciji. ]znete su пајУзZпјје definicije koje su 
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naJcesce medu sobom ekvivalentne. Zatim, navedene su osobine оујћ brojeva, 
data је tabIica 60 Bernoullievih brojeva, istorijat njihovih izracunavanja, kao 
i poslednji rezultati па njihovom izracunavanju. Izlozena је najvaznija teorema 
iz teorije Bernoullievih brojeva, Staudt-Clausenova teorema, i pomenute 
ostale manje vazne teoreme. 

Prikazana је primena simbolickog racuna za dobijanje relacija izmedu 
Bernoullievih brojeva. Pokazala sam da se оуоm metodom mogu jednostavno 
izvesti mnoge Ramanujanove [33] relacije, kao i neke nove relacije. Na 
primer, relacija izmedu ВеrпоuШеvih i Stirlingovih brojeve prve vrste 

(28) 
(-1)"-1 (n-l)! 

п 

koja Ы ро analogiji odgovarala poznatoj relaciji 

(29) 
п-1 1 
"'г'Ьа Г =--L..,-'n ' 
г~1 n+ 1 

izmedu BernoulJievih i Stirlingovih brojeva druge vrste. 
U cetvrtoj glavi dat је najpre istorijat probIema odredivanja zbirova 

potencija prirodnih brojeva, а zatim su primenjeni rezultati iz prve i druge 
glave. 

Prikazala заm [26] jednu generalizaciju zbirova proizvoda realnih 
brojeva, koju је najpre posmatrao D. S. Mitrinovic (25]. Naime, pokazala 
sam da su zbirovi 

х п-1 

(30) лх)= 2: п [ar+(m-l)b.] 
т=lг=1 

resenje diferencne jednacine (16), te јm se moze dati oblik (17), odnosno 
(20). Zbi rovi oblika 

11-1 
) (a+kd)P • .... 
k-O 

su partikularni slucajevi zbirova (30). 

Zbir 

х " 
(31) ЛХ) = L (_I)'"-А: П (а. + (k-l)b.], 

k=1 г=1 

је resenje diferencne jednacine (26) te ти se moze dati oblik (27). 
Posmatrala зат i jedan generalniji problem koji је postavio D. S. 

Mitrinovic [58], i odrediJa zbir . proizvoda odgovarajucih clanova nizova 

р q 

(32) С!Јl (k) = П (а. + k IX.), С!Ј2 (k) = П [Ь. + (n- k) ~.], (k = О, 1,2, ... , п). 
г-I $_1 
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Trafeni zbir 

" !р (п) = L !Рl (k) !Р. (k) 
k_O 

lща obIik 

(33) 
q D'cp (п) 

ср(n)= L (-1)'g,(n-1) " , 
г-О r. 

gde је 

р 

(34) g, (n-1) = L H~(k + р)! [вн,н (n)-Вk+rН (О)]. 
k=O . 

Zatim је dat eksplicitan izraz za sukcesivne zbirove potencija prirodnih 
Ьтојеуа [59]: Naime, zbir 

п п 

SP+1 (п, k) = L Sp (г, k), Sl (п, k) = L rk, 
г-I г-I 

obuhvacen је takode zbiiom 130) kao partikuJaran slucaj. 

Metod konacnih razlika koji se uspesno primenjuje па probIeme 
konacnih zbirova upotrebiJa sam kod generalisanih zbirova obIika 

(35) i {(-1)k(;)/пl 

(n+kp+ iS)}. 
k-O 1=0 

gde su т, v prirodni i п, р, s realni Ьтојеуј. Zbirovi (35) predmet su D. S. 
Mitrinovicevog rada [61], gde su izra~unati па jedan drugi па~in. 

Dala sam opsti obrazac 

(36) I {( -l)k (m)/пl (п + kp + i S)} = i ~,-I)чm~lm!(v+ ;-1); р (ј, т) 
k=O k 1_0 ;=01 • (п + v + 1+ 1 1)..+1.6 

gde је 

(37) 
1 . 

Р(ј, т)= L (L)1 S{aj. 
ј_т 1 

Za slucaj S = р obrazac (36) postaje 

(38) 
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Sluzeci se istim metodom, izve1a sam takode obгazac 

(39) i {(_I)k(m)Vгi (n+k+i p)}= (_l)m pvv! (~+V-l) . 
k=O k ;=0 (у-т)! р у-т 

Оуај isti postupak primer.ila sam па zbir 

gde је Pl + Р2 + ... + ћ = ы<n (PI prirodni brojevi, а; i (, proizvoljne konstante). 
koji је posmatrao Р. S. Nowlan [64]. Dokazala sam da је 

(41 ) s = ЈО (ы<n) 
l(-l)"n!tf' (~"" tfi (ы=n). 

Na kraju proucavala sam generalisani geometrijski red 
оо 

(42) F" (х) = L [а + (k-l) d]" x k (п prirodan Ьгој, ixl < 1), 
k-I 

i dala ти oblik 

gde је 

(43) 

(44) 

п 

Р" (х), '> К" (а d) х', 
"- r ' 
,~O 

K~ (а, d) = т~O с: 1 )[а + (г-т) df· 

Red (42) је generalizacija reda 

(45) 
оо 

Кп (х) =~ '> k n xk 
~l 

koji su posmatrali R. Staley [67). М. С. Klamkin [68) i О. Zeitlin [69). 
ос 

Dolcazala sam da se primenom operatora О i О" па zbir '> x k dobija 
<-
k=l 

п x k п k . 

К,,(х)= L k! cr k • L (oc+k)n x k = L х cr k (ос), 
k= 1 (l-X)k+1 п k= 1 k= 1 (I_X)k+ 1 п 

(46) 

sto znaci da оуе zbirove mozemo direktno izraziti ротоси Stirlingovih Ьго­
јеуа druge vrste. 

Оуот ргШkоm zelim da izrazim svoju duboku zahvalnost profesoru 
dr D. S. Mitrinovicu па ukazanoj ротоСј i korisnim savetima pri izradi 
ovoga rada. 
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ELEMENТI RACUNA KONACNIH RAZLIKA 

UVOD 

Jedan od najvafnijih ројmоуа matematicke analize svakako је ројат 
funkcije. za velicinu у kafe se da је funkcija nezavisno promenljive х, ako 
svakoj datoj vrednosti рсотепlјјуе х odgovara tacno odredena vrednost 
funkcije у. 

Funkcije su uglavnom podeljene u dve klase. Prva klasa sadrfi funkcije 
Сјја nezavisno promenljiva moze uzimati svaku vrednost u izvesnom intervalu, 
to su funkcije neprekidne рготепlјјуе. Опе su glavni predmet proucavanja u 
matematickoj anaJizi. Drugoj klasi pripadaju funkcije kod kojih promenljiva 
uzima samo konacan Ьгој izorьvanih vrednosti, па ргјтег 

dok su za ostale vrednosti intervala (хо, х,,) оуе funkcije potpuno neodredene. 
U ovom sJucaju nezavisno promenJjiva је prekidna. Na funkcije prekidne 
promenljive пе mogu se primeniti metode matematicke analize. Ovu prazninu 
popunjava гаСиn konacnih raz/ika (diferencija), koji se prvenstveno bavi 
klasom funkcija prekidne promenJjive, аН se njegove metode uspesno mogu 
koristiti i pri ispitivanju funkcija prekidne promenljive. 

Као prvo delo iz racuna razlika шјта se Brook Тау)огоу udzbenik 
Methodus lncreтentoruт (London, 1717.). Medutim, osnivacem ovoga racuna 
smatra se ЈасоЬ Stir)ing, koji је u svom delu Methodus Differentiaii:i 
(London, 1730.) dao korisne metode uvodeCi jedan niz brojeva, koji su 
kasnije nazvani Stirlingovim brojevima . 

. _ DaJji doprinos ovom racunu sadrfan је u Eulerovorn delu InSlitutiones 
Calculi Diff егеnааЉ (Academiae Imperialis Scientiarum Petropolitana~ 175 5.) ~ 
Ovde је prvi put uveden simbol l!. kao oznaka za operaciju diferencije, koji 
se i do danas zadrfao. 

Od znacajnijih klasicnih udfbenika racuna razlika pomenucemo George 
Вооlеоу рЈ, А. А. Markoffov· [2], О. Seliwanoffov fЗ]; itd. Medu novijim 
udfbenicima izdvojicemo N. NOllundoy [4}, МiJпе-Тhоrnsопоv 15), .Jordanov 
[6], i А. О. Гельфондов [7] udfbenik racuria konacnih razlika . 

. . Racun konacnih rзzНЬ nasao је veliku primentl1i mпозim oblastima-mate­
matike, specijalno u pnmenjeDoj matematici. Njegove rnetode su cesto neophodne 
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pri resavanju mnogih рсоЫета matematicke statistike, teorijeaproksimacija, 
numericke integracije ili interpolacije. Medutim, njegov znacaj је u toliko 
уесј, sto se metodama ovog racuna, brze i jednostavnije, dolazi do mnogih 
relacija i stavova matematicke analize. О ovome сето se lako uveriti 
ргј proucavanju Bernoullievih polinoma i brojeva. 

1. OPERACIJE RACUNA RAZLIKA 

1.1. ОРЕRЛСНА t:. 

Neka su пат poznate vrednosti funkcije f (х) za vrednosti nezavisno 
promenljive 

Pretpostavicemo da је 

(ј=О, 1,2, ... , n-l). 

gde је h nezavisno od ј, i uglavnom, zadrZacemo se samo pri оуој pretpostavci, 
tj. da su vrednosti Хј ekvidistantne. 

Definicija. Prva razlika funkcije f (х) jednaka је prira~taju ove funkcije 
kada nezavis'lo promenljiva х priraste za vrednost h. 

Prvu razliku obelezavacemo sa 11, i stoga, prema d.efiniciji imamo 
h 

{1.1.1) 11 f (х) = f (х + h)-f (х). 
h 

Ako је prirastaj h promenljive х jednak jedinici, tada formule, kao sto сето 
kasnije videti, postaju prostije. U tom slucaju prvu razliku obelefavamo 
samo sa А. Moze se pokazati, da је uvek moguce promenljivu х zameniti 
novom promenljivom ~, ciji се prirastaj biti jednak jedinici. 

(1) Doista, neka је prirastaj promenljive х vrednost h (=F 1). Uvc­
-§сеmо smenu 

(1.1.2) Х= a+h~, 

odakle sleduje da је 11 ~= 1, odnosno, kad х priraste za h. tada се ~ prirasti 
za 1. Funkcija f (х) smenom (1.1.2) postaje 

f (а+ ~ h)= F(~). 

Рсеmа tome, operisaeemo sa funkcijom F (~), dakle sa simb010m А, а u 

konacnom rezultatu stavicemo х - а umesto ~. 
h 

Definisacemo i drugu razliku funkcije f (~) iIi razliku 11 reda. То је 
razlika prve razlike. Ako је obelezimo sa !!.", tada, па osnovu ove 

h 
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definicije јтато 
Д1I (х) = д сд ј (х)] =д [1 (х + ћ)-ЛХ)] 
h h h h 

=д I(х+ћ)-д 1 (х) =1 fx+2h) - 2 лх +--h) + I(х). 
h h 

Апаlоgnо definise se i n-ta razJika funkcije 1 (х), tj. razlika n-tog reda: 

д"l (х) = д [д"-l 1 (х)] = Д"-l I(х + h)_д"-l ј(х). 
h h h h h 

Moze se pokazati da се izraz za n-tu razliku funkcije 1 (х) biti oblika 

(1.1.3) дп 1 (х) = i: (_I)Ј (~)ЛХ+(n-ј)hЈ. 
h ;=0 Ј 

Ocigledno је da је za п = 1 formuIa (1.1.3) tacna. Pretpostavimo sada da је 
tacna i za п = k, tj. 

k 

дk 1 (х) = L: (_I)1(~ )/[x+(k-j)h]. 
h ;-0 Ј 

(1.1.4) 

Ako umesto х stavimo u (1.1.4) х + h dobija se 

дk Лх+ ћ) = ~ (-1)1 (~)j[X+ ћ+ (k-j)h]. 
h ;=0 Ј 

Obrazujmo sada razIiku 

Дk+l/(х)=Дkl(х+h)_Дk ј(х) 
h h h 

= ~ (-IY(~)j [x+(k -ј+ I)ћЈ - i (-])J(~)f(x+(k-j)h] 
i -о Ј /-0 Ј 

= ~ (-I)Ј(~)/[х+(k - ј + l)ћЈ + ki\-IУ (.\)f[Х+(k-ј + l)ћ] 
Ј-О Ј /=I}-

k+1 (k+J) =2: (-1)' . l[x+(k-ј+I)hЈ· 
/=0 Ј 

Vidimo da se izraz za дk+l 1 (х) doblja iz formule (1.1.4), kada u пјој k 
h 

zamenimo sa k + 1. Оујт zakljucujemo da је formula (1.1.4) taena za svc 
vrednosti k (prirodan Ьтој). Pokazacemo u daljem izlaganju, da se do 
-opste formuIe (1.1.3) јеdпоstаvлiје dolazi simbolickim racunom, tj. таСunот 
-operatora д. 

1.2. OPERACIJA Е 

Pored оресасјје д u racunu konacnih razlika definise se орегасјја Е 
iIi оресасјја translacije\ koja predstavlja vrednost funkcije f (х) kada nezavisno 
ртотепlјјуа dobija prirastaj ћ. То se оЬеlеZзуа 

ЕI(х) =1 (х+ ћ). 
h 

1 Prema engleskom terminu: орегшюn 01 displucement. 

2 Milm.vjt·R.koe.viC: Prilozi leoriii ..• 



18 RаСlIП kОП<1спil1 r<lzlika 

Jz istih razloga mozemo i ovde, kao za operaclJu с,. upotrebIjavati 
samo simbol Е, tj. uzimati da је h ~O 1. 

Орегасјји translacije uvodi prvi put George Воо]е [1] i obeleZava 
је sa D. Kod mnogih autora опа se razliCito obelezava. Tako, па primer 
De Ia Vаliее Poussin [8] upotrebJjava simbo! '\} (pseudodelta). Medutim, 
u поујјој literaturi [5], [б], (9], (1 О] oznaka Е se sve сеосе srece. Iпасе, 
upotrebJjavaju se i оуе oznake 

ЈП =1 (х + п ћ), 0 ј =лх" /Ј ћ), itd. 

Trans!acija drugog reda definise se sa 

Е2 ј (х) = Е(Е ј (х) ] = Е ј(х +ћ) =ј(х+ 2 "). 
fI h h h 

Uopste је 
е I (х) = Е (e- 1 ј (х)].= ј (х + п ћ). 
h h h 

1.3. OPERACIJA М 

Definise se jos jedna орегасјја па sledeCi пасјп 

м I (х) = -'- [f (х) +-ј (х + ћ) ]. 
fI 2 

Uopste је 

М" ј (х) = М [мn-! I (х)] = ~ [Мn-1 I (х) + Mn-1 ј (х +ћ)]. 
h h h 2 h h 

S obzirom da i ovde vazi primedba (1) iz (1, 1.1) mozemo uvek upotrebIja­
vati simbol М umes!O simbo!a М, podrazumevajuci da је prirastaj nezavisno 

h 

promenljive """ 1. 
Оуи орегасјји иуео је ргуј Sheppard [ll) obelezavajuti је sa [1.. Oznacavana 

је па razne nacine kod mnogih autora: Norlund [4] је obelezava sa V' takode 
i Milne-Thomson [5]. ТЫеlе [12) i Steffensen [9] upotrebljavaju za ovu 
operaciju oznaku :-1. 

Oznaka М usvaja se sve vise u novijoj literaturi. Operacija М cesto 
se naziva operacija sredine2. 

1.4. OSOBINE OPERACIJA 6" Е, М 

1.4.1. Komutativfli zakofl. Moze se pokazati da орегасјје predstavljene 
simbolima д, Е, М zadovoljavaju komutativni zakon 

дп дт ј (х) = (д д д ... fl puta) (д Д д ... т puta) f (х) 

=[д дд .. . (n+m) puta] ј (х) 
= дn+т ј (х). 

Doista је 

(1.4.1.1) 

• Ргета engleskom terminu: operat;on 01 (ће mеап. 



2. Sirnbolick.i racun 

Na slican na~jn dokazuju se i оуе jednakosti 

(1.4.1.2) 

(1.4.1.3) 

е Ет 1 (х) = Ет е 1 (х) = Е,,+тЈ (х), 

М" мт 1 (х) = мт м" 1(х)= мчт 1 (х). 
1 4.2. ASQcijativni zakon. lednakosti 

(1.4.2.1 ) 

( 1.4.2.2) 

(1.4.2.3) 

(t1" t1"') t1' 1 (х) = t1" (t1'" t1') 1 (х), 
(Е" Ет) Е' 1 (х) = Е" (Ет Е') I (х), 

(Мn Мт) М' 1 (х) = М" (Мт МГ) 1 (х), 
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koje izrazavaju asocijativnu osobinu simbola t1, Е, М takode su oeigledne. 
1.4.3. Distributivni zakon. Operacije t1, Е, М z'adovoljavaju distributivni 

zakon, te se jednostavno dokazuje da је 

(1.4.3.1) 

(1.4.3.2) 

(1.4.3.3) 

t1" [/1 (х) +12 (х) + ... ] = t1" 11 (х) + t1 n 12 (х) + .. . 

Е" [Ј;. (х) + 12 (х) + ... ] = Е" 11 (х) + Е" h (х) + .. . 

М" [11 (х) + 12 (х) + ... ] = М" h (х) + М" 12 (х) + .. '. 

Ako је С kO'1stanta, jednakosti 

takode su ocigledne. 

t1 [С 1 (х)] = С t1 f (х), 

Е [С f (х)] = С Еј(х), 

М[Сј (х)] = С М ј(х), 

Navescemo jos i komutativnost operatora t1 Е, kao М i Е, koja se 
izrazava jednakostima 

t1'" Е" 1 (х) = вп t1M f (х), 

Мт Е" (х) = е Мт f (х). 

Na osnovu navedenih osobina zakJjucujemo да se u odnosu па орета­
сјје sabiranje i simbolicko mnozenje, simboli t1, Е, М ponasaju kao algebarske 
velicine. Svaki РОlјllОМ {>о t1, Е, М predstavJjace, dakle, jednu operaciju. 
Tako, па ртјтет, јтато 

(ao+a1 t1+a2 t12 + ... +a,.t1") (bo+b1 t1+b2 t11 + ... +bm t1m) 

" т 
= L: L: а• bJ.L~VH •• 

у=о .. -о 

2. SIMBOLICKI RACUN 

2.1. RAZLIKE IZRblENE SUKCESIVNIM VREDNOSTIMA FUNKCIJE 

SimboIi ~,E, -М 'I'onasaju se kзо operatori, te stoga u mnogome 
olaksavaju rad ako se sluzimo racunom operatora, odnosno simbolickim 
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racunom. PolazeCi od definicija ovih operacija, mozemo izvesti sledece 
jednakosti 

E=I+Ll, M=~(I+E) M=l+~Ll M=E-~Ll itd. 
2 ' 2 ' 2 ' 

Da bismo dokazali, па primer, prvu od navedenih jednakosti, primenimo 
operaciju 1 + Ll па funkciju f (х). Tako dobijamo 

(1 + Ll) f (х) = f (х) + Llf (х) = f (х) + f (х+ h)-f (х) = Е ј(х). 

Dakle, doista је 

(2.1.1) Е= 1 +Ll. 

Ostale jednakosti dokazuju se па slican nacin. 
Iz (2.1.1) dobijamo stepenovanje 

(2.1.2) 

ili 

Llтf(x)=I (-I)k(m)Ет-kf(х), 
k=O k 

а to је poznata relacija (1.1.3). 

2.2. RAZLIKE lZRA2:ENE POMOCU SREDINA FUNKCIJA 

PolazeCi od relacije 

јтато 

tj. 

1 
М = 1 +- Ll, 

2 

Llт f (х) = 2m ~ (_I)k ( т) Mm-k f (х). 
k=O k 

Na isti nacin, ро Iazeci od re Iасјје 

M=E-~Ll 
2 ' 

dobija se 

tj. 

Llm f(x)=2m I (_I)k(m)Em-kМk f(х) 
k=O k 

=2m I (-I)k(m) Мk f(х+m-k). 
1<-0 ' k 



3. Рго§јгеna definicija konaCniћ razJika 

2.3. FUNKCIJE IZRA2:ENE POMOCU NJENIН RAZLIKA 

Iz jednakosti 
Е= 1 +~, 

sleduje 
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јlј ako ovu operaciju ргјтепјто па funkciju 1 (х) sa prirastajem ћ, јтато 

(2.3.1) l(x+mћ)=/(x)+(~)~/(x)+ '" +(:)~т 1 (х). 

Iz оуе геlасјје za h = 1 i х = О, dobija se poznata Newtonova formula 

(2.3.2) l(m)=/(0)+(~)~/(0)+(~)~2 1(0)+ ... +(:)~т 1(0). 

Na isti па~јп poJazeci od геЈасјје 

Е=2М-I, 

dobija se 

tj. 

Istim postupkom, koristeci se simboJickim геЈасјјата 

м = ~ (1 + Е), М = 1 + .~ ~ , 

dolazi se do slicnih jednakosti. 

3. PROSIRENA DEFINICIJA KONACNJН RAZLIKA 

3.1. RASTUCE 1 ОРАОАЮСЕ RAZLIKE' 

Pored definicije 

(3.1.1) ~I (х) =/(х+ћ)-I(х), 
h 

koja se jos naziva rastuca razJika (diferencija), definise se tzv. opadajuca 
razlika: 

~' 1 (х) =1 (х)-I (х-ћ). 
h 

1 Ргета engleskom t~rminu: advanring diffгrеnrеs i receding diflerences. 
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Ргета do sada izluzenom, vidimo da је 

~' = ~- tj. L\' = L\ E-l. 
Е' 

Doista је 
L\ E-l f (х) = L\f (x-h) = f (х)-ј (x-h). 

Takode сето dobiti 

Prema tome, opadajuce 1 azHke izrazavaju se ротоси rastuCih, te se racun sa 
njima svodi uglavnom па ra~un konacnih razlika definisanih relacijom (3.1.1). 

Napomenucemo jos i to da se cesto posmatraju i tzv. centra!ne 
d'ferencije, definisane па оуај na~in 

~ I (х) =I(x+ +)-/(х- +), 
Ьо tzv. centralne s edine 

f.l.1 (Х) = I [1 (Х +~-) + I(x-~)]. 
2 ,2 2, 

Medutim, s obziiom па ocigledne 1 elacj}~ 

~ L1 М 
I! = --;-;--, f.I. = -,,-, 

Е , Е" 

racun sa оујm simbolima svodi se па racun sa p:JZnatim simbolima ~, Е, М 

3,2. DIVIDIRANE RAZLIKE' 

Napomenuli smo па potetku izlaganja (1, 1.1) da Сеп·.О pc,smatrati fun­
kcije koje su definisane za ekvidistantne vrednosti argumenta. Medutim, mnogo 
opstiji ргоЫеm postavlja se ako su vrcJnosti nezavisno prumen1jive 

proizvoljne. U tom slucaju definise se Р(Jlт:о~и jednakosti 

Z' / (Х;) ~~[ (Xi~_ '!-=:-f (x!l. 
Xi+l- X; 

tzv. devidirana razlika funkcije I (х). Druga devidirana lazlika Ыее 

<Ј)2 f (Х;) = _~i~.!2!.)-1) ~(Xi) , 

-"н.-Х, 

1, uopste, razlika m-tog reda је 

"'т l' т_l /(Х;+I)- l' т_l /(Х;) 
~ 1 (Х;) ~~ ------- ---.---.---- . 

xi-m-·x" 

1 Ргеmа engleskom terminu: divid:'d d.f/.?r{mre.t 

' .. ГГI 



З. Prosirena definicija kопаёпih razlika 23 

Racun sa ovim diferencijama је prilicno komplikovan. Moze se pokazati 
da se m-ta diferencija izrazava kolicnikom Vandermondeovih determinanata 

(3.2.1) 

• 
Doista, kako је 

i uopste 

х;:,-I [(хо) 
x~-I /(Х,) 

ХО X~ ••• xt:' I 
Х, .>:2 х'{' 

'lffl 1 (хЈ = ---
(Хо-Х,) (хо-х.)· .. (Хо-Хт) 

+ _____ [(Х,) 

(х)-хо) (х,-х2)·· '(Х)-Хт) 

+ ... + [(Хт) 

(Хт-Хо) (х",-х)·· '(Хт-Хm-,) 

Јmасеmо, s obzirom па poznati rezuJtat 

Ј 

\ 

. n-I .л-I 
Х 1 "'"2 

da је 
т 

1>т 1 (ХЈ = .L 1 (Xs)/(XS-Xl) (ХЈ -Х2)' .. (Xs-Xs+1)' .. (ХЈ-Х,,) 
,,=0 
11 

= L [( _I)т-. 1 (ХЈ) п (Хј-Х;)] / п (Хј-Х;) 
,,~o ј> ; ј> ; 

tj. dobicemo rezuItat (3.2.1). 
Newtonova, odnosno Lagrangeova interpolaciona formula bazira па 

QVJm diferencijama, i daje vrednosti funkcije u nejednakirn intervalirna: 

1 (Х) ~cI (Хо) + (Х-ХЈ 1>1 (ХЈ + (Х-Хо) (X-Xl) <ЈУI (Хо) + ... 
. . . + (Х-Хо) (x-xl) (Х-Х2)' .. (X-Xn:-l) 'lm 1 (Хо) + .R". 

.gde је ostatak dat izrazorn 

11 korne је 

R
m

= (х-х.) (Х-Хl)" . (Х-Хт) l(ffl+ 1) (~), 
(m+ Ј)! 

• 
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4. INVERZNE OPERAClJE 

4.1. OPERAC[JA 11-1 

Кada је data funkcija .f (х), uvek је moguce odrediti njenu razliku 
iz jednakosti 

(4.1.1) Ll Лх) = лх + h) - ЛХ) = ср (х). 

Postavlja se obrnuto pitanje: odrediti funkciju f (х) Бја је diferencija ср (х) 
poznata. То se simbo1icki oznacava 

(4.1.2) Ll-l (ј) (х) = f (х). 

Dakle, simbol Ll-l oznacava inverznu operaciju operacije Ll, kojom se 
odreduje funkcija, ako је poznata пјепа prva razlika. 

Potrebno је primetiti da ova operacija пф jednoznacna. Doista, ako 
је t.) (х) proizvo1jna funkcija Cija је prva razlika jednaka nuli, tada је 

Ll [f (х) + t.) (х)] = Ll f (х) + Ll t.) (х) = (ј) (х), 

ра је, ргета tome 

(4.1.3) ~ -1 (ј) (х) ~C f (х) + (u (х). 

Kako је Ll (,) (х) = О, odnosno 

(4.1.4) (u (х + h) = ы (х), 

zakljucujemo iz (4.1.4) da је ы (х) periodicna funkcija sa periodom h. Ali, 
kako se radi о funkcijama prekidne promenljive, ы (х) Ысе konstanta. 
Relaciju (4.1.3) tada pisemo u obIiku 

(4.1.5) Ll-1 ср (х) =! (х) + k (k = const). 

Na osnovu (4.1.3), odnosno (4.1.5), vidimo da орегасјје Ll Ll-l nisu 
komutativne, јег је 

dakle 

dok је 
t..- 1 t.. f (х) = n-1 't' (х) = f (х) + k ; 

ргета tome је 

Ll-l Ll =1- 1. 

Operator ~ -1 је desni inverzni operator operatora п, аlј nije njegov 
levi inverzni operator. 

Operacija D-l ili Ј definisana је u matematickoj analizi kao inverzna 
operacija diferenciranja i nazvana neodredeni integra/. Kako u definiciji 

.. 
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орегасјје ~ vidimo analogiju sa орегасјјоm diferenciranje, njenu inverznu орега­
ciju iz istog razloga zovemo neodredeni zbir, sta vise i simbol ~ -1 zamenju­
јето simbo1om L. 

Као 8to је u ana1izi izral:unavanje neodredenih integrala skopeano sa 
mnogo teskoca i пјје uvek izvodljivo, tako је, ana10gno, odredivanje zbira 
neke funkcije jedan od osnovnih i najtezih ргоЫета racuna konacnih razlika. 

4.1.1 Osohine орегасуе ~ -Ј. Simbo1 ~ -1 је distributivan: 

Ovo se moze jednostavno dokazati ako gornju jednakost pomnozimo 
sleva sa ~. 

Isto tako, ako је С proizvo1jna kопst.шtа, na1azi se jednakost 

~-l С/(х) = C~--J/(x). 

4.2. ANDREOVA МЕТОDА ODREDlVANJA ZBJRA DАТЕ FUNKCIJE 

РгоЫет odredivanja zbira funkcije ср (х) ekvivalentan је resavanju 
jednacine .konacnih razJika 

(4.2.1) / (х + ћ) -.! (х) = ср (х). 

Resenje ove. jednacine u opstem slucaju nemoguce је odrediti. Poznata su 
samo resenja za specijalne oblike funkcije <р (х). Tako па ргјmег, ako је 

:r n - 1 

<р (х) = -=-~, 
(п-Ј)! 

tada је resenje jednacine (4.2.1) za h = 1 Веглоulliеv роlјпот n-tog ste­
репа, tj. 

/(х)= i Bk (n)x"-k. 
k~1 п! k 

gde SI) koeficijenti ovog роlјпоmа Bk , Bernoul1ievi brojevi. 
Postoje razni postupci za odredivanje zbira date funkcije. Spomenucemo, 

uglavnom, najvaznije. 
Koristeci se stavom (1) iz (1,1.1) diferencnu jednaCinu (4.2.1) mozemo 

napisati u obliku 

(4.2.2) / (х + 1)-/(х) = <р (х). 

О. Andre [I3Ј posmatrao је jednacinu (4.2.2) i sveo је па sistem jed'lacina 

.f(x)-/(x-l) = ср (х-о 

(4.2.3) / (x-l)--f(x-2) = Ip (х-2) 

.f(a + 1)-/(а) = ср (а), 
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gde su tL i х celi brojevi, ј (а) proizvoljl1a konstanta. lz оујћ х-а jedna­
сјnа mozemo odtediti х-а nepoznatih 

ј (х),ј(х-l), ... , Ј(а + 1), 

ali dovoljno је odrediti samo ј(х). Sabirajuci redom izraze (4.2.3) dobija se 

х-l 

(4.2.4) .f (х) = ј (а) + L (ј1 (k) = ~ -1 (ј1 (х). 
k~a 

OCigledno је da relacija (4.2.4) zadovoljava jednacinu (4.2.2). Doista, leva 
strana jednacine (4.2.2), kada u nјој zamenimo (4.2.4) postaje 

х х-l 

ј (а) + L ср (k)-ј(а)- L ср (k)= ср (х). 
k~a k~a 

Iz (4.2.4) vidimo da је operacija ~-1 izraiena роmоси jednog zbira i proiz­
voljne konstante .f(a). То је jedan od razloga sto se operacija ~-l naziva 
neodredeni zbir. 

Оуа Andreova metoda odrediva!'ja zbira jedne funkcije јта veci teorijski 
nego prakticni znacaj. Primerjuje se samo kada х uzima celobrojne vrednosti. 

4.3. ODREDIVANJE ZBIRA DАТЕ FUNKCIJE SIMBOLICКlM RAtUNOM 

Iz simbolicke jednakosti 

~=E-l 

sleduje 

(4.3.1) ~-1=~. = __ .~ __ = -(1 +Е+Е2-"- ... ). 
t::.. l-Е 

Ako su ispunjeni uslovi za konvergenciju reda 

1 + Е + Е2 + Е3 + . . " 

tada mozemo primeniti simbolicku геlасјји (4.3.1) i dobijamo 

i lј 

Ј со 
~-l ср (х) = -- (ј1(Х) = - L Е" ср (х). 

Ј-Е k=O 

~-l ср (х) = - ~ (ј1 (х + k). 
k-o 

4.4. ODREDIV ANJE ZBIRA ОАТЕ FUNKClJE INVERZIJOM 

Оуај пасјп odredivanja- ·zbira funkcije sastoji se u inverziji formula 
dobijenih izracunavanjem konacnih razlika. Ako imamo, па primer 

~ ј (х) = С ср (х-а). 

tada inverzijom zakljucujemo 
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1 
~-l l' (х) =.- j(x..l а) +- k. 

с 

Оујт postupkom dobij:lmo sJedece formuJe: 

I Ј аХ 
~-l __ = ____ +k ~-l aX=-+k, 

2'< 2'<-1 'ћ ab -
' 

соз (ах ;- Ь - - аћ - -1 :-: ) 
с 2 2 

~-JC=-x+k,~-Jcos(ax+b)= +k. 
h h h 1 

2 sin - аћ 
2 

Ovi zbirovi odgovarali Ы u analizi tabJicnim integralima. 

lnverzna орегасјја 

{4.5.I) 

Ргета OVO] definiciji је 

isto tako i 

4.5. OPERACIJA Е-' 

Е-Ј јlј 1 ЈЕ definise se па ovaj пасјп: 
h 'ћ 

Е-Јј(х) =ј(х-ћ). 
h 

1 јЕ" = Е-nј (х) = ј (х-nћ), 
1, h 

Moze se dokazati jednostavno i ova osobina орегасјје Е 

Е-Ј [ЈЈ (х) -12 (х) ·јз(х), .. ] =E-1fl (х) ·E-Јјz(Х) ·Е-lј.(х)· .. 

4.6. OPERACUA М-' 

Ako relaciju 

(4.6.1) 
1 

Мј(х) = - [ј(х + ћ) + ј (х)] = l' (Х), 
h 2 

pomnozimo simbo~icki sa М-Ј, dobicl'ino 

" 
(4.6.2) ј (х) = М-Ј l' (Х). 

h 

27 

DakJe, simbol М-Ј oznacava inverznu орегасјји kojom odredujemo funkciju 
h 

kada је poznata пј! па srednja yтcdnost М. 
h 

1 ovde mo.zemo primetiti da oplТacjja М-Ј пјје jednoznacna. Doista, 
ako је Ф (Х) takva proizvoljna funkcija, da је ispunjen uslov 

(4.6.3) Мф(х)=О, 

" 
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tada је 

i li 

Racun kопаёпih razlika 

м [/ (х) +- Ф (х)] = tp (х), 

" 
М -1 '? (х) = 1 (х) + Ф (х). 

" 
lz relacije (4.6.3) zakljucujemo da је Ф (х) resenje diferencnc jednacine 

Ф (х ,- 11) + Ф (х) = о. 

Tako, па primer, Ф (х) moze imati obIik 

i 1 i 

у (х) = cos C~\" + Ь) ы (х), 

gde је ы (х) proizvoljna periodicna funkcija sa periodom ћ. 

Operatori М i М-l nisu komutativni, s obzirom da 

Operator М-1 је desni inverzni operator op~ratora М, ali nije njegov levi 
јпуегznј operator. 

4.7. ODREDIVANJE lNVERZNE SREDINE ОАТЕ FUNKCI.IE 

Problem odredivanja inverzne sredine ekvivalentan је ргоblеmи resava­
nja diferencne jednacine 

(4.7.1) 1 (х + ћ) +1 (х) = 2 ср (х). 

Umesto jednaeine (4.7.1) mozemo posmatrati, ргета stavu (1) LZ (1, 1.1) 
jednacinu 

(4.7.2) I(х + 1) + Ј (х) = 2 tp (х). 

Postoje razne metode za rcsavanje jednacine (4.7.2). Роmепuсето Ап­
dreovu koja se sastoji и sledecem: 

Posmatrajmo sistem jednacina 

(4.7.3) 

1 (х) + лх- 1) = 2,? (x-I), 

l(х-I)+/(х-2) " 2ср(х-2), 

Ј(а + 1) + ј (а) = 2ср (а), 

gde su х а сеН Ьгојеуј, / (а) proizvoljna konstanta. 

~ ______ '_H_._""" __ """" _____ ' ._,_ ..... I ... '_-__ #I~I 
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Pomnozimo prvu jednaCinu sa (-1)2, drugu sa (-1)3, ... , n-tu jednacinu 
sa (_1)"+1, zatim sabirajuCi sve tako dobijene izraze, јтато 

х-Ј 

(4.7.4) f(х)=(-I)Ч"f(а)+22: (-I)х+k+1ср(k)=М-l<р(Х). 
k_1I 

Da је сеlасјја (4.7.4) resenje diferencne jednacine (4.7.2), mо!е se lako 
proveriti. Kako је prema (4.7.4) 

f(x)=(-l)ЧОf(а)+2 [ср(х-l)-<р(х-2) + '" +(-I)Ч"+lср(а)], 

а zatim 
ј{х+ 1)= (-I)ЧО+1f(а) + 2 (ср(х)- ср (Х-l)+ ... + (-IУ+" <р (а)]. 

Sabiranjem ovih dveju jednacina nalazimo 

ј(х) + ј(х+ 1)= 2<р (х). 

Obrazac (4.7.4) јmа prvenstveno teorijski zna~j, аlј se u izvesnim slu~je­
ујmа moze korisno upotrebiti za prakticna izracunavanja. 

Neka је, па primer, ср (х) = С'" (С = const), i пеЬ је proizvoljna kon­
stanta а u ovom slueaju nula. Tada је 

~ (_l)kCx= ! (_C)k= l-(-q.x. 
k-O k-O С+ 1 

Рсеmа obrascu (4.7.4) imamo 

M-IС"=(-IУk+ 2 С'" • 
С+l 

Postoji simboJicki metod resavanja jednacine (4.7.2) koji se zasniva па 
jednakosti 

M-l=(1 +~~)-1= ~ (_1)m_1 ~m. 
2 т-О 2 m 

Resenje jednacine (4.7.2) u opstem slucaju пјје poznato. za specijalan obIik 
funkcije 

хN 

'Р(Х)=-, 
п! 

.resenje jednacine 
2хn 

ј(х+ l)+ј(х)=-
nЈ 

је Eulerov роlјпоm n-tog stepena 
т Ek x"-k 

ј(х) = k~-k! (n-k)' 

.gde su Ek koeficijenti definisani simbolickom сеlасјјот 

(1 +1t)"+E.=O. 
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5. FUNKCIJE GENERATRlSE 

~.I. DEFINJCIJA FUNKC(JE GENERATRISE 

Jcdan od vrlo vaznih pojmova racuna konacnih raz1ika kao i teorije 
verovatnoce је ројаm funkcije generatrise. Prvi put је uvodi u teoriju vero­
vatnoce Laplace [14], па s\cdcCi пасјп: 

Ncka su date vrednosti funkcije f (х) za 

х=а, а+1, а+2, ... , b-l,Ь. 

Funkcija и (t) definise se kao funkcija generatrisa funkcije f (х), ako su koc­
ficijenti prcd t" pri razvijanju funkcije и (t) ро stepenima od t, jednaki vred­
nostima funkcije f (х) u intervalu (а, Ь). Ргј tome је јоз potrcbno da su оуј 
koeficijenti za svaku drugu се1и vrednost х van intervala (а, Ь) jednaki nuli. 
Tose obelezava 

" (5.1.1) и (t) = L.r (х) t" , 
х=а 

ili simbolicki 

(5.1.2) Gf (х) = u (t). 

Ako је Ь beskonacno, tj. interval u kome је data funkcija f (х) је (а, оо), tada. 
se funkcija generatrisa и (t) posmatra samo za опе vrednosti 1 za koje је red 
(5.1.1) konvergentan. 

Na osnovu definicijc funkcije generatrise јmаmо relacijc koje su ocigledne 

G [/1 (х) +f2 (х)-+- ... ] = Gf1 (х) + Gf2 (х) + ... 
GCf (х) = CGf (х), С = const. 

5.2. ODREDIVANJE FUNKCIJE GENERATRISE 

1 nаСјn. U infinitezimalnom racunu poznat је veliki broj funkciJa koje 
se mogu razviti u stepenc redove. Svaku od оуњ funkcija mozemo smatrati 
funkcijom generatrisom. Tako, па pГlmer 

(5.2.1) 

(5.2.2) 

(5.2.3) 

(5.2.4) 

prema tome G 1 = -1-
l-t 

G(:)=(1 +/)". 

11 

1(t-l)(t-2) .. ·(t-n+ 1)= L S:I" , te је 
х=1 

GS: =t(t-l)(t-2)·. ·(t-n+ 1), 

gde su sa S; obe1ezeni Stirlingovi brojevi prve vrste. 

_____ ~_"~.~·~._I'-. ____ .... v_._ .......... , "",.--... ",,;;~ 
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II nаСјn. Polazeci od funkcija generatrisa dobijenih па ргуј пасјп, то­
iemo dobiti diferenciranjem, intcgriranjem i drugim орсгасјјата поуе funkcije 
generatrise. Prethodno је potrcbno ispitati uslove konvergencije tako dobije­
пјЬ redova. 

Tako, па ргјтег polazeci od formuie (5.2. Ј) ргјтесијето da је red l; ,Х­
uniformno kon\'ergentan za svaku \Гednost 111 < Ј, stoga diferenci гапјет 
dobijamo 

t 
--= 
(I-t)' 

јlј Gx= __ t_. 
(Ј -t)' 

Na slican паСјп, posle k uzastopnih diferenciranja, јтато 

(5.2.5) 
tk 

i lј ( Х) t
k 

G 'k = (I-t)k+l ' 
itd. 

111 nаСјn. U nek;m slucajevima moguce је dobiti funkciju generatrislL 
dtrektnim sumiranjem 

U(I)= ~J(x)r . 
.. =0 

Na ргјтег, ako jcJ(x)=a-', tada је 

оо. 1 
u(t)= 2: (atY=---· 

.. =0 I-а, 

Sumiranje se moie izvrsiti direktno, ako је moguce funkciju Ј (х) izra­
Zltl роmоси odredenog integrala, Сјја је podintegraJna funkcija obJika [ср (v)]x. 
dakle 

ь 

Ј(х)=С ј [ср (v»)Xdv. 
а 

Tada сеmо imati 
. ь ь 

и (/) = сЈ x~o [1 ср (v)]-" dv = С f i-~: (У) 
а а 

Na taj пасјп dobijamo и (1) u obJiku odredenog integrala, сјја se vrednost 
eventualno moze izracunati. 

Ako је tada poznata funkcija generatrisa funkcije Ј (х), dakJe 

(5.2.6) Gf(x) = и (1) = ј,Ј(х) lХ, 
-,,=0 

mo.te se odrcditi funkcija generatrisa funkcije Ј (х + 1), odnosno funkcije: 
Ј(х + ћ). Doista iz геlасјје (5.2.6) dobija sc 
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11(1)-/(0) 1 >о оо --- =-; L [Ј(х) (X-ј(О)] = .2:f(x)tX
-

1 , 

х=о х_1 

ili 

(5.2.7) 
11 (I)-/{O) i ј(х + 1) (Х =6Ј(х+ 1). 

х=о 

Prema tome funkcija generatrisa је 

1 
G t1f (х) = - (1-t) u (t)-f(О). 

1 

Na slican nacin dobijamo 

1 G/ (х + п) = -;;- [и (t)-f (O)-tf (1)- ... _/11-1 f (n-1)]. 
1 

5.3. ODREDIVANJE NEODREDENOG ZBIRA POMOCU FUNKCIJE GENERATRISE 

Videli smo (1, 4) da је neodredeni zbir funkcije ~ (х) resenje diferencne 
jednacine 1 reda 

(5.3.1) ј(х+ 1)-j(x)=~(x), 

.gde је rp (х) data funkcija. 
Pored pomenutih metoda (1, 4.2; 4.3; 4.4) postoji јо!; jedna, tzv. metoda 

funkcije generatrise, koju је dao Laplace. Оуа se metoda, Ьо i Andreova, 
primenjuje samo kad је х сео broj. 

Prema relaciji (5.2.8) imamo 

(5.3.2) Gf(x+ 1)=uи)-/(o~. 
1 

sa R (t) obelezicemo funkciju generatrisu date funkcije ~ (х). 

Kako је 

G [f (х + 1)-f (х)] = G ~ (х) , 

sleduje 
Gf(x+ l)-Gf(х)=G~(х), 

ili prema (5.3.2) 

и (/)-/(0) u (t) = R (t), 

te је 

u(t)= IR(/)-/(O) , 
1-1 

gde је f (О) proizvoljna konstanta. Ako pretpostavimo da је R(t) poznato, 
vidimo da је trazeni neodredeni zbir f (х), odnosno resenje jednacine (5.3.1), 
joonak koeficijentu pred tX u razvoju funkcije u (t) ро stepenima od t. 

_. __ ..... .._--~----------
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6. V AZNIJE FUNKCIJE U RЛСUNU RAZLIKA 

6.1.' FAKTORIJEL 

U infinitezimalnom Ta~ono jedna cd пајеlсmепштпјјЉ funkcija је poten­
сјјаlпа funkcija х". Щi је izvod угЈо jednostavan, пајmе Dx" = nх,,-l. Medutim, 
u ra~unu razlika, funkcija Cija је гаzЈikз tako jednostavna proizvod је 
ekvidistantih faktora, па ргјmег 

х(х-l)(х-2)- . ·(х-n+ 1), 

naziva se jaktorije/ геЈа п, а obeleza\a se sa (Х)n' Tako је (х)" = п (х) "-1-

Funkcija 
х (х-ћ) (х-2ћ) . .. (x-~~ ћ) 

naziva se generalisanim faktorijelom reda п i obekzaval (х}", ь. 
Ako se funkcija (х)" razvije u Масlаогјпоу, "red, dobija se 

OznaCivsi sa s~ koeficijente u zagradi, faktorijel reda п moze senapisati u 
obtiku 

(6.1.1) 

Ј. StirJing (15] ispi.ujuci оуе funkcije, а specijalno koeficijente S::, ргуј 
је uvideo пјЉоуо vaznost, stoga su kasnije nazvani Stirlingovim brojevima 
ргуе vrste. 

RazvijajuCi funkciju х" u Newtonov гед (1, 2.3.2), доЫја se 

(6.1.2) " [6т Х"] х"= L (Х}т -,- • 
m=1 т. х=о 

Koeficijenti u zagradi obelezavaju se sa (1::' i nazivaju Stirlingovim brojevima 
druge vrste. Iz (6.) .2) zakljucujemo да se funkcija х" moze razviti u rOO 
faktorijela. 

StirJingovi Ьтојеуј zauzimaju centralno mesto u racunu razHka. Zзједпо 
sa Eulerovim i Bernoullievim Ьтојеујmа predstavljaju, zbog svoje velike ртјmепе, 
predmet mnogobrojnih istrazivanja2• 

1 Nacin obelefavanja оујћ funkcija пјје kod svih autora 'isti. Sreeemo, па ргјтег, 
о:шаku xl"! (De Ја Valtee Poussin), [х]" (Whittaker and Robinson), х<") (Steffensen), (х}<") 
(Andoyer), х("Ь) (Milne-Thomson), (Х)",ћ (Jordan), Itd. : 

• za Ьгојеуе S::' dokaz\".je зе da su resenja diferencne jcdnааne 

Videti о оуоте: 
S m Sm-I Sm ,,+1 = п -п" . 

D. S. М i t r i п о v i С, о Stirlingoviт brojeviтa pr,ve vrste i Stirlingovim poliпmnimD. 
Ра blikacije Elektrotehniёkog fakulteta, Њ 23, 1959, Serija:· Мoatemetik:t, i (iжikа," Вeograd. 

3 Milo~vic-Rako~cvic: Pril02.i 'corјјј .•. 
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za reciprocni faktorijel, koji se оЬеlеЬуа 

1 
(Х)-m. h = ( Ь) , 

х+т m.h 

moze se pokazati da је 

6.2. BINOMNI KOEFICIJENТI 

Jedna od najelementarnijih funkcija koja zadovoljava relaciju 

I:J./,,(x) = /"-1 (х) 
је binomni koeficijenat, definisan sa 

(6.2.1) ( Х) = х(х-l)(х-2) . . ·(х -п -;. 1), 

п 1.2.3 ... п 

gde su х i п celi brojevi. Оуа se definicija prosiruje i za slueaj kada је х 
makakav broj, а п сео pozitivan Ьсој. Medutim, relacijom 

gde је 

( х) Г(х + 1) 
п = Г(n+ 1) Г(х-n+ 1)' 

+00 
Г (х) = f е-' tX

-
1 dt 

о 

oznaka za Gamma-funkciju, definicija binomnog koeficijenta prosiruje se za 
svaku realnu јlј kompleksnu vrednost brojeva х i n. 

Binomni koeficijenti generaliSu se па sledeci nacin 

x(x-h)(x-2h) . . '(Х-М + Ь) 
1.2.3 .. ·n 

te se jednostavno dokazuje niz relacija: 

l:J.тC)=C~m). 

l:J.т (~X) = (_l)m (~~-mm), 

I:J.m_
1
_ = п! (- п)". (х-п) -,,-т' 

(~) 

____ .----.....-М. __ ' , ..... _ ......... " _____ ._._ .... , ... , .,."", ____ ~I 
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7. VEZA JZMEDU KONACNE RAZLJKE 1 IZVODA 

7.1. LAGRANGEOVA FORMULA 

Ako razvijemo funkciju ЛХ -1- ћ) u Taylorov red јmаmо 
• 11" 

(7.1.1) f(x+h)=f(x)+hDf(x)+-D2ј(Х)+ ... 

SimЬоliсю to se mofe napisati 

(1.1 .2) 

h relacije 

i iz (7. 1 .2) sleduje 

2 ! 

оо IIk Dk h 
E=y--=еЈ)· 
h .- k! 

k=O 

E=l+d 
h h 

d=ehD-l. 
h 
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Оуо vezu izme<1u prve rulike i izvoda dao је Lagrange. Ako razvijemo 
desnu stranu u red ро stepenima оо hD i pomnofimo tako dobijeni сед samim 
sobom, primenjujuci Cauchyevo pravilo za mnofenje redova, dobicemo drugu 
razliku d 2 izrafenu pomocu izvoda D, DI, ])3, .. , Na slican пасјп dobijamo 

h 
~З izrafenu pomocu D, D2, ])3, ... 
1, 

PolazeCi od simbolicke relacije 

eћb=l+~, 
h 

mofemo pisati 

odnosno 

hD=/n(1 +~), 
h 

(7.1 3) hD= .:1_~.:12+~.:1'_~.:14 + ... 
,. 2ћ 3ћ 4ћ 

ReJacijom (7.1.3) izrafen је prvi izvod pomocu razlika vi§eg reda. Primenju­
juci Cauchyevo рrзуilо za mnofenje redova, dobicemo DI, DI, ~, ... izrafene 
pomocu .:1, .:11, .:18, ... Tako, па primer, јтаmо za h = 1 

h ,. h 

DI=.:1I_~3+~.:1'_~.:1'+ '" 
Ј2 б 

D3 = .:1a_..!..:1'+~.:1I_ ... 
2 4 

7.2. LEJBNIZOVA FORMULA ZA n-ти RAZLIKU PROJZVODA 
DVEJU FUNКCJJA 

Iz relacije 
.:1 =Е - 1 
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dоЬiјашо 

(7.2.1) ~"=(E-l)"~= i (-I)k(II)' E"-k. 
k=o k 

Ako sada operaciju (7.2.1) ргiшепiшо па proizvod dveju funkcija и, У, iшашо 

(7.2.2) 

Posle zашепе 

dolazi se do 
п . n--; ( 11 ) ("-k) ~n(uv)=)~ЈuL(-I) . E"-k l,. 

i=O k=O k I 

s obzi гот da је 

imасешо 

ili definitivno 

(7.2.3) 11" (иу) ОО .i ( '; ) Ili U Il"_i Е; У. 
,.=0 

Uporedivsi foгшulu (7.2.3) sa роzпаtош LеiЬпizоvош fогшu!от za .-,·ti рго­
izvod dveju fиnkcija 

n"(uу) = i ('~)' Di 
U D"_i У, 

i=O I 

uосаvашо izvesnu anatogiju, stoga se опа i Щ',zivа leibnizova formu!a za 
n-tu razliku. 

7.3. RAZLAGANJE KCNA<':NE RAZLIKE FUNKCIJF. 
РО RAZLIKAMA N.lENIН IZVODA 

S. Е. Mikeladze [16) sluzeCi se jednom svojom interpolacionom formulom, 
pokazao је da se konacna razlika funkcije moze izraziti pomocu razlika 
njenih izvoda, u obliku 

п 

(7.3.1) Il"f(a + лh) = ћ" 2.. А. Р IlP /(") (а) + R"" 
р=О 

gde su koeficijenti А"р dati-izrazom-

/.+У 

(7.3.2) 1" ( ") r "-1 ( ( ) A llp '=-- L (-IУ-' . (л-v-t) dt, 
(n-1)! у=о v • р 

о 
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ј gde је л сео pozitivan iIi negativan broj. Koeficijenti А" р izracunati su za 
1.=0, n=I,2,3,4; р= 1,2,3,4, .. ~,7. 

Moze se dokazati [17] da se koeficijenti А ,. р svode па izraz 

п! р лk р т! 
A"p=-L:-') ·sтam , 

р! k=O k! ~:k (т + n-k)! р m+n-k 

gde su S,: i ~redom Stirlingovi brojevi prve i druge v.rste, definisani obrascima 
(6.1.1) i (6.1.2), tako da se izracunavanje koeficijenta А" Р svodi uglavnom 
па izracunavarije vec dovoljno proucavanih brojeva S::, i cr"т. 

Specijalno za 1.=0, formula (7.3.1) sa koeficijentima 

Је neposredna posledica dobro poznatih relacija racuna razlika. 

Najpre је prema (6.1.1), 

(7.3.3) ( t) 1 " =, L s,: (т, 
р р. m~O 

ра se integracijom dobija 
х х 

, (x_t)n_1 ( 1) dt= ~ i s,: \ (X-t)"-'-l ("'dt 
.' р р. т-О ~ 
О О 

I 

1 Р f = -,- L s:, хm+ n (I _tY-l ('" dJ. 
р. m=О 

о 

Odavde, s obzirom da је 
I 
~ I 

\
(I_l)n-1 t"'dt= т! (n-l)., 

. (т+n)! 
о 

neposredno slcduje 
х 

C(X-l)n-1(')dt=<n-1)!i sm_~ х"'+". 
Ј р р! m=О р (т + п) ! 
о 

StavljajuCi х = л + v dobijamo 

1 п 1)' Р Аnр =-- 2 <_l)n-У(n)(n- . L sт_т_(л+v)",+" 
(II-1)! у=о v р! m=О Р (т+n 

јlј 

(7.3.4) 
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Prema Ыnотnот obrascu i relaciji (6.1.2) koja se zapisuje u obIiku 

(7.3.5) 

т+n ) 
= '" (т + п лk , п L., k n. (Jm+n_k' 

k=O 

Kako је, prema (7.3.5), (J~+n_k=O za k>т Ысе 

Prema tome, obrazac (7.3.4) postaje 

А,. =~ ~ т!n! Sm ~ (т+n)лk~ , 
р ,L., (т + п), р L., k m+n-k 

р. т=О . k-O 

odnosno 
п! р лk Р т! " 

А = - ~ -" ---- Sm (1 
пр р! k"-;:O k! ~k(m+n-k)! р m+n-k' 

Specijalan slucaj obrasca (7.3.1), kada је л= О, dobijamo iz Newtonovog 
reda. Iz [еlасјје (2.3.1) dobijamo 

(7.3.6) 

odakle је 

(7.3.7) 

оо (х-а) ~т 1(0) 
ј(х)= L _h_, 

т=О т h hт 

f:1' ј(х) = :i (х-а) h' _т f:1т ј(а). 
h т-ј т-ј h h 

RazvijajuCi funkciju Лх) u Taylorov red, nalazimo 

(7.3.8) f(x) = i (х-а)" Dn 1(0), 
n=О п! 

ili, s obzirom па relaciju (7.3.5) 

[Ат (х-а)n] = т! hn (1::'; 
h х=а 

prema tome, relacija (7.3.8) postaje 

f:1nj(a)= i т! /t' j(fI> (а) ат 
h п-т п! п, 
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tj. 
оо , 

Аmло) = '" ~ h"'+"j<m+,,> (а) а" . 
h т::о(т+n)! т+n 

S druge strane, kako је 

tj. 

јтато definitivno 

jli 

gde је 

(7.3.9) 

оо т! ар ft"> (о) 
!(m> (о) = 2: h Sm 

р-т Jrmp! Р' 

A"!(O)=h"i т!n! а" ~ aPf!n)(O)Sm 
m_о(т+n)! т+nР_т р! р 

I Р , 

Anp=~ '" ~Sma" 
Р , L, (т+n)' р т+'" • т-О • 

za slucaj п = 1 koeficijenti А" Р postaju 

1 Р 1 
А,р=- 2: --Sm 

Р!т_,т+l р 
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<lakle, svode se па ВеспоиШеуе brojeve druge vrste Ьр [6, 147] definisanc 
rekurzivnom relacijom 

n-' Ь 
{7.3.10) 2: (_I)m·2'--.=О. 

m=О п-т 

Prema tome, iz relacije (7.3.9), gde је АЈт = Ьm dobijamo sukcesivno vrednosti 
koeficijenata Ан (р = 1,2,3, ... ) . 

Tako :mozemo, s obzirom па (7.3.9) i (7.3.10) formirati tabIicu koefi­
eijenata A:~. 

'~I 2 3 4 

О 1 1 1 

1 1/2 1 3/2 2 

2 -1/12 1/12 1/2 7/6 

3 1/24 О О 1/6 

4 -191720 -1/240 -1/240 -Ј/720 

5 3/160 1/240 -1/480 О 

6 -863/60480 -221/60480 1/945 1/3024 
7 275/24 Ј 92 19/6048 -11/20160 -1/3024 
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8. О NEКIM OPERATORlMA RACUNA KONACNIH RAZLIKA 

8.1. OPERATOR f) 

U matematickoj апзlizi cesto se srece operator О definisan relacijom 

(/ 
6=х-=х D. 

dx 

Ako se ovaj operator рсјтепј vise puta, dobija se 

62= xD(xD) = xD + х2 D2, 

оз = Х D (62) = х D + 3х2 D2 + .хз IJЗ, 
i uopste 

(8.1.1) 

gde su konstante С; nezavisne od funkcije па koju se primenjujc operator 6. 
za odredivanje ovih konstanata moze se postupiti па sledeci паСјп [6, 195]: 

Neka је ј (х) = х>', tada је 

Ох>' =лх>'; 6"хл =л"хЛ ; DVХЛ = (Л).ХЛ- V • 

Zamenom ovih vrednosti u (8.1.1), dobija se 

" л" = L С. (л) •. 
у-, 

s obzirom па relaciju 
х' = O"~ Х + O"~ (х) 2 + ... + 0":' (х) т + ... + 0": (х)". 

kojom se definisu Stirlingovi brojevi druge vrste, oCigledno је da је 

С. = O"~, 
te је oblik operatora (8.1.1) 

" 0"= L O"~x' DV. 
У-I 

Operator О јта siroku primenu u izracunavanju nekih klasa konacnih 
zbirova. 1. Ј. Schwatt [65, 81-104] рсјmепоm ovog operatora izracunao је 
veliki Ьсој konacnih suma, kao па primer 

Ј, (~) k P
, k~' (-I)k (~) k P

, k~/P, k~1 (_I)k-l k
P 

О cemu се biti reci u glavi IV ovoga rada. 

8.2. ОРЕRЛ TOR Ф 

U racunu konacnih razlika definise se operator 1)1, analogno operatoru 6, 
pomocu jednakosti 

ф = х6.. 

____________ -~~ __ , __ ~ ____ ' __ r __ •• '~~., .... --q~pl .. ~1 
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Ako se ovaj operator ргјтепј vise puta, dobija se redom 

ф2 = Х 6 (х 6) = х 6 + (х + 1)262, 

(8.2.1) 

ф"=С]хD+С.(х"+ ])262+ ... +С,,(х+n-]),,6", 

4t 

gde su С; konst?nte nezavisne od funkcija па koju se ргјтеl'јије operator ф_ 
Da bismo odrediJi оуе konstante, izaberimo funkciju f (х) па sledeCi паСјп 
[6, 199]: 

Neka је 
f(х)=(х+Л-l) .. , 

tada је 

6' ј(х) = (л)v (х + Л-l) .. _v, 

фf(х)=х6f(х)=Л(х+л-l); ф"f(х)=Л"(х+Л-l)л. 

Zamenom оуљ vrednosti u (8.2.1) nalazi se 

" 1."= 2; сv(л) •. 
y~1 

Na isti пасјп, Ьо u prethodnom paragrafu, zakfjucujemo da је 

Cv =!1:, 
te је obIik operatora (8.2.1) 

п 

ф"= L (x+v-l).!1:6 v
• 

у=Ј 

8.3. GENERALISANI OPERATORI 

8.3.1. М. d'Ocagne [66] posmatrao је operator Z definisan геlасјјот 

Z=(x+ l)+xD, 

Јсојј, primenjen nekoliko puta, daje 

zs = (х + 1) Z + х D Z = (х2 + 3х + 1) + (2х + 3) х D + х2 DI, 

Z3 = (.х3 + 6х2+ 7х + 1) + (3х2 + 12х + 7)xD + (3х + 6)х2 D2 +ХЗ D3 , 

i uopste 

(8.3.1.]) ZN = Ф +1 (х) + DФn+l(~хD+ D'Ф"+l (х) х2 D2 + ... + DnФn+l(Х) x"D" 
" 1 ! 2! п!' 

gde је 

Relacija (8.3.1.1) то!е se jednostavno dokazati ргјпсјроm matematicke indukcijc:. 
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Neka је 

s obzirom da је 
Zn+1=(x+ I)Zn+ x DZ n, 

nalazimo 
ZЧl = i Dkф,,+~.~ x k (х + 1) Dk + ~ Dk+

1 Фn+1 (х) Xk +1 Dk 

k=O k! k'::O k! 

+ iЈ)kФn-t-~(Х)хkDk+ iDkфn+l(Х)Хk+1Dk+l, 
k-O (k-l)! k-O k! 

i I i 
zn+1 = i [-Ј)kфn+I(Х) xk (х+ k + 1) Dk 

k=O k! 

(8.3.1.2) 
Dk+1 Фn+. (х) k+l Dk] "~1 k Dk-

1 Ф"+l (х) k Dk 
+--_··-х + L х . 

k! k=1 ~ 

Ро\јпотј Фn+I (х) zadovoljavaju relaciju 

Фn+2 (х) = (х + 1) Фn+l (х) + xD Ф" +1 (х), 

koja ako se k-puta diferencira, postaje 

(8.3.1.3) Dk Фn+2 (х) = kDk-l Фn+l (х) + (х + k + 1) Dk фn (х) + XDk+l Ф" (х). 
S obzirom па relaciju (8.3.1.3), izraz (8.3.1.2) postaje 

Z"+I= ni
1 Dkф,,+s(Х) ~ Dk, 

k:::l k! 

6те је dokazana relacija (8.3.1.1). 
8.3.2. Analogno operatoru Z, posmatracemo u racunu konacnih razlika 

operator 

(8.3.2.1) у=(х+ 1)+x~, 

k.oji, primenjen nekoliko puta daje 

У2=(х+ 1) у +x~ У 

У2=(х2+ 3 х+ 1)+ (2x+4)x~+ х(х+ 1) ~2, 

уз = (ХЈ + 6 х2 + 8 х + 1) + (3 х2 + 15 х + 15) х ~ + (3 х + 9) х (х + 1) ~I 

+х(х+l) (x+2)~3, 

y~ = (х'+ 10хЗ+ 29 х2 + 24 х+ 1) + (4 r + 36 х2 + 92х + 64) х ~ 
+ (6 х2 + 42 х+ 66) х(х+ 1) Ы+ (4 х+ 16) х(х+ 1) (х+ 2) ~З 

+х (х+ 1) (х+ 2) (х + 3) ~4, 
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i uopste 

(8 3 2 ) УП Р () ~ Рn (х) " ~ZPn(x)( 1) "2 ~nPn(x){ 1) Аn ... 2 -" п х +-]-! -Х'-1+2!- х+ 1'-1 + ... +--;-! - х+n- .. u. 

gde је Р" (х) роНпот stepena п, odreden diferencnom jednaCinom 

(8.3.2.3) Р"+l (х) = Х Р .. (х+ 1) + Р .. (х). 
Ako polinomu Р" (х) damo oblik 

" (8.3.2.4) Р" (х) = L Р,: х"', 
т-О 

koeficijente Р,:. koji su nezavisni оо funkcije па koju primenjujemo operator У. 
odredujemo iz rekurzivne formule 

(8.3.2.5) 

ртј cemu је 

Рт+' _рт+' = ,,~m(m+k)pm+k 
"+' " L.. k ,,' 

k~O 

P~= 1; pk-' = ak 
k k+" 

Relacija (8.3.2.2) mo.fe se jednostavno dokazati principom matemati~ke 
indukcije. Neka је 

s obzirom па (8.3.2.1) јтато 

У"+)= i ~kP,,(x) (х+ 1)(x+k-l)kДk+хД i ~kР"(Х\х+k_l)kДk. 
k=O k! k-O k! 

Kako је 

Д [дk Р" (х) (х+ k-l)k Дk) =дk+l Р,,(х) (х+ k)k(дk+l + дk) 
+ дk Р" (х) (k(x+ k-l)k-l дk + (х+ k)" Дk+lЈ, 

])aJazimo 

{8.3.2.6) 

:s obzirom da је 
дk+l Р" (х) = дk Р" (х+ 1)_дk Р" (х), 

теЈасјја (8.3.2.6) postaje 

(8.3.2.7) Y"+l= k~J~! [ДkР .. {х+ 1)х{х+k)k{дk+ 1 +дk») 

+ ~ [Дk Р" (х) (х + k-l)kДkЈ} . 
k! 
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Ako operator ~ primeninlO k puta па relaciju (8.3.2.3), dobijamo 

(8.3.2.8) ~k Рn+l (х) = 6.k Рn (х) + k 6.k - 1 Рn (х + 1) + (х + k) ~k Рn (х + 1). 

Relaciju (8.3.2.7) mozemo napisati u obliku 

уп р = ni:[k tlk~ lPn ~+ 1) (х+ k-l)k 6.k + (х+ k) ilkpn(x+ 1) (х+ k-l)k 6.k 
k~1 k! k! 

+ il
k Рn(Х) (х + k-I)k 6.k ] + Х Рn (х + 1) + Рn (х), 

k' 

1,', S obzirom па (8.3.2.3) i (8.3.2.8), u obliku 

yn+l = ni
1 
tl k Р "+1 (х) (х + k-l)k 6.k. 

k=O k! 

Ovim је геlасјја (8.З.2.2) dok.azana. 
РГУЉ nekoliko koeficijenata p~n navodimo и sledecoj tablici: 

~ml 
п "" 

О 

О 

1 

2 

3 

4 

3 

8 

24 

2 

I 

6 

3 

29 10 

4 

8.3.3. Operator 
6" = ос + Х D, (ос realan broj) 

ргјтепјеп jednom i dva puta daje 

6;=:х.6", + xD6" = ос 2 +(2ос+ l)xD+x2 D', 

6; = oc~ + (3 ос 2 + 3 ос + l)х D + (З ОС + З) х' D2 + х3 DЗ, 

i uopste 

(8.З.3.1) 

gde su a~(oc) generalisani Stirlingovi Ьгојеуј druge vrste, definisani rekurzivnom 
formulom 

(8.3.3.2) (j~(OC)=(V+OC) a~_1 (oc)+a~+:(oc). 

Ocigledno је, da је 60 = 6", za ОС = О i a~ (О) = a~, te је operatorom 6; 
obuhvacen Ьо specijalan slucaj operator 6, posmatran u paragrafu 8.1. 

Вгојеуе a~(oc) posmatrao је М. d'Ocagne [66] и drugom cilju. опј se 
mogu odrediti eksplicitnim izrazom [22, 26- ЗО]: 

cr ~ (ос) = (--::) v j~O (- 1) i ( ; ) (ос + ј)". 

------,_.---~--.------.-.--, .. --.--.. _'~.----.... -
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.а javljaju se u izrazu 

(х + «)" = а ~ (<<) х + a~ (<<)(х). + ... + а: (<<)(х)". 

8.З.4. Analogno operatoru 6"" mozemo posmatrati operator 

1/1", = О(+хд, 

хојј, ako se ртјmепј jednom i dva puta, daje 

Ф; =«ФII + хдф", = «2+{2«+ l)хд+х{х+ I)Д1, 

Ф~ = «3 + (3 0(2 + З О( + 1) х д + (З О( + З) х (х + 1) дl + Х {х + l)(х + 2) д3, 

uopste 

{8.З.4.I) Ф:=а~{«)+а~{«)хД+а~{«)(х+ l)zД1 + ... + а: {ot){x+n-l)"д", 
gde su q~ (<<) koeficijenti identicni опјmа којј se javljaju kod operatora в:. 

45 

ОСigIedп..> је da је Ф~ о. ф" za О( = О, te је obrazac (8.З.4.1) obuhvatio 
-operator Ф iz (8.2) kao specijalan slucaj . 

. Relaciju (8.З.З.Ј), kao i (8.ЗА.I), mozemo jednostavno dokazati pnncipom 
matemat-iC-kе indukcijt". 

8.З.5. Posmatrajmo sada oj:.erator 

Z", = {x+«)+xD, 

koji po~le nekoIiko uzastopnih ртјтепа, daje 

Z", .... (х+о() Z", +xDZ", =[х2+{20(+ l)х+0(1)+(Зх+21X+ OxD+xlDI 

Z~ = [х3 + (З О( + З) х2+ (З 0(1+ З 0(+ l)х+ О(а) + [3 ХЈ+ (6« + 6) х 

uopste 

{8.З.5.1) 

~de је 

+ З 0(2 + З 0(+ 1) х D+ [3 х+3 О( + ЗЈ rDZ+r ЈЈ3, 

Z"-ф ( ) DФ,,+s(х.О() D+ D"Ф,,+s(х,cz) ... ~ - "+1 х, О( + ---х ~V-
'" Ј! 21 

+ ... + D" Ф"+l (х, сх) х" D", 
п! 

Ф,,+l{х.О()=а~+I(О()-i-а~+I(О()х+а~+I{«)ХZ+ ... +cr:t:x". 

OCigIedno је da је Z~= Z" za о( = О, te је operator iz (8.З.l) sadrzan u (8.3.5.1), 
као specijalan slucaj. 



________ . __ +-_~---If'+"-----------.. , .. ~ .... --"""-""" .... I 



GLAVA 11 

BERNOULLIEVI POLINOMI 

1. DEFINICIJA BERNOULLIEVJH POLINOMA 

2. ELEMENТARNO ISPIТIVANJE BERNOULLIEVIH POLINOMA 

3. RELACIJE IZMEDU BERNOULLIEVIH POLINOMA 

4. GENERALISANA BERNOULLIEVA DIFERENCNA JEDNACINA 

5. BERNOULLIEVI REDOVI 

6. EULEROVI POLINOMI 1 BROJEVI 

7. GENERALIZACIJA BERNOULLIEVIH POLINOMA 1 BROJEVA 





1. DEFINICJJA BERNOULLIEVIH POLINOMA 

1.I.l)EFINIсиА ВERNOULLIEVIН РОЦNОМД POMOCU 
DIFE:RENCNE JEDNACINE 

Bernoulliev polinom n-tog stepena ро х koji se obelezava sa В" (х), 
definise se kao polinom koji zadovoljava diferencnu jedna~inu 1 reda 

(1.1.1) 
хn - 1 

В" (х + I)-В" (х) = --, 
(n-l)! 

јlј, to је роlјпоm Сјја је razl;ka jednaka nekom stepenu od х, dakle 

(1.1.2) 
X,,-l 

дВ,,(х)=--. 
(n-l)! 

Resenje jednaCine (1.1.1) mozemo napisati u obliku 

хn- 1 

В" (х) = t:. -1 -- + k , 
(n-l)! 

gde је k proizvoljna konstantna. S obzirom da оуо resenje sadrzi proizvoljnu 
konstantu, vidimo da jednacina (1.1.1) пјје dovoljna za jednoznacno odredivanje 
polinoma В" (х). Stoga napisimo роЈјпоm В" (х) па ovaj па~јп 

(1.1.3)" 
п x n- k 

В,,(х)= 2: ak--, 
k=O (n-k) I 

gde su ak konstante koje се se docnije odrediti. 
Diferencirajuci levu i desnu stanu izraza (1.1.2) dobija se 

Ш, ртеmа definiciji (1.1.1) 

х,,-I 

Dt:.B,,(x)=--, 
(n-2)! 

D t:. В" (х) = t:. В"-1 (х). 

Kako su operatori D t:. komutativni, mozemo pisati 

t:. D В" (х) = t:. В"-1 (х), 

4 Milokvic·Rako~eviC: Prilozi teoriji .. " 
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ili, ako izvrsimo operacijtl ~-l 

(1.1.4) 
Relacijom 

D ВN (х) = Вn -- 1 (х). 

gde је j~ (х) proizvoljna ftlnkcija od х, definisan је ЈЮf"f1юmјski nј: funkcija 

10' 11' 12' ... , In> ... 
Prema tome, па osnovu relacija (1.1.1) i (1.1.4) dobija se potptlna definicija 
Bernoullievih polinoma: 

Bernoullievi polinoтi 

Во (х), В1 (х), В2 (х), ... , вn (х), ... 

ob,.azuju harmonijski nј;; си; Clanovi zadovoljavaju 'јnеаrnu (Iilerencnll jed­
nасјnu 1 reda 

xn~-l 

В (х+ I)-В (х)=--. 
п п (n-I)! 

Ako В. (х) napisemo u obliku 

ХN xn-1 хn- 2 

Вn (х)=ао -+а1 ---+а2 --+·· . +аn - 1 х+аn , 
п! (n-I)! (n-2)! 

prema (1.1.4) imamo 
xn-1 хn - 2 

DBn(X)=Bn-1(х)=ао--+а1--+··· +аn -- 2 х+а.- 1 , 
(n-I)! (n-2)! 

odakle zakljucujemo da su koeficijenti Bernoullievih polinoma nezavisni od 
stepena polinoma. 

Relacija (1.1.1) za n= 1 postaje 6. В1 (х) = 1, ili prema (1.1.3) 

ао(х+ 1)+а1-(ао х+а1)= 1 => ао = 1. 

U slucaju kada је п> 1, prema (1.1.1) za х = О ,тато 6. ВN (О) = О, 
а iz (1.1.3) 

ili, s obzirom da је 

lтато 

(1.1.5) 
n-' 
)' ~=O. 

k"::O (n-k)! 

Pomocu оуе relacije, polazeci od ао = 1, mozemo odrediti redom sve 
koeficijente ak. Tako, па primer, iz relacija 
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.~+!.' =0 
2! Ј! ' 

~+!i.+~+ о. + о. = О, 
5! 4! 3! 2! Ј! 

koje se dobijaju iz (1.] .5) za 11 = ], 2, З, 4, nalazimo 

Ј] ) 
а1 =--,а2=-, аз =·О, a4'~--' 

2 12 720 
Pren·.a tome 

( 1.1.6) 

Ako stavimo 

(Ј.].7) 

теЈасјја (l.l.З) postaje 

(1.1.8) 

1 
В1 (х)=х-2 , 

) ) 1 
В2 (х) = - х!_-х+-

2 2 12' 

В"(х)= ~ i (n)Bkx"-k. 
п! k=O k 

Koeficijenti Bk nazivaju se Bernoullievi Ьтојеуј. 

Relacija (1.] .8) mofe se napisati и obliku simboli~ke formule 

(1. I .9) 
1 

В" (х) =-(х+В)", 
п! 
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u kojoj posle razvijanja Bk treba zameniti sa Bk. Prema (1.1.4) ујдјто да Бе 
simbolicka formula (1.1.9) mofe diferencirati kao stepen. 

Kako је ДВ"(О)=О za n>l, теlасјја· (1.1.9) daje simbolicku [оттиlи 

(1.1. 10) 

kojom su definisani Ветпоиlliеуј Ьтојеуј. Z.a п = О, Ј, 2, З, dobijamo ртета 
(1.1.7) ј lј direktno iz simbolicke formule 

(J.I.ll) 
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1.2. DEFINICIJA BERNOULLIEVlН POLINOMA POMoCU 
HARMONlJSKlН INTEGRALA [18] 

Bernou\lievi po1inomi ВN (Х) su uzastopni harmonijski integrali funkcije х, 
dakle odredeni su uslovima 

(1.2.1) 

(1.2.2) 

(1.2.3) 

1 
В1 (Х)=Х--

2 

D Вn +1 (Х) = ВN (Х) (п = 1, 2, ... ), 

1 

Вn+ 1 (1)-Вn + 1 (0) = JBn(t)dt=O (n= 1, 2, ... ). 
о 

Pokazacemo da је definicija 1.1 ekvivalentna definiciji 1.2. Pre svega, 
uslov (1.2.1) sadrfan је u prvoj relaciji (1.1.6). Ocigledno је, zatim, da је 
relacija (1.1.4) identicna us]ovu (1.2.2). Ostaje samo da pokazemo daje uslov 
(1.2.3) ekvivalentan relaciji (1.1.1). Prema (1.1.4) nalazimo 

Ј ВN (Х) dx = Вn+1 (х)+С 
i1i 

1 

Ј ВN (Х) dx = Вn+! (1)-Вn+1 (О), 
о 

а to је, prema (1.1.1), 
Вn+ 1 (1)-Вn+1(0)=0 (n>О). 

Dakle, doista su definicije 1.1 \ 1.2 ekvivalentne. 

1.3. DEFINICIJA BERNOULLIEVIН POLINOMA POMOCU 
FUNKCIJE GENERAТRISE 

Bernoul1ievi poJinomi cesto se definiSu ротоси funkcije generatrise, 
naime kao koeficijenti pred tk u razvoju funkcije 

u Масlаигјпоу red. То se obelezava 

(1.3.1) t х' --е = 
e'-l 

ili simbo1iCki 

Definicija 1.3 ekvivalentna је definiciji 1.1, odnosno 1.2. U tu svrhu 
dovoljno је pokazati da su koeficijenti Bk (Х) uzastopni harmonijski integrali 
funkcije х, tj. da Bernoullievi polinomi definisani relacijom (1.3.1) ispunja-vaju 
us10ve (1.2.1), (1.2.2) i (1.2.3). 

Оа је uslov (1.2.1) ispunjen, vidimo neposredno iz (1.3.1), tj. 
1 

В1 (х)=х--. 
2 
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Ako diferenciramo ро х levu i desnu stranu jednakosti (1.3.1), nalazimo 

(1.3.2) 

odnosno 

(Ј .3.3) 

Uporedivanjem (1.3.1) sa (1.3.3) dobijamo 

D ВЕ} (х) = B k (х). 

Najzad, do uslova (1.2.3) do~azimo kada u (1.3.]) stavimo х=О i х= 1, пајте 

Kako је 
t Ј t е' Ј 

-----� +-t =-~-I-- (, 
е/_Ј 2 е'-Ј 2 

Iтато 

Isto tako, lZ геlасјје (1.3.1) mozemo izvesti uslov (1. Ј. Ј). Zaista, ргета 
(Ј.3.1), јтато 

odakle se uporedivanjem koeficijenata pred tmd~bija us!ov (1.1.1). 

Ј.4. DEFlNICIJA BERNO-'LLIг,VIН POLINOMA POMOCU ZBIRA 
POTENCIJA PRlRODNIH BROJEVA 

Као 5to smo уес napomenuli, Bernou1lievi роlјпотј i Ьтојеуј ртуо su privukli 
paznju matematicara ргј izracunavanju zbira potencija prirodnog niza Ьтојеуа 

Stoga se ОЛl cesto definisu pomocu 

(1.4.1) 

Medutim, moze se po;{azati da је оуа definicija ekvivalentna definiciji 1.1. 
Doista, po]azec; od jednakosti (1.1.4) 

D Вn+ 1 (х) = Вn (х), 
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dobija se 
x~1 

Ј В,,(z)dz~·8n-l(Х+1)-Вn_сl(Х). 
х 

Relacija (1.4.2), s obzirom па (1.1.1), postaje 

ako da stavljajuCi u пјој гedom х се О, 1, 2, 3,' .. dobijanlO 

1.5. OSTALE DЕflNЮЈЕ BERNOULLIEVIН POLINOMA 

Osim definicija 1.1. 1.2,1.3,1.4, kod raznih autoгa nailazimo па razliCite 
definicije, аlј sve su uglavnom ekvivalentne оујта. 

NavescenlO nekoliko primeгa definicija: 

1.5.1. Seliwanoff [19] uvodi sledecu definiciju Bcгnoullievih polinoma 

х k"-I 
t1 8 п (х) = ')--- (х сео Ьгој). 

k':'o(n-l)! 

1.5.2. Noгlund [4] definise оуе polinome pomo::u dve jednakosti 

t1 вn(х) = п х n -1, 

D 8 ,. (х) = п 8 n - 1 (х), 
tako da dobija 

gde је В п n-ti Bernoulliev Ьгој. 

1.5.3. Saalschiitz [20] daje definiciju 

х 

8 п (х) = L k n-l (х сео Ьгој). 
k~O 

1.5.4. Nailazimo takodc па definiciju 

оо 

Bn(x).~ -п! L (21tik)- n e2тtikx (о<х< 1). 
k~- .. 

U daljem izlaganju ргј prouCavanju Bernoullievih polinoma sluzicemo 
se uglavnom definicijom 1.1, аlј cesto сето koristiti i njoj ekvivalentnu 
definiciju 1.3. 
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2. ELEMENTARNO ISPIТIVANJE BERNOULLIEVIH POLINOMA 

2.1. OSOBINA SIMETRIJE BERNOULLIEVIН POLINOMA 

Prema definiciji 

(2.1.1 ) 

za п> 1 јтаmо 
Вn(О)=аnо 

za Х = 1 dobija se, prema (2.1.1) i (1.1.5), 

Вn (1)'= оп' 
Prema tome, za п> 1 i п = О, је 

1 
(2.1.2) Bn (O)=Bn (1)=-В n , 

п! 

dok је za п = 1 

Iz jednakost; 
x 2n - 1 

Д В!n (Х) = Btn(x+ 1)-В2n (х) = --, 
(2n-1)! 

иmепјијиСј х sa -Х, dobijamo 
x 2n - 1 

B 2n О-х)-В2n ( -х) = ----. 
(2n-1)! 
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Kako је izraz па lеуој strani оуе relacije jednak -д В2n О-Х), јmаmо 

д В 2n (Ј-х) = Д В2n (Х), 
odnosno 

јlј, prema (2.1.2), 
(2.1.3) B 2n (I-х) = В2n (х). 

Stavimo lј zatim х = 2.+ z, dobijctmo 
2 . 

(2.1.4) 

Iz posJcdnje relacije vidimo da se mogu odrediti vrednosti ВеrпоuШеvih 

роlјпота parnog stepcna u intervalu (~ , 1), kada su опе poznate u intervalu, 

(о, +). JednaCina (2.1.4) geometrijski znaCi da је u intervalu (О, 1) kriva у = в 2n (Х) 

simetricna prema pravoj Х = ~ . 

Diferencirajuci jednacinu (2.1.4), dolazimo do jednakosti 

(2.1.5) B 2n - 1 (~ + z) = -B2n - 1 (~ - z), 
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odakle zаklјuсuјещо da su Bernoul\ievi polinomi neparnog stepena siщеtгiспi 

ргеrnа tacki (+, о) . 
Stavljajuci u (2.1.5) ::: O~ ~ dobijamo 

2 

B 2n - 1 (1) = -B 2n - 1 (О). 

Uporedivsi ovo sa izrazom (2.1.2), zakljucujemo da је 

B 2n - 1 (О) = B 2n - 1 (1) = О, tj. В 2n-l = В 2n-l (О) = о. 

Qvo је jednostavan dokaz da su Bernoullievi brojevi sa neparnim indeksom 
jednaki nuli. 

Ako se u relaciji 

zameni х sa-x, dobija se 

Bn(_x)~_(-J)n i (_l)k(n)Bkx"-k. 
п! k~O k 

Prerna tome је 

В" (-х)-( _1)" В" (х).= _~-=-J)n_ ~ [( --I)k-l] (п) Bk xn-k • 

п! k-::O k 

Ako је k paran broj, tada је (- I)k - 1 = О, te па desnoj stгani otpadaju svi 
clanovi sa paгnim indeksom k; ako је pak k neparan broj, onda su svi Bk = О 

osim B1 ~= -~. Stoga, па desnoj stгani ostaje samo sabirak za k = 1, ра је 
2 

(2.1.6) Bn(-х)=(-IУВn(х)- (_I)n-1 х"-I. 
(п-Ј)! 

Na taj naCin щоgu se uvek izracunati 
za х < О, kada su poznate za х > о. 

vrednosti Bernoullievih polinoгna 

rz jednakosti 

(2.1.7) 
хn - 1 

В" (1 + х) = Вn (х) + -­
(п-Ј)! 

zakljucujemo da se щоgu takode izracunati vrednosti Bernoullievih polinoma 
u intervalu (1,2) ako su one poznate u intervalu (0,1); zatim mogu se iz 
vrednosti u intervalu (1, 2) izra':tlnati njegove vrednosti u intervalu (2,3), itd. 

Na osnovu svega ovoga vidimo da је dovoljno ispitati Bernoullieve 
polinome u intervalu (О, 1). 

Ako u (2.1.7) stavimo -х um~sto х, nalazimo 
( l)n-- 1 

В" (I-x) = В" (-х) + .. - хn- 1 , 
(п-Ј)! 

ра, s obziгom па (2.1.6) dolazimo do poznate Jacobieve funkciona1n~ 
jednacine 

Bn(l-x)~(-IY Вn(х), 

iz koje za n==2m i n=2m--1 sleduje jedna-:ina (2.1.3) оdюsпо (2.1.4). 
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2.2. NULE BERNOULLIEVIH POLINOMA 

Jz геlасјја, koje sщо и ргеthоdпощ paragrafu dokazali 

B2n - 1 (1) = B2n - 1 (О) = О, 

Ј 
vidimo da роlјпот В2n +l (х) јта, za п > 1, tli пиlе х = О, -, 1. 

2 
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Pokazacema da su опе jedine пиlе ВегпоиlliеујЬ роlјпота nepa·nog. 
stepena и intervalu О <; х <; 1. 

Pretpostavicemo da ј;: taeno suprotno, tj. da и intervalu О <; х <; 1 
јтато пајщапје eetiri пиlа роlјпота B2n+1 (х). Kada Ьј оуо doista postc)jalo, 
ргеща Rolleovoj teoremi, роlјпот D В211 + 1 (х) јтао Ьј пајтапје tri пиЈе 
и unutrasnjosti tog intervaJa, а D~ В2n +1 (х) пајтапје dve. АЈј kako j~ 

D! В211 + 1 (х) = В211 - 1 (х), 

zakJjucujemo da kada Ьј роlјпот B2n -+ 1 (х) јтао cetiri пиЈе и intervaJu 
О'" х'" 1, роlјпот B2n - 1 (х) takode Ьј јта'Ј пајтапје eetiri пиЈе и istom 
intervaJu. Na isti пасјп, iz геЈасјје 

D2 В2n- 1 (х) = В211- з (х), 

zakJjucili bismo da В2n- з (х) тота imati пајтапје eetiri пиЈе и intervalu [О, l]~ 
itd .... ; za Ва (х) tvrdili bismo takode da јта пајтапје cetiri пиЈе, medutim. 
to је nemoguce, s оЬziгощ da је Вз (х) роlјпоm treceg stepena. Prema tome,. 
oliSa pretpostavka пјје taena, iz eega sJeduje da В2,,+1 (х) и intervaJu О <; х < 1 
moze imati samo tri пиЈе, i to su х = О, 1/2, 1. 

Posto је 
D В2" (х) = В2n-1 (х), 

а znajuci da B2n - 1 (х) пета пиlа и intervalu О < х-< 1/2, izvodimo zakljueak 
da В2n (х) пе moze imati vise od jedne пиЈе и intervalu О <.х < 1/2. Аlј 
kako је 

D В2n +l (х) = В2" (х), 

а гапјје smo videJi da је 

В2,,+1 (О) = В2nЧ (1/2) = О, 

tada i В211 (х) јта пајтапје jednu пиlи и intervaJu О < х < 1/2. S obzirom 
da smo pokazali da оп пе moze imati vise od jedn~ пиЈе, zakJjueujemo da 
јта samo jednu и intervalu [О, 1/2]. Као posledica sim~tricnosti је Сјпјепјса 
da B2n (х) јmа dlugu пиlи и intervalu [1/2, 1]. 

Dakle, ВегпоиlJiеу роЈјпот parnog stepena јта dve пиЈе Х1 i Х2 U 

iпtегvаlи [О, Ј] i to О < Х1 < 1/2 i 1/2 < Х2 < Ј. 
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2.3. EKSTREMUMI BERNOULLIEVIH POLINOMA 

Za 11:> 1 videli smo da se polinom B2n - 1 (х) anulira za vrednosti 
х ~O О, 1/2, 1. Medutim, kako је 

D В2n (х) =- B2n - 1 (х), 

zakljucujemo da В2n (х) јта ekstremum za х= О, 1/2, 1. 

Iz istih razloga zakljucujemo, s obzirom па relaciju 

D В2n +1 (х) = В2n (х), 

da za 11 > О Веl noulliev polinom neparnog indeksa В2"+1 (х) јта dva 
ekstremuma: jedan u interva111 О < х < 1/2, i drugi u inte .. valu 1/2 < х < 1. 

2.4. GRAFICI BERNOULLlEVIH POLINOMA 

U 1.1. do Ьј li sm') plva cetiri Bernou lIieva polinoma 

1 
В1 (х) о.· x~--

2 

В.) (х) с •. ~ х2 - .!- х + ..I... 
- 2 2 2 

Вз (х) =1 х3 - .!.. х2 + ..!. х 
6 4 12 

В (x)=..I... x4 _..I... х3 +..I... X 2 __ 
I_. 

4 М 12 М 7W 

Grafici оујЬ polinoma dati su redom па sl. 1, 2, 3, 4. 
Na osnovu opstih razmatranja mozemo zakljuciti da kriva у = Вn (х), 

gde је 11 ? 2 јта tok shematski prikazan па sl. 5, 6, 7, 8, ргета tome da 
1 i 11 pode ljeno sa 4 daje ostatak 3, 2, 1, О. 

~W ~~ 

о 112 Ј( 

SI. I SI. 2 
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~(X) 

х 

SI. 3 SI. 4 

х х 

SI. 5 SI. 6 

8" (х) 

х х 

SI. 7 Sl. 8 
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3. RELACIJE lZMEDU BERNOULLIEVIH POLINOMA 

3.1. OSNOVNA REKURZIVNA RELACIJA 

Prema Taylorovom obrascu dobijamo 

ili s obzirom da је 

јтато 

(3.1.1) 

Kako је 

relacija (3.1.1) postaje 

(3 1.2) 

tj. 

п 1 
ВN (1 + x),~ '\ ~,Dk В" (х) 

k"=O k! 

Dk В" (х) = B"-k (х) 

п I х"-l L '.- B"-k (х) 0= --', , 

ko, I k! (n-l)! 

I 1 х"-' 
В"-1 (х) +- В"-2 (х) + ... +.- Во (х) = 

2! п! (n-l)! 

Relacija (3.1.2) omogucava da se postupno i~ra;:unaju B'~rnoullievi ро:јпотј 

Во (х), В1 (х), ... , В" (х). 

3.2. SIMBOL{(KE RELACIJE 

Koristeci se simbolickim racunom, mпозе relacije izmedu Bernou!!ievih 
роlјпота dobijaju se па vrlo jednostavan nacin. 

Tako, па primer, prema Taylorovoj formuli, za polinom / (х) уаћ 

/ (х+В+ 1)-/ (х+ В) 

= f' (х) +- [(В + ! )2_B2)O~ + [(В + 1):1 - В3] ['''.kl + 
1·2 1·2·3 

јlј' ргета simbolickoj formu;i 
(B 1,1)"-Bn ,,0, 

kojom su definisani Bernoullievi brojevi, nalazimo 

(3.2.1) f (х + В + 1) - f (х + В) = f' (х). 
Medutim, prema formuli 

", hk 
В" (х + ћ)= L ~ B"-k (х), 

k~() k! 

dobijaju se dve simboJicke relacije, tj. 

В" (х) = _1 (х + В)", 
II! 

11 

I 
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Ј 
В" (х+ћ) =-(х+В+ћ)". 

п! 

Ртета tome, mozemo pisati 

ј(х+ В + h) = Ј[х+ (B+h)] =1 [х+В (ћ)], 
gde је 

В,,(ћ)=n! В" (ћ). 
PrimenjujuCi Тауlотоуо formulu, dobijamo 

" (3.2.2) l[х+В(ћ)]= 2 Bk(h)])k 1 (х). 
k=O 
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Relacija (3.2.2) је jedna od najvaznijih u ртјmепј Bernoullievih роНпоmа 
u racunu razlika. Iz пје se moze dobiti niz rekurentnih теlaсјја izmedu 
BernouJlievih роliпота. 

Tako, па ртјтет, ako stavimo 

1 (х) = ВтН (х), 
dolazimo do 

m+1 
Вт+! [х + В (ћ)] = L Bk (ћ) Bm+I-k (х). 

k=O 

SimboliCki паСјп pisanja теlасјје (3.2.1) u obliku 

1 [В (х) + 1] -1 [8 (х)] =1' (х), 

takode omogucava da dobijemo mnostvo rekurzivnih formula za Bernoullieve 
роlјпоте. Tako, па ртјтет, ako је 

1 (х) = х" , 
п! 

јтато утlо vaznu rekurzivnu formulu . 

[В (х) + 1]"-[B(x)]"=nxn- 1• 

3.3. RAABEOVA ILI MUL ТIРLIКАСЮNА TEOREMA BERNOULLIEVIH POLINOMA 

Stav. Kada је р (> О) сео Ьтој, uvek postoji теlасјја 

Bn(X)=p"-l~1 Bn(X+k). 
k=O Р 

(3.3.1) 

Dokaz ovog stava је jednostavan. Obelezimo ]ј sa Р" (х) clanove desne 
strane jednacine (3.3.1), tada јтато 

D Р" (х) = Fn - 1 (х). 
S druge strane, nalazimo 

Fn(X+l)-Fn(Х)=р"-l[В,,(~+I)-Вn(~)]= х
n

-
1 

• 
р r (n-Ј)! 
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Prema tome, па osnovu definicije (11, 1.1) zakljucujemo da је 

F" (х) = В" (х). 
Оујт је dokazana Raabeova re1acija [21]. 

Raabeova relacija cesto se srece u 1iteraturi pod nazivom multiplikaciona 
(еогеmа Bernoullievih polinoma [4,19]. i pise se u obliku 

(3.З.2) 
р-I ( k 

Вn(рх) p"-l2: В" х-;--), 
ћ~O ' (1 

koji se dobija iz (З.З.I) zamenivsi х sa хр. lz poslednje relacije vidimo da 
se vrednosti Bernoullievih ро1јпота В" (р х) mogu izraziti poznavajuci 
njihove \'rednosti u р ekvidistantnih tacaka 

\ 2 (1-\ 
Х,х+---, х+---," ·,х--,------

р Р Р 

које su dobijene deobom intervala (х, х -+- 1) па р jednakih de:ova. Relacija (З.З.2) 
dokazuje se i па sledeci пасјп [4, 19]: 

Diferencna jednacina 

I(x+-~)-I(x) == _ x
n

-
I 

__ , 

,р p(fI-\)! 
јта dva resenja 

1 р-I ( k) - L В" х+--- . 
Р k=O Р 

Prema tome, izmedu ovih resenja postoji veza 

\-Р~lвn(Х+~)=Р-" В,, (рх)+ С, 
Р t:o р 

tj. 

(З.З З) 1'-1 ( k) 2: В" х+- =pl-.iВn(рх)+рС, 
k=O р 

gde Је С proizvoljna konstanta. 

Integra1eci relaciju (З.З.З) u interva1u (х, х + ;), dobija se 

х+1 x+l~ 

С = Ј В" (1) d t - pl-n Ј В" (р () dt = О. 
х х 

Stoga је doista 

јlј 

(З.З.4) 

;, ;;; 
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Iz (3.3.4) i re/acije simetricnosti (2.1.3) dobijaju se za р = 2,3,4, б, 
brojne vrednosti 

в (~) = (_1 _ I)Вn 
"2 2"·-1 п! 

В2 (~) = В2 (.3..) = ~ (_1 . _ 1) в." 
"з "з 2 3'''-1 2n! 

(3.3.5) 
в (.~) - в (2.) = _1 ( ___ 1 _ 1 ) В." 

2" 4 - 2" 4 2'" 2'''-1 2n! 

В2" (~) =.В2" (~) = ~ (1 ____ 1 ) (1- _~_)B.". 
6 6 2 2"-] 3"-] 2n! 

s obzirom da su svi ВеспоиlJiеуј brojevi neparnog indeksa jednaki 
ли/i, iz prve jednaCine (3.3.5) ропоуо zakljucujemo da za п = 2 т + 1 vazi 

B2mi1 ( ~ ) = о. 

N. Nielsen [22] dokazuje u vezi sa Raabcovom teoremom sledeci 
vazan stav: 

BernouJJiev роlјпоm В" (х) је jedinstveni роlјпоm koji zadovoljava 
funkcionalnu jednacinu . 

(3.3.б) F(X)=pn-lРilF(х+~) (р сео pozitivan broj >1). 
k=O р 

Posto smo уес utvrdili da је niz funkcija F (х) harmonijski, posluzicemo 
se sledecom teoremom iz teorije harmonijskih nizova. 

Ako su Јп (х) i gn (х) dva makakva harmonijska niza, tada је jednakost 

g .. (х) = ао Ј .. (х) + a1 Ј"-1 (х) + ... + а" Ј" (х), 

ispunjena za makakvo n. Koeficijenti ао, аl' ... , а" su nezavisni od х. 

Prema tome i za F (х) mozemo tvrditi da је 

(3.3.7) F (х) = ао В" (х) + а1 B"-l (х) + ... + а" Во (х). 
s obzirom па (3.3. Ј) i (3.3.б) јmато 

а рсета (3.3.7) 

п 

F (х) = 2 ak pk Bn - k (х), 
k=O 

п 

F (х) = 2 ak B"-k (х). 
k=O 

Uporedivanjem ova dva izraza doblja se 

akpk=ak =:> ak=O (k =1= О). 
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Iz svega ovoga sleduje 

F (х) = k ВN (х) (k proizvoljna konstanta). 

Doista, resenje funkcionalne jednacine (3.3.6) moze biti samo ВетоиlliеУ 
polinom Вn (х), odnosno k ВN (х). 

3.4. OST ALE RELACUE lZMEDU BERNOULLlEVlН POLINOMA 

Polazeci od definicije 1.2 Bernoullievih роНпота, naime 

(3.4.1 ) 

ili, sto је isto 
Dk t еХ' I = Bk (х) , 

eI-1/=0 k! 

moze se takode dobiti mnostvo relacija izmedu Вemoullievih polinoma (23) i (24). 
Tako, па primer, kvadrirajuci (3.4.1), јтаmо 

е2,,1 оо k (k) 
--- = 2: tk-t 2: Вј (х) Bk - J (х) . . 

(eI-l}2 k=O ј-О Ј 
Polazeci od identiteta 

е<'''-1), = e<'''-1)t.(2 х-l) _ e2xt 

D t ---
е'-l eI-l (eI-l)2 

а s obzirom па relaciju 

(3.4.2) 

nalazimo 

ili 

e<2X-l)1 (2х-l) 

е' -l 
e

ZX1 
= ~ (k-l)Вk (2x-l)tk - Z, 

(et-l)' k=O 

(3.4.3) e(2X-l)1 (2х-l) = i tk - Z [(k-l) Bk (2 х-l)+ i Вј (х) Bk - J (х) (~)]. 
е'-l k=O ј=О Ј 

Diferencirajuci (3.4.2) ро х, prema (1.1.4) dobijamo 

(3.4.4) e<ZX-l)t(2х_l) = ~ (2x-l)Вk_1(2х-l)tk-z. 
e'-l k=O 

Izjednacavanjem (3.4.3) sa (3.4.4) dobijamo 

ito Вј (х) Bk - j (х) (;) = (2 х-l) Bk - 1 (2 x-l)-(k-l) Bk (2 х-l). 
Kako је 

tj. 

(2x-l)k- 1 

Bk (2 x)-Bk (2 х-l) = ----, 
(k-l) ! 

(2x-l)k 
(2 х-l) Bk - 1 (2 х-l) = (2 х-l) Bk - 1 (2 х)-- ., 

(k--2) ! 
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do]azimo do s]edece rekurzivne те]аСЈје izmec1u Bernou11ievih ро]јпоmа 

~ ВЈ<х) 
L... ., 
ј-О Ј· 

koja za х = О daje 

(k+ l)Bk + ~2(~)BjBk_j=O, 
1-2 Ј 
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Ovakav postupak omogucava najraz1icitija kombinovanja i dobijanja niza 
rekurentnih re]acija. 

4. GENERALISANA BERNOULLIEVA DIFERENCNA JEDNACINA [26] 

4.1. GENERALISANA DIFERENCNA JEDNACINA 

Posmatrajmo difеrелспu jednacinu 
11-1 

(4.1.]) ј(х+ l)-ј(х) = П (о,+хЬ,), 
,=1 . 

gde su о, i Ь, makakve konstante, х i п (п > 3) dva се]а pozitivna broja. 
Ро1Јпоm ј(х) napisimo u obJiku 

(4.1.2) ј(х)=А~х-~+А~хn-l+А~х"-2+ .. . + А:_ 1 х + А:. 
ProbJem odredivanja nepoznatih koeficijenata A~ роlјпоmа (4.1.2) ekviva]entan 
је (1, 4.1) iznalazenju zbira konacnog reda 

х 11-1 

(4.1.3) L П [0,+ (m-1)Ь,], 
m=1 ,=I 

koji је posmatrao D. S. Мitriлоviс [25]. 
ОЬе]епсеmо sa 

,,-I n-I 

(4.1.4) П (о, + хЬ,) = 2: H:_I~ 
,=1 а=О 

izraze koji se nalaze па desnoj strani теlасјје (4.1.1). Identitet (4.1.1) daje 
re]aciju 

tj. 

јlЈ 

odakle dobijamo 

(4.1 :5) 

n-I n-а-I k n-l " " (n- ) А" x
q 

= "' HQ x
q 

L. L.. k. Q L.. n-l ' 
q=O k=O n-ч- Q=O 

n-f- I 
( n-k )А" =HQ 

k7:0 n-k-q k n-l· 

, Мi1шviс-RаkоееviC: Prilozi teoriji ..• 
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Relacija (4.1.5) moze se napisati u obIiku sistema linearnih jednaCina 
ро А7 (ј=О, 1, 2, ... ,n-l), koji glasi 

( п) А" = Нn-1 
I о n-1 

( п) Аn+(n-l) An=Hn-2 
2 о 1 1 n-1 

(4.1.6) 
( п) Аn + (n-l) А" + (n-2) А" = Нn-3 

з О 2 1 I 2 n-1 

( п) (n-l) (n-2) + (n-k + 1) Аn = Hn-k ~ A~+ k-I A~+ k-2 A~+ .. · I k-1 "-1 

Iz (4.1.4) sleduje 
п 

П а =НО . 
r n-1, 

г~1 

s druge strane lZ (4.1.2) izlazi 

ра је, рсеmа poslednjoj relaciji iz sistema (4.1.6), А: = О. 

Dakle, роlјпоm ј (х) deljiv је sa х. Determinanta sistema (4.1.6) јmа 
vrednost п! (* О), 5tO znaCi, da posmatrani sistem јmа jedinstveno resenje. 

Postupnim resavanjem sistema (4.1.6) dobijamo 

А"= ~ Нn-1 
О п n--1 

1 1 Аn= __ Нn-1 + __ Нn-2 
1 2 n-1 n-l n-1 

An=_Hn-1 __ Нn--2+ __ Нn-3 1 (n-l) 1 1 
2 12 n-1 1 2 n-1 n-2 n-I 

(4.1.7) 
1 1 1 

Аn = _ Нn-2 + _ нn-3 + __ нn-4 
3 12 n-1 2 n-1 п-Ј n-1 

А" = __ 1_ (n-l) нn-а + ~ (п-з) Hn-3_~ Нn-4 + _1_ Нn-5 
4 120 Ј n-1 12 1 n-1 2 .-1 n-4 n-1 

Аn = __ 1_ (n-2) Н.-2 + ~ (n-4) H.-4_~ Нn-5 + _1_ Нn-6 
S. 120 З n-1 12 1 .-1 2 n-1 n-S n-1' 

Koeficijenti А7 (ј = О, 1, 2, ... , n-l) su linearne kombinacije izraza H:_ 1 , 

--
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te sistem (4.1.7) mofemo napisati u obliku 

(n-l)Н"-1 ..4~=Cl -1 ,,-1 

..4" = С (n-l) Н,,-I + С (n-2)Н"_2 
1 I О ,,-1 Ј -1 ,,-1 

..4" = С (n-l) н,,-I + С (n-2) Нn-2 + С (П-З) Н,,-3 
2. • 1 ,,-1 I О n-I 1 -1 ,,-Ј 

(4.1.8) 

..4"=Ck+1(n-l)Н"-1 +Ck (n-2)Н"-2+ ... +C1 (n-k-J)H,,-k-1 
k • k-l ,,-1 k-2 ,,-1 -Ј ,,-1 

~" С (n-Ј)Н,,-I С (n-2)Н"-2 С (О )H~ п"_I'" .. n-2 .-1 + ,,-1 п-з ,,-1 + ... + 1 _1 ,,-It 

gde smo radi simetri~nosti u pisanju upotrebili oznak u ( S) = _1_. 
-1 S+ 1 

Prema tome, koeficijenat ..4: izrazjcemo sa 

"= С n-ј-Ј Н"-I-I k ( А; i~ k+1-J k-J-l) ,,-1 , 

te dobijamo 
,,-1 ,,-1 ,,-k-I (1t-k-l) 
" ..4" -" " С H,,-k-I L. k - L. L. Ј+l . 1 ,,-1· 

k-O k_O 1-0 )-

s obzirom па 
n-I 

" ..4"=НО L. k ,,-1 
k-O 

dobija se 

(4.1.9) ,,-k-I (n-k-I) 2 СЈ+Ј . =0, 
1-0 Ј-Ј 

za svako k::j:. n-l, dok је za k =n-I, С1 (~I) -1, dakle СЈ =]. 

Koeficijente СНЈ (k = 1, 2, ... , n-l) odredujemo jz sjstema linearnih 
jednacina (4.1.9), koji је oblika 

(4.].1 О) ,"-I (1) L еЈ+} ~- =0. 
ј-О )-1 

Medutim, ako sistem (4.1.1 О) uporedimo sa sistemom 

(4.1.11) ~~ ВЈ(;)=О, 
kojim su definisani Bernoullievi brojevi, mofemo zakljuciti da su koeficijenti 
СН} vezani sa Bernoullievim brojevima па sledeci пасјп: 
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(4.1.12) В· 
СјН = -.! (ј= 1, 2, ... , n-l). 

Ј 

Doista, ako и (4.1.10) zamenimo izraz (4.1.12) dobijamo 

i li 

nil 

В1 ( ~ ) + 1 = О. 
ј=1 ј 

S obzirom da је Во = 1, nalaziC10 relaciju (4.1.11). 
Prema tome, resenje diferencne jednaCine (4.1.1) је polinom 

n-I 

f (х) = 2: А;; x"-k, 

k=O 

сјјј su koeficijenti А;; (k= О, 1,2, ... , n-l) definisani izrazom 

pri сети је 

А п = ~ Bk - i (n-j-l) нn-ј-I 
k L k . k . 1 n-I, 

ј=О -ј -ј-

Bk - i =l (k=j). 
k-j 

Polinom f (х) mozemo napisati i па sledeCi паСјп 

n-I {n-k-I в ( k 1) } f (х) = L H~=~-I L -.1 n-. ~ x"-k-j. 
k=O ј=О ј ј-

(4.1.13) 

Posmatracemo polinom и zagradi koji сето obeleziti sa 

(4.1.14) ( ) 
_ n-~-I В j(n-k-l) _.II_k_j 

gn-k Х - L., - .л. 
ј=О ј ј-l 

Ako relaciju (4.1.14) pomnozimo sa (n-k), dobijamo 

(4.1.15) n-k-I ( k) (n-k)gn-k(Х)= L n- B,X"-k-'. 
г=о г 

Uporedivsi izraz (4.1.15) sa relacijom 

В" (х) =.~ i (п) В, хn -" 
N. г=о r 

kojom su definisani Bernoullievi polinomi, nalazimo 

(4.1.16) gn-k (х) = (n-k-l)! Bn - k (х)-Bn
- k, n-k 

gde Bn - k oznacava (n- k)-ti Bernoulliev broj. 
S obzirom da је 
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в _ (0)= B,,-k 
" k (n-k)!' 

(4.1.16) postaje 

(4.1.17) g,,-k (х) = (n-k-I)I [B,,-k (X)-B"_k (О)]. 

Рсета tome, polinom ј(х) iz (4.1.13) postaje 

" (4.1.18) f(x)= 2, н:=: (k-I)! [Bk(x)-Вk(О)]. 
k=l 

Moze se dokazati da је polinom (4.1.18) resenje diferencne jednaCine 
(4.1.1). Doista је 

" ј(х+ I)-ј(х) = L н:=: (k-I)! [Bk (х+ I)-Bk(x)], 
k-l 

јlј, s obzirom па сеlасјји (1.1.1) 
п 

ј(х+ 1)-ј(х) = L H:=i xk - 1
• 

k_l 

4.2. SPECIJALNI SLU(;AJEVI GENERALISANE BERNOULLIEVE 
DlFERENCNE JEDNA(;INE 

4.2.1. Kada је а,=О i Ь,= 1, (г= 1,2, ... ,n-I), dife-rencna jednaCina 
(4.1.1) postaje 

(4.2.1.1) ј(х+ 1)-ј(х)=х"-I. 

Polinomi H~_1 u tom slucaju glase 

Hq ={О (q=l=n-I) 
,,-1 1 (q=n-l). 

Resenje jednacine (4.2.1.1), prema opstem obrascu (4.1.18), dato је izrazom 

ј (х) = (n-I)! [В,,(х)-В,,(О)]. 

S druge strane, resenje jednacine (4.2.1.1) moze se napisati ротоси 
konacnog zbira 

ј (х) = S"-1 (х- 1) = 1 "-1 + 2"-1 + 3"-1 + ... + (x-1)~-I, 

сјја је vrednost, s obzirom па definiciju (П, 1.4) 

S"-l (х-l) = (n-l)! [В" (х)-В" (О)]. 

Prema tome generalisana diferencna jednaeina obuhvata kao poseban slueaj 
diferencnu jednacinu kojom se definisu zbirovi potencija рсјсоdniћ Ьсојеуа. 

4.2.2. Za slucaj kada је а, = -г, Ь, = 1 (г = Ј, 2, ... , n-l) diferencna jed­
naeina (4.1.1) postaje 

n-1 

(4.2.2.1) ј(х+ 1)-ј(х) = П (х-г). 
г=1 
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Polinomi H~_I u оуоm slucaju mogu se izracunati па sledeci nacin: 

Relacijom 
.. -1 1/ 

(4.2.2.2) П (х-г) = 2: S~ х', 
,=0 ,=1 

kao 5to smo ranije videli definisani su Stirlingovi brojevi prve vrste. S obzirom 
da se relacija (4.2.2.2) moze napisati u obliku 

1/-1 1/-1 

(4.2.2.3) П(х-г)= L S~+IX' 
г=' ,=0 

uporedivsi (4.2.2.3) sa indentitetom 

1/-1 1/-1 

П(х-г)= L H~_lx', 
,=1 г=О 

dobijamo vezu izmedu Stirlingovih brojeva i koeficijenata H~_, za slucaj 
(4.2.2.1), tj. 

(4.2.2.4) нг = S'+I 
11-1 1/ 

(г = 1, 2, ... , п - 1) . 

Resenje jednacine (4.2.2.1) је oblika 

1/ 

ј(х)= 2: S~(г-l)![В,(х)-В,(О)Ј· 
,=1 

4.2.3. Neka је 

(4.2.3.1) а, = - (а + Ьг), Ь, = 1 (г = 1, 2, ... , п - 1). 

Diferencna jednacina (4.1.1) u оуот slucaju postaje 

1/-1 

(4.2.3.2) ј(х+ 1)-ј(х) = П [x-(а+Ьг)], 
,=1 

а koeficijenti H~_, definisu se relacijom 

1/-1 1/-1 

(4.2.3.3) П [х-(а+Ьг)] = 2: H~_I х'. 
,=1 г=О 

о. s. Mitrinovi~ [27], posmatrao је brojeve R~ (а, Ь) definisane jednakoscu 

,,-1 1/ 

(4.2.3.4) П[х-(а+ЬГ)]=L R~ (а,Ь) х'. 
,=0 ,=0 

Ako (4.2.3.3) napiSemo u obliku 

11-1 1/-1 1/-1 

П [x-(а+Ьг)]= L H~_I х'+l- L aH~_1 х', 
г=О ,=0 г=О 

--
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dobijamo vezu izmedu koeficijenata R:<a,b) i Н=_I u obJiku 

{ нг- •• -анг. (г=I,2, ... ,n-l) 
Rr(a,b)= 11- 11-

11 н"-' (г) 11_' =n, 
(4.2.3.5) 

s obzirom da је н:_. = О. 

za Ьтојеуе R: (а, Ь) vafi ге]асјја [28, 2Ј 

R~ (а, Ь) =:~ (-1)" а" Ь"-'-" (r:k) S~+k, 

gde su S~ Stirlingovi brojeчi pne vrste. 
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S obzirom na (4.2.3.5) koeficijenti Н:_. takode se mogu rekurzivno izra­
ziti pomocu Stirlingovih brojeva ртуе vrste, tj. 

(4.2.3.6) Нг-'-аН' = "~r(_l)"akb"-'-" (f+k)sr+k 
11-' 11-1 L.. k n· 

,,-а . 
Всојеуј R~ (а, Ь). za specija8: "'11' sti.b = 1, 4= Р' (р jU'iЩd8a baiIJJ­

izraCUDaJe sl! [28] 1.8 p=~ (1) 11 .. Io~ R.~1aItJi~.~.ltf8 •• 
u mogucnoSti smo da. formlfP'Ш mz .~~ ..... - '-jedIidiиe 

.. -. 
-'(х+ I)-Ј(х) = П (х-р-г). 

г-I 

Koeficijentima н:_. сЈаеето i drugi 'ОЪШ:: 'Зkо Мteatitet 

11-' 11-' 
п Ix-{а+Ьг)] = L S~+III'-'-l(x-a)" 
г-I г-о 

koji se postupno dobija posmatrajuci izraz 

11-' 11-' 

П (х-г) = L S~+1 х' , 
г-' г-о 

uporedimo sa identitetom (4.2.3.3). Tako dobijamo 

11-' 11-1 

"" Н' х' = "" sr+1 Ь"-'-1 (х-а)' 
~ 11-1 L" ' 
г-о г-о 

iIi 

(4.2.3.7) нг = "~( -1 )k-l s"+r Ь"-'-" а"-1 (г + k-l) 
11-1 ,,-7:." k-l • 

сјте izramvamo koeficijente H~_I direktno ротоси Stirlingovih brojeva рсуе vrste. 
za а = О, Ь = 1 iz геlасјје (4.2.3.6)' dobijamo 

H~_I =S~+I, 
Ato је u saglasnosti sa (4.2.2.4). 

4.2.4. Posmatracemo sada proizvod 
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(1 + а1 х)(1 + а2 х) (l + аз х)· .. (1 + а,. х) = T~ + T~ х + T~ х2 + ... + Т: х", 

gde su ај (ј = 1,2, ... , п) proizvoljni realni brojevi. 
Koeficijenti T~ vezani su rekurentnom relacijom 

(4.2.4.1) Tk= Tk + а Tk-I 
" "-1 "n-1 

ротоси koje izracunavamo redom koeficijente T~. Na ovaj nacin dobijamo 

Т"= Т" +0 Т,,-1 
п ,,-1 п n-1, 

kako је Т:_ 1 = О, јтаmо 

Sa oznakom 

(4.2.4.2) 

јтаmо 

(4.2.4.3) 

Iz (4.2.4.1) dobijamo dalje 

Т:-l = п a~-1 + а,. П аn- 2 + а,. а"-1 П аn-з + ... + а,. аn- 1 ... а2 , 

sto se moze napisati u obliku 

Т:-1 = П an(~+_I_+ ... +~). 
аn an- 1 а1 

Ako izraz u zagradi obelezimo sa 

(4.2.4.4) 

јтато 

1 1 
Е 0,,+1 = - + - + . 

а, а. 

Т:-1 = п а"Е а,,+1. 

Na slican nacin dalje nalazimo 

tj. 

fzraz u zagradi, analogno oznaci (4.2.4.3), obelezicemo sa 

te је 

Т:-2= П а"Е2 а"+l· 

Na slican nacin mozemo pokazati da је 

Еа • . +--, 
а2 

1) 



i uopste 

(4.2.4.5) 

gde је 

(4.2.4.6) 

pri сети је 
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E'Ok=O zak.:;r. 

Pretpostavimo sada да Ьтојеуј а/ (i = 1, 2, ... , п) оЪгаzuјu' aritimetiCku 
progresiju, tj. пеЬ је 

(4.2.4.7) а/ = а1 + (;-1) d, 

ра posmatrajmo proizvod 

јlј 

(1 +ОIХ) (1 + 01 +dx) (1 +01 + 2d х)· .. [1 + (0+n-2d)x] 

= то + ТI х+ Т2 х2 + ... + Тn-I х n- I 
n-I n-I n-I п-Ј, 

(х+оЈ (Х+О1 +d) (Х+О1 + 2d)· .. (х+ a 1 +n-2d) 

= то . xn-1 + Т1 xn-! + Т2 xn-з + ... + Т"-I 
n-I ,,-Ј 11-2 п-Ј· 

Koeficijenti H~_I iz jednakosti 

11-1 п-Ј 

(4.2.4.8) П [x-(о+Ьг)] = L H~_J х', 
,=Ј ,=0 

za vrednosti 01 = -(о + Ь г), d = -Ь, vezani su sa koeficijentima T~_l sledecom 
теlасјјот 

(4.2.4.9) H~_J = T:=~-J (г = 1, 2, ... , п). 

Dokazacemo да se za koeficijente H~_J moze dobiti једап eksplicitan 

obIik razlicit од ;zraza (4.2.3.6), odnosno (4.2.3.7). 
U tu svrhu posmatrajmo Љnkсјји F, (х) definisanu па sledeci паеin 

Kako је 

јтато 
+00 

F, (х) = п;, ~x~x) (Г (х) gama-funkcija). 

+00 
Г (х) = Ј е-'IХ- 1 d 1, 

о 

п' Г (х) = Ј е-' 1 х- 1 (ln 1)' d 1 
о 

1

00 +00 
= -е-' t x - 1 (Јп 1)' + Ј е-' {(х + 1) (Х -2 ОП ()' + r (Јп ()'-1 tX

- 1 } d (, 
о о 
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tj. 

i I i 

( 4.2.5.0) 

Bernoullievi polinomi 

D' r (Х) = (х-1) D' r (x-l) + r D'-l r (х-1), 

F, (х) = Р, (х-1) + -'- Р,-l (х-1). 
х-Ј 

Postupno, IZ {еlасјје (4.2.5.0) dobijamo 

(4.2.5.1) F () F. ( ) 
n~1 Fr-,(x+k-n) 

, х = r х-п + r L.. 
k=O x+k-n 

(п сео broj). 

za slucaj (4.2.4.7) obrasci (4.2.4.2), (4.2.4.5) i (4.2.4.6) uproscavaju se 
te imamo 

Izraz Е' аn+1 obelezicemo sa ~ Er(a; +n), te s obzirom па (4.2.4.6) dobijamo 

tj. 

(4.2.5.2) 
Е" (а, + п) = nil Е,_,(а; + k) . 

d k=O а, + k 
d 

Izraz (4.2.5.1), posle smene х= ~ +n, postaje 
d 

(4.2.5.3) 
n-! F,_, (а, +k) 

Р, (~+ п) = Е, (а, ) + r L ___ d -. 
d d k=O а, +k 

d 

Кako је Р, е; ) ~ О, funkcije Е" (х) i Р, (х) vezane su relacijom 

-
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t~ko da (4.2.4.5) posiaje 

(4.2.5.4) 

za slu~aj (4.2.4.9), tj. kada је a}=-(а+Ь), d=-b, imamo 

(4.2.5.5) 

ili 

(_1)11-'-1 bn-,-1 ЈУ Г (~+ п) 
}{г _ Ь 

п-Ј - • 

Г(;+I)г! 
(4.2.5.6) 

S obz;rom па relaciju (4.2.5.6) resenje jednacine 

11-1 

ј(х+ l)-ј(х) = П[х-(а+ Ьг)Ј 
г=1 

mofe se napisati u obliku 

(4.2.5.7) 
п (_I)II-kыlk+lDk-lг(:: +n) 

ј (х) = L [Bk (x)-Bk (О)Ј· 

k=1 г (; + 1) 
za а = О i Ь = 1 nalazimo 

(4.2.5.8) }{г = (_1)"-'-] D' Г (п), 
,,-1 г! 

sto se jos moze napisati u obliku 

(4.2.5.9) 
г _ (_1)11-'-1 , 

}{,,-I - --,-- [D (x),,-JX="-l' 
г. 

Mofe se dok.azati da је relacija (4.2.5.9) istovetna sa 

(4.2.6.0) sr+ 1 = _1_ [D'+l (х)..Јх_о, 
" (г + 1)! 

kojom se definisu Stirlingovi brojevi prve vrste, tj. 

}{г = sr+J 
11-1 п' 

sto је u saglasnosti sa (4.2.2.5) iz prethodnog paragrafa. 

75 
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Doista, Рodјто od 
п 

(4.2.6.1) ј(х)=(х)n=х(х-l)(х-2).· ·(х-n+l)= L S:;'x m 

m=1 
i napisimo Taylorov razvoj za polinom ј (х) 

(4.2.6.2) х' 
j(x+n)=j(n)+xDj(n)+-D2ј(n)+ . 

2! 

хn . + - ff ј (п). 
п! 

Ako х zamenimo sa -х i stavimo 

ј( -х+n) = (-х+n)n = (-1)" (х-l)n, 

prema relaciji (4.2.6.2) dobijamo 

(_I)n (х-1)n = (х)n-х D (X)nlx=n + ~2! D2 (х)n 'х=n + ... + (-2!n х
n 

Dn (X)lr_n , 
ili 

(_I)n (х)n+l = Х (х)n-х2 D (х)nl + х
З 

D2 (Х)n)' _ + ... 
х=n 2! х-п 

(4.2.6.3) (_1)nxn+1 I ... + ----Dn(x) 
, п Х=n. 

N. 

Uporedivsi Izraz (4.2.6.1) sa (4.2.6.3) dobijamo 

sr =(_IУ+У-1 [Dr-,(x)n]x_n 
n+l (r-l)! ' 

odnosno 

sr+1 = (-1) ."+,-1 [Dr (Х)n-']Х=n-l, 
п г! 

sto је u saglasnosti sa (4.2.5.9). 

5. BERNOULLIEVI REDOVI 

5.1. RAZVlJANJE PROIZVOLJNOG POLINOMA U RED 
BERNOULLIEVIН POLINOMA 

Poznato је da ako su 

Во (х), В1 (х), ' .. , ВN (х) , 

polinomi stepena О, 1,2, ... ,п, uvek је moguce, па jedan jedini nacin, 
razviti makoji polinom ј (х) stepena п u red 

п 

(5.1.1) ј (х) = L Ck Bk (х) , 
k= 

gde su Ck (k = 1,2, ... , п) konstante koje treba odrediti. 
Ako su Bk (х) Bernou11ievi polinomi, koeficijenti Ck odreduju se па 

sledeci naCin. 

.-
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Integraleci (5.1.1) u intervalu (0,1), svi clanovi па desnoj strani otpasce, 
s obzirom da је 

В" (l)-Bn (О) = О, 

1 

oSlm СО jer је Во (х) = 1. Stoga је Со = f ј (х) d х. 
О 

s obzirom па relaciju 

јmаmо 

Dmj (х) = Ст + Ст+! ВЈ (х) + Ст+а В2 (х) + ... + Сп Вn-т (х). 

IntegraleCi оуај izraz u intervalu (0,1), nalazimo 

Prema tome, ako је poznat odredeni integral роlјпоmа лх) u intervalu 
(0,1) i vrednosti njegovih izvoda za х=О i х= 1, tadaje red (5.1.1) odreden. 

5.2. RAAВEOVA RELACJJA 

Primenicemo prethodni stav па роНпоm 

р-1 (X+k) 
ј (х) = рn-l L В" - (п> 1). 

k=O Р 

Da bismo odredili СО, stavimo х = р z, tako da је 

Ј' Р_1Ј/\! ( k) 
Со = /(х),!х=р" k~O • В" Z+-; dz, 

О о 

ili 
СО = р" [Вn +! (Ј) -Вn+! (О») = о. 

Kako је 

dobija se 

[ р-Ј (X+k)] Сm = l!.p .. -m L Вn-т+! -

k=O Р х=о 

P=I[ (l+k) (k ] 
= рn_т k~O Вn-т+! ---;. -Вn-т+! -;;) , 

odakle sleduje 

Ст = рn_т [Вn-m+ 1 (I)-В п-т+! (о»). 
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Ako Је тi=n, tada је Ст = О, а za т = п је 

Na taj naCin dobijamo 

Ј (х) = В" (х). 

Stavivsi zatim, х = р z, dolazimo do Raabeove relacije (II, 3.3) 

B,,(pz)=pn-l ~ B,,(z+~). 
k=O Р 

5.3. RAZVIJANJE SТlRLINGOVIН POLINOMA U RED BERNOULLIEVIН POLINOMA 

Stavimo 
,,-1 

Ј(х}= П (х-г). 
г=О 

S obzir()lJ1, па relaciju 
п 

Ј (х) = 2: S~x', 
Г=О 

gde su S ~ (п> О) Stirlingovi brojevi prve vrste, dobijamo 

1 

со = f ~ Srx'= ~ _1_ S' 
~" L, ,+1 ". 
г=О Г=О 

О 

Kako је 
п 

Dm-1J (х) = L (r)m-l S~ х г-m , 
г=m-l 

nalazimo 
" . 

Ст =!1 Dm-lЈ (О) = 2: (r)т-l S~ , 
г=m 

јlј ргеmа (5.1.1) 
п "П 

(5.3.1) 2: S~xr= L: L: Вk(Х)(Г)k-lS~. 
г=О k=O r=k 

Relacija (5.3.1) moze se napisati u obliku 

i S~ x k = i x k nik(k+S)Bs i ('~ 1) s~_I_, 
г=О k=() $=0 S r=k+s k т S '+ 1 

tako da је 

Sk = n;/(k+S)B ..; ('+I)Sr_1_ 
п L s L k' п -'-1' 

$=0 S r=k+$'C S г , 
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јlј 

Sk = 2: +$ -'- L r S,_Sk+s-Ј. n-k k ) В { п () } " .-0 ($ k+$ ,-k+s-J k+s-I п п 
S obziroт da је [6,185Ј 

~ ( r ) S, = Sk+s-J + Sk+s-2, 
L.. k+s-I п п-Ј п-Ј 

,=k+.-J 

dobijaтo rekurentnu relaciju izтedu Bernoullievih i StirIingovih brojeva prve 
vrste 

Sk= !!... "~/ (k+S-I)в Sk+s-J. 
п k L.. s s п-Ј 

Ј=О 

Interesantno је priтetiti analogiju izтedu ove relacije poznate rekurzivne 
forтule [6,186Ј 

Sk = "~/ (_I)J(k+S-I)Sk+S-Ј. 
п ~ п-Ј 

&=0 S 

5.4. RAZVUANJE BERNOULUEVIН POLINOMA U FOURIEROVE REDOVE 

ВеmоuШеvе роНпоmе В п (х) razviceтo u Fourierov red. Na osnovu 
poznatih obrazaca 

(5.4.1) 

(5.4.2) 

I ~ ~ 

У= -аО + L akcos2k7tx+ 2: bk sin2k7tx, 
2 k=J k=J 

Ј 

ak=2J ycoS2k7txdx, 
О 

Ј 

bk =2J ysin2k7txdx, 
о 

dobijamo sledece rezultate 
Ј 

а О = 2Ј В2n (х) d х = В2nН Р)-В2n+1 (О) = О 
О 

Ј Ј 

[

COS2k7<X ] JCOS2k7<X 
ak = 2 B2n- 1 (х) - k Btn - z (х) dx, 

(2 k 7<)1 О О (2 7<)1 

i1i, posle 2 р parcijalnih integracija, 
Ј 

РЈ cos 2k 7< х ak = 2 (-1) Ввn-2Р (х) dx, 
о (2k 7<)1, 

odakle је, za р = n-·l, 
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Odredivanje koeficijenata bk moze se izvrsiti istim postupkom, аlј је mnogo 
jednostavnije pokazati da је bk = о, koristeci se poznatom relacijom 

(5.4.3) 
Kako је 

В2П (l-х) = В2 • (х). 

cos 2k7t (1-х) =cos 2k7t х, 

sin 2k 7t (l-х) = -sin 2k 7t х, 

da Ы relacija (5.4.3) postojala, koeficijenti pred sin 2 k 7t Х U izrazu (5.4.1) 
тогаји biti jednaki пиlј, tj. bk = о. 

Prema tome, Bernoulliev роНпот В2п (х) razvijen u Fourieiov red glasi 

(5.4.4) в (x)=2(-I)"-1 ~ COS2k1<X. 
2. L.. (2k 1<)2. 

k=\ 

Da bismo dobili izraz za В2 .- 1 (х), diferenciracemo (5.4.4), te dobijamo 

В2п- 1 (х) = 2 (_I)П-1 I sin 2k 1< х . 
k=\ (2k 1<)2п-1 

5.5. PRIMENA TRIGONOMETRIJSКlH REDOV А 

5.5.1. Ako u (5.4.4) stavimo х=О, dobijamo 

tj. 

(5.5.1) 

2 ( _ о" - 1" 1 
В (0)-" ak- " -

2. - L - (21<)2п k'7=\ k2k ' 

Iz relacije (5.5.1) izvodimo vazan zakljucak, koji сеmо u teoriji Bernoullievih 
brojeva јо!; jednom potvrditi, пајте, da brojevi В2 ., koji su razliciti od nule. 
naizmenicno menjaju znak. 

Роmоси (5.5.1) mogu se izracunati zbirovi reciprocnih potencijskih 
redova, tj. 

5.5.2. Ako u (5.4.4) 

(5.5.2) B2n(~)= I (-I)k ak =2(-.!1..: i (_1)k+
1

• 

2 k=\ (21<)2П k=\ k tn 

Posto smo u (11, 4.3) odredili 

в (~) _(_1 -1) В. П 
2. 2 - 22"-1 (2n)! ' 
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posle smene u (5.5.2) nalazimo 

оо (_I)k+1 (22n-l_1) "оп 

k~1 -----,;;,,-= - (2n)! /В 2 ,,/. 

Tako smo u mogucnosti da odredimo zbirove sledecih naizmenicnih redova 

оо (_I)k+1 ,,2. 
L k 2 = 12' 

k=1 

6. EULEROVI POLINOMI 1 BROJEVI 

6.1. DEFINICIJA EULEROVIН POLINOMA 1 BROJEVA 

U neposrednoj vezi sa ВетоиШеујш роlјпошјша stoje Eulerovi уоНпотј, 
koji se u ra(!un razlika uvode па sledeci паСin. 

Eulerov роНпош Е" (х) stepena п је роНпош koji zadovoJjava diferencnu 
jednaCinu 

(6.1.1) 

tj. 

(6.1.2) 

Prema (6.1.2) nalazi se 

tj. 

х" 
Е,,(х+ 1)+Е" (х) = 2--, 

п! 

х " М Е,,(х)=-. 
п! 

DM Е,,(х) = 
(n-I) ! 

DM Е,,(х) =М ЕII- 1 (х). 

Ako izvrsimo inverznu operaciju М-Ј, dobijamo 

(6.1.3) DE,,(x)=E"_l(X). 

Eulerov роlјпот mozemo napisati u obliku 

" x"-k 
Е,,(х) = ') ek--. 

;;:0 (n-k)! 
(6.1.4) 

Tada, па osnovu (6.1.3) zakljucujemo i ovde, slicno kao i kod Bernoullievih 
роlјпота, da su koeficijenti еј nezavisni od stepena роlјпоша Е" (х). Da 
bismo odredili оуе koeficijente, роСј сешо od геlасјје (6.1.1), odnosno (6.1.2), 
prema kojoj је МЕо(х) = 1, ра је stoga Ео (х) = 1 i ео = 1. 

Ako је n>О, tada dobijamo, s obzirom па (6.1.1) 

м Е,,(О) =0. 

Izvrsicemo, zatim, operaciju М па оЬета stranama relacije (6.1.4) imajuci 
pri tome u vidu, da је 

. 1 
[М х']х=о = - . 

2 

6 MiJokvic·RakofcviC: PriJozi tcoriji . .. 
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Tako, za х = О, dobijamo 

(6.1.5) 

Вemoullievi polinomi 

п е 

еn + "'> --'-=0. 
1& (n-ј)1 

Polazeci zatim od ео = 1, mozemo postupno odrediti sve koeficijente е,. Na 
primer, za n= 1, 2, З, јтато 

1 
=> e1---

2 

ео е1 > е. 2 О -+-+-+ е = 
3! 2! 1! 3 

1 
=> ез --

24 

Odredivsi koeficijente еј, dobijamo Eulerove роНпоте 

Ео (х) = 1 

х· х 
Е2 (х) = ---

21 2 

Mesto koeficijenata еј mogu se posmatrati Ьгојеуј Еј, koji su sa оујт 
povezani relacijom 

u tom slu~aju izraz (6.1.5) postaje 

(1 + е;)" + е;n = О, 

U kome posle stepenovanja treba e;k zameniti sa e;k. 

Medutim, mnogo se cesce upotrebIjavaju Ьгојеуј 

(6.1.6) 

koji su, prema tome, definisani simbolicki sa 

т (2 + )" + ТN = о. 

То su tzv. tangentni hrojevi iIi tangentni koeficijenti, koji se javljaju u razvoju 
funkcije th х, odnosno tg z (z kompleksan Ьгој) u potencijalni red. Tako је 
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(6.1.7) 
оо х1m+1 

th х= ~ (_1)m+1 ТИтН , 
т-О (2m+J)! 

s obzirom па to da su svi .Т 2m = о. 

Na 
relacijom 

osnovu (6.1.6) Епlетоуј poJ~noтj mogu se izraziti simЬоШ!kоm 

(6.1.8) Е (х) = (2х+ Т)" 
" 2" п! 

EuJerovi brojevi Е" definisu se sa 

Е" = 2" п! Е" ( ~ ) . 

za пјјЬ se dokazuje da su сеЈј brojevi Brojevi Е211 menjaju naizmeniroo 
znak, dok su brojevi E2IIH = о. Oni se cesto nazivaju i sekantni brojevi, s оЬ­
zirom da se javljaju u razvoju funkcije sech х, odnosno sec z (z kompleksan broj) 
u potencijaJni red. Тио је 

Уеи imedu Eulerovih 

u (6.1.7). Тио se nalazi 

1 tangentnih brojeva dobija se stav ЈјајиСј х = -
2 

. "( п) Е,,=(Ј + Т)"= L . Т;. 
;=0 I 

6.2. RAZVlJANJE ЕULERОVШ POLINOMA U RED BERNOULLJEVIH POUNOMA 

Prema obrascima iz (5.1) vidimo da је 

zatim 

I 

со = Ј E,,(x)dx= -2 е"н , 
О 

С1 = {.1Е" (x)J .. ~o= -2е", 

С т = [.1D m
-l Е,,(х)] ... _о=Е,,_т+1 (1)-Е,,-m+1 (о), 

Ст = -2е,,-mн· 

Prema tome Eulerov роliпот razvijen u red BernoulJievih polinoma Ысе 

" Е" (х) = -2 L e,,-mнВт(х). 
т-О 

То је istovremeno veza izmedu Bulerovih i BernoulJievih polinoma. Роlа­
zec5i оо теlасјје 

.1=2(M-l), 

6" 
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јтато 

Kako је 

х" 
~ -1 - = в п+! (х) + k , 

п! 

dobija se 
1 

~-1 Еn (х) = Вn+! (х)-- Еn (х) + k. 
2 

Vidimo da se neodredeni zbir Eulerovih polinoma izracunava ротоси 
Bernoullievih polinoma. 

6.3. GENERALISANA EULEROVA DIFERENCNA ЈЕDNЛСINА 

Posmatrajmo diferencnu jednaCinu 
п 

(6.3.1) I(x+ 1)+I(х)=П (а,+хЬ,), 
г=1 

gde su а, i Ь, makakve konstante, х i п (:> 2) dva prirodna bro ја. 

Polinom лх) stepena п napisimo u obliku 

(6.3.2) 

Problem odredivanja nepoznatih koeficijenata polinoma (6.3.2) ekvivalen­
tan је (1, 4.1) iznalazenju zbira naizmenicnog reda 

х п 

(6.3.3) ј(х) = L (-IУ-k П [a,+(k-l)b,l· 
k=1 ,=1 

Obelezicemo kao u (Н,4) 

п п 

(6.3.4) П (а, + хЬ,) = 2: H~xq, 
,=1 q=O 

izraze koji se nalaze па desnoj strani relacije (6.3.1). 

lndentitet (6.3.1) daje 
п п п 

.L C~(x+ l)n- k + 2: cZxn- k = .L H~Xk, 
k=O k=O k=O 

tj. 

(6.3.5) СП п-т п k n-k-1 ( ) 

т2:0 т k + 2Cn- k = Н п . 

Relacija (6.3.5) predstavlja sistem linearnih jednacina 
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2C~=H: 

( ~ )C~ 1- 2 C~ = н:- 1 

(;)c~+(n~1)C~+2C~ =н:-1 

(6.3.6) 

( П) п (n-l) п "n-k 
k СО+ k-l С,+··· +2Сn =Н" 

odakle dobijamo 

п ~ к (n-k + ј\ Hn-k+1 
Ck = L. ј .) п ' 

ј=О 1 

gde ~.u Кј (ј = О, 1,2, ... , k) konstante koje treba odrediti. 
Prema poslednjoj relaciji iz sistema (6.3.6) dobijamo uslov 

(6.3.7) 

gde је Ko=~. 
2 

ReJaciji (6.3.7) moze se dati sledeci oblik 

(1 + К)" + К п = О , 
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lZ koje postupno, s obzirom па pocetni uslov, izracunavamo redom koefici­
jente К,. Medutim, ako stavimoKo=2Ko,tj. К,=2К" теЈасјја iz koje сето 
izracunavati koeficijente К, glasi 

(6.3.8) ±к,(n) +К,,=о, 
f=O 2 r 2 

sa pocetnim uslovom Ко = 1 . 
Relacija (6.3.8) moze da se napiSe u obIiku 

odakle zakljucujemo da su koeficijenti Кп povezani sa tangetnim kоеfiсiјlшtimа 
reJacijom 

Тn =2 n К". odnosno T,,=2 n+1 Kn, 

ргета tome, resenje jednacine (6.3.1) mozemo pisati u obliku 

ј(х)= }: {i Tjl(n-~+ј)Нј-k+јЈ· X"-k, 
k=O ј=О 21+ ј 
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ili 

(6.3.9) Ј (х) = ~ ~ HZ { L Т: (k ) x k
-'). 

2 k=0 ,=02 r Ј 

S obzirom da se Eulerovi polinomi definisu simbolii:kom relacijom 

Е (х) = (2х+ Т) n_ , 

,. 2" п! 

vidimo da se (6.3.9) moze izraziti ротоси Eulerovih polinoma, dakle 

Ј" k 
Ј (х) =- L H"k! Е, (х) . 

2 k=O 

Diferencna jednacina (6.3.1) za slu<:aj а, = О, Ь, = 1, svodi se па 

Ј(х+ 1) + Ј (х) = хn , 

<:ije је resenje, s obzirom da је 

k 
Н" = О (ki=n) H~= 1, 

predstavlja Eulerov poJinom 
Ј 

Ј (х) = -п! Е" (х). 2 

Eulerova diferencna jednai:ina 

Е,.(х+ 1)+En (x)=2=" 
п! 

је partikularan slu<:aj jednacine (6.3.1). 

Za specijalne vrednosti konstanata а, i Ь, diskusija Ы se mogla izvesti 
u istom smislu Ьо i па primerima generalisane Bernoullieve diferencne 
jednaCine. 

7. GENERALIZACIJA BERNOULLlEVIH POLINOMA 1 BROJEV А 

Generalizacija Bernoullievih polinoma vrsi se na razne nai:ine, Ьо sto је Ыо 
slu<:aj i sa njihovom definicijom. Kod Milne-Thomsona generalisani Bernoul­
liev polinom stepena k reda п, definise se sa 

1" еХ/ ~ B~) (х) tk, 
(е/-Ј)n k7::o 

јlј simbolii:kom formulom 
(,.) 1" е xl 

G B k (х) = (е/_Ј)" . 

za п = 1 dobija se ВеrnоиШеу polinom • reda, 



7. Generalizacija Вernoullievih polinoma i brojeva 

Bernoullievi brojevi n-tog reda B~") definisu ~e izrazom 

B~") = B~") (O)/k! , 

87 

pri ~eти је B~O) = 1 i B~O) = О (k:;i:O). Odavde za п = 1 dobija se poznata definicija 
Bernoullievih brojeva 1 reda. 

Mnogobrojne formule za interpolaciju, numericku integraciju i numericko 
diferenciranje, izrafavaju se pomocu generalisanih Bernoullievih роНпота­
stoga, ~a gledista primenjene matematike, njihovo proucavanje predstavlja izve, 
stan interes. 

Norlund [29] uopstava defjniciju Bernoullievih brojeva 1 reda (11, 1.1) 
za Bernoullieve brojeve n-tog reda, koje obelefava sa в1") (ul , Uz, .•. , и ll) ili 
u kratko sa в1"), gde su и], Uz, ..• ,и,. nezavisno promenljive. Оп, dakle, uvod 
rekurentne relacije 

~ (k) S В(") ) kb(II-1) [ ] L. и" k-s (ul , и2'·· ., и" = и" k-I и], и2' . .. , и" 
з=1 s 

ili simboli~ki 
(в(n) + u,,)k_(B(n»k = и,. kB1n::/). 

Generalisane Bernoullieve polinome reda п, stepena k, obelefavajuci ih 
sa B~") (х/и1 , Uz, ... ,и,,) ili ukratko ~a Вl") (х), Norlund definiSe па sledeeii 
na~jn: 

Bernoulliev роНпот stepena k пda 1 zadovoljava diferencnu jednaeinu1 

д вll ) = kxk -] 

и. 

uslov 
в11 ) (О/и]) = в11 ) [иЈ. 

В.12) (х/и), Uz) је polinom koji zadovoljava jednacinu 

д в12) (х) = kB~I~1 (х) 
u. 

uslov 
В(2) (0/ \ в(2) [ 1 k и1 • и2Ј = k Ul , и2ј, 

uopste Вl") (х/и], и2 , •• • ,и,,) је роlјпот koji zadovoljava jednacinu 

д вln) (х) = k B~n::ll) (х) 
и,. 

i uslov 

pri сети је 
в10) (х) = xk • 

] Operaciju д Norlund definik izrazom 
и 

д/(х)= /(х+ u)-/(х) 
и и 
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1. DEFINICIJA BERNOULLIEVIH в ROJEV А 

1.1. DEFlNlCUA BERNOULLIEVIН BROJEVA POMOCU SIMBOUCк.в FORMULE 

Pri proOCavanju Bernoullievih polinoma videJi smo da su koeficijenti 
ovih polinoma 

01 , О., ... , Q k, ..• 

racionalni brojevi definisani rekurentnom relacijom 
11-1 L: Dk = О. 
k=O (n-k)! 

FormuJom Qk = Bk/k! povezani su koeficijenti BernouJlievih polinoma sa 
brojevima B k , koji f>U nazvani Bernoullievim brojevima i definisani, Ьо 8tO 
smo vec videIi (11, 1.1) simboli~kom formulom 

(1.1.1) (1 + В)"-В" = О (n>l) 

ргј ~emu је Bo=I,Bl=-~' 
2 

Ovu definiciju ВегпоuШеvih brojeva pomocu simbolicke formuJe uveJi 
f>U prvi put Blissard i Lucas [ЗО]. Опа u mnogome olakSava гад i omogucava 
da se dode па jednostavan na~in до vamih zaklju~ka. 

za n= 2, З, 4, 5 iz (1.1.1) доЫјаmо postupno 

2В1 + 1 =0. 

3 В2 + 3 В1 + 1 = О, 

4 Ва + 6 В. + 4 ВЈ + 1 = О, 

5 Bt + 1 О Ва + 10 В, + 5 ВЈ + 1 = О, 
i odrec:tujemo 

(1.1.2) 
]] 1 

В Ј =--, В,=-, Ва=О, В.=--, В6 =0. 
2 6 30 

Ујдеlј smo (Н, 3.2) да se s obzirom па obrazac (1.1.1), moze napisati 
simboli~ka formula 

(l.l.З) g (х+В+ l)-g(х+В)=g' (х), 

gde је g(x) makakav poHnom. 
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Ako u relaciju (11.3) stavimo x~~ -1, i g(x)=.x", dobijamo drugu sim­
bolicku formulu 

В"-(В-l)" = (_1)"-1 П, 

koja sabrana sa 
(8+ 1)"-8n =0, 

daje, za п> 1, 

(1.1.4) 

za п = 2k lZ (1.1.4) јтато 

(В+ 1)2k_(B_l)2k= -2k, 

ili 

tj. 

( 2k) B2k -1 + (2k) В2k- з + ... + ( 2k )Вз + ( 2k ) В1 = -k. 
I 3 2k-3 2k-1 

Kako је 

(2:~I)B1=-k, 
najzad јтато rekurzivnu relaciju 

(1.1.5) (~)В2k-l+(~)В2k-3+'" +(:~з)Вз=О. 
Stavljajuci ovde k = 2, 3, 4, dobijamo 

odakle sleduje 

4Вз =0, 

6 В5 + 20 ВЗ = О, 

8 В7 + 56 В5 + 56 ВЗ = О, 

Вз =О, В5 =0, В7 =0, itd. 

OCigledno је, prema relaciji (IJ.5~ su---svi Rernoullievi brojevi nepar­
nog indeksa jednaki nuli, dakle 

8 2k-1 = О (k> 1). 

Ovu Cinjenicu konstatovali smo takode u (11, 2.1.) 

.-
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1. Definicija Вemoullievih brojeva 

Za п = 2 k + 1 iz simbolicke relacije (1.1.4) dobijamo 

(В+ 1)!k+ 1-(B-l)2k+l = 2 k+ 1, 

(1.1.6) ('2k+l)B +(2k+l)B +(2k+l)B + .. . +(2k+l)B =k-~. 
2 2 4 4 6 6 2 k 2k 2 
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Iz (1.1.6) mozemo direktno izracunavati BernoulIieve brojeve parnog 
indeksa. 

Nave8cemo docnije jednu interesantnu osobinu brojeva Bzп, пајте, da јт 
se znak naizmenicno тепја, 8to smo уес iz primera (1.1.2) mogli naslutiti. 

Kod mnogih autora [20], [31], [32], [33], BernouIIievi brojevi posmatraju 
se kao pozitivni brojevi Bk i odgovaraju napred posmatranim brojevima В 2k. 

1.2. DЕЯNIСIJА BERNOULLIEVIН BROJEVA POMOCU FUNKCIJE GENERAТRISE 

Као 8to smo ranije napomenuli, Bernoullievi brojevi se uspesno prime­
njuju u mnogim obIastima matematike, аlј је nesumnjivo njihova najvafnija 
primena pri razvijanju funkcija u роtепсiјаlщ: redove. Otuda i proiziIazi Сјпје­
пјса da је definiciji BemouJlievih brojeva pored simbolickog obIika dat i drugi 
obIik, ekvivalentan оуот, alipogodniji za teorijska razmatranja. 

Posmatrajmo najpre funkciju 

ј(х) = ~l ' 
е Х-

koja је definisana za svako х osim za х = о. Kako је Iјт f (х) = 1, dodajemo 
x-~I 

definiciju f (О) = 1. 
Ako еХ razvijemo u Maclaurinov red, јтато 

f (х) = _х_ = 1 : (1 +~+ х 2 + х' + ... ) = __ 1_, 
e X-l 2! 3! 4! g (х) 

gde је funkcija 

analiticka za svako х. 

х х 2 х' 
g(x)= 1+-+-+-+· .. 

2! 3! 4! 

Prema poznatoj teoremi da se reciprocna vrednost zbira konvergentnog 
celog reda 

Е(х)= 2:0"х" (00#0) 

moze u Izvesnom intervalu (-г, г) razviti u сео konvergentan red ako је 

О <F(X) < 2, 
F(O) 

zakljucujemo da se funkcija f (х) moze razviti u сео red u intervalu (-1, 1), 
posto је tada 
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dakle 

Ј (х) =1(0) +~ f' (0)+ х' Ј" (0)+ х
3 

Ј'" (О) + ... 
1! 2! 3! 

Razvijanje оуе Љnkсјје javlja se u raznim problernima; zbog toga su 
koeficijenti proucavani i doslo se do zakljucka da, u stvari, оп i predstavljaju 
Bernoullieve brojeve В k, sa cijom smo se definicijom upoznali u prethodnom 
paragrafu. 

Zbog toga је Ыl0 prirodno da se пјЉоуој definiciji da i оуај drugi oblik 
ротоси funkcije generatrise, tj. 

(1.2.1) 

posto se brojevi Bk јаУlјаји kao koeficijenti pred xk u rзzуоји funkcije _Х_ 
k! er -l 

Simbolicku relaciju (1.2.1) mozemo napisati i па оуај nacin 

(1.2.2) _Х _ = В + В1 х+ В. XZ + ... + Bk xk + . . . = ~ Bk xk. 
er-l о 1! 2! k! k=ok! 

Moze se dokazati da se iz definicije Bernoullievih brojeva (1.2.1) dobija 
definicija (1.1.1) i obrnuto. 

Doista, ako је 

er-l х Х. х3 х" оо х" 
--=1+-+-+-+·.·+--+··· - L 

х 2! 3! 41 (n+l)! - n=о(n+1)!' 

dolazimo do jednakosti 

(1.2.3) ') Вnxn L ~=1. 
........ n! (n+l)! 

Mnozenjem оуљ dvaju redova i uporedivanjem koeficijenata dobijamo Во = 1 

~+ Вn- 1 + ... +~+ Во =0. 
n!l! (n-l)!2! I!n! O!(n+I)! 

Ako pomnozimo оуи jednacinu sa (n+ 1)! i dodamo levoj i desnoj stran 
Вn+l' јтато 

Bn+l+C:l)bn+C;l)Bn-l+'" +C:1)B1 +(:::) ВО=ВnЊ 
8to se simbolicki moze napisati и obliku 

(1 +В)n+l = Вn + 1 ' 

Dakle, dobili smo relaciju (1.1.1). 

Qvo mofemo mnogo jednostavnije izvesti slufeci se simbolickim racunom 
[34]. Ako u osnovnu simboliCku relaciju (П, 3.2.1) 

к(х+В+ 1)-к(х+В) =к' (х), 

-
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koja se zasniva па definiciji Bemoullievih brojeva (1.1.1), stavimo 

х= О, g(z) = eZ><, 
јтато 

tj. 
еВ>< (е><-I) =х. 

Dakle, doista, dobijamo simboIi~ku formulu 

еВ><= _Х_ 
r-l ' 
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odnosno drugu definiciju Bernoullievih brojeva, koja napiSana u razvijenom 
obliku postaje relacija (1.2.2). 

Ako u (1.2.2) stavimo B1 = 1/2, dobijamo 

х 1 1 В'..2 В. ~ В ..... -- + -X=-A-+-~~+-~-+· .. 
r-1 2 2! 3! 41 

(1.2.4) 

Pokazaeemo da је izraz па desnoj strani relacije (1.2.4) рата funkcija. Doista, 
stavimo li -х umesto х, јтато 

-х 1 х е "" 1 х 1 
---l--х=---l--х=---l + -х. 
e-r_1 2 er_1 2 e r _l 2 

Prema tome, i izraz па lеуој strani relacije (1.2.4) treba daje рата funkcija, otuda 
dolazimo do уее poznate ~јпјепјсе Bak+l = О, ра se red (1.2.2) тои napisati u obJiku 

(1.2.5) х 1 В, В,... В ..... 
--= +-X+-A-+-~-+··· 
r-1 1! 2! 4! 

1.3. DEFlNICIJA BERNOULLIEVIН BROJEVA POMOCU 
RIEMANNOVE ZETA-FUNКCIJE 

Kod mnogih autora (35), Вernoullievi brojevi, uvode зе relacijom 

(1.3.1) 

gde је 

B Ik = (_l)k-l (Н)I Ц2 k) (k = 1,2,3, ... ) 
2'k - 1 7t'k 

1 1 1 оо 1 
Цs)=I+-+-+·· .+-+ ... = 2- (s>l) 

2' 3' п' .. -1 п' 
Riemannova zeta~funkcija. 

Poznato је (36) da se funkcija еЧ е- "" za ! х I < 1t mote razviti u red r_e-r 

(1.3.2) 

gde је uvedena oznaka 

s = 1 +..!..+..!..+ . .. (п сео paran broj). 
.. 2" 3" 

Ako u (1.3.2) zamenimo х за :.. i oduzmemo Iеуој i desnoj strani jedi-
2 
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ШСU, posle izvrsenih transforma,cija јтато 

(1.3.3) ___ X~= 1 ~ :~+~ x2_~!_ х4 + ... +( ~ l)k-l 2S2k _ X2k -+ . 
е х -1 2 (21t)2 (21t)' (21t)Zk 

Uporedivsi izraz (1.3.3) sa (1.2.5), јтато 

(~I)k-l~ = B'k, 
(2 ;t)2k (2 k) ! 

odnosno relaciju (1.3.1). 
Docnije сето videti da se па {"еlасјјј (1.3.1) zasniva jedna od najvaznijih 

primena Bernoullievih brojeva, naime, izracunavanje zbirova 

оо 1 оо 2: ") (s= 2 п)'. 
k~lks' k"::O (2k+I)S 

2. OSOBINE BERNOULLIEVIH BROJEVA 

1.1. ZNAK BERNOULLIEVIН BROJEV А 

Уес smo па vise пасјпа (11,2.1; ПЈ, 1.2) pokaz~.li da su svi Bernoullievi 
broJevi neparnog indeksa jednaki Ј1чli. То је тоМа razlog 5tO mnogi autol: 
pod Bernoullievim brojevima podrazumevaju Bernoullieve brojeve parnog indeksa 
i defini5u ih relacijom (111, 1.3). 

Medutim, Bernoullievi brojevi parnog indeksa nislt nule i cine аltеrnаtlVШ 
red. То сето pokazati na sledeci nacin: 

Ako pretpostavimo da је а 2,,>0 (П, 1.1), tada је 

(2.1.1) В 2,,(0)=а 2,,>0. 

Kako smo ranije utvrdili (П, 2.2) da jednaCina В,n (х) = О u razmaku 0<:: < ~, U 
2 

kome nema ekstremuma, јта jedan koren, zbog (2: 1 1) zakljucujemo 

D В2" (х) = B 2n - 1 (X)<0. 

Аlј ako је х mаlо, znak a 2n - 2 x isti је Ьо i znak Bin-1(x), ра zakljucujemo 
da је а 2"-2<0. Pretpostavimo lј da је а 2,,<0, istim rezonovanjem dobijamo 
da је tada а 2"-2>0. Prema tome, uvek је a2n а 2"-2<0. Kako је B 2n = (2 п)! a2n, 
zakljucujemo da doista Bernou1lievi brojevi parnog indeksa cine alternativni red. 

2.2. PRIRODA 1 BROJ BERNOULLlEVIН BROJEV А 

2.2.1. Bernoullievi brojevi su racionalni brojevi. Ovo se vidi, па primer, 
iz samog nacina njihovog obrazovanja, jer su svi izvodi funkcije generatrise (П, 1.2) 

et -1 

za t = О, racionalni brojevi. Isto tako, relacij~ 

(1 +В)"-В" = О 
koja predstavlja sistem linearnih jednacina, daje za resenja uvek raciona,lne brojeve. 

2.2.2. Bernoullievi brojevi cine neogranicen skup. 



3. Izrafunavaцie ВеrnоuШеvili bro~a 

2.3. ASIMPТOTSКO PONASANffi BERNOULUEVIН BROJEV А 

Iz relacije 
В =(_l)k-l (2k)1 ~(2k) 

Ik 21k-J 1r 1k ' 

"primenjujuCi na (2 п)! Stirlingovu formulu 

~оЫјато 

Prema tome је 

tj. 

{2.3.1) 

11! = п" е-"+..!.. ~ 2п 11, 
8n 

llm IВIk I - = 4пе, . (1r e)lk+lf1 
k-+ao k 

-( k )1k+1f1 BIk,....,(-I)k-Ј47tVе ;; (k-Hoo). 

'1 

Relacija (2.3.1) pokazuje da Bemoullievi brojevi ро svojoj apsolutnoj vrednosti 
beskonaCno monotono rastu i to пеоЬЮnо brzo, ~iш k prede 7t е, tj.p~eviiod Ви-

3. IZRACUNA V ANJE ВЕRNОULLШVIН BROJEVA 

3.1. ТАВиСА BERNOULLlEVIН BROJEVAJ 

Prvih pet brojeva izra~unao је Ј. Bemoulli [37] i dobio za njih зlооеес 
vrednosti 

1 1 1 1 5 
~=-~=--,~=-,~=--,~---

6' 30 42 30 66 

Docnije Euler [38] izracunava prvih petnaest Bemoullievih brojeva lЏi tоф' 
prilikom пе даје taCnu vrednost za broj Bu . 

Rothe [39] najpre odreduje ВЈ8 , ВЈ?, Bu а kroz nekoliko godina, zajedno 
-sa ОЬтот [39] i ostale Bemoullieve brojeve do В31• Adams [40] daje tablicu 
svih Bernoullievih brojeva do В •• "; Serebrenikov [41] proiiruje tu tablicu do В., 
.zatim do во •. 1936. godine Lehmer [42] nastavlja izracunavanje Bemoullievih 
brojeva do Вио. Na ovome se, za зada, izшunavапје ovih vunih brojeva 
.zaustavilo. 

Pored pravih vrednosti Bernoullievih brojeva, izrlWunavaju se i njihove 
pribli!ne vrednosti. Н. Т. Davis [43] izra~unao је pribli!ne vrednosti Bemoul­
lievih brojeva sa 9 decimala do BI6O ; оп је takode дао i logaritme istih 
brojeva sa taenoscu do 1 О decimala. 

Izraeunavanje Bemoullievih brojeva vrsi se оЫCnо pomoeu raznih 
rekurentnih re1acija. Takva је na рлте! Ramanujanova re1acija (IП, 5.18), 
која то!е vrlo korisno da poslu!i za efektivno izrabmavanje ovih brojeva. 

1 Podacisuuzetipremaknjizi: Fletcher, Miller, Rosenhead and Comrie 
Аn lndex 01 Mathematicol Tabln, London, 1962. 
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Ali, pored ovog пасша, postoji i citav niz drugih metoda, koje se zasnivaju~ 
kao 5to сето kasnije videti, па izvesnim osobinama Bernoul1ievih brojeva. 

Na kraju ove glave prilozili smo tablicu Bernoul1ievih brojeva prema. 
Jordanu [6,234]. 

4. OSNOVNE TEOREME О BERNOULLIEVIM BROJEVIMA 

4.1. STAUDT-CLAUSENOVA ТЕОRБМА 

Staudt [44] i Clausen [45] skoro istovremeno otkrili su jednu veoma. 
interesantnu osoblnu Bernoullievih brojeva, kasnije poznatu u 1iteraturi pod 
јшепот Staudt-Clausenova teorema. Od njenog prvog formulisanja ра do danas. 
dokazivana је па razne nacine u radovima mnogih matematicara (SechHi.fli, 
Lucas, SaalschUtz, Schwering, Radicke, Nielsen, itd.) а takode koriscena је 
od mnogih autora ртј efektivnom izracunavanju Bernoul1ievih brojeva. 

Iznecemo [46] jedan od pristupacnijih пасјпа dokazivanja ove teoreme 
koji se uglavnom zasniva na poznavanju izvesnih stavova iz racuna sa kongruen­
cijama а vodi svoje porekle iz Staudtovih radova. 

Staudt-Clausenova teorema formulisana је па ovaj naсјп: 
Nek:a је В" n-ti Bernoul1iev Ьтој definisan simbolickom relacijom 

(В+l)"-В,,=О, 

u kojoj, posle razvijanja, treba Bk zameniti sa B k • Втој В" uvek se moze­
napisati u obliku 

(4.1.1) 
1 1 1 1 

В,,=А------·· .-, 
А., А.2 лз А.. 

gde su: А сео broj; Л1 , Лt, ... , л. prosti Ьтојеуј koji su za jedinicu veCt 
od delilaca broja n. 

Obelezicemo sa S" (а) zblr 

0"+ 1 "+2"+· .. +(а-l)". 

Nek:a Ьтојеуј О, 1, 2, ... , а-l, бпе kompletan sistem ostataka za moduo а_ 
za neki drugi sistem ostataka '1' ',. '3' ... ' 'а za isti moduo ртета definiciji .. 
iшaсето 

'1=0 
'1=1 
,з=2 

'а=а-l 

(mod а) 
(mod а) 

(mod- а) 

(mod а). 

StepenujuCi sabirajuci redom sve ove kongruencije, doblja se 

S" (a)=,~ +'2 +'3+· .. +': (mod а). 
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U nWunи sa.kongruencijama dokazuje se da brojcvi as,+rJ(;= 1, 2' ... ,Ь; 
ј = 1, 2' ... ' а) cine kompletan sistem ostataka za moduo а Ь, a~o su а i Ь 
relativno prosti brojevi, i ako 

predstavljaju kompletne sisteme ostataka za moduo Ь, odnosno za moduo а. 
Tada је 

јЈј, kako је 

јтасето 

(4.1.2) 

Sn(ab)= L(asi+rj)" (mod аЬ) 
1.; 

S,,(ab)=bS,,(a)+aS,,(b) (mod а). 

Na slican пасјп dobili bismo relaciju 

(4.1.3) S,,(ab)=bS,,(a)+aS,,(b) (mod Ь). 

јlј 

Relacije (4.1.2) .1 (4.1.3) daju zajedno relaciju 

S,,(ab)=bSII(a)+aS,,(b) (mod аЬ), 

S,,(ob) S,,(o) S,,(b) k (k Ь .. ) --------= сео rOJ. 
оЬ о Ь 

Ako su а, Ь, С .tri relativno prosta broja, ocigledno је, па osnovu оуор 
~to sIho pokazali, da се izraz 

S. (о Ь с) S ,,(оЬ) _ S.(b) 

оЬс оЬ Ь 

tj. 
S.(obc) S" (о) S" (Ь) S. (с) ---
оЬс а Ь с 

biti uvek сео broj. 
Mofe se dokazati da је uop~te 

(4.1.4) 
S. (оЬс ..• k) 

оЬс ... k 

S" (о) _ S" (Ь) _ ... __ S. (k) 

о ь k 

uvek сео broj, ako .su а, Ь, С, ••. , k relativno prosti brojevi. 
Poznato је da svaki slofeni broj т mofemo napisati u obliku 

ех. «t 2t CI. 
m=р. Р. Р • ... Р., 

gde su brojevi 
". Ь'" ... k а., а=р" =Р., С=р., ... , =Р. 

(relativno prosti. Prema relaciji (4.1.4) izraz 

(4.1.5) 
S.(m) S.(p~') s,,(P:')_ ... _S,,(P'j 

т 
.. -­

р, .. р ... . 
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је uyek сео Ьсој. Оуо se moze uprostiti ako рсјmеnјmо izyesne stayoye iz 
teorije kongruencija. Naime, ako su 

kompletni sistemi ostataka za moduo р i ра.-l, tada Ьсојеуј 

( ~=O, 1, 2, ... ,р-l ) 
Ј=О, 1, 2, .. , ,ра.-l_1 

сјnе kompletan sistem ostataka za moduo р. Рсета tome 

(4.1.6) S,,(pa.) = L(Sj+pa.-l,;)" (mod ра.). 
/. i 

Medutim, рсеmа Ыnоmnоm obrascu је 

(Sj+pa.-l ,/)" =јј +(; )sГ1 
" pa.-l +(; )јј-а,: pla.-Z+ .. " 

i za slueaj kada је «> 1 syi clanoyi па desnoj strani росеу§ј od treceg deljiYi 
su sa р. Stoga је 

(Sj+pa.-l, ;)" =jJ+nj7-Ј " pa.-l (mod.pa.). 

Sumirajuci оуај izraz ро i ako se ј smatra konstantnim, dobijamo 

L(Sj+pa.-l',)"=рsi+nsГ1 p(p-l) p-l (mod р). 
/ 2 

Ako је р nерасаn Ьсој, i drugi clan па desnoj strani оуе relacije Ысе deljiY 
sa ра., ра је tada 

SumirajuCi оуе kongruencije ро promenljiyom indeksu ј, јтасеmо 

ili, s obzirom na relaciju (4.1.6) 

S" (ра.)=р S" (pa.-l) (mod ра.), 
tj. izraz 

(4.1.7) 
s,,(pa.) _ S.(Pa.- 1) 

ра. p_a.-1 

uvek је сео Ьсој. Na sliean naein dobija se da је 

S" (ра.-l) S" (р а.-2) 
ра.-I ра.-2 
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i:eo broj. Sabirajuei re]acije koje сето dobiti iz (4.1.7) ako ~ zamenjujemo 
sa ~-I,~-2,~-З, ... , 1, dolazimo do zaklju~ka da је 

S" (рао ). _ s" (Р) 
рао р 

uvek сео broj. Prema tome, relacija (5.1.5) postaje 

S" (т) _ S" (Pl) _ S" (Р.) _ ... _ S" (Ро) = сео broj. 
т pt Р. Ps 

Pokazacemo sada da је 

S,,(p)=-1 (mod р), odnosno S,,(p)=O (mod р), 

prema tome, da li је п deljivo iIi пе sa р-I. 
Relaciju S" (р) = -1 (mod р) dokazujemo slu!eCi se Fermatovom teore­

тот, ро kojoj је 
aP - 1 := 1 (mod р), 

ako а пе deli р. Prema tome, mofemo pisati 

1"=1,2"=1, ... , (р-I)"=I (mod р) 

te sabravsi оуе kongruencije dobijamo relaciju 

S" (р)=р-l (mod р), tj. S" (р)= -1 (mod р). 

Ako podemo sada od identiteta 

(x+I)a_xa=(;) ~-l+(;) ~-2+ ... +C~]) х+l, 

u kome сето stavljati redom х = О, 1, 2, ... ,р-Ј, dobicemo sabirajuci 
tako formirane jedna~ine 

р"-р = (;) Sa-l (р) + (;) Sa-2 (р) + ... +C~]) Sl (р), 
tj. 

Odavde za а = 2, З, ... , р-l, јтато 
2S1 (p)=Q, 

3 S2 (р)+З Sl (р)=О, 

4Sз (р)+6S2 (р)+4S1 (р)==0 (mod р). 

Prema tome, dobija se 

Sl (p)~, ~(p)_O, ... , Sp_1 (р)=О (mod р). 

Ovim smo dokazali da postoji S" (р)=О (mod р), za sl~j lcada п nije 
deljivo sa р-Ј i kada је п < р-l. 
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Ako је 11 >р-I i nije deljivo sa р-l, јтато n=(p-l)b+r. 
(О < r < р-l). Prema Fermatovoj teoremi 

СР-1== 1 (mod р) (С = 1, 2, ... , р-l), 
iIi 

Cb(P-l)_1 (mod р), tj. C'+b(P-l)==С,,= cr (mod р), 

zato mozemo pisati 

tj. 
S" (p)-=S, (р) (mod р), 

S" (р)==,О (mod р). 

Ovim smo dokazali da је relacija 

(4.1.8) S" (р)==О (mod р) 

ispunjena za svako п koje пе deli р. 
Videli smo ranije da је 

S." (т) _ S.n(P') _ S.n(P.) _ S.n(P~_ ... _ S.n(P,) 

т р, рз 

сео broj ako su Р1, Р2' ... , р. prosti delioci broja m. 
S obzirom па relaciju (4.1.8), broj S2n (р)/р је сео ako 2 п ne deli p-l, 

ili је [S2n (р) + l}јр сео broj ako 2 п deli р-l. Oznacivsi sada sa 1..1' Лt, Лз," . 
sve razlicite proste brojeve koji dele т i to takve da su 

1..1 - 1 , ~ - 1, Лз - 1 , ... , 

delioci broja 2 п, imacemo da је 

(4.1.9) 

uvek сео broj. 
Bernoullievi brojevi povezani su sa zbirovima potencija prirodnih brojeva 

relacijom (Ш, 1.4.1) 

Sn (р) = _1_ I (П + 1) Bk p~+1-k, 
П + 1 k=O k 

koja se, s obzirom da је B2k+1 = О, k =F О, moze napisati u razvijenom 
obliku 

1 П n (n-l)(n-2) з 
S" (р) = n+ I Во P"+1+ B1pn+-

2 
В2 р"-1+ В4 р"-

2·3·4 
+ ... +Вnр· 

za п = 2 k, ova relacija postaje 

S ( )=_1_ В 2k+l+B Zk+ 2k В 2k-1+ 2k(2k-l)(2k-2) В Zk-3 
2k Р 2k+l ор lР 2 zp 2.3.4 4Р 

+ ... +B2k p. 
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lиЬтасето р tako да bude деlјјуо sa imeniteljima brojeva 

:а takode i sa brojevima 
2->. 3,4, ... , 2 k+ 1. 

OCigledno је да се tada razlika 

S.k (р) -В» 
р 
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biti сео broj. Pored toga р је deljivo sa svima prostim brojevima ).1' Лt, ла ...• 
koji su takvi да su 

2k 2k 2k --,--,---, ... 
А1 -] л.-] Л.-] 

<:еН brojevi. Stoga је, prema (4.1.9) 

Stk(P)+~+~+~+ ... 
р Лl ло Л. 

<:ео broj, tj. 

В'Jk+~+~+-.!..+ ... 
Л1 Л. Л. 

Ъјсе сео broj. Оујт је дошапа Staudt-СЈаusепоvа reJacija. 
Као primer posmatrajmo broj В18 сјја је vrednost - 3617/510. 

Napisemo sve сјпјосе broja 16, to su 1, 2, 4, 8, 16. Prosti brojevi koji su 
za jedinicu veCi od оујЬ sy: 2, 3, 5, 17. Doista је 

] ] ] ] 
В18 = -6-------- . 

2 3 5 Ј7 

Isto tako, јтато za brojeve 

В = 8545]З = 6193 _~_~_~ 
п 138 2 3 23' 

ВИ = 8553]03 =1425518-~-~, itd. 
6 2 3 

Лkо se Bemoulliev broj В" napise u obliku а./2 Ь", vidimo да је 
imenitelj Ь" potpuno definisana numericka funkcija, tj. predstavlja proizvod 
neparnih prostih brojeva koji su za jedinicu veei od cinioca broja п, ukJјlЮU­
juci t\.J i sam broj n. Medutim, nemoguce је даН пјеп opSti oblik s obzirom 
da пат је јоз uvek nepoznata mnozina prostih brojeva. Sto se tice brojitelja 
~", njegovo odredivanje је jos komplikovanije, Ьо 8tO је sJueaj i sa celim 
brojem А koji se javlja u Staudt-Clausenovoj relaciji. 

4.2. SYLVESTEROVA TEOREMA 

Ako је р proizvoljan сео broj, taдa је izraz 

(4.2.1) 

uvek сео broj. 

Р""(Р""-I)В ... 
2n 
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Оуо је poznata Sylvesterova teorema [47] koja se odnosi па Bernoullieve­
brojeve. Ма da је Lipschitz [48] dokazao ovu teoremu posle Sylvestera, ~ta. 
vise i priznao Sylvesterov prioritet [49], ona se ipak u literaturi vrlo cesto­
oznacava Ьо Lipschitzov stav. Dokazuje se па sledeci na~in: 

Iz (1.3.3) i (1.3.5) dobijamo 

(4.2.2) 
х ех/2 +е-х/2 В В В k ____ = 1+-1 х2+_4 х4+ ... +_I_ x2k+ ... 
2 eX/2-е-х/2 2 4! (2k)! 

Stavimo lј 
х eX'l+e-Х'" 

F(x)=----
2 eX'"-е-Х'1 

dobijamo 
F(px) _ F(x) = ~ lп ерХ'" + е-РХ'" = ~ lп epX-1 _~-1. 

х х dx eX'"_e-Х'" dx eX-1 2 

Prema (4.2.2) је 

(4.2.3) ~lnepx-1_p-1 =(Р'_I)В1 х+(р4-1) В4 r+ ... 
dx ех -'-1 2 . 2! 4! 

+ (p2k-l) BIk x2k+1 + ... 
(2k)! 

Ako izraz na desnoj strani геlасјје (4.2.3) razvijemo u Taylorov red u. 
okolini pocetka, (2 k-l) сlап јта oblik 

G(p) x2k- 1 
(2 k - 1) ! p1k ' 

gde G (р) oznaeava jedan odredeni сео broj, ako је р сео broj. Prema. 
tome, јmаmо 

G (р). 

Оујт је Sylvesterova teorema dokazana. 

Lipschitz је dao jedno uopstenje оуе teoreme. Naime, dokazao је da,.. 
(а"n -1) (ьаn-l) В 

ako su а i Ь dva relativno prosta broja, izraz п uvek је сео broj. 
2n 

Pomenuta Sylvesterova teorema igra уеоmа va~nu ulogu u teoriji 
brojeva. Опа spada u опе znaeajne stavove о k.ojima је Васћтапп rekao: 
" bisher auf rein arithmetische Weise nicht gewonnen werden konnten.'· 

4.3. JEDAN EКSPLICITAN IZRAZ ZA BERNOULLIEVE BROJEVE 

Funkciju generatrisu 

t ~ т ( Вт ) --= L. amt ат =-· 
е'-I т=О т! 

; ; I 
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тоищо napisati па sledeci na~jn 

tj. 

=1+ L (-1)1 }; - . оо [ОО t
k Ј 

т-I k-I (k+ 1)! 

Rezultat тпо!епја ovih i redova" је 

оо оо (_I)ltm 

1+2: 2: ' т-I '-1 (k,+O!(k.+1)! ... (k;+I)! 

gde k1 , k., ... , k" uzimaju svaki prirodan Ьгој sa ропаУlјапјет i permuto-" 
уапјет, tako da је 

k1+k.+· .. +kj=m, k/ > о. 

Odavde zakljucujemo da је 

(4.3.1) 
Вm т (-1)1 

т! =;~ (k, + l)(k.+ 1)! .. . (k/+ 1)! 

Neka је, na primer, т 0= 4. Tada za i = 1 јтато k1 = 4 i odgovarajuci 

sabirak iz (4.3.1) је __ 1_. za ;=2, Ысе k1=1, k.=3, ili k1=3,kz=1. 
" 120 

Ш k1 = 2, k. = 2. OdgovarajuCi sabirci su .3.- i ~. za i = 3, јтато k1 = 1, k. = 1, 
48 36 

ka =2; iIi k1=2, k.=I,ka=l; ili k1=1, k 2 =2,ka=l, odgovarajuci sabirak 

је ~. Копаспо nalazimo 
16 

В. 1 2 1 3 1 1 1 
- = --+-+---+- = -- :-"> В. = - -. 
24 120 48 36 24 16 720 30 

5. RELACIJE IZMEDU BERNOULLIEVlН BROJEV А 

5.1. DOBUANJE RELACIJA IZMEDU BERNOULUEVIН BROJEVA 
POMOCU TRIGONOMETRUSКIН RELACIJA 

Sluzeci se izvesnim trigonometrijskim obrascima Ramanujan [33] Угlо 
jednostavrio izvodi citav niz rekurzivnih formula izmedu Bernoullievih 
Ьгојеуа. 

Tako, па ргјтег, ako se pode od identiteta 

sin х . cotg х = cos х 
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i u пјеmи zament 

(5.1.1) 

со x 1m+1 
sinx= 2: (_I)т , 

m=О (2m+l)! 

оо х1m 

cosx= 2: (_I)т -, 
m=О (2 т) ! 

dobija se, izjednacavanjem koeficijenata pred x2Jn sledeea relacija 

" в 2'''-2k 1 " (-1)" '''-2k ---1:0 (2n-2k)! (2k+l)! - (2n)!' 

tj. 

i (_1)" B.II -.k (2n+l)= 2n+l . 
k=O 21k+1 2 k + 1 2'''+1 

Stavimo li 2 п + 1 = т, dobijamo rekurzivnu formulu 

(5.1.2) (т) Вm- 1 _.(m) Вт - з + (т) Вт -. + ... 
1 2 3 23 5 25 

(-1) 1/'("-1) 
+----Во 

2" 

Na potpuno sliea.n nacin, роmоси tгigопощеtгiјskih relacija 

cotg x=~~- = i (-I)k (2х)2Н1 I ~ (_I)k+l (2x)2k , 
l-cos2x k=O (2k+l)1 k=l (2k)! 

=1+.COS2X=[2+ ~ (_1)k(2X)2k]( ~ (-I)k (2х)2Н 1 
, 

S\П 2 Х k=l (2k)! k=O (2k + 1)! 

dolazi se do drugih dveju relacija 

(5.1.3) ( ~ )Вm- 2 -(;) Вт- 4 +(;) Вт-6- ••• + (_IР /2(т-2) Во 

gde је т = 2 п, i 

+~ (_1)1/2(т-ч=0 
2 

(5.1.4) (7) B2т-1 -( ;) Вт-э + ( ~) Вm- 5 - ..• + (- 1) l/z(m-l) ВО + 

gde је т = 2 п + 1. 

+~ (_I)Ч2(m-l)=0 
2 

Formule (5.1.2), (5.1.3), (5.1.4) mogu da posluze za izracunavanje 
:Вегпоulliеvih brojeva. Medutim, ukoliko је indeks т veci, izracunavanje 

. ; ;;; 
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BernoulIievih Ьгојеуа zahteva i veCi Ьтој racunskih operacija. Stoga, Ramanujan 
istovremeno даје i niz relacija kod kojih је Ьтој оущ орегасјја тапјј, te se 
Bernoullievi brojevi уеlооЬ indeksa mogu brfe izracunati. 

Tako, па ргјтег, polazeci od identiteta 

(х cotgX)2 = -х2( 1 + a:~x ) 
dobija se, zamenivsi izraz (5.1.1) i izjednacivsi koeficijente pred х", sledeCt\ 
сеlасјја 

(5.1.5) 2:" Btk B."-tk В." (2 1) -- '-- n+ 
k=o(2k)! (2n-2k)! (2n)! . 

Slican rezultat dobiji se ako se pode od identiteta 
dtg Х 
-- = 1 +tg1x. 
ах 

Koristeci se istim postupkom, Ramanujan, dolazi do mnogobrojnih 
Tekurentnih сеlасјја izmedu Bernoullievih Ьгојеуа. Tako, па рсјmег, polazeCi 
оо identiteta 

- - Х cotg-+cotgh- = -- cotg - + 1 cotg-1 (Х Х) х ( х . јХ) 
2 2 2 2 2 2 

<ЈоЫја relaciju 

(5.1.6) ( п.) В,,-. _( п) В,,_. +( п) В"-10 _ ... = О 
2 2 6 21 ]0 25 ' 

јlј poJazeci оо identiteta 

4 sin х sin х е: sin х e:I = - (sin 2 х + sin 2 х е: + sin 2 х е:2) (е: = rn 
'dobija reJaciju 

1(5.1.7) (;)B,,-З-(;)В,,-9+Сn5)Вn- 16 -'" =0. 

Na slican пасјп, оп dolazi do уипе rekurentne veze 

(5.1.8). ~ (n+ 2) В .. = (:) В"-8 В. + C~) B .. - 1! B11 + C~) B .. - 18 B18 + ... 

pomocu koje se mogu izracunavati vrednosti Bernoullievih brojeva kada је 
njihov indeks veliki. Tako, na ргјтег, da bismo izracunaIi Ви potrebno је 
samo znati B18, Ва i В" dok se iz гаniје IЩvеdеnih rekurentnih fornщIa 
zahtevalo poznavanje mnogo veceg Ьгоја BernoulIievih brojeva indeksa 
manjeg od 24. 

5.2. SIMBOLICKE RELACIJE IZMEDU BERNOULLIEVlН BROJEVA' 

Osnovna simbolicka геlасјја 

(5.2.1) g (х+В+ 1)-g (х+ В) =g' (х) 

omogucuje da se formiraju mnogobrojne геlасјје izmedu Bernoullievih brojeva 
razlicitog indeksa. 
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Tako, па рсјтег, ako funkcija g (х) dobije jedan od sledecih obIika. 

g(x)=(2x+ 1)р, (р > о сео Ьсој) 

g (х) = х (х + l)(х + 2)· .. (х+р), 

g (х) = (х-l) х (х + 1)· .. (х+р-l), 

dobijaju se za х = О simbolicke сеlасјје 

(2 В+ 1)Р-(2 B-l)Р = 2р (-1)Р-1, 

р l 
(В+ 1) (В+2)· . . (В+р)=-· , 

p+l 

(P-l)' 
8(В+ 1) (В+2)· . . (В+р-l)= ---'. 

Р+ 1 

Stavimo lј zatim 

g (х) = (x-l)Р X'I 

геlасјја (5.2.1) daje za х=О 

(р, q рl irodni brojevi) 

(5.2.2) 

Оуо је poznata Sternova [50] relacija, koja је korisna ргј izracuna­
vanju Bernou11ievih brojeva, zato 5to пе sadrzi sve Bernoullieve Ьгојеуе,. 
Уес samo опе сјјј је indeks т takav da је q <: т <: р + q, za q < р. 

Na slican nacin iz (5.2.1) dobija se za 

g (х) = хР (х + l)q (х + 2) r (х + 3)' (р, q, ", s prirodni Ьгојеуј) 

ako se х zameni redom sa -1, -2, -3, simbolicka геlасјја, 

koja se takode koristi ргј efektivnom izracunavanju Bernoullievih Ьгојеуа .. 

Cesar о [51] daje niz rekurzivnih геlасјја, dobijenih za specijalne obIike 
funkcije g (х). Svoja mnogobrojna istrazivanja u vezi sa Bernoullievim. 
brojevima zasnovao је uglavnom па simbolickom racunu. 

Mozemo pokazati da se mnoge Ramanujanove геlасјје iz predhodnog. 
paragrafa mogu dobiti takode ргјmепоm navedenog postupka. 

Ako stavimo g (х) = х", dobijamo za х = О·ј· х = -1· relacije 

(5.2.3) 

јlј 

(5.2.4) 

(В+ l)n-BI/ = О 

(В-l)n-В" = (-1)" п 

(В+ Оn+(8-1)n-2 В" = (_I)n n. 
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u razvijenom obliku relacija (5.2.4) glasi 

Нј, s obzirom da је Ва ,,+1 =0 (n>О) dobijamo Ramanujanovu relaciju (5.1.3) 

(2m)Bam_s+ (2m)B am_. + ... +( 2m )В.+ ( 2m )В8 +во=m. 
2 4 . 2m-4 2m-2 

Ako relacije (5.2.3) OOuzmemo, dobijamo 

(В + 1)"-(В-l)" = (-1)"-~ п, 
odakle, za п = 2 т + 1, sleduje 

(
2m+ 1)в (2m+ l)в (2m+ l)в В _ 2m+ 1 .... + lт-2+'" + .+ 0----'-' 

1 3 2m-l 2 

.а 10 је Ramanujanova relacija (5.1.4). 
Iz (5.2.1) za g(x)=x", х=О i х= 1, sleduju dve simbolii:ke 

(В+ 1)"-В,,=О 

(В+ 2)"-(В+ 1)" =n, 
koje sabiranjem daju 

iIi u razvijc:nom obliku 

(5.2.5) 

za п = 2m + 1 ov'!' 'jednakos1 postaje 

~1(2m+l)B 2-k = 2m+l 
L., k k 2"m+1 ' 
k-O 

.а 10 је Ramanujanova relacija (5.1.2). 

relacije 

Ramanujanovu relaciju (5.1.5) dobijamo ako podemo оо simbolii:kih 
relacija 

(5.2.6) 

koje se dobijaju 

(2В+ 1)"= (В+ В)" + п B"-l 

(2В+ 1)"= (_1)"+1 , 
2 (n+ 1) 

iz (5.2.1) za g (х) = {1-2х)"+1 i х= -В. Iz (5.2.6) sleduje 
n+l 
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odakle za п = 2m 1mаmо 

i (2m) B2m-2kВ2k= ___ 1_. 
k=O 2k 2т+1 

. Simbolickim metodom mozemo uspostaviti ј vezu izmedu Stirlingovih 1 

Bernoullievih brojeva prve vrste. 
Ako је 

g(x)=x(x-l)(x-2) .. ·(х-n+ 1), 

tada za х = О, iz (5.2.1) sleduje 

n-1 ( 1)"-1 ( 1)' ~ В S' _ - n- .. 
L r n-. 
,=1 п 

(5.2.7) 

Relacija (5.2.7) ро analogijiodgovarala Ы poznatoj relaciji 

п 1 
~ г' Ь (Ј' = ----L . r п ' 
,=1 п + 1 

gde su Ь, (J~, Bernoullievi i Stirlingovi brojevi druge vrste. 

6. Т АвиСА BERNOULLIEVIН BROJEV А 

В. = -1/2 

В. = 1/6 

В. = -1/30 

В, = 1/42 

В8 = -1/30 

В,о= 5/66 

В •• = 854513/138 

ВН = -236364091/2730 

В .. = 8553103/6 

В'8 = -23749461029/870 

ВII = -691/2730 

В .. = 7/6 

Взо = 8615841276005/14322 

Ва. = -7709321041217/510 

Вц = 2577687858367/6 

В36 = -26315271553053477373/1919190 

В38 = 2929993913841559/6 818 = -3617/510 

В'8 = 43867/798 В40 = -261082718496449122051/13530 

в.о = -174611/330 В41 = 1520097643918070802691/1806 

В44 = -27833269579301024235023/690 

В48 = 596451111593912163277961/282 

В.8 = -5609403368997817686249127547/46410 

В60 = 495057205241079648212477525/66 

В61 = -801165718135489957347924991853/1590 

В5• = 291499636348848622421418123812691/798 

Ви = -2749392929313226753685415739663229/870 

В58 =. 844836133488800418620467ћ994036021/354 

В,О = -1215233140483755572040304994079820246041491/5678673(). 
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1. ZBIR POTENCIJA PRIRODNOG NIZA BROJEV А 

Ј.Ј. ISТORIJAT 

Odredivanje zbira potencija 

Sp (п) = IР+2Р +3Р + ... +nР, 

gde su п i р сеН pozitivnj brojevi, problem па jzgJed elementaran, interesovao 
је matematicare јо§ оо davnina. Stari Grci su vec zпаli za formule 

S ( )
_ n(n+Ј) 

1 П - ; 
2 

S ()
_ n(n+l)(2n+l) 

• п - • 
6 

SЗ (п) = nl (п + 1)1 = (SI (n)]1 • 
4 

koje su Arhimedu роslшilе pri odredivanju zapremine piramide i povr~inc 
segmenta parabole i spirale. 

Ove formule srecemo i u rukopisima indijskih matematieara, dokazane 
па vrlo originalan паCiп: 

Posmatrajuci tablicu тпо~епја prirodnih brojeva, sastavljenu od п vrsta 
i п kоlопа, indijski matematieari su primetili da је zbir clanova u prvoj 
koloni . 

SI = (n+ 1)" 
2 ' 

zatim, da је u drugoj koloni zbir clanova 2S1• i uopste. 
da је р SI zbir clanova u p-toj koloni. Prema tome, 
zbir svih brojeva u tablici је 

(1 + 2 + 3 + ... + п) SI = (SJI. 

2 3 4 S·· ·n 

2 4 6 8 10 

3 6 9 12 IS 

4 8 12 Ј6 20 

S 10 IS 20 2S 

Osim toga, dali su i drugi naсјп za odredivanje 
zbira svih brojeva u ovoj tablici. Posmatrajuci grupu " 
brojeva obrazovanu od р prvih clanova p-te kolone i p-l clanova p-te vrste, 
ооеШ su da је zbir ove grupe 

2p(l +2+3+ ... +p)-pI =рl (р + l)-pl=p3 . 

• Milotevic-Rаk"",,iC: Pril<>2i teoriji. оо 
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Zatim, dajuci Ьсоји р redom vrednosti 1, 2, ... ,п, dokazali su da је zbir 
kubova п рсуш prirodnih Ьсојеуа jednak zbiru svih elemenata u "tabIici 
mnozenja", а рсета tome jednak је kvadratu zbira SI. 

Ovaj naein dokazivanja da је Sa = (SJ' nalazimo, па primer, u radovima. 
cuvenog indijskog matematieara Alkarchi (oko 1 О 1 о. godine). 

Ako se primeni navedeni postupak па tablicu 2' 3" 4' 52 ... п" 
obrazovanu od kvadrata elemenata ,.tablice mnozenja", 
dakle ako se obrazuje ovakva tabIica, odmah se 2" 4' 6' В' 10' 

moze utvrditi da је zbir svih elemenata ove tablice 32 6' 9' 12' 15' 
jednak Zbif,U .. 8.. Na drugi; naејп, nalazi se, da је 
zbir elanova u grupi р . 42 В' 12' 16' 20' 

2Р'(1I+21 +3ј +··· +pI)-р" 5' 10' 15' 20' 25" 
odnosno 

PI (р + 1)(2р + 1) 4 2р' + r 
3 --р =-3-" 

Tako se posle sabiranja svih grupa dobija 

2S5 + SЗ = 3 (S2)2. 

Primenjujuci navedeni postupak па tablicu obrazovanu od kubova 
elemenata "tablice mnozenja", dobija se jednakost 

S7 + S5 = 2 (Sa)2, 

koja је Ыш poznata i ЈасоЫи. 
Kod АгаЫјапа nalazimo formulu 

S4 (р) = Р (р+ 1)(2р + 1) (3р1 + 3p-l), 
30 

koju је Fermat napisao u obliku 

5S4 (р) = (4р + 2) (SI)2_S,. 

Medutim, jos pre Fermata, zbir potencija cetvrtog stepena prirodnog 
niza brojeva izгасuпао је lekar Djamchid Ьеп Mas'oud. U jednom rukopisu 
iz British Museuma (1589.) M~s'oud ovako objasnjava dobijeni rezultat 

S4=( S,;1 +SI)S2 

"Ako zelimo da odredimo zbir bikvadrata, тl сето oduzeti jedinicu 
od zbira prirodnih brojeva i uzeti od toga jednu petinu; zatim сето dodati 
zbir prirodnih brojeva i pomnoziti sve to zbirom kvadrata istih brojeva." 

Medutim, Реста!, cuveni majstor Ьсојеуа, izmedu ostalog, рсуј је dao 
opsti metod za odredivanje zbira Sp (п). U svom pismu matematicaru Robervalu 
(1636.) izmedu ostalog pik 

"11 faut, etant donne un потЬсе, јп progressione natura1i, trouver la. 
somme поп seulement de tous les carres et cubes, се que les auteurs qui 
ont ecrit ont deja fait, mais епсосе lа somme des carre-carres, des carre-cubes. 
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.~tc, . се' qui pers011he que је sache п'а encore trou:ve et pourtant,cette 
connaissance est Ьеl1е et de grand usage, et n'est pas des plus! 'aisees, ј'ст 
suis venu а bout avec beaucoup de p.eine." 

Fermatov . metod sastojao se u razvijanju роlјпоmа ila algebarski ZbiT 
(aktorijela i zahtevao је samo poznavanje algebarskogdeljenja. 

Jakob Bemoul1i [37] koristeci se osobinama figurativnih .Ьсојеуа па 
jednostavan па~in izraCunava ,prvi put zbirove SI (п), S" (п), .. ,. , 'S10 (п) 
qobija sledece Јосmоlе1 

S(n) 

1 ' ] 1 
S (п"). =..,;-"а +- п"+-n 

3 2 6 

1 1 1 
S (па) = - n4 + - nв + - п" 

4 2 4 

.• 161.1з] S(n) =-n +-n +-n --п 
5 2 3 30 

S (n6
) = ~ ". + ~ nl + ~ n· - ~ п" 

6 2 . 12, 12 . 

• 171.16]3] 
S~)=-n+-n+-n--n+-n 

72260 

S(n7) =~"з+~n7+2.n6_2.n·+~п" 
8 2 12 24 12 

.JI 1 11 1 8 27 71> 2_, 1 S(n-) =-n +-n +-n --п +-п---n 
9 2 3 15 9 30 

=~n~+~"з+~"з_2."з+~n4-~п" 
]0 2 4 10 2 12 

S (nII) 

1 1 5 1 5 S (n1О) = - nl1 +- n 1О +_ n9 -n7 + n i __ "з+-n. 
]Ј 2' 6 2 66 

Medutim u istom delu оп даlје pise: 
"Wer аЬес diese Reihen јп Bezug auf шсе Gesetzmassigkeit genauer 

betrachtet, kann auch оЬпе umstiindliche Rechnung die Tafel fortsetzen. 
Bezeichnent с den ganzzahligen Exponenten irgend einer Potenz, so ist 

(1.1.1) S(nC) = __ 1_ nC+1+~ nC+~ (С) AnC-l+~( С) В nC-3 
• с+ 1 . 2 2 1 4 3 

++( ~) Cn C
-

i + ~ (; )Dn<-7+ . .. 

webei die ExponeRten' der Potenzen von. п regelmassig fort um 2 аbnећmen 
bis ЬетаЬ zu п oder ~п". Die Buchstaben А, В, C,D, ... , bezelchnen der 

1 Вernoulliobele!ava zbirove Sp (п) sa. S (пр). 
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Reiche naсЬ die Koefficienten von п in den Ausdri.icken fi.ir S (n2), S (п'), 
S (пО), S (n8), . " паmНсЬ 

А -1/6, в = -1/30, С= 1/42, D= -1/30, ... 

Uvidajuci jos tada vaznost ove formule, koju је samo indukcijom 
naslutio, Ј. Bernoulli, dalje kak 

"Hieraus sicht man, wie unni.itz die Mi.ihe gewesen ist, welche Ismaёl 
Bullialdus auf die Abfassung seiner sehr umfangreichen Arithmetica Infinitorum 
verwendet hat; denn ес hat darin nichts weiter geleistet, als dass ес nur die 
Potenzsummen Шr с = 1, bis с = 6 einer ТеН dessen, was wir auf einer 
einzegen Seite erreicht ЬаЬеп - mit ungeheurer Miihe berechnet hat." 

Kasnije Еиlес prosiruje tablicu Bernoullievih zbirova do S18 (р). Sta 
vise, оп је izracunao koeficijente u сеlaсјјј (1.1.1) sve do potencije pC-29 i 
nazvao koeficijente А, В, С, D, ... Bernoullievim brojevima. 

Prvi elementaran dokaz formule (1.1.1) dao је Andreas von Ettingshausen 
[54] sluzeCi se metodama racuna razlika. Ali ovaj prvi dokaz ostaje nezapaUn. 
Cauchy [55] ponovo dokazuje formulu (1.1.1) i daje niz intecesantnih njenlh 
рсјmепа. F. Arndt [56] prvi uocava vaznu diferencnu jednacinu 

Sn(p)-S,,(p-I)=p" 

i рсјтепјије је za rekurzivno odredivanje zbirova S" (р). Interesantan је nacin 
koji је dao АЬеl [57] za izracunavanje ovih zbirova Postupak је sledeci: 
Ako је 

tada је 

(1.1.2) 
za р=о је 

r 2 ,,1 х-х" 
Јо=Х+Х +. " +Х - =--. 

l-x 

Tako se, s obzirom па сеlасјји (1.1.2) dolazi do formula 

х-х" 11=xD-­
l-x 

J2=xD xD--( х-х") 
l-x 

za Х = 1 izrazi 11' Ј2' Ја, .. ' javljaju se u neodredenom obliku. Рсјтепот 
L'Ноsрitalоvоg pravila dobijaju se zbirovi kvadrata, kubova, itd. 

Medutim, uvodenjem simbolickog сасипа, odnosno сасипа diferencija, 
zbir potencija prirodnog niza brojeva moze se jednostavno izracunati. 
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Tako, па рсјтес, ako u osnovnoj simbolickoj се1асјјј 

g(x+B+ 1)-g(х+В)=g'(х) 

stavimo redom х = О, 1,2, ... , n-l, ра saberemo sve tako dobijene siтboJjcke 
се]асјје, јтато 

Stavimo ]ј zatim 

dobijamo 

iJi 

(Ј.1.3) 

g'(O)+g'(J)+··· +g'(n)=g(n+B)-g(В). 

хР+' 
g(x)=-, 

Р+] 

Sp(n) = l Р +2Р+ЗР+· .. +(n-])Р+nР 

(п + ] + B)p+l_Bp+I 

Р+] 

gde је Вр+! (п) ВесnоиJliеу роНпот stepena р+]. Рсета tome, (1.1.3) mofe 
se jos napisati u obliku 

Sp(n)=-]- ~ (P+])Bk nP+1- k . 
Р+] k=O k 

Vidimo da se u eksplicitnom obliku za zbir potencija prirodnog niza 
Ьсојеуа јаУlјаји ВеmоиШеуј Ьсојеуј. Iz iz1ounoga је jasno zasto su svi 
сanјјј pokuSaji da se nade eksplicitan oblik оујЬ zbirova ЫН bezuspesni. Tek 
рсоисауаnјет ВеmоиlJiеујЬ brojeva doslo se do resenja ovog od uvek 
interesantnog рсоblета. 

U knjizi ТаЫе 01 Powers Giving Integral Powers 01 Integers koju је 
izdao ВгШаћ Association Mathematical Таblеа, 1940., izracunati su zbirovi 
Sp (п) od р = 1 do р = 50 za sada to је poslednji rezultat па izracunavanju 
оујЬ zbirova. 

U nasoj 1iteraturi naJazirilO оуе zbirove u knjizi о. S. Mitrinovic i D. 
Mihailovic, Linearna algebra, analiticka geometrija, polinom;, Вeograd, 1962, 
u kojoj su izracunati od р = 1 do р = 31. 

2. GENERALIZACI1A KONAL:NIH ZBIROVA PROJZVODA 
REALNIH BROJEV А 

2.1. Naveli smo (П, 4) da је resenje generalisane difirencne jednaeine 
11-1 

Ј(х+ I)-/(х) = П (а,+хЬ,) 
г=1 

ekvivalentno рсоblети odredivanja konacnog zbira 
х 11-1 

(2.1.1) Ј(х)= ~ П(а,+(m-])Ь,], 
m=lг=1 

gde su а, i Ь, makakve konstante, х i п (п> 3) сеЈј pozitivni brojevi. 
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s obzirom па rezultate iz glave (П, 4.) ovoga rada, тоито pisati 

.. -1 

(2.1.2) Ј (х) = 2: AZ x n
- k, 

k=O 

gde su koeficijenti А k (k = О, 1, 2, ... , n-1) definisani izrazom 

(2.1.3) 

ргј cemu је 

А" = ~ Bk- J( n-ј-l)Н"-Ј-1 
k L. k . k . 1 ,,-1 ' 

ј=О -Ј -Ј-

Bk-j= 1 za k= 1. 
k-j 

Polinomu (2.1.2) mozemo dati drugi oblik, tj. 

" (2.1.4) Ј (х) = 2: H~=: (k-1)! [Bk(x)-Вk(О)], 
k=1 

gde је Bk (х) Bemoulliev polinom stepena k. 

.1 

Koeficijenti H:_
1

, о kojima је bilo reci u (П, 4) odreduju se iz relacije 

.. -1 n-I 

(2.1.5) П (аг+хЬг)= 2: H~_I x'l, 
,=1 q=O 

ili se u specijalnim sLucajevima (П, 4.2.2 ! 4.2.3, 4.2.4) eksplicitno izrafavaju 
pomocu Stirlingovih brojeva prve vrste, odriosnovisih izvoda gamma funkcije 
(П,4.2.4). 

Nacin koji је О. Mitrinovic [25] dao za nјЉоуо forrniranje sastojiu 
sledeeem:: 

Forrniraju se kопiЫnaciје bez ponavljanja klase q (q = О, 1,2, ... ,р) od 
р elemenata 

komЫnacije k1ase p-q od р elemenata 

KomЫnacija 
јег је 

od jednih i оо drugih elemenata Ысе podjednak broj, 

Zatim 'se posmatraju dve takve kombinacije, jedna od elemenata Ь" 
druga od elemenata а" tako da se u nјiшa svaki od indeksa 1,2,3, ... ,р 
pojavljuje samo jedanput. Za takve dve kombinacije Ые se da su korespodentne. 

Koeficijenat H~ jednak је zbiru proizvoda korespodentnih kombinacija. 
lednostavno је dokazati da s obzirom na (11,4.2.4) koeficijenti H~_1 

(q=O, 1,2, ... ,p-l) zadovoljavaju rekurentnu relaciju ' 

(2.1.6) H~=a"H~_I+b"H~=~, 
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n-I 

pomocu koje, polazeci od H~_I = П Ok, то~ешо redom izrlWunati koefici­
k=O 

jente Н:_ 1 • 

za slueaj о" = - (р + п) (р = konstanta), Ь" = 1, jednacina (2.1.6), Ьо sto 
smo vec pokazaIi u (11, 4.2.3) svodi se па diferencnu jednaeinu 

Hfl= Hfl-I_(р+n)Нfl 
"11-1 "-1' 

сјја re~enja za р = 2 (1) 11 nalazimo u pomenutom Mitrinovicevom radu [28], [71]. 
S obzirom na iznete rezultate шо~ето formirati citav niz k.onaCnih 

zbirova koji се biti sadruni u (2.1.1). . 

2.2. Zbir 

(2.2.1) 
11-1 

L (a+kd)P 
k-O 

javlja se kao partikularan slucaj zbira (2.1.1), kada u пјеши stavimo n ... р+ 1,;, 
иtiш . 'и: 

01 = аl = О. = . . . = 0"-1 = О, 

tako da prema obrascu (2.1.4) zbir (2.2.1) doblja oblik 

Јо (~) OP-k dk [ВН1 (n)-В"+1 (О)] k!, 

tj. svodi se na poznatu relaciju 

gde је 
,,-1 

Sk(n)= L t k. 
1-1 

2.3. za zbirove оblјЬ 
х 11 

(2.3.1) L (-I)Х-k П[Оr+(k-l)Ьr], 
k-I ,-1 

" I 

" 
') 

'.ј 

gde su а, i Ь, makakve kOnStailte, х i п (п;;;' 2) dva сеlа pozitivna Ьсоја. 
pokazali smo (11,7.3) da su resenja diferencne jednIWine 

" ј(х+ 1)+ј(х)= П [а, + xbrJ, 
,-1 

~. da se svodi na lzraz 
. /), ·~.I 
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gde је Ek (х) Eulerov polinom k-tog stepena, а H~ izrazi definisani relacijom 

п п 

П (а,+хЬ,)= L Н~хЧ. 
,=1 Ч=О 

U specijalnom slueaju kada је а, = а, Ь, = d, zbir (2.3.1) јта vrednost 

dok za slueaj а, = О, Ь, = Ј, јтато 

i (-J)k(k-l)n= (-1)X п! Еn(х). 
k~1 2 

Ostali specijalni slucajevi, s obzirom па izbor koeficijenata а, i Ь" mogu 
se jednostavno odrediti prema diskusiji koju smo izveli u (П, 4.2) u vezi sa 
koeficijentima н:. 

2.4. D. S. Mitrinovic [58Ј postavio је sledeci problem: 
Posmatrajmo aritmeticke progresije 

ар а, + ОС" ... , а, + (n-l) ОС, (Г= 1,2, ... ,р); 

b,+(n-l)~., b,+(n-2)~ ..... ,Ь, (s=I,2, ... ,q), 

i formirajmo sledece proizvode 

р р р 

(2.4.1) п а" П (а, + ОС,), ••. , п [а, + (n-l) ос,Ј; 
,=1 г~1 '= 1 

ч q q 
(2.4.21 п [Ь. + (п-Ј) ~.], П [Ь. + (n-2) ~.], ... , п Ь,. 

.=1 $=1 $~1 

Naci zbir proizvoda odgovarajucih clanova nizova (2.4.1) i (2.4.2). 
ОоЬисето da se ovaj problem svodi па problem iz prethodnog para­

grafa (2.2.1). Uvedimo oznake 
р р 

(2.4.3) Ч11(n) = П(а,+n ос,) = 2H~xk, 
г=1 k=O 

q q 
(2.4.4) Ч12(n)=П(Ь'+n~')= L:N;xk

• 
,=1 k=O 

Trazeni zbir је tada 

(2.4.5) 
tj. 

(2.4.6) 
q ~ 

f (п) = 2: N~ 2 (n-k)' Ч11 (k). 
,=О k=O 

; ; 
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U razvijenom obliku (2.4.6) mo.zemo napisati 

!(n)= N °'Pl(n)+go(n-l) (No+NJ n+N2 nl+ ... +NllnQ
) 

11 11 11 q 11 

-gl(n-I) (NJ + 2N2 П + 3N3 rr + ... +q NIl nq
- 1) 

11 q q 11 

+ g2(n-l) (N2 + (3 )N3 n+ (4) N4 n2 + ... + (q)NIl n
Q
- I ) 

11 211 2 q 2 q 

(-I)Q gQ (n-I) N:, 

gde smo uveJi oznaku 
п-Ј 

(2.4.7) g, (n-l) = L k' 'Рl (k). 
k=J 

S obzirom da је polinom g, (п) re§enje diferencne jednacine 

р р 

g,(n)-g,(n-I)=n'П(а,+nа,.)= 2: H:nk+', 
,_Ј k-O 

тоито mu ртета (11, 4.1) dati oblik 
р 

g, (п) = 2: н: (k + г)! [НН,+! (п + 1)-Bk+r+l (О)Ј· 
k=O 

Ртета tome, trdeni zbir је 

!(n) = i (_I)'g,(n_I)'Pr> (п) , 
,=0 ,! 

gde је 
'P~') (п) = D' 'Р. (п), 

р 

g,(n-l)= ~ н: (k + г)I[НН'+I(n)-Вk+r+I (О)Ј, 
k=O 

В" (х) oznacava Bemoulliev polinom. 

3. SUKCESIVNI ZBIROVI РОТЕNСПА PRIRODNIH BROJEVA 

3. 1. Е. Lucas [30Ј posmatrao је zbirove 

(3.1.1) SP+I,1I (х) = Sp,iI (1) + Sp,,, (2) + ... + SPoll (х), 

gde је 
Sl,,, (х) = 1" + 2" + 3" + ... + х" (п, Р, х prirodni Ьгојеуј) 

12 1 

i nazvao ih је "sommations succesives des puissances". Iz теlасјје (3.1.1». 
za р = 1 dobija se izraz 

St,,, (х) = Sl,,, (1) + Sloll (2) + ... + Sl." (х), 
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koji, napisan u razvijenom obIiku, glasi 

1" 

+ 1" + 2" 

+ 1" + 2" + 3" 

+ ... 

+ 1" + 2" + 3" + . . . + х". 

Zbir clanova u p-toj koloni је (х-р + l)р" ili (х + l)р"_р"+1. Ako sada u 
оуај poslednji izraz stavljamo redom р = 1, 2, 3, ... dobijamo za zbir S2." (х) 
formulu 

S2." (х) = (х + 1) S1,11- S1,11+1, 

koja se simbolick.i zapisuje 

S2." (х) = S1.11 (х + 1-So.1)' 
gde Је 

S1." . SO.1 = S1,11+1' 

Induktivnim. putem dobija se opsta formula 

(3.1.2) 1 
SP+1." (х) = --; S1." (х + 1-SO.1) (х + 2-So.J· .. (х + р-:-: So.J. 

р. 

za koju se moze pretpostaviii da је tacna za х = k. tj. 

1 
Sp+l.,,(k) =;lS1.11 (k + I-Sо.Ј(k+ 2-S0.J· .. (k + P-SоЈ. 

Ako se zatim u formuli (3.1.2) stavi х = k + 1, dobija se па levoj strani 

SP+1." (k) + SP.II (k + 1), 
а па desnoj 

. ili 
1 

--; S1.11 (k + I-Sо.Ј (k + 2-S0.J· .. (k + p-Sо.Ј 
р. 

1 
+ (p-l)! Sl.,,(k+2-S0.Ј(k+3-S0.Ј·· . (k+p-Sо.Ј· 

Prema tome јтаmо formulu 

1 
Sp.,,(k+ 1) = (p-l)! S1.,,(k + 2-Sо.Ј (k + 3-S0.J· .. (k+p-Sо.Ј. 

koja sleduje iz (3.1.2) kada se х zameni sa k+ 1. а р sa р-l. 
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Istovremeno Lucas daje i vrednosti zbira SZ,1t za п = 1, 2, З, 4, tj. 

1 
S •. 1=6x(x+ l)(х+2) 

1 
S •. 2 = 12 х (х + 1)1 (х + 2) 

1 
S •. З= 6Ох(х+ 1)(x+2) (xI+6х+З) 

1 
S" .• = 6Ох(х+ 1)'(x+2)(2x2 +4x-l). 

123 

З.2. Dokazacemo (59] da se zbir (З.l.1) mote eksplicitno izraziti u 
Qbliku polinoma сјјј se koeficijenti izгшvајu pomocu Bernoullievih brojeva. 

Zbir (З.l.1) napisacemo u obliku 

{З.2.1) Sp+1(n,k)=Sp(l,k)+Sp(2,k) + '" +Sp(n,k), 
gde је 

11 

Sl(n' k)= ~ r k. 
г-1 

Trateni oblik роliпота mote se odrediti ako se pode od relacije 

(З.2.2) Sp (п, k) = ~ (n+P-Г-l) rk 

г-1 р-l 

која је tacna za р = 1, 2, З, .... Pretpostavicemo sada da је опа tacna i za р = т, tj. 

{3.2.З) Sm (п, k) = i (п + т-Г-l) rk • 

,-1 т-l 
Koristeci se relacijom 

Sm+1 (n,k) =Sm (1, k) + Sm (2, k)+ ... + Sm (п, k), 

i relacijom (З.2.З) dokazacemo da је formula (З.2.2) ispunjena i za р = т + 1. 
Dakle 

Sm+l(n' k)=(m-l) l k 

т-l 

+( т ) l k + (т-l) 2k 

т-l т-l 

+ (n+т-2) l k + (n+т-з )2k + ... +(m-l)nk, 
т-l т-l т-l 

i s obzirom na relaciju 

(т+n-l)=(n+т-2)+(n+т-l)+ ... + (т-l). 
т т-l т-l т-l 

dobijamo 
11 (n+т-,) k Sm+1 (п, k)= L Г. 

,-1 т 
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Izraz (р+ 1)!Sp(n, k) predstavlja zbir clanova odgovarajucih clanova p+k-I 
aritimetickih progresija. Stoga se оп moze napisati u obIiku formule (2.1.1) 
kada izvrsimo smenu 

n-I=k+p-I 

a1 = а2 = аз = ... = ak = 1, ak+l = п + р- 2, ... , ak+p-l = п 

b1 = Ь2 = Ьз = ... = bk = 1, bk+l = bk+2 = ... = bp+k-l = -1. 

Tako dobijamo formulu 

(324) (р-l)! S (n,k)= " nP+k- Q+1 '" ч-ј-Ј. - - HP+k-ј-l 
p+k ц-I в (P+k ј 1) 

• • Р L... 2.. 1 . 2 p+k-l 
q=l ј=О Ч-Ј- q-J-

iz koje vidimo da је polinom Sp (п, k) stepena р + k ро n. 
Izraz (3.2.4), s obzirom na relaciju (2.1.4) mozemo napisati па sledeCi 

naCin 
p+k 

(3.2.5) (p-l)!Sр(n,k)= L H~+l_1 (q-l)![Вq (n)-Вq (О)]. 
q=l 

Iz (3.2.5) takode zakljucujemo da је polinom Sp (п, k) stepena р + k ро n. 
Koeficijente H~+k_1 odredujemo za оуај specijalan slucaj iz relacije 

gde su Ьгојеуј 
Rq =Rq (-1,-1) p-l р-l 

definisani sa (11, 4.2.3) 
n-l п 

П [х-(а + br)] = L: R~ (а, Ь) х'. 
,=0 ,=0 

4. ZBIROVI REC[PROCNIH POTENCIJA 

Као 5to smo уес ranije izneli (Ш, 1.3), Bernoullievi Ьгојеуј javljaju se 
u beskonacnim zbirovima reciprocnih potencija. Tako је 

1 1 1 (_I)k- 1 2tk - 1 ",'k 
S·lk= 1 +-+-+-+ ... = ---- B2k, 

2'k 3.k 4'k (2 k)! 
odnosno 

S = (2 ",)'k 'В I . 
2k 2 (2 k)! 21<, 

(k prirodan Ьгој). 

Tako, za k = 1, 2,3, јmато 
1 1 1 ",' 

S = 1 +-+-+-+ ... =-, 
2 2' 3' 4' 6 

1 1 1 ",' 
S = 1 +-+-+-+ ... =-, 

4 2' 3' 4' 90 

1 1 1 ",6 

S = 1 +-+-+-+ ... =-. 
6 26 3" 46 945 
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Isto tako, beskonacan zbir 
1 1 

(!2k= 1 +-+-+ ... 
З"k 5"k ' 

moze se izracunati sledecim izrazom 

s obzirom da је 
SIk 

s2k = (12k+ -
2"k ' 

Na taj пасјп dobijamo 

~! л. л. 
(12=-' (1.=-, (1.=-. 

8 96 960 

Isto tako, videli smo (11,5.5.1) da је 

оо (-I)k+1 (21"-1_1),.0" 

k~I-т.;;-= (2n)! IB2,,1· 

Рсета tome, izracunavanje navedenih redova zahteva poznavanje Веспо­
иШеујЬ Ьтојеуа. Odredivanje zbira sm kada је т makakav Ьтој za sada 
predstavlja nece~en problem. 

5. METOD KONACNIH RAZLIKA ZA IZRACUNA V ANJE 
KONACNIH ZBIROV А 

Metod konacnih razlika mozemo uspesno primeniti za izracunavanje 
·specijalnih konacnih zbirova. 

5.1. U (1, 2.1) pokazali smo da se simbolicki~ сасипоm moze jednostavno 
dobiti zbirni obrazac 

(5.1.1) ().mј(х) = i (-I)k(n)f[x+(n-k)h], 
h k=O k 

koji za ћ= 1 х= О postaje 

{5.1.2) i (-I)k(n)f(k)=<-1)1I{).1If(О). 
k=O k 

u slueajevima kada su poznate n-te razlike funkcija, mozemo, рсјтепот 
·obrasca (5.1.1), odnosno (5.1.2), dobiti konacne zbirove izvesnih klasa funkcija. 
Тзkо, па primer, neka је 

10 

Tada је 

ј . 1 
(х)=-. 

ах+Ь 

-L1 х+-1 ЛII ( Ь-а) . 
а а-1 
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Kako је 

/:1" (х+ Ь-О) 
а -1 

(-1)" п! 

јmаmо definitivno 

(5.1.3) ( _ l)k п __ _ - n. а . " ( ) 1 . ( 1)" , " 

k~O k ak+b - Ь(а+Ь)(2а+Ь)·· ·(flа+Ь) 
Као specijalan slucaj obrasca (5.1.3) javljaju sezbirovi 

i ( 1 )k ( п) 1 _ 1 
k=O - k k+ 1 - п + l' 

i (- l)k ( /1 ) _1 _ 1 
k=O k k + 2 - (п + 1) (п + 2) , 

i (- l)k ( п ) _1 __ о_п _! 2_" _ 
k=O k и+ 1 - (2n+ 1)!! 

20 za slucaj kada је I (х) = (х)-т, tj. 

J(x)=~_1 -, 
(х + т)m 

mozemo pokazati, primenom istog postupka, da је 

i (_1)k(n) 1 =---. 
k=O k (k+m)m (т.;.n)(т-l)! 

30 lsto tako, za slueaj Ј (х) = (х; а). dobijamo 

i (- 1)k ( п ) (k ..,. а) = ( _ 1)" ( а ), 
k=O k т т-п 

odakle је, za а = О, 

i (- l)k ( п ) ( k ) = {О (т f. п), 
k=O k т (_1)" (т=n). 

5.2. Drugi sumacioni obrazac (1, 2.1) 

(5.2.1) i (-l)k (п )J(X-k) =/:1nJ(x-n) , 
k=O k 

koji је samo posledica obrasca (5.1.1) omogucava izracunavanje specijalnih 
konacnih zbirova, takode u slucajevima kada su пат poznate n-te razlike 
funkcija. 



5. Меtod konab1ih razlika za izгacunavanje konaCnih zbirova 127 

Tako, па primer, јтато 

1 (х) = (;). 

tada је 

l!.lt/(X)=( х )::;> i (_l)k(".)(a-k)=(a-=.,,). 
[, .' m-." k=O k . т т" 

5.3. Sumacioni obrazac (1,2.3) 
1. 

(5.3.1) ·i(·")/(k)=2n M"/(O)~ 
k=O k 

omogucava da odredimo konaene zbirQve ukoliko su 'poznateosredine funkcija.. 
Tako, па рriщеr, .imащо 

I(х)= ( а )::;>Mnl(x)=~( а+n ), 
Ь+х ~ Ь+х+n 

te dobijamo 

k~J;) ( a-:-k ) = (:::) . 

S obzirom da је 

оо 

М" cos а х = (cos ;)" cos ( а х + ~) , 
dobijamo obrazac 

" (п) (а)" па L cos а k = 2" GOS - COS - • 
~O k 2 2 

5.4. Obrazac 

i (n)1 (x-k) = 2" М" 1 (х-п), 
k=O k 

koji је posledica obrasca (5.3.1), daje kao i1ustraciju Cauchyevu formulu .. 

~ko zamenimo 1 (х) = ( : ), ра .. obz;rom da је 

nalazimo 
М" (:) = 21т (::: ) 

~J; )(:=:) = (:). 

Iz navedenih primera vidi se da је teziste sumiranja izvesnih konacnih. 
zbirova ugJavnom u poznavanju diferencija, odnosno sredina reda n. 
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5.5. Primenicemo obrazac (5.1.2) 

па slucaj kada је 

l(k)=ao+a1k+azk'A+ ... +apk' (р<n). 

Tada је 

А"/(О)={;' а" (р =n), 

(р =t= п). 
Prema tome 

(5.5.1) i (- l)k ( П) 1 (х) = { О 
k-O k ( - 1)" п ! а" 

Zbir 

(5.5.2) 

(р < п), 
(р =n). 

gde је Рl + Р2 + ... + РЈ = (,) .;;; п (рј pozitivni celi brojevi, а, i 1, proizvoljne 
konstante), koji је posmatrao F. S. Nowlan [60] obuhvacen је obrascem (5.5.1). 
Stoga је njegova vrednost za (,) < п jednaka nuli, а za (,) = п njegova је 
vrednost 

(-1)" п! tf' cf' ... (Г' . 

6. GENERALISANI KONACNI ZBIROVI RECIPROL:NIH PROIZVODA 

Zbirovi oblika 

(6.1.1) %0 (-1) k ( :)1 [11 (п + k Р + ј s), 

gde su т, v prirodni brojevi а п, р, s realni, predmet su Mitrinovicevog rada (61], 
u kome su izracunati па пасјп koji је razliCit od ovoga koji сето sada 
izlofiti. 

Metod konacnih razlika тои se primeniti i za izracunavanje zbirova 
(6.1.1), Ьо sto smo pokazali u radu [62]. ... 

Рсјтепјеето opSti zbirni obrazac (1, 2.1) 

tj. и х- О 

(6.1.2) (_l)mAm 1(0)= ~ (_l)k(m)1 (kh), 
" k-O k 



6. Generalisani konami zbirovi reciproblih proizvoda 

za izracunavanje specijaJnog zbira 

(6.].3) I (-I)k(m)јП(n+k+i). 
k-O k ,~O 

Stavimo Ii h = 1 

j(k)= 1 Iп (n+k+i)=(n+k-I) .. 

prema (6.1.2) јтато 

i (-I)k(;)/П (n+k+i)=(-l)m~m(n-l)_,. 
k-O 1=0 

Kako је 

(6.1.4) ~'" (Х),." = ћ'" (r)m <X),-т.А 
h 

gde је r сео broj, dobijamo 

~'" (n-l)-. = (-v)m (n-1}-.-т, 
Ш, s obzirom da је 

(-V)m= (-l)m(v+m-l)! , 
(v-l)1 

1 
(n-l)-.-n. = • 

(m+n+v-l) .+т 

dolazimo do obrasca za zbir (6.1.3) 

(6.1.5) ~J <-1) k ( ; ) 1)] (п + k + ј) ] = -(-V_-l)-I-,--~:-:-:-~_l..:..: __ ! -1)-.+-",-

Pomocu zbira (6.1.5) jednostavno se izracunava i zbir 

i '<-I)k(m)!п[n+р (k+i)J= 2 [(_I)k(m)!p. fi(!!..+k+i)] 
k-O k '~O k~O k 1-0 Р 

(m+v-l)! 

р' (v-l)1 (m+!!..+v-l) 
р .+т 

koji odgovara obrascu (16) iz [61,7). 
6.2. Ovaj postupak primenicemo ј па opstiji zbir 

~ [<-I)k(m)jfi (n+kP+iS)]. 
k=O k ,~O 

Ako stavimo 

/

11-1 

1 П (n+kp+ is) =(n+kp-s)_, .• , 
1=0 

9 Milolevit-RаkoteviC: Prilozi tooriji ... 

129 
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i zatim 
f (х) O~ (х + n-s)-v." 

Iтато 

/ (х + k р)о (х -i- п + k p-S}-v ... 
ра је 

f (О)" (n-s)_v. <. / (k р) 0= (п + k p-s)-v. ј' 

Prema obl',tSCU (6.1.2) nalazimo 

(_l)m~m /(0)= i (-l)k(m)f(kР), 
fJ k=O k 

stoga је 

(6.2 1) 

lzracunavanje izraza ~m (n-s)_v. s svodi se па problem da se razlike 
fJ 

funkt:ije iz sistema sa prirastajem р izraze razlikama te iste funkcije IZ 

sistema sa prirastajem s. 
U tu S'v rhu posmatracemo sledeci Newtonov red za funkciju f (х) 

(6.2.2) ј(х)= i (-~) ~lj(O), 
;=0 1 s s' 

gde је ( ;), gcneralisani binomni koeficijent (1,6.2), Сјја је vrednost 

=- х· ( Х) I . ., ( ),. ,. 
1 s 1 • 

Izvrsicemo sada operaciju tlm па red (6.2.2), te za х == О dobijamo 
р 

Poznato је [6, 220- 240] da је 

m!sl . 
=---P(I, т), ., 

1. 

gde su izrazi Р (ј, т) vezani rekurentnom relacijom 

Р (ј + 1, т) = (т E--i ) Р (i, т) + Е- Р (i, m-l). 
s . s 

Za lzгaz Р (i, т) pokazuje se da је 

Р (i, т) =.i (~)j S: ајт, 
Ј=m S 
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gde su S{ i а'!' Stirliл og!n brojevi prve odnosno druge vrste. Na osnovu 
toga dobijamo 

(6.2.3) 
со , 

tJ,.т ј (О) =:г: ":,' Р (i,m) tJ,.; ј (О). 
s 1-0 1. s 

za slucaj ј (О) = (n-S)_v." s obzirom da је 

tJ,.; (n-s)-v.s =s; (-V);(n-S}_"_I ... 
• 

Јmаmо 

Zamenivsi ovaj izraz u obrazac (6.2.1), dobijamo 

со (-J)i+тslm!(v+i-J); . 
= L -_.. Р(1, т). 

;=0 i![n+(v+i+l)s]'+i.s 

Za slucaj s = р Јmаmо 

P(i,m)= ± S~a'!' =10 (i=F m ), 
;=т ' Ј }1 (; = т), 

te ·prema tome, dobijamo opsti obrazac 

т [k(m)fV-1 . Ј (v+m-l)! L (-1) k ГI (n+kp + р,) = --- п .. _-

k=O ,=0 p'(v-l)! (-+m+v-l) 
р ,'+m 

koji odgovara obrascu (16) iz [61, 7]. 
6.3. Ako је funkcija ј (х) poIinom step~na г, obrazac (6.2.3) postaje 

tJ,.тj(O) = i ":!P(i,m).1 i j(O). 
р ;=о,! s 

gde је 

P(i.m)= i (:)ј S:aj. 
Ј=т 

Tako. па рлmеr, mozemo izracunati zbir 

za taj sIucaj 

ј (О) =(n+V=Тs), .• ; ј (kp) = (n+ kp+ v-l S),.I' 

9· 
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ра Је 

Zatim, s obzirom па obrazac (6.1.4), јтато 

ј -- • -
!l (n+v-1 5}v .• = 5' (V)j (n+v-1 5).-;.1 
• 

te dobijamo opsti obrazac 

%o[<-l)k(:/) li (n+kp + i5)] 

v (_l)mm!si -- . 
= :L----;-, --- (v); (п + v-1 5) ._;.' Р (1, т) 

;=0 1. 

= (-1) m т! i Si ( ~) (п + v-l 5) '_'.' Р (ј, т). 
;=0 I 

Za slucaj р с= 5 јmаmо obrazac 

(~.+V-1) 
р '-",. 

7. GENERALISANI GEOMETRIJSKl RED 

7.1. Роsmаtгэсепю red [63] 

(7.1.1) F,,(x)= L [a+(k-1)d)"xk (Ixl <1). 
k= 

gde је п prirodan broj. 

Ako dife renciramo (7.1.1), dobijamo 

.. 
F~(x)=L kra+(k-l)d]"x k -

1
, 

k=l 

odnosno 
оо 

(7.1.2) xd F' (х) + (a-d)F,,(х) = 'У [а + (k-1)d)n-:- 1 x k • 

" --k~l 

Prema tome, dobi1i smo rekurzivnu formulu za izracunavanje reda (7.1. [) 

(7.1:3) Fn +1 (х) = х d У" (х) + (а -d) F" (х). 

Кak.o је 
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dobija se, koriscenjem [оттиlе (7.1.3) 

F1(x) =-~ [a+(d-a)x], 
(Ј-х)2 
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х 

рз (х) = (Ј _х). {(d-а)3хЗ + (а + d)3 - 4 а3]х2 + (а + 2d)3 - 4(а + d)3+ 6а']х + 

+ (а+ 3d)3_4 (а + 2d)З + 6 (а + d)3 -4аЗ}, 

tako da uopste mozemo staviti 

(7.1.4) Р,,(х) = ~_X_P,,(x), 
(J-X)"+l 

gde је Р,. (х) роlјпот stepena n. 

Jz (7. ].3), s obzirom па (7.1.4) i па reJaciju 

р' (х) = 1 -(nх+ l)P,.(x)+x(l-х)Р' (х»), 
п (1-х)"+2 П 

dobijamo 

(7.1.5) Рn+ 1 (х) = (п d+d -а) х +а Р" (х) + х d(l-x) Р: (х»). 

Оуот rekurzivnom formulom mofemo postupno izracunati роНпоте Р" (х). 

Stavicemo sada 
" Р" (х) = 2. K~ (а, d) х', 

,=0 
tako da је 

п 

P~ (х) = L: r K~ (а, d) х'-l, 
,=1 

ра, s obzirom da је 
,,+1 

Р,,+l (х) = 2: к;+1 (а, d) х', 
,=0 

zamenom u (7.1.5) dobijamo 

n+l" .. L: K;+I(a,d)x'= L: к; (а, d)(nd+ d-a) х'+l + L: aK;(a,d)х' 
,=0 ,=0 ,_0 

" " + 2. rdK;(a,d)x'- 2. rdK;(a,d)x'+l. 
,_1 ,-1 

Izjednacavanjem koeficijenata pred х'-l dolazimo do 

(7.1.6) к; (а, d) = (п -·Г + Ј) d-а)К;=: (а, d) + (а + dг)К;-1 (а, d). 
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Iz (7.1.6) slcduje 
II-r 

(7.1.7) K~(a,(l) L (а. гr/)i--'[(n-г+2-i)('-а]К:~:(а,d). 
ј ~ 1 

Za /', О IZ (7.1.6) dobijamo 

Ко (a,J)~, [(п -;-1) d -и] K~l (а, Ј) + K~~l (а, (1), 
ра kako Је кn_! (а, (/) = О, јтато 

K(j(a,J),~aKo -1 (а, (1) = .. ·=a/1K~(a,d)=atl. 

S obzirom па pocetni uslov К(ј(а,(!),,,а" i па relaciju (7.1.7) dobijamo 

postupno 

tj. 

(7.1.8) 

K~ (а, d) ~O а", 

К · 1) . 1)" (11[1.'), (1", '; (ct, ( (а + ( -

• rl ' [" (п + 1) K~ (а, а) =0 (а -:- 2с{)n_-( . ) (а + d)" + а n , 
[ . '. 2 

'11 :.['" '11 l' 
K~(a,d)~(a-frcf)"-( ~ ) [а + (r--l) d]"+ ... +(_1)'( /' )a ll

• 

Kn(a,(l).~ ~ (_. 1)'" ('n+ 1)[а f-(I'-m) (IJ/. 
, ,'-;::0 111 

Ргета tome obrazac (7.1.4) postaje 

(7.1.9) Fn(x)~--x - '5' [i (_I)",(п+l) [a-:-(г-т)d]II]Х" 
(l-х)fI+l ''-;;0 т=О т 

Obrazac (7.1.8) mozemo dokazati pokazavsi da K~«(/,(I) zadovolja\a 
rekllrzivnll relaciju (7.1.7). Tako ,тато 

П1~О (- 1)'" (":11) [а + (,.- т) (1]"" 

r ·-1 

=[(n-/'! 1)(I-a] L (_I)m(Il)[а+(г_т_l)d]n-l 
m-=--О \m 

r .' Il \ 

+(a+dr) 2: (-I)'"(m) [(/+(r-m)d]"-l 
m"~O 

=(a+dr) i (_1)11I( 1)[a+(,._m)d]ll~l 
m=О \ /11 I 

-т d f~l (-1)'" Ст 1) [а + (r-m) d]n--l 

, 'п .. ·1 \ 
= 2 (_1)"'( , ) [a+(,.-m)d]/, 
т=О \ т 

Сјте је, s obzirom па pocetni uslov K(j(a,d)=a" obrazac (7.1.8) dokazan. 
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7.2. Dokazacemo sada da se koeficijenti роlјпота Рn (х), kojim smo 
izrazili generalisani geometrijski red (7.1. Ј) javJjaju ргј razvijanju stepena 
(а - х (ЈУ u specijalni Ьјпоmпј red. 

Ргета L. Carlitzovim rezultatima [64], poznato је da ako је Ј(х) 
proizvoljan роlјпот stepena <: п, tada је 

(7.2.1) 

gde su koeficijenti с, definisani sa 

(7.2.2) с, = i (- ПП! (n+ I)лm_ г). 
m=О т 

Stavljajuci Ј (х) = (a-хdУ, dobijamo 

(a-xd)n~,(-Jyi C~('k-J)'. 
,=0 \ 11 

gde ie 

с> i (_J)m(n~J)[a,(r_m)d]n. 
m=О 

к oeficijenti с; identicni su koeficijentima к; (а, d), te ргета tome Јтато 

(7,2.3) ( а - х d )" , ( - Ј)" i к; (а, d) (Х+ ~ - 1) . 
,=0 ' -

Kod Nielsena [22, 28] nalazimo izraz 

~~(a:) i (_Ј)m(n+I)(а:_; /'-т)", 
m~O т 

koji Је sa koeficijentima к; (а, d) vezan геlасјјот 

K;«(j,d)d"~; {..'!..). 
\ Ј, 

s obzirbm па poznatu relaciju izmedu brojeva ~; (а:) i Bernoullievih Ьгојеуа 

[22,238], mozemo Bernoullieve brojeve izraziti koeficijentima КП (а, d), tj. , 

2 d
n (2;:-1) вп ~~ lJ(al~: 111) _ (а/Ј - ~,- Ј 12) I K~;-I (а, d). 

7.3. Red (7.1.1) је generalizacija geometrijskog reda 

ао 

Fo(x) = 2: 
k=1 

k х 
Х =----

Ј-х 

а rcd 
'" (7.3.1) кп (х) = ') k n xk , 

k'":l 
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koji su posmatrali R. Staley [67), М. С. КJamkin [68] О. Zeillin [69), 
takode је specijalan slucaj reda (7.1.1), gde је aood= 1. 

R. Staley [67) dosao је do sledeceg rezultata 

(7.3.2) K.(x)=(l-x)-·-I i [i (_1)m+ 1 (п ~l) (г-m+ l)n]X f
• 

г~l m~1 т 1 

Obrazac (7.3.2) sadrfan је u obrascu (7.1.9), iz koga se dobija za а= 1, d= 1. 
М. S. Кlamkin [68) pokazao је da se red (7.3.1) moze napisati u obliku 

п 

(7.3.3) Кп (х) = (1 - х)-·-l L х'т1 (1 - х)n-, /),., 1". 
,-0 

Оа Ы zbir К" (х) izrazio pomocu generalisanih Bernoullievih brojeva, 
odnosno, Stirlingovih brojeva prve vrste, М. С. Юаmkiп navodi relacije 

(7.3.4) 

(7.3.5) 

/),.' о" + /),.'+1 ОП = /),.' 1", 

I 
/),.,о"=_n_._ В(-Г) 

(п-г)! n-" 

(7.3.6) Sm=(n-l)в<n) 
• т-Ј п-т' 

Medutim, Н. W. Gould [70) primecuje u vezi sa оујт radom, da postoje 
znatne teskoce pri prelasku sa геlасјје (7.3.5) па (7.3.6), i sugerira da Ы se 
s obzirom па jednakosti 

(7.3.7) S~=(_-I)n-kSl(n-1,n-k), 

(7.3.8) 
1 

a k = S2 (k п - k) = - /),.k ОП ,. , k! t 

relacija (7.3.3) mogla izraziti pomocu Stirlingovih brojeva druge vrste. Naime 
jednakost 

S-n 
B- k = -k 

n-k (-k-l) 
-n-l 

koja sleduje iz (7.3.6), dobija sinisao koristeCi (7.3.7), kao i jednakosti 

Sl (-n-1, k)= S, (п, k); S2 (-n-1, k) = Sl (п, k). 
Na taj naCin dobija se 

S=Z (_I)n- k Sl (-k--1,-k +n) = (_l)n-k S, (k, n-k) = (_I)n-k /),.k 0". 

U vezi sa ovim navescemo jedan postupak kojim se zbir (7.3.1) moze 
direktno izraziti pomocu Stirlingovib brojeva druge vrste. Ovakav postupak 
koristio је i 1. Ј. Schwatt [65] za izracunavanje slicnih zbirova. 

оо 

Primenimo operator 0" (1,8.1,8.3) па zbir L x k • Tako dobijamo 
k=O 
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S druge Slrane, рЈета (Ј, 8. Ј .2) је 
п 

0" ~C '" а т х'" D'" 
L" ' 
т-Ј 

(С је 
оо ОС".х 

') k п х" = L а:, х'" D'" L х· = L ат х'" D'" .-
k-=J т-Ј А-Ј т-Ј" Ј-х· 

Tako dobijamo 

К,,(х)= ~ -~m! ат 
т~1 (Ј-х)m+) '" 

јЈј 
,. 

(7.3.9) K,,(x)=(J-х)"-Ј 2: x"'(J-x)"-'"~"'O", 
т~J 

gde је ~"'O"=m!a:'. 

Stavimo Јј 

" "" x"'(I-х)"-"'m!а"'= ~ А"х", 
L " "-
т_Ј А-Ј 

nalazimo za koeficijente АIr izraz 

Ir (П Т· Ak~L - )(-J)A-'г!a~. 
,-1 n-k 

Koristeci obrazac (7.3.4), mofemo jednostavno dokazati da је izraz (7.3.9) 
identitan izrazu (7.3.3). 

d оо 

Ртјтепјmо Јј, zatim, operator 0" = 11 + Х - па zbir L xlr , dobijamo 
dx "_I 

оо 

0" L х А = L (ех + k)" xk. 
Ir-I Ir-J 

Ртјтепот obrasca (1,8.5.]) 
" 0: = L а: (11) х'" D'" 
т-О 

naJaziIiJo 
оо П 

2: (ех + k)" х· = (Ј - х)-"-I L а;' (а) х'" (] _х),,-т. 
"-Ј ,""",О· 

Оуо је takode jedna generaJizacija reda (7.3.Ј), а доЫја se iz opstijeg reda 
(7.Ј.1) za а=а+ Ј i d= Ј. 

Koeficijenti а: (а) dati su (1,8.5.3) ekspJicitno izrazom 

а;,(а)=(-ЈУ" i (-J);(~)(a+i)'" 
тl 1_0 Ј 

(ј. 

~"'II" 
а"'(а)=--. 
п т! 
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Resume 

CONTRIBUТION А LA THEORIE ЕТ А L'APPLICAТION DES 
POLYNOMES ЕТ DES NOMBRES DE BERNOULLI 

Kovina Milosevic-Rakocevic 

Dans се travai1 I'auteur, faisant usage еп ртјпсјре du calcul aux diffe­
rences finies, а expose de fa~on syslematique Jes tbloremes generaux et les 
proprietes generaJes des роЈупбmеs et des nombres de Bernoulli, ainsi que 
]eur generaIisation еп vue de leur appJication au calcul de sommes finies 
speciaJes. 

Le travaiJ est divise еп quatre chapitres. 
Dans Је premier chapitre оп а rappeIe les eJements indispensables du 

calcul aux differences finies qui ont ete utilises au cours de се travail. 
Оп а traite, ensuite, lе probleme de lа decomposition d'une diff6rtnce 

finie d'une fonction, suivant Jes differences de ses derivees. А се propos 
fo.n а demontre que l'оп peut donner une nouveJle forme а Ја fonnule de 
М ikeJadze [16) 

п 

!!"nf(а+лh)=hn L АlIр ј(lI) (а) + R II" 

11=0 

etant donne que Jes coefficients АlIр s'expriment au тоуеп des потЬте8 dй 
Stirling de Ј et 11 especes, ainsi que des nombres de Bernoul1i de II es~ 
(1, 7.3). 

Dans 'е ртетјет chapitre оп а donne, aussi, Ја generalisation des operateurs 

0=хп, 
sous lа forme 

еО! =a+xD, 
d'ou оп а obtenu 

" 
е: = 2: a~(a)xkDk, 

k=O 

Les nombres а: (О") sont definis par lа relation 
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Par l'application de ces operateurs оп а effectue dans lе quз.tгiеmе 
chapitre, lа sommation de lа serie geometrique generalisee. 

Dans le тете chapitre, par analogie avec l'operateur Z=(xtl)+xD, 
utilise dans l'analyse, оп а defini ип nouvel op6rateur У=(х+ lH-x~ et l'оп 
а donne l'algebre qu'exige cet operateur. (1, 8.З). 

Оп amontre, епзuite, чие 

" ~k Р (х) 
уп = :г: -_!,_--- (х + k-l)k ~k, 

k=O k! 

ои lе роlупбmе Р п (х) est dblini раг la relation зuivапtе 

Р"+1 (х) = Х Р" (х + 1) + Р" (х). 
Dans le deuxieme chapitre оп а considere l'equation аих differences 

finies de Bernoulli generalisee 
"-1 

.f(x+ 1)-I(x) = П (а, + хЬ,) 
г=1 

(а" Ь, constantes quelconques, п (п;.. З) nombres naturels), et l' оп а donne sa 
solution sous forme explicite (11, 4). 

Еп rclation avec се qui а e16 expose, l'оп а determine la forme explicitc 
des coefficients H~ definis раг l'identite 

п " 
п (а,+Ь,х) = 2 H~xq, 
г=1 q=O 

et оп а donne les expressiOIlS des coefficients H~ рош lез valeurs particulieres 
des constantes а, et Ь,. 

Оп est апјуе ensuite а de nouvel1es relations entre les nombres dc 
Bernoulli et les nombres de Stirling (11, 5.З). 

Dans le deuxieme chapitre оп а traite encore les роlупбmеs d'Euler 
sur la base de l'equation аих differences finies 

п 

.f (х + 1) +.f (х) = П (а, + хЬ,), 
г=' 

et l'оп а donne lа solution de cette equation sous la forme explicite (Н, 6.З). 
Dans le troisieme chapitre оп а donne l'application du calcul symbolique 

а lа formation des relations entre les nc.mbres de Bernoulli. Par la тете 
methode оп а d6duit les relations connues de Ramaoujan, ainsi quc les nouvelles 
relations entre les nombres de Веrnоиlli et de Stirling де 1 espece (IП, 5.2). 

Dans le quatrieme chapitre оп а applique les restlltats des chapitres 1 
et Н et I'on у а apporte quelqu,:s formules sommatoires. 

Separement оп ete sommecs les cxpressions (IУ, 2.1, 2.2, 2.З, 2.4) 
х n-1 х п 

:г: п [а, + (т-l) Ь,], :г: (_Iy-m П [а, + (m-I) Ь,], 
tn=1 г=1 m~1 г=1 

х ( р q ) 
k~O Д (а, + k а.').]Ј [Ь• + (x-k) ~J] . 
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Оп а appJique aussi Ја methode du саlсиl aux differences finies рош 
effectuer Ја sommation de !'expre:;sion 

т {(т)IV-Ј } k~O (-l)k k !П(n+kР+iS) , 

ашSl que 

ои т, v designent des nombres naturels е! п, р, s des nombres reels. 
Enfin, par application de l'operateur О" оп а etudie Ја serie 

оо 

К" (х) = L k" x k 
• 

k=J 

Оп а demontre que lа serie geometrique generalisee suivan:e 

оо 

Fn(x) = L [a+(k-l)d)"xk (п nombre naturel, [xl<l), 
k=J 

а pour somme 
" Fn (х) =0 (l-x)-n- Ј L K~ (а, Ј) хг+ Ј, 
,=О 

ои K~ (а, IX) sont des nombres qui peuvent etre exprimes аи тоуеп des пощЬ~ 
de ВеrпоuПi de pгemiere espece (IY, 7.) 
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