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1 Uvod

1.1 Zarazne bolesti

Usled nemogu�nosti predvi�a�a i sagledava�a posledica epidemije zaraznih bo-

lesti, qoveqanstvo se kroz istoriju civilizacije oduvek interesovalo za razvoj bole-

sti i �en poguban uticaj na 	udsku vrstu. U domenu prouqava�a epidemija danas je

doxlo do znaqajnog pomaka. Otkriveno je mnogo razliqitih modela koji objax�avaju

uzroke i progresiju raznih bolesti.

Oksfordski engleski reqnik definixe bolesti kao slabo fiziqko sta�e nekog

dela tela qije su funkcije sma�ene sa strukturnim promenama. Ova definicija

obuhvata xirok spektar bolesti od AIDS-a od artritisa, od prehlade do raka. Kla-

sifikacija bolesti drastiqno varira izme�u razliqitih nauqnih disciplina. Dok-

tori medicine i veterinari su pre svega zainteresovani za leqe�e 	udi i �ivoti�a,

i najvixe su zabrinuti zbog patofizioloskih infekcija (centralni nervni sistem)

ili kliniqkih simptoma (dijareja). Mikrobiolozi se fokusiraju na uzrok bolesti

(virus, bakterija, g	ivica), ispituju�i idealne uslove za �en razvoj, dok epide-

miolozi najvixe pa��e u prouqava�u posve�uju funkcijama koje odre�uju obrasce

bolesti i �eno prenoxe�e.

Bolesti mogu biti zarazne ili nezarazane. Zarazne bolesti (kao xto je gripa)

se razvijaju prenosom infekcije izme�u pojedinaca, dok se kod nezaraznih bolesti

(kao xto su artritis) patogeni razvijaju tokom �ivotnog veka pojedinca. Epidemi-

ologija nezarazanih obo	e�a pre svega prouqava faktore rizika koji su u vezi sa

razvojem bolesti (na primer, pove�an rizik od raka plu�a se pripisuje puxe�u). Na-

suprot tome, primarni faktor rizika za obo	e�e od zaraznih bolesti je prisustvo

zara�enih jedinki u krugu lokalnog stanovnixtva. Ove dve kategorije, infektivne

(zarazne) i nezarazne, ne isk	uquju nu�no jedna drugu. Infekcija humanog papi-

loma virusa (HPV ), qvrsto je povezana sa rakom grli�a materice, tako da povezuje

ova dva po	a.

U zavisnosti od infektivnog patogena, zarazne bolesti se mogu da	e podeliti

na bolesti izazvane mikroparazitima i bolesti izazvane makroparazitima. Iako
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je definisana bioloxka razlika izme�u ove dve grupe organizama, iz perspektive

modelova�a slabije su definisane granice. Ako je infekcija izazvana mikroparazi-

tima brzo se razvija od malog broja zaraznih qestica tako da unutrax�a dinamika

patogena u telu doma�ina qesto mo�e biti ignorisana. Kako bismo izbegli ovaj

problem fokusira�emo se na status infekcije doma�ina. Nasuprot tome, makropa-

raziti, poput crevnih glista imaju slo�en �ivotni ciklus unutar doma�ina koji je

neophodno modelovati eksplicitno. Broj parazita u okviru doma�ina, predstav	a

va�an faktor u patogenosti i prenosivosti bolesti.U ovom radu �emo se usresre-

diti na mikroparazite, na planu qijih suprouqava�a, dugogodix�i podaci i nauqna

istra�iva�a doveli do vixe kvalitetnih modela. U zavisnosti od prenosa infek-

cije, infektivne bolesti se mogu podeliti na dve kategorije: direktno i indirektno

prenosive. Bliskim kontaktom sa inficiranim pojedincem dolazi do direktonog

prenosa infekcije. Ve�ina bolesti izazvanih mikroparazitima, kao xto su grip,

male bogi�e, i HIV , direktno se prenose, mada postoje i izuzeci kao npr. kolera.

Direktno preneseni patogeni ne pre�ive dugo izvan organizma doma�ina.

Nasuprot tome, posredno prenosivi paraziti se prenose izme�u doma�ina preko

�ivotne sredine. Ve�ina bolesti izazvanih makroparazitima, indirektno se pre-

nosi i provodi deo svog �ivotnog ciklusa izvan svojih doma�ina. Pored toga, po-

stoji klasa obo	e�a koja se prenosi putem sekundarnog doma�ina, obiqno insekata

kao xto su komarci, muve ili krpe	i. Me�utim, ovaj prenosni put je dvojak, od

prvih doma�ina do insekata, a zatim od insekata do drugog doma�ina.

Modeli i bolesti koje �emo razmatrati usmerene su ka prouqava�u direktno

prenosivih zaraznih bolesti izazvanih mikroparazitima. Kao takav, ovaj podskup

predstav	a samo deo na celom po	u epidemioloxkih modelova�a i analiza u kojima

je, u posled�ih nekoliko godina, postignut izuzetan napredak.

1.2 Karakterizacija bolesti

Napredova�e zarazne bolesti izazvane mikroparazitima kvalitativno se defi-

nixe na nivou patogena u doma�inu, koji odre�uje stopa rasta patogena i interakcija

izme�u patogena i reakcije imunog sistema doma�ina
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U poqetku, doma�in je zdrav (S) do infekcije. U kontaktu sa zara�enim po-

jedincem infekcija se prenosi na doma�ina. Broj parazita raste tokom vremena.

Tokom ove rane faze doma�in mo�e da ispo	i znake infekcije, time doma�in nije

vixe qlan zdrave klase (S), ve� postaje qlan izlo�ene klase (E). Kada je nivo

parazita dovo	no velik unutar doma�ina i postoji xansa za prenos infekcije na

druge podlo�ne osobe, tada je doma�in inficiran i prelazi u klasu (I). Konaqno,

kada imuni sistem pojedinca istera parazite i doma�in vixe nije u inficiranoj

klasi, doma�in prelazi u klasu oporav	eni(R). Ova fundamentalna klasifikacija

(zdrava, izlo�ena, inficirana, oporav	ena) zavisi samo od sposobnosti doma�ina

da prenose patogen. Ovo ima dve implikacije. Prvo, status bolesti doma�ina

nije definisan. Nije va�no da li pojedinac ima simptome, jer pojedinac koji se

ose�a zdravim mo�e da izbaci velike koliqine patogena. Drugo, granice izme�u

izlo�enih i inficiranih su donekle nejasne u sposobnosti prenoxe�a patogena.

Ovu nesigurnost dodatno komplikuju promene nivoa patogena u infektivnom peri-

odu.

Klasifikacija doma�ina kao zdrav (S), izlo�en (E), inficiran (I), oporav	en

(R) se mo�e porediti sa ekoloxkim konceptom metapopulacije u kojem se gustina

patogena zanemaruje i svaki doma�in jednostavno klasifikuje u jednu posebnu kate-

goriju. Tako dobijamo SEIR dinamiku bolesti. Qesto je matematiqki jednostavnije

i opravdano da se ignorixe izlo�ena (E) klasa, tada se sma�uje broj jednaqina za

jedan i dovodi do SIR dinamike. Neke infekcije, posebno kod bi	aka se priklad-

nije opisuju SI (zdravi-iificirani) paradigmom. Za takve bolesti, doma�in je

zara�en i uskoro nakon xto je zara�en u infektivnom periodu doqekuje smrt. Kod

drugih zaraznih bolesti, naroqito polno prenosivih (gonoreja), infekcija je bo-

	e opisana SIS (zdravi-inficirani-zdravi) modelom, jer kada se doma�in oporavi

ponovo postaje podlo�an infekciji. U ve�ini sluqajeva ta obnov	ena oset	ivost

je zbog varijacija antigena u vezi sa polno prenosivim bolestima. Na kraju, mnoge

bolesti imaju profile koji su posebni i zahtevaju specifiqnu formulaciju modela.

Velike bogi�e imaju odre�eni kratak period pre nego xto se simptomi pojav	uju.

U tom periodu zara�ena osoba mobilna i mo�e da prenosi virus iako infektivnost
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nije dostigla svoj vrhunac. Hepatitis B ima nosioca, tako da se neke zara�ene

osobe u potpunosti ne oporave, ali prenose virus na niskom nivou do kraja �ivota.

Chlamyidia (i mnoge druge seksualno prenosive bolesti) mo�u biti asimptomatskog

karaktera, tako da neki zara�eni pojedinci ne pate od bolesti, iako su u sta�u da

prenesu infekciju.

1.3 Matematiqki modeli

Matematiqki modeli koriste jezik matematike da xto bo	e i preciznije opixu

pojave iz realnog �ivota. Formulisa�a modela za poseban problem je kompromis

izme�u tri va�na i qesto sukob	ena elementa: taqnost, transparentnost i fleksi-

bilnost.

• Taqnost je sposobnost reprodukcije posmatranih podataka i pouzdano predvi-

�a�e budu�e dinamike. Taqnost se generalno pobo	xava sa pove�a�em kom-

pleksnosti modela i uk	uqiva�em vixe heterogenosti i bioloxkih deta	a,

ali tada nailazimo na raqunske probleme. Prema tome, taqnost modela je uvek

ograniqena.

• Transparentnost je razumeva�e kako razliqite komponente modela utiqu na

dinamiku i me�usobnu interakciju .Transparentnost se obiqno posti�e sukce-

sivno, dodava�em ili ukla�a�em komponenti, i izgrad�om opxteg iz jedno-

stavnijih modela. Kako se broj komponenti modela pove�ava, postaje te�e da

se utvrdi znaqaj svake komponente i �ihove interakcije sa celinom. Transpa-

rentnost je, zbog toga, qesto u direktnoj suprotnosti sa preciznosti.

• Fleksibilnost meri lako�u sa kojom model mo�e da se prilagodi novim si-

tuacijama. Ovo je od vitalnog znaqaja ukoliko model slu�i za predvi�a�a

budu�ih nivoa bolesti.

Ci	 matematiqkog modela zaraznih bolesti je simulacija procesa prenosa bole-

sti. Preciznije, kada se inficirani pojedinci uvode u grupu zdravih, bolest se

prenosi na druge pojedince i xiri u grupi. Ako broj inficiranih osoba poraste
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u kratkom vremenskom periodu, dolazi do epidemije. Osobe se oporav	aju od in-

fekcije, bilo putem tretmana ili zbog imunog sistema. Kada se "isprazni"klasa

zdravih (podlo�nih) osoba, nove infekcije �e prestati, a epidemija usporava i

zaustav	a se. Ako se sve�e podlo�ne osobe dodaju u grupu, bilo ro�e�em ili mi-

gracijom, ili ako je reinfekcija laka, onda epidemija mo�e trajati veoma dugo, a

infekcija mo�e istrajati u grupi tokom du�eg vremenskog perioda. U ovom sluqaju,

ka�e se da je bolest endemska u grupi. Ako se bolest xiri na velikoj geografskoj

oblasti, daleko iznad polo�aja poqetne pojave, ka�emo da se jav	a pandemija.

U da	em tekstu navodimo jox neke od ci	eva matematiqkog modelova�a:

• Proces formulisa�a modela objax�ava pretpostavke, promen	ive i parame-

tre.

• Ponaxa�a matematiqkih modela mogu da se analiziraju korix�e�em matema-

tiqkih metoda i kompjuterske simulacije.

• Modelova�e omogu�ava istra�iva�e efekta razliqitih pretpostavki i for-

mulacija.

• Modelova�e je eksperimentalni alat za teorije, testira�a i procene kvanti-

tativnih pretpostavki.

• Modeli odgovaraju�e kompleksnosti mogu biti konstruisani kao odgovori na

konkretna pita�a i probleme iz prirode.

• Modeli se mogu koristiti u pore�e�u bolesti razliqitih tipova ili u raz-

liqito vreme ili u razliqitim populacijama.

• Modeli se mogu koristiti kao preventivni programi, terapija i kontrola.

• Validnost i robusnost rezultata modelova�a mo�e se proceniti korix�e�em

opsega vrednosti parametara u raznim modelima.

U narednim poglav	ima razmatra�emo modele definisane sistemom obiqnih di-

ferencijalnih jednaqina, sistemom diferencijalnih jednaqina sa kax�e�em i mo-

del celularnih automata.
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2 Sistem obiqnih diferencijalnih jednaqina

2.1 SI model

Najjednostavniji model definisan sistemom obiqnih diferencijalih jednaqina

jeste SI model koji ima samo dva stadijuma jedinki: zdrav (S) i inficiran(I)

(zara�en). U ovom modelu podrazumevamo da zdrave jedinke koje se zaraze nemaju

mogu�nost da se oporave.

Slika 1: Dinamika kreta�a jedinki izma�u klasa za SI model

Posmatra�emo najjednostavniji SI model, model bez ra�a�a i umira�a.

dS(t)

dt
= −λI(t)S(t)

(1)
dI(t)

dt
= λI(t)S(t)

gde je ukupan broj jedinki konstantan i va�i:

S(t) + I(t) = 1.

Pre nego xto poqnemo analizu modela, pojasni�emo kako dolazimo do modela (1).

Imamo samo dve klase jedinki zdrave S i inficirane I. Neka je λ koeficijent

zaraze. Poxto ne postoji mogu�nost oporavka, jedinke iz klase zdravih mogu ili

da se inficiraju i pre�u u klasu inficiranih ili da su otporne i ostanu u klasi
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zdravih. Nas interesuje xta se dexava tokom nekog kratkog vremenskog intervala

4t. Verovatno�a da do�e do infekcije tokom intervala 4t bi�e jednaka λSI 4 t.

Tada se promena broja jedinki u zdravoj klasi S za vreme t+4t mo�e predstaviti

St+4t = St − λSI 4 t

odnosno,

St+4t − St
4t

= −λSI

i ako posmatramo graniqnu vrednost kada 4t→ 0, tada dobijamo:

dS

dt
= −λSI,

a kako se broj jedinki u klasi inficiranih pove�ava samo ukoliko je neko iz klase

zdravih zara�en, tada imamo da je promena broja inficiranih predstav	ena

(2)
dI

dt
= λSI.

Na osnovu prethodne dve jednakosti dobijamo SI model prikazan u (1).

Poxto je ukupan broj jedinki konstantan tada imamo

S(t) = 1− I(t)

i ubaciva�em u jednaqinu (2) dobijamo izraz

(3)
dI(t)

dt
= λI(t)[1− I(t)]

poznatiji kao logistiqka jednaqina.

Izraz (3) je diferencijalna jednaqina koja razdvaja promen	ive, tako da se mo�e

izraqunati I(t):

1

I(t)− (1− (I(t)))

dI

dt
= λ

∫ t

0

1

I(t)− (1− (I(t)))

dI

dt
dt =

∫ t

0

λdt
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∫ I(t)

0

1

u(1− u)
du =

∫ t

0

λdt

∫ I(t)

I(0)

[
1

u
+

1

1− u
] =

∫ t

0

λdt

[ln(u)− ln(1− u)]I(t)I(0) = λt

[lnI(t)− ln(1− I(t))]− [lnI(0)− ln(1− I(0))] = λt

ln
I(t)

(1− I(t))
(1− I(0))
I(0)

= λt

eλt =
I(t)(1− I(0))
I(0)(1− I(t))

eλt[I(0)− I(0)I(t)] = I(t)− I(t)I(0)

eλtI(0)− eλtI(t)I(0) = I(t)− I(t)I(0)

I(t)[I(0)− 1− I(0)eλt] = eλt

I(t) =
I(0)eλt

I(0)− 1− I(0)eλt

I(t) =
I(0)

I(0) + (1− I(0))e−λt

Na osnovu izraza dobijenog rexe�a, lako se zak	uquje da se broj inficiranih

I(t) te�i ukupnom broju jedinki kad vreme ide u beskonaqnost (t→∞) xto vidimo

na Slici 2.
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Slika 2: Broj inficiranih te�i ukupnom broju jedinki sa zadatim parametrom

λ = 1.4247 i poqetnim uslovima I0 = 10−6, S0 = 1− 10−6.

Ovaj model opisuje visoko infektivne bolesti kod kojih veliki deo populacije

postaje zara�en. Primeri zaraza modelovanih SI modelom jesu upala trbuxne ma-

ramice maqaka (FIP ) i ptiqiji grip (H5N1).

2.2 SIS model

Slede�i bitan model za posmetra�e jeste SIS model. Ovaj model je malo slo�eniji

od prethodnog, zato xto jedinka iz inficiranog sta�a mo�e ponovo da se vrati u

zdravo sta�e. Koeficijent oporavka oznaqimo sa γ, dok koeficijent prenosa in-

fekcije oznaqimo sa λ .

Slika 3: Dinamika kreta�a izme�u klasa u SIS modelu
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Dobijamo slede�i model:

dS(t)

dt
= −λI(t)S(t) + γI(t)

(3)
dI(t)

dt
= λI(t)S(t)− γI(t)

U ovom modelu kao i u SI ne razmatramo sluqajeve sa ra�a�em i umira�em. Na

Slici 4 vidimo kako izgleda nax model i odnose klasa zdravih i inficiranih.

Slika 4: SIS model sa zadatim parametrima λ = 1.424, γ = 0.94286 i poqetnim

vrednostima I0 = 10−6, S0 = 1− I0.

Poxto je ukupan broj jedinki konstantan, imamo da je 1 = S + I, odnosno S =

1−I i ubaciva�em u nax model kao u prethodnom primeru dobijamo diferencijalnu

jednaqinu qije rexe�e mo�emo izraqunati. Osnovni reproduktivni broj <0 za ovaj

model iznosi:

<0 =
λ

γ

Uoqavamo da ukoliko je γ < λ, (<0 > 1), onda postoji mogu�nost xire�a zaraze,

odnosno ukoliko je γ > λ, (<0 < 1) , tj , onda ne postoji mogu�nost xire�a zaraze.

Ovaj model je pogodan za modelova�e seksualno prenosivih bolesti.
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2.3 SIR model

Jedan od modela koji je razmatran u ovom radu je model definisan sistemom di-

ferencijalnih jednaqina. Osnovni model sistema diferencijalnih jednaqina jeste

SIR model, koji su prvi konstruisali Kermack −McKendrick [Rohani&Keeling,

2007:19]. U ovom modelu pretpostav	amo da postoje tri razliqita sta�a jedinki.

S- zdravi, I-inficirani (zara�eni) i R-oporav	eni. Interesuje nas kako se broj

zdravih, inficiranih i oporav	enih me�a tokom nekog vremenskog intervala. Kada

zdrava jedinka stupi u kontakt sa inficiranom, onda u zavisnosti od jaqine infek-

cije, tj. prenosa zaraze, jedan deo zdravih postaje inficiran. Oznaqimo sa λ koe-

ficijent prenosa infekcije. Kada su osobe inficirane, onda one posle odre�enog

vremena postaju oporav	ene. Stopu oporavka nazivamo koeficijentom oporavka γ.

Slika 5: Dinamika kreta�a izme�u klasa kod SIR modela

Na osnovunavedenih qi�enica Kermack −McKendrick su doxli do modela (1).

Treba napomenuti da je ovom modelu inkubacioni period kratak, nema gubitka imu-

niteta, ni sposobnosti reinfekcije, nema ubaciva�a novih zdravih jedinki, ukupan

broj jedinki zdravih, inficiranih i oporav	enih ostaje neprome�en. Da nam mo-

del ne bi zavisio od veliqine populacije koju posmatramo, sve veliqine svodimo na

bezdimenzione tj. normalizova�emo ih na intervalu [0, 1], tako da je S = S
N
, I = I

N
,

R = R
N
, gde je N ukupan broj jedinki. Na osnovu ovih pretpostavki dobijamo model:
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dS

dt
= −λIS

(4)
dI

dt
= λIS − γI

dR

dt
= γI

sa zadatim poqetnim uslovima

S(0) = S0 > 0, I(0) = I0 > 0, R(0) = 0

S(t) + I(t) +R(t) = 1

.

Kako je ukupan broj jedinki konstantan, onda nema promene ukupnog broja jedinki

u toku vremena:

dN(t)

dt
= 0

Posmatraju�i sistem jednaqina (4) mo�e se zak	uqiti

dS(t)

dt
≤ 0

xto govori da je funkcija S, funkcija zdravih jedinki, opadaju�a xto mo�emo

videti na Slici 6. Odnosno da je S(t) ≤ S0 .

Iz izraza (1) uzmimo drugu jednaqinu,

(5)
dI

dt
= (λS − γ)I

Oznaqimo sa ρ = γ
λ

1. Prvo posmatramo xta se dexava kada je S0 < ρ. Tada iz (5) vidimo da je

promena inficiranih ma�a od 0. To jest za t ≥ 0 imamo S(t) ≤ S0 < ρ pa

da	e implicira da je dI
dt
< 0 xto znaqi da je funkcija I(t) opadaju�a, xto nam

govori da u naxem modelu nema epidemije. Razmotrimo kako se funkcija I(t)
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Slika 6: Odnos zara�enih i zdravih sa zadatim parametrima λ = 1.4247,γ = 0.14286

S0 = 1− 10−6, I0 = 10−6.

ponaxa kad t → ∞, tj. da li funkcija I(t) mo�e da bude ma�a od nule. Kako

je ukupan broj jedinki konstantan, onda to mora da va�i i kad t→∞,

limt→∞I(t) = 1− S(t)−R(t) ≥ 1− 1 = 0

Kako je I0 > 0, I(t) opadaju�a funkcija i I(∞) ≥ 0 sledi da funkcija I(t)

nikad nije negativna, xto je u saglasnosti sa realnom situacijom jer fiziqki

ne bi bilo mogu�e da broj jedinki u inficiranoj klasi bude ma�i od nule.

2. Ako nam je S0 > ρ, tada je S(t) > ρ za t ∈ [0, t) za neko t > 0 Tada nam je dI
dt
> 0

pa je funkcija I(t) rastu�a, xto nam govori da imamo epidemiju.

Na Slici 6 je prikazana zavisnost zdravih i inficiranih za vrednosti para-

metara λ = 1.627 i γ = 0.395. Vidimo da nam je funkcija S(t) opadaju�a i da te�i

nuli kad t→∞, xto smo prethodno pokazali. Ako podelimo iz (4) drugu jednaqinu

sa prvom dobijamo:

dI

dS
=

(λS − γ)I
λSI

= −1 + ρ

S
,

xto je diferencijalna jednaqina koja razdvaja promen	ive,

∫ t

0

dI =

∫ t

0

(−1 + ρ

S
)dS
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I(t)− I0 = −S(t) + S0 + ρln
S

S0

Da	e nas interesuje kada se dosti�e maksimum funkcije I. To dobijamo kada je

dI
dt

= 0, odnosno tada je S = ρ

Da	e dobijamo da je

Imax = ρlnρ− ρlnS0 − ρ+N

Mo�emo da ispitamo jox neke odnose, kao na primer odnos zdravih i oporav	e-

nih. Podelimo prvu i tre�u jednaqinu iz (4).

dS

dR
= −S

ρ
,

kako je ovo jednaqina koja razdvaja promen	ive lako dobijamo da je

(6) S = S0e
−R
ρ ,

poxto je S0 > 0 i eksponencijalna funkcija nenegativna, sledi da je izraz (6)

uvek pozitivan.

Slika 7: Odnos oporav	enih i zdravih sa zadatim parametrima λ = 1.4247,

γ = 0.14286, S0 = 1− 10−6, I0 = 10−6.

Posmatrajmo sad izraz (5). Vidimo da ukoliko je S0 = ρ onda je I konstantno jer

iz jednaqine (5) dobijamo da je dI
dt

= 0.
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Uvedimo oznaku

<0 =
1

ρ

tada vidimo iz (5) da ukoliko <0 > 1 da nam broj inficiranih raste, a ukoliko

<0 < 1 da nam inficiranih opada. Broj <0 nazivamo osnovni reproduktivni broj, i

kad je on jednak jedinici to nam predstav	a prag epidemije, ukolio je <0 < 1 tada

nemamo epidemije, a ukoliko je <0 > 1 tada imamo epidemiju. Npr. kod epidemije

gripa 1973. godine u Vijetnamu, osnovni reproduktivni broj je iznosio 17.3.

U nastavku �emo proxiriti nax model. Da bismo mogli posmatrati model na

	udskoj populaciji potrebno je model proxiriti koeficijentom smrtnosti i koe-

ficijentom (stopom) nastanka novih jedinki (ra�a�a). Da nam ukupna populacija

ostane neprome�ena, uze�emo da je koeficijent smrtnosti jednak koeficijentu ra�a-

�a i obele�i�emo ga sa (µ). Koristi�mo iste oznake kao i u osnovnom SIR modelu.

Kad proxirimo osnovni SIR model dobijamo slede�i proxireni SIR model:

dS

dt
= µ− λIS − µS

dI

dt
= λIS − γI − µI

dR

dt
= λI − µR

Vixe reqi o odnosu zdravih, zara�enih i oporav	enih bi�e u sekciji SIR model

sa vakcinacijom.

2.4 SEIR model

Posmatra�emo jox jedno uopxte�e SIR modela. Mnoge bolesti imaju ili la-

tentni period ili period inkubacije. Period od poqetka infekcije do pokaziva�a

simptoma naziva se inkubacioni period. Period od poqetka infekcije jedinke do

stica�a sposobnosti da jedinka da	e prenosi infekciju naziva latentni period.

Kada zdrava jedinka do�e u kontakt sa inficiranom, na �u prelaze patogeni. Tada
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u telu doma�ina postoje patogeni tako da ga ne mo�emo svrstati u zdrave, ali poxto

ne pokazuje simptome infekcije, ne mo�emo ga svrstati ni u zara�ene. Na primer,

male bogi�e imaju latentni period od 8 do 13 dana, dok kod AIDS-a latentni period

traje od nekoliko meseci do nekoliko godina. Poenta jeste da se patogen akumulira

u organizmu i napada odre�ene organe. Kada se akumulira dovo	no veliki broj pato-

gena organizam doma�ina popuxta, pokazuje simptome infekcije i postaje sposoban

da prenosi infekciju da	e.

Da bismo mogli da modelujemo ovakve vrste zaraza, moramo da uvedemo jox jednu

klasu u SIR model, tu klasu nazivamo izlo�ena klasa i oznaqavamo je sa E.

Slika 8: Dinamika kreta�a izme�u klasa u SEIR modelu

U naxem modelu, kao i u prethodnim primerima, posmatra�emo model bez promene

demografije, tj. bez ra�a�a i umira�a. Parametar λ predstav	a koeficijent pre-

nosa zaraze, parametar k je koeficijent infektivosti (parametar koji predstav	a

vezu izme�u izlo�ene i infektivne klase), γ koeficijent oporavka.
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dS

dt
= −λIS

dE

dt
= λIS − kE

dI

dt
= kE − γI

dR

dt
= λI

Odnos klasa mo�emo videti na Slici 9.

Slika 9: SEIR model sa zadatim parametrima λ = 520/365.0, k = 1/14.0, γ = 1/7.0

i poqetnim uslovima S0 = 0.1, E0 = 10−4, I0 = 10−4.
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2.5 SIRS model

SIRS model predstav	a jox jedan od proxirenih SIR modela. Kao i SIR model

iz 2.3. i ovaj model sadr�i tri klase zdravu S, zara�enu I i oporav	enu R. Osnovna

razlika u odnosu na baziqni model jeste da jedinka mo�e da izgubi imunitet, odnosno

da mo�e da pre�e iz oporav	ene klase ponovo u zdravu klasu.

Slika 10: Dinamika kreta�a izme�u klasa u SIRS modelu

Interesuje nas kakva je dinamika kreta�a izme�u klasa da bismo napravili od-

govaraju�i model. Neka je parametar λ koeficijent zaraze, parametar γ koeficijent

oporavka i parametar τ stopa gubitka imuniteta. Pogledajmo prvo dinamiku kre-

ta�a zdrave klase. Kada zdrava jedinke stupe u kontakt sa inficiranim prenosi

se patogen na �ih i odre�en broj jedinki napuxta zdravu klasu (λSI), ali u zdravu

klasu dolaze jedinke koje su izgubile imunitet u oporav	enoj klasi (τR). Promena

jedinki u zdravoj klasi je:

dS

dt
= −λSI + τR

Jedinke koje napuste zdravu klasu (λSI) prelaze u zara�enu klasu. Me�utim,

odre�en broj jedinki iz zara�ene klase se oporav	a (γI) i prelazi u oporav	enu

klasu.

dI

dt
= λSI − γI

U oporav	enu klasu prelaze inficirane jedinke koje su se oporavile (γI), ali

iz �e odlaze jedinke koje gube imunitet (τR) u zdravu klasu.
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dR

dt
= γI − τR

Na osnovu kreta�a jedinki izme�u klasa i gore izvedenih jednaqina, mo�emo

zak	uqiti da SIRS model izgleda:

dS

dt
= −λSI + τR

(7)
dI

dt
= λSI − γI

dR

dt
= γI − τR

Rexe�e modela mo�emo predstaviti i grafiqki (Slika 11).

Slika 11: SIRS model sa zadatim parametrima λ = 1.4247, γ = 0.94286, τ = 0.1 i

poqetnim vrednostima I0 = 10−6, S0 = 1− I0.

Ispitajmo da li sistem jednaqina (7) ima stacionarna sta�a. Ako postoje, onda

je dS
dt

= 0, dI
dt

= 0 i dR
dt
, odnosno:

−λSI + τR = 0

(8) λSI − γI = 0

γI − τR = 0
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gde iz jednakosti (8) dobijamo dva rexe�aza I = 0 i S = γ
λ
. Ako je I = 0, tada je

R = 0 i S = 1, a ako je S = γ
λ
, tada je I = τ(λ−γ)

λ(γ+τ)
i R = γ(λ−γ)

λ(γ−τ) . Dobijamo da su dva

stabilna rexe�a: (1, 0, 0) i (γ
λ
, τ(λ−γ)
λ(γ+τ)

, γ(λ−γ)
λ(γ−τ)).
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3 Celularni (�elijski) automati

Matematiqko modelira�e je naqin da se analizira efikasnost razliqitih stra-

tegija za kontrolu bolesti. Simulacija je oqigledan naqin, jer u realnom �ivotu

eksperimentisa�e je nemogu�e. Celularni automati CA su postali mo�an alat za

modelova�e xire�a bolesti.

Da bismo objasnili xta su �elijski automati, posmatrajmo skup elemenata koje

�emo nazivati �elijama. �elija je neka vrsta elementa memorije i posmatra�emo

sta�e �elije. U CA modelu, �elija mo�e imati vixe razliqitih sta�a (ne u istom

vremenskom trenutku). Broj razliqitih sta�a koje �elija mo�e da ima zavisi od

modela koji se posmatra. �elije mogu biti raspore�ene na razliqite naqine: u

niz (jednodimenzioni sluqaj), u kvadratnoj ili u heksagonalnoj mre�i (2D sluqaj)

i za trodimenzioni sluqaj neka vrste 3D mre�e. U poqetku sve �elije dobijaju

neko inicijalno sta�e i da bi promenile sta�e moramo da zadamo jasno definisana

pravila pod kojima se sta�e �elije me�a u slede�em vremenskom trenutku. Ti uslovi

predstav	aju modelova�e naxeg problema. Jox jedna bitna stvar na koju moramo da

obratimo pa��u jesu susedne �elije od �elije koju posmatramo. Ovako definisan

sistem nazivamo �elijskim automatom.

U naxem modelira�u uze�emo dvodimenzioni sluqaj sa �elijama raspore�enim u

kvadratnu mre�u. Mo�emo da biramo razliqita susedstva, u zavisnosti od toga koja

nam bo	e opisuju model. Susedstva mogu da budu:

• V onNeumann susedstva: Qetiri �elije, �elija iznad i ispod, desno i levo od

svake �elije se nazivaju V onNeumann susedstvo �elije. Ukupan broj susednih

�elija, uk	uquju�i i posmatranu je 5 �elija.

• Moore susedstva: Osam �elija, Moore susedstvo je proxire�e V onNeumann

susedstva, sadr�i i dijagonale �elije od posmatrane �elije. Ukupan broj su-

sednih �elija , uk	uquju�i i posmatranu je 9:

CA posmatra i verovatno�u prirode prenoxe�a bolesti i odlikuje se diskreti-

zacijom prostora i vremena. Bitno je da funkcija a�urira�a CA uzima u obzir
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Slika 12: V onNeumann i Moore susedstva

sadax�e sta�e u �eliji i �enih suseda, i tako odre�uje mikroskopske interakcije

koje mogu uticati na makroskopsko ponaxa�e sistema.

Da bismo uvideli znaqaj CA u modelira�u, posmatra�emo vezu izme�u celularnih

automata i proxirenog SIR modela, SIRS modela iz 2.5.

U naxem CA modelu koristi�emo proxireno Moore susedstvo. Sve �emo posma-

trati na matrici D100x100, gde svaka �elija matrice predstav	a jednu jedinku i al-

goritam (u priloguMatlab kod) �emo koristiti kao kod [Gavrilets, 2003]. U nastavku

opisa�emo algoritam koji je korix�en. Neka je p koeficijent infektivnosti, a broj

inficiranih, a b broj oporav	enih jedinki. Definiximo matricu D1100x100 tako

da �ena po	a imaju sluqajno odabrane vrednosti iz intervala [1 a + b], a matricu

D2100x100 sa vrednostima po	a iz intervala [0 p]. Neka nam matrica D predstav	a

proizvod matrica D1 i D2 tako da je D(i, j) = D1(i, j)D2(i, j). Tada su vrednosti

po	a koja odgovaraju zdravim jedinkama jednaka 0, vrednosti po	a koja odgovaraju

inficiranim jedinkama iz intervala (0 a], a vrednosti po	a koja odgovaraju opo-

rav	enim jedinkama iz intervala (a a + b]. Da bismo definisali promenu sta�a

po	a, za poqetak proverimo da li ima inficiranih suseda u V onNeumann-ovom

susedstvu.

• Ako je vrednost po	a bila 0, tj. po	e predstav	a zdravu jedinku, i u susedstvu

nema inficiranih status po	a ostaje neprome�en.

• Ako je vrednost po	a bila 0 i u susedstvu se nalazi inficirana jedinka, vred-

nost po	a postaje 1 i jedinka postaje zara�ena.
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• Ako je vrednost po	a iz intervala (0 a+ b), vrednost po	a se pove�ava za 1.

• Ako je vrednost po	a a+ b, jedinka se oporav	a i po	e dobija vrednost 0.

Slika 13: CA prikaz SIRS modela u qetiri razliqita vremenska trenutka

Na Slici 14 vidimo kako se za razliqite vremenske trenutke me�aju sta�a

�elija. Zelene �elije predstav	aju zdrave jedinke, crveno-�ute inficirane, dok

plave predstav	aju oporav	ene.

Slika 14: Grafiqki prikaz SIRS modela

Na Slici 14, prikazan je grafik SIRS modela sa istim poqetnim uslovima i

istim koeficijentma prelaska izme�u klasa.
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Jedna od prednosti modelova�a �elijskim automatima je u lakxem grafiqkom uoqa-

va�u dinamike kreta�a bolesti xto mo�emo videti na Slici 15, gde u 6 uzastopnih

vremenskih trenutaka vidimo dinamiku kreta�a zaraze u populaciji.

Slika 15: CA prikaz SIRS modela u 6 uzastopnih vremenskih trenutaka
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4 Sistem diferencijalnih jednaqina sa kax�e-

�em

Obiqne diferencijalne jednaqine (ODJ) i diferencijalne jednaqine sa kax�e-

�em (DJK) se qesto koriste u opisiva�u prirodnih pojava. Da bismo objasnili DJK

posmatra�mo diferencijalne jednaqine sa kax�e�em oblika

y′(t) = f(t, y(t), y(t− τ1), y(t− τ2), · · ·), y(t− τk))

kada je a ≤ t ≤ b sa zadatom istorijom y(t) = S(t) za t ≤ a i uzmimo da su

konstantna kax�ena takva da je τ = min(τ1, · · ·, τk).

Na primeru proste diferencijalne jednaqine sa kax�e�em objasni�emo metod

rexava�a diferencijalnih jednaqina sa kax�e�em. Uzmimo diferencijalnu jed-

naqinu

(9) y′(t) = −y(t− τ)

gde je τ ≥ 0, gde sa τ oznaqavamo kax�e�e. Za τ = 0 imamo obiqnu diferencijalnu

jednaqinu

y′(t) = −y(t)

qije je opxte rexe�e y(t) = y(0)e−t.

Za funkciju y(t) na intervalu −τ ≤ t ≤ 0, postavimo poqetne uslove na slede�i

naqin:

y(t) = 1, −τ ≤ t ≤ 0

Onda na intervalu 0 ≤ t ≤ τ mo�emo rexti jednaqinu (9)

y′(t) = −y(t− τ) = −1

iz toga sledi

y(t) = y(0) +

∫ t

0

(−1)ds = 1− t, 0 ≤ t ≤ τ
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Za τ ≤ t ≤ 2τ imamo 0 ≤ t− τ ≤ τ , pa da	e dobjamo

y′(t) = −y(t− τ) = −[1− (t− τ)]

kao i

y(t) = y(τ) +

∫ t

τ

−[1− (s− τ)]ds

= 1− τ + [−s+ 1

2
(s− τ)2|S=tS=τ ]

= 1− t+ (t− τ)2/2, τ ≤ t ≤ 2τ

Da	im postupkom dobijamo opxti oblik rexe�a diferencijalne jednaqine (9):

y(t) = 1 +
n∑
k=1

(−1)k [t− (k − 1)τ ]k

k!
, (n− 1)τ ≤ t ≤ nτ, n ≥ 1.

Vidimo da nam je y(t) polinom n-tog stepena na svakom podintervalu [(n−1)τ, nτ ].

Sledi da je y(t) glatka funkcija, osim u graniqnim taqkama intervala nτ, n ≥ 0.

Procedura rexava�a diferencijalnih jednaqina sa kax�enem ovakvim naqinom,

poznatija je kao metod "koraka". Postoji jox monogo naqina za rexava�e DJK, a

jedan od najpoznatijih jeste Runge − Kutta metod [Shampine&Tompson, 2001:441-

458].

Na prostom primeru smo videli kako se DJK ponaxaju i rexavaju. U nastavku

rada opisa�emo SIR model diferencijalnim jednaqinama sa kax�e�em. Kao u obiq-

nom SIR modelu (2.3.) i ovde �emo imati tri razliqite klase: zdravi, inficirani

i oporav	eni. Motivaciju za uvo�e�em DJK nalazimo jer ve�ina bolesti ima la-

tentni period kao kod SEIR modela. Da ne bismo uvodili jox jednu klasu kao u

2.4. ovde �emo latentni period (τ > 0) da uk	uqimo direktno u model. Ovde (u

globalu) imamo dva latentna perioda: period infektivnosti i period oporavka.

Posmatraju�i istoriju zaraznih bolesti ova dva perioda skoro nikad nisu jednaka.

U naxem modelu bez uma�e�a opxtosti, uze�emo da su nam ova dva perioda ista i

dobijamo da nax model izgleda kao kod [Weckesser, 2007]:
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dS

dt
= −αIS

(10)
dI

dt
= α(IS − I(t− τ)S(t− τ))

dR

dt
= α(I(t− τ)S(t− τ))

Ovaj model predstav	a xire�e infekcije u homogenoj sredini u kojoj svaka je-

dinka postaje zara�ena za taqno τ jedinica vremena. Rexe�e modela (10) je pred-

stav	eno na Slici 16.

Slika 16: SIR model sistema diferencijalnih jednaqina sa kax�e�em za τ = 4,

α = 0.5, i kad je t < 0 imamo da je S0 = 1, I0 = 0 i R0 = 0, a za t ≥ 0, S0 = 0.999,

I0 = 0.001 i R0 = 0

Za rexava�e ovog sistema korixtena je ugra�ena Matlab funkcija dde23 koja

slu�i za rexava�e diferencijalnih jednaqina sa kax�e�em. Ako pogledamo Slike

6 i 7 iz druge sekcije koje predstav	aju odnose klasa SIR modela za ODJ i Sliku 16

koja predstav	a odnos klasa za (SIR) model ali za DJK, vidimo da nam modelova�e

sa ODJ i sa DJK daje sliqne rezultate.
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Na Slici 16 predstav	eno je rexe�e modela za konkretnu vrednost latentnog

peroida za τ = 4. Me�utim ovde se jav	a problem kada se svi zara�eni opora-

v	aju istovremeno (prvi latentni period). Dolazi do prekida funkcije, xto je i

prikazano na Slici 17.

Slika 17: SIR model sistema diferencijalnih jednaqina sa kax�e�em sa prekidom

u vremenskom trenutku t = 4

Ovo je bio jedan od prostijih primera diferencijalnih jednaqina sa kax�e�em.

Znaqaj modelova�a ovim jednaqinama pokaza�emo na modelu xire�a HIV -a u or-

ganizmu. U posled�ih trideset godina mnogo se istra�uje na po	u xire�a polno

prenosivih bolesti. Jedan od najopasnijih virusa iz ove oblasti jeste HIV virus.

Ve�ina meta HIV -a jesu CD4+ T limfociti, bela krvna zrnca, zadu�ena za odbranu

organizma od virusa. Smatra se da iako napada i mnoge druge �elije da je najva�niji

napad na CD4+ T -�elije, jer izaziva �ihovo slab	e�e, unixte�e i sma�uje sposob-

nost oporavka organizma. Broj CD4+ T -�elija je dobar pokazate	 zdrav	a doma�ina.

Kad HIV u�e u telo, ci	a sve CD4+ �elije. Protein gp120 inficira CD4+, ulazi

u �ihovo jezgro, vezuje za DNK i razmon�ava zajedno sa �elijom doma�ina. Ovde

mo�emo razlikovati nekoliko stadijuma �elije: neinficirane, one koje su latentno

zara�ene, one koje se aktivno zara�ene i slobodni virus. Dinamika kreta�a se mo�e

opisati sistemom obiqnih diferencijalnih jednaqina i sistemom diferencijalnih
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jednaqina sa kax�e�em. Jednaqine sa kax�e�em pokazuju komplikovaniju dina-

miku od obiqnih, a vremensko odlaga�e mo�e dovesti da stabilno sta�e ravnote�e

(jednaqina) postane nestabilno.

Za modelova�e ovog problema uze�emo u obzir samo tri sta�a �elije: neinfi-

cirane CD4+ T -�elije, inficirane CD4+ T -�elije i slobodan virus. Zatim �emo

modelu dodati diskretno kax�e�e da bi se opisalo vreme izme�u infekcije CD4+

T -�elija i emisije virusnih qestica na �elijskom nivou. U ODE modelu pretposta-

v	amo da su sve zara�ene �elije sposobne da proizvode virus.

dT

dt
= s− µTT + rT (1− T + I

Tmax
)− k1V T

dI

dt
= k′1V T − µII

dV

dt
= NµbI − k1V T − µV V

gde T (t) predstav	a koncentraciju zdravih CD4+ T -�elija za neko vreme t, I(t)

predstav	a koncentraciju zara�enih CD4+ T -�elija i V (t) koncentraciju slobod-

nih HIV za vreme t. Ostalo je da objasnimo parametre: s predstav	a izvor CD4+

T -�elija, µT je prirodna stopa smrtnosti, r stopa rasta, Tmax maksimalan broj zdra-

vih �elija. Parametar k1 predstav	a stopu infekcije T -�elija i izvorni naziv za

zara�ene �elije, k′1 predstav	a stopu da inficirane �elije postaju aktivno infi-

cirane, µI je stopa koja nam govori da li �elije prirodno umiru i µV predstav	a

stopu gubitka virusom, a N je broj proizvedenih viriona od inficiranih CD4+

T -�elija.

Kada ubacimo kax�e�e u nax model dobijamo slede�i model:

dT

dt
= s− µTT (t) + rT (t)(1− T (t) + I(t)

Tmax
)− k1V (t)T (t)

dI

dt
= k′1V (t− τ)T (t− τ)− µII(t)

dV

dt
= NµbI(t)− k1V (t)T (t)− µV V (t)
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sa poqetnim uslovima

T (θ) = T0, I(0) = I0, V (θ) = V0, θ ∈ [−θ, 0].

Pored svih istih parametara kao u sistemu obiqnih diferencijalnih jednaqina,

ovde se jox pojav	uje konstanta τ koja predstav	a du�inu kax�e�a u danima. U

ovom primeru vidimo naroqiti znaqaj DJK, jer ODJ nam mogu opisati problem,

izraqunati stabilnost sistema, ali opisiva�e kax�e�a infekcije izme�u CD4+

T -�elija i emisije virusnih qestica na �elijskom nivou nije mogu�e bez DJK. Bitna

stvar kod modelova�a HIV virusa, jeste u postav	a�u istorije bolesti, koju imamo

kod modelova�a sa DJK, jer je za dobar model potrebno da imamo taqnu istoriju.
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5 Kontrola xire�a infektivnih bolesti

Jedna od osnovnih primena epidemioloxkoh modela jeste pru�a�e smernica zdrav-

stvenim radnicima da kontrolixu i spreqe xire�e zaraznih bolesti. Kao xto smo

videli u prethodnim poglav	ima na osnovu statistiqke analize mo�emo kreirati

pravi model koji nam matematiqkim jezikom opisuje bolest. Tako�e mo�emo da stvo-

rimo xiru sliku o patogenu, �egovom razvija�u, prenosivosti i latentnom periodu.

Jedan od osnovnih ci	eva epidemiologa jeste minimizirati kreta�e patogena unu-

tar populacije, a kraj�i ci	 jeste svesti ga na nulu. Jox bo	e bi bilo kad bi

se mogla minimizirati pojava zaraze. Potrebno je prona�i najbo	u strategiju za

kontrolu bolesti. Nauqna ista�iva�a su pokazala da su dva najbo	a metoda za kon-

trolu zaraza izolacija i vakcinacija. U da	em radu obarti�emo pa��u na dva tipa

vakcinacije: obaveznu i sezonsku.

Prvenstveno �emo posmatrati obaveznu vakcinaciju i �ene osobine. Za mnogo

potencijalno opasnih bolesti (kao xto su male bogi�e, veliki kaxa	, zauxke) ak-

centat je na vakcinaciji novoro�enqadi ili veoma mlade populacije. U modelu (9)

parametar p predstav	a deo novoro�enih (ili mladih koji su izgubili imunitet)

koji su uspexno vakcinisani i time prebaqeni u klasu oporav	eni. U modelu se po-

jav	uju jox parametri λ kao parametar zaraze, γ-parametar oporavka, ν parametar

koji predstav	a stopu novoro�enih i µ parametar koji predstav	a stopu smrtnosti.

Kada proxirimo SIR model sa demografijom dobijamo model za obaveznu vakcina-

ciju.

dS

dt
= ν(1− p)− λIS − µS

(9)
dI

dt
= λIS − γI − µI

dR

dt
= γI + νp− µR

Na osnovu osnovnog reproduktivnog broja mo�emo da zak	uqimo da li �e biti epi-

demije, kao xto smo videli u sekciji 2.3. Da bismo bili sigurni da ne�e do�i do
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epidemije, odnosno da je ve�ina populacije imuna, potrebno je da izraqunamo prag

neophodan za spreqava�e xire�a zaraze (infekcije), odnosno prag za parametar p.

U sekciji 2.5. videli smo da je stabilno rexe�e sistema jednaqina kada je:

<0S = 1

Obzirom da je ovo obavezna vakcinacija novoro�enqadi ili veoma mlade popula-

cije pretpostav	amo da su sve jedinke u populaciji zdrave. Sa p smo ve� oznaqili

deo populacije koji je imun, a ostatak zdrave populacije koji mo�e da se zarazi

oznaqimo sa S = 1− p. Da	e dobijamo da je:

<0(1− p) = 1,

odnosno

1− p = 1

<0

i dobijamo da je prag neophodan za xire�e bolesti jednak:

(10) p = 1− 1

<0

Prag za neke od poznatih zaraznih bolesti iznosi: male bogi�e i veliki kaxa	

(0.93 − 0.95), zauxke (0.87 − 0.92), velike bogi�e (0.8). U ci	u spreqava�a xire�a

infekcije, nije potrebno vakcinisati svu populaciju, ve� odre�en broj populacije

(koji je definisan osnovnim reproduktivnim brojem zaraze). U literaturi ova po-

java je poznata pod nazivom ”stalni imunitet”.

Vakcinacija na nivou parametra p odre�enog relacijom (10) ne dovodi odmah do

izleqe�a bolesti. Mo�e potrajati i nekoliko generacija pre nego xto se dostigne

neophodan imunitet. Parametar p je najni�a granica koju treba dosti�i za kontrolu

bolesti, xto implicira da sa vixim nivoima parametra posti�emo br�e otkla�a�e

infekcije.
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Na Slici 18 je prikazan model obavezne vakcinacije, odnosno kako se klase po-

naxaju tokom vremenskog perioda prilikom dobija�a vakcinacije. Mo�emo videti

na Slici 18, drugi grafik koji predstav	a klasu zara�enih, kako naglo pada u

trenutku poqetka vakcinacije (vreme tV isprekidana vertikalna linija na drugom

grafiku). Jox se uoqava sa grafika da se broj inficiranih sma�uje kako se vreme

pove�ava.

Slika 18: Obavezna vakcinacija sa zadatim parametrima λ = 520/365.0 γ = 1/7.0,

µ = 1/(70∗365.0), p = 0.7 i poqetnim uslovima S0 = 0.1, I0 = 10−4, gde je tV = 30∗365

trenutak u kome poqi�emo da vrximo vakcinaciju i ukupno vreme

MaxTime = 100 ∗ 365.

Drugi tip vakcinacije jeste sezonska vakcinacija. Postoji mnogo sluqajeva kada

infekcija poqi�e nekontrolisano da se xiri po populaciji i tada su neophodne do-

datne vakcine, koje �e zaustaviti xire�e infekcije na celu populaciju. Strategija
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vakcinisa�a mo�e biti kroz distribuciju hrane (kontrola besnila lisica) ili da-

va�em vakcina (besnilo kod pasa). U takvim sluqajevima modelujemo vakcinaciju

na svakog qlana populacije iako �e vakcinacija imati efekat samo na pripadnike

zdrave klase. Model ovakve vakcinacije bi izgledao:

dS

dt
= µ− λIS − µS + νS

dI

dt
= λIS − γI − µI

dR

dt
= γI + νS − µR

Ovde uzmimo da su stopa novoro�enih i stopa smrtnosti iste i oznaqimo ih sa µ.

Neka su λ i γ parametri infekcije i oporavka, ν stopa (parametar) vakcinacije. Iz-

vedimo i za ovaj model prag vakcinacije neophodan za suzbija�e epidemije. Da bismo

izraqunali neophodan prag za suzbija�e epidemije moramo da reximo jednaqinu:

µ− µS + νS = 0,

a kako je <0S = 1, odnosno

S =
1

<0

tada dobijamo da je:

ν = µ(<0 − 1).

Na Slici 18 vidimo odnos zdravih, inficiranih i oporav	enih. Da bismo uvi-

deli znaqaj vakcinacije, do vremena tV posmatra�emo nax model za ν = 0, tj kada

populacija nije vakcinisana. Od vremena tV do tMAX uzmimo da je ν = 0.7, tj. da je

populacija vakcinisana. Sa Slike 19 lako uoqavamo znaqaj vakcinacije. Ispreki-

dana linija na graficima predstav	a vreme tV , odnosno poqetak vakcinacije.
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Slika 19: Sezonska vakcinacija sa zadatim parametrima λ = 520/365.0 γ = 1/7.0,

µ = 1/(10 ∗ 365.0), ν = 0.7 i poqetnim uslovima S0 = 0.1, I0 = 2 ∗ 10−3, gde je

tV = 5 ∗ 365 trenutak u kome poqi�emo da vrximo vakcinaciju i ukupno vreme

MaxTime = 20 ∗ 365.

Uoqavamo kako se broj inficiranih sma�uje nakon vremena tV , na drugom grafiku

na Slici 19 koji predstav	a broj zara�enih jedinki. Mo�emo zak	uqiti da se broj

oporav	enih pove�ava primenom vakcinacije, a broj zara�enih znatno sma�uje.
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6 Ocena parametara za SIR model

U ovoj sekciji utvrdi�emo da li nax model dobro opisuje konkretan primer

iz �ivota. Model za koji �emo oce�ivati parametre je SIR model bez ra�a�a i

umira�a. U sekciji 2.3 smo deta	no opisali SIR model, odnos zdravih, zara�enih

i oporav	enih za neke konkretne poqetne vrednosti parametara (λ , γ , S(0), I(0)).

Infekcija koju �emo pokuxati da predstavimo modelom jeste epidemija gripa

koja se pojavila na severu Engleske 1978. godine u muxkom internatu. Posmatramo

xire�e zraze na populaciji od 763 deqaka starosti izme�u 10 i 18 godina, od qega

�ih 30 je bilo iz internata, a ostatak iz obli��ih sela.

Drugo polugodixte je startovalo 10. januara, kada su se vratili deqaci kako iz

Engleske, tako i sa dalekog istoka. Jedan deqak iz Hongkonga je pokazivao simptome

bolesti u periodu od 15. do 18. januara. Zatim su se u xkolskoj ambulanti 22.

januara pojavila 3 deqaka. Zaraza je poqela da se xiri i zahvatila je 563 deqaka u

periodu izme�u tre�eg i sedmog dana. U tabeli ispod vidimo xire�e zaraze prvih

14 dana.

Slika 20: Epidemija influenza-e u Engleskoj, xire�e zaraze prvih 14 dana

Podatke mo�emo predstaviti grafikom na Slici 21. Na Slici 21 vidimo da se

infekcija (zaraza) ponaxa sliqno SIR modelu iz 2.3. (funkcija I(t), Slika 6)

Poxto je skoro nemogu�e prona�i krivu koja opisuje zarazu, ideja je da prona-

�emo krivu koja najma�e odstupa od konkretnih podataka. Kako bismo rexili ovaj

problem koristi�emo metod najma�ih kvadrata.

Prvo xto nam treba za ocenu parametara jeste model pomo�u kog �emo oce�i-

vati. Iskoristi�emo SIR model iz sekcije 2.3. Kao xto je ve� reqeno potrebno je
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Slika 21: Epidemija gripa u Engleskoj, xire�e zaraze prvih 14 dana

uz pomo� metode najma�ih kvadrata da ocenimo koeficijente infekcije (λ) i opo-

ravka (γ ) ( u Dodatku je Matlab kod za raquna�e sred�ekvadratne grexke funkcija

greshka kvadrata). Za sada znamo kako da odredimo sred�ekvadratnu grexku, ali ne

znamo za koje konkretne vredosti parametara λ i γ da tra�imo minimalnu grexku.

Ideja je da odredimo parametre λ i γ u modelu za koje �e vrednosti funkcije in-

ficiranih I(t) najma�e odstupati od konkretnih podataka infekcije, odnosno kada

je sred�ekvadratna grexa najma�a. Zato programiramo novu funkciju rac greske

koja pokazuje u kom opsegu treba da tra�imo koeficijente λ i γ (u prilogu je kod

za rac greske). Slike 22 i 23 predstav	aju zavisnost sred�ekvadratne grexke od

parametara λ i γ. Uoqavamo sa grafika da je grexka kvadrata minimalna kada je

parametar infektivnosti λ u opsegu λ ∈ [1.6 1.8], a parametar oporavka γ u opsegu

γ ∈ [0.4 0.5]

Na osnovu funkcije rac greske mogu da se ocene opsezi parametra u kojima je

sred�kvadratna grexka minimalna, ali ne znamo za koje konkretne vredosti do-

sti�e minimum. Moramo da minimizujemo sred�ekvadratnu grexku u dobijenim

opsezima. Isprogramira�emo novu funkciju minimizacija (Matlab kod u prilogu),

koja odre�uje za koje konkretne vrednosti parametara imamo minimalnu grexku kva-

drata. Na osnovu funkcije minimizacija dobijamo da je vrednost parametara za koje
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Slika 22: Konturni prikaz zavisnost sred�ekvadratne grexke ESS od parametara

λ i γ

Slika 23: Zavisnost grexke kvadrata od koeficijenata zaraze i oporavka
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je sred�ekvadratna grexka minimalna: λ = 1.6924, γ = 0.4485. Kada za ove vred-

nosti parametara pozovemo funkciju simulacija (koja simulira SIR model iz 2.1.

i crta funkciju zara�enih I(t) i konkretne podatke o epidemiji u prvih 14 dana)

zak	uqujemo da se pomo�u SIR modela mo�e modelovati epidemija influenza-e, xto

vidimo na Slici 24.

Slika 24: Modelova�e gripa SIR modelom. Dobijene vrednosti parametara: λ =

1.6924 i γ = 0.4485



Matematiqki modeli xire�a zaraznih bolesti 42

7 Zak	uqak

Teorijski razvoj istra�iva�a je doneo vixe rezultata nego sami eksperimenti.

Ali teorija i qi�enice ne mogu jedni bez drugih. Najva�niji rezultati u epi-

demiologiji dobijeni su u posled�oj qetvrtini dvadesetog veka i oni su dobijeni

simbiozom biologije i matematike. Biologija raspola�e konkretnim qi�enicama

kao xto su brojqano sta�e inficirane populacije ili vreme najintezivnije zaraze.

Me�utim, nemo�na je pred pita�ima: koliko se brzo xiri epidemija, xta se des-

hava kada infekcija u�e u odre�enu populaciju, ho�e li biti epidemije ili ne.

Na ova pita�a matematika mo�e odgovoriti. Ali, u matematici treba biti opre-

zan, jer matematiqari qesto odlutaju do nerealnih i nemogu�ih granica u svojim

istra�iva�ima, ali �ihovo istra�iva�e dobijeno matematiqkim alatima ne sme

biti zanemareno! Zbog toga neki nauqnici ka�u da je matematiqki model la� kojom

dolazimo do istine.

U xire�u zaraznih bolesti uloga matematike jeste da opixe xire�e infekcije i

pokuxa raznim mehanizmima da ga iskontrolixe. U naxem radu u sekcijama 2. 3. i

4. opisali smo neke od matematiqkih modela xire�a zaraznih bolesti, u zatvorenoj

populaciji. Opisali kreta�e infekcije, izraqunali prag epidemije i predstavili

sve grafiqki uz pomo� Matlab-a. U 5-oj sekciji smo opisali kako xire�e mo�emo

kontrolisati, dovesti do minimuma i u zavisnosti od vrste infekcije, suzbiti ga

skroz. Vakcinaciju smo posmatrali iz dva ugla, kao predostro�nu i neophodnu. Dos-

hli smo do potrebnog praga vakcinacije zdravih jedinki za razne bolesti. Na kraju

smo proverili da li nax model stvarno "radi". Na konkretnom primeru uspeli

smo da poka�emo da nax model dobro opisuje bolest, i podaci koje smo dobili na

primeru u sekciji 6, opis modela u 2-oj i vakcinacija u 5-oj mogu dosta koristiti

ako se sliqna infekcija ponovo pojavi.

Na kraju, mo�emo re�i, da je prouqava�e dinamike xire�a zaraznih bolesti

veoma korisno za populaciju, jer omogu�va da na vreme i odgovaraju�e odreagujemo

da spasimo milione 	udi xirom planete.
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8 Dodatak

U ovoj sekciji mo�ete videti Matlab kodove koji su korix�eni prilikom simu-

lacije razmatranih modela. Prvi kod predstav	a kod za modelova�e SI modelom:

function [t, S, I] = Program SI(lambda, gamma, I0,MaxT ime)

if nargin == 0

lambda = 1.4247;

gamma = 0;

I0 = 1e− 6;

MaxTime = 30;

end

S0 = 1− I0;

S = S0; I = I0;

[t, pop] = ode45(@SI, [0MaxTime], [SI], [], [lambda gamma]);

S = pop(:, 1); I = pop(:, 2);

h = plot(t, I,′−r′);xlabel′t′; legend(′I ′);

function dPop = SI(t, pop, parameter)

lambda = parameter(1); gamma = parameter(2);S = pop(1); I = pop(2);

dPop = zeros(2, 1);

dPop(1) = −lambda ∗ S ∗ I + gamma ∗ I;

dPop(2) = lambda ∗ S ∗ I − gamma ∗ I;
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Kod za SIS model:

function [t, S, I] = Program SIS(lambda, gamma, I0,MaxT ime)

if nargin == 0

lambda = 1.4247;

gamma = 0.94286;

I0 = 1e− 6;

MaxTime = 50;

end

S0 = 1− I0;

S = S0; I = I0;

[t, pop] = ode45(@SIS, [0MaxTime], [S I], [], [lambda gamma]);

S = pop(:, 1); I = pop(:, 2);

h = plot(t, S,′−g′);

hold on

h = plot(t, I,′−r′);

xlabel′t′;

legend(′S ′,′ I ′)

function dPop = SIS(t, pop, parameter)

lambda = parameter(1); gamma = parameter(2);

S = pop(1); I = pop(2);

dPop = zeros(2, 1);

dPop(1) = −lambda ∗ S ∗ I + gamma ∗ I;

dPop(2) = lambda ∗ S ∗ I − gamma ∗ I;
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Kod za SIR model:

function [t, S, I, R] = Program SIR(lambda, gamma, S0, I0)

if nargin == 0

lambda = 1.6924;

gamma = 0.4485;

S0 = 0.99;

I0 = 0.01;

R0 = 1− S0− I0;

MaxTime = 14;

end

N = 1;

tspan = [0,MaxT ime];

parametar = [lambda, gamma,N ];

y0 = [S0; I0;R0];

[t, pop] = ode45(@modelSIR, tspan, y0, [], parametar);

plot(t, y(:, 1),′−g′); hold on

plot(t, y(:, 2),′−r′); hold on

plot(t, y(:, 3),′−k′);

legend(′S ′,′ I ′,′R′); xlabel(′t′);

functionf = modelSIR(t, y, parametar)

lambda = parametar(1);

gamma = parametar(2);

N = parametar(3);

f = zeros(3, 1);

f(1) = −lambda ∗ y(1) ∗ y(2);

f(2) = lambda ∗ y(1) ∗ y(2)− gamma ∗ y(2);

f(3) = gamma ∗ y(2);

end end
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Kod za SEIR model:

function [t, S, I, E,R] = Program SEIR(lambda, k, gamma,mu, S0, E0, I0,MaxT ime)

if nargin == 0

lambda = 520/365.0;

k = 1/14.0;

gamma = 1/7.0;

mu = 0;

S0 = 0.1;

E0 = 1e− 4;

I0 = 1e− 4;

MaxTime = 5 ∗ 365;

end

S = S0;E = E0; I = I0;R = 1− S − E − I;

options = odeset(′RelTol′, 1e− 5);

[t, pop] = ode45(@SEIR, [0MaxTime], [S E I], options, [lambda k gammamu]);

S = pop(:, 1);E = pop(:, 2); I = pop(:, 3);R = 1− S − E − I;

subplot(3, 1, 1)

h = plot(t, S,′−g′); xlabel′t′; legend(′S ′);

subplot(3, 1, 2)

h = plot(t, E,′−m′, t, I,′−r′); legend(′E ′,′ I ′); xlabel′t′;

subplot(3, 1, 3)

h = plot(t, R,′−k′); xlabel′t′; legend(′R′);

function dPop = SEIR(t, pop, parameter)

beta = parameter(1); sigma = parameter(2); gamma = parameter(3);mu = parameter(4);

S = pop(1);E = pop(2); I = pop(3);

dPop = zeros(3, 1);

dPop(1) = mu− beta ∗ S ∗ I −mu ∗ S;

dPop(2) = beta ∗ S ∗ I − sigma ∗ E −mu ∗ E;

dPop(3) = sigma ∗ E − gamma ∗ I −mu ∗ I;
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Kod za SIRS model:

function [t, S, I, R] = Program SIRS(lambda, gamma, S0, I0,MaxT ime)

if nargin == 0

lambda = 1.4247;

gamma = 0.14286;

tau = 0.1;

S0 = 1− 1e− 6;

I0 = 1e− 6;

MaxTime = 1000;

end

S = S0; I = I0;R = 1− S − I;

[t, pop] = ode45(@SIRS, [0MaxTime], [S I R], [], [lambda gamma tau]);

S = pop(:, 1); I = pop(:, 2);R = pop(:, 3);

plot(t, S,′−g′, t, I,′ r′, t, R,′−k′);

xlabel(′t′);

legend(′S ′,′ I ′,′R′);

function dPop = SIRS(t, pop, parameter)

lambda = parameter(1); gamma = parameter(2); tau = parameter(3);

S = pop(1); I = pop(2);R = pop(3);

dPop = zeros(3, 1);

dPop(1) = −lambda ∗ S ∗ I + tau ∗ I;

dPop(2) = lambda ∗ S ∗ I − gamma ∗ I;

dPop(3) = gamma ∗ I − tau ∗ I;
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Kod za modelova�e �elijskim automatima preuzet od [Gavrilets, 2003]:

clear all

close all

plotbutton = uicontrol(′style′,′ pushbutton′, ...

′string′,′ Play′, ...

′fontsize′, 12, ...

′position′, [100, 0, 50, 20], ...

′callback′,′ run = 1;′ );

erasebutton = uicontrol(′style′,′ pushbutton′, ...

′string′,′ Stop′, ...

′fontsize′, 12, ...

′position′, [200, 0, 50, 20], ...

′callback′,′ freeze = 1;′ );

quitbutton = uicontrol(′style′,′ pushbutton′, ...

′string′,′Quit′, ...

′fontsize′, 12, ...

′position′, [300, 0, 50, 20], ...

′callback′,′ stop = 1; close;′ );

n = 100;

a = 10;

b = 10;

p = 0.3;

X0 = [010];

Xa = colormap(autumn(a));

Xb = colormap(winter(b));

X = cat(1, X0, cat(1, Xa,Xb));
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D1 = 1 + round((a+ b− 2) ∗ rand(n, n));

D2 = rand(n, n) < p;

D = D1. ∗D2;

image(D);

colormap(X);

axissquare;

t = 1;

S(t) = sum(sum(D == 0));

I(t) = sum(sum((D > 0)&(D < b)));

R(t) = sum(sum(D > a));

stop = 0;

run = 0;

freeze = 0;

while (stop == 0)

if (run == 1)

D1 = D(:, [n1 : n− 1]);

D2 = D(:, [2 : n1]);

D3 = D([n1 : n− 1], :);

D4 = D([2 : n1], :);

sick neighbors = ((D1 > 0)&(D1 < b)) + ((D2 > 0)&(D2 < b)) + ((D3 > 0)&(D3 <

b)) + ((D4 > 0)&(D4 < b));

stay healthy = ((D == 0)&(sick neighbors == 0));

get sick = ((D == 0)&(sick neighbors > 0));

get recovered = (D == (a+ b));
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others = (D > 0)&(D < a+ b);

D(get sick) = 1;

D(get recovered) = 0;

D(others) = D(others) + 1;

image(D)

title([′t =′, num2str(t)])

colormap(X)

axis square;

pause(.01)

t = t+ 1;

S(t) = sum(sum(D == 0));

I(t) = sum(sum((D > 0)&(D < b)));

R(t) = sum(sum(D > a));

end

if(freeze == 1)

run = 0;

freeze = 0;

end

drawnow

end

figure

T = 1 : t;

plot(T, S)

plot(T, S, T,R)

plot(T, S, T,R, T, I)

legend(′S ′,′ I ′,′R′)
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Kod za model definisan sistemom diferencijalnih jednaqinama sa kax�e�em

preuzet od [Weckesser, 2007]:

functionSIRdelay dde23 demosolver(stoptime)

alpha = 0.5;

tau = 4.0;

p = zeros(2, 1);

p(1) = alpha;

p(2) = tau;

stoptime = 50;

lags = [tau];

x0 = [0.999, 0.001, 0];

In0 = x0(2);

xf(2) = xf(2)− In0;

xf(3) = xf(3) + In0;

opts = ddeset(′reltol′, 1e− 8,′ abstol′, 1e− 11,′ InitialY ′, xf,′ Jumps′, [2 ∗ tau3 ∗ tau4 ∗

tau]);

sol = dde23(@(t,y,Z)SIRdelay dde23(t,y,Z,p), lags,@(t)SIRdelay step1sol(t,In0, p), [tau stoptime], opts);

num init samples = 40;

tt = linspace(0, tau, num init samples);

xx = zeros(3, num init samples);

fork = 1 : num init samples

x = SIRdelay step1sol(tt(k), In0, p);

xx(:, k) = x;

end
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num plot samples = 500;

tsol = linspace(tau, stoptime, num plot samples);

xsol = deval(sol, tsol);

clf

hold on

lw = 2;

set(gca,′ Fontsize′, 12,′ Fontweight′,′ bold′)

h1 = plot(tt, xx(1, :),′ g′, tsol, xsol(1, :),′ g′,′ linewidth′, lw);

h2 = plot(tt, xx(2, :),′ r′, tsol, xsol(2, :),′ r′,′ linewidth′, lw);

h3 = plot(tt, xx(3, :),′ b′, tsol, xsol(3, :),′ b′,′ linewidth′, lw);

grid on

xlabel(′t′);

legend([h1(1)h2(1)h3(1)],′ S ′,′ I ′,′R′,′ Location′,′Best′)

str1 = sprintf(′SIRDelayModel(alpha = alpha, tau, x0(1), x0(2));

title(str1)

str1 = sprintf(′Finalvalues : S(stoptime, xsol(1, end), stoptime, xsol(2, end), stoptime, xsol(3, end));

disp(str1)

end

function x = SIRdelay step1sol(t, I0, p)

alpha = p(1);

tau = p(2);

In = I0/(I0 + (1− I0) ∗ exp(−alpha ∗ t));

x = [1− In; In; 0];

end
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Kod za model obavezne vakcinacije:

function [T, S, I, R] = P vakcinacija(lambda, gamma,mu, S0, I0, p, tV,MaxT ime)

ifnargin == 0

lambda = 520/365.0;

gamma = 1/7.0;

mu = 1/(70 ∗ 365.0);

S0 = 0.1;

I0 = 1e− 4;

p = 0.7;

tV = 20 ∗ 365;

MaxTime = 100 ∗ 365;

end

S = S0; I = I0;R = 1− S − I;

options = odeset(′RelTol′, 1e− 5);

[t, pop] = ode45(@SV IR, [0 tV ], [S I R], options, [lambda gammamu 0]);

T = t;S = pop(:, 1); I = pop(:, 2);R = pop(:, 3);

[t, pop] = ode45(@SV IR, [tV MaxTime], pop(end, :), options, [lambda gammamup]);

T = [T ; t];S = [S; pop(:, 1)]; I = [I; pop(:, 2)];R = [R; pop(:, 3)];

subplot(3, 1, 1)

h = plot(T, S,′−g′);

hold on;Y = get(gca,′ Y Lim′); plot(tV + [00], Y,′−− k′);hold off

xlabel′t′; legend(′S ′);

subplot(3, 1, 2)

h = plot(T, I,′−r′);

hold on;Y = get(gca,′ Y Lim′); plot(tV + [00], Y,′−− k′);hold off

xlabel′t′; legend(′I ′);
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subplot(3, 1, 3)

h = plot(T,R,′−k′);

hold on;Y = get(gca,′ Y Lim′); plot(tV + [00], Y,′−− k′);hold off

xlabel′t′; legend(′R′);

function dPop = SV IR(t, pop, parameter)

lambda = parameter(1); gamma = parameter(2);mu = parameter(3); p = parameter(4);S =

pop(1); I = pop(2);R = pop(3);

dPop = zeros(3, 1);

dPop(1) = mu ∗ (1− p)− lambda ∗ S ∗ I −mu ∗ S;

dPop(2) = lambda ∗ S ∗ I − gamma ∗ I −mu ∗ I;

dPop(3) = mu ∗ p+ gamma ∗ I −mu ∗R;
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Kod za model sezonske vakcinacije:

function [t, S, I, R] = W vakcinacija(lambda, gamma,mu, S0, I0, v, tV,MaxT ime)

if nargin == 0

lambda = 520/365.0;

gamma = 1/7.0;

mu = 1/(10 ∗ 365.0);

S0 = 0.1;

I0 = 2e− 3;

v = 0.002;

tV = 5 ∗ 365;

MaxTime = 20 ∗ 365;

end

S = S0; I = I0;R = 1− S − I;

options = odeset(′RelTol′, 1e− 5);

[t, pop] = ode45(@SWIR, [0 tV ], [S I R], options, [lambda gammamu 0]);

T = t;S = pop(:, 1); I = pop(:, 2);R = pop(:, 3);

[t, pop] = ode45(@SWIR, [tV MaxTime], pop(end, :), options, [lambda gammamuv]);

T = [T ; t];S = [S; pop(:, 1)]; I = [I; pop(:, 2)];R = [R; pop(:, 3)];

subplot(3, 1, 1)

h = plot(T, S,′−g′);

hold on;Y = get(gca,′ Y Lim′); plot(tV + [00], Y,′−− k′);hold off ; set(gca,′ Y Lim′, Y );

xlabel′t′; legend(′S ′);

subplot(3, 1, 2)

h = plot(T, I,′−r′);

hold on;Y = get(gca,′ Y Lim′); plot(tV + [00], Y,′−− k′);hold off ; set(gca,′ Y Lim′, Y );

xlabel′t′; legend(′I ′);
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subplot(3, 1, 3)

h = plot(T,R,′−k′);

hold on;Y = get(gca,′ Y Lim′); plot(tV + [00], Y,′−− k′);hold off ; set(gca,′ Y Lim′, Y );

xlabel′t′; legend(′R′);

function dPop = SWIR(t, pop, parameter)

lambda = parameter(1); gamma = parameter(2);mu = parameter(3); v = parameter(4);S =

pop(1); I = pop(2);R = pop(3);

dPop = zeros(3, 1);

dPop(1) = mu− lambda ∗ S ∗ I −mu ∗ S − v ∗ S;

dPop(2) = lambda ∗ S ∗ I − gamma ∗ I −mu ∗ I;

dPop(3) = v ∗ S + gamma ∗ I −mu ∗R;
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Kod za raquna�e sred�ekvadratne grexke:

functionESS = greska kvadrata(param)

lambda = param(1);

gamma = param(2);

tspan = [1 : 14];

data = [3; 6; 25; 73; 222; 294; 258; 237; 191; 125; 69; 27; 11; 4];

N = 763;

y0 = [760; 3];

[t, y] = ode45(@model, tspan, y0, [], [lambda, gamma,N ]);

razlika = data− y(:, 2);

ESS = sum(razlika.2);

end
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Kod za odre�iva�e opsega za parametre λ i γ:

function s = rac greske

lambda opseg = [1 : 0.05 : 3];

gamma opseg = [0.15 : 0.025 : 1];

[GAMMA,LAMBDA] = meshgrid(gamma opseg, lambda opseg);

minimum = 1000000000000000000000000;

for i = 1 : numel(lambda opseg)

for j = 1 : numel(gamma opseg)

ESS(i, j) = greska kvadrata([LAMBDA(i, j), GAMMA(i, j)]);

if minimum > ESS(i, j)

minimum = ESS(i, j);

end

end

end

s = minimum;

figure(1)

contour(GAMMA,LAMBDA,ESS, 20)

figure(2)

surface(GAMMA,LAMBDA,ESS)

end
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Kod za minimizaciju sred�ekvadratne grexke:

function opt = minimizacija

opt = fminsearch(@greska kvadrata, [0.1, 0.1]);

functionESS = greska kvadrata(param)

lambda = param(1);

gamma = param(2);

tspan = [1 : 14];

data = [3; 6; 25; 73; 222; 294; 258; 237; 191; 125; 69; 27; 11; 4];

N = 763;

y0 = [760; 3];

[t, y] = ode45(@model, tspan, y0, [], [lambda, gamma,N ]);

razlika = data− y(:, 2);

ESS = sum(razlika.2);

end

end
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