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Uvod

Teorija reprezentacija nam omogu�ava da apstraktne algebarske strukture

predstavimo kao linearna preslikva�a vektorskih prostora. Pomo�u �e dobi-

jamo prelaz sa apstraktnih simbola na matrice. Kombinatorika nam dodatno

poma�e da opixemo reprezentacije. Uspostavi�emo vezu izme�u reprezentacija

grupa i simetriqnih funkcija koriste�i kombinatorne objekte kao xto su Jan-

govi tabloi i Gelfand-Cetlinovi nizovi.

Simetriqne funkcije su jedan od najosnovnijih pojmova algebarske kombina-

torike. U radu sa �ima se pojav	uju takozvani Kostkini i Litlvud-Riqardsonovi

brojevi. Oni se pojav	uju i u Xubertovom kalkulusu na grasmanijanima. Pokaza-

�emo da oni imaju veze sa ireducibilnim reprezentacijama simetriqnih i op-

xtih linearnih grupa GL(n,C). Time �emo dobiti algebarski opis Kostkinih i

Litlvud-Riqardsonovih brojeva, koji su prvenstveno kombinatorni objekti.
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1 Reprezentacije konaqnih grupa

Podrazumeva�emo da je svaki vektorski prostor nad po	em C ako drugaqije nije

naglaxeno. Reprezentacija grupe G je homomorfizam grupa ρ : G −→ GL(V ), gde je

V kompleksni vektorski prostor, a GL(V ) grupa automorfizama od V . Qesto �emo

sam prostor V nazivati reprezentacijom grupe G, a umesto ρ(g)(v) �emo pisati

g · v jer imamo da G dejstvuje na V .

Da	e podrazumevamo da je grupa G konaqna, kao i da je V konaqno-dimenzioni

vektorski prostor. Stepen reprezentacije ρ je dimenzija vektorskog prostora V .

Homomorfizam reprezentacija V i W grupe G je linearno preslikava�e vek-

torskih prostora ϕ takvo da za svako g ∈ G i v ∈ V va�i ϕ(g · v) = g · ϕ(v), tj.

slede�i dijagram komutira

V
ϕ
//

g·
��

W

g·
��

V
ϕ
//W

za sve g ∈ G. Za takvo preslikava�e ka�emo da je G-linearno. Ako je homomor-
fizam reperezentacija bijekcija, onda je on izomorfizam reprezentacija.

Neka je ρ : G −→ GL(V ) reprezentacija grupe G. Ako za vektorski potpros-

tor W od V va�i g · W ⊆ W za svako g ∈ G, tj. W je G-invarijantan, tada

je preslikava�e iz G u GL(W ), dato sa g 7→ ρ(g)|W , dobro definisano i to je

reprezentacija grupa. Za W ka�emo da je podreprezentacija reprezentacije V .

Ako reprezentacija V nema pravi netrivijalan G-invarijantan potprostor, za V

ka�emo da je ireducibilna reprezentacija.

Lema 1.1 Ako je ρ : G −→ GL(V ) proizvo	na reprezentacija konaqne grupe G i

W �ena podreprezentacija, tada postoji G-invarijantni potprostor U takav

da V = W ⊕ U . Tada ka�emo da je V direktna suma reprezentacija W i U .

Dokaz: Uzmimo proizvo	ni hermitski proizvod H : V × V −→ C i definiximo

novi hermitski proizvod H̃ : V × V −→ C pomo�u jednakosti

H̃(v1, v2) =
∑
g∈G

H(g · v1, g · v2),

za v1, v2 ∈ V . Ovim smo dobili hermitski proizvod takav da H̃(h · v1, h · v2) =

H̃(v1, v2), za sve h ∈ H i v1, v2 ∈ V . Tra�eni potprostor U je ortokomplement

potprosora W u odnosu na novi hermitski proizvod H̃. Kako je W = U⊥, va�i

V = W ⊕ U . Treba jox pokazati da U je G-invarijantan, tj. da za proizvo	ne
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u ∈ U i g ∈ G va�i g · u ∈ U . Za svako w ∈ W imamo

H̃(w, g · u) = H̃(g−1 · w︸ ︷︷ ︸
∈W

, u) = 0

pa je U G-invarijantan. �

Prethodna lema nam daje slede�u oqiglednu posledicu:

Posledica 1.2 Svaka reprezentacija V konaqne grupe G se mo�e predstaviti

kao direktna suma ireducibilnih reprezentacija.

Slede�e tvr�e�e zovemo Xurova lema:

Stav 1.3 Neka su

ρ1 : G −→ GL(V1) i ρ2 : G −→ GL(V2)

dve ireducibilne reprezentacije konaqne grupe G i neka je Ψ : V1 −→ V2 homo-

morfizam reprezentacija. Tada va�e slede�a tvr�e�a:

(i) homomorfizam Ψ je ili izomorfizam ili nula-preslikava�e;

(ii) ako je V1 = V2, onda Ψ = λI, gde je λ ∈ C, a I identiqko preslikava�e.

Dokaz: (i) Iz definicije homomorfizma reprezentacija sledi da je ker(Ψ) G-

invarijantan potprostor od V1. Neka su g ∈ G i v ∈ ker (Ψ) proizvo	ni. Tada

Ψ(g · v) = g ·Ψ(v) = g · 0 = 0,

pa g · v ∈ ker (Ψ), tj. ker (Ψ) je zaista G-invarijantan. Tako�e, im(Ψ) je G-

invarijantan potprostor od V2. Neka je g ∈ G i w ∈ im(Ψ). Neka je v ∈ V1

takvo da w = Ψ(v). Imamo

g · w = g ·Ψ(v) = Ψ(g · v),

odakle vidimo da g · w ∈ im(Ψ), tj. da je i im(Ψ) G-invarijantan.

Kako su ovo ireducibilne reprezentacije, imamo dva sluqaja. Prvi sluqaj je

da je ker(Ψ) = V1, tada je Ψ = 0. U drugom sluqaju, ker(Ψ) = 0, tada je im(Ψ) 6= 0,

pa je im(Ψ) = V2 zbog ireducibilnosti, odakle zak	uqujemo da je Ψ izomorfizam.

(ii) Ako je V1 = V2, onda je Ψ endomorfizam kompleksnih vektorskih prostora.

Karakteristiqni polinom ima bar jedan koren λ ∈ C zbog algebarske zatvorenosti

po	a kompleksnih brojeva. Odavde zak	uqujemo da Ψ−λI ima netrivijalno jezgro,
pa iz prethodnog zak	uqujemo da Ψ − λI = 0, tj. Ψ = λI, xto smo i hteli da

doka�emo. �
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Svaka reprezentacija ρ : G −→ GL(V ) definixe funkciju χρ : G −→ C datu

sa

χρ(g) = Tr(ρ(g)),

tj. χρ(g) je trag linearnog preslikava�a ρ(g) : V −→ V . Za trivijalnu reprezenta-

ciju ρ0 : G −→ GL(V ), gde je V = C, datu sa g 7→ 1C, imamo karakter χρ0(g) = 1,

za sve g ∈ G.
Pre nego xto nastavimo, razmotrimo jedan ekvivalentan naqin na koji mo�emo

da posmatramo grupni prsten C[G]. Elemente C[G] mo�emo da vidimo kao funkcije

G −→ C, a operacije izme�u �ih definisane tako da odgovaraju standardnoj

definiciji operacija u grupnom prstenu. Ako su φ1, φ2 ∈ C[G], tada

(φ1 + φ2)(g) := φ1(g) + φ2(g), g ∈ G,

i

(φ1φ2)(g) :=
∑
g1g2=g

φ1(g1)φ2(g2), , g ∈ G.

Nada	e �emo slobodno koristiti obe definicije grupnog prstena C[G].

Funkcija f : G −→ C je klasna funkcija ako je invarijantna na klasama

konjugacije, tj. za �u va�i f(ghg−1) = f(h) za sve g, h ∈ G. Poxto se trag ne me�a
prilikom konjugacije, imamo da su karakteri reprezentacija klasne funkcije.

Skup klasnih funkcija Cclass(G) mo�emo videti kao C-vektorski potprostor

od C[G]. Dimenzija tog potprostora je broj klasa konjugacije grupe G: bazu qine

funkcije-indikatori O[g] : G −→ C, date sa,

O[g](h) =

0, h 6∈ [g]

1, h ∈ [g]
, h ∈ G,

za sve klase konjugacije [g] od G.

Stav 1.4 Neka su date reprezentacije ρ : G −→ GL(V ) i τ : G −→ GL(W ). Tada:

(i) χV⊕W = χV + χW ;

(ii) χV⊗W = χV χW ;

(iii) χV ∗ = χV .

Dokaz: (i) Reprezentacija ϑ1 : G −→ GL(V ⊕W ) je data na oqigledan naqin

g · (v + w) = g · v + g · w, v ∈ V,w ∈ W, g ∈ G.
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Neka je g ∈ G fiksirano. Ako su {λi} sopstvene vrednosti od ρ(g), a {µj} od τ(g),

onda su {λi} ∪ {µj} sopstvene vrednosti od ϑ1. Odavde sledi χV⊕W = χV + χW .

(ii) Reprezentacija ϑ2 : G −→ GL(V ⊗W ) je data sa

g · (v ⊗ w) = g · v ⊗ g · w, v ∈ V,w ∈ W, g ∈ G.

Koristimo oznake iz (i). Imamo da su {λiµj}sopstvene vrednosti od ϑ2(g), pa

odatle sledi χV⊗W = χV χW .

(iii) Reprezentacija ρ∗ : G −→ GL(V ∗) je data sa

〈g · f ∗, v〉 = 〈f ∗, g−1 · v〉, v ∈ V, f ∗ ∈ V ∗, g ∈ G

Sopstvene vrednosti od ρ(g) oznaqimo opet sa {λi}. Onda su {λ−1
i } sopstvene vred-

nosti operatora ρ∗(g). Zbog konaqnosti grupe G, sopstvene vrednosti su koreni

jedinice, pa λ−1
i = λi. Odavde sledi χV ∗ = χV . �

Ako imamo reprezentaciju ρ : G −→ GL(V ), sa V G oznaqavamo potprostor

G-invarijantnih vektora u V , tj.

V G = {v ∈ V | g · v = v, za sve g ∈ V }.

Primetimo da V G =
⋂
g∈G ker(ρ(g)− I)

Stav 1.5 Neka je ρ : G −→ GL(V ) proizvo	na reprzentacija konaqne grupe G.

Tada je preslikava�e

Π :=
1

|G|
∑
g∈G

ρ(g) ∈ End(V )

projekcija sa V na V G.

Dokaz: Neka je v ∈ V G proizvo	an vektor. Tada

Π(v) =
1

|G|
∑
g∈G

g · v =
1

|G|
∑
g∈G

v =
1

|G|
|G|v = v,

pa imamo da v ∈ im(Π). Kako je v bio proizvo	an iz V G, dobijamo V G ⊆ im(Π).

Neka je sad v ∈ im(Π), tj. postoji w ∈ V takvo da Π(w) = v. Za proizvo	no

h ∈ G va�i

h · v = h ·

(
1

|G|
∑
g∈G

g · w

)
=

1

|G|
∑
g∈G

(hg) · w =
1

|G|
∑
g∈G

g · w = v,

stoga v ∈ V G, xto nam daje da im(Π) ⊆ V G. Dakle, im(Π) = V G. Iz prethodnih

jednakosti imamo da za svako v ∈ V , Π2(v) = Π(v), tj. Π2 = Π, pa Π zaista jeste

projekcija. �
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Na prostoru klasnih funkcija uvodimo hermitski unutrax�i proizvod pomo�u

formule

〈ϕ, ψ〉 =
1

|G|
∑
g∈G

ϕ(g)ψ(g), ϕ, ψ ∈ Cclass(G).

Pre nego xto iskoristimo definisani hermitski proizvod, navedimo par

primera reprezentacija koje �emo koristiti. Ako imamo reprezentacije ρ1 :

G −→ GL(V1) i ρ2 : G −→ GL(V2), tada imamo i reprezentaciju ρ : G −→
GL(Hom(V1, V2)). Ona je data sa

ρ(g)(ϕ) = ρ2(g) ◦ ϕ ◦ ρ1(g−1),

za g ∈ G, ϕ ∈ Hom(V1, V2). Za �en karakter va�i χρ = χρ1 χρ2 . To sledi iz

stava 1.4 i izomorfizma Hom(V1, V2) ∼= V ∗1 ⊗ V2. Drugi bitan primer je takozvana

regularna reprezentacija R : G −→ GL(C[G]). Ako je φ =
∑

g∈G agg ∈ C[G], a

h ∈ G, izraz
h · φ =

∑
g∈G

aghg =
∑
g∈G

ah−1gg

daje dejstvo G na C[G]. Karakter regularne reprezentacije je dat formulom

χR(g) =

|G|, g = e

0, g 6= e
.

Fiksirajmo g. Elementi grupe su baza za C[G], i g · k = gk, za sve k ∈ G. Odavde
imamo, u sluqaju g 6= e, da su 0 na dijagonali matrice R(g) u bazi G, pa je

Tr(R(g)) = 0. U sluqaju g = e, zbog e · k = k, vidimo da je Tr(R(e)) = |G|, pa
dobijamo da je taqna prethodno navedena formula.

Posledica 1.6 Va�i slede�e:

(1) Ako je ρ : G −→ GL(V ) reprezentacija konaqne grupe G i χρ �oj pridru�en

karakter, onda va�i

dimV G =
1

|G|
∑
g∈G

χρ(g).

(2) Ako su ρ1 : G −→ GL(V1) i ρ2 : G −→ GL(V2) dve ireducibilne reprezentacije

grupe G, onda je

〈χρ1 , χρ2〉 =
1

|G|
∑
g∈G

χρ1(g)χρ2(g) =

1, V1
∼= V2

0, V1 6∼= V2

.

(3) Karakteri ireducibilnih reprezentacija konaqne grupe G qine ortonormi-

ran sistem u prostoru klasnih funkcija Cclass(G) u odnosu na 〈·, ·〉.
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(4) Broj neizomorfnih ireducibilnih reprezentacija konaqne grupe G je konaqan

i on nije ve�i od broja klasa konjugacije grupe G.

(5) Neka je {ρi : G −→ GL(Vi) | i ∈ I} konaqan skup svih ireducibilnih reprezenta-
cija grupe G. Tada proizvo	nu reprezentaciju grupe ρ : G −→ GL(V )

mo�emo da razlo�imo kao direktnu sumu ireducibilnih

V ∼=
⊕
i∈I

V
⊕mi(ρ)
i ,

gde su multipliciteti mi(ρ) pojav	iva�a ireducibilne komponente Vi

jednoznaqno odre�eni za svako i ∈ I.

(6) Neka je ρ : G −→ GL(V ) proizvo	na reprezentacija, a ρi : G −→ GL(Vi)

ireducibilna reprezentacija koja se pojav	uje sa multiplicitetom mi(ρ)

u V . Tada va�i jednakost mi(ρ) = 〈χρ, χρi〉.

(7) Svaka ireducibilna reprezentacija ρi : G −→ GL(Vi) konaqne grupe se po-

jav	uje u regularnoj reprezentaciji R : G −→ GL(C[G]) sa multiplicite-

tom jednakim mi(R) = dimVi.

(8) Neka je {ρi : G −→ GL(Vi) | i ∈ I} konaqan skup ireducibilnih reprezentacija
grupe G. Tada va�i formula

|G| =
∑
i∈I

(dimVi)
2.

Dokaz: (1) Kako je Π : V −→ V , definisano u prethodnom stavu, projekcija na

V G, imamo da je Tr(Π) = dimV G. Odavde sledi

Tr(Π) = Tr

(
1

|G|
∑
g∈G

ρ(g)

)
=

1

|G|
∑
g∈G

Tr(ρ(g)) =
1

|G|
∑
g∈G

χρ(g),

odakle dobijamo tra�enu jednakost.

(2) Neka je ρ : G −→ GL(Hom(V1, V2)) ranije navedena reprezentacija. Kako su V1 i

V2 ireducibilne reprezentacije, na osnovu Xurove leme ili Hom(V1, V2) ∼= C ili

Hom(V1, V2) ∼= 0. Tra�enu formulu dobijemo primenom jednakosti χρ = χρ1 χρ2 i

tvr�e�a (1).

(3) Ovo je posledica tvr�e�a (2).

(4) Ranije smo videli da je dimenzija vektorskog prostora Cclass(G) jednaka broju

klasa konjugacije, a kako hermitski prostor ne mo�e imati ortonormiran sistem

ve�i od svoje dimenzije, dobijamo tra�eno tvr�e�e. Odavde dobijamo da je broj
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neizomorfnih ireducibilnih reprezentacija konaqne grupe konaqan.

(5) U (4) smo zak	uqili konaqnost broja neizomorfnih ireducibilnih reprezenta-

cija, a lema nam daje da postoji razlaga�e na direktnu sumu. Jedinstvenost takvog

razlaga�a, tj. jednoznaqnost multipliciteta sledi iz (6).

(6) Iz dekompozicije dobijamo da je χρ =
∑

i∈I χρi , pa iz tvr�e�a (2) dobijamo

tra�enu formulu.

(7) Koriste�i (6) i karakter regularne reprezentacije imamo slede�i niz jed-

nakosti

mi(R) = 〈χR, χρi〉

=
1

|G|
∑
g∈G

χR(g)χρi(g)

=
1

|G|
χR(e)χρi(e)

=
1

|G|
|G|Tr(1Vi)

= dimVi.

Dobili smo tra�enu jednakost. Primetimo da je mi(R) > 0 jer je svaki Vi dimen-

zije ve�e od 0.

(8) Iz (7) imamo da va�i C[G] ∼=
⊕

i∈I V
dimVi
i , pa va�i

dimC[G] =
∑
i∈I

dim(V dimVi
i ) =

∑
i∈I

(dimVi)
2,

xto smo i hteli da doka�emo. �

Neka je H podgrupa od G. Tada svaka reprezentacija V od G mo�e da se

restikuje da bude reprezentacija od H. To se obele�ava ResGHV . Neka je V

reprezentacija od G i W ≤ V H-invarijantan potprostor. Za svako g ∈ G,

potprostor g ·W zavisi samo od gH jer gh ·W = g · (h ·W ) = g ·W . Za σ ∈ G/H,
pixemo σ ·W za taj potprostor od V . Ka�emo da je V indukovana sa W , ako se

svaki element iz V , mo�e na jedinstven naqin zapisati kao suma elemenata takvih

translata od W , tj.

V =
⊕

σ∈G/H

σ ·W.

Tada pixemo V = IndGHW .

Ako imamo H ≤ G i reprezentaciju W od H, imamo reprezentaciju V od G

V = C[G]⊗C[H] W,

gde je dejstvo G na V dato sa

g · (g′ ⊗ w) = gg′ ⊗ w.
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Za σ ∈ G/H, oznaqimo sa gσ ∈ G takvo da je gσH = σ. Primetimo da bazu od V

qine gσ⊗u, za sve σ ∈ G/H i bazne vektore u reprezentacije W . Odavde sledi da

je

V ∼=
⊕

σ∈G/H

σ ·W,

tj. V = IndGHW .
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2 Jangovi tabloi

2.1 Jangovi dijagrami i popu�ava�a

Jangov dijagram je kolekcija �elija pore�anih u redove, koji su levo porav-

nati, sa nerastu�im brojem �elija u svakom redu. Ako ukupno imamo n �elija,

broj �elija u svakom redu nam daje particiju broja n. Particiju �emo uglavnom

obele�avati sa malim slovom grqkog alfabeta, najqex�e λ. Imamo i obrnuto.

Za svaku particiju broja n imamo odgovaraju�i Jangov dijagram. Zbog ovoga,

qesto �emo poistove�ivati particiju sa dijagramom i �ega �emo isto obele�a-

vati sa λ. Particija je data nizom neopadaju�ih pozitivnih celih brojeva, to

�emo pisati λ = (λ1, λ2, . . . , λm). Nekad �emo dozvo	avati pojav	iva�e konaqno

ili qak beskonaqno mnogo nula na kraju, ako nam to olakxava zapis. Du�ina

particije l(λ) je broj λi razliqitih od 0. Tako�e �emo particiju zadavati sa

λ = (da11 , d
a2
2 , . . . , d

as
s ) kada �elimo da uka�emo na to da particija broj di sadr�i

ai puta , 1 ≤ i ≤ s. Pixemo λ ` n da oznaqimo da je λ particija od n. U tom

sluqaju, za n pixemo |λ|, tj. ovo je oznaka za broj qija je λ particija. Poxto imamo
jednoznaqnu korespondenciju izme�u dijagrama i particija, pomo�u toga mo�emo

definixemo konjugovanu particiju. Ako nam je data particija λ, konjugovanu

particiju λ̃ dobijamo tako xto dijagram od λ proqitamo po kolonama.

Upisiva�e pozitivnih celih brojeva u �elije Jangovog dijagrama �emo nazi-

vati popu�ava�em dijagrama i obele�ava�emo ga sa T . Jangov tablo, ili samo

tablo, je popu�ava�e za koje va�i da je:

• neopadaju�e u svakom redu;

• strogo rastu�e u svakoj koloni.
Za tablo ka�emo da je tablo na dijagramu λ. Standardni tablo je onaj tablo koji

je popu�en brojevima od 1 do |λ|, pri qemu se svaki od brojeva pojav	uje taqno

jednom.

Neka je λ dijagram i T �egovo popu�ava�e. Fiksirajmo dve kolone i po k

�elija u svakoj od �ih. Razmenu (izme�u dve kolone sa izabranim skupovima od

k �elija) definixemo kao popu�ava�e T ′, koje dobijamo od T tako xto zamenimo

sadr�aje izabaranih �elija u levoj koloni sa onim iz desne, i obrnuto, pri qemu

quvamo redosled iz prvobitnog popu�ava�a T .

Uvedimo ure�e�a na Jangovim dijagramima. Neka su λ = (λ1, λ2, . . . , λs) i λ
′ =

(λ′1, λ
′
2, . . . , λ

′
s) particije, pri qemu dozvo	avamo da pri kraju budu nule kako bi

zapisi bili istih du�ina. Ako za svako i, 1 ≤ i ≤ s, va�i λi ≤ λ′i, ka�emo da je

λ sadr�an u λ′ i pixemo λ ⊆ λ′. Ka�emo da je λ ma�i od λ′ u leksikografskom

poretku, u oznaci λ ≤ λ′, ako za najma�e i takvo da λi 6= λ′i (ako takvo postoji),
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va�i λi < λ′i. Primetimo da je ovo totalno ure�e�e. Re�i �emo da λ
′ dominira λ,

u oznaci λ E λ′, ako za svako i va�i λ1 + · · · + λi ≤ λ′1 + · · · + λ′i. Za razliku od

leksikografskog ure�e�a, ⊆ i E nisu relacije totalnog poretka. Primetimo da

iz λ ⊆ λ′ sledi λ E λ′, xto povlaqi λ ≤ λ′.

2.2 RSK algoritam

Neka je dat tablo T i prirodan broj k. Ovde �emo uvesti operaciju ubaciva�a

u red broja k u tablo T , skra�eno ubaciva�e, u oznaci T ← k. Radi lakxeg zapisa,

sa Tij �emo obele�avati unose �elije u i-tom redu i j-toj koloni. Tu �eliju �emo

nekad prirodno oznaqavati sa (i, j). Neka je r najve�i ceo broj takav da T1,r−1 ≤ k.

U sluqaju da je T11 > k, uzimamo da je r = 1. Ako T ima r−1 kolonu, onda ubacimo

k na kraj prvog reda. Ako T ipak ima bar r kolona, zamenimo T1r sa k. Tada se

element k′ = T1r xa	e u drugi red i ponovimo navedeni postupak i za �ega. Ovo

nastav	amo sve dok se element ne postavi na kraj reda, pri qemu je mogu�e da to

bude prvi element novog reda. Ovime dobijamo popu�ava�e T ← k dijagrama sa

jednom �elijom vixe. Pokaza�emo da je i ono Jangov tablo. Skup �elija koje su

uqestvovale u ubaciva�u, nazivamo puta�om ubaciva�a i obele�avamo sa I(T ←
k).

Lema 2.1 (a) Kada ubacujemo broj k u tablo T , onda se puta�a ubaciva�a pomera

ulevo. Drugim reqima, ako (r, s), (r + 1, t) ∈ I(T ← k), onda s ≤ t.

(b) Neka je T tablo i j, k pozitivni celi brojevi takvi da j ≤ k. Tada se

puta�a I(T ← j) nalazi strogo levo u odnosu na I((T ← j) ← k), tj. ako

(r, s) ∈ I(T ← j) i (r, t) ∈ I((T ← j) ← k), onda je s < t. Tako�e, puta�a

I((T ← j)← k) se ne spuxta ispod I(T ← j). Preciznije,

|I((T ← j)← k)| ≤ |I(T ← j)|.

Dokaz: (a) Neka (r, s) ∈ T . Ili �elija (r+1, s) ne postoji ili Tr+1,s > Trs. U prvom

sluqaju, oqigledno ne mo�e da bude t > s jer bismo imali prazninu u dijagramu.

U drugom sluqaju, popu�ava�e T ← k je rastu�e po redovima, pa k ne bi moglo

da bude desno u odnosu na s-tu kolonu jer k < Trs < Tr+1,s. Dakle, u oba sluqaja

puta�a ubaciva�a ne mo�e da ide udesno.

(b) Poxto broj mo�e samo strogo ve�i broj da poxa	e u novi red prilikom

ubaciva�a, odavde sledi da se k ubacuje strogo desno u odnosu na j u popu�ava�e

T ← j. To da	e povlaqi, indukcijom po du�ini puta�e, da se I(T ← j) nalazi

strogo levo u odnosu na I((T ← j) ← k). Element b najni�e �elije u I(T ← j)

se nalazi na kraju reda po definiciji ubaciva�a. Iz prethodnog imamo da se c,
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element najni�e �elije u I((T ← j) ← k) nalazi desno od b, pa ne mo�e biti u

novom redu. Dakle, puta�a I((T ← j)← k) ne ide ispod puta�e I(T ← j). �

Posledica 2.2 Ako je T tablo i k ≥ 1, onda je i T ← k tablo.

Dokaz: Iz definicije ubaciva�a imamo da je popu�ava�e T ← k rastu�e unutar

redova. Ostaje da doka�emo da je strogo rastu�e unutar kolona. Broj a mo�e samo

strogo ve�i broj b da poxa	e u novi red. Iz dela (a) leme 2.1, imamo da se b

nalazi levo u odnosu na a, pa ispod a mora biti strogo ve�i broj u T ← k. Dakle,

T ← k jeste strogo rastu�e po kolonama. �

Neka je A = (aij)i,j≥1 N-matrica sa konaqnim nosaqem. Mo�emo je posmatrati

kao beskonaqnu matricu sa konaqno mnogo nenula unosa ili m× n matricu gde su

aij = 0 kada je i > m ili j > n. Matrici A mo�emo da pridru�imo generalizo-

vanu permutaciju wA definisanu sa

wA =

(
i1 i2 i3 . . . im

j1 j2 j3 . . . jm

)
,

pri qemu va�i:

1o i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ im;

2o ako je ir = is i r ≤ s, onda jr ≤ js;

3o za svaki par (i, j) postoji aij vrednosti r takvih da (ir, jr) = (i, j).

Svaka matrica A jedinstveno odre�uje wA, i obrnuto, svaki niz koji zadovo	ava

prethodne uslove odre�uje matricu sa konaqnim nosaqem.

Sada �emo matrici A, tj. generalizovanoj permutaciji wA pridru�iti ure-

�eni par tabloa (T, S) na slede�i naqin. Neka je (T (0), S(0) = (∅, ∅), gde je ∅ prazan
tablo. Ako je t < m i (T (t), S(t)) definisano onda

(i) T (t+ 1) = T (t)← jt+1;

(ii) S(t+ 1) se dobija od S(t) tako xto dodamo �eliju da T (t+ 1) i S(t+ 1) imaju

isti oblik i u �u stavimo it+1.

Postupak se zavrxava za t = m i definixemo (T, S) = (T (m), S(m)). Ovu ko-

respondenciju oznaqavamo sa A −→RSK
(T, S) i nazivamo je RSK algoritmom. Iz

posledice 2.2 sledi da je T tablo. Ostaje nam da poka�emo da je S tablo da bi ovo

dode	iva�e bilo dobro definisano.

Kako redom unosimo elemente u S koji su rastu�i, imamo da je S rastu�e po

redovima i kolonama. Ostaje nam da poka�emo da je S strogo rastu�e unutar
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kolona. Treba da poka�emo da dva jednaka elementa iz gor�eg reda u wA ne mogu

da se na�u u istoj koloni od S. Ako za neko k va�i ik = ik+1, onda jk ≤ jk+1. Iz

dela (b) leme 2.1 imamo da je puta�a ubaciva�a I(T (k) ← jk+1) strogo desno u

odnosu na puta�u I(T (k − 1) ← jk), kao i da ne�e produ�iti ispod �e. Odavde

sledi da elementi najni�ih �elija tih puta�a le�e u razliqitim kolonama od T ,

pa �e kolone od S biti strogo rastu�e jer popu�ava�e prati oblik od T . Dakle,

i S je tablo, pa je ovo pridru�iva�e dobro definisano.

Pre nego xto navedemo glavnu teoremu o RSK korespondenciji, primetimo

da mo�emo da izvrximo operaciju inverznu ubaciva�u. Ako nam je dat tablo

T ← k, dovo	no nam je da znamo koja �elija dodata prvobitnom dijagramu da

bismo utvrdili T i k. Ako je b element dodate �elije, �egova prethodna pozicija

u redu iznad, najbli�a desnom kraju reda, na kojoj je broj strogo ma�i od b. Onda

za taj broj ponovimo postupak, i nastavimo proces sve dok ne dobijemo broj koji

je izbaqen iz prvog reda, tj. tra�eni broj k.

Teorema 2.3 RSK algoritam je bijekcija izme�u N-matrica A = (aij)i,j≥1 sa

konaqnim nosaqem i ure�enih parova Jangovih tabloa (T, S) istog oblika. U ovoj

korespondenciji

j se pojav	uje u T taqno
∑
i

aij puta,

i se pojav	uje u S taqno
∑
j

aij puta.

Dokaz: Iz definicije algoritma sledi da su T i S istog oblika, kao i da va�e

navedene jednakosti. Pre dokaza smo pokazali da su T i S zaista tabloi. Ostaje

nam da utvrdimo bijekciju izme�u ova dva skupa.

Neka je data generalizovana permutacija wA i par (T, S) = (T (m), S(m)) dobi-

jen od �e. Neka je Srs najdesnije pojav	iva�e najve�eg unosa u S. Iz dokaza da je

S tablo, imamo da se jednaki elementi unose sleva nadesno, pa je Srs = im. Odavde

imamo S(m− 1) i mo�emo da odredimo T (m− 1), zato xto znamo koju �eliju smo

dodali T (m−1) da bismo dobili T . Primenom inverza ubaciva�a �elije dobijamo

jm i T (m−1). Dakle, dobili smo (im, jm) i (T (m−1), S(m−1)). Ponav	a�em ovog

postupka dobijamo wA, pa zak	uqujemo da je dode	iva�e injektivno. Neka je sada

(T, S) proizvo	ni par tabloa istog dijagrama. Primenimo prethodni postupak i

dobijemo niz

wA =

(
i1 . . . im

j1 . . . jm

)
,

za koji nam ostaje da utvrdimo da zadovo	ava uslove generalizovane permutacije.

Oqigledno va�i i1 ≤ · · · ≤ im. Ostaje nam da poka�emo da, ako ik = ik+1, onda va�i
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jk ≤ jk+1. Neka je ik = Srs i ik+1 = Suv. Tada je r ≥ u i s < v. Puta�a inverznog

ubaciva�a, sa izabranim Tuv kre�e iz v-te kolone. Kada se inverz primeni za Trs,

presek te puta�e sa u-tim redom mora biti strogo levo u odnosu na v-tu kolonu.

Indukcijom po du�ini puta�e inverza za Tuv, zak	uqujemo da se on nalazi strogo

desno u odnosu na puta�e inverza Trs. Dakle, na poqetku se jk nalazio levo od

jk+1, pa je jk ≤ jk+1. Odavde dobijamo, da je ovo dode	iva�e bijekcija, xto smo i

hteli da doka�emo. �

Ova korespondencija �e nam biti od znaqaja kada napravimo vezu izme�u tabloa

i simetriqnih funckija. Sada �emo je primeniti da utvrdimo jox jednu qin-

jenicu vezane za tabloe.

Ako imamo matricu permutacije A, odnosno permutaciju wA, onda �e se ona

slikati u par standardnih Jangovih tabloa. Tako�e, ako imamo dat par standard-

nih tabloa, inverznim postupkom iz dokaza teoreme �emo dobiti permutaciju.

Dakle, postoji bijekcija izme�u permutacija skupa [n] i svih ure�enih parova

tabloa dijagrama λ, gde λ prolazi svim particijama λ od n, tj. va�i:

Stav 2.4 Za prirodan broj n, va�i jednakost

n! =
∑
λ

(fλ)2,

gde je fλ broj standardnih tabloa dijagrama λ.
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3 Simetriqne funkcije

3.1 Prsten simetriqnih funkcija

Neka su x1, . . . , xn neodre�ene i posmatrajmo prsten Z[x1, . . . , xn]. Na �ega de-

jstvuje grupa Sn sa σ · xi = xσ(i), za svako i ∈ [n]. Polinome koji su fiksirani pri

ovom dejstvu zovemo simetriqni polinomi i oni qine potptrsten od Z[x1, . . . , xn]

koji oznaqavamo sa Λn. Svaki f ∈ Λn mo�emo da predstavimo u obliku

f =
∑
r≥0

f (r),

gde su f (r) homogeni qlanovi stepena r u f . Kako su i f (r) simetriqni, imamo

zapravo da je Λn gradirani prsten, tj.

Λn =
⊕
r≥0

Λr
n,

gde su Λr
n grupe simetriqnih polinoma stepena r u odnosu na sabira�e.

Posmatrajmo sad i Λn+1, prsten simetriqih polinoma sa n+ 1 promen	ivom i

uoqimo prirodno definisan epimorfizam gradiranih prstena πn : Λn+1 −→ Λn,

dat sa

πn(xi) =

xi, i ∈ [n],

0, i = n+ 1
.

Ako pogledamo po nivoima, πn : Λr
n+1 −→ Λr

n, imamo da je πn surjektivno za svako

r ≥ 0 i izomorfizam za r ≤ n.

Sada mo�emo definisati prsten simetriqnih funkcija. Neka je prvo

Λr = lim←−n
Λr
n.

Imamo Λr = {(fn)n∈N | fn simetriqni polinom stepena r sa n promen	ivih, πn(fn+1)

= fn, za svako n ∈ N}. Polinome fn mo�emo da vidimo kao parcijalne sume reda f
monoma stepena r sa beskonaqno mnogo promen	ivih. Napravimo i slede�i gradi-

rani prsten

Λ =
⊕
r≥0

Λr.

�egove elemente nazivamo simetriqnim funkcijama i Λ se samim tim zove prsten

simetriqnih funkcija. Ovde �emo imati epimorfizam θn : Λ −→ Λn koji �e isto

slikati xm u 0, za sve m > n.

Kako je Λ slobodan Z-modul, u interesu nam je da odredimo razliqite baze za

Λ.
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3.2 Monomijalne, elementarne i

kompletne simetriqne funkcije

Neka je data particija λ = (λ1, λ2, . . . ), gde podrazumevamo da je samo konaqno

mnogo poqetnih qlanova razliqito od 0. Ona odre�uje monom xλ = xλ11 x
λ2
2 · · · .

Monomijalnu simetriqnu funkciju mλ definixemo kao sumu svih razliqitih

monoma koji se dobijaju od xλ permutacijom promen	ivih. Kada preslikamo mλ

sa θn, dobijamo monomijalni simetriqni polinom mλ(x1, . . . , xn) ∈ Λn. Slika je

razliqita od 0 ako i samo ako je l(λ) ≥ n.

Stav 3.1 Monomijalni simetriqni polinomi mλ(x1, . . . , xn) qine bazu Λn, gde λ

prolazi svim particijama du�ine l(λ) ≤ n. Monomijalne simetriqne funkcije

qine bazu za Λ, gde λ prolazi svim particijama.

Dokaz: Neka je f(x1, . . . , xn) ∈ Λr
n, r ≤ n, i neka se xλ = xλ11 · · ·xλnn pojava	uje u f

sa koeficijentom a 6= 0, pri qemu je λ = (λ1, . . . , λn) maksimalan u leksikograf-

skom poretku n-torki. Zbog simetriqnosti imamo da je λ particija. Odavde, kada

oduzmemo amλ(x1, . . . , xn) od f opet dobijamo simetriqan polinom stepena r, ali je

on ma�i u leksikografskom poretku od f . Kako ima konaqno mnogo particija od

r, ovaj proces mo�emo da ponovimo konaqno mnogo puta i dobi�emo 0 zato xto uvek

dobijamo simetriqan polinom istog stepena. Odavde zak	uqujemo da su monomi-

jalni simetriqni polinomi stepena r generatori za Λr
n, tj. da su mλ(x1, . . . , xn)

generatori za Λn.

Ako su dva monomijalna simetriqna polinoma razliqitih stepena, oni su

oqigledno linearno nezavisni. Zato posmatrajmo, mλ(x1, . . . , xn) koji su svi ste-

pena r i neka je
∑
aλmλ(x1, . . . , xn) = 0. Kao malopre, uzmemo maksimalnu n-torku

λ za koju je aλ 6= 0. Me�utim, odavde imamo da je koeficijent aλ uz x
λ razliqit od

0, xto je u kontradikciji sa
∑
aλmλ(x1, . . . , xn) = 0. Dakle, mλ(x1, . . . , xn) qine

bazu za Λn, gde λ prolazi particijama du�ine ma�e od n. Iz prethodnog sledi da

mλ qine bazu Λ gde λ prolazi svim particijama. �

Neka je µ = (1r). Uvodimo elementarnu simetriqnu funkciju

er = mµ =
∑

i1<···<ir

xi1 · · ·xir .

Za r = 0, definixemo e0 = 1. Neka je t dodatna promen	iva. Tada imamo genera-

tornu funkciju

E(t) =
∑
r≥0

ert
r =

∏
i≥1

(1 + xit). (1)
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Stav 3.2 Za svaku particiju λ = (λ1, λ2, . . . ), neka je eλ = eλ1eλ2 · · · . Tada si-

metriqne funkcije eλ qine bazu za Λ, gde λ prolazi svim particijama. Ekviva-

lentno, Λ = Z[e1, e2, . . . ] i e1, e2, . . . su algebarski nezavisni nad Z.

Dokaz: Posmatrajmo eλ̃, gde je λ̃ konjugovana particija od λ. Simetriqna funkcija

eλ̃ je suma monoma (xi1 · · ·xiλ̃1 )(xj1 · · ·xjλ̃2 ) · · · = xα, gde i1 < · · · < iλ̃1 , j1 < · · · < jλ̃2 ,

i tako da	e. Pore�ajmo i1, . . . , iλ̃1 u prvu kolonu dijagrama λ od vrha ka dnu,

j1, . . . , jλ̃2 u drugu kolonu dijagrama na isti naqin, i ponovimo za ostale kolone dok

ne popunimo λ. Primetimo da za svako r ≥ 1, brojevi ma�i ili jednaki r moraju

da se nalaze u prvih r redova dijagrama. Odavde zak	uqujemo da α1 + · · · + αr ≤
λ1 + · · ·+ λr, za svako r ≥ 1, i onda mo�emo da izrazimo eλ̃ na slede�i naqin:

eλ̃ = mλ +
∑
λBµ

aλµmµ,

gde su aλµ nenegativni celobrojni koeficijenti. Kako dobijamo sistem jednaqina

koji ima trougaoni oblik, vidimo da mo�emo bazu mλ predstavimo kao linearnu

kombinaciju eµ. Time i dobijamo da one qine bazu. �

Za svako r ≥ 1, definixemo kompletnu simetriqnu funkciju stepena r kao

sumu svih monoma stepena r, tj.

hr =
∑
λ`r

mλ.

Za r = 0, definixemo h0 = 1. I ovde imamo generatornu funkciju,

H(t) =
∑
r≥0

hrt
r =

∏
i≥1

(1− xit)−1. (2)

Sada iz jednaqina (1) i (2), dobijamo H(t)E(−t) = 1, xto nam da	e daje

s∑
j=0

(−1)jejhs−j = 0, (3)

za svako s ≥ 1. Kako su er algebarski nezavisni, mo�emo da definixemo homomor-

fizam prstena ω : Λ −→ Λ, er 7→ hr, r ≥ 1. Indukcijom po stepenu r simetriqnih

funkcija i primenom jednakosti (3), dobijamo ω(hr) = er, za svako r ≥ 1. Ustvari

imamo ω2(er) = ω(ω(er)) = er, tj. ω
2 = 1Λ. Iz stava 3.2, dobijamo da su h1, h2, . . .

algebarski nezavisni nad Z i Z[h1, h2, . . . ] = Z[e1, e2, . . . ]. Time smo i pokazali

slede�i stav, tj. odredili smo jox jednu bazu za Λ.

Stav 3.3 Za svaku particiju λ = (λ1, λ2, . . . ), neka je hλ = hλ1eλ2 · · · . Tada si-

metriqne funkcije hλ qine bazu za Λ, gde λ prolazi svim particijama.
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3.3 Stepeni redovi i skalarni proizvod

Za svako r ≥ 1, definixemo red stepena r, pr = mµ =
∑
xri , gde je µ = (r).

Generatorna funkcija je data sa

P (t) =
∑
r≥1

prt
r−1 =

∑
i

xi
1− xit

, (4)

xto je ustvari jednako P (t) =
H ′(t)

H(t)
. Kada zapixemo H ′(t) = P (t)H(t), ako uzmemo

koeficijente uz tr−1, dobijamo

rhr =
r∑
j=1

pjhr−j,

za svako r ≥ 1. Indukcijom po r, dobijamo da hr ∈ Q[p1, . . . , pr] i pr ∈ Z[h1, . . . , hr],

pa imamo:

Stav 3.4 Prsten simetriqnih funkcija sa racionalnim koeficijentima ΛQ je

jednak Q[p1, p2, . . . ] i p1, p2, . . . su algebarski nezavisni nad Q. Ekvivalentno, pλ =

pλ1pλ2 . . . qine bazu nad Q za ΛQ.

Sliqno prethodnom, imamo P (−t) =
E ′(t)

E(t)
. Kako involucija ω slika slika

E(t) u H(t), i obrnuto, kao i �ihove izvode, dobijamo da ω(P (t)) = P (−t). To nam
daje ω(pr) = (−1)r−1pr, za sve r ≥ 1.

Primetimo da je
H ′(t)

H(t)
=

d

dt
logH(t). Iz toga dobijamo slede�i niz jednakosti:

H(t) = exp

(∑
r≥1

prt
r

r

)

=
∏
r≥1

exp
prt

r

r

=
∏
r≥1

(∑
mr≥0

1

mr!

(
prt

r

r

)mr)
.

Ako je λ = (1m1 , 2m2 , . . . ), neka je

zλ =
∏
r≥1

(rmr mr!),

pa odatle imamo da je

hn =
∑
λ`n

z−1
λ pλ. (5)
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Koeficijent zλ je zapravo broj elemenata koje fiksiraju permutaciju iz C(λ) pri

dejstvu konjugacijom. Pomo�u toga mo�emo da odredimo |C(λ)|. Klasa konjugacije
C(λ) je orbita elementa

f = b1, 2, . . . , λ1ebλ1 + 1, λ1 + 2, . . . , λ1 + λ2e · · ·
bλ1 + λ2 + · · ·+ λk−1 + 1, λ1 + λ2 + · · ·+ λk−1 + 2, . . . , λ1 + λ2 + · · ·+ λke

pri dejstvu Sn konjugacijom. Obele�imo sa mr broj ciklusa du�ine r. Per-

mutacije koje fiksiraju f su odre�ene dejstvom na 1, λ1+1, . . . , λ1+λ2+· · ·+λk−1+1.

�ih ima zλ, pa iz teoreme o orbiti i stabilizatoru imamo da je |C(λ)| = n!

zλ
.

Neka su x = (x1, x2, . . . ) i y = (y1, y2, . . . ) dva niza nezavisnih promen	ivih.

Za simetriqnu funkciju f ∈ Λ, uvodimo oznake f(x), f(y), f(xy), koje redom oz-

naqavaju da je u pita�u funkcija po promen	ivama xi, yj, xiyj. Ako sad iskoris-

timo to za sluqaj stepenih redova, imamo

pr(xy) =
∑
i,j

(xiyj)
r = pr(x)pr(y),

odakle dobijamo pλ(xy) = pλ(x)pλ(y), za sve particije λ.

Posmatrajmo proizvod

Π(x, y) =
∏
i,j

(1− xiyj)−1.

Imamo

Π(x, y) =
∑
n≥0

hn(xy)

=
∑
λ

z−1
λ pλ(xy),

tj. prema gore navedenom,

Π(x, y) =
∑
λ

z−1
λ pλ(x)pλ(y). (6)

Ako drugaqije raspixemo, dobijamo

Π(x, y) =
∏
k

H(yk)

=
∏
k

∑
αk≥0

hαk(x)yαkk ,

odakle da	e sledi

Π(x, y) =
∑
λ

hλ(x)mλ(y) (7)

=
∑
λ

mλ(x)hλ(y),
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gde je druga jednakost samo dobijena zamenom x i y.

Sada definixemo bilinearni proizvod na Λ koji slika u Z, takav da su baze
(hλ) i (mλ) dualne jedna drugoj, tj. da je 〈hλ,mµ〉 = δλµ, za sve particije λ i µ,

gde je δλµ Kronekerova delta.

Stav 3.5 Za svako r ≥ 0, neka su (uλ), (vλ) baze za Λr
Q, gde su λ sve particije od

r. Tada su slede�a dva uslova ekvivalentna:

(a) 〈uλ, vµ〉 = δλµ, za sve particije λ, µ od r;

(b)
∑

λ uλ(x)vλ(y) = Π(x, y).

Dokaz: Zapiximo svaki vektor uλ pomo�u kompletnih, a vµ pomo�u monomijalnih

simetriqnih funkcija:

uλ =
∑
ρ

aλρhρ, vµ =
∑
σ

bµσmσ.

Tada

〈uλ, vµ〉 =
∑
ρ

aλρbµρ,

pa (a) postaje ekvivalentno sa ∑
ρ

aλρbµρ = δλµ (a')

Na osnovu (7), uslov (b) je ekvivalentan∑
λ

uλ(x)vλ(y) =
∑
ρ

hρ(x)mρ(y),

pa imamo ∑
λ

aλρbλσ = δρσ. (b')

Kako su (a') i (b') ekvivalentni, tako su i (a) i (b), xto smo i hteli da doka�emo.

�

Iz prethodnog stava i (6) dobijamo 〈pλ, pµ〉 = δλµzλ, iz qega sledi da je skalarni

prozivod simetriqan i pozitvno definitan i da simetriqne funkcije pλ qine

ortogonalnu bazu za ΛQ. Iz ω(pr) = (−1)rpr, dobijamo da je ω(pλ) = ±pλ, stoga na
osnovu gor�e jednakosti dobijamo da je ω izometrija, tj. da je 〈ω(u), ω(v)〉 = 〈u, v〉
za sve u, v ∈ Λ.
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3.4 Xurove funkcije

Neka je λ particija prirodnog broja n. Ka�emo da je tablo T dijagrama λ

te�ine α = (α1, α2, . . . ) ako se broj i pojav	uje αi = αi(T ) puta u �emu. Za Jangov

tablo T te�ine α oznaqavamo

xT = x
α1(T )
1 x

α2(T )
2 · · · .

Xurova funkcija sλ dijagrama λ je definisana kao suma

sλ =
∑
T

xT ,

po svim Jangovim tabloima T dijagrama λ.

Stav 3.6 Za svaki dijagram λ Xurova funkcija sλ je simetriqna funkcija.

Dokaz: Dovo	no je pokazati da se sλ ne me�a kada zamenimo xi i xi+1. Neka je |λ| =
n i neka je α = (α1, α2, . . . ) rastava	a�e od n; αi, i ∈ N, su nenegativni celi brojevi
takvi da ih je konaqno mnogo razliqitih od 0 i

∑
i∈N αi = n. Sa α′ oznaqimo

(α1, α2, . . . , αi−1, αi+1, αi, αi+2, . . . ). Skup Jangovih tabloa te�ine α obele�imo sa

Tλ,α, a skup tabloa te�ine α′ sa Tλ,α′ . �elimo da konstruixemo bijekciju izme�u

ta dva skupa, u kojoj �emo me�ati samo �elije u kojima se pojav	uju i i i+ 1.

Neka je T ∈ Tλ,α. Ako kolona ne sadr�i nijednu od �elija sa i ili i+ 1, zamena

na �u ne utiqe, pa ne razmatramo taj sluqaj. Ni sluqaj kada su obe ovakve �elije u

istoj koloni nas ne zanima, zato xto tu zamena ne mo�e da se izvrxi, a da popun-

java�e ostane tablo. Stoga, posmatramo kolone u kojima se nalaze �elije sa i, a ne

i+1. Analogno razmatra�e �e va�iti i za obrnut sluqaj. Neka se u redu nalazi r

�elija sa unosom i, ispod kojih nisu �elije sa unosom i+1 i s �elija sa unosom i+1,

iznad kojih nisu �elija sa unosom i. Tada napravimo drugi tablo od prethodnog,

tako xto u levih s od tih r + s �elija upixemo i, a u desnih r �elija unesemo

i+ 1. Ponava	a�em ovog postupka za svaki red, dobijamo tablo T ′ ∈ Tλ,α′ . Ovime
smo konstruisali bijekciju Tλ,α −→ Tλ,α′ , T 7→ T ′. Poxto je Xurova funkcija

suma monoma indeksiranih tabloima, iz prethodnog zak	uqujemo da nismo prome-

nili nixta kada zamenimo promen	ive, ve� samo promenimo redosled sumira�a.

Dakle, sλ se ne me�a ako zamenimo xi i xi+1, tj. sλ je simetriqna. �

Ako je α rastav	a�e prirodnog broja n i λ ` n, sa Kλα oznaqavamo broj tabloa

te�ine α. �ih zovemo Kostkini brojevi. Primetimo da iz definicije Xurove

funkcije sledi

sλ =
∑
α

Kλαx
α,
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gde je suma po svim rastav	a�ima od α. Prethodni stav povlaqi

sλ =
∑
µ`n

Kλµmµ. (8)

Stav 3.7 Pretpostavimo da su µ i λ particije istog prirodnog broja. Ako je

Kλµ 6= 0, onda je µ E λ. Dodatno, Kλλ = 1.

Dokaz: Neka je Kλµ 6= 0. To znaqi da postoji tablo T dijagrama λ te�ine µ. Neka

je k proizvo	an prirodan broj. Tada se brojevi od 1 do k moraju nalaziti u prvih

k redova tabloa T . U suprotnom, pretpostavimo da postoji i takvo da je i > k i

da se k nalazi u i-tom redu. Me�utim, to je nemogu�e jer su tabloi strogo rastu�i

po kolonama. Poxto je k bilo proizvo	no, zbog pretohdnog, imamo da za svako k

va�i µ1 + · · ·+ µk ≤ λ1 + · · ·+ λk, tj. µ E λ. Ako je λ = µ, onda za svako i, u i-tom

redu mora da se nalazi samo broj i, pa postoji samo jedan takav tablo, tj. Kλλ = 1.

�

Primenom ovog stava na (8), dobijamo trougaoni sistem jednaqina

sλ = mλ +
∑
λBµ

Kλµmµ,

sa jediniqnom dijagonalom, pa zak	uqujemo

Posledica 3.8 Xurove funkcije sλ qine bazu za Λn, kad λ prolazi svim par-

ticijama od n, odnosno Xurove funkcije sλ qine bazu za Λ kad λ prolazi svim

particijama.

�elimo da poka�emo da je ovo ortonormirana baza u odnosu na ranije defin-

isani skalarni proizvod.

Stav 3.9 Va�i Koxijev identitet:∏
i,j

(1− xiyj)−1 =
∑
λ

sλ(x)sλ(y).

Dokaz: Posmatrajmo

∏
i,j

(1− xiyj)−1 =
∏
i,j

∑
dij≥0

(xiyj)
dij

 .

Qlan xαyβ dobijamo bira�em N-matrice sa konaqnim nosaqem za koju va�i∑
j

dij = αi, za svako i ≥ 1 i
∑
i

dij = βj, za svako j ≥ 1.
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Odavde imamo da je koeficijent uz xαyβ broj Nαβ ovakvih matrica. Koeficijent

uz qlan xαyβ u izrazu
∑

λ sλ(x)sλ(y) je jednak broju nαβ parova Jangovih tabloa

(T, S), gde su T te�ine α, S te�ine β. Me�utim, teorema 2.3 nam daje bijekciju

izme�u transponata navedenih matrica i ovakvih parova tabloa, pa va�i Nαβ =

nαβ, odakle sledi tra�ena jednakost. �

Na osnovu stavova 3.5 i 3.9, imamo da Xurove funkcije qine ortonormiranu

bazu za Λ.

Posledica 3.10 Za proizvo	u particiju µ va�i jednakost

hµ = sµ +
∑
λBµ

Kλµsλ

Dokaz: Koristimo ortonormiranost Xurovih funkcija, dualnost baza monomi-

jalnih i kompletnih funkcija i jednakost iz stava 3.7

sλ = mλ +
∑
λBµ

Kλµmµ

Poxto Xurove funkcije qine bazu, zapiximo

hµ =
∑
λ

cλµsλ,

za neke koeficijente cλµ ∈ Z. Kako Xurove funkcije qine ortonormiranu bazu,

imamo

cλµ = 〈hµ, sλ〉 = 〈hµ,mλ +
∑
λBν

Kλνmν〉 = Kλµ,

odakle sledi tra�ena jednakost. �

Na kraju ovog dela �emo dati jox jednu formulu gde koristimo bazu koju qine

Xurove funkcije. Neka su λ i µ proizvo	ne particije. Tada

sλsµ =
∑
ν

cνλµsν ,

gde suma ide po svim particijama ν. Celobrojni koeficijenti cνλµ se zovu Litlvud-

Riqardsonovi brojevi. Oni su nenegativni i postoji �ihov kombinatorni opis.
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4 Reprezentacija Sn

4.1 Dejstvo Sn na tabloe

U ovom delu �emo podrazumevati da su sva popu�ava�a dijagrama λ sa n �elija,

brojevima od 1 do n, bez ponav	a�a. Simetriqna grupa Sn dejstvuje na skup

ovakvih popu�ava�a tako xto broj i u �eliji zameni sa σ(i), σ ∈ Sn. Dijagram

dobijen od T pomo�u σ �emo obele�avati sa σ ·T . Sa R(T ) �emo obele�avati pod-

grupu od Sn, koja se sastoji od permutacija koje quvaju redove, tj. permutuju unose
izme�u �elija koje se nalaze u istom redu. Oqigledno va�i R(T ) ∼= Sλ1×· · ·×Sλk ,
za particiju λ = (λ1 ≥ · · · ≥ λk > 0). Ovakve podgrupe od Sn qesto nazivamo

Jangovim podgrupama. Analogno definixemo i podgrupu C(T ), permutacija koje

quvaju kolone. Za �ih va�i

R(σ · T ) = σ ·R(T ) · σ−1, C(σ · T ) = σ · C(T ) · σ−1,

za svako σ ∈ Sn.

Lema 4.1 Neka su T i T ′ popu�ava�a dijagrama λ i λ′. Pretpostavimo da λ ne

dominira strogo λ′. Tada �e va�iti jedan od slede�a dva iskaza:

(i) Postoje bar dva razliqita broja koji se pojav	uju u istom redu u T ′ i istoj

koloni u T ;

(ii) λ′ = λ i postoje permutacije p ∈ R(T ′) i q ∈ C(T ) takve da p′ · T ′ = q · T .

Dokaz: Pretpostavimo da ne va�i (i). Tada se unosi u prvom redu od T ′ moraju

nalaziti u razliqitim kolonama od T . Odavde imamo da λ′1 ≤ λ1 i da postoji

q1 ∈ C(T ) takvo da se svi unosi iz prvog reda u T ′ nalaze i u prvom redu u q1 · T .
Kako C(T ) quva kolone, a ne va�i (i), imamo sad da se elementi iz drugog reda

u T ′, nalaze u razliqitim kolonama od q1 · T . Poxto su T i q1 · T istog oblika,

imamo λ′1 +λ′2 ≤ λ1 +λ2 Tako�e, sad imamo q2 ∈ C(T ) takvo da se elementi iz prva

dva reda u T ′ nalaze i u prva dva reda u q2 · q1 · T . Nastav	aju�i ovaj postupak,

dobijamo elemente q1, q2, . . . , qk ∈ C(T ) takve da se elementi iz prvih k redova u

T ′ nalaze i u prvih k redova u qk · · · · · q2 · q1 ·T . Odavde, kao malopre, zak	uqujemo
da λ′1 + · · ·+ λ′k ≤ λ1 + · · ·+ λk, pa λ

′ E λ.

Kako λ ne dominira strogo λ′, va�i λ = λ′. Ako je k broj redova u λ, uzmemo

element q = q1 · · · · · qk ∈ C(T ) i onda �e q · T i T ′ imati iste unose po redovima.

Tada postoji permuutacija p′ koja quva redove u T ′ takva da p′ · T ′ = q · T , xto je
i trebalo da doka�emo. �

Neka je S neko popu�ava�e dijagrama µ. Zapiximo sve unose iz S, od dna do

vrha, poqevxi od leve kolone i pomeraju�i se nadesno. Ovu req zovemo req-kolona
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i obele�avamo sa ωcol(S). Uvedimo linearno ure�e�e > na svim popu�ava�ama

n = |λ| = |λ′| �elija razliqitim brojevima od 1 do n. Ako je λ strogo ma�e od λ′

u leksikografskom poretku, tada T ′ > T . Ako va�i λ = λ′, onda je T ′ > T ako se

najve�i broj, koji se pojav	uje u razliqitim �elijama u T i T ′, ranije pojav	uje

u T ′ kada posmatramo req-kolone od T ′ i T .

Za standardne tabloe, ovo ure�e�e ima slede�u osobinu. Ako je T standardni

tablo, onda

p · T ≥ T, T ≥ q · T,

za sve p ∈ R(T ) i q ∈ C(T ). To se vidi zato xto se najve�i unos u T sa p pomeri

ulevo, a sa q nagore.

Posledica 4.2 Neka su T i T ′ standardni tabloi takvi da T ′ > T . Tada pos-

toje dva razliqita broja takva da se nalaze u istom redu u T ′ i istoj koloni u

T ′.

Dokaz: Kako je T ′ > T , dijagram popu�ava�a T ne mo�e strogo da dominira

dijagram od T ′. Pretpostavimo suprotno, da ne postoji tra�eni par brojeva. Na

osnovu leme imamo p′ ∈ R(T ′) i q ∈ C(T ) takve da p · T ′ = q · T . Poxto su T i

T ′ tabloi, iz prethodno navedene osobine imamo T ≥ q · T = p′ · T ′ ≥ T ′, xto je u

kontradikciji sa T ′ > T . �

4.2 Xpehtov modul

Uvedimo relaciju ekvivalencije na popu�ava�ima dijagrama λ tako xto su T

i T ′ u relaciji ako i samo ako imaju iste unose unutar redova. Klase nazivamo

tabloidima i tabloid koji odgovara T obele�avamo sa {T}. Primetimo da {T} =

{T ′} kad postoji p ∈ R(T ) takvo da p · T = T ′. Sada imamo i dejstvo Sn na

tabloidima dato sa σ · {T} = {σ · T}, σ ∈ Sn.
Oznaqimo sa A grupni prsten C[Sn]. Reprezentacija grupe Sn je levi A-modul.

Za dato popu�ava�e T dijagrama sa n �elija, pri qemu se svaki broj od 1 do n

pojav	uje jednom, definixemo

aT =
∑

p∈R(T )

p, bT =
∑

q∈C(T )

sgn(q)q.

Uvedimo i oznaku cT za proizvod bT · aT . Navedene elemente zovemo Jangovi

simetrizeri. Poka�imo neke osobine aT i bT . Neka je g ∈ C(T ) proizvo	no.
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Tada

g · bT = g ·
∑

q∈C(T )

sgn(q)q

=
∑

q∈C(T )

sgn(q)g · q

=
∑

q∈C(T )

sgn(g)sgn(g)sgn(q)g · q

= sgn(g)
∑

g·q∈C(T )

sgn(g · q)g · q

= sgn(g)bT

Dobili smo da va�i g · bT = sgn(g)bT , za svako g ∈ C(T ). Isto, bT · g = sgn(g)bT .

Sliqno se pokazuje aT · f = f ·aT = aT za sve f ∈ R(T ). Kao posledicu prethodnih

jednakosti, imamo aT · aT = |R(T )|aT i bT · bT = |C(T )|bT .
Definixemo kompleksni vektorski prostor Mλ qiju bazu qine svi tabloidi

{T} dijagrama λ, gde λ ` n. Kako Sn dejstvuje na tabloidima, dejstvuje i na Mλ,

pa jeMλ jedan levi A-modul. Za popu�ava�e T dijagrama λ, definixemo element

vT = bT · {T} =
∑

q∈C(T )

sgn(q){q · T}.

Neka je σ ∈ Sn proizvo	na permutacija. Koriste�i C(σ · T ) = σ · C(T ) · σ−1,

dobijamo

σ · vT = σ ·
∑

q∈C(T )

sgn(q){q · T}

=
∑

q∈C(T )

sgn(q){σ · q · T}

=
∑

q∈C(T )

sgn(σ · q · σ−1){σ · q · σ−1 · σ · T}

=
∑

q̃∈C(σ·T )

sgn(q̃){q̃ · σ · T}

= vσ·T

Dakle, vσ·T = σ · vT , za sve T i svako σ ∈ Sn.

Lema 4.3 Neka su T i T ′, redom, popu�ava�a dijagrama λ i λ′, i pretpostavimo

da λ ne dominira strogo λ′. Ako postoji par razliqitih brojeva koji se pojav	uju

u istom redu od T ′ i istoj koloni od T , onda bT ·{T ′} = 0. U suprotnom, bT ·{T ′} =

vT ili bT · {T ′} = −vT .

26



Dokaz: Ako postoji takav par brojeva, onda imamo transpoziciju τ koja im me�a

mesta. Ona pripada R(T ′) i C(T ). Tada bT · τ = −bT . Odatle

bT · T ′ = bT · {τ · T ′} = −bT · {T ′},

pa va�i bT · {T ′} = 0.

Ako ne postoji takav par, onda iz leme 4.1 postoje q ∈ C(T ) i p′ ∈ R(T ′) takvi

da p′ · T ′ = q · T . Da	e imamo

bT · {T ′} = bT · {p′ · T ′}
= bT · {q · T}
= sgn(q)bT · {T}
= sgn(q)vT ,

odakle zak	uqujemo da je bT · {T ′} = vT ili bT · {T ′} = −vT . �
Xpehtov modul Sλ je potporstor prostora Mλ razapet vektorima vT , za sva

popu�ava�a T dijagrama λ razliqitim elementima od 1 do |λ|. Kako za svako

σ ∈ Sn i popu�ava�e T va�i, σ · vT = vσ·T , imamo da je S
λ A-podmodul od Mλ i

va�i A · vT = Sλ.

Iz definicije vidimo da nijedno vT nije nula, pa je iXephtov modul razliqit

od nule. Tako�e, Sλ ∼= Sλ
′
ako i samo ako λ = λ′. To zak	uqujemo primenom leme

4.3 i osobina bT jer va�i

bT ·Mλ = bT · Sλ = CvT 6= 0

i

bT ·Mλ′ = bT · Sλ
′
= 0,

kad je λ < λ′. Analogno za λ′ < λ. Posledica ovih jednakosti je i ireducibilnost

reprezentacije Sλ.

Iz posledice 1.6 imamo da ireducibilnih reprezentacija konaqne grupe ne

mo�e biti vixe nego klasa konjugacije. Kako Sn ima onoliko klasa konjugacije,
koliko ima particija od n, iz prethodnog dobijamo:

Stav 4.4 Za svaku particiju λ od n, Sλ je ireducibilna reprezentacija od Sn.
Svaka ireducibilna reprezentacija od Sn je izomorfna taqno jednom Sλ.

Pomo�u naredne leme �emo pokazati koji Xpehotvi moduli qine Mλ.

Lema 4.5 Neka je h : Mλ −→ Mλ′ homomorfizam reprezentacija od Sn. Ako Sλ

nije sadr�ano u jezgru od h, onda λ′ E λ.
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Dokaz: Neka je T popu�ava�e dijagrama λ takvo da vT ne pripada jezgru od h.

Poxto je h preslikava�e reprezentacija, va�i

bT · h({T}) = h(bT · {T}) = h(vT ) 6= 0,

odakle zak	uqujemo da postoji popu�ava�e T ′ dijagrama λ′ takvo da bT · {T ′} 6= 0.

Pretpostavimo da λ ne dominira strogo λ′, kao i da nisu jednake particije. Tada

se radi o sluqaju (i) leme 4.1, pa iz leme 4.3, imamo da je bT · {T ′} = 0, qime

dobijamo kontradikciju. Dakle, mora λ′ E λ. �

Posledica 4.6 Za ν B λ, postoje nenegativni celi brojevi kνλ takvi da va�i

Mλ ∼= Sλ ⊕
⊕
νBλ

(Sν)⊕kνλ

Dokaz: Obele�imo sa kνλ broj koliko puta se Xpehtov modul Sν pojav	uje u

rastav	a�u reprezentacije Mλ. Za svako ν, imamo projekciju Mν −→ Sν . Ako

se Sν pojav	uje u Mλ, onda Xpehtov modul Sν nije sadr�an u jezgru kompozicije

utapa�a Sν −→ Mλ i projekcije Mν −→ Sν . Odavde, na osnovu prethodne leme,

dobijamo da je λ E ν. Kada je ν = λ, primenom jednakosti bT ·Mλ = bT · Sλ = CvT
za proizvo	no T , dobijamo kλλ = 1, pa dobijamo tra�eni izraz. �

Stav 4.7 Elementi vT , gde su T standardni tabloi, qine bazu za Sλ.

Dokaz: Vektor vT je linearna kombinacija {T}, sa koeficijentom 1, i i tabloida

{q ·T}, za q ∈ C(T ), sa koeficijentima 1 ili −1. Neka je
∑
xSvS = 0, gde nisi svi

koeficijenti jednaki 0. Za tabloe smo primetili da va�i T > q ·T , za q ∈ C(T )\
{id}, u prethodno definisanom ure�e�u>. Dodatno, kako je ono linearno, u izrazu∑
xSvS = 0 postoji maksimalno T , za koje se {T} pojav	uje sa koeficijentom

razliqitim od nule. To je u kontradikciji sa linearnom nezavisnox�u tabloida

uMλ, pa moraju svi koeficijenti xS biti nula. Odavde dobijamo i da je dimenzija

vektorskog prostora Sλ bar fλ, broj standardnih tabloa dijagrama λ.

Na osnovu stava 2.4 va�i jednakost∑
λ`n

(fλ)2 = n!,

xto nam daje

n! =
∑
λ`n

(dim(Sλ))2 ≥
∑
λ`n

(fλ)2 = n!,

gde je prva jednakost iz posledice 1.6. Odavde dobijamo da je dim(Sλ) = fλ, za sve

λ, odakle sledi da vT razapi�u Sλ, gde T prolazi standardnim tabloima na λ. �

28



Vratimo se na reprezentaciju ρ : Sn −→ GL(Mλ). Kako tabloidi {T} qine bazu
za Mλ, trag elementa ρ(g) je broj fiksiranih tabloida dejstvom g · {T} = {g · T}.
Neka g pripada klasi konjugacije C(µ), µ ` n. Permutacija g �e fiksirati

tabloid {T} ako svi elementi istog cikla, u ciklusnoj dekompoziciji, pripadaju
istom redu. Obele�imo sa mq broj q-ciklova u ciklusnoj dekompoziciji g, a sa

r(p, q) broj ciklova du�ine q koje smo smestili u p-ti red tabloida {T}, tj. qiji
se svaki element nalazi u tom redu. Tada je broj tabloida fiksiranih sa g jednak

∑ n∏
q=1

mq!

r(1, q)! . . . r(n, q)!
(1)

gde je suma po svim (r(p, q))1≤p,q≤n takvim da

n∑
j=1

jr(p, j) = λp,
n∑
i=1

r(i, q) = mq,

za sve p i q od 1 do n. Sa druge strane za svako q

(xq1 + · · ·+ xqn)mq =
∑ mq!

r(1, q)! . . . r(n, q)!
x
qr(1,q)
1 . . . xqr(n,q)n ,

gde je suma po svim (r(p, q))1≤p,q≤n takvim da
∑n

i=1 r(i, q) = mq, za sve q od 1 do n.

Iskoristimo xto monomijalne funkcije qine bazu za Λ i zapiximo

pµ =
∑
λ

ξλµmλ. (2)

Odavde se zak	uquje da je broj iz jednakosti (1) koeficijent ξλµ uz xλ11 . . . xλnn u

polinomu pµ(x1, . . . , xn) =
∏n

q=1(xq1 + · · ·+ xqn)mq .

Lema 4.8 Vrednost karaktera Mλ na klasi konjugacije C(µ) je koeficijent ξλµ
od xλ u pµ.

4.3 Reprezentacija Sn
Za popu�ava�e T dijagrama λ, imamo Jangovu podgrupu R(T ) ≤ Sn. Vektori

σ · {T}, gde σ prolazi kroz sve predstavnike klasa u Sn/R(T ), qine bazu za Mλ.

To povlaqi da je Mλ izomorfna reprezentaciji koju indukuje trivijalna I:

Mλ = IndSn
R(T )(I) = C[Sn]⊗C[R(T )] C (3)

Posmatrajmo reprezentacije od Sn i relaciju ekvivalencije na �ima, takvu da
su dve reprezentacije ekvivalentne ako i samo ako su izomorfne. Definiximo
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Rn kao slobodnu komutativnu grupu nad klasama ireducibilnih reprezentacija.

Ako za reprezentaciju V od Sn va�i V ∼=
⊕

(Sλ)⊕mλ , ona odre�uje klasu [V ] u Rn sa

[V ] =
∑
mλ[S

λ]. Ekvivalentno, Rn mo�emo da vidimo kao slobodnu Abelovu grupu

nad klasama ekvivalencije [V ] svih reprezentacija Sn modulo podgrupa generisana
sa [V ⊕W ]− [V ]− [W ]. Neka je

R =
∞⊕
n=0

Rn,

gde je R0 = Z. Definixemo proizvod ◦ : Rn ×Rm −→ Rn+m formulom

[V ] ◦ [W ] = Ind
Sn+m
Sn×SmV ⊗W.

Reprezentacija V ⊗W od Sn × Sm je data sa

(σ, τ) · (v ⊗ w) = σ · v ⊗ τ · w,

i Sn × Sm se posmatra kao podgrupa od Sn+m na standardan naqin, Sn dejstvuje na
prvih n, a Sm na posled�ih m brojeva. Indukovana reprezentacija se definixe

formulom

Ind
Sn+m
Sn×SmV ⊗W = C[Sn+m]⊗C[Sn×Sm] (V ⊗W ). (4)

Ovaj proizvod je dobro definisan, i R je komutativni, asocijativni gradirani

prsten sa jedinicom.

Definiximo skalarni proizvod 〈·, ·〉 na Rn tako da baza koju qine [Sλ], λ ` n,
bude ortonormirana. Ako su V =

⊕
(Sλ)⊕mλ i W =

⊕
(Sλ)⊕nλ dve reprezentacije

od Sn, sledi da
〈[V ], [W ]〉 =

∑
mλnλ.

Primenom posledice 1.6 na prethodnu jednakost, dobijamo

〈[V ], [W ]〉 =
1

n!

∑
σ∈Sn

χV (σ−1)χW (σ), (5)

gde su χV i χW , redom, karakteri reprezentacija V i W . Ranije smo pokazali da

je |C(µ)| = n!

zµ
, pa nam ovo daje formulu

〈[V ], [W ]〉 =
1

n!

∑
µ

1

zµ
χV (C(µ))χW (C(µ)). (6)

Kako imamo dva gradirana prstena, reprezentacija i simetriqnih funkcija,

definiximo aditivni homomorfizam ϕ : Λ −→ R na baznim elementima nivoa sa

ϕ(hλ) = [Mλ], za sve particije λ.
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Teorema 4.9 Homomorfizam ϕ : Λ −→ R je homomorfizam gradiranih prstena i

to izometriqki izomorfizam. Tako�e, za Xurove funkcije sλ va�i ϕ(sλ) = [Sλ].

Dokaz: U sluqaju λ = (n), imamo da je R(T ) = Sn. Iz jednakosti (3), dobijamo

Mλ = M (n) = IndSn
Sn(I) = In,

pa zak	uqujemo da se hn sa ϕ slika u klasu trivijalne reprezentacije. Poxto

Λ = Z[h1, h2, . . . ], da bismo pokazali da je ϕ homomorfizam, dovo	no je pokazati

da

[M (λ1)] ◦ · · · ◦ [M (λk)] = [Mλ],

za λ = (λ1, . . . , λk). Neka je T popu�ava�e λ, redom od 1 do n, po redovima od vrha

ka dnu, sleva nadesno unutar redova. Tada je R(T ) = Sλ1×· · ·×Sλk . Sada tra�ena
jednakost sledi iz jednakosti (3), primene�ene na izabrano λ i T . Posledica 4.6

nam daje da [Mλ] qine bazu za R, pa dobijamo da je ϕ izomorfizam.

Da bismo dokazali ostatak teoreme, koristi�emo stepene redove. �elimo da

definixemo homomorfizam ψ : R −→ ΛQ takav da je kompozicija ψ ◦ ϕ utapa�e

Λ u ΛQ. Ako primenimo dualnost baza monomijalnih i kompletnih funckija na

jednakost (2), dobijamo

hλ =
∑
µ

1

zµ
ξλµpµ,

Pomo�u ovoga mo�emo da odredimo gde ψ slika [Mλ]. Iz leme 4.8 imamo da je

vrednost karaktera Mλ na klasi konjugacije C(µ) bax koeficijent ξλµ. Time

definixemo ψ sa

ψ([V ]) =
∑
µ

1

zµ
χV (C(µ))pµ.

Preslikava�e ψ je aditivan homomorfizam iz gor�e definicije, a na osnovu

prethodnog imamo da je ψ ◦ϕ utapa�e Λ u ΛQ. Kako je ϕ izomorfizam Λ i R, sledi

da je ψ inverzan izomorfizam R i Λ.

Da bismo dokazali da je ϕ izometrija, dovo	no je pokazati da to va�i za ψ.

Iz definicije ψ, imamo

〈ψ([V ]), ψ([W ])〉 =
∑
λ,µ

1

zµzλ
χV (C(λ))χW (C(µ))〈pλ, pµ〉.

Iz 〈pλ, pµ〉 = δλµzλ, i jednakosti (6), dobijamo

〈ψ([V ]), ψ([W ])〉 =
1

n!

∑
σ∈Sn

χV (σ)χW (σ) = 〈[V ], [W ]〉,
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za proizvo	ne reprezentacije V i W , pa zak	uqujemo da je ψ izometrija, a samim

tim i ϕ.

Iz posledica 3.10 i 4.6 imamo

hλ = sλ +
∑
νBλ

Kνλsν i [Mλ] = [Sλ] +
∑
νBλ

kνλ[S
ν ].

Kako je φ(hλ) = [Mλ], sledi

ϕ(sλ) = [Sλ] +
∑
ν

dνλ[S
ν ],

za neke dνλ ∈ Z. Me�utim, ϕ je izometrija. Stoga va�i

1 = 〈sλ, sλ = 〈ϕ(sλ), ϕ(sλ)〉 = 1 +
∑
ν

d2
νλ,

xto znaqi da su koeficijenti dνλ jednaki 0, pa dobijamo tra�enu jednakost ϕ(sλ) =

[Sλ]. �

Ova teorema nam daje jednoznaqnu korespondenciju izme�u Xurovih funkcija

i ireducibilnih reprezentacija simetriqne grupe. Dakle, sve xto znamo o si-

metriqnim funkcijama, mo�emo da prenesemo na reprezentaciju Sn.

Posledica 4.10 Va�i Jangovo pravilo:

Mλ ∼= Sλ ⊕
⊕
νBλ

(Sν)⊕Kνλ ,

gde su Kνλ Kostkini brojevi.

Posledica 4.11 Va�i Litlvud{Riqardsonovo pravilo:

Sλ ◦ Sµ ∼=
⊕
ν

(Sν)⊕c
ν
λµ ,

gde su cνλµ Litlvud{Riqardsonovi brojevi.

4.4 Dualna konstrukcija

Sada �emo se baviti dualnom konstrukcijom, koja �e nam kasnije poslu�iti

kada se budemo bavili reprezentacijom opxte linearne grupe GLmC. Posma-

tra�emo tabloide kolona umesto tabloide redova kao malopre, uz mali dodatak.

Uvex�emo orijentaciju na tabloidima. Dva tabloida su u istoj klasi ekviva-

lencije ako imaju iste unose po kolonama. Oni su iste orijentacije ako je per-

mutacija, koja slika jedno popu�ava�e dijagrama u drugo, parna, odnosno razli-

qite ako je neparna. Ako imamo popu�ava�e T , onda �emo pisati [T ] za tabloide
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qija je orijentacija odre�ena sa T . Pisa�emo −[T ] ako su tabloidi dobijeni od

neparnih permutacija T .

Za particiju λ od n, sa M̃λ, oznaqavamo vektorski prostor nad C, qiju bazu

qine tabloidi, ne uzimaju�i u obzir �ihov znak. Simetriqna grupa Sn dejstvuje
na M̃λ prema pravilu σ · [T ] = [σ ·T ]. Tada je M̃λ reprezentacija simetriqne grupe.

Definiximo C[Sn]-podmodul S̃λ od M̃λ razapet elementima

ṽT = aT · [T ] =
∑

p∈R(T )

[pT ].

Analogno sluqaju tabloida redova imamo da va�i ṽσ·T = σ · ṽT , kao i

Stav 4.12 Va�i

M̃λ = Sλ ⊕
⊕
ν̃Bλ̃

(Sν)⊕Kνλ ,

gde su Kν̃λ̃ Kostkini brojevi.

Definiximo surjekcije

α : M̃λ −→ Sλ, [T ] 7→ vT ;

β : Mλ −→ S̃λ, {T} 7→ ṽT .

Ovo su dobro definisani homomorfizmi C[Sn]-modula. Poka�imo za α, sliqno je

za β. Dovo	no je pokazati da je α(σ · [T ]) = σ · vT . Me�utim, to sledi iz toga xto

je vσ·T = σ · vT , pri qemu �e se to slagati sa promenom orijentacije za σ ∈ C(T ).

U tom sluqaju, va�i σ · vT = sgn(σ) · vT , jer g · bT = sgn(g)bT , za sve g ∈ C(T ).

Lema 4.13 Neka su iR : Sλ ↪→Mλ i iC : S̃λ ↪→ M̃λ utapa�a. Tada su

gλ := β ◦ iR : Sλ −→ S̃λ i g̃λ := α ◦ iC : S̃λ −→ Sλ

izomorfizmi.

Dokaz: Neka je T proizvo	no popu�ava�e dijagrama λ razliqitim brojevima od

1 do n. Definiximo nλ kao kardinalnost skupa

{(p1, q1, p2, q2) ∈ S×4
n | p1, p2 ∈ R(T ), q1, q2 ∈ C(T ), p1q1p2q2 = id, sgn(q1) = sgn(q2)}.

Broj nλ ne zavisi od izbora T . Ako bismo umesto T , izabrali σ ·T , za neko σ ∈ Sn,
umesto grupa R(T ) i C(T ) bismo samo imali σ·R(T )·σ−1 i σ·C(T )·σ−1. Pokaza�emo

da su kompozicije

g̃λ ◦ gλ : Sλ −→ Sλ i gλ ◦ g̃λ : S̃λ −→ S̃λ

33



zapravo mno�e�e sa nλ.

Homomorfizam β slika vT = bT · {T} u bT · ṽT = (bT · aT ) · [T ] xto α slika u

(bT · aT ) · vT . Iz definicije vT imamo jednakost

(bT · aT ) · vT =
∑

q1,q2∈C(T )
p1∈R(T )

sgn(q1q2){q1 · p1 · q2 · T}.

Fiksirajmo q ∈ C(T ) i posmatrajmo jednaqinu {q1 · p1 · q2 ·T} = {q ·T}, sa uslovom
sgn(q1q2) = sgn(q). Poxto je {q · T} = {σ · T} onda kada postoji permutacija

p ∈ R(T ) takva da q = σp, dobijamo da prethodna jednaqina, sa zadatim uslovom,

ima bax nλ rexe�a, tj. da va�i (bT · aT ) · vT = nλvT . Ovime smo pokazali da je

g̃λ ◦ gλ izomorfizam, a na sliqan naqin se pokazuje da je to i kompozicija gλ ◦ g̃λ.
Odavde dobijamo da su gλ i g̃λ izomorfizmi, xto smo i hteli da doka�emo. �

Prethodna lema nam daje da su Sλ i S̃λ izomorfne reprezentacije. Dobili smo

dualnu konstrukciju ireducibilnih reprezentacija simetriqne grupe. Me�utim,

�elimo da vidimo S̃λ na jox jedan naqin.

Neka je µ = λ̃ i l = λ1. Za 1 ≤ j ≤ l − 1 i 1 ≤ k ≤ µj+1 i popu�ava�e T

dijagrama λ razliqitim brojevima od 1 do n, definixemo

πj,k(T ) =
∑

[S] ∈ M̃λ,

gde je suma po svim popu�ava�ima S dobijenih od T razmenom izme�u j-te i (j+1)-

ve kolone, sa fiksiranim k-toqlanim skupovima u izabranim kolonama. Pomo�u

toga definixemo Qλ kao potprostor od M̃λ, razapet elemntima oblika

[T ]− πj,k(T ),

gde T prolazi popu�ava�ima dijagrama λ razliqitim brojeima iz [n], 1 ≤ j ≤ l−1

i 1 ≤ k ≤ µj+1. Potprostor Q̃λ je C[Sn]-modul jer se definicija πj,k sla�e sa

dejstvom simetriqne grupe na tabloide, tj. πj,k(σ · T ) = σ · πj,k(T ), σ ∈ Sn.

Lema 4.14 Klase [T ], gde T prolazi standardnim tabloima na λ, razapi�u koliq-

niqki prostor M̃λ/Qλ.

Dokaz: Uvedimo ure�e�e na popu�ava�ima T od λ. Pixemo T ′ � T ako u na-

jdesnijoj koloni po kojoj se razlikuju, u najni�oj �eliji koja ima razliqit unos,

T ′ ima ve�i broj od T . Stadnardni tabloi su maksimalni u ovom ure�e�u, tako

da je dovo	no pokazati, ako T nije standardni tablo, da ga mo�emo predstaviti

preko linearne kombinacije klasa [S], S � T , koriste�i relacije u Qλ. Ako T nije

rastu�e po kolonama, tada ga mo�emo zameniti sa T ′, popu�ava�em kojem su ure-

�ene kolone. Tada je [T ′] = ±[T ] i T ′ � T , pa nam to dozvo	ava da pretpostavimo
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da T jeste rastu�e po kolonama. Ako T sa rastu�im kolonama nije tablo, onda

mo�emo da pretpostavimo da k-ta �elija u j-oj koloni od T ima ve�i unos od k-te

u j + 1 koloni. Tada, za svako od popu�ava�a S u πj,k, va�i S � T , xto nam

zavrxava dokaz jer je ovaj proces konaqan. �.

Slede�i stav �e nam omogu�iti da vidimo S̃λ na drugi naqin.

Stav 4.15 Prostor Qλ je jezgro preslikava�a α : M̃λ −→ Sλ, [T ] 7→ vT .

Dokaz: Dovo	no je dokazati da je Qλ sadr�ano u jezgru. Tada α mo�emo fak-

torisati kroz M̃λ, tj. dobijamo surjekciju M̃λ −→ Sλ. Odatle zak	uqujemo da

je M̃λ dimenzije bar fλ = dim(Sλ). Me�utim, iz prethodne leme zak	uqujemo da

dimenzija ne mo�e biti ve�a od fλ, pa dobijamo da ovo preslikava�e mora biti

izomorfizam, xto znaqi da je Qλ = ker(α).

Fiksirajmo j, 1 ≤ j < λ1 i neka je Y neprazan podskup �elija (j + 1)-ve

kolone popu�ava�a T dijagrama λ razliqitim brojevima od 1 do n. Definixemo

γY (T ) ∈ M̃λ formulom

γY (T ) =
∑

ε(S,T )[S],

gde je suma po svim popu�ava�ima S dobijenih od T razmenom izme�u j-te i (j+1)-

ve kolone, sa podskupom od Y u desnoj i skupom �elija iste kardinalnosti u levoj

koloni. Sa ε(S,T ) smo oznaqili znak permutacije takve da je S = σ · T . Tvrdimo
da γY (T ) ∈ ker(α) za sve T i Y .

Neka je X skup unosa j-te kolone. Definiximo podgrupeK ≤ H ≤ Sn, gde se H
sastoji od permutacija qije restrikcije na [n]\(X∪Y ) su identitete, aK podgrupa

od H koja slika X i Y u sebe same. Poxto je K ≤ C(T ), va�i k · [T ] = sgn(k)[T ],

za sve k ∈ K. To nam daje jedankost∑
k∈K

sgn(k)k · [T ] = |X|!|Y |![T ]

Element γY (T ) mo�emo videti kao
∑

sgn(σ)[σ · T ], gde je suma po predstavnicima

klasa H/K. Odatle imamo jednakost

|X|!|Y |!γY (T ) =
∑
h∈H

sgn(h)h · [T ].

Dakle, treba pokazati∑
h∈H

sgn(h)h · vT =
∑

q∈C(T )

sgn(q)

(∑
h∈H

sgn(h)h · {q · T}

)
= 0.

Za svako q ∈ C(T ), q ·T mora imati bar dva elementa iz X ∪Y u istom redu. Neka

je τ transpozicija takva dva elementa. Tada∑
h∈H

sgn(h)h · {q · T} =
∑
g

sgn(g)g · (id− τ) · {q · T},
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gde je druga suma po predstavnicima g klasa u H/〈τ〉. To je jednako 0 jer τ ·{q ·T} =

{q · T}. Odavde zak	uqujemo da γY (T ) ∈ ker(α).

Sada tvrdimo da va�i jednakost

πj,k(T )− [T ] =
∑
Y

(−1)|Y |γY (T ),

gde je suma po svim podskupovima Y od skupa prvih k �elija u (j + 1)-voj koloni

popu�ava�a T . Obele�imo sa W skup prvih k �elija (j + 1)-ve kolone. U jed-

nakosti ∑
Y

(−1)|Y |γY (T ) =
∑
Y

(−1)|Y |
(∑

ε(S,T )[S]
)
,

druga suma je po popu�ava�ima S dobijenih od T razmenom, gde su izabrani pod-

skup Z od W i skup u j-oj koloni. Ako je Z = W , onda se svako S pojav	uje taqno

jednom i ε(S,T ) = (−1)k, pa u tom sluqaju dobijamo πj,k(T ). Kada je Z = ∅, imamo
da se S = T pojav	uje jednom za svako neprazno Y , pa dobijamo uz [T ] koeficijent

k∑
l=1

(−1)l
(
k

l

)
= −1.

Kada je 0 < |Z| < k, S se pojav	uje za svako Y koje sadr�i Z. Takvo Y je oblika

Z ∪ V , za svaki podskup V od W \ Z i koeficijent je (−1)|Y |(−1)m = (−1)|V |.

Odavde je koeficijent uz S

∑
V

(−1)|V | =
k∑
l=0

(−1)l
(
k

l

)
= 0.

Time smo pokazali tra�enu jednakost, pa zak	uqujemo da se πj,k(T ) − [T ] mogu

zapisati kao linearna kombinacija elemenata γY (T ). Odavde sledi πj,k(T )− [T ] ∈
ker(α), tj. da je Qλ ⊆ ker(α). �

Iz prethodne leme zak	uqujemo da je M̃λ/Qλ ∼= Sλ i dobijamo:

Posledica 4.16 Vektorski prostor Sλ je zadat generatorima vT , gde T prolazi

svim popu�ava�ima dijagrama λ razliqitim brojevima od 1 do n i relacijama

oblika vT −
∑
vS, gde je suma po svim S dobijenim iz T razmenom izme�u susednih

kolona sa izabranih k �elija.

Ovakve relacije �e se pojaviti i u sluqaju GLmC i prethodnu posledicu �emo

iskoristi pri analizira�u reprezentacije opxte linearne grupe.
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5 Reprezentacija GLmC

5.1 Xurov modul

Neka je R komutativni prsten, a E R-modul. Za datu particiju λ, sa E×λ

obele�avamo Dekartov proizvod n = |λ| kopija E, pri qemu su pozicije elemenata
u n-torci odre�ene �elijama Jangovog dijagrama λ. Drugim reqima, v ∈ E×λ se

zadaje odabirom elementa iz E za svaku �eliju u λ.

Za dati R-modul F , posmatrajmo preslikava�a ϕ : E×λ −→ F koja imaju

slede�e osobine:

(1) ϕ je multilinearno.

(2) ϕ je alterniraju�e po elementima unutar kolone.

(3) Za svako v ∈ E×λ, ϕ(v) =
∑
ϕ(w), gde je suma po svim w ∈ E×λ dobijenih

iz v razmenom izme�u dve date kolone sa datim podskupom �elija u desnoj

koloni.

Iz osobina (1) i (2) zak	uqujemo da ϕ(v) = −ϕ(v′) ako je v′ dobijeno iz v zamenom

sadr�aja izme�u dve �elije iste kolone. Iz ove dve osobine imamo da je dovo	no

posmatrati razmene kada su desnoj koloni biraju �elije sa poqetka. Tako�e, prime-

timo da, ako je u desnoj izabranoj koloni, du�ine c, izabrano k �elija, imamo
(
c
k

)
mogu�ih razmena.

Multilinearna preslikva�a iz E×λ sa ovim osobinama, zajedno sa R-modulima

u koje slikaju, mo�emo da posmatramo kao kategoriju. Za dva objekta (F1, ϕ1) i

(F2, ϕ2), morfizam izme�u �ih je homomorfizam R-modula f : F1 −→ F2 takav da

f ◦ ϕ1 = ϕ2. Sada mo�emo da definixemo Xurov modul kao univerzalni objekat

u ovoj kategoriji. To je R-modul Eλ, uz koji imamo preslikava�e Eλ −→ E×λ,

v 7→ vλ, takvo da za svaki R-modul F i svako ϕ : E×λ −→ F sa osobinama (1), (2) i

(3), postoji jedinstveni homomorfizam modula ϕ̃ : Eλ → F takav da ϕ(v) = ϕ̃(vλ)

za sve v ∈ E×λ.
Konstruiximo Eλ. Ako Jangov dijagram λ ima r kolona, oznaqimo �ihove

du�ine sa µi, gde 1 ≤ i ≤ r. Obele�imo R-modul
∧µ1 E

⊗
R · · ·

⊗
R

∧µr E sa

F λ(E) i definixemo preslikava�e δ : E×λ −→ F λ(E) na prirodan naqin: za

v ∈ E×λ, prvo uzmemo antisimetriqni proizvod elemenata u �elijama iste kolone,
zatim uzmemo tenzorski proizvod dobijenih elemenata. Umesto δ(v), pisa�emo ∧v.
Primetimo da δ zadovo	ava osobine (1) i (2). Neka je Qλ(E) podmodul od F λ(E)

generisan elementima oblika ∧v −
∑
∧w, gde je suma po svim w koji su dobi-

jeni od v razmenom izme�u dve izabrane kolone sa fiksiranim �elijama u desnoj.
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Ako je π : F λ(E) −→ F λ(E)/Qλ(E) projekcija, onda π ◦ δ zadovo	ava osobine

(1), (2) i (3). Oznaqimo F λ(E)/Qλ(E) sa Eλ i uvedimo oznaku vλ za π ◦ δ(v), gde

v ∈ E×λ. Tada je (Eλ, π ◦δ) univerzalni objekat u kategoriji; ako imamo preslika-
va�e ϕ : E×λ −→ F , onda mo�emo definisati ϕ̃ : Eλ −→ F na generatorima sa

ϕ̃(vλ) = ϕ(v), v ∈ E×λ. Time smo dobili modul Eλ sa tra�enim osobinama.

Iz konstrukcije dobijamo da je dode	iva�e Xurovog modula Eλ R-modulu E

funktorijalno, tj. homomorfizam modula f : E −→ F odre�uje homomorfizam

fλ : Eλ −→ F λ. On je zadat na generatorima vλ, v = (v1, . . . , v|λ|), jednakox�u

fλ(vλ) = (f(v1), . . . , f(v|λ|))
λ.

Neka su e1,. . . ,em neki elementi iz E. Ako imamo popu�ava�e T dijagrama λ

elementima iz [m], onda mo�emo da dobijemo element iz E×λ tako xto svako i u T

zamenimo sa ei. Sliku ovog elementa u E
λ �emo oznaqavati sa eT .

Lema 5.1 Ako je E slobodan sa bazom e1, . . . , em, onda je E
λ ∼= F/Q, gde je F slobo-

dan na elementima eT za sva popu�ava�a T dijagrama λ iz [m] i gde je Q podmodul

generisan elementima:

(i) eT ako T ima dva ista elementa u koloni;

(ii) eT +eT ′ gde je T
′ dobijeno iz T zamenom sadr�aja izme�u dve �elije u koloni;

(iii) eT −
∑
eS, gde je suma po svim S dobijenih iz T razmenom kao u (3).

Napomena: Ovde imamo zloupotrebu notacije. Prvo smo sa eT obele�ili elemente

u Eλ dobijane na opisani naqin, a sad su nam to generatori nekog slobodnog R-

modula, gde svakom popu�ava�u T , odgovara razliqiti element eT . Ova lema nam

pokazuje da tu nema neke k	uqne razlike u sluqaju slobodnih modula.

Dokaz: Imamo da je preslikava�e F −→ Eλ, dato sa eT 7→ eT , za popu�ava�e T ,

epimorfizam jer su eT generatori od Eλ zbog multilinearnosti. Tako�e, kako se

generatori od Q ovim preslikava�em slikaju u 0 (zbog osobina (2) i (3)), imamo

epimorfizam ψ : F/Q −→ Eλ. To je zapravo izomorfizam. Kad T pro�e svim pop-

u�ava�ima dijagrama λ, eT qine bazu za E⊗λ. Koriste�i veze (i) i (ii), dobijamo

modul F λ(E) =
∧µ1 E

⊗
R · · ·

⊗
R

∧µr E. Bazu tog modula qine eT , za T sa strogo

rastu�im sadr�ajem kolona. Na kraju, veze u (iii) generixu podmodul Qλ(E) zbog

multilinearnosti i qi�enice da je E slobodan. Dakle, ψ je izomorfizam jer

Eλ = F λ(E)/Qλ(E). �
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Lema 5.2 Za svake dve p× p matrice M i N , i 1 ≤ k ≤ p,

detM detN =
∑

detM ′ detN ′

gde je suma po svim parovima matrica (M ′, N ′) dobijenih od M i N zamenom

fiksiranog skupa k kolona N sa bilo kojih k kolona M , takvom da se quva poredak

kolona.

Dokaz: Mo�emo da pretpostavimo, zbog toga xto je determinanta multilinearno

alterniraju�e preslikava�e kolona, da fiksirani skup kolona matrice N qine

bax prvih k kolona. Ako matricu M qine kolone v1, . . . , vp ∈ Rp, a N qine

w1, . . . , wp ∈ Rp, uvedimo oznake

|v1 . . . vp| = detM, |w1 . . . wp| = detN.

Uvedimo preslikava�e g : (Rp)p+1 −→ R:

g(v1, . . . , vp, w1) =
∑

i1<···<ik

|v1 . . . w1 . . . wk . . . vp||vi1 . . . vikwk+1 . . . wp|,

gde su u sumi kolone w1, . . . , wk redom zame�ene kolonama vi1 , . . . , vik . Da bismo

pokazali da va�i jednakost iz leme, dovo	no je dokazati da je f alterniraju�a

funkcija kolona (multilinearna je zbog multilinearnosti determinante) jer tada

ona mora biti nula. Za to nam je dovo	no da poka�emo da je g(v1, . . . , vp, w1) = 0

kad su neke dve uzastopne kolone jednake, vi = vi+1, 1 ≤ i < p, ili vp = w + 1.

Ovo je taqno u prvom sluqaju jer zamena quva poredak kolona i determinanta je

alterniraju�a funkcija kolona. U drugom sluqaju, definixemo funkciju h :

(Rp)p+1 −→ R:

h(v1, . . . , vp, w2) =
∑

i1<···<ik

|v1 . . . w1 . . . wk . . . vp||vi1 . . . vikwk+1 . . . wp|.

Sada je dovo	no da poka�emo da je h(v1, . . . , vp, w2) = 0 kad su neke dve uzastopne

kolone jednake, vi = vi+1, 1 ≤ i < p, ili vp = w2. U oba sluqaja je to taqno iz

istih razloga kao i u prvobitnom sluqaju malopre. Odavde zak	uqujemo da je h

alterniraju�a, pa time i g, iz qega sledi tra�ena jednakost. �

Neka su Zi,j neodre�ene, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m, i oznaqimo sa R[Z] prsten poli-

noma sa navedenim promen	ivama i koeficijentima u R. Za proizvo	nu p-torku

i1, . . . , ip elemenata iz [m], gde je p ≤ m, uvodimo alterniraju�u funkciju

Di1,...,ip =

∣∣∣∣∣∣∣
Z1,i1 . . . Z1,ip
...

. . .
...

Zp,i1 . . . Zp,ip

∣∣∣∣∣∣∣
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Za Jangov dijagram λ sa najvixe n redova i za proizvo	no popu�ava�e T od λ sa

brojevima iz [m], uvodimo

DT =
l∏

j=1

DT (1,j),...,T (µj ,j),

gde je µj du�ina j-te kolone od λ, l = λ1 i T (i, j) je sadr�aj �elije u i-tom redu i

j-toj koloni.

Lema 5.3 Ako je E slobodan sa bazom e1, . . . , em, onda postoji kanonski homomor-

fizam Eλ −→ R[Z] dat sa eT 7→ DT za sve T .

Dokaz: Kako je E slobodan modul, mo�emo da koristimo lemu 5.1. Dovo	no je

da poka�emo da DT zadovo	ava osobine koje odgovaraju (i), (ii) i (iii). Zbog toga

xto je determinanta multilinearna alterniraju�a funkcija kolona, imamo da

DT zadovo	ava osobine koje odgovaraju (i) i (ii): DT = 0 kad T ima isti element

u dve razliqite �elije iste kolone, DT +DT ′ = 0 kad je T ′ dobijeno od T zamenom

sadr�aja izme�u dve �elije u koloni. Ostaje nam jox da poka�emo da DT =
∑
DS

gde je suma po svim S dobijenim iz T razmenom izme�u dve kolone sa fiksiranim

skupom �elija u desnoj koloni. Neka leva kolona ima elemente i1, . . . , ip u svojim

�elijama, a desna j1, . . . , jq. Oznaqimo

M =

Z1,i1 . . . Z1,ip
...

. . .
...

Zp,i1 . . . Zp,ip

 , N =

Z1,j1 . . . Z1,jq 0
...

. . .
...

Zp,j1 . . . Zp,jq Ip−q

 .

i primetimo da je

detN =

∣∣∣∣∣∣∣
Z1,j1 . . . Z1,jq 0
...

. . .
...

Zp,j1 . . . Zp,jq Ip−q

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
Z1,j1 . . . Z1,jq
...

. . .
...

Zq,j1 . . . Zq,jq

∣∣∣∣∣∣∣ .
Primenom leme 5.2 na ove dve matrice i izabrani podskup kolona druge matrice

(koji odgovara izabarnim �elijama u razmeni), dobijamo tra�enu jednakost. �

Xurov modul Eλ mo�e da se dobije kada u relaciji (3) dozvo	avamo samo

razmene izme�u susednih kolona. Dovo	no je pokazati da je podmodul Qλ(E) iz

konstrukcije generisan elementima ∧v−
∑
∧w, gde v ∈ F λ(E), a w ∈ F λ(E) su do-

bijeni iz v razmenom izme�u izabranih susednih kolona sa fiksiranim �elijama

u desnoj koloni. Jedan naqin da se doka�e je indukcijom po broju kolona izme�u

dve koje uqestvuju u razmeni.
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Teorema 5.4 Ako je E slobodan sa bazom e1, . . . , em, onda je Eλ slobodan na ele-

mentima eT , gde su T tabloi na λ sa unosima iz [m].

Dokaz: Uvedimo poredak na popu�ava�ima dijagrama: T � T ′ ako i samo ako u

najdesnijoj koloni koja je razliqita, u najni�oj �eliji po kojoj se razlikuju, ve�i

unos je u T ′. Poka�imo prvo da su eT generatori, gde su T tabloi. Neka su F i

Q iz leme 5.1. Pokaza�emo da je dovo	no da svako T koje nije tablo mo�emo da

predstavimo kao linearnu kombinaciju elemenata iz Q i elelemenata eS, za koje

va�i S � T . Tako�e, mo�emo da pretpostavimo da su unosi po kolonama T strogo

rastu�i; korsite�i veze (i) i (ii), mo�emo da zamenimo eT sa eT ′ , gde su unosi po

kolonama u T ′ strogo rastu�i. Primetimo da tada T ′ � T . Neka T nije tablo, tj.

neka za k-ti red va�i da je broj u j-toj �eliji strogo ve�i od broja u j+1-voj. Tada

eT −
∑
eS ∈ Q, gde su S svi dijagrami dobijeni razmenom prvih k kutija j+ 1-ve i

k kutija j-te kolone u T . Tako�e, za svako takvo S va�i S � T . Dakle, pokazali

smo da svako eT , gde T nije tablo, mo�emo da predstavimo kao tra�enu linearnu

kombinaciju. Ovaj proces se zavrxava, tj. svaki eT mo�emo da predstavimo kao

linearnu kombinaciju eT ′ , gde su T
′ tabloi, i elemenata iz Q. To sledi iz toga

xto ima konaqno mnogo popu�ava�a (istim brojevima) koja su ve�a od T u ovom

poretku, kao i zbog qi�enice, da ako nema ve�eg, onda je popu�ava�e tablo.

Doka�imo sad da su ovakvi eT linearno nezavisni. Na osnovu leme 5.3, do-

vo	no je dokazati da su odgovaraju�i DT linearno nezavisni. Uvedimo poredak

na Zi,j: Zi,j < Zi′,j′ ako i samo ako i < i′ ili i = i′ i j < j′. Monom po ovim

promen	ivama M1 je ma�i od M2, u oznaci M1 < M2, ako i samo ako najma�e Zi,j

koje se pojav	uje na razliqit stepen, je ma�eg stepena u M1 nego u M2. Kako va�i

da je M1N1 < M2N2 kad M1 < M2 i N1 ≤ N2, imamo da je najma�i monom u Di1,...,ip ,

i1 < · · · < ip, proizvod elemenata na dijagonali Z1,i1 . . . Zp,ip . Iz ovoga sledi da je

najma�i monom u DT , za T koje ima rastu�e kolone,
∏

(Zi,j)
mT (i,j), gde je mT (i, j)

broj pojava	iva�a j u i-tom redu, a proizvod je po svim i i j, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m.

Uvedimo sada poredak za tabloe: T < T ′ ako i samo ako u prvom redu po kom se

razlikuju, u prvoj �eliji po kojoj se razlikuju, broj je ve�i u T ′. Drugaqije reqeno,

T < T ′ ako i samo ako za najma�e i za koje postoji j takvo da mT (i, j) 6= mT ′(i, j), i

za najma�e takvo j, va�i mT (i, j) < mT ′(i, j). Iz ovoga i na osnovu prethodnog raz-

matra�a, sledi, ako T < T ′, onda je najma�i monom koji se pojav	uje u DT ma�i

od najma�eg monoma u DT ′ . Neka je
∑
rTDT = 0, gde rT ∈ R i nisu svi jednaki

nuli. Uzmimo minimalno S takvo da rS 6= 0. Tada je koeficijent uz
∏

(Zi,j)
mT (i,j)

u
∑
rTDT bax rS, xto nije mogu�e jer je

∑
rTDT = 0. Odavde sledi da su svi rT

jednaki nuli, tj. da su eT linearno nezavisni. Kako smo pokazali da oni qine i

generatorni skup, dokazali smo da zapravo qine bazu za Eλ. �
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Posledica 5.5 Preslikava�e Eλ −→ R[Z] je monomorfizam i i �egova slika

Dλ je slobodna na polinomima DT , gde su T tabloi na λ sa unosima iz [m].

Kako je Eλ funktorijalno, svaki endomorfizam od E odre�uje endomorfizam

od Eλ. Odavde imamo i dejstvo grupe GL(E) na Eλ. Ako je E slobodan modul sa

datom bazom, onda je EndR = MmR. Neka je g = (gi,j) ∈ MmR i T je popu�eno

brojevima j1, . . . , j|λ|. Tada, zbog multilinearnosti i jednakosti

g · ej =

|λ|∑
i=1

gi,jei,

va�i:

g · eT =
∑

gi1,j1 . . . gi|λ|,j|λ|eT ′ (*)

gde je suma po svim popu�ava�ima T ′ dobijenih od T zamenom vrednosti (j1, . . . , j|λ|)

sa (i1, . . . , i|λ|).

5.2 Reprezentacija GLmC

Neka je sada E m-dimenzioni vektorski prostor nad po	em C. Tada je i V = Eλ

vektorski prostor, a �egovu bazu qine tabloi sa unosima iz [m]. Iz jednakosti (*)

sledi da je reprezentacija ρ : GL(E) −→ GL(Eλ), data sa ρ(g)(eT ) = g · eT , poli-
nomijalna. Pokaza�emo da je ona i ireducibilna reprezentacija opxte linearne

grupe.

Izaberimo bazu za E, qime identifikujemo GL(E) sa GLm(C). Neka je H ≤
GL(E) podgrupa dijagonalnih matrica i obele�imo sa x elemente diag(x1, x2, . . . , xm).

Vektor v reprezentacije V se naziva te�inski te�ine α = (α1, α2, . . . , αm) gde su

αi, 1 ≤ i ≤ m, celobrojni koeficijenti ako va�i x · v = xα1
1 x

α2
2 . . . xαmm v za sve

x ∈ H. Obele�imo sa B ≤ GLm(E) podgrupu gor�ih trougaonih matrica. Te�in-

ski vektor v je vektor najve�e te�ine ako B · v = C×v.

Lema 5.6 Jedini vektor najve�e te�ine u Eλ, do na mno�e�e skalarom, je eU(λ)

gde je U(λ) tablo na λ u qijem i-tom redu je samo i.

Dokaz: Iz jednakosti (*), sledi da je svako eT ∈ V te�inski vektor, pri qemu je

αi broj koliko puta se i pojav	uje u T . Neka je tablo T = U(λ) i g ∈ B. Kako

g · eT =
∑
gi1,j1 . . . gi|λ|,j|λ|eT ′ i gi,j = 0, za i > j, jedini e′T uz koji je koeficijent

razliqit od nule je bax eT . Dakle, on jeste vektor najve�e te�ine.
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Pretpostavimo da T 6= U(λ). Neka je p-ti prvi red u kome se pojav	uje broj

ve�i od p i neka je najma�i element ve�i od p u tom redu q. Definiximo element

g ∈ B:

gi,j =

1, i = j ili (i, j) = (p, q)

0, inaqe

Tada je g · eT =
∑
gi1,j1 . . . gi|λ|,j|λ|eT ′ =

∑
eS, gde je druga suma po S koji su dobijeni

iz T , zamenom nekih q sa p. Uz eS, za S koje je dobijeno od T tako xto je u p-tom

redu svako q zame�eno sa p, koeficijent je 1, pa eT ne mo�e biti vektor najve�e

te�ine. Ovim smo pokazali da je jedini vektor najve�e te�ineeU(λ). �

Koristi�emo slede�u qi�enice: reprezentacija V od GLmC je ireducibilna

ako i samo ako ima jedinstveni vektor najve�e te�ine, do na mno�e�e skalarom;

dve reprezentacije su izomorfne ako i samo ako �ihovi vektori najve�e te�ine

imaju iste te�ine.

Teorema 5.7 Ako λ ima najvixe m redova, onda je reprezentacija Eλ od GLmC
ireducibilna sa vektorom najve�e te�ine λ = (λ1, λ2, . . . , λm). Ovo su sve ire-

ducibilne polinomijalne reprezentacije od GLmC. Dodatno, za sve α = (α1, α2,

. . . , αm), gde su α1 ≥ α2 ≥ · · · ≥ αm celi, postoji jedinstvena ireducibilna

reprezentacija od GLmC sa vektorom najve�e te�ine α. Ona je izomorfna

Eλ ⊗ D⊗k, gde je k ∈ Z i λi = αi − k ≥ 0 za sve i, gde je D⊗k jednodimenziona

reprezentacija data sa g 7→ det(g)k.

Dokaz: Iz prethodnog imamo da je Eλ ireducibilna reprezentacija. Ostaje nam

da poka�emo da su sve ireducibilne polinomijalne reprezentacije GLmC bax

Xurovi moduli.

Neka je W ireducibilna polinomijalna reprezentacija GLmC. Tada ona ima
jedinstveni vektor najve�e te�ine α = (α1, . . . , αm), gde su αi nenegativni jer je

W polinomijalna. Odabirom pogodne baze za W imamo da je α zapravo particija.

Me�utim, odavde sledi da je W ∼= Eα, xto smo i hteli da doka�emo.

Iredicubilne reprezentacije su jedinstveno odre�ene svojim vektorom najve�e

te�ine. Reprezentacija Eλ ⊗ D⊗k ima vektor najve�e te�ine α, gde αi = λi + k,

pa va�i posled�i deo tvr�e�a. �

Sada �emo pri�i reprezentaciji GLmC na drugaqiji naqin i utvrdi�emo vezu

Xpehtovih i Xurovih modula. I da	e je E m-dimenzioni kompleksni vektorski

prostor nad po	em C. Simetriqna grupa dejstvuje zdesna na E⊗n = E⊗C . . . E⊗CE

na standardan naqin:

(u1 ⊗ · · · ⊗ un) · σ = uσ(1) ⊗ · · · ⊗ uσ(n), u1, . . . , un ∈ E i σ∈Sn.
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Tako�e, imamo dejstvo sleva grupe GL(E) na E⊗n, koja proistiqe iz dejstva na E:

g · (u1 ⊗ · · · ⊗ un) = g · u1 ⊗ · · · ⊗ g · un, u1, . . . , un ∈ E i g ∈ GL(E).

Za reprezentacijuM simetriqne grupe Sn uvodimo vektorski prostor E(M) defin-

isan sa

E(M) = E⊗n ⊗C[Sn] M.

Za prethodna dejstva Sn i GL(E) na E⊗n va�i

(g · (u1 ⊗ · · · ⊗ un)) · σ = g · ((u1 ⊗ · · · ⊗ un) · σ),

pa imamo dejstvo sleva GL(E) na E(M):

g · (w ⊗ v) = (g · w)⊗ v, g ∈ GL(E), w ∈ E⊗n i v ∈M.

Dakle, E(M) je reprezentacija GL(E), i to polinomijalna.

Prethodna konstrukcija je funktorijalna: homomorfizam C[Sn]-modula ϕ :

M −→ N odre�uje homomorfizam C[GL(E)]-modula E(ϕ) : E(M) −→ E(N), pri

qemu jox imamo, ako je ϕ epimorfizam, da je to i E(ϕ).

Navedimo neke primere za konkretne reprezentacije M , koje �emo kasnije pri-

meniti. Ako je M = C[Sn], tada je

E(M) = E⊗n ⊗C[Sn] M = E⊗n ⊗C[Sn] C[Sn] ∼= E⊗n.

Razmotrimo sad sluqajMλ, λ = (λ1, . . . , λk) ` n. Neka je T proizvo	no popu�ava�e

dijagrama λ iz [n], bez ponav	a�a. Tada uoqimo preslikava�e ϕ : C[Sn] −→ Mλ,

dato sa x 7→ x · {T}. Ono je epimorfizam C[Sn]-modula i va�i da je jezgro levi

ideal generisan sa p− id, gde su p elementi Jangove podgrupe R(T ). Oqigledno je

〈p− id〉p∈R(T ) ⊆ ker(ϕ). Poka�imo i drugi smer. Neka
∑

σ∈Sn aσσ ∈ ker(ϕ). Za �ega

va�i ∑
σ∈Sn

aσσ · {T} = 0.

Zbog linearne nezavisnosti tabloida, dovo	no je da gledamo permutacije koje

xa	u T u istu klasu. Neka su σ1 i σ2 takve, tj. neka va�i σ1 · {T} = σ2 · {T}.
Tada je σ2 = pσ1, za neko p ∈ R(T ). Ako va�i aσ1 · {T} + bσ2 · {T} = 0, onda

mora biti a = −b jer je {σ1 · T} = {σ2 · T}. Dakle, aσ1 + bσ2 ∈ 〈p − id〉. Pomo�u
ovoga, indukcijom zak	uqujemo da

∑
σ∈Sn aσσ ∈ 〈p− id〉p∈R(T ). Dobili smo da va�i

i drugi smer, pa ker(ϕ) = 〈p− id〉p∈R(T ).

Primenimo sada funktor E na ovo preslikava�e. Imamo E(ϕ) : E⊗n −→
E(Mλ). Kako je ϕ surjekcija, to je i E(ϕ). Iz funktorijalnosti, imamo da je

jezgro ovog preslikava�e generisano sa

up(1) ⊗ · · · ⊗ up(n) − u1 ⊗ · · · ⊗ un,
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gde p prolazi R(T ) ∼= Sλ1 × · · · × Sλk . Odavde dobijamo da je

E(Mλ) ∼= Symλ1(E)⊗ · · · ⊗ Symλk(E).

Analogno tome, za reprezentaciju M̃λ simetriqne grupe Sn imamo E(M̃λ) ∼=
∧µ1(E)⊗

· · · ⊗
∧µl(E), gde je λ̃ = (µ1, . . . , µl).

Stav 5.8 Postoji kanonski izomorfizam Eλ ∼= E(Sλ).

Dokaz: Neka je v ∈ E×λ i U popu�ava�e dijagrama λ razliqitim brojevima od 1

do n. Obele�imo sa v(U) element v1 ⊗ · · · ⊗ vn ∈ E⊗n, gde su vi elementi u v iz

�elije sa unosom i popu�ava�a U . Neka je preslikava�e ψ : E×λ −→ E(Sλ) dato

sa

v 7→ v(U)⊗ vU ,

gde je vU generator Xpehtovog modula Sλ. Ono ne zavisi od izbora U . Ako imamo

drugo popu�ava�e, ono je jednako σ · U , za neko σ ∈ Sn. Tada

v(σ · U)⊗ vσ·U = v(σ · U)⊗ σ · vU = v(σ · U) · σ ⊗ vU = v(U)⊗ vU ,

pri qemu smo iskoristili da je v(σ · U) · σ = v(U), xto sledi iz definicije.

Preslikava�e ψ je multilinearno zbog multilinearnosti tenzorskog proizvoda.

Neka je v vektor sa jednakim unosima u dve razliqite �elije iste kolone. Tada

postoji transpozicija τ ∈ C(U) takva da v(U) = v(τ · U), xto nam da	e daje

v(U)⊗ vU = v(τ · U)⊗ vτ ·U = v(U)⊗ τ · vU = −v(U) · vU ,

odakle sledi da je v(U)⊗vU = 0, tj. dobili smo da je ψ alterniraju�e po kolonama.

Neka je sad v ∈ E×λ proizvo	an vektor i neka su w vektori dobijenim nekom

proizvo	nom razmenom izme�u fiksiranih kolona sa odre�enim brojem �elija.

Popu�ava�a koja �ima odgovaraju obele�imo sa W . Tada w(U)⊗ vU = v(U)⊗ vW ,
pa

v −
∑

w 7→ v(U)⊗ vU −
∑

w(U)⊗ vU

= v(U)⊗ vU −
∑

v(U)⊗ vW

= v(U)⊗ (vu −
∑

vW )

= v(U)⊗ 0

= 0.

Ovime smo dobili da ψ zadovo	ava (1), (2) i (3) iz 5.1, pa da	e zak	uqujemo da

je Eλ = E(M̃λ)/E(Qλ). Odavde sledi da je Eλ ∼= E(Sλ) jer je Sλ = M̃λ/Qλ i zbog

funktorijalnosti. �
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Poxto imamo vezu Xurovih i Xpehtovih modula, mo�emo da primenimo ono

xto znamo iz reprezentacija simetriqnih grupa. Ako primenimo prethodni stav

na navedene primere, imamo:

Posledica 5.9 Postoje slede�i izomorfizmi:

E⊗n ∼=
⊕
λ`n

(Eλ)⊕f
λ

;

Symλ1E ⊗ · · · ⊗ SymλnE ∼= Eλ ⊕
⊕
νBλ

(Eν)⊕Kνλ ;

∧
µ1E ⊗ · · · ⊗

∧
µmE ∼= Eµ̃ ⊕

⊕
ν̃Bµ

(Eν)Kν̃µ ;

gde su Kνλ, Kν̃µ Kostkini brojevi.

Neka je λ ` l, µ ` k i l + k = n. Tada

E(Sλ ◦ Sµ) ∼= E⊗n ⊗C[Sn] (C[Sn]⊗C[Sl×Sk] (Sλ ⊗ Sk))
∼= (E⊗n ⊗C[Sn] C[Sn])⊗C[Sl×Sk] (Sλ ⊗ Sµ)

∼= E⊗n ⊗C[Sl×Sk] (Sλ ⊗ Sµ)

∼= (E⊗l ⊗ E⊗k)⊗C[Sl×Sk] (Sλ ⊗ Sµ)

∼= (E⊗l ⊗C[Sl] S
λ)⊗ (E⊗k ⊗C[Sk] S

µ)

∼= E(Sλ)⊗ E(Sµ),

gde smo iskoristili da Sl i Sk dejstvuju, redom, na prvih l i zad�ih k koordinata
tenzorskog proizvoda E⊗n. Kada primenimo stav 5.8 i posledicu 4.11 na prethodni

niz izomorfizama, dobijamo:

Posledica 5.10 Va�i

Eλ ⊗ Eµ ∼=
⊕
ν

(Eν)⊕c
ν
λµ ,

gde su cνλµ Litlvud-Riqardsonovi brojevi.
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6 Gelfand-Cetlinove baze

6.1 Gelfand-Cetlinovi nizovi

U ovom delu uvodimo novi kombinatorni pojam, koji je u vezi sa Jangovim

tabloima. Neka je n prirodan broj. Uvedimo trougaoni niz nenegativnih celih

brojeva,

mn1 mn2 . . . mnn

mn−1,1 . . . mn−1,n−1

. . . . . . . . .

m21 m22

m11

,

takav da va�i mk,i+1 ≤ mk−1,i ≤ mki, gde i = 1, . . . , k − 1, za svako k = 1, . . . , n.

Primetimo da brojevi u svakom redu odre�uju particiju. Obele�imo sa λ(i) parti-

ciju odre�enu brojevima u i-tom redu, gde redove posmatramo odozdo nagore. Zbog

navedenih osobina, imamo i da va�i λ(1) ⊆ λ(2) ⊆ · · · ⊆ λ(n) = λ. Ovakav niz

zovemo Gelfand-Cetlinov niz pridru�en particiji λ i obele�avamo ga sa Λ.

Uspostavimo vezu sa tabloima, koju smo naveli na poqetku ovog dela. Ako

imamo niz Λ, sa n redova, pridru�en particiji λ, popunimo dijagram λ tako xto

ubacujemo broj k u �elije λ(k)\λ(k−1), za k ≥ 2, i broj 1 u λ(1). Dobijeno popu�ava�e

jeste tablo zbog uslova mk,i+1 ≤ mk−1,i ≤ mki, i = 1, . . . , k − 1, jer nam to daje da

postoji najvixe jedna �elija u istoj koloni u λ(k) \λ(k−1). Obrnuto, ako nam je dat

Jangov tablo T dijagrama λ, sa popu�ava�em iz [n], niz Λ mo�emo da dobijemo na

slede�i naqin. Najvixi red, koji je du�ine n, imamo jer je λ = λ(n). Izbaciva�em

�elija koje sadr�e n, dobijamo dijagram λ(n−1) i �egovo popu�ava�e koje ostaje

tablo. Ponav	amo postupak. Ako imamo red λ(k) = (mk1, . . .mkk), izbaciva�em

�elija koje sadr�e k, dobijamo λ(k−1) ⊆ λ(k). Iz razloga xto su redovi particije,

takve da λ(k−1) ⊆ λ(k), kao i zbog toga xto se u svakom koraku dobija tablo, imamo

da va�i mk,i+1 ≤ mk−1,i ≤ mki, i = 1, . . . , k − 1. Dakle, iz tabloa T smo dobili

Gelfand-Cetlinov niz Λ. Iz prethodnog sledi:

Stav 6.1 Neka je λ particija, a n neki prirodan broj. Tada postoji bijekcija

izme�u skupa Jangovih tabloa dijagrama λ, popu�enog brojevima iz [n] i skupa

Gelfand-Cetlinovih nizova Λ, sa n redova, pridru�enih particiji λ.

6.2 Reprezentacija glnC

Neka je glnC Lijeva algebra n × n matrica nad po	em C, sa standardnim

sabira�em i mno�e�em skalarom, pri qemu je komutator definisan formulom
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[A,B] = AB − BA, za sve A,B ∈ glnC. Reprezentacija Lijeve algebre glnC
je linearno preslikava�e ρ : glnC −→ End(V ), koje se sla�e sa komutatorom,

tj. [X, Y ]v = X(Y (v)) − Y (X(v)), za sve X, Y ∈ glnC i sve v ∈ V , gde koris-

timo skra�eni zapis X(v) = ρ(X)(v). Iz ove definicije imamo da je konaqno-

dimenziona reprezentacija V odre�ena matricama reda N , takvim da A 7→ a i

B 7→ b povlaqi λA 7→ λa i [A,B] 7→ [a, b]. Kao i sluqaju reprezentacije grupe, �e-

limo da odredimo ireducibilne reprezentacije, a one su jedinstveno odre�ene vek-

torima najve�e te�ine. Ako je data particija λ, oznaqimo takvu reprezentaciju

sa Vλ.

Obele�imo sa Eik matrice standardne baze za glnC, 1 ≤ i, k ≤ n. Iz definicije

komutatora imamo

[Eik, Ekl] = Eil (i 6= l),

[Eik, Eki] = Eii − Ekk,
[Eij, Ekl] = 0 (j 6= k i i 6= l).

Obele�imo sa eik matrice reda N koje odgovraju prethodnim, u reprezentaciji ρ.

Kako je svaka matrica u glnC linearna kombinacija Eik, sledi da je reprezentacija

jedinstveno odre�ena elementima eik. Dakle, odre�iva�e ireducibilne reprezentacije

od glnC se svodi na nala�e�e n2 matrica eik takvih da:

[eik, ekl] = eil (i 6= l),

[eik, eki] = eii − ekk, (1)

[eij, ekl] = 0 (j 6= k i i 6= l).

Stav 6.2 Postoji baza ξλ od Vλ, parametrizovana nizovima Λ, gde bazne matrice

glnC dejstvuju na �ih formulama

EkkξΛ =

(
k∑
i=1

mki −
k−1∑
i=1

mk−1,i

)
ξΛ,

Ek,k+1ξΛ = −
k∑
i=1

(lki − lk+1,1) · · · (lki − lk+1,k+1)

(lki − lk1) · · · ∧ · · · (lki − lkk)
ξΛ+δki ,

Ek+1,kξΛ =
k∑
i=1

(lki − lk−1,1) · · · (lki − lk−1,k−1)

(lki − lk1) · · · ∧ · · · (lki − lkk)
ξΛ−δki .

Nizovi Λ ± δki se dobijau iz Λ zamenom mki sa mki ± 1, dok je lki = mki − i + 1.

Podrazumeva se ξΛ = 0 kad Λ nije definisano. Sa ∧ smo oznaqili izbaciva�e

faktora lki − lki iz proizvoda.
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Dokaz: Prvo �emo pokazati da va�e relacije (1) za definisana dejstva. Nakon

toga �emo, pomo�u indukcije, definisati dejstva proizvo	nih Eij i proveriti

relacije (1) za �ih. Neka je Λ proizvo	an Gelfand-Cetlinov niz. Poka�imo

[Ekk, Ek,k+1] = Ek,k+1.

[Ekk, Ek,k+1]ξΛ = Ekk(Ek,k+1(ξΛ))− Ek,k+1(Ekk(ξΛ))

= Ekk

(
−

k∑
i=1

(lki − lk+1,1) · · · (lki − lk+1,k+1)

(lki − lk1) · · · ∧ · · · (lki − lkk)
ξΛ+δki

)

−Ek,k+1

((
k∑
j=1

mkj −
k−1∑
j=1

mk−1,j

)
ξΛ

)

= −
k∑
i=1

(lki − lk+1,1) · · · (lki − lk+1,k+1)

(lki − lk1) · · · ∧ · · · (lki − lkk)
Ekk(ξΛ+δki)

−

(
k∑
j=1

mkj −
k−1∑
j=1

mk−1,j

)
Ek,k+1(ξΛ)

= −
k∑
i=1

(lki − lk+1,1) · · · (lki − lk+1,k+1)

(lki − lk1) · · · ∧ · · · (lki − lkk)
·(

k∑
j=1

mkj −
k−1∑
j=1

mk−1,j + 1

)
ξΛ+δki

+

(
k∑
j=1

mkj −
k−1∑
j=1

mk−1,j

)
·

k∑
i=1

(lki − lk+1,1) · · · (lki − lk+1,k+1)

(lki − lk1) · · · ∧ · · · (lki − lkk)
ξΛ+δki

= −
k∑
i=1

(lki − lk+1,1) · · · (lki − lk+1,k+1)

(lki − lk1) · · · ∧ · · · (lki − lkk)
ξΛ+δki

= Ek,k+1(ξΛ)

Dakle, va�i [Ekk, Ek,k+1] = Ek,k+1. Analogno se poka�e za [Ek+1,k+1, Ek+1,k] =

Ek+1,k.

Poka�imo [Ek,k+1, Ek+1,k] = Ekk − Ek+1,k+1. Analogno se pokazuje da va�i jed-

nakost [Ek+1,k, Ek,k+1] = Ek+1,k+1 − Ekk.
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[Ek,k+1, Ek+1,k]ξΛ = Ek,k+1(Ek+1,k(ξΛ))− Ek+1,k(Ek,k+1(ξΛ))

=
k∑
i=1

(lki − lk−1,1) · · · (lki − lk−1,k−1)

(lki − lk1) · · · ∧ · · · (lki − lkk)
Ek,k+1(ξΛ−δki)

+
k∑
j=1

(lkj − lk+1,1) · · · (lkj − lk+1,k+1)

(lkj − lk1) · · · ∧ · · · (lkj − lkk)
Ek+1,k(ξΛ+δkj)

= −
k∑
i=1

k∑
j=1
j 6=i

(lki − lk−1,1) · · · (lki − lk−1,k−1)

(lki − lk1) · · · (lki − lkj) · · · ∧ · · · (lki − lkk)
·

(lkj − lk+1,1) · · · (lkj − lk+1,k+1)

(lkj − lk1) · · · (lkj − lki + 1) · · · ∧ · · · (lkj − lkk)
ξΛ−δki+δkj

−
k∑
i=1

(lki − lk−1,1) · · · (lki − lk−1,k−1)

(lki − lk1) · · · ∧ · · · (lki − lkk)
·

(lki − 1− lk+1,1) · · · (lki − 1− lk+1,k+1)

(lki − 1− lk1) · · · ∧ · · · (lki − 1− lkk)
ξΛ

+
k∑
j=1

k∑
i=1
i 6=j

(lkj − lk+1,1) · · · (lkj − lk+1,k+1)

(lkj − lk1) · · · (lkj − lki) · · · ∧ · · · (lkj − lkk)
·

(lki − lk−1,1) · · · (lki − lk−1,k−1)

(lki − lk1) · · · (lki − lkj − 1) · · · ∧ · · · (lki − lkk)
ξΛ−δki+δkj

+
k∑
i=1

(lki − lk+1,1) · · · (lki − lk+1,k+1)

(lki − lk1) · · · ∧ · · · (lki − lkk)
·

(lki + 1− lk−1,1) · · · (lki + 1− lk−1,k−1)

(lki + 1− lk1) · · · ∧ · · · (lki + 1− lkk)
ξΛ

= −
k∑
i=1

(lki − lk−1,1) · · · (lki − lk−1,k−1)

(lki − lk1) · · · ∧ · · · (lki − lkk)
·

(lki − 1− lk+1,1) · · · (lki − 1− lk+1,k+1)

(lki − 1− lk1) · · · ∧ · · · (lki − 1− lkk)
ξΛ

+
k∑
i=1

(lki − lk+1,1) · · · (lki − lk+1,k+1)

(lki − lk1) · · · ∧ · · · (lki − lkk)
·

(lki + 1− lk−1,1) · · · (lki + 1− lk−1,k−1)

(lki + 1− lk1) · · · ∧ · · · (lki + 1− lkk)
ξΛ

=
A

B
ξΛ,

gde je

B =
∏

1≤i<j≤k

(lki − lkj)(lki − lkj + 1)(lki − lkj − 1).
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Prvo �emo pokazati da B|A. Fiksirajmo r, s ∈ [k], r 6= s.

1o lkr − lks|A:
Posmatramo sabirke za r i s, ukupno ih je qetiri i oni su slede�eg oblika:

−PrArsA+
s A
−
s A

+
r P +DrA

r
sA

+
s A
−
s A
−
r P − PsAsrA+

r A
−
r A

+
s P +DsA

s
rA

+
r A
−
r A
−
s P,

gde koristimo slede�e oznake:

Pi = (lki − lk−1,1) · · · (lki − lk−1,k−1)(lki − 1− lk+1,1) · · · (lki − 1− lk+1,k+1),

Di = (lki − lk+1,1) · · · (lki − lk+1,k+1)(lki + 1− lk−1,1) · · · (lki + 1− lk−1,k−1),

A+
i = (lki − lk1 − 1) · · · ∧ · · · (lki − lkk − 1),

A−i = (lki − lk1 + 1) · · · ∧ · · · (lki − lkk + 1),

Aji = (lki − kk1) · · · ∧ · · · ̂(lki − lkj) · · · (lki − lkk)
P zajedniqki qlan.

Kada zamenimo lkr = lks, dobijamo da je PrA
r
sA

+
s A
−
s A

+
r P = −PsAsrA+

r A
−
r A

+
s P

i DrA
r
sA

+
s A
−
s A
−
r P = −DsA

s
rA

+
r A
−
r A
−
s P , odakle sledi da lkr − lks|trs. Ostali

sabirci u A sadr�e qlan lkr − lks, zbog svo�e�a na zajedniqki delilac, pa

dobijamo da lkr − lks|A.

2o lkr − lks − 1|A:
Ovde posmatramo

−PrAr−s Ar+s A+
r A

r
sQ+DrA

r+
s Ar−s A−r A

r
sQ−PsAs−r As+r A+

s A
s
rQ+DsA

s+
r As−r A−s A

s
rQ,

gde smo, pored ve� korix�enih oznaka, imali i

Aj+i = (lki − lk1 − 1) · · · ∧ · · · ̂(lki − lkj − 1) · · · (lki − lkk − 1),

Aj−i = (lki − lk1 + 1) · · · ∧ · · · ̂(lki − lkj + 1) · · · (lki − lkk + 1),

Q zajedniqki qlan.

Kada zamenimo lkr = lks + 1, dobijamo −PrAr−s Ar+s A+
r A

r
sQ = DsA

s+
r As−r A−s A

s
rQ

i DrA
r+
s Ar−s A−r A

r
sQ = PsA

s−
r As+r A+

s A
s
rQ, odakle sledi da lkr − lks − 1|A.

3o lkr − lks + 1|A:
Va�i sliqno, kao u prethodnom sluqaju.
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Dobili smo da B|A, tj. h =
A

B
je polinom. B je stepena 3k − 3, dok je A stepena

3k−2 jer se qlanovi stepena 3k−1 pokrate. Dakle, h je linearan, sa celobrojnim

koeficijentima, tj.

h =
k+1∑
i=1

ailk+1,i +
k∑
i=1

bilki +
k−1∑
i=1

cilk−1,i + d

Treba da odredimo koeficijente. To mo�emo pomo�u asimptotske analize

izraza. Ispisa�emo postupak za bi = 2, pri qemu napomi�emo da se istom metodom

pokazuje da ai = ci = −1 i d = 0.

Ho�emo da odredimo koeficijent uz lkr, gde je r fiksirano. Uzmimo da

lkr → +∞, lki → 0, i 6= r i lk−1,j = lk+1,j = 0. Tada je

1

lkr

A

B
≈ − l

k−1
kr (lkr − 1)k+1

lkkr(lkr − 1)k−1
+
lk+1
kr (lkr + 1)k−1

lkkr(lkr + 1)k−1

=
(−(lkr − 1)2 + l2kr)(lkr − 1)k−1(lkr + 1)k−1

lkr(lkr − 1)k−1(lkr + 1)k−1

= 2− 1

lkr
.

Kako je h linearan, odavde dobijamo da je bki = 2, za sve i ∈ [k].

Dobili smo da va�i

[Ek,k+1, Ek+1,k]ξΛ =

(
−

k+1∑
i=1

lk+1,i + 2
k∑
i=1

lki −
k−1∑
i=1

lk−1,i

)
ξΛ

=

(
−

k+1∑
i=1

mk+1,i + 2
k∑
i=1

mki −
k−1∑
i=1

mk−1,i

)
ξΛ,

tj. da bax va�i tra�ena jednakost

[Ek,k+1, Ek+1,k] = Ekk − Ek+1,k+1.

Ostaje nam tre�a jednakost u relaciji (1), [Ei1,k1 , Ei2,k2 ] = 0, kad je i1 6= k2 i

i2 6= k1. Za opisana dejstva, imamo naredne sluqajeve:

• [Ekk, Ell] = 0, gde je k 6= l;

• [Ekk, El,l+1] = 0, [Ekk, El+1,l] = 0 gde je k 6= l, l + 1;

• [Ek,k+1, El,l+1] = 0, [Ek+1,k, El+1,l] = 0, gde je k 6= l + 1 i l 6= k + 1;

• [Ek,k+1, El+1,l] = 0, gde je k 6= l.
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Prvi sluqaj je jasan. U drugom, posmatrajmo [Ekk, El,l+1], gde je k 6= l, l + 1. Tu

imamo dva podsluqaja, kada je k ≤ l − 1 i k ≥ l + 2. Raspiximo drugi podsluqaj,

za proizvo	ni vektor ξΛ.

[Ekk, El,l+1]ξΛ = Ekk(El,l+1(ξΛ))− El,l+1(Ekk(ξΛ))

= −
l∑

i=1

(lli − ll+1,1) · · · (lli − ll+1,l+1)

(lli − ll1) · · · ∧ · · · (lli − lll)
Ekk(ξΛ+δli)

−

(
k∑
j=1

mkj −
k−1∑
j=1

mk−1,j

)
El,l+1(ξΛ)

= −
l∑

i=1

(lli − ll+1,1) · · · (lli − ll+1,l+1)

(lli − ll1) · · · ∧ · · · (lli − lll)
·(

k∑
j=1

mkj + 1−
k−1∑
j=1

mk−1,j − 1

)
ξΛ+δli

+

(
k∑
j=1

mkj −
k−1∑
j=1

mk−1,j

)
·

l∑
i=1

(lli − ll+1,1) · · · (lli − ll+1,l+1)

(lli − ll1) · · · ∧ · · · (lli − lll)
ξΛ+δli

= 0

Analogno za prvi podsluqaj, kao i [Ekk, El+1,l] = 0, gde k 6= l, l + 1. Posmatrajmo

sad [Ek,k+1, El,l+1] iz tre�eg sluqaja. Tu imamo dva podsluqaja: k = l i k 6= l. U

prvom podsluqaju oqigledno va�i jednakost. Raspiximo drugi podsluqaj.

[Ek,k+1, El,l+1]ξΛ = Ek,k+1(El,l+1(ξΛ))− El,l+1(Ek,k+1(ξΛ))

=
l∑

i=1

(lli − ll+1,1) · · · (lli − ll+1,l+1)

(lli − ll1) · · · ∧ · · · (lli − lll)
·

k∑
j=1

(lkj − lk+1,1) · · · (lkj − lk+1,k+1)

(lkj − lkk) · · · ∧ · · · (lkj − lkk)
ξΛ+δli+δkj

−
k∑
j=1

(lkj − lk+1,1) · · · (lkj − lk+1,k+1)

(lkj − lkk) · · · ∧ · · · (lkj − lkk)
·

l∑
i=1

(lli − ll+1,1) · · · (lli − ll+1,l+1)

(lli − ll1) · · · ∧ · · · (lli − lll)
ξΛ+δkj+δli

= 0.
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Zbog toga xto k 6= l, k 6= l + 1, k 6= l − 1, imamo da Ekk i Ell ne me�aju, redom,

koeficijente lli i lkj. Odatle sledi prethodni niz jednakosti i qi�enica da je

[Ek,k+1, El,l+1] = 0. Sliqno prethodnim se pokazuje i posled�i sluqaj, samo xto

tu ima tri podsluqaja: k = l + 1, k + 1 = l i k + 1 6= l, k 6= l + 1.

Nakon ovoga, induktivno definixemo naqin na koji Eik dejstvuje. Neka je

i < k. Ako je dejstvo Ei,k−1 definisano, Eik treba da zadovo	ava prvu relaciju iz

(1), pa tako i definixemo. Ako je ξΛ proizvo	an vektor, onda je

EikξΛ := [Ei,k−1, Ek−1,k]ξΛ.

Definicija je dobra u sluqaju k − i = 1, xto smo prethodno pokazali. Analogno

definixemo kako dejstuvuje Eik kada je i > k.

Sada �emo pokazati da va�e jednakosti u relacijama (1) za Ei1k1 , Ei2k2 . Dokazu-

jemo indukcijom po S = |i1 − k1|+ |i2 − k2|. Imamo

[Eii, Ekk] = 0,

pa va�i baza indukcije. Neka relacije (1) va�e za sve i1, k1, i2, k2, takve da je

S < K, gde je K > 0 fiksirano. Poka�imo da one va�i i sluqaju kad je S = K+1.

Pretpostavimo da je i2 ≤ k2. Analogno se dokazuje kada je i2 ≥ k2, odnosno i1 ≥ k1,

zbog antisimetriqnosti Lijevih zagrada.

1o k1 = i2 i i1 6= k2 + 1:

Radi preglednosti, oznaqimo k1 = i2 sa i, i1 sa k i k2 sa l. Treba da poka�emo

[Eik, Ek,l+1] = Ei,l+1. Ako je k = l, to sledi iz definicije Ers. Neka je k < l.

Tada imamo da je |i−k|+|l−(l+1))| ≤ |i−k|+|k−l|, pa mo�emo da primenimo
induktivnu hipotezu. Pomo�u Jakobijevog identiteta dobijamo,

[Eik, Ek,l+1] = [Eik, [Ekl, El,l+1]]

= −[Ekl, [El,l+1, Eik]]− [El,l+1, [Eik, Ekl]]

=

0− [El,l+1, Eil], i 6= l

0− [El,l+1, Ell − Ekk], i = l

=

Ei,l+1, i 6= l

[Ell, El,l+1], i = l

=

Ei,l+1, i 6= l

El,l+1, i = l
,

xto smo i hteli da doka�emo.
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2o k1 = i2 i i1 = k2 + 1:

Opet, oznaqimo zbog preglednosti k1 = i2 sa i, a i1 = k2 sa k. Treba da

poka�emo [Ei+1,k, Ek,i+1] = Ei+1,i+1 − Ekk. Sluqaj k = i + 1 je trivijalan,

a ranije je pokazano da ovo va�i kad je k = i. Neka je k < i. Poxto je

|i − (i + 1)| + |i + 1 − k| < |i + 1 − k| + |i + 1 − k| i |i + 1 − k| + |k − i| <
|i+ 1− k|+ |k − (i+ 1)|, va�i induktivna hipoteza, pa imamo

[Ei+1,k, Ek,i+1] = [Ei+1,k, [Eki, Ei,i+1]]

= −[Eki, [Ei,i+1, Ei+1,k]]− [Ei,i+1, [Ei+1,k, Eki]]

= −[Eki, Eik]− [Ei,i+1, Ei+1,i]

= −Ekk + Eii − Eii + Ei+1,i+1

= Ei+1,i+1 − Ekk,

xto je i trebalo dokazati.

3o k1 6= i2 i i1 6= k2 + 1:

Pretpostavimo prvo da je i2 = k2+1. Ako je i1 = k1, onda jednakost oqigledno

va�i. Bez uma�e�a opxtosti, pretpostavimo da je i1 < k1. Sluqaj i1 +1 = k1

je obra�en ranije. Mo�emo dodatno da pretpostavimo k1 − i1 ≥ 2. Tada iz

Jakobijevog identiteta i induktivne hipoteze dobijamo:

[Ei1k1 , Ei2i2 ] = −[Ei2i2 , [Ei1,i1+1, Ei1+1,k1 ]]

= [Ei1,i1+1, [Ei1+1,k1 , Ei2i2 ]] + [Ei1+1,k1 , [Ei2i2 , Ei1,i1+1]]

=

0, i2 6= i1 + 1

−[Ei1i2 , Ei2k1 ]− [Ei2,k1 , Ei1,i2 ], i2 = i1 + 1

=

0, i2 6= i1 + 1

0, i2 = i1 + 1
,

qime smo pokazali da jednakost va�i kada je i2 = k2 +1. Neka je sada i2 ≤ k2.

Uzmimo prvo da je i1 = k1. Tada

[Ei1i1 , Ei2k2+1] = [Ei1i1 , [Ei2k2 , Ek2,k2+1]]

= −[Ei2k2 , [Ek2,k2+1, Ei1i1 ]]− [Ek2,k2+1, [Ei1i1 , Ei2k2 ]]

=

0, i1 6= k2

[Ei2k2 , Ek2,k2+1] + [Ek2,k2+1, Ei2k2 ], i1 = k2

=

0, i1 6= k2

0, i1 = k2

.
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Dakle, ostaje nam da doka�emo posled�u relaciju kada je i2 ≤ k2 i i1 < k1.

To se, posle sliqnog korix�e�a Jakobijevog identita, na kraju svede na

dokaziva�e jednakosti

[Ek,k+1, Ek,k+2] = 0,

[Ek,k+2, Ek+1,k+3] = 0,

xto se pokazuje direktnom proverom. Raspisa�emo samo prvu jednakost.

Prvo treba da zapixemo kako dejstvuje Ek,k+2.

Ek,k+2ξΛ = Ek,k+1(Ek+1,k+2(ξΛ))− Ek+1,k+2(Ek,k+1(ξΛ))

= −Ek,k+1

(
k+1∑
j=1

(lk+1,j − lk+2,1) · · · (lk+1,j − lk+2,k+2)

(lk+1,j − lk+1,1) · · · ∧ · · · (lk+1,j − lk+1,k+1)
ξΛ+δk+1,j

)

+Ek+1,k+2

(
k∑
i=1

(lki − lk+1,1) · · · (lki − lk+1,k+1)

(lki − lk1) · · · ∧ · · · (lki − lkk)
ξΛ+δki

)

=
k+1∑
j=1

k∑
i=1

(lk+1,j − lk+2,1) · · · (lk+1,j − lk+2,k+2)

(lk+1,j − lk+1,1) · · · ∧ · · · (lk+1,j − lk+1,k+1)
·

(lki − lk+1,1) · · · (lki − lk+1,j − 1) · · · (lki − lk+1,k+1)

(lki − lk1) · · · ∧ · · · (lki − lkk)
ξΛ+δki+δk+1,j

−
k∑
i=1

k+1∑
j=1

(lki − lk+1,1) · · · (lki − lk+1,j) · · · (lki − lk+1,k+1)

(lki − lk1) · · · ∧ · · · (lki − lkk)
·

(lk+1,j − lk+2,1) · · · (lk+1,j − lk+2,k+2)

(lk+1,j − lk+1,1) · · · ∧ · · · (lk+1,j − lk+1,k+1)
ξΛ+δki+δk+1,j

= −
k∑
i=1

k+1∑
j=1

(lki − lk+1,1) · · · ̂(lki − lk+1,j) · · · (lki − lk+1,k+1)

(lki − lk1) · · · ∧ · · · (lki − lkk)
·

(lk+1,j − lk+2,1) · · · (lk+1,j − lk+2,k+2)

(lk+1,j − lk+1,1) · · · ∧ · · · (lk+1,j − lk+1,k+1)
ξΛ+δki+δk+1,j

Uvedimo oznake

Lj =
(lk+1,j − lk+2,1) · · · (lk+1,j − lk+2,k+2)

(lk+1,j − lk+1,1) · · · ∧ · · · (lk+1,j − lk+1,k+1)

ξirjΛ = ξΛ+δki+δkr+δk+1,j

ξijΛ = ξΛ+2δki+δk+1,j

i poka�imo tra�eni identitet.
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Raspisujemo [Ek,k+1, Ek,k+2]ξΛ:

Ek,k+1(Ek,k+2(ξΛ))− Ek,k+2(Ek,k+1(ξΛ))

= −
k∑
i=1

k+1∑
j=1

(lki − lk+1,1) · · · ̂(lki − lk+1,j) · · · (lki − lk+1,k+1)

(lki − lk1) · · · ∧ · · · (lki − lkk)
·

LjEk,k+1(ξΛ+δki+δk+1,j
)

+
k∑
r=1

(lkr − lk+1,1) · · · (lkr − lk+1,k+1)

(lkr − lk1) · · · ∧ · · · (lkr − lkk)
Ek,k+2(ξΛ+δkr)

=
k∑
i=1

k+1∑
j=1

k∑
r=1
r 6=i

(lki − lk+1,1) · · · ̂(lki − lk+1,j) · · · (lki − lk+1,k+1)

(lki − lk1) · · · ∧ · · · (lki − lkk)
Lj ·

(lkr − lk+1,1) · · · (lkr − lk+1,j − 1) · · · (lkr − lk+1,k+1)

(lkr − lk1) · · · (lkr − lki − 1) · · · ∧ · · · (lkr − lkk)
ξirjΛ

−
k∑
r=1

k∑
i=1
i 6=r

k+1∑
j=1

(lkr − lk+1,1) · · · (lkr − lk+1,j) · · · (lkr − lk+1,k+1)

(lkr − lk1) · · · ∧ · · · (lkr − lkk)
·

(lki − lk+1,1) · · · ̂(lki − lk+1,j) · · · (lki − lk+1,k+1)

(lki − lk1) · · · (lki − lkr − 1) · · · ∧ · · · (lki − lkk)
Ljξ

irj
Λ

+
k∑
i=1

k+1∑
j=1

(lki − lk+1,1) · · · ̂(lki − lk+1,j) · · · (lki − lk+1,k+1)

(lki − lk1) · · · ∧ · · · (lki − lkk)
Lj ·

(lki + 1− lk+1,1) · · · (lki + 1− lk+1,j − 1) · · · (lki + 1− lk+1,k+1)

(lki + 1− lk1) · · · ∧ · · · (lki + 1− lkk)
ξijΛ

−
k∑
i=1

k+1∑
j=1

(lki − lk+1,1) · · · (lki − lk+1,j) · · · (lki + 1− lk+1,k+1)

(lki − lk1) · · · ∧ · · · (lki − lkk)
·

(lki + 1− lk+1,1) · · · ̂(lki + 1− lk+1,j) · · · (lki + 1− lk+1,k+1)

(lki + 1− lk1) · · · ∧ · · · (lki + 1− lkk)
Ljξ

ij
Λ

=
k+1∑
j=1

Lj

k∑
i=1

k∑
r=1
r 6=i

(lki − lk+1,1) · · · ̂(lki − lk+1,j) · · · (lki − lk+1,k+1)

(lki − lk1) · · · ∧ · · · (lki − lkk)
·

(lkr − lk+1,1) · · · (lkr − lk+1,j − 1) · · · (lkr − lk+1,k+1)

(lkr − lk1) · · · (lkr − lki − 1) · · · ∧ · · · (lkr − lkk)
ξirjΛ

−
k+1∑
j=1

Lj

k∑
i=1

k∑
r=1
r 6=i

(lki − lk+1,1) · · · (lki − lk+1,j) · · · (lki − lk+1,k+1)

(lki − lk1) · · · ∧ · · · (lki − lkk)
·

(lkr − lk+1,1) · · · ̂(lkr − lk+1,j) · · · (lkr − lk+1,k+1)

(lkr − lk1) · · · (lkr − lki − 1) · · · ∧ · · · (lkr − lkk)
ξirjΛ
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=
k+1∑
j=1

Lj

k∑
i=1

k∑
r=1
r 6=i

(lki − lk+1,1) · · · ̂(lki − lk+1,j) · · · (lki − lk+1,k+1)

(lki − lk1) · · · ∧ · · · (lki − lkk)
·

(lkr − lk+1,1) · · · ̂(lkr − lk+1,j − 1) · · · (lkr − lk+1,k+1)

(lkr − lk1) · · · ̂(lkr − lki − 1) · · · ∧ · · · (lkr − lkk)
ξirjΛ

= 0,

xto je i trebalo pokazati.

Ovime smo zavrxili dokaz, dobili smo da se reprezentacija sla�e sa komuta-

torom. �

Iz teorije Lijevih grupa i algebri je poznato da nam je dovo	no da znamo jednu

od reprezentacija glnC i GLnC, da bismo znali onu drugu. Prethodni stav nam

daje vezu izme�u Gelfand-Cetlinovih nizova i reprezentacije GLnC, koju smo ve�
povezali sa Jangovim tabloima, odnosno Kostkinim i Litlvud-Riqardsonovim

brojevima. Gelfand-Cetlinovi nizovi nam da	e omogu�uju da to pove�emo sa ge-

ometrijskim kombinatornim objektima koji se zovu Gelfand-Cetlinovi politopi.
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Zak	uqak

Kostkini i Litlvud-Riqardsonovi brojevi su znaqajni za razne matematiqke

oblasti, od teorije reprezentacija do algebarske geometrije. Oni su veoma texki

za raqun, xto je pokazao Narajanan u radu On the complexity of computing Kostka

numbers and Littlewood-Richardson coefficients , koji je objav	en 2006. godine, u qa-

sopisu Journal of Algebraic Combinatorics. Iako je pokazano da je �ihovo orde�i-

va�e texko, olakxavaju�a okolnost u radu sa �ima je xto mo�emo da ih posma-

tramo sa kombinatornog, algebarskog, geometrijskog i topoloxkog stanovixta. U

ovom radu je opisana algebarska i kombinatorna priroda Kostkinih i Litlvud-

Riqardsonovih brojeva, tj. kako se oni pojav	uju u teoriji simetriqnih funkcija

i teoriji reprezentacija.
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