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Poglav	e 1

Osnovni pojmovi i primeri

Neka je P familija verovatnosnih mera na proizvo	nom mer	ivom pro-
storu (Ω,A). Problemi kojima �emo se baviti su neparametarski, xto
znaqi da �e P biti velika familija raspodela koja podle�e samo slabim
uslovima kao xto su neprekidnost i postoja�e momenata. Neka je Ω(P )
realna funkcija definisana za P ∈ P . Prvi pojam koji �emo defin-
isati je oce�ivi parametar (regularni parametar).

Definicija 1.0.1 Ka�emo da je funkcija θ(P ) oce�ivi parametar
na P, ako postoji prirodan broj m i nepristrasna ocena za θ(P )
koja sadr�i m nezavisnih jednakoraspode	enih sluqajnih veliqina
koje pripadaju P , taqnije, ako postoji realna mer	iva funkcija
h(x1, x2, . . . , xm) takva da va�i EP (h(X1, X2, . . . , Xm)) = θ(P ), za sve
P ∈ P, gde su X1, X2, . . . , Xm nezavisne jednakoraspode	ene sluqajne
veliqine sa raspodelom P . Najma�i prirodan broj m sa ovim svojstvom
naziva se red ocene θ(P ).

Za funkciju h uvek mo�emo pretpostaviti da je simetriqna, jer ako
je f nepristrasna ocena za θ(P ), tada je aritmetiqka sredina funkcije
f po svim permutacijama tako�e nepristrasna, ali se dobija i �ena
simetriqnost. Dakle:

h(x1, x2, . . . , xm) =
1

m!

∑
π∈Πm

f(xπ1 , . . . , xπm).

Sumira�e se vrxi po svim permutacijama skupa od m elemenata.
Funkcije h je oqigledno simetriqna po svojim argumentima i ima isto
oqekiva�e kao f u smislu raspodele P .
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1. Osnovni pojmovi i primeri

Definicija 1.0.2 Za realnu mer	ivu funkciju h(x1, x2, . . . , xm) i uzo-
rak X1, X2, . . . , Xn dimenzije n(n > m) iz raspodele P , U-statistika
sa jezgrom h definisana je slede�im izrazom

Un = Un(h) =
(n−m)!

n!

∑
Pm,n

h(Xi1 , . . . , Xim).

Dakle, iz uzorka dimenzije n biramom qlanova, a zatim vrximo per-
mutacije tog novoizabranog skupa. Sumira�e ide po svim tim skupovima
kojih ima (

n

m

)
m! =

n!

(n−m)!m!
m! =

n!

(n−m)!
.

Prethodni sluqaj je kada jezgro h nije simetriqno. Kada jeste simet-
riqno tada statistika Un dobija oblik

Un = Un(h) =
1(
n
m

) ∑
Cm,n

h(Xi1 , . . . , Xim),

jer ovaj put ne moramo da vrximo permutacije izabranih m-torki zbog
simetriqnosti, pa se simulacija vrxi samo po svim mogu�im m-torkama
iz uzorka. Ako θ(P ) = EP (h(X1, X2, . . . , Xm)) postoji za sve P ∈ P onda
je oqigledno svojstvo U -statistike Un, da je nepristrasna ocena za θ(P ),
xto �emo kasnije i dokazati.

Primer 1 Momenti (preuzet iz [3])
Ako P obuhvata sve raspodele koje imaju konaqno matematiqko

oqekiva�e, tada je oqekiva�e µ = µ(P ) =
∫
xdP (x) oce�ivi parametar

reda m = 1, jer je f(X1) = X1 nepristrasna ocena za µ. Odgovaraju�a U-
statistika je uzoraqka statistika, Un = Xn = 1

n

∑n
i=1X

n
i . Sliqno

ako P obuhvata sve raspodele koje uzimaju realne vrednosti i imaju
konaqne k-te momente, µk =

∫
xkdP (x) je oce�ivi parametar stepena

1, qija je U-statistika uzoraqki momenat k-tog reda, 1
n

∑n
i=1X

k
i

Ako �elimo da ocenimo kvadrat oqekiva�a odnosno θ(P ) = µ2, da
bismo doxli do funckije h, primetimo da je E(X1X2) = µ2. Na osnovu
toga mo�emo napraviti U-statistiku sa jezgrom h(x1, x2) = x1x2 na
slede�i naqin:

Un =
1

n(n− 1)

∑
i 6=j

XiXj =
2

n(n− 1)

∑
i>j

XiXj

Primetimo da je jezgro reda 2 i mo�e se dokazati da ne mo�e biti
reda 1.
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1. Osnovni pojmovi i primeri

Ako uzmemo P takvo da obuhvata sve raspodele koje imaju konaqne
momente drugog reda, onda je disperzija σ2 = µ2 − µ2 tako�e oce�iv
parametar reda 2, jer µ2 mo�emo oceniti sa X2

1 , a µ
2 sa X1X2. Me-

�utim jezgro nije simetriqno (f(x1, x2) = x2
1−x1x2), ali se jednostavno

simetrizuje

h(x1, x2) =
1

2
(f(x1, x2) + f(x2, x1)) =

(x1 − x2)2

2
.

Kada smo naxli simetriqno jezgro, lako je napraviti U-statistiku

Un =
2

n(n− 1)

∑
i<j

(Xi −Xj)
2

2
=

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2,

ovo je zapravo poprav	ena uzoraqka disperzija.

Kao zak	uqak treba primetiti da je i linearna kombinacija oce�ivih
parametara ponovo oce�iv parametar, kao xto smo i videli u ovom
primeru.

Primer 2 Empirijska funckija raspodele (preuzet iz [2])
Neka je tra�eni parametar F (t), t ∈ R, proizvo	ne funkcije

raspodele F . Primetimo da je to parametar reda 1, jer ga mo�emo
oceniti sa f(X1) = I(X1 < t). To je simetriqno jezgro, a odgovaraju�a
U-statistika

Un =
1

n

n∑
i=1

I(Xi < t),

xto je zapravo odgovaraju�a empirijska funkcija raspodele.

Primer 3 Vilkoksonov test oznaqenih rangova
Neka je F neprekidna raspodela simetriqna oko nekog θ ∈ R. Razma-

tramo problem testira�a hipoteze H0, da je raspodela F simetriqna
u odnosu na θ0, na osnovu uzorka X1, . . . , Xn iz F . Odgovaraju�i test
je Vilkoksonov test oznaqenih rangova. Neka je Zi = Xi − θ0, a test
statistika je onda

W+
n =

1

2

n∑
i=1

R+
i (1 + sgn(Zi)),

gde je R+
i rang, odnosno redni broj |Zi| me�u |Z1|, . . . , |Zn|. Iako W+

n nije
U-statistika, mo�e se predstaviti kao linearna kombinacija dve
U-statistike na slede�i naqin
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1. Osnovni pojmovi i primeri

W+
n =

∑
i

I(Zi > 0) +
∑
i<j

I(Zi + Zj > 0),

i, kada se zapixe u tom obliku, mo�emo bo	e ispitati �eno
ponaxa�e. Prva U-statistika ima jezgro h(z) = I(z > 0), dok cela

U-statistika ima oblik U
(1)
n = 1

n

∑n
1 I(Zi > 0). Ovo je statis-

tika koja se koristi za obiqni test znakova. Druga U-statistika
ima jezgro h(x1, x2) = I(z1 + z2 > 0) dok sama statistika ima oblik

U
(2)
n =

(
n
2

)−1∑
i<j I(Zi + Zj > 0). Napokon dolazimo do

W+
n = nU (1)

n +

(
n

2

)
U (2)
n .

Iz ove reprezentacije i pod pretpostavkom nulte hipoteze dobija se
oqekiva�e

EW+
n = nP (X1 > θ0) +

(
n

2

)
P (X1 +X2 > 2θ0) =

n(n+ 1)

4
.

Za uzorke malog obima postoje tablice raspodele ove statistike. Za
uzorke obima ve�eg od 20, raspodela se mo�e aproksimirati normalnom
raspodelom, xto �emo objasniti u da	em izlaga�u.

Primer 4 Testira�e simetrije
U nekim situacijama, bitno je testirati simetriju bez zna�a

centra. Sada �emo prikazati jedan metod baziran na uzorku obima 3,
X1, X2, X3, iz neprekidne raspodele, simetriqne oko taqke ξ. Tada je

P (X1 >
X2 +X3

2
) = P (X1 − ξ >

(X2 − ξ) + (X3 − ξ)
2

) =
1

2
.

Zbog ovoga je f(X1, X2, X3) = sgn(2X1 −X2 −X3) nepristrasna ocena za
θ(P ) = P (2X1 > X2 + X3) − P (2X1 < X2 + X3). Kada je P simetriqna
raspodela, tada θ(P ) ima vrednost 0. Ako bismo �eleli da napravimo
simetriqno jezgro to mo�emo uraditi ovako:

h(x1, x2, x3) =
1

3
(f(x1, x2, x3) + f(x2, x3, x1) + f(x3, x1, x2)).

Ovo je primer jezgra reda 3. Hipoteza simetrije se odbacuje za veliku
apsolutnu vrednost odgovaraju�e U-statistike sa jezgrom h. Tako�e h
mo�emo zapisati i u slede�em obliku:
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1. Osnovni pojmovi i primeri

h(x1, x2, x3) =
1

3
(med(x1, x2, x3)− x1 + x2 + x3

3
),

gde funkcija med oznaqava medijanu. Dakle validnost testa
tako�e sledi iz toga xto je medijana uzorka dimenzije 3 sa istom
verovatno�om ve�a, odnosno ma�a od aritmetiqke sredine tog uzorka.

Primer 5 Testira�e eksponencijalnosti (preuzeti iz [1])
Neka su X1, . . . , Xn pozitivne, nezavisne, jednakoraspode	ene sluqa-

jne veliqine sa funkcijom raspodele F . Mo�emo testirati da li je
F eksponencijalna funkcija raspodele, pomo�u parametra

θ =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

(1− F (s+ t))dF (s)dF (t).

Poznato je da je F eksponencijalna funkcija raspodele ako i samo ako
zadovo	ava uslov

1− F (s+ t) = (1− F (s))(1− F (t)).

Dakle, pod pretpostavkom H0, va�i

θ = (

∫ ∞
0

(1− F (t))dF (t))
2

= (
1

2

∫ ∞
0

2λe−2λtdt)
2

=
1

4
.

Definixemo f(x, y, z) = I(x− y − z > 0) tako da je

θ =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

∫ ∞
0

f(x, y, z)dF (x)dF (y)dF (z),

Lako se proverava da je ovaj trostruki integral zaista jednak 1
4
to

jest naxem parametru. Za kraj ovog primera napravimo simetriqno
jezgro reda 3

h(x, y, z) =
1

3
(f(x, y, z), f(y, z, x), f(z, x, y)).

Sada smo dobili simetriqno jezgro, a samim tim i odgovaraju�u U -
statistiku koju mo�emo koristiti za testira�e eksponencijalnosti.
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Poglav	e 2

Martingali i U-statistike

Za martingale, specijalne vrste sluqajnih procesa postoje graniqne teo-
reme koje govore o �ihovoj konvergenciji. Ovim problemom se bavio
ameriqki matematiqar Dub i doxao do zak	uqka da pod nekim uslovima
postoje graniqne vrednosti u L1 smislu i skoro sigurno i za super-
martingale i za obrnute super martingale. Bi�e dokazano da je svaka
U -statistika obrnuti martingal, pa �e graniqne teoreme za martingale
biti od koristi pri ispitiva�u graniqne vrednosti U -statistika. Pre
svega moramo definisati pomenute pojmove.

Definicija 2.0.1 Niz sluqajnih veliqina {Xn, n > 1} je martingal
u diskretnom vremenu u odnosu na rastu�i niz σ-algebri {Fn, n > 1},
ako su ispu�eni slede�i uslovi:

a)E|Xn| < +∞, za svako n > 1;
b)Xn je Fn-mer	iva za svako n > 1;
v)E(Xm|Fn) = Xn, za svako m > n > 1.

Analogno dobijamo definiciju supermartingala, ako umesto uslova
v) va�i

v' ) E(Xm|Fn) 6 Xn, za svako m > n > 1,
odnosno submartingala ako va�i
v") E(Xm|Fn) > Xn, za svako m > n > 1.
Iz definicije sledi da je svaki martingal istovremeno submartin-

gal i supermartingal.

Definicija 2.0.2 Niz sluqajnih veliqina {Xn, n > 1} je obrnuti
martingal u diskretnom vremenu u odnosu na opadaju�i niz σ-algebri
{Fn, n > 1}, ako su ispu�eni slede�i uslovi:

a)E|Xn| < +∞, za svako n > 1;
b)Xn je Fn-mer	iva za svako n > 1;

6



2. Martingali i U -statistike

v)E(Xm|Fn) = Xn, za svako n > m > 1.

Za niz sluqajnih veliqina X1, X2, . . . ka�emo da zadovo	ava uslov
simetrije ako su konaqnodimenzione raspodele invarijantne pri per-
mutaciji indeksa elemenata. Taqnije za svako n > 1 i svaku permutaciju
π ∈ Π, va�i

(Xπ(1) , . . . , Xπ(n)
)
d
= (X1, . . . , Xn).

Uvedimo pojam σ-algebra permutabilnih doga�aja. Neka je dat niz
sluqajnih veliqina X = (X1, X2, . . . ) koji zadovo	ava uslov simetrije.
Mo�emo ga posmatrati kao funkciju sa domenom Ω i kodomenom RN.
Ukoliko nas zanimaju samo vrednosti koje uzimaju sluqajne veliqine
(X1, X2, . . . ), σ-algebra A nad Ω mo�e biti prexiroka, poxto se nekim
razliqitim ω ∈ Ω funkcijom X dode	uju iste vrednosti. Dovo	no je
posmatrati σ-algebru generisanu skupovima X−1(B), gde je B element
Borelove σ-algebre nad R∞, B∞. Mogu nas zanimati i samo simetriqni
skupovi u R∞, to jest oni realni nizovi kod kojih se proizvo	nom
permutacijom konaqno mnogo elemenata dobija isti taj niz. Za takve
skupove C ⊆ B∞, koji tako�e qine σ-algebru nad R∞, odgovaraju�a σ-
algebra nad Ω je definisana sa X−1(C).

Obele�imo sa Πn skup permutacija koje me�aju samo neke od prvih
n elemenata. Taqnije:

Πn = {π : N→ N : π(i) = i, i > n}.

Definixemo σ-algebre na R∞ sa

εn = {A ∈ B∞ : π−1(A) = A,∀π ∈ Πn}.

Kako je Πn ⊂ Πn+1, to je i εn+1 ⊂ εn, dakle imamo opadaju�i niz σ-
algebri i ima smisla definisati ∩∞n=1εn - σ-algebru permutabilnih
doga�aja.

Teorema 2.1 (Hjuit-Savi
 zakon 0-1)
Ako za niz sluqajnih veliqina va�i uslov simetrije, onda je odgo-

varaju�a σ-algebra permutabilnih doga�aja trivijalna.

Primetimo da je Kolmogorov	ev zakon 0-1, koji tvrdi da je σ-
algebra generisana repom niza sluqajnih veliqina trivijalna, speci-
jalni sluqaj prethodne teoreme, jer je ona podskup σ-algebre svih per-
mutabilnih doga�aja.
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2. Martingali i U -statistike

Teorema 2.2 Neka je niz sluqajnih veliqina {Xn, n > 1} obrnuti mar-
tingal za koji va�i E(|Xn|) < +∞, tada je

lim
n→∞

Xn = E(X0| ∩+∞
n=1 Fn)

skoro sigurno i u L1 smislu.

Dokazi prethodne dve teoreme se nalaze redom u [4], [1].
Radi jednostavnosti zapisa uvedimo novu oznaku za vektor statis-

tika poretka X(n) = (X(1), . . . , X(n)).

Lema 2.0.1 Neka je Un(h), (n > m) niz U-statistika baziranih na
nizu nezavisnih jednakoraspode	enih sluqajnih veliqina {Xk, k > 1}
i simetriqnom jezgru h. Neka je definisana filtracija {Fn, n > 1}
tako da je Fn = σ{X(n), Xn+1, Xn+2, . . . }. Tada za n > m va�i

a)Fn+1 ⊂ Fn;
b)Un(h) je Fn-mer	iva funkcija;
v)Un(h) = E(Ul|Fn), za m 6 l 6 n.

Dokaz

a) Ovo tvr�e�e mo�emo intuitivno razumeti na slede�i naqin: do-
vo	no je posmatrati inverzne slike skupova iz Bn+1. Inverzna slika
jednog takvog skupa u odnosu na sluqajne veliqine (X(1), . . . , X(n+1)) je
podskup inverzne slike istog skupa u odnosu na (X(1), . . . , X(n), Xn+1),
jer je u prvom sluqaju postav	en jaqi uslov zbog dodatne statistike
poretka.

b) Poxto je h simetriqno jezgro mo�emo ga posmatrati kao funkciju
prvih n statistika poretka, a kako je h mer	iva funkcija, Un(h) je
mer	iva u odnosu na σ-algebru σ{X(n)}, pa i u odnosu na Fn.

v) Poxto su Xi nezavisne i jednakoraspode	ene va�i

E(h(Xi1 , . . . , Xim)|Fn) = E(h(X1, . . . , Xm)|Fn).

Za svaki podskup {i1, . . . , im} skupa {1, 2, . . . , n}. Da	e prime-
�uju�i mer	ivost funkcije Un(h), definiciju U -statistike i dobijenu
posledicu simetrije, dobijamo:

Un(h) = E (Un(h)|Fn) = E

((
n

m

)−1 ∑
16i1<···<im6n

h(Xi1 , . . . , Xim)|Fn

)

= E(h(X1, . . . , Xm)|Fn).

8



2. Martingali i U -statistike

Najzad, za neko l,m 6 l 6 n, prime�uju�i teleskopsko svojstvo uslovnog
oqekiva�a imamo:

E(Ul|Fn) = E(E(h(X1, . . . , Xm)|Fl)|Fn) = E(h(X1, . . . , Xm)|Fn) = Un(h).

�
Rezultat prethodne leme je da je niz U -statistika, {Un(h), n > m}

obrnuti martingal u odnosu na datu filtraciju.

Teorema 2.3 Neka je Un(h), n > m niz U-statistika. Tada va�i

Un → θ(P ), n→ +∞,
gde je konvergencija skoro sigurno i u L1 smislu.

Dokaz

Prema lemi 2.0.1, ovaj niz U -statistika je obrnuti martingal, pa
koriste�i teoremu o konvergenciji obrnutih martingala, imamo

lim
n→+∞

Un(h) = E(Um(h)| ∩+∞
n=m Fn),

skoro sigurno i u L1 smislu. Na osnovu Hjuit-Savi
 zakona 0-1, poxto
je σ-algebra ∩+∞

n=mFn invarijantna u odnosu na permutacije, ona je triv-
ijalna, a uslovno oqekiva�e u odnosu na takvu σ-algebru je jednako obiq-
nom oqekiva�u. Time dobijamo tra�eno:

lim
n→+∞

Un(h) = E(Um(h)) = θ.

Potrebno je jox obrazlo�iti zaxto je ∩+∞
n=mFn invarijantna u odnosu

na permutacije. Neka je A ∈ Fn. Tada je on oblika

A = (X(1), . . . , X(n), Xn+1, . . . )
−1(B),

za neko B ∈ B∞. Naravno, A = (X1, X2, . . . )
−1(B1) za neko B1 ⊃ B,

poxto nemamo ograniqe�a po koordinatama. Tako�e, poxto bez stati-
stika poretka nije bitan raspored koordinata

A = (Xj1 , . . . , Xjn , Xn+1, . . . )
−1(B1).

Dakle, A ∈ εn. Odavde smo dobili da je σ-algebra ∩+∞
n=mFn podskup

σ-algebra svih permutabilnih skupova.
Kako skoro sigurna konvergencija implicira konvergenciju u

verovatno�i, rezultat ove teoreme je da je U -statistika postojana ocena
za dati parametar. Jox jedan rezultat koji opisuje U -statistike kao
ocene parametara daje slede�a teorema
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2. Martingali i U -statistike

Teorema 2.4 Za proizvo	nu nepristrasnu ocenu S parametra θ(P ) po-
stoji U-statistika U takva da va�i

DU 6 DS,

a jednakost va�i ako je U = S skoro sigurno. Dodatno, ako je familija
raspodela P i kompletna, onda je U-statistika

U =
1

n!

∑
π∈Π

S(Xπ(1), . . . , Xπ(n)),

jedinstvena najbo	a ocena parametra θ(P ).

Dokaz Poxto je vektor statistika poretka dovo	na statistika za
svaku familiju raspodela P drugi deo teoreme je posledica poznate teo-
reme Leman-Xefe o jedinstvenoj najbo	oj oceni. Za dokaz prvog dela
teoreme primetimo da je statistika U , definisana u iskazu, jednaka
uslovnom oqekiva�u E(S|X(n)). Zaista, ako znamo vrednosti stati-
stika poretka, zbog nezavisnosti elemenata u uzorku, svaki raspored
vrednosti iz varijacionog niza, po sluqajnim veliqinama X1, . . . , Xn je
jednakoverovatan, sa verovatno�om (n!)−1, a time je odre�ena i vrednost
statistike S. Primenom Jensenove nejednakosti imamo

EU2 = E((E(S|X(n)))
2
) 6 E(E(S2|X(n))) = ES2.

Jednakost va�i ako i samo ako je S mer	iva u odnosu na σ{X(n)}, odnosno
ako je U = S skoro sigurno, a odavde zbog nepristrasnosti ocena U i S,
sledi nejednakost disperzija.

�
Mo�emo primetiti da je prvi deo teoreme specijalni sluqaj teoreme

Rao-Blekvel o pobo	xa�u ocene korix�e�em uslovnog oqekiva�a.

Definicija 2.0.3 Ako imamo simetriqno jezgro h reda m koje je
ocena za parametar θ(P ), ka�emo da je jezgro h degenerisano u meri
P , ako za neko m0 < m i sve xm0+1, . . . , xm va�i∫

· · ·
∫
h(x1, . . . , xm)dP (x1) . . . dP (xm0) = 0,

inaqe ka�emo da je jezrgo h nedegenerisano. Pojam degenerisanosti u
da	em tekstu �e se uvek odnositi na sluqaj m0 = 1, dakle kada je
integral po jednom, bilo kom, argumentu jednak nuli.

10
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Postmatrajmo simetriqno jezgro h reda m koje je integrabilno u odnosu
na proizvod mera, to jest∫

· · ·
∫
|h(x1, . . . , xm)|dP (x1) . . . dP (xm) < +∞.

Definicija 2.0.4 Definiximo, za 0 6 c 6 m funkcije

h̃c(x1, . . . , xc) = Eh(x1, . . . , xc, Xc+1, . . . , Xm) =

=

∫
· · ·
∫
h(x1, . . . , xm)dPxc+1 . . . dPxm.

Primetimo da za tako definisane funkcije va�e slede�e osobine:
1. Funkcije h̃c(x1, . . . , xc) su simetriqne po svojim argumentima;
2. h̃c(X1, . . . , Xc) = E(h(X1, . . . , Xm)|X1, . . . , Xc);
3. h̃c(x1, . . . , xc) =

∫
h̃c+1(x1, . . . , xc+1)dP (xc+1);

4. h̃0 ≡ θ(P ), h̃m = h.

Definicija 2.0.5 Definiximo, za 0 6 c 6 m funkcije

hc(x1, . . . , xc) =
c∑

k=0

(−1)c−k
∑

16i1<···<ik6c

h̃k(xi1 , . . . , xik).

Raquna�em prvih par qlanova dobijamo

h1(x1) = h̃1(x1)− θ

h2(x1, x2) = θ − h̃1(x1)− h̃1(x2) + h̃2(x1, x2)

h3(x1, x2, x3) = −θ +
3∑
i=1

h̃1(xi) +
∑

16i1<i263

h̃2(xi1 , xi2)

. . . . . . . . . . . . . . .

hm(x1, . . . , xm) = (−1)m+

+(−1)m−1

m∑
i=1

h̃1(xi) + (−1)m−2
∑

16i1<i26m

h̃2(xi1 , xi2) + · · ·+ h(x1, . . . , xm).

Primetimo da za funkcije hc va�e slede�e osobine:

11
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1. Funkcije hc su simetriqne po svojim argumentima;
2. Funkcije hc su degenerisane, za svako 0 6 c 6 m;
Rezultat se dobija primenom osobine 3. funckija h̃c

E(h1(X1)) = 0

E(h2(x1, X2)) = E(θ−h̃1(x1)−h̃1(X2)+h̃2(x1, X2)) = θ−h̃1(x1)−θ+h̃1(x1) = 0

. . . . . . . . . . . . . . .

Uopxteno, izraz za E(h(x1, . . . , xc−1, Xc)) je:

c∑
k=0

(−1)c−k
∑

16i1<···<ik<c,ik 6=c

h̃k(xi1 , . . . , xik)+

+
c∑

k=1

(−1)c−k
∑

16i1<···<ik=c

h̃k−1(xi1 , . . . , xik−1
) = 0.

3. h0 = θ(P )

h(x1, . . . , xm) =
m∑
c=0

∑
16i1<···<ic6m

hc(xi1 , . . . , xic).

Krenimo od leve strane jednakosti

m∑
c=0

∑
16i1<···<ic6m

hc(xi1 , . . . , xic) =

=
m∑
c=0

∑
16i1<···<ic6m

c∑
k=0

(−1)c−k
∑

16j1<···<jk6c

h̃k(xij1 , . . . , xijk )

=
m∑
k=0

∑
16j1<···<jk6m

h̃k(xj1 , . . . , xjk)
m∑
c=k

(−1)c−k
(
m− k
c− k

)
.

U posled�oj jednakosti zamenili smo redosled sumira�a, prvo smo bi-
rali k indeksa qime smo odredili argumente funkcija h̃k, a zatim smo
birali preostalih c − k indeksa, to qinimo na

(
m−k
c−k

)
naqina i svi oni

daju jednak sabirak u sumi a to je h̃k(xij1 , . . . , xijk ). Kako je

m∑
c=k

(−1)c−k
(
m− k
c− k

)
=

m−k∑
c=0

(−1)c
(
m− k
c

)
=

{
1, k = m

(1 + (−1))m−k, inaqe
.

U sumi ostaje samo jedan sabirak

12
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m∑
c=0

∑
16i1<···<ic6m

hc(xi1 , . . . , xic) =

=
∑

16j1,...,jm6m

h̃m(xj1 , . . . , xjm) = h̃m(x1, . . . , xm) = h(x1, . . . , xm),

qime smo dobili tra�eno. �
Uloga funkcija hc i h̃c je tehniqka, one nam predstav	aju alat

za nala�e�e izraza za disperziju U -statistika u pogodnom obliku.
Slede�a teorema nas dovodi korak bli�e ka tome.

Teorema 2.5 O dekompoziciji U-statistika Neka je h simetriqno
jezgro reda m i nepristrasna ocena parametra θ. Tada za prethodno
definisane funckije hc i svako n > m va�i

Un(h) =
m∑
c=0

(
m

c

)
Un(hc).

Dokaz

Un(h) =

(
n

m

)−1 ∑
16i1<···<im6n

m∑
c=0

∑
16k1<···<kc6m

hc(Xik1
, . . . , Xikc

) =

=

(
n

m

)−1 m∑
c=0

∑
16i1<···<im6n

∑
16k1<...,kc6m

hc(Xik1 ,...,Xikc
).

�elimo da zamenimo red drugoj i tre�oj sumi. Ako su fiksirani
(ik1 , . . . , ikc) i ho�emo da izaberemo preostalih m − c indeksa, to qin-
imo na

(
n−c
m−c

)
naqina i svi oni daju jedan sabirak u sumi a to je

hc(xik1 , . . . , xikc ). Malom izmenom naziva indeksa radi jednostavnijeg za-
pisa dobijamo

Un(h) =

(
n

m

)−1 m∑
c=0

(
n− c
m− c

) ∑
16i1<···<ic6n

hc(Xi1 , . . . , Xic),

a poxto va�i jednakost
(
n
m

)−1(n−c
m−c

)(
n
c

)
=
(
m
c

)
imamo i

Un(h) =
m∑
c=0

(
m

c

)
Un(hc).

13
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qime je dokaz zavrxen.
Primetimo da smo pomo�u ove teoreme U -statistiku izrazili kao

linearnu kombinaciju U statistika sa degenerisanim jezgrom.
Sada �emo dekompoziciju napisati u jox jednom obliku, koji �e biti

korisniji pri dokazu nekih nejednakosti. Kako je

Un(hc) =

(
n

c

)−1 ∑
16i1<···<ic6n

hc(Xi1 , . . . , Xic).

Kada to uvrstimo u prvobitnu prezentaciju Un(hc) dobijamo

Un − θ =
m∑
c=1

(
m

c

)(
n

c

)−1 ∑
16i1<···<ic6n

hc(Xi1 , . . . , Xic).

Uvedimo sada jox jednu novu oznaku

Snc =
∑

16i1<···<ic6n

hc(Xi1 , . . . , Xic),

koja �e nam tako�e kasnije biti od koristi. Slede�a posledica jox
jednom povezuje U -statistike sa martingalima.

Posledica 2.0.1 Neka je h integrabilno, simetriqno jezgro reda m za
parametar θ. Tada je, za svako fiksirano 1 6 c 6 m niz {

(
n
m

)
Un(hc), n >

c} martingal u odnosu na filtraciju {Fn = σ{X1, . . . , Xn}, n > c}.

Dokaz

Jasno je da su ispu�eni uslovi a) i b) iz definicije martingala.
Potrebno je jox dokazati da va�i v).

E

((
n

c

)
Un(hc)|Fk

)
= E

( ∑
16i1<···<ic6n

hc(Xi1 , . . . , Xic)|Fk

)
=

=
∑

16i1<···<ic6n

E(hc(Xi1 , . . . , Xic)|Fk).

Primetimo da ukoliko se neki od indeksa i1, . . . , ic ne nalazi u skupu
{1, . . . , k} onda je odgovaraju�e matematiqo oqekiva�e iz sume jednako
0. Pretpostavimo da je to indeks i1. Zaista primenom teleskopskog
svojstva i osobine degenerisanosti funkcija hc dobijamo

E(hc(Xi1 , . . . , Xic)|Fk) = E(E(hc(Xi1 , . . . , Xic)|X1, . . . , Xk, Xi2 , . . . , Xic)|Fk) =

14
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= E(E(hc(Xi1 , . . . , Xic)|Xi2 , . . . , Xic)|Fk) = 0.

Dakle, u naxoj sumi �e opstati oni sabirci za qije indekse va�i
1 6 i1 < · · · < ic 6 k.

E

((
n

c

)
Un(hc)|Fk

)
=

∑
16i1,...,ic6k

E(hc(Xi1 , . . . , Xic)|Fk) =

(
k

c

)
Uk(hc),

�
Ci	 ovog poglav	a je izraqunava�e disperzije U -statistika. Kako

�e nam u tome koristiti lema o dekompoziciji uvedimo oznake disper-
zija pomo�nih funkcija.

Definicija 2.0.6 Definiximo za 0 6 c 6 m funkcije

ζc = D(h̃c(X1, . . . , Xc))

δc = D(hc) = E(hc
2),

uz pretpostavku da su ove disperzije konaqne.

Lema 2.0.2 Veza izme�u ζc i δc data je izrazima

δc =
c−1∑
i=0

(
c

i

)
(−1)iζc−i,

i

ζc =
c−1∑
i=0

(
c

i

)
δc−i.

Dokaz

Iz osobina funkcija hc vidimo da je δ0 = ζ0 = 0. Za c > 1 koristimo
ve� pomenutu jednakost

∑c
k=0 (−1)k

(
c
k

)
= 0.

δc = Ehc
2 = E

(
c∑

k=0

(−1)c−k
∑

16i1<···<ik6c

(h̃k(Xi1 , . . . , Xik)− θ)

)2

.

Da ne bismo komplikovali zapis, primetimo da �emo imati sumu po
skupovima K i H, oblika {i1, i2, . . . , ik1} za 1 6 i1 < · · · < ik1 6 c,
odnosno {j1, j2, . . . , jk2} za 1 6 j1 < · · · < jk2 6 c, gde je 1 6 k1, k2 6 c.
Sumu mo�emo zapisati jednostavnije kao

15



2. Martingali i U -statistike

δc =
∑

K,H⊂{1,...,c}

(−1)2c−|K|−|K|E((h̃k1(Xk)− θ)(h̃k2(XH)− θ)).

Dakle, u sumi su neodre�eni i elemetni skupova K i H i �ihov broj.
Primetimo da, ako su skupovi K i H disjunktni, zbog nezavisnosti el-
emenata u uzorku imamo proizvod oqekiva�a. Zbog jednake raspodel-

jenosti elemenata u uzorku, vrednost E(h̃k(XK)− θ)2
zavisi samo od

broja elemenata skupa K, ne i od �ihovih taqnih vrednosti. Pret-
postavimo da skupovi K i H imaju taqno l zajedniqkih elemenata.
Oqekiva�e iz sume tada mo�emo zapisati kao

E[(h̃k1(XK)−θ)(h̃k2(XH)−θ)] = E(E[(h̃k1(XK)−θ)(h̃k2(XH)−θ)|X1, . . . , Xl]).

Primetimo da smo oznaqili zajedniqke elemente sa X1, . . . , Xl, zbog jed-
nakoraspode	enosti to je mogu�e, a ostali argumenti funkcija h̃k1 i h̃k2 ,
redom Xl+1, . . . , Xk1 i X

′

l+1, . . . , X
′

k2
su nezavisne veliqine. Na osnovu os-

obina uslovnog matematiqkog oqekiva�a

E[(h̃k1(XK)− θ)(h̃k2(XH)− θ)|X1, . . . , Xl] =

= E[E((h(X)− θ)(h(X)− θ)|X1, . . . , Xk1 , X
′

l+1, . . . , X
′

k2
)|X1, . . . , Xl]

= E[E((h(X)− θ)(h(X)− θ)|X1, . . . , Xl)|X1, . . . , Xk1 , X
′

l+1, . . . , X
′

k2
]

= E((h̃l(X1, . . . , Xl)− θ)
2|X1, . . . , Xk1 , X

′

l+1, . . . , X
′

k2
)

= E(h̃l(X1, . . . , Xl)− θ)
2
.

Odavde se poqetna suma svodi na:

δc =
∑

K,H⊂{1,...,c}

(−1)|K|+|H|E[(h̃l(XK∩H)− θ)2
]

=
c∑
i=1

D(h̃l)

(
c

l

) c−l∑
i=0

c−l−i∑
j=0

(
c− l
i

)(
c− l − i

j

)
(−1)2l+i+j

=
c∑
i=1

D(h̃l)

(
c

l

) c−l∑
i=0

(
c− l
l

)
(−1)i

c−l−i∑
j=0

(
c− l − i

j

)
(−1)j

=
c∑
i=1

D(h̃l)

(
c

l

)
(−1)c−l =

c−1∑
i=0

(
c

i

)
(−1)iζc−i.
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Drugi deo teoreme �emo raditi indukcijom po c. Za c = 1, po definiciji
funkcija va�i h1 = h̃1 − θ, pa je δ1 = ζ1

∑0
i=0

(
1
i

)
δ1−i. Pretpostavimo

da tvr�e�e va�i za svako c = 1, . . . , r − 1 i ispitujemo da li va�i i za
c = r. Na osnovu prethodno dokazanog i primenom induktivne hipoteze,
dobijamo

δr = ζr +
r−1∑
i=1

(
r

i

)
(−1)iζr−i = ζr +

r−1∑
i=1

(
r

i

)
(−1)i

r−i−1∑
j=0

(
r − i
j

)
δr−i−j

= ζr +
r−1∑
i=1

(
r

l

)
δr−l

l∑
i=1

(
l

i

)
(−1)i = ζr −

r−1∑
i=1

(
r

l

)
δr−l.

�

Posledica 2.0.2 Neka je h simetriqno jezgro reda m, ako je ζm < +∞,
tada va�i

0 6 dDh̃c 6 cDh̃d, 1 6 c 6 d 6 m.

Dokaz

cDh̃d − dDh̃c = c
d−1∑
i=0

(
d

i

)
δd−i − d

c−1∑
j=0

(
c

j

)
δc−j.

Grupisa�emo qlanove uz δ0, . . . , δd.

cDh̃d − dDh̃c =
c∑
i=1

[c

(
d

i

)
− d
(
d

i

)
]δi +

d∑
i=c+1

c

(
d

i

)
δi > 0.

Posled�a nejednakost se jednostavno dobija iz qi�enice da je

c
(
d
i

)
d
(
c
i

) > 1.

Na osnovu ovoga imamo da va�i i 0 = ζ0 6 · · · 6 ζm =
D(h(X1, . . . , Xm)) < +∞ �

Teorema 2.6 Neka je h simetriqno jezgro reda m i neka va�i∫
· · ·
∫
h(x1, . . . , xm)2dP (x1) . . . dP (xm) < +∞.

Tada je disperzija odgovaraju�e U-statistike

DUn(h) =

(
n

m

)−1 m∑
c=1

(
m

c

)(
n−m
m− c

)
δc.
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Dokaz

Primetimo da iz datog uslova teoreme, na osnovu prethodne leme,
sledei da su svi ζc < +∞, 1 6 c 6 m.

DUn(h) = E(Un(h)− θ)2 = E

(
m∑
c=0

(
m

c

)
Un(hc)

)2

.

U ovom matematiqkom oqekiva�u jav	aju se proizvodi U -statistika koje
imaju degenerisana jezgra razliqitih redova. Va�i da, ako imamo dve
U -statistike razliqitih redova m i m′, onda za n dovo	no veliko, n >
max(m,m′), va�i

E(Un(h)Un(h′)) =

E

(n
m

)−1(
n

m′

)−1 ∑
16i1<···<im6n

∑
16j1<···<jm′6n

h(Xi1 , . . . , Xim)h′(Xj1 , . . . , Xjm′
)


=

(
n

m

)−1(
n

m′

)−1 ∑
16i1<···<im6n

∑
16j1<···<jm′6n

E(h(Xi1 , . . . , Xim)h′(Xj1 , . . . , Xjm′
)).

Kako su jezgra razliqitih redova, to znaqi da postoji bar jedna sluqajna
promen	iva koja se jav	a u taqno jednom jezgru. Neka je to, na primer
im. Kada integralimo po toj promen	ivoj, dobijamo:∫

h(Xi1 , . . . , Xim)h′(Xj1 , . . . , Xjm′
)dP (xim)

= h′(Xj1 , . . . , Xjm′
)

∫
h(Xi1 , . . . , Xim)dP (xim) = 0.

Posled�a jednakost va�i jer je h degenerisana.
Vratimo se sada na nax problem.

DUn(h) =
m∑
c=0

(
m

c

)2

E(Un(hc))
2

=
m∑
c=0

(
m

c

)2

E

((
n

c

)−1 ∑
16i1<···<ic6n

hc(Xi1 , . . . , Xic)

)2

=
m∑
c=0

(
m

c

)2(
n

c

)−2

E

( ∑
16i1<···<ic6n

hc(Xi1 , . . . , Xic)

)2

18
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=
m∑
c=0

(
m

c

)2(
n

c

)−2 ∑
16i1<···<ic6n

∑
16j1<,...,jc6n

E(hc(Xi1 , . . . , Xic)hc(Xi1 , . . . , Xic)).

Ukoliko postoji bar jedan indeks, takav da se odgovaraju�a sluqajna
veliqina nalazi kao argument samo u jednoj funkciji hc, onda je prema
rezultatu prethodne leme oqekiva�e proizvoda tih funckija jednako 0.

DUn(h) =
m∑
c=0

(
m

c

)2(
n

c

)−2 ∑
16i1,...,ic6n

E(hc(Xi1 , . . . , Xic))
2

=
m∑
c=0

(
m

c

)2(
n

c

)−1

δc =

(
n

m

)−1 m∑
c=0

(
m

c

)(
n−m
m− c

)
δc.

�

Teorema 2.7 Neka je h simetriqno jezgro reda m. Ako je hc ≡ 0 za sve
1 6 c 6 d−1 gde je 1 6 d 6 m i ζm < +∞, tada n

d
2

(
m
d

)
Un(h) konvergira u

raspodeli ka nekoj raspodeli F ako i samo ako n
d
2 (Un(h)− θ) konvergira

ka toj istoj raspodeli.

Dokaz teoreme se mo�e na�i u [1]

Obele�imo sa Yn = n
d
2

(
m
d

)
Un(hd) i Zn = n

d
2 (Un(h) − θ). Na osnovu

prethodne teoreme imamo da (Yn − Zn) → 0, kad n → +∞, u L2 smislu.
Tada, ako jedan od ova dva niza konvergira u raspodeli, mora i drugi i
to ka istoj raspodeli. Kao specijalan sluqaj izdvajamo d = 1. Tada je√
nmUn(h1) predstav	enosumom nezavisnih jednakoraspode	enih sluqa-

jnih veliqina h̃1(Xi), transliranih i skaliranih.

√
nmUn(h1) =

m√
n

n∑
i=1

h1(Xi) =
√
nmUn(h1) =

m√
n

n∑
i=1

(h̃1(Xi)− θ)

Da bismo mogli da primenimo centralnu graniqnu teoremu, potrebno je
da matematiqko oqekiva�e i disperzija budu konaqni, xto je ispu�eno,
jer je

D(h̃1(X1)) = ζ1 − θ2.

Dobijeni rezultat izdvoji�emo u slede�oj teoremi:

Teorema 2.8 Neka je h proizvo	no jezgro reda m, i va�i ζm < +∞.
Tada

√
n(Un(h)− θ) konvergira u raspodeli ka N (0,m2ζ1).
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Primer 6 Izraqunajmo asimptotsku disperziju za U-statistike iz
primera 1 za k-ti momenat. Asimptotska normalnost va�i ako je
E|X1|2k < +∞, a asimptotska disperzija je odre�ena sa DXk

1 . Sliqno,
uzoraqka disperzija kao U-statistika ima asimptotski normalnu
raspodelu N (0, 4ζ1) ako va�i EX1

4 < +∞. U ovom sluqaju imamo
slede�u situaciju:

h1(x1) = h̃1(x1)−DX1 = E(h(x1, X2))−DX1 = E

(
(x1 −X2)2

2

)
−DX1

=
1

2
E(x1

2 − 2x1X2 +X2
2)−DX1

=
1

2
x1

2 − x1EX2 +
1

2
EX2

2 +
1

2
(EX2)2 − 1

2
(EX2)2 −DX1

=
1

2
(x1 − EX2)2 +

1

2
(EX2

2 + (EX2)2)−DX1 =
1

2
(x1 − EX1)2 − 1

2
DX1.

Odavde sledi da je

4ζ1 = Dh1(X1) = E(X1 − EX1)4 − (DX1)2.

Ako na primer pretpostavimo X1 ∈ N (µ, σ2) tada je 4ζ1 = 2σ4

Primer 7 Primeni�emo graniqnu teoremu na primer 3 .

W+ = nUn(h1) +

(
n

2

)
Un(h2).

Postmatramo graniqnu vrednost u raspodeli izraza

√
n

(
n

2

)−1

(W+ − EW+).

Matematiqko oqekiva�e ovog izraza je oqigledno jednako nuli:

√
n

(
n

2

)−1(
nUn(h1) +

(
n

2

)
Un(h2)− n(n+ 1)

4

)
.

Kako je

D(
√
n

(
n

2

)−1

n(Un(h1)− E(Un(h2)))) =

(
n

2

)−2

n2Dh1 → 0, n→ 0,
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2. Martingali i U -statistike

znaqi da ta sluqajna promen	iva te�i degenerisanoj. Na drugi deo
izraza primenimo teoremu 2.8

√
n(Un(h2)− E(Un(h2)))→ N (0, 4σ2),

gde je σ2 = D(h̃2)1. Na osnovu ovog, ceo izraz te�i u raspodeli ka
N (0, 4σ2) raspodeli. Kako je

(h̃2)1(z1) = E(I(z1 + Z1 > 0)) = P (Z2 > −z1) = 1− F (−z1),

i, pri H0 sluqajna veliqina Z1 raspode	ena simetriqno oko nule, sledi
da (h̃2)1(z1) ima U [0, 1] raspodelu. Odavde imamo da je σ2 = 1

2
. Na osnovu

ovog vidimo da graniqna raspodela ne zavisi od nepoznatog parametra

θ, i da je disperzija Vilkoksonove statistike n(n−1)2

12
.
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Poglav	e 3

Nejednakosti za U-statistike

Uveli smo osnovne pojmove i pokazali vezu izme�u martingala i U -
statistika. U tre�oj glavi �emo ih iskoristiti za dokaziva�e nejed-
nakosti sa momentima i maksimalne nejednakosti, koje ujedno qine i
najva�nije nejednakosti za U -statistike.

3.1 Nejednakosti sa momentima

Neka je (Sn,Fn), n = 1, 2, ..., sluqajan niz.

Teorema 3.1 Neka su ξi sluqajne veliqine koje zadovo	avaju uslove

E(ξi|Si−1) = 0, 2 6 i 6 n,

gde je ξ1 = S1, ξi = Si − Si−1, i = 2, . . . , n. Tada va�i

E|Sn|p 6 αp

n∑
j=1

E|ξi|p,

za 1 6 p 6 2, gde je

αp = sup
x

(|x|−p(|1 + x|p − 1− px)) 6 22−p.

Dokaz

Ako je (Si,Fi) martingal, tada niz (ξi,Fi) predstav	a martingalnu
razliku. Va�i Sn =

∑n
i=1 ξi. Za p = 1 dobijamo αp = 2. Dakle tra�ena

nejednakost postaje

E|
∑

ξi| 6
∑

E|ξi|,
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3. Nejednakosti za U -statistike

xto je zadovo	eno. Za p = 2 imamo ESn
2 = Eξ1

2 + · · · + Eξn
2 zbog

uslova koje ispu�avaju veliqine ξi. Razmotrimo sada sluqaj 1 < p < 2.
Koristi�emo elementarnu nejednakost

|a+ b|p 6 |a|p + p|a|p−1sgn(a)b+ αp|b|p,

koja va�i za sve realne a i b. Primetimo da αp > 1 za 1 < p < 2. Ako
u pomenutoj nejednakosti uvrstimo a = ξ1, b = ξ2 i zatim integralimo
obe strane nejednakosti dobijamo

E|ξ1 + ξ2|p 6 E|ξ1|p + αpE|ξ2|p.

Indukcijom dobijamo tra�enu nejednakost, ako za induktivnu hipotezu
uvrstimo a = Sn−1, b = ξn. �

Slede�a teorema tako�e daje gor�u granicu p-tog momenta parcijal-
nih martingalnih suma, a dokaz se mo�e na�i u [5].

Teorema 3.2 Neka je (Sn,Fn) martingal. Definixemo

γpn = E|ξn|p,Γpn =
1

n

n∑
j=1

γpj.

Tada nejednakost
E|Sn|p 6 γpn

p/2Γpn

va�i za svako p > 2 i n = 1, 2, . . . gde je

γp = (8(p− 1)max(1, 2p−3))
p
.

Primer 8 Neka je Yn sluqajna veliqina, mer	iva u odnosu na σ-algebru
Fn, n = 1, 2, . . . takva da va�i E|Yn| < +∞. Uvodimo oznaku

ξnk = E(Yn|Fn)− E(Yn|Fn−1), k = 1, . . . , n,

iz koje dobijamo
Yn − EYn = ξn1 + · · ·+ ξnn,

gde niz (ξnk,Fn), k > 1 qini martingalsku razliku za svako n.

Neka je p > 1 fiksiran realan broj. Pretpostavimo da E|h|p < +∞.
Pod ovim uslovom, mo�emo oceniti matematiqko oqekiva�e E|Un − θ|p,
koriste�i martingalska svojstva Un. Zapiximo Un kao u primeru 8.
Imamo

Un − θ = ξn1 + · · ·+ ξnn,
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3. Nejednakosti za U -statistike

gde su
ξnk = E(Un|X1, . . . , Xk)− E(Un|X1, . . . , Xk−1).

Kako je niz Snk martingal (iz posledice 2.0.1), iskoristi�emo alterna-
tivni oblik dekompozicije funkcija izveden u 3. glavi. Dobijamo

ξnk =
m∑
c=1

(
m

c

)(
n

c

)−1

(Skc − Sk−1,c).

Za k > c, k = 1, . . . , n, c = 1, . . . ,m uvodimo oznaku

ηkc =
∑

16i1<···<ic−16k−1

hc(Xi1 , . . . , Xic−1 , Xk).

Po definiciji imamo da je

ηk1 = h1(Xk), k = 1, 2, . . . , n.

Kako je
Skc − Sk−1,c = ηkc,

imamo

ξnk =
m∑
c=1

(
m

c

)(
n

c

)−1

ηkc,

odnosno (ξnk,Fk), k > 1 formiraju martingalske razlike, odakle dobi-
jamo

E(ξn,k+1|ξn1 + · · ·+ ξnk) = 0, k = 1, 2, . . .

Sluqajne veliqine ξni, i = 1, . . . , k + 1 zadovo	avaju uslove teoreme 3.1,
pa koriste�i pomenutu teoremu dobijamo

E|Un − θ|p 6 αp

n∑
k=1

E|ξnk|p,

za 1 6 p 6 2. Prvo �emo oceniti matematiqko ocekiva�e E|ξnk|p. Imamo

E|ξnk|p 6 (m− r + 1)p−1

m∑
c=r

(
m

c

)p(
n

c

)−p
E|ηkc|p,

gde r > 1 prirodan broj predstav	a red jezgra h. S obzirom da funkcije
hc imaju svojstvo degenerisanosti, niz {ηkc}, k = 1, 2, . . . zadovo	ava
uslove teoreme 3.1, pa ponovo koriste�i tu teoremu dobijamo

E|ηkc|p 6 αp
c

(
k − 1

c− 1

)
E|hc|p.
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3. Nejednakosti za U -statistike

Napomenimo da je
n∑
k=1

(
k − 1

c− 1

)
=

(
n

c

)
.

Koriste�i prethodne dve nejednakosti dobijamo

n∑
k=1

E|ξnk|p 6 (m− r + 1)p−1

m∑
c=r

(
m

c

)p(
n

c

)−p+1

αp
cE|hc|p,

za 1 6 p 6 2.

Teorema 3.3 Pretpostavimo da je Eh = 0 i E|h|p < +∞ za svako
1 6 p 6 2. Tada

E|Un − θ|p 6 (m− r + 1)p−1

m∑
c=r

(
m

c

)p(
n

c

)−p+1

αp
c+1E|hc|p.

Razmotrimo sada sluqaj p > 2. Prema teoremi 3.2 imamo

E|Un − θ|p 6 γp
(p−2)/2

n∑
k=1

E|ξnk|p.

Oqigledno je da

E|ξnk|p 6 (m− r + 1)p−1

m∑
c=r

(
m

c

)p(
n

c

)−p
E|ηkc|p,

tako�e va�i i za p > 2. Stoga, trebalo bi oceniti matematiqko oqeki-
va�e E|ηkc|p. Da bismo to postigli, primeni�emo prethodnu teoremu
c− 1 puta. Dobijamo ocenu

E|ηkc|p 6 γp
cn(p−2)(c−1)/2

(
k − 1

c− 1

)
E|gc|p.

Sada mo�emo formulisati jox jednu teoremu qiji se dokaz nalazi u [5].

Teorema 3.4 Pretpostavimo da je Eh = 0 i E|h|p < +∞ za svako
p > 2. Tada va�i slede�a nejednakost

E|Un− θ|p 6 (m− r + 1)p−1

m∑
c=r

(
m

c

)p(
n

c

)−p+1

np(p−2)c/2γp
c+1E|hc|p.
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3. Nejednakosti za U -statistike

3.2 Maksimalne nejednakosti

Teorema 3.5 Pretpostavimo da je (Xn,Fn) submartingal, {an}, an > 0
je rastu�i niz Fn−1-mer	ivih sluqajnih veliqina, F0 = {Ø,Ω} i t > 0.
Tada

tP

(
max
16i6n

(Xi/ai) > t

)
6 E(X+

1 /a1) +
n∑
i=2

E((X+
i −X+

i−1/ai),

za proizvo	no n > 1, gde je X+
i = max(Xi, 0).

Dokaz Primetimo da va�i

P (max
16i6n

(Xi/ai) > t) = P (max
16i6n

(X+
i /ai) > t),

gde je (X+
i ,Fi) submartingal. Bez uma�e�a opxtosti, mo�emo pret-

postaviti da je Xi > 0 (skoro sigurno) za svako i > 1. Neka je

Yk = X1/a1 +
k∑
i=2

(Xi −Xi−1)/ai.

Niz (Yk,Fk) je pozitivni submartingal. Oznaqimo sa m najma�i me�u
brojevima (k = 1, 2, . . . , n) koji zadovo	ava Xk/ak > t, ako takav broj
postoji. U suprotnom pretpostavimo da je m = n+ 1. Mo�emo zapisati
Yk u slede�em obliku

Yk = Xk/ak +
k−1∑
i=1

(a−1
i − a−1

i+1)/Xi.

Na skupu {ω : m = k} va�i

t 6 Xk/ak 6 Yk.

Stoga, uvek imamo Ym na skupu {ω : m 6 n}. Odnosno

tP

(
max
16i6n

(Xi/ai) > t

)
6 tP (m 6 n) 6 E (YmI(m 6 n)) =

=
n∑
i=1

∫
{ω:m=i}

YidP 6
n∑
i=1

∫
{ω:m=i}

YndP = E(YmI(m 6 n)) 6 EYn.

Xto je i trebalo dokazati.
Naredne dve teoreme predstav	aju posledice teoreme 3.5 i dokaz se

mo�e na�i u [5].
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3. Nejednakosti za U -statistike

Teorema 3.6 Neka je (Xn,Fn) submartingal i neka je {cn}, n > 1
nerastu�i niz nenegativnih brojeva. Tada va�i

P

(
max
16i6n

ckXk > t

)
6 t−1

(
cnEX

+
n +

n−1∑
i=1

(ci − ci+1)EX+
i

)
,

za t > 0. Posebno,

P

(
max
16i6n

Xk > t

)
6 t−1EX+

n .

Teorema 3.7 Neka je (Xn,Fn) obrnuti submartingal, a {cn}, n > 1,
neopadaju�i niz pozitivnih brojeva. Tada nejednakost

P

(
max
n6k6N

ckXk > t

)
6 t−1

(
cnEX

+
n +

N∑
i=n+1

(ci − ci−1)EX+
i )

)
,

va�i za svako t > 0 i N > n. Posebno,

P

(
sup
k>n

Xk > t

)
6 t−1EX+

n .

Teorema 3.8 Pretpostavimo da va�i Eh2 < +∞ i neka je rang jezgra
h jednak r, 1 6 r 6 m. Tada nejednakost

P

(
max
m6k6n

(
k

m

)
ak|Uk − θ| > t

)
6 22mt−2

m∑
c=r

δcc
n∑
k=c

(
k

c

)−1

ka2
k,

va�i za proizvo	no t > 0 i nerastu�i niz nenegativnih brojeva an.

Dokaz Prema posledici 2.0.1 nizovi {Snc, n = 1, 2, . . . }, c = r, ...,m,
su martingali. Da	e sledi da su Snc

2 submartingali. Koriste�i teo-
remu 3.6 dobijamo

P

(
max
c6k6n

ak|Skc| > t

)
= P

(
max
c6k6n

a2
kS

2
kc > t2

)

6 t−2

(
n−1∑
k=c

(a2
k − a2

k+1)ES2
kc + a2

nES
2
nc

)

= t−2

(
n−1∑
k=c

(a2
k − a2

k+1)

(
k

c

)
δc + a2

n

(
n

c

)
δc

)
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3. Nejednakosti za U -statistike

= t−2δc

((
c

c

)
a2
c +

c

c+ 1

(
c+ 1

c

)
a2
c+1 + · · ·+

(
n

c

)
a2
n

)
.

Sada, za t > 0 i svako c = r, . . . ,m imamo

P

(
max
c6k6n

ak|Skc| > t

)
6 t−2δcc

n∑
k=c

(
k

c

)
k−1a2

k.

Upotrebi�emo teoremu o dekompoziciji U -statistika, ali pre toga
uvodimo doga�aje

A =

{
ω : max

m6k6n
ak

(
k

m

)
|Uk − θ| > t

}

Ac =

{
ω : max

c6k6n
ak|Skc| > tm

}
,

gde je tm = 2−mt i c = r, . . . ,m. Ako se svaki od doga�aja Ar, . . . Am dogodi,
tada

ak

(
k

m

)
|Uk − θ| 6 ak

(
k

m

) m∑
c=1

Skc

(
m

c

)
/

(
k

m

)
< 2−mt

m∑
c=1

(
m

c

)
= t.

Zbog toga, A ⊂ ∪mc=rAc. Pa imamo

P (A) 6
m∑
c=r

P (Ac) 6
m∑
c=r

(2−mt)
−2
δcc

n∑
k=c

(
k

c

)
k−1a2

k,

xto dokazuje navedenu nejednakost.

Teorema 3.9 Neka je {cn}, n > m neopadaju�i niz pozitivnih brojeva
i va�i Eh2 < +∞ Tada

P

(
max
n6k6N

ck|Uk| > t

)
6 t−2

[
c2
nσ

2(Un) +
N∑

k=n+1

(c2
k − c2

k−1)σ2(Uk)

]
,

za svako m 6 n 6 N i t > 0. Ako desna strana izraza konvergira (za
N → ∞), onda u ovoj nejednakosti, max

n6k6N
i N mogu biti zame�eni sa

sup
k>n

, odnosno ∞.

Dokaz Po posledici 2.0.1 i Jensenovoj nejednakosti, niz (U2
n,Bn), n >

m, je neneagativni obnuti submartingal. Stoga, nejednakost sledi iz
teoreme 3.7.
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Poglav	e 4

Primena nejednakosti na

dokaz centralne graniqne

teoreme

Posmatramo U -statistiku

Un =

(
n

m

)−1 ∑
16i1<···<im

h(Xi1 , . . . , Xim),

gde su X1, . . . , Xn nezavisne jednakoraspode	ene sluqajne veliqine, a jez-
gro je simetriqno i nedegenerisano.

Teorema 4.1 Ako je a) η1 > 0 i b) Eh2(X1, . . . , Xm) < +∞, tada

n1/2(m2η1)
−1/2

(Un − θ)
d→ τ,

za n→ +∞, gde τ predstav	a standardnu normalnu raspodelu N (0, 1).

Dokaz Prema teoremi o dekompoziciji (teorema 2.5) imamo

Un − θ = mn−1

n∑
j=1

g1(Xj) +Rn,

gde je

Rn =
m∑
c=2

(
m

c

)
Un(hc).

Pod uslovom b), imamo
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4. Primena nejednakosti na dokaz centralne graniqne teoreme

ER2
n =

m∑
c=2

(
m

c

)2(
n

c

)−1

Eh2
c .

Dakle,

n1/2Rn
P→ 0, n→ +∞

Dato tvr�e�e sledi iz qi�enice da se u raspisanom obliku Un statis-
tike nalazi suma h1(X1) + · · · + g1(Xn) nezavisnih jedanko raspodel-
jenih sluqajnih veliqina, koje imaju pozitivnu disperziju zbog uslova
a). Time je dokaz zavrxen.

Teorema 4.2 Pretpostavimo da jezgro h ima rang r = 1 i zadovo	ava
uslov v)

E|hc|γc < +∞, c = 1, ...,m,

gde je γc = 2c/(2c− 1), tada ponovo va�i

n1/2(m2η1)
−1/2

(Un − θ)
d→ τ.

Dokaz Za poqetak primetimo

2 = γ1 > γ2 > · · · > γm = 1 +
1

2m− 1
> 1.

Tako�e uslov v) je slabiji nego uslov b). Za c = 1, iz uslova v) sledi da

Eh2
1(X1) < +∞. Sada �elimo da poka�emo da n1/2Rn

P→ 0, n → +∞
va�i pod uslovom v) za 2 6 c 6 m. Kako bismo to uradili pred-
stavi�emo Un(hc) za svako c = 2, . . . ,m kao sumu dve U -statistike

Unc = Un(ϕ1c) + Un(ϕ2c),

sa jezgrima

ϕkc(x1, . . . , xc) =
c∑

d=1

(−1)c−d
∑

16j1<···<jd6c

h̃
(k)
cd (xj1 , . . . , xjd), k = 1, 2,

gde

h̃
(k)
cd (x1, . . . , xd) = h

(k)
cd (x1, . . . , xd)− Eh(k)

cd (X1, . . . , Xd)

h
(1)
cd (x1, . . . , xd) =
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4. Primena nejednakosti na dokaz centralne graniqne teoreme

= E(hc(X1, . . . , Xc)I(|hc(X1, . . . , Xc)| 6
√
n)|X1 = x1, . . . , Xd = xd)

h
(2)
cd (x1, . . . , xd) =

= E(hc(X1, . . . , Xc)I(|hc(X1, . . . , Xc)| >
√
n)|X1 = x1, . . . , Xd = xd).

I(A) predstav	a indikator skupa A. Primetimo da va�i hc = ϕ1c +
ϕ2c i funkcije ϕ1c, ϕ2c su potuno degenerisane. Uzimaju�i ovo u obzir
dobijamo

EU2
n(ϕ1c) =

(
n

c

)−1

Eϕ2
1c 6

(
n

c

)−1

22cE(h2
c(X1, . . . , Xc)I(|hc(X1, . . . , Xc)| 6

√
n))

=

(
n

c

)−1

22cE(|hc|γc|hc|2−γcI(|hc| <
√
n)) 6 22c

(
n

c

)−1

n1−γc/2E|hc|γc .

Odakle imamo

E|
√
nUn(ϕ2c))|γc = O(n−(γc/2)2),

za c = 2, . . . ,m
Za Un(ϕ2c), koriste�i teoremu 3.3 dobijamo

E|Un(ϕ2c)|γc 6 2c+1

(
n

c

)−γc+1

E|ϕ2c|γc

6 23c+1

(
n

c

)−γc+1

E(|hc|γcI(|hc| >
√
n)).

Dakle

E|
√
nUn(ϕ2c)|γc 6 23c+1

(
c!(1− 1

n
)−1 . . . (1− c

n
)−1

)−γc+1

E(|hc|γcI(|hc| >
√
n)),

za c = 2, . . . ,m. Da	e sledi

E|
√
nUn(ϕ2c)|γc → 0, n→ +∞,

za c = 2, . . . ,m ako va�i uslov v). U skladu sa definicijiom Rn, za
ε > 0 imamo

P (|
√
nRn| > ε) 6

m∑
c=2

P

(
(m− 1)

(
m

c

)
|
√
nUnc| > ε

)
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4. Primena nejednakosti na dokaz centralne graniqne teoreme

6
m∑
c=2

P

(
2(m− 1)

(
m

c

)
|
√
nUn(ϕ1c)| > ε

)

+
m∑
c=2

P

(
2(m− 1)

(
m

c

)
|
√
nUn(ϕ2c)| > ε

)
.

Napokon koriste�i Qebixev	evu nejednakost dobijamo

P (|
√
nRn| > ε)→ 0, n→ +∞.

Dakle dokazali smo teoremu pod slabijim uslovima.
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Zak	uqak

Finski statistiqar Vasili Hoefding (1914-1991) je bio jedan od prvih
statistiqara koji se bavio neparametarskim statistikama, a najvixe je
doprineo toj oblasti tako xto je uveo pojam i izveo neke prve rezultate
vezane za U -statistike. Ispitiva�e neke uopxtene klase statistika, a
ne pojedinaqnih statistika, pogodno je zbog opxtih rezultata koje time
dobijamo. Na primerima u prvom poglav	u smo pokazali da klasa U -
statistika sadr�i neke ve poznate statistike. U drugom poglav	u smo
pribli�ili bogatu teoriju martingala i odatle izvesli neke osobine
U -statistika kao ocena parametara. Naxli smo izraz za disperziju U -
statistika, koji su nam bile od koristi u dokazu graniqnih teorema u
tre�em Poglav	u. Rezultate dokazane tre�em poglav	u smo iskoristili
za dokaz Centralne graniqne teoreme.
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