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Predgovor

Oce�iva�e gustine u prisustvu grexaka u mere�u je jedan od va�nih
problema u neparametarskoj statistici. Znaqajni primeri su nepara-
metarska regresija s grexkama u nezavisnim promen	ivim i izoxtra-
va�e slike ili signala. U posled�e vreme navedene oblasti dobijaju na
znaqaju, kako praktiqno, tako i teorijski. Najqex�e korix�ena metoda
oce�iva�a osla�a se na dekonvoluciju raspodele i ocenu gustine jez-
grom. S jedne strane ove metode se koriste u realnim problemima, kao
xto su pomenuta rekonstrukcija slike ili signala i razni ekonometri-
jski i biometrijski modeli. S druge strane, neophodno je duboko poz-
nava�e Furijeove analize, teorije verovatno�a, funkcionalne analize
da bi se strogo zasnovao i objasnio postupak dekonvolucije.

U radu �e biti razmotrena tri modela: jedan s klasiqnom adi-
tivnom grexkom mere�a, jedan s Berksonovom grexkom i mexavina dve
prethodno navedene grexke. Bi�e predstav	eni uslovi pod kojima je
mogu�e koristiti ovu metodu oce�iva�a u navedenim modelima. Ci	
rada je ispitati asimptotsko ponaxa�e sred�e integralne kvadratne
grexke (MISE). Za svaki od naglaxenih modela potrebno je prona�i
optimalni parametar ravna�a, koji se koristi prilikom oce�iva�a.

Rad je pode	en u tri celine. U prvom poglav	u uvode se os-
novni pojmovi i rezultati oce�iva�a gustine jezgrom u sluqaju bez
grexke. Drugo poglav	e predstav	a glavni deo rada, u kome se raz-
matraju sva tri navedena modela i prouqavaju �ihove osnovne osobine:
pristrasnost, postojanost, odre�iva�e parametra ravna�a. U tre�em
poglav	u izvodimo simulacije dobijenih rezultata u drugom poglav	u.
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Poglav	e 1

Uvod

Funkcija gustina raspodele je jedan od osnovnih pojmova u
verovatno�i i statistici. Neka je X neka apsolutno neprekidna
sluqajna veliqina sa funkcijom gustine f(·). Zadava�em funkcije f(·)
mo�emo odrediti i vrednost funkcije raspodele, pomo�u relacije

F (x) = P (X ≤ x) =

∫ x

−∞
f(x)dx, ∀x ∈ R.

Sada pretpostavimo da imamo prost sluqajan uzorak (X1, X2, . . . , Xn)
iz nepoznate funkcije raspodele, a samim tim i funkcije gustine. Ci	
je oceniti funkciju gustine te raspodele u sluqaju kada se samo raspo-
la�e prostim sluqajnim uzorkom.

1.1 Oce�iva�e gustine

1.1.1 Oce�iva�e jezgrom

Uporedno sa testira�em hipoteza jedno od osnovnih pita�a matem-
atiqke statistike je svakako oce�iva�e. Posebno je aktuelno oce�iva�e
gustine. Jedna od quvenijih, najstarijih i najkorix�enijih metoda je
naravno histogram. Neka je data poqetna taqka x0 i du�ina intervala
h. Tada je jedan interval histograma

[x0 +mh, x0 + (m+ 1)h) , m ∈ Z.

U tom sluqaju oce�ujemo gustinu f(·) u taqki x ∈ R kao

f̂(x) =
1

nh

n∑
i=1

I{Xi u istom intervalu sa taqkom x}.
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1.1. OCE�IVA�E GUSTINE POGLAV�E 1. UVOD

No ova ideja ima svoje nedostatke, koje svakako ho�emo da prevazid-
jemo. Ti nedostaci su:

• odre�iva�e poqetne taqke x0,

• histogram nije diferencijabilan, ni neprekidan,

• problem odre�iva�a du�ine svakog intervala, tj. parametra h.

Jedna od prirodnih ideja za pobo	xa�e je "naivna" ocena gustine

f̂(x) =
1

2nh

n∑
j=1

I

{∣∣∣∣x−Xj

h

∣∣∣∣ < 1

}
,

gde su X1, . . . , Xn elementi prostog sluqajnog uzorka, I(·) indikatorska
funkcija. Me�utim, ispostav	a se da ni ta ocena nije dovo	no
kvalitetna, zato uvodimo ocenu gustine f(·) jezgrom

f̂(x) =
1

nh

n∑
j=1

K

(
x−Xj

h

)
,

gde je K(·) funkcija koju zovemo jezgrom. Ova funkcija zadovo	ava
slede�e osobine

•
∫∞
−∞K

2(t)dt <∞,

•
∫∞
−∞ t

2K(t)dt = k2 <∞,

•
∫∞
−∞ |t

3|K(t)dt <∞,

• K je simetriqna funkcija,

•
∫∞
−∞K(t)dt = 1,

•
∫∞
−∞ tK(t)dt = 0.

Definicija 1.1.1. Redom jezgra K(·) zovemo takav broj k ∈ N da va�i
slede�e ∫ ∞

−∞
tjK(t)dt = 0, j = 1, j − 1∫ ∞
−∞

tjK(t)dt 6= 0, j = k.
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1.1. OCE�IVA�E GUSTINE POGLAV�E 1. UVOD

Primetimo da prema navednoj definiciji va�i da je odabrano jezgro
K(·) reda 2.

Sa b(·) oznaqavamo pristrasnost grexke, tj.

b(f̂) = E(f̂(x))− f(x).

Jedna od mera kvaliteta ocene je sred�e integralna kvadratna grexka
(MISE(·)), koja se definixe kao

MISE(f̂) = E

∫ ∞
−∞

(f̂(x)− f(x))2dx.

Sve to mo�emo da	e da uopxtimo u jednu teoremu. Ali pre toga
formuliximo lemu.

MISE i �egov asimptotski razvoj

Lema 1.1.1. Neka je f neprekidna funkcija u taqki x, neka va�i hn →
0, kada n → ∞ i nhn → ∞ kada n → ∞. Tada je f̂n(x) postojana ocena
f(x).

Teorema 1.1. Neka je f ∈ C(3) i ima ograniqen tre�i izvod u okolini
taqke x. Neka je K(·) simetriqno jezgro, koje zadovo	ava:

(1.)
∫∞
−∞K

2(t)dt <∞,

(2.)
∫∞
−∞ t

2K(t)dt = k2 <∞,

(3.)
∫∞
−∞ |t

3|K(t)dt <∞,

(4.) K je simetriqna funkcija,

(5.)
∫∞
−∞K(t)dt = 1,

(6.)
∫∞
−∞ tK(t)dt = 0.

Tada za svaki niz (hn)∞n=1 za koji va�i hn → 0, kada n→ +∞ va�i da

b(f̂n(x)) =
1

2
h2nf

′′(x)k2 + o(h2n).

Dodatno, ako nhn → +∞, onda

D(f̂n(x)) =
1

nhn
f(x)

∫ ∞
−∞

K2(t)dt+ o

(
1

nhn

)
,

a za sred�e integralnu kvadratnu grexku va�i

MISE(f̂) ∼ 1

4
h4nk

2
2

∫ ∞
−∞

(f ′′(x))
2
dx+

1

nhn

∫ ∞
−∞

K2(t)dt.
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1.1. OCE�IVA�E GUSTINE POGLAV�E 1. UVOD

Dokaz.

b(f̂n(x)) = E(f̂(x))− f(x) =

∫ ∞
−∞

f(y)
1

h
K

(
x− y
h

)
dy − f(x),

uvo�e�em linearne smene y = x− ht uzimaju�i u obzir uslov (4.) i (5.),
dobijamo∫ ∞

−∞
f(x− ht)K(t)dt− f(x) =

∫ ∞
−∞

K(t)(f(x− ht)− f(x))dt. (1.1)

Primenom Tejlorove formule dobijamo

f(x− ht) = f(x) + (x− ht− x)f ′(x) +
1

2
(x− ht− x)2f ′′(x) +Rn,

gde je Rn { Tejlorov ostatak, i zamenom u (1.1) dobijamo

b(f̂n(x)) =

∫ ∞
−∞

K(t)

(
−ht · f ′(x) +

1

2
h2t2f ′′(x) +Rn

)
dt,

na osnovu uslova teoreme (2.) i (6.) sledi

b(f̂n(x)) =
1

2
h2k2f

′′(x) +O(h3), h→ 0.

Ponovimo sliqan postupak za disperziju ocene f̂(x).

D(f̂(x)) = E([f̂(x)]2)− E2(f̂(x)) (1.2)

=
1

n

∫ ∞
−∞

1

h2
K2

(
x− y
h

)
f(y)dy − 1

n

(
f(x) + b(f̂(x))

)2
(1.3)

=
1

nh

∫ ∞
−∞

K2(t)f(x− ht)dt− 1

n

(
f(x) +O(h2)

)2
(1.4)

=
1

nh

∫ ∞
−∞

K2
(
f(x)− htf ′(x) + h2t2f ′′(x) + . . .

)
dt+O

(
1

n

)
(1.5)

=
1

nh
f(x)

∫ ∞
−∞

K2(t)dt+O

(
1

n

)
, n→∞. (1.6)

Nakon qega je mogu�e izraqunati i MISE(·).

MISE(f̂) =

∫ ∞
−∞

[
b2(f̂(x)) +D(f̂(x))

]
dx (1.7)

∼ 1

4
h4nk

2
2

∫ ∞
−∞

[f ′′(x)]2dx+
1

nhn

∫ ∞
−∞

K2(t)dt (1.8)
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1.1. OCE�IVA�E GUSTINE POGLAV�E 1. UVOD

1.1.2 Odre�iva�e parametra ravna�a

Slede�a pita�a koja se prirodno name�u: su kako izabrati jezgro i
parametar ravna�a ( bandwidth) h.

Jedna od osnovnih metoda odabira parametra h je korix�e�em
MISE(h) odnosno, nala�e�em takvog parametra ravna�a, koje mini-
mizuje sred�e integralnu kvadratnu grexku ocene gustine. Vidimo da
MISE(·) implicitno zavisi od h, tj.

AMISE(f̂ ;h) =
1

4
h4k22

∫ ∞
−∞

[f ′′(x)]2dx+
1

nh

∫ ∞
−∞

K2(t)dt, (1.9)

gde smo sa AMISE(·) oznaqili asimptotsku sred�e integralnu
kvadratnu grexku.

Na�emo izvod po h od funkcije

r(h) = a · h4 +
b

nh
,

gde je a = 1
4
k22
∫∞
−∞[f ′′(x)]2dx, b =

∫∞
−∞K

2(t)dt. Odavde dobijamo da je
rexe�e

h∗ =
5

√
b

4na
.

Kada se ubaci ova vrednost parametra h = h∗ u (1.9) dobija se

AMISE(f̂ ;h) = C(K)
5

4

(∫ ∞
−∞

(f ′′(x))2dx

)1/5

h−4/5, (1.10)

gde qinilac

C(K) = k
2/5
2

(∫ ∞
−∞

K2(t)dt

)4/5

,

mo�emo posebno minimizovati bez uticaja na h.
Qinilac k2 ne predstav	a problem, uvek mo�emo skalirati jezgro

K(·) tako da k2 =
∫∞
−∞ t

2K(t)dt = 1, tako xto stavimo da je

K(t)→ k
−5/2
2 K(k

−1/2
2 t)

Stoga, ostaje samo da se minimizuje
∫∞
−∞K

2(t)dt pri uslovima∫ ∞
−∞

K(t)dt = 1,

∫ ∞
−∞

t2K(t)dt = 1.
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1.1. OCE�IVA�E GUSTINE POGLAV�E 1. UVOD

Tra�ena funkcija K(·) postoji i to je

Ke(t) =
3

4
√

5

(
1− t2

5

)
, t ∈ [−

√
5,
√

5] (1.11)

i nula inaqe. Jezgro Ke(·) je u literaturi dobilo naziv Jepa�e-
x�ikov	evo jezgro.

Sada kada imamo najefikasnije jezgro, mo�emo definisati slede�i
pojam.

Definicija 1.1.2. Neka je K skup jezgara. Relativna efikasnost
jezgra K(·) u odnosu na Ke(·) u oznaci eff(K) je funkcija eff : K →
[0, 1], definisana kao

eff(K) =

[
C(Ke)

C(K)

]5/4
. (1.12)

U literaturi se najqex�e koriste slede�a jezgra: normalno (Kn),
uniformno (Ku), trougaono (Kt), sinusno (Ks):

Kn(t) =
1√
2π
e−t

2/2, t ∈ R,

Ku(t) =
1

2
, t ∈ [−1, 1],

Kt(t) = 1− |t|, t ∈ [−1, 1],

Ks(t) =
1

2π

sin2(x/2)

(x/2)2
, t ∈ R.

I odgovaraju�e relativne efikasnosti, uz napomenu da Ks(·) nije jezgro
reda 2:

eff(Kn(t)) = 0.9512,

eff(Ku(t)) = 0.9295,

eff(Kt(t)) = 0.9858.

Na osnovu qega vidimo da uticaj jezgra nije od velikog znaqaja. Qak
uniformno jezgro ima dovo	no veliku relativnu efikasnost.

1.1.3 Veza sa karakteristiqnom funkcijom

Neka je dat prost sluqajan uzorakX1, . . . , Xn. Ocenimo φX(t) = E(eitX)
prirodnom ocenom

φ̂X(t) =
1

n

n∑
j=1

eitXj .

6



1.2. FURIJEOVA ANALIZA POGLAV�E 1. UVOD

Ukoliko sada �elimo da primenimo inverznu transformaciju da do-
bijemo gustinu, nastaje problem, jer je taj integral divergentan. Zato
�emo pomno�iti φ̂X(t) sa odgovaraju�om funkcijom K(·) takvom da in-
tegral postane konvergentan.

Uobiqajan izbor za to je normalno ili uniformno jezgro. Tada do-
bijamo slede�i niz jednakosti

f̂(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

φ̂X(t) ·K(t)e−itXdt (1.13)

=
1

2π

∫ ∞
−∞

1

n

n∑
j=1

eit(Xj−x)K(t)dt (1.14)

=
1

2πn

n∑
j=1

∫ ∞
−∞

K(t)eit(Xj−x)dt (1.15)

=
1

2π

1

nh

n∑
j=1

∫ ∞
−∞

K
(v
h

)
eiv

Xj−x
h dv (1.16)

=
1

nh

n∑
j=1

φK (Xj − x) , (1.17)

gde je φK(·) Furijeova transformacija funkcije K(·).

1.2 Furijeova analiza

Na osnovu jednakosti (1.17) vidimo da se problem oce�iva�a gus-
tine raspodele jezgrom mo�e prirodno prevesti na karakteristiqne
funkcije, odnosno Furijeove transformacije. Uvedimo ovde osnovne
pojmove i alate, koje �emo koristiti u da	em radu.

1.2.1 Furijeova transformacija u L1(R)

Definicija 1.2.1. Ka�emo da funkcija f : R → C pripada L1(R)
prostoru ako va�i

∫∞
−∞ |f(x)|dx <∞.

Da	e mo�emo uopxtiti i na proizvo	ne Lp prostore za p ∈ [1,∞].

Definicija 1.2.2. Ka�emo da funkcija f : R → C pripada Lp(R)
prostoru ako va�i

∫∞
−∞ |f(x)|pdx <∞.

Definicija 1.2.3. Funkciju φf (·) = f ft(t) =
∫∞
−∞ e

itxf(x)dx, t ∈ R
zovemo Furijeovom transformacijom funkcije f(·) u taqki t u oznaci
f ft(t) ili φf (t).
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1.2. FURIJEOVA ANALIZA POGLAV�E 1. UVOD

Definicija 1.2.4. Neka su f ∈ L1(R) i g ∈ Lp(R), p ≥ 1. Funkcija

[f ∗ g](x) =

∫ ∞
−∞

g(x− y)f(y)dy, ∀x ∈ R

se naziva konvolucijom funkcija f(·) i g(·) u taqki x ∈ R u oznaci f ∗g.

Lema 1.2.1. Neka su f ∈ L1(R) i g ∈ Lp(R), p ≥ 1. Tada va�i

||f ∗ g||p ≤ ||f ||1 · ||g||p.

Sada mo�emo pre�i na formulacije nekih osnovnih svojstva.

Teorema 1.2. Neka su f i g dve funkcije iz L1(R) prostora i λ, µ ∈ C.
Tada va�e slede�i stavovi

(a) Linearnost
(λf + µg)ft = λφf + µφg.

(b) Konvolucija
(f ∗ g)ft = φf · φg = f ft · gft.

(v) Ograniqenost
sup
t∈R
|φf (t)| ≤ ||f ||1.

(g) Uniformna neprekidnost

|φf (t)− φf (s)| → 0, |t− s| → 0.

(d) Simetrija
Za sve realnovrednosne f va�i φf (−t) = φf (t),∀t ∈ R; i, speci-
jalno, ako je f simetriqna, va�i φf (−t) = φf (t) ∈ R, ∀t ∈ R.

Dokaz. (a) Po definiciji va�i

(λf + µg)ft =

∫ ∞
−∞

eitx (λf(x) + µg(x)) dx

= λ

∫ ∞
−∞

eitxf(x)dx+ µ

∫ ∞
−∞

eitxg(x)dx

= λφf + µφg.

8



1.2. FURIJEOVA ANALIZA POGLAV�E 1. UVOD

(b) Va�i slede�i niz jednakosti

(f ∗ g)ft(t) =

∫ ∞
−∞

eitx[f ∗ g](x)dx =

∫ ∞
−∞

eitz
[∫ ∞
−∞

f(y)g(x− y)dy

]
dx

=

∫ ∞
−∞

eityf(y)

∫ ∞
−∞

eit(x−y)g(x− y)dxdy

=

∫ ∞
−∞

eityf(y)dy

∫ ∞
−∞

eityg(y)dy = φf (t)φg(t).

(v)

sup
t∈R
|φf (t)| = sup

t∈R
|
∫ ∞
−∞

eitxf(x)dx|

≤ sup
t∈R

∫ ∞
−∞
|eitx||f(x)|dx

≤
∫ ∞
−∞
|f(x)| sup

t∈R
|eitx|dx =

∫ ∞
−∞
|f(x)|dx = ||f ||1.

Prva nejednakost va�i usled osnovne integrabilne nejednakosti i ne-
jednakosti Koxi-Xvarc-Bu�akovski.
(g)

|φf (t)− φf (s)| ≤
∫ ∞
−∞
|eitx − eisx||f(x)|dx

=

∫ ∞
−∞
|ei(t−s)x − 1||f(x)|dx,

primetimo da va�i |ei(t−s)x−1||f(x)| ≤ 2|f(x)| i za svako x ∈ R |ei(t−s)x−
1||f(x)| → 0 kada |t− s| → 0. Ispu�eni su uslovi za primenu teoreme o
dominantnoj konvergenciji, i integral te�i ka 0 kada |t− s| → 0.
(d) Razmotrimo slede�e

φf (−t) =

∫ ∞
−∞

e−itxf(x)dx =

∫ ∞
−∞

eitxf(x)dx = φf (t).

Specijalno, za simetriqnu funkciju f(·)

φf (t) =

∫ 0

−∞
eitxf(x)dx+

∫ ∞
0

eitxf(x)dx

=

∫ ∞
0

e−itxf(x)dx+

∫ ∞
0

eitxf(x)dx

= 2

∫ ∞
0

cos(tx)f(x)dx ∈ R,

9



1.2. FURIJEOVA ANALIZA POGLAV�E 1. UVOD

za svako t, gde simetriqnost funkcije φf sledi zbog simetriqnosti ko-
sinusa.

Teorema 1.3. Pretpostavimo da je f ∈ L1(R) ograniqena i neprekidna
u nekoj taqki x ∈ R i, specijalno, φf ∈ L1(R). Tada je

f(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itxφf (t)dt.

Dokaz. Uvedimo gustinu normalnu raspodelu ρR(x) = 1√
2πR

e−
x2

2R2 , qija je
Furijeova transformacija

φρR(t) = e−
R2t2

2 ,

koja oqito pripada L1(R).
Razmotrimo

IR(x) =

∫ ∞
−∞

√
2πRρR(t)e−itxφf (t)dt. (1.18)

Zbog integrabilnosti φf po uslovu teoreme, nejednakosti
|
√

2πRρR(t)| ≤ 1 i lim
R→∞

√
2πRρR(t) = 1, ∀t ∈ R zak	uqujemo da

va�i teorema o dominantnoj konvergenciji (TDK).

IR(x)→R→∞

∫ ∞
−∞

e−itxφf (t)dt. (1.19)

Sa druge strane iz Fubinijeve teoreme sledi da

IR(x) =

∫ √
2πRρR(t)e−itx

∫ ∞
−∞

eityf(y)dydt (1.20)

=

∫ ∞
−∞

f(y)

∫ √
2πRρR(t)eit(y−x)dtdy (1.21)

=
√

2πR

∫ ∞
−∞

f(y)φρR(y − x)dy (1.22)

=
√

2π

∫ ∞
−∞

f
( z
R

+ x
)
e−

z2

2 dz. (1.23)

Ponovo, mo�emo primeniti TDK, jer je f ograniqena i neprekidna u x.
Prikazali smo na dva razliqita naqina limes IR(x) kada R→∞ stoga
va�i ∀x ∈ R

∫ ∞
−∞

e−itxφf (t)dt = f(x)
√

2π

∫ ∞
−∞

e−
z2

2 dz = 2πf(x). (1.24)

Na osnovu qega sledi tvr�e�e teoreme.
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1.2. FURIJEOVA ANALIZA POGLAV�E 1. UVOD

1.2.2 Furijeova transformacija u L2(R)

Uvex�emo i nekoliko osnovnih pojmova i stavova.

Definicija 1.2.5. Skup svih ograniqenih neprekidnih funkcija u
L1(R) oznaqavamo C.

I neke osnovne stavove.

Lema 1.2.2. Skup C jeste jedan linearan prostor.

Lema 1.2.3. Skup svih ograniqenih neprekidnih funkcija C pripada
L2(R).

Dokaz. Neka su f, g ∈ C, tada va�i slede�i niz jednakosti∫ ∞
−∞

f(x)g(x)dx =
1

2π

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

e−itxφf (t)dtg(x)dx

=
1

2π

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

e−itxg(x)dxφf (t)dt

=
1

2π

∫ ∞
−∞

φg(−t)φf (t)dt

=
1

2π

∫ ∞
−∞

φg(−t)φf (t)dt

Stav	aju�i sada g = f dobijamo da zapravo f ∈ C =⇒ f ∈ L2(R).

Teorema 1.4. Furijeova transformacija u L2(R), definisana jedin-
stvenim produ�e�em Furijeove transformacije na C je bijektivno
preslikava�e iz L2(R) u L2(R). �eno inverzno preslikava�e je jednako
sa f → 1

2π
φf (·). Da	e va�e

〈f, g〉 =
1

2π
〈φf , φg〉, ∀f, g ∈ L2(R),

xto se zove Planxerelovom jednakox�u, i

||f ||22 =
1

2π
||φf ||22, ∀f ∈ L2(R),

xto se zove Parsevalovom jednakox�u.

Lema 1.2.4. Za svaku f ∈ L2(R) i za svaku g ∈ L1(R) ∩ L2(R) va�i

(f ∗ g)ft = φfφg (1.25)

Svi dokazi navedenih stavova, kao i deta	niji opis mogu se na�i u
[2] strane 178-189.
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Poglav	e 2

Grexke mere�a

U prostim eksperimentima, poput baca�a kockice za igru, rezultat
je uvek jasan i precizan - taqno se zna koji je broj pao. Me�utim postoje
brojni primeri kada zabele�eni, dobijeni ili izmereni rezultat prati
neka sluqajna grexka.

U literaturi se mogu na�i tri vrste grexaka mere�a: klasiqna,
Berksonova i mexavina prethodno navedenih grexaka. Grexku mo�e
da prouzrokuje kako aparat ili alat koji bele�i rezultat { klasiqna
grexka (mere�e te�ine, visine, fotoaparat slika bez fokusa); tako i
grexke koje nastaju posle eksperimenta usled klasifikacije, klaste-
rizacije { Berksonova grexka. U ovom poglav	u �emo prikazati svaku
od �ih.

U da	em tekstu sa X = (X1, . . . , Xn), Y = (Y1, . . . , Yn), ε = (ε1, . . . , εn),
δ = (δ1, . . . , δn) oznaqavamo vektore sluqajnih veliqina.

2.1 Klasiqna grexka

U mnogim praktiqnim problemima se dexava da pravu vrednost neke
veliqine nije mogu�e direktno izmeriti ili dobiti, ve� samo preko
neke druge veliqine, koja u sebi uk	uquje (sluqajnu) grexku. Odnosno,
�elimo da dobijemo prave podatke o obele�juX, ali umesto toga mo�emo
samo da dobijemo Y , za koji va�i

Y = X + ε,

gde je ε sluqajna veliqina nezavisna od X, koja predstav	a grexku
mere�a. Takav model nazivamo model sa klasiqnom aditivnom-
grexkom. Raspodelu za ε smatramo poznatom1, �enu gustinu �emo

1bi�e reqi kasnije o sluqaju kada raspodela za grexku nije poznata

12



2.1. KLASIQNA GREXKA POGLAV�E 2. GREXKE MERE�A

oznaqavati sa fε(·), dok funkciju raspodele sa Z(·), gustinu sluqajne
promen	ive Y sa fY (·), a funkciju raspodele sa G(·). Tada prema pozna-
toj teoremi o konvoluciji dve nezavisne sluqajne veliqine va�i slede�e

G = F ∗ Z,

gde smo sa F (·) oznaqili nepoznatu funkciju raspodele promen	ive X,
dok sa ∗ oznaqavamo operaciju konvolucije. Ukoliko da	e prevedemo
problem sa funkcija raspodela na funkcije gustine i �ihove karak-
teristiqne funkcije to dobijamo da konvolucija prelazi u proizvod i
va�i slede�e

φY (t) = φX(t) · φε(t),
gde je φε(·) poznata karakteristiqna funkcija. Odakle da	e mo�emo da
izvedemo

φX(t) =
φY (t)

φε(t)
.

U ci	u nala�e�a ocene za φX(t) potrebno je pre toga oceniti φY (·),
dok se φε(·) smatra poznatom. Jedna prirodna ocena za φY dobijena na
osnovu uzorka obima n je

φ̂Y (t) =
1

n

n∑
j=1

eitYj . (2.1)

Teorema 2.1. Ocena φ̂Y (t) karakteristiqne funkcije φY (t) je nepris-
trasna i postojana.

Dokaz. Nepristrasnost:

E(φ̂Y (t)) =
1

n

n∑
j=1

E(eitYj) = E(eitY1) = · · · = E(eitYn) = φY (t). (2.2)

Postojanost:

D[φ̂Y (t)] =
1

n2

n∑
j=1

D(eitYj) =
1

n
D(eitY1), (2.3)

gde znamo da je D(eitY ) <∞, odakle sledi postojanost ocene.

Na osnovu gore navedenih rezultata mo�emo dobiti takozvanu
naivnu ocenu karakteristiqne funkcije φX .

φ̂X(t) =
φ̂Y (t)

φε(t)
, ∀t ∈ D,

13



2.1. KLASIQNA GREXKA POGLAV�E 2. GREXKE MERE�A

gde je D odgovaraju�a oblast da φε(t) 6= 0. Da	e na osnovu toga primenom
teoreme 1.3 iz prvog poglav	a mo�e se dobiti ocena gustine

f̂X1(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itxφ̂X(t)dt.

2.1.1 Oce�iva�e jezgrom

Primenom analogne ideje, koja se koristi u sluqaju bez grexke mere�a
dobijemo novu ocenu gustine sluqajne veliqine X.

Sada umesto klasiqne ocene za funkciju φY (·) uvodimo �enu ocenu
pomo�u jezgra, tj.

φ̂Y2(t) =

∫ ∞
−∞

1

nh

n∑
j=1

eitx ·K
(
x− Yj
h

)
dx = φ̂Y (t) · φK(th),

gde je φ̂Y (·) ocena iz proxlog poglav	a, dok je φK(·) Furijeova trans-
formacija jezgra.

Nakon ubaciva�a ovakve ocene u ranije izvedene formule dobijamo
slede�u ocenu tra�ene Furijeove transformacije φX(·)

φ̂X(t) =
φ̂Y (t) · φK(th)

φε(t)
, (2.4)

xto da	e primenom teoreme o inverznoj Furijeovoj transformaciji
funkije rezultuje novom ocenom gustine

f̂X2(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itxφ̂X(t)dt, (2.5)

koja je dobro definisana za svaku nenula funkciju φε(·) na odgo-
varaju�em intervalu, gde φK(·) ima kompaktan nosaq. Takva ocena se
naziva standardna ocena dekonvolucionim jezgrom.

Na snazi su slede�e teoreme.

Teorema 2.2. Pretpostavimo da je fX(·) ograniqena i neprekidna
funkcija i φX ∈ L1(R), tako�e pretpostavimo da je φε(t) 6= 0,∀t ∈ R.
Funkcija K ∈ L1(R) ∩ L2(R) i φK(·) ima kompaktni nosaq.

Tada za svako x ∈ R va�i

(a) E
[
f̂X(x)

]
= [Kh ∗ fX ](x), gde je Kh(·) = 1

h
K( ·

h
),

(b) D
(
f̂X(x)

)
≤ 1

2π
||fX ∗ fε||∞ · 1n

∫∞
−∞

∣∣∣φK(th)
φε(t)

∣∣∣2 dt.
14
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Dokaz. (a) Na osnovu Fubinijeve teoreme va�i

E(f̂(x)) = E

[
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itx/φε(t)
1

n

n∑
j=1

eitYj
[∫ ∞
−∞

eithzK(z)dz

]
dt

]
.

(2.6)

Po definiciji modela i Furijeove transformacije va�i slede�e

φK(t) =

∫ ∞
−∞

eitzK(z)dz,

φY (t) = E(eitY ),

φX(t) =
φY (t)

φε(t)
.

Xto zamenom u (2.6) dobija se

E(f̂(x)) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itx
E
(
eitY1

)
φε(t)

· φK(th)dt (2.7)

=
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itx
φY (t)

φε(t)
· φK(th)dt (2.8)

=
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itxφX(t)φK(th)dt (2.9)

=
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itx[Kh ∗ fX ]ft(t)dt. (2.10)

Da bismo dobili tvr�e�e teoreme 2.2(a) potrebno je primeniti
teoremu o inverznoj Furijeovoj transformaciji.

Kako je prema uslovu teoreme K ∈ L1(R) imamo

||φKh ||∞ = sup
t∈R
|φKh(t)| (2.11)

= ||φK ||∞ = sup
t∈R
|φK(t)| (2.12)

= sup
t∈R
|
∫ ∞
−∞

eitxK(x)dx| (2.13)

≤ sup
t∈R

∫ ∞
−∞
|K(x)|dx = ||K||1. (2.14)

Stoga
[Kh ∗ fX ]ft = φKh · φX ∈ L1(R),
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i φK(·) ima kompaktan nosaq.

Da	e va�i

||Kh ∗ fX ||∞ ≤ sup
x∈R

∫ ∞
−∞
|fX(y)Kh(x− y)| dy (2.15)

≤ ||fX ||∞ · sup
x∈R

∫ ∞
−∞
|Kh(x− y)| dy (2.16)

= ||fX ||∞||K||1 (2.17)

i ∣∣∣∣∫ ∞
−∞

[fX(x− z)− fX(y − z)]Kh(z)dz

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

[fX(x− zh)− fX(y − zh)]K(z)dz

∣∣∣∣ ,
zato neprekidnost funkcije [Kh ∗ fX ] sledi iz neprekidnosti
funkcije fX(·) i teoreme o dominantnoj konvergenciji, kada se
razmotri limes y → x. Sada mo�emo primeniti teoremu inverzvoj
Furijeovoj transformaciji i da dobijemo

1

2π

∫ ∞
−∞

e−itx[Kh ∗ fX ]ft(t)dt = [Kh ∗ fX ](x). (2.18)

(b) Kako su Y1, . . . , Yn nezavisne i jednakoraspode	ene sluqajne veli-
qine to mo�emo izvesti

D(f̂(x)) =
1

22π2n2

n∑
j=1

D

[∫ ∞
−∞

e−it(x−Yj)
φK(th)

φε(t)
dt

]
(2.19)

≤ 1

4π2n
E

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

e−it(x−Y1)
φK(th)

φε(t)
dt

∣∣∣∣ (2.20)

=
1

4π2n

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

e−itz
φK(th)

φε(t)
dt

∣∣∣∣2 [fX ∗ fε](x− z)dz (2.21)

≤ ||fX ∗ fε||∞ ·
1

4π2n

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

e−itz
φK(th)

φε(t)
dt

∣∣∣∣2 dz (2.22)

=
1

2π
· ||fX ∗ fε||∞ ·

1

n

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣φK(th)

φε(t)

∣∣∣∣2 dt, (2.23)

gde je Parsevalova jednakost bila iskorix�ena u posled�em ko-
raku. Primetimo da va�i

|[fX ∗ fε](x)| =
∣∣∣∣∫ ∞
−∞

fX(y)fε(x− y)dy

∣∣∣∣ ≤ ||fX ||∞ <∞, (2.24)
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pri napomeni da je
∫∞
−∞ fε(x)dx = 1.

Primetimo da se matematiqka oqekiva�a ocene f̂X(·) i ocene defin-
isane u sluqaju bez grexaka mere�a poklapaju.

Pomo�u rezultata teoreme mogu�e je proceniti sred�e kvadratnu
grexku ocene gustine, tj. MSE

MSE(f̂X(x)) = E|f̂X(x)− fX(x)|2, (2.25)

i dobiti gor�u granicu grexke ocene gustine u taqki x ∈ R

MSE(f̂X(x)) = |Ef̂X(x)− fX(x)|2 +D(f̂X(x)) (2.26)

≤ |[Kh ∗ fX ](x)− fX(x)|2 +
1

2π
||fX ∗ fε||∞ ·

1

n

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣φK(th)

φε(t)

∣∣∣∣2 dt.
U ci	u odre�iva�a grexke na celoj realnoj pravoj izvodimo inte-

gralnu sred�e kvadratnu grexku ocene gustine (MISE(·))

MISE(f̂X) = E

∫ ∞
−∞
|f̂X(x)− fX(x)|2dx. (2.27)

Na snazi je i slede�a znaqajna teorema koja predstav	a uopxte�e
sliqne formule za MISE(·) izvedene u sluqaju kada nije prisutna
grexka mere�a.

Teorema 2.3. Pretpostavimo da je gustina fX(·) sadr�ana u L2(R)
i da va�i φε(t) 6= 0, ∀t ∈ R. Neka je K(·) tako�e iz L2(R) i φK(·) sa
kompaktnim nosaqem.

Tada dobijamo

MISE(f̂X) =
1

2πn

∫ ∞
−∞
|φK(th)|2

[
|φε(t)|−2 − |φX(t)|2

]
dt

+
1

2π

∫ ∞
−∞
|φK(th)− 1|2|φX(t)|2dt.

Dokaz. Prema Furijeovoj transformaciji izvodimo da

φ̂X(t) = φK(th)
1

n

n∑
j=1

eitYj

φε(t)
. (2.28)
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I mo�emo da	e dobiti

MISE(f̂X) =
1

2π

∫ ∞
−∞

E
∣∣∣φ̂X(t)− φX(t)

∣∣∣2 dt (2.29)

=
1

2π

∫ ∞
−∞

D[φ̂X(t)]dt+
1

2π

∫ ∞
−∞
|Eφ̂X(t)− φX(t)|2dt (2.30)

=
1

2π

∫ ∞
−∞
|φK(th)|2 D[eitY1 ]

n · |φε(t)|2
dt (2.31)

+
1

2π

∫ ∞
−∞
|φK(th)E[eitY1 ]

φε(t)
− φX(t)|2dt

=
1

2πn

∫ ∞
−∞
|φK(th)|2(|φε(t)|−2 − |φX(t)|2)dt (2.32)

+
1

2π

∫ ∞
−∞
|φK(th)− 1|2|φX(t)|2dt.

2.1.2 Odre�iva�e parametra ravna�a

Glavni rezultati i �ihova uopxte�a se mogu na�i u radu [9].
Ocene gustine metodom dekonvolucije u mnogome zavise od raspodele

grexke. U ovom poglav	u prikaza�emo rezultate koje se odnose na
nala�e�e optimalnog parametra ravna�a. Taj problem se mo�e razbiti
na dve velike klase rexe�a u zavisnosti od funkcije gustine sluqajne
veliqine grexke u klasiqnom aditivnom modelu.

Definicija 2.1.1. Ka�emo da raspodela sluqajne veliqine ε pri-
pada klasi superglatkih raspodela reda β ako �ena karakteristiqna
funkcija φε(·) zadovo	ava

d0|t|β0e−|t|
β/γ ≤ |φε(t)| ≤ d1|t|β1e−|t|

β/γ, t→∞, (2.33)

gde su β0, β1 ∈ R, a d0, d1, β, γ pozitivne konstante.

Definicija 2.1.2. Ka�emo da raspodela sluqajne veliqine ε pripada
klasi obiqnih glatkih (obiqne glatkosti) raspodela reda β ako �ena
karakteristiqna funkcija φε(·) zadovo	ava

d0|t|−β ≤ |φε(t)| ≤ d1|t|−β, t→∞, (2.34)

gde su d0, d1, β pozitivne konstante.
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Primer 1. Primeri superglatkih funkcija - normalna, mexavina
normalne, Koxijeva.
Primeri raspodela obiqne glatkosti - gama, dupla eksponencijalna.

Primetimo da ocenu dekonvolucijom iz proxlog paragrafa mo�emo
zapisati na slede�i naqin

f̂X(x) =
1

n

n∑
j=1

1

hn
gn

(
x− Yj
hn

)
, (2.35)

gde je

gn(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itx
(

φK(t)

φε(t/hn)

)
dt. (2.36)

Rezultati ovog dela se baziraju na rad Fana iz 1991. godine (v. [9]).
Slede�i uslovi su neophodni:

(A1) φK(·) je simetriqna funkcija, sam+2 ograniqenih integrabilnih
izvoda na (−∞,+∞),

(A2) φK(t) = 1 +O(|t|m), kada t→ 0,

(A3) φε(t) 6= 0, ∀t ∈ R.

Pre formulacija teorema od znaqaja je definisati slede�i skup
∀x ∈ R

Bm,α,B =
{
f(x) : |f (m)(x)− f (m)(x+ δ)| ≤ Bδα

}
.

Teorema 2.4. Neka va�e uslovi A1, A2, A3 i

(B1) φK(t) = 0, za |t| ≥ 1,

(B2) |φε(t)||t|−β0e|t|
β/γ ≥ d0, kada t → ∞ za neke pozitivne konstante

β, γ, d0 i konstantu β,

Tada odabirom parametra hn =
(

4
γ

)1/β
(log(n))−1/β dobija se

sup
f∈Bm,α,B

E(f̂X(x)− fX(x))2 = O
(
(log(n))−2(m+α)/β

)
. (2.37)

Dokaz. Va�i slede�e

sup
f∈Bm,α,B

∣∣∣E[f̂X(x)]− fX(x)
∣∣∣ = sup

f∈Bm,α,B

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

fX(y)
1

hn
K(

x− y
hn

)dy − fX(x)

∣∣∣∣
(2.38)

≤ Chkn, (2.39)
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za neku konstantu C, gde je k = m+ α, gde nejednakost va�i jer∣∣∣∣∫ ∞
−∞

fX(x)
1

hn
K(

x− y
hn

)dy − fX(x)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

hn

∫ ∞
−∞

K

(
x− y
hn

)
f (m)(θ)− f (m)(x)

m!
(y − x)mdy

∣∣∣∣
za neko θ izme�u x i y. Da	e prolazom sup

f∈Bm,α,B
dobija se

sup
f∈Bm,α,B

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

fX(x)
1

hn
K(

x− y
hn

)dy − fX(x)

∣∣∣∣
≤ C

hn

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣K ( y

hn

)∣∣∣∣ |y|km!
dy,

Dok je disperzija

D[f̂X(x)] ≤ 1

4π2nh2n

[∫ 1

−1

|φK(t)|
|φε(t/hn)|

dt

]2
. (2.40)

Prema pretpostavci B2 za dovo	no veliko fiksno M , takvo da
Mhn ≤ |t| ≤ 1 va�i

|φε(t/hn)| ≥ d0
2

(t/hn)β0e−h
β
n/γ. (2.41)

Tako�e prema A3

|φε(t/hn)| ≥ min
|t|≤M

|φε(t)| > 0, |t| ≤M · hn. (2.42)

Vidimo da va�i

D[f̂X(x)] ≤ 1

4π2nhαn
O(e2h

−β
n /γ) = o(n−1/3) (2.43)

odabirom za hn:

hn =

(
4

γ

)1/β

(log(n))−1/β (2.44)

gde je α = 2 ako je β0 ≥ 0 i α = 2− β0 za β0 < 0. Odakle sledi tvr�e�e
teoreme.
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2.1. KLASIQNA GREXKA POGLAV�E 2. GREXKE MERE�A

Analogna teorema za raspodele obiqne glatkosti.

Teorema 2.5. Neka va�e uslovi A1, A2, A3 i

(V1) |φε(t)tβ| ≥ d0, za neku pozitivnu konstantu d0,

(V2)
∫∞
−∞ |φK(t)tβ|dt <∞ i

∫∞
−∞ |φK(t)t(β)|2dt <∞

tada odabirom za parametar hn = d·n−1/(2(m+α+β)+1) za neko d > 0 dobija
se

sup
f∈Bm,α,B

E(f̂X(x)− fX(x))2 = O
(
n−2(m+α)/(2(m+α+β)+1)

)
. (2.45)

Dokaz. Uzima�em vrednosti hn navedenu u datoj teoremi i prime�uju�i
kalkulaciju sprovedenu u dokazu prethodne teoreme, dobijamo

sup
∣∣∣E[f̂X(x)]− fX(x)

∣∣∣ = O(hkn) = O(n−(k)/(2k+2β+1)),

gde je k = m + α. Po uzoru na dokaz prethodne teoreme, izraqunajmo
disperziju ocene. Oznaqimo

gn(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itx
φK(t)

φε(t/hn)
dt.

Tada

D[f̂X(x)] ≤ 1

nh2n
E

(
g2n

(
x− Y1
hn

))
. (2.46)

Bikel i Ritov su 1988. godine dokazali da za funkciju gustine fY
sluqajne veliqine Y = X + ε va�i sup f(x) ≤ C, za neku pozivitnu
konstantu C. Prema Parsevalovom identitetu da	e va�i

E

(
g2n

(
x− Y1
hn

))
= hn

∫ ∞
−∞

g2n(y)fY (x− hny)dy ≤ Chn
2π

∫ ∞
−∞

|φK(t)tl|2

|φε(t/hn)|2
dt.

Da	e sliqnim argumentima kao u dokazu prve teoreme mo�emo zak	u-
qiti da je posled�i izraz reda veliqine O(h−2β+1

n ). I prema (2.46) do-
bijamo tra�eno.

Navodimo posledicu rezultata, qije izvo�e�e se mo�e na�i u k�izi
[2] na stranici 42.
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2.1. KLASIQNA GREXKA POGLAV�E 2. GREXKE MERE�A

Posledica 2.1.1. Neka je k > 0 red jezgra K(·), za koje va�i K(·) ∈
L2(R), φK(·) ima nosaq [−1, 1], ||φK ||∞ ≤ 1 i sup

t6=0
|t|−k|φK(t) − 1| < ∞.

Neka je

Fk,C;L2 =

{
f :

∫ ∞
−∞
|φf (t)|2|t|2kdt ≤ C

}
.

Tada
(a) za gustine grexke obiqne glatkosti odabirom za hn = d ·
n−1/(2(m+α+β)+1) za neko d > 0 dobija se

sup
f∈Fk,C;L2

E||f̂X − f ||22 = O(n−2(m+α)/(2(m+α+k+1))).

(b) za gustine grexke koje su superglatke odabirom za hn =(
4
γ

)1/k
(log(n))−1/k dobija se

sup
f∈Fk,C;L2

E||f̂X − f ||22 = O(log(n)−2(m+α)/k).

Definiximo ocenu funkcije raspodele F (x) u taqki x ∈ R sluqajne
veliqine X

F̂n(x) =

∫ x

−Mn

f̂X(t)dt, (2.47)

gde je Mn niz konstanti koji te�i ka beskonaqnosti.

Teorema 2.6. Neka va�e uslovi B1, B2, A3 teoreme 2.4 i neka je φK(·)
simetriqna funkcija, sa m + 3 ograniqenih integrabilnih izvoda na
(−∞,+∞), i φK(t) = 1 +O(|t|m+1), kada t→ 0. Tada pri odabiru istog
parametra h kao u teoremi 2.4 i Mn = n1/3 se dobija

sup
f∈C′m,α,B

Ef (F̂n(x)− F (x))2 = O
(
(log n)−2(m+α+1)/β

)
(2.48)

gde je

C ′m,α,B =
{
f ∈ Bm,α,B : ∃C ∈ R, F (−n) ≤ C(log n)−(m+2)/β

}
. (2.49)

Dokaz ovog tvr�e�a se mo�e na�i u [9].
U ovom delu razmatramo odabir optimalnog jezgra u modelu sa kla-

siqnom aditivnom grexkom. Odabir jezgra u ovom master radu se
isk	uqivo nasla�a na rad [8].
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2.1. KLASIQNA GREXKA POGLAV�E 2. GREXKE MERE�A

Definicija 2.1.3. Mer	iva funkcija F : (0,+∞) → (0,+∞)
je pravilno promen	iva u beskonaqnosti sa indeksom pravilne
promen	ivosti α ∈ R, ako za svako x > 0 va�i

lim
t→∞

F (tx)

F (x)
= xα. (2.50)

Definicija 2.1.4. Ako je u jednakosti (2.50) α = 0 funkciju F (·) iz
definicije 2.1.3 nazivamo sporo promen	ivom funkcijom.

Deta	nija se upoznati sa pojmom pravilno promen	ivih funkcija
mogu�e u [10].

Razmatramo jezgra za koje va�i

φK(t) ∼ t−αL(t),

kada t→∞, α > 0 i sa L(·) smo oznaqili sporo promen	ivu funkciju u
beskonaqnosti. Tako�e pretpostavimo da je jezgro K(·) k- tog reda. Pri
tim uslovima mo�e se pokazati (rad [8] strana 1601) da udeo jezgra K(·)
u odre�iva�u minimuma MISE(·) je proporcionalan sa

θ
2/(2α+2k+1)
K ,

gde je

θK = |φ(k)
K (0)|2α+1

[∫ ∞
−∞
|t|2αφ2

K(t)dt

]k
. (2.51)

Sluqaj kada je α ∈ N

U sluqaju kada je α prirodan broj primenom Planxerelove jednakosti
dobijamo ∫ ∞

−∞
|t|2αφ2

K(t)dt = 2π

∫ ∞
−∞

[
K(α)(x)

]2
dx. (2.52)

Iz (2.51) vidimo da |kk| = |
∫
tkK(t)dt| = |φ(k)

K (0)|. Dobijamo da je opti-
malno jezgro K(·) definisano tako da minimizuje

|kk|2α+1

[∫ ∞
−∞

(K(α))2dx

]k
, (2.53)

i da va�i k0 = 1, kj = 0,∀j ∈ 1, k − 1, |kk| 6= 0.
Ali ovakav zadatak je singularan. Da bi se rexio taj problem

potrebni su dodatni uslovi - broj promena znaka jezgra.
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2.1. KLASIQNA GREXKA POGLAV�E 2. GREXKE MERE�A

Definicija 2.1.5. Skup svih funkcija koje me�aju svoj znak taqno k
puta oznaqavamo sa Nk.

Novi uslov ns osnovu kog minimizujemo K(·) je

|kk|2α+1

[∫ ∞
−∞

(K(α))2dx

]k
(2.54)

i va�i kj = 0,∀j ∈ 1, k − 1, kk 6= 0, K ∈ Cα[a, b] ∩ Nk−2 i K(j)(a) =
K(j)(b) = 0 za 0 ≤ j < max(α, 1).

Rexe�e datog problema je izvedeno i prikazano u radu Granovskiog
i Milera ”Optimizing Kernel Methods: A Unifying Variational Principle”
1991. godine. ([20])

Optimalno (uz date uslove) jezgro Kk,α je jedinstveno definisan
polinom stepena k + 2α, ograniqen na simetriqni kompaktni segment
[−τ, τ ]. U sluqaju τ = 1 rexe�e je polinom

Kk,α(x) =
k+2α∑
i=0

λix
i,

gde je λi = 0 ako je k + i neparno i

λi =
(−1)i/2(k + 2α + 2)!(k + 2α + 2− i)k(k + i)!

(i+ 1)!22k+2α+3(k/2)!((k + 2α + 2)/2)!((k + 2α + 2− i)/2)!((k + i)/2)!
(2.55)

kada je k + i parno.
Polaze�i od optimalnog jezgra na [−1, 1] skalira�em je mogu�e do-

biti jezgro definisano na proizvo	nom simetriqnom intervalu. To
skalira�e nema udela na θK definisanog sa (2.51).

Primer 2. Prika�emo neka optimalna jezgra tipa Kk,α definisana
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2.1. KLASIQNA GREXKA POGLAV�E 2. GREXKE MERE�A

na [−1, 1] :

K2,0(x) =
3

4
(1− x2),

K2,1(x) =
15

16
(1− x2)2,

K2,2(x) =
35

32
(1− x2)3,

K2,3(x) =
315

256
(1− x2)4,

K4,0(x) =
15

32
(3− 7x2)(1− x2),

K4,1(x) =
35

64
(3− 9x2)(1− x2)2,

K4,2(x) =
315

512
(3− 11x2)(1− x2)3,

K4,3(x) =
693

1024
(3− 13x2)(1− x2)4.

Upore�iva�e optimalnih i drugih jezgara

Uvedemo slede�i pojam

Definicija 2.1.6. Funkciju

ρ(K) =

(
θK2

θK

)2/(2k+2α+1)

(2.56)

zovemo relativnom efikasnox�u proizvo	nog jezgra K(·) u odnosu na
jezgro

K2(x) = 48 cos(x)
1− 15

x2

πx4
− 144 sin(x)

2− 5
x2

πx5
.

U literaturi i praktiqnim problemima se uglavnom koriste slede�a
qetiri jezgra

K1(x) =
sin(x)

πx
,

K2(x) = 48 cos(x)
1− 15

x2

πx4
− 144 sin(x)

2− 5
x2

πx5
,

K3(x) =
96

π

(
sin(x/4)

x

)4

,

K4(x) =
1√
2π
e−x

2/2.

25



2.1. KLASIQNA GREXKA POGLAV�E 2. GREXKE MERE�A

Od izvedenih optimalnih jezgara Kk,α oqekuje se da �e biti znaqajno
bo	i od K1, K2, K3, K4. Me�utim ispostav	a se da K2 ima odre�ene
pogodnosti kad je efikasnost u pita�u.

Primetimo da je zapravo K2,0(·) jezgro Jepaneqnikova, koje je defin-
isano u uvodu rada. Izraqunajmo za �ega relativnu efikasnost ρ(K2,0).

θK2,0 = |φ(2)
K2,0

(0)|
[∫ ∞
−∞

φ2
K2,0

(t)dt

]2
= 4π2 · 9

125
= 2.842.

θK2 = |φ(2)
K2

(0)|
[∫ ∞
−∞

φ2
K2

(t)dt

]2
∼ 6 · 0.465 = 2.79.

ρ(K2,0) =

(
2.79

2.842

)2/5

= 0.9926.

I za sva ostala jezgra tipa K2,α vrednosti su tako�e ma�e od 1, qak
znaqajno ma�e.

Napomena: uzeli smo k = 2 jer su sva jezgra K1, K2, K3, K4 reda 2.
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2.2 Berksonova grexka

Qesti problem sa Berksonovom grexkom je u tome, xto nije trivijalno
praviti razliku izme�u klasiqnog i Berksonovog modela. Model koji
se razmatra kad se govori o Berksonovoj grexci ima oblik

X = Y + ε,

koji na prvi pogled izgleda isto kao i u sluqaju sa klasiqnom grexkom,
ali bitno je kad se desio momenat dodava�a aditivne grexke, da li pre
mere�a (klasiqna) ili nakon mere�a, xto se odnosi na model sa Berk-
sonovom grexkom. U ovom modelu pretpostavka je da poznata raspodela
sluqajne veliqine ε i dobijen uzorak Y1, . . . , Yn, na osnovu qega je ci	
prona�i gustinu raspodele X1, . . . , Xn.

Primer 3. Pretpostavimo da su dobijeni slede�i podaci, da je Y ima
slede�e karakteristike Y ∼ N (0, 2), dok za grexku va�i ε ∼ N (0, 1).
Ukoliko radimo sa Berksonovim modelom, onda dobijamo da X ∼ N (0, 3).
Dok ukoliko sa modelom sa klasiqnom grexkom rezultat je X ∼ N (0, 1).

Primer 4. Qest primer kada se govori o Berksonovoj grexci je problem
mere�a udela radijacije na odre�ene bolesti. Mogu�e je izmeriti samo
rezultate analiza nekih 	udskih organa, na primer tiroidne �lezde,
ali ne i direktno udeo radijacije. Na osnovu qega 	udima, koji dele
sliqne rezultate analiza upadaju u istu klasu i dobijaju istu dozu
odgovarajuqeg leka.

Pri Furijeovoj transformaciji datih podataka dobijamo

φX(t) = φY (t) · φε(t), (2.57)

gde opet uvodimo ocenu za φY (t)

φ̂Y (t) =
1

n

n∑
j=1

eitYj .

Odakle da	e mo�emo dobiti ocenu za φX(t)

φ̂X(t) = φ̂Y (t) · φε(t).

Primenom teoreme o inverznoj Furijeovoj transformaciji mo�emo
izvesti naivnu ocenu za funkciju gustine fX(·) u taqki x ∈ R

f̂X(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itxφ̂X(t)dt =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itxφε(t)
1

n

n∑
j=1

eitYjdt, (2.58)
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xto se da	e mo�e zapisati u obliku jezgra

f̂X(x) =
1

n

n∑
j=1

1

2π

∫ ∞
−∞

φε(t)e
−it(x−Yj)dt =

1

n

n∑
j=1

Gε(x− Yj). (2.59)

Vidimo da je zapravo Gε(x) = fε(x). Pa je jedino potrebno zadovo	iti
uslove inverzne Furijeove transformacije.

Teorema 2.7. Neka je φε ∈ L1(R), supt |φε| <∞ i fε ∈ L1(R) ograniqena
i neprekidna funkcija u taqki x ∈ R. Tada je ocena definisana u (2.59)
nepristrasna.

Dokaz. Zaista

E(f̂X(x)) =
1

n

n∑
j=1

E(fε(x− Yj)) = E(fε(x− Y1))

=

∫ ∞
−∞

fε(x− t)fY (t)dt = [fε ∗ fY ](x) = fX(x),

jer prema definiciji modela X = Y + ε.

Teorema 2.8. Neka je φε ∈ L1(R), supt |φε| <∞ i fε ∈ L1(R) ograniqena
i neprekidna funkcija u taqki x ∈ R. Tako�e, neka je fX ∈ L2(R) i fY
ograniqena. Tada va�i

D
[
f̂X(x)

]
=

1

n

∫ ∞
−∞

f 2
ε (x− t)fY (t)dt− 1

n
f 2
X(x). (2.60)

Dokaz. Sliqno kao u dokazu prethodne teoreme

D
[
f̂X(x)

]
= E[f̂ 2

X(x)]− E2[f̂X(x)].

Gde da	e izvodimo sabirak po sabirak.

E[f̂ 2
X(x)] =

1

n

∫ ∞
−∞

f 2
ε (x− t)fY (t)dt,

i

E2[f̂X(x)] =
1

n
[

∫ ∞
−∞

fε(x− t)fY (t)dt]2 =
1

n
f 2
X(x),

xto u kompletu dokazuje ovu teoremu.
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Teorema 2.9. Prema pretpostavkama navedim u prethodne dve teo-
reme va�i

MISE[f̂X ] =
1

2πn

∫ ∞
−∞
|φε(t)|2dt−

1

n

∫ ∞
−∞

f 2
X(x)dx. (2.61)

Dokaz. Zaista kombinacijom definicije MISE(·) i rezultata
prethodne dve teoreme dobijamo

MISE(f̂X) = E

∫ ∞
−∞

(f̂X(x)− fX(x))2dx

= E

∫ ∞
−∞

(f̂ 2
X(x)− 2fX(x)f̂X(x) + f 2

X(x))dx

=

∫ ∞
−∞

D[f̂X(x)]dx+

∫ ∞
−∞

[E(f̂X(x))− fX(x)]2dx

=

∫ ∞
−∞

1

n

[∫ ∞
−∞

f 2
ε (x− t)fY (t)dt− f 2

X(x)

]
dx.

Primenom Parsevalove jednakosti dobijamo∫ ∞
−∞

f 2
ε (x)dx =

1

2π

∫ ∞
−∞
|φε(t)|2dt.

Odakle vidimo da naivna ocena konvergira brzinom
√
n.

2.2.1 Oce�iva�e jezgrom

Do nekih pobo	xa�a i u ovom modelu je mogu�e do�i primenom metode
jezgara.

Ocena izvedena u prethodnom delu ne mo�e da se izraquna u sluqaju
kada |φε| nije integrabilno. Stoga uvodimo metodu jezgra u Berksonovom
modelu.

Neka je K(·) neko simetriqno jezgro i hn → 0, kada n→∞ pozitivan
parametar ravna�a.

Uz slede�e uslove

(G1)
∫∞
−∞ |φX(t)|dt <∞,

(G2) sup
t∈R
|φK(t)φε(t/h)| <∞ i

∫∞
−∞ |φK(t)φε(t/h)|dt <∞,
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predla�e se ocena gustine fX(·) u taqki x ∈ R

f̂X(x) =
1

nk

n∑
j=1

Kε

(
x− Yj
hn

)
, (2.62)

gde je

Kε(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itxφK(t)φε(t/h)dt. (2.63)

Radi dobija�a slede�ih rezultata neophodno je uvesti dodatne uslove

(D1) fY (·) je ograniqena funkcija gustine

(D2) fX(·) je k + 1 puta diferencijabilna, gde je k red jezgra, fX(·) i
f
(k)
X (·) pripadaju L2(R) i f

(k+1)
X (·) ograniqena

(D3) K ∈ L2(R) ograniqeno i simetriqno jezgro k-og reda, t.d.∫∞
−∞

∣∣xk+1K(x)
∣∣ dx <∞

Teorema 2.10. Neka va�e uslovi G1 i G2 i neka je

f̂X(x) =
1

nh

n∑
i=1

Kε

(
x− Yj
h

)
ocena fX(x), gde je Kε(x) = 1

2π

∫∞
−∞ e

−itxφK(t)φε(t/h)dt.
Tada

E(f̂X(x)) = [Kh ∗ fX ](x),

gde je Kh(x) =
K( x

h
)

h
.

Dokaz. Imamo da

E[f̂X(x)] =
1

h
E

[
Kε

(
x− Y
h

)]
.

Na osnovu qega va�i

1

h
E

[
Kε

(
x− Y
h

)]
=

1

2πh

∫ ∞
−∞

E(e−it(x−Y1)/h)φK(t)φε(t/h)dt.

E(e−it(x−Y1)/h) = φY (t/h) pa sledi

E[f̂X(x)] =
1

2πh

∫ ∞
−∞

φY (t/h)φε(t/h)φK(t)dt,
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iz definicije Berksonovog modela X = Y + ε va�i

E[f̂X(x)] =
1

2πh

∫ ∞
−∞

φX(t/h)φK(t)dt =
1

h
E

(
K

(
x−X
h

))
.

Odavde je

1

h
E

(
K

(
x−X
h

))
=

1

h

∫ ∞
−∞

K((x− t)/h))fX(t)dt = [Kh ∗ fX ](x).

Teorema 2.11. Neka va�e uslovi G1, G2, D1, D3 i neka je

f̂X(x) =
1

nh

n∑
i=1

Kε

(
x− Yj
h

)
,

gde je Kε(x) = 1
2π

∫∞
−∞ e

−itxφK(t)φε(t/h)dt, ocena fX(x).
Tada

D(f̂X(x)) =
1

nh

∫ ∞
−∞

K2
ε (v)fY (x− hv)dv − [Kh ∗ fX(x)]2

n
,

gde je Kh(x) =
K( x

h
)

h
.

Dokaz. Sliqno, sledi iz slede�eg niza jednakosti

D(f̂X(x)) = E(f̂ 2
X(x))− E2(f̂X(x))

=
1

n
E

[
1

h2
K2
ε

(
x− Y1
h

)]
− 1

n
[Kh ∗ fX ]2(x)

=
1

nh2

∫ ∞
−∞

(
Kε

(
x− u
h

))2

fY (u)du− 1

n
[Kh ∗ fX ]2(x),

gde uvo�e�em smene v = x−u
h

dobijamo tra�eno rexe�e.

Teorema 2.12. Neka va�e uslovi G1, G2, D1, D2, D3.
Tada

MISE[f̂X ] =
1

nh

∫ ∞
−∞

K2
ε (v)dv +

(
1− 1

n

)∫ ∞
−∞

[Kh ∗ fX(x)]2dx

+

∫ ∞
−∞

f 2
X(x)dx− 2

∫ ∞
−∞

[Kh ∗ fX(x)]fX(x)dx
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Dokaz. Zaista

MISE[f̂X(x)] =

∫ ∞
−∞

D[f̂X(x)]dx+

∫ ∞
−∞

[E(f̂X(x))− fX(x)]2dx.

Reximo deo po deo∫ ∞
−∞

[E(f̂X(x))− fX(x)]2dx =

∫ ∞
−∞

([Kh ∗ fX ](x)− fX(x))2 dx

=

∫ ∞
−∞

[Kh ∗ fX ]2(x)dx− 2

∫ ∞
−∞

[Kh ∗ fX ](x)dx+

∫ ∞
−∞

f 2
X(x)dx.

I deo sa disperzijom∫ ∞
−∞

D[f̂X(x)]dx =

∫ ∞
−∞

[
1

nh

∫ ∞
−∞

K2
ε (v)fY (x− hv)dv − [Kh ∗ fX ]2(x)

n

]
dx

=
1

nh

∫ ∞
−∞

K2
ε (v)dv − 1

n

∫ ∞
−∞

[Kh ∗ fX ]2(x)dx.

2.2.2 Odre�iva�e parametra ravna�a

U ovom ode	ku bazira�emo se prvenstveno na rad ”Kernel density esti-
mation with Berkson error”([7]), koji deta	no razmatra odabir parametra
h koriste�i razliqite pristupe.

Razmatra�emo tri pristupa odabira parametra h :

1. Biramo da je h = 0, kao xto se to uzima pri naivnoj oceni jezgra
fX(·).

2. Biramo h koje optimizuje fY (·), jer fX(x) =
∫∞
−∞ fY (x− y)fε(y)dy.

3. Biramo h koje optimizuje ocenu bax fX(·).

Navedimo odgovaraju�e ocene gustine fX(·) svakog od data tri sluqaja

1.

f̂X1(x) =
1

n

n∑
j=1

fε(x− Yj).

Parametar hn = 0 u datom sluqaju.

32



2.2. BERKSONOVA GREXKA POGLAV�E 2. GREXKE MERE�A

2.

f̂X2(x) =
1

n

n∑
j=1

∫ ∞
−∞

f̂Y (x− t)fε(t)dt.

Parametar hn se bira tako da optimizuje ocenu gustine f̂Y (·), koju
raqunamo iz dobijenih podataka metodama ocene gustine kada nema
grexke.

3.

f̂X3(x) =
1

nhn

n∑
j=1

1

2π

∫ ∞
−∞

e−it(x−Yj)/hnφK(t)φε(t/hn)dt.

Parametar hn se bira tako da optimizuje ocenu gustine fX(·).

Kao i ranije koristi�emo MISE(·) kao meru kvaliteta dobijenih ocena
i na osnovu �ih birati parametre hn za svaki od tri navedenih sluqaja.
Optimalno h �emo raqunati kao

hi = argmin{h:h≥0}MISEi(h),

i = 1, 2, 3 oznaqava svaki od naqina odabira parametra h.
Va�i slede�a teorema.

Teorema 2.13. Pretpostavimo da va�i φ̂X , φX ∈ L2(R). Tada za svako
i = 1, 2, 3 va�i

2πMISEi(h) =

∫ ∞
−∞
|1− φK(ht)|2|φε(t)|2|φY (t)|2dt (2.64)

+
1

n

∫ ∞
−∞
|φK(ht)|2|φε(t)|2(1− |φY (t)|2)dt (2.65)

U sluqaju i = 1, kada je h = 0 ostaje samo drugi sabirak.

Dokaz. Prema datim uslovima Planxerelova teorema nam garantuje da∫ ∞
−∞

(fX(x)− f̂X(x))2dx =
1

2π

∫ ∞
−∞
|φX(t)− φ̂X(t)|2dt.
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Ubacimo to u MISE(·) i dobijamo

MISE(h) = E

∫ ∞
−∞

(fX(x)− f̂X(x))2dx

=
1

2π
E

∫ ∞
−∞
|φX(t)− φ̂X(t)|2dt

=
1

2π
E

∫ ∞
−∞
|φY (t)φε(t)− φK(ht)φε(t)φ̂Y (t)|2dt

=
1

2π
E

∫ ∞
−∞
|φε(t)|2|φY (t)− φK(ht)φ̂Y (t)|2dt

=
1

2π

∫ ∞
−∞
|φε(t)|2E

∣∣∣φY (t)− φK(ht)φ̂Y (t)
∣∣∣2 dt

U posled�oj jednakosti prime�ena je Fubinijeva teorema. Odakle se
dobija primenom teoreme 1.4 na strani 22 k�ige Cibakova, 2009 ([23]).

E
∣∣∣φY (t)− φK(ht)φ̂Y (t)

∣∣∣2 = |1− φK(ht)|2|φY (t)|2 +
1

n
|φK(th)|2(1− |φY (t)|2).

Za slede�u teoremu znaqajna �e biti slede�a lema, qiji se dokaz mo�e
na�i u radu [4].

Lema 2.2.1. Pod uslovima K(·) simetriqna gustina u R i φK(·) �ena
Furijeova transformacija koja je qetiri puta neprekidno diferenci-
jabilna. Neka je k2 disperzija jezgra K(·). Tada Tejlorov razvoj φK(·) oko
nule se dobija

φK(t) = 1− t2k2
2

+R(t),

takvo da postoji C ∈ R za svako t ∈ R va�i

R(t) ≤ C|t|4.

Teorema 2.14. Neka je

k2 =

∫ ∞
−∞

x2K(x)dx

Uz pretpostavke proxle leme i uslova∫ ∞
−∞
|t|8|φε(t)|2dt <∞,
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∫ ∞
−∞
|φε(t)|dt <∞,

va�i

2πMISE(h) =
1

n

∫ ∞
−∞
|φε(t)|2(1− |φY (t)|2)dt (2.66)

+

(
h4

4

∫ ∞
−∞

t4k22 · |φε(t)|2|φY (t)|2dt

− h2

n

∫ ∞
−∞

t2k2 · |φε(t)|2(1− |φY (t)|2)dt
)

(1 +O(h2)).

Dokaz. Prema lemi postoji R(·) takav da

|R(t)| ≤ C|t|4,

i

φK(t) = 1− k2t
2

2
+R(t).

Kako je jezgro K(·) simetriqno, to su K(·) i R(·) realnovrednosne
funkcije. Va�i slede�i niz jednakosti∫ ∞
−∞
|1− φk(th)|2|φε(t)|2|φY (t)|2dt =

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣t2h2k22
−R(ht)

∣∣∣∣2 |φε(t)|2|φY (t)|2dt

=
1

4

∫ ∞
−∞

(t2h2k2)|φε(t)|2|φY (t)|2dt

−
∫ ∞
−∞

R(ht)(t2h2k2)|φε(t)|2|φY (t)|2dt

+

∫ ∞
−∞

R2(ht)|φε(t)|2|φY (t)|2dt.

Iskoristi�emo granicu za R(·) u posled�a dva sabirka i dobijamo za
neki pozitivan broj a

|R(ht)(t2h2k2)| ≤ C|ht|4|t2h2k2| ≤ a|h|6|t|6

|R2(ht)| ≤ C2|ht|8 ≤ a|h|8|t|8

Dakle oba mo�emo ograniqiti sa |h|6. Uz uslov∫ ∞
−∞
|t|8|φε(t)|dt <∞

dobijamo da va�i∫ ∞
−∞
|t|8|φε(t)|2|φY (t)|2dt ≤

∫ ∞
−∞
|t|8|φε(t)|2dt <∞
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Nakon qega mo�emo zak	uqiti∫ ∞
−∞
|1− φK(th)|2|φε(t)|2|φY (t)|2dt =

(
1

4

∫ ∞
−∞

(t2h2k2)
2|φε(t)|2|φY (t)|2

)
(1 +O(h2))

Drugi deo dokazujemo analogno.

Na osnovu teoreme 2.14 primenom asimptotskih osobina mo�emo
za svaki od navedenih pristupa izraqunati odgovaraju�i parametar
ravna�a hi, i = 1, 2, 3 koji minimizuje svoje MISEi(·), i = 1, 2, 3.

Sluqaj i = 1

Odnosno h = 0 dobijamo slede�e asimptotsko ponaxa�e MISE(0)

2πMISE(0) =
1

n

∫ ∞
−∞
|φε(t)|2(1− |φY (t)|2)dt (2.67)

tj brzina konvergencije je n−1.

Sluqaj i = 2

Pri dodatnim uslovima na fY (·) parametar h je reda n−1/5 (Vand i �ons,
1995. godine, str 100). Specijalno pretpostavimo:

h∗2 = Q(n)n−1/5 (2.68)

gde je Q : Z+ → R+ takva da lim sup
n→∞

Q(n) <∞ i lim inf
n→∞

Q(n) > 0.

Posle du�eg raquna dobija se:

2πMISE(h∗2) =

(
Q4(n)n−4/5

4

∫ ∞
−∞

t4k22|φε(t)|2(1− |φY (t)|2)dt
)

(1 + o(1))

(2.69)

Sluqaj i = 3

U sluqaju i = 3 potrebno je minimizirati funkciju

r(h) =
h4

4
· a− h2

n
· b,
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gde smo oznaqili a =
∫∞
−∞ t

4k22 · |φε(t)|2|φY (t)|2dt, b =
∫∞
−∞ t

2k2 · |φε(t)|2(1−
|φY (t)|2)dt odnosno rexiti jednaqinu

r′(h) = ah3 − 2b

n
h = 0

odakle sledi

h∗3 =

√
2b

na
=

√
2 ·
∫∞
−∞ t

2|φε(t)|2(1− |φY (t)|2)dt
n ·
∫∞
−∞ t

4k2 · |φε(t)|2|φY (t)|2dt
(2.70)

I dobijamo za MISE

2πMISE(h∗3) =
1

n

∫ ∞
−∞
|φε(t)|2(1− |φY (t)|2)dt (2.71)

− 1

n2

(
∫∞
−∞ t

2|φε(t)|2(1− |φY (t)|2)dt)2∫∞
−∞ t

4 · |φε(t)|2|φY (t)|2dt
+O(n−3).

I uporedimo �ihovo asimptotsko ponaxa�e u sva tri sluqaja.

1. h∗1 = 0 i h∗3:

1− MISE(h∗3)

MISE(0)
=

1

n

(
∫∞
−∞ t

2|φε(t)|2(1− |φY (t)|2)dt)2∫∞
−∞ t

4|φε(t)|2|φY (t)|2dt
∫∞
−∞ |φε(t)|2(1− |φY (t)|2)dt

+O(n−2)

Vidimo da je dosta bo	a ocena dobijena u sluqaju i = 3, odnosno
odabirom hn kojim se minimizuje bax MISE(f̂X).

2. h∗2 i h
∗
3:

MISE(h∗3)

MISE(h∗2)
< 1

Asimptotski MISE(h∗2) je reda n
−4/5, dok je MISE(h∗3) reda n

−1.

3. h∗1 = 0 i h∗2:

MISE(0)

MISE(h∗2)
< 1

Asimptotski MISE(h∗2) je reda n
−4/5, dok je MISE(0) reda n−1.

Zak	uqak je da je najbo	e koristiti parametar ravna�a hn koji min-
imizuje ocenu u sluqaju i = 3. Najgori rezultat se pokazao u slucaju
i = 2. Dok sluqaj kada je hn = 0 ne oce�uje toliko loxe, a najlakxi je
za raqun.
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2.3 Mexavina grexaka

U prethodna dva ode	ka smo videli da se generalne tehnike oce�i-
va�a gustine znaqajno razlikuju u zavisnosti od modela koji se razma-
tra.

Neka je fX(·) nepoznata funkcija gustine sluqajne veliqine X. I
neka je model sa mexavinom grexaka Berksonove i klasiqne dat pomo�u

V = W + ε,

gde je ε - poznata klasiqna grexka, V - izmerena sluqajna veliqina, W
- nepoznata, dok je

X = W + δ,

gde je δ - poznata promen	iva, koja odgovara Berksonovoj grexci, X
- sluqajna veliqina qiju gustinu �elimo da ocenimo, W - sluqajna
veliqina "posrednik" preko koje imamo informacije o X. Posebno,
sve to mo�emo da zapixemo u obliku karakteristiqnih funkcija, kao
u prethodna dva ode	ka, tada se dobije

φV (t) = φW (t) · φε(t),

φX(t) = φW (t) · φδ(t).
Odakle sledi

φX(t) =
φV (t)

φε(t)
· φδ(t),

uz uslove φε(t) 6= 0,∀t ∈ [a, b] i |φX(·)| - integrabilna funkcija.
Tada primenom teoreme o inverznoj Furijeovoj transformaciji do-

bijamo naivnu ocenu u sluqaju modelu u prisustvu mexavine grexaka

f̂X(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itx
φ̂V (t)

φε(t)
· φδ(t)dt, (2.72)

gde je φ̂V (·) - Furijeova transformacija uzorka, tj.

φ̂V (t) =
1

n

n∑
j=1

eitVj

Lema 2.3.1. Neka va�e uslovi |φε(t)| 6= 0 za svako t ∈ [a, b],
sup
t∈R
|φδ(t)|/|φε(t)| <∞ i

∫∞
−∞ |φδ(t)|/|φε(t)|dt <∞.

Tada ocena definisana u (2.72) je nepristrasna ocena gustine fX(x)
u taqki x ∈ R.
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Dokaz.

E(f̂X(x)) =
1

2π

1

n

n∑
j=1

∫ ∞
−∞

e−itxE(eitVj)
φδ(t)

φε(t)
dt

=
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itxφV (t)
φδ(t)

φε(t)
dt,

setimo se da

φX(t) =
φV (t)

φε(t)
· φδ(t),

odakle sledi tvr�e�e leme.

Lema 2.3.2. Neka va�e uslovi |φε(t)| 6= 0 za svako t ∈ [a, b],
sup
t∈R
|φδ(t)|/|φε(t)| <∞,

∫∞
−∞ |φδ(t)|/|φε(t)|dt <∞ i fV (·) ograniqena.

Tada ocena definisana u (2.72) ima disperziju

D(f̂X(x)) =
1

n

∫ ∞
−∞

(
1

2π

∫ ∞
−∞

e−it(x−u)
φδ(t)

φε(t)
dt

)2

fV (u)du− 1

n
f 2
X(x). (2.73)

Dokaz. Zaista, primenom osnovnih osobina disperzije i Furijeove
transformacije va�i

D(f̂X(x)) =
1

4π2n2

n∑
j=1

D

(∫ ∞
−∞

e−it(x−Vj)
φδ(t)

φε(t)
dt

)

=
1

4π2n

∫ ∞
−∞

(∫ ∞
−∞

e−it(x−u)
φδ(t)

φε(t)
dt

)2

fV (u)du− 1

n
f 2
X(x).

Teorema 2.15. Neka va�e uslovi

• |φε(t)| 6= 0, ∀t ∈ R,

• supt

∣∣∣ φδtφε(t)

∣∣∣ <∞ i
∫ ∣∣∣ φδtφε(t)

∣∣∣ dt <∞,
• fV (·) ograniqena funkcija,

• fX ∈ L2(R).

Tada

MISE(f̂X) =
1

2πn

∫ ∞
−∞

|φδ(t)|2

|φε(t)|2
dt− 1

n

∫ ∞
−∞

f 2
X(x)dx. (2.74)
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Dokaz. Izvodi se nakon direktne primene Parsevalove jednakosti na

1

4π2

∫ ∞
−∞

(e−itx
φδ(t)

φε(t)
)2dt =

1

2π

∫ ∞
−∞

|φδ(t)|2

|φε(t)|2
dt,

i uz rezultate prethodne dve leme lako se dobija tra�eni rezultat.

2.3.1 Oce�iva�e jezgrom

Ocena definisana u proxlom ode	ku ima svoje ozbi	ne mane, nalik
onim xto su imali i odgovaraju�e naivne ocene u prethodnim mode-
lima. Glavni problem je da se ocena (2.72) ne mo�e izraqunati kada
je |φδ|/|φε| neintegrabilna funkcija. Zato ovde uvodimo slede�e pret-
postavke: K(·) simetriqno jezgro, h = hn → 0 kada n → ∞. U radu [3]
prikazana je slede�a teorema.

Teorema 2.16. Neka va�e uslovi

1. |φε(t)| 6= 0, ∀t ∈ [a, b],

2.
∫∞
−∞ |φX(t)|dt <∞,

3. supt |φK(t)φδ(t/h)/φε(t/h)| <∞ i
∫∞
−∞ |φK(t)φδ(t/h)/φε(t/h)|dt <∞.

Neka je

f̂X(x;h) =
1

nh

n∑
i=1

Kδ
ε

(
x− Vj
h

)
ocena fX(x), gde je Kδ

ε (x;h) = 1
2π

∫∞
−∞ e

−itxφK(t)φδ(t/h)/φε(t/h)dt.

Tada je pristrasnost ocene f̂X(x;h) jednaka

b(f̂X(x;h)) = Kh ∗ fX(x)− fX(x),

gde je Kh(x) =
K( x

h
)

h
.
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Dokaz. Va�i slede�e

E

(
1

h
Kδ
ε

(
x− V
h

))
=

1

2πh

∫ ∞
−∞

e−itx/hE(eitV/h)φK(t)φδ(t/h)/φε(t/h)dt

=
1

2πh

∫ ∞
−∞

e−itx/hφW (t/h)φε(t/h)φK(t)φδ(t/h)/φε(t/h)dt

=
1

2πh

∫ ∞
−∞

e−itx/hφW (t/h)φK(t)φδ(t/h)dt

=
1

2πh

∫ ∞
−∞

e−itx/hφX(t/h)φK(t)dt

=
1

h
E

(
K

(
x−X
h

))
= E (Kh (x−X)) .

Teorema 2.17. Neka va�e uslovi

1. |φε(t)| 6= 0, ∀t ∈ R,

2.
∫∞
−∞ |φX(t)|dt <∞,

3. supt |φK(t)φδ(t/h)/φε(t/h)| <∞ i
∫∞
−∞ |φK(t)φδ(t/h)/φε(t/h)|dt <∞,

4. K(·) je ograniqeno simetriqno jezgro k- tog reda i va�i∫∞
−∞ |t

k+1K(t)|dt <∞,

5. fV (·) je ograniqena funkcija.

Neka je

f̂X(x;h) =
1

nh

n∑
i=1

Kδ
ε

(
x− V j
h

)
,

gde je Kδ
ε (x;h) = 1

2π

∫∞
−∞ e

−itxφK(t)φδ(t/h)/φε(t/h)dt, ocena fX(x).
Tada

D(f̂X(x;h)) =
1

nh

∫ ∞
−∞

[Kδ
ε (v)]2fV (x− hv)dv − [Kh ∗ fX(x)]2

n

gde je Kh(x) =
K( x

h
)

h
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Dokaz. Na�imo E(f̂ 2
X(x)), analogno kao xto smo tra�ili u proxloj teo-

remi.

E(f̂ 2
X(x)) =

1

nh2
E

([
Kδ
ε

(
x− V1
h

)]2)

=
1

nh2

∫
Kδ
ε

(
x− v
h

)2

fV (v)dv

=
1

nh2

∫
Kδ
ε

(
x− t
h

)2

fV (t)dt

=
1

nh

∫ [
Kδ
ε (v)

]2
fV (x− vh)dv.

Dok drugi sabirak se dobija kvadrira�em i de	e�em sa n oqekiva�a
dobijenog u proxloj teoremi.

Teorema 2.18. Neka va�e uslovi:

1. |φε(t)| 6= 0, ∀t ∈ R,

2.
∫
|φX(t)|dt <∞,

3. supt

∣∣∣φK(t)φδt/h
φε(t/h)

∣∣∣ <∞ i
∫ ∣∣∣φK(t)φδ(t/h)

φε(t/h)

∣∣∣ dt <∞,
4. fV (·) ograniqena funkcija,

5. K(·) ∈ L2(R) simetriqno jezgro k - tog reda i
∫
|tk+1K(t)|dt <∞,

6. fX(·) je k + 1 puta neprekidno diferencijabilna funkcija, fX ,

f
(k)
X ∈ L2(R) i f

(k+1)
X ograniqena.

Tada

MISE[f̂X(·;h)] =
1

nh

∫ ∞
−∞

[Kδ
ε (v)]2dv +

(
1− 1

n

)∫ ∞
−∞

[Kh ∗ fX(x)]2dx

(2.75)

+

∫ ∞
−∞

f 2
X(x)dx− 2

∫ ∞
−∞

[Kh ∗ fX(x)]fX(x)dx

Dokaz. Dokaz sledi direktno iz prethodne dve teoreme.

Prema Parsevalovoj jednakosti vidimo da pri uslovima iz teoreme
(2.18) tako�e mo�emo dobiti∫ ∞

−∞
[Kδ

ε (v)]2dv =
1

2π

∫ ∞
−∞
|φK(t)|2 |φδ(t/h)|2

|φε(t/h)|2
dt. (2.76)
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Kako je |φδ| ≤ 1 dobijamo da ocena konvergira bar istom brzinom kao
u sluqaju ocene u modelu sa klasiqnom grexkom, gde va�i φδ(t) = 1,
∀t ∈ R. Tako�e, gor�a granica se dosti�e u sluqaju kada je δ = 0,
tada se taqno dobije ista vrednost kao u modelu sa klasiqnom grexkom.
Inaqe obratimo pa��u da su zapravo obe ocene i odgovaraju�i MISE
izraqunati u ode	ku za klasiqnu i Berksonovu grexku mogu se dobiti
iz ove, samo ako stavimo da je ε = 0, odnosno δ = 0, respektivno.

Pod uslovima teoreme (2.18) tako�e mo�emo dobiti drugaqiji oblik
za disperziju∫ ∞
−∞

D[f̂X(x)]dx =
1

2πnh

∫ ∞
−∞
|φK(t)|2 |φδ(t/h)|2

|φε(t/h)|2
dt− 1

n

∫ ∞
−∞

[Kh ∗ fX(x)]2dx,

(2.77)

i za pristrasnost∫ ∞
−∞

b2[f̂X(x)]dx =
h2k

(k!)2
k2k

∫ ∞
−∞

(
f
(k)
X

)2
dx+O(h2k+2), (2.78)

Drugi sabirak opada brzinom n−1, dok za prvi sabirak je te�e re�i
kojom brzinom opada zbog |φδ|/|φε|. I ovde se deli na vixe klasa mogu�e
brzine konvergencije u zavisnosti od ve� napomenutog koliqnika.

2.3.2 Odre�iva�e parametra ravna�a

Nalik razmatra�ima glatkosti Furijeovih transformacija gustina
u sluqaju klasiqne grexke u ovom ode	ku se razmatra glatkost koliq-
nika |φδ|/|φε|, gde je φε - Furijeova transformacija funkcije gustine
klasiqne grexke, a φδ - Furijeova transformacija funkcije gustine
Berksonove grexke.

Sluqaj 1: Berksonova grexka ima ve�u glatkost

Neka va�i

|φδ(t)|
|φε(t)|

≤ c2t
−q, (2.79)

gde je q ≥ 1
2
, a c2 pozitivna konstanta.

Razmotri�emo 1/2 < q ≤ 1 (sluqaj q > 1 je obuhva�en ranije). Drugim

reqima gledamo sluqaj kada je koliqnik |φδ|
|φε| obiqne glatkosti (pojam

definisan ranije). Ako je φK(·) ∈ C(2) i φ
(2)
K ograniqeno, tada se mo�e

dokazati da je prvi qlan razvoja (2.77) mogu�e zapisati u obliku a1/n+

43



2.3. MEXAVINA GREXAKA POGLAV�E 2. GREXKE MERE�A

a2h
2q−1/n + o(h2q−1/n), gde su a1, a2 pozitivne konstante. Iz (2.77) i

(2.78) izvodimo da je

MISE(h) =
a1
n

+
a2h

2q−1

n
− a3
n

+ a4h
2k + o(h2k) + o(h2q−1/n), (2.80)

a1.a2, a3, a4 pozitivne konstante.
Ako je a1 < a3 tada optimalno h se dobija iz prvog izvoda MISE(·)

po h.

MISE ′(h) = (2q − 1)
a2h

2q−2

n
+ 2ka4h

2k−1 = 0.

I dobija se

h ∼ n−1/(2k−2q+1). (2.81)

Kako je q > 1/2 MISE(·) je reda n−1.
Ako je a1 ≥ a3, onda parametar ravna�a koji minizuje (2.83) h = 0.

Odabiraom takvog parametra dobija se problem pri oce�iva�u gustine
u taqkama, koje su dobijene iz uzorka (deta	nije u radu [3].) Zato se
zahteva uslov da je h strogo pozitivan, xto naravno ne dovodi do min-
imuma MISE(·), brzina konvergencije i da	e ostane

√
n, dok god je

odabrano h ∼ n−1/(2k).

Sluqaj 2: Klasiqna grexka ima ve�u glatkost

Prvo definiximo slede�e.

Definicija 2.3.1. Skup NS zovemo skupom svih funkcija glatkosti
ma�e od t−1/2, odnosno

NS = (2.82){
f : ∃M > 0,∀|t| > M, |f(t)| ≥ t

−1
2 C(t), gde inf

t
C(t) > 0, lim

|t|→∞
C(t) =∞

}
.

(2.83)

Razmatramo ovde sluqaj kada je koliqnik |φδ||φε| glatkosti ma�e od t
−1/2,

tj. |φδ||φε| ∈ NS. Na snazi je slede�i lema (dokaz se mo�e na�i [3], str 102.)

Lema 2.3.3. Neka va�e uslovi iz teoreme 2.18 i |φδ||φε| ∈ NS. Tada

MISE(f̂X) = AMISE(f̂X)(1 + o(1)), (2.84)

gde je

AMISE(f̂X) =
1

2πnh

∫ ∞
−∞
|φK(t)|2 |φδ(t/h)|2

|φε(t/h)|2
dt+

h2k

(k!)2
k2k

∫ ∞
−∞

[f
(k)
X (x)]2dx.
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Ukoliko funkcija |φδ|
|φε| opada (raste) polinomijalnom, tj.

obiqne glatkosti.

Teorema 2.19. Neka va�e uslovi iz teoreme 2.18 i |φδ|
|φε| je funkcija

obiqne glatkosti reda β < 1
2
za neke konstante d0, d1 > 0. Neka je K(·)

takva funkcija da va�i
∫∞
−∞ |φK(t)|2|t|−2βdt <∞.

Tada va�i

AMISE(f̂X) = c1
h2β−1

n
+ c2h

2k. (2.85)

Specijalno za h ∼ n−1/(2k+1−2β) va�i da je

AMISE(f̂X) = n−2k/(2k+1−2β). (2.86)

Ukoliko funkcija |φδ|
|φε| opada eksponencijalno, tj. super-

glatka funkcija.
Sledi teorema koja pokriva posled�i sluqaj.

Teorema 2.20. Neka va�e uslovi iz teoreme 2.18 i |φδ||φε| je superglatka
funkcija reda β > 0 za neke konstante d0, d1, γ, > 0 i β0, β1 ∈ R. Neka
je φK(·) funkcija sa nosaqem [−B,B] i

∫∞
−∞ |φK(t)|2|t|2β1dt <∞.

Tada va�i

AMISE(f̂X) = O(n−1h−2β1−1e2
|B/h|β
γ ) + c2h

2k. (2.87)

Specijalno za h ∼ d ·B · (2/γ)1/β(log n)−1/β, gde je d ≥ 1 va�i da je

AMISE(f̂X) = (log n)−2k/β. (2.88)

Dokazi ovih stavova su sliqni dokazima iz teorema 2.4, 2.5 i
posledice 2.1.1, predstav	enih u delu sa klasiqnom grexkom.
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2.4 Diskusija

2.4.1 Nepoznata raspodela grexke

Mo�e se primetiti da sve xto je izvedeno u drugom poglav	u va�i
samo pri uslovu da je taqno poznata funkcija raspodele grexaka, kako
klasiqne, tako i Berksonove. Me�utim u praksi je nerealno oqekivati
toliko precizno odre�enu funkciju raspodele grexaka. Bilo bi nefer
ostaviti bez nekog komentara ovaj sluqaj. U velikom je usponu pokuxaj
oslab	iva�a uslova taqnog poznava�a raspodele grexaka i razvijene su
slede�e metode.

Uzorak iz ε (δ)

Jedna od metoda je da se pretpostavi da je dobijen uzorak iz raspodele
grexaka iz nekog drugog eksperimenta direktno. Takve ideje su raz-
motrene u radovima i literaturi poput [11] i [12]. Mo�e se razmotriti
i sluqaj da se X mo�e izmeriti kako sa grexkom, tako i bez grexke,
pa na osnovu toga dobiti uzorak iz raspodele grexaka. Taqnije, neka je
X ′ vektor gde je sve izmereno bez uticaja grexke mere�a, a X sa naxom
standardnom oznakom, tj. Y = X + ε dobijamo ga samo preko Y . Tada je
Y −X ′ = ε bax niz tra�enih elemenata iz raspodele grexaka.

Ponov	ena mere�a

U ovom sluqaju mo�emo da dobijemo vixe puta izmereno Y , recimo
m ∈ N, tj. Y 1, Y 2, . . . , Y m. Tada svaka odgovaraju�a razlika

Y j − Y i = εj − εi.

Na osnovu qega da	e mo�emo oceniti Furijeovu transformaciju φε(·).

E(eit(ε
j−εi)) = E(eit(Y

j−Y i)) = |φε(t)|2 (2.89)

I dobija se ocena

φ̂ε(t) = | 1
n

n∑
j=1

eit(Y
j−Y i)|1/2. (2.90)

Deta	nije je ovaj sluqaj razmotren u radu [13] i drugim.
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Delimiqno poznata raspodele grexke

Tako�e se razmatraju sluqajevi kada je poznata familija raspodele
grexaka (uniformna, normalna, eksponencijalna) ali ne i �eni
parametri.

2.4.2 Izbor parametra ravna�a

Postoje i principijalno drugaqiji naqina izbora parametra ravna�a
od predstav	enih u radu. Kao i sluqajevi gde se parametar h ne bira
uniformno za sve x ∈ R, ve� se me�a u zavisnosti od polo�aja taqke x.
Deta	nije se mo�e pogledati u radovima [14], [15], [16].
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Poglav	e 3

Simulacije

U ovom poglav	u predstavi�emo neke od izvedenih rezultata u
prethodnom poglav	u na prostim primerima. Najpre u modelu sa
klasiqnom grexkom izvex�emo simulacije na u sluqaju superglatke
raspodele grexke i raspodele grexke obiqne glatkosti. U modelu
sa Berksonovom grexkom upore�ujemo rezultate oce�iva�e u sluqaju
naivne ocene i ocene gustine dekonvolucionim jezgrom. Dok u modelu
sa obe grexke simuliramo ocenu gustine u sluqaju grexaka iz normalne
(superglatke) i laplasove (obiqne glatkosti) raspodela.

Sve simulacije su dobijene i napisane u programskom jeziku R.

3.1 Klasiqna grexka

Neka je dat model
Y = X + ε.

Gustinu X �elimo da ocenimo, raspodela ε je poznata, a dobijamo uzo-
rak iz raspodele Y. U ovom primeru razmotri�emo slede�e. Neka je
promen	iva X mexavina normalnih raspodela:

F =
1

3
N (−6, 2) +

1

3
N (3, 3) +

1

3
N (11, 3).

Dok je raspodela klasiqne grexke ε ∼ N (0, 1).
Parametar h se dobija u skladu sa teoremom iz drugog poglav	a za

superglatke karakteristiqne funkcije grexaka i zavisi od veliqine
uzorka.

h =
√
σ2
ε

(
log(n)

2

)−1/2
.
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Odnosno u naxem sluqaju za veliqinu uzorka n = 250 i σ2
ε = 1 dobija

se

h =

(
log(250)

2

)−1/2
= 0.6018496.

Da	e primenom jezgra K2(·) dobijeni su slede�i grafici slika 3.1
(σε = 1) i slika 3.2 (σε = 1.2) .

Grafik 3.1: Dekonvolucija mexavine normalnih pri normalnoj
grexci.
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Grafik 3.2: Dekonvolucija mexavine normalnih pri normalnoj
grexci sa ve�om disperzijom.

Za Laplasovu raspodelu fε(x) = 1
2b
e−
|x−µ|
b , gde su µ - sred�a vred-

nost, a b - parametar skalira�a, odnosno disperzija je 2b2. Laplasova
raspodela pripada raspodelama obiqne glatkosti i �ena furijeova
transformacija je

φε(t) =
eiµt

1 + b2t2
, t ∈ R.

Uzima�em iste originalne raspodele

F =
1

3
N (−6, 2) +

1

3
N (3, 3) +

1

3
N (11, 3),

i grexke iz Laplasove raspodele sa parametrima µ = 0 i b = 1
2
na uzorku

n = 250 va�i da se parametar ravna�a dobija u skladu sa odgovaraju�om
teoremom za raspodele grexke obiqne glatkosti

h =

(
5σ4

ε

n

)1/9

= 0.5550473.

Na osnovu qega dobija se grafik 3.3.
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Grafik 3.3: Dekonvolucija mexavine normalnih pri Laplasovoj
grexci.

Napomena: ovde su razmotreni samo komplikovani sluqajevi dekon-
volucije, u sluqaju obiqne normalne raspodele za X stvari su mnogo
lepxe. Tako�e, xto je ma�i odnos disperzija D(X)

D(ε)
to je te�e do-

biti kvalitetnu ocenu dekonvolucionim jezgrom u modelu sa klasiqnom
grexkom.

3.2 Berksonova grexka

Prvo razmotrimo tipiqne sluqajeve sa normalnom raspodelom za Y
i ε - Berksonovom grexkom. I uporedi�emo ocene dobijene razliqitim
pristupima u ode	ku 2.2.

Neka je model dat sa X = Y +ε i Y ∼ N (0, 9), dok ε ∼ N (0, 1). Tada je
prema tre�m pristupu odabran parametar h∗3 = 0.52173 prema jednakosti
(2.70), dok prema prvom pristupu h = 0 i ocena je trivijalna.
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Grafik 3.4: Y ∼ N (0, 9), Berksonova grexka - ε ∼ N (0, 1).

U sluqaju da je Y ∼ N (2, 9), dok ε ∼ N (0, 1). Tada je teorijska
raspodela za X koju oce�ujemo zapravo jednaka X ∼ N (2, 10). Pa se
dobijaju rezultati prikazani na grafiku 3.5.

Grafik 3.5: Y ∼ N (2, 9), Berksonova grexka - ε ∼ N (0, 1).

Vidimo da je ipak tre�i pristup sa znaqajno bo	om ocenom, qak i
na najprostijim primerima.
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3.3 Mexavina grexaka

Simulira�emo sluqajeve, gde odgovaraju�a klasiqna grexka iz nor-
malne i Laplasove raspodele, dok Berksonova samo iz normalne. Prvo:
ε ∼ N (0, 1), δ ∼ N (0, 1.7), W ∼ N (0, 9), n = 250. Teorijska raspodela za
X, prema modelu sa mexavinom grexaka, je

X = W + δ ∼ N (0, 10.7).

Na grafiku 3.6 mo�emo videti ocenu gustinu.

Grafik 3.6: ε ∼ N (0, 1), δ ∼ N (0, 1.7), W ∼ N (0, 9), n = 250.

Na grafiku 3.7: ε ∼ N (0, 1.44), δ ∼ N (0, 0.81), W ∼ N (0, 9). Teori-
jska raspodela za X, prema modelu sa mexavinom grexaka, je

X = W + δ ∼ N (0, 9.81).
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Grafik 3.7: ε ∼ N (0, 1.44), δ ∼ N (0, 0.81), W ∼ N (0, 9).

Na grafiku 3.8: ε ∼ L(0, 1), δ ∼ N (0, 0.81), W ∼ N (0, 9). Teorijska
raspodela za X, prema modelu sa mexavinom grexaka, je

X = W + δ ∼ N (0, 9.81).

Grafik 3.8: ε ∼ L(0, 1), δ ∼ N (0, 0.81), W ∼ N (0, 9).

Na grafiku 3.9: ε ∼ L(0, 3), δ ∼ N (0, 0.81), W ∼ N (0, 9). Teorijska
raspodela za X, prema modelu sa mexavinom grexaka, je

X = W + δ ∼ N (0, 9.81).
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Grafik 3.9: ε ∼ L(0, 3), δ ∼ N (0, 0.81), W ∼ N (0, 9).

Na grafiku 3.10: ε ∼ L(0, 3), δ ∼ N (0, 2), W ∼ N (0, 9). Teorijska
raspodela za X, prema modelu sa mexavinom grexaka, je

X = W + δ ∼ N (0, 11).

Grafik 3.10: ε ∼ L(0, 3), δ ∼ N (0, 2), W ∼ N (0, 9).
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Zak	uqak

U radu smo predstavili oce�iva�e gustine tri vrste modela sa
grexkama, kao i neke �ihove osnovne osobine. Vidimo da je oce�i-
va�e gustine u modelu sa klasiqnom grexkom najpotpunije i najvixe
istra�iva�a sprovedeno bax u okviru tog modela. Mnogo zavisi od
raspodele klasiqne grexke, na osnovu qega mogu znaqajno da se raz-
likuju dobijeni asimptotski rezultati. Odabir jezgra je istra�en samo
u uskom skupu jezgara, qak ni jezgro K2(·) (u odnosu na koje smo defi-
nisali relativnu efikasnost) nije u tom skupu.

U modelu sa Berksonovom grexkom smo prvenstveno posmatrali tri
razliqita pristupa oce�iva�a i odgovaraju�i odabiri parametra h pri
oce�iva�u gustine. Rezultati dobijeni simulacijama i teorijom ipak
sugerixu da je bo	e koristiti oce�iva�e jezgrom (tre�i pristup) u
modelu sa Berksonovom grexkom, gde se paramametar ravna�a bira u
odnosu na sred�e kvadratnu integralnu grexku.

Model sa mexavinom grexaka je najma�e istra�en i mnogo zavisi od
koliqnika karakteristiqnih funkcija grexaka Berksonove i klasiqne.
U odnosu na taj koliqnik razdvajamo sluqajeve i vidimo da se MISE(·)
asimptotski razliqito ponaxa.

Pravci za da	i rad bi mogli da budu:

• Oslab	iva�e uslova vezanih za poznava�e grexaka u sva tri
sluqaja.

• Nala�e�e optimalnih jezgara za svaki od navedenih modela i us-
postav	a�e statistiqkih osobina.

• Nala�e�e novih pravila za odabir parametra ravna�a u sva tri
sluqaja.
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• Deta	nije istra�iva�e modela sa Berksonovom grexkom i me-
xavinom grexaka u smislu oce�iva�a gustine raspodele.
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