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РЕЧ УНАПРЕД 

Из обимне, gанас Шолико обраЬене Шеорије елийШичких функци

ја, у овај краШак уџбеник ушло је само оно шШо се, йре.ма еле.менШар

ни.м знањи.ма из gиференцијално2 и итuе2рално2 рачуна, и ойшШе 
Шеорије аналиШичких функција, са којима се йреШйосШавља ga расйо
лажу слушаоци, .може йреhи на йреgавањи.ма og jegнoz скраhеноz 
се.месШра. 

Докази су, .месШи.мице и на рачун онакве ШачносШи са каквом се 

gанас раgи, уйрошhени и скраhени go крајњих 2раница .моzуhносШи, а у 
намери ga слушалац шШо лакше и брже gobe .ма и go овлашне слике 
сШвари и ga .му се о.моzуhи уйтuреба рачунско2 инсШру.менШа који 
йружају елийШичке функције. То је, уосШало.м, све шШо се .може 

ШражиШи og jegнoz, овако скраhено2, уџбеника. 

Писац 



ПРВИ ОДЕЉАК 

ОСНОВНИ ПОЈМОВИ О 

ПЕРИОДИЧНИМ ФУНКЦИЈАМА 

1. ПОЈАМ О ПЕРИОДИЧНОСТИ 

Из Тригонометрије се зна да, кад се за мерење углова узме таква 

јединица мере, да пун угао има за вредност 2n, функција sin z не мења 
се кад се вредности z дода или одузме 2n, што изражава једначина 

sin(z±2n)=sinz. 

Исто тако, из Елементарне Анализе зна се да је 

према чему функција е= има ту особину да не мења вредност кад се 

вредности z дода или одузме 2ni, што се изражава једначином 

За те две функције каже се да су йериоgичне и да имају за йерио

gу, прва број 2n, друга број 2ni. 
И у опште, за јеgну функцију f (z) каже се ga је йериоgична ако йо

сШоји Шакав јеgан број w, независан og z, ga је за .ма какво z 

.f(z ±w)= .f(z). 

Број w назива се тада йepuoga функције .f( z). Лако се увиђа да, 
кад .f(z) има као периоду један број w, имаhе бескрајно много перио
да, а то су 

±(Ј), ± 2 (Ј), ± з (Ј), ± 4 (Ј), ... 

тј. йозиШивни и неzаШивни .мулШийли броја w. То се види из тога што 
је очевидно 
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.f(z± 2ro) = .f(z±ro) = .f(z), 

/(z ± 3ro) = .f(z ± 2ro) = .f(z), 

.f(z ± 4ro) = .f(z ± 3ro) = /(z), 

ЕЛИПТИЧКЕ ФУНКЦИЈЕ 

Кад је, дакле, ro периода функције, биhе јој периода и mro, где је т 
ма какав, позитиван или негативан, цео број. Кад је број ro такав да ис
пуљава ове погодбе: 1 о да се свака друга периода функције изражава 
као мултипл тога броја; 2° да је сваки мултипл тога броја једна пери
ода функције, онда се за такав број ro каже да је основна, несвоgљива 
йepuoga функције. 

Такви су нпр. бројеви 

ro = 2тt за функцију sш z, 

ro = 2тti за функцију r:. 

Међутим, такав није број 1t за функцију sin z: тачно је да су све пе
риоде функције мултипли броја тt, али сваки његов мултипл, нпр. 3тt, 

5тt, 7тt, ... нису периоде. 
Из саме дефиниције основне периоде види се да је то међу свима 

периодама она која је, у равни променљиве z, најближа коорgинаШно.м 
йочеШку. 

Но има функција чије се све периоде не изражавају као мултипли 
једне исте периоде, веh се једне изражавају као мултипли једнога броја 
ro ј, друге као мултипли другога каквог броја ro 2 , треhе као мултипли 

треhега броја ro3 итд. где су бројеви roj, ro 2 , ro3 , ... такође периоде исте 
функције, али ни један од њих није мултипл другог. 

У таквом се случају има сматрати да функција има неколико ни

зова периода 

(1) 

±(!)ј,± 2 (!)ј,± 3 (!)ј, ... 

±ro 2 , ±2 ro 2 , ±3ro2 , •.. 

± со3 , ± 2 ro3 , ± 3 ro3 , ... 

За први низ има се сматрати као основна периода број roj, за дру
ги низ број ro 2 , за треhи број ro3 итд. За функцију има се такође сма

трати да има онолико основних периода, колико има таквих бројева 

roj, W2, Wз, ··· 
Кад су roj и ro 2 две основне периоде функције .f(z), биhе 

.f(z+mjroj +m 2ro 2 ) = .f(z+mjroj) = .f(z). 
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И уопште, кад су ro 1, ro 2, ... , Ш11 основне периоде функције .f(z), 
биhе 

па ма какве вредности имали цели, позитивни или негативни бројеви 

m1, m2 , •• • , щ,. Према томе функција he, поред низова (1), имати као пе
риоде и све вредности 

(2) 

Израз (2) је најопштији израз за периоде посматране функције; он 
изражава сваку периоду као линеарну и хомогену комбинацију основ

них периода ro 1, ro 2 ; ... , ron, где су коефицијенти комбинације цели бро
јеви. Свака се периода изражава у облику (2), и обратно, сваки облик 
(2) је једна периода функције. 

Функције .f(z), за које постоји само један број ro 1 поменуте врсте, 

називају се йросйlойериоgичне функције. Оне за које постоје два таква 

броја ro 1 и ro 2 , називају се gвойериоgичне функције, са основним перио

дама rol и 0)2. и уопште функције за које постоје n таквих бројева 
ro1, ro 2 , ... , ro n називају се п-йериоgичне функције, са основним перио

д ама ro 1, ro 2 , ... , W 11 • 

2. ПРОСТОПЕРИОДИЧНЕ ФУНКЦИЈЕ 

Као што је напред казано, функција .f(:::.) назива се йросйlойерио
gично.м функцијом кад има периоде и кад се све њене периоде изража

вају као мултипли једнога истог броја ro који има ове особине: 1 о свака 
друга периода је мултипл броја ro; 2° сваки мултипл броја ro је једна 
периода функције; број ro је и сам једна периода. Број ro је тада основна 
йериоgа функције. 

Основна периода ro може бити реалан, или чисто имагинаран, или 
комплексан број. Тако нпр. функција sin az, где је а реалан број, има за 
периоду реалан број 

2тс ,,, --· 
\Џ- ' 

а 

функција eaz има за периоду чисто имагинаран број 

2 rci ro = --, 
а 

а функција e0 +i)z има за периоду комплексан број 



14 ЕЛИПТИЧКЕ ФУНКЦИЈЕ 

m = (1 + i)n. 

Помоћу елементарних функција ez и sin z може се формирати бе
скрајно много просто-периодичних функција .f(z). Такве су нпр. функ
ЦИЈе са периодом 

2ni m=--· 
а 

1 о сваки полином по eaz 

2° свака рационална функција по е0=, тј. количник таква два пали

нама; 

З о сваки конвергентан ред облика 

~ 

.f(z) =Ао+ Aleaz + Aze2az + ... = LA"e"az 
11=0 

као и ред облика 
~ ~ 

.f(z) = L.,A
11
e"az + L.,B

11
e-"0 z. 

11=0 11=0 

Такве су и функције са периодом 

2n m=-, 
а 

наиме, сваки конвергентан ред облика 

~ 

.f(z) = А0 + А1 sin az + А2 sin 2az + ... = L.,A" sin naz, 
11=0 

~ 

.f ( z) = В 0 +В 1 cos az +В 2 cos 2 az + ... = L В" cos naz. 
11=0, 

З. ПОСТАНАК ПЕРИОДА 

Са гледишта опште теорије аналитичких функција, периоде фун
кција произлазе из чињеница изражених Саuсhу-евим ставовима о кри

волинијским интегралима, а понаособ ставом о еквиваленцији интегра
ционих путања и ставом о интегралу узетом дуж контуре што опкоља

ва сингуларитете функција. 
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Посматрајмо интеграл 
l/ 

(3) z = Ј ( u ) = Ј .f ( и ) dи, 
а 

где је .f(и) дата функција променљиве 
и, а а Једна стална тачка у равни те 

променљиве (сл. 1). Образац (3) дефи
нише z као функцију Ј(и) променљи
ве и, а у исто време и и као функцију 

и (z) променљиве z. Ова функција 
и (z) назива се инверзија инШе2рала 
Ј(и). 

Интеграл Ј може се узети дуж ра

зних, бескрајно многих путања што 

воде од сталне тачке а до променљиве О 

крајње тачке и која се посматра. Пре-

ма Саuсhу-евом ставу све he те путање 
доводити до Једне исте вредности z ин-
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и 

а 

Сл. 1. 

теграла, осим оних путања по којима се обилази око кога од сингула

ритета функције .f(z). Нека су 

(4) 

такви сингуларитети, па пре но што се 

изврши интеграциЈа дуж директне пу

тање С што води од а до u, извршимо 
је дуж какве контуре С' која обухвата 

један или више тих сингуларитета (сл. 
2). Интеграл Ј дуж С' имаhе за вред
ност један одређен број со, а функција 

под интегралним знаком, која је у по-
. "' . 

лазно] тачки контуре имала Једну од-

ређену своју детерминацију .f' ( u), мо
же по обиласку око сингуларитета 

дуж контуре имати или опет ту исту, 

и 

Сл. 2. 

или другу коју од својих детерминација (у случају кад је који од сингу

ларитета критичка тачка функције). 
Уочимо случај кад је та детерминација, после обиласка, исШа као 

йрвобиШна. Ако се тада, тј. после обиласка, продужи интеграциони 

пут дуж директне путање С, стиже се у исту тачку и у коју би се стигло 

и да се није извршило заобилажење око сингуларитета, веh се одмах 

ишло путањом С. 



16 ЕЛИПТИЧКЕ ФУНКЦИЈЕ 

Интеграл Ј he дакле, за једну исту крајљу тачку и имати две вред
ности z и z + ro, према путањама којима се од тачке а ишло до тачке и. 
Другим речима: једној истој вредности и одговарају две вредности z, од 
којих је једна једнака вредности интеграла Ј узетог дуж директне 

путање С, а друга је једнака вредности истога интеграла узетог дуж 

комбиноване путање састављене из путање С и контуре С'. Обрнуто: 

кад се и сматра као функција променљиве z, онда вредностима z и z + ro 
одговара Једна иста вредност и. 

Функција u(z) и.ма gакле Шу особину ga је, за .ма коју вреgносiй 
йро.менљиве z 

и(z+ro) = и(z); 

она је, gакле, йериоgична и и.ма за йериоgу број ro. 
Кад функција .f (и) нема никаквих сингуларитета, тј. кад је то ка

ква цела функција променљиве и, све су путање што воде од а до и ек

вивалентне; контуре С' не постоје и функција и (z) нема периода. 
Кад .f( и) има само један сингуларитет u = а, ако је овај пол, де

терминација функције по обиласку око тачке а остаје непромељена. 

Са друГе стране, интеграл Ј дуж контуре С' по којој се буде вршило то 

обилажење, једнак је броју 2ni помноженом са остатком В функције 
.f(и) за пол а. И тада: 

Ако је В = О, функција u не.ма йериоgа; ако је В различно og нуле, 
функција u је йериоgична и и.ма за йериоgу број 

ro = 2ni ·В. 

За такву периоду се каже да је йоларна йериоgа, јер произлази од 

пола а и његовог остатка В. 

Кад .f(и) има више сингуларитета (4), може постојати више раз
них контура С' дуж којих функција .f ( u) не мења своју детерминацију. 
Дуж сваке од њих интеграл Ј има по једну одређену вредност, па ако су 

(5) 

такве вредности што одговарају разним таквим контурама С', те he 
вредности (5) бити периоде функције и (z). 

При том се може десити: 

1 о или да су све периоде (5) међу собом несводљиве, тј. да се ни 
једна од њих не може изразити као линеарна и хомогена комбинација 

(са целим коефицијентима) других, у томе смислу несводљивих пери

ода; iйaga се сви бројеви (5) и.мају с.маiйраiйи као основне йериоgе фун
кције u(z); 

2° или су неке од периода (5) међу собом сводљиве, тј. изражавају 
се као линеарне и хомогене функције (са целим коефицијентима) једне 

или неколиких других несводљивих периода, нпр. периода 
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(б) 

тако даЈе 

mk+I = mimi + m2m2 + · · · + mkmk, 

mk+2 = m;m1 + m;m2 + ... + m~mk, 
mk+З = т;toi + m~m2 + ... + m~mk, 

Taga се сви бројеви (б) имају с.маШраLuи као несвоgљиве йериоgе 
функције u(z). 

Као што се види, број основних периода може бити произвољно 

велики, према природи функције.f(и) под интегралним знаком. ПосШо

је, gакле, n-йериоgичне финкције, zge је n йроизвољно велики цео йози
Шиван број. 

Кад једна таква периода проистиче од заобилажења око какве 

критичке тачке функције .f(u), за њу се каже да је криШичка йериоgа 
функције u(z). 

4. ПОСТАНАК ПЕРИОДА ОБЈАШЊЕН ПРИМЕРИМА 

Начин постанка периода, изложен у овоме што је напред казано, 

биће расветљен примерима што следују. 
1. йри.мер.- Уочимо интеграл 

(7) Ји du 
z = J(u) = -;; 

1 

где функција под интегралним знаком 

има само један сингуларитет и = О и он 
је пол првога реда, чији је остатак 

В = 1. Кад се за контуру С' узме једна 
ма која контура која опкољава тачку 

и =О (сл. 3), интеграл Ј дуж те контуре 
имаће за вредност 

m=B=l 

и према томе ће функција 

u(z) =е', 

и 

Сл. З. 

као инверзија интеграла (7), бити периодична и имати за основну пери
оду број 
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m = 2 ni · В = 2 ni 

и тај број је поларна периода функције. 

2. йри.мер.- Уочимо интеграл 

(8) 
11 

z =Ј г.-~и 2 ' 

0 -v1-и 

где функција под интегралним знаком има два сингуларитета: тачке 
и = -1 и и= + 1, а оба су алгебарске критичке тачке другога реда. 

Ь' 

и 

с 

Сл. 4. 

Посматрајмо две контуре С' 

што полазе из тачке О и опкоља

вају: прва С~ тачку и= +1, друга 
С~ тачку и= -1 (сл. 4). 

Сл. 4. 

Контура С~ еквивалентна је 

замки ОаЬсО састављеној од пра

вих Оа и Ос, бескрајно блиских 

реалној осовини и кружића аЬс 

описаног око тачке и= +1. Дуж те 
замке интеграл има за вредност 

Оа а/Је сО 

Први од та три интеграла има за вредност 

1 

Ј Ј dи [ . ]1 . 1 n = ~ = arcsmи 
0 
=агсsш =2 . 

Оа О 

Други интеграл, узет дуж кружића аЬс полупречника r добија се 
кад се стави 

и = 1 + ге8ј' dи = гie8i d е 

и пусти се да е расте од О до 2n; он дакле има за вредност 

2л: ~ 

Ј dи =i~J e
2
de. 

аь)О- и)( 1 + и) 
0 

о} 2 + ге8i 

Вредност интеграла, према Саuсhу-евом ставу, остаје иста за ма 

колику вредност полупречника г, па .(Ј;акле и за г бескрајно мало, из че-. . . 
га излази да Је ТаЈ интеграл Једнак нули. 
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Треhи интеграл има за вредност 

где знак- пред другим чланом долази отуда што је функција под инте

гралним знаком после обиласка око критичке тачке и = + 1 променила 
детерминацију, тј. свој знак. 

Дуж контуре С~ интеграл Ј имаhе дакле за вредност n, а у тачку О 
се стиже са детерминацијом 

(9) 1 
.f( и) = - г:--

-vl-и2 

функције /(и) под интегралним знаком. 

На исти начин, а водећи рачуна о томе да је функција .f(и) парна 

и да се сад из О полази са детерминацијом (9), налази се да дуж контуре 
С~ интеграл Ј има исту вредност n, а да се преко ње стиже у О са детер
м:инациЈОМ 

1 
f(и)=+ ~ 

-vl-и 2 

функције под интегралним знаком. 

Пpei\·Ia томе, целокупна вредност интерала Ј дуж двоструке кон

туре састављене из С~ и С~ износи 2n. Број со овде је дакле со = 2n, што 
значи да је функција 

u(z) = sin z 

као инверзија интеграла (8) периодична и има за периоду со= 2n. Тај 
број је критичка периода функције. 

3. йример.- Уочимо интеграл 

(10) Ј
и du 

z= г;-;=Ј(и), 
о '\ЈИ 

где је И полином четвртог степена по променљивој и, облика 

(11) 

а где је k какав сталан реалан број што лежи између О и 1. 
Функција под интегралним знаком има четири сингуларитета 

u=-l, и=+l, 
1 

и=-
k' 

1 
и=+-

k 
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који су сви алгебарске критичке тачке другог реда. 

Посматрајмо најпре две контуре С~ и с; (сл. 4) што полазе из та
чке и= О и опкољавају: прва тачку и= +1, друга тачку и= -1. 

Контура С~ еквивалентна је малопређашној замки ОаЬсО, а дуж 

те замке интеграл Ј има вредност 

Оа al>c tO 

Први од тих интеграла има за вредност К, где К означује реални 

одређени интеграл 

(12) 

Други интеграл, узет дуж кружиhа аЬс полупречника r, добија се 
кад се изврши смена 

и = 1 + ге8i, dи = гie8i d 8 

и пусти се да 8 расте од О до 2n; он дакле има за вредност 

па пошто вредност интеграла остаје иста и кад се полупречник г бе

скрајно смањује, то је тај интеграл једнак нули. 

Треhи интеграл има за вредност 

тако, да дуж контуре С~ интеграл Ј има за вредност 2К, а у тачку О се, 

по повратку, стуже са детерминацИЈОМ 

(13) 1 
f(и) =-Ги 

·И 

функције под интегралним знаком. 

На исти начин, а водеhи рачуна о томе да је функција Ј( и) парна 

и да се из О сад полази са детерминацијом (13), налази се да дуж кон
туре С~ интеграл Ј опет има за вредност 2К а да се преко те контуре 
стиже у тачку О са детерминацијом 
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(14) 1 
f(и) = +-. . Ги 

Према томе: целокупна вредност интеграла Ј дуж двоструке кон

туре састављене из с; и С~ износи 4К. Број ro овде је 4К, што значи да 
функција и(z), инверзија интеграла Ј(и), има за периоду со= 4К. 

Посматрајмо сад две конту

ре, С~ и С~ што полазе из тачке 

О и опкољавају: прва тачку 

1 
и =-,друга тачку и= -1 (сл. 5). 

k 

и 

с 

Контура С~, не опкољава- +l 
~~~==~~====~~==~c~~+~i~~ јуhи тачку и = + 1, еквивалентна ь' ь 

је замки ОаЬсО која такође не С, а 
4 

опкољава ту тачку, а састављена Сл. s. 
С' з 

је из правих Оа и сО бескрајно блиских реалној осовини, и кружиhа аЬс 

1 
о писаног око тачке и = +-. Дуж те замке интеграл Ј има за вредност 

k 

(15) 
Оа al>c сО 

Први од та три интеграла има за вредност 

где Је 

_!_ 1 
k 1 k 

f = Ј= Ј+ Ј =К + L, 
'Оа О О 1 

_!_ 
k 

L _Ј dи 
-1 ~(l-и2)(l-k2и2) 

Дужправе (1,±) вредност~ јеимагинаранброј,јерјеи> 1, 

а вредност -/1- k 2 и 2 је реалан број, јер је и<±· Ако се дакле, напише 

~ =ibl-1, 
вредност интеграла 



22 

је реална и интеграл L he имати за вредност 

према чему Је 

L = lrc = -iK' 
i 

1 
k 

f = f =К- iK'. 
Оа О 

ЕЛИПТИЧКЕ ФУНКЦИЈЕ 

Други од интеграла (15), узет дуж кружиhа полупречника r, доби
Ја се кад се стави 

1 9' 
и= -+ге' k - , dи = rie8id е 

и пусти се да е расте од О до 2п; он, дакле, има вредност 

која тежи нули кад се полупречник r бескрајно смаљује, па је, дакле, 
вредност интеграла једнака нули. 

Треhи од интеграла (15) је 
1 _!_ 

о k 1 k 

Ј=- f = f = f + f = к - iK' 
сО 1 О О 1 

k 

(знак - пред другим члан ом произлази отуда, што је после обиласка 

1 ф . 
око критичке тачке и =- ункцИЈа под интегралним знаком проме-

k 
нила свој знак), а у тачку О се стиже са детерминацијом (13). 

Из тога излази да је вредност интеграла Ј дуж контуре С~ једнака 
броју 2К- 2 iK' и да се, после обиласка том контуром, стиже у тачку О 
са детерминацијом (13) функције Ј( и). 

Ако се после тога интеграција продужи дуж контуре С~, водеhи 
рачун о томе да се полази са детерминацијом (13) функције под инте
гралним знаком, налази се, као и у сл. З. да интеграл Ј дуж те контуре 

има за вредност 2К и да се у тачку О, по обиласку дуж контуре, стиже 

са детерминацијом (14). 
Према томе, целокупна вредност интеграла Ј дуж двоструке кон

туре састављене од С~ и С~, једнака је броју 4К- 4iK', па пошто та 
контура доводи до детерминације (14) функције под интегралним 
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знаком, то се закључује даје тај број једна периода функције u(z). Али 
пошто је напред нађено да је и сам број 4К једна периода те функције, 

то следује да је и број - 2 iK', па дакле и број 2 iK' једна љена периода. 
Функција u(z) има, gакле, gве йериоgе 

ffi 1 = 4К и ffi 2 = 2 iK' 

2ge су К и К' реални оgреЬени инШе2рали: 

(16) 

(17) 

1 
k 

К'= Ј . du . 
I.~(u 2 -1)(1-k2 u 2 ) 

Свака друга контура, различна од ових овде посматраних, доводи 

и.п:д- до истих периода ffi 1 и ffi 2 , или до љихових линеарних комбинација 

које не. доводе до какве нове nериоде. 

Нађене две периоде ffi 1 и ffi 2 су критичке периоде; оне су очевид

но једна на другу несводљиве и имају се сматрати као основне периоде 
функције u(z). Једна је од љnх, као што се види, реална, а друга чисто 
имагинарна. 

За k =О интеграли К и К' постају 

т,а,Е:Q 1 дц функција u(z) = sin ~; н,а ,к9ју ре.зц k :z О своди инверзија инте
грала Ј, има само једну коначну периоду 

ffi = 4К = 2tc. 

5. ГЕОМЕТРИЈСКО ЗНА ЧЕЊЕ ПЕРИОДИЧНОСТИ 

Периодичност се састоји у чиљеници да се вредности функције 

nонављају кад се независно променљивој количини дода или одузме 

једна стална количина ffi, која тада игра улогу периоде. 
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Кад се ради само о реалним количинама, а и периода је реална, 

онда је периодичност геометријски изражена чиљеницом да се лук кри
ве линије, што представља посматрану функцију, понавља у одређеним 

сталним размацима независно променљиве количине (апсцисе) (сл. 6). 
Кад се ради о имагинарним количинама, било да је периода реа-. . 

лна или комплексна, такво Је геометрИЈско изражавање периодичности 

немогуlшо у једној равни, јер само означавање промена независно про

менљиве z захтева једну раван, а означавање промена функције другу, 
засебну раван. 

у п ш 

Сл. б. 

Да би се видело значење периодичности у равни z, разликујмо ове 
случаЈ еве: 

П р в и с л у ч а ј : нека је йepuoga со реална. Означимо на реал
ној осовини (сл. 7) тачке 

-2m -m 

(18) 

у 

z-m 
о 

о 

z 
о 

z+m z+2m 
о о 

(А) (В) (С) 

m 2m Зm 

Сл 7. 

±со, ±2 со, ±З со, ... 

х 
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и кроз њих повуцим:о управне паралелне имагинарној осовини. Ако се 

уочи једна ма која тачка z у области (А), функција he имати исту вред
ност и онда кад се тачка z премести у тачку z + m области (В) или у 
тачку z + 2m области (С) итд. и то he важити за ма коју тачку z области 
(А). Периодичност функције састоји се , дакле, у томе што, какве год 
вредности функција добије у области (А) у појединим њеним тачкама z, 
такве he исте вредности она добити и у осталим областима (В), (С), ... у 
одговарајућим тачкама 

(19) z ± m, z ± 2m, z ± Зm, ... 

које се све налазе на једној правој паралелној реалној осовини. 
Д р у г и с л у ч а ј : нека је йepuoga 

чисйlо имагинарна количина. Тачка со на

лазиће се на имагинарној осовини (сл. 7'). 
Ако се на овој означе тачке (18), па се 
кроз ове повуку паралелне реалноЈ осо

вини, добијају се појаси (А), (В), (С), ... од 
којих, кад (А) садржи посматрану тачку z, . . 
сваки од њих садржи по Једну ЊОЈ одгова-

рајућу тачку (19). Ове се тачке све нала
зе на једној правој паралелној имагинар

ној осовини. Периодичност функције 

опет се састоји у чиљеници да функција у 

тачкама (19) тих појасева добија једну ис
ту вредност, ону КОЈУ она има у тачки z 
појаса (А). 

И у првом, и у другом случају обла-

сти (А), (В), (С), ... називају се йојасима йе
риоgичносйlи функције. Тих појасева има 

у 

о 

З со 

(С) 
2со 

(В) 
со 

(А) 

-со 

--2со 

Сл. 7'. 

z+2co 
о 

z+co 
о 

z 
о 

z-co 
о 

"" х 

бескрајно много, али је довољно познавати функцију у једноме, коме 

било од њих, па he се она познавати у целој равни, пошто се она понав
ља у свима осталим појасевима. Први.м йојасом йериоgичносйlи обично 

се назива први појас са десне стране имагинарне осовине. 

Тачке (19) називају се хомолоzим йlачкама или хомолоzама тачке 
z за посматрану функцију .f(z). Периодичност ове састоји се тада у то
ме, што функција у свима хомологим тачкама има исту вредност, ону 

КОЈУ има у тачки z. 

Међутим, и у првоме и у другом: случају појасима периодичности 

може се gaйlu йроизвољна оријенйlација, али тако да увек остану међу

собно паралелни. Претпоставимо да се првобитне правоугле коор

динатне осовине обрну око координатног почетка за угао а, а да поче-
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так остане исти. Међусобни положаји тачака О, ro, z и (19) остају тада 
неизмењени, пошто се нпр. тачке О, ro, z, z + ro налазе на теменима па
ралелограма који остаје неизмењен обртањем осовина (сл 8), јер по
ложаЈИ његових темена зависе само од праваца и потега тачака z и со, а 
не и од праваца осовина. Према томе и појаси периодичности остају 

исти, само им се мења нагиб према осовинама. А резултат је исти као 

да су координатне осовине остале исте, а појаси променили свој нагиб 

према осовинама (сл. 9). 

у 

z+ro х 

о х 

Сл. 8. Сл. 9. 

Обртањем осовина, којим се не мењају меЬусобни йоложаји ко

ординатног почетка, периоде и хомологих тачака, мењаЈу се саме вреg

носйlи свих тих тачака, и то на један исти начин: њихови потези 

(модули) остају неизмењени, а п о л а р н и углови се смањују или по

веhавају (према смислу обртања) за угао а, за који се координатни 

систем обрнуо око почетка. У првоме случају вредност z постаје zea.i, а 
ro постаје coeai; у другоме случају измењене су вредности ze-ai и coe-ai. 

Т р е h и с л у ч а ј : нека је йериоgа комйлексна количина. Обр
тањем координатног система око почетка, чиме поЈаси и хомологе та

чке остају неизмењени, може се учинити да се тачка со нађе на реалној, 
или на имагинарној осовини, па дакле, да се одређивање тих појасева и 
тих тачака сведе на први или други случај. А из овога што је напред 

казано изводи се тада оваЈ закључак: 

Каква била периода со, реална, чисто имагинарна или комплексна, 

први појас периодичности добија се кад се кроз почетак и кроз тачку со 

повуку две међу собом паралелне праве L и L' произвољног правца; део 
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равни између тих двеју правих је први појас периодичности, а сви ос

тали се добијају повлачеhи кроз тачке 

±2со, ± Зсо, ± 4со, ... 

праве паралелне правим L и 1/. 
Као што се види, постојаље једне периоде со повлачи собом огра

ничење дела равни у коме функција добија све могуhне своје вред-. . . 
ности, а КОЈе се само понављаЈу у поЈасима периодичности, у њиховим 

хомологим тачкама. 



ДРУГИ ОДЕЉАК 

ГЕНЕРАЛНОСТИ О 

ДВОПЕРИОДИЧНИМ 

ФУНКЦИЈАМА 

б. НЕПОСРЕДНИ НА ЧИНИ ФОРМИРАЊА 
ДВОПЕРИОДИЧНИХ ФУНКЦИЈА 

Видели смо како се проучавањем криволинијских интеграла 

" 
(20) z = Ј .f( и) сlи 

(/ 

долази до сазнања да инверзија и(z) таквога интеграла има једну или 

више несводљивих периода. То даје могуhност да се непосредно фор

мирају интеграли (20) чија he инверзија бити двопериодична функ
ЦИЈа. 

Таква је једна функција напред проучена инверзија и(z) интеграла 

(21) 

Други један начин за непосредно формираље двопериодичних 

функција даје теорија редова чији је општи члан одређена функција 

променљиве z. Уочимо нпр. ред 

(22) 

чији је општи члан облика 

(23) 

где Је 

(24) 

ull = иll + 1)11, 

e:+IIW 
и = ---------;:----

11 (ea-tf+llw)(eP-e:+IIW)' 
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(25) 

где су а и ~ две ма какве константе, а со константа чији је реалан део 
негативан. 

Показаћемо најпре да је ред (22) конвергентан за све вредности z, 
осим за оне за које имениоци израза и" и 'U 11 постају једнаки нули. Кон

вергенција зависи од начина на који се и" и 'Un понашају за велике 
вредности n. Пошто је реалан део константе со негативан, израз enro, па 

дакле и ez+nro, теже нули кад n бескрајно расте, и према томе именилац 
израза и" понаша се у бескрајности као ea+f3. Члан un понаша се, да
кле, као израз 

што значи да се ред 

(25) Ио + ui + u2 + ... 
. . 

понаша као геометрИЈска прогресиза 

ez-a-(3(1 + e(f) + e2ro + езrо + ... ) 

која је конвергентна, јер је ero по своме модулу мање од јединице. Пре

ма томе he и ред (26) бити конвергентан за све вредности z различне од 

(27) а- nco + 2kтci и ~- nco + 2kтci 

где је n који било цео позитиван број, а k који било цео (позитиван или 
негативан) број; за вредности (27) члан un постаје бескрајно велики. 

Да би се доказала конвергенција реда 

(28) 

приметимо да израз e-"ro, па дакле и израз ff-nro, бескрајно расте при 

рашћењу броја n, па да се за велике вредности n изрази 

понашају као - ez-1/ro, тако да се члан 'Un понаша као 

Ред (28) понаша се, дакле, као геометријска прогресија 

е-:(1 + ero + e2ro + езrо + ... ) 
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која је конвергентна. Према томе he и ред (28) бити конвергентан за 
све вредности z различне од 

(29) а+ nm + 2kтri и ~ + nm + 2krri 

за које конвергенција престаје, јер члан un постаје бескрајно велики. 
Према томе и ред (22), као збир редова (26) и (28), конвергентан 

је за све вредности z осим (27) и (29). Те су вреgносШи (27) и (29) йоло
ви йрвоz pega за функцију f(z) коју изражава peg (22). Да је свака од тих 
вредности пол функције, јасно је из тога што за сваку од њих по један 

од чланова и 11 и un реда (22) постаје бескрајан, а његова обрнута вред
ност постаје једнака нули. Кад се .f(z) помножи разликом z- а, где је а 

једна, ма која, од вредности (27) и (29), биhе сваки члан и п и u" помно
жен том разликом. А ти су чланови двојаки: једни, чији именилац не 

постаје једнак нули за z =а, и други чији је именилац нула за z =а. Они 
први помножени са z =а постају једнаки нули за z =а, а други се јављају 

у привидно неодређеном облику Q, али се применом L'Нospital-oвoг 
о 

правила налази да је та вредност коначна и од нуле различна. А све то 
доказује да је вредност z =а одиста пол првога реда за .f(z), па пошто 
та функција не може имати других сингуларитета осим вредности (27) 
и (29), то је она .меро.морфна функција променљиве z. 

Пошто се ни и 11 ни U 11 не мењају кад се вредности z дода 2ni, то 
функција .f(z) има број 2тri за периоду. Али се може доказати да она 

има за периоду и број m, и то на овај начин: 
Пошто U 11 није ништа друго до u 11 кад се у њему индексу n проме

ни знак, то се ред (22) може написати у облику 

(30) ... + u_3 + u_2 + и_ 1 + u0 + и 1 + и 2 + u3 + ... 

тј. у облику реда чији су индекси сви цели бројеви од -оо до +оо. Кад 

се на место z стави z + со, општи члан и k реда (30) постаје 

ez+(k+I)w 
."----------,-----.----,----------,- = и 
[ еа - ez+(k+l)w] [е~ - ez+(k+l)w] k+l 

и то било да је k позитиван, било да је негативан цео број. То значи да 
замена вредности z вредношhу z + m има за последицу само померање 
чланова реда (30) на десно за један ранг, што ни у колико не мења збир 
тога реда (приметимо да такво помераље чланова само онда не мења 

збир реда, кад се индекс мења од - оо до + оо; кад би се он мењао само 
од О до оо, збир би се морао променити, јер не би постојао члан и 1 који 
би таквим померањем дошао на место члана u0 ). Према свему томе: 
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Функција f(z) је мероморфна функција са gве несвоgљиве йериоgе 

Да су оне одиста несводљиве, види се из тога што, како је реалан 

део периоде w различан од нуле, ни једна од периода (Ј) 1 и m2 не може 

бити мултипл друге. 

7. ЈАСОВI-ева ТЕОРЕМА О ПЕРИОДАМА ДВОПЕРИОДИЧНИХ 
ФУНКЦИЈА 

За периоде m1 и m2 ма које двопериодичне функције везана је 

једна аритметичка особина исказана ставом: 

ЈасоЬl-ева Шеорема: Количник йepuoga никаg није реалан број. 

Јер, кад би тај количник био реалан број, тај би број био рацио

налан или ирационалан, и онда: 

1 а Претпоставимо најпре да је тај број рационалан, тј. облика Р, 
q 

где су р и q два цела броја, за која се увек може сматрати да немају за
једничких чинилаца. Из једнакости 

~=р 
(02 q 

добија се да је 

~ = (1)2 

р q 

па ако се заједничка вредност та два количника означи са Л, добија се 

да .Је 

тј. да су m1 и m2 мултиплиједногистогбројаЛ. Али за број Л може се до

казатидајеисампериодафункције /(z) којаимазапериоде m1 и m2 . 

Јер, према познатом аритметичком ставу о линеарним неодређеним 

једначинама са две непознате х и у, ма какви били цели бројеви р и q 
(без заједничких чинилаца), увек постоје цели бројеви х и у такви да је 

рх -qy = ±1. 

Ак~ је х = m1 и у = m2 један пар таквих бројева, биhе 

pm 1 - qm2 = ±1. 

па према томе, множеhи са Л 
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одакле Је 

Па пошто је тада 

то је А периода функције. Обе су периоде m1 и m2 , дакле, мултипли јед
не исте периоде А, па према томе то нису несводљиве периоде. 

2° Претпоставимо да је поменути број ирационалан. З!Iа се да за 

сваки ирационалан број р постоји таквих рационалних бројева Р који 
q 

се од р разликују за колико се xohe мало, што се може изразити 
једнакошhу 

р+Е 
!l=-

q 

где је Е колико се xohe мали број. Из једначине 

~- р+Е 

(1)2 q 
добија се тада 

према чему Је 

f(z) = f(z + qm 1) = f(z + pm2 + Em 2 ) = f(z + Em 2 ) 

што би зна чил о да функција има за периоду и број Em2 . Па како та пе

риода може бити колико се xohe мала, таква би се функција морала 
свести на константу. 

Као непосредна последица ЈасоЬi-еве теореме изводи се закључак: 

Несвоgљиве йepuoge m1 и m2 не .мо2у биШи ни обе реалне, ни обе 

чисШо имагинарне, јер би у оба случаја њихов количник био реалан 

број. 

Тако исто из ње следује и закључак: 

Тачке m1 и m2 никаg се не налазе на јеgној йравој шШо йролази 

кроз коорgинаШни йочеШак, јер кад би тако било, m1 и m2 би имали 

исти аргуменат е, па ако им се модули означе са р 1 и р 2 , било би 

па би, дакле количник ~био реалан број PI 
(1)2 Pz 
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8. ГЕОМЕТРИЈСКО ЗНА ЧЕЊЕ ДВОПЕРИОДИЧНОСТИ 

Напред је показано да постојаље једне периоде сој, за дату функ

цију .f(z) повлачи собом чиљеницу да је довољно познавати функцију 
за тачке z у једноме појасу периодичности, па да се она познаје за тачке 
z у целоЈ равни те променљиве. 

Претпоставимо сад да функција, поред периоде сој, има још једну 

периоду со 2 , несводљиву са сој. И та периода повлачи собом своје поја

севе периодичности, који he се укрштати са онима које повлачи перио
да со 1 . Пошто су правци граничних правих тих појасева произвољни, 

они се могу изабрати тако, да појасеви што одговарају првој периоди 

буду паралелни потегу друге периоде, и обратно: да појасеви што одго
варају другој периоди буду паралелни потегу прве периоде (сл. 10). Та 
he два система појасева образовати у равни променљиве z једну мрежу 
йаралелоzрама који су, по самоме начину свога постанка карактери

сани тиме што: 

Сл. 10. 

1 о паралелограм, прецртан на сл. 10 има за темена тачке 

(31) 
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zo сви остали паралеограми имају за темена хомологе тачке та
чкама (31); 

З о стране свих паралелограма паралелне су потезима периода со 1 
и со 2 • 

Геометријским сабираљем 

лако се уверити да he темена 
паралелограма I (сл. 11) имати 
за своЈе хомологе тачке, а за 

периоду со 1 , темена паралело

грама П, III, ... Затим, да he 
произвољна тачка z у парале
лограму I имати у свакоме од 
тих других паралелограма по . . 
Једну СВОЈУ хомологу тачку, у 

којој функција добија ону исту 

вредност КОЈУ има у тачки z. 
Према томе функција, одређе

на у паралелограму I, понавља 
се у свакоме од паралелограма 

П, III, ... ,што значи да преносе-
Сл. 11. hи паралелограм I дуж појаса 

периодичности (А), (сл. 10) та
ко да се I поклапа редом са П, III, ... , учиниhе се да функција буде по
зната у целоме појасу (А), а према томе и у свима појасима периоди

чности (В), (С), .. , па дакле у целој равни. 

Сви су йаралело2рами мреже на Luaj начин еквиваленШни у йо-
2леgу вреgносШи функције. 

До истог би се резултата дошло и кад би се, на место периоде со 1 , 

узела периода со 2 ; паралелограми и њихова улога остали би неизме

љени. Додаhе се још и то, да се међусобни положаји хомологих тачака 

не мењају обртањем координатних осовина за произвољан угао, јер 

правци осовина не играји никакву улогу при геометријској конструк

цији тих тачака. Обртање има за ефекат само промену нагиба мреже 

паралелограма према осовинама, а не утиче ни на облик, ни на величи

ну паралелограма, па дакле ни на међусобне положаје хомологих 
тачака. 

Паралелограми мреже називају се йаралело2рами йериоgа; пара

лелограм I је основни йаралело2рам йepuoga. А из овога што је казано 
следује да се двопериодичност функције састоји у томе, шШо се функ

ција, оgреЬена у јеgноме, нпр. у основном йаралело2раму йepuoga, йона

вља у свакоме og осШалих йаралело2рама. 
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Пошто су за дату тачку z љене хомологе 

тј. оне што се из z добијају додаваљем или одузимаљем мултипла пе
риода, то следује да: 

1 о свако теме основног паралелограма има за хомологу одговара
јуhе теме свакога од осталих паралелограма; 

zo свака тачка z на једној страни основног паралелограма има за 
своју хомологу по једну тачку на одговарајуhој страни сваког парале

лограма, и то ону са којом се z поклапа кад се поклопе паралелограми; 
3° свака тачка z у унутрашљости основног паралелограма има по 

једну хомологу тачку у унутрашљости свакога од осталих паралело

грама, и то ону са којом се z поклапа кад се поклопе паралелограми. У 
свакој од хомологих тачака функција има исту вредност коју она има у 

тачки z. 
Очевидно је да би, према самој конструкцији паралелограма пе

риода, љихово постојаље било немогуhно кад би тачке z = со 1 и z = со 2 
лежале на једној правој што пролази кроз тачку z =О. Али према Јасо
Ьi-евој теореми о периодама тај случај не може никад наступити. 

9. НЕМОГУЋНОСТ УНИФОРМНИХ ФУНКЦИЈА СА ВИШЕ ОД 
ДВЕ ПЕРИОДЕ 

Из посматраља појаса периодичности може се геометријски схва

тити да не йосШоји никаква унифор.мна функција са ви~ие og gве йерио
gе. Јер, као што је показано, постојаље сваке периоде повлачи собом 

ограничеље дела равни у коме функција добија све своје вредности. 

Једна основна периода со 1 ограничава тај део на један појас, тј. на део 
равни бескрајно маљи од ље. Друга основна периода со 2 ограничава тај 
појас на један паралелограм, тј. на један део појаса бескрајно маљи од 

љега. Tpeha основна периода смаљила би паралелограм на један љегов 
део бескрајно маљи од љега самог, тако да би функција, која би имала 

три периоде, а униформна је, па се може представити у једној равни, 

добила све могуhне своје вредности у бескрајно малом делу паралело

грама и морала би се свести на константу. 

Међутим, као што је напред показано, посматрајуhи инверзију 

и (z) интеграла 

и 

z =Ј f(u)du, 
а 



36 ЕЛИПТИЧКЕ ФУНКЦИЈЕ 

функција и (z) може стварно имати колико се xohe основних периода. 
Али, према горњем ставу, то се може десити само кад је та функција 
.мулШифор.мна, а никад кад је унифор.мна. У осталом, за мултиформне 
функције не мора постојати горе наведени разлог за немогуhност ве

hег броја периода од две, јер се такве функције, са својим разним де
терминацијама; не могу целокупне представити у једној истој равни. 

10. НЕКОЛИКО ОПШТИХ ОСОБИНА МЕРОМОРФНИХ 
ДВОПЕРИОДИЧНИХ ФУНКЦИЈА 

Поред особина, везаних за поједине двопериодичне функције, има 

их и таквих које важе за све мероморфне функције са двема периода

ма. Овде he се навести неколико таквих општих особина, које су осно
ва општој теорији функција те врсте, у облику ставова што следују. 

С т а в 1 . : ИнШе2рал .ма које .меро.морфне gвойериоgичне функ
ције f (z), узеШ gуж .ма кога йаралело2ра.ма йериоgа, јеgнак је нули. 

Јер такав интеграл 

(32) Ј= Ј .f(z) dz 

једнак је збиру интеграла узетих дуж страна паралелограма. Међутим 

у свакој тачки z једне стране овога функција .f(z) има исту вредност 
као и у њој хомологој тачки што се налази на супротној страни пара

лелограма, али у тим двема тачкама dz има супротне знаке, јер су пра
вци интеграције супротног смисла. Интеграл Ј дуж једне стране пара

лелограма биhе, дакле, једнак интегралу узетом дуж супротне стране, 

али супротно означеном. Збир таква два интеграла једнак је нули, па је 

дакле иЈ= О. 

С т а в 2 . : Збир осШаШака .ма које .меро.морфне gвойериоgичне 
функције, за њене йолове шШо се налазе у .ма ко.ме йаралело2ра.му йе

риоgа, јеgнак је нули. 

Јер, ако се ти остаци означе са В 1 ,В 2 ,В3 , ... , према Cauchy-eвoj 

теореми интеграл (32), узет дуж паралелограма, има за вредност 

Ј = 2 rci · L В k; 

па пошто, према ставу 1, мора бити Ј= О, то је 

С т а в З . : Меро.морфна gвойериоgична функција не .може и.ма
Ши у йаралело2ра.му йериоgа са.мо јеgан йол који би био йрво2а pega. 
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Јер, према ставу 2, збир остатака за полове садржане у паралело
граму периода једнак је нули, а он то не би могао бити кад би парале

лограм садржао само један пол који би био првога реда, јер би тада тај 

једини остатак, па дакле и збир LВ k' мора бити различан од нуле. Ме
ђутим, за више про стих полова, као и за пол више га реда, то може бити, 

јер остатак за такав пол, као и збир остатака, може бити једнак нули. 

С т а в 4 . : За сваку .меро.морфну gвойериоgичну функцију збир 
реgова нула, саgржаних у йаралелоzра.му йepuoga, јеgнак је збиру реgо

ва йолова саgржаних у Шо.ме йаралелоzра.му. 

Јер, као што се зна из опште теорије аналитичких функција, сва

ка се таква функција може, за вредности z у близини једне своје нуле 
z = а која је т-тога реда, написати у облику: 

(33) f(z) = (z- a)m<p(z), 

а у близини једнога свога пола z = ~ који је п-тога реда у облику 
(34) f(z) = (z- ~)-"\Џ"(z), 

где су <p(z) и \Џ"(z) две функције које не постају ни једнаке нули, ни бе

скрајне за z = а, односно за z = ~· 
Нека је f(z) каква мероморфна двопериодична функција, па се 

логаритмисањем и диференцијаљењем једначина (33) и (34) добија да 
је у близини тачке а 

(35) 
.f'(z) _ т <p'(z) 
-----+--
f(z) z- а <p(z) ' 

а у близини тачке~ 

(36) 
.f'(z) _ -n \lf'(z) -----+--. 
J(z) z- ~ \Џ"(z) 

Из (35) и (36) се види: 1 о да је свака нула а пол првога реда за 

функцију .f'(z) и да је остатак за тај пол једнак броју т; 2° да је сваки 
f(z) 

пол ~ пол првога реда за исти количник и да је остатак за тај пол јед-

нак -n. Па пошто је количник .f'(z) и сам мероморфна двопериодична 
f(z) 

функција, и у паралелограму периода не може имати других син

гуларитета осим таквих вредности као што су а и ~, збир остатака те 

функције за полове садржане у њеном паралелограму периода (истом 
као паралелограм функције .f) мора према ставу 2, бити једнак нули. 
Међутим тај збир остатака је 
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l.,m-In 
према чему мора бити 

'Lm = 2.,n, 
чиме Је став доказан. 

С т а в 5 . : Свака .меро.морфна gвойериоgична функција f(z) и.ма 
у сво.ме йаралело2ра.му йериоgа бар јеgан йол. 

Јер ако се у паралелограму уочи једна произвољна стална тачка 

z =а, функција 
<p(z) = .f(z)- .f(a) 

је такође мероморфна и двопериодична, са истим паралелограмом пе

риода као .f(z). Према ставу 4 за ту функцију мора бити 

'Lm=l.,n, 

а пошто она има бар једну нулу, а то је вредност z =а, то број 2., т не 
може бити једнак нули, па дакле ни број 2., n. Па како сваки од бројева 
n представља ред по једнога пола функције .f(z) (те две функције <р иf 
имају исте полове), то полови одиста морају постојати. 

Из овога става излази као обична последица: 

С т а в б . :Не йосШоји никаква цела gвойериоgична функција. 
Став је познат под називом Liouville-oвe Шеоре.ме. Функција мора у 

паралелограму периода имати бар један пол, и према томе не може 

бити цела функција 

У томе је ставу исказана једна од разлика између функција са јед

ном, и функција са две периоде. Међу првима се налазе нпр. целе фун

кције tf и sin z, док се међу другима не налази ни једна цела функција. 



ТРЕЋИ ОДЕЉАК 

ОСНОВНЕ ЕЛИПТИЧКЕ ФУНКЦИЈЕ 

11. ФУНКЦИЈЕ sn, cn, dn И ЊИХОВЕ НЕПОСРЕДНЕ 
МЕЋ УСОБНЕ ВЕЗЕ 

Напред проучавана функција u(z), дефинисана као инверзија ин
теграла 

(37) 

полазна је тачка за теорију елиптичких функција. Она се означује оз-

наком 

u(z) = sn z. 

Поред ње су уведене још и ове две њене комбинације: функција 

(38) 

и функција 

(39) 

Увођељем тих комбинација учињено је по аналогији са тригоно

метријским функцијама, које се могу сматрати као специјални случа

јеви елиптичких функција. А то је учињено нарочито стога, што се те 

две комбинације функције sn z често појављују у обрасцима за елипти
чке функције, па је било од користи, као и при увођењу косинуса, као 

комбинације синуса, проучити им једном за свагда аналитичке особи

не, па их са тако проученим особинама увести у рачуне као рачунске 

елементе. 

Увођење функције cn z имало је још и ту добру страну што, кад је 
она уведена, обрасци теорије елиптичких функција постали су слични 
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обрасцима из теорије тригонометријских функција, на које се оне сво
де у специјалном случају кад је k -::t- О. 

Као што he се видети из онога што he доцније бити показано, це
локупна теорија елиптичких функција може се свести на проучавање 

трију функција 
sn z, cn z, dnz 

и њихових алгебарских комбинација. Оне се стога називају основне 

елиййlичке функције. 

Прва непосредна веза између те три функције изражена је обра

сцима што служе за саму њихову дефиницију: 

(40) 

(41) 

sn 2 z + cn 2 z = 1, 

dn 2z+k 2sn 2z = 1 

од којих је први исти као и онај што изражава везу између синуса и ко

синуса. 

Друга је веза изражена у обрасцима који дају изводе тих трију 

функција. Образац (37) доводи до једначине 

(42) 

. . . 
КОЈа показуЈе да Је 

(43) sn 1 z = cn z · dn z. 

Из обрасца ( 40) добија се диференцијаљењем 

sn z · sn 1 z + cn z · cn 1 z = О, 
одакле Је 

(44) 1 sn z · Sll
1
Z cn z = - = -sn z · dn z. 

cn z 

Напослетку, из (41) добија се диференцијаљењем 

dnz·dn 1z+esnz·sn': =О. 
одакле Је 

(45) dn'z = -k2sn z · cnz. 

Обрасци ( 43), ( 44), ( 45) уопштавају елементарне обрасце за изво
де функција sin z и cos z, на које се своде за k =О, а то су обрасци 

sin' z = cos z, 
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1 • 

COS Z = - Sill Z. 

Друге везе између sп z, сп z, dп z, које такође уопштавају сличне 
везе између основних тригонометријских функција, биће показане у 

даљим излагањима. 

12. НЕКОЛИКЕ ОСОБИНЕ ФУНКЦИЈЕ sп z 

За проучавање особина функције sп z полазне су тачке: 

1 о израз те функције у облику инверзије интеграла (37) 

2° општи интеграл диференцијалне једначине првога реда 

(46) 

која носи назив Euler-oвe диференцијалне једначине и која се може ин

тегралити на два начина: квадратурама и алгебарским операцијама. 

Написана у облику 

(47) 
dx _ dy 

~(l-x2)(1-k2x2)- -Jcl~y2)(1-k2y2) 

једначина ( 46) има за општи интеграл 

(48) 

Са друге стране, Euler је нашао да се њен општи интеграл може 
изразити и у алгебарском облику 

но м 

(49) 
х~(1-у 2 )(1-еу 2 ) -y~(l-x 2 )(1-k2x 2 ) =С'. 

1-k2x2y2 

Случај је сличан ономе са простијом диференцијалном једначи-

(
dy)2 = 1- у2 
dx 1-х 2 

написаном у облику 

dx _ dy 

~l-x 2 - ~' 



42 ЕЛИПТИЧКЕ ФУНКЦИЈЕ 

чији се општи интеграл може написати у два разна облика 

ТЈ. 

arc sin х = шс sin у + С 
и 

х F-J2 - уЈ!=- х 2 = С', 

о чему је лако уверити се диференцијаљењем једне и друге од двеју по

следљих Једначина. 

Помоhу једна чине ( 49) доказује се ga је sn z униформна функција 
йроменљиве z. Јер, кад не би била таква, она би за дату вредност z (изу
зимајуhи поједине, специјалне вредности z) имала више од једне вред
ности. Нека су х и у две такве вредности, што одговарају једноме исто

ме z и мењају се са овом. Према једначини (37), коју задовољава функ
ција sn z, тада би морало бити 

(50) 

из чега се диференцијаљељем види да х и у морају задовољавати јед

начину ( 47), а према томе и једначину ( 49), кад се у овој буде подесно 
изабрала константа С'. А ова је одређена тиме што је једначина (50) 
задовољена за х= О, у= О па дакле тако мора бити и са једначином ( 49), 
што даје С'= О. А тада је, према истој једна чини ( 49) 

x~(l-y2)(l-k2y2) -y~(l-x2)(l-k2x2) =О 

из чега се добија да је 

(51) 

Поређељем једначина ( 47) и (51) добија се да је 

dx _ dy 

х у 

према чему је интеграцијом 

(52) у= ах, 

где је а интеграциона константа. Сменом те вредности у у једначини 

(51) налази се даје 
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па, пошто а не зависи од х, то може бити само за а= 1. Из (52) тада се 
закључује да је у= х, тј. да се претпостављене две вредности функције 

sn z међу собом поклапају, и према томе функција је униформна. Она 
дакле нема критичких тачака. 

А једначина (42) показује да функција и= sn z, као интеграл те јед
начине, нема ни есенцијалних тачака. То следује из познатих ставова 

из аналитичке теорије диференцијалних једначина првога реда, а по

наособ из става према коме, кад је у једна чини 

dи - = <p(z, и) 
dz 

функција <р за један дати пар вредности z =а, и= В холоморфна, тачка 
(а, В) је обична тачка за интеграл и који за z =а добија вредност и= В. 

Пошто sn z, као двопериодична функција, не може, према ставу б, 
бити цела функција, а нема ни критичких, ни есенцијалних тачака, то 

она мора имати полова, па је према томе то .меро.морфна функција 

променљиве z. 
Из једна чине ( 42), коју задовољава и= sn z, види се ga је sn z нейар

на функција променљиве z. Јер је та једначина задовољена кад се z 
смени са -z, а и са -и. 

Као што је напред нађено, функција sn z има gве основне, несвоg
љиве йepuoge. 

(53) w1 = 4К и w2 = 2 iK', 

2ge су К и К' реални оgре!)ени ий1е2рали: 
1 

(54) К= Ј du 
о ~(1-uz)(l-kzuz)' 

1 
k 

(55) К'- Ј du 
-~ ~(иz-1)(1-kzuz)· 

Сталан број k, који лежи и з
међу О и 1, назван је .моgуо функ
ције snz, и као што се види, йepuo
ge W1 и w2 су ogpel)eнe функције 

шоzа .моgула. 

о 

Сл. 12. 

Основни паралелограм функције sn z је правоугаоник чија су те
мена тачке О, m1, w2 , w1 +W 2 (сл.12). 



44 ЕЛИПТИЧКЕ ФУНКЦИЈЕ 

Пошто је sn z униформна функција, то она за једну дату вредност 
z има само једну, и то тачно одређену вредност и=~· Али из једна чине 
(37) налази се ga она Шу исйlу вреgносйl ~ gобија за gве вреgносйlи z 
које нису јеgна gpyzoj хо.молоzе. 

и 

о 

Сл. 13. 

Јер, кад се интеграција, означена у обрасцу 

(37), изврши по путаљи С' састављеној из зам
ке што, полазеlш из тачке О, опкољава тачку 

и= +1 (сл. 13), и директне путаље С од О до и, 
интеграл кад се стигне у тачку О има за вред

ност 2К, али се у ту тачку стиже са промењеном 

детерминацијом функције под интегралним 

знаком, тако да he се у тачку и стиhи са вред
ношhу 2К - z истога интеграла. Целокупна пу
таља С'+ С даје, дакле, за интеграл вредност 

2К- z, док путаља С даје вредност z. Па пошто 
обе путаље доводе до исте тачке и, то функција u = sn z има Шу особину 
ga 

(56) sn ( 2 К - z) = sn z, 

а то је особина слична оној што важи за sin z, да је 

sin (n - z) = sin z . 

Kag gакле функција sn z gобија јеgну вреgносйl ~ за z = а она Шу 
исйlу вреgносйl goбuja и за z' = 2К- а. 

Тачке z и z'уопште (тј. кад је тачка z произвољна) нису једна дру
гој хомологе, јер се не своде једна на другу додаваљем или одузимаљем 

мултипла периода. Оне су различне међу собом, па се, или обе налазе у 

основном паралелограму периода у коме је z, или тачка z' има своју 
хомологу у томе пералелограму, пошто се додаваљем или одузимаљем 

периода z' може довести у који се xohe паралелограм. 
Према томе, кад функција sn z добије једну дату вредност ~ za ка

кву вредност z =а, она ту исту вредност ~ добија и за бескрајно много 
вредности z, а то су: 

1 о све хомологе вредности а, тј. вредности 

z = a+4mK +2niK', 

где су т и n ма какви, позитивни или негативни, цели бројеви; 
2° вредност 

z' = 2К -а; 

3° све хомологе вредности z', тј. вредности 
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z" = z' + 4mK + 2niK'. 

Кад је тачка ех у основном паралелограму периода, онда, ако то 

није случај и са одговарајуhом тачком z', једна he се њена хомолога z" 
сигурно налазити у томе паралелограму. Те се две тачке ех и z', 
односно ех и z", могу и међу собом поклапати, као што је случај нпр. 
кад је ех= К. 

13. НУЛЕ И ПОЛОВИ ФУНКЦИЈЕ sn z 

Једначина (37) задовољена је за z =О, и= О, што значи да функција 
и = sn z постаје једнака нули за z = О, а она he то бити и за све хомологе 
вредности, ТЈ. за 

z = 4mK + 2niK'. 

Али, према обрасцу (56) она he бити једнака нули и за вредност 
z = 2К. Функција sn z има, gакле, у основном йаралело2раму йериоgа gве 
нуле 

z =О и z' = 2К. 

Кад се тим двема нулама придаду мултипли 4mK реалне периоде 
функције, добија се бескрајни низ њених йозийlивних и не2айlивних ре

алних нула, које се све мо2у изразити ойшйlим обрасцем 

z = 2mK. 

А кад се овима придаду мултипли 2ni К' имагинарне периоде, до
бија се бескрајни низ има2инарних нула које се све изражавају ойшйlим 

обрасцем 
z' = 2mK + 2niK'. 

Све су те нуле йросйlе, јер кад за једну вредност z буде и = О, извод 

(57) 

добија од нуле различну вредност ±1. Па пошто су нуле, просте, то 
функција мења знак йри йроласку кроз сваку своју реалну нулу. 

По својим реалним нулама sn z показује сличност са sin z: и ова 
функција има бескрајно много нула, које су све мултипли полу-перио

де n, и све су просте. Али, док sin z има само реалне нуле, sn z их има и 
бескрајно много имагинарних. 

Потражимо полове функције sn z. Кад се у обрасцу (37) стави на 
десној страни да је и = оо, налази се да he један пол ех функције бити 
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што се може написати у облику 

1 
1 k ~ 

а=Ј+Ј+Ј. 
о 1 1 

k 

Први интеграл има за вредност К, други -iK', а треhи се може из
рачунати кад се у њему изврши смена 

(58) 1 
u=

ku' 
du du = --
ku2 

КОЈа таЈ интеграл претвара у 

1 

-ј ~(l-u2~ul-k2u2) =-К, 
па се налази да Је 

к ·к' К ·к' ro2 
а= -z - =-z =-·-. 

2 

А пошто је функција и непарна, то је и вредност 

' "К' ro? а =z =--
2 

један њен пол. Са друге стране, према обрасцу (56), налази се да he и 
2К- iK' бити један пол функције. Па пошто he она остати пол и кад 
јој се дода париода ro 2 = 2iK', то he и а"= 2К + iK' бити такође пол. 
Па пошто се обе вредности а' и а" налазе у основном паралелограму 

периода, то се закључуЈе да: 

Функција sn z и.ма у основном йаралелоzра.му йериоgа gва йола, 
оба и.маzинарна, а Шо су вреgносШи 

iK' = ro 2 и 2К + iK' = ro 1 + ro 2 . 

2 2 

Додаваљем мултипла периода 

4mK + 2niK' 

добија се бескрајни низ полова функције, који су сви имагинарни. Фун

кција sn z осШаје, gакле, коначна за све реалне вреgносШи z. 
Сви су полови функције sn z йрво'iа pega, јер кад се у једначини 

(57) изврши смена (58), она постаје 
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сваки пол функције и је нула функције u, а за једну такву нулу добија 
се за u' вредност ±1 различна од нуле. 

Потражимо остатке функције sn z за један ма који њен пол z = а. 
Остатак В је гранична вредност којој тежи израз: 

z-a 
(z- а)и(z) = -- за z =а. 

1 
и 

За z =а та се вредност јавља у привидно неодређеном облику Q, 
о 

али се применом L'Нospital-oвoг правила налази да је она 

в-_1__ I 

- и' - /(-1 _1)(-1 _ k2) 
и2 у и2 и2 

ОсШаШак функције sn z за .ма који њен йол и.ма, gакле, за вреgно-
- 1 1 
аи или-- или+-. 

k k 

14. ВРЕДНОСТИ z ЗА КОЈЕ sn z ДОБИЈА 

ВРЕДНОСТИ ± 1 И ± _!_ 
k 

Према обрасцу (37) z и.ма реалне вреgносШи са.мо gок се и .мења og 
-1 go +1. За остале вредности и или је И негативно, или, кад је пози
тивно, интеграл z је ипак састављен из збира једнога реалног и једнога 
чисто имагинарног интеграла: 

Потражимо вредности z за које he и достизати своје крајње ре
алне вредности ± 1. 

1 а Вредност z за коју је и = -1 дата је обрасцем 

Та тачка није садржана у основном паралелограму периода (р), 

али је у овоме садржана њена хомолога тачка ЗК, за коју и такође 

добија вредност -1. Ту исту вредност -1 добија и и за другу хомологу 
тачку ЗК + 2 iK', такође садржану у (р). Образац (56) не доводи ни до 
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Кад се у интегралу на десној страни изврши смена (58), он постаје 

u du 

-ј [ci-u 2 )(1-k 2u 2 )' 

па пошто први интеграл на левој страни има за вредност z, а други 
вредност - iK', то једначина (59) постаје 

из чега се инверзијом види да је 

u = sn(-z- iK') = -sn(z+ iK') = -sn(z+ ~2 } 
па пошто Је 

и= sn z, 1 
U=-

kи' 
то се добија образац 

( 
(1)2) 1 

sn z + и 2 = - ksn z 
. . 

КОЈИ показуЈе да: 

Kag се у функи,ији sn z вреgносШи z goga имагинарна йолуйериоgа, 

вреgносШ функције йосШаје --1
-. 

ksп z 

16. УНИФОРМНОСТ ФУНКЦИЈА cn z И dп z 

Посматрајмо функцију 

(60) u = Ф(и), 

где је Ф каква алгебарска функција променљиве и, инверзије инте

грала 

(61) 

Пошто, као што је показано, u нема критичких тачака, неhе их 

имати ни Ф( и) кад год је Ф рационална функција. Али их може имати 

кад је Ф каква алгебарска ирационална функција, премда то не мора 
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увек бити: има случајева кад је 'U унифор.мна функција променљиве z, 
поред свега тога што, сматрана као функција променљиве u, иста 
функција има криШичких Шачака. 

Такав се случај јавља нпр. кад је 

(62) 

где је а константа која испуњава извесне погодбе. Сматрана као функ

ција променљиве и, функција 'U има две критичке тачке и= а и и= -а. 

Нека је А један корен једна чине 

(63) 

па претпоставимо да је константа а таква, да је за њој одговарајуhи ко

рен Аједначине (63) израз и(А +х) йарна функција йроменљиве х, која 
има х= О као своју обичну Шачку. Тада се та функција, за вредности х у 
близини нуле, може развити у ред који he садржати само парне степене 
променљиве х 

што за х = О даје 

пошто је А корен једначине (63). Према томе је 

(64) [и(А+х)]2 -а 2 = х 2 (В 2 +В4х 2 +В6х 4 + ... ). 

Ако се тада за х узме вредност х= z- А, једначина (64) постаје 

u(z) 2 -а 2 =(z-A)2 [B 2 +B 4 (z-A)2 +B6(z-A)4 + ... ], 

а према томе Је 

(65) 

где је \Џ"(z) функција коначна и од нуле различна за z =А. 
Једначина (65) показује да вредност z =А није критичка тачка 

функције 'U, веh једна њена обична нула. А као што се види, такав слу

чај увек наступа кад су испуњени ови услови: 

1 о корен z =А једначине (63) је обична тачка за функцију и(z); 
zo израз и( А+ х) је парна функција променљиве х. 
А очевидно је да би то све важило и онда, кад би један или више 

првих коефицијената В 2 , В 4 , В 6 , ... на десној страни једначине (64) били 
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једнаки нули; и тада би се опет имао као заједнички чинилац паран 
степен променљиве х, па би се имао исти закључак. 

Применимо сад то на функцију 

U=cnz=~. 
Једначина (63) је 

и она има у основном паралелограму периода за корене вредности 

Л = К и Л = К+ 2 iK' од којих се друга може сматрати као хомолога 
вредности К, па је, дакле, довољно испитати само корен Л = К. 

Сменом z =К+ х у једна чини 

sn ( 2 К - z) = sn z 

добија се да је 
sn (К - х ) = sn (К + х), 

што показује да, кад се узме за Л вредност К, израз sn (Л+ х) је парна 
функција променљиве х, па како је z =К обична тачка за sп z, то су оба 
горља услова 1 о и 2° испуљена, и према томе за функцију u =сп z вред
ност z =К није критичка тачка. Та функција има, дакле, као сингулари
тет само полове, тако да је и она, као и sn z, мероморфна функција 
променљиве z. 

Израз 

сматран као функција променљиве и = sn z је неоспорно мултиформна 

функција те променљиве, али, сматран као функција променљиве z, он 
је униформна функција ове променљиве. Он, са својим двојним знаком 

±не представља две детерминације једне исте мултиформне функције, 

већ две једну од друге различне функције сп z и -сп z, као што је то 
случај са изразом ± z3

, и као што је такође случај са изразом 

±-Jl=siп 2 z-. Ову последљу функцију обухвата горљи закључак о непо-

стојаљу критичких тачака, и љој за Л одговара вредност Л = n. 
2 

Применимо сад горље опште закључке на функцију 

u = dn z = +k2sп 2 z = ~1- k2u 2 

написану у облику 

Једначина (63) је 



ОСНОВНЕ ЕЛИПТИЧКЕ ФУНКЦИЈЕ 

2 1 sn z-- =О 
k2 
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и има у основном паралелограму периода за корене вредности К + iK' 
и ЗК + iK'. Пошто је 2iK' периода функције sn z, биhе 

sn ( 2 К - z) = sn ( 2 К + 2 iK' - z) = sn z, 

тако да кад се за Л узме К+ iK', биhе 

sn ( 2 Л - z) = sn z, 

па се сменом z = Л+ х добија да је 

sn (Л + х ) = sn (Л - х), 

што показује да је израз sn (Л+ х) парна функција променљиве х. 
Тако исто, пошто су 4К и 2iK' периоде функције sn z, то ако се за 

корен Л узме ЗК + iK' биhе 

sn (бК+ 2iK'- z) = sn ( 2Л- z) = sn z, 

тако да је опет израз sn (Л+ х) парна функција променљиве х. 
То показује да су услови 1 о и 2° испуњени и да корени Л нису за 

функцију u критичке тачке. И функција dn z има, дакле, као сингулари
тете само полове, тако да је и она меро.морфна функција променљиве 

z. 
Израз 

не представља дакле, као ни у случају функције cn z, две детерминације 
једне исте функције, веh две различне функције --dn z и +dп z. 

17. ПЕРИОДЕ ФУНКЦИЈА cn z И dп z 

Посматрајмо опет функцију 

u = Ф(и) 

где је Ф дата алгебарска функција променљиве и, инверзије интеграла 

(61). 
Могло би на први поглед изгледати да, пошто и има за основне 

периоде вредности 

со 1 = 4К и со 2 = 2iK', 
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те he исте вредности имати за периоде и функција u. И то he одиста та
ко бити кад год је Ф рационална функција променљиве u. Али то не 
мора бити кад је Ф ирационална алгебарска функција са више детер
минација, па ма она и била униформна функција променљиве z. 

Према напред изложеном општем поступку за одређиваље пери

ода функција што зависе од једне променљиве z, види се да основне пе
риоде функције u зависе: 

1 о од вредности интеграла ( 61) узетог дуж контура у равни проме
нљиве и описаних око критичких тачака функције 

2° од промена детерминација тога израза по обиласку промен
љиве и око тих критичких тачака; 

3° од промена детерминација функције Ф(и) при тим обиласцима. 
Посматрајмо најпре функцију 

'U=~ =cnz, 

где је и инверзија интеграла (61). Као што је напред показано, кад се 
интеграција изврши дуж путање означене на сл. 13, пошавши из О са 
детерминацијом ( +) квадратног корена, стиже се поново у О са вредно
шhу 2К интеграла, а са детерминацијом (-) квадратног корена; у тачку 
и се, дакле, стиже са вредношhу 2К- z интеграла. 

Ако се сад функција u посматра, не као функција променљиве z, 
веh као функција променљиве и, она има и = 1 као критичку_}Ћчку и 
при обиласку око те тачке прелази од детерминације ++и 2 на де
терминацију -{1- и 2 • Ако се, дакле, при одредби интеграла (61) иде 
директном путањом С од тачке О до и, функција u he имати за вред
ност 

а ако се иде најпре контуром сл. 13, па затим директним путем до и, 
функција u he имати за вредност 

'U 1 = -~1-- sn 2 (2К- z). 
Па пошто је 

U 0 = cn z, 'l) 1 =-сп (2К- z), 

а функција u = cn z је униформна, па дакле обе путање морају довести 
до једна исте вредности u, то је u 1 = u 0 тј. 

cn(2K- z) =-сп z. 
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Кад се у томе обрасцу изврши смена 

z=2K+x, 
ОН ПОСТаЈе 

cnx = -с11(2К +х), 
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па кад се та смена још једном понови, тј. смени се х са 2К +х, добија се 
даје 

cn(x +4К) = cnx, 

из чега се види да cn х има за периоду 4К. 
Посматрајмо сад интеграл (61) узет 

дуж контуре означене на сл. 14. Напред је 
показано да, кад се интеграција изврши дуж 

такве контуре, пошавши из О са детермина

цијом ( +) квадратног корена, стиже се поно
во у О са вредношhу 2К- 2iK' интеграла, а 
са детерминацијом (-) квадратног корена 
под интегралним знаком; у тачку и се, дак

ле, стиже са вредношhу 2К - 2 iK'- z инте-
грала. 

Сл.14. 

Са друге стране, ако се u сматра као функција променљиве и, она 

нема тачку и = _!_ као критичку тачку (јер су јој критичке тачке само 
k 

1 
и = ±1), па, дакле, по обиласку променљиве и око тачке и = k 
функција u не мења детерминацију. Ако се, дакле, при одредби инте
грала (61), иде директном путаљом С од тачке О до и, функција u he 
имати за вредност 

u 0 = +~1 - и 2 = +оЈ 1 - sn 2 z = cn z; 

а ако се иде најпре контуром сл. 14, па затим директном путаљом до и, 
стиже се у и са вредношhу 

u 1 = +~1- sn 2(2К- 2 iK'- z). 

Па пошто је 

u 1 = cn (2К- 2iK'- z) == cn (z- 2К + 2iK'), 

то, ако се вредности z дода 4К (што не мења вредност функције, пошто 
је 4К периода) добија се да је 

U 1 = cn (z + 2К- 2 iK'). 

Ако је u = cn z униформна функција, то све путање мораЈу 
до~одити до једне исте вредности u, па је, дакле, u1 = u0 , а из тога је 
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cn (z + 2К + 2iK') = cn z, 

из чега се види да је 2К + 2 iK' једна основна периода функције cn z. 

Функција cn z има, gакле, gве основне йepuoge, јеgну реалну 

ffi 1 == 4К 

и јеgну комйлексну 

о 4К 

ffi 2 = 2К + 2iK'. 

6K+2iK' 

IЬен основни паралелограм има 

облик сл. 15. 
У о чим о сад функцију 

u = ~1- k2 и 2 = dn z, 

где је опет и инверзија интеграла (61). 
Као што је напред показано, кад се 

Сл. 15. 
интеграција изврши дуж путање сл. 13, 

пошавши са детерминацијом ( +) квадратног корена, стиже се поново у 
О са вредношhу 2К интеграла, а са детерминацијом (-) квадратног ко
рена под интегралним знаком; у тачку и се стиже са вредношhу 2К- z 
интеграла (61). 

Па како, кад се u сматра као функција променљиве и, она нема 
тачку и= +1 као критичку тачку, то по обиласку око те тачке она не 

мења своју полазну датерминацију +~72. Ако се, дакле, иде ди
ректном путањом од О до и, функција u he имати за вредност 

а ако се иде најпре контуром сл. 13, па затим директном путањом С до 
и, она he имати за вредност 

па пошто је функција dn z униформна, мора бити u 1 = u 0 тј. 

dn(2K- z) = dn z. 

Када се у томе обрасцу смени z с.а -z, добија се, пошто је dn z 
парна функција, да је 

dn (z + 2К) = dn z 

што показује да је 2К nериода функције dn z. 

Посматрајмо сад интеграл (61) узет најпре дуж контуре сл. 14. 
Као што је показано. nоtџавшИ: из (1 са Детерминацијом ( +) квадратног 
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корена, стиже се поново у О са вредношhу 2К- 2iK' интеграла, а са 
детерминацијом (-) квадратног корена, у тачку и стиже се са вредно
шhу 2К- 2iK'- z истога интеграла. 

Са друге стране, кад се 'U сматра као функција променљиве и, она 

1 
има тачку и = -- као критичку тачку, па дакле по обиласку променљи-

k 
ве и око те тачке функција 'U меља детерминацију. Ако се, према томе, 

иде директном путаљом од О до и, функција 'U he имати за вредност 
(66), а ако се најпре иде контуром сл. 14, па затим директном путаљом 
до и, стиже се у и са вредношhу 

u 1 = -~1- k 2sn 2 (2К- 2iK'- z) = -dn (2К- 2 iK'- z), 

па пошто мора бити 'U 1 = u0 (јер је функција и униформна), то је 

dn (2К- 2iK'- z) = -dn z; 

а пошто је 2К једна периода функције, то се добија 

dn (-z- 2 iK') = -dn z, 

или, пошто је dn z парна функција 

dп (z + 2iK') = -dп z. 

Ако се сад вредности z дода 2 iK', последљи 
образац даје 4iK 

dn(z+4iK') = -dn(z+ 2iK') = dnz 

2K+4iK 

што показује да је 4iK' периода функције. dnz 

Функција dn z има gакле gве основне йериоgе, 
јеgну реалну 

и јеgну чuciiio и.маzинарну о 2К 

(1) 2 = 4iK'. 
Сл.16. 

Њен основни паралелограм периода има облик сл. 16. 

18. НУЛЕ И ПОЛОВИ ФУНКЦИЈЕ cn z 

За проучаваље функције cn z служе као полазна тачка њене везе 
са функцијом sn z исказане обрасцима 
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(67) 

(68) 

ЕЛИПТИЧКЕ ФУНКЦИЈЕ 

cn z = -Ј 1 - sn 2 z, 

cn'z = -sn z · dn z. 

Функција cn z постаје једнака нули за вредности z за које је 

sn z = -1 или sn z = + 1, 

а такве вредности, садржане у основном паралелограму периода функ

ЦИЈе, Јесу 

z = 3К и z =К. 

Кад се тим двема вредностима придаду мултипли реалне периоде 4К 

функције, добија се бескрајни низ њених йозиiПивних и негаiuивних 

реалних нула, које се све могу изразити ойипuим обрасце.м 

z = (2m + 1)К. 

А кад се овима придаду мултипли имагинарне периоде 2К + 2 iK', 
добија се бескрајни низ имагинарних нула функције које се све изра

жавају ойщГйим обрасцем 

z' = (2m + l)K + 2niK'. 

Све су те нуле йросГйе, јер је за сваку од њих 

sn z = ± 1, dn z = ±-Jl-k 2 
, 

па дакле извод 

cn 'z = -sn z · dn z 

има од нуле различну вредност ±.Jl=k2. 
То показује у исто време да функција cn z мења знак йри сваком 

йроласку кроз јеgну своју реалну нулу. 

Из обрасца (67) јасно је да cn z има ucuie йолове и истога pega 
као и функција sn 2 z, јер се за велике вредности sn z поткорени израз 
понаша као sn 2 z, а сам квадратни корен као sn z. Сви су полови, према 
томе, имагинарни и йросГйи. Функција cn z осГйаје коначна за све реа
лне вреgносГйи z. 

Из истих разлога и остаци функције cn z за сваки њен пол z =а су 

. 1 1 . . 
Једна од вредности - или +-,Јер Је гранична вредност израза 

k k 

( z- а)· cn z за z = а 
исто као и за израз 

(z- а) ·sn z. 

Приметимо још и то да, пошто се све реалне вредности функције 

sn z налазе између -1 и +1, према обрасцу (67) тако he исто бити и са 
функцијом cn z. 
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Вредности z, за које cn z добија своје крајње вредности ±1, јесу 
оне за које је sn z =О, а то су у основном паралелограму периода вред
ности о и 2К. 

19. НУЛЕ И ПОЛОВИ ФУНКЦИЈЕ dnz 

И за проучавање особина функције dn z полазна је тачка њена ве
за са функцијом sn z, изражена релацијама 

(69) 

(70) dn'z = -k 2sn z · dn z. 

Функција постаје једнака нули за вредности z за које је 

1 
sn z = ±-, 

k 

а оне од тих вредности, што су садржане у њеноме основном паралело

граму периода, Јесу 

а = К+ iK' и а' = К+ 3iK'. 

Кад се тим нулама придаду мултипли 2mK + 4niK' њених периода 
2К и 4iK', добија се бескрајан низ нула функције које су све и.маzинар
не и изражене ойшШи.м обрасцем 

а= (2m + l)K +(2n + l)iK'. 

Све су те нуле йросШе, јер за ма коју од њих је 

1 
sn z = ±-, 

k 
cn z = ~1- 1 

k2' 

тако да извод (70) има од нуле различну вредност ±~l. 
Из обрасца (69) види се да dn z има све своје полове исте као и 

sn z и да су сви йрвоzа pega, јер се за велике вредности sn z поткорени 
израз (69) понаша као Jclsn 2z. Сви су йолови, gакле, и.ма2инарни и йро
сШи. То показује да функција oauaje коначна за све реалне вреgно
сШиz. 

Из истих разлога и остаци функције dв z за сваки њен пол z =а су 
једна од вредност ±1, јер је гранична вредност израза 

(z- а)· dn z за z =а 
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једнака једној или другој од тих двеју вредности 

Пошто dn z нема реалних нула, а постаје једнака јединици за вре
дности z за које је sn z =О, тј. за вредности 

z = О, ± 2К, ± 4К, ± 6К, ... 
то крива линија у = dn х не пресеца осовину Ох. А пошто се за 

z=±K, ±3К, ±SK, ... 

добија као крајна доња гранична вредност функције број _,}1- k2 
, то је 

цела крива садржана у области равни хОу ограниченој двема правима. 

y=l и y=_,}l-k2
• 

20. КРИВЕ ЛИНИЈЕ ШТО ПРЕДСТАВЉАЈУ ОСНОВНЕ 
ЕЛИПТИЧКЕ ФУНКЦИЈЕ 

Из свега што је довде казано мо:>ке се саставити слика о облицима 

кривих линија које представљају основне елиптичке функције. Ти су 

облици представљени на слици сл. 17, 18 и 19 и то у оквиру једне пери
оде од z = О до z = 4К за криве линије. 

у 

Сл. 17. 

(71) у = sn х и у = сп х, 
а у оквиру једне периоде од z =О до z = 2К за криву 

(72) у= dп х. 

у 

4К х 

-1 

Сл. 18. 
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Криве (71) јако подсеhају на криве 

у = sin х и у = cos х 

у 

---·+ -........... _........ : 

~1-k2 dп х 
х 

о к 2К 

-1 

Сл. 19. 

са подесно изабраном периодом. У тачкама у којима је 

у = -1, у = О, у = + 1 

криве (71) се тачно поклапају са кривим 

(73) . nx nx 
у = sш -- и у = cos-

2К 2К 

које такође имају за периоду 4К. 

Исте криве (71) и нису ништа друго до нешто деформисане криве 
(73). Та деформација је у толико слабија, у колико се k мање разликује 
од нуле. Кад је k =О, криве (71) и (73) се тачно поклапају. 

21. МОДУЛАРНА ТРАНСФОРМАЦИЈА ОСНОВНИХ 
ЕЛИПТИЧКИХ ФУНКЦИЈА 

Означимо са 

функције и дефинисане као инверзија интеграла 

за две разне вредности k = k1 и k = k2 модула k. 
Општи проблем .моgуларне Шрансфор.мације функције sп z састо

јао би се у томе да се, знајуhи везу 
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између модула kj и k2 , одреди веза између одговарајуhих им функција 

иј и u2 . 

Између специјалних проблема те врсте овде he бити решен један 
од најпростијих, познат под именом Lanclen-oвe йlрансфор.мације. Он се 

састоји у томе ga се нађе веза између uj и u 2 каg су kj и k 2 везани рела

цијом облика 

Кад се у једначини 

dz = du 
~(l-u 2 )(1-k2 u 2 ) 

изврши смена 

(74) 
(1 + k')'U 

и= . 
1 + k\.1 2 

' 

где су k и k' везани ре~ацијом 

k2 (1 + k') 2 
- 4k' = О, 

једначина се претвара у 

о чему се уверавамо непосредно, извршивши такву смену. 

Ако се тада узме за k вредност kj ,а за k' вредност k2 , функција и 

постаје иј, а 1Ј постаје u2 • Са друге стране, из једначине 

dz = du ј = (1 + k2) N . du 2 

~(1-ut)(l-ktиt) (l-ui)(l-kiui) 

. . 
налази се инверзиЈом да Је 

и 2 = sn (k2 , -2-Ј. 
1+ k2 

Па пошто су и и 1Ј везани релацијом (74), иста he релација вези
вати иј и и 2 , па се из тога изводи став: 

Kag се у функцији sn(kj, z) вреgносйl kj смени gpyioм вреgношhу 
k 2 , која је йlаква ga је 

између йрвобийlне u нове функције sn (kj, z) и sn (k2 , z) посйlоји веза 
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(k ) 
_ Q_+ k2 )u sn 1, z -

2 
, 

1+ k2u 
zgeje 

Важност става лежи у томе, што он даје могуhност да се једна да

та функција sn z изрази помоhу друге чији he модуо k' бити различан 
од модула k дате функције. Тако нпр. функције 

u = sn (_!_ 4z) 
4' 5 

везане су релациЈОМ 

5u u=---
4+u2 · 

Помоhу веза између функција 

sn z, cn z, dn z 

лако је формулисати и одговарајуhе ставове за остале две елиптичке 

функције cn z и dn z. 

22. ДЕГЕНЕРАЦИЈЕ ОСНОВНИХ ЕЛИПТИЧКИХ ФУНКЦИЈА 

За специјалне вредности k = О и k = 1 модула k основне елиптичке 
функције своде се (дегенеришу) на елементарне функције или након
станту. Тако, за k =О интеграл 

(75) 

што дефинише функцију u = sn z своди се на интеграл 

f
u du . 

z = = m·c sm u 
г:-----? ' 

0 \/1-u-

а одговарајуhа му инверзија sn z своди се на sin z. Функција cn z своди 
се тада на cos z, а функција dn z на 1. 

За k = 1 интеграл (75) се своди на 



64 ЕЛИПТИЧКЕ ФУНКЦИЈЕ 

одговарајуhа функција sn z своди се на простопериодичну функцију 

а функција cn z и dn z на једну исту простопериодичну функцију 

2 

За све остале вредности k, што леже између О и 1, такво је сво
ђење немогуhно и инверзија интеграла (75) представља једну сасви.м 
нову Шрансценgенiliну функцију, несвоgљиву ни на какве комбинације 

оzраниченоz броја елеменШарних функција. 

Као што је напред показано, криве линије 

у = sn х и у = cn х 

мало се разликуЈу од кривих 

. nx n.x 
у = sш- и у = cos --

2К 2К 

са којима се тачно поклапају у бескрајно много тачака и то у онима за 

КОЈе Је: 

у = -1, у = О, у = + 1. 

Та сличност, као и многобројне друге сличности у особинама тих 

основних елиптичких и тригонометријских функција, учиниле су да су 

они, што су створили теорију елиптичких функција, назвали sn::: 
"псеудо-синус", а cn z "псеудо-косинус". Функција dn z, која се за k =О 
своди на 1, била је названа "псеудо-полупречник", јер синус и косинус 
представљају познате из тригонометрије дужине за круг чији је полу

пречник 1. 
Иста је сличност дала повода и томе да се основне елиптичке 

функције дефинишу још и на овај начин: 

Кад се у обрасцу (75) изврши смена 

и = sin <р, du = cos <р · d<p, 

интеграл (75) се претвара у 

(76) 
<р d z=J <р . 

0 F- k 2 sin 2 <р 

У специјалном случају кад је k = О добија се да је z = <р; кад је мо
цуо k различан од нуле, <р се не поклапа више са z, веh показује извесно 
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одступаље од те вредности, које је у толико веhе у колико се k више 
разликује од нуле. 

ЈасоЬi је променљиву <р назвао "амплитудом" променљиве z и то је 
означавао знаком 

z = am <р. 
Па пошто је за k = О 

sin z = sin <р, cos z = cos <р, 

то је за k различно од нуле ЈасоЬi означавао функцију sn z са sin am z, а 
функцију cn z са cos am z. Тек су доцније уведене ознаке sn z и cn z. 

23. АДИЦИОНА ТЕОРЕМА ЗА ЕЛИПТИЧКЕ ФУНКЦИЈЕ 

Има безброј функција .f(z) за које се .f( а+~), за ма какве вред
ности а и~' може изразити као алzебарска функција израза.f( а),/(~) и 
једног ограниченог броја узастопних извода 

.f'( а), .f''( а), ... , .f'(~), .f''(~), ... 

Кад се ти изводи и сами изражавају као алгебарске функције 

израза .f( а) и .f( ~), онда се и .f( а + ~) изражава као алгебарска функција 
истих израза.{( а) и.f(~). 

Кад једна функција испуљава услов такве врсте за љу се каже да 

има своју аgициону ilieopeмy: ова исказује начин тога изражаваља за ту 

функцију. 

За сваку функцију .f(z) не постоји адициона теорема. Тако нпр. за 
функцију 

.f(z) = ее' 
добија се да је 

па пошто Је 

rf = log f(z) = .f'(z) 
. .f(z) ' 

.f( а+~) се изражава у облику 

/'(а)·/'ф) 

.f( а+~) = elog/(a)·logf(~) = е /(а)·/(~) 

из чега са види да се то изражава не као алгебарска, .веh као трансце

дентна функција израза.f(а),.f(~),или још и .f'(a) и .f'(~). А за непре-
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гледну множину функција уопште је и немогу:lшо изразити .f( ех+~) 
тако да функција буде имала своју адициону теорему. 

Али постоји и безброј функција које имају адициону теорему у на
веденом смислу. Тако нпр. за функцију е= је 

За sin z је 
.f( ех + ~) = sin ех · cos ~ + sin ~ · cos ех = 

= .f( ех)· f'(~) + .f(~) · f'( ех) = .f( ex)~l- .f(~) 2 + .f(~)~l- .f( ех) 2 . 

Исти је случај и са функцијама cos z, tg z, ctg z, а очевидно је да he 
тако бити и са ма каквом алгебарском функцијом променљиве z, или 
променљиве eaz. Све такве функције имају своју адициону теорему. 

Овде he бити показано да и свака og Шрију основних елийШичких 
функција Шако!)е и.ма своју аgициону Шеоре.му. 

Доказ је сличан ономе на који се доказује у матеметичкој анализи 

адициона теорема за sin z. За ту се функцију на елементаран Шри2оно
.меШријски начин доказује постојаље такве теореме. Такав се доказ не 

примељује на функцију sn z, али се теорема може доказати на начин 

сличан ономе којим се аналиШички истиче на видик постојаље теореме 

за функцију sin z. 
Тај доказ за sin z основан је на чиљеници да се општи интеграл ди

ференцијалне једначине 

(77) du dx 

Jl=Y2= ~ 
може изразити у два разна облика 

(78) 

(79) 

aic sin х - ю·с sin у = С, 

х Ј1=У2-у~= С', 

где су С и С' интеграционе константе. 

Једначина (78) се добија непосредном интеграцијом обеју страна 
једначине (77). А да је и (79) општи интеграл исте једначине (77), види 
се љеним диференцијаљељем које даје једначину 

ху( dx - dy ]+dx ·Jl=Y2 -dy·~ =О 
~ Ј1=У2 

у којој су, према (77), сва три члана једнака нули. 
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Међутим, као што се зна из опште теорије диференцијалних јед

начина првога реда, кад год две једначине 

f(x, у)= С, <р(х, у)= С' 

представљају општи интеграл једна исте једначине, оне не могу бити 

једна од друге независне, веh је једна од функција/и <р функција друге, 

тако да Је 

(80) С'= Ф( С), 

па тај случај мора бити и са двема једначинама (78) и (79). 
Са друге стране, кад се у једна чини (78) стави да је 

arc sin х = а, arc sin у = ~' 

према чему Је 

х = sin а, у = sin ~' 
једначина постаје 

(81) а-~= С, 

а једначина (79) се претвара у 

sin а· cos ~- sin ~ · cos а = С', 

тако да једначина (80) постаје 

(82) Ф( а - ~) = sin а · cos ~ - cos а · sin ~· 

Да би се одредио облик функције Ф, ставимо у (82) да је ~ = О, па 
се добија 

Ф( а)= sin а 
према чему (82) постаје 

sin (а - ~) = sin а · cos ~ - cos а · sin ~ 

или, сменом ~ са -~, 

sin (а + ~) = sin а · cos ~ + cos а · sin ~ 

који образац изражава адициону теорему за функцију sin z. 
Исти се аналитички доказ примељује и на функцију sn z. Као што 

је напред казано, Euler-oвa диференцијална једначина, написана у об

лику 

(83) 
dx du = 
х у' 
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где Је 

(84) 

(85) 

Х= ~(1-x 2 )(1-k 2x 2 ), 

у =~(l-y2)(1-k2y2), 

може се написати у два разна облика 

(86) 
х у 

f dx -Ј du =С 
х у ' 

о о 

(87) 

Према горе казаноме мора бити 

(88) С'= Ф(С). 

Са друге стране, ако се стави да је 

према чему зе 

х= sn а, 

х dx , 
=- =sn а 

da ' 

у f dy = ~ 
о у 

у= sn ~' 

У=:;= snЋ 

једначина (86) претвара се у 
а-~= С 

а једначина (87) у 
sna·sn'~-sn~·sn'a =С' 

1- k2sn 2 а · sn 2 ~ ' 

па се заменом у (88) добија 

(89) Ф (а _ ~) = sn а · sn '~ - sn ~ · sn 'а . 
1- k2sn 2 а · sn 2 ~ 

ЕЛИПТИЧКЕ ФУНКЦИЈЕ 

Да би се одредио облик функције Ф, ставимо у (89) да је ~ = О, па 
се, пошто зе 

sn О = О sn 'О = 1 
добија да је 
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Ф( а)= sn а. 

Образац (89) добија тада облик 

(90) sn (а _ ~) = sn а · sn '~ - sn ~ · sn 'а 
1- k 2sn 2а · sn 2 ~ 

одакле је, сменом ~ са -~, 

(91) ( 
А) sna·sn'~+sn~·sn'a 

sn а+ ЈЈ = . 
1- k2sn 2а · sn 2 ~ 

А пошто је 
sn х = cn х · dn х, 

то се образац (91) може написати и у облику 

(92) ( 
А) sn а· cn ~ · dn ~ +sn ~ · cn а· dn а 

sn а+ ЈЈ = . 
1- k2sn 2а ·sn 2~ 
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Напослетку, у обрасцу (92) могу се функције cn и dn сменити сво
јим изразима као функције променљиве sn, по обрасцима 

cnx =-J1-sn 2x, dnx =-J1-k2sn 2x, 

па се добија образац који изражава sn (а+~) као алгебарску функцију 
израза sn а и sn ~·Тај образац, као и образац (91) показују да за функ
цију sn z йосйlоји аgициона Шеоре.ма и истичу на видик облик те тео
реме, тј. начин на који се sn (а+~) изражава као рационална функција 
израза. 

sn а, sn ~' sn'a, sn'~ 

или као ал2ебарска функција израза 

sп а и sп ~· 

Ти обрасци уопштавају елементарни тригонометријски образац 

за sin (а+~), на који се они своде кад је к = О, тј, кад sn z, cn z и dn z 
дегенеришу у sin z, cos z и 1. 

Из истих се образаца и оних што исказују везу између функција 

sп, сп, dn изводе и адиционе теореме за сп z и dn z, које су исказане об
расцима сличним обрасцу (92): 

_ сп а · cn ~ - sn а · sn ~ · dn а · dn ~ 
cn (а + ~) - 2 2 2 . , 

1- k sn а ·sn ~ 
(93) 
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(94) 

ЕЛИПТИЧКЕ ФУНКЦИЈЕ 

dп (а + ~) = _dn_a_·_d_п_,_~_-_/.-:( s,....п_а,----· s_п_,_~.,...· _сп_а_· _сп__,_~ 
1-k2sп 2a·sп 2 ~· 

одакле се, сменом ~ са -~, добијају обрасци за 

Тако исто, из тих се образаца изводи мноштво других који, као и 

они, уопштавају познате тригонометријске обрасце и од којих he неки 
бити изведени у овоме што следује. 

Као прост пример биhе наведена примена образаца на случај кад 

је а= z и ~=К, као и кад је а= z и~= -К 

sп ~ = sпК = 1, 

сп~= сп К= О, 

dn ~ = dп К= -Ј1- k 2
, 

sп ~ = sп (-К) = -1, 

сп~= сп(-К) =О, 

dп~ = dп(-К) = +k2. 
Применом обрасца за sп (а+~) и sп (а-~) налази се тада да је 

сп z 
sп(z+K) = --, 

dп z 
спz 

sп(z -К)=---, 
dп z 

Kag се, gакле, вреgносШи z goga чеШврШина реалне йepuoge, sп z 
- - . сп z - - - - - . сп z 
иосшще --; каg се оgуз.ме ша чешвршина, sп z иосшще -

dnz dnz 
То је уопштење правила по коме је 

sin ( z + ~) = cos z, sin ( z - ~) = - cos z. 

24. ФУНКЦИЈЕ sп (mz), сп (mz), dп (mz) 

Кад се у обрасцима (92), (93), (94) стави да је а = ~ добијају се 
обрасци 

(95) 
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који се за k =О своде на елементарне тригонометријске обрасце 

sin 2 а = 2 sin а · cos а, cos 2 а = 1 - 2 sin 2 а. 
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Помоhу образаца за збирове а+~ и образаца (95), узевши да је 
~ = 2а, добијају се обрасци помоhу којих се могу израчунати 

sn За, cn За, dn За, 
кад се знаЈу вредности 

sn а, cn а, dn а 

и то се може продужити тако, да се помоhу познатих вредности ових 

последљих израза могу одредити узастопце све вредности 

sn (та), cn (та), dn (та). 

25. ОБРАСЦИ ЗА ЗБИРОВЕ И РАЗЛИКЕ ФУНКЦИЈА 
sn z, cn z, dnz 

Сабираљем и одузимаљем образаца за sn (а + ~) и sn (а- ~) и ста-

БИВШИ даЈе 

одакле Је 

а + ~ = р, а - ~ = q, 

a=p+q 
2 , 

Р..= p-q 
tJ 2 , 

добијају се обрасци који изражавају 

sn р ±sn q, 

помоhу производа функција 

cnp±cn q, dn р± dn q, 

sn p+q 
2 , 

sn Р- q, 
2 

cn p+q 
2 , 

cn p-q 
2 , 

dn p+q 
2 

dnp-q. 
2 

Такви су нпр. обрасци 

(96) 

2sn Р + q · cn Р - q · dn р - q 

sn р + sn q = ----"-2'--------"-2'---------"-2'----
1 - k 2sn 2 Р + q · sn 2 Р - q 

2 2 
2sn Р - q · cn Р + q · dn Р + q 

2 2 2 sn р - sn q = ---=--------='--------=---
1- k 2sn 2 Р + q · sn 2 Р - q 

2 2 
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и слични обрасци за 

cn р + cn q, dn р + dn q, сп р - сп q, dп р - dп q. 

Ти обрасци уопштавају Napier-oвe тригонометријске обрасце као 

што су 

sin р + siп q = 2 siп р + q · cos р - q 
2 2 ' 

siп р - siп q = 2 siп р - q · cos Р + q 
2 2 

и слични обрасци за косинус. Обрасци (96) се своде на Napier-oвe обра
сце за k =О. Они су, као и ови, од користи при логаритмисању, а тако 
исто и за доказиваље разних ставова у теорији елиптичких функција. 



ЧЕТВРТИ ОДЕЉАК 

РАЗНИ ОБЛИЦИ РЕДОВА ЗА 
ОСНОВНЕЕЛИПТИЧКЕ 

ФУНКЦИЈЕ 

26. РАЗВИЈАЊЕ YMACLAURIN-OB РЕД 

Функције cn z и dn z су йарне, а функција sn z нейарна функција 
променљиве z. Па пошто вредност z =О није никакав сингуларитет ни 
за једну од тих функција, то се оне могу развити у редове облика 

sn z = A1z + A3z3 + A5z5 + .. . 

(97) cn z = В 0 +B 2z2 +B 4z4 + .. . 
dnz = C0 +C2z2 +C4 z4 + .. . 

Коефициiенти А11 одређују се помоћу обрасца 

(98) 1 d 11 

А11 = --sn z за z =О. 
n! dz 11 

Узастопни изводи функције sn добијају се пошавши од обрасца 

sn 'z = cn z · dn z 

из кога се диференцијаљењем и сменом извода функција cn z и dn z 
њиховим вредностима 

cn'z = -sn z · dn z, dn'z = -k2sn z · cn z 

добија низ образаца 

sn 11z = 2k2sn 2z-(1+e)snz, 

sn 111
Z = ( 6k2sn 2 z - 1- k2 )cn z · dn z, 

Sll
1111

Z = 24k2sn3z-20(k 2 +k4 )sn 2z+(l+14k 2 +k4 )snz 

Кад се у тим обрасцима стави z = О, добијају се за узастопне ко
ефицијенте А" вредности: 
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1+ k2 
А----
з- 3! ' 

ЕЛИПТИЧКЕ ФУНКЦИЈЕ 

А __ 1_+_1_4_e_+_k_4 

5- 5! ' 

На исти начин се одређују и коефицијенти В" и С", а то су: 

В 0 = 1, 

в - 1 + 4k
2 

4- 4! ' 

С0 = 1, 

4k 2 + k 4 

с4 ----
- 4! ' 

Као што се види, ойшШи коефицијенаШ Maclaul'in-oвoz pega за 
сваку og функција sn z, cn z, dn z, је рационалан разло.мак, који за и.ме
нилац и.ма ogzoвapajyhи факШоријел, а за бројилац јеgан йолино.м йо 

.моgулу k, чији су сви коефш~ијенШи цели бројеви. 

Питање је још: за које he вредности z добијени редови конверги
рати? Пошто све три функције имају исте сингуларитете, а то су у њи

ховим паралелограмима полови 

(99) iK' и 2К + iK', 

то he сваки од горња три реда бити конвергентан за вредности z у 
кругу описаном око тачке z = О са полупречником једнаким одстојању 
те тачке до најближег јој пола, а то значи са полупречником К'. А 

сменивши у редовима (97) на десној страни z ма којом својом хомоло
гом у равни z, добиhе се нова три реда за sn z, cn z, dn z који he конвер
гирати за све вредности z у кругу описаном око те хомологе са полу
пречником К'. 

27. РАЗВИЈАЊЕ YLAURENT-OB РЕД 

Означимо са а један ма који пол функције sn z. Пошто су сви 
полови првога реда, функција се може развити у Laurent-oв ред који he 
бити конвергентан за све вредности z садржане у кругу који има за 
центар тачку z = а, а за полупречник одстојање те тачке до најближег 
јој другог кога пола функције. Ред је облика 
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sn z = ___!L_+A0 +A1(z-a)+A2(z-a)2 + ... 
z-a 
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Напред је показано да сви остаци функције, за све њене полове, 
. . 1 1 

имаЈу за вредност Једну или другу од вредности -- или + -. Према 
k k 

томе Је 

Да би се одредили коефицијенти А11 , може се и сменити за sn z у 
једначини коју и задовољава 

(100) 

1 
па поредити међу собом чланове истих степена израза -- и (z- а), 

z-a 
пошто се на левој страни једна чине (100) смени 

па дакле 

12 В 2 

и =---
(z- а)4 

2А1В 
2 

+ 4А2В + ЗА,В + ... 
(z-a) z-a · 

а на десноЈ страни, 

и =___!L_+A0 +A1(z-a)+A 2(z-ai + ... 
z-a 

Тако се нпр. налази да на левој страни не фигурише члан са 

1 
3

; а на десној он фигурише и има за коефицијенат 4k 2B 3A0 ; па 
(z- а)· 

пошто су k и В различни од нуле, мора бити А0 = О 
Редје,дакле,облика 

(101) 1 1 )2 sn z = ±---+A1(z- а) +A2(z- а + ... 
kz-a 

а ред за квадрат те функције је облика 

( 102) sn 2 z = ~ 1 
2 

+ М 0 + М 1 ( z - а) + М 2 ( z - а) 2 + ... 
k (z- а) 

где се коефицијенти М k одређују помоhу коефицијената А" 
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Као што се види: 

1 а Ред за sn z не садржи члан независан од (z- а); 

1 2° Ред за sn 2z не садржи члан са-- на првом степену. 
z-a 

Та на први поглед безначајна чињеница има своју нарочиту важ

ност, што ће се видети из овога што следује. 

Из обрасца (102) се види ga је осШаШак функције sn 2 z за .ма који 
њен йол јеgнак нули. И то је такође чињеница од важности за исту тео

рију, јер су многи резултати на њој основани. 

28. ОСНОВНЕ ЕЛИПТИЧКЕ ФУНКЦИЈЕ ИЗРАЖЕНЕ КАО 
КОЛИЧНИЦИ ЦЕЛИХ ФУНКЦИЈА 

Напред је показано да никаква мероморфна двопериодична фун

кција не може бити цела функција. Али, из опште теорије аналитичких 

функција зна се да се свака мероморфна функција може изразити као 

количник двеју целих функција. Потражимо које су то целе функције 

за sn z, cn z, dn z. 
Тога ради уочимо функцију 

(103) Z(z)=k 2 Jsn 2z·dz 
о 

која у теорији елиптичких функција игра доста важну улогу и назива 

се "зета-функција". 
Из обрасца (103) се види да Z(z) не може имати других сингулари

тета осим оних што их има sn z, а то су полови ове функције. Из обра
сца (102) добија се интеграцијом 

Ј sn 2z · dz = ---\--1- +M0(z- а)+ М 1 (z- а)2 + ... + const, 
k z-a 2 

тако да се за Z(z) добија ред 

1 k 2M 
(104)Z(z) = ---+k2M 0(z-a)+--1 (z-a) 2 + ... +const, 

z-a 2 

из чега се види ga је сваки йол функције sn z йол йрвоzа pega за Z(z) и ga 
су сви осШаци ове функције за Ше йолове јеgнаки -1. У исти мах се види 
и то да је Z(z) .меро.морфна функција. 

Помоћу тако дефинисане функције Z(z) формирајмо функцију 

-ј Z(:)d: 

G(z) =е 0 (105) 
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па је очевидно да, кад би она имала сингуларитета, ови би могли прои

заhи само од функције Z(z), па дакле би се сваки од њих морао пакла
пити са којим полом те функције. Али, ниједан пол z = а те функције 
не може бити сингуларитет за G(z), јер се из обрасца (104) интеграци
јом добија да је 

k2A1 k2A1 
Ј Z(z)dz = -log(z- а)+ --0 (z- а) 2 + --1 (z- а)3 + ... 

2 6 

тако да се може написати да је 

(106) G(z) = e1ogCz-cxJ · еЛz> = (z- а)еЛ=>, 

где је f(z) једна функција представљена редом уређеним по целим по
зитивним степенима разлике (z- а) и која, према томе, нема z =а као 
сингуларитет. Из тога се види ga је G(z) цела функција йро.менљиве z 
која и.ма z = а као своју йросШу нулу, йа gакле као своју обичну Шачку. 

Помоhу тако дефинисане целе функције G(z) формирајмо сад 
функцију 

(107) G1(z) = sn z · G(z). 

Она се, према обрасцима (101) и (106), може написати у облику 

G1(z) = [±_!_ 1 
+A1(z-a)+A2(z-a)2 + ... ](z-а)еЛ=> = 

k (z- а) 

Из тог се израза види да је z =а обична тачка за функцију G1(z). 
Па како сингуларитети те функције могу произлазити само од таквих . . 
вредности као што Је z =а, тиме Је доказано да она нема никаквих син-
гуларитета, што значи ga је G1(z) цела функција йро.менљиве z. Из 
(107) се тада добија да је 

sn z = GI(z) 
G(z) 

тако, да је функција sn z изражена као количник двеју целих функција, 
за које се зна и њихов начин формираља. 

На исти се начин, а имајуhи у виду да функције cn z и dn z имају 
исте полове и истога реда као и sn z, налази ga су и функције 

G2(z) = cn z · G(z), G3(z) = dn z · G(z) 
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целе функције. 

Функције G, G1, G2 , G3 увео је у теорију елиптичких функција 

Weieistiass и означио их је ознакама 

и тако означене оне носе назив Weierstrass-oвe функције Al. 
Помоhу љих се основне елиптичке функције изражавају у облику 

(108) 
Al 1z sn(z) = --
Alz' 

Al2z cn(z) = -
Alz ' 

Al3z dn(z) = ---
Alz ' 

тако да се долази до овог резултата: 

Свака og функција sn z, cn z, dn z, изражава се као количник gвеју 

целих функција; Ше функције су Weierstrass-oвe функције Al. 
Такав начин изражаваља основних елиптичких функција од наро

чите је важности стога, што је употребљив за све вреgносй1и z у равни 
Ше йроменљиве, при чему се нема потребе водити рачуна ни о каквој 
конвергенцији, пошто су функције Al целе функције, па се могу разви
ти у Maclaшin-oв ред конвергентан у целој равни z. При свима другим 

начинима изражаваља елиптичких функција помоhу редова то није 

случај, јер је ред конвергентан и употребљив само у одређеној области 

равни z. 

29. WEIERSTRASS-OBE ФУНКЦИЈЕ Al 

Те целе функције, чија је улога у теорији елиптичких функција 

наведена малочас, могу се, пре свега, развити у Maclaшin-oв ред кон

вергентан у целој равни z. Тако се налази да је 

А А А 
Alz = l - - 4 z4 + _г'б_ z6 - - 8 z8 + ... 

4! 6! 8! ' 

Al z = z - В 3 z3 + В s zs - В 7 z 7 + ... 
1 З! 5! 7! ' 

с с с Al z = 1--2 z2 +-4 z4 __ 6 z6 + 
2 2! 4! 6! 

D D D Al z = 1--2 z2 +-4 z4 __ 6 z6 + ... , 
3 

2! 4! 6! 

где је сваки од коефицијената А11 , В," С11 , D11 рационалан разломак који 

има за именилац n!, а за бројилац йо јеgан йолином йо k, са коефицијен
Шима целим бројевима. 

Поступним израчунаваљем тих коефицијената налази се да је 
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А4 = 2е, в,= 1+k2
, 

Аь = 8(k2 + k4), в = 1 + k 4 + 4k2 
5 ' 

А8 = 32(k2 +k6 )+68k4
, В7 = 1+k6 +9(е +k4

), 

А10 = 128(k2 + k8
) + 480(k4 + k6

), В 9 = 1 + k8 + l6(k 2 + k6
)- бk\ 

С2 = 1, 

C4 =1+2k2
, 

С6 = 1 + бk2 + Sk4
, 

D2 = k2, 

D 4 = 2k2 + k 4
, 

D 6 = 8k2 + 6k 4 + k 6
, 

79 

Функције Al су међу собом везане разним коначним и диференци
јалним релацијама, од којих he бити изведене ове што следују. 

Кад се у једначинама 

смене sn z, cn z, dn z својим вредностима 

(109) sn z = Gl(z) 
G(z)' 

G2(z) 
cnz=--, 

G(z) 

добијају се између функција Gk релације 

(110) 

dn z = Gз(z) 
G(z)' 

Међутим, из једначине (105) добија се да је 

logG = -JZ(z)dz 
о 

одакле је, после два узастопна диференцијаљења, 

(logG)" = -Z'(z). 

Са друге стране из једначине (103) је 

Z'(z) = k 2sn 2z, 

према чему Је 
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Одатле је 

или, кад се то развиЈе, 

(111) 

а тај образац изражава функцију Al 1z помоћу функције Alz. 
Из једначина (110), сменом (111), добијају се обрасци 

(112) G2 =~G2 +i(GG"-G'2 ), 

(113) 

који изражавају функције Al2z и Al3z помоћу функцује Alz. 
Све Шри функције 

изражавају се gакле йомоhу основне функције Alz и њено2 йрво2 и 
gpy2o2 извоgа. 

Од интереса је приметити и то да се за k =О две од фукција Al сво
де на 1, а друге две на sin z и cos z. Јер из обрасца (103) се види да се за 
k =О функција Z(z) своди на нулу, што значи да се функција G своди на 
јединицу; пошто се тада sn z своди на sin z, cn z на cos z, а dn z на 1, то се 
види да за k = О функције Al постају 

Al = 1, А1 1 = sin z, Al 2 = cos z, Al3 = 1. 

Приметимо још и то, да функције Al нису једине помоћу којих се 
основне елиптичке функције изражавају као количници двеју целих 

функција. То се постиже и помоћу једне целе функције, коју је у тео

рију елиптичких функција увео ЈасоЬi и која се може развити, за све 

вредности z, у ред облика 

n=-oo 

а где је а одређена константа, чији је реални део негативан, чиме је 

осигурана конвергенција реда. 

Међутим, метода Weieistшss-a, напред изложена, која проблем ре

шава помоћу функција Al, не само што је знатно простија од осталих, 
већ је и општија, јер се примењује и на друге елиптичке функције у бе
скрајном броју 
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30. РАЗВИЈАЊЕ У РЕД ЧИЈИ СУ ЧЛАНОВИ РАЦИОНАЛНЕ 
ФУНКЦИЈЕ ИЗРАЗА eaz 

Напред је проучена функција /(z) изражена редом 

(114) 
n=-oo 

где Је 

(115) 
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где су а, ~' ro константе (реални део константе ro треба да је негати
ван), па је нађено да она има две периоде ro 1 = ro и ro 2 = 2rci, а да као 
полове има вредности z =а и z =~'као и оне што се добијају из ових 
придавањем мултипла периода. Сви су ти полови првога реда. 

У о чим о сад функцију 

(116) <p(z) = .f(z) -11· sn Лz, 

где су J.l и Л две неодеђене константе. Подесним избором свих кон
станата може се учинити 

1 о да функција <p(z) има периоде једнаке периодама функције· 
sn Лz; 

2 о да <р ( z) има исте полове као sn Лz; 
3 о да .f ( z) има за те полове исте остатке као 11· sn Лz. 
Пошто sn Лz има за периоде вредности 

4К 

л 

2iK' 
и--

л ' 
4К 

па дакле и вредност -Т, то he услов 1 о бити испуњен кад се А и ro 

изаберу тако да буде 

4К 
(Ј)=--

л' 

а то he бити ако се узме 
К' 

Л=-
rc ' 

2 
. 2iK' 

ТС! =--
Л , 

4Krc 
(Ј)=---. 

К' 

А пошто sn Лz има у основном паралелограму периода за полове 
вредности 
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iK' . 
-=1rl и 

л 

2К + iK' 2Kn . ---- = -- + 7rl 
Л К' ' 

то he услов 2° бити испуљен ка се за а и ~ узму те две вредности. 
Тада обе функције .f(z) и 1.1· sn Лz имају исте полове, који су сви 

првога реда. Према ранијем општем ставу, који важи за све меромор

фне двопериодичне функције, збир остатака за те полове једнак је ну
ли за сваку појединце од тих функција, па дакле и за функције <p(z), За 

функцију sn Лz ти су остаци, за један пол у основном паралелограму 

1 1 Ј · б · периода, - kЛ , а за други пол + kЛ. ер, пошто Је у лизини Једнога 

пола t =а функције sn t 
1 1 snt = --~-+ ... 
k t- а 

биhе у близини пола z = !!__ = а функције sn Лz 
л 

1 1 1 1 
snЛz = --~~+ ... = -~--+ ... 

k Лz- а kЛ z- а 

тако, да he остатак за тај пол бити --1-, па за други пол он мора бити 
kЛ 

+ -1-, пошто је збир остатака једнак нули. За функцију 1.1· sn Лz остатак 
kЛ 

за један пол биhе, дакле, - ~, а за други пол he бити + ~. 
kЛ kЛ 

Са друге стране, за функцију f(z) остаци такође морају бити 
међу собом једнаки а супротно означени, пошто је и љихов збир једнак 

нули. Нека су ти остаци -В и +В; ако се за константу )1 узме вредност 

биhе испуљен и услов 3°. 

kBK' 
!l = --, 

n 

Кад је тако изабрано свих пет констаната 

а, ~' Л, )1, w 

функција <p(z) he испуљавати ове погодбе: 
а) то је једна мероморфна двопериодична функција; 
б) она има у своме основном паралелограму периода два пола, 

која су оба првог реда. 

Међутим, остатак за сваки пол једнак је нули. пошто је тај ос

татак једнак разлици остатака функција /(z) и 1.1· sn Лz, а ови су међу 
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собом једнаки. Према томе у Lашеnt-овом реду за <p(z) недостајаhе 

1 1 
члан са --, као и члан са --, што значи да су тачке z =а и z = ~ 

z-a z-~ 

обичне тачке за ту функцију. Па пошто она не може имати каквих 
других сингуларитета, осим а и~ (и њихових хомолога), то би она била 

двопериодична фукција без сингуларитета; таква функција, према 

раНИЈе доказаном општем ставу своди се на константу. 

Према томе је 

.f(z) -!l·Sn Лz =С 

из чега се, сменивши z са ~, добија да је 

(117) 1 (z) n (nz) sn z = 11 .f Л -С= kBK' .f К' -С. 

Па пошто се .f(z) изражава као збир реда чији су чланови рацио
налне функције израза t!, то се види ga се функција sn z може изрази
Ши као збир pega чији су чланови рационалне функције израза 

eaz (а = _!!-__) . 
' К' 

Константа С, пошто одговара датој функцији sn z, добија се кад се 
у обрасцу (117) стави да је z =О, што даје 

n n L= с--- о--- и - kBK' .f( ) - kBK' '" 
п-оо 

где Је 

пошто се у томе изразу смене а, ~' w напред нађеним вредностима. 
Константа С се, дакле, добија као збир једнога реда који је кон

вергентан, јер је константа w негативна, а његов се општи члан и" за 
велике позитивне вредности n понаша као 

тј. као општи члан геометријске прогресије 

ea.+~(q + q2 + qз + ... ) 
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где Је 

q = ero < 1, 

1 . 
а за велике негативне вредности n он се понаша као --, тЈ. као члан 

e-n(f) 

геометријске прогресије 

где је 

1 1 1 
-+-2 +-3 + ... 
q q q· 

1 1 - = -- = ero < 1. 
q e-ro 

Сличан се резултат добија и за друге две елиптичке функције cn z 
и dn z, пошто су им полови исти и истога реда као и за sn z. 
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ОПШТИЈИХ ИНТЕГР АЛА 

31. ИНВЕРЗИЈА ИНТЕГРАЛА ШТО САДРЖЕ КВАДРАТНИ 
КОРЕН ОПШТЕГ ПОЛИНОМА ТРЕЋЕГ ИЛИ ЧЕТВРТОГ 

СТЕПЕНА 

У овоме што претходи проучене су функције дефинисане инвер

ЗИЈОМ интеграла 

(118) 

тј. интеграла у коме се под квадратним кореном налази један специ

Јалан полином четвртог степена. 

У овоме he одељку бити проучене функције које се добијају ин
верзијом интеграла 

(119) 
" dи 

z =Ј г 
0 -vF(и) 

где је F (u) .ма какав йолино.м чeLliвpiiio2 сLЋейена 

(120) F(и)=Аи 4 +Ви 3 +Си 2 +Dи+Е 

Пре свега, да би интеграл својом инверзијом могао дати какву 

двопериодичну функцију, све нуле п олин о ма F (и) морају бити просте. 
Јер, кад би која нула, нпр. и= с била двострука, у F(и) би се јавио као 

корени чинилац израз (и- с) 2 , тако да би под квадратним кореном 
остао полином другога степена по и, а инверзиЈе интеграла што садрже 

квадратни корен каквог полинома другог степена нису двопериодичне 

функције. Тако би исто било кад би корен био троструки или четво

роструки, или кад више од једног корена не би били прости. 
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Нека су, дакле, с1 , с2 , с3 , с4 нуле п олин о ма F (и), кој е су све про
сте, па се може написати 

Извршимо смену 

(121) ау+~ 
и=---

уу +8, 

где су а, ~, у, 8 неодређене константе. Таква смена претвара једначину 

dz = du 
~Р( и) 

у једначину облика 

dz = dy 
~Ф(у)' 

где је Ф( у) п олин ом опет четвртог степена. По десним избором конста

ната а, ~, у, 8 може се учинити да се последња једначина сведе на об
лик 

(122) 

где су р и q константе, што се добија стављајуhи да су коефицијенти 

степена у и у 3 једнаки нули, и да је коефицијенат степена у 4 једнак je
z 

диници, па се онда смени z са -. 
в 

Очевидно је да, ако се тражи да инверзија у интеграла једначине 
(122) буде двопериодична функција, ниједна од констаната р и q не 
може бити једнака нули, ни бескрајна, нити може бити р= q. И тада је 
могуhно извршити такву смену променљиве у, да се једначина (122) 
сведе на облик 

(123) 

где he k бити реалан број који лежи између О и 1. 
Кад су р и q реални бројеви, таква је смена врло проста. Тако: 
1 о Кад су оба броја р и q истога знака, па се изврши смена 
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(где q означује онај од два броја који је већи по апсолутној вредности), 
једначина (122) претвара се у једначину (123) у којој је 

(124) k = flf, па дакле О < k < q 

у= }qsпzjq, 

где sn има за модуо вредност (124); 
2 о Кад су бројеви р и q супротних знакова , нпр. q позитиван, а р 

негативан, па се изврши смена 

dy = __ 1_ х dx 
jq~' 

једначина (122) постаје (123), где је 

(125) k = ~ р , па дакле О < k < 1 
p-q 

у = - fq сп ( z~ q- р), 

где сп има за модуо k вредност (125). 
У сваком случају, јеgначина (119) не goвogu ни go какве нове gво

йериоgичне функције, веh само go рационалних комбинација функција 
sn az и cn az, 2ge је а консШанШа. 

До истог се резултата долази и у случају инверзије интеграла 

(119), 2ge је F(u) ма какав йолином Шреhе2 сШейена 

F(u) = Bu 3 +Cu 2 +Du +Е. 

Тај се случај, у осталом, има сматрати као специјалан случај поли

нома F(u) четвртог степена (120). Јер, кад се у интегралу (120) изврши 
смена 

образац (120) постаје 

1 
и=

' '\) 

du 
du =--

2 ' '\) 
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па се дакле своди на случај полинома четвртог степена, али који има 

за једну своју нулу вредност u = О. Одговарајуhа тачка и = _!_ налази се 
'\) 

тада у бескрајности, тако да се случај полинома треhег степена има 

сматрати као случај полинома четвртог степена, али који има једну од 

својих нула у бескрајности. Па пошто је свака нула овога полинома 

једна критичка тачка функције под интегралним знаком, то се случај 

полинома треhег степена има сматрати као да је то полином четвртог 

степена, али такав да функција под интегралним знаком има једну 

своју критичку тачку у бескрајности. 

32. НЕКОЛИКО ОСОБИНА ТАКО ДЕФИНИСАНИХ 
ДВОПЕРИОДИЧНИХ ФУНКЦИЈА 

Нека је с једна нула полинома треhег или четвртог степена F(и), 

па посматраЈмо интеграл 

(127) z =ј' du . 
о ~1) 

Према напред казаноме, с је проста нула за F(и) кад год инвер

зија и интеграла (127) дефинише какву двопериодичну функцију. А 
тада се може доказати оваЈ резултат: 

о 

Функција u увек је йарна функција йро.менљиве z. 

Сл.20. 

Да би се то доказало, извршимо инте

грацију (127) од тачке с до тачке и идуhи пу
таљом си, па he интеграл имати извесну вред
ност z. Међутим, ако се, пре но што се пође 
тим директним путем, изврши око тачке с 

обрт дуж једнога малог круга (сл. 20), па се 
тек онда иде директним путем си, интеграл 

ће бити једнак збиру два интеграла: једног 
узетог дуж малога круга, другога узетог дуж 

путање си. Први је једнак нули, јер ако се, да 

би се извршила интеграција дуж круга, стави 

z = с+ ге8;, clz = гiе8 ; d8, 

лако се уверавамо да интеграл тежи нули кад се г бескрајно смањује. 
Али, обилажењем око критичке тачке с мења се и детерминација ква

дратног корена полинома F(u), тако да ако се пошло са(+), после 
обиласка имаhе се (-). Па кад се, са тако промењеном детерминацијом, 
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изврши интеграциЈа дуж директне путање си, интеграл he имати 
вредност z, али са промењеним знаком. 

Према томе, једној истој вредности и одговарају две једнаке, а су
протно означене вредности +z и -z, и обратно, тим двема вредностима 
одговара једна иста вредност и, што показује да је и, сматрано као фун

кција променљиве z, одиста парна функција. 
Тај закључак важи било ga је йолином F(u) чеШврШо2, било ga је 

Шреhе2 сШейена. Приметимо да он не важи кад се за доњу границу ин
теграла (127) узме каква вредност а која није нула полинома F(и), јер 
у томе случају вредност z = а није критичка тачка за квадратни корен 
(127) који, према томе, не мења знак при обиласку око тачке z =а. 

Као што је показано, инверзија и интеграла (127) је једна рацио
нална комбинација израза sn az и cn az, где је а одређена константа. Па 
пошто су те две функције униформне, таква he бити и инверзија и. 
Она, очевидно, не може имати никаквих других сингуларитета осим 

полова: то Је, дакле, меромофна gвойериоgична функција йромен

љиве z. 
Периоде w1 и w2 функције и поклапају се са заједничким перио

дима функција sn az и cn az, чија је рационална комбинација функција 
и. Као и те две функције, кад и добије једну вредност ~ за једну вред

ност z = а, добиhе исту вредност ~ и за још једну вредност z у своме 
паралелограму периода што садржи тачку а. 

Према томе и he имати у своме основном паралелограму периода 
две нуле, од КОЈИХ Је Једна 

() 

(128) Ј dи 

z =с ~F(и). 

Све су нуле йросШе, јер кад се у обрасцу 

(129) dи = ~F(и) 
dz 

смени z једном таквом нулом, пошто је за њу и = О, добија се за извод 
и' вредност ~F(O), различна од нуле. 

Тако исто he и имати у паралелограму gва йола, од којих је један 

(130) 
~ dи z-J-== -с ~F(и) · 

Кад је йолином F(u) чеШврШо2 сШейена, сви су йолови йрво2а 
pega. Ј е р сменом 
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(131) 1 
и=-

L> 
, du 

dи =-u2 

једначина (129) постаје 

(132) 

па ако Је 

F(и) = Аи 4 +Ви 3 +Си 2 +Dи +Е, 

једначина (132) добија облик 

du =- 1Eu 4 + Du3 + Cu 2 + Bu +А 
dz ~ ' 

ЕЛИПТИЧКЕ ФУНКЦИЈЕ 

па, дакле, за L>= О извод u' добија вредност -ГА, различну од нуле. 
Међутим, каg је йолино.м F(u) Шреhе2 сШейена, сви су йолови 

gpy2o2 pega. Јер ако је 

F(u) = Ви 3 + Си 2 +Dи +Е, 
једначина (132) је 

(133) 

па за L>= О извод u' добија вредност једнаку нули, што значи да је сваки 
пол функције и пол вишега реда. Па како у основном паралелограму 

периода и добија једну исту вредност за две вредности z, па дакле има 
два пола, то се та два пола поклапају. Функција u и.ма, gакле, у йарале
ло2ра.му йepuoga јеgан йол, а Шај је йол gpy2o2a pega. 

33. WEIERSTASS-OBA НОРМАЛНА ЕЛИПТИЧКА ФУНКЦИЈА 

Као што је показано, смена (131) своди једначину 

(134) ~~ =~Р( и), 

где је F(u) полином треhег степена, на једначину (133), где је под 
квадратним кореном полином четвртог степена, али који има вредност 

u = О као своју просту нулу. Тај квадратни корен има, дакле, u = О као 
своју критичку тачку, па се, према томе, у једначини (134) има сма
трати као да јој је под квадратним кореном какав полином четвртог 

степена, али који има једну критичку тачку у бескрај ности. 
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Узмимо за критичку тачку с ту вредност с= оо и уочимо интеграл 

(135) ј' du 
z=~JF(u)' 

где Је 

(136) F(u) = Ви 3 + Си 2 +Du +Е. 

Смена 

и = au + Ь, dи = а du, 

(а и Ь су произвољне константе), своди једначину (135) на 

'lJ 

Ј du 
z =а~ ~F(u)' 

где Је 

Ф(u) = Mu3 +Nu 2 +Pu + Q, 

и где he коефицијенти М и N имати за вредности 

Изаберимо за константе а и Ь такве вредности да буде М= 4, N = О, 
што he бити ако се узме 

а= зГ4 
~в' 

с 
Ь=--

3В' 

па једначина (137) добија облик 

(138) 

где Је 

(139) 

зГВz- { du 
~4 - ~ ~Ф(u)' 

и где су g2 и g3 стални коефицијенти. 

Ставимо у (138) и на место u и уочимо инверзију интеграла 

(140) 
и d 

z=f и 
~~4из-g2и-gз 

Та инверзија носи назив нормалне елийШичке функције. Њу је у 

теорију елиптичких функција увео Weiei"stlЋss, означио је ознаком 
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u = pz, 

Испитао јој у појединостима особине и истакнуо на видик њене 
везе са осталим двопериодичним функцијама. 

Из овога, што је напред казано, следује да је pz .меро.морфна gво
йериоgична функција променљиве z. Да, бисмо јој одредили периоде, 

. . 
вратимо се напред посматраном случаЈу кад Је 

и du 
z- Ј F(u) = Au 4 +Bu 3 + Cu 2 +Du +Е, 
-, ~F(u)' 

па нека су с, с1 , с2 , с3 нуле полинома F(u). Оне су све просте и свака је 
од њих критичка тачка за квадратни корен под знаком интеграла. 

о 

Сл. 21. 

и 
--0 

Обележимо у равни променљиве u 
две од тих нула, нпр. с и с1 (сл. 21). Кад би 
се интеграл узео дуж директне путање си, 

он би имао извесну вредност z. Ако се 
пре тога он узме дуж контуре коЈа, пола

зеhи од с, обиђе једним кружиhем тачку 

с 1 , па се врати у с, интеграл he имати за 
вредност збир од три интеграла: једног 

узетог дуж путање са, другога дуж кружи

hа око с1 , и треhег дуж ас, у означеном на 

слици смислу. 

Интеграл дуж кружиhа једнак је нули, о чему се лако уверавамо 

ставивши у 

и пустивши да се r бескрајно смањује 

Интеграл дуж ас једнак је интегралу дуж са, јер је обиласком око 

критичке тачке с1 квадратни корен променио знак, па је још једном 
променио знак и тиме што је смисао интеграције дуж ас супротан 

ономе дуж са. 

Према томе he интеграл дуж целе контуре имати за вредност 

па кад се кружиh бескрајно смањи, тако да се тачке а и с1 поклопе, он 
he имати за вредност 2К 1 , где је 
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к = СЈ dи 
1 }FМ· 

После тог обиласка стиже се у тачку с са вредношhу 2К1 инте
грала, а са детерминацијом (-) квадратног корена под интегралним 
знаком (ако се не обилази и тачка с). Кад се после тога продужи инте

грација дуж директне путање си, стиже се у тачку и са вредношhу 

2К1 - z интеграла. Па пошто се обема путањама стиже у исту тачку и, 
то Је 

(141) и(2К 1 - z) = и(z), 

што значи да функција и добија једну исту вредност у двема тачкама z 
и 2К1 - z. А пошто је и(z) парна функција (што следује из § 32), сме
нивши у (141) z са -z, добија се да је 

и(z + 2К1 ) = и(z), 

што значи да функција и(z) има за периоду 2К 1 (исто би било и кад би 
се обишла и тачка с, јер је и парна функција). 

Међутим, на место критичке тачке и = с1 , може се узети још и 

једна или друга од осталих критичких тачака с2 и с3 . Ако се, дакле, 

означи даЈе 

налази се да: 

1 о функција u има јеgну исШу вреgносШ у Шачкама 

z, 2К1 -z, 2К2 -z, 2К3 -z; 

2 о она има као йериоgе 

Тако би изгледало да и има три основне периоде. Али се лако 

доказује ga је Шреhа йepuoga јеgнака збиру осШалих gвеју, па да, према 
томе, она не представља несводљиву периоду. 

Да бисмо се о томе уверили, посматрајмо интеграл 

(141) Ј dи 
~F(и) 

узет дуж контуре означене на сл. 22, а са полазном тачком с. 
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с 

о 

Сл. 22. 

ЕЛИПТИЧКЕ ФУНКЦИЈЕ 

Интеграл дуж свакога од кружи

hа око тачака с, с1 , с2 , с3 једнак је нули, 
пошто се кружиhи могу бескрајно 

смаљивати а да интеграл дуж њих не 

измени своју вредност. Са друге стра

не, при обиласку око сваке од тих та

чака квадратни корен мења знак. Пре

ма томе интеграл дуж целокупне кон

туре имаhе за вредност 

Са друге стране, према теореми о еквиваленци интегралних пута

ња, тај he интеграл бити једнак истоме интегралу узетом дуж круга С 
са центром у почетку, а који обухвата све четири тачке с, с1 , с2 , с3 • Тај 
се круг може и бескрајно ширити, јер функција под интегралним зна

ком (141) нема других сингуларитета осим те четири тачке. Из тога се 
закључује да је тај интеграл дуж круга С једнак нули. Јер кад се пусти 

да се тачка и бескрано удаљи од почетка, п олин ом F (и) се понаша као 
његов члан највишег степена Аи 4 , а интегрални елеменат као 

dи 

и2{!1' 

Кад се, дакле,ради те интеграције дуж С, стави 

и = re8
i' dи = rie8

i d е, 

интегрални елеменат се понаша као 

. -8i 
_z __ e_de· 
ЈА r ' 

он тежи нули кад r бескрајно расте, па he тада и интеграл, узет између 
коначних граница О и 2тс, такође тежити нули; како је његова вредност 

независна од полупречника r, то је она једнака нули. 
Из тога следује да је 

2К 1 +2К2 +2К3 =О, 

то Јест 

а одатле Је 

па пошто, кад је -со периода, и +со је периода, то је горње тврђење 

доказано. 
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Напред је показано да кад и добије једну вредност ~ за једну вред

ност z =а, она ту вредност~ добија и у тачкама 

а'= 2К 1 -а, а"= 2К2 -а, am = 2К3 - а. 

Лако се уверити да су тачке а" и am хомологе тачке а', јер је 

према чему Је 

што показује да се а" и am разликује од а' само додатком периода. 
Да би се све то, као и оно што је казано у § 32., применила на нор

малну елиптичку функцију pz, треба узети да је с= оо (та је вредност 
једна критичка тачка за квадратни корен под интегралним знаком). И 

тада се налази ово што следуЈе. 

Функција pz, и.ма gве йериоgе, за које се могу узети две ма које од 
триЈу вредности 

с2 du 
0)2 = 2 f ~ ' 

~ F(u) 

где Је 

трећа је периода сводљива на оне две које се буду узеле, пошто је 

mi +m2 +Wз =О. 

Нуле функције су вреgносШи 

z =-Г du 
о jF(u)' 

, fc
1 

du Ј~ du 
z =2K1 -z=2 ~+ ~ 

~ \fF(u) 0 \fF(u) 

и хомологе тих вредности; све су нуле йросше. 

Сви су йолови функције gвосШруки; сам почетак z = О је такав 

пол, јер се за пол добија вредност 

~f du z= ~=0, 
~ \fF(u) 
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а остали су полови њене хомологе 

Пошто z = О није обична тачка за функцију, то се ова не може 
развити у Maclauгin-oв peg 

Али, пошто је z = О пол другога реда, она се за вредности z у бли
зини тога пола може развити у Laurent-oв peg облика 

в2 вЈ А А 2 -2 +-+Ао+ Iz+ 2z + ... 
z z 

А пошто је функција парна, тај ред мора садржати само парне 

степене променљиве z, па дакле је облика 

(142) 

из чега се види ga је остатак за йол z = О јеgнак нули, йа he тако бити 
и за све остале йолове. 

Коефицијенти В 2 , А0 , А2 , А4 , ••• одређују се сменом израза (142) и 
израза 

, _ 2В2 А 4А з р z- --
1
-+2 2 z+ 4 z + ... 

z· 

у диференцијалној једначини 

(143) ( dz )2 = р'2 = 4р3- g2p- gз 

коју задовољава функција р z. Упоређењем чланова са истим степени
ма променљиве z на левој и десној страни тако добијене једначине, 
налази се да Је 

В 2 = 1, А0 =О, 

А-& 2 - 20' 
А - gз 

4 - 28' 

2 

Au = 2;о' 

И тако се може одредити колико се xohe узастопних коефиције
ната А11 • 

Према томе Lauгent-oв peg за функцију pz је облика 
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(144) 

тј. ред не садржи ни члан са l, ни независан члан. На тој је чиљеници 
z 

основано изражавање функције pz као количника gвеју целих функција. 
Потпуно слично ономе које је напред изложено за функције sn z, cn z, 
dn z. 

34. АДИЦИОНА ТЕОРЕМА ЗА ФУНКЦИЈУ р z 

На начин сличан ономе којим се долази до адиционе теореме за 

функције sin z и sn z, напред изложене, долази се и до адиционе теореме 
за функцију pz. Та теорема исказује ga се вреgносШ р (а+ ~)изражава 
као алzебарска функција вреgносШи 

р а, р~, р' а, р'~ 

Шј. као алzебарска функција самих израза р а и р~ у облику обрасца 

(145) 
( )

2 
1 'а ' р (а + ~) = - Р - Р ~ - р а -р~, 
4 ра-р~ 

где још треба сменити р' а и р'~ љиховим вредностима 

р'а = ~4р3а- g2pa- g3 , 

р'~= ~4р3~- 82Р~- 8з· 
(146) 

Кад се .~ смени са -~ и примети да је pz парна, а p'z непарна 
функција променљиве z, добија се образац 

(147) 
( )

2 
1 р'а+ рЂ 

р (а - ~) = - - р а -р~, 
4 ра-р~ 

па се од образаца (145) и (147) може чинити иста онаква употреба, као 
и од адиционих образаца за функцију sn z. 

Тако, узевши да је~= а, лева страна обрасца (145) постаје р(2а), 

а заграда на десној страни јавља се у облику Q_ Да би смо нашли њену 
о 

праву вредност, ставимо да је ~=а+ h, па пустимо да h тежи нули. 

Заграда тада постаје 
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[ р'( а+ h)- р'~]
2 

= (р"а)
2

, 
p(a+h)- р~ р'а 

па је, дакле, 

(148) 
( )

2 
1 "а р(2а) =- L -2ра. 
4 р'а 

Према обрасцу (143) извод р'а изражава секао алгебарска функ
ција израза р а. Из истог обрасца добија се диференцијаљењем искра

hењем са 2 р' а да је 

па се помоhу тога обрасца за други извод p"z и обрасца (143) за први 
извод израза р(2а) изражава као рационална функција израза ра и 

р~. 
Обрасци (145) и (147) доводе до образаца за збир и разлику израза 

р а и р~, који решавају исти задатак као и Napier-oви обрасци у Триго

нометрији. Тако, ако се развију квадрати заграда у тим обрасцима, до

бија се 

па ако се ту стави да је 

одакле Је 

добија се образац 

а-~= а, а+~= Ь, 

Ь+а 
а=--

2 ' 
Ь-а 

~=-2-, 

'( Ь + а ) '( Ь - а ) р-·р-
2 2 

а на сличан начин би се добио и образац за збир израза р а и р~. 



ЕЛИПТИЧКЕ ФУНКЦИЈЕ ДЕФИНИСАНЕ ИНВЕРЗИЈОМ ОПШТИЈИХ ИНТЕГР АЛА 

35. ФУНКЦИЈА pz ИЗРАЖЕНА КАО КОЛИЧНИК ЦЕЛИХ 
ФУНКЦИЈА 

Помоhу функције р z формирајмо функцију 

(148) ~(z)=-fpz·dz. 

99 

Пошто се р z може, за вредности z у близини тачке z = О, развити 
у ред облика 

(149) 

то се ~(z) може развити у ред облика 

(150) 1 
~ ( z) = - + az3 + bz5 + ... 

z 

из чега се види да је~ нейарна функција променљиве z. Она не може 
имати других сингуларитета до оних што их има функција р z. Образац 
(150), који важи и кад се у њему тачка z = О смени ма којом својом хо
мологом, показује да ~ има бескрајно мно'iо йолова, који су сви йрво'iа 
pega и који су облика 

(где су m1 и m2 напред одређене периоде функције р z ), а који сви има
ју за осШаШак 1. 

Међутим функција~ нема за йериоgе ни со 1 ни со 2 • Јер, ако је со је
дна од тих периода, пошто је из (148) 

~'(z) = -pz, 

извод ~ ( z) има исте периоде као р z. Али то не важи и за саму функ
цију~, јер интеграција једначине 

~'(z +со)= ~'(z) 

увлачи једну интеграциону константу С и даје 

~(z+co) = ~(z)+C 

Ако се у тој једначини стави да је z = - со , добија се 
2 
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што даЈе 

па дакле 

што показује да ro није периода функција~· 
Формирајмо сад функцију 

(151) ( Ј ~(z)dz 
а .z) =е 

која се непосредно помоhу функције р z изражава у облику 

(ј ( z) = е-ff pz·dz. 

Пошто је 

f А А 
pzdz = logz+-2 z3 +---±.z5 + ... , 

3 4 
то Је 

(152) a(z) = ze'I>Cz), 

где је <p(z) једна функција која има z =О као своју обичну тачку. Па 
како та функција не може имати других сингуларитета, до оних што их 

има р z, а то је тачка z =О и њене хомологе, то излази ga је a(z) цела 
функција йро.менљиве z. 

Ако се сад уочи функција 

(153) G(z) = pz·a(z)2
, 

из образаца (149) и (152) види се да he тачка z =О бити обична тачка за 

функцију G(z), јер се при множењу функција р и а2 члан {потире 
z 

са z2
• Па пошто и G(z) не може имати других сингуларитета осим 

вредности z = О и њених хомолога то he и та функција G (z) биШи цела 
функција йро.менљиве z. 

Једначина (153) тада даје 

(154) pz= G(z), 
а (z)z 

а Ши.ме је функција р z изражена као количник gвеју целих функција. 
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Целе функције ~(z) и cr(z) увео је у теорију елиптичких функција 
Weierstrass и проучио им је особине. Оне су у тој теорији познате под 
називом "зета функција" и "сигма-функција". 

Функција cr се изражава помоhу ~обрасцем (151), а~ се изражава 
помоhу cr обрасцем 

d 
~(z) = -log cr(z), 

dz 

који се добија логаритмисањем и диференцијаљењем обрасца (151). 
Из адиционе теореме за функцију р z изводи се за ~ образац 

1 'а '~ ~(а+~)= ~(а)+Џ~)+-р -Р~ 
2 ра- р 

који, у вези са обрасцима 

pz = -~'(z), p'z = -~"(z), 

изражава ~ (а+~) помоhу израза 

~(а),~(~), ~'(а),~~(~), ~"(а),~~~(~) 

и то као рационалну функцију тих израза. 

36. ВЕЗА ФУНКЦИЈЕ pz СА ФУНКЦИЈАМАsnz, cnz, dnz 

Ако се у једначини 

(155) 

изврши смена 

(156) 2 1 
и=--, 

u+a 
du 

du = 3 , 

2(u + а) 2 

она постаЈе 

(157) 
-du 

dz = , 
~4u3 + cu 2 + gu + h 

где Је 
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(158) 

с= 4(3а- k 2 -1), 

g= 12а 2 -8a(l+k2 )+4k2
, 

h = 4а 3 -4a 2 (1+k 2 )+4ak2
. 

ЕЛИПТИЧКЕ ФУНКЦИЈЕ 

Константа а може се изабрати тако да буде с = О, што ће бити ако 
се узме 

(159) I+e 
а=--. 

3 

Заменом те вредности у једначинама (158) једначина (157) постаје 

(160) 

где Је 

g2 = -~(1-k2 +k4
), g3 = ~k2(1+e). 

Између интеграла и = sn z једначине (155) и функције u постоји 
релација (156) где а има вредност (159). Па пошто једначина (160) има 
за интеграл функцију р z, Шо из.меlју р z и sn z йосiйоји веза 

(161) 

или 

(162) 1 1 + k2 

pz = sn 2z --3-. 

Помоћу везе функције sn z са функцијама cn z и dn z, добијају се за 
ове функције њихове везе са р z, а то су 

или 

cn 2 z = 1 - --1------::-
l+e' pz+--

3 

1 1 + k2 

pz= о ---, 
1-cn~z 3 
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Само треба приметити да везе изражене горљим обрасцем не 
важе за ма какве функције sп z (односно сп z и dп z) и р z. Функција р z 
садржи два променљива параметра g2 и g3 ; горње везе постоје између 

једне дате, уосталом ма које, функције sп z и једне тада Шачно оgреЬене 
функције р z, и то оне чији су параметри одређени помоhу модула k 
функције sп z обрасцима (158) и (159). 

Из тих веза долази се и до закључка о вези између појединих осо
бина функција sп z и њој одговарајуhе функције р z. Тако: функција р z 
има за полове нуле функције sп z; за сваки пол функције sп z функција 

. 1+ k2 

р z добиЈа вредност - -- итд. 
3 

Везе између sп z, сп z, dn z и функција р z које имају друге параме
тре g2 и g3 компликоваНИЈе су и не улазе у оквир ових предавања. 

37. СВОДЉИВОСТ СВИХ МЕРОМОРФНИХ 
ДВОПЕРИОДИЧНИХ ФУНКЦИЈА НА ЛИНЕАРНЕ 
КОМБИНАЦИЈЕ ФУНКЦИЈЕ~ И ЊЕНИХ ИЗВОДА 

Нека је F (z) једна ма која мероморфна двопериодична функција, 
чије периоде нека су ro 1 и ro 2 . Означимо са 

полове те функције у њеноме основном паралелограму периода, и 

нека је mk ред пола ak 

Према општој Mittag - Leffler-oвoj теореми за изражавање меро

морфних функција, може се написати да је 

(163)F(z)=2,[__4:_+ Bk 
2

+ ... + Hk m]+G(z), 
z-ak (z-ak) (z-ak) 

где је G(z) једна цела функција и где се сумирање протеже на све по
лове ak. Ред је конвергентан за све вредности z, осим за саме полове 

ak. 

Нека је р z нормална елиптичка функција која има исте периоде 
ro 1 и ro 2 коју има и F (z). Из обрасца (150) добија ее да је 
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_! = ~ ( z) - az3 
- bz5 

- •.• , 
z 

-4- = -~' ( z) + 3az2 + 5 bz4 + ... , 
z 

-4- = l ~~~ (z)- 3az -10bz3 + .... 
z· 2 

ЕЛИПТИЧКЕ ФУНКЦИЈЕ 

Сменивши у тим обрасцима z са z- ak добија се низ образаца 

1 
-- = ~(z-ak)-\jf 1 (z), 
z-ak 

1 
2 

= -~'(z-ak)+\jf2 (z), 
(z-ak) 

1 =l~"(z-ak)-\jf3 (z), 
(z- ak)3 2 

где су \jf1, \jf 2 , \jf3, ... функције које имају z- ak као обичну тачку. 
Множеhи леве и десне стране последљих образаца са Ak, В k, ... , Н k 

и сабирајуhи тако добијене једначине, добија се 

Ak Bk Hk --+ 2 + ... + = 
z-ak (z-ak) (z-ak)m 

где су M 0 ,M 1, ... ,Mm стални коефицијенти, а Фk једна функција која 
има ak као своју обичну тачку. 

Према обрасцу (163) може се тада написати да је 

(164) F(z)= L"мa~(z-ak)+ 

+ L [мt~'(z- ak) + .. +м m~(m) (z- ak)] + H(z). 

где се знак сумирања протеже на све полове ak и где Је H(z) једна 
функција која има те полове као обичне тачке. 

За први збир на десној страни једначине (164) може се доказати 
да представља једну функцију <р (z) која има за периоде ы 1 и ы 2 • Јер, 

ако се са ы означи једна или друга од тих периода, напред је показано 

даЈе 

~(z + ы) = ~(z) + 2~( ~} 
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према чему Је 

(165) <p(z+co) = <p(z)+2~(~} ~М0 . 

Међутим, коефицијенти М 0 нису ништа друго до коефицијенти А 

што множе 

1 1 1 

z- <Хз 

у изразу (163) за функцију F(z); то су, дакле, остаци те функције за 
њене полове а 1 , а 2 , а3 , ... Па пошто је F(z) мероморфна двопериоди
чна функција, то је збир тих остатака једнак нули, тако да је 

и једначина (165) се своди на 

<p(z +со)= <p(z), 

што показуЈе да <p(z) има со као периоду, па према томе има обе вред
ности со 1 и со 2 за периоде. 

За други збир је очевидно да има те исте периоде, пошто је на

пред показано да те периоде има први извод ~'(z), па he их, према то
ме, имати и сви изводи те функције. Из тога следује да he и H(z) имати 
те исте периоде, као линеарна комбинација самих двопериодичних 

функција. Па пошто та функција има вредности а 1 , а2 , а3 , ..• као оби

чне тачке, а не може ван тих вредности имати никаквих сингуларитета, 

она је цела функција променљиве z. А како се цела функција, која има 
две периоде, своди на једну константу С, образац (164) постаје 

(166) 

+М 1~'(z- ak) + ... +М m~Cm) (z- ak)] 

и исказује ову теорему, познату под називом Hermite-oвe ~uеореме: 

Свака мероморфна gвойериоgична функција F(z) изражава се као 
линеарна комбинација о2раничено2 броја израза 

2ge су а 1 , а 2 , а3 , .•. йолови функције F(z) у њеноме йаралело2раму йe
puoga, а ~ означује Weieгstrass-oвy зейlа-функцију, формирану йомоhу 
функције р z која има исШу йериоgу као F(z). 
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Важност теореме лежи у томе, што она своди све мероморфне 

двопериодичне функције на једну једину функцију, а то је зета-функ

ција. Кад је ова проучена, може се сматрати да су проучене и све меро

морфне двопериодичне функције у ономе што је за њих битно. 

Једна од важних последица Hermite-oвe теореме је ова: 

НеоgреЬени инШе2рал 

(167) Ј F(z) dz 

јеgне ма које мероморфне gвойериоgичне функције изражава се као 

линеарна комбинација о2раничено2 броја израза 

d -logcr(z-ak), 
dz 

где cr(z) означава Weierstrass-oвy си2ма-функцију, формирану йомоhу 
функције р z која има исШу йериоgу као F(z). 

То излази отуда што је 

d 
Џz) = -logcr(z), 

dz 
па Је према томе 

Такав је начин изражаваља интеграла (167) сличан ономе на који 
се изражава интеграл једне рационалне функције R(z). Као што се зна, 
таква функција се изражава као линеарна комбинација ограниченог 

броја израза 

1 1 1 

или, што је исто, као линеарна комбинација израза 

где Је 

1 
Л(z) = -, 

z 
/ 
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а а 1 , а 2 , а3 , ... означују полове функције R(z). 
Интеграл 

Ј R(z) dz 

изражава се, дакле, као линеарна комбинација ограниченог броја из

раза 

d 
-log(z-ak), 
dz 

Функција l је, дакле, реgука:швни елеменаШ за све рационалне 
z 

функције, а зета-функција је редуктивни елеменат за све мероморфне 

двопериодичне функције. 

Тако исто, логаритам је такав елеменат за интеграл ма какве 

рационалне функције, а сигма-функција за ма какву мероморфну дво

периодичну функцију. 

38. СВОДЉИВОСТ СВИХ МЕРОМОРФНИХ 
ДВОПЕРИОДИЧНИХ ФУНКЦИЈА НА РАЦИОНАЛНЕ 

КОМБИНАЦИЈЕ ФУНКЦИЈА sn z И sn 'z 

Према ономе што је горе показано, свака се мероморфна двопе

риодична функција F(z) може изразити у облику (166) где је 

(168) 

и где су а1 , а2 , а3 , ..• полови функције F(z) садржани у љеном парале
лограму периода. 

Према напред доказаном обрасцу за све вредности а и ~је: 

(169) 
1 'а 'R 

~(а+~)=~(а)+~(~)+-р -р~, 
2 р а- р~ 

па, кад се а смена са z, а ~са -ak, добија се да је 

(170) 

тако даЈе 
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Пошто је израз 

независан од z, па дакле представља једну константу С, то се према 
(168) налази да је 

L,M0Џz-ak) =С+_!_ L,M0 · p'z- p'ak. 
2 pz-pak 

из чега се види да Је израз 

(171) 

рационална функција променљивих р z и p'z. 
Из (170) се добија диференцијаљењем да је 

(172) ~'(z-ak) = ~'(z)+_!_.!]_p'z-p'ak. 
2 dz pz- pak 

Означено диференцијаљење на десној страни, кад се изврши, даје 

једну рационалну комбинацију функција 

(173) 1 11 • 
р z, р z, р z, ... , 

па пошто Је 

(174) ~'(z) = -pz, p"z = 6p2z- ~, 

то се, према обрасцу (172), израз ~'(z- ak), па дакле и збир 

I,м,~'(z-ak), 

своди на рационалну комбинацију функција р z и p'z. 
Диференцијаљењем обрасца (172) добија се ~" (z- ak) као рацио

нална комбинација функција ~"(z) и (173), што се, према обрасцима 
(174) опет изражава рационално само помоhу р z и p'z. Према томе се 
и израз 

изражава рационално помоhу р z и p'z. 
Продуживши тако, узастопним диференцијаљењима и сменом из

вода p"z његовом вредношhу (174), налази се да се извод ма кога реда 
функције ~(z- ak), па дакле и сви изрази 

:Iм~~~(n) (z- ak) 
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такође изражавају рационално помоhу р z и p'z, што доводи до ове 
теореме: 

Свака мероморфна gвойериоgична функција F(z) изражава се као 
рационална комбинација функција р z и p'z које и.мају исШе йериоgе 
као F(z). 

А пошто се према обрасцу 

p'z = ~4рзz- 82Р z- 8з 

извод p'z изражава као алгебарска функција нормалне функције р z, 
то та теорема доводи до ове: 

Свака мероморфна gвойериоgична функција изражава се као ал
'iебарска функција нормалне функције р z која има ис Ше йериоgе као 
F(z). 

Из обрасца 

за који смо напред нашли да исказује везу између sn z и оне функције 
р z што њој одговара према вредности модула k, добија се 

што доводи до теореме: 

, 2sn'z pz=--
sn3z ' 

Свака мероморфна gвойериоgична функција F(z) изражава се као 
рационална функција og sn z и sn 'z, везаних са og'ioвapajyhoм јој функ
цијом pz. 

Напослетку, према обрасцу 

sn'z = ~(1- sn 2z)(l- k2sn 2z), 

извод sn'z изражава се као алгебарска функција основне елиптичке 
функције sn z, што доводи до ове теореме: 

Свака мероморфна gвойериоgична функција изражава се као ал

'iебарска комбинација функције sn z, везане са og'ioвapajyhoм јој фун
кцијом pz. 

Те су теореме познате у теорији елиптичких функција под нази

вом Liouville-oвиx Шеорема. Њихова важност лежи у томе, што оне сво

де све мероморфне двопериодичне функције на једну од њих, а то је 

било на р z, било на sn z; све су остале само алгебарске комбинације 
тих специјалних функција. 
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То је и разлог због кога се мероморфне двопериодичне функције 

називају елиптичким функцијама. Тај се назив раније односио само на 
функције sп z, cn z, dn z; кад је показано да се и све мероморфне фун
кције са две периоде своде на ове специјалне трансценденте, тај назив 

је обухватио и све њих. 



ШЕСТИ ОДЕЉАК 

ОПШТИ ПОГЛЕД НА 
ДВОПЕРИОДИЧНЕ ФУНКЦИЈЕ 

39. СЛИЧНОСТИ И РАЗЛИКЕ ИЗМЕЂ У 
ПРОСТОПЕРИОДИЧНИХ И ДВОПЕРИОДИЧНИХ ФУНКЦИЈА 

Као што се види из свега овога што претходи, елиптичке функци

је, под којима се имају подразумевати уопште све мероформне двопе

риодичне функције, састављају једну класу аналитичких функција које 

показују велике сличности са елементарним тригонометријским функ

цијама и њиховим алгебарским комбинацијама и на које се оне своде 

за специјалну вредност модула k. Те су сличности истакнуте на видику 
у ономе што је напред изложено, и оне се састоје нпр. у периодичности, 

облицима кривих линија што их геометријски представљају, у адицио

ној теореми, у разноврсним обрасцима који им изражавају особине, у 

могућности изражаваља функције мултипла променљиве помоћу 

функције саме те променљиве, итд. 

Међутим, између простопериодичних и двопериодичних функција 

постоје и битне разлике. Постојање двеју периода чини да је скуп 

двопериодичних функција ужи но скуп простопериодичних функција, 

јер свака периода уноси собом један скуп погодаба које функција тре

ба да испуни; две периоде уносе више тих погодаба него једна. А то по

влачи собом често и битне разлике између та два скупа функција. 

Тако, постоји бескрајно много целих функција са једном пери

одом: такве би нпр. биле функције 

r!' r!"'' sin z, esin:. 

А не постоји никаква цела функција са две периоде. 

Затим, свака је мероморфна двопериодична функција изражљива 

као алгебарска функција једне једине функције те врсте нпр. функције 

р z или sn z. А никаква слична теорема не постоји за мероморфне 
простопериодичне функције. 
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Према Hermite-oвoj теореми свака се мероморфна функција са две 

периоде изражава као линеарна комбинација ограниченог броја израза 

Џz-ak), ~'(z-ak), ~"(z-ak), ... 

док никаква слична теорема не постоји за мероморфне функције са 

једном периодом. Једна таква теорема у ствари постоји за тригономе

тријске функције, тј. за рационалне комбинације функција sin z и cos z, 
јер се зна из елементарне анализе да се свака таква комбинација изра

жава као линеарна комбинација ограниченог броја израза: 

z-ak ctg--
2 ' 

sm az, cos az, 

d 2 z- ak 
-

2 
ctg-- ... , 

dz 2 

где су ak одређене константе. 
Али се свака мероморфна простопериодична функција не може 

изразити као рационална комбинација функција sin az и cos az, и после
дњи став не важи за све функције такве врсте. 

Доказано је ga се елийШичке функције не .мо2у cвeciiiи ни на какве 
коначне комбинације еле.менШарних функција. То су, дакле, потпуно 

нове трансценденте које је требало проучити саме за себе, не тражећи 

да се оне сведу на елементарне функције, па да тек онда, преко ових 

буду проучене. 

40. ДИФЕРЕНЦИЈАЛНЕ ЈЕДНА ЧИНЕ КОЈЕ СЕ ИНТЕГРАЛЕ 
ПОМОЋУ ЕЛИПТИЧКИХ ФУНКЦИЈА 

Постоји бескрајно много алгебарских диференцијалних једначина 

првог, другог, трећег и вишег реда, које за своје интеграле имају елип

тичке функције. 

Тако нпр. једначина првог реда 

(175) 

има за општи интеграл 

у= sn(x +С). 

Иста функција је и интеграл диференцијалне једначине другог 

реда 

у" - ау3 
- Ьу = О, 

где су а и Ь два стална броја везана релацијом 
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а+ 2(Ь + 1) = О; 

једначина се добија диференцијаљењем једна чине (175). 
Ј едначина првог реда 

(176) 

има за општи интеграл 

(177) у= p(z +С) 

са параметрима g2 = а, g3 = ~. 
Ј едначина другог реда 

11 6 2 а 0 у - у -- = 
2 

има функцију (177) као једну класу својих партикуларних интеграла 
Исти је случај и са једначином треhег реда 

у"' -l2yy' =о 

која се добија диференцијаљењем напред поменуте једначине 

11 6 2 а 0 у - у -- = . 
2 
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Према Liouville-oвoj теореми свака је мероформна двопериодична 

функција изражљива као рационална комбинација 

у= R (и, и') 

основне елиптичке функције и = sn z и њеног извода и'= sn'z. 
Диференцијаљењем једначине (178) добија се 

(179) 

па пошто Је 

, дR , + дR " 
у =ди и ди' и , 

(181) и"= 2k2 и 3 -(l+k)и, 

елиминацијом трију непознатих и, и', и": из четири једначине (178), 
(179), (180), (181) добија се једна алгебарска диференцијална једначина 

(182) F(y, у')= О 
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која садржи само функцију у и њен извод у'. Према томе: 

Свака .меро.морфна gвойериоgична функција заgовољава йо јеgну 

ал'iебарску gиференцијалну јеgначину йрво'iа pega која не саgржи екс
йлицийlно инйlе'iрациону йро.менљиву z. 

А за такве једначине се зна да, кад им се познаје један њихов пар

тикуларни интеграл у = .f( z), знаhе се и општи интеграл који је 

у= .f(z +С). 

Узастопним диференцијаљењем једначине (182) добијају се редом 
диференцијалне једначине другог, треhег и вишег реда; све he њих 
задовољавати мероморфне функције са две периоде. Међутим постоји 

став: 

Никаква gиференцијална јеgначина 

(183) F(z, у, у', у", ... )= О, 

ал'iебарска йо z, у и извоgи.ма, йа .ма ко'iа pega она била, ако саgржи 
ексйлицийlно йро.менљиву z, не .може и.майlи као инйlе'iрал никакву йе
риоgичну функцију. 

Јер, кад би се једначина (183) решила по z, добила би се једна јед
начина 

(184) z = Ф(у, у', у", ... ), 

где би Ф била алгебарска функција променљиве у и њених извода. Кад 

би једначина (183) имала као интеграл какву периодичну функцију са 
периодом ro, смена вредности z вредношhу z + mro (где је т ма какав 
цео број) оставља вредности у, у', у", ... непромељене, а функција Ф 
може за те вредности имати највише онолико вредности колико она, 

као алгебарска функција, има разних својих детерминација, а ове су у 

коначном броју. Међутим лева страна једначине (184) имала би бес
крајно много вредности z + mro, што је према самој једна чини немогу
hно. 

Но, као што је показано, једначине (184), у којима не фигурише z, 
могу имати као интеграле и просто-периодичне, и двопериодичне фун

кције. 

Тако исто постоји и бескрајно много система симултаних једначи

на које имају за интеграле двопериодичне функције. Такав је нпр. си

стем 
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(185) 

dи --vw =О 
dz ' 
dv 
-+иv =О, 
dz 

dw + k 2 иv =О 
dz ' 

115 

где је k какав реалан број што се налази између О и 1. Систем има за 
интеграле 

и =sn(z+C1), 

v = cn(z+C2 ), 

w=dn(z+C3 ), 

о чему се лако уверити сменом тих израза у једначинама (185) и водеhи 
рачун о обрасцима који изражавају изводе 

помоhу функција 

sn'z, 1 cn z, dn'z 

sn z, cn z, dn z. 

А лако се уверити, као и малочас у случају једначине (184), да 
никакав систем симултаних једначина 

dи - = f(z, и, v, w), 
dz 
dv - = <p(z, и, v, w), 
dz 
dw - = \jf(z, и, v, w), 
dz 

где су Ј, <р, \ј/, алгебарске функције променљивих које садрже, ако која 

од њих садржи експлицитно променљиву z, не може имати као инте
грале периодичне функције. 

Нека је наведено још и то, да су у теорији алгебарских диферен

цијалних једначина првога реда познати йоШребни и gовољни услови 

да би дата једначина облика (182) имала као своје интеграле меро
морфне двопериодичне функције. Проблем је решен применом оп

штих Саuсhу-евих теорема из теорије аналитичких функција. 

41. КРАТКА ИСТОРИЈА ЕЛИПТИЧКИХ ФУНКЦИЈА 

Историја елиптичких функција може се поделити на две периоде: 

1 о проучавање елийШичких инШеiрала; 
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2° проучаваље елийiliичких функција као инверзија елиптичких 
интеграла. 

Прва периода. - Под елиптичким интегралима подразумевају се 

интеграли у којима под интегралним знаком фигурише рационално: 

или сам квадратни корен из каквог полинома Х четвртог или трећег 

степена, или поред љега још и сама независно променљива количина х. 
То су, дакле, интеграли облика 

jR(x,-Гx)dx, 

где је Х какав полином четвртог или трећег степена по х, а R је раци
нална функција двеју променљивих х и Гх. 

На такве је интеграле први наишао Wallis 1655. године, покушава
јући да одреди дужину лука елипсе. Најдубља испитиваља на елипти

чким интегралима извршио је Euler који их је свео на неколико нор
малних облика и овима испитао особине. Али оно, због чега су љегова 

испитиваља постала основица за теорију и елиптичких интеграла и 

елиптичких функција, јесте љегов проналазак од 1751. године о инте
гралу диференцијалне једначине 

dx _ dy 
Гх- ГУ' 

где је Х ма какав полином четвртог или трећег степена по промен

љивој х, а У такав исти полином по променљивој у. 

У ономе што је напред изложено наведен је облик тога интеграла 

и он је искоришћен за добијаље основних резултата теорије елип

тичких функција. Euler је тај, за теорију те класе функција, основни 
проналазак учинио сретним случајем, пробам, или, како он сам то 

каже "tentando et divinando". Lagrange је 1768. године први дао прави, 
аналитички доказ Euler-oвoг резултата. 

Међу многобројним испитиваљима у области елиптичких инте

грала после Euler-oвиx радова, највише се истичу опсежна Legendre-oвa 

испитиваља, вршена у правцу Euler-oвиx и публикована у великом делу 

тога математичара "Traite des fonctions elliptiques et des integrales eulerien
nes", штампаног 1825-1828. год. Пошто је елиптичке интеграле свео на 
утврђене типове, Legendre је ове у појединостима проучио, дао практи
чне методе за љихово бројно израчунаваље и саставио таблице љи

хових бројних вредности. 

Landen је доста унапредио теорију елиптичких интеграла поста
вивши методу за љихове модуларне трансформације, тј. за промену мо-
дула k у основном елиптичком интегралу , 
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и тиме, поред осталих користи, ј ако упростио и проширио употребу 

Legendie-oвиx таблица. 

Друга периода. - У тој периоди историје елиптичких функција 
почиље проучаваље тих функција као инверзија елийШичких инШе-

2рала. Оно почиље испитиваљима Abel-a (1825 год.) и ЈасоЬi-а (1828. 
год.), који су скоро у једно исто време, потпуно независно један од дру

гога, дошли на идеју проучаваља инверзије елиптичких интеграла. 
Они су одмах пронашли двопериодичност тих инверзија и поставили 

основне обрасце за љихову теорију, истакли на видик љихову адициону 

теорему и љене последице, нашли љихове изразе у облику бескрајних 

редова и количника таквих редова, изразили их у облику бескрајних 

продуката, нашли везе између разних елиптичких функција, везе изме

ђу љихових периода и модула k итд. 

ЈасоЬi је главне резултате својих истраживаља изнео у своме ос

новном делу "Fundamenta nova theшiae funct. ellipt." публикованом 1829. 
год. У тим истраживаљима основну улогу игра ЈасоЬi-ева "тета-функ

ција", о којој је било речи у предљим излагаљима, и која је послужила 

као редуктивни елеменат за три основне елиптичке функције. 

ЈасоЬi и љегови савременици употребљавали су за основне елип

тичке функције sn z и cn z ознаке sin amz и cos amz, као што је то по
менуто у ранијим излагаљима. Данашља означаваља са sn z, cn z, dn z 
увео је GudeiШann који је такође унапредио теорију тих функција. 

Разумљиво је да општа Cauchy-eвa теорија аналитичких функција 

имагинарне променљиве количине није могла остати без јаког утицаја 

на теорију елиптичких функција. Применом Саuсhу-евих теорема учи

љени су велики напреци у тој теорији, а многи су, дотле веh познати 

резултати, постали боље расветљени кад се стало на гледиште опште 

Cauchy-eвe теорије. Ова је нпр. довела Liouville-a (1847. гда.) до појма 
паралелограма периода, до основног става по коме Је интеграл двопе

риодичне функције, узет дуж паралелограма периода, једнак нули, до 

става по коме свака таква функција мора имати сингуларитета у равни 

независно променљиве количине итд., што му Је све дало основицу за 

једну општу теорију двопериодичних функција. 

Један од најважнијих резултата Liouville-oвиx истраживаља је став 

да се све мероморфне функције са две периоде изражавају као рацио

налне комбинације функција sn z и sn' z, а као алгебарске комбинације 
саме функције sn z. Liouville је доказао и несводљивост елиптичких 
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функција на елементарне функције, показавши да су то потпуно нове 
трансценденте, сасвим нов аналитички инструменат. 

Општој теорији двопериодичних функција моhно је допринео и 
ЈасоЬi, доказавши између осталога, и немогуhност постојања уни

формних функција са више од две периоде, као став да количник двеју 
периода није никад реалан број. 

Право порекло периода, са гледишта опште Cauchy-eвe теорије 

функција, први је истакао на видик Puiseux, показавши како се периоде 
појављају кад променљива, од које зависи функција под интегралним 
знаком каквог криволинијског интеграла, описује разне путање у 

својој равни. У томе су погледу јако допринела расветљаваљу ствари и 
истраживања Riemann-a, који је нарочито истакао улогу алгебарских 
критичких тачака при јављању периода, употребивши при томе своју 

нову методу за проучавање рачвања и детерминација мултиформних 

функција и створивши појам Riemann-oвиx површина. 

Од великог су значаја за развитак теорије елиптичких функција 

била Hermite-oвa истраживања, отпочета 1844. год., вршена опет са 
гледишта Cauchy-eвe теорије аналитичких функција. Поред многобро

јних резултата о трансформацијама елиптичких интеграла и елип

тичких функција једних у друге, о везама између модула k и периода 
функције (модуларна функција), о аритметичким последицама поједи
них ставова теорије елиптичких функција итд. Hermite је доказао став 
од велике важности, да је свака мероморфна двопериодична функција 
изражљива као линеарна кобинација једне једине функције и њених 

извода, а то је "зета-функција" која је унапред проучена. Тџме је нађен 

један линеарни редуктивни елеменат за све функције те врсте а као не

посредна последица тога става је чињеница да се интегал ма које меро
морфне двопериодичне функције изражава као линеарна комбинација 

једне једине функције и њених извода, а то је функција log cr(z) која је 
такође напред проучена. 

Теорију елиптичких функција су знатно унапредила и проширила 

истраживања Weierstrass-a, почета 1840. године, који је у ту теорију 
унео нове погледе и нове методе. Увођењем своје нормалне елиптичке 

функције pz, на место дотле уведене основне функције sn z, Weierstrass 
је обрасце за елиптичке функције учинио простијим и симетричнијим. 

Осим тога, показало се да се тиме и сама метода истраживања олакша

ва и упрошhава. Weierstrass је развио потпуну теорију своје нормалне 
функције pz, прилагодио јој све до тада познате обрасце за елиптичке 
функције, нашао мноштво нових образаца и истакао на видик улогу те 

функције као редуктивног елемента за све остале мероморфне двопе

риодичне функције. Начин, на који је он изразио pz као количник двеју 
целих функција, много је општији од онога на који је ЈасоЬi (помоhу 
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своје "тета-функције") решио проблем за функције sn z, cn z, dn z. 
Weierstrass-oв начин таквог изражаваља је и простији, и протеже се и 

на друге двопериодичне функције. И метода коју је он увео, и облик 

који је он дао теорији елиптичких функција, знатно се разликују од 
онога што се имало до његових радова. 

Briot и Bouquet су допринели теорији испитујуhи везу елиптичких 
функција са диференцијалним једначинама. Они су 1854. год. нашли да 
кад год је интеграл једне алгебарске диференцијалне једначине првога 

реда, која не садржи експлицитно независно променљиву z, униформна 
функција те променљиве, онда је тај интеграл увек: 

1 о или рационална, 
2° или просто-периодична, 
3° или двопериодична функција те променљиве. 
Исти су математичари дали потребне и довољне услове за сваки 

од та три случаја, па дакле и за случај кад је интеграл двопериодична 

функција променљиве z. Они су своја истраживања проширили и на 
општији случај кад је интеграл мулШиформна функција променљиве z, 
али за једну дату вредност z има ограничен број својих вредности. За 
такве случајеве они су нашли да је интегал алгебарска функција или 

променљиве z, или израза eaz, или израза sn az (где је а сталан број) и 
дали су потребне услове за сваки од тих случај ева. 

Hetmite и Picard су нашли за мноштво дифернцијалних једначина, а 
нарочито за извесне типове линеарних једначина са променљивим кое

фицијентима, да су им интеграли двопериодичне функције. 

Упоредо са развијањем теорије елиптичких функција ишле су и 

њихове примене на разноврсне проблеме математичке анализе: Више 

Аритметике, Аналитичке Геометрије, Механике, Математичке Физи

ке и др. Такве су примене доводиле до решења проблема која су била 
немогуhна или непотпуна без увођења елиптичких функција. И те су 

примене биле један од разлога што се теорија елиптичких функција 
развила до данашње њене потпуности и обимности. 
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ИНТЕГРАЦИЈА ДИ Ф ЕРЕНЦИЈАЛНИХ 
ЈЕДНА ЧИНА ПОМОЋУ РЕДОВА 





ПРВИ ОДЕЉАК 

ОПШТИ ПОЈМОВИ 

1. ОПШТИ ПОЈМОВИ О ИНТЕГРАЦИЈИ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХ 
ЈЕДНАЧИНА 

Интегралити једну диференцијалну једначину р-тога реда 

(1) 

где Је 

!( 1 11 (р)) - о 
х,у,у,у , ... ,у -

У(п) = d"y 
dx" 

значи наhи такву функцију у независно променљиве количине х, да кад 

се смени у једначини (1), ова буде идентички задовољена за произво
љну вредност х. 

Тако, на пример, једначина првога реда 

(2) у'- у= о 

је идентички задовољена ако се узме да је 

Једначина другога реда 

(З) у"+ ау= О 

биhе задовољена кад се стави да је 

у= sin х Га. 

Као што се зна из опште теорије диференцијалних једначина, за 

сваку једначину (1) постоји, не једна, веh бескрајно много функција у 
које је задовољавају за произвољну вредност. Тако, једначина (2) је 
задовољена за 

у= сех 
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за произвољне вредности х и константе С; једначина (З) је задовољена 

за 

за произвољне вредности х и константи cl и с2. 
Као што се опет зна из опште теорије диференцијалних јед

начина, за сваку једначину (1) постоји по једна функција променљиве х 

(4) 

која садржи онолико произвољних констаната С1 , •.. , СР колики је ред 
једначине; те се произвољне константе називају инШеzрационим кoн
ciiiaнiiiaмa. 

Кад се у изразу ( 4) свих р интеграционих констаната оставе као 
произвољне, тај израз представља oйшiiiu uнiiiezpaл једначине (1). Кад 
се у њему, појединима од тих констаната, или свима, даду утврђене, од

ређене вредности, он представља по један йарШикуларни uнiiiezpaл је

дна чине: Очевидно је да кад се зна општи интеграл једне једначине, 

знаће се и сви његови партикуларни интеграли, којих има бескрајно 

много и међу собом се разликују само по вредностима које су придате 

поЈединим интеграционим константама у општем интегралу. 

Под uнiiiezpaцujoм једначине (1) има се у главном разумети 
одредба 

1 о или њенога општег интеграла у; 
2° или једнога њеног партикуларног интеграла у. 

Кад је нађен општи интеграл, за једначину се каже да је йоШйуно 

uнiiiezpaљeнa; кад је нађен један њен партикуларни интеграл, каже се 

да је uнiiiezpaљeнa у ужем смислу. 

У великом броју случај ева, интеграл једначине, било општи, било 

партикуларни, састављен је из коначног броја комбинација елементар

них функција, тј. оних које се из независно променљиве количине х до

бијају: сабирањем, одузимањем, множењем, дељењем, степеновањем 

са сталним или од х зависним изложиоцима, логаритмисањем и опера

цијама које се изражавају тригонометријским и циклометријским фун

кцијама. То су, дакле, функције које се добијају елементарним комби

нацијама ограниченог броја функција 

х, х а, е~\ sin х, arcsin х, log х. 

У току развијања математичке анализе пришле су овим елемен

тарним функцијама још и неке раније непознате функције (као што су 
нпр. елиптичке функције), тако да данас и оне улазе у оквир елемен-
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тарних функција, а у тај he оквир уhи још која специјалнија врста фу
нкција кад ове буду тачно и у свима својим појединостима проучене. 

Кад се, на ма који начин, успело изразити интеграл у у облику 

комбинација елементарних функција, каже се да је диференцијална је

дначина инШеzраљена у коначном облику, јер су онда све операције, на 

које се своди интеграл, сведене на коначни број обичних рачунских 

операција, које се могу рачунски до краја извршити. Такав је нпр. слу

чај са једначинама (2) и (3). 
Међутим, у великом броју случајева немогуhно је изразити инте

грал у таквом коначном облику, али се он изражава помоhу елемен

тарних функција и интегралног знака Ј. Наиме, интеграл се изражава 
помоhу елементарних функција и једнога коначног броја интеграла 

где су Х1 , Х2 , ... опет одређене и познате комбинације елементарних 

функција, и где интегрални знаци могу бити и суперпонирани. У так

вим се случајевима каже да је једначина инШеzраљена елеменШарним 

функција и кваgраШурама. Тако нпр. једначина првога реда 

(5) ху' +ех -х= о 

има за општи интеграл 

(б) f 
ех 

у=С+х- -;dx; 

она је дакле интеграљена на такав начин. 

Дешава се и за једначине, које садрже функције непрецизиране, 

остављене у општем облику .f(x), <р(х), \jf(x), ... да се интеграл може 
изразити елементарним комбинацијама тих функција и ограниченим 

бројем квадратура, тј. интеграција извршених над тим функцијама и 

њиховим комбинацијама. Тако нпр. општи интеграл линеарне једначи

не првога реда 

(7) у'+ ,fy +<р = о 

(где су ји <р функције независно променљиве количине х) има облик 

(8) у = e-!tax[ С+ Ј /tax. <р dx ]. 

Такав је случај и са једначином другога реда 

уу" + у'2 + <руу' = о 
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(где је <р функција променљиве х), чији је општи интеграл 

у= ~С1 +С2 Ј e-f<pdx dx. 

Велики број, како појединачних диференцијалних једначина сва-. . 
кога коначног реда, тако и поЈединих општих типова Једначина, могу 

се интегралити помоhу елементарних функција и квадратура. Али ос

таје непрегледна множина једначина за које се интеграл не изражава 

ни комбинацијама таквих функција, ни помоhу квадратура. За неке 

типове једначина успело се да се и докаже таква немогуhност, као нпр. 

за општу Riccati-eвy једначину 

у'+ ,fy2 +<ру+ \jf = о 

(где cy.f, <р, \jf функције независно променљиве х), или за општу линеар
нуЈедначину 

/"Ј+ .ty<p-1) + <ру<р-2) + ... + Лу = О 

чији је ред р 2 2. За друге типове једначина истина такве немогуhност 
није доказана, али су сви покушаји да се оне интеграле у коначном об

лику и помоhу квадратура, остали безуспешни. 

2. ОПШТИ ПОЈМОВИ О ИНТЕГРАЦИЈИ ЈЕДНА ЧИНА ПРВОГ А 
РЕДА 

Општи интеграл у дате диференцијалне једначине првога реда 

(9) .f(x, у, у')= О 

може се одредити у своја два разна облика: 

1 о Као функција променљиве х и интеграционе константе С, у об-
лику 

(10) у=<р(х,С) 

или, општије, у облику једначине 

(11) 'lf(X, у, С)= о 

такве да у, одређено том једначином, задовољава једначину (9) за ма 
какве вредности х и С. Тако нпр. једначина 

(12) у'- у= о 
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има за општи интеграл 

(13) у= се~'; 

заједначину 

(14) у' -ху =О 

то Је 

(15) у= Се 2 ; 

заједначину 

(16) уу' +х= О 

то Је 

(17) 

2° Као онај партикуларни интеграл исте једначине (9) који за 
х= х 0 добија вредност у= у0 , а кад се те вредности х 0 и у0 сматрају 
као произвољне. Геометријски речено: као онај интеграл једначине чи

ји геометријски представник (интегрална крива линија) пролази кроз 
произвољно узе ту тачку (х 0 , у 0 ) у равни хОу. 

Такав би нпр. интеграл за једначину (12) био 

заједначину (14) 
' ' .. г-хо 

у= Уое 2 

а за једначину (16) 

Од облика 1 о прелази се на облик 2° изразивши да интегрална 
крива пролази кроз тачку (х 0 , у0 ), што даје једначину 

(17) Уо = <р(хо, С) односно \jf(Xo, Уо, С)= О 

и елиминишући константу С из двеју једначина (10), односно (11) и јед
начине (17). Тако се добија општи интеграл у облику 

(18) у= Л(х, х 0 , у0 ) односно /l(X, у, х 0 , у 0 ) =О. 

На први поглед изгледало би да такав општи интеграл садржи две 

произвољне константе х 0 и у0 , што не би могло бити, јер две такве 

константе садржи општи интеграл само за једна чине другога реда. Ме-
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ђутим, лако се уверити да поред свега тога што су обе константе х 0 и 

у0 произвољне, оне се код једначина првога реда увек групишу у једну 
једину константу С. Јер ако се изрази да општи интеграл у одређен 
нпр. Једначином 

(19) <р(х, у, С)= О 

за х= х 0 добија вредност у= у 0 , добија се условнаједначина 

(20) 

из које, кад би се израчунало С, тако да је нпр. 

општи би интеграл била функција у одређена једначином 

где су се обе произвољне константе х 0 и у0 груписале у само једну, а 
таје 8(х 0 ,у 0 ). 

У свему даљем излагаљу овде he се узети у обзир овај други начин 
одредбе општега интеграла. Проблем интеграције једначине (9) јавља 
се тада у овоме облику: 

А) На/ш Шакав израз у, као функцију йро.менљиве х, ga јеgначина 
(9) буgе иgенiliички заgовољена за .ма какво х, и ga iliaj израз за х = х0 
gобије вpegнocili у = У о. 

Тада, ако су вредности х 0 и у0 остављене произвољне, имаhе се 
општи интеграл једна чине; ако су те вредности утврђене, имаhе се њен 

партикуларни интеграл, и то онај који за х =х 0 добија вредност 

У= Уо· 
Међутим, било да се има посла са општим, било са партикулар-

ним интегралом у, увек се проблем може свести на овај: 

В) Наhи Шакав израз у који иgенiliички заgовољава gpy2y јеgну gи
ференцијалну јеgначину, извеgену из gailie, и који he за х = О и.маiliи за 
вpegнocili у =О. 

Јер ако су вредности х 0 и у0 конаЧне, па се изврши смена 

(21) х =x 0 +t, у=у0 +и, 
dy = dи 
dx dt 

и сматра се t као нова независно променљива количина, а и као нова 
непозната функција, добија се нова, трансформисана диферецијална 

Једначина 

(22) F (t, и, и')= О. 
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Кад је х = х 0 и у= у0 , биће t =О и и= О. Према томе, наћи инте
грал у једначине (9) који за х =х 0 добија вредност у = у0 , значи наћи 
интеграл и једна чине (22) који за t =О добија вредност и= О. 

У случају кад је х 0 = оо, а у 0 коначно, треба извршити смену 

1 
х=- у= Уо +и, 

t' 
dy = -t2 dи. 
dx dt' 

кад је у 0 = оо а х 0 коначно, извршиће се смена 

х = х 0 + t, 1 
у=--, 

dy 1 dи 
-=---

и 

и напослетку, кад је х 0 =оо, у0 =оо треба извршити смену 

1 
х=-, 

t 
1 

у=-, 

и 

dy _ _f_ dи 
dx и 2 dt 

па he добијена диференцијална једначина (22), својим интегралом који 
за t = О добија вредност и = О, дати и интеграл у једначине (9) који за 
х= х 0 добија вредност у= Уо· 

Кад је проблем одређиваља интеграла формулисан у облику В), 

поставља се питање: како ће се доћи до интеграла који за х = О добија 
вредност у = О? Као што је напред казано, у непрегледном броју случа
јева не може се интеграл изразити помоћу елементарних функција и 

квадратура. Па и у случајевима кад је то могућно, добијени израз за ин

теграл често је тако компликован и неподесан за практично рачунање, 

да од таквог израза нема велике користи. У таквим случајевима или се 

гледа да се понешто у изразу у занемари, кад то неће много утицати на 

резултат рачуна, па ће се имати бар приближан израз за интеграл, или 
се покушава да се интеграл изрази у облику бескрајнога реда, чији је 

облик чланова такав да се са њима може лако рачунати, или се на 

њима може распознати каква нарочита поЈединост везана за интеграл. 

Предмет ове књиге биће такав начин одредбе интеграла, тј. йро

бле.м ga се инШе2рал gаШе gиференцијалне јеgначине ogpegи у облику 
какво2а pega 

(23) 

чији he чланови биШи какве йросШе функције независно йро.менљиве 
количине х и који he биШи Шакав ga је 

(24) 

Код свакога реда (23) мора се водити рачун о томе за које ће 
вредности х он бити употребљив, тј. конвергентан. Према томе исказа

ни проблем интеграције своди се на ова два задатка: 
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Први задатак: наhи формално решење проблема, тј. такав ред (23) 
са условном једначином (24), да у изражено тим редом идентички 
задовољи дату диференцијалну једначину и услов (24), без обзира на то 
да ли he нађени ред конвергирати или не. 

Други задатак: испитати за које he вредности х нађени ред бити 
конвергентан. 

Кад су, у датоме случају, решена оба та задатка сматра се да је 

проблем интеграције фактички решен, и добијени ред сматра да даје 

факШично решење проблема. 

Лако се види из простих примера да није довољно знати само 

формално решење проблема, јер се може десити да добијени ред буде 
неупотребљив, јер није конвергентан ни за коју вредност х. Тако нпр. 

зедначину 

формално задовољава ред 

у = О! х + 1! х 2 + 2! х 3 + 3! х 4 + ... 

који задовољава и услов (24), али је он неупотребљив, јер не конвер
гира ни за коју вредност х. 

Исти је случај и са редом 

у= О!{; +1!({;)2 +2!({;)3 + ... 

који формално задовољава диференцијалну једначину 

х (2ху' + 1)2 
- у 2 = О 

'као и услов (24), али не конвергира ни за коју вредност х. 
Дешава се и то да је добијени ред конвергентан за неке вредности 

х, нпр. за оне што се налазе у једној одређеној области равни х, али да 

се не може употребити за ону вредност х за коју се тражи вредност ин

теграла. Тако нпр. ред 

у=х+х 2 +х 3 + ... 

формално задовољава једначину 

у' -(у + 1)2 = о 

и једначину (24) али је употребљив само за вредности х што се налазе у 
кругу полупречника 1 описаном око х= О, јер је ред конвергентан само 
за такве вредности х. 

Напослетку, дешава се и то да је нађено формално решење 

диференцијалне једначине у облику реда који конвергира за све вред-
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ности х за које се то тражи, али да ред не задовољава условну јед
начину (24). Такав је нпр. случај са простом једначином 

у'= у 

чији је општи интеграл 

изражљив у облику реда 

с с с У= С+-х +-х 2 +-х 3 + ... 
1! 2! З! 

конвергентног за сваку вредност х. Међутим, такав интеграл само тако 

може задовољити једначину (24) ако је С = О, али у томе случају инте
грал је идентички једнак нули за све вредности х; то дакле стварно није 

функција те променљиве. 

Из таквих се примера јасно види да се самим формалним реше

њем не решава проблем интеграције; то решење још треба допунити 

решењем задатка конвергенције добијенога реда. 

З. ФОРМАЛНО РЕШЕЊЕ У ОБЛИКУ РЕДА 

Нека је дата диференцијална једначина 

(25) F(x,y,y')=O 

па покушајмо задовољИти је изразом интеграла у у облику Maclaurin
-oвoг реда 

(26) 

Задатак се своди у првоме реду на то да се из саме једначине (25) 
израчунају коефицијенти а 1 , а 2 , а 3 , ... тако да изразом (26) та једна
чина буде задовољена. Претпоставивши најпре да одиста постоји такав 

један скуп тих коефицијената, да формално решење у облику (26) оди
ста постоји, одредба коефицијената може се извршити на овај начин: 

Као што се зна биhе 

(27) 
- [/")] 

a~~---

n! 

где уопште под знаком [<р] треба разумети резултат који се добија кад 
се у изразу <р смене нулом променљиве количине које <р садржи. 

Међутим, из једна чине (25) се види да he вредност 
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al =[у'] 

бити један од корена једна чине 

(28) F (0, О, а)= О 

решене по а. Свакоме од таквих корена одговара, да~ле, по једна 

могуhна вредност коефицијента а 1• 

Диференцијаљењем једначине (25) добија се 

дF + дF , + дF " = О 
дх ду у ду' у ' 

одакле Је 

дF дF , 
-+-у 

11- дх ду 
у -- дF 

ду' 

Израз на десној страни последње једначине, кад се у њему стави 
х= О, у= О, у'= а, постаhе број [у"]. Ако се дакле тај израз означи са 

F 1 , биhе 

1 
а 2 = -[F1]. 

2! 

Диференцијаљењем једначине 

у"= Fi 

добија се, пошто F 1 зависи од х, у, у', 

тако да, ако се израз на десној страни ове једна чине означи са F 2 , а кад 

се у њему стави х = О, у = О, у' = а , добијени резултат биhе број [у"'] и 
према томе Је 

1 
ао = -[F2 ]. 

·' 3! 

Тако исто, пошто и F 2 зависи од х, у, у', диференцијаљењем јед

начине 

y"'=F2 
добија се 
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тако да, ако се израз на десној страни означи са F3 и у њему стави х= О, 

у= О, у' = а, добијени резултат биће број [у""] и према томе је 
1 

а 4 = -[F3 ]. 
4! -

Продуживши те радње и даље, долази се до овога закључка: 

Kag се формира низ функција 

(29) 

Шрију йроменљивих х, у, у', које се јеgна из gpy2e извоgе йо обрасцу 

(30) 

2geje 

(31) 

р = дFп-1 + дFп-1 , + дFп-1 р 
11 дх ду у ду 1 1' 

дF дF , 
-+-у 

F -- дх ду 
1- дF 

ду' 

и 2ge се инgексу n gajy узасШойне вреgносШи n= 2, З, 4, . .. , коефиције
наШ an имаhе за вреgносШ 

(32) 

zge се йоg [Fn_ 1] има разуме Ши резулШаШ који се gобија каg се у фун

кцији Fn_1 смени х =О, у= О, у'= а, а 2ge је а јеgан ма који og корена 
јеgначине 

(33) F (0, О, а)= О 

решене йо а. 

Као што се види такав начин одредбе коефицијената а 11 има сми
сла само онда кад све функције низа (29) имају за х= О, у = О, у' = а ко
начне и одређене вредности. 

биће 

Функције низа (29) постају простије у овим случајевима: 
1 о Кад је дата диференцијална једначина написана у облику 

(34) y'-.f(x,y)=O 

у"- д.f - д.f у' = о 
дх ду 
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и према томе 

у" = д.f + д.f f = F 
дх ду. љ 

у ш = д.t; + дfl Ј = f 
дх ду 2> 

1111 = д.f2 + д.f2 f = F 
у дх ду . ./3> 
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тако ga се низ (29) йоклайа са низом функција 

(35) 

шШо зависе og gвеју йроменљивих х, у, а извоgе се јеgна из gpy'ie йо об
расцу 

(36) F = дј,,_l + д./;,_1 f ј' f( ) 
Ј 11 дх ду . ' . О = . Х' у . 

Коефицијенат а n дат је обрасцем 

1 
а 11 = ' [ ,f,,_, ] . 

11. 

2° Кад диференцијална једначина не садржи променљиву у, тј. кад 
је облика 

(37) F(x,y')=O, 

тада је а 1 једнако једноме од корена једначине 

(38) 

Из (37) је 

одакле Је 

затим 

F (0, а)= О. 

дF + дF "=О 
дх ду' у , 

дF 

у"=-~; = F1, 

ду' 
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а из тога се добија једначина 

1111 = дF 2 + дF 2 F = F 
У дх ду' 1 З· 

Продуживши те радње и даље, долази се до закључка: 

Низ (29) функција, йомоhу којих се, йрема обрасцу (32), израчу
нава коефицјенаШ an, јесШе онај који се gобија йомоhу обрасца 

(39) 

2geje 

(40) 

F = дFп-1 + дFп-1 F 
11 дх ду' 1 

дF 

F -- дх 
1- дF. 

ду' 

У специјалном случају кад је једначина (37) написана у облику 

(41) у'= .f(x) 

низ (29) се састоји из функција f", .f2 , .fз, ... , које се јеgна из gpy2e извоgе 
йомоhу обрасца 

(42) f, = д.fп-1 .fo = .f(x ). 
,/1 дх ' 

3° Кад диференцијална једначина не садржи променљиву х, тј. кад 
је облика 

(43) F (у, у')= О 

коефицијенат а 1 је једнак једноме од корена једначине 

(44) F (О, а)= О 

решене по а. Из ( 43) је 

одакле је 

дF 

11- ду - F 
у -- дF - 1 

ду' 
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йа се низ (29) gобија йомоhу обрасца 

(45) 

'ige је 

(46) 

F _ дFп-1 , дFп-1 F 
--у+--

11 - ду ду' 1 

дF 

- ду 
Fl-- дF. 

ду' 

У специјалном случају кад је једначина ( 43) написана у облику 

(47) у'= .f'(y) 

низ функција (29) састоји се из функција k .f2 , f:,, ... које се јеgна из 

gpy'ie извоgе йо обрасцу 

(48) .f - 1 д.t;,_l .f f( ) 
.ln -У ду ' .10 =. У · 

Кад су коефицијенти а 11 на тај начин израчунати, од интереса је 
проверити да ред 

(49) 

одиста задовољава диференцијалну једначину од које се пошло. Ради 

упрошhења ствари овде he бити претпостављена да је једначина 
решена по изводу у', тј. дата у облику 

(50) у'= .f(x, у). 

Поред тога биhе претпостављена да је функција .f(x, у) холо
морфна функција променљивих х и у у близини вредности х= О, у= О. 

Из ( 49) добија се да је 

(51) 

где Је 

и према овоме што претходи 

(52) Ь _ n+l _ __!_ 
" - < 1) 1 [ .r,, Ј - 1 и;, Ј n+ . n. 
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где је /,, један члан низа Ј;, .f2 , .fз, ... , тј. тотални извод по х функције 
f,,_ 1, добијен узастопним диференцијаљељима првобитне функције 
fo = f(x, у) по х и у, водећи рачуна о томе да је у функција промен
љиве х. 

Са друге стране, пошто је .f(x, у) холоморфна функција промен
љивих х и у у близини вредности х= О, у =О, то кад се у љој смени у 

редом уређеним по степенима променљиве х, и сама се та функција 

може развити у такав један ред, па нека је то 

(53) 

Коефицијенти реда биће 

Ао = ~! [.f], 

(54) 
А -l_[d,f] _ _!_[д.f +~f.r]-1_[-F] 1 

- 1 ! dx - 1 ! дх ду - 1 ! .JI ' 

А _ _1__ [ dfi Ј __ 1 [ ~fi + ~r~ r] _ _1__ [ -r Ј 
2 

- 2 ! dx - 2 ! дх ду · - 2 ! .12 ' 

из чега се види да је 

(55) 

Према томе ред (51) који даје извод у', и ред (53) који даје 
функцију f(x, у) пошто се у овој у смени редом (49), имају исте коефи
цијенте; та су два реда дакле међу собом једнака, тј. 

(56) у'= .f(x, у), 

што значи да у, дефинисано редом ( 49) одиста задовољава посматрану 
диференцијалну једначину. 

4. ПРИМЕРИ ЗА ОДРЕДБУ ФОРМАЛНОГ РЕШЕЊА 

У предљем одељку наведени начин за одредбу формалног реше

ља проблема интеграције даје експлицитне изразе коефицијената а" 

реда који представља то решеље. Он даје могућност да се или израчуна 

а п у облику обрасца који даје општи коефицијенат за ма какво n, или 
да се ИЗрачуна ОНОЛИ),(О Пр:IЗИХ коефицијената а 1 , а2, а3, ... КОЛИКО Се 
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xohe. Ово је последње одре!)ивање могуhно у свима случајевима; оно 
прво је могуhно само у појединим, ре!)им случајевима. Практична при

мена тога начина видеhе се из ових неколиких примера: 

1. пример.- Нека је дата једначина 

па се налази да Је 

и уопште 

1 
у'= -(у- х+ 1)3 + 1, 

2 

1· з s .fl = 4(у- х+ 1)'' 

1· з. 5 7 !2 = -8-(у -х+ 1) ' 

f = 1· з . 5 . 7 ( -х + 1)9 
з 16 у ' 

ј, = 1·З·5 ... (2n+l)( -х+ 1)211+3 
11 2"+1 у 

према чему се за коефицијенте интегралног реда добијају вредности 

2.пример.-Датајеједначина 

па се налази 

и уопште 

1· з ' .fi=4(1+y)-, 

f = ll__:2(1 + )7 
'2 8 у ' 

ј = 1· з. 5 . 7 (1 + )9 
з . 16 у ' 

ј, = l·З·5 ... (2n+1)(1+ )2п+З 
11 211+1 у 

према чему коефицијенти а 11 имају исте вредности као коефицијенти у 

. 1 
првоме примеру, осим а 1 КОЈИ има вредност -. 

2 
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3. пример. -Дата је једначина 

па се налази 

F0 =F =(l-x 2 )y'2 -4у 2 -1, 
F _ ху' + 4у 
1- 1-х2 ' 

F _(5-2х 2 )у'+12ху 
2- (l-x2)2 ' 

F _ (33-18х 2 )ху'+(32+28х 2 )у 
з - (1- х 2 )з ' 

тако да he уопште F 11 бити облика 

р = р"у' +q"y 
11 (1- х 2 )" 

где су Р п и q11 полиноми п-тог степена по х. 
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Из диференцијалне једначине се налази да за х= О, у = О извод у' 
има две вредности ±1. Првој вредности одговара интеграл чији су кое
фицијенти 

5 
аз =б' 

а другој интеграл са коефицијентима 

а 4 =О, ... 

а 4 =О, ... 

4. пример. - Уочимо једначину општег облика 

(57) 
, Р(х,у) 

у = 
Q(x, у) 

где су Р и Q полиноми по х и у, са претпоставком да је вредност 
Q(O, О) различна од нуле. Једначина има један, и то само један инте
грал који за х = О добија вредност у= О, и он се може развити у ред 

у =а 1х + а 2х 2 + а 3х 3 + ... 

чији се коефицијенти израчунавају по обрасцу 

r 
а = __!!_ 

11 1 n. 
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где r,, означава вредност коју добија за х = О, у = О извесна одређена 
рационална функција R 11 • Та је функција п-ти члан низа рационалних 
функција 

које се једна из друге изводе по обрасцу 

(58) R _ дRII-1 +Р дRп-1 
~~-~ QдУ' 

Rl=P(x,y)_ 
Q(x,y) 

Овде ће бити показано да се израчунавање коефицијената а 11 
може свести на израчунавање, не низа рационалних функција, него јед

нога низа полинома по х, у. 

Лако се уверити да ће функција R 2 бити један полином по х, у, 

подељен са Q3
; да ће R3 бити п олин ом подељен са Q5

, и да ће уопште, 
ако се стави да Је 

R,, = р2 " 
1

, Р1 =Р, (n= 1, 2, 3, ... ) Q 11-

Р" бити полином по х, у. Из једначине 

добија се да је 

R = Р11-1 
11-1 Q21J-3 

Q дР"_ 1 - (2п- 3) дQ · Р11-] дR 11 -1 _ дх дх 
дх Q211-2 

Q дРду"- 1 - ( 2 n - 3.)ддQу · Р11 _ 1 
дRII-1 = 
ду Q211-2 

па сменивши то у једначини (58) добија се 

(59) р ==АдР"-1 +В дРп-1 +(2n-3)CP ( 2 3 4 ) 
n дх ду n-1' n = ' ' ' ... 

где су А, В, С стални полиноми, тј. независни од индекса n, који се из 
датих полинома Р и Q, што фигуришу у диференцијалним једначинама, 
изводе по обрасцима 

(60) А= Q2
, В= PQ, с= -(Q дQ +Р дQЈ· 

дх ду 
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Коефицијенат а" тада се јавља у облику 

_1[ р/1 Ј а ---
"-п! Q211-1 

па ако се са р 1 , р2 , р3 , •.. означе чланови независни од х и у у поли

номима Р1 , Р2 , Р3 , ..• , а са q такав члан у полиному Q, коефицијенат а п 
изражен је обрасцем 

а = Рп 
11 1 2n-l · n.q 

Као што се види, израчунаваље коефицијената интегралног реда 
једначине (57) своди се на одређиваље чланова независних од х и у у 
полиномима Q, Р1 , Р2 , Р3 , ••• који се један из другога изводе по обрасцу 

(59) у коме треба поhи од почетног полинома 

Р1 = Р(х,у) 

што фигурише у самој датој диференцијалној једначини. 

5. КОНВЕРГЕНЦИЈА ДОБИЈЕНОГ РЕДА 

Овим што је довде изложено решен је задатак формалног реше

ља у проблему интеграције диференцијалне једначине. Као што се 

види, у свима случајевима је могуhно формирати ред 

(61) 

који he идентички задовољити дату једначину (56) и бити такав да за 
х = О даје вредност у = О. 

Али да би добијени ред дао и фактичко решеље проблема, треба 
знати још и то да ли he он бити конвергентан за вредности х за које се 
то тражи. Као што се зна, сваки Maclaurin-oв ред има свој кру2 конвер-

2енције; кад се вредност х налази у томе кругу, ред је насигурно кон

вергентан. Круг има за центар тачку х = О; ако му је полупречник R 
бескрајно велики ред је конвергентан за све вредности х; ако је једнак 

нули, ред је дивергентан за све вредности х и неупотребљив; ако је 

коначан и различан од нуле, ред је конвергентан и употребљив за све 

вредности х што се налазе у кругу. 

Кад би се могао познавати прави круг конвергенције, тј. такав да 

Је ред конвергентан за све вредности х у унутрашљости круга, а дивер

гентан за све вредности х ван круга, имао би се најпространији могу-
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iши скуп вредности х за које би ред био конвергентан. Такав се круг 

осим у изузетним случајевима, не може одредити. Али се увек може 

одредити такав један круг, описан око х = О, да се може насигурно 
тврдити да he добијени ред за интеграл конвергирати за све вредности 
х што се налазе у његовој унутрашљости, без обзира на то да ли he он 
конвергирати и за какве вредности ван круга. Очевидно је да кад се не 

може имати најпространији скуп вредности за које he ред бити употре
бљив, упуhени смо на то да се тражи један ма и ужи скуп таквих 

вредности какав буде могуhно наhи. 

За одредбу таквога једнога круга постоји Cauchy-eвa комЛара

Шивна .меШоgа, чији се принцип састоји у овоме: 
Уочимо две диференцијалне једначине 

(62) 

(63) 

у'= f(x, у) 

v'=<p(x,v) 

где су f и <р функције холоморфне у близини вредности х = О, у = О, 
v =О. Те се функције тада могу развити у двоструке редове 

(64) 

(65) 

т 11 

(n (х v) = ~ ~в х mv fl 
't' ' .L..J .L..J nm ' 

т ll 

који he насигурно бити конвергентни у близини тих вредности. 
Претпоставимо да су испуњени ови Саисhу-ови услови: 

1 о ga су сви коефицијенШи Вmп реални и йозиШивни; 
2° ga .моgуо свакога коефицијенШа Amn не йре.маши вреgносШ оg

говарајуhег коефицијеюuа Bmn• Шј. ga је 

(66) 

3° ga је инШеграл јеgначине (63) холо.морфна функција йро.мен
љиве х за све вреgносШи х у јеgно.ме оgреЬено.ме кругу С ойисано.м око 

х =0. 
Тада се, у таквим претпоставкама, доказује ова преходна теорема: 

Peg 

(67) 

који је наЬен као формално решење за gиференцијалну јеgначину (62) 
биhе насигурно конвергенШан за све вреgносШи х шШо се налазе У 

кругу С. 
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Доказ теореме је основан на овим двама ставовима, који ће прет

ходно бити доказани: 

Cillaв А) Нека је .f(x) каква функција холоморфна за вредности х 
такве да је 1 х 1 < r, тј. за вредности х у кругу с полупречника r са цен
тром у тачки х = О, и нека је М једна реална и позитивна вредност коју 
не премаша l.f(x)l кад х остаје у кругу с. Поред тога претпоставља се 
да је функција .f(x) непрекидна за вредности х на самоме кругу с. Taga 
је за све вpegнocillu х у круzу с 

(68) (т = О, 1, 2, 3, ... ) 

То излази непосредно из Саuсhу-евог обрасца познатог из опште 

теорије аналитичких функција 

(69) 

из кога излази да Је 

па пошто Је 

то Је 

Cillaв В) Нека је .f(x, у) каква функција холоморфна за вред
ности х такве да је 1 х 1 < r и за вредности у такве да је 1 у 1 < r' (тј. за 
вредности х у кругу с полупречника r, и за вредности у у кругу с' полу
пречника r', са центрима у х = О, односно у = 0), а са претпоставком да 
је функција непрекидна за вредности х и у на самим круговима с и с'. 
Нека је М једна реална и позитивна вредност коју не премаша 
1 f (х, у) 1 кад х остаје у кругу с, а у у кругу с'. Taga је за све Шакве вpeg
нocillu х и у 

(70) 
1 

ат+n 1 т! n! 
д та" f(x,y) <----;;;---;;М, 
х у г г 

(т : О, 1, 2, .. ·) . 
n - О, 1, 2, ... 
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Став је непосредна последица става А). Јер ако се означи да је 

дт{ 
дх;" = <р(х, у) 

биhе према ставу А) за вредности х и у у круговима с и с' 

(71) 1 <р(х,у) 1 <М 
rm 

па према истом ставу и 

(72) 
1 

д"<р 1 n! - <--N 
ду" 2nr"1 

где је N једна реална позитивна вредност коју не премаша 1 <р(х, у) 1 
кад х и у остају у круговима с и с'. Па пошто се према (71) може узети 

и пошто Је 

из (72) добија се неједначина (70). 
Сад се на основу ставова А) и В) теорема што се има у виду дока

зује на овај начин: 
Пошто је функција v холоморфна за вредности х у кругу С, она се 

може развити у ред 

(73) 

који he бити конвергентан за такве вредности х. Упоредимо коефици
јенте реда (67) са одговарајуhим коефицијентима реда (73). Из ранијих 
образаца 

1 
al = -[/] 

1! 

а __ 1 _ __!_ [ дЈ + дЈ] 
2 - 2 ! [Ј; Ј - 2 ! дх Ј ду ' 

(74) а = - [ f ] = - -· + Ј-" 1 = 1 1 [ дf д+] 
3 

3 ! ' 2 
3 ! дх ду 

=__!_[д2Ј +2t~+ r(дЈ)2 + дЈ. д.t +Ј2 д2t] 
3 ! дх 2 . дх . ду ' ду дх ду ду 2 
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види се сШрукШура коефицијената an, која је оваква: а 11 је са n! поде
љен збир сабирака од којих је сваки једнак производу разних степена 

функције Ји њених парцијалних извода по х и у. 

Коефицијенти Ь" добијају се кад се у обрасцима (74) функција Ј 
смени функцијом <р; они дакле имају исту структуру као коефицијенти 

an. Модуо свакога сабирка у обрасцима (74), према неједначинама 

(75) 1 f(x,y)l <М 

и (66) која се може написати у облику 

(76) 

мањи је од модула одговарајућег сабирка у сличним обрасцима за ко

ефицијенте Ь11 • Са друге стране, сви су парцијални изводи функЦије <р 

по х и v позитивни за х = О, v = О по претпоставци 1 о. Моду о сваког 
сабрика у обрасцима за Ь11 , пошто се у овима стави х = О, v = О, једнак је 
дакле самоме сабирку, па се из свега тога види да је и модуо коефици

јента а n мањи од збира таквих са б ирака у изразу за Ь11 , па дакле мањи 

и од самог коефицијента Ь11 , тј. 

1 an 1 < ь/1. 
Па како је ред 

конвергентан за вредности х у кругу С, биће у томе кругу конверген

тан и ред 

чиме је теорема доказана. 

Узмимо сад за диференцијалну једначину (63) специјалну једначи-
н у 

(77) dv М -=( )( )=<p(x,v), 
dx 1-~ 1-~ 

r r' 

где r, r', М имају малочас наведена значења. Кад се функција <р(х, v) 
развије у двоструки ред по степенима променљивих х и v, из образаца 

_1 = 1 + ~ + (.::_)2 + (~)3 + ... , 
1 _~ r r r 

r 
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_1 = 1+~+(~)2 +(~)3 + ... 
1_ ~ 1·' r' r' 

r' 

множењем се добија да је 

где општи коефицијенат има за вредност 

(79) 

Као што се види, тај коефицијенат задовољава Cauchy-eв услов 1°. 
Да је, са таквом једначином (77), задовољени Cauchy-eв услов 2°, 

може се доказати на оваЈ начин: 

Зна се из теорије развијаља функција f(x, у) у двоструки Maclau
rin-oв ред да коефицијенат Am.n има за вредност 

1 [ am+n ] 
Ат.п = -, -, д та п f(x, у) 

m.n. х у 

(80) 

где заграда, као и напред, означује број који се добија кад се у фун

КЦИЈИ f(x, у) стави х= О, у= О. Према неједначини (70) тада се добија 
даЈе 

(81) 

што према једначини (79) покаЗује да је одиста 

(82) 1 Amn 1 < Bmn 

тј. да је задовољени Cauchy-eв услов 2°. 
Напослетку, да је једначином (77) задовољени Cauchy-eв услов за, 

види се на овај начин: 

Једначина (77) може се интегралити раздвојивши јој променљиве 
х и v, чиме се добија 

( 1-~) dv = ____и_. 
r' х 1--

r 
Интегралеhи добија се 

v
2 

( х) v-
2

r' = -Mrlog 1--;:- +С, 
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где је константа С одређена условом да за х= О буде v =О, што захтева 
да буде С = О. Ако се уведе та вредност за константу С и једначина се 
реши по v, добија се 

v = r'± r' 2 +2Mrr'log(l- ~Ј 

У слов да за х = О буде v = О допушта пред квадратним кореном 
само знак минус; стога за интеграл v треба узети вредност 

v = r'- r' 2 + 2Mrr' log (1- ~Ј 

Тај је интеграл v холоморфна функција променљиве х у близини 
вредности х = О, јер сингуларности функције произлазе само од јед-
начине 

и 

Ова друга једначина даје као логаритамски критички сингула

ритет вредност х = r, али овај не долази у обзир пошто се овде посма
траЈу само вредности у кругу полупречника r. 

Прва једначина, решена по х, има само један корен и то 

(83) 

Та је вредност х једини сингуларитет функције v, у кругу 
полупречника r и према томе та he функција бити холоморфна докле 
год вредност х остаЈе у кругу С описаном око тачке х = О са 

полупречником 

(84) 

Са таквим кругом задовољен је дакле и Cauchy-eв услов 3°. 

Из свега овога се види да специјална једначина (77) испуњава сва 
три Cauchy-eвa услова да би могла играти улогу компаративне једна чи

не за диференцијалну једначину (62). Према томе и ранијој претходној 
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теореми ред (67), добијен на показани начин, биhе и сам конвергентан 
у кругу С полупречника R одређеног обрасцем (84). 

б. ИСКЉ УЧИВОСТ ДОБИЈЕНОГ РЕДА КАО ИНТЕГРАЛА 

ЈЕДНА ЧИНЕ 

Остаје још последље питање, које треба решити да би се имало 

потпуно решење проблема интеграције: да ли је интеграл, добијен на 

показани начин у облику реда, једино могуhно решење, или поред ње

га постоји и други који интеграл једначине који за х = О добија вред
ност у= О? Јер, ако би се показало да одиста постоји још који интеграл, 

добијен на други који начин, онда ово досадашње решење не би давало 

потпуно решење проблема интеграције. 

Да тако постављено питање није излишно, може се видети из при

мера у којима диференцијална једначина одиста има више од једног 

интеграла који за х= О добија вредност у = О. Такав је нпр. случај са је-
дна чин ом 

уу' -l =о, 
која има два интеграла 

у=+Љ и у=-Љ 

који су такви да обадва за х= О добијају вредност у= О. Једначина 

х (1 +х) у'- (1 + 2х) у =О 

има бескрајно много таквих интеграла, јер је њен општи интеграл 

y=Cx(l+x). 

Осим тога, поред начина на који смо у овоме што претходи до

били формално решење проблема интеграције, и који се састоји у из

рачунавању коефицијената а" реда 

(85) 

йомоhу меШоgе узасШойних gиференцијаљења, има и других начина за 

то израчунавање. Један би од њих био нпр. онај помоhу меШоgе неоgре

Ьених коефицијенаШа, који се састоји у овоме: 

Напишимо интеграл у у облику реда (85) са непознатим коефици
јентима а 1 , а 2 , а 3 , .. • , па се из тога добија 

(86) 
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Кад се редови (85) и (86) ставе у дату диференцијалну једначину 
на место у и у', добија се једна једначина 

Ф(х) =О 

у којој кад се лева страна уреди по степенима променљиве х, добија се 

једнаједначина облика 

чији he коефицијенти зависити од коефицијената а 1 , а 2 , а 3 , ••• Да би та 

једначина могла постојати за произвољну вредност х потребно је и 

довољно да буде понаособ 

М 0 = О, М 1 = О, М 2 = О, ... 

У извесним случајевима дешава се да се из ових једначина могу 

израчунати коефицијенти а 1 , а 2 , а 3 , • •• , тако да се за сваки од њих до

бије једна или више коначних и одређених вредности. Кад се један скуп 

тако одређених вредности прида тим коефицијентима, диференцијална 
једначина биhе редом (85) идентички задовољена, а пошто се из (85) за 
х = О добија у = О, тако добијени ред представља једно формално ре
шеље проблема. 

1. пример. - Нека је дата једначина 

налази се на показани начин да Је 

1 1 
а,=--, 

' б а4 = 24' ... 

а општи коефицијенат а 11 за n= З, 4, 5, ... израчунаhе се из обрасца 

_ (2n-3)a 11 _ 1 -(n-2)an-2 
an-

n 

2. пример. -Дата је једначина 

налази се да Ј е 

5 
а4 = -, ... 

8 

а општи коефицијенат а 11 за n= 2, З, 4, ... израчунаhе се из обрасца 
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З.пример.-Датајеједначина 

(1 + х 2 ) у' - у + х = О; 
налази се да је 

а 1 =О, 
1 

аз = -6, 1 
а4 =-, ... 

12 

а а 11 се израчунава за n= З, 4, 5, ... 

4.пример.-Датајеједначина 

налази се да Је 

а 1 =О, а 2 =О, а 4 =О, а5 =О, 
1 

аб=-, ... 
54 

а а 11 се израчунава помоћу обрасца 

Као што се види из таквих примера, начин који је напред употре

бљен за одредбу интеграла у у облику реда не мора бити једини начин 

за решење проблема и стога се одиста мора поставити питање: да ли је 

под претпоставком учињеном за функцију .f(x, у), добијено решење 
једини интеграл у једначине 

у'= .f(x, у) 

који за х = О добија вредност у = О? Претпоставка је била та, да је 
.f(x, у) функција холоморфна у близини вредности х= О, у = О. Под 
таквом претпоставком може се доказати ga је gобијено решење ogucШa 
jeguнo решење Шражене врсiПе. 

Да би се то доказало, нека су у и z два таква решења, па означимо 
њихову разлику у - z са и. Тада је 

и'= у'- z' = .f(x, у)- .f(x, z) 
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или 

где Је 

(87) 

153 

и'= <р(х, у, и) 

<р(х, у, и)= .f(x, у)- .f(x, у- и). 

Пошто је за х= О и у = О, то мора бити за ту вредност х и и = О. Кад 
се у .f(x, у) смени у нађеним интегралом, који је, као што смо видели, 
холоморфна функција променљиве х у кругу С, функција <р(х,у, и) 

постаје холоморфна функција променљивих х и и за вредности х и и у 

близини вредности х= О, и = О. Она се тада може развити у ред уређен 
по степенима променљиве и 

где ће коефицијенти А0 , А1 , А2 , А3 , ••• бити холоморфне функције про

менљиве х у близини вредности х= О (пошто је А11 п-ти парцијални из
вод функције <р по променљивој и, кад се у њему смени и = О и резултат 

подели са n!). 
Из (87) се види да за х= О (пошто је тада и у= О, и= О) мора бити и 

<р = О. Према једначини (88) то захтева да је Ао = О, а поред тога могу 
бити једнаки нули и још један или више првих коефицијената 

А1 , А2 , А3 , •.. Нека је то случај са првих k коефицијената, тако да је 

А0 = А1 = А2 = ... = Ak-I = О. 

Једначина (84) се тада своди на 

<р(х, у, и)= иkЛ(х, и) 

где Је 

Кад се она напише у облику 

(89) 
и' . - = иk-IЛ(х, и) (k::?: 1) 
и 

то, пошто логаритамски извод функције и постаје бескрајан кад је 

и = О, тако би морало бити и са десном страном једначине (85). Али то 
је немогућно, пошто је Л(х, и) холоморфна функција у близини вред

ности х = О, и = О. Једначина (85) је дакле немогућна ако и није иден
тички једнако нули, а тада је у = z за прозвољну вредност х; интеграли у 
и z не разликују се, дакле, међу собом. 



ДРУГИ ОДЕЉАК 

ОСНОВНЕ ТЕОРЕМЕ И 

ПР АКТИЧНА УПУТСТВА 

7. ОСНОВНА ТЕОРЕМА О ФАКТИЧКОМ РЕШЕЊ У ПРОБЛЕМА 
ИНТЕГРАЦИЈЕ 

Из целокупног досадашњег излагања изводи се основна теорема 

за интеграцију диференцијалних једначина првога реда у облику Mac
laurin-oвoг реда, која носи назив Шеореме Briot-Bouquet-a. 

Нека је дата једначина 

(90) y'=f(x,y) 

где је .f(x, у) ма каква функција променљивих х и у, холоморфна у 
близини вредности х= О, у =0, као и за све вредности х у једноме кругу с 
описаном у равни променљиве х око тачке х = О и за све вредности у у 
једноме кругу с' описаном у равни променљиве у око тачке у = О. Ако 
су r и r' полупречници кругова с и с', а М какав реалан позитиван број 
који не премаша вредност моду ла функције .f(x, у) док х и у остају у 
тим круговима, онда важи ова теорема, као резултат свега што Је 

напред изложено: 

Онај инШеzрал у јеgначине (90), који за х =О gобија вреgносШ у = О 
увек се може развити у Maclaurin-oв peg 

чији се ойшШи коефицијенаШ an израчунава йомоhу обрасца 

(91) 

а zge је f1, f2 , f3 , ... низ функција које се јеgна из gpyze израчунавају йо
моhу обрасца 
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(92) + = д.fп-1 +Ј д/,,-1 + Ј( ) 
Ј n дх ду ' Ј О = Х' у . 

Добијени peg he насиzурно биШи конвер'iенШан за све вреgносШи х 
шШо леже у круzу С ойисано.м у равни х око Шачке х = О као ценШра са 
йолуйречнико.м 

(93) R = r 1- е lМг • 
( 

г' Ј 

Метода којом смо дошли до ове основне теореме, је Cauchy-eвa 
ко.мйараШивна .меШоgа која се састоји у томе да се добијени ред за ин

теграл у упореди са редом што даје интеграл v друге једне диференци
јалне једначине првога реда, за који се зна један круг у коме he ред 
што изражава v конвергирати. Теорему је први доказао Cauchy, али су 
је Briot и Bouquet учинили тачнијом, потпунијом и проширили јој 
област употребљивости. 

С обзиром на напред наведену смену, којом се тачке х 0 и у0 у . . 
СВОЈИМ равнима премештаЈу у координатни почетак, теореми се може 

дати овај облик: 

Нека је функција f(x, у) холоморфна у близини вредности 
х= х 0 , у= у0 , као и за све вредности х у кругу с описаном у равни х 

око тачке х= х 0 , и за све вредности у у кругу с' описаном у равни у 

око тачке у= у0 ; нека су r и ,-' полупречници тих кругова, а М какав 
реалан позитиван број који не премаша вредност модула функције 

Ј (х, у) док х и у остају у тим круговима. Тада: 

Онај инШе'iрал у јеgначине (90), који за х= х0 gобија вреgносШ 
у= у0 .може се развиШи у Taylor-oв peg 

у= А1(х -х 0 )+А2 (х -х 0 )2 +А3 (х -х 0 )3 + ... 

ОйшШи коефицијенаШ An pega израчунава се йо.моhу обрасца 
(91), али 'ige [fn_ 1] означује број који се gобија каg се у функцији fn_1 

смени х= х0 , у= у0 • Низ функција f1, f2 , f3 , ... ойеШ се ogpebyje йо.моhу 
обрасца (92). 

Добијени peg he насиzурно биШи конверzенШан за све вреgносШи х 
шШо леже у круzу С ойисано.м у равни х око Шачке х = х0 као ценШра, 
са йолуйречнико.м (93). 

Уосталом, напред је показано како се случај х = х 0 , у= у0 увек 
своди на случај х = О, у = О, тако да овај други облик теореме није 
општији од првога. 

Приметимо да пошто је 
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r' 
-->0 
2Mr ' 

то Је 

0 <е 2Мг < 1 
и према томе 

0 < 1- е 2Мг < 1 
па дакле 

R < r. 

Круг С у коме he конвергирати интегрални ред у, садржан је, 
дакле, у кругу с у коме је функција f(x,y), сматрана као функција 
променљиве х, холоморфна. 

8. ПРАКТИЧНА ПРИМЕНА ОСНОВНЕ ТЕОРЕМЕ 

Briot-Bouquet-oвa основна теорема потпуно решава проблем инте

грације диференцијалне једначине првога реда (90) помоhу Maclaurin
oвиx и ТауlОI"-ових редова. Практична примена теореме на поједине 

дате случајеве захтева да се одреде полупречници r и r' кругова с и с', 
као и број М, за дату функцију f(x, у). 

А) Ogpegбa йолуйречника I и r'. 
Пре свега има случајева кад се може за r и r' узети један пар ма 

коликих позитивних бројева; то су случајеви кад је f(x, у) цела функ
ЦИЈа променљивих х и у, нпр. какав полином по х и у. 

Кад није такав случај, онда су један од два полупречника, или оба, 

ограничени. Холоморфност функције f(x, у) уопште престаје за 
вредности х и у које задовољавају извесну једначину <р(х, у)= О. Тако 

нпр. функција ј престаје бити холоморфна за такве вредности х, у, кад 

она има који од облика 

Р(х,у) P(x,y)log<p(x,y). 
~<р(х, у), 

У случају кад <р садржи само х, холоморфност може престати са

мо за оне вредности х за које је <р (х) = О; кад <р садржи само у, она пре
стаје само за оне вредности у за које је <р(у) =О. Тада се у првом слу

чају може за r узети модуо ма које вредности х ближе тачки х = О него 

ма који корен једначине <р(х) =О, јер кад круг с има полупречник ма
њи од тога модула, тај круг не садржи у својој унутрашљости никакав 
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сингуларитет функције .f; за полупречник r' може се узети какав се xo
he позитиван број. У другоме случају може се за r' узети моду о ма 
које вредности у ближе тачки у = О него ма који корен једначине 
<р (у) = О, из истога разлога као у првом случају; за r се може узети ма 
какав позитиван број. Напослетку, кад се једначина <р(х, у)= О 

распада на две једначине <р 1 (х) =О и <р 2 (у) =О, узеhе се за r модуо ма 
које вредности х ближе тачки х = О него ма који корен једначине 
<р 1 =О, а за r' модуо ма које вредности у ближе тачкиу =О него ма ко
ји корен једна чине <р 2 = О. 

Али је проблем компликованији кад се функција <р не изражава у 

коме од облика 

<р(х, у)= <р(х), <р(х, у)= <р(у), <р(х, у)= <р 1 (х)<р 2 (у), 

и уопште кад једначина <р (х, у) = О нема корена х = а или у = ~ где су а 
и~ константе. У таквим се случајевима може поступити овако: 

Пошто је функција .f(x, у) холоморфна за х= О, у =О, вредност 
<р(О, О) је различна од нуле. У великом броју случајева могуhно је наhи 

такву једну реалну функцију Л двеју промељивих количина да, ако се 

стави да Је 

1 х 1 = р, 1 у 1 = р', 

буде за све вредности х и у 

1 <р(х, у) 1 > Л(р, р') Л( О, О)> О. 

При тражењу такве једне функције Л често помаже правило по 

коме је модуо збира мањи од збира модула, а веhи од разлике модула, 

тј. 
1 и 1-1 v 1 < 1 и+v 1 < 1 и 1 +1 v 1. 

Тако нпр. кад је 
<р(х,у) = 1+аху 

биhе 
l<p(x,y)l >1-laxyl =1-арр', а =1 а 1. 

Кад је 

<р(х,у) = 1+axmy"(b+cxP) 

биhе 

1 <p(x,y)l > 1-1 axmy"l·l Ь+схР 1, 

па пошто Је 

1 Ь + ех Р 1 < 1 Ь 1 + 1 с 1 рР, 

биhе 
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где је 

а= 1 а 1, ~ = 1 Ь 1, у= 1 с 1. 

Кад је у да томе случају нађена таква једна функција Л (р, р'), онда 

постоЈи ово правило: 

Ако се реални йозиiliивни бројеви р и р' c.мailipajy као коорgина

Ше х и у јеgне йокреiliне Шачке М (х, у) у равни х Оу, йа се консiliруише 

реална крива 

(94) Л(х, у)= О 

и уочи oблacili Q (види слику) која се caciliojи из свих .моzуhних йра

воу2аоника ОМ 1ММ2 са врховима у 

0(0,0), М 1(х,О), М(х,у), М2 (0,у), 

шilio се налазе цели у йозиШивној обласiiiи криве (94), iiiaga се за r и r' 
.мо2у yзeiliи кoopgинailie јеgне .ма које Шачке у ilioj обласiliи Q. 

у 

о х 

Да би се то доказало треба 

подсетити да, као што се зна из 

Аналитичке Геометрије, крива 

(94) дели раван х Оу на йозиiliивну 
и неzаiliивну oблacili те криве, тј. 

такве две области, растављене са

мом том кривом, да за све тачке 

М (х, у) у једној од њих функција 

Л остаје непрестано позитивна, а 

у другој непрестано негативна. 

Знак функције Л, онакав какав је 

за једну произвољно изабрану та

чку једне такве области, остаје 

непромељен за све друге тачке М 

у истој области. Како је 

Л( О, О)> О, позитивна област је 

увек она у којој је координатни 

почетак. 

На пример, права линија 

Л(х, у)= у+ 2х +З= О 

дели раван хОу на две области; једна, у којој је координатни почетак, је 
позитивна, јер у њему функција Л има вредност +3; друга, у којој је нпр. 
тачка х=- 2, у=- 5, је негативна, јер у овој тачки функција има вред
ност- 6. 
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Тако исто круг 

А(х,у) = х 2 +у 2 -4 =О 

дели раван на унутрашљу и спољашњу кружну област; за тачку 

М (0, О) функција А има вредност- 4, а нпр. за тачку М (2, З) она има 
вредност+ 9. Унутрашња област је негативна, а спољашња позитивна. 

Кад је, дакле, конструисана крива (94) и одређена њена позитивна 
област, која he садржати и координатни почетак, за све време док се 
тачка М (х, у) помера у тој области, а у квадранту позитивних коорди

ната, функција А не мења свој позитивни знак, па he, дакле, за коорди
нате х = r, у = r' једне ма које тачке М (х, у) у истој области остати 
позитивна. То значи да he за све тачке М постојати неједначина 

1 <р(х, у) 1 > А(У, г')> О. 

Ако се шта више тачка М помера у области Q, за време ма каквог 

помераља од М (0, О) до М (г, у'), а док 1 х 1 =р расте од нуле до У, а 
1 у 1 =р' од нуле до у', функција А(х, у) не може бити једнака нули. А 

то показује да, док се х креhе у своме кругу с полупречника r и у у 
своме кругу с' полупречника г', ма како, функција f(x, у) непрестано 
остаје холоморфна, чиме је горње тврђење доказано. 

1. пример.- Нека је дата једначина облика 

у'= р(х, у) 
а +Ьху 

где је р(х, у) полином по х, у, а а и Ь две позитивне константе. Холо~ 

морфност функције на десној страни једна чине престаје кад је 

а+ Ьху =О. 

Пошто је 
1 а + Ьху 1> а - Ь 1 х 1 · 1 у 1= а - Ьрр' 

може се за r и у' узети апсциса и ордината једне ма које тачке М (х, у) 

у негативној области равностране хиперболе 

а 
ху--=0 

ь 

и то у квадранту позитивних координата, пошто се Q подудара са том 
области. 

2. пример. - Нека је дата једначина облика 

у'= р(х, у) 
а+ Ьх 2 + су 2 ' 
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где су а, Ь, с позитивне константе. Холоморфност десне стране пре

стаје кад је 

а + Ьх 2 + су 2 = О, 
а пошто Је 

а 

то Је 

За r и r' може се, дакле, узети апсциса и ордината једне ма које 
тачке М (х, у) у унутрашљости круга 

Ьх 2 + су 2 
- а = О 

описаног око координатног почетка, а у квадранту позитивних коор

дината, пошто се опет Q подудара са тим кружним квадрантом. 

В) Ogpegбa броја М. 
Очевидно је да број М, који треба да је такав да га модуо функ

ције .f(x, у) не премашује док х остаје у своме кругу с полупречника r, 
а у у своме кругу с' полупречника r', зависи од вредности r и r'. Про
блем да се тачно нађе та зависност, нерешљив је, изузимајуhи неке вр

ло просте случајеве. Али пошто ни сам услов, који одређује М, није 
прецизан, јер се тражи само то да тај број не буде мањи од поменутога 

модула функције f(x, у), то је посао упрошhен и задатак одредбе броја 
М у непрегледном броју случај ева решљив. 

Пре свега, у многим случајевима помаже правило да је модуо 

збира мањи од збира модула, а веhи од разлике модула. Тако нпр. 

l 0 заједначину 

у'= -)1-ху 
биhе 

1 1- ху 1 < 1 + rr', r = 1 х 1, r' = 1 у 1 

па се може узети 

М= -Ј1+ rг'; 
2°заједначину 

према 

може се узети 
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3°заједначину 

може се узети 

Међутим постоји за одредбу броја М и једна општа меШоgа мајо-. . 
рирања, КОЈа се састоЈИ у овоме: 

Кад је дата једначина 
y'=.f(x,y) 

где је .f(x, у) функција холоморфна у близини вредности х= О, у= О, 
та се функција може развити у двоструки Maclaurin-oв ред 

(95) 
т 11 

За функцију f(x, у) каже се да је мајорирана једном функцијом 
'A(r, r'), израженом двоструким редом 

(96) 
т 11 

где Је 

r = 1 х 1, r' = 1 у 1, 

ако су коефицијенти В т,, реда (96) сви реални и позитивни а при том је 
за све вредности индекса n 

(97) 

Пошто је 

1 f(x, у) 1 = L _L1 Ат11 1 ·1 Хт 1 ·1 у" 1, 
т 11 

а 

he за све вредности х у кругу с полупречника r, и за све вредности у у 
кругу с' полупречника r' (са центрима у координатном почетку) 

(98) 1 f(x, у) 1 < 'A(r, r'). 

Задатак одредбе броја М сведен је дакле на 

1 о тражење реалних позитивних бројева В т" за које he постојати 
неједначина (97) 
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2° на сумирање помоhу њих формираног двоструког реда (96). 

А каg је Шо извршено, .може се узеШи 

М= A(r, r'). 

У појединим општијим случајевима број М се изражава непосред

но помоhу саме функције .f(x, у). Тако he бити кад су сви коефици
јенти Amn реални, а поред тога 

1 о или су сви они позитивни; тада се може узети 

па дакле 

т n 

тако да he бити 
М = .f(r, r'); 

2° или су сви коефицијенти парнога ранга т позитивни, а сви не
парног ранга т негативни; тада се може узети 

М = .f( -r, r'); 

3° или су сви коефицијенти парнога ранга n позитивни, а сви 
непарног ранга n негативни; тада се може узети 

М = .f(r, -r'). 

Тако исто, у појединим општијим случајевима може се мајорира
ње функције .f(x, у) свести на мајорирање простијих функција. Такав 
је нпр. случај кад је функција .f(x, у) облика 

.f = Cl'1\j/1 +(\)2\ј/2 +С()з\ј/з + ... 

где су Cl'k и \jl k функције променљивих х и у. 

Пошто је тада 

1 .f 1 < 1 Cl'1 1 ·1 \ј/1 1 + 1 Cl'2 1 ·1 \ј/2 1 + ... 

то кад се знају мајорирати функције 

Cl'1• Cl'2• (\)з, .. . 

\ј/1, \ј/2, \ј/з, .. . 

имаhе се мајорирана и функција .f(x, у), па he се тиме, на горњи начин, 
одредити и број М. 



ОСНОВНЕ ТЕОРЕМЕ И ПРАКТИЧНА УПУТСТВА 163 

Што се тиче задатка сумирања двоструког реда (96) којим се 
извршује мајорирање функције f(x,y), а тиме и одредба броја М, он 

he бити предмет одељка 10, ове књиге. 
Овде he бити наведено неколико примера, у вези са тим одељком 

10. 

1. пример. - Зна се да двоструки ред 

има за збир функцију 

'A(r, r') = ег+г'; 
према томе за једначину 

може се узети 

М= Аег+г'. 

2. пример. - Зна се да ред 

т 11 

има за збир функцију 

'~( ') 1 л r r = · 
' (l-r)2(1-r') 2

' 

према томе за једначину 

А>О 

може се узети 

3. пример. Зна се да ред 

има за збир функцију 

према томе за једначину 

1 
'A(r,r')= ,; 

1-..с-~ 
а Ь 
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у' =--А __ 
l-~-1. 

а Ь 
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(где су А, а и Ь позитивне константе) може се узети 

1 
м= ,. 

1-..с_ _ _е_ 
а Ь 

9. СПЕЦИЈАЛНИЈЕ КОМПАРАТИВНЕ ЈЕДНА ЧИНЕ У 
ПРОБЛЕМУ ИНТЕГРАЦИЈЕ 

Као што се види из напред изложенога, одређиваље круга С у 

коме ће добијени интегрални ред 

у= а 1х +а 2х 2 +а3х 3 + ... 

дате диференцијалне једначине у'= f(x, у) насигурно бити конверген
тан, врши се компаративном методом, упоређујући тај ред са редом 

што даЈе интеграл 

друге једне диференцијалне једначине 

(99) 
т fl 

кој а испуњава ове услове: 

1 о да су сви коефицијенти В mn реални и позитивни; 

2° да је за све вредности индекса т и n 

за да се може одредити полупречник R' круга С' у коме ће инте
грал v бити холоморфна функција променљиве х. 

Кад је, за дату диференцијалну једначину нађена таква једна јед

начина (99), може се тврдити ga he инШе'lрални peg йрве јеgначине 
биШи конвер'lенШан за све вреgносШи х, у кру'lу ойисаном око х =О, 
као ценШра, са йолуйречником R који је бар Шолико велики колики је 
йолуйречник R' кру'lа С'. 

Једначина (99) је тада комйараШивна јеgначина за дату диферен
циЈалнуЈедначину 
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(100) у'= .f(x, у) 

Компаративних једначина има од две врсте: 

1 о једних што важе за све једначине (100) у којима је функција 
.f (х, у) холоморфна у близини вредности х = О, у = О; то су ойшШе ком
йараШивне јеgначине. 

2° других што важе за једначине (100) за које је потребно чинити 
за .f(x, у) какве нарочите претпоставке; то су сйецијалније комйара
Шивне јеgначине. 

Све ово што је напред изложено за одређиваље круга конверген
ције С интегралног реда у, основано је на употреби Cauchy-eвe ком
паративне једначине која је облика 

v'= ___ м __ _ 
( 1 - ах ) ( 1 - bv ) 

где су а и Ь две реалне позитивне константе. 

То, међутим, није једина могућна компаративна једначина и поз

нато је више разних других диференцијалних једначина које играју 

исту компаративну улогу као и Cauchy-eвa једначина. Такве би нпр. 

биле Weierstrass-oвa једначина 

v' м 

1- ах- bv 
или Stiickel-oвa једначина 

1 м v =------
(1- ах )2(1- bv) 

о чијој употреби за одређиваље круга конвергенције интегралног реда 

у овде неће бити говора, пошто је за циљ који се има пред очима била 

довољна Cauchy-eвa једначина. 

Специјалних комапративних једначина има мноштво, али је љихо

ва област употребљивости много ужа. За могућност љихове употребе, 

у појединим датим случајевима, везане су одређене претпоставке о 

функцији .f(x, у) што фигурише у датој диференцијалној једначини. 
Најчешће од тих претпоставака су оне о начину рашhења или 

ойаgања коефицијенаШа Amn двоструког реда 

(101) 
т n 

кад индекси т и n бескрајно расту. Како се подаци о томе начину раш
ћеља или опадаља могу искористити у проблему о коме је реч, видеће 

се нпр. из ових правила: 
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Нека су A(n) и fl(n) две реалне функције променљивог целога 
позитивног броја n и такве да изрази 

А(т) ·fl(n) 

остају коначни при бескрајном рашћењу индекса т и n. Ако се Шаgа 
сШавиgаје 

(102) 

gиференцијална јеgначина 

(103) 

I,A.(n)x 11 = Х(х), 
Lfl(n)V 11 = V(v), 

v' = <р(х, v) = AXV, 

'ige је А йоgесно изабран реалан йозиШиван број, u'ipahe уло'iу комйа
раШивне јеgначине за gаШу јеgначину (101). 

Јер, под постављеним условима, оба реда (102) биће конвергентна 
у извесним круговима, описаним око почетка, са полупречницима ра

зличним од нуле. Са друге стране, услов да израз 

(104) 
Л,(т) ·fl(n) 

не расте бескрајно при рашћењу индекса т и n, показује да постоји 
један реалан и позитиван број А такав да за све вредности тих индекса 

израз (104) има вредност непрестано мању од А. Тада је, ако се стави да 
Је 

AA,(т)fl(n) = Bmn 

за све вредности индекса 

1 Amn 1 < Bmn· 

Са друге стране, интеграл v једначине (103), који за х = О добија 
вредност v = О, је изражен једначином 

\) х 

(105) Ј~ =Afxdx 
о о 

и у свакоме датом случају може се одредити круг С' описан око поче
тка х= О у коме he функција v, изражена обрасцем (105), бити холомор
фна. Једначина (103) испуњава, дакле све услове који треба да су испу
њени да би била компаративна једначина за једначину (101). Полуйре-
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чник R кру2а конверzенције инШе2рално2 pega у јеgначине (101) биhе, 
gакле, бар Шолико велики, колики је йолуйречник кру2а С'. 

А из тога се изводе нпр. ова правила: 

1. правило. Kag 2og израз 

(106) m!n! 1 А11111 1 

осШаје коначан йри бескрајно.м рашhењу инgекса т и n, за йолуйреник 
R .може се узеШи вреgносШ 

(107) 

2ge А означује јеgну 2орњу 2раницу израза (106). 
Јер компаративна једначина, 

""" X
111

V" v' = <р(х, v) =А ~-1-1 = Аех+>·, 
m.n. 

има за интеграл v, што за х= О добија вредност v =О, израз 

v =-log[l-A(ex-1)] 

који има вредност (107) као свој од почетка х = О најмање удаљен син
гуларитет. 

2. правило. Kag 2og израз 

(108) 
(m+l)(n+l) 

осШаје коначан йри бескрајно.м рашhењу инgекса т и n, за йолуйреник 
R .може се узеШи вреgносШ 

(109) R=_l_ 
1+ ЗА' 

2ge А означава јеgну 2орњу 2раницу израза (108). 
Јер компаративна једначина 

А 
v'=<p(x,y)=AL(m+l)(n+l)x 111v"= 2 2 (1-х) (1-v) 

има за интеграл v, који за х= О добија вредност v = о; израз 



168 

v =l- 3 1-(l+ЗA)x 
1-х 
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а овај има вредност (109) као свој сингуларитет најближи почетку. 

3. правило. Kag 'iog су коефицијенШи Amn сви реални и йозиШи
вни, а израз 

(110) m!n!Amn 

моноШоно расШе йри рашhењ у инgекса т и n, за комйараШивну јеgна
чину gаШе gиференцијалне јеgначине 

(111) y'=f(x,y) 

може се узеШи јеgначина 

(112) v'=<p(x,v) 

ar+qf 
'ige је <р(х, v) ма који йарцијални извоg функције f(x, v). 

дхРдvq 

Јер, пошто израз (110) монотоно расте при рашhењу индекса, би
hе за свако т, n, р 

m!n!Amn :=o;(т+p)!(n+q)!Am+p,n+q 

па дакле 

Amn < Bmn 
где Је 

_(m+p)!(n+q)! 
В mn - 1 1 Am+p,n+q• 

т .11. 

тако да he једначина 

играти улогу компаративне једначине за једначину (111) кад год инте
грал v задовољава горе наведени услов. Међутим је овде 

а та једначина насигурно има свој интеграл v, што за х= О добија вред
ност v = О, као холоморфну функцију променљиве х у близини вред
ности х= О. 

Приметиhемо да из горњег услова везаног за израз (110) следује 
да коефицијенат Атп не опада никад брже него израз 
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1 
m!n! 

у току поступног рашhеља индекса т и n. 

169 

Правило доводи до закључака од интереса кад се примени нпр. на 
Једначину 

у'= р(х, у)+ \jf(x, у) 

где је р полином по х и у, а \jf произвољна функција, таква да десна 
страна једна чине задовољава услов везан за израз (110). 

10. СУМИРАЊЕ ДВОСТРУКИХ РЕДОВА У ПРОБЛЕМУ 
ИНТЕГРАЦИЈЕ 

Као што је показано, и формираље компаративних једначина, и 

одредба броја М за Cauchy-eвy компаративну једначину захтева суми

раље двоструких Масlашin-ових редова 

(113) z = LLA11111Xmy". 
т 11 

Проблем сумираља нема општег решеља, али се он може решити 

у великоме броју општијих случајева, и то баш у онима који су од наро

читог интереса у проблему интеграције. Најважнији од таквих случаје

ва садржани су у ставовима који следују. 

1. став. Да би функција z gефинисана реgо.м (113) била изражљива 
као збир йарiliикуларних инiliezpaлa йарцијалне gиференцијалне јеgна

чине 

(114) 

йоiliребно је и gовољно ga израз Amn, йoшilio се у ње.му с.мени т са х, а n 
са у, буgе збир йарiliикуларних инiliezpaлa јеgначине (114). 

То следује из тога што једначина (114) има за општи интеграл 

(115) z =ХУ, 

где је Х произвољна функција променљиве х, а У произвољна функција 

променљиве у. Јер је из (115) 

~=Х'У 
дх , 

дz = ХУ' 
ду ' 

дzz = Х'У' 
дхду 



170 ИНТЕГРАЦИЈА ПОМОЋУ РЕДОВА 

и једначина (114) је задовољена за произвољне функције Х и У. 
Ако је, дакле, функција (113) једнака збиру партикуларних инте

грала једначине (114), она је облика 

(116) 

где је Xk функција променљиве х, а Yk функција променљиве у. 
Онај део двоструког реда (113) што произлази од члана XkYk об

лика Је 

и његов коефицијенат продукта х 111у" изражава се као збир чланова 

облика <Х 111~ 11 , где се ат мења само са индексом т, а ~~~ само са индек
сом n. Према томе, и сам коефицијенат А11111 изражава се као збир чла
нова облика <Х 111~ 11 па, дакле, кад се у њему смени т са х, а n са у, он he 
постати линеарна и хомогена комбинација интеrралаједначине (114). 

Обрнуто, кад год буде наступио овај последњи случај, z је збир 
чланова облика 

па је, дакле, функција (113) збир партикуларних интеграла једначине 
(114). Услов, исказан горњим ставом, у исто је време и потребан и до
вољан. 

Из свега тога излази и овај, сам по себи очевидан закључак: 

2. став. Kag zog је функција (113) изражљива као збир йарШикула
рних инШеzрала јеgначине (114), она је изражљива као хо.моzена ква
gраШична функција gвеју или више функција шШо зависе само og йо је

gне йро.мељиве х или у, Шако ga је она облика (116). 
А из тога се добија и овај закључак: 

Да би функција (113) и сама била интеграл једна чине (114), потре
бно је и довољно да то буде случај и са функцијом Аху, тј. да она буде 
продукат двеју функција, од којих једна зависи само од х, а друга само 

од у. Такав he исти облик тада имати и функција z. 

I 

Једна пространа класа редова (113), који испуљавају услове ових 
ставова, јесте она за коју је коефицијенат Ат" рационална функција: 

1 о ограниченог броја израза 

(117) 
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што се мењаЈу само са индексом т; 

2 о ограниченог броја израза 

(118) b,l' Ь~, Ь~', ... 

што се мења]у само са индексом n. 
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Таква рационална функција ће испуњавати услове горњих ставо

ва кад год су ЈОЈ полови сШални, тј . независни од индекса т и n, или кад 
полова и нема, у коме се случају коефицијенат Amn своди на полином 
по изразима (117) и (118). 

У овоме последњем случају Amn је збир ограниченог броја члано
ва облика 

(119) 

тј. облика ат~п• па је, дакле, функција Аху збир партикуларних инте
грала једначине (114). Функција z је облика (116), где је број функција 
Х k и Yk ограничен. 

У првом случају, тј. кад рационална функција има полова, а ови су 

стални, међу изразима (117) налазиће се ограничен број израза облика 

1 

а међу изразима (118) ограничен број израза облика 

1 

где су ck и dk стални, од т и n независни бројеви, а Pk и qk цели пози
тивни стални бројеви. Функција z биће опет облика (116), тј. биће збир 
ограниченог броја партикуларних интеграла једначине (114). 

Елиминацијом функција 

(120) 

(121) 

и њихових узастопних извода по х и у из низа једначина које се добијају 
узастопним парцијалним диференцијаљењима израза (116) по х и у, до
бија се једна парцијална једначина која не садржи ни једну од функција 
(120) и (121) ни њихове изводе. Та је једначина облика 

(122) P(z, р, q, r, s, t, ... )=О, 
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где је Р полином по функцији z и њеним парцијалним изводима 
р, q, r, s, t, . .. по х и у. Кад се ред једнога парцијалног извода сматра као 
степен, тај је полином хомоген; љегови коефицијенти су цели бројеви. 

У случају нпр. кад је 

тј. кад се коефицијенат Amn изражава као збир од два члана облика 
ат~"' једначина (122) је у своме развијеном облику, 

(123) 

(
z д2z _k. дz) д4z - д2z. д2z. д2z -
дхду дх ду дх 2ду 2 дх 2 ду 2 дхду 

д3 z д3 z дz д 2 z д3 z -z--·--+-·--·--+ 
дхду2 дх2ду дх ду2 дхду2 

дz д 2 z д3z +-·-·--=0. 
ду дх2 дх2ду 

А за општи случај важи овај 

3. став. Kag zog је Amn облика йреШйосШављеноz у ово.ме йараzра
фу, функција z је инШеzрал јеgне йарцијалне gиференцијалне јеgначине 
коначног pega облика (123) који зависи са.мо og броја чланова am~n на 
чији се збир своgи Аmп а не зависи од облика израза am и ~n. 

Једна иста парцијална једначина (123) важи за све двоструке по
тенцијалне редове z за које се коефицијенат Amn изражава као збир од 
једнога истог броја чланова ат~ п· Ако је овај број р, једначина је 
2р-ога реда. 

п 

Узмимо као пример случај кад је 

(124) 

где су Ат и В" чланови ма каквих бескрајних низова 

(125) 
Ао, At, А2, ... , 

Bo,Bt,B2, ... , 

а Qmn полином по једноме ограниченом броју чланова 

(126) 
т, Л7, Л~, Л?,, .. . 

n, !l!', 1-12, !l~', .. . 
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где су Л.k и !lk бројеви независни од т и n, као и коефицијенти пали
нама Qmn· 

Коефицијенат Amn и тада је једнак збиру ограниченог броја саби
рака облика 

где су С, М, N константе независне од т и n, а р и q цели позитивни бро
јеви такође независни од т и n. Функција Аху је, дакле, збир партикула
рних интеграла једначине (114). Према томе, функција z, дефинисана 
двоструким редом 

једнака је збиру ограниченог броја чланова облика XpYq, где је 

ХР = АL:т"Ат(Мх)т, У{1 =В L:nqB"(Ny)", 

и где су А и В две константе. 

У очима тада две функције 

па he бити 

(128) 

МеђутИм, функције ИР и V,7 одређене су рекурсивним обрасцима 

(129) 

са почетним вредностима 

(130) 

Помоhу тако одређених функција Uk и Vk функција z се изражава 
као збир ограниченог броја чланова облика 

(131) 

Ако се сингуларитети функције U0(t) означе са 

(132) ~О'~~' ~2, · .. , 

а сингуларитети функције V0 (t) са 

(133) 
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сингуларитети функције z he бити 

(134) x=k x=k x=k, ... 
м' м' м 

(135) . у =ЉL 
N' 

у = .!11 
N' 

y=.!h., ... 
N 

Функција z биhе холоморфна у круtу полупречника 

R =1_ 
м' 

у равnц: пр!)менљиве х, и у кругу полупречника 

R' = _!]_ 
N' 

у р~вни променљиве у, где ~ и 11 означују најмању међу вредностима 
(132) и (133). 

1. пример. -Нека је 
Ат= 1, В"= 1, 

а знак :Е:Е се распростире на вредности 

(136) 

Тада је 

т= О, 1, 2, 3, .. . 

n = О, 1, 2, 3, .. . 

1 
Ио =Vo =--, 

1-t 
u-v:- t 
1- l-(1-t)2' 

4+ 2t u1 = v, = 4, ... 
. . (1-t) 

Све су функције Uk(t) и Vk(t) рационалне, йа he функција z биtйи 
рационална функција йро.менљивих х и у, која he и.маtйи за йолове вре-
gносtйи 

1 
х=-

м' 

Тако се нпр. налази да је 

1 
у-- N. 

z= Il:(am+bn+c)xmyn = 
m=On=O 
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па пошто Је 

то Је 

Ио(t) = Vo(t) = :f tm = -
1-, 

m=O 1- t 

= 

Ul(t)=Vl(t)= I,mtm= t 
2

, 

m=O (1-t) 

· ах Ьу с 
z= + +-----

(1-х)2(1-у) (l-x)(l-y)2 (1-x)(l-y) 

Тако се исто налази да је 

z = I. I,cam + bn + с)2 xmyn = 
m=On=O 

= а 2Иz(Х). Vo(Y) + Ь2Ио(Х). Vz(y) + с2Ио(Х). Vo(Y) + 

+2abU1(x) · V1(y) + 2acU1(x) · V0 (y) + 2bcU0 (x) · V1(y), 

па пошто 

имају исте вредности као малочас, а 

I.= 2m 1+t 
т t - ---=-

m=O - (1- t)з ' 

то, кад се све сведе, добија се за z израз 

где су А, В, ... , I константе чије су вредности 

А = с2 + 2 ( аЬ - ас - Ьс), В = Ь2 
- 2 с2 - 2 ( аЬ - 2 ас - Ьс), 

С= а 2 - 2с2 - 2(аЬ- ас- 2Ьс), D = Ь2 + с2 - 2ас, 

Е= -2(а 2 +Ь2 -2с2 )+2(аЬ-2ас-2Ьс), 
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G = а 2 -2(Ь2 +с2 -ас), Н= Ь2 -2(а 2 +с2 -Ьс), I = а 2 +Ь2 +с2 . 

Као специјалан случај добија се образац 
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Исто тако је и 

z = I,I,Caт 2 +Ьn2 )хту" = 
т=Оп=О 

_ (а + Ь) (1- 2 ху) + Ьх 2 (1 + у) + ау 2 (1 + х) + (а - 2 Ь) х - ( 2 а - Ь) у 
- (1- х )з (1- у )з 

тако даје 

I.= L= ( 2 2) т n xy(x+y-4)+x(x-l)+y(y-l)+2 
т +n х у = . 

( 1-х)3(1-у)3 

т=Оп=О 

2. пример. - Нека је 

1 
Ат=-, 

т! 

1 
Вп=-, 

n! 

а знак~~ се распростире на све вредности (136). Тада је 

Функција z је йолино.м йо йро.менљиви.ма х, у и йо разни.м ексйоне
нцијални.м функцијама 

'ige су ak и bk консШанШе чији је број о'iраничен. 

З. пример. - Нека је 

А = (2т)! 
т (т !)2' 

В = (2n)! 
" (n! )2 ' 

а знак ~~ се распростире на све вредности (136). Тада је 

1 
И о = Vo = г:;----:;-: ' 

-vl- 4t 
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Функција z је ал2ебарска функција йроменљивих х и у, која има 
вреgносШи 

1 
х=-

4' 
1 

у=-
4 

као ал2ебарске криШичке Шачке gpy2o2a pega. 

4. пример. - Нека је Ат рационална функција променљиве т чији 

су полови сви прости и једнаки негативним сталним целим бројевима; 

нека је В 11 функција такве исте врсте променљиве n. Поред тога, знак 
:EL односи се на вредности 

т = 1, 2, З, ... ; n = 1, 2, З, ... 

Тада су Ат и В 11 облика 

А = Р(т) 
т (т+а 1 )(т+а2 ) ... (т+а")' 

где су а k и ~ k цели позитивни број е ви независни од т и n, а Р (т) и 
Q(n) су полиноми по т, односно по n. 

Растављањем рационалних функција Ат и В 11 на просте елементе 

добија се 

Ат= С+М, В 11 =С' +N, 

где Је 

и где су 

константе независне од т и n, и то Rk и R~ су остаци функција Ат и В" 
за њихове полове -ak и -~k· Тада је 

С R tт R tт 
Иa(t)=-+_L ' +L 2 + ... , 

1- t т+ а 1 т+ а2 
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11еђутим,образац 

(2 (3 tP 
log(l- t) = -t----- ... ---

2 3 р 

даЈе непосредно 

~-('_ = _ _l[log(1- t) + t+f_ + ... + !:._], 
f,:j n + р t~' 2 _ р 

према чему се налази да Је 

И0(t)= С -log(l-t)(&+R2 + ... )-S(t), 
1- t ta' ta 2 

где је S(t) збир чланова 

за 

k = 1, 2, 3, ... ' h, 

а где h означава број полова рационалне функције Ат. 
Функција V0 (t) има исти облик, само што су у њој константе С и 

Rk смењене константама С' и R~, а полови ak са ~k· 
Из тих се почетних функција, помоhу напред наведених рекур

сивних образаца, могу изразити потребне функције Uk и Vk а Шиме he 
биШи сумиран gаШи peg z йомоhу о2раничено2 броја рационалних и 
ло2ариШамских функција. 

III 

У очима исти случај као у одељку П, а са том разликом што је Qmn 
полином по једном ограниченом броју чланова 

1 1m 1т 1m -, ,....,1' л2, л3, ... , 
т 

1 ll 11 11 
-, lli' ll2• 113• ... , 
n 

где су Лk и llk стални бројеви (независни од т и п) као и коефицијенти 
полинома Qmn 
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Израчунавање функције z је исто као у одељку П, са том разликом 
што функције И k и Vk имају другој а че облике. На име, биће 

Те су функције у исти мах одређене и рекурсивним обрасцима 

са почетним функцијама 

Оне се, уосталом, могу имати и непосредно изражене у облику од

ређеног интеграла. Тако, из интегралног обрасца 

1 1 f -ти k-ld -= е и и 

mk (k-1)!0 
добија се да је 

~ 

Uk(t) = 1 ЈИ0(tе-")иk- 1 dи, 
(k-1)!0 

У специјалном случају кад је 

Ат= 1, В"= 1, 

а сумирање ~~ се протеже на вредности 

биће 

т= 1, 2, 3, .. . 

n= 1, 2, 3, .. . 

U0 (t) = V0(t) = L tт = _t_, 
1-t 

т=! 

Функције Uk(t) и Vk(t) се, уосталом, изражавају и непосредно у 
облику одређеног интеграла 
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Функција z је Шаgа јеgна мулШиформна функција йроменљивих х 
и у, која има вреgносШи х= 1, у= 1 за лоzариШамске криШичке Шачке. 

Уочимо још и случај кад је 

где су Ат, В"' Qm" исти као у одељку П. Коефицијенат Атп тада је збир 
ограниченог броја чланова од две врсте, једних облика 

других облика 

па је, дакле, функција Аху опет збир партикуларних интеграла парци
јалне једначине (114). 

За чланове првога облика је 

а за чланове другога облика 

1 
V0 (t) = -, 

1-t 

1 
Ио(t) = --, Va(t) = LВnt", 

1-t 

па би се функције Uk(t) и Vk(t) израчунале помоћу рекурсивних напред 
наведених образаца, а помоћу њихових квадратичких комбинација би

ла би изражена и функција z. 

IV 

У многим случајевима могућно је сумирати и двоструке редове 

(137) 

у којима општи коефицијенат Ст" не испуњава услове предњих ставо
ва, али их задовољава пошто се подели каквим изразом В т" што зави

си од индекса т и n. 
Такве су врсте редови (137) у којима је функција Сху двеју проме

нљивих х и у једнака продукту два фактора: 
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1 о једнога Аху који је једнак збиру ограниченог броја партикула
рних интеграла парцијалне једначине. 

2° једнога В ху који је такав да је могуhно сумирати ред 

(138) 

У о чим о, као пример, случај кад фактори Атп и Ат имају облик 

претпостављен у одељку П. Општи коефицијенат Стп тада је једнак 
збиру ограниченог броја израза облика 

СтРnqМтN"Вт"' 

тј. збиру ограниченог броја партикуларних интеграла једначине (138), 
(где су С, М, N константе, а р и q стални позитивни цели бројеви). 

Функција (137) је изражљива као збир ограниченог броја израза 
облика 

где Је 

сир.q(Мх, Ny), 

и ( ) _ "" р qв т " p,q Х, у - ,с..,,с..,т n тпХ у . 

Међутим, функције ир.q се могу одредити помоhу једног или дру

гог рекурсивног обрасца 

где почетна функција и о.о има за израз 

ио. 0 (х, у)= <р(х, у). 

Тако нпр. за двоструки ред 

I " (т+n)! т" L. х у' 
(т+n)т!n! 

где се сумирање распростире на све вредности О, 1, 2, 3, ... индекса т и 
n, осим на пар т= О, n =О, зна се да има за збир функцију 

<р(х, у)= -log(l-x- у). 

Тој функцији одговарају функције ир,q облика 

и - у 
0,1 - 1 ' 

-х-у 
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и - ху 
101-(1 )2' 

-х-у 

и - x(l-y) 
2оо-( 1 )2 ' 

-х -у 

и _ у(1-х) 
002-(1 )2' 

-х -у 

и _ху(1+х-у) 
201 - (1 )3 ' 

-х -у 

и _ху(1-х+у) 
102 - ( 1 )3 ' 

-х -у 

и22 = ху(1-х 2 -у 2 ~4ху),"о 
о (l-x-y) 

па се, према томе, увек може сумирати сваки ред облика 

LL (m+n-1)!A т" 
m11X У· 

m!n! 

Сваки Шакав peg има, gакле, за збир јеgну кваgраШичну комбина
цију функције log(1- х- у) и рационалних функција йроменљивих х и 

у. 

Тако исто, за двоструки ред 

где Је 

(139) 
В = [1· З· 5 ... (2m -1)][1 о З о 5 ... (2n -1)] 

mll 2·4°6 ... 2(m+n) ' 

зна се да има за збир функцију 

1 1 
-;===+--
Л-Х $=У 

<р(х,у) = 1+,}(1-x)(l-y)' 

као и то да ред 

L,LВ Х 2mym-211 
mn ' 

где је 

(140) В =m(m-1) ... (m-n+1)
0

_1_ 
mll 1 . 2 о з ... n 2 т 

има за збир функцију!) 

<р(х,у)= г.---?" 
1-у+\/1-х 2 

1 + 1 
~ 

1) Heпnite: Cours d' Analyse de !' Ecole Polytecћique, р. 64. 
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Помоhу горњих рекурсивних образаца одређују се из ових почет

них функција одговарајуhе им функције Up,q, које he све бити алге
барске функције променљивих х и у. 

Сваки gвocilipyки peg 

(141) 

zge Bmn има за израз (139) или (140), има за збир йо јеgну ал2ебарску 
функцију йроменљивих х и у. 

На исти би се начин сумирали редови(141) за које Bmn и <р(х, у) 
имају који од ових облика: 

1о В = (т+п)! 
mn 1 1 ' 

т.п. 

зоВ = (2т)! 
mn (т!)2' 

40 В =ат+ bn +с 
тп ' ' т.п. 

1 
<р(х, у)= 1 

-х -у 

1 
<р(х, у)=--; 

1-ху 

1 
<р(х,у) = ~1-4ху; 

<р(х, у)= (ах+ Ьу +с) ех+у. 

У случајевима 1 о и 2° функција z је рационална функција промен
љивих х и у; у случају з о z је ал2ебарска функција тих променљивих, а у 
случају 4° z је цела трансцендентна функција истих променљивих. 

У случају 4°, кад је сумирање распрострто на вредности 

т = 1, 2, З, ... ; n = 1, 2, З, ... 
налази се да Је 

<р(х,у) =(ах +Ьу+с)ех+у -(ах +с)ех -(Ьу+с)еУ +с, 

а одговарајуhе функције Up,q добијају се помоhу напред наведених ре-
курсивних образаца. · 

v 

Ово, што је довде изложено, налази непосредну примену у йроб

лему мајорирања gвосШруких йоiliенцијалних реgова 

(142) 

Пошто је увек 

(143) 1 f(x у) 1 < L:L: 1 а 1 Уmг'" 
' nm ' 

г= 1 х 1, г'= 1 у 1, 
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то, кад год се 1 amn 1 може мајорирати каквим изразом Amn онаквог об
лика о каквом је напред била реч, тј. таквим да је Аху један интеграл, 

или збир ограниченог броја, овога пута реалних и позитивних, пар

тикуларних интеграла парцијалне диференцијалне једначине 

zs- pq =О, 
биhе 

(144) 1 f(x,y)l <F(x,y), 

где је 

(145) 

Из овога што претходи види се да је у непрегледном броју случа

јева .моiуhно и.маШи .мајоранШну функцију F(x, у) изражену у ексйли
циШно.м облику као функцију йро.менљивих х и у. 

А то се опет непосредно примељује на йробле.м инШеiрације 

gиференцијалних јеgначина йрвоiа pega 

(146) y'=f(x,y) 

йо.моhу реgова 

(147) 

Главни део проблема састоји се у одредби једнога круга, описаног 

око тачке х= О у равни променљиве х, у коме he ред (147), за дату јед
начину (146), бити насигурно ковергентан. 

Уочимо интеграл једначине (146) који за х= О добија вредност 
у= О и претпоставимо да се функција f(x, у) може развити у ред (142) 
чији је општи коефицијенат amn могуhно мајорирати каквим реалним 

и позитивним изразом Amn о коме је малочас била реч. Тада he функ
ција /(х, у) бити мајорирана одговарајуhом функцијом F (х, у) која he 
бити збир партикуларних интеграла парцијалне једна чине 

zs- pq =О. 

Означимо са v овај интеграл диференцијалне једна чине 

(148) v'=F(x,v), 

који за х= О добија вредност v =О. Полуйречник R круiа конверiенције 
инШеiралноi pega (147) биhе бар Шолики колики је йолуйречник R' 
круiа холо.морфносШи инШеiрала v. 

Међутим, функција F је тада облика 
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где Xk зависе само од х, а Vk само од v, па се подесним избором те мајо
рантне функције може учинити да одговарајуhа једначина (148) 

v' = X1V1 +X2V2 + ... 

буде интеграбилна, или да јој се бар може и без интеграције одредити 

полупречник R' холоморфности њеног интеграла v. Тада горњи став 
даје један круг описан око тачке х = О, у коме he интегрални ред (147) 
насигурно конвергирати. 

То he бити расветљено следеhеим примерима. 
1. пример.- Нека су 

два низа позитивних бројева, таквих да количник 

(149) 

остаје коначан при бескрајном рашhењу индекса т и n; нека је А један 
сталан позитиван број који није премашен вредношhу количника (149). 
Тада се може узети 

па he у компаративном реду (145) бити испуњени напред постављени 
услови. Функција F (х, у) биhе 

F (х, у)= ALLA 11Jinxmyn = АЛ(х) · /l(y), 

где Је 

а компаративна једначина (148) је тада 

(150) v' = АЛ(х) /l(V ). 

Полупречник R круга конвергенције интегралног реда 

(151) 

једначине (146) биhе бар толики, колики је полупречник R' круга хо
ломорфности интеграла v једначине (150), датог једначином 

1' х 

Ј~= Јл(х)dх. 
О /l(V) О 
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Тако нпр. у специјалном случају кад је 

1 
/.ln=,, 

n. 
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тј. кад модуо општег коефицијента а",11 дате диференцијалне једначине 
(146), у вези са изразом (142), не опада спорије него израз 

1 
т!п!' 

може се узети 

А = ____:i__ 
11111 1 1 m.n. 

Компаративна једначина (150) је 

' л'\:' '\:"' х mv" А ,+,. v = LJLJ----= е- , 
m!n! 

а њен интеграл, који за х = О добија вредност v = О, је 

v = log(l +А- Аех). 

Његов круг холоморфности има за полупречник 

R' = log (1+ ~) 
и у томе кругу ред (151), што представља интеграл једначине (146), на
сигурно Је конвергентан. 

У специјалном случају кад Л,т и /.1 11 расту брже но 2"' и 2", може 
се узети 

Компаративна једначина (150) је 

v' = ALL2m+пxmv" = ___ А __ _ 
(l-2x)(l-2v) 

а њен интеграл, који за х= О добија вредност v = О, јер 

v =1-~1+2Alog(1-2x). 

Он је холоморфан у кругу полупречника 

1 

R'=1-e2A 
2 
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па he у томе кругу бити конвегрентан и интегрални ред (151) једначине 
(146). 

На овај последњи случај се своде и једначине (146) у којима коли-
чник 

остаје коначан и не премаша један сталан број А. Довољно је примети
ти да је за све позитивне вредности индекса т и n 

2. пример. - У о чим о случај кад се за Amn може узети какав израз 
облика 

тако, да Је Аху један партикуларни интеграл парцијалне једначине 
(123). 

Нека је 

L~пУп =~(у), L/lпУп = /l(y), 

па he једначина (148) бити 

(152) v'=a(x)·~(v)+Л(x)·/-l(V). 

Кад су функције а, ~, Л, 11 такве, да је једначина (152) интегра
билна, полупречник круга холоморфности њеног интеграла v, који за 
х= О добија вредност v =О, даhе једну доњу границу полупречника кру
га конвергенције интеграла (147) једначине (146). Једна од таквих јед
начина је нпр. Bemoulli-eвa једначина, која се и у општем случају може 

интегралити. 

11. РЕДОВИ ШТО ИЗРАЖАВАЈУ ОПШТИ ИНТЕГРАЛ 
ДИФЕРЕНЦИЈАЛНЕ ЈЕДНА ЧИНЕ ПРВОГ А РЕДА 

Општи интеграл диференцијалне ј првог реда 

(153) 

тј. њен интеграл кој 

љну вредност у = 
вредност х = х 0 добија произво

Је Једном релациЈОМ 
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(154) 

где је F функција четири променљиве 

(155) х,у,хо.Уо 

у којој се х може пермутовати са х 0 , у са у0 , а да при томе функција не 

промени СВОЈУ вредност 

Кад пар вредности (х 0 , у0 ) не представља никакву сингуларну та

чку функције .f(x, у), општи интеграл у може се изразити у облику по
тенциЈалног реда 

где су коефиције~тд An функције променљивих х 0 , у0 . 
Ј е дан произвољно узет ред (156) може, али не мора бити општи 

интеграл какве једна чине првог реда. Тако нпр. ред у коме је 

А0 = у0 , А11 = х 0у 0 +(n-l)x6yб 

није опщти интеграл никакве једначине (153); напротив, ред у коме је 

Ао =Уа. A=LQ_ 
11 1 n. 

општи је и.н,теrрал једна чине 
у'= у. 

У овоме су одељку постављена и потпуно решена ова два питања: 

1 о Какве йоШребне и gовољне услове Шреба ga исйуне коефиције
нШи An pega (156), йа ga Шај peg йреgсШавља ойшШи инШеzрал какве 
gиференцијалне јеgначине йрвоz pega облика (153)? 

2° У случајеви.ма каg су Ши услови исйуњени, наhи gиференцијалну 
јеgначину за коју Шакав peg (156) изражава њен ойшШи инШеzрал. 

Нека је (153) једначина чији је општи интеграл ред (156). Тада је 

(157) А0 =у0 , A1 =[~~]=[.f(x,y)]=.f(xo,Yo), 

где уопште израз [<р] означава вредност коју добија каква функција <р 

једне променљиве х за х= х 0 , или функција двеју променљивих х, у за 

х = х 0 , У= Уо· 

Формирајмо неограничен низ функција 

(158) 
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променљивих х, у дефинисаних рекурентном релацијом 

(159) дf' дf' /,, = ·а; 1 + i ·а; 1 
(n= 1, 2, З, ... ). 

где је почетна функција 

(160) io =/(х, у), 

па he бити 

(161) 

Релација (159) може се написати и у облику 

(162) [/,,Ј = [ д~; 1 Ј + [i] [ д~; 1 Ј 
из чега се, према (157), (159) и (161) добија 

(163) ( l)A _ дА11 +( ) дА11 n+ 11+!- -+Ј Хо,Уо -. 
дха дуо 

То показује да израз 

(164) 
(n+ l)A"+I- дА" 

д = дхо 
дА" 
ду о 

има једну исту вредност за све вредност n= 1,2,3, ... и да се та вредност 
поклапа са /(х 0 , у0 ). Друга једначина (157) тада показује да су х 0 и у 0 
везани диференцијалном једначином 

(165) dyo _ ~'( ) 
---Ј Хо,Уо · 
dx 0 

Вредност израза д је иста као и вредност коефицијента А1 , а то је 

/(х 0 , у 0 ). Једначина (160) добија се, се у Једначини 

(166) 

смени х 0 са х, У о 
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На тај су начин нађени йоШребни услови да би ред (156) био оп
шти интеграл какве једначине (15З). Лако се доказује да су то у исто 
време и gовољни услови за то; доказ је истоветан са оним којим је у З. 

одељку ове кљиге доказано да кад се коефицијенти реда 

израчунају узастопним диференцијаљењем једначине (15З) и деобом 
добијених извода са n, такав ред формално задовољава једначину (15З). 

На тај начин добијено је решеље постављених питаља у облику 

ова два става: 

1. став. Да би peg (156) йреgсШављао ойшШи инШе'iрал какве gифе
ренцијалне јеgначине йрво'iа pega, йоШребно је и gовољно ga израз д 
има јеgну исШу вреgносШ за све вреgносШи n = 1, 2, З, ... 

А кад је тај услов испуњен, решеље другога од постављених 

питања дато је овим ставом: 

2. став. Диференцијална јеgначина, чији је ойшШи инШе'iрал Шаgа 
изражен реgом (156) gобија се каg се у коефицијенШу А1 смени х0 са х, 

У о са у, йа се резулШаШ изјеgначи са dy. 
dx 

У случају кад се тражи да диференцијална једначина (15З), чији 
општи интеграл треба да буде ред (156), не садржи експлицитно про
менљиву х, једначина (159) се своди на 

{, - f qf 
. n+l -. ду' 

а једначина (162) на 

[,f,!+l] = [.f] [~], 
према чему је 

из чега следује 

З. став. Да би peg (156) йреgсШављао ойшШи инШе'iрал какве gифе
ренцијалне јеgначине йрво'iа pega која не саgржи ексйлициШно незави
сно йроменљиву количину х, йоШребно је и gовољно ga израз 

(167) Д = (n+ l)Aп+l 
дА п 

ду о 
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и.ма јеgну иciliy вpegнocili за све вpegнociliи n= 1, 2, З, ... 
И у томе случају је одговарајућа диференцијална једначина одре

ђена ставом 2. 
Као што се види, да ли ће дати ред (156) бити или не општи инте

грал какве једначине првога реда, зависи искључиво од тога ga ли he 
ње2ови коефицијенiliи А" и.маiliи за инваријанШу израз д. А кад је то 

случај, gиференцијална јеgначина ilio2a pega gобија се из са.ме вpegнo
ciliи Ше инваријанiliе. 

За ред (156) нпр. за који је 

A=l_Q_ 
11 1 n. 

инвариЈанта Је 

за ред за КОЈИ Је 

Ао =уо, А = 1·З·5 ... (2n-1)( -х +1)2n+l 
" 211 1 Уо о 

она Је 

за ред за КОЈИ Је 

она Је 

за ред где Је 

ОНа Је 

за ред за КОЈИ Је 

налази се да Је 

n. 

_ [(2х 0 )'' (2х 0 )''- 2 (2х 0 ) 11 - 4 ] 
А"- Уо + + + ··· 

n! l!(n-2)! 2!(n-4)! 

(-l)"-1(2n-2)! 
А"= 2 1 n!(n-1)!(2y 0 ) n-

1 
д=-· 

' У о 

А - _l_g_ 
4n - ( 4n)!' 

А _ _ Уа 
4n+2 - ( 4n + 2)!' 

А - FJr 
411+1 - ( 4n + 1)!' 

~1- Уб 
А о------'-----

4"+-' - ( 4n +З)!' 
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11=~1-у6. 

Ово што је напред изложено, може се представити и на оваЈ 

начин. 

Уопште једна функција 

(168) 

која садржи две произвољне константе С1 и С2 , општи је интеграл 

једне диференцијалне једначине другог реда која не садржи ни С1 ни 
С2 . Та се једначина своди на једначину првога реда кад се између двеју 

констаната успостави каква релациЈа 

(169) 

Тако нпр. функција 

у = cl sin х + с2 cos х 

. . 
Је општи интеграл Једна чине 

у"+ у= О; 

то је, међутим, општи интеграл једна чине 

кад се међу константама успостави релација 

С~+ Ci -1 =О. 

Али, функција (168) може бити општи интеграл једначине првог 
реда (која не садржи ни С1 ни С2 ) а да константе С1 и С2 не престану 
бити произвољне, тј. да не морају бити међу собом везане. Такав је 
случај са функцијом 

што представља интеграл какве једначине првога реда који за произво

љну вредност х =х 0 добија произвољну вредност у= у0 : довољно је 

узети Хо =С), Уо = с2. 
Тако нпр. функција 

општи је интеграл једна чине 

(170) у'- у= О; 

функција 
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је општи интеграл једна чине 

(171) 

Општи разлог таквог факта је очевидан: у таквим случајевима 
увек постоји једна одређена функција 

(172) 

двеју констаната С1 и С2 таква да кад се стави да је 

обе константе С1 и С2 нестају у изразу општега интеграла у, који по
стаје функција променљиве х и константе С; ова тада игра улогу једине 

интеграционе константе. 

Тако нпр. у случају једначине (170) константа С је израз 

за једначину (171) она је 

У о чим о сад општи пробЛем: 

Кад је дат потенцијални ред 

(173) 

где су А, А0 , А1 , А2 , •.. функције двеју произвољних констаната С1 и С2 • 

1 о наhи йоШребне и gовољне услове за е2зисШенцију јеgне gиферен
цијалне јеgначине йрво2а pega, која не саgржи С 1 и С2 чији he ойшШи 
инШе2рал биШи изражен реgом (173); 

2° наhи Шу gиференцијалну јеgначину у случају каg она йосШоји. 
Ако се стави да је 

(174) 

параметри he а и ~ бити познате фунције констаната С1 и С2 . 
Сменивши њима те константе, функција у постаје 

где he коефицијенти В 1 , В 2 , В3 , ..• бити познате функције параметра а 

и~, и проблем се своди на онај напред решен у овоме одељку; у треба 
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да буде интеграл какве једначине првога реда који за х = а добија 
вредност у = ~. 

Да ли ће ред (173) бити или не општи интеграл какве једначине 
првога реда, зависи од тога да ли ће његови коефицијенти В" имати за 

инваријанту израз~ (у коме Ak треба сменити са Bk) или не. А кад је 
то случај, диференцијална једначина се добија елиминацијом двеју ко

нстаната С1 и С2 из трију једначина 

А1 ( С 1 , С2 ) = dy. 
dx 

Да бисмо одредили, помоћу С1 и С2 , константу С која ће играти 

даљу улогу Једине интеграционе константе у општем интегралу у, при

метимо да су С1 и С2 , ма да су им вредности произвољне (као што је и 

случај са х 0 , у0 ), везани диференцијалном релацијом што следује из 

односа 

d~ = А (С С ) = дА + дА . d С 2 • 

da 
1 1

' 
2 дС1 дС2 d С1 

То је диференцијална једначина 

(176) dC2 = Ф(С С ) 
dC1 

1
' 

2 

где је Ф одређена функција констаната С1 и С2 која има за израз 

дАо -А (С С ) дА 
дС 1 I' 2 дС 

1 1 . 

А (С С ) дА - дАо ' 
I I' 2 дС2 дС2 

(177) 

о томе се уверавамо диференцијаљењем првих двеју једначина (175) и 
сменом добијених dx и dy у трећој од тих једначина. 

Kag се ойшШи инШеzрал јеgначина (176) найише у облику 

израз f.L и2ра улогу консШанШе С. 

12. АНАЛИТИЧКО ПРОДУЖЕЊЕ РЕДА ШТО ИЗРАЖАВА 
ИНТЕГРАЛЈЕДНАЧИНЕ 

Кад је дата једначина 

(178) у'= .f(x, у) 
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где је функција Ј( х, у) холоморфна у близини вредности х = О, у = О, 
применом основне Briot-Bouquet-oвe теореме добија се интеграл, који 

за х= О постаје у =О, у облику реда 

(179) 

који је конвергентан за све вредности х што се налазе у кругу С описа

ном око почетка са полупречником R, за који је напред показано како 
се одређује. 

Кад се вредност х, за коју се тражи вредност интеграла у налази у 

томе кругу, ова се вредност :израчунава непосредно из обрасца (179). 
Међутим, из тоzа се pega може, йосреgним йутем, израчунати и вреg
ност интеzрала и у којој се xohe тачки х = а (осим изузетних и изоло
ваних таквих тачака) ван круzа С. 

То се може вршити обичним аналитичким йроgужавањем функ

ције дефинисане редом који важи за једну област равни х, на тачке х 

што се налазе ван те области. 

Нека се тражи да се, искористивши образац (179), израчуна вред
ност интеграла у за х = а, где је а једна дата тачка у равни х ван круга 
конвергенције С реда (179). Ако је а обична тачка за интеграл у изра
жен тим редом, онда се такво аналитичко продужавање извршује на 

оваЈ начин. 

а 

Саставимо почетак х = О са тачком а једном произвољном пута
њом Оа, уочимо на тој путањи једну произвољну тачку х= а у унутра

шљости круга С (в. слику). Пошто је та тачка у кругу С, за њу he важи-
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ти ред (179), па се из тога реда могу израчунати узастопни изводи фун
кције у у облику 

у'= а 1 + 2а 2х + За3х 2 + 4а 4х 3 + .. . 

(180) 
у"= 2а 2 + 2 · За 3х +З· 4 · а 4х 2 + .. . 

У 111 = 2 · За3х + 2 ·З· 4а 4х +З· 4 · 5 а 5х 2 + ... 

Из образаца (179) и (180), где су редови насигурно конвергентни 
за х= а, могу се израчуна ти вредности 

које добијају у, у', у", ym ... за х= а, па кад су оне израчунате, интеграл 
у може се, за вредности х у близини тачке а, изразити у облику реда 

(181) 
А А 

у= А +-1 (х -а)+-2 (х -а)2 + ... 
о 1! 2! 

који he бити конвергентан за све вредности х у унутрашљости извесног 
круга С' описаног око тачке а као центра. Полупречник R' тога круга 
одредио би се преместивши координатни почетак у равни х у тачку а и 

применивши напред наведени за то поступак. 

Опишимо тада око тачке а тај круг С' и уочимо у љеговој уну

трашљости, а на пут аљи О а, једну тачку х= ~· Пошто је та тачка у кру

гу С', за љу he важити ред (181) па се из тога реда могу израчунати 
узастопни изводи функције у у облику 

А А А 
у'= - 1 +-2 (х -a)+--l(x -а)2 + ... 

О! 1! 2! 

(182) у"= А2 + А3 (х_ а)+ А4 (х _ а)2 + ... 
О! 1! 2! 

Из образаца (181) и (182), где су редови конвергентни за х= а, 
могу се израчунати вредности 

које добијају у, у', у" ... за х = ~' па кад су оне израчунате, може се за 
вредности х у близини тачке ~ интеграл у изразити у облику реда 

В1 ( R В2 R)2 y=B 0 +-x-t-')+-(x-t-' + ... 
1! 2! 
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и тај he ред бити конвергентан за све вредности х у унутрашљости 
извесног круга С" описаног око тачке ~ као центра, а чији би се полу
пречник R" одредио на исти начин као полупреник R'. 

И тај би се поступак продужио идуhи путаљом Оа, све дотле док 
последљи круг cCk) не обухвати и тачку а. Кад то буде, онда he после
дљи тако добијени ред за у важити и бити конвергентан и за вредност 
х= а, па he се помоhу љега моhи непосредно израчунати вредност ин
теграла за ту вредност х. 

Поступак изузетно неhе важити ако произвољно изабрана путаља 

Оа пређе преко каквога сингуларитета х= с функције .f(x, у), јер he 
такав сингуларитет, према условима који се претпостављају за ту 

функцију, у тренутку кад се идуhи путаљом О а наиђе на љега, оне

могуhити даље кретаље на досадашљи начин у правцу тачке а. Метода 

за одредбу последљег полупречника R(k) тада изневерава и чини немо
гуhним даље аналитичко продужаваље интеграла дуж те путаље. Тада 

се мора изменити путаља Оа и покушати други какав пут којим би се 

од последљег кружног центра пришло тачки а. 



ТРЕЋИ ОДЕЉАК 

НЕОДРЕЂЕНИ ОБЛИЦИ 

13. СЛУЧАЈ КАД ДЕСНА СТРАНА ДИФЕРЕНЦИЈАЛНЕ 
ЈЕДНА ЧИНЕ ПОСТАЈЕ БЕСКРАЈНА ЗА х= О, у =О 

Претпоставка, на којој је основана основна Briot-Bouquet-oвa тео

рема о изражаваљу интеграла диференцијалне једначине, као и теоре

ма исте врсте за систем симултаних једначина, састоји се у томе да је у 

једна чини 

(183) у'= .f(x, у) 

функција .f(x, у) холоморфна за почетне вредности х= О, у= О проме
нљивих х и у, тј. да је она за тај пар вредности коначна, одређена и да . . . 
ни Једна друга од тих двеЈу вредности НИЈе критички сингуларитет 

фунције. Тај услов није испуњен 
1 о или кад за х= О, у= О функција .f(x, у) добија бескрајно велику 

ф . 1. ф 
вредност, а ункциЈа .f Је холомор на за те вредности променљивих; 

2° или кад се вредност .f(O, О) јавља у неодређеном облику Q, 
о 

3° или кад је једна или друга, или обе вредности х= О, у= О, кри
тички алгебарски или трансцендентни сингуларитет функције .f(x, у). 

У таквим случајевима поменуте теореме су неупотребљиве, јер 

није задовољен основни услов под којим су оне изведене. 

Тако нпр. десна страна једна чине 

1 у -l 
у=-

х 

за х = О, у = О постаје бескрајна; не постоји ни један интеграл који за 
х = О добија вредност у= О. То се види из израза општег интеграла који 
Је 
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у= 1+ Сх. 
Десна страна једна чине 

за х = О, у = О јавља се у неодређеном облику Q; има бескрајно много 
о 

интеграла који за х= О добијају вредност у= О, али поред те вредности 
они добијају и сваку другу, произвољну вредност и не могу се развити у 
ред уређен по степенима променљиве х; то се види из израза општег 
интеграла КОЈИ Је 

1 

у= сех 

и који има вредност х= О као свој есенцијални сингуларитет. 
Десна страна једна чине 

у'=_!_ l+y2 
2 (l+x)y 

постаје бескрајна; једначина има интеграла који за х = О добијају вред
ност у = О; али се ти интеграли не могу развити у ред уређен по степе
нима променљиве х, што се види из израза општег интеграла 

у= F+co+x); 

таква су два партикуларна интеграла 

у = -Гх и у = +Гх 

који одговарају вредности С = О интеграционе константе. 
IIапослетку,деснастранаједначине 

' у -1 
у -- х+Гх 

постаје бескрајна за х = О, у = О, а има и вредност х = О као критичку 
тачку; постоји интеграл који за х= О добија вредност у = О, али се он не 
може развити у ред по степенима променљиве х, што се види из израза 

општег интеграла КОЈИ Је 

y=1+C(1+-/i). 

Може се изузетно десити да се и у коме од таквих случајева, и то 

само у појединачним случајевима, ипак интеграл може изразити у об

лику Maclaurin-oвoг реда 
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али, то тада неhе више бити последица наведених општих теорема веh 

he се десити из других, за такве једна чине специјалних разлога. 
За такве случајеве, кад функција .f(x, у) није холоморфна за по

четни пар вредности х= О, у =О, јавља се питање: у peg каквоz облика 

(184) 

може се Шаgа развиШи инШеzрал у који за х =О gобија вреgносШ у = О, а 
ga peg буgе насиzурно конверzенШан за вреgносШи х у некој обласШи 
равни х? 

Од горе поменутих случајева те врсте у овом he одељку бити ра
справљен онај кад за х= О, у= О функција .f(x, у) добија бескрајно ве
лику вредност. 

Нека је, дакле, дата једначина (183) у којој је 

.f(O, О)= оо. 

Ако се једначина напише у облику 

(185) dx 1 
dy .f( х , у) = <р (х' у) 

функција <р(х, у) је холоморфна за х= О, у= О, јер је вредност <р(О, О) 

тачно одређена и једнака нули. Она се, према томе може развити у ред 

уређен по степенима променљиве х 

где he коефицијенти бити холоморфне функције променљиве у, од 
којих се поједини могу свести и на константу. Као што he се видети, 
облик pega (184) и аналиШичка йрироgа инШеzрала у зависи йоzлавиШо 
og коефицијенШа А0 . 

Да би се то показало, разликујмо ова два случаја: 

Први случај: претпоставимо да коефицијенат А0 не зависи од у. 
Тада он мора бити једнак нули, да би било 

(187) <р(О, О)= О. 

Ако се тада број првих коефицијената реда (186), који су једнаки 
нули, означи са k, тако да је 

А0 = А 1 = ... = Ak-l =О, 
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па да се ред своди на 

(188) ( ) -А k А k+l А k+2 <р х' У - kx + k+lx + k+2x + · · · 

из (185) и (188) се добија да је 

(189) 

Са друге стране, пошто је <р(х, у) холоморфна функција промен

љивих х и у за х= О, у= О, према теореми Briot-Bouquet-a за једначину 
(185) постојаће интеграл х који ће такође бити холоморфна функција 
променљиве у за у = О. Кад се тај интеграл х смени на десној страни 
једначине (189), она постаје 

\jf(y) dy 

где је \jf(y) такође холоморфна функција променљиве у за у= О, и јед
начина (189) постаје 

dx 
k = \jf(y) dy. 
х 

Интегралећи обе стране у границама О и х, односно О и у, добија се 

х у 

f dx Ј. k = \jf(y)dy. 
о х о 

Пошто је k;::::: 1, било да је k = 1 или да је k > 1, лева страна по
следље једначю:е има бескрајно велику вредност, а десна страна остаје 
коначна, што је немогућно. То показује ga у ово.м случају не йосШоји 
никакав инШе2рал у јеgначине (183) који за х = О gобија вреgносШ у = О. 

Такав се случај јавља, на пример, за једначину 

1 у -1 
у=-

х 

Ако се ова напише у облику 

dx х 
-=--=Ао +А1х, 
dy у -1 

биће 

Ао= О, 
1 

А~=--, 
у-1 

а израз општег интеграла 

у= 1+ Сх 
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показује да једначина одиста нема ниједан интеграл који за х= О добија 

вредност у = О. 

Други случај: претпоставимо да коефицијенат А0 зависи од у. 
Како је он холоморфна функција променљиве у, може се развити у ред 

облика 

где he коефицијенти а 11 бити стални бројеви (независни од х и у). А 
пошто за у= О мора бити А0 =О, да би се имала једначина (187), то мо
ра бити а 0 =О, а поред њега може бити једнак нули још и један изве
стан број узастопних првих коефицијената а 11 • Означимо са т број та

квих коефицијената, тако да је 

па he се ред (189Ьis) јавити у облику 

(190) А _ т + т+l + т+2 + 
о - ату ат+lУ ат+2У ... 

Као што је казано, пошто је <р(х, у) холоморфна функција проме

нљивих х и у у близини вредности х = О, у = О, може се на једначину 
(185) применити основна Briot-Bouguet-oвa теорема, према којој се тада 
интеграл х, који за у = О добија вредност х= О, може развити у ред об

лика 

(191) 

који he бити конвергентан за све вредности х у једноме кругу описаном 
око тачке х= О у равни х. 

Коефицијенти В 11 би се могли израчуна ти опет по истој теореми, 
али се лакше до резултата, што се има у виду, долази на овај начин: 

Очевидно је да, ако се у једначини (185) смени функција <р(х, у) 
својим изразом (186), па се у овоме коефицијенат А0 смени редом 

(190), а х редом (191), добиhе се једна једначина која мора бити иденти
чки задовољена, пошто је х један њен интеграл. Та је једначина 

В 1 + 2В 2у + 3В3у 2 + ... = 

(192) 
_ ( т + т+ l т+ 2 ) + - ату ат+lУ +ат+2У + ... 
+А1 (В 0 +В 1у+В 2у 2 + ... )+ 

+А2(Во +B1y+B 2i + ... )+ ... 
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Пошто за у= О треба да буде х= О, та једначина (191) показује да 
мора бити В 0 =О. Кад се то уведе у једначину (192), члан који не са
држи у на левој страни је В 1, а на десној не постоји, мора дакле бити и 

В 1 = О. А кад се и то уведе у једначину, њен члан са у на првом степену 
на левој страни има за коефицијенат 2В 2 , а на десној страни број по
множен са В 1 ; према томе је и В 2 =О. Продужујуhи и даље тако са ос
талим степенима променљиве у, до њеног (т- 1)-ог степена закључио, 
налази се да Је 

Во= ВЈ= в2 = ... =в т= О. 

Члан који садржи ут на левој је страни (т+ 1)Вт+IУт, на десној 
а тУ т, према чему је 

в - ат 
т+!- т+ 1' 

па пошто је коефицијенат ат различан од нуле, тако he бити и са кое
фицијентом Вт+I· Према томе се интегрални ред (191) своди на 

(193) в т+! В т+2 +В т+З + Х = т+IУ + m+2Y т+ зУ · · · 

а из њега се добија једначина 

(194) ~~ =(т+ 1)Вт+1Ут +(т+ 2)Bm+2Ym+l +(т+ 3)Bm+3Ym+2 + ... 

Извршимо у тој једначини смену 

(195) 

према чему Је 

dx = dx ,!!!_=(т+l)tm!!!_, 
dy dt dy dy 

па he, кад се то смени у једначини (194), ова постати 

(т+ 1) tm !!!_=(т+ 1)В т+lYm +(т+ 2 )В m+2Ym+l + ... , 
dy 

што се може написати у облику 

dy _ (т+ 1) tm 

dt (т+ 1)В m+lYт +(т+ 2 )В т+2Ym+l +(т+ 3)В m+3Ym+l + ... 
или 

(196) dy _ ( t )т 1 
dt- у т+2 т+3 2 

Вт+l +--Bm+zy+--Bm+зY + ... 
т+1 т+1 
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Са друге стране, ако се и непосредно у једначини (193) изврши 
иста смена (195), добија се 

tm+l _В m+l В m+2 +В m+3 
- m+IY + т+2У т+зУ + ... , 

одакле Је 

( )

m+l 

~ = В т+ 1 + В т+ 2У + В т+ зУ 2 + · · · 

Сменом те вредности у једначини (196) добија се једначина 

т 

dy _ ---=-[ В-=т"'""'+ 1,_+-----::-В--"т-'-'+_"_2У,__+_В-=т+~з"-У-:2:-+_. ·...с::· ]'---т_+_1 
_ 

dt т+ 2 т+ 3 2 
Вт+l +--Вт+2У +--Вт+зУ + ... 

т+l т+l 

(197) 

За у = О десна страна ове једначине своди се на вредност 
т 

(в )т+l 1 
т+ 1 = В --:;:т 
В . т+l т ' 
т+l 

а пortrтb је коефицијенат В т+l различит од нуле, биhе и ова последња 
вредност коначна. Вредности t =О, у= О не представљају, дакле, ника
кве сингуларитете функције на десној страни једначине (197), па се на 
ту једначину може применити основна Briot-bouquet-oвa теорема. Пре

ма овој, интеграл у једначине (197), који за t =О добија вредност у= О 
може се развити у ред облика 

(198) 

који he бити конвергентан за све вредности t у једноме кругу описаном 
око тачке t = О у равни t. 

Кад се у реду (198) смени t његовом вредношhу 

1 

t =Х т+l' 
он постаје 

2 3 

(199) 

из чега се види ga се инШеzрал у gаШе јеgначине 

(200) у'= f(x, у) 
1 

може развиШи у peg уређен йо сШейенима вреgносШи х m+l. 
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А пошто најмања вредност коју може имати т је т= 1, то је изло

жилац - 1- увек прави разломак, чија је најмања могућна вредност 
т+1 

l, и према томе је вреgносШ х= О увек ал2ебарски криШички синzу-
2 
лариШеШ инШе2рала у; peg Шакве криШичке ал2ебарске Шачке јеgнак је 
броју т йовеhаном за јеgиницу. 

А из свега овога што претходи изводи се овај општи закључак: 

Нека је дата диференцијална једначина (200), где је f(x, у) функ
ција која за х= О, у= О добија бескрајно велику вредност, али таква да 

је њена реципрочна функција 

1 
<р(х, у)= f(x, у) 

холоморфна за х= О, у = О. Вредност 

<р(О, у)= А0 

биће тада или идентички једнака нули, или ће зависити од променљиве 

у. За један и други случај важе теореме: 

1. теорема~ Kag је вреgносШ А0 независна og у (у коме случају она 
је иgенШички јеgнака нули), не йосШоји инШе2рал јеgначине (200) који 
за х = О gобија вреgносШ у = О. 

Прост пример за то даје једначина 

1 у -1 
у=-- у= 1+ Сх. 

х 

2. теорема. Kag вреgносШ А0 зависи og у и развије се у peg уреЬен 
йо сШейенима йроменљиве у, йа се са т означи најнижи сШейен Шо2а 

pega йо у, инШе2рал који за х = О gобија вреgносШ у = О има вреgносШ 
х = О као алzебарску криШичку Шачку (т + 1)-oz pega и може се раз
виШи у peg облика 

1 2 з -- -- --
у= CXIX m+l + СХ2Х m+l + СХзХ m+l + ... , 

конвер2енШан на вреgносШи х у јеgноме круzу ойисаном око Шачке 

х = О у равни х. 
Одредба коефицијената а"и његовог круга конвергенције врши 

се применом основне Briot-Bouquet-oвe теореме на једначину (197), 
пошто она, ради одредбе коефицијената В", који су за то потребни, бу

де претходно примењена на једначину (185). 
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Прост пример за то даје једначина 

1 1 
у =-

у 

у=~С+2х. 

14. СЛУЧАЈЕВИ КАД СЕ ДЕСНА СТРАНА ДИФЕРЕНЦИЈАЛНЕ 

ЈЕДНА ЧИНЕ ЗА х= О, у= О ЈАВЉА У ОБЛИКУ Q 
о 

Кад је диференцијална једначина 

(201) у'= f(x, у) 

. б о б . таква да се вредност .f(O, О) Јавља у о лику -,про лем интеграциЈе 
о 

помоћу редова постаје много тежи, и он ни до данас још није у потпу
ности решен, јер још има специјалних, у томе погледу недовољно про

учених случаЈева. 

Овде he бити проучени најважнији и најчешћи случајеви, у којима 
се проблем интеграције може до краја решити. Проблем се може раз

ложити на поједине специјалније проблеме који he бити редом распра
вљени. 

А) Одредба инфинитезималног реда интеграла 

Кад једна променљива количина у, функција независно промен

љиве количине х, тежи нули ако х тежи нули, она постаје бескрајно ма

ла количина у исто време кад и променљива х. Под инфиниШези.мал
ни.м реgо.м бескрајно мале количине у разуме се такав један позитиван· 

број џ., да количник 

тежи коначној и од нуле различној граници Н кад х тежи нули. 

Пошто се тражи интеграл који за х = О добија вредност у = О, то, 
ако је ll инфинитезимални ред интеграла, биће за вредности х у бли
зини вредности х = О 

L=H+E 
~ ' х 

где Е тежи нули кад х тежи нули, што се може написати у облику 
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(202) у= Нх 11 +о, 

где и о тежи нули кад х тежи нули. 

Функција .f(x, у) јавља се за х= О, у= О у облику %·Ми hемо узе
ти да то долази отуда, што је .f(x, у) количник 

(203) .f(x,y) = <р(х,у) 
'Jf(x,y) 

двеју функција <р и 'Jf холоморфних у близини вредности х = О, у = О, и 
таквих да Је 

<р(О, О)= О, 'Ј!( О, О)= О. 

Функције <р и 'Jf могу се, према томе, развити у двоструке Maclau-
rin-oвe редове 

т 11 

т 11 

конвергентне у извесним круговима описаним око х = О и у = О у рав
нима променљивих х и у. 

Заменивши те изразе у једначини (201) написаној у облику 

'Jf(x, у)у' = <р(х, у) 

или,према(202),одаклеје 

(204) у'= 1-1Нх 11- 1 +о', 

у облику 

(205) /-LН'Jf(x, у)х 11- 1 = <р(х, у)+ Т] 

налази се кад се обе стране, после те смене, уреде по степенима проме

нљиве х, ово што следуЈе: 

1 о на левој страни чланови најнижег реда налазиhе се међу члано
вима облика 

2 о на десној страни они he се налазити међу члановима облика 

BmnXm+n~J.. 
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Чланови најнижег степена по х на левој и десној страни морају 
бити међу собом једнаки; нека је на левој страни то члан који одговара 
вредностима индекса 

n'= а', т'= Р.' 
fJ• 

а на десноЈ страни члан што одговара вредностима индекса 

Тада треба да је 

одакле Је 

(206) 

n= а, т=~· 

~~ + 1-ш' + f!- 1 = ~ + f!a, 

1-L = _1 +_____,~'--------'~-' 
1+а'- а 

Пошто су а, а', ~' ~~ цели бројеви, то једначина (206) показује ga 
је инфиниШезимални peg инШеiрала у у ойшШем случају рационалан 
број. Изузетак би могао бити само у случају кад је у један исти мах 

1 + ~ - ~~ = О, 1 + а' - а = О, 

. . k б о 
у коме се случщу 1-L Јавља у неодре9еном о лику 0. 

Једначина (205) важи за сваки пар изложилаца 

т'+ f!n' + f!-1 и т+ fln 

променљиве х на левој и десној страни једначине (205) пошто се у овој 
смене у и у' својим вредностима (202) и (204), али сваки такав пар не 
одговара услову који се има у виду, а то је да тако, помоћу одговара

јућег обрасца (206), добијен број f1 буде мањи од свију оних до којих би 
довели остали парови изложилаца. Такав се најмаљи број f1 може у 
свакоме датом случају одредити рачунски, али Briot и Bouquet су дали 
једну геометријску конструкцију која тај број одређује помоћу коефи

цијента правца једне од страна извесне полигоналне линије, која у 

реалној равни хОу пролази кроз извесне тачке 

М(а,~+1) и M'(a'+L~) 

а све остале тачке оставља на својој десној страни. Коефицијенат пра

вца једне ма које од страна такве полигоналне линије, кад му се проме
ни знак, даје тражени број fl, и свака од тих страна одређује по један 
такав број који се може сматрати као инфинитезимални ред по једнога 
од могућних интеграла у једначине (201). Таква је линија позната под 
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именом Briot-Bouquet-oвe йолиzоналне линије везане за дату диферен

цијалну једначину (201). 

В) Редукција диференцијалне једначине на упрошћени облик 

Нека је /l један од тако добијених бројева што представљају инфи
нитезимални ред интеграла у, и нека су 

n = а, т = ~. n' = а', т' = ~~ 

изложиоци што фигуришу у члану најмањег степена променљиве х на 

левој и десној страни једна чине (205) после поменуте смене. 
Пошто је /l рационалан број, ставимо да је 

11- р 
~- ' q 

где су р и q два цела несводљива броја и извршимо у једначини смену 

(206) х = tq, у = vtP, 

где је t нова независно променљива количина, а v нова непозната функ

ЦИЈа. 

Према (206) и пошто је ).Щ =р биhе 

а пошто количник _1__ тежи за х = О коначној и од нуле различној гpa
xfl 

ници, види се да he и функција v за х= О тежити таквој истој граници 
коју hемо означити са Л. 

Члан 

развитка функције \jf, на левој страни једначине (205), што одговара 
најмаљем броју /l, горњом сменом постаје 

А V 
а' tpa' +qP' 

Р'а' 

1 одговарајуhи му члан на десној страни исте једначине постаје 
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а извод у' постаје 

t p-i t~' dv pv - -
у'= dy = !!.__( vtP) !!!__ = dt . 

dx dt dx qtq-i 

Према томе, једначина (201), написана у облику 

'lf(x, у)у' = <р(х, у) 
таквом сменом помножена са qtq-i постаје 

(207) (Ap'a'V а' tpa'+q~' + ... ) ( ptp-iV - tP ~) = (В~а V atpa+q~ + .. . )qtq-i 

. . 
где неисписани чланови на левоЈ и десноЈ страни садрже више степене 

променљиве t. 
По дефиницији броја /l, најмањи степен променљиве t на левој 

страни Је 

ра' + q~' + р - 1 

а на десноЈ то Је 

а лако се увиђа да су та два изложиоца међу собом једнаки, јер је 

а према тој једнакости је 

р а' + q~' + р = р а + q~ + q. 

Ако се заједничка вредност ова два броја означи са h најмањи сте
пен променљиве t на левој и десној страни једначине (207) биhе th-i, па 
кад се једначина подели са th-i она постаје 

где неисписани чланови садрже степене променљиве t. 
Кад се у једначини (208) стави t = О, она даје за v коначну и од нуле 

различну вредност, ону исту која је малочас означена са А. Резултат те 

смене биhе извесна једначина 

(209) Ф(А) =О 

која одређује ту вредност А. У тој he једначини фигурисати само чла
нови леве и десне стране једначине (208) који не садрже t, а таквих чла-
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нова може бити и више од два, јер чланова најнижега степена у једна
чини (207) може бити два или више од два. 

Једначина (209) је облика 

(210) р(Ар'а'Ла' + ... ) = q(ВраЛа + ... ), 

па уочимо један њен корен Л. За тај ће корен, за овај мах, бити претпо
стављена да не поништава у исти мах посебице и леву и десну страну 

једначине (210); у даљем излагаљу биће испитан и такав изузетан слу
чаЈ. 

Уводимо нову непознату функцију 

(211) w=v-Л 

која ће бити једнака нули за t = О, јер је тада v = Л. По биномном 
обрасцу тада ће бити 

а' ~ а' ~а' ' ~а'-1 Ap'a'v = Ар'а'("" +w) = Ар'а'"" +а Ар'а'"" w+ ... 

а тако исто и 

где неисписани чланови садрже као чинилац више степене променљи

ве w. 
Таквом сменом једначина (208) постаје 

(212) 
(Ар'а'ла' + a'Ap'a'лa'-tw + ... ) (рл + pw + t ~Ј= 

= (ВраЛа + аВрала-Јw + ... ) q, 

где неисписани чланови у заградама садрже више степене променљиве 

w, као и разне степене t променљиве. 
Међутим, чланови без w и t са леве и десне стране једначине (212) 

улазе у састав једначине (209), написане у облику (210), и они ишчеза
вају, пошто је њихов алгебарски збир, због саме ове једначине, једнак 

нули. А кад се ти чланови изоставе и једначина (212) после тога реши 
dw б . . 

по изразу t -, до ИЈ а се Једначина 
dt 

в ~а-1 ' А ~а'-1 А ~а' 

(213) 
dw _ aq ра"" w- а Р р'а''~ w- Р р'а'"" w+ ... 

t-d - А ~а' 'А "\а'-1 
t Р'а'"" +а Р'а'"" w+ ... 

где неисписани чланови садрже степене променљиве t и више степене 
променљиве w. 
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Сви сабирци у бројитељу десне стране једначине (213) садрже као 
чинилац било w, било t, а тако исто и сви сабирци именитеља, осим пр
вога сабирка, који то не садржи. Према томе за t = О, w = О бројитељ 
постаје једнак нули, а именилац је различан од нуле. Једначина (213) је, 
дакле, облика 

dw 
t- = F (t, w), 

dt 
(214) 

где је F функција променљивих t и w, холоморфна за t =О, w= О, која и 
сама постаје једнака нули за те вредности променљивих. 

Као закључак из свега овога добија се ова теорема: 
Kag је gaiiia gиференцијална јеgначина 

у'= .f(x, у) 

Шаква, ga се вpegнociii .f(O, О) јавља у облику Q, јеgначина је у ойшШем 
о 

случају, сменом независно йроменљиве и нейознаШе функције своgљи

ва на облик 

(215) х:~ =F(x,y), 

2ge је F функција йроменљивих х и у, холоморфна за х =О, у= О. 
Изузетни случај биhе испитан у току даљег излагања. 

С) Проучавање редуковане једначнне 

Пошто је функцја F холоморфна у близини вредности х и у, она се 
може развити у двоструки Maclaurin-oв ред облика 

F (х, у) = ау + Ьх + су 2 + еху + hx 2 + ... 

где he недостајати члан без х и у, пошто је F (О, О) = О. Коефицијенти 

а, Ь, с, е, h ... 

су стални бројеви. И онда треба испитати: у какав се ред може развити 

интеграл у Једначине 

(216) ху' = ау+ Ьх + су 2 + еху + hx 2 + ... 

(где неисписани чланови садрже степене променљивих х и у више од 2) 
који за х= О добија вредност у= О. Биhе показано да йрироgа инШе2ра

ла и облик инШе2рално2 pega зависе йрвенсШвено og коефицијенШа а, 
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тј. од коефицијента члана са првим степеном променљиве у на десној 

страни једначине (216). 
Коефицијенат а може бити реалан или имагинаран. Кад је реалан, 

извесном сменом променљиве у може се увек учинити да он буде неzа

Шиван, изузимајуhи случај кад је он једнак нули, у коме случају га тре

ба оставити таквог какав је. Ако је имагинаран, извесном сменом мо

же се увек учинити да његов реалан део буде неzаШиван (или нула). То 

се постиже сменом функције у 

(217) у=- (-Ь +z)x 
а -1 

где је z нова непозната функција. Одатле је 

(218) 
dy Ь dz -=----z-x-
dx а-1 dx 

па дакле 

(219) dy Ьх 2 dz 
х- = ---- xz- х -

dx а-1 dx 

а у исто време Је 

(220) аЬ 
ау + Ьх + ... = ---х - axz + Ьх + ... 

а -1 

Кад се, дакле, према једначини (216) уједначе (219) и (220) добија 
се једначина 

(221) 2 dz -xz-x - = -axz+ ... 
dx 

где he сви неисписани чланови садржати х 2 као чинилац, јер сви они 
садрже било х, било у, а у према (217) садржи х као чинилац. Ј едначина 

(221), скраhена са х па решена по изразу х dz постаје 
dx 

(222) . dz x-=(a-1)z+L1 
dx 

где L1 означује скуп чланова који садрже као чиниоцех и z. 

Једначина (222) изражава х dz као функцију променљивих х и z 
dx 

холоморфну за х= О, z = О и где десна страна једначине постаје једнака 
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нули за те вредности х и z. Једначина је, дакле, истога облика као јед
начина (216), само што је у њој коефицијенат непознате функције на 
првом степену смањен за јединицу. Једини случај кад је такво смањива

ње немогуhно, био би тај кад је а = 1, јер је тада смена (217) немогуhна. 
Тај изузетан случај биhе у даљем излагању накнадно испитан. 

Поновивши исту смену (217) на новој једначини (222), добила би 
се опет једначина истога облика, али где би коефицијенат а, био сма

њен за две јединице. И ако се смена понови онолико пута колико има 

целих јединица у реалном делу броја а, добиhе се једначина истога об

лика (216), али 'ige he реални geo Шо'iа броја биШи или нула, или не'iа
Шиван број. 

У свему што следује биhе претпостављена да је такво свођење 

веh извршено, тј. да је реални део броја а нула или негативан број. 

Вратимо се тада диференцијалној једначини 

(223) ху' =ау+ Ьх + ... =Ј( х, у) 

где је такав коефицијенат а и покушајмо задовољити је интегралним 

редом облика 

(224) 

Ако такав ред може задовољити једначину (223) онда се његов 
општи коефицијенат израчунава по обрасцу 

(225) Ап =_!_[у<"Ј]. 
n! 

Узастопни изводи у', у", у 111 , ••• функције у, потребни за то израчу

навање, одредили би се из саме диференцијалне једначине (223). Кад 
би се они израчунавали на обичан начин, као за једначину 

у'= f(x, у), 

где јејхоломорфна функција за х= О, у= О, вредности 

[у'], [у"], [у/11], ... 

јавиле би се у облику Q и биле би неодређене. Међутим начин, који he 
о 

овде бити сад употребљен, не доводи до те неодређености. 

Означимо са r и r' полупречнике кругова описаних у х-равни око 
средишта х = О, односно у у-равни око средишта у = О, и таквих да је 
f(x, у) за све вредности х и у у тим круговима и на њиховим рубовима 
холоморфна. Нека је М максимимум модула те функције у посматраној 

области. Посматрајмо претходно обичну једначину 
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(226) и= f(x, и). 

Она одређује и као имплицитну функцију од х, која је за х = О једнака 
нули, јер је f (О, О) = О, а осим тога и униформна око х = О, јер када то 
не би била, у= О би био вишеструки коренједначине 

и - .f( О, и) = О, 

дакле би се поништио и извод леве стране те једначине, тј. било би 

1- [~~]=О, 
што значи 1- а= О, а то не може бити јер је по претпоставци а ;;t. 1. Да
кле и (х) је холоморфан око х= О, па се може развити у ред облика 

(227) 

Израчунајмо узастопне изводе функције и (х). Из (226) се добија 

dи = дј + дf dи 
dx дх дit dx' 

d2 и _ д 2 f + 2 д
2 f dи + д 2 f(dи)

2 

+ дf d2 и 
(228) dx 2 

- дх 2 дхди dx ди 2 dx ди dx 2
' 

d3 и д3 f дf d3 и --=-· + +-·---
dx3 дх 3 .. · ди dx 3 ' 

Одатле се добија за х = О, и = О, имајуhи у виду и развитак функ
циЈе f(x, у) у обрасцу (223), 

[~~]=l~a' 
[ д2.f 2 д2.f dи д2.f(dи)2] 

[ dzи] = а_;т+ ~dx+a;:z dx ' 
dx 2 1-а 

[ дз .f Ј 

[ d3 и] = ~+ ... , 
dx 3 l- а 

(229) 

Како је а ;;t. 1, именитељи су различити од нуле, дакле леве стране 
имају коначне вредности. Од њих he зависити величина круга конвер-
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генције реда (227). Да би се добио један круг у коме ће тај ред насигур
но конвергирати, тражи се једна функција v (х), чији ће Maclaurin-oв 
ред бити мајорантни ред за ред (227). Таква се функција добија пошав
ши од функције 

(х
2 xv v 2 xmvn ) 

<р (х, v) = А v +В х +М - 2 + -, + -----;---2 + · · · + --,- + · · · , 
}' гг г гтг f1 

где А означава такав позитиван број мањи од 1, да је 1-А~ 1 1- а 1, а В 

модуо Ь. Лако се налази 

и уопште 

а то значи, према значењу величина М, г и г' и према ставу В) погла
вља 5, да за модуо сваког извода функције f(x, и) постоји однос 

(230) 

Посматрајмо сада једначину 

(231) v = <р(х, v) 

Она одређује v као функцију од х, слично као једначина (226) што 
одређује и као функцију од х. Зато се, слично обрасцима (228), добија 

dv _ д<р д<р dv ---+--
dx дх дv dx' 

(232) d
2
v _ д 2 <р + 2 д

2 <р dv + д 2 <р (dv )
2 

+ д<р d 2
v 

dx 2 - дх 2 дхдv dx дv 2 dx дv dx 2 
' 
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и отуда 

(233) 

Имениоци су позитивни, а исто тако и изводи функције <р за х = О, 

v =О. Прва једначина даје [~:Ј као позитивну величину. Сменивши је 
у другу једначину, добија се бројилац у тој једначини као збир пазити-

. [d 2
v Ј Н . вних величина; дакле Је и dx 2 позитивна величина. а таЈ начин се 

показује да су уопште сви изводи функције v по х за х= О позитивни. 
Упоредимо сада обрасце (229) и (233). Пошто је 1 1- а 1 ;::: 1- А, то 

(234) 

У другој једначини (229) добиће се вредност већа по модулу, ако 
се место модула бројиоца узме збир модула његових чланова, а тада се 

налази да је, на основу образаца (230) и (234). 

mod --+2-·---+-·- -- < [
d

2
/ d

2
{ du d

2
f(du)

2

] 

дх 2 дхди dx ди 2 dx -

<[д 2<р] + 2[~]. [~Ј+ [д2<р]. [(dv )
2
] 

- дх 2 дхдv dx дv 2 dx ' 

а одатле следује 

Тако се добија и даље, дакле уопште 

[ d"u Ј [d"v Ј mod -- :s; --. 
dx" dxn 
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Дакле he Maclaurin-oв ред за v (х) бити заиста мајорантан за ред 
(227) функције u(x). Једначина (231) која дефинише функцију v(x) 
уствари је алгебарска и може се писати у облику 

те јој се лакше може наhи и полупречник R конвергенције њеног Mac
laurin-oвoг реда. Кад је овај нађен, знамо дакле да ред (227) насигурно 
конвергира у кругу 1 х 1 < R . 

После ових припремних посматраља једначине (226) и њеног ре
шења датог у облику (227) може се доказати ga је gиференцијална је
gначина (223) заисШа заgовољена инШе2рални.м реgо.м облика (224), и 
ga овај наси2урно конвер2ира у кру2у чији йолуйречник и.ма йо.менуШу 
величину R. 

Узастопним диференцијаљењем једначине (223) добија се 

1 11 дf дf 1 
у +ху = -·-+-· у' 

дх ду 

2 у"+ xym = д2 .f + 2 д2 .f у'+ д2 .f у'2 + д.f у", 
(235) дх 2 дх ду ду2 ду 

3ylfl + ху"" = дз-(+ ... + д.f у"', 
дх- ду 

а кад се стави х = О, у = О и примети да се други члан на левој страни 

сваке једна чине губи и даје [ ~~] = а одатле произлази 

[у']= -1 ь ' 
-а 

(236) 

[ 

2 2 а2 Ј д .f + 2 _1_L у'+ _ј_ у'2 
''] дх 2 дх ду ду2 

[у = ' 
2-а 

[ аз .f Ј 
[ 

111] = дх3 + ... 
у 3 ' 

-а 

и уопште 
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Пошто је реални део броја а негативан, то ако се стави 

а = -а + ~i , биhе 

ll-al 2 =(l+a)2 +~2 , ln-al 2 =(n+a)2 +~2 , (n=l,2,3, ... ) 

дакле 

(237) ln-al~ll-al. 

Према томе је 

(238) 
[ д" + Ј _./+ ... 
дх" 

тоd[ус"Ј] ~ тоd . 
1- а 

Међутим израз на десној страни ове неједначине истоветан је са 

модулом десне стране у одговарајуhој једначини (229), дакле је 

тоd[у'] ~ тоd[~~ Ј 
. d[ "] < d[d2u Ј то у _то dx 2 , 

d[ m] < d[dзu] то у _то dx 3 , 

[
d"u Ј тоd [уС"Ј] ~ тоd dx" , 

а то значи да Је уопште и 

(239) IA"I ~ IB 11 1. 

Отуда следује обеhани закључак, да је и интеграл 

у= А1х +А2х 2 +А3х 3 + ... 

посматране диференцијалне једначине 

ху' = f(x, у) 
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конвер2енШан у кру2у 1 х 1 < R. 
Напослетку остаје још и питање: да ли на горњи начин добијени 

интегрални ред (224) даје једини интеграл једначине (223) који за х= О 
добија вредност у = О? Може се доказати да је то одиста случај: под 
досадашњом претпоставком, да је реални део броја а негативан или 

једнак нули то је једини интеграл те врсте који је холоморфна функ

циЈа променљиве х. 

Да би се то доказало, нека је у интеграл представљен редом (223), 
а у+ z други један интеграл једначине (223) који за х = О постаје 
у+ z =О, што значи да за х= О треба да буде и z =О. Пошто оба инте
грала треба да задовоље исту једначину (223), треба да буде 

1 ь 2 ху = ау + х + су + ... 

х(у' + z') =а (у+ z) + Ьх + с(у + z) 2 + ... 

Кад се прва једначина одузме од друге, на десној страни разлике 

нестаhе свих чланова који зависе само до х или само од у, тако да he 
сви чланови што остају садржати променљиву z, што даје 

xz' = az + 2 cyz + kz 2 + ... 

Ако се у тој једначини у смени својим интегралним редом (224), 
она се претвара у једну једначину чија he десна страна бити састав
љена: 

1 о из једнога реда облика 

(240) az + lz 2 + sz3 + ... = z<p ( z) 

што зависи само од променљиве z; 
2° из једнога двоструког реда по х и z, чији сваки члан садржи и х и 

z [јер је скуп чланова што зависе само од х ишчезао малопређашњим 
одузимаљем, а скуп чланова што зависе само од z издвоЈен Је као ред 
(240)], и који he према томе бити облика 

xz \lf(X, z) 

где је о/ једна функција холоморфна за вредности х= О, у = О. Кад се у 
тој функцији смени z својим изразом као холоморфна функција про
менљиве х, о/ he бити холоморфна функција саме променљиве х (за 
х= 0), која ако се означи са Л(х), нова, тако трансформисана једна
чина биhе облика 

xz' = z<p(z)+xzЛ(x) 

па се, делеhи је са xz<p(z), а затим множеhи са dx, из ње добија 
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(241) ~= dx +Л(х)dх. 
z <p(z) х <p(z) 

Функција 

1 1 = ---=---"------
<p(z) a+lz+sz2 + ... 

пошто је холоморфна за z = О, може се развити у ред облика 

_!_ + C1z + C2 z2 + ... 
а 

221 

а функција Л(х), кад се у њој смени z холоморфном функцијом проме
<р (z) 

нљиве х (каква се претпоставља да је) постаје и сама холоморфна 
функција те променљиве, која he бити означена са џ. (х). 

Једначина (241) помножена са а, јавља се дакле у облику 

dz 2 dx 
-+а(С1 +C2z+C3z + ... )dz = а-+аџ,(х)dх 
z х 

па се, интегралећи јој леву страну у границама z0 и z, а десну у грани
цама х 0 и х, добија 

log~+aC(z) = log(~)a +aL(x) 
zo Хо 

где Је 

. Cz 2 2) C(z) = C1(z-z0 )+-(z -z0 + ... , 
2 

х 

L(x) =Ј џ,(х)dх, 
х о 

а одатле Је 

(243) ~=(~)а ea[L(x)-C(z)]. 

Zo Хо 

Пустимо сад да х тежи нули. Лева страна једначине (243) тежиће 
такође нули, пошто по претпоставци и z тада тежи нули. Функције 
C(z) и L(x) теже коначним границама па дакле израз 

еа [L (х)-С (z)] 

остаје при том коначан и различан од нуле. А да би се видело што ће 
бити са изразом 
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ставимо да Је 

х е· -- = ре ', а = а + ~i 
Х о 

па he бити 

из чега Је 

Кад је а негативно, израз на левој страни добија бескрајно велику 

вредност кад вредност х, па према томе и р, тежи нули; кад је а= О, тај 

израз постаје р-~е и има коначну и од нуле различну вредност. 
Једначина (243) има, дакле, за х= О, z =О своју леву страну једнаку 

нули, а своју десну страну бескрајно велику или коначну и од нуле ра

зличну. Пошто тако не може бити, не може постојати ни претпоставка 

да поред нађеног интеграла у једначине (223) постоји још један холо
морфан интеграл у + z који би, као и онај први, добио вредност z = О за 
х= О. Нађени интеграл у, изражен у облику реда (224), једини је инте
грал те врсте. 

А из целе ове дискусије изводи се теорема: 

Kag 'iog је у реgукованој gиференцијалној јеgначини (223), Шј. све
gеној на облик 

(244) ху' = ау+Ьх +су 2 +exy+hx 2 + ... 

реални geo коефицијенШа а не'iаШиван, или јеgнак нули, јеgначина и.ма 
јеgан, и Шо са.мо јеgан холо.морфан йарШикуларни инШе'iрал који за 

х = О gобија вреgносШ у = О. Тај се инШе'iрал .може развити у peg уреЬен 
йо сШейени.ма йро.менљиве х, који he биШи конвер'iенШан у јеgно.ме 
оgреЬено.м кру'iу ойисано.м око Шачке х = О. 

Интеграл се, у појединим специјалним случајевима, може свести и 

на у идентички =0, као што је нпр. случај са једначином 

чији је општи интеграл 

ху' = -ту+ аху, т > О, 

ах 
е 

у=С-. 
хт 



НЕОДРЕЂЕНИ ОБЛИЦИ 223 

D) Изузетни: случајеви: 

I 

Видели смо у одељку под А), пре редуковања диференцијалне је

дначине на облик (244), да се инфинитезимални ред f1 интеграла у, који. 
за х= О добија вредност у= О, израчунава из једне једначине облика 

(245) 

где су а, ~, а', ~~ изложиоци променљивих х и у што фигуришу у изве

сна два члана једначине (205). 
Број fl је у општем случају реалан рационалан број. Али се може 

десити да је једначина (245) идентички задовољена за произвољну 
вредност fl, што he бити кад је у једно исто време 

1- а + а' = О, 1 + ~ - ~~ = О, 

и оно што је напред казано у вези са рационалношhу броја fl, тада ви
ше не важи. Број f1 тада може бити и ирационалан, као и има2инаран; у 
таквом изузетном случају може се десити да се у интегралу у јављају 

ирационални или имагинарни степени, па да је вредност х = О Шрансце
gенШан криШички син2улариШеШ инШе2рала. 

Такав је, на пример, случај са диференцијалном једначином 

ху' ='Ау, 

где је Л какав реалан позитиван ирационалан, или имагинаран број са 

позитивним реалним делом. Тада је 

а' = О, ~~ = 1, а = 1, ~ = О 

и једначина (245) своди се на идентичност. Општи интеграл једна чине 

у= схл. 

показује да сви партикуларни интеграли добијају за х = О вредост у = О, 
а имају вредност х= О као трансцендентну критичку тачку. 

п 

У одељку В), при редукцији диференцијалне једна чине (201) на 
сведени облик (223), било је претпостављена за једначину (209) 

Ф(Л) =О, 
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која је облика (210) тј. 

(246) '\а' '\а p(Ap'a'l\, + ... ) = q(Bpal\, + ... ), 

да њен уочени корен А не поништава у исти мах посебице и једну и 

другу страну једначине. Проучимо сад такав изузетан случај, кад је за 

такав корен А 
'\О:' 

Ар'а'~~, + ... = О, 

Тада се чланови на левој и десној страни једначине (208), који не 
садрже t потиру и једначина (208) јавља се у облику 

(g't+h'v + ... )t dv = gt+hv + ... , 
dt 

тј. у облику 

(247) 1 
dv = gt + hv + .. . 
dt g't+h'v+ .. . 

где неисписани чланови садрже више степене променљивих t и v. Ако 
се тад изврши смена 

gt + hv = tи, 

где је и нова непозната функција, добија се 

(248) dv и- g t dи -=--+--
dt h h dt, 

тако да he чланови трансформисане једначине, који садрже степене 
променљиве и, садржати толике исте степене променљиве t. 

Лева страна једна чине (247) таквом сменом добија облик 

t 2 dи 
аtи +bt+--

h dt 
а десна страна облик 

tи + ... 
lt + ktи + ... 

где неисписани чланови садрже више степене променљиве t. Скрати
вши бројитељ и именитељ са t, последњи се израз јавља у облику 

(249) и+ ... 

l+kи+ ... 

где неисписани чланови садрже степене променљиве t. 
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Са друге стране, пошто, кад се у једначини (247) смени v својом 
вредношhу (248), именитељ израза на десној страни добија облик 

( 

1 ghl) h
1 

g -h t+hиt+ ... , 

то коефицијенат l у изразу (249) има за вредност 

или 

l = gl- ghl. 
h 

Једначина (247), дакле, сменом (248) постаје 

аtи + bt + f_ dи = и + · · · 
ћ dt l + kи + ... 

(250) [ 2 dи _ ћи +... ,_ t Ь'- _ ћи +st+ ... - - - апи - nt - . 
dt l + kи + .. . l + kи + ... 

Ако је l -:F О десна страна последње једначине је једнака нули за 

t = О, и = О и холоморфна функција променљивих t и и за те њихове 
вредности. Она се према томе може развити у двоструки ред по степе

нима тих променљивих, па he једначина (250) постати 

(251) 2 dи А t - = аи +1-'t+ ... 
dt 

где неисписани чланови садрже више степене променљивих t и и. 
Као што се види, на.месШо реgуковане јеgначине раније'i облика 

ХУ
1 = ау + Ьх + ... 

јавља се реgукована јеgначина облика 

(252) 2 1 ь х у =ау+ х+ ... 

'ige неисйисани чланови, каg йосШоје, саgрже више сШейене йро.мен
љивих х и у. 

За једначине облика (252) вреgносШ х =О је уойшШе есенцијални 
синzуалриШеШ инШе'iрала у. То се види, нпр. на простоме примеру јед

начине 

(253) х 2у 1 = аи 

чији је општи интеграл 
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а 

у= Се х 

и има вредност t = О као есенцијалну тачку. 
Исто се види и из потпуније једна чине 

(254) 

ЧИЈИ Је општи интеграл 

_Е..( Ј Е.. dx Ј у= е х С+Ь ех~ 

и има такође х= О као есенцијалну тачку. 

Од интереса је навести за једна чине облика (252) још и ову особе
ност: у општем случају, кад би се покушало да се једначина задовољи 

редом облика 

(255) 

сви би се коефицијенти А1 , А2 , А3 , ..• могли израчунати из саме једначи

не; сви би били коначни и одређени, и тако формирани ред би одиста 

задовољавао диференцијалну једначину, па ипак, не би био конверге

нтан ни за КОЈУ вредност х. 

Тако нпр., ако се у, дефинисано редом (255), смени у једначини 
(254), па се међу собом уједначе коефицијенти истих степена промен
љиве х са леве и десне стране једна чине, добија се низ једначина 

аА1 +Ь =О, 

А1 = аА2 , 2А2 = аА3 , 3А3 = аА4 , ... 

. . 
из КОЈИХ се налази да Је 

ь 
А,=--, 

а 

и уопште 

ь 
А2 = -1!-2' 

а 

-- ,_Е_ Аз- 2. з' ... 
а-

ь 
А11 = -(n-1)!-. 

an 

Међутим, тако одређен ред 

није конвергентан ни за коју вредност х. На исту се чињеницу наилази 

и за општу једначину (252), изузимајуhи њен специјалан случај (253), у 
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коме се налази за све коефицијенте А11 да су једнаки нули. Све то прои
злази из тога, шШо је вреgносШ х = О есенцијални син2улариШеШ ин
Ше2рала, йа се овај може развиШи не йо сШейенима йроменљиве х, веh 

- - - - 1 uo сшеиенима ироменљиве -, као што се то види и из горњих примера. 
х 

ш 

Видели смо у предњем одељку П да се диференцијална једначина 

(247) сменом 
gt + hv = tu 

своди на облик 

t2 du = hu + st + .. . 
dt l + ku + .. . 

где коефиц:ијенат l има за вредност 

l = g'- gh'. 
h 

Може се у коме специјалном случају десити да буде l = О; једна
чина се тада своди на облик 

(256) t2 du = hu + st + ... 
dt ku + ... 

и њена десна страна није више холоморфна за t = О, и = О. Ако се тада у 
(256) изврши смена слична малопређашњој, тј. ако се стави да је 

hu + st = vt 

где је v нова непозната функција, нова he једначина бити облика 

t3 dv = h1 v + s 1 t + ... . 
dt 11 + k1v + .. . 

Ако би се десило да је и /1 = О, извршили бисмо понова смену 
исте врсте, која би се понављала све дотле док се не дође у именитељу 

до једнога коефицијента l који више није једнак нули. Последља тако 
добијена једначина била би облика 

т dw hw+ qt+ ... t - - ---'------
dt - l + pt + .... 
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Па пошто је тада десна страна једначине холоморфна за t = О, 
w = О, она се може развити у двоструки ред по степенима променљивих 
t и w, тако да се једначина своди на дефинитиван облик 

(257) х ту'= ау+ Ьх + ... 

Таква једначина уопште (изузимајуhи неке врло специјалне случа

јеве) нема интеграла у који би за х =О добио вредност у = О, а који би се 
могао развити у ред облика 

(258) 

као што се то веh види из специјалних случајева те једначине, као што 

су једначине (253) и (254). 

IV 

При проучавању редуковане једначине 

(259) ху' = ау + Ьх + ... 

видели смо да кад коефицијенат а има свој реални део негативан или 

једнак нули, он се може развити у ред облика (258), који he бити 
конвергентан за вредности х у једном одређеном кругу описаном око 

тачке х= О у равни променљиве х. Осим тога показано је да поред тако 

одређеног интеграла у не постоји више никакав интеграл који испуња

ва услов да за х= О добије вредност у = О. 
Кад број а џ~ испуњава такав услов, настају изузетни случајеви, и 

ови могу бити разноврсни. Сваки од њих захтева нарочито проучава

ње,, слично ономе које је изведено у досадашњем излагању. Резултати 

у погледу развијања интеграла у ред такође су разноврсни, према ари

тметичким појединостима везаним за број а. Тако на пример: 

За случајеве каg је реални geo броја а йозийlиван, Briot и Bouquet, 
употребом исте методе која је употребљена у овоме што претходи, 

нашли су да 

1 о Једначина (259) има опет за интеграл ред облика (258), али по
ред њега може имати још и бескрајно много других интеграла који за 

х= О добијају вредност у= О, али се не могу развити у ред облика (258). 

2° Kag је а какав реалан, йозийlиван и рационалан број m, инте
n 

грал у се може развити у ред уређен по степенима израза Vx 

у = Al'if; + A2('if; )2 + Aз('lf; )з+ ... 
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конвергентан за вредности х у једноме одређеном кругу описаном око 

тачке х = О у равни х. Тај интеграл има вредност х = О као своју алzеба
рску криШичку Шачку n-Шoza pega, а осим њега једначина нема ника
квих других интеграла који за х= О добијају вредност у = О. 

Прост пример за то даје једначина 

ЧИЈИ Је општи интеграл 

' т ху =-у 

n 

з о Kag је а= 1, а коефицијенаШ Ь различан og нуле, не постоји ин
теграл у који за х = О добија вредност у = О и који би се могао развити у 
ред облика (258), али има бескрајно много таквих интеграла који се 
могу развити у редове других облика. 

Прост пример даје једначина 

ху' =у+ Ьх 

чији је општи интеграл 
у = С х + Ьх log х. 

4° Kag је а= 1, Ь =О, једначина има бескрајно много интеграла ко
ји за х= О добијају вредност у= О и од којих се сваки може развити у 

ред (258). 
Прост пример даје једначина 

ху' =у 

чији је општи интеграл 
у= Сх. 

Да би се како треба разумели резултати Briot-Bouquet-a, треба 
имати у виду да они под интегралом у, који за х= О добија вредност 

у = О, разумеју и тривијални интеграл у идентички једнак нули, као и 
сваки интеграл 

чији се интегрални ред своди на ограничен број чланова. 
Тако нпр. једначина 

у'= у, у= сех 

има као једини свој интеграл, који испуљава услов х = О, у = О, триви
јални интеграл у идентички =О. 

Једначина 

ху' = ау, у = С х а, а > О, 
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има бескрајно много интеграла са условом х = О, у = О, међу којима је и 
тривијални интеграл у= О. Кад је а какав имагинаран број са позитив

ним реалним делом, тако да је 

а = а + ~i, а > О, 

постоји интеграл у идентички једнак нули, и поред њега бескрајно 

много интеграла који за х= О постају у = О, а који се не могу развити у 
ред уређен по степенима променљиве х. Ти су интеграли облика 

у= Cxp+qi = Cx~'[cos(qlogx)+isin(qlogx)]. 

Допуњујуhи резултате Briot-a и Bouquet-a, Poincare је доказао још и 
ове теореме: 

5° Kag је а какав цео йозиШиван број, једначина има бескрајно 
много партикуларних интеграла који за х = О постају у = О, а сваки се 
од њих може развити у ред по степенима двеју променљивих t и z, које 
су 

t =х, z = logx. 

Прост пример даје једначина 

ху' =у+ Ьх 

ЧИЈИ Је општи интеграл 

у = С х + Ьх log х. 

6° Kag а није цео йозиШиван број, а има свој реалан geo йозиШи
ван, једначина има један интеграл који за х = О постаје у = О, и који се 
може развити у ред уређен по степенима променљиве х; поред њега 

она има још бескрајно много интеграла који такође постају у = О за 
х = О, а од којих се сваки може развити у ред по степенима двеју про
менљивих t и и које су 

Прост пример даје једначина 

ху' =ау+ Ьх 

чији је општи интеграл 

ь 
у= --х +Сх 0 

1- а 

који, кад је реални део броја а позитиван, тежи нули за х= О, а само се 
један од партикуларних интеграла, онај што одговара вредности кон

станте С = О, своди на ограничен ред по степенима променљиве х. 
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15. СЛУЧАЈ КАД ДЕСНА СТРАНА ЈЕДНА ЧИНЕ ИМА 
ВРЕДНОСТИ х= О, у= О КАО КРИТИЧКЕ СИНГУЛАРИТЕТЕ 

Кад је дата диференцијална једначина 

(260) у'= .f'(x, у) 

може се десити да почетни пар вредности х = О, у = О поништава какав 
поткорени израз што фигурише у функцији .f(x, у). То се, на пример, 
дешава кад једначина (260) представља једно решење по изводу у' ка
кве алгебарске диференцијалне једначине 

(261) F (х, у, у')= О 

где је F полином по х, у, у'. Тада је пар вредности х= О, у = О један пар 
ал2ебарских криШичких Шачака функције f(x, у). 

У какав се ред тада може развити интеграл у једначине, који за 

х = О добија вредност у= О? 
У о чим о најпре једначину 

(262) .f2 (x,y)y' 2 + .t;(x,y)y'+ f0 (x,y)= О 

где су .f0 , .fi, .f2 полиноми по х и у. Она има два решења по изводу у' и 

то 

(263) 

Претпоставимо најпре да функција 

(264) 

(која је полином по х и у) није једнака нули за х= О, у= О. Онда се за у 
имају два проста корена (263) једначине (262), различна један од дру
гога. Пар х = О, у = О није никакав пар алгебарских критичких сингу
ларитета за функцију на десној страни једна чине (260). 

У свакој од двеју једначина (263) десна страна је функција холо
морфна за х= О, у = О, па се према томе на обе те једначине може при
менити основна Briot-Bouquet-oвa теорема; према овој, свака he од тих 
двеју једначина дати по један интеграл који за х = О добија вредност 
у = О и који се може развити у ред облика 
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конвергентан за вредности х у једноме кругу описаном око тачке х = О 
у равни х, одређеном на начин који прописује та теорема. 

Изузетак се може имати само у случајевима кад десна страна јед-

начине постане бескрајна за х= О, у= О, или се јави у облику Q; у тим 
о 

би се случајевима интеграл проучио на напред наведени начин, после 

подесне смене променљивих. 

Претпоставимо сад да функција (264) добија вредност нулу за пар 
вредности х= О, у =О. Тада се оба корена (263) једна чине (262) стапају 
у Један њен двоструки корен, коЈИ Је 

у'=- /rl , 
.2 

а такав пар вредности х, у је један пар алгебарских критичких тачака 

за десну страну једне и друге једначине (263). То су тада алгебарске 
критичке тачке другога реда, јер корени чиниоци што им одговарају 

стоје под знаком квадратног корена. А пошто је х = О таква критичка 
тачка за извод у' (једнак десној страни тих једначина), то he вредност 
х= О бити алгебарска критичка тачка другога реда и за само у. Према 

познатој теореми из теорије функција, у се тада .може развиiliи у peg 
уреЬен йо сiliейени.ма израза -Ј х, који he биiliи конвер'iенiliан у јеgно.ме 
оgреЬено.м кру'iу око х = О у равни х. 

У очима сад општу алгебарску диференцијалну једначину првога 

рада, која се увек може написати у облику 

(265) [, tm F tm-1 F t + F - 0 
тУ +.lm-IY + ... +.!!У ;о-

где су 

(266) 

дати полиноми по променљивима х и у. 

Сменимо у функцијама (266) вредности х = О, у = О, па he оне по
стати константе 

Ck = [fk], (k =О, 1, 2, ... , т) 

а тако исто he и извод у' том сменом постати једна константа Л. За те 
вредности х и у једначина (265) се претвара у обичну алгебарску јед
начину т-тог степена 

или у скраhеном облику 
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(267) Ф(Л) =О. 

Претпоставимо најпре да су сви корени једначине (267) прости; да 
би тако било, потребно је и довољно да, ако је а један корен те јед

dФ 
начине, извод dЛ буде различан од нуле за Л= а. Једначина (265) има 

тада т решења облика 

(268) у'= .f(x, у) 

и пар вредности х= О, у= О није пар критичких сингуларитета ни за јед
но од тих решења. Функција .f(x, у), ако је за тај пар вредности кона-

чна и не јавља се у облику Q, биhе холоморфна функција променљи-
0 

вих х и у за те њихове вредности и примена основне Briot-Bouquet-oвe 

теореме довешhе до развитка интеграла у у облику реда 

(269) 

свако од т решења (268) доводи до једнога таквог интеграла, па према 
томе: 

Kag су корени ал2ебарске јеgначине сви йросШи, gиференцијална 
јеgначина (265) и.ма т инШе2рала који за х = О gобијају вреgносШ у =О, и 
og којих се сваки .може развиШи у йо јеgан peg (269) конвер2енШан у 
оgре!)ено.м кру2у у равни х. 

Претпоставимо сад да једначина (267) има вишеструких корена, и 
нека је Л= а један такав корен р-тога реда. Да би тако било, потребно 

је и довољно да за Л= а буде 

dФ =О 
dЛ ' 

Диференцијална једначина (265) тада има једно решење (268) по 
изводу у', у коме he пар вредности х= О, у= О бити један пар алгебар
ских критичких тачака р-тога реда за одговарајуhу функцију .f(x, у), 
па дакле he вредност х = О бити алгебарска критичка тачка р-тога реда 
за извод у', а према томе и за сам одговарајуhи интеграл у. Овај се, 

дакле, .може развиШи у peg уре!)ен йо сШейени.ма израза VX који he 
биШи конвер2енШан у оgре!)ено.м кру2у у равни х. 

Свакоме вишеструком корену алгебарске једначине (267) одго
вараhе по један интеграл у такве врсте за диференцијалну једначину 
(265). И као што се види, облик pega у који се .може развиШи инШе2рал, 
зависи og йрироgе корена јеgначине (267), Шј. og Шо2а ga ли су Ши ко
рени йросШи или вишесШруки, и ко2а су они pega. 



234 ИНТЕГРАЦИЈА ПОМОЋУ РЕДОВА 

Изузетак се јавља само онда кад функција f(x,y) за х= О, у= О 

добија бескрајно велику вредност, или се појави у облику Q. У таквим 
о 

случајевима треба одговарајуhу једначину (268) проучити на напред 
наведени начин. 

16. ПРАКТИЧНО УПУТСТВО ЗА ИНТЕГРАЦИЈУ 
ДИФЕРЕНЦИЈАЛНЕ ЈЕДНА ЧИНЕ ПРВОГ А РЕДА 

У ОБЛИКУ РЕДОВА 

Из целокупног досадашњег излагаља може се, као крајњи резул
тат, извуhи ово опште практично упутство које решава проблем инте

грације диференцијалне једначине првога реда у облику ограничених 

Или неограничених редова: 

Претпоставиhе се да је једначина решена по изводу у', тј. да је 

написана у облику 

(270) у'= .f(x, у) 

па да се тражи онај њен партилуларни интеграл који за х = х 0 добија 
вредност у= у0 , где су х 0 и у0 две унапред произвољно дате коначне 

вредности. 

Сменом 

~=х+хо, Т]=у+уо 

једначина (270) своди се на другу 

11' =<р(~, Т]) 

чији одговарајуhи партикуларни интеграл 11 треба да за ~ = О добије 
вредност 11 =О. 

Кад је вредност х 0 бескрајна, треба извршити смену 

1 
х=-· 

~· 

кад је вредност у0 бескрајна извршиhе се смена 

1 
у=-; 

Т] 

а кад су обе те вредности бескрајне, треба извршити обе смене 

1 
х=-

~· 
1 

у=-. 

Т] 
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Овде he бити претпостављена да су такве смене веh извршене и 
да је (270) добијена једначина чији интеграл у за х = О треба да добије 
вредност у= О. 

Разликујмо тада ове случајеве: 

Први случај: нека је функција f(x, у) холоморфна за х= О, у= О, 
па he се на диференцијалну једначину (270) применити основна Briot
Bouquet-oвa теорема, по којој he се интеграл у имати у облику огран'и
ченог или неограниченог реда облика 

(271) 

где се коефицијенти а 1 , а 2 , а 3 , ... израчунавају по упутству те теореме 

(в. 1. одељак). Нађени ред he бити конвергентан за вредности х што се 
налазе у кругу описаном у равни х око тачке х= О са полупречником 

где су r и r' полупречници два таква круга (једнога с у равни х, другога 
с' у равни у) да је функција Ј(х, у) холоморфна за све вредности х у 
кругу с и за све вредности у у кругу с'; М је ма какав реалан и позити

ван број од кога модуо функције f(x, у) никако није веhи па ма где се 
налазиле вредности х и у у својим круговима с и с'. Вредности r, r', М, 
потребне за одређиваље полупречника R, одређују се по упутству 
садржаном у 1. одељку. 

Тако добијен интеграл (271) једини је холоморфан интеграл који 
за х = О добија вредност у = О. Он се, уосталом, у појединим специјал
ним случајевима своди и на тривијални интеграл у идентички = О, који 
се има сматрати као специјалан случај реда (271), као случај у коме је 

а 1 = а 2 = а 3 = ... =О. 

Тако исто, у појединим случајевима сви коефицијенти an, поче
вши од једног одређеног ранга р, могу бити једнаки нули; ред се тада 

своди на ограничен број чланова, тј. на полином 

Други случај: нека функција f(x, у) добије бескрајно велику 
вредност за х= О, у= О, али тако да је њена реципрочна функција 

1 
<р(х, у)= f(x, у) 
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холоморфна за те вредности х и у. 

Кад се функција <р(х, у) развије у ред по степенима променљиве х, 

тако да Је 

коефицијенти А0 , А1 , А2 , •.. могу бити или сталне количине, или функ

ције променљиве у, холоморфне за у = О. 
Облик реда у који се може развити интеграл који за х = О постаје 

у =О, зависи једино од коефцијента А0 , и то на овај начин: 

1 о кад је идентички А0 =О, не постоји ни један интеграл који за 
·х = О добија вредност у= О; 

2° кад А1 није идентичкки =О, он не може бити константа, већ са
мо каква функција променљиве у која се може развити у ред облика 

Ао= <Х1У +<Х2У 2 +<Хз/ + ... 

Тај ред може почињати са чланом који садржи у на првом, другом 

итд. степену; нека је т најнижи степен променљиве у у томе реду. Тада 

се интеграл може развити у ред уређен по степенима израза т+$ 

(272) у= alm+$ +а2С+$)2 +аз(т+$)3 + ... 

и вредност х= О је алгебарска критичка тачка (т+ 1)-ог реда за инте
грал. 

Коефицијенти и круг конвергенције реда одређују се применом 

основне Briot-Bouquet-oвe теореме на извесну једначину облика 

dи - = <p(t, и) 
dt 

која је у вези са једначиним (270) и у којој је <р холоморфна функција 
променљивих t и и за вредности t = О, и = О; то је једначина (185) про
учена у 13. одељку. 

Интеграл (272) је једини интеграл једна чине (270) који за х= О до
бија вредност у= О. И он се у појединим специјалним случајевима може 
свести на тривијалан интеграл у идентички = О, или на полином по 

m+IГ 
изразу -vx. 

Трећи случај: нека функција /(х, у) за х = О, у = О добије нео-

дређену вредност Q, Напишимо је тада у облику 
о 

(273) \jf(x, у)у' = <р(х, у) 

где су <р и \jf холоморфне функције променљивих х и у за х = О, у = О, 
које постају обе једнаке нули за те вредности х и у. 
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Одредимо најпре инфинитезимални ред fl интеграла у, по упут
ствима изложеним у 14. одељку под А), па уочимо један од тако доби
јених рационалних бројева fl (кад их буде више од једнога, са сваким од 
њих треба урадити све оно што будемо урадили са једним од њих). 
Сваки тако одређени број fl биће облика 

где су р и q два цела броја. 
Извршимо у једначини (273) смену 

(274) 

где је t нова независно променљива, а v нова непозната функција. До
казује се [14. одељак под В)] да v има за t =О коначну и од нуле разли
чну вредност Л; ова he бити корен извесне једна чине 

Ф(Л) =О 

која се добија кад се у једначини (273) изврши смена (274), па се потом 
у њој стави да је v =О (чланови са изводом v' тиме отпадају из једна
чине, јер у овој увек поред тога извода стоји као чинилац који степен 

променљиве t). 
Израчунајмо корене 

те једна чине и у о чим о један, који било од њих (са сваким од њих треба 
урадити оно исто што будемо урадили са тим првим); нека је то Л 1 , па 
извршимо нову смену 

где је w нова непозната функција. Кад се у новој тако добијеној јед-
. dw 

начини скрати све што се може, па се Једначина реши по изразу t -,и 
dt 

десна страна тако добијеног решења развије по степенима промен

љивих t и w, добија се дефинитивна редукована једначина облика 

(275) dw 
t- = aw+bt+ ... 

dt 

где неисписани чланови садрже више степене променљивих t и w (ако 
таквих чланова уопште има). 

Проблем је на тај начин сведен на одређиваље реда у који се 

може развити интеграл w једначине (275) који за t = О добија вредност 
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w = О. Облик реда ће зависити поглавито од коефицијента а, а тај кое
фицијенат није ништа друго до вредност коју добија за t = О, w = О први 
парцијални извод десне стране једначине (275) по променљивој w. Сам 
начин зависности облика реда од броја а исказан је у овим правилима: 

1 о Кад је реални део броја а реалан и негативан или једнак нули, 
интеграл w може се развити у ред по степенима променљиве t, а то је 
тада једини интеграл једна чине који за t = О добија вредност w = О. Кое
фицијенти реда и његов круг конвергенције одређује се по упутству 

датом у 14. одељку под С). 
2° Кад је реални део броја а позитиван, али а није цео позитиван 

број, једначина има један интеграл w који се може развити по степе
нима променљиве t, али поред њега постоји још бескрајно много инте
грала w који задовољавају услов да за t = О постају w = О, а сваки се од 
њих може развити у ред уређен по степенима променљивих t и t0 

• 

3° Кад је а какав цео позитиван број, не постоји ниједан интеграл 
w који би се могао развити у ред по степенима променљиве t (са 
условом t = О, w = 0), али постоји бескрајно много интеграла (са тим 
условом), који се могу развити у ред по степенима израза t и log t. 

ИзузеШни случајеви. Примењујући ова правила за случајеве кад 

се за почетне вредност х = О, у = О десна страна диференцијалне 

једначине јавља у облику %' може се наићи на изузетне случајеве у 
којима та правила не важе. Поглавити случајеви такве врсте били би 

ови: 

I. Може се дести да се једначина, која одређује инфинитезимални 
ред 11 интеграла у своди на идентичност. Тада 11 може бити и ирациона
лан број, а вредност х= О може бити трансцендентан сингуларитет ин

теграла у. За такав случај не постоји никаква општа метода за одредбу 

интеграла у који за х =О добија вредност у= О. 

П. Кад се буде нашло да је 

где су р и q два цела броја, па се изврши смена 

добија се за t = О једначина 
Ф(Л.) =О 

где Л означава вредност коју добија v за t =О. Ова је једначина облика 

р(А~'а'л_а' + ... ) = q(B~a;.."a + ... ) 
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па се може десити да њен уочени корен Л поништава посебице и једну 

и другу заграду. Тада he се, као што је показано, нова диференцијална 
једначина са променљивима t и v, јавити у облику 

t dv = gt + hv + .. . 
dt g't+h'v+ .. . 

где неисписани чланови садрже више степене променљивих t и v. Ако 
се изврши поновна смена 

gt + hv = tи 

(где је и нова непозната функција), па се скрати све што се може, и 

реши Једначина по изразу 

једначина he се, пошто се њена десна стана развије по степенима про
менљивих t и и јавити у облику 

2 dи R 
t - = аи + f->t + ... 

dt 

где неисписани чланови садрже више степене променљивих t и и. Вред
ност t =О тада је уопште есенцијални сингуларитет интеграла у. 

У још изузетнијим случајевима (напред наведеним) диференци

јална једначина се сличним сменама своди на облик 

т dи Ь t - = аи + t+ ... 
dt 

где је т какав цео позитиван број. 

Четврти случај: нека је пар вредности х= О, у= О један пар алгеба

рских критичких сингуларитета функције .f'(x, у). Тада је х= О такође 
алгебарска критичка тачка интеграла у који за х = О добија вредност 
у = О. Интеграл се може развити у ред облика 

где је р цео број веhи од јединице, који се увек може одредити. Сменом 

интеграл у постаје холоморфна функција променљиве t, па се коефи
цијенти а 1 , а 2 , а 3 , ••• могу израчунавати по општем обрасцу 
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где се вредности 

у', у", у"', о о о 

израчунавају из саме диференцијалне једначине и оних које се добијају 

њеним узастопним диференцијаљењима. 

Кад је, према свему томе, на тај начин нађен у облику реда инте

грал у, који за х= О добија вредност у= О, треба се обрнутим путем, по

моћу дотле учињених смена променљивих количина, вратити на прво

битне променљиве х и у. А ако се тражило да се нађе интеграл у који 

за х= х 0 добија вредност у= у 0 , онда се одговарајућом сменом напред 

поменуте врсте треба вратити на првобитну диференцијалну једна

чину. 

17. КОЕФИЦИЈЕНАТ а 11 ИНТЕГРАЛНОГ РЕДА КАО ФУНКЦИЈА 
СВОГА РАНГА n 

Ретки су случајеви кад се коефицијенат а 11 интегралног реда 

у= а 1х +а 2х 2 +а3х 3 + ... 

дате диференцијалне једначине може одредити као експлицитна функ

ција свога ранга n, па да се тако у облику једнога општег обрасца имају 
сви коефицијенти а 11 • 

Такавје,нпр.случЩсаједначином 

за коју је 

или Једначином 

за коЈу Је 

у'= ау+~ 

~an-I 
а=--

11 1 n. 

1 у' =-(у- х+ 1)3 + 1 
2 

У општем случају коефицијенти се израчунавају поступно, један 

из другог, било по методи неодређених коефицијената, која доводи до 

рекурсивне релације између једнога низа узастопних коефицијената, 

или, као што је показано у 19. одељку, помоћу обрасца 
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1 
а" =I[J,,_m] (n=m,m+l,m+2, ... ) 

n. 

(где је т ред диференцијалне једначине) који своди израчунавање ко
ефицијената на одредбу низа функција fk везаних напред наведеном 
рекурсивном диференцијалном релацијом. 

Али у сваком случају познате су неке опште особине коефиције

ната а" везаних за опште облике диференцијалних једначина, а које се 

могу сазнати без потребе да једначина буде интеграљена, тј. без потре

бе да се зна тачан аналитички израз тих коефицијената. Такве су осо

бине изражене: 

1 а у неједначинама што се односе на коефицијенат а 11 сматран 
као функција свога ранга n; 

2° у ставовима што се односе на брзину рашhења или опадања 
коефицијената кад им ранг n бескрајно расте; 

З а у ставовима што се односе на аритметичке особине коефиције

ната. 

Ставови под 3° биhе предмет 22. одељка ове књиге; у овоме he 
одељку бити речи о ставовима под 2°И 3°. 

I 

Кад каква једначина 

(276) v' = <р(х, v) 

има особине које се траже за компаративну једначину дате диференци

Јалне Једначине 

(277) у'= .f(x, у) 

или каквога система (који се, као што he бити показано, увек своди на 
систем симултаних једначина првога реда) онда, ако се са Ь" означи 
општи коефицијенат интегралног реда 

(278) 

једна чине (276), а општи интеграл дате једна чине (277) гласи 

(279) 

за коефицијенте оба реда важиhе општа неједначина 

1 а 11 1 < Ь11 • 
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А у толико пре, кад се за Ь11 може познавати каква неједначина 

ь/1 <с/Ј, 

важиће за а 11 неједначина 

1 а 11 1 < С11 • 

Тако, Cauchy-eвa општа компаративна једначина 

(280) 

има као интеграл који за х= О добија вредност v = О, функцију 

v =г'- у' 2 - 2гг'log(l- ~) 

холоморфну у одређеном кругу описаном око х = О у равни х. 
Самим тиме што постоји такав холоморфни интеграл компара

тивне једначине (280), зна се, према Cauchy-eвoj неједначини, да за ред 
(278) важи неједначина 

А 
ь/1 <-

''" 
где А означава какав позитиван број који није премашен од моду

ла функције v док х остаје у кругу полупречника ,, у равни х, у коме је 
десна страна једна чине (277) холоморфна. Према томе: 

ОйшШи коефицијенаШ а11 инШеzралноz pega (279) јеgначине (277) 
заgовољава за све вреgносШи n нејеgначину 

(281) А 
la"l <-. 

у" 

Та неједначина не претпоставља ништа друго о функцији Ј( х, у) 

осим то да је она холоморфна за почетне вредности х= О, у= О. Међу

тим, кад се о тој функцији зна још шта ближе, могу се имати и ниже, 

па дакле пробитачније границе за тај коефицијенат. До таквих граница 

доводе, на пример, специјалније компаративне једначине, али чије ис
коришћавање захтева још и суплементарне претпоставке или о самој 

функцији f(x, у), или о интегралу у. 
Тако, као што је напред показано, кад је коефицијенат двостру

ког реда 

f( x у)= L:LA х "'у 11 

• ' 1/lll 

такав да израз 
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т!n!IAm11 1 

остаје коначан при бескрајном рашћењу индекса т и n, .моgуо коефи
цијенШа an инШеiралноi pega .мањи је но коефицијенаШ bn функције 

v =-log[l-A(ex-l)] 

као интеграла компаративне једначине 

v' = Аех+'', А> О. 

Тако исто, кад израз 

(т+l)(n+l) 

остаје коначан при бескрајном рашћењу индекса т и n, .моgуо коефи
цијенШа an .мањи је og коефицијенШа bn функције 

v=l-чl-Ax, A>l, 
l-x 

као инШеiрала ко.мйараШивне јеgначине 

Разне друге компаративне једначине, везане за претпоставке о 

начину рашћења или опадања коефицијента Amn функције f(x, у) при 
рашћењу индекса т и n, доводе до разних других горњих граница за 
моду о кеофицијента а". 

Али до таквих горњих граница може се доћи и чинећи претпоста

вке о самоме интегралу у једначине (277), као функцији променљиве х. 
Једна врло општа таква граница, која важи за општу алгебарску ди

ференцијалну једначину првога реда 

(282) f(x, у, у')= О 

(где се увек, не умањујући генералност, може сматрати да је f несво
дљив полином по х, у, у') добија се применом једне теореме коју је 

доказао Lindeli:if у погледу горње границе за ма који реални интеграл у 
једначине (282), при рашћењу променљиве х у реалном позитивном 
правцу. Теорема гласи: 

Почевши og јеgне gовољно велике йозиШивне вреgносШи х, вреg
носШ инШеiрала у никако не йре.маша вреgносШ функције 

(283) 



244 ИНТЕГРАЦИЈА ПОМОЋУ РЕДОВА 

'ige је т сШейен йолинома f йо х, а а йозишивна консшанша која се 
може израчунаШи из саме gиференцијалне јеgначине. 

Lindeli:if је дао и начин за израчунавање константе а; њена вред
ност, смењена у Л(х), одређује величину горње границе ма ко'iа реал

ног интеграла једначине (282). Та граница може бити и стварно дости
гнута у појединим специјалним случајевима, што се види на примеру 

Једна чине 

(284) у' -(т+ l)xmy =О, 

ЧИЈИ Је општи интеграл 

с хт+! у= е . 

У очима сад оне интеграле у једна чине (282) који су целе функције 
йроменљиве х чији су коефицијенШи an сви реални йозиШивни бројеви. 

Пошто су х, а, а 11 позитивни, то је 

x=lxl=r 

па he према горњој теореми бити за довољно велике вредности х 
непрестано 

(285) 

што значи да израз 

не постаје бескрајно велики кад r бескрајно расте. Постоји, дакле, је
дан коначан позитиван број А такав да је за све вредности х непрестано 

што значи да Је за све вредности х 

(286) 

Према општој Cauchy-eвoj неједначини за 1 а 11 1 биhе тада 

(287) 
1 у 1 еаг"'+l 

la 11 1<-<A--. 
r 11 r 11 

Пошто је у по претпоставци цела функција, може се полупречни

ку r дати каква се xohe вредност од О до +оо. Израз на десној страни 
неједначине (287) достиже свој минимум за 

r = упл. 
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где су у и Л рационални бројеви 

[ 
1 ]m~l 

у= (m+l)a ' 
Л=-~-. 

m+l 

За саму вредност тога минимума налази се да је она 

где је ~ константа 

~1/ 
A-

nлn 

~ = [(т+ 1) еа]л 

а из тога се види ga је за уочене инШеzрале у 

- ~n 
а 11 -1 а 11 1 <А-л-· 

n n 
(288) 

245 

Из тога се закључка могу извести разноврсне појединости за целе 

функције са позитивним коефицијентима а п, које задовољавају какву 
алгебарску дифернцијалну једначину првог реда. Тако: 

I. За све йозиШивне вреgносШи х инШеzрал не йре.маша вреgносШ 
сйецијалне целе функције 

~ 

(289) <р(х) = А~:.п-Лп~nхп. 
п= О 

Јер према неједначини (288), а пошто су а 11 и х позитивни, мора 
бити и 

у<<р(х). 

П. УзасШойне нуле а 1 , а 2 , а3 , .•• иншеграла у не расшу, йри 

рашhењ у своzа ранzа n, сйорије но utШo расШе вреgносШ n л. 

Јер, према неједначини (288), вредност ~не опада спорије од 
1 

вредности п-л, и према томе 1 а 11 1--;; не расте спорије од пл. А према 
једној теореми коју је доказао Hadamard, за целе функције уопште, 
модуо п-те нуле an такве једне функције расте брже, при рашћењу 

1 

њеног ранга n, него што расте израз 1 а 11 --;; 1. Па пошто тај израз не ра-

сте спорије од п л, тако ће исто бити и са нулом а п. 

Ш. Kag zog инШеzрал у, израчунаШ у облику pega са йозиШивни.м 
коефицијенШи.ма an, йреgсШавља какву целу функцију йро.менљиве х, 
врсШа (genre, Gattung) Ше функције је јеgан og бројева 
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О, 1, 2, ... , (т+ 1). 

То је последица неједначине (286) и става који је доказао Hada
mard за целе функције уопште, да кад је модуо једне такве функције 
мањи од вредности израза 

где је а каква позитивна константа, врста функције не премаша број р. 

Од интереса је напоменути да став III не важи и за интеграле ал
гебарских диференцијалних једначина вишега реда; то се може видети 

на примеру Једначине другога реда 

уу"- у'2 - уу' = о 

која има, као једну класу својих партикуларних интеграла, целе функ

циЈе 

у= сее'' С> О. 

Пошто су сви изводи функције у позитивни за х = О, то су и сви 
њени коефицијенти а" позитивни; међутим у је цела функција бескра
ЈНе врсте. 

Исто се види и на примеру интегралног реда који изражава целу 

функцију 

у= ее'Р(х) 

где је Р какав полином чији су коефицијенти сви позитивни; таква 

функција задовољава једну алгебарску диференцијалну једначну дру

гога реда, а међутим њена је врста бескрајна. 

А тако исто треба приметити и то, да целе функције, о каквима је 

реч, а које су интеграли алгебарских диференцијалних једначина, .мо2у 

биШи .ма које коначне врсШе. То се види на примеру једначине првог 
реда 

у'2 + р2 (1- y2)x2(p-l) = 0 

(р- цео позитиван број), која има за партикуларни интеграл 

1 .р .р • х 2 ~' х 4 ~' х 6 Р 
у= -(ех +е-х ) = cos(lxP) = 1+--+ --+ -- + ... 

2 2! 4! б! 

Нека је, напослетку, наведено и то да горња граница т + 1 за 
врсту интеграла у бива и стварно достигнута у појединим специјалним 

случајевима, као што је то нпр. за диференцијалну једначину (284) чији 
је општи интеграл цела функција (т+ 1)-те врсте 
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Ставу Ш може се дати и овај облик: 
IV. Kag 'iog какав peg 

(290) 

који изражава инШе'iрал какве ал'iебарске gиференцијалне јеgначине 
йрво'i pega, има своје коефицијенШе an йозиШивне, а йреgсШавља какву 
целу функцију йроменљиве х, сШейен gиференцијалне јеgначине йо х 
никаg није мањи og врсШе Ше целе функције, смањене за јеgиницу. 

п 

Посматрајмо сад случај кад интегрални ред (290) какве алге
барске диференцијалне једначине nрвог реда има све своје коефици
јенШе an јеgнаке йозиШивним рационалним бројевима, а представља 
какву целу функцију променљиве х. 

Такав случај наступа, на пример, за диференцијалну једначину 
облика 

(291) 
, Р(х,у) 
y=-

Q(x, у) 

где су Р и Q полиноми по х и у чији су коефицијенти nозитивни 
рационални бројеви, са условом да буде 

Q(O, 0) :f. О. 

Сви узастопни изводи интеграла у, добијени узастопним диферен
цијаљењима једначине (291), биhе рационалне функције променљивих 
х и у, које he све имати као именилац одређен степен полинома Q. Кад 
се у њима стави х = О, у = О и резултат подели са одговарајуhим факто
ријелом n!, добија се коефицијенат а 11 као nозитиван рационалан број. 
Само треба још додати и то да, према једној познатој теореми из ана
литичке теорије диференијалних једначина nрвог реда, између свију 
једначина облика (291), једина чији ойшШи интеграл може бити цела 
функција, је линеарна једначина 

у'= f(x)y+<p(x) 

где су f и <р полиноми по х. Међутим, и друге једначине облика (291) 
могу имати йарШикуларних интеграла који су целе функције. 

На све једначине 

(292) .f(x, у, у')= О 
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(f несводљив полином по х, у, у') чији интеграл има коефицијенте а 11 
позитивне и рационалне, а представља какву целу функцију, примељу

ју се непосредно сви ставови из прошлог параграфа. 

На пример, ранији став даје једну горњу границу интеграла у, 

изражавајуhи да за позитивне вредности х функција никад не премаша 
вредност 

Али, поред тако одређене 2орње границе коју интеграл не може 

йре.машиШи, може се поставити и једна gоња граница коју он никад не 

може йоgбациШи за такве вредности х. Шта више, тако нађена доња 

граница важиhе и за интеграле опште алгебарске диференцијалне јед

начине ма кога коначног реда р 

(293) F ( 1 (р))- о 
х,у,у, ... ,у - . 

Да би се одредила таква једна доња граница, примениhемо на ин

теграл у једну теорему коју је доказао Polya за интеграле једначине 
(293). Теорема гласи: 

За сваки инШе2рал у јеgначине (293) који се изражава у облику 
pega 

чији су коефицијенШи рационални бројеви, а који је конвер2енШан за 

све вреgносШи х у равни йро.менљиве х, израз 

lloga 11 1 

n(log п) 2 

не Шежи граници- оо йри бескрајно.м рашhењу броја n. 
Пошто је у овде посматраном случају коефицијенат an реалан, 

позитиван и тежи нули кад n бескрајно расте (јер је интеграл у цела 

функција са реалнм позитивним коефицијентима а 11 ), теорема доводи 
до закључка да израз 

loga 11 

n(logni 

1 log-
= an 

n(log п)2 

остаје, за све довољно велике вредности п, мањи од једнога коначног 

позитивног броја h. Из тога излази да је за сваку вредност 

n= 1, 2, З, ... 
непрестано 

(294) 
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Интеграл у посматране аналитичке природе за све позитивне 

вредности х премаша вредност специјалне целе функције 

= 

(295) Jl(X) =ао+ I e-/m(logn)2 х". 
n=i 

Неједначине (288) и (294) постављају границе могућним варијаци
јама коефицијената а 11 и њиховом начину опадања при бескрајном ра
шћењу њиховог ранга n. Тако 

1 а Једначина (288) ограничава брзину опадања коефицијента а" у 
томе смислу што према ЊОЈ а" ойаgа брже неzо израз 

или, што Је исто, него израз 

_1_ = е-Ллlоgп. 
плл , 

пошто сменом х = t нестаје фактора ~"у изразу за а 11 • 

2° неједначина (294) ограничава брзину опадања коефицијената 
а n у томе смислу што према њој а" ойаgа сйорије неzо израз 

Као што се види: 

Низ коефицијенаШа an (n= 1, 2, 3, ... )не .може ойаgаШи ни сувише 
сйоро, ни сувише брзо, веh најсйорије онако како ойаgа израз e-/cnlogn, а 
најбрже онако како ойаgа израз e-lш(logn)

2

• 



ЧЕТВРТИ ОДЕЉАК 

СИСТЕМИ ДИ Ф ЕРЕНЦИЈ АЛНИХ 

ЈЕДНАЧИНА 

18. СИСТЕМИ СИМУЛТАНИХ ЈЕДНА ЧИНА ПРВОГ А РЕДА 

Cauchy-eвa компаративна метода примењује се, не само на обичне 

диференцијалне једначине, веh и на системе симултаних једначина. 

Овде he бити у томе погледу проучен систем облика 

(296) 

dy/1 - -r ( ) dx -Јп х,у,,у2, ... ,у"' 

где су у 1 , Ј2, ... , у 11 непознате функције независно променљиве количи
не х, везане међу собом системом од n диференцијалних једначина 
првога реда (296). 

Претпоставимо да је свака од датих функција 

(297) .fi, .f2, ... ' Ј,, 

холоморфна функција променљиве х у једноме кругу полупречника r, 
описаном око тачке х = О у равни променљиве х, као и холоморфна 
функција променљивих 

(298) у,, У2> ... , у/1 

у близини вредности 

(299) YI =0,у2 =О, ... ,у/1 =0, 
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. . 
ТЈ. у по Једноме кругу описаном око тих вредности у равни сваке од тих 

n променљивих. 
Означимо са г' полупречник најмањега од тих n кругова, а са М 

један број такав да га не премаша модуо ни једне од n функција (297) 
док променљиве остају у својим круговима полупречника г и г', тј. та

кав да Је за све такве вредности променљивих непрестано 

(300) 1 Ј; 1 :::;м,l.f2 1 :s;м, ... ,l.fп 1 ::;м. 

Формирајмо функцију n + 1 променљивих количина 

(301) <р(х, Yl• Jl, ... , Уп)= ( )( ) ( ) 
1-~ 1-ь_ ... 1-lд. 

1· 1-' г' 

м 

па упоредимо интеграле система (296) са интегралима система 

(302) 

Узастопним диференцијаљењима једначина (296) по х и сменама 
извода 

dyl dy2 dуп 
dx ' dx ' ... , dx 

њиховим вредностима из једначина (296) добија се један систем јед
начина које изражавају узастопне више изводе функција 

(303) Yl• У2• ... ,Уп 

као функције променљивих х и (303). 
Тако исто, поступним диференцијаљењима једначине (302) по х и 

сменама извода 

(304) 
dv 1 dv 2 d11 11 -,--, ... ,--
dx dx dx 

њиховим вредностима из једначина (302) добија се .систем једначина 
које изражавају узастопне више изводе функција 
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(305) v 1, v 2 , ... , v 11 

као функције променљивих х и (305): 
На тај начин добијени изводи функција Yk и функција v k имају 

исту структуру и изражавају се; сваки извод, као збир сабирака који су 

производи разних степена функција (297), односно функције <р, и њихо
вих парцијалних извода по променљивима х и (303), односно х и (305). 

Међутим, на исти начин као и за обичну диференцијалну једначи

ну првога реда, који је напред изложен, уверавамо се да је модуо сва

кога парцијалног извода ма које од функција (297) мањи од одговара
јуhег парцијалног извода функције <р. То he тада важити и за вредности 
које ти изводи добијају за 

х 

(306) 
=О, У! =О, У2 =О, ... ,у 11 =О, 

х =О, vl =О, Vz = О, ... , v 11 · = О, 

па he, према неједначинама (300) и једначини (301) то исто важити и за 
вредности самих функција (297) и функције <р. Биhе дакле 

1 /k(O,O,O, ... ,O)I <<р(О,О,О, ... ,О), 

ат+n+р+... ат+п+р+ ... 
----Ji:(O, О, О, ... , О) < <р(О, О, О, ... , 0), 
дхтдуј'дуi' ... дxrnдv['дvi ... 

а из тога се, као и у ранијем случају обичне диференцијалне једначине 

првога реда, закључује да, ако се са ak означи вредност коју добија i
ти извод функције Yk по х за х = О, а са ~~ вредност коју добија i-ти 
извод функције v k по х, увек he бити 

(307) 

при чему треба имати у виду да су све вредности ~ј, добијене на такав 
начин, очевидно реалне и позитивне; то следује из саме структуре 

извода (304) и чиљенице коју је лако проверити да функција <р, дефини
сана једначином (301), и сви њени парцијални изводи, имају за 

(308) х = О, v 1 = О, v 2 = О, ... , v" = О 

реалне и позитивне вредности. 

Претпоставимо, за један тренутак, да систем (296) има као своје 
формално решење један систем вредности (303) изражен у облику 
Maclaurin-oвиx редова који за х = О дају у k = О 
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у а 1х + 2 2 + 3 з+ 
1 = 1 а 1 х а 1 х ... , 

(309) 
у а 1х + 2 2 + 3 з+ 

2 = 2 а 2 х а 2х ... , 

у 11 = а ],х + а?, х 2 + а ~х з + ... , 

а да, тако исто и систем (302) има као формално решење један систем 
вредности (305) изражен у облику редова који за х = О дају v k = О 

(310) 

Пошто је 

i a'k·· 
а-
k- k!' 

то је према неједначини (307) 
1 а~ 1 < ь~ 

што значи да је коефицијенат од х" сваке од функција Yk мањи од ко
ефицијента од Х 11 функције v k· Ако је, дакле, сваки од редова (310) 
конвергентан за вредности х у једноме кругу Ck описаном у равни х 
око тачке х = О, у томе ће кругу насигурно бити конвергентан и одго
варајући ред (309) истога ранга k. 

Међутим, систем (302) је могућно интегралити и одредити кру
гове С k свакога његовог интеграла v k. Из једначина (302) се види да ј е 
за произвољне вредности променљивих х и v k 

dv 1 _ dv 2 _ 
------
dx dx 

одакле Је 

_ dv 11 

dx 

где су С1 , С2 , •.. , С11_ 1 интеграционе константе. Па пошто за х= О свако 
v k треба да је једнако нули, добија се да је за произвољне вредности х 

v 1=v 2 = ... =V 11 • 

Систем (302) се тада своди на једну једину једначину 

dv 
dx =<p(x,v,v, ... ,v) 
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тј. према (301), на обичну диференцијалну једначину првога реда 

dv 
dx 

м 
=------

Кад се ова напише у облику 

( v)11 

М 1----; dv = --dx 
,- 1-~ 

,-
добија се интеграцијом 

одакле се налази да интеграл v, који за х= О добија вредност v =О, има 
за израз 

Тај је интеграл v холоморфна функција променљиве х у близини 
вредности х = О, јер сингуларитети функције произлазе само од јед-
начине 

1 +(n+ ~м,- log(1- х)= О. 
г г 

Та једначина, решена по х, има само један корен, и то 

х=+- е-,,.;;;м,Ј. 

Та је вредност једини сингуларитет функције v, и према томе та 
he функција бити холоморфна докле год х остаје у кругу С описаном 
око тачке х = О са полупречником 

Пошто је функција v холоморфна у томе кругу С, она се може 
развити у ред 
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(311) 

па пошто су све функције v k једнаке међу собом и са функцијом v, 
свака се од њих може развити у исти ред (311) са истим кругом конвер
генције С. А кад је то случај, према ономе што је малочас казано, биће 

у томе истоме кругу С конвергентни и сви редови (309) који дају фор
мално решење у проблему интеграције система (296). А такво фор
мално решење постоји: то је оно што се добија кад се коефицијентима 

а~ у обрасцима (309) даду вредности 

; а~ 
ak =-

k! 

На тај начин се долази до овога резултата за систем (296): 
Нека је дат систем 

где је свака од функција .fi, ... , .t,, холоморфна функција променљиве х 
у кругу полупречника г описаном око тачке х= О у равни х, и тако исто 

холоморфна функција променљивих у 1 , ••• ,у" у свакоме од кругова 
полупречника г' описаних око тачака у 1 =О, ... , Yk =О у равнима тих 
променљивих. Означимо са М један број такав да га не премаша модуо 

ни једне од n функција .h., ... , .t,, док свака од променљивих остаје у 
своме кругу, па је у овоме што претходи доказана ова основна Шео

рем.а за интеграцију система (296) помоћу редова облика 

(312) 

Свака се нейознайlа функција у 1, ••• , у n, као иншеzрал си с шема 

(296) који за х = О gобија вреgносйl Yk = О, може раз виШи у peg облика 
(312), који he насиzурно конвер2ирай1и за све вреgносйlи х у кру2у ойи
саном. око х= О са йолуйречником. 

R ~г( Ј- ,-,";;;м,Ј 

Очевидно је да та теорема и проширује на системе симултаних 

једначина основну Briot-Bouquet-oвy теорему за случај обичних дифер
енцијалних једначина првога реда, на коју се она своди у случају кад је 

n= 1. 
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Теорема је, као што се види, изведена употребом компаративних 

једначина за сваку од једначина степена (296) а свака од њих има облик 
Cauchy-eвe компаративне једначине за диференцијалну једначину прво

га реда. Међутим, као и за ову, могу се, под нарочитим претпоставка

ма за функције Ј.., ... , .fn, употребити и друге, специјалније компарати
вне једначине, које важе само за такве случајеве. 

Тако нпр. кад се свака од функција ,[", ... , .fn развије у двоструки 
ред по степенима променљивих 

(313) x,yJ,yz, ···•Yn• 

тако да је систем (296) написан у облику 

dyJ - .r - LAJ .. xmylJ' ... у·,',, dx - ./Ј - m,p 

(314) 

dYz _ f _ 'i:' А 2 m р s 
dx - 2 - .c..d1.m,p .. x УЈ . .. y n, 

dyn_t,-"лn mp s dx -.n - .c..d1.m,p .. x УЈ ... yn, 

онда, ако су сви коефицијенти А реални и позитивни и такви да израз 

1 1 А; m.p .... m,p ... 

монотоно расте при рашћењу индекса т, р ... , за сваку og јеgначина 

dyk - F ( ) dx - Jk X,YJ•····Yn 

.може се узеШи јеgначина 

zge је <pk .ма који йарцијални извоg, и .ма коzа pega, функције fk йо йро
.менљиви.ма (313). 

Доказ правила је исти као доказ Ш правила у 9. одељку. 
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19. ДИФЕРЕНЦИЈАЛНЕ ЈЕДНА ЧИНЕ И СИСТЕМИ 
СИМУЛТАНИХЈЕДНАЧИНАВИШЕГАРЕДА 

1 

Диференцијална једначина т-тога реда 

(315) (т) _ {( 1 (т-!)) 
у -. х,у,у, ... ,у 
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може се увек свести на систем од т симултаних једначина првога реда. 
Ако се стави да је 

_ 1 _ 11 _ (т-1) _ 
у - У о' у - у 1' у - у 2' ... ' у - у т-!' 

имаhе се систем од т једначина првога реда 

(316) 

dYт-l Ј( ) ----;z;- = Х, У О ' У 1 ' • • • ' У т-! · 

Претпоставивши да је Јхоломорфна функција променљивих 

(317) 1 (т-1) 
х,у,у, ... ,у 

и то у кругу полупречника r описаном у равни х око тачке х = О, и про
менљивих у, у', ... , у<т-I) у свакоме од кругова полупречника r' описа
них око тачака 

(318) - О ' - О (т-1) - О у- 'у - ' ... ,у - . 

она he то исто бити и за променљиве 

(319) Х' У о' У 1' · · · ' У т-! · 

Ако се тада означи са М један број такав да га не премашају ни 
вредност г', ни модуо функције Ј док свака од променљивих (317), од
носно (319) остаје у своме кругу, може се применити горња основна 
теорема, коЈ а доводи до овога резултата: 
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Свака og йро.менљивих у0 , у 1 , .•. , Ym-I• йа gакле и сам инШе'iрал у 
gиференцијалне јеgначине (315) који, као и сви ње'iови извоgи go 
(m- l)-o'i закључно, gобија вреgносШ нулу за х = О, .може се развити у 
реgоблика 

(320) 

који he биШи конвер'iенШан за све вреgносШи х шiiio леже у кру'iу ойи
сано.ме око Шачке х= О у равни х, са йолуйречнико.м 

R ~ {1- е-,",;;м,Ј 

Тако нпр. диференцијална једначина другога реда 

у"= f(x, у, у') 

имаhе за свој интеграл у, који као и његов извод у', постаје једнак 

нули за х= О, ред облика 

а 2х 2 +а3х 3 +а 4х 4 + ... 

који he бити конвергентан за све вредности х у кругу описаном око 
х = О у равни х са полупречником 

Остаје да се покаже како се израчунавају коефицијенти 

реда (320). Из једначине (315) добија се диференцијаљењем по х 

yCm+!) = д.f + д.f у'+ д.f у"+ ... + дј ј. 
дх ду ду' дуСm-1) 

Десна страна једна чине је функција променљивих 

(321) 1 11 (m-1) 
х,у,у,у , ... ,у 

која, ако се означи са .fi, биhе 

Y(m+!) = ~'(х У у' Y(m-1)) 
Ј 1 ' ' ' ••• ' • 

Диференцијалеhи поново по х, добија се 
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y<m+2) = д.!'Ј + д.!'Ј у'+ д.!'Ј у"+ ... + д/1 ј. 
дх ду ду' ду<m-1) 

где he опет десна страна бити функција променљивих (З21), која ако се 
означи са / 2 , биће 

Y(m+2) = f (х У у' у<т-1)) 
' 2 ' ' ' ... ' . 

Продуживши тако и даље, добиће се низ израза за више изводе 

функције у у облику 
(11) _ -r ( ' (m-1)) 

у -J"-mx,y,y, ... ,y ' 

n = т + 1, т + 2, т + З, ... 
'ige се низ функција 

(З22) 

извоgи, јеgна из gpy'ie, йо рекурсивном обрасцу 

са почетном функцијом 

-r _ {( ' (m-1)) 
.Јо-. х,у,у, ... ,у . 

Ако се тада са [fk] означи резултат који се добија кад се у функ
цији .fk смени 

- О - О 1 
- О (m- 1) - О Х- ,у- ,у- , ... ,у -

коефицијенти се израчунавају по обрасцу 

1 
am+n = [/,,], (n= 1, 2, З, ... ). 

(n+ т)! 

Применимо такав начин одређиваља коефицијената а n на једна

чину h-тог реда 

(З2З) y<h) = R(x, у, у', ... , y<h-1)) 

где је R рационална функција променљивих 

(З24) ' (h-1) 
х,у,у, ... ,у . 

Ставимо да је 

(З25) yCk) = Jk, (k =О, 1, 2, ... h) 
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па he једначина (323) бити облика 

(326) 
р 

Jh=-
Q 

где су Р и Q полиноми по променљивима 

х, Уо, У1' ... ,у,, 

где се, ради холоморфности функције R у близини вредности 

(327) х = О, у = О, у' = О, ... , y<h) = О 

претпоставља да Је 

Q(O, О, О, ... , О) i:- О. 

Тада се интегралу који, као ињегови узастопни изводи до ( h - 1 )-ог 
закључио, за х= О добија вредност нулу, може развити у ред 

(328) 

Коефицијенат степена х" израчунава се помоhу обрасца 

(329) а" = r", , n = 11 + 1, h + 2, h + З, ... , 
n. 

где r11 означује вредност, коју за вредности (327) добија једна извесна 
функција R 11 ; ова је функција п-ти члан низа функција 

које се једна из друге израчунавају помоhу рекурсивног обрасца 

(ззо)R __ дR11-1 + дR11-1 + дR11-1 + + дRп-1 +Р дR11-1 
" У1 У2 ... Yh-1 

дх дуо дуl дУh-2 Q дун 

са почетном функцијом 

што се доказује, као и за диференцијалне једначине првога реда у 4. 
одељку, и на истоветан начин, узастопним диференцијаљењима једна

чине (323) по х, водеhи рачуна о једначинама (323), (325), (326). 
Овде he бити показано да се израчунавање коефицијената може 

свести на израчунавање, не низа рациналних функција, веh једнога ни

за iюлинома по променљивима (324). 
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Лако се уверавамо, као и за једначине првога реда, да је уопште 

(331) R,, = 
2 
Р,~, 

1
, Р1·, =Р, (n= h, h + 1, h + 2, ... ) Q n- 1+ 

где је Р11 полином по променљивима (324). Сменивши n са n - 1 добија 
се 

(332) R = pn-1 
n-1 Q2n-211-i 

одакле се парцијалним диференцијаљењима добија низ једначина 

Q дРдхп-l - (2n- 2h -1) ддхQ Pn-1 
дR n-1 = -~"------::-:---"-----"""'---
дх Q2(n-11) 

Q ддРУпо-1 - ( 2 n - 2 h - 1) ддУQо p11-l 
дR 11-1 = ---"--"-----,-----"-"---
ду о Q2(n-11) 

Q дPn-i - (2n- 2h -1) дQ P11_i 
дRn-i = ду, ду! 

(333) ду, Q2(n-11) 

Q дР"_ 1 -(2n- 2h -1)_1Q__ Р11_ 1 
дRn-1 = ду"_, дyl1-i 
д Q2(11-11) 
у,,_, 

па се из последње од њих добија 

PQ дРп-i -(2n- 2h -1)_1Q_PPп-i 
(334) дRI1-i р = ду,,_! дyl1-i 

д Q Q211-211+1 
Yll-1 

Из образаца (330) и (331) је 

р = Q2п-211+1 (дRп-1 + дR"_' + дR11-1 + + дR11-1 +Р дR11-1) 11 у, У2 . . . ћ-1 
дх дуо ду, ду11-2 Q дун 

а кад се ту смене парцијални изводи фунције R 11_ 1 њиховим изразима 

(333) и (334) добија се 

р =А дР"_, +Но дР11_, +Н дР"-! +Н2 дР"-!+ 
11 дх дуо 1 ду, дУ2 

н дР"_ 1 В дРп-l (2 2h 1) СР + ... + 11-2--+ --+ n- - 11-1 
ду 11-2 дУ!,_, 

(335) 
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где су 

стални полиноми по променљивима х, у 0 , у 1 , ... , yh, ТЈ. независни одра
нга n коефицијента а 11 ; а који имају за изразе 

А= Q2, В= PQ, 

C=-Q(дQ+YI дQ + ... +yн_l_Q_+P ЗЈL)' 
дх дуl ду"_2 Q дун 

Но= YIQ2, Hl = Y2Q2, н2 = УзQ2 , ... , Hh-2 = ћ-IQ2 . 

Израчунавање коефицијената an своди се дакле на одредбу стал
них од променљивих х, у 0 , . .. , Yh независних чланова ph, Ph+l• р1,+ 2 , ... ни

за полинома 

који се један из другога поступно израчунавају из обрасца (336) и стал
нога члана q полинома Q. То израчунавање бива по општем обрасцу 

а 11 = Pn 
21 1 

(n= h, h + 1, h + 2, ... ) 
1 2n- 1+ n.q 

(336) 

при чему један исти број q важи за све коефицијенте а n 

Приметиhемо још да се и на диференцијалне једначине вишега 

реда могу применити специјалније компаративне једначине, према пре

тпоствакама које се буду чиниле о функцији/у једначини 

(337) y<m) = .f(x,y,y', ... ,y<m-1)). 

Напослетку, нека је примеhено да се и системи симултаних једна-

чина вишега реда, облика 

(338) dmYk _ ( , . dyl dJk . d
2
Yt d

2
Yk ) ---.fk х,уl, ... ,уп,-, ... ,-,--2 , ... ,--2 , ... 

dxm dx dx dx dx 

могу свести на систем симултаних једначина првога реда. То се пости

же увођењем нових непознатих функција 
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чији he број бити mn па се систем (338) своди на систем првога реда 
састављен из mn једначина облика 

(k=l,2, ... ,n) 

Напослетку, нека је примеhено и то, да се, како у систему првога 

реда, тако и у систему вишега реда, увек .може учинийlи ga cиcilie.м не 
саgржи независно йро.менљиву количину по којој се врши интеграција. 

Довољно је, поред уведених нових непознатих функција, увести још је

дну и, дефинисану једначином и =х, што у дати систем уводи још једну 

нову једначину, а та је 

du = 1 
dx 

што број једначина повеhава за јединицу. То је од интереса у извесним 
. . 

питаљима у теориЈи симултаних Једначина. 

п 

Општи интеграл дИференцијалне једначине р-тога реда 

(339) у<РЈ = .f(x,y,y~, ... ,ylP-1)) 

је њен интеграл који за произвољну вредност х = х 0 добија такође 

произвољну вредност у= Уа, а његових р-1 узастопних извода 
1 11 (р-1) б . . 1 11 (р-1) о . 
у,у , ... ,у до ИЈаЈупроизвољневредностиу0 ,у 0 , ... ,у 0 . НЈеиз-

ражен једном једначином 

(340) F( ' 1 (р-1))-0 
х, у, х о• Уа, Уа.···, У о -

. ф . 3 1 (р-1) в где Је F ункцИЈа р + променљивих х, у, х 0 , Уа· у 0 , ... , у 0 . редности 

(341) 1 (р-1) 
Х о, Уо· Уо • ... , Уо 

којих има р + 1, играју улоге интеграционих констаната које се увек 
могу сменити скупом од р произвољних констаната, на начин сличан 

ономе који је наведен раније за диференцијалне једна чине првога реда. 
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Кад је функција F холоморфна за вредности (341), општи инте
грал се може изразити у облику реда 

где су коефицијенти А11 одређене функције променљивих (341). 
Један произвољно узет ред (342) може, али не мора бити општи 

интеграл какве једначине (339). Могу се, дакле, поставити питања: 

1 о Какве йоШребне и gовољне услове Шреба ga исйуне коефици
јенШи An pega (342), йа ga Шајреg йреgсШавља ойшШи инШе2рал какве 
gиференцијалне јеgначине (339)? 

zo У случајевима каg су Ши услови исйуњени, наhи gиференцијалну 
јеgначину (339) за коју уочени peg йреgсШавља ойшШи инШе2рал. 

Нека је (339) једначина чији је општи интеграл (342). Тада је 

(343) 

А - __!_ [ 'Ј - УЬ 
l- 1! у - 1!' 

- 1 11 - у; Az--[y ]--, ... , 
2! 2! 

А - ____!_[ <РЈ]- _1 f( , •' (p-IJ) Р-
1 
У -

1
. Хо,)о,}о, ... ,уо 

р. р. 

где у овој прилици знак [<р] означава вредност коју добија функција <р 
променљивих х, у, у', у", ... кад се у њој те променљиве смене вреднос
тима (341). 

Као што је у претходном параграфу речено, ако се формира низ 

ф . F F F t (р-1) 
ункциЈа 11 , Jz, ЈЗ• ... променљивих х, у, у, ... , у а по рекурсивном 

обрасцу 

(344) F. = ~fk-1 + ~fk-1 у'+ ... + ~fk-1 f 
.lk дх ду ду(р-1) . ' 

где је почетна функција 

F - f( . ' (р-1)) Јо-. х,у,у, ... ,у ' 

п-ти извод функције у по х биhе .{11 _ 1, и према томе је 

(345) 

Кад се у једначини (344) променљиве х, у, у', ... , y<p-IJ смене вред
ностима (341) и има се у виду да је 
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[у']= 1!А1 , [у"] = 2 !А2 , 

[ /,, ] = ( n + 1) ! А п+ 1, 

[ 
~fn-1 Ј = n ! дА" , 
дх дхо 

деобом добијене једначине са n! добија се 

( 1)А - дА" 1'А дА" 2 'А дА" n+ tн1 - + · 1 + · 2 + .. · 
дхо дуо дуЬ 

( 1) 'А дА" 'А дА" ... + р - . ј>-1 ( 2) + р. 1' -(--1) . 
ду р- ду р-

Решивши једначину по АР налази се да израз 

( 1)А дА" 1'А дА" 2 'А дА" ( 1)'А дА" n+ n+1 ---- · 1 --- · 2 --;- .. ·- Р- · р-1 ( ,_2) 
д. = дх о ду о ду ду 1 

'~ р. дiр-1) 

има за вредност 

А - 1 [{]- 1 f( ' (р-1)) 
Р-!. --1. Хо,Уо.Уо.····Уо 

р. р. 

А пошто је у исто време и 

А,=- __1 = -[/")] = ZL = _ _fu 1 
[ 

d p ] 1 (р) 1 d" 
1 р! dx" р! р! р! dxg 

јер је, по дефиницији, Y6k) вредност коју добија k-ти извод функције у 
кад се у овој стави да је х = х 0 , то се налази да су променљиве (341) 
међу собом везане диференцијалном једначином 

На тај је начин добијено решење постављених питања у облику 

ова два става: 

1. став. Да би peg (342), zge су коефицијенШи An gаШе функције 
- - -· ' (р-1) - - - -
ироизвољних консшанаша х0 , у0 , у0 , ... , у0 , иреgсшављао оишши ин-

Шеzрал gиференцијалне јеgначине р-Шо'lа pega (338), йоШребно је и gо
вољно ga израз д. има јеgну исШу вреgноаu за све вреgносШи инgекса n 
веhе og нуле. 
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А кад је тај услов испуњен, решење другога од постављених 

питања дато Је овим ставом: 

2. став. Диференцијална јеgначина, чији је ойшzuи инШеzрал Шаgа 
изражен реgом (342), gобија се каg се у коефицијенШу АР смене 

1 (р-1) - 1 (р-1) - - - о 
Хо, Уо, Уо, ... ,У о вреgноСLuима х, у, у, ... , у , иа се резулшаш изје-
gначи са у(РЈ. 

Као што се види, да ли ће дати ред (342) бити или не општи инте
грал какве једначине р-тога реда (339), зависи искључиво од тога ga ли 
he њеzови коефицијенШи An имаШи за инваријанШу израз д. А кад је 
то случај, диференцијална једначина добија се из израза саме те ин

вариЈанте. 

ш 

Завршујући овај одељак, подсетићемо на једну основну разлику 

што постоји између алгебарских диференцијалних једначина првога 

реда и Једначина вишега реда, у погледу сингуларитета њихових инте

грала. 

За једну се диференцијалну једначину 

F (х, у, у', у", ... )= О 

каже да је алzебарска, кад је F алгебарска функција променљивих 
у, у', у", ... , и онда се једначина увек може написати у таквом облику да 
је F полином по тим променљивим, са коефицијентима који могу бити 
ма какве функције променљиве х, алгебарске или трансцендентне (по

некад се тражи да су и те функције алгебарске; диференцијална јед

начина је тада алгебарска у ужем смислу). 

За алгебарске диференцијалне једначине првога реда полови и 

алгебарске критичке тачке (алгебарски сингуларитети) могу бити 
сШални или йокреzuни, тј. могу бити исти за све партикуларне инте

грале једначине, или се мењати од једног партикуларног интеграла до 

другог. У првоме случају они се не мењају са интеграционом констан

том у изразу општега интеграла; у другом случају они се мењају са том 

константом. 

Тако нпр. једначина 
(l+x)y'+y=O 

има за општи интеграл 

с 
у=--

х + 1 

па дакле њени интеграли имају сталан пол првога реда х=- 1. 
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Једначина 

има за општи интеграл 

х з 
у=-

х+С 

па дакле њени интеграли имају покретан пол првога реда х=- С. 

Једначина 

2ху'- у= О 

има за општи интеграл 

у= сГх; 
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њени интеграли имају сталну алгебарску критичку тачку другога реда 

х=О. 

Једначина 

2хуу'- 2у 2 - х 3 =О 

има за општи интеграл 

у=х~х+С 

па њени интеграли имају покретну алгебарску критичку тачку другога 

реда х= -С. 

За једначину 
ху' +а =О 

Је општи интеграл 

y=C-alogx 

па јој интеграли имају сталну критичку логаритамску тачку х= О. 

Заједначину 

општи Је интеграл 

а 

у= сех 

и сви њени интеграли имају сталну есенцијалну тачку х= О. 

Painleve је доказао ga никаква алzебарска gиференцијална јеgна
чина првога реда 

(346) F(x,y,y')=O 

не може имаШи йокреШних ШрансценgенШних син'iулариШеШа (нпр. по
кретних логаритамских критичких тачака, или есенциЈалних сингула

ритета). Кад год интеграл има покретних сингуларитета, Ши син'iу

лариШеШи мо'iу биШи само или йолови, или ал'iебарске криШичке Ша

чке. 
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Painleve-oвa теорема важи само за алгебарске, али не важи и за 

трансцендентне диференцијалне једначине првога реда, тј. оне које се 

не могу написати у облику (346) где би F био полином по х и у. Такве 
једначине могу (премда не морају) имати и покретних трансцендент
них сингуларитета (логаритамских или есенцијалних). Тако на пример: 

Трансцендентна диференцијална једначина 

у'- е-у =О 

има за општи интеграл 

у= log(x +С) 

па јој интеграли имају покретну логаритамску критичку тачку х = -С. 
Трансцендентнаједначина 

има за општи интеграл 

у'+ y(logy)2 =О 

1 

у = ех+С 
и интеграли јој имају као покретну есенцијалну тачку х = -С. 

Али, и у томе лежи једна основна разлика између алгебарских 

диференцијалних једначина првога реда и оних вишега реда, Painleve
oвa теорема не важи за једна чине вишега реда. Јеgначина вишеzа pega 

F (х, у, у', у", ... ) = О 

zge је F алzебарска функција йроменљивих у, у', у", ... може uмaiiiu као 
йокреiiiне и iiipaнcцeнgeнiiiнe umuezpaлнe cuнzyлapuiiieiiie. 

Да то одиста може бити, види се из оваквих примера: 

Једначина другога реда 

у"+ у'2 = о 
има за општи интеграл 

па јој интегралиимају покретну логаритамску критичку тачку х =- С2 • 
Израз 

је општи интеграл једне алгебарске једначине другога реда, коју је ла

ко формирати логаритмисањем и диференцијаљењем два пута узасто

пце; интеграли те једначине имају покретну есенцијалну тачку 

х= -С2 • 

То су чињенице које треба имати на уму кад се тражи да се инте
грал дате диференцијалне једначине или система симултаних једначи-
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на (који се, као што се зна, може свести и на обичне диференцијалне 

једна чине) развије у ред. Јер као што је познато из опште теорије ана
литичких функција, облик реда у који се може развити једна функција 

у близини једне дате тачке х 0 , битно зависи од природе те тачке у 

погледу на ту функцију. Ставови изложени у овоме што претходи, дају 

облик интегралног реда дате једначине, а из тога облика се може саз

нати и природа тачке х 0 као обичне тачке или сингуларитета за 
интеграл. 

20. ИНТЕГРАЦИЈА ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХ ЈЕДНА ЧИНА И 
СИСТЕМА ЗА МА КАКВЕ КОНА ЧНЕ ПОЧЕТНЕ ВРЕДНОСТИ 

ПРОМЕНЉИВИХ 

У одељцима што претходе показано је како се извршује инте
грација диференцијалних једначина и система у облику редова, кад се· 

тражи да интеграл за х= О има вредност нулу, као и то да узастопни из-

води 

у', у", у"', ... 

до извода датога ранга, буду сви једнаки нули за х= О. То су тзв. йоче

Шни услови који су у досадашњем излагању били везани за йочеШне 

вреgносШи йром.енљивих 

х =О, у =О, у'= О, у"= О, ... 

У случајевима кад је интеграл реалан, тај услов значи геометри

јски да интегрална крива пролази кроз координатни почетак у равни 

хОу и да у њему има додир (т- 1)-ог реда са апсцисном осовином, где 

т означава ред диференцијалне једначине. 

Међутим, такви почетни услови могу бити и општији, или друге 

какве врсте. Може се, на пример, тражити да интеграл за дату почетну 

вредност х = х 0 променљиве х има као своју почетну вредност у= у0 , 

а да тако исто почетне вредности извода за х = х 0 буду 

1 _ 1 у" _ " у"' _ у"' у<т-1) _ у<т-1) 
У -Уо, -Уо, - о, ... , - о 

где су у0 , уЬ, у;, у;;; ... унапред дате вредности. 
Кад је интеграл реалан, као и све дате вредности х 0 , у 0 , у6, у~, 

у~; ... , y<rn- 1
), тај услов геометријски значи да интегрална крива линија 

пролази кроз дату тачку (х 0 ,у0 ) у равни хОу и да у њој има додир 

(т -1)-ог реда са извесном параболом (т -1)-ог степена. 
Задатак се решава ставивши да је 
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(347) 
х= х 0 + t 
у= Р(х)+ u(x -х 0 ) 

где је t нова независно променљива количина, и нова непозната фун
кција, а Р полином (т -1) степена по х. 

Ако се стави да је 

(348) Р(х) = h0 +h1x +h2x 2 + ... +hm_1xm-l 

а тражи се интеграл Једначине такав, да за х = х 0 он и његови узасто

пни изводи до (т- 1)-ог закључио добијају дате вредности 

(349) у =У у' = у' Y(m-1) = Y(m-1) 
0• 0• ... ' о 

коефицијенти h0 , h1, h2 , . .. , hm-l израчунавају се из т условних једна
чима 

(350) 

Уо =P(x 0 )+u(O), 

у~ = Р'(х 0 ) + и'(О), 
Уо = Р"(хо) + и"(О), 

yi{"-1) = pCm-l)(x 
0

) + и(т-1)( 0). 

Ако се дакле полином Р (х) изабере тако да буде 

Р(хо)=уо, 

(351) 

pCm-l)(x о) = Y6m-l) 

па се са тако изабраним полиномом на датој диференцијалној једначи

ни изврши смена 

(352) 

у=Р(х)+и(х-х 0 ), 

у'= Р'(х)+ u'(x -х 0 ), 

yCm-1) = pCm-l)(x) + и(m-l)(x _х 
0

) 

једначина he бити трансформисана у нову дифернцијалну једначину 

(353) ф ( 1 11 (т)) _ О t, и, и ' и ' ... и - . 

Пошто су тада испуњени услови (351), интеграл и треба, према 
условнм једначинама (350) да је такав, да за х = х 0 он и његови узасто
пни изводи до (т- 1)-ог закључио добијају вредности 
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(354) u = О, u' =О, ... u(m-l) = О. 

Али, кад је х= х 0 , онда је t =О, што значи да после извршене 
смене 

х = х 0 + t 

интеграл једначине (353) треба да за t =О испуни услове (354). А тра
жење таквог интеграла је задатак који је био предмет свега досадаш

њег излагања. 

Пошто је 
m-k-1 

p(kJ( ) = " (n+ k)! h 11 
х L..,; ll+kx , 

п' 11=0 • 

то условне једначине (351), написане у обрнутом реду, у своме развије
ном облику су 

(т -1)!/1т-1 = Y6m-l)' 

( -2)'h (т-1)!h . - (m-2J 
т · m-2 + т-1Х0 -Уо ' 

1! 

( 3) 'h (т-2)!h (m-1)!h _ (m-3) 
т- . m-3 + m-2x о+ m-lx о -У о ' . 1! 2! 

_ 
1 

(т-3_2l (т-2)! (т-1)! _ (т-4) 
(т 4).hт-4+ hm-зXo+ hт-2Хо+ hm-tXo-Yo ' 

1! . 2! з! 

••• о •••••••••••••••••••••••• о ••• о о ••••••• о ••••• о •••••••••••••• 

Из прве једна чине добија се непосредно коефицијенат h111_ 1; за

меном у другој, добија се једначина која даје коефицијенат hm_ 2 ; за

меном оба нађена коефицијента у треlюј, добија се једначина која даје 
коефицијенат hm_3 и продужујући тако, имаће се редом сви коефици
јенти полинома Р (х). Сменом (347) свешће се тада задатак на онај кад 
су почетне вредности непознате функције и њених (т- 1) узастопних 
извода све Једнаке нули. 

Кад буде одређен, у облику реда, интеграл 

u(x-x 0)=u(t) 

нове трансформисане једначине, који за t = О добија вредности (354), 
ставивши у њој да је 

t =х -х 0 , u(t) = u(x -х 0 ), 

добија се интеграл 
y=P(x)+u(x-x0 ) 

дате диференцијалне једначине, који ће испуљавати дате почетне ус

лове. 
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Почетни услови могу бити и какве друге врсте, на пример 

1 о да интегрална крива пролази кроз дати скуп тачака; 

2° или да она пролази кроз одређени број датих тачака и да у сва
кој од њих има додир одређеног реда са датом кривом линијом. 

У случају нпр. једначине другога реда 

(355) .f'(x, у, у', у")= О 

може се тражити да интегрална крива пролази кроз дату тачку (ха, Уа) 

и да ту њена тангента има дати коефицијенат правца а. Тада једначина 

(356) 

одређује други извод у;; на тој кривој у тачки (х а. Уа). 
Кад се изврши смена (347) и за полином Р узме се линеарна фун-

кција 
Р(х) =ах +Ь, 

условне једначине (351) за тај полином су 

Р(ха)=ах 0 +Ь=у0 , Р'(ха)=а =а, 

одакле се налази 

а=а, Ь=у0 -ах 0 , 

тако да Р треба да буде 

Р(х)=(х-ха)а+Уо· 

Кад се у једначини (355) буде извршила смена 

(357) x=x 0 +t, у=Р(х)+и(х) 

где х и у добију вредности х 0 и у0 , тако да извод у' добије задату вред

ност а, биhе t =О, а за ту вредност променљиве t функција и (х) he до
бити вредност и (х 0 ), која he према другој једна чини (357) бити јед
нака нули. Задатак је, дакле, сведен на ранији случај кад су почетне 
вредности независно променљиве количине и непознате функције јед
наке нули. 

У случају једначине треhег реда 

(358) f( ' " "') о . х,у,у,у ,у = 

може се нпр. тражити да интегрална крива пролази кроз дату тачку 

(х 0 , у 0 ) и да у овој изводи у' и у" имају дате вредности~ и а. Тада јед

начина 



СИСТЕМИ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХ ЈЕДНА ЧИНА 273 

решена по у"', одређује вредност коју he имати извод у"' у тачки 

(ха, Уо). 
Кад се изврши смена (347), па се за полином Р узме полином дру

гога степена 

Р (х)= ах 2 + Ьх +с 

условне једначине за тај полином су 

Р (х 0 ) = ах б + Ьх 0 + с = У о, 

Р' (х 0 ) = 2 ах 0 + Ь = ~' 

Р"(х 0 ) = 2а =а. 

Из њих се налази да треба да је 

тако да Р буде полином 

Р(х) = ~ х 2 +(~-ах 0 )х +(Уа -~ха+~ хб). 

Из тога се добија да је 

Р'(х) =ах +(~-ахо) 

па кад се у једначини (358) буде извршила смена (347) онда, кад х и у 
добију вредности х 0 и у0 , тако да извод у' добије вредност ~, а да дру

ги извод у" добије вредност а, 
1 о функција и (х) he добити вредност и (х 0 ) која ће, према јед-

начини 

у=Р(х)+и(х) 

бити једнака нули; 

2° извод и' (х) he према једна чини 

у'=Р'(х)+и'(х) 

добити вредност 

у~- Р' (х)= уЬ- ~=О. 

Задатак је опет сведен на ранији случај кад су почетне вредности 

променљиве t и непознате функције и једнаке нули. 
Уочимо још, као пример сличне врсте, задатак у коме се тражи да 

интегрална крива једна чине треhег реда (358) пролази кроз дату тачку 
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(х 0 , у 0 ) и да у њој има тангенту с датим коефицијентом правца~ и је

дну дату кривину 8. Ако се тада стави даје у тачки (х 0 , у0 ) 

пошто кривина у тачки (х, у) има за израз 

у" 

за одредбу вредности а имаће се једначина 

3 

(359) (1+~ 2 )28-а =О. 

Кад се израчуна а имаће се као почетни услов 

па се сменом (347) проблем своди на онај кад су почетни услови 

t = О, и = О, и' = О 

и решава се на показани начин, одредбом полинома Р (х) који испуља

ва услове задатка. 

Сваком ће пару решења једначина (359) одговарати по једно ре
шење проблема интеграције. 



ПЕТИ ОДЕЉАК 

СПЕЦИЈАЛНИ СЛУЧАЈЕВИ И 

ОСОБИНЕ ИНТЕГР АЛА 

21. ИНТЕГРАЛ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНЕ ЈЕДНА ЧИНЕ ПРВОГ РЕДА 
ИЗРАЖЕН КАО ПОЗНАТА ФУНКЦИЈА РЕДА 

ОДРЕЂЕНОГ ОБЛИКА 

Постоји мноштво случајева кад се интеграл алгебарске диферен

цијалне једначине првога реда 

(360) f(x, у, у')= О 

изрази у облику алzебарске функције каквога реда познатог облика, 

добијеног на начин изложен у ранијим одељцима кад функција f ис
пуњава нарочите, за то потребне услове. 

Уочимо један од таквих општијих случајева. Сматрајмо у једна

чини (360) реалне променљиве у и у' као апсцису и ординату једне та
чке М (у, у') у равни уОу', па he једначина (360) представљати у тој 
равни једну класу алгебарских кривих линија С, у којој променљива х 

игра улогу параметра по коме се једна крива те класе разликује од 

друге, исте класе. 

Постоји увек могуhност да се однос између у и у', дат једначином 

(360), изрази у облику двеју параметарских једначина 

(361) у= <р(х, t), 

(362) у'= \jf(X, t), 

таквих, да кад се из (361) и (362) елиминише параметар t, добија се јед
начина (360). Из тих се једначина тада добија да је 

(363) 
dy дт дln dt - = _'t' +-'~"- = \jf(X, t) 
dx дх дt dx 

одакле Је 

(364) dt 
dx = .fi(x, t) 
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где Је 

(365) 

d~ 
\jf--

!t = dx 
d~ 
dt 

ИНТЕГРАЦИЈА ПОМОЋУ РЕДОВА 

На диференцијалну једначину првог реда (364), где је независно 
променљива количина х, а непозната функција t, може се тада приме
нити све што је напред изложено о интегралу једначине израженом у 

облику реда. Ако се за једначину (360) тражи интеграл у, који за дату 
вредност х =х 0 добија дату вредност у = у0 , онда су почетни услови за 

једначину (364) 

х= х 0 t = коренједначине ~(х 0 , а)= О 

решене по а. У случају кад је ова једначина идентички задовољена за 

ма какво а, може се за а узети каква се xohe произвољна вредност. 
Ако је а један корен једначине (а са сваким њеним кореном треба 

учинити ово што he се урадити са овим уоченим), смена 

t=z+a 

своди почетне услове трансформисане једначине 

(366) :; = ј~(х, z +а)= .f2(x, z) 

на х= О, z = О, па се проблем одредбе интеграла z у облику реда решава 
на напред изложене начине, према томе да ли је за х= О, z =О функција 
.f2(x, z) холоморфна, или добија бескрајно велику вредност, или се 

јавља у неодређеном облику .2., или има алгебарских критичких или 
о 

трансцендентних сингуларитета. 

У случају кад је та функција холоморфна за х= О, z = О, интеграл 
се може, по теореми Briot-Bouquet-a развити у Maclaurin-oв ред 

који he бити конвергентан у кругу описаном око тачке х = О у равни х, 
са полупречником R одређеним том теоремом. 

Непозната функција t биhе тада изражена у облику реда 

(367) 
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па кад се то смени у једна чини (361), имаhе се инШеzрал јеgначине (360) 
изражен у облику јеgне йознаШе алzебарске функције <р йро.менљиве х и 
pega (367). 

У случају кад функција f2 (x, z) добија за х= О, z =О бескрајно ве
лику вредност, али нема алгебарских критичких или трансцендентних 

снгуларитета, интеграл z развиhе се у ред облика 

z = al~ +а2(~)2 +аз(~)з + ... 

а непозната t у облику 
t = a+z. 

Тако би се исто и у осталим побројаним случајевима одредио об

лик реда за интеграл z, из чега би се имао и ред за интеграл t, па би се 
његовом заменом у једначини (361) имао инШеzрал у јеgначине (361) 
ойеШ као алzебарска функција йроменљиве х и Шоzа pega. 

Један општи случај за који је познат начин изражаваља промен

љивих у и у' у облику параметарских једначина (361) и (362), је тај кад 
криве С састављају једну класу уникурсалних кривих линија. Под так

вим кривим линијама разумеју се оне криве за које се координате х и у 

могу изразити као рационалне функције једнога параметра t. Њихова је 
општа теорија разрађена у аналитичкој геометрији; овде he се само 
подсетити на неколике одлике таквих кривих линија, које служе за њи

хово распознаваље. 

Свака алzебарска крива m-Шoz сШейена, која има јеgну вишесШру

ку Шачку (т- 1)-о2 pega, уникурсална је. 
Јер, као што је познато из аналитичке геометрије, кад се више

струка тачка пренесе у координатни почетак, једначина криве добија 

облик 

где <pm-l и <pm означују хомогене полиноме по х и у који су (т - 1)-ог, 
односно т-тог степена. Променљива права 

у= tx 

што пролази кроз координатни почетак, обрhуhи се око почетка про

меном параметра t, сече криву у т - 1 тачака које се поклапају са по
четком, и још у једној покретној тачки чије су координате изражене 

једначинама 

(368) 
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из чега се види да Је крива уникурсална. 

Тако су уникурсалне криве и 

1 о све криве gpy'io'ia сШейена (т= 2); 

2° све криве Шpehe'ia сШейена (т= 3) са јеgно.м gвосШруко.м или 
йовраШно.м Шачко.м, као што су нпр. цисоида и строфоида; 

3° све криве чеШврШо2 сШейена (т= 4) са јеgно.м ШросШруко.м 
Шачко.м, или са Шри gвосШруке или йовраШне Шачке; 

4о све криве m-Шo'i сШейена са 

(369) 
(т-l)(т-2) 

2 

gвосШруких или йовраШних Шачака. 

Као што се зна из аналитичке геометрије, број (369) је у исто вре
ме и највећи могућни број таквих тачака које може имати једна крива 

т-тог степена, а да се не разложи на више кривих нижега степена од т. 

За криве другога степена, што пролазе кроз координатни почетак 

и чија је општа једначина 

Ах 2 +Вху + Су 2 +Dx +Еу= О 

параметарскеједначине(368)су 

D+Et 
х=------::-

A+Bt+ Ct2 ' 
Dt+Et2 

y=-
A+Bt+ Ct2 . 

За криве трећега степена под 2° (што пролазе кроз почетак), а 
. . . 

ЧИЈа Је општа Једначина 

Dx 3 +Ех 2у +Fxy 2 + Gy' +Ах 2 +Вху + Су 2 =О, 

A+Bt+ Ct2 At+Bt2 + Ct3 

х = - --------=----=-
D + Et + Ft2 + Gt3 

' 
у=- . 

D + Et + Ft2 + Gt3 

Кад је дата алгебарска диференцијална једначина (360) и претво
рена у параметарске једначине (361) и (362), наместо сталних коефици
јената у њима, као у случају алгебарских кривих линија, фигурисаће 

коефицијенти који ће бити функције независно променљиве количине 

х као параметра. 

Тако нпр. за једначину 

у'2 + у2 + ху = о 
параметарске Једначине су 
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х 
у= <р(х, t) = ---

2
, 

l+t 

, ( ) xt 
у = \jf х, t = ---2' 

l+t 

д<р- --
дх 

д<р _ 2xt 
дt- (1+ t2?' 

па је одговарајуhа диференцијална једначина (364) 

!Е_ = (1 + t2 )(1- xt) 
dx 2xt 
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Нека је, напослетку, поменуто и то да се параметарске једначине 

за једну дату диференцијалну једначину (360) могу каткад лакше до
бити у облику једначина трансцендентних по параметру t, али са ко
јима је ипак лако рачунати. Само што he се у таквим случајевима до
бити интеграл у не као алzебарска, веh као ШрансценgенШна функција 

добијенога реда. Пример за то даје диференцијална једначина 

. . 
за чиЈе се параметарске Једна чине могу узети 

(370) у= ~.f(x)sin t, у'=~ f(x) cos t, 

пошто се њиховим квадрирањем и сабираљем добија једначина (370). 
Из њих се добија за t диференцијална једначина 

(371) 

Кад је функција .f(x) холоморфна и различна од нуле за х= О, та 
једначина даје за интеграл, који за х= О добија вредност t = О један кон
вергентан ред уређен по степенима променљиве х, па he се интеграл у, 
што за х= О добија вредност у= О добити у облику 

у = ~ј'( х) sin t, 

где t треба сменити тако добијеним редом. 
Нека је поменуто да се једначина (371) подесном сменом незави

сно променљиве количине х и непознате функције t своди на једначину 
облика 
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чији се интеграл и може развити у Taylor-oв или Maclaurin-oв ред, према 

датим почетним условима и аналитичкој природи функције F ( ~). 

22. АРИТМЕТИЧКЕ ОСОБИНЕ КОЕФИЦИЈЕНТА а 11 ИНТЕ
ГРАЛНОГ РЕДА 

I 

Коефицијенти а 11 редова 

(372) 

у облику којих се изражавају интеграли диференцијалних једначина 

Или система, имају и својих ариШмеШичких особина, које су од толико 
веhег интереса што произлазе из чињеница аналиШичке природе, веза

них за диференцијалне једначине, а са којима би изгледало да оне не 

могу стајати ни у каквој вези. Међутим таквих веза између аритмети
чких и аналитичких чињеница одиста има и неке од њих су истакнуте 

на видик у ставовима који су предмет овога одељка. 

Пре свега, поједине од таквих чињеница запажају се веh на први 

поглед на самој диференцијалној једначини, кад се води рачуна о начи

ну израчунавања коефицијента а n из саме једна чине. 
Тако, пођимо од чињенице да се за интеграл једначине р-тог реда 

(373) уСР! = ј'(х,у,у', ... ,у<Р-1)) 

КОЈИ испуњава почетне услове 

(374) х = О, у = О, у' = О, ... , у<Р- 1 ! = О 

општи коефицијенат а 11 израчунава по обрасцу 

(375) 

где Је 

(376) 

низ функција које се изводе једна из друге по рекурсивном обрасцу 
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-r = дfk-1 + ~fн у· 1 + ... + дfн f ( 1 1 2 3 ) 
.lk дх ду дуСр-1) . к= р+ 'р+ 'р+ ' ... 

са почетном функцијом 

(377) + - f( 1 (р-1)) 
Јо- х,у,у, ... ,у . 

Уочимо случај кад је функцијајuолином по свима променљивима 

(378) 1 (р-1) 
х,у,у, ... ,у . 

које садржи. Према самоме начину формираља низа (376) очевидно је 
да he свака од функција Л бити полином по променљивим (378), и да 
he сваки коефицијенат Ь таквога полинома бити један број који се из 
коефицијената а самога полинома.f добија сабирањима и множењима 

међу собом и са сталним целим бројевима што проистичу од изложи

лада променљивих (378) при узастопним диференцијаљењима. Осим 
тога, после n диференцијаљења број n се увек појављује само или као 
сабирак, или као чинилац у облику бројева 

(379) n, n- 1, n- 2, ... 

или као изложилац било каквог сталног броја, било једнога броја који 

је опет састављен из сабирака и чинилаца облика (379). 
Из начина формираља низа (376) тада се види да he број [.~,]бити 

састављен из сабирака од којих је сваки једнак производу разних ко

ефицијената а, чинилаца (379) и чинилаца облика Л:', где је 'А или какав 

сталан број, или опет број састављен из чинилаца облика (379). А та
ква структура истиче на видик ове чињенице: 

I. КоефицијенаШ an инШе2рално2 pega јеgначине (373) не може 
саgржаШи у своме сасШаву никакве ирационалне бројеве који не улазе у 

сасШав самих коефицијенаШа а. 

Кад а" садржи ма један од таквих бројева, може се тврдити да фу
нкција у, дефинисана редом (372), не може бити интеграл никакве је
дначине (373), у којој је функција.fполином по (378) који не садржи та
кве ирационалности. 

Тако, на пример, ред (372) у коме би ма и један коефицијенат са
држао {2 на непарном степену, или log 3 , може само тако бити инте
грал какве једначине (373) ако који од њених коефицијената а садржи 
те ирационалности. 

П. КоефицијенаШ an не може саgржаШи у своме сасШаву никакву 
функцију инgекса n која није 1 о или uроизвоg чинилаца који су сШални, 
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og n независни бројеви, или су облика (379), или облика л n (2ge је Л og n 
независан број); 2° или збир о2раничено2а броја iiiаквих сабирака, а 
који број .може и paciiiи са броје.м n. 

Кад а 11 није таквог облика, може се такође тврдити да функција у 
дефинисана редом (372) није интеграл никакве једначине (373). Такав 
је нпр. случај кад а 11 садржи експлицитно функцију 

.Ја+ bn или log(a + Ьп) 

или кад n фигурише у им ени оцу коефицијента а" на други који начин, 
а не као производ ограниченог броја целих бројева мањих од n (пошто 
се а" добија из броја и;,_ р Ј деобом са п!). 

Ш. Kag су коефицијенiiiи йолино.ма f цели бројеви, йроизвоg n! an 
је за све вpegнociiiи инgекса п цео број. 

Кад је ма један од тих производа рационалан разломак или ира

ционалан број, ред у не може бити интеграл никакве једначине (373) 
такве врсте. Тако нпр. он тада не може бити интеграл никакве линеа

рне једначине 

(р) ( ) (р-1) ( ) 1 ( ) о у + PI х у + ... +Рр-! х у +Рр х у = 

где су р1 , р2 , р3 , ... полиноми по х чији су коефицијенти цели бројеви. 
Такав је исти случај и кад је а 11 ирационалан број чији је имени

лац дељив са каквим простим бројем веhим од n. 

п 

Посматрајмо сад општу диференцијалну једначину коначнога ре

да р, алгебарску по променљивима (378), написану у облику 

(380) f( 1 (р))-0 . х,у,у, ... ,у --

где јејполином по променљивима х, у, у', ... које садржи. 
Овде he бити изложен један начин одредбе коефицијената инте

гралног реда, различан од онога раније приказаног, а из кога се боље 

може сагледати алгебарска структура тих коефицијената. 

Елиминишуhи х из двеју једначина 

добија се једначина 

.f =о и d.f =о 
dx 
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(381) Q( ' " (p+l))- о у,у,у , ... ,у -

где је Q полином по променљивима 

(382) ' " (p+l) у, у ,у , ... ,у . 

Свака функција у, која задовољава једначину (380), задовољава у 
исти мах и једначину (381). 

Нека је сад: 

(383) 

један Maclaurin-oв ред, који задовољава какву једначину облика (380), 
па потражимо општи облик коефицијената а" таквог једног реда, као 
функције коефицијената а 0 , а 1 , а 2 , • •. што му претходе. 

Познато је да су коефицијенти: 

реда: 

одређени системом линеарних једначина: 

<ХоiаоАГ + а1оа1А8 =О 

(385) 
a 02 a 0Ag +а 11а 1АГ +а20 а 2А8 =О 
a 03 a 0Af + a 12 a 1Ag + а21 а 2А:Ј + а30 а 3А8 =О 

где су a;k цели бројеви и то: 

(386) a;k = k- pi 

и где Је: 

(387) 

Из тога се лако изводи да кеофицијенат А~ има за израз: 

(388) 
р-п 

Ао - ао р ( ) "--- "а0 ,а 1 , ••. ,а" 
n! 

где је Р" полином по а 0 , а 1 , ••• ,а" [и то (п- k + 1)-ог степена по ak за 
k >О, а (п - 1)-ог степена по а 0 ] са коефицијентима који су сви цели 

бројеви. 
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Ако се сад коефицијенат ak смени са: 

(т+ k)! 
k! am+k 

који израз представља коефицијенат од х k у Maclaurin-oвoм реду што 
одговара изводу у<т> функције у, налази се да општи коефицијенат А:;' 
реда: 

(389) 

има за израз 

(390) 

где је Q::' полином по ат, am+l• ... , am+n [чији је степен по ak број 
n+ т- k + 1 за k >т, а који је степена n- 1 по ат] са коефицијентима 
који су цели бројеви, и где је: 

(391) 

У о чим о сад коефицијенат А" производа: 

(392) [у ]1' 0 [y']i' 1 [y"]i' 2 
••• [у<т> Jl'"' = Ао + А1Х + А2Х 2 + ... 

и потражимо његов израз као функцију коефицијената: а 0 , а 1 , а 2 , ... 

саме функције у. 

Лако се налази да је: 

(393) 

где Је: 

(394) i+j+ ... +ћ=n. 

Али сваки је коефицијенат А;' полином првог степена по коефи

цијенту ai+s који у њему фигурише и који у исто време представља 

онај међу коефицијентима ak, садржаним у А;', који је највишега 
ранга. 

У исто време очевидно је да: 

1 о Између свих коефицијената: 

А?, А/, А?, ... , Aim, 

онаЈ што садржи ak највишега ранга, јесте коефицијенат Aim коме 

одговара ai+m као ak наЈвишега ранга. 
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2° Између свих коефицијената 

А0 , А[, Af, ... , Af, 

онај што садржи а k највишега ранга, јесте коефицијенат АЈ:', коме 

одговара ah+m као ak наЈвишега ранга. 

за Највеhа вредност коју може имати h према погодби (394) јесте 
h = n, у коме је случају 

i =ј= ... = О. 

Из тога излази непосредно да је производ: 

(395) 

полином првога степена по an+m тако да је за n> О 

(396) Л"= Ипап+т +У:, 

где су И" и V" полиноми по 

са коефицијентима рационалним по 

и где су бројни коефицијенти тих рационалних функција и сами рацио
нални бројеви. Први коефицијенат Л0 има, у осталом, за израз: 

(397) 

где је М извесан цео број. 
Уочимо, напослетку, коефицијенат lln од х" у збиру једнога огра

ниченога броја р чланова облика (392), помножених са сталним броје
вима: 

Према овоме, што је горе казано, коефицијенат he !ln за n > О 
бити облика: 

(398) 

где су х/1 и уп полиноми по 

са коефицијентима који су облика 



286 ИНТЕГРАЦИЈА ПОМОЋУ РЕДОВА 

а где су ai извесне рационалне функције по 

са бројним коефицијентима који су сви рационални бројеви. Коефици

јенат llo има за израз 

и он Је извесан полином по 

са коефицијентима који су облика 

где су Mi цели бројеви. 
Помоhу ових елемената лако се решава и постављени проблем: 

одредити општи коефицијенат а" Maclaurin-oвoг реда 

(399) 

који задовољава какву диференцијалну једначину алгебарску по х, у и 

изводима функције у по х. 

Пошто се једначина увек може довести на облик: 

(400) Ф(у, у', у", ... )= О 

где је Ф збир једнога ограниченог броја р чланова облика 

(401) н Ро 'Pt (m)P 111 

iY У ···У 

то he Maclaurin-oв ред, у који се претвара полином Ф, кад се у њему 
буде сменила у редом (399) бити: 

(402) 

где су j.l0 , j.l1, /lz, ... горе одреl)ивани коефицијенти, тако да је коефици
јенат lln дат обрасцем (398). Да би ред (399) задовољавао једначину 
(400) потребно је и довољно да буде: lln =О, па дакле према обрасцу 
(398) 

(403) xf/ . а n+m + yf/ = о 

одакле Је: 

(404) 
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Отуда овај први резултат: 
Kag гоg какав peg 

(405) у= L.anx" 

заgовољава какву алгебарску gиференцијалну јеgначину коначнога 

pega m, коефицијенаШ а", йочевши og ранга n = m + 1, може се изрази
Ши као рационална функција йраuхоgних коефицијентuа: 

и извесног ограниченог броја ирациналних количина које не могу биШи 

различне og оних шШо веh фигуришу у самој gаШој gиференцијалној 
јеgначини; осим Шога коефицијенШи ових ирационалних количина увек 
су реални цели бројеви. 

Ако се сад у обрасцу ( 404) смењује узастопце n са n - 1, n - 2, итд. 
из низа тако добијенихједначина може се а" израчунати као рациона

лна функција само коефицијената а 0 , а 1 , а 2 , .•. ,ат и долази се до овог 
резултата: 

КоефицијенаШ а 11 је рационална функција количина 

са коефицијенШима који су йолиноми йо коефицијенШима саме 

gиференцијалне јеgначине, а бројни коефицијеюuи ових йолинома су 

реални цели бројеви. 

Оно, дакле, што се у опште м коефицијенту а" може мењати са 

индексом n јесу: изложиоци поменутих полинома и цели бројеви што 
фигуришу у коефицијентима тих полинома. Сви ирационалитети, који 

би фигурисали у а" независни су og n. Осим тога ти су ирационалитети 
рационалне комбинације оних ирационалитета што фигуришу у првих 

т + n коефицијената реда [а који, у осталом могу бити ма какве 

природе, пошто су ови коефицијенти произвољни] и у коефицијентима 
Н1 , Н2 , Н3 , ... саме диференцијалне једначине. 

Отуда овај закључак: 

Kag гоg јеgан peg ( 405) заgовољава какву алгебарску gиференци
јалну јеgначину, његов је ойшШи коефицијенаШ а 11 или рационалан 

број, или рационална функција јеgнога ограниченога броја ирациона

лиШеШа који се не мењају са п; бројни коефицијенШи Ше рационалне 

функције сви су реални цели бројеви. 

Тај став истиче на видик хийер-ШрансценgенШан каракШер непре

гледнога мноштва трансцендената дефинисаних редом 

(406) 
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тј. немо2уhносй1 ga функција, коју peg йреgсйlавља, буgе инй1е2рал ка
кве алzебарске gиференцијалне јеgначине коначног pega. А та he немо
гуhност постојати кад год ред не испуљава услове последљег става. 

На завршетку ових излагаља биhе наведена једна општа аритме

тичко-аналитичка теорема коју је доказао Hurwitz дубљом анализом 
структуре коефицијент а а" реда ( 406) који задовољава какву алгебар
ску диференцијалну једначину 

(407) !( 1 (р))-0 
х,у,у, ... ,у - . 

Теорема се односи на редове (406) чији су коефицијенти а" ра
ционални бројеви, и љој се може дати следеhи облик: 

Кад год ред, пошто му се коефицијенти а" сведу на најпростији 
израз, задовољава какву диференцијалну једначину ( 407), постоји један 
позитиван цео број А и један низ позитивних целих бројева 

са овом особином везан ом за коефицијенте а" реда: 

Ако се са p(z) означи йолином n- й1о2 сйlейена 

( ) 
2 tl 

р z = а0 +a1z+a2z + ... +a"z 

сваки йросй1 број са којим је gељив који og именилаца коефицијенайlа 

саgржан је као чинилац у ogzoвapajyheм целом броју 

р('А), р('А) · р('А + 1), р(А) · р('А + 1) · р('А + 2), ... 

а сви су Ши цели бројеви различни og нуле. 
Теорема доводи и до овога става као своје последице: 

Ако се са ~n означи највеhи йросй1 број са којим је gељив имени

лац коефицијенйlа an, ло2арий1ам броја ~n не расйlе, йри рашhењу 
инgекса n, брже не2о log n . 

А тај став доводи такође до закључака о хипер-трансцендентном 

карактеру непрегледног мноштва редова, тако да они не могу бити ин

теграли никакве алгебарске диференцијалне једначине. Такав је нпр. 

случај са целом функцијом променљиве х која је представљена редом 

Док раније наведена теорема P6lya доказује хипер-трансценден
тан карактер функција једном чисйlо аналийlичком особином коефи-
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цијента а п, теорема Hurwitz-a га истиче на видик помоhу једне ариШме
Шичко-аналиШичке особине тога коефицијента. 

ш 

Ставови и чиљенице које he бити предмет параграфа што следује 
основани су на неколиким чиcilio ариШ.меШички.м или ариШ.меШичко

аналиШички.м йо.моhни.м сiliавови.ма, чији се докази налазе у уџбеници

ма за вишу аритметику или за Алгебарску Анализу. Ти се докази неhе 

излагати, пошто he ставови овде послужити само као помоhно сред
ство за оно што се мисли доказати. Ставови су ови што следују. 

Први помоћни став. Да би број (n -1) !+ 1 био gељив са цели.м йо
зиiliивни.м броје.м n, йоiliребно је и gовољно ga n буgе йp.ocili број. 

То је позната у Аритметици Wilson-oвa теорема, која се за потре

бе овога што следује може исказати у овоме облику: ако се означи да 

Је 

за сваки прост број n је 

а за сваки сложен број n је 

(n - 1) ! + 1 = А, 
n 

где је М цео број. Одатле следује као последица 

Други помоћни став. За сваки йpocili број n је 

n 

а за сваки сложен броЈ~ оси.м за n= 4, је 

за n= 4 је 

"'-( n_-_1-'--) ! = М; 
n 

(n-1)! -.l 
n 2 

n 

Тај став налази честе примене у истраживањима аритметичких 

особина интегралних редова, и он he овде бити често примењиван. 
Трећи помоћни став. Kag је n какав йpocili број са који.м није 

gељив цео број а, израз 
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је цео број. 

an-1 -1 
/.1=---

n 
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То је Fermat-oв аритметички став о простим бројевима. Он не даје, 

као Wilson-oв став, потребне и довољне услове да би израз 11 био цео 
број, јер има и сложених бројева n за које је 11 цео број. Такви су бро
јеви јако разређени у природноме низу целих бројева, и они су названи 

Fermat-oвoм бројевима; такви he сложени бројеви, за специјалан случај 
кад је а = 2, овде бити означени са 

Број ck је, дакле, ма који сложен број n за који је 

2"-1 -1 . 
11 = =цео броЈ. 

n 

По једној Lucas-oвoj аритметичкој теореми, да би један број n био 
један број ck, потребно је да њиме буде дељив не само број 2x-I -1, веh 
и бар још један број 2z -1, где је z какав цео број мањи од х- 1. Стога 
су ти бројеви ретки; најмаљи су међу њима бројеви 

с,= 341 = 11· 31, 

с2 = 1105 = 5 · 13 · 17, 

с3 = 4369 = 17 · 257. 

Постоје таблице тих бројева које дају све бројеве ck што леже 
између О и 100,000.000 (таблице Lehmer-a и Polutet-a). Из њих се види да 
између О и 1000 леже З таква броја; између О и 10,000 има их 22; имеђу О 
и 100.000 има их 79; између О и 1,000.000 има их 247; између О и 
10,000.000 их је 750, а између О и 100,000.000 има их свега 2037. 

Четврти помоћни став~ Kag 'iog peg 

(408) 

чији су коефицијенШи рационални бројеви, йреgсшавља какву ал'iе

барску функцију йроменљиве х, йосШоји јеgан сШалан, og n независан 
цео број k Шакав ga су сви йроизвоgи 

цели бројеви. 

То је Eisenstein-oвa теорема која даје потребне услове да би ред 

( 408) представљао алгебарску функцију променљиве х. Она не даје у 
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исти мах и довољне услове за то, јер има и трансцендентних функција 

које, развијене у ред ( 408) имају као коефицијенте а n бројеве за које 
постоји број k са наведеном аритметичком особином. Таква је нпр. 
функција f(x) дефинисана елиптичким одређеним интегралом 

где је а какав рационалан број Р, која кад се развије у ред (408), има за 
q 

коефицијенат а n израз 

-(2n)
2 

211 _(n+l)(n+2) ... 2n 2n. 
a2n- а - 2 Р ' n q n 

у томе је случају k = q, јер је 

a 2nq211 =(n+ l)(n + 2) ... 2n · р211 = цео број, 

а сви коефицијенти a 2n+l су једнаки нули, пошто је f(x) парна фун
КЦИЈа. 

Као пример алгебарске функције за коју важи став, уочимо фун-

КЦИЈУ 

где Је 

1·3·5 ... (2п-1) 
an = . 

2·4·6 ... 2n 

Тај се коефицијенат може написати у облику 

1·2·3 ... 2n А11 
а- --
n- (2·4·6 ... 2n)2 - 2 211 

где је 

Познато је из теорије факторијела да је А11 увек цео број; он је 

једнак броју (
2
:) тј. коефицијенту средљега члана у биномном обра

сцу за ( 1 +х )2
". Према томе, ако се за k узме k = 4, израз а 11 k" је одиста 

цео број. 
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Из Eisenstein-oвe теореме изводи се као последица 

Пети помоћни став. Kag iog peg ( 408) йреgсШавља какву алiе
барску функцију йроменљиве х, йросШи бројеви са којима је gељив име
нилац an у оiраниченом су броју, не расШуhи бескрајно йри бескрајном 
рашhењ у инgекса n. 

Јер, пошто је 

где је h11 цео број, добија се да је 

h 
а =-n 

ll kll 

што показује да именилац коефицијента а 11 не може имати за делитељ 
ниједан прост број који није делитељ сталног броја k, а ови су делите
љи у ограниченом броју и не расту бескрајно при бескрајном рашhењу 

индекса n. 
Тај став истиче на видик трансцендентан карактер мноштва 

функција дефинисаних редом ( 408) са рационалним коефицијентима 
а 11 • Тако нпр. редови 

х х 2 х 3 

1+-+-+-+ ... 
1! 2! з! 

имају коефицијенте чији су имениоци дељиви са простим бројевима 

који бескрајно расту са рашhењем ранга коефицијента; они, дакле, не 

могу представљати алгебарске функције променљиве х. И одиста, први 

ред представља логаритамску функцију log ( 1 +х), а други експонен
цијалну функцију ех. 

Шести помоlши став. Kag iog се peg ( 408) изражава у коначном 
облику йо.моhу еле.менШарних, Шј. алiебарских, ексйоненцијалних и 

лоiариШамских функција, највеhи йросШ број, са којим је gељив имени

лац коефицијенШа an, не расШе брже но шШо расШе ранi n коефици
јенШа. 

Ту је теорему дао без доказа Чебишев, али су сви покушаји да се 

она или тачно докаже, или нађе да је нетачна, остали безуспешни, 

премда сва испитиваља у томе правцу нагињу томе да је теорема та

чна. Она даје могуhност да се чисто аритметичким посматрањима ис
такне на видик несводљивост појединих редова на коначне комби

нације елементарних функција. Тако нпр. број n2 + 1 је дељив са прос-
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тим бројевима који расту брже него п; према томе ред ( 408) чији је 
општи коефицијенат 

1 
an=-2-

n + 1 

несводљив је на коначне комбинације елементарних функција. 

У параграфима што следују ти he аритметички и аритметичко
аналитички ставови бити примењени на испитиваље аритметичких 

особина коефицијента а 11 интегралног реда диференцијалних једна
чина. 

IV 

Предмет овога параграфа биhе диференцијалне једначине облика 

(409) f(x, у, у', у", ... )= О 

где је Ј полином по променљивим х, у, у', у", ... које садржи са коефи
цијентима који су рационални бројеви (и за које се може узети да су це

ли бројеви, пошто се ослобађањем од именилаца увек случај може на 
то свести). 

У очима најпре једначину првога реда 

(410) f(y, у')= о 

која не садржи експлицитно променљиву х. Њен интеграл, који за х = О 
добија вредност у= О, добија се инверзијом АЬеl-овог интеграла 

(411) 
у 

х= f Ydy 
о 

где је У алгебарска функција променљиве у дефинисана релацијом 

(412) .t(y,;) =о. 
Са претпоставком да та једначина, решена по У, има један корен У 

који је холоморфна функција променљиве у у близини вредности у= О 

и који за х = О добија вредност једнаку каквоме рационалном броју, 
може се доказати оваЈ став: 

Променљива х gефинисана gиференцијално.м јеgначино.м ( 410) 
.може се развиШи у peg 

(413) 
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zge се коефицијенаШ bn gобија као коефицијенаШ сШейена xn у разви
Шку функције 

х 

(414) .f(x) = xek 

(k = йоgесно изабран цео йозиШиван број) каg се овај йо.множи јеgни.м 
рационалним броје.м An; број An је цео број каg је n сложен број; каg An 
и.ма свој и.менилац различан og јеgинице, n је йросШ број. 

Да би се то доказало, приметимо да пошто је У функција промен

љиве у холоморфна за у = О, она се у близини те вредности у може раз
вити у конвергентан ред 

(415) 

Коефицијенти сп тога реда биhе сви рационални бројеви, што се 

види из овога што следуЈе. 

Коефицијенат с0 је вредност коју добија У за у = О, и она је, као 
што је претпостављена, рационалан број. Диференцијаљењем једна

чине (412) по х добија се 

одакле се, пошто је 

и кад се стави да Је 

дј у'+ дј У' = о 
ду дУ 

1 1 
у=

у 

(416) 

qf _l 
ду у 

- дј = fo(Y, У), 

дУ 

решењем по У' добија да је 

У' = fo(Y, У). 

Диференцијаљењем ове једна чине по х налази се да је 

одакле се, сменивши 

1 
у' = у' У' = .fo, 

добија 
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У"= .fl(y, У) 

где Је 

Поновним диференцијаљењем добија се 

У"' = f ( У) . 2 у, 

где Је 

f = ~t; _!_ + д.fi + 
2 ду у дУ .10> 

па ће уопште бити 

y(n) = .fп-i(y, У) 

где је .fп-l члан низа функција .{0 , / 1, .f2 , ... које се једна из друге изра

чунавају по рекурсивном обрасцу 

+ = д.fн _!_ + ~fн + 
Jk ду у дУ .10> 

са почетном функцијом (416). 
Коефицијенат с" израчунава се по обрасцу 

где [.fп_ 1 ] означава број који се добија кад се у функцији .fп-i смени 

у= О, У= с0 . 

Па пошто су сви коефицијенти функција .fk рационални бројеви, 
очевидно је да ће тако исто бити и са коефицијентима с". 

Из обрасца ( 411) добија се тада да је 

(417) 

где Је 

(418) Ь _ Cn-i _ Cn-i 

"-n -!l"(n-1)!' 
(n-1)! 

!ln = · 
n 

Са друге стране, пошто ред ( 415) представља алгебарску функ
цију променљиве у, а коефицијенти су му рационални бројеви, према 
четвртом помоћном ставу постојаће један цео позитиван број k такав 
да је сваки производ 
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cnk" (n= 1, 2, 3, ... ) 

цео број, који ако се означи са М" биhе 

Међутим h11 _ 1 означава коефицијенат степена у 11 у развитку 

функције (414). А према другом помоhном ставу број 11 11 he бити 
1 о цео број кад је n ма какав сложен број осим n = 4; 
2° несводљив рационалан разломак кад је n прост број; може се 

десити да се именилац тога разломка скрати упоредо са целим бројем 

М n, али је сигурно то да кад тај именилац остане различан од јединице, 

n је прост број и као такав остаhе у изразу за 11 11 , па дакле и у имениоцу 

коефицијента С11 • 

Тиме је став доказан. А лако се увиђа да he сличан став важити и 
за општу једначину ( 409) кад је она таква да се из ње једна која било од 
променљивих у, у', у", ... што у њој фигуришу, изражава као рацио
нална функција осталих, а коефицијенти те функције су рационални 

бројеви. И став he важити не само за почетне услове 

х =О, у =О, у'= О, у"= О, ... 
него и за услове 

1 11 
х =т, у= n0 , у = n1, у = n2 , ••• 

где су т, n0 , n1, n2 , .•. ма какви рационални бројеви. 

За случај једначина првога реда 

(419) у'=Р(х,у) 
Q(x, у) 

где су Р и Q полиноми по х и у са рационалним коефицијенШи.ма, а за 
интегрални ред у може се доказати ова аритметичка особина: 

Напред је показано ( 4. одељак) да се израчунавање коефицијента 
а 11 интегралног реда у своди на одредбу сталних чланова р 1 , р2 , р3 , ... у 

полиномима Р1 , Р2 , Р3 , ... који се један из другог израчунавају помоhу 

рекурсивног обрасца (59) и помоhу сталног члана q полинома Q; тада је 
коефицијенат а" изражен обрасцем 

(420) а = р" 11 ' 211-1 n.q 
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што се може написати у облику 

а = __!:_д_ 
n 1 2n n.q 

где је k11 цео број qp 11 • Из тога се види да: 
КоефицијенаШ an за n= 1, 2, 3, ... инШе2рално2 pega јеgнак је ко

ефицијенШу сШейена xn у развиШку ексйоненцијалне функције 

йо.множено.м јеgни.м цели.м бројем. 

То очевидно важи и за случај кад диференцијална једначина ( 419) 
не садржи експлицитно независно променљиву количину х. У томе 

случају она припада типу једначина ( 410) па интегрални ред има још и 
ту аритметичку особину да му је коефицијенат а 11 једнак коефицијенту 
степена х" у развитку функције 

х 

f(x)=xek 

(где је k подесно изабран цео позитиван број), помножен једним рацио
налним бројем, који се своди на цео број кад је n какав сложен број, а 
кад му је именилац различан од јединице, n је прост број. 

Горњи став за једначину ( 419) уопштава се и проширу]е и на 
диференцијалне једначине вишега реда 

(421) 

где су Р и Q полиноми по променљивим 

(422) 1 (р-\) 
х,у,у, ... ,у 

чији су коефицијенти рационални бројеви (што се увек може свести на 

случај кад су коефицијенти цели бројеви). 
Као што је напред показано (19. одељак), израчунавање коефици

јента а" интегралног реда у своди се тада на одредбу сталних чланова 

р 1 , р2 , р3 , ... у полиномима Р1 , Р2 , f>з, ... који се један из другога израчу
навају помоhу рекурсивног обрасца (335) и помоhу сталног члана q 
полинома Q; тада је 

а"= f" 2 1 (n=p+l,p+2,p+3, ... ) n !q 11- р+ 

што се може написати у облику 
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k 
а =--"-

" n!q2" 

где је k11 цео број p11 q2 ~'- 1 • А то показује да горњи став за једначину 
( 419) одиста важи и за једначину ( 421 ). 

v 

Нека је сад дата ма каква, алгебарска или трансцендентна дифе

ренцизална Једначина 

(423) у'= f(x, у) 

где се за функцију ј претпоставља само то да је холоморфна функција 

променљивих х и у за х= О, у = О. 
Према основној Briot-Bouquet-oвoj теореми, интеграл једначине, 

који за х= О добија вредност у = О изражава се у облику реда 

(424) 

конвергентног у кругу који одређује та теорема. 

Формирајмо помоhну функцију 

(425) ( ') f(x, и+ хи')- 2и' 
<р х' и' и = -"-.· --'-_:__---'----

х 

а помоhу ње низ функција 

(426) 

трију променљивих х, и, и' које се једна из друге израчунавају по ре

курсивном обрасцу 

д<р n-1 д<р n-1 1 д<р 11-1 
<р =--+--и +<р--

11 дх ди ди' 

са почетном функцијом 

<р 0 = <р(х, и, и'). 
У очимо низ бројева 

(427) 

где А11 означује број који се добија кад се у функцији <р 11_ 2 низа ( 426) 
смени 
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(428) х =О, и =О, и'= _l f(O, 0). 
2 
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Тада постоји једна чисто аритметичка веза између двају низова 
бројева 

и та се веза изражава овим ставом: 

Kag zog је који og бројева An јеgнак рецийрочној вpegнociliи как
воz целоz (йозиiliивноz или нezailiивнoz) броја, ga би Шако иcilio било и 
са коефицијенiliом an иcilioza ранzа, йоiliребно је и gовољно ga буgе ис
йуњен јеgан или gpyzи og ова gва apиiliмeiliичкa услова: 

1 о или ga цео број - 1- буgе gељив са n + 1; 
An 

2° или ga n није какав йpocili број смањен за јеgиницу. 
Да би се то доказало, приметимо да, пошто једначина ( 423) има 

интеграл у који се у близини вредности х= О може развити у ред ( 424) 
диференцијална једначина другога реда 

(429) и"= <р(х, и, и') 

такође има интеграл и који се у близини вредности х = О може развити 
уред 

(430) 

Ј е р, ако се у једна чини ( 429) изврши смена 

(431) (х и)' = хи' + и = у 

из чега се добија да је 

(432) у' = х и 11 + 2 и', 

према ( 425), ( 429) и ( 432) добија се да је 

у'= х <р(х, и, и')+ 2и' = f(x, и+ хи') = f(x, у) 

из чега се види да функција 
у'= (хи)' 

задовољава једначину ( 423). Према томе је 
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а одатле се, за интеграл и који за х = О добија вредност и = О, добија 
израз 

што показује да се он одиста може развити у ред (430), као и то да кое
фицијенат Ь" тога реда има за израз 

(433) ь = __!!__д___ 
11 п+( 

Међутим, исти коефицијенат Ь11 може се израчунати и помоhу 
бројева А11 низа (427), јер се из једначине (429) узастопним диференци
јаљењима добија да је 

иm = д<р + д<р и'+ д<р <р= <pi, 
дх ди ди' 

и"" = д<рl + д<рl и'+ д<рi (1'\ = (1'\ 

дх ди ди''~" '~' 2 ' 

и уопште 

и (ll) = д<pll-3 + д<pll-3 и'+ д<pll-3 (1) = (f'\ (n 4 5 ) 
дх ди ди' 't' 't'll-l• = ' ' ... 

из чега се види да Је 

(434) Ь =А" 
11 n!. 

Уједначивши десне стране једна чине ( 433) и ( 434) добија се да је 

n+l 
an = ЛIIAfl, "" = --. n! 

Да би коефицијенат а" био једнак реципрочној вредности каквог 

целог броја, потребно је и довољно 1 о или да именилац броја А" буде 
дељив са n + 1; 2° или да Л" буде реципрочна вредност каквог целог 
броја. Према другом помоhном ставу, пошто је по претпоставци n > 4, 
да би слов 2° био испуњен, потребно је и довољно да n + 1 буде сложен 
број, чиме је став доказан. 

Један став сличне врсте може се доказати и за први извод у' ди

ференцијалне једна чине ( 423). Формирај мо помоhну функцију 
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(435) 'lf С х, и ) = Ј С х, х и ) - и 
х 

и помоћу ње низ функција 

(436) 
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двеју променљивих х и и, које се једна из друге израчунавају по рекур

сивном обрасцу 

са почетном функцијом 

'!fo = \jf(x, и). 

Уочимо низ бројева 

где С" означује број који се добија кад се у функцији 'lf изврши смена 

(437) х = О, и = Ј( О, 0). 

Тада између низова бројева 

где су а п коефицијенти реда 

1 2 
у = а0 + а 1х + а2х + ... 

постоји аритметичка веза изражена овим ставом: 

Kag 'iog је који og бројева Ck јеgнак рецийрочној вреgносШи 
какво2 цело2 (йозиШивно2 или не2аШивно2) броја, ga би Шако исШо би
ло и са коефицијенШом an, йоШребно је и gовољно ga буgе исйуњен је
gан или gpy'iи og gва ариШмеШичка услова: 

1 о или ga цео број - 1- буgе gељив са k + 1; 
ck 

2° или ga k није какав йросШ број смањен за јеgиницу. 
Да би се то доказало, ставимо да је 

Партикуларном интегралу 

(438) 
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једначине (423) одговара партикуларни интеграл 

(439) 

једна чине 

(440) 

и = L = с0 + с1х + с2х 2 + ... 
х 

и'= 'lf(X, и) 

који за х =О добија вредност 

и = а 1 = f( О, 0). 

Према једна чини ( 439) и ранијем правилу за израчунавање кое
фицијената интегралног реда, биhе 

(441) с 
с=-" 

fl '' n. 

па пошто се из ( 438) и ( 439) види да је у исто време и 

(442) 

упоређењем једначина ( 441) и ( 442) добија се да је 

а како Је 

налази се да је 

- с" an+l--,, 
n. 

па се доказ довршује као и у претходном случају. 
Први пример. За диференцијалну једначину 

(443) 

је 

па се налази да ј е 

и према томе 

1 х+ 1 + 
у =--у х 

х 

'lf(x,и)=l+и 

'V1 = '1'2 ='!'з = ... = 1 +и 
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Једначина ( 440) овде је 
и'=1+и; 

и она има као партикуларни интеграл 

и=ех-1; 

једначина ( 443) има као одговарајуhи партикуларни интеграл 

који има за извод 

у' = (х + 1) ех - 1 
који развијен у ред даје 

па се на томе реду непосредно проверава да су коефицијенти оних сте

пена х" једнаки реципрочној вредности каквога целог броја за које је 
n + 1 сложен број; они то нису за оне вредности n за које је n + 1 прост 
број. 

Друrи пример: За диференцијалну једначину 

(444) 

па се налази да је 

\јf(х,и)=~ 

\jf4k = ~. \jf4k+1 =-и, 
\jf 4k+2 = -~, \jf 4k+3 = и, 

и према томе сви бројеви С11 имају за вредност О,- 1, + 1. То доводи за 
ред у који се може развити извод у' до истог закључка као у првоме 

примеру. А закључак се проверава непосредно на интегралу у који је 

у= х sin х 
чији се извод 

у' = sin х + х cos х 
може развити у ред 

у'= 2х -~xz +-1-хз __ 1_х4 + ... 
3 20 630 
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23. АРИТМЕТИЧКЕ ОСОБИНЕ ИНТЕГРАЛА 
ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХЈЕДНАЧИНА 

У одељку што претходи изложене су неколике аритметичке осо

бине коефицијената а 11 интегралног реда диференцијалне једначине 
или система, првога или вишег реда. Од интереса је сазнати и за поје

дине аритметичке особине самога интеграла. Такве су нпр. особине 

везане за вредности које интеграл добија кад се у њему независно про

менљива количина х смени целим бројем, или за нуле интеграла, њего

ве максимуме и минимуме, његове асимптотске вредности, поЈединих 

геметријских елемената интегралне криве линије итд. У овоме he оде
љку бити дат одговор на неколика питања те врсте, а која се нарочито 

тичу улоге йросШих бројева у чисто аналитичким проблемима инте

грације диференцијалних једначина 

I 

Посматрајмо скуп функција 

у= Ф(х) 

које имају ту особину да за х = ма коликом целом позитивном броју т 
функција добија вредност Ф(т) која је рационалан број. Нека су р и q 
бројилац и именилац тога рационалног броја после извршеног могуh

ног скраhивања, тако да је 

Ф(т) =Р. 
q 

Лако се уверити да постоје 

1 о такве функције Ф(х) да кад год је именилац q различан од једи
нице, он је увек сложен број. Таква је нпр. према Wilson-oвoj теореми 

(помоhни став у 22. одељку) функција 

Ф(х)=l+Г(х). 
х 

Функције те врсте овде he бити означене као функције Л(х); 
2° такве функције Ф(х) да кад год је именилац q различан од је

динице, он је увек йросШ број. Таква је нпр. опет према Wilson-oвoj 
теореми, функција 

Ф(х) = Г(х) за х> 4. 
х 
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Функције те врсте овде he бити означене као функције /l(X). 
На питање да ли алгебарске диференцијалне једначине 

(445) /( ' (р))- о х,у,у, ... ,у -
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могу имати међу својим интегралима и функције А(х) или ~-t(x), може 

се дати оваЈ одговор. 

Све до данас познате функције 1-L(x) су хийерiйрансценgенiilне, тј. 
нису интеграли никакве једначине (445). Али то не важи и за функције 
А(х): gиференијалне јеgначине (445) моzу имаШи као своје инШе2рале 
функције А(х). 

Да бисмо се о томе уверили, посматрајмо функцију 

(446) у=~(~ еах -1) где је а= log2 =О, 693147 ... 

То је једна функција А(х ), јер се она може написати у облику 

2x-l -1 
у= 

х 

а према Fermat-oвoj теореми (помоћни став у 22. одељку) израз 2x-t -1 
је дељив са х кад год је х цео прост број; ако, дакле, вредност функције 

у за х = цео број има именилац различан од јединице, тај именилац је 
сложен број и у је једна функција А(х). Међутим, та функција у је ин

теграл линеарне Једна чине првога реда 

(447) xy'+(l-ax)y-a=O. 

Међу функцијама А(х) могу се разликовати 

1 о једне, које he бити означене са А 1 (х), и за које је А 1 (х) цео број 
кад год је х цео йpociil број, а разломак кад год је х цео сложен број. 
Таква је нпр. функција 

At(x)= l+Г(х); 
х 

2° друге, које he бити означене са А2 (х ), за које, кад х не премаша 
један утврђен број М, вредност А2 (х) има горњу аритметичку особину 
функција А 1 (х). 

За до сада познате функције А 1 (х) не постоји никаква диференци
јална једначина (445) која би њих имала као своје интеграле. Али то не 
важи и за функције А2 (х): йociiloje gиференцијалне јеgначине (445) 
шiilo UМ{ljy као свој инiilezpaл коју og функција А2 (х ). 

Да бисмо се о томе уверили, уочимо функцију 
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(448) у = __!_ (l е ах - 1) + _Е_ R (х) sin 2 7tX 
2 2 2п 

где је а произвољан рационалан број, а R (х) рационална функција об
лика 

1 1 1 
R(x) = --+--+ ... +--

х - с1 х - с2 х - сР 

а где с1 , с2 , ... , сР означује скуп Fermat-oвиx бројева који не премашују 

дати број М (в. помоhни став у 22. одељку). 

Лако се уверити да са таквом структуром рационалне функције 

R (х) функција у има ту особину да постаје цео број кад се х смени ма 
којим простим бројем, а да постаје разломак кад се х смени ма којим 

сложеним бројем мањим од М. Јер, према Fermat-oвoj теореми, за х= 

прост број први сабирак функције у је цео број, а други сабирак постаје 

једнак нули; за х = сложен број ::; М (осим х = с1 , с2 , ••. , сР) први са б ирак 
је разломак, а други сабирак једнак нули; за саме вредности х = с1 , 

с2 , ... , сР први је сабирак цео број, а други је разломак (што се види 
применом L'Нospital-oвoг правила на тај сабирак). То показује да функ

ција у одиста има одлику функција Л2 (х ). 
Међутим, Ша функција у је инШе2рал јеgне gиференцијалне јеgна

чине gpy2o2a pega облика 

(449) Ру"2 + Qy' + S = О 

где су Р, Q, S полиноми по у и у'; коефицијенти тих полинома су 

рационалне функције променљиве х чији су коефицијенти цели бро

јеви. Полином Р је другога степена, Q је треhег, а S четвртог степена 
по у и у'. Једначина ( 449) добија се кад се једначина ( 448) диференци
јали два пута узастопце, па се из тако добијених двеју једначина и јед

на чине ( 448) елиминишу sin 27tX и cos 2nx . 

Кад је М< 341, пошто не постоји ниједан број ck мањи од М, фун

кција у се своди на функцију (446), а диференцијална једначина (449) 
на једначину ( 447). 

Кад је М< 1105, пошто постоји само један број ck мањи од М, а то 
је с1 = 341, функција у је 

у = __!_ (l еах _ 1) + _Е_ . sin 2nx . 
х 2 2n х- 341 

Кад је М< 4369, пошто постоје само два броја ck мања од М, а то 
су с1 = 341 и с2 = 1105, функција у је 
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(450) y=l(_!_eax-l)+_E_· 2x-l446 sin2тc.x. 
х 2 27t х 2 -1446х + 376805 

п 

Зна се да постоји бескрајно много функција 8(х) које су уни
формне у целој равни променљиве х и имају ту одлику да постају јед

наке нули за све йросШе бројеве х, веће од 2, а различне су од нуле за 
све сложене бројеве. Али ни једна од таквих функција није интеграл 

никакве једначине (445). 
По аналогији са оним што је казано у параграфу I, поставља се 

питање: да ли има таквих функција 8(х) које задовољавају какву од 
једначина ( 445), а имају ту аритметичку особину за све бројеве х што 
не премашају један дати број М? 

Одговор на питање је позитиван: йосШоје gиференцијалне јеgна

чине ( 445) шШо и.мају за инШе'iрал коју og Шаквих функција 8(х). 
Да би се то видело, пођимо од једна чине првога реда 

(451) _1_ (L)z + Yz - 1 = о 
4n2 л; 

где је Л2 једна од функција (448) из параграфа I. Елиминацијом тран
сцендената еах и sin 2тсх из једна чине ( 451) и двеју једначина које се из 
ове добијају двама узастопним диференцијаљењима, долази се до једне 

алгебарске диференцијалне једначине трећега реда 

!( 1 " "') о х,у,у,у ,у = 

која има за један свој партикуларни интеграл функцију 

у= sin(2nЛ2 ) 

а та функција, према аритметичкој особини функције Л2 , постаје јед
нака нули кад је х ма какав прост број, а различна је од нуле кад је х 

какав сложен број што не премаша М. 

Али функције 8(х) такве врсте могу, поред простих бројева, има

ти као своје реалне нуле још и друге бројеве који нису цели, пошто се 

може десити да функција Л 2 (х) постане цео број и за коју вредност х 
који није цео број. Поставља се, дакле, питање: да ли има таквих фун

кција 8(х) које задовољавају какву диференцијалну једначину (445), а 
које би имале као своје реалне нуле што не премашају дати број М, ис

кључиво просте бројеве х? 
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Одговор је и на то питање позитиван: йосШоје gиференцијалне 

јеgначине (445) шiйо имају за инШе2рал коју og Шаквих функција Э(х). 
Таква би нпр. једна функција била 

е (х) = 2 - cos 27t.X - cos 2пЛ.2 

јер, да би она за реално х добила вредност нулу, потребно је и довољно 
да буде у један исти мах 

cos 27t.x = 1, cos 21tA2 = 1; 

прва једначина показује да х треба да је цео број, а друга да је Л-2 цео 
број, па дакле тај цео број х треба да буде једнак ма коме простом бро
ју; за ма какав сложен број што не премаша М то неhе бити случај. 

Међутим та функција 8(х) је интеграл једне алгебарске дифере

нцијалне једначине која се добија елиминацијом трансцендената из је
дначине (451) и оних што се из ње добијају узастопним диферецијаље
њима. 

ш 

У погледу асимптотских вредности интеграла алгебарских дифе

ренцијалних једначина може се тврдити да и оне могу бити у вези са 

простим бројевима. Тако, има пространих класа једначина првога или 

вишег реда чији општи, или који партикуларни интеграл има за асимй

ШоШску вреgносШ број који се изражава йомоhу йросiйих бројева шШо 

не йремашају јеgан уШвр!Јен број М. 

Уочимо нпр. једначину другога реда 

(452) у" +<р(у)у'2 + f(x)y' =О 

где је <р(у) дата функција променљиве у, а f(x) дата функција промен
љиве х. Сменом 

(453) у'= zY, 

одакле Је 

(454) у" = Yz' + YY'z 2
, 

једначина ( 452) постаје 

(455) z' +(У'+ <рУ) z2 + .fz = О. 
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Изаберимо У тако да буде 

(456) У'+ <рУ= О, 

. . 
ТЈ. тако да Је 

(457) у= e-)<p(y)dy , 

па се једначина ( 455) своди на 

(458) z' + f(x)z =О, 

а ова има за општи интеграл 

(459) z = С' e-l.f'cxJdx 
' 

где је С' интеграциона константа. 

Према обрасцима ( 453), ( 457) и ( 459) општи интеграл једна чине 
(452) је 

(460) 

где у = \jf(t) означује инверзију интеграла 

(461) 

Уочимо специјалан случај кад је: 
1 о инверзија \jf(t) периодична функција променљиве t; 
2° функција f(x) има облик 

(462) 

где Р т означује полином (т -1)-ог степена 

(463) 
х х2 xm-1 

Рт(х) = 1+-+-+ ... +--, 
2 з т 

где су имениоци сабирака чланови природног низа целих бројева који 
не премашају т. 

Тада је 

Ј f(x)dx =х -logPm(x) 

и према томе 
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Општи интеграл једна чине ( 452) је дакле 

(464) 

а асимптотска вредност у (оо) интеграла за х = оо је 

(465) 

где Је 

L 1 Ј= -х 11-!d (n -1)! 
п=- е х х= ·, 

n
0 

n 

Пошто је, према ранијем помоћном ставу (22. одељак) 

за n = прост број 

за n = сложен број (осим 4) (n-1)! =N, 
n 

за п =4 _,_( n_-_1"---) ! = 1 _1_ 
n 2' 

(где су М и N цели бројеви), то he бити 

у(оо) =\ј!( С+ С'sт- С'А), 

где је А цео број, а s т означује бројну константу 
' 

(466) 1 1 1 1 1 
s = -+-+-+-+-+ ... 
т з 5 7 11 13 

једнаку збиру реципрочних вредности природног низа простих бројева 
. . 

коЈИ не премашуЈу т. 

Ако се узму у обзир они интеграли у што одговарају вредности 

интеграционе константе 

(467) С'= ro, 

где је ro елементарна периода функције \jf(t), биће 
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(468) 

из чега се види да: 

Ал2ебарска јеgначина gpy2o2a pega ( 452), каg се у њој ал2ебарске 
функције f(x) и <р(у) изаберу на 2оре навеgени начин, има јеgну класу 
инШе2рала у шШо зависе og јеgне инШе2рационе консШанШе С и чија се 
асимйШоШска вреgносШ изражава йомоhу йрироgно2 низа йросШих 

бројева мањих og јеgно2а оgреЬено2 броја. 
Такав је нпр. случај са једначином 

(у"+ ./Y')(l- yz) + yy'z =О, 

кад је/ рационална функција променљиве х облика (462). Тој јед
начини одговара 

<р(у) = -
1 

У 
2

, У= ~1- у 2 , \jf(t) = sin t, 
-у 

тако да је њен општи интеграл 

Она класа интеграла те Једначине што одговара вредности 

С' = 27t константе С', има горе наведену аритметичку особину: њихо
ва асимптотска вредност Је 

IV 

Поједини геометријски елементи интегралне криве линије такође 

могу бити у вези са простим бројевима и изражавати се помоhу ових. 

Као пример, овде he бити показана таква веза што постоји између 
простих бројева и површине интегралне криве за алгебарску диферен

цијалну једначину другога реда формирану на овај начин: 

Пођимо од линеарне једначине првога реда 

(469) f(x)y' +<р(х)у +\jf(x) =О 

где је 

f(x) = хе", \jf(X)=-. -( х Р ха Ј 
х -1 
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а а и ~ (а<~) означују два ма каква цела позитивна броја веhа од 4. 
Кад се из ( 469) и једна чине 

Ју" +(<р+ Ј') у'+ <р'у + 'V' =о 

која се добија диференцијаљењем једна чине ( 469) елиминише ех, до

бија се једна диференцијална једначина другога реда 

( 470) F (х, у, у', у")= О 

где је F п олин ом по х, у, у', у"; то је једначина која се овде има у виду. 
Једначина (469) има као један свој партикуларни интеграл функ

ЦИЈУ 

(471) 
х 

е-х Ј х~ -ха 
у=- dx 

х х -1 
о 

па he њу имати за партикуларни интеграл и једначина ( 470). Инте
грална крива пролази кроз координатни почетак, има са десне стране 

осовине Оу један позитивни максимум и осовина Ох јој је асимптота, а 

у исто време и дирка у почетку, То се види из тога што је 

(472) 
х~ -ха ___ =ха +xa+l + ... +х~-1 
х -1 

према чему је 

1 fx х~- ха ха ха+] х~-] 
- dx =--+--+ ... +--. 
х 0 х-1 а+1 а+2 ~ 

Једначина интегралне криве може се, дакле, написати у облику 

у= е--'Р(х) 

где је Р (х) полином ( 472). Извод у' је 

у'= Q(x) е-х 

где је Q полином 

а С1 , С2 , ... су константе изражене обрасцем 

ck = (a+k)2 -(a+k+1). 
(a+k)(a+k+1) 
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Из тога се види да he за х= О бити у' = О, тј. да интегрална крива 
додирује апсцисну осовину у координатном почетку. А пошто је број 

а+ k веhи од 2, коефицијенти Ck су сви позитивни, тако да полином 
Q(x) има свега једну промену знака својих сабирака, па према томе он 
има највише једну позитивну нулу. Та нула одиста постоји, јер за до

вољно малу позитивну вредност х вредност Q(x) је позитивна, док за 
врло велике вредности х она је негативна (пошто је ~ - 1 највиши сте
пен у полиному Q). Тој јединој нули полинома Q одговара једна мак
симална функција у, јер кад би то био један њен минимум, функција би 
морала проhи кроз још један максимум пре но што почне опадати и 

тежити нули као граничноЈ вредности. 

Целокупна површина S интегралне криве линије, што се налази 
са десне стране ординатне осовине, има тада ову аритметичку особину: 

Kag 'iog је йовршина S изражена каквим gецималним бројем, 
gецимални geo Шо'iа броја јеgнак је gойуни go јеgинице gецимално'i gела 
збира рецийрочних вреgносШи свих йросШих бројева шШо се налазе 

измеЬу а и~· 
Да би се то доказало, пођимо од обрасца 

~ ~ 

S =Ј у dx =Ј e-·'P(x)dx 
о о 

из кога се добија да је 

S = Aa+l +Аа+2 +Аа+з + ··· 
где Је 

што према познатом интегралном обрасцу 

~ 

JxPe-xdx=p! 

о 

(п -1)! 
Ап = . 

n 

Према помоhном ставу из 22. одељка, кад год је n > 4 какав сло
жен број, факторијел (n -1)! је дељив са n, а кад год је n > 4 какав 
прост број, биhе 

(n -1)! . 1 
_,__~~ = цео броЈ- -. 

n n 
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Према томе he бити 

S =цео број-(1_+_!_+-1-+ ... ) 
р р' р" 

где су р, р', р", ... узастопни прости бројеви што се налазе између а и ~, 
као што је требало доказати. 
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МИХАИЛА ПЕТРОВИЋА 

У овој кљизи Сабраних gела Михаила ПеШровиhа (1868-1943) изложена 
су љегова два уџбеника: ЕлийШичке функције и ИнШеzрација gиференцијал

них јеgначина йомоhу реgова. 

Практично, ови Петровићеви текстови у садашњим оквирима носе 

печат четвртог издаља. Наиме, школске 1925/26. године Петровић је започео 
свој курс елиптичких функција за студенте математике на Филозофском фа

култету у Београду. У то време овај се предмет није полагао одвојено, већ у 

саставу Математичке анализе (други део). Петровић је дозволио да студенти 
начине скрипта о елиптичким функцијама по љеговим предаваљима. Тако је и 

било, а професор је припремљена скрипта прегледао и одобрио за литографи

саље (умножаваље). То је време првих година рада Удружеља студената мате

матике Универзитета у Београду (основано 1926), те оно већ 1927. године 
издаје литографисана Петровићева предаваља под називом Теорија елийШи

чних функција (стр. 138; 20,6 х 29) 1 Ова скрипта студенти су поново издали и 
наредне, 1928. године. Занимљиво је приметити да су студенти математике 
ова предаваља издали и 1937. године, не знајући да професор Петровић при
према у тој истој години штампани уџбеник под називом ЕлийШичке функци

је. 

У 1929. години појавила су се још једна скрипта припремљена на сличан 
начин - ИнШеzрација gиференцијалних јеgначина йомоhу реgова. Радило се 

такође о предаваљима Михаила Петровића, овај пут у оквиру предмета 

Диференцијалне једначине. 

Као што је наведено, Петровићева кљига о елиптичким функцијама 

изашла је 1937. године на 131 страни формата 8°, у издаљу Задужбине Луке 
Ћеловића Требиљца (1854-1931), великог добротвора Универзитета у Бео
граду. Кљига је изашла у серији Преgавања на Беоzраgском универзиШеШу у 

500 примерака. Наредне, 1938. године, у тој серији је исти издавач објавио 
уџбеник ИнШеzрација gиференцијалних јеgначина йомоhу реgова на 219 стра
на формата 8°, такође у тиражу од 500 примерака. 

1 Д. Трифуновиh, ЛеШойис живота и paga Михаила ПеШровиhа, САНУ, 
Београд 1969, стр. 325-329. 
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Тако се догодило да крај свог радног века Михаило Петровиh обележи 

уџбеником из диференцијалних једначина, области у којој је почео свој науч

ни опус далеке 1894. године аналитичком теоријом диференцијалних једначи
на2. При том ваља поменути да је, за разлику од својих претходника, као што 
су, на пример, Димитрије Нешиh (1836-1904) и Богдан Гавриловиh 
(1864-1947), Петровиh избегао да се упусти у писање уџбеника у младим годи
нама. У почетку се трудио да што више оригиналних научних прилога објави 

у најугледнијим светским часописима, а писање уџбеника и монографија 

оставио је за позније године. 

Треба казати неколико речи о уделу Драгослава С. Митриновиhа 

(1908-1995) у припреми уџбеника о елиптичким функцијама. Када је Пе
тровиh потпуно припремио рукопис Елиййlичке функције за штампу, млади 

Митриновиh (било му је 29 година) понудио се да води коректуре. Из једног 
Петровиhевог писма Митриновиhу, које је објавио Математички весник 12 
(1960), стр. 165, сазнајемо да је рукопис предат штампарији 5. јануара 1937. го
дине, да је коректуре радио Митриновиh, а да су после тога завршни преглед 

обавили Милош Радојчиh (1903-1975) и сам Петровиh. 
Митриновиh, као Петровиhев ученик у правом значењу речи (студије, 

докторат, сарадник) и даље је, на неки начин, "водио рачуна" о овим уџбени

цима. Тако је објавио реферате о књигама у Jahrbuch i.iber die Fortschritte der 
mathematik, 63, стр. 998, односно 64, стр. 419. Наводимо превод приказа уџбени
ка о интеграцији диференцијалних једначина помоhу редова. "Прецизно и си

стематско излагање методе Briota-a и Bouquet-a о интеграцији диференцијал
них једначина првог реда помоhу Тејлорових редова. Поједностављени посту

пак одређиваља коефицијената реда који представља интеграл. Из овог по

ступка следе ставови о коефицијентима. Откриhа за једначине вишег реда и 

системе једначина. Интересантна аритметичка својства коефицијената, као и 

самих интеграла." 

Овим приказима Митриновиh је скренуо светској јавности пажњу да се у 

Београду, на Универзитету, веh предају озбиљни научни течајеви студентима 

математике. 

Поводом стогодишњице рођења Михаила Петровиhа, на предлог Д. С. 

Митриновиhа, "Грађевинска књига" из Београда прештампала је Петровиhе

ве књиге Елиййlичке функције и Инйlе'iрација gиференцијалних јеgначина йо

.моhу реgова и издала их 1969. године у тиражу од по 2000 примерака. Редак
тори ових издања били су Милорад Бертолино (1929-1980) и Петар Васиh 
(1934-1996). За ово издање, професор Митриновиh написао је студију о Ми
хаилу Петровиhу, пуну података из живота и дела свог професора. 

Садашње издање редигована је према оригиналима из 1937, односно 
1938. године, при чему су, наравно, коришhена запажања која су учинили 
претходни редактори. 

2 М. Petrovich, Sur les zeros et les injlnis des integrales des equations difj'erentielles 
. algeb1·iques, These, Paris 1894, р. 109. 
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Текстови о којима је реч, осим уџбеничког, имају свакако и монограф

ски карактер. Наиме, у љима се, чак и са гледишта данашље науке, излажу 

теме које често нису садржане у стандардним универзитетским курсевима. 

Истина, неке од тих тема нису данас у актуелном тренду развоја математике, 

али свакако оне садрже довољно интересантних детаља и за данашљег читао

ца. Посебно се то односи на појмове о елиптичким функциј_ама који су једно 

време били потиснути из универзитетских курсева, али који у најновијим до

стигнуhима математике поново заузимају заслужено место. Томе he сигурно 
допринети најновија истраживаља везана за алгебарске криве која су, између 

осталог, довела до решеља Фермаовог проблема. 

Један од разлога што се наведени текстови не могу, у правом смислу те 

речи, сматрати монографијама, јесте недостатак детаљније библиографије. 

Због тога не можемо реhи којим се основним изворима аутор користио при

ликом припремаља кљига, мада је сигурно да су то били текстови љегових 

француских професора. Такође, није јасно да ли се неки од резултата могу 

приписати самом Михаилу Петровиhу. При том, сам аутор је активно радио у 

наведеним областима. Тако, на пример, у области двопериодичних функција, 

значајни су његови радови: 

1. Un mode geneгal de гepгesentation des .fcmctions elliptiques, CR Acad. Sci. 
Paгis 198 (1934), рр. 698-700. 

2. Изражавање gво-йериоgичних функција йомоhу ogpef)eнux umuezpaлa, 
Глас CLXV (1935), стр. 137-152 (са Ј. Караматом).3 

З. Приближно изражавање елий~Тtичких йомоhу елеменШартшх функција, 

Глас CLXXXIX (1946), стр. 47-70. 
Посебно је занимљив рад под 2, зато што је у љему исправљен један 

погрешан резултат Поенкареа4 о представљаљу двопериодичних функција 
помоhу интеграла. То је, иначе, по свој прилици, једини рад у којем је Петро

виh имао коаутора - то је био љегов најбољи ученик Јован Карамата 

(1902-1967). 
С друге стране, као што је веh речено, аналитичка теорија диференција

лних једначина је била прва област у којој је Петровиh давао научне прилоге. 

Некако у исто време када је радио на кљизи ИтТtеzрација gиференцијалних 

јеgначина йомоhу реgова, он је у Академији наука 29. новембра 1937. године 
саопштио рад ПтТtенцијални pegoвu cmuo изражавају ойшШи инШеzрал какве 
gиференцијалне јеgначине йрвоzа pega (Глас CLXXVIII (1939), стр. 31-42)5 . 

Овде је Петровиh са становишта научне расправе показао прави оригинални 

З Овај рад је објављен и на француском: М. Petгovitch-J. Karamata, Repгesentations 
des .f'onctions dohulement peгiodiques au тоуеп des inte,r:гales de.flnies, Acad. royale de Seгble, 
Bulletin А, 2 (1935), рр. 239-243. 

4 Н. Poincaп~, Suг les im,aгiants aгitlmu!tiques, Comptes Rendus du 1 Оте Congл~s de 
1 'Assoc. franc. роuг 1 'avancements ctes Sciences (1881 ), рр. 109-117. 

5 И овај рад је објављен и на француском: М. Petгovitch, Seгie tayloгienne expгimant 
!' integгale gепега/е d' une equations dijjeгentielle du ргетiег огdге, Acad. Roya1e de Serble, 
Bulletin А, 5 (1939), рр. 21-23. 
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прилаз интеграцији помоhу редова, што су и потврдили у реферативним 

часописима Р. Fгanklin (MR XI, р. 247), Н. Geppe1·t (ZЬI. 21, S. 225) и Н. Wittich 
(FdM. 65, S. 369-370). 

Начин излагаља материјала у уџбеницима је непосредан и јасан. Са гле

дишта нивоа строгости који је уобичајен у савременим уџбеницима, веро

ватно би се могле ставити извесне замерке, на пример, код образлагаља неких 

граничних прелаза или код прецизираља неопходних и довољних услова код 

ставова о егзистенцији и јединости решеља. Међутим, пажљиви читалац лако 

може свако од тих "спорних" места допунити прецизнијим образложељем. С 

друге стране, ниво излагаља је у неким деловима и виши од оног у данашљим 

додипломским курсевима. Тако , на пример, у оба уџбеника се слободно кори
сте резултати о аналитичким функцијама комплексне променљиве и целоку

пно излагаље подразумева одговарајуhа знаља. 

Као и у осталим кљигама ових сабраних дела, приликом редиговаља те

кста извршене су само оне измене које су биле неопходне. Тако су, наравно, 

исправљене штампарске грешке и неки ситнији пропусти суштинског карак

тера којих није било много (неки од љих уочени су у претходној редакцији). 

Правопис је прилагођен савременом, али терминологија није мељана, чак ни 

тамо где су одступаља релативно велика у односу на садашљу. Тако, на 

пример, задржани су термини "интеграција" и "интеграл" уместо "решаваље" 

и "решеље" диференцијалне једначине, "врста" уместо "поредак" целе функ

ције и слично. Такође, нису вршене корекције у смислу прилагођаваља конве

нцијама које се углавном сада користе, по којима се, на пример, елиптичке 

функције не убрајају у елементарне. И, наравно, задржан је стил излагаља 

Михаила Петровиhа који је веома жив и који, претпостављамо, одражава и 

стил љегових предаваља која су била врло популарна. Петровиh није био 

професор који се студентима обраhао великом строгошhу и проблемима те

шким, скоро нерешивим за тај узраст. Тражио је доступност "градива" свима, 

"ко жели више, ето му часописи и дела на страним језицима" - говорио је че

сто Петровиh. 

Као пензионисани редовни професор универзитета ангажован је да хо

норарно предаје студентима математике (1938-1941). То је чинио са 4 часа не
дељно предавајуhи баш ИнШеzрацију gиференцијалних јеgначина йомоhу 
реgова. То је и време када су се математичари из старе зграде Универзитета 

преселили у нову (1938) и био је сав среhан због тако великог гранаља струке 
и веома повољних услова за рад. 

Неоспорно, ове Петровиhеве кљиге су уџбеници за студенте и одсли

кавају ниво ондашље наставе на Универзитету, као и сам професоров став. Са 

данашљег становишта у љима има архаичности, непотпуних исказа и слично. 

Али, оне данас представљају историјски споменик, оне неопходне степенице 

којима се наша математика пељала. 

Зоран Каgелбурz 
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