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ПРВИ ОДЕЉАК 

БРОЈНИ Р АЗМАЦИ У 

ЕЛЕМЕНТАРНИМРАЧУНИМА 

1. БРОЈНИ Р АЗМАЦИ КАО МАТЕМАТИЧКИ ЕЛЕМЕНТИ 

У чистој, апстрактној математици једна реална количина је један 

тачно одређен реалан број, једна апстрактна математичка тачка на ап­

страктној математичкој реалној бројној линији. 

Математичка тачка у равни је једно у тој равни место тачно одре­

ђено помоhу два тачно одређена реална броја. Континуални низ мате­

матичких тачака саставља математичку линију која се протеже само 

СВОЈОМ дужином. 

Математичка тачка у тродимензионалном простору је у томе про­

стору место тачно одређено помоhу три тачно одређена броја, а конти­

нуални низ математичких тачака сачињава равну, или у простору изви-
. . . 

топерену математичку линиЈу кор се протеже само своЈом дужином. 

Континуални низ таквих линија саставља једну математичку површи­

ну, која се протеже својом дужином и својом ширином. 

То су основни елементи чисте, апстрактне математике, али на ка­

кве се у стварности, у практичној математици, врло ретко кад наилази. 

Истина, има случај ева кад је и у стварности једна уочена реална коли­

чина један тачно одређен број, који се поклапа са једном математи­

чком тачком на апстрактној реалној бројној линији. То су случајеви 

када се зна, да Је уочена количина цео или периодичан десетни разло­

мак коме се могу сазнати све децимале (тј. кад су те децимале све нуле, 

или су оне што су различне од нуле, у коначном броју, или се уопште 

зна закон по коме се оне нижу једна за другом, као што је то случај код 

рационалних разломака итд.). Такав је нпр. случај са тоталним бројем 

међу собом једнаких предмета распоређених у коначан број гомила; 

или случај кад се тражи број реалних корена једне једначине који се 

налазе између два дата броја; или случај кад се траже цели корени 

једне алгебарске једначине итд. 
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Сваку другу количину која има бескрајно много децимала, а ови­

ма се не зна закон, немогуhно је практички, у стварности, одредити 
као апстрактну математичку тачку на математичкој бројној линији. За 

такву се количину у најбољем случају може само фиксирати један 

бројни размак, тј. један размак на бројној линији за који се може твр­
дити да се та количина сигурно у љему налази (пример: Ј2 или n). Та­
ко је чак и онда кад би на први поглед изгледало да је количина одре­

ђена као математичка тачка у пресеку двеју тачно конструисаних ли­
нија (нпр. двеју правих, или праве и круга, или два круга), јер се пра­
ктички никад не може нацртати тачна, апстрактна, математичка лини­

ја (то he практички увек бити једна више или маље широка пруга, или 
више-маље дебела шипка), па и пресеци тако нацртаних линија НИ,'}' 
тачке, веh имају коначно протезаље (пример: конструкција броја -/2 
помоhу праве и круга; конструкција броја n или е помоhу тракторио­
графа). 

Према самој природи људског сазнаваља, једна се реална количи­

на (осим поменутих изузетних случај ева) одређује практички, уопште 
не као тачно одређен број или математичка тачка, веhа као бројни 

размак; једна тачка као се2.менШ једне праве или криве линије, или као 

исечак Једне површине, или чак и као тело у тродимензионалном про­

стору; линија у равни као йруzа коначне ширине; линија у простору 

као шийка коначне дебљине, итд. Фактички елементи, са којима има 

посла математика стварности нису, дакле, они исти са КОЈИМа има 

посла чиста, апстрактна математика. 

Међутим, на овакве исте елементе, са којима се има посла у ма­

тематици стварности, наилази се и у проблемима апстрактне матема­

тике, поред оних са којима она искључиво рачуна. То су проблеми од­

ређене врсте у којима се нпр. непознате количине, по самој својој при­

роди, јављају као бројни размаци; или кад саме погодбе задатка не за­

хтевају тачну одредбу непознатих количина; или кад је непознату, због 

несавладљивих тешкоhа, немогуhно тачно одредити; или кад је она та­

кве природе да је довољно наhи довољно сужен размак у коме се она 

налази, па да се одмах, или бар једним низом практички извршљивих 

рачунских радљи, добије и љена тачна или довољно приближна вред­

ност. Тако: 

1 о Тачно решеље извесних проблема састоји се, не у томе да се 
нађу тачне вредности непознатих количина, већ у томе да се нађе из­

међу којих граница оне треба да се мељају па да услови проблема буду 

задовољени. 

Тако нпр. задатак одредбе вредности х за које he квадратна једна-
чин а 
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х 2 -2х +у 2 -3у+3 =О 

имати своје корене х реалне, има као своје решење ово: потребно је и 
довољно да у лежи у бројном размаку између 1 и 2. 

Питање о конвергенцији једнога реда, чији чланови садрже једну 
променљиву х, потпуно је решено кад се нађе бројни размак у коме 

треба да се налази х, па да буде осигурана конвергенција или диверген­

ција реда. На пример, ред са позитивним коефицијентима 

биће конвергентан ако се х налази у број н ом размаку од -R до +R, где је 

R = lim - 1-· 
fl---100 !l г;;- ' 'ijUn 

он ће бити дивергентан ако се х налази ван тог размака. 

2° За потребе практичких рачуна (нпр. за физичаре, хемичаре, 
техничаре) не само да нису ни мало потребне апсолутно та чне вредно­
сти непознатих количина, него чак није потребна ни сувише велика 

приближност. Често је довољно знати само то да свака од њих није ни 

мања од једног утврђеног броја, ни већа од другог утврђеног броја, а 

ти су бројеви, међутим, толики да је размак између њих довољан за по­

требу за коју се тражи. Тако нпр. при квантитативним хемијским ана-
. . 

лизама, у многим случаЈевима, довољно Је знати да се тражена количи-

на налази између два нађена броја који се међу собом разликују тек од 

треће или четврте децимале. 

Тако исто, за потребе практичких рачуна, дешава се да је непоз­
нату количину врло тешко и заметно израчунати по датој формули, а 

међутим је за те потребе довољно знати коликог је отприлике реда та 

количина, тј. да ли она износи неколико десетина, или неколико хиља­

да, или неколико милиона, итд.; тада је довољно познавати известан 

бројни размак у коме се она налази, па да се има оно што се тражи. 

Пример. - За велике вредности n врло је тешко израчунати n! 
које тада има врло велики број цифара. Али, као што је познато из 

теорије факторијела, n! увек лежи између двеју вредности 

1 1 -n+- п+-

И Ј21[. е 12n . n 2, 

који се много лакше израчунавају него n! и тако израчуна те дају појам 
о величини факторијела n!. 

за У извесним проблемима дешава се да је не само немогуhе наhи 

у дефинитивном облику сам број, који представља тачку или довољно 
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приближну вредност непознате количине, веh је немогуhе и доhи до 
тачног математичког обрасца који би имао дати ту вредност кад се у 

њему смени све што је опште одговарајуhим бројним вредностима као 
подацима. Таква немогуhност може произлазити: 

а) од апсолутне немогуhности да се и формира математички об­
разац који би дао тражену непознату вредност помоћу данашљих ра­

чунских операција. Примери: одређиваље корена какве алгебарске 

једначине вишег степена од 4, која има један или више општих коефи-
ь 

цијената; израчунаваље одређеног интеграла Ј Ь; одређиваље 
l+x 4 

а 

интеграла Ricatti-eвe диференцијалне једначине са општим коефици­

Јентима, итд. 

Ь) од тога што су сами подаци за тачну одредбу непознате количи­
не недовољни. Примери: одредити непознату 

када се зна вредност збира а + Ь; одредити трећу страну с једног троу­
гла, кад се зна збир а + Ь осталих двеју страна и угао између љих. 

Међутим, и у таквим случајевима је увек могуhе одредити за не­
познате по један бројни размак у коме се свака од тих непознатих си­

гурно налази. 

Напослетку, треба напоменути и то, да и у само чистој, апстракт­

ној математици има интересантних случајева у којима, кад се сазна да 

један одређен бројни размак насигурно садржи непознату количину, 

ова се одмах, без икаквог даљег рачунаља, може одредити са апсолут­

ном, математичком тачношhу. 

1. йри.мер.- Мерељем по тежини једне гомиле оловних зрнаца од 
којих свако тежи по један милиграм, нађе се великим бројем мереља, 
да се та тежина налази између 151,954 mgr и 152,037 mgr; тачан број 
зрнаца је тада 152 (претпостављајуhи нпр. да ни једно зрнце не одступа 
од милиграма више од 0,5% и да се при колективном мерењу не греши 
за више од 0,5%). 

2. йpuJVtep.- Кад се зна да су две непознате х и у цели бројеви, да 
се х налази у размаку између 2 и 14, а у у размаку 8 и 24, и да при томе 
задовољавају неодређену једначину 9х + 7у = 184, може се тврдити да 
су та чне вредности непознатих х= 8, у= 16. 

3. йри.мер. -Постоји једна алгебарска теорема која даје број ко­
рена N што их има једна дата бројна алгебарска једначина у једној да­
тој прстенастој површини описаној око почетка. По тој теореми, да би 

се одредио број N, треба израчунати бројну вредност Р коју добија 
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извесна, истом теоремом потпуно одређена функција коефицијената 

једначине, кад се у тој функцији смене коефицијенти својим бројним 
вредностима које имају у датој једначини; број N је по тој теореми јед­
нак највеhем целом броју садржаном у бројној вредности Р. Ако се, 
дакле, нађе да број Р лежи у једноме бројном размаку који у себи 
садржи само један цео број, може се закључити да he број N бити 
тачно једнак томе целом броју. 

4. йри.мер.- За линеарне диференцијалне једначине другог реда 

постоји ова теорема: ако за све вредности х које се налазе у једном да­
том размаку (а, Ь), вредност функције .f(x) остаје непрестано у раз-

маку од ~ до Р~ (где су р и р' два стална позитивна броја и 
х х 

р'> р>~), број N реалних нула једнога таквога интеграла диферен­

цијалне једначине увек се налази између двеју вредности 

~l Ь R ~4p'-ll Ь 1 
а= og- и 1-'= og-+. 

2n а 2n а 

Кад, дакле, размак (а,~) садржи само један цео број М, број N та­
чно је једнак томе броју М. Довољно је, дакле, познавати такав један 

размак (а,~), па да се нађе тачна вредност непознате количине. 

Из свега се тога види: ga се на бројне размаке, као рачунске еле­
менШе, наилази не само у йрак:Шичној маШемаШици, веh и у оgређеним 

йроблемима саме чисШе айсШракШне маШемаШике. 

2. РА ЧУНСКИ ПРЕДСТАВНИЦИ БРОЈНИХ РАЗМАКА 

Кад је дат размак (а, Ь), где је а његов йреgњи а Ь његов заgњи 

крај, може се, и то на разне начине, формирати једна функција /(А) 

једнога параметра А таква: 

1 о да се за једну дату вредност А = А 1 , вредност функције поклапа 

са а, а за другу једну дату вредност А = А 2 вредност функције поклапа 
са Ь; 

2° да, док А прелази редом вредности између А 1 и А2 , вредност 

функције пролази кроз све бројеве који се налазе у размаку (а, Ь). 

Такву једну функцију /(А) назваhемо рачунским йреgаuавником 

размака (а, Ь); размак (А 1 , А 2 ) назваhемо йарамеШарским размаком. 
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Рачунски представник једнога размака обухвата, у облику једног 

рачунског израза, све бројеве садржане у томе размаку. 

Ставивши, краткоhе ради 

за рачунски представник размака (а, Ь) може се узети која било нпр. 

од функција 

f(A) = аа + ~Ь, 

ј( Л)= ( aam + ~bm)m, 

.f(Л) = ааЬ~. 

Сваки рачунски представник размака (а, Ь) има ту особину да се 

по својој бројној вредности поклапа са једним којим се год xohe бројем 
у томе размаку, кад се параметру Л да једна подесно изабрана бројна 

вредност која се налази између Л 1 и Л2 . Тако нпр. размак (2, 5) имаhе 
као један свој рачунски представник, са параметарским размаком (1, З) 
функцију 

ј(Л) = 2а + 5~, 
где Је 

З-Л Л-1 
а=-2-, ~=-2-, 

тј. функцију 

f(Л)= l+ЗЛ. 
2 

Вредност нпр. 2,75 у размаку (2, 5) добија се кад параметру Л да 
вредност 1,5 садржана у његовом размаку (1, З). 

З. ЛИНЕАРНИ РА ЧУНСКИ ПРЕДСТАВНИЦИ 

БРОЈНИХ РАЗМАКА 

Између свих могуhих облика функције .f(Л) најпростије су и за 

рачуне најподесније линеарне функције параметра Л, тј. функције об-

лика 

(1) f(Л) =и +Лv, 

где су и и v вредности независне од Л, одређене тако да за дати раз­
мак (а, Ь) буде 
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што ће бити кад се за и и 1; узму вредности 

(2) 

Два су случаја од нарочитог интереса по својој простоти и по 
лакоћи да се са одговарајућим обрасцима рачуна. То су: 

Први случај: Л 1 == -1, Л2 = + 1; рачунски представник бројног раз­
мака (а, Ь) је тада 

(З) ј(Л)=и+Лv, 

где Је 

(4) Ь+а 
и=--

2 ' 
Ь-а 

1!=--
2 ' 

а параметарски размак је размак ( -1, +1). Тада је 

a=u-v, Ь=и+v, 

што показује да су крајеви размака (а, Ь) симетрични наспрам вред­

ности и која се, дакле, налази у средини тога размака. Један ма који 

број садржан у размаку добија се кад се средини размака дода или од 

ње одузме Један део полудужине размака. 

Кад се од функције /(Л) тражи да се сведе на предњи крај а раз­

мака (а, Ь) за Л= -1, а на задњи крај Ь за Л=+ 1, треба да је 

и - v = а, и + v = Ь, 

па пошто је а < Ь, треба да буде v > О. 
Кад се тражи да се Ј( Л) сведе на предњи крај а за Л=+ 1, а задњи 

крај Ь за Л=- 1, треба да је 

и + v =" а, и - v = Ь, 

па се из а < Ь добија да треба да је v < О. 
Дpyzu случај: Л 1 =О, Л2 = 1; рачунски представник размака 

(а,Ь)је 

(5) ј(Л)=и+Лv, 

где Је 

и= а, v = Ь- а, 

а параметарска амплитуда је размак (0, 1). Тада је 

а= и, Ь == v +и, 
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што показује да су крајеви размака (а, Ь) несиметрични наспрам: вред­

ности и и то тако да се та вредност поклапа са једним тога раз­

мака. Један ма који број садржан у размаку (а, Ь) добија се кад се пред­

њем крају размака дода или од њега одузме један део дужине размака. 

Кад се тражи да се .f(Л) сведе на предњи крај а размака (а, Ь) :за 

Л= О, а на задњи крај Ь за Л= 1, треба да је 

и = а, и + 1; = Ь, 

из чега се, према а < Ь, добија да је 1; > О. 
Кад се тражи да се .f(Л) сведе на предњи крај а за Л = 1, а на 

задњу крај Ь за Л = О, треба да је 

u+v=a, u=b 

из чега се, према а < Ь, добија да је v < О. 
Облике функције .f(Л) из горња два случаја, због њихове просто­

те и лакоhе да се са њима рачуна, сматраhемо за 1-IOpAUIЛiie рачунске 

йреgсШавнике размака (а, Ь) и то: 

1 о функцију 

.f(Л) =и +Лv (и=~ 2 , 
Ь-а'\ 

v = -i--), 

са параметарским размаком (--1, +1) назваhемо 

2° функцију 
.f(Л) =и +Av, (u ==а, v = Ь--а), 

а 

са параметарским размаком (0, +1) назваћемо ноvмал-

ним представником: раз мака (а, Ь). 
У овоме што следује биhе увек са ro симболички означен један 

број који лежи између -1 и+ 1, а са 1Э- један број који ле)КИ ИЗЈ\•rеђу О и 1. 
Симетрички нормални представник размака (а, Ь) биhе тада 

(б) Ь+~+ш Ь-а 
2 2 , 

а несиметрички 

(7) а+ 1Э-(Ь --а). 

У случају симетричког представника и + rov, члан и представља 
cpeguнy размака (а, Ь), а члан v његову йолуgужину. 

У случају асиметричког представника u + 1Э-v, члан и представља 
предњи крај размака (а, Ь), а члан v њего,Ву gужину. 

Кад се буде имало посла са више разних бројева со који леже из­
међу -1 и + 1, или више разних бројева ·{)- који леже између О и 1, ми 
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ћемо их разликовати запетама или сказаљкама, нпр. ro', ro"', шm, ... , 
ffi1, Ш2, Шз, ... ; {}', {}", {}m, ... , 13-Ј, tJz, tЈз, .... 

Приметимо и то: да кад је а предњи, а Ь задњи крај размака (а, Ь) 

увек је а < Ь и разлика Ь- а увек је позитивна. Према томе у оба нор­

мална облика рачунског представника размака (а, Ь), који су 

и + Ш1Ј и и'+ 1'Jv ', 

количине 11 и v' увек су позитивне. 
Приметимо такође и то: да је асиметрички нормални представник 

размака (О, Ь) облика 1"tb, а симетрички нормални представник облика 

I+шь. 
2 

Тако исто асиметрички нормални представник размака (-а, +а) 

је а ( 21"! - 1), а симетрички wa. 
Кад је један број х познат са р тачних деци::мала, тако да је 

x=m,a 1a 2 ••• 

где је т највећи у њему садржан цео број, а ak његова k-та децимала, 

број х је садржан у размаку између бројева 

нормални представници тог размака су: 

асиметрички 

симетрички 
5 

т, а 1 а 2 • •• а 1, О+ ~----1 (1 +со). 
!ОР+ . 

Тако нпр. казати да број 3,141 представља број n са три децимале 
тачне, значи казати да се број n налази у размаку између бројева 3,141 
и 3,142; нормални представници тог размака су: 

асиметрички З, 141 О + 1'} · О, ОО 1, 

симетрички З, 1415 +со· 0,0005. 

4. ТРАНСФОРМАЦИЈЕ РА ЧУНСКИХ ПРЕДСТАВНИКА 
БРОЈНИХ РАЗМАКА 

Под трансформацијом рачунског представника датог бројног раз­

мака (а, Ь) разуме се овај проблем: 
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Нека су Л и /l два променљива параметра, /(Л) и <p(/l) два рачун­
ска представника једног истог бројног размака (а, Ь), а (Л 1 , Л 2 ) и 

(/l 1, /l 2 ) размаци параметара Л и Џ-; каква веза постоји између тих еле­
мената? 

Пошто је 

.f(Л 1 ) =а, <р(Џ- 1 ) =а, 

/(Л2 ) = Ь, <p(/l 2 ) = Ь, 
то је та веза изражена двема једначинама 

(8) 

Кад су, дакле, утврђени и дати облици обеју функција/и <р, онда 

се из једначина (8), кад је познат размак једнога од параметара Л и /l, 
може одредити размак другога, јер се из (8) помоhу познатих Л1 и Л2 
могу одредити 11 1 и Џ- 2 и обрнуто. 

Ако су утврђене и дате једна од функција/и <р и размак те фун­

кције, нпр. функција .f(Л) и размак (Л 1 , Л 2 ), друга је функција <p(/l) 
одређена условом да за /l = 111 добије вредност /(Л 1 ), за /l = 11 2 вред­

ност .f(Л 2 ) и да монотоно расте док /l варира од Џ- 1 до Џ- 2 . У томе слу­

чају задатак, као што се види, није потпуно одређен; за функцију <р мо­

же се узети која се xohe од бескрајно многих функција које задовоља­
ваЈу поменуте услове. 

Помоhу веза (8) може се, на тај начин, један рачунски представ­
ник датог размака (а, Ь) преобратити у други, другог облика, што је од 

важности за многе рачуне. Овде he бити решено неколико примера те 
врсте. 

1. йри.мер.- Дат је рачунски представник размака (а, Ь) у облику 
познате функције /(Л), са параметарским размаком (1~. 1 , Л 2 ); преобра­

тити га у нормални симетрички облик. 

Овај he представник бити облика 

а треба да буде 

дакле 

<р ( (t)) = и + cov ' - 1 s (t) s + 1, 

.f(Л 1 ) = <р(-1) =и -v, 

/(A2 )=<p(+l)=и+v, 

и= /(ЛI) + .f(Л2) 
2 ' 

v = ""---!--'---< л_"_2 "--) ----'t'--с'--л-'-'--1 ) 
2 ' 

према чему he тражени представник бити 
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2. йри.мер.- Дат је рачунски представник размака (а, Ь) у облику 
познате функције .f(A) са параметарским размаком Ос 1 , Л 2 ); преобра­

тити га у нормални асиметрички облик. Овај he бити 

с:р ( 1'3-) = и + 1'3-v, О ~ 1'3- ~ 1, 

а пошто треба да буде 

.f(Л 1 ) = с:р(О) =и, 

одакле Је 

то he тражени представник бити 

З. йри.мер. Преобратити симетрички нормални облик 

.f( со) = и +(Ој!' ( -1 ~ со ~ + 1) 

у асиметрички нормални облик 

с:р ( 1'}) = и' + 1'3-v ', О ~ 1'3- ~ 1, 

за један исти бројни размак (а, Ь). 

Пошто треба да буде 

.f(-l)=c:p(O), ТЈ. и--vс-=и', 

/(+l)=<p(l), ТЈ. и+v=и'+11', 

то Је 

и'=и-11, v'=21!, 

па he, дакле, тражени представник бити 

и - 11 + 21'3-v, (О ~ 1'3- ~ 1). 

4. йри.мер.- Преобратити асиметрички нормални облик 

.f('L"t)=u+'tЗ-1;, (0~1'3-~1) 

у симетрички 

с:р (со) = и 1 + rov ', ( -1 ~ ro ~ + 1). 

Пошто треба да буде 

.f(O) = с:р(-1) ТЈ. 
1 1 

и=и --v, 
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.f(l) = <p(+l) ТЈ. и+ v =и'+ v', 

одакле Је 

и'=и+..!::._ v'-v 
2' 2' 

то he тражени представник бити 

5. йри.мер.- Зна се из теорије факторијела да је 

1 1'}' 
~ n+- -n+--

n!=-yLљ·n 2.е 12п, 

где је б-' један број који, ма какво било позитивно n, лежи између О и 1; 
наh:и асиметрички нормални представник за n!. 

биће 

Ако се, краткоhе ради, стави да је 

Узевши даје 

n+J. 
~·n 2 ·е-п = N, 

1'}' 

n!= Nel2n. 

л. 

.f(A) = Ne 12", (О~ Л.~ 1) 

<р(б-)=и+б-v, (О~б-~1), 

треба да је 

одакле Је 

.f(O) = <р(О) тј. N =и, 

1 

.f(l)=<p(l) тј. Ne 12"=и+v, 

1 

u=N, v=(e 12"-l)N, 

па he, дакле, тражени представник бити 
1 

N[l+'\}(e 1211 -1)], (О~'\}~ 1). 

б. йри.мер. - Зна се да ако збир катета једног правоуглог троугла 

s 
:износи s, дужина хипотенузе увек лежи између -fi и s. С:иметричк:и 

нормални представник интервала хипотенузе биће, дакле 
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1( 1) (Ј)( 1) c=2ll+ -[2 s+2 1- {2 s, ТЈ. 

с= 0,8534. s + 0,1435. (Ј). s, 

а асиметрички he бити 

с= }2- +~(1- -Б )s, ТЈ. 
с= О, 7071 · s +О, 2929 · ~ · s. 

5. ФУНКЦИЈА БРОЈНОГ РАЗМАКА 

Важност и интерес рачунских представника бројних размака ле­

же у томе ~ишо се йо.моhу њих може са раз.маци.ма рачунаШи као и са 
обичним бројевш,ш. 

Ако се нпр. размак (х, у) означи са z, тако да је симболички 

z=(x,y), 

може се формирати квадрат, куб, логаритам, синус и уопште једна ма 

каква функција тога размака. Она he бити један известан размак 

Z = f(z) =(Х, У), 

који he такође имати свој рачунски представник. Веза између размака 
z и f(z), тј. Z састоји се у томе што he крајеви Х, У, размака Z зависити 
на један нарочити начин од крајева х и у размака z. Та је веза овакве 
врсте: 

Нека је z =(х, у) један дати бројни размак, а .f(z) дата функција. 
Означимо са М највећу, а са N најмању вредност коју добија функција 
.f(z) док z варира од х до у. Очевидно је да he .f(z) бити један бројни 
размак чији је предњи крај N, а задњи крај М. 

Тај he размак имати, као симетрички нормални представник, 
израз 

z = f(z) = М+ N + ro М- N 
' 2 2 ' 

а као асиметрички нормални представник, израз 

Z = .f(z) = N +~(М -N). 

Исти је размак цео садржан у једноме пространијем размаку Z' 
чији је предњи крај једна ма која доња граница N' вредности .f(z) кад 
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z варира од х до у, а М' једна ма која горња граница за те вредности. 
Размак Z је, дакле, цео садржан у једном размаку Z', чији су нормални 
представници 

М' +N' М' -N' Z' = +со' 
2 2 

Z' = N' + 1'1-' (М'- N'). 

Тако одређен размак Z' зваhемо једном Хорњо.м iраницо.м раз­
мака Z: то је један размак шири од размака Z и који обухвата овај, тј. 

. . 
садржи га као Један своЈ део. 

У многим проблемима, ако се не може наhи тачан размак Z, од 
интереса и од користи је имати бар једну његову горњу границу Z', 
пошто се и за размак Z' може тврдити да обухвата уочену вредност 
f ( z) коју обухвата и размак Z. 

У случајевима кад је /(z) каква монотоно растуhа функција про­
менљиве z у размаку (х, у) биhе 

N=.f(x), M=.f(y). 

Кад је то монотоно опадајуhа функција у размаку (х, у) би:hе 

N=.f(y), M=.f(x). 

Кад ни једно ни друго није случај, и ако .f(z) има за вредности z у 
размаку (х, у) максимума који су веhи од обеју вредности /(х) и .f (у) 
онда за М треба узети највеhи од тих максимума; ако .f(z) има у раз­
маку (х, у) минимума који су мањи од обеју вредности .f(x) и .f(y), 
онда за N треба узети најмањи од тих минимума. 

1. йри.мер. - Кваgрайl jegнoz раз.мака. 

Нека је нормални асиметрички представник једно·г размака 

z = и+ ttv; 

тражи се 

Пошто је v увек позитивно, то је 

па дакле 

z2 = и 2 + tt' ( 11 
2 + 2 uv ). 

Кад би размак z био дат својим си:метричким представником 

z =и+ cov, 
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пошто је v позитивно, било би 

М -N = 4иv, М +N = 2(и 2 +v 2
), 

и према томе би било 

z2 =(и 2 +v 2 )+2muv. 

2. йри.мер. Куб јеgно2 раз.мака. 
Нека је 

z =и+ uv, 
па се тражи 

Биhе 

и према томе 

Кад је размак z дат својим представником 

z ~ и + mv , тако да је z3 = (и + cov )3
, 

биhе 

N = (и - v )3
, М = (и + v )3

, 

и према томе 

3. upuлtep.- ЛozapULUaJvi јеgно2 раз.мака. 

Нека је 
z = и + vv, где је и > О, v > О, 

па се тражи 

log z = log(и + 1'1-v ). 

Биhе 

N = logи, М= log(и +v), М -N = log(I+~) 
и према томе 

log z = log и + 1'1-' log (1 + :). 

25 
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4. йри.мер. - Нека је 

z = и + 1Зv, па се тражи е' = еи+i},,. 

Биће 

N = е", lvf = е"+", М-- N = еи (е'' -1), 
па дакле 

е2 =е"+ 13-'е"(е'' -1). 

5. йри.мер.- Уопште, нека је f(z) једна функција која монотоно 
расте кад z расте у посматраном размаку, и нека је 

z = и+ 13-v, па се тражи f(z) = .f(u + 13-v ). 
Биће 

N=.f(u), M=.f(u+v), M-N=.f(u+v)-f(u), 

па дакле 

.f(z) = .f(и)+l'Э- 1 [/(и +v)- .f(u)]. 

На исти би се начин имало .f(u + 13-v) и у случајевима ако је .f(z) 
функција која монотоно опада кад z расте у посматраном размаку. 

6. ФУНКЦИЈА ВИШЕ БРОЈНИХ РАЗМАКА 

Нека су 

два дата размака, а .f(z1, z2 ) дата функција двеју променљивих количи­

на. Означимо са N и М најмаљу и највећу вредност коју добија фун­
кција .f(z1, z2 ) кад z1 варира од х 1 до у 1 , а z2 од х 2 до Yz. Функција 

дваЈу размака z1 и z2 биће један размак који ће имати, као свој асиме­

трички нормални представник, израз 

Кад су размаци z1 и z2 и сами дати својим асиметричким нормал­

ним представницима 

биће 
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У случајевима, дакле, кад је /(z1, z2 ) монотоно растуhа функција 
променљивих z1 и z2 у размацима (х 1 , у 1 ) и (х 2 , Ј2), биhе 

N = f(x 1,x 2 ) = /(и 1 , и 2 ), М== f(x 1 +у 1 ,х 2 +У2) = .f(u 1 +1' 1, и 2 +v 2) 

и према томе he асиметрички представник размака Z бити 

У случајевима кад је.fмонотоно опадајуhа функција променљивих 

z1 и z2 у истим размацима, биhе 

и према томе је асиметрички представник размака Z 

Исти је размак цео садржан у једном пространијем: размаку 

Z' = .f(N', М'), 

где су N' и М' једна доња и једна горња граница вредности .f(z1, z2 ) 

кад се z1 и z2 м:ењају у границама својих одговарајуhих размака (х 1 , у 1 ) 
и (х 2 , У2). Размак Z има за асиметрички нормални представник израз 

Z' = N' + 1Э-' (М'-N'), 

и биhе једна горња граница размака Z, тј. један размак шири од Z, а за 
који се такође може тврдити да обухвата вредност .f(z1, z2 ) коју обух­

вата и размак Z. 

1. йpUJ\iep.- Нека је 

па се тражи размак 

Биhе 

па дакле 

2. йри.мер. - Тражи се размак 
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пошто Је 

биће 

3. йример. - Тражи се размак 

z = ~zr + z~; 

налази се да је 

Z = ~и [ +и~ + 1З-' [~(и 1 + v 1 )
2 + (и 2 + v 2 )

2 - -{ul+ v [] . 

Исто се тако одређује и дата функција n бројних размака 

Zt = UJ +1'J-tVl, 

z2 == u2 +1'J-2v2, 

Z 11 = U 11 + 'tЗ- 11 v 11 • 

Бројеви N и М су тада најмања и највећа вредност коју добија 
функција /кад се тачка (z1, z2 , ... , z11 ) у хиперпростору од n димензија 
креће тако да свака променљива z~: остаје у своме размаку одређеном 

одговарајућим својим рачунским представником. 

Појам zорње zранице за размак Z исти је као и онај за функције 
двеЈу променљивих. 

7. СИСТЕМ ФУНКЦИЈА БРОЈНИХ РАЗМАКА 

Нека су 

n датих размака, а 
.ft ( z l' ... ' z ,.) ' ... ' .~} ( z l' ... ' z 11) 

систем од р датих функција тих размака. Свака од ових функција fk 
имаће свој размак Z k у коме he варирати за време док свака промен­
љива z1 варира у своме размаку (х 1, у 1 ). 

Означимо са N k и М k најмању и највећу вредност коју добија 

функција .fk кад све променљиве z1, •.. , Z11 варирају у својим размацима. 

Асиметрички нормални представници система .f1,. :. , ~' би:ће изрази: 
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Z, = .Nz1, ... , z") = N 1 +'\Э- 1 (М 1 -N1), 

2 2 = /2 (z1, ... , z,J = N 2 +'IЭ- 2(М 2 -N 2 ), 

.... '• ..... 

Кад се знају крајеви xi, Yi размака zi, биhе 

где су ui, v i одређени помоhу х i, Yi једначинама 

Кад је која од функција fk монотоно растуhа или опадајуhа фун­
кција, одговарајуhе вредности Nk и Mk одређују се на напред показани 
начин. 

На место тачних размака 2 1, 2 2 , ... , ZP у многим случајевима до­
вољно је познавати по једну њихову горњу границу, тј. по један размак 

у коме је садржан одговарајуhи тачан размак Zk. Таква је једна горља 
граница за размак Z k размак 

Z~ = N~ +13-';(М~ -N~), 

где N~ и М~ означују једну доњу и једну горњу границу функције fk за 
време док свака променљива zi варира у своме размаку (х i, Yi), тј. док 
13-; у изразу 

варира од О до 1. 

8. СТАЛНИ И ПРОМЕНЉИВИ БРОЈНИ РАЗМАЦИ 

Као што се види из овога што претходи, елементарне рачунске 

радње, које се врше са Шачно оgреЬеним вреgносШима, могу се вршити 

и са бројним размацима. Другим речима, рачунске радње које се могу 

вршити са Шачкама на реалној бројној линији, могу се вршити и са 

сеz.менШима те линије. Разлика је та што he, извршене са тачкама, оне 
дати опет бројне тачке, а вршене са сегментима оне he дати као резул­
тат бројне сегменте. Рачунски йреgсШавници бројних размака йреобра­

hају gвосШруке нејеgначине у јеgначине; са таквим се неједначинама, 

преко љихових рачунских представника, моzу вршиШи све елеменШар­

не рачунске раgње које се врше са јеgначинама. 

Кад је размак, са којим се ради сШалан, тј. кад су му крајеви не­

променљиви и резултат извршених рачунски.х радња биhе један размак 
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са непроменљивим крајевима. А кад је првобитни размак йроменљив 

(променљиви крајеви) и резултат ће дати један променљив размак, 
Тако нпр. квадрат сталног размака 

z = 2 + 3{}, 
такође је сталан размак 

z2 = 4 + 21{}"; 
квадрат променљивог размака 

z=x+fJ-(l+x) 
Је променљив размак 

Нека су х и у две променљиве количине везане међу собом тако, 

да кад се једна од њих буде мењала, и друга се мења на начин одређен 

променама прве. Кад се нпр. променљива х буде мењала тако да јој 

вредности непрестано остају у једноме бројном размаку Х, вредности у 

остаhе у једноме такође одређеном размаку У. Из дате везе између 

променљивих х и у добиhемо, на напред наведени начин, и везу између 

размака Х и У тј. везу између њихових предњих и задњих крајева. 

У применама рачуна са бројним размацима често се наилази на 

случај еве овакве врсте: веза између променљивих х и у није одређена у 

толикој мери да се свакој вредности х може одредити одговарајуhа 

вредност у, али се за сваку вредност х може одредити по Jeдari размак 

У, за који се поуздано може тврдити да he одговарајуhа вредност у бити 
у њему садржана. I\;fењањем променљиве х 

мењаhе се и одговарајуhи размак У. Ако се 

У на осовини Ох обележи вредност х, а на 

о х 

управној у тачки х се пренесу крајеви а' и 

Ь' размака У, па се пусти да се х мења, ти he 
крајеви описати сваки по једну линију у 

равни, а сам размак У описаt1е једну обласШ 

ограничену тим двема линијама, које су ЈОЈ 

њена gоња и 'iорња 'iранична линија. Геоме­

тријско место средина с размака У, среgња 

линија обласШи, даhе овлашну слику о вези 

између променљивих х и у. Слика he бити 
утолико мање овлашна, уколико је област ужа, тј. уколико је мање од-­

стојање граничних линија од средње линије, или, што је исто, уколико 

су мање амплитуде могуhих осцилација променљиве у око средње ли­

није; под осцилацијом око средње линије (изнад и испод ове) има се ра­
зумети растојање сЬ' = а'с. 
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На тај начин, у случајевима кад не постоји или се не може наhи 
Шачна веза између променљивих х и у, дешава се да је могуhе одредити 

једну обласШ варијација променљиве у која чини могуhом одредбу 
бројног размака у коме he насигурно бити садржана неодређена вред­
ност у за једну ма коју тачно дату вредност х. Другим речима, могуhе је 
одредити за х једну средњу линију и осцилације те променљиве око ове 
средње линиЈе. 

Тако нпр. између координата 

х=а+~ и y=~a2 +f32 

једне променљиве тачке Р, где су а и~ два променљива позитивна па­

раметра, не постоји никаква тачна веза, тј. тачка Р не описује никакву 

одређену линију, мада се при мењању количине х уопште мења и коли­

чина у. Али пошто је за позитивне а и ~увек 

то се тачка, чије су координате х и у, увек налази у области између две­

ју правих 

и у= х. 

Средња линија је права 

у= 0,8534х, 

а осцилација око ове је 0,1464х. 

Кад је једна непозната количина, задовољавајуhи дати скуп (D) 
погодаба, као стална, одређена у облику једнога бројног размака који 

је садржи, или као променљива, одређена у облику њене области вари­

јација, могу се десити овакви случајеви: 

1 о Добивени бројни размак је йросШранији но што захтева сама 
природа ствари, тј. његов предњи или задњи крај нису стварно дости­

гнути ни у коме појединачном случају, који је у складу са погодбама 

(D). Другим речима, нађени размак је само једна горња граница онога 
размака чији је један или други крај одиста достигнут у каквом специ­

јалном случају који није у супротности са погодбама (D). 
Тако нпр. кад се скуп (D) састоји у погодби да су а и Ь позитивни, 

вредност о.) а 2 + Ь 2 увек лежи између l. (а + Ь) и 3 (а + Ь), али ниједна 
2 2 

од ових граница није ни у ком случају достигнута. Иста вредност лежи 
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такође и у размаку између бројева l(a + Ь) и (а+ Ь), а ова друга гра-
2 

ница је достигнута у специјалном случају кад је Ь =О, али прва није ни-

т а +Ь 3 
кад. ако исто, иста вредност лежи и између граница г;::; и -(а+ Ь); 

'\12 2 
предњи крај тога размака достигнут је у специјалном случају кад је 

а = Ь, али задњи није никад. Размак од l(a + Ь) до 1(а + Ь) је, дакле, 
2 2 

само Једна горња граница ужих размака 

(~ 2 ' ) ( а +Ь а+Ь и ~i' 

који такође одговарају погодби (D), али су им предњи или задњи крај 
стварно достигнути у појединим специјалним случајевима. 

2° Добивени размак је најужu између свију оних који су у складу 
са погодбама (D); тј. оба његова краја су стварно достигнута у поједи­
ним специјалним случајевима. 

Тако се нпр. налази да вредност Ј а 2 + Ь2 
, кад су а и Ь позитивни 

б . (а+ ь ь) . . роЈеви, увек лежи у размаку Г2 , а + ; и Један и други краЈ тога 

размака стварно су достигнути, предњи крај кад је а = Ь, а задњи кад је 
Ь =О. Тај је размак одиста најужи међу онима који одговарају погод­

бама; кад би се још више сузио, он не би више обухватао ова два спе­

цијална случаја, тј. не би одговарао општем случају. 

3° Добивена област варијације једне непознате у, зависне од друге 
променљиве х, је шира но што захтева природа задатка, тј. њена доња 

ни горња гранична линија нису стварно достигнуте ни у ком случају 

који је у складу са погодбама (D). Нађена област тада је само једна го­
рња граница једне уже области чија је једна од граничних линија 

стварно достигнута у једном одређеном специјалном случају. 

Тако нпр. тачка Р, чије су координате позитивни бројеви х и 

-Ј1 +х 2 
, увек се налази између двеју правих линија 

y=l(l+x) и у=1(1+х), 
2 2 

али ниједна од тих правих није никад достигнута. Иста тачка се налази 

и између правих 

1 
y=-(l+x) и y=l+x; 

2 
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горња гранична права достигнута је у тачки х =О, у= 1. Тако исто та­
чка Р лежи и између двеју правих 

I+x 
у- и у= l+x; -{2 

и доња гранична права достигнута је у тачки х = 1, у = {2. 
4° Добивена област варијација је најужа између свију које су у 

складу са погодбама (D), тј. обе љене граничне линије могу стварно 
бити достигнуте у појединим случајевима. 

Тако се нпр. налази да се тачка Р увек налази између двеју правих 

l+x 
у= {2 и y=l+x; 

обе граничне линије су стварно достигнуте у појединим тачкама Р: 
доља тачком х = 1, у = {2, а горља тачком х = О, у = 1. Област изме­
ђу тих правих, са десне стране осовине Оу, најужа је међу свима дру­

гима; кад би је ма и најмаље сузили, она не би више обухватала горе 
поменуте две специјалне тачке, а које ипак задовољавају погодбе за­
датка. 

По себи се разуме да је увек пробитачно познавати што у:же гра­

нице између којих остаје непозната количина, јер уколико су ове уже, 

утолико је мање неодређености у познаваљу те количине. Најпроби­

тачнији, најповољнији је најужи могући размак за ту количину, који је 

до те мере сужен да се више не може сужавати а да се не изгуби њего­

ва генералност, тј. да он тиме не престане обухватати све могуhе слу­

чајеве који су у складу са датим погодбама (D). 
Такав најужи могући размак представља најошШрије 'iранице за 

варијације те количине; он, међу осталим ширим размацима, има ту 

карактерну одлику да се непозната, задовољавајуhи погодбе (D), не са­
мо непрестано налази у томе размаку, веh она, у одређеним специјал­

ним случаЈевима, и достиже границе тог размака. 

Исто тако најужа могуhа област варијација за непознату количи­

ну представља најоштрије границе за те варијације; такав размак даје 

минимум неодређености за непознату променљиву количину. 

Из досадашљег излагаља види се да рачунаље са бројним разма­

цима има једну одлику која му у извесном погледу даје и неку превагу 

над обичним рачунањем са бројевима: то је айсолуШна исй1иниШосШ 

резулШаШа go којих оно goвogu. Ма колико то на први поглед изгледа­
ло парадоксално, резултати рачунања са размацима изражавају један 

апсолутно истинит факт, док су резултати рачунаља са бројевима само 

више или мање тачни, и само у изузетним случаЈевима апсолутно та-
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чни. Казати нпр. да је {2 = 1,4142 није тачно; казати да вредност {2 
лежи између бројева 1,4141 и 1,4143 тачно је. И може се, шта више, 
тврдити да, док се при рачунању са бројевима, из потпуно одређених и 

тачних односа долази до нетачних резултата, дотле се у рачуну са ра­

змацима из непотпуно одређених односа долази до разултата којима се 

не може порицати апсолутна истинитост. 

9. БРОЈНИ Р АЗМАЦИ У АРИТМЕТИЦИ И АЛГЕБРИ 

Аритметика и алгебра су области матеметике у којима се ради са 

посебним бројевима, прецизираним или општим. И у једној и у другој 

области дешава се да: 

1 а или су и сами подаци дати у облику бројних размака или број­
них области, па се и резултат рачуна добија у таквом истом облику; 

2° или су подаци дати у облику тачних (прецизираних или оп­
штих) бројева, али се резултат, због техничких рачунских тешкоhа, 
или због тога што се не тражи велика тачност, веh само приближна 

вредност или овлашан појам о величини непознате, резултат добија у 

облику размака или области; 

3° или, по самој својој природи, задатак има као своје тачно реше­
ње, не један одређен (прецизиран или општи) број, веhједан бројни ра­

змак или једну бројну област; 

4° или је, због недовољности података, задатак непотпуно одре­
ђен, али се може утврдити један размак у коме се непозната, поред све 

своје неодређености, ипак мора налазити. 

Тако на пример, кад се израчунава квадратни корен из једнога 

броја који није дат тачно, веh једним размаком у коме се он налази, до­

биhе се и један размак у коме се корен мора налазити. 

Када се помоhу логаритамских таблица израчунава вредност јед­

нога израза у коме фигуришу дати бројеви, резултат неhе уопште бити 

тачан број, веh he бити израчунат само са извесним бројем првих деци­
мала тачних, тј. биhе одређен само један размак у коме се та вредност 

мора налазити. 

Кад се пита за које he вредности у квадратна једначина 

х 2 -2х+у2 =0, 

решена по х, имати своје корене реалне, тачно решење задатка састоји 

се у овоме: за ма коју вредност у садржану у размаку ( -1, + 1). 
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Непотпуно одређени задатак да се израчуна логаритам дијаго­
нале с, кад се зна логаритам збира s катета, решен је тиме што се зна 
да се log с увек налази у размаку 

( log s - ; log 2, log s) 

Овде he бити наведено неколико задатака такве врсте, који имају 
честу употребу и у којима се непозната аритметичка или алгебарска 
количина добија у облику бројног размака. 

Трином дpyror степена 

На размаке, као решења задатка, наилази се уопште у задацима у 

коЈима се траже услови за реалност, позитивност или негативност нула 

датог полинома; или услови да би се његова вредност, за вредности не­

зависно променљиве садржане у датом размаку, и сама налазила у Јед­

номе, тако исто, датом размаку; или услови да би реалне нуле полино­

ма биле садржане у истом размаку, итд. Тако, кад коефицијенти поли­

нома садрже какав променљив параметар а, познате теореме из 

теорије алгебарских једначина, као што су Rolle-oвa, Sturm-oвa, Descar­
tes-oвa, Fourier-oвa и друге дају као решења задатака такве врсте, раз­

маке у којима треба да се налази вредност параметра. 

За најпростији случај, за полином другог степена, елементарна 

теорија квадратне једначине непосредно даје решења таквих задатака. 

Зна се нпр. да he трином 

(9) ах 2 + 2Ьх +с 

имати обе своје нуле реалне и супротно означене, кад је 

ас< О; 

да би то био случај са триномом 

(а- 5) х 2 
- 4ах +а- 2, 

потребно је и довољно да се вредност а налази у размаку (2,5), тј. да је 

а= 2 + 31'f, 0~1}~1. 

Да би трином био позитиван за све вредности х, потребно је и 

ДОВОЉНО да буде 

Ь2 - ас< о а> О; 
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д_а би то био случај са триномом 

( 4- а)х 2 
- 3х +а+ 4 

потребно ј е и довољно да се а налази у размаку (-~ , + ~} 
ТЈ. да Је 

{55 
а= w--2 , -lswsl. 

На такав се задатак своди и овај: одредити максимум и минимум 

линеарне функције 

(10) f(x, у)= ах+ Ьу +с, 

када су променљиве х и у везане квадратном релацијом 

(11) Ах 2 + 2ВХу + Су 2 + 2Dx + 2Еу + F =О. 

Ако се стави да је 
f(x, у)= а, 

елиминаци]ом Једне променљиве, нпр. у, добија се Једна квадратна 

Једначина по х 

(12) Мх 2 +2Nx +Р= О, 

где је коефицијент Р полином другог степена по параметру а, коефи­

цијенат N линеарна функција од а, а коефицијенат М независан од а. 
Задатак се тада своди на одредбу размака, у коме треба да се налази а 

да би вредности променљиве х, одређене једначином (12) биле реалне; 
предњи крај тога размака представљаће минимум, а задњи крај макси­

мум функције.f(х, у). Услов за то је да буде 

(13) N 2 -МР > О, М > О, 

па пошто је N 2 -МР полином другог степена по параметру а, то је за­
датак сведен на малопређашњи. 

Тако нпр. кад се тражи максимум и минимум функције 

.f(x, у)= у- 2х, 

при чему су променљиве х и у везане релациЈом 

36х 2 + l6y 2 
- 9 = О, 
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елиминација променљиве у доводи до квадратне једначине 

100х 2 + 64ах + 16а2 - 9 =О. 

У слови (13) своде се на 

(5 + 4а)(5- 4а) >О, 

што значи да а треба да се налази у размаку (- ~ , + ~). Минимум 

функције .f(x, у) је, дакле -~,а љен максимум ~;за ма какву реалну 
вредност х биће 

5 
Ј(х, у)= со, 

4 
-l~co~l. 

Овакав начин одређиваља максимума и минимума функција, који 

не захтева употребу извода као обичан начин за то одређиваље, није 

везан само за полиноме првог и другог степена. Кад год има да се од­

реди максимум или минимум једне функције 

.f(x, у, z, ... ) 

у којој су променљиве х, у, z, ... везане датим релацијама чији је број за 
јединицу маљи од броја тих променљивих, треба функцију Ј означити 

са а, па из скупа једначина елиминисати све променљиве осим а и још 

једне од љих, нпр. х. Ако је 

(14) <р(х, а)= О 

резултат елиминације, задатак максимума и минимума своди се на од­

ређиваље тачних размака у којима треба да се налази вредност а да би 

корени једна чине (14) били реални. Ако је ( а1 , а 2 ) такав један размак, 

број а 1 је један минимум, а број а2 један максимум функције Ј са датим 
везама. Сваки такав размак даће по један минимум и по један макси­

мум функције. 

На сличан се начин решава и задатак: за које he вредности х три­
нам (9) непрестано имати вредности садржане у датом размаку (А, В)? 

Тражи се да буде 

тЈ. да Је у исто време 

(15) 

А ~ ах 2 + 2 Ьх + с ~ В, 

ах 2 + 2 Ьх + с- А > О 
ах 2 +2Ьх +с-В< О. 
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Према знацима количина 

а, Ь2 -а(с-А), Ь2 -а(с-В) 

једна од неједначина (15) биhе задовољена за вредности х које се нала­
зе у једном извесном размаку (р, q) који може бити састављен и из два 
размака, а друга за вредности х које се налазе у једном извесном разма­

ку (р', q'). Услове (15) задовољаваhе само вредности х садржане у 
заједничком делу размака (р, q) и (р', q'); тражене вредности х јесу оне 
КОЈе се налазе у томе заједничком размаку. 

Тако нпр. да би се вредност тринома 

х 2 -14х +50 

налазила у размаку (5, 26), потребно је и довољно да буде у исти мах 

х 2 -14х +45 >О, 
х 2 -14х + 24 <О. 

Прва се неједначина може написати у облику 

(х- 5 )(х- 9) > О 

и задовољена је за вредности х које су садржане било у размаку 
(-оо, 5 ), било у размаку (9, +оо). 

Друга неједначина може се написати у облику 

(х-2)(х-12)<0 

и задовољена је за све вредности х садржане у размаку (2,12). Зајед­
нички део размака (р, q) и (р', q') су два размака (2,5) и (9,12); тражене 
вредности х су оне садржане било у првом, било у другом од та два 

размака. 

Кад је дат трином треhег степена, увек сводљив на облик 

(16) х 3 + рх + q, 

потребан и довољан услов за реалност његових нула је исказан нејед­

начином 

(17) 

Кад год је лева страна неједначине (17) какав трином другог сте­
пена по једном параметру а, услов реалности се своди на задатак гор­

ње врсте и решење му се састоји у одредби размака за тај параметар. 

Слично се решење добива и у случају полинома четвртог степена. 
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Корен реалног броја 

Нека. је х такав један број да је 1 +х > О. Према биномном обрасцу 
очевидноЈе 

(l+x)" 21+nx, 

где је једнакост постигнута или за х= О, или за n = О, или за n = 1. Ста-
. h б . . 

вивши да Је х =-,до иЈа се да Је 
n 

( h)" 1 +-;:;- 2 1 + 11, 

па, дакле, 

(18) 1~1l+h ~~+~ 
n 

за ма какав број !1 > О. 
Нека је сад z један ма који број веhи од јединице, па се из (18), ста­

вивши да је 1 + h = z добија да је 

l~'-({z~1+z-1, 
n 

па, дакле, 

(19) r.;Гz ~ 1 + 1'} (z -1). 
n 

Ако је, пак, z какав позитиван број мањи од јединице, узевши у не­
једна чини (18) реципрочне вредности (чиме неједначина мења смисао), 
добија се 

l:~ ~1l:h ~ 1' 
n 

па ако се стави да Је 

добија се да је 

према чему Је 

1 1-z -- = z < 1. одакле је h = --, 
1+ h ' z 

1 -~*~1 
1+ 1- z 

nz 
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(20) vГz = 1--1-~1'}. 
l+(n-l)z 

ИНТЕРВАЛНА МА ТЕМАТИКА 

Из обрасца (19) и (20) се нпр. јасно види да !([; тежи јединици, кад 
n бескрајно расте. Обрасци су од користи за приближну одредбу п-тог 
корена датог броја. 

Збир наизменич:но:r оиадајуће:r реда 

То је ред 

(21) S=и 0 -и 1 +и 2 -и 3 + ... 

у коме су чланови и k наизменце позитивни и негативни, а по апсолут­

ној вредности ј е и k < и k-J, тежеhи нули кад k бескрајно расте. 

Ако се стави да је 

511 = И о- U1-!- U2- Из-!- ... ± И п, 
зна се да Је 

за сваку вредност k =О, 1, 2, ... индекса k. Према томе је 

S = S2k+1 + t}(Su - S2k+1 ), 

а пошто Је 

то Је 

(22) s = s2k+1 + 1'}. u2k+1 

па ма коју вредност имао индекс k. Пошто чланови реда и k непрестано 

и бескрајно опадају кад индекс расте, то he амплитуда варијација збира 
S непрестано и бескрајно опадати са индексом k. 

Из (22) се добија образац 

који даје, у облику бројног размака, збир S2 k+I изражен помоhу збира S 
и члана u 2k+I· 

1. йри.мер. - Из обрасца 

1 1 1 1 - = 0,36787 ... = 1--+----+ ... 
е 1! 2! 3! 
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добија се, на горњи начин да је 

1 1 1 1 1 1 '!Э-- = 1--+---+ ... +---+- = О, З67879 + 1Э- · О, 000002 
е 1! 2! З! 8! 9! 9! ' 

. б . 1 5 
што даЈе роЈ - са децимала тачно. 

е 
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2. йример. -Ако се низ простих бројева, који почиње са 5, означи 
са р1 , р2 , р3 , р4 , .•• ,постоји познат образац 

Према томе, вредност збира 

1 1 1 1 
s2k+l = 1--+---+ ... ---

Pl Pz Рз Pzk+I 

налази се у размаку 

тако даЈе 

7t 1Э-
s2k+1 = г;;---. 

21/ З Pzk+l 

Тако нпр. пошто је 421 прост број чији је ранг 41 у низу Pk, вред­
ност збира 

1 1 1 1 1--+---+ ... --
5 7 11 421 

износи 

О, 9046 + 1Э- ·О, 002З. 

Количник два збира 

Нека је а 1 , а 2 , ••• ,а" један низ реалних бројева ма каквог знака; 

Ь1 , Ь2 , .•. , bn и Л 1 , Л 2 , .•• ,Л" два низа реалних позитивних бројева. Оз­

начимо са N и М најмањи и највеhи од бројева 

(2З) El_ !!_]_ Ед 
bl ' bz ' ... , ь" 

водеhи рачуна и о њиховим знацима. Може се доказати да је увек 
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(24) 

Јер, ма какви били знаци бројева ak, увек је 

па, дакле, и 

према чему је 

Стављајући узастопце k = 1, 2, ... , n, сабирајући тако добивене не­
једначине и поделивши резултат збиром 

л,ь, + л2ь2 + ... + лпьп 

налази се да се вредност разломка на левој страни једначине (24) 
налази између N и М, што доказује горње тврl)ење. 

Узевши даје 

види се да Је 

(25) 

У случају два пара бројева а 1, а 2 , и Ь 1 , Ь2 , од којих је први ма кога 

знака, види се да Је 

а 1 +а 2 ~--"'--=n+ '6-(m- n), 
ь, + ь2 

где је n мањи, а т већи број El_, E.l. 
Ь1 Ь2 

Израз на левој страни једначина (25) назива се .меgијана разломка 
(23); као што се види, њена се вредност израчунава у облику једног 
бројног размака помоћу највеће и најмање вредности тих разломака. 

Од интереса је нпр. навести да се медиј ана двају разломака 

а то је број 

333 
n=--

106 
22 

и m=-7 , 

355 - = 3,1415929 ... 
113 
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тек у седмом децималу разликује од броја 

л::= 3,1415926 ... 
тако, да се може узети да је 

355 n=--
113 

са шест децимала тачно. Тачна вредност броја л:: може се представити у 

облику 

333 1'} 
л::= n+'tЭ-(m -n)=-+--. 

106 1142 

Као другу примену узмимо да је 

Л 1 =1, Л2 =х, Л3 =х 2 , .•• , Лn=х"-1 , 

где изложилац n може и бескрајно расти. Ако се стави да је 

(26) 

где су коефицијенти а k реални и ма каквог знака, а bk реални и пози­

тивни, образац (24) показује да је 

(27) .f(x) = N +1'Э-(М -N), 
<р(х) 

где N означује најмањи, М највеhи од бројева 

Тако нпр. ма колика била позитивна вредност х, вредност рацио­

налне функције 

1 1 
увек лежи између - и 

8 2 

2 + 5 х + 3х 2 +х 3 

4+7х +4х 2 +8х 3 

Однос између збира и: производа 

Нека је 
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један низ позитивних бројева, па означимо да је 

Пошто је 

то Је 

Множеhи ову неједначину са 1 + а 3 , добија се 

Продужујуhи и даље тако, долази се до неједначине 

(28) р> 1+ s. 

Са друге стране, из обрасца 

х х х 2 х 3 

е = 1+-+-+-+ ... , 
1! 2! З! 

види се да Је за позитивне вредности х увек 

(29) 

па ако се на место х стављају узастопце вредности а 1 , а 2 , ••. , а 11 и доби­
вене неједначине измноже међу собом, добија се 

(30) 

па Је, дакле, 

што значи да је 

(31) Р = (1 + S) + 1'}( е5 
- S- 1). 

Ставимо сада да је 

Ъ1 + ь2 + ... + Ь11 = т, 

ьl · Ь2 .... · h11 = Q, 

па се из (31) добија једначина 
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(32) Q =(Т- n+ 1) + '\Э-( е_" ет -Т+ n -1), 

која везује збир и производ ма коликога броја позитивних бројева. 

Приметимо да неједначина (29) важи и за ма какав реалан број х; 
то се види из тога што функција 

има свој минимум за х= О, и тај минимум је једнак нули, што значи да је 

за све реалне вредности х 

ех- х -1;::: о. 

У случају кад су а 1 , а 2 , ... , а" позитивни бројеви мањи од јединице, 

може се на следеhи начин добити један однос збира и производа 

S=a 1 +a 2 + ... +an, 

Пошто је 

Множењем са позитивним бројем 1- а 3 , добија се 

(l-a 1)(1-a 2 )(1-a3 ) > [1-(а 1 +а 2 )]0-аз) > 1-(ai +а2 +аз). 

Продужујуhи тако и даље, долази се до неједначине 

(33) Q > 1-S, 

а пошто је Q < 1, то се добија да је 

(34) 1-S<Q<l, 

при чему Је 

(35) Q = (1- S) + '\Э-S, 

што се може написати и у облику 

(36) Q = l+ЛS, 

где Л један број који увек лежи између -1 и О. 

Напослетку, за вредности х садржане у размаку (О, ~), важи и 
следеhи резултат. 
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Лако се уверити да је у томе размаку непрестано 

1- 2х :::.:; е-2х :::.:; 1- х; 

. . б . ( 1) ако Је, дакле, а 1 , а 2 , ... , а" Један низ роЈева садржаних у размаку О, 2 
и ако се означи да је 

збир 

налазиhе се у размаку 

(n- 2S," n- S11 ), 

тј. биhе 
1:::.:; л:::.:; 2. 

Тако, нека је 
f(x) =О 

једна алгебарска једначина п-тог степена чији су корени а 1 , а 2 , ... , а п 

сви реални; она се подесном сменом 

х= pz+ q 

увек може свести на једну једначину 

чији he корени ~ 1 , ~ 2 , ••• , ~~~ бити сви позитивни и мањи од l. Горњи 
2 

резултат показуЈе да Је 

е-2~~ + е-2~2 + ... + е-2~" = n- Лап-l ' 1:::.:; Л:::.:; 2, 
а" 

а из тога обрасца лако је преhи на образац који he важити за корене 
првобитне једначине. 

Збир производа 

Нека су а 1 , а 2 , ... , а" и Ь1 , Ь2 , ... , Ь" два низа реалних бројева ма кога 
знака, па означимо да је 
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Из образаца 
n n n 

I,Ca; +Ь;)2 = L.,a? + L.,ь? +2Р, 
i=l i=l i=l 

n n n 

I,Ca; -Ь;) 2 = L.,a? + L.,ь? -2Р, 
i=l i=l i=l 

добија се да је 

Означимо 

1 а са N и М најмању и највећу апсолутну вредност збирова 

2° са N' и М' најмању и највећу апсолутну вредност разлика 

па he бити очевидно 

(37) 
Р::; !!..см2 -N'2), 

4 

р;:::: !!._(N2- М'2). 
4 
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Збир продуката Р увек се, дакле, налази у размаку означеном не­

једначинама (37) према чему је 

Р= ~[N 2 -·М' 2 +tt(M 2 +М'2 -N 2 -N'2)]. 

Знак једнакости у (37) имаhе се кад је за све индексе i иј 

а; + Ь; = а; + Ь,; и а; - Ь; = а; - Ь,;, 

тј. кад су сви бројеви ak међу собом једнаки, а тако исто и сви броје­

ви bk. 
Међутим се за Р може имати једна горња граница и на следећи на­

чин. Приметимо да израз 

не може бити једнак нули. ни за какву реалну вредност Л, пошто су му 
сви чланови позитивни. То значи да и квадратна једначина 
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АЛ? + 2ВЛ + С = О, 
где Је 

А 2 2 2 = al +а2 + ... +an, 

с = ьr + ьi + ... + ь~~, 

В= а 1 Ь1 +а 2 Ь2 + ... +а 11 Ь11 =Р, 

нема реалних корена. То показује да је 

В 2 -АС< О, 

односно 

Р 2 <(af +ai + ... +a?,)(bf +bi + ... +Ь?,) 

што се назива Cauchy-eвa неједначина. 

Према томе и првој од неједначина (37) налази се, да се збир Р 
увек налази у размаку 

Поменуhемо само да је доказан и овај резултат у погледу односа 

између збирова А, С, Р, нека су а, ~, G, Н четири таква позитивна броја: 

1 о да је а< G, ~<Н, 

2° да сви посматрани бројеви а 1 , а 2 , ... , а 11 леже у размаку (а, G), 

за да сви посматрани бројеви Ь1 , Ь2 , ... , Ь11 леже у размаку (~,Н). 
Тада се вредност производа АС увек налазе у размаку(Р 2 , ЛР 2 

), где је 

тако да Је 

Л= (а~+ GH)
2 

4a~GH 

Аритметичљ:а средина 

Ако се у обрасцу (24) узме да је 

добија се да је 

Л 1 == Л2 = ... = Л 11 = 1, Ь 1 = Ь2 = ... = Ьп = 1, 

a,+az+ ... +an =N+fJ(M-N), 
n 
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где је N и М најмањи и највећи међу бројевима а 1 , а 2 , ••• , а 11 , што значи 

да се аритметичка средина једнога низа бројева увек налази у размаку 

између најмањег и највећег од тих бројева. Границе тога размака су 

достигнуте у случају кад су сви бројеви ak међу собом једнаки, тада је 

М= N и обе се границе сливају у једну. 

Али се иста аритметичка средина може изразити као размак још 

на један начин; размак има ту добру страну што је ужи од малопређаш­

њег, па дакле и пробитачнији. 

Приметимо да је за ма какве реалне бројеве а и Ь израз 

(а+Ь)+/а-Ь/ 
2 

једнак већем од та два броја а и Ь (јер кад је а> Ь, он је једнак броју а, а 
кад је а< Ь он је једнак броју Ь, поклапајући се са оба та броја у случају 

кад су они мећу собом једнаки). 

Кад је М највећи међу бројевима а 1 , а 2 , ••• ,а," онда је према томе 

за све индексе i и ј 

( а-+а )+ја--а·/ 
1 .1 1 .1 <М 

2 - ' 

јер је лева страна једнака већем од бројева а,. и а;, а ниједан од њих 
није већи од М. Ако се у тој неједначини индекс ј остави непромељен, а 

ставља се узастопце да је i = 1, 2, ... , n, па се добијене неједначине међу 
собом саберу, добија се да је 

] 11 1 11 

__:_"Са·+ а·)+-"/ а-- а·/< nM 2k.. 1 .1 2k.. 1 .1- , 
1=1 1=1 

или 

1 " n 1 " 
- :La,.+-a;+- I/a,.-a;/:s;nм. 
2 1=1 2 2 1=1 

Стављајмо сад у овој последљој неједначини узастопце ј = 1, 2, 
... ,n, и саберимо добивене неједначине међу собом, па се добија даје 

n n l n п 

~"а-+~" а-+-" "ja.-a.j:s;n2M. 
2k.. 1 2k.. .1 2k.. k.. ' .1 

i=1 .i=1 1=1 ј=1 

Кад се збир од прва два збира у овиј неједначини подели са n2
, до­

бија се аритметичка средина 
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А = а 1 + а 2 + ... + а"­
n 
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бројева ak; ако се дакле, краткоhе ради, стави да је 

(38) 
1 " " -zi Liai-a;\=R, 

2n i=l .i=l 

добија се да је 

A+R s М, 
ТЈ. 

(39) AsM-R 

што даје једну горњу границу за А. 

Да бисмо добили и једну доњу границу, приметимо да је за ма как­

ве реалне бројеве а и Ь израз 

(а+Ь)-\а-Ь\ 
2 

једнак мањем од та два броја а и Ь. Кад је N најмаљи међу бројевима 
а 1 , а 2 , ... ,а," онда је, дакле, за све индексе i и ј 

(а+а.)-\а--а·\ 
1 .1 1 .1->N 

2 - ' 

јер је лева страна једнака мањем од бројева ai и а ј, а ниједан од њих 
није мањи од N. Из те се неједначи:не, на исти начин као малочас, до­
лази до неЈедначине 

A-R?. N, 

ТЈ. 

(40) А?. N +R, 

што даје једну доњу границу за А. 

Неједначине (39) и ( 40) доводе тада до овог резултата. 
Ако се са S означи збир айсолуйlних вреgносйlи свију разлика 

ai- ај (рачунајуhи разлике а,.- а; и а ј- ai као различне једна од дру­
ге), са N и М нај.мањи и највеhи .меЬу бројеви.ма ak, арийl.мейlичка сре­

gина А бројева ak увек лежи у раз.маку 

(N+~,м-~)· 2n 2n 

Аритметичка средина биhе, дакле, изражена обрасцем 
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А = (N + __§_) + 1З- (м -- N - _§_)-
2n2 n2 

Кад су вредности а k једнаке међу собом, биhе 

S=O, M=N 

и размак А своди се на заједничку вредност бројева о k· 

Однос између аритметичке, геометријсю~ и х~ч~моиијске 

средине два броја 
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Нека су а и 'Ь два позитивна броја, и озн:ачимо са А, G, Н њихову 
аритметичку средину 

њихову геометриЈску средину 

и њихову хармонизску средину 

Идентичност 

(41) 

показуЈе да ЈС 

А=а+Ь 
2 ' 

G ={;;ј; 

н = _2q__~_. 
а+Ь 

(42) аЬ s; ( !1 + ь_)
2 

\ 2 

ТЈ. 
G s; А, 

где је једнакост достигнута само кад је а = Ь. 
Са друге стране, пошто је идентички 

(43) 

то се из неједначине G s А, добија да је 

према чему Је 

G~H. 
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Отуда неједначина 

(44) 

а одатле Је 

(45) 
или 

(46) 

HsGsA, 

G =Н +fY(A-H), 

~ = 2аЬ + f} (а- Ь)2 

а+Ь 2 а+Ь 

Тај образац даје ~у облику једнога размака чији су границе ра­
ционалне функције од а и Ь. 

Образац ( 45) је практички употребљив за израчунавање квадра­
тног корена једног датог броја са каквом се xohe приближношhу. Ако 
се стави да Је 

(47) 

А= а +Ь 
2 ' 

А_ А+Н 
~--2-, 

2аЬ 
Н=--, 

а+Ь 

Н_ 2АН 
1

- А+Н' 

налази се да у ~,на место а и Ь, могу узети Ak-J и Hk-J, чиме образац 
( 43) постаје 

(48) 

тако, да се према обрасцу (45) добија да је 

( 49) G = Н k + fY (Ak -Н k ), 

па ма колики био индекс k. Међутим, из идентичности 

А -Н =(А -Н. ) Ak-1-Hk-1 
k k k-1 k-1 2(А Н ) 

k-1 + k-1 
види се даЈе 

Ak- Hk < Ak-1- Hk-1• 

што значи да члан fY(Ak- Hk) у обрасцу (49) постаје све мањи уколико 
је индекс k веhи, тј. уколико се више продуже рачунске радње означене 
у обрасцима ( 47). Продуживши их довољно, тај се члан може смањити 
колико се xohe, тако да се за k довољно велико може узети да је 
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са приближношhу која се тражи. 

Тако нпр. ако се узме а= 1, Ь = 2, добија се узастопце 

тако се добија 

3 
А=-=15 

2 ' ' 
17 

А1 =- = 1416 
12 ' ' 

А = 
577 

= 1 414215 2 408 ' ' 

са пет првих децимала тачно. 

4 
Н=-=13 

3 ' ' 
24 

Н1 =- = 1411 
17 ' ' 

Н2 = 1,414211; 

Однос између збира бројева и збира њихових квадрата 
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Нека је а 1 , а 2 , ... , а 11 један низ реалних позитивних бројева, па 

означимо да Је 

S = а 1 +а 2 + ... +а 11 , 

R = al +а~ + ... +а~. 

По~шата алгебарска идентичност, која важи за све реалне броје­

ве ak 

(50) 

показуЈе да Је 

(51) 

одакле Је 

где Је Једнакост достигнута само кад Је 

а 1 = а 2 = ... = а 11 =а. 

А пошто је у исто време, али само за позитивне вредности ak, 

оче видно 
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(где је једнакост постигнута онда кад су сви ak, осим једнога од њих, 
једнаки нули), то се добија да је 

(52) 

одакле Је 

(53) ГR=l+fJCj;-l)s 

што се може написати у облику 

(54) ГR = ЛS, 

где је Л један број који увек лежи између };; и 1. 

У случају кад је n= 2, неједначина (51) своди се на 

што резултира из идентичности 

једначина (54) своди се на 

(55) {;;2. + Ь 2 =Л( а+ Ь), 

где је Л један број који лежи између 0,7071 и 1. Доња граница је дости­
гнута кад је а= Ь, а горња кад је један од бројева а и Ь једнак нули. 

У случају n= 3 добија се да је 

(56) 

где је Л један број који лежи између 0,5774 и 1. 

Тако нпр. разлика између логаритама бројева ~а 2 + Ь2 и а + Ь не 
1 

износи никад више од -log 2; за логаритме по основици 10 она не из-
2 

носи више од 0,15052. Разлика између ло га ритама бројева Га2 + Ь2+-с2-
и а + Ь + с не износи никад више од 0,23856. Те су максималне разлике 
достигнуте, у првом случају кад је а= Ь, а у другом кад је а= Ь =с. 
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Од1.юс између збира бројева и збира њихових k-тих степена 

Нека је а 1 , а 2 , ••• ,а" један низ позитивних бројева, па означимо даје 

S = а 1 +а 2 + ... +an, 

и - k k k 
-а 1 +а 2 + ... +а 11 • 

У о чим о функцију од n позитивних променљивих количина х; 

где је k један ма какав реалан број. Помоhу теорије максимума и мини­
мума функција које зависе од више променљивих количина, налази се да 

1 а кад је k > 1, функција F постаје минимум за 

(57) 

и вредност тог минимума је нула; функција има, дакле, позитивну вред­

ност за сваки други скуп вредности х; ; 

2° кад је k < 1, функција F постаје максимум за (57) и вредност то­
га максимума је нула; функција има, дакле, негативну вредност за сва­

ки други скуп вредности х; ; 

биhе 

за кад је k = 1, функција F се идентички своди на нулу. 
Према томе, ако се стави да је 

(х 1 + х 2 + . о о + х tl / = р, 
k k k 

х 1 +х 2 + ... +х 11 

р~ 11 k--l за k > 1, 

р::::пн за k < 1, 

р= 1 за k = 1. 

Поред тога очевидно је да је 

р ;::: 1 за k > 1 и р ~ 1 за k < 1, 

где је једнакост достиrнута кад су сви х;, осим једног од њих, једнаки 

нули. 

Из тога излази да вредност р увек лежи између 1 и nk-I; прва је 
граница достигнута (за ма какву вредност k) кад су сви Х;, осим јед­
нога, једнаки нули, или (за ма какве вредности х;) кад је k = 1; друга је 
граница достигнута кад су сви х; међу собом једнаки. 

За позитивне вредности k је, дакле, 



56 ИНТЕРВАЛНА МА ТЕМАТИКА 

(58) 

према чему је 

(59) 

ИЛИ ЈОШ 

(60) 

где је Л један број који увек лежи између k
1_

1 
и 1. 

n 
Према томе је нпр. 

(61) 

Нека је 

kГ k-1 log \1 и = log S + --'\Э- log n. 
k 

Однос између аритм:етичке средине бројева и 

аритм:етиЧI{е средине њихових функција 

један низ позитивних бројева садржаних у датом размаку (а, Ь), af(x) 
једна позитивна конвексна функција у размаку (а, Ь) тј. функција чији 

је други извод позитиван за вредности х у томе размаку. Означимо са 

(62) 

у 

х 

о N 

аритметичку средину бројева х; и аритме­

тичку средину љихових функција .f(x; ). 
На слици која представља криву у= f(x) 

конвексну према оси Ох види се да, ако се 

уочи једна тачка М на конвексноме луку 

криве, чија се апсциса ON налази између ап­
сциса х 1 и х 2 , мора бити 

(63) MN <NM'. 

Као што је познато из аналитичке гео­

метрије, једна ма која тачка М' која се на­

лази на тетиви АВ између тачака А и В, има 

за координате 
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M'N = Л1.f(х1)+Л2ј(х2) 
Л1 +Л2 ' 

где су Л 1 и Л2 два позитивна броја, и ма каква била та два позитивна 
броја, тачка М' увек лежи измађу тачакаА и В. 

Неједначина (63) изражава тада да је 

(64) f(A1X1 +А2Х2):::; А1ј(х1)+Л2f(х2), 
Л 1 +Л2 Л 1 + Л 2 

за све тачке х 1 и х 2 у размаку конвексности функције f (х) и за све по­
зитивне бројеве Л 1 и Л 2 • 

Узмимо сад за Л 1 и Л2 бројеве 

за х 2 вредност 

Л 1 = 1, Л2 = п- 1, 

Х1 +х2 + ... +xn-1 
n-l 

а за х 1 вредност х", па ће горња неједначина постати 

одакле Је 

Смењујући у тој неједначини узастопце n са n- 1, n- 2, ... добија се 
низ неједначина 

nf(/ln):::; f(x ") + (n -l)Л/lп-1), 

(n -1).f(/lп-1):::; .fСхп-1) +(n- 2)!(/ln-2), 

(n- 2)!(/ln-2):::; f(xn-2) +(n- З)Л/lп-з), 

чијим се сабираљем добија да је 

што показуЈе да Је 

(65) J(/ln):::; М п· 

На тај начин је нађена једна доња граница за аритметичку средину 

М". Да бисмо јој одредили и једну горњу границу, ставимо у (64) да је 
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х А 1 -
х+ у А 1 +А2 ' 

х 1 = х +у, х 2 == О, 

претпостављајуhи да су х и у позитивни. Неједначина (64) своди се 
тада на 

(66) Ј(х)::;; х .f(x +у) +~L- f(O). 
х+ у А 1 +А2 

Ако бисмо сад опет у (64) ставили да је 

х 2 =х+у, Хј =О, 
х 

х +у 

добили бисмо да је 

(67) 

Сабирање:м неједначина (66) и (67) добија се да је 

(68) .f(x) + .f(y)::;; /(х+ у)+ .f(O). 

Пос:матрајмо сада израз 

(69) 

Према ( 68) биhе 

[Лхп-1)+/(Х 11 )]::;; Лхп-1 +xn)+.f(O), 

па, дакле, према (69) 

Р::;; [Лхl)+ ... + Лхп-з)]+[.f(хп-2)+ .f(xn-1 +xn)]+ /(0). 

Према ( 68) биhе опет 

[Лхп-2)+ Лхп-1 +х,,)]::;; Лхп-2 +xn-1 +xn)+ /(0), 

што чини да he бити 

Проду:живши тако и даље док се не исцрпе сви индекси n, добија 
се даје 
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Р~ .f(xl +х 2 + ... +xn)+(n-l).f(O), 

одакле је после деобе са n 

М < .f(Щln)+(n-l).f(O) 
л- ' n 

што даје једну горњу границу за аритметичку средину Mn. 
Ти.ме се gолази go ово'i ойшШе'i оgноса из.међу ариШ.меШичких cpe­

guнa Mn и !lп: увек је 

(70) Л!ln)~Mn ~ .f(Щtn)+(n-l).f(O)_ 
n 

Однос претпостав.ља да су вредности х 1 , х 2 , ••• ,x n позитивне, а 

функција .f (х) позитивна и конвексна за све вредности х у размаку из­
међу најмање и највеhе међу вредностима х i. 

Размак има, као асиметрички нормални рачунски представник, 

израз 

(71) 

где Је 

(72) <p(!l)= .f(n!l")+(n-l).f(O)-f!f(!ln)_ 
n 

Из (70) се види да се вредност 

увек налази у размаку између двеју вредности 

и 

(73) [.f(x 1) + .f(x 2 ) + ... + .f(x ")]-(n -l).f(O) =А 

Л nx 1) + .f( nx 2 ) + ... + .f( nx 11 ) = В 
n 

и за ма коју функцију поменуте врсте ове границе размака могу ствар­

но бити достигнуте. Кад се овај размак изрази у облику 

(74) .f(x 1 +х 2 + ... +Х 11 ) = А+'д-(В -А), 

добија се једна врста адиционе теореме за функцију.f(х); теорема изра­

жава, у облику бројног размака, функцију збира помоhу функције са­
бирака умножених једним истим сталним бројем n. 

Тако се исто из (70) види и те\, да вредност симетричне функције 



60 ИНТЕРВАЛНА МА ТЕМАТИКА 

4' 

од n позитивних бројева чији је збир s, лежи увек у размаку између две-
ЈУ вредности 

(75) 

и 

.f(s) +(n -l).f(O) = D, 
тако даЈе 

(76) Лх1) + ... +.f(x,J =С -1-t}(D- С); 

границе размака су такође достигнуте у поменутим случајевима, па ма 

каква била функција.f(х) посматране врсте. 

Неједначине (70) одређују размак, у коме he се налазити средина 
М 11 , изражен помоhу средине f.L 11 • Границе тога размака су одиста до­
стигнуте за ма какву конвексну функцију .f(x), и то, доња граница кад су 
све вредности х; међу собом једнаке, а горња граница кад су све оне . . 
Једнаке нули осим Једне од њих. 

Приметимо и то да те неједначине важе и за функције .f(x) позити­
вне и конкавне у посматраном размаку, тј. функције чији је други из­

вод негативан за вредност х у томе размаку, само што се тада мења 

смисао неЈедначина. 

1. йри.мер. - Нека је 

.f(x) = х k 

која је функција конвексна за k > 1, а за х позитивно. Тада је 

.f( ) _ k _ (xl +х 2 + ... +х 11 / 
fln - ~ln - k ' 

па неједначине (70) дају 

n 

k k 
М = х 1 + ... +х 11 

11 
n 

(х 1 + ... +x 11 )k <х( + ... +х,~< (х 1 + ... +Х 11 )" 
nk - n - n 

што значи да се вредност количника 

(х 1 + ... +х 11 / =р 
k k 

х 1 + ... +х 11 
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увек налази у размаку (1, nk-I ). Границе тог размака стварно су дости­
гнуте када су сви х i међу собом једнаки, или када су сви они једнаки 

нули осим Једнога од њих. 

У специјалном случају кад је k = 2 добија се раније наведена једна-
чин а 

l<(x 1 + ... +x,Y < 
- 2 2 _п, 

х 1 + ... +хп 

чији је специјалан случај неједначина 

или неЈедначина 

а +Јз + с ::::; ~а 2 + ь2 + с2 ::::; а + ь + с. 

У случају кад је k < 1, функција х k је конкавна и горње неједначи­
не мењају смисао. 

Ти исти резултати су нађени, у ранијем одељку, на други начин. 

2. йример.- Узевши.f(х) =ех налази се да је 

где Је 

.§_ 

С= ne", 
s 

Н = es - ne-;; +n- 1, 

З. йри.мер.- Узевши 

х 1 = siп 2 х, х 2 = cos 2 х 

налази се да Је 

где су С и Н бројеви независни од променљиве х 

C=2.t(~} H=.f(l)+.f(0)-2/(~) 
4. йример.- Узевши 

где су а, ~'у углови једног троугла (изражени у деловима од n), збир 
х 1 +х 2 +х 3 има за вредност n и налази се да Је 
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Ј( а)+ Ј(~)+ Ј( у)= С+ ftH, 

где су С и Н бројеви независни од углова 

с= з.r(~} н= .f(n)+2.f(O)- з.r(~} 
Тако нпр. за све троугле биће 

е" + .? +е' ~ зе'i н{ 2 +е" - зеi) 
тј. 

еа +е~+ еУ = 8,5489 + 16,5914'{}. 

5. йример.- Узевши 

где су а 1 , а 2 , ... , а" корени алгебарске једначине 

(77) х "+а n--1+ х"-2+ + о !х а2 ... an = ' 

која има све своје корене реалне и позитивне, бић.е 

па се налази да вредност симетричне функције корена 

/(а 1 ) + .f(a2 ) + ... + .f(a") 

увек лежи у размаку између вредности 

и 

D =Ј( -а 1 ) +(n -l).f(O)- ~r(- :1
} 

Ма каква била функција.f(х) поменуте врсте, граница С размака је 

достигнута кад су ai корени алгебарске једначине 

(х+ а~ Ј= о, 
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а граница D кад су а; корени једна чине 

Х 11- 1 (х +а 1 ) =О. 
Тако је нпр. 

ега 1 + егu., + ... +ега" = С+ f}(D- С), У= const., 

где Је 

_!!!..!._ _!!!Ј_ 

С= ne " , D = е-га 1 
- ne 11 + n-l. 
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У случајевима кад су корени а; једначине (77) реални, а ма кога 
знака, узевши да Ј е 

х. _ гv2 Х _ rv2 
,.,. 2 - \..A.I2' ••• , n - v..n, 

биhе сви х; позитивни и 

х 1 +х 2 + ... +Х 11 =а~ -2а 2 
и према томе 

.f(a~)+ f(a~)-t- ... + ј(а~) = C+f}H, 

где Је 

С= ~1f( а~ ~12а 2 } 

Н= .f(a~- а 2 ) +(n -1) .f(O)- n.f( af ~12 а 2 } 
Тако је нпр. 

где Је 

а~ -2а 2 

с= ne n 

af-2a2 
2 --

н = е01 
-

202 
- ne 11 +n- 1. 

Исто тако се налази да је 

2k 2k 2k - '\ ( 2 2 )k а1 +а2 + ... +an -~~ а 1 - а 2 , 

где је Л један број који увек лежи између 2:_ 1 и 1. 
n 
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Реални корени алгебарских једначина као бројни размаци 

Нека је дата алгебарска једначина 

(78) а 0 +а 1х + ... +апх" =О, 

чији су коефицијенти сви позитивни; тада he сви њени реални корени 
а1 , а2 , ... , ak бити негативни и може се доказати ова теорема (теорема 
Kakeya): 

Сви корени а 1 , а2 , •.. , ak налазе се у размаку из.ме!Ју -М и -N, zge је 
N нај.мања, а М највеhа og вpegнociliи 

(79) E_Q_ .El_ !!..2 а n-! 
' ' ' ... , 

а 1 а 2 а 3 а" 

Да бисмо то доказали, уочимо најпре алгебарску једначину 

(80) 

чији су коефицијенти р0 , р 1 , ••• , Рп сви позитивни и све мањи уколико 

им је ранг веhи, тј. 

(81) Рп < Рп-1 < ··· < PI < Ро· 

Ако се пође од идентичности 

(1- z)(po + P1Z + ··· + Pnz") = 
( ) ( ) 2 ( ) 11 11+ 1 = Ро- Ро- Р1 Z- Р1- Р2 z - ···- Pn-1- Pn Z - P"Z = 

= Ро- {СРо- P1)z +(р1- P2)Z2 + ... +(Рп-1- p,Jz" + P11Z
11

+
1
}; 

то, пошто су све разлике р0 - р1 , р 1 - р2 , ... , р11_ 1 - р11 , као и Рп, позити­

вни бројеви, велика заграда на десној страни имаhе за -1 < z <О вред­
ност мању од оне, коју би имала за z = +1, тј. мању од 

(Ро- Р1)+(р1- Р2)+ ... +(Рп-1- Р")+ Рп = Ро, 
што значи да је за -1 < z <О вредност израза 

(1- z)(Po + P1Z + ··· + Pnz") 

увек позитивна и различита од нуле. Па пошто је за такве вредности z 
вредност 1- z различита од нуле, тако he бити и са полиномом 

Једначина (80) нема дакле корена између -1 и О. 
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У о чим о сада једну ма коју једначину 

(82) 

са позитивним коефицијентима (од којих ни један не сме бити једнак 
нули). 

Ставимо најпре 
х =Nz, 

где је N најмањи од бројева 

(83) E_g_ _E_l_ а n-1 
' ' ... , 

а 1 а 2 а 11 
па се из неједначине 

N ak <--
а+ 1 

добија да је 

(84) N k+l Nk 
ak+l < ak · 

Једначина (82) том сменом постаје 

N N z 2 + нn n О а 0 +а 1 z+a 2 z + ... а 11 z = , 

тако да коефицијенат Pk од zk има за вредност Pk = akNk, а коефици-
. k+l Nk+l 
Јенат Pk+l од z вредност Pk+l = ak+l . 

Према неједначини (84) њени коефицијенти Pk опадају кад им 

ранг расте. Та једначина нема, дакле, корена између -1 и О, тј. није за­
х 

довољена ни за какву вредност -1 <z <О или -1 <-<О; то значи да 
N 

једначина (82) нема ниједан корен х такав да је 

~ = --д- ТЈ. х = -N-д-; о :::; 1Э- :::; 1 
N 

она, дакле, нема никакав корен у размаку (0, -N). 
Ставимо сад 

м 
х=­

' z 

где је М највеhи од бројева (83) па се из неједначине 

(85) 

добија да је 

(86) 
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Једначина (82) том сменом постаје 

(87) а м /1 + мiЈ-1 + + м?.~ll-2 ' м n--1 n о /Ј an-1 z ... а2 z тај z +aoz = ' 

тако да коефицијенат Pk од zk има за вредност 

1) == а мп-k 
r- k n--k ' 

а коефицијенат Pk+l од zk+l вредност 

M n-k-1 
Pl.+l = a11-k-1 · 

Према неједначини (86), из које је 

M n-k м!l-k--1 
a11-k > a11-k-1 , 

види се да Је Pk > Pk+ 1, тј. да коефицијенти једначине (87) опадају кад 
им ранг расте. Та једначина није задовољена ни за какву вредност 

-1 < z <О или -1 <М <О; једначина (82) не може имати ниједан корен 
х 

х такав даЈе 

м - = -1'}, 
х 

ТЈ. 
м 

х = - -,э_-, где Је О s 1'} s 1 

што значи да она нема никакав корен у размаку између- оо и -М. 

Као што се види из свега овога, једначина (82) не може имати ни-­
какав корен у размаку између - оо и -М ни у размаку од -N до О; кад 
год, дакле, она има реалних корена, сви се ови мораЈу налазити у раз­

маку (-М, -N), чиме је теорема доказана. 
Теореми се може дати овај облик: 

Ако се са N и М означе нај.мањи и највеhи .меЬу бројевима 

El!_ .El_ а n-1 
' 'о .. , 

а 1 а 2 а 11 

сви реални корени а 1 , а 2 , .•• ,а" јеgначине (82) .мо2у се изразийlи у об­
лику 

а 1 = N + 1'} 1 (М- N), 

а2 = N + '\'} 2(М- N), 

а3 = N + 1'}3(М- N), 

Osl'}lsl 

о :::; 1'}2 :::; 1 

о :::; 1'}3 :::; 1 

Применимо теорему, примера ради, на квадратну једначину 
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х 2 + рх + q =О 

са позитивним коефицијентима р и q. За њу је 

па пошто Је из услова за реалност корена 

па дакле утолико пре и !1_ ::::; р, би:hе 
р 

N = !1_, М= р, 
р 
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и корени се налазе у размаку између -р и - !1_ што показује да се они 
р 

могу изразити у облику 

Кад су оба корена једнака, би:hе р 2 
- 4q према чему је 

оба корена имају заједничку вредност која се може изразити у облику 

па пошто тај корен треба да буде - ~ , то број 1} што одговара дво-

• ,<; 1 
струком корену Јесте v = З. 
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Размак вредности полинома 

Нека је 

ма какав полином по х, па означимо са (А, В) један размак у коме ће се 
налазити вредности тога полинома за све вредности х које се налазе у 

једном датом размаку (а, Ь). 

У случају кад су а и Ь позитивни бројеви, постоји Cauchy-eвo пра­

вило које гласи: ако се у полиному раздвоје скуп чланова !Ј(х) са пози­

тивним коефицијентима, и скуп чланова f 2(x) са негативним коефи­
цијентима, тако да је 

за размак (А, В) може се узеШи размак измеЬу вреgносШи 

Али постоји једно правило које и не претпоставља ништа о зна­

цима бројева а и Ь, и у опште даје ужи, па дакле и пробитачнији размак 

(А, В). То је Laguerre-oвo правило које се састоји у овоме: 

Нека су 

~0• ~1• ... , ~n 

два низа вредности дефинисаних рекурсивнИ:м обрасцима 

{ао = all, (Х1 = а<Хо + an-1} 

(Х2 = аа1 + an-2"' <Xn = aan-1 +ао 

~n =а" ~n-1 =~n +(Ь- а)ап-1 

~n-2 = ~n-1 +(b-a)ban-2• ~n-3 = ~n-2 +(b-a)b
2

<Xn-3 

Означимо са N и М најмању и највећу међу вредностима ~0 , ~ 1 , 
... , ~"' йа се за размак (А, В) може узеШи размак (N, М). 

Правило се може исказати и у овоме облику: за све вреgносШи 

x=a+'t'}(b-a) 

биhе 
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.f(x) = N +9'(М -N). 
Тако нпр. кад је 

Ј( х)= х 5 
- 2х 4 +х з- 3х 2 + 4х- 2 

и кад је а= 1, Ь = 2 добија се даје 

{ а0 = 1 а 1 = -1 а2 =О} 
СХз = -3 а4 = 1 а5 = -1 

{~5 :-1 ~4 =о ~з= -6} 
~2- -6 ~~ = -14 ~о= 2 

што показује да се за размак (А, В) може узети размак (-14, 2), тј. да he 
се за х = 1 + 1Э- имати 

.f(x) = -14 + 16tt'. 

Међутим, по Саuсhу-евом правилу за (А, В) би се добио шири раз­
мак(- 40, 41). 

Кад је а= 2, Ь =З добија се да је 

{ а0 = 1 а 1 =О а2 = 1} 
СХз = -1 а4 = 2 а5 = 2 

{~5 = 2 ~4 = 4 ~з= 1 } 
~2 = 10 ~~ = 10 ~о = 91 

што показује да се за (А, В) може узети размак (1,91), тј. да he се за 
х = 2 + 1Э- имати 

.f(x) = 1 + 90 1'}' 

док би се по Саuсhу-евом правилу добио шири размак (-143, 236). 
Навешhемо овде и једно правило за логаритамски извод ма как­

вог полинома Ј (х) који има све своје нуле реалне, тј. за рационалну 

функцију 

<р(х)= .f'(x) . 
.f(x) 

Правило гласи: ако је х ма која вредност веhа од свих нула поли­

нома .f (х), одговарајуhа вредност извода <р'(х) увек се налази у разма­

ку између 
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Јер ако су нуле полинома.f(х) означене са а0 , а 1 , ••• , а 11 , где је n ње­
гов степен, биhе 

1 1 
<р(х)=--+ ... +--

х -а 1 х -а11 
и према томе 

-<р'( х) = 1 2 + ... + __ 1 ___ 2 . 
(х- а 1 ) (х-- а 11 ) 

Пошто су све разлике х - ak позитивне, вредност десне стране 
последње једначине налазиhе се у размаку 

што доказује горње правило. Према Шоме је 

за све йоменуШе вреgносШи х. 

Разни други бројни размаци 

У разним областима аритметике и алгебре постоји непрегледан 

број случајева у којима се за једну посматрану количину, ма се и не 

знала њена тачна вредност, зна одређен размак у коме се она насигур­

но налази. Поред оних који су довде наведени, навешhемо још неке од 

њих који су од користи било са теоријског гледишта, било са гледишта 

пректичних примена. 

а) Lagueпe је нашао да је, за вредности х што се налазе између О и 

1t, разлика између двеју функција 
2 

.f(x)=cosx 

z2 
<p(x)=l- , 

Рз z+(z-1) 
~ 

2х 
z=-, 

1t 

увек негативна и по апсолутној вредности не прелази вредност 0,0003. 
Према Шоме је за Ше вреgносШи х 

cos х = <р (х) - '!} · О, 0003, 
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а из тога се изводе и слични обрасци за изражавање других тригономе­

тријских функција помоhу алгебарских функција, у облику бројних ра­

змака. 

В) Зна се да се за 
а~ 20Ь >О 

и за логаритме са основицом 10, вредности 

2МЬ 
log(a + Ь) и loga + , 

2а +Ь 

где Је 

М == log е= 0,434295 ... 

разликују тек у ше сто ј децимали. Према томе је за такве вредности а и Ь 

2МЬ 8 
log(a + Ь) = loga + +-5 2а + Ь 10· 

што олакшава практично израчунавање логаритама. 

у) Уочимо алгебарску једначину непарног (2п + 1)-ог степена 

(88) <р(х)+Л =О, 

где је <р(х) полином по х који садржи само непарне степене променљи­

ве, а Л ма какав ралан број. Ако се са а означи апсолутна вредност Л, 
Чебишев је доказао да једначина (88) има бар један реалан корен у раз­
маку између 

То значи да једначина има бар један корен који се може изразити 

у облику 

Х= 2ro 2 "+IГa -1 ~О)~ 1. 
~2' 

Применивши то нпр. на једначину треhег степена 

(89) 

пошто се ова сменом 

сведе на Једначину 

где Је 

х 3 +ах 2 + Ьх +с= О 

а 
х= z---

3 

z3 + pz + q =О, 
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2а 3 аЬ 
q =----+с 

27 3 

добија се овај резултат: једначина (89) има бар један корен који се мо­
же изразити у облику 

што олакшава практично решавање једначине треhег степена. 

8) Нека је .f(x) коначна и непрекидна функција за вредности х са­
држане у размаку (а, Ь), као и њен извод /'(х). Према теореми за кона­
чне прираштаје, постоји у размаку (а, Ь) бар једна вредност с за коју је 

f(b)- Ј( а)= (Ь- а)/'(с). 

Ако се, дакле, означи са N најмања, а са М највеhа вредност коју 
има извод ј"( х) за вредности х у размаку (а, Ь) биhе 

(90) .f( Ь) - .f( а ) = ( Ь - а ) [ N + 1'l (М - N) ], 

Тако се нпр. налази да је 

axctg(x + 1) = axctgx +Б, 

где се 8 увек налази у размаку 

1 
l+(x+l)2 

и---

1+ х 2 · 

с) Потражимо размак у коме he се налазити вредност 

(91) Ј( а)- 2.f(a + h) + .f(a + 2!1), 

за вредности h садржане у размаку (0, а). Тога ради потражимо вред­
ност Л за коју he бити 

(92) .f(a)- 2f(a + /1) + .f(a + 2h)- Лh2 =О. 

Посматрањем функције 

g(z) = .f(a)- 2.f(a + z) + .f(a + 2z)- Лz2 
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види се да је она једнака нули за z =О и z = h; према Rolle-oвoj теореми 
њен извод 

g'(z) = -2 f'(a + z) + 2 Ј'(а + 2z)- 2Лz 

мора постати једнак нули за једну вредност z = с садржану у размаку (0, 
h). За ту he вредност с бити 

Лс= ./'(а+ 2с)- ./'(а+ с), 

а применом обрасца (90) налази се да се десна страна ове једначине мо­
же написати у облику 

[Р+'б(Q-Р)]с, 

где су Р и Q најмања и највећа вредност коју има други извод j'(z) за 
вредности z садржане у размаку (0, l1). Отуда 

Л= Р +'б(Q-Р), 

што према обрасцу (92) показује да се вредност 

.f( а) - 2 .f( а + h) + .f( а + 211) 

увек налази у размаку између 

10. БРОЈНИ РАЗМАЦИ У ТЕОРИЈИ ГРЕШАКА 

За сваки недовољно одређен податак х може се утврдити један ра­

змак (а,~) у коме he се он насигурно налазити, тј. х се може написати 
у облику 

(93) х= а+ t'J(~- а). 

Кад се таквим податком буду вршиле какве било рачунске радље, 

резултат рачуна такође he бити један недовољно одређен број Х. Али 
и за тај број увек се може одредити један размак (А, В) изван кога се он 

насигурно неhе налазити, тако да he бити 

(94) Х=А+'б(В-А). 

Тако исто, кад непозната количина Х зависи од више недовољно 

одређених података х 1, х 2 , ... , х n, може се за сваки од ових утврдити по 
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један размак (ak, ~k) у коме he се xk насигурно налазити, тј. ти се по­
даци могу изразити у облику 

(95) 
хј = ај +1'tj(~j -ај), 
Х2 = а2 +'lЭ-2(~2 -а2), 

Кад се, помоhу везе која буде дата између Х и х 1 , буде израчунала 

вредност Х, она неhе бити довољно одређена, али се и за њу може од­

редити један размак (А, В), тако да се она може изразити у облику (94). 
Тако исто, кад више непознатих количина Х ј, Х2 , ... ,Х" истовре­

мено зависе од више података х ј, х 2 , ... ,х"' од КОЈИХ Је сваки недовољно 

одређен, па се те непознате израчунају помоhу везе која буде посто­

јала између Xk и х 1 , за сваку непознату Xk може се утврдити по један 
размак (Ak, В k) у коме he се она налазити, тј. тако да буде 

Хј =Ај +1Э-ј(Вј-Ај), 

Х2 =А2 +1Э-2(В2 -А2), 
(96) 

Очевидно је да одређиваље грешака којима се излаже израчу­

наваље непознате количине из нетачних података, НИЈе ништа друго до 

одређиваље размака у којима се могу кретати тако израчунате непоз­

нате, а који би се размаци свели на тачне вредности ових, кад би сами 

подаци били апсолутно тачни. 

На тај начин, рачунање са неgовољно оgреЬеним йоgацима и изра­

чунавање peзyлillyjyhux zрешака шillo йроизилази og њих, cвogu се на 
рачунање са бројним размацима. Задатак се своди на један од три ос­

новна задатка ове врсте, који су били предмет ранијег излагаља: 

1 о одредити размак за вредности дате функције f (х) кад је х дато 
у облику једног размака; 

2° одредити размак за вредности функције f(xj, ... , х 11 ) кад је сва­
ка од вредности х 1 дата у облику једног размака; 

за одредити размаке за вредности датог скупа функција .fj, / 2 , 

.fз, ... , Ј;, које све истовремено зависе од скупа података х ј, х 2 , ... , х n· 

Уопште кад се зна да једна количина х лежи у размаку (а,~), ако 

се за х узме једна вредност р садржана у том размаку, тиме учиљена 

грешка ох, тј. разлика р -х, не може по апсолутној вредности бити веhа 

од дужине размака(а, ~),тј. по апсолутној вредности биhе 

ох< ~-а 

·и та грешка може бити позитивна или негативна. 
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Учињена релативна 2решка Ах, тј. одступање узете вредности р 

од тачне вредности х, упоређена са самом вредношћу х, била би 

&=1:1-
Међутим, пошто нам је тачна вредност х непозната, а познаје се 

само вредност р по КОЈОЈ се цени и сама величина х, то се за релативну 

грешку учињену на вредности х обично узима 

Ах-=1;1=1 8;1-
У осталом, кад је учињена грешка ох довољно мала наспрам р та-

. & k 
ко да Је квадрат количника --занемарљив, разлика изме.IЈу такве две 

р 

релативне грешке 

ох 8х ох ох ---=-----= 
х р р-ох р р(р- 8х) 

биће практички занемарљива. 

Учињена йроценillуална грешка је 100 Ах. 

Пошто је увек х ?:: а, то је 

и према томе је, ако се води рачун и о знаку грешака, 

8х = m(~- а), 

А_а 

Ах= m-~-'-, 
а 

-l~m~l, 

а ако се води рачун само о апсолутној вредности грешака 

ох ={}(~-а), 

Ах-=1'}~-а. 
а 

Ови изрази за Ах су илузорни у случајевима кад је а = О, јер се 
тада могу поклопити са ма којом вредношћу од -оо до +оо (односно 
од нуле до +оо). 
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Ако се за број р узме средина а + ~ размак а (а, ~) учињена гре-
2 

шка ох није никад већа од полудужине ~-а тога размака, а може би-
2 

ти позитивна или негативна. Тада је, дакле 

r:!_a 
ох= (Ј)-~-'--2 , 

R_a 
дх =со-~-'-. 

~+а 

Напослетку, ако се зар узме предњи крај размака (а,~), грешка 
ох не премаша дужину ·~-а размака и увек је позитивна; тада је 

ох= ~(~-а), 

дх=~~-а , 
а 

Када је размак (а,~) довољно узак да су степени његове дужине 
(~-а) врло мали бројеви, занемарљиви наспрам саме те дужине, гре­

шка ох може се сматрати као диференцијал количине х, пошто су тада 

и степени од 8х занемарљиви наспрам ох . 
Одговарајућа грешка о{, учињена на датој функцији ј, која зависи 

од х, као размак између израчунате и тачне вредностиј(која би се има­
ла кад би х било тачан број) има се сматрати као диференцијал те фун­

кције. Ако ова зависи од више података х 1, х 2 , ..• ,х" са довољно уским 

размаком варијација (тј. довољно малим могућним грешкама), грешка 

~f има се сматрати као тотални диференцијал функције по промен­

љивима х,. Напослетку, ако један дати скуп функција / 1, / 2 , •.. , fг 

истовремено зависи од података х 1 , х 2 , .•. ,х", грешка ~fk има се сматра­
ти као тотални диференцијал функције .fk по променљивима х 1 • 

На тој је примедби основана теорија утицаја нетачних података са 

довољно малим могућним грешкама, на резултате рачуна са таквим 

подацима. Али кад су могућне грешке на подацима толике, да им више 

степени и међусобни производи нису занемарљиви наспрам њих самих, 

тако да се не могу сматрати као диференцијали, утицај таквих по­

датака, изражен у резулйlујуhој zрешки, мора се решавати методама 

рачунања са бројним размацима, које су предмет ових излагања. 

1. йример. -У коме ће се размаку налазити износ Р површине 
квадрата чија је страна х= 2,3 m дата са једном децималом тачно? 
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Овде је 2,3 <х< 2,4, па дакле у метрима 

х = 2, З+ 1'1- ·О, 1, 
према чему Ј е 

па дакле 

р= 5,29+8'·0,47. 
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Ако се за Р узме средина тога размака, тј. вредност 5,525 m2 учи­
њена грешка Је 

а релативна грешка 

Lix = w· О, 104. 

2. йример.- Израчунати вредност 

х =-/Р, 

где је р дат цео позитиван број, тако да разлика између тачне и нађене 

1 . 
вредности не премаша вредност -, где Је q опет дат цео позитиван 

q 

број. 

Означимо са т највеhи цео број садржан у вредности 

х'=~ pqz' 
па he бити 

па дакле и 

т< <т+l 
-х- ' 

q q 

према чему Је 

т 1'} 
х=-+-, о:::;;1Э-:::;;1. 

q q 

Рационалан број т представља дакле -[Р са негативном грешком 
q 

. 1 
коЈа не премаша -. 

q 

Тако нпр. ако се тражи .,)4368 тако да грешка буде негативна, а 

не премаша .!., биhе 
7 
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тако даЈе 

т= 462, т= 66 
7 ' 

+4368 = 66+2!-. 
7 
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3. йри.мер. -Са колико тачних децимала треба узети број n да би 
се из тако узете вредности могао израчунати 

х= -Јп 

. 1 ~ 
са позитивном грешком КОЈа не премаша --

4 
·r 

10 
Ако се са т означи највеhи цео број садржан у вредности 

биhе 

па дакле и 

према чему Је 

х'= -Jio8 ·n, 

т 1} 
х=--+-

104 104 . 

Рационалан број т представља -Јп са позитивном грешком 
104 

која не премаша ~'а за то је потребно и довољно да је број n дат са 
10 

4 тачних децимала. 

4. йри.мер.- У коме he се размаку налазити износ запремине V ло­
пте полупречника х = 1 ,23 m датог са две децимале тачно, а кад се број 
n узме са З децимале тачно? 

Овде је 

па дакле у метрима 

према чему Је 

1,23 <х< 1,24, 

3,141 <n< 3,142, 

х = 1, 23 + 1Э- · О, О 1, 

n = З, 141 + '!Э-' · О, 001, 

v = 7, 794 + 1}". 0,1850. 
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Ако се за 1/узме средина тога размака, тј. вредност 

р= 7,886, 
учињена грешка Је 

ох =(Ј). 0,0975, 
а релативна грешка 

дх = m ·О, 123. 

5. йри.мер. -Претпоставимо да су у једној смеши која садржи ка­
лијум и натријум у облику соли, ове соли најпре претворене у карбона­
те и у томе облику измерене, па да је тако нађена колективна тежина 

q1, са грешком к ор ни у позитивном, ни у негативном смислу не пре­

лази позитиван број о 1 ; затим да су карбонати претворени у хлориде и 

у томе облику измерени, па да је нађена тежина q2 , са грешком која ни 

у позитивном, ни у негативном смислу не прелази позитиван број о2 . 

Претпостављајуhи да се не узима у обзир нетачност атомских те­

жина К, Na, С, О, Cl, тежина Z 1 калијума и тежина Z2 натријума у 

првобитној смеши израчунавају се из одговарајуhих хемијских једна­

чина 

zl = 25,875х1- 23,444х2, 

z2 = 17,989х2 -19,421xl, 

где би х 1 и х 2 имале бити та чне тежине карбоната и хлорида у сме ши. 

У којим ће се размацима на сигурно налазити тежине Z 1 и Z 2 кад 

се на место х 1 и х 2 узму q1 и q2 • 

Симетрички нормални представници размака у којима he се нала­
зити х 1 и х 2 су 

и према томе ће њихов асиметрички нормални представник бити 

Крајеви размака Z 1 биће дакле 

N 1 = 25,875 (q1 - о 1 )- 23,444(q2 + 82), 

М 1 = 25,S75(q1 +о 1 )-2З,444(q2 -02), 

а крајеви размака Z2 биће 
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N2 = 17,989(q2 -o2)-19,421(ql +оЈ, 

М2 = 17,989(q2 +o2)-19,421(ql-ol). 

Тражени размаци су, дакле 

Z 1 = 25,875(ql -o~)+1't; -46,888о 2 , 

z2 = 17,989(q2 -o2)+1't;. з8,842о2, о ::::; 1'}; ::::; 1. 

б. йример. -Ако је z један број веh.и од јединице или једнак једи­
ници напред је показано да је 

Ако се за х узме средина тог размака 

p=i\Гz<l+z+2n-1 
2n 

учињена грешка ох ће бити 
z-1 

ох= co--
2n ' 

Ако је, пак, z број мањи од јединице, показано је да је 

1 "г 1 ----<\/Z<, 
1+1-z 

nz 

тако, да ако се узме средина тог размака 

учињена грешка ће бити 

р= tzГz = (2п -1)z + 1, 
2(n -1)z + 2 

ох = со --1---2--
2(n- 1)z + 2 

У оба случаја грешка ће бити у толико мања, у колико је z ближе 
јединици и у колико је n веће. 

7. йри.мер. -Напред је показано да је за позитивне вредности а и Ь 
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где је доња граница размака достигнута кад је а = Ь, а горња кад је јед­
на од вредности а и Ь једнака нули. Пошто је 

а+Ь 
а= Г2' 

то ако се за х узме средина размака 

a+R 
р= -2 -~--' = 0,8535(а + Ь), 

учиљена грешка he бити 

~=а+ Ь, 

~-а 
ох = ro · -- = ro ·О 1465(а + Ь) 2 ' , - 1 ::::; (Ј) ::::; 1, 

и она је једнака нули кад је а = Ь, а добија своју највеhу могуhу вред­
ност 0,1465 Ь кад је а= О. 

Релативна грешка је 

ох ~-а 2 ~-а L1x <-=--·--=--
.р 2 а+~ ~+а' 

према чему Је 

L1x = ro ·О, 1716. 

Навешhемо да постоји више начина за изражавање израза 

х = ~а 2 + ь2 у линеарном хомогеном облику 

х= ~а+ ТЈЬ. 

Начин Poncelet-a, у случају кад се о позитивним бројевима а, Ь ни­
шта не претпоставља, доводи до резултата који се подударају са на­

пред наведеним, ТЈ. 

~ = 11 = 0,85, 

са релативном грешком која не премаша 0,172, тј. отприлике 1/6. Ме­
ђутим, тај начин даје могуhности да се одреде коефицијенти ~, 11 тако 
да релативна грешка L1x буде знатно мања, у случајевима кад се бар 
овлашно зна колико је пута један од бројева а, Ь веhи од другога. 

Тако се налази да је 

за Ь > а, х = 0,40а +О, 96Ь, 

за Ь > 2а, х= 0,23а + 0,99Ь, 

1 L1x < -· 
25' 

L1x < _1__. 
71' 
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за Ь> За, х = О, 16 а + О, 99 Ь, 

за Ь > 4а, х = О, 12 а +О, 99 Ь, 

за Ь > 5 а, х= O,lOa + Ь, 

за Ь >ба, х= 0,08а + Ь, 

за Ь > 7 а, х= 0,07 а+ Ь, 

за Ь>8а, х= О, Оба+ h, 

за Ь> 9а, х= 0,05 а +Ь, 

за Ь > lOa, х= 0,05 а+ Ь, 

Навешћемо, примера ради, један прост нач:ин 

расца 

(97) -Ја 2 + Ь2 == 0,40а + 0,96Ь 

у случају кад се зна да је Ь > а. 
Лако се уверити да је 

1 ,eu; < -_-,; 
])'-1-

!.lX < _1 __ . 
266, 

~ < _! __ . 
417, 

1 
,.'\х< -----; 

589 

.1 < ---··--
' 800' 

1 
;..'\х < ----- . 

10-Ј-9' 

1 
~ <---· 

1428' 

Ј 
L'lx < ----; 

доводи до об-

(98) 
24 1 - 76 г 2 2 - -v а 2 + Ь2 < О 40а + О 96Ь < ::.__~Ј а · + Ь 
25 ' ' 25 ' 

. . 
Јер, ако се примети да Је 

о 40 =}О 
' 25' 

. . 
неЈедначине постаЈу 

12-Ја 2 + ь2 < 5а + l2b < вГа2-~-Ь2 

или квадрирањем 

Лева се неједначина своди на 
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119 а 2 < 120 аЬ 

и она оче видно постоји пошто је Ь > а. 
Десна неједначина постаје 

120аЬ < 25 Ь2 +144а 2 

па и она постоЈИ према идентичности 

144а 2 -120аЬ+25Ь2 =(l2a-S О. 

Двострука неједначина (98) постоји дакле з;-;_ 6 > а, а из ње се до­
бија да је 

- 24 + 2it 
О 40 а + О 96 Ь = --------

' ' '")t.:' 
"'::Ј 

Вредност разломка пред квадратним кореном увек се налази ура­
змаку између 

1 1 1-- и 1-1- ----
25 25 

што значи да образац (97) одиста даје вредност {;? + Ь2 у линеарнолr 
1 

облику са грешком ЧИЈа апсолутна nредност не прелази -- == 0,04, 
25 

тј. 4%. 

11. БРОЈНИ РАЗМАЦИ У ГЕОМЕТРИЈИ 

Као и у аритметици и у алгебри, и геометријске величине могу се 

јављати као размаци, тј. једна величина х може бити одређена разма­

ком између двеју величина исте врсте у коме се х налази. Тада he и све 
геометријске величине, које се рачуном или геометријском конструк­

цијом изводе из таквих података х, бити и саме одређене у облику ра­

змака. То се нпр. дешава: 

а) кад подаци нису тачно дати; 

б) кад рачунске или конструктивне тешкоhе не допуштају тачну 

одредбу непознате величине из датих података баш кад би ови и били 

тачни; 

в) кад се одредба непознате, по самој природи задатка, не састоји 

у тачној одредби њене вредности, веh у одредби размака у коме она 

треба да се налази да би били :шдовољени услови задатка; 
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г) кад су подаци недовољни за тачну одредбу непознате, али су до­
вољни за одредбу једнога размака у коме се непозната непрестано на­

лази. 

Случај ове последње врсте јавља се нпр. кад је један податак х 

збир од неколико геометријских величина х 1, х 2 , х 3 , ... , а тражена не­

позната геометријска величина у зависи од збира квадрата или треhих 

степена итд. величина х k. Тада се има посла са неgовољно ogpef)eнu.м 

заgаци.ма, као што су нпр. ови: 

1 о одредити хипотенузу правоуглог троугла из датог збира њего­
вихкатета; 

2° одредити углове правоуглог троугла, кад се зна да овај има као 
катете збир катета и хипотенузу једнога другог, непознатог, правоу­

глог троугла; 

3° одредити дијагоналу паралелопипеда из датог збира његових 
страна; 

4° одредити обим и површину једног троугла из датог збира двеју 
његових страна и угла који оне захватају; 

5° одредити збир одстојаља једне произвољне тачке описаног кру­
га око правилног полигона, од свију темена полигона, знајуhи само 

број страна и обим овога. 

Задаци који се своде на n:роучавање аритметичке средине 

конвексних или конкавних функција 

У великоме броју задатака такве врсте служи као основица рани­

је доказани резултат да, ако се са /-1 11 означи аритметичка средина по­

зитивних бројева Х1, Х2, ... , Х 11 , а са М11 аритмеТИЧКа средина 

м = .f(x 1)+ ... +.f(x 11 ) 

11 ' n 

где је .f(x) ма каква функција променљиве х, позитивна и конвексна у 
размаку који садржи све бројеве х;, вредност М" увек се налази у раз­

маку између вредности 

(99) Лl-1") и 
.f(n/-1 11 ) +(n -l).f( О) 

n 

где су границе раз мака стварно достигнуте кад су сви х; међу собом 
једнаки; или кад су сви једнаки нули, осим једнога од њих. 

Међутим, Шај се размак .може још сузиiйи у случају каg су х 1 , х2 , 

х3 , сiйране а, Ь, с јеgно2 uciйo2 Шроу2ла. 
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Пођимо од неједначине која према општем ставу важи за три ма 
која позитивна броја х, у, z 

(100) з ј( х+~+ z):::.; f(x) + f(y) + f(z):::.; f(x +у+ z) + 2/(0). 

Кад су а, Ь, с стране једнога истог троугла, мора бити 

а+ Ь > с, Ь +с> а, с+ а > Ь, 

тако да ако се полузбир страна означи са 

а+Ь+с 
р= 

2 
мора бити 

р > а, р > Ь, р > с, 
ТЈ. вредности 

(101) х =р- а, у= р- Ь, z =р- с, 

увек су позитивне. 

Ставимо у (100) да је 

па he, пошто је 

.f(t) = F(p- t), 

d 2 .f _ d 2F 
dt 2 - dt 2 ' 

функција F бити конвексна за сваки размак променљиве х за који је и 
сама функција.fконвексна. Неједначина (101) тада постаје 

3F (р - х + ~ + z) :::.; F (р -х) + F (р -у) + F (р - z) :::.; 

:::.; F(p- х- у- z) + 2F(p), 

а ова he, кад се у њој х, у, z смене својим вредностима (101), постати 

(102) 3F(
2J):::.; F(a)+F(b)+F(c):::.; F(0)+2F(p). 

ВреgносШ си.меШричке фунхције сШрана Шроуzла 

(103) F(a) + F(b) + F(c), 

zge је F .ма каква конвексна функција Ших сШрана, увек лежи у размаку 
између вреgносйlи 
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(104) ЗF(-2:) и F(O) + 2F(p), 

'ige је р йолузбир сШрана. 
Ове границе размака стварно су достигнуте у случају равностра­

ног троугла, или равнокраког троугла са углом између једнаких страна 

који је једнак нули. 

Да је размак (104) одиста ужи од размака између вредности 

(105) 3F(23P) и F(2p)+2F(O), 

које одређује неједначина (100) за ма какве позитивне бројеве а, Ь, с, 
види се нпр. из спецИЈалног случаја када се узме да је 

Размак (105) у коме he се налазити збир а 2 + Ь2 + с2 био би онај 

између вредности.± р2 и 4р2 , тј. између вредности 
з 

док би размак (104) био онај између вредности .± р 2 и 2 р2 , тј. између 
:) 

(106) и 
{а+Ь+с}~ 

2 , 

а тај је размак очевидно ужи од размака (105). 
Збир кваgраШа сШрана jegнo'i Шроу'iла увек се, gакле, налази у 

размаку измеЬу вреgносШи (106), и то је у исто време и најужи размак, 
који се може утврдити за општи случај. Његове су границе стварно до­

стигнуте кад је троугао равностран, или равнокрак са треlюм страном 

једнаком нули. 

Горњем резултату о размаку, у коме се налази функција (103) 
страна троугла, може се дати и овај облик од интереса за разноврсне 

примене: 

Ставимо у неједначини (102) да је 

F(t)= Ф(р- t), 

па he Ф(t) опет бити конвексна функција променљиве t пошто је 



БРОЈНИ РАЗМАЦИ У ЕЛЕМЕНТАРНИМ РА ЧУНИМА 87 
---·----·------- -------------------

d 2Ф _ d 2F _ d 2
/ 

dt2 - dt 2 - dt 2 • 

Образац (102) тада постаје 

ЗФ(i)::::; Ф( р- а)+ Ф(р -fy) + Ф(р- с)::::; Ф(р)- 2Ф(О). 

Кад се нпр. узме да је 

Ф(t) = tk, (k > 1), 
добија се 

k 

;~-I::::; (р-· а)'' +(р- b)k +(р- c)k::::; pk. 

Кад се у обрасцу (102) узме да је 

t F(t)=--, 
2р- t 

P(t) he опет бити конвексна функција променљиве t за t =а, t = Ь, t =с, 
пошто Је 

d
2
P=- 4р. 

clt2 (2р- t) 2 ' 

а свака је од разлика 2 р- а, 2 р- Ь, 2 р- с позитивна. 

Образац (102) тада постаје 

3::::; _а_+-Е_+ __ с_::::; 2 
2 Ь+с с+а а+Ь 

што значи ga је за све zupoyiлe 

а Ь с -- + --- + -- = 1,5 + 1Э- · 0,5, (О::::; 1Э-::::; 1). 
Ь+с с+а а+Ь 

Уосталом, кад год је P(t) каква хомогена функција по променљи­
вима р и t, онда, ако је то хомогена функција нултог реда, доња и 
горња граница размака, у коме he се налазити збир 

F(a)+P(b)+F(c), 

имаhе се у облику апсолутног броја. Kag је аuейен хо.мо2еносШи Ше 
функције јеgнак какво.м броју h, 2ранице раз.мака goбuhe се у облику 
вреgносШи ph йо.множене јеgни.м айсолуШни.!lt броје.м. 
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1. йример. - Хипотенуза с правоуглог троугла, за који је познат 
само збир а + Ь двеју катета, је 

према чему Је 

с= (0, 7071 + V · 0,2929)(а + Ь). 

2. йример. - Хипотенуза h правоуглог троугла, чије су катете ди­

јагонале паралелограма обима s, увек лежи у размаку између !___ и s, 
2 

тако даЈе 

h=sl+v. 
2 

То произилази непосредно из особине паралелограма да је збир 

квадрата његове четири стране једнак збиру квадрата његових дијаго­

нала. 

З. йример.- Који правоугли троугли могу имати као своје две ка­

тете збир катета и хипотенузу другог једног правоуглог троугла? 

Ако се катете првог троугла означе са а и Ь, катете другога са 

а' и Ь', треба даје 
а= а'+ Ь', 

Ь = -)а' 2 + Ь' 2 = Ча' + Ь'], 1 < ~ < 1 
Г2 _fl._ , 

према томе један угао а првог троугла треба да је такав да је 

ь 
tga =-=Л, 

а 

тј. треба да лежи у размаку између 35°16' и 45° (а други угао између 
45° и 54°44'). 

4. йример. - Знајуhи збир страна а + Ь +с једног паралелопипеда, 
одредити му дужину дијагонале d. Пошто је 

то Је 

d = (0,5774 + V · 0,4226)(а + Ь +с). 
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5. йри.мер. - Знајуhи збир страна а + Ь +с= s једног паралелопи­
педа, као и то да се од страна а, Ь, с може саставити један троугао, од­

редити дужину дијагонале d паралелопипеда. 

Као што је напред показано, кад су а, Ь, с, три стране једног троу-
гла,количник 

1 1 
лежи у размаку између Ј3 = 0,5774 и {2 =О, 7071. 

Према томе дужина d дијагонале лежи у размаку између 

0,5774 s и 0,7071 s . 

Ако се, дакле, за d узме средина тог размака, тако да је 

d = 0,6422 S, 

учиљена грешка не премаша вредност 0,0649, тј. 61;2 %. 

б. йри.мер.- Из познатог обрасца 

m2 +n2 + р2 = 1(а2 +Ь2 +с2), 
4 

за дужине т, n, р медијана једног троугла чије су стране а, Ь, с, добија 
се да Је 

_1_<'1 <-1-
ЈЗ_fi._Г2. 

Према томе дијагонала d паралелопипеда, који има за стране ме·· 
диане једног троугла чији је обим s, одређена је размаком 

d =(0,5 +'\}·0,1123)s. 

Из тога се нпр. види да се правоугли троугли, који имају као једну 

катету обим једнога троугла, а као другу катету дијагоналу парале­

лопипеда састављеног из медиана истог троугла као страна, налазе са­

мо међу оним правоуглим троуглима чији један угао има за тангенс ка­

кву вредност, која се налази у размаку између 

lн 0,5 и - - = 0,6123, 
2 2 

тј. чији се један угао налази у размаку између 

26°33' и 31 °28'. 
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7. йри.мер, - У Геометрији је позната ова теорема за прю=:шше 

полигоне од n страна: збир квадрата одстојаља једне произвољне тачке 
на описаном кругу, од свих теме на полинома, има за вредност 2 nR 2 , 

где је R полупречник тога круга. Ако се, дакле, та растојаља означе са 

Према напред доказаном резултату је 

Међутим, ни једна ни друга од тих двеју граница није никад до­
стигнута, јер на описаном кругу не постоји ни једна тачка, за коју he 
сва растојаља ak бити међу собом једнака, или сва једнака нули осим 

Једi-юга од љих. 

Из тога се види да се збир растојаља 

увек ню!ази у размаку између 

тако да Је 

За троугао he нпр. бити 

s = (2,4495 + 1} ·1, 79Зl)R, 

за квадрат 

s = 2,8284(1+1)-)R, 

за пентагон 

s == (З, 1622 + 1} · З, 9088) R итд. 

Кад је, на место полупречника R описаног круга, дата дужина а 
стране полигона, треба горњим обрасцима заменити: 

за шроуiао 

дакле 

за кваgраШ 

R =;-З а= 0,577За, 
з 

s = (l,4140+1}·1,035l)a; 

а 
R == --:]2 = 0,7071а, 
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дакле 

за йенШаzон 

дакле 

s := 2(1+1Э-)а; 

R = __ q_ ~ 50 + 10{5 = 0,8506 а, 
10 

s = (2, 6897 + 1Э- · 3, 3248) а. 

Кад је, на место R, дата површина Р полигона, треба сменити: 

за zupoyzao 

дакле 

за кваgраШ 

дакле 

s = (2,1491+ 1Э- ·1,5732) ГР; 

R =РГ= 0,7071-/Р, 

за йенШаzон R = ~- 8 
( ГР = О, 3856 "-!Р, 

5 10 + 2, 5 

дакле 

s = (1, 2193 +б ·1, 5072)-ЈР. 

91 

8. йример. -У Геометрији је позната и ова теорема за правилне 
пол:игоне од n страна (n > 3): нека су А~, А~, ... , л;, пројекције темена 
А1 , А2 , ... , А11 полигона на једну произвољну праву, О' пројекција среди­
шта пол:игона на исту праву; ако се стави да Је 

---4 --4 ---4 
S = О' А' 1 + О' А' 2 + ... + О' А' п, 

увек је 

Према томе је 

а пошто је, према напред показаном 

vs = AS, 
1 

--:::::Лsl, w 
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где Је 

s = O'A't +О'А'2 + ... +О'А'", 

lvs то се вредност s = Л S увек налази у размаку између 

Према томе, збир растојања О' А' k представљен је размаком 

КОЈИ се нпр. за троугао своди на 

~ (1 +'б ·1,2795)R = (1,0299 +'б ·1, 3178)R, 

за квадрат на 

ff (1 + 8 · 1,8284) R = (1, 1067 +'б· 2, 0235) R, 

за пентагон на 

{IE (1 +'б· 2, 3437)R = (1,1702 + 1Э- · 2, 7426)R. 

9. йри.мер. -Ако се из једне тачке на КЈ2.У.ГУ полупречника r ПОВУ!9' 
две, једна на другу управне сечице АС и DB, збир одсечака АС+ DB 
има дужину која се увек налази у размаку између 2r и 2rf2. 

А 

~' 
'' ' ' ' ' ' '' 

' ' ' ' 
\\ ' .... 

р \ ... ' 
' 

Јер је 

па дакле 

Вредност збира квадрата на левој стра­

ни налази се у размаку између вредности 

(РА+РВ +PC+PD)2 
_ (DB +АС)2 

2 2 
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и вредности 

(РА+РВ +PC+PD)2 = (DB +АС)2 , 
и према томе је 

Одатле је 

чиме је горње тврђење доказано. 

Из тога се, у исто време, види и ово: ако се збир одсечака двеју 

међусобно управних сечица круга означи са /, пречник круга увек се 
налази у размаку између 0,7071/ и l. 

Ако се кроз једну сталну, произвољно изабрану тачку Р у кругу 

повуче један ма који пар међу_f9бом управних сечица, може се дока­

зати да се збир одсечака DB +АС увек налази у размаку између 

2-J2r2 
- d 2 и 2Ј2 -J2r2

- d 2
. 

Јер је 

АС= РА+РС, 

DB =РВ +PD, 

а одатле квадрирањем и сабирањем 

АС2 +DB 2 = РА2 +РС2 +РВ 2 +PD 2 +2РА·РС+2РВ ·PD. 

Са друге стране, ако се са d означи стално растојање ОР, биhе 

РА-РС-РВ ·PD = г 2 -d 2
, 

па he, водеhи рачуна о горе нађеној једначини, бити 

па пошто се вредност збира квадрата на левој страни налази у размаку 

између 

тако даЈе 

биhе 

(AC+DB) 2 

2 
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што доказује горње тврђење. 

Слични се резултати добијају и за одсечке које у једној кугли чи­

ни један систем од три међу собом управне сечице. 

А в 

~~ 
~ // ... ___ __... 

__ 10. йример. - Дата су два круга са ср~шцптима О и О' и једна пра­

ва АВ ;_!I_gвyhи једну зајед!:!_ичку_с_~чицу MN за оба круга, паралелну 
правој АВ и такву да зби2_{~'D + EF њених одсечака има дату дужину Л. 

П@Уцимо на праву АВ две управне и из О' праву О'К паралелну 

правој АВ . Померимо круг О' паралелно правој АВ дотле, док се тачка 
Е не поклопи са тачком D и нека је О{ нов положај средишта О', па ће 
бити 

Ако се око О{, са полупречником О' Е, опише круг, пресек овога 

са кругом О пашhе тачно у тачку D. 
Означимо са d, r, г' нейроменљиву дужину ОК и полупречнике 

кругова О и О'. Изразивши да се кругови О и О' секу или додирују, до­
бија се за могуhност решења задатка овај услов: потребно је и довољ­

но да буде 

r- 1'
1 

:::; оо; :::; г+ 1·', 
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а пошто Је 

_, -2 -2 (л)z 
OO't = OR +KO't = d 2 + ,; , 

то се квадрирањем горњих неједначина добија као услов 

( ' -')2 d2 < ').,} < ( ')2 l2 1--1 -- ---.џ+r -с,, 

4 

што значи да је потребно и довољно да се дужина Л налази у размаку 
изм:еђу дужина 

Задаци који се с.~~:юде на ижроучавање трююм:а дpy:ro:r степена 

Велики број геометријских задатака своди се на одређиваље број­

них размака у вези са триномом другог степена 

Ј( х) == ах 2 + 2 Ьх + с 

и то тако да се решење задатка састоји не у одредби вредности х за ко­

је тај трином постаје једнак нули, веi1 у одредби размака у коме треба 

да се налази било сама вредност х, било какав променљив параметар Л, 
који фигурише у коефицијентима а, Ь, с тринома. Такве су врсте 3ада­

ци наведени у следеhим примерима: 

1. йри.м.ер.-- Из произвољне тачке М на 
хипотену3и ЛВ правоуглог троугла ЛОВ по­

вуку се две управне МР и MQ на катете тро-

в 

угла, па се на одсечцима ОР и OQ ових кон­
струишу два квадрата ОРНКи OSTQ. За који 
he положај тачке М површина ограничена 
испреламаном линијом MPHKOSTQM имати 
дату вредност Л2 ? 

Означимо да је 1_ :-+----t-P ___ ___,.A 
ОА =а, ОВ = Ь, ОР= х, (а< Ь) 

н 

па се добија једначина 

Ь2 (а -х)2 Ьх(а -х) 
Л2 = xz + + --"------'-

а2 а 
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или 

Да би решење имало смисла, потребно је и довољно да су корени 

једначине реални и да се бар један од њих налази у размаку између О и 

а. Први услов тражи да је 

(107) 

а да би се проучио други услов, треба испитати знаке израза 

.f(O) = а 2 (Ь2 
-/.}), 

.f(a) = а 2 (а 2 - Л?), 

и разликовати ове случаЈ еве: 

1 о кад се Л? налази у размаку између а 2 и Ь2 , вредности Ј( О) и 
Ј( а) имају супротне знаке, што значи да постоји једна вредност х која 

задовољава услов задатка; 

2° кад је Л? < а 2 , онда је и ').} < Ь2 ; обе су вредности Ј( О) и .f(a) 
позитивне; тада, ако је испуљен услов реалности (107), или he оба ко­
рена задовољити услов задатка, или га неhе задовољити ни један од 
њих. Да би се имао први случај, потребно је и довољно да се вредност 

полузбира тих корена налази у размаку између нуле и а, тј. да буде 

о< аЬ(2Ь- а) 
2 2 <а, 

2(а - аЬ+ Ь ) 

што he бити ако је у једно исто време 

2Ь- а> О и 2а- Ь >О. 

Прва неједначина постоји пошто је а < Ь; друга тражи да је 

ь 
а>-. 

2 

Према томе, да би оба корена једна чине Ј( х) = О задовољила ус­
лов задатка, потребно је и довољно: 

а) да се а налази у размаку између !!_ и Ь; 
2 

~) да се ').} налази у размаку између 

3а 2 Ь2 

и а 2 . 
4(а 2 -ab-t-b2

) 
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2. йример. - На крацима правог угла 

обележе се тачке А и В на одстојањима ОА = 
а, ОВ = Ь од темена; одредити на ОВ такву је­
дну тачку D, да збир полуобима круга DMA и 
одсечка DB буде једнак датој дужини Л. 

Ако се за непознату узме дужина BD =х, 
задатак се своди на Једначину 

тј. на једначину 

97 

в 

D 

о 

Да би вредност х, добијена решењем те једначине, дала решење 

задатка, потребно је и довољно да она буде реална, позитивна и мања 
ОД Л. 

У слов реалности се може довести на облик 

(2Л- 2Ь + а-Јтт:.2- 4 )(2Л- 2Ь- а1тс2 - 4);::: О, 

а он he бити задовољен или кад је 

(109) 

или кад Је 

(110) 

Л:::; Ь-Е_-Јтс2 -4, 
2 

Лако се види да је увек Л> Ь и да према томе неједначина (109) не 
може бити задовољена тако да долази у обзир само неједначина (110). 

Производ корена квадратне једначине (108) има за вредност 

тс2 (а 2 +Ь2 )-4Л2 

тс 2 - 4 
(111) 

па пошто је именилац позитиван број, тај he производ имати знак сво­
га бројиоца. И онда се имају разликовати ови случајеви: 

а) нека се Л налази у размаку између 
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Тада је производ (111) позитиван, па дакле су корени х истог зна­
ка, а то је знак љиховог збира 

(112) 

они ће бити позитивни, тј. моhи представљати решеља задатка само 
кад Је 

~)нека је 

л < те .fa 2 + ь2 . 
4 ' 

пошто је производ (111) једнак нули, један је од корена х једнак нули; 
да би други корен дао решеље задатка, он треба да је позитиван, тј. 

треба да је позитиван бројилац израза (112), што захтева да је 

ь«.-а <- rc 2
- 4· 

2 ' 
у) нека је 

тада је израз (111) негативан и корени х су супротно означени; у томе 
случају постоји један позитиван корен х и он даје решеље зада1ка. 

Бројни размаци у триrонометријским задацима 

На одређиваље бројних размака у тригонометријским задацима 

наилази се или при испитиваљу реалности решеља, или по самим осо­

бинама тригонометријских функција реалних количина да не могу изи­

ћи ван једног одређеног размака, као што је нпр. случај са синусом, ко­

синусом и разноврсним љиховим комбинацијама. 

1. йример. -Поделити дати угао а на два таква дела да збир тан­
генса тих делова има дату вредност 2Л. 

Ако се ти делови означе са х и у, имаhе се две једначине 

х +у= а, 

tgx + tgy = 2Л. 

Другој се једначини може дати облик 



БРОЈНИ Р АЗМАЦИ У ЕЛЕМЕНТАРНИМ РА ЧУНИМА 99 

sin(x +у) = 2 Л 
' cosx. cos у 

па пошто Је 

sin(x +у)= sin а, 

2 cos х · cos у = cos(x +у)+ cos(x -у) = cos а+ cos(x -у), 

па та иста једначина постаје 

(113) sin а 
cos(x- у)== Т- cos а. 

Ако је, дакле, а најмаљи угао чији косинус има за вредност десну 

страну једначине (113), за одредбу непознатих х и у имаhе се две јед-
начине 

х +у= а, 

х- у= 2kтс±а, 

коЈе даЈу решења х и у. 

Али да би решење имало смисла, треба да је 

sin а 
-1 <-- - cos а < + 1 

л ' 
што се може написати и у облику 

sin а 
- (1- cos а) < -- < 1 + cos а 

л . 
1 

Кад је нпр. sin а > О, те неједначине показују да се вредност 
л 

мора налазити у размаку између 

а а tg-- и cotg-. 
2 2 

2. йрuмер.- Кад је а дат оштар угао, за које he вредности х израз 

бити позитиван? 

Израз се може написати у облику 

(х -l)[x + (1 + cos а)][х + (1- cos а)][х- (1- cos а)][х- (1 + cos а)]. 

Пошто је cos а> О, израз he бити позитиван ако се х налази у јед­
номе, ма коме, од ова три размака 
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или између 

или између 

или између 

- ( 1- cos а) 

1- cos а 

1+ cosa 

и 

и 

и 
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- ( 1 + cos а) 

1 

+оо. 

3. йример.- За какве се позитивне вредности х, у, z може написати 
даје 

х 2 =y2 +z2 -2yzcosa, 

где је а какав реалан угао? 

Пошто се вредност 

у2 + z2 _ х2 
-"-------- = cos а 

2yz 

мора налазити у размаку између -1 и+ 1, то се добијају две неједначине 
из којих се налази да х треба да се налази у размаку између 

±(y-z) и (y+z). 

4. йример. - Одредити елементе једног троугла знајући му дужину 

а једне стране, супротни угао А и збир k 2 квадрата осталих двеју 
страна Ь и с. 

За одредбу страна Ь и с има се систем од две једначине 

(114) 

одакле Је 

ь2 + с2 = k2, 

а 2 = Ь2 + с2 - 2Ьс· cosA, 

k2- а2 
2bc=--­

cosA 

Додаваљем те вредности и одузимаљем првој од једначина (114), 
добијају се две једначине 

(115) 

(Ь+с)2 = k2
(l+cosA)-a

2
, 

cosA 
(Ь _ с) 2 = а 2 - k

2
(l- cosA), 

cosA 

из којих се могу израчунати Ь и с. Да би решеље имало смисла, потреб­

но Је и довољно: 

а) да десне стране једначина (115) буду позитивне; 
~)да се а налази у размаку (Ь- с, Ь +с). 
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Разликујемо ова два случаја према томе да ли је угао А оштар или 

туп: 

1 о угао А је оштар; услов а) своди се на двоструку неједначину 

k2 (1-cosA) < а 2 < k2 (l+cosA), 

а услов~) на 

a 2 -k2(1-cosA) 2 k2(1+cosA)-a 2 

-------''---------'-- < а < --'------'---
cosA cosA 

из које излази да треба да буде 

Ти се услови тада своде на 

што значи да збир k2 треба да се налази у размаку између 

zo угао А је туп; услов а) своди се на двоструку неједначину 
k2(1- cosA) < а 2 < k2 (1 + cosA), 

а услов~) на 

Ти се услови тада своде на 

што значи да k2 треба да се налази у размаку између 

5. йример. - Нека су а, Ь, с стране троугла АВС; кад су дате две 

стране а и Ь (Ь >а), а није дат и њи:ма захваhен угао С, треhа страна с 

одређена је размаком 
с = ( Ь - а) + 2д-а, 

пошто Је увек 

Ь- а~ с~ Ь+ а. 
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Кад је, пак, дат и угао С, биhе 

с= о)а 2 + Ь2 - 2аЬ· cos С. 

Из односа 

siв А а = 
siв В Ь 

добија се 

smA 
а = (а+ Ь), 

siв А + siв В 

Ь = sin В (а + Ь) 
siв А + siв В ' 

тако даЈе 

с= (а+ Ь)<р(А, В, С), 

где Је 

(А В С\ = oJsin 2 А+ siв 2 В - 2 siв А- siв В · cos С . 
<р ,,Ј 'А 'В sm +sш 

Идентичност 

узевши даЈе 

р = siв А, q = siв В, 
претвара израз <р у 

2 + q2 
<р(А,В,С)= Р 

2
(l+cosC)-cosC, 

(р+ q) 

а пошто су р и q увек позитивни, биhе 

То показује да је 

1 2 2 
-<р +q <1 
2-(p+q)2-. 

~sC ~~~~---- cos С < m(A В С)< 1 
~ 2 - 't" ' ' - ' 

што према обрасцу 

даЈе 

1- cos а = 2 siв 2 а 
2 

siв С s <р(А, В, С) s 1, 
2 
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чиме се долази до овога резултата: страна с троугла АВС увек се нала­

зи у размаку између 

Према обрасцу 

то показује да је 

(а+ b)sin f_ и (а+ Ь). 
2 

1 - sin а = 2 cos 
2 

( ~ + ~Ј 

( . с 2 n:+ с) с= sm 2 +21'}-cos -
4
- (а+Ь), 

а тај образац даје могуhност да се из збира двеју страна и захваhеног 

угла једнога троугла израчунава треhа страна у облику размака. 

Ако се за с узме средина тога размака, тако да је 

2n:-C 
с = (а + Ь) cos --

4 

учињена грешка по апсолутној вредности неhе премашити вредност 

2n:+C 
(а+ b)cos --, 

4 

а релативна грешка ниhе премашити вредност 

[ 

2 n:+CJ cos --
1'1с = 4 = tg2 n: - С . 

2n:-C 4 cos --
4 

Ова је грешка у толико мања, у колико се угао С мање разликује 

од 180°; за тај угао она је једнака нули. 
У опште, горњи је резултат од нарочитог интереса за троугле АВС 

са тупим углом С. За такве троугле, ако се узме да је 

2n:-C 
с = (а + Ь) cos --, 

4 

учињена релативна грешка никад не премаша вредност 

tg2 n: =о 171 8 , , 

а она брзо опада кад се С приближује углу од 180°. Тако је 
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за С> 120° ;').С< 0,070 

с> 140° ;').С< 0,040 

с> 150° дС< 0,018 

с> 160° ;').С< 0,007 

с> 170° ;').С< 0,002 

с> 175° ;').С < О, 0003. 

Троуглови за које је релативна грешка дС мања, по апсолутној 

вредности, од једног датог броја Е, јесу они за које је туп угао С, изра­
жен у деловима од п, веhи од разлике 

n - 4arctg-JE, 

или, за довољно мале вредности Е 

с> 1t- 4-Ј€. 

Обим s троугла АВС изражен помоhу збира а+ Ь и угла С, је 

( . с 2 n+ с) s = 1 + sш 2 + 2 '(} · cos -
4
- (а + Ь ). 

Ако се, дакле, за обим узме средина тога размака, тако да је 

( . с 2 n+ с) s = 1 + sш 2 + е . cos -4 (а + ь) 

учиљена грешка неhе, по апсолутној вредности, премашити вредност 

( ь) о 1t +с 
а+ · cos~ --·-. 

4 

12. ПОТПУНА И НЕПОТПУНА 
ФУНКЦИОНАЛНА ЗАВИСНОСТ 

Кад две променљиве количине х и у стоје у таквој међусобној ве­

зи, да датој вредности једне од љих одговара, не ма каква, веh једна или 

више потпуно одређених вредности друге, за те се количине каже да су 

у функционалној вези једна са другом, да су функције једна од друге. 

Тај је појам уведен још при осниваљу и првој обради општега рачуна 

са функцијама, кад се појавио проблем успостављаља везе између 

поступних промена једне количине и одговарајуhих промена других . . 
количина коЈе се са љоме упоредо мељаЈу. 
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Међутим, поред такве йоШйуно оgреЬене, постоји још и нейоШйу­

но оgреЬена функционална зависносШ између променљивих количина, 
на коју смо већ наилазили у ранијим излагаљу. Појам о љој добићемо 

најлакше и најбрже из ових неколико простих примера. 

На први поглед изгледало би нпр. да не постоји никаква функцио­

нална зависност између дужине хипотенузе с и збира s катета а и Ь јед­
ног правоуглог троугла. Тако, могуhно је поступно мељати збир s, а да 
хипотенуза с остане иста, и обрнуто. Довољно је нпр. да се давши зби­

РУ s једну произвољно изабрану вредност, за катету а узме један корен 
квадратнеЈедначине 

а за другу катету разлику s - а , па да, поред све произвољности збира 
s хипотенуза с има вредност А која се не меља кад се меља s. Тако исто 
се може учинити да се хипотенуза с меља са збиром s по произвољном 
закону с= <р (s); довољно је узети за катету а један корен квадратне 
једна чине 

а за другу катету разлику s - а. Међутим, ипак између с и s постоји 
једна врста зависности: напред нађена двострука неједначина 

показује да с никад не излази из размака који се налази између вредно­
сти s 1 -Ј2 и s.Акосеу равни хОу повуку две праве ОМ и ON, од КОЈИХ 
прва заклапа са осом Ох угао ОД 35°lб',а 

други угао од 45о, тачка Р чије су координа­

те х= s, у= с никад није изван области између 
тих правих. Она се може у специјалним слу­

чајевима и поклопити са једном или другом 

од тих двеју правих: и то са правом ОМ кад је 
троугао равнокрак, а са правом ON кад се 
једна катета троугла смаљи до нуле. 

с 

Између s и с постоји, дакле, једна наро- о 

чита врста зависности: једној датој вредности 

N 

м 

s 

s не одговара ни потпуно одређена, ни сасвим произвољна вредност с, 
веh једна вредност која се може произвољно мељати само у једноме 
одређеном размаку, ван кога она никад не може изићи. Зависност која 
би постојала кад би датој вредности s одговарала једна потпуно одре­
ђена вредност с, била би геометријски представљена једном линијом у 
равни; у горљем случају она је представљена једном йру2ом чија је ши-
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Међутим, поред такве йоШйуно оgреЬене) постоји још и нейоШйу­

но оgреЬена функционална зависносШ између променљивих количина, 
на коју смо веh наилазили у ранијим излагању. Појам о њој добиhемо 

најлакше и најбрже из ових неколико простих примера. 

На први поглед изгледало би нпр. да не постоји никаква функцио­

нална зависност између дужине хипотенузе с и збира s катета а и Ь јед­
ног правоуглог троугла. Тако, могуhно је поступно мењати збир s, а да 
хипотенуза с остане иста, и обрнуто. Довољно је нпр. да се давши зби­

РУ s једну произвољно изабрану вредност, за катету а узме један корен 
квадратнеЈедначине 

а за другу катету разлику s - а , па да, поред све произвољности збира 
s хипотенуза с има вредност А која се не мења кад се мења s. Тако исто 
се може учинити да се хипотенуза с мења са збиром s по произвољном 
закону с= <p(s); довољно је узети за катету а један корен квадратне 
једна чине 

а за другу катету разлику s -а. Међутим, ипак између с и s постоји 
једна врста зависности: напред нађена двострука неједначина 

показује да с никад не излази из размака који се налази између вредно­
сти s 1 .fi и s. Ако се у равни хОу повуку две праве ОМ и ON, од којих 
прва заклапа са осом Ох угао ОД 35°lб',а 

други угао од 45о, тачка Р чије су координа­

те х= s, у= с никад није изван области између 
тих правих. Она се може у специјалним слу-

чајевима и поклопити са Једном или другом 

од тих двеју правих: и то са правом ОМ кад је 
троугао равнокрак, а са правом ON кад се 
једна катета троугла смањи до нуле. 

с 

Између s и с постоји, дакле, једна наро- О 

чита врста зависности: једној датој вредности 

N 

м 

s 

s не одговара ни потпуно одређена, ни сасвим произвољна вредност с, 
веh једна вредност која се може произвољно мењати само у једноме 
одређеном размаку, ван кога она никад не може изиhи. Зависност која 
би постојала кад би датој вредности s одговарала једна потпуно одре­
ђена вредност с, била би геометријски представљена једном линијом у 
равни; у горњем случају она је представљена једном йруzом чија је ши-
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рина све веhа у колико је дужина s веhа, а дужина јој је неограничена. 
Пруга је ограничена двема правама које се секу у почетку и те грани­

чне праве могу бити стварно достигнуте у појединим специјалним слу­
чајевима. 

Узмимо, као други пример, једначину треhег степена 

(116) 

чији су коефицијенти реални и позитивни. Означимо са А вредност јед­
нога, кога било, од три количника 

(117) 

На први мах би изгледало да не постоји никаква функционална 

зависност између корена једна чине и вредности А, јер се по десним мења­

њем коефицијената а 0 , а 1, а 2 , а 3 , може учинити да се нпр. А поступно 

мења, а да се при томе не промени ни један од три корена. Међутим, 

ако се пусти да се А мења у размаку (а, Ь) између вредности остала два 

количника (117), напред је показано да апсолутне вредности сва три 
корена једначине, мењајући се, никако неhе изаhи ван размака (а, Ь). 

а 

ь 

а 

о а ь 

Једној, дакле, датој вредности А у 

размаку (а, Ь) опет не одговара ни потпу-

но одређена, ни сасвим произвољна вред­

ност корена, веh свакоме корену одгова­

ра по једна вредност, која се може произ­

вољно мењати само у једноме одређеном 

размаку. Таква зависност, на место тога 

да буде графички представљена једном 
'А линијом, биће представљена једном йру-

2ом непромен:љиве ширине, једнаке ње-

ној дужини; зависност је исте врсте као и 

у првоме примеру. Пруга је ограничена двема правама паралелним оси 

х и двема правама паралелним оси у. 

Узмимо, као треhи пример, аритметичку средину 

х 1 +х 2 + ... +Х 11 f.1 = --'----'=---

n 

једнога низа позитивних бројева х 1 , х 2 , ... , Х 11 садржаних у једном датом 
размаку (а, Ь) и аритметичку средину 

М= f(x 1)+f(x 2 )+ ... +.f(x 11 )' 

n 
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вредности f(xk), где је .f(x) једна дата реална, п~зитивна и конвексна 
функција променљиве х у размаку (а, Ь), тј. таква да је за све вредно­
сти х у томе размаку производ 

f(x)· .f"(x) 
позитиван. 

Изгледало би, опет, да не постоји никаква функционална веза из­

међу аритметичких средина 11 и М, јер се подесним мењањем бројева 
х 1, х 2 , ... , х 11 може учинити да се 11 потпуно мења, а да се при томе не 
промени М, или да се мења по произвољно датом закону. Међутим, као 

што је напред показано, ма како се мењала вредост /1, вредност М, ме­
њајуhи се, никад неhе изаhи ван размака који се налази између вред­

ности 

/(/1) и 
f(n/l)+(n-1)/(0) 

n 

Случај је исте врсте као онај у горња два 
м 

примера; графички представник зависности 

између ).l и М биће једна йруzа чија се ширина 

мења са величином /1, а дужина је неограни­
чена. Пруга је ограничена двема кривим ли­

НИЈама 

у= f(x) и у= f(nx)+(n--l)f(O) 
n 

које су обе конвексне према осовини Ох. 
о 

J-L 

Овакву врсту нейойlйуно оgређене функционалне зависносйlи, на 

какву се наилази у горњим примерима, а која је айсолуйlно објекйlивна 
и призлази од саме природе ствари, не треба мешати са једном чисйlо 
субјекйlивно.Фt чиљеницом сличне врсте, на коју се често наилази при 

решавању математичких задатака. Дешава се, на име, да је, мада за­
датак има своје математички тачно решење у облику jegoza йlачноzа 
броја, до тога решења практички немогуће доћи, али се ипак може 

утврдити један бројни размак у коме he се то решење тачно налазити. 
Тако нпр. мада је количник обима једнога круга и његовог пре­

чника тачан број n= 3,141592 ... , овај се не може одредити тачно са сви­
ма његовим бескрајно многим децималама, али се нпр. лако сазнаје да 

333 22 
се она налази у размаку између -- и -. 

106 7 
Тако исто, кад је дата једначина петога степена 

х 5 
- 80х + а = О, 
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где је а променљив параметар, немогуhе је одредити тачно њене коре­
не мада ови постоје; међутим се лако сазнаје применом Rolle-oвe тео­
реме да она има: 

1 а три реална корена кад се а налази у размаку ( -128, + 128) и та 
три корена леже у следеhим размацима: 

а) а> О, у размацима (-оо,- 2), (0, + 2), (+ 2, +оо), 
В) а< О, у размацима (-оо,- 2), (- 2, 0), (+ 2, +оо); 
2° један реалан корен кад се а налази ван размака ( -128, + 128) и 

таЈ се Једини реалан корен налази у размаку: 

а) а> 128, у размаку(- оо,- 2), 
В) а< -128, у размаку(+ 2, +оо). 
Али таква је непотпуно одређена зависност између корена и кое­

фицијента чисто субјективна и произлази само од неспособности онога 
који рачуна да нађе тачну функционалну везу између једне и друге 
променљиве количине, или између децимала једне и друге, мада таква 

веза насигурно постоји. Међутим за зависност о којој је реч у напред 

наведеним примерима, постоји айсолуiliна нeмozyhнocili да се она гео­

метријски представи линијом, јер у ствари и не постоји линија која би 

је представљала; она је по својој природи изражљива само йруzом 

сталне или променљиве ширине. Грубо речено, таква је зависност 

апсолутно неизражљива трагом који у равни за собом оставља идеално 

заоштрени врх игле; она се може изразити само трагом КОЈИ оставља . . 
Један сегменат праве коначне и од нуле различне дужине, КОЈИ се тран-

слаторно креhе у равни остајуhи нпр. непрестано паралелан једном 

одређеном правцу, или непрестано управан на једну дату криву итд. 

О тој се врсти зависности мора водити рачуна при склапању зада­

така, да се не би изложило случајности да задатак буде бесмислен, ап­

сурдан. Задатак нпр. да се одреде углови троугла чије су стране а =б, 
Ь = 2, с= З, бесмислен је, јер се страна а мора налазити у размаку изме­
ђу с- Ь и с+ Ь. Задатак да се одреде елементи правоуглог троугла чија 

хипотенуза с има дужину 7 m, а збир катета s износи 10 m, и ако је ал­
гебарски потпуно решљив, јер се за одредбу катета имају две једначине 

са две непознате, бесмислен је геометријски: дужина с мора се 

налазити у размаку између s и 0,7071 s. 
У тако простим задацима овакву бесмисленост није тешко уочити 

и на први поглед. Али у маси задатака то је веh теже. Такав би нпр. је­

дан задатак био овакве врсте: знајуhи обим s и површинуједног троу­
гла, дијагоналу d правоуглог паралелопипеда који има за стране медиа­
не тог троугла, одредити елементе истог троугла. Задатак је алгебар­

ски потпуно решљив. Али ако се унапред не води рачуна о томе да се 

дужина d увек налази у размаку између 
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може се склопити задатак горље врсте који је геометријски бесмислен. 

Исти би случај био нпр. са алгебарским задатком да се формира 
једначина треhег степена 

која he имати као један корен х= З, а за коју he сва три количника 

Ед_ !:L !}__]__ 

а 1 а 2 а 3 

имати дате вредности веhе од 4. Корен З, према ономе што је напред 
речено, мора се налазити у размаку између најмаљег и највеhег од та 

три количника; кад су ови сви веhи од 4, корен не може бити З. 
Навешhемо и један од познатих геометријских доказа, који су не-

тачни ако се при конструкцији не води рачуна о томе, да се извесна 

тачка при тој конструкцији увек налази, или никад не налази, у једном 
одређеном размаку. 

Нека је дат четвороугао АВСD чи-
ји је један угао С прав, један угао D туп, В,.,.-----___"с 
а стране ВС и AD међу собом једнаке. 
Из средина Е и F страна АВ и CD подиг­
нимо две управне на те стране. Те упра- Е 

вне не могу бити паралелне, јер би у 

том случају биле паралелне и стране АВ 

и CD, што се претпоставља да није слу­
чај. Управне у Е и F секу се, дакле, у је-

р 

А 

дној тачки Ј. Било да је та тачка у унутрашљости четвороугаоника, 

било да је ван овога или на самоме љему, лако се доказује да су 

троугли AJD и ВЈС међу собом једнаки и да је према томе угао ADJ јед­
нак углу ВСЈ, тј. да је угао ADF прав, што по претпоставци није. Гре­
шка произлази отуда што се при горљој конструкцији није водило 

рачуна о томе да се пресечна тачка Ј увек налази, не само ван четво­

роугла, веh и даље од пресечне тачке G стране AD са управном у F у 
коме је случају горљи доказ немогуh. 

У томе се примеру има посла са случајем где једна карактери­

стична тачка при конструкцији треба да се налази ван jegнoz оgреЬено2 
размака. У следеhем примеру она треба да се налази у јеgном оgреЬе­

ном размаку. Нека је АВС ма какав троугао, који има све три стране 

неједнаке. Повуцимо бисектрису ВЈ угла В и управну на страну АС у 
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љеној средини D. Те две праве нису паралелне, јер би у томе случају 
троугао био равнокрак. Оне се дакле секу у једној тачки Ј. Било да је 

ова тачка у унутрашљости троугла, било да је ван овога, лако се 

доказује да су правоугли троугли ВЈЕ и ВЈР, где су праве ЕЈ и РЈ 

управне на АВ и ВС, међу собом подударни, па је, дакле, ВЕ= ВР. Тако 

су исто правоугли троугли АЈЕ и СЈР међу собом подударни, па је, 

дакле, АЕ = СР. Додајуhи, односно одузимајуhи једнаким дужинама ВЕ 
и BF једнаке дужине АЕ и СР, добија се да јеВА= ВС, што није случај и 
што би значило да је сваки троугао равнокрак. Грешка произлази 

отуда што при конструкцији није вођена рачуна о томе да се пресечна 

тачка Ј никад не налази у унутрашљости троугла; кад је она веh ван 

троугла, пресечна тачка Е управне спушrене из Ј на већу страну АВ са 

самом том страном увек се налази у размаку између тачака А и В, у 

коме случају је горљи доказ немогуh. 

Е 

А 

Такви примери довољно показују колико се при склапаљу зада­

така, или при доказима алгебарских или геометријских резултата, мо­

ра унапред водити рачуна о размацима у којима се, или ван којих се, 
одређени елементи морају налазити. А до тих се размака долази проу­

чавањем функционалне зависности између алгебарских или геометриј­

ских елемената и Шо зависносШи баш онакве врсШе, о каквој је реч у 

овим йреgавањима. 



ДРУГИ ОДЕЉАК 

БРОЈНИ Р АЗМАЦИ У 
ИНФИНИТЕЗИМАЛНОМРАЧУНУ 

13. ДИФЕРЕНЦИЈАЛЕЊЕ И ИНТЕГРАЛЕЊЕ 
БРОЈНИХ РАЗМАКА 

Кад је једна променљива у у недовољно одређеној зависности од 
друге променљиве х, тако, да једној одређеној вредности х одговара, не 

једна одређена вредност у, веh један размак у коме he се ова налазити, 
мењањем вредности х помераhе се и мењаhе се и деформисаhе се и тај 

размак; крајеви размака описиваhе доњу и горњу граничну линију 
области у којој he се налазити вредност у. 

Ако се пусти да променљива х прирасте, у позитивном или: нега­

тивном смислу, за dx, ординате и једне и друге граничне линије такође 
he прирасти за једну одређену количину која се одређује из једначина 
тих линија као диференцијал њихових ордината. Али сам прираштај dy 
променљиве у остаје неодређен; све што се може знати је то да се нова 

вредност у+ dy те променљиве налази између граничних линија, али се 
ништа не може знати за сам прираштај dy. 

То се, уосталом, види и посматрањем рачунског представника 

у= f(u, v, А), 

где су и и v две тачно одређене функције променљиве х, а А 1 и А 2 два 
одређена броја. Пошто се А, и ако увек лежи између та два броја, мења 

од једне вредност х до друге, то he и тај параметар А бити извесна фун­
кција променљиве х, за коју hемо познавати само границе њених вари­

јација, али ни у колико не и њен ток или аналитички облик. Према то­

ме, неhе се познавати ни њен извод по х који, и ако А непрестано лежи 

у размаку (А 1 , А 2 ), може имати ма коју, нама непознату, вредност из­

међу - = и +оо. Па пошто је 

dy = ( дf dи + дf dv + ~f dA) dx, 
ди dx дv dx дА dx 
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где hемо тачно познавати вредности свих извода што фигуришу у томе 

dЛ. . . k h 
изразу, осим извода -КОЈИ остаЈе потпуно неодре9ен, то неnемо ни у dx 
колико познавати величину dy. 

Према томе: обично gиференцијалење бројних размака уойшШе 

не.ма смисла и оно се уоишше и не врши. 

Па ипак, у појединим специјалним случајевима, йосШоји оgреЬена 

веза измеЬу размака у коме се креhе извоg функције и размака у коме 

се креhе вреgносШ саме функције. Тај случај наступа нпр. сваки пут ка­

да се зна да је посматрана функција у интеграл какве диференцијалне 

Једначине првога реда 

у'= f(x, у). 

Кад се у креhе у размаку између А( х) и В(х) при кретању про­

менљиве х у размаку (а, Ь), може се одредити размак у коме he се на­
лазити вредност извода у'. Ако се са N(x) и М(х) означе крајеви јед­
ног променљивог размака у коме he се кретати функција двеју промен­
љивих f( х, у), кад се х креhе у размаку (а, Ь), а у у размаку (А, В), оче­
видно је ga he се вреgносШ извоgа у' нейресШано налазиШи у Шоме йро­
менљивом размаку (N, М). 

Такав је случај нпр. са ма каквом рационалном функцијом 

у = R(x) променљиве х; елиминацијом х из двеју једначина 

y=R(x) и y'=R'(x) 

добија се једначина облика 
у'= Т(у) 

и означивши са N и М најмању и највеhу вредност коју има посматрана 
грана функције Т(у) кад се у креhе у размаку између вредности А(х) и 

В(х), вредност у' he се непрестано налазити у размаку (N, М). 
Исти је случај и са ма каквим полиномом у= Р(х), као специјал­

ним случајем рационалних функција. Доказан је, шта више, и један оп­

шти, а прост резултат према коме, ако се вредности једног полинома 

п-тог степена, за вредности х садржане у једном датом размаку (а, Ь), 
налазе у једноме размаку (-М, +М), вредности његовог извода Р'(х) 
налазиhе се, за исте вредности х, непрестано у размаку између вред­

ности -n2M и +n2M. 
Тако исто, показано је да, ако се вредност једног тригонометриј­

ског полинома 

S(x) = а 0 +а 1 cosx +а 2 cos2x + ... +а 11 cosnx 

за ма које вредности х, непрестано налази у једноме размаку (-М, +М), 

вредност његовог извода S'(x) непрестано he се налазити у размаку 
(-nM, +n!vf). 



БРОЈНИ РАЗМАЦИ У ИНФИНИТЕЗИМАЛНОМ РА ЧУНУ 113 

Исто тако, а као што је напред показано, ако је q>(x) логаритам­
ски извод једнога полинома п-тог степена чије су нуле све реалне, биће 

'( ) _ 1+1З-(п-1) 2( ) 
-<р х - . <р х 

n 

за сваку вредност х већу од свију нула полинома. Кад се, дакле, вред­
ност q>(x) креће у једноме размаку (N, М), вредност q>'(x) кретаће се у 

размаку ( :
2 

'М 2 } 
Сличан ће се случај имати увек када се из диференцијалне једна­

чине једна функције у може извести закључак да се, за вредност х и у 
садржане у одговарајућим размацима, извод у' мора непрестано нала­
зити у одређеном размаку. 

Али, такви су случајеви изузетни и у ойшШем случају не йосШоји 

оgреЬена веза измеЬу размака функције и њеноz извоgа. Па и у тим изу­

зетним случајевима до те се везе не долази обичним диференцијале­

њем размака, јер ово уопште нема смисла, већ непосредним закљу­

чивањем из специјалних услова које задовољава посматрана функција. 

Међутим, лако се уверити да инШерzралење бројних размака, у оg­

реЬеним 2раницама, има см.исла и ga се оно уойшШе може вр~ииШи са 
раз.мацима, као и са Шачно оgреЬеним функцијама. 

Тако, претпоставимо да је рачунски представник размака у сведен 

на асиметрички нормални облик 

у= и+ 1Jv, 

где су и и v одређене функције променљиве х, и v позитивна функција 
у једноме посматраном размаку (а, Ь) променљиве х, уочимо тада одре­

ђени интеграл 
h h h 

.Ј = Ј у clx = Ј и dx + Ј 1Jv dx. 
а а а 

Први интеграл на десној страни има тачно одређену вредност. 

Други интеграл, према теореми средњих вредности, има за вредност 

h 

1З-1 Ј v dx , О::;; t't1 ::;; 1 
а 

и према томе је вредност интеграла Ј одређена размаком чији је рачун­

скм представник, у своме асиметричком нормалном облику 
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h h 

l=Judx+t1 1Jvdx 
а а 

што доказује горље тврђеље. 

Да интеграл једна функције у, дате само размаком у коме се она 
налази, одиста има смисла у толико, што се она може изразити у обли­

ку одређеног размака, види се и из овога: ма какав ток имала крива 

y=.f(x) 

која се налази између двеју утврђених кривих 

површина те линије, ограничена луком криве у, двема крајним орди­

натама и х-осовином, увек се налази у једном размаку који је одређен 

одговарајуhим површинама кривих у 1 и У2. Међутим, факт да се износ 
површине криве у налази између два позната износа површина, ни у 

колико не даје могуhности да се позна сам ток криве у; криве у са бе­

скрајно разноврсним током, а које ипак непрестано остају у утврђеном 

и познатом размаку, могу имати износ површине садржан у Једноме ис­

том размаку. Другим речима: интеграл једнога размака, и сам као раз­

мак, увек има смисла, док га извод не мора имати. 

14. ОДРЕЂЕНИ ИНТЕГРАЛИ КАО БРОЈНИ РАЗМАЦИ 

У непрегледном броју случај ева, за један одређени интеграл 

1 о или није могуhно тачно израчунати му вредност, или је такво 
израчунаваље заметно и тешко; 

2° или, за оно што се има у виду, није ни потребно знати му тачну, 
па чак ни врло приближну вредност, већ само љегову овлашну величи­

ну или љегов инфинитезимални ред наспрам друге које количине са 

којом се упоређује. 

У таквим случајевима интеграл се одређује у облику једног број­

ног размака у коме се он налази, што је увек извршљиво и што је врло 

често довољно за оно што се има у виду. 

Тако се нпр. интеграл 
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за произвољну вредност n не може тачно израчунати; међутим се лако 
налази да љегова вредност увек лежи између 0,50 и 0,524 за ма коју 
вредност n > 2. 

Тако исто, интеграл 

2n 

Ј= Ј .f(x)cosnx dx 
о 

се не може израчунати док не буде тачно дата функција f(x) па и тада 
је то уопште немогу!шо, сем у изузетним и ретким случајевима; међу­

тим се налази да љегова вредност увек лежи у једном одређеном раз-

маку (А , В ) , где А и В зависе само од облика функције f (х), а ни у ко-
п n 

лика не од n. Тај резултат игра доста важну улогу при испитиваљу кон­
вергенције тригонометријских редова и довољан је за многа друга ис­
питиваља и израчунаваља. 

Интеграл 
= 

Ј= Jx"e-xclx 
о 

се може, за дату вредност целога броја n, израчунати са апсолутном 
тачношhу, јер је љегова вредност цео број 1, 2, 3, ... , n. Али за велике 
вредности n такво је израчунаваље практички тешко и заметно, јер се 
имају извршити множеља бројева са великим бројем цифара. Међутим 

се налази да вредност интеграла лежи у размаку између 

1 1 1 
n+- г;:::;-:: -n+- n+- г;:::;-:: 

e-"n 2 -v2n и е 12"n 2 '..t21t 

и ако се нпр. за n = 20 узме за ту вредност дољи крај овог размака, до­
бија се на доста брз начин 

Ј= 2422786385510400000 

на место тачне вредности 

Ј= 2432902008176640000; 

разлика између двеју вредности је велика, али се ипак из тих вредности 

добија овлашна, за многа питаља довољно одређена представа о вели­

чини интеграла Ј, која је нпр. за доказиваље појединих теорема до­

вољна. 

Постоји пространа област случајева, у којима се један одређени 

интеграл може лако одредити у облику бројног размака, ширег или 
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ужег према природи случаја. За образац који изражава једну про­

странију класу одређених интеграла у облику размака, каже се да 

представља једну йlеоре.лtу среgње вреgносШи за ту класу интеграла; 

разлог се називу налази у томе што се интеграл таквим обрасцем одре­

ђује као нека средња, и ако недовољно одређена, вредност између кра­

Јева размака. 

Таквих теорема средљих вредности има доста велики број, и овде 

ће бити наведене неке од њих које имају простране области своје при­

менљивости. 

15. ОБИЧНА ТЕОРЕМА СРЕДЊИХ ВРЕДНОСТИ ИНТЕГРАЛА 

Она гласи: 

Ако су f1, f, f2 Шри функције йроменљиве х, коначне у раз.маку (а, 
Ь) Ше йроменљиве и iliaквe ga је за све вреgносШи х у Шоже размаку 

бuhe 
}Ј 

(118) Ј f( х ) dx = и + ltv , 
а 

2geje 
h /Ј Ь 

и= Ј .fj(x)dx, v =Ј J2(x)dx- Ј Jl(x)dx. 
() а а 

Доказ да је у томе што оба интеграла 

h h 

jU-JI)dx и fu~-f)dx 
а а 

немају ни један негативан интегрални елеменат, па оба имају позитив­

ну вредност. 

Кад је дат интеграл 

1 
2 

1 =Ј dx 
_,)1-ха' 

о 

где је а један м:а колики број веhи од 2, пошто је између интегралних 

граница х а < х 2 
, биhе за све вредности х у размаку (О, ~) 
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тако да се може узети 

и онда Је 
1 

1 
1 < Ј< -JI- х z , 

.t; = 1, 

..!. 
2 

1 
fo=~ ~ ? , 

1-х · 

2 1 
Ј J;dx =- = 0,5, 
о 2 f fodx = arc sin _.!_ = rr; = О, 523 ... 

- 2 б 
о 

и према томе 

Ј= 0,5 +1З-· 0,023 ... 

Непосредна последица горње теореме је ова: 

117 

Нака су f и <р gве функције йроменљиве х, коначне у размаку (а, Ь) 
йроменљиве х, у коме <р нейресШано заgржава јеgан исШи знак (нйр. +) 
и за које вреgносШи функције f нейресШано осйlају у обласШи о2рани­
ченој gвема функцијама f1 и f2 , Шако ga је 

Шаgа he биШи 

2geje 

h 

Ј /<р dx = и + 1З-v, 
а 

h 

и=Jfi<pdx, 
а 

,, h 

v =Ј .f2<p dx -Ј .t;<p dx. 
а а 

Довољно је у првој теореми узети .f"<p за /, .fi<r за !1 и /2 <р за .f2 . 

У случају кад, за све вредности х у размаку (а, Ь ), вредности фун­
кције .f остају у размаку између два стална броја N и М, биће 

ь ь 

f f<pdx = [N +1З-(М -N)]f <pdx. 
а а 

Узмимо, као пример, одредбу збира s реда 

1 1 1 ---- ---+ --- ·-
а + Ь а + 2Ь а + 3Ь ··· 

(119) 

који је конвергентан за Ь >О; та одредба је веома дуга и заметна (наро­
чито кад је вредност Ь мала наспрам вредности а), а међу тим се помо­
ћу обрасца (118) s брзо и доста тачно одређује у облику размака. 
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Тога ради приметимо да је 

(120) 
Ј а 

1 1 f р+--1 --=- х h dx. 
а+ рЬ Ь 0 ' 

(р= 1, 2, 3 ... ) 

па дакле наш ред 

1 1 1 s = ------+--
а+Ь а+2Ь а+3Ь 

имаhе за збир 

(121) 

Ако се сад стави да је 

-- = 1-х +-х --х· +И, 1 ( 3 2 1 з) 
l+x 4 4 

налази се да ј е 

И= 1 х2(1-х)2 
4 l+x 

Функција И остаје непрестано позитивна у размаку (0,1) промен­
љиве х и достиже своЈ максимум за 

ЈЗЗ-3 . 
х = = 0,457427 ... , 

6 

а вредност тог максимума је 0,0106 .... Према томе је у размаку (0,1) 

о< и< 0,0106, 
што значи, ако се стави 

1 3 ? 1 1 
\jf( х ) = - х + 4 х- - 4 х- ' 

биhе, за вредности х у размаку (0,1), 

тј. 

\ј!( Х)~ _l_ ~\ј!( Х) -1- 0,0106 ... , 
l+x 

1 -- = 'jf(X) -1- '\Э- · 0,0106 ... , 0 ~ '\Э- ~ 1. 
l+x 

Образац (121) добија тада облик 



БРОЈНИ РАЗМАЦИ У ИНФИНИТЕЗИМАЛНОМ РА ЧУНУ 119 

1 1 а 1'}-' 1 а 
s =-Ј xh\jf(x)dx +-Ј xhdx ·0,0106 ... 

ь о ь о 

што, кад се изврше означене интеграције, доводи до обрасца 

s=(-1 __ 1 +1_ 1 _ _!_ 1 )+'\Э-'0,0106 .... 
а+ Ь а+ 2Ь 4 а+ 3Ь 4 а+ 4Ь а+ Ь 

Тај образац даје збир s са грешком увек позитивном, а која никад 

0,0106 ... д б 
не премаша ----. а и се толика тачност имала непосредним су-

а+Ь 

мираљем реда, требало би сабрати најмаље 94 члана. 
Као другу последицу горље теореме навешhемо то, да кад је Ј ко­

начна и непрекидна функција у размаку (а, Ь) променљиве х, и кад ље­

не вредности за тај размак непрестано леже у размаку између два бро­
јаNиМ, увек је 

h 

(122) Ј Л х ) dx =[ N + 1Э- (М - N)] ( Ь - а). 
а 

Довољно је узети да је у последљој теореми <р = 1. Ако се, пак, са 
<р (х) означи једна функција која има за извод функцију f(x), биhе 

h 

Ј f(x)dx =<р(Ь)-<р(а) 
а 

и образац (122) постаје 

(123) <р(Ь)- <р(а) =[н+ '\Э-(М- N)](b- а), 

где су N и М такве две вредности, да се за све вредности променљиве х 
у размаку (а, Ь) вредности извода <р'(х) налазе у размаку (N, М). 

Образац (123) зове се образац за коначне йрирашШаје произвољ­
не функције <р(х) тј. он даје коначни прираштај <р(Ь)-<р(а) те функ­

ције у облику једног размака. Тај he размак бити најужи ако се за N и 
М узме најмаља и највеhа међу вредностима које добија <р'(х) за време 

док се х меља од а до Ь; он се обично изражава у облику (в. стр. 72 и 73) 

<р(Ь)- <р(а) = (Ь- а) <р'( с), 

где је с једна вредност што се налази између а и Ь. 

Образац (122) не претпоставља ништа друго за функцију Ј, осим 
љену коначност и непрекидност у размаку (а, Ь ). Ако су, међутим, поз-
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нате још и неке друге особине посматране функције, размак одређен 
десном страном једначине (122), може бити замељен неким ужим раз­
мацима. 

Тако нпр. кад је функција ј( х) позитивна и конвексна у размаку 
(а, Ь), тј. таква да је за ма који пар вредности х' х" у томе размаку не­
престано 

.f(x') + .f(x") ~ r(x' +х") 
2 . 2 ' 

доказује се да је 

h 

(124) f .f(x)dx =[М +N +1'Ј(М -N)]· b;q_; 
а 

размак (124) очевидно је ужи од размака (122). 
Кад је .f(x) какав тригонометријски полином п-тог реда, тј. облика 

.f( х) = (а 0 + а 1 sin х + а 2 sin 2х + ... + а 11 sin пх) + 
+(bl cosx + ь2 cos 2х + ... + ь/1 cos пх), 

доказује се (теорема Fejer-a) да је 

размак (125) је најужи могуlши размак док се остаје у генералности, 
јер су љегове обе границе стварно достигнуте за поједине специјалне 

тригонометријске полиноме.f(х). 

На сличан је начин одређен и најужи могуhни размак за интеграл 

(122) кад је .f (х) какав п олин ом п-тог степена по х. 

16. ДРУГ А ТЕОРЕМА СРЕДЊИХ ВРЕДНОСТИ ИНТЕГРАЛА 

Доказаhемо најпре један помоhни АЬеl-ов став за два коначна или 

бескрајна низа реалних бројева 

(126) 

(127) 

од којих се за прве претпоставља да су позитивни и да опадају са својим 

рангом. Став гласи: 
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Ако се сви збирови 

налазе у једноме бројном размаку (А, В), збир 

(128) 

налазиће се у размаку (Аа0 , Ва0 ). 

Јер, пошто се може написати да је 

биће 

(129) V = ( а0 - а1 )So + ( а 1 - а2 )S1 + ( а2 - а3 )S2 + ... 

... +(ар-1 -ap)Sp- 1 +aPSP. 

По претпоставци, свака од разлика ak_1 - ak је позитивна; према 
томе, ако се на десној страни израза (121) сваки збир Sk смени најпре 
својом доњом границом А, па затим својом горњом границом В, биће 

очевидно 

чиме Је став доказан. 

Нека је сад дат интеграл 

ь 

Ј= Ј .f(x)<p(x)dx, (а< Ь) 
а 

где је <р(х) каква непрекидна, позитивна и непрестано опадајућа фун­

кција за вредност х у размаку (а, Ь) а /(х) је ма каква функција за коју 
х 

интеграл Ј .f(x) dx има смисла за вредности х у размаку (а, Ь ). 
а 

Ако се размак (а, Ь) подели на n размака 

интеграл he бити гранична вредност збира 

.f( а )<р (а) (Х 1 - а) + .f( Х 1 )<р (х 1) (Х 2 - Х 1) + ... + /(Х п-1 )<р (Х n-1) ( Ь - Х n-1) 

кад n бескрајно расте и кад сваки од размака х k -х k- 1 тежи нули. 

Ако се у горњем ставу узме да је 



122 ИНТЕРБАЛНА МА ТЕМАТИКА 

и 

Uo = f(a)(x 1 -а), и 1 = f(x 1)(x 2 -х 1 ) и 2 = f(x 2)(x3 -х 2 ), ... 

биhе 

So = f(a)(x 1- а), 

sl = f(a)(x, -а)+ f(x,)(x2 -х,), 

s2 = ј{а)(х, -а)+ ј{х1)(х2 -х,)+ .f(х2)(хз -х2), 

и према томе биhе 

Према горњем ставу, ако се сви збирови Sk налазе у једном раз­
маку (А, В), збир ће се V налазити у размаку између А <р (а) и В <р (а). 

То важи за ма колики број n уметнутих размака х k -х k-l, па и кад 
се пусти да n бескрајно расте. Збир V постаје тада интеграл Ј, а збир 
sk, узевши да је увек х k+l :::; х' тежи интегралу, 

х 

S= J.t(x)dx. 
а 

Ако се са N' и М' означе једна доња и једна горња граница инте­
грала 

х 

(130) fлx)dx, 
а 

збир he се V налазити у размаку између 

N'<p(a) и М'<р(а), 

тј. биhе 

(131) Ј= [N' + fY(M'- N')] <р(а). 

Томе се резултату може дати још и овај облик: ако се са N и М оз­
наче најмања и највеhа вредност коју добија интеграл (130) за вред-

ност х у размаку (а, Ь), вредност _Ј_ налазиће се у размаку (N, М), тј. 
<р(а) 
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она he бити једнака вредности коју добија интеграл (130) за једну изве­
сну вредност х =~што се налази у размаку (а, Ь), тј. једнака вредности 

~ 

Ј Ј( х) dx, а < ~ < Ь. 
а 

Према томе је 
ь ~ 

(132) Ј f(x)q>(x)dx = q>(a)Jf(x)dx, а<~< Ь 
а а 

и у томе се састоји йрви geo Шеореме Ossian-Bonnet-a, познате под име­
ном gpy'le Шеореме среgњих вреgпосШи ипШеzрала. 

У случају кад је q>(x) позитивна и растуhа функција променљиве 
х у размаку (а, Ь), на исти се начин доказује образац 

(133) Ј= [Р' +tt(Q'-P')]q>(b), 

где су Р' и Q' једна доња и једна горња граница интеграла 

h 

(134) Ј .f(x)dx, 
х 

док х варира од а до Ь. 

Томе се резултату, на исти начин као и у првом случају, :може да­

ти и облик: 
/Ј Ь 

(135) Ј f(x)q>(x)dx = q>(b)J f(x)dx, а<~< Ь; 
а ~ 

Шо је gpy'lu geo Шеореме Ossian-Bonnet-a. 
Лако се увиђа да знак функције q>(x) у размаку (а, Ь) не утиче на 

доказиваље образаца (132) и (135); он може само повуhи за собом ме­
ђусобну пермутацију вредности М', N', односно Р', Q', што не мења 
обрасце (132) и (135). 

Претпоставимо да сада функција q> мења, у размаку (а, Ь) промен­
љиве х, свој смисао варијација, тако да наизменично расте и опада. По­

делимо тада размак (а, Ь) на узастопне размаке 

(136) 

такве, да се у сваком од њих q> мења у истом смислу, непрестано расту­
hи или непрестано опадајуhи. Интеграл Ј he бити збир од интеграла 
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]',т. ... , f 
и за сваки од ових горња he теорема дати по један размак у коме he се 
интеграл налазити. Из тога се, према ономе што је раније показано, 

може извести размак у коме he се налазити и сам интеграл Ј. 
Тако нпр. кад је дат интеграл 

h 

(137) Ј = Ј 'Jf( х ) cos nx dx, 
а 

ако се узме да је 

<р(х) = 'Jf(x) и f(x) = cosnx, 

па се размак (а, h) подели на размаке (136) такве да се у сваком од њих 
функција 'Jf(X) мења непрестано у једном смислу, према горњој тео­

реми имаhемо за један од размака (х k• х k+l) у коме она непрестано 

ойаgа 

хы ~ 1 • ~ • sm п._, -sm nx Ј 'Jf( х) cos nx dx = 'Jf( х k) Ј cos nx dx = 'Jf( х k) · 1 
n k , 

а за један од раз мака (х i, х;+ 1) у коме она непрестано р ас Ше 

J
-'i+l Јх1+ 1 siвnxi+l -siв n~2 
'Jf(x)cosnxdx='Jf(xi+1) cosnxdx='Jf(X;+1) n . 

Хј ~2 

Интеграл Ј, као збир свих тих интеграла, добиhе се у облику 

Ј= А+ 1З-В' 
n 

где су А и В вредности које, као линеарне комбинације синуса са кое­

фицијентима што не зависе од n, остају коначне кад n бескрајно расте. 

п Ј н - . 
ре ма томе за велике вреgносШи п инiйе2рал се йонаиtа као --, zge Је 

n 
Н јеgна коначна количина. 

Исти се резултат добија и на исти начин, за интеграл 

h 

(138) Ј= Ј 'Ј!( х )siв nx dx. 
а 
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Ти су резултати од важности при испитивању конвергенције три­

гонометријских редова, тј. редова уређених по sin nx и cos nx, јер су 
коефицијенти тих редова интеграли облика (137) и (138). 

17. ЛУЧНИ ИНТЕГРАЛИ КАО БРОЈНИ РАЗМАЦИ 

Луци кривих у равни 

Кад су дате две реалне количине и и v, означивши са и и v њихо­
ве апсолутне вредности, биhе 

Ако су и и v две функције променљиве х, множеhи их са dx и инте­
гралеhи у једном размаку (а, Ь) те променљиве, за који оба интеграла 

ь ь 

Ј1 =Ј и dx и Ј2 =Ј v dx 
а а 

имају смисла, биhе према томе 

ь 

Ј= Ј ~и 2 + v 2 dx = А(Ј1 +Ј2 ), 
а 

тако, да ако се нпр. узме за Л средина размака у коме се та вредност 

налази,биhе 

са учињеном грешком која не премаша 0,1465(Ј1 +Ј2 ); процентна гре­

шка не достиже, дакле, никад 15%. 
Тако се добија да се, нпр. вредност елиптичног интеграла 

ь ~-­
Ј= Ј ~h+kx 4 dx, 

а 

(где су h и k позитивни бројеви) увек налази у размаку између вредно-

ст и 
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Горњи образац даје могуhност да се одреди размак, у коме he се 
налазити дужина лука дате криве линије у равни, између двеју његових 

тачака, йо.моhу инiйе2рала йросiйијих og лучноi инiйеiрала. 
Тако, кад крива у= .f(x) никако не опада у размаку (а, Ь), дужина 

њеног лука s у томе размаку биhе 

h 

s= Jdx~1+.f'(x)2 =л[(b-a)+.f(b)-.f(a)], 
а 

а кад крива никако не расте у том размаку биhе 

s = А[(Ь-а)+ .f(a)- .f(b)]. 

1 < '\ < 1 {2 _/\,_' 

г '\ 1 . 
ранична вредност ~~, = {2 достигнута Је у случаЈу праве 

у = х +с, а гранична вредност А= 1 у случају праве у= с. 
Тако би се, нпр., дужина лука параболе треhег степена 

у= ах 3 , (а >0) 

између тачака х= а и х= Ь, налазила у размаку између 

Ако, пак, крива наизменично расте и опада дуж лука s, може се . . 
поделити на луке s 1, s 2 , s3 , ... дуж КОЈИХ крива има Један исти смисао, 

па на сваки од ових лукова применити горњи образац и резултате са­

брати у лук s. 
Тако се може решити у облику раз мака и овај, у опште м случају 

тачно нерешљив задатак: 

Оgреgиiйи криве у равни чији је лук s gaiJla функција f(x, у) коор­
gинтuа њеiове крајње Шачке (х, у). 

Нека су х 0 , у0 координате почетне тачке лука; сменивши у једна­
чини задатка s = .f(x, у) лук s са 

или са 

1 
А[(х -х 0 )-(у- Уа)], {2 ~А~ 1, 

(према томе да ли се крива дуж лука s пење или силази), тражене кри­
ве биhе одређене једном или другом од области у равни (х, у): 

f(x,y)-A[(x -х 0 )+(у-у0 )] =О, 

f(x,y)-A[(x -х 0 )-(у-у0 )] =О. 
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Тако нпр. једначине растуће гране кривих што пролазе кроз коор­

динатни почетак, а чији је лук облика 

s = (mx +п) у- (hx + k), 

(где су т, n, h, k позитивне константе) увек се могу довести на облик 

(h+A)x+k 
у= ' 

mx +(п-А) 

тако, да се за позитивне вредности х те гране увек налазе између двеју 

хипербола: 

(lн0,7071)x+k (h+l)x+k 
у= и у= ; 

mx +(n-· 0,7071) mx +(n -1) 

и опадајуће гране he се такође налазити између двеју хипербола које је 
лако одредити. 

Луци кривих у простору 

Ако су и, v, w три реалне функције, биће 

ГuZ+v 2 +>v2 =Л(u+v+w), Јз:::;А:::;I. 

Означивши са 
h ,, 

11 =Ј u dx, J3 =fwdx, 
а а а 

биће 

" Ј= Ј fи 2 + v 2 + ~dx = А(Ј1 +12 +lз), 
а 

тако, да ако се за А узме средина размака у коме се та вредност налази, 

биће 

са учињеном грешком која не прелази 0,2113(11 +12 +13 ). 

Када је нпр. крива у простору дефинисана једначинама у = f(x), 
z = <р(х), где су ји <р растуhе функције променљиве х у размаку (а, Ь) 
те променљиве, дужина s лука криве у томе размаку биће 

ь 

s =Ј dx~l+ f' 2 +<р' 2 = Л[(Ь-а)+ f(b)+<p(b)- f(a)-<p(a)], 
а 
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а сличан се резултат има и за ма који начин варијације функција/и <ру 
размаку (а, Ь). 

Луци кривих у хиперпростору 

За лук једне криве у хиперпростору од n димензија казаhемо да 
и.ма .моноШони Шок према једноме узетом праволинијском и право­

гулом координатном систему Ох 1, •.. , Ох 11 , ако дуж тога лука, идуhи са 

једног краја на дуги, ни једна од координата х i не мења свој смисао ва­

ријација, тако да свака од њих при том или непрестано расте, или не­

престано опада. 

Ако се са ak означи јединица, кад јој се прида непроменљив знак 
диференцијала dx k дуж лука s, биhе 

Р о 

где Р0 и Р1 означују крајње тачке лука s. Према томе је 

ds='A(a 1dx 1 + ... +a11 dx 11 ), Гпl ~A~l. 
"'n 

Ако се са Xk означи коначни прираштај координате xk при пре­

ласку од једнога краја лука на други, из горњих се образаца изводи овај 

резултат: 

Дужина лука s налази се у размаку из.меlју 

(139) N - х1 + ... +Х" м х х - ~ И = Ј+ ... + n• 

ТЈ. 

s = А(Х1 + ... +Х11 ), fп ~Л~ 1. 

У случајевима кад поједине координате х i престају имати моно­

тон ток дуж лука s, овај се може поделити на више лукова s 1, s 2 , s3, ... 

таквих, да дуж сваког до њих све координате имају монотон ток. При­

менивши тада на сваки од лукова s k горњи резултат, сумирањем доби­
јених размака добио би се размак у коме he се налазити дужина самог 
лука s. 

Све се то непосредно примењује и на интеграле 

h 

Ј= J~.t?+.fi+ ... +.f,:dx, 
а 
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где су /; функције променљиве х. Ако која од ових мења знак у разма­
ку (а, Ь), тај ће се размак поделити на друге, у којима свака од фун­

кција има монотон ток; на такве размаке интеграције применио би се 

горњи резултат и сабирањем добијених размака за поједине интеграле 

добио би се размак варијације интеграла Ј. 

Истеrљивост лукова са монотоним TOI{OM 

Нека је дат лук s у хиперпростору од n димензија, који има моно­
тон ток према узетом координатном систему Ох 1 , ••• ,Ох п. До које се 

мере може тај лук истегнути а да се не промене његове крајње тачке и 

да не изгуби монотонију свога тока? 

Пошто је сваки прираштај Xk координата при преласку од једног 
краја лука до другог, при таквој деформацији, остао непромељен, но­

ви, деформисани лук s' налазиће се опет у размаку (N, М) датом обра­
сцем (139). А пошто се и првобитни лук s налази у томе истом размаку, 
лук s' може бити највише ~пута дужи од лука s, из чега излази овај 
закључак: 

Јеgан лук у йросШору og n gименз!!Ја, са уШврђеним крајњим Шач­
кама, не може се исШеzнуШи више og .-Jn йуШа, а ga йри Шом исШезању 
не из'iуби моноШонију своzа Шока. 

Та крајња граница истегљивости постигнута је у специјалном слу­

чаЈу кад се лук s састављен из сегмента праве 

alxl +al = а2х2 +а2 = ... = anxn +an, (а;= const.) 

деформише тако, да се претвори у испреламану линију састављену из n 
праволинизских сегемната паралелних координатним осовинама, а ко­

ја линија пролази кроз крајеве сегмента s. 
Тако, лук у равни не може се исШеzнуШи више og 1,4142 ... йуШа, а 

лук кривих у обичнОЈvt йросШору више og 1, 7320 ... йуШа без zубиШка 
моноШоније своz Шока. Те су крајње границе достигнуте кад се лук s 
своди на сегменат праве која гради исти угао са сваком до координат­

них оса, а деформисани лук s' поклопи са испреламаном линијом, што 
пролази кроз крајеве лука s, састављеном из праволинијских комада 
паралелних координатним осама. 

Однос између дужине лука и праваца дирака за криве у равни 

Нека је s дужина лука једне непрекидне криве између крајњих та­
чака А и В лука, а l дужина тетиве АВ. Може се доказати да: 
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Синус йоловине уzла који 2page .ме!Ју собом gва йроизвољна йра­
вца у равни криве, а која нису йаралелна ни јеgној gирци на криво ј gуж 

- - 1 
лука s, никаg не ире.маша вpegнocut -. 

s 
Јер ако се за координатне осе узму две праве паралелне таквим 

д13ама правцима што пролазе кроз тачке А и В и ако се са а 1 и а2 оз­
начи јединица, пошто јој се прида знак диференцијала dx и dy, обе су 
вредности a 1dx и a 2dy позитивне дуж лука s. То излази из тога, што, 

. . . . 
по претпоставци, дуж лука s НИЈедна дир ка ниЈе паралелна ни ЈСДНОЈ ни 
другој од координатних оса, па према томе сваки од диференцијала dx 
и dy задржава непромељен знак дуж целог тог лука. 

Ако се са '(} означи угао између две праве узете за координатне 
осе, лук се s може изразити обрасцем 

в 

s = Ј~( a 1dx )2 + ( a 2dy )2 
- 2 ( a 1dx )( a 2dy) cos u. 

А 

А пошто је страна ds елементарног троугла мања од збира оста­
лих двеју страна, то је квадратни корен под знаком инте:грала мањи од 

вредности a 1dx + a 2dy. Ако су, дакле, (а, О) и (0, Ь) координате крај­
њих тачака А и В, а /1 дужина 

биhе 
(140) s < 11. 

Са друге стране, дужина тетиве АВ има за израз 

l = ~(а 1а) 2 +(а2 Ь) 2 - 2(a1a)(a 2 b)cost't, 

а као што је напред показано (стр. 103), израз на десној страни никад 
нема мању вредност од 

према чему Је 

(141) l h 
. t't 

> sш-. 

2 

У поређељем неједначина (140) и (141) добија се да је 

(142) 
. f) l 
sш-<-

2 s ј 

. . r} лz 
тЈ. sm- < -, 

2 s 
О~Л<l, 
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што доказује горње тврђење. А томе резултату се може дати и овај 

облик: 

Kag gужина лука није .мања og k йyiua gужине ШеШиве, yzao из.ме!Ју 
ма која gва йравца, који нису йаралелни нијеgнојgирци на криво ј gуж 

Шо2а лука, има за синус своје йоловине јеgну вреgносШ која не йре-

1 
.маша -. 

k 
Као што се види, сама чињеница да постоје два правца који нису 

паралелни ни једној дирци на кривој дуж лука s, повлачи собом нејед­
накост 

(143) / l 
S<-~, 

sш-

2 

)Ј 
ТЈ. s =~, 

sm-
2 

где v- означује угао између та два правца. 

о:::; л:::; 1, 

Тако нпр. кад год постоје две, један на другом управна правца, ко­

ји нису паралелни ни једној дир ци дуж лука s, дужина лука никад не 
прелази zJ2. 

Приметимо да се горњој граници за лук s, представљеној десном 
страном неједначине (143), лук s може у специјалном случају прибли­
жити колико год се xohe: то he бити за криве које се врло мало разли­
кују од двеју страна равнокраког троугла чија је основица дужина l а 1')­

угао између тих двеју страна. 

18. ПОВРШИНЕ У ПРОСТОРУ КАО БРОЈНИ РАЗМАЦИ 

Као пример за одредбу износа површине у простору у облику 

бројног размака, навешhемо такву одредбу за обрйlне йовриtuне. 

Нека је Р обртна површина описана обртањем лука s једне криве 
у равни око једне осовине коју hемо узети за осу Ох. Означимо 

1 о са А апсолутну вредност износа равне површине ограничене лу­
ком s, обртном осом Ох и ор дина тама крајних тачака лука s; 

zo са В равну површину која има за износ: а) или апсолутну вред­
ност полу-разлике квадрата ордината крајних тачака лука s (то у слу­
чају кад крива има монотон тон дуж целог лука s ); Ь) или збир апсо­
лутних вредности полу-разлика квадрата ордината крајних тачака лу­

кова на које се може поделити лук s тако, да у сваком од тих крива 
задржава монотоНИЈУ тока; 

З о са R страну квадрата чија ј е површина А + В. 
Тада се може доказати овај резултат: 
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Износ йовриtине Р јеgнак је износу йовршине круzа йолуйречника 

r = ЛR, 2ge је А, јеgан айсолуШан број који се за све обрШне йовршине 
налази у размаку измеЬу 

V2 = 1,1892 ... и {2 = 1,4142 ... 

Да бисмо то доказали, претпоставимо најпре да крива има моно­

тон ток дуж целог лука s, и нека су (х 0 , у 0 ) и (х 1 , УЈ) координате крај­

љих тачака М 0 и М 1 лука. Тада је 

Xt Х] 

Р= 2n Ј у ds =Ј у ~(a 1dx)2 +(a2dy) 2
, 

хо хо 

где а 1 и а2 означују јединицу, пошто јој се прида непроменљив знак 
диференцијала dx и dy. Па пошто је 

то Је 

Према томе, пошто је 

ХЈ 2 2 

аЈ Ј у dx =А и а2 УЈ ; У о =В, 
Х о 

добија се да је 

где Је 

r = ЛR, са Л = -[iJC', 
и према томе 

чиме је горњи резултат доказан. 

_1_<"1'<1 
{2 -""-' 

Претпоставимо сад да крива ма колико пута мења монотонију 
свога тока дуж лука s; такав се лук може разделити на лукове (конти­
нуалне или испреламане) 

(144) М 0М', М'М", М"М"', ... 

такве да крива у свакоме од њих има монотон ток. Означимо тада: 
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1 о са А', А", А"' ... износе површина А што одговара луцима (144); 

2° са В', В", В"' ... износе равних површина В што одговарају истим 
луцима; 

3° са Р', Р", Р"' ... износе површина описаних обртањем истих лу­
кова око осе Ох. 

Тада he, према овоме што претходи, бити 

2n A';t' :::;; Р':::;; 2n(A' +В'), 

2nA'';t" ::;;р"::;;2п(А"+В"), 

а из тога се сабираљем добија 

Збир L:A<iJ једнак је износу целокупне површине А ограничене 
луком s, осам Ох и ординатама крајњих тачака лука s; збир L. в<iЈ јед­
нак је износу површине В, који је једнак збиру апсолутних вредности 

полуразлика квадрата узастопних ордината на крајевима лукова (144). 
Износ целокупне површине 

P=IP(i) 

описане обртањем лука s око Ох, има, дакле, опет за вредност Р = nr2
, 

тако да горе доказани резултат важи и онда кад крива мења моното­

нију свога тока дуж лука s ма колико пута. 
Отуда општи закључак: 

Полуйречник r кру'iа, чија је йовршина јеgнака износу Р обрШне 
йоврz,иине, увек се налази у размаку измеЬу 

1,1892R и 1,4142R. 

Ако се за Р узме средина тога размака, тако да буде 

г= 1,3017 R, 

учињена релативна грешка биhе, по апсолутној вредности, мања од 

0,0864, тј. процентална грешка не достиже 9% ни за коју обртну по­
вршину. 

Границе тако одређених размака су у исто време и најуже 'iранице 

док се остаје у претпостављеној генералности, јер се њима одређен 
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размак не може сушти, а да се та генералност не изгуби. То се види из 

тога, што су обе границе одиста достигнуте у појединим случајевима. 

Тако, граница Л'= }z, тј. граница Л= ifi, достигнута је у случа-
ју кад је обртна површина један обртни конус чије генератрисе закла­

пају са обртном осовино:м угао од 45°. Јер тада је (померивши за коли­
ко је потребно теме конуса дуж осе Ох) у = х и према томе 

А= х f- х 6 = 1f -- У6 =В 
2 2 ' 

тако даЈе 

Р= Л'· 4nB ="Л'· 4rc(y1 - у0 ) YI ~ Уо =Л'· 4rc(x 1 -х 0 ) YI ~ Уо; 

ако се, дакле, са h означи висина, а са d средњи пречник посматраног 
зарубљеног конуса, биће 

Р = Л'· 4nhd, 

а према чему би полупречник r имао за вредност 

(145) r = 2-!f' · fhd. 

Међутим тачна је вредност 

према чему је тачна вредност полупречника r 

(146) 1" = V8 .{hcf. 

Упоређењем вредности (145) и (146) добија се да је 

2-!f' = Vs, 
из чега се види да Је 

Л'= Jz тј. Л= :ifi. 

Тако је исто достигнута и граница Л'= 1, тј. Л= -fi, а то у случају 
кад је обртна површина једна обртна цилиндарска површина. Означи­

вши тада са р полупречник основице цилиндра, а са h његову висину, 
биhе 

А= р(х 1 -х 0 )- ph, В= О, 

тако даЈе 
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(147) 

Међутим тачна је вредност 

Р= 2n· ph, 

према чему Је 

(148) 

Упоређењем вредности (147) и (148) добија се да је 

{n'= {2, 
према чему Је 

Л'= 1 тј. Л= {2. 

1. йри.мер.- Обртна површина описана обртањем кружног квад­

ранта полупречника р око његовог полупречника (узетог за осу Ох). 

Тада је 

тако даЈе 

где је а апсолутни број 

Према томе је 

np2 
А=-

4 ' 

R = ~А+В =ар, 

~ а= ~4"'"2 = 1,1337 ... 

r = ЛR = џ, ·р, 

где је р један апсолутан број који се налази у размаку између 

a:ifl = 1,3482... и a{i = 1,6033 ... 

Ако се, дакле, за р узме средина тога размака, тако да буде 

(149) r = 1,4758р, 

учињена грешка, према горњем општем резултату, неће премашити 

9%. И одиста, пошто је тачна вредност 

(150) r = p{i = 1,4142р, 

грешка која се чини кад се узме вредност (149) за (150) износи 4,1 %. 
2. йример.- Обртна површина описана обртањем квадранта ели­

псе, чије су полуосе а и Ь, око а (узете за осу Ох). Тада је 



136 

тако даЈе 

Према томе је 

А= тсаЬ 
4 ' 

ь2 
В=-

2' 

~~а 1 R = \lfi-t-15 = Ь -+-. 
4Ь 2 

r = 1\Ј\. = 'АЬ -+-~n ~а 1 
4Ь 2' 

ИНТЕРВАЛНА МА ТЕМАТИКА 

тако да полупречник круга који има исту површину као и посматрани 
полу-елипсоид, лежи у размаку између 

1,1892 R и 1,4142 R. 

Кад је а = Ь, ови се обрасци своде на оне што важе за полукуглу. 

19. РАЗНЕ КЛАСЕ ОДРЕЂЕНИХ ИНТЕГРАЛА 
КАО БРОЈНИ РАЗМАЦИ 

Интеrрал производа 

Поред напред наведеног обрасца, који даје интеграл продукта у 

облику бројног размака (обична теорема средњих вредности) и који 
претпоставља да један од чинилаца продукта не мења знак у размаку 

интеграције, доказаhемо још један образац за исти задатак, али који не 

претпоставља да Је задовољен поменути услов. 

Нека су и и v ма какве функције променљиве х, реалне у размаку 
(а, Ь) те променљиве. Из идентичности 

1 ( 2 2) 1 ( )2 иv=- и +v -- и-v 
2 2 

добија се да је 
!Ј 

Ј= Ј иv dx = V- 8, (Ь >а), 
а 

где Је 
!Ј ,, 

V = ~Ј и 2 dх +~Ј v 
2
dx, 

а а 

!Ј 

(151) 8 = ~ Ј (и - v )2 dx. 
а 
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Ако се са N и М означе једна горња граница позитивне вредности 
(и - v ) 2

, вредност 8 ће се налазити у размаку између 

b-aN2 и Ь-ам2 
2 2 

и према томе вреgносШ инШеzрала Ј he се налазиШи у раз.ftлаку изме!ју 

V-b-aM2 и V-b-aN2 
2 2 , 

Шако gaje 

(152) 

Интерес овог обрасца лежи у томе, што се помоћу њега интеграл 

Ј разлаже на два, од који један зависи само од и, а други само од v, са 
једним корективним чланом који је у толико мањи, у колико је мања 

разлика између и и v у размаку интеграције. Осим тога, образац не 
претпоставља о функцијама и и v ништа друго осим реалност у разма­
ку интеграције и услов да горњи интеграли имају коначне и одређене 

вредности. 

Тако исто, из идентичности 

добија се да је 

где Је 

ь 8 
Ј = Ј иv dx = W - -

2' 
а 

,, 
W=±Jcи+v)2 dx, 

а 

а 8 је дато обрасцем (151). ВреgносШ инШеzрала Ј налази се, gакле, у 
размаку изме!ју 

Шако gaje 

(153) 

Интерес обрасца је у томе што се помоhу њега интеграл Ј изра­

жава помоhу интеграла квадрата збира функција и и v, са једним коре-
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ктивним чланом који је два пута мањи од онога у обрасцу (152), а у то­
лико је мањи у колико се и и v мање разликују у размаку интеграције. 
Образац (153) не претпоставља о функцијама и и v ништа друго до оно 
што претпоставља и образац (152). 

Ма какве биле функције и и v, интеграбилне у размаку интегра­
ције (а, h), може се за интеграл продукта имати једна горња граница 
коЈа доводи до закључака од интереса, како при израчунавању разно­

врсних одређених интеграла, тако и за доказивање разних резултата у 

математичкој анализи. У очима одређени интеграл 

h 

Ј = Ј (и + Лv? dx, 
а 

(где је Л променљив параметар) који има све своје елементе позитивне 

и према томе не може бити једнак нули ни за какву реалну вредност Л. 

Пошто се он може написати у облику 

h h h 

Ј= Ј u 2dx +2ЛЈ U1J dx +Л2 Ј v 2dx, 
а а а 

та је чињеница изражена неједначином 

према чему Је 

што се назива Scl1warz-oвoм инШе2ралном нејеgначином. 

Кад су и и v још и позитивне функције у размаку (а, Ь), може се, 
дакле, написати да је 

h 

Ј иv dx = 1Ј 
а 

Интеrрал уопштеноr биномноr диференцијала 

Нека су и, v, w три функције позитивне у размаку интеграције (а, Ь ), 
па уочимо одређени интеграл 
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h 

Ј= Ј w(иm+vm)f' dx, 
а 

где су т, р произвољни позитивни стални бројеви. Према раније дока­

заноме резултату, вредност количника 

(154) 
(ит + vm)p 

р= 
итр + v тр 

увек се налази у размаку д између вредности 1 и 2~'- 1 ; границе тога 
размака су достигнуте у случају кад је и = v, или кад Је Једна од 

количина и и v Једнака нули. 
Према томе је 

(155) r 
h h ] Ј= лЈ wитрdх +Ј wитрdх , 

где је Л један број који се налази у размаку д. 

Узевши да је р=__!__, добија се образац 
т 

(156) f w~ит + vmdx = л(f иwdx + f vwdxJ. 
а а а 

где Је 

(157) _1_1 :::;Л:::; 1. 
т-

2 т 

Интеrрал квадрата збира или разлике 

Из идентичности 

добија се да је 
ь h 

f (и+ v )2 dx = U 2 + V 2 ± 2 f иv dx, 
а а 

где Је 
ь 

v2 =Ј v 2dx. 
а а 
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Када су и и v интеграбилне и позитивне функције у размаку (а, Ь), 
биће као што је малочас показано 

/Ј 

Ј иv dx = 1Э- · иv, О ::;; 1Э- ::;; 1 
а 

што доводи до обрасца 

h 

Ј (и + v ) 2 dx = и2 + V 2 + 21Э- ·и· V, 
а 

/Ј 

Ј (и- v )2 dx = и2 + V 2
- 2'\Э- ·и· V. 

а 

Ти обрасци претпостављају само интеграбилност посматраних 

функција и услов да су обе функције и и v позитивне у размаку инте­
грације (а, Ь). Нађени размаци за интеграле квадрата збира или квад­

рата разлике, изражени истим обрасцима, су најужи могући размаци за 

те интеграле док се остаје у претпостављеној генералности, јер осци­

лација 21Э- · иv одиста достиже своју највеhу могућу вредност 2иv у 
случају кад је и= const., 11 = const. 

Обрасци су од интереса стога што дају за посматрани интеграл је­
дан размак чије границе поједини интеграли исте врсте стварно и до­

стижу, а те се границе израчунавају помоћу два интеграла и и V од ко­
јих један зависи само од и, а други само од v. 

У случају т = 2 број Л у обрасцу (156) налази се у размаку између 
1 
Г2 = 0,7071 и 1. 

У случају елийШичких и хийерелиййlичких интеграла, ти обрасци 

изражавају вредност интеграла у облику размака чије се границе доби­

јају као интегралирационалних функција. 

Исти начин одређиваља интегралног размака примељује се и на 

интеграле облика 

" (158) Ј т = Ј w · log( и т + v т) dx 
а 

за функције и, v, w позитивне у размаку (а, Ь ). Из тога што се вредност 
количника (154) увек налази у размаку између 1 и 2~'- 1 , закључује се да 
је за ма коју вредност броја р 
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(159) 
1 р-1 log( и т + v т) = -log( и тр + v тр) + 1'} . --log 2, 
р р 

lоg(итр +v'nJ') = рlоg(ит +vт)-(p-l)log2. 

Према томе је 

ь 

(160) _ 1 р-1 Ј Јт- -]mp +1'}--log2 wdx, 
р р а 

ь 

(161) lтр = plm -,Э.(p-l)log2 Ј wdx. 
а 

Кад се у једначини (160) узме р=__!_, добија се 
т 

ь ь ь 

Ј w ·lоg(ит + vт) dx =т Ј w ·log(и + v)dx + 1'}(1- m)log2 Ј wdx, 
а а 

а приманом тога на Jensen-oв интеграл 

27t 

Ј log(e) ~и 2 + v 2 dx 
о 

а 

141 

који игра важну улогу у теорији функција комплексне променљиве ко­

личине, добија се тај резултат, ga се разлика из.ме!Ју ње2а и инiliezpaлa 
27t 

Ј log( it + v) dx увек налази у раз.маку из.ме!Ју 
о 

1 --log2 = -0, 3462 ... и О. 
2 

Интеrрал монотоно шшдајуће функције 

Нека је .f (х) једна функција која монотоно опада до нуле кад х 
расте од О до =, па уочимо интеграл 

" 
111 =Ј .f(x)dx, 

о 
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где је n цео позитиван број. Пошто је 

1 2 11 

(162) 1 11 =Ј .f(x)dx +Ј .f(x)dx + ... +Ј f(x)dx, 
О О 11-l 

а функција.f(х) монотоно опада, биhе за сваки број k у размаку (1, п) и 
за сваку вредност х у размаку (k- 1, k) 

.f(x) < .f(k-1), 
па, дакле, такође и 

k 

Ј .f(x) dx < .f(k -1), 
k-1 

према чему Је 

(163) 1 11 < .f(O) + ./(1) + ... + .f(n -1). 

Са друге стране, пошто је у исто време и 

.f(x) > .f(k), 
биhе такође и 

k 

Ј .f( х ) dx > .f( k ), 
k-1 

према чему Је 

(164) 1
11 

> .f(l) + /(2) + ... + .f(n --1) +/(n). 

Ако се, дакле, стави да је 

f(O) + f(l) + ... +/(n)= F(n), 

неједначине (163) и (164) показују да се вре,qносШ uнiiiezpaлa 111 налази 

у размаку из.меf)у 

F(n)- .f(O) и F(n) = .f(n) 

тако даЈе 

n 

(165) 1 11 =Ј .f(x) dx =F(n)- f(O) + tt[.f(O) ---/(а)]. 
о 

Границе размака у коме he се налазити интеграл 111 могу се, да­

кле, одредити сумирањем коначнога реда чији је општи члан.f (k). Кад 
се пусти да n бескрајно расте,/ (п) тежи нули, а F(n) постаје збир S бе­
скраЈног реда 
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s = /(0)+ f(l)+ /(2)+ ... ; 

образац (165) постаје 

= 

(167) Ј ј( х) dx = S- f( О)+ 1~ · .f( О) = S -it' · Ј( 0), 
о 

и вреgносШ инШеl.рала налазиhе се у размаку изме!Ју S- f(O) и S. 
Образац (167) даје непосредан доказ Сансhу-ове теореме: инШе­

zрал (167) и збир pega (166) или су обоје коначни, или су обоје бескрај­
ни; један од њих не може бити коначан а да и други то не буде. 

У случају кад је .f(O)= оо, треба на место интеграла Ј посматрати 
интеграл у коме је на место доње интегралне границе О узета граница 

1; ако .f (1) =оо, треба за доњу границу узети 2 итд. Тако нпр. вред­
ност интеграла 

= 

Ј =Jdx =-1-
11 xk k -1 

1 

налази се у размаку (S-1, S), где је 

l 1 1 
s = 1k+2k+зт+ ... 

Интеграл Ј и збир S су обоје коначни за k > 1. 
Интеграл 

и збир реда 

су обоје бескрајни. 

= 

f dx 
Ј= --- = loglog= -loglog 2 

· х logx 
2 

s = __ ]_ + 1 + 1 + ... 
2 · log 2 3 · log З 4 · log 4 

Интеrр:ш алгебарске функције другога реда 

Уочимо интеграл 

а 

где је у функција променљиве х одређена квадратном једначином 

у 2 + .f(x)y + <р(х) =О 
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и где је размак интеграла (а, Ь) такав, да су у њему обе функције 

<р (х) и /(х) - <р (х) 
.f(x) .f(x) 

коначне, одређене и позитивне. Према ономе што је напред показано 

за корене квадратне једначине, апсолутна вредност функције у може 

се написати у облику 

према чему he бити 

Ј = Ј <р dx + 1't Ј .fdx -Ј <р dx 
!Ј [ h h ) 

а Ј а а Ј 

тако ga he се инШеzрал Ј налазити из.меЬу 

,, h 

Ј .fdx и Ј <р dx. 
а а Ј 

Интерес резултата лежи у тиме што се границе интеграла, у коме 

функције под интегралним знаком сШоје йоg кваgраШни.м кореном, од­

ређују као размаци чији су крајеви интеграли без Ших кваgраШних ко­

рена. 

Сличан се резултат добија и за интеграле алгебарских функција 

т-тог реда, помоhу напред наведене теореме о размаку који садржи 

апсолутне вредности свих реалних корена дате алгебарске једначине 

т-тог степена. 

Једна ишаса одређених интеrрала 

На одређене интеграле облика 

ь 

Ј(х) = Ј иe''xdt, 
а 

где су и и v дате функције интеграционе променљиве t, наилази се, као 
на рачунске елементе, у разноврсним проблемима математичке ана­

лизе. 

Кад је размак интеграције (а, Ь) коначан, а и и v коначне и непре­
кидне функције у томе размаку, сваки такав интеграл Ј(х) представља 
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по једну функцију променљиве х холоморфну у целој равни те промен­
љиве. Та се функција може развити у ред 

конвергентан у целој равни х, а где he бити 

}Ј 

а 11 = _!_Ј иv 11 dt. 
n! 

а 

Конвергенција се лако доказује поделивши размак инеграције (а, 

Ь) на подразмаке такве да у свакоме од њих функција и задржава један 

исти знак. Ако је (а,~) такав један под-размак, биhе по апсолутној 
вредности, а према обичној теореми за средње вредности одређених 

интеграла, 

~ р 

Ј иv"dt = R"f и dt, 
а а 

где је R једна вредност која се налази између најмање и највеhе вред­
ности функције v у томе размаку. Групишуhи такве интеграле за све 
под-размаке у размаку (а, Ь), добија се за а" један израз који показује 

. . 
да Је по апсолутноЈ вредности 

АМ" 
ап<--, 

n! 

где су А и М независни од n, а што доказује конвергенцију реда. 
Ма какав био знак функције и у размаку (а, Ь) пошто е''х задржава 

непроменљив знак у томе размаку, теорема средњих вредности пока­

зује ga се за .ма коју реалну вpegнociii х, вpegнociii инiiie'ipaлa налази у 
раз.маку из.меЬу 

h h 

(168) N Ј e''1xdt и М Ј e''2 'dt, 
а а 

где су v 1 и v 2 две ма какве функције између којих се за t у (а, Ь) налази 
вредност функције v; N и М су предњи и задњи крај једнога, ма кога, 
размака у коме се налази вредност функције и за вредности t у размаку 
(а, Ь). Могу се нпр. за N и М узети најмања и највеhа вредност коју до­
бија функција и за вредности t у размаку (а, Ь ). Тако се исто за v 1 и v 2 

може узети најмања и највеhа вредност Q и Р коју добија функција v за 
t у размаку (а, Ь ); раз.мак функције Ј(х) је iiiaga онај измеЬу вpegнociiiu 
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или из.меf:Ју 

према знаку посматраних вредности х. 

Један, по кашто ужи, па дакле и пробитачнији, размак за вредно­

сти функције Ј(х), добија се применом Sch\v-arz-oвe интегралне нејед­

начине 

која, као што је казано, важи за ма какве интерабилне функције <р и \Jf 
променљиве t. Ако се стави да је 

<р = и, \ј! = е''х 
добија се 

h 

Ј2 (х) < Н Ј e2''xdt, 
а 

где је Н константа 

а 

Ако је, дакле, 1\,(х) тачна вредност, или једна горња граница инте­

грала 

заgњи се крај раз.мака (168) за функцију Ј(х) .може с.мениiuи вреgношhу 
~ НЛ(х) што је од интереса кад је та вредност мања од вредности 

h 

М Ј e''2xdx, 
а 

јер је тада размак функције Ј(х) ужи од размака (168). 
Из обрасца 

у коме су изводи функције Ј изражени интегралима истог типа као и 

сама функција Ј, добијају се на исти начин и размаци у којима he се 
налазити вредности тих извода за посматране вредности х. 
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Као пример, одредићемо такве размаке за вредности функције 

Ј 

l(x) =Ј evxdx, 
о 

147 

где з е v = t log l. Та се функција поклапа са једном трансцедентом на 
t 

коју се наилази у многобројним општијим аналитичким проблемима и 

која је представљена редом 

Пошто функција v, за време док t расте од О до 1, и сама почиње 
расти до нуле, достиже свој максимум чија је вредност 

1 -- = 0,36788 ... 
е 

па затим опада до нуле, биће према теореми средњих вредности 

х 

Ј( х) < е е за х > О, 
х 

Ј(х) > е е за х < О. 
х 

Вредност Ј( х) налази се, дакле, увек у размаку између 1 и ее, та-
ко даје 

х 

Ј(х) = l+1.C).(ee -1) за х> О, 

х х 

Ј(х)= е-; +1Э{l-е;) за х< О. 

Међутим за позитивне вредности х могу се за Ј( х) одредити и 

ужи размаци на овај начин: 

Из двогубе неједначине 

која вреди за све целе бријеве n·~ 5, налази се да је за такве вредности 

1 (l)n+l 1 1 ( l)n+l 
(169) (n+ 1)! --;; < (n+ 1)"+1 < (n+ 1)! 2 



148 ИНТЕРВАЛНА МА ТЕМАТИКА 

Ако се стави да је _ 

х 2 х" 
Р"(х) = l+x +-2 + ... +-, 

2 п" 

xn+l xn+2 
R,,(x) = 1 + + ... 

(n+l)"+ (n+2)"+2 

тако даЈе 

(170) l+x Ј(х) = Р11 (х) = R"(x) 

према неједначини (169) биће за n :?: 5 

(171) = 1 ( )k = 1 ( )k "'"' - ~ < R (х)< "'"' - ~ . 
LJ k' 11 LJ k' 2 k=n+l • е k=n+l . 

Међутим, бескрајни збирови, који фигуришу на левој и десној 
страни неједначине (171), нису ништа друго до остаци редова 

(172) 
= 1 (х )k х 

=е"' 
0 k! е 

(173) 

Применом познатог правила да остатак једнога реда 

f(x) = а 0 +а 1х +а 2х 2 + ... 
има за вредност 

налази се да he остатак реда (172) бити 

i}x 

xn+l е е 

(n+ 1)! e2(n+l) , 

а остатак реда (173) 
i)'x 

xn+l е е 

(n+ 1)! 2 2(n+l) ' 

где су 1З- и-д-' два броја који се налазе у размаку (0, 1). 
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Неједначина (171) тада доводи до овог резултата: 
За све позитивне вредности х и ма колики био цео број n ? 5 , 

биhе 

l+x Ј(х) = Р"(х) = R"(x), 

где се R"(x) увек налази у размаку између вредности 

x n+! 1 xn+! е" 

(п+ 1)! e2(n+l) 
и 

(n+ 1)! 4"+1 • 

Ако се узме n= 5, добија се на тај начин да 

х х 2 х 3 х 4 

.Ј(х) = 1+-+-+--+---+ ), 
> 4 27 256 3125 

где се R4 (x) увек налази у размаку између вредности 

где су А и В константе 

А=~= 8534·10-12
, 

б! е 

в = - 1- = 339084. 10-12
• 

6!212 

На сличан начин, помоhу обрасца 

k l 
d .Ј(х) Ј k ''xd _----'-:--_!_= v е х 

dxk 
о 

могу одредити и размаци између којих he се налазити вредности из­
вода функције Ј(х). 

Из обрасца 
l 

Ј(х)= Ј e''xdt, 
о 

1 
1 

v = t og-, 
t 

пошто функција v остаје непрестано позитивна између интегралних 
граница О и 1, види се у исто време да: 

1 о кад х бескрајно расте у правцу +оо, функција Ј( х) бескрајно 
расте; 

2 о кад х бескрајно расте у правцу - =, функција Ј( х) тежи нули. 
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Према горњем интегралном обрасцу за п-ти извод функције Ј(х), 

то исто важи и за све изводе те функције. 

Крива линија у = Ј(х) има, квалитативно, исти облик као експо­
ненцијална крива линија у= ех. Она има осу Ох као асимптоту за 

х = -оо; док х расте од - оо до +оо, она непрестано расте од нуле до 

+оо, немајуhи при томе ни максимума, ни минимума, ни превојних та­

чака и секуhи осу Оу у тачки у= 1. 
На функције се облика Ј( х) наилази нпр. при одредби износа 

површине од х = О до х = 1, ограничене осом Ох и луком ма које инте­
гралне криве линеарне диференцијалне једначине ма кога реда, која се 

трансформацијом 
t log t = z 

интеграционе променљиве t своди на линеарну једначину са сталним 
коефицијентима. 

Исте се функције употребљавају у разноврсним проблемима ма­

тематичке анализе, као ко.мйараШивни еле.менйlи за разне друге класе 

функција, које се са њима упоређују, па се из тих упоређења сазнају 
поједине особине тих класа функција. 



ТРЕЋИ ОДЕЉАК 

БРОЈI-IИ Р АЗМАЦИ ЗА ИНТЕГР АЛЕ 
ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХ ЈЕДНАЧИНА 

20. МЕЂУСОБНО УПОРЕЋИВАЊЕ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХ 
ЈЕДНАЧИНА 

Поред доста великог броја диференцијалних једначина које се мо­

гу интегралити помоhу квадратура, или помоhу познатих комбинација 
њихових коефицијената, постоји непрегледан и од првога бескрајно 

веhи број једначина које се не могу интегралити у таквоме облику. Та 

немогуlшост или је айсолуШна, тј. интеграл је уопште неизражљив на 

поменути начин, или је йривре.мена, тј. долази од тога што се за данас 

нема метода за такву интеграцију. Међутим, и у једном и у другом слу­

чају постоје методе за интеграцију помоhу бескрајних редова, конвер­

гентних у одређеним размацима независно променљиве количине; та­

кве методе дају могуhност да се интеграл у (х), који за једну дату поче­

тну вредност х = х 0 има дату вредност у= у0 , израчуна и за сваку дру­

гу вредност х садржану у размаку конвергенције добијеног реда. 

Али, било да је тачна интеграција могу-

hна или немогуhна, постоје методе за ogpe- У L' 
Ьивање инШеzрала у облику раз.мака, тако да 

се за сваку вредност х садржану у једноме ра­

змаку (а, Ь) може одредити одговарајуhи ра­

змак (А, В) у коме he се насигурно налазити 
вредност уоченог интеграла дате диферен­

цијалне једначине. Такав је размак, као што . . 
се види, променљив, Јер се он мења од Једне 

вредности х до друге. Кад се х поступно ме- О а х Ь 

ња у размаку (а, Ь), крајеви А и В umuezpa-
лнo'i раз.мака (А, В) описују по једну линију у равни хОу: то су zраничне 

линије интеграла у томе размаку променљиве х, и то gоња и zорња 

гранична линија L и L'. 
Ogpef)uвaњe инШеzрала у облику раз.мака сасШоји се у оgреЬивању 

iорње и gоње zраничне линије инШеzрала. Кад су ове одређене, инте-
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грални размак (А, В) за једну дату вредност х, имаће се као одсечак 

(сегмент) праве која пролази кроз тачку (х, О) и која је паралелна осо­
вини Оу. 

За одређиваље граничних линија интеграла постоје разне методе. 

Већина је од њих основана на међусобном уйоређивању gиферет-щијал­

них јеgначина у овоме смислу: кад је дата једначина 

(174) .f(x, у, у', у", ... )= О 

и кад су дате почетне вредности х 0 , у 0 , где је вредност х садржана у да­

томе размаку (а, Ь) променљиве х, нађу се две једначине 

(175) 
fi(x, и, и', и", ... )= О, 

.f2 (x, v, v', v", ... )=О, 

које задовољавају ове захтеве: 

1 о да се могу одредити њихови интеграли и и v који за х = х 0 до­

бијају вредности и = Уо и 11 = у0 ; 
zo да се за све вредности х у размаку (а, Ь) може доказати дво-

струка неЈеднакост 

и:::; у::; v. 

Криве у равни хОу, које представљају такве интеграле и и v, биће 
граничне линије интеграла у; једначине (175) играју тада улогу комйа­
раШивних јеgначина за дату диференцијалну једначину (174). Кад су 
нађене такве две једначине и њихови интеграли и и v, интеграл у јед­
начине (174) биhе дат у облику размака обрасцем 

у=и+1З-(v-и), 0::;1'}:::;1. 

У овоме, што сада долази, биhе изложено неколико метода за 

одређиваље компаративних једначина и граничних линија за интеграле 

дате диференцијалне једначине. Те су методе од нарочите користи у 

случајевима кад се диференцијална једначина не може ни тачно, ни 
приближно интегралити, па је корисно сазнати бар то, у коме се раз­

маку налази вредност њеног интеграла за дату вредност променљиве х. 

Нека су 

(176) 

(177) 

(178) 

21. ПРВА.МЕТОДА 

у'= F (х, у), 
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три диференцијалне једначине првога реда. Функције двеју промен­
љивих х и у 

(179) 

(180) 

F (х, у)- F1(x, у), 

F(x,y)-F2(x,y), 

имаhе, у равни хОу, свака своју позитивну и негативну област. Означи­

мо са: 

д 1 и д 2 позитивну и негативну област функције (179); 
.01 и (~ 2 позитивну и негативну област функције (180); 
D 1, D 2 , ... линије које ограничавају те области; 

Е 1 , Е2 , ... линије које представљају геометријска места сингулар-

итета функција F, F 1, F 2 ; 

део равни који је заједнички за један пар области д и Q супро­
тно означених, нпр. за области д 1 и Q 2 • 

Нека је М 0 (х 0 , у0 ) једна тачка која не припада ни једној од линија 

D ни Е, а која се налази у области П. 
Напослетку, нека су у, и, v интеграли једначина (176), (177), (178), 

који за х =х 0 имају заједничку вредност 

У== Уо, и =Уа, v =Уа· 

Тада he, са једне и друге стране тачке (х 0 , 0), постојати на оси Ох 
један размак чије пространство није нула, нпр. размак 

(181) 

(где су /11 и h2 два позитивна броја) који he испуљавати ове услове: 
а) док се х мења у размаку (181 ), интеграли и и v једначина (177) и 

(178), као и њихови први изводи, су одређени, коначни и непрекидни; 
~)контура Г састављена од кривих и, v и двеју правих 

садржана је у области П и она не обухвата ни један део кривих D ни Е, 
нити се са којом од ових сече. 

Тада се може доказати овај резултат: 

Kag се х .мења у размаку (181), инilie'ipaл у јеgначине (176) биhе ко­
начан и нейрекиgан, а налазиhе се нейресiiiано у размаку између og'io­
вapajyhux вpegнociiiu инi71е2рала u и v јеgначина (177) и (178), тј. инте­
грала који за х =х 0 добијају вредност у0 • 

Јер, пошто се тачка М 0 налази у области П, биhе за ту тачку 
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(182) 

и према томе 

(183) 

F (х, у)- F1(x, у)> О, 

F(x,y)-F2(x,y)<O 

d 
-(v-u)>O 
dx · ' 
d 
-(y-v) <О. 
dx 

Са друге стране је за х = х 0 
(184) 

па дакле 

(185) 

у - и = О, у - v = О, 

v < у < и за х = х 0 - Е, 

и < у < v за х = х 0 + Е, 

где је Е довољно мали позитиван број. 

ИНТЕРБАЛНА МА ТЕМАТИКА 

Горње тврi)ење, дакле, насигурно важи за један довољно узак ра­

змак са једне и друге стране вредности х 0 ; ми hемо сад доказати да он 
важи и за све вредности х у размаку (181). Тога ради приметимо да би 
он тек онда могао да престане важити, кад би наступио један или други 

од ова два случаја: 

а) или да крива у пресече једну од кривих и или v у једној тачки 
чија се апсциса налази у размаку (181); 

б) или да за једну вредност х= а, садржану у размаку (181), и за је-

дну вредност у= ~ садржану у размаку између и (а) и и(~), извод :~ , 
па дакле и функција F (х, у), постане било бескрајна, било неодреl)ена, 

или да промени детерминацију. 
Случај а) не може наступити, јер кад би х =у, у = 8 биле координа­

те једне заједничке тачке М, нпр. кривих у и и која је, међу осталим 

заједничким тачкама (ако их има) најближа тачки М 0 , то, пошто се 
тачка М налази на самој контури Г, а ова је садржана у области П, 

морало би за ту тачку М бити 

и према томе 

а уз то и 

F(x,y)-F1(x,y)> О 

d 
-(у-и)> О 
dx' ' 

у- и= о. 
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Према томе би морало бити 

(186) 
у < и за х = у - Е, 

у > и за х = у + Е, 
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а то је у супротности са неједначинама (185), јер упоредивши међу со­
бом неједначине (185) и (186) види се да би разлика у - и при преласку 
од тачке М 0 на тачку М морала променити знак, што је немогуће по­

што, између тих двеју тачака, та разлика не постаје једнака нули. 

Случај б) такође не може наступити, јер се ни једна тачка кривих 

г . . dy . 
Е не налази ни у контури ни на ЊОЈ самоЈ; извод dx Је, дакле, одре-

ђен, коначан и непрекидан за све вредности а садржане у размаку 

(181) и за све вредности~ садржане у размаку између и(а) и и(~); он 

за њих не мења ни детерминацију. 

Горње тврђење је тиме доказано и оно важи за цео размак (181), и 
то тако да Је 

v < у < и у размаку од х 0 - h1 до х 0 , 

и <у< v у размаку од х 0 до х 0 +h2 . 

Кад би се тачка М 0 налазила у заједничком делу области l\ 2 и .01, 

све досадашње неједначине промениле би смисао, а резултат би остао 

исти, тако да се може сматрати као доказан овај општи резултат: 

Kag 'iog се Шачка (х0 , у 0 ) налази у зајеgничко.м gелу gвеју обласШи 

Ll; , Qk, 'ige је јеgан og инgекса i или k йаран, а gpy'iи нейаран, инШеzрал 
у, који .за х= х0 и.ма вреgносШ у= у0 , биhе коначан, нейрекиgан и саgр­

жан у размаку из.ме!Ју и и v за све вреgносШи х у размаку (181). 

Приметимо да за сваку диференцијалну једначину (176) 

y'=F(x,y) 

и за сваки пар (х 0 , у0 ) почетник вредности ( остављајући на страну изу­
зетне напред поменуте парове) постоји такав размак (181) чије про­
странство није нула. За сваку, gакле, јеgначину (176) и за сваки йар вре­
gносШи (х0 , у0 ) .може се ogpegmuи јеgан размак који he наси'iурно саgр­
жаШи шuuezpaл у за све вреgносШи х саgржане у јеgно.ме размаку (181) 
око вреgносШи х0 . У појединим случајевима размак (181), који се ни­
кад не своди на нулу, може обухватати и све вредности х од О до+ оо, 
ИЛИ ОД·- оо ДО + оо, 

Ј е дна чине (177) и (178) играју улогу компаративних једначина за 
једначину (176), а и и v дају граничне линије за интеграл у. 
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Пример.- Применимо то на Riccati-eвy једначину 

(187) у'= у2 + f(x), 

где се претпоставља да функција f(x) нема никакав реалан сингулар­
итет (нпр. да је она какав полином по х). 

У о чим о најпре случај кад је вредност .f(x 0 ) позитивна; тада пос­

тоји један размак (а 1 , а 2 ) вредности х, који обухвата вредност х 0 и у 
коме ће функција .f(x) бити непрестано позитивна. 

Означимо са N и М предњи и задњи крај једнога размака који обу­
хвата вредности f(x), док се х мења у размаку (а 1 , а2 ), па узмимо за 

компаративне једначине (177) и (178), једначине 

(188) 
и'=и 2 +N, 

v'=v 2 +M. 

Функције (179) и (180) he бити 

(189) .f(x)-N, f(x)--M, 

а области се д 1 и Q 2 поклапају са делом равни хОу између правих 

х = а1 и х = а2 ; тај део равни представља у исто време и заједничку им 

област П. 

Интеграли и и v компаративних једначина, који за х = х 0 имају 

заједничку вредност у0 , овде су 

(190) 

и они су одређени, коначни и непрекидни у извесном размаку 

од ~ 1 =x 0 -k1 до ~2=xo+k2, 

где су k1 и k2 позитивне константе које је лако одредити. 

Криве Е овде не постоје, пошто функције (189) немају реалних 
сингуларитета. Са друге стране, пошто се област П протеже на цело­

купан део равни хОу што се налази између правих х = а 1 и х = а2 , то 

је и контура Г садржана у тој области. 
Према свему томе, као размак (181) има се сматрати заједнички 

део размака (а 1 , а 2 ) и (~ 1 , ~ 2 ); за све вреgносШи х у Шо.ме размаку ин­
Ше2рал у fie биШи коначна и нейрекиgна функција йроменљиве х, саgр­
жана у размаку између функција u и v изражених обрасцима (190). 
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Уочимо сад случај кад је вредност f(x 0 ) негативна; функција 
f(x) he тада бити непрестано негативна у једноме размаку (а 1 , а 2 ) 
који обухвата вредност х 0 • 

Означимо са -М и -N предњи и задњи крај једнога размака који 
обухвата вредности .f(x), док се х мења у размаку (а 1 , а 2 ), па узмимо 
за компаративне Једначине 

(191) 
и'=и 2 -М, 

v'=11 2 -N. 

Њихови интеграли и и v који за х = х 0 имају заједничку вредност 

у0 , тада су 

(192) 

и= ЈМ(Уо +Гм)+(уо -Гм)е2(х-хо).Гм 
У о + Гм- (У о - Гм) е2 <х-хо)Гм ' 

v = .JN (У о+ .JN) +(У о- .JN) e2(x-xo)Ifii 

Уо +.JN -(Уо -.JN)e2<x-xo)..fN 

и они су одређени, коначни и непрекидни за све вредности х у извесном 

размаку (~ 1 , ~ 2 ), који обухвата вредност х 0 и који је лако одредити. 
На исти начин као у првоме случају, лако се види да се као размак 

(181) има сматрати заједнички део размака (а 1 , а 2 ) и (~ 1 , ~ 2 ) и ga he за 
све вpegнociiiи х у Шоме размаку umue'ipaл у биШи коначна и нейре­

киgна функција йроменљиве х, саgржана у раамаку измеf)у функција u 
и v изражених обрасцима (192). 

22. ДРУГ А МЕТОДА 

Наведена прва метода је оnшта и йрименљива на све gиференци­

јалне јеgначине йрвоzа pega, како алzебарске, Шако и ШрансценgенШне 
и за све йарове йочеШних вреgносШи х0 , у0 , осим оних изузетних паро­

ва који се могу унапред сазнати неnосредно на самој диференцијалној 

Једна чини. 

Међутим, у специјалним случајевима, кад једначина задовољава 

извесне, више или мање простране услове, може се интегрални размак 

одредити на разне друге начине, везане за такве случазеве и за такве 

услове. Једна од многобројних метода за то одређиваље била би ова 

што he се овде навести. 
Нека је дата диференцијална једначина првога реда 

(193) y'=F(x,<p), 
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где је <р дата функција променљиве у, па уочимо случај кад су испуљени 
ови услови: 

1 о да су функција <р (у) и љен први извод функције реалне, непре-

кидне и коначне за све вредности у од- оо до + =; 

2о ф · F' · дF да су ункЦИЈа и љен парцИЈални извод -реални, коначни, 
д<р 

непрекидни и непроменљивог знака за све вредности х садржане у јед­

номе размаку ( а 1 , а 2 ) и за све вредности у садржане у истом размаку 

(N, М) који садржи и вредност функције <р(у) за вредности у од- оо до 

+оо. 

3° да, означивши са k један ма који сталан број садржан у размаку 
(N, М), а са х 1 и х 2 два ма која стална броја садржана у размаку 
(а 1 , а2 ), одређен интеграл 

х, 

Ј= ГF (х, k)dx 

има само једну реалну вредност, и то одређену и коначну (а може има­
ти и колико се xohe других, али имагинарних вредности које нпр. 
произлазе од интегралних периода). 

Узмимо за почетне вредности х 0 , у 0 једну ма коју вредност х 0 
садржану у размаку ( а 1 , а2 ) и једну ма коју вредност у0 од - оо до + =, 
па формирајмо две функције · 

х 

А(х, х 0 , у 0 ) = Уо +Ј F (х, N)dx, 
Х о 

х 

~-L(x,x 0 ,y0 )=y0 + JF(x,M)dx, 
х о 

Тада се може доказати овај резултат: 

ИнШе2рал у јеgначине (193), који за х= х0 има вреgносШ у= у0 , 

биhе коначан и нейрекиgан за све вреgносШи х саgржане у размаку 

(а 1 , а2 ), мењаhе се йри Шоме у јеgном исШом смислу, монтuоно расШу­

hи или ойаgајуhи, и биhе нейресШано саgржан у размаку измеЬу og'ioвa­
pajyhиx вреgносШи функција А и 11· 

Да бисмо то доказали, приметимо да кад су испуљени услови 1 о и 
2°, апсолутна вредност функције F остаје маља од једног коначног 
позитивног броја за све вредности х садржане у размаку (а 1 , а 2 ) и за 
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све вредности у од - оо до + оо. То he исто бити и са њеним парцијалним 
извод ом 

дР дР d<p 
--=-·-
ду д<р dy 

Према једној познатој теореми из аналитичке теорије диференци­
јалних једначина првога реда, интеграл у једна чине (193) који за х = х 0 

има вредност у= у0 , биhе коначан и непрекидан за све вредности х 

садржане у размаку ( а1 , а 2 ). 

Према услову 2° функција Р и њен парцијални извод _дР имају у 
ду 

размацима (а 1, а2 ) и (N, М) непроменљив знак; у о чим о случај кад ј е 
овај позитиван. Према једначини (193) интеграл у непрестано расте, а 
према двострукоЈ неЈедначини 

Р (х, N) ~Р (х, <р)~ Р (х, М) 

и према једна чини (193), интеграл 

х 

Ј Р (х, <p)dx, 
Х о 

који није ништа друго до разлика у- у0 , налазиhе се увек у раз:r;шку 

измеl)у одговарајуhих вредности иитеграла 

х 

11 (х) =Ј Р (х, N)dx, 
Х о 

х 

12 (х) =Ј Р (х, M)dx, 

чиме је горње тврђење доказано. 

Исти би се резултат и исти доказ, само са перм:утованим краје-

. б ф . Р дР б вима размака, имао и у случаЈу кад и знак уикциза и дУ ио нега-

тиван. 

У случају кад размак ( а 1 , а2 ) обухвата све реалне бројеве, 'iopњu 

peayлzua~u важи за Ј\Ш које йочеiйне вреgносiйи х0 , у0 . 

1. йример.- Нека је дата једначина 
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где су k, т, n позитивне константе. Узевши да је 

услови 1 о и 2° испуњени су нпр. за све позитивне вредности х, у; вредно­
стиNиМ cy:N =О, М= 1; функције Ли џ. су 

'А(х, Х о, Уо) =Уа+; (х 3 -х6), 

!l(x,xo,Ya) =Уа+ ;(х 3 -х~)+(х -ха) 

иза све позитивне вредности ха и х интеграл у биhе коначна, непрекид­

на и позитивна, монотоно растуhа функција, садржана у размаку (Л, 11). 

2. йри.мер. -·Нека је дата једначина 

1 е-гх2 
у = 

1 
---/v;-.2-----/v;-2 --ј---сЈУ2·-' 

--те - ne 

где су т, n, k, р, r позитивне константе, а уз то је још и 

т+ n< 1. 
Узевши даје 

услови 1 о и 2° су испун"ени за све реалне вредности х, у; тада је N = О, 
М= 1; функције Л и 1.1 су: 

х -гх2 

А(х,хо,Уо)=уо+Ј е , dx, 
1- те···kх-

хо 

х -гх2 

/l(X, Ха, Уа)= Уа+ Ј 
1 

е _ь2 dx 
. 1-(т+п)е 
х о 

и оне ограничавају интеграл Ј, који за х =х 0 добија вредност у = Уа и 
остаје коначан, непрекидан, позитиван за све реалне вредности х, рас­

туhи при томе монотоно. 

З. йри.мер.- Нека је дата једначина 

, а+ у 2 

у = 
аЬ +х+ Ьу 2 ' 

где су а и Ь позитивне константе. Узевши да је 
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1 
<р(у) = --2' 

а +у 

чиме једначина добија облик 

у' 
1 

Ь+х<р(у)' 
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услови 1 о и 2° испуњени су нпр. за све позитивне вредности х, у; тада је 

N =О, М = l; функције Л и f! су 
а 

х 

~ Ј dx х А(Х,Хо,Уо)=уо+ -=CI+-, 
ь ь 

х о 

f
x dx 

[!(х, Х о, Уо) = Уо + --х-= с2 +а log(x + аЬ), 
х0 Ь+-

а 

где су cl и с2 константе 

Х о 
CI=Yo-b' 

С2 = Уо- а log(x 0 + аЬ), 

и за све позитивне вредности х 0 и х интеграл he бити садржан у разма-
ку (Л, f!). 

Аси.мйШоШна вреgносШ инШеzрала. Казано је да, кад размак 

(а 1 , а 2 ) обухвата све реалне бројеве, горњи резултати важе за ма које 

почетне вредности х 0 , у 0 . У томе случају аси.мШuоШна вреgносШ инте­

грала у, тј. љегова вредност за х=+ оо или за х=- оо, биће коначна или 

бескрајна према томе да ли одговарајуће вредности интеграла 11 и 12 

теже коначним или бескрајно великим границама. Kag zog су Lue zра­
нице коначне, аси.миштина вреgносш у налази се у размаку из.меЬу 

вреgносШи 

тако да, ако се стави да Је 

биће 

асимпт. вредност у= У, 

асимпт. вредност 11 = А1 , 

асимпт. вредност 12 = А2 , 
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Тако, у првом примеру, кад је дата једначина 

dy 2 2 - = тх +ne-ky 
dx ' 

(т, n, k позитивне константе) асимптотна вредност интеграла у, који за 
х= х 0 има вредност у0 , бескрајно је велика, јер интеграли 11 и 12 те­

же бескрајно великим границама. 

Напротив, у другоме примеру, кад је дата једначина 

(а, ~, k, р позитивне константе и а+ ~ < 1) лако се уверавамо да је 
асимптотна вредност интеграла коначна и да јој се може одредити бро­

јни размак у коме he се она насигурно налазити. 
Јер у томе је случају 

А пошто је за вредности z, по апсолутној вредности мање од 1, 

- -гх 2 + е-(г+k)х 2 + 2 -(г+2k)х 2 + z3e-(г+3k)x 2 + 
----=--е z ze ... 
1- z e-kx2 

и према томе је 

где Је 

_ f~ -(г+nk)x 2 d _ -Jit 1 
и"- е х- ~' 

0 
2 \fr+nk 

тако, да се може написати 
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(194) 

где Је 

(195) ~ z" 
Ф(z) = LJ Гr+7Ј' 

п~о r + nk 
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који образац важи за вредности z по апсолутној вредности мање од 1. 
Међутим, према обрасцу 

= о = 

f = f + f 
х0 х0 О 

и обрасцима (194) и (195) може се написати да је 

па пошто су вредности а и а+ ~ мање од јединице, обе су вредности А1 
и А2 коначне и одређене; аси.мйШоШна вреgносШ инШеzрала у коначна 
је и налази се у размаку из.меЬу А 1 и А2 . 

Од интереса је скренути пажњу на улогу коју игра функција Ф(z) 

при одредби размака у коме се налази асимптотна вредност интеграла 

у горње једначине. Та је функција дефинисана редом (195) у коме ранг 
n његових чланова фигурише под квадратним кореном, а на такве се 
редове никад не наилази при интеграцији алгебарских диференцијал­

них Једначина. 

23. КВАЛИТАТИВНИ ПРВИ ИНТЕГРАЛИ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХ 
ЈЕДНАЧИНА 

Напред изложене две методе односе се на диференцијалне јед­

начине йрвоzа pega; метода која he овде бити изложена применљива је 
на једначине .ма коzа pega. Она се састоји у употреби једне нарочите 
врсте првих интеграла диференцијалних једначина. 

У општој теорији диференцијалних једначина сматра се као йрви 

инШеzрал дате једначине 

(196) F(х,у,у', ... ,у<п))=О, 
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такав један израз 

(197) ф( 1 (т)) 
х,у,у, ... ,у ' 

који се према самој једначини (196) своди на једну константу кад се у 
њему у смени једним којим било интегралом (196). Егзистенција так­
вог интеграла изражава се Једначином 

(198) Ф= const. 

Тако нпр. једначина 

уу" + у'2 =о 
има као своЈ први интеграл 

уу' = const.; 
заЈедначину 

(у+ 2ху') у"+ 2у'2 = О 
постоји први интеграл 

ху' 2 + уу' = const. 

Међутим, поред такве врсте првих интеграла, који изражавају да 

се један одређен израз Ф не мења са променљивом х кад се у њему у 

смени интегралом једначине (196), у великом броју случајева постоји 
за исту једначину и такав један израз Ф, који се мења само у оgређеном 

бројном размаку, кад се у њему у смени интегралом једначине (196); то 
се изражава Једначином 

(199) Ф=Л 

са придодатом јој двоструком неједначином 

(200) 

(где Л- 1 и Л- 2 означавају предњи и задњи крај размака у коме се мења 
израз Ф) или једначином 

(201) 

Али, док једначина (198) важи за који било интеграл једначине 
(196), једначина (199) важи само за йојеgине врсШе интеграла исте јед­
начине (196), нпр. само за интеграле реалне, или позитивне, или моно­
тоно растуhе, или конвексне итд. 

Тако нпр. пошто је за реалне вредности у и у' 

l(y'2 + у2)2 ~ у'4 + у4 ~ (у'2 + у2)2, 
2 
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то се за диференцијалну једначину 

(202) 

добија да је 
12 2 

у~ = 1+1't(Г2 -1), 0~1'}~ 1, 
/(х) 

тако да је, за ма који реални интеграл једна чине (202) 

(203) 
12 2 

у +у = 1 + 1'}. о 4142. 
~f(x) ' 

Тако исто, пошто је за реалне и позитивне вредности у и у' 

то he, за ма који позитиван и монотоно растуhи интеграл једна чине 

(204) 

бити 

(205) у'+ у = 1 + 1'}. 0,4142. 
~<р(х) 
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Тако се исто налази, да he за ма који позитиван и конвексан инте­
гралЈедначине 

(206) 

бити 

(207) у"+ у = 1 + 1'}. 0,4142. 
~\lf(X) 

Тако исто, док једначина (198) важи за све вреgносШи х, како реа­
лне тако и имагинарне, једначина (199) важи само за реалне вредности 
х, обично саgржане у јеgно.ме оgре!јено.м размаку (а, Ь). Тако нпр. у 

случају једначине (202), једначина (203) he важити само за оне размаке 
(а, Ь) вредности х у коме је уочени интеграл реалан; у случају једна­

чине (204), једначина (205) важи само за размак (а, Ь) у коме је инте­
грал позитиван и монотоно расте итд. 

Скуп од свију тих чиљеница означује се једначином 
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(208) Ф=Л 

и не]едначинама 

а< х< Ь, 

л!< л< Л2, 

где hемо, као и до сада, означавати Л са 1} кад Л 1 = О, Л 2 = 1, а са со кад 
је Л 1 =-1, Л2 =+1. 

При томе треба имати на уму да су Л, 1}, со ипак функције промен­

љиве х, чије вредности непрестано остају у одговарајуhем размаку 

(Л 1 , Л 2 ), односно (0, 1) или (-1, +1), али су различне за разне вредности 
х садржане у размаку (а, Ь) . 

Док први интеграл у обичном смислу, тј. једначина Ф= const., из­
ражава једну потпуно одређену математичко-кванШиШаШивну чи­

љеницу, дотле једначина (208) изражава једну непотпуно одређену чи­
њеницу, која је математичко-квалий1ай1ивне природе, јер само означу­

је размак у коме се налази израз Ф, не прецизирајуhи његову праву вред­

ност. Стога he се за једначину (208), или за сам израз Ф, казати да пред­
стављају један квалий1ай1ивни йрви инШе'iрал дате једначине (196). 

Таква врста првих интеграла, мада не изражава никакву прецизну 

математичку чињеницу, може ипак корисно послужити за проучавање 

интеграла на које се односи. На име, такви први интеграли дају могу­

hности да се одреди размак у коме he бити садржане вредности уоче­
ног интеграла у дате једначине (196), број нула интеграла у у датоме 
размаку (а, Ь) променљиве х, размаци који се односе на максимум е и 

минимуме интеграла у у размаку (а, Ь) променљиве х итд. А све је то 

од нарочитог интереса у случајевима кад се диференцијална једначина 
не може ни тачно, ни приближно интегралити. Такав начина одређива­

ља интегралних размака видеhе се из овога што следује. 

24. ИНТЕГРАЛНИ РАЗМАЦИ ОДРЕЂЕНИ ПОМОЋУ 
КВАЛИТАТИВНИХ ПРВИХ ИНТЕГРАЛА 

У великом броју случајева, искористивши обрасце за интегралне 

размаке, изложене у ранијим одељцима ове књиге, могуhно је инте­

гралити диференцијалну једначину Ф= Л која представља квалитати­

вни први интеграл дате једначине F = О, а да се при томе не мора знати 
тачна вредност броја Л која одговара датој вредности х, тј. да се не мо­

ра знати функција Л(х).Тада се интеграл у, који за х= х 0 има вред­
ност у = у0 добија у облику 

(209) У= f(x, Х о, Уо, !1), 
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где је 11 један број коме се не зна тачна вредност, али се зна размак у 
коме he се он насигурно налазити па ма каква била вредност х у раз­
маку (а, Ь). 

Помоhу јеgначине (209) може се Шаgа ogpegиiliи и йроменљив раз­
мак (А, В) у коме he се налазиШи инШеzрал у каg се йроменљива х буgе 
мењала у своме размаку (а, Ь). Размак (А, В) може се тада израчунати и 
у облику свога асиметричког или симетричког нормалног предста­

вника 

у = и 1 + 1Э-v 1, О S: 1Э- S: 1 

у = и 2 + cov 2 ' -1 s; со s; 1 

тако, да се са интегралом у, као бројним размаком, могу вршити све 

врсте рачуна, на напред показани начин за бројне размаке. 

Начин на који се, из једног познатог квалитативног првог инте­

грала Ф = Л долази до бројног размака за интеграл у, зависи у првоме 
реду од аналитичког облика израза Ф. За одређене типове таквих изра­

за везане су поједине особине интеграла у, које се своде на одредбу 

појединих бројних размака. Овде he бити показано како то бива за 
неколико простих типова израза Ф. 

Први тип облика 

ф = L = Л, а < х < Ь, л! < л < л2 . 
у 

Одатле је интеграцијом 

... t· х 

logy -logy0 =Ј Лdх =Л' Ј dx = Л'(х -х 0 ) 
Хо хо 

(где је Л' један број који лежи између Л 1 и Л2 ) и према томе се инте­

грал дате једна чине F = О, који за х =х 0 има вредност у = у 0 може на­
писати у облику 

Из тога се облика види да инШеzрал у не йociliaje јеgнак нули ни за 

коју вреgносШ х саgржану у размаку (а, Ь) и ga је за све вреgносШи х у 
Шоме размаку и сам саgржан у размаку измеЬу функција 

тако даЈе 
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где су cl и с2 константе 

У случају кад се размак (а, Ь) распростире од О до оо, инiйе2рал 

аси.мйiйоiйно iйежи нули или бескрајно расiйе као ексйоненцијална 

функција еах (где је а једна вредност садржана у размаку између А 1 и 
А2 ) према знаку А 1 и А2 • Сличан резултат важи и за случај кад се 
(а, Ь) пружа од- оо до О, или од- оо до+ оо. 

1. йри.мер.- Нека је дата диференцијална једначина 

где су <р, о/ функције променљиве х, позитивне и коначне у размаку 
(а, Ь). Пошто је, за ма какву реалну вредност у 

_!_(<p+\lfy2)2::::; <р2 +\lf2Y4 :::::(<p+\lfy2)2, 
2 

то he се, за све вредности х у размаку (а, Ь) и за све реалне интеграле 
у, имати као квалитативни први интеграл: 

у' - 1 1 - - А, а < х < Ь, г;:; < А < 1 или а < х < Ь, - 1 < А < - г;:; , 
у ~2 ~2 

према једној или другој детерминацији квадратног корена 

~<р2 + \jf2y4. 

2. йри.мер.- Диференцијална једначина 

у'= (а+ ье-х2-у2 )у, 

где су а и Ь позитивне константе, има за све реалне вредности х и за све 

своје интеграле, као први интеграл 

' L = А, -оо < х < оо, а < А < а + Ь, 
у 

Други тип облика 

(у'+у)<р=А, а<х<Ь, А 1 <А<А2 , 
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где је <р функција променљиве х. Интеграцијом и применом обичне 
теореме средњих вредности налази се да се интеграл у, који за х =х 0 
има вредност у= у0 , може написати у облику 

у = е-<х-хо) [У о +Л' е-Хо f ех dx] ' 
хо <р 

где је Л' један број који лежи у размаку (/.. 1, /.. 2 ). Из тога се види да је, 
за вредности х садржане у размаку (а, Ь), интеграл у садржан у раз­

маку између функција 

и 

где је С константа 

С= У о ехо. 

Сличан се резултат добија и за случај кад постоји један квалита­

тивни први интеграл облика 

(у'- у)<р =Л. 

3. йример.- Нека је дата диференцијална једначина 

где је функција .f(x) реална, позитивна, коначна и непрекидна у уоче­
ном размаку (а, Ь) променљиве х. 

У о чим о, најпре, позитивну детерминацију квадратног корена 

{l(x) и интеграл у који за х= х 0 има вредност у= у0 . Почетна тачка 
М (х 0 , у 0 ) може се налазити изнад или испод осе Ох, или на њој самој; 

ми hемо узети да се она налази изнад те осе. Та се тачка тада мора на­

лазити у области равни хОу, ограниченој о со м Ох и кривом 

(210) у= -j.f(x), 

јер би иначе уочена грана интеграла у била имагинарна. 

Кроз тачку М 0 пролазе две позитивне гране интеграла, једна мо­

нотоно растуhа У1 , која за коефицијенат правца дирке у М 0 има вред­

ност 
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друга монотно опадајуhа У2 , која за тај коефицијенат има вредност 

-~ј( х о) - у 5 ; 

обе се дирке међу собом поклапају кад се тачка М 0 налази на кривој 

(210). 
Грани У1 одговара квалитативни први интеграл 

у'+ У - Л а < х < Ь, 1 < Л < Jl, ,/f(x) - ' 

што, према горе реченом, показује да се она, за вредности х садржане у 

размаку (а, Ь), непрестано налази у размаку између функција 

е-х[с+ fe',/f(x)dx] 
х о 

и 

где је С константа 

Грани У2 одговара квалитативни први интеграл 

-у'+ у =л г;; ,/f(x) , а<х<Ь, 1::о;Л:::;--у2, 

што показује да се она, за вредности х садржане у размаку (а, Ь), не­

престано налази у размаку између функција 

у= ex[D -Jl fe-x,jf(x) dx] 
Х о 

и 

Кроз тачку М6(х 0 , -у 0 ), симетричну тачки М 0 према оси Ох, про­

лазе такође две, и то негативне гране интеграла у, једна монотоно 
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опадајућа Иј, друга монотоно растућа U2 ; оне су симетричне гранама 
Уј и У2 према оси Ох, и лако им је на горњи начин одредити размаке у 
којима ће се оне налазити. 

Трећи тип облика 

(211) Ф= у" =Л, а <х < Ь, Л 1 ~Л~ Л2 . 
у 

Из таквог се облика израза Ф може одмах закључити, да сваки 

коначан и нейрекиgан инй1е2рал у јеgначине F = О мења знак йри свако­
ме своме йроласку кроз нулу. Јер, ако се у једначини 

(212) у"- Л у= о 

стави 

у =(х -а )k . <р, 

где је а произвољан број, добија се 

(213) (х- а)2 
( <рЛ- <р")= k(k -1) <р+ 2k(x- а) <р'. 

Кад је х =а један корен k-тог реда једначине у = О, функција <р ос­

таје коначна, одређена и од нуле различна за х = а, као и њени уза­
стопни изводи. Једначина (213) тада показује да њена десна страна за 
х = а тежи граници k ( k- 1) <р, па пошто та граница мора бити нула, 
треба да је или k = О (у коме случају а није корен једначине у = О) или 
k = 1 (у коме је случају а прост корен исте једна чине) чиме је горње 
тврђење доказано. 

Разликујмо сада ова два случаја: 

Први случај: Л 1 > О, Л 2 > О. Нека је х =х 0 један прост корен јед­

начине у'= О садржан у размаку (а, Ь). Пошто су тада, према једначи­

ни (211), у и у" истога знака за све вредности х садржане у размаку 
(а, Ь), то интеграл у не може у томе размаку имати ни позитивних мак­

симума, ни негативних минимума. Према томе, ако се са у 0 означи 
вредност КОЈУ има у за х = х 0 онда 

1 о ако је у 0 >О, интеграл ће у за х = х 0 достићи један позитиван 
минимум, а у размаку вредности х од а од х 0 биће позитиван и опадаће 

монотоно; за вредности х у размаку од х 0 до Ь он ће бити позитиван и 

монотоно ће расти; 

2° ако је у 0 <О, интеграл ће у за х = х 0 достићи један негативан 
максимум, а за вредности х у размаку од а до х 0 биће негативан и 
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монотоно he расти; за х у размаку од х 0 до Ь он he бити негативан и 
монотоно he опадати. 

У сваком случају, промена знака извода у' наступа само за 

х= х 0 . 

Множећиједначину (211) са y'dx, интегралећи између граница х и 
х 0 , где је х једна произвољна вредност садржана у размаку (а, х 0 ) и 

водећи рачуна о томе да је у' = О за х = х 0 , добија се да је 

(214) 
,z хо 

- У2 = Ј Луу'dх. 
х 

Пошто производ уу' не меља знак у размаку интеграције, обична 

теорема средљих вредности, примељена на интеграл (214), даје 

-y'z = " '(y0z _ yz ), " < '\ , < 1 
л л1 _л - лz, 

одакле се опет интеграцијом и применом исте теореме добија да је 

(215) 
ех+ е-х 

У = Уо = YochX, 
2 

где Је 

х 

(216) Х= Ј .fГdx = Л"(х -х 0 ), Ft ~Л"~-/[;. 
Х о 

Да смо, пак, на место интеграције између граница х и х 0 , изврши­

ли интеграцију између граница х 0 и х, где је х једна произвољна вред­
ност садржана у размаку (х 0 , Ь), добила би се једначина 

t2 х 

- У2 = Ј Луу'dх, 
Х о 

која доводи до истих образаца (215) и (216). 
На тај се начин долази до овога резултата: 

Kag gаШа gиференцијална јеgначина F = О има за своје реалне, 
коначне и нейрекиgне инШе2рале у, а за вреgносШи х саgржане у раз­

маку (а, Ь) јеgан квалиШаШивни йрви инШе2рал (211), 2ge су а и Ь йози­
Шивни бројеви, сваки се og Ших инШе2рала, а за Шакве вреgносШи х, 
може найисаШи у облику 

Л." -Л." 
е (х-х 0 )+е (х-ха) h[""( )] 

у=уо =уос л х-ха' 
2 
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'ige је у0 йросШ корен јеgначине у'= О који се налази у раз.маку (а, Ь) а 
Л" јеgан број који се налази у раз.маку из.меЬу вреgносШи .,јЛ 1- и ~-

Став, као што се види, важи за оне, међу интегралима у једначине 

F = О, чији први извод постаје једнак нули за једну вредност х =х 0 

садржану у размаку (а, Ь), а таквих интеграла има бескрајно много. 

Сви Шакви инШе'iрали леже у раз.маку из.меЬу вреgносШи 

(217) y0ch(x -x 0 )jf; i y0ch(x -х 0)~ 

за све вреgносШи х саgржане у раз.маку (а, Ь ). 
За све вредности х довољно блиске вредности х 0 , интеграли се 

налазе у области између двеју парабола 

У= Yo[l+ ~1 (х -х 0 ) 2 Ј, 

у= Yo[l+ {(х -х 0 )2 Ј, 

које пролазе кроз тачку (х 0 , у 0 ). То се види из облика реда уређеног 

по степенима разлике х -х 0 , у који се могу развити изрази (217). 
1. йри.мер. -Хомогена линеарна диференцијална једначина другог 

реда 

(218) у"- .f(x )у = О 

обухваhена је горњим ставом за сваки размак вредности х у коме је 

функција .f(x) йозиШивна; вредности Л 1 и Л2 су најмања и највеhа 
вредност које има .f(x) у томе размаку. За интеграл у те једна чине ва­
жи све оно што је малочас нађено за треhи тип квалитативних првих 

интеграла. 

2. йри.мер. - Диференцијална једначина 

сменом 

претвара се у Једначину 

(219) 

у"+ еру'+ \jfy = о 

-lJ<pdx 
у= ze 2 

z"- .f(x )z = О, 

из чега се изводи оваЈ резултат: 
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Сваки реалан интеграл, коначан и непрекидан у једноме размаку 

(а, Ь) променљиве х, у коме је функција (219) позитивна, и који је та­
кав, да први извод функције 

lJfj!dx 
z = уе2 

постаје једнак нули за једну вредност х = х 0 садржану у размаку (а, Ь), 
налази се у размаку између вредности 

дe-fffJJdxch[(x -x
0

)/l
1

] 

2 
и 

где су /1 1 и !l2 најмања и највеhа вредност, које има квадратни корен 

функције (219) у размаку (а, Ь). 
3. йри.мер. -Нека је дата диференцијална једначина п-тог реда 

(220) 

-[х2 + у2 + у'2 + ... + yrп>2]k у= О, 

где је k цео број веhи од јединице; према ранијем ставу да је за пози­
тивне вредности а k 

види се да једначина (220) има, за све своје интеграле у, реалне, кона­
чне и непрекидне у размаку (а, Ь) променљиве х, један квалитативни 

први интеграл облика (211), где је 

Л 1 = 1, Л2 =(n+ 2)н. 

Уочени интеграли, за х у размаку (а, Ь), налазе се, дакле, у раз­

маку између функција 
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Дpyzu случај: Л. 1 <О, Л.2 <О. Диференцијална једначина 

(221) у"+ hy = О, 

где је h позитивна константа, има за општи интеграл израз 

(222) 

где су С1 и С2 интеграционе константе. Интеграл је, дакле, осцилато­
ран и састављен из полуталаса наизменце позитивних и негативних. 

У теорији линеарних диференцијалних једначина другога реда 

доказује се да то исто важи и за општи интеграл једначине (221) кад 
год је h каква функција променљиве х, йозийlивна за вредности х 
садржане у једном довољно пространом размаку (а, Ь). (Sturm-oвa тео­

рема за хомогене линеарне једначине другога реда). 
У о чим о, дакле једначину 

(223) у" +Л.у =О, 

где фредност Л., пошто се креhе у позитивном размаку 

остаје позитивна за вредности х садржане у размаку (а, Ь). 

Посматрајмо најпре један йозийlиван полуталас интеграла у. Пре­

ма самој једначини (223), други извод у" је негативан дуж целога тога 
. . 

полу таласа, што значи да оваЈ на њему може имати само Један макси-

мум. Нека је х =х 0 вредност за коју је тај максимум достигнут, а нека 

су х =х 1 и х = х 2 вредности х које одговарају двама крајевима полу­

таласа. 

Док се х мења од х 1 до х 0 , интеграл у је непрестано позитиван и 

расте; док се х мења од х 0 до х 2 , он Је непрестано негативан и опада. 

У свакоме од два размака (х 1 ,х 0 ) и (х 0 ,х 2 ) производ уу' има, дакле, 

непроменљив знак. 

Уочимо најпре део полуталаса у у размаку (х 1 , х 0 ). Множеhи јед­

начину (223) са у' dx, интегралеhи између граница х и х 0 , где је х једна 
произвољна вредност садржана у томе размаку и водеhи рачуна о томе 

да је у'= О за х =х 0 , добија се једначина (214), па пошто производ уу' 
не мења знак у размаку (х, х 1 ), обична теорема средњих вредности 
даЈе тада 

(224) 

где је у 0 вредност у за х= х 0 ; ова вредност представља, дакле, амйли­

Шуgу йолуйlаласа. Из тога се налази 
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Друl.и случај: Л 1 < О, Л 2 < О. Диференцијална једначина 

(221) у"+ hy = О, 

где је h позитивна константа, има за општи интеграл израз 

(222) 

где су С1 и С2 интеграционе константе. Интеграл је, дакле, осцилато­
ран и састављен из полуталаса наизменце позитивних и негативних. 

У теорији линеарних диференцијалних једначина другога реда 

доказује се да то исто важи и за општи интеграл једначине (221) кад 
год је h каква функција променљиве х, йозиШивна за вредности х 
садржане у једном довољно пространом размаку (а, Ь). (Sturm-oвa тео­
рема за хомогене линеарне једначине другога реда). 

У о чим о, дакле једначину 

(223) у"+ Л у= О, 

где фредност Л, пошто се креhе у позитивном размаку 

остаје позитивна за вредности х садржане у размаку (а, Ь). 
Посматрајмо најпре један йозиШиван полуталас интеграла у. Пре­

ма самој једначини (223), други извод у" је негативан дуж целога тога 
. . 

полу таласа, што значи да оваЈ на њему може имати само Један макси-

мум. Нека је х = х 0 вредност за коју је тај максимум достигнут, а нека . . . 
су х =х 1 и х = х 2 вредности х коЈе одговараЈу двама краЈевима полу-

таласа. 

Док се х мења од х 1 до х 0 , интеграл у је непрестано позитиван и 

расте; док се х мења од х 0 до х 2 , он Је непрестано негативан и опада. 

У свакоме од два размака (х 1 ,х 0 ) и (х 0 ,х 2 ) производ уу' има, дакле, 

непроменљив знак. 

У очима најпре део полуталаса у у размаку (х 1 , х 0 ). Множеhи јед­
начину (223) са у' dx, интегралеhи између граница х и х 0 , где је х једна 
произвољна вредност садржана у томе размаку и водеhи рачуна о томе 

да је у'= О за х = х 0 , добија се једначина (214), па пошто производ уу' 
не мења знак у размаку (х, х 1 ), обична теорема средњих вредности 
даЈе тада 

(224) 

где је у 0 вредност у за х= х 0 ; ова вредност представља, дакле, а.мйли­

Шуgу йолуШаласа. Из тога се налази 
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(225) у= Уо cos[(x -х 0 )11), х 1 <х< х 0 , ,J/l: ~ 11 ~ ~ 
где Је 

За део полуталаса у у размаку (х 0 , х) добили бисмо на исти начин 

исту једначину (224), из чега се закључује да се цео полуталас може 
изразити једначином (225) са неједначинама 

(226) 
х 1 <х <х 2 , 

fl_t;- ~ 11 ~ ~· 

Посматрајмо сад један негативан полуталас чији крајеви нека су 

х= х 1 и х= х 2 • Према једначини (223), други извод у" тада је позити­
ван дуж целог тога полуталаса, што значи да овај на њему може имати 

само један минимум, достигнут нпр. за х = х 0 . Док се х мења од х 1 до 

х 0 , интеграл у Је непрестано негативан и опада; док се х мења од х 0 до 

х 2 , он је непрестано позитиван и расте. У свакоме од та два размака 

производ уу' има, дакле, непроменљив знак. И тада се налази, као ма­

лочас за позитиван полуталас, тада се цео полуталас може изразити 

једначином (225) са неједначинама (226). 
Из тога се изводи овај општи закључак: 

Kag gаШа gиференцијална јеgначина (196) и.ма за своје реалне, 
коначне и нейрекиgне инШеzјЈале у, за вреgносШи х саgржане у размаку 

(а, Ь), јеgан квалиШаШивни йрви инШеzрал облика (211), zge су Л 1 и Л2 
неzаz71ивни бројеви, инШеzрал у сасШављен је из йозиШивних и неzаШи­

вних йолуШаласа; сваки og ових може се изразиШи у облику 

zge су х= х 1 и х= х2 крајеви йолуШаласа, у0 ње2ова а.мйлиШуgа, а 11 1 и 

11 2 айсолуШне вредносШи бројева Л 1 и Л2 . 

Пошто дуж посматраног полуталаса, тј. за вредности х садржане у 

размаку (х 1 ,х 2 ), израз 

не мења знак, то Је за све те вредности 

:n: :n: 
--~(х -х 0 )11 ~ +-, 

2 2 
па, дакле, 
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1t 
Xz=Xo+-, 

211 

177 

а пошто се Ј.1 налази у размаку између ~ и ~, то се х 1 налази у 
размаку између вредности 

1t 
Хо---

2~ 

а х 2 у размаку између вредности 

1t 
Ха+---

2~ 

и 

и 
1t 

хо+ 2~· 

То показује ga се разлика х2 - х 1 , Шј. gужина йолуШаласа, увек 
налази у размаку измеЬу 

1t 1t 

~и~, 

из чега се нпр. лако изводи закључак о броју полуталаса у једноме да­

томе размаку (а, Ь) вредности х. Дужина l полуталаса може се написати 
у облику 

ако се са р означи цео број који показује колико је пута вредност F.':-
"'1 lll 

садржана у вредности Ь -а, а са q цео број који показује колико је пута 

7!'-:-- садржано у истој вредности Ь- а, број целих йолуШаласа, саgржа­
"'1 !12 
н их у размаку (а, Ь), увек се налази у размаку (р, q), тј. он је 

p+{}'(q- р), о~{}'~ 1. 

25. ДИФЕРЕНЦИЈАЛНЕ ЈЕДНА ЧИНЕ ПРВОГ И ДРУГОГ t>:ЕДА. 
СА ОСЦИЛА ТОРНИМ ИНТЕГР АЛИМА 

Најважнији тип диференцијалних једначина са ОС14UЈщt:йорним ин­

Ше2ралима, тј. чији је интеграл састављен из наизменичиих полутала., 

са, је хомогена линеарна једначина другога реда. Кад је такв:а 
на сведена на тип 
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(228) у"+ f(x)y =О, 

кад год је функција f(x) у једном датом, довољно пространом, размаку 
(а, Ь) променљиве х, коначна, непрекидна и позитивна, из овога што 
претходи види се да су њени интеграли уопште осцилайlорне функције 

те променљиве у размаку (а, Ь). Честина осцилација, тј. број полута­
ласа у томе размаку, одређује се на напред наведени начин. Кад функ­

ција .f(x) садржи какав променљив параметар, овај he очевидно утица­
ти и на честину осцилација. Тај се утицај може испитати проучавајући 

начин промена бројева Л 1 и Л2 (из ранијег одељка) кад се буде мењао 
тај параметар. Интерес и важност таквих испитиваља долази отуда, 

што се на линеарне диференцијалне једначине другога реда наилази у 

великоме броју проблема механике и математичке физике, у теори-
. . 
рма осцилаторних ПОЈава, као што су: кретање клатна, светлосне и 

електричне осцилаЦИЈе, поЈаве еластичности итд. 

Приметимо да интеграл може бити осцилаторан и онда кад функ­

ција .f(x) наизменце прелази од једнога знака на други, постајући наиз­
менце позитивна и негативна. Ј е р тада израз 

који увек има знак функције - .f(x), и сам постаје наизменце позитиван 
и негативан, што значи да интегрална крива наизменце прелази од 

конвексности на конкавност (према оси Ох), а што може бити и једним 
низом осцилација. Само што, при таквим осцилацијама, прелаз из 

једног полуталаса у други (тј. места промене конвексности и конкав­

ности) бива за сталне вредности х, које не зависе од интеграционих 

констаната и које се налазе међу коренима једначине f(x) =О, па се, 
дакле, не мењају од једног партикуларног интеграла до другог. Напро­

тив, у случајевима кад .f(x) задржава стално позитиван знак, ти прела­
зи бивају за вредности х које зависе од тих констаната и мењају се од 

Једног интеграла до другог. 

Међутим, јеgначине облика (228) заgовољавају и иншеzрали 
йојеgиних gиференцијалних јеgначина йрво2а pega 

(229) у'= F(x, у) 

тако, да кад год функција .f(x), што им одговара после извршеног ди­
ференцијалења једначине (229), задовољава напред изложене погодбе 
за осцилаторни карактер интеграла једначине (228), и инШеzрали 
јеgначине (229) he биШи осцилаШорни. 

Које су то једначине (229) чији општи интеграл задовољава једну 
једначину облика (228)? 
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Из (229) се добија диференцијалењем 

у" = дF +у' ~F = дF_ + F дF . 
дх dy дх ду 

Инйlеzрал у заgовољаваhе, gакле, јеgну јеgначину (228) каg 2og се 
11 

израз L, тј. израз 
у 

(230) _!_ ( дF + F дF Ј 
у дх ду) 

своgи на јеgну функцију само йроменљиве х; Ша he функција Шаgа бийlи 
f(x) из јеgначине (228), йошШо јој се йро.мени знак. 

1. йри.мер. --За једначину првога реда 

(231) 

израз (230) има облик 

± (()' - 1: 
2у~(()-у2 . 

да би он био независан од у потребно је и довољно да буде (() = const., 
чему одговара ј( х) = const. 

Једначина (231), чији општи интеграл задовољава једну једначину 
облика (228), јесте, дакле, 

(232) 

(где је а константа која се увек може свести на јединицу), а њој одго­
вара једначина (228) облика 

(233) у"+ у= О. 

Општи интеграл једначине (233) 

је осцилаторан, па he то бити случај и са општим интегралом јед­
начине (232), који је (за а= 1) 

у = с sin х + .,)1_ С2 cos х. 

2. йри.мер.- За линеарну једначину првога реда 

у'= uy + v 
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(где су и и v дате функције променљиве х) израз (230) је облика 

(и'+ и 2) + _!_ ( v '+ иv ); 
у 

да ~и он био независан од у, потребно је и довољно да буде 

(234) v' 
и=--

v 

и да одговарајуhа функција 

буде позитивна. Пошто се тада налази да је 

1 2 2 v ' 2 
- vv 11 

и +и = 2 , 
v 

то поред услова (234), треба још да је у посматраном размаку (а, Ь) и · 
израз 

vv 11
- 2v' 2 

позитиван, или да функција 

v 
11 

( v ')
2 

--2-
v v 

наизменце прелази од Једнога знака на други. 

Али јеgначина (228) није јеgина gиференцијална јеgначина gpy2o2a 
pega која им.а осцилаШорне инй1е2рале. Тако, постоји бескрајно много, 
како алгебарских, тако и трансцендентних функција F(x, у) које, кад 
се променљива х буде мењала у једноме датоме размаку (а, Ь), остају 

непрестано йозиШивне и веhе og jegнo'ia сй1ално2 йозий1ивно2 броја N, 
па ма каквом реалном вредношhу (коначном или бескрајном) сменили 
у F променљиву у. 

Таква би нпр. једна функција, међу алгебарским функцијама, био 

полином Р (х, у) по променљивој у, који садржи само йарне степене те 
променљиве, са коефицијентима који су, као и Р (х, О) или сталне йо­

зиШивне количине, или ма какве функције променљиве х позитивне у 

размаку (а, Ь). Таква би, такође међу трансцендентним функцијама, 

била функција 

(235) F(x,y) = f(x)+<p(x)e-P(x.y)' 

где је Р ма какав полином, а f и <р ма какве функције променљиве х, 
коначне, непрекидне и позитивне у размаку (а, Ь). 
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У исто време, постоји и бескрајно много, како алгебарских, тако 

и трансцендентних функција Ф (х, у) таквих да, док се х мења у једном 

датом размаку (а, Ь), вредност је функције непрестано позитивна и 

налази се између два стална броја N и М (N <М) па ма каквом реалном 
вредношhу (коначном или бескрајном) сменили у њој у. 

Таква би нпр. била функција 

_ и+ vy 2 

Ф(х,у)-
2

, 
w+sy 

где су и, v, w, s или сталне позитивне количине, или коначне, непре­
кидне и позитивне функције променљиве х у размаку (а, Ь). Таква би 

била и функција 

Са тако дефинисаним функцијама F и Ф има се, дакле, резултат: 
Диференцијална јеgначина 

(236) у"+ yF(x, у)= О 

има као квалиШаШивни йрви инШе'iрал 

(237) у"= л 
' 

а< х< Ь; N <Л< +с<:-,-
у 

а gиференцијална јеgначина 

(238) 

има као Шакав инШе'iрал 

(239) 
11 

L= џ,, 
у 

у"+уФ(х,у)=О 

а< х< Ь; N < џ, <М. 

Из овога се непосредно изводе закључци везани за такве прве ин-. . 
теграле, а КОЈИ су напред наведени, ТЈ. 

1 о Сваки интеграл у, кад год су он и његов први и други извод ко­
начне и непрекидне функције променљиве х у размаку (а, Ь) довољно 

пространом да би се у њему могао испољити осцилаторни карактер, 

биhе осцилаШоран: имаhе у томе размаку само простих нула, мењајуhи 
знак сваки пут при проласку кроз сваку од ових; 

2° Интеграл у једначине (236) има у размаку (а, Ь) нај.мање оно-

лико полуталаса, колико Је пута вредност ~ садржана у вредности 
\IN 

Ь -а; 
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3° Интеграл у једначине (238) има у размаку (а, Ь) нај.мање оно­
те 

лико полуталаса, колико се пута вредност {N садржи у вредности 

те 
Ь -а, а највише онолико колико је пута вредност Гм садржана у 

Ь- а. 

Тако нпр. једначина 

у"+ ау + ~i = О 

(а, ~ позитивне константе), а која се интеграли помоhу елиптичких 
функција, одговара функција 

F(x,y) = а+~у 2 , 

чија је вредност увек веhа од а; њен he интеграл, дакле, имати у раз­
те 

маку (а, Ь) нај.мање онолико полуталаса колико се пута број .{(i са-

држи у разлици Ь - а. 

Једна чини 

(240) 

[и и v су или сталне позитивне количине, или функције променљиве х, 
КОЈ е су коначне, непрекидне и позитивне у размаку (а, Ь) Ј одговара 
функција 

, -~и2+v2у4 
Ф(х,у)-

2 
, 

и +vy 

чија вредност, за све вредности х у размаку (а, Ь) и за све реалне вред­

ности у, лежи у размаку између }2: и 1. Према томе је 

1 
N = -fi =О, 7071 ... , м= 1 

и интеграл у једначине (240) има у Ј?азмаку (а, Ь) нај.мање онолико 

полуталаса, колико се пута број те'!Ј2 садржи у разлици Ь -а, а нај­
више онолико полуталаса колико се пута број те садржи у тој разлици. 

У слов да би општи интеграл једне диференцијалне једна чине пр-

вога реда 

у'= f(x, у) 
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задовољавао једну једначину облика (236) или (238), састоји се у овоме: 
Шреба ga се израз 

_!_ ( ~f + .f дf ) 
у дх ду 

своgинајеgнуфункцију F(x,y) или Ф(х,у). 

26. РАЗМАЦИ ЗА ИНТЕГРАЛЕ СИСТЕМА СИМУЛТАНИХ 
ЈЕДНАЧИНА 

Систем симултаних једначина 

(241) 

dy" - F ( ) --Ј" х, уЈ, ... ,у"' 
dx 

може такође имати, за своЈе реалне, коначне и непрекидне интеграле 

у 1, У2, ... , у n, квалитативних првих интеграла 

(242) Ф = А, а < х < Ь; М 1 < А < М 2 , 

где ј е Ф једна одређена функција једне или више непознатих 

у 1 , Ј2, ... , Уп, променљиве х и извода непознатих функција Yk по х; Ф мо­
же, уосталом, зависити и од почетних вредности функција Yk· 

Тако, кад год се, међу једначинама (241), налази једна или више 
једначина облика 

(243) 

где је Л каква функција променљиве х и непознатих yk, по вредности 
непрестано већа од једног сталног позитивног броја N за све реалне 
(коначне или бескрајне) вредности променљивих што у њој фигуришу, 

свакој Шаквој јеgначини (241) ogzoвapahe йо јеgан квалиШаШивни йрви 
uнiliezpaл облика 
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_1 dyk =л 
Yk dx ' 
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-оо < х < +оо, N < Л < +оо. 

Из таквог се првог интеграла могу извести напред наведени за­

кључци за интеграл Yk, везани за егзистенцију првих интеграла таквих 
облика. Тако, инШе2рал Yk сисШема (241), који за х= х 0 има вреgносШ 
у= Yk,o, биhе, за сваку реалну вреgносш х, йо айсолушној вреgносШи 
веhи og 

у eN(x-xo). 
k,O ' 

он неhе имаШи реалних нула иШg. 

Диференцијалењем једне, ма које, од једначина (241) добија се 
једначина облика 

која, према самимједначинама (241) постаје 

d 
2 у k = дfk + fi дfk + f дfk + + fi дfk 

2 1 2 . .. k ' 
dx дх ду 1 дУ2 ду 11 

према чему Је 

И тада, кад год један или више израза 

за вредности х у размаку (а, Ь) остаје по вредности непрестано мањи 

од једног негативног сталног броја -N, а веhи од једнога негативног 
сталног броја -М, на ма какве реалне вредности имали у 1 , у 2 , ... , Yk• 
k-Шој јеgначини (241) og2oвapahe йо јеgан квалиШаШиван йрви инШе-
2рал облика 

а < х < Ь, -М < Л < -N. 

А из егзистенције таквог првог интеграла, закључује се на напред 

показани начин: 
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1 а ga је инй1е2рал Jk, који за х = х0 има вреgносШ у = Yk,o сасйlа­
вљен из йозийlивних и не'iайlивних йолуйlаласа од којих се сваки може 

изразити у облику 

у= Yk.O cos[(x --x 0 )/l], 

где су х 1 и х 2 краЈеви полуталаса; 

zo ga се gужина l йолуШаласа може изразиШи у облику 

за ако се са р и q означе цели бројеви, који показују колико је пу­

та вредност 'Jh и-~ садржана у разлици Ь- а, број h йолуйlаласа у 
\IN \/М 

размаку (а, Ь) биhе 

h = p+fJ'(q- р). 

Пример: Нека је дат систем 

(244) dyl =ау У 
dx 2 З• 

dуз -ууу 
- l 2 

dx 

(а, ~.у константе), на који се наилази у проблему кретања чврстог 
тела и чији се интеграли изражавају помоhу елиптичких функција. 

Диференцијалењем прве једначине добија се 

што, према другој и треhој једначини, даје 

(245) 

а сличне се једначине добијају и за изразе 

_1 d 2Y2_ 
У2 dx 2 

и 

Кад су ~ и у исйlо'iа знака, израз (245) може бити једнак нули само 
за такву једну реалну вредност х =х', за коју би било у исти мах 

У2 =О и Уз =О. Али, те две функције не могу бити једнаке нули за је-
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дну исту вредност х =х'. Јер, узастопним диференцијалењем једначи­

на (244) добио би се за ма који извод интеграла УЈ један израз који и 
сам постаје једнак нули кад је У2 =О и у3 =О, тј. за х= х'. А пошто 
вредност п-тог извода функције у 1 за х =х', подељен са n!, представља 
коефицијенат од (х -х 'У' у развитку интеграла УЈ у Taylor-oв ред (који, . . . 
према основноЈ теореми о егзистенциЈИ интеграла симултаних Једна-

чина, мора бити конвергентан у близини вредности х = х"), то би сви 
ти коефицијенти, изузевши први, били једнаки нули, тј. интеграл УЈ би 

се идентички свео на константу. Према томе би се, на основу прве 

једначине (244) један од два интеграла У2 и у3 свео идентички на нулу, 
а према (245) и други. Кад год су, дакле, УЈ и Yz праве функције про­
менљиве х, оне не могу бити једнаке нули за једну исту вредност 

х= х'. 

Из тога се закључује, да кад су~ и у ucШoza знака, апсолутна вре­

дност израза (245) за све реалне вредности х остаје непрестано веhа од 
једнога сталног позитивног броја М, што значи ga сисШе.м (244) има је­
gан квалиШаШиван йрви инШе2рал облика 

-оо< Х< +оо; М< Л< +оо ИЛИ -оо< Х< +оо; -оо< Л< -М, 

(према томе да ли је заједнички знак констаната а~ и ау позитиван или 

негативан) тако да се могу применити напред наведена посматраља. 

27. РАЗМАЦИ ЗА ИНТЕГРАЛЕ ПАРЦИЈАЛНИХ 
ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХ ЈЕДНА ЧИНА 

Као и обичне диференцијалне једначине и систем симултаних јед­

начина, тако и парциЈалне Једначине 

дV дV д2V 
F(xJ, х 2 , ... , x 11 ;V, -, ... , -;--

2
, ... ) =О 

дхЈ дх" дхЈ 
(246) 

могу имати квалитативних првих интеграла облика 

(247) 

за одређене области независно променљивих количина х Ј, ... , х", и за 

своје реалне интеграле V који, при томе, задовољавају још и какве дате 
услове. 
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Такве је прве интеграле могуlшо формирати нпр. користеЈш се 
раније изведеним алгебарским или интегралним неједначинама, које 
би, примењене на израз F, дале могуhности да се из љеговог облика 
закључио егзистенцији једнога израза Ф који би: 

1 о зависио од променљивих х 1, ... , х", непознате функције V и ње­
них парциЈалних извода по тим променљивим; 

2° остао, за посматрану класу интеграла V, непрестано у једноме 
одређеном размаку (Л 1, Л2 ), а за све вредности х 1, ••• , х" што се налазе 
у једној опет одређеној области д. 

Тако добивена једначина (247) представља једну нову парцијалну 
једначину; ако се ова може интегралити за произвољну вредност Л, 

Шражени инШеzрал V налазиhе се изме!уу gвеју функција V1 и V2 које се 

gобијају каg се у инШеzралу јеgначине (247) смени Л јеgанйуШ са најма­
њом, а gpyzи йуШ са највеhом вреgношhу коју gобија овај инШеzрал gок 

се Лмења og Л 1 go Л2 • 

Тако he се добити интеграл V у облику jegнoza размака. 
То he овде бити објашњено на једноме важном типу парцијалних 

једначина првога реда, на које се наилази у општијим проблемима ге­

ометрије, механике и математичке физике. То је једначина 

(248) ( дV)2 + ... +(дV)2 = .f(xl,Xz, ... ,x"), 
дхl дх" 

где је.fдата функција независно променљивих количина х 1 , •• • , х п· 

Нека је д једна посматрана област променљивих х 1, ... , х", па 

уочимо оне интеграле V једначине (248), који су у тој области реални и 
такви да им сваки од парциЈалних извода 

дV дV дV 
дх 1 ' дх 2 ' ••• , дх" 

у тој области задржава непроменљив знак. Означимо са s k јединицу 

узету са непроменљивим знаком извода дV , па се једначина (248) 
дхk 

може написати у облику 

(249) 

где Је 

(250) 
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Пошто се, као што је напред показано, вредност на левој страни 

једначине (249) у којој су сви чланови 

дV дV дV 
S 1 дх 1 ' S 2 дх 2 ' ... ' S n дх n 

очевидно позитивни, налази у размаку између 

р 

{;; 
и Р, 

где Је 

дV дV 
р =sl-+ ... +sn--, 

дхl дхп 

то се једначина (250) може написати у облику 

(251) s 1 дV + ... +sn дV =Л<р(х 1 , ••• ,хп), I::;Л::;--/;;, 
дхl дх" 

(где за <р треба узети позитивну детерминацију квадратног корена на 

левој страни једна чине 250). 

Јеgначина (251) йреgсiйавља јеgан квалиiйаiйивни йрви инiйеzрал 
gaiйe јеgначине (248). 

Једначина се (251) може интегралити за произвољну вредност Л, и 
то по обичном упутству за интеграцију линеарних парцијалних једна­

чина првога реда. По томе упутству треба образовати систем 

из кога се добија 

(252) 

као и Једначина 

(253) 
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Ако се, према општем упутству за ту интеграцију, на десној 

страни једначине (253) смене х 2 , х 3 , ... ,х" њиховим вредностима (252), 
та једначина постаје 

(254) 

где је \ј! одређена функција променљиве х 1, која садржи n - 1 произ­
вољних констаната С1 , ... , Cn_ 1; та ће функција бити одређена непосре­

дно поменутом сменом. 

Из (254) се добија интеграцијом 

(255) 

где је Сп једна нова интеграциона константа. 

Према датој једначини (248), функција/као збир квадрата реал­
них количина увек је позитивна; према томе је функција <р, ча дакле и 
функција \jf, увек реална и од нуле различна у области д. Функција \ј! 
задржава, дакле, непроменљив знак у тој области и онда, применом 

обичне теореме за средње вредности интеграла, налази се да је 

Ј А \ј! dx 1 = 11 Ј \ј! dx 1 , 1 < 11 < -Гп, 

тако, да једначина (255) постаје 

(256) 

Међутим, из (252) и (256) је 

(k=1,2, ... ,n-1) 

где Је 

Према упутству за интеграцију линеарних парцијалних једначина 

ако се означи да Је 

(257) 
uk =sk+ixk+i-s 1x 1, (k=l,2, ... ,n-l) 

Ип = V- SJ/lF(xi, U1, ... , U 11_J) 
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сваки интеграл V посматране врсте мора задовољавати по једну јед­
начину облика 

(258) 

где је Н функција само променљивих и 1 , ... , ип; обрнуто, свакој произ­

вољно узетој функцији Н одговара један интеграл V. 
Решењем једначине (258) по и п, а с обзиром на последењу од јед­

начина (257), добија се интеграл V у облику 

(259) V = s 11JF(x 1, и 1 , •.. , ип_ 1 ) + Ф(и 1 , •.. , ип_ 1 ), 

где је Ф произвољна функција променљивих и 1 , .•. , ип-I· 

Свакоме йарШикуларном инШеzралу V йосмаiilране врсШе ogzoвa­
pa у изразу (259) йо јеgна сйецијална функција Ф, и свакој йроизвољно 
узеШој функцији Ф ogzoвapa йо јеgан йарШикуларни инШеzрал V. Тај 
ће интеграл, а за вредности х 1, ... , х" садржане у области д, лежати у 

размаку између 

Функција F, као што се види из горе наведеног, добија се из дате 
функције/ помоћу једна просте квадратуре. На тај начин, сви инШе­

zрали V йос.маШране враuе goбujaJy се у облику раз.Јvtака, йомоhу јеgне 
йросШе квagpaiilype. Произвољна функција Ф одређује се, као и увек 

код парцијалних једначина, помоhу почетних услова које има да задо­

вољи интеграл V што се има у виду. 

При.мер.- Нека је дата једначина 

. . дV 
па потра:жимо њене реалне интеграле ЧИЈИ Је извод - непрестано не-

дхi 

дV . б гативан, а извод -- непрестано позитиван у датоЈ о ласти д равни 
дхz 

и 

тако да се има формирати систем 
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Одатле је 

и према томе 

Сваки од тражених интеграла V биће, дакле, облика 

(х х )3 

V = 11 
2 - 1 + Ф (х +х ) ,.., б 1 2 ' 

где је Ф функција једне променљиве. Број J.l зависи од х 1 и х 2 , али за 

све вредности тих променљивих, што се налазе у области .6., остаје не-

престано у размаку између 1 и Ј2. Он достиже своју граничну вред­
ност 1-1 = 1 за оне парове вредности х 1, х 2 , за које један или други од 

дi! д\1 . . 1-. . 
извода --- и -- постаЈе Једнак нули; он такљ,~е достиже своЈу грани-

дх1 дх2 

чну вредност Ј2 за оне парове вредности х 1, х 2 за које је 

Свакој функцији Ф (која се може произвољно бирати) одговара 

по један размак горње врсте у коме се налази један партикуларни ин­

теграл V. Узевши нnр. Ф= const. добијају се интеграли облика 

( х х )3 

V = 1-1 2 - 1 + const., 
б 
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који се сви могу изразити у облику 

(х х )3 

V = (1 +О, 4142'\Э-) 2 -
1 + const., О~ 1Э- ~ 1. 

6 

Интеграл V те врсте који нпр. постаје једнак нули за х 1 = х 2 ле­
жаhе у области између функција 

тј. између функција 

0,1667(х 2 -х 1 )3 и 0,2357(х 2 -х 1 )3 • 





МАТЕМАТИЧКИ СЕМИНАР УНИВЕРЗИТЕТА У БЕОГРАДУ 

СЕДЕ: gp Никола СалШиков, йроф. iUеоријске маiuемтuике, раније gекан Физичко­
-маiUемшuичко2 фaкyлiUeiUa Харковско2 универзиiUеШа; gp Михаило ПеШровиh, йроф. tuеори­

јске маiUемаiUике, реgовни члан СКА,· gp Павле Поiiовиh, йроф. иаuорије књижевносШи, 
реgовни члан СКА, рекШор УниверзиШеШа у Бeozpagy; gp Боigан Гавриловиh, йроф. ,wаШе­

маШике на Техничком фaкyлiUeiUy, реgовни члан СКА; gp Влаgимир ПеШковиh, йроф. 2еоло2и­
је, gойисни члан СКА, gекан Филозофског факулiUеШа; gp МилуШин Миланковиh, йроф. небеске 

механике, реgовни члан СКА. 

СТОЈЕ: Милош Раgојчиh, хоно. acuciueнiU Шеоријске маiUемшuике; gp Таgија Пејовиh, gоценШ 
Шеоријске маШемшuике; gp Вјечеслав Жарgецки, gоценШ Шеоријске физике; gp АнШон Би­
лимовиh, йроф. рационалне механике и gойисни члан СКА, раније peкzuop УниверзиШейiа у 

Оgеси; инж. ПеШар Зајоичковски, йроф. маШемаШике на Техничком фaкyЛluetuy; Јелеико 

Михаиловиh, уйравник Сеизмолошко2 завоgа; gp Раgивој Кашанин, gоценШ маtuемаШике на 
Техничком факулШеШу; gp Јоваи Кара.маШа, acиciUemu tuеоријске мате,иаШике. 

(Снимак начињен 1926. године у просторијама Ректората после промоције Јована Карамате за 
доктора филозофије: аутор фотографије није познат.) 



ЈЕДАН ДИ Ф ЕРЕНЦИЈ АЛНИ АЛГОРИТАМ 
И ЊЕГОВЕ ПРИМЕНЕ 
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ПРВИ ОДЕЉАК 

РЕЛАТИВНЕ ВРЕДНОСТИ ИЗВОДА И 
ЊИХОВЕ МЕЂУСОБНЕ ВЕЗЕ 

1. АЛГОРИТАМ L)." КАО РЕЛАТИВНА ВРЕДНОСТ ИЗВОДА 
ФУНКЦИЈЕ 

Под релативном вредношhу п-тог извода једне функције 

y=f(x), 

или под њеним п-Шим релаШивним извоgом подразумеваhемо вредност 

п-тог извода функције упоређену са вредношhу саме функције, тј. ко-

лични к 

_!_ d"y = У(п) 
у dx" у 

и означиhемо га са L).п(У), тако да је 

(1) 
1 d"y 

L), (у)---
11 - d n' 

у х 

а k-ти извод тога извода по променљивој х биhе означен са 

(2) L)_(k) = -L), =- --dk dk [ 1 d"y] 
!1 (у) dxk ,,(у) dxk у dx" · 

Тако би, нпр. било: 

за у = const., L). 11 (Y) = О; 
зау=хт, L).(y)=m(m-l) ... (m-п+l). 

n х" , 

за у= ех, Ь 11 (у) = 1. 

За у = sin х извод L).n(Y) имао би једну од четири вредности 
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-1, + 1, cotgx, - cotgx, 

према вредности броја n. 

За 

било би 

За случај 

било би 

у = е<Р(х) 

ах 2 

-+/Јх 

у= е 2 

L1 1(y) =ах+ Ь, 

l1 2(y) = а 2х 2 + 2аЬх + Ь2 +а. 

Релативни извод, изражен као алгоритам L1n, представља један 
нарочити функционални комплекс у облику кога се у великом броју 

проблема јављају познате или непознате функције што карактеришу 

проблем. Он у исти мах представља и једну нарочиту функционелу чи­

је су особине у зависности од функције на коју се односи, а која завис­

ност чини да се из особина те функционеле могу сазнавати поједине 

особине саме функције. Међутим, особине функционеле распознају се 

непосредно на самој диференцијалној једначини проблема, или се из 

ове изводе непосредно на један начин који не захтева интеграЦИЈУ Јед­

начине. И баш у томе и лежи интерес тога алгоритма као рачунског 

елемента у разноврсним проблемима математичке анализе, више гео­

метрије, механике, математичке физике и опште феноменологије, у 

којима се он, по самој природи проблема, јавља као такав елеменат. 

Ова књижица даје кратку монографију елементарних сазнаља о 

операцији означеној алгоритмом L1n, особинама тога алгоритма, ље­
говим везама са особинама и аналитичким појединостима функције на 

коју се односи и о љеговој интервенцији у применама Математичке 

анализе, геометрије, механике, математичке физике и опште феноме­

нологиЈе. 

2. АЛГОРИТАМ i1 1 ЗА РАЗНЕ КОМБИНАЦИЈЕ ФУНКЦИЈА 

Пошто је 
1 d 

L1 1(y) = L = -logy, 
у dx 
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то су очевидни обрасци 

~~(ау)= ~~(у), 

~~с -у)= ~~Су), 

~~(ут)= m~l(y), 

~~(еУ)= у', 

~~(е'Р<УЈ) = <р'(у)у', 
~I(YIY2) = ~I(YI)+~I(J2), 

~~(ll_) = ~I(YI)- ~I(Y2), 
У2 . 

~~(logy) = ~~(у), 
logy 

~{~) = -~l(y), 

из чега се, нпр. добијају у применама корисни обрасци 

(3) 

~I(Y1Y2)+~{~J = 2~1(УЈ), 
~I(YIY2)- ~{~~) = 2~1(У2 ), 
~I(YIY2). ~{~~) = ~I(Y1) 2 - ~l(Y2 )2

. 
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Кад, дакле, у једноме размаку вредности х, функција У2 и њен из­

вод у; имају исти знак, онда, ма каква била функција у 1 , увек је у томе 

размаку 

а кад су ти знаци различни, увек Је у истоме размаку 

~!(YIY2) < ~{~~) · 

3. АЛГОРИТАМ ~2 ЗА РАЗНЕ КОМБИНАЦИЈЕ ФУНКЦИЈА 

Имају се очевидни или лако изводљиви обрасци: 
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Из обрасца 

.6.2(ау) = .6.2(у ), 

.6.2( -у)= д2(у), 
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д2(ит) = тд2(и)+т(т -1).6. 1 (и)2 , 

.6.2(eu) = и.6. 2 (и) + и 2д 1 (и)2 , 

л(l )-.6.2(и)-.6.1(и) 2 

Ll 2 og и -
log и 

и"+v" 
.1. 2 (и +v) = = 

и +v 

и" v" 
и-+v-

и v 
и+v 

добија се 

одакле Је 

д 2 (и +v) = ид2 (и)+vд2 (v), 
и+v 

л ( )- и.6. 2 (и)-vд 2 (v) 
Ll2 и- v - ' 

и-v 

Из обрасца 
/1 2 1 1 11 11 1 1 " 

д 2 (иv)= иv + иv +1•u =~+ 2 !i_~+~ 
иv \' и v и 

добија се 

Из обрасца 

( 
и ) и 11 v 11 и 1 v 1 ( v 1 )2 

д2- =----2--+2-
\1 и v и v v 

добија се 

Комбинацијом тих образаца добија се 

д 2 (иv)+.6. 2 (~) = 2д 2 (и)+2.1. 1 (v) 2 , 

д 2 ( иv ) - .6. 2 ( ~ ) = 2 д 2 ( v ) + 4 .6. 1 ( и ) . .6. 1 ( v ) - 2 .6. 1 ( v ) 2' 

.6.2( ~) = 2 дi(\' )2 - .6.1(v). 
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Узевши 

налази се да Ј е 

11 2 (ие0)·)+11 2 (ие-ах) = 211 2 (и)+2а 2 , 

11 2 (иею.)- !1 2 (ие-ах) = 4ад 1 (и) + 2а- 2а 2 • 
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Из тих се образаца изводе неколико неједначина корисних у при­

менама. 

За сваку континуалну реалну функцију и је 

дzС~) > -дz(и), 

У свакоме размаку вредности х, у коме фунција и има вредност 

веhу од броја е, увек је 

дz(logи) < Дz(u). 
log и 

За све континуалне функције и и v је 

11 2 (иv) + д 2 ( ~) > 2д2 (и), 

д2 (иv)-д2 ( ~) < 2д2 (v)+411 1 (и)·д 1 (v). 

За све такве функције, кад год је извод д2 (и) негативан, извод 

112 ( ~) је позитиван. 
Од важности су следеhа правила за вредности алгоритма 112 , која 

играју корисну улогу при трансформацијама линеарних диференцијал­

них једначина другога реда: 

Прво йравило. -Ако је, при независно променљивој количини х 

дz(у) = .f(x), 
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па се х и у изразе као функције једне нове независно променљиве ко­

личине t дефинисане релацијом 

(4) х = q>(t), 

при тој новој независно променљивој t биhе 

11 2 ( ;, ) = Ф(t), 

где се функција Ф(t) изражава као комбинација функција q> и.fна овај 
начин: 

Дру2о йравило. - Ако је, при независно променљивој х 

па се изврши двострука смена 

(5) Х = <p(t), у= Z\jf(t), 

за нове променљиве t и z биhе 

где се функција U(t) изражава као комбинација функција/, q>, \jf на 

оваЈ начин: 

ф1 = 2 [Д1(\јf)- 111( q>')], 

ф2 = -[q>'2 .f(q>) + 111(q>). 111(\jf)- 112(\jf)]. 

Та правила су непосредна последица начина на који се у диферен-

ЦИЈалноЈ Једначини 

у"= .f(x)y 

извршује смена (4) и двострука смена (5). 



РЕЛАТИВНЕ ВРЕДНОСТИ ИЗВОДА И ЊИХОВЕ МЕЂУСОБНЕ ВЕЗЕ 203 

Tpehe йравило. - Кад су две функције и и v једне независно про­
менљиве количине х међу собом везане каквом бирационалном рела­

ЦИЈОМ 

av +Ь u=---
cv +d' 

a'u +Ь' 
v=---

c'u + d'' 

где су а, Ь, с, d, а', Ь', с', d' константе, изрази 

дz(u')-lдi(u)z, 
2 

дz(v')-lдi(v)2, 
2 

представљају једну исту функцију променљиве х и имају за сваку вред­

ност х Једну исту вредност. 

Правило је непосредна последица Schwarz-oвe теореме по којој 

израз 

представља једну инваријанту за све бирационалне трансформације 

функције у. 

ЧеШврШо йравило. -Кад су S и Т две функције независно промен­
љиве количине х, везане диференцијалном релацијом 

S'(S2 -4T)-SS' +2Т' =О, 

па се уочи функција 

где су <р 1 и <р 2 функције променљиве х дефинисане као корени квадра­
тнеЈедначине 

<р 2 + S<p +Т = О, 

а а 1 и а2 две ма какве константе, за такву функцију у биhе 

д ( ) = 2 TS' - ST' _ Т. 
2 у 52 - 4Т 

То излази непосредно из резултата у облику кога је Petzvala1 дао 
решење задатка: формирати диференцијалну једначину 

1 S. Spitzer: Studien iiha die lntegration lineaгeг D(fj: Gleichungen (Wien, 1862). (Zweite 
Vorsetzung, S. 100-102). 
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која he имати за општи интеграл 

где су t:p 1 и <р2 две функције независно променљиве х дефинисане као 
корени квадратне једна чине 

t:p 2 + S<p +Т= О, 

чији су коефицијенти S и Т дате функције променљиве х. 
Према томе решењу, потребан и довољан за то је да буде 

Кад је идентички 

Ј;= S2
- 4Т, 

/ 2 = S' (S2
- 4Т)- SS' + 2Т', 

fз = T(S 2
- 4Т)- 2TS' + ST'. 

биhе за такву једначину 

што доводи до горњег правила. 

ПеШо йравило.- Кад се са функцијом у, за коју је 

~~(у)= .f(x), 

изврши смена 

биhе 

или, што је исто 

(б) 

Јер, кад се у диференцијалној једначини 

y'=f(x)y 

диференцираној по х, што даје 

у"- Ју'- .f'y = о 
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изврши горња смена, z he бити интеграл једначине 

z" + \jfZ = О, 
где Је 

Из једначине (6) се, нпр. види да је за сваку реалну континуалну 
функцију у 

4. АЛГОРИТАМ 11 11 ЗА РАЗНЕ КОМБИНАЦИЈЕ ФУНКЦИЈА 

Пре свега имају се очевидни обрасци 

дll( -у)= дll(y), 

(7) 
л ( ) _ и/1 11 ( и)+ v/1 11 ( v) 

LJ. 11 и + V - , 
и+v 

,., ( _ )= ид 11(и)-vд 11 (v) 
LJ. 11 и V , 

и-v 

Из горњег обрасца за алгоритам збира види се да алгоритам дп у 

опште нема gисШрибуz:uивну особину, према којој би имало бити 

д 11 (и +v) = д 11 (и)+д 11 (v). 

Међутим, за поједине специјалне функције и и v он има Шакву 
особину. Које су то функције? 

Према горњем обрасцу, за такве је функције 

(8) и/1 11 ( и)+ v/1 11 ( V) = л ( ) л ( ) 
LJ.II и + LJ.II V ' 

и+v 

ШТО ДОВОДИ ДО 

дп(и) + дЈv) =О, 
и v 
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одакле Је 

(9) 1 d 11 и 1 d 11v 
--+--=0 
и 2 dx 11 v 2 dx 11 · 

Изабравши произвољно једну од двеју функција и и v, нпр. v, и 
означивши тада функцију 

1 d 11v 1 ---- = --~ (v) 
v 2 dx 11 v 11 

са .f (х), ga би алzорийlам ~ 11 имао за u и v gисШрибуШивну особину, 
йойlребно је и gовољно ga u буgе инйlеzрал gиференцијалне јеgначине 

(10) d11u + f(x)u2 =О. 
dx 11 · 

Решење проблема своди се, дакле, на једну произвољну функцију 

и на n произвољних констаната. 

У специјалном случају кад је n = 1, погодба (9) постаје 

_1_ du +-1- dv _ 0 
u 2 dx v 2 dx-' 

. . 
одакле Је интеграциЈоМ 

(11) 1 1 -+- = const. 
и v 

Да би, дакле, алгоритам ~ 1 имао за функције и и v дистрибутивну 
особину, йойlребно је и gовољно ga збир рецийрочних вреgносйlи Ших 
gвеју функција не зависи og йроменљиве х. 

Из погодбе (11) се види да he ~ 1 имати такву особину кад год је 
збир функција и и v једнак љиховом производу. А то се може прошири­
ти и на произвољан број функција 

(А) 

тј. алгоритам ~ 1 he, за такве функције, имати дистрибутивну особину 

(12) ~ 1 (и 0 + и 1 + и 2 + ... ) = ~ 1 (и 0 ) + ~ 1 (и 1 ) + ~1 (и 2 ) + ... 

кад год су функције uk такве да је 

(13) 

Постоје ли такве функције и каква је њихова аналитичка приро-

да? 



РЕЛАТИВНЕ ВРЕДНОСТИ ИЗВОДА И ЊИХОВЕ МЕЋ УСОБНЕ ВЕЗЕ 

Да бисмо то видели, приметимо да је из обрасца (13) 

(14) - и о + и 1 + ... + и k-1 
иk- ' 

ИоИI ... Иk-1 -1 
а у исти мах и 

одакле Је 

(15) И 0 и 1 ... Ин =__!!:је_. 
иk -1 

Множењем са и k добија се из (15) да је 
2 

иk 
И 0 И 1 ... иk = --, (k = 1, 2, З ... ), 

иk -l 

одакле је, сменивши k са k- 1 
2 

- uk-1 4 и 0 и1и 2 . .. Ин - , (k = 2, З, ... ). 
и k-1 - 1 

(16) 

Упореi)ењем једначина (15) и (16) добија се да је 

(17) 

(18) 

2 

иk = 2 uk-1 ' (k = 2, З, 4 ... ), 
иk-1- иk-1 + 1 

- ио 
и~---. 

и 0 -1 

207 

Тражене функције низа (А) јесу, дакле, оне које се једна из друге 

изводе по рекурсивном закону (17) и (18). Прва од њих u 0 остаје прои­
звољна; ако се она означи са t, добија се низ образаца који дају остале 
функције низа: 

t 
иl =--, 

t-1 

t2 

(19) и,= ' 
- t4 -t3 +2t2 -2t+1 

t8 
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где Је 

+258t8
- 302t7 + 298t6

- 244t5 + 162t4
- 84t3 + 32t2

- 8t + 1, 

Има се, дакле, овај резултат: 

Све су функције и k рационалне функције јеgне йроизвољне функ­

ције t независно йроменљиве количине .л; са коефицијенШима који су 
сви цели бројеви. 

Рекурсивној релацији између функција uk могу се дати и разни 

други облици који су од интереса. 

Тако, ако се стави 

биће 

(20) 

па се из једначине (14), из које је 

(21) 
р_ 

uk = k t ' 
Рн -1 

добија да је 

(22) р - Pf_t 
k- , 

Рн -1 
(k-1,2,3, ... ). 

Ако се, као и малочас, са t означи произвољна функција промен­
љиве х и узме да је u0 = t, образац (22) показује да је Pk рационална 
функција променљиве t 

(23) р - .fk 
k --, 

<l'k 

где су .f" и <pk полиноми по t, са коефицијентима који су цели бројеви. 
Из (22) и (23) добија се тада да је 

(24) 

из чега се види да су полиномиfи <р у обрасцу (23) међу собом везани 
рекурсивним релациЈама 
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(25) 

па пошто је fo = t добија се поступно 

(26) -F - 2"-1 
Јп - t ' 

(27) 
{ 

-. 211-1 2 
<!'п - t <l'n-1- Ч' п-!' 

(Ро = 1. 

Из рекурсивних релација (26) и (27) добија се низ образаца 

(28) 

Р0 = t, 

t2 
Р~=--, 

t-1 
t4 

р2 = t3 -2t2 +-2t-1' 

t3 

Рз = t7 --- 3t6 + 6-t5 --- 9t 4 + 10t3 - 8t 2 + 4t- 1' 

209 

који одређују производе Pk, а ови према обрасцу (20) одређују функци­
Је uk. 

Функције uk могу се одредити још и на овај начин. Ако се, на ме­
сто uk, уведу нове функције wk дефинисане релациј.ом 

(29) uk = - 1
-, (k = 1, 2, 3, ... ), 

1+ wk 

имаће се за ове рекурсивна релација 

(30) 

тако, да ако се стави 

1 -- = )!, 
t 

биће 

(31) 
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Функције wk су полиноми по променљивој v и то wk је полином 
степена 2 k-J. Тако се налази да је: 

WJ = V, 

w2 = v + v 2 , 

w3 = v + 2 v 2 + 2 v 3 + v 4 , 

(32) w4 = v + 3v 2 +6v 3 +9v 4 +10v 5 +8v 6 +4v 7 +v 8
, 

w5 = v +4v 2 +12v 3 +30v 4 +64v 5 +118>' 6 +188v 7 +258v 8 + 

+ 302 v 9 + 298v Ј о+ 244v ЈЈ + 162 v Jl + 84v Ј з+ 32 v Ј 4 + 8v Js + v Ј 6 , 

Ови полиноми постају једнаки нули за 

v =о и v = -1, 

а различни су од нуле за све друге реалне вредности v. 
Као што се види, исйиШивање функција и k .може се свесШи на ис­

йиШивање йолино.ма <rп gефинисаних релацијо.м (27), или йолино.ма W n 
gефинисаних релацијо.м (31). 

Од интереса је још и овај резултат: 

Свака gailia функција .f(x) .може се изразиШи као збир gailioza 
броја n функција 

за које he алzориШа.м L1J и.маШи gисШрибуШивну особину. 

Јер се из двеју једначина 

ј(х) = Ио +ИЈ+ ... + И"= UoUJ ... Un, 

добија 

f(x) 
Ио +ИЈ+ ... + И п-Ј= ј(х) --И п= ИоИЈ··· И п-Ј=--, 

И п 

тако даЈе 

(33) и~- f(x)(un -1) =О. 

Функција и п добија се, дакле, као корен квадратне једначине (33). 
Знајуiш тако и п, израчунаhе се функција 

f(x)-uп = fi(x), 

па he се цз једначина 
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имати функција и 11_ 1 као корен квадратне једначине 

(34) u?z-1- f..(x)(u 11 _ 1 -1) =О. 

Знајуhи U 11 _ 1 знаhе се и функција 

h(x)- Ип-1 = f2(x ), 

па he се из једначине 

f2(x)- ип-2 = .f..(x) = f2(x) 

имати функција U 11 _ 2 као корен квадратне једначине 

(35) u?,_2- f2(x)(uп-2 -1) =О. 

Према томе, у опште: функција 

U 11 _k (k=0,1,2, ... ,n) 

добија се као корен квадратне једначине 

(36) 

где је 

(37) 

fo(x) = .f(x ), 

Л(х)=ј(х), 
Un 

f2(x) = .f..(x), 
un-1 

fk(x) = fн(х). 
Иn-k+1 

За тако израчунате функције uk биhе 

Ll1( Uo + И1 + .. ·+и k) = Ll1( И о)+ Ll1( U1) + .. · + Ll1( uk ), 

(k = 1, 2, 3, ... , n) 

f(х)=и0 +и 1 + ... +и 11 • 

211 
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5. АЛГОРИТАМ !1 11 ИЗРАЖЕН ПОМОЋУ д 1 
И ЊЕГОВИХ ИЗВОДА 

Ставимо да је 
logy = z, 

у'= yz', z' = д 1 (у), 
одакле Је 

. (n -1) (n -1 \ y<n) = z'y(n-1) + 1 z"y<n-2) + ... + n- 2 ј z<n-l)y' + z<n)y. 

Деобом са у и означивши краткоће ради 

дk(у) са д.k, 

добија се рекурсивни образац 

(38) л -'А (n-1) пл (n-1) (n-l)л (п) LJ.n - z LJ.n-1 + 1 z LJ.n--2 + ... + n- 2 z LJ.l + z , 

из кога се могу поступно израчунавати релативни изводи 

(39) 

помоhу 
' 11 111 

z 'z 'z ' ... 
тј. помоћу 

(40) 

Тако се добија низ једначина 

!12 = !1~ + д~, 

(41) 
дз = Д.~' + 3!1~!11 + !1~, 
А _ А"'+ 4 Л "Д + з Л t2 + 6{1' д_2 + д_4 LJ.4 - LJ.l tlJ 1 LJ.l 1 1 Ј, 

из чега се добија овај резултат: 

Ал2ориШа.м д" изражава се као йолином n-Шо2 сШейена йо вреg­

носШима 
л А' А" л(п-1) 
LJ.l,LJ.l,LJ.l, ••• ,LJ.l , 

а сви коефицијенШи Шо2а йолинома су йозийlивни цели бројеви. 
Експлицитни израз за д 11 дат је детерминантом 
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(~) ~1 -1 о о 

(~) ~; (:) ~1 о о 

(~) ~;' (~) ~~ о о 

~n 

(n~ з) ~(гз) ("~3) ~\n-4) -1 о 

( п~2) ~\n-2) ("~2) ~(г З) ( n-2) ~~ -1 n-2 

("~~)~(г!) ("~~) ~(г2) (''-!)~; n-2 (n-!) ~1 n-! 
Исто тако важи следеhе. 

Извоg йо х, .ма ко2а pega р, ал'iориШ.ма ~k изражава се као йоли­
но.м йо вреgносши.ма 

(42) 

а коефицијенШи Шакво2 йолино.ма увек су цели бројеви, йозиШивни 
или неzашивни. 

То следује из обрасца 

(43) 1 -· d (/k))-~k-- - - ~k+l -~!~k> 
dx у . 

који показује да се L1k изражава као полином по вредностима 
А А 1 л(k) 
Llt, tll, о •• ' L..ll ' 

чији су коефицијенти цели бројеви, пошто се, према овоме што прет­

ходи, ~k и ~k+I изражавају на такав начин. 

Диференцијалењем обрасца (43) по х добија се 

~~ = ~~+1 - ~~~~ - ~;~k> 

~~'= ~~+!- 2i).;~~- ~;'t.k, 

из чега, а према горњем правилу за изражавање алгоритма ~n' следује 

наведени резултат. 
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6. ИТЕРАЦИЈА АЛГОРИТМОМ ~" 

Означимо да је 

(44) 

YI = ~k1 (у), 
У2 = ~kz (у,), 
Уз = ~k3 (У2 ), 

тако да је Ур резултат суперпозиције узастопних операција 

(45) 

извршених над првобитном функцијом у. 

Ийlерација pega р, йlј. функција у1" изражава се као рационална 
функција о2раничено2 броја елеменайlа 

(46) 

а коефицијенйlи Ше рационалне функције су цели бројеви. 

Јер, функција YI изражава се, према овоме што претходи, као 
полином по елементима ( 46), са коефицијентима који су цели бројеви. 

тима 

На исти начин, функција У2 изражава се као полином по елемен-

(47) 

Пошто је 

~ ( )-у~- ~kJ(y) 
!У!- -А()' 

Yl Llk1 у 

~11 ( ) ~ ( ) ~~ ( )2 ~'( ) - k1 у . k1 у -- k1 у 
1 Yl - ~ ( )2 ' 

k1 у 

и пошто се, према претходном параграфу, ~k1 (у), ~k1 (у),~~ (у), ... изра­
жавају као полиноми по елементима ( 46) са коефицијентима који су 
цели бројеви, то је очевидно да се и У2 изражава као рационална фун­

кција по елементима ( 46) са целим коефицијентима. 
На исти начин, функција у3 изражава се као полином по елемен-

тима 

(48) 
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Пошто је 

и пошто се !J.k
2 
(у 1 ), 12..;

2 
(у 1 ), /Ј.~ (у 1 ), .•• изражавају као полиноми по еле­

ментима (47) са коефицијентима који су цели бројеви, а елементи ( 47) 
изражавају се као рационалне функције по елементима ( 46) са целим 
коефицијентима, то је очевидно да се и у3 изражава као рационална 
функција по елементима ( 46) са целим коефицијентима. 

Продуживши тако са узастопним итерацијама 

доказује се горњи резултат за итерацију уР. 

Тако се исто доказује и овај резултат: 

Извоg йо йроменљивој х, ма коzа pega, иШерације Ур изражава се 
рационално йомоhу елеменаШа 

са коефицијенШима који су сви L!ели бројеви. 

7. АЛГОРИТАМ 12.. 11 ИЗРАЖЕНПОТЕНЦИЈАЛНИМРЕДОМ 

Проблем, који се поставља при таквоме изражаваљу, био би сле­

деhи. 

Знајући коефицијенте а 11 реда 

(49) _ ai . а2 2 
у- а 0 +-х +-х + ... , 

1! 2! 

одредити коефицијенте реда 

А1 А2 2 
д"(у) =Ао +-х +-х + .... 

1! 2! 
(50) 

Тога ради, из развитка (49) добија се 
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(51) 

па пошто Је 

~ 

" "'\:"' а k+2 k 
у = L-1--x 

k=O k! ' 

~ 

у(п) = I ak~n Xk, 

k=O k. 

ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ АЛГОРИТАМ 

(52) /") = yL\,(y) = [i _а~ xk] [t А~ х''], 
k=O k. h=O Jz. 

упоређењем ове једначине са последљом једначином (51), добија се 

11=k 
а k+n = L {.!)Ј_ Ak-h . 

k! 11=0 ћ! (k- ћ)! 

То се може написати у облику 

11=k 

а k+n_ = _!_ "'\:"' (k) а А 
1 1 k' LJ 11 11 k-11 , 
к. . 11=0 

што даје за коефицијенте а 11 рекурсивну релацију 

(53) 

Ова се релација за 
k=0,1,2,3, ... 

своди на низ Једначина 

ап = аоАо, 
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из којих се могу поступно израчунати коефицијенти 

помоhу коефицијената 

Општи коефицијенат Ak добија се у облику детерминанте 

ао о о о о an 

а! ао о о о а п+! 

az С) а! ао о о an+2 
1 

А----

C)az С) а! k - k+l 
о о ао а3 an+3 

l k ) (k)ak-2 (k)ан С) а! ak ak-1 an+k 
k-1 k-2 k-3 

или, преместивши последњи стуб детерминанте на прво место 

а п ао о о о о 

an+l ar ао о о о 

an+2 а2 C)ar ао о о 
(-1/ 

(55) Ak=~ 
C)az С) а! о ао an+3 а з 

an+k ak (kЈан 
k-1) ( k )ak-2 

k-2 
( k ) ak-3 

k-3 С) а! 
Проблем се, уосталом, лако решава и применом LeiЬnitz-oвoг об­

расца за изводе производа два фактора, који he овде бити примена на 
одредбу другога релативног извода д 2 (у). 

Ако се стави да је 

биhе 

(56) 
d" 11 dll 

·d---;; у = -d n (иу) = 
х х 

= u/n) + (~') u'y<n-l) + (~) u"y<n-2) + ... , 
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па пошто је за х= О 

_!]!'_(и ) = [ "]СрЈ = (р+ 2) =а dxP у у у р+2• 

то, у вези са обрасцем (56), доводи до рекурсивног обрасца 

према коме Је 

Аоао = а2, 
Aoal +А! ао = аз, 
А0а 2 + 2А1а 1 + А2а 0 = а 4 , 

А0 а 3 + 3А1 а 2 + 3А2 а 1 + А3 а 0 = а 5 , 

где коефицијенти а 0 и а 1 остају произвољни. 
Из тих се једначина добијају коефицијенти 

а то је оно исто што се добија применом обрасца (55) на случај кад је 
n =2. 

8. РАЗМАК ВАРИЈАЦИЈА ВРЕДНОСТИ дп 

У многобројним случајевима, кад функција у није дата у експли­

цитном облику, веh је одређена каквом својом функционелом, или ка­

квом својом релацијом са другим, познатим функцијама, није могуhно 

одредити експлицитно и прецизно њене релативне изводе као функ­

ције независно променљиве количине х од које она зависи. Међутим је, 
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у великоме броју таквих случајева, ипак могуhно одредити размак у 

коме he дп(У) варираШи каg се йроменљива х мења у јеgноме gаШом 
размаку (а, Ь). 

Овде he бити наведена, примера ради, два случаја такве врсте; у 
првоме случају функција у је дефинисана као одређени интеграл у ко­

ме х фигурише као параметар, а у другоме она је дефинисана једном 

диференцијалном једна чин ом која се не може интегралити. 

У о чим о функцију у дату у облику Laplace-Abel-oвoг интеграла 

h 

у (х) = Ј ue1xdt, 
а 

где је и функција интеграционе променљиве t, која не мења знак кад t 
варира у размаку (а, Ь). Из обрасца 

добија се, применом теореме средњих вредности интеграла да је 

где је~ једна вредност што лежи између а и Ь. Из тога се закључује да 

је за све реалне вредности х 

Llп(Y) = а 11 + 8(х )(bn- а п), 

где је 8(х) једна функција променљиве х чије вредности леже између О 
и 1 за све реалне вредности х. 

У општијем случају кад је 

биhе 

па дакле 

h 

у =Ј ue''xdt, 
а 

h 

dny = [v(~)J"j ue''xdt = [v(~)] 11 y, 
dx 11 

а 

Ll 11 (Y) = А+8(х)(В -А), 

где А и В означују најмању и највећу вредност коју добија функција v 
кад t варира у размаку (а, Ь). 
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Навешhемо као пример за други случај функције у дефинисане 

диференцијалним једначинама 

(59) 

(60) 

(61) 

где су и, v, w, s полиноми по х чији су коефицијенти цели позитивни 
бројеви. 

За функцију у дефинисану једначином (59) је 

2 
L1

1
(y) = w+sy , 

и+ vy 2 

па Је за све позитивне вредности х 

w s 
L11(Y) = --+8(х)-. 

и v 

За функцију у дефинисану једначином (60) је 

па Је, опет за све позитивне вредности х, 

дz(у) =и +8(х)(и +v). 

За функцију (61) је 

па је опет за х позитивно 

L1з(У) =и +8(х)(и +v). 



ДРУГИ ОДЕЉАК 

ФУНКЦИЈЕ ДЕФИНИСАНЕ 

АЛГОРИТМОМ дп 

9. ФУНКЦИЈА у ДЕФИНИСАНА АЛГОРИТМОМ д2 (у) 

Међу релативним изводима д,l' по њиховим интервенцијама у анали­

тичким проблемима и њиховим применама, несумњйво највеhу 

важност има извод д2 • Као што he бити показано у последљим оде­
љцима ове књиге, могуhност решења многобројних таквих проблема 

произлази из могуhности да се из услова задатка може формирати не­

посредно тај извод као функција независно променљиве количине, па 

се из облика те функције, или из разних њених појединости могу изво­

дити закључци о решењу проблема. 

У томе погледу од нарочите је важности проблем да се из израза 

извода д 2 (у), као дате функције променљиве х, одреди функција у која 
има такав израз за свој други релативни извод. Задатак се своди на ин­

теграцију биномне линеарне диференцијалне једна чине другог реда 

(62) 
d2y 
-d z - .f(x)y =О, 
х 

где је f дата функција променљиве х. Одговарајуhих фунција, које 
имају f(x) као свој други релативни извод, има бескрајно много и оне 

су све обухваhене општим изразом 

(63) 

где су УЈ и У2 два ма која линеарно независна партикуларна интеграла 

једначине (62), а СЈ и С2 произвољне константе. 
У општем случају (функција[ ма каква) није позната ни једна од 

функција уЈ, у 2 . Међутим, за велики број специјалних облика функци­

је ј позната је бар једна од тих двеју функција; према елементарној осо-
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бини једначине (62), ако је та једна функција уЈ, друга he бити одређе­
на обрасцем 

Ј dx 
Yz=YJ -2, 

УЈ 

па he тако бити познате и све функције у што одговарају датоме ~2 (у). 
Због олакшица у рачунима, овде he бити изложен преглед таквих 

познатијих случајева, а на које се најчешhе наилази у применама. 

1 о Кад је 

биhе 

биhе 

где Је 

биhе (Poisson) 

4° Кад је 

биhе (Poisson) 

~2 (у) = const. =а, 

за а <О, УЈ = siл х Га, Yz = cos х Га; 

~2 (у) =(ах+ Ь) 2 ' 

УЈ =(ах+ Ь)'"1 , Yz =(ах+ ЬУ2 , 

г = _!_(1 + Г5) 
Ј 2 ' r = _!_(1- -Ј5)· 

2 2 ' 

1 
~z(y) = -, 

х 

2 

УЈ= х Ј е1Гх~ dt, 
-2 

2 г: 

Ј 
енх г- г 

Yz =х ~[l+t--vx ·log(t2 -4)-vx]dt; 
t2

- 4 -2 

1 
~2(у) = --, 

х 

У исто време постоји и решење 
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где је / 1 позната цилиндрична функција; 
5° Кад је 

биhе 

биhе (Euler) 

где Је 

7о Кад је 

биће (Poisson) 

8° Кад је 

биће 

9° Кад је 

биhе 

.fi: _-ГА 
у 1 = хе х , у 2 = хе х 

л 
L12(y) = 2 2 ' 

(а+ 2Ьх +ех ) 

у _ ef Uzc/x 
2- ' 

Ь- k +ех 
u2 = ' 

а+ Ьх + ех 2 

х2 х2 х2 

у 1 = е 4 Ј е -т dx, У2 = е4; 

L1 ( ) - 8 2У-.22' sm х 

у 1 = ctgx- tgx; 

L1 ( ) = 4 (n- l)x + 1 
2 у 4х2 , 

223 
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------------------------------------------------

10° Кад је 

биhе 

llo Кад је 

биhе 

12° Кад је 

биhе (Heimite) 

!'. d
11

-

2 
( 1 ) - l+x2 2 . Yt-C ) d п-2 ~1--~2 ' 

х +х 

х+~~ 
у ___ f-1_. 
l- ' 

х+а 

х2 
±-Р"(х) 

УЈ= е 2 

где Р"(х) означује Heimite-oв полином; 

13° Кад је 

биhе (Legendie) 

Yt = ..Ј х 2 -1 . Х п, 

где је Х11 Legendre-oв полином; 

14° Кад је 

биhе 

15° Кад је 
л()_ах+Ь 
ti2 у -----, 

ех +d 

у 1 и У2 добијају се, по Laplace-oвoj методи интеграције, у облику Lap­
lace-Abel-oвиx интеграла 
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16° Кад је 

л ( ) = h2 k(k -1) 
Llz у + 2 ' 

2х 
O<k<l, 

биhе (Poisson) 
1t 

Yl ==х k f e-hxcost sin 2k-l t. dt; 

о 

1t 

У2 =х l-k f e-hxcost sin l-2k t. dt. 

о 

У специјалном случају кад је k = l, тј. кад је 
2 

биhе (Poisson) 

биhеl 

где Је 

1t 

Yl = {;.; f e-hxcostdt, 

о 

1t 

Yz = {;.;Ј e-hxcost log(x cos2 t) dt; 

о 

/ј. ( )-_1_ 
2 У - 1 2х' 

-е 

и= St(x) -1 
s 2 (x) ' 

1t 

2 
dt 

s (х)= Ј-==~= 1 ~1- х 2 siп 2 t ' 
о 

1 G. F. Childe: Messenger of Math. 1889-1890, р. 155-164. 
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18° Кад је 

1t 

2 
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s2(x) =Ј ..J1-x 2 sin 2 tdt; 
о 

где је Х функција променљиве х, сменом 

добија се за z диференцијална једначина 

dz + z2 = _!_ 
dx х' 

а за ову се зна да: 

а) Кад је Х линеарна функција променљиве х, једначина има као 
партикуларни интеграл Bessel-oвy трансценденту 

Ь) Кад је 

она има за општи интеграл 

с) Кад је 

2 (х -а) z - ( 1 + -Ј5) (х _ а) Ј5 = С; 
2(х -a)z-(1--JS) 

Х = ах 2 + Ьх + с, 

једначина се интеграли помоhу хипергеометријских функција, које у 
појединим специјалним случајевима дегенеришу у елементарне функ­

ције (алгебарске и логаритамске); 

19° Кад је 

где је h ма каква константа, k модуо елиптичке функције snx, а т цео 
позитиван број, функције Yl и У2 су мероморфне дво-периодичке фу­
нкциЈе. 

* * * 
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Став који he овде бити наведен даје могућност да се одреде 
функције у што одговарају бескрајно многим и разноврсним облицима 
другога извода 11 2 (у). -

Нека је 
у= v (х) 

једна од функција за које је 

где је q> дата функција променљиве х, а а једна одређена константа. 
Нека је затим 

најопштија функција и за коју је 

д2 (у) = q>(x) + Ь, 

где је Ь каква константа различна од а. 

Hajoйшiiiuja фующија z за коју је 

L12 (z) = Ф(х), 

iде је Ф(х) функција йроменљиве х gaiiia обрасцем 

јес Ше 

Ф(х}= l[2L1~(v)-д2(v)]+b-a, 
v 

Став произлази из једне теореме о хомогеним линеарним дифе­

ренцијалним једначинама другога реда, коју је доказао Darbouxl и која 
гласи: 

Нека је 

у"= [q>(x)+a]y 

каква једначина интеграбилна за једну одређену вредност константе а; 

нека је 
у = v (х) 

један партикуларан интеграл те једначине, а 

1 G. Darboux: Sur une propriete relative aux equations linearires [Comp. Iendus de ]' Acad. 
des Sciences de Paris, t. XCIV, 1882, р. 1456.]- Такође: Lec;ons sur la theorie generale des sur­
j"aces, П partie, 1899, р. 196. 
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општи интеграл једна чине 
у"=[<р(х)+Ь]у, 

где је Ь каква константа различна од а. Тада једначина 

има за општи интеграл 

1 v' y=w-w-. 
v 

Довољно је приметити да је 

v(~)" +2(:')
2

- vv" =2д~(v)-д2 (v), 
и према томе 

v (~ )" +Ь-а = Ф(х), 
а у исто време 

' ' ( ' ') w' - w : = и' - и : = и : - : = 

па је горњи став доказан. 

1. йример.- Пошавши од случаја 

<р (х) = О, а = О, Ь = 1, 

налази се да ће најопштија функција z, за коју је 

бити 

2. йример. - Случај 

<р (х) = О, а = О, Ь = -1, 

доводи до тога да је најопштија функција z за коју је 
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функција 

z = С 1 ( cos х - s~ х ) + С 2 ( sin х -, ~ 

3. йри.мер. -Случај 

<р (х) = О, а = -1, Ь = 

доводи до тога да је 

z = cl tang х + с2 ( 1 +х) ta 

најопштија функција за коју је 

10. ФУНКЦИЈА у ДЕФИНИСАНА АЛI 

Проблем да се одреди функција у чији }­
једнак датој функцији f(x), своди се на интегра 
цијалне једначине п-тог реда 

~vreђy n + 1 интегра-

ош и да је 1 

(64) d"y 
-dx"- .f(x)y =О. 

Према томе, све су такве функције, за једну да 
обухваhене општим изразом ,2tsx] ds, 

(65) 

где Је 

(66) Yt> У2> ... , Уп> 

један систем линеарно независних партикуларних интегрс. 

(64), а 

скуп произвољних констаната. Тако: 

1 о Кад ~ 11 (у) има сталну вредност а, најопштија функција у 1 

облик 
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. >I биномне једначине 
општи интеграл Једначi 

где је Ь каква констант<. . . 
·чаЈу кад Је 

tnисати и у облику 
има за општи интегра.' 

. -;; . kтс 1 •• • k1t 
kt [ ( ) ( )] Довољно Је примt. Ck cos х sш-;; + Ck sш х sш-;; , 

(
1' 

v -
v. 

и према томе . .Јних констаната. 
за које је 

а у исто време 
>ацијом Scherk-Lobato-вe диференцијалне једна чине 

d" 
__21_ - ху = о. 
dx" 

. општи интеграл 1 
па Је горњи став, 

1. йри.мер.-" оо t"+l 

у= Ј u(t)e-n+ldt, 

о 

налази се да h ) С Jl ". С Jl ... Jl tx 
и (t = f.lJ Је !'А + f.l2 2е 2<А +оо о+ f.ln+lcn+le n+l , 

f.lJ, f.l2, ... , f.lll+l 
бити ЈИномне једначине 

f.l"+I + 1 = О, 

1ене по J.l, а Ck произвољне константе везане релацијом 

cl +С2 + ... +cll+l =о. 

1 S. Spitzer: Studien iiher die Integration lineaгer Dijj: Gleichungen (Wien 1860) S. 44. 



ФУНКЦИЈЕ ДЕФИНИСАНЕ АЛГОРИТМОМ д,. 

3° Функције у за које је 
д/Ј(у) =хт 

добијају се интеграцијом Kummer-oвe једна чине 

d"y 
---xmy =О. 
dx 11 

Она има за општи интеграл 

где је 

IXI 111+m 

У= f tm-le-n+mф(tx)dt, 
о 

z = Ф(х) 

општи интеграл једначине (п+ 1)-ог реда 

231 

(али у којој је степен т смањен за јединицу), где између n+ 1 интегра­
ционих констаната постоји једна утврђена релација. 

У специјалнијем случају кад је т= 2 налази се још и да jel 

сю t"+l 

у= Ј te-"+ 2 Ф(tx)dt, 
о 

где је 
оо s 11+2 

Ф(tх) =Ј e·--;;:;z [JliCie~~~sx + ... + 11n+2Cll+2e~"+2tsx] ds, 

о 

где су llk корени биномне једначине 

11~~+2 + 1 =О, 

а 

произвољне константе везане двема релациЈама 

Cl +Cz + ... +Cn+2 =О, 

n+lc + n+lc + n+lc -о 
111 1 l12 2 · · · + l1n+2 n+2 - · 

1 Spitzer: loc. cit. S. 63. 
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4° Функције у за које је 

д ( ) - 1 
n у - x2n, 

добијају се интеграцијом једна чине 

d" x2n _____l_ у= о 
dx" ' 

чији је општи интеграл2 

Jl1 Jln 
- п-I(С --:;:-+ +С --:;:-), у- х 1 е ... 11 е 

где су !lk корени биномне једначине 

j.t 11 -·1 =о. 

Исто важи и за функције у за које је 

1 
д(у)---

11 - 2n' 
х 

само што су тада !lk корени биномне једначине 

оваЈ. 

!l" + 1 =О. 

11. ФУНКЦИЈА у ДЕФИНИСАНА АЛГОРИТМОМ д" 
ИЗРАЖЕНА У ОБЛИКУ ПОТЕНЦИЈАЛНОГ РЕДА 

Проблем који се поставља при таквој одредби функције у био би 

Знајуhи коефицијенте Ak реда 

(67) 

одредити коефицијенте а 11 реда 

(68) у=а +~х+~х 2 + ... 
о 1! 2! 

2 Spitzer: !ос. cit. S. 111. 
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Напред је показана веза између коефицијената а k и Ak, која се из­
ражава у облику низа једначина (54). Из ових се могу, или поступно 
израчунавати коефицијенти ak један из другога, или изразити непо­
средно а" у облику детерминанте. При тој одредби коефицијенти 

остају произвољни и они имају улогу n интеграционих констаната које 
уводи у функцију у диференцијална једначина п-тога реда, која ту 
функцију одређује из датога ~ 11 (у). 

Сви he даљи коефицијенти 

бити полиноми по коефицијентима 

а коефицијенти тих полинома су позитивни цели бројеви. 

Као што се види, кад год су коефицијенти Ak, као и првих n ко­
ефицијената ak цели бројеви, такви he бити и сви коефицијенти ak; 
кад су они први позитивни, тако he бити и са свима коефицијентима 
ak. Та примедба има своје важности за одређиваље спектара низа ( ak) 
непосредно помоћу функције f (х) једнаке релативном изво ду ~Ју). 

Овде he се, као специјалан, а нарочито важан случај, извести у 
појединостима израчунавање коефицијената ak помоћу коефицијена­
та Ak другога релативног извода ~2 (у). 

Из низа релација (54) добија се даје 

где а 0 и а 1 остају произвољни, а Pk+l и Qk+l су полиноми по 

А0 , А1 , А2 , ••. 

чији су коефицијенти позитивни цели бројеви. Тако се налази у разви­

јеном облику да је 

Р2 =Ао, 

Р3 =А1 , 

Р4 =Аб+А2 , 

Р5 = 4А0А1 + А3 , 

Рб =Аб+ 7А0А2 + 4А[ + А4 , 

Р7 = А0А1 + 5 А1А6 + 5 А1А5 + 1 ОА1А2 + 10АаА2 + As, 
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Qz =О, 

Qз =Ао, 

Q4 = 2А1 , 

Qs =Аб+ 3Az, 

G = 6А0А1 + 4А3 , 
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Q7 = 4А5 + А6 + 13A0Az + lOA~ + 5А4 , 

УзевПIИ,нпр.даје 

а затим даЈе 

добијају се специјалне функције у 

Yl =х+Р2х2+Рзхз+ ... , 

У2 = l+P2x 2 +Р3х 3 + ... , 

које имају исти други релативни извод д. 2 (у); све остале такве функ­
ције обухваhене су обрасцем 

У појединим специјалнијим случајевима могу се коефицијенти ak 

једне од функција што одговарају датоме L1 2 (y) одредити и помоhу 
методе неодређених коефицијената. Та метода доводи до те одредбе и 

у случајевима кад се у развитку функције у, поред чланова са пози­

тивним степенима променљиве х, налази и чланова са негативним или 

разломљеним степенима. Тако, нпр.: 

а) Кад је 

1 
Ll2(y) = 1+-2' 

4х 

налази се, као једна од функција у, Bessel-oвa трансцендента 

б) Кад је 

налази се 

( 
х2 х 4 хб ) 

YI =-Б 1--2 +--2--2·- 2 2 2 + .... 
2 2 ·4 2 ·4 ·б 



ФУНКЦИЈЕ ДЕФИНИСАНЕ АЛГОРИТМОМ д" 235 

г[ х х 2 хз ] =-vx --+--+--+ УЈ (1!)2 (2!)2 (3!)2 .... 

в) Кад је 

L'-.z(Y) =хт, 

добијају се, у облику реда, две функције у, и то једна 

Yl = 1+а_;;т+2 + bx2m+l +cx3m+6 + ... , 
где је 

1 
а= 

(т+l)(т+2)' 

ь = 1 
(т+ l)(т + 2)(2т + 3)(2т + 4)' 

1 
с=-------------------

(т+ l)(т + 2)(2т + 3)(2т + 4)(3т + 5)(3т +б)' 

и друга 

У2 =Х +a'xm+3 +b'x2m+5 +c'x3m+7 + ... , 
где је 

1 1 
а=------

(т+ 2)(т + 3)' 

Ь' = 1 . -
(т+ 2)(т + 3)(2т + 4)(2т + 5)' 

с'= 1 
(т+ 2)(т + 3)(2т + 4)(2т + 5)(3т + б)(Зт + 7)' 

Према ономе што се зна о једначини 

функција у, за коју f.. 2(y) има за израз хт, изражава се у коначном об­
лику noмohy елементарних функција кад је број т облика 

-4k 
2k ±1' 

где је k какав цео позитиван број, или једнак нули, или је бескрајно ве­
лики. 
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г) Кад је 

налази се 

n+! [ х х2 
YI=x2 1+ . +------+ 

l·(n+lY 1·2(n+l)(n+2) 

хз Ј 
+ 1·2·3(n+l)(n+2)(n+3) + ... · 

д) Кад је 

4n2 -1 
д2(у)=l+ 2' 

4х 

налази се 

У!= х_2,;_+1 [1+ х2 +----'х-'4----+ ... Ј. 
2·(2n+2) 2·4(2n+2)(2n+4) 

е) Кад је 

налази се 

!!!. [ х2 х4 Ј 
У! =х

2 

l- 2·(m+1) + 2·4(m+l)(m+3) - ... · 

12. ФУНКЦИЈА у ОДРЕЂЕНА ПОМОЋУ д" МЕТОДАМА ОПШТЕ 
ТЕОРИЈЕ ФУНКЦИЈА 

Општа теорија аналитичких функција даје решења многобројних 

проблема о функцији у која има дату функцију f(x) за свој релативни 
извод дп(У). Све се то своди на примену те опште теорије на биномну 
хомогену линеарну диференцијалну једначину п-тог реда 

(69) 
d" 
_1 = f(x)y. 
dx 11 

Методе опште теорије функције не захтевају интеграцију .те јед­

начине, веh непосредно одређују везе између аналитичких појединости 

функције f(x ), тј. извода д11 (у), и саме функције у што му одговара. 
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Такве би врсте били следеhи проблеми. 

1. ОgреgиШи синiулариШеШе функције у, аналиШички облик и 
йонашање функције у близини синiулариШеШа. 

Функција у не може имати других сингуларитета, осим оних које 

има сам извод iln(Y), премда сваки сингуларитет тога извода не мора 
бити у исти мах и сингуларитет функције у; једна проста нула, нпр. ове 

функције може бити пол за њен извод il 11(y). У колико се тиче крити­
чких тачака (алгебарских и трансцендентних), за њих је сигурно да је 
свака критичка тачка извода il 2(y) у исти мах и критичка тачка 
функције у. 

Puchs-oвe теореме о интегралима линеарних диференцијалних 

једначина 

(70) 
dlly d"- 1y dy -
--+ Pl--_-1 + ... + Pn-1-+ РпУ- О, 
dxn dx 11 dx 

где су коефицијенти Pk униформне функције променљиве х, дају мо­
гуhност да се одреди аналитички облик интеграла у у близини инте­

гралних сингуларитета. 

Нека је, нпр. х= а сингуларитет једне од функција Pk(x), у бли­
зини кога су све те функције униформне. Аналитички облик интеграла 

у и његово понашање при обртању тачке х око тачке а, зависи од 

природе корена карактеристичне алгебарске једначине п-тог степена 

(71) п А п-1 А п-2 А А - О r + 1 r + 2 r + ... + n-1 r + n -

везане за диференцијалну једначину (70). 
Свакоме од простих корена те једначине, нпр. корену r, одговара 

по један интеграл једначине који у близини тачке х= а има облик 

у =(х -аУ<р(х), 

где је <р(х) униформна функција у близини те тачке. Кад су сви корени 

једначине (71) прости, диференцијална једначина (70) има један скуп 
линеарно независних партикуларних интеграла облика 

У1 =(х - аУ1 <р 1 (х), 

У2 =(х- аУ2 <р2 (х), 

Yn =(х-аУ"<р11 (Х), 

где су r1, r2 , ... , r,
1 
корениједначине (71). 
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Свакоме двоструком корену r одговара по један интеграл који у 
близини тачке х= а има облик 

у =(х- а)'Т <р+ <р 1 log(x- а)], 

где су <р и <р 1 униформне функције у тој близини. 
Свакоме троструком корену r одговара по један интеграл облика 

у =(х - а)'Т <р+ <р 1 log(x -а)+ <р2 log2 (х -а)], 

где су <р, <р 1 , <р 2 униформне функције. 
И у опште, свакоме вишеструком корену р-тог реда одговара по 

један интеграл који је полином р-тог степена по изразу 

log(x- а) 

са коефицијентима који су униформне функције помножене изразом 
(х -аУ. 

Корени карактеристичне једначине одређују, дакле, аналитички 

облик мултиформних функција што улазе у састав интеграла у, а те су 

мултиформне функције полиномске комбинације елементарних фу­

нкција 

(х -аУ и log(x -а). 

Прва се од тих функција, при обртању око х= а, мења тако да 

постаје једнака првобитној функцији помноженој једним сталним фак­

тором; друга при томе обртању бива измењена додатком једнога стал­
ног фактора, и на тај начин се може лако одредити шта бива са инте­

гралом у при томе обртању. 

Униформне функције 

<р, <р l' <!'2 ' ... 

могу имати вредност х = а само као обичну тачку, као пол, или као есе­
нцијалну тачку. Једна Fuchs-oвa теорема даје потребне и довољне 

услове да то не би био есенцијални сингуларитет тако, да ако је х= а 

уопште интегрални сингуларитет, он је пол интеграла. За то је потре­

бно и довољно да сваки коефицијенат р;(х) има тачку х= а или као 

обичну тачку, или као пол чији ред не премаша ранг i коефицијента. 
Проучавање функције у, што одговара датом изво ду д 11 (у) као 

познатој функцији променљиве х, своди се на проучавање интеграла 

једначине (70) у којој је идентички 

Р1 = Pz = · · · = Рп-1 = О. 
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Применом rорњих ставова на такву једначину 

d"y 
+ру-О 

dx" " -
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одредиле би се најпре вредности х које могу бити синrуларитети фун­
кције у, па затим аналитички облик и понашање те функције у близини 

уоченоr синrуларитета. А све he то зависити од природе функција Pk и 
корена карактеристичне алгебарске једначине (71) везане за посма­
трани извод Ll." (у). 

У случају кад се функција у одређује помоhу датога свог другог 

релативног извода Ll. 2(y) као познате функције f(x) променљиве х, 
карактеристична алгебарска једначина је квадратна једначина 

1'
2 

- r + f (а) = О, 

и аналитички облик функције у у близини вредности х = а зависиhе од 
тога да лије 

/(а) =1- l., илије Ј( а)= l. 
4 4 

2. ОgреgиШи аналиШички облик функције у који би важио за целу 
раван йро.менљиве х. 

Проблем се, у опште, решава интеграцијом диференцијалне јед­

начине (69), кад је та интеграција могућна. Кад то није случај, прибега­
ва се методама опште теорије функција и аналитичке теорије линеар­
них диференцијалних једначина. Те методе доводе, нпр. до ставова 

овакве врсте: 

Kag је извоg Ll.п(Y) рационална функција йро.менљиве х, која Шежи 
коначној и og нуле различној 'граници А каg х бескрајно расiйи у йози­
Шивно.м йравцу, онgа најойшiйија унифор.мна функција у, шiйо ogzo­
вapa Шакво.ме Ll.n(Y), облика је 

(72) у= R 1(x)e'"1·' +R 2(x)e'1x + ... +R 11 (x)e';,x, 

'ige су 

рационалне функције йро.менљиве х, а 

корени бино.мне јеgначине 

(73) г" +А= О. 
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·--------------------------

Став се доказује непосредном применом Halphen-oвe теореме 

(основане на ставовима опште теорије функција) о општем интегралу 
линеарне диференцијалне једначине (70). Теорема гласиl 

Нека је дата једначина (70), где су 

Pt• Р2, .. . , Р п 

рационалне функције променљиве х, од којих ни Једна не расти 

бескрајно при бескрајном рашћењу те променљиве. 

Кад год је општи интеграл једначине (70) униформна функција у 
целој равни, он је облика (72), где су Rkрационалне функције, а rk ко­
рени алгебарске једна чине 

(74) 

и где Је 

Ak=limPk(x) за х=+сю. 

У примени на једначину 

(75) 

алгебарска једначина (74) се своди на биномну једначину (73) и доводи 
до горњега става о облику функције у. 

У случају кад је функција дефинисана својим датим другим рела­

тивним ИЗВОДОМ 

(76) Ll2(y) = .f(x), 

где је .f(x) рационална функција променљиве х која остаје коначна за 
х = +оо, најойшШија фующија у, униформна у целој равни, која ogzo­
вapa Шоме извоgу, облика је 

(77) 

'ige су функције R 1 и R 2 рационалне, а 

(78) Л= lim .f(x) за х= +оо. 

3. Какви услови Шреба ga су исйуњени йа ga, йореg Шоzа utiйo је за 
gаШо nрелаШивни извоg дn(У) gaiйa рационална функција йроменљиве 
х, и д 1 (у)буgе ШакоЬе рационална функција й1е йроменљиве? 

1 G. G. Halphen: Sиг une nouvelle classe d' equations dijj: lineaires integraЬles (Compt. 
гend. de l'Acad. des Sciences de Paris, t. 101, 1886, р. 1238-1240). 
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Такав је, нпр. случај кад је 

д ( ) = 3х 2 
- 18х + 19 

2 у 4(1-х)4 ' 

јер је тада 

и према томе 

А( )==-5х 2 +11х-4 
1 у 2х (l-x)2 • 

У општем сЛучају проблем се своди на проблем аналитичке 
теорије диференцијалних једначина: 

Кад је дата биномна хомогена линеарна једначина 

(79) d"y ---- + f(x)y =О, 
dx" 

где је.fдата рационална функција променљиве х, какве услове треба да 

испуњава та функција, па да једначина има као партикуларни интеграл 

функцију облика 
ef R(x)dx , 

где је R рационалан функција? 
Peilleњe nроблема дао је Appelll у својим радовима о биномним 

линеарних диференцијалн:им једначинама чији су коефицијенти рацио­

налне функције интеграционе променљиве количине. 

4. Какве услове Шреба ga исйуњава за gаШо n gаШа алiебарска 
функција дn(у), йа ga и функција д 1 (у) буgе алiебарска? 

Проблем се своди на проблем аналитичке теорије диференцијал­

них једначина: 

Кад је у датој једначини (79) функција/дата алгебарска функција 
променљиве х, какве услове треба да испуњава та функција па да јед­

начина има као партикуларни интеграл функцију облика 

ef F(x)dx, 

где би F била алгебарска функција? 
И решење тога проблема дао је Appell2 , па оно потпуно решава 

проблем о изводу д"(у) о коме је реч. 

1 Р. Appell: Sur ипе classe d' equations фfјёr. linearies blnomes а coe_fficients algehriques 
[Compt. rend. de l' Acad. des Sciences de Paris, N" du 20 Janv. 1882; Anna!es de l'Ecole Norm. 
Sup., 2-me serie, t. Xll, 1883, р. 9-46]. 

2 Loc. cit. 



ТРЕЋИ ОДЕЉАК 

ВЕЗЕ 1IЗМЕЋУ ОСОБИНА 

ФУНКЦИЈЕ И ЊЕНИХ ИЗВОДА 11п 

13. ВРЕДНОСТИ дп(У) У ЗАВИСНОСТИ ОД НУЛА ФУНКЦИЈЕ у 

Ма да једноме датом д 11 (у) одговара бескрајно много функција у 
обухваhених једним аналитичким изразом који садржи n произвољних 
констаната, сингуларне тачке остају исте за све те функције: оне су 

сталне у равни независно променљиве количине х, тј. не зависе ни од 

једне од тих произвољних констаната. То је очевидно из самога општег 

израза за у који је 

где Је 

У!•У2•···•Уп 

један систем посебних функција које имају један исти дати извод д"(у). 
Сингуларитети функције у поклапају се са сингуларитетима функција 

Yk· па су, дакле, независне од констаната Ck. 
Кад се у равни променљиве х обележе сталне тачке 

х= ~i 

које су сингуларитети функције у , у свему што буде даље излагано 
имаhе се у виду остале, обичне uiачке, те функције, тј. једна ма која та­
чка х= а која се не поклапа ни са једном од тачака ~;. 

Релативни извод А,/у) може постати бескрајан само за оне вред­

ности х= а, за које функција у постаје једнака нули; за све остале вред­

ности х= а, она је коначна и непрекидна. 

У близини такве једне тачке х= а функција у се може развити у 

ред облика 

(80) 

конвергентан у кругу С описаном око х = а као центра, са полупре­
чником једнаким растојаљу између тачке а и овој нај ближе тачке ~;. 
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Пошто је 

(81) 

где су F1 и F2 две функције променљиве х које остају коначне за х= а, 

то за сваку вредност х= а која се не поклапа са којом од нула функције 

у, извод Llп(Y) има коначну вредност 

(82) 

Кад је х= а нула т-тог реда за у, функција се за све вредности х у 

кругу С може написати у облику 

у =(х -a)m<p(x), 

где функција <р не постаје ни једнака нули, ни бескрајна за х= а. 

Из једначине 

(83) 

тада непосредно следује елементарна особина извода д. 1 (у) да он по­
стаје бескрајан за х= а, прелазеhи нагло од знака- на знак+ кад х 

пређе од х - Е на х + Е. 
Из (82) се добија узастопним диференцијалењима и логаритми­

сањем низ једначина 

logy = mlog(x -a)+log<p0 , 

logy' =(т -1) log(x- а)+ log<p1, 

logy" =(т- 2) log(x- а)+ log <р 2 , 

где су <р0 , <р 1 , <р 2 , ... функције које не постају једнаке нули, нити бескра­

јне за х= а. Из тих се једначина добија 

(84) 

т 
Ll1(y) = --+ill(<f>o), 

х-а 

Lll(y') = т -l + Lll( <f>l ), 
х-а 

Ll1(y") =т -_1-_+д.l(<pz), 
х-а 
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што, у вези са идентичношћу 

ДОВОДИ ДО обрасца 

(86)д()- т! 1 + Ф1(х) + Ф2 (х) + ... , 
n У - ( ) 1 ( )'' ( )" 1 ( )'' 2 т-п. х-а х-а- х-а-

где функције 

остаЈу коначне за х = а. 
Отуда став: 

Kag је х = а нула m-йlo2 pega за функцију у, израз 

(87) (х -а)"д,/у) 

йlежи за х = а јеgно.ме целом йозийlивно.м броју који и.ма за вреgносйl 
(88) т(т -l)(т- 2) ... (т- n+ 1). 

Та he гранична вредност бити прост број само кад је 

n= 1, т = прост број, 

иначе је то увек сложен цео број. 

Из тога се непосредно изводи и овај резултат: 

Kag је функција д0 (у) коначна у јеgно.ме размаку (а, Ь) йро.менљи­
ве х, peg .ма које нуле х = а, шйlо лежи у йlо.ме размаку а не йоклайа се 
ни са јеgно.м og сйlалних вреgносйlи ~i, увек је нижи og броја n. 

Јер у томе случају израз (87) тежи нули за све вредности х= а што 
леже у размаку (а, Ь), а не поклапају се са ~i, па према томе мора бити 

т(т -l)(т- 2) ... (т- n+ 1) =О, 

што значи да т може бити само један од бројева 

1, 2, З, ... , n -1. 

Из овога се види и следеће: 
Свака се нула функције у, више2а pega og (n- 1), йоклайа са којом 

og сйlалних вреgносйlи ~i. 
За даље излагање од важности је проблем: 

На/ш йойlребне и gовољне услове ga би извоg дп(У) био коначан и 
og нуле различан за све вреgносйlи х = ~i' шйlо се не йоклайају ни са је­
gно.м og сйlалних вреgносйlи ~i· 
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Пре свега, вредност fi. 11(Y) може тада постати бескрајна само за 
оне вредности х =~;,што се поклапају са којом од нула функције у. 
Нека је х = а таква једна нула, а т њен ред, који је увек нижи од n. Ред, 
уређен по степенима бинома (х -а), који представља функцију у у 

одговарајућем кругу С око тачке х= а, а који he бити написан у облику 

(89) а 1 ) а 2 2 у= а0 +-(х -а +-(х -а) + ... 
1! 2! 

има своје коефицијенте 

једнаке нули, а коефицијенат ат различан од нуле, тако да је он об­

лика 

(90) у= ат (х -а)т + ат+l (х -а)т+l + ... 
т! (т+ 1)! 

Одатле је за све индексе 

р = О, 1, 2, ... , т 

d~'y =~-(х- а уп-р+ ат+) (х- а)т-р+l + ... 
dx~' (т-р)! (т-р+l)! 

и према томе (р= т) 

а одатле је за k = О, 1, 2, ... 

па, дакле 

(91) 
dn _.t = ~ + ап+l (х_ а)+ ап+2 (х_ а)2 + ... 
dx" О! 1! 2! 

Да би извод дп(У) био за х = а коначан и од нуле различан, а по­
што је у реду за у коефицијенат ат различан од нуле, потребно је и 
довољно да у реду (91) буде 

an = ап+l = · · · = ап+т-1 = О, 
а поред тога да је 

an+m *о. 
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А кад су услови испуљени, биhе 

и према томе 

dny а а -- = _д±Ш_(х- а)т + n+т+l (х- а)т+l + ... 
dxn т! (т+ 1)! 

ап+т + an+т+l (х -а)+ ... 
т! (т+l)! 

а а 
_!!!. + т+ 1 (х - а) + ... 
т! (т+l)! 

тако да за х= а извод Llп(Y) има за вредност 

(92) Llп(Y) = ап+т. 
ат 

Из тога се изводи овај став: 

Да би извоg Lln(Y) функције у изражене реgо.м 

у= blk(x- a)k, 

а која има вpegнociii х= а као своју нулу m-Шoi pega, био за х= а кона­
чан и og нуле различан, йоШребно је и gовољно ga йореg Шоiа шiiio је 

(93) 

буgејоиt и 

(94) An = An+l = ... = Ап+т-1 =О, Ап+т 'f::. О, 

Bpegнociii Lln(Y) за х= а iiiagaje 

Ll ( ) = (п+т)! Ап+т. 
пУ 1 А 

т. т 
(95) 

Из тих се услова види, нпр. ово што је и по себи очевидно: 

Извод L1 1(y) постаје бескрајан за сваку нулу х =а функције у, јер 
за n = 1 услови (93) и (94) не могу бити задовољени: према (93) треба 
да је Ат 'f::. О, а према (94) да је Ат= О. 

Међутим, за изводе Ll 11 ма кога вишег реда 

х= 2, 3, 4, ... 

ти услови могу бити задовољени, тако да извод Ll 11 може бити коначан. 
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За д2 (у), пошто тада мора бити т< 2, за то би било потребно и 
довољно да буде 

и тада д. 2 има вредност 

дz(у) = бАз. 
Al 

За д3(у), пошто мора бити т< З, потребно је и довољно да буде: 
а) за просте нуле х = а 

А0 = А3 = О, А1 -:f:. О, А4 -:f:. О, 

и тада д3 има вредност 
24А 

L\з(У) = --
4 

4
; 

" 1 

б) за двоструке нуле х = а 
А0 = А3 = О, А2 -:f:. О, А5 -:f:. О, 

и тада д.3 има вредност 

л ( ) = 60А5 
нз у Az . 

Уочимо, примера ради, извод Л 11 (У) елиптичке функције 

у= snx, 

чији модуо k лежи између О и 1. Нека је х= а једна њена реална нула, 
тЈ. Једна од вредности 

а 1 = 4ЛК, а2 = 6ЛК, 
где је 

а Л ма какав, позитиван или негативан цео број. 

Као што је познато, функција 

z = sn (х-+ а) 

је непарна функција променљиве х која има вредност х = О као своју 
нулу; према томе, у близини тачке х = О биhе 

(96) 
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где је коефицијенат Ak, као што се зна, полином по модулу k (са целим 
позитивним коефицијентима) подељен факторијелом i!, и сви су разли­
чин од нуле. Узастопним диференцијалењем обрасца (96) се види да: 

1 о сваки извод функције z йарно'i реда је нейарна функција про­
менљиве х која постаје једнака нули за х::.-:: О; 

zo сваки извод нейарноi реда је йарна функција која је различна 
од нуле за х ==0. 

Пошто је 
у == snx = z(x- а)=" 

= А1(х- а)+ А3(х- а)3 + А5(х- а)5 + ... , 

то су услови (93), који траже да је 

А0 == О, А1 * О, 

испуњени за све вредности п; услови (94), по којима треба да је 

испуњени су само за парне вредности n. А то истиче на видик ову осо­
бину функције snx: 

Сваки њен извод !Ј. 11 йарноiа реда има, за сваку нулу х= а функци­
је, коначну и од нуле различну вредност; за и~шоде l1 11 нейарноi реда та 

је вредност бескрајна. 
Па пошто функција snx нема реалних бесконачница, може се твр­

дити да сваки њен извод 11 11 йарноiа реда остаје коначан за све реалне 

вредности х, док сваки извод !Ј. п нейарноi реда постаје бескрајан за ну­

ле те функције. 
На пример, за извод д2 (у) то се непосредно види из њеrовог ек­

сшпщитног израза за ту функцију, а то је 
_/'""' 

1 

која за све реалне вредности х варира између двеју граничних, конач­
них и од нуле различних вредности, а ове не обухватају нулу. 

Горњи општи став за коначност и3вода 11 11 доводи непосредно до 

овога става: 

Да би извоg !J.n(Y) јеgне фунтщије у имао, за све реалне вреgносШи 
х које се не йоклайају са сШалним вреgносйiима ~i, коначну и og нуле 
различну вреgносйl, йоШребно је и ]OBOЉfto: 

1 о или ga функција у нема реалних нула коЈе се не би йоклайале са 
којом, og вреgносШи ~i; 
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2° или ga, ако их и.ма, за сваку нулу m-iйo'i pega буgе 

(97) 

а йореg iйo'ia 9ra је за Шу нулу 

(98) 
d"y d"+ly d"+m-iy ----'-- = ----~ = = --- = о 
dx" dx"+ 1 • •• dx"+m--l · 

Лако је запазити да се дока3 става дословце примељује и на има­
гинарне вредности х. Према томе би се, применивши све то на rџле 

функције у, имао овај став: 

Да би извоg дn(У) јеgне целе функције у био Шако~е цела функција 
независно йроменљиве количине х, йоШребно је и gовољно: 

1 о или ga је у облика 

'ige је G (х) цела функирја; 

2° или ga аа сваку нулу m-Шo'i pega функције у буgу исйуњени 
услови (97) и (98). 

Тако, нпр. кад је у цела функција чије су све нуле просте, да би 

д 2 (у) био такође цела функција, потребно је и довољно да ни једна од 
тих нула не поништава тре:lш извод у"' функције у. 

Другојаче исказано: потребно је и довољно да, ако је х = а једна 
таква нула, ред 

има свој коефицијенат А3 различан од нуле. 
Такав је, нпр. случај са функцијом 

у= sin х, 

3а КОЈУ Је 

( 
хз xs ) 

siп(x +krc) = +sinx = + х--+-- ... . 
3! 5! 

Нека су, такође као пример, наведене функције променљиве х де­

финисане одреiуеним интегралима облика 

ь 

у 1 = Ј f( t)sin xt dt, 
а 
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ь 

у 2 =Ј f(t)cosxtdt, 
а 

где је /(t) каква функција интеграционе променљиве t, коначна у раз­
маку интеграције (а, Ь). Све су такве функције у 11еле функције про­

менљиве х, са бескрајно много нула х = а; које су све просте кад су 
интеграли 

ь 

z1 =Ј t f(t)sin ta; dt, 
а 

односно 

ь 

Zz = f t .f(t) COS tCX; dt, 
а 

различни од нуле. Да би таква једна функција у 1 , односно у2 , имала за 

извод .1. 2 једну целу функцију променљиве х, потребно је и довољно да 

одговарајуhи интеграл 
h 

и 1 =Ј t3 f(t)sin ta; dt, 
а 

ОДНОСНО 

h 

и 2 = Ј t3.f( t) cos ta; dt, 
а 

има вредност различну од нуле. 

14. НУЛЕ ФУНКЦИЈЕ у У ЗАВИСНОСТИ ОД дп(У) 

Егзистенција реалних нула реалних континуалних функција у, њи­

хова густина и распоред у посматраноме размаку варијација независно 

променљиве количине х, у зависности су од аналитичких појединости 

везаних за релативне изводе .1.n(Y) тих функција. Оно што се у овај 
мах може знати о тој зависности, излази из појединих ставова о хомо­

геним биномним диференцијалним једначинама 

(99) 
d" _x+tn(x)v =О. 
dx 11 '~" • 

Од тих ставова ми hемо, као најопштије и најпростије, навести 

ове што следују и њиме се послужити за испитивања о поменутој зави­

сности. 
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Претпоставимо да је функција <р(х) континуална за йозиШивне 

вредности х и да за ове задржава непрестано јеgан исШи знак. Познато 

је у теорији једначина (99) да међу њима само оне које су облика 

(100) 
d2my 
dx-т,;-(-l)m<p(x)y =О, 

или 

(101) 
d2m 
dx 2~+(-1Y'<p(x)y =О 

могу имати йериоgичких интеграла; то важи за једначину (100) кад је 
функција <р негативна, а за једначину (101) кад је та функција позити­
вна!. 

Тако, нпр. једначине најнижег реда (100) и (101), које могу имати 
периодичких интеграла, Јесу 

(102) 

(103) 

d2y 
dx 2 + <р (х) у = О, 

d4y 
-

4
- <р(х)у =О, 

dx 

где је <р позитивна функција за позитивне вредности х. 
За једначине (100) и (101) зна се и то да, кад у једној или другој 

функција <р не постаје никако једнака нули у размаку једне интегралне 

периоде, сваки њихов периодички интеграл има бар једну нулу у томе 

размаку2 . 
Из тих се ставова непосредно изводи следеhи став: 

Јеgна йериоgичка функција у .може u.мaillu својих извоgа !12 т пар­
но2 pega Шаквих ga израз 

(104) 

буgе за йозий1ивне вреgносШи х конШинуалан и йозиШиван, али не .мо­

же и.маШи својих релаШивних извоgа йарно2 pega за које би израз 

(105) 

1 Davidoglou: Sur les integrales periodiques de.~ eq. dijj: hinomes (Compt. rend. de Ј' Acad. 
des Sciences de Paris, t. 133, 1901, р. 582-584). 

2 Davidog1ou: iЬid. 
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имао Шакву особину, нийlи .може и.майlи својих релайlивних извоgа не­

йарно'i pega д2т+ 1 (у) који би за йозийlивне вреgносйlи х били нейресШа­
но котuинуални и йозийlивни. 

Кад, дакле, за позитивне вредности х, један израз (105) или који од 
извода L\ 2m+I(Y) задржавају позитиван знак, а континуалне су функције 
променљиве х, таквим релативним изводима не og'ioвapa никаква йе­

риоgичка функција. 
У случају кад једноме релативном изводу йарно'iа реда, који задо­

вољава услов горњега става, одговара каква периодичка функција, а 

тај извод никако не постаје једнак нули у размаку једне интегралне 

периоде, og'ioвapajyha йериоgичка функција, у случају каg она йосШоји, 

и.ма бар јеgну нулу у Шо.ме размаку. 

За диференцијалну једначину (99), кад је n = З, зна се ово: 
Ако једначина 

има једну своју интегралну криву која додирује осовину Ох у једноме 

размаку (а, Ь) променљиве х, и ако једначина 

где је <р 1 (х) таква једна функција да је у размаку (а, Ь) непрестано 

има такав један интеграл z, да ни z ни његов извод z' нису негативни за 
х = а, овај he интеграл z имати бар једну нулу у размаку (а, Ь) 1. 

А то се, са гледишта проблема о коме је реч, може исказати на 

оваЈ начин: 

Претпоставимо да су испуљене ове погодбе: 

1 о да међу функцијама у што одговарају датоме изводу L\3(y) има 
бар једна функција у таква да у посматраноме размаку додирује осови­

нуОх; 

2° да међу функцијама z што одговарају другоме једном датом 
изводу L\3(z), има бар једна функција z таква да ни она, ни њен први из­
вод z' нису негативни за z = а ; 

1 Davidoglou: Suг /es zeгos гeels des integrales гeelles des equations lineaiгes tгoisieme 
огdге (Compt. Ј-епd. de! 'Acad. des Sciences de Paris, t. 130, 1900, р. 399-40 l). 
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3° да је у размаку (а, Ь) непрестано 

Тада функција z и.ма бар јеgну нулу у размаку (а, Ь). 
За исту једначину (99), кад је п. = 4, зна се и ово. 
У очима једначину 

(106) 
d4 
dx~- k<p(x)y =О, 

253 

где је k променљив параметар, а <р(х) каква функција која не добија 
негативне вредности за вредности х у посматраноме размаку (а, Ь). 

Тада постоји један бескрајан дискретан низ 

(107) 

вредности параметра k :које су све позитивне и бескрајно расту са сво­
јим рангом и које су такве, да :he за једну ма коју од њих, нпр. k = kn, је­
дначина (106) имати бар једну своју интегралну криву што he додири­
вати о со вину Ох у размаку (а, Ь), а има:hе у томе размаку (n - 1) нула 1. 

Изражено као особина извода д4 (у), то значи: 

Ka,q д4(у) никако не gобија не2аГйивне вреgносГйи у размаку (а, Ь), 
йосГйоји јеgан бескрајан gискреГйан низ (107) йозиГйивних и бескрајно 
расГйуhих вреgносГйи Гйаквих ga свакоме og релаiйивних извоgа 

og'ioвapa бар йо јеgна функција у која he gоgириваГйи осовину Ох и 
и.маГйи у размаку (а, Ь) Гйачно (n- 1) нула. 

Постоји још сличних зависности између релативних извода д"(у) 

и нула одговарају:hих им функција у, али су оне компликованије и за­

хтевају доста рестрикција. Најпростије су и најодређеније оне што се 

односе на други релативни извод д2 (у). Оне су и за примене од најве:hе 
важности и би:hе предмет излагаља што следују. 

1 Davidoglou: Sur une apolication de la methode des approximations successives (Compt. 
rendus de 1' Acad. des Sciences de Paris, t. 130, 1900, р. 1241-1243). 
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15. НУЛЕ ФУНКЦИЈЕ у У ЗАВИСНОСТИ ОД д. 2 (у) 

У свему што следује посматраhе се функције у размацима (а, Ь) 

које не садрже ни једну од сталних вредности ~;, напред дефинИсаних и 
у којим је размацима, према томе, функција непрестано коначна и кон­

тинуална. И тада важе ови ставови, овде доказани на најелементарнији 
могуhни начин. 

Kag извоg д.2 (у) ociiiaje коначан и конiiiинуалан за све вpegнociiiи 
х у размаку (а, Ь), нуле свих og'ioвapajyhиx и.м функција у, шШо леже у 

Шо.ме размаку, йросШе су. 

То излази непосредно из напред доказаног факта да, ако је х= а 

нула функције у која се не поклапа ни са једном вредношhу ~;,израз 

тежи за х = а, са једне стране нули, а са друге граници т (т -1), где т 
означује ред те нуле. То је једно с другим у складу само кад је т = 1. 

То се, уосталом, види и на овај начин. Нека је у 1 једна од функција 
које имају дати релативни извод д. 2 (у), а нека је у најопштија таква 
функција. Једначине 

(108) 

доводе до релације 

(109) 

Ll2(Y1) = .f(x), 

il2(y) = .f(x) 

из које се интеграцијом добија 

(110) уу~ - у 1у' = const. = С 

Кад би х = а била једна вишеструка нула функције УЈ, за ту би 
вредност морало бити 

УЈ= О, у~= О, 

што према (110) може бити само кад је С = О. А кад је то случај, јед­
начина (110) показује да је за све вредности х 

тј. даје 

(111) у= Лу 1 , Л= const., 

што је немогуhно, јер (111) не може бити најопштија функција која 
има исти извод д. 2 као и у 1 . Према томе, х= а не може бити вишестру-
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ка нула функције YI· Пролазеhи кроз сваку своју нулу у размаку (а, Ь), 
свака og функција у .иења знак 

Поред тога се види и ово: 

Kag gве функције, које имају зајеgничких нула, имају јеgан исШи 
извоg .6.2 , њихов је количнш< сШалан број. 

Нека су сад у 1 и у 2 две функције, коначне и континуалне у датоме 
размаку (а, Ь), које имају исти извод L\ 2 , а чији количник није сталан 

број. За њих се може доказати овај став: 

Функције УЈ и у2 немају у размаку (а, Ь) зајеgничких нула, али им 
се нуле ме!)усобно разgвајају, Шј. изме!)у gвеју узасШойних нула јеgна og 
њих увек се налази јеgна, и Шо само јеgна нула gpyze функције. 

Да не може бити заједничких нула, јасно је из претходног става. 

Из релације 

добија се интеграцијом 

(112) YzYi- YIY~ = const. = С. 

у 

о 

Сл.l 

Пошто количник 2'1._ није сталан број, константа С је различна од 
YI 

нуле. Ако су а 1 и а2 две узастопне нуле функције у 1 , пошто су оне 

просте, биhе за х = а1 
У1 = 0, Yt -:f::. 0, 

па he, дакле, према релацији (112) производ YzYi за х = СХ 1 имати знак 
константе С. У тачки х= а2 (сл. 1 и 2) је исти случај, па за х= а2 
производ У2У1 има исти знак као за х = а1 • Међутим, прелазеhи од а 1 
на а2 извод у! мења знак, па према томе и Yz мора променити знак у 
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размаку (а, Ь), тј. тај размак садржи бар једну нулу функције У2· Тако 
исто, очевидно, размак СВ 1 , В 2 ) између двеју узастопних нула функције 
У2 мора садржати бар једну нулу функције у 1 • Нуле U.; и В; се, дакле, 

међу собом раздвајају. 

у 

о 

Сл.2 

Зависност нула функције у од знака извода д2 (у) огледа се усле­
деhим ставовима: 

У сваком размаку (а, Ь), у коме је извоg д2(у) т-tейресШано йози­
Шиват-t ни јеgна og og'ioвapajyhиx му функција у не може имаШи више og 
јеgне т-tуле. 

Јер тада у размаку (а, Ь) извод у" има непрестано исти знак, као 

и у, па, дакле, крива у је у томе размаку непрестано конвексна према 

осовини Ох. 

У размаку (а, Ь), у коме је извоg д2 (у) нейресШано не'iаШиван, 
број у њему саgржаних нула сваке og оg2оварајуhих функција у зависи 
og ширине размака у коме варира д2 (у) за време gок х варира у разма­
ку (а, Ь). 

А та зависност he се видети из овога што следује. 
Нека су у и z две функције променљиве х, чији су други релативни 

изводи 

(113) 
д.z(У) = -f..lJ (х), 

д2 (z) = -f..l 2 (х) 
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негативни у посматраноме размаку (а, Ь), тако да је 

~l 1 (х)> О, ~t 2 (х)> О. 

Тада се доказује овај став: 

Kag је у (а, Ь) нейресШано 

(114) ~ 1 (х)> ~1 2 (х), 

и каg у Шо.ме размаку функција z и.ма нула, онgа: 
1 о из.меlју gве узасШойне н_уле функције z увек се налази бар јеgна 

нула функције у; 

2° ако у и z и.мају коју нулу зајеgничку, онgа, каg храсШе, йочевщи 
og Ше нуле, йрво ће наићи на јеgну нулу функције у, йа Гйек заШи.м на је­
gну нулу функције z. 

Да би се став доказао, приметимо да се из једначина (113) добија 

" 11 ( ) yz - zy = yz ~1- ~2 , 
. . 

одакле Је интеграциЈОМ 

(115) 
х 

yz'-zy' = С+Ј yz(~ 1 -~ 2 )dx, 
h 

где је h једна произвољна вредност што се налази у размаку (а, Ь). 
Узевши за х специјалну вредност х = h, добија се за интеграциону кон-­
станту С вредност 

(116) С == [yz'- zy'] за х = h. 

Не умањујуhи тиме генералност резултата, може се увек прет­

поставити да су обе функције у и z позитивне за вредности х што леже 
у размацима између њихових двеју посматраних узастопних нула а 1 и 
а2 , односно ~~и ~2 , које се и саме буду налазиле у размаку (а, Ь) . То 
је јасно из тога, што се променом знака тих функција ни у чему не 

мењају ни њихове нуле, ни њихови релативни изводи д2 • 
У таквој претпоставци о знацима функција у и z, и с обзиром на 

неједначину (114), очевидно је да је члан 

х 

(117) Ј yz(~l -~2)dx 
11 

једна чине (115) позитиван за све вредности х у размаку (а, Ь). Да бисмо 
знали знак константе С, и према њему познали међусобни распоред 

нула ai и ~i у томе размаку, разликоваhемо ова четири случаја: 
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1 о функције у и z немају у (а, Ь) заједничких нула; 

2° а1 је заједничка нула тих функција; 

3° а2 је заједничка нула истих функција; 
4° и а 1 и а2 су њихове заједничке нуле. 

у z 

о 

Сл. З 

Први случај. Пошто се за h може узети произвољна вредност што 
се налази између узастопних нула а 1 и а2 функције z, узмимо за ту 
вредност какав број врло мало већи од а 1 • За такву he вредност х = h1 

бити z врло блиско нули, а z' различно од нуле (сл. 3), па то и онда кад 
је h1 бескрајно блиско нули а 1 • А пошто за х = h1 вредност у није бли­

ска нули (јер а 1 није нула те функције), то he константа С имати знак 
производа yz' за х = h1, који је позитиван. Према томе, и према једна­

чини (115), мора бити за све ·вредности х у размаку (а 1, а2 ) непрестано 

(118) yz'- zy' >О. 

Међутим, узевши за h какав број h2 врло мало маљи од а2 , види 

се на исти начин да he константа С имати знак производа yz' за х = h2 ; 

то би, пошто за х = h1 и х = h2 извод z' има супротне знаке, било не­
могућно кад у размаку ( а 1 , а2 ) функција у не би бар један пут проме­

нила свој знак, тј. прошла кроз нулу. 

Дру2и случај. Кад је а заједничка нула функција z и у, узмимо 
h = а 1 , па he према (116) бити С = О. Пошто је интеграл (117) увек по­
зитиван, из (115) се опет добија неједначина (118) за све вредности х у 
размаку (а 1 , а 2 ). 

Међутим, за х блиско вредности а2 производ zy' има вредност 
блиску нули, док то није случај и са производом yz', што према нејед-
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начини (118) значи да he овај бити позитиван и за х = о:2 , као што је 
позитиван и за вредности х блиске о: 1 • Па пошто за х = о: 1 и х = о:2 из­
вод z' мора имати супротне знаке, то би било немогуhно кад у размаку 
(0:1, о:2 ) функција у не би променила знак, тј. прошла кроз нулу (сл. 4). 

у z 

х 

о 

Сл.4 

Tpehu случај. Кад је о:2 заједничка нула функција z и у, узмимо 
ћ = h2 , па he опет бити С = О. А пошто једначина (115) тада добија об­
лик 

у z 

z 

х 

о 

Сл.5 

O:z 

(119) yz'- zy' =-Ј yz(!l 1 -!12 )dx, 
х 

то he у целоме размаку (о: 1 , о: 2 ) бити непрестано 
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(120) yz'- zy' <О, 

па he тако бити и за вредност х мало веhу од а 1 • Па како је за такво х 

производ zy' врло мали, израз на левој страни обрасца (119) имаhе 
знак свога првога члана yz' који није близак нули. А пошто су тада у и 
z' позитивни, тај би знак био позитиван а не негативан као што захте­
ва неједначина (120), кад функција у не би мењала знак између а 1 и а2 . 

ЧеШврiiiи случај. Кад су и а 1 и а2 заједничке нуле функција z и у, 
добија се С =О и једначина (115) је 

х 

(121) yz'- zy' = Ј yz(l11 -112 ) dx. 
al 

у z 

z 

о 

у 

Сл. б 

За х = а2 израз на левој страни једнак је нули, а интеграл на де­
сној страни постаје 

а, 

{yz(l11 -112) dx. 

Пошто z не мења знак у размаку (а 1 , а2 ), то кад би био исти слу­

чај и са у, тај интеграл не би могао бити једнак нули, као што захтева 

једначина (121). 
У свакоме, дакле, случају, између а 1 и а2 налази се бар једна нула 

~ функције у 1 и горњи је став доказ ан. 
Претпоставимо сад да је у посматраном размаку (а, Ь) непрестано 
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поред услова да су функције 11 1 и 112 позитивне, тј. да су изводи А2 (у) и 
A2 (z) неzаШивни у томе размаку. Пермутирањем функциј_а у и z у гор­
њим обрасцима и закључцима, имаhе се за z све оно што је нађено за у, 
тако да се долази до ове теореме [водеhи рачуна и о томе да у може 

имати још и једну нулу испред најмање и једну иза највеhе нуле 
функције и у размаку (а, Ь)]: 

Нека су и, у, z три функције променљиве х, а (а, Ь) један размак 
који не садржи ни једну од сталних вредности ~i (тако да су све три 
функције у томе размаку вредности х коначне и континуалне) и у коме 
су сва три извода 

негативни. Тада (Sturm-oвa теорема): 
Ако је у размаку (а, Ь) нейресШано 

(122) 

функција у имаhе у Шоме размаку најмање онолико нула колико их 

има z, а највише онолико колико их има u йошШо се овај број йовеhа са 
2. 

Ако се, дакле, број нула функција z, у, и у (а, Ь) означи са 

n1, n, n2 , биhе 

где је е један број што лежи између О и 1. 

16. КОМПАРАТИВНИ ИЗВОДИ А2 

Горња општа теорема даје могуhност да се, у йо'iлеgу чесШине 

нула у датоме размаку (а, Ь) једна непозната функција у, за коју је 

познат њен извод А2 (у), упореди са двема другим функцијама z и и 
чији су изводи A2(z) и А2 (и) такође познати, као и саме функције z И·и. 

Функције z и и треба да су такве: 

1 о да су им изводи A2(z) и А2(и) негативни у размаку (а, Ь); 
2° да се за сваку од њих може знати број њихових нула у томе 

размаку. 

Теорема је, уосталом, применљива и онда кад се зна само једна 
gоња граница за број n1, или једна zорња граница за број n2 • 

Према горњим условима, које треба да испуњавају функције z и и, 
њихов је избор доста произвољан. Избор се врши или према захтеву да 

рачуни буду што простији, или према потреби да нађени број нула 
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функције у буде шШо йрецизнији, тј. да размак између граница n1 и n2 , 

између којих he се налазити број n, буде шШо ужи. 
Кад се гледа само на простоту рачуна, могу се за z и и узети фун­

кције 

(123) z = sinx.JiV, 

и= sinxГм, 

где су N и М једна доња и једна горња граница за вредности које добија 
израз -L12(y) за вредности х у размаку (а, Ь). Тада је 

-L12(z) = N, 

-д.2 (и) =М, 

на пошто је у (а, Ь) непрестано 

према горњој теореми функција у he у размаку (а, Ь) имати најмање 
онолико нула колико их има z, а највише онолико колико их има и, или 
можда још једну или две нуле више. Размак између две узастопне нуле 

функције z има за дужину }н-, па пошто сваки такав размак, почевши 

од најмање нуле те функције, садржи бар једну нулу функције у, то he 
број тих нула за функцију у бити бар онолики колико има целих је­
диница у броју 

(b-a).Jf\i -l. 
1t 

1t 
Тако исто, размак између две узастопне нуле функције и је Гм, па 

пошто сваки такав размак не може садржати више од Једне нуле 

функције у, то he број нула те функције бити највише онолики колико 

је пута број .Јм садржан у броју (Ь- а), водеhи рачуна и о томе да, 

поред таквих нула, функција у може имати још и једну нулу испред 
најмање и једну иза највеhе нуле функције и у размаку (а, Ь). 

А из свега тога изводи се ова (Sturm-oвa) теорема: 

Ако се са N и М означе јеgна gоња и јеgна :Z.орња zраница за 
вреgносШи које gобија израз -L12(y) кад се х налази у посматраном 
размаку (а, Ь),јеgна ма која функција у шШо og:Z.oвapa Шаквоме извоgу 

L\ 2 (y) uмahe у (а, Ь) најмање онолико нула колико има целих јеgиница у 
броју 
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(124) 

а највише онолико колико и.ма целих jeguнuцa у броју 

(125) (Ь-а)Гм + 2. 
1С 

Тај број n може се изразити обрасцем 

(126) n= -1+ (b-a).JN +[3+ (Ь-а)(Гм -.JN)] е, 
1С 1С 

где је е један број што лежи између О и 1. 
Међутим, кад се тражи да нађени размак за број нула n буде што 

ужи, треба за компарацију бирати функције z и и погодније за то. Тако 
се, нпр. за те функције може узети 

(127) 
z = Гх sin(plogx), 

и = Гх sin (p'logx ), 

где су р и р' две позитивне константе такве да је у (а, Ь) 

~р2 +{ ~р'2 +~ 
---2- < -Д2(у) <- 2 . 

х х 

А пошто је за такве функције z и и 

F'+± 
д2(z) =- 2 , 

х 

то је за вредности х у (а, Ь) испуљен услов (122), па he у у томе размаку 
најмаље онолико нула колико их има функција z, а највише онолико 
колико их буде имала функција и, пошто се овај последљи број повеhа 
за 2. Међутим, лако се сазнаје за број нула функција z и и у размаку 
(а, Ь), јер за z нуле су 

а за и то су 
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где Је 

k == О, :±: 1, ± 2, .. 

Подесним избором компаративних извода L'l 2(z) као функција 
променљиве х, могу се решавати поједина питаља које је немогућно 

решити помоћу најпростијег таквог извода 

(128) L1 2 ( z) == const. 

Једном би, нпр. од таквих проблема био тај да се проучи честина 

нула функције у у близини једне вредности х за коју извод д 2 (у) поста­
Је Једнак нули. 

Претпоставимо, дакле, да је то случај. При компаративном изводу 

(128) било би N =О и за дољу границу броја нула функције у у размаку 
(а, Ь) што обухвата посматрану нулу х= а извода L1 2(z) добио би се 
број n1 = О. Да би се дошло до одређенијих података о тој дољој грани­
ци, треба узети за компаративни извод какву, за тај циљ, подесно иза­

брану функцију променљиве х. 

У случају, нпр. кад L1 2(y) има у размаку (а, Ь) једну, и то двостру­
ку нулу, могло би се поступити на следећи начин. Функција 

Ll2 (у) 
(х- а)2 

he у размаку (а, Ь) бити коначна, одяуле различна и позитивна. Према 
томе he постојати два стална, коначна, од нуле ра:шична и позитивна 
броја J..L и J..L' таква, да је за све вредности х у размаку (а, Ь) 

<р (х) , 
-J..L < ----- < -J.l. 

(х- а)2 

Ако се тада за компаративне изводе у3му 

(129) 
L1 2 (z) = -J..L(x -а)2 , 

Ll 2 (и) = -J..L'(x -а)2 , 

то, пошто је испуљен услов (122) и пошто изводи L'l 2(z) и L1 2 (и) остају 
у (а, Ь) непрестано негативни и немају вредност х = а као нулу, одго­
варајуће функције z и и, тј. интеграли диференцијалних једнач:ина 

dzz ( )~ О 
шz-·J..Lx-a"'z=, 

d2u , 2 --11 (х ·-а) и= О, 
dx 2 
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могу се узети за компаративне изводе и познавање броја њихових нула 

у посматрано:ме размаку доводи до обавештења о броју нула саме фун­

КЦИЈе у. 

17. РАСПОРЕД НУЛА ФУНКЦИЈЕ у У ЗАВИСНОСТИ ОД д2(у) 

Да бисмо проучили расйореg нула функције у у посматраноме 

размаку (а, Ь) променљиве х, узмимо за компаративне функције 

z = sin [(х- а 1 )-fi\i ], 
и = siп [(х- а 1 ){М], 

(130) 

где је r.l 1 једна нула функције у, а N и М једна доња и једна горња 
граница вредности те функције у (а, Ь). Пошто је 

д2 (z) = -N, 

д2 (и) =-М, 

и пошто је а 1 заједничка нула трију функција z, у, и, према напред 
доказаном ставу променљива х, растуhи, почевши од х = а 1 , најпре he 
наиhи на једну нулу а2 функције у, па тек затим на једну нулу ~2 фун­
кције z (сл. 7 и 8), тако да he бити а2 < ~2 • Па пошто је прва нула 

функције z, која долази после а 1 , одређена једначином 

(х- a 1)-fi\i ==n, 

у z 

х 

о 

Сл. 7 
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u у 

х 

о 

Сл. 8 

биhе 

па, дакле 

и према томе 

(131) 

Тако исто, х растуhи, почевши од х = а 1 , најпре he наиhи на једну 
нулу у 2 функције и, па тек за тим на једну нулу а2 функције у, тако да 
he бити а2 > у 2 . Па пошто је 

биhе 

(132) 
1t 

O::z - ai > Гм' 

што према (131) показује да је 

(133) 

а из тога следује овај став: 
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РасШојање измеЬу gве узасШойне нуле функције у, чији извоg 

Ll2(y) лежи измеЬу gва не'iаШивна броја -М и -N, налази се йо својој 
gужини измеЬу gва броја 

(134) 1t 
--и 

Гм 

Из тога се добија образац 

(135) 

где је Н једна од вредности које добија извод А2 (у) кад х расте од јед­
нога до другога краја размака (а, Ь). А обрасцу се може дати и овај 
облик 

(136 а а - n 
2

-
1

- ~N+fJ(M-N)' 

где је 8 један број који лежи између О и 1. 
Образац (135) даје могућност да се проучи распоред нула функ­

ције у у посматраноме размаку (а, Ь). У томе погледу се долази досле­

дећих резултата. 

Поделимо размак (а, Ь) на подразмаке 

такве, да је функција А2 (у) у свакоме од њих моноШона. Уочимо нај­
пре један размак (ak-l,ak) у коме функција 

-А2(у) = f(x), 

монотоно расiйи, па нека су 

узастопне нуле одговарајуће функције у. Према обрасцу (135) биће 

1t 
а а-~== 

2- 1- ~.f(t.,l)' 

а -а __ 'fE_ 
з z- ~.f(Лz)' 

1t 

где су Л 1 , Л 2 , Л3 , ... такви бројеви да је 
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<Х2 < Az < <Хз, 

<Хз < Лз < а4, 
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Пошто је у размаку (ан,аk) 

.f(Л 1 ) < /(Л2 ) < /(Л3 ) < ... <М= f(ak), 

то ће бити и 

из чега се добија овај став: 

Kag у јеgно.ме раз.маку вреgносiйи х фунюfија -д2 (у) .моноШоно 
расiйи, нуле се функције у og jegнoz краја раз.мака go gpyzoz све више 
зzуиtњавају, али йри iйо.ме њихово .меЬусобно расШојање никако не 

йосiйаје .мање og Jh-, zge М означује вреgносШ -д 2 (у) на заgње.м крају 

раз.мака. 

а' а" 
~г---~~~r---о------о-------о-----о-

о СI..з' а/ х 

Сл. 9 

а а' 

о х 

Сл.10 

Уочимо за тим један размак (ан, ak) у коме функција -д2 (у) 
монотоно ойаgа. На исти начин као малочас долази се до неједнакости 
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1t 
<Xz - а Ј < <Хз - <Xz < а4 - <Хз < ... < г..- ' - - ~N 

што доводи до овога става: 
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Kag у јеgноме размаку вреgносШи х функција -~2 (у) .моноШоно 
ойаgа, нуле функције у og jegнo'i краја размака go gpy'io'i све се више ра­
зре!Јују, али йри Шоме њихово ме!Јусобно расШојање никако не йосШаје 

веhе og ffi, 'ige N означује вреgносШ -~2 (у) на йреgњем крају раз-
мака. 

18. РАЗМАЦИ ВАРИЈАЦИЈА ФУНКЦИЈЕ у 
У ЗАВИСНОСТИ ОД ~2(у) 

Са знаком и вредностима извода д 2 (у) стоје у зависности не само 
нуле функције у , веh и размаци у којима he се кретати вредности у кад 
променљива х варира у датоме размаку. 

1. Уочимо најпре какав размак (а, Ь) у коме је извод 

~2(У) = .f(x) 

непрестано йозиШиван, па међу функцијама у, што одговарају датој 

функцији .f (х), посматра ј мо оне чији први извод у' има нула у (а, Ь), а 
таквих he функција, за дато .f(x), имати бескрајно много, пошто оп­
шта функција х садржи линеарно две произвољне константе. 

Нека је х = х 0 једна таква нула извода у'; она се очевидно мења 

од једне функције у, обухваhене општом функцијом, до друге. Пошто 

Је 
11 

L = .f(x) >О, 
у 

то у и у" имају у (а, Ь) исти знак, што показује да функција у нема у 
томе размаку ни позитивних максимума, ни негативних минимума. Та 

вредност х = х 0 не може бити нула извода у", јер би онда према једна­
чини 

(137) y"=.f(x)y 

она била и нула функције у, па пошто је за њу и у'= О, то би била ви­

шеструка нула функције у, каквих, према ранијем, нема у размаку 

(а, Ь). Према томе: 
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1 о Кад је вредност 
у= у0 за х = х 0 

йозиiйивна, то he бити један позитиван минимум функције у (сл. 11 ); за 
вредности х што леже између х = а и х = х 0 функција у је йозu(йивна 
и монотоно ойаgа; 3а вредности х, што леже између х= х 0 и х= Ь, 
она је йозиiйивна и монотоно расiйи; 

у 

х 

о а ь 

Cл.ll 

2° Кад је вредност у= у0 неzаiйивна, то he бити један негативан 
максимум функције у; за вре)lности х, што леже између х = а и х = х 0 

функција у је неzаiйивна и монотоно paciйu; за х између х = х 0 и х = Ь 
она је неzтuивна и монотоно ойаgа (сл. 12). 

у 

а ь х 

о 

Сл.12 
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Из свега тога се види да производ уу' мења знак у размаку (а, Ь) 

само у тачки х = х 0 • Кад се обе стране једначине (137) помноже са 
y'dx и интеграле у границама х и х 0 , где је 

а водећи рачуна о томе да је вредност уЬ за х = х 0 једнака нули, добија 

се да Је 

'2 хо 

_У2 =Ј f(x)yy'dx 
х 

из чега, према теореми о средњим вредностима интеграла и пошто уу' 
не мења знак у размаку (х, х 0 ), излази да је 

где је ~један број што лежи између х и х 0 • Одатле је 

dy ~-
~2- 2=dx-v/(~), 
У -У о 

па се интеграцијом и поновном применом теореме о средњим вредно­

стима интеграла добија да је 

(138) 

где Је 

(139) V = (х - х о )~Ј (Л,), 

а Л озпачује један број што леЖи између х и х 0 • 

Исто тако , кад се обе стране једначине (137) помноже са y'dx и 
интеграле у границама х 0 и х, где је 

х 0 <х< Ь, 
добија се 

12 х 

У2 =Ј f(x)yy'dx, 
х о 

а из те једна чине се опет долази до једначина (138) и (139). 
Отуда став: 

Kag је у јеgноме размаку (а, Ь) извоg 11 2 (у)нейресШано йозиШиван, 
свака og бескрајно мно2их og'ioвapajyhux функција у, чији йрви извоg 
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у' има нула у (а, Ь), .може се за све вреgносйlи х у йlоме разм.аку найи­

саiuи у облику (138) и (139). 
А пошто уу', према малочас казаноме, не мења знак између х и 

х 0 , има се такође овај став: 

За све вреgносйlи х у размаку (а, Ь) вреgносйlи фуню~ије у леже у 

размаку изме!Ју 

и 

у = 2' .. Ч e(x-xo).,/N + е-(х-хо)ГN Ј = YoCh [(х -х о ).јј\ј] 
2 

у== у; [е(х-хо)Гм + е-(х-хо)Гм] = YoCh[(x -хо)ГмЈ, 

2ge N и М означују јеgну gоњу и јеgну 2орњу l.раницу вреgносйlи функ­
ције f(x) за вреgносйlи х шШо се налази између х и х 0 (па према томе и 
између а и Ь). 

П. Уочимо сад какав размак (а, Ь) у коме је извод 

(140) 

непрестано не2аШиван. Тада, као што је напред показано, свака од 

одговарајуhих функција у мења знак при свакоме проласку кроз нулу, 

и кад је размак (а, Ь) довољно простран, у је у њему осцилаiiiорна фун­

кција променљиве х и caciuoju се из йолуйlаласа наизменично йози­
iiiивних и не2аiiiивних. 

Посматрајмо најпре један йозиШиван полуталас. Из једначине 

(141) у"= I(x)y 

види се да је дуж тога полуталаса извод у" непрестано негативан, тако 

да на њему у има само један максимум, и то у0 • Нека је х =х 0 вред­

ност х за коју је тај максимум достигнут, па означимо са х 1 и х 2 вред­
ности х што одговараЈу краЈевима полуталаса. 

Док х расте од х 1 до х 0 , ор дина та у је непрестано позитивна и ра­

сти; кад х расти од х 0 до х 2 , она је непрестано позитивна и опада. У 

оба размака (х 1 , х 0 ) и (х 0 , х 2 ) производ уу' не мења знак, остајуhи 

позитиван у првоме, а негативан у другоме размаку. 

Потражимо најпре израз за у у размаку (х 1 ,х 0 ). Множеhи обе 

стране једначине (141) са y'dx и интегралеhи у границама х и х 0 ,где је 

добија се 
t2 хо 

-У~ =Ј /(x)yy
1

dx 
х 
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што, применом теореме средњих вредности интеграла, даје 

где је Л вредност коју добија .f(x) за једну вредност х што се налази 
између х и х 0 . Одатле је поновном интеграцијом и применом теореме 
средњих вредности 

(142) у= Уо cos[(x -x 0 )-{i], 

где је L вредност коју добија функција Ј( х) за једну вредност х што се 
налази између х и х 0 , и то важи за све вредности х у размаку (х 1, х 2 ). 

Потражимо затим израз за у у размаку (х 0 , х 2 ). Множеhи опет 

обе стране једначине (141) са y'dx и интегралеhи у границама х 0 и х, 
где Је 

добија се 
t2 х 

у2 =Ј .f(x)yy'dx = (у2- Y5)/l, 
ха 

где је 11 вредност коју добија -Ј( х) за једну вредност х што се налази 
између х 0 и х. Одатле се, на исти начин као мало час, добија једначина 

облика (142) која важи за све вредности х у размаку (х 0 , х 2 ). Као што 

се, дакле, види, дуж целога позитивног полуталаса вредност у има за 

израз (142). 
Посматрајмо сад један не:ZаШиван полуталас. Извод у" на њему је 

непрестано позитиван, према једначини (141), тако да у има на њему 
само један минимум, и то у0 . Нека је х = х 0 вредност за коју је тај ми-. . 
нимум достигнут и нека су х 1 и х 2 вредности х што одговарају краје-

вима полуталаса. 

Док х расти од х 1 до х 0 , ор дина та у је непрестано негативна и 

опада; кад х расти од х 0 до х 2 , она је непрестано негативна и расти. У 

свакоме од два размака (х 1 , х 0 ) и (х 0 , х 2 ) производ уу' задржава исти 

знак. Искоришhујуhи то, налази се, на исти начин као и за позитиван 

полуталас, да he у опет дуж целога негативног полуталаса имати за 
израз (142). Отуда став: 

За све вреgносШи х gуж ма ко:Zа йолуШаласа, йозиШивно:Z или 

не2аШивно2, шШо се налази у йосмаШраном размаку (а, Ь), вреgносШ у 

се може изразиШи обрасцем 

(143) у= у0 cos[(x -x0 }Jii], 
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2ge је Н јеgна og вpegнociliи коју goбuja функција --f (х) 
крајњих шачака йолуi:Uаласа. 

Цео полуталас се налази у области измеt1у двеју кривих 

у= Уо cos[(x -х 0 )-ЈН1 ], 
у = У о cos [(х --х 0 )-.[ii; ], 

gвеју 

где су Н1 и Н2 једна доња и једна горња граница вредности -/(х) кад 
се х налази између крајева полуталаса. 

Пошто је у= О за крајеве х = х 1 и х = х 2 полуталаса, И.3 се 

дибија даје 

( ) 
г;-:;;Н, rc 

Х 1 -Х 0 \1 = --, 
2 

( . г:;;-;;н" :n: 
х 2 - х о )\Ј l1 = + -, 

2 

где су и вредности Н што одговарају вредности:ЈЈ:Ш х 1 и 

менљиве х. Одатле је 

паЈе,дакле 

Ако се са М и N означе, као и до сад, једна горња и једна доњz, 
граница вредности које добија - .f(x) кад се х налази у размаку (а, Ь). 

вредност 

1 1 --+---
Гн' {W 

налазиh_е се између двеју вредности 

(144) 
:n: те 

Гм и Гн' 

што доводи до става: 

Дужина jegн.oza, .ма коzа, йолуiliаласа налази Се у раз.маку UЗJiieby 
вреgн.осй1и (144). 

То је, уосталом, у сагласности са оним што је напред нађено за 

меl;усобно растојање узастопних нула функције у. А из става следује 
непосредно и оваЈ закључак: 
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Функција у и.ма у раз.лшку (а, Ь) нај.Јvt.ање тюлико йолуLИаласа ко­
лико има целих је[}инzща у броју 

сь --- а)ЛI -----·-·- .--· 1., 
те 

а највщие онолико колико има L~eлux jegu1-nщa у броЈ)' 

( ь -- а )'11 лi ------------- + 2. 
те 

А то је такође у сагласности са ранијиi\,1 ставом о броју нула 

функције у у размаку (а, Ь). 

АСИМПТОТНО ПОНi\ШАЊЕ ФУНКПИЈЕ у ЗАВИСНОСТИ 

ОД L\"(y) 

Проучавајуhи асимптотно понашање интеграла бино:мне дифере­

нциЈалне Једна чине 

(145) 
d" -L+ f(x)y :=О 
dx" Ј 

за велике позитивне вредности х и претrюстављајуhи: 

1 о да је функција f(x) 3!.1 такве вредности х непрестано йози-­

Шивна, коначна, континуална, а да не тежи нули; 

2° да су, опет за такве вредности х, функција у и њени изводи 

... " (n) 
у,у , .... ,у 

такође коначни и кон:тинуални, I(neserl је допшо до ових резултата: 
кад је број n паран, интеграл у је за велике позитивне вредности 

х осцилаторна функција, у томе смислу што она тада има реалних нула 

и осцилаторних прелазака из позитивног стања у негативно, и обратно, 

већих од сваког позитивног броја; 

б) кад је број n непаран, у није осцилаторна функција; свака од 
функција 

' п (n) 
у,у,у , ... ,у 

1 А. Kneser: Unteгsuchungen iibeг die гeellen Nullstellen der lntegrale lineareг DifT 
Gleichungen (Math. Annalen, Bd. 42, 1893, S. 400-435). 
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Је за велике позитивне вредности х непрестано позитивна или непре­

стано негативна, и то тако да су за 

k=O,l,2, ... ,n 

вредности y<kJ и y<k+IJ супротно означене; за х=+ оо све те функције 
теже нули. 

Примељено на релативни извод ~n(Y), то непосредно доводи до 
овога става: 

Kag је за велике йозиШивне вреgносШи х релаШивни извоg ~n(Y) 
коначна, конШинуална и нейресШано не2аШивна функција йро.менљиве 

х и не Шежи нули каg х бескрајно расШи, онgа: 

1 о за n йарно, функција у је за Шакве вреgносШи х осцилаШорна, 
осцилујуhи бескрајно .мно2о йуШа око нуле; 

2° за n нейарно, функција није никаg осцилаШорна, а аси.мйШоШно 
и .моноШоно се йриближује нули. 

Kneser је горе наведене резултате за једначину (145) уопштио и 
проширио, без икакве измене, и на случај кад је функција Ј( х) оста­
јуhи за велике вредности х непрестано коначна, континуална, таква да 

при бескрајном рашhењу променљиве х тежи нули, али да производ 

(146) 

тежи коначној и од нуле различној позитивној граници за какву вред­

п 
ност а што лежи између О и -. Према томе: 

2 

Kag је за велике йозиШивне вреgносШи х йроизвоg xa~n(Y) кона­

чна, конШинуална и неiаШивна функција йро.менљиве х која йри бес­
крајно.м рашhењу Ше йро.менљиве Шежи коначно} и og нуле различној 

2раници за какву йозиШивну вреgносШ а .мањ у og _!!_, важиhе неиз.мење-
2 

не ogpegбe 1 о и 2° 2орње2а сШава. 
За случај n= 2, тј. за биномну једначину другога реда 

(147) 
d2 dx;_ + f(x)y =О, 

Кneser је дошао до потпунијих резултата, који се могу исказати у овоме 

облику: 

Кад је функција Ј( х) за велике вредности х непрестано не2аШи­

вна, једначина (147) нема ни један интеграл осцилаторан за такве вред­
ности х; сваки интеграл који је, као и његов први и други извод, кона-
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чна и континуална функција за те вредности х, монотоно расти и тежи 

граници +оо, или монотоно опада и тежи граници- оо. 

Кад је функција .f(x) за велике позитивне вредности х непреста­
но йозиiliивна, а не тежи нули, сваки интеграл је осцилаторан, осцилу­

јући бескрајно много пута око нуле. 

Из тога се непосредно могу извести закључци о асимптотном по­

нашању функције у кад се зна понашање њеног релативног извода 

д. 2 (у) за велике вредности х. 
А из онога што је напред казано о распореду нула функције у у 

зависности од д. 2 (у), изводе се још и ови резултати: 

1 о Претпоставимо најпре да позитивна функција -д2 (у), почевши 
од једне довољно велике вредности х = h, непрестано и бескрајно 
paciliи. Пошто је тада М = оо, напред доказани став о распореду нула 
функције у доводи до закључка: 

У размаку (h, оо) функција у је осцилаiliорна, са бескрајно мно2о 
осцилација око нуле, које се осцилације све више з2ушњавају и чије ме­

Ьусобно paciliojaњe Шежи нули. 

2° Претпоставимо да позитивна функција -Д.2 (у), почевши од 
х = h, непрестано paciliи, али да при томе тежи коначној и од нуле ра­
зличној граници р. Пошто је тада М =р, поменути став доводи до за­

кључка: 

У размаку (h, оо) функција у је осцилаiliорна; осцилације се све 

више з2ушњавају, али йри Шоме њихово меЬусобно paciliojaњe никако 

- - . 1t 
не иосша;е мање og ЈР . 

3° Ако позитивна функција -д. 2 (у), почевши од х = h, непрестано 
ойаgа, али не тежећи при томе нули, тако да има за асимптоту једну 

праву у = р', би:ће N = р', што доводи до закључка: 
У размаку (h, оо) функција у је осцилаz:uорна; осцилације се све 

више разреЬују, али йри Шоме њихово меЬусобно paciliojaњe никако не 

йociliaje веhе og ~- . 
\)р' 

4° Кад позитивна функција -д. 2 (у), почевши од х = h, непрестано 
ойаgа, тежећи при томе нули као граничној вредности, поменути став 

не доводи ни до каквог одређенијег закључка, јер је тада N =О и расто­
јање између узастопних нула функције у постаје бескрајно велико. Али 

се тада могу добити одређенији закључци помо:ћу особина позитивне 

функције 
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Претпоставимо, нпр. да функција почевши од х = h, непреста-
но и бескрајно расти. he за довољно велике вредности х бити не-
престано 

па, дакле 

1 
---~~-2(у) > -·--2· 

4х 

Ако се тада за компаративни извод A2(u) yз:rv'!e 

А • ) I 
/_\2 (и = -----2 ' 

4х 

према Stшm-овом ставу функција у he у размаку (11, =)имати највише 
онолико нула, колико их у томе размаку буде имала ма која од одго­

варајуhих функција и (или можда још једну или две нуле више). Па 

како се за и може 

и=~, 

то функција у бескрајнш-t рашhењу йро.менљиве х није осцила-

Исти he , очевидно, бити и онда кад функција rp не расти 

б . . . h . 1 
ескра.Јно, али за х= о" тежи каквоЈ rраничноЈ вредности ве ОЈ од 4. 

Претпоставимо сад да функ.ција 1_[), почевши од х = !1, непрестано 

расти, али да при том'е рашћен.у остаје непрестано мања од ±· Тада 
увек постоји један позитиван, конэчан и од нуле различан број Е такав 

да Је за довољно велике gредности х непрестано 

Па ако се за извод ~2 (z) у:зме 

] 
_:.+Е 

- _1 _____ _ 
х2 , 

функција у he у имати најмаље онолико нула колико их 

у томе размаку има ма функција z што одговара таквоме 
.6. 2 (z). А како се за z мсоке узети функција 
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.z = · cos (-ЈЕ" log х), 

која има бескрајно много нула датих обрасцем 

2k+l 

Ak = е 2ff. Jr, (т~ - О 1 2 ) ј-1 к-,,, ... , 

к.оје се све више разређују кад k расти, долази се до закључка да је ф ун­
у за велике йозиzиивне вреgноаии х осцилашорна и ga у размаку 
имд бео(рајно м,;--юiо осцилација које се све вzљие, и go бескрајно­

разреi)ују. 

У погледу асимптотног понашаља функције у, у зависности од ље­

релативног извода, од интереса је још и овај став, који 

из резултата до којих је дошао Кнесерl у својим испити­
вањима о асимптотном понашаљу интеграла линеарне хомогене дифе­

алне Једначине другога реда: 

год д 2 (у) има вредност х= О као пол, или као есенцијални 
сингуларитет, тако да се тај израз може у близини тачке х = О развити 
у 

al az 
=ао +-+-2 + ... , 

х х 

где је коефицијенат а 0 позитиван, функција у йри бескрајнщл ращhе­
i7роЈiленљиве х у йо.зиiliивно.м смислу и сама бескрајно расШи исШОЈ\1 

као и функција 

и = х13 е'з_'", 

су а и ~ gве йозиШивне конаuанШе 

у- - -
а т<:оличних - шежи шаgа граници а 0 . 

н 

ОСОБИНЕ у' У ЗАВИСНОСТИ ОД L',п(У) 

Поједине особине извода 

у', у", ут, ... 

1 А. Kпeser: Asymptotische Daгstellungen hei lineaгen Dijj". GleiciJUngen (МаЉ. Аnп., 
1897, s. 383--399). 
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функције у последице су особина саме те функције, за које је у овоме 

што претходи показана зависност од релативних извода д.п(У). 

Тако, нпр. Rolle-oвa теорема примељена на у, а у вези са ранијим 

ставом о броју нула те функције у посматраном размаку (а, Ь), доводи 
до резултата: 

Kag је gpyzи релаШивни извоg д. 2 (у) коначан, конШинуалан и не'lа­
Шиван у размаку (а, Ь), извоg у' има у Шоме размаку најмање онолико 

нула колико има целих јеgиница у броју 

(Ь-а)ГN _
1 
' 7t 

'lge N означује јеgну gоњу 2раницу израза -д. 2 (у) у Шоме размаку. 

Пошто је 

у" = уд.2 (у), 

то се, кад је д. 2 (у) дата функција .f(x) променљиве х, особине извода 
у" доведене у непосредну везу са особином функције 

па се из особина двеју функција 

а помоhу ранијих ставова, изводе закључци о особинама извода у". 

Али се исйиШивање извоgа у' може gовесШи у зависносШ са gру-

2им релаШивним извоgом 112 јеgне йросШе комбинације функције у, на 

коју се тада може непосредно применити оно што је напред нађено о 

везама између особина извода д" и одговарајуhе му примИтивне фун­

кциЈе. 

То је основано на овој особини извода д. 2 : 

Kag функција у има за gpyzи релаШивни извоg функцију f(x), фун­
кција 

има за Шакав извоg израз 

1 

и- у 
-~f(x) 

Јер кад се у диференцијалној једначини 
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изврши смена 

(149) у'= и{Ј(х), 

функција и је интеграл једначине 

d 2)1 
dx2 = <р(х)и, 

где је функција <р једнака изразу на десној страни једна чине (148). 
Према обрасцу (149) извод у' има као своје нуле: 
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1 о нуле функције <р (х) које су сталне и могу се увек знати, па 

посматрати размаке (а, Ь) који не садрже ни једну од тих нула; 

2° нуле функције и, које се мењају од једне функције у до друге и 
које су у зависности од знака и вредности експлицитно познате функ­

ције <р(х), на напред показани начин. 

Тако, ако је функција <р у размаку (а, Ь) непрестано йозийlивна, 

функција и, па, дакле, и функција у', могу у (а, Ь) имати највише једну 

нулу; у може у томе размаку имати највише један екстремум (макси­

мум или минимум). 

Ако је функција <р у (а, Ь) непрестано не2айlивна, број у (а, Ь) 

садржаних нула извода у' зависиhе од најмање и највеhе вредности 

које добија функција -<р у томе размаку. 

Применом предњих ставова о распореду нула у асимптотном по­

нашаљу функције у зависности од њеног извода д. 2 , на комбинацију и 

функције у, имали би се закључци о сличним појединостима везаним за 

извод у'. 

21. ОСОБИНЕ ФУНКЦИЈА ЧИЈИ ИЗВОД д. 2 САДРЖИ 
ЛИНЕАРНО ЈЕДАН ПРОМЕНЉИВ ПАРАМЕТАР 

Нека је 

(150) 

где је Л какав променљив параметар, и нека је 

у= с1У1 + с2У2 

најопштија функција што одговара таквоме изводу д 2 (у), где су у 1 и 
У2 две ма које функције у што одговарају таквоме изводу, а С1 и С2 
произвољне константе. 
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Нека су h и k две позитивне, такође произвољно узе·те константе, 
па изаберимо С1 и тако да буде 

dv --'--- ћу :·::: О за х := а, 
dx 

dy 
----~- + = О за х = Ь. 
tlx 

Константе СЈ и с2 тада су одређене једначинама 

(151) 

rде Је 

c!u! + C2U2 =,о, 

C1V1 + C2V2 =О, 

::: dYz­
dx 

\ст = dy! + 
! (.[Х 

х= а, 

за х= Ь, 

за х :с:.: а, 

= dYz + kYz за х = Ь. 
dx 

те две Једначи:не имале 

довољно да буде 

(152) 

Лева страна ове једначине је одређена 

вредности а и Ь, и прои.звољно изабраних констаната 17 и /с 
станте а, Ь, ћ, k једном изабране и 
своди на извесну Једначину 

Ф( =О 

и 

и да би једначине имале решења по С, и је и дово-

љно да параметар А има Једнога l\•1a :кога корена 
по А. 

Сваки извод (150) има 
и КОЈа назвата llзвogнuliOM 

Облик изводнице зависи од облика функција / 1 у 
. ' 

изразу за за наЈnростИЈИ кад 
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·-----

.Nx) = coпst. = 01., 

.f2(x) = const. = ~. 
тЈ. за релативни извод 

за које је 

где Је 

изводница ће Једначина 

taпg [(.Ь- а 

= -( Н1) 

у 1 =sinyr, 

.У2 = cos ух, 

+~Ј __ (k +~)~аЛ+-~ ==о. 
М+~+ 

У случају кад је 

. т 
)=~2, 

х 

ТЈ. за извод 

n-

за КОЈИ ЈС 

y 1 =..Vг_;;siп(p х), 

У2 ::се cos log Х), 

где 

изводница ће бити 

ГА-------- ~-Ј4Т,пл - n) -- 1 
[ ot\1 ,, (т 'А - n) ··- 1] - ------у;:-=. 

8 
-·-·- == О, 

где а, ~, у, о подесно изабране константе, итд. 
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теорији хо11оюгених диференцијалних једначина дру-

гога познате су особине једначина изводница 1 и ставови о тим 
особинатvш, примењени на извод д2 (у), доводе до ових резултата: 

1 Stuгш: Метоiге sur les equations lineaiгes (tu second m·dгe i Memoire suг une classe 
PП/;IП/I.mH а diffeгences ,uaгtielles (Joшnal de шath. ршеs et appliquees, t. Ј, р. 160 -ct р. 373). 
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1. Кад је у једноме размаку (а, Ь) променљиве х функција Ј;(х) 
позитивна, а функција f 2(x) негативна, изводница има бескрајно 

. . 
много корена, КОЈИ су сви реални, позитивни и неЈеднаки. 

2. Кад се пусти да h и k варирају од О до оо, ти се корени мењају, 
али сваки од њих само у одређеним границама; размак у коме варира 

Један такав корен никада се, ни потпуно ни делимично, не поклапа са 

размаком варијација кога другог корена. За време док h расте од О до 
оо, а k остаје стално, или док k расте, а h остаје стално, или кад обе 
вредности једновремено расту, корени изводнице такође сви расту, и 

то сваки у своме размаку. 

о 

З. Ако функција /2 (х) није непрестано негативна у размаку 
(а, Ь), а међутим је функција Ј;(х) у њему непрестано позитивна, из­

водница има бескрајно много реалних позитивних корена и ови су сви 

неједнаки, али поред тога може имати још и негативних корена. Број 

ових последљих увек је ограничен и сви се они налазе у размаку изме­

ђу нуле и најмање вредности коју добија количник 

за време док х расте од а до Ь. 

Означимо са 

узастопне корене изводнице 

q>(x) = fz(x) 
.hex) 

Ф(А) =О 

поређане по реду њихових величина. Сменимо у изразу (150) за други 
релативни извод ~ 2 (у) параметар А узастопце овим коренима и оз­
начимо уопште са 

(154) 

функцију у што одговара вредности А= An параметра и одговарајућем 
изводу ~2. 

Свака таква најопштија функција садржи као чинилац једну прои­

звољну константу. Јер најопштија функција у што одговара датоме 

изразу (150) је облика 
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корен Л = An изабран је, према самој дефиницији изводнице, тако да 
две једначине (151) буду једновремено задовољене једном истом вред­
ношhу Л= An, па ма какве биле константе С1 и С2 • Из једне од тих 
двеју једначина може се израчунати једна од констаната С1 и С2 по­
моhу друге која остаје произвољна и која he се тада јавити у општој 
функцији (154) као чинилац. И тада: 

4. Функција у(х, Л 1 ) никако не мења знак у размаку (а, Ь); функ­
ција у (х, Л 2 ) постаје једнака нули и мења знак једанпут у томе разма­

ку; функција у(х, Л3 ) постаје једнака нули и мења знак два пута, и 

уопште, функција у (х, Лп) постаје једнака нули и мења знак (п - 1) 
пута у томе размаку. 

5. Једина нула функције у(х, Л2 ) налази се између јединих двеју 

нула функције у(х, Л3 ) у размаку (а, Ь), а уопште узастопне нуле двеју 
функција 

што се налази у (а, Ь), раздвајају се међусобно, а кад х расте, почевши 

од х= а, прво наилази на нулу функције у(х, Лп), па затим на нулу 

функције у(х, Лn+l). 
6. Ако се уочи какав подразмак (а', Ь') обухваhен посматраним 

размаком (а, Ь), функција у(х, An+p) може у (а', Ь') имати највише р 
пута више нула него функција у(х, An); између две ма које узастопне 
нуле функције у (х, Л п) не може се налазити више од р нула функције 

y(x,An+p). 
7. Кад се пусти да константа k расте, нуле функције у(х, Лп) по­

стају све мање; напротив, кад h расте, нуле постају све веhе. Кад h ра­
сте, а k опада, те нуле расту; напротив, кад h опада, а k расте, оне опа­
даЈу. 

8. Ако је у размаку (а, Ь) непрестано 

(155) 

за позитивне вредности параметра Л, функција у (х, Л 1 ) може у томе 
размаку имати само један екстремум (максимум или минимум); фун­
кција у (х, Л2 ) има један максимум и један минимум између којих она 

постаје једнака нули и мења знак: екстремум функције у(х, Л1 ) лежи 
тада између ова два екстремума функције у(х, Л2 ). Функција у(х, Л3 ) 

има два максимума и један минимум (или два минимума и један 

максимум), између којих она има две своје нуле; екстремуми функције 

у(х, Л2 ) налазе се између узастопних екстремума функције у(х, Л3 ) 
итд. Кад k расте, а h остаје стално или опада, вредности х за које 
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у(х, А 11 ) достиже своје екстремуме, постају све Ј11аље; те 

вредности постају све веhе кад !7 расте а k остаје стално или опада. 
9. Заменимо у из.разу (150) извода функције / 1 и 12 другим 

двема функцијама (р 1 и <р 2 променљиве х, таквим, да је у размаку (а, Ь) 
вредности х неnрестано 

(156) 

па нека Је 

(157) 

изводни:ца новога израза 

(158) 

где је р. променљив параметар. Означимо са 

~l1, f12, flз, · .. 

узастопне корене једна чине (157), а са 

општу функцију z што одговара изводу (158) за ~l = 
Ако су функције <р 1 и <р 2 такве, да је у 

>~-F f' =-· 1\-Ј 1 - ' 2 ~ 

или, што Је исто 

непрестано 

за све позитивне вредности параметра биhе мањи од ко-

рена А 11 истога ранга, а нуле функције z веl1е од нула исто-

га ранга функције у (х, Л 11 ). То исто важи и за вредности х за које фун­
кције z и у достижу своје максюv.tум:е и мипимуме. 
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ЈЕДНА ЧИНА ПОМОЂ,У АЛГОРИТМА дn 

За типове диференцијалних једначина особине 

алгоритма доводе до трансфор1111ација таквих једначина у друге ко-

је, или н:и:кега реда од првобитне, или потпадају под коју од класа 

интеграбилних 

()вде ће наведено неколико таквих типова. 

йшй: ,iедначине хомогене по непознатој функцији и њеним 

извr.:щима. Таква једначина 

(159) F ,у, ) =О, 

хомогена по 

' 11 (n) 
у,у,у , ... ,у, 

подељена извесним степеном функције у, постаје 

(161) 

Према особинама алгоритма дk овај се изражава као полином по 

елементима 

(162) 

и према томе се једначина (159) своди на једну једначину 

ф( , ' (n-1)) ··- 0 x,u,u, ... ,u -
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(п- 1)-ог реда по новој непознатој функцији 

(164) и = 11 1 (у) = у'. 
у 

Свакоме интегралу и једна чине (163) одговара по један интеграл 

у = ef udx 

једначине (159). 
Најпростији тип једначина (159) је тип линеарних хомогених 

диференцијалних једначина 

У(п) + Р1/11- 1 ) + · · · + Рп-1У 1 + РпУ = О, 

које се деобом са у претварају у 

и помоhу ранијих образаца 

11z = д; +11~, 
113 = д;' + 311;111 + д31 , 

114 = д;"+ 4д;~1 + Зд? + бд;М + дi, 

своде наједначину (n -1)-ог реда (163). 

Тако се, нпр. једначина другога реда 

у"+ Р1У' + PzY =О, 

своди на Riccati-eвy једначину првога реда 

Једначина треhега реда 

У
111 

+ Р1У" + PzY' + РзУ = О, 

своди се на једначину другога реда 

и" +(Зи+ Рz)и' +из+ р1и2 + рzи + Рз =О. 

Дру2и Ший: једначине (159) које не садрже х, а хомогене су по еле­
ментима 
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Кад се у таквој једна чини стави да је 

у'= р, 

биће 

па се једначина (159) претвара у другу која he бити (п - 1)-ог реда. Кад 

је ова интеграљена, интеграл у добија се из интеграла р помоћу једне 

квадратуре, према обрасцу 

dx = dy. 
р 

Tpehu Ший: једначине (159) такве, да кад се изврши ограничен низ 
узастопних смена 

(165) 

Иј= LЏу), 

и 2 = Ај(и 1 ), 

и 3 = А1 (и 2 ), 

тако добијени трансформисани низ једначина је такав да је: 

1 о првобитна једначина (159) хомогена по елементима (160); 
2° једначина са новом функцијом иј хомогена по 

3° једначина са новом функцијом и 2 хомогена по 

4 о и уопште, једначина са непознатом функцијом и k хомогена по 

Ми ћемо сматрати да првобитна једначина (159) има хомоzеносШ 
pega (р + 1) кад су ови услови испуњени за све вредности позитивног 
целог броја k од k = 1 до k =р. И онда се има овај став што следује из 
особине једначина првога типа: 
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Свака gиференцијална јеgначина 

(166) F (х, у, у', ... , y<n)) =О 

n шоi pega, која има хомоiеносШ (р + 1)-oi pega, своgи се на gpyiy 
јеgначину (n- р - 1 )-о2 pega. 

Кад је познат интеграл uP оне последње једначине или који од 
интеграла u1, u2 , u3 , "''' интеграл у једначине (166) биhе одређен обрас­
цима 

Свака gиференz~ијална јеgначина (166) n-Шoi pega, која има хо.мо­
iеносШ (n- 2)-oi pega, своgи се низом трансформација (165) на јеgну је­
gначину йрвоzа pega. 

А из обрасца (167) се види и ово: 

Kag је peg хомоiеносШи јеgначине (166) веhи og 2, ойиtШи инШе­
iрал Ше јеgначине саgржи најмање (р - 1) инШеiрационих консШанаШа 
које, ма колика била йроизвољносШ са којом се оне .моiу бираШи, 

никаg не улазе алiебарски у састав Шоzа инШеzрала. 

Те константе су С2 , С3 , ... , СР у обрасцима (167). 
Приметимо још и то да једна једначина хомогена по елементима 

(168) 

увек је хомогена и по елементима 

(169) у, у', у", ... , 

али да обрнуто тврђење није тачно: једначина може бити хомогена по 

елементима (169), а да то не буде по елементима (168). 
Тако, нпр. једначина 

Ј( х) уу' + <р(х) уу"- <р(х) у' 2 = О, 

која се своди на облик 

.f(x) д.I(У) +<р (х) д.~(у) = О, 

хомогена је и по (169) и по (168). 
Напротивједначина 

f(x)y" + <р(х)у' +\jf(x)y =О, 

која се своди на облик 
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хомогена је по (169), али није по (168). 

ЧеШврШи Ший: једначине другога реда, облика 

(170) у"+ yl2 + .f(x, у)= О. 

Кад функција/не садржи у, једначина се сменом 

у= Ј zdx 

своди на Riccati-eвy једначину првога реда. 
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Уочимо, међу једначинама (170) оне за које се подесним избором 
функције f(x) може учинити да израз 

y+log[-<p(x)+ f(x,y)] 

не садржи у. То је случај са функцијама f облика 

(171) f(x,y) = <р(х)+А(х)е-У, 

где су <р и А ма какве функције променљиве х. 

За једначину 

(172) 

може се тада доказати оваЈ став: 

Нека је 

(173) 

један произвољан низ функција независно променљиве количине х, а 

у k један партикуларан интеграл једна чине 

(174) 

Kag се зна јеgан сисШе.м 

йарШикуларних инШе'iрала јеgначина (174) за 

k = О, 1, 2, ... , n 

знаhе се и ойшШи инШе'iрал јеgначине 
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(175) 

и Шо йо.моhу gве кваgраШуре. 

Јер, кад се у једна чини (175) изврши смена 

y=logu, тј. и=еУ, 

биће 

па једначина постаје 

А ( ) Ао +л! + ... + A,IJ - о u 2 U +<р+ _ , 
и 

ТЈ. 

Нека је 

један систем партикуларних интеграла линеарних једначина 

(176) и" +<ри+ A,k =О 

за 

k =О, 1, 2, ... , n 

Ти ће интеграли бити 

u0 =еУо, u1 =eY1
, ••• ,u" =еУ". 

Знајући и 0 , знаће се и општи интеграл и једначине 

и"+ <ри = О, 

који ће бити одређен обрасцем 

и с' С Ј dx С У о С У о Ј dx . = IUO + zUo -2 = Је -1- 2е _f ____ 2. 
Uo [ e'Y 0 dx] 

Тако исто, знајуhи партикуларне интеграле uk једначине (176), 
знаће се и један партикуларни интеграл једна чине (175) и то ће бити 

Према томе, општи интеграл једна чине (175) биће 

у = log(и + V). 

За једначину (175) вреди навести још и овај став: 
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Постоје такве специјалне функције 

(177) 

пром,енљиве х, које осШају иаuе за све јеgначинс (166) и које имају ову 
интересантну особину: 

Kag је за јеgну ма коју Шакву функцију llk йознаШ јеgан йар(йику­
ларни инШе'iрал јеgначине 

(178) 

знаhе се и јеgан йарШикуларан инШеzрал јеgначине 

(179) 

zge је \Jf ма каква функција йроменљиве х. 

Став је последица једне теореме доказане у моме ранијем раду о 

линеарним диференцијалним једначинама l и која гласи: 
Ако се са Ф означи израз 

ф= уrп) + iJyCn-l) + · · · + fп--IY 1 + fпу, 

где су / 1, / 2 , ... , .fп ма какве функције променљиве х, постоје специјалне 
функције (177) те променљиве, које остају исте за ма какав израз Ф и 
које имају ову особину: 

Кад се за једну такву функцију llк зна један партикуларан инте­

гралједначине 

(180) 

из њега се може извести један партикуларан интеграл једна чине 

ф = \lf(X ), 

где је \jf ма каква реална аналитичка функција променљиве х. 

Такве би, нпр. специјалне функције J.lk биле 

х 11 -----
1 - 1- 2ах +х 2 ' 

1-- х 
ll2 = ' l-2ax+x 2 

Ј-1. 3 = log(l-2ax +х 2 ), 

1 Мих. Петровиh: Јеgна особина линеарних gиференzтЈалних Јеgначина (Глас 
Срп. Кр. Акад. књ. XCIX. 1922). 
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где је а какав реални параметар. 

Теорема обухвата једначину (180) на коју се наведеном сменом 
своди једначина (179) и за коју је 

ф= у"+ <ру, 

па је наведена особина једначине (179) непосредна последица теореме 
о линеарним једначинама. 

23. ТЕОРЕМА О RICCAТI-EBOJ ЈЕДНА ЧИНИ 

Најопштија Riccati-eвa једначина 

(181) 

где су <р 1 , <р 2 , <р 3 функције независно променљиве количине х, своди се, 
сменом 

(182) 

на једначину облика 

(183) у'= у2 + f(x), 

а за ову једначину може се доказати теорема: 

За сваку инi:Uеiрабилну Јеgначину (183) йосйlоЈи йо јеgан неоiра­
ничен низ функција йроменљиве х 

(184) 

йlаквих ga је и свака јеgначина 

(185) 

йlакоЬе инйlеiрабилна, и йlо без икаквих суйлеменйlарних кваgрайlура. 

Да би се то доказало, посматрајмо неограничени низ функција 

променљиве х 

формираних по рекурентпом закону 
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(186) 

или у развијеном облику 

Х =Х +l_(X;,_I)2 _ _l(X;,'_I) 
11 n-l 4 Х 2 Х ' 

" n-1 n-1 

где је почетна функција Ха произвољна. 

Према релацији 

(187) 

образац (186) може се написати и у облику 

Х"= Х"_ 1 +_!_~(X"_I)-_l~~(Xп-J), 
4 2 

или у развијеном облику 

1 [ d Ј 1 d
2 

Х"= Х11_ 1 +- -logX"_1 ----2 logX"_1• 
4 dx 2dx 

ПомоЬу тако дефинисаних функција Х", формирајмо низ (184) 
према обрасцу 

Ми ћемо показати да, кад се за Ха узме функција f(x) из једначи­
не (183), једначина (185) има у горњој теореми наведену особину. 

Тога ради извршимо у једначини (183) смену 

(188) 

где је непозната функција у смељена новом непознатом у 1 • Таква је 
смена еквивалентна трима узастопним сменама 

(189) 
и' 

у=-, 

и 

(190) и =Ј v-[ldx, 

(191) v = e!yldx. 

Прва смена (189) претвара једначину у 
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(192) и"= f(х)и, 

а друга (190) претвара ову последљу у 

(193) v=<p(x)v, 

где Је 

(194) = f+l_L~_l(f')-_!_Д (/') <р . 4 1 ' 2 2 ' . 

Јер, диференцијалећи (192), сменивши затим и љеговом вредно­
шћу 

и извршивши после тога смену 

добија се једначина 

па ова сменом 

постаје једначина (193). 

и" 
и==--

I' 

и'= z, 

z=vfJ 

Напослетку, трећа смена (191) претвара једначину (193) у нову 
Једначину 

(195) 1 2 
YI=YI+<p, 

где функција <р има за израз (194). 
Дакле, смена (188) претвара једначину (183) у (195). 
Узмимо сад за први члан низа Х11 функцију 

Ха=./. 

Према изразу (194) за функцију <р и према једначини (186) види се 

тако да једначина (195) постаје 

(196) f 2 х 
У1 = YI + I· 

Међутим, функција у 1 изражава се помоћу функције у обрасцем 
(188), из кога је 
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(197) 

Па ако се тада изврши смена 

(198) 

где Је У2 нова непозната функција, једначина (196) се претвара у јед­
начину 

(199) 

чији се и:нтеграл израж:ава помоћу у 1 обрасцем 

(200) - d l YI Yz - .У1 +- og 1v" 
dx I)XI 

Продужујући тако, долази се до једнога неограниченог низа јед­

начина 

(201) 

које имају ову особину: 

Уо =у, Хо = .f(x), 

k =О, 1, 2, ... 

ИнЛiе2рал Yk изражава се йом.оhу инШеiрала Yk-l обрасцем. 

(202) d l .Yk-1 А ( Yk-1 Ј Yk = Yk-1 + -- og rv--- = Yk-I + D.1 гv-- · 
dx I!Хн I!Хн. 

Ставимо сад да је 

па he се имати низ једначина 

(203) 

xk = xk-I + џ.k-I' 
xk-1 = xk-2 + llk-2, 

xk-2 = xk-3 + llk-3, 

Х1 = Хо + llo = .f + llo· 
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Сабираљем тих једначина добија се 

(204) 

где Је 

(205) 

То показује да се функција Лk из наведене теореме изражава 
обрасцем 

(206) 
Лk = l [L\1(Xo) + L11(X1) + ... + L'l~(Xk-1 )] -

4 

_ _!_ [ L\2CXo) + L\2CX1) + ··· + L\2СХн) ), 
2 

који се, према релацији (187), може написати још и у облику 

Као што се види: функције Ak низа (184), везане за Riccati-eвy је­
gначину (183), изражавају се йо.моhу функције f (х) јеgни.м низом алiе­
барских ойерација и gиференцијалења. 

Ј1нтегралједначине 
1 2 х Jk=Jk+ k 

израчунава се поступно из претходних интеграла 

помоhу низа образаца 

(208) 

Yk-1, У k-2' · · ·, У1, У 

у,= y+LI{ }Ј Ј. 
у, =у, +LI{J;J 
Уз =у, +~~{Ji), 

где је почетна функција у интеграл дате Riccati-eвe једначине 

у'= у2 + f(x). 
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То израчунавање, почевши од у, своди се на саме алгебарске опе­
рација и на диференцијалење, чиме је теорема доказана. 

Пошавши, нпр. од једначине 

(209) 

налази се да је 

у'= у 2 +ах, 

з 
л!= ---2, 

4х 

па пошто се једначина (209) интеграли помоhу Bessel-oвиx трансцеде­
ната, исто he то бити и са једначином 

У' = У 2 + ах + __ З_. 
4х 2 

Пошавши од једна чине 

(210) 

налази се да је 

Л _3mx+2m(m-1) 
Ј- 4х2 ' 

па пошто се једначина (210) интеграли помоhу елементарних функција 
кад Је 

-4k m=---
1+ 2k' 

где је k цео позитиван број, исто he то бити и са једначином 

,_ 2 т Зmx+2m(m-1) 
у -у +ах + ~ . 

4х~ 

Интерес доказане теореме лежи у томе, што се помоhу ње може, 

пошавши од једне ма које интеграбилне Riccati-eвe једначине, форми­

рати бескрајан низ других Riccati-eвиx једначина које he такође бити 
интеграбилне и чија интеграција не захтева никаквих других операција 

са интегралом у првобитне једначине, осим чисто алгебарских радњи и 

диференцијалења. 
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24. ОПШТИ ПОГЛЕД НА УЛОГУ АЛГОРИТМА Ьп 
ПРИ КВАЛИТАТИВНОЈ ИНТЕГРАЦИЈИ 

ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХЈЕДНАЧИНА 

Напред наведени ставови о међусобној зависности особина функ­

ције у и њених релатrrвних извода Lln(Y), налазе непосредну примену 
при квалитативној интеграцији диференцијалних једначина, при којој 

се траже, не тачно одређене вредности интеграла или појединих инте­

гралних елемената, већ овлашни, квалийlаШивни подаци о њима као 

што су: ток непознате функције, њене нуле, њене бесконачнице, ма­

ксимуми и минимуми, размаци варијација, асимтотно понашање итд. 

Примена је основана на факту да је, за простране класе диферен­

цијалних једначина свих редова, мо2уhно изразиШи uJVt из саме једначи­
не, без потребе да се ова интеграли, који o_g релаШивних изво_gа дп(У) 
њенога интеграла у, па онда, чинеhи претпоставке о аналитичкој при­

роди интеграла (нпр. да је овај у датоме размаку независно промен­

љиве количине х коначан, континуалан, позитиван, монотон итд.), или 

ограничавајуhи се на посматраље таквих интеграла, из особина извоgа 

Ll 11 (y), иаво_gиШи закључке о квалиШаШивним йојеgиносШи.ма везаним 
за инй1е2рал у. 

У појединим случајевим:а и такве су претпоставке непотребне, јер 

се на самој диференцијалној једна чини може распознати да је оно, што 

оне траже, испуњено само по себи. У другим случајевима посматраће 

се само такви интеграли једначине (ако би их, у ствари, било) који за­

довољаваЈу услове претпоставака. 

Релативни извод f1 11 (y) може се из дате диференцијалне једначине 
одредити: 

1 о или као експлицитна функција само променљиве х; 
2° или као функција променљиве х, интеграл у и извесног броја 

његових извода у', у", ym, ... по х. 
Први случај наступа само код биномних хомогених ли:неарних је­

дначина 

у<"Ј + .f(x)y =О, 

а за њихЈе 

f1 11 (Y) =-f(x). 

За све остале једначине може се из ове извести израз за извод 

Ll 11 (y) у облику експлицитне функције променљивих 

f " х, у, у ,у , ... 

У првоме случају сингуларитети интеграла не зависе од интегра­

ционих констаната; они су сталне тачке х = ~i у равни променљиве х 
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које се могу познавати и у тој равни фиксирати. У свакоме размаку 
(а, Ь) реалних вредности х, који не обухвата ни једну од тачака ~;,ин­

теrрал у he насигурно бити коначна и континуална функција промен­
љиве х, као и сви његови изводи 

у', у", У
111

, о о о 

Он се, у близини једне ма које вредности х =а у томе размаку, 

може развити у ред 

и на тај се интеграл, без икаквих претпоставака о његовој природи, 
може применити све оно што се зна о зависности између извода L1n(Y) 
и квалитативних појединости одговарајуhе му функције у. 

У другоме случају интегрални сингуларитети, осим у изузетним 

случајевима, зависе од интеграционих констаната и померају се у ра­

вни променљиве х кад се те константе буду мењале. То нису више ста­

лне тачке ~; које се могу познавати, да би се могли посматрати разма­
ци (а, Ь) у којима нема сингуларитета. Стога се у томе случају закљу­

чци о квалитативним поЈединостима интеграла могу изводити само под 

претпоставкама да интеграл испуњава одређене услове, или се бар ог­

раничити на такве интеграле (ако их буде било). У мноштву случајева 

могу се, под таквим претпоставкама, на добијеноме изразу за д"(у) ра­

спознати квалитативне ПОЈединости тога извода, довољне да би се 

могли изводити закључци о интегралу у. 

25. ПРИМЕНА НА БИНОМНЕ 
ЛИНЕАРНЕ ЈЕДНА ЧИНЕ n-ТОГ РЕДА 

Из напред реченог о зависности тока функције у од њеног извода 

д 11 (у) могу се извести закључци о квалитативним појединостима инте­
грала у Једна чине 

(211) /"Ј + .f( х) у = О, 

за КОЈУ Је 

L'1"(y) =- f(x). 

Таквих је закључака за сада мало у случају кад је n > 2. За такав 
се случај може, нпр. тврдити следеhе: 

Међу једначинама (211) за које функција .f(x) има за све пози­
тивне вредности х исШи знак, само оне које су облика 
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могу имати йериоgичких интеграла; од два знака треба узети + или -
према томе да ли је сталан знак функције <р позитиван или негативан. 

Сваки периодички интеграл у има бар йо јеgну нулу у размаку јеgне 
инШеzралне йериоgе. 

Специјално за једначину четвртог реда 

(212) i 4
) -k<p(x)y =О, 

кад функција <р остаје у посматраноме размаку вредности х непрестано 

йозийlивна, а k означује један променљив параметар, може се тврдити 
да постоји један бескрајно растуhи дискретан низ позитивних бројева 

таквих, да свакој од вредности k = k1 параметра k одговара по један 
интеграл у једначине (212) који gogupyje осовину Ох и има (i- 1) нула у 

. йосмаШраном размаку. 
За једначину трећег реда 

(213) ym +<р(х)у =О 

може се тврдити ово: 

Нека је у један интеграл те једначине који додирује осовину Ох у 

једноме размаку (а, Ь); нека је 

(214) 

друга једна биномна линеарна једначина треhега реда, где је <р 1 таква 
функција да је у размаку (а, Ь) непрестано 

<l'l ~<р. 

Кад год једначина (214) има такав један интеграл z да с z и z' 
позитивни за х = а, Шај he инйlе'iрал z имайlи бар јеgну нулу у размаку 
(а, Ь). 

У погледу асимтотног понашаља интеграла у једначине (211) за 
х= + оо, може се тврдити ово: 

Кад је за велике позитивне вредности х функција f(x) коначна, 
континуална и непрестано йозийlивна, а не тежи нули за х= + оо, онда: 

1 о кад је n йарно, сви интеграли једначине су за такве вредности х 
осцилаШорни, осцилујуhи око нуле бескрајно мноzо йуШа; 

2° кад је n непарно, ни један интеграл није осцилаторан; сваки се 
од њих асимШоzuно и монойlоно йриближује нули не мењајуhи йри 
Шом никако свој знак. 
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У случајевима кад функција Ј( х), остајући за велике позитивне 

вредности х непрестано коначна, континуална и позитивна, тежи нули 

за х = + ое', онда кад год постоји какав сталан позитиван број а, мањи 
n . 

од "2' за КОЈИ продукат 

при бескрајном рашћењу променљиве х, тежи коначној и од нуле ра­
зличној граници, важиhе неизмењени 2орњи закључци йоg 1 о и 2°. 

Међутим се много одређенији и потпунији закључци из претход­
нога излагања могу извести за случај кад је n = 2, што ће бити предмет 
излагаља у идуhем параграфу. 

26. ПРИМЕНА НА БИНОМНЕ 
ЛИНЕАРНЕ ЈЕДНА ЧИНЕ ДРУГОГ А РЕДА 

Изложени ставови о нулама функције у, у зависности од њеног 

другог релативног извода д 2 (у), доводе непосредно до следеhих за­
кључака о интегралима линеарне једначине другога реда 

(215) у"+ .f(x)y =О. 

У свему што следује биhе претпостављена да посматрани размак 

(а, Ь) не обухвата ни једну од сталних вредности ~i које су интегрални 
. . 

сингуларитети за дату Једначину; за таЈ се услов у свакоме датом случа-
. . 
ЈУ може знати да ли Је испуњен. 

У свакоме таквом размаку (а, Ь) интеграл у је коначна и контину­

ална функција променљиве х и све су му нуле у томе размаку просте; 

uнiiie'ipaл мења знак йролазеhи кроз сваку своју нулу. Све интегралне 

нуле вишега реда су ciiiaлнe, не мењајући се од једнога партикуларног 

интеграла до другог. 

Два партикуларна интеграла у 1 и У2, чији количник није сталан 
број, никад немају заједничких нула; њихове се нуле међу собом раз­

gвајају, тј. између двеју узастопних нула интеграла у 1 налази се по 
једна (и само једна) нула интеграла У2, и обрнуто. 

У једноме размаку (а, Ь) у коме функција f(x) остаје непрестано 
не2аШ.ивна, ни један партикуларни интеграл у не може имаШ.и више og 
јеgне нуле. 

Кад се посматрају две једначине 

(216) у"+ f(x)y =О, 
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(217) z" + .fi<x)z =О, 

где су обадве функције ји .h йозитивне у размаку (а, Ь), па је у томе 
размаку непрестано 

f(x)>.ft(x), 

онда, у томе размаку, из.меf)у gвеју узастойних ~tула jegнo'ia .ма ко2а 

йартикуларт-юz zпuuezpaлa z јеgначине (217) увек се налази бар йо јеgна 
нула свакога йарШикуларноz интеzрала у јеgначине (216). 

У случају кад интеграли у иz имају у размаку (а, Ь) коју нулу заје­

дничку, променљива х, растући, почевши од те нуле, йре но што нauf)e 

на јеgну нулу инШеzрала z у zuo.мe размаку наиhи he на јеgну нулу 
интеzрала у. 

Кад се посматрају две једначине 

(218) 

(219) 

у"+ .f'(x)y =О, 

и" + / 2 (х) и = О, 

где су обе функције .f и .f2 йозитивне у (а, Ь), па је у томе размаку 

непрестано 

онда у (а, Ь), изме!уу gвefy узааuойних нула jegнoza Aia коzа йар~uику­

ларноz ш-tтеzрала у јеgначине (218) увек се налази бар йо јеgна нула 
свакоzа йарtuикуларноz иНLiiezpaлa z јеgначине (219). 

У случају кад интеграли у и и имају у (а, Ь) коју нулу заједничку, 

променљива х, растући, почевши од те нуле, йре но што нauf)e на јеgну 

нулу иНLuеzрала у, наиhи he на јеgну ~-tулу инйlе'iрала u. 
Кад се посматрају Једначине 

у"+ .f(x)y =О, 

z" + .fJ(x)z =О, 

и" + .f2 (х) и = О, 

где су све три функције .f, .f1, .f2 йозитивне у размаку (а, Ь), па је у 
томе размаку непрестано 

_h(x) < .f(x) < /2 (х), 

сваки иmuezpaл у he у томе размаку и.мдти 1-шјмање от-юлико нула ко­
лико их има ма који инmеzрал z, а највище онолико колико их има ма 
који инiйеzрал u, йошШо се овај йослеgњи број йовеhа за 2. 

Ако се са N и М означе једна доња и једна горња граница за вре­
дности које добија йозитивна функција .f(x) у размаку (а, Ь), сваки 
инШеzрал у једначине 
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(220) у"+ f(x)y =О 

имаhе у (а, Ь) најмање онолико нула колико има целих јеgиница у броју 

(Ь- а)ГN _
1 
' 1t 

а највише онолико колико их има у броју 

(Ь-а)Гм + 2. 
1t 

Ако се са р и р' означе два стална позитивна броја веhа од l и 
4 

таква да је у размаку (а, Ь) непрестано 

сваки he инШеzрал имаШи у (а, Ь) најмање онолико нула колико размак 
буgе обухваШио бројева 

kтt 

ak = е л, (k =О, ±1, ±2, ... ), 

а највише онолико колико размак буgе обухваШио бројева 

k1C 

ak = еЛ', (k =О, ±1, ±2, ... ), 

zge 'А и 'А' означују йозиШивне консШанШе 

(с тим да их евентуално може имати једну или две више). 
Кад у размаку (а, Ь) позитивна функција f(x) моноШоно расШи, 

нуле свакога интеграла у се од једнога краја размака до другог све 

више зzушњавају, али при томе њихово међусобно растојање никако 

не йосШаје мање og 
1t 

~ f(b). 

Кад у (а, Ь) позитивна функција .f(x) моноШоно ойаgа, нуле сва­
кога интеграла у се од једнога краја размака до другог све више разре­

ђују, али при томе љихово међусобно растојање никако не йосiйаје 

веhе og 
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Из онога што је напред нађено у погледу зависности разм:ака ва­

ријација функције у од знака и вредности њеног релативог извода 

д2 (у), могу се изводити закључци о раэ.маку варијација шuiie'ipaлa у 
једначине (220) кад х варира у размаку (а, Ь). 

Подсетиhемо најпре на ове чиљенице које наже за специјалан 

случај кад се функција .f(x) своди на какву реалну константу а: 

1 о кад је константа а не:ZаШивна, ставивши да а = ---rx и кад се у 
општем интегралу .~ 

у = С1 ех.,Ја + С2 е-х-Га 

узму за интеграционе константе вредност:и: ,.,У 0 и у0 везане са С1 и С2 
релациЈама 

из КОЈИХ Је 

1 1 С2 
Хо = г og-, 

2'\ја cl 

општи се интеграл изражава у облику 

у Г-
у= _Q_cl1[(x -х 0 )"~о:]. 

2 

Константа х 0 , која се мења од једнога партикуларног интеграла 

до другога, представља једину реалну нулу извода , а константа У о је 
вредност коју добија у за х =х 0 , а која се такође мења од једнога пар­

тикуларног интеграла до другог; 

2о кад је константа а uозиШивна и кад се у општем интегралу 

у= с\ sin х Га+ с2 cosx~;; 

узму за интеграционе константе вредности х 0 , У о везане са С1 и С2 
релациЈаМа 

из којих је 

1 С1 
Хо =Га arctgC

2
, У о= ~cr +сТ. 

општи се интеграл изражава у облику 
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у= y0cos[(x -х 0 )~]. 

Константа х 0 , која се меља од једнога партикуларног и:нтеграла 

до другог, представља вредност х за коју у достюке свој максимум или 

минимум, а у0 је сама вредност тога екстремума. Интеграпна крива се 
састоји из полуталаса наи:зменично позитивних и нег:::тивних; број 

полуталаса у датоме ра:ншку (а,~) може се саЈ\ю за Јединицу раз­
ликовати од броја 

ill__::::~)~ 
n 

Сасвим сличне чињет-ище важе и за gифере.чцајалну јеgначину 

(221) у"+ f(x)y =О 

каg је f (х) йрои.звољна фующија йро.менљива х, само са том разликом 
што he .вредност а, у обрасцима што важе за случај кад је 

f(x) == сол.s1 .. 

бити смељена једном променљивом копичином, функцијом промен­

љиве х. Напред наведени ставови о размаку варијација функције у у за-· 

висности од извода д 2 (у) доводе тада до следеhих закључака. 
Кад год је у размаку (а, Ь) функција f(x) не'iаШивна, за све вред­

ности х у (а, Ь) инШе'iрална кривп у налазиhе се у обласШи uз.мefyv пвеју 

кривих 

у = у о ch r (х -- х о ){N]' 

у = .Уосћ [(х -х о )-Гм ], 
где N и М ознэ.чују једну дшьу и једну горљу границу вредности фун­
кције .f(x) за вредности~ што се налазе између х и х 0 (а које се могу 
сменити границама између а и Ь); х 0 означава једну нулу извода у' у 
томе размаку, а у0 вредност у за х = х 0 . 

Кад је у размаку (а, Ь) функција f(x) йозиШивна, инШе'iрална 

крива се сасШоји из йолуШаласа наизменично йозиШивних и не'iаШив­

них, а сваки се йолуШалас налази у обласШи између gвеју кривих 

у = y0 cos [(х -х 0 ).fii], 

у= y0 cos[(x -x 0 ){i], 

где Н и L означују једну доњу и једну горњу границу вредности Ј( х) за 
вредности х што се налазе између двеју крајљих тачака полуталаса; х 0 

и у0 означују координате врха таласа. Број йолуШаласа у размаку 
(а, Ь) износи најмаље онолико колико има целих јединица у броју 
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(Ь-а)ГN _
1 
' 7t 

а највише онолико колико их има у броју 

(Ь-а)Гм 
2 -'-----'--- + ' 

7t 

где N и М имају напред наведено значење. 

У погледу аси.мйШоiйно2 йонаиtања интеграла у за велике пози­

тивне вредности х, опет непосредном применом онога што Је напред 

нађено за зависност између релативног извода д2 (у) и вредности у за 
такве вредности х, добијају се ови закључци: 

Кад йозиiйивна функција f(x), почевши од једне довољно велике 
вредности h, непрестано и бескрајно paciiiи, сви су интеграли једна чине 
(221) у размаку (h, оо) осциЛаiйорни, са бескрајно много осцилација 
које се све више з2ушњавају, и чије .меЬусобно paciiiojaњe, йри бескра­

јно.м рашћењу вреgносiйи х, Шежи нули. 

Кад f(x) при томе рашhењу теж:и једној одређеној коначној 
граници р, осцилације се опет све више з2ушњавају, али йри iiio.мe њи­

хово .меЬусобно paciiiojaњe никако не йociiiaje .мање og броја 

Кад f(x), почевши од х= h, непрестано ойаgа, али не тежеhи 
при томе нули, као граничној вредности, тако да крива 

(222) у= f(x) 

има као асимптоту Једну праву 

у= р'> О, 

сви су интеграл:и у у размаку (h, оо) опет осцилаiйорни и осцилације им 
се при рашhењу вредности х све више разреЬују, али йри iiio.мe њихово 

.меЬусобно paciiiojaњe не йociiiaje веhе og броја Л. 
Кад f(x) при томе опадању тежи нули, тако да крива (222) има 

осовину Ох као асимптоту, онда: 

1 о кад функција 

почевши од х = h, непрестано и бескрајно paciiiи, ни један интеграл у 
при бескрајном рашhењу вредности х није осцилаiйоран. Исто he бити 
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и кад функција и не расти бескрајно, али за х = оо тежи каквоЈ 
. h . 1 

граничноЈ вредности ве ОЈ од 4; 
2° кад функција и при томе рашhењу остаје непрестано мања од 

1 -
4, сви су интеграли у за велике вредности х осцилашорни, али им се 

осцилације све више разређују и међусобно им расШојање йосШаје веhе 

og свакоi, ма колико великоi броја. 

Од важности је, нарочито у конкретним прим:енама линеарне јед­

начине другога реда, квалитативно проучавање интеграла Једначине 

(223) 
d2y -
-

2 
+ <р(х, r)y- О, 

dx 

у којој gаШа функција <р саgржи јеgан йроменљив йарамеШар r. Да ли he 
интеграл у(х, r) бити осцилаторан или не у посматраном:е размаку 
(а, Ь) вредности х, и за које he вредности параметра r то бити, зависи у 
првоме реду од знака функције <р(х, r) за такве вредности х и r. 

Ако се конструише крива 

<р(х, r) =О, 

сматрајуhи х као апсцису, а r као ординату, ова he имати у равни xOr 
своје позитивне и негативне области. Ако се у једној таквој области 

(L) конструише правоугаоник чије су стране паралелне координатним 
осовинама и чија темена (сл. 14) нека су тачке 

r(x,r)=O 

о х 

Сл.14 
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онда r1e за све вредности х у размаку (х 1, х 2 ), и за све вредности У у 
размаку (У1 , 12), тј. за све тачке (х, r) у унутрашљости правоугаоника, 
функција q>(x, r) задржавати један исти знак, па ће се на интеграл у, а 
за вредности х и r у тим размацима, моћи применити све оно што је 
нађено за једначину 

(224) у"+ f(x)y ==О 

кад ј не садржи никакав променљив параметар. 

Тако, ако је област (L) не2аiйивна, интеграл неhе имати више од 
једне нуле у размаку (х 1, х 2 ), и то ни за коју вредност r што лежи у раз-

. маку ( 1'1, r2 ). - Ако ј е област (L) йозийlивна, број и распоред нула зави­
сиће од начина мењања функција q>(x, r) у тим размацима. За вред­
ности параметра r, што се налазе у Једним размацима, интеграл може 
бити осцилаторан, са згушњавањем или разреlјивањеЈ\'I осцилација; за 

вредности r у другим размацима он неће имати никаквих осцилација, 
веh ће монотоно расти или опадати. А могућност закључивања о свему 

томе садржана је у ставовима напред доказаним за једначину (224), а 
нарочито за Једначину 

која линеарно садржи параметар r. 
Све се Шо йри.мењује и на Шрино.мне линеарне јеgначине 

(225) 

које се сменом 

своде на биномну једначину 

d 2u 
-

2 
+ <р(х)у =О, 

dx 
где Је 

Нуле интеграла у поклапају се са нулама функције и, за коју је 

il2(u) = _l Ј?+ _l Л- /2, 
4 2 



АНАЛИТИЧКЕ ПРИМЕНЕ АЛГОРИТМА 11" 311 

поред евентуалних сталних нула функције 

које се увек могу знати. Ј\1онотоност или осцилаторни карактер инте­

грала у зависиhе од фактора \jf(x ), чији се ток познаје, и непознатог 
фактора и за који се познаје извод д 2 (и) као експлицитна функција 
променљиве х, па му се према томе може знати знак, вредност и асимп­

тотно понашаље, а од чега зависе такви елементи за интеграл у. Исто 

he тако бити и кад коефицијенти ./1 и / 2 садрже какав променљив па­

раметар r. 
Асимптотно понашаље интеграла у за велике вредности х зависи 

у исти мах од асимптотног понашаља и функције \jf(x) и интеграла и. 
За ово друго се сазнаје применом онога што је казано за биномне хо­

могене линеарне једначине другога реда. За прво се сазнаје непосре­

дно на аналитичком изразу функције \jf(x), односно функције !Ј(х). 

Кад је, нпр. функција Ј; непрестано позитивна за велике позитивне 

вредности х, функција \jf(x) асимптотно тежи нули, па ако интеграл и 

при томе остаје коначан, или бескрајно расти, али брзином маљом но 

што расти функција 

(226) 
1 _!_ fi1<ix 

-- == е2 
\jf(X) ' 

и интеграл у he асимптотно тежити нули. Ако је, при том, интеграл и 
још и ослицаторан, те he осцилације при рашћељу променљиве х бити 
слабије но што би биле без интервенције фактора \jf(x). ФакШор 'lf(x) 
йроизвоgи) gакле) йосiiiуйно а.морi71изирање осцилација инШеzрала у, а 

брзина амортизираља бић.е одређена брзином рашћеља фактора (226). 
Приметимо и то да се, према ономе што је казано у параграфу 20, 

сви ставови што се односе на интеграл у Једначине 

(227) у"+ f(x)y ==О, 

.моzу gословце йри.мениШи и на ње2ов извоg у', према напред наведеној 

чиљеници да се једначина (227) сменом 

y'=u~f(x) 
своди на једначину облика 

и" +<р(х)и =О. 

Напослетку, све се то примељује и на линеарну једначину са неза­

висним чланом 
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(228) у"+ ft(x)y + .f2(x) =О. 

Нека је у 1 један партикуларан интеграл те једначине (за који he 
се претпоставити да је познат), па he бити 

(229) 

Разликоваhемо ова два случаја: 

1 о Нека је (а, Ь) један размак вредности променљиве х такав да је 
у њему непрестано 

Yt <- .fz(x) . 
.ft(x) 

Тада је у (а, Ь) извод il 2(y 1) позитиван, па, дакле, у 1 не може у то­
ме размаку имати више од једне нуле. Па пошто је општи интеграл 

једначине (229) 

(230) У= Yt +и, 
. . 

где Је и општи интеграл Једначине 

(231) и"+.fi(х)и=О, 

то се види да: 

Никаква инШе2рална крива у2 јеgначине (229) не сече ни јеgну og 
инШе2ралних кривих u јеgначине (231) у више Шачака og јеgне. 

2° Нека је (а, Ь) један размак такав да је у њему непрестано 

Yt >- .fz(x) . 
. fi(x) 

Тада је у (а, Ь) извод il2(y 1) негативан, па ако су N и М једна доња 
и једна горња граница вредности 

у размаку (а, Ь), свака инШе2рална крива Yz йресецаhе сваку og инШе-
2ралних кривих u најмање у онолико Шачака колико има целих јеgини­

ца у броју 

(232) 
(b-a){i\i _

1 
' rc 
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а највише у онолико колико их има у броју 

(233) (Ь-а)Гм + 2. 
n 

Исто тако за једначину (229) важе и ови ставови: 
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Kag је у размаку (а, Ь) функција f1 нейресШано йозиШивна, њене 

ма које две инШе2ралне криве у 1 и YzHe мо2у се у (а, Ь) йресецаШи више 
og јеgанйуШ. 

Kag је у (а, Ь) функција f 1 нейресШано не2аШивна и вреgносШи су 
јој саgржане у јеgноме размаку 

(-M,-N), 

криве у1 и Yz секу се у најмање n, а највише у т Шачака, 2ge n и т 
означују број целих јеgиница саgржаних у бројевима (232) и (233). 

У специјалном случају кад је једначина (228) облика 

(234) у"+ у+ Ј( х)= О, 

функција и је облика 

где су cl и с2 произвољне константе. 
Кад једначина (234) има партикуларни интеграл у 1 такав да је у 

размаку (а, Ь) непрестано 

Yt > .f(x), 

ни једна од интегралних кривих у неhе у (а, Ь) пресецати ни једну од 

синусоида и више од Једанпут. 

А кад једначина има партикуларни интеграл у 1 такав да је у (а, Ь) 
непрестано 

Yt < -k .f(x ), 

где је k какав сталан, позитиван или негативан број, али који не лежи 
између О и 1, свака интегрална крива У2 пресецаhе сваку од синусоида 
и најмање онолико пута колико има целих јединица у броју 

Ма које две интегралне криве једначине (234) пресецаhе се међу­
собно у бескрајно много узастопних тачака чије пројекције на осовини 

Ох имају стално међусобно растојање n:. 
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27. ПРИМЕНА НА ОПШТИЈЕ ТИПОВЕ 
ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХ ЈЕДНА ЧИНА 

Могу!шост примене ставова о релативним изводима д." на бино­

мне линеарне диференцијалне једначине долази отуда што је код ових 

могуhно непосредно израчуна ти д"(у) помоhу коефицијената једна чи­

не и тако имати експлицитан израз тога извода у облику познате фун­

кције независно променљиве количине х. Све оно од чега битно зависе 

квалитативне поЈединости интеграла у, а то су: знак извода у посматра­

наме размаку (а, Ь) вредности променљиве х, вредности тога извода у 

томе размаку, његово асимптотно понашање и др. може се непосредно 

разазнати на аналитичкоме изразу те функције. 

Биномне хомогене л:инеарне једнач:ине су једине једначине за које 

је могуhно имати непосредно који од релативних извода д.11 (у) као екс­
йлициШну и og интеграционих консШанаШа независну функцију само 
йро.менљиве х, без претходне интеграције. За остале једначине такав 

израз за извод се може имати тек пошто се експлицитно одреди инте­

гралу. 

Али се увек може непосредно из дате диференцијалне једначине, 

без претходне интеграције: 

1 о :или добити, као експлицитна и од интеграционих констаната 
независна функција саме променљиве х, који од извода .6." не самога 
интеграла у, веh какве одређене (експлицитне, диференцијалне или ин­

тегралне) комбинације Ф прменљивих х и у. Тако, нпр. 

Је 

За Riccati-eвy једначину 

у'+ у 2 + .f(x) = О 

,6.2 ( еЈ уа'х) = -·-.f(x ); 

За Riccati-eвy једначину 

у'- у 2 + f(x) =О 

д2(е-]уdх) = f(x); 

За најопштију Riccati-eвy једначину 

у' -t .fJ(x)y 2 + .f2(x)y + /1 (х) =О 
комбинација 

има за д 2 израз 
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А ( ) 1· 1 1 с -r 1 ј'" 2 -r ( !1 t~ - п)' ј~ "' 2 z = 1 з+4 112- 1) _11 ·
2

/?· -·
4

fi(fif2-!JJ; 

За једначину 

(235) 

л ( -fЈмхЈ _ f 1 р 1 -r2 L..l2 уе - 2 -- Jl -- Ј1 • 
/, 4 

У случају једначине (235), кад су корени 'i и r2 квадратне Јед­

начине 

r2 + !Ј(х)г+ ј~(х) =О 

решене по r, такви да им је разлика сталан број, тако да је 

r1 =<X 1 +<p(x), r2 =a2 +<p(x), 

где су а 1 и а2 две константе, за интегралну комбинацију 

налази се да jel 

За једначину 

налази се 

За једнач:ину 

За једначину 

-а Ј +а;!__ Ј q>dx 

z = уе 2 

yy"+y'2+2yy'+f(x)y2 =0 

уу"- у'2 + f(x)yy' =О 

A{~)=-f(x). 

ууС4 ) + 4у'у"' + 3у 2 + f(x) уу' = О 

А3 (уу') = -.f(x ). 

1 Michel Petovitch: Sur /' equation dijj: linearie du second oгdre (Bull. de \а Societe mathe­
matique de France, t. XXV, 1897). 
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2° или добити који извод д 11 (у) самога интеграла у у облику какве 
одређене комбинације Ф променљивих х и у. Тако, нпр. 

За једначину 
y'+f(x,y)y=O 

дi(У) =- f(x, у); 

За једначину 
y"+f(x,y,y')y=O 

дz(у) =- f(x, у, у'). 

А) У случају под 1 о општи ставови о изводима дп, непосредно 
доводе до квалитативних појединости комбинације Ф којом је извод 
д11(Ф) изражен као експлицитна функција променљиве х, а из тих за­
кључака изводе се квалитативне појединости самога интеграла у дате 

једначине. Тако, нпр. 

За Riccati-eвy једначину 

y'+y 2 +f(x)=O 

и за интегралну комбинацију 

ф= efydx 

налази се да Је 

д2 (Ф) = -f(x). 

Ставови о зависности нула функције Ф од љеног извода L1 2 (Ф) 
доводе до података о бесконачницама интеграла у, јер је свака нула 

функције Ф пол првога реда за у (полови вишега реда су сталне вред­

ности ~; које се, када их, у ствари, има, могу разазнати на самој дифе­
ренцијалној једначини. 

Б) У случају под 2°, пошто је за примене поменутих ставова по­
требно познаваље само неких квалитативних појединости (Р) извода 

дп, као што су: знак, једна доља или горља граница љегових вредности 

и др., а за многобројне типове диференцијалних једначина те се поје­

диности могу разазнати на самоме д 11 израженом помоhу одређене 
комбинације Ф, то се из ових могу извести и квалитативне појединости 

самога интеграла у. 

Али, појединости (Р) у веhини случајева могуhно је сазнати само 

ограничавајуhи се на посматраље интеграла у који испуљавају одређе­

не услове (С), као, нпр. да су у посматраноме размаку (а, Ь) коначни и 
континуални, монотони, позитивни или негативни итд. 
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Уочимо, нпр. диференцијалну једначину првога реда 

(236) 

која има две врсте интеграла, од којих једни одговарају једна чини 

а други Једна чини 

Приметивши да је за позитивне вредности а и Ь увек 

_1_<-Ја2+Ь2 <1 
Ј2- а+Ь - ' 

види се да за прву врсту интеграла вредност д 1 (у) лежи између 

1 
Ј2 =О, 7071 и 1, 

а за другу ова лежи између 

-1 и 
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и то важи за све реалне интеграле једначине (236) који су коначни и 
континуални, као и њихов извод у', за све реалне вредности х; то важи, 

у исти мах и за све вредности х од- оо до+ оо. А из тога се изводи овај 

закључак: 

За све такве интеграле у и за све реалне вредности х биhе 

где је А једна функција променљиве х чије вредности, ма колике биле 

реалне вредности х, леже у размаку (.}Ј; , 1) за интеграле прве врсте, а 

у размаку ( -1, - .}Ј;) за интеграле друге врсте. 
Ни један интеграл у нема реалних нула, а сваки се од њих, за све 

реалне вредности х, налази у области између двеју експоненцијалних 

кривих 
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х--х0 

у = Уое -:п И у = Уоех-хо 

ако је то интеграл прве врсте, а у области између кривих 

..х 0 -х 

у= Уоеха-х и у= Yoe-.fi 

ако Је то интеграл друге врсте. 

Уочимо, као други пример једначи:ну првога реда 

у'= <р(ху), 

где је <p(t) какав полином по променљивој t са позитивним коефиЦи­
јентима који садржи само нейарне степене те променљиве. Из ње је 

у"= ср'(ху)[у+х <р(ху)], 

па, дакле 

Приметивши да израз ср'(ху) садржи само йарне степене промен­

љиве ху, и да израз 

~<р(ху) 
у 

садржи само йарне степене сваке од променљивих х и у, лако се види да 

је извод д2 (у) позитиван за све реалне вредности х. Према томе: ни 
један континуалан интеграл те једначине не може имати више од једне 
реалне нуле. 

Тако, у најпростијем случају једначине 

у'= аху, 

ЧИЈИ Је интеграл 

ах 2 

у= Се 2 , 

овај нема ни једну нулу, док интеграл једначине 

у'= аху + Ь, 
КОЈИ Је 

има једну, или ни једну, реалну нулу. 
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Уочимо још, као треtш пример, једначи:ну другога реда 

где су а и ~ константе. Из ове једна чине је 

~2(У) =а+ ~е-х
2

-у
2 
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и према томе, за све реалне интеграле у и за све вредности х од -= до 
+= вредности извода ~ 2 (у) леже у размаку између а и а+~· Ако су, 
дакле, а и а + ~ позитивни, тај је извод позитиван за све реалне вред­
ности х, што значи да интеграл у нема више од једне реалне нуле. А 

ако су а и а+ ~ негативни, сваки је интеграл осципаторан и има бес­

крајно много осцилација око вредности нула. Сваки h.e интеграл који 
је, као и његови: изводи у' и у", коначан и континуалан у једноме да­

том размаку (а, Ь) имати у томе размаку најмаље онолико осцилација 

колико има целих јединица у броју 

(Ь- а)~а -·l , 
1t 

а највише онолико колико их има у броју 

( Ь - а ),ј а + f3 ----·--- + 2. 
1t 

28. ТЕОРЕМЕ РЕАЛНИМ КОНТИНУ АЛНИМ ФУНКЦИЈАМА 

Из овога што претходи могу се из.вести и разни општи ставови од 

интереса за теорију реалних континуалних функција. Овде he, примера 
ради, бити наведено неколико ставова такве врсте, као последице веза 

између особина реаш-rих функција у и њи:ховог другог релативног 

извода д. 2 (у). 
1. став.- Kag gве реалне конШинуалне функције имају јеgан иciliи 

извоg ~ 2 , а йореg ilioza имају и jeguy зајеgничку реалну нулу, оне имају 
ujegaн исШи извоg ~ 1 • 

То је непосредна последица ранијег става по коме се реалне нуле 

двеју функција и и v поменуте врсте, за које је 

~2 (и) = д 2 (v) 

међусобно раздвајају и да се једна нула једне може поклонити са јед­

ном нулом друге функције само онда кад је количник !!:_сталан број. 
v 
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2. став. - Kag за јеgну функцију у, коначну и конШинуалну у јеgно­
ме размаку (а, Ь) вреgносШи х (као и њени извоgи у' и у"), gpy'iи рела­

Шивни извоg ~2 (у) никако не йремаша у Шоме размаку вреgносШ 

функција у бар јеgанйуШ мења у (а, Ь) свој знак йролазеhи кроз нулу. 

Јер је тада у размаку (а, Ь) непрестано 

па he, дакле, једна доња граница за -~2 (у) бити позитиван број 

па пошто Је 

N=(~)2, 
Ь-а 

(Ь-а)Гн :2: 2, 
1t 

функција у he, према једном напред доказаном ставу, имати бар једну 
просту нулу у размаку (а, Ь). 

3. став. - Kag за јеgну функцију у, коначну и конШинуалну у раз­
маку (а, Ь) (као и њени извоgи у' и у") извоg ~ 2 (у) за све вреgносШи х у 
(а, Ь) йремаша вреgносШ 

(k =цео йозиШиван број), функција у не мења у (а, Ь) свој знак више og 
(k + 2) йуШа. 

Јер је тада у размаку (а, Ь) непрестано 

-~2(у)::; (~)2' 
Ь-а 

тако, да је једна горња граница за -~2 (у) позитиван број 

М=(~)2. 
Ь-а 

па пошто Је 
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(Ь-а}Гм . ~ k, 
1t 

та he функција у, према једном ранијем ставу, имату у (а, Ь) највише 
(k + 2) простих нула. 

4. став. - Никаква реална цела функција йро.менљиве х, нулШо2 

poga (genгe) не .може и.маШи свој gру2и релаШивни извоg д. 2 не2аШиван 
за све вреgносШи х веhе og јеgно2 коначног: броја h, ни за све вреgносШи 
х .мање og Шакво2 јеgно2 броја. 

Јер кад би то био случај, цела функција у задовољавала би дифе­

ренциЈалну Једначину 

у" +<р(х)у =О, 

где би у једноме размаку 

(17, оо), ОДНОСНО (-оо, 17), 

непрестано било 

Према томе he постојати такав један позитиван и од нуле ра­
зличан број N да l1e у таквоме размаку непрестано бити 

па he, дакле, у једноме размаку 

( f1, f1'), ОДНОСНО ( -11", f1) 

11' > 11 h < h" 

интеграл у имати најмање онолико нула колико има целих јединица у 

броју 

(h'-h)-fi.i -1 
1t 

Кад се, дакле, узме 

, ОДНОСНО 
(h + h")-fi.i -1. 

h' = оо, h" = оо, 
ма колики био број N, тај he број нула бити бескрајно велики. 

Међутим, кад се те нуле ak упореде са нулама ~k функције 

z = sin x-Ji.i, 
за КОЈУ Је· 

па је, дакле, у поменутоме размаку непрестано 
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налази се, према ранијем ставу, да две узастопне нуле ~k у томе раз­
маку обухватају бар једну нулу ak, а ако се које ak поклопи са којим 
~k• променљива х, растући, почевши од такве нуле (односно опадајући, 

почевши од ове), прво he наићи на једну нулу ak, па тек затим на једну 
нулу ~k· То показује да нуле ak нису реЬе од нула ~k• тј. да ak расту по 
својој апсолутној вредности са рашћењем ранга k мањом брзином (или 
бар толиком истом) но што је она којом расту и ~k· Па пошто је моду­
ларни ред 

1 1 1 1(1 1 1 ) 
~+l~k+ll+l~k+21+ ... = 1t k+"k+1+-k+2 + ... 

дивергентан, биће дивергентан и модуларни ред 

1 1 1 --+ +---+ .... 
1 ak 1 1 ak+l 1 1 ak+ 2 1 

Па кад се томе реду придодаду још и евентуални чланови који 

произлазе од имагинарних нула интеграла у, јасно је да је ред реци­
прочних вредности модула нула тога интеграла дивергентан, и према 

томе у не м.оже биШи нулШога poga. 
Став се може изразити и на овај начин: 

Јеgна реална цела функција нулШог poga не може биiйи инiйеграл 
никакве Јеgначине 

(237) у" +<р(х)у =О, 

у којој је коефицијенаiй <р(х) йозиiuиван за све вреgносiйи х веhе og 
jegнoza коначног броја, или за све вреgносiйи х мање og овога. 

А као специјалан случај имао би се овај став: 

Јеgна реална цела функција нулiйо2 poga не може биШи инii1е2рал 
никакве јеgначине (237), zge је функција <р йозиiйивна за све реалне 

вреgносШи х. 

Приметивши да је за функцију 

у= sinx, 
чији је род једнак јединици, 

за све вредности х у размаку(- оо,+=), јасно је да ти ставови не вреде и 

за целе функције чији је род јеgнак јеgиниz{и. А за функције чији је род 
виzшt og нуле може се доказати следећи општи став. 
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Свака таква функција, ма кога рода она била, облика је 

у= eG(x) ·У(х), 
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где је У (х) канонски про дукат примарних фактора функције у, а G (х) 
цела функција променљиве х, која се може свести на полином по х у 

случају кад је род функције у бескрајан. Канонски продукат У (х) и сам 

је цела функција променљиве х и за њега важи овај став: 

5. став. - Kag каква реална цела функција, ма коzа poga она била, 
а која нема бескрајно мноzо има'iинарних нула, има свој gpy'iи рела­

Шивни извоg il2 коначан и не'iаШиван за бескрајно расШуhе вреgносШи 

х веhе og jegнo'i коначно'i броја, или за бескрајно oйagajyhe вреgносШи х 
мање og jegнoz Шаквоz броја, њен канонски йроgукаШ йримарних фак­
(йора Је цела функција чији је pog јеgнак је,qитщи. 

Јер, пошто је у размаку 

( h, оо), ОДНОСНО (-оо, fl) 

непрестано 

а у исто време и 

где је М један коначан позитиван број, вредност --il2 (y) he бити у томе 
размаку позитивна и мања од М. Па кад се нуле ak интеграла у јед­
начине (237), где је 

упореде са нулама у k функције 

и= sinx..fм, 
за КОЈУ Је 

налази се, према ранијем ставу, да две узастопне нуле ak обухватају 
бар једну нулу у k, а ако се које dk поклопи са којим у k, променљива х, 
растући, почевши од такве заједничке нуле (односно опадајући, почев­
ши од ње), прво he наићи на једну нулу ћ, па тек затим на једну нулу 
ak. То показује да нуле ak нису чешhе од нула yk, тј. да ak расти, по 
својој апсолутној вредности, а са рашћењем ранга k, веhом брзином 
(или бар толиком истом) од оне којом расту у k. Па пошто је ред 

1 1 1 1[1 1 1 ] 
1 Yk 12 + 1 Yk+\1 2 + 1 Yk+21 2 + ... = 1t2 ki+ (k+1)2 + (k+2)2 + ... 
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конвергентан, биће конвергентан и ред 

1 1 1 
---? +---+ 2 + .... 
1 (Xk 1- 1 (Xk+l 12 1 (Xk+2 1 

А пошто у нема неограничен број имагинарних нула, та ће кон­

вергенциЈа остати и кад се овом последљем реду придодаду и чланови 

који произлазе од евентуалних имагинарних нула те функције. То пак 

показује да је род целе функције У (х) јеgнак јеgиници. 

Из става 5 се, нпр. изводи да: 

Kag каква реална цела функција у, која нема бескрајно .мноzо 
и.маzинарних нула, заgовољава какву gиференцијалну јеgначину 

у"+ <р(х)у =О, 

'ige функција (ј) осШаје коначна и йозиШивна, било за све йозиШивне, 

било за све не:г:тuивне, било за све реалне вреgносШи х, она се и.зражава 
као йроизвоg og jegнoza ексйоненцијалноz факШора eGCxJ (zge је G цела 
функција) и јеgне целе функције без Шаквоz факШора; а чији је pog 
је,qнак јеgиници. 

Из истога става излази као последица и овај став: 

б. став. - Свака реална цела функција, .за коју је pog њено2 канон­
ског йроgукШа веhи og jegumщe, а који заgовољава какву gиферетщи­
јалну јеgначину (237), 2ge функција <р и.ма навеgену особину, и.ма бес­
крајно .мноzо реалних и бескрајно .мноiо и.маzинарних нула. 

Као специјалан случај важи овај став: 

Свака реална 14ела фующија, чији gpyzи релаШивни извоg д2 ос­
Шаје коначан и неiай"iиван, било за све йозийlивне, било за све неiайlи­

вне, било за све реалне вреgиосШи х, а чији каионски йроgукайl и.ма свој 

pog веhи og јеgинице, и.Аш бескрајно .мноzо и реалних и и.маzинарних 
нула. 

29. ПРИМЕНА НА СИСТЕМЕ СИМУЛТАНИХ 
ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХЈЕДНАЧИНА 

Међу једначинам:а једнога система симултаних једначина може их 

бити једна или више таквих из којих се може изразити други релативни 

извод дп једне или више непознатих функција у систему, нпр. функ­

ције у 1 , било као експлицитна и од интеграционих констаната незави­

сна функција променљиве х, било као одређена комбинација Ф те 
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променљиве и једне или више непознатих функција ћ, у3 , . •• истог си­

стема, али из које се могу изводити закључци о знаку и вредности из­

вода .6. 2 (УЈ). Тада се на такву функцију у 1 могу применити ставови о 
зависности између особина функције и њеног извода L\. 2 , па изводити 

закључци о току функције, њеним нулама, бесконачницама, екстрему­

мима, размаку варијација, асимтотном понашаљу итд. 

Нека је, нпр. дат систем 

(238) 

dyJ =ау У 
dx 2 З• 

dY2- А 
dx - f-IYJYз, 

dуз = УУЈУ2· 
dx 

(где су а,~, у константе), на који се наилази у проблему кретања чвр­

стог тела и чији се интеграли изражавају помоhу основних елиптичких 

функција. 
sn х, cn х, dn х. 

Диференцијалењем прве једначине добија се 

___21_!.. = а Yz У з + У з J-L , d
2 

( d d ) 
dx 2 dx dx 

што, према другој и треhој једначини, даје 

(239) 

а сличне се једначине добијају и за изводе 

Кад су ~ и у истога знака, израз (239) може бити једнак нули само 
за такву једну реалну вредност х = х' за коју би било у исти мах 

(240) Yz = О, Уз == О. 

Али те две функције не могу бити једнаке нули за једну исту 
вредност х =х'. Јер, узастопним диференцијалењем једначина (238) 
добио би се за сваки извод функције УЈ по један израз који би и сам би_о 
једнак нули кад је испуњен услов (240), тј. за х =х'. А пошто вредност 
п-тог извода функције УЈ за х= х', подељен са n!, представља коефи­
цијенат An у развитку 
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(који би:, према основној теореми о егзистенцији: интеграла симултаних 
једначина, био конвергентан у близини вредности х =х'), то би сви ти 
коефицијенти, изузевши први, били једнаки нули, тј. интеграл УЈ би се 

идентички свео на константу. Према томе би се, и према првој јед­

начини (238), једна од двеју функција У2 и у3 свела идентички на нулу, 
а према једначини (239) то би морало бити и са другом. У сваком 
случају, кад су две функције у2 и у3 праве функције променљиве х, 
оне не могу бити једнаке нули за једну исту вредност х = х'. 

Из тога се закључује да апсолутна вредност извода д2 (УЈ) остаје 
за све реалне вредности х веhа од једног сталног позитивног броја. Од 

знака константе а и заједничког знака констаната ~ и у зависиЬе тада 
то да ли he функција у 1 бити монотона или осцилаторна, као и то у 
којим he размацима она варирати за вредности х у једноме датом раз­
маку (а, Ь). 

У случају, нпр. кад све три константе а, ~. у имају исти знак, сва 
he три релативна и:звода 

Llz(YI), Llz(Yz), Llz(Yз) 

за све реалне вредности х бити различни од нуле и позитивни, па, да­

кле, веhи од једног утврђеног позитивног броја М. Све he три функције 
УЈ, Ј2, у3 бити осцилаторне, имати бескрајно много простих нула, 
бескрајно много максимума и минимума итд. 

Уочимо сад општи случај система симултаних једначина 

(241) 

dym_ = .fm(X, УЈ,· .. , Ут). 
dx 

Ди:ференцијалењем једне, ма које од њих, нпр. прве, добија се јед­

начина облика 

d
2
y 1 = д.fЈ + дfi. ду 1 + д.fЈ дУ2 + ... + д.fЈ ду ш., 

dx 2 дх ду 1 дх дУ2 дх дут дх 

која према једначинама (241) постаје 

према чему је 

d
2

~1 = дЈ]_+ .fJ дf)__+ .fz д!Ј_+ ... + .fm]!J 
clx дх ду 1 дУ2 дут 
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(242) 

Кад год израз на десној страни једначине (242) зависи. само од 
променљиве х, или кад се може на њему самоме сазнати да он за вред­

ности х у посматраноме размаку (а, Ь) задржава један исти знак, на 

интеграл УЈ се могу применити ставови о зависности квалитативних 

појединости функције и њеног другог релативног извода. 

Такав је, нпр. случај са системом (238) за који тај израз има облик 

a(yyi +~уј), 

па му се може знати знак за све реалне вредности х. 

Једно пространо поље за истраживања те врсте отворено је јед­

ном теоремом коју су доказали руски математичари Апелрот и Лагу­

тинскиl, и која гласи: 
Сваки систем симултаних алгебарских диференцијалних једна чи­

на, ма кога реда ове биле, сводљив је подесном сменом променљивих 

на систем облика 

(243) 

где су 

dyl- у ф 
dx - Ј Ј' 

dут- ф 
dx -Ут пР 

линеарне форме по непознатим функцијама у 1 , у 2 , ... ,Ут 

(244) 

ФЈ = aiiYl + azlY2 + ... + атЈУт' 

Фz = az1Y1 + a22Yz + · · · + атzУт' 

и где су коефицијенти a;k стални цели бројеви од којих ни један није 
мањи од -1. 

1 Саопштење математичком друштву у Москви (Recueil mathematique t. 23, 1902; t. 
27, 1909; t. 32, 1924). 
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Тако се, нпр. систем 

који има за интеграле елиптичке функције 

у 1 = sn(x + С1 ), 

У2 = cn (х + С2 ), 

Уз= dn(x +С3 ), 

сменом 

своди на систем 

dz1 - = z1 (-z1 +z2 +z3 ), 
dx 

dz? d; = Zz (z, -Zz +zз), 

dz, d; = zз(z, +zz -zз). 

ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ АЛГОРИТАМ 

У општем случају, диференцијалеhи једначине (243) и смењујуhи 
у добијеном резултату прве изводе функција Yk њиховим вредностима 
из самих тих једначина, систем се може написати у облику 

(245) 

где су изрази 

dzy,-
dxz - у,Н,, 

d2Ут- Н 
dx2 -Ут пР 

квадратне форме по функцијама у 1 , ... , Ут са коефицијентима који су 

цели бројеви. 
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Са друге стране, форма Hk може се увек изразити као збир 
квадрата линеарних форми по у 1 , ••• , у т, тако да број р тих квадрата не 
премаша т, и тада је 

н] =У~~+ Yz21 + ... + У1;1, 

(246) 
Hz = У1~ +Yz~ + ... +Y}z, 

где су Yik поменуте линеарне форме. 

Из тога се, у погледу израза за други релативни извод, изводе ови 
ставови: 

1. став: сваки сисШем симулШаних ал'iебарских gиференцијалних 
јеgначина своgљив је, йоgесно.м сменом йро.менљивих, на сисiйем об­

лика 

(247) 

'ige су 

(248) 

LЏу 1 ) = Ф 1 , 

L'Џyz) = Ф2, 

линеарне хомо'iене функције йроменљивих 

(249) У1, Yz, ... ,Ут, 

чији су коефицијенй1и сй1ални цели бројеви og којих ни јеgан није мањи 
-1. 

Према једној теореми коју је доказао Апелрот, то своl)ење увек 

се може извршити и тако да коефицијенти форми Ф k буgу сви јеgнаки 

јеgиници или нули. Кад је такво свођеље извршено, може се, нпр. твр­

дити да кад у једноме размаку (а, Ь) вредности независно променљиве 

количине х постоји један систем интеграла (249) који сви имају у томе 
размаку исти знак, сви ти интеграли имају у (а, Ь) моноiйт-t iйок, не­

престано растуhи или непрестано опадајуhи, nрема томе, да ли су они у 

томе размаку позитивни или негативни. 
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А треба још додати да се Апелротова трансформација извршује 
само сменом функција у k која оставља непромељену првобитну неза­
висно променљиву количину х. 

2. став: сваки сисйlе.м симулШани.х ал2ебарских gиференцијалних 
јеgначина своgљив је, йоgесном сменом йромен:љивих, а без измене 
йрвобиШне независно йроменљиве количине х, на сисШем облика 

(250) 

2ge је сваки og израза 

(251) 

~z(YI) = Н1, 
~z(Y2) = Hz, 

јеgнак збиру кваgраШа линеарни.х и .хо.моiени.х израза У1 , У2 , Уз, ... , йо 
у 1, ••• , у m• а чији су коефицијенШи сви јеgнаки јеgишщи или нули. 

У случају кад су линеарне форме Yk све реалне и кад једна чине 

(252) У1 =О, У2 :=О, Уз =О, ... 

нису у међусобном складу, одговарајуhи извод ~2 (у) је различан од 
нуле и позитиван за све вредности х од -оо до +оо. Према томе, систем 

(250) нема ни један осцилаторни интеграл Yk· Сваки интеграл Yk· који 
је за реалне вредности х коначан и континуалан (као и његови изводи 
у~ и у;), непрестано и монотоно расти. 

У случају кад су форме Yk све чисто имагинарне, а једначине (252) 
нису у међусобном складу, одговарајуhи извод ~2 (у) је различан од 
нуле и негативан за све реалне вредности х. Према томе, сваки инте­

грал Yk· који је за реалне вредности х коначан и континуалан, осцила­
Шоран је и и.ма бескрајно .мно2о реалних йросШи.х нула. У случајевима 

кад су интеграли целе функције променљиве х, љихов је род (genre) 
веhи од нуле. 

30. ДВА ПРОБЛЕМА О РЕЛАТИВНОМ ИЗВОДУ !.1. 2 

Проблеми, који he овде бити решени, од I'l'нтереса су за теорију 
другога релативног извода ~2 (у) и за љегове аналитичке и конкретне 
примене. 
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Први проблем. O,qpeguiйu све ,qиференцијалне је,qначине йрво2а 

pe,qa 

(253) у'= .f(x, у) 

за које је ,qpyiи релаiiiивни изво,q А2 (у) ойшШе'l и:нiйе:iрала у независан 
o,q uнiiie'ipaциoнe консШанйlе. 

У слов задатка тражи да буде 

(254) А2(у) = ro(x), 

где је ro функција само променљиве х, независна од интеграционе кон­
станте. Из једначине 

" дf fдf' -() у =-·-+ _'J_=(I) х у 
дх ду 

види се да су тра:жене једначине оне за које се израз 

(255) _!_ ( дf + f дf) 
у дх ду 

cвo,qu на је,qну функцију сщ.ю' йроменљиве х. 
Тако,нпр.заједначину 

(256) 

израз (255) има облик 

да би он био независан од у, потребно је и довољно да буде <р = const., 
чему одговара 

ffi (х) = const. = 1. 

Једина једначина (256), чији општи интеграл испуњава тражени 
услов, Је 

у' 2 + у 2 = а, а = const.-> О, 

чији је општи интеграл 

у = с sin х + {;;2-- С2 cos х 

осцилаторан, као што захтева извод А2 (у). 
Да би линеарна једначина 
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у'= uy + 11, 

(где су и и v функције променљиве х) испуљавала горњи услов, по­
требно је и довољно да буде 

v = А е- Ј udx, А == const., 

и тада Је 

Да би једначина 

(где су и, v, w функције променљиве х) испуљавала услов, потребно је и 
ДОВОЉНО да буде 

w' +4иv =О, 

v' + 2иw =О, 

тако да се и и 11 изражавају помоhу w обрасцима 

-Ј2 w 
и=---

1 -Jw 2 +A' 
1 ~-

v = -Ј2 -vw- +А, 

и тада Је 

Једначина такве врсте, нпр. 

(где је <р функција променљиве х) има за општи интеграл 

у== k~~ ·sin(k f <pdx +с), 

а за други релативни извод 

2 

3 (<р') 2 2 1 <р" L'l2(y) =- - - k <р ---. 
4 <р 2 <р 

Задржимо се на општем задатку: оgреgиШи најойшШији облик је­
gначина (253) за које је извоg L'1 2(y) независан og инШеzрационе кон­
сШанШе. 
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Пошто општи интеграл у такве једначине, мора у исти мах бити и . . 
Један интеграл линеарне Једначине другога реда 

(257) y"-ro(x)y =о, 

чији је општи интеграл облика 

(258) 

то и он мора бити облика (258), само што тада интеграционе констан­
те С1 и С2 морају бити међу собом везане каквом утврђеном рела­
ЦИЈОМ 

(259) 

Из двеју једначина (258) и 

(260) 

добија се 

с - 11'У - ~ly' 
1- , 

11'Л- ~t"A' 

с - Л' у- 'Ау' 
2 - 1~ ~ f, 

11л -11л 

и, према томе, диференцијална једначина мора бити облика 

Ф (_11_',~ -·~у'_, Л'у- Л,у') = О. 
Џ 1А- ~л~ ~1'/.- - 11Л') 

Ако се стави да је 

добија се најпре да је 

а затим 

11' =а - ~L = ~ 
11'Л -11Л' ' 11'Л- 11Л' ' 

Л' =у __ _}_=5 
џ'Л- 11Л' ' 11'Л- 11Л' ' 

Л' = ---·-'---
~у -ао' 

, а 
11 = , 

~у- а,О 

л- __ о_ 
- а8-~у' 

11---· ~­
- а5-~у' 
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а из тога се изводи оваЈ став: 

Најойшiuија јеgначина йрвоiа pega, за коју L1 2 (y) не зависи og ин­
Шеiрационе консШанШе, је своgљива на облик 

(261) Ф (ау+ ~у', уу +оу') = о, 

ige је Ф .ма каква функција gвеју йро.менљивих, а а, р, у, о фунтщије йро­
.менљиве х .ме!Ју собом везане gве.ма релацијама 

(262) 

Кад су утврђене функције а, ~. у, о што одговарају једној датој 
једначини овде посматраног типа, биће 

(263) 

-J'!:dx 
А= е ~ , 

--Jidx 
!l =е 8 , 

и општи интеграл такве једна чине је 

(264) 

где су произвољне константе С1 и С2 везане одговарајуhом релацијо:м: 

На пример, за једначину 

(265) 

а релација Ф = О је 

у'2 + у2 -1 =о 

А = sin х, Jl = cos х, 

f!'A- A'Jl = -1, 
а = sin х, ~ = cos х, 

у = - cos х, о = sin х, 
а8-~у = 1, 

Ll2(y) = -1. 
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с[+ ci -1 =о. 

До горњег става се долази и интеграцијом парцијалне једначине 

првог реда, везане за проблем о коме је реч. 

У очим:о најопштију једначину првога реда 

(266) F(x,y,y')=O 

и потра:жимо услове који треба да су испуљени па да љен општи инте­

грал зад;овољава једначину облика 

(267) y"=ro(x)y; 

тада се налази да функција 

(268) z=F(x,y,y') 

треба да задовољи парцијалну једначину 

(269) дz дz 1 ~ ( ) дz о' 
-+-у +со х у--·= . 
дх ду ду' 

Ова се своди на систем 

еквивалентном систему 

dx - dy- dy' 
1 у' ro(x)y' 

d 1 

_l:'_ = ro(x)y, 
dx 

чија су два интеграла облика (258), а последица тога је горњи став ко­
ји, према томе, важи и 3а једначину (266). 

Тако,нпр.заједначину 

у' 2 cos2 х +2yy'sinx cosx +y'sinx +y 2 sin 2 х -ycosx =О 

имаће се све једначине (265), само што је релација Ф =О облика 

Cr -· С2 =О, 
а општи интеграл 

y=Csiпx+C2 cosx са il2(y)=-1. 

Проблем да се на датој једначини првога реда распозна да ли она 

испуљава горње погодбе, :може се знатно упростити непосредним про-
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учавањем интегралних сингуларитета на самој једначини. Пошто је­

дначине, о којима је реч, имају општи интеграл облика 

где су интеграционе константе С1 и С2 везане једном релацијом, то су 
сви инiiiе2рални cинzyлapиiiieiiiu за Шакве јеgначине независни og Ших 
консШанаiiiа, тј. стални за све партикуларне интеграле једначине. Так­

ве се једначине могу тражити само међу онима које имају сталне сингу­

ларитете, а у аналитичкој теорији диференцијалних једначина првога 

реда познате су методе помоhу којих се за дату једначину може распо­

знати да ли она припада тој класи једначина, или не. 

Тако, нпр. једно просто правило даје у мноштву случајева могу­

hност да се проблем реши нашавши да дата једначина нема свој извод 

д 2 (у) независан од интеграционе константе. То је ово: 
Нека је дата диференцијална једначина написана у облику 

i==m 

:I'.Fi(x,y)y'm-l =О, 
i=O 

где су Fi полиноми по у чији су коефицијенти какве било функције 
променљиве х. Да би полови (и у опште бесконачнице) општега инте­
грала у били независни од интеграционе константе, йойiребно је и 

gовољно ga, означивши са ki сШейен йолинома Fiйo у, буgе 

k1 - k0 s 1, 

k2 - k0 s 2, 

Ако за дату једначину ма и једна од тих т неједначина није задо­

вољена, она не припада траженој класи. 

До таквих негативних резултата доводи и Fuchs-oвa метода за 

распознаваље на датој једначини да ли су њени алгебарски критички 

сингуларитети стални или не. 

Тако се, нпр. долази до ових закључака: 

Међу једначинама првог реда и првог степена 

, Р(х,у) 
у=-·--, 

Q(x,y) 

где су Р и Q полиноми по у, једина за коју извод д 2 (у) не зависи од ин­
теграционе константе, може бити линеарна једначина 
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у'= f(x)y+<p(x), 

и то под условом да функције f(x) и <р(х) испуњавају из'Ћесне погодбе. 
Међу биномним једначинама 

y'm = Р(х,у) 
Q(x,y) 

са таквом особином једина је, поред линеарне, једначина 

ЧИЈИ Је општи интеграл 

fJ/dx а 2 -f{fdx 
у= Се +-е 

4С 

КОЈа се сменом 

Чf(x)dx = dt 

своди на Једначину 

(270) 

а њен општи интеграл на 

у =с! sin t + с2 cos t, 

где су С1 и С2 произвољне константе везане релацијом 

С[ + Ci - а 2 = О, 
па је за једначину (270) 

д2(у) = -1. 

Друrи проблем. Каква се Шрансфор.мација 

(271) Х = <p(t), у= Z\jf(t) 

Шреба извршиШи на gаШој линеарно ј јеgначини 

(272) 
d2 
dx; + .f(x)y =О, 

йа ga ойшШи инШеiрал Шако gобијене gиференцијалне јеgначине и.ма 
свој gpyiu релаШивни извоg д 2 (z) независан og инШеiрационих кон­
аuанаШа? 

Из једначина (271) добија се 
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dy = dy . !!!___ = ( dz \ј! + z\jf') . ј_, 
dx dt dx dt <р' 

d2y = d(~). !!!_ = [<p'\jf d2z +(2\jf'<p'- \jf<p")E~ +(\jf"<p'- <p"\jf')]. _1_, 
dx 2 dt dx dt 2 dt <р'3 

из чега се, заменом у (272), добија једначина 

d 2z dz 
(273) F 1(t) dt2 +F2(t) dt +F3(t)z =О, 

где Је 

(274) 

Кад је 

ТЈ. 

FI(t) = <p'\jf, 

F2(t) = 2\jf'<p'- \jf<p", 

F3(t) = \jf"<p'- \jf'<p" + f(<p)\jf<p' 3
. 

2 \ј!' <р' - \ј! <р" = О, 

<p'(t) = A[\jf(t)]2, А= const., 

биhе F 2 =О, па се једначина (273) своди на 

d 2z 
Ф1 -2 +Ф2z =О, 

dt 
где Је 

ФI = А\ј!З, 
Ф2 = A\j/2\jf"- 2A\jf\jf'2 +А з f (<р) W7. 

Тада је 

па је, према томе, извод ~2 (z) независан од интеграционих констаната. 
Према томе има се овако решење проблема: iiipeбa ga су функције 

<р и \ј! везане релацијом 

zge је А каква кoнciiiaнiiia. 
Подсетиhемо на то да трансформација (271) игра важну улогу у 

теорији линеарних диференцијалних једначина уопште, а нарочито у 

теорији линеарнихједначина другога реда. 



ПЕТИ ОДЕЉАК 

ЛЕТИМИЧНИ ПОГЛЕД НА 
КОНКРЕТНЕ ПРИМЕНЕ 

АЛГОРИТМА дп 

У многобројним обрасцима геометрије, рационалне механике, не­
беске механике, математичке физике и математичке феноменологије, 

функције са којима се има посла фигуришу у облику својих релативних 

извода д.п. И онда, не само да тај алгоритам упрошhава обрасце и ре­

лације, веh се из његових особина може закључивати о особинама фун­

кција на које се односи и решавати проблеми који би били нерешљиви 

кад би се морале извршивати често неизвршљиве или компликоване 

интеграциЈе. 

Овде he бити наведено неколико примера такве интервенције 
тога алгоритма у геометријским, механичким, физичким и феномено­

лоппшм проблемима. 

31. ГЕОМЕТРИЈСКИ ПРОБЛЕМИ 

Од реалтивних извода д.п једини први извод 1'1 1 (у) има одређено 
геометријско значење, везано за криву линију 

у= f(x) 

на коју се односи. Његова реципрочна вредност 

представља дужину субтангенте криве у у њеној тачки (х, у). 

Али, разноврсни геометријски фактори изражавају се као анали­

тичке (експлицитне, диференцијалне или интегралне) комбинације из-
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вода Ll1(y) и Ll2(y), и обрнуто: у мноштву случајева се Ll1(y) и L1 2(y) 
изражавају помоhу геометријских фактора криве на коју се односе. 

Тако: 

1. У правоуглим координатама (х, у) полупречник кривине r кри­
ве у изражава се помоhу 

у облику 
3 

г= [l+y2Ll~(y)]2 
yLlz(y) 

У поларним координатама (р, е) је 

3 

1'=_!_ [l+Ll~(p)2]2 
р 1+2A1(p)-Llz(p)' 

а у координатама (р, s), где је s лук криве рачунат од једне утврђене 
почетне тачке, Је 

r= 

1 

[l-p2A1(p)]2 

Az(p)- L11(p)- _!_ 
р 

2. Кад је крива дата у поларним координатама (е, р), угао а, који 
заклапају међу собом дирке на крајевима 81 и 02 криве, изражава се 

обрасцем 

З. Кад је крива дата у тангенцијалним координатама, тако да је је­

дначина дирке у тачки (х, у) облика 

х sin а -у cos а = р, 

полупречник кривине r изражава се обрасцем 

Проблем да се у систему (а, р) одреде све криве које имају полу­

пречник r као дату функцију .f(a) координате а, своди се на инте­
т,:рацију једначине другога реда 
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Ако је 
Р= f(a) 

једначина једне од тражених кривих, све остале he бити дате обрасцем 

p=f(a)+Y, 

где је У најопштија функција за коју је 

ll 2 (Y) = -1, 

а то Је 

У= C1sina+C2 cosa. 

Као што се у исти мах види, у Шан2енцијалним коорgинашама 

(а, р) вреgносШ gpy2o2 релаШивно2 извоgа 11 2 (р) јеgнака је количнику 
r . 
- умањеном за ;еgиницу. 

р 

Кад, нпр. док се тачка М креhе дуж лука М 1М 2 једне такве криве, 

полупречник кривине r остаје непрестано мањи од р, биhе дуж тога 
лука 

па ако се са l означи дужина размака (а 1 , а 2 ), где су а 1 и а2 вредности 
координате а у крајњим тачкама лука М 1М 2 , коорgинаШа р he йроме­
ниШи знак gуж Шо2а лука бар онолико йуШа колико има целих јеgини­

ца у нај.мањој вреgносШи коју gобија израз 

gуж иcilioza лука. 

4. Уочимо све криве линије добијене вар:ијацијом констаната С1 и 
С2 у каквоме изразу 

(275) 

где су у 1 и У2 утврђене функције независно променљиве количине х. 
Нека су 

х= а, у=~ 

координате једне утврђене тачке Р у равни хОу, па потражимо геоме­

тријско место центара кривине кривих (275) што пролазе кроз тачку Р. 
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Ако се са ~ и 11 означе координате центра кривине једне од таквих 
кривих у тачки (х, у) те криве, биhе према познатим обрасцима 

ј:.= х- (1+ у'2)у' 
~ 11 ' 

у 

11=y+(l+y'2) 
1 1 11 ' 

у 

(276) 

а полупречник кривине R исте криве у тој тачки биhе изражен у исти 
мах и Једним и другим изразом 

тако даЈе 

(277) 

з 

R = ±(l+y'z)2 
у" 

Знак на левој страни обрасца (277) треба изабрати тако да израз 
на тој страни буде позитиван. 

11еђутим,изједначина(276)је 

' ~-х 
у=---, 

Т)-у 

па се заменом у (277) добија 

(278) у"=+(~ -x)z +(11- у)2 
- (Т)- у)з 

Посматрајмо сад функције у за које други релативни извод д2 (у) 
има за вредност дату функцију f(x) променљиве х. Најопштија фун­
кција те врсте је облика (275), па, дакле, за сваку од тих функција важе 
обрасци (276), (277), (278). Заменом вредности (278) у обрасцу 

" д2(у) = L = .f(x) 
у 

добија се једначина 

(279) (~-х)2 +(Т)-у)2 +уf(х)(Т)-у)3 =О. 

Та једначина исказује везу између једне произвољне тачке 

М (х, у) посматране опште криве у и центра кривине Q(~, Т)) једне ма 
које специјалне криве у, која има за д2 (у) функцију f(x), у тачки М. 
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Узмимо сад за тачку М утврђену тачку Р, сменивши у њој 

х= а, у=~, 

па he, по координатама ~, 11, једначина (279) представљати утврђену 
криву линију треhега степена 

(280) 

где коефицијенти 

а, Ь, с, h, k, 

стални за једну утврђену тачку Р, имају за вредности 

(281) 

а= +1- 3~2/(а) 
~.f( а) " 

Ь = ±2 + 3~2f(a) 
f(a) , 

- 1 c=+--
~f(a)' 

h=+~ 
- ~.f(a), 

+(а2 +~2)-~4/(а) k = -----'-----'-----'-----'-~о_____с_ 
~f(a) ' 

где горњи знаци одговарају случају у" < О, а доњи случају у" > О. 
А то доводи до овога става: 

Геомейlријско месйlо ценйlара кривине у уй1врЬенојй1ачки Р( а,~) 
равни хОу, за све криве за које је извоg д 2 (у) јеgнак јеgној gaйloj фун­
кцији f (х) йроменљиве х, је крива линија йlpehei сй1ейена (280), чији 
коефицијенй1и зависе og Шачке Р на начин исказан обрасцима (281). 

Потражимо, нпр. геометријско место центара кривине свију сину­

соида 

што пролазе кроз тачку Р чије су координате а= ~ = 1. Из 

види се да је у тој тачки 
у"< О, ј(а) = -1, 
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па Је, према томе, 

-1+ 3 
а =--=-2 

-1 

ь = 1, с= 1, h = -2, 

k = -2 + 1 = 1 
-1 ' 
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и тражено геометријско место је крива треhега степена 

5. Кад су z, г, е семи-поларне координате једне тачке у простору, 
Једначина 

(282) Ф(z) = ае + F (г), а = const., 

представља врло пространу класу површина која обухвата као специ­

јалне случајеве: обртне, праволинијске, хеликоидалне и коноидне по­

вршине. Све су те површине описане кад се равна крива 

ае +F (г)= О 

креhе у простору тако да њена раван буде непрестано управна на осо­

вини Oz, а она се за то време окреhе око Oz по каквоме закону који је 
одређен датом релацијом између ординате z и обртног угла е. 

Тражеhи да одреди оне од обртних површина (282) чије асимтот­
не линије леже на двама системима коноида дефинисаних једначинама 

(283) de=~\jf(x) и de=-~\jf(x), 
dz dz 

где је \ј! дата функција променљиве z, Buhl1 је нашао да се тражене 
линије добијају у облику општега интеграла једна чине 

(284) 

А из тога се добија овај став, који у неколико прецизира геоме­

тријско значеље извода Ь 2 за површине у простору: 

1 Buhl: Sur les sщfaces dont les lignes asymptotiques se deteгminent par quadratures. 
(Nouvelles Annales de Mathematiques, 1909, р. 337-354). 
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Јеgначина 

gефинише у семи-йоларно.м коорgинаШно.м сисШему (z, r, 8) оне обрШне 
йовршине чије асимШоШне линије леже на коноиgи.ма 

каg се извоg д.2 (r) изрази као функција коорgинаШе z йо.моhу јеgначине 

(285) д. 2 (r) = \jf(z), 

где је \jf(z) функција шШо на 2орњи начин gефинише йос.маШране 
коноиgе. 

Задржимо се сад на обрнутоме проблему; нека је дата једначина 

(286) r = Ф(z) 

која изражава координату r као функцију координате z, а чиме су одре­
ђена поменута два система коноида, јер he ови тада бити одређени 
Једначином 

(287) 

Једначина (285) одређује извод д. 2 (r) као функцију \jf(z) коорди­
нате z, а пошто једначина (286) даје једну функцију r која има такав из­
вод, имаhе се и најопштија таква функција у облику 

(288) f dz 
r=C1Ф(z)+C2 2, 

[Ф(z)] 

из чега следуЈе оваЈ став: 

Kag је gaiila функција Ф(z), обрШне йовршине чије аси.мШоШне 
линије леже на коноиgи.ма (287) јесу оне које су gефинисане јеgначино.м 
(288). 

И следеhи став доводи други релативни извод д. 2 у везу са асим­
тотним линиЈама површина. 

Триједначине 

(289) 

х = ufi(v ), 

у= uf2(v ), 

z = cv, (с= const.) 
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које изражавају правоугле координате х, у, z у простору као функције 
два параметра и, v, представљају једну коноидну површину. И тада: 

За све Шакве коноиgне йовршине, за које функције f1 и f2 имају 

исШи gpyzи релаШивни извоg д2 , криве u = const. су асимйШоШне линије 
йовриtине. 

То следује непосредно из Leich-oвoг става 1 да кад се за Л и f 2 уз­
му два ма која партикуларна интеграла једне ма које диференцијалне 

једначине облика 

d 2 z 
--Ф(v)z =О 
dv 2 

' 

криве линије и= const. су асимптотне линије коноидне површине дефи­
нисане једначинама (289). 

б. На извод д 2 се наилази и при одредби линија највеhег нагиба 

на површинама у простору. 

Уочимо, нпр. површину 

z=5x 2y-/, 

где је осовина Ох у правоуглом координатном систему вертикална. Ту 

површину описију параболе 

у = С, z = 5 С х 2 
- С5 , С = const. 

које се креhу тако да непрестано секу две сталне параболе у равни хОу. 

Тражеhи линије нагиба на тој површини, налази се да су ове одре­

ђене општим интегралом Riccati-eвe једначине 

пошто се у њему смени 

Сменом 

dи 2 1 
--и --=0 
dt t 

2 х2 
t=-

4' и =-2 о 
у 

1 dv 
и=---

v dt 

функција v постаје општи интеграл једна чине 

1 М. Leгch: Asymptotische Linien au/ einem geгaden Konoid (Casopis, herausg von Verein. 
ЫЉm. Mathematiker, Prag, 1912, р. 47). 
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Као што се види, тражене линије највеhега нагиба налазе се одре­

ђујуhи најопштију функцију v за коју извод L1 2 ( v) има за израз 

L1 2 (v) = _l, 
t 

па се у једначини 

2 

смени у тако нађеној функцији v променљива t изразом ~. 
4 

7. Други р-елативни извод L1 2 има нарочити значај у теорији геоде­

зијских линија на површинама, кад су ове аналитички изражене у ор­

тогоналном систему (и, v) таквом, да су криве 

v = const. 

геодезијске линије површине, а криве 

и = const. 

њихове ортогоналне трајекторије. 

Елеменат лука јавља се тада у облику 

(290) ds 2 = dи 2 + Gdv 2 , 

где је G одређена функција променљивих и и v, везана за посматрану 
класу површина. 

Функција G увек је позитивна јер, као што се зна, елеменат ds 2 за 
једну реалну површину никад није распадљив на два реална чиниоца. 

Та функција игра важну улогу у теорији површина, јер се сви геоме­
тријски фактори ових изражавају помоhу те функције и њених делими­

чних извода по и и v. 
Нека је 

v = const. = а 

једна уочена геодезијска линија посматране површине. Означимо са cr 
тоталну кривину површине у њеној тачки М (и, v), тако да је 

1 
(j=--

RR'' 

где су R и R' главни полупречници кривине у тачки М. Према Gauss­
oвoм обрасцу је 
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и према томе 

(291) 

имајуhи на уму да се диференцијалење врши по и. 
Из тога се изводи став: 

ТоШална кривина йовршине у њеној йроизвољној Шачки (и, v) је­
gнака је gpyzo.м релаШивно.м извоgу функције Га йо йро.менљивој и, 
йошШо се Шо.ме извоgу йро.мени знак. 

Кад је утврђена вредност а која одређује посматрану геодезијску 

линију површине, кривина cr зависи само од променљиве и. Кад је при 
том позната функција G, биhе позната и кривина cr у свакој тачки по­
вршине, и то непосредно у облику другога релативног извода функције 

Гс. 
Обрнуто, кад је позната кривина cr као функција променљивих и и 

v, функција Гс биhе одређена као функција која одговара једноме 
датом L1 2(y), што доводи до диференцијалне једначине другога реда 
облика 

(292) 2 d 2y -
4и -

2 
+<р(и, v)y- О, 

dи 

где v игра улогу променљивог параметра, а и улогу интеграционе про-. . 
менљиве количине; параметар v, за Једну посматрану геодезиЈску лини-
ју има за вредност v = а. 

Општи интеграл једна чине (292) је облика 

У = С1У1 + С2У2, 
а функција G је облика 

где су Yl и У2 два њена партикуларна интеграла, а cl и с2 две прои­
звољне константе. 

Облик везе између тоталне кривине cr и функције G доводи до 
могуhности да се ставови о зависности особина једне функције и њеног 

извода L1 2 примене на мноштво проблема о геодезијским линјама повр­

шина. О таквим применама може се добити идеја из овога што следује. 
Означимо са Л четвороструки производ тоталне кривине <Ј повр­

шине у посматраној тачки М (и, v) и квадрата лука 

М 1М2 =и 
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једне геодезијске линије што пролази кроз М и кроз једну утврђену 

тачку М 0 на површини, тако да је 

Број А је једнак нули у почетној тачки М 0 лука; кад се тачка М 

почне удаљавати по луку, А почиње да расти по апсолутној вредности, 

мењајуhи се упоредо са променама кривине cr и дужине лука. 
Тако дефинисан број А је независан од измена координатног сис­

тема и избора јединица мера: Шо је јеgан айсолуШан број. То произи­

лази из тога што је он производ два фактора, једног cr чија је димензија 
Г2 , и другог и 2 чија је димензија L2

, а и један и други фактор незави­
сни су од координатног система; са друге стране, пошто производ има 

димензију L0
, он је независан од јединица мера. Број А је, gакле, јеgна 

инваријанйlа йовршине у оgносу на коорgинаШне сисйlеме и на јеgинице 

мера. Он зависи само до интимних особина површине и од посматране 

геодезијске линије коју карактерише. 

Број Л је позитиван или негативан, према томе, да ли је тотална 

кривина површине дуж лука и позитивна или негативна. Да би он био 

по целој површини једнак нули, йойlребно је и gовољно ga Шо буgе 
развојна йовршина. Јер за то је потребно да буде по целој површини 
cr = О, а та особина карактерише само развојне површине. 

Из обрасца 

види се ga је број А јеgнак чеШворосШруком кваgрайlу лука йосмаШране 
zeogeз':!f_cкe линије, йомноженом са gруzим релаШивним извоgом функ­
ције ,~G йо йроменљивој u, а йошiuо се Шоме извоgу йромени знак. 

А пошто је 

то се број А изражава, помоhу првог и другог релативног извода функ­

ције G по променљивој и, обрасцем 

Л=[~~( G)- 2G~2 ( G)] и 2 , 

у коме треба сменити параметар v константом а која карактерише 
посматрану геодезијску линију. 

Апсолутни број Л појављује се у извесним проблемима теорије 

геодезијских линија на површинама, као што је, нпр. проблем сйlварно 
најкраhеzа йуШа измеЬу gвеју Шачака на йовршини. А било би од ин-
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тереса прерадити решења многих проблема те теорије у координатно:м 

систему (Л, и). Те се координате по кашто сасвим природно јављају у 
извесним проблемима те теорије, као што је, нпр. проблем о коме he, 
примера ради, бити реч у овоме што следује. 

С' 

с 

Сл.14 bis 

Уочимо две бескрајно блиске геодезијске линије С и С', што про­

лазе кроз тачку M 1(u, v) површине. Према ЈасоЬi-евој теореми лук 
М 1М линије С биhе најкраhи пут између тачака М 1 и М ако између тих 

тачака геодезијска линија С' не пресеца линију С. То he, према томе, 
бити најкраhи пут за сваку област површине на којој је тотална криви­

на непрестано не2аШивна. Лук he престати бити најкраhи пут ако се, 
идуhи по њему, пре него што се наиђе на тачку М, наиђе на једну пре­

сечну тачку линија С и С'. 
Према једној теореми Ossian-Bonnet-a, за једну површину чија је 

тотална кривина свуда йозиШивна и веhа од једнога броја а, геодезиј-

ска линија престаје бити најкраhи пут дуж једног лука дужег од Ј;;. 

До тих се теорема, као и до других прецизнијих, може доhи про­

учавањем варијација броја Л дуж једне геодезијске линије, а применом 
ставова о зависности нула једне функције од њеног другог релативног 

извода. Тако: 

Означимо са р променљива растојање 

р=ММ' 

геодезијске линије С од С'. Према Gauss-oвoм обрасцу, кад се р сматра 

као функција дужине лука 

геодезијске линије, биhе 
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Одстојање р је интеграл диференцијалне једначине 

d2p + Cip =о 
du 2 ' 
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који постаје једнак нули за и = u1 и чији извод dp добија, за ту вред-
dи 

ност променљиве и, вредност df) једнаку углу који међу собом закла-

пају две бескрајно блиске геодезијске линије С и С' секуhи се у тачки 

м]. 

Пошто је 

л 
Ci=--

4u2' 

диференцијална једначина одстојаља р постаје 

тј. у развијеном облику 

и она се сменом 

t 

и = е1 , р = ze2 = zГu 

трансформише у једначину 

Остављајуhи на страну вредност и = О, вредности р и z постају јед­
наке нули за једне исте вредности t и и. 

Претпоставимо да дуж лука М 1М геодезијске линије С број Л ос­
таје непрестано .мањи од једнога броја~< 1, па посматрајмо диферен­
цијалну једначину 

узету као компаративну једначину. Њен интеграл, изражен помоhу 

променљиве и, који постаје једнак нули за и = и 1 и чији извод dТ\ има 
dt 

за и = u1 вредност dO,je 
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~=f'[(:J-(:·)}e, 
где а означује реалан позитиван број 

Упоредивши међу собом два релативна извода 

налази се да у ма коме размаку променљиве и, почевши од и= иЈ, 

вредност 11 мора постати једнака нули најмање онолико пута колико и 
вредност z (а према томе и вредност р). Бескрајно блиске геодезијске 
линије С и С' никако се више не секу пошто се пређе тачка М Ј и, пре­

ма ЈасоЬi-евој теореми, линија С представља најкраћи пут дуж целога 

лука М ЈМ. А из тога следује овај став: 

Лук сваке zеоgезијске линије, gуж коzа је, йочевши og њеzове йо­
чеШне Шачке М0 , број Л нейресШано .мањи og јеgинице, увек је најкраhи 
йуШ из.међу .ма којих gвеју њених Шачака. 

Такав је случај са свима геодезијским линијама на површинама са 
неzаШивно.м тоталном кривином; број Л је ту непрестано негативан, па 

дакле мањи од јединице; rеодезијска линија је увек најкраћи пут изме­

ђу ма којих двеју тачака површине, као што гласи и ЈасоЬi-ева теорема. 

Само што је горњи став ойшШији од те теореме: он важи и за повр­

шине (односно поједине области површина) са йозиШивно.м тоталном 

кривином, и то кад год је број Л на таквој површини (односно области) 

мањи од Јединице. 

Посматрајмо, нпр. какву површину са позитивном тоталном кри­

вином, али која је непрестано мања од једнога сталног броја а. Ако је 

тада 

1 
и< Г' 

2\la 

биће Л< 1 и на површину се може применити горњи став. Добија се, 
дакле овај став који у извесној мери допуљује ЈасоЬi-еву и Вопnеt-ову 

теорему: 

На йовршина.ма чија је ШоШална кривина свуgа йозиuiивна и 

.мања og jegнoza сШалноz йозиШивиоz броја а, свака је zeogeзujcкa ли-

нија најкраhи йуШ на .ма ко.ме њено.ме луку краhе.м og 
1г. 

2\la 
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Посматрајмо сад какву површину која не испуњава горњи услов, 

и на њој једну геодезијску линију С дуж чијег лука M/vf број Л има 
непрестано вредност веhу од једнога сталног позитивног броја о > 1, па 
уочимо диференцијалну једначину 

Њен интеграл, изражен помоhу променљиве и, који постаје једнак 

нули за и= и 1 , и чији извод d~ има за и= и 1 вредност de, је 
dt 

г ( ) \fUI · U ~ = --sш Ьlog-- de, 
Ь U1 

где Ь означује реалан позитиван број 

1 ~­
b=--vo-1. 

2 

Упоредивши међу собом два релативна извода 

налази се да he z (а, према томе, и р), почевши од и= и 1 , постати јед­
нако нули пре него ~, а пошто ~ постаје једнако нули за 

1111: 

и = и 1 е ь , (n= 1, 2, 3, ... ) 

то i1.e р бити једнако нули пре него што и достигне вредност 

Дужина лука 

.!: 

м!м2 = u2 -иј =(е" -l)ul, 

чији су крајеви две узастопне пресечне тачке геодезијских линија С и 
С', биhе, према томе, мања од дужине лука 

помножене фактором 
1t 21t 

1.1 = eh- - 1 = е$! - 1, 
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из чега, у вези са ЈасоЬi-евом теоремом, следује овај став: 

Kag је, gуж йос.маШрано'i лука s 'iеоgезијске линије, број Л нейре­
сШано веhи og јеgинице, Шакав лук никаg није најкраhи йуШ на gужини 
веhој og 

Щ, = (eh -l)L. 

Таквим се посматрањима, помоhу самога апсолутног броја Л веза­

ног за геодезијске линије што полазе од једне тачке М површине, могу 

решавати, нпр. и проблеми овакве врсте: 

1 о одредити на површини једну област која обухвата тачку М и 
која he бити таква да је лук ма које геодезијске линије што пролази 
кроз М најкраhи пут између тачке М и једне ма које тачке тога лука, 

или, ако то није случај, до које he тачке лука то бити најкраhи пут; 
2° одредити границе броја пресека двеју бескрајно блиских 

геодезијских линија на једноме датом луку једне од њих. 

Вратимо се сад на функцију G(и, v) која одређује лучни елеменат 
површине и помоhу које се одређују сви геометријски фактори исте 

површине, као и на овој повучених кривих линија. 

Из ранијег става да је тотална кривина а површине у њеној прои­

звољној тачки (и, v) једнака другоме релативно м изво ду функције ГG 
по променљивој и, пошто се томе изводу промени знак, и према 

ранијим ставовима о зависности размака варијација вредности у од 

извода д. 2 (у) те функције, може се у неколико прецизирати зависност 
варијација функције G дуж посматране геодезијске линије v = а на 
површини, од промена тоталне кривине дуж те линије. 

Према једном таквом ставу, кад је у једноме размаку (а, Ь) извод 

д. 2 (у) непрестано позитиван, за све вредности х у (а, Ь) вредност 

функције у лежи у размаку између 

y 0ch [(х- x 0 ).JN ], y 0 ch [(х- х 0 )Гм], 

где N и М означују по једну доњу и једну горњу границу вредности 
L1 2(y) у размаку (а, Ь), а х 0 означава једну нулу извода у' у томе раз­
маку. Примењено на функцију 

у=ГG, 
то доводи до овога става: 

Kag йовршина и.ма, gуж jegнo'ia лука йос.маШране 'iеоgезијске ли­
није v = а на њој, своју ШоШалну кривину нейресШано не'iаШивну, вреg­
носШи функције G gуж Шо'iа лука нейресШано се налазе између вреg-
нос ши 
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'ige N и М означују нај.мању и највеhу ШоШалну кривину йовршине gуж 
йос.маШрано'i лука, u0 је вреgносйl йро.менљиве u за коју извоg 

_E_G(u,a) 
du 

йосШаје јеgнак нули, а G 0 је вреgносШ 

Ставу се, уосталом, може дати и овај облик: 

Дуж јеgне .ма које 'iеоgезијске линије је 

'ige је 

и 'ige ~ означава Шойlалну кривину йовршине у јеgној Шачки на йос.ма­
Шрано.А1е луку. 

Пошто су тада релативни извод д2 ( .fG) и почетна вредност G0 

функције G позитивни, функција G не може дуж тога лука имати више 
од једне нуле; она ту монотоно расти брзином једне експоненцијалне 

функције. 

Посматрајмо сад какав лук геодезијске линије дуж кога је тотална 

кривина површине непрестано позитивна. Према напред казаноме, кад 

је у размаку (а, Ь) извод д2 (у) непрестано негативан, крива у је у томе 
размаку састављена из полуталаса, позитивних и негативних, КОЈИ ос­

дилују око осовине Ох. 

Ако се са х 0 означи вредност х за коју уочени полуталас достиже 

свој максимум или минимум, онда је сваки полуталас представљен 

једнач:ином 

у= Уо cos[(x -x0 )ffi], 

где је Н једна од вредности коју добија функција -д2(у) између двеју 
крајњих тачака полуталаса. Функција у има у размаку (а, Ь) најмање 

онолико полуталаса, колико има целих јединица у броју 

(293) Ь-а ГN -1, 
те 

а највише онолико колико их има у броју 
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(294) Ь-а г.; 
--уМ, 

n 
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где N и М означују једну доњу и једну горњу границу вредности -L12(y) 
у томе размаку. 

Примењено на функцију 

у=ГG, 
то доводи до овога става: 

Kag йовршина има, ,qуж jegнoia лука йосмайlране 'ieogeзujcкe ли­
није, своју йlойlалну кривину нейресШано йозийiивну, функција G се у 
Шоме размаку лtења у облш<у йозиi:Uивних йолуШаласа. Сваки полута­
лас лежи између два гранична полуталаса чије су елонгације 

где -N и -М означују највеhу и најмању тоталну кривину површине 
дуж посматраног лука. 

Број полуталаса дуж лука и, чијим крајевима одговарају вред·· 

ности и = u1 и u := и 2 променљиве и, биhе нај:мање онолики колико 
има целих јединица у броју (293), а највише онолик:и колико их има у 
броју (294). 

У свима случајевима, дужина ~(.'](}]; представља елеменат лука 
једне од кривих и = coпst.; то је дакле, растојање између двеју бескрајно 

блиских геодезиских линија у посматраној тачки М (и, v ). 
То је растојаЈье бескрајно мала количина првога реда, али оно 

постаје вишега реда у близини тачака М у којима функција G постаје 
једнака нули, тј. кроз које пролазе две бескрајно блиске геодезијске 

линије посматраног система. Геометријско место тачака М у којима је 

с;= О, ако ова јед:начина дефинише v као реалну функцију променљиве 
и, представља обвој:шщу геодезијских линија v == coпst. Такав је, нпр. 
случај код развојних површина са лучним елементом: облика 

Крива и ==<р( v) представља тада обвојни:цу геодезијских линија 

површине, а то Је сама куспидална ивица површине. 

Из следеЬег става видеЬе се из чега, углавном, произлази учешhе 

и важност другог релативног извода д 2 у проблемима Геометрије у 
простору. 

Велики број rеометријских фактора на површинама одређује се 

помоhу тоталне кривине cr површине. Кривина је такође у вези са 
мноштвом особина површина што непосредно или посредно од ње за­

висе. Међутим: 



ЛЕТИМИЧНИ ПОГЛЕД НА КОНКРЕТНЕ ПРИМЕНЕ АЛГОРИТМА !<." 357 

За свтсу йовршину йociiioju йо јеgан opiiiozoнaлнu cuciiie.м кoop­

guнaiiia (а,~) и gве функције 

Ших коорgинаШа, које се увек моzу o,gpeguйlu и које су Шакве ga се i11о­
Шална кривина а изражава као йроизвоg јеgне og њих и збира gpyzux 
gелимичних релаШивних извоgа gpy'ie og њих йо коорgинаШа.ма а и р. 

Да бисмо се о томе уверили, послужиhемо се познатим Liouville­
oвим ставом да за сваку површину постоји такав један координатни 

систем (а, ~) да се у њему лучни елеменат површине изражава у об­

лику 

по методи Liouville-a функција <р се добија као инеграциони фактор 
извесне диференцијалне једначине 

F (а, р, :~) = О 
везане за посматрану површину. Криве 

а = const. и ~ = const. 

секу се под правим углом. 

Кривина а изражава се тада помоhу функције <р Liouville-oвим 

обрасцем 

Ако се, дакле, за Ф1 и Ф2 узму две функције 

Ф 1 = __ log<p, 
2с:р 

Ф2 = log<p, 

кривина а се јавља у облику 

а= Ф 1 [Ll 2 .а(Ф2) + L'l2,p(Ф2)], 

где д2,а означује други релативни извод по а, L'l 2,p други такав извод 

по р, чиме је став доказан. 

У осталом, функција Ф 1 се изражава помоhу функције Ф2 обра-
ец ем 

ф _ 1 ф --Ф2 
~--- 2е . 

2 



358 ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ АЛГОРИТАМ 

32. КИНЕМАТИЧКИ ПРОБЛЕМИ 

Замислимо једну раван (сл. 15) која ротира око једне непомичне 
тачке О. Означимо са r вектор положаја произвољне тачке М равни у 
погледу на непомичну тачку О. Брзина тачке М, а то је вектор v, пред­
ставља извод вектора положаја по времену t, па he, дакле, бити 

м 

Сл.15 

- ar . 
v =-= r. 

dt 

У опште, други релативни извод 

1 d2г 
il2(г) =-; dt2 , 

док се остаје на скаларном пољу, нема никакво нарочито кинематичко 

значење. Али кад се узме да извод и сама функција представљају век­

тор, тј. кад се посматра 

А (-) 1 d
2 

(-) 
L.J.2 г = -=- d 2 г , 

г t 

онда тај други релативни извод има једно конкретно кинематичко 

значење које he овде бити приказаноl. 
Брзина v може се представити помоhу векторског производа ве­

ктора ro тренутне угаоне брзине и вектора r' тј. 
(295) v = [ &,r]. 

Јер: 1 о вектор v има правац вектора што стоји управно на век­
торе ro и г; 

1 По усменом саопштењу проф. А. Билимовиhа. 
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2° смер му одговара смеру тога производа, пошто око, поставље­
но са друге стране равни куда је наперен вектор v, види да други век­
тор производа, тј. r, надовезан на крај првога вектора ro, вуче овај 
вектор у смислу кретаља казаљке на сату; 

3° он има интензитет ror, што одговара интензитету векторскоr 
производа два ортоrонална вектора. 

Ако се једначина (295) диференцира векторски по времену t, до­
бија се 

. d2 - .. . - - . 
v = -

2 
(r) = r = [ro, r]+[ro, r]. 

dt 

Претпоставимо сад да се ротација врши равномерно, па је 

ro=o 

и после смене 

може се написати да Је 

(296) r = [ ro, [ ro, г п. 

Међутим, из општеr векторскоr обрасца за развијаље производа 

[А[ В, сп= в (А, С)- ccii, В) 
примељеном на случај што се има у виду, при коме је 

cii, С) = с ro, r) = о 

и због ортоrоналности при којој је 

-ccii, В)= -r(ro, ro) = -rro2, 

десна страна једначине (296) има за вредност 

-ro2r2, 
тако да he се дефинитивно имати да је 

.. - 2 r = -rro , 

а из тога следуЈе да Је 

.. 
- r 2 

~2 (r) =-:: = -ro , 
r 
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што се изражава ставом: 

Kag r йреgсШавља векШор йоложаја utачке која се равномерно 
обрhе око јеgне осовине, gpy2u релаШивни извоg Шо2а векШора јеgнак је 
не'iаШивној вpegнocuiu кваgраШа у2аоне брзине. 

Исти се став, уосталом, може извести и без употребе векторских 

операција. Пођимо од образаца за брзину 

и за убрзање 

- . di 2 v- r- ----со ·- - dt - ' 

- . .. d2 -
w= v = r =- = (r). 

dt2 

Убрзање се може раставити на тангенцијално, које је за случај 

равномерног кретања једнако нули, и нормално, наперепо ка центру 

круга са вредношhу 

и са правцем орта (јединичног вектора), чији је израз 

1' 

Према томе се може написати да је 

2 ( -) ( )2 - .. v r v -
w = г = 7 . - ~ = - .-; . г. 

Са друге стране, узевши у обзир да је 

где је со угаона брзина, биhе 

или дефинитивно 

v =гсо, 

.. 2 
Г = -Г(ј) ' 

.. 
г 2 
~=-со , ,. 

што је исказано горњим ставом. 
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33. МЕХАНИЧКИ ПРОБЛЕМИ 

1. Посматрајмо у поларним координатама (е, р) у равни кретање 
материјалне тачке М под утицајем централне силе F чији је закон 

(297) F = <р(8) 
2 ' р 

где је ср дата функција поларног угла. 

Узевши да је маса тачке једнака јединици, диференцијална јед­
начина кретања је (Binet) 

(298) 

где Је 

1 
и=-, 

р 

а С константа одређена теоремом описаних површина 

1 . с - v sm а== , 
р 

где је v брзина тачке, а нагиб брзине према потегу р. 
Из једна чине (298) је 

L1 rи)= cp(e)_l=pcp(e) __ 1 
2, С2и С2 , 

што показуЈе да у поларним координатама извод .:'12 (%) има за израз 

.:'12 (-l) = aF - 1, 
р рз 

где је а позитивна константа, а из тога је, према напред изложеном, 

могућно извести квалитативне појединости кретања тачке. 

2. Проблем кретања физичког клатна чија се дужина l мења у 
току кретања по линеарном закону, као линеарна функција времена t 
(што је, нпр. случај кад се клатно састоји из терета обешеног на ланцу 

који се вертикално одвија са једнога хоризонталног ваљка што се 

окреhе око своје осовине), кад се у правоуглом координатном систему 

хОу узме за осовину Оу вертикала управљена на ниже, своди се на две 

линеарне диференцијалне једначине 
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где је Т сила која затеже клатно у правцу његове дужине, g компонента 
теже. 

Проблем се, дакле, своди на проучавање функција х и у дефини­

саних својим другим релативним изводима по времену t 

т 
А2(х) = - 1, 

g т 
А2(у)=---. 

l l 

Случај малих осцилација таквога клатна своди се на проучавање 

функције и (t) чији други релативни извод по времену t има за израз 

1 
А2 (и) = --. 

t 

Диференцијална једначина, што одговара таквоме изводу А2 , ин­
теграли се помоћу цилиндричних функција, као што је то напред наве­

дено. Горњи облик извода А2 (и) доводи и до једна чине 

_Е_ (и- t dи) = и, 
dt dt 

која се може овако растумачити: 

Брзина промене ординате за х= О дирке на кривој линији 

f(t, и)= О, 

која решава проблем кретања, једнака је ординати и те криве у посма­

траноме тренутку t. 

З. У небеској механици, у НШ-овој и Brown-oвoj теорији кретања 

Месеца, проучавање померања чвора и перихела, основица је проблем 

да се одреди функција у за коју је А2 (у) дата функција времена t. 
У теорији планетарних пертурбација наилази се на проблем да се 

одреди функција у за коју је 

А2 (у) = h2 cos2 х- k2
, 

где су h и k две константе. 
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У проблему трију тела кад се, у првој апроксимацији, занемаре 

чланови који садрже као факторе степена поремећајне функције више 

од 2, проблем се, по Gylden-oвoj теорији, своди на диференцијалну јед­
начину облика 

d2y 
- 2 + /(х)у = <р(х), /(х)> О. 
dx 

Кад се зна једно њено партикуларна решење у 1 , опште решење је 

У= У1 +У, 

где је У најопштија функција променљиве х за коју извод ~2 (У) има за 
израз функцију - .f(x). Кад је функција /(х) позната, крива у ће ос­
циловати око криве у 1 , а честина тих осцилација биће одређена рани­

јим ставовима о односима између у и ~2 (у). 

34. ФИЗИЧКИ ПРОБЛЕМИ 

У разноврсним проблемима математичке физике наилази се на 

релативне изводе ~" непознатих функција које решавају проблем, би­

ло на тај начин што се сам проблем и своди на тражење таквих функ­

ција, било тиме што би се имало довољно решење кад би се сазнале из­

весне квалитативне појединости тих функција из познатих појединости 

њихових релативних извода, а које би, према подацима у проблему, 

било могућно експлицитно формирати. 

Ретки су физички проблеми у којима се јављају релативни изводи 

вишега реда од другога. На такав се један проблем наилази, нпр. при 

проучавању вибрација еластичне шипке чија дебљина није бескрајно 

мала; за непознату функцију у проблема могућно је експлицитно фор­

мирати њен релативни извод четвртог реда 

Л4(у) = .f(t) 

као функцију времена t, па се из појединости функције /(t) могу саз­
навати квалитативне појединости функције у карактеристичне за ток 

појаве. 

Међутим, у великоме броју проблема јавља се други релативан 

извод ~2 . Такве би врсте били, нпр. проблеми у следећим појавама: 
1 о хлађење хетерогене шипке, сводљиво на извод облика 

(299) 

где је а негативна константа; 

а 
~2(У) = -, 

х 
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2° разноврсне вибрације и слабе осцилације материјалних или фи­
зичких система, као што су, нпр. вибрације еластичне меl\,rбране огра­

ничене једном параболом; проблем се своди на извод 

где су h и k константе; 
за појаве еластичности у којима је 

где је h константа, т позитиван цео број, а k модуо ешшrичке функције 
sn х (Lame-oвa једначина); 

4° дифракција светлосних зракова при пропуштању ових кроз 
отворе кружног облика; проблем се своди на извод облика (299); 

5о испражњавање електричних кондензатора са сталним или про­

менљивим електричним отпором, капацитетом, коефицијентом ауто­

-индукције, електричним: оптереhењем: и електро-моторном: с:илом у 

њиховом саставу; проблем се своди на извод 

где је .f(t) карактеристична функција појаве, чији облик зависи од на­
чина мењања поменутих физичких фактора у току појаве и коју је 

увек могуhн:о формирати кад је познат тај начин варијације за посма­

трану појаву. Ова he бити детаљно обрађена у параграфу који следује; 
6° уочимо физичке појаве што потпадају под феноменолошки тип 

факата: појаве што произлазе из акције депресивног у3рока који се 

мења пропорционално тоталитету свога непосредног објекта. 

Ако се са А означи коефицијенат утицаја узрока, интензитет 

овога биhе 

х = -л11 = -л Ј ,,dt, 

где је v дескриптивни елеменат појаве, а 11 његов тоталитет. У току 
поЈаве Је 

л 
д.2 (ТЈ) = coпst. = --, 

k 

где је k коефицијенат инерције елемента v. 
Сматрајуhи као почетан тренутак онај у коме је тоталитет 11 јед­

нак нули, закон варијације тоталитета дат је једначином 

{k. {I 
ТЈ = V о~ i SШ t ~ k, 
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а закон варијације самога дес:криптивног елемента v је 

v = ·v 0 cos t {?;_. 
~--k 

Појава је осцилаторна; она се састоји из бескрајнога низа међу 
собом Једнаких осцишщија око једнога одређеног стања, дефинисаног 
вредношrtу тоталитет а једнакој нули и почетном вредношhу 11 0 еле­
мента v. Периода тих осцилација, било тоталитета, било самога еле­
мента l', има за вредност 

она дакле, у толико дужа у колико је веrш коефицијенат инерције у 

појави, а у толико кpalia у колико је веhи коефицијенат утицаја депре­
сивног узрока. 

Највеhа удаљења тоталитета од вредности нуле стална су и имају 
за вредност 

она расту и опадају са вредностима коефицијената k и Л на исти начин 
као и периода & осцилација. 

Најпростији пример појава таквога феноменолошког типа пред­

стављале би кратке осцилације клатна у безваздушном: простору. 

Улогу v игра брзина кретања, улогу тоталитета 11 елонгација, а улогу 
депресивног узрока хоризонтална компонента теже. 

Тип С.iи обухватио и појаву вибрација еластичне шипке, утврђене 

једним својим крајем, изведене из свога равнотежног положаја и ос­

тављене самој себи. Он би обухватио и појаву осцилација разлике ни­

воа течности у двама комуникационим судовима везаним међу собом 

хоризонталном цеви, кад се занемари отпор трења (улогу ~~ игра брзи­
на промене нивоске разлике, улогу 11 сама та разлика). Исто би тако 
тип обухватио и појаву испражњавања електричног кондензатора кад 

је слектрични отпор кола занемарљив (улогу v игра јач:ина струје ис­
пражњавав:а, улогу 11 количина електрицитета); 

7° уочимо појаве у линеарном феноменском пољу, што произлазе 
из акције једнога узрока пропорционалног дивергенцији поља. 

Јачина узрока има за израз 
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где је s дужина лука линије на коју се своди поље, а Л је коефицијенат 
утицаЈа узрока. 

У току појаве је 

1 
Д2 s( V) = - Дlt( V ), , а , (300) 

где д2,s означује други релативни извод по луку s, а дџ први рела­
тивни извод по времену t; а је позитивна константа 

k 
а=-

л· 

Појава се своди на парцијалну диференцијалну једначину 

дv д2)Ј 
-=а--
дt дs 2 ' 

(301) 

која дефинише вредност елемента v као функцију времена и положаја 
тачке. Ту функцију још имају да прецизирају унапред дате локалне и 

ШренуШне погодбе, које одређују закон промене стања у једној 
утврђеној тачки поља у току времена, или распоред стања у пољу у 

једноме утврђеном тренутку. 

Општи интеграл једначине (301) може се, као што је познато, 
изразити у два разна облика: 

1 о помоhу бескрајног реда уређеног по степенима временског 
размака t- t0 , где t0 означује почетни тренутак; 

2 о помоhу одређеног интеграла у коме време t и лук s играју улоге 
променљивих параметара. 

Први је облик 

(302) 

где су коефицијенти An функције променљиве s изражене оп:штим 
обрасцем 

an d211 
А =---F(s) 

/1 1 d 2ll n. s 

и где је F (s) произвољна функција лука s изабрата тако да ред (302) 
буде конвергентан за вредности s и t које се имају у виду. 

Тако се исто v изражава и у облику реда уређеног по степенима 
лучног размака s- s0 , где s0 означује почетно s. Тај израз је 

v =B0 +B 1(s-s 0 )
2 +B 2(s-s 0 )

4 + ... + 

+A1(s -s0 )+A3(s -s 0 )
3 + ... , 

(303) 
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где су коефицијенти An и В n функције времена t изражене општим 
обрасцима 

n-1 

1 1 d 2 

А11 = -
1 
·----;;=Ј ---;;=т <p(t), (п= 1, З, 5, 7, ... ), 

n - -
· а 2 dx 2 

11 

1 1 d 2 

В"= n!· ~~'Jf(t), (п= О, 2, 4, 6, ... ). 
а2 dx2 

Израз (302) садржи једну произвољну функцију F (s), док их из­
раз (303) садржи две <p(t) и \jf(t). Међутим, овај други израз није on-' 
штији од првога; Poisson је показао да се та два израза могу трансфор­
мисати један у други, под условом да сви означени редови буду кон­

вергентни. 

Други је облик интеграла 

(304) v =-Јп_[ F [s- s 0 + 2z~a(t- t0 )] e-z
2 

dz, 

где је F (х) произвољна функција која има да задовољи само ове 
услове: 

1 о да се може развити у конвергентан ред облика 

где су 

количине независне од х; 

2 о да производ 

тежи нули кад х бескрајно расти у позитивном правцу. 

Произвољне функције у свима тим обрасцима одређују се према 
погодби да се, у почетном тренутку t = t0 , има један дати распоред 
стања, дефинисан датом једначином 

(305) 

или да се у утврђеној тачки s = s0 поља има један дати закон времен­

ских промена стања, дефинисан датом једначином 
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(306) 

У првоме случају произвољна функција, нпр. F (х) у обрасцу 
(304) бира се тако да је 

а у другоме тако да је 

= 

Ј F (~z)e-" 2 
dz = F2(t), 

где је~ константа у односу на z, дата обрасцем 

Тип појава, о коме је овде реч, обухвата, нпр. све физичке појаве 

које се састоје у варијацијама једнога стања (v) у м:етално.i жици дово­
љно дугачкој да на промене стања у једној тачки жице не утиче стање 

на њеним краЈевима, а кад се те промене врше у приликама овакве 

врсте: стање у једној, ма КОЈОЈ тачки жице тежи да се изједначи са 

стањем тачака у њеној непосредној близини, и то тако, да је таква 

тежња између двеју суседних тачака у толико јача у колико се стања у 
овима јаче разликују, а да она брзо опада са растојањем тачака и да по­

стаје неосетна кад се изађе из непосредне близине посматране тачке. 

Такав је, нпр. случај: 

а) При распростирању топлоте по дугачкој жици, изолова:ној од 

утицаја средине, доведеној најпре на температуру Т= О, па затим на­

прасно излож:еној, једним својим крајем, акцији топлотног извора чија 

се температура Т одржава неизмељена у току појаве. Улогу}' игра тем:-

дv 
пература Т тачке на жици; улогу -- брзина загреваља, а улогу а квад-

d!' 
ратни корен терм:ичног коефицијента материјала жице. Топлота с~ по­

ступно распростире од тачке до тачке жице на начин КОЈИ се може у 

појединостима извести из горњих једначина; 

б) Кад се један крај дугачке изоловане жице, на којој је изо­

лацијом спречен бочни губитак електрицитета, а која је првобитно у 

неутралном електричном стању, напрасно доведе на потенциЈал 

v = const., 
. . . 

КОЈИ се од тада на томе краЈу одржава неизмењен, а други се краЈ веже 

са земљом. Електрично стање се, пре но што буде ушло у свој перма­

нентни режим, распростире по жици на начин обухваhен горњим јед­

начинам:а. Улогу v игра електрични потенцијал тачке на одстојаљу s од 
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почетног краја жице, а у тренутку t; улогу а квадратни корен коефици­
јента спроводљивости материјала жице; 

в) Под исти тип појаве, само са нешто другој а чим локалним и тре­

нутним погодбама, потпада и појава поступних варијација концентра­

ције јана у волтаметру, при чему се концентрација мења са временом и 

одстојањем s посматране тачке раствора од електроде. Улогу 11 игра 

концентрациЈа Јана у тачки s у тренутку t; улогу а квадратни корен 
брзине дифузије која карактерише раствор; 

8° уочимо, као последњи пример те врсте, појаве у линеарним фе-
. . . 

номенским пољима, што произлазе из Једновремене акциЈе дваЈу узро-

ка: једнога пропорционалног дивергенцији поља и једнога пропорцио­

налног величини свога непосредног објекта. 

Ј а чин а првог узрока има за израз 

(307) 

а јачина другог 

(308) 

У току појаве је 

(309) 

где су а и ~ константе 

. д2v 
Х1 = Лd1vv = Л-2 , 

дs 

л a=­
k' 

где Л, k, !l имају малопређашње значење. 
Појава се своди на парцијалну диференцијалну једначину 

(310) д2v - _!_ дv - ~v = О 
дs 2 а дt 

и ова, са локалним и тренутним погодбама, дефинише v као функцију 
времена и положаја тачке. 

У очима један одређен случај те врсте. Нека је дато затворено 
линеарно феноменско поље и нека је почетни распоред стања v у њему, 
у тренутку t = О, дат једначином 

(311) v =f(s), 

где је Ј дата функција положаја тачке. Једновременом акцијом двају 
узрока наведене врсте стање v поступно he се мењати у току времена, 
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по закону који је изражен оним интегралом једначине (310) што се за 
t =О своди на (311). 

Изабравши јединицу мере за одстојаља s тако, да дужина поља 
буде 2n, а јединицу мере за време тако да буде h = 1, тај је закон облика 

(312) 11 = I, [( а 0 cos ns + Ь0 siн ns )е-"
2 

], 

fl 

где су а п и Ь" коефицијенти Foнrier-oвor реда 

.f ( s) = I, [а 11 cos ns + Ь,1 sin ns]. 
fl 

Појава аси:мтотно тежи стационарном стању 

v = const. = а 0 

и то по опадајуhем експоненцијалном закону облика 

где се вредност константе А мења од тачке до тачке поља. 

Такав је, нпр. случај при поступном хлађењу затворене контуре 

од металне жице, изложене утицају средине, кад хлађење почиље од 

тренутка кад је термиqно стање по жици дато једначином (311), где 
улогу v игра температура тачке на одстојаљу s од изабране почетне 

тачке на жици; улогу узрока Х1 игра теж:ња суседних тачака ка ујед­
начавању температура, а улогу узрока Х2 утицајна тежња средине у 
којој се ж:ица хлади. 

У случају кад је распоред коефицијената а и р у пољу хейiероzен, 

тако да су ти коефицијенти функције положаја тачке, стање v у тачки 
s, а у тренутку t, може се сматрати као резултат суперпозиције 
бескрајнога низа елементарних стаља 

која се у току времена мељају по законима облика 

(313) 

где су 

Wt = Clule-гj/, 
1112 = С2 и 2 е-'21 , 

\Vз = С:;изе-Јзt, 



ЛЕТИМИЧНИ ПОГЛЕД НА КОНКРЕТНЕ ПРИМЕНЕ АЛГОРИТМА д" 371 

константе независне од времена и положаја тачке; 

функције положаја тачке за које је други релативни извод облика 

(а и Ь константе), а r један променљив параметар; 

су вредности тога параметра одређене као корени извесне трансцен­

дентнеЈедначине 

(314) <р(г) =О, 

формиране помоћу интеграла и једначине 

(315) 

и граничн:их погодаба. 

На такав се случај наилази, нпр. у појави rюступног хлађења жице 

неједнаке дебљине, или са неједнаким распоредом материјала тако, да 

се густина, специфичка топлота и проводљивост мељају од тачке до 

тачке жице. За корене једначине (314) доказује се да ,;:;у сви реални и 
позитивни. Функције и k имају тада особине сличне особинама сину са и 

косинуса ум:нож:ених углова што фигуришу у Fопriег--овим редовима. 

Свака од њих мења знак пролазећи кроз нулу. Прва међу њим:а, фун­

кција и 1 што одговара најмаљем корену r1 једначине (314), задржава 
један исти знак дуж целог поља. Функција и 2 мења једанпут знак изме­

ђу крајњих тачака поља функција t(1 два пута итд. Али размаци између 

узастопних тачака у којима једна, :ма која, од тих функција :м:ења знак, 

нису међу собом једнаки, као што је случај код сииуса и коси:нуса: они 

се мењају са распоредом констаната а и Ь, односно о: и ~, тј. са распо­

редом специфи:чких особина материјала у фепоменском nољу, и то по 

одређеним законима, упоредо са променама распореда материјала који 

непосредно утиче на вредности коренаједначине (314). 

Тако, кад се на једноме крају поља коефицијенат ~ (што у овде 
посматраној конкретној појави значи повеti.ати емисиону моh, чија 

јачина зависи од материјала и степена глаткости спољне површне 

жице) сви се корени rk повећавају и тачке у којима функције uk 

мењају знак удаљавају се од тога краја поља. 
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По истеку једнога, довољно дугачког, размака времена свако се 
од елементарних стања 

(316) 

неосетно разликује од неутралног стања 

u1 =О 

коме оно асимтотно тежи. Пре но што то буде и са резултујуhим ста­

њем (v), као суперпозицијом стања (316), наступиhе један тренутак кад 
се стање (v) неосетно разликује од елементарног стања 

и према томе lie у толико брже тежити своме асимтотном, неутралном 
стању у колико је веhи корен r1 једначине (314), тј. у колико је веhи 
коефицијенат ~· 

Под исти тип појава потпадају и флуктуације електрицитета по 

жици у променљивом режиму, при бочном губљењу електрицитета и 

локалним и тренутним погодбама сличним онима о којима је напред 

била реч. 

35. ПРИМЕР ФИЗИЧКОГ ПРОБЛЕМА ОБРАЂЕНОГ ПОМОЋУ 
ОСОБИНА АЛГОРИТМА L1 2 

Кад се арматуре електричног кондензатора, помоhу спроводне 

жице, споје са земљом или међу собом, кондензатор се испражњава. 

Испражњавање није тренутно; за време, за које оно траје, кроз спрово­

дну'жицу креhе се електрицитет- струја испражњавања- и налази се 

у тзв. йроменљиво.м режиму. Интензитет и смисао струје, услед индук­

ционих утицаја, мењају се од једнога тренутка до другог и проучавање 
тих промена саставља теориЈу континуалног и осцилаторног испра­

жњавања кондензатора. 

Теоријски је доказано и експериментом потврђено да карактер 

испра:жњавања зависи на првоме месту од релативних величина елек­

тричног отпора и коефцијента селф-индукције спроводне жице, и од 

капацитета самога кондензатора, и да Је према тим величинама ис­

пражњавање континуално или осцилаторно. 

У првоме случају интензитет струје у почетку је једнак нули, за­

тим расте, дости:же један максимум после кога стално опада до нуле; 

електрично оптереhење кондензатора стално опада од своје првобит­

не вредности до нуле. 
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У другом случају у жици се јављају електричне осцилациЈе; 
смисао струје наизменце је, и у врло кратким размацима времена, по­
зитиван и негативан; електрично оптереhење кондензатора такође је 

наизменце позитивно и негативно. 

Теорију појаве поставили су Thomson, Helmholz и Kirchoff, поша­
вши од принципа одржања енергије и комбинујуhи га са Аmреrе-овим 

електромагнетним и Јоulе-овим термичким законом. Она даје могуh­

ност да се одреди утицај појединих физичких фактора на ток појаве, на 

дужину електричних таласа, брзину вибрација итд. и да се унапред, ра­

чуном, одреде промене у појави проузроковане варијацијама отпора, 

капацитета селф-индукције итд. 

Али у тој теорији електричних осцилација непрестано се прет­
поставља да су ти фактори, што утичу на ток појаве, као: отпор, ка­

пацитет итд. нейро.менљиви у току ове. Теорија се тада своди на про­

учавање једне линеарне диференцијалне једначине другога реда, која 

је увек интеграбилна и чији интеграл, који је врло простог облика, до­

пушта да се проуче све појединости појаве. Нађени резултати потвр­

ђени су експериментом и у томе погледу нема се шта додати ономе 

што се веh зна. 

Међутим, та теорија оставља недодирнуте оне случајеве у којима 

се поменути фактори, што битно утичу на ток појаве, такође и сами 

.мењају у Шоку ове и тиме је комплицирају. Често се дешава и само по 

себи, а може се на много начина постиhи и нарочитим експериментал-· 

ним средствима, да се или отпор спроводника, или капацитет конден­

затора, или коефицијенат селф-индукције спроводника или сви ови 

фактори једновремено мељају са временом, било по познатим и уна­

пред датим законима, било и без тачног познаваља тих закона. Појава 
тада постаје сложенија, али поједине љене особитости остају сличне 

онима што одговарају непроменљивим факторима и чине да се појава 
ипак може у појединостима проучити. И у таквим случајевима испра­

жљаваље кондензатора може бити .моноШоно или осцилаШорно, што 

искључиво зависи од релативних величина и начина варијација отпора, 

капацитета и коефицијента селф-индукције. 
У овоме последљем случају, кад је испражљаваље осцилаторно, 

стварају се алтернативне струје сличне онима код обичнога ис­

пражљавања при сталним утицајним факторима, али са том битном ра­

зликом што им осцилаторне периоде нису више сталне. На тај начин 

стварају се, дакле, алШернаШивне aupyje са йро.менљиви.м йериоgа.ма~ 
Теорија се тада своди на йроучавање функције која за gpy'iи рела­

Шивни извоg L1 2 и.ма јеgну оgреЬену и йознаШу функцију времена. Ди­

ференцијалне једначине до којих се тада долази, изузевши ретке слу­

чајеве, не могу се експлицитно интегралити и, према томе, изгледало 
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би да је теорија појаве нем:огуhна. Али искоришhујуhи напред показа­
не везе између појединости извода д 2 (у) и одговарајуhе му функције у, 
обрада те теорије постаје могуhна и доводи до резултата сличних 
онима при непроменљи:вим утицајним факторима. То he бити показано 
у овоме што следује. 

* 
* * 

Потражимо најпре аналитички израз за други релатив:ни извод 
д2 од кога he зависити ток појаве како при непроменљивим, тако и 
при променљИвим утицајним факторима. За тај циљ биhе употре­
бљени принципи на којима су Thomson, Helmholz и Kirchoff основали 
теорију обичнога испражњавања, а то су: 

а) принцип одржања енергије; 
б) закони електромагнетне индукције; 

в) принцип трансформације електричне енергије у топлотну. 

У о чим о кондензатор (сл. 16) чије ар матуре А и В нека су напуње­
не количинама Q и ·--Q електрицитета. Вежимо обе арматуре спровод­
ном жицом чији се капацитет може занемарити и узмимо још да се у 

саставу тако образованог електричног система налази и какав извор 

електромоторне силе Е, нпр. какав електрични елеменат или батерија. 

R 
Сл.lб 

Према цринципу одржања енергије, у бескрајно малом размаку 

времена dt, целокупна енергија, произведена електромоторном силом 
употребљенога из.вора и испражњавањем кондензатора, једнака је 

збиру: 

1 о количине топлоте развијене отпором спроводне жице; 
2° промене електромагнетне енергије у систему за време dt. 
Означимо тада са: 

Е електромоторну силу коју даје употребљени извор; 

l интензитет струје произведене испражњавањем кондензатора; 
Р електрични отпор спроводне жице; 
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L коефицијенат селф-индукције спроводне жице; 

Q електрично оптереhење кондензатора; 
С капацитет кондензатора; 
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q притицај индукције (flux d'induction) проузрокован спољним 
узроцима и КОЈИ пролази кроз спроводну жицу. 

Тада, као што је познато: 

1 о енергија, произведена електромоторном силом Е у размаку 
времена clt, биhе 

E/dt; 

2° енергија, развијена Испражњавањем кондензатора у томе раз­
маку времена, а која одговара његовој разлици потенцијала 

биhе 

3° количина топлоте, развијена отпором спроводника жице, биhе 
по Јоulе-овом закону 

4° промена електромагнетне енергије у систему једнака је, према 
основном закону електромагнетне индукције, интензитету струје Ј по­

множеном диференцијалом збира притицаја q спољне индукције и при­
лива LJ селф-индукције произведе самом струјом што пролази кроз жи­
цу. Та he промена, дакле, бити 

или 

Ј· d(q+Ll). 

Отуда се, према принципу одржања енергије, добија једначина 

EJdt + JQ dt = RI2dt +Ј· d (q + L/), 
с 

Q dq dJ dL 
Е+-= RJ +-+L-+J-. 

С clt dt dt 

Али је, усвојивши уобичајену погодбу да се сматра као позитиван 

интензитет струје испражњавања кад ова постаје умањавањем елек­

тричноr испражњавања кондензатора 
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Ј=- dQ 
dt 
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и према томе се последња једначина може написати у облику 

(317) 

То је најопштија диференцијална једначина појаве. Она је другога 

реда, линеарна по количини Q и вреди па на ма који начин се мељали 
утицајни фактори 

С, R, L, Е, q. 

Кад је начин мељаља тих фактора познат, интеграцијом једначи­

не добија се електрично оптереhеље Q као функција времена t; помоhу 
тога добијају се и сви остали подаци потребни за теорију. Приметимо 

само да, према распореду слике 16, Q означује електрично оптереhеље 
арматуре А кондензатора; оптереhеље арматуре В биhе тада -Q. 

Кад нема индукције произведене спољним утицајима, или ако је 

ова непроменљива у току појаве, биhе 

и једначина појаве постаје 

Ако у саставу система нема никаквог извора електромоторне си­

ле, једначина постаје 

Ако је, при томе, и утицај спољне индукције непроменљив, или га 

и нема, једначина се своди на 

Напослетку, ако су у овоме последљем случају отпор, капацитет и 

коефицијенат селф-индукције непроменљиви за време појаве, једначи­

на се своди на линеарну једначину другога реда са сталним коефиције­

нтима и без независног члана 
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(318) L d2Q +R dQ +_!_Q =О. 
dt 2 dt с 

која служи као основица обичној теорији испражњавања кондензато­

ра. А ова се, као што је познато, у главним својим цртама, састоји у 

овоме: 

Интеграцијом једначине (318) добија се 

где су г1 и г2 корени квадратне једначине 

R 1 
г2 +-г+-= О 

L CL ' 
дакле, дати обрасцима 

Према томе, да ли је 

R>2њ или R<2њ, 
корени су реални или имагинарни. Интеграционе константе С1 и С2 
одређују се на тај начин да за t = О буде 

Q =првобитном оптерећењу Q0 , 

а интензитет струје Ј= О, према чему се имају две једна чине 

с]+ с2 = Qo, 

из којих је 

где Је 

г1 С 1 + г2С2 =О, 

~ 
а=~41Ј-а' 
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Кад су корени r1 и г2 реални, биhе 

(319) 

а ако су корени имагинарни и ако се стави да је 

добија се 

(320) 

-~( R ) Q = Q0 е 2L cos ~t + 
2 
~L sin ~t , 

Rt 

Ј = __QQ_ е -и siп ~t. 
~LC 

Карактер испражњавања различав: је према томе да ли су корени 

r1 и г2 реални или имагинарни, тј. према томе да ли је решење 

проблема изражљиво обрасцима (319), или обрасцима (320). 
У првоме случају испражњавање је моноШоно. Електрично опте­

реhење кондензатора, које у почетку има вредност Q0 , опада поступно 

и непрекидно до нуле, пошто Је 

R 
->а 
2L ' 

па he промене електричног оптереhења у току времена бити нр ед­
стављене сликом 17. 

--~--------------------------------
о t 

Сл.17 
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Интензитет струје у почетку је једнак нули, затим расте, достиже 

свој максимум после кога стално опада до нуле, што је оличено сликом 
(18). Време што одговара максимуму интензитета одређено је условом 

Ј 

о 

из кога се добија 

d/ =о 
dt 

Сл.18 

или 

(_в_ - а) е2ш = _в_ + а. 
2L 2L . 

па ће, дакле, максимум наступити у тренутку 

R 
-+а 

t = _L_ log -=2=L'--_ 
2а R 

--а 
2L 

t 

У другоме случају Q и Ј биће периодично-амортизиране функције; 
у спроводнику се јављају алтернативне струје, наизменце позитивне и 

негативне, и испражњавање кондензатора је осцилаШорно. Електри­

чно оптерећење, које је у почетку има вредност Q0 , опада, постаје јед­

нако нули, затим негативно, достиже Један негативан минимум, затим 
. . . 

расте, постаЈе поново Једнако нули, достиже Један позитиван макси-

мум, после кога опет опада итд. као што је представљено сликом 19. 
Вредности времена, што одговарају овим наизменичним максиму­

мима и минимумима, одређене су једначином sin ~t =О, из које се доби­
јају те вредности 

t = nrc = nrc . Г (n=1,2,3, ... ). 

~ ~~L --::2 
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Q 

о t 

Сл.19 

Саме максималне и минималне вредности оптереhења биhе 

R1t 

први максимум +Q0 , први минимум -Q0 e 2L~ 

2R1t ЗR1t 

други максимум +Q0 e 2 L~, други минимум -Q0 e 2
LP, итд. 

Те вредности опадају, дакле, као чланови геометријске постепе­

ности код које је апсолутна вредност количника 

R1t 

г= е 2L~. 

Осцилације су правилне и имају за периоду: 

У случају кад је вредност 

R2 1 
4

L2 врло мала наспрам LC , 

што he бити кад су осцилације врло брзе, та he периода бити прибли­
жно представљена Thomson-oвим обрасцем 

Т= 2rcfLC. 
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Интензитет струје у почетку је једнак нули, затим расте до једног 

максимума, после кога опада до нуле, постаје негативан и опада до јед­

ног минимума; од тада поново расте итд., што је оличено у сл. 20. 

Ј 

о t 

Сл.20 

Тренуци t, што одговарају максимумима и минимумима интензи­
тета, одређени су условом 

dl =о 
dt 

који доводи до једначине 

а ова се своди на једначину 

(321) sin ~t = ±~-JLC, 

што показује да се ма која два таква узастопна тренутка разликују ме­
ђу собом за једну сталну количину. Саме максималне и минималне 

вредности интензитета биhе 

Q R8 Q _ _в_(8+~) 
+--e-2L __ о_е 2L ~ • 

-JLC ' -JLC ' 

+ 
Qo - 2RL ( 8+ 2;) Qo - 2RL ( 8+ з;). 
Ще , - Ще , 

где је е најмањи позитивни корен једначине (321). Те вредности опада­
ју, дакле, поступно као чланови геометријске постепености. 
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И елею.'рично оптереhење и интензитет струје испражњавања 
имаЈу, према томе, наизменце максимуме и минимуме, али који су све 

мањи у току времена и теже нули. 

Сви наведени обрасци, а који су йослеgице израза за gру2и рела­
iuивни uaвog функције 

а то Је 

Re 
z = Qe 2L, 

L12(z) =- ---l ( 1 R
2

) 

L С 4L ' 

дају могуhност да се до појединости проучи начин на који се измењује 
порва кад се за 

C,R,L 

узимају разне вредности, сталне у току једне исте појаве, али промен­
љиве од једне такве појаве до друге. А. Edlund, Feddeiseп, Moutoп, Hertz и 
др. физичари експериментално су потврдили све те теоријске резул­
тате. 

* * * 

Све што је горе казано претпоставља да су фактори 

C,R,L 
о о 

непроменљиви за време траЈаља ПОЈаве и да у саставу система нема ни-

какве електромоторне силе нити индукције произведене спољним уз­

роцима. 

Али често се и само по себи дешава, а мшке се и нарочитим екс­

перюvrенталним диспозицијама учинити, да се који од тих фактора ме-· 

ња у току појаве, било по каквом закону који је непосредно дат, или се 

може сазнати, било и без тачног познаваља тог закона, али тако да се 

знају границе између којих се креhу те промене. У једноме своме рани­

јем раду ја сам изнео разне физичке начине за такво мењање 

поменутих фактора, основане веhином на мењању једне дужине у току 

времена по каквоме познатом закону. 

У очима, дакле, случај кад се у току појаве мења који од утицајних 

фактора 
C,R,L,E,q 

или више њих у исти мах, на који од таквих начина. Појава се тада сво­

ди на линеарну диференцијалну једначину другога реда са йро . .менљи­
вим коефицијен:тима и независним чланом 
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(322) 

Претпоставимо најпре да у саставу система или нема никакве еле­

ктромоторне силе и никаквог спољнег индукционог утицаја, или, ако 

их има, да се ти фактори мењају у току времена тако да за све време 

трајања појаве разлика 

буде једнака нули. 

dq -Е 
dt 

Први услов је лако испунити уклонивши из састава система све 

изворе електромоторне силе, као: електричне елементе, индукционе 

м:ашине итд. и изолујуhи га од свих спољних индукционих утицаја. 

Други се услов може практички остварити учинивши да се елек­

тромоторна сила Е и прилив индукције q мењају са временом, нпр. по 
физички лако остварљивим законима 

гд,3 почетна јачина Е0 електромоторне силе требало да буде 

па he тада бити 

211:~ 
Е ----·­
о- т ' 

dq -Е== О 
dt 

и пој ана се своди на линеарну хомогену једначину другога реда 

(323) 

где су коефицијенти непознате функције Q и љених извода промен­
љиви у току времена. 

Ако се стави да је 

(324) 
, rR у -- -dt 

Q:= -/ie 2·L , 

једначина (323) постаје 
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(325) 
d2y 
dt2 + ro(t) У= о, 

где је ro(t) експлицитна функција времена t дефинисана обрасцем 

~ 1 1 d (R d ) 1 (R d )
2 

co(t)= ---- -+-logL -- -+-logL 
CL 2 dt L dt 4 L dt 

Дpyzu релайlивни извоg функције 

йо времену t и.маhе, gакле, за израз 

дz(у) = -ro(t), 

и према томе he карактер и ток појаве зависити од облика функције 
ro ( t). Свакој појави испражњавања кондензатора, па на ма који начин 
у њој варирал:и са временом утицајни фактори С, R, L, одговара по 
једна таква функција; она he, према својој улози у појави бити њена ка­
ракй1ерисй1ична функција. 

У специјалном случају, кад су С, R, L непроменљиви у току појаве, 
карактеристична функција се своди на 

~ 1(1 R2
) со ( t) = const. = - - - - · 

> L С 4L ' 

у другим случајевима то he бити функција времена t, увек позната кад 
се зна начин на који се :мењају поменути утицајни фактори. 

Али карактеристична функција своди се на константу и у бескра­

јно :много других случајева, кад су ти фактори праве функције времена 

t. Нека је наведен овај пример такве појаве, који је лако и физички 
остварити: претпоставимо да фактор L остаје непромељен у току поја­
ве, а да се фактори R и С :мењају периодички по законима 

R =К +Hsin yt, 

С= 1 
А + В cos yt + D sin yt + Е sin 2 yt 

где су 

A,B,D,E,H,K 

позитивне константе такве да Је 

В= уН 
2 ' 

D=KH 
2L' 

нz 
E=-

4L 
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Карактеристична функција и:маhе тада сталну вредност 

~ А К m(t) =-- --
L 4L2 ' 

и ако се та вредност означи са h, електрично оптереhење кондензатора 
мењаhе се у току времена по закону 

или по закону 

Kt Hcosyt 1 --+--
Q = L ( cl sin t-Га + Cz cos t-Га) е L Ly 

према знаку количине !t. У првоме случају испражњавање је континуа­
лно, а у другоме осцилаторно. У оба случај оно је слично обичноме ис­

пражњавању при непроменљивим факторима С, R, L, са том разликом 
што због присуства фактора 

Н cosyt 

е Ly 

вредност електричног оптереhења Q непрестано осцилује око оних 
вредности које би одговарале испражњавању при сталним С, R, L, а пе­
риода тих осцилациза Је она иста што одговара периодичким варијаци­

јама отпора и капацитета. Слично важи и за варијације интензитета 

струЈе са временом. 

Али у пракси се најчешhе има посла са случајевима кад поменути 

утицајни фактори не задовоЉавају такве услове, па је карактеристична 

функција rо(t)појаве права функција времена t, за коју је експлицитна 
интеграција диференцијалне једначине (325) немогуhна. 

Међутим, пошто је у таквим случајевима познат израз другог 

релативног извода L1 2(y) у облику функције -m(t), то се применом 
ставова о зависности особина функције у од особина тога извода, може 

сазнати велики број појединости функције у, и то баш оних које су го­

тово једине од интереса у физичком погледу за теорију појаве. Такве 

би појединости биле, нпр. ове: довољно приближна слика о времен­

ском току појаве; о начину на који електрично оптереhење конденза-
. . 

тора и интензитет струЈе што пролази кроз спроводну жицу, варира]у 

са временом; о облицима кривих линија које графички представљају 

ток тих варијација: о нулама, максимумима, минимумима тих линија; о 

њиховим деформацијама кад се који од поменутих фактора мења итд. 

О таквим he појединостима појаве, као йослеgица.ма особина из­
воgа .6. 2 (у), бити реч у овоме што следује. 
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* * * 
Карактеристична функција W (t) појаве, једнака релатИВНО М ИЗБО­

ду д2 (у) са промељеним знаком, има ту основну особину да од љеног 
знака у Једноме датом размаку времена, нпр. од t = t1 до t = t2 , зависи 

смисао и карактер испражљаваља кондензатора. Та је зависност иска­

зана у овим двама ставовима: 

1. У ма коме размаку времена (t1, t2 ), у коме је карактеристична 

функција непрестано неzаШивна, електрично оптереhеље кондензато­

ра не може про,м:енити знак више од Један пут: пре и после те промене 

испражљаваље је уопште .моноШоно. 

2. У ма коме размаку времена (t1, t2 ), у коме је карактеристична 

функција непрестано йозиШивна, испражљаваље је уопште осцилаШо­

рно и у жици се јављају алШернаШивне сШрује са сталним или промен­

љивим периодама. 

То следује непосредно из ранијих ставова о изводу д2 (у), приме­
љених на функцију у која има за други релативни извод функцију ro ( t). 
Међутим, пошто се електрично оптереhеље Q, према обрасцу (324), 
добија кад се интеграл у једначине (325) помножи фактором 

(326) 
_ _!_Ј в_dt 

е 2 L 

(чије се варијације тачно знају), то у нарочитим изузетним случајеви­

ма, при варијацијама нарочите врсте тога фактора, монотони или ос­

цилаторни карактер испражљаваља може бити измељен, што је могу­

hе испитати и сазнати у свакоме датом конкретном случају. 

У општем случају, фактор (326) (осим изузетних начина варијаци­
ја коефицијента селф-индукције L), тежи нули при бескрајном рашhе­
љу времена t, па се љегова улога у појави састоји у томе да слаби раш­
hење ойШереhења Q (у позитивном или негативном смислу) у случају 
кад је испражљаваље монотоно, а да поступно а.морШизира осцилације, 

тј. да им скраhује амплитуде, у случају кад је испражљаваље осцилато­

рно. 

У исто време, из ранијега следује овај резултат: 

Кад је карактеристична функција йозиШивна у размаку времена 

(t1, t 2 ), па се са М и N означе највеhа и најмаља вредност коју та фун­
кција има у томе размаку, елекШрично ойШереhење конgензаШора he у 
исШоме размаку времена йромениШи знак најмање онолико йуШа коли­

ко и.ма целих јеgиница у броју 

(327) (tz- t1)-JN _ 1 
' 1С 
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а највише онолико йуйlа колико и.ма целих јеgиница у броју 

(328) (t2- t!)Гм 2 -'---"----'-'---'---- + . 
1t 

Приметимо да се, као што то мора бити и по самој природи ства­
ри, бројеви (327) и (328), што одређују једну доњу и једну горњу грани­
цу мењања знака електричног оптереhења, не мењају каg се буgу мења­

ле јеgинице мере за факйlоре С, R,L. О томе непосредно уверавамо во­
деhи рачуна о димензијама тих фактора, које су: 

1 о У елекйlро-сйlаiiiичком сисйlему: 

2° У елекйlро-ма'iнейlном сисйlему: 

Заменом тих израза за димензије у обрасцу 

- 1 1 d (R d . ) 1 (R d )
2 

ro(t) = ---- -+-logL -- -+-logL 
CL 2 dt L dt 4 L dt 

налази се да је димензија карактеристичне функције и у електро­
-статичком и у електро-магнетном систему [Т-2 ]. Изрази 

су, дакле, нулте димензије и, према томе, неhе се променити кад се бу­

ду промениле основне Јединице мера за дужину, масу и време: ти су из­

рази, па дакле и бројеви (327) и (328), айсолуйlни бројеви као што је и 
требало очекивати. 

Из горњег се става, а за случај врло лаганих осцилација може из­

вести и једна интересантна графичка конструкција за одређиваље бро­

ја промена знака ~ектричног оптереhења у датоме размаку времена 

(tl, t2). 
Замислимо конструисану криву линију 

z=ro(t), 

узевши време t као апсцису, а z као ординату. Нека су АВ и АН највеhа 
и најмања ордината те криве у размаку (t1, t2 ). Пренесимо те две ду­

жине на једну исту праву АВ, почевши од А и на исту страну од те та­

чке. Са супротне стране тачке А, а на исту праву АВ, пренесимо дужину 

АС = 1 и од С дужину СЕ једнаку дужини размака (t1, t 2 ), претпостав-
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љајући да су све количине, које се овде преносе као дужине, изражене 

у јединицама С· G · S. Над дужинама СВ и СН опишимо полукругове; 
затим из тачке А повуцимо праву DK управну на СВ до пресека D и К 
са полукруговима. Тачку С саставимо са D и К и продужимо саставну 
праву до пресека Е и G са правом EG повученом из Е управно на СВ. 
Напослетку, ректифицирајмо круг описан над СА као пречником и 

тако ректифицирану дужину одмеримо дуж праве EF, почевши од Е; 
нека су Р1 , Р2 , Р3 •.. тако добијене крајње тачке пренесених дужина. 

Е 

С А Е н в 

Сл. 21 

Тада према горњем ставу и овде извршеној конструкцији: 
Електрично оптерећење кондензатора промениhе у размаку вре­

мена (t1, t2 ) знак најмање онолиико йуйlа колики је број йlачака Pk 
шйlо се налазе на размаку EG (йошйlо се Шај број смањи за јеgиницу ),а 
највише онолико йуйlа колики је број йlих Шачака на размаку EF 
(йошйlо се йlај број йовеhава за gве јеgинице). 



ЛЕТИМИЧНИ ПОГЛЕД НА КОНКРЕТНЕ ПРИМЕНЕ АЛГОРИТМА 11." 389 

Јер према конструкцији је 

EF- CE·AD- (t2 -tl)~AC·AD -( ) ГМ· 
- АС - АС - t2- tl "\fJVJ' 

EG _СЕ ·АК _ (t2 - t 1 )~AC ·АН _ ( _ ) Гјј 
- АС - АС - t2 t1 "\IIV, 

а поред тога Је 

Неколико ставова, који he сад бити наведени, а који следују из 
ранијих ставова о зависности особина другога извод ~ 2(у)и одговара­
јуhе му функције у, исказују везу што постоји између начина варијације 

карактеристичне функције m(t) и величине осцилаторне периоде, сма­
трајуhи као осцилайlорну йериоgу размак времена између двају узасто­

пних тренутака у којима електрично оптереhење мења знак. За вели­

чину периоде важе ови ставови: 

1. Кад је карактеристична функција йозиШивна и непрестано ойа­
gа, док t расте од t1 до t2 , йepuoga йосйlаје све gужа иgуhи og t 1 go t 2 , 

- - - . n 
али неuресшано осшще .мања og ГN . 

2. Кад, док време расте од t = t1 до бескрајности, карактеристична 

функција непрестано ойаgа, али остаје непрестано йозийlивна и асим­
тотно тежи каквој коначној и од нуле различној граници А, електрично 

оптереhење u.мahe бескрајно .мноzо осцилација за йlо вре.ме,· осцила-

йlорна йepuoga йосйlаје све gужа али не йрелази zраницу .:ff: , йlежеhи 
аси.мйlойlно йlој zраници. 

На тај начин, после извеснога времена периоде се приближно из­

једначавају, као у случају обичнога испражњавања кондензатора са 

сталним факторима С, R, L и постају све приближно једнаке броју -~. 
. "\IA 

Може се десити да граница Л, којој тежи карактеристична фун­

кција, буде једнака нули. Осцилаторна периода постаје у току времена 

све дужа и бескрајно расте. Тада се јавља питање: да ли he тада број 
осцилација остати коначан или he бескрајно расти? За решење питщьа 
потребна је дубља дискусија, коју је могуlшо извести на основу ранијих 
ставова о другоме релативном изводу. 

З. Кад, у посматраноме размаку времена, вредност карактеристи­

чне функције непрестано лежи између два позитивна броја N и М, ос-



390 ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ АЛГОРИТАМ 

цилаШорна йериоgа he се, йо својој gужини нейресШано налазиШи у 
размаку из.ме!Ју бројева 

n n 
Гм и Гн' 

тако да се њена дужина изражава у облику 

n 
~N +8(М -N)' 

где је е један број који лежи између О и 1. 

4. Кад је карактеристична функција йозиШивна и непрестано 
расте док t расте од t1 до t2 , осцилације електричног оптереhења се 

све више зzушњавају; осцилаторна периода йосШаје све краhа иgуhи og 
- - - - n t 1 go t 2 , али ири шо.ме не ирелази 2раницу {М. 

Па ако, док t расте од тренутка t1 до бескрајности, карактеристи­

чна функција непрестано расте, остајуhи при том позитивна и тежећи 
каквој коначној граници J.l, периода постаје поступно све мања и тежи 

n 
граници~· 

Та променљивост осцилаторне периоде јесте оно што битно раз­

ликује испражњавање кондензатора са променљивим капацитетом, 

отпором и коефицијентом селф-индукције, од обичнога испражњава­

ња са непроменљивим тим факторима, при чему је периода непромен­

љива за све време трајања појаве. 

Код тога обичног испражњавања кондензатора, ако овај није у 

вези са каквим извором електромоторне силе, амплитуде електричних 

осцилација постају све мање и бескрајно опадају кад време расте, па се 

појава поступно гаси и то после извесног времена постаје неосетна. 

Узрок је томе, са чисто рачунске стране, тај што је реални део корена 

карактеристичне квадратне једначине 

R 1 r2 +-r+- =О 
L CL ' 

што одговара диференцијалној једначини појаве 

. ф . R 
увек неzаШиван, пошто Је кое ицијенат - увек позитиван. 

L 
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Међутим, при испражњавању кондензатора са променљивим ка­
пацитетом, отпором и коефицијентом селф-индукције, може се десити 

~а амплитуд~ осцилација час расту, час опадају. Јер у диференцијалној 
Једначини поЈаве 

од које зависи њен карактер, коефицијенат члана са Q увек је позити­
ван, али коефицијенат 

l(R + dL) 
L . dt 

извода dQ може бити позитиван или негативан, према начину мењања 
dt 

електричног отпора и коефицијента селф-индукције у току времена. 

Тако, ако је отпор довољно слаб, а коефицијенат селф-индукције 
опада у размаку времена (t1, t2 ), и то тако да је 

dL_ < -R 
dt ' 

коефицијенат извода dQ биће непрестано негативан у томе размаку, 
dt 

па амплитуде осцилација могу све више расти. 

Испитиваље начина варијације амплитуда било би од великог ин­

тереса са чисто физичког гледишта, али he се аналитичке тешкоће, ко­
је оно задаје, моћи савладати тек онда кад буде дубље проучена веза 

између особина релативног извода ~ 2 (у) и одговарајуће му функције 
у. Проблем је од нарочитога интереса са овога гледишта: кад би он био 

решен, било би могућно наћи експерименталних диспозиција које би, 

спречивши оно нагло опадање осцилаторних амплитуда, што задаје то­

ликих тешкоћа експерименталном проучавању осцилација, биле у ста­

њу продужавати размак времена у коме су осцилациЈе осетне. 

Међутим, већ и ово што је овде изложено, а оснивајуlш резултате 

на ономе што се зна о особИнама другога релативног и;звода ~2 (у), 
даје могућност да се у појединостима квалитативно проучи начин ме­

њања електричног оптерећења у току испражњавања кондензатора. 

Криве, које графички представљају начин тих варијација, сличне су 

онима при обичноме испражњавању: оне осцилују изнад и испод осо­

вине времена (сл. 22 и 23). Према знаку карактеристичне функције и 
о о о 

начину на КОЈИ се ова мења у току времена, периоде осцилациЈа постаЈу 

све краће, али не смањујући се преко одређене границе, или све дуже, 

при чему могу расти и до бескрајности. У првоме случају осцилације се 
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згушњавају, а у другом се разређују, а ово разређивање може иhи и до 

бескрајности. Испражњавање кондензатора може бити у једноме раз­
маку времена монотоно, а у другоме осцилаторно, а може у целом 

размаку задржати један исти карактер, што ће, као што је показано, . 
зависити од облика карактеристичне функције, једнаке другоме рела­
тивном изводу са промењени~ знаком. 

Сл. 22 

о 

Сл.23 

Сам број електричних осцилација зависиhе на показани начин од 

вредности карактеристичне функције у посматраноме размаку време­

на; он се може по вољи повећавати или смањивати удешавајући експе­

рименталне диспозиције тако, да карактеристична функција има у 

датоме размаку времена што мању или што већу позитивну вредност. 

Осцилације могу по облику бити и компликованије од оних при 

обичноме испражњавању. Крива, што их графички представља, може 

осциловати око криве која представља електричне осцилације при 

обичном испражњавању; она може имати и по више максимума или 
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минимума између двају тренутака у којима електрично оптереhење 
мења знак (сл. 24) итд. 

Q 

о t 

Сл.24 

Кад је тако појава проучена у погледу мењања оптереhења, лако 

је проучити је и у погледу мењања инШензиШеШа сШрује исйражња­

вања која се креhе кроз спроводну жицу. Из обрасца 

види се: 

l =- dQ 
dt 

1 о да је, за све време за које електрично оптереitење Q расШе, ин­

тензитет струЈе неzашиван; 

2° да је, за све време за које оптереhење ойаgа, интензитет струје 
йозиШиван; 

3° пошто су функција Q и њен извод по времену увек коначне и 
континуалне функције времена, то, према Rolle-oвoj теореми, у разма­

ку између ма којих двају тренутака у којима оптереhење мења знак, 

интензитет струје бар једном (а може и више пута) мења знак; 
4° тренуци у којима интензитет струје мења знак одговарају оним 

вредностима у којима електрично оптереhење достиже своје макси­

муме и минимуме. 

* * * 
Од интереса је још упоредити међусобно ток појаве у више разних 

прилика, при којима се неки од фактора С, R, L мењају на један исти 
начин, а други на разне начине у току више експеримената. 
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Замислимо, нпр. да се у току једне појаве електрични отпор и ко­

ефицијенат селф-индукције мељају по каквим познатим законима, а да 
капацитет кондензатора остаје за то време непроменљив. То би се, 

нпр. постигло помоhу каквога равног кондензатора, чије би арматуре 

остале за све време испражљаваља на једном сталном међусобном ра­

стојаљу, а испражљаваље би се вршило преко каквог апарата који у 
свакоме тренутку меља отпор и коефицијенат селф-индукције (нпр. 
помоhу реостата). 

У колико би био измељен ток појаве, честина осцилација, осцила­

торне периоде електричног оптереhеља кондензатора и интензитета 

струје, кад би, задржавајуhи све остале прилике непромељене, повеhа­

ли или смаљили међусобно растојаље арматура кондензатора, али 

тако да оно остане стално за све време новога експеримента и да се 

два експеримента разликују само по величини тога растојаља? 

Исто тако може се, нпр. у току једнога експеримента изменити 

капацитет и коефицијенат селф-индукције, а да отпор остане сталан; 

какве би тада измене у току појаве изазвало смељиваље електричног 

отпора новим отпором, веhим или маљим од првобитног? 

На таква питаља може се одговорити применом ранијих ставова о 

другоме релативном изводу. Из љих, нпр. следује да: 

Свака ексйерименШална gисйозиција, која uge на Шо ga йовеhа 
вреgносШ каракШерисШичне функције у йосмаШраноме размаку вре­

мена, изазива йовеhање броја елекШричних осцилација у Шоме раз.ма­

ку, а смањује осцилаШорну йepuogy. 

Тако, умаљаваљем капацитета кондензатора повеhава се вред­

ност карактеристичне функције, и ако се међусобно упореде два експе­

римента у којима се отпор и коефицијенат селф-индукције мељају на 

један исти начин, а капацитет је у првоме експерименту веhи него у 

другом, у првоме he честина електричних осцилација бити веhа, а ос­
цилаторна периода маља, но у другом. Међутим, повеhаваљем отпора 

смаљује се честина осцилација, а повеhава се осцилаторна периода. 

Али се у томе може иhй још даље. 

Замислимо да се у току једнога експеримента отпор и коефиције­
нат селф-индукције мењају на који било начин, а да капацитет конден­

затора остаје сталан за све време експеримента. Кад би се тај капаци­

тет сменио неким другим, такође сталним за време експеримента, ве­

hим или маљим од првобитнога, та би измена изазвала измену честина 
осцилација и љихових периода, и то тако да, у једноме размаку време­

на (t1, t2 ) ти елементи зависе од вредности t1, t2 и узете вредности капа­

цитета. Сам начин те зависности може се проучити помоhу особина 

једначине изводнице везане за појаву, а о којим је особинама била реч 
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у ранијим излагањима особина функција чији други релативни извод 

l1 2(y) садржи линеарно један променљив параметар. 

Пођимо од једначине 

(329) L12(y) = -&(t) 

на чије се проучавање своди теорија електричних осцилација при ис­

пражњавању кондензатора и где је 

~ 1 1 d (R d ) 1 (R d )
2 

ro(t) = ---- -+-logL -- -+-logL 
CL 2 dt L dt 4 L dt 

Ако се стави да је 

1 1 
С =А, L = !J(t), 

1 d (R d ) 1 (R d )
2 

--- -+-logL -- -+-logL = /2 (t), 
2 dt L dt 4 L dt 

једначина (329) постаје 

(330) 

где је А променљив параметар. Нека је 

Ф(Л) =О 

једначина изводница извода l1 2(y) дефинисаног једначином (330), што 
одговара датоме размаку времена (t1, t2 ) и двема константама h и k. 

Ако се пусти да h и k варира ју од нуле до бескрајности, корени 

изводнице варираhе такође, али сваки у своме размаку, ван кога ни­

како неhе изаhи; два таква размака, што одговарају двама различним 

коренима, никад се ни тотално, ни делимично не поклапаЈу. 

Означимо са (Л 11 ) размак варијација корена "-п· Тада, према рани­
је наведеној особини функције чији други релативни извод садржи ли­

неарно један променљив параметар, може се исказати овај став: 

Број елекШричних осцилација у йојави, у размаку времена (t 1, t 2 ) 

јеgнак је ран'iу n, умањеном за јеgиницу, оно'iа размака (Л. n) који о б ух-

- - -1--- -
ваша рециирочну вреgносш С каиацишеша конgензашора, или самоме 
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illo.мe ранzу [ово последње у случају кад се вредност _!_ налази између 
с 

два таква размака (Л") и ( А 11 + 1 )]. 

У колико је капацитет веhи, у толико је нижи ранг размака ( Л,Ј 
који садржи изврнуту вредност капацитета; према томе, у толико је 

мањи број електричних осцилација у датоме размаку времена. Са опа­

, дањем капацитета тај број постаје све веhи и број осцилација све више 
расте. Осцилаторна периода, напротив, услед тога опада. 

Упоредимо међусобно бројеве електричних осцилација у датом 

размаку времена (t1, t2 ), у различним експериментима у којима се от­

пор и коефицијенат селф-индукције мењају на један исти начин, а ка­

пацитет има сталне вредности у Једноме истом експерименту, а разне 

вредности од једнога експеримента до другог. 

Претпоставимо да је у једном експерименту капацитет толики да 

се њеrова изврнута вредност 

Л= _l_ 
с 

налази у размаку (Л- 11 ), или између размака (Л") и (Лп+Ј), а у другом 
експерименту у размаку ( А 11 + 1 ), или између размака ( An+J) и ( An+ 2 ). 

Број осцилт(ија у йрво.м ексйери.менШу биhе n- 1, или n, а у gpyzo.м n 
или n+ 1. Тренуци у којима електрично оптереhење у првоме и другом 
експерименту мења знак, а у размаку времена (t1, t 2 ), следују наизмен­

це један за другим и то тако, да оптереhење најпре мења знак у једном 

експерименту, па затим у другом, и тако наизменце, као што показуЈе 

слика 25. 

l 

о t 

Сл.25 
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И уопште, ако се међусобно упореде два експеримента, од којих 
1 

првоме одговара за -размак ( Л 11 ), а другоме размак ( Л11 + 1 ), k-ти тре-
С 

нутак, почевши од t = t1 , у коме електрично оптереhење мења знак у 

првоме експерименту, наилази после k-тог, а пре (k + р)-тог тренутка у 
коме оптереhење мења знак у другоме експерименту. 

Пошто је у размаку времена (t1, t2 ), кад је испражњавање конден-
затора осцилаШорно, услов 

увек испуљен [јер други релативни извод 1). 2 (у) мора тада бити йози­
Шиван], то, према ранијем ставу, оптереhење кондензатора за капаци­

тет такав да се Л налази у размаку (Л 1 ) не мења ни једанпут знак у раз­
маку (t1, t2 ) и има у њему један максимум или један минимум. Зfi капа­

цитет такав, да се Л налази у размаку (Л2 ), оптереhење мења једанпут 
знак у томе размаку времена и у овоме достиже један свој максимум и 

један минимум; максимум (или минимум) оптереhења у првоме експе­

рименту лежи између овога максимума и минимума у другоме експери­

менту. И уопште: 

Максиимуми и минимуми елекШричноz ойШереhења за кайаци­

ШеШ за који се Л налази у размаку (Лn+I) раз,qвојени су максимумима и 
минимумима ойШереhења шШо оg2оварају кайациШеШу за који се Л на­

лази у размаку (Лn). 

Упоредимо још међусобно два експеримента, један за који је ка­

рактеристична функција 

ro(t) = ЛiЈ + !2 

и други за који је та функција 

m(t) = Л<р, + <р2, 

где су / 1, .f2 , <р 1 , <р 2 , дате функције времена t. 
Ако је у размаку времена (t1, t 2 ) за све позитивне вредности Л 

непрестано 

ТЈ. 

и ако се корени изводница у првоме и другом експерименту означе са 

· Л 1 , Л 2 , Л3 , ... 

џ,,, Џ-2, Џ-з, .. · 
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онда, према ранијем ставу, корен А 11 биhе веhи од корена 11
11 
истога ра­

нга, а тренуци t у којима електрично оптереhење у првоме експериме­
нту (ономе што одговара капацитету А11 ) наступају после тренутака t 
истога ранга у којима оптереhење у другоме експерименту (ономе што 
одговара капацитету /l,J мења знак. 

То исто важи и за тренутке у којима електрично оптереhење кон­
дензатора достиже своје максимуме и минимуме. 

* * * 
До сада је било претпостављена да у саставу система у коме се 

врши испражњавање кондензатора, или нема никакве електромоторне 

силе и никаквог спољнег индукционог уплива, или, ако их има, да се 

обоје тако са временом мењају, да разлика 

dq -Е 
dt 

буде једнака нули за све време испражњавања. 

Претпоставимо сад општији случај: да систем садржи и какав из­

вор електромоторне силе Е и да је, под индукционим упливом каквога 

спољнег магнетног поља, чији притицај нека је q, а да се обоје мењају 
по каквим познатим законима у току времена. Ако се тада и капацитет 

кондензатора, отпор и коефицијенат селф-индукције такође мењају са 
временом, теорија проблема своди се на интеграцију и дискусију једне 

линеарне диференцијалне једначине другога реда са променљивим 

коефицијентима и апсолутним чланом. Такве једначине, не само да се 

у општем случају не могу интегралити, веh су неприменљиви и закљу­

чци изведени у овоме што претходи и који важе за случај кад Је Јед­

начина без апсолутног члана. 

Међутим, интеграција је ипак могуhна у појединим специјалним 

случајевима и код нарочитих експерименталних диспозиција. Тако, ако 

се за време експеримента капацитет кондензатора, отпор и коефи­

цијенат селф-индукције не мењају, интеграција је могуhна па ма по 

каквом се закону мењала електромоторна сила Е и притицај спољне 

индукције q. Једначина се тада своди на линеарну једначину другога ре­
да са сталним коефицијентима и променљивим апсолутним чланом, а 

такве се једначине увек могу интегралити. 

Тако, нпр. ако се електромоторна сила производи каквом махи­

ном за алтернативне струје, биhе 

(331) Е= Е0 sin 2n_i_, 
т 
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па ако су, при томе, капацитет, отпор и коефицијенат селф-индукције 

непроменљиви, проблем се своди на интеграцију једначине 

чији општи интеграл има један од облика 

(332) 

или 

Rt t t --
(333) Q = Asin 2n- +в cos 2n- +е 2L ( cl sin ш+ с2 cos at), 

т т 

где су С1 и С2 произвољне константе, А и В константе одређене двема 
Једначинама 

2n RA+(_!._- 4n2L)R =О 
т с Т2 ' 

(
_!.__ 4n2L)л- 2nR в +Е = 0 
с Т2 т о ' 

r1 и r2 корени квадратне једначЈtне 

R 1 
r 2 +-r+- =О 

L CL ' 

а а константа чија је вредност 

ГlJi2 
а= ~Ci-41}' 

Појава се дешава као да је остала суперпозицијом двају разних 

испражњавања кондензатора: једнога обичног (без електормоторне 
силе) и једнога које бива по простоме сину сном и косинусном закону и 

које се такође може лако проучиту у свима својим појединостима. Ек­

спериментална диспозиција била би шематски представљена сликом 

26; спроводна жица, кроз коју се врши испражњавање, у вези је са ме­
талним оквиром MNOP који се окреhе око осовине АВ у магнетном 
пољу чије су линије сила управне на обртној осовини (или уопште, који 
је у вези са каквом махином за алтернативне струје). Тим обртањем 
изазива се у металном оквиру електромоторна сила која се у току вре­

мена мења по горе означеном закону (331). 
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Q р 

Сл.26 

Такав би се исти случај имао кад би се притицај спољне индукције 

q мењао периодички у току времена. Тако би, нпр. било кад би се у сас­
таву система налазила каква метална мембрана која би трептала под 

утицајем електромагнета. Ако је Т периода тих вибрација, q he се ме­
љати са временом по закону облика 

А . t q = а + 1-' sш 2 n-, 
т 

где су а и ~константе. Диференцијална једначина појаве би била 

где је и једна или друга од двеју функција 

И= 2n~ cos 2n_!_ 
т т' 

2n~ t . t 
и == -- cos 2 n- - Е0 sm 2 n-, 

т т т 

према томе, да ли се у саставу система налази електормоторна сила Е 

или не. 

У оба случаја електрично оптереhење Q биhе изражено обрасци­
ма облика (332) или (333), само што he константе А и В бити у неколи­
ко промељене. Теорија појаве не би се ниуколико разликовала од ма­

лопређашње. 

Напослетку, ако се у саставу система налази каква стална елек­

тромоторна сила Е (произведена, нпр. електричним елементом или ба­

теријом) и ако капацитет кондензатора остане непромењен за све вре­

ме појаве, онда на ма који се начин мењали отпор и коефицијенат 
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селф-индукције, могуhно је у појединостима проучити ток појаве и ка­
рактер електричних осцилација на исти начин, као и у случају кад се у 

саставу система не налази никакав извор електромоторне силе. Јер 

диференцијална једначина појаве тада је 

општи интеграл ове једна чине је 

Q=-CE+V, 

где је V општи интеграл једначине 

а ова је у овоме што претходи проучена до појединости. Криве, што 
графички представљају законе по којима електрично оптереhење и . . 
интензитет струје варираЈу у току времена, нису ништа друго до такве 

криве што одговарају испражњавању кондензатора без икакве елек­

тромоторне силе у саставу система, али само померене испод апсцисне 

осовине за сталну дужину СЕ. 

* * * 

На исти израз за други релативни извод L\ 2 и исте закључке као у 

проблему испражњавања електричних кондензатора, наилази се и у 

другим појавама, сасвим друге конкретне природе. Такве би појаве, 

нпр. биле ове: 

1" осцилаторно кретање клатна са сталном или променљивом ма­
сом:, трењем материјала и отпором средине кроз коју се креhе; 

2° осцилаторно кретаље течности у пресавијеној цеви, на којој је 
једна страна отворена, а друга затворена, пошто се ова затворена стра­

на нагло отвори. 

Ако се означи са: 

т маса клатна; 

у елонгација клатна у тренутку t; 
f специфични отпор средине кроз који се клатно креt1е; 

h специфична сила која тежи да врати клатно у равнотежни поло-
жаз; 

F отпор трења, 
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закон кретаља клатна у првој апроксимацији добија се интеграцијом 

л:инеарне диференцијалне једначине другога реда 

. d 2y dy 
т-+ f-+hy =F. 

dt 2 ' dt 

Једначина је истога облика као и она при испражњаваљу конден­

затора, само што елонгација у игра улогу електричпог оптереhеља Q, 
коефицијенат ј игра улогу коефицијента 

R dL +­dt, 

коефицијенат ћ замељуЈе реципрочну вредност капацитета, а F за­
мељуЈе количину 

dq -Е. 
dt 

Кад коефицијенти једначи:не 

(334) т, f, /1, F 

остају непроменљиви у току појаве, имао би се случај потпуно аналог 

обичноме испражњаваљу кондензатора и коефицијенат.fби играо уло­

гу електричног отпора спроводне жице, а F улогу електромоторне си­
ле са промељеним знаком. Осцилације би биле представљене аморти­

зирапо-периодичким функцијама, као и у случају испражњаваља кон­

дензатора; амплитуде осцилација биле би све маље у току времена и 

напослетку би се потпуно угасиле. 

Кад су коефицијенти (334) променљиви за време појаве, кретаље 
клатна било би потпуно аналого осцилаторним флуктуацијама елек­

трицитета при испражљаваљу кондензатора са променљивим капаци­

тетом, електричним отпором, коефицијенто:м селф-индукције, прити­

цајем спољне индукције и електромоторном силом. 

Иста диференцијална једначина, исти израз за извод д 2 и исти за­
кључци важе и за осцилаторно кретање течности у савиЈеНОЈ цеви. 

Улогу електричног оптереhеља играла би у тој појави висина течног 

стуба. 
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Између gва pa~ua на УниверзиШеШу у Бeozpagy излазила је серија 
Преgавања на Беоiраgско.лt yнuвepзuiiieiiiy. Behuнa ових књиzа zшuа­

.мйане су среgсй1шша Заgужбине Луке Ћеловиhа Требињца (1854-1931), 
jegнoz og највеhих goбpmuвopa УниверзULuей1а у Бeozpagy. Пореg ове 
изложене књиzе, Михаило Пе(йровиh је у овој серији објавио joUL gва 
уџбеника Eлuiiiuuчкe функције, Бео2раg 1937. и Инiiieipaцuja gиферен"" 
цијалпихјеgначина iio.мohy реgова, Бeozpag, 1938; йоgробније у књизи 
Заgужбине и фонgови Бeoipagcн:oi универзиШеiiiа, Публикације Рек­

ШораШа, књ. 58, Бeozpag, 1940, сШр. 353-370. 
Мноzа своја изgања Срйска краљевска акаgемија је објавила среg­

сй1вима gоброШвора који су свој имей1ак завеULШали овој научној 

усШанови. Тако је ПеШровиhева књиzа Јеgан gиференцијални алiо­

риШам и њеiове iipuмeue објављена йомоhу Фонgа Пере К. Јовановиhа 

(1852-1900), йoз11muo'i айОluекара Округа кра2ујевачко2; йоgрбоније у 
књизи Заgужбине и фонgови, Срйска краљевска акаgемија, Сйоменu .. 
це, књ. 8. Бeozpag, 1936, сШр. 93-98. 



ПЕТРОВИЋЕВИ ИНТЕРВАЛИ И 

ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ АЛГОРИТАМ 

У овој књизи Сабраних gела Михаила ПеШровиhа изложене су две 

монографије: Рачупање са бројпи.м размацима (Београд, 1932) и Jegan gифе­
репцијални aлiopuiiiaм и њеiове iipuмene (Београд, 1936). Прва је књига ви­
ше година коришhена као редовни уџбеник за студенте математике на Фило­

зофском факултету у Београду, док су се другом књигом користили студенти 

и други математичари, слушаоци ванредног Петровиhевог течаја о присуству 

алгоритма А"(у) у теорији диференцијалних једначина (Универзитет у Бео­

граду, 1936-1940). Да бисмо пружили општи увид у ове значајне Петровиhеве 
књиге, покушали смо да утврдимо, како је све то почело и развијало се у делу 

Михаила Петровиhа. Јер, рад на начуни:м монографијама и универзитетским 

уџбеницима има посебно место у делу овог најзначајнијег српског математи­

чара. 

1 

Од доласка на Филозофски факултет Универзитета у Београду (22. ок­
тобар 1894) Михаило Петровиh није полагао нарочиту пажњу састављаљу, 
писаљу уџбеника за своје студенте математике. Припадао је групи професора 

која је сматрала да ову врсту стручних књига не треба писати у младости, веh 

у годинама потпуне стручне зрелости када се наставник у целости "офамили­

јари" у предмету и успе да га доведе до нивоа угледних страних уџбеника. Све 

ово треба nостиhи у процесу и са жељом уношења и својих оригиналних при­

лога до којих је наставник дошао у дужем временском периоду. Тако је и би­

ло. Још за време школовања и усавршавања на Faculte des Sciences и Ecole Nor­
шale Sнp6Iieuгe у Паризу, Михаило Петровиh увидео је да у младости треба ра­

дити на науци, што више исказати себе на пољу оригиналних прилога.! Мате­
матичке науке траже младог одважног човека, пуног знања са добро завр-

1 О Петровиhевом школоваљу у Паризу подробније је писано у књизи Д. Три­
фуновић, ЛеШойис живоШа и paga Михаила ПеШровиhа, САНУ, Београд. 1969, 
стр. 78-128. 
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шеном школом. А то је Петровиh све имао. Примери су му били француски 

математичари. Професор Пенлеве, само неколико година је старији од Пе­

тровиhа, затим "чудо" младог Поенкареа, а пре свих и понајвише, оснивач са­

времене француске математичке школе, професор Ермит, чији је животопис 

и научио дело млади Петровиh веома добро упознао.2 
Супротно својим претходницима у математици Србије, Петровиh од пр­

вих дана ради интензивно у науци и заступа став да универзитетска настава 

може достизати своје врхове само преко науке. Без добре школе, нема добре 

науке, и обратно, сматрао је Петровиh. У овим важним настојаљима на Вели­

кој школи, примарно му је било да лично ствара у науци. Вратио се из Париза 

пун зацртаних идеја, скицираних расправа, програма, савремене литературе, 

те није случајно да у првим годинама рада на Великој школи објављује веома 

запажене расправе у тада најугледнијим часописима великог света.З Каква но­
вост, каква cpeha за научну средину Београда. По први пут Србија је имала 
потпуно квалификованог математичара оригиналног ствараоца. Убрзо је 

Петровиh изабран за дописног члана Академије природних наука у Српској 

краљевској академији (било му је 28 година),4 Југославенске академије знано­
сти и умјетности и академија наука Чешке и Пољске. 

У обновљеној Србији Петровиhеви претходници на Лицеју и Великој 

школи радили су супротно. Два нематематичара (!) Атанасије Николиh и 
Емилијан Јосимовиh целог радног'века састављали су математичке уџбенике 

за лицејце и великошколце. У њихово време, то је било неопходно, а сводило 

се на неуспела посрбљавања страних књига.5 Они су били "математичари" без 
иједног научног или стручног прилога, или бар неког покушаја. Једноставно, 

науком се нису бавили, нису ни могли (први је био по струци агроном. а други 

архитекта). Доцније, Богдан Гавриловиh по доласку из Будимпеште са док­

торатом наука (1887), првих 10-15 година посвеhује се искључиво \'Џбен:ицима 
за потребе великошколаца.б Најдрагоценије време за научни рад у матема­
тици изгубио је. Тек, 1900. године Гавриловиh се јавља са првом расправом, да 

2 М. Петровић, Француска мaiUe.лшiUuкa, Летопис Матице српске 100 (1926), 3, 
стр. 207-220. 

З Наводимо наслове неколико часописа: Matheшatische Aпnalen (З расправе), Acta 
шatheшatica (1), Aшerican Joш'llal of Matheшatics (3), Rendiconti del Circolo Mateшatico di 
Ра!еt-шо (4), Bulletin de !а Societe шatheшatique de Fгance (!4), Coшptes гendus des seances de 
1 'Acadeшie des Sciences - Paгis (30) и други. 

4 За дописног члана Српске краљевске академије Михаило Петровић је изабран 
S. фебруара 1897, а за редовног члана 4. фебруара 1899 .. У ово време, од математичара 
чланови Академије су били: Димитрије Нешић, професор Велике школе и Петар Ј. 
Живковић, професор Београдске реалне гимназије. 

S А. Николић је саставио два уџбеника: Алzебра, Београд, 1839, стр. 258 и Еле.лtе­
нШарна zeoмeiitpuja, Београд, 1841, стр. 226, а Е. Јосимовић: Начела вшие маШе.маШи­
ке у Шри часйlи, Београд, 1858, 1860, 1872. и Пракrliична zeo.мeiUpuja, Београд, 1862, 
стр. 116. 

6 Б. Гавриловић, АналиШичка zеомеiПрија тачке, йраве, круzа rt коничних йре­
сека, Београд, 1896, стр. 938; Теорија gеrТiерминанай1а, Београд, 1899, стр. 288. 
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би 1907. године престао са научним радом. Био је, дакако, веома искрен према 
себи:7 Слично је било још са неколицином математичара на Великој школи, 
односно Универзитету у Београду. 

Петровиh је сигурно добро поступио. Да је неким случајем започео рад 
као његови претходници, пропао би, а развој математичких наука у Србији 

био би заустављен; ж:ивот у науци наставио би се без резултата, био би пра­
зан. Стваралачки рад у математичким наукама сигурно би био одложен до по-­
јаве Јована Карамате средином 20-их година овог века. 

Како је и шта, заправо, Петровиh предаво студентима математике? Из 
Париза је донео програме и француску уџбеничку литературу из које је и сам 
учио. На овим основама почео је да гради своје течајеве. Ту су доминирале 

ручне књиге Ермита из више алгебре, Пикара из математичке анализе, Гур­

саов курс калкулуса, Пенлевеа из диференцијалних једначина и других. То је 

било Петровићево полазиште и, свакако, не у обиму париских течајева, већ у 

знатно скромнијем приступу прилагођеном времену и приликама на Великој 

школи у Београду. На nримеру Поенкареовог течаја из математичке физике, 

Петровић је веома рано увидео да аналитичка ыеханика, теоријска физика 

треба да се развијају на универзитетском нивоу уз присуство математичких 

предмета. Тако се и догодило, да се на групи математике Филозофског факу­

лтета у Београду оснује катедра за примењену математику која је обухватала 

рационалну механику, небеску Nrеханику и математичку (теоријску) физику.S 
У првим годинама рада студенти математике правили су белешке са 

Петровиl1евих предаваља. Било је и такмичења чије ће бити боље и лепше ис­

писане. Професор је предлагао да се користе поменутим уџбеницима Богдана 

Ганриловића из аналитичке геометрије и линеарне алгебре. Посебно је исти­

цао уџбенпк свог професора Димитрија Нешића.9 Упознавао их да Војна ака­
демија објављује квалитетне уџбенике, 10 а није изостала ни страна литера­
тура. У очи Првог великог рата студенти су већ имали литографисана скрипта 

По йреgавањи.ма йроф. gp Мих. Пeiupoвuha. Ове, уредно писане руком, табаке 
одобравао је професор, али без ауторизације. Скрипта су била у употреби је­

дно време и после рата, нарочито за студенте математике који су били омете­

ни ратом (нпр. генерација Тадије Ж. Пејовића и друге). Из њих су учили Јован 

Карамата, Милош Радојчић, Станимир Фемпл, ... Сачувана је колекција ових 
литографисаних Петровићевих предаваља, те се може сазнати шта је, како и 

7 П. Перишић- Д. Трифуновић, МаШемаiПичар Бо2gан Гавриловић- Живот и 
gело, Београд. 1 994, стр. 64. 

8 Први професор примењене математике на Филозофском факултету био је 
Коста Стојановић којег hc заменити Милутин Миланковиh школске 1909/10. године. 

9 Д. Нешић, Алzебарска анализа I и Il, Београд, 1883, стр. 592 + 690. 
10 То су поэнати уџбеници Димитрија Даниhа, професора Војне академије у Бео­

граду. 
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колико Петровић предавао на додипломском: курсу теоријске математике на 
Филозофском: факултету .11 Наводимо наслове ових та бака. 

Предаваља проф. др Михаила Петрови:ћа 

Литографисани: табаци: 

1909-1912 (1924). rод. 

ОСНОВИ ТЕОРИЈЕ ДЕТЕРМИНАНАТА, 14 арака12 или 56 страна; 
умножено у "Новој литографији", Београд, Теразије З. 

АНАЛИТИЧКА ГЕОМЕТРИЈА У РАВНИ, 22 а. или 88 стр.; приредио 
П. Шевић, студ. мат. 

АНАЛИТИЧКА ГЕОМЕТРИЈА У ПРОСТОРУ, 14 а. или 56 стр. 
ОСНОВИ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНОГ РАЧУНА, 23 а. или 92 стр. ; прире­

дили Н. Бошковић и М. Маринчић, студ. мат.; умножено у Литографији К. М. 

Бојковића, Београд, Поенкареова 21. 
ОСНОВИ ИНТЕГРАЛНОГ РАЧУНА, недостаје. 

АЛГЕБРА, недостаје. 

ТЕОРИЈА ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХ ЈЕДНА ЧИНА, 20 а. или 80 стр.; ум­
ножено у Литографији К. М. Бојковића, Београд, Поенкареова 21. 

ЛИНЕАРНЕ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНЕ ЈЕДНА ЧИНЕ, 5 а. или 20 стр. 
ГЕОМЕТРИЈСКА ПРИМЕНА ДИ ФЕРЕНЦИЈАЛНИХ ЈЕДНА ЧИ­

НА, 12 а. или 48 стр. 
ПАРЦИЈАЛНЕ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНЕ ЈЕДНА ЧИНЕ, 12 а. или 48 стр., 

приредио Ст. Петковић, студ. мат. 

Ово је практично, цео крус теоријске математике Михаила Петровића 

који је држан до средине 20-их година. Течајеви су били кратки, језгровити и 

методички лепо замишљени. Нема претериваља у садржају, а Французе не 

прихвата у целости. Узео је љихову скелу, али себе исказао у жељи да у прво 

време што више поједностави курс. Да ли је то било добро? Код сваке део­

нице излаже теорију (теореме са доказима), а потом следе урађени примери и 

"рангирани" задаци. 

Као илустрацију овог ПРВОГ ПЕРИОДА ПетровИћевих писаних (лито­
графисаних) предаваља, укажимо па појединости из течаја Теорија gиферен­

~~ијалних јеgнасшна. Једноставним поређељем долази се до сазнаља да 

се садржај овог Петровићевог течаја задржао све до 60-их година у предава­

љима професора Тадије Пејовића на Природно-математичком факултету у 

Београду.13 Неоспорно, овај податак указује на присуство конзервативности у 

11 Петровиhев потnун крус теоријске математике у табацима припадао је Мило­
њи Јојиhу, професору Шесте мушке гимназије у Београду, а сада се налазе код писца 
ових редова. 

12 Арак је реч латинског порекла (aгcus =лук) која означава табак хартије од 
четири стране димензија 21 ,З х 33, 7 у ст. 

13 Реч је о вишегодишњем Пејовиhевом течају из диференцијалнихједначина до 
егзистенције решења, односо варијационоr рачуна. 
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настави која је довела до застарелих програма, а који су дуго били присутни 
на Филозофском:, односно Природно-математичком: факултету у Београду. 

Приметимо, да Петрови:h ни: речи није унео из основа квалитативне ин·· 
теграције диференцијалних једначина. Сматрао је да то није за наставу, веh 

само за научни рад. А при анализи појединих деоница у течају, редовито иза­

ставља "надградљу". Рецимо, юща излаже затворен израз за решаваље линеа-· 

рне диференцијалне једначине првог реда, он се не упушта у анализу ове фор­

муле, изоставља понашаље интеграла једна чине у бесконачности и слично. 

Увида ради, поменимо садржај бар једног Петровиhевог течаја. 

ГЕОМЕТРИЈСКА ПРИМЕНА ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХ ЈЕДНА ЧИНА. 

Увоg. Заgаци који се своgе на gиференцијалне јеgначине Ј pega. О орГйо2о­
налним ШрајетсШоријама. Заgаци који се своgе на gиференцијалне јеgначине JI 
и lll pega. Примена у йоларним коорgинастtама. Примене у йpociiiopy. Линије 
кривина йовршина (за обрШне и развојне йовриtт-tе). Гeogeзujcl(e линије на 

uоврищни. 

Упадљив је и Петровиhев добар и плодоносан манир, да се често позива 

на стране изворе са навођељем тачног имена писца и наслова дела. Када неки 

исказ захтева више времена у настави, кад је по садржају обиман, професор 

слушаоца уnућује на стране кљиге. На пример, у Парцијалним gиференцијал­

ним jegнaчuнa.llia код функционалних детерминаната, Петровиh исказује тео­

рему, а за љен доказ вели: "Доказ има код Beгtгand-a, t. !, р. 65". Овакви случа­
јеви су чести и указују на професорову жељу, да будуhи м:атематичари још за­

рана упознају и прихвате рад на страној литератури. А библиотека Математи­

чког семинара Филозофског факултета била је пребогата и могла да одгово­

ри захтевима својих корисника. 14 
Петровиhеви литографисани табаци не обилују задацима и отвореним 

проблемима, Слушаоце је упуhивао на збирке задатака професора Raffy-a ко­
је је и сам решавао у Паризу. А како је Мијалко Ћириh, по доласку са студија 

у Паризу, објавио збирку задатака у два дела, у којој су и.зложени скоро сви 

задаци са Confeгeпcie de М. Raffy са Faculte des Scieпces, то је Петровиh у rv'Iате­
матичком семинару био потпуно задовољан овим делом: наставе, 15 

Be:h је поменуто да су ови Петровиhеви течајеви били нетешки, за сту­
денте веома приступачни. Професор је успео да састави врсту "средњег курса" 

прихватљивог за сваког. Такав је био Михаило Петровић у настави до краја 

радног века. Ако је неко желео више, професор је предлагао стране кљиге, 

часописе и у Семинару пружао корисне савете. То је био случај са студијама 

Јована Карамате и Милоша Радојчића. Практично, они су преко Петровиhе­

вих табака дознавали само основни садржај течајева, а сам предмет изучавали 

из стране литературе. Из ових разлога, сигурно није случајно, да се обојица, и 

14 О библиотеци Математичког семинара Филозофског факуЈiтета, коју су не­
мачки фашисти спалили 17. октобра 1944, погледати у књизи наведеној под 1. 

15 М. Ћириh, Проблеми uз gиференцијалноz и щ-uuezpaлнoz рачуна, Први део, 
Београд,.1890, стр. 324; Други део, Београд, 1891, стр. 436. 
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Карамата, и Радојчић, одмах по завршетку студија јављају са научним распра­

вама, а убрзо су дошле и њихове докторске дисертације. Ј б 
Поменимо на крају, да изложени курс теоријске математике не садржи 

ниједан течај геометрије (елементарна, нееуклидска и пројективна). То је 

била велика рана и мана Петровиhеве Школе. Све до појаве Милоша Радојчи­

ћа 30-их година, геометрије као самосталне научне дисциплине и предмета на 

Филозофском факултету није било.17 Такође, курс је без савремених области 
анализе, комплексне променљиве још нема, а вектори су ван сваког домашаја. 

Налети Вајерштраса, Кантора, Дедекинда и конзервативца Кронекера нису 

допирали и тек при крају Петровићеве наставе почињу да добијају прве обри­

се и то у настојаљима љегових ученика, наследника у Математичком семи­

нару. 

Тако се завршио йрви йepuog уџбеничке литературе Михаила Петро­

вића. Његови овде анализовани табаци пожутелих листова стоје данас као 

вредан експонат у будућем музеју Универзитета у Београду. Они су предиван 

споменик једноЈ\! времену којег се често треба присетити. Овај период већ 

"припада историји, оном херојском добу кад је мала Србија стварала своју 

културу и успевала да и својим културним постигнућима продире у свет".l8 
дlЈУГИ период литографисаних Петровићевих предаваља почиље сре­

дином 20-их година. Постепено се мељају услови за рад. Програми теqајева се 

проширују, постају садржајнији. Све је у успону, и настава на Универзитету, и 

научни рад. Придошла је руска научна емиграција, угледни професори, декан 

Физичко-математичког факултета Харковског универзитета Никола Н. 

Салтиков, затим ректор Универзитета у Одеси Антон Д. Билимовић, ректор 

Кијевског универзитета Никола М. Бубнов19 и други. Већ видно стасавају 
младе снаге у Математичком семинару- Тадија Пејовић, Јован Кара:мата и 

Милош Радојчић, а студенти математике оснивају своје Удружеље. Све је по .. 
стало плодотворно и било у успону. Настава на Универзитету и научни рад 

добијају нове посленике. Курс теоријске математике више се не полаже скуп­

но већ по течајевима, што је много значило у развоју научних предмета. Поја­

вљује се часопис PнЬJications matheшatiques de l'Universite de Belgrad (1932. г.) ко­
ји се сврстава међу пајзначајније тог времена.20 Све је ово имало видног ути­
цаја на обим и садржај курса теоријске математике. Петровић више није сам; 

многе течајеве преузимају његови наследници - Т. Пејовић, Ј. Карамата, 

Н. Салтиков, М. Радојчић. И они сада граде своје ручне кљиге за потребе 

16 Д. Трифуновиh, Тиха и усрgна моли!Iiва Милоша Pagojчuha, Народна књига, 
Београд,1995, стр. 318. 

17 Исто. 

18 Р. Кашанин, Зборник радова Математичког института 3 (1953), стр. VIII. 

19 По доласку у Београд, Никола Бубнов, највећи познавалац историје броја, 
убрзо је отишао на тек основан Љубљански универзитет на којем је радио до краја жи­

вота (1943. г.). 

20 О овом часопису који и данас излази, најбоље је погледати Преzлеg изgања 
МаСйема!Iiичкоz инсйiийlуйiа, Београд, 1986, стр. 284. 
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предмета којег предају.21 Њихов професор био је среh.ан и тешком муком 
стишавао радост због свега тога шта види око себе. У познатој скромности, 

коју је пренео и на своје ученике, није мога.о да одустане и да не напише осврт 

на тако набујало дело математичких наука у српском народу: Maiiie.мaiiiuчкu 

uнciiiuiiiyi'й на Беоzраgско.м универзиШеШу - кошница научноz paga. 22. При 
излагању обиља резултата признатих од света науке, доктората математичких 

наука који се сада по први пут полажу у Београду, гостоваља београдских ма­

тематичара на странимуниверзитетима, Петровиh пиј е заборавио да помене 

плодан рад својих студената који издају и: часопис Математички весник 

(1933. г.).23 Било је професору Петровиhу веома пријатно и задьвољно је при­
хватио поруку математичке младости: "Путуј игумане, не бриr-ш за манастир". 

У раду на Петровиhевим ручним књигама највише је било ангажовано 

Удружење студената математике Београдског универзитета.24 Основано 
школске 1924/25. године, а уједиљено 1927. године са сличним удружењима у 
Загребу и Љубљани, Удружење ј.е веома озбиљно пришло сређиваљу Петро­

виhевих литографисаних књига.25 Као секретар Савеза удружења студент ма­
тематике Платон Димић и председник Савеза Н. Радовиli, а највише председ­

ник Удружења са Универзитета у Београду, студент математике Мирослав 

Ненадовић, учинили су све да додипломски Петровићеви течајеви буду сви 

објављени и редовно обнављани. 2.6 

При изради што потпуније библиографије Петровићевог дела, утврђене 

су следеће Петровићеве књиге - скрипта у саставу предмета теоријска мате­

м:атика на Филозофском факултету. п 

ОСНОВИ ТЕОРИЈЕ ДЕТЕР~viИНАНАТА, Београд, 1924, стр. 43; 
ТЕОРИЈА ИЗВОДА СА ПРИМЕНАМА, Београд, 1924, стр. 96; 
ИНТЕГРАЛНИ РАЧУН, Београд, 1924, стр. 64; 
ТЕОРИЈА ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХ ЈЕДНА ЧИНА, Београд, 1924, 

стр. 73; 

21 Нпр. Ј. Карамата, Виша алzебра !, Београд, 1936, стр. 192, in 4° (по предава· 
њима др Јована Карамате средили студенти математике Блажо Ивановић и Богдан 
Вујошевић; издало Удружење студената математике; литографија и штампарија Косте 
М. Бојковића, Београд, Скадарска 6). 

22 Политика од 8. маја 1938. 
23 О овом часопису и Удружењу студената математике подробније у књизи 

наведеној под 1. 
24 Исто. 
25 Тачан назив овог Удружења је "Савез Југословенских Студената Мате­

матике" (основано 21. октобра 1927). Почасни председник овог Саве:Ја био је Михаило 
Петровић. Приметимо да је Југословенско математичко друштво основано 1938. го­
дине у Београду. Председник овог Друштва био је професор Тација Пејовић. 

26 Најистакнутији чланови Удружења били су доцније позната имена науке и 
технике, нпр. академик Мирослав Ненадовић. Платон Димиh, проф. унив. и др. 

27 Библrюzрафrtја Михаила ПеiUровића у књизи наведеној под 1. 
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ГЕОМЕТРИЈСКА ПРИМЕНА ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХ ЈЕДНА ЧИ­
НА, Београд, 1924, стр. 42; 

ТЕОРИЈА ФУНКЦИЈА, Београд, 1924, стр. 96; 
ТЕОРИЈА АНАЛИТИЧКИХ ФУНКЦИЈА, Београд, 1925, стр. 244 

(2. издаље, Београд, 1928; З. издаље, Београд, 19З7); 
ОСНОВИ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНОГ РАЧУНА, Београд, 1925, стр. 91 

(2. издаље, Београд, 19З5); 
АНАЛИТИЧКА ГЕОМЕТРИЈА У РАВНИ, Београд, 1926, стр. 8З; 
АНАЛИТИЧКА ГЕОМЕТРИЈА У ПРОСТОРУ, Београд, 1926, стр. 54; 
ТЕОРИЈА ЕЛИПТИЧКИХ ФУНКЦИЈА, Београд, 1927, стр. 138 (2. из-

дање, Београд, 1928; З. издање, Београд, 19З7); 
ТЕОРИЈА РЕДОВА, Београд, 1927, стр. 40; 
ТЕОРИЈА АЛГЕБАРСКИХ ЈЕДНАЧИНА, Београд, 1927, стр. 204 (са 

Н. Н. Салтиковим); 

ИНТЕГРАЦИЈА ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХ ЈЕДНАЧИНА ПОМОЋУ 

РЕДОВА, Београд, 1929, стр. 117 (2. издаље, Београд, 19З7); 
ЕЛЕМЕНТАРНА ТЕОРИЈА ГРЕШАКА, Београд, 19ЗО, стр. 60. 

Како су године одмицале, предаваља су била све сложенија, јављају се 

нове области, све је некако квалитетније, а што је последица јачаља програма 

наставе теоријске математике, а понајвише развоја научног рада. Београд је 

постепено испуљавао услове који га стављају уз бок научних центара Европе. 

Скрипта су сада одштампана у облику кљиге. 28 Међутим, Петровиh и даље не 
намерава да изда эваничне уџбенике у високој штампи. Да ли чека "време зре­

ња" које је упознао далеке 1894. године у Паризу, или је по среди материјална 
немо.ћ 'Универзитета? Све је препустио Удружељу студената математике да 

учини љегова предаваља доступним. Ове књиге Петровиh сада ауторизује. 

Још је сам:, осим у случају течаја Теорија алzебарских јеgнацина који је преда­

вао са професором: Николом Салтиковом. Удружеље је показало високу зре­

лост у овим пословима и "спасавало своје професоре". И не само то. Поједин­

ци, по предаваљима Петровиhа или Карамате, састављали су веома добре уџ­

бенике који су :аастави значили много. Ових је књига било неколико и оне су 

цанас права реткост. По садржају одговарале су времену у којем су настале, а 

симболика и терминологија је као данашља. Поменимо овде само једну од 

ових кљига Теорија низова са йримери.ма и заgацим.а (Удружење студената 
математике, Београд, 19З9, стр. 206, in 8°), која у целости може и данас служи­
ти настави анализе. Вредно је навести шта у предговору ове кљиге пишу сту­

денти: "Овом књигом уз велике напоре и љубави према студијама, Удружељу 

и математици бореhи се са више него оскудним могуhностима и средствима 

дајемо математичкој литератури на нашем језику још један прилог. - Од свог 

осниваља (1924) до данас је Удружеље знатно олакшало студираље матема­
тике и припомогло развијаље наше скромне математичке литературе". 

28 Литографисан рукопис откуцан је писаhом машином, а не на табацима писа­
ним руком као раније. 
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Тридесетих година Петровић уноси више научних референци, као и сво­

је резултате, махом из дифренцијалних једначина и разних процена у анализи 

(примена неједнакости). Више је примера, а јављају се и отворени (нерешени) 
проблеми за научни рад. Преко Рикатијеве и биномне диференцијалне једна­

чине уводи деоницу о квалитативном испитиваљу решења дифсренцијалних 

једначина. И даље се код Петровића осећа присуство француске школе, 

одсуство геометрија,29 а теорије вектора још нема. За векторе је Петровић 
тврдио: "Како могу да изневерим свог професора Апела, па да кренем у не­

што непознато". Поводом овога, наведимо и речи Антона Билимовића: "IПто 

се тиче форме излагаља, Петровић се придржавао само класичних форама. У 

нову симболику, чак ни теорије множина, није хтео улазити, не из разлога 

што је ову сматрао неподесном, већ је говорио: ,Доцкан је'. Није се хтео слу­

жити векторским ни тензорским рачуном. "30 
У теорији функција, махом је окренут Кошијевом рачуну остатка, а из­

ложен је и одељак о комплексним функцијама реалне променљиве, што ће 

доцније знатно развити Јован Карамата. У течају Теорија аналий1ичких функ­

ција и на другим местима, препознајемо новог Петровиhа када уноси у течај и 

своје оригиналне резултате. То је оно право стање у настави које доводи до 

Школе са свим одликама по којима he се доцније ова Illкoлa препознавати. 
Овде налазимо његове трансценденте, како је називао специјалне функције. 

"Започео је проблем испитиваља класа функnија дефинисаних Тајлоровим 

редовима који имају особину да се из распореда љихових нула може закључи­

ти брзина раста тих функција у неком правцу"- наглашава Миодраг Томић.Зl 
Унео је у наставу и своја истраживаља функција дефинисаних одређеним ин­

тегралима чиме је допунио класичне Стилтјесове формуле и из тога извео низ 

особина функција дефинисаних одређеним интегралима. 

Поред француских аутора, сада се код Петровиhа запажа и присуство 

резултата немачких математичара, нпр. Вајерштраса, а знатније Кнопа. Про·· 

фесор и даље не води рачуна о потребним и довољним условима. Ипак, у ње­

говим кљигама сада се више oceha строгост у исказима дефиниција и теорема. 
Он и даље остаје свој, донекле конзервативан математичар, који не жели дя 

се удаљи од стечених знаља у младости. Био је и остао француски r;ак, како је 

рекао чувени Ели Картан при посети Београду почетком 1940. године.32 

29 Ево како математичари признају немоћ француске геометрије: "Геометрија је 
необично развијена у Италији, земљи већ више од једног века плејаде великих ге­
ометара. Изучавајући алгебарску геометрију површина они су истина стали на чистије 
геометријско гледиште од Емила Пикара али, као што је рекао Емил Борел, алге­
барска би геометрија без његових радова била веома саката" (према Ели Картану). 

30 А. Билимовић, Зборник радова Математичког института 3 (1953), стр. IX. 

31 М. Томић, Ма!ТtемаШuчке науке, САНУ и развој науке и уметности у Срба, 
књ. 1, Београд, 1989, стр. 13-34. 

32 Elie Caitan (професор на Сорбони), Улоzа Француске у ра.звоју .иа!Тtема!Тtике 
(са предговором Михаила Петровића), Публикација Југ. астр. друштва, књ. 2, Београд, 
1941, стр. 36; Иаuо, Сатурн 6 (1940), 4-5, 6-7 (превод Милорада Б. Протића). Ово је 
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Време другог периода Петровићевих кљига је доба нових области, 
проблема, као што су мера и интеграција, Хилбертови проблеми, хипотеза 
континуума, Клајнове групе, Канторова и Дедекиндова учеља и друго. Међу­
тим, свега овог и даље нема у Петровићевој писаној речи. Донекле, ову праз­

нину попуљавао је млади Јован Карамата објављиваљем својих течајева који 
су успешно заменили Петровиhева скрипта.ЗЗ 

Према неким наводима из 1938. и 1953. године, Петровићево обраћаље 
генерацијама студената математике (1894-1938) било је прихваћено од колега 
у Математичком семинару као дело велике снаге и упорности усамљеног нау­

чника огромног доприноса, талентованог предавача. "Петровић је у Србији 

био дуго једини професор чисте математике Филозофског факултета, па је 

према томе, стицајем околности, морао заступати целокупну математику. На 

тај начин у области наставе он је играо улогу "лекара целокупне медицине" у 
срезу. Таква улога би у потпуности окупирала просечног професора, али Пе­

тровић, са својим оригиналним талентом, није могао остати у положају "ере­

ског математичара".З4 А љегови студенти са којима је градио своје литогра­
фисане кљиге, шта су они понели од свог професора? Сигурно много, што 

показују потољи резултати у математичким наукама у српском народу. Један 

студент математике, чије име остаје непознато, при крају овог периода Пе­

тровићевих кљига, записао је следеће: "Али таквог уметника - предавача (М. 
Петровиhа- пр. пр.) никада нисам имао прилике да слушам. Предавајући тео­
рију функција и ин·геграцију диференцијалних једначина помоћу редова, еле­

zанШно, веutШо, језzровийiо, али јасно и йрецизно, као ga је све Шо срасло с 
њи.м, будио је уметно студенту неодољиву жељу за продубљиваљем разних 

области математике. Зрачило је из љега стваралаштво које је слушаоцу раз­

вијало осећаље за финесе математике као Сунце раст биља. То је уродило 

плодом. За релативно кратко време придонели су љегови ученици доста на­

претку математике."З5 
Крајем 1940. године др Драгослав С. Митриновић, професор београд­

ских гимназија пожелео је да ради на биографији Михаила Петровића. Том 

приликом од професора је добио наслове свих течајева (семестрална преда­

ваља, како их је Петровић звао) која је предавао на Филозофском факултету 

од 1894. до 1938. године (одлазак у пензију). Доносимо у целости овај навод.Зб 

предаваље професора Картана одржано 27. фебруара 1940. у Француском институту у 
Београду. 

З З Нпр. Ј. Карамата, ДegeкuнgoвLt йресеци - Теорија ирационалних бројева, 
Удружеље студената математике, Београд, 1934, стр. 60; Елементарна Шеорија мно­
жина, Удружеље студената математике, Београд, 1935, стр. 64. Ово је насигурно прва 
теорија скупова у српској математичкој кљижевности. 

34 А. Билимовиh, наведено. 
З5 Аноним (иницајал В), Ciliygeнuiliu маШемШике о йрофесору Михаилу ПеШро­

виhу, Удружеље студената математике на Београдском универзитету, Математички 
весник, 5-6, Београд, 1939, стр. 62-63. 

З6 Д. С. Митриновиh, Прилози за биоzрафију Михаила Пeilipoвuha, Мат. весник 
12 (1960), 1-2, стр. 143-175. 
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• 

Ayiliozpaф Пеi71ровиhево2 рукойиса с њеzовиА1 семесШралним йреgавањltма (iйечајеви) 

на ФилозофскоАt факулаЈ.еiйу og 1894. go 1938. zoguнe (Маiйематички весник 12 (1960), 

ciiip. 171) 
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АуШоl.раф Пей1ровићево2 рукойиса с њel.oвuAt се.месй1ралним йреgавањима (Шечајеви) 

на ФилозофскоАt факулШеШу og 1894. go 1938. l.oguнe (МаШе.маШички весник 12 (1960), 

ciiip. 171) 
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Семестрална предавања М. 

1894-1938. 

Аналийlичка 2ео.мейiрија у р:1вни и йросйlору 

Виша ал'iебра 

Диференцијални и инй1е2рални рачун 

Геомейlријске йримене Шеорије gиференцијалних iеgначина 

Рачунање са бpojHUJii размщ~има 

Теорија бескрајних реgова 

Елийй1ич1се функције 

419 

Парцијалне gиференцијалне јеgначине ма~uел.tайlичке физике 

Линеарна gиференцијална јеgначина gpy'io2 pega и њене йpUJiieнe 
Квалийlайlивна инй1е2рација guфepem!uJaлNux jegнaчzma 

Инйlе2рација gиференцијалних јеgначи1ш йомоhу реgова 

Аналийlички йроблеми за обраgу 

Теорија 2решака (Београд, 1930) 
Теорија аналийlичких функција 

Елеменйlи майlемайlичке фено.менолоzије 

Неоспорно, овде Петровиh није био потпуно прецизан, веh је по сеhаљу 

наводио наслове својих течајева. Овде сигурно треба издвојити течајеве Лна-· 

лиШички йроблеми за обра,gу, КвалиШаШивна инШе'iрm{ија gиференцијалних 

јеgначина и Рачунање са бројним раамацима, који су били јачине нag:Zpagњe 
ван програма додипломских предавања. Занимљиво је нагласити да Петровиh 

помиње течај ЕлеменШи маШемаШичке фeнoivreнoлozuje, што се по први пут 

дознаје. Његова кљига под истим насловом објављена 1911. године, сигурно је 
изазвала велико интересоваље, те је тако и дошло до течаја из математичке 

феноменологије. Колико је познато, течај је могао трајати до почетка Првог 

великог рата. 

Последњ~ цеценије радног века (1929-1939) Петро:ю:h је пришао објав­
љиваљу научних монографија и универзитетских уџбеника у високој штампи. 

Дошло је време да себе искаже у неколико научних кљига, да покаже потпуно 

нове резултате. Поред овога, циљао је да учини извесну синтезу свог рада у 

двема главним областима у којима је стварао: аналитичка теорија диференци­

јалних једначина и директно пручавање решења дифере:нцијалних једначина. 

Тако су настале монографије: Integгales premieres а гest1·ictions, Pa!'is 1929, р. 50 и 
Integгation qualitative des equations dijjeгentielles, Pal'is 1931, р. 58. За ове кљиге 
Српска краљевска академија сматрала је ца их треба објавити на страном 

језику, у страном свету. Београд је желео да се похвали, да укаже на сву оз­

биљност научног рада својих људи, а такође и да чује похвале великог света. 

Петровиhеви париски пријатељи, професори Пикар, Пенлеiзе, Борел, Адамар, 

Монтел и други, били су радосни и узнемирено поносни да је тај дечак Micћel 

Petl'ovitcЬ из малене земље на Балкану, дошао до овакве афирмације научног 
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лне историје математике уврсти Петровићеве резултате у састав француске 
математике. 37 

Поред ових књига, које су имале веома успелу научну презентацију, Пе­

тровић је објавио и два веома значајна дела: Фено.менолошко йресликавање, 

Београд, 1933, стр. 244 и Јеgан gиференцијалн.и алzориШа.м и њеzове йри.мене, 
Београд, 1936, стр. 240 која се у овој кљизи Сабраних gела Михаила ПеШро­
виhа и објављује. 

Сигурно да су ове четири кљиге чиниле част Универзитету у Београду и 

Српској краљевској академији. Њихова је појава дефинитивно потврдила, да 

је у Београду настало ново доба у математичким наукама и да из те средине 

треба тек очекивати нове и јаче резултате. У некој метафори поменуте моно­

графије су печат свему оном што је Петровић започео далеке 1894. године и 
ево, дошло до потпуног сјаја. Србија је чврсто закорачила на пут математи­

чких наука са којег до данашљих дана не силази. Напротив, све га више про­

дужује и шири. 

Као што је речено, у овим делима Петровић доноси нове резултате, об­

јекте истраживаља, али излаже и "причу", прави синтезу урађеног. Ово је 

највише чинио због извесних изоштраваља резултата које сада жели да умре­

жи са резултатима других математичара. Данас је то велики подстицај и наук 

о моралу у науци, којег су многи следили.38 Најјачи пример у овим Петрови­
ћевим настојаљима, свакако је случај са љеговим радовима у аналитичкој тео­

рији диференцијалних једначина, када накнадно сазнато саопштеље матема­

тичара Апелроа и Лагутинског ставља на прво место. 

При учесталом објављиваљу дела, нормално је било да се Петровић и 

понавља. Сама жеља аутора и одреднице синтезе тражили су осврт на урађе­

но. Међутим, могуће је посумљати да се Петровић у овој последљој, а полет­

нај деценији радног века окренуо старим темама и препричавао их. За новине 

било је касно, приближавао се 70-ој, а није ни хтео. Ево шта о томе мисли 

Миодраг Томић: "Петровић никада није гонио ствар до праизвора, он је пре­

лазио на друге проблеме. Зато постаје скоро кобно за љега што своје благо 

није умео да цени и што је често жртвовао лепоти, и не само лепоти већ и 

брзини публиковаља, прави смисао открића која је често само наслуhивао. И 

љегово име, које је тако изненада блеснуло у теорији диференцијалних једна­

чина, почиље да тамни. А он, нажалост, наставља брзо да ради на перифер-

, ним проблемима, да расипа свој лепи таленат, да прелази од једног проблема 
на други, и да, најзад, йонавља cii.i.ape резулй1ай1е".39 

37 Е. Картан, наведено у белешци 32. Ово се назире и у раду Михаила Петро­
виhа Француска .маШемаШитщ Летопис Матице српске, 307 (1926) 3, стр. 207-220. 

38 Присетимо се сличних поступака Милоша Радојчиhа у геометријској теорији 
аналитичких функција, па hемо добити праву слику о професору Петровиhу и младим 
математичарима који су га окруживали. 

39 М. Томић, наведено, стр. 19-20. 
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Михаило Пeiiipoвиlt у gpyшiU.вy колеге Николе Н. Салiiiикова; сншсак начињен у 

1934. гоgини og нейознашог ayiU.opa. 

Og gоласка на УниверзиiU.еiU у Београgу йочетко.м 1922. гоуине йрофесор СалШиков, 
углеgни руски .мaiile.мaiilttчap са йpttзнaiiltt.м орttгtmалншс peзyлiilaiilшca, .много је 

йомогао у сређивању наставе Шеоријске .маШе.маiU.ике на ФLtЛозофско.м факулiilеШу, 

развоју и јачању научног paga. Поштовао је йрофесора ПеШрови/t.а и знатно 
gойринео ga се његово gело не заборави и йравилно Oljeнu. 
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Најзад, у оваквим околностима нужде, а средина је од љега још тражила, 

жеље и обавезе нису тамниле, а веh је пристизала старост, дошло је време да 

Петровиh напусти литографисане кљиге. Године проведене у настави дале су 

му право и успео је да све појединости рашчисти и утврди крајљи садржај те­

чајева. Почео је да објављује своје штампане универзитетске уџбенике: Рачу­

нање са бројним раз.м.аци.ма, Београд, 1932, стр. 196; ЕлиШuичке функције, 
Београд, 1937, стр. 132 и Инiueipaцuja gиференцијалних јеgначина йо.моhу ре­
gова, Београд, 1938, стр. 220. Кљиге су дочекане радошhу студената. Ето нам 
правих кљига, записали су ови млади људи на папирима свог Удружеља. Ко­

леге у Математичко:м семинару Филозофског факултета славили су ове Пе­

тровиhеве принове и исказивали дивљеље професоровој снази и умеhу. Када 

је у јубиларној 1938. години професор Никола Салтиков бираним речима 
представљао Петровиhево дело, није заборавио да помене овај веома важан 

догађај у Петровиhевој Школи. "Најзад, појавила су се 1938. год. предавања 
на београдском Универзитету под насловом: Инiuezpaцuja gиференцијалних 

јеgначина йомоhу реgова. Објављиваље ове кљиге било је најлепше прим­

љено од стране колега г. професора Михаила Петровиhа и од љегових уче­

ника. Ова кљига је најбољи израз особитог талента једног предавача, који се 

у њој потпуно испољава. У свакој се реченици у овој кљизи oceha велика снага 
и дубока мисао писца, који се показао као велики мајстор своје струке. Али и 

у другим својим кљигама, мада су оне посвеhене осталим математичким 

теоријама, професор г. Михаило Петровиh увек придаје много пажње дифе­

ренцијалним једначинама. Тако се у штампаним предаваљима 1932. год. под 
насловом Рачунање са бројни.м јЈаЗ),шцима, треhи одељак бави применом број­

них размака на диференцијалне једначине. Писац овде проучава међусобно 

упоређиваље диференцијалних једпачина, које је играло важну улогу и у дру­

гим љеговим радовима. У исто време се испитују квалитативно први интегра­

ли диференцијалне једначине са осцилаторним интегралима, системи симул­

таних једначина, а и размаци за интеграле парцијалних диференцијалних јед­

начина. 40 
У послератном периоду и поред објављених кљига Тадије Пејовиhа и 

Јована Карамате, поменути уџбеници Михаила Петровиhа често су консулто­

вани и користили се све до средине 50-их година. 

2 

Као што је на почетку овог поговора наведено, у овој кљизи Сабраних 

gела Михаила ПеГйровиhа изложене су две Петровиhеве књиге: Рачунање са 

бројним размацима и Јеgан gиференцијалии алzориШа.м и њеiове йримене. 

Овај избор није случајан. У показаном следу развоја Петровиhевих универ-

40 Н. Салтиков, Hay'tнu pag йрофесора gp М. Пейlровиhа, Удружење студената 
математике на Београдском универзитету, Математички весник, 5-6, Београд, 1939, 
стр. 1-8. 
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зитетских књига и научних дела, оне представљају целину из простог разлога 

што су у потпуности оригиналне и допуштају научни осврт. Поред овога, 

више резултата из једне и друге кљиге међусобно је повезано, нарочито у 

области диференцијалних једначина и математичке анализе. На пример, за 

функцију у одређену Лаплас-Абеловим интегралом 

h 

Ј ue1xdx, и= u(t) > О 
а 

Петровиh налази 

за свако n Е N, где је 8(х) једна функција која је О :0: 8(х) :0: 1 и 

1 d 11 y 
Ll (у)=--

11 d n' 
у х 

Ове кљиге носе тежину научних монографија и омогуhавају да се назре 

прави ауторов портрет научника. Професор је успео да поред наведених 

универзитетских кљига, које су у многим срединама и земљама међу собом 

сличне, овим двема монографијама искаже потпуно своја оригинална истра­

живаља новим језиком који је настао од интервала и алгоритма Ll 11(y). Био је 
смео предавач и заљубљеник у младост која надолази, веровао је својим 

студентима и млађим колегама да he интервале и алгоритам L'l 11(y) прихвати­
ти и даље, временом, примељивати и развијати. Тако се и десило, нарочито у 

првој деценији после Другог великог рата. 

Међу ма'Гематичарима на Филозофском факултету, интервали и алгори­

там имали су тада тежину специјалистичких курсева, који данас владају и чи­

не суштину математичких студија на универзитетима света. То је оно право, 

када се професор обраhа слушаоцима својим истраживаљима, новим резулта­

тима и постављаљем нових проблема. На табли су исписани љегови резултати 

- покушаји са упутствима о надградљи. Где би био крај београдској школи 

математике, да је Петровиh могао овако да ради од првих дана на Великој 

школи! Да обичан курс алгебре, калкулуса и анализе препусти кандидатима 

да сами уче уз присуство млађих професорових колега, а да од професора слу­

шају нова сазнаља у науци која он ствара и разрађује, да дознају како се ради 

на литератури и како се саставља научна расправа. Поменути начин у исто­

рији математике познат је од давнина, јавља се веома рано и траје, од Питаго­

риних апостола па до данашљих дана. Рецимо, то је био случај са специјали­

стичким курсевима Вајерштраса, Шварца, Кронекера на Берлинском универ­

зитету или Пикара и Адамара у Паризу. Нажалост, Петровиh је својим интер­

валима и алгоритмом L'l 11 (y) ово започео знатно доцније. 

* 
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Школске 1927/28. године Михаило Петровиh је започео течај Рачунање 
са бројним. раз.м.аци.м.а за студенте математике Филозофског факултета у Бео­
граду. У прво време циљ му је био да у сажетом облику изнесе своје раније ре­

зултате из неједнакости које је успешно примељивао у алгебри и анализи, а 

посебно у директном проучаваљу решеља диференцијалних једначина. Убрзо 

је Петровиh саставио уџбеник за овај -.::чај под истим називом Рачунање са 

бројним. раз.м.аци.м.а који је објављен 1932. године. Ако се детаљно проуче 
Петровиhеве странице и распореде проблеми које је обрађивао, тада је јед­

ноставно утврдити да се ова кљига заснива на gва основна резулШаШа. 

ПРВИ РЕЗУЛТАТ. -Некако, у исто време када објављује предаваља 

Рачунање са бројним. раз.м.аци.м.а, у првом броју тек покренутог часописа ма­

тематичара Београдског универзитета- PuЬ!ications mathematiques de l'Univeг­
site de Belgгade, Петровиh објављује један рад под насловом О јеgно.м. функцио­
нелу, где поред осталог излаже и неједнакост 

(*) 11 [ n ] t;лx;):::;;.f' t;x; +(n-1)/(0), 

где је /(х) једна конвексна функција у размаку Ј =[О, а) и 

11 

Х;Е[О,а), l::x;E[O,a), i=I,2, ... ,n. 

i=l 

У ствари, у овој расправи Петровиh се користио својим ранијим радови­

ма о аритметичкој и геометријској средини,4 1 да би најзад у монографији, ко­
ју овде анализујемо, дошао до теореме. 

Нека је /(х) једна позитивна конвексна функција у размаку (а, Ь). Ако 

су х 1 ,х 2 , ... ,х 11 низ позитивних бројева и љихов збир х 1 + х 2 + ... + х 11 из раз­
мака (а, Ь), онда важи неједнакост 

(**) ј.( )<М </(n/l 11 )+(n-1)/(0) 
џ,ll - 11- ' 

n 

где Је 

м =Лхi)+.f'(хz)+ ... +Лхп) 11 • 
n 

Овде се запажа да Петровиh сада износи и дољу границу неједнакости и 

тиме окончава рад на овом значајном проблему. 

Као што је поменуто, ова неједнакост (**) доминира Петровиhевом 
кљигом. За различите случајеве функције /(х) које испуљавају поменуте 

41 М. Petюvitch, Tlu!Ol'eme suг !а moyenne aгithmetique de quantites positi1'es, L'En­
seignement math., Geneve 1916, t. 18, 3-4, рр. 163-176; М. Petrovitch, Relations d' inegalite entгe 
les moyennes aгitl1metiques et ,r;eometгiques, CR 163 ( 1916), 4, рр. 81-84. 
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услове у датом размаку (а, h), професор излаже више различитих неједнако­
сти којим анализује цео проблем у којем се она јавља. Такав је чест случај са 
функцијом /(х)= xk за k = 2, З, 4. На пример, да би се за а, h, с Е R+ показало 
даје 

-Ja 2 +h 2 +c2 =Л(а+h+с), 

ГДе је }з :::;; А < 1, ОДНОСНО 

л= Јз (1 + 8( --/З- 1)), о :::;; 8 < 1 

може се узети функција /(х)= х 2 и добити тражени резултат. 
Крајем 50-их професор Драгољуб Марковић анализује овај Петровићев 

рад и с правом научника предлаже да се неједнакост(**) назове Пeiiipoвuheвa 

нejegнaкociii (lnegalite de Micltel Petrovitch) и тако на папирима науке остане 
трајно записано.42 Марковић је Петровићевим путем показао неколико но­
вих теорема за случај 

= 

/(х)= 'I.,a;xi, 
i=O 

где највише расправља о постојаљу горље и доље границе неједнакости(**), 
као и о условима за саму функцију /(х). Овде наводимо један исправан 

Марковићев суд: "Упоређиваљем резултата види се да се за исту функцију 
/(х) граница Петровића мери помоћу величине и, док се граница Јенсена 

мери помоћу велИчине __!_и. И док се вредност 1 и аутоматски налази у 
т т 

интервалу (х 1 ,хт), дакле у интервалу конвергенције, дотле се за величину Lx, 
то мора посебно нагласити".43 

У време стогодишљице рођеља Михаила Петровића (1868-1968), 
професор Петар Васић детаљно проучава Петровићеву неједнакост и указује 

да је она била полазиште за нека доцнија истраживаља страних математича­

ра.44 Васић посматра само десну страну неједнакости(**), односно неједна­
кост (*) и показује да је румунски математичар Поповици 1944. године дошао 
до исте Петровићеве неједнакости (*) и то за случај "пондерисаних среди­
на".45 У истим настојаљима П. Васић анализује Гатијеву неједнакост,46 као и 
поменуте теореме Драгољуба Марковића. 

42 Д. Марковиh, Повоgом јеgне нејеgнакосШи М. ПеШровиhа, Весник Друштва 
мат. и физ. НР Србије, 11 (1959), стр. 45-53. 

43 д. Марковиh, исто, стр. 47. 
44 Р. Vasic, Sur une inegalite de М. Peti'OJ'itch, Споменица Михаила Петровиhа, 

Београд, 1968, стр. 129-134. 

45 Т. Popoviciu, Les.f'onctions com,exes, Actualitee 992, Paris 1944. 

46 S. Gatti, Sul massimo di in indice di anommlita, Metron 18 (1956), рр. 181-188. 
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Вредно је нагласити, да је једно уопштеље Петровиhевог резултата за 

конвексне функције дао Јован Карамата,47 и да је Миодраг Томиh у својим 
првим научним радовима, при геометријском разматраљу (конструкцији) 

тежишта конвексних функција, био упознат са Петровиhевом неједнакости.48 
У новије време неједнакостима код конвексних функција бавио се професор 

Милосав Марјановиh са веома успелим и оригиналним разматрањима.49 
У публикацијама професора Драгослава С. Митриновиhа налазимо по­

датак да је Јанош Ацел био упознат са Петровиhевим радом на размаци.ма, а 

да се сам професор Митриновиh најшире бавио Петровиhевим неједнакости­

ма, које је својим оригиналним приступом изложио на више места, а нарочито 

у познатим љеговим монографијама о неједнакостима објављеним у 3емљи и 

иностранству. 

ДРУГИ РЕЗУЛТАТ.- У диференцијалним једначинама Петровиh је 

зарана започео рад на локалном проучаваљу решеља диференцијалних једна­

чина са становишта аналитичке теорије функција (резултати у љеговој док­
торској дисертацији, 1894), као и директног проучавања решеља диференци­
јалних једначина (квалитативна интеграција). Ове области у Петровићево до­

ба биле су веома савремене, а он се снагом своје воље трудио да што више 

овој начуној области допринесе новог. При овоме, трагао је за новим метода­

ма, практичним поступцима, како их је он називао. Тако је 1898/99. године до­
шао на идеју увођеља уйореgивих gиференцијалнuх јеgначина у циљу уоквира­

ваља интегралних кривих у одређене бројне размаке, које даље користи. Да­

како, дошао је до своје Meiiioge yiiopeguвux gиференцијаттх јеgначина коју 
је током времена усавршавао. У оквирима својих животних начела, а која је 

пренео и у науку, Петровиh ниједним детаљем не помиње да је то љегова ме­

тода и да се она показала веома корисним и била видно запажена од Пикара, 

Пенлевеа, Фукса, Валенберга и других угледних математичара. А када је ме­
тоду преносио другима, својим ученицима, и тада се није хтео похвалити.50 Он 
је просто скривао право лице својим резултатима. 

Како је Петровиh поступио у монографији Рачунање са бројнИм рпз.ма- • 
цима? Пре свега, позива се на један свој ранији рад из 1899. године, где је изло­
жио основну теорему, односно упутство о формираљу упоредивих диференци­

јалних једначина. 

47 Ј. Karamata, Suг une imigalite гelati1•e aux.f'onctoins convexes, РнЬI. mat.h. de L'Univer­
site de Belgгade, 1 (1932), рр. 145-147. 

48 М. Томић, Gauss-oв сLТiав о LТiежишLТiу и ње2ова йримена, Весник Друштва мат. 
и физ. НР Србије, 1 (1949), 1. 

49 М. Марјановиh, Конвексне и конкавне фунюџtје и коресйонgенLТiне нејеgнако­
сLТiи, Настава математике 40 (1994), 1-2, стр.l-11. 

50 Нпр. докторска дисертација Симе Марковиhа као и један љегов рад о једна­
чини у' 2 + у 2 = .f' (х) заснивају се на методама Михаила Петровиhа. 
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"Нека је датаједначина у'== F(x,yJ), где је/функција од х која фигури­

ше у Р. Нека је (хо,Уо) тачка у којој су функције F и љен извод ~ одређени, 

коначни, непрекидни и не мељају знак и за коју се овај парцијални извод не 

анулира. Увек се могу изабрати две функције Л(х) и ll(X) које испуљавају 

следеhе услове. 

1) Оне су одређене, коначне и непрекидне у неком довољно малом интер­
валу од х~-= х 0 - а 1 до х= х0 + а 2 (а 1 и а 2 су две позитивне константе). 

2) У овом је интервалу 

А( х)< ј'( х)< ll(x). 

Ако се са и и v означе интеграли: једначи:на 

и'=F(х,и,Л), v'=F(X,<',Il), 

који за х= х0 узимају вредност и0 == v0 = у 0 , функције и и v су одређене, кона­
чне и непрекидне у довољно малом интервалу од х= х0 - h1 до х= х0 + h2 ( Ь1 
и Ь2 су две позитивне константе). 

Два интервала (х0 - а 1 ,х 0 +а 1) и (х0 - h1,x0 + h2 ) имају увек један за­

једнички интервал (х 0 - h1,x0 + h2 ) који је различит од нуле. 

За сваку вредност х из интервала (х0 -!1 1 ,х 0 + /12 ) интеграл у једначине 

у'= F (х, уЈ) који за х~ х0 узпма вредност у = у 0 је одређен, коначан, не­
прекидан и налази: се између одговарајуhих интеграла и и 1', тј. 

и<у<,,.51 

У кљизи Рачунање са бројним размаz1и.ма Петровиh сада наводи 
опширнији облик ове теореме са многим појединостима. Ова теорема изло­

жена је на странама 152-154 ове кљиге. 
Овом методом Петровић исказује више нових теорема и примера. Она 

доминира целим поглављем о диференцијалним једначинама. Рецимо, исти 

поступак је применио код квалитативног испитиваља првих интеграла дифе­

ренцијалних једначина и друго. 

На Петровићеве резултате овог типа највише пажње усредсредио је про­

фесор Милорад Бертолино. У импозантном броју расправа бавио се Бертоли­

но методом упоредивих диференцијалних једна•тина, примељивао је и поо­
штравао Петровићева казиваља.52 Оно што је у Бертолиновом раду најби­
тније и корисно за ово издаље Петровићеве књиге, а што је започео још 1958. 
године, јесте истицаље научној јавности да је Петровићева метода упореди­

вих диференцијалних једначина оригинално Петровићево дело и да се са том 

методом, 1ј. gифереrщијални.м нејеgначинама први јавља у науци. Наиме, уста-

5.1 М. Petrovitch, SUJ· une manieгe d' i:tendгe de theoгeme de !а тоуеппе а их equations di{ 
.{eгentielies du ргетiег ordгe, Math. Ann., t. 54, 1899. 

52 Најбоље погледати Бертолинову библиографију у његовој књизи Диференци­
јалl-!е јеgначине, Београд, 1980. 



428 Д. ТРИФУНОВИЋ 

лила се мишљеље у науци, да метода диференцијалних неједначина припада 

руском математичару Чаплигину (1919. г.),53 што је Бертолино веома преци­
зно, коректно и аргументовано на више места у земљи и на страним научним 

скуповима, доказао да то није тачно и да приоритет припада Михаилу Петро­

вићу. 

У овим настојаљима који су урадили плодом, за један од последљих радо­

ва о овом приоритету, професор Бертлино је записао: "После објављиваља 

овога чланка аутор је (1971) саД. Трифуновићем, утврдио да је основну Чап­
лигинову лему о диференцијалној неједнакости првог реда у општијем облику 

дао Пеано још 1886. Петровићева варијанта са 

.fi < I < 12 

задржава, међутим, свој приоритет, јер Пеано и Чаплигин су доказивали ва­

ријанту са 

~: -.f'(x,v) >О. 

Прецизније (видети чланак Бертолино М. и Трифуновић Д.: Suг le tMoп!­
me .f'ondamental de S. А. Capligin su1· l' integmlite фjjeгentialle du р1·етiег огdге, Math. 
balkanica 1971, рр. 11-18) ово откриће дошло је на подстицај D. Willet-a (Salt l,a­
ke City, Utah), који је у свом реферату (Math. Reviews, 1970, 3017) реферишући 
о једном раду М. Бертолина, навео без коментара у списку литературе и сле­

дећи рад G. Peana: Sull' integ1·ahilita delle equazioni d(jj'eгenziali di pгimo ordiгe, Atti 
della Reale Accad. delle Sci. di Torino, vol. 21, А. 1886, рр. 677-685." 54 

Оно што је потпуно ново у кљизи Рачунање са бројним раз.маи,и.ма јесте 
Петровићев прилаз интервалној аритметици. Као равноправно образованом 

научнику у математичким и физичким наукама,55 Петровић је запазио да се 
при математичкој обради многих чиљеница у техници, физици, хемији, ... 
cycpehe са проблемом извршаваља најелементарнијих аритметичких алгори­
тама са неШачни.м вреgносШи.ма. Како је нетачан податак редовито задат не­

ким размаком, то је било нужно да професор образује у најелементарнијем 

облику аритметику размака. Трајно he остати записано Петровиi'i.ево питаље: 
"Ако се нека вредност х у техници нетачно познаје и задата је својим толеран­

тнимпољем 

+С( 

х= а-~ 

како одредити, рецимо х 2 или Гх"? По речима и мишљељу професора Ра­
дивоја Кашанина, који је изузетно волео овакве проблеме, овде је Петровић 

53 С. А. Чаплыrин, Основания новоzо приближенноzо интеzрирования guфep. 
ур., Собрание соч. l, Москва 1948. 

54 М. Бертолино, наведено, стр. 248-249. 
55 Наrлашавамо да је Михаило Петровић у Паризу равноправно студирао и 

математику и физику и стекао две дипломе о завршеним студијама ових наука. 
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започео рачун са размацима. То је било после Првог великог рата. А када је 

крајем 20-их дошао до симетричног и асиметричног облика интервала помоhу 
параметара 

-1 :::; (Ј) :::; + 1, о :::; е :::; 1, 

био је на правом путу "да изгради читав рачун са размацима" (Р. Кашанин). 

Тако је и било. Прво је дефинисао симетричан и асиметричан облик раз­

мака преко линеарног рачунског представника размака, а да доцније искаже 

основне пропозиције о функцији једног и више размака. Све је ово Петровиh 

у првом делу монографије коректно изложио и донео више занимљивих 

примера. Примери су из разних области (алгебра- полиноми, геометрија, ... ) 
веома корисни и за разне потребе употребљиви. Посебно наглашавамо Пе­

тровиhеву деоницу о коришhењу рачуна са размацима у теорији грешака. Ов­

де пратимо Петровићево излагање и присећамо се његових течајева и студија 

из теорије грешака,56 у којима се у рудиментарном облику назиру делови 
Обраgе резулйiаГйа .мерења, Планирање ексйери.менШа и других области које 

су 60-их (па и данас) доминирале у овом делу примењене математике. При 
овоме, Петровић није заборавио да користи размаке и у делу "машинске 

грешке", нарочито када расправља о грешкама које чине аналогне рачунске 

машине којима се служио у Математичком заводу Филозофског факултета.57 
Поменимо на овом месту, да је то професору било веома битно, јер је и сам 

конструисао аналогни рачунар (1897). Његов хидроинтегратор био је први 
рачунар овог типа у свету који решава ширу класу диференцијалних једна чи­

на на принципу кретања течности.58 
Историја математике својим методама бави се питањима: ко је и када 

први извршио било коју аритметичку операцију на размацима. Када је неки 

бројевни размак по први пут степенован, или из размака одреl)иван квадратни 

корен, или два размака помножио или сабрао? Дознавање ових чињеница 

садржи пуно тешкоhа и временски се протеже од првих цивилизација. Сетимо 

се само приближних метода старих Египћана за налажење квадратног корена 

или Архимедове процене броја {3 или броја n. У новије време (18. век), код 
Лагранжове теореме за коначни прираштај наилазимо на асиметричан ин­

тервал 

~=а + 8( h- а), О < 8 < 1 

који је настао из неједнакости а < ~ < h. 

56 Нпр. Петровиhева Еле.меюuарна Шеорија zрешака из 1930. године или студија 
О уШицају наuачних йоgаШака на резулШаШе кванiПшuтuивних хемијских анализа, 

Глас, књ. LXVII, Београд, 1903, стр. 69-151. 

57 Слично професору Робинсону са Единбуршког универзитета, који је 1913. го­
дине основао Математичку лабораторију (нумеричка анализа, рачунари, математички 
апарати и др), Петровиh је почетком овог века у свом кабинету у Капетан Мишином 
здању окружен рачунарима, махом аналогног типа, номографима и другим справама 
за практичне прорачуне. 

58 О рачунарима Михаила Петровиhа погледати књигу Д. Трифуновиh, Проуча­
вање моgеловања у gелу Михаила ПеШровића, Нови Сад, 1975, стр. 399. 
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Начин на који Петровић долази до симетричног и асиметр.ичног облика 

размака посредством функције параметара раз:мака, потпуно је оригинално 

професорово дело. И данас ово наводе признати раденици у интервалној ма­

тематици,59 доказујући да се исказан Петровиhев прилаз интервалу 
х= [а, h] (а, h Е R) <а ~х~ h >, који је настао између 1928. и 1932. године, 
налази знатно доцније, 1958. године код математичара Сунаге.60 Не са:мо ово. 
Мишљења смо да Петровићу припада приоритет у интервалној аритметици и 

алгебри (!, +, • ). "Рачун са интервалима је развијен током последњих двадесет 
година са наглим развојем рачунара. Почеци интервалне аритметике датирају 

од 1958-·1959. године. Тада су Т. Сунага61 и Р. Е. Мурб2 користећи интервале 
по први пут успели да ограниче прецизно the юund-off епоr у рачунару nутем 
дигиталног компјутера. Можда би госпођа Јанг, цитирана од Р. Е. IvJypa,63 
требала бити третирана као оснивач интервалне аритметике, коју је увела у 

операције, не са интервалима, већ са изабраним скуповима реалних бројева 

(many-valнed qнantites)."64 Овако размишљају наши математичари, да би скро­
мно у маниру нашег света, указали да првенство припада Михаилу Петрови­

ћу. "Али, чак пре Јангове, југословенски математичар Михаило Петровиh је 

држао курс Рачунање са бројним раз.маци.ма на Београдском универзитету. 

Под истим насловом објавио је и књигу 1932. године у Београду." Они даље 
наглашавају да им је циљ "да представе Михаила Петровића као једног од 

пионира интервалне математике, с обзиром на то да начуна јавност није до­

бро упозната са његовим радом на пољу интервалне аритметике. -·Михаило 

Петровић је сигурно био један од првих који је приметио важност и значај 

интервалног рачуна."65 
Неоспорно, l'Лихаило Петровић је први у науци један интервал степена­

вао, логаритмовао и друго, или два и више интервала сабирао и множио. Било 

би веома корисно отворити простор идеји, да се први део Петровиhеве моно­

графије Рачунање са бројним раз.маци.ма, а то значи дефиниција интервала 

помоhуфункције /(Л), Л 1 ~Л~Л2 , (щ8) исвепропозицијефункцијесајед­

ним и више интервала, искажу савременим језиком математике. Ово урадити 

на страном језику исто онако, како је пионир интервалне математике код нас 

59 Lj. Petkovic, Z. Mitгovic, М. Petkovic, Contгiimtion ој' Petгovic to De1•elopment (J{/nteг­
,,az Aгitl7metic, F1·eiЬurger Intervall-Berichle 8 (1981), рр. 37-41. 

60 Т. Sunaga, Т11еогу ој' an inteг)!a/ a/gehгa and its applications ro numeгical analysis, 
F,AAG Memoirs 2 (1958), рр. 29-46. 

61 Т. Sunaga, наведено, стр. 32. 
62 R. Е. Moore, Automatic епог analysis in digital computation, LMSD--48421, Lockeed 

Missi1es and Space Со. РаЈо AJto. Califoгnia 1959. 
63 R. Е. Moore, Inteгval analysis, Pгentice-Hall, !nc. Englevюod Cliffs, N. Ј. 1966. 
64 R. С. Young, Т!Је algebгa oj'many-valued quantities, Math. Ana/104 (1931), рр. 

260-290. 

65 Исто под 59. 



ПЕТРОВИЋЕВИ ИНТЕРВАЛИ И ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ АЛГОРИТАМ 431 

- Жарко Митровиh урадио у уводном делу своје кљиге. 66 Оваква једна неве­
лика публикација страном свету науке одсликала би и указала на пионирски 

рад Михаила Петровиhа. Није касно и научна јавност очекује ову дефинити­

вну оцену. 

Петровићеви интервали како их је изложио у кљизи Ра'-tунање са бро­

јним раз.маци.ма нису у додиру са савременим кретаљима у интервалној ма­

тематици. Ова област науке припада данас нумеричкој анализи и рачунарству. 

Али, оно што је Петровић исказао о интервалима крајем 20-:их и почетком 

30-их година, заслужује сваку пажљу данашљих посленика интервалне мате­

матике. 

Рад на пољу интервалне математике у нашој земљи започео је у 1976. го­
дини са радовима Жарка Митровиhа и љеговом докторском дисертацијом. 

Ето трентука када једно скривено, заборављено дело Михаила Петровића 

избија у план научних темеља младих математичара савремених стремљеља. 

Митровиh је упознао М. Петровићево дело, оваплотио га и савременим јези­

ком математике извео на прави пут добијајуhи завидне резултате.67 А читава 
школа ове науке око Електронског факултета у Нишу, са неуморним Љиља­

ном и Миодрагом Петковиhем и њиховим значајним резултатима, потврђују 

да је наука у вечитом споју старог и новог. 68 
Они раније поменути жути и потамнели табаци Петровиhевих пре­

даваља на Универзитету у Београду с почетка овог века, добијају у оваквим 

људима щ:.ави смисао настанка, постојаља и прегалаштва. Онај студент, чије 

име не мож:емо сазнати, као да је предсказао будуhност научног дела Михаила 

Петровиhа, када записује следеhе речи на крају пута свог професора (1938. го­
дина): "Путуј игумане, не брини за манастир"?9 

* 

Дело Је_gан gиференцијални aл2opuutд4t и њеzове йри.мене Петровиh је 

завршио почетком јесени 1935. године. У Академији природних наука Српске 
краљевске академије (СКА) изложио је 21. октобра исте године ова своја ис­
траживаља. Као што је то био обичај, присутним члановима Академије Пе­
тровиh је сажето, али свеобухватно, приказао свој рад. Према записнику са 

седнице Академије не може се утврдити шта је Петровић излагао и како се 

дебата развијала. Сигурно је изложио дефиницију диференцијалног алго­

ритма 

66 Z. М. Mitrovic, Pгilozi teoг!ji inteгvalnog га6та i njenoj primeni, PuЬl. Elektortehn. fak. 
601 (1977), str. 58. 

67 Исто. 
68 М. S. Petkovic, Bihliogгaphy ој' Yugosfm, authoгs оп inteгval mathematics, Nis 1996, 

p.S. 

69 Исто као под 35. 
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1 d"y L'l (у)---
11 - d 11' 

у х 

Д. ТРИФУНОВИЋ 

за функцију у = ј'(х) која је непрекидна и п-пута диференцијабилна; показао 
поједина његова својства, затим скицирао неколико битних теорема. Посебно 

је указао на примене овог алгоритма у геометрији, механици, на физичке 

проблеме. Како је овој седници присуствовао и Антон Билимовић, тада допи­

сни члан СКА, сигурно се Петровић захвалио свом колеги чије је резултате 

унео у своју монографију. Наиме, када излаже примену алгоритма L'l 2(y) на 

кинематичке проблеме, Петровић се йо йрви и jeguн.u йуШ корисШи векШори­

ма и то тако, што је ову деоницу у целости преузео од професора Билимо­

вића. На почетку одељка Кин.емаШички йроблеми Петровић је дословно запи­

сао: "По усменом саопштењу проф. А. Билимовића". Веома значајан податак 

у оцртавању Петровићевог односа према новинама у науци. И када је дошао 

тренутак да се новинама користи, позвао је на сарадњу друго лице, професора 

Билимовића. 

Петровићевом излагању присуствовали су; Богдан Гавриловић, на дуж­

ности председника СКА, Милутин Миланковић, на дужности секретара Ака­

демије природних наука СКА, Никола Салтиков и други. Приметимо да је Пе­

тровићево излагаље пратио и професор Љубљанског универзитета Јосип 
Племељ, дописни члан СКА и филозоф Бранислав Петронијевић. Убрзо, ово 

Петровићево дело објавила је Академија 1936. године у серији Посебна изда­
ња (књ. CXI), Природњачки и математички списи (књ. 30) на 235 страна у 8°. 

Одјек Петровићевог диференцијалног алгоритма у научном свету није 

био завидан, јер је Српска краљевска академија Петровићеву монографију 

објавила ћириличним српским писмом, те је била недоступна светској јавно­

сти. Можда је по среди и нешто друго. Академија наука је Петровићу увек об­

јављивала на француском језику дела која је он желео. То је случај са моно­

графијама Integmles premieres д restJ-ictions (Paris 1929), lntegrations qualitati11e des 
equations di.jjerentielles (Paris 1931) и другим. Свакако, да су то примери када је 
сам Петровић желео да страни научни свет упозна његова научна дела и 

искаже суд и све остало што прати научни рад. То су случајеви када је Петро­

вић био апсолутно сигуран у своје резултате. 

У случају диференцијалног алгоритма Петровиh је поступио обратно. 

)Келео је прво да упозна своју средину, да монографија зачне живот на на­

ционалном терену. Доцније, допунама и прерадом, да исту објави на страном 

језику и тако оде у велики свет науке. Петровиh је знао да алгоритам L'l 11(y) 
по први пут он уводи у науку и било му је потребно да цео подухват "одстоји", 

како би дошао до крајњег излаза, резултата који he неоспорно бити вредан 
пажње. 

По изласку ове књиге, Драгослав С. Митриновић се потрудио да светску 

јавност упозна овим Петровиhевим делом. Митриновић, као млад човек, же­

љан активности и резултата, волео је ово да ради. Тако је у Jahrbuch i.iber die 
Fortschritte der Mathematik (FdM, В. 62, S. 1184-1185) објавио довољно информа­
тиван приказ књиге, како би научна јавност била упозната да је у Београду 
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дефинисан алгоритам ll 11 (y) и да је о љему написана читава монографија. И 
поред тога, што Митриновићев реферат не садржи критички тон и без ко­

ментара је, јер у то време реферативни часопис FdM није то ни практиковао 
(био је на нивоу научних вести, чисте информације са неким изузецима), овде 
доносимо у нашем преводу поменути реферат: "Поступак назначен са l'>.

11
(y) 

који се односи на п-ти извод функције у, тј. 

1 d"y 
д (у)----

11 - d ll' 
у х 

развија правила за добијаље ll 11 у различитим случајевима задатих функција. 
Функционал Ll" појављује се непосредно и на природан начин код многИх 
проблема анализе и љене примене. На пример, љегова особина ка једно­

ставном поступку при трансформацији обичних диференцијалних једначина. 

Даље је показано да постоји веза између знака и апсолутне вредности д11(у) с 
једне стране и положаја нула, максимума, минимума, асимптотских вредно­

сти, општег понашаља, осцилаторног карактера, фреквенције осцилација итд. 

функције у с друге стране. Овај однос олакшава квалитативно испитиваље 

реалног решеља диференцијалних једначина било којег реда и води ка оп­

штем исказу о понашаљу интегралних кривих. Поступак омогуh.ава различите 

примене на питаља из геометрије, кинематике, динамике и математичке 

физике." 

Поред овога, Митриновиh. је у својим расправама наводио Петровићеву 

монографију, њоме се служио наглашеном жељом да се о љој што више саз­

на. Тако је 1938. године у раду Неколико ciliaвoвa о Riccati-eвoj gиференц~./ал­
ној јеgначини навео ову Петровићеву кљигу иако се њоме није користио у из­

лагаљуЈО 

Да ли су ова Митриновићева настојаља у FdM и у другим радовима побу­
дила нека интересоваља, да ли се неко из света науке темељније користио ал­

горит!IЮМ дп, није познато. И после Другог светског рата ова монографија 

имала је исту судбину са неким изузецима у нашој средини. Можда је по среди 

и случај у науци када се познате чиљенице преносе са једног језика на други и 

цела ствар доводи у услове искључиво "научне економичн:ости", а не оригина­

лн:их прилога. У некој аналогији са преношељем скаларног облика у век­

торски, односно тензорски, може се посматрати и положај Петровићевог ди­

ференцијалног алгоритма. Већ познате чиљенице (нпр. теореме ), које су из­
ворно Петровићевог порекла, исказују се помоћу алгоритма д"(у). Ово се 

најбоље уочава код решаваља диференцијалних једначина и сијасет процена у 

анализи. 

У свему наведеном изузетак су поједини радови професора Ивана Бан­

дића. Наиме, обај београдски математичар под великим утицајем Драгослава 

С. Митриновића крајем 50-их користи се алгоритмом ll 11 ()') у својој доктор-

70 Глас, књ. CLXXXI, стр. 169--236. 
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ској дисертацији, као и у више радова објављених у Загребу71 и Београду.72 
Рецимо, Бандиh је посматрао квазихомогене диференцијалне једначине првог 

реда у односу на у и у' и трансформације једначине на други облик. При ово­
ме, аутор се користи Петровиhевим алгоритмом и то следеhим својствима: 

ДI(ИЈи2) = д 1 (иl) + д 1 (и2 ), 

Дl ( ~~) = ДЈ(иЈ)- Д1(и2), 
д 1 (и") = пд 1 (и), д2 (и) = дј(и) + д1(и). 

Важно је овде поменути да је Бандиh кренуо и даље у развоју алгоритма 

д 11 • Он показује, и употребљава, да се диференцијални алгоритам може про­

ширити и на функције са више аргумената увођењем йарцијално2 gиференци­
јалноz алzориШм.а, тј. релативног извода. 

Нека је и= и(х 1 ,х 2 ); парцијалан релативан извод првог реда је 

Ако је х2 функција од х 1 , тада је 

одакле је 

1 ди 
и дхk' 

k = 1,2. 

Имајуhи у виду да је диференцијални алгоритам Петровиh први дефи­

нисао, да је пружио оригиналан допринос пространој математичкој анализи, 

неопходно је покушати открити када је и како дошао на идеју да алгоритам 

искаже јавности. То је, уосталом, и задатак историје математике, да открива 

настанак научних идеја, њен развитак и све последице. 

Осим неколико изузетака, када решава диференцијалне једначине по­

моhу квадратура (интеграбилне класе), Петровиhје знатан труд уложио у ди­
ректно проучавање решења диференцијалних једначина. Овде је постигао за­

видне реузлтате, виђене и коришћене од света науке и објављене у најуглед­

нијим часописима. Када је ово радио и испитивао разне особине, својства и 

понашање решења диференцијалних једначина (нуле, полови, осцилаторност 

71 Нпр. М. Bandic, Оп а 1·еситтепt lineaг difjeгential equation ој' second ordeг, Glasnik 
mat.-fiz. i astr. 12 (1957), 3. 

72 Нпр. М. Бандић, О јеgној класи gиференцијалних јеgначина йрво2 pega, Весник 
Друштва мат. и физ. НР Србије, 10 (1958), стр. 95-104; и тамо даље. 
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и сл.), запазио је да му је неопходно доћи до "неког помоћног алата" који ће 
знатно олакшати и убрзати рад на такозваној квалитативној интеграцији 

диференцијалних једначина. Он је добро знао да се вазда у анализи и калкулу­

су користи однос у' 1 у, у ;;Ј:. О, јер је веома употребљив, а то је љегово L\ 1(y), те 
поставља питаље проучаваља општег релативног извода у<п) /у, односно 
д.п(У). Ово је Петровићу одмах показало да се свака хомогена линеарна 

диференцијална једначина 

може исказати обликом 

а то је значило много у љеговом труду. Овим је професор отворио нове могу­

ћности трансформације и свођеља анализе особина решеља диференцијалних 

једначина на потпуно непознате услове у науци. Петровићева nомисао на ал­

горитам нарочито се огледа у директном проучаваљу решења биномних 

диференцијалних једначина која је веома рано започео. Када је 4. новембра 
1895. члан Француског института Емил Пикар саопштавао у Париској акаде­
мији наука Петровићев рад о овим једначинама, запазио је да се млади мате­

матичар користи релативним изводом y<n) Ј у и да је на добром путу да овај 
метод даље развија и усавршава. И стварно, Петровић је веома често употре­

бљавао овај облик извода, да би у 1935. години дошао до читаве монографије. 
Рецимо, у 1927. години доказује следећу теорему. 

"Ниједна диференцијална једначина 

d2y 
-+<р(х)у=О 
dx 2 

не може имати као решеље целу функцију G(x) нулте врсте.''73 Овде је Пе­
тровић користио облик целе функције G(x) у облику производа Вајер­

штрасових фактора (u11 ), а доказ теореме свео на испитиваље особина рела-

1 d 2 y 
ТИВНОГ ИЗВОДа ---

2
, ОДНОСНО .с\ 2 (у). 

у dx 

И код многих теорема о Рикатијевој диференцијалној једначини у цело­

сти је увидео корист овог алгоритма.74 
Када алгоритмом .с\ 11 испитује својства функције (нуле, асимптотско по­

нашаље и др), Петровић показује прави смисао овог новог функционала, ље­

гову ширину у применама, као потпуно нов приступ овом делу анализе. Поме­

нимо један пример. На питаље, када ће функција у= /(х), непрекидна и ди­

ференцијабилна у размаку (а, h), имати само једну нулу, Петровић одговара 

73 м. Petгovitch, Theoгeme SU/' 1' equation de Riccati, PuЬI. math. de I'Univ. de Belgrade, 4 
(1935), рр. 169-180. 

7 4 Исто као под 70 и 73. 
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теоремом: "У сваком размаку (а, Ь), у коме је релативан извод д2 (у) не пре· 
стана позитиван, ниједна од одговарајуhих му функција у = ј'(х) не може 
имати више од једне нуле"Ј5 

Како је и шта Петровиh излагао у овој књизи? Знајуhи да је потпуно 

оригиналан у дефиницији и показаним својствима алгоритма д"(у), он је и у 

другим деловима књиге користио само своје раније резултате. Из ових ра· 

злога у књизи је веома незнатно навођена литература страних математичара. 

Само у случајевима, а они су ретки, када се као пример узима нека чиљеница 

коју сада Петровић решава и анализује посредством д". Ово је општа карак­

теристика професорове монографије и велика је штета што поред сваке де­

онице није навео извор, своју расправу и где је објавио. Једноставно, прелазио 

је преко тога, сигурно из очите скромности, а покадкад и из немарности у 

цитирању. Мишљења смо, да је ово запажање подстакло неколицину матема­

тичара да пишу и исказују суд, како се Петровиh веh у поодмаклим годинама 

понавља. Наш је став супротан и доводи до оних методолошких регула које 

потврђују праву оригиналност једног дела. А то је Петровић са диференци­

јалним алгоритмом у потпуности постигао. Илустрације ради, наводимо само 

један пример као репрезентацију општег Петровићевог поступка у књизи. 

При проучавању Рикатијеве диференцијалне једначине, Петровић је раније 

дошао до теореме: 

"За сваку интеграбилну једначину 

у'= у2 + ј'(х) 

постоји по један неограничен низ функција променљиве х 

таквих да је и свака једначина 

такође интеграбилна, и то без икаквих додатних квадратура"Јб А сада у књи­
зи, при налажењу рекурентних веза за функције A,k и у k, он доказ своди на 

анализу диференцијалног алгоритма и цео овај ранији поступак поједно­

стављује и отвара нова питања. Као што смо навели, овакав ауторов поступак 

налазимо у целој књизи. 

А у првом делу студије, када дефинише алгоритам и излаже његова свој­

ства и особине, Петровић је потпуно нов. Овде се професор показао правим 

мајстором, указао на читав рудник из којег се и данас може понешто добити и 

тако доћи до нових резултата. 77 Професор Мило ш Радојчић, међу набољим 
Петровиhевим ученицима, није случајно записао: "У Петровићевом научном 

75 Видети стр. 256 ове књиrе. 
76 Видети стр. 294 ове књиrе. 
77 Погледати М. Томиh, наведено под 31. 
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раду истиче се уопште разноликост тема и богатство идеја. Може се реhи да 

се његово научио ствараље одликује особито мноштвом оригиналних идеја, 

којима се утврђују нове везе у математици више него исцрпљивањем последи­

ца које се из једне идеје пружају. Гдекојим својим радом створио је он полазну 

тачку истраживања за друге математичаре. Он сам, богат замислима, радо је 

препуштао другима, у нас и на страни, да оберу плодове с дрвета које је про­

нашао он."78 На многим местима могу се потврдИти ове Радојчиhеве речи. 
Као пример, покажимо Петровиhево трагање за важношhу дистрибутивне 

особине алгоритма према операцији сабираi:Ьа. За две непрекидне и диферен­

цијабилне функције и(х) и v(x) у размаку (a,h), Петровиhје запазио даје 

те поставља себи задатак да изнађе све потребне и довољне услове да произ­

вод искаже у облику збира (иv =и+ v) и тако добије 

Прво је доказао следеhу теорему. 

"Да би алгоритам 6." имао за и и 11 дистрибутивну особину, потребно је и 

довољно да и буде интеграл диференцијалне једначине 

d1/ 

_..!!:_+ј'( х) u2 =О "79 
dx" ' 

да би у другом делу потпуно исказао све услове под којима важи 

А1 ( Ио + ИЈ + и2 + ... + щ) = А 1( и0 ) + А 1 ( и1 ) + А 1 ( и2 ) + ... +А 1( щ ). 80 

* 

Изложене две монографије у овој књизи Сабраних gела Михаила Пе­

Шровиhа припадају прошлости математичких наука у српском народу. Оне су 

потпуно оригинално дело Михаила Петровиhа настало 30-их година нашег 

доба када је научни живот у математичким наукама постизао најјаче резул­
тате између два рата, али и отворио нове просторе за будуhи рад, научио ства­

ралаштво које и данас траје. Математичким писмом, језиком, терминологијом 

и методологијом, као и нивоом постигнутих резултата, оне у потпуности од­

сликавају један период математике на Универзитету у Београду. Неоспорно, 

данашњим "алатом" математичке анализе и алгебре, оне би се "модерније", 

78 М. Радојчић, Михаило ПеШровиh, Наука и природа 2 (1949), 2, стр. 117-120. 

79 Видети стр. 206 ове књиrе. 
80 Петровиh се овде користио једним ранијим радом ПроgукШи јеgнаки збиру 

својих чинилаца, Глас, књ. CXVI, Београд, 1925, стр. 1-9. 
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јасније и прецизније написале, али љихова суштина, Петровићево дело, оста­

ло би исто. 

У овом времену настајаља универзитетских уџбеника и монографија 

приближавао се радни спокој овој изузетној личности наше науке. Колеге са 

Универзитета, сва научна јавност, хитала је да испољи велику захвалност Ми­

хаилу Петровићу за сва добра која је учинио и заорао. У једном предлогу бео­

градских математичара споменута је и ово: " ... Наш Факултет, Универзитет, 
Држава и читава ова земља, дужни су да дају највеће признаље и захвалност 

професору Михаилу Петровићу. Као израз овог поштоваља потписани имају 

част да предлаже професора Михаила Петровића за почасног доктора 

математике Београдског универзитета". 81 
У овим данима славе, у присуству колега из Математичког завода Фило~ 

зофског факултета, који је 1938. године добио име Завоg Михаила Пeiiipo­
вuha за iiieopujcкy .мaiiieмaiiiuкy, чланова Српске краљевске академије и ље­

ног председника Александра Белића, као и других званичника, Михаило Пе­

тровић је био збуљен, али и срећан што види разбујало дело које је започео 

далеке 1894. године. Дубоко скроман и одан својим једноставним начелима 
живота, успео је да проговори само једну реченицу: "Бог је сведок да свему 

овоме нисам крив". Као да је из љега проговорио др Никодим Петровић, про­

фесор Београдске богословије, професоров отац, који га је учио и спремао у 

духу и лепоти скромних београдских грађанских породица друге половине 

19. века. 

81 Архив Србије, БУ, 1108. 



ДЕЛИМИЧАН ПРЕГЛЕД ПЕТРОВИЋЕВИХ ТЕОРЕМА 
О ДИФЕРЕНЦИЈАЛНОМ АЛГОРИТМУ д11 (у)* 

ТЕОРЕМА 1.- Да би алгоритам д 11 имао за u(x) и v(x) дистрибутивну 
особину, потребно је и довољно да u(x) буде интеграл диференцијалне јед­
начине 

(стр. 206). 

ТЕОРЕМА 2.- Алгоритам д 11 изражава се као полином п-тог степена 
по вредностима 

а сви коефицијенти тога полинома су позитивни цели бројеви (стр. 212). 

ТЕОРЕМА З.- Извод по х, ма кога реда р, алгоритма дп изражава се 

као полином по вредностима 

Л Лl All л(k+р-!) 
LЧ,LlJ,Llj, ... ,Ll! ' 

а коефицијенти таквог полинома увек су цели бројеви, позитивни или нега­

тивни (стр. 213). 

ТЕОРЕМА 4. - Итерација реда р, тј. функција у Р, изражава се као ра­

ционална функција ограниченог броја елемената 

А1(у), дl(у), дј'(у), ... 

а коефицијенти те рационалне функције су цели бројеви (стр. 214). 

* · Теореме се доносе у оригиналном и веродостојном препису из Петровиhеве 
књиге. У загради се наводи страна, где се теорема налази у књизи. 
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где је 

јесте 

ТЕОРЕМА 5. - Најопштија функција z за коју је 

д.2(z) = Ф(х), 

(стр. 227). 

Д. ТРИФУНОВИЋ 

ТЕОРЕМА 6. -Кад је извод д. 11 (у) рационална функција од х, која тежи 
коначној вредности Л :f:. О, када х --7 оо, онда најопштија униформна функција у, 

што одговара таквоме д. 11 (у), облика је 

где су R1,R2, .•. ,R" рационалне функције, а г1 ,г2 , ... ,г11 корени биномне јед­
начине 

г"+ Л= О 

(стр. 239). 

ТЕОРЕМА 7.- Кад је х= а нула т-тог реда за функцију у, израз 

тежи за х = а једноме целом позитивном броју који има за вредност 

т( т -l)(m.~ 2).,.(m- n+ 1) 

(стр. 244). 

ТЕОРЕМА 8.- Да би извод д.,/у) функције у изражене редом 

У= L.Ak(x -·а/', 

а кој а има вредност х = а, као своју нулу т-тога реда, .био за х= а коначан и од 
нуле различан, потребно је и довољно да поред тога што је 

буду још и 

Вредност Ll 11(y) за х= а тада је 

(стр. 246). 



ПЕТРОВИЋЕВИ ИНТЕРВАЛИ И ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ АЛГОРИТАМ 441 

ТЕОРЕМА 9.- Кад извод д2 (у) остаје коначан и непрекидан за свако х 
у размаку (а, h ), нуле свих одговарајуhих им функција у, што леже у томе раз­
маку, просте су (стр. 254). 

ТЕОРЕМА 10. - Кад две функције, које имају заједничких нула, имају 

један исти извод !12, њихов је количник сталан број (стр. 255). 

ТЕОРЕМА 11. - У сваком размаку (а, h) у коме је извод д2 (у) непре­
стано позитиван, ни једна од одговарајуhих му функција у не може имати ви­

ше од једне нуле (стр. 256). 

ТЕОРЕМА 12.- Ако је у размаку (а, h) непрестано 

-!12(z) < ·-д2(У) < -!12(и), 

функција у имаhе у томе размаку најмаље онолико нула колико их има z, а 
највише онолико колико их има и пошто се овај број повеhа са 2 (стр. 261). 

ТЕОРЕМА 13.- Растојање између две узастопне нуле функције у, чији 
извод д2 (у) лежи између два негативна броја -М и -N, налази се по својој 
дужини између два броја 

1t 1t 
--и-

-!М ГN 
(стр. 267). 

ТЕОРЕМА 14.- Кад две реалне непрекидне функције имају један исти 
извод !1 2 , а поред тога имају и једну заједничку реалну нулу, оне имају и један 

исти извод д 1 (стр. 319). 

ТЕОРЕМА 15.- Кад за једну функцију у, коначну и непрекидну у јед­
номе размаку (а, h) вредности х (као и њени изводи у' и у"), други релативни 
извод д2 (у) никако не премаша у томе размаку вредност 

функција у бар једанпут мења у (а, h) свој знак пролазеhи кроз нулу (стр. 320). 
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О ОВОМ ИЗДАЊ У 

У овој књизи Сабраних gела Михаила ПеШровиhа задражни су ориги­
нални наслови дела Рачунање са бројним размацима и Јеgан gиференцијални 
алzориШа.м и ње2ове йримене. Међутим, наслов целе књиге је ИнШервална 

.маШемаШика - Диференцијални алzориШам. Прва тематска целина насловље­

на је Инiiiервална .мai'iie.мaiiiuкa и она покрива дужи ауторов период у раду на 

нејднакостима, још од 1896, па до појаве овог дела у 1932. години. Ово је 
учињено и намером да се Петровиhевим истраживањима у алгебри размака 

додели савремни назив и тиме укаже да је у овој области науке, данас веома 

актуелној у нумеричкој анализи и рачунарству, ако не први, оно бар међу 

првима, Михаило Петровиh започео рад на структурама (/, +, • ), где је 1 скуп 
интервала [а,Ь] (а,Ь Е R) са особином а :s; х :s; h. 

Други део наслова ове књиге Диференцијални aлiopuiiia.м настао је у 

намери да се изворни наслов дела Јеgан gиференцијаЛни алzориШам и њеzове 

йримене скрати, али и задржи његова суштина. 

Математичко писмо (симболика) у Петровиhевом делу је у целости 
задржано. Оно је у потпуности класично и савременом читаоцу не причињава 

никакве тешкоhе. Петровиhево писмо садржи неколико мањих одступаља ко­

ја се могу једноставно запазити и допунити, јер су очигледна. На пример, Пе­

тровић размак обел:ежава са (а, Ь) и то је за њега увек затворен интервал. Ни­
је водио рачуна о томе, када је интервал отворен, полузатворен или полуотво­

рен. Значи, и овде се уочава позната професорова особина, да не води рачуна 

о потребним и довољним условима, нема прецизности, строгости у исказу. 

"Петровиh никада није гонио ствар до праизвора".l Рецимо, код симетричног 
и асиметричног облика, интервални параметри ro и 8 увек су 

-I:S:ro:S:+1, o:s:8:s;I 

\ . . . 
иако има приличан броЈ случаЈ ева када Је ro Е ( -1, + 1] или 8 Е [0, 1). Свакако, 
корисник књиге ово he сам запазити. Можда смо и намерно оставили 

1 М. Томић, МаШе.маШичке науке, САНУ и развој науке и уметности у Срба, 
књ. 1, Београд, 1989, стр. 13-34. 
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Петровиhев размак само у облику (а, h) да бисмо и данас читајуhи Петровиhа 
осетили изворну лепоту математичара који се журио у чину стваралаштва без 

вођеља бриге о многим детаљима. Овај случај са Петровиhевим интервалима 

сигурно служи као пример потврде суда академика Миодрага Томиhа: "Про­

ста природа Петровићевих резултата тражила је и дубља објашљеља .... А он, 
нажалост, наставља брзо да ради на периферним проблемима".2 

У оба дела ове кљиге изложено је дело Михаила Петровиhа у оригинал­

ном и веродостојном препису. Приређивач је строго поштовао ауторову стил­

ску особеност, методичност и саму методологију излагаља. Било је више 

могуhности да се Петровиhево излагаље измени и прилагоди данашљем уо­

бичајеном математичком језику. Рецимо, цео уводни део о диференцијалном 

алгоритму Ll 11(y) или о размацима, могао се исказати новим језиком структу­

ра који доводи до једне теорије. Нешто слично урађено је у уводном делу 

једне новије кљиге. З Од овога се одустало, те се Петровићеве обе монографи­
је излажу веродостојним преношељем љиховог првог оригиналног издаља из 

1932, одностно 1936. године. 
И у терминологији је све задржано. Није ништа мељано иако је за то 

било више прилика. Рецимо, за решење диференцијалне једначине Петровиh 

употребљава реч инiйеzрал диференцијалне једначине; за диференцијални ал­

горитам Ll 11(y) често користи синониме: алгоритам, релативан извод или само 
извод, а чак на једном месту и функционал, као што се овим изразом и профе­

сор Драгослав С. Митриновиh користио у приказиваљу Петровиhеве кљиге.4 
При редиговаљу текста учиљене су исправке очигледних штампарских 

грешака уочене од самог професора Петровиhа и приређивача овог издаља. 

Једине интервенције у тексту настају усаглашаваљем са важеhим правопи­

сним нормама. Рецимо, једначеље сугласника по звучности, писаље великих 

слова, растављаље речи и друго. Неписаље сугласника "ј" посебно је редиго­

вана (нпр. геометриски = геометријски), као и случајеви: н.пр. =нпр., т.ј. =тј., 
и.т.д. =итд. 

Наглашаваља у тексту задржана су у изворном облику, као и навођеље 

стране литературе у спуштеницама. Такође, и имена страних научника писана 

су изворно како их је Петровиh наводио. 

Поменимо на крају да се први део у овој кљизи Рачунање са бројним 

размацима јавља у значељу треhег издаља, јер је 1969. године "Грађевинска 
кљига" из Београда исту кљигу издала поводом стогодишњице рођеља Ми­

хаила Петровиhа (1868-1968). Редактори овог издања били су математичари 
др Милорад Бертолино и др Петар Васиh, поштоваоцй и истраживачи Петро­

виhевог дела. Ово издаље је урађено на предлог професора Драгослава С. 

Митриновиhа који је и написао уводну биобиблнографску студију о Михаилу 

Петровиhу. 

2 Исто. 
З Z. М. Mitrovic, Pгilozi teonji intervalnog ,·a(una i njenoj primeni, PuЬl. Elektrotehn. fak. 

601 (1977), str. 58. 

4 FdM, В. 58, S. 1185. 
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У прилогу ове књиге Сабраних gела Михаила ПеШровиhа изложене су 

још неке појединости које треба да олакшају рад на коришhењу књиге. Тако 

су скупна изложене најбитније теореме о диференцијалном алrоритму д 11 (у), 
затим скупна литература којом се Петровиh користио, као и РеzисШар ли­

чн.их и.мен.а. 
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