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PAYYHAILE CA
BPOJHIM PASMALIIMA






ITIPBM1 OIE/BAK

BbPOJHU PABMAIIN Y
EJIEMEHTAPHUM PAUYYHMMA

1. BPOJHU PASMAILM KAO MATEMATWUYKU EJIEMEHTH

Y 4HCTO], aNCTPaKTHO] MATEMATHIN JeHA peallHa KONUYNHA je jean
Ta4yHO oApeben peanan 6poj, jefHa ancTpakTHa MaTeMaTHYKaA TaUKa Ha all-
CTPAKTHO] MaTeMaTHYKO] peasHoj 6pOjHO] TUHAJH.

MaremaTiuKa Ta4dKka y paBHH je j€HO ¥ TO] PaBHA MECTO TAYHO Ofpe-
beno nomohy gBa TauHOo ofpebeHa peanna 6poja. KoutnHyanum Hu3 Mare-
MaTHYKUX TayaKa cacTaB/ba MaTEeMAaTHUKy NUHHU]Y KOja ce IPOTEKE CaMmo
CBOjOM JIYKHHOM.

MaTteMaTnuka Tadka y TPOTUMEH3NOHATIHOM NIPOCTOPY je Y TOME MPo-
CTOpY MeCTO TauHo ofpebeno nomohy Tpu TauHo ofpebena 6poja, a KOHTH-
HyaJlHH HU3 MaTEMaTUYKKX TayaKa caunibaBa PaBHY, WX Y IPOCTOPY U3BH-
TONEPEHY MaTeMaTU4Ky JIMHH]Y KOja ce IPOTEXKE CaMO CBOJOM JIYKUHOM.
KouTunyanny Hu3 TaKBHX JIUHU]a CACTABIbA JEHY MATEMATHUKY TOBPIIU-
HY, KOja ce TpOTeXke CBOjOM JIY>KMHOM ¥ CBOJOM IIMPUHOM.

To cy OCHOBHHE €7I€MEHTH YHCTe, allCTPAaKTHE MaTeMaTHKe, aJId Ha Ka-
KBE C€ Y CTBAPHOCTH, Y IPaKTHYHO] MaTeMAaTHIU, BPJIO PETKO Kajl Haunas3m.
Wcrmsa, nMa citydajeBa Kajl je Uy CTBApDHOCTH jefiHa youeHa peajiHa KOJu-
Y@HA jeflaH TauHo ofpeben 6poj, Koju ce IOKNana ca jefHOM MaTeMaTH-
YKOM TAYKOM Ha alCTpakTHOj peanHoj 6pojuoj muumju. To cy ciydajeBn
Kaja ce 3Ha, Ia je youeHa KOJINYHMHA Ie0 WK IePHOANYaH JEeCeTHH Pas3iIo-
MaK KOME ce MOTY Ca3HaTH cBe fetumare (Tj. Kaj cy Te felumMale cBe HyJle,
WK Cy OHE IITO Cy pasjinyHe ojf Hylle, Y KOHaYHOM Opojy, WK ce yOIIITe
3HA 3aKOH 10 KOME CE OHE HIDKY jellHa 3a APYroM, Kao IITO je TO ciryda] Koj
paIoOHaTHUX pa3iioMaka uTH.). Takas je HIp. caydaj ca TOTaIHEM OpojeM
Meby co6oM jegHAKUX NpeaMeTa pacnopebeHux y KoHauaH O6poj TOMHANIA;
WIH CIIy4aj Kaj ce Tpaxku Gpoj pealHuX KOpeHa jefHe jeTHaYnHe KOJH ce
Hayase waMmehy fBa maTa Opoja; miad ciiydaj Kaf ce TpaXe LelH KOPEHH
jense anrebapcke jefHaunHe UTH.
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CBaxy pyry KOnu4nHy Koja nMa GecKpajHO MHOTO JIEIEMAaNa, a OBH-
Ma ce He 3Ha 3aKOH, HeMOTYhHO je IpakTUYKH, Y CTBAPHOCTH, ONPENUTH
Kao ancCTpakTHY MaTEMATHUKy Ta4yKy Ha MaTeMaTHIKo] OpOjHOj nuumju. 3a
TaKBY Ce KOJHMYUHY Y HajOO/BEM CIIydYajy MOXKe caMo (DUKCHpATH jefaH
6pojru pasmax, Tj. jeflal pa3MakK Ha GPOjHO] JIMHU)H 32 KOjU ce MOXKE TBP-
[IUTH J1a Ce Ta KOJMYHHA CHTYPHO V IheMy Hanasu (npumep: ~/2 min 7). Ta-
KO Je YaK ¥ OHJa Kaj OK Ha IPBH [OTIIe]| U3IJISAAIIO A je KONMYNHA Ofipe-
bena xao maTeMaTHuKa TauKa y Ipeceky ABEjy TaYHO KOHCTPYUCAHUX JIU-
HOja (HIp. ABejy MpaBHX, MK [paBe U KPyra, UK (Ba KPyra), jep ce mpa-
KTUYKH HUKAJ HE MOXKE HALPTATH TadyHa, alCTpaKTHA, MATEMATHIKa JTHHHU-
ja (To he npaxTHYKK yBeK OUTH jefHa BUIE WA MAake MUPOKa Mpyra, Wil
BUIlle-Mare lefena MINNKa), Ia U NPeced TaKO HAPTAHUX JIMHEA]A HUAC
Tayke, Beh nMajy KoHauHO IpoTe3ame (IpUMep: KOHCTPYKImja Gpoja \/_ZY
OMohy IpaBe M Kpyra; KOHCTpYKIHja Opoja T WIN e TOMOhY TPakTO puo-
rpada).

ITpema caMoj IpHpOAK JBYACKOT Ca3HaBamba, jeHa ce peaHa KOInJu-
Ha (OCHM NOMEHYTHX M3y3eTHHX ClyvajeBa) ogpebyje MpakTHIKy, YOIIITe
He Kao TayHo ofpeben 6poj mnu maTeMaTmykKa Tadyka, Beha Kao OpojHu
pasmak; jefHa Tayka Kao cezmeHiil jejHe paBe Wi KpUBe JINHYje, HIX Kao
HCeYaK jefiHe TMOBPLINHE, MJIH YaK U Kao TeJO y TPOXUMEH3HOHATIHOM MPO-
CTOpY; IMHUja Y PAaBHU KaoO ipyZza KOHaUHE IIUPWHE; JTUHA]A ¥ IIPOCTOPY
Kao wiuilka KoHauHe fAeOpuHe, uTA. PaxTHuky eneMeHTH, ca KOjuMa uMa
HocCna MaTeMaTuKa CTBApHOCTHM HHCY, JaKjie, OHU MCTH Ca KOjHMa HMa
1ocIa 9YUCTa, allCTPakTHA MaTeMaTHKa.

MebyTrM, Ha OBakBe HCTE €JEMEHTe, ca KOjiuMa ce MMa II0CIa Y Ma-
TeMaTHIU CTBAPHOCTH, HAWIA3U Ce U Y MpolbiieMuMa ancTpakTHe MaTeMa-
THKe, TIOpef OHMX ca KOjAMa OHa MCKJbYyUUBO padyHa. To cy npoGreMu of-
pebene BpcTe y KojuMa ce HIIp. HEMO3HaTe KONWYHNHE, 110 CAMO]j CBOjO] IpH-
ponu, jaBibajy Kao 6pojHU pa3Mall; UK Kajl caMe Norof0e 3agaTka He 3a-
XTeBajy TauHy ofpea0y HEeMO3HATHX KOJINYNHA; UK Kaf je Hell03HaTy, 300T
HeCcaBlIafJbUBHX TeIIKOoha, HEMOTYhHO TauyHO OXpPEAUTH; WX Kaf, je OHa Ta-
KBE TIPAPOJIE 2 jé JOBOJbHO Hahu JOBOJBHO CyXXEH pa3MaK y KOMe CE OHa
HaJa3W, [a fa ce ogMax, Wiy 6ap je[HIM HH30M NPaKTWYKU M3BPIIbUBUX
PadYyHCKVX pajiibl, 00Kje U HheHa TayHa WU JOBOJBHO NPUOIMKHA BPef-
HocT. Tako:

1° TayHO pelllele M3BECHUX MPOGIEeMa cacToju ce, He Y TOMe Jia ce
Haby TauHe BpeTHOCTH HENMO3HATUX KONNYMHA, Beh y Tome pa ce Habe n3-
Meby Kojux rpanuIa oHe Tpeba fa ce Memajy 1a fa yciIoBu pobiieMa Oymy
3a/l0BOJbEHN.

Tako HHOp. 3afaTak ofipende BpeTHOCTH X 3a Koje e KBafgpaTHa jefHa-
YyHA
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x2-2x+y2=3y+3=0

MMATH CBOje KOPEHE X PeajHe, IMa Kao CBOje PEelletbe OBO: IIOTPEGHO je I
JOBOJLHO Jia y JIExXM y OpojHOM pa3maky usMeby 1 u 2.

IInurame 0 KOHBEPreHIWH jefHOTA Pefla, YUjU WIAHOBH CAPKeE jeqHY
IIPOMEHIBHUBY X, IOTIIYHO J€ PEeIIeHO Kaj ce Habe OpojHu pa3Mak y KOMe
Tpeba Jla ce Hamasy x, na fa 6yfe ocurypaHa KOHBEPI'eHIM]ja WA JUBEPTEH-
nuja pega. Ha mpumep, pen ca mo3UTUBHEAM Koe(DHUIHjeHTUMA

g +ax +a,xt+...,

6uhe KOHBEpreHTaH ako Ce X Hajas3u y OpOojHOM pa3Maky off —R 1o +R, rye je

R = lim 1

2
n—yoo
a,

OH he OWUTH lUBEPTEHTAH aKO Ce x Halas3| BaH TOT pa3Makxa.

2° 3a noTpebe mpaKTHUKHX padyHa (HIp. 32 pu3smuape, xemmuape,
TeXHIYApe) He caMo JIa HUCY HU MaJIo HOTpeOHe alCOMYTHO TaYHe BPETHO-
CTW HENO3HATHX KOJIWYMHA, HEr0 YakK HYje NoTpeOHa HU CYBUILIE BEIIMKA
npuOIMKHOCT. UecTo je JOBOJBHO 3HATH caMO TO fia CBaKa Off HHUX HUje HI
Mama ofi jegHor yrBpbenor 6poja, Hu Beha on gpyror yrepbenor 6poja, a
TH ¢y 6pojeBH, MehyTHM, TOUKH [ia je pa3Mak u3Meby muX JOBOJbAH 3a I0-
Tpeby 3a Kojy ce Tpasku. Tako HIp. NpH KBAaHTUTATHBHUM XEMHU)CKUM aHa-
JaM3aMa, y MHOTHM CIIy4ajeBUMa, JOBOJbHO je 3HATHU Aa ce TPakeHa KOJINYn-
Ha Hanas3u m3Meby Ba Habena Gpoja xoju ce Meby co6oM pa3nuKyjy TEK Off
Tpehe unm yeTBpre genuMare.

Tako ucTo, 3a moTpebe MPAKTUYKUX padyHa, flelllaBa ce Jla j& Hello3-
HATy KOJMYAHY BPJIO TEIIKO W 3aMEeTHO M3pauyHaTHU N0 faTo] hOpMyIH, a
MebyTnM je 3a Te noTpebe [OBOJLHO 3HATH KOIHUKOT j& OTIPHIINKE PeNla Ta
KOJIMYHMHA, Tj. 1A JIA OHA MU3HOCH HEKOJIMKO ECETUHA, UM HEKOJIUKO XUIba-
lla, WK HEeKOJWKO MUJINOHA, UT].; Taja je JOBOJLHO ITO3HABATH M3BECTAH
6pojuu pa3Mak y KOMe ce OHa HallasH, I1a la CE MMa OHO IITO C€ TPaXKH.

Ipumep. — 3a Benuke BPENHOCTH 1 BPJO je TEHIKO H3padyHaTH #!
KOje Tajia WMa BpJIO BeJMUKH Opoj mudapa. ANM, Kao IITO je MO3HATO M3
teopuje dakTopHjena, n! yBex exu usMeby aBejy BpeHOCTH

n+l —-n+L n+
—a ,
2R-¢"n 2 wm ~2mie 1n.p 2,

KOju ce MHOTO JIaKIlle u3padyHaBajy Hero n! 1 Tako U3padyyHaTe Jajy 1nojaMm
0 BeNWYuHH (pakTopujena n!.

3° ¥ usBecHuM mpobremuMa JellaBa ce 1a je He caMo HeMoryhe Hahn
y KepUuHETHBHOM OOIHKY caM Opoj, KOJU IPEACTaBlba TauKy UM JOBOJHHO
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HpuONUAKHY BPENHOCT HEMO3HaTe KonnurHe, Beh je Hemoryhe u mohu o
TaYHOI MATEMATHYKOT o0pacua Koji OM UMAo JaTH Ty BPEHOCT KA ce Y
EMY CMEHH CBE IITO j€ ONIITE OAroBapajyhum GpojHUM BPeIHOCTHMA Kao
noganuma. Taksa HeMOTryhHOCT MOXKE IIPOU3IIA3UTH:

a) off alicoNyTHe HeMOTryhHOCTH fja ce ¥ (hOpPMEUpa MAaTEMATHYKH 06-
paszai; Koju Ou Jao TpakeHy HEeIIO3HATy BPEIHOCT NOMOhy MaHAIINX pa-
4YyHCKHX omnepanuja. IIpumepn: ofpebuBame KopeHa kakse anrebapcke
JelHaYnHe BHIIET cTeneHa of 4, Koja nMa jeflaH WITH BULIE ONIITHX Koedu-

b
. dx
UujeHaTa; u3pauyHaBame ofapebenor naTerpana J-\[—:T; ofipebuBame
1+x
a

uuTerpaia Ricatti-ese gudepeHIjaiHe jefHAUNHE ca OIIITUM KOe(HUIa-
jeHTIMa, UT].

b) ojf TOra MITO CYy CAMH TIOJAI 32 TAYHy Ofpe0y HeIO3HATE KOJIIMYH-
He HenoBoJbHU. [TpuMepu: ofpeuT HEMO3HATY

x =~a* +b?

Kafia ce 3Ha BPENHOCT 30upa a + b; ofijpefiuTd Tpehy crpaHy C JeHOT TPOy-
IM1a, KaJ| ce 3Ha 30up a + b ocTanux [ABe]y CTpana 1 yrao u3Meby mux.

MebyTuMm, 1 y TAKBUM CIyYajeBUMa je YBEK MOTyhe OfpefuTH 3a He-
II03HATEe MO jegaH OpOjHHU pa3Mak y KOMe ce CBaKa Off THX HEeIO3HaTHUX CH-
TYPHO HaNasM.

Hamnocnerky, Tpe6a HaIOMEHYTH U TO, Jja U § CaMO YUCTO], alICTPaKT-
HOj MaTeMAaTHUIX KIMa HHTEPECAHTHUX Clly4yajeBa y KojuMa, Kajj ce caszHa fa
jeman ogpeben GpojHE pa3Mak HACHTYPHO Cajgp K HEIO3HATy KOIUYHHY,
oBa ce ofMax, 6e3 MKAKBOT JaJber pauyHaHha, MOXE OJPENUTH ca alcolyT-
HOM, MaTeMAaTHIKOM TadHOIIhY.

1. iipumep. — MepemeM 10 TeXKHHN je[{He TOMUTIE ONIOBHEX 3pHALlA Off
KOJUX CBaKO TEXW II0 jeflaH MUIUTpaM, Habe ce BelmukuM GpojeM Mepema,
la ce Ta TexxkuHa Hanasu u3meby 151,954 mgr u 152,037 mgr; Tagan 6poj
3pHaua je Tafga 152 (mpeTnocrasieajyhn HIp. 12 HA jJEXHO 3PHIE HE OJCTYIA
on Munurpama suine of 0,5% ¥ Ta ce Ipu KOJeKTHBHOM MEpey He Ipelly
3a suie o 0,5%).

2. iipumep. — Kaji ce 3na Jja cy [BE HEIO3HATE X ¥ y Ieau OpojeBH, a
ce x Hanmasm y pasMaky usmeby 2 u 14, a y y pasmaky 8 u 24, 1 a Ipg TOMe
3a0BOJbABAjY Heofpeheny jegHaunHy 9x + 7y = 184, MOXe ce TBpAUTH fa
Cy TauyHe BPEJHOCTH HEMO3HaTuX x = &,y = 16.

3. iipumep. — Ilocroju jegua anreGapcka TeopeMa Koja fiaje 6poj Ko-
peHa N ITo vX UMa jefiHa fata 6pojua anrebapcka jefHaYnHa Y je[jHO] fa-
TO] [IPCTEHACTO] MOBPIIUHY OIIMCaHO] OKOo moveTKa. [1o To] Teopemn, fa 6u
ce ompenuo 6poj N, Tpeba u3pavuyHaTH OPOJHY BpegHocT P Kojy nobmja
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U3BECHA, HCTOM TEOPEMOM MOTHYHO ofipehbena ¢ynkumja koedunujenara
jeRHAYHHE, KaJ Ce y TO] PYHKIMjH cMeHe KOeHIMjEHTH CBOJUM GPOjHIEM
BPEHOCTHMA KOje UMajy y 1aTo] jefHaunHn; 6poj N je o Toj Teopemu je-
Hak Hajsehem menom Gpojy cagpskaHoM y GpojHOj BpegHoCcTH P. AKO ce,
nakiue, Habe ga 6poj P nexu y jegHoMe OPOjHOM pasMaky Koju y ceGu
cajipxu caMo jefiaH 1eo 6poj, MOXKe Ce 3aKJbYYUTH ):[a he 6poj N 6mTn
TAa4HO je[lHAK TOME [[eJIoM Opojy.
4. ipumep. — 3a nuHeapHe IuepeHITjalIHe jefHAYRHE IPYFor pefa

2

ey Ly f(x)y =0,
HOCTOJM OBa TEOPEMA: aKO 3a CBE BPEJIHOCTH X KOje Ce Hajlase y jeqHoM aa-
TOM pasMmaky (a, b), BpegHOCT pyHKumje f(x) ocTaje HempecTaHo y pas-
MakKy Of —% o p_2 (rme cy p u p’ nBa cranHa mo3mTHBHA Opoja H
X x

o

p’>p>Y), 6poj N peanHux Hyna jeqHora TaKBOTa WHTerpaia AadepeH-
HyEjaJIHe jefHauHe YBEK ce Hala3u u3Mebhy [Bejy BpeaHOCTH

Nap—1 Nap =1
Oc=~p—log~b- u B:——p——log£+1,
27 a 27 a

Kap, naxme, pasmak (o, ) cagpsu caMo jefan 1ieo 6poj M, 6poj N Ta-
4YHO je jegHak ToMe Opojy M. JIoBOJBbHO je, AaKie, MO3HaBaTH TaKaB jeflaH
pasmak (o, ), na aa ce Habe TauHa BpEIHOCT HEMO3HATE KOJIMYUHE,

M3 cBera ce Tora BURW: ga ce Ha OpOjHe pazmake, KA0 PAYYHCKE ee-
MeHIlle, HAUAA3U He CaMO y UPAKIIUYHO] MATHeMATHULL, 8eh U Y ogpeheHUm
ipobaemuma came yuciie auicipaKiite mailemailiuxe.

2. PAYYHCKHU ITPENCTABHWIN BPOJHIIX PASMAKA

Kap je pat pasmax (a, b), rie je a4 BETOB ipegrol a b HETOB 3aAgrel
Kpaj, MOXKE Cce, W TO Ha pa3He HauumHe, popMupaTy jequa dpynknmja f(A)
jeHOTa mapaMeTpa A TakBa:

1° ma ce 3a jegHy HaTy BpEJHOCT A = A, BpeRHOCT (PYHKI[Eje NOKIAaIa
ca a, a 3a Apyry jegHy maTy BpemHocT A = A, BpegHOCT (yHKIHje MOKIamna
ca b;

2° ma, IOK A IIpeNas’ peloM BpemHOCTH u3Meby A, u A,, BpegHOCT
dhyHERIITje TpoJTa3y KPo3 cBe 6pojeBe KOjH ce Halase y pasMaky (a, b).

Taxsy jexuy dynkiujy f(A) HazpaheMoO pauyHCKUM Upegeilia6HUKOM
pasmaka (a,b); pasmak (A, A,) HazBaheMo dapamelliapcKum pasmaKom.
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PauyHckm npepcraBHEHK jefHOTa pa3Maka o0yxBaTa, y OONHKY jeTHOT
padyHCKOr H3pa3a, cBe OpojeBe CaipsKaHe y ToMe pa3MaKy.
CraBuBmid, KpaTKohe pagu

_ A2
o= , =
7\'1_?"2 7»2—%1

3a pa4YyHCKM IPEACTaBHUK pa3Maka (a, b) MOXe ce y3eTH Koja GUio HIIp.

o pyHKIHja
() = oa +Bb,

1
fX) = (oa™ +Bb™)m,
fO) = a®bP.

CBaku pauyyHCKH IIPefCTaBHUK pazMaka (a, b) UMa Ty OCOOHHY Jia ce
IO CBOjOj OpOjHO] BPETHOCTH MOKJIAIa ca JelHAM KOjuM ce Tof xohe Opojem
y TOMe pa3Maky, Kaji ce IapaMeTpy A ga jegHa nopecHo usabpaHa O6pojHa
BPEHOCT KOja ce Hamaszu usmeby A, m A,. Tako Hnp. pa3max (2, 5) nmahe
Kao jeJlaH CBOj PAYYHCKY IIPEACTABHNK, Ca MapaMeTapckuM pazmaxoM (1, 3)

byHRIH]Y

F)=20+58,
rae je
_3-A _A-1
o= PEm
Tj. QYHKIH]Y
A
f(k)=1+23 .

Bpenuoct Hup. 2,75 y pasmaky (2, 5) gobHja ce kaf IapaMeTpy A ia
BpenHocT 1,5 cagpkaHa y BeroBoM pasmaxy (1, 3).

3. JUHEAPHU PAYYHCKU ITPEJCTABHUII
BPOJHUX PASMAKA

Hameby cpux moryhux o6muka yskuuje f(A) HajupocTuje cy U 3a
padyHe HajIofecHnje MuHeapHe (PyHKuuje Tapamerpa A, Tj. dyHKIHje 00-
TuKa

1) FOY=u+2w,

Ige ¢y 4 ¥ v BPEJHOCTH HE3aBHCHE Off X, ompebene Tako ma 3a gaTH pas-
Max (a, b) 6yne
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u+hAyv=a, u+i,y=h,

mTo hie OUTH Kaj Cce 3a u MV y3MY BPEIHOCTH

» A 1 1
2) u= 2 - L b, = b-— )
@ R W VAT W VN W U

HBa cy ciyyaja Off HapOYHUTOT HHTEpeca HO CBOjOj MPOCTOTH W IIO
nakohu fa ce ca ogrosapajyhum o6pacuuma pauyna. To cy:

Ilpsu cayuwaj: Ly = —1, A, = +1;, pauyHcKU NpeNCTaBHUK GPOJHOr pas-
Maka (a, b) je Taga

() FOO) = u+h,
THE je

(4) bl:b;—a’ v:b;a’

a mapaMeTapcKu pasMak je pasmak (—1, +1). Taga je
a=u—-v, b=u+v,

IITO TIOKAa3yje fla Cy KpajeBH pa3Maka (a, b) CHMETPUYHHM HACIPAM BPE-
HOCTH 1 KOja ce, Jakjie, Hajua3u y CPefluHu Tora pa3Maka. JelaH Ma Koju
6poj cappkaH y pa3Maky gobuja ce Kajf ce CpeAuHn pasMaka JJofa Wiu Of
e OIy3Me jelaH Ieo MONYAYKuHe pa3Maka.

Kam ce on ¢dyukumje f(A) Tpasku ga ce cCBeJie Ha PENIbN Kpaj a pas-
Maka (a, b) 3a A =—1, a Ha 3amBLU Kpaj b 3a A = + 1, Tpeba fia je

u—v=a, u+v=mn,

ma ToIITO je a < b, Tpeda fga 6yme v > 0.
Kay ce Tpaxu fa ce f(A) cBefie HA IPeNHU Kpaj a 32 A = + 1, a 3agmu
Kpaj b3aA=-1, Tpeba faje

u+v=a, u-v=>n,

ma ce U3 a < b fobuja ga Tpeba ga je v < 0.
Hpyzu cayuaj: A =0, A, =1; pauyHCKH HpeLCTaBHUK pa3Maka
(a,b) je

(5) FA)=u+hv,
rme je
u=a, v=>b-a,

a mapaMeTapcka ammmatyna je pasmak (0, 1). Tapa je

a=u b=v+u,
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MITO TOKa3yje Ja Cy KpajeBH pa3Maka (a, b) HeCAMETDHIHY HACITpAM BPEJ-
HOCTH ¥ ¥ TO TakO Jla Ce Ta BPEHOCT MOKJIala ¢a JefHuM KPajeM Tora pas-
Maka. JegaH Ma kKoju 6poj cafipxaH y pazmary (a, b) gobuja ce xaj ce mpef-
BeM Kpajy pa3Maka Jjofja Wi Off Iera Ofy3Me JellaH {20 TYXIHE pasMaka.

Kap ce Tpaxu fia ce f(A) cBepe Ha Ipefby Kpaj a pasMaka (a, b) 32
A =0, aHa3angmu Kpaj b3ai =1, Tpebda gaje

u=a, u+v=a>s,
u3 ¥era ce, npema a < b, gobuja ga je v > 0.

Kap ce Tpaxu na ce f(A) cBefe Ha Mpemy Kpaj a 3a A = 1, a Ha
3aby Kpaj b 3a A =0, Tpeba aa je
u+v=a, wu==~bt
73 Yera ce, pema a < b, fobuja ga je v < 0.
O6nuke dyuarumje f(A) U3 Topiha ABa cIyyaja, 300T WUXOBE IPOCTOo-
Te U nakohe fa ce ca muMa padyyHa, cMaTpaheno 3a HOpMALHE PAUYHCKE
iipegcitiasHuke pa3Maxa (a, b) U T0:
1° pymxumjy |
b+a b—a}
J

FO =1+ (u: ta, e

ca IapamMeTapckuM pa3MakoM (-1, +1) Hassahemo cumemipuskum, a

2° dyuxumjy
fWN=u+rv, (u=0a, v=>0b-a),

ca mapamerapckuM pasmaxom (0, +1) HazBaheMo acumerpu=KimM HOPMal-
HUM NPEJICTABHUKOM pa3Maxa (a, b).

Y oBoMe mTo cnepyje 6uhe yBex ca @ cuMOONMYKH O3HAYEH Jefan
6poj xoju nexn usMeby —1 1 +1, a ca ¥ jegan Gpoj Koju nexu usmeby 0 u 1.
CuMeTprIKY HOpMAaJIHY MPEACTaBHUK pa3maka (a, b) Orbe Taja

b+a b—a

6 At —,
(0) 5 5
a HECUMETPUYKHN

(7) a+9(b-a).

VY ciaydajy CHMETPUUIKOT IPEACTaBHUKA u + OV, YWiaH U IPefCcTaBlba
cpegury pazMaka (a, b), a YnaH v IeroBy HoaygyHLHY.

VY ¢hydajy acCUMETPHUYKOT UpefcTaBHuKa u + Uv, WiaH u NpefcTaBiba
npefma Kpaj pasMaka (a, b), a wian v /eroBy gymumy.

Kap ce 6yjie mMano rocia ca BHUIie PasHuX O0pojesa o KOJu NexXe us3-
Meby —1 u +1, unu Bumre pasumx Gpojesa ¥ Koju nexe mimehy 0 m 1, mu
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Y4

heMoO mX pasnuMKOBaTH 3aleTaMa MIM cKa3albkama, Hip. o, ®”,®”,...,
®y, ©y, B3, ...; O, 97,07, ..., 0,0,,04,....

IIpuMmeTuMo U TO: fa Kaf je a IpefU, a b 3aillb1 Kpaj pasMaxa (a, b)
YBEK je a < b m pasnmka b — g yBex je mosurusHA. [Ipema Tome y o:0a HOp-
MaJIHa 00JInKa pavyyHCKOr IIPeCTaBHNKa pa3dMaka («a, b), Koiu ¢y

u+ov u u +9v,
KOAWYHUHE v U v YBEK Cy HO3UTHBHE.

ITpumeTumo Takobe ¥ TO: ja j€ aCHMETPUYKY HOPMANHT IPECTABHIK
pasmaka (0, b) obnuka 0b, a cuMeTPUIKY HOPMAaNHH IpecTaBHIK O0NHKa

_l+_wb"

2
Taxo mcro acuMeTpUIKE HOPMAIHH NPEACTAaBHEK pasMaka (—a, +a)
je a (29 —1), a CHMETpHYKH Ma.
Kap je jeman 6poj x IO3HAT ca p TAYHUX ACHKMala, Tako Ja je

X :H’Z,GIGZ.,.([P,

rme je m Hajpeh# v memy cafpykal Ueo O6poj, a 4, Werosa k-ta genumana,
Opoj x je cagpskad y pasMaky uzmeby 6pojesa

m,aa,...a,0 w maa,..a,999...

HOpMAIIHY DpenCcTaBHuld TOr pasMara Cy.

: 6
ACIMETPHUKHA m,aa,...a,0+ T

5
CHMETPHIKH m,ady...a,0+——(1+).

Taxo Hitp. Ka3zatu §a 6poj 3,141 npefcrasiba Opoj T ca TPH feHuMae
TayHe, 3HAYM Ka3aTyu Ja ce 6poj T Hajasu y pa3Maky usmeby 6pojesa 3,141
n 3,142; HopMan{u NpejcTaBHuLM TOT pasMaka cy:

acmmeTpryku 3, 1410+ 9 - 0,001,
cumeTpuukm 3, 1415 + o - 0,0005.

4, TPAHCO®OPMAILIMIE PAYYHCKUX ITPEJCTABHHKA
BPOJHUX PASMAKA

TTox TparcOpMalnjoM padyHCKOT NPecTaBHAKa AaTOr GPOjHOT pas-
Maka (a, b) pasyMme ce oBaj Ipobuem:
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Hexka cy A 1 L ABa IpOMEHIbHBA TapaMeTpa, f(A) 1 Q(LL) iBa payyH-
CKa IIPeJCTaBHUKA JeJHOT HCTOr OpojHOT pasMmaka (a,b), a (A, A,) 1
(U, Wp) pa3sMaly mapamMeTapa A ¥ {L; KakBa Be3a MocToju u3Meby Tux ene-
MenaTa?
{Ionrro je
f)=a, ou)=aq,

F)=0b, o(py)=0b,
TO je Ta Be3a H3pakeHa BeMa jenﬁaqHHaMa
8) F) =0, [f(r)=0(K,).

Kap cy, nakne, yrepbenn u garu o6nunu obejy pyHkimja f u ¢, oHga
ce u3 jeqHaunHa (8), Kaj je MO3HAT pa3Mak jefHora of mapameTapa A u |,
MOIKeE OJ[pEIUTH pa3Mak Jpyrora, jep ce u3 (8) momohy mosuatux A, u A,
MOI'Y OIPEAUTH | U [, © OOpHYTO.

Axo cy yTBpheHe ¥ faTe jefpHa of pyHKuUHja f U © ¥ pa3Mak Te PyH-
xumje, HUp. pyskuuja f(A) u pasmax (A, A;), apyra je dynkuumja ¢(u)
onpebena ycnoBoMm fa 3a [L = U, nobuje BpepHoct f(A,), 3a U =L, Bpen-
HOCT f(A,) M a MOHOTOHO pAacTe [OK |l Bapupa of W, A0 U,. Y TOMe Ciy-
yajy 3aflaTak, Kao IITO ce B[N, HUje NOTIYHO oApebeHn; 3a pyHKIAjy @ MO-
Ke ce y3eTHn Koja ce xohe off 6eckpajHo MHOTHX (DYHKIIHja KOje 3a{0BOTba-
Bajy IOMEHYTe YCIOBE.

TTomohy Be3a (8) MOXKe ce, Ha Taj HAYWH, jeaH PAUYHCKH IPEHCTaB-
HUK JaTOT pasMaka (da, b) mpeobpaTuTH Y APYTH, APYTOT 00JMKa, IITO je Of
Ba>KHOCTH 3a MHOTe pauyHe. OBfie he 6uTu penieHo HEKOIHUKO IIpUMEpa Te
BpCTE.

1. @pumep. — [IaT je pauyHCKH IpeJiCTAaBHUK pa3Maka (a, b) y obnuky
no3uare dhyakugje f(A), ca mapaMeTapcKuM pasMakoM (A, A,); npeo6pa-
THTH I'a Y HOPMAJIHUA CUMETPUYKHU OOJHUK.

Ogaj he npencrasapk 6uTH 00IHKa

o) =ut+wv, —-1<w+]
a Tpeba na Oyfe
FOD)=0(-D=u-v,

) =D =u+v,
Haxie
u:fOH)"‘f(?\'z) v:f(kz)—f(h)
2 ’ 2 ’

npema 4eMy he TpaskeHu MpecTaBHuK OUTH

fOD+ ) | FOD=FM) <yt
2 2 ’ S
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2. ipumep. — JlaT je pauyHCKH NpeCTaBHUK pa3Maka (a, b) y o6IHKy
no3Hare yukuyje f(A) ca mapamMeTapckuMm pasmMaxoM (A, A,); npeobpa-
THTH ra y HOpManHu acuMeTpuyky obnuk. Osaj he 6utn

o) =u+d, 00,
a mourTo Tpeba fa oyae

F) =69(0) = u,

JO) =9 =u+v,
oflaKie je

u=f) v=rF)-f),
To he TpaXeHu IpeNCcTaBHUK OUTH
FOD+BIf ()= FA)), 081
3. ipumep. TIpeoGpaTtuTy cCHMETPUYKHA HOPMaJIHU OOIHK
floy=u+ov, (-1Sws+])

y aCIMETPHYKH HOPMaJIHU O0JIHK
e()=u"+09v, 0<0<]
3a jeman uctu 6pojHu pasMak (a, b).
IToturro Tpeba ga Oype
fED=000), T u-v=u
fAHD =), 1. ut+v=u"+v’
TO je
we=u—-v, v =2v,
na he, gakie, TPAXKeHH MPeICTaBHUK OUTH
u—-v+20, (0<9<]).
4. aipumep. — [lpeobpaTuTy aCHMETPHIKH HOPMAJIHA OOIIMK
f()=u+d, (0B

Y CHMETPIYKH
o) =u"+ov’, (-1So+]).

Iomrro Tpeba fa Oyne

’

FO) == 1. u=u -’
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Dy =9HD 1. u+v=u"+v’,
OfaKJie je

TO he TpaskeHu NpeaCcTaBHuK OHTH

n+lrol, (m1<o<+1).
2 2

5. iipumep. — 3Ha ce U3 Teopuje PpakTOpHjEIa A je

1 b
Rt= =Rk
m=2n.-n 2.e 127

e je ¥ jegan 6poj KOju, Ma KaKBO GHIIO IFO3UTHUBHO 7, Nexku n3meby 0 u 1;
Hahy acmMeTpuuKE HOPMAaHU IPECTABHUK 32 n!.
AKxo ce, kpaTkohe paju, cTaBu fia je

i
ft— _
N2m-n 2-e"=N,

i
nl= Ne'2n,

ouhe

Y3eBmmu ga je
o
f(A)=Nel2n, (0<ALY
O(Y)=u+Vv, (0SB,
Tpeba fa je
[(O)=9(0) 1. N=u,
i

FD=6¢) 1. Ne" =u+v,

OflaKyIe je
1
u=N, v={_(e?" 1N,

na he, fakie, TpaskeHH NPEeACTaBHEK OUTH
1

N[1+9(e2" —=1)], (0<9<1)
6. iipumep. — 3Ha ce fga ako 36up KaTeTa je[[HOT MPaBOYIIIOr TPOYTia

s
A3HOCH §, fiy>KMHA XUIOTEHYy3€e YBeK JIeXH u3mehy 7z u 5. CUMeTpUHUKH

HOPMAJTHY TIPEICTaBHUK HHTEpBaNa XUIOTEeHy3e Ouhe, Takne
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1, 1 o 1

c= =l s + 812 |5, Ty,
a ﬁjs 2( ﬁjs .
¢=08534-5+0,1435 @5,

a ACHMETPHWUKH he OUTH

S 1 .
c= e O I=—— |5, T
2 [ V2)S ]

c=10,7071-5 +0,2929 -9 - s.

5. @YHKIMJA BPOJHOT PABMAKA

Basx#oct ¥ mHTEpPEC pauyHCKUX [IPEICTABHUKA OPOjHHAX pasMaka Jjie-
K€ Y TOME Witlo ce HOMORY FUX MOKE CA PASMAUUMA PAYYHALTIU KAO U Ca
06UYHUM OpOjesiiMa.

AKO ce HIp. pasMax (x, y) O3Ha4H ca z, TAKO Ia j& CAMOONAIKH

z=(x,y),

Moxke ce (popMHpaTH KBaApar, Ky0, JoOrapuTaM, CHHYC 1 YOIILITE jeHA Ma
Kaksa PyHKIUja Tora pasmaka. OHa he 61Uty jenaH U3BecTaH pa3Mak

Z = f(z)=(X7Y),

koju he Takobhe mMaTu CBO] pauyHCKH IpefcTaBHUK. Besa uameby pasmaka
z4 f(z), T]. Z cacToju ce y ToMe IITO he KpajeBu X, ¥, pazmara Z 3aBUCUTH
Ha jeflal HAPOUMTH HAUWH Of] KpajeBa x M y pa3Maka z. Ta je Be3a oBakBe
BpCTE! /

Hexka je z = (x, y) jefan gatu 6pojHE pasmak, a f(z) gata GyHKOH]a.
O3nauynmo ca M uajBehy, a ca N HajMawmy BpegHOCT KOjy fobuja MyHKIMja
f(z) mox z Bapupa of x 1o y. OueBuAHO je ma he f(z) 6utH jegan 6PoOjHH
pasMak Ydju je Ipenmsn Kpaj N, a 3agisy Kpaj M.

Taj he pasmax umarTH, Xa0 CUMETPHWUKY HOPMaJHHU NPERCTaBHUK,
n3pas
M+ N ‘o M-N

2 2

Z=f(2)=

’

a Kao aCI/IMSTpI/I‘-IKI/I HOpMaHHI/I HpeHCTaBHI/IK, I/ISP&S
Z = f(z)=N+9(M-N).

Hcrum je pa3zmax 1ieo cafipkaH y JefHOMe NPOCTpaHujeM pa3Maky Z’
YHUj¥ je Mpeftby Kpaj jefiHa Ma Koja lomba rpanuna N BpegHocTd f(z) Kaf
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z Bapupa Ol x 0 y, a M’ jeHa Ma KOja ropiba TPaHmiia 3a T¢ BPEHOCTH.

Pasmax Z je, jakine, ieo cafp:XaHd y jefHOM pa3Maky Z’, 9uju ¢y HOpMAJHI

IIpeCTaBHALI

_M ' +N e M —N
2 2

Z' =N +8 (M’ ~N).

ZI

H

Tako oppeben pasmak Z’ 3BaheMo jelHOM Zoprom 2ZPAHULOM PA3-
Maka Z: TO Je jeflaH pa3Mak LIMpH Off pa3Maka Z M Koju o6yxBaTa 0Baj, Tj.
CaJpKM I'a Kao jeflan CBOj [eO.

Y MHOrmM npobieMuMa, ako ce He Moxe Hahu Tavad pasMak Z, off
HHTEepeca U Off KOPHUCTH je uMaTu 6ap jefHy mEeTOBY I'OpPHY rpanuny Z’,
IOIITO C€ M 3a pa3Mak Z’' MOXe TBPAATH fa 00yxXBaTa YOUEHY BPEAHOCT
f(2) Kojy obyxBaTa n pa3max Z.

Y cnyuajeBuma Kaf je f(z) KakBa MOHOTOHO pacTyha pyHKIH]ja IIpo-
MEHJBUBE 7 y pa3Maky (x, y) 6uhe

N =f(x), M=f(y.
Kap je To MoHOTOHO omanajyha gpyuknuja y pasmaky (x,y) 6mhe
N=f(y), M=[f(x)

Kapm Hr jemHO HU ApPYTO HUje coy4aj, U ako f(z) UMa 33 BPERHOCTH Z Y
pa3Maky (x,y) MakcuMyMa Koju cy Behu of o6ejy BpepgHOoCcTH f(Xx) B f(y)
oHpa 3a M Tpeba y3eTu HajBehu of THX MaKCUMyMa; aKO [(z) UMa y pas-
Maky (x,y) MOHEMyMa KOjH Cy MamwHu off obejy BpefHOoCcTH f(x) B f(y),
oHpa 3a N Tpe6a y3eTH HajMarbi OJf THX MAHMMYMa.

1. apumep. — Keagpaiu jegrnoz pasmaxa.
Heka je HOpMATTHE aCHMETPUYKY IIPE[CTaBHIK jJENHOr pasMaKa

z=u+ v,
2 _ 2
Tpaxu ce 25 =(u+0v).
ITormrro je v yBek MO3UTHBHO, TO je

N=u® M=w+v)*, M-N=v>+2u
na gaxie
2 =u?+¥ (v +2uv).
Kap 6u pa3smax z 6M0 [aT CBOJHM CUMETPHYKKM NPENCTaBHUKOM

Z=U+ v,
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MOUITO je v TO3UTHBHO, OUIo 61

2 =(u+ov)?, N=(u-v)? M=(u+v)?

M~N=4duy, M+N=2(u*+v?),

¥ mpemMa ToMe 61 010
22 =(u?+v3H)+20uv.

2. tipumep. Kyo jegnoz pasmaka.
Heka je
z=u+9v,

Ta ce TpaXu
2= (u+9v).
Buhe
N=u'>, M=@u+v), M~-N=3u’+3uw?+v?

¥ TIPEMa TOME
2 =ut + 9 CButv +3uv? +v?).

Kap je pasMax z laT CBOJUM IIPENCTaBHUKOM

z=u+0v, TakoAaje z° = (u+owv),
ouhe
N=(u-v), M=+v),

M—N =6u?v +2v:, M+N=2u° + 6uv?,
U IpeMa ToMe
2=l 3w+ o (v +3u).

3. fdipumep. — JlozZapuiilam jegnoZ pASMAKQ.
Heka je
z=u+0v, 1HE]e u>0, v>0,

1a ce Tpaxku
logz = log(u +9v).

Fuhe
N =logu, M =log(u+v), M-N= log(ji-;»-K)
u

u npemMa TOME

logz = logu +13’10g(1+1).
u
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4. tipumep. — Hexa je
z=u+9v, DaceTpaku & ="V,

Buhe
N=e', M=ec", M~N=e (10,
na Jlakie
& =ée" +0e" (e —1).

5. upumep. — Yonmre, Hexa je f(z) jenHa PyHKIHja KOja MOHOTOHO
pacTe Kaji z pacTe y HOCMaTpaHoOM pa3Maky, i HeKa je

z=u+Yv, maceTpaxu f(z)= f(u+3v).
buhe
N=fu)y, M= fu+v), M-N= fu+v)-— f(u),
ma gakje

F@ =)+ Lfu+v)— fu)l.

Ha uctu 6u ce HauuH uMano f(u +0v) Uy cnydajeBuMa ako je f(z)
(yHKIE]a KOja MOHOTOHO OTlafia Kaj z pacTe y MOCMATPAHOM Pa3MaKy.

6. PYHKIMIJA BUIIE BPOJHUX PABSMAKA

Hexa cy
7y =(x, Y1) B 23 =(Xq,¥,)

[Ba flaTa pa3Maka, a f(zj, z,) faTa QyHKIHja Be]y IPOMEHIBUBUX KOIMYHL-
Ha. O3naummMo ca N u M HajMaiby u HajBehy BpemHocT Kojy mobuja (yH-
xumja f(z,,z,) Kaj z, BapUpa o x, KO y;, a z, Ofl X, O y,. PyHkmmja

Z = f(z1.2,)

IBajy pasMaka z; U z, Ouhe jefaH pa3Mak Koju he ©MaTuh, Kao CBOj acuMe-
TPUYKA HOPMAJIHE IIPECTABHUK, U3pa3

Z = f(z,,2,) =N +9(M —N).

Kap cy pasmang z, u z, U caMH JaTH CBOJAM aCHMETPUUKUM HOPMAa-
HUM TIpEeCTABHALIMA
= U+ 0V, Zp = Uy +0,v,
6umhe

Xy = U, Y1 =U+Vy, Xy =Uy, Yy =Uy+ Vs,
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Y chayuajesmma, fakie, kaf je f(zj, z,) MOHOTOHO pactyha dyurumja
NPOMEHIBLMBHX z) B Z, y pasManmMma (x,, y,) u (x,,y,), 6uhe

N=f(xpx)=f(unuy), M= f(x;+y,xa+y)= fluy+v,uy,+vy)
1 peMa ToMe he aCUMeTPUUKH IIPeICTABHUK pa3Maka Z GuTu
Z = f(zy,20) = flup uy)+O[fQuy+vy,uy +vy)— f(uy, uy)l

Y chaydajeBuMa Kaj je f MOHOTOHO onafajyha pyHKIMja IpOMEHILUBUX
Z; ! z, Yy ICTUM pasManmuma, 6uhe

N=f(yny) = lu+vyu,+vy), M= f(x,x)= f(uy,u,)
¥ IpeMa TOME je aCHMETPHIKY NPefCTABHUK pa3Maka Z
Z=[f(z,z0) = fluy+v,uy +vo) + 00 f(up ug)— fuy+vy, uy +vo)l
Hcrn je pazmax 1eo cafipskad y JeTHOM MPOCTPaHyjeM pazMaky
Z'= f(N',M"),
e cy N’ m M’ jenHa joma W jefiHa TopHha I'paHula BpefHocTa f(z), z,)

KaJ ce z; ¥ 7, MEajy y rpaHuiaMa CBOjuX ofiroBapajyhux pasmaxa (x, y,)
u (x,,y,). PasmMak Z uMa 3a acCuMEeTPUYKU HOPMaJIHU [IPEeJCTaBHAK U3Pa3

Z'=N'+9"(M" -N"),
u Ouhe jegHa ropma Ipanuia pasMaka Z, Tj. jJefaH pasMak IiapH Of Z, a 3a
KOj¥ ce Takobe Moxe TBpIUTH Jfia 00yxBaTa BpefHocT f(z), z,) KOJy o0yx-
BaTa ¥ pasMax Z.
1. ipumep. — Hexa je
21:L‘1+61V1» ZZZMZ +P&2V2,
Ta ce TPaskKy pa3sMak
Z - Zl - Zz.

Buhe :
N=u+u,, M=u+u,+vi +v,,
na fakie

Z=(u +u))+9(vi+v,).

2. iipumep. — Tpaxu ce pasMak

Z = 7,Z5;
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MOIIITO je
N:ulMZ’ M:(M1+V1)(M2+V2),
ouhe
Z =y +0 (v, + v +vvy).
3. tipumep. — Tpaxu ce pasmak

Z =z} + 2%,

HaJIa3u ce A2 je

Z =~Jul +u? +ﬁ’[\/(u1+vl)2 +(Uy +v,) —\/u12+v12].

Hcro ce Tako ogpebyje u nata dyukuuja n 6pojHUX pazMaka

Zy = Uy +‘6’1V1,
Zy = Uy + vy,

Z, = Mn+ﬁnv)1'

Bpojesu N u M cy Taja HajMama U HajBeha BpegHOCT Kojy nobuja
dyurumja f xKag ce raduxka (z,z,,...,z,) Y XAIEPIPOCTOPY OF 1 AUMEH3Hja
kpehe Tako ma cBaka IPOMEHJBHBA 7, OCTaje Y CBOME pasMaky ofpebeHom
OfroBapajyhuM CBOJUM padyHCKMM IPENCTABHIKOM.

IMojam Zopre Zpanuye 3a pa3Mak Z UCTH j¢ Kao W OHaj 3a PYHKIH)E
ABE]Y IPOMEHIbUBHX.

7. CUCTEM ®YHKIMNIJA BPOJHMX PASMAKA

Hexa cy
Zy :(xhyl)’ s Zy =(xn!yn)
n faTex pa3Maka, a

‘ fl(zlﬂ A Zn)? ey .fp(zl? tees Z;z)

CHCTEM Off p HaTuX (PYHKIMja TUX pa3Maka. CBaka of oBHX (PyHKUHja f;
nMahe cBoj pasMak Z, y Kome he BapupaTi 3a BpeMe IOK CBaKa IPOMEH-
JbUBA z; BApHpa ¥ CBOMeE pasMaky (x;,y;).

Oszmaunmmo ca N, u M, majmMamy u Hajsehy BPeHOCT KOjy mobuja
dyHRITja f, Kaj CBe IPOMEHIBHBE 7, ..., Z, BAPHEPA]y Y CBOJAM pa3MaijiMa.
AcuMeTpUYKY HOPMAJIHUA IpPefCTaBHulY CHcTeMa f, ..., f, Ouhe mapasu:
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Zl = ﬁ(zlﬁ"'vzn) :Nl +‘61(M1_Nl)!
Zy, =z, 2,) =Ny +0,(M, = N,),

Z,=1(21,.0,2,) =N, +0,(M,-N,).

Kap ce 3najy kpajesu x;, y; pasmaka z;, 6uhe
zp = U+ Y,z = U, + 0%V, ..,
rae ¢y u;, v; ogpebenn nomohy x,, y, jemHaunmHama
X; = U, Y, =u; +v;.

Kap je xoja on pyHKuHja f, MOHOTOHO pacryha iy onanajyha dpyu-
KIpja, ogrosapajyhe Bpegnocta N, u M, onapebyjy ce Ha Hanpeyq roXa3aHH
HAYMH.

Ha mecro Taynux pasmaka Z,Z,,...,Z, y MHOTAM CIIydajeBEMa JO-
BOJBHO Je II03HaBaTH IO JeIHY IbHUXOBY FOPIY TPaHUILY, Tj. IO jelaH pa3Mak
y KOME je cajipxKaH ofrosapajyhu tauaH pasMax Z,. Taksa je jefHa ropima
rpaHulia 3a pasMak Z, pa3Mak

Zp =N+ 0y (M;-Np),

rae Ny u M} o3Hauyjy jefHy A0y U jefHYy TOpHY rpaHuly pyHKIHje f, 32
BpeMe JIOK CBaka IPOMEHIbHBA z; BapHpa y CBOMe pa3Maky (x;,V;), Tj. TOK
U] y u3pasy

z; = u; + 97y,

Bapupa of 0 o 1.

8. CTAJIHU Y1 ITPOMEHJbMIBU EPOJHU PASMAILINA

Kao mTo ce Buayu U3 oBora 1ITo MpeTXONH, eJIEMEHTAapHE PAdYyHCKE
pafmbe, Koje ce BpIIe ca {iauHo ogpeheHum 6pegroCiiUMA, MOTY CE BPILIUATH
u ca 6pojHum pasmayuma. [IpyruM pednma, pauyHCcKe pajiibe KOje ce MOT'y
BPILIUTH Ca Hiaukama Ha peanHo] 6pOjHO] JMHUjU, MOTY ce BPIINTH U ca
cezmeHiniuma Te nuaAje. Pasznuka je Ta mto he, u3BpuieHe ca Taukama, OHe
IaTu omeT GpOjHE Tadke, a BPIIEHE ca cerMeHTHMa OHe he maTi Kao pe3yln-
Tat GpojHe cerMenTe. Pauyncku dpegciiasiuuys OpojHux pazmaxa ipeobpa-
hajy geocilipyke HejegHauuHe Y jegHauuHe, ca TAKBUM ce HejefHaYNHAMa,
MPEKO HUXOBUX PAaUyHCKUX IIPENCTAaBHUKA, MOZY BPULLIU C8€ enemeHTiap-
He PAYyHCKe pagibe Koje ce puie ca jegHavuHamd.

Kap je pa3mag, ca KojuM ce pany ciliandH, Tj. Kaj cy My KpajeBU He-
TPOMEHIBUBY ¥ pe3yJITaT U3BPHICHNX PauyyHCKUX pafiba Omhe jefal pa3mak
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ca HENPOMEHIBUBYM KpajeBuMa. A KaJl je NPBOOUTHU pasMax ipomeHbUs
(mpoMEHIBHBY KPajeBH) W pe3yiaTaTt he jaT jeflaH MPOMEHIBUB Pa3Mak.
Tako HIIp. KBafipaT CTalHOT pa3Maka

z=72+ 39,
Takobe je cramaH pa3Mak
2 =4421
KBafpaT IPOMEHBUBOT Pa3Maka

z=x+0(1+x)
je TPOMEeHTBYB pasMax
22 =x? +0(3x? +4x + 1.

Hexa cy x u y iBe IPOMEHJbUBE KOIMYKHE Be3aHe Mehy coboMm Tako,
fla Kaf ce jefHa off IbhX Oye Memaia, i Apyra ce Memha Ha Ha4MH ofipeben
npoMeHaMma npee. Kapn ce HOp. NpoMeHJbHBa x Oyfle Memalia Tako Jia joj
BPEHOCTH HENPECTAHO OCTAjy ¥ jefHOMe OpOjHOM pa3Maky X, BpeTHOCTH y
octahe y jegnoMe Takohe onpebenom pasmaxy Y. M3 pate Bese mamehy
HPOMEHIBUBHX X B y fobuhemo, Ha Hallpex HaBeleHH HaudH, U Be3y uzMeby
pasmaxka X u Y Tj. Be3y u3mehy BUXOBUX NPENHIX U 3aIHUX KPajeBa.

Y nmpuMeHnama padyHa ca OpOjHHM pazMalMa 4ecTo ce Hauias3d Ha
clIy4ajeBe OBakBe BpCTe: Be3a u3Meby IpOMEeHTBUBEX X U y Huje ogpebena y
TOJNMKO] MEPH Ia Ce CBAKO] BPENHOCTH x MOXKe OfpeluTH ofrosapajyha
BPEIHOCT Yy, JIU Ce 32 CBAKY BPEJHOCT X MOXKE ONPEIUTH IO JefaH pa3sMak
¥, 3a KOju ce Moy3[jaHo MOKe TBPAUTH Na he ofrosapajyha BpequocT y 6uTH
¥ meMy caipxkana. MemameM IPOMEHIbABE X
Memahe ce u ogroBapajyhu pasMax Y. Ako ce
Y Ha OcoBMHE Ox 00elIeXy BPeJHOCT X, a Ha
J)‘;«/ YIPABHO] Y TAYKH X Ce NMpeHecy KpajeBu a’ W

b’ pazmaka Y, ma ce mMycTu fa ce x Mewa, T he

;Y,/—'"’ KpajeBH OMHWCATH CBAKH IO JeHY JIHHH]Y Y

- c ) . =
e /r«” PaBHH, a caM pa3Mmak Y onucahe jenHy g6ﬂagu{
/ a OTpaHUYeHY TUM ABEMa JIMHUjaMa, Koje Cy ]Oj

BEHA gOHA U 20PHA 2PAHUYHA AuHUja. T'eoMe-
TPH]CKO MECTO cpefiuHa ¢ pasMaka Y, cpegroa
0 * AuHUja obaaciiu, fahe OBNAIIHY CIUKY O BE3U

u3meby npomensbuBux x my. Cnuka he 6utu
YTONMKO Marbe OBIAIIHA, YKOIMKO je 00IacT yKa, Tj. YKOIMKO J€ Marbe Of-
Crojarbe TPaHAYHUX NUHA]A Off CPEALE JINHY]jE, WK, [TO jé HCTO, YKOIUKO
Cy Mame aMIUTATYJle MOTYhUX OCHUIANKja IIPOMEHIBHBE y OKO CPEJihe JIH-
HHje; TOfl OCUUAAUUJOM OKO Cpefibe nHuje (M3Haf ¥ UCIIOf 0BE) ¥Ma Ce pa-
3yMeTH pacrojame cb’ = a’c.
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Ha Taj Haumn, y cryv4ajeBUMa KaJ| HE MOCTOJU WM ce He Moxe Hahm
iayuHa Be3a n3Mehy TpOMEHIBUBHX X 1 y, IellaBa ce Xa je Moryhe onpennTn
jenwy obaacii sapujayuja IPOMEHIBHBE y Koja yuHu MoTyhoM ofpenly
OpojHOr pazMaka y KoMe he HACUTYPHO OuTH cafpkaHa Heoupebena Bpeg-
HOCT y 32 JefIHy Ma KOjy Ta4HO HaTy BpexHocT x. [ipyruM peunma, Moryhe je
OJIPENHUTH 3a X JeTHY CPeRbY IWHHA]Y U OCIWIALK]E TE IPOMEHIBUBE OKO OBE
cCpene TUuHHje.

Tako unp. n3meby koopnunaTa

x=a+B 1 y=qo’+B?

jenHe MpOMEHJbHBE Tauke P, e ¢y o ¥ [3 B2 MPOMEHIbYBA TO3UTHEHA Ha-
pamMeTpa, He ITOCTOJY HUKAKBA Ta4Ha Be3a, Tj. Tauka P He ONNCyje HUKAKBY
oppebeny MHHKjY, Majla ce [IPY MeHhatby KONMIHHE X YOIIITe MEHha U KOJH-
9rHa y. AJ¥ MIOIITO je 3a IIO3UTUBHE O U 3 yBEK

OC\F;Z'B < ot +B2 <o+ B,

TO € Ta4Ka, Y¥je cy KOOPAUHATE X ¥ y, YBEK HaJla3y y 06JylacTu usMehy fse-
jy npaBux

X
y= ﬁ u y=ux.
Cpepwa nuHyja je npasa

y = 0,8534x,

a ocnmnanmja oxo oBe je 0,1464x .

Kap je jenua Hero3HaTa KONMWYMHA, 3aK0BOJbaBajyhu path cryn (D)
norogaba, Kao crajina, ogpebeHa y oO6nuky jeguora GpojHOr pasMaka Koju
je CaJipX¥, WX Kao IPOMEHJBUBA, ofipebena y o0nuKy meHe 00/1acTn Bapu-
jammja, MOTY Ce IeCHTH OBAKBU CIIydajeBu:

1° JHoOuBenu O6pojHE pasMak je ipociliparuju HO WTO 3aXTeBa cama
OpUpOfa CTBAPH, T). HETOB NIPENibU WK 32U Kpaj HACY CTBAPHO JOCTH-
THYTH HE y KOMe HOje[MHAYHOM CIy4ajy, KOjH je y CKJIafy ca rmorogdama
(D). HpyruMm peumMa, HabeHu pasMak je caMo jefjHa ropiba IpaHuiia OHora
pasMaxa udju je jefaH WiId IPYTH Kpaj ojucTa JOCTHTHYT ¥ KAKBOM CIEeNy-
jalHOM CIIy4ajy KOju HEje Y CYIPOTHOCTH ca moroptama (D).

Tako HIp. Kaj ce ckyn (D) cacToju y morofdu fa ¢y a 1 b NO3UTUBHY,

BpEIHOCT ~a’ + b? yBex nexu usmeby %(a +b)n S—(a + b), anu HujeHa

OJf OBHX I'DAHNLA HUje HA Y KOM CIIy4ajy RocTUrHyTa. Flcra BpefHOCT JIeXu
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Takobhe u y pazmaky usMmebhy 6pojena %(a +b) u (a+b), a oBa Apyra rpa-

HUIa Je JOCTHTHYTA y CHeljaHOM CITyYajy Kaj je b = 0, anu mpBa Huje Hi-

Kaj. Tako MCTO, HCTa BPENHOCT JIeXN U u3Mely rpanuia a\/—%b u %(a + b);

IpEeNU Kpaj Tora pa3MaKa JOCTHTHYT je Y CHEIHjalHOM CIydajy Kap je
a = b, aNu 330m1 HUje HuKay, Pazmak of %(a +b) 1o %(a + b) je, gakiie,

caMo jefHa ropma rpaHuIa Y3KaxX pa3Maka

a+b a+b 3
, a+b| u | ——, =(a+b)]
[ 2 ) [ N )j
Koju Takobe oxrosapajy norondu (D), alu Cy MM NpPENbH WU 33 KPaj
CTBAPHO JJOCTUTHYTH Y IIOJeIUHNAM CIIel}jaTHUM CIy4ajeBuma.

2° JlobuBeHu pa3Mak je Hajyxu usMeby CBHjy OHHMX KOjH CY Y CKIIaNy
ca morog6ama (D); Tj. 06a HberoBa Kpaja Cy cTBapHO JOCTATHYTA y [0je/H-
HUM CIICHHjallHAM CIIy4ajeBAMa.

Tako ce HIOP. HATa3| a BPENHOCT Ja? + b2, xan Cy a ¥ b O3NTUBHA

6004 ) a+b L. .
pOjeBH, YBeK JeXKH Y pasMaxy N a+b |; ¥ jefaH U APyTU Kpaj ToTa

pa3maxa CTBapHO Cy NOCTUTHYTH, IPeAby Kpaj Kajl je a = b, a 31 Kaf je
b= 0. Taj je pazmax opycTa Hajy>xu Meby oHHMa Koju OAroBapajy ImOrof-
6aMa; xay OU ce JOII BHIlIE CY3MO, OH He Om BHIIe 00yXBaTao OBa JiBa CIle-
I@janaHa caydaja, Tj. He Ou OfroBapao OIMITEM CIyIajy.

3° Mo6usena o6nacT Bapujaligje jeTHe HENO3HATE y, 3aBUCHE Off Apyre
TPOMEHIBHBE X, j€ Uiupa HO MITO 3aXTeBa MPUPONia 3aaTKa, Tj. (beHa H0Hba
HE TOpHa TpaHU4HA JIMHAja HUCY CTBAPHO NOCTHTHYTE HH Y KOM caydajy
KOju je y ckiajy ca morofbama (D). Habena obmact Taga je caMo jefHa ro-
pHa IpaHuia jefHe yxke OOMACTH uMja je jefHa Of IPAaHWYHUX IHUHU]ja
CTBApHO JOCTUTHYTA Y JefHOM ofpeheHOM crenujaaHoM ciydajy.

Tako HIp. Tauka P, udje Cy KOOpAUHATE NMO3UTHBHU OPOjeBH X H
N1+ x?, yBexk ce Hanasu usMmeby fiBejy npasux nmuHUjA

1 3
=2(1+ =2(1+x),
y—2( x) Hy_z( x)

any HEjegHa Off THX MpaBUX HYje HUKaj focTurayTa. Icra Tadka ce namasu
7 u3Meby npaBux

y :%(1+x) 1 y=1l+ux;
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ropH-a 'paHuYHA paBa JOCTUTHYTa je y Tauku x = 0, y = 1. Tako ucro Ta-
uka P nexu u u3Mmeby nBejy npasux

_ 1+x

2

7 [[OFba IPAHMYHA paBa JOCTUTHYTA je Y Tauk| x =1, y =~/2 .

4° Nobusena oGnact Bapmjanuja je Hajyxa nameby cujy Koje cy y
cknafy ca norogbama (D), Tj. 06e eHE IPAHHYHE JIMHUjE MOTY CTBAPHO
OWTH JOCTUTHYTE Y TIOjeTHHIM CIIyUajeBHMa.

Tako ce HOp. Halla3u fja ce TavKa P yBeK Haymasu usmeby fBejy npaBux

u y=1+ux;

1+x
y:*:/'-— n y=l+x;
2

o06e TpaHP4He NHUHUJE Cy CTBAPHO NOCTUTHYTE Y MOjeUHHM Taykama P:
MOMAa TAYKOM X =1, y = «/5, aropma TaukoM x =0, y = 1. Obnacr uzMe-
by Tux mpaBux, ca geche crpane ocopuHe Oy, HajyKa je Meby cBuma nmpy-
ruma; Kaj OH je Ma U HajMarbe Cy3HIIH, OHA He OW BUIIe 00yXBaTala rope
IIOMEHYTE [iBe CHeldjaJIHe Tauke, a KOje WAk 3a0B0JbaBajy morojube 3a-
naTKa.

IIo cebu ce pasyme fa je yBeK IpoOHUTAYHO NO3HABATH IITO y3Ke Ipa-
HuIe n3Meby KojuxX ocTaje Helo3HaTa KONMUIHA, jep YKOJIMKO CY OBE YiKE,
YTONIMKO je Mame HeofpebeHocTH y mo3gaBamby Te Kormyune. Hajupo6u-
TAYHW]jU, HAJIIOBOJBHUU j& Hajyxy MOTYhH pa3Mak 3a Ty KOJHMYHHY, KOjH je
IO T€ Mepe CY>KEeH fia ce BUIIIe HEe MOXKe CYKaBaTH a [a ce He M3TyOu Hero-
Ba TEHEPANHOCT, Tj. ]a OH THMe He IpecraHe o0yxBaTaTh cBe Moryhe ciy-
JajeBe KOJH ¢y y CKIafy ca jatuM norofdama (D).

Takas Hajy=xu Moryhu pasmak NpefcTaBlba Hajowltipuje zpanuiye 3a
BapHjaluje Te KOIUYHHE; OH, Meby ocranuMm mmpuM pazmanuma, uMa Ty
KapaKTepHY OJJINKY Jla cec HeI03HAaTa, 3a0BosbaBajyhu noroade (D), He ca-
MO HENPEeCTaHO Halla3W y TOME pa3Mmaxy, Beh oHa, y ogpebenumM crnenuja-
HHUM CIIy4ajeBrMa, U JOCTIKE IPaHuIle TOT pa3Maka.

Hcro Tako najyxka moryha o6nacT Bapujanyja 3a HEIO3HATY KOJIUYIH-
Hy IpeficTaBiba HAjOUITPHje TpaHulie 3a TE Baphjalyje; TakKaB pasMak faje
MUHHMYM HeofpeheHOCTH 32 HeMo3HATY IPOMEHIbUBY KOJININHY.

W3 pocapammer u3narama BUU Ce la padyHamwe ca OPOJHUM pa3Mma-
EMa uMa JefHy O[UIUKY KOja My Y M3BECHOM IIOTTIENly flaje W HeKy npeBary
HaJ OOMYHUM padyyHameM ca OpOojeBHMaA: TO j& aicoAYiliHA UCHIUHUIHOCIT
pesyaitiaiiia go Kojux oHo gosogu. Ma KOIUKO TO Ha IIPBU TOTJIE] U3IIea-
710 HapafoKCcaJlHO, Pe3yITaTH padyyHaiba ca pa3MaluMa U3paskaBajy jefan
aIlCOJIYTHO MCTUHUT (PaKT, JOK CY pe3yNTATH pauyHarba ca 6POjeBEMa caMo
BHILIE MM Make TayHU, I CAMO y M3Y3eTHHM CIydyajeBUMa arcoJyTHO Ta-
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ynu. Kasaru HOp. fa je N2 =14142 HWj€ TAYHO; KA3aTH [a BPEHOCT /2
nexu usmeby 6pojesa 1,4141 u 1,4143 Tauno je. 11 Moxe ce, mTa BHIIe,
TBPIUTH ]2, [OK C€ NPHU pauyHamwy ca OpojeBHMa, H3 NOTIyHO ofpehenux u
TaYHHUX OHOCA JIONIA3H [0 HETAYHMX PE3yNTATa, JOTIE ce Y padyHy ca pa-
3MalliMa 13 HEMOTIYHO OApeheHnx ogHOCa JONa3u 10 pa3yiaraTa KOjUMa ce
He MOXKe€ IIOPUIATH alcoJyTHA HCTUHUTOCT.

9. BPOJHHA PASMAILI Y APUTMETVLIN 11 AIITEBPY

ApwuTMeTHKa 1 anre6pa cy o6JIacTH MaTeMeTHKe Y KOjuMa ce Pafiil ca
noceOHUM OpojeBuMa, IPelU3UPanuM WiK onmtaM. U y jefsoj u y apyroj
o0JIacTh genlaga ce ga:

1° unm cy U caM¥ NOJaly aTh y O6NUKY OPOJHEX pa3Mara uim 6poj-
HEX 00JIacTy, a ce ¥ pe3yyTar pauyHa goduja y TAKBOM HCTOM OGIHKY;

2° wnu cy mopany fAaTH y OONHKY TaYHUX (IpEHU3UPAHUX WIH OM-
ITHX) OpojeBa, anu ce pe3ynrar, 300r TEXHHUKAX PAYYHCKHX Telikoha,
unu 360r TOra WITO ceé He TPaKM BeJIKa TadyHocT, Beh camo mpubnmxua
BPENIHOCT W OBJIAIIaH TI0jaM O BeJIMIMHH HEIO3HATE, Pe3yaTaT fo6mja y
00MuKy pa3Maka Wiy 00JIacTH;

3° unm, O caMoj CBOjOj IPHPONH, 3aJaTak AMa Kao CBOje TavyHO pellle-
e, He jean oppeher (npenusupan win omuiTa ) 6poj, Beh jenan Opojuu pa-
3MaxK Wiu jegHy OpojHy o0iacrT;

4° wny je, 360T HEJOBOJBHOCTH LIOflaTaka, 3ajaTak HEIOTIYHO Ofpe-
beH, anmu ce MoXe YTBPAUTH jefjaH pa3Mak y KOMe ce Helo3HaTa, opeJ| CBe
CBOje HeoipehenocTH, Hllak MOpa HaJIasuTH.

Tako Ha mpumep, Kajl ce M3payyHaBa KBaJpaTHH KOPEH W3 jeHOTa
6poja Koju Huje faT TayHo, Beh jeJHIM pa3MakoM y KOME Ce OH HaJlasHu, o-
6uhe ce u jefaH pa3Mak y KOMe € KOpeH MOpa HaJla3uTH.

Kapa ce momohy norapuraMckux Tabnauiia u3padyHaBa BPEIHOCT jefi-
HOTa m3pasa y KoMe (purypuilly gatu OpojeBn, pesyiTat Hehe yommre OuTu
tadan 6poj, Beh he OuTwm n3pauyHaT camo ca U3BECHUM OpojeM NpBUX Jelu-
Malla Taygux, Tj. Ouhe ofpebeH camo jefaH pa3Mak y KOMe ce Ta BPeJHOCT
MOpa HaJIa3UuTH.

Kap ce muta 3a Koje hie BpeHOCTH y KBafipaTHa jeiHAUNHA

x?-2x+y? =0,

pelliesa 1o x, *MaTH CBOje KOpeHe peallHe, TAYHO pelliehe 3alaTKa CacTojH
ce y OBOME: 3a Ma KOjy BPEHOCT y cafp:KaHy y pasmaky (-1, +1).
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HemoTnyno oppebenn 3agaTak ma ce m3padyHa JIorapuTaM JUjaro-
HaJle ¢, KajJ| ce 3Ha JiorapuTaM 30Hpa s KaTeTa, PEIlleH je TAUME IITO Ce 3Ha
Ia ce log ¢ yBex Hanasu y pa3Maky

(log s — % log 2, log s).

Ogpe he OuTy HaBeleHO HEKOJIMKO 3ajlaTaka TaKBe BPCTe, KOJH HMajy
YeCcTy yrnoTpely U y KOjuMa ce Hello3HaTa apUTMETMYKa WIH alurebapcka
KONW4INHA Ko0uja y 06IuKy GpojHOT pa3Maka.

TpunHoM Epyror cremena

Ha pasmake, Kao pelllema 3afaTKa, HAWIa3y ce yOIIIITe Yy 3ajaiuMa y
KOJUMa Ce TPa’ke YCIIOBY 3a PEAJIHOCT, NO3UTUBHOCT UJIH HETATUBHOCT HYJIa
IaTOr IOJIMHOMA; UIIY YCIIOBH fla OM e BeroBa BPENHOCT, 32 BPEJHOCTH He-
3aBUCHO IPOMEHIBHBE CafpXkKaHe y aTOM pa3Maky, U caMa Hajlasuna y jef-
HOMeE, TaKO MCTO, AaTOM pa3MaKy; WM YCIOBH fja O peasHe HyJie IIOIHHO-
Ma Gumie cafjp>XaHe y HCTOM pa3Maky, uTh. Taxo, KaJ Koe(puujeHTH oI~
HOMa cajipXke Kakas IIPOMEHJBYB IapaMeTap O, IO3HATe TeopeMe H3
TeopHje anreGapcKux jeqHaunHa, kao mTo cy Rolle-oBa, Sturm-oBa, Descar-
tes-oBa, Fourier-oBa U pyre fajy Kao peliema 3afaTaka TakBe BpCTe, pas-
Make y KojuMa Tpeba fia ce Hala3d BpeJHOCT napaMeTpa.

3a HajIpoCTHjH ClIy4Yaj, 32 OJINHOM APYrOr CTeNeHa, eleMeHTapHa
TeopHja KBafpaTHE je[HaYUHe HENOCPEHO flaje PEIIeha TAKBUX 3ajaTaka.
3na ce HIIp. Aa he TpuHOM

9) ax®+2bx +c¢

uMaTH 06e CBOje HyJie peaTHe W CyMPOTHO O3HAuEeHe, Kaf je

ac < 0;
Ia 6u To GO cIy4aj ca TPHHOMOM
(00—5)x? —dox +0 -2,
MOTpe6HO je M JOBOJBHO J1a ce BPEIHOCT 0. Hala3! y pa3Maky (2,5), Tj. Aa je
o =2+30, 0<9<L

Jda 6u TpuHOM GHO MO3UTHBAH 3a CBE BPEJHOCTH X, IIOTPEOHO je H
TOBOJBHO fa Oyne
b2 —ac<0 a >0,
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fa 6u TO 6O ClIy4Yaj ca TPUHOMOM
(4—o)x?—3x +o+4

noTpeGHO je ¥ JOBOJLHO [la Ce O HAalas® y pasMaky (—£,+—55~}

2 2
Tj. ia je
o=@-—, -1fw< 1.

Ha Takas ce 3afjaTak CBOJH ¥ OBaj: ONPERUTH MAaKCUMYM U MUHUMYM
NuHeapHe PyHKIHje

(10) fx,y)=ax +by+c
Kafia cy IpOMEHIbYBE X U y Be3aHe KBaJpaTHOM pesaliyjoM

(11) Ax* +2Bxy+Cy* +2Dx +2Ey +F = 0.

AKoO ce cTaBu; ia je

fx,y)=a0,

eJMMHUHAI]OM JeflHEe TIPOMEHJLUBE, HIp. y, lo0Hja ce jeHa KBagpaTHA
jeqHaYMHA IO X ‘

(12) Mx?* +2Nx + P =0,

rae je koeuIujeuT P MoauHOM ApYror cTelieHa 110 mapaMmeTpy o, Koedn-
nujeHaT N nuHeapHa QyHKIHUja off O, a KoedunujeHaT M He3aBUCaH Off O.
3apaTak ce Tajga CBOJAH Ha ofipendy pa3Mmaka, y KoMe Tpeba jja ce Halasu’ o
na OM BpegHOCTH IPOMEHJBUBE X, ofpehene jegnaunnom (12) 6use peamnHe;
Ipefmy Kpaj Tora pa3Maka npefcraBbahe MUHIMYM, a 3a[ll1 Kpaj MaKCH-
MyM dyHKIH]e f (x, y). YcnoB 3a To je fga Oyue

(13) N?2-MP >0, M >0,

ma omrTo je N — MP NOMMHOM JPYror CTeTeHa 1o mapaMeTpy o, TO je 3a-
flaTak CBEe[IcH Ha MaJolpebhaliby.
Tako HIp. KaJ| ce Tpaxkl MAKCUMyM B MUHUMYM (DyHKIHje

f(x,)’)z)’_zx,
IpH YeMy Cy IPOMEHJBUBE X U y BE3aHe PelallijoM

36x2 +16y% =9 =0,



BPOJHU PASMALIU Y EIEMEHTAPHVM PAUYHUMA 37

eNUMIHAIY]ja IPOMEHIbIBE y TOBOJU IO KBAJPATHE je[JHAUMHE

100x? + 640 + 160> —= 9 = 0.
Ycnosu (13) cBope ce Ha
(5 +40)(5 -40) > 0,

HITO 3Ha4Y¥M ga o TpeGa Ja ¢€ Hallasw y pasMaxy (—%,—1‘%). MI/IHI/IMYM

yuxumje f(x,y) je, nakme ~%, a TheH MaKCHUMYM %; 3a Ma KaKBY peajiHy

BPETHOCT X ouhe

ﬂmw:%w, l<o<l.

OBakaB HauuH ofjpebuBama MakCUMyMa 1 MUHEMyMa (PyHKIH]a, KOjI
He 3axTeBa ynoTpeby M3BOfa Kao o0MYaH HAYUH 3a TO OfipebuBame, HAJe
BE3aH caMo 3a ITOJIMHOME IIPBOT U pyror crenesa. Kaj roy uMa ja ce of-
peny MakCUMYM WJIM MUHAMYM jefiHe (DyHKIHje

flx,y,2,..)

y K0jOj Cy IpOMEHJBHBE X, Y, z, ... BE3aHe JaTUM peJalujama ymju je 6poj 3a
jenuHULY Maku off 6poja THX NPOMEHJBUBHX, Tpeba (MYHKIH]Y f O3HAYUTH
ca 0, Ta U3 CKyIa jeJHAUYNHA SIIMMUHICATH CBE IIPOMEHJbABE OCHM O ¥ jOILI
jemHe off ’BUX, HIpP. x. AKO je

(14) o(x,a)=0

pesyiTaT eTuMUHALje, 3afaTak MaKCUMyMa d MEHEMyMa CBOJH Ce Ha Ofi-
pebusaibe TauHEX pazMaka y Kojuma Tpeba la ce Halla3’ BPEJHOCT ¢ a Ou
Kopenu jeguaunne (14) 6wrn peanHn. Ako je (o, 0.,) Takap jeflaH pasMaxk,
6poj O, je jemaH MEHEMYM, a 6poj O, jeflaH MaKCEMyM (pyHK1Hje f ca faTuM
Besama. CBakn Takas pa3Mak fAahke Do jeaH MUHEMYM H 11O jefaH MaKCH-
MyM (pyHKLIH]E. (

Ha ciimyan ce HAUWH peliaBa ¥ 3afaTak: 3a Koje he BpegocTy x TpH-
HOM (9) HEMpeCTaHO MMATH BPEJHOCTH CajipKaHe y [aToM pa3Maky (4, B)?

Tpaxu ce fa oyae

A<ax? +2bx +c< B,

Tj. ia je y UCTO BpeMe

ax*+2bx+c-A>0
(15) ax’+2bx +c—-B < 0.
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ITpema 3HAIUMA KOIHYNHA
a, b*—a(c-A4A), b*- a(c—B)

jenHa on Hejepnaurna (15) Guhe 3a0BobeHa 3a BPEHOCTH X KOje ce Hana-
3¢ y jeHOM H3BECHOM PasMaxy (p, ¢) KOji MOXKe GUTH CACTaB/bEH H U3 [Ba
pasmaka, a Ipyra 3a BpeIHOCTH X KOj€ ce Hanase y je[[HOM U3BECHOM Pa3Ma-
Ky (p’,q"). Ycnose (15) 3agoBosbaBahe caMo BpefHOCTH x cajip¥kKaHe ¥
3ajeIHIYKOM Jesly pa3Maka (p, ¢) u (p’, ¢); TpaxkeHe BPETHOCTH X jeCy OHE
KOje ce HaJla3e Y TOMe 3ajefHHYKOM Pa3MaKy.

Tako HIp. fa 61 ce BpegHOCT TPHHOMA

x? —14x + 50
Hamasuna y pasmaky (5, 26), morpeGHO je 1 JOBOIBHO fla Oyjle Y HCTH Max

x?—14x +45 >0,
x?—14x +24 < 0.

ITpBa ce HejeqHAUMHA MOXKE HATIUCATH Y OONHKY
(x=-5)(x-9>0

1 3aJ0BOJbEHA j€ 3a BPEeJHOCTH x Koje Cy cajpxkaHe OHIIO y pa3Maky
(=e0,5), 6u10 y pasMmaky (9, +eo).
Jpyra HejeqHaUMHA MOXKE CE HAIIACATH Y OOITHKY

(x=2)(x—-12)< 0

1 3aJl0BOJbEHA je 3a CBe BPEMHOCTH X cajpxaHe y pasmaky (2,12). 3ajen-
HUYKH Je0 pasMaka (p, ¢) 1 (p’, ¢') cy asa pasmaka (2,5) u (9,12); rpaxene
BPETHOCTH! X Cy OHe cajpxaHe OWio y IpBoM, OHIIO y APYTOM Off Ta ABa
pa3maxa.

Kap je maT TpuHOM Tpeher cTeneHa, yBeK CBOAJbUB Ha 00K

(16) x¥+px +gq,

noTpebaH U FOBOJbAH YCJIOB 32 PEAaTHOCT HBerOBHUX HyJIA je NCKa3aH Hejef-
HAaYNHOM

(17) 4p* +274% < 0.

Kap rop je nesa crpana nejennaunse (17) KakaB TPHHOM APYrOT cTe-
[IeHa 10 jeTHOM MapaMeTpy O, YCIOB PealJHOCTH ce CBOAHU Ha 3afiaTak rop-
€ BPCTE W peleke MY Ce CacTOJU y Ofpefidu pa3Maka 3a Taj IapameTap.

CnuuHo ce perierne fo0uBa U Y ClIy4ajy MOJIXHOMA YETBPTOT CTETEHA.
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Kopen peannor 6poja

Heka je x Takas jefan 6poj fa je 1+x > 0. IIpema 6uHOMHOM OGpaciy
OYEBHIHO je
(I+x)" =2 1+ nx,

rje je jeqHaKoCT mocTUrHyTa uiny 3a x = 0, unu 3a n = 0, mm 3a n = 1. Cra-

BUBIIIH fIa jJ& X = ﬁ, mobmja ce fa je
n

(l—kﬁ) =2 1+h,
n

a, faKie,

(18) 1£«”/1+h§1+ﬁ
n
3a Ma kakas 6poj h > 0.
Heka je cap z jefan Ma xoju 6poj Behu off jefluHmIE, T1a ce U3 (18), cra-
BuBIIW fa je 1 + 1 = z fobuja fa je

1<tz <1427
n
ma, JaKie,
(19) <1420,
n

AKO je, mak, z KakaB [103UTUBAH O6POj MaIby Of] JEIUHAULE, Y3EBIIN Y HEe-
jenHaunsy (18) penumpoyHe BpeRHOCTH (YIMe HejeTHATHHA MEFba CMACA0),

nobuja ce
Lo, 1 <y
h 1+ A

1+
n

Ia akKo ce CTaBH fia je

-—1—=z<1, opakie je h= 1~Z,
1+h

[\

nobuja ce fa je

npeMa 4emy je
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11—z
20 By =1~
(20) : 14+(n-1):z

M3 o6pacna (19) u (20) ce Hrp. jacHo Buan ga 27 rexu JeMUHATM, Kaj
n 6eckpajHo pacre. O6paciy cy off KOPUCTHU 3a MPUOIUKHY 0Py n-TOT
KOpeHa gaTor 6poja.

36up nanzMeHmuHOr onaxajyher pega

To je pen
(21) S=ug—u +u, —us+..

y KOMe Cy 4IaHOBM U, Ham3MEHIle II03UTUBHY U HETaTHBHY, a IO amcoNyT-
HOJ BpEIHOCTH je u; < u,_,, Texkehn Hym Kajy k 6ecKpajHo pacre.
AXo ce cTaBu fia je

S, =uy—u+u, —uz+..tu,

3Ha ce f1a je
Sopa1 <8 < Sy

3a cBaKy BpefHOCT k=0, 1, 2, ... uHaekca k. [Ipema Tome je

S = Saprt ¥ 0(Sox — Sopat)s
a IOIITO je
Sok = Sake1 = Unprns

TO je

(22) S=Sopsr + 0 Uy
Ia Ma Kojy BpeJHOCT IMao uHjeKc k. I1o1rro yanoBy pefa u, HenpecTaHo
1 GeCKpajHO onajajy Kaj MHEeKC pacTe, TO he aMIITUTya Bapujaiiija 30upa
S HenpecraHo 1 OECKPajHO OMAJaTH ca HHIEKCOM k.

N3 (22) ce nobuja o6pa3arn

Soke1 =S =V Ugppy,
KOjH fIaje, y oOIuKy OpojHOT pa3Maka, 36up S,,,, #3pakeH nomohy 36upa S
W YIIaHA Uyp,g.
1. iipumep. — Y13 o6pacua

oo36787..=1-4+ L L,

e o2t 3
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no6mja ce, Ha FOPILA HAYMH J1a je

é:1—l+i—l+m+l—l+g:osmm9+ﬂnﬁmmm

TITO gaje 6poj 1 ca 5 geumMaria TayHo.
e

2. iipumep. — AKO ce HI3 IPOCTHX GpOjeBa, KOJU MOYNHE ca 5, 03HAYA
ca py, Py, P3, Py, ---, JIOCTOJH TIO3HAT 0Opasarl

—= =]t — 4. =0,9069...

HaJas3y ce y pa3Maky
1

5 75
2\/g P2k+1’ 2\/§

TaKo fia je
()

¢ o.T
U T T .
T2V3 poa

Taxo unp. momro je 421 npocrt 6poj unju je paur 41 y HU3y p,, Bpef-
HocCT 30Hupa

[IE IS LS L
57 11 7 a2

H3HOCH
0,9046 + ¢ - 0,0023.

Konuunuk xpa 36upa

Hexa je ay, a,,...,a, jenan €13 peallHuX 6pojeBa Ma KaKBOT 3HAKa,
b,by,ywb, m i, Ay, ..., A, OIBa HA3A pEATHWX MOZUTUBHUX Opojesa. O3-
HaumMo ca N u M HajMawu 1 HajBehu o 6pojera

fﬁ a, a,

23 L2
(23) b b,

Boziehn pauyHa v 0 BuX0OBIM 3HanIMa. MOKe ce JOKa3aTH fa je yBeK
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A
W +ha, +..+ha, =N +0(M - N),

(24)
Mby+Ayby +...+A,b,

Jep, Ma kaxBu Ounum 3HaIu OpojeBa a,, YBEK je

N<%<pm.
b
na, fakie, u

N, < M%<
b,
IpemMa 4yemy je

Craspajyhu y3acronue k =1, 2, ..., n, cabupajyhn Tako foGuBeHe He-
jenHayrHe U MOMICIUBIIN Pe3ynTaT 36UpoM

Mby + by +..+ A D

n=n

HaJla3W ce Jla Cé BPENHOCT pas3jioMKa Ha JIeBOj CTpaHH jegHaunHe (24)
Haylasu u3Mehy N u M, ITo fokasyje ropme TBpheme.
Y3eBIH fia je
A=A, =.=A, =1

BHIIH ce fla je

a,‘ta,+..+a,
bi+b,+...+b,

(25) =N +98(M —N).

Y cnydajy gBa napa 6pojesa a,, d,, 4 by, b,, O KOjUX je IPBH Ma KOTa
3HaKa, BUJHU Ce JIa je
a, + a,

=n+0(m-—n),
b, +b, (m =)

. . Cll a2
T7e je n MamH, a m Behu 6poj PRt

1 2
W3pa3 Ha neBoj cTpanu jeqHaunta (25) Ha3uWBa ce MegujaHa pa3ioMKa
(23); ka0 WmITO ce BUAW, BbEHA C& BPEJHOCT M3paduyHaBa y OOIHUKY jeJHOT
OpojHoT pa3Maka noMohy HajBehe u HajMarbe BPEJHOCTH THX pa3IoMaKa.
Op uHTEpeca je HIP. HABECTH Jja Ce MEefikjana fBajy pa3ioMaka

333 )
n=">= " m=-=
106 7
a To je 6poj
355

— = 3,1415929...
113



BPOJHH PABMAIIMN Y ETIEMEHTAPHUM PAYYHVIMA 43

TEK Y CEAMOM IeIMMaITy pa3JIuKyje off 6poja

T = 3,1415926...
TaKo, la Ce MOKe Y3eTH [ia je
355
="
113

ca WeCT JeuuMaina TauHo. TauyHa BpeffHOCT 6poja T MOXKe ce MIPECTABUTH Y
00IHUKY
333 0

T=n+0(m-n)= —.
‘ 106 1142

Kao ppyry npumMeny y3mMumo fa je

e W3JI0XKMINIAl, n MOXe U 6ecKpajHo pacTu. AKO Ce CTaBH ja je

ag+ax +ax*+..+ax" = f(x),

(26) 2 n—1 _
by +bx +byx*+..+bx" =0(x),

rae cy KoepuIHjeHTH a, PeallHi U Ma KaKBOT 3HaKa, a b, pealHu U IO3H-
TuBHE, 006pas3al (24) nokasyje f1a je

27) FO) -y 9 m =N,
o (x)

rae N o3Hauyje HajMamwu, M HajBehu oj 6pojesa

g9 4 4y

by b

Tako HIOp. Ma KonuKa GUiTa HO3UTUBHA BPETHOCT X, BPERHOCT paluo-
HaTHE PYHKIM]jE
2+5x +3x2+x°
44 Tx +4x* +8x°

1 1
VBEK Jiexku u3Mehy 3 n —.

Onnoc n3mehy 36upa 1 NPpoN3BoJa

Heka je
Ay, Ayyes d,
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jeflaH HU3 MO3UTHBHUX OpOjeBa, 1a 03HAYNMO I je
S=a,+a,taz+..+a,,

P=(0+a)(+a,)(1+ay)..(1+a,).
ITomto je
_ (I+a)(d+ay)=14+a,+a, +a,a,,

TO je
(I+ap)(d+ay)>1+a,+a,.
Mmuoskehn oy HejenHaunny ca 1+ a,, fobuja ce
(I+a)(d+a,)(+a)>+a,+ay)(1+az)>1+a, +a, +a,.
TIpoayXyjyhu u fase TaKo, [ONa3K ce A0 HejefHAYnHE
(28) P>1+8.
Ca ppyre crpase, u3 oOpacua
x2 x3

=1+ iy
120 3

BHOHU CE I1a je 34 IIO3UTHUBHE Bpe]IHOCTI/I X YyBEK
(29) ¢ >1+x,

1a aKO Ce Ha MECTO X CTABIbajy Y3acCTOIIe BPENHOCTA a,, dy, ..., d, U JOOU-
BeHe HejeHaunte n3MHOKe Mehy cobom, fobuja ce

(30) P <é,

a je, makie,
1+S<P<é,
IITO 3HAYM fa je

(31) P=(1+S)+9( -S-1).

CraBuMoO cajia fia je
1+ a, = bka

bl+b2 +...+bn = T,
b -by-...-b, =0,

na ce u3 (31) gobuja jeqHaunHa
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(32) O=(T-n+D)+%(e"e =T+n-1),

KOja Be3yje 30Wp ¥ IPOU3BOJ Ma KOIUKOra 6poja mo3UTHBHUX GpojeBa.
IMpumeTEMoO fa Hejeguaunna (29) BaXXW U 3a Ma Kakap peanas 6poj x;
TO Ce BHJIM U3 TOra IITO (QYHKIH]a

e —x -1

yMa CBOj MHHUMYM 3a x = 0, ¥ Taj MUHAMYM ]€ jeHaK HYJIU, IITO 3HAYH fia je
3a CBE peaHe BPeJHOCTH X
e —-x—-120.

Y cny4ajy Kag ¢y a,, ds, ..., d,, NO3UTUBHU OPOjeBH MakbU Ol Je[IMHALE,
MOXe ce Ha cnefiehn Haunmn mOOKTH jenan OfHOC 30Upa ¥ IPOU3BOjAa

S=a,+a,+..+a,,
O=(1-a)(1-ay)..(1-a,
ITomTo je
(I-ap)(l—ay)=1-(a,+ay)+a,a,,
TO je
(I—a)(l—ay)>1-(a; +a,).

MuoxemeM ca NO3UTUBHUM OpojeM 1— a;, fobnja ce
(1-a)(1-a,)(1-a3)>[1=(a, +a,)|(1-a;) > 1-(a, +a, +a3).
Hpopyxkyjyhu Tako u jarme, [oIa3M ce A0 Heje[HAUNHE
(33) 0>1-38,
a monro je O < 1, To ce fobmja aa je
(34) 1-S<0<],
npu ueMmy je
(35) Q=(1-8)+9S,
HITO Ce MOXKe HallICaTU U Y OOIUKY
(36) Q=1+1S,
rae A jeman 6poj Koju ysek nexu u3meby —1u 0.
HarmocneTky, 3a BpeJHOCTH X Cajp:KaHe y pa3sMaKy (0, —21—>, BaXKW W

cnenehn pe3ynrar.
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JIako ce yBepuTH Jia je y TOMe pa3MaKky HeIpecTaHo

[-2x e <1—x;

ako je, faxie, a,, d,, ..., d, jega’ HA3 OpojeBa cajpKaHnX y pa3MaKky (0, %)
U aXO Ce O3HAYH JIa je

a,t+a,+..+a,=S,
36Up

T=e2%4e2% 4 420

Hastazmhe ce y pa3MaKky

(I'l - 2Sm n- Sn)’
Tj. 6uhe
T=n-2AS,, 1<A L2
Tako, HEKA je
f(x)=0

jemHa anre6apcka jefHAYMHA n-TOT CTEIIEHAa YHJU CY KOPEHH dy, Ay, ..., d,,
CBH PeajiH{, OHa Ce IMOJECHOM CMEHOM

x=pz+gq
YBEK MOXKEe CBECTH Ha JeTHY jeHaYHHY

ag+az+az*+..+a,z" =0

. 1
uynju he kopenn By, B,,..., 3, OUTH CBU NO3UTHBHM M MarbU OX 5 Topwu

pesyiTaT ImoKasyje ia je

a u3 Tora obpacua iaxo je npehu Ha o6pasail Koju hie BaXUTH 32 KOpEHE
OpBOGUTHE jelHAaYMHE.

36up npousBona

Hekacy a,, a,,....,a, u by, by, ..., b, [Ba HU3a peanHux GpojeBa Ma Kora
3HAKa, I1a 03HAYNMO Ja je

P = albl +a2b2 +...+ anbn.
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W3 obpasama

i(ai +b)" = iaiz +ibi2 +2P,
i=l i=1 i=]
i(ai_bf)zziai2+ibf2—zp’
i=l i=1 i=1

nobuja ce fa je

n

Pzi Z(ai'*‘bi)z—i(ai_bi)z .

i=l i=1

O3HaYAMO
1° ca N u M BajMamy U HajBehy anconyTHy BpeIHOCT 30MpOBa

a +b,a,+b,,..,a,+b,,
2° ca N’ m M’ majmamy u HajBehy anconyTHY BPEHOCT pa3iuKa
al - bl’ az - bz, cany a” - bn,

1a he 6UTH OUYEBUIHO

P<m?—N?y,
(37) 4
P> g(N2 —M"?).

36up npofykata P yBeK ce, fakje, Hajla3d y pa3MaKy O3HauyeHOM He-
jennaumnama (37) mpema yemy je

P= %[N2 ~M"+ (M +M"? —N? —N?)|

3Hax jeqHakoctd y (37) nmahe ce Kaj je 3a cBe HHEKCE | U j

Tj. Kajg cy cBH OpojeBu a, Meby cOOOM jefHaKH, a TAKO HCTO M CBU Opoje-
BH b,.

MebyTuM ce 3a P MOKe UMaTH jeHa TOpIba IpaHuIa K Ha cnefiehn Ha-
yuH. [TpumeTnMo fa uspas

(al + b17\:)2 +(az + b27\,)2 +...+(a” + b”7\,)2,

He MoKe OWTH jeJHaK HYJIH HU 32 KAKBY peajHy BPEJHOCT A, IOIITO Cy My
CBY WIAHOBH NMO3UTHUBHU. T0 3HAYM 12 ¥ KBaipaTHa je[[HAYNHA
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AN +2BL+C =0,
IIe je
A=a’+a?+..+a?
C=b+b3+...+b2,
B=ab +a,b,+..+a,b, =P,

HeMa peallHUX KopeHa. To mokasyje fia je

B*~AC <0,
OXHOCHO
Pr<(a? +a2+..+a>) (b} +b +..+b2)

urro ce HasuBa Cauchy-eBa HejeHAYUHA.
IIpema ToMe u mpBOj Off HejeaHauymHa (37) Hamas: ce, fa ce 30up P
YBEK Halasd y pa3sMaky

&(M2 N, ﬁ)

IMomenyhemo camo fa je foKa3aH K 0Baj pe3yaTaT y IOTJIey OqHoca
n3Mmeby 36uposa A, C, P, veka cy o, B, G, H 9eTHpHU TaKBa MO3WTHBHA Gpoja:

1° majea<G, B<H,
2° Ja CBYM MOCMaTpaHH GpOjEBHU a,, dy, ..., 4, EXKe y pa3zMaKy (o, G),

3° nma cBu mocMaTpaHu OpojeBu by, by, ..., b, nmexe y pasMaky (B, H).
Tapa ce BpepHOCT npoussona AC yBexk Hamase y pa3maKy(P2, AP2), THE je

2 = (af + GH)?
40BGH
TaKo fa je
. 2
AC =1+ ﬂMHL P2,
40pGH

API/ITMeTH‘lKa Cpeinna

Axo ce y oOpacuy (24) y3me n1a je

M=k =w=A,=L b=b=.=b=1]
nobuja ce f1a je
a,+a,+..+a,
n

=N+0(M—N),
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rae je N u M vajmamwu u HajBehu meby 6pojeBuma a,, a,, ..., d,, IITO 3HAUH
ia ce apuTMETHYKa Cpe[iHa jeJHOra Hu3a OpojeBa yBeK Hallaszh y pa3Maky
n3meby HajMamer u HajBeher of Tux O6pojesa. I'parmme Tora pasmaka cy
JIOCTUTHYTE y CIy4ajy Kaf ¢y cBU O6pojeBu a, Meby coOoM jeHaky, Taga je
M = N 1 o6e ce rpaHulle CIUBAjy Y jeHY.

Anu ce ucTa apUTMETHYKA CpefJTHAa MOXKe U3pa3uTh Kao pa3Max joIrn
Ha jellaH Ha4MH; pa3MaK uMa Ty JoOpy cTpaHy IITO je K| of Majonpebar-
er, 1a akye U IPOOUTAYHH]H.

TIpumeTuMoO f1a je 3a Ma KaKBe peanHe 6pojeBe a U b u3pa3s

(a+b)+’a——b’
2

jemuak BeheM on Ta gBa 6poja a u b (jep Kaf je a > b, OH je jeaHak O6pojy a, a
Kaj je a < b oH je jemHax 6pojy b, mokianajyhu ce ca o6a Ta 6poja y ciydajy
kaj cy onu Mehy coG0OM jeHaKH).

Kap je M uajsehu meby 6pojeBuma a,, a,, ..., a,, OHf]a j& IPEMA TOME
34 CBE MHJEKCE [ ¥ ]

(a; +aj)+’a

a‘j‘SM,
2

jep je meBa cTpaHa jegHaxa Behem off 6pojeBa a; M a;, a HUJENAH Off HHX
nuje Behu o M. AXo ce y TO] Heje[[HaYlHI MHIEKC j OCTaB! HENPOMEHEH, a
cTaBJba Ce y3acronue faje i = 1,2,..., n, na ce nobujeHe HejeqHaynHe Meby
cobom cabepy, nobuja ce fa je

—z(a +a;)+— Z{a —-a; ‘<nM

iR 054
n U
1
1 E a,+£aj+— E ‘a,»—aj‘SnM.
243 2 275

CraBbajMo cajf y OBOj HOCIEN0j HejeqHauunu ysacronue j =1, 2,
., n, i cabepuMO To6uBeHe HejeTHaunHe Meby co6oM, 1ma ce fobuja ia je

nZa +— Za +IZ; ’z}‘a —a; f<n

Kap ce 36up OF TIpBa fiBa 30Mpa y OBU] HejeHAYMHH MIOJENH ca n°, JO-
6mja ce appTMETHYKA CpEHHA



50 HHTEPBAIIHA MATEMATHKA

_ a1+a2 +...+a”
n

A

OpojeBa a,; ako ce fakJye, Kparkohe paju, cTaBu ja je

1 n n
(38) ——2—2 Z)ai—a_,lzR,
2n priie
no6uja ce fa je
A+R <M,
J.
(39) A<M -R
IITO faje JefHy FOp’hY IPaHMIy 3a A.
a OucMo fo6uinu ¥ jefHy OBy TPaHAIy, HPEMETHMO Ja je 3a Ma Kak-
Be peasHe OpojeBe a u b u3pas
(a+b)—|a-b|
2

jeHaK MameM of Ta fiBa 6poja a u b. Kap je N najmamu Meby GpojeBuma
ai, dy,..., d,, OHAQA je, MaKJe, 32 CBE UHACKCE [ U |

(a, +a‘,-)-—| a; - a; ‘

2N,
2

JEP je meBa CTpaHa JefiHaKa MameM Off 6pojeBa a; U a;, a HAJE[aH Of HHX
Huje Mamu of N. VI3 Te ce HejeqHauyNHe, Ha UCTH HAYAH K20 Majovac, fo-
Ja37 0 HejelHAuYnHe
A-R 2N,

Tj.

(40) A=2N+R,
IITO flaje jefHy MOy rpasuly 3a A.

Hejennaunne (39) u (40) noBoje Taga g0 OBOT pe3yliTata.

AKo ce ca S o3navu 36up alicoayliHux 8pegHOCHIU C8UJY PA3AUKA
a; — a; (pauyHajyhu pasnuke a; —a; U a; —a; Kao pasnuyHe jeiHa Off Apy-
re), ca N u M najmaru u najeehiu meby 6pojesuma  a, , apuilimeiiiuixa cpe-
gura A 6pojesa a, ysex nexcu y pasmaxy

S S
N+ M-
( 2n? ZnZ)

ApurMeTndka cpepuHa 6nhe, fakne, u3pakeHa obpacuem
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A=(N+—57)+1?}(M —-N——S—).
2n 2

n

Kag cy BpegHOCTH @, jepHake Meby coboM, 6rhe
§=0, M=N

1 pa3Max A CBOQH ce Ha 3aje[lHIUYKY BPeIHOCT 6pojeBa .
Onuoc m3melhy apuTMeTHYKE, TeOMETPHjCKE B XUPMOHHjCKe
cpepuHe ABa 6poja

Hexa cy a u b 1Ba mo3uTuBHa Opoja, 1 035a4nMo ca A, G, H BUXOBY
APUTMETHYKY CpeUHY

A:a+b
5,
HBUXOBY TeOMETPH]CKY CPEHHY
G =+lab
M IbHXOBY XapMOHH]CKY CPefHHY
- 2ab
T a+b

MpenruanocT

w ()

nokasyje jia je

2
(42) ab < ( -‘"—i”-)

Tj.
G <A

r7ie j€ jeqHaKocT JOCTHIHYTa caMo Kaf je a = b.
Ca ipyre cTpaHe, OIITO |€ HACHTHYKA

(43) G? = AH,
TO ce u3 Hejennaurne G < A, fobuja f1a je
G* = AH 2 GH

mpeMa 4eMmy je
G=H.
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Oryza HejegHaynHa

(44) H<G <A
a ofatie je

(45) G=H+0(A-H),
A

(46) Jab = 2ab +l‘}_(a—b)2.

a+b 2 a+b

Taj o6pasan naje ~/ab y 061uKY jefHOTra pa3Maka uju cy FpaHHIle pa-
muoHanHe (PyHKLHje off a U'b.

O6pasar (45) je IpaKTHYKH YIOTPEOILUB 3a M3padyHaBarbe KBajlpa-
THOT KOp€Ha JelHOT aTor 6poja ca KakBOM ce Xohe npubnmwkHorhy. AKo
ce CTaBH fia je

2ab
a+b = =4
A= 2 ’ a+b
4 o A+H 2AH
= , 1= ’
(47) 2 A+H
A +H, 2AH,
A2 2 [ 2 3

HaJla3¥ ce Jjay +ab, Ha MecTo a U b, Mory y3etu A,_, U H,_,, unMe obpa3ar
(43) mocraje

(48) ab=G* =AH = AH, = AH, = ...
TaKo, 1a ce mpemMa obpacuy (45) nobuja aa je

(49) G=H,+0(A, —Hy),
a Ma KOJTHKK OuO MHAeKC k. MebyTuMm, 13 HIeHTHIHOCTH

A, —H,
A —H, =(A,_, —H, y—2k1 "kl
k k= (A k I)Z(Ak—l“'Hk—l)
BHJH Ce fla j&
Ak _Hk < Ak—l ‘I{k—l’

mrTo 3uayn ga uiad O (A, — H,) y o6pacuy (49) nmocraje cBe Malbu YKOJIHKO
je mHAeKC k Behn, Tj. YKOIMKO ce BHIIE NPOAYKe PadyHCKe Paftbe O3HaueHe
y o6pacuuma (47). IIpogyKuBIIH NX XOBOJLHO, Taj CE WaH MOXKE CMAamUTH
KOJIMKO ce Xohe, Tako fa ce 3a k TOBOJbHO BEJIHKO MOXKe Y3€TH fia je
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ab = H,

ca npubInKHOUIRY KOja ce TpaxKu.
Taxo mmp. axko ce y3Mme a = 1, b =2, gobuja ce y3acromnue

A=3 =15, H=2-13
2 3
A =17~ 1416, =2 1411,
12 17
_ 571

A, = 2L = 1414215, H, = 1,414211;
408
TaxKo ce foduja
N2 = H, +9(A, — H,) = 1,414211+ 9 - 0,000004

Ca IET IPBHX ACIEMalla TaTHO.

Onnoc m3mehy 361pa Gpojera u 36Hpa HAXOBAX KBAIPATA

Hexka je a,, a,,...,a, jelaH HA3 peallHUX IIO3MTHBHHUX 6pojeBa, Ia
03HAYHMO fIa j&
S=a,+a,+...+a,

R=al+al+..+al.

Tlo3Hata aHFeGapCKa UAECHTHYHOCT, KOja BaX® 3a CBE peallHe 6p0je-
BEC a,

(50) nR-S§* =Y (a;-a;),
mokasyje fa je
(51) nR —S* >0,
ofiaKie je
SvZ

Rz,
n

rje je jeqHAKOCT JOCTUTHYTA caMo KaJl je

A TIOIITO je y UCTO BpeMe, ajld CaMoO 3a IMO3UTUBHE BPEJHOCTH a,
OUEBHU/IHO

R < 82,
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(rme je jemHaKOCT MOCTUTHYTA OHJA KaJ{ Cy CBH a@;, OCHM jEJHOTA OJf FbUX,
JeAHaKH HyJIW), TO ce qobuja Aa je

(52) f <R <5,
ofaKie je

(53) JE = 1+13(Jf—1)9
HITO C& MOKe HAIMCATH Y OGIIHKY

(54) VR =S,

rae je A jegan Opoj KOjU YBEK JIeKH u3Mehy 71: ul.
\n

Y ciy4ajy ap je n =2, Hejequaunna (51) cBou ce Ha
2(a* +b2)=(a+b)? =20
HITO Pe3yNTHpPA U3 HeHTHIHOCTH
2(a®+b*)—(a+b) =(a- b
jemHaunHa (54) cBORHM ce Ha

(55) Ja? +b? =Ma +b),
e je A jenad 6poj koju nexku n3meby 0,7071 u 1. [lowma rpanuna je [ocTu-
THYTa Kaj je ¢ = b, a ropba Kaf je jefan off 6pojeBa a U b JelHaK HYJIH.

Y cnyuajy n =3 gobuja ce fa je
(56) Nar+ b +ct =Ma+b+o),

r7e je A jeman 6poj Koju nexxu udMeby 0,5774 u 1.
Taxko =Hnp. pasnuka u3Meby orapurama 6pojesa va® +b> na + b ue

1
M3HOCH HUKAJ BHUIIE O 5 log2; 3a morapurMe 1o ocHoBmiy 10 oHa He H3-

nocu sutte off 0,15052. Pasnuka u3meby noraputama 6pojepa Jat + b+ ¢
I a + b+ ¢ He u3nocu wukay Bume of 0,23856. Te cy MakcHMalHe Pa3iuKe
MOCTUTHYTE, y IPBOM CIIy4ajy Kaf{je a =b, a y ApyroMm Kagjea=»>b =c.
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Opsoc m3meby 36upa Gpojera u 36upa HLUXOBUX k-THX CTENeHa

Hekaje ay, a,, ..., a, jefan HA3 TO3UTUBHUX OpOjeBa, I1a O3HAYMMO [[a je

S=a1+a2 +...+a,,,
U=af+ak+..+ak.

YouumMo (PyHKIH]Y Off /1 TO3UTUBHUX NPOMEHJBMBHX KOJTWINHA X;

PO k=l & k
Fx;,Xq,onx,) = xf+ x5 =+ +x,)5

? n

e je k jegan Ma Kakas peanat 6poj. Ilomohy Teopuje MmaxcumyMma u MUHU-
MyMa (PYHKIIH]a KOje 3aBHUCe Off BUIIIC TPOMEHJbUBUX KOJIAYNHA, HAJIA3H Ce Ja

1° xam je k> 1, pynximja F mocraje MUHEMYM 32
(57) x1:x2=...=xn

4 BPEeJHOCT TOT MUHUMYyMa je Hysa; (PyHKIWja nMa, faKkje, TIO3UTHBHY Bpef-
HOCT 32 CBaKH JIPYTH CKYII BPETHOCTH X, ;

2° xapje k < 1, ¢pyurmnuja F nocraje MakcumyM 3a (57) 1 BpegHOCT TO-
ra MakcuMyMa je Hyna; (PyHKIHja UMa, lakyie, HeTaTHBHY BPEJHOCT 3a CBa-
K¥ IPYTH CKYIl BPETHOCTH X ;;

3° gapmje k= 1, dyErumja F ce MISHTHIKH CBOLY Ha HYJIIY.

Ilpema ToMe, ako ce CTaBH [ia je

(X, +xy +.+x,)k -
X+ xh o+ xh

p.

onhe
p<n! za k>,
p=nt! 3a k<],

p=1 3a k=1

[Topen Tora oueBUHO je fa je

pz1 3a k>1 u p<1 3a k<]

rJie je jeMHaK0oCT MOCTUrHYTA KaJ| Cy CBH X;, OCUM jE[HOT Off ¥bHX, JeAHAKH
HYJH.

Vs Tora mM3nasy fa BPERHOCT p yhek nexu usmeby 1 u n*™'; npsa je
rpadmila JOCTUTHYTA (32 Ma KakBY BPeJHOCT k) KaJ| Cy CBH X;, OCHM jefI-
HOra, jejHak¥ HyJIu, NiH (3a Ma KakBe BPEJHOCTH X, ) Kaf je k= 1; gpyra je
IpaHUIA TOCTUTHYTA XKaf Cy CBU x; Meby coO0M jeHaKH.

3a rmo3uTHBHE BPEIHOCTH £ je, fakie,
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(58) D << Sk

mpema quy je

1 1
(59) U= Skb-_—l +0 (1 - FH
WITH O
(60) U = ASk,

rae je A jenan 6poj KOju yBeK Jexu u3meby % u 1.
n

IIpema Tome je HTIp.

k-1

(61) log&/u = log S+ Y logn.

Opmnoc m3meby apurmeTundke cpeguse 6pojena u
ApUTMETHIKE CPpelHHe IbHXOBHX (PYRKIEja

Heka je
Xy Xgyey Xy

jeflaH Hu3 NO3WTHBHUX OpojeBa cafipkaHuUX Y 1aToM pasmaky (a, b), a f (x)
JemHa HO3UTHBHA KoHBeKcHa (PYyHKUHja y pasmaky (a, b) Tj. pyHKIM]ja Ymju
je ApYTHu M3BOJ MO3UTHUBAH 32 BPEHOCTH X Y ToMe pasMaky. O3HauuMo ca

X +xy 4+ +x,

L, = ’
n
_f(X1)+f(X2)+...+f(X”)

n

(62)

an

apUTMETHUYKY CpeluHy O6pojeBa x; M apuTMe-
TUYKY CPEUHY BUXOBUX PyHKIMja f(X;).

Ha cnnum koja npefcTrasiba KpUBY y = f (x)
KOHBEKCHY mpema ocu Ox BUM ce Ja, aKo ce
yOUH jelHa Tayka M Ha KOHBEKCHOME YKy
KpHBe, 4nja ce anciuca ON Hanasu u3meby an-
cumca x; ¥ x,, Mopa 0uTH

(63) MN < NM',

Kao mTo je mo3HaTo U3 aHATATHYKE Feo-
MeTpHje, jeqHa Ma Koja Tauka M’ Koja ce Ha-
7a3¥ Ha TeTHBHU AB u3Meby Tauaka A u B, uMa
3a KOOpAKHATE
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ON = Ayxy+ A, . MN = Ay S )+ hg f(xy)
A+ A, A+ A, ’

riae ¢y A, ¥ A, IBa MO3WTHBHA 6Poja, M Ma KaKBa Owia Ta Ba NO3HTHBHA
6poja, Tauka M’ yBek nexu u3Maby Tayaka A u B.
Hejepnaunna (63) n3paxkana Tafa fia je

(64) f(x1x1+kzxzj< Mfx) + A, f(x,)
A+ Ay B A+ A,

k

3a CBe Tayke X, U X, Y pa3Maky KOHBEKCHOCTH (pyHKIHje f (x) ¥ 3a CBe I10-
3uTHBHE OpojeBe A, U A,.
Y3MuMo caf 3a A, 1 A, OpojeBe

7b1:1, 7\42:’1—1,

3a X, BPETHOCT
X Xy +ot X,

’

n—1
a3a x, BPENHOCT x,, a he ropma HejefHaYMHA IOCTATH

) < f(xn)_i—(n— l)f(“n—l) ,

n

flu,

OfjaKJIe je

nf(,) < fx) +(n =D,

CMemyjyhu y TOj HEjemHAYMEY y3acTomue n ca n— 1, n—2, ... gobuja ce
HU3 HejeHaunHa

nf(““n) < f(xn) + (l’l - 1)f(H,z—1),
(I’L - l)f(“‘n—l) < f(xn—l) +(l’l - 2)f(un~2),
(n=2)f(l,-2) € f(x,0) +(n=3)f(W,-),

qujuM ce cabupameM o0uja fa je
nf(,) < fx)+ f(xm) + o+ Fx0),
IITO HOKa3yje aa je
(65) F)<M,.

Ha raj nauus je HabeHa jeqHa oA FPaHMIA 32 ADHTMETHIKY CPE/IUHY
M . Tla 6CMO jOj OPEIUIN | jelIHy TOpH:Y IPaHHILy, cTaBuMO y (64) na je
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x A
x4y A+A,

Xi=x+y, x,=0,

npetnocrapbajyhu ga cy x u y mosurusnn. Hejennauyuna (64) cogm ce
Tajga Ha

T <xf(x+y) 7”2
(66) flxy< P +xl+x2 £(0).

Axo 6ucmo caj orieT y (64) cTaBuIu ga je

A
C N = -+ 7 X, = 0, X = 2 N
T EAT x+y A +A,
noGman 6ICMO 3a je
(67) fopsHxn M ),

x+Yy A+,
CabupameM Hejenraunna (66) u (67) nobuja ce fa je
(68) fCO+ f) < flx +y)+ f0).
TlocmaTpajMo cajja u3pas

(69) P=flx)+ fx)+..+ flx,) =

= [ et fOr )]+ [, )+ fx)]
Ipema (68) Guhe
[ty FOr)] € FGxa +,)+ FO),
Tta, jaxie, Tpema (69)
P <) ot fx,)]+ [fOruma) + £ + 2]+ FCO).
Tpewma (68) Guhe omer
[FOra) + FG +x,)] € fOrmg + 0,0 5,0+ F(0),

urro ygan aa e 6utn

P <[ fx )+ flr, )|+ [ fum) + fxua #3000+ x,)|+2 £(0).

IIpoiysKuBILIK TAaKO U fAajbe KOK Ce HE UCIPIIC CBH WHICKCH 7, robuja
ce fa je
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P<flx +x,+..+x,)+(n—-1)7(0),
OjIaKJIC j€ TmocIe geobe ca n

j‘/jn < .f(nH;1)+(n_ l)f(o)’
n

LITO jaje JefHy TOpHY I'PAHUITy 32 apUTMETHUYKY Cpeuny M ,.
Tume ce gonasu go 0602 oilwitiez OgHoca uameby apuilimeiliuiKux cpe-
guna M, u |, ysex je

f(]’l}.l,,)“i'(}’l'—“ l)f(O) .

n

(70) f(“n)SMn S

OpHOC IpeTnocTarka fa Cy BPEJHOCTH Xy, X,,..., X, IO3UTHBHE, a
dyaKUEja f (x) TO3UTHBHA K KOHBEKCHA 3a CBE BPEJHOCTH X Y pa3Maky u3-
Meby HajMame u Hajsehe Meby BpegHOCTHMA X, .

PasMax mma, xao acHMETPHYKH HODMaJIHW PaYyHCKHU IPEe[CTaBHUK,
u3pas

(71) M = f(u,)+90(k,),
e je
(72) (p(u): f(nu'l)+(n_Df(o)—nf(“'n)

n
V3 (70) ce Bunm a ce BPETHOCT
fx,+x, 4+ +x,)
yBeK Halas3Mu y pasMaky u3mMeby aBejy BpeHocTn
(73) [fx )+ fx) ++ f(x,)] = (=1 f(0) = A

flx )+ flnxy) +..+ flnx,) _ B
n

7 32 Ma KOJy (PYHKIHU]Y HOMEHYTe BPCTE OBE TPaHHIle pasMaKa MOTY CTBap-
HO Omru gocturayTe. Kaj ce oBaj pasmMak m3pasu y OOIHKY

(74) fx +x,+..+x,)=A+0(B-A),

nobuja ce jelHa BpCTa auiioHe TeopeMe 3a pyHKumjy f (x); TeopeMa uspa-
Kaga, y 00Ky GpOjHOr pa3Mmaka, PyHKImjy 30upa nomohy dynkumje ca-
Oupaka YMHOXEHUX JeHIM NCTHM CTaJHUM OpOjeM 7.

Taxo ce ucro u3 (70) Bugy 1 TO, Aa BPEHOCT cUMeTpHuHe PyHKImje
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Jx)+ flxy)+.+ flx,)

. .4
OJf n JIO3UTUBHUX OpOjeBa YMjH je 30Up s, IeKU yBeK y pasMaky usmeby nse-
j¥ BpeIHOCTH

(75) w(t)-c

u
fGs)+(n=1)f(0)=D,

Tako fa je
(76) fx)+..+ fx,)=C+0(D-C);

rpaHmIe pasMaka Cy Takohe JOCTHTHYTe y IOMEHYTHM CIy4ajeBKMa, I1a Ma
KakBa 6mna yHkumja f{x) mocMaTpaHe BpcTe.

Hejennaunne (70) ompebyjy pasmax, y kome he ce nanasuti cpeguHa
M ,, m3paxen nomohy cpenune W, I'panune Tora pa3Maka cy OmECTa HO-
CTUTHYyTE 3a Ma KaKBY KOHBEKCHY (pyHKIm]jy f(x), ¥ TO, HOWa IpaHuIa KaJ Cy
CBE BPEHOCTH x; Meby co6oM jerHake, a ropma paHHIa Kaj Cy CBe OHe
jeqHaKe HYJIA OCHM JeHE Off HhHX.

ITpumeTnMO H TO Ia Te HejeHauYKHe BaxKe u 3a pyHKImje f{x) MO3UTH-
BHE U KOHKA6He Y IOCMaTPaHOM pa3Maky, Tj. PyHKIN]je YHJH je ApYTH u3-
BOJl HeraTHBAH 3a BPEHOCT X y TOME pa3Maky, caMo ILITO ce Taja Mema
CMMCa0 HejeHAauYnHa.

1. iipumep. — Heka je
fx)=x*
Koja je PyHKIMja KOHBEKCHA 34 k > 1, a 3a x no3uTuBHO. Tapa je

k
f(un) = ].lfl = ('xl +X, ':...—i-xn)

n

3

k k
Xy +..+Xx
M, =5 7000
n

na nejegnavuse (70) gajy

: I
(xl+...+x,,)k<xf+...+x,’f (x;+..+x,)

I’lk n n

’

IITO 3HaYM J1a ce BPENHOCT KOJTUYHUKA

. N\K
(X 4+ +x,)
x b+ xk
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yBEK Hallas® y pasmaxy (I, n*1). Tpanuue TOr pasMaka CTBApHO Cy JOCTH-
rHyTe Kajia Cy cBH x; Mehy coO0M jefHaKy, UIu Kajia Cy CBH OHH jeHaKH
HYJIM OCHM ]JEJHOTA Of HhHX.
Y cnenujamHOM CcIy4ajy Kaf je k = 2 gobmja ce paHHje HaBeAeHa jeHa-
yuHa
(-xl t..tx n )2
xt+.+x]

1<

4y je Criellyjanal ciyJaj HejeqHaunHa

a+b <va*+b* <a+bd

WId HejeTHaunHa

a+b+c 2 2 5
< Na*+b"+c* La+b+c
NE) :

Yy cnyqa]y Kap je k< 1, bynkmuja x* je koHKaBHA 1 ropH,e HejeHaqH-
HE MeHajy CMHCao.
Tu uctu pe3ynaTaTi cy HabeHHu, y paHHjeM OAEIbKY, Ha APYIH HAYKH.

2. iipumep. — Y3eBIIK f(x) = ¢* Hana3u ce Ja je
e+ +. ..+ =C+0H,
e je
s s
C=ne", H=ée —ne" +n-1, S=x+x,+..+x,

3. iipumep. — ¥Y3eBIIn

x, =sin’x, x, =cos’x
HaNasy ce Ja je
f(sin®x) + f(cos’x) = C+ OH,

rae cy C u H 6pojeBd HE3aBUCHM Off IPOMEHIBUBE X
1 1
C= 2f(5), H=f(1)+ f(0)- Zf(‘é—)-
4. dpumep. — Y3eBuIn

Xl‘—‘O(., X2:B, X3='Y,

rne cy o, B, Y yrioBy jexHor Tpoyria (M3paxeHu y fesl0oBAMaA O ), 36up
X, +x, + X3 MIMa 3a BPEJHOCT T ¥ Hajla3M Ce Ja je
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flo)+ f(B)+ f(y) = C+ 04,

rae cy C u H G6pojeBr He3aBICHU Of YIJIOBA

C= 3f(§), H = f(m)+2 f(0)~ %f(gj
Tako H1p. 3a cBe Tpoyrie Ouhe ‘
gt =360 +ﬂ(2 +e" — 3e§}
.
e +P + e =8,5489 +16,5914 9.
5. ipumep. — Y 3eBIIH
X =0, Xg =0, .nX, =0,

e ¢y o, Oy, ..., 0, KOpEHH anrebapcke jefHadYnHe

n-2

(77) x"+ax" ' tax"*+..+a,=0,

KOja UMa CBe CBOje KOpEHE peallHe ¥ IO3ATHBHE, Oulie
X +Xy+.+x, =—a,
1la ce HaJia3m jja BPefHOCT cuMeTpuiHe (pyHKIMje KOpeHa
Jlo) + flo) +... + fla,)

YBEK JIEKH Y pa3MaKy u3Meby BPEIHOCTH

C=nf (— ﬂ),
n

D= f(—a)+(n-1)f(0) - nf(_gn_l}

Tako fia je
flog)+ flog) +...+ flo,) = C+9(D - C).

Ma xakga 6wia dyakimja fx) IOMeHyTe BpcTe, rpanuna C pasMaka je
MOCTHTHYTA Kaj| Cy Of; KOPEHHU alre6apcke jefHaunHe

(x +£l—l—) =0,
n
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a rpannna D Kaj €y O, KODEHH JeqHaTHHE

x"Nx+a)=0.
Tako je Hip.

g+ + e =C+0(D-C), r=const,
rie je

ray ray

C=ne ", D=e"™ ~ne " +n-1

Y ciy4ajeBnMa Kaj ¢y KOpeHH ¢ jepuatduse (77) pealHu, a Ma Kora

3HaKa, y3eBIIH Jia je

— (y2 . — gy — (y2
X, =0f, Xy =035,..,%, =0,

guhe cBM Xx; NO3UTHBHU U

X\ +Xy+..+x,=ai —2a,

U OpemMa ToMe

flad)+ f(03) +...+ flog) = C + OH,

2 —
C= nf(———al 2“2}

n

Ime je

H = f(a} —a;)+(n=1) f(())_nf(fl?_:%_a_z_}
n
Tako je HIPp.

2 2 2
4% 4+ e% = C+OH,
e je

a12—2a3

C=ne "

2
a; —2a

2_
H=e"2—pe " +n-1.

Vlcro Tako ce Hamasy fa je

o + o2k + .0 = A(al -2a,),

r7ie je A jefian Gpoj KOjH YBEK JeXn usmehy % nl.
n
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Peannu KopeHH anreGapckux jefiHaYNHA Kao OPOjHM pa3Manu

Hexa je maTa anre6apcka jeHauMHA
(78) ag+ax+..+ax" =0,

YHj¥ Cy KOeUUUjeHTH CBU MO3UTUBHH; Tafa he CBYM H-€HH pealHu KOPEHU
Oy, Oy, ..., O OMTH HETATHBHU M MOXE Ce JJOKa3aTH 0Ba TeopeMa (Teopema
Kakeya):

Ceu KopeHu o, O.,, ..., O, Haaase ce y paamaxy usmeby —-M u —N, 2ge je
N Hajmarba, a M najeefia og epegrociiiu

(79) L 4 52 Lel

a, a; dj ay
Jla 6ucMo TO OKAa3aIu, YOUNMO Hajipe anre6apcKy jefHaYnHy
(80) Po+ piz+ przt +.+pzt =0,

4nju Cy KOePUIHUjeHTH py, Py, ..., P, CBU IO3UTHBHH U CBE MatbH YKOJIHUKO
UM je paHr Behn, Tj.

(81) Pn < Pp-i <..<p; < po-
AKo ce nohe off HIEHTUIHOCTH
(1-2)(po+ piz+..+p,2") =
n+l

= Do '-(p() —pI)Z“‘(p] —pz)Zz —'“-_(pn—l _pn)zn — Dz -
= po = {(po = Pz +(p1 = P2 o F (Pt = P+ Pu2"

TO, HOIITO Cy CBE PA3IUKE Po — Py, Pi = Pay-s Pyt = Pp» KAO U P, NO3UTH-
BHE OpOjeBH, BeJIMKa 3arpaja Ha fiecHoj crpanu uMahe 3a -1 <z < 0 Bpep-
HOCT Malhy Of] OHe, KOjy Ou uMaia 3a z = +1, T]. Mamy Off

(po—p)+(p1=pa)+ect(Pusy — Pu) + Pu = Pos
INTO 3HAYM fia je 3a-1<z<0 BPENHOCT U3pas3a
(I=2)(po + piz+...+ p,z")

yBEK MO3HTHBHA W pa3iuduTa off Hyne. I1a momro je 3a TakBe BPEHOCTH z
BPENHOCT 1 z pa3nudnTa Off HyJe, TaKO he GUTH 1 ca TOITMHOMOM

Do+ Pzt +p,zt

Jennaunna (80) Hema gaxne KopeHa u3Meby -1 u 0.
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Younmo cajja jefiHy Ma KOjy jeTHaYnHy
(82) agtax+axi+. .. +ax"=0

ca MO3UTHBHAM KoedunujeHTHMa (Off KOJUX HHU jefjaH He CMe OMTH jegHAK
HYJIH).
CraBumo Hajpe

x =Nz,
rhe Je N Hajmamu off 6pojeBa
83 oo AL e
( ) a, a, a,
ma ce U3 HejeqHauynHe
N < %k
a+l
pobwja fa je
(84) a N < a,N*.

Jenraumna (82) TOM cMEHOM TOCTaje
ag+aNz+a,N*z* +...+a,N"z" =0,

Tako fa KoeUIUjeHaT p, Of z* WMa 3a BpesHOCT p, = a;N*, a Koedumu-
jeHat py., op z**! BpemHOCT piyy = @y NF

ITpema mHejennaumuu (84) weHU KOe(UUUJEHTH p, ONANA]y Kaj UM
pasr pacre. Ta jegnauyunra HeMa, fakie, kopeHa u3meby -1 u 0, Tj. HuEje 3a-

X
HOBOJbEHA HU 33 KaXBY BpegHOCT —1 <z < 0 mnu ~1< ﬁ < 0; To 3HauH ma

jemnaumHa (82) HEMa HUjelaH KOPEH X TaKasB Jia je

_)E.:__ﬁ Tj. x==N9% 0<£¢8<1

N

OHa, JakJe, HeMa HUKaKaB KopeH y pazmaxy (0, —N).
CraBumo caft

X =—,
Z

rie je M najsehn on 6pojesa (83) ma ce u3 HejeqHAUMHE

(85) M> A

Apyl
robuja fa je

(86) M > a M*E.
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Jepnadanna (82) Tom cMeHOM mocraje
(87) a”M " + a”_an_lz + + a2M2271ﬁ2 “\"‘ alMZ"_l "1‘ CIOZ" = 07
Tako fa koeUIHjeHar p, off z* WMa 3a BpeHOCT
Py = an—-ch”#k&
3 k+1
a KoeuuujeHar p,.; of z'*' BPEAHOCT
— —k-1
Prv1 = an—k——an .
IIpema nejegaaunnn (86), u3 xoje je
a/z—an_k > arl—k—lM”‘kmls
BHJK CE [ia Je p; > P, Tj. Ba KoedunujenTtn jepuayune (87) onanajy aj
uM paHr pacre. Ta jegHaduHa HEje 32[0BOJLEHA HY 32 KAKBY BPEIHOCT
M . .
-1 <z<Oummm —-1<— < 0; jenraunna (82) He MOXKE UMATH HUjCTAH KOPEH
x
X TakaB faje
3 : M A
=—0, T. x=-", TAcje 0<H<1

M
X

IITO 3HAYM a OHA HeMa HUKAKaB KOPEH y pa3mMaky u3mely — cou —M.

Kao mrto ce BUu 3 cBera oBOra, jegHavunHa (82) He MOXKe MMATH HU-
KaKaB KOpeH y pa3maxy uameby — oo w =M mnu y pasmaky og —N mo 0; kay
rof, lakiie, OHA UMa PEalHUX KOpPEeHa, CBU Ce OBH MOpAJy HAla3WTH Y pas-
Maky (—M, —N), 9uMe je TeopeMa loKa3aHa.

Teopemn ce MOXe JaTH 0Ba] 00IHK:

Ako ce ca N uM osnaue Hajmareu u Hajeehiu meby 6pojesuma

Gg 4y 4y
’ 9 o0y a
a; a, an

CBU PeanHu KOpeHu O.;, Oy, ..., 0., jegHaqure (82) mozy ce uspasuiliu 'y oo-
AUKY

o, =N +0,(M —-N), 0<9, <1
o, =N +9,(M -N), 0<9, <1
0 =N +05(M —N), 0<d, <1

IIprmenuMo TeopeMy, IpUMepa Pafi, Ha KBaIpaTHy jefHauYnHY
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x2+px+g=0

ca MO3UTUBHUM KOepuUUjeHTHMA p ¥ ¢. 3a By je

a a
0 _ 1’ L »,
a, p dz
fa IOMITO j& U3 YCIOBA 33 PeaIHOCT KOpeHa
9P
p 4
Ia Jakje yTOIuKOo Upe u 4 < p, 6uhe
p
N=%, M=p
p

7 KODEHH ce Haase y pasmaxy mameby —p # —-L mrro mokasyje na ce onm
r

MOTY M3pasuTu y obIuKy

oy =ﬁ+ﬁi(P—iJs

p N P
r P

Kay cy o6a xopeHa jegnaka, 6uhe p* — 4g npema uemy je

N=L=L y=p
p 4

o6a KOpeHa UMajy 3aje[HUYKY BPeJHOCT KOja ce MOXe U3pa3uTH Yy 00NUKY

0, = —L21+30),
' 4
p

Ia MOIITO Taj KOpeH Tpeba na Oyne X To 6poj ¥ MITO ofiroBapa JBO-

CTPYKOM KOpeHy jecte ¥ = —;—
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Pa3zmak BPEeHOCTH NOIRHOMA

Hexa je
fX)=ag+ax+ax®+.+ax"

Ma KakaB JIOJIMHOM TIO x, IIa 03HauMMO ca (A, B) jemad pa3mak y kome he ce
HaJIa3WTH BPEJHOCTH TOTa MOJIMHOMA 3a CBe BPEJHOCTH X KOje ce Hanase y
jeHOM naToM pasMaky (a, b).

Y ciydajy Kaf cy a u b no3uTuBHA O6pojeBH, nmocroju Cauchy-eBo mpa-
BHJIO KOje ITIacH: ako Ce y HOJIMHOMY pas3fBoje CKYIl 4jlaHoBa fi(x) ca no3n-
THBHUM Koe(UUHjeHTHMa, U CKYII YlaHoBa f,(x) ca HETaTUBHUM Koedu-
[UjEHTIMA, TaKO Jia je

o) = filx)+ f(x)
3a pasmak (A, B) modice ce y3eiliu pazmax usameby epegrocitiu
filla)+ fi(b) m fi(a)+ fr(b).

A IOCTOjM jeHO TIPaBWIO KOje B He MPEeTIOCTaB/ba HUIITA O 3HA-
1uMa OpojeBa a U b, U 'y OIIITe Jiaje YKH, 1a AaKJie | IpoOuTa4HIjH PasMak
(A, B). To je Laguerre-oB0 paBUIIO KOje CE CACTOJU Y OBOME:!

Hexa cy ‘
g, Oy, oeey O,
BO’ Bl’ R Bn
Ba HU3a BPEIHOCTH Je(PUHUCAHUX PEKYPCUBHHAM OOpaciuMa
Oy = a,, o = ady + ap-
062 = aOLl + an_z... (X'VI = aOC,l_l + aO

Bn =, Bn—l = Bn +(b - a)(xn—l
BI!—Z = Bn—-l +(b - Cl)bOCn__2, Bn—3 = Bn—Z +(b - a)b2a11—3

By =B, +(b—a)b" o, Bo =By +(b—a)b" 0.

OsnaynMo ca N u M majMamy 4 Hajsehy meby BpennocTuma By, B,
oo, B, Tia ce 3a pazmax (A, B) moswce y3eitiu pazmak (N, M).
IIpaBuio ce MOKe UCKa3aTH U y OBOME OOIHKY: 3a €8¢ 8DEGHOCTUU

x=a+0%b-a)
buhe
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f(x)=N+6(M -N).
Tako HIp. Kaj je

f)=x>=2x*+x3=3x*+4x -2

mkagjea=1,b=2 gobuja ce naje
OCO=1 (X,l:—l 062=0
(X«3:“3 0L4=1 OL5=—1

{Bs = -1 5/4 =0 B3 =-6
B, =-6 B =-14 By =2

IITO TIOKa3yje Aa ce 3a pa3Mak (A, B) Moxe y3eTu pa3maxk (-14, 2), 1j. ga he

cesa x = 1+0 amaTn
f(x)=-14+16v".

MebyTtum, o Cauchy-eBoM npaBuny 3a (A, B) 6u ce fo6Mo mupH pas-
Max (- 40, 41).
Kapje a=2,b =3 gobuja ce fa je

Oy = o, =0 oy =1
O(3=—1 (X4:2 OL5=2

Bs =2 Bs=4 s =1
B, =10 B;=10 By=91

mITO mMOKasyje fa ce 3a (A, B) Moxe y3etu pasmak (1,91), 1j. xa he ce 3a

x =2+ uMmaTu
f(x)=1+909"

nok 6u ce mo Cauchy-eBoM OpaBmily JOGHO mupH pasMak (—143, 236). '
Hagemrhemo oBfe ¥ jeHO IMPaBUIO 3a JIOTAPUTAMCKY M3BOJ Ma KaK-
BOT MOJAWHOMA f (x) KOjU UMa CBE CBOje HyJie peallHe, Tj. 3a palllOHAIIHY
ynruHjy
£ X
o)=L,
fx)
ITpaBuio raacy: ako je x Ma Koja BpefHocT Beha of CBEX HyJa HOJH-
HOMa f (x), ofroBapajyha BpeHOCT H3BOfia ¢'(x) yBEK ce HaJla3u y pa3Ma-

Ky n3Mmeby
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Jep ako cy Hyne nonuHOMA f(X) O3HAUEHE Ca O, Oy, ..., OL,, THE j€ 1 Hhe-
I'OB CTeneH, 6mhe
1 1
Q(x) = +...+
X — O X O(,,,
¥ [IpeMa ToMe
1 1

- (X):m+...+mn—)2".

ITomTo cy cBe pasnuke x — 0O, IMO3HTUBHE, BPETHOCT AeCHE CTpaHe
nocneqhe jefHavYnHe Hanasuhe ce y pasMaxy

LI @*(x),
n

IITO loKa3yje ropie npasuio. [Ipema iiome je

=D g2(x),

, B
_(szlm,__
n

3a ¢8¢ UOMEHYIe 8PegHOCTIU X.

Pazuu gpyru GpojHu pazmaiu

Y pasHuM obnmacTuMa apuTMeTHKe U anre0Gpe NMocToju HemperiefaH
6poj caydajeBa y KojuMa ce 3a jegHy IMOCMaTpaHy KOJUYHHY, Ma CE ¥ HE
3HAaJa HeHA TaYHA BPETHOCT, 3Ha ofpeheH pa3Mak y KoMe ce OHa HacCuryp-
HO Hanasu. ITopen oHuX KOju Cy OBJE HaBe[eHN, HapemhieMo JOIII HeKe Of
BUX KOJH CY 0] KOPUCTH OWIIO Ca TEOPH)CKOT IIIEAUINTa, OWIo ca rIefuiTa

MPEeKTUYHAX IPAMEHA.
o) Laguerre je HamIao fia je, 3a BpegHOCTH X IITO ce Hanase u3Meby 0 n

f . :
5 pasnmka u3Meby aBejy QpyHKImja

f(x)=cosx

P(x)=1- Z : =
z+(z—1>\F;Z T

yBEeK HeraTHBHA U ITO aliCOIyTHO] BpeMHOCTH He npenasu Bpepnoct 0,0003.
Hpema tuome je 3a itie 6pegHOCTiU X

cosx = @(x)—19-0,0003,
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a W3 TOTa Ce M3BOJE U CIHMYHU 00PACIH 33 M3PAKABAE IPYTUX TPUTOHOME-
TpHjcKUX (PyHKIM]A HoMOhy anreSapckux (pyHKIMja, y 0OIUKYy OpojHUX pa-
3MaKa.

B) 3Ha ce fma ce 3a
az220b>0

¥ 3a jorapuTMe ca ocHosuiom 10, BpegrOoCTH
2Mb
2a+b’

log(a+b) u loga+

rge je
M =loge = 0,434295...

pasnuKyjy TeK y miecToj fenumany. Iipema ToMe je 3a TakKBe BPEIHOCTH d U b

2 Mb 0
+_
2a+b 10°

log(a + b) = loga +

IITO ONAKINaBa IPAKTAYHO U3PaUyHaABAE JIorapurama.
y) Younmo anreGapcky jefHAYNHy HellapHor (21 + 1)-or cTenena

(88) O(x)+A =0,

rae je ©(x) IMONWHOM TIO X KOJH Cafip>Ki CaMO HelapHe CTeneHe IPOMEeHbH-
Be, a A Ma KakaB pajiaH 6poj. AKO ce ca 0 O3Ha4IH alcoayTHa BPEHOCT A,
YeOumies je foka3ao ja jeqHauuHa (88) uMma 6ap jelan peajiaH KOpeH y pas-

MaKy m3Meby
—
) 2n+! 9_(‘_ u +2 2+l 9{
V2 2

To 3Hauu fa jefHauwHa uMa 6ap jefaH KOPEeH KOJU ce MOXKe H3pasuTH

y 06IuKY
x=2021% 1<l
2

[IpuMeHUBIIH TO HIP. Ha jefHauYnHy Tpeher crenena
(89) P raxt+bx+c=0

IomTo ce 0Ba CMEHOM

=
H
™

|

w8

cBeje Ha jeflHaINHY
2+ pz+qg=0,
e je
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3
=p-4
P 3

3
20 a
27 3

q:

nobwuja ce oBaj pe3ynTart: jeqHaunHa (89) mma 6ap jesaH KOPEH KOjU e MO-
Xe M3Pa3nuTH y 00IHuKY

x:___q..+2_0)3 a
3 3

mITo OJIaKIaBa NPaKTUYHO pellaBamhe jelIHa‘II/IHe Tpeher CTCIICHA.

3—~9—ab+—2lc
2 2

8) Heka je f(x) KOHa4Ha U HempeKujaHa (PyHKIK]a 32 BPENHOCTH X Ca-
np:xame y pasmaky (a, b), Kao u meH u3Bojt f'(x). [Ipema Teopemu 3a KOHA-
4He IpUpaniTaje, HoCTOj Y pasMaxy (a, b) 6ap jefHa BpeJHOCT ¢ 3a KOJY je

f(B) = fla)=(b-a)f (o).

AKo ce, Takie, o3Hauy ca N HajMarsa, a ca M Hajseha BpegHOCT KOjy
nMa m3BOf, f'(X) 3a BPEHOCTH X Y pa3Maky (a, b) 6uhe

(90) f(b)= flay=(b-a)[N+8(M-N)|  0<9<L.
Tako ce HITp. HAJIA3HM [ je
arctg(x + 1) = arctgx + 6,

rue ce 8 yBeK HaNa3m y pa3Maky

1 1
"
1+(x +1)? 1+x

7

€) IToTpaxkuMo pazMak y KoMe ke ce HalasuTi BPeTHOCT
(91) fla)-2 fla+h)+ fla+2h),

3a BPEAHOCTH h cafpxkase y pa3maky (0, ). Tora pagu noTpaskuMo Bpep-
HOCT A 3a Kojy he 6urn

(92) fla)y—=2fla+h)+ fla+2h)— h* = 0.
IMocmarpameM QyHKIH]E

g(z)=fla)-2fla+2)+ fla+2z)— Az?
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BHJIY CE fa je OHa jefHaKa Hynw 3a z = 0 ¥ z = h; npema Rolle-0Boj Teopemu
HEH U3BOJ
g(zy="2f(a+2)+2f(a+2z)-2hz

MOpa IIOCTATH je[iHaK HyJIH 32 jelHy BPEeHOCT z = ¢ cajip>XaHy y pazMaxy (0,
h). 3a Ty he BpeHOCT ¢ OUTH

Ae= fla+2c)— f'(a+c),

a npuMeHoM obpacna (90) Hamasy ce ga ce JlecHA CTpaHa OBE jeJHAUMHE MO-
JKe HamucaTy y o0IuKy

[P+0(0-P)]e
rie ¢y P u Q HajMama 1 Hajseha BpegHOCT KOjy UMa fpyru u3Bof f(z) 3a
BPEAHOCTH z cafipKaHe y pa3maky (0, #). Otyna

A=P+8(Q-P),
mro npema obpacny (92) moxasyje fa ce BpeIHOCT

flay=2f(a+h)+ fla+2h)
YBEK Hajasu y pa3Mmaxy m3meby

Ph?* m Qh%.

10. BPOJHY PASMAIM Y TEOPUIM I'PEIIAKA

3a cBaKH HE[OBOJLHO OffpebeH mofarax x Moxe ce yTBPAUTH jelad pa-
3Mak (o, 3) y KoMe he ce OH HACHTYPHO HAJa3UTH, Tj. X Ce& MOXKE HANUCATH
y O0IHUKY

(93) x =0o+9(p-o).

Kap ce TakBuM nogaTkom OyAy BpIIMIe KaKBe OHIIO pauyHCKE Pafiibe,
pesynrar padyHa Takobe he 6utn jegan HegoBoibHO ofipeber 6poj X. Anu
1 32 Taj 6poj YBEK ce MOXKe OAPEAUTH jeflan pasMax (A, B) H3BaH Kora ce OH
HacurypHO Hehie HallasuTH, Tako fa he OuTH

(94) X =A+9(B-A).

Tako ucro, Kaj HeNMO3HATa KONNUYNHA X 3aBUCH Of BHIIIE HETOBOJBLHO
onpebenux rmogataxka xj, X, ..., X,, MOXe Ce 32 CBaKH OJf OBUX YTBPHUTH ITO
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jemas pasMax (o, 3,) y xome he ce x, HACHTYPHO HANA3HUTH, Tj. TH CE& HO-
fand MOTY U3Pa3HTH y OOIUKY

¥ = o+ (B —ay),

95
©3) Xy =0 +0,(By —ay),

Kap ce, momohy Bese koja Oyne garTa usMeby X u x;, Oye uzpadynana
BpefHocT X, oHa Hehe OUTHM [OBOJBHO OfpeheHa, aly ce U 3a BbY MOXKe Ofi-
pepuTH jefial pa3mak (A, B), Tako [1a ce OHa MOXKe u3pasuTu y o6uky (94).

Taxko nucro, Xap BUIIE HEMO3HATHX RKonmumHa X, X,, oy X, BCTOBPE-
MEHO 3aB¥Ce O]l BULIE IIOAATAKA X |, X, ..., X ,, OFf KOJUX j& CBAKH HEJOBOJHHO
ogpebeH, ma ce Te Henmo3HaTe u3padyHajy nomohy Bese Koja Oyme mocro-
jana m3Meby X, #m x,, 3a CBaKy HEMo3HaTy X, MOXKe ce YTBPAUTH WO jefiaH
pasmak (A;, B,) y xoMme he ce oHa Halla3UTH, Tj. TaKo Aa Oyne

Xy =A+9(B, - A),

(96)
X, = A, +9,(B, - Ay),

OueBUAHO je fa ofpehuBambe rpeilaka KojuMa ce H3naxe U3pavy-
HaBarbe HEMO3HATe KOMMINHE U3 HETAYHUX II0flaTaKa, Hije HUIITA IPYTOo IO
ofpebuBame pazMaka y KOjuMa ce MOT'Y KpeTaTH Tako U3padyHaTe HEelo3-
HaTe, a Koju OU ce pa3Mallyd CBeJid Ha TadHe BPeTHOCTH OBUX, Kafi O caMu
moaiy OWIIH ancoNyTHO TAYHH. '

Ha Taj HauwH, pauyHare ca Hego8OmHO ogpeheHuUM Hogayuma u u3pa-
YyHAGArbe pe3yAlllyjyhux 2peutaka Wino Upou3undasu og wix, C60gu ce Ha
pauyHnarbe ca 6pojHum pa3mayuma. 3afaTax ce CBOAM Ha jefaH of TpH Oc-
HOBHA 3a7jaTKa OBe BPCTe, KOjU ¢y Omin npeMeT paHujer u3jarama:

1° oppenmTH pa3Max 3a BpelHOCTH faTe (PyHKUHje f (X) Kaf je X faTo
y 00NHKY je[HOT pa3MaKa;

2° opmpemmTH pa3Mak 3a BpepHocTH dyHKIHje f(x,,.., X,) Kafjje cBa-
Ka OJf BpETHOCTH X; [aTa y o0NNKY JeJHOr pa3MaKa,;

3° oppenuT pa3Make 3a BPeJHOCTH jaTor cKkyma dyHKuma fi, f,
f3s s f, KOj€ CBE HCTOBPEMEHO 3ABUCE Off CKYINA ORATAKA X |, X g, ey X .

Yoiurnre Kaj ce 3Ha Jia jefiHa KOMAYUHA X JIEXH y pasmaky (o, 3), ako
ce 3a x y3Me jeflHa BPeIHOCT p cajipKaHa y TOM pasMaky, THME YUhIbeHa
rpemika dx, Tj. pasiiuKa p —x, He MOJKe II0 aIliCONIyTHO] BpefHocTH OuTH Beha
Ofl ykdHE pa3Maka (0, ), Tj. 110 ancoNyTHO] BpegHOoCTH Ouhe

o <P-o

‘A Ta Tpellka MOXe OKWTH NO3UTHBHA WK HETATHBHA.
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YuumeHa peaaiiusHa zpeuika Ax , Tj. OACTYIAe y3eTe BPEIHOCTH p
OJi TAYHE BPEAHOCTH X, YIIOpEheHo ca caMOM BpeJHOIhY x, 6una 6n

5

X

Ax =

MebyTum, MOHIITO HAM je Ta4HA BPEAHOCT X HEIO3HATa, a MO3Haje ce
caMO BPEJHOCT p IO KOJjOj ce LEHN ¥ caMa BEeJIMYUHA X, TO CE 32 PElIaTHBHY
rpelliKy yUubeHy Ha BPEJHOCTH X OOUYHO y3uMa

ol

ox
p

Yocranowm, Kaf je yuumeHa Ipelka dx JoBOJLHO Malla HaclipaM p Ta-

. Ox .
KO /12 je KBajipaT KOJIWYHUKA — 3aHEMapJbUB, Pa3inKa u3Meby Takse nBe
p

peJlaTHBHE TpellKe
ox ox _  &x & (dx)?

x p p-d& p p(p—dx)

Owhe MpaKTUYKY 3aHEMApJbHBA.
Yuumena idpoyeniliyasna zpeuitka je 100 Ax.

ITowTo je yBeX x = 0., TO je

ax <&
o

¥ TIpeMa TOME je, aKo Ce BOU payyH U O 3HaKy Ipelaxa,

& = w(f-o),

Ax:@—B_a, —IS(!)SL
o

a aKO ce BOJIM padyH caMo O aIlCOJIyTHO] BPEMHOCTH TpellaKa

& = (B -,

-0
=B
o
OBy u3pasu 3a Ax Cy WIy30pHHU y clydajeBuMa Kap je o = 0, jep ce
Taga MOTY NOKJIONHUTH €a Ma KOjOM BPeIHOIIAY Off — oo [0 + oo (OHOCHO
Off HyJIE IO + o).
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) o+p
AKo ce 3a O6poj p y3Me cpeiuHa 5 pa3maka (o, B) yuumeHa rpe-
) -0
mka Ox Hyuje HuKaj Beha off momyayxuHe B 5 TOra pasMaka, a Moxe Ou-
TH IO3UTUBHA WU HeTaTHBHA. Taja je, naxie
-0
ox = m—«B ,
2
-
Ax =@ B .
B+o

HamocneTky, ako ce 3a p y3Me Ipeimn Kpaj pa3Maka (o, ), rpemka
dx He mpeMarua AyKuHYy - — 0. pasmMaxa # YBeK je IO3UTHBHA; TAfA je

ox =9 (B o),

Av =B 0<H<l.
[0

Kapa je pa3mak (0., ) MOBOJbHO y3aK Jia Cy CTENCHH HeroBe JyXKuHe
(B — o) Bpimo Manu 6pojeBu, 3aHeMapIbUBH HACIPAM caMe Te JIyKUHE, Tpe-
mKa dx MOXe ce cMaTpaTs Kao fudepeHLyjal KOIRIIHe X, OIITO Cy Taja
U CTeNeHw off Ox 3aHEeMApILUBH HACIPAM OX .

Oprosapajyha rpemka &f, yummbeHa Ha 1aTo] (PYHKIHJE f, KOja 3aBHCH
Of1 X, Ka0 pa3Mak m3Mehy m3padyHaTe ¥ TauHe BpeTHOCTH f (Koja OM ce mMa-
na Kaj 61 x 6mio Tayan OpoOj) IMa ce cMaTpaTé Kao gudepeHnujan Te QyH-
Kifrje. AKO OBa 3aBUCH Off BHIIE MOJATAaKA X, Xy, ..., X, Ca JIOBOJBHO YCKHM
pa3sMakoM BapHjauija (Tj. JOBOJLHO MATHM MOTYRHEM I'DEIIKama), Tpenika
df uma ce cMaTpaTH Kao TOTalNHH AudepeHnujan (pyHKIHje 10 IPOMEH-
puBEMa x;. HamocneTky, ako jegad maTu cKyn dyHKRO#Mja fi, fo,..., f,
MCTOBPEMEHO 3aBUCH Off IOfaTaka X, X, ..., X, TpelIKa of, EMa ce cMaTpa-
TH Ka0 TOTaNlHU AudepeHunjain GyHKuygje f, M0 IPOMEHbUBAMA X;.

Ha 70j je npumea6u ocHOBAHA TEOPHja YTUIAja HETAYHUX IIOfATaKa ca
OBOJLHO MalluM MOTYhHUM TpelllkaMma, Ha pe3ylTaTe padyyHa ca TaKBHM
nofanuMa. AJIi Kajl Cy MOryhHe rpelike Ha IOfalMa TOJINKE, fa MM BAIUE
crerieHd U MehyCOOGHT NPOU3BORY HUCY 3aHEMapIbUBH HACIIPaM BHX CAMUX,
Tako fa ce He MOTy cMaTpaTH Kao AucepeHumjanu, YTHLA] TaKBUX IO-
raTtaka, u3paxeH y pe3yailyjyhoj épewku, MOpa Ce pelliaBaTé MeTOjaMa
padyHama ca GpOJHIM pa3MalMa, Koje Cy IpeAMeT OBHUX H3llaramba.

1. dpumep. — Y xome he ce pasMaky HanasuTu M3HOC P IOBpIINHE
KBaj[paTa 4yHja je cTpaHa x = 2,3 m faTa ca jeTHOM JelrMalioM TayHo?
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Osgpe je 2,3 <x<2,4, ma gakiie y MeTpuMa

x =2,3+0-0,1,
npeMa 4eMmy je
P=x"=(2,3+9-0,1)%
a JaKmie
P =529+6"-0,47.

AKo ce 3a P y3Me cpefliHa Tora pa3Maka, Tj. BpeIHOCT 5,525 m? yun-
IbeHa TPEIlKa je
&x = w- 0,235 m?,
a pelaTUBHA IPEIKa
Ax = ®-0,104.

2. iipumep. — V13paduyHaTH BPETHOCT

x =7,

I7ie je p AaT Ieo HO3UTUBAH Opoj, TaKo fa pa3nuka u3Meby Tayne n HabeHe

1 .
BpEOHOCTH HC IIpeMalia BPEAHOCT —, I'l€ J€ g ONET AaT IEO INO3UTUBAH
q

6poj.
O3snauuMo ca m HajBehu neo 6poj cagpsKaH y BpeJHOCTH
x'=+pq’,
na he 6uTn
m<x’<m+],
Ia faxie
me cm + 1,
q q
npeMa 4emy je
y=my 2 0<v<I.
q9 4

. m
Panmonanan 6poj — mpepcTaBba Jakie -/ p ca HETaTUBHOM I'PENIKOM
q

KOja He IpeMallia l.
q

Tako HIIp. aKO ce Tpaxu +/4368 Tako fa rpeika Oyje HEraTHUBHA, a

He IpemMaiia —]7’—, ouhe
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m=462, " =66,
7

TaxKo fa je
«M%§:%+g.

3. iipumep. — Ca KONUKO TaYHUX AenumMana Tpeba y3eTu 6poj T na Ou
Ce M3 TaKO y3€Te BPEJHOCTY MOTa0 W3PadyHaTH

x=An

. L.
Ca IO3HTHBHOM I'PEIIKOM KOja He IpemMalia To* ?

Axo ce ca m o3uauu HajBehu 11eo Gpoj canpikaH y BpeIHOCTH

x"=~10° 7,
ouhe
m<x'<m+]
fa gaklie u
m oo ocm +1.
10* 104
npemMa 4emy je
m (2
X =
10*  10*

-om
PammoHanad 6poj 0t mpefcTaBma /T ca TO3UTHBHOM TPEITKOM

Koja He mpemaria 13)—4, a 3a TO Je MOTPpe6HO U JOBOJBHO Ja je 6poj T JaT ca

4 TayHHAX NEemuMaa.

4. dpumep. — Y xoMme he ce pazMaKy Halla3uTH U3HOC 3alpeMuHe V J1o-
Te moJynpeynrka x = 1,23 m gaTor ca aBe AenuMale Ta4Ho, a Kaf ce 6poj
T y3Me ca 3 genuMalie TauyHo?
Ospe je
1,23 <x< 1,24,
3,141 < m < 3,142,
na Jakjie y METpuMa

x =123+9-0,0]
Tt = 3,141+9"- 0,001,

npema gyemy je
V =17,794 + 9" 0,1850.
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AKO ce 3a V y3Me cpejiHa ToTa pa3Maxa, Tj. BpeRHOCT

p =17,886,
yIHFbEHA IPellKa je
& = w-0,0975,
a penaTuBHa IPEHIKa
Ax = w-0,123.

5. dpumep. — IIpeTIOCTaBUMO A CY Y je[IHOj CMEI KOja CapK# Ka-
JTHjYM ¥ HATPHjyM y OOJIUKY COJIA, OBE CONH HAjIIpe MPEeTBOPEHe ¥ KapOoHa-
Te U Yy TOMe OOJIKY U3MEpeHe, 1a JIa je Tako HabeHa KONMeXTUBHA TEKMHA
g), Ca TPEIIKOM KOJa HY y NO3UTHBHOM, HH y HEraTUBHOM CMWCITY HE Mpe-
a3y NO3UTHBaH O6poj d; 3aTHM fia ¢y KapOOHATH IPETBOPEHN V XJIOPUIE U
y ToMe OOJIIKY U3MEPEHH, 11a 12 je HaheHa TexXnuHa ¢, , ca IPeUIKOM Koja HH
y TO3UTUBHOM, HHI Y HETATUBHOM CMUCITY HE IIPEeJIa3y NO3UTUBAH 6POj J,.

IIpeTnocraBbajyhe fa ce He y3uMa y 003KMp HETaYHOCT ATOMCKHUX TE-
xwuHa K, Na, C, O, Cl, Texxuna Z, Kalujyma 1 TeXWHa 7, HATPUjyMa y
nprOOATHO] CMEIUN M3padyHaBajy ce M3 ofgropapajyhux xeMmjckux jemHa-

YuHa
Z, = 25,875x, - 23,444x,,

Z, =17,989x, — 19,421x,,

e 6u x| B X, AMajie ONTY TavyHe TeXKuHe KapOOoHaTa ¥ XJIOPHI2a Y CMELIIH.
Y xojum he ce pazManuMa HACUTYPHO HAJTA3UTH TeXWHEe Z, U Z , Kaf
Ce Ha MECTO X | | X, V3MY ¢ ¥ ¢,.
CuMeTprYKy HOPMAJIHY IPECTaBHAIM pa3Maka y Kojuma he ce Hana-

SUTH x| A X, CY
x1=q1+(1)151, —IS(DISI;

Xy = @y + 0,0,, -1, <1
u npema ToMe he HBIXOB aCHMEeTPHYKY HOPMAJIHA IIPeCTaBHAK ONTH
X, =q, -9, +29,5,, 0<6, <1,
Xo =gy — 0, +29,0,, 0<9, <1.
Kpajesu pasmaka Z, 6uhe fakne
N, =25875(q, - 6,)—23,444(q, +8,),
M, = 25875 (g, +8,)—23,444(q, - 8,),

a KpajeBu pasmaka Z, 6uhe
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N, =17,989(q, — 8,) — 19,421(¢, +8,),
M, =17,989(q, +8,) —19,421(q, - 8)).
TpaxeHr pa3zmaily cy, fakie
Z, =125,875(q, — 8,)+ 0 - 46,8885, 0<9| <1,
Z, =17,98%(g, — 8,) + 0 - 38,8425, 0< 9, <1.

6. dpumep. — AKo je z jenan Opoj Behn Of jefuHMUIIE WY jeHAK jelH-
HHIHA HATPEN je TTOKA3aHo Jia je

1<z <1+221,
n

AKO ce 3a x y3Me cpefJiHa TOT pa3Maka

p=4z <1 it2n=l
2n

yunmbeHa rpemka ox he 6uTn

Sx:coz_l, -1<w<l.

AKO je, mak, z 6poj MamH of jefUHAIe, TOKA3aHO je f1a je

— i <z <1,

1+-—%

nz

Tako, 1a aKo ce y3Me CpefrHa TOT pa3Maka

p=tz= (2n-1z+1

2n=1Dz+2’
yunbeHa rpemka he 6utu
S =o—F
2(n—-1z+2

Y o6a cnyuyaja rpeiuka he GUTH Y TONHKO Mama, Y KOIUKO je z Gimke
JEIMHUIN U Y KOTHKO je n Behe.

7. ipumep. — Hatmpep je IoKa3aHo Jia je 3a MO3UTHBHE BPEHOCTH a U b

x=a? +b® =Ma+b), %SXSI
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I7ie j€ Joa rpaHulia pa3Maka JOCTUTHYTa Kafl je a = b, a Topxba Kaf je jefi-
Ha OJl BPEIHOCTH a # b jefHaka Hym. [TomTo je

a+b
o= , =a+b,
) B
TO aKO Ce 3a X y3Me CpefiiHa pa3Maxa
p= O‘TJFB = 0,8535(a + b),
yunmbeHa rpenika he 6urn
B—-o
6x=co-—2——:co-0,1465(a+b), ~1<w<l,

W OHa je jeflHaKa HyJu Kaf je a = b, a nobuja cBojy najeehy moryhy Bpen-
roct 0,1465 b kag je a=0.
PenatuBna rpeuixa je

o _p-a 2 _P-oa
p 2 o+B B+o’

Ax <

npeMa 4emy je
Ax = w-0,1716.

HapemrheMo Ja IOCTOjU BHIlE HaYyWHA 3a HM3pPaxaBame H3pasa
x =+a?+b* y TMHEapHOM XOMOT€HOM OOJIHKY

x =E&a+nb.

Hauwnn Poncelet-a, y ciryyajy Kafg ce 0 HO3UTUBHEM OpojeBuMa a, b Hu-
IITa HE MPETIOCTaBba, JOBONU 10 Pe3yiTaTa Koju ce IMOAyfapajy ca Ha-
npeq HaBEeIEeHHM, Tj.
E=mn=085,

ca pellaTHBHOM I'PEIKOM Koja e mpemama 0,172, 1j. ornpunuke e Me-
byTtnM, Taj HaunH gaje MoryhuocTH fa ce ofpene Koeduuujentu &, 1 Tako
la pellaTUBHa rpemka Ax Oyle 3HATHO Mama, y CIyJajeBuMa Kaf ce 6ap
OBJIAIITHO 3HA KOJIMKO je myTa jeflan o 6pojesa a, b sehu o gpyrora.

Taxo ce Hanasu ga je

sab>a, x=040a+0,96b, Ax<%;

sa b>2a, x=023a+099, Ax< %;
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sa b>3a, x=016a+099b hx< }fﬂ;
XAl
sa b>4a, x=012a+099b Ar<——:
266
sa b>5a, x=010a+h, Ax < —bo
417
3a b>6a, x =008a+bh, Ax < J‘w;
589
3ab>7a, x=007a+b, Ax <-_—! ~~~~~ ;
500
sa b>8a, x=0,06a+h, Ax < oA
1049
sa b>9a, x=005a+b, Ax < ——.
1428
sa b>10a, x=005a-+b, Ax < -,
1538

Hasemthemo, ﬁpﬂmepa pajy, jefaH MpocT HAYWH KOj¥ NOBORHA 1O 00-
pacra
(97) Na? +b* =0,40a + 0,960

y clyuajy Kaj ce 3Ha fia je b > a.
JIako ce yBepHTH [ia je

- - 7 |
(98) 24 a2 11 < 0,404 + 0,96 < ﬁg a2+ 12,
jep, ako ce IPEMETH fAa je
0,40=-2, 096=22,
25 25

HejefHaIrHe T0CTajy
120 + b7 < 5a+12b <13Va? + b
WTH KBaAPUpamkEM
144 (a? + b)) < 25a% +120ab + 144b* < 169(a* + b*).

JIera ce HejefHAYMHA CBOOY Ha
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1194? < 120ab

1 OHA OYEBUJHO MTOCTOJH IIOIITO je b > a.
JecHa HejegnaduHa mocraje

120ab < 25 b* +144 a?
1a | OHa IIOCTOjI/I npeMa BACHTUYHOCTH
144a% -120ab+25b*> =(12a =5 )" = 0.

HBocTtpyka HejepHaunna (98) mocToju gakne 32 £ > g, a U3 HBe ce g0~
6uja ma je

0,40a + 0,960 =

Bpepuoct pasnoMka nIpe KBapaTHAM KOPeHOM YBEK Ce HAlas| y pa-
3MaKy usMehy

1rro 3Ha4H ga odpasar (97) opucra gaje BpeqHOCT Ja? +b? y IEHEAPHOM

: 1
OoONUKY ca TPENIKOM HHja alcoNyTHa BPeJHOCT He Mpeliasu 55 = 0,04,

e

Tj. 4%,

11. BPOJHY PASMAILI Y TEOMETPUIUA

Kao u y apurmerniu 1 v anreSpH, 1 FeOMETPHjCKe BEIIHYRHE MOTY Ce
jaBbaTH Kao pa3Maily, Tj. JeAHa BeWYWHa ¥ MoxXke OUTH ofipebena pazma-
kKoM u3meby 1Bejy BenmunHa UcTe 8pCTe v KoMe ce x Hanasu. Taga he u cee
reOMETPHUJCKe BEIWYHHE, KOje ¢& PAYyHOM WI¥ T€OMETPH|CKOM KOHCTPYK-
UWjOM H3BOJe M3 TAKBHX NofaTaka x, OHTH u caMe ofpebeHe y o6nuky pa-
3maxka. To ce HIp. gemasa:

a) Kaj nofgany HHucy TauHo JaTH;

6) xag pavyyHCKe MIH KOHCTPYKTHBHE Tellkohe He JOMyIITa]y TAaUHY
oapen0y HeIO3HaTe BENMYVHE A3 AaTUX MojaTaka Oaml Kafg 6u OBy ¥ Guim
TaYHH;

B) Kap ce ofpenba HEeo3HAaTe, 10 CaMoj IPUPONN 3af{aTKa, He CACTOJU

y Ta4HO] ofpendu meHe BPefHOCTH, Beh y ompentn pasMaka y KoMe OHa
Tpeba ga ce Hanasw fa 6u OWIH 3aIOBOJLCHH YCITOBH 3a7aTKa;
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T') KaJ| cy HOfaI¥ HeOBOJLHA 33 TaUHY Ofipefi0y HENO3HATe, Al Cy AO-
BOJBHH 32 Oipef0y jefHora pa3Maka y KOMe ce Hello3HaTa HelpecTaHo Ha-
nasu.

Cnydaj oBe mociefibe BpCTe jaBiba ce HIp. Kaj je jefaH IofaTak X
30Wp O HEKOJIUKO '€OMETPH]CKUX BEIUUHHA X |, X5, X3,..., 4 TPAKEHa He-
Mo3HaTa FeOMETPH]CKa BeJIMUUHA y 3aBUCK Off 301pa KBajipaTa unu tpehux
CTeleHa WTY. BeJInuynHa X .. Tajla ce mMa MOCla ca Hego8o/bHO ogpeherum
3agayuma, Kao IITO Cy HIIP. OBH:

1° oppenuTH XUIIOTEHY3Y IIPaBOYIJIOr TPOYIa U3 HaTOT 30Mpa HeEro-
BHX KaTEeTa;

2° OpEUTH YIIIOBe MPABOYIIIOT TPOYIJIA, Kaj| ce 3Ha ia OBaj MMa Kao
KareTe 30Up KaTeTa W XHIOTEHY3Y jelHOra APYror, HEIO3HATOT, IIPaBOY-
TJIOT TPOYIIa;

3° ompeauTH AHjaroHany mapaljieJONHIeNa U3 AaTor 30Mpa HeroBux
CTpaHa;

4° opeauTy OGUM W MOBPILKHY jeTHOT TPOYITA M3 AAaTOT 30Mpa ABE]Y
IEIOBUX CTPAHA | yIJIa KOjU OHE 3aXBaTajy;

5° onpenuTH 30Up OACTOjarba jeHE MPOU3BOJLHE TAYKE OMUCAHOT KPY-
ra OKO IpaBWJIHOT NMOJWIOHA, OX CBHjy T€MeHa NOJIHroHa, 3Hajyhu camo
6poj cTrpaHa 1 06UM OBOTa.

3anany Koju ce cBOe Ha NPOYYaBamkhe apUTMETHIKE CpefiHe
KOHBEKCHHX WM KOHKABHUX (PYHKNHja

Y BenukoMe Gpojy 3aaTaka TakBe BPCTE CAYXKM Ka0 OCHOBUIA PaHU-
je mokazaHu pes3ynTaT fa, aKo ce ca |l, O3HAYH apUTMETHIKa CPEIuHA II0-
3UTHBHEUX 6poOjeBa X, X,,..., X,, a ca M, apuTMETHYKa CpeuHa

— .f(xl)+-'~+f(xn)’

n

MII

rie je f(x) ma KakBa (yHKIHFja IIPOMEHILUBE X, TO3ATHBHA H KOHBEKCHA Y
pa3sMaky Koji cafgp:Ku cBe 6pojese x;, BpEHOCT M, YBEK ce HallasM y pas-
Maky m3Mebhy BpefHOCTH

flnp,) +(n=DAO)

n

(99) fln,) m

Ifie Cy TPaHMIle PasMaka CTBAPHO JOCTUTHYTE Kafl Cy CBH x; Mehy coboM
JEHAKM; WI¥ Kaf Cy CBH jeHAKH HYIIH, OCUM Je[IHOTa Off IBHX.

MebyTuwM, iiaj ce pasmax moxce jous Cy3uii y cAy4ajy Kag cy X, X,
X3, ClipaHe a, b, ¢ jegHOoZ UCHLOZ TUPOY2AQ.
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[Tobumo ox HejeHaumHe KOja MpeMa OMIITEM CTaBy BayKH 3a TPH Ma
KOja IIO3UTHMBHA 6poja x, y, z

(100) Bf(%i—z—j < )+ )+ f(2) € f(x +y +2)+2 F0).
Kap cy a, b, c crpaHe jegHOra UCTOT TPOYTIIA, MOpa OUTH
a+b>c¢c, b+c>a, c+a>b,

TAKO fia aKo ce HOHy36I/Ip CTpaHa O3Ha4M ca

_a+b+c
=
Mopa 6uTn
p>a, p>b p>c
Tj. BpEAHOCTH

(101) . x=p—-a, y=p-b z=p-g

YBEK CYy MO3UTHUBHE.
Crarumo y (100) nma je

() =F(p-1),
nia he, momro je
aef _d'F
i drr’

(pyukumja F 6uTH KOHBEKCHA 3a CBAKM pa3Mak IIPOMEHIBUBE X 32 KOjH je 1
cama ¢pyrkumja f kousekcHa. Hejennauymna (101) Taga mocraje

3F(p—£—t—§i—z—)SF(p—x)+F(p—y)+F(p—z)S
SF(p-x-y-z)+2F(p),
a oBa he, Kaj| ce y 10j x, y, z cMeHe cBojuM BpefgHocTuMa (101), mocratn

(102) 3F(27p) < F(a)+F(b)+F(c)< F(0)+2F(p).

Bpegrociu cumeiupuyike hynxyuje citipana iipoyzaa
(103) Fla)y+ F(b)+F (o),

2ge je F ma xaxea koHeexcHa QpYHKYUja [UX CHIPAHA, YEEK AeHCU Y PASMAKY
uamehy epegrociiiy
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(104) 3F (7:33) w F(0)+2F(p),

2ge je p loay3bup ciupaxa.

Ose rpanune pasMaka CTBAPHO Cy JOCTHTHYTE y CIIy4ajy paBHOCTpa-
HOI' TPOYTIIA, WK PABHOKPAKOT TPOYITIa ca yIiioM HaMeby jepHakux crpana
KOJH je JefiHaK HYJIH.

Ha je pasmax (104) oxucra yxu ox pasMaka u3mely spenHocTs

(105) 3F(27p] u F(2p)+2F(0),

Koje oppebyje Hejennaunna (100) 3a Ma KakBe O3UTHBHE Gpojese a, b, ¢,
BHJH CE HIIP. U3 CHENMJAJIHOT ciydaja Kaja ce y3Mme fia je

F(x)=x2

Pasmax (105) y xome he ce manasutu 36up a’ +b* +¢* 6mo 61 oHaj

u3Meby BpegHOCTH % p’ u 4p?*, 1j. mamely BpegHOCTH

2 2 2
(—a—%—c—) u (a+b+0)?

N0k 6u pasmak (104) 6uo onaj usmeby BpenocTa % p*u 2p?, Tj. usmeby

(106) E‘!L[?““_Czl i L(L”;i‘_c)i,

a Taj je pa3sMak OYEBUTHO YU 071 pa3maxka (105).

36up xeagpatiia ciipaua jegHoZ THpoOYyZaa Y8ek ce, gakae, HAAa3u y
pasmaxy usmeby epegrociiu (106), 1 To je y HCTO BpeMe U Ha]yK¥ pa3zMax,
KOju ce MOXKe YTBPIHTH 3a ONIITH ciyyaj. Iberose ¢y rpanuie crsapHo fo-
CTUTHYTE KaJi je TPOyrao paBHOCTpPaH, WX PaBHOKpaK ca TpehoM cTpaHOM
jeIHAKOM HYJIH.

TopmeM pe3ynTary o pa3Maky, y KoMe ce Hamasu Qyaxknuja (103)
cTpaHa TPOyria, MOXKe ce JaTH U 0Baj OONUK Of HHTepeca 3a Pa3sHOBpCHE
IpHMeHe:

Crasumo y Hejeguaunuun (102) na je

F(t)=®(p —1),

ria he ®(¢) oneT OUTH KOHBEKCHA (DYHKIM]jA IIPOMEHIBHEBE ! IOWITO j&
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I’ _dF _d°f
dr? > drr

O6pasai (102) Tapa nocraje

3@(%) SOp—a)+D(p-by+@(p-c) < D(p)-280).

Kap ce nmp. yame fa je

() =1, (k>1),
noduja ce

k
pt .

ST S (P ay +(p=-b) +(p-of < pt.
Kap ce y o6pacny (102) ysme na je

t
F(r) = :
(1) 2p—1

F(t) he omeT 6uty XOHBEKCHA (DYHKIMja TPOMEHIbUBE f3af=a,t = b, t =,
TIOTIITO j&

d*F __ 4p
arr (2p-0F’

a CBaka je off pasnmka 2p—a,2p—b, 2 p - ¢ MIO3UTABHA.
O6paszar (102) Tana nocraje

2g@ b € <2
2 b+c¢c c+a a+b

IITO 3HATH ga je 34 cae ipoyine

¢ , b , < =L5+0-0,5, (09,
b+c c¢c+a a+b

YocranoMm, Kaj rof je F(f) Kakga XOMoTreHa (pyHKIHja 0 MPOMEHIbYU-

BAMAa p ¥ ¢, OHA, aKO e TO XOMOTeHa (pyHKIWja HYJITOT pefa, foka U
ropma I'paHuiia pa3Maka, y xome he ce Hama3uTu 36up

F(a)+F(b)+F(c),
nMahe ce y o6nuky anconyTHor 6poja. Kag je cilieiien xomoZeHociu itie

@yuxylje jegnax kaxeom 6pojy h, panuye pasmaxa gobuhe ce y 06auKxy
epegrociiiu p" lOMHONCeHe jegHUM ATCOAYTHUM OpOjeM.



88 WHTEPBAIIHA MATEMATHKA

1. fipumep. — XumoTenysa ¢ MpaBoOyIvIOT TPOYIIIA, 33 KOJH j& MO3HAT
caMo 30Hp a + b iBejy KaTeTa, je

c=Aa*+b* =Ma +b),

1
— <A<,
2

IpeMa uyemy je
c=(0,7071+0-0,2929)(a + b).
2. ipumep. — XHATOTEHy3a i MPaBOYIJIOT TPOYIIIA, YHje Cy KaTeTe i~

. S
jaroHane mapajeiorpaMa o0uWMa s, YBEeK JIeXKU Yy pasMaky uimeby 5 u s,

TaKo fa je

To ppou3unasu HeMOCPeRHO U3 OCOOMHe Iapainejiorpama ga je 36up
KBajpaTa BeroBe YeTHPH CTPaHe jefiHaK 30Mpy KBajgpaTa HeTOBUX JUjaro-
HaJja.

3. iipumep. — Koju npaBOyriau TPOYIJIN MOTY UMaTH Kao CBOJjeE JIBE Ka-
TeTe 301Up KaTeTa U XUIMOTEHY3Y JPYror JefHOT IIPaBoyIvIor Tpoyria’?
Axo ce xareTe MPBOT TpPOyrjia O3Haye ca g U b, KareTe gpyrora ca
a’ u b’, Tpebapmaje
a=a +b,

b=Aa +b? =Ma' + V],

1
— <AL,
A2

mpema TOMe jejlaH yrao o, IIPBOT Tpoyria Tpeba jia je Takas Jja je

thC—_—é:?\.,
a

Tj. Tpeba ja Jexu y pasmaky m3dmeby 35°16" u 45° (a gpyru yrao usmeby
45° 1 54°44).

4. ipumep. — 3uajyhu 30up crpana a + b+ ¢ jegHOr NapaieJonuIesa,
ONpEenuTH My IyKuHy fujarosane d. ITomro je

d=~a*+b*>+c* =wa+b+c),

TO je
d =(0,5774+0-0,4226)(a + b +c).
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5. ipumep. — 3uajyhu 36Up cTpaHa a + b+ ¢ = 5 je[HOT MAPaNETONH-
mefia, Kao ¥ TO fla ce Off CTpaHa a, b, ¢ MOXe CaCTaBHTH jefJaH TPOYrao, ofl-
PENUTHU NYKUHY [UjaroHaNe d napaiesIonunesa.

Kao mTo je Hanpen mokasaHo, Kaj Cy a, b, ¢, TpU CTpaHe jeTHOT TPOy-

ria, KOIuYHUK
va? +b? + ¢?

a+b+c

JEXH y pasMaky usmeby % =0,5774 n % =0,7071.

5 =

IIpema Tome fyxkuHa d gujaroHaje JIeXu y pasmaky usmeby
0,5774s u 0,7071s.
AKO ce, akie, 3a d y3Me CpelHa TOT pa3Maka, Tako f1a je
d=0,6422 s,

y4YuE-E€Ha rpelka He npeMaina Bpegaoct 0,0649, 1j. 614 %.
6. ilpumep. — VI3 moznator obpacua
m?* +n? +p2 = %(a!2 +b% +c?),

3a Jy:XuHe m, n, p ME[AjaHa Je[[HOT TPOYIUIa YHje Cy cTpaHe a, b, ¢, nobuja
ce fa je
\/m2+)12+p2=—\/§7u(a+b+c), Loene L,
2 NE) V2

ITpema ToMe gujaroHana d mapanesoluIefa, KOju IMa 3a CTpaHe Me-
JaHe Je[lHOT TPOoyIia uuju je oduM s, ofpebeHa je pasmakom

d=(0,5+90,1123)s.

W3 Tora ce HIIp. BUAY fa ce MPaBOYININ TPOYIJIU, KOJM NMajy Kao jefHy
KaTeTy OOHMM jeflHOT'a TPOyria, a Kao APYry KaTeTy JujaroHany mapare-
JIOIHIENla CacTaBbEHOT U3 MEAMAaHa WCTOT TPOYIIla Kao CTpaHa, Hajase ca-
MO Meby OHUM IpaBOYyIIIMM TPOYIJIUMA UMY jedaH yrao MMa 3a TAHTeHC Ka-
KBY BPEJHOCT, KOja Ce HaJla3| y pa3MaKky usmeby

0.5 u iJizam%,
212

T]. YMJH Ce je[jaH yrao Hajasu y pasMaky usmebhy

26°33 n 31°28’.



90 VHTEPBAHA MATEMATHKA

7. ipusep. — Y T'eoMeTpuju je HO3HATA OBa TEOpeMa 3a IPARKITHE
MOJIMTOHE Of 1 CrpaHa: 36Up KBapaTa OJIcTojatka jeffHe MPON3BOJbHE TaUKe
Ha ONKCAHOM KPYTY, Off CBHX TEMEHA IIOMHHOMA, KM 3a BPEHOCT 27R?,
rae je R monmynpedYHnK Tora Kpyra. AKo ce, Jakie, Ta pacTojama 03Haye ca
ay, Ay, ..., A,, OWhe

\/alz +aj+..+al=R\2n.

ITpema manpeq foKa3aHOM PE3YITATY j&

Jaf +al+r..+a?=Ma +a,+..+a,), L oaa<n
n
MebyTum, BE jegHa HE pyra of THX JIBe]y 'PaHULA HHje HUKAR J[0-
CTUIHYTA, jep Ha ONUCAHOM KPYry He IIOCTOJH HY jefiHa Tayka, 3a xojy he
cBa pacrojaiwa a, 6utn Meby coO0OM jegHAKa, WK CBA jJelHAKA HYIH OCHM
jeHOra Off hHuX.
W3 Tora ce BupH fa ce 30Up pacTojama

s=a,+a,+..+a,
yBEK HaJla3| y pasMaxy uzMeby

R«/_Q_H u nR«/E,

 TakKo jaje
5= [«/FQ:; + ﬂ'\E(n - x/;)]R.

3a Tpoyrao he Hip. 6uTH

s =(2,4495 +9-1, 793R,
3a KBajpar
s =2,8284(1+ O)R,

3a IIeHTaroH
5 =(3,1622 + 0 3,9088)R wu1m.

Kap je, Ha MecTO TOJNYNpeUHNKa R ONMCaHOT KPyra, flaTa Jy:KHHA a
CTpaHe MONUroHa, Tpeda ropmuM 00pacuuMa 3aMEHHTH:

3a Wpoyiao R = %a = 0,5773 a,

naKkie
s =(1,4140+9-1,0351) a;

3a Keagpaiii R= _aﬁ =(,7071a,
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HaKie
s =2(1+ % a;

3a fieniiiazon R = »i%«/50+ 104/5 = 0,8506 4,

paxie
s =(2,6897+03,3248) a.

Kan je, Ha MecTo R, naTa moBpinuHa P 10IUroHa, Tpeéa CMEHUTH:

. _ 2 —
3a Wpoyao R = ~~«—«/P =0,8774~P,
poy 427 ’
Jakme

5 =(2,1491+ 9 -1,5732)/P;

3a Keagpai ~ R= \E =0,7071/P,

JaKie
s =2(1+)VP:

3a HeHillazoH R = |——————r «/” 0, 385@«/7
sJ10+ J5

HaKe B
s =(1,2193+9-1,5072)-/P.

8. ipumep. — Y I'eoMeTpHjH je IO3HATA W OBA TeOpeMa 3a IPABUIIHE
HOJHUTOHE Off n CTpaHa (n > 3): Heka cy Aj, A3,..., A, IpojeKIyje TEMEHA
Ay, A, ..., A, TIOIUTOHA Ha jeIHY NPOU3BOILHY NpaBy, O’ Tpojexuuja Cpeju-
IITa HOJUCOHA Ha MCTY IPABY; aKO Ce CTaBH Jia je

————4  —y ——
S=0A +0Ar+..+OA,,

VBEK je
§ =31 R*,
8

s =R? 3n
Vs’

a IIomTo je, IIpeMa Hallpe[ MOKa3aHoOM

s = s,

ITpema ToMe je

I/\
I/\

T‘
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rae je

s=O0A VW +O0A2+...+O0A),
14
TO C€ BPEOHOCT § = 0 s yBEK HaJlas! y pa3Maky usmeby

R4 3n n nRiE.
\ 8 8

ITpema ToMme, 36Hp pacTojarba O'A’; IIpefCTaBIbEH j& Pa3MaKOM
%[1 + 0 (3n’ - 1)] R,

KOj¥ ce HIIp. 32 TPOYTao CBOJIM Ha

4 g (1+0-1L,2795)R =(1,0299 + 0 -1, 3178) R,
3a KBajparT Ha

4\/:2— (1+6-1,8284)R =(1,1067+9-2,0235)R,
3a IIEHTaroOH Ha

4 % 1+9%-2,3437)R = (1,1702 + - 2,7426) R.

9. ipumep. — AKO ce U3 jelHe TauKe Ha KPYTY IONYIPEYHNKA F IOBYKY
IBe, jelHa Ha Apyry ynpasHe ceunne AC u DB, 36up ofcevaka AC + DB
nMa NyKIHY KOja Ce YBEK HaJla3| y pa3sMaky usmeby 2r u 2r2.
Jep je

PA’ + PB* = AB?,

PC? + PD? = DC? = A'B?,
na gaxie

PA? + PB? + PC? + PD* = AB® + A’'B? = 4s2.

BpenuocT 36upa KBajjpara Ha JIeBOj CTpa-
HY Halla3d ce y pasMaxy msMmely BpeqHOCTH
(PA+ PB + PC + PD)? _ (DB + AC)>
2 2
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¥ BpEOHOCTH -
(PA+PB + PC + PD)? = (DB + AC)?,
U [IpEMa TOME je
D L A2 .
ﬁi“;“ﬂ < 42 < (DB + AC)?,
Opartne je L
2r < DB +AC <212,

gmMe je TOpe TBphere MoKa3aHo.

W3 Tora ce, y ucTo BpeMe, BUU B OBO: aKO ce 30Hp ofcedaka JIBejy
MebycoOHO ynpaBHUX CeYHI[a Kpyra O3Ha4l ca /, IpeYHHUK Kpyra yBeK ce
Hanasm y pasmaky usmeby 0,70711 u L.

AKO ce Xpo3 JefHy CTaJlHy, IpON3BOJbHO M3abpaHy Tauky P y Kpyry
OOBYYE jelaH Ma Koju nap Meby co6om ympaBHuX ceuyunna, Moxe ce foKa-
3aTH Jja ce 36up ofceyaka DB + AC yBeK Hanas® y pasMaky usMeby

242 —d? m 2+/2~2r% —d*.

Jep je L
AC = PA+PC,
DB = PB +PD,

a ofaTiie KBapupameM U cabupameM

AC? +DB? = PA? + PC* + PB> + PD* +2PA-PC +2PB - PD.
Ca ppyre crpane, aKo‘ce ca d 03HAYM CTAJTHO PAcTOjambe EF, 6uhe
FZP—C—EE =r-d?,
na he, Bogehn pauyHa o rope HabeHO] jefHAYMHH, OUTH
AC? + DB = 8% - 42,

na IIOIITO Ce BPeJHOCT 30mpa KBajiparta Ha JIEBO] CTpaHH Hallasd y pa3sMaky
n3Mmeby

@ w (AC+DBY,
faKonaje o
M$8r2_4d25(ﬁ+ﬁ)2’
6uhe

23212 —d? < AC+DB < 22272 — 42,
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ITO fOKa3yje ropke TBpheme.
Cnuyny ce pe3yaraTu fobujajy u 3a o;:[cque KOj€e y JelHC} KYTTIH Yh-
HYE jeflaH CUCTeM Off TpU Mehy coGOM YIIpaBHE Cevulle.

A B
M B N
/c D E F
o'
o
\_

_10. fipumep. — JaTa cy gea kpyra ca cpeguutama O 1 O’ # jegHa mpa-

Ba AB; moByhu jenny 3ajegHuuky ceumny MN 3a oba xpyra, HapaienHy

paBoj AB u TakBY fia 36up CD + EF meHux ofcevaka uMa JaTy Ty:KUHY A.

IToBymumo Ha ipaBy AB nBe yrpasue u n3 O' mpaBy O'K napanenny

npaso] AB.Ilomepumo kpyr O mapalenHo Nparoj AB HOTie, oK C& Tauka

E He TIOKJIONY ca TaukoM D 1 Heka je O] HOB monoxkaj cpepnmura O, na he
6uTn

b= D EE
2

}(Ol =J/D+DJ = ==+ &.
2 2

o TN E/ STNE

Axo ce oxo O, ca nonyupeunukoM O'FE , omHIe Kpyr, Ipecek 0Bora
ca xpyrom O mamnrhe Ta‘{HO y Tauky D.

Oszuaunmo ca d, r, 1’ HelipomeH/bUsy NyKIHY OK u HONYIPEYHIKE
kpyrosa Ou O'. VI3pasusum ga ce Kpyrou O u O ceKy Wiy JORUpYjy, AO-
Ouja ce 3a MOTYRHOCT peliera 3aJjaTka 0Baj YCIOB: OTPEGHO j& ¥ JOBOIb-
HO fia Oype L

r—r SO0 <r+vr,
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a TIOIITO je

q

//_ —2 2 }\ 2
O0'\ =0OR +KO'| =d*+ 5 ,

TO C& KBapHpas-eM rOpH-UX HejefHaYrHA JoOHja Kao YCIoB
7\’2
(r=1)=d? < ”a <(r+r)?—-d?,

ITO 3HAYH fi2 j& TOTPeGHO ¥ HOBOJLHO A Ce NYKUHA A HaNas3u y paMaky
usmeby myxmsa

2J(r = =d* w 2:J(r+ Y - d?,

3apami KOjH ce CBOAE HA HPOYYaBAI-E TPHIECOMA IPYIOr CTeNeHa

Benuxm Opoj reoMeTpHjCcKAX 3aJaTaxa cCBOJM ce Ha ofpebusame 6poj-
HUX pasMaxa y Be3W ca TPUHOMOM JPYIror CTeNeHAa

fx)y=ax*+2bx +c

7 TO TAKO fla ce Pelllerse 3afaTKa CacToju He ¥ offpef0# BpeHOCTH X 32 KO-
je Taj TPUHOM TOCTaje jefHak Hynu, Beh v ogpen0u pasMaka y koMe tpeba
Ia ce Hanasy G0 cama BPeIHOCT x, 6MI0 KakaB POMEHIBHE apaMeTap A,
Koju purypuie y KoepuoujeaTuMa g, b, ¢ TprHoMa. Takse ¢y BpCTe 3apa-
¥ HaBENEHH ¥ chenehuM npuMepuMa:

1. ipumep.— VI3 mpoussospHe Tauke M Ha
XKHIOTERY3: AR npasoyriaor Tpoyria A0S no-
BYKY ce fBe viipasue MP 1 MO Ha KaTere Tpo-
yria, 0a ce Ha ofgceynuMa OF u 00 OBHUX KOH-
crpywiry fiea kBagpata OPHK n OSTQ. 3a koju
he momoxaj Tauke M mospuinHa orpaHmdeHa 1 M

B

ncrpesaMadoM ausujoM MPHKOSTOM nMaTti ¢
ATy BPENHOCT A*?
O3HaunMo f1a je 0 P
_ _ — § 4
OCA=a, OB=b OF=x, (a < b)
K H

Iia ce nobuja jeqHaYnHa

b a —x)? + bx(a —x)

a2 a

P o=x*+
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AU
f(x)=(a’—ab+b*)x* —ab(2b—a)x +a*(b* -=A?)=0.

[la 6u peniewme UMaNo CMHUCIA, JIOTPEOHO je U JOBOJBHO Ia CY KOPEHH
jenHaYmHe pealHu | Jja ce 6ap jeaH of BUX Haja3’ y pa3Maky usmeby O u
a. I1pBu ycloB Tpaxu A2 je

107 > ,
(107) 4(a* —ab+ b?)

a fia 61 Ce POYYHO APYTH YCIIOB, Tpeba NCIUTATH 3HAKE W3pa3a
f(0)=a?(b® - 2%,
fla) = a*(a® = W),

U Pa3JIMKOBATH OBe CIIyYajeBe:

1° kag ce A? Hamasm y pasmaky usmeby a® u b?, BpegnoctH f(0) u
f(a) uMmajy cynpoTHe 3HaKe, IITO 3HAYM Jla HOCTOjH jefHA BPEJHOCT X Koja
3aJ0BOJHABA YCIIOB 3a/1aTKa;

2° xag je A* < a?, onpa je m A* < b%; o6e cy Bpennoctu f(0) u f(a)
[O3UTHBHE; Tajla, aKo je ucnyrmbeH ycnoB peannoctu (107), nnm he oba Ko-
peHa 3a0BOJBUTH YCIIOB 3ajjaTKa, WK ra Hehe 3aJOBOJbUTH HE jefaH Off
wux. Jla 61 ce ©Mao TIPBU CIy4aj, HOTPEOHO je U JOBOJBHO [ja CE BPEAHOCT
1101y36Mpa THX KOpeHa Halla3! y pa3Maky usMeby Hyne 1 g, Tj. na Oyne

ab(2b-a)
2(a? —ab+b?)

0< <a,

mTo he 6UTH axo je y jefHO UCTO BpeMe
2b-a>0 7 2a-b>0.

IIpBa HejeHAYHHA OCTOj! HOIITO je @ < b; Apyra TpaxXHu ja je

b
a>—,.
2

TIpema ToMe, fa 6u 00a KopeHa jefHauune f(x) = 0 3aoBOJBUIIA YC-
JIOB 3a{aTKa, MOTPEOHO j& ¥ JOBOJLHO:

b )
0l) 1a ce a HaJlasy y pa3Maky usMeby S o b;
B) ma ce A* Hamasu y pasmaky msmeby

3a2b2 2
4(a® —ab+b*)




BPOJHU PABMALIY Y ETEMEHTAPHUM PAYYHUMA 97

2. iipumep. — Ha Kpanuma mpasor yria
obesiexe ce Tauke A u B Ha ofictrojamuMa OA = g
a, OB = b opf TeMena; ofgpenuTy Ha OB TakBy je-
IHy Ta4ky D, na 36up nonyo6uma kpyra DMA u
opceuka DB Oyfie jefHaK gaToj My>KHHHU A.

AKO ce 3a HEIIO3HATYy y3Me nykuHa BD = x,
3aJjaTak ce CBOJU HA jeIHAUAHY

%n«/a2+(b—x)2 +x =4, o y

Tj. Ha Je{HA4YMHY

(108) (n* —4)x? —2(n?b - 4L)x + w2 (a® — b?)— 4)2 = 0.

Ha 6m BpegHOCT X, foOUjeHa pelleheM Te jef[HAaunHe, Jalla pellethe
3afaTKa, IoTPeOHO je U JOBOJLHO Jja OHa OyJie peaiHa, IIO3UTHBHA U Makbha
on A.

Y CIIOB PeaTHOCTH Cce MOKe IOBECTH Ha OOIIHK

(2A=2b+avNm? —4)(2A—2b—a~r* —4) 20,

a oH he 6UTH 3aJ0BOJLEH W Kajl je

(109) A<h ——%«/1‘52 4,

WIA Kaf je
(110) A > b+%w/n2 — 4.

JIaxo ce BURH fia je yBeK A > b ¥ j1a mpema ToMe HejeHaumnHa (109) He
MoKe OUTH 3af0BOJbEHA TAKO Jla Joya3y y 063up camo HejegHaunna (110).
ITpom3Bop KopeHa kBagpaTHe jegraunte (108) wma 3a BpeHOCT

72(a? + b?) — 402
n’ -4

(111)

?

Ila TIOIITO je MMEeHUNIal No3uTHBaH 6poj, Taj he MpOU3BOA UMATH 3HAK CBO-
ra 6pojuona. M onfa ce uMajy pa3nuKOBATH OBH CITy4ajeBH:

0l) HeKa ce A HaJjiasu y pa3Maky usmeby

b+%w/n2 —4 u gw/a+b2.
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Tapa je mpoussop (111) mo3uTuBaH, 1a KaKye Cy KOPEHM X HCTOT 3HA-
Ka, a TO je 3HaK BUXOBOTr 30Hpa

2(n’b—4))

112
(112) Eh o),

OHH hie OUTH DO3UTHBHH, Tj. MOhU NpeICTABILATH pEIllcHkha 3a[aTKa CaMo
Kaf je

2

A< M.
4
B) Heka je
A< %\[a 2+ b

nomTo je npoussoy (111) jegnax HymH, jefiaH je O KOpeHa ¥ jegHax HyJIH;
na Om ApyTH KOPEH fao pelieke 3afaTka, oH Tpeba ja je MO3UTHBAH, Tj.
Tpeba fia je Mo3uTuBaH 6pojuarn n3pasa (112), mro 3axresa 1a je

a< g«/nz —4:
Y) HEKa je
A > %\/cﬁ +b%,

Taja je uzpas (111) HeraTUBaH ¥ KOPEHU X CY CYMPOTHO OIHAUEHIL; Y TOME
CITy4ajy ITOCTOJH je[iaH O3UTHUBAH KOPEH X U OH Jaje pelllehe 3afaTKa.

bpojun pasMany y TPUTOHOMETPHJCKHAM 3aRaiuMa

Ha oppebuBame 6pojHUX pa3Maka y TPUTOHOMETPU]CKUM 3afaluMa
HAWJ1a3Md ce WUIH TIPY UCHUTUBAKY PEaHOCTH Pellerha, WIN 0 CaMuM 0CO-
OMHaMa TPUTOHOMETPYjCcKIX (DYHKIH]a peallHuX KOIUYMHA [Ia HEe MOTY H3H-
hu Ban jegHOT OpebeHor pazmaxa, Kao IITO je HIIp. cIyda) ca CHHYCOM, KO-
CHHYCOM ¥ Pa3HOBPCHUM HHXOBHM KOMOUHALIAjaMa.

1. dpumep. — TlogenuTu gaTH yrao o Ha iBa Taksa jena ja 30up TaH-
reHca TUX eJI0Ba UMa JaTy BPEeIHOCT 2A.
AXO ce TH JeJJOBH 03HA4Ye ca x 1 y, nMahe ce IBe jemHaunHe

x+y=0,
tgx +1tgy = 2 A

JIpyroj ce jeMHaYEHU MOXKE JaTH OONHK
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sin(x +y) Zi
COS X - COS Y ’

ma MomITO je
sin{x +y) =sin q,

2 cosx-cosy =cos(x +y)+cos(x —y)=cosO-+cos(x —y),
1A T4 ¥CTa jegHaYnHA [TOCTaje

sin o

(113) cos(x —y) = — CO8 O,

AXo je, maxiie, 0. HajMarby yTa0 YUjI KOCHHYC UMA 38 BPEHOCT JIECHY
crpany jeguaunne (113), 3a ogpen6y HenosHaTux x # y nMahe ce jBe jeq-
Ha4udHE

X +y =0,
x—-y=2kntaq
KOje Jla]y pelema x 1 y.
Auu fa GH pelersne UMalio CMuCHa, Tpeba Ja je

sin o,

~-1< —coso < +],

MITO C& MOXKE HAIMCATH U Y OOJIHKY
sin o
—(l-cosa) < —— < 1+ cosdl.
A
Kap je mmp. sin o > 0, Te HejegHaunne MOKa3y]y fa C€ BPERHOCT x

MOpa Halla3uTH y pasMaky usmeby
o o
tg— u cotg—.
g 2 g 5

2. ipumep. — Kap je o gat omrap yrao, 3a Koje he BpefHocTa x u3pas
(x = D[x*-2(1+cos? o)x? +sin* a]

OUTH MO3UTHBAH?
W3pa3 ce MoxKe HanucaTu y o0IuKy
(x =D[x +(1+cosa)][x +(1—coso)][x —(1-coso)][x —(1+ cosal)].

ITomro je cosa > 0, m3pas hie GUTH MO3UTHUBAH aKo CE X HANA3M Y jEf-
HOME, Ma KOMe, Off OBa TPH pa3Maka



100 VHTEPBATHA MATEMATHKA

unu usMeby —(1-cosa) 7§ ~(1+cosa)
unu usmeby 1-cosa u 1
unu u3Meby I+cosa u + oo,

3. ipumep. — 3a KaKBe Ce TTO3UTHBHE BPENHOCTH X, ¥, Z MOXKE HAITHCATH
ra je
x?=y?+z>-2yzcos 0,

I7e je O KakaB peajaH yrao?
ITomro ce BpegHOCT
y? 422 — x2
F—————— = cos 0.
2yz

MOpa HaJIa3uTH y pa3Maky u3Meby —1 n +1, To ce fo6mjajy nBe HejegHAUNHE
13 KOjuX ce Hallasm jja x Tpeba fja ce Haymas3u y pasMaky usmeby

t(y—2z) u (y+2).

4. ipumep. — OnpeuTH €JIeMEHTE je[HOT TPOyITia 3Hajyhu My Jy>KHHY
a jelHe CTpaHe, CynpoTHH yrao A m 36mp k* KBajpaTa OCTajJMX ABEjy
cTpaHa b Hc. '

3a oppenOy cTpaHa b ¥ ¢ ©Ma Ce CUCTEM Off IBE JeTHaUNHE

2 2 _ 1.2
(114) b +c” =k",
a® =b*+c* —2bc-cos A,
OflaKJIe je
2 2
2bc:k —a_
cos A

HopaBameM Te BPpeJHOCTH W Ofy3UMAabeM OpBoj oj1 jenHaunHa (114),
nobujajy ce IBe jefHauYnHE

_ k*(1+ cosA)—a’

(b+¢) " ,

115 cos
(115) (b_c)zzaz—kz(l——cosA)
: cos A ’

13 KOJUX ce MOTY U3pauyHaTH b u ¢. [fa Ou pellleme uMano cMucia, HoTpeo-
HO j& ¥ TOBOJBHO:

0) ma pecue crpane jenHaumsa (115) 6yny nosmrusHe;

B) ma ce a Hama3u y pasMaky (b—c¢, b+ c).
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PaznukyjeMo oBa gBa ciry4yaja mpema TOMe Ja IIF je yrao A omTap Win
TYIL:
1° yrao A je omrap; ycios o) CBOJH ce Ha JBOCTPYKY HEjeTHAUMHY

k*(1—cosA) < a? < k*(1+ cos A),
a ycios f3) Ha
2 1201 _ 2 2
a‘—k“(1-cosA) cg?< k“(1+cosA)—a
cos A COs A

13 KOje u3nasu fa Tpeba ga oyue
k* > a’.

T ce yCIIOBM Tajia CBOJIE Ha
. A .
2k?sin” 5 <a’<k?

IITO 3HAayu fa 36up k* Tpeba fa ce Hana3| y pasmaky usmeby

2
a
a* §u —=—;

2sin2é
2

2° yrao A je TyII, yCIIOB O.) CBOIHU Ce Ha IBOCTPYKY HejeHAUNHY

k*(1—cosA) < a? < k*(1+cos A),
a ycnos ) Ha
k? < a’.
Twu ce ycrmosu Tafa CBOAE Ha

k*(1-cosA) < a® < k?

IITO 3HAauM fa k* Tpeba a ce Hanas3u y pa3maky usmeby

2
a
e I/Iaz.

2sin2é
2

5. ipumep. — Hexka cy a, b, ¢ ctpane Tpoyrina ABC; Kaj Cy fate e
crpase a u b (b > a), a Huje gaT ¥ wuMa 3axsahen yrao C, Tpeha crpana ¢
oapebhena je pasMakoM :
c=(b-a)+20q,

IOTITO je YBeK
b—a<c<b+a.
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Kan je, nak, gat u yrao C, 6uhe

c=~a® +b>-2ab-cosC.

W3 ogroca
sin A _a
sinB b
nobuja ce
a=—A__ ;)
sin A +sin B
=S5 (y1p)
sin A+sin B
TAKO A3 je
. C:(a—]—-b)(p(A,B,C),
rie je 3
(A.B C\:'\/sin2A+sinzB—25inA-sinB-cosC
PLAE L) sin A +sin B '
WpenTtuynocr

2pg=(p+ ) —(p* +¢%),
Y3EBIIM fIa je
p=sinA, ¢g=sinB,

npeTBapa u3pas ¢ y

27, 2

_ P *q

(p(A,B,C)——\/-———(l+cosC)—cosC,
(p+9)

a IIOIITO CY p ¥ ¢ YBeK HO3UTHBHY, 6uhe

2 2
1o PR <y
2 (p+q)
To mokasyje ga je

\1/1_:%)5_6_ —cosC <9(AB,O)<1,

IITO IpeMa 06pacily
1-coso = 2sin? &
2
naje
. C . .
smz Se(A B, CY<
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gEMe Ce [OJTa3H O OBOTra Pe3ynTaTa: crpaHa ¢ Tpoyria ABC yBek ce Haja-
3W Y pa3Maky usmeby

w+bnm§vn(a+m.
TIpema obpaciy
I-sino =2 cos2(£+g),
4 2
TO MoXasyje fia je
c= (sin €129 cos? M)(a + b),
2 4

a Taj o6pasall fiaje MoryhHOCT J1a ce u3 36upa [Bejy CcTpaHa u 3axpahenor

yria jegHoTa TpoyIvia u3padyHaBa Tpeha crpana y oONuKy pa3Maka.
AKoO ce 3a ¢ y3Me cpefyHa Tora pa3Maka, Tako jia je

c:(a+b)coszn—_c—

YUYUEKBCHA I'pelllka 1o aIICOJIYTHOj BpEIHOCTH uehe IPpEMAIINTHI BPECAHOCT

(a + b) cos? EZC,

a peyaTWBHA I'pEIIKa Huhe MpeMainT BPeJHOCT

s+ C
cos” ——

4 ,n=C
Ac=| ————|=1g .
cos2~—~—n_c 4
4

Oga je rpeika y TOIAKO Marba, Y KOJNHAKO ce yrao C Mame pasiiuKyje
oy 180°; 3a Taj yrao oHa je jefHaka HyJH.

Yonuire, TOp:Y je pe3yaTaT off HApOUUTOr MHTepeca 3a Tpoyrie ABC
ca Tymum yrioM C. 3a TakBe TpOyrie, ako ce y3Me fa je

c=(a +b)cos? n;C’

Y4YxhCHA pellaTUBHA I'PEIIKa HUKa HE MpeMailia BpeJHOCT

te? T = 0,171,
£

a oma Op3o omaga xaf ce C npubnuxyje yray o 180°. Tako je
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3a C >120° AC < 0,070
C >140° AC <0,040
C>150° AC<0,018
C>160° AC < 0,007
C>170° AC < 0,002
C>175° AC < 0,0003.
Tpoyrnosu 3a xoje je penarupHa rpemka AC Marba, IO AlCONYTHO]

BPEIHOCTH, OJf JEJHOT NaToT 6poja €, jecy OHE 3a Koje je Tyn yrao C, uspa-
’KEH y IeJIOBUMa Off T, Behu ojf pasnuke

TC 4arctg«/;: ,
WITH, 34 JOBOJLHO MaJjle BPEJHOCTH €
C>n- 4«/5.

O06uwm s rpoyrna ABC u3paxkeH nomohy 36upa a + b u yrna C, je

27'C+C

s=(1+sin—g~+2ﬂ~cos j(a+b).
AKo ce, fakie, 3a 00UM y3Me CpefiiHa TOTa pa3Maka, Tako fia je
s = (1+sin£-|—()-cos2 E+—C)(a +b)
2 4
y4uIbeHa rpelka Hehe, Mo ancoiryTHOj BpefHOCTH, IPEMAIIATH BPEHOCT

(a +b)-cos? RZC.

12. TIOTITYHA 1 HETIOTIIYHA
OYHKINMOHAITHA 3ABUCHOCT

Kan e mpoMeHIbEBE KOJTWUMHE X M Y CTOj€ Y TaKBO] MehycoOHO] Be-
34, Ia AaTOj BPEIHOCTH je[JHE Of] IbUX OATroBapa, He Ma Kaksa, Beh jefHa nmu
BHIIIE TIOTIIYHO ofpebeHnx BpemuocTu ipyre, 3a Te ce KOIWIMHE Kaxke Ja Cy
Y YHKUUOHAAHO] 6€3U JeHA ca NPYIOM, fia Cy pyHKyUje jeHa O fpyre.
Taj je mojaM yBejieH jOII IIPH OCHUBAY M HpBOj 00pagu onmiTera pavyyHa
ca (pyHKImjaMa, KajJ ce I0jaBHO MpoOleM yCIOCTaBlbama Bede m3Mehy
IOCTYIIHHX IIPOMEHA JeflHe KOJMYNHE U OATroBapajyhmx mpoMeHa Apyrux
KOJIMYHHA KOje Ce ca TbOME YIIOPENI0 MEHa)y.
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MebyTum, opey TakBe {olilyHO ogpebere, TOCTOjU JONI U HelloMiily-
HO ogpebera QYHKYUOHAAHA 3a6UCHOCIH B3Mehy TPOMEHIBIBIX KOIHIKHA,
ga Ko]y cMo Beh Hammnasunm y panujuM m3naramy. [Tojam o 10j gobuhemo
HajlaxIIe B HajOpXKe U3 OBUX HEKOJIHUKO IIPOCTHX MpHUMepa.

Ha npBu nornex usriepano 01 HIP. 1a He IIOCTOji HUKaKBa (PYHKIKO-
HAJHA 3aBUCHOCT M3Meby JyXHHE XUIOTeHy3e ¢ U 30upa s KaTteTa a u b jepi-
HOT IPaBOYIJIOT Tpoyria. Tako, MoryhHO je TOCTYITHO MemaTh 361p s, a fa
XATIOTEHY3a ¢ OCTaHe MCTa, ¥ OOpHYTO. JJ0BOJBHO je HIIp. Aa ce JaBIIM 30u-
pY § jemHy IpOM3BOILHO U3a0paHy BPEHOCT, 3a KaTETY a y3Me jejaH KOpeH
KBaJpaTHE jeJHAYNHE

a’?+(s—a)* =A%,

a 3a npyry KaTeTy pa3.TII/IKy s —a,11a jaa, Hopen CBE IIpOI/ISBO.TI:HOCTI/I 36I/Ipa
S XI/IHOTGHYBa ¢ IMa BpG}IHOCT A KOja CC HE MCEHa Ka CEe MEIbha S. Taxo ucro
ce MOXKEC y‘-II/IHI/ITI/I na ce XI/IHOTBHYBa ¢ MEba Ca 361/IpOM S IO HpOI/IBBOJI:HOM
3aKOHY ¢ = @(s); TOBOJLHO je Y3eTH 32 KaTeTy a jejaH KOPeH KBaJpaTHe
]eJIHa‘II/IHG

a’>+(s—-a)* =[o(s)1,

a 3a Opyry KaTeTy pa3imKy s —a. MebyrtumM, unak usMeby ¢ u s nmocroju
jenHa BpcTa 3aBMCHOCTH: Halpes HabeHa ABOCTPYyKa Heje/[HaYuHa

(a—b)? <2(a’+b*) < 2(a+b)?,

IIOKa3yje [la ¢ HUKaJ] He M37Ja3% U3 pa3Maka Koju ce Hala3u usMehy BpenHo-
cri s /A2 u s. Akocey paBum xOy TIOBYKY fiBe mpase OM 1 ON, Of Kojux
npBa 3akiana ca ocoM Ox yrao op 35°16%,a
Ipyr¥ yrao of 45°, rauka P umje cy KoopauHa-  C
TE X = §, y = ¢ HAKa]] HUje M3BaH o6iracTy usMeby
Tux npasux. OHa ce MOXKE y CIEeNHjalHuM CIIy-
YyajeBUMa W MOKJIONUTH Ca JeJHOM WY [PYIOM
OJ THX [[BEjY IPaBUX: ¥ TO ca mpaBoM OM Kap je M
TpOyrao paBHOKpaK, a ca mpaBoMm ON Kaf ce
jejiHa KaTeTa TPOyIia CMaku 0 HyJE.

H3zmeby s u ¢ mocToju, Aakie, jeqna Hapo- O S
YHTa BPCTA 3aBUCHOCTH: jeHO] 1aTO] BPEHOCTH
s He OfroBapa HU MOTIYHO ofipebeHa, HA cacBMM MPOM3BOJbHA BPEIHOCT C,
Beh jegHa BpEMHOCT KOja & MOXKe IPOM3BOIBHO MEHATH CAMO y jeJHOME
ofpebeHoM pa3Maky, BaH Kora OHa HAKaJ| He MOxe u3uha. 3aBUCHOCT KOja
6u mocTojana Kaj O JaTOj BPEHOCTH § OfirOBapaa jefiHa HOTIYHO Ofipe-
hena BpenHOCT ¢, 6uila G FeOMETPH]CKH IIPENCTABIbEHA JETHOM AUHUJOM Y
PABHE; y TOPH-EM CIyYajy OHA je IPE/ICTaBILeHA jETHOM ipyZom Uuja je LUIu-
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MebyruMm, OpeR TakBe HoillilyHO ogpebeHe, TIOCTOJU O U HeloLiy-
HO ogpebera QYHKUUOHAAHA 3a6UCHOC H3Mehy TPOMEHIbUBUX KOJNNYHHA,
Ha KOjy cMo Beh Hamnasunu y panujuMm m3naramy. ITojam o #0j gobuhemo
HajiakKule U HajOpXke U3 OBUX HEKOJIMKO IPOCTHX IPUMEPA.

Ha npsu normiex u3riaefano O1 HIIp. ia He IIOCTOj¥ HUKaKBa (PYHKIHO-
HAJIHA 3aBHCHOCT U3Meby My>K¥WHe XUIOoTeHy3e ¢ U 36upa s KaTeTa a u b jeji-
HOT IIPaBOyIJIOr Tpoyrna. Taxo, MOTyhHO je IOCTYIIHO MeHaTH 36up s, a Ja
XATIOTEHY3a ¢ OCTaHe MCTa, U 0OpHYTO. [{0BOJBHO je HIIp. fia ce JaBim 30u-
py s JeAHy MPOU3BOLHO U3abpaHy BPEJHOCT, 3a KATETy a y3Me jefaH KOPeH
KBajgpaTHE jeiHavuae

a’+(s—a)’ =A%,

a 3a ApYry KaTeTy pasjuKy s —a, Ia fa, IOpef CBe IPOU3BOBHOCTH 361pa
§ XATIOTEHY3a ¢ IMa BPETHOCT A Koja ce He Meba Kaf ce Mewa s. Tako ucro
ce MOXKe YYHMHHTH Jla C& XUIIOTEHY3a ¢ MeHba ca 30MPOM S 110 IIPOU3BOLHOM
3aKOHY ¢ = Q(s); JOBOJLHO j€ y3€TH 3a KaTeTy a jeflaH KOPEH KBajipaTHe
jemTHaYnHE

a’+(s—a)t = [(p(s)]z,

a 3a IPYry KaTeTy pasnuky s —a. Mebyrum, unak usmeby ¢ u s nmocroju
jeHa BpCTa 3aBUCHOCTH: HAIIPE HabeHa IBOCTPyKa Heje[HAYMHA

(a-b)* <2(a? +b*)<2(a +b),

mokasyje fia ¢ HUKaJ| He W371a31 U3 Pa3sMaKa KOju ce Hajasy u3Mehy BpejHo-
et s /2 1 s.Ako cey paBum xOy NOBYKY HBe npaBe OM u ON, of Kojux
mpea 3akijama ca ocom Ox yrao op 35°16’,a
IpyTE yrao of 45°, Tauka P umje cy kooppuna-  C
Te x = §, y = ¢ HUKAJ HEje U3BaH obnacTy u3mehy
Tux npaeux. OHa ce MOXKe y CIIEeLUjaHAM CITy-
yajepuMa U IOKJIOMHTH Ca JEAHOM MM JPYTOM
OJ1 THX JBEjy IPaBUX: U TO ca npaBoM OM Kaf je M
TpPOyrao paBHOKpak, a ca mpasom ON Kkap ce
jefHa KaTeTa TPOYyIiia CMakbu 10 HylIe.

H3meby s u ¢ IOCTOJH, lakne, jefHa Hapo- O S
quTa BPCTA 3aBUCHOCTH: j€[{HO] JaTO] BPEAHOCTH
s He OJiroBapa HHU IOTIYHO OofpebeHa, HM CacBUM NPOU3BOJbHA BPEJHOCT C,
Beh jefHa BPEHOCT KOja Ce MOXKE IMPOM3BOJLHO MEHATH CaMo y JelHOME
onpebenom pasMaky, Bal KOTa OHa HEKaJ| He MOXe u3ulin. 3aBUCHOCT KOja
6u mocrojana Kaj OM JaToj BPeHOCTH § OAToBapala je[{Ha IOTIYHO Offpe-
bena BpeHOCT ¢, Ola OU FeOMETPH]CKH NPENICTAB/bEHA JETHOM AUHUJOM Y
DABHT, y TOPIbeM CIIydajy OHa je IPe/iCTaB/beHa JEHOM UpyZom Ynja je -
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puHa cBe Beha y Komuko je myxxuHa s Beha, a [yxuia joj je HeorpaHuJeHa.
IIpyra je orpannyena gBeMa mpaBaMa Koje e CeKy Y IOYeTKY M Te IPaHu-
9He IpaBe MOry OMTH CTBapHO AOCTUTHYTE Y TOjeIHHAM CIEI[A]aIHAM CIIy-
JajeBuMa.

Y3MuMo, Kao IpyT4 IpuMep, jefHaunny tpeher cremnesa

(116) Ay +ax +ax*+ax® =0,

4Mju ¢y Koe(hUIMjeHTH pealsn U MO3ATHBHE. O3HAYNMO ca A BPEHOCT jeji-
HOTa, KoTa OWII0, Off TPY KOJIMYHUKA
(117) fo 4 4o
a, 4y ds
Ha npsu max 0¥ u3riaefanio fa He IOCTOJM HUKAKBA (PYHKIHMOHAJHA
3aBUCHOCT H3Mebhy KOpeHa jeflHauiHe ¥ BpETHOCTH A, jep ce NOJECHIM MeHa-
BeM KoepuIujeHaTa a,, d;, d,, d;, MOXe YIUHUTH ]a C& HIP. A TOCTYITHO
Mema, a [ia ce IIPH TOME He IMPOMEHHU HU jeflaH Off TPH KopeHa. MebyTum,
aKo ce MyCTH Jia ce A Memwa y pasMaky (a, b) nameby BpegHocTH ocTana fiBa
kommuauka (117), Hampen je MOKa3aHO Jja anuCOJyTHE BPEJHOCTH CBA TPU
KOpeHa jegHauuHe, Metajyhn ce, aukako Hehe m3ahu BaH pasmaka (a, b).
JemHoj, makne, gaToj BpeOHOCTH A ¥
o pasmaky (a, b) oner He ofroBapa HH HOTIY-
HO ofipebeHa, Hu CacBUM IPOU3BOJBHA BPEf-
HOCT KOpeHa, Beh cBakoMe KOpeHy OArosa-

b . .
) pa IO jefia BPeIHOCT, Koja ce MOKE IPOH3-
. // BOJLHO MeIhaTh CaMo Y jeqHoMe ofipehenoM
a pa3maxy. Taksa 3aBHCHOCT, Ha MECTO TOra

na 6yge rpaduyUKu NMPEeACTABIHEHa JeIHOM
A aunujom, Guhe NMpencTaB/bEHA JETHOM {p Y-
Zom HEIPOMEHJbUBE HIMPHHE, JeHAKE He-
HOj NY>KWHW; 3aBUCHOCT je MCTe BPCTE Kao U
y upBoMe npumepy. [Ipyra je orpaHnyeHa AseMa npabaMa HapalieJIHuM OCH
X ¥ [BeMa IIpaBaMa NMapajieTHIM OCH .
¥Y3mMumo, Kao Tpehu IpuMep, apUTMETHUYKY CPEIUHY

0 a b

— .X1+X2 +...+_Xn

1

n

jeqHora H@3a Mo3UTUBHAX OpojeBa x|, X,, ..., X, CAPXKaHMX Y JeNHOM JaTOM
pa3maky (a, b) H apUTMETHYKY CpeuHy

M = f<x1)+f(x2)+"-+f(xn)’

n
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BpeNHOCTH f(Xx,), THe je f(x) jefHa §aTa peallHa, IQ3WTHBHA ¥ KOHBEKCHA
(pyHKUIM]a IIPOMENILUBE X Y Pa3Maky (a, b), Tj. TakBa fia je 3a CBE BPEAHO-
CTY X Y TOME pa3MaKy MpPOHU3BOJ

Fx) f(x)
TIO3UTUBAH.

Wsrnepano Oum, oneT, ga He [TOCTOjU HAKAKBa (PYHKIMOHATHA Be3a W3-
Meby apETMETHYKUX CPEMHA [L 1 M, jep ce MOJecHM MemameM Opojena
X1sXg,.., X, MOXE YYHHATH [Ia C& |l MOTIYHO MEeH:a, a fla CE IPH TOMEe He
TPOMEHH M, UM fla ce Meka MO IPOU3BOJBHO JaTOM 3aKOoHy. MebyTuMm, Kao
IITO je HampeJ IOKa3aHo, Ma KaKo ce MeHalia BpedocT |, BpeRHOCT M, Me-
wajyhu ce, amkan nehe m3ahm BaH pa3zmaka Koju ce Hanasm usMebhy Bpen-
HOCTH
() +(n=1) £(0)

n

fw =

Cnyuaj je ucTe BpCTe Kao OHaj y TOpha [iBa
npuMepa; rpauKku NpeficTaBHUK 3aBUCHOCTH
uameby p u M 6mhe jegHa iipyza 4nja ce IMUAPUHA
Meba ca BEIIMYMHOM [L, a y>KHHA je HeoIpaHn-
gena. [Ipyra je orpanndeHa fiBeMa KpPUBHM JIH-
HUjaMa
f(nx)+(n-1) f(0)

n

y=f(x) n y=

o H

koje cy o0e KOHBEKCHE IpeMa 0coBHHE Ox.

OBakBY BPCTY HeHOMNRYHO ogpebere QYHKUUOHAAHE 3A6UCHOCTILY, HA
KaKBYy C& HAWIa3W y TOPHAM IPHMEPHMA, a Koja je allcoayitino 06jeKilueHa
W MPU3TA3M Off caMe NPUPOJE CTBApH, He TpeOa MEIIaTH ¢a JEHOM “YUCIO
cybjeKitiueHoM YUFHEHAIOM CIIMYHE BPCTE, Ha KOJy Ce YeCTO HAMJIA3H IIPH
pelaBary MaTeMaTHIKuX 3afaTaka. JlelaBa ce, Ha UMe, Jja je, Maja 3a-
JaTak ¥MMa CBOje MaTeMAaTHUYKW TAaYHO peluewme y oONUKY jegoza tiavHoza
6poja, 10 Tora pellerha MPaKTHYKM Hemoryhe fgohu, anu ce UMak MOXe
YTBPAMTH jefaH OPOjJHY pa3Mak y KoMe hie ce TO pelemne TavHO HaJla3uTH.

Tako HIp. Maja je KONUYHUK oOuMa jeflHoTa Kpyra u meroBor npe-
ypuka tayan 6poj 1t = 3,141592..., oBaj ce He MOXKE OIPENUTH TAYHO Ca CBU-
Ma HeroBUM GeCKpajHO MHOTHM AeluMaiaMa, ajld ce HIp. J1ako casuaje jia

333 22
ce OHa HajasW y pasMaky mameby —u =—.
106 7
Taxko ucTO, Xaf je faTa jeJHauuHa IIeTOra CTelneHa

x> —80x +a =0,
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IJIe je ¢ IPOMEHJBHB [apaMeTap, HeMoryhe je OfpeiuTH Ta9HO HheHe Kope-
He Majla OBH IOCTOje; MehyTuM ce J1ako ca3uaje nmpuMmeHoM Rolle-oBe Teo-
peMe ia OHa UMa:

1° Tpu peanna KopeHa Kaj ce a Halas3| y pasmaky (—128, + 128) u ta
TP KOPeHa Jiexe y ciegehnm pasmanmma:

o) a >0,y pasmanuma (— oo, — 2), (0, + 2), (+ 2, + ),

B) a <0,y pasmamuma (— oo, — 2), (2, 0), (+ 2, + o0);

2° jejaH peanaH KOpeH Kaj ce a Hanasu BaH pasmaka (128, + 128) u
Taj ce je[[UHU peanaH KOpeH Haa3u y pa3Maxy:

o) a > 128, y pazMaky (— o, — 2),

B) a < — 128, y pasmaky (+ 2, + ).

AJIn TakBa je HEMOTHYHO ofipebeHa 3aBucHOCT u3Mehy KopeHa i Koe-
dbrLyjerTa yiucTo CyGjeKTHBHA U IPOU3IIA3H CaMO Of] HECIIOCOOHOCTH OHOTa
KOJU padyHa fa Habe TauHy (dyHKIMOHAJIHY Bedy m3meby jenHe m apyre
NPOMEHIbMBE KONKMYNHE, WK U3Meby AenyuMana jegHe u gpyre, Maja TakBa
B€3a HACHI'YPHO NocToju. MehyTum 3a 3aBHCHOCT O KOjOj je ped y Hampen
HaBe[eHUM IIPUMEPUMA, NIOCTOJ! alicOAYIUHA HemoZYyAHOCHL Ta Ce OHA Ieo-
METPH]CKH NPEHCTABY LUHUJOM, P Y CTBAPU U He MOCTOJH JIMHHja Koja O6u
je mpefcTaBibaia; OHa je IO CBOjo] MPUPOAU M3PasKIbUBA CAMO UpYyZoMm
crajHe uiu NpoMeHspuBe mupuie. I'py6o peueno, TakBa je 3aBHCHOCT
aTCOJIyTHO HEeM3PaK/bUBa TPArOM KOJ! Y PaBHU 32 COOOM OCTaBIba HICATHO
3a0IITPEHH BPX HIJIe; OHA C& MOXKE U3Pa3uUTH CaMo TParoM KOjU OCTaBlba
jemaH cerMeHaT IIpaBe KOHAYHE U Off HyJle pasziinyHe AyKuHe, KOjH ce TpaH-
cmatopHo Kpehe y paBum ocrajyhu HIp. HEpecTaHO MapaleiaH JeqHOM
ofpebeHoM NpaBlly, WK HEPECTAHO YIpaBaH Ha jefiHy AaTy KPUBY UTH.

O TOj ce BpCTH 3aBUCHOCTH MOpPa BOAUTH payyHa IPU CKJIaNamwy 3a/a-
Taxa, la ce He O M3JOKMIO CIYUIAjHOCTH [la 3ajaTak Oyxe OecMUCIEeH, all-
cyppnad. 3ajaTak HIp. fa ce Ofpeie YIIOBH TPOYIJIa uuje Cy cTpaHe a = 0,
b =2, c=3, 6ecMucIieH je, jep ce cTpaHa g Mopa HaJla3uTH Y pa3sMaKky u3Me-
by ¢—b u c+ b. 3agaTak fa ce ofpesie eIEMEHTH IPABOYIJIOr TPOYIJIA YHja
XHIIOTEHY34a ¢ Ma [yKuHy 7 m, a 36up karera s uznocu 10 m, u axo je an-
reGapcKu TIOTIIYHO PELUBUB, jep ce 3a ofpeAdy KaTeTa HMajy ABe jef(HauuHe
ca jBe Helo3HaTe, GECMUCIEH je I'€OMETPH]CKM: JYyXKHHa ¢ MOPa Ce
HajasuTy y pasmaxy usmeby s u 0,7071 s.

Y Tako NpoCTHM 3ajaliiMa OBAKBY GECMUCIIEHOCT HIJE TEIIKO yOUNTH
¥ Ha IpBY morien. And y Macu 3afaTaka To je Beh rexe. Takas 61 HIp. je-
MaH 3ajaTak OMo OBaKBE BpCTe: 3Hajyhu 0OUM s ¥ NOBPIIKHY JEHOT TPOY-
IJ1a, AUjaroHany d IpaBoyrior napayelonuIefa KOju BMa 3a CTpaHe Meua-
HE TOT TPOYTIJia, OAPERUTH eJIeMeHTe UCTOT TPoyria. 3afarak je anarebap-
CKH TOTIIYHO PENlJbUB. AJIM aKO ce YHAIIpefl He BOJAHU padyyHa O TOME fia ce
Ny>KMHA d yBEK HaJlla3! y pa3Maky usmeby
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MOXKe CE CKIIONUTH 3alaTakK TOPE BPCTE KOJU j& TEOMETPH]CKH GECMUCIIEH.
Hcru 6u ciyyaj 6wo HIOp. ca anreGapckuM 3ajaTKoM fa ce hopMEpa
jemHaugnHa Tpeher cremena

ao +a1X +a2x2+a3x3 = 0,

Koja he mMaTn Kao jefaH KOpeH x = 3, a 3a Kojy he cBa Tpu KONINYHUKA

a, a, as

uMaTH gare BpenHocTu Behe ox 4. Kopen 3, mpema oHOMe IITO je Hampep
pedveHo, MOpa ce Halla3UTH y pa3MaKky u3Meby HajMamer u Hajseher on Ta
TPY KOJIMYHMKA; KaJl Cy OBY cBY Behu of1 4, KopeH He MOXe OuTH 3.

HagemhieMmo u jefaH off IO3HATHX FeOMETPU]jCKUX JOKA3a, KOJHU CY He-
TAaYHU aKO Ce MPH KOHCTPYKUUjU HE BOOM pauyHa O TOME, a Ce W3BECHA
Ta4yKa IpU TO] KOHCTPYKIU]H YBEK HANA3W, UM HUKAJ He HAJIA3H, Y jeTHOM
ogpebeHOM pa3Maky.

Heka je nat uerBopoyrao ABCD uu-
ju je jeman yrao C mpas, jefan yrao D Ty,
a crpane BC n AD meby cobom jegnaxke.
W3 cpepuna En F crpa”a AB u CD nopur-
HUMO JIBE YIIpaBHE Ha Te cTpaHe. Te ynpa-
BHE He MoOry GuTH Iapaineinse, jep 6u y
TOM CIy4ajy Omile mapasente u crpane AB
u CD, WTO ce IpeTnocTaBiba fa HUje CIIy-
yaj. YmpaBHe y E u F cexy ce, fakie, y je-
nHoj Tauku J. bumo ma je Ta Tayka y yHYTPallkHOCTH YETBOPOYTaoHUKA,
6uno ma je BaH OBOTa MM Ha caMOMe IheMy, JIaKO C€ [oKa3dyje fa cy
Tpoyrinu AJD u BJC meby co6oM jegHaky u fa je rpeMa ToMe yrao ADJ jen-
Hak yriry BCJ, Tj. fa je yrao ADF mpas, mTo 1o npernocrasum Huje. I'pe-
IIKa IIPOW3JIa3W OTYAA IUTO Ce IPHU OPHOj KOHCTPYKUHUjU HHJe BORMIIO
padyHa O TOMe [ia ce IIpeceyHa Tauka J yBeK Hajla3W, He caMO BaH 4ETBO-
poyria, Beh u fgasee off mpeceyHe Tauke G cTpane AD ca ynpaBHOM Y F y
KOME je CITy4ajy TOpHY foKa3 HeMOoryh.

Y Tome ce mpuMepy mMa TIOCla ca ciaydajeM Ifie jefHa KapaKTepH-
CTHYHA Ta4yKa MPU KOHCTPYKUH|H Tpeba [la ce Halasy 8aH jegHoZ ogpeheHoz
pasmaxa. Y ciegehem nmpuMepy oHa Tpeba jia ce Hallasu y jegHom ogpebe-
Hom pasmaxy. Hexa je ABC Ma KakaB Tpoyrao, KOju uMa CBe TPH CTpaHe
HejegHake. IToBynumo GucekTpucy BJ yria B w yupaBHY Ha cTpany AC y

B C

A
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wmeHoj cpequnu D. Te aBe mpase HECY HapanieiHe, jep 6u y ToMe CIydajy
Tpoyrao 0uo paBHOKpak. OHe ce jjakiie cexy y jefuoj Tauku J. buno fa je
O0Ba Ta4yKa y YHYTPallkOCTH Tpoyria, OWIO fa je BaH OBOTra, JIAKO ce
[oKasyje ja cy mpaBoyrinu Tpoyrnu BJE u BJF, tne cy npase EJ u FJ
yupasHe Ha AB u BC, Mmeby cobom niopygapuu, na je, nakie, BE = BF. Tako
cy ucrto mpasoyrim Tpoyrnu AJE v CJF meby co6oM nopynapuu, na je,
nakie, AE = CF. [Jomajyhu, OfHOCHO Offy3uMajyhul jeHakuM nykuHaMa BE
u BF jepnake pyxune AE u CF, fobuja ce fa je BA = BC, mTo Huje cliy4aj 1
mTo 6 3HAYMIIO fia jé CBak¥ TPOyrao paBHOKpak. I'pemxa mpousnasu
OTYyfa IITO NPY KOHCTPYKIK)H HUje BOhEeHO padyyHa O TOME [ja Ce IpeceyHa
Tayka J HWKAJ HE HAJNa3W y VHYTPaUIkOCTH TPOVIJA; Kaj je oHa Beh BaH
TpOYINa, IpeceuHa Tauka E ynpasHe crymrterne us J ga sehy crpany AB ca
caMOM TOM CTPaHOM YBEK ce Hajas3H y pasMaky H3Meby Tadaka A m B, y
KOMe CJIy4ajy je FOpmH f[oKa3 Hemoryh.

B B

TakBu IpAMEpH [OBOJLHO MOKA3y]y KOJMKO Ce IPH CKIaNamy 3aja-
TaKa, WK IpA JOKa3uMa anre6apCKrX MM FEOMETPHjCKUX Pe3yITaTa, Mo-
pa yHanpej BOGHTH padyHa O paamayuma y KojuMa ce, WIM BaH KOJHX Ce,
onpebeHn eleMeHTH MOpajy Halla3uTH. A IO TUX CE pa3Maxa [[0J1a3u npoy-
yaBameM (QYHKIHOHAIHE 3aBUCHOCTH H3Meby anre6apcKux Witk reOMeTpHj-
CKHX elleMeHaTa U o 3asucHociiu 6aul oHaKee gpciile, 0 KAK80j je ped y

06UM Upegasarbumda.



OPYTY OJIEJbAK

bPOJHM PASMAIIN Y
NMHOMHUTESNUMAJIHOM PAYYHY

13. TAPEPEHHWIATERE M1 UHTETPAJIEILE
BPOJHUX PASMAKA

Kay je jepna IpoMeHIbMBA y ¥ HEJOBOBHO ofpehenoj 3aBucHOCTH 0f
Apyre NpOMEHIBUBE X, TAKO, 1a JeJHO] OpeheHO] BPENHOCTH X OATOBAPA, HE
jenna ogpebena BpegHoCT y, Beh jefan pa3mak y KoMe he ce oBa manmasuTy,
MEB-aI-eM BPEJHOCTH x oMepahe ce u Mewahe ce u fepopmucahe ce n Taj
pa3Mak; KpajeBu pasMaka onucuBahe MOWY ¥ IOpY IPAHUYHY JIHHU]Y
obnactu y Xojoj he ce Hama3uTu BpEIHOCT y.

AKO ce yCcTH a IPOMEHJbYBA X NIPUpacTe, Y HO3UTUBHOM WJIM HEra-
THBHOM CMUCITY, 3a dx, OPAMHATE U Je[JHE ¥ IpYre rpaHuyuHe JMHnje Takobe
he npupactu 3a jeHy oipebeHy KOMMUKHY Koja ce ofpebyje u3 jenHauns=a
THX JIHU}a Kao fudepeHnujall IAX0BUX OpJMHATA. AN caM Opuparuraj dy
TPOMEHIbHBE y OcTaje HeofpebeH; cBe IITO ce MOXKe 3HATH je TO [la e HOBa
BPEHOCT y + dy T NPOMEHIbUBE HaJla3y U3Mebhy rpaHuyHuX IUHja, alld Ce
HUIITa HE MOXKE 3HATH 34 CaM MIPUPAINTaj dy.

To ce, yocranom, BEAE ¥ HOCMaTPAKEM PAUYHCKOT IIPEICTaBHUKA

y = flu,v,n), MEA<A,

The ¢y ¥ M v iBe TaYyHOo ofpehbeHe pyHKIuUje NpOMeHbrBe X, & A, U A, [Ba
onpebhena 6poja. [Tomrro ce A, n akKo yBeK Jiexxu u3meby Ta ga 6poja, Mema
Ofl jefiHe BPEHOCT X o Jipyre, To he u Taj napameTrap A 6uTH n3BecHa QyH-
KI[7ja MPOMEHJBUBE X, 3a KOJy heMo IO3HaBaTH caMO FpaHulic IBEeHUX BapH-
janmja, any| HA Y KOJIUKO HE W HheH TOK WM aHaNUTHUYKU 06nuK. [Ipema To-
Me, Hehe ce mo3HABATH HU HeH U3BO]T 1O X KOjHU, U aKO A HENPECTAHO JIEKH
y pa3maky (A, A,), MOXe UMaTH Ma KOjy, HaMa HeIl03HaTy, BPeHOCT W3-
Meby —eo m + oo, Ila momro je

d :(.@f__d_u_i_id_v_i__aii}ijdx,
ou dx odv dx OJA dx
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rae heMo TauyHO IMO3HABaTH BPEHOCTH CBUX M3BOJa IITO (DUIYPHUIILY Y TOME
dn . :
U3pa3y, OCUM H3BOJA . KOj1 ocTaje NoTIyHo HeoapebeH, To nehemo um y
X

KOJNHKO TIO3HABATH BEIHUUHY dy .

TIpema Tome: 0buuno gugpeperyujaneibe 6pojHuUx pazmaka Yoiiuiiie
HeMa CMUCAA U OHO ce YoTulilie U He 8PULL.

I1a pnak, y nojefuHuM CHElHjaJIHuM CllydajeBAMa, HoCiioju ogpeheHa
8e3a uameby pasmaxa y kome ce kpehe ussog QyHKyuUje U pasmaxa y Kome
ce kpehe spegrocti came pyukyuje. Taj cnyyaj HacTyIa HIIP. CBaKK MYT Ka-
la ce 3Ha Ja je mocMaTpaHa (PyHKIUja y HHTeTpas KakBe NudepeHImjanie
jefHaYHHEe IPBOTA pefa

y = f(x, ).

Kag ce y xpehe y pasmaky m3meby A(x) # B(x) Ipu Kperamy mpo-
MEHJBbHBE X Y pa3Maky (a, b), MOXe ce OIpeuTH pa3Mak y KoMme he ce Ha-
Ja3UTH BPERHOCT u3Bona y’. Axo ce ca N(x) u M(x) o3Hade KpajeBH jefi-
HOT IPOMEHIJBUBOTL pa3Maka y Kome he ce kpeTatu QPyHKIHjA TBE]Y IPOMEH-
muBAX f(x,y), Kapg ce x Kpehe y pasmaky (a, b), a y y pazmaky (4, B), oue-
BUAHO je ga he ce 8pegHocili u3soga y' Helipeciiano Hara3uitiu y iiome dpo-
serpugom pasmaxy (N, M).

TakaB je cnydaj HOp. ca Ma KaKBOM PaliOHATHOM (PYHKIH]OM
y = R(x) MpOMEHJbHBE X, CITUMUHAII]OM X U3 [[BE]y jelHAUNHA

y=R(x) m y’ =R'(x)

noOuja ce jefHaYmHa 00IHUKa
y'=T(y)

1 o3HavmBIM ca N 1 M HajMawy U HajBehy BpegHOCT KOjy AMa 1mocMaTpaHa
rpana pysxkumje T(y) xap ce y xpehe y pasmaky usmeby Bpegaocta A(x) u
B(x), Bpennoct y’ he ce HempecTano Hajla3uTu y pasmaky (N, M).

Yicru je cnydaj  ca Ma KaKBUM TOJIMHOMOM y = P(X), Kao CIelnja-
HUM CIydajeM panuoHanHuX QyHKumja. [JokasaH je, mta BUIIE, H jeflaH Oll-
IITH, a TPOCT pe3yiTaT IpeMa KOMe, aKO €& BPEIHOCTH jeJHOT MOJIMBOMA
n-TOT CTeNEHa, 32 BPE[HOCTH X Caj[pKaHe y jefHOM [aToM pa3Maky (a, b),
Halase y jefHoMe pa3Maky (—M,+M ), BpEHOCTH IHErOBOT M3BOJA P(x)
Hanasuhe ce, 3a Ucre BpeXHOCTH X, HENPECTAHO y pPa3MaKky msMeby Bpen-
Hoctd —n’M m  +n*M.

Tako HCTO, IIOKA3aHO je Aa, aKO Ce BPEHOCT jeTHOT TPUT'OHOMETPH]-
CKOT TIOJIHHOM2

S(x)=ay+a,cosx +a,cos2x +...+a,cosnx
3a Ma KOje BPeHOCTH x, HeIIPeCTaHO Haja3! y jeflHOME pa3Maky (—M, +M),

BPETHOCT HBEroBOT u3Bofa S'(x) HempecTraHo he ce HalTasWTH y pasMaky
(—nM, +nM).
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Hcro Tako, a Kao 1WTO je Hampej| MOKa3aHo, aKo je ((x) JorapuTaM-
CKM W3BOJ] J€JHOTA [IOJIMHOMA 1-TOT CTEIeHa UHje Cy HyJle CBe peaiie, 6uhe

- *(x)

—¢'(x) = 1+%(n-1)
n

3a CBaKy BPEJHOCT x Behy off cBujy Hyna nommuoMa. Kap ce, nakie, spejn-
HOCT @©(x) Kpehe y jexnome pasmaky (N, M), Bpegroct @'(x) kpetahe ce 'y

2
pazMaKy N e
n

Crnnyan he ce cmydaj mMaTu yBeX Kajia ce U3 gud)epeHIujaliHe jeHa-
yrHe jefHa DYHKIHje y MOXKE H3BECTH 3aK/bYUaK Ja ce, 3a BPEJXHOCT X U Y
cajipxaHe y OfroapajyhuM pasmMaiyMa, u3Boj] y’ Mopa HelpecTaHo Halla-
3uTH y ofipebenom pasmaxy.

Anu, TaKBU Cy CIIy4ajeBU U3Y3€THH U Y OHUITieM CAYUA]Y He HOCTioju
ogpebena eesa usmeby pasmaxa yrkyuje u weroz ussoga. Ila u'y Tum usy-
3€THHAM CIIy4ajeBHMa [[C Te CE Bese He NOoiasm oOGmuHuM nudepeHiujaie-
HBEM pa3Maka, jep OBO yoUIITe HeMa CMHUCNa, Beh HEemocpemHuM 3aKIby-
YUBAEM U3 CIIEIHjalIHUX YCIoBa KOje 3a0B0JbaBa TocMaTpana (PyHKIM]a.

MebyTHM, 1aKo ce YBEPUTH [ja UHiliepZpanerse OpOJHUX pa3maka, Y og-
pebeHum Zpanuyamna, uma CMUCAa U ga ce OHO Yoiulilie moxce 8pUILIiU ca
pazmayuma, Kao u ca iayHo ogpebenum ynkyujama.

Tako, mpeTnocTaBuMO fia j€ payHCKHU IPECTaBHUK pa3MaKa y CBeJieH
H3 aCHMETPHYKYN HOPMAIHU OOIHK

y=u+70v,

e ¢y u u v ofipehbeHe (pyHKUMjEe MPpOMEHIbABE X, U v MO3UTHUBHA (DYHKIHja
v jeHOMe NOCMAaTPaHOM pa3Maky (g, b) IpOMeHIbUBE X, YOUNMO Tafa Ofipe-

benu mHTErpan
h

J= fy dx = Jnu dx +ff}v dx.

a

IIpBu WHTerpan Ha JECHO] CTPAHM MMa TadyHO ofipeheHy BPefHOCT.
[pyra vaTerpan, IpeMa TeOpEMH CPEebIX BPEJHOCTH, Ma 33 BPEJHOCT

b
ﬂljvdx, 0<9,<1

7 IpeMa TOME je BpeHOCT uHTerpana J ogpebeHa pasMakoM 4uju je padyH-
CK¥ IIPEJICTABHUK, y CBOME aCHMETPHYKOM HOPMAJIHOM OOIHKY
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b b
J=Judx+ﬁ1jvdx

HITO J[0Ka3yje Topme TBphemwe.

Ha unTerpan jegHa yHKIHje y, faTe caMO pa3MakoM y KOME Ce OHa
Hajasy, OJKUCTa UMa CMHCIIA Y TOJNHKO, [ITO Ce OHA MOXKE U3PasHTH Y OG-
Ky ofpebeHor pasMaxa, BUAH C€ ¥ 3 OBOTa: Ma KaKaB TOK MMAJla KPHBa

y = fx)
KoOja ce Halasm usMeby JBejy yTBpheHNX KPUBUX
yi=f(x) 1y, = fHx),

NOBpPIINHA Te JHUHUje, OTPaHUUYECHa JTYKOM KPHUBE y, ABEMA KPAjHUM OpAH-
HaTaMa K X-OCOBMHOM, YBEK C€ HaJa3l y JEefHOM pa3Maky Koju je oapeben
oArosapajyhuM IOBpIIXHaMa KPUBUX y, U y,. MebyTum, dpakT fa ce usHoC
MOBpIIMHE KpUBE y Hayma3u u3Meby ABa mosmara m3HOCa NOBPIUMHA, HHU Y
KOJHKO He Jaje MoryhHOCTH [la ce O3Ha caM TOK KpHWBe y; KpHBe y ca Oe-
CKPajHO pa3sHOBPCHUM TOKOM, a KOje HIaK HelPeCTaHo 0CTajy y yrBphenoM
1 IIO3HATOM pa3Maxy, MOTY UMATH H3HOC MIOBPIINHE CAIPKaH Y jeJHOME UC-
TOM pa3Maxy. [IpyruM pednma: HHTErpall jefHora pasMaka, ¥ caMm Kao pas-
Max, YBeK UMa CMUCTIA, IOK I'a U3BOJ] HE MOpa NMAaTH.

14. OOPELEHM UHTETPATIN KAO BPOJHU PASMAILIN

Y nenpersnefHoM Gpojy clIyuajesa, 3a jegaH ogpeheHn uaTerpa

1° unu Huje MOTYhHO TauHO U3padyHATH MY BPEJHOCT, UK J& TaKBO
u3padyHaBarme 3aMEeTHO M TEIKO;

2° mii, 32 OHO IITO Ce ¥Ma Y BUAY, HUje HU MOTPeGHO 3HATH My TadHy,
M4 9aK HY BPNO NpuOIIDKHY BPETHOCT, Beh caMo HeroBy OBJIAIHY BEIMYH-
HY WIN HETOB UH(PUHUTE3NMANIHN pefi HaclpaM Jpyre Koje KOJNHYMHE ca
KojoM ce ynopebyje.

Y TakBuM CIydajeBEMa HHTeIpal ce ogpebyje y o6muky jeguor 6poj-
HOT pa3Maka y KOMe ce OH Hallas3H, IITO € yBeK M3BPIJBUBO U IITO j& BPJIO
YeCTO TOBOJLHO 32 OHO IITO CE UMa Y BUAY.

Taxo ce HIIp. HHTETpA
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32 MPOU3BOJbHY BPEJHOCT 1 He MOXKE Ta4HO M3PadyHaTd;, MehyTuM ce 1aKo
HAJIa3! [la HeroBa BPeHOCT yBex Jexu u3Mmeby 0,50 u 0,524 3a ma xojy
BPERHOCT 1 > 2.

Taxo ucro, uaTerpan

In
J= _[f(x)cos nx dx
0

ce HEe MOXKe M3pavyHaTH 0K He Oyfe Ta4yHo faTa pyrkmja f(x) ma u raga
je To yommTe HeMOTYhHO, ceM y H3y3€THHM M PETKHMM CllydajeBuma; mMeby-
THM C€ Halla3’ [la HEeroBa BPEJHOCT YBEK JIeXKH Y jeflHOM oapebeHoM pas-
A B .
MaKy (—, — |, Tne A u B 3aBuce camo of o06nuka @yHkumje f(x), a HA y KO-
n n
nUKO He off n. Taj pe3ynTar urpa focra BaskHy yJIOTY IPH NUCIUTABAHY KOH-
BepreHIje TPUTOHOMETPH]CKHX PeoBa U TOBOJbAH je 3a MHOTA [pyra Mc-
NUTHBAbA ¥ H3PAvYyHABAIbHA.
Hurerpan

oo

J = jx"e‘x dx
0

ce MOXe, 3a faTy BpeAHocT Lejora 6poja n, H3paduyHaTH ca afCOIyTHOM
tayHouhy, jep je ®werosa BpegHocT 1eo 6poj 1, 2, 3,..., n. AN 3a BenuKe
BPEHOCTH 1 TAKBO j& U3pauyyHaBame IPaKTHUYKY TEIIKO U 3aMETHO, jep ce
HMajy I3BPIUMTH MHOXea OpojeBa ca BenukuM 6pojeM mudapa. Mebytam
ce Halla3| ia BpEJHOCT HHTeTpania JexXH y pasMaky uzmeby
_ lH—l —rH—L n+i
e"n 2421 m e n 242m

U ako ce Hip. 3a n = 20 y3Me 3a Ty BpeAHOCT [JOIbH Kpaj OBOT pa3Maka, f0-
6uja ce Ha gocra Op3 HaUNH

J = 2422786385510400000

Ha MECTO Ta4YHE BPEJHOCTH

J = 2432902008176640000;

pasnuka n3Meby JiBejy BpegHOCTH je BeNNKa, ajli ce WIIaK U3 THX BPENHOCTH
moGuja OBJAIIHA, 32 MHOTA MTUTaka JOBOJBHO ofpehena mpejcrasa O Belu-
YMHY MHTETpalna J, Koja je HIp. 3a [[oKa3uBame IIOjJeMHUX TeopeMa JOo-
BOJbHA.

ITocToju mpocTpaHa o0JacT ciydajeBa, y KOjuMa ce jefiaH ofpebeHn
MHTETpat MOXe JIaKO OAPENMTH y 061muKy OpojHOr pasMaxa, [IUper Uin
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yKEer IpeMa IpuUpopyu ciydaja. 3a obpasaln Koju u3paxkama jelHy Npo-
CTpaHH]y KJacy opipebeHux mHTerpaia y oONHMKY pa3maka, Kaxke ce Ma
OpPEACTaBlba JefHy ifleopemy cpegrbe 8pegrHoCiiu 3a Ty Kilacy MHTerpasa,
pasor ce HA3WBY HANA3K Y TOME LITO C& HHTerpall TaKBUM o6pacieM ofipe-
byje xao Heka cpenma, ¥ aKo HeROBOJBHO ofipehena, BpeaHocT usMeby Kpa-
jeBa pa3Maka.

TakBuX Teopema Cpefbux BPEIHOCTH MMA [OCTa BENUKY Opoj, U OBe
he OuTH HaBenewe HeKe Off KX KOje UMajy mpocTpaHe 06lIacTu cBoje 1pu-
MEHIJbABOCTH.

15. OBMYHA TEOPEMA CPEIBUX BPETHOCTH HHTETPAJIA

Omna rnacu:
Axo cy 1,1, f, fipu ynryuje Gpomermpuse X, KOHavHe y pasmaxy (a,
b) iie Upomenmuse u Hiakse ga je 3a cée 6PEGHOCIUU X Y WiOMe PA3MAKY

f] SfoZ,
ouhe

b
(118) [ fyde = u+ov,
2ge je a
b b b
u:jfl(X)dX, V:Jfa(x)dx—jﬁ(x)dx'

Jloka3s ga je v ToMe mTO 06a HHTerpana
b b
for-max w [(h-pax

HeMajy HY jelal HeraTHBAH HHTErPANHN eIeMeHAT, 1a 00a MMajy HO3HTHB-
HY BPEJHOCT.
Kap je gaT waTeTpan

1
2
J= J %,
0 —X
rie je o jeman Ma KoJuky 0poj Behu ox 2, momTo je u3Meby MHTErpanHuXx

rpannna x* < x?, Guhe 3a cBe BPEeHOCTH X ¥ pa3MaKy (0, %)
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I<f<

1
\/l—x2 ,

Tako Jia ¢ MOXe y3€TH

fl:L ﬁ’l:Fa
—x“

1 OHJIA je
1 1
? 1 ? |
_[fldx=—=o,5, sza’x = arcsin — = % = 0,523...
) 2 ) 2 6

Y IpeMa ToMe
J=05+0-0,023..

Henocpenna nocnenuna ropme TeopemMe je opa:

Haka cy t u ¢ gee pynuryuje iipomennuse X, konaune y pasmaxy (a, b)
[pomeHmlise X,y Kome O Hellpeclliano 3agprasa jegaH uciiu 3Hax (Hip. +)
U 3a Koje spegnociiu pyHkyuje f Helipecitiano ocifiajy y oGaaciiu 0ZpaHu-
uernoj geema pyuxyujama f, u f,, taxo ga je

hEfF<

ifiaga e butiiu

ff(pdx =u+9v,
2ge je '
b b b
u= Jﬁ(pdx, v =jfﬂpdx ~J-f1(pdx.

JloBOBHO je y IpBOj TeopeMu y3eTH f 3a f, fip 3a fi;m f,0 3a f,.
Y cnydajy Kaf, 3a cBe BPEJHOCTH x ¥ pa3Maky (g, b), BpegHocTH pyH-
kigje f ocTajy y pasmaky u3mMeby asa cranmua 6poja N u M, 6uhe

b b
froax =[N+o -] [oax.

¥Y3MuMoO, Kao nIpuMep, ofipeidy 30upa s pela
LS S S
a+b a+2b a+3b
KOjH je KOHBepreHTaH 3a b > 0; Ta ofpensa je BeoMa {yra u 3aMeTHa (Hapo-

YHTO KAl je BpeaHoCT b Mayia HacopaM BPENHOCTH @), a Meby THM ce nomo-
hy o6pacua (118) s 6p30 1 gocta TauHo ofipehyje y 06Ky pa3Maka.

(119)
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Tora pajgu nIpEMETHIMO J1a je

1
1 1 P+
120 = —
(120) a+pb bojx

4y

bodx, (p=12,3.)

TIa akJyie Hall pej
1 1 1

s = - + - ...
a+b a+2b a+3b

nMahe 3a 36up

(121)

AKO ce caj| CTaBH Jia je
j+ U,

=(1—x SEINERIR g
4 4

1+x

HaJIa3d ce ja je
_1 x2(1-x)?
4 1+x

dyuxumja U ocTaje HeNpecTaHo NO3WTHBHA ¥ pa3maky (0,1) mpomes-

JbYBE X 1 IOCTHIKE CBOj MAKCHMYM 3a
w2333 6 us7407.

a BpegHOCT Tor MakcumyMa je 0,0106... . ITpema Tome je y pasmaxy (0,1)

0< U <0,0106,

3

IIITO 3HA4YH, KO CE CTABU
3 1

Ylx)=1-x +2x?—=x3,
4 4

6uhe, 3a BpepocTH x y pasmaky (0,1),

W(x) < 1:1— < w(x)+0,0106...,
X

TJ.
L y(x)+9-0,0106., 0<9<L.

1+x

O6pa3ar (121) go6uja Taga o6IHUK
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1 4 , 14
s=lijw(x)dx +—Q~Jx”a’x-0,0106...
b; bs

1WTO, Kajl Ce U3BpIle O3HAYEHE HHTerpaluje, AOBOAU Ao obpacma

S:( 11 3 1 1 1 )+ﬂ,0,0106...‘
a+b a+2b 4a+3b 4a+4b a+b

Taj o6pasan faje 361Mp s ca CPENIKOM YBEK IIO3UTHBHOM, 4 KOja HUKAJ]
0,0106...
He mpeMalia R Jla Ou ce TonuKa Ta4HOCT HMana HEMOCPENHNM Cy-
MEpameM pefia, Tpebaso 0u cabpaTtu HajMawe 94 unana.

Kao gpyry nocnieguuy ropime TeopeMe Hapelrhemo To, 1a kaf je f Ko-
HayHa ¥ HenpekujgHa GyHKuHja y pasMaky (a, b) IpOMEHIbUBE X, U K]l kbe-
He BPETHOCTH 3a Taj pa3MaK HENPEeCTaHo Jiexke y pa3Maky u3mehy napa 6po-
jaNu M, yBex je

b
(122) jf(x)dx N +0(M - N)|(b-a).

JIOBOJBHO je y3eTH Jia je y mocnenboj Teopemu ¢ = 1. Ako ce, max, ca
¢ (x) 03Ha4H jegHa PYHKIHU]a Koja uMa 3a u3Bof pyurumjy f(x), 6uhe

b
[ renyax =oby-g(a)

m o6pazarn (122) mocraje
(123) @(b)—¢(a) =[N +O(M - N)|(b-a),

rae ¢y N u M TakBe ABe BPEIHOCTH, [1a CE 32 CBE BPEJHOCTU IPOMEHIBUBE X
y pa3maky (a, b) BpeaHocTH u3Boia ¢'(x) Hanasze y pasmaky (N, M).
O6pasar (123) 30Be ce obpasay 3a KoHa4He Apupauiiiiaje TPOA3IBOTb-
He ¢yHKIMje @(x) Tj. OH flaje KOHaYHU npupamTaj ¢(b)—¢(a) Te PyHK-
Hje y o0uKy jemHor pasmaxa. Taj he pasmak O6uTu HajyXu ako ce 3a N u
M y3me HajMama 1 HajBeha Meby BpepnocTMa Koje gobuja ¢'(x) 3a BpeMe
IOK Ce X Merba Off & 710 b; OH ce 0OMYHO M3paxkaBa y oOJuKy (B. cTp. 72 1 73)

P(b)—(a)=(b-a)o'(c),

I7e je ¢ jelHa BpeHOCT HITO ce HaJlas| uzMeby a u b.
O6pasan (122) He mpeTHOCTaBba HAIMITA APYTO 33 (PYHKUH]Y f, OCAM
IbE€HY KOHAUHOCT U HEIPEKUTHOCT y pa3Maky (a, b). Axo cy, mehyTnm, 1m03-
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HATE JOUI ¥ HeKe Jipyre ocobuHe mocMaTpane (pyHKIMje, pasMak ofpehen
IeCHOM CTpaHoM jepnaune (122), Moxke GUTH 3aMEHeH HEKUM YXKUM Pas-
ManuMa.

Tako unp. xap je pynknmja f(x) MO3UTHBHA H KOHBEKCHA Y Pa3MAaKy
(a, b), Tj. TaKBa fia je 3a Ma KOJH I1ap BPEHOCTH x’ x” y TOMe Pa3MaKy He-
IpeCTaHo

fGN+ ") (x’+x”)
2 o2
IloKasyje ce ja je

b
(124) | foyde =[m +N+ﬁ(M—N)]-b—”2‘—;

pasmax (124) oueBuaHo je yxku of pazmaka (122).
Kap je f(x) kakaB TPUTOHOMETPH]jCKH IIOJIMHOM A-TOT pefa, Tj. 06InKa

fx)=(ap+a,sinx +a,8in2x +...+a,sin nx) +
+(bycosx + b, cos2x +...+ b, cos nx),

nokasyje ce (Teopema Fejér-a) na je

b
_ M~-N 2 o b-a,
(125)ajf(x)dx_HN+ )+ﬁ(1 n+1)(M N)} S

n+1

pa3mak (125) je Hajy:Ku MOTYhHE pa3Mak [OK Ce 0OCTaje Yy reHepalHOCTH,
jep ¢y merose o0e rpaHuile CTBAPHO JOCTUTHYTE 32 MTOjeANHE ClenujaTHe
TPUTOHOMETpHjCKe mosimHOMe f (X).

Ha cnmuan je vauuH ofpeheH 1 Hajysku MOTYHHU pa3Mak 3a HHTETpas
(122) kan je f (x) KakaB TONHHOM 1-TOT CTETIEHA IO X.

16. IPYTA TEOPEMA CPEJILVX BPENHOCTU NHTEI'PATTA

Jlokaszahemo Hajmpe jegan noMmohHn Abel-0B CcTaB 3a ABa KOHayHa WX
6ecKpajHa HU3a peanHux 6pojesa

(126) u’O’ (x’l’ aZ’ cery (xp9
(127) Ug, Uy, Ugps .-, u]n

OJf KOJUX Ce 32 IpPBe IPEeTIOCTaBlba [ja Cy MO3UTHBHY U fia OIIafajy ca CBOJUM
panrom. Cras riacn:
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AXKO ce cBH 36UpOBHU

Sozuo, Sl = M0+M1, S7_=M0+ul+u2,..., S1,=u0+u1+...+up

Hallaze y jeHOMe OpojHOM pasMaky (A, B), 36up
(128) V': uouo +0(,1M1 +...+0Cpup
Hajasuhe ce y pasmaky (Ao, Bo).
Jep, momrro ce MoXKe HaAIUCATH Ja Je
Uy :SO’ U, :SI_SO7 Uy :S2“S1,..., M[J :SII_S[)‘]’
ouhe
(129)  V =(0g —04)8 + (0 —0,)S, + (0, — 03)S, +...
cas +(OC,,_1 - OCI,)S],_I + OL S

pEpe

ITo npeTnocrasiy, cBaka Of pa3iinka 0O, — 0, j& IO3UTHBHA; MpeMa
TOME, aKO Ce Ha IecHOj cTpaHu n3pasa (121) cBakum 30up S, CMEHHU Hajmpe
CBOJOM JIOE-OM I'DaHHUIIOM A, IIa 3aTHM CBOjOM I'OpPHOM IpaHALOM B, Guhe

OYEBUTHO
' Aoy <V < Boyg,

YHUME je CTaB JOKa3aH.
Heka je cap gat maTerpan

b
J=[femd, (a<b)

rae je ¢(x) KakBa HeTpeKHHA, IIO3UTUBHA 1 HENPeCcTaHo onajajyha (yH-
KIFja 32 BPEIHOCT X Y pa3Maky (a, b) a f(x) je Ma xakBa (PyHKIH]a 32 KOjy

X
HHTETpan j f(x)dx uma cMuca 3a BpeJHOCTH X y pa3Maxky (a, b).
a

AKko ce pazmax (g, b) nogenu Ha n pazMaka
X{—a, Xyp—Xy X3=Xg,..,b=Xx,,
uaTerpan he OMTH rpaHNYHA BpegHOCT 30Hpa
fayp(a)(xy—a)+ flxDo(x ) (xy —x ) 4o+ X, )P (x, ) (B~ X, )

kaj n GeCKpajHO pacTe ¥ KaJf CBaKH OJf pa3MaKa X, — X ;_; TEKH HyJIN.
AKO ce y TOpHEM CTaBy y3Me fia je

G = 0(a), 04 =Q(x), ;= 9(xs),..
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u
ug = flay(xy—a), wu; = flx)(x,—x;) uy= flay)(xs—x,),...
6nhe
So = fla)(x, —a),
Sy = fla)(x;—a)+ f(x)(x, = xy), :
Sy = fla)(xy —a)+ flx ) )(x, —x )+ fxy) (x5 —x3),

Spy = f(a)(xl“a)““f(’cl)(xz X))+t fO, (b —x,),
U IpeMa ToMe O6uhe

V= fla)p(a)(x; —a)+ fx Do (x ) (xy —x) +

FF(x)9(x ) (x5 —xp) +o+ f(x, DX, (b =x,).

IIpema ropmeM cTaBy, aKo ce CBU 30HpOBM S, Hamase y jefHOM pas-
Maxy (A, B), 36up he ce V HanmasuTu y pasmaxy usmehby Ao(o) u B (o).

To Baxu 3a Ma KONMKH OpOj n YMETHYTHX pa3Maka X, — X,_;, 1a U Kaj
ce mycTU fa n 6eckpajHo pacTe. 36up V nocraje taga mHTerpai J, a 30up
Sy, Y3€BILM [1a j€ YBEK X, < X, TEXKU HHTETPay,

S= ff(x)dx.

Axo ce ca N’ u M’ o3Haue jegHa NOKA U jefHa rOPHa I'PaHula HHTe-
rpana

(130) | sy,

36up he ce V Hanasutu y pasmaky usmeby
Ng(a) u M'¢(a),
Tj. Omhe
(131) T=[N"+%M" -N"]9(a).
Towme ce pesysnTaTy MOXKE [jaTH JOII H 0Baj OOMHK: ako ce ca N u M 03-

Haue HajMama Hu Hajeeha BpegHOCT KOjy HobOwmja maTerpan (130) 3a Bpen-

Hanasuhe ce y pasmaky (N, M), Tj.

HOCT X y pa3Maky (a, b), BpegHOCT
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oHa he OnTH jeHAaKa BpeJHOCTH KOjy gobuja unterpan (130) 3a jenuy nsse-
CHY BPEJIHOCT X = § INTO ce Halasm y pasmaxy (a, b), Tj. jefHaKa BPeHOCTH

g
jf(x)dx, a<E<b
ITpema Tome je

b 4
(132) e ds =@ fxydx, a<t<b

U y TOME Ce CacTOjH ipsu geo ilieopeme Ossian-Bonnet-g, IO3HATE IO UMe-
HOM gpyze itleopeme Cpegrbux 8pegHoCiil UHIUeZpand.

Y cnyuajy Kaff je ¢(x) mo3uTupHA U pacTyha (QyHKIHja TPOMEHILUBE
x y pa3Maxy (a, b), Ha UCTH Ce HAUUH JI0Ka3yje oOpasail

(133) T =[P +9(Q - P)]|o(b),

e cy P’ r Q' jenHa goma U jeHa ropkha rpaHnla HHTerpasia
b
(134) [ fxyax,

IOK x Bapupa off a 10 b.
ToMme ce pe3yaTaTy, Ha NCTH HAUMH K0 U y TIPBOM CIIy4ajy, MOXKe Ha-
TH 1 0OJIHK:

b b
(135)  [fm)em)dr =o®)| fdr, a<<b;
a §

o je gpyzu geo mieopeme Ossian-Bonnet-a.

Jlako ce yeuba na 3uax ¢gyuxkumje ¢(x) y pasMmaky (a, b) He yTude Ha
rokaszuBaibe obpasana (132) u (135); on Mmoxe camo nmoByhu 3a cO60M Me-
bycobry mepMmyTanmjy BpepHoct M’, N’, ogHocHo P/, ', 1TO HEe Merba
o6pacue (132) u (135).

ITpernocTaBuMO fa cafa (PYHKIH|A @ Meba, Y pa3Maky (a, b) mpoMeH-
JbUBE X, CBOj CMHCAO Bapujanyja, Tako la HAW3MEHWYHO pacTe 1 onafa. ITo-
JenuMo Tafia pasMax (a, b) Ha y3acTOIIHE pa3Make

(136) (a’xl)’(xl’XZ)"'-v(xn—bb)

TAKBe, {a C& Y CBAKOM OJf 1bHX () ME€Ha Y NCTOM CMHUCIY, HEIIPECTAHO pacTy-
hu mnu Henpecrano onagajyhu. aterpan J he 6uTu 36up Of HHTErpaa
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Xy Xy b

ffo f

a x Xn—t

W 3a CBAaKW O] OBUX ropia he TeopeMa laTh 10 jeflaH pa3Mak y Kome he ce
MHTerpaj Halas3utu. K3 Tora ce, mpeMa oHoMme IUTO je paHHUje IOKa3aHo,
MoXKe H3BECTH pa3Mak y Kome he ce HanasuTu U caM uHTerpaiJ.

Taxo HOp. Kaf je faT HETEeTpan

b
(137) J= JW(X) cos nx dx,

aKo ce y3Me fia je
o(x)=wy(x) 1 f{x)=cosnx,

ma ce pa3mak (a, b) mogenu na pa3make (136) Takse fa ce y CBAKOM Off HoHX
dyHKIEja Y(x) MEHa HEIPECTaHO Y JEMHOM CMYCIY, IPeMa rOpIboj Teo-
pemu mmaheMo 3a jeman of pasmaka (Xx;, X;,;) Yy KOMe OHa HEIPECTaHO
otiaga

Xisl €

jw(x) cosnx dx = W(xk).[ cos nx dx = Y(xy)

Xp X

sin n&, —sin nx,
y

a 3a jeflad off pa3Maka (x;, x;, ) Yy KOMe OHa HENPECTaHO paciiie

A+l il . .
sin nx;,, —sin n
jw(x)cos nx dx = W(x,,,) Jcos nx dx = W(x;,,) i+l & :
Xi €,

Hurerpan J, kao 30up CBUX THX HHTErpana, fobuhe ce y o6nuKy

J=A+ﬁB’

n

ITie ¢y A u B BpegHOCTH KOje, Kao JHHeapHe KOMOUHaHje CAHYyCa ca Koe-
dungjeHTEMA IITO He 3aBUCE Off 11, OCTajy KOHAUHE Kaj| 1 GECKPAjHO pacre.

__ o _ H _ .
HpeMa TOME 34d 8enlKe 8peqgHOCULU N UHIepaa ce I ilonawa kao —, ege je
n

H jegra korauHa KOAUHUHA.

Hctu ce pesynrat o6uja ¥ Ha UCTM HA4MH, 32 HHTErpal

b
(138) J= J\y(x)sin nx dx.
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Tu ¢y pe3yATaTH Off BaXXHOCTU HPH WCIUTHBAKkYy KOHBEPIeHLUje TpH-
TOHOMETPH]CKHX PefloBa, Tj. pefloBa ypebeHux mo sin nx # cos nx, jep cy
koeUuIMjeHTH THX pefioBa naTerpanu oomuka (137) u (138).

17. IYYHU UHTETPAJIN KAO EPOJHU PASMAIIN
Jynu KpuBUX YV paBHA

Kay cy naTe fBe peasHe KOJMYHHE U ¥ V, O3HAUMBIIM CA U ¥ V HBHXO-
BE ancoJIyTHE BpegHocTH, Ouhe

ST vt = Mu+v), Q%sxsl.

AKO ¢y 1 1 v {Be (DYHKIIHje IPOMEHIbIBE X, MHOXKehN HX ca dx 1 uHTe-
rpanehn y jegHOM pa3Makxy (a, b) Te IPOMeHILHBE, 3a KOju 00a HHTerpaa

b b
J,=jadx n JZ=J°v'dx

a a

nMajy cMHcIa, Orhe IpeMa ToMe
b
J= J«/uz 2 dx = MJ, +Jy),

TaKo, a aKO ¢ HOP. Y3Me 3a A CpPeJWHa pazMaka y KOMe Ce Ta BPE[HOCT
Hanasu, buhe

J =0,8535(J,+J,),

ca yYdbeHOM I'PelKOM Koja He npemama 0,1465(J, +J,); UpOileHTHa Ipe-
IIIKa He JOCTIKe, Takie, Hukag 15%.
Tako ce go6uja ga ce, HIp. BPEHOCT eMUNTHYHOr HHTErpana

b
J= I«/h+kx4 dx,

(rme cy h u k mo3uTHBHE GPOjeBH) YBEK Halla3d y pa3Maky usmelhy BpepHo-

CTH
0,7071{(b—a)ﬁ+%(b3 - a3)} u (b-aWh +%(b3 —a%).
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TFopmwu o6pasal faje MoryhHOCT fla ce ofjped pa3Mak, y kome he ce
HaJTa3uTH y>KIHA JIyKa jjate KPUBE JIHHHje Y PaBHH, n3Meby nBejy merosux
Tayaka, fomMohy uniezpana Upocidujux og AY4Hoz UnitiezZpand.

Tako, kag KpuBa y = f(X) HEKaKO He omaga y pasMaxy (a, b), fyxuHa
IEHOT IIyKa § y TOME pa3Maky Ouhe

h
s =jdx 1+ f(x)* = A[(b-a)+ f(b) - f(a)], j%sxs 1,

a KaJ] KpuBa HIKAKO HE pacTe y TOM pa3Mmaxy Ouhe

s=A[(b-a)+ f(a)- fF(D)].

I'panwdHa BpegHOCT kz—\/% NOCTHTHyTa je y CHhydajy mpase

y = X + ¢, a TpPaHUYHA BPERHOCT A = 1 y ciry4ajy mpase y = c.
Tako 6u ce, HIp., Ay>KHUHA TyKa napabone tpeher crenena

y=ox? (o>0)
u3Meby Tauaka x = g 1 x = b, Hanasmna y pasMaky uiMeby
0,7071[(b—a)+o(b’ —a®)] u (b—a)+o(b’ —a’).

Axo, naK, KpuBa HaW3MEHWYHO Pacre W omaja fyX IIyKa §, MOXKE ce
HONENNUTH HA IYKE S, S,, $3,... AY3K KOJUX KP¥BA HMa JeflaH MCTU CMUCAO0,
Ia Ha CBaKU Off OBUX JIYKOBA NPUMEHUTH IOpHU 06pasall i pe3ynrare ca-
OpaTu y nyK s.

Tako ce Moxke pemiuTh y oOJIUKy pa3Maka W OBaj, y OIILTEM CiIydajy
TAaYHO HePEelUBYB 3a/laTak:

Ogpeguitiu kpuse y pasHu uuju je ayx s gaiia @ynkyuja f(x,y) koop-
gunaiiia wezose kpajrbe iavuke (X,y).

Hexka ¢y x,, vy KOOpAUHATE OYETHE TAUKe JIYKa; CMEHUBIIN Y jefHA-
YHHY 3a7aTKa § = f(x,y) NyK s ca

AMx=x0)+(y =yl
HUIIn ca

A(x - x9) = (y = yo)l, 715- <A<,

(mpeMa ToMe [ja NI Ce KPUBA YK JIyKa § Nethe Wi CANIa3y), TpakeHe Kpu-
Be 6mhe ofpebene jefHOM WM APYTOM Of OOJIACTH Y PABHA (X, y):

F,y)=Al(x —=xo)+(y —yp)l =0,
FY) =AM =xg)=(y~yp)I=0.
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Tako HIIp. jefHauNHEe pacTyhe rpaHe KPUBHX IITO IPOJa3e KPo3 KOOP-
IUHATHYU I0YETAK, a YU je JIyK o6nuKa

s =(mx +n)y—(hx +k),
(rne cy m, n, h, k TO3UTHBHE KOHCTAHTE) YBEK CE MOTY JIOBECTH HA OOJIHK
_(h+M)x +k
mx +(n=2)

TAKo, fla ce 3a MO3UTUBHE BPEJHOCTH X Te TpaHe yBeK Hajase maMeby asejy
xumepbona:

_ (h+0,707D)x + k S (h+Dx +k,
mx +(n—0,7071) mx +(n— n’

w onafajyhe rpaxe he ce Takobhe nanazuTu usMeby gBejy xunep6ona xoje je
JIaKO Of[PERUTH.

Jlynu KpHBUX ¥ OPOCTOPY
AKO Cy u, v, w TpH peanHe pyHKIH]jE, Outie
Nul +v24+w? =Au+v +w),

O3HayuBIA ca
b b

Ji =:fitdx, J, :J\'/ dx, J, =Jde,

6uhe
b
J = j\/uz +vi+ewlide =M+, +T5),

TaKoO, fa ako €€ 3a A y3Me CpeJHHa pa3MakKa y KoMe ce Ta BPEOHOCT Hajla3H,

Oonhe
J=0,7887(J, +J, +J3)

ca YYHIEHOM TPEIIKOM Koja He npenasu 0,2113(J, +J, + J3).

Kaja je HIIp. KpuBa y IPOCTOpPY AetbHHUCAHA jefHavynHaMa y = f(X),
z=@(x), The cy fu ¢ pacryhe dyHKITje TpOMEHBbABE X y pasMaky (a, b)
Te MPOMEHIbHBE, y>KUHA 5 IyKa KPUBE y TOME pasmaky Outie

b —
5 = jdx 1+ 2 +¢2 =A[(b—a)+ f(b)+9(b) - f(a)-9(a)],
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a CIIMYaH ce Pe3ynTaT UMa U 3a Ma KOJU Ha4KH BapHjanuje QyHKOuja fu @ y
pasMaxky (a, b).

JIyny KpHBHX Y XUNEPHPOCTOPY

3a nyK jefHe KpHUBE y XUIEPNPOCTOPY Off n fUMeH3uja KazaheMo fga
UM MOHOWIOHY [WIOK TIpEMA jeTHOME Y3€TOM HPaBOJIMHUjCKOM H HPABO-
I'yJIOM KOOPAMHATHOM cucreMmy Oxy, ..., Ox,, aKo Iy Tora jyka, ugyhu ca
JeJHOT Kpaja Ha IyTH, HA Je[lHa O] KOOPIHHATA X, HE MEHa CBOj CMWCAO0 Ba-
pHjanumja, Tako Jla cBaka OJf BbUX IPHU TOM WIN HeNpPeCTaHO pacTe, WIK He-
IIPEeCTaHo omafa.

AKO ce ca 0, O3HAYHM je[UHHIA, KaJf jo] ce Mpujia BePOMEHIbUB 3HAK
nudeperunjana dx, AyXK ayka s, buhe

Py
ds? = (oudx))* +...+(a,dx,)*, s= jds,
Py

rae P, m P, o3Ha4yjy Kpajikhe Tauke nayka s. [Ipema Tome je

ds = M(oydx, +...+0,dx,), ——<A<1.
n

Ako ce ca X, 03HAUM KOHAYHM NIPUPALITA] KOOPAHHATE X, IPHA Ipe-
JIACKy Off jefHOTa Kpaja JIyKa Ha APYTHU, U3 FOpmUX ce 00pa3ala H3BOIH OBa]
pes3yuTar:

Jyxcuna ayka s HaAA3U ce y pasmaxy usmehy

(139) N=Ste K g o x X,
n
Tj.
1
s=AMX +...+X,), —<A<LL
( 1 ) \/—I;

Y cnyyajeBrMa Kaj| OjefluHe KOOPAMHATE X; IPECTajy UMAaTH MOHO-
TOH TOK JIyX JIYKa §, OBaj C€ MOKe NOJENUTH Ha BUILIE JTYKOBA S|, 55, §3,...
TaKBHX, fa Ay CBAKOT JIO IbUX CBE KOOpHUHATE UMajy MOHOTOH TOK. IIpu-
MEHUBILHZ Taja Ha CBAKH O] JIYKOBA §, FOPIGH Pe3ynTaT, CyMAPameM JO0H-
jeHMx pa3Maka fo6uo O6u ce pazMak y KoMme he ce HanasuTH JyKHHa CaMOr
TyKa s.

Cae ce To HENOCPETHO IPUMERYje i Ha HHTeTpalle

b
J= [+ B,
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rge ¢y f; PpyHKumje npoMeHbUBe X. AKO KOja Off OBMX MEHa 3HAK y pa3Mma-
ky (a, b), Ta] he ce pasMak NONENNTH Ha [[pyre, Y KOjUMa CBaka O (PyH-
Ki[gja ¥Ma MOHOTOH TOK; Ha TakBe pa3Make MHTerpannje IpuMeHno 6u ce
ropi-i PE3yNnTaT U cabupameM JOOUjeHUX pa3Maka 3a TojefinHe HHTerpasie
no6uo 06U ce pasMak Bapujanuje uarerpana J.

HcerermnBoct JNYKOBA €A MOHOTOHUM TOKOM

Hexka je maT nyk § y XUIIEpOPOCTOPY Of 1 TUMEH3H]a, KOjI/I AMa MOHO-
TOH TOK IIpeEMa y3eTOM KOOpOMHATHOM cucreMy Ox,,..., Ox,. [1o Koje ce
Mepe MOXKE Taj IYK UCTETHYTH a la Ce He IPOMEHE HBETroBe Kpa]}Le Tauke u
ia He U3TyOu MOHOTOHH])Y cBOra Toka?

TTomrro je cBakm npupairaj X, KOOpAUHATa IPH NPEeNIacky Of jeHOT
Kpaja Iyka go Apyror, IpH TakBoj e OopMalrji, 0CTa0 HENMPOMERKEH, HO-
BH, fepopMucany nyK s’ Hanasuhe ce oneT y pa3maky (N, M) gaTom obpa-
ciieM (139). A momTo ce ¥ IPBOOGUTHH NYK s HAJIa3d y TOMEe MCTOM pa3MaKy,
nyK s’ MOXe OWTH HajBHIIIE \n myTa AyH Off IyKa s, U3 uera u3Jasy oBaj
3aKJbY4aK:

Jegar ayx y dpocitiopy og n gumeH3uja, ca yiiepheHum Kpajroum iay-
Kama, He mMoxce ce UCTHEZHYIIU suuie 0 NN Uyild, d ga UpU oM UCHHE3arby
He U3ZyOu MOHOUWIOHUJY c602a [HOKA.

Ta Kpajiba I'paHAIA HCTETJbUBOCTH TOCTUIHYTA j€ Y CHEeIWjaJHOM CIIy-
yajy Kaj ce JYK § cacTaBJbeH U3 CEIMEHTA ITPaBe

OX,+d, =0,X,+dy =...=0,x,+a, (a; =const)

neopMHULLIE TAKO, fia Ce IIPETBOPHU y UCIIPeIaMaHy TAHH]Y CACTaBJ/beHY U3 1
NpaBOJMHMjCKUX CeTeMHaTa IapajleTHUX KOOPAUHATHAM OCOBHHAMA, a KO-
ja IMHMja TPOJIa3u KPo3 KpajeBe CerMEeHTa S.

Tako, ayK y pasHu He moxce ce ucitieznyiiu euuie og 1,4142... iiyilia, a
AYK Kpueux y obuunom dpocitiopy suwe og 1,7320... iyiia 6e3 zyobuiiika
MoHotoHUfe ceoZ itloka. Te cy Kpajimbe IpaHulle JOCTUTHYTE KajJ Cce IyK §
CBOJM Ha CerMeHAT IpaBe Koja rpaju MCTH yrao ca CBakoM 0 KOOPIHHAT-
HEX Oca, a fe(pOPMHUCAHY YK s’ TIOKJIONN ca UCIPEeTaMaHOM JIHHI]jOM, ILTO
IIpONTa3y KPo3 KpajeBe JyKa s, CACTaBJbEHOM M3 INPABOJIMHMU)CKAX KOMaJa
napanerHuX KOOPAUHATHAM OcaMa.

Opuoc uzmelhy gyxKuHe JyKa H NPaBana Jupaka 3a Kpuse y paBHu

Hexa je s my>kuHa JIyKa je[lHe HeNPeKUIHEe KpUBe n3Meby Kpajmbux Ta-
yaka A ¥ B nyka, a | gyxuHa Tetruse AB. MoxXe ce gokasaTn ja.
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Curyc flonosune yzaa koju 2page meby cobom gaa ipoussomHa tipa-
8Yd Y pasHU KpUse, a Koja HUCY Uapaneana Hu jegHo] QUpLLU Ha KpUsoj gyic

_ _ ]
AYKA S, HUKAG He Hpemaiia epegrocitl —.
]

Jep axo ce 3a koopuHATHE Oce y3MY [Be HMpaBe mapajeiHe TaKBuM
IBaMa IpaBLOUMa HITO NpoJa3e Kpo3 Tauke A B 1 ako ce ca Oy ¥ ¢, 03~
HA4M Je[HHUIA, HOIITO jOj ce Npuaa 3Hak audepeHnnjana dx u dy, o6e cy
BPEOHOCTH O,,;dx ¥ (,dy TO3WTHUBHE VX NyKa s. To ®3nasu u3 Tora, mro,
[0 TIPETIIOCTABIM, AYK JIyKa § HHje[{Ha [UpKa Hyje HapaleHa HA jef{HO] Hi
IPYTOj Off KOOPEHHATHHX OcCa, I1a PeMa TOMe CBaKy of, [udepennyjana dx
1 dy 3agpKaBa HEIIPOMEH:EH 3HaK YK IIeJIOT TOT JIyKa.

Axo ce ca ¥ o3Hauu yrao uzMmehy [Be npaBe y3eTe 3a KOOPIHHATHE
oce, YK ce § MOXKe U3pasuTi obpacuem

B
s = H(aldxy +(0,dy)? — 2 (0,dx)(0ndy) cos O.
A

A momiTo je cTpaHa ds eNeMEeHTapHOT Tpoyria Mama of 36upa ocra-
J¥X [BEjV CTpaHa, TO je KBAJPATHH KOPeH IOJ 3HAKOM KHTerpana MarR Off
BpemHoCcTH O, dx +0,dy. Axo cy, nakie, (a, 0) u (0, b) KoopaEHaTe Kpaj-
IbUX Tauaka A u B, a h gy>xuHa

h= o a ‘}‘(X')_b,

6uhe
(140) s < h.

Ca nmpyre crpage, fy:Xula TeTuse AB HMa 3a U3pas3

I = J(ona)? +(01,b) = 2(oua) (0, b) cos 9,

a Kao WTo je Hampey mokasano (crp. 103), uspa3s Ha JecHO] CTPaHy HAKAJ
HeMa Marby BPETHOCT Off

(oqa + o, b)sin ;21?_

npemMa Iemy je

(141) ['> hsin ‘%’

Yuopebemem nejepraunta (140) u (141) no6uja ce ma je

(142) sind el g sin2 M <<,
2 s 2 s
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IWITO HOKa3yje Topme TBpheme. A ToMe pe3yiiTary ce MOXKe JaTh W OBaj
0OIHEK!

Kag gyscuna ayka nuje marea og K ityiiia gyxcune iieiliuse, yzao uzmeby
MAKOJA g8a Upasya, KOjUu HUCY Hapansesnis HUjegHo] gUpUU Ha KPUBO] gyHe
[HoZa AYKd, UMA 3G CUHYC C80je UOAOBUHE jegHY 6pegHOCT Koja He Upe-
MALUQ l*

k

Kao mTo ce Bupy, camMa YARBEHUIA 2 TOCTOje J[BA NMpaBIla KOjH HUCY
[apajyeNHy HE jej{Ho] TUPLY HA KPUBO] RYXK JyKa 5, HOBIAYN cOOOM Hejefl-
HaKOCT

(143) §L———, Tj. §=

rae O o3Hadyje yrao usMeby Ta jBa npasHa.

Tako HIp. Kaf TOJ TOCTOjE J{Be, jeflaH Ha PYyroM yOpaBHa Ipapna, Ko-
ju HHECY IapaJIeNlHU HHU JefIHO] JUPLUU AYXK JIyKa s, RYXKUHA JyKa HHKAJ HE
npesrasu W2

ITpmveTnMo fa ce TOpK0j FPaHUIM 32 JIVK §, IPEACTaB/BEHO] NeCHOM
crpaHoM HejegHaumHe (143), MyK s MOXKe y CISL¥jandoM Ciiydajy Ipusiu-
SKUTH KOIHKO rof ce xohe: To he 6wTH 32 KpuBe Xoje ce BPIIO MaJIo pa3iiu-
KYjy O iBejy CTpaHa paBHOKPAKOT TPOYIJa JHja je OCHOBHUIA AyxuHa [ a ¥
yrac u3Meby THX iBeJy cTpaHa.

18, TIOBPWIMHE ¥ [TPOCTOPY KAO BbPOJHU PASMAIIN

Kao npumep 3a ofipendy U3HOCa NOBPIIEEE Y NPOCTOPY y OOIHKY
OpojHOT pa3Maka, HagerrheMo Taksy Ofipenly 3a oOpiine HospULUHE.

Hexa je P o6pTHa NOBPIUMHA ONMHUcaHa 00pTakeM JIyKa § je[jHe KpuBe
y paBHHU OKO jef{He 0cOBHHE K0jy hemo y3etn 3a ocy Ox. O3HaunMO

1° ca A aniconyTHY BpeJHOCT H3HOCA PaBHE IIOBPIIMHE OrPAHAYEHE JIy-
KOM s, 0OpTHOM ocoM OX ¥ OpjiuHaTaMa KpajHUX Tadaka JIyKa s;

2° ca B paBHy MOBPINNHY KOja MMa 33 W3HOC: @) WK allCOMYTHY Bpef-
HOCT MOy-Pas3iiuKe KBafpaTa Opf¥HaTa KpajHuX Tadaka JIyka s (To y ciy-
4ajy Kaj Kp¥Ba HMa MOHOTOH TOH [y IeJIOT JIyKa s); b) mim 30up arco-
JYTHUX BPETHOCTH MONTy-pa3lidKa KBajfipaTa OpAUHATA KPAjHUX Tavyaka Jy-
KOB2a Ha KOje ce MOXe IOJEeIUTH JIYK § TaKo, la y CBAKOM OJf TUX KpHUBa
3aJp:KaBa MOHOTOHH]Y TOKa,;

3° ca R cTpaHy KBajipaTa 4dja je nmospumuHa A + B.

Tapa ce MoXXe fOKa3aTH OBaj pe3yuTaT:
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H3znoc uospuiune P jegrak je usHocy iospuiune Kpyaa oAyupeuHUKa
r = AR, 2ge je A jegan aiicoayitian 6poj koju ce 3a cge obpitine Lo8pUILHE
HAAA3U Y PA3MAKY U3MeDY

42 =11892... u 2 =14142...

Jla 6ucMo TO goKa3alu, IPEeTHOCTaBUMO Hajupe fa KpuBa UMa MOHO-
TOH TOK AYX I[EJIOT JIYKa §, ¥ HeKa ¢y (x4, Yo) ¥ (X}, y;) KOOpAUHATE Kpaj-
Bux Tayaka M, m M, nyka. Tapa je

Xy Xy
P=2nfyds = [y onde) +(ondy)?,

Xo Xp

rae 04 U O, 03HAYY]Yy JeAUHUIy, IIOIITO O] ce IPHIa HEIPOMEHIBUB 3HAK
nudepennnjana dx u dy. I1a nourro je

1
oL dx)? + (0, dy)? = M(odx + 0Ldy), — <A<
J(oudx)? + (o, dy) (oudx +0ydy) "l

TO je
R y2—y2
P=7\,,27E Otl'l.ydx-I-(Xz—l—z—O— .

Xo
IIpema ToMme, IOIITO je

x 2.2
ocljydsz u oczylsz:B,

Xo

nobwuja ce f1a je
P=2A2n(A+B)=1n(R2M) = mr?,
TIe je
r=AR, ca A =A~20,

42 <n <42,

YHME je TOPHH Pe3ynTaT JOKa3aH.

IMpeTnocraBuMo caf jJa KpuBa Ma KOJHKO IIyTa ME€Hma MOHOTOHHU]Y
CBOTA TOKA [IY:X ITyKa s; TAKAB CE YK MOXKe Pas3ieuT! Ha TyKOBe (KOHTH-
HyaJlHe Wi UCIpeiaMaHe)

(144) MM, MM”, M"M",..

1 IpeMa TOME

TaKBe ia Kp¥Ba y CBAKOME Of1 lbUX UMa MOHOTOH TOK. (O3HauKAMO Taja:
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1°ca A, A”, A”... u3HOCe MOBpIINHA A IITO OfroBapa tynuMa (144);

2°ca B’, B”, B”... n3HOCE PaBHUX NOBPIINHA B IITO OJr0Bapajy HCTUM
TyIMa;

3°ca P, P”, P”.. i3HOCE MOBPIINHA OTIMCAaHKX OOPTAtBEM HCTHX JIy -
KOBa OKo oce Ox.

Tapa he, mpeMa oBOMe IITO MPETXONHU, OUTH
A"+ B’

ND)

A// +B/l

V2

2n—=—< P’ < 2n(A"+ B),

27 <P <2m(A”+B"),

a W3 Tora ce cabupameM nobuja

2n [EA(’) + 3 BO)< Y PO <2n]y a0+ BO].

36up X A” jemmax je M3HOCY IeNTOKyIHE HOBPIIHHE A OTpPaHAYEHE
IYKOM s, ocoM Ox W OPJUHATAMA KPajlHUX Tadaka nyka s; 36up = BY jep
HAK je M3HOCY NOBpILIMHE B, KOjU je jeqHak 30Upy alcoTyTHAX BPEXHOCTH
foNypasiuKa KBagpaTa y3acTOIIHMX OpfHHaTa Ha KpajeBuMa jyKosa (144).
VIznoc nenokynHe NOBpIINHE

P=Y p0

ommcane o6pTarmeM JIyKa s 0Ko Ox, HMa, JakJe, ONleT 32 BpegHocT P = 1r?,
TaKO fia rope JOKa3aHM Pe3yNITaT BaXKW K OHA KaJl KPEBa MEHa MOHOTO-
HUjy CBOTa TOKAa JyK JIyKa s Ma KOJIMKO IyTa.

OTyna ot 3aKIbY4YaK:

Ioaylipeunux r Kpyza, uuja je ilospuiuHa jegnaxa usHocy P o6pume
fospullite, y6eK ce HAAA3U Y PA3MAKY U3MEDY

1,L1892R m 1,4142R.

Axo ce 3a P y3Me cpefiHa Tora pa3sMaka, Tako fia Oyje

r=1,3017R,

yuumeHa pejaTUBHA Ipemika Ouhe, MO alcoNyTHO] BPEJHOCTH, Mamba Off
0,0864, Tj. mpoueHTaNHa TrpeiiKa He TocTuke 9% EH 3a KOjy OOpTHY IO-
BPIIFHY.

I'paBuue Tako ogpebeHnx pazMaka Cy y HCTO BpeMe U Hajyxe ZpaHuye
JIOK Ce€ OCTaje y IPEeTIOCTaRILEHO] TeHePaTHOCTH, jep ce muMa ofipehen
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pa3sMak He MOXe CY3HTH, a Ja e Ta F'eHepaNHOCT He u3ryon. To ce Bugu u3
TOTa, [ITO ¢y obe TpaHulle OFUCTa JOCTUTHYTE ¥ MOjJeNHHUM ClIydajeBUMA.

Taxko, rpaumna A’ = % 1j. rpasana A = 4/2 , gocrurayra je y ciyua-

jv Xaj je o6pTHA MOBPIINHA jefaH OOPTHH KOHYC UHije TeHepaTpHce 3aKia-
11ajy ca OGPTHOM OCOBHHOM yrao off 45°. Jep Taja je (MOMEpHUBIIH 32 KO-
KO je oTpebHOo TeMe KoHyca fyk oce Ox) y = x ¥ IPEeMa TOMe

A=F=XC Y=Yl _p
2 2
Taxo faje
P =0 4mB =1 4m(y, —y) L2 = 0 dm(x, - xg) D20

2 2

aKo ce, lakiie, ca i O3HAYU BHCHHA, a Ca d CPeliby IPeYHUK IOCMaTPaHOr
3apy0sBEHOT KOHYca, 6uhe

P =L 4nhd,
a IpeMa yeMy 6 NOMyNPEYHUK ¥ IMao 3a BPENHOCT
(145) r=2+A -hd.

MebyTum TavHa je BpeJHOCT
P =27s -y—h—;yO = 21 2(y; - yo) LI ;yo = 2m-~2hd,

IpeMa 4eMy je TauHa BPeFHOCT MOLyNPEeYHuKa r
(146) r=48hd.
Vuopebemem spenroctu (145) u (146) noGuja ce ga je

24N =458,

1 .
V=— 1. A=%Y2.
NG Tj 2

TaKo je McTo JOCTUTHYTA U rpaHua A" =1, Tj. A = N2, a Toy cayuajy
Kaj je oOOpTHA MOBPIUKHA jeHA OOpTHA IWIMHAAPCKa MoBpinHa. O3HaYH-

BIIY Tafa ca P MOJMYHPECYHUK OCHOBHIIE NUIKMHAPA, & ca i HerOBy BUCHHY,
ouhe

W3 yera ce BHJH Ja je

A:p(.xl"‘xO)_ph, BZO,
TaKo Ja je
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(147) r=~2%-ph.

MebhyTuM TadHa je BpeHoCT

P =12rw-ph,
IpeMa 4emy je

(148) r=12\Jph.
Ynopebemwem spegaoctu (147) u (148) nobGuja ce na je

V21 =42,

V=1 1. A=A/2.

npeMa 4emy je

1. dipumep. — O6pTHaA NOBPIINHA OMICAHA OOPTambeM KPYKHOT KBaJi-
paHTa IONYNPeYHHKa P OKO HErOBOT MONyIpedHnKa (y3eTor 3a ocy Ox).
Tana je

TaKo fia je
R=+A+B =ap,

e je oL arconyTHH 6poj
a=Tid o337,
4 2

IIpema Tome je
r=AR=u-p,

T7le je | jemaH amcolyTaH 6poj KOjH Ce Halas! y pa3Maky usmeby
o2 =13482... m 0~2 =16033...
Axo ce, fakie, 3a p y3Me CpejjiHa Tora pa3Maka, Tako fa Oype
(149) r = 14758p,

yumibeHa Tpellka, IpeMa FopkbeM ONIITeM pe3ynrary, Hehe mpeMaluTh
9%. Y ogucTa, IOUITO je TauHa BPEJHOCT

(150) r=p2 =14142p,

rpeiika Koja ce umHu Kaj ce y3Mme Bpegaoct (149) 3a (150) usuocu 4,1%.
2. Upumep. — OOpTHA MOBPIIKHA ONKCAaHA OOPTAakEM KBAapaHTa €Ju-
Tice, Yuje Ccy mosryoce a u b, oko a (y3ere 3a ocy Ox). Tana je
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2

A:E_ab’ B:Eb_,

4 2

TaKo fjja je
A+B = l
2
IlIpema Tome je
r=AR=Ab |- l
4b 2

TaKo ja MONYIPEYHHK KPyra KOJU ¥Ma HCTY HOBPIIMHY Kao ¥ MOCMaTpAHH
[IOJTY-CNUIICOUN, JIeXKN Y pa3Maky usmeby

1,1892R u 1,4142R.

Kap je a = b, oBu ce oGpaciy CBOJIe Ha OHE IITO BaXKe 3a MOJIYKYIIIY.

19. PABHE KITACE OJPELEHUX MHTEI'PAJIA
KAO BPOJHH PASMAIIN

Hurerpan npouszsojia

IMopen vanpen HaBegeHor obpacija, KOjH faje WHTerpajl IPofyKTa y
06Ky OpojHOr pasMaka (0OHYHA TeOpeMa CpefihUX BPeJHOCTH) ¥ KOjU
NpeTNoCTaBba jia jefaH Off YMHUIALA IPOJyKTa He Mema 3HaK y pa3Maky
uHTerpanuje, nokasahemo join jegan oGpasai] 3a UCTH 3aJaTaK, ajli KOJi He
HOPeTIOCTaBba J1a je 32l0BOJbEH IIOMEHYTH YCIIOB.

Heka ¢y u u v Ma KakBe (PyHKIIHje OIPOMEHIBHNBE X, PEaHe ¥ pa3sMaxy
(a, b) Te npoMensbuBe. M3 nieHTHYHOCTH

uy = i(u2 +v2)—~1~(u —v)?
2 2
no6uja ce fia je

b
szuvdx:V—fx (b>a),

e je
b ]
_1lr 5 1 9
V_20J.u dx—l-zjv dx,

b
1
(151) Szzj(u—v)zdx.
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AKo ce ca N u M o3Hade jellHa TOPIba IPAHUIA O3UTABHE BPEIHOCTH
(u—v)*, BpefHOCT 8 He ce HATA3UTH y pa3Maky u3Meby

b-a b-a

NZ

M2
U IpeMa TOMe 8pegHocill unitiezpana J hie ce Harasuiiu y pasmaxy usmeby

b—a N2,

inaxo ga je

(152) J=v-b=ap s (M2 —N?).

b-a
2

HnTepec oBor obpacia JIex# y TOME, IITO ce HoMohy mera mHTerpat
J pasnaske Ha ABa, O] KOJU jefiaH 3aBUCH caMoO Off U, a APYTH caMo off v, ca
jeJHAM KOPEKTUBHUM YIaHOM KOJ¥ j€ y TONMKO MambH, ¥ KOJIHMKO je Marha
pasnmka u3Meby u u v y pasMmaky unrerpamuje. OcuMm Tora, obpaszan He
NpeTIoCTaBsba O PYHKIMjAMA ¥ 7 v HUIITA IPYTO OCAM PEaNHOCT § pa3Ma-
Ky HHTErpanyje U yCIIOB Ia TOPI:U MHTErpaiu uMajy KoHauyHe U ofjpehene
BPEJ{HOCTH.

Tako uCTO, U3 UIEHTHIHOCTH

uy =%(u+v)2 ~i(u—v)2

noGuja ce fa je
b
szuv dx = W—ﬁ,
b 2

rme je

b
W=H(u+v)2dx,

a 0 je garo o6pacuem (151). Bpegrocii unitiezpana J Hara3u ce, gakae, y

pasmaxy usmeby

wobzaye g owob-an

iiako ga je
(153) J:W~2~;—G—M2+ﬁ-?~ig(M2—N2).

Huarepec obpacua je y TOMe IITO ce ToMohy mwera mHTerpai J u3pa-
skaBa IoMOhy HHTEerpaa KBagpara 36upa pyHKIyja 1 1 v, ca jelHAM Kope-
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KTHBHIM 4JIAaHOM KOjH je J{Ba IyTa Mambu O oHora ¥ obpacuy (152), a y To-
THMKO je MamH Yy KOJIMKO Ce U U v Mame PasiuKy]y ¥ pasMaky HHTerpaiuje.
O6pasar (153) He npeTnocTaBba O (PYHKIMjaMa 1 ¥ v HEIITA [PYIO [0 OHO
IITO TpeTHOCTaBba u o6pasai (152).

Ma xakse 6miie pyHKUMje ¥ U v, UHTErpabuiiHe y pa3MaKy mHTerpa-
umje (a, b), MOXKe ce 3a HHTEerpan NPOAyKTa UMATH jeHA rOpHha TpaHuna
KOja AOBOJH O 3aKJbydyaKa Off HHTepeca, KaKo MPH N3padyHaBaAKY PazHo-
BpPCHHX ofipeheHuy nuTerpana, Tako ¥ 3a JOKa3nBarse PA3HUX pe3yiItara y
MaTeMaTHYKO] aHaIu3u. Y ounMo ogpebeHn auterpan

b
J= J'(u +Av ) dx,

(rme je A TIpOMEHIBUB IHapamMeTap) KOjH ¥Ma CBE CBOj eJIeMeHTe MO3UTUBHE
U peMa TOMe He Moxke OUTH jeHaK HYJIM HU 3a KaKBY pEayHy BPSAHOCT A.
TIomuTo ce OH MOXKe HAamICcaTH Y OOIIUKY

J = quzdx + ZXfuv dx +X2fv2dx,

Ta je UnbeHNA U3paskeHa HejeJTHAUNHOM

2

b b b
J.uza’x Jvzdx - juvdx > 0,
npeMa yemy je a a a
b 2 b b
Iuv dx | < juzdx Jvzdx i

IITO CE HARMBA SChwarz-080M UHILEZDAAHOM HejeqHAYUHOM.
Kapg cy u u v jomr n mosutusHe PyHKIHje Y pasMaky (a, b), Moxe ce,
NaKie, HaKCaTH Ja je

b b b
juv dx =0 juzdx Jvzdx

a a a

Hurerpan yonmrenor 6unomuor gudepennmjana

Hexa cy u, v, w Tpu QyHKIM]e IO3UTHBHE y pa3sMaxy uHTerpanyje (a, b),
a younmmo ofipeheHn HHTerpai
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b
J = jw(u”’ +v™y dx,

rhe Cy i, p IpOU3BOJbHY IO3UTUBEY cTamHu Opojesu. [lpema panuje goka-
3aHOME Pe3yATaTy, BPEAHOCT KOIUIHAKA

(um+vm)p
oy +V'F

(154)

yBEK ce Halasu y pa3maky A usmeby Bpepnoctn 1 m 277! rpanmie Tora
pasMaka Cy JOCTHTHYTe Y clydajy Kaj je u = v, WIH KaJ je jefHa of
KOJIWIWHA i U Vv Je[HAKa HYJIA.

TIpema ToMme je

b b
(155) J = K“ wu™ dx + J wu™dx |,
La a
r7e je A jeman 6poj Koju ce Hallas| y pasMaxy A.

Yaepmmw ia je p = 1

, ioduja ce odpaszar|
m .

(156) fwm\/u’" +v™dx = A fMW dx + Jpvw dx |,

e je

(157)

Hurerpan KBagpara 30Upa WIH pasiuke

W3 npeatTnynocTu
(utvY =u*+v?+2uv
noGuja ce fa je

b b
j(u +v)2dx =U? +V? iZJ.uv dx,

T7ie je
h b

U= juzdx, V= J.vzdx.

a a
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Kapa cy u v v maTerpabmuise u No3uTuBHE PyHKIMje ¥ pasMaxy (a, b),
Ouhe Kao IITO je Manoyac IoKa3aHo

b
J‘uvdx:ﬂ'UV, 0<9<1

a

LITO JOBORM [0 obpacua

b
j(u +v)2dx =Ur+V2420-U-V,

b
J(u—v)zdx =U2+VE-20.U V.

Tn obpacuy MpeTHOCTaRIbajy caMo WHTEeTPaOWIHOCT IIOCMAaTpaHuX
(yHKIHTja 1 ycroB fja ¢y 00e (pyHKIMjE i W v TO3UTHBHE y Pa3MaKky WHTe-
rpatmje (a, b). Habenn pasmanm 3a MHTerpaie Kpagpara 30upa WiIu KBaJ-
para pasJmKe, H3paxKeH! UCTUM 00paciuMa, Cy Hajyxcu MOTyhu pa3Maiy 3a
Te MHTErpale oK ce OCTaje Y MPeTIOCTaBbeHO] FeHEPATHOCTH, jep OCIH-
nanuja 20UV opumcra nocruske cBojy Hajpehy moryhy BpepnHoct 2UV y
ciy4ajy Kaf je u = const., v = const.

OG6paciu cy o MHTepeca CTora IITO Aajy 3a IoCMaTpaH! HHTerpall je-
NaH pa3Mak 4dje rpaHule MOjeIuHN UHTETPad UCTE BPCTE CTBAPHO M J10-
CTH3KY, a Te Ce TpaHulie u3pavyHasajy noMmohy nsa uurerpana U u V of Ko-
JEX jelaH 3aBUCH CaMO Off i, a IPYTH CaMoO Of V.

VY cayuajy m = 2 6poj A y o6pacny (156) Hanaswm ce y pasmaky usmeby

L 0707111,

V2

Y cnyvajy eaulliiutKux A xuilepesuiiiuyKux WHTErpana, TH odpacuu
M3paskaBajy BpeJHOCT HHTerpasa y o0IuKy pa3MakKa 4uje ce rpaHune fo0u-
jajy Kao WHTETPaNH payloHalHux pyHKIyja.

Hctn Haunn ofpebuBama MHTETPATHOT pasMaka IpUMEYje ce U Ha
HHTErpane obnrka

b
(158) I =J.w'log(u’"+vm)dx

3a (pyHKIM]E U, v, w IO3UTUBHE Y pa3Maky (a, b). VI3 Tora mTo ce BpeaHoCT
xommunuka (154) yBex nanasu y pasmaky usmeby 1 u 277!, 3akmydyje ce na
je 3a Ma Kojy BpegHocT 6poja p
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(159)  log(u™ +v™) = ilog(u’"” YYD p;110g2,

log(u™ +v™) = plog(u™+v™")—(p—-1)log2.

IIpema ToMme je

b
(160) J =—}1;Jm1,+ﬂp;110g2jwdx,

b
(161) Jop = Ty =0 (p—1)log 2j w dx.
Kay ce y jenquaunnu (160) yame p = i, robmja ce
m

b b ‘b
Iw-log(u’” +v™M)dx = mjw-log(u +v)dx +G(1—rn)log2jwdx,

a MpUMaHOM TOra Ha Jensen-OB HHTETpa
2n
Jlog(e) Nu* +v?dx
0

KOj¥ Urpa BaskKHY yJIOTY Y TeOpHju (pYHKIM]a KOMILIEKCHE TIPOMEHIBIBE KO-

JTYYInHE, J106Hja ce Taj pe3yarTarT, ga ce pas3iuka L£3M€by wez2a u um‘dez'pa/za
2n

Jlog(u+ v)dx yeex Hanasu y pasmaxy uameby
0

__21_10g2 =-0,3462.. u 0.

Hurerpan monoTono onafajyle pynkuuje

Hexka je f (x) jeqna ¢pyHKIHja KOja MOHOTOHO OTiafia {0 HyJle Kajg x
pacre of 0 J10 o, IJa yOUMMO HHTETPAJ

Jy = _[nf(X)dx,
0
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rhe je n neo no3uTuBaH 6poj. I[Tonrro je

1 2 n
(162) J, = f_f(x)dx +J7f(x)dx ot jf(x)dx,
0 4] -1

H

a gyHKHEja f (x) MOHOTOHO omaja, Ouhe 3a ceaku 6poj k v pasmaky (1, n) u
3a CBaKy BPENHOCT X y pasmaky (k — 1, k)

f(x) < flk=1),

na, fakne, Takobe u
ff(x)dx < flk=1),
npeMa yemy je o
(163) J, < OO+ f(D+...+ f(n-1).

Ca pyre crpaHe, MOMLITO je YV BCTO BPEME H

Jix) > fk),

6uhe Taxohe n
[ reoyax > fio,
k1

nmpeMa 4emy je
(164) J,> f(D+ f(2)+..+ fln=-1)+ f(n).

Axo ce, gakie, CTaBy [a je
SO+ f(D+..+ f(n) = F(n),
nejennaunne (163) u (164) moka3syjy ia ce spegHocii unlilezpard J, HAAA3U
y pasmaxy usmeby

F(m)— f(0) u F(n)= f(n)

Tako fia je

(165)  J, = | fx)dx =F(n)—= f(0)+ D[ (0)~ f(a)}

O Gy 3

Ipanmie pasMaka y KoMe he ce HanmasuTu marerpan J, MOry ce, fia-
KJIe, OIPEIUTH CYyMUPaeM KOHAUHOTa Pefia Yuju je ommTy unaH f (k). Kap
ce IycTH fia 1 6ecKpajHO pacTe, f (n) TexXu HYIH, a F(n) mocTaje 36up S Ge-
CKpajHOT pefa
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(166) S=f0)+ f(L+ f(23+..

oOpasar {165) mocraje
(167) jﬂxﬂh:S—fun+ﬁ,ﬂoy=5—ﬂﬂﬂox 0<9 <1
0 .

U epegHOCi uniliezpaana Hanrazuhe ce y pasmaxy uamehy S—f£(0) u S.

O6pazan (167) maje Hemocpenal fnoka3 Cauchy-oBe Teopeme: uriiie-
zpan (167) u 36up pega (166) usu cy oboje konaunu, uau cy oboje beckpaj-
HU, JelaH Off ¥h¥X He MoXe OUTY KOHavaH a fia ¥ Apyr4 To He Oyne.

Y cnyuajy Kap je f(0)= e, Tpeba Ha MecTO MHTErpana J nocMaTpaTi
HHTErPall ¥ KOMe je Ha MecTo JIome HaTerpanne rpanune O ysera rpanuna
1; ako je f (1) = oo, Tpeba 3a OBy TpaHuly y3eTH 2 UTH. Tako HIOp. Bpef-
HOCT MHTErpana

¢ dx 1
Jn: . T
;{xk k-1

Hanasu ce y pasmaky (5-1, §), e je

1 1 1
S‘-—"Ik—-f-?'i"—?)—kf%‘...

Wurerpan J u 36up § cy o6oje KoHauny 3a k >1.
WuTterpan

J= f_dx_ = logloge—loglog 2

;X logx

u 30up pena

i 1. 1

S= + + +...
2-log2 3-log3 4-log4

cy o6oje GeckpajHu.

Hurerpan anrebapcke (hyHKuuje gpyrora pena
YourmMo uHTEerpan

h
7= []y]ax,

I7e je y PyHKIuja TPOMEHIbUBE X ofjpebena KBaipaTHOM JeNHAYMHOM

Y+ fx)y+e(x)=0
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U e je pa3Mak uHTerpana (a, b) Takas, a cy y wemy 00e (pyHKIHAje

o(x) 9(x)
Jx) mes f(x)

KoHayHe, ofpebene u mosuTuBHe. [IpeMa oHOMe IITO je HaTpe] MOKa3aHo
32 KOpeHe KBaJjpaTHE jeJHAaYMHE, allCOIyTHa BPEAHOCT (PYHKIMje y MOXKe
ce HalmucatTh y o0IuKy

\y|—f+ﬁ(f ‘;) 0<9<1

npeMa uemy he 6utn

b b b
=[P ax+ 0| [ fax - [Lax
e\ fra= [
TaKoO ga he ce unitiezpas J nHanazuitiu uameby
b b (P
fdx m | +dx.
EORSY

HuTtepec pesynrara jJexu y THME IITO Ce TPaHMIE HHTErpala, y KoMe
pyHKIEje IIOf HHTETPAJIHUM 3HAKOM Citioje oG K8agpalliHUM KOPEeHOM, OF-
pebyjy Kao pasManu 4mju Cy KpajeBd HHTETPaNu 6e3 X K8agpaitiHux Ko-
pena.

Cnuuad ce pe3ynTaT fobuja U 3a HHTerpaje anrebapckux pyHKIMja
m-TOT pefia, noMohy Hampep HaBejleHE TeopeMe O pa3MaKy KOjH cafpKu
aTICONyTHE BPEeJHOCTH CBUX pealHUX KOpeHa jaTe anrebapcke jefHaynHe
m-TOT CTETICHA.

Jenna knaca ogpehennx nuTerpana

Ha ogpebene unrerpane o6uka

b
J(x) = j ue™ dr,

a

T7e ¢y u U v aTe PyHKIUje THTeTpanoHe IPOMEHIbHBE £, HAUIas3H ce, Kao
HA PAYyHCKE elleMEHTe, Y Pa3HOBPCHAM IpobieMuMa MaTeMaTHUKe aHa-
nuse.

Kap je pasmak uaterpaumje (a, b) KOHAYaH, a ¥ ¥ v KOHAYHE ¥ HETpe-
KUIHe (PyHKIKje Y TOME pa3Maky, CBaKM TakaB WHTeIpan J(x) IpemcraBiba



BPOJHU PABMALIM ¥ UHOMHUTE3UMAIIHOM PAYYHY 145

10 jefHy (PYHKIUjy MPOMEHIBUBE X XOIOMOPMHY Y LIeJI0] PABHE T€ NPOMEH-
muse. Ta ce dyHKINja MOXe Pa3BUTH Y pej

J(x)=ay+ax +a,x*+..

KOHBEPTEHTAH Y 11eJI0] PaBHHU X, a rae he 6urn
b
1 n
a, =—|uv'ds.
n!
a

KonsepreHiyja ce 1ako fokasyje IMOfeNuBIIN pa3Mak uHerpangje (q,
b) Ha mofipa3MaKe TakKBe [ja y CBakKoMe Off 1bHX (hyHKIIH]a ¥ 3afipKaBa jefas
gcTd 3Hak. AKo je (o, ) TakaB jefaH mof-pa3max, 6uhe 1Mo anconyTHoj
BPeTHOCTH, a TpeMa OOHYHO] TEOPEMH 32 CPefHe BPeJHOCTH oAapehennx
@HTErpana,

B p
J. wv’dt = R" | u dt,

o o

rme je R jefHa BpeJHOCT Koja ce Hanasy u3Meby Hajmame u HajBehe Bpen-
HOCTH (PyHKIH]e v ¥ TOMe pasMaky. I'pynmmyhu Takse HHTerpale 3a CBe
nop-pasMake y pasmaxy (a, b), fobuja ce 3a a, jefan u3paz Koju 1oKasyje
fia je 11O anCONIYTHO] BPEAHOCTH

a<AM,

H ]’l!

e ¢y A u M He3aBUCHHM OF 1, a IITO OKa3yje KOHBEPreHUH]jy peaa.

Ma xakaB 610 3HaK (PyHKIMjE u y pasMaky (a, b) omTo ™ 3ampxaBa
HEIIPOMEHIBUB 3HaK Yy TOME pasMaky, TeopeMa CpeRbux BpeJHOCTH NOKa-
3Yje ga ce 3a ma Kojy peasmy 6pegHocCil X, 8pegrOCi UHinezZpansa Haaasu y
Pasmaxy usmepy

(168) Nfe"'xdt ua Mf)e"z‘*dt,
o o

Ihe Cy v, u v, ABe Ma KakBe pyHruuje usmely Kojux ce 3a 1y (a, b) Hanmazu
BpenHOCT (pyHKumje v; N M M Cy mpe[ib¥ U 33K Kpaj jefHoTa, Ma KOora,
pa3Maka y KOMe ce HaJla3y BpPeHOCT (PYHKLHTJe ¥ 32 BPEJHOCTH ! ¥ pasMaky
(a, b). Mory ce Hop. 3a N u M y3eTH HajMawa U HajBeha BpeHOCT K0jy Jo-
Ouja dhyHKIM]jA 4 32 BPETHOCTH ! Y pa3Maky (a, b). Tako ce ucrosza v, 4 v,
MO3Ke y3eTH HajMamwa ¥ Hajseha BpegrocT Q u P K0jy gobuja dhyHKIH]a v 3a
ty pa3Maxy (a, b); pasmax pynryuje J(x) je itiaga onaj uameby epegrocitiu
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Pe™ u Qe
usu uameby
PeMX n QeN):

npeMa 3HaKy IIOCMATPAaHUX BPEHOCTH X.
JepaH, mo KaIlTo yXu, a Iakje U NpoOuTavYHnjd, pa3MaK 3a BPELHO-
cru dyrknuje J(x), goduja ce npuMeHoM Schwarz-oBe HHTETpanHe Hejeq-

o) <(foa)(fv )

KOja, Kao IITO je Ka3aHo, BaXKH 3a Ma KakBe HHTepabuinHe (PyHKIMje ¢ U Y
OpoMeHIbHBe f. AKO ce CTaBH [a je

o=u, y=e”
nobuja ce

b
T2 (x) < HJ. 2,

rae je H KoHCTaHTa
b

H= J uds,
a
AXo je, maxie, A(x) TauHA BPETHOCT, UM jEHA TOPHha MPAaHUIA HHTE-

rpana
b

[emas,
zagreu ce kpaj pasmara (168) za dpyrkyujy J(x) modxce cmenuitiu epegHouthy
JHMx) 1m1To je o mHTepeca Kaf je Ta BPEAHOCT Maka Off BPeJHOCTH

b
M evas,
jep je Tama pasmak dyskumje J(x) yxu of pazmaxa (168).
M3 obpacua
k b
%}% = j uy ke dx,

a

y KOMe Ccy u3sofau QyHKI@je J u3pakeHu MHTErpajakMa HCTOT THIA Kao U
cama yHKiuja J, 1o6ujajy ce Ha HCTH HaUUH M pa3Many y xojuMa he ce
HAJTA3UTH BPEJHOCTM THX H3BOJA 32 TOCMATPaHe BPEAHOCTH X.
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Kao npumep, ofpenuhieMo TakBe pasMaxe 3a BPEHOCTH pyHKUHje

1
J(x) = j e dyx,
0

. 1 . .
rge je v = tlog;. Ta ce ¢dyHKUM]a NTOKNana ca jefHOM TPaHCIEAeHTOM Ha

KO]y CE€ HaWiasu y MHOI‘OGpOjHI/IM OHIHTI/IjI/IM aHAIUTHYKAM HpOﬁHCMI/IMa u
KOja je IIpeicCTaB/bCHAa PEIOM
hnd n 2 3

Ax)=Y —F =+ Xp i Xy
) Zg(nn)"“ 4" 27" 256

IMowmTo dyuxumja v, 3a Bpeme ok ¢ pacre of O no 1, u cama nounme
pACTH IO HyJIe, JOCTIXE CBOj MAKCHMYM 4Hja j€ BPEIHOCT

1 _ 036788...

e

11a 3aTHM OTlafia 1o HyJle, Orhe nmpeMa TeopeMH Cpearbux BPEHOCTH
x
J(x)<et 32 x>0,

J(x)>e® 3a x<0.
’ £
Bpepanoct J(x) HaJasH ce, fakie, yBeK y pasmaky usmeby 1 u e¢, Ta-
KO fa je

J(x)=1+08(ec -1) 32 x>0,

J(x)=ec +9(1-e°) 3a x <0.

MebyTuM 3a MO3UTHBHE BPEJHOCTH X MOLY ce 3a J(x) OfpejuTa u
VKU pa3Malld Ha OBaj HAYHH:
W3 gBory6e HejenHaunHe

e <)
e 2

KOja Bpe/H 3a CBe Leste GpHujeBe n > 5, HAJIA3M CE [iA € 3a TaKBE BPEIHOCTH

n+l n+l
(169) 1 (l) < L - < L - (ij .
(n+Dl\e (n+D™ (n+1I\2
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AXo ce cTarn fa je

X n

n’

2
P,,(x):1+~x+;—2+...+

er—l ,Cn+2
R,ix)= -t — =+
(n+D™ (n+2)™
TaKo J1a je
(170) I+xJ(x)=P,(x)=R,(x)

npema HejeqHauuny (169) 6uheza n> 5

oo

(171) i —]f—'(x;)k <R (x)< %(g—)k

f=n+1 k=n+1

MebyrumM, Geckpajuun 36HpOBH, Koju (HUTYPHILY HA JIEBO] U ECHO]
crpany Hejepuaunse (171), HUCy HUIITa APYTO O OCTAaL|U pefoBa

(172) v l(ijk - e,

et I
- ke

N |

(173) i% (szf)k =

0
ITpuMeHOM 1TO3HATOT IPABUIA 1a OCTaTaK jeJHora pejla

fx)=ay+ax +a,x*+..
1Ma 32 BPEIHOCT

L ML
mf““)(ﬁx), 0<H <1

manasu ce fia he ocraTak pefa (172) 6utn

x
xn+l ee

(n+1)! 2D
a ocrarak pepia (173)
x
xn+l e e

(n+1)1 22007

e cy O u ¥ gBa 6poja Koju ce Hanase y pasMaxy (0, 1).
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Hejenmaumua (171) Taga JOBOAA IG OBOT Pe3yaTAaTa:
3a cBe IO3WTWBHE BPEJNHOCTH X M Ma KOJuKH 6mo ueo 6poj n= 5,
onhe

I+xJ(x)=P,(x)=R,(x),

rie ce R,(x) yBeK Hajas\ y pa3Maky u3Meby BpefHoCTH

ES

Xn+l 1 xn+l et

a .
(n+1Dt D (n+1Dt4m!

Axo ce yame n = 5, fobuja ce Ha Taj HaYuH fia je

2 3 4
Joy=1+2 42 4 X 4 X L R,(x),
4 27 256 3125

rie ce R,(x) yBeK Hajas® y pa3Maky usMeby BpepHocTH

x

. Ax® m BxSee,
rie Ccy A M B KOHCTaHTe
A=l =85341077,
e
B= 6'—;5 = 33908410712

Ha cniwyan wauus, noMohy obpacua

1
J vkredx

0

alx) _
dx k

MOTY OJpEJUTH U pa3Mand m3Meby Kojux he ce Hala3WTH BPEHOCTH H3-
Bofa dyaKImje J(x ).

Vi3 o6paciia
1

J(x)= j’e"xdt, y = tiog%,

0

momTo (PyHKIHEja v OCTaje HEIPecTaHo IIOSHTHBHA M3Mehy MHTerpanHux
rparuua O 1 1, BUH ce y MCTO BpeMe Jia:

1° xay x OecKpajHO pacre y IpaBuy -+ oo, (pyaKnma J(x) OGeCcKpajHo
pacre;

2° xaf] x 6eCKpajHO pacre y npaBLy — oo, yHKIHAja J(X) TEKH HYIH.
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IIpema ropmeM muTETpaNHOM OOpacly 3a n-TH U3BOJ QyHKIHjEe J(x),
TO MCTO BaXX! U 32 CBE H3BOJIe Te (PYHKIM]E.

Kpusa nuauja y = J(x) ¥Ma, KBaTUTATHBHO, NCTH OGIUK KAO EKCIIO-
HEHI[WjallHa KpHBa JHHHja y = ¢'. OHa uMa ocy Ox Kao acHMIITOTY 3a
X =—e0; JOK X PacTe Off —eo [0 +e°o, OHA HEIIPECTAHO pacTre Of Hyle [0
-+ oo, HEMajyhu pu TOMe HU MAaKCHMyMa, HI MEHUMYMa, HU IIPEBOJHUX Ta-
yaka # cekyhm ocy Oy y Tadku y = 1.

Ha ¢ysxnumje ce obnuka J(x) Hauna3uW HIpP. IPH OfpPEROH H3HOCA
noppumee of x = 0 1o x = 1, orpaHuyeHe ocoM Ox U IyKOM Ma KOje HHTe-
rpajiHe KpuBe JIHHeapHe AudepeHIUjalIHe jefHaUAHe Ma KoTra pefia, Koja ce
TpaHC(OpMalijOM

tlogt=1z

HATETpalioOHe NPOMEHIBUBE ! CBONYU Ha IHHEapHY jeHAYMHY Ca CTaIHUM
Koe(pUIH]CeHTHMA.

HUcre ce pyuxnmje ynoTpebibaBajy y pa3HOBPCHEM IpoOIeMUMa Ma-
TeMaTHYKE aHANU3E, KA0 KOMIAPAIUBHI eAeMeHIlY 3a Pa3HEe Apyre Kiace
(pyHKuH]a Koje ce ca muMa ynopebyjy, ma ce u3 Tux ynopebemwa casuajy
nojeguHe ocobuHe THX Kiaca hyHKUHT]a.



TPERU ONE/LAK

bPOJHU PASMAIIN 3A MHTEI'PAJIE
JVUOEPEHIINIAITHUX JETHAYNHA

20. MEBYCOBHO YIIOPEBUBALE MUOEPEHLIVMIATHUX
JENHAYMHA

ITopen pocra Beaukor 6poja fudepeHIjaTHIX jeHaUrHA KOje ce MO-
I'y MHTETPaNNTU ToMohy KBaipaTypa, uiu moMohy mosnaTux KoMOuHaNHMja
BHUXOBUX KoehulnjeHaTa, HOCTOjU HETperiefal u Of IpBora 6ecKkpajHo
sehu 6poj jefHaUnMHa KOje ce He MOTY HHTETPaNUTH y TakKBoMe o0nuky. Ta
HEMOT'YhHOCT HIIH j€ aiCOAYIiHA, Tj. KHTETPAI j€ YOIIITE HEU3PaK/bUB Ha
HOMEHYTH Ha4dH, WIH J€ fipuepemena, Tj. RONa3} Off TOTa IITO Ce 3a gaHac
HeMa MeTOJa 3a TakKBy MHTerpanyjy. MebyTuM, 1y jeAHOM 4 y APYTOM CITy-
4ajy IIOCTOje METOME 3a HHTerpanujy noMmohy 6ecKpajHAX pefoBa, KOHBEP-
FeHTHUX y ofpebeHuM pasManuMa He3aBUCHO MPOMEHIbUBE KONUYWHE; Ta-
KBE METOJE Jiajy MOT'YhHOCT fla ce mHTerpan y(x ), KOju 3a JeffHy AaTy rnode-
THY BPEJHOCT X = X, UMa JaTy BPEJHOCT y = y,, H3padyHa U 3a CBaKy Apy-
I'y BPEXHOCT X CaJpsKaHy y pasMaky KOHBEepreHIHje foOHjeHOT pena.

Amm, OWITO fa je TayHa MHTerpaifja Mory-

hea wiw HeMoryhHa, ocroje Merofe 3a ogpe- y L'
busaree unitiezpana y 06auKy pasmaxa, Tako ga {
Cce 3a CBaKy BPEJIHOCT X CafipKaHy y jJefHOME pa- /’
3Maxky (a, b) Moxe ofgpenuTH ofrosapajyhu pa- / B I
3Max (A, B) y koMme he ce HacCHTYypHO HaJIa3uTH /, o /—}-——
BPEJHOCT YOUEHOI MHTerpana fare gudepeH- ;/ y

nujante jepHaunne. Takas je pa3Mmak, Kao HITO

ce BUJIY, IPOMEHJBUB, jep CE OH MeHha Off jefiHe

BpepgHOCTH X A0 upyre. Kap ce x mocrynHo Me-  O| a «x b

Ba ypasMmaky (a, b), Kpajesn A u B uniliezpa-
AHOZ pasmaka (A, B) onucyjy 1o jeguy NTUHA]Y y paBHHA xOy: TO CY ZPaHUYHE
AUHUje WHTETpANIa y TOMe pa3Maky IPOMEHIJbUBE X, U TO gorbd U 20pHa
rpaHWvYHA JuHWja L u L',

Ogpebusarbe urniliezpana y 004UKY paamaka caciioju ce y ogpebusarsy
Zoprbe U gorbe ZpaHuyHe auHuje uxitiezpana. Kay cy ose oapebene, nare-
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TpallHu pa3Mmak (A, B) 3a jegHy maTy BpegHOCT x, mMahe ce Kao ojicevax
(cerMeHT) mpaBe Koja IpoJasm Kpo3 Tauky (x, 0) u Koja je mapanenHa 0co-
suHHu Oy.

3a ofpebuBame rpaHUYHUX JIMHIja HHTETPAIa [IOCTOje pa3He METOfe.
BehuHa je off BUX OCHOBaHA Ha mMehycobHoMm yilopebusarby gughepenyujan-
HUX JegHa4uHa y OBOME CMHCIY: KaJl je aTa jeHauYlHa

(174) Fy ¥,y =0

u Kaj Cy JlaTe TovYeTHEe BPeTHOCTH X, Vg, i€ j€ BPeOHOCT X cafpXKaHa y Ja-
TOMe pa3Maky (a, b) mpoMeHIJbUBE x, Haby ce jBe jenHaYnHe

Alx,u,u’,u”,..)=0,

(175)
.fZ(X» v, V/, v”7 ) = O,

KOje 32/0B0JbaBajy OBE 3aXTEBE:

1° ma ce MoTy OfIpEeUTH HIXOBY UHTETPATN ¥ ¥ V KOJH 38 X = X4 JO-
6Hjajy BpEOHOCTY U = Yy U V = Y,;

2° ma ce 3a cBE BPeJHOCTH X y pa3Maky (a, b) MOXe AoKa3aTi [BO-
CTPYKa HeJegHaKOoCT

Uu<y<v.

Kpuge y pasau xOy, KOje NpefcTaBbajy TakBe HHTerpalne u u v, 6uhe
rpaHudHe JUHHje HHTerpana y; jexHaunHe (175) arpajy Taga yiaory Kouiia-
paitiusHux jegnawuna 3a naTy pudepennujanny jegHaunny (174). Kap cy
nabene Taxse Be jefHaYMHE U IHUXOBH HHTEIPANHN U K v, HHTETpaN y jeli-
maumue (174) 6uhe gaT y o6nuKy pasMaka obpacueM

y=u+9(v —u), 0<9<L

Y oBome, ITO cafja gonas3u, 6uhe M3OXKEeHO HEKOIHKO METOHa 32
onmpebupame KOMIAPATHBHAX jeAHAYMHA U IPAHUYHEX JIMHAJA 32 HHTErpaie
naTe pudepeHnrjaiHe jefHaynHe. Te cy MeTofie Off HAPOUUTE KOPUCTH Y
ciaydajeBuMa Kaj ce gudpepeHnrjanHa je[HauYMHa HEe MOXeE HH Ta4yHO, HH
IpuGIAKHO HHTETPANINTH, [1a je KOPUCHO ca3HaTH 06ap TO, y KOMe ce pas-
MaKy HaJla3¥ BPEJHOCT HBeHOT HHTEerpana 3a JaTy BPeJHOCT IIPOMEH/bHBE X.

21. IIPBA METOJJA

Hexka cy
(176) Y =F(x,)
(177) u' = F\(x,u),

(178) v/ =Fy(x,v).
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tpu nudepeHInjante jefHaynHe IpBora pefa. PyHKIWje Bejy MPOMER-
JEUBUX X Xy

(179) F(x,y)=Fi(x,y),
(180) F(x,y)—Fy(x,y),

nMmahe, y pasuu xOy, CBaka CBO]y TO3UTHBHY 1 HeraTUBHY o6iact. O3Hayu-
MO ca:

A, ¥ A, NO3UTHBHY U HeTaTuBHY ob6nacT ¢pyukumje (179);

Q, 1 ), TO3UTUBHY K HeTaTHBHY o6nact gynkumje (180);

D\, D,, ... nuHUje Koje OrpaHnyaBajy Te o0lacTwm;

E E,,... NHHEje KOje NPEfCTaBlbajy FeOMeTPHjCKa MecTa CHHTYIap-
ureta dyErumja F,F), F,;

IT neo paBHM KOjU je 3ajefHMYKH 32 jefaH rmap obnacta A u Q cynpo-
THO O3HAUCHUX, HOP. 32 obnactu A, u £,.

Heka je My(xy, yy) jeqHa Tauka Koja He IPHUIAfa B JeHO] Of JINHMT]a
D um E, a xoja ce Hayas3u y obmacru /1,

HanocneTky, Heka cy y, u, v uarerpaiu jegaaunna (176), (177), (178),
KOJF 32 X = X, UMa]y 3ajeIHUYKY BPEIHOCT

Y =Yg, U =Yg, V =JYo.

Tapa ke, ca jegne u fpyre cTpaHe Tauke (X, 0), mocrojatu Ha ocu Ox
jelaH pa3Mak 4Hje IPOCTPAHCTBO HUje HyJla, HIIP. pa3Max

(181) O xo—h JO xo+hy,

(rme ¢y 1y m h, iBa Mo3uTHBHA Opoja) Ko)u he UCIymaBaTH OBE YCIIOBE:!
o) OK ce x Mea y pa3Maky (181), uarerpanu u u vjennaunna (177) u
(178), ka0 M WUXOBY TUPBU U3BORY, CY OpeheHN, KOHAYHU I HENTPEKHIHHE;
B) kouTypa I cactaBipeHa OF KPUBYUX U, V U ABEjy IPaBUX

.)C:'—'XO—hl " x sz+h2,

cajp>kaHa je y oonactu /7 u oHa He o0yxBaTa HH jeflad feo Kpupux D Hu F,
HUTH Ce ca KOJOM Of OBHX Ceue.
Tapa ce MOXe 10Ka3aTH OBaj pe3yNnTar:

Kag ce x meroa y paamaxy (181), unitiezpan y jegnauune (176) 6uhe xo-
HAYAH U HelpeKugan, a Harasuhe ce HellpeciilaHo y paamaky usmeby ogzo-
sapajyhux epegrocitiu uniiezpasa v u v jeguaquna (177) u (178), 1j. naTe-
rpaiia Koju 3a x = X, fo0OHjajy BpERHOCT Y.

Jep, monrro ce Tauka M, Hanasu y obnacrn /1, 6uhe 3a Ty TaUKy
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F(X,Y)_Fl(xa)’)>0,

(182)
F(xvy)-FZ(x,’.Y)<0

U 1peMa ToMe

d

- — O,

(183) ar T
d

E(y —-v)<O0.

Ca gpyre cTpase je 3a x = X,
(184) y—-u=0, y-v=0,
IIa JjaKie

(185) V<y<u 3a X =x,-8
) U<y<Vv 38 X =xy+¢,

7€ je € JOBOJbHO Malll IO3UTHBaH 6Poj.

I'opme TBpbemwe, fakiie, HACUTYPHO BaXKH 3a jeJlaH JOBOJBHO Y3aK pa-
3MaK ca jefHe H [pyre cTpaHe BPeIHOCTH X ,; MM heMo cajJ qoxasaTti ga OH
BaxK® U 3a CBe BPeXHOCTH x y pa3maky (181). Tora pajgu npaMeTumo fa 61
OH TEK OHJ]a MOr'ao fia IpecTade BaskKuTH, Kaj 0¥ HACTYNHUO jeaH Wik Jpyru
o]l OBa fiBa CIy4aja:

a) WY la KpUBa y Ipeceye jeflHy Off KPHBUX ¥ WIX V ¥ JeKHO] TauKd
9Hja ce arncliuca Hanasy y pasmaky (181);

6) win f1a 32 jeNHy BPeRHOCT X = 0, cafpsKaHy y pasMaky (181), n 3a je-
Iy BpegHOCT y = [} cafgpkaHy y padMmaky usmeby u (o) u u (B), u3son f—;l,

X
na gakie u pyskyja F (x, y), mocrtane 6uno 6eckpajHa, 6uno neospehena,
WUTH fja IPOMEHH ReTePMUHALH]Y.

Cnyuaj a) He MOKe HACTYIUTH, jep Kafl 6u x =Y, y = & 6uiie KoOpHuHa-
Te jejlHe 3ajefHMUKEe Tauke M, HOp. KPUBUX y H u Koja je, Meby ocrammm
3aje[[HHYKYUM Taykama (aKo ux mMa) HajOmmka Tauxy Mg, TO, HOWITO ce
Tayka M HanaszuW Ha camoj KOHTypu I, a oBa je caipxaHa y obmacru 1,
Mopano 61 3a Ty Tauky M OUTH

Fx,y)=Fi(x,y)>0
7 IIpeMa ToMe

d
—(y—u)>0,
o (y—u)

Aay3TOH
y—u=240.
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ITpema Tome Gn Mopano 6utu

it

y<u 3@ x =7Y-—¢g

(1806)
y>u 33 x =7+¢g,

a TO je Y CYIPOTHOCTH ca HejegHauyuHama (185), jep ynopenusinu meby co-
6om HejeqHaumne (185) m (186) Bupu ce ga 61 pasznuka y — i TP IPENacKy
on Tauke M, Ha Tauky M Mopalia IpOMEHMTH 3HaK, LITO je HeMoryhe mo-
wTo, m3Meby Tux [iBejy Tauaka, Ta pa3nuka He [I0CTaje jefHaKa HyJIH.
Cnyuaj 6) Takobe He MOXKe HACTYNIUTH, jep ce HH jefHa Tauka KPUBUX

E He Hajila3¥W HU Yy KOHTYPHU { HH Ha HOj CaMOj; U3BOJ gx je, nakie, ompe-
X

heH, KOHa4YaH ¥ HENPEeKHUAaH 3a CBE BPEJHOCTH O, Cagp:KaHE Yy pa3Maky
(181) u 3a cBe BpeRHOCTH P cafgpxkaHe y pasmaxy m3meby u (o) u u(B); ox
3a BHbUX He MEHha HY IETEpMUHAIH]Y.
Topme TBphesbe je THMe [OKAa3aHO H OHO BaKy 3a Heo pasmak (181), u
TO TAKO Jia je
v <y<u ypasMaky of x,—h [0 Xy,
u<y<vy ypasMaKy of Xg HAO Xg-+h,.

Kay 61 ce Tauka M Hanmaswna y 3ajeJHAYKOM [y o0macTa A, u £,
CBE JOcajalllibe HejegHaYnHe POMeHie ON CMUCA0, a pe3yaTaT O1 0CTao
ICTH, TAKO JIa CE MOXe CMaTPATH Kao OKa3aH 0Baj OIILUTH PE3yJTAaT:

Kag zog ce Wiauka (Xq, o) HAAA3U Y 3aJegHUMKOM geny geefy obaactiiu
A, Q,, 2ge je jegar og uHgekca i uau kK ilapam, a gpyzu Helapau, UHiiezpan
Yy, KOJU 30 X = Xo UM 8PEGHOCTI ¥ = ¥, buhie KOHa4aH, HeUpeKugan u cagp-
HAH Y pasmaKy usmehy u u v 3a cee epegrocitiu x y pazmaxy (181).

ITpuMeTnmo Ja 3a cBaky gucepeHimjanny jequaquny (176)
=F(x,y)

U 32 CBAKM nap (xg, y,) MOYSTHAX BPENHOCTH (OCTaBIbajyhu Ha CTpaHy M3Y-
3eTHEe HaIlpeJ| IOMEHYTe napoBe) MOCTOju TakaB pasMmak (181) umje mpo-
CTPaHCTBO HUje Hyla. 3a c8aky, gakae, jeguayuny (176) u 3a ceaxu iap epe-
gHOCTIL (Xg, Yo ) MOXCE ce Ogpequiliu jegar pasmak Koju he HacuzypHo cagp-
Haitiy UHITeZPaa y 34 c8e 8PEegHOCIU X CAgPICAHe y JegHOME PASMAKY (181)
0KO0 epegHOCIiU X,. Y TOjeWHNAM CiryvajeBuma pa3mak (181), koju ce Hu-
Xaf He CBOIM Ha HYJYy, Moe 06yXBaTaTH M CBe BpefHOCTH X Off 0 10 + oo,
HTH OJf -~ o0 JI0 + oo,

Jegmaunue (177) u (178) urpajy ynory KoMIapaTHBHHX ]eJIHa‘{I/IHd 3a
jemuauuny (176), a u ¥ v gajy rpaHudHe JTHHWUJE 32 HHTETPAN y.
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Ilpumep. — Ilpumernnmo To Ha Riccati-eBy jemHaunny

(187) y =y + f(x),

Ile ce mpeTnocrasiba fa hyHKNmja f(x) HEMa HUKaKaB peaylaH CHHIYIIap-
uTeT (HIp. a je OHA KaKaB MONHHOM 0O X).

YourMo HajIpe cny4aj Kaj je BpeHOCT f(x,) MO3UTHBHA; Tafla OC-
TOJH jefiaH pa3Mak (o, 0., ) BPEIHOCTH X, KOju 06yXBaTa BPEHOCT X, U Y
KoMme he yHkimja f(x) OUTH HeNMPeCcTaHO MO3UTHBHA.

Osgauumo ca N u M nmpe[bu 1 3311 Kpaj jefHora pasmaka Koju o0y-
XBaTa BpeAHOCTH f(x), HOK Ce x MEHA Y pa3Maky (o, &, ), Ha Y3MUMO 3a
komiapaTtusHe jegHaunHe (177) u (178), jequaunne

u =u’+N,

188
(188) v =vi+M.

®yrkumje (179) u (180) he Gutn

(189) fx)=N, [f(x)-M,

a obnacta ce A, m £, MoKjanajy ca genoM pasHE xOy u3Mehy OpaBux

=0, U X = 0, T2j Ie0 PaBHH IPEACTaBlba ¥ UCTO BpEMe U 33jeTHHIKY WM
o6nacrt /1.

Wnarerpanu u u v KOMIApaTHBHEX jJeHAUWHA, KOJH 33 X = X, HMajy

3aje[HUYKY BPERHOCT Y, OBHE CY
y(,«/]V+Ntang[(x _xo)\/—]
\F N + yotang[(x ~x )\/N]

_ YoM +Mtang[(x — x¢)\VM ]
\/—+y0tang[(x xo)\/_]

¥ OHH cy ofpeheHn, KOHaYHN 1 HEIMIPEKHUIHE Y U3BECHOM PasMaKy

(190)

(8)11 BIZXO—/CI o B2=.XO+/(72,

rae ¢y k, ¥ k, TO3UTHBHE KOHCTAHTE KOje je TaKo OfPENnTH.

Kpuge E oBne He nocroje, nomro ¢yukuuje (189) nemajy peannux
cuurynapurera. Ca gpyre crpase, IOITO ce 06nacT [] Oporexe Ha UENO-
KymaH feo paBHE x(Oy IITO ce Halasy U3Meby NpaBuX x = 0 X X = 0,, TO
je m xouTypa I” cafipxkaHa y TOj 06NacTu.

IIpema cBeMy ToMe, Kao pa3Mak (181) uma ce cMaTpaTH 3ajeHHIKH
neo pasmaka (o, 0,) 1 (B, P,); 3a cee epegrociiin X y fiome pasmaxy uH-
iiezpan y he 6uiliu KOHAYHA U HeUpeKUugHa pyHKyUja ipomMeHsuUse X, cagp-
HaMa y pasmaxy usmeby Qynxuuja v u v uspaxcerux oopacyuma (190).
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Youumo caj ciydaj Kap je BpefHOCT f(x,) HeraTWBHa, (PyHKIH]a
f(x) he Taga OMTH HENMpecTaHO HEraTWBHA Y JeAHOME pasMaxy (o, Ol,)
Koju 00yXBaTa BPEHOCT X, .

Osnauumo ca ~M u —N Ipefmwy ¥ 3afbU Kpaj jefHora pasMaka Koju
ob0yxBaTa BPENHOCTH f(x), MOK ce x Mema y pa3Maky (0, 0, ), Ha Y3MAMO
3a KOMIapaTUBHE JeTHAYNHE

w=u*-M,

(191)
v =yZ-N.

IbuxoBm wHTErpany 1 ¥ v KOjU 32 X = X UMa]jy 3a]eTHIYKY BPEJHOCT
Yo, Tapacy

U= W(Yo +\/M)+(y0 _m) 6’2(’\‘”“‘0)“/7”
(192) Yo +'\/M—(y0 ...W) eZ(x—xo)m

=N (Yo +VN) +(yo =N 2 Ox0VN
v = /N ——
Yo +\/N——(y0 _W) o2 —x0)VN

¥ OHM Cy OfApebeHHt, KOHAUHU ¥ HEIIPEKUHH 32 CBE BPEHOCTH X Y H3BECHOM
pasmaky (B, B,), xoju o6yxBaTa BpeJHOCT X U KOJH j& TaKO ONPENUTH.

Ha mcrn HaymH K20 y IpBOMe CIIy4ajy, JIaKO Ce BHMK fia ce Kao pasMax
(181) mma cMaTpaty 3ajeqHAYKHE eo pa3Maka (o, o,) 1 (B,,B,) u ga ke 3a
cee 8peqHOCTU Xy HoMe pa3maKky uHiiezpan 'y Ouili KOHa4wHa U Helpe-
KUgHA YHKUUja GpomMeHpuse X, CAgPHaHa Y pasmaky uamehy ¢ynkuyuja u
1 v uapaxcenux oopacyuma (192).

22. IPYTA METOJJA

Hagegena npBa MeTo/la je ONILTA U UpUMEHHUSA HA c8e JughepeHyu-
janHe jegrnavuHe Upeoza pega, Kako arzebapcke, Maxo U WPaHCyeHgeHiliHe
U 3a cee uapoese Uoueilinux epegrociill X, ¥y, OCHM OHHUX H3y3e€THHX HMapo-
BAa KOjU Ce MOTY YHaIIpeJ| Ca3HaTH HEeIOCpPe[HO Ha caMo] AU(EPEHIN]jaIHO]
jemHaYnMHA.

MebyTuM, y cienmjanHEM cllydajeBuMa, Kaj jefHaYnHa 3af0B0/baBa
M3BECHE, BHIIE WX Makbe IPOCTPaHe YCIIOBE, MOXE ce HHTETPANIHA pa3Mak
OJlpeUTH Ha pa3He Ipyre HauWHe, Be3aHe 3a TaKBe CIy4ajeBe M 33 TaKBE
ycnose. Jegua o MHOrOOpPOJHEX METOJA 3a TO ofipebuBame Onna 61 oBa
wTo he ce OBHe HaBECTH.

Heka je gaTa fudepeHnmjanta jeqHaunHa NpBora pexa

(193) y' =F(x,9),
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7€ je ¢ maTa (hyHKIMja IPOMEHIBHBE Y, Ia YOUHMO CIIy4aj Kaj CY HCIYHheH
OBH YCIIOBH:

1° ma cy dynxumja @(y) ¥ BeH IpBU H3BON (PYHKIHjE peasHe, Helpe-
KH[IHE ¥ KOHAYHE 38 CBE BPETHOCTH Y Off — o IO + oo}

2° ma cy dyHKIMja F ¥ BeH naplujarHd U3BOJ %f— pealHu, KOHAYHH,
¢

HEIPEeKUIHA U HEIPOMEHIBbUBOT 3HaKa 3a CBE BPEHOCTH x cajip:KaHe Y jefli-
HOMe pa3Maky (0, 0l,) U 3a CBE BPETHOCTH y cafpsKaHe Y UCTOM pa3Maky
(N, M) xoju cafpu U BpefHOCT pyHKIHje ¢(y) 3a BPEXHOCTH y Off — 0 [0
+ oo,

3° na, 03Ha4YMBIIN ca k jeflaH Ma KOJu cTalaH 6poj cafipKaH y pa3MaKy
(N, M), aca x, ¥ x, [Ba Ma Koja cranHa 0poja cafipxaHa y pasMaky
(¢ty, 01y ), Ofipeber uuTerpal

J = J{ZF (x, k)dx

X

MMa CaMo jellHy peaJiHy BpegHoCT, i To ofnpeheny u KoHauyny (a MoxKe IMa-
TH W KOJHKO ce xolie Epyrux, any HMATMHAPHHX BPEJIHOCTH KOje HIIp.
OpOom3JIa3e Off MHTETPATHAX IEPHOfa).

¥Y3MHEMO 3a OYETHE BPETHOCTH X, Yo JETHY Ma KOJy BPETHOCT X
cagpXaHy y pasMaky (o, 0., ) ¥ je[lHy Ma KOjy BpegHOCT y, Of — oo JIO + oo,
na opmupajmo fBe PyHKIHje /

A(x, %0, 30) = o + | F (x, N dx,

X

WX, X0, 30) = Yo + [ F (2, M) d,

Xo

Tapa ce MOXKe JOKa3aTH OBaj pe3yNnTart:

Hnuiuezpan y jegnavune (193), xoju 3a X = Xy uma 8pegrocii 'y =Yy,
6uhe KOHa4waH U HelipeKUQaH 3a cée 8PegHOCIUU X CAGPHCAHE Y DA3MAKY
(0ty, O, ), Mersahie ce Upu ToMe Y JeGHOM UCTLOM CMUCAY, MOHOLROHO PACIHY-
hu uau otiagajyhu, u 6uhe HelipeciliaHo cagpycan y pasmaxy uameby ogzoea-
pajyhux spegrociiu yHKUUja A U |L.

Ia GucMo TO HOKa3anw, IPUMETHMO Jia Kaj] Cy HCIYHeHHU YCIIOBH 1° 1
2°, apconyTHa BpefgHOCT yHKUHje F ocTaje Mama Off JeFHOT KOHaYHOT
IO3UTUBHOT Gpoja 3a CBe BPEFHOCTH X Cafip’kKaHe y pa3Maky (0, 0i,) H 3a
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CBE BPEHOCTH y OJf — ¢ {0 + . T0 he ucro OUTH B ca HeHNM TapIHjATHAM
A3BOLIOM

OF _oF do

dy 09 dy

IIpema jegnoj MO3HaTO] TEOPEMH U3 aHATATHUKE TeopHje TuepeHIn-

jAMHMX jefHaYNHA [[PBOTa pea, maTerpan y jeqnaunte (193) koju3za x = x,
AMa BPERHOCT y = Yo, Omhe KOHauyaH M HEMPEKUNAH 332 CBEe BPEJHOCTH X
cafipkaHe y pa3Maxy (o, 0, ).

ITpema ycrmoy 2° dyukumja F 0 ¥eH MapUyjalIHA U3BOJ %E— uMmajy y
y
pasmanuma (0., 0, ) u (N, M) HenpoMeHJBUB 3HAK; YOUNMO Ciiydaj Kaj je

oBaj no3uTHBaH. IIpema jepnaunnn (193) uHTerpan y HempecTaHo pacre, a
mpeMa JBOCTPYKO] HejeXHaAYNHN

F(x,N)SF(x,0)<F (x,M)

u npema jenraunsn (193), marerpan

fF (x,¢)dx,

X0

KOji HHUje HULITA APYro JO pasiuka y — y,, Hajdasumhe ce yBeK y pasMaxy
m3mehy ofrosapajyhux BpegHOCTH HHTErpana

J(x) = jF (x.N)dx,

Xo

T(x) = jF (x, M)dx,

Xp

YUMe je ropH:e TBpheme [oKa3aHo.
Hcru 64 ce pe3ynTar W UCTH JJ0Ka3, cCaMO ca IepMyTOBaHUM Kpaje-

. . oF
BUMa pasMaka, UMao H y cilIydajy Kaj 6u 3HaK ¢pyHKOuja F u > 610 Hera-
Y

THBAH.
VY ciryuajy Kaf pasMak (o, 0, ) ob6yxBaTa cBe pealHe 6pojese, Zopibli
pe3yaitiaill 6axcu 3a Ma Koje odelline 8pegHOCIil X, Y.

1. tipumep. — Heka je gara jeqHaumHa

y =mx?+ne,
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e ¢y k, m, n TO3UTUBHE KOHCTAHTE. Y 3€BIIIH Ja je

Q)= e,
yCIIOBHU 1° ¥ 2° HCNYH-EHH CY HIIP. 32 CBE IO3UTHBHE BPEXHOCTH X, ¥, BpETHO-
ctu NuM cy: N =0, M =1; pynkumje A u [L cy
m
A(x, X0, ¥0) = Yo +§(X3 - X3)s

W(x, xg,¥0) = Yo +";l(x3 —x3)+(x —xo)

1 3a CBe IIO3UTUBHE BPEHOCTH X, i X HHTerpan y 6uhe KOHauHa, HEIPEKUN-
Ha U MO3UTHBHA, MOHOTOHO pactyha QyHKUmja, caipskaHa y pa3Maky (A, [).

2. upumep. — Hexa je naTa jenHaunsa

2
—IX

' e
y - k2
1 me —ne

»

—hx?—py?

rie ¢y m, n, k, p, r NO3UTUBHE KOHCTAHTE, a Y3 TO j€ JOI K

m+n<l.
Y3eBuin fa je

o(y)=e?’,

ycrnoBu 1° u 2° ¢y HCIYIH-EHU 32 CBe pealiHe BPEeHOCTH X, y; Taja je N = 0,
M =1; dpyuximje A 1 |t cy:

A(x, X0, ¥0) =Yg + ﬁmdx»
x i

“‘(x7x09y0): Yo + jﬂ ‘_(me+n)e_k/\,2 dx

X0

W OHe OTpaHMJaBajy WHTerpanJ, Koju 3a x = x A00Mja BPEOHOCT y = y, U
ocTaje KOHAYaH, HETPEKU[aH, TO3UTHBAH 32 CBE pealHe BPEJHOCTH X, pac-
Tyhu npu ToMe MOHOTOHO.

3. iipumep. — Heka je pata jefHadnHa

,___a+y?
ab+x + by’

TOE CY a ¥ b TO3UTHBHE KOHCTaHTe. Y3€BIIN Ja je
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1

a+y
ygMe jefHaurHa [oouja 06K
/ 1
y =T
b+xo(y)

ycnoBu 1° ¥ 2° MCIlyWEHH Cy HIIP. 32 CBE IIO3UTHBHE BPEIHOCTH X, y; Taja je

N=0, M= —1—; yHKIHjEe A U L cy
a

_  dx _ X
k(xaxo,J’o)—-Y()"‘J'?—Cx“l“_b‘,
Xo
Cdx
H(X,xo,)’o)z}’oﬂLI < =C, +alog(x +ab),
xy b+
a
rae cy C; m C, KOHCTaHTe
X
o =}’0——bg,

Cy =yy—alog(x, +ab),

1 32 cBe MIO3UTHUBHE BPEJHOCTH X, W X MHTerpaj he ONTH cafipskaH y pa3ma-
xy (A, W)

Acumitivotiuna epegrociti uHitiezpasa. Kazano je ma, Kaj pasMmak
(o, 0, ) oOyxBaTa cBe peajlHe OpojeBe, TOPIH Pe3yNITaTh Baxke 3a Ma Koje
TIOYETHE BPEJHOCTH X, Yo. Y TOME CIYUAjy ACUMUIOMIHA 8PEGHOCI THTE-
rpana y, Tj. BeroBa BPEJHOCT 3a X = + oo WK 32 X = — oo, Onhe KOHAYHA WK
feckpajHa IpeMa TOMeE Jia ¥ Ofrosapajyhe BpegHOCTH MHTETpana J, u J,
TexXe KOHAauYHUM Wi OeCcKpajHO BeuKNM rpannnama. Kag 2og cy itie zpa-
HUlUe KOHAYHe, ACUMUILOUIHA 8PEegHOCI Y HAAA3U Ce Y pA3IMAKY U3Mehy
8peqHOoCiil

Yo +limJ(x) m yy+1limJ,(x)

Tako JIa, aKO CE CTaBH Jia je

ACHMIIT. BPEIHOCT y =Y,
ACHMIIT. BPEJHOCT J; = A,

aCHMIT. BPEMHOCT J, = A,,

Oonhe
Y = A +0(4, -A).
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Tako, y npBoM mpuMepy, Kaj je ara jefHaqynHa

ay
dx

2
=mx*+ne,
(m, n, k TO3UTHBHE KOHCTAHTE) ACHMIITOTHA BPETHOCT HHTETpana y, KOji 3a
X = Xy ©Ma BPETHOCT Y,, OECKpajHO je BenuKa, jep uarerpana J, u J, Te-
sKe 6ECKpajHO BEJINKUM IpaHUIlaMa.

Hamnporus, y gpyromMe npuMepy, Kaf je gaTa jefHaduHa

dy e
dx  1—oe™™ —pemt

(o, B, k, p HO3WTHBHE KOHCTaHTE M O, + < 1) 7aKko ce yBepaBamo fa je
ACAMIITOTHA BPETHOCT MHTErpaia KOHAYHA 1 Ja jOj ce MOXKe OfAPENuTH Opo-
jHE pa3Max y koMe he ce OHA HaCHUTYPHO Halla3HUTH.

Jep y ToMme je cioyuajy

A TIomTO je 3a BPEAHOCTH Z, 110 allCOIYTHO] BPEJHOCTH Mase of 1,

1
1-ze

2 a2 a2
—=14ze ™ 422 e 4

PR

—kx

TO je
22
e —rx? —(r+k)x*
——F =€ + ze +z

. 2 o 2
Ze—(l+2k),\ + Z3€ (r+3k)x + ..

l—ze

U IIpeMa TOME je

has —I'X
— dx=ugtuztu,ztusz +..,
1 2 0 1 2 3
—ze
0
e je

— Je—(/‘+rlk)x'2 dx — i 1

2 Jr+nk’

u

H

0

TaKo, 14 Ce MOJKe HallCcaTH
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( ) 6" 1-z e‘kx' 2 ( )
Fﬂeje
195 @ - n=§ Zn H
( ) (Z) ¥+ nk

n=0

KOja 00pa3sall BaxXky 32 BPEJHOCTH z IO allCONYTHO] BPEIHOCTH Marbe o 1.
MebytuMm, npema obpaciy

oo

f-f+f

Xo Xo

u obpacumma (194) u (195) Moxe ce HammcaTu f1a je
A= J1(0)+g®(a)
A, = J2(0)+3—/27£CI)(0L+[3),

Ta IOINTO Cy BPEXHOCTHU O B O + 3 Mame Off jeuHuIe, 06e Cy BpEIHOCTH A,
n A, KoHauHe U ofipebene; acumiiitioiliHa 8pegHOCill UHITeZpana y KOHAYHA
Je u Hanasu ce'y paamaxky uameby A u A,.

Op uHTEpeca je CKpEHYTH NaXKhy Ha yIory Kojy urpa ¢pyakumja ®(z)
IpH OAPEeR0H pa3MaKa y KOME ce Hajla3W aCUMIITOTHA BPEHOCT HHTeTpalia
y Topme jequaunne. Ta je ¢pyHkimja neduancana pegoM (195) y kome panr
n HBEeTOBUX YiaHOBa (PUI'ypHIIe MOJ KBAaJPAaTHUM KOPEHOM, a Ha TakBe ce
penoBe HUKaJ He Hawlasy IIPH WHTeTpaluuji anrebapckux AudepeHyja-
HUX jefHaYyuHA.

23. KBATIMTATUBHU I1PB1 UHTEI'PAJIUN JUPEPEHIIMIATHNX
JETHAYNHA

Hanpen n3noxeHe [Be MeTOAe OFHOCEe ce Ha AudepeHLujanHe jef--
HavuHe Upsoza pega, MeTONa Koja he oBJle OMTH M3I0KEHA IPEMEHIBHBA je
Ha jeHAYNHE Ma KoZa pega. OHa ce cacToju y ynmoTpeOu jefHe HapouyHuTe
BpCTe IPBUX HHTErpaia fA(EepeHIujaTHuX jefHaynHa.

Y omtoj Teopuju audepeHIjaNHuX jefHaYNHa cMaTpa ce Kao ipsu
uHiliezpas aTe jeqHaAYNHE

(196) F(x,y,y,...,y") =0,
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TakaB jefjaH u3pa3

(197) D(x,y,5,..., "),

KOjH ce npema camoj jegHaunnu (196) cBOiM HA jefHy KOHCTAHTY Kaj ce y
IbEMY y CMEHH jeJHUM Kojum 6uso unTerpaiom (196). Eraucrenimja Tak-
BOT MHTErpaja U3paxaBa ce JefJHAYHHOM

(198) ® = const.
Taxo HIIp. jegHavynHa
yy +y? =0
uMa Kao CBOj IPBH HUHTErpal
yy” = const.;

3a jefHaYHHY
(y+2x)y”"+2y* =0
MOCTO}H IPBU HHTETPA
‘ xy’? +yy’ = const.

MebyTrM, HOpen TakBe BPCTe IIPBUX UHTETpala, Koju u3paxapajy fa
ce jemad oapehen u3pas @ He merba ca IPOMEHIBUBOM X KAl C& Y HBEMY Yy
CMeHHU mHTerpasioM jemHauwHe (196), y BenmkoM 6pojy cnydajeBa mocToju
3a UCTY jefHAYMHY ¥ TaKaB jefaH uspa3 @, Koju ce merba camo y ogpebeHom
6pojHomM pasmary, Kaj ce Y IeMy y CMEHH HHTerpasioM jefHaunHe (196); To
ce M3paXkana jeHaYNHOM

(199) D=2
ca IpPUIOATOM O] IBOCTPYKOM HejeJHAYHHOM

(200) A A,

(rme A, m A, O3HAYaBajy NpEeNIbU U 33U Kpaj pa3zMaka y KOME ce Merba
n3pa3 O) uid jeqHaTHHOM

13

Aunn, gox jegravnua (198) Baxku 3a xoju O6uso MHTErpall jeHaYHHE
(196), jenuaunna (199) Baxku camo 3a ilojeguHe gpcilie MATErpaja UCTe jef-
maunHe (196), HIp. caMo 3a HHTErpalle pealHe, WIn IO3ATHBHE, B MOHO-
TOHO pacryhe, Wi KOHBEKCHE UT].

Taxo HIIp. MOINTO je 32 PeayHe BPEJHOCTA y B Y’

1 ? 7 I
SO Ty <yt 4yt (7 +HyD)
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TO ce 3a AuepeHIrjaaHy jefHaYnHy

(202) Yyt = f(x)

nobwja f1a je
y12 + y2

NF(x)

TaKo JIa je, 3a Ma KOJH peasHu uHTerpan jeguaunne (202)

=1+9(2 -1), 0<9<1,

2 2
(203) Yy ry

N f(x)

Tako HcTO, IOWITO je 3a peayiHe U HO3UTUBHE BPETHOCTA y U Y’

=1+17-0,4142.

1 2 2 2
E(y’v“y) Sy +yr <y +y)
T0 he, 32 Ma KOJi MO3UTHBAH ¥ MOHOTOHO PacTyhy HHTETPAIT jeTHAYNHE

(204) ¥y +yr =¢(x),

onTu

(205) Y1) 14004142,

Jox)

Taxo ce ucro Hanasy, fa he 3a Ma KOju MO3UTHBAH K KOHBEKCAH WHTE-
Tpaj jefHauYMHe

(206) Y74yt =y (x),

OUTH

(207) XY 14904142,

Ty ()

Tako ucro, oK jemHaumHa (198) Baxku 32 cee 8pegHOCIliL X, KAKO pea-
JHE TaKOo M IMarnHapHe, jegaaunna (199) Baxu camo 3a peanre BPEHOCTH
x, OOUYHO cagpxcare y jegHome ogpebenom pasmaxy (a,b). Tako Hup. y
cyuajy jequaunue (202), jeqnaunna (203) he Basknru caMo 3a OHE pa3Make
(a, b) BpeHOCTH x Y KOME e YOUeHN MHTeTpajl peajiaH; y Clyydajy jexHa-
gymHe (204), jepnaumua (205) Baxxu camo 3a pa3Mak (a, b) y KOMe je uHTe-
rpajl MO3WTHBAH U MOHOTOHO pacTe uTH.

CKyn Off CBU]y THX YHH-EHULA O3HAUY]e CE JeTHAINHOM
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(208) D=2
U HejefHaYHMHaMa
a<x<b,
A <A <Ay,

rae heMo, Kao u J1o cajja, 03HavaBaTH A ca O kajg A, =0, A, =1, aca ®Kaj
je Ay ==L A, =+1.

IIpu ToMe Tpeba mmaTy Ha yMy fia ¢y A, ¥, ® UNak QyHKIHje MPOMEH-
JbUBE X, YMj€ BPEJHOCTH HENMPECTaHO OCTajy y ofromapajyheM pasmaxky
(A1, Ay), onrocHo (0, 1) mmu (=1, +1), anu cy pasnuyHe 3a pasHe BPeTHOCTH
X cafpxXaHe y pasMmaky (a, b).

Jloxk mpBW HHTETPAN Y OOMYHOM CMHUCHY, T]. jemHaunHa P = const., U3-
paxkaBa jefHy NOTIYHO ofpeheHy MaTeMaTHUYKO-K8aHIUAUEHY [U-
HEHHUIY, HOoTiIe jefHaunHa (208) m3paxkasa jefHy HEMOTIYHO ofpeheny dm-
BCHHALYY, KOja je MaTeMaTU4KO-K68aiuiiaiiiueHe IPUPOKIe, jep caMo 03HATY-
je pa3Max y KoMme ce Haslasyu u3pa3 @, He npenusupajyhu merosy npasy Bpef-
HocT. Crora he ce 3a jegnauuny (208), unu 3a cam u3pas @, ka3aTu ga npef-
CTaBIbA]y JellaH K8aLUaiiueHy Gipsu UHiliezpan naTe jegnaqynse (196).

TakBa BpcTa IpBUX MHTErpaia, Maja He U3pakaBa HUKaKBY MIPeIU3HY
MaTeMaTHYKY YHH-SHHIY, MOXKe MIIaK KOPUCHO IIOCTYKUTH 32 IIPOyYaBabe
uHTEerpaja Ha Koje ce ofHocu. Ha mMe, TakBY NPBU WHTETPAH /1]y MOTY-
haocru ma ce ogpenu pasmak y KoMe he 6uTH cafpskaHe BPEJHOCTH yode-
HOr WHTerpajia y gare jequaumue (196), 6poj Hysa mHTErpaia y y JaToMe
pasMaky (a, b) IpOMEHJbHBE X, pa3Mald KOju ce OfHOCe HA MaKCUMyMe U
MUHAMYME HHTeTpajia y y pasMaky (a, b) IpoMeHbUBE X UTH. A cBe je TO
O] HAPOUMTOT HHTEepeca y ciiydajeBuMa Kaj ce fudepeHnrjanta jefHaunHa
He MOXKE HU TAYHO, HU NPUOIHKXHO HHTerpanuTy. Takas HaunHa ofpebusa-
Iha MHTETPANHUX pa3Maka Buache ce U3 opora IUTO crefyje.

24. VUHTETPAJIHU PASMAIIN OJPELEHU ITIOMORY
KBAJTUTATUBHUX ITPBUX UHTEI'PAJTA

Y BenukoM 6pojy ciiyuajeBa, HCKOPHCTUBIIY ofpaclie 3a HHTeTpaie
pasMake, M3JOKEHE Y PaHMjAM OflesblIIMa OBE KIbHIe, MOryhHO je mHTe-
rpanutu gudepeHnnjanty jeqaunny @ = A Koja npefcTaBba KBalUTaTH-
BHU NPBY HHTeTpaj gaTe jegHavdute F =0, a fa ce MIpu TOMe He MOpa 3HATH
TayHa BpegHOCT Opoja A Koja ofroBapa aToj BpeHOCTH X, Tj. ia ce He MO-
pa 3maté ¢yukumja A(x).Taga ce mHTerpan y, KOju 3a x = X, UMa Bpef-
HOCT y = y, fo6uja y o0JIuKy

(209) y = f(x, %0, 50, 1),
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e je | jegad 6poj KoMe ce He 3Ha TadyHa BPEJHOCT, allf ce 3Ha pa3MakK y
goMme he ce OH HacurypHO Hala3uTH Ma Ma KakBa Omila BPEHOCT X y pas-
Maky (a, b).

Iomohy jegrnauune (209) moxnce ce faga ogpequitiu U HpOMeHbUB PA3-
max (A, B) y kome he ce Hanasuiliu uniliezpan y kag ce Upomernousa x 6yge
merbana 'y ceome pasmaxy (a, b). Pasmax (A, B) MoXe ce Tajja U3padyHaTH 1
y OOJHKY cBOTa acCHMETPHYKOr WM CHUMETPHMYKOr HOPMAJIHOT IIPEJCTa-
BHUKA

y=u +9v,, 0<9<1

y=u,+0v,, -1<mw<l

Tako, Ia Ce ca WHTEerpaioM y, Kao OpOJHUM pa3MaKOM, MOTY BPUIUTH CBE
BpCTe pauyHa, Ha Hallpe[ II0Ka3aHn HaynH 3a OpOjHE pa3sMaxe.

HauuH Ha KOj¥ ce, U3 je[HOT MO3HATOT KBATUTATUBHOI IPBOT MHTE-
rpana @ = A gonasu Ko OpOjHOT pa3Maka 3a MHTEIpal y, 3aBHCH Y IPBOME
peny off aHaTATHUYKOT obmmKa m3pasa ®. 3a ofpebene TunoBe TakBUX U3Pa-
3a Be3aHe Cy mojefune ocoOMHe MHTerpana y, Koje ce CBOJe Ha ofpensy
nojequHux 6pojHEX pasMaka. OBfe he GUTH IMOKa3aHO Kako TO OuBa 3a
HEKOJIMKO MPOCTUX TUIIOBA nU3pasa O.

Ilpeu Tan 06AUKa

/

D=L =X a<x<b A <h<h,.
Yy
Ojpatite je HHTEeTPaLyjoM

logy —logy, = J.de = K’de =A(x —xq)

Xo Xg

(rme je A’ jemar 6poj Koju JexXu u3Meby A, M A,) ¥ npeMa TOMe Ce MHTe-
rpai fare jefHaduHe F = 0, Koju 3a x = X, IMa BPEAHOCT y = y, MOXE Ha-
HCaTH y OONMUKY
y = yoel'(«\'—/\'o),
W3 Tora ce 06IMKA BURY Jla UHIHEZpan y He HocCiiaje jegHak HyaAu Hit 3a
KOJy 8pegHOCili X cagpacany y pazmaky (a,b) u ga je 3a cee spegHociii X y
[HOME PA3MAKY U CAM CAGPHCAH Y PABMAKY U3MeDy pyHKuuja

Ay (x=xq) Ay (x—xq)
b

Yo€ u yoe
Tako ga je

y = C, M +9(Cye" —CieM), 0<9<1,
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rge cy C, n C, KOHCTaHTe

Aixg ~Aaxg
, .

Ci = yoe C, =yp€

Y cmyuajy Kaj ce pa3Mmak (a, b) pacnpocrupe of 0 fo oo, uniiezpan
ACUMTTHOIIHO THexcu Hyau uau 6ecKkpajHo pacilie Kao eKCiloHeHUUjaina
dynxyuja ¢ (rme je o jemHa BPEMHOCT cajipKaHa y pa3Maky usmeby A, u
A,) mpema 3HaKy A, # A,. CouyaH pe3ynTar Baxw M 3a Cjiydaj Kaj ce
(a, b) npyxa o — oo 1o 0, WIH O — o0 O + o,

1. upumep. — Heka je gara gudpepernujansa jeqHaInHA
(@ +yy®)?y? —(@® +y?y*)y? =0,

rie cy ¢, ¥ (yHKNHje NPOMEHIbUBE X, TO3UTHBHE U KOHAYHE Y pPa3Maky
(a, b).ITomrTo je, 32 Ma KakKBY peasiHy BPeJHOCT y

1
S (@ +yy?)? <o? +ylyt <(g+yy?)?,

To he ce, 3a CBe BpeHOCTH x y pa3MaKky (a, b) U 3a CBE peajHe HHTErpae
Y, AMaTH KaO KBATWTATUBHY IPBY UHTETpal:

y—:k, a<x<hb, —1—<k<1 wm a < x < b, ——1<7L<——1~,
V2

y V2

npeMa jeHO] WU ApYroj eTepMUAHAIM]Y KBaJpaTHOT KOPEHa
2. dpumep. — NudepeHnmjaina jegHaYMHA
v =(a+be* )y,

I7le €y a ¥ b NO3UTHBHE KOHCTAHTE, IMa 3a CBE PeallHe BPeJHOCTH X U 3a CBe
CBOje MHTerpale, Kao IPBK HHTErpall

Y =), —co<x<ow, a<h<a+bh,
y

Jpyru THn 06IUKa

Y +»e=X a<x<b A <k<ly,
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rie je ¢ dbyHxumja npoMenbrBe x. VIHTErpauujoM M NpuMeHoM o6MIHe
TeOpeMe CPelIbUX BPEJHOCTH Halla3y ce la ce MHTerpaln y, KOju 3a x = X,
“Ma BPETHOCT y = y,, MOXKe HalucaTd y 00IuKy

¥
X

y= ety ane [Lax ]
*o (P

rfie je A’ jeman Opoj Koju nexu y pasmaxy (A, A,). I3 Tora ce Bujum 1a je,
3a BPEJHOCTH X CafipKaHe y pa3Maky (a, b), HHTErpaja y cagpXkaH y pas-
Maky usMeby ysrimja

e C-i-?uljfidx
° 0

Xo

X X
e_x C‘f‘?\»zJ"e_dx s
¢
Xo

rie je C KOHCTaHTa
C = yge.

Cnudan ce pe3ynrar foduja u 3a ciaydaj Kafi IOCTOJH jelaH KBaJnTa-
TUBHE IIPBU UHTETpai 00IuKa

O =y)e="
3. ipumep. — Hexa je gaTa gudepeHnujanHa jefHaInHa

Y4yt = f(x),

rae je pyHKIMja f(x) peanHa, IO3UTHBHA, KOHAYHA U HEIPEKUAHA y youe-
HOM pa3Maxy (a, b) IpOMEHJLUBE X.

__YouuMmo, Hajupe, MO3UTUBHY AeTePMUHALHN]Y KBaJpaTHOT KOpeHa
\/}(x) U MHTETpal y KOjH 3a X = X, UMa BPEHOCT y = y,. [ToueTHa Tauka
M (x4, yo) MOXKE Ce HaJIA3UTH U3HAJ WIH UCIOK oce OX, WIN Ha HBO] caMoj;
Mu hemo y3eTH fla ce OHa Hajla3u m3HAM Te oce. Ta ce Tauka Taja Mopa Ha-
7a3uTH y o61actu paBHH X0y, OrpaHuIeHoj ocoM Ox ¥ KPUBOM

(210) y =~ f(x),

jep 6m mHaue youeHa rpaHa UHTerpaia y Ouia uMarnHapHa.

Kpo3s Tauky M, mponase ABe O3UTHBHE T'PaHe WHTErPAlla, JefiHa MO-
HoTOHO pacryha Y, Xoja 3a KoedulujeHar mpasya Jupke y M, AmMa Bpej-
HOCT
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+ f(xX0) = Y6,

Ipyra MOHOTHO onafajyha Y,, Koja 3a Taj Koe(pUHjeHAT UMa BPEHOCT

‘\/f(xo)—)’g);

o6e ce nmpke Mehy coOoM nokmnanajy Kaj ce Tauka M, Hajlasu Ha KPUBO]
(210).
T'pannm Y, ofgrosapa KBaJIATaTHBHY IPBU HHTETPAT

Yty _ . a<x<b 1<i<A2,

HITO, IPEMa FOpe PeYeHOM, ITOKa3yje Aa Ce OHa, 32 BPEJHOCTH X CafpKaHe y
pa3maxy (a, b), HempecTaHO Hanas! y pa3Maky usmeby ynkunja

e C+ Je* f(x)dx

X0

e {C+«/§J.e"' f(x) dx} ,

rae je C KOHCTaHTa
C=yqe.

I'panm ¥, oprosapa KBaJluTATUBHY IPBY UHTEIrPall

'ty

NIC

IITO [TOKa3yje ga ce OHa, 32 BPEeLHOCTHU x cajipKane y pa3Maky (a, b), He-
IpecTaHo Hallas3! y pa3Maky usMeby dynkunja

y=¢e' D—x/fje‘*k/f(x)a’x

X0

a<x<b, 1S7\,S\/5,

X
y=e'|{D - Je“x f(x)dx
X0
Kpos Tauky My(xg, —yq), cuMeTpuuny Tauku M, npema ocu Ox, IIpo-
na3e Takobe ABe, W TO HeraTHBHE TpaHe MHTerpana y, jefHa MOHOTOHO
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onapmajyha U,, ipyra MonoToHO pacryha U,; OHe Cy cCHMeTpUYHE TpaHaMa
Y, m Y, npema ocu Ox, ¥ JJaKO UM je Ha TOPH:HI HAUUH OJIPEIUTH Pa3sMaKe y
kojuMa he ce oHe Hama3UTH.

Tpehn Tin o6nuKa

(211) ==L a<x<b A<A<A,.
y

W3 raksor ce o6nuka nu3pasa @ mMoxke ofgMax 3aKbYIUTH, 1A C6AKU
KOHA4aH U Helipekugar uHitiezpan 'y jegnaqune F = 0 merva 3nak ipu ceako-
M€ C80ME UPOAACKY KPO3 HYAY. Jep, aKo ce Y jeHaunHu

(212) Yy =ly=0

cTaBu
y=(x-a) o,

7€ je a Ipou3BoibaH Opoj, noduja ce
(213) (x—a) (QA— ") =k(k=Do+2k(x —a) ¢’

Kap je x = a jegan KopeH k-Tor pefia jegaaunne y = 0, pyHKIHIja @ Oc-
Taje KOHa4Ha, ogpebeHa M off HyJe pa3jinyHa 32 X = ¢, Kao U HBEHHU y3a-
cromuu u3Bonn. Jeguaunua (213) Tajga mokasyje ga meHa NecHa CTpaHa 3a
X = a TeXu rpapuia k(k—1)¢@, ma DOWTO Ta TpaHUL@ MOpa OUTH HyIa,
Tpeba nma je wiu k = 0 (y XoMe ciydajy ¢ Hrje KOpeH jefHauuHe y = () uiu
k=1 (y xoMe je ciydajy a IpoCcT KOPeH UCTe jeHAYNHEe) YUMeE je ropHe
TBpbeme foKaszaHo.

Paznukyjmo cajia oBa fjBa cirydaja:

Ilpsu cayuaj: A, >0, A, > 0. Heka je x = x, jeflal IpPOCT KOPeH jefi-
HaumHe y’ = 0 cagpkaH y pasmaky (a, b). ITowrro cy Taja, npemMa jequayu-
uu (211), y u y” wcrora 3HaKa 3a CBE BPEJHOCTH X CajpXKaHE y pa3Makxy
(a, b), To HHTETPAJ y HE MOXE ¥ TOME Pa3MaKy NMATH HYU MO3UTHBHAX MaK-
cMMyMa, HU HeTaTWBHUX MHHuUMyMa. Ilpema ToMe, ako ce ca y, 0o3Ha4dd
BPEIHOCT KOJy BIMa y 32 X = X, OHAia

1° ako je y, > 0, marerpan he y 3a x = x, gocrrhu jefaH No3uTHBaH
MHOHEMYM, 2 ¥ Pa3MaKy BPeTHOCTH X OF d Of x, Ouhe 1no3uTHBaH U onajahe
MOHOTOHO; 32 BPETHOCTH X Y pa3Maky off X, 0 b oH he OMTH IO3UTUBAH U
MOHOTOHO he pacrtu;

2° axo je y, < 0, marerpan he y 3a x = x, focTuhu jefjad HeTaTUBaH
MakCHMYM, a 3a BPEJHOCTHU X y pasMaky of a o x, Omhe HeraTusaH n
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MOHOTOHO he pactm; 3a x y pasMaky Of x, A0 b oH he OHTH HeraTwBaH 1
MoHOTOHO he omamaTn.

Y cBakoM ciydajy, IpOMEHa 3HaKa M3BOja y’ HACTyIa caMmo 3a
X =Xy,

Meuoxehn jepaaunny (211) ca y’dx , marerpanchu msmeby rpanuna x u
Xo, THE je x jemHa IPOU3BOJbHA BPEXHOCT CaipxKaHa y pasmaky (a, x,) u
Bopichn pauyna o Tome f1a je y' = 0 3a x = x,, fo6wuja ce fa je

2

(214) .

3 jokyy "dx.

IMomTo mpou3Boy yy’ He MEH-a 3HaK y pa3Maky HHTerpanuje, oOndHa
TeopeMa CpefibuX BPEJHOCTH, MpUMeheHa Ha naTerpal (214), naje
_y/2 = 7\4’()7% _yz), kl S 7\1’ S 7&2,
OflakIle ce OleT MHTeTpalljoM U MPUMEHOM HCTe TeopeMe fobuja fia je

X
(215) Y=Y e—;e— = yochX,

rae je

(216) X=Jde:k”(x—x0), I << .

Ia cMo, mak, Ha MeCTO HHTerpaluje n3Meby rpaHuna x u x o, U3BPIIA-
¥ MHTerpanujy naMeby rpasuma x, u x, Iie je X jeAHa MPOU3BOIbHA BPENI-
HOCT cajip3XaHa y pasMaky (x, ), go6una 0u ce jefHaynHa

-2 2,2 = fkyy’dx,

X0

KOja TOBOJH 40 MCTHX o6pa3ana (215) u (216).

Ha Taj ce Ha4yMH J0NIa3U 0 OBOTa pe3ynTaTa:

Kag gaina gugpepenyujasma jegnawuna F =0 uma 3a ceoje peanne,
KOHAYHe U HeupeKkugHe uHUieZpane y, a 3a 6PegrHOCHIU X CAgPHaHe y pas-
maky (a, b) jegan keasruiiaiiiusHu upsu unitiezpan (211), zge cy a u b iiosu-
HiueHu bGpojesu, ceaku ce og Mux urRiiezpand, a 3a Hiakee 8pegrnoCiill X,
MONCe HAUUCATUU Y 00AUKY

Mx =xg)+e M (x —xy)

Y= Yo 5 = yoch[A"(x = x,)}
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Zge je yo upociil kopen jeguaqune y' = 0 koju ce Harazu 'y pasmaxy (a, b) a
)" jegar 6poj Koju ce nanasu 'y pazmaxy uasehy 8pegrociiu [h, u /A, .

CraB, Kao IITO ce BUY, BaXH 3a OHe, Meby uHTerpanuMma y jeffHaunHe
F =0, 4uju OpBH H3BOJ IIOCTaje jeJHAaK HYJIH 3a je[lHy BPEOHOCT X = X
cajpkaHy y pasMmaxy (g, b), a TaKBUX HHTerpaina mMa GecKpajHO MHOTO.
Ceu illakeu URIIEZpaAAU neNce Y PA3MAKY UaMeDY DegHOCTU

(217) Yoch (x =xg A1 i yoch (x —xo) /Ay

30 cae 8pegHOCTIU X cagpxcare y pasmaky (a, b).
3a cBe BPEJHOCTH X JOBOJBHO GINCKE BPENHOCTH X, HHTErpanu ce
panase y obnacru nsmeby nBejy mapadoia

y= yo[1+%(x —xO)z} :

y= )’o{“‘%(x _Xo)z] ,

KOje Ipoasze Kpo3 Tauky (x,, y,). To ce Buau u3 ob6nuka pega ypehbenor
IO CTeTeHrMa pa3iuKe x — X, Y KOji ce MOry pa3sBuTH u3pasu (217).

1. ipumep. — XomoreHa nunHeapua qudepeHIyjanta jefHaunHa gpyror
pena

(218) Y= flx)y =0

oOyxBaheHa je TOPHUM CTaBOM 3a CBaKU pa3Mak BPETHOCTH X y KOMe Je
dyuxmuja f(x) Go3uiliusHa; BpEHOCTH A, U A,Cy HajMama B HajBeha
BPEIHOCT Koje uMa f(x) y ToMe pa3Maxy. 3a MHTErpaj y T¢ jefHaYuHe Ba-
KH CBE OHO MHITO je Manodac HabeHo 3a Tpehu Tl KBalUTATUBHUX IPBUX
HHTErpana. '

2. upumep. — Oudepernnjanya jefHaINHA

Y@y +yy=0

CMEHOM
Ul o
y= Ze_a'[(pdA
IpeTBapa ce y jefHayuHy
2" — flx)z =0,
e je
o' _ ¢
219 =Y -t =,
(219) fa)y=y ===

13 yera ce U3BONH OBaj pe3yJITaT:
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CpakH pealiaH MHTerpajl, KOHAYaH ¥ HENPEKUJaH y Je{HOME pa3MaKy
(a, b) mpoMmensbuBe X, y KoMe je (pyukumja (219) nosutrsHa, 1 Koju je Ta-
KaB, fla IpBU U3BOJ (PYHKIHjE
dx
7= ye2f ?
TOCTaje jellHaK HyJd 3a jJeHY BPEIHOCT X = X, Caf[p>KaHy y pa3Maxky (a, b),
HaJiasy ce y pa3Maky u3meby BpegHocTH

LY P
y70€ 2'[W ch [(X _xo)lll]
Yo _"J‘P

2 [(X—xo)uz]>

riae ¢y W, ¥ [, HajMama U HajBeha BPEHOCT, KOje UMa KBaipaTHU KOPEH

dyukugje (219) y pasmaky (a, b).
3. iipumep. — Heka je nata gupepeHnujaina jefHaqYnHa n-TOT pefia

(220) [x _|.y +y'2k .+y(n)2k]yu_

—[x2 +y 4y 2+ +y(”)2]ky =0,

e je k meo Gpoj Behu of jequnuIe; IpeMa paHHjeM CTaBy fla j€ 3a HO3H-
THBHE BPEIHOCTH 4
(ay+ay+..+a,)

1< - <p
af+ab+..+a}

BHpM ce na jegnadnna (220) uma, 3a CBE CBOje MHTErpalle y, peajine, KOHa-
YHE W HeNpeKujgHe y pasMaky (a, b) IPOMEHIbUBE X, jefaH KBaIUTaTHBHA
npBu HHTErpan oonuka (211), roe je

M=1 A, =(n+2)FL

Youenn mHTETpany, 3a x y pasmaky (a, b), Hanase ce, faknue, y pas-
Maky u3meby dyHKImja ‘

Yo [ (x—xg) + e—(x—xo)]

£l =)
(,x x0)(n+2) 2 +e—(,\ x0)(n+2) 7

t\)t‘< 1\)|
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HApyzu cayuaj: A, <0, &, <0.dudepenunjanna jeruaunna
(221) y’+hy =0,

THE je h TO3WTHBHA KOHCTAHTa, MMa 34 OIIITH HHTErpaj n3pas
(222) y = C, cos(C, +x~/h), |

rae cy ¢, u C, uHTerpanyuoHe KoHcTaHnTe. MHTerpai je, maKkie, OCOUIATO-
paH 1 cacTaBJ/bEH U3 II0JIyTajaca Hau3MeHIe IIO3UTHBHIX U HETaTUBHHUX,

Y TeopHju NUHEapPHUX NH(EepeHLnjaTHaX jefHaYnHa Jpyrora pema
JlOKa3yje ce fa TO UCTO BaXH ¥ 3a OIIITH WHTerpal jegHaumne (221) xaj
rof je h kakBa (pyHKIMja IPOMEHJBbUBE X, HO3UIIUEHA 3a BPETHOCTH X
cajip>KaHe y JeHOM JOBOJBHO IPOCTPAHOM pa3Maky (4, b). (Sturm-oBa Teo-
peMa 3a XOMOT'eHe JIMHeapHe jeiHaYrHe NPYTrora pena).

Youumo, gaxie jefHauYnHy

(223) V' +Ay =0,
e (bpe}IHOCT 7\4, MOIITO CE erhe Yy NO3AUTHUBHOM pa3sMaKy
(—7\'15 —;\'2 )$

OCTaje IMO3UTHBHA 32 BPEJHOCTH X CaipXkaHe y pa3Maxy (a, b).

TTocmaTpajMo HajJTIpe jeflaH Ho3uiliusar MonyTaliac naTerpania y. [Ipe-
Ma camoj jegHaunuu (223), ipyru U3BOK y” je HeraTWBaAH Ay3K I[ejiora Tora
MOJIy Tajiaca, MITO 3Ha4M [a OBaj Ha HEeMY MOKE MMaTH caMo jelaH MaKkCH-
MyM. Heka je x = x, BpegHOCT 3a KOjy j& Taj MaKCIMYyM JOCTHTHYT, & HeKa
Cy X =X, I X = X, BPEJIHOCTH X KOje OfiroBapajy ABaMa KpajeBuMa II0Jy-
Tanaca.

Jlok ce x Mewa O x| O X,, MHTErpaj y je HENPeCcTaHO O3UTHBAH U
pacre; OK Ce X MeHa Off X, 0 X,, OH jé HEMpPEeCTaHO HeraTUBaH U Omafa.
Y cakome Off iBa pa3Maka (x;,xq) 4 (x4, Xx,) OIPOU3BOJ yy HMa, JaKle,
HEeNIPOMEHJBUB 3HAK.

YounMo Hajupe fAeo monyranaca y y pasMaky (x, x,). MHoxehu jen-
HaumHy (223) ca y’dx , uarerpanchu m3meby rpaHuia x 1 x,, e je x jenHa
NpOM3BOJbHA BPEHOCT cajipXkKaHa y TOME pa3Maxy ¥ Bofgehu padyHa o Tome
maje y' =0 3a x = x4, fobuja ce jegHaunsa (214), na nourro Ipoussox yy’
He Mera 3HaK y pasMaky (X, x;), oOWYHa TeopeMa CpejllbuX BPEIHOCTH
maje Taja

(224) )’/2 = 7"’/())(% _yZ)» —7\‘1 <A< _)\‘2’

I7le je Yo BPeOHOCT y 3a X = X,; OBa BPEJHOCT NPECTaBlba, faKile, amilau-
iiygy toayiniasaca. Y13 Tora ce Hanasn
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Hpyzu cayqaj: Ay <0, A, < 0. dudepenunjanna jeqHadnHa
(221) y’+hy =0,

e je h mMo3uTHBHA KOHCTaHTa, MMa 3a ONIITH HHTETpas n3pas
(222) y = C, cos(C, +x+h),

rne ¢y C, u C, uHTErpanuoHe KoHcTanTe. VIHTerpan je, fakie, ociuIaTo-
paH ¥ cacTaBJBEH M3 NOJIyTanaca Han3MEHIIE TO3UTUBHAX ¥ HEraTUBHUX.

Y Teopuju nuHeapHUX AudepeHujaNHuX jeflHaulHa Apyrora peaa
[loKasyje ce ga TO ICTO BaKH W 3a OIILTH MHTETpan jefHaunne (221) xap
rog je h xaxBa (PyHKIWja NMPOMEHJbUBE X, HO3UIIUEHA 32 BPEIHOCTH X
cafipyKame y je[[HOM JOBOJBHO MPOCTPAHOM pa3Maky (a, b). (Sturm-oBa Teo-
peMa 3a XOMOTeHe TMHeapHe jefHaYMHe PYyrora pejia).

Yourmo, Jaxie jefHaYnHy

(223) y +Ay =0,
e ¢penHocT A, omTo ce Kpehe y MO3NTUBHOM Pa3sMaKy
(—7\’1’ _)\‘2 )7

ocTaje TIO3UTHBHA 32 BPSHOCTH X cafpKaHe y pasMaky (4, b).

ITocMaTtpajMo Hajupe jeflal Ho3uiiusar MoNyTanac uurerpana y. [pe-
Ma camoj jefHauuHu (223), npyru u3Bo# y” je HeraTHMBaH AyX LleJora Tora
IIOJTy Tajaca, MITO 3HaYHU a OBaj Ha eMy MOXKE IMAaTH CaMo JeflaH MakcH-
myM. Heka je x = x, BpeHOCT 3a KOJy je Taj MAaKCAMYM JOCTHTHYT, a HEKa
Cy X =X, M X = X, BPEJJHOCTH X KOje OAT0Bapajy fisaMa KpajeBrMa Moy~
Tanaca.

JIOK ce x Mewa Off X, 0 X, HHTETpal y je HENPECTaHO MO3UTUBAH U
pacre; IOK Ce X MeHba Ol Xy A0 X,, OH J€ HENPECTaHO HeraTUBAaH M ONafa.
VY cakoMe Of iBa pasMaka (x;, xo) i (xg, X,) IPOH3BOJ yy' MMa, akie,
HENPOMEH/BYUB 3HAK.

YouuMo HajIpe feo mojyTaiaca y y pasmaky (xj, xo). MHoxehu jeq-
HaumHy (223) ca y’dx, narerpanehu u3ameby rpaHuna x m x,, IAE j€ X jefHa
IIPOM3BOJbHA BPEHOCT cafp>KaHa y TOME pa3MaKy | Bojiehu pauyna o Tome
naje y =0 3a x = x,, fo6uja ce jeguaunna (214), ma noITO IPOU3BON Yy’
He Memba 3HaK y pasMaky (x,x;), oOMYHa TeopeMa CpelitbuX BPEAHOCTH
faje Taja

(224) yE=NOE-y), M SN <A,

T7ie je Y, BPEMHOCT y 33 X = X,; OBAa BPEAHOCT NPEACTaBIba, IaKkye, aMiliu-
iygy tioayimianaca. Y13 Tora ce nanasu
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(225) yzyocos[(x—xo)u], X, <X <Xy, \/u—léus\/ﬁz

e je
==k, WPy =-Ay

3a feo monyTanaca y y pasmaxy (x,, x) [o0mwim 6HCMO Ha MCTH HAYMH
HCTy jemHavynHy (224), U3 Uera ce 3aK/bydyje [a ce Ueo MoIyTanac Moxe
U3pasuTH jepHaunHoM (225) ca HejeHAUMHAMA

296 X <X <Xy,
(226) NTRESTEN/TS

ITocMmaTpajMo caj jefaH HeraTuBaH IOJIyTaJac YHjH KPajeBn HEKa Cy
X =x; ¥ x =x,. [IpeMa jennaunnu (223), ipyru u3Box y” Taja je MO3UTH-
BaH AyK LEJIOr Tora MoJIyTajaca, IITO 3Ha4M [la OBaj HA HEMY MOKE HMaTH
caMo jeflaH MEHUMYM, OCTATHYT HIIP. 338 X = x,. JLOK ce x Mema of] X, {0
X, HHTErpaj y je HeTIpeCTAHO HeraTHBaH U OMafia; JOK Ce X Metba Off X, N0
X,, OH jJe HENpEeCTaHO NO3UTUBAH U pacTe. Y CBaKOMe Off Ta JiBa pa3Maka
NpoU3BOJ yy HWMa, laklie, HENPOMEH/bUB 3HakK. M Tafa ce Hanasu, Kao Ma-
JoYac 3a NO3UTHBAH IOJIYyTallac, Tafa ce LeO MOJyTalac MOXKe M3Pa3UTH
jemuaunaoM (225) ca nejemnaunHama (226).

W3 Tora ce u3BOM OBaj ONIITH 3aKJbYYaK:

Kag gama gupepenyujanna jegnauuna (196) uma 3a ceoje peante,
KOHAYHE U HeUPeKUgHe UHIeZpane y, 3a 6peqrHoCiliL X CagpicaHe ¥ pasmary
(a, b), jegan ksaruimiativeny ipsu unitiezpan obauxa (211), zge cy A 1 X,
HeZalliugHu Opojesu, UHIEZPAL Y Caclas.beH Je U3 HO3UTHUBHUX U HeZatlll-
BHUX TLOAYTHANACH; CBAKU O OBUX MONCE Ce UBPA3UILL Y 06AUKY

(227) y = yq cos[(x —xo)u], X; <X <X, \/pLT <4,
ge cy X =X, U X = X, Kpajesu HoAyiiuanacd, y, we208a amuiuiiiyga, a [y U
WL, aticoaylithe speorHocitiu bpojesa Ay u A,.

TlomTo KyK moCMaTpaHor' HONYTANACE, Tj. 338 BpEJHOCTH X CAIpXKAHE Y
pa3Maxy {(x, x,), #3pas
: cos[(x —xo)u]

HE MCIha 3Hak, TO je 3a CBE TE€ BPEAHOCTH

T I
<L X —X ,|<+_,
2 ( 0) 2

Ia, JaKie,



BPOJHY PASMALIY BA UHTEI'PAJIE AMPEPEHLIMIATTHUX JEMHAUYMHA 177

— T _ T
xl—x0~—~, x2—xO+_,

2p 2

a TMOILITO Ce U Hajasu y pasmaky usMmeby /L, ¥ /UL, , TO ce x, Hamasmy
pa3Maky m3meby BpenHocT:

a x, y pasMaky usMeby BpegHocTH
T

T
xO_FE:ﬁif- " x0+~59i7.

To noxasyje ga ce pazauka x, — X, Wj. gywuHa Goayianaca, yeex
HAAA3U Y pa3maKy uameby

I - T
) VR
#3 Yera ce HIIp. JTaKO W3BOJM 3aKIby4Yak 0 6pojy mosIyTanaca y jefHOME Ja-

ToMe pa3Maxy (a, b) BpeHOCTH X. Hy}KI/IHa / mosyTanaca MOXe ce HallucaTH
y 061Ky

[ = 0<9<L

N (r H

.. . . T
aKo ce ca p 03Ha4 Iieo Opoj KOjH MOKa3yje KOJIMKO je IyTa BPEIHOCT \/»
My

cafpskaHa y BpeJHOCTH b — ¢, a ca ¢ ieo 6poj Koju MoKa3yje KOJIUKO je myTa

T
)
HUux y pasmaky (a, b), ysex ce Haaasu y pazmaky (p, q), Tj. oH je

p+0%(g—p), 09 <1

cafIpsKaHo y UCTO] BPEAHOCTH b — a, 6poj ueaux doayidanraca, cagpica-

25. JMPEPEHIIMIATIHE JETHAYMHE ITPBOT 1 NPYTOT" PelA
CA OCLHHUJIIATOPHUM MHTETPAJIIMA

mezpaasuma, Tj. YJN je HHTErpajl cacTaBlhbeH N3 HAau3MEeHHHUX mﬂymm«
ca, je XOMOIeHa JJHHeapHa jefHaurHa Apyrora pefa. Kap je Taxea jegoaqu-
Ha CBEJICHA HA THI
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(228) Y+ flx)y =0,

xap roj je pynkugja f(x) y jeRHOM AaTOM, JOBOJBHO IIPOCTPAHOM, pa3MaKy
(a, b) mpoMeHIbHBE X, KOHAYHE, HENPEKUIHA U TO3UTUBHA, K3 OBOTA IITO
IPETXORM BUSH CE 1 CY IEHH HHTErPaNH YOUIITe OCYUAATiopHe (yHKIY e
Te NMPOMEHIbUBE ¥ pa3Maky (a, b). Yectuna ocrmunanuja, Tj. 6poj moyTa-
Jaca y ToMe pa3Maky, onpebyje ce Ha Hamnpeq HaBefeHr HaumH. Kajn dysk-
nmja f(x) capsku KakaB IPOMEHJBYB DapameTrap, oaj he oueBupHO yTHLE-
TU ¥ Ha YeCTHHY ocumiangja. Taj ce yTula) MoxXe HCOUTATH TpoydaBajyhu
Ha4uH poMeHa O6pojeBa A, U X, (M3 paHmjer ofierbKa) Kaj ce 6ye Memhao
Taj mapaMmerap. VIHTepec U BakKHOCT TAKBUX MCHUTUBAMA [OTA3U OTYHAA,
HITO Ce Ha JIMHeapHe AudepeHunjaiie jefHadnie fpyrora peja Haumasm y
BeluKoMe 0pojy mpobieMa MEXaHUKE U MaTeMaTH4Ke (PU3UKE, ¥ TEOPH-
jaMa OoCIMIATOpPHUX II0jaBa, Kao HITO CYy: KpeTawme KIATHA, CBETIOCHE H
eJeKTpUYHE ocumialnyje, I10jaBe eNacTUIHOCTH UTI.

IIpuMeTumMo fa uaTErpan Moxe OHTH ocuunIaTOpaHd u OHIa Kay (QyHK-
mija f(x) HaW3MeHUE Tpesasu off jefHOra 3HaKa Ha APYIH, ocTajyhu Hans-
MEHIIe MO3WTHBHA ¥ HeTaTHBHA. Jep Tajja u3pas

" =—-fx)y?

KOju YBEK BMa 3HaK PyHKIHje — f(x), ¥ caM NMOCTaje Hau3MeHLE IO3UTHBAH
7 HEeraTHBAaH, IIITO 3HAYM [a MHTETpanHa KPHUBA HAW3MEHIE IIpeNas3u Of
KOHBEKCHOCTY Ha KOHKABHOCT (TipeMa ocu Ox), a IITO MOXe OUTH ¥ jeTHIM
HE30M ocumianuja. Camo IITO, NMPY TAaKBUM OCHHNIALFjaMa, HIpejias3 U3
JeHOT moyyTanaca y gpyrH (Tj. MecTa mpoOMeHe KOHBEKCHOCTH ¥ KOHKaB-
HOCTH) G¥Ba 3a cTallHe BPENHOCTH X, KOje HE 3aBUCE OJf HHTETPALUOHMK
KOHCTAaHaTa ! Koje ce Hamaze Meby Kopenuma jegqnaurte f{x) =0, ma ce,
laKJIe, He MeHajy Off JeHOT NApTUKyIapHOr HHTerpana fo apyror. Hampo-
TUB, Y cAy4ajeBuMa Kaf f(x) 3afp>KaBa CTaIHO MO3UTABAH 3HAK, TH IIpPeNia-
3u OWBajy 32 BPEJHOCTH X KOje 3aBHCE Off THX KOHCTaHATA U MEHajy ce Of
jemHor MHTETpana o APYror.

MebyTtum, jeguauune obauka (228) szagosomasajy u uuiliezpanu
HojeguHux guepeHyUjarHux jegnasuna ipeoza pega

(229) Yy =F(x,y)

Taxo, ga kap rog ¢pyaknmja f(x), IITO UM OAroBapa II0CIe U3BPLUIEHOT IH-
depenimjanemna jeqaaunte (229), 3a70B0/paBa HaNpe[ H3JI0XEHE NMOrofnde
3a OCHUIIATOPHE KapakTep MHTerpana jegHauumue (228), m urnitiezpani
jegravure (229) ke buitiu ocyUAatliopHu.

Koje ¢y To jeqraunne (229) umji OMIUTH KHTETPAT 3a[J0OBOIBABA JeJHY
jenHaunny obnuka (228)?
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VI3 (229) ce nobuja pudepeHunjanemeM

, _OF _,OF _OF  _OF
=Tty T A+ F .
YR Ty T T

Hnitiezpan y 3agosomwasakie, gaxae, jegny jegrnawurny (228) xag zog ce

14

¥

uspas <—, Tj. U3pas

1({oF _ oF
230 LR I N
(230) y[3x+ Byj

ce0gU Ha JegHy PYHKUUJY camo HBpomenmuse x; itia hie gyrxyuja itiaga 6uitiu
f(x) us jeguauune (228), dowitio joj ce UpomeHu 3HAK.
1. tipumep. — 3a jeqHayUHy IPBOTA pefa

(231) Y2+t =),

u3pa3 (230) mma 06amK

.9

2y -y

na 6u oH 6MO He3aBUCaH Of y TOTpeOHO jeé U HOBOJBHO fa Oyae ¢ = const.,
yeMy ofrosapa f(x) = const.

Jepnaunna (231), uuju OMIITH WHTETPAJ 3aJOBOJLABA JEIHY JeIHAYNHY
o6nuka (228), jecre, fakme,

—1

(232) y'2+y?=a?

(rme je a KOHCTaHTa KOja ce YBEK MOXKE CBECTH Ha jeHHEIY), a B0j OAro-
Bapa jeguauunna (228) obnuka

(233) y'+y=0
Omuury uarerpan jegaavnse (233)
| y=C;sinx +C, cosx

je ocnunatopas, ma he To GuTH Ciydaj W ca ONIITUM HHTErpanoM jef-
Hauuse (232), koju je (3aa=1)

y = Csinx ++/1-C? cos x.

2. L’tpuMep. — 3a nuHeapHy jeTHAYMHY IPBOra Pefa

Y =uy+v
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(rae cy u m v maTe dbyHKIzje npoMenibuBe x) u3pa3 (230) je o6muka
(u’'+ u2)+l(v’+ uv);
y
fia Ou oH GO HE3aBHCaAH Ofl y, HOTPEOHO je H OBOILHO Aa Oyfie

(234) u=-2

¥ fla oprosapajyha dpyHxnumja
fxy= (' +u?)

Oyne nosutusHa. [TomTo ce Tafa Hanasm fa je
22—

’
V2

u' +u

TO mopep ycnosa (234), Tpeba joi 1a je y mocMaTpaHOM pa3Maky (a, b) m
u3pas
w”—2y’?

<o)
% v
HamW3MeHIe IIpesla3n Off jeJHOora 3Haka Ha JIpyra.

Aanu jegnaquna (228) Huje jequra guepenyujasta jegnavuna gpyzoza
pega Koja uma ocyuaaiiopre unitiezpase. Tako, IOCToju 6ECKPajHO MHOTO,
Kako anreGapcKuX, TAKO W TpaHCHCHASHTHHX PyHKIMja F(x,y) Koje, Kaf
ce mpoMeHJbUBa x Oyjie Memana y jefHOMe faToMe pa3Maky (a, b), ocrajy
HETIPeCTaHo Ho3uiliusHe u sehe 0g jegnoza citiasno? Ho3uiliueHoZ bpoja N,
1a Ma KaKBOM peaJTHoM BpegHomhy (KOHaYHOM MIn OECKpajHOM) CMEHHIIH
y F IpOMEHILUBY Y.

Tagsa 6u HOp. jefHa pyHKIHja, Mehy anre6apckuM QpyHKIHjaMa, OO
moynuHOM P (x,y) 1O IPOMEHIBYUBO] y, KOJU CaipKK CaMo iapHe CTEIIEHE Te
MIPOMEHJbUBE, ca KOoe(PUI[HjeHTHMA KOju ¢y, Kao u P (x, 0) nnu cranHe io-
3uiliuere KOMMYIUHE, UM Ma Kakpe (PYHKUW]Ee IPOMEHIBbHABE X IIO3UTHBHE Y
pasmaky (a, b). TakBa 6u, Takohbe Meby TpaHCUEHAEHTHAM (PYHKIM]aMa,
6mwia pyHKUTja

(235) F(x,y)= f(x)+9(x) "™,

TO3WTUBAH, UK Aa PYHKIHja

rfe je P Ma KakaB IIOJMHOM, a f 1 ¢ Ma KakBe (PYHKIHUje NPOMEHIBUBE X,
KOHa4He, HEIIPEKAHE U IO3UTHBHE Y pasMaky (a, b).
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Y ucro BpeMme, OCTOjU U GECKpajHO MHOT'0, KaKo anreGapeKux, Tako
U TpaHCUeHAeHTHHX dyHKnHja P (X, y) TAaKBHX [, AOK Ce X MEHbA V jETHOM
HaToM pa3Maxy (a, b), BpeSHOCT je (pYHKIMjEe HENPECTaHO MO3UTHBHA M
HaJlasy ce m3Meby nBa cranHa 6poja N u M (N < M) ma Ma KakBOM peaHOM
ppenHonmhy (KOHAYHOM MM GECKPAajHOM) CMEHHUIA Y H:0j .

Takpa 61 Hip. 6una pyuknyja

u+vy2

D(x,y)= =
W+ sy

rae ¢y u, v, w, s WK CTaJHe MO3UTUBHE KONWYMHE, WM KOHAYHE, Hellpe-
KWJHE ¥ TO3UTHBHE (PYHKIMje TPOMEHIbUBE X ¥ pa3Maky (a, b). Taksa Ou
ouna u QyHKITja

u?+viy?

D(x,y)=———Z.
(x.7) (u +vy?)?

Ca rako geduHucaHUM QyHKUHjaMa F 1 ® nMa ce, fakie, pe3yJTar:
Hugpeperyujasta jegHaquna

(236) Y’ +yF(x,y)=0

UMA KAO KEAAUMMATIUBHIL Ip8U URTIeZpan

(237) Y =% a<x<b N<A<doo-

a gughepeHyUjaiHa jegHavuna
(238) Y +y®(x,y)=0

uma kao liaxkas uHiiezpan

(239) Y=, a<x<b N<p<M.
y

M3 oBora ce HEOCPEJHO U3BOJE 3aKJbYULM BE3AHU 34 TaKBE JIpBE MH-
Terpale, a KOju Cy Hallpej, HaBefeHH, T].

1° Cpaxm mHTETpaN y, KaJ TOfi Cy OH U HET'0B OPBU U APYTH U3BOJ KO-
HayHe W HelpeKupHe PyHKIUje IPOMEHIbUBE X Y pasMaky (a, b) OBOJLHO
MPOCTPAaHOM fid O ce Yy HheMy MOTao UCIOJBUTH OCHHIATODHH KapakTep,
ouhe ocyunattiopan: mmahe y ToMe pasMaky camo IPOCTUX HyJia, Memwajyhu

3HaK CBaKM IIyT NPH IIPOJIACKY KPO3 CBaKy Off OBUX;
2° Hurerpan y jegsaunne (236) uma y pasmaxy (a, b) Hajmarse oHO-

. T
TUKO HOJyTajaca, KOJNMKO j€ MyTa BPeJHOCT Iy cajipxKaHa y BpERHOCTH

b—a
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3° HWHrerpan y jepnaunHe (238) uma y pasmaxy (a, b) Hajmarse oHo-

T
JIAKO IoJiyTrajiaca, KOJIAKO C€ IyTa BPEIHOCT W CalpiK| ¥ BPEOHOCTH

. . {1
b — a, a Hajsulie OHONUKO KOJIMKO je MyTa BPETHOCT N7l cafpxaHa y

b—-a.
Tako HIp. jegraunsa
Yoy + By’ =0

(o, B mo3WTHBHE KOHCTaHTE), a KOja ce MHTerpand NoMohy eauNTHYKUX
tbynKnmuja, onrosapa GyHKIKja
— 2
F(x»)’) - OC“‘By ’
4Hja je BpegHocT yBek Beha off o kel he mHTErpal, fakie, IMaTH y pas-

. . T
Maxy (a, b) Hajmarbe OHOJIEKO IOJIyTaNaca KOIHUKO ce myTa Opoj T ca-
o

OpXHU y pasnuny b — a.
Jennaunnn

(240) (u+vyH)y”+yvHy* +u? =0

(4 1 v cy WIH cTaNTHE NO3UTHBHE KONMYNHE, WX (PYHKIHK]e IPOMEHIBUBE X,
KOje ¢y KOHayHe, HEHpeKuHe W MO3UTUBHE y pa3Maky (a, b)| oxrosapa

-
@(_X y) = ——————uz + V2y4

U+ Vy2
4yyja BpeSHOCT, 32 CBE BPEJAHOCTH X Y pa3Maky (a, b) u 3a cBe peayiHe Bpef-

HOCTH Yy, JIEXKHU Y pa3Maky u3Meby % u 1. ITpema Tome je

N=-1=07071..., M=1

72

u waTerpan y jegnauuse (240) uma y pasmaky (a, b) nHajmarbe OHOJIHKO
noJyTraiaca, KOJIUKO ce IyTa 6poj ﬂ:f/ép CafipXu y pasnunu b — g, a Haj-
guuie OHOIIMKO TIOJyTajgaca KOMMKO ce myTa Opoj T CaipsKu y TO] pa3iuiH.
Ycnos fa 61 OMINTH MHTErpall jefiHe fudepeHnnjante jefHaunse mp-
BOTa pefa
y = f(xy)
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3a[{0BOJHABA0 JeIHY jeAHAunHy o6muKa (236) wm (238), cactoju ce y oBoMe:
impeba ga ce uspas

1o o
y[3x+f8yj

ceogu Ha jegry @pynkyujy F(x,y) uau ®(x,y).

26. PASMAILM 3A MHTEI'PAJIIE CUCTEMA CUMYJITAHUX
JEHHAYMHA

CucreM CUMYITaHEX jeHAYUHA

d
i = fl(x’yla""yn)7

dr

d

% = f2(x9ylv""yn)!
(241) X

dyn— .............

dX - f;z(x’ylv Tt yn)’

MoOxe Takobe umMaTH, 3a CBOje pealHe, KOHAYHe W HeIIPEKUJHe HHTerpae
Yis Y25 -+» ¥, KBATUTATHBHUX IIPBUX HHTETPATA ‘

(242) D=7 a<x<b M <A<M,,

rme je © jenHa ogpebena dpyHkUUMja jemHe UM BHIIE HENO3HATHX
Yis Y2, -++» ¥y, IPOMECHIBUBE X ¥ U3BOJA HENIO3HATHX (PYHKIH]A Y, MO x; ® Mo-
K€, YOCTAJOM, 3aBUCUTH K Off IOYETHUX BPETHOCTH (PYHKIH]A .

Tako, xap rox ce, mehy jemnaunnHama (241), Hanasy jejHa AU BIIIE
jeHadrHa oOnuKa

(243) Db =y,
Ime je f, KakBa (pyHKIUja TPOMEHIbUBE X ¥ HEIIO3HATUX Y, 10 BPENHOCTH
HempecTaHo Beha Off JeJHOT CTaJHOT MO3UTHBHOT Gpoja N 3a cBe peanHe
(xoHauHe min OGecKkpajHe) BPEHOCTH MPOMEHIBUBHX IITO Y B0j (DUrypuily,
ceakoj ilaxeoj jegnauunu (241) ogzosapatie o jegarn KéarutnaiiueHu upsu
uriliezpan obauKa
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LDy ecx<too N<h<+oo
Ve dx

W3 TakBOr ce mpBOr MHTErpajia MOI'Y U3BECTH Hallpe] HaBEeJeHU 3a-
KJbYYL 32 HHTEIPall y,, BE3aHU 3a €r3UCTEHINjy IPBUX HHTETpalla TAKBUX
obnuka. Taxo, unitiezpan y, cucttiema (241), koju 3a x = x uma 8pegHoCiti
Y = Yo, Ouhe, 3a ceaky peanny eépegHOCIi X, O AUCOAYHIHO] 8peGHOCIIL
sehil 0g

N (x=xqg).
Yio€ 0’
OH Hehe UMATEU PeanaHux Hyaa Uilg.

HudepennujanemeM jenne, Ma Koje, off jeqnaunna (241) pobuja ce

jeqHaurHa 00NIMKA
d’ ., I d df, d
Ay O I Ay dy,

dx? 9x 9y, dx = 9y, dx’

KOja, mpeMa camuM jegHaunHama (241) nocraje

ﬂ:_ﬁ fafk+f2 f

Iy
et i =,
ax®  ox Ty "oy,
npema 4eMmy je

1 dzyk afk afk
K = , (k=12,...,n).
o e ( zf ( n)

»

U Taga, xaj TOJl jefjaH UK BAUIE U3pasa

s

3a BPeJIHOCTH X Y pasMaky (a, b) ocraje O BPEHOCTU HEIPECTaHO MAbH
Ofl jefHOT HEraTWBHOr cTalHOT O6poja —N, a Behu Off jefHOTra HEraTHBHOT
cranuor 6poja —M, Ha Ma KakBe peanHe BPEJHOCTH MMAJH Yi, Y2,-.-> Vi
k-iioj jegrnauunu (241) ogzosapahe fo jegan Keasumtiaiuusar ipeu urlie-
zpan obauka

2
—l—%=7p, a<x<bh —-M<A<-N.
Yi ax

A U3 ersucTeHIje TaKBOT NPBOT HHTETpana, 3aKJbydyje ce Ha Halpejt
MOKAa3aHU HAUMH:
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1° ga je uniliepan yy, Koju 3a X = X, UMA 6PeGHOCIA ¥ = Yy o Cacliia-
8/0EH U3 UOUMMUBHUX U HEZATLUSHUX [0AYIaaaca Of KOjUX Ce CBAKH MOXKE
W3pa3uTa y OOJIUKY

Y = Yo cos[(x —xg)ul, X <X <Xy W<u<«/ﬁ,

Ime cy x; | x, KpajeBu IoiyTanaca;
2° ga ce gyxcura l iloayitianaca moxce uapazuitiu y o06auxy

Z”W”"(r r)

3° axo ce ca p U g 03Ha4e neau 6pojeBHu, KOjI NMOKa3yjy KOIUKO je Iy-
T T R
Ta BPEJHOCT N U —== cajjpXKana y pasluu b — a, 6poj h iloayidiasaca y
N M

pasmaky (a, b) 6uhe
h=p+9(q-p).

Ipuwmep: Hexa je par cucteMm

d d d
(244) 2o 0y, y3, 9 - Byiys, s - 1Y
dx dx dx

(0, B, ¥ KOHCTaHTe), HA KOjH CE HAMNIa3W y npobieMy KpeTamwa YBPCTOTr
Tella U YMj¥ ce MHTEeIrPalii H3paXkaBajy oMohy eunTHIkux PyHKIHja.
IndepennmjanememM OpBe jefHaUnHE [06H]a ce

d2Y1 [ d}’% d)ﬁj
el gy +
dx? ‘y dx ”3 dx

UITO, IpemMa [pyroj u Tpehoj jegHaunny, naje

1 d?
;*';1,;})'2“1' = o (v +PByi),
1

(245)
a CITUYHe ce jefHaynHe fo0ujajy  3a u3pase

idz}’z_ " idz)@
y, dx? yy dx? '

Kap cy B u y ucitioza snara, u3pas (245) Moxke GUTH jeHaK HYIH CaMO
3a TAKBY jefHY peajHy BPEJHOCT X = x’, 32 KOJy O OMJIO y HCTH Max
Vo, =017 y, = 0. Anu, Te nBe pyHKIMje HEe MOTY OUTH jefHAKe HYJIU 32 je-
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IHY HCTY BpegHOCT x = x’. Jep, y3acTONHUM gudepeHunjanemeM jefHan-
Ha (244) mobuo 6U ce 3a Ma KOjH HW3BOJ HHTErpalia y, jeflaH u3pas KOju u
caM HocTaje jegHak Hynu Kaf je y, =0’ y; =0, 1). 32 x = x’. A nomro
BPEAHOCT n-TOT U3BOMA (PYHKIH]E y; 3a X = x ', MOKEILCH ca n/, IPEICTaBIbA
Koedungjesar of (x —x”)" y pa3BuTKy mHTerpana y, y Taylor-oB pex (xojw,
IIpeMa OCHOBHO] T€OPEMH O eT3UCTEHIUjH WHTETpajia CAMYITAHUX jefHA-
4YMHA, MOpa OWTH KOHBEpPreHTaH y OIU3MHE BPEAHOCTH X =x "), TO 6H CBH
TH KOe(PUIMjeHTH, H3Y3eBIIU IPBHY, OWIH jeHAKH HYJH, Tj. KHTErpan y, o6u
ce MAEHTUYKH CBEO HAa KOHCTaHTy. [IpeMa ToMme OH ce, HA OCHOBY IIpBE
jennaunHe (244) jemaH of IBa MHTerpalna y, W y; CBEO WACHTHIKY HA HYIY,
anpewma (245) u gpyru. Kag rop cy, gakne, y, 4 y, npase QYHKRHEiE Mpo-
MEHJbUBE X, OHE He MOry OWTHU jefHaKe HYIM 32 JefHY HUCTY BPERHOCT
x =x".

13 Tora ce 3akibyuyje, f1a Kag ¢y B u Y ucitioza sHaxa, ancollyTHA Bpe-
mHOCT u3pasa (245) 3a cBe peanHe BPeJHOCTH X OCTaje HENPEeCTaHO 8ehd Of
jefHoTa CTANHOT MO3UTUBHOT 6poja M, ITo 3Ha4M ga cuciiiem (244) uma je-
gam K8aAUAiuear Upeu unitiezpan obauxa

idz);I
Y1 dx2

3

—co < x < 4oy M <A< Foo MIH —o0 <X < +o0; —o0 <A <=M,

(mpemMa ToMe fia JX je 3ajeHIYKY 3HaK KOHCTAHAT2 O U Oy IO3ATUBAH UIIH
HeraTHBaH) TAaKO Jla c& MOT'Y IPUMEHHUTH Hallpe[, HaBeleHa II0CMaTpama.

27. PABMAII 3A MHTEI'PAJIE TTAPHMJATTHIIX
INPEPEHIMIATHUX JETHAYIMHA

Kao n o6uuse gudepeHnajanye jeTHAYNHE U CUCTEM CHUMYNITAHAX j€fi-
Ha4YWHA, TAKO ¥ NapIHjajiHe jefHAYNHE

(246) F(xl,xg,...,x”;V,—aK,...,%al;a—zv—,...):0
ox, dx, oxj
MOTY HMaTH KBATUTATABHEX IPBUX UHTETpasa 00NuKa
(247) D=7% A <A<A,,
3a ofpebere 06nacTu He3aBUCHO NMPOMEHIBEBUX KONMUUHEA Xi,...,X,, ¥ 32

CBOje peaiHe wHTerpaie V Koju, IpK TOMe, 3a/l0BOJbaBajy JOII U KaKBe aTe
ycoRe.
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Takse je npse mHTerpane Moryhno ¢gopmupatu Hup. kopucrehu ce
paHHje U3BENEHHM anre0apCKUM HIIM WHTETPATHEM HejeTHaYnHAMA, KOje
06U, NpuMermeHe Ha uspas F, gane MOTyhHOCTH fa ce M3 HeroBOT O0JuKa
3aKJbYYM O €I3MCTEHINU jefHoTa u3pasa @ xoju 6m:

1° 3aBmCHO O IPOMEHIBABHUX X1, ..., X ,, HEIO3HATE (PyHKIHje V U ibe-
HUX NaplijajJHiX A3BO/a 0 TUM IIPOMEHIHLUBAM,

2° ocTao, 3a IocMaTpaHy Kiacy uHTerpaia V, HelpecraHo y jegHome
oapebenom pasmaky (A, A, ), a 3a cBe BPEHOCTA X, ..., X, IITO ce Hamase
y jerHoj onet ofapebenoj obmactu A.

Tako gobuBeHa jegraumna (247) npeprcrasiba jeHY HOBY DApIUjaIHY
jelHaYWHYy; aKO Ce 0BA MOXKE MHTESTPAJIUTHU 32 IPOM3BOJHHY BPEJHOCT A,
mipaxceru unitiezpan 'V nanasuhbe ce uameby geejy pyuxyuja Vi u V, koje ce
gobujajy kag ce y urnitiezpany jegnaqure (247) cmeru A jeganiiyiui ca Hajma-
oM, a gpyeu iyl ca Hajeehom apegrouthy Kojy gobuja osaj unitiezpan gok
ce h merba og A, go A, .

Taxo he ce qo6utn unrerpan V'y ob.auky jegnoza pasmaxa.

To he oBe 6uTH 06jalIHEHO HA je{HOME BasKHOM THITY NApIIHjaTHIX
jeHauYMHa IpBOTa pefia, Ha Koje ce Haulas3’ y ONMIITHjUM HpoOIeMuMa re-
OMeTpHje, MeXaHUKe ¥ MaTemaTnyke dpuszuke. To je jenHaunna

2 2
(248) ‘a“‘/‘ -+ + a_v :f(xth"‘"xn)’
aXl ax/x

rae je fnata pyHKIzja He3aBUCHO IPOMEHIBUBUX KOJIUYMHA X |, ..., X ,.

Heka je A jegHa mocmaTpasa o0lacT HPOMEHIBUBHX Xi,...,X,, Ia
younMo oHe uHTerpaiie V jepnaunse (248), Koju cy y TOj 00IaCTH peaHy 1
TAKBH J{a UM CBAaKH Off NTAapIWjaJIHAX U3BOJA

av IV oV
axl ’ axZ Y ax,,
Yy TOj obnacTi 3a7p>XKaBa HCIPOMEHIbUB 3HaK. OsgaynMo ca Sy ]eJII/IHI/IIij

vV .
y3eTy Ca HEeIPOMEHIbMBYM 3HAKOM M3BOJA FY ma ce jegHauymHa (248)
Xk

MOXKe HATIICATH Y OOJIAKY

2
(249) | S‘gTV .o+ SHBBTV =Q(Xqy..0 X)),
1 n

e je

(250) (p(x,,...,x,,)=«/f(x1,...,xj.
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ITomrro ce, Kao mITO je Hampen MOKa3aHo, RPeJHOCT Ha JIeBOj CTPAaHA
jenHauymbe (249) y K0joj Cy CBH YWIAHOBH

LW v
Yox, T tax, T " ox,

OYEBUJHO NTO3UTHBHY, Hala3H y pa3Maky u3Meby

P

~—— un P,
N
rie je
P:Sla—v‘*‘...'l‘sni‘/—,
ox, ox,

TO ce jegHaunna (250) Moxe HamucaTH y OGIHKY

@251) 5,V u s, Y ek, x,), 1SA<,
ox ax,,
(re 3a ¢ TpeGa y3eTH MO3WTUBHY JIeTEPMUHALA]Y KBaPATHOT KOpeHa Ha
JIeBOj cTpaHu jeqHaumHe 250). ‘

Jegrnavuna (251) tpegcitiasma jegarn Kearuilaiusru Apsu UHTHEZPAN
gaitie jegraqune (248).
Jegnaumua ce (251) MoXke HHTErpaIWTH 32 TPOU3BOILHY BPETHOCT A,

TO 110 OOWMYHOM YIIyTCTBY 32 MHTETPALlUjy JIMHEAPHUX MapIlMjalIHAX jelHa-
yrHa TpBora pena. [1o Tome ynyTcTBy Tpe6a 06pa3oBaT CHCTEM

dx | dx, dx, dv
S|— =8, —==..=3, =,
1 1 1 AP
©3 Kora ce fobuja
Xy = —S“l‘xl +Cy,
Sa
X3 = ixl + C2
(252) ) 8§ ’
Xn = ﬂxl + Cn—l
sll
Kao U jeHavYnHa
(253) W _ 5.



BPOJHU PABMAILIM 3A UHTETPAJIE TUSEPEHIIMTAITHUX JETHAYMHA 189

Axo ce, mpeMa ONIITEM YOYTCTBY 3a TY HHTerpauujy, Ha JI€CHO]
crpauu jepHaumue (253) cMeHe x,, X3, ..., X, IBUXOBAM BpefHOCTHMA (252),
Ta jeHaUMHa I0CcTaje

dv
(254) d_ = Sly\'\v(xl’ Ch C2’ e Cn—l)’

X

rme je ¥ onpebeHa yHKIuja IpOMEHIbUBE X |, KOja Cafpku n — 1 mpous-
BoJbHEX KoHcTaHaTta Cy, ..., C,_;; Ta he dynkuuja 6utn ogpebena Henocpe-
JTHO TIOMEHYTOM CMEHOM.

N3 (254) ce mobuja nHTETpAIjOM

(255) V=s[hydx, +C,

rae je C, jeqHa HOBa HHTETpalliOHa KOHCTAHTA.

ITpema gatoj jeguaunnu (248), pyrkunja f kao 36Up KBajfpaTa pean-
HUX KOJIMYMHA YBEK je MO3UTHBHA; IpeMa ToMe je DyHKUHKja @, I1a JaKiie u
dbyHKIMja V¥, YBeK pealiHa U Off HyJe pa3iuyHa y obnacTu A. ®yHknmja
3apXkaBa, flakJjie, HeIPOMEHJBUB 3HAK y TO] 00JacTd U OHAA, IPUMEHOM
oBuYHE TeopeMe 3a Cpeffibe BpeTHOCTY UHTerpasa, Hajla3u ce Jla je

Jk\ydxl =MJ.\VdX1, 1<u<n,
TaKo, fa jeguaynHa (255) mocraje
(256) V= sluj\udlercn.
Mebytum, u3 (252) u (256) je

Cr=xpy——Lx, (k=12,...,n-1)
Skr1
Cn :V_SIHF(XI’Clv--an—I)s
e je
F(x, Gy o) = [ W, Gy €.

IIpema yIyTCTBY 3a HHTETPALH]jy THHEAPHUX IapIHjaJHuX jeqHAYHHA
aKO ce O3HAuH fia je

Up = SpaXpn — X, (K=12,..,n-1)

(257)

i

u, V—SluF(-xl’ul?'-wun—l)
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CBaKMW mHTerpajn V mocMaTpase BpCTe Mopa 3aJJOBOJBABATH IO JESIHY jeNi-
HauymHy 00nnKa

(258) H(uy,uy, ... u,)=0,

rae je H ¢yHKIMja caMo NPOMEHIBUBUX U, ..., U,; OOPHYTO, CBAKOj IPOW3-
BOJBHO y3eT0] PyHKImMH H oAroBapa jefan uarerpai V.

Pemrewewm jegraumue (258) o u,, a ¢ 063UPOM Ha NOCIENEHY OX jefi-
Hauwmaa (257), nobuja ce nHTETpaN V' y 06NHKY

(259) V = SIH‘F(‘XI’ Uy, oo, Mn_l)“{" (I)(ul,..., l/!”_l),

rae je ® Tpou3BoIbHA (PYHKIMj2 TPOMEHIBUBHX Uy, ..., U,_,.

Ceaxome dapiiuxyasaprom unitiezpany V docmaiiipane epcilie ogzoea-
pa y uzpasy (259) iio jegua ciieyujoarna ¢pynkuyuja O, u csaxoj ipoussomHo
yaeitio] pynxyuju ® ogzosapa ito jegau HapiiuxyaapHu uniieipas V. Taj
he mHTerpan, a 3a BPEIHOCTH X,,..., X, cagpXkaHe y obnacTh A, Iexaru y
pa3mMaky u3meby

siF+® u S]\/;F + .

$ynkimja F, Kao MWTO ce BANY U3 rope HaBeleHor, fobuja ce U3 farTe
dbyukumje f momohy jemHa mpocre kBagpatype. Ha Taj Haumn, ceu uniiie-
Zpaau 'V Gocmaitipare 8pcitie gobujajy ce y 06aUKY pasmaxa, Homohy jeghe
apocitie ksagpaiiiype. IlponssompHa PpyHK1Eja @ ogpehyje ce, Kao B yBeK
KOJT MapUHjaTHuX jefHauiHa, ToMOohy IIOYEeTHEX yCIoBa Koje BMa [ja 3aj10-
BOJBM WHTETpaa V IUTo ce uMa Yy BULY.

Ipumep. — Hexa je fara jeqHa4nHA

2 2
1% oV e
(—axlj +(_8x2) (xq—x1)7,

. oV
Ta MOTPaKIMO HeHE pealHe MHTETPalle Yhju J& U3BOJ T HENpeCcTaHo He-
X1

oV .
raTuBaHl, a U3BOJi —— HENPECTaHO IO3UTHBaH y AaTo} 00NacTH A paBHH
X2

(x1,x,). Tana je
Sl :—1, S2 =+
Q(xy,x9) =(x; - x,)%,

TaKo Jia ce uMa (POPMUPATH CUCTEM
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dx, dx, dv
——= = , I<A<H2.
1 1 A(xy —xp)? 2

Opatine je
) x2 :_Xl +.Cl’

I/ll = X9 +x1.

a_v foand _)\’(xz —-xl)z = —7\,(C1 _le)zy
axl
U IIpeMa ToMe
VZH(Cl 62x1) +C,, 1<i<42,
Fx, €)= -L02250)
6
3
F(anﬂﬁ):—&@%l)'

Cpaxu of TpakeHMx uHTerpana V 6uhe, gaxie, o0nnka

RS
o =) 6x1) +D(x; +x5),

rge je ® gyukuymja jefHe IpoMeHIbuBe. bpoj L 3aBUCK off x| U X,, aJd 32
CBE BPEJHOCTH THX OPOMEHIBUBYX, LITO C€ Hanase y objacTu A, ocTaje He-
mpecrano y pasMaky mameby 1 m +/2 . OH focTuke CBOjy IPaHHYIHY BPEfi-
HOCT L = 1 32 OHe IapOBE BPENHOCTH X, X,, 3a KOJ€ jefJaH WIa APYTH Of

aV v
u3Boa — H

ox, dx,

YHY BpENHOCT +/2 32 OHE IapoBe BPEAHOCTH X, X, 32 KOje je

mocTaje jeHak HyJU, OH Takobe locTuXe CBOJY TpaHu-

oV oV . dV  aV
oV __ 9 g L9
ox, 0x, R ox, " 0x,

Ceakoj ¢yurumjn ® (Xoja ce MOXKe NpPOU3BOILHO OUPATH) Ofropapa
TO jefjaH pa3Mak TOpHE BPCTe Y KOME ce HaJlasM jellaH MapTHKyJIapHE WH-
rerpai V. Y3esum nnp. @ = const. fobujajy ce uHTErpany ooIuKa

(x4 —x1)}

V= + const.,
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KOjH ce CBH MOTY M3Pa3UTH Y OOIHUKY
o\
V=(1+0, 4142@)(i2—63€-‘~)~ +const, 0<O<I,

HuTerpan V Te BpcTe KOjU HIP. TOCTaje jefHAK HYJIH 32 X, = X, Je-
xkahe y o6nactu uameby ynkimja

x,—x,) N2
( 2 1) u ( 2__).1)3’
Tj. m3Meby ynkumja '

0,1667(x, —x,)* m 0,2357(x, — x,).






MATEMATUYKN CEMHUHAP YHUBEP3UTETA Y BEOTPANTY

CEIE: gp Huxona Caniltuxos, fipog. iieopujcke maiiematiiuie, panuje gexan Gusuyio-
-matdesatiuuxo? paxyaideia Xapkoscko? yrugepsuiiieitio; gp Muxanao Heiiposuk, ipod. meopu-
Jexe maitiemaiiuxe, pegostu 4aan CKA; gp Ilagae Iotiosuh, iipogh. uciiopuje KrouxesHociiy,
pegosnu unan CKA, pekitiop Ynusepsuivieiiia y Beozpagy; gp bogan Taspunoeut, iipo. naitie-
naitiuke na Texnuuiom gakyaitienty, pegostu yaan CKA; gp Baagumup Ilemxosub, ipogh. Zeosozu-
Je, goitucru uaan CKA, gexan Quaosogheko? daxyaiieitia; gp Musymnn Munankosuf, ipog. nebecke
mexanuke, pegosuu daan CKA.

CTOJE: Muaow Pagojuuh, xoro. acucitieniti leopujcke saiienainuke; gp Taguja ejosuh, goyenin
eopujcxe maitienaiuuxe; gp Bjewecaas Kapgeywn, goyenivi iieopujcke usuxe; gp Antion bu-
aumosuh, dpog. payuonante mexanuxe u goiucku waar CKA, panuje pexiiop Ynusepauideiia y
Ogecu; uric. Hewap 3ajonuxoscku, ipo. maitiematiuxe Ha Texuuukon gaxyaiieiiy, Jeaenxo
Muxaunoeut, yipasuux Ceusmonotxoz 3asoga, gp Pagueoj Kawanun, goyenini maiiemaiivke Ha
Texnuuxom Qaryaiieiiy; gp Josan Kapamaiia, acuciiientii Weopujcke maitiemaiiuxe.

(Crmmax Haumse 1926, romune y pocroprjama Pextopata nocne mpoMoje Jopara Kapamare 3a
nokropa uro3oduje; ayrop hoTorpaduje Huje Mo3HAT.)
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ITPBUN OOEJbLAK

PEJTATHBHE BPEITHOCTH U3BOJA
BbUXOBE MELYCOBHE BE3E

1. AITOPUTAM A, KAO PEJTIATUBHA BPEJHOCT N3BOJIA
OYHKUIWIE

ITox penaTuBHOM BpejiHOIIhYy 7-TOT N3BOJA jefHE PyHKIHjE
y = f(x),

WTY TIOJ| HbeHUM n-IlUM peaatiiueHUM U3ogom oapasyMmesaheMo BpeRHOCT
n-Tor u3Bopa pyukuuje ynopeheny ca Bpeguourhy came ¢pyHKIHjE, Tj. KO-
TUIHUK

Ly s

yds" oy

m o3Haumhemo ra ca A,(y), Tako jia je

ldll
(1) Afy)=—22,
y dx

a k-TH ©3BOJ, TOTa N3BOMA IIO MPOMEHIbHUBO] x Ouhe O3HayeH ca

PL dt 11 dvy
2 ARGy = LA (=4 |28
2 () oF =" L dx”il

Tako 6u, HIIp. 6MII0:

3a y =const, A,(y)=0;
m(m=1)...(m—n+1)

R

3a y=x", A(y)=

. X
say=¢e, A)=L

3a y =sin x u3Bog A,(y) uMao Ou jeqHy Off YeTUPH BpEJHOCTHU
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-1, +1, cotgx, -—cotgx,

npema BpefHocTH 6poja n.

3a
y = PAaCY
oumno 6u
A =0, A(y)=9"+0".
3a cnyuaj
ax’ +hx
y=e?
ousto 6u
A(y) = ax + b,

Ar(y) =a’x> +2abx + b* +a.

PenaTusHu W3BOJ, H3paskeH Kao aJIFOPHTaM A,, IpecTaBlba jefjaH
HApOYUTH (PYHKIMOHAIHN KOMILIEKC Y OOIMKY KOTa ce y BeNHKoM Opojy
npodiieMa jaBJbajy HO3HATE WU HEMO3HAaTe (PYHKUHje IITO KapaKTePHIIy
npo6ieM. OH y MCTH Max IpeficTaBiba ¥ je[Hy HApO4UTy (PYHKUUOHETY YH-
je cy ocoGuHe y 3aBUCHOCTH 0f] (PYHKIIM]je Ha KOjy Ce OJHOCH, a KOja 3aBHC-
HOCT YMHH Ja ce 3 ocobuHa Te PYyHKIMOHENIE MOT'y ca3HABaTH NOjeIuHe
ocobure came dpyakumje. Mebyrum, ocobrne pyHKHHOHEIE paclo3Hajy ce
HenocpeaHo Ha caMo] qudepeHlrjaliHoj jefHauYnH npobiieMa, Uild ce U3
OBe W3BOJIC HEMOCPEJHO HA jeflaH HAaYMH KOJU He 3aXTeBa HHTETpauujy jen-
HauwmHe. M 6amr y TOMe H JIeXKM WHTEpPEeC Tora alifOpuTMa Kao PadyHCKOT
eJeMeHTa y pa3HOBPCHUAM MpoOieMHUMa MaTeMaTHUYKe aHaJli3€e, BHUILle Teo-
MeTpHje, MEXaHUKEe, MaTeMaTHuke (pu3nke u oniute (GheHOMEHOJIOTHJE, Y
KOjiMa ce OH, IO caMoj IPUPOAH NpobieMa, jaBiba Kao TaKaB eJIEMEHaT.

OBa KBUXKUILQA faje KpaTKy MOHOIpaujy eleMeHTapHHX Ca3Hama O
olepaydju 03HAYEHO] alropuT™MoM A,, oco0HHaMa Tora ajJropurMma, ibe-
rOBMM Be3aMa ca 0COOMHAMa U aHAJMUTHUKIM MOjefMHOCTUMA (PYHKIM]E Ha
KOjy ce OHOCH M O HErOBOj HHTEPBEHUUjH Y NIpuMeHaMa MaremaTuuke
aHaym3e, reOMeTpHje, MeXaHlKe, MaTeMaTHuKe (hu3uKe U oniuTe heHome-
HOJIOTHJe.

2. AIITOPUTAM A, 3A PASHE KOMBMHAIIE ®YHKIINJA

ITourTo je

’

d
Ay =2 =L logy,
y d

X



PEINATHBHE BPEJHOCTH M3BOJA K bUXOBE MEBYCOBHE BE3E 199

TO Cy O4YEBUTHA 06pacun

Aay) = A(y),
Ai(=y) = A(y),
A(Y™) = mA(y),
A(e’) =y,

A(e*) =" (DY,
A(y1y2) = M)+ Al(yy),

Al(ﬂj =AMy —A(y2)s

Y2

A

AQogy) = 21
logy

Al[lj = ~AO),
y

13 Yera ce, HIIp. obujajy y IpuMeHaMa KOpUCHE obpaciu

Ay(y1y2) + Al(”y—l) =2A(y1)s

2

)

(3) Al()’lh)—Al(L): 2A(y2),

Al()’l)’z)'Al(L‘j = Al(yl)z - Al()’z)Z-

Y2

Kap, nakine, y jegHOME pa3Maky BPeJHOCTH X, (DYHKIU}jA Yy, U HECH U3-
BOJ y; MMajy UCTH 3HAK, OHJa, Ma KakBa Ouia PyHKLH]a Yy, YBEK j€ Y TOMe
pa3Maxy

A(yy,) > Al(il—j )

Ya

a KaJi Cy TW 3HAllF Pa3iNyHHU, YBEK je Y HCTOME pa3Maky

A(y1yz) < Al(ll‘j .

2

3. AJITOPUTAM A, 3A PASHE KOMBMHAUMJE ®YHKLINJA

Hmajy ce 0OueBUIHM WM JIAaKO U3BOIBUBY OOpacuu:
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Ay(ay) = Ay(y),
Ay (=y) = Ay (y),
As(u™) = mAy(u)+m(m—1)Ay(u),
A (") = uhy(u) + u*A(u)?,

2
Ay(logu) = B2t =A(u)”

logu
W3 obpacua
u” +v” u + v v
Az(u'f'V): v = u 4
u+v u+v
nmo6uja ce
Ay(u+v) = qu(u)+vA2(v)’
u+v
Ay(u—v) = MAZ(“)_VAz(V),
u—v
OfaKIe je

2 2 2 2
Ar(u+v) Ay(u—v)= u=Ay(u)” —v-Ay(v) .

uZ 2
W3 ob6pacua
A2(W):uv +2uv’+vu Vv
uy v uv o u
nobuja ce
Ap(uv) = A1)+ 2A,(u) - A(v )+ A,(v).
W3 obpacua
r” 17 ’ ’ s 2
Az(ﬁj:” _v__zu_v_+2(v_)
v u v u v v
nobuja ce

Az[%j = Ay(u) = Ay(v) = 2A(u) - A (v) + 2 Ay(v)2.
Kom6unatjom Tux obpasana goduja ce

Az(uv)+A2(—:—) =2A,(u)+2 A(v)?,

Ay (uv)— Az(%j = 2A,(v) +4A,(1) - A (V) =2 A(v)?,

v

Az(lj Z DAY~ AV,
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Y3eBmum

y =",

Hajla3y ce [a je
Ay(ue™ Y+ Ay(ue™™) = 2A,(u)+2a?,
Ay (ue™) — Ay (ue™™) = dalA(u)+2a —2a’.

W3 Tux ce obpaszana n3Bofe HEKOJINKO HejelHaunHa KOPHACHUX V TIPHU-
MeHaMa.
3a cBaKy KOHTHHYAIHY peanHy (PYHKIH]Y u je

Az(%) > —A,(u),

Ay(e") > uby(u),
Ay(u™)>mAy(u)y 3a m>1 U1 m<-—1,
A,(u™)y<mA,(u) 3a —-l<m<l.

Y cBaxoMme pa3Maky BPeIHOCTH X, Y KoMe (PYHIMja 1 ¥Ma BPEJHOCT
Behy o 6poja e, yBeK je
2(”)

A,(logu) < —=——=
logu

3a cBe KOHTHHyaNnHe (QYHKIMjE U U V je

Ay(uv)+ A, ( )>2A (u),

Ay(uv) - A( )<2A2(v)+4A (u)-Ay(v).

3a cBe TakBe (QPyHKIMjE, KaJ I'Of je U3BOA A,(u) HETaTUBAH, U3BOJ
)
A,| — | Je mo3uTHABAH.
u

Oq BasxHOCTH cy ciiefeha npaBuiia 3a BpeJHOCTH allropuT™Ma A,, Koja
Urpajy KOpUCHY yJIOry IpH TpaHcgopMalyjaMa IHHEaPHUX Au(epeHnuja-
HUX jeJHaYMHA Jpyrora pefa:

IIpso fipasuno. — AKO je, IpU HE3aBUCHO IPOMEHJBbUBO] KOIMYMHHA X

Ay(y) = f(x),
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Ia ce x U y u3pase Kao yHKIH]E je[lHEe HOBE HE3aBHCHO NPOMEHIBUBE KO-
JTUYKHE ¢ fepUHICAHEe PEeNalujoM

(4) x =),

IIPU TO] HOBOj HE3aBHCHO NMIPOMEHILUBO] 1 6uhe
A{%) = o),
¢

rne ce pynkuuja ® (1) m3paxkasa Kao KomOuHauMja PyHKIKja ¢ U f HA OBA]
HAYVH!

(1) = Fy = F{=F,

r”

2 ,
F\(t)=- (;P = —2A,(¢"),

?

Fa(t) = =9 f(9).

lpyzo tipasuao. — AKO je, IpM HE3aBUCHO IPOMEHJBUBO] X

Ay(y) = f(x),
IIa ce I/I3BpIHI/I JIBOéprKa CMCHa
(5) x =), y=z2y(1),

3a HOBE IIPOMEHIbUBE ! U z Ouhe
Az((p ZJ =U(),
v

rae ce yukimja U(f) n3paxkasa Kao koMbuHaumja GhyHKIHja f, @, ¥ Ha
0Baj HAUKH:

1., 1.,
Ut)y=d, —— O] —— Py,
() D e
D, =2[A, (V) - A (D],

O, = —[Qf(@)+ A Q) A (y) — Ay (W)].

Ta mpaBuiia cy HellOCpeiHa NOCTIeANIIa HaYnHa Ha KOju ce 'y fudepeH-
I1janHoj jefHaYuHN
y'=f(x)y

u3Bpiiyje cmena (4) u gBocTpyka cmena (5).
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Tpehe iipasunro. — Kap cy e (pyHKIHje 1 ¥ v jelHe HE3aBUCHO TPO-
MEHJbUBE KOMUM4YMHE X Meby coO00M Be3aHe KaKBOM OHMPALMOHAIHOM peiia-
[1jOM

av+b au+b
u= YV ET D
cv +d cu+d

raecy a, b, ¢, d, a’, b’, ¢/, d’ KoHCTaHTEe, B3pa3u

A2(u’)—%Al(u)2,

Az(v'>——23—A1<v>2,

NpeAcTaBibajy jefHy HCTy (pyHKUM]y MTPOMEHIBUBE X ¥ KIMAjy 32 CBAKy Bpef-
HOCT X Je[IHY HCTY BPEHOCT.

IIpaBumno je HenmocpepHa nocneguna Schwarz-oBe TeopeMe MmO K0joj
n3pas

A2<y’>—§Al<y>2,

npefcTaBlba jeqHY MHBApHjaHTy 3a CBe OGUpalOHAITHE TpaHcdopManuje
dbysKIHjE Y.

Yetuspitio upasuso. — Kap cy S u T e (pyHKIIMje HE3ABUCHO IIPOMEH-
JLUBE KOJIMYMHE X, BE3aHE HpepeHInjaTHOM PeIanujoM

S'(8* —4T)-S§"+2T" =0,
na ce youn pyHKIuja

I(Pzdx

[gudx +0,e ,

y = Otle
rae ¢y ©, u ¢, pyHKIHUje IpOMEHIBUBE X Ie(PUHNCaHe Ka0 KOPEeHU KBajipa-
THE jeTHaunHe

0> +Se+T =0,

a o ¥ O, IBe Ma KaKBe KOHCTAHTe, 3a TaKBY PYHKUH]Y y Ouhe

278 - ST _

Ay(y) = 2 _aT

To u3nasu HEMOCPEQHO W3 pe3yiTaTa y o6muKy Kora je Petzvalal gao
peliere 3aaTka: (hopMupPATH AUepEHIUjATHY je[HAUNHY

s Spitzer: Studien iiber die Integration linearer Diff. Gleichungen (Wien, 1862). (Zweite
Vorsetzung, S. 100-102).
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'+ Ly + hy=0

KOja he nmaTu 3a ommrTH HUHTErpan
y = Cleftpldx + Czef(pgdx',

rae ¢y ¢, ¥ @, ABe (PyHKIHje HE3AaBUCHO IIPOMEHIBUBE X Ae(dHHUCAHE Ka0
KOpEeHH KBaJ[paTHE jeHaurHe

O*+Se+T=0,

unju cy koeduujedTn S 1 T faTe PyHKIHU)e NPOMEHIBUBE X.
ITpema ToMe peliewy, noTpedaH U OBObAH 3a TO je fa Oyje

f, = S* -4T,
f, = 8(S? —4T) -85 +2T",
f, =T(S*—4T)~2TS" + ST".

Kap je upentuukn

6uhe 32 TaKBY jefHAYAHY

HITO [OBOAHM IO TOPH-ET IIpaBUIIa.
Ieitio Gpasuno. — Kan ce ca ¢hyHKIUjOM y, 32 KOJY je

A(y) = f(x),

U3BpIIA CMEHA

y=z ol (dx

6uhe
Ay(2) = 2 [+ /2
27 4
AN, TITO j& UCTO
Jrwde v L as 1 )
(6) Ay(ye )= MO+ AG)
Jep, xaj ce y AucbepeHIyjanHo) jefHAYHHI
y'=f(x)y

muepEeHIIPAHO]j IO X, INTO faje

Y =y = fy =0
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H3BpLIN FOPHA CMEHA, z he OUTH HHTErpal je[HaYuHe

2" +yz =0,
rae je

I/IS je,T_IHa‘-II/IHC (6) ce, HHp‘ BHIHN Oa je 3a CBaKy peaJIHy KOHTI/IHyaHHy
byaRUT]Y ¥
e 1
A, (ye Iy > —Z—Al(y).

4, AITOPUTAM A, 3A PASHE KOMBUHAILIMIE ¢YHKIIMIJA

ITpe cBera uMmajy ce o4eBuHN oOpacy

A(ay) = A,(y),

A(=y)=A4,(y),
(M N uA”(uM)::A,,(v)’
) = B0,

A (uv) = A,Z(u)+(’l')A,,_l(u) : Al(v)+(;)A,,~2(u)-A2(v)+...

W3 ropmer obpacija 3a anropuTam 30upa BUAM CE 1a alropuram A, y
OIIILITE Hema QUCIpubyitiueHy ocobuHy, npeMa Kojoj 61 uMasuo OuTH

A(u+v)=48,u)+A,(v)

MebyTrM, 32 nojeiuHe crenujanHe PyHKUAje U U V OH UMaA UIGK8Y
ocobuny. Koje cy To pynkuuje?
IIpema ropmem o6pacly, 3a Takse je PyHKLH]E
U, (u) +vA,(v)
u-+v

(8 = A, (u)+4A,(v),

LITO NOBONH A0
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oflaKkie je

o) Ldw, 1dv_g

u? dx"  v%dx"
H3abpasuim pou3BOJBHO JeHY Off ABejy (DYHKUHMjA ¥ U v, HIOp. V, U
O3HAYUBIINA Tafa PYHKIH]Y
1 dv _

V2 dxn

—lAn(V)
1%

ca f(x), ga 6u anrzopuiliam A, umao 3a U u vV QUCIIPUOYIIUBHY OCOOUHY,
dottpebHo je u gosowHo ga u 6yge uriliezpan gugepeHyujaite jeguaiume

d"u

n

X

(10) + f(x)u? =0.

Pememe mpobaeMa cBOfU ce, faKiie, Ha jeHy TPOU3BOJGHY (PYHKIIH]Y
1 Ha n IPOM3BOJbHUX KOHCTaHAaTa.

VY cnenmjanHoM cnydajy kaf je n = 1, moroxg6a (9) mocraje

ddu, 1dv
u? de  v?dx

)
OJIaKJIe Je HHTEerpalyjoM

(1) 1t o const
u v

Jla 6u, gaxne, anroputaM A; mMao 3a (pyHKIUHje 1 U v JUCTPUOYTHBHY
0COOHUHY, HOTPeOHO Je U gOBOMHO ga 30Up peyuilpO1HUX 8PegHOCIU TUX
geejy yHKUUja He 3a8Uc 0g UPOMEHDUBE X.

3 noropbe (11) ce Bupu na he A, mMaTu TakBy 0COOHMHY KaJl TOJ j€
36up (PyHKIH]a 1 U v JeIHAK IHIXOBOM IPOU3BOAY. A TO c& MOXE IPOIIUpH-
TH ¥ Ha IPON3BOJbaH 6poj DyHKIH]a

(A) Uy Upy Uy, Usy ..

Tj. anropuTtaMm A, he, 3a TakBe PyHKIH]je, KIMAaTH JUCTPUOYTUBHY OCOOHHY
(12)  Aj(ug+u;+uy+..)=A(ug)+ A (u )+ A(uy)+...

Kaf rof cy GyHKIMje u, TaKBE fa je
(13) UoUyly ... = Uy + Uy + Uy +...

ITocroje mu TakBe PyHKUHK]E W KAKBA je BUXOBA aHANMTHYKA IPHPO-
na?
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Jla 6ucMmo TO BHAEN, TPUMETHMO f1a je u3 obpacua (13)

’

Ugt+u,+...+Uu
(14) _ u, =40 1 k=1
L{()I/ll...blk_l—-l
a 'y UCTH Max |
Ul Uy ... Uy
u, = ottt kel
UgyUy ..Uy — 1

OJTaKiIe je

Uy

(15) Mol/ll "'Mkﬁl = .
l/lk—l

MmuosxkemeM ca u, fo6uja ce u3 (15) na je

u

Uoly...u, =—— (k=12,3..),
u,—
ofakJe je, CMeHMBIIH k ca k — 1
M2
(16) Ul Uy . Uy = —2=— 0 (k=2,3,4..).
uk—l_l

YnopebeweM jequaunna (15) u (16) gobuja ce na je

2
17 U, =—2kl (k=2,3,4..),
( ) k L{I%_]—I/[k_]-f-l ( )

Uy

(18) u = .
‘ uy —1
Tpaskene ¢pyHrunje Husa (A) jecy, fakmue, oHe KOje Ce jelHa u3 Apyre
m3BoJIE O pekypcuBHOM 3akony (17) u (18). ITpBa off ILUX 4, OCTaje NpOu-
3BOJBHA; AKO CE OHA O3HAYH ca £, Jo6uja ce HU3 oOpasala Koju fajy ocraje
byrKIMje HU3a:

r—1
t2
Uy = ————,
12 —t-1
t4
19 Uy = ,
(19) T AP k2t -2+
tS
I/t4:

BT 365 — 665 +9t* —108° +82 —4r+1’

_ t16
l/[5 — Ty
w
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rie je
w=10 = 4% 126 30012 — 644 + 11810 —188¢° +

+2581 — 30217 +2981% — 2441 +1621% —841% +32¢% — 81 +1,

Mwma ce, gakne, oBaj pe3ynTar:

Cse ¢y ¢pyuxyuje u, payuorasne Qynxkyuje jegre ipoussonpue QyHi-
yuje t He3asUCHO UPOMEHMLUBE KOAUHUHE X, C4 KOehUUUjeHIUMA KOJU CY
cu yeau bpojesu.

PexypcuBHO] penanuju usMeby PyHKIHja u, MOTY Ce aTH U Pa3HU
IpyTu OGININ KOJU Cy Off HHTEpeca.
Tako, ako ce crasu
Uy ... U, =P,
Ouhe

(20) Uy :Pk—‘pk«lr

a ce u3 jenHauune (14), u3 xoje je

P
21 = A
(21) Uy P -1
nobuja aa je
PI\ZI
22 Po=—rt— (k-12,3,..).
( ) k P -1 (k )

Axo ce, Kao U Mayovac, ca t 03Ha4# Npou3BoJbHA PYHKIH]A IPOMEH-
JBUBE X U y3Me Ja je u, = t, ob6pa3zaxn (22) nokasyje fa je P, payuonaana
(pyHKIM]a IPOMEHIBUBE ¢

(23) p, =Lt

D
e ¢y f, ¥ @, TOJIMHOMH 110 ¢, ca KOeHIIjeHTUMA KOJU CY yeal OPOjeBH.

W3 (22) u (23) mobmja ce Taja fa je

2
f)1~l

(24) P, = -t
St @y — (P%~1

W3 4era ce BH[M JIa Cy MONMHOMH f U ¢ v o6pacuy (23) Meby cobom Be3ann
PEeKYPCUBHEM peJlaliyjaMa ’
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— £2
(25) {fn - fn—-lv ,
¢, = f;z—l(*pn—l — Qs

IIa HOLITO je fy = ¢ fobuja ce MOCTYIIHO

(26) fr=0"
n—1
(27) ®, = .[2 Oy — (p%~l’
Po = 1.

W3 pexypcusrux penauyja (26) u (27) pobuja ce vu3 oGpaszana

Py =1,
Z,Z
1= 1
[4
(28) Pzzrf‘—2r2+2r—l’
3
b= T e - 9z4t+ 107 —82 + 411"

xoju ofpebyjy npoussoxe P, a oBu npema obpaciy (20) onpebyjy dpyaxuu-
je uy.

dyHRIEje U, MOTY C& OAPEIUTH jOII ¥ HAa OBaj HAYMH. AKO ce, Ha Me-
CTO Uy, yBERY HOBE (PVHKIHjEe w, feduHUCAHE penanijoM

(29) =

= , (k=12,3,..),
1+Wk

nMahe ce 3a oBe pekypcuBHA pernanuja

- 2
Wy = Wi + Wi

(30) = ~%,

TaKoO, Ja aKoO c€ CTaBH

—-—— =V,
Ouhe
(31) we = v (I+w)(T+wy) ... (1+w,_)).
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(I)yHKuI/Ijé W, Cy IONMHOMH TI0 IPOMEHJBEUBG] V B TO W, j& IOJTHHOM
cremena 27!, Tako ce nanasu ja je:
wr=v,
Wy =V +v2
Wy =v +2v2+2v3 v
(32) w,=v+3v +6v3+9v* +10v7 +8vS +4v7 48,
ws = v +4v2+12v3 +30v* +64v> +118v8 +188v7 +258v8 +
+302v° +298v10 + 244y £ 16212 484y 13 £ 3214 £ 8y 4316,

OBY NOJINHOMH II0OCTajy jeflHaKd HyJIH 3a
v=0 u v =-1],
a pa3NIyHU Cy Off HyJIE 3a CBe [pYre pealiHe BPeJHOCTH V.
Kao 1mro ce BUIH, uciuiliusarse OYHKYUja u, moxce ce ceeCiiiu Ha Uc-
Auidusarse noauHoma ¢, gepurucanux peaayujom (27), usu oaunoma w,

gegpurucanux peaauujom (31).
On wHTEpeca je Ol U 0Baj pe3yJITaT:

Ceaxa gaitia ¢pyHuryuja f(x) modxce ce usapasuitiu kao 36up gaitioza
bpoja n pyuxyuja

Ug, Uy, Ugy . Uy,
3a Koje he anZopuitiam A, umaiiu QUCTEPUGYHIUBHY OCOOUHY.
Jep ce u3 gBejy jenHAaYNHA

Jx)=ug+u +...+u, =uglty... U,

g+ U+t U, | = Ugly .. Uy,
no6mja
Up F Uy oAUy = F(X) =ty = Uy .. Uy = fIEX)’
TaKoO Jxaje "
(33) u? — f(x)(u,—1)=0.

‘ dynxumja u, fobuja ce, fakie, Kao KOPeH KBaJipaTHe jenunaunye (33).
3najyhu Tako u,, m3padyHahe ce PpyHKIH)a

Fx)—u, = filx),

na he ce u3 jegHaYMHA
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MO+M1+ .+M"2—MOM1 -y =
X X
C y—u = TG A
Uy, Uy

pMaTH (PYHKIM]A U, ; K20 KOPEH KBaipaTHE jeHaYNHE
(34) n 1 fl(-x)(un 1 1) =0
3najyhu u,_, 3Hahe ce u pyHKIHIjA

h(x)=u, = fr(x),

na he ce U3 jeqHaUnHE

fz(X)'—un_2 = fl('x) - fz(X)

Uy (Uyn Uy_o

uMatu PYHKIMjA U, _, Ka0 KOPEH KBajpaTHe jefHAINHE
(35) n 27 fZ(X)(un— '—1)

IIpema ToMe, y omiuTe: (pyHKI{H)a

U,, (k=0,12,...,n)

ro0mja ce Kao KOpEH KBajipaTHE jefHaYnHE

(36) Il k= fk(x)(un k™ 1) = Oa
rae je

[ fo(x) = F(x),

Ay =L,
(37) fx) = 28 fl(“
un—l

1y = d105)

n—k+1

3a Tako u3padyHate PpyHkuyje u, Ouhe

AI(MO +u1 +.+uk) = AI(M0)+A1(141)+...+A1(uk),

(k=12,3,....n)

fxXY=ug+u +...+u,.
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5. AITOPUTAM A, N3PAXEH IIOMORY A,

1 BETOBUX U3BOOA
CraBrMo ja je
logy =z,
ma je
y' =z, 2= A,
OflaKIe je

y(n) — Z/y(n—l) + n-1 Z'/}’(,1~2) +. 4+ nﬁl\z(n‘l)y,ﬁ-z(,‘)y.
1 n-2)

Jeo6oM ca y m 03HAUYMBINK KpaTKohe paau
Ak()’) ca Aks

pobuja ce peKypcHBHA oOpa3sarl

n—2

-1 -
(38) A, =z'A, + [”1 )z"An__2 +...+(” 1]2(”_1)A1 + 2,

U3 KOra €€ MOry ImoCTYITHO B3padyyHaBaTH PEJIATUBHYT H3BOON

(39) AL AL A,
nomohy
Z’, ZI/, Z//’,
Tj. momohy
(40) AL AL AT

Tako ce fo6uja HA3 jefHAINHA

Az = AI + A?.,

(a1) Ay = AT+ 3AA + A,
Ay = AT+ AATA, +3A77 + 6ATAT + AL,

u3 Jera ce pobuja oBaj pe3ynTar:

AnZopuidam A, uspaxcasa ce KAo UOAUHOM n-IHOZ CllielieHa UO 8peg-

HOCUIUMA
) (n—1
Ay, AL AT AT,

a ceu Koepuyujenitiu Hoza HoAUHoMa cy BO3UTHUBHU Yeal Opojesu.
ExconunuTHy n3pa3 3a A, gaT je AeTEPMUHAHTOM
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(S)Al -1 0 0

(‘) A (‘)A 0 0
o)1 1 1

2 ” 2 ’

B B o

A, =

(n-—3) A(ln—3) (11—3) A(ln_4) _1 O
0 1

(n—Z) A(n—2) (11—2) A(71—3) (n—Z)A -1
o /71! I A P Y A

(n;l) A(ln—l) (nl—l) A(ln—Z) (;1:;) A; (::1)A1

Hcro Tako Baxu cruenehe.
H3zeog iio X, ma KoZa pega p, arzopuiima A, u3paxasa ce Kao noau-
HOM 10 8P EGHOCLIUMA

(42) Ay AL AL NP

a KoedpuyujeRiuy TWAK60Z HOAUHOMA YEeK CY Ueau 6pojesu, HO3UTTUSHU
UAU HeZATUUSHLL.
To cnenyje u3 obpacua

,_d [y®
(43) Ay = d_A(l}—j = Ay — My,

KOju TIOKa3yje fa ce Aj U3paxKaBa Kao IOJIMHOM II0 BPEIHOCTAMA
’ (k)
AL AL LAY,

quju ¢y KoepunujenTy nenn 6pojesu, IOWTo ce, IpeMa OBOME IITO IIpeT-
XOnd, A, U A, U3paxkaBajy Ha TakaB HaUWH.
HudepernnmjanemeM obpacua (43) mo x gobuja ce
” 4 4 4
K =B —AAL - AlA,
17" 2" ’ ’ 7
¥ = A = 2814, - ATA,,

u3 Jyera, a MpeMa TopheM NpaBIily 3a U3paskaBame alropuT™Ma A,, ciegyje
HaBEJCHU PE3yNTaT.



214 OUGEPEHIIMIAIIHU AJITOPUTAM

6. U”TEPALIUJA AJITOPUTMOM A,

O3znauumo f1a je

1= Akl(J’),
(44) Y2 =Ak2(yl)a
Y3 = Ak3()’2),

TaKo [ia je y, Pe3yaTaT Cynepro3unuje y3acTOMHMX onepanmja

(45) A Aiyr Do Ay

U3BPIICHUX HaJ| IPBOOUTHOM (PYHKIHjOM Y.
Hiepayuja pega p, Wij. ynxuuja y,, uspaxasa ce Kao payuoHaiHa
@yHKyuja ozpanuieroz bpoja esemenatiia

(46) A, Al(Y), ATy, ...

a koeuyujenitiu e payuoHanke QyHKyuje cy yeau 6pojesu.
Jep, dyukmmja y, u3paxkasa ce, mpeMa OBOMe IITO NPETXORH, Kao
IOJMHOM 110 esleMenTuMa (46), ca KoeuuujeHTIMa KOj! Cy LN 6pOjeBl.
Ha wctn navun, pyHKIuja y, m3pasxkasa ce Kao MOIAHOM IO eJIeMeH-

THMA

(47) Ay, A, AT, -
ITomrTo je
LAY
A =1 Zh
) Yo A(y)
, AL A ()= AL ()
A = 1 1 1
1) Akl()’)z

U IIOILTO Cce, IPeMa MpeTxofHoM maparpady, A, (y), Ay (y), AL (y), ... u3pa-
3KaBajy Kao MOJMHOMHE 10 eneMeHnTuMa (46) ca KoeduuujeHTrMa KOji Cy
1esu 6pOjeBH, TO je OYEBHHO Jla ce B y, M3paskaBa Kao paldoHanHa (pyH-
KIFja 0o exeMeHTEMA (46) ca menuM KoeuuujeHTaMA.

Ha uctu HauwH, pyHKUH]2 y; W3paXkaBa ce Kao IOJIHNHOM IIO eJIEMeH-

TAMA

(48) Ai(y2), M(32), Aly2), ...
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ITomrro je
’ A'
Al(yl)zy—z:——*kz(yl),
Y2 Akz(YI)
, AL GD A, () = AL O)?
A(y,) = kD1 [ 384 _ k1 ,
A@()’l)

1 0OITO ce Ay (¥1), Ay, (¥1), AL, (¥1), ... m3paxaBajy Kao IIONHHOMH IO €le-
MeHTHMa (47) ca xoeUIUjeHTAMA KOjH Cy 1iefin 6pojeBu, a enementa (47)
n3paxaBajy ce Kao panyuoHanHe (QyHKIWje Mo eJleMeHTHMa (46) ca neaum
kKoe(UImjeHTHMA, TO je OYSBUHO Ja ce W y; M3paxkapa Kao paldoHajHa
dyukumja o exemenTuMa (46) ca neanM KoeuIujeHTAMA.

IIpopy:xuBLOM TaKo Ca y3aCTONHUM HTepannjamMa
Yar Y55 -on

fOKa3yje ce TOPH-HU PE3YNITAT 3a UTEPALHY Y ,.

Tako ce UCTO fOKa3yje U OBaj pe3yaTar:

Hzsog L't_o UpOMeHbUBO] X, ma Ko?2a pega, ulliepayuje y, U3paxasa ce
DAyUOHAAHO lomMORY enemeHaitia

A(Y), AT, AT, -

ca koeduuujeHiuuma Koju cy ceu yeau 6pojesu.

7. AIITOPUTAM A, U3PAXKEH IHOTEHIIMIATHUM PEJOM

IIpo6ieM, KOju ce IOCTaBIba MPH TaKBOME H3paxKaBamy, 0o Ou cre-

nehn.
3Hajyhu koeduimjeaTe a, pefa

- a 4y 2
(49) y—a0+1!x+2!x +...,
OIpenuTH Koe(UIHjeHTe pefa
(50) A,,(y)=A0+é1'Lx+%2’—x2+....

Tora panu, u3 pazeguTka (49) nobuja ce
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- a
y = Z krl k-
o K
" _ < Aivd &
51 =3 [
(1) i K
y(n) — Zf_l_k+n k
i k!

Ia TOIITO je

0 iy
(52) YO = yA () = [E?HZ }}

k=0

a, 1 P

Zhtn o (() ayde g,
k! k! h

: =0

ITO faje 3a Koe(puIMjenTe a, PeKyPCUBHY pellauu)y
h=k

(53) Qprn = Z (::) anAk—h .
h=0
Oga ce penanmja 3a
k=0,1,2,3,..

CBOIHM Ha HU3 je}IHa‘-II/IHa

a, = apy,

Ay = ((I))GOAI + (l)alea

I

dyyy = ((2)) agA; + (?) aA+ (z) a,Ag,

an+3:(g)aoA% (:) Ay + (2)02141 <)43Ao,

(54)
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73 KOJUX C& MOT'Y MOCTYIIHO U3pavyHaTH KoeQuIujeHTH

A()’Al’ Az,

nomohy KoeduiigjeHaTa
Ao, A1, Ayyeen

Onurry koeduunjeHaT A, nobuja ce y OOIUKY AeTEPMHUHAHTE

ag 0 0 0 0 a,
a ag 0 0 0 a,,
a, (?)a, ag 0 0 a,.,
M= F‘ as (i)az C)al 0 0 a,z;

k

"

k1

k

(o (o (o (o

WA, IpEMECTUBIIN ITIOCIICNIBH CTY6 TECTCPMHUHaHTC Ha IIPBO MECTO

an aO O 0 0 O
Ay G ag 0 0 0
Apep Ay ’ a; g 0 0
ssy A=Y !
L=
( ’ aé“ a3 Ay L3ja2 (3)611 0
2 1
k k k k
Dpik Ay ( jak—l ( )ak—z ( )ak—‘} ( )CH
k=1, k-2 k-3 1

IIpoGnem ce, yocranoM, JIakKO peiliaBa # HpuMeHoM Leibnitz-oBor 06-
paciia 3a U3BOjie NIPOU3BOJAa iBa (haxTopa, Koju he oBie GUTH IpUMEHa Ha
onpexndy pyrora peaaTUBHOL H3BoHa A,(y).

AKO ce cTaBu 12 je

Ay(y)=u,
ouhe

(56)

14

d n
- y

dY H

dl‘l
u =
dx”( y)

= uy"™ + (’l‘) uy" b4 (’21) wy"P 4
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k h
y( ) = a‘_,, M( ) = Ah’
—

£ ) (p+2)
dx,T(M)’)z [y”] :yp :ap+2’

TO, y Be3H ca obpacteM (56), MOBOAH TO peKypCHBHOT oGpacia

Apen = AA) + (’;)a,,_lAl + (;)an_zAQ +...
peMa KoMe je
Agay = ay,
Aga; +Aag = as,
Aga, +2Aa,+Aa, = ay,
Apas +3Aa, +3Aa, + Aa4 = as,

rae KoeuLUHjeHTH do U a OCTajy IPOU3BOJbHU.
W3 tux ce jeqaunna odujajy KoeuuyjeHTH

a,
AO =
ag
=1 ar a3
AI = 2 3
agp jdy 4,
a, a
a, 42 %
A o) 2 2
27 7
a?) dg d; dj ’
0 ag ay

a TO je OHO HWCTO IITO ce Mobuja mpuMenoM obpacua (55) Ha ciryyaj Kaf je
n=2.

8. PASMAK BAPMJAIIMJA BPEJTHOCTHU A,

Y mMHOro6pOojHIM ciydajeBuMa, Kaj (yHKIja y HUje faTa y eKCIUIn-
muTHOM 06THKY, Beh je ogpebera KakBoM CBOjoM (PYHKIIMOHEIIOM, HIIH Ka-
KBOM CBOjOM penaiujoM ca IPYriM, IO3HaTUM (pyHKLHjama, HUje MOTYhHO
OfIPEIUTH EKCIUIMIUTHO U NPELU3HO BheHe pellaTHBHE U3BOJE Kao (PYyHK-
1yje He3aBHCHO MPOMEHILUBE KOMMINHE ¥ OfF KOje oHa 3aBucu. MebyruM je,
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y BeNHKOMeE Opojy TakBHX clly4yajeBa, UIaK MOTYRHO ONPENUTH PA3MaK Y
xome he A, (y) sapupailiu Kag ce UpOMEHDUBA X MeFbd Y JeGHOME GaTlioM
pasmaky (a, b).

Ospe he Guty HaBefeHa, IpuMepa pajy, Ba CilIydaja TakBe BpCTe;
npBoMe ciIydajy pyHKIH]ja y je RecbuHMcaHa Kao ogpebenn nuTerpan y xo-
Me x (purypuile xao mapaMmeTap, a y Apyrome osa je jiebHHUCaHA jeTHOM
nudepeHLnjaTHOM je{HauNHOM KOja ce HE MOKE HHTETPAIuTH.

Youumo pyHKUH}Y y gaTy y o6nuky Laplace—-Abel-oBor unTerpana

b
y(x)= J‘ ue* dr,

a
rye je u (pyHKIHja HHTerpanioHe MPOMEHIbYBE £, KOja HE MeHa 3HaK Kaf f
Bapupa y pa3Maky (a, b). VI3 obpacna

d n
dx

b
= J t"ue” dt
n
a

no6uja ce, IPUMEHOM TeOpeMe CPe[IbUX BpeJHOCTH HHTETpaja [ia j&

b
d"y :

=" ue”dt = ¢"y,
o= J &'y

rae je & jemua BpeHOCT IITO Jiexu u3Meby a u b. M3 Tora ce 3akibydyje fa
je 3a CBe peanHe BPeJHOCTH X
A (y)=a"+8(x)(b" —a"),

e je 0(x) jemna pyHKIHja IPOMEHIBUBE X YHje BPETHOCTH Jiexke usmeby 0
u 1 3a cBe peallHe BPERHOCTH X.
Y ommTajeM ciydajy Kaf je

b
y = J ue*dt,
a

ouhe

b
d”y p— n VX — n
=) ajue dr =[v(E)"y,

1a gaKJe
An(y) =A+ G(X)(B _A)7

rie A 1 B o3Hadyjy HajMarey u Hajsehy BpeXHOCT Kojy fo0uja dhyHKumja v
Kaj ¢ Bapupa y pa3Maky (a, b).



220 - OHUOEPEHLMIAIIHU AITOPUTAM

Hagenrhemo Kao mpuMep 3a jfpyra cnydaj pysKuuje y geduHucaHe
nugepesyjanHiM jefHaYMHaMa

(59) w4+ Y = w2y,
dx
2
(60) = ey,
| 43 2_.2
(61) —d—)%z(u+ve_” Yy,
.

e ¢y u, v, w, s HOJIMHOMH 1O X YHjU Cy KOS(UIUAJEHTH LU HO3UTHBHY
6pojesH.
3a ¢yukumjy y pedunncany jegaauuaom (59) je

W+ sy*

AI(Y): 2
u-+vy

1A j€ 3a CBE TIO3UTUBHE BPETHOCTH X
w s
Ay)=—+6(x)—.
u v

3a dbyukuujy y fedunucaty jegnaunsaoMm (60) je
A,(y)=u+ve™,
na je; OIET 3a CBEe MO3UTUBHE BPETHOCTH X,
Ay()=u+8(x)(u+v).
3a dyuxmjy (61) je
As(y)=u+ ye TV

a je OIIeT 3a X IO3UTHBHO

A(Y)=u+08(x)(u+v).



APYTH OJJE/BAK

®YHKIWJE NEOUHUCAHE
AJTOPUTMOM A,

9. ®YHKIIWJA y IEGVMHUCAHA AJITOPUTMOM A,(y)

Meby penatuBEuM U3BOAUMA A, 10 BUXOBAM MHTEPBEHLIH]aMa Y aHAIU-
THYKUM OpoOlieMHMa M IUXOBHM NpUMeHaMa, HeCyMmHBO Hajeehy
BAXXHOCT ¥Ma H3BOJ[ A,. Kao mTo he 6utn mokasaHo y mocluefmuM Ofie-
JBIEMa OBE KIbUIe, MOTYRHOCT penlerma MHOTOOPOJHAX TaKBHX IIpobieMa
[pom3iIa3y U3 MOTYhHOCTH fla ce U3 YCiIOBa 3afaTKa MoXe (POpPMUpATH He-
IIOCPEHO Ta] U3BOJ Kao (PYHKIW)2 HE3aBUCHO MPOMEHJBbUBE KOJIMYNHE, T1a
ce m3 obymka Te PYHKIH]E, AN N3 PA3HUX beHUX N0JeIMHOCTH MOTY M3BO-
JWTH 3aKJbYULHX O pelleny Ipodiema. «

Y ToMe IorIeRy Of HapOuHuTe je BaxHOCTH IpoOIeM la ce U3 n3pasa
m3Bopa A,(y), Kao gare (pyHKIKje TIPOMEHJBUBE X, Ofpeau (pyHKIH]a y Koja
IMa TakKaB U3pa3 3a CBOj APYI'W pelaTHBHY M3BOJ. 3afaTak ce CBOIM Ha UH-
Terpannjy OMHOMHe NuHeapHe AudepeHInjaiHe jefHaYnHe IPyror pega

(62) CYfyy=0,

rae je f mata ¢dyHxumja npoMmeHpuBe x. Oprosapajyhux dyHunmja, xoje
uMajy f(x) Kao cBOj APYT'H PeaTHBHU U3BOJ, UMa O6ECKPAjHO MHOTO 1 OHE
¢y cBe o0yxBahene omurrauM H3pa3oM

(63) y = Ciy; +Cyy,,

e ¢y y, ¥ y, JBa Ma Koja IHHEeapHO He3aBUCHA NapTUKyJIapHa HHTETpana
jennauune (62),a C, n C, IPON3BOJbHE KOHCTAHTE.

Y onmrreM ciy4uajy (pyHKUmja f Ma KakKBa) HUje TI0O3HATa HU jefHa Of
dyurmmja y;, y,. Mebyrnm, 3a Benmuku 6poj crniellujaHux o0nuKa PyHKI-
je fro3HaTa je 6ap jegHa off THX JiBejy (PYHKIH]a; HpeMa eJIeMEeHTapHO] OCO-
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6unu jenqaadune (62), ako je Ta jegHa PyHKUHja y,, Apyra he 6utu ogpebe-
Ha ofpacieM

dx

Yo=Y, —5>

Y1

na he Tako OMTH 1MO3HATE U CBE (PYHKIIAjE y IITO OXTroBapajy gatome A,(y).
360r oNakmINLA y pauyHHMa, oBe he OUTH U3TI0XKEH NMperiel TaKBUX

MO3HATH]UX CITy4ajeBa, a Ha Koje ce Hajyelrhe HAWIa3: y IpUMeHaMa.

1° Kap je
A,(y) = const. = a,
6nhe
3a a>0, y = e*’ﬁ, Yy = e"“/”,
3a a<0, vy =sin x+/a, Yy = cosx~a;
2° Kap je
2
Bay) = —52
A (y) (ax +b)2
6uhe
v, =(ax +b)", vy, =(ax +b)7,
rie je
n= %(1+«/§), r = %(1——«/;);
3° Kap je

1
AZ(y) =
X

6uhe (Poisson)
2

Y= xJ.e’J;«/tz —~4 dt,

-2

2
o5 -
Y, = x [1+ t/x - log(£? — 4)/x 1dr;
_J;'\/tz ~-4
4° Kap je
1
Az()’) = _;’
6uhe (Poisson)

Y = j:oe_(t%) dt.
0

Y HCTO BpeMe IOCTOjH U pelllerhe
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y=x 2x? 3x? 4x4

T2 a2 T d23aE

rie je [, MO3HaTa MUIHHAPUYHA (DYHKIH]a;
5° Kan je

A
AZ(y) - 4
X
ouhe

A _A
yp=xe*, y,=xe *

6° Kap je

A
A (y) = ,
2(9) (a+2bx +cx?)>

6utie (Euler)

y = efuldx’ y, = efulclx’

e je

b+k+cx
a+bx+cx?’

_ b—k+cx
a+bx +cx?’

7° Kap je

6uhe (Poisson)

8° Kap je
8
Az()’) - ) 2y >
6uhe
y; =ctgx —tgx;
9° Kap je
_4(n-Dx +1
Ay(y) = —T,
6uhe

4 n—1 1

y=x"e?

oo=Alx 1 (24x),
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10° Kap je
A :_n(n—2)’
2(y) __—(1+x2)2
omhe
an 1
=(1+x? 2 N
={+x7) dx’ (1+x2j
11° Kan je
2(B-o)
A = ,
(%) (x +B)(x +)?
6uhe
_+.
)’1:_x Bl
X+
12° Kap je

Ay(y)=x*~(2ntl),
ouhe (Hermite)
yl — ei%Pﬂ ())’
rge P,(x) o3Hauyje Hermite-0B NONUHOM;
13° Kap je
n(n+Dx?—=(n*+n+1)
(x? =1

= sz—l'Xnv

rie je X, Legendre-0B mOJIAHOM;

Ay(y) =

’

6uhe (Legendre)

14° Kan je
_ox—x*-1
2()’) 4 ( 1)2 ’
Gwhe
(x =1
== J\/(l z)(1 )
15° Kap je
+b
Ba(y) =S,

y, ¥ y, nobujajy ce, o Laplace-oBoj MeTou uHTerpanuje, y o0auky Lap-
lace—Abel-oBuxX HHTETpaNa
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p
f u (1) e*dr,
. o ‘
16° Kap je
Aﬂy)=h2+£QE}Q, O<k<],
2x
ouhe (Poisson)

- :
e o K —~HXCOSt 34y 2k—1 .
Y =X Je sin t-dt

0

T
yy = Xl—kjh e—hxcosl sin -2k ﬁ'dl.
0

Y cnenmjaTHOM CIIy4ajy Kajp je k = %, Tj. Kaf je

1
Ay(y)y =P ———,
2 y)=h 1652
Guhe (Poisson)

}’1 — \/)T,;e. e—hxcostdt,

0

T
Y, = \/;{ et Jog(x cos? 1) dt
0

17° Kap je
1
A = ,
2 () 1= o
ouhe!l
y = A(u),
rhe je
—_ Sl(x) ___1
so(x) ,
2

; J1=x%gin?¢

1 G. F. Childe: Messenger of Math. 1889-1890, p. 155-164.
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T
2
$4(x) = J‘«/l—x2 sin? tdt;
0
18° Kap je

1
Az()’) = '5(_5

rie je X pyHKIHja NPOMEHIBIBE X, CMEHOM

y = efzdx,

nobuja ce 3a z gudepeHIpjaaHa jefHaYNHA

dx
a 3a OBY ce 3Ha Jla:
a) Kap je X nuneapna (pyHKRUH]a TPOMEHIbHBE X, jefHAUNHA UMa Ka0

HapTHKYJIapHU uHTErpas Bessel-oBy TpancueHnenTy

2 3
z=X1+ X + X + X +...0;
; 2(1H)% 32N 4(31)?

b) Kap je
‘ X =(x-a),
OHA MMa 32 OIIIITH HHTETpal

2(x-a)z=(145)
2(x —a)z—(1- 5w ’
c) Kan je
X =ax®+bx +c¢

jemHaYEHA Ce MHTErpaty moMohy XHIepreoMeTpHjcKEX (PyHKIUjA, Koje Y
HOjeIUHAM CHEUHjaTHAM CIydajeBvMa JereHepHily y eleMenTapHe (PyHK-
ugje (anreGapcke U OTapuUTaMCcKe);

19° Kap je
Ay(y) = m(m+ D) k2sn’x + b,

rige je 7 Ma KakBa KOHCT2HTa, k MOYO eNHNTHIKe (PyHKIHjE snx, a m 1E0
HO3UTHBaH 6poj, PyHKDHje y, ¥ y, Cy MepoMopdHe ABO-TepHOgHIKe Py-

'HKITHjE.
koosk 3k
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Cras xoju he oBfie 6uTH HaBefeH iaje MoryhHOCT Ja ce ofpefie
(dbysxumje y ITO OfiroBapajy 6€CKpajHO MHOTHM ¥ PA3HOBPCHAM OGIMUAMA
Ipyrora u3sofa A,(y). )

Heka je

y=v(x)
jerHa off MyHKIHja 3a Koje je

Ar(y)=@(x)+a,

rie je ¢ mara ¢yHKUOHja NPOMEHIBHUBE X, 4 a jefiHa oapebena KoHcTaHTa.
Heka je 3atum

u=w(x,C,C)
HajoNmIITHja (PYHKIHjA U 33 KOjy je
Ay(y) = @(x) +D,
rje je b KakBa KOHCTaHTa pa3inyHa oOff d.
Hajonwimiuja ¢pyrnxyuja z 3a xojy je

Ay (2) = @(x),

Z0e je d(xX) pyHKYUja lipomeHsUBe X gailia 0Opacem

®(x) = L[20%(v) = A,()]+ b—a,
v

Jecitie
z=[Au) = 8, (v)]u.

CraB npown3nasu u3 jefHe TeopeMe 0 XOMOTeHIM JIMHeapHuM fude-
PEHITjaTHUM jelHaYMHaMa pyrora peaa, Kojy je mokaszao Darboux! u koja
TacwH: :

Heka je

y =1o(x)+aly

KakBa jefHaYrHa HHTeIpalOuiHa 3a jefHy ofpebeHy BpeFHOCT KOHCTAHTe a;

Hexa je
y=v(x)

jenaH napTHKyJIapad HHTErpal Te jefHadYnHe, a

- 1 G. Darboux: Sur une propriété relative aux équations linéarires {Comp. rendus de 1’ Acad.
des Sciences de Paris, t. XCIV, 1882, p. 1456.] — Taxkobe: Legons sur la théorie générale des sur-
faces, 1l partie, 1899, p. 196. '
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y=w(x,C, ()
OTIIITH HHTETpal JefHaYHHE
¥y =lo(x)+bly,

r7e je b KakBa KOHCTaHTa pa3inyHa o a. Taja jeqHa4unHa

y’' = v(x)(—l—) +b—aly
v

¥“Ma 3a OIIITH MHTEeTpall

’

’ v
y=w-w—.
. v
JIOBOJBHO je IpUMETHUTH fia je

” \2 7
V(l) +2(_Y_._) - 14 = 2A21(V)—A2(V)5
v

v v

u IIpeMa TOME

v(—l—) +b—a=®(x),

v
a 'y UCTO BpeMe

, v’ , v’ uw o v’
w-w—=y'—y—=u|—~—|=
Y y U

=[A(u)-A(V)]u =z,

1a je TOPILY CTaB JOKa3aH.
1. ipumep. — Iomasmm off cnyyaja

0(x)=0, a=0 b=l
ganasiu ce fga he HajonmuTaja QYHKIM]A 2, 38 KOJY j&

Ax(2) = 1+-%,
X

2= (1- 1)— C,e (1+—1-) .
X X

2. iipumep. — Cny4daj
©o(x)=0, a=0 b=-1

6uTH

IOBOJH [0 TOTa Jia je HajomuTrja QYHKIM]a z 32 KOJY j€



2
OYHKIMIE JEGUHNUCAHE AJIFOPUTMOM A, 231

Ayz)=-1+2,
X

byHKIHT]a

sin x . g
z:C,(cosx— )+C2(smx—n
x

3. iipumep. — Ciryuaj

o(x)=0, a=-1 b=
TOBOJIM O TOTa Ja je
z=C tangx +C, (1+x)ta

HajonuTHja PYyHKIH]jA 3a KOJY je

A,(2) = 2(1- cotg?x).

10. ®YHKIIWJA y BE@MHNCAHA AJII

ITpo6eM fa ce ofpean GYHKUHjA y YHH ;.. seby n + 1 unrerpa-

jemHaxk fatoj hyHKIHj f(x), CBOOH ce Ha MHTErpa . ou 1 fa je!
IujaJIHe jeJHadYuHe n-TOT pefa }
dﬂ
(64) oIy =0
IIpema ToMe, cBe Cy TakBe (PyHKIHM]E, 32 jefHY Aa
o6yxBakeHe onmmTIM H3pa3oM 2% s
(65) y=Clyl+C2y2+"‘+Cnyn’
e je
(66) Y1 Y2sees YVns

jefiaH CHCTEM JMHEAPHO HE3aBICHUX MapTHKYJIapHUX HHTETP:
(64), a wh
C,Cy,...,C,

CKYI IPOM3BOJbHHUX KOHCTaHaTa. Tako:

1° Kapg A,(y) mMa crajny Bpe[HOCT a, HajonmmTHja GhyHKIN)a y i
o0nuK
y=Ce" +Cre™ +...+C e,
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. 1 OWHOMHE jefHaYMHe
ONIUTH UHTETPAT je[HAYI

=a,

rhe je b KakBa KOHCTaHT: . .
'qajy Kap je

AZn(y) = L

A[IICATH U Y OONHUKY

HMa 3a ONIMITH HHTEeTpa’
y = Coe* +Coe™ +

“ k. kn
TosormHo je mpume” |:Ck cos(x sin —n—) +C; sin(x sin —n—ﬂ ,

CO’ C(,)’ Ck’ Cf,c

U IpeMa ToMe .,HHAX KOHCTAaHaTa.
3a Koje je
A(y)=x

a y HCTO Bpeme

_ ommuTH uHTErpain!
112 je TOPILH CTaB

1. apumep. — .

tn+l

y= J u(t) e_mdt,
0
Hanazm ce aa b

g Bos oo Hpgy
ouTH JUHOMHE jeHaYnHe

H"H +1= 0,

»aumjom Scherk—Lobato-Be fudepennyjante jeHaYnHe

u(t) = WCeM™ + 1, Coe?™ + .+ Wy Cp™,

ieHe 10 1, a C, MPOM3BOJbHE KOHCTAHTE Be3aHe pelalyjoM

C,+Cy+...+C,,, =0.

lg, Spitzer; Studien tiber die Integration linearer Diff. Gleichungen (Wien 1860) S. 44.
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3° dyuKImje y 3a Koje je
An(y) =x"

noGujajy ce maTerpanujoM Kummer-oBe jeHaunHe

—dm)i—x"'y = 0.

d.v n

Ona nMa 32 ONIITH uHTErpan

a+m
¢

y = J e ntmd (1x) dt,
4]

rnie je
z=®(x)

OIILITH WHTErpal jennaunye (n + 1)-or pepa

Az _
dx n+1

?

(amu y K0joj je cTenen m cMakeH 32 jeauHuny), rae u3meby n + 1 unrerpa-
IMOHMX KOHCTAaHATa TIOCTOjH jeHa yTEphbeHa penanyja.
VY chenwjanHAjeM cnydajy Kaj je m = 2 HaJa3u| ce jomr ¥ fia jel

t"+2

y= Jten"”d)(tx)dt,
0 .

Ine je

n+2
L

(D(IX) - J. 6'— e [ulclemmx tot un+2cn+26u"+2’”] dS,

0
Ime ¢y |, KopeHn GMHOMHE jefHadYnHe

I-Ln+2 +1= 0,

C, Cysvvns Cuna
IpOU3BOJbHE KOHCTAHTE BE3aHE ABEMa penanujama

Ci+C+...+C,p =0,

u;H—lCl + u'2’+lC2 +...+ p*:;i%.cn'f-fl = 0

I Spitzer: loc. cit. S. 63.
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4° dyuknmje y 3a Koje je

A (y)=

X 20
fobujajy ce MHTEerpalljoM jeHaYnuHe
d”
x 2 d—)'j -y =0,
X
UHjH je ONILTY UHTErPaiZ
_ (L%

y=x"1Ce * +...4+4Cpe *),
rie ¢y |, KOpeHd OHHOMHE JefHaYuHe
p'—1=0.

Hcro Baxku u 3a (byﬁKiu/Ije y 3a Koje je
1
An(y) == n
x

CaMo IUTO Cy Tafa |, KOpeHu OMHOMHE jeTHaYnHe

R +1=0.

11. @YHKIMJA y JEOMMHNCAHA AJITOPUTMOM A,
N3PAXKEHA Y OBJIMKY ITOTEHHUJAJIIHOTI PEJA

IIpo6nem Koju ce nocTaB/ba PR TaKBO] ofpendu dpyHKumje y 610 6u
0B2j.
3Hajyhu xoedurmjeste A, pena
Al A2 .2

(67) A,(y) =4 +Tx +E!—A +...,

ofpenuTu KoeduIujeHTe a, pexa

a a
o+ 22524

(68) y=ag+t I o

2 Spitzer: loc. cit. S. 111.
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Harnpep je nokasana Besa n3Meby koeduimjenata a, # A,, Koja ce u3-
paxaBa y o0nuky Husa jegHaugHa (54). VI3 0BHX ce MOTY, WIH TOCTYIIHO
n3pavyHaBaTH KOe(UOUMjEHTH g, jefaH U3 [Apyrora, Wi W3PA3HTH HEIo-
cpefHo a, y obnuky perepmunante. IIpu 1oj onpenbu xoedunujenTn

ao,ah az,;.., a,,_l

0CTajy NPOHU3BOJbHY H OHU MMajy YIIOTY /1 MHTEIPAllIOHNX KOHCTAHATA KOje
yBORM Yy GyHKUMjy y pudepeHjanHa jefHadYnHa n-Tora pefa, Koja Ty
(yrxumjy onpebyje us garora A,(y).

Csu he pgamn koeduuujeHTH

Aurls Apgds Qpyzs e
OHUTH [IOJIMHOMH TIO KOe(hUIMjeHTAMA
Ay, AL Ay, ..,

a KoeUIMjeHTH THX IIONVHOMA CY TO3UTHBHE e OPOjeBH.

Kao mro ce Bupm, xag rog cy xoeduuujeHTa A;, Kao M NPBUX 1 KO-
edunmjeHaTa a, yenu 6pojeBH, TakBu he OUTH U CBY KOSUIUJECHTH
KaJl Cy OHH IpPBY IO3UTHBHH, Tako he OMTH U ca cBAMa KOe(HIM]eHTAMA
a,. Ta npumenda uMa CBOje BaXXHOCTH 32 ofipebuBaibe criekTapa Hu3a ( a;)
HemocpeHo noMohy dyHKIAje f(x) jefHaKe pelaTHBHOM H3BORY A, (y).

Ospe he ce, ka0 coelyjaiiaH, a HAPOUXTO BaxKaH CNydYaj, H3BECTH Y
IOjeJUHOCTIMA W3padyHaBame KoeduuujeHaTa a, IoMohy KoedunujeHa-
Ta A, Ipyrora penaTHBHOI H3BOfa A,(y).

W3 Hu3a penanmja (54) nobuja ce fa je

Apey = AoPrg +@10pa, (k=0,12,..),
Ife ag U a, OCTajy IPOW3BOJBHHY, @ Py, B Q.o Cy IOJHHOMH IIO
Ag, Ay, Ay,

umju ¢y KoeUIMjeHTH MO3UTHBHE Ienu 6pojeBu. Taxo ce Hanasu y pa3Bu-
jeHoM OOMHKY A2 je

Py = Ay,

Py = A,

P, = Al +A,,
Ps = 4A0A, + Ay,

Py = AY +TAA, + 447 + Ay,
P’] = A()A] + SAIA(% + 5A1A5 + lOAlAz + 10A0A2 + As,
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g, =0,

O3 = Ay,

Q4 =24,

Os = Aj +34,,

Q6 = 6AOA1 + 4A3,
Q, = 4A% + A} + 1344, + 104} +5A4,,

a 3aTHM ja je
ay=1 a; =0

no6mjajy ce crenujanie QpyHKITjE y

y=x +Px?+Pxt 4.,
Yy, = 1+P2x2+P3x3+...,

KOje UMajy MCTH [pYI'H PelaTUBHH H3BOJ A,(y); CBE OocTale TakBe (PyHK-
nuje obyxBahene cy obpacuem

Y =apgy tay,;.

Y mojeguHuM CrielyjaTHIjUM CIIyJYajeBuMa MOTY ce KoepuUUjeHTH a;
jemHe o (yHKIMja IOTO OroBapajy gatome A,(y) ofpenuTw ¥ momohy
MeTofe Heofipehennx KoedunujeHara. Ta meTofa foBoau 10 Te ofpende u
y cIyJajeBEMa Kaj ce y Pa3BUTKY (PyHKIHje y, IOped WIaHOBA ca NO3M-
THBHUM CTEIEHMMa MPOMEHIBLUBE X, HAJIa3! W WIAHOBA Ca HETaTHBHUM HJIH
Pa3noMIbEHNM CTeXeHnMa. TakKo, HIIp.:

a) Kap je
1

A =1+—,
2() 4x 2

HAJIa3} ce, Kao jegua of pyHKIHja y, Bessel-oBa TpaHCLEHAEHTa

x?% x* x8
9 :«/;(1—2—2+22_42 — STt

0) Kan je
1 1
A = e —
2y) A’ x

HaJla3Hn ce
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2 3
y1=ﬁ[" +-Z X }

- + +
an? - @2n* @3y
B) Kap je
Ay(y)=x",
nobwujajy ce, y o6IuKy pea, ABe QyHKIHje y, ¥ TO jefHa

yi =1+ ax ™2 + bx 2™ 4 ox 30 4

e je
g=— 1
(m+DH(m+2)
b= 1 ,
(m+ 1) (m+2)(2m+3)(2m+4)
1
i D(m+2)2m+3(2m+4)(3m+5)3m+6)’
U ipyra
Yo =X +ax™3 g b I
THe je

a’ - __~.__1____.~,
(m+2)Y(m+3)

b = 1
(m+2D)(m+)NCm+H)2m+5)

. 1

¢ M+ (m+3)HCm+HC2m+35)Bm+6)B3m+7)’

...............................................

dyHkumja y, 3a K0Ojy A,(y) mMa 3a u3pa3 x ™, u3paxkasa ce y KOHa4YHOM 00-
UKy noMohy enemMeHTapHuX (pyHKIR]ja Kaf je 6poj m obnnxa

— 4k
2k+1

e je k KakaB Ijeo MO3UTHBaH OpOj, WIH je[[HaK HyJH, WK je OecKpajHo Be-
JIAKY.
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r) Kapgje
x+—i—(n+1)2~%n(n+1)
AZ(Y)Z 7 5
x
HAJIa3y ce
nrl . 2
yi=x 2 |l+—2—4 X +
I'(n+1) 1-2(n+D(n+2)
ki
+ X +...].
1:2:3(n+D(n+2)(n+3) }
n) Kap je
4n? -1
A =1+ ,
2(}’) 4x2
HaJlas3d ce
20+l 2 4
yI:x 2 1+ X + ud +...1.
2-2n+2) 2-402n+2)2n+4)
e) Kan je
2_2m
Ayy)=E=2m
2()’) 4x2
HaNma3H| ce ’

et
y=x211- + - .
2-(m+1) 2-4(m+D(m+3)

12. DYHKUMJA y OOPEBEHA IIOMORY A, METOJAMA OIIIITE
TEOPUIJE ®YHKUMNTA

Onirra Teopyja aHANATHYKEX (PYHKUHMjA faje pemekha MHOroOpojHHEX
npoGiema o PyHKLHjU y Koja uMa aaTy MyHKUHjy f(x) 3a CBOj pellaTHBHHI
m3Bop A,(y). CBe ce TO CBOAM Ha IPUMeHY TE OIIITEe TeOpHje Ha GHHOMHY
XOMOTeHY JIMHeapHy Ir(epeHInjalHy jeTHaYuHy n-TOT pefia

n

(69) 4Y - fx)y.

xn

MeTope ommure Teopuje PyHKIHje He 3aXTeBajy HHTETpalHjy Te jefi-
HaumHe, Beh HenmocpenHo oapebyjy Bese n3mMeby aHATUTHIKAX HOjeAUHOCTH
dyurnmje f(x), Tj. u3Boga A,(y), u came dyHKOHje y HITO My OTOBapa.
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Takee 61 Bpcre Gunu cnepgehn mpoGiemu.

1. Ogpeguitiu cunzyasapuitieiie pyHrkyuje y, aHasuiiudku o6auK u
doHawarbe QyHKYUje y 6AUSUHU CUHZYAGpUITieia.

PyHKOMja y He MOXKE MMATH APYTUX CHHTYJIAPUTETA, OCUM OHHX KOje
“Ma caM u3Box A,(y), IpeMja CBakd CHHTYJIapUTET TOra M3BOJA He Mopa
OWTH Y HCTH MaxX ¥ CHHTYJIApUTeT (QyHKIHje y; jefHa TpocTa HyJa, HIp. OBe
(pyrKIIje MOXe GUTH NOJ 32 BeH u3Bol A,(y). Y KONHKO ce THIE KPUTH-
YKHX Tadaka (anreGapckux W TPAHCUEHAEHTHNX), 32 X je CATYPHO jJa je
CcBaKa KpHTHYKA Tadka HM3BORa A,(y) y HCTH MaxX U KPHUTHYKA Taydyka
dyHKIHjE Y.

Fuchs-oBe TeopeMe O HMHTErpanuMa JIMHEAPHUX JUEPEHUYjaTHAX
jenHAYAAA ‘

n n—1

(70) jx),j + Py z,x,,_)l) f*‘“'+pn—-ljl—i)+pny = O’
rme ¢y Koe(puuujeHTH p, YHAQOpPMHE (PYHKIHie NPOMEHIbHBE X, [ajy MO-
ryhHOCT fa ce ofpenu aHaIUTUYKY OOJMK MHTerpana y y ONU3KHH HHTe-
TpaJIHMX CHHTYJIApPATETA.

Hexa je, Hnp. x = 0. CHHrynapuTeT jefHe of yHKUHja pi(x), y 6mu-
3WHU KOT'a Cy CBE Te (PYHKIM]e YHU(POPMHE. AHANUTHYIKYA OOIHUK HHTErpana
y W BeroBo MOHaNlalke Hpu o0pTamy Tadyke X OKO TauyKe O, 3aBHCH Of
npupofe KopeHa KapakTepucTuIHe anrebapcke jefHaulHe #-TOT CTeleHa

(71) PP AT R A LA, r+ A, =0

pesate 3a qudepennujanyy jexnaunny (70).
CakoMe Of IPOCTAX KOpeHa Te jeHaYnHe, HIp. KOPeHy 7, Ofropapa
IO jefiaH UHTEerpall jeHaynHe Koju y ONU3HHE TadKe X = (L mMa 00NuK

y=(x-o)ox),

e je ¢ (x) yHudgopmua dyHKIEja y 6nsunu Te Tauke. Kaj ¢y ¢BY KopeHu
jemmayune (71) upocru, gudepennujanua jegnaynsa (70) uma jefiad cKyn
MHEapHO He3aBYCHUX NAPTHKYNAPHIX HHTETPajla oCIHKa

yi=x-o)'g (x),

y2 = (X =) @y (x),

In = (X - O(')r" ®, ()C),

i€ Cy 7, By, ..., I, KOpeuu jeguaunne (71).
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CBakoMe JBOCTPYKOM KODEHY r OfroBapa IO jefjaH HHTerpan KOoju y
ONMM3MHY TAYKe X = ¢, UMa O6JIUK

y=(x-0){o+¢log(x —a)],

rae ¢y ¢ u ¢, yaudopMue QyHKIHje Y TOj ONU3HHM.
CBakoMe TPOCTPYKOM KOPEHY r OAroBapa Mo jeaH HHTerpan o6iuKka

y=(x—o)[o+¢ log(x — )+, log? (x — a)],

e ¢y 9, @1, @, yrudpopMue bynkumje.
W y ommite, cBaKkOMe BHILIECTPYKOM KOPEHY p-TOT pefia Ofropapa mo
jeflaH HHTETPall KOjH j& MOJIMHOM p-TOT CTelleHa [10 U3pasy

log(x — o)

ca KOe(pUIHjeHTHMa KOji cy YHA(OpPMHE (PYHKIMjEe MOMHOXKEHE H3PA30M
(x —)".

Kopenr xapakTepuCcTHYHE jefHauYnHe ofpebyjy, fakie, aHaTUTHIKA
06nuK MynTHdOPMHAX (PYHKIIHja IITO yIra3e y cacTaB HHTETpaja y, a Te cy
MynTadopMHe (PyHKUHEjEe TONMHOMCKE KOMOWHAaLHje eleMeHTapHuX (dy-
HKIIFja :

(x—o) m log(x —q).

IIpea ce ox Tux ¢dyHKIM]jA, IPHA OGpPTalmy OKO X = (i, MEHa TaKO fia
HocTaje jeHaka IpBOOUTHO] (PYHKIM|H IOMHOKEHO] je[[HHM CTanHuM ¢ak-
TOPOM; Ipyra Opu ToMe o0pTamy OMBa U3MEHEHA [OAATKOM JeHOra CTal-
HOT (pakTOpa, ¥ HA Taj HAYUH C€ MOKE JIaKO OPEAUTH IIiTa OUBA ca HHTe-
I'pajioM y IpH ToOMe 00pTamy.

YuudopMmHe PyHKIH]jE

¢, (ply ¢2 [

MOTY UMATH BPEeFHOCT X = ¢ CAMO Kao O6HMYHY TayKy, Kao II0J, WE Kao ece-
Humjangy tauky. Jegaa Fuchs-oBa Teopema faje moTpeGHE W [OBOJbHE
yCIIOBe [ja TO He OW GWO eCeHIWjaTHy CHHIYIapHuTeT Tako, Aa aKo je X = O
VOIILITe MHTETPATHA CHHI'YAPUTET, OH je NON UHTerpana. 3a To je HoTpe-
OHO U JIOBOJLHO 2 CBaKM KoeduiumjeHaT p;(x) EMa Tadky x = O/ WIH Kao
OGHYHY TAYKY, WM Ka0 [IOJ YUjH pef] He IpeMallia PaHr | KoepuujeHTa.

IIpoyuaBame yHKLHjE y, HITO OArOBapa faTOM H3BOAY A, (y) Kao
no3uaToj GYHKIUjU IPOMEHIBUBE X, CBOJH CE& Ha NPOydYaBame MHTErpaia
jemuauune (70) y K0joj je AIEHTHIKH

Pr=Pr=...F Py = 0.
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IIpuMeHOM ropBUX CTaBOBa Ha TAKBY jeIHAYMHY

dlly
dx A

+py=0

ofpeanse OM ce HajIpe BPEFHOCTH X KOje MOTY ONTH CHHTYJIApATETH (DyH-
KIMje y, Ia 3aTEM aHANNTHYKY OONUK ¥ NOHAIIAke Te (PYHKIHUje Y OIN3uHu
yO4eHOr CHHTrynapuTeTa. A cse he To 3aBHCUTH off Ipupojie PYHKIHjA p, I
KOpeHa KapaKTepUCcTH4He anrebapcke jeguauuse (71) BesaHe 3a mocMma-
TpaHu u3Bofg A,(y).

Y cnyudajy xaj ce dyHKHja y ofgpebyje momohy matora cBOT fpyror
pellaTUBHOT H3BORa A,(y) Kao mo3HaTe ¢dyHKIHje f(x) IPOMEHILUBE X,
KapakTepHCTHYHa anrefapcKa jeHaunHa je KBafpaTHa jeHaInHa

rr—r+ f(a)=0,

1 aHAJUTHYKY O0NMUK PyHKIYje y Y OIMM3MHA BPEJHOCTH X = ¢ 3aBUcHhe Of
TOra fia | je

‘ 1 . _1
f(oc);tz, UM je f(OL)—4.

2. Ogpeguitiv aHaruliuuku o6auk QyHKyuje y Kkoju 6u 8axcuo 3a yery
pasan UpomeHsmluse X.

IIpoGaeMm ce, y onmiTe, peniasa MHTETpalyjoM AudepeHyjaite jen-
waunHe (69), kax je Ta uATeTpanuja Moryhua. Kag To Huje cnyyaj, npudera-
Ba Ce METOJlaMa OIIITE TeopHje GyHKIUja i aHATATIIKE TEOPHU]E JIHHEAp-
Hrx qudepeHInjaIHuX jefHaunHa. Te MeTofe HOBOJE, HIP. 0 CTaBOBa

OBAKBE BpPCTE!

Kag je uzeog A,(y) payuonasra gyrxyuja dpomensuse X, Koja wexcu
KOHAYHOJ U 0F HyAe PpA3AUMHO] Zpanuli b kag X GeckpajHo paciiu y io3u-
UeHOM Tipasyy, oHga Hajoilwiiuja yHUpopmua dyukyuja y, wilio ogzo-
sapa tiaxeome A, (y), obauka je

(72) y=Ry(x)e" +Ry(x)e™ +...+ R (x)e™,
2ge cy ‘

R, R, Rs,...

payuoraate yHkyuje ipomensuse X, a

N, s By ees

KOpeHu 6UHOMHE jegHa1uHe

(73) P = 0.



240 OUGEPEHLIMIAIHU ANTOPUTAM

Cras ce mokasyje HemocpegHoM mpumeHoM Halphen-ose Teopeme
(ocHOBaHe Ha cTaBOBMMA ONMITE TeopHje PYHKIH]ja) O ONMIITEM HHTErpany
mareapre qudepenuyjanse jennaunne (70). Teopema riacu!

Heka je gaTa jeguavnna (70), roe cy

P P2y <oy Py

pauuoHanHe (HYyHKIHUje MPOMEHJbUBE X, Of KOJUX HHE jefjHa He pacTH
6eckpajHo npu GecKkpajHoM palheny Te IPOMEHIbUBE.

Kap rop je omrra uHTerpan jepnaunse (70) yaudgopmua pyHKIHjA Y
1eIoj paBHH, oH je obmuka (72), e ¢y R, paimoHanHe ¢pyHKIHjE, a 7, KO-
penu anrebapcke jefHAURHE

(74) PR AFT R AT L+ A, =0,

U rye je ‘ ‘
Ay =lim p,(x) 32 x = +oo,

Y npuMeHnd Ha jeHAaYHHY
(75) A(y) = f(x)

anre6apcka jexnaunHa (74) ce cBORU Ha OUHOMHY jefHA4UHY (73) 1 OBOAK
7o TOpHera craBa 0 OGIHKY (PYHKUH]E y.

Y cnyyajy xap je pyHKOUja fehHHUCAHA CBOjUM JJATUM JIPYIHM pefa-
THUBHAM H3BOJIOM

e je f(x) paumonanHa QyHKIMja DPOMEHIBYBE X KOja OCTaje KOHAYHA 32
X = +oo, HajoduIniUja PYHKUUJA Y, YHUGDOPMHA Y eA0] PasHU, KOja 0920~
gapa wome u3sogy, obauKa je

(77) y = R(x)e* + Ry(x)e ™,

zge ¢y pynkyuje Ry u R, payuonanne, a
(78) A=lim f(x) 3a x =+eco
3. Kaxeu ycnosu iipe6a ga cy ucilyrseru iia ga, flopeg iloza witio je 3a

gaitio n peaaitiusru uzsog A, (y) gaitia payuoHasna PyrKYuja lipomerssiise
x, u A(y)6yge fiakobe payuonanta yrKyuja itie ipomenmpuse?

lg. G Halphen: Sur une nouvelle classe d’ équations diff. linéaires intégrables (Compt.
rend. de 1’ Acad. des Sciences de Paris, t. 101, 1886, p. 1238-1240).
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Takas je, HIp. clyyaj Kay je

3x% - 18x +19
A = ——-——_.___;_’
2(¥) 4(1-x)
jep je Tapa
N N S
x2 1-x ’
¥ [peMa ToMe
5x2+1lx -4
A =
1()’) 2 (1—-,\’:)2

VY ommreM ciyyajy mpobieM ce CBOJH Ha MpoOneM aHAJIHUTHYKe
Teopuje FUEpeHINjaNHUX jefHaTHHA!
Kap je paTa 6mHOMHa XOMOT'€Ha JTHHEApHA jeflHaYnHa

(79) SLr fy =0,
rje je f naTa panuoHanHa (QpyHKIM]ja IPOMEHIBIBE X, KaKBe yCJioBe Tpeba fa
HCIYH-aBa Ta (PYHKIM]A, Ta la jefHAYAHA UMa KA0 MapTUKYI2pHA HHTerpal
¢ysxuumjy obnuka
o/ R dx

rre je R panuonanas Gpysrugja ?

Pemerbe npobSuema fao je Appelll y cBojum pajjoBaMa 0 GMHOMHEAM
NrHeapHUX MudepeHnyjaTdimM jefHaYnHaMa YAjU ¢y Koe(pUImjeHTH palo-
HasHe $HYHKINje MHTETPALOHe IPOMEHIbIUBE KOIHUMHE.

4, Kaxee ycaoge iipeba ga uciiywasa 3a gaitio n gaitia anzebapcka
@yuryuja A (y), da ga u pyuxyuja A(y) 6yge anzebapcka?

IIpo6rem ce cBogy Ha IpobieM aHAIUTHYKE TeOpHje NugepeHIu)an-
HUX jefHaYNHA:

Kap je y paroj jennaunnn (79) dyEKumja f naTa anrebapcka QyHKIH]ja
IpPOMEHJBUBE X, KaKBe ycroBe Tpeba Ja ucnywasa Ta (PyHKIHAja 1Ia Jla jef-
HAYWHA UMa Kao MAPTHKYJIapHK WHTETpal (pYHKNHjy oOauKa

efF(x) dx, '

rie Ou F 6nna anrebapeka (pynxumja?
Yl pemieme Tora npotiema fjao je AppellZ , na OHO IOTIYHO pemiaBa
npoGreM o U3BORY A,(y) 0 KOMe je ped.

Lp Appell: Sur une classe d équations différ. linéaries binomes & coefficients algébrigues
[Compt. rend. de I’Acad. des Sciences de Paris, N* du 20 Janv. 1882; Annales de I’Ecole Norm.
Sup., 2-me série, t. XII, 1883, p. 9-46].

2 Loc. cit.



TPERM OTIEJHLAK

BESE USMELY OCOGHMHA
OYHKIHNIE N BEHUX N3BOJHA A,

13. BPE[THOCTH A,(y) Y 3ABUCHOCTY OJI HYJIA ®YHKIIAJE y

Ma na jegaoMe gaToM A,(y) oproBapa 6ecKpajHo MHOTO (pyHKIHja y
00yxBaheHHX JeHUM aHAJIATHYKAM H3Pa30M KOjH Cagp>KH 7 IPOU3BOJLHUX
KOHCTAaHATa, CHHTyJIapHEe Tayke OCTajy HCTe 3a cBe Te (PyHKUHje: OHE CY
CTaJHe Y PaBHHU HEe3aBUCHO NMPOMEHJBUBE KONMMYHUHE X, Tj. HE 3aBUCE HE Off
je/THe O THX IPOU3BOJHHUX KOHCTaHaTa. T0 je 0ueBmIHO H3 CaMOra OMIITEr
u3pasa 3a y KOju je

y= Cly] +C2y2 +"'+Cnym
rae je
Y Y25 o5V

jenaH cucteM moceGHUX (PYHKIMja Koje UMajy Jefiad HCTH RaTh u3Bog A, (y).
Cuurynapuretn QyHKIHje y TOKIANAJy ce ca CHEIyIapuTeTAMa (yHKIM)a
Y&, 112 Cy, FaKJie, He3aBUCHE o KoHcTaHaTa (. A

Kap ce y paBuu npoMeHTbEBE X 00eJeKe CTaTHE TaYKe

x =&

KOje Cy CHHTYJapuTeTH (PyHKIHje y , y cBeMy uTe Oyie fabe U3NaraHo
nmahe ce y BUIy ocrale, o6uune iaike, Te PyHKIHM]e, Tj. jeAHA Ma Koja Ta-
YKa x = O KOja ce He MTOKJIalia HHl ca jeJHOM Off Tauaka &;.

Pematusunm u3Bog A,(y) MOXe HOCTAaTH OecKpajaH caMo 3a OHE BDeJi-
HOCTH X = 0, 3a Koje (byHKIHja y IOCTaje jefHaKa HYJH; 33 CBE OCTalle Bpef-
HOCTH X = ({, OHA jé KOHAYHA U HENPEeKuHA.

Y Gnu3mHU TaKBe jeIHE Tauke x = O (PYHKIKja y Ce MOXKE Pa3BUTH Y
pen obnuka

KOHBEpTeHTaH y Kpyry C OIHCaHOM OKO X = ¢, Kao LEHTPa, Ca HOJIyIpe-
YHUKOM jeHAKAM PAcTojamy usMehy Tadke o u 0BOj HajOmmwKe Tauke &;.
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ITomrro je

nA, +(x — o) F,y(x)
Ay +(x =) Fi(x)

(81) A(y)=

rae ¢y F; n F, e GyHKIHje TPOMEHIBUBE X KOje OCTajy KOHAYHE 3a X = 0,
TO 3a CBaKy BPEHOCT X = 0L KOja Ce He IMOKJIana ca KOjoM of Hyna (PyHKIHje
y, ¥3BOJT A ,(y) EMa KOHaUHY BPETHOCT

v
(82) nA,
Ay

Kap je x = oo Hyna m-Tor pepa 3a y, PyHKIH]a ce 32 CBe BPEIHOCTH X ¥
kpyry C MOXKe HallucaTH y OOIIUKY

y=(x-0)"¢(x),

rie pyHKIMja @ He OCTaje HY je[[HaKa Hynu, HU 6ecKpajHa 3a x = O
U3 jegnaunne

4

m+(p

r-a @

(83) Ay)=

Tajia HEMOCPERHO Clefyje eneMeHTapHa 0co0MHa u3Bofa A (y) /ia oH Io-
craje GeckpajaH 3a x = O, Openasehn Harno of 3HaKa — Ha 3HAK + Kaj x
npebe og x —€ Ha x +€.

N3 (82) ce gobuja y3acTomduM AHQEpEeHIEjaNeHbIMa U JIOTapUTMHE-
CarheM HH3 jeHAYMHA

logy = mlog(x — o)+ log @y,
logy” =(m—1)log(x —0o)+log®,,
logy” =(m—2)log(x — )+ log ¢,,

The ¢y g, @1, 9o, ... PYHKIHjE KOje He TTOCTajy jefHaKe HyJIH, HUTH OecKpa-
jHe 3a x = o M3 THX ce jeqHaunHa fobuja

m
X —0

(84) M) = 2 Ao,

A(y) = +A(Po)s

2” _'2
A"y =222 4 Aoy,
x -0

.....................
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IITO, Y BE3H ca HeHTHIHOIIhY
(85) M) = 80O A AGT). A,
IOBORH 0 obpacua

m! 1 Dy(x) Dy(x)
+ +
(m=-m!(x-a)y (-0 (x—-a)?

(86) A (y)=

ey

rae gpyHrImje

(DI’ @2, @3, e
0CTajy KOHAYHE 33 X = L.
Orypna cras:
Kag je x = o. Hysa m-ilioZ pega 3a pyHKUUjy ¥, u3pas
(87) ' (x - a)"An()’)
Wiexrcu 3a X = Ol jegHoMme Yeaom Ho3UTUSHOM ODOJY KOjU uma 3a 8pegrOCIl
(88) mm—-1)(m=2)...(m-n+1).

Ta he rpannyHa BpegHOCT 6UTH NpocT 6poj caMo Kaf je
n=1 m = npoct 6poj,

MHAYE je TO YBEK CIIOKEH 11eo 6poj.

Vi3 Tora ce HEMOCPEXHO U3BOJU ¥ OBaj pe3yJITaT:

Kag je ¢pynxyuja A, (y) koHauHa y jeguome pa3maxy (a, b) iipomerou-
8¢ X, peg ma Koje Hyae X = 0, Wilo AexU'y lome pasmarKy a He iokaaua ce
HU ca jegHoM og cilianarux epegrociiu &;, yeex je Huxcu og 6poja n.

Jep y Tome cnyqajy uspas (87) Texxu HyJM 32 CBE BPEJHOCTH X = O IITO
nexe y pasmaky (a, b), a He 1IOKanajy ce ca &;, la IpeMa ToMe MOpa GHUTH

m(m—-1)(m-2)..(m-n+1)=0,

IITO 3HAYH J1a m MOXKe GUTHU caMo jefaH of 6pojeBa
L2 3..,n-1

3 oBora ce Bupiy u cnepiehe:

Csaxka ce nyaa pynkyuje y, suuieza pega og (n — 1), iokaaiia ca Kojom
og citianHux epegrociiu &;.

3a fgabe u3iarame Off BaXKHOCTH j€ IpobieMm:

Hahu Goitipebre u gosomHe ycaose ga 6u uzeog A,(y) 6uo xonauar u
0g KY€ PA3AUHAH 34 cée 8pegHOCiiu X = By, wilio ce He HoKAATA]y HU ca Je-
gHOM 0g ciliannux spegrocitiu &;.
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ITpe cBera, BpegHocT A,(y) MOXe Taja mocraTd 6eckpajHa caMo 3a
OHE BPENHOCTH x = f3;, IITO ce MOKJamajy ca KOjoM Of Hyla (pyHKIHje y.
Hexka je x = o0 TakBa jeHa HYyJa, a m HEH peJf, KOJH je YBeK Huxu o[ n. Per,
ypebeH mo crenmeHuMa 6MHOMa (x —O.), KOJH TpefCTaBba QYyHKIH]Y y ¥
onroBapajyheM Kpyry C OKo Tauke x = O, a Koju he 6UTH Hanucad y 0OIHKY

(89) y =ag +——(x oc)+—27(x o)* +
AMa CBOje KoeuIujeHTe
Ag, Ay, Aoy eeny dpy

jenHake HyaH, a KoeduUHjeHaT g, PasNHYaH Of Hyle, Tako [a je oH 00-
TUKa

a
90 =__mx_(xm Aty m+l+
(90) y=—n( )"+ o 1),(x o)
Opmatne je 3a cBe HHAEKCE
p=012,....m
P
d Y — m (x_a)m—p + A el (X—Ot)m_pﬂ-i-...
dx? (m—p)! (m—p+1!

¥ IpemMa ToMe (p = m)

d" ay _ 4, 9mel Ami2 24
+—{x-0)+——(x -0
dx™ o 1! ( ) 2! ( )+

a opatie jesak=0,1,2,..

m+k
Z mj: - ag—;—k + amir'kﬂ (x —0)+ m£k+2 (x — ) +
X . :
na, gaxJe
d'y _a 1 2 2 4
91 Y= Gy Gty gy + Lt (5 g
oD oo T —=( ) Y ( ) +

Jla 6m m3Bop A,(y) 6MO 3a x = 0L KOHaYaH H O HyJIe pasjnyay, a 1o-
JITO je y pefy 3a y KoedHIMjeHaT a,, pasnudaH Of Hyle, IOTPeCHO je u
NOBOJLHO fa y peny (91) 6yne

Ay =App) = - Flpep = 0’

a Iopeq Tora fia je
an+m ¢ 0'
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A Kap cy yClOBH HCIyH:eHH, Ouhe

dny A pem m an+m+l m+l
—= = (X -0 ———(Xx -0
dx*" m! ( . (m+ 1)'( )
H npemMa ToMe
an+'m an+m-;1 ' (x (X) +,
A(y) =Tt D) ,

a a
oyl )+
m! (m+1)!

TaKko Ja 3a x = o, u3Boj A ,(y) uMa 3a BpegHOCT

(92) A(y) = Zum,
a

m

3 Tora ce u3BONM OBaj CTaB:

Ha 6u ussog A,(y) dpyrkyujey udpacere pegom
y = ZA(x — o,

a Koja uma 8pegHoCiii X = 0. Kao c8ojy Hyay m-iioz pega, 610 3a X = 0L KOHA-
Yan U 0g HyA€e pasaudan, HowpeOHO je u gosopHO ga llopeq Hioza witlo je

(93) AO=A1="':Am—l:07 Ami(),
byge jout u
(94) An = An+l == An+m—1 = O, An+m * 0’

Bpegnocit A, (y) 3a x = o, iliaga je

(n+m)! An+m
(95) An( )_ m' Am .

U3 THX ce ycnoBa BHAH, HIIP. OBO IITO j€ U II0 CE6M OUEBUTHO:

N3Box A,(y) mocraje GeckpajaH 3a cBaky HyNIy x =0, PyHKIHjE Y, jep
3a n = 1 ycioBu (93) u (94) He Mory OUTH 3a[JOBOJHEHH: npeMa (93) Tpeba
naje A, # 0,anpema(94) paje A, = 0.

MebyTuMm, 3a ©3BOAE A, Ma KOTra BUINET pefia

x=2,3,4,.

TH YCIOBHA MOT'Y OWTH 3aJOBOJHEHH, TAKO J[a U3BOJ A,, MoO3Ke OUTH KOHAYaH.
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3a A,(y), mourro taga Mopa 6uTH m < 2, 32 TO 61 6UI0 NOTPebHO 1
TOBOJBHO fa Oyae
‘ AAO = A2 = O, A] #* 0, A3 #* O,

u Tafa A, ¥Ma BPeJHoCT

64
Ay (y) ==
2 Al

3a As(y), momrro Mopa 6ute m < 3, TOTpeOHO je U [OBOJBHO fia Oyfe:
a) 3a MpoCTe Hyle x = O
AO '—_—A'j :_—O, Al ;éO, A4 #O,

¥ Tafga A; AMa BPeJHOCT

24A
As(y) = S
A

6) 332 [BOCTPYKE HYJIEC X = a
AO:A'}:O, Azio, A5¢O,
u Tajga A3 nMa BpEJHOCT

604,

Ay(y) = A
2

Younmo, mpaMepa paji, u3Box A,(y) emunrruke GyHKUH)je
y =snx,
quju Moy k nexu usmeby O m 1. Hexka je x = o jenHa meHa peaiHa Hyna,
Tj. jefiHa Off BpERHOCTH

o, = 40K, o, = 6AK,
e je ‘

J.\/(l—t 2y(1- k%)

a A Ma Kakas, TIO3UTHBAH UM HETATHBAH 10 6pOj.
Kao mro je mos3HaTo, QyHKUM]a

z=sn(x + )

je HemapHa (YHKIKja IPOMEHIBUBE X KOja HMa BpefHocT x = 0 Kao CBOjy
HyJIy; lipema ToMe, y Ou3HHE Tauke x = 0 Ouhe

(96) sn(x +0) = Ax + A + Ax® + .,
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rge je koeduiujeHar A,, Kao IITO ce 3Ha, ITONWHOM 110 MOJYNIY k (ca memmm
MO3UTHBHAM KOE(PHIM]eHTHMA ) IOfeIbeH (PakTopujesioM i, i CBH Cy Pasiiu-
YHE Off HyJe. Y3acTonuuM gudepennujaiemeM obpacia (96) ce supn fa:
1° cBaku u3Box PyHKUH]E z Hapro? pena je Hellapra PYHKIH]A OPO-
MEHJBbHBE X KOja MOCTaje jefHaKa Hyiu 3a x = (;
2° cBaK¥ U3BOJ HellapHo? pepia je flapra PYBEKIHja Koja je pasnmdHa
o Hye 3a x =0.
ITomrro je ‘
y=snx = z{x — Q) =

= A(x —0) + Ay(x — o) + As(x — o) +...,
To ¢y ycronu (93), Koju TpaxKe fia je
Ay =0, A #0,
ACIIYI-EHN 32 CBE BPEJHOCTH n; YCioBH (94), o kojuma Tpeba fa je
A, =0, A, =0,

HCHOYHEHHU Cy CaMo 3a IapHe BpeJHOCTH /. A TO HCTHYE Ha BHJUK OBY 0CO-
OuHy QYHKIE]e snx:

Csaky meH U3BOR A, HapHoZa pela uMa, 3a CBaKky Hyny X = O (DYHKIH-
je, KOHAUHY U O HyJle Pa3IMiHy BPENHOCT; 3a U3BORE A, HellapHo? pefia Ta
je BpegHOCT GeckpajHa.

Ila momrro gyukimja snx HeMa pealHnx 6eCKOHaYHALA, MOXE Ce TBD-
OUTH J2 CBAKM HxeH U3BOJ A, apHoZa pela oCTaje KOHA4aM 33 CBE PEealHe
BPETHOCTY X, JOK CBAKM U3BON A, HelldpHOZ peRa nocraje beckpajar 3a Hy-
ne Te pyHKImje.

Ha npumep, 32 n3B0f A,(y) TO Ce HEXOCPERHO BUJU M3 IHETOBOT €K~
CINTMLUTHOT H3pasa 3a Ty (GPyHKUH]Y, & TO je

/

Ar(y)=1—Kk?* = 2dn*x,

v

KOja 3a CBe peallHe BPEXHOCTH X BapHpa u3Meby ABe]y IpaHUYHUX, KOHAY-
HEX 1 Of HyJIe PasIHYHUX BPEJHOCTH, a OBE He 00yXBaTajy HyJy.

Topisy OMIITH CTAB 3a KOHAYHOCT U3BOMa A, HOBONM HETOCPETHO O
OBOTra CTaBa:

Ha 6u ussog A,(y) jegre pyrkyuje y umao, 3a cee peasne spegrociiu
X KOje ce He HoKAaliajy ca Ciilasnum epegrociiiuma &;, KOHa4Hy U 0g Hyae
PA3AUHHY 8PegHOCIll, TOTUPEBHO je U JO80LHO:

1° wau ga Qyukyuja y Hema peanrux nysa koje ce ne 6u foxaaiiane ca
Kojom og apegrociiu &;;
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2° uau ga, axko ux uma, 3a ceaxy Hyay m-itioz pega Gyge

. d/‘H-my
97y — )
( } dx ikt
a lopeg itloza ga je 3a iy HyAy
d”y _ dn+1y B _ dn+m—ly B
(98) T T g == e = 0

Jlaxo je 3ama3uTH Ja ce JoKa3 cTapa JOCIOBIe NpuMehyje U Ha uMa-
ruHapHe BpepHocTH x. IIpeMa Tome OM ce, IPUMEHHBIIN CBE TO Ha leae
(pyHKIHjE y, UMAO OBaj CTaB!

Ha 61 useoyg A (y) jegHe yene pyrnxyuje y 6uo iiaxohe yeaa gynxyuja
HE3GBUCHO UPOMEHMBLEE KOAUUUHE X, UOPEOHO Je 1t JOBOHHO!

1° uau ga je y obauxa

G
y=eé (x),

Zge je G (x) yeaa pyrkyuja;

2° uau ga 3a C8axky Hyay m-iio? pega (pyuxuuje y 6ygy uciyrbenu
yeaosu (97) u (98).

Tako, BUp. XKaj je y nena PyHKUKja Yuje cy CBE Hylle OPOCTe, Aa On
A,(y) 6uo takohe uena ¢pyHKUHja, TOTPEGHO je U JOBOJBHO [ia HU jeXHa Of
THX HyNa He noHumrasa Tpehu u3son y” ¢ysxumgje y.

Opyrojaye uckazaHo: HOTpeGHO je ¥ JOBOJBHO Aa, aKO j€ X = ¢ jefHa
TakBa HyJa, pef

y(x +0) = Ax + A x % + Agx 4

IMa CBOj KoeduumjeHaT A; pasnuyal off HyJe.
Taxkas je, HIp. cny4aj ca (pyHKIUjOM
y =sinx,
3a KOJY je

x3 x5
sin(x + k) = +sin x =+ .X—ET‘F‘S—’—... .

Heka cy, Taxobe ka0 npuMep, HaBefeHe (BYHKIM]e IPOMEHILUBE X [€-
(punmncane ofpebenum uHTETpanuMa 00IHKa

b
vy, = jf(t)sinxtdt,
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b
Yy = jf(t)cosxtdt,

rae je f(¢) KakBa (QyHKIMja HHTerPAlHOHEe MPOMEHILHABE {, KOHAYHA Y Pa3-
MaKy uHTerpanyje (a, b). CBe cy Takse QyHKIHje y yese PyHKITjE HPO-
MEHJbUBE X, ca O€CKpajHO MHOTO HyJa x = 0, KOje Cy CBe IIPOCTe Kaj Cy
MHTETpaNn

b
[rf(t)sin 1oy dt,

&

Z)

OTHOCHO
b

j t f(f)cos toy dt,

a

)

pa3nuyHm oy Hyse. [Ja 6u TakBa jegHa pyHKIH]a y;, ORHOCHO Y,, ©Maja 3a
U3BON A, jemHy ueny (yHKIH)Y IPOMEHJBHBE X, TOTPEOHO je B ROBOJBHO [a
ofroBapajyhu mHTErpan

/]
Uy = It3_f(t)sin oL, dt,

OJHOCHO

b
U, = jt3_f(t) cos tol; dt,
a

uMa BPpEAHOCT pa3nuiny O] Hylie.

14. HYJIE ®YHKIIVIE y Y 3ABUCHOCTH O] A, (y)

Ersucrennyja peamHux HyJa pealHuX KOHTHHYAIHAX (pyHKIHE]a y, HH-
XOBa I'yCTHHA ¥ pacnopeq y ocMaTpaHOMe pa3Maky Bapujalija He3aBHCHO
OPOMEHIbUBE KOJNMYUHE X, Y 3aBHCHOCTH CY Off aHAJIUTHUYKHX [10]eTHHOCTH
BE3aHMX 34 pejaTuBHE mW3Bole A,(y) Tux ¢pyHKimja. OHO HITO ce y 0Baj
MaX MOXe 3HATH O TO] 3aBUCHOCTH, U371a31 U3 MTOjeJUHAX CTaBOBa O XOMO-
reHrMM GHHOMHUM Au(EpeHIHT]ATHIM jefHaYNHAMA

d}ly
x}l

(99) +9(x)y = 0.

Opn Ttux crapoBa My heMO, Ka0 HajONIITHje W HAJIPOCTHje, HABECTH
OBe WITO CIIENY]y U BHUMe ce TOCTYKHUTH 32 UCIUTHBAkA O IIOMEHYTO] 3aBH-
CHOCTH.
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IIpeTnocrasumo fa je pyHKIHja @O(x) XOHTHHYAIHA 32 HO3UMIUBHE
BPETHOCTH X U [ia 3a OB€ 3ajp>KaBa HelpecTaHo jegar ucitiu 3nak. Ilo3Hato
je y Teopuju jeguaunsa (99) na Meby muMa caMo oHe Koje ¢y o6iuKa

d2m
(100) }2;2% ~(-1)"o(x)y = 0,
nau
2m
(o) L+ (1) = 0

MOTYy MMaTH ilepuogu4kux UHTErpana; To Baxu 3a jeguauuny (100) xag je
(yukumja ¢ HeraTuBHa, a 3a jegHaumHy (101) xayx je Ta ¢pyEKIUja TOUTH-
1
BHal.
Taxko, HOp. jenHaunne HajHmker pefa (100) u (101), xoje Mmory nmaTu
HEePUOAVYKAX HHTETpana, jecy

d2y

(102) EC?“HP(X)}’ =0,
d4y
(103) E;;"(P(x)y =0,

I7e je ¢ MO3UTHBHA (PYHKIM]a 32 TO3UTHBHE BPETHOCTH X.

3a jegnaumne (100) m (101) 3Ha ce u ToO fa, Kaf y jeRHO] WIH IPYIOj
(yHKIHEja @ He MOCTaje HUKAKO jelHAKa HYJIH y pa3MaKy jefjHe HHTeTpalHe
nepuofe, CBaKd BUXOB NEePHOAMYKA MHTErpall Ma 6ap jeJiHy HyILy Yy TOMe
pasmaxy?.

W3 tux ce craBoBa HelocpeHo u3Boxu cinepehu cras:

Jegra tiepuoguura pyHrkyuja y moxce umaiiiu csojux useoga A,,, nap-
HOZ pega HiaxKeux ga uspas

(104) (=D Agp()

Oyge 3a o3uiliuBHe 8PEGHOCIHU X KOHIMURYAAAH U HO3UTIUBAH, AU He MO-
He UMATHU CBOJUX penalliuHUX U3eoga apHoZ pega 3a Koje bu uspas

(105) (=D App(y)

1 Davidoglou: Sur les intégrales périodiques des éq. diff. hinomes (Compt. rend. de 1’ Acad.
des Sciences de Paris, t. 133, 1901, p. 582-584).

2 Davidoglou: ibid.
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UMAO WAKEY 0COOUMY, HUTTEL MOXCE UMALTU CBOJUX PEeAATUUBHUX U3BOGA He-
daproz pega Ao, (Y) Koju 6u 3a loauiliusHe 8pegrOCiiiu X Ousu Hellpeciiia-
HO KOHUWIUHYANAHI 1 HOSULHUSHY.

Kap, nakie, 3a HO3HTHBHE BPEJHOCTH X, jefad u3pa3 (105) unu xoju ox
u3BONA2 A,,. () 3afpKaBajy IO3UTHBAH 3HAK, 2 KOHTHHYaATHE ¢y PyHKIH}E
IPOMEHIBYBE X, TAKBAM PEJNIATUBHAM HU3BOJHMa He 0gZ068apa HUKAKEA lie-
PUogu4Ka QyHKYUA.

Y ciy4ajy Kaj jeHoOMe pellaTHBHOM H3BONY HapHOZa pefia, KOJH 3a10-
BOJBABA YCJIOB TOpH:Era CTaBa, OArOBapa KakBa NepHopnuka GyHKIH]a, a
Taj W3BOJI HAUKAKO He IIOCTaje jefJHAK HYJNHU Y pasMaky jefHe WHTerpaitHe
nepuoje, ogzosapajyha ilepuoguuka yHKyuja, y cAy4ajy Kag oHa Hociioju,
uma 6ap jegry Hyay y fiome pasmaxy.

3a pqudepennujanny jexgaunny (99), kapg je n = 3, 3Ha ce 0BO:

AKO jegHaYMHA

3
-3)% +o(x)y=0
mMa jegHy CBOjy MHTETpaIHy KpPHUBY KOja JORUpYje OCOBHEHY Ox y jeHOME
pa3Maky (a, b) IPOMEHIbUBE X, K aKO jeJHAYNHA
3,
?:l—x-%+(pl(x)z =0,

rme je ¢,(x) Taxea jegHa cbyHKmlja Ia je y pa3Maky (a, b) HEIpecTaHo
Q(x) 2 ¢(x)

yiMa TAKaB jef[aH WHTEeTPAJI z, Ia HH z HU IeTOB U3BOJ 2z’ HHCY HETAaTUBHH 32
x = a, oBaj he mHTErpaN z UMaTH Oap jeAHy HyNy y pasmaky (a, b)!.

A To ce, ca raemiuTa npobiemMa 0 KOMe je ped, MOXKe HCKa3aTy Ha
OBaj HAYUH!

IIpeTocTaBUMO Jia Cy UCIYHEHE OBE IOrofse:

1° na meby ¢yHKIMjaMa y HITO OfroBapajy AaToMe H3BOAY As(y) umMa
Gap jenHa (pyHKI®ja y TaKBa J]a Y TOCMaTpaHOME pasMaKy AO[HpYje OCOBH-
"y Ox;

2° ga Meby dyHKI#jaMa z WITO OATOBapajy APyroMe jefHOM JaTOM
m3BORY As(z), uma Oap jenHa pyHKUHUja z TAKBA [ia HY OHA, HU HEH IPBU H3-
BOX z' HHCY HETATHMBHH 32 Z = 4

1 Davidoglou: Sur les zéros réels des intégrales réelles des équations linéaires troisiéme
ordre (Compt. rend. de I’ Acad. des Sciences de Paris, t. 130, 1900, p. 399-401).
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3° ma je y pa3maky (a, b) HempecTaHo
Ay(y) 2 As(y).

Tapa ¢pynxyuja z uma 6ap jeguy nyay y pasmaxy (a, b).

3a ucry jeguaunny (99), kayg je n = 4, 35a ce U 0BO.

Younmo jegHaunHy

d4

(106) dx—{—kw(x)y =0,
IJe je k MpOMEHBbHB TapaMeTap, a ¢(x) kxakBa (yHKIHja Koja He gobuja
HEeTaTHBHE BPENHOCTH 3a BPEJHOCTH X ¥ IIOCMaTpaHOMeE pasMaky (a, b).
Tapa nocroju jemas 6eckpajaH UCKPETaH HU3

(107) kyky, ks,

BPEHOCTH apaMeTpa k KOje Cy CBe MO3UTHBHE U 6ECKPajHO pacTy ca CBO-

JEM paHTOM H KOje Cy TakBe, 1a he 3a je{Hy Ma KOjy Off HuX, Hup. k = k,, je-

nuayuna (106) umMaTu 6ap jeAHy CBOjy HHTErpajIHy KPMBY IITO he NogupH-

BaTH OcoBUHY Ox y pa3Maky (a, b), a uMake y ToMe pasmaky (n — 1) synal,
M3paxeno xao ocobuHa u3Boga A,(y), To 3HAYM:

Kag A4(y) Hukako He gobuja HezZailiugHe 8pegHOCIUU Y pa3maxy (a, b),
docitioju jegan Geckpajan guckpeitian Hu3 (107) to3uiiueHux u beckpajHo
paciiyhux epegrociiiu AKBUX ga ceaKome 0g penaitiuéHux u3soga

1
——A
k) 4(y)

ogzosapa GOap ilo jegna ¢yuxyuja y xoja he gogupusaitiu ocosuny Ox u
umaiiiu y pasmaxy (a, b) iauyno (n— 1) #Hyaa.

[TocToju jomI CIMYHUX 3aBUCHOCTH M3Meby peslaTHBHAX U3BOAa A, (y)
¥ Hyna ofiroBapajyhux uM ¢yHKIMja y, aJl} Cy OHE KOMIINTIKOBAHU]Ee U 3a-
XTeBajy focTa pecTpukuyja. Hajumpocrrje cy u Hajogpebenunje oHe mTO ce
OJIHOCE Ha JPYTH peJlaTHBHY U3BOJ A,(y). OHe cy ¥ 3a npuMeHe Of Hajpehe
BaKHOCTH B Omhe mpeMeT H3narama ITo CIexyjy.

1 Davidoglou: Sur une apolication de la méthode:des approximations successives (Compt.
rendus de 1’ Acad. des Sciences de Paris, t. 130, 1900, p. 1241-1243).
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15. HYJIE @YHKIMIE y ¥ SABUCHOCTHU O A,(y)

Y cBeMy mTO claepyje nocMarpahe ce dyHKImje y pasManuma (a, b)
KOje He caJip:Xe HU jefHy Off CTAJIHUX BPeNHOCTH &, HanmpeN feuHicaHnX U
y KOJHM je pa3MalliMa, IpeMa ToMe, (pyHKIIHja HenpecTaHO KOHAYHA ¥ KOH-
TuHyanHa. 1 Taga Baxe 0BH CTaBOBH, OBJie JOKa3aHH Ha HajelIeMEHTAPHU)H
MOTYhHE HAUAH.

Kag uszsog A,(y) ocitiaje koHauwan u KOHIIUHYANAH 3 C8€ BPEGHOCTIU
X y pasmaky (a, b), Hyse céux ogzosapajyhux um Qyukyuja y, witio aexce y
[HoMe pasmaxy, upocitie cy.

To m3nasw HenmocpegHO U3 Hanpel JoKa3aHor (akTa fa, ako je X = O
HyJ12 (QYHKIHje y KOja ce He IMOKJIafia Hi ca jeflHOM BpegHornhy &;, u3pas

(x = Oﬁ)zAz()’)

TEXH 3a X = O, ca Je[[He cTpaHe HyNH, a ca Apyre rpavuuy m(m —1), rne m
o3Hauyje pen Te Hyne. To je jefHo ¢ IpYruM y cKiagy caMo Kap je m = 1.

To ce, yocTanom, BUAA ¥ Ha oBaj HauynH. Heka je y, jeqna of ¢pyHKIMja
KOje WMajy JaTh peJIaTHBHU H3BOA A,(y), a Hexa je y HajolITHja TaKBa
¢ysxnuja. Jeppauynne

(108) Ay (y)) = f(x),
Ay(y) = f(x)
IOBOJie N0 penanmje
(109) wi=yy” =0,
13 KOje ce MHTeTpaIljoM fo6uja
(110) yyi =y = const.= C

Kapg Gu x = o Ouia jefHa BHIIECTpYKa Hyna (pyHKIHje y;, 3a Ty OB
BPERHOCT MOpajio OUTH
= 0’ y; = 0’

mrro npema (110) Moxe Gutu camo Kaf je C = 0. A xaf je To cnyqa] jen-
HaunHa (110) mokasyje ja je 3a cBe BpEJHOCTH X

Ay = M),
Tj. Aa je

(111) y =Ay,, A = const.,

o je memoryhuo, jep (111} se Moxe 6uTH HajonnITHja (PyHKIHMja Koja
uMa meTu u3Box A, xao u y,. [Ipema Tome, x = 0. He MOXKe GHTH BAIIECTPY-
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xa Hyna pysxnuje y,. ITponasehn kpo3s cBary cBojy Hyny y pa3maky (a, b),
c8aKa 0Q PYHKUUJA Y MEHbA 3HAK.

ITopep Tora ce BUAM U OBO:

Kag gse ¢pynxuyuje, xoje umajy sajeguunkux Hynd, UMAJy Jegan ucitiu
uU360g A, , HUX06 je KOAUHHUK CiiaraHn Opoj.

Hexka cy cag y, ¥ y, nBe (pyHKIWje, KOHAYHE H KOHTHHYAJIHE ¥ JATOME
pasMmaky (a, b), Koje EIMajy UCTH UM3BOJX A,, a YMjU KOJIUYHUK HHUje cTalaH
6poj. 3a BuX ce MOXKE JOKa3aTH OBaj CTaB!

Dyuxuyuje y, u y, Hemajy y pasmaxy (a, b) aajegruuxux nyaa, asu um
ce myae mehbycobro pasgeajajy, itij. uzmeby gsejy y3aciioiiHux Hyaa jegHa og
HUX YB8EK Ce HANA3U JegHa, U 0 CAMO jegHa HYAa gpyZe yHKuuje.

JJa He MoXe OWTH 3aje[HIYKHX HYyJa, jaCHO je W3 IPEeTXORHOT CTaBa.
W3 penauyje

Ag(y1) = Ag(y2)
robuja ce MHTErpalnjoM

(112) Yayi=y1ys = const. = C.
y
4 B
0 o, o x
Cn. 1
TTomiro KOMMIHUK 2})}1 Huje cTaynaH 6poj, KoEcTanTa C je pasiauyHa of
1

Hyle. AKO Cy O, I O, [IBe y3aCTOoNHe HyJe pyHKUuje y;, MOLITO Cy OHE
mpocte, 6uhe 3a x = o)
N = O: y; # 07

na he, gaxne, npema penaunju (112) nponssox y,y{ 3a x = 0; IMaTH 3HaK
koHcTaHTe C. Y Tauku x = o, (cn. 1 m 2) je mcTH ciyyaj, a 3a x = O
IIPOHM3BOJ, Y,y AMa UCTH 3HAK Kao 3a x = o, Mebyrum, npenasehn of o,
Ha O, W3BOJ y| Melba 3HaK, Ila IpeMa TOME I Yy, MOpa IPOMEHUTH 3HaK Y
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pasmaky (a, b), Tj. Taj pa3Max cafgpKu 6ap jeqHy Hyny dyHKIHjE v,. Tako
MCTO, OYeBUNHO, pa3Mak (B, B,) usmeby aBejy y3acTonuux Hyna QpyHKIHje
¥, Mopa cafpxkatu 6ap jefuy Hyny dyukuuje y,. Hyne o, u B, ce, maxye,
Meby coboMm paspisajajy.

¥

Cn.2

3asucHOCT HyNa (PyHKIHjE y OF 3HaKa H3BOa A,(y) oriefa ce y cie-
nehnM craBoBUMA:

Y csaxom pasmaxy (a,b), y kome je uzsog A,(y) Hetipecitiano uosu-
MUBaH HU jegHa og ogzosapajyhiux my QyHKYUja Y He moxce umatily sulie og
jegre Hyne.

Jep Tapa y pasMaxy (a, b) u3Boj| y” uMa HENPECTaHO UCTH 3HAK, Kao
4y, Ia, faklie, KpUBa y je y TOMe pa3MaKky HENpPeCTaHo KOHBEKCHa Ipema
ocoBuHA Ox.

Y paamaky (a,b), y xkome je ussog A,(y) Helipecilano HeZalliU6aH,
6poj y memy cagpranux Hyaa ceake og ogzosapajyhux @ynxuyujay sasucu
0g WuUpuHe pasmaxa y Kome sapupa A,(y) 3a spese gok X 6apupa y pasma-
Ky (a, b).

A ta 3aBucHOCT he ce BuAeTH U3 OBOra IUTO CIEAYje.

Hexa ¢y y u z iBe (pyHKIMje NTPOMEHILUBE X, YHJU CY APYTA PelaTUBHH
HU3BOIK '

A = -l (x),

Ay(z) =~y (x)
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HETATUBHU Y MOCMATpaHOME pa3Maky (a, b), Tako fja je

Hi(x)>0 py(x)>0.

Tapma ce foxasyje oBaj crag:
Kag je y (a, b) Helipecitiano

(114) pi{x) > Wy (x),

U Kagy uiome pasmaxy QyHKUUja z uma Hya, onga:

1° usmeby gee ysacttioiine nyae pynxyuje z ysex ce Haaasu 6ap jegua
HYyAa PYHKYUE ; '

2° aKo y U Z umajy Kojy Hyny 3ajegHudKy, oHga, Kag X pacilte, o4esiuu
0g e Hyse, ipso he Hauhy Ra jegny HYAY yHKYUJe Y, la ek 3aiium Ha Je-
gHY HYAY QYHKUU]E 7.

Jia 6m ce cTaBs foxasao, IpuMeTHMO Jia ce u3 jeqHaunna (113) mobuja

yz' = zy” = yz (U, — ),
OfaKNe j& MHTerpanyjoM

(115) yZ’—zy’=C+‘fyZ(u1—uz)dx,
h

rAe je A jegHa NPOM3BOJbHA BPENHOCT IITO Ce Halasd y pasMaky (a,b).
Y3eBiH 3a x CHEeIMjalHy BpefHoCcT x = A, foOHja ce 3a MHTETPanuOHy KOH-
cranry C BpegHOCT

(116) C=[yz~zy’] 3a x =h

He ymamyjyhu TEMe reHEpamHOCT pe3yiTara, MOXe Ce YBEK IpeT-
DOCTAaBUTH Aa ¢y 00e (OYHKIME y ¥ 7z TO3WTUBHE 32 BPETHOCTH X IITO JIEeXKe
y pa3manuMa u3Meby BUXOBHX [[BE}y IIOCMAaTPAaHMX y3aCTONHUX HyJa O U
o.,, omHOCHO B, 1 B,, Koje ce u came OyRy Hana3uie y pa3maky (a, b) . To
je jacHo ¥3 TOra, WTO C& NPOMEHOM 3Haka THX (PYHKUFja HE Y 4YeMy He
MEHa]y HU BAXOBE HyJIe, HY I-UXOBY PEJIATUBHY H3BOIH A, .

Y TakBoj NPeTHOCTaBIM O 3HauMa (QYHKIH|a y ¥ z, B ¢ 003UpOM Ha
sejenraunyy (114), oueBmaHo je fa je wiaH

x

(117) J}’Z(Hl ~ My )dx

h

jepuaumde (115) mo3mTuBaH 3a cBe BPeJHOCTH X Y pa3Maky («, b). [la 6ucmo
3HANHN 3HAK KoHcTaHTe C, M IpeMa mweMy nosuanu MebycoGHE pacmopeq
Hyna o; M f; y ToMe pasmaxy, pasiukopaheMo OBa UeTHPH CITyYaja:
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1° dyuruumje yu z Hemajy y (a, b) 3ajeXHMYKUX HyNa;
2° o je 3ajenHuyKa Hyna THX (DYHKIH]a;

3° o, je 3ajenHMYKa HYyJIa UCTHX PYHKIHT]a;

4°m o, n o, Cy BUXOBE 3ajeJHUUKE HYIIE.

ylz

Cn. 3

IHpsu cay4aj. Tlowrro ce 3a h MOXe y3€TH NPOHU3BOIGHA BPEIHOCT INTO
ce Hanasu u3Meby y3acTonHmx Hyna O, U O, PYHKOH|C z, Y3MHMO 32 TY
BpegHOCT KakaB Opoj Bpno Mano Behu o ¢,. 32 TakBy ke BpemgHOCT X = /iy
6uTH z Bpnio OIMCKO HYNH, a z' pa3nu4Ho of Hyie (ci. 3), Ha To 1 oHja Kaj
je h Geckpajuo GMUCKO HYNH O;. A ITOWITO 32 X = h; BPEXHOCT y HUje G-
cka Hyna (jep o, Huje Hyna Te Qysruyje), To he korcranTa C UMATH 3HAK
npousBopa yz’ 3a x = h, Koju je niosuruBan. [IpemMa ToMe, B IpeMa jefHa-
arHy (115), Mopa 6uTH 3a CBE BPEIHOCTH X ¥ Pa3Maky (o, O, ) HEPeCTaHo

(118) yz'—zy’ > 0.

Mebyrum, y3eBum 3a h Kakas 6poj 5, BPJIO MAlio MAibU OF O, BHIH
ce Ha UCTHM HauuH fia he xoHcTanTa C AMATH 3HAK NPOMW3BOfa yz' 3a X = hy;
TO OH, HOWITO 32 X = /i W X = h, BW3BOJ z’ ¥Ma CyIIPOTHE 3HaKe, OMIIO He-
moryhHO Kaj y pasmaxy (o, o, ) yHKIpja y He 61 6ap jefad myT mpoMe-
HAJIA CBOj 3HAK, T]. IPOILIa Kpo3 HYTy.

Hpyzu cayuaj. Kag je o 3ajefHuuka Hyna GyHKLHja z Xy, YIMEMO
h = o, na ke npema (116) 6urtu C = 0. ITomrro je maTerpan (117) ysex nmo-
sutuBad, u3 (115) ce oner nobuja wejennayuwna (118) 3a cre BpeguocTH X Y
pa3Maxy (o, 0.y ).

MebyrumM, 3a x 67IUCKO BPEeJRHOCTH 0O, IIPOW3BOJ zy  HMMa BPEXHOCT
6IIICKy HYIH, JOK TO HMje CIydaj ¥ ca MpOU3BONOM yz’, TG TIpeMa Hejell-
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waunnd (118) 3Hauw fa he oBaj GuTH MO3WTHBAH ¥ 32 X = O,, KAO IOTO je
MO3UTHUBAH ¥ 33 BpeHOCTH x Gnucke o,. [Ta momTo 3a x = 0, ¥ x = ¢, U3-
BOJ z' MOpa EMaT¥ CyNpOTHE 3HaKe, TO O GUIo HeMOryhHO Kaj| y pasMaky
(04, 0ty) pyHKIH]ja y He O MPOMEHMITA 3HaK, Tj. HPOUDIa Kpo3 Hyny (ci. 4).

yiz

Cn. 4

Tpetiu cayuaj. Kap je o, 3ajeqHuuka HyJla QYHKOHjA z H y, Y3MUMO
h = h,, na ke onet 6uru C = 0. A mowro jeguagnda (115) Taga nobuja o6-
AKX

Cn.5

(119) y2' =2y’ == [y2(u o) d,

TO he y uemome pasMaky (0., O,) OUTH HEIPECTAHO
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(120) yz' —zy’ <0,

na he Tako 6uTH 1 3a BpegHOCT x Mano Behy o o,. ITa KaKo je 3a TakBO x
IpOHU3BOJ zy’ BPJIO Maji, M3pa3 Ha JieBOj cTpaHu obpacna (119) nmahe
3HAK CBOTA IIPBOra WiaHa yz’' KOjHU HHje OJIM3aK HyIH. A NOIITO Cy Tajia y 4
z’' TIO3UTHBHH, Taj O 3HaK OMO MO3UTHBAH a He HETaTUBAH Kao LITO 3axTe-
Ba HejemnaumHa (120), kan pyHKIM)ja y He 61 Mewala 3HaK u3Meby o 1 o,.

Yeitispitiu cay4aj. Kagcy u o, u 0., 3ajefHAYKe Hyne PyHKUH}a Z K Y,
mo6uja ce C =0 u jegraunHa (115) je

(121) yz'—zy' = ij(ux ~Hy)dx.
yiz
zZ
X
¢ " \\/2\
¥y
Cn. 6

3a x = o, ¥3pa3 Ha JEeBOj CTPAHMU jeJHAK je HYJM, a HHTETPA Ha Jie-
CHOJ CTPaHH IIOCTaje

J)’Z(Hl —W,)dx.

o

IomiTo z He MeM-a 3HAK ¥ pa3Maky (0., 0., ), TO Kaf 61 OMo UCTH CIIy-
4aj U ca y, Taj MHTerpal He O Morao OMTH je{HaK HyJIH, Kao IITO 3aXTeBa
jemuaunsa (121).

V cBakoMe, laKIe, CIy4ajy, u3Mmeby o, i o, Hanasu ce 6ap jefHa HyJa
B dyHuKUHje y, ¥ TOPIH je CTaB [OKa3aH.

IpeTnocraBuMO caff Aa je y HOCMaTPaHOM pa3Maky (a, b) HempecTaHo

Wy(x) < po(x)
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mopeN ycnosa fa ¢y pyHKnmje W, 1 [, JO3UTUBHE, Tj. 1A CY U3BORH A,(y)
A,(z) HezalliusHy y ToMe pasmaky. [lepmyTupameM (PyHKIHja y U z y TOP-
mUM 00pacuuMa 1 3aK/byulniuMa, iMahe ce 3a z cBe OHO 1O je HabeHo 3a y,
TaKo Jia Ce J0JIa3’ 0 OBe TeopeMe [Bojehm padyHa U O TOME [a y MOXKe
HMaTH jOIU ¥ JefHy HyJy HCOpej HajMale W jedHy m3a Hajpehe myme
¢dyHKUHje u y pasMaky (a, b)]:

Hexa cy u, y, z Tpu Ppynxumje npomerpuse x, a (a, b) jenan pasmax
KOjU He CaJipXk¥ HH JEfHY Off CTaJHUX BpegHoCcTH &; (Tako fa cy cBe Tp:
dbyHKIHje Y TOMe Pa3MaKy BPETHOCTH x KOHAUHE ¥ KOHTHHYAJIHE) U y KOMe
Cy CBa TpH H3BOJA

Ap(u),  Ay(y), Ay(2)

HeraTusHU. Tafa (Sturm-oBa Teopema):
Ako je y pasmaky (a, b) HellpeciliaHo

(122) ~85(2) < =Ag(y) < ~Ay(w),

¢pyHkyuja y umahe y iiome pasmaxy Hajmaroe OHOAUKO HYAQ KOAUKO UX
UMa 7, 4 HAJBULE OHOAUKO KOAUKO UX UMA U Houlilio ce oeaj 6poj lioseha ca
2.
Axko ce, pakine, 6poj Hyna ¢yHkumja z,y, u y (a,b) 03Haum ca
ny, n, i, Ouhe
n=n+0(n, —n+2),

rae je 0 jeman 6poj o nexu n3meby 0 u 1.

16. KOMITAPATHBHI N3BOJM A,

Tl'opmwa ommita TeopeMa faje MOFYhHOCT fHa ce, y ilozaegy ueciliuHe
Hysaa y faToMe pasMaky (a, b) jemna HemosHaTa (yHKLHja y, 3a KOjy je
HO3HAT ¥HEeH U3BON A,(y), YIOpel: ca ABeMa ApyruM (pyHKuuMjama z u u
9HjH Cy U3BOAHM A,(z) U A,(u) Takobe mo3uaTy, Kao u caMe (PYHKIH]E z U -U.

dyuxuyje z 1 u Tpeda fa cy TakBe:

1° na cy um u3Bomu A,(z) 1 A,(u) HeraTHBHM y pa3Maxky (a, b);

2° ;ma ce 3a CBaKy Off BbHX MOXe 3HaTH Opoj HBUXOBHX HyJIa Y TOME
pa3Maxy.

Teopema je, yocTanoMm, IpAMEHbHBA B OHa Kaj ce 3Ha CaMo jefHa
gorba rpaHuna 3a 6poj n,, WK jefHa 20pHxa TPaHuIia 3a 6poj n,.

IIpema ropmuM ycaoBuMa, Koje Tpeba fa ucnymwanajy hyHKLHje z U U,
¥HXOB je u360p mocta mpousBosbal. MI360p ce BpIIM WM IpeMa 3aXTeBy Ja
pauyHn GyAy IUTO NPOCTHUjH, WIHN IpeMa moTpebu Aa Habenu 6poj Hyna
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bynxumje y 6yne wilio Gipeyusnuju, Tj. fa pasmak usmehy rpannua n, @ n,,
u3Meby xojux he ce HanasuTH 6poj n, Gyle witio yxcu.

Kap ce rnefja caMo Ha OpOCTOTY pavyHa, MOTY Ce 3a z | u y3eTH (pyH-
Klizje ‘

(123) z=sinx«/ﬁ,
u =sinx~/M,

e cy N u M jenHa oma 7 jefiHa ropiba rpaHuIia 3a BpeqHOCTH Koje fobuja
u3pas —A,(y) 3a BpeHOCTH x y pa3Maky (a, b). Taga je

-A,(z)=N,

"Az( M) = M,

HA TOIITO je Y (a, b) HenmpecTaHo
N<-A,(y)< M,

npeMa ropmoj TeopeMu dyHkImja y he y pasmaky (a, b) uMaTH HajMarbe
OHOJIMKO HyJIa KOJIFKO UX HMa Z, a HajBHIlE OHOJIUKO KONUKO UX MMa U, WITH
MOXKJ[a jOII je[[Hy MU JiBe HyJe BHille. Pa3zMax m3Meby JiBe y3acTomHe Hylte

. T
¢pyHKI@je z IMa 3a AYKUHY Nk Ia IIOIITO CBAaK! TakaB pa3MakK, HOYEBIIIN

Off HajMame HyJie Te (PyHKIHje, cagpXu 6ap jeqHy Hyny gpyHkugmje y, To he
6poj TEX Hyna 3a GyHKUH)y y 6UTH 6ap OHOJMKM KOJMKO MMa LENHX je-
IUHALE Y 6pojy
(b-a)IN _,
i

Tako ucTo, pa3Mak usMeby Be y3acronse Hyne QyHKUHUjE u je _/'_1;4 , Ha

MOIITO CBAKM TaKaB pa3Mak He MOXe cajpKaTH BHIIE Of jeHE Hyle
dyax1Imje y, To he 6poj Hyna Te PyHKIHje OUTH HajBHUIIE OHOTHKHA KOIHKO

je myTa 6poj TE—AZ cafipxaH y Opojy (b—a), Bofehu padyHa u 0 TOMe fa,

mopex TakBHX HyNa, (PyHKIHja y MOXe MMaTH JOLl U jefHy HYIy HCIpeq
HajMame U jefHy n3a Hajsehe Hyne pyHKIMje u y pa3Maky (a, b).
A w3 cBera Tora H3BOAH ce OBa (Sturm-0Ba) TeopeMa:

Ako ce ca N u M o03Haue jegna gorwa u jegHa zoprba 2panuya 3a
spegrociiu Koje gobuja uspas —A,(y) Xaj ce x Hala3W y NOCMATPaHOM
pasmaky (a, b), jegna ma koja ¢hynxyuja y witio ogzoeapa imiakeome u3gogy
A,(y) umahe y (a, b) Hajmaree OHOAUKO HYAA KOAUKO UMA YEAUX JeQUHULA Y
6pojy
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(124) (b=a)lN _,
I

a Hajelitite OHOAUKO KOAUKO UMa Yeaux jeguruya y 6pojy

(125) QL‘LE)—@ +2,

Taj 6poj n MoxKe ce uspas3uTy obpacuem

(126) n= ~1+(b“;)W{u(b;")(m-W)} 6,

rae je 8 jegan 6poj mrro nexm n3meby Om 1.

MebyTuMm, Kaj ce TpaxKu fa HabeHH pasMak 3a 0poj Hyna n Oyje HITo
ykH, Tpeba 3a KoMrapauujy 6upaTtu PyHKIMje z ¥ 4 TOTOogHHUje 3a To. Tako
ce, HIIP. 32 Te (PYHKIHje MOXKe y3eTH

z -——\/;sin(plogx),

127
(127) u = ~/x sin(p’logx),

T7e Cy p ¥ p’ [gBe MO3UTUBHE KOHCTAHTE TakBe Aajey (a, b)

p2+i_ p/2+%
T VLR —

x2 x?
A 1omTo je 3a TaxBe PYHKIUjE z A U
P +;}
Ay(z) = —————,
p’? +%
X

TO je 3a BpeIHOCTH X ¥ (a, b) ucnymeH ycios (122), ma he y y ToMe pa3maky
HajMame OHOJUKO HyNa KOJUKO HX uMa (PYHKUW]ja z, a HajBHIIE OHOJIHKO
KOIIMKO uX Oye uMana (pyHKIMja ¥, TOLITO Ce OBaj nmocieawu 6poj moseha
3a 2. MehyTuM, 1ako ce ca3Haje 3a 6poj Hyla (pyHKIMja z U ¥ Y pa3MaKky

(a, b), jep 3a z HyIe Cy
km

4
OLk=e],

a3a U To Ccy
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k
o) = e,
rae je
k=0, %1 +2,...
ITogecnnM u360pOM KOMIApaTHBHHX H3BOKa A,(z) xao ¢yHKIH]jA
HPOMEHJBUBE X, MOT'Y CE€ pelllaBaTH NOjeilHHa NHUTamka Koje je HeMoryhHo
pemmmTH noMohy HajIIpOCTHjeT TaKBOT H3BOJA

(128) A,(z) = const.

JepHoM 6H, HIIp. Of TaKBUX IpobiieMa OMO Taj Ja ce MPOyYH YeCTUHA
Hylia QpyHKUHje y y ONU3NHYA jefHe BPEJHOCTH X 3a KOjy H3BoJ, A,(y) mocra-
je jeaHaK HyJH.

[Ipernocrasumo, gakie, fa je To cnyyaj. [Iipu KOMIIApaTHBHOM W3BORY
(128) 6mwro 61 N = 0 1 3a Rowy rpanuuy 6poja Hyia PyHKIH]je y Y pa3MaKy
(a, b) wTo o6yxBaTa MOcMaTpaHy HyJy X = O #3BoAa A,(z) gobuo 6u ce
6poj n; = 0. Ja 6u ce gourmo go onpebeHNjux HogaTaka o TOj JOHkO] FpaHm-
nH, Tpeba y3eTH 3a KOMIAPAaTUBHY M3BOJ KaKBY, 32 Taj IWIb, TOISCHO H3a-
6pany (pYHKIH]y IPOMEHIBUBE X.

Y cmy4ajy, HIp. ¥Kaf A,(y) #Ma y pa3smaky (a4, b) jJegHy, ¥ TO JBOCTPY-
Ky HyJy, MOT7I0 OU ce mocTynuTy Ha cnefehn naunn. Oynknmja

_ A, (y)
(x —)?
he y pasmaxky (a, b) OUTH KOHAYHA, OJ HYJIe pa3iuyHa i o3uTuBHAa. [Tpema

tToMe ke mocrojaT gBa cranHa, KOHAa4HA, Off HyJie Pa3InuHa H NO3UTUBHA
6poja L m |1’ TakBa, Aa je 3a CBE BPENHOCTH X y pasMaky (a, b)

eM)
(x —a)?

’

—n<- —.

AKo ce Taja 3a KOMIIaPpATUBHE U3BOJE YIMY

Ay(2) = —p(x — ),

129
(129) Ay(u) =-p'(x —a)?,

TO, MOIUTO je ucnymeH yenoB (122) u nomTo u3Bofn A,(z) m A,(u) ocrajy
y (a, b) HenpecTaHO HEraTHUBHH M HEMajy BPEJHOCT X = 0. Kao HyNIy, Oiro-
Bapajyhe QyHKIH]je z ¥ 4, Tj. HTErpany fudepeHujanTHux je[HaYaHa

2
%ﬁ—— H(x—o)’z=0,
d7u - —a)u =0,
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MOLY C€ ¥3€TH 3a KOMIAPaTUBHE H3BOJIE ¥ MO3HaBame Opoja mUXOBHUX HYJia
y HOCMAaTpaHOMe pasMaky OBORU RO obaBenITema o 6pojy Hyna came dhyH-

KIHjE Y.

17. PACIIOPE[, HYJIA ®YHKITAJE y ¥ 3ABHCHOCTY O A,(y)

Jia OucMo mpoyyunua paciiopeg Hyna (PyHKLHEjEe y ¥ OCMaTpaHOME
pasmaxy (a, b) IDOMEHIBHBE X, Y3MHMO 33 KOMIapaTHBHE (DYHKIM]je

z=sin[(x —aWN],

130 .
(130) u=sin[(x — 061)«/M 1,

rhe je o jegHa Hyla dyHKumje y, a N M jegHa [oma U jellHa Iopma
rpasfna BpeRHOCTH Te pyHkume y (a, b). [Tomro je

AZ(Z) = _N7
Ay(u) = M,

# TOWTO je O, 3ajefHuYKa Hyna Tpujy PyHKOMja z, y, u, IpeMa Halpef
IOKA3aHOM CTaBy NpPOMeHIbUBA X, pacTyhy, To4YeBHIn O X = O, Hajupe he
pHawhu Ha jeqHy HYIY o, (PYHKIHjE y, Ta TeK 3aTUM Ha jeany Hyny B, ¢yH-
kumje z (cm. 7 u 8), Tako ga he 6utu o, <f,. ITa nomrro je mpaa Hyna
(pyuxImje z, Koja Kona3u nocue ¢, ofpeheHa jeHaYMHOM

(x —a)WN =m,

9] o=p, o, B.

Cn.7
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Cn. 8
ouhe
T
= 0y + —=,
B, 1 w/ﬁ
na, jjakmne
o, < O+
‘ 2 1 Wa
U IIpeMa ToMe
131 o, — 0y < 1
( ) 2 1 \W

Tako ucro, x pacryhn, moYeBIH OF x = o), Hajupe he Hawhu Ha jegHy
HyJy Y, DyHKIH]e 1, Ta TeX 3a THM Ha jef{Hy HYIy O, (GyHKUH]e y, Tako fa
he 6utn o, > v, . Ila momro je

T
=0, +——,
Y2 i M
ouhe
132 oy — O > —e
( ) 2 1 f—M

mrro npema (131) nokasyje aa je

i

(133) :/—%—<0‘z—051<w,

a M3 TOTa CNefyje OBaj CTaB:
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Pacitiojarve uameby gee ysaciliciine Hyae (QyHKYUje v, “uju u3sog
A, (y) nexwcu usmeby gea nezaiiusHa 6poja —-M u N, Hanazu ce o c8ojoj
gyxcunu usmeby gea 6poja

(134) 7% u :/—"‘ﬁ

Wz Tora ce gobuja ob6pazan

(135) 0y — 0 = —

JH’
rme je H jemHa off BpegHOCTH Koje foOuja m3BON A,(y) Kaf x pacTe of jef-

HOTa JIO Apyrora Kpaja pa3maka (a, b). A obpacuy ce MOXKe AaTH H OB3j
o0nuK

R

136 Oy — 0Ly, = ,
( 2T NFOM-N)

e je 6 jeman 6poj Koju nexku usmeby O m 1.

O6pa3san (135) gaje MoryhHOCT fia ce poy4n pacmopef Hyla QyHK-
nyje y y nocMaTpaHoMe pasMaky (a, b). Y ToMe HOriely ce JoJasu Jo Cie-
nehux pesynrara.

[Mogenumo pasMax (a, b) Ha nofgpasMaxke

(a’ al)’ (ah a2)5 (aZ’ a3)7

TakBe, fa je pynkumja A,(y) y cBaKOME Off HHX MOHOWIOHA. Y OIAMO Haj-
Tpe jefad pasMaxk (a,_ a,) y koMe dpyHKumja

=8, (y) = f(x),
MOHOTOHO paciiiu, Iia HEKa Cy
al, az, (x"}, v

y3acTomnne HyJe ofrosapajyhe ¢ynkumje y. IIpema o6pacny (135) 6uhe

T

Oy — 0 = o
.
RN T W

rjie ¢y Ay, Ay, Ag, ... TakBU OpOjeBH fia je
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[Momrro je y pasmaxy (a;_a;)

FAD < fA) < f(A3)<...<M = f(ay),
10 he 6UTH U
4

Oy =0 >0 — 0y >0, =03 >...> ——,
) ; M
u3 yera ce qo0mja 0Baj CTaB:

Kag y jegrnome pasmaxy epegrociiiu X gpynkyuja —A,(y) MOHOMOHO
pactiiu, Hyae ce QyHKYlje Y 0g jegHoZ Kpaja pasmarxa go gpyoz cee suuie
3Zywrbasajy, asu Gpu Wiome wUxoso mepycobHo paciliojarbe HUKAKO He

ilociaje maivbe 0g %, zge M o3nauyje epegrociii —A,(y) Ha 3agrem Kpajy

pasmaka.

[~}

—ey e} O ) O O
(0] o o o, o, x
Cn.9

a a’
— 0 o o O——-C O —
o o, o, o, o, O x
Cn. 10

YourMo 3a THM jelaH pa3Mak (a,_;,d;) y Kome yHKIHja —A,(y)
MOHOTOHO ofiaga. Ha HCTH HaYUH Kao Manoyac JoNas3y ce fO Heje[HaKOCTU
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T

W,

0(2-—061 <OC3-—062 <(X4—O(,3<...<

IITO JOBONHA N0 OBOTa CTaBa:

Kag y jegnome pasmaxy spegrocitiu x ¢pyuxuyuja —A,(y) MOHOTOHO
oilaga, Hyne ynKUYUje y 0g jegroZ Kpaja pasmaxa go gpyzoz cée ce eulue pa-
3pebyjy, asu tpu wome wUx080 mehycobHo pacifiojarse HUKAKO He Hocitigje

aefie og —\/% 2ge N osnauyje spegrociti —A,(y) Ha Hpegroem Kpajy pas-

MaKa.

18. PABMALIY BAPUJAITNIA ®YHKLIAJIE y
Y 3ABHCHOCTH O A,(y)

Ca 35aKoM ¥ BpelHOCTHMaA H3BO7a A,(y) CTOje V 3aBUCHOCTH HE CaMo
Hyne ¢pysxkumje y , Beh 1 pa3Manu y kojuMa he ce xpeTaTi BpeHOCTH y KaJl
IPOMEHJBHBA X Bapupa y JaTOMe pa3MaKxy.

1. Yoyumo Hajnpe KakaB pasmax (a, b) y KoMe je U3BOJ

Ay (y)=f(x)

HeIIpecTaHo Ho3uiiusax, na Meby ¢yHknujama y, mTo OAroBapajy Hatoj
¢pysxumjn f(x), HocMaTpajMo OHe 4YWju IPBU W3BOpA y' mMa Hynay (a, b), a
TakBuX he (pyHKUM]a , 3a gaTo f(x), mMaTH GECKpajHO MHOTO, MMOUITO OTI-
mTa (PyHKIMja X CAgp>KU TMHEAPHO IBE MPON3BO/bHE KOHCTAHTE.

Hexka je x = x jenHa TakBa HyJa U3Bofa y’'; OHA ce OYEBHUIHO MEIba
of jenue ¢pyaknuje y, o6yxsahene ommroM dynkumjoM, fo apyre. Iourro
je

L= f(x)>0,
y

To y u y” mMmajy y (a, b) UCTH 3HAK, INTO IOKa3yje fa (PyHKIMja y HeMa Y
TOME pa3MaKy HH MO3UTHBHUX MaKCHMyMa, HU HeraTUBHUX MUHUMYyMa. Ta
BPENHOCT X = X, He MOXe OUTH HyJna u3Boga y”, jep Ou OHJa npeMa jefHa-
9uHA

(137) y'=f(x)y

oHa Guna ¥ Hyna ¢yHKUKjE y, 1a TomTo je 3a iy U y' = 0, To 6u 6una Bu-
miecTpyka Hyna (QyHKIMjE y, KaKBUX, IpeMa paHHjeM, HeMa y pa3Maky
(a, b). [TpeMa ToME:
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1° Kap je BpegHOCT
Y=Yy 3@ X =Xy

io3uitiueka, To hie GUTH jefaH Mo3UTUBAH MEHEMYM dyrKIHje y (cn. 11); 3a
BPEHOCTH X 1IITO JeXe u3Meby x = a u x = x, PyHKOHja y je HosuitiueHa
¥ MOHOTOHO 0iiaga; 3a BPEJHOCTH X, IITO Nexe m3Meby x =x,m x =b,
OHA je Ho3UiliueHa I MOHOTOHO pacilii;

y

Cn. 11

2° Kay je BpegHOCT y =y, He2ailiuena, TO he ONTH jeflaH HeraTHBaH
MakCHMyM (PYHKIIH]E y; 32 BPETHOCTH X, IITO JiexKe usMeby x =a u x = x
dhyHRIHja y je HeZalliuera W MOHOTOHO paciliu; 3a x usMeby x =xqu x = b
OHa je HeZalliueHa M MOHOTORO oliaga (ci. 12).

y

Cn. 12
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W3 cBera Tora ce Bui4 ia MpOU3BOJ yy' MEma 3HAK y pasmaxy (a, b)
camMo y Tauk® x = x,. Kap ce oGe crpare jegnavune (137) momuoxKe ca
y'dx W uHTeTpalle y TpaHuliaMa X ¥ X, THE je

a<x <X,

a Bojehu padyHa 0 TOME [1a je BPETHOCT Y, 32 X = X, je/{HaKa HyJH, fo0uja
ce ma je

’2 *o

_y2 = ff(X)yy’dx

X

U3 Yera, IpeMa TECPEMH O CPEIEUM BPeIHOCTHMA HHTETPalla i MOIUTo Yy’
He MEea 3HaK ¥y pasMaky (X, x), U37a3H Ba je

y'r = FEEO -y,

rue je & jegau 6poj miro nexwu udmMeby x 1 x,. Ofgarne je

Ha ce HHTEeTPAMjOM B IIOHOBHOM IIPHIMEHOM TEOPEME O CPE[IbIM BPEeJHO-
cTHMA ¥HTerpana gobuja aa je

(138) y= yyf)(e" +eV) = yoehV,
e je
(139) V= (e =xg W/ F R,

a )\ o3Hauyje jeflar 6poj mrro nexku usmMeby x 1 xg.
HicTo Tako , Kaj ce o6e crpane jegnayunne (137) moMHOXKe ca y'dr u
HHTErpalie y TpasnmaMa x, 1 x, Ife je

‘ Xg<x<b,
noduja ce

2

Y
2

ff(x}yy’dx,

a ¥3 Te jefHAYMHE ce oneT Aoiasd go jeruaduia (138) u (139).

OTyna cras:

Kag je y jegnome pazmaxy (a, b) ussog A,(y)Helpecitiano Ho3uliusan,
ceaxa 0g Geckpajuo MHOZUX ogzosapajyhux gynkyujay, wuju upsu u3sog
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y uma wyna 'y (a, b), mosce ce 3a cee 8pegHOCIL X Y THOME PAIMAKY HATU-
caitiv y o6auxy (138) u (139).

A momrTo yy’, mpema Malioyac Ka3aHoMe, HE Mema 3Hak u3Meby x u
Xy, IMa ce Takobe oBaj cTas:

3a cee spegrociliu X y pasmaxy (a, b} epegrocitiu yHKkyuje y aexce y
pasmaxy usmeby

y= 222[3("’”*"’)‘/N + e_(x_x“)m] = Yyoch [(x — xo)\/ﬁ]

v = yzfo[e("‘—'xo)«/ﬁ + e—(x~,\-0)x/ﬁ/[—] - yOCh [(X - X, )m],

2ge N u M o3nauyjy jegry gorby U jegry 20pry eparuyy epegrocitiu QyHK-
uuje f(x) 3a spegHociiiu X Witio ce Haaa3u usmehy x 1 x, (ma npema ToMe u
u3Mmeby a u b).

II. Yoummo caj KakaB pa3Max {a, b) y KOMe je U3BOJ

(140) Ax(y) = f(x)

HelpecTaHo HeZaitiusarn. Taja, Kao IITO je HaOpel IHOKa3aHO, CBAKa O
ofaroeapajyhux QpyHKIMja y Memba 3HaK NPU CBAKOME NPOJIACKY KPO3 HYIy,
U Kaf je pazMax (a, b) [OBOJLHO IIPOCTPAH, y j€ Y BbeMy ocyuaaiiiopHa GyH-
KI[#ja IPOMEHIbUBE X ¥ CACUioji ce U3 UOAYHArdca HAUBMEHUHHO HO3U-
HUBHUX U HEZAUHUBHUX.

ITocmaTpajmo HajIpe jefiaH itosuiliuearn nonyranac. M3 jeqnavune

(141) y'=flx)y

BUJIH Ce §a je Ay>K Tora IojryTranaca U3BOf y” HempecTaHOo HeraTWBaH, TAKO
Ia Ha BEMY y HMa CaMO Je[laH MakChuMyM, u TO y, . Heka je x = x, Bpen-
HOCT X 3a KOJy j& Taj MaKCHMYM JOCTUTHYT, I1a O3HAUMMO Ca X| @ X, BpeQ-
HOCTH X IIITO OJr0Bapajy KpajeBuMa IoIyTanaca.

JIok x pacTe off x; 8O x,, OpUHATA y je HEIpeCTaHO IO3UTHUBHA H pa-
CTH; KaJ x pacTd Of Xy JO X,, OHA je HENPECTaHo NO3UTHBHA H onaja. ¥y
o6a pasMara (x,,Xxy) ¥ (x,,x,) MPOU3BOX yy’' HE Mema 3HaK, ocTajyhnm
TO3UTUBAH ¥ IPBOME, 4 HETaTUBAH Y APYyrOMe pa3sMaky.

IMoTpaxkuMo Hajupe m3pa3 3a y y pa3sMaky (x,,x,). MHoxehn obe
crpaue jennaunse (141) ca y’dx w maTerpanehu y rpanunama x u x,, 1€ je

X <X < X
robuja ce

2 ‘o
_ yG - 5, 2
5 ff(myy dx
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ITO, IPEMEHOM TCOPEME CPEBLUX BPETHOCTH HHTETpalla, naje

’2

Y0 y2 2y
) o —y)A

Te je A BpemHOCT Kojy foOHja f(x) 3a jeJiHy BPEIHOCT X IITO Ce HAla3y
usmeby x u x,. Opnatiie je IOHOBHOM HHTETPAIWjOM U IPAMEHOM TeopeMe
CPENEbYX BPETHOCTH

(142) Y =y cos[(x = xo)VL],

rie je L BpeHOCT KOojy Kobuja pyHKIHMja f(x) 3a jeHY BPEMHOCT X IIITO CE
Hajas® u3Mebhy x 1 x,, ¥ TO Basky 3a CBE BPEHOCTH X Y pa3MaKy (x, x,).
IToTpaxxuMo 3aTHM H3pa3 3a y y pa3Mmaky (x,, x,). MHoxehn omer
o6e crpane jexnaumHe (141) ca y’dx u uuterpanehu y rpammyama x, o x,
e je
Xo <X <Xy,
nobumja ce

ﬁ—ff( ’d — 2,2
=) xX)yy'de =(y* = ys)u,

X0

rhe je | BpeHOCT Kojy fobuja —f(x) 3a jefHy BPEHOCT X IITO Ce HAJa3u
u3meby x, ux. Opatie ce, Ha MCTW HAYWH Kao Manouac, fjo6Huja jegHaYrHa
obrmka (142) Koja BaXkH 3a CBe BPETHOCTH X Y pasMaky (xg, x,). Kao mro
ce, lakiie, BUAHU, YK L[eJIora MO3UTHBHOTr [IoJIyTalaca BPeNHOCT y uMa 3a
n3pas (142).

IMocmatpajmo caf jegaH Hezailiugax omytanac. VI3gon y” Ha meMmy je
HeNpecTaHo IO3WTHBAH, IpeMa jegHauwnu (141), Tako ga y ©Ma Ha BeMy
caMo jegaH MHHUMYM, 1 TO y,. Heka je x = x, BpegHOCT 3a KOjy je Ta] MH-
HUMYM JOCTUTHYT M HeKa Cy X, U X, BPEJHOCTH X IIITO OroBapajy Kpaje-
BUIMa IIOJIyTajaca. '

ITok x pacTu of x, IO X,, OpAMHATA Yy je HEIPEeCTaHO HeTaTHBHA U
oIajia; Kaj| X pPacTH Off X, O X,, OHA je HEeI[peCTaHO HETaTHBHA U PacTH. Y
CBaKOMe O] iBa pa3Maxa (x;, xy) 1 (x,, X,) IPOU3BOJ yy  3afp>KaBa UCTH
3Hak. Mickopumthyjyhu To, Hamasu ce, Ha UCTH HAYUH Kao U 3a MO3UTHBaH
noiyraniac, fa he y omeT fyxX Lelora HeraTHBHOT IONyTajlaca UMATH 34
u3pas (142). Oryna cras:

3a cge gpegHOCIiU X gy Ma Koz2ad Hoayiianaca, HOIUMIUEHOZ UAU
HeZalliii8HOZ, WO ce HaAasu y ocmaidparom pamaxy (a, b), epegrociti y
ce Modxce uspasuiiu oopacyem

(143) Yy = yo cos[(x —xoWH],
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2ge je H jegra og spegnociuu kojy gobuja ¢ynikuuja —f(x) usuesy gaejy
Kpajroux imavarxa Hoayilianaca.
Lleo monmyTanac ce Hamasy y obacTu u3sMehy gnejy Kpusux

y = Yo cos[(x = xo)JH, 1,
¥ = yg cos[(x —x)/H, ],

roe cy H, u H, jenHa KoHa ¥ jJefiHa TOpHha FPalnia BpeSHOCTH — f(x) Kan
ce x Hanasy usMeby xKpajesa nosxyranaca.
IMomto je y = 0 3a Kpajese x =x, # x = x, noinyTanaca, a3 (143} ce
nubuja fia je
o T
(xl —XO>\/HI =T
2
T

(X —xWH" =+,
2
rge cy H' m H” spegwocty H mITo Orosapajy BpeAHOCTHMA X, ¥ ¥, HPO-
MeHbuBe x. Opatie je
T

Xy =X ————:,
1 0 2\/H,,
i3
Xy =Xg+———,
2 0 2@.,,
na je, jaxie
nf 1 I
Xy =Xy = —| —— | .
2 1 2(\/[{! hw‘l]

Axo ce ca M m N 03Hade, Kao ¥ [0 caf, jefHa Iopka U jefHa foiba
rpaHmnAa BPETHOCTH Koje gobuja — f(x) Kaj ce x wanasu y pasmaxy (a, b)),
BPEJHOCT

1, 1
NH O JH”

nanasmhe ce usMehy IBejy BpeaHOCTH
T T

(144) —\/ﬁ

IITO TOBOJHM [iO CTaBa:
Hyxcuna jegnoza, ma Koza, oayiianaca Harasu ce y pazmaxy uameby
epegrocitiu (144).
To je, yocTamoM, y CArIacHOCTH ca OHUM IITO je Hampef Habeno 3a
Mehyco6HO pacTojarbe y3acTONHAX Hyna GyHKIHje y. A H3 cTasa Ciefyje
HETIOCPENHO ¥ OBaj 3aKJby4aK:
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Dyrrywja y uma y pasmaxy (a, b) Hajmaree onoauxo doayimaiaca Ko-
AUKO UMA BeAUX JequHiiya y 6pojy

T
a4 HGJ8ULLE OHOAUKO KOAUKO UMA LeAUX JeguHuya y 6pojy

(B—anh
e

+ 2.

A 10 je Takobhe y CarnacHOCTH ca paHWjWM CTABOM O Opojy Hyna
dyuKNEje y ¥ pa3Maxy (a, b).

19. ACUMIITOTHO IHOHAWAE @ YHKLIMIE y Y 3SABUCHOCTH
O A,(»)

IIpoyuasajyhy acaMIToTHO TOHAIIAkE #HTerpana CHHOMHE pudepe-
HiFjalTHe JeHAIHHE
d”
(145) EX oy fx)y =0
dx"
3a BEJIFKE MO3UTUBHE BPSHHOCTH X ¥ IPSTHOCTABILA]YHIL
1° ma je cbymkumja f(x) 32 TAKBE BPeOHOCTH X HEOPECTAHO 03U~
[ueHd, KOHAYHA, KOHTURYAJHA, 2 ia He TeXKW HYyJIV,
2° ma cy, oTeT 3a TakBe BPeJHOCTH X, PYHKLja ¥ U lEeHHU U3BOIHR
y.: ,V”y o y(il)
taxobe KoHaUHN B KOBTHHYaHE, Kneser! je momao o osux pesynrara:
a} xap je 6poj n mapaH, WHTETPal y je 33 BEJIAKeE MO3HTHBHE BPeTHOCTH
X OCOHIIATOpHA (DYHKOW]A, ¥ TOME CMEUCTY HITO OHA TANA HMa pealHux HyJa
U CCUMTATOPHEX TIpeia3aka u3 MO3UTUBHOr CTakha Y HeTATABHO, U 06paTHO,
Behux off cBAXOT NO3UTUBHOT Opoja;
6) xan je 6poj n Hemapas, y HHje ociminaTopHa (YHKIHja; CBaka Of
pyrxumja

(n)

¥y ¥y

L A. Kneser: Untersuchungen iiber die reellen Nullstellen der Integrale linearer Diff.
Gleichungen (Math. Annalen, Bd. 42, 1893, S. 400-435).
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je 34 BEJIMKC NO3UTUBHE BPENHOCTH X HENIPECTAHO NMO3HUTHBHA UM HEIIpe-
CTaHO HETaTHUBHA, ¥ TO TaKO Ja €y 3a

k=0,12,...,n

spenoct y© m y**Y cympoTno osmauene; 3a x = + o cBe Te QyEKUHje
Texe HyJIH. '

IIpuMeeHO Ha pesaTUBHA H3BOI A,(y), TO HEIOCPENHO NOBONH O
OBOTa CTaBa:

.. o _ __

Kag je 3a seauxe tioauiiusne epegnociiu x peaatiusHu ussog A, (y)
KOHAYHA, KOHIUURYAARA U HEUPeCciiiaro HeZailueHa (hyHKYuja UpomeHmbuse
X U He [lexu HyAUu Kag X OecKpajHo pacitiu, oxga:

1° 3a n flapHo, pyHKYUja Y je 3a ilakae 8PegHOCHIU X OCUYUAATHOPHA,
ocyunyjyhiu beckpajro MHoZo yiia oKo Hyae;

2° 3a n HeilapHo, PYHKYUJA HUje HUKAG OCYUAATLOPHA, 4 ACUMUTTLOTHHO
U MOHOMIOHO ce Upubauixcyje Hyau.

Kneser je Tope HaBefileHe pe3ynraTe 3a jegHauuny (145) yommruo u
npomupuo, 6e3 mKakBe U3MeHe, U Ha cinyd4aj kap je ¢pysknuja f(x) ocra-

jyhu 3a Benmke BpPeHOCTH X HEIIpECTAaHO KOHAYHA, KOHTUHYAIHA, TaKBa fja
npu 6eckpajHoM pamthery IPOMEHIBABE X TEXM HYJIH, aJld ia IPOU3BON

(146) x*f(x)
Te3KW KOHAYHO] ¥ Off HyJle Pa3jIMyHO] IO3UTUBHO] TPaHUIM 32 KAKBY BPE[l-
n
HOCT O I0TO Nexu u3meby 0 u 5 IIpema Tome:

Kag je 3a seauxe ilosuiliusre epegrociiv x ipoussog x*A(y) kona-

YHA, KOHIHTUHYAAHA U HeZAUeHa GYHKYUja UpomeHmUse X Koja ipu bec-
KpajHom pauwikierby ifie UpoMeHbUBE THENU KOHAUHO] U 0 HyAe PASAUHHO]

= _ — . n
2PAHUUU 34 KAKE8Y UO3UUUBRY 8PeJHOCLU O, MAbY OF 5, saxcufie Heuamerse-

He ogpegbe 1° u 2° Zoprseza citiasa.
3a ciyyaj n = 2, Tj. 3a GUHOMHY je[{HA4YUHY ApYyrora pefa

(147) —d—zl+f(x)y=0
dx? ’
Kneser je {oIrao o NOTIYHAJUX pe3yiITaTa, KOjUu Ce MOTY UCKa3aTH ¥ OBOME
00JTHAKY:
Kap je dyukumja f(x) 3a BenuKe BPENHOCTH X HENPECTAHO Hezaiiil-
8Ha, jeqHaumHa (147) HeMa HH jeflaH MHTerpall OCIHIATOPAH 33 TaKBE BPEf-
HOCTH X; CBaKHM WHTErPaJl KOjU je, Kao ¥ WeroB NPBU U APYTH U3BOJ, KOHA-
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4yHa ¥ KOHTHHYaJHa (PyHKIH}a 33 T€ BPEJHOCTH X, MOHOTOHO PACTH U TEXU
TPAHHUIH + oo, WX MOHOTOHO OTafia ¥ TE€XXU TPAHUIM — oo,

Kay je pynxumja f(x) 3a BeJIUKe IO3UTHUBHE BPEHOCTH X HENPECTA-
HO {103UliU6HA, 3 HE TEXM HYJIH, CBAKH HHTErpaln je OCHIIATOPaH, OCIHILY-
jyhu 6eckpajHO MHOrO IIyTa OKO HYIIE.

W3 Tora ce HEnmocpegHO MOTY M3BECTH 3aKJbYUI O ACHMIITOTHOM IIO-
Hamawky (PYHKIWje y Kajf ce 3Ha NOoHalllalkhe HEeHOT PEelaTHBHOT M3BOJa
A,(y) 3a BEJIUKE BPEeJHOCTH X.

A 73 OHOra IITO je Halpex Ka3aHo O pacnopeny Hyna ¢GyHKUmje y y
3aBUCHOCTH OF A,(y), ©3BOJE CE jOLI M OBH PE3yNTATH:

1° ITpeTnocTaBUMO Hajpe fa MO3UTHUBHA (PYHKUHja —A,(y), HOYESBIITN
Ol jelHe MOBOJBHO BEJIMKE BPEJHOCTH X = A, HENpecTaHO W GecKpajHo
pacitiu. [Tomrro je Taga M = co, HATIpEN KOKA3aHU CTAB O pacrnopeny Hymia
¢yHKIHjE y JOBOIM IO 3aK/byJKa!

Y pasmaky (h, ) pyukyuja y je ocyuaaitiopna, ca 6ecKpajHo mMHOZo
OCYUAAUUJA OKO HYAe, KOoje ce OcuULaaylje cée 8ulie 32yuLrbasajy u uje me-
bycobHo paciiojarbe iexu Hyau.

2° IlpernmocraBuMoO [la MO3UTUBHA (PyHKIHUja —A,(y), MOYEBUIA Of
x = h, HETIpeCTaHo paciiiu, anu Aa TPU TOMe TeKU KOHAYHO] U Off HyJIe pa-
3nuyHoj rpanuny p. Ilomro je Taga M = p, HOMEHYTH CTaB JOBOMU IO 3a-
KIbYUKa:

Y pasmaxy (h, ) @yHnxyuja y je ocyusaitiopna; ocyusayuje ce cee
suUle 3ZyUirA8ay, aiu Upu ome wixo6o mebycobro pactiiojarbe HUKAKo

J T
He nocuiaje marbe og T

3° Axo mo3uTuBHA (pyHKIMja —A,(y), IOUYEBIIN OFf X = A, HEIIPECTAHO
oliaga, anu He Texxehm pu ToMe HyNIH, TaKO Ja UMa 32 aCUMITOTY jeHY
mpaBy y = p’, 6mhe N = p’, INTO OBOAH [I0 3aKJbyUKa! .

Y pasmary (h, ) @yuxyuja y je ocyusaiiopua; ocyusrayuje ce cee
suuie paspebyjy, aiu ipu iiome HUxos8o mehycobHo paciiiojarbe HUKAKO He

iociliaje eehe og T
o

4° Kap mo3utuBHa pyHKIHja —A,(y), TOUYEBWIH OF X = /i, HEIIPECTAHO
oilaga, Texxehy Ipu TOME HYIN Kao PaHWYHO] BPEMHOCTH, IIOMEHYTH CTaB
HE JOBOJM HU {0 KaKBOT ofipebenujer 3akipyuka, jep je Taga N = 0 u pacro-
jarbe m3Meby y3acTonmHux Hysla pyHKIHje y nocTaje 6eCKpajHO BEIKo. An
ce Taga MoTy fobutn ofpebennju 3akmpydnu noMohy oco6rHA MO3UTUBHE
dyskuumje
—x2A5 () = @(x).
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[pernocrasumo, HOp. a OYHKNKja @, TOYCBIIN Of x = h, HEIIPeCTAa-
#0 u Geckpajuo pacti. Tafa he 3a JOBOEHO BeJIMKE BPETHOCTH X OHTH He-
npecrTano

1
~x AL (y) > =,
2(») 1

14, fakiie

AKO ce Tajia 32 KOMTapaTHBRHY U3BON A,{u) y3Me

. 1
M) = ——,
(1) =

npeMa Sturm-oBOM crasy yHKUma y he v pazmaxy (A, ) WMaTV HAjBUIIIE
OHOJMKO HyJa, KOIMKO UX ¥ TOMe pasMaky Gyie mMana Ma Koja of] Ofro-
Bapajyhux QyHRUZja ¢ (Mnu MOXKa JOUr jefHy uiau ABe Hyle Bumie). Ila
KAKO CE 3a i MOXe y3eTH QPyHKIHA]a

u=/x,

TO pyHKYUja v iipu beckpajuom pauifiersy ApomeHbiise X HUje Ocyuia-
HopHa.
Yicta he cny4aj, o4eBMEHO, OMTHA ¥ OHAa Kaf QPVHKUHWja ¢ HEe pacTd

. . . . 1
GecKpajHo, ANy 32 X = oo TeKH KaKBO] FPAaHNYHO] BpegHOCTH Beho) of T
IMpernocrasumMo caf na QyHELUja ¢, TOYEBIIN O X = /i, HEIIPECTaHO
. 1
pAcTH, 3Ny A UpW ToMe pamherny 0CTaje HempecTano Marba Off T Tapa
4
YyBeK TOCTOJH jelad MOSWTHBAH, KOHAHMAH U Off HyJle pa3nindaH Opoj £ TAaKaB
7ia j& 33 JOBOJBHO BEIHKE BPERHOCTH X HENIPECTAHO
@l x) = — 2& ' i o
plx)=—-x"Ay(y)< p + E.

T1a axo ce 33 XOMIapaTuBHA H3BOH A,(z) y3me

+€
A2y =2,
2
dbyuaxumja y he y pasmary (h, =) UMaTH HajMahe OHOMUKO HYNA KOJIHAKO MX
y TOME pasMary mMa jejiHa Ma Koja pyHKu#ja z WTO OATOBapa TaKBOME
A, (z). A KaKo ce 3a z MOXKe y3eTH PyHKIHE]a
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z=4/x cos(\/e logx),
Koja EMa (ecKpajHO MHOTO Hyna faTux obpaciem

2k+1
T

B, =e2f | (k=0,12,..),

®oje ce ce Bhlle paspebhyjyv kam k pacru, Konasu ce 10 3aKIbyUKa Ja je pyH-
KULJG Y 3¢ 8eAUKe HOUIUUSHE BPEGHOCTUU X OCUUAUHLOPHA U §a Y DA3MAKY
(h, eo) uma beckpajHo MHOZO OCyUAAYU]A KOJe Ce C8e eullie, U Jo OeCKpajHo-
cliti, paspebyjy.

Y mornieny aCHMATOTHOT NoHaNIaka (PYHKIH]e y, ¥ 3aBHECHOCTH Off 1Hhe-
HOT OPYyI'orT peNaTHBHOT H3BOJA, Off MHTEpeca je jOoIul W OBaj CTaB, KOju
TPONCTNYE U3 pesynTarta fjo Kojux je momao Kuecep! y cpojum mcnwmta-
BAILHMA O ACHMIITOTHOM TIOHAINAKY MHTErpalla IMHeapHe XoMorese aude-
PeHIM|aHe jJefHAYMHe Ipyrora pefa:

Kan rog A,(y) ama BpegrocT x = 0 K20 1MOJ, WK Kao eCeHUUjaIHn
CHHTYJIAPUTET, TAKO Ja ce Taj H3pa3 MoXe y ONu3nHd Tauke x = 0 pa3BuTH
¥y pen

a a
Ary(y)=ag+—L+=2+..,
X X

rae je roeduIjeHaT a, MO3UTHBAH, QYyHKYUa y Upu beckpajrom pauihie-
1Y BPOMEHDUBE X Y HOUIMUSHOM CMUCAY U Cama DECKPAJHO PACHIL UCTILOM
Op3UHOM KA0 U PYHKUL]A

u = xPe™

Zge cy o u P gee lozuilieHe KOHCIaHINE

2 a4
a=ap B=o7 -
0

7

Q KOAWHHLUK = exU aga 2padulu d,.
u

20. OCOBUHE V3BOMA y' Y 3ABUCHOCTH O 4,(y)

TTojenniie ocobune nu3BoRa

I A. Kneser: Asymptotische Darstellungen bei linearen Diff. Gleichungen (Math. Ann.,
1897, 8. 383--399).
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dyHKIH]Ee y ocnefue cy ocobuHa came Te yHKIHje, 3a KOje je ¥ OBOMe
IITO MPETXONM ITOKa3aHa 3aBUCHOCT Of pelaTuBHuX u3Boaa A, (y).

Taxko, mnp. Rolle-oBa TeopeMa IpUMenEHA Ha y, 2 ¥ BE3W Ca PAHUjUM
cTaBoM O Opojy Hyla Te (pyHKIHje y IOCMaTPaHOM pa3Maky (a, b), foBogu
O pes3yaTarTa: '

Kag je gpyZu penaitiusnu uzsog A,(y) KOHAUAH, KOHIUHYAAAH U HeZad-
musan y pasmaxy (a, b), useog y’ uma y iflome pasmaxy Hajmaree OHOAUKO
HYAQ KOAUKO UMA UeAUuX jeguruua y 6pojy

(b—an/N _

T

],

2ge N o3nauyje jegry gory 2panuyy udpasa —A,(y) y wiome pasmaxy.

ITormrro je
y" = yAy(y),

TO ce, Kaj je A,(y) maTta ¢pyHKumja f(x) MpoMEHJBYBE X, OCOOMHE H3BONA
y” moBefeHe y HENOCpeaHy Be3y ca 0cOOMHOM PyHKIH]je

P (x) = yAy(y),
ma ce u3 ocoOrHa J{Bejy (pyHKIMja
y " YA (),

a momohy paHHMjuX CTaBOBa, U3BOJIE 3aKJbYUIM O ocoOuHaMa u3Bona y” .

Aanu ce uciiuifiusarbe uzeoga y’ modxice goseciii y 3a8UCHOCHL ca gpy-
ZUM perattiusHum ussogom A, jegue ipociie kombuHayuje Qynkyuje y, Ha
KOjy ce Taia MOXe HEeIIOCPEeHO IPUMEHNUTH OHO HITO je Hanped HabeHo o
Besama u3meby ocobuHa m3Boma A, u ofgroBapajyhe My IpUMHTHUBHE (PyH-
KIje.

To je ocHOBaHO Ha OBOj OCOOMHE U3BOAA A,:

Kag ¢pynxyuja y uma 3a gpyzu peaaiiusnu uzeog gymxyujy f(x), ¢yn-
Kyuja

’

Yy

NS

uma 3a arxas u3sog u3pas

74 2 7
(148) Az(u)zAz[:/X—}‘j=f2+%(‘—}}—j _—AI:J;

Jep xay ce y pudepeHIjanHoj jeqHAYMHU
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d*y \
P f(x)y

H3BpLIU CMEHA

(149) Y = uf(x),
(pyHKUMja © je HHTEeTpAJI jegHAYMHE
d*y

Zc% =o(x)u,

rae je pyHKIKja @ jefHaKa u3pasy Ha IeCHO] cTpanu jefHaunse (148).

IIpema o6pacuy (149) usBox y” uma Kao cBoOje Hye:

1° myne ¢yuknuje ¢©(x) Koje Cy CTalHE W MOTY Ce yYBeK 3HaTH, Ia
nocMaTpaTy pa3Make (a, b) Koju He cajipxkKe HU jeHy Off THX HYJa;

2° myne GyHKIHjE 1, KOje ce Merhajy off jeqHe (pyHKUmje y [0 Apyre u
KOje Cy y 3aBUCHOCTH Off 3HaKa W BPETHOCTH eKCINTHIUTHO To3HaTe (PyHK-
nmje ©(x), Ha HampeJ NOKa3aHu HAYMH.

Taxko, ako je pyHKUHja ¢ y pasMaxy (a, b) HEPECTaHO HO3UIUUBHA,
¢yHkuyja u, na, gakne, u pyHkigja y’, Mory y (a, b) AMaTH HajBHIIIE jeTHY
HYJTy; y MOXKe Y TOME pa3Maky UMaTH HajBUINE jefaH eKCTpeMyM (MaKCH-
MYM WA MUHAMYM).

Axo je ¢yarumja ¢ v (a, b) HempecTaHo HezaitiusHa, 6poj vy (a, b)
cap>KaHWX HYyJla u3Bofa y’ 3aBHcHhe Of HajMamwme M HajBehe BpegHOCTH
Koje fobumja PyHKIEja —@ Y TOME pa3zMaKy.

[IprMeHOM NpeRbUX CTaBOBa O PAacIOpeny Hylia Y aCHMITOTHOM IO-
Hanlamy QYHKIE]e Y 3aBUCHOCTH Off F-eHOT H3BOJla A,, HA KOMOUHAUH]Y u
dbyuRUHEje y, IMany OF ce 3aKIbYUIN O CIMYHUM II0jeIMHOCTHMA BE3aHUM 32
u3Bog y’ .

21. OCOBUHE ®YHKIMIJA YN U3BO] A, CAIIPKH
JIMHEAPHO JEJAH ITPOMEHIBMB ITAPAMETAP

Hexa je
(150) =Dy () = Mi(x) + fo(x),
e je A KakaB IpOMEHIbYUB lTapaMeTap, A HeKa je
y=Cy+ Gy,

HajoImuTHja (PyHKIM]ja IITO OArOBapa TaKBOME M3BORY A,(y), Ime ¢y y, #
y, IBe Ma Koje (PyHKIHje y IITO OAroBapajy Taksome u3sofay, a C, u C,
MpPOU3BOJbHE KOHCTAHTE.
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Heka cy h 1 k n8e MO3KHTHRHE, TaKohe IPOUIBOBHO Y3eTe KOHCTAHTE,
na w3abepuro O n ', Tagko #a Oyne

_g)_)....hy =0 73 x = a,
dx
_312 4+ ky g Q 3a X = b
ax

Koncragre C, u C, Tafga cy ogpebere jeguwaunnama

(‘wl[[l + C2U2 = 0>

(151) A
CV, + GV, =0,
TIe je
dy,
U ==~ hy, 3a x =aq,
1 i V1
Uzzﬂ?'—hyz 3a ./‘C:b,
dx
Vl — ﬂl._p_ /0’1 38 X =4,
dx

. d
V, =22 by, sa x=5h
dx
Jla 6u Te gBe jepHawMHE UMane peniema o C, 1 €, , norpedHo je u
NOBOJLHO fa 6yme

(152) U]VZ - LFZ‘/I = 0

JleBa cTpana oBe jefHauuHe je ofpebema thyHKIM]a mMapaMeTpa A,
BPENHOCTH @ U b, U IPOKWIBO/bHO ¥3a0panux KoHCTanaTa h u k., AKO Cy KOB-
craHTe g, b, h, & jepHoM mzabpase W yrepbeHe, oHa ce jepmaunsEa (150)
CBOJIM Ha M3BECHY jeTHAUNHY

(153) D) =0

7 Ka 6w jequavnne (151) vmane pewema o €, 1 ¢, , oTpeHO je ¥ AOBO-
THHO Jia IapaMeTap A HMa BPeXHOCT JefHOTra Ma KOTa KOPEHA jeHaAunNe
(153) mo A.

Cpaxn penatusnayu u3sof (150) pMa crojy jepmaygnmay (153) miro jof on-
ropapa 4 xoja he OWTH Ha3BaTa U38OGHULOM TIOCMATDAHO! W3RORA Ay(y).
OO0nuK ¥3BONHULE 32BUCH OF O0NEKA PYHKUH|A fi ¥ f, IUTO PUTYPUITY ¥
u3paszy 3a A,(y). Tako, 3a HajnpoCTHjU cayvaj, Xaf je
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Jilx) = const. =

fo{x) = const. = B,

T]. 38 PENATUBHI W3RO]

1l

Ay(y) = —(ah + )

3a Koje je
Y, = 8in Y,

Vo = COS VX,

Y = AJOA +B,

rpe je

u3BogHuLA he GUTH jeHaYNHA

, — (k+h)RJoh+B
tang {{(b—a)jor +B]-——"—" =10
ang {(b=a)yor+B] e+ B +od

Y chayuajy Kap je

m
ﬁ()f)“‘*?, jlz(X)" 1’
Tj. 32 pellaTuBHM H3BOT

A, (y>_i7 X?“m

34 KOJH je
v, =~fxsin(p logx),
= +fx cos (plogx),

p= LA w1

n3sopnnia he Sury olnuka

e je

tang [o/4(mh — n) —1]— 2N mh—n)«-I =0,

rae cy o, B, v, O nogecHo nzabpane KOHCTAHTE, UTH.

Y Teopuid XOMOTCHUY NHHeapHUK nrchepeHnujanday jefraduta gpy-
rora pefa MOSHaTe Cy oCobuHe jefiHaYMHA U3BONHULA! W cTapoBA O THM
ocobunama, MPAEMEEHY Ha U3BON A, (), IOBOME KO OBHX pe3viITaTa:

U Sturm: Mémoire sur les équations linéaires du second ordre | Mémoire sur une classe
d’ équations a différences partielles (Journal de math. pures et appliquées, t. [, p. 160 et p. 373).
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1. Kag je y jenHoMe pa3maxy (a, b) npomenrpuse x dyHkimja fi(x)
O3UTHBHA, a dyHKUHWja f,(x) HeraTHBHA, U3BOJHMI[A UMa OecKpajHO
MHOI'O KOPE€Ha, KOJU Cy CBH PEaJIHU, IO3UTUBHU U HEJeIHAKH.

2. Kap ce nyctu ma & u k Bapupajy oxf 0 10 o, TH Ce KOPEHI MEIbajy,
aJ| CBaKU OJ BHX caMO y ofipebeHrM rpanunaMa; pa3Mak y KoMe Bapupa
jeflaH TakaB KOpeH HUKaja ce, HA NOTIYHO HH JeTNMHUYHO, He IIOKJIana ca
pa3MaKoM Bapujanmja Kora Jpyror KkopeHa. 3a Bpeme ok A pacte og 0 o
e, a k OCTaje CTaJIHO, WM JIOK k pacTe, a h ocraje CTalHO, UNU Kafi ode
BPEHOCTH jeJHOBPEMEHO PACTY, KOPEHH M3BOJHHUIE Takobe cBU pacTy, U
TO CBaKHd Yy CBOME pa3Maxy.

0
. . Iy 4t :
' VR
;\'1 7\'2 7\43
Cn. 13

3. Axo dyukumja f,(x) HHje HEIpecTaHO HEraTHBHA y pa3sMaky
(a, b), a mebytum je pynkumja fi(x) y \eMy HEIpECTaHO IIO3UTUBHA, U3-
BOIHHIA UMa GeCKpajHO MHOTO PEATHUX MO3UTHBHUX KOPEHa U OBH Cy CBH
HejelHAKH, allj MOope[l Tora MOXe NMaTH jolll H HeraTHBHUX KopeHa. bpoj
OBHX IIOCTIENBNX YBEK je OTpaHN4eH U CBYU Ce OHH Halla3€e y pa3Maky U3Me-
by Hyne u HajMame BPeJHOCTH KOjy A06Hja KOTHMYHHUK

f(x)
x)=J222)
Y=
3a BpeMe JIOK x pacTe Of a [0 b.
O3HaYNMO ca
A Agy Ag,.l.

y3aCTONHE KOPEHE U3BOJHUIIE
d(AM)=0

nopebane Mo peny muxoBux Benmyuna. Cmenumo y uspasy (150) 3a gpyru

pellaTHBHM W3BOX A,(y) HapaMeTrap A y3acTolle OBHM KODEHHMa ¥ 03-

HA4YUMO YOIIITE ca

(154) y(x,A,)

(YHKIH]Y y HITO OAroBapa BpeJHOCTH A = A, IapaMeTpa H OfroBapajyliem
u3BONY A,.

Cpaxa TakBa HajommTuja (PyHKIHjA CAfpKA Kao YHHMJIAL JeHY IIPOH-
3BOJBHY KOHCTaHTY. Jep HajommTHja PyHKLHUja y IITO OATOBapa gaTome
uzpasy (150) je o6mika
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y=Cy +Chyy;

KOpeH A = A, m3abpaH je, mpeMa camoj nepUHANM]H U3BOTHUIE, TAKO A
nee jeqnaumae (151) 6yay jenHOBpeMeHO 3aJOBOJbEHE jETHOM MCTOM BpE-
Homhy A =, ma Ma KakBe Omie xoHcTaute C, u C,. VI3 jenne o Tux
IiBejy jeHauUMHA MOKe Ce m3padyHaTH jeiHa o Koncranara C; u C, Io-
Mohy ApyTe KoOja ocTaje IPOM3BOJbHA M Koja he ce Tama jaBUTH Y OIIITO]
pyukumju (154) xao yrawnan. Y raga:

4. dyprmmja y(x,A|) HIKaKO He Meba 3HAK y pa3Maky (a, b); pyHk-
uuja y(x,A,) mocTaje jegHaka Hy/id ¥ MeHba 3HAK jefaHnyT y TOMe pa3Ma-
Ky; yHKIHja y(x,A;) mOCTaje jegHaka HyJ M U MeHa 3HAK J[Ba HMyTa, U
yomiuTe, pyHKIMja y(x,A,) IOCTaje jefHaka HYIW W Meka 3HaK (n — 1)
nyTa y TOMe pa3Maky.

5. Jepuna nyna ¢yskumje y(x,A,) Hajazy ce m3Meby jenwHEX nBEjY
Hyna dpyHKRIHAje y(x, A3) y pasmaky (a, b), a yomire y3acTomHe HyJe ABejy
dyaxunja

y('x’ kn) u y(x’ 7\‘n+1)7

mTo ce Hanasu y (a, b), pasnasajajy ce mebycobHo, a Kap x pacre, IOYeBIIH
of x = a, MPBO HAWJIA3W Ha Hydy dyHKnuje y(x,A,), Ia 3aTUM Ha HYIY
(pyHKHI/IJe y(x’ }\'nH)‘

6. AKO ce youu KakaB nogpasMak (a’, b’) obyxsahen nmocmatpaHmm
pasMakom (a, b), bynkumja y(x,A,,,) Moxe y (a’, b’) umaru HajBuuie p
IyTa BHIIIEe HyJa HEero (pyHKIH]a y(x, A,); n3Meby fBe Ma Koje y3acToIHe
Hysie pyakumje y(x, A,) He MOXKe ce HAA3WTH BHUIE Off p HyJNa (PyHKIHje
Y i)

7. Kap ce mycTr fja KOHCTaHTa k pacte, Hyle yHKIHje y(x, A,) HO-
CTajy CBe Mame; HallpOTuB, Kaf i pacre, Hyje nocrajy cse Behe. Kag 4 pa-
cTe, a k omajga, Te HyJle pacTy; HAaIDOTHB, KaJ{ i ONlaja, a k pacre, OHe ola-
najy.

8. Ako je y pa3Maky (a, b) HepecTaHo

(155) Mo+ >0

3a MO3WTWBHE BPENHUCTH HapaMmetpa A, pyHKIMja y(X,A;) MOXe y TOME
pa3Maky MMaTH caMo jefiaH eKCTpeMyM (MaKCEMYM HIIH MUHEMYM); (yH-
kumja y(x, A,) EMa jeJaH MaKCIMyM ¥ jeflaH MEHIMYM M3Meby Kojux oHa
[oCTaje jelHaka HYJIH W Meba 3HaK: eKcTpeMyM dyHKuuje y(x, A,) Iexu
Tajia u3Meby oBa nBa ekcrpemyMa dyuakumje y(x, A, ). Pyurumja y(x, As)
AMa JIBa MakCUMyMa ¥ jefaH MUHEMYM (WJIH [Ba MUHEMyMa H jefaH
MaKCHEMyM ), n3Mebhy KOjuX OHa HMa JIBe CBOje HyJIe; eKCTpeMyMu (PyHKIHje
y(x, A,) Hana3e ce u3Mehy y3acTomHux excrpeMyma GyHKImje y(x,As)
ntn. Kag k pacre, a & ocTaje CTaJHO WIW ONaja, BPEJHOCTH X 3a KoOje
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y(x,%,) BOCTUXKE CBOje eKCTpeMyMe, NOCTajy CBe Marke; HANPOTHER, Te
EpPEHOCTH [IOCTa]y ¢Be Behe xay /i pacTe a k ocTaje CTaiHo WIH O1aTa.

9. 3amenumo y uzpasy (150} uzsona A,{y) dbyaxumje f; u f, Apyrum
nBeMa PYHKUmjaMa §; 1 ¢, IPOMEHILUBE X, TAKBUM, Jia je v pasMaxy (a, b)
BPEJHOCTH X HENIPECTAHO

(156) (p\](}l:) > G, q}z(x) << U,
ma Heka je
(157) Yp)=0

M3BOJHALA HOBOTA M3pasa
(158) Ay(z) = ppy () + (%),
rae je | nmpoMenseus HapamMerap. O3Haummo ca
R Hos Has e
ysacTonde xopene jeguaunne (157), a ca
z(x, i)

OmIITy (PYHKIHM]Y z IITO oAroBapa m3eopy (158) 3a p = p,. Tapa:
AKO ¢y dDyHKIH]E ¢ B ¢, TaKBE, fa je V pa3Mary (a, b) HelpecTaHo

Apy =0y 2 M~ fo,
WA, TOTO j€ HCTO

Moy~ f)=(Qy ~ 320

3a CBe IIO3UTUBHE BPENHOCTY IapaMerpa A, kopeHu W, Smhe Mamu of Ko-

ra panra gpyakuuje y(x, A, ). To ucTo Basku u 32 BPeIHOCTH X 3a Koje dhyH-
KIMje z ¥ Y MOCTHKY CBOje MAKCHMYME M MEHEMYME.



YETBPTHN OLEJBAK

AHAJIMTVUYKE MTPUMEHE
AJIITOPUTMA A,

22. TPAHCOOPMALVIA M MHTETPALIMTA
THACEPEHIWIATHUX JEJHAYNHA ITOMORY AJITOPUTMA. A,

Sa ojeRMHEe ONIITHje TRNOBEe TH(ePeHINjalTHEY jepHaYiHa OcoOnHe
ajaropuTMa A, BOBOJE Ko TpaHC(POpMaLija TAKBYX JefHAYMHA ¥ PYre KO-
je, \nm ¢y REEKera pega off NpeoCUTHE, WY NOTHANa]y IIOL KOjy Of Kjaca
uETeTpaCHIREX JeflHa 1 nHa.

Ogpe he OnTu Hage[EeHO HEKOJIMKO TaKBHX THIIOBA.

Hpsu fdiuii: jeqravwHe XOMOTeHe M0 HENO3HATO] (PYHKIMIU U HBeHIM
FRBOAMMA. | aKBa jeqHAYNHA

(159) F{x,v,9,v" ..., y™y=0,
KOMOTCHa 10

(160) | 175 ™,
HOfeJbeHA V3BECHAM CTeTieHOM (PYHKIH]e y, TocTaje

(161) F(x,LAL Ay, A)=0.

[ipema ocofunaMa anropuTMa A, OBaj ce H3paXasa K40 HOJIWHOM 10
eNMeMEHTEMA

(162) Ay AL AL AR
u npema Tome ce jepHaunHa (159) cBonu Ha jeRHy jeqHaYNHY

(163) O, u, i, u")=0
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(n — 1)-or pepa mo HOBOj HETIO3HATO] (DYHKIWjH

4

(164) u=A(y) =2
y
Caakome unTerpany u jegaaunte (163) ogrosapa 1o jegad HHTETpal
y = ef udx

jemnaunte (159).
Hajopoctuju tun jegaymsa (159) je Tun NWHeapHHX XOMOTCHHX
fudepeHIujanHux jeHaYlHa

Y+ py "+ ey + Py =0,
KOje ce meoboM ca y mpeTsapajy y
An + plAn—l +...t+ pn—lAl +p,= 0’

W TIOMONhy paHujux odpasana

Az = Ai + AZ,
Ay = AT+ 3AA + A3,
Ay = A 4ATA, + 3A% + 6AIAL + AL,

cBOie Ha jenHaunny (n — 1)-or pega (163).
Taxo ce, HIIp. JeHAYNHA [PYrora pefa

Y+ py' +pry =0,
cBojau Ha Riccati-eBy jefHaYAHy IPBOTra pefia
u +u*+pu+p,=0.
JemnaunHa Tpehera pena
Y+ py Py 4 pay =0,
CBOJIW Ce HA jelHaYnHy Apyrora pefa
u” +3u+ py)u’ +ud + pu’ + pu+ py =0.

Jpyzu wiui: jenpaunde (159) Koje He cafip:Ke X, a XOMOTEHe Cy 110 ele-

MCHTHMA
Ve A AT AT,
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Kayp ce y TakBO] jelHAYNHHE CTABH Ja j&

y'=p,
Grhe
” o gp“
y de,
d*p dp ?
”"o__ 2 ! b
TRy p(dyj’

na ce jepuaunHa (159) npersapa y apyry xoja he 6uru (n — 1)-or pepa. Kapg
je oBa mHTerpalbeHa, WHTerpan y nobuja ce U3 WHTerpasia p NOMohy jefHe
KBagparype, npema obpaciy
dx = iy—
p

Tpehu iud: jepnaunne (159) Takse, fa Kaj ce H3BPIIHA OTPAHIYCH HU3
Y3aCTONHUX CMEHA

up = 45(y),
, uy = Ay(uy),
(]65) l/l3 = AI(MZ)’
Mp — Al(up—l)

Tako J0OWjeHU TPAHC(OPMICAHN HI3 je[{HaUNHa € TaKaB fia je:

1° nproGurtHa jegnauuna (159) xomorena o ejxeMentaMa (160);
2° jepHaUMHA Ca HOBOM (PYHKIUJOM U; XOMOIEHa 10

wy uful ., ul;
3° jegHavunHa ca HOBOM (YHKIHjOM U, XOMOTEHA IO
Uo, Uy UDy s, M(Z”“z);
4° g yommure, jeqHAYNHA €A HETO3HATOM (DYHKIU]OM U, XOMOTE€HA HO

’ ” (n—k) —
Up, Up, Uy ooy, (k=12,..., p).

Mun hemo cmaTpartu ga npsoburHa jenHauuna (159) nMa xomozenocili
pega (p + 1) Xaj cy OBM YCIOBH HCITYHEHU 34 CBE BPEIHOCTH HO3UTUBHOT
enior 6poja ko k=1 10 k = p. V1 onpa ce mMa oBaj CTaB IITO CHEAYyje U3
ocoOwHe jefHaYnHa NpBora THIA:
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Ceaka qupepenyujanta jegnaqduna
(166) F(x,y,5,...y")=0

n itioe pega, Koja uma xomozeHocid (p + 1)-0Z pega, csogu ce Ha gpyzy
Jegranuuy (n—p — 1)-02 pega.

Kap je mosHaTt mHTErpan u, OHE NOCTENILE jefHAYNHE WIH KOJH Off
HHTETPANA Uy, Uy, Us, ..., HHTETPAN y jegHauune (160) 6uhe onpeben obpac-
nuMa

Tpde C, BC}cJ"M“

(167) y= Clef”‘dx =Ce""" = Cee =..

Csara gugpepenyujanna jegnayuna (166) n-ilioz pega, Koja uma xomo-
Zernociil (n —2)-0Z pega, ceogu ce nHuzom itparcgopmayuja (165) na jegry je-
gHA1URY Upeoza pega.

A u3 obpacna (167) ce BUAM 1 0BO:

Kag je peg xomozenocitiu jeguaqune (166) sehu og 2, oduiiiiu unitie-
Zpan e jegravure cagpiucu Hajmarse (p — 1) URIHeZPAUUORUX KOHCILAHATIA
Koje, mMa Koauxka 6uaa IpouzeomHOCHE Ca Kojom ce oHe MOZY Oupaiiiu,
HUKAQ He yaase anzebapcku y Caciias Moza uhiiezpand.

Te koncrante cy C,, Cs, ..., C, y o6pacumma (167).
IMpumMeTEMO jOII U TO [12 jeJ(HAa jeAHaYMHa XOMOIeHa 110 eIEMEHTAMA

(168) Ay, AL AT
YBEK j& XOMOTeHa ¥ [TO eleMEeHTIMA
(169) » v ¥, ¥

anu fia oOpHyTO TBphewe Huje TaTHO: jefHAYnHA MoXe OUTH XOMOTeHa 10
enementnma (169), 2 aa To He 6yAe Mo eneMerTIMa (168).
Tako, HIIp. jefHAYNHA

F) ' +0(x)y"—e(x)y? =0,
KOja ce CBOJH Ha 00JINK
FO A +e(x)A () =0,

xomorena je u 1o (169) n no (168).
Hanporus jeHaynHa

FOY +o(x)y +y(x)y =0,

KOja ce CBOJY Ha 00NuK
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FEOAD) + F() M) +(x) M) +y (x) =0,

xoMoreHa je 1o (169), anm Huje mo (168).

Yemispitiu tiuil: jefHAYNHE APYyrora pena, obmKa

(170) Y +y*+ f(x,y)=0.
Kap ¢pyskumja f He cagp>xu y, jefHaunHa ce CMEHOM
y = J zdx

cBoqu Ha Riccati-eBy jefHa4YMHy IIPBOra pefa.
Younmo, meby jennaunnama (170) one 3a Koje ce NOJECHAM H300POM
dyuxumje f(x) MOXe YYUHHUTH [ia U3pa3

>’+10g[~<p(X)+f(x,y)]

we canpku y. To je cnydaj ca dpyHkumjamMa f obnnka

(171) f,y)=0x)+Ah(x)e”,
rae ¢y ¢ ¥ A Ma KakBe (PYHKIHje IPOMEHIBABE X.

3a jeqHaymHy

172y Y +y P +@+Ae? =0
MOXKe ce Tajja [[oKa3aTH OBaj CTaB:

Heka je

(173) ;\:(), )\‘l’ 7\/2, ceny 7\1”, (}\40 = O),

jeliaH npOM3BObaH HU3 (PYHKIHja HE3aBUCHO NPOMEHIBUBE KOMMIAHE X, &
y, jenaH mapTHKyJapaH HHTETPall jJeHaYiHe

(174) v/ +y 2 +0+he? =0.
Kag ce 3na jegan cucitiem
Yo Y1 Y2r-000 Y
fapiiuxyaapHux uniiezpasa jegnaquna (174) 3a
k=0,1,2,...,n

3Hahe ce U OUWIUY UHIleZpan JegHavuHe
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(175) Y+ 2o +hg+ A+ Ay +.+A)e? =0

u itio omohy gee keagpaiiype.
Jep, ap ce y jennaunnau (175) n3spiau cMeHa

y =logu, 7). u=ée’,
ouhe
Yy = Ay(u),
Ia jefHaYnHa MOCTaje

=0,

Ay(u)+ @+ Ag + A+ A,
U
Tj.
u”+ou+(hg+A +...+4,)=0.

Heka je
Uy Uy, Uy, .oy Uy,

jefiaH CHCTeM DapTHKYJIAPHUX MHTerpalna INHeapHuX JelHaYnHa

(176) u”+ou+i, =0

3a :
k=0,1,2,...,n

Tu he unrerpanu OUTH
e =€, u; =€, u,=er.
Buajyhn u,, 3uahe ce n omta uaTEerpan U jefHadnHe
u” +ou =0,

koju he 6utu ofipeber obpacueM

: dx dx
U= Cutg+Coug | — = Cie" +Cre"" | = .
1Hg 2 Oju% 1 f[fe*“ e

Tako mcTO, 3Hajyhn mapTHKyiapHe uarerpane u, jeguadune (176),
sHahe ce ¥ jejaH mapTUKyIapEn uHTerpan jenHayute (175) u o he 6utn

V=u+u,+...+u,=e"+e” +...+e".
ITpema ToMe, omirty wHTErpan jegHadune (175) 6uhe
y = log(U +V).

3a jegnaunny (175) Bpey HaBECTH jOUI ¥ OBaj CTAB!



AHAJTIMTHYKE IIPUMEHE AJITOPUTMA 4, 293

ITocroje TakBe cienujamHe PYHKIT]e
‘ 177) Ky Bas Basy o

IPOMEHIBUBE X, Koje ociuiajy uciiie 3a cee jegrnaqune (166) u Xoje mMajy OBy
VHTEPECAHTHY OCOOMHY:

Kag je 3a jequy ma kojy iaxsy ¢yHryujy W, dosuaill jegan Rapiuuxy-
AAPHU UHIIEZpan jegraulime

(178) Y +y P +o+pe? =0,
3Hahe ce u jegan UapIUUKYAAPaH UHITIEZPAn jegrauiHe

(179) Y +yt+o+ye? =0,
2ge je ¥y ma Kakea (hyHKYLja IpoMeHbUBE X.

Crag je TIocnefuLa jefHe TeopeMe foKa3zaHe y MOMe paHHjeM pafy o
JuHeapHuM udepeHIY]aTHIM jefiHaunHaMal i Koja riacu:

Axo ce ca © 03HaUH H3paA3

@ =y + fy" TV Sy L

rae cy fi, fa, ..., f, M2 KakBe (DyHKIIFje IPOMEHIBUBE X, IOCTO]Ee CHELAjaIHe
¢yaxupje (177) Te npoMeHTBUEBE, KOj€ OCTa]y BCTE 32 Ma Kakas u3pas @ u
KOje IMajy OBy OCOOHHY:

Kap ce 3a jegHy TakBy (PYHKUH]Y ji, 3Ha jeflaH NapTUKyJIapaH HHTE-
Tpan jefHa4YrHe

(180) @ = py(x),

M3 HBera ¢ MOXKe U3BECTH jenaH HapTI/II(yJIapaH I/IHTSI‘paH jeI[Ha‘II/IHe
@ = y(x),

rje je Y Ma KaKBa pealiHa aHATHTHIKA PyHKI¥]a HIPOMEHILUBE X,
Takse Ou, HIIp. cnenujanye pyHKuEje |, Oune

X

Ly

T 1-Zaxr+x2’
u:m_ki__
2T = 2ax +x%’

fy = log(1—2ax +x7),

1 Mux. [Metposuh: Jegna ocobuna auneaprux gugeperujornux jeguavuna (I'nac
Cpr. Kp. Axap. ki, XCIX. 1922).
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I7e je @ KaKaB pealHu rapaMeTap.
Teopema obyxsaTa jegaaunny (180) Ha KOjy ce HaBeeHOM CMEHOM
ceony jepuaunsa (179) u 3a xojy je

D =y” + ¢y,

ma je HaBefieHa ocobuua jegraymue (179) Henocpepda mocueguiia TeopeMe
O NMHEApHUM jefHAYTHAMA.

23. TEOPEMA O RICCATI-EBOJ JETHAYMHH

Hajommrryja Riccati-epa jegaaquHa

d
(181) jﬂmz +@ry + Q3 = 0,

e ¢y @y, ¢y, ©5 PYHKUMjE HE3aBUCHO NPOMEHILUBE KOIMYMHE X, CBOMH CE,
CMEHOM

y pnd Z_ipz_’
(182) 20,
t= (pldx’

HA jefHAYUHY 00NnKa

(183) y =yt 4 f(x),
a 3a OBY jeHHa‘H/IHy MOKE Ce BOKa3aTHu TeopeMa:

3a ceaxy uniiezpabuany jegraqurny (183) flocitioju o jegan Heozpa-
HU4eH HU3 yHKUuuja pomeHpuse X

(184) Ay Ay, Aa,.
flaxeux ga je U c6axa jegHavuHa
(185) y =y +(f+he)

iiakobe unitiezpabunna, u itio 6€3 UKAKEUX CYUAEMERTUAPHUX KBAgPalLypa.

Ia 6u ce To AoKa3alto, MOCMATpajMO HeOTrpaHM4eHH HU3 (PyHKIM]a

IPOMEHIBUBE X
Xoo X1, Xy, ..

(hopMEpaHUX IO PEKYPEHTHOM 3aKOHY
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3 1 :
(186) Xn = Xn—l + ’EA%(XII—I)—-Z'AZ(Xn—I)v

WM Y pa3BUjeHOM OOIUKY

2
X” — Xn—l + é n—1 _ l n-1 ,
4 Xn—l 2 Xn—l
T7e je modYeTHa PyHKIHja X, IPOU3BOJBHA.
TIpema penarmju
(187) Ay (X) = A(X) + AY(X)

obpa3an (186) Moxe ce HaNUCcaTH ¥ y OOITHKY
1 |
Xn = Xn—l + Z Azl(Xn—l) - E A](Xvn——l ),

TIA § Pa3BUjEHOM OOIIHKY

1| d 1 d*
X, =X, +——logX, | |-——=logX, .
! 4Lz’x g ‘] 2 dx? B
Iomohy Tako gedunncanux dpyurumja X,, popmupajMo Hus (184)
npema obpaciy
?\’n = Xn _Xn—l'

Mu hemo TloKa3aTH [1a, Xaj ce 3a X, y3Me pyHKIHja f(x) U3 jenHaqu-
e (183), jennaunsa (185) uMa y ropm0j TeOpeMu HaBEJIeHY OCOOUHY.
Tora pagu u3BpumMo y jexHaunau (183) cmeny

(188) y = ;ld; (J e”‘dxﬁdx) ,

TJie je Hemo3HaTa (PYHKIHja y CMEbeHa HOBOM HEIO3HATOM y;. TakBa je
CMEHa eKBHBAJICHTHA TPHUMa y3acCTOIHUM CMeHaMa

4

(189) y=,

u
(190) u= Iv\/fdx,
(191) y =1,

IIpsa cmena (189) npeTsapa jefHaunHY y
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(192) u":f(x)u,
a ipyra (190) mpeTBapa OBY IOCIENY ¥
(193) v =0(x)v,
e je
(194) 0= f+2 8= 8P

Jep, mugpepennujanehu (192), cMeHUBIIT 3aTHM U FETOBOM BPERHO-
mrhy

U U3BPIHUBIIN ITIOCIC TOTA CMCHY

nobuja ce jefHavYnHa
2"~ A(fyZ' = fz=0,

z=vif
nocraje jequaunna (193).
Hanocnerky, Tpeha cvena (191) npersapa jegnaunuy (193) y nopy
jeqHAYHHY

(195) Y=Y+ e

IIa OBa CMCHOM

rie dynknuja ¢ uMa 3a u3pas (194).
Hakne, cmena (188) npersapa jeguaunny (183) y (195).
YaMuMO caf 3a IpBY WiaH Hu3a X, PYHKIH]Y

XO - f.
IMpema m3pasy (194) 3a GyHKuujy ¢ ¥ npema jepHaynnu (186) sunu ce
naje
, 3 1
Q= X, +=A(Xo) - A(Xy) = X,
4 2
Tako fia jerHaunna (195) mocraje
(196) yi=yi+ X

MebyTtuMm, gyHKIMja y, H3paxkasa ce noMohy pyHKUyje y oOpacuem
(188), m3 xora je
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(197) y+A[\/.J

Ma axo ce Taja W3BPIIH CMEHA
Q — d J’)’OCIX
(198) v, = -— log '[e W X dx i,
dx
rfe je y, HOBa HeNO3HATa (pyHKUM]a, jegHaunHa (196) ce mpersapa y jen-
HATWHY
(199) Yy = y3 +Xa,

umjK ce RHTerpan u3paxkasa noMchy y, o6pacuem

d y
200 =y, +—log—.
( ) Yo = Yy Jx g \/Xil

Ipojyxyjyhu Tako, golasy ce 10 jefHOra HEOrPAaHMYEHOT HA3A jef-
HAYWHA
Vi =vi+ X
(201) Yo = Y, XO = f(x)3
k=0,12,...
KoOje mmajy oBy ocoOuHYy:
Huilieipan y, uspawasa ce iomohy uniiiezpana y,_, obpacyem

, d Yi-i Ykl
(202) Vi = Y+ log =Vt H A == |-
dx Xio1 NXp1

CraBuMo cali ia ie

'——AZ(X,,) ? Z(Xu) P‘Ln?

na he ce ¥MaTy HU3 jeHAYNHA

Xy =X T Py
~ Kir = Xpog T Hyas
(203) Kjo = Xpz + s
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CabupameM THX jefHaUnHA 0OH]a ce

(204) Xk = .f+7\’k’
e je
(205) )\’k :“0 +p‘l+"'+uk—l'

To noxasyje pa ce yHKIuja A, U3 HaBeJeHe TeOpeMe U3paxkaBa
obpacuem

M = 2LAX) + AXX) +..+ AU )] -
(206) 4
=7 [A(X0) + A () + o Ay (X )]s

KOju ce, mpeMa penanuju (187), MoKe HANMCATH jOUI U Y OOIHKY
1 Ly
(207) 7\,]( = Z[AZI(X) +...+ A%(Xk—l)] - EAI(XOXI'XZ .. 'Xk—].)‘

Kao miro ce Bunu: ¢pynkyuje A, Busa (184), eezare 3a Riccati-esy je-
grayuny (183), uspaxcasajy ce fiomohy gyuryuje f(x) jegrum Huzom arze-
bapckux ofiepayuja u gugheperyujasersa.

Wnaterpan jegnaunne
Vi =i + X,

n3padynasa €€ MOCTYIIHO U3 MPETXOAHUX NHTCIpaIa

V-3 Yi=25 o2 Y1 ¥

I

— Y1
(208) y2“y1.+Al(\/'}a}7

nomohy Hu3a o6paszana

Vi =y+A1(

-

I7le je moyeTHa (PYHKIH]a y mHTerpan fAare Riccati-eBe jegHavnHe

y' =yr+ f(x).
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To uspauyHasare, IOYEBIIH OF y, CBOJH Ce Ha caMe anrefapcke ome-
pauyja u Ha fudpepennyjaneke, YAMe je TeopeMa JoKa3aHa.
Ilomasmm, HIOp. Off jefHaYnHE

(209) y =y*+ax,
HaJIa3y ce Jia je
3
M

1a nomro ce jeqHaunHa (209) unrerpann nomohy Bessel-oBux Tpancuene-
HaTa, UCcTo he To OUTH U ca jefHAYHHOM
3
y =yt tax +——.

x2

Homnrasmu o jeqnaymHe
(210) y =y +ax™,

HaJla3y ce 1a je
_3mx+2m(m-1)
4x?

Ay

Na HoITo ce jegHaunHa (210) maTerpanu noMohy eleMeHTapHux (pyHKIH]a
xajp je
— 4k
m=—,
1¥2k

T7ie je k 1eo no3uTuBaH 6poj, ucto he To 6uTH # ca jeHaYrHOM

Y=y +ax" + 3mx+2mq(m—1)'
4x*

Wutepec fokaszaHe TeopeMe JIEXKH Y TOME, IITO ce moMohy e MoxKe,
MOTIABINY Off jeTHe Ma Koje uaTerpabmrne Riccati-ese jegHaunHe, hopMu-
paTu Geckpajan HE3 ApyruX Riccati-epux jepnaumna koje he Takobe 6uTn
MHTEerpabuiiHe W Hja MHTETpallja He 3aXTeBa HUKAaKBHX [PYTHX ollepaliyja
ca WHTETPANIOM y IPBOOHUTHE jeHAYNHE, OCUM UUCTO anredapckux pajrm I
nuadepeRnujanemba.
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24. OIIIITH ITOTJIED HA YJIOT'Y AJTITOPUTMA A,
TP KBATIMTATUBHOJ UHTETPALIATI
JVMPEPEHLHMIAIIHUX JEMHAYUHA

Hamnpep nasenern crasosm 0 Mebyco6uoj 3aBucHOCTH 0Co0UHA DYHK-
LHje y I BEHUX PEeIaTHBHUX M3BOfa A,(y), Hallaze HENOCPENHY MpUMEHY
IpY KBaJUTATUBHO] HHTErpalnju fudepeHujantux jefHaduHa, IpH Kojoj
ce Tpaxe, He TaYHO OfpeherHe BpeqHOCTH HHTETrpana Wiy MOjeIMHuK HHTe-
rpajiHuX eJleMeHaTta, Beh OBNALIHY, K64AUATHU6HI TOTAlU O HUMA Kao
HITO CY: TOK Helo3Hate (PYHKUHje, IbEeHe Hyle, BheHe GeCKOHAYHTIE, Ma-
KCHMyM¥ H MHHUMYMH, Pa3Maiiil BapHjanynja, aCuMTOTHO IOHAIIAKE WTL.

IIpumMena je ocHoBaHa Ha (axTy fa je, 332 mpocTpaHe Knace qudepen-
IWjalHUX jefHAaYUHa CBUX PENOBa, MOZYANO U3pa3uiliu i 3 caMe jefHa k-
He, 6e3 notpede fa ce 0Ba HHTETPANH, KOjU 0g peaaifiuskux uzeoga A,{(y)
BEHOra MHTEerpana y, ia OHfa, YuHehn npeTnocraBke 0 aHANUTAYKO] IIPH-
ponu mHTerpana (HNp. fa je oBaj y faToMe pa3Maky HEe3aBUCHO NMPOMEH-
JbUBE KONMYMHE X KOHAYAH, KOHTUHYAJIaH, IO3UTHEAH, MOHOTOH UTH. ), HITH
orpasn4aBajyhu ce Ha HocMaTpamke TaKBUX UHTETPaNa, U3 0COOUHA 1380Ga
AL(Y), uzeoguiliu 3axKmydKe 0 K8AAUMATUUBHIUM HOJeQUHOCTIUMA 8E3AHUM
3a uriezpan'y.

Y mojesuHUM CITyyuajeBUMa U TAKBE CY NPETIOCTaBKe HEMOTpeOHe, jep
ce Ha caMo] AudepeHInjaTHo] je[HaUMHA MOXKe Paclo3HaTH 2 je OHO, IHTO
OHE Tpake, HCIMYILEHO caMo o cefu. Y ApyruM ciydajesuMa HocMatpahe
ce caMO TaKBH WMHTEI'DANIH jefHauNHe (aKo OW MX, y CTBapH, OWI0) KOJH 3a-
[I0BOJBbABAJY YCIIOBE HpeTHOoCcTaBaKa. '

PematuBru n3BOR A,(y) MOXKe ce U3 aTe qudepeHnnjaite jefHaunHe
OJpCIUTH:

1° wm K20 eRCIuIUTHA (PYHKIF]A caMo IPOMEHTBUBE X;

2° unm Kao (yHKIM]a TPOMEHJBUBE X, WHTErpal y I B3BecHor 6poja
HEeroBUX u3Boxa y’, y”, y”, ... o x.

[Ipeu cnyyaj HacTyma caMo Kof OHHOMHUX XOMOT€HHX JIHHEADHHUX je-
JHAYAHA

YO+ F)y =0,
232 BUX je

A(y)=—f(x).

3a cBe ocrane jelHaUMHE MOXKE CE& W3 OBE M3BECTH H3pa3 33 U3BON
A,(y) y OGIHKY eKCINMUINTHE (PYHKIMJE NPOMEHIBHBHX

0y, v

Y npBoMe ciy4ajy CHHI'YIapuTeTH WHTerpajia He 3aBUce Off HHTerpa-
HOHUX KOHCTAHATA, OHH Cy CTallHe Tauke x = &, y paBHU NIPOMEHILHBE X
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KOje ce MOTy IO3HaBaTH M Y TO] paBHU (PUKCApATH. Y CBAKOME pasMaxy
{(a, b) peanHux Bpe[HOCTH X, KOJU He 00yXBaTa HU JeHY Off Tauaka &, uH-
Terpan y he nacurypHo 6uTy KOHAYHA ¥ KOHTHHYaJHA (PYHKIHja IPOMEH-
TbUBE X, KaO U CBH HETOBH H3BOAH

ro
Y,y .,y ...

Ou ce, y Onu3uHY jefHE Ma KOje BPEOHOCTH X = O ¥ TOMe pa3Maxy,
MOKE pa3BUTH Y Pef

y=Ay +A(x — )+ A (x —0)? + ...

M Ha Taj ce mHTerpas, 63 MKAKBUX NMPEeTHOoCTaBaka O HeTOBO] NPUPONH,
MOXKE IIPEMEHKTH CBE OHO IITO CE 3Ha O 3aBHcHOCTH u3Meby m3Boga A, (y)
7 KBaNUTATUBHUX [IOjeIUHOCTY OfroBapajyhe my dbyHrimje y.

Y mpyrome ciy4ajy AHTETDAIHU CHHTYJIAPUTETH, OCUM Y U3Y3ETHIAM
cliydajeBuMa, 3aBHCE Off HHTETPAIMOHNX KOHCTAHATA W MOMEpajy ce y pa-
BHU IIPOMEHJLMBE X KaJl C& Te KOHCTanTe Oyay Memane. To Hucy BuIIe cra-
JHe Tauke &; Koje ce MOTY ITO3HABATH, fa OV ce MOTIH HOCMAaTPaTH pa3Ma-
uu (a, b) y kojuma HeMa cuaTysiaputeTa. Crora ce y TOMe CIIy4ajy 3akiby-
YI¥ O KBAJIMTATUBHEM HOJ€FMHOCTEMA HHTETPaJia MOTY H3BOJUTH CaMo 11O/
OpeTnocTaBKaMa [la MHTerpan ucnyrmana ofpebene ycnose, WK ce 6ap or-
PAHUYUTA HA TaKBe wHTEeTpase (ako ux Oyme 6uiIo). Y MHOIITBY CIIydajeBa
MOTY ce, IIOfl TaKBUM IIPeTHOCTaBKaMa, Ha fodujenoMe u3pasy 3a A, (y) pa-
CIIO3HATH KBAJINTATHBHE MOJeJUHOCTH TOTAa M3BOJA, IOBOJBHE fa OH ce
MOTJIN H3BONHUTH 32KIbYUIN O HHTETPANy Y.

25. IPMMEHA HA BMUHOMHE
JMHEAPHE JEJHAYMHE »-TOI' PEOA

Vi3 manpes pedeHOT 0 3aBHCHOCTH TOKa (PYHKIHjE y OF H:EHOT H3BOJA
A,(y) MOTY ce M3BEeCTH 3aKJbYUIH O KBANNTATABHUM HOJeJUHOCTHMA UHTE-
rpana y jefHauuHe

(211) Y7+ f(x)y =0,

3a KOJV je

An(y) = —f(X).

Taksux je 3akJbydaKa 3a cajja Malio y clIydajy xaj je n > 2. 3a TakaB
ce cirydaj MOKe, HIIp. TBpAUTH criefehe:

Mehy jemnaumnama (211) 3a xoje dyurumja f(x) mMa 3a CBE IO3H-
THBHE BPEIHOCTH X UCIil 3HAK, CAMO OHE Koje ¢y 00uKa
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YA F(=D"o(x)y =0

MOTY UMaTH depuogu+kux AHTETpala; of ABa 3Haka Tpefa y3eTH + Wil —
IpeMa TOMe [la IIF je cTalaH 3HaK (PYHKIHje ¢ IO3UTHBAH VIIH HEraTHBaH.
CBakn NMEepUONUYKN HMHTETPAN y uma 6ap Uo jeguy Hyay y pasmaxy jegHe
uHitiezpante iepuoge.

CrengjarHo 3a jefHaYHHY YETBPTOT pefa

(212) Y —ko(x)y =0,

Kaj PyHKIH]a ¢ OcTaje y IOCMaTPaHOMe Pa3MaKy BPEIHOCTH X HEPEeCTaHo
ilo3uiiusHa, a k 03H2adyje jefaH NIPOMEHIBUB TapaMeTap, MOKe Ce TBPJUTH
fla TIOCTOjM jenaH OecKpajHO pacTyhu AucKpeTaH Hu3 MO3UTHBHUX OpojeBa

kl’ /(2, k3,

TaKBHUX, Jla CBaKO] Ofl BPeJHOCTH k = k; ImapaMmeTpa k ofroBapa mo jefjan

uHTerpan y jegaagunne (212) koju gogupyje ocosury Ox u uma (i— 1) wyaay
HOCMATUPAHOM DAZMAKY. ‘
3a jepHauuny Tpeher pega

(213) Y +e(x)y=0

MOXKe Ce TBPIUTH OBO:
Hexa je y jemad uHTerpai Te jeflHaUNHe KOju RORUpYyje 0COBUHY Ox Yy
jemHoMe pasMaxy (a, b); Hexa je

(214) 27+ (x)z=0

npyra jepHa OuHOMHA JHHeapHa jegHaunHa Tpehera pepa, rue je ¢, Taksa
(pyHkDHja fa je y pasMaky (a, b) HempecTaHo

¢ 2 Q.

Kag roj jennaumna (214) mma TakaB jegaH WHTerpan z ja c z u z°
DO3UTHUBHHE 32 X = a, iiaj he unitiezpan z umaitiv 6ap jeguy Hyay y pa3mary
(a, b).

VY Hornepy acAMTOTHOT MOHAlIalkha HHTErpaia y jeqHaynHe (211) 3a
X = + oo, MOXE CE TBPAUTH OBO:

Kap je 3a Benmuke mMO3WTUBHE BPENHOCTH x (pyHKIAja f(Xx) KOHa4YHa,
KOHTHHYAJTHA U HEMPECTAHO HO3UIU6HA, a He TEXKM HYJIH 34 X = + oo, OHJa!

1° xaj je n ilapHo, CBU HHTEIPANIY je[lHAYNHE Cy 3a TAKBE BPEJHOCTH X
OCUUNATHOPHU, Ocyusyjyhu oko Hyae OeckpajHo mHozo fyilia;

2° Kaj je n HellapHO, HU jefjaH HHTerpay HUje OCIAIaTOPaH; CBAKHU Ce
Ofl BUX ACUMITIOTUHO U MOHOUWOHO Upubauxcyje HyAu He merbajyhu idpu
oM HUKAKO C60] 3HAK. '
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Y cnydajesuMa Kaj pyERIHja f(x), octajyhu 3a BelIUKe MO3UTHBHE
BPENHOCTH x HeIIPECTAHO KOHAYHA, KOHTHHYAITHA W IIO3UTHBHA, T€XKHU HYIH
32 X = + oo, OHJ(a KaJ{ IO IOCTOJU KaKaB CTaJIaH IMO3UTUBAH OPOj O, Marby

on %’ 3a KOJU IPOAyKaT

x“f(x)

HpH GeckpajHOM panrhersy IPOMEHIBHBE x, T€XM KOHAYHO] ¥ O HyJe pa-
3IIAYHO] TPAHULY, 6axcUfie HeUIMEreHIL 20PbUL 3AKbYHULL Tog 1° 1 2°,

Mebyrum ce MHEOTO ofipebeHujH i NOTIYHEM 3aKIbYIIY U3 TIPETXON-
HOTa ¥3Jaratha MOT'Y H3BECTH 3a clly4aj Kaj je 1 = 2, iiTo he 6uTn npegmer
uzjiarama y uayheM maparpady.

26. IPUMEHA HA BUHOMHE
JTUHEAPHE JEMHAYWHE [IPYTOTA PEJTA

VismoskeHH CTaBOBH 0 HylaMa QpyHKIH]E y, Y 3aBUCHOCTH Off HEHOT
JPYror penaTuBHOT H3BOJa A,(y), HOBONE HeIOCpeJHO Ao cilenehnx 3a-
KJbYy4YaKa O HHTErpaumMa JMHeapHe je[lHaunHe IPYrora pefa

(215) Y+ F(x)y =0,

Y cBemy mITO cnefyje Ouhe APETHOCTaBBLEHO Aa MOCMAaTPaHN pasMak
(a, b) He 00yxBaTa HY JeIHY OJ] CTATHRX BpeNHOCTH &, KOje Cy MHTErpaTHl
CUHTYJIapUTETH 32 [aTy JeflHaUnHY; 32 Taj ce YCIIOB ¥ CBAKOME JIaTOM CIIyda-
jy MOXE 3HATH [ia JIM j& UCTIVIHEeH.

Y cBakoMe TakBOM pa3sMaky (a, b) mHTErpal y jé KOHauyHa ¥ KOHTHHY-
anHa (PYHKIHj2 TPOMEHIBHBE X H CBE CYy My HyJIe Y TOME pPa3MaKy Npocre;
UMIHEZpan Mera 3HAK Hpoaasehu Kpo3 ceaky ceojy Hyay. CBe WHTETpaIHe
HyJle BHUINEra pefia Cy ciiiaiHe, HE MeHhaJyhe ce Off JefHOTa MapTHKYJIapHOT
IHTerpana no Jpyror.

[pa napTUKylapHa HHTErpana y, #u y,, YMjd KOJIWYHHUK HHJE cTaJaH
6poj, HEKAaJ HEMAjy 3ajefHHYKNX HyJIa; BUXOBE ce Hyne Meby coboMm pas-
gsajajy, Tj. u3Meby ABejy y3acTONHUX HyJa HHTerpaja y; Halla3W ce IO
jenna (¥ camo jegHa) HyNla HHTeTpajia y,, d OOpPHYTO.

Y jemome pa3maxy (a, b) y koMe dpyHKIHja f(x) OCTaje HEIPECTaHO
HeZaliueHa, HU jeJaH NapTUKyIapHH HHTETPAJ y He MOX e UMATHU 8uLLe 0F
jegrHe Hyae.

Kap ce nocmarpajy fse jefHaquHe

(216) y'+fx)y =0,
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(217) "+ fi(x)z =0,

rie cy o6aaBe pyHKuUje f U f; HosuiliueHe y pa3Maky (a, b), na je y Tome
pasMaxy HellpecTaHo

f)> i),

OHJA, Y TOME DPa3Maky, usmeby geejy y3aciiourHux Hyaa jegHoza ma Koza
dapiiukyaapHoz uxitezpana z jegnavune (217) yeex ce nanasu bap iio jegHa
HYAG C8AKOZA UapIUUKYAAPHOZ uHillezpana y jegnauune (216).

Y cnygajy Kaj HHTeTpaIy y U z UMajy y pa3maky (a4, b) Xojy Hyay 3aje-
[THAYKY, IPOMEHIBIBA X, PACTYhY, HOUEBIIH Off T€ HYNE, ipe HO Wiilho Haube
HA jegHy Hyay uninieipana z y flome pasmaxy Hauhu he na jegny Hyay
URIUEZPAAA Y.

Kap ce mocmatpajy ABe jefHAYMHE

(218) Y+ flx)y =0,
(219) u”+ fr{x)u =0,

re cy obe dyurmmje [ u f, do3uitiuere y (a,b), na je y TOME pPa3Maky
HENIPECTAHO
J(x) < /{0,

ouna y (a, b), uameby geejy y3aclioliHux Hyaa jegnoza ma KOzZa UapliuKy-
napHoZ uniiiezpana y jeguaqune (218) ysex ce nanasu 6ap iio jegua nyna
ceaxoza UapiiuxyAaproZ unitiezpana z jegradure (219).

Y ciydajy Kaf MHTErpany y U u uMajy y (a, b) Kojy Hyay 3ajeRHIUKY,
NPOMEHIBHBA X, pacTYhH, IOUEBIN Off T€ HYJIE, iipe HO Wwiillo Haube na jegry
HYAY UHIHeZpana y, Hauhu he Ha jegHy Hyay UHIieZpand u.

Kap ce nocMmaTpajy Tpu jenHAYHHE :

¥+ fx)y =0,
2"+ fi(x)z =0,
v’ + f(x)u =0,

e cy cee Tpu qysrumje f, fi, f, dosuiiuene y pasmaxy (a, b), ma je y
TOME pa3Maky HEMpecTaHo

filx) < f(x) < folx),

ceaxu uHitieIpan y he y iome pasmaxy UMAilu Hajmarbe OHOAUKO HYAd KO-
AUKO UX UMA MA KOJU UHILEZPAA 7, 4 HAJBULLE OHOAUKO KOAUKO UX UMA MA
Koju uniiezpan v, Houtitio ce 084aj locaegrolt 6poj tioseha 3a 2.

Axo ce ca Nu M o3Haue jefjHa [OMHa M je[jHa TOPIba TPaHKIA 33 Bpe-
IHOCTY KOje nobmja iosuiiueHa pyHKUMja f(x) y pasMaxy (a, b), ceaxu
uniiiezpan y jeqHaunHe
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(220) y'+f(x)y=0

umatie y (a, b) Hajmarbe OHOAUKO HYAQ KOAUKO UMA YeauX jequruya y 6pojy

(b—a)IN _

L

],

a HAjBUULE OHOAUKO KOAUKO UX UMA Y OPOfY

(ba)M M + 2.

T
, - 1
Axo ce cap n p’ o3Haue fiBa cTalHa mo3mTusHa Gpoja Beha of 7"

TakBa Jia je y pa3Maxy (a, b) HEmpecTaHo
L<tn<t,

ceaxu he uniliezpan umaitiu y (a, b) Hajmaree OHOAUKO HYAA KOAUKO PA3MAK
6yge obyxsaiiiuo 6pojesa

ke

o, =et, (k=0,+142,..),

a Hajeuuie OHOAUKO KOAuKo pazmak 6yge obyxeaiiiuo 6pojesa

=
of = e, (k=0+1%2,..),

Zge A u A" 03Hauyjy Ho3uitiueHe KOHCIarille

1 , p 1
A= pZ_Z’ A = pz——4—,

(c THM [1a UX €BEHTYAIIHO MOXE UMATH je[JHY WU [[BE BHILE). -

Kan y pasmaky («a, b) no3urusHa Qyakumja f(x) MOHOMIOHO paciiiu,
HyJle CBaKOTa HHTeTpaja y ce Of jefHora Kpaja pa3Mmaka JO ApPYror CBe
BUILIE 3ZYUirbABajy, alli TIPU TOME HUX0BO Mebyco6HO pacTojame Hukaxo
He Hociiaje marbe 0g

s

NITOY

Kan y (a, b) mo3ntuBHa dhyHKuMja f(x) MOHOWOHO ofiaga, HyJe CBa-
KOTa HHTerpaja y ce Off je[lHOra Kpaja pasMaka [0 ApYror CBe BHIIE paspe-
byjy, anu Ipu TOMe HBUXOBO MebycoOHO pacTojame HUKAKO He ilociliaje
sehe og
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__r
\/?(wﬂ) ‘

W3 oHora mto je Hanpex HaheHo Y NOTHEeNy 3aBUCHOCTH pa3Maka Ba-
pujaumja (pyHKIUjE y Off 3HaKa M BPENHOCTH HLEHOT PENIATHBOT W3BOJA
A,(y), MOTY Ce H3BORMTH 3aKIbYYUU O PAIMAKY 8apUJaAHU]a URMeZpana y
jemnaumue (220) xap x Bapupa y pasmaxy (a, b).

IToncernhemo Hajlipe Ha OBE UMLEHHIEC KOJ€ BAaXXe 3a Cleyujalial
cnydaj kaj ce pyHKnmja f(x) CROMU Ha KakBY peanHy KOHCTAHTY &:

1° xay je KOHCTAHTA a HeZaitliHA, CTABUBIIN 12 je a = —0. M KaJ Ce ¥
OMNMITEM HHTETPAILy ) .

y = CieV® 4 CpeV™
y3MYy 32 HHTETpalnuoHe KOHCTAHTE BPEHOCTH X, U y, Besane ca C, u
penanujama

¢y =20 gxole ) = Y0 pxodla
2 2
73 KOjuX je
1 C

Xg = log —%, =2 4’,7(,’_,
0 > \/& g c, Yo \/- 142
OTIIITH Ce MHTETPAJ N3pakapa y OOIHKY

y= 2329 ch[(x = x g Wal.

Komncranra x,, KOja ce Mera Off jefHOra NapTHKYIAPHOT HHTErpaia
O Epyrora, MPeACcTaBiba jefIHy PeanHy Hylly U3Bofa y', a KOHCTaHTa y, je
BPEHOCT KOjy fo0uja y 32 x = xg, @ KOja ce Takobhe Mema Off jefHora nap-
TUKYJIAPHOT HHTErpana 40 Apyror;

2° KaJi je KOHCTaHTA ¢ HO3UiL6HA ¥ Kaf| C& ¥ OIMIUTEM HHTETPATY

y= Clsinx\/gﬁ- C, cosx+la

y3My 3a MHTErpanyuoHe KOHCTAHTe BPEHOCTH X,, Y, Besane ca C; u C
penanmjama

C, = ygsin XO\/E, C, =y cosxoa,
U3 KOJuX je

1 C e
xozﬁ—arctg—:c—], Yo :«/CIZ“FC%,

2

OIIIIITH Ce WHTETPaJ N3paxapa y OGIUKY
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¥y = yocos[(x —xoWal.

Koncranra x,, Koja ce MeHa Off jefHOTa MapTUKYIAPHOT WHTerpaa
IO APYIor, NPEACTaB/ba BPENHOCT X 32 KOjY y FOCTHIKE CBO] MAKCIMYM MITH
MHHHMYM, @ Y, j€ caMa BpegHOCT Tora eKcrpeMmyma. Murerpaina kpusa ce
cacToju M3 NONyTalaca HAN3MEHWIHO NMO3UTHBHUX W HETdTHBHHX; GpOj
HoJyTallaca y faroMe pasmaky (o, ) MoXe ce camo 32 jei@HULY pas-
JUKOBATHE OF Opoja

Caceum cautne HurbeHUle Baxce U 3a QU epeHyLijaity jegHauumy
(221) '+ fle)y=0

kag je £(x) fipouzsomua Qyrryuja IpomMeHsbIEa X, CAMO €A TOM Pa3IHKOM
uITo he BpegHOCT g, ¥ 00paciuMa IUTO BaxXKe 32 CIIyvaj Kaf je

f(x) = const,

O6WTH CMEIEHE JCHOM MPOMEHIBMBOM KONHYHHOM, (PYHKIMjOM IPOMEH-
puBe x. Hanpes BaBeneHH CTABOBM O pa3Maxy BapHjaluyja (pyHKUHe y y 3a-
BHCHOCTH Off u3B0a A,(y) JoBOge Tafa jo clefehnx 3akbyJaxa.

Kapgrop je v pasMaky (a, b) dpyarnmja f(x) HeZailiusna, 32 CBE BPei-
HOCTH x ¥ (@, b) uniiezpasna xpusa v waaasuhe ce 'y obaaciiu uamepy gsejy
KpUsux

i

)’OCh {(x - )Co)\/ﬁ]&
v = voch[(x ~xo WM 1,

Y

e N u M 03Ha1y]y jeRHy KOWmY U jeqHy ropmy T'PaHMAIY BPERHOCTH QyH-
knuje f(x) 3a spexzoctn & miro ce Hamase u3Meby x ¥ x, (a xoje ce Mory
cMeHuTH rparpnaMa usmeby a u b); x, 03HaUaBa jeHY HYJTy U3BO#a )’y
TOME Pa3MaKy, a Yo BPEJHOCT y 32 X = X,.

Kay je v pasmaky (a, b) pyExumja f(x) Ho3ulliusHa, UHILEZDANHA
Kpuea ce cacitioju u3 noayiiiasaca HaUSMeHUYHO UO3UTHUBHIUX U Hezatliue-
HUX, 4 C6aKu ce HoAYIIarac Haaa3u 'y obaaciiiu usmeby geejy Kkpusux

¥ = yocos[(x —xoWH],
y = yocos[(x —xo WL,

rae H n L 03HAYY]Y jeMHY MOKY U JeqHY ropiby I'PaHuly BPEHOCTH f(x) 3a
BPEHOCTH X IIITO ce Haja3e u3Meby ABejy Kpajmkix Tadaka IIoJIyTanaca; x,
M y, O3HAUYjy KOOpHMHATE Bpxa Tanaca. Bpoj hoayiliasaca ¥ pasMaxy
(a, b) H3HOCH HAjMakhe OHOMMKO KOJIMKO HMa HeNNX jefuHuua y 6pojy
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(b—a)qN _

T

L,

a HajBUILIE OHOJIMKO KOMNHKO HX UMa y 6pojy

(b—c;)«/X/l_ Y

rae N ¥ M mMajy HalpeJ HaBeAeHO 3HaYeHe.

Y norneny acumititoiino? iloHauarba AHTETpana y 3a BeJUKe M031-
. THBHE BPEAHOCTHU X, OIIET HEMOCPEJHOM IPUMEHOM OHOTA IITO j& Halpex
HabeHo 3a 3aBHCHOCT H3Meby penaTHBHOT H3BOfa A,(y) ¥ BpEHOCTH y 3a
TaKBe BPETHOCTH X, BOOHUjajy ce OBY 3aKJbY4IM:

Kap fiosuitiusna dyukumja f(x), IOYEBNIN OFf jeffHEe FOBOJbHO BEJHKE
BPEHOCTH /1, HENPECTAHO K GECKPajHO paciiii, CBE CY KHTETPANH jeHaYAHE
(221) y pasmaxy (h, ) ocyusaitiopru, ca 6€CKpajHO MHOTO OCIHIaNHja
Koje ce cae sue 3Zyurbasajy, u 4uje mehycobro pacitiojaree, iipu beckpa-
JHOM paushersy epegrOCIUY X, THEXCU HYAU.

Kaxg f(x) npu Tome pamhemy TeXH je[[HO] ofpeheHO] KOHA4HO]
T'PaHULY P, OCHUIALKJE CE OIET C6€ BUULE ITYULFABA]Y, AU UPU Home Holi-
X080 mebycobro pacitiojarwe HUKAKO He Hocilaje marse 0g 6poja

T
A=,
Jp
Kag f(x), mogeBumim of x = h, HETPeCTaHO oilaga, aly He Texehn
IpH TOME HYJIH, Kao I'PAaHAYHO] BPEHOCTH, TaKO [a KpHUBa

(222) y=f)

IMa Kao aCUMIITOTY JeRHY IpaBy
y=p">0,

CBH Cy HHTETpaiu y y pasMaxy (h, o) OIeT ocyuaaiiiopHy U OCIATIANT]e UM
ce mipu pauthemy BPEXHOCTH X cée gulie paspebyjy, aru iipu iiome HUXo80
mebyco6Ho pacitiojarse He Uociliaje sefie og 6poja A.

Kapg f(x) nopm ToMe omafamy TEXW HYIH, TAKO fla kpMBa (222) mma
ocoBuHY Ox Kao acCHMIITOTY, OHAA:

1° kap pyHKUAja
u=x*f(x),

TOYEBIIH Off x = h, HEIpecTaHo U 6€CKpajHO paciliu, HY jefjaH HHTerpal y
npu GeckpajHoM palthery BPEHOCTH X Huje ocyunaiiiopan. Vicro he 6utn
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7 Kaj ¢yHKIHUja u He pacTH OECKpajHO, all| 3a X = oo TEXM KAaKBO]
rpaHAYHO] BpefHOCTH Behoj off %;
2° xap ¢yHKIEja 1 IpH ToMe palrherny ocTaje HEeNpecTaHO Makba Off

1 _
Z, CBY Cy MHTCI'PDAJIN Yy 3a BEJIMKE BPENHOCTU X OCUUAAUIODHU, ATITA BM CE

ocuunanyje cee suuie paspebyjy u mebycobHo um paciiojarse focitiaje sehe
0g C8aK0Z, MA KOAUKO 8eAUKoz bpoja.
O BasKHOCTH j€, HAPOUNUTO Y KOHKPETHAM NMpHMeHaMa JIMHeapHe jefi-
HauymHe Apyrora pefa, KBaJuTaTUBHO MPOYyUABaAKbE HHTETPAJIA je[HaYnHe
2
3 Y 4 o(x, 1y =0,
, dx
y Kojoj gaittia pyrKuUja ¢ cagpicu jegarn ipomeHsous tapameiviap r. [la nu he
gETEeTpan y(x,r) OUTH OCHUNATOpaH WIH HE y IOCMAaTPaHOME pa3Maky
(a, b) BpegHOCTH X, ¥ 32 KOje he BpegHOCTH NapaMeTpa r TO OUTH, 3aBUCH Y
IpBOME pefly Off 3HaKa (byHKIHje @ (X, r) 32 TAKBE BPEJHOCTH X H 7.
AKO ce KOHCTpyHILIE KpUBa

¢(x,r)=0,

cMaTpajyhi x Kao alcuucy, a r Kao OpAHHATY, OBa he umaru y paBuu xOr
CBOje MO3WTHUBHE U HeraTWBHE OoONacTH. AKO Ce y jefHO] TaKBO] 00macTu
(L) xoHCTpyHIIIe IPABOYTAOHMK YHje Cy CTpaHe IapajesiHe KOOPIUHATHIM
OCOBMHAMa ¥ 4Juja TeMeHa (clI. 14) Heka cy Tadke

Y (x,r)=0

Qrrasmmmmmeseremmmmezzme)

o) (o)

Cn 14
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('xl’rl)i (x27r1), (xla ]‘2)5 (.XZ, rz),

oHja he 3a CBe BPEJHOCTH X Y pa3mMaxy (x,X,), ¥ 32 CRe BPEXHOCTH 1 Y
pa3Maxry (7, 5,), Tj. 3a CBe Tauke (x,r) y YHVTPAIIbOCTH NPaBOYyTraoHUKa,
dbyakumja ¢ (x, ) 3afpKaBaTH jefaH UCTH 3HAK, 1a he ce Ha mHTErpain y, a
3a BPERHOCTH X W 1 y THM pasMalaMa, MOhH IpUMEeHHTH CRe OHO WITO je
HabeHo 3a jeqHaYnHy

(224) v+ f(x)y=0

KaJl fHe cafipKy HUKAKaB IPOMEHILUB apaMeTap.

Taxko, ako je obnacr (L) Hezalliusna, naTerpan Hehe uMaTu BUILIe Of
jelHe HyJe y pa3MaKky (x|, X,), X TO HH 3a KO]y BPSRHOCT F IITO JICKU Y Pas-
 Maxy (n, ). — Axo je obnact (L) flosuiiiuera, 6poj ¥ pacoper HyJa 3aBu-
cuhe of HaukHA MeWamka QYHKUMjA @(x,r) y TEM pa3maimuMa. 3a Bpen-
HOCTY mapaMeTpa r, IITO ce Haiase Y jeJlHIM pa3zManuMa, HHTeTrpall MOXe
OWTH OCHMIIATOPAH, Ca 3ryIIkbaBatbeM WK paspebuBamem OCIUIAIM]A; 32
BPEHOCTH I y APYTUM pasMaliuMa oH Hehe ¥MaTh HEUKaKBHUX OCHHTIAIH]a,
peh he MOHOTOHO pacTu unm onagatT. A MOTYhHOCT 32KJbYUHBaHA O CBEMY
TOME CafpXkaHa je y CTaBOBHMa Hampej JOKa3aHuM 3a jefHauuHy (224), a
HAPOYMTO 34 jeflHaYnHy

Ay(y) = rilx) + fox)

KOja THHEeapHO CafipK4 napameTap .
Cese ce o Gpumersyje U Ha MPUHOMHE AUHEADHE JegHaYUME

| d?y dy
225 —Z + filx) ==+ fo(x)y =0,
(225) 2 fl(x)dx H(x)y
KOje ce CMEHOM
1
| frax
y = ue sz.
ceofie Ha GUHOMHY je{HAYHHY
d’u
= +0(x)y =0,
2 P(x)y

ITe je
1, 1
¢xX)=fi-h —foz-

Hyne uxTerpana y mokianajy ce ca Hynama (GpyHKIHje u, 3a Kojy je

Az(u)=%f3+%f{—f2,
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OPEef eBeHTYAIHUX CTaIHX HyNna (PYHKIHje

[

Wiy = e

KOje ce yBeK MOTY 3HaTH. MOHOTOHOCT UM OCIIIATOPHH KapaKTep UHTe-
rpajia y 3aBucuhe off pakTopa Y(x), YMju ce TOK II03Haje, U HEIO3HATOT
daxTopa i 3a Koju ce mo3Haje u3Box A,(u) Kao eKCININIATHA (pyHKIAja
IPOMEHIBYBE X, [1a MY CE [ipeMa TOMe MO3Ke 3HATHU 3HaK, BPEJHOCT U acuMII-
TOTHO TIOHAWIAKE, & Off Uera 3aBUCEe TaKBH €NEMEHTH 3a uHTerpan y. Mcro
he Tako OuTy ¥ Kaj KoepuIUjeHTH f; ® f, cafip>Ke KaKaB IPOMEHIbYB M1a-
paMeTap r.

AcCUMOTOTHO ITOHALIAkE WHTETPaNa y 3a BEJIUKe BPEIHOCTH X 3aBUCH
y ICTH MAX OJf aCHMITOTHOT TIOHAMamka ¥ GyHKIHFje Y (X) M HHTerpania i.
3a OBO APYro ce ca3Haje IPUMEHOM OHOTa IITO je Ka3aHo 3a OMHOMHE XO-
MOTeHe JIHHeapHe jefHavuHe gpyrora pefa. 3a IpBo ce ca3Haje Helocpe-
IHO Ha aHANATHIKOM H3pa3y dyHKOUje ¢ (x), ofHOCHO pyHKumje fi(x).
Kag je, vrp. QyEKIUja f; HEIPECTAaHO IO3UTHBHA 32 BEJMKE IMO3UTUBHE.
BpPEIHOCTH ¥, (PYHKIMja Y (X ) aCHMOTOTHO TEXKH HYJIH, 1a aKO MHTErPa u
IpW TOME OCTaje KOHAayYaH, Uiy OeCcKpajHO PacTH, aly OP3MHOM MamkOM HO
[ITo pacTh (PyHKIR|a

|
1 :eij.fliﬁ\

226 —
(226 Yyx)

L]

u nETerpan y he acMMOTOTHO TEeXXKUTH HYNHA. AKO je, IPH TOM, HHTErpal u
jorr w ocnmuaTopaH, Te he ocuuiianyje Ipu palrhewy NPOMEHIbUBE X OUTH
ciabmje Ho mTo 6w 6une Ge3 HHTepBeHIH]e bakTOpa Y (x). Paxitiop Y(x)
dpoussogu, gaxkae, HOCHIYHHO amMOPIUBUPArse OCUUAAUU]A UHITEZpAnd Y, A
6pamHa amopTusuparsa 6uhe ofpebena 6p3uxoM pamthewa dakTopa (226).

IIpuMeTHMO ¥ TO JIa ce, IpeMa OHOME IIITO je Ka3aHo y naparpady 20,
CBY CTABOBH IITO CE& OfHOCE Ha MHTErpas y je[[HaunHe

(227) Y+ f(x)y =0,

MOZY GOCA0BUE APUMEHUTHU U HA HeZ06 U360¢g Y’ , IPEMa HaIIPEN, HaBEeHO]
UMILEHUIN 2 ce jerHaunua (227) cMeHOM

Y = unf(x)

u” +o(x)yu =0.

CBOJIM HA jeHAYMHY 06MIHKa

HarnocneTxy, cBe ce TO IpUMERnYje U Ha JIMHEAPHY jeMHadnHy ca He3a-
BUCHHM YJIAHOM
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(228) Yy + fx)y + fo(x) = 0.

Hexa je y, jenan mapTukynapaH mHTerpai Te jefHaumHe (3a Koju he
ce IIPETMOCTaBUTH JIa je T03HAT), na ke 6uTn

fz(x)_

Y1

(229) Ay(yy) =—filx)—

PasnukoBahemo oBa aBa cnyyaja:
1° Heka je (a, b) jeman pa3Mak BpeFHOCTH IIPOMEHIBHMBE X TaKaB [a je
y leMy HEIpecTaHo
_hx)
Silx)

Tapa je y (a, b) ussop A,(y,) MIO3UTUBAH, I1a, [aKJe, y| HE MOXE Y TO-
Me pa3Maky mMaTH BHUIIe off jefHe Hyie. [la mowrro je onmrru mHTErpa
jennaunne (229)

(230) Y=y tu

i <

I7I€ j€ u OIIITH HHTErpas jeHAUnHEe
(231) u” + fitx)u =0,

TO Ce BUIH JIa:

Hukaxea unitiezpanna Kpuea y, jeguauure (229) ne cene Hu jegny og
unitieZpannux kpusux u jegravure (231) y suwe iaqaxa og jegre.

2° Hexa je (a, b) jenaH pa3Mak Takas [a J€ y BEMY HEIPECTaHO

_ f(x) )
Sitx)

Tana je y (a, b) u3B0og A,(y,) HeraTuBaH, na ako cy N u M jefHa goma
4 jelTHa FOpIha PaHulia BPEIHOCTH

Y >

A(x) = fix)+ L2
Vi

y pasMmaky (a, b), ceaxa uniliezpansna Kpusa y, tipeceyahe ceaxy og urliie-
ZPANHUX KPUBUX U HAJMAFE Y OHOAUKO THAYAKA KOAUKO UMA UCAUX JeGUHU-

yay 6pojy

],

(232) %@f: _
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a Hajeulue y OHOAUKO KOAUKO UX uma y 6pojy

(233) (b=ayM
T

Hcro Tako 3a jeqaaunny (229) Baxke u OBH CTABOBY:

Kag je y pazmaxy (a, b) ¢pyurkuyuja f| nelipecitiano dosuitiura, mwene
Ma Koje 06e unitiezpante Kpuse y, u y,He mozy ce y (a, b) ipeceyaitiu suuue
0g jegarityid.

Kag je y (a, b) ¢pynkyuja f, nefipecitiano Hezailiusna u 8pegroCiiiu cy
Jjoj cagpcanre y jegnome pasmaxy

(_M’ _'N):

Kpuse y, Uy, CeKy ce y Hajmarbe N, a Hajeuuie y m avakad, 2ge n u m
03Hauyjy 6poj ueaux jequruya cagpicarux y 6pojesuma (232) u (233).

Y cneumjanHoOM caydajy Kaf je jeqHadnHa (228) o6muka

(234) y'+y+ f(x)=0,

dysruzja u je obmuka
u=_Csin(x +C,),

rae cy C, 1 C, IpOU3BOJbHE KOHCTAHTE.
Kap jennaunna (234) uMa mapTUKYJTapHU WHTETPal y; Takas Jia je y
pasMaxy (a, b) HempecTraHo
1> f(x),

HY jelHa Off MHTerpaTHuX KpuBux y Hehe y (a, b) mpecenaTd HA JeNHY Of
CHHYCOHWA U BUILIE Off jefaHIyT.
A xaJ| jefHaYWHA ¥MAa MAapTUKYJIapHE UHTETPaN y, Takas faje y (a, b)

HEMpPECTaHo
Y1 < _kf(x)'¢

rme je k KakaB cTayiaH, TO3MTUBAH WX HEraTUBaH OpO], alld KOJH HE JeXH
m3meby 0 u 1, cBaka nHTErpaNHa KpuBa y, mpeceljahe cBaky ofi CHHyconaa
1 HajMambe OHOJIMKO MyTa KOJIMKO UMa IeNuX jeluHuna y 6pojy
b—a 1
= 1-=-1.
i k
Ma xoje gBe mHTeTpasHe Kpuse jerHaunHe (234) npecenahe ce meby-
co6HO y 6eCcKpajHO MHOTO Y3aCTOIHMX Tauyaka 4rje IPOojeKLdje Ha OCOBHHU
Ox mMajy cTaJHO MehycoGHO pacTojame T.
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27. IIPUMEHA HA OIIIITHUIE TUIICBE
JUOEPEHIMTAITHUX JETHAYMHA

MoryhHocT IpuMeHe CTaBOBa O PEIATUBHUM H3BOAMMA A, Ha GUHO-
MHe JUHEeapHe fudepeHlnjanie JefHaInne NoIa3u oTya IITO je KON OBUX
MoryhHo HenmocpegHo uspaiyHaT A,(y) momohy KoeduumjeHaTa jeqHavn-
HE ¥ TAKO MMaTH! eKCIJIUIATAH K3pa3 Tora u3BoAa y oONnuKy nosHate GhyH-
KIIje He3aBHCHO MPOMEHIbABE KONAYUHE x. CBE OHO Off 4era OWTHO 3aBUCE
KBAJIIUTATHBHE MOjeIUHOCTH HHTErpaa y, a TO Cy: 3HaK W3BOAA ¥ GCMAaTpa-
HOMeE pa3sMary (a, b) BpEIHOCTH NPOMEHIENBE X, BPeJHOCTH TOT'a H3BONa ¥
TOMe pa3MaKy, HeroBO aCHMIITOTHO NOHAIIAkE 1 P. MOXKE CE HEIIOCPERHO
pa3a3HaTH Ha aHATUTHIKOME U3pa3y Te (PyHKIje.

BunoMHe XoMOTeHe TMHeapHE jeHAYNHe CY jefiMHe jefHaYuHe 32 Koje
je MoryhHO UMaTH HEOCPEIHO KOJH Off pelaTUBHUX u3Bopa A,(y) Kao ekc-
HAUYUIURY U 0 UHTLEZDAUUOHUX KOHCIUAHANLA He3a8UCHY PYHKUU]Y Camo
ipomenmuse x, 6€3 NIPeTXORHE HHTErpalyje. 3a ocrane jefHaduHe TaKas
u3pa3s 3a U3BOJ c€ MOKE MMAaTH TeK HOIITO e eKCINMIKTHO Ofipey UHTE-
rpany.

Anm ce yBeK MOXKe HellOCPEeHO U3 faTe fu(epeHnnjaHe JeIHaYRHE,
6e3 IpeTXOofHe HHTeTpalyje:

1° unu mo6uTH, Kao eKCINUIUTHA U O MHTErPAllMOHUX KOHCTaHaTa
He3aBHCHA (PYHKIMja caMe MPOMEHJBUBE X, KOJU Off U3Boja A, He caMmora
MHTErpana y, Beh kaxse ofpehene (eKCnnuuuTHES, IU(epeHINjaHe WIH WH-
Terpanne) KoMmGuHaImje ® npMeHbUBUX x 1 y. Tako, HIp.

3a Riccati-eBy jegHa9AHY

Yy f(x)=0

je
Ay(d¥) = —f(x);
3a Riccati-eBy jefHaAYNHY
Y =yr+f(x)=0
je
Ay(e ™) = f(x);
3a majommuTHjy Riccati-eBy jefHAUNHY
Y+ A Y+ Ay + A(x) =0
KoMOWHANH)a

1 Jpi e
VA

BMa 3a A, H3pa3
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8D = b+ (hify = FP = f (fig%) - 4f—;<ﬁfz —

3a jegHauuHy

(235) Yy +hy=0
je
NI R
2 2 2 1 4 1-
Y cayuajy jegnaumnbe (235), kag cy KOpeHH 1 ¥ 1, KBafpaTHe jef-
Hauuye
P2+ )+ fH(x)=0
pelieHe o r, TaKBY [ja UM je pa3iiuKa cTajiad 6poj, Tako fja je
=0 +HQ(x), B =0, +0(x),
IZie Cy O 4 O, J{BE KOHCTAHTE, 32 HHTETPAHY KOMOMHAIHA]Y

BT R N P
z=ye *? Jou
y

Hasasm ce ia je!

3a jegHaunny
Wy 2y + fx)yt =0
Hala3:| ce
X 1
Ay(e'y?) = 5 J(x).

3a jemqHaAUMHY
=y + )y’ =0

A{-y—') = f(x).
Yy

je

3a jenHayuny
yy @+ 4yy" 43y + f(x)yy' =0
je
Az(yy") = = f(x).

1 Michel Petovitch: Sur I’ équation diff. linéarie du second ordre (Bull. de la Société mathé-
matique de France, t. XXV, 1897).
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2° win [OGHUTH KOJH U3BOJ A ,(y) caMora HHTerpaia y y OGIuKY KaKBe
onpebene xom6uHanuje ® MpoMeHLHBUX x | y. Tako, HIp.

3a jegHaunHy
. Y+ flx,y)y=0
je
A(y)=—~f(x,y);
3a jeqHavynHy
Y+ iy, y)y=0
je

Ay(y)=~f(x, 3, ¥).

A) Y cnydgajy mop 1° OIIITH CTAaBOBH O M3BOJUMA A,, HEIOCPETHO
NOBOJIE O KBAJIMTaTUBHHUX NOjeHHOCTH KoMOuHanuje ® KOjoM je M3BOJ,
A,(®) n3paxkeH Kao eKCINIHNUTHA PYHKIWja IPOMEHIBYBE X, @ H3 THX 3a-
KJby4YaKa U3BOJ€ Ce KBAaJUTATUBHE IIOjEMUHOCTH CaMOTa WHTErpaia y maTe
jenHayuHe. Tako, HIIP.

3a Riccati-eBy jefHaYnHY

y+yr+f(x)=0

d 33 MHTETPaJIHy KOMOHHALIA]Y
b = ef ydx
HaJas3u ce Ja je
Ay (D) = —f(x).

CraBoBH 0 3aBUCHOCTH Hyna ¢yHKumje @ of meHor u3sofa A,(P)
JOoBOJle IO MojaTaka o OeckOHaYHMIaAMa MHTerpaja y, jep je cBaka HyJa
dbyakmmje @ mos mpBora pena 3a y (MONOBU BUIIETa pefia Cy CTallHe Bpej-
HocTH &; Koje ce, Kajla uX, y CTBapw, NIMa, MOT'Y pa3a3HaTH Ha caMoj fude-
PEHIUjaTHO) jeTHAYMHA.

B) ¥ cnyuajy mog 2°, momro je 3a IpUMeHe IOMEHYTHX CTaBOBa IIO-
TpeGHO TO3HABakhe CaMO HEKHUX KBAJUTATHBHUX NojeanunoctTu (P) u3Boma
A, Kao IITO Cy: 3HAK, JellHa [IOkhAa UK FOpHa IPaHAIa HEerOBUX BPETHOCTH
¥ Ap., a 32 MHOTOOGPOjHe THIIOBe fu(pepeHInjaIHnX jefHaYuHa Te ce noje-
NMUHOCTH MOTY pa3a3HaTH Ha camMoMe A, u3paxkeHoMm nomohy oppebene
koMOuHaruje @, To ce U3 OBUX MOI'Y H3BECTH U KBAINTATUBHE MOjeTHHOCTH
caMora MHTerpana y.

Aunn, nojeguuocTH (P) y BehimHn ciyyajeBa moryhHo je casHaTi caMo
orpaHpYaBajyhu ce Ha mocMaTpame HHTETpala y KOJH HCOyHmhaBajy oapebe-
He ycnose (C), Kao, HOp. fa Cy y mocMaTpaHOMe pa3Maky (a, b) KOHAYHH U
KOHTHUHYAJIHH, MOHOTOHH, TO3WTUBHY UM HETATUBHEA UT].
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Youumo, Hip. nudepennyjalHy jefHadnHy NpBora pefa
(236) (1+2x%y2)y? ~(1+4x%y*)y2 =0

KOja MMa [{Be BPCTE MHTETPalla, Of KOjUX je[lHH OAroBapajy jenHadynHu

1+ 4x*y*
A(y) = —r,
1) 1+2x2y?
a IpYTH jeHaAYTHE
1+ 4x*y*
Aly)=—"——"—.
1) 1+2x2y?

IIpuMeTHBIIY [ia je 3a IO3UTHUBHE BPEIHOCTH @ ¥ b yBEK

1 Nal+pr
N

BHJIM Ce Jia 3a IIPBY BPCTY UHTETpajia BpEHOCT A(y) jnexu uzmeby

1
—=0,7071 n 1,
2
a 3a Ipyry oBa Jexu u3meby

1

-1 -,
2

U TO BaXKW 3a CBE peajlHe MHTerpase jeqHaunue (236) Koju Cy KOHAYHH U
KOHTUHYAJIHH, Ka0 ¥ BUXOB M3BOJ Y, 33 CBE peallHe BPENHOCTH X, TO BaXKH,
y HCTH Max U 3a CB€ BPEIHOCTH X Off — o 10 + oo. A W3 TOra ce U3BOJHU OBaj
3aKIbYYaK: ‘

3a cBe TakBe HHTErpalie y i 3a CBe peajiHe BpeHocTH x 6uhe

y = yoe T

rae je A jemqHa GyHKIHja MPOMEHIBUBE X UHje BPEIHOCTH, Ma KOJIKKe Ouje

peaiHe BPENHOCTH X, JIEXKE Y pasMaKy (715-, 1) 3a HHTCIPpAJIC IPBE BPCTE, a

1
asMaky | —1, — —= | 3a HHTErpanue apyre BpcTe.
yp y ( ﬁ) paJe ipyTe Bp

Hu jeman mHTErpan y HeMa peayHHX HYJa, a CBAKHU CE Off BUX, 3a CBe
peajiHe BPeJHOCTH X, Hajla3} y obiactu u3Meby nBejy eKCIOHEeHIH]aTHuX
KpUBHX
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)
y=yee 2w y=yee

X0
aKo je TO MHTerpal npBe BpcTe, a y obnactu u3Meby xpuBux
Xg =X

m oy =y

y =y

aKo Je TO HHTETpaJ pyre BpcTe.
YouuMo, Kao IpYyri IpuMep jefHa4rHy IpBora pefa

y = @(xy),

rfe je ¢(!) KakaB IIOJMHOM IIC IPOMEHIBHBO] ¢ Ca NO3ATUBHAM KOe(HI-
JeHTIMA KOjH CaJ[p3Ki CaMo HellapHe CTeNeHe Te IpOMeHIbuBE. 13 e je

Y =0 (xy)y +x o(x)],
na, faKje

Ayy) = w’(xy>[1+i§~<p(xy)} :

[MpumeTuBIm fa u3pas ¢'(xy) cagpKu caMmo iapHe CTEIEHE NIPOMEH-
JbEBE Xy, B ja B3pa3

L o(xy)
y

Cajip3K¥ CaMo FapHe CTeNieHe CBaKe Of IPOMEHJBYBHX X K Y, JIAKO Ce BUJIH /14
je m3BO A,(y) mO3WTHBAH 3a cBe peanse Bpeguoctu x. IIlpema rome: HE
jeNaH KOHTHHyaaH HHTErPaN Te jeHaYNHe He MOXE HMAaTH BHIIE Of jeHe
peaiHe Hyle.

Tako, y HajupOCTH]EM CIIy4ajy jefHAYNHE

y = axy,

YUK je MHTerpan
2
ax-

y=Ce?,
OBaj HEMa HU jegHy HYJIY, JOK HHTETPal jefHaYNHE

y' =axy+b,
KOju je

-

ax 2 Lb\'?'

y=e? C+bje 2 dx |,

uMa jeiHy, WK HU JeHy, peallHy Hymay.
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Youumo jour, kao Tpehu npumep, jerHaIMHY Ipyrora pepa
Y=oy + By
e cy o u [} xoucrauTe. K3 OBe jejHavynHE je
Ay(y) = o+Be

7 IpeMa TOME, 34 CBE PealiHe WHTErpalne y ¥ 3a CBE BPELHOCTH X Off —oo JI0
+o0 BpefHOCTH M3BOmA A,(y) nmesxe v pasmaky mameby o u o + . Axo cy,
JaKse, o M O -+ 3 NO3WTHUBHY, T4] je W3BOJ MO3UTUBAH 32 CBE PEajiHe BPE[-
HOCTH X, IITO 3HAYM la WHTETPall y HeMa BHIIE Off jefHe peanHe Hyne. A
aKo Cy O, ¥ 0.+ [J HeTaTHUBHH, CBaKH je MATETpajl OCHHIATOpaH ¥ uMa Oec-
KpajHO MHOI'O OCHHUIIaNyja OKO BpefHoctH Hyla. CBaky he MHTerpan Koju
je, KA0 W FETOBY U3BOAW Yy’ W y”, KOHawaH W KOHTHHYaNaH y JeMHOME Ja-
TOM pasMaky (a, b) IMaTu-y TOME pasMaky HajMame OHOMHKO OCHIIaNHja
KOJMKO WMA NEeNuX jeTuHAa y 6pojy

(b—anlo _
¥

L,
a HAJBUIIE OHOJWKO KOJHKO UX UMa Y 6pojy

T

28. TEOPEME O PEATTHYM KOHTHHY AJTHVIM ¢ YHKITMJAMA

W3 oBora mITo IPeTXONI MOTY C& K3BECTH U PAsHA ONIUTH CTaBOBU Of
MHTEpEca 3a TEOPH]Y peansux KoHTuHyanHux dynxuuja. Ospe he, mpumepa
pajiu, OUTH HaBEEHO HEKONIUKO CTaBOBA TAKBE BPCTE, Kao NOCIHEeUIIe BE3a
usmebhy ocobuna peannux QYHKUM}ja y B BUXOBOT HPyror pejaTusHOT
w3aBoga A,(y).

1. craB. — Kag gee peaate KOHIIUHYaAHe YHKUYUje UMA]Y jegaH uctiy
uzeog A,, a ilopeq WOza UMAJY U JegHy 3ajegHUYUKY DEAAHY HYAY, OHE UMAJY
u jegau uctuu uzeog A,;.

To je HemocpeHa TOCIeNUa PaHAjer cTaBa 10 KOMe Ce peaHe Hyle
nBejy GyHKUMja 1 1 v IOMEHYTE BPCTE, 3a KOje je

Ay(u) = Ay(v)
MebycoOHO pasiBajajy u jja ce jeHa Hyla jefHe MoKe IOKJIONATH ca jefi-

. . u .
HOM HyJIOM Jipyre (yHKUHje camo OHfa Kaj je KONMIHAK — cTajaH 6poj.
v
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2. ctaB. — Kag 3a jegny (pyHKUUJY Y, KOHAUHY U KOHITUHYAAHY Y JegHO-
me pasmaxy (a, b) epegrociiu x (kao u renu ussogu y' u y”), gpyzu peaa-
iiusHu u3sog A,(y) HUKAKO He lpemauia y iome pasmaxy epegrociii

_ ( 27 )2
b-a)’
pyrryuja y 6ap jeqarityiti mersa y (a, b) c60j 3Hak iponazehu Kpo3 Hyay.
Jep je Tapga y pa3maky (a, b) HeupecTaHo

2
=A,(y) 2 (bZ_TCa) )

na he, jakne, jeqna goma rpanuna 3a —A,(y) OUTH NO3WTHBAH OPO]

‘ 2
N-:-( 21‘C),
b—a

(b—aXN o ,
T

Iia MOIITO je

dyuxngmja y he, npema jeHOM Hampeq FOKa3aHOM CTaBy, UMaTH 0ap jefHy
OpOCTY HYJIy y pa3Maky (a, b).

3. ctaB. — Kag 3a jegiy pyHKYUJY Y, KOHAYHY U KOHUUHYAAHY Y pa3-
maxy (a, b) (kao u weru uzeogu y’ u y”) uzeog A,(y) 3a cse spegHOCUAU X Y

(a, b) dipemauta spegrocii
( kr )2
b—a

(k = yeo Gosuitiusar 6poj), pyHryuja 'y ne mersa y (a, b) céoj sHax euuie og
(k + 2) @yiua.
Jep je Tapma y pasmaky (a, b) HepecTaHo

2
—A2<y)s( 2m j ,

b—a

TaKo, fia j€ jejHa ropiba rpanuia 3a —A,(y) no3uTHBaH 6poj

2
M:( kn )’
b-a

1a TOLITO je
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(b-a)/M <
T

Ta he ¢yHKIHE]ja y, IpeMa jeJHOM paHHUjeM CTaBy, HMaTy y (a, b) HajBHIIE
(k + 2) npocTux HyIIA.

4. craB. — Huxakea peaana yeaa ¢pyHkyuja upomermuse x, HyAiioz
poga (genre) He mMoxce UMATIU C80] gpY2ZU peaaitiusHu u3eoq A, HezalliusaH
3a cae epegHociliu X 8ehe 0g JegrnoZ KoHauHoZ 6poja h, Hu 3a c8e 8pegHOCIIU
X Marbe 0F K80z jegHoZ 6p0]a

J ep Kafl 6u TO OMO ciyyaj, nena pyHKUMja y 3a0BOJbaBaa On nﬂcpe-
PEHLHjaNIHY jeTHAYHHY

y'+o(x)y =0,
rre 61 y jefHOME Pa3MaKy

(h, o), opHOCHO (—oo, h),
HEenpecTaHo OUII0
~Ay(y) =9 (x)>0.

Ipema ToMe he mocrojaTH Takas jefaH IO3UTHBAH W Off HYyle pa-
3nuian 6poj N fa ke y rakBoMe paszMaky HENIPECTaHO OUTH

_AZ(y) > N.7
na he, gakmne, y JefHOME pa3Maky
(h, 1), onpgocuo (=h", h)
h >h h<h”

nHTerpay y AIMaTh Ha]MaH»ﬁ OHOJIMKO HYJNa KOIHUKO HMa HEeJINX ]GHI/IHI/IIIEI y

Gpojy
(W =N
m™w -

(J_l_+_,h”>_@_1
T

-1, onmHOCHO

Kan ce, makie, y3me

h/:OO h”:oo

El H

Ma Konuky 6uo 6poj N, Taj he 6poj Hyna 6uTn 6eCKpajHO BEJIUKH.
MebyTamM, Kaj| ce Te HyJe o, yIopene ca HynaMa B, dynxuuje

z =sin x«/ﬁ,
Ay(z)=~—

na je, Jakie, y IOMCHYTOME pasMaKy HEIpeCTaHo

3a KOjy je -
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Ay (y) > Ay (2),

HaJrasy ce, IpeMa paHujeM CTaBy, a ABe y3acTolHe Hyle [, y ToMe pas-
Maky o6yxBatajy 6ap jegHy HYJIy O, @ aKO ce KOje O, IOKJIOMH ca KOJAM
B, MpOMEHIbHBA X, pACTYhH, TOYEBILIN Off TAKBE HYyJE (OMHOCHO onafajyhi,
TIOYEBIIN Off OBe), IpBO he Hanhi Ha JefHY HYTy O, 1a TeK 3aTHM Ha jefHyY
Hyny B,. To nokasyje ga Hyne o, Hucy pebe of Hyla [,, Tj. A2 0, pacTy 0o
CBOjOj amcoNYTHO] BPERHOCTH ca pamthewheM panra k marbom 6p3urnom (AMh
6ap TOJIMKOM HCTOM) HO LITO je OHa KojoM pacty u B,. ITa nmomro je Mopay-
JapHH pef

1 1 1 1{1 1 1
+ + fo= bt
IBel 1Beal 1Brzd W(k k+1 k+2 )
nMBepreHTaH, Guhe quBepreHTaH U MOLYNapHY pex

1
1, 1
Lo | Loty | | Gy |

ITa kajg ce TOMe peRy MPHUOAAAY jOII W €BEHTYaJHH YIAHOBH KOJH
Ipomsjase of MMarHHapHHX HyJIa WHTEerpana y, jacHoO je fia je pej penu-
NPOYHNX BPEJHOCTH MOJYJa HyJla TOra HHTerpala JIMBEPreHTaH, u IpeMa
TOME y He MOXce OUitiu HyAllloza poga.

CraB ce MOXe M3Pa3uTH 1 HA OBaj HAYKH!

Jegna peanna yeaa pynkyuja HyAOZ poga He moice OUTU UHTHeZPan
HUKAaK8e JegHaYUHe

(237) y+o(x)y =0,

y Kojoj je koeuyujenaii ©(x) HO3UU6AH 3a c6e 8pegHOCHiL X 6ehe 0y
Jegrnoza KOHa1HOZ Opoja, Uau 3a cée 8PEYHOCIUU X Matbe 0F 08024.

A Kao criengjanaH clly4yaj IMao 61 ce 0Baj CTaB:

Jegua peanna yeaa QyHKUUja HYyATOZ poga He moxce Oultiu UnilieZpan
nukaxee jegnawune (237), 2ge je dynkyuja ¢ Hosuiiuena 3a ceée peanHe
B8PEGHOCTUU X.

puMeTHBium 12 je 3a GyHKIH]y

y =sin x,
YHjH je POX jefHaK JeAHMIIH,
Ay(y)=-1

3a CBE BPEJHOCTH X y Pa3MaKy (- oo, + o), jaCHC j& [ia TH CTaBOBU He Bpefie ¥
3a esie PYHKUEjE IUJH j& POX jegHak jeguHuyy. A 3a HYHKIHjE YHjH je POX
gULULL 0Og HYle MOXKe Ce TOKa3aTH ciefiehn oy cras.
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Ceaxka TakBa (pyHKIHja, Ma Kora pofa oHa Gmna, o6nKa je
y=e ¥ (x),

rae je Y (x) KaHOHCKH IIpoAyKaT IpuMapHuX (akTopa Qyrrmgje y, a G(x)
yesaa PyHKIMja OIPOMEH/BHBE X, KOja C& MOXKE CBECTH Ha IIOJIMHOM II0 X Y
ciy4ajy Kaj je poa ¢pyHKnmje y 6eckpajan. KanoHckn npoaykart Y (x) m cam
je uena pyHKIMja IPOMEHILHBE X U 32 HETa BaXKH 0Baj CTaB!

5. craB. — Kag kakea peanHa yeaa pynkyuja, ma koza poga ova 6uaa,
a xoja Hema OeCKpajHO MHOZO UMAZUHAPHUX HYAG, UMA C8O] gpyZu peaad-
iusHU U360g A, Konauan u HeZaiiusar 3a beckpajHo paciiiyhe epegrociiiu
X gefie 0g jegno? KorauHoZ 6poja, uau 3a beckpajuo oilagajyhe spegrociliu X
Marbe 0g jegHoZ laxe0Z 6poja, rer KAHOHCKU UPpOgYKaiil Upumaprux gak-
iiopa je yeaa hyHKUUja HUjU je pOg JeqHAK jequHLLU.

Jep, momTo je y pasmMaky

\ (h, =), ORHOCHO {(—co, 1)
HETPECTaHO
—AZ(,Y) > 0’

a y ICTO BpeMe H
-A(y)< M,

rjie je M jenaH KOHaYaH MO3UTHBAH 6POj, BpeHOCT —A,(y) he 6uTh y TOME
pasMaky MO3uWTHBHA M Mama off M. Ila xaj ce Hyne ¢, MHTErpana y jei-
nauuse (237), rAe je

0(x) = ~Ay(y),
yropene ca HylIaMa Y, yHKIHje
u = sin x«/M,
3a KOjy je
'“'Az(y) > M,

HaJla3y ce, IIPeMa PaHujeM CTaBy, a ABE y3acTOINHE Hyle O, 00yxBarajy
6ap jeHy HyIy Y, a aKO ce KOje 0, TOKJIOIH Ca KOJHM Y, IPOMEHIbUBA X,
pacTyhy, moYeBIIy Off TaKBe 3ajeHITIKe Hyse (OHOCHO onafajyhu, noes-
N Off ¥e), pBo he Hawhu Ha jefHy HYIY 7Y, 1a TEK 3aTUM HA JEHY HYIY
o,. To mokasyje fa Hyne o, Hucy weuifie O HyIa Y, Tj. ia O, PacTH, IO
CBOjO] amcoJyTHOj BPEAHOCTH, a ca pairhewmeM paHra k, eehom Op3urom
(unm Gap TOMMKOM HCTOM) Off OHE K0joM pacTy Y. [1a momro je pex

1 1 1 111 1 1
+ + e + +...
LY P 1 P Ty 2 n’ [kz (k+1)*  (k+2) :|
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KOHBEpTeHTaH, Onhie KOHBEPIreHTaH U pef

1 1 1
~+ =+ 5
bog 17 Tog 17 oy,

A momToO y HeMa HeorpaBH4YeH O6pOj UMarWHApDHUX HYJa, Ta he KoH-
BEpreHlnja OCTaTH | Kajl ce OBOM MOCIENHEM pely NPUIonany i WIaHOBH
KOJ¥ IPOM3IIa3€ Off €BeHTYalHUX UMarnHapHUX HyJa Te ¢yukiuje. To max
nokasyje fia je pon uene pyuruuje Y (x) jegnax jequnuyie.

W3 cTaBa 5 ce, HIIp. M3BON 1!

Kag xaxea peanna yena ¢pyHkyuja y, Koja Hema OecKpajHo MHOZO
UMAZUHAPHUX HYAQ, 30GO60/5A64 KAKEY JUEDEHYUJaHY JeGHAYUIY

Y +o(x)y=0,

2ge pyHKyuja O ocillaje KOHAYHA U HO3UIMUBHA, 6UAO 3a c8e Ho3ulliusHe,
6uno 3a cee HeZalilueHe, OUNO0 34 c8e peanHe 8PEGHOCIIU X, OHA Ce U3PANAsa
xao iipouseog og jegroza excilonenyujarro? gaxitiopa e (Zge je G yeaa
Gyrkyuja) u jegne yeae QyHkyuje 6e3 axkeoz Gaxitiopa; a 4uju je poy
JegHak jeguruy.

W3 ucrora craBa u3nasu Kao NOCeula 1 OBaj CTaB:

6. craB. — Ceaka peanna yeaa QyHKYUja, 3@ KojJy je pog HheHOZ KAHOH-
CKOZ Upogykiiia 8ehu 0g jeguHuye, a Koju 39080564684 KAK8Y gugeperyju-
janny jegrauurny (237), Zge pyuxuyuja ¢ uma Hasegerny ocoburny, uma bec-
KPajHO MHOZO0 PeasHux u 6eCKpajHo MHOZO UMAZUHAPHUX HYAQ.

Kao cnenujaran ciiyyaj BakKM OBaj CTaB:

Ceaka peanna yeaa yHKuuja, wuju gpyzu pesaiiiuenu uzeog A, oc-
fliaje KOHawaH U HeZailiusaH, 6Ua0 3a cee o3uiliusHe, 6UN0 3a cée HezZaillu-
8He, 6UN0 34 c8e peante 8PegHOCITIIU X, @ HUjU KAHOHCKU UPOGyKaiil UMaA C60]
pog sehiu og jeguruue, uma 6eCKpajHo MHOZO U PEAAHUX U UMAZUHADHUX
HyAd. ,

29. ITPIMEHA HA CUCTEME CUMYIITAHHUX
INOEPEHUIMIATHNX JETHAYNHA

Meby jenHaumHaMa jefHOTa CHCTeMAa CUMYJITAHUX jefHaYMHA MOXKE UX
GUTH jeNHa WY BUIIe TaKBUX U3 KOJUX CE MOXKE W3Pa3UTH [JPYTd PEIaTUBHA
#3BOJ A, jeHE WNWM BUIIE HEDO3HATHX (DYHKIUja Y CHCTEMY, HIp. QyHK-
nuje y,, OMIo Kao eKCINIMIUTHA U OF WHTEeTPalOHNX KOHCTaHaTa HE3aBH-
cHa (pyHKUMja DpOoMeHIbHUBE X, 6MI0 kKao ofpebena xoMmbuHanmja © Te
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IPOMEHJBUBE U JeHE WIN BUIIC HEMO3HATUX (PYHKUH]A V,, V3, ... HCTOT CH-
cTeMa, aJIM U3 KOoje e MOT'Y M3BONUTH 3aKJbYULH O 3HAKY ¥ BPEXHOCTH U3-
Boga A,(y;). Taga ce Ha TakBy (PYHKLH]Y y, MOTY IPUMEHUTH CTABOBH O
3aBHCHOCTH u3Meby ocobuHa (PpyHKIHje U HEHOT U3BoAa A,, a W3BOTUTH
3aKJBYUIM O TOKY (DyHKIHjE, lheHIM HyJIaMa, GeCKOHAYHNIIaAMa, EKCTPeMy-
MHMa, pa3MaKky Bapujaluja, aCAMTOTHOM NMOHAIIAKY HTH.

Heka je, HIp. gaT CUCTEM

dy,
= = ,
dx Y2Y3
d

(238) 2 =By,

X

dyy _
_dx Yiya-

(rpe cy o, B, Y KOHCTaHTe), Ha KOjU ce Haullasy y mpo6iieMy KpeTama UBp-
CTOT TeJia ¥ UMjU ce MHTeTpall u3pakanajy nomohy OCHOBHIX €NMINTHYKHX

dhysxumja.
snx, cnx, dnx.

JudepennyjanemeM NpBe jefHaurHe Jo0uja ce

dz)’l ( dys d)h)
—zl =g |y, Pty =2,
dx? Y2 dx 73 dx

II'TO, TIpeMa Apyroj u Tpehoj jefnayunnmy, faje
(239) Ay(y)) = au(ys +Byi),
a CIMYHE ce jefHaunHe Ro0ujajy U 3a N3BOJE

Ay(yy) B Ay(ys).

Kay cy B u yucrora 3uaka, u3pas (239) Moxxe GUTH jelHAK HYJIH CAMO
3a TAKBY je[[Hy PeaHy BpeHOCT x = x’ 3a Kojy Om GMIIO Y HCTH Max

(240) y2 = O, y3 - 0.

Anm Te nBe dyHKUHMje HE MOry OWUTH jefHAKE HYIH 3a JEHY MCTY
BpegHOCT x = x . Jep, y3acronsnm pudepeHnujanemeM jennaynna (238)
no6mo 61 ce 3a cBaku u3Boy PyHKUEje y, IO jefaH R3pa3 Koju Ou u cam 610
JEMHAK HYIH Kaf je ucuymeH ycaoB (240), 1j. 3a x = x’. A IOWITO BPERHOCT
n-TOT U3BOJA (PYyHKIMje y, 32 x = x’, MOJielbeH ca n!, peAcTaBkba Koedu-
nyjeHar A, y pa3BUTKY
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Y1 = A(_) '|"Al(x —.x,) +A2(.X _x,)z +...

(xoju 61, IpeMa OCHOBHO] TEOPEMH O €T3HCTEHIIH]H HHTETPaia CUMYJITAHIX
jenHaunHa, 60 KOHBEPIEeHTAaH y GJIN3UHE BPeTHOCTH X = x’ ), TO OU CBH TH
Koe(puujeHTy, H3y3eBIIK IPBY, OWIN je[HaKH HYNH, Tj. AHTerpan y, Ou ce
HIEeHTHYKY CBeo Ha KoHcTaHTy. Ilpema Tome 6u ce, M npemMa NpBoOj jell-
Hauwnu (238), jenna off Bejy hbyHKIHMja y, W y; CBENla HASHTHYKY HA HYIY,
a mpema jegHaumHH (239) TO O6M Mopano 6uTH U ca APYroM. Y CBaKOM
cyd4ajy, Kaj ¢y e (pyHKimje y, U y; npaBe (pyHKUHje IPOMEHIBUBE X,
OHe He MOTY OUTH jeIHaKe HYJIA 3a JefHy UCTY BpeJHOCT X = x .

M3 Tora ce 3ak/bydyje Aa ancolyTHa BpefHOCT m3Boma A,(y;) ocraje
3a CBe pealiHe BPeJHOCTHU x 8efid Off JelHOT CTATHOT MO3UTHBHOT 6poja. Ox
3HAKA KOHCTaHTe O W 33jefHIYKOr 3Haka KOHCTaHaTa P u 'y 3aBucuhe Taja
To na nu he ¢pyukumja y, 6UTH MOHOTOHA HJIM OCHMIATOPHA, Kao U TO Y
KojuM he pasmanuMa OHa BapupaTH 32 BPEJHOCTH X V je[[HOME JaTOM pa3-
Maxky (a, b).

Y cayuajy, HIp. Kaf CBe TPY KOHCTaHTe O, P, Y WMajy HCTH 3HaK, CBa
he Tpu penaTuBHA N3BORA

Ay(y1),  Ay(y2),  As(ys)

3a CBe peajlHe BPETHOCTH x OUTH pa3ld4HM Off HyJe U IO3WTHBHH, IIa, Aa-
kie, sehim of1 jeguor yrBphenor nosutusHor 6poja M. Cge he Tpu dysxumje
Y1, Y2, ¥3 OUTH OCUMTIATOpHE, UMaTH OeCKpajHO MHOrO IPOCTHX HYIa,
GecKpajHO MHOTO MaKCUMyMa U MAHAMyMa AT,

YourMo cajj OIMIITH CIy4aj CHCTEMa CUMYJITaHHX jefHaAYrHA

dy,

=== filX, Y1 s Y s
dx
@41)
Ay
"= fm(xayla v))m)
dx

MudepennujanemeM jente, Ma Koje off IbUX, HIp. IpBe, fobuja ce jeni-
HauWHa 00IuKa

d2y1 —-Qf_‘l_.i_ﬁl_.?.y_l.{._a[l_iy_l.'_ +__a;f1_§_}_)ﬂ_

dx?  9x dy, ox Ody, ox  Qdy, ox
Koja mpeMa jegHaumaaMa (241) mocTaje

_Q'_Xl_méf_l__*_fl_a_ﬁ +f2'@j—+---+fm_afl—
9y, 9y, Y m

de?  ox

IpeMa YeMmy je
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1(of, &, 9
(242 Ay =—| L+ Y fisk
) =28 vl ox Z‘T k 3y,

Kapx rop m3pa3 Ha fAecHOj cTpaHM jegHaumHe (242) 3aBHCH caMO OJf
IPOMEHIBHBE X, UJIH KaJ| ce MOXe Ha BeMy CaMOMe Ca3HaTH Jja OH 3a Bpef-
HOCTH X ¥ TIOCMaTpaHOMe pa3Maky (a, b) 3ajpKaBa jeflaH HCTH 3HaK, Ha
MHTETpal y; c€ MOTY NPUMEHUTH CTAaBOBY O 3aBHCHOCTH KBATHTATHBHUX
MOjeAMHOCTH (PYHKIFje I HEeHOT APYror pejlaTUBHOT U3BOAA.

Taxkas je, HIIp. ciy4aj ca cucTeMoM (238) 3a KOjH Taj u3pa3 uMa 00IHK

a(y; +Byi),

Ia My ce MOXKe 3HaTH 3HaK 3a CBE peallHe BPEJHOCTH X.

JenHo nmpocTpaHO MOJbe 3a UCTPaXXUBarkha T€ BPCTE OTBOPEHO je jefi-
HOM TeOpeMOM KOjy Cy AOKa3alid pycKd MaTeMaTH4yapu AnenpoT u Jlary-
THHCKH!, ¥ Koja rnacu:

CBaku cucTeM CUMYJITaHAX anre6apckux fudepeHnnjanHux jefHaYn-
Ha, Ma Kora pefa oBe Ouie, CBONJbUB j& MOJAECHOM CMEHOM IIPOMEHJEUBUX
Ha CHCTeM O00JIHKa

dy,
2=y @,
, dr 1%
243
dy
m . ) ,
dx ym m
The Cy
D,0,,...,.P,

nupeapHe popMe o HeO3HATUM (PYHKIUJAMA Yy, Y2, .-vs Ym

D =apy tayy, +...t a4V
(244) D, =ayy tayy, + -t aduwYm

...........................

m = A1)y +am2y2 +"'+ammym’

1 Ie ¢y Koe(pHIMjeHTH a; CTaIHHU Iiejnu GpojeBH Off KOjUX HH jEflaH HHje
Mamu of —1.

I Caonmremne maremarnuxom npyTsy y Mocksu (Recueil mathématique t. 23, 1902; t.
27, 1909; t. 32, 1924).
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Tako ce, HIIp. cucreM

Y1 _

A Y2Y3»

dy, _

dx Y1Y3»

dy, 2. o
3~k ,

dx Yiya

KOJ; MMa 3a MHTerpaje eIunTuike Gysrumje
yi =sn(x +Cy),
y2 =cen(x +Gy),
y3 =dn(x +Gy),

CMEHOM

d
z; = A(y;) = ——logy,,
dx
d
7, = A(y,) = —dx log y,,

d
3 =A7(y;) = d_xlogy'%

CBOIU Ha CUCTEM

dz
—t =z (-7 + 2, +23),
dx
dz

2 =2,(z, -2, + 73),
dz
'——3‘= 23(21’*‘22 _23).
dx

Y omurrem cny4ajy, nudepennujanchu jeguaunne (243) u cMewyjyhn
y mOGHjeHOM pe3yaTaTy IpBe u3Bofe PyHKIHja y; HIXOBUM BPEJHOCTHMA
U3 CAMUX THX jeTHa4YNHA, CHCTEM CE MOKE HAIMCATH ¥ OOIHUKY

d'z}’I
=y.H,,
) Y1y
(245 L
d?y
m = mH {24
a2 T
rae cy u3pasu
H,H,.. H,
KBajipaTHe popMe 1o PyHKIHjama y,..., Y,, ca Koe(uIujeHTuMa KOju cy

e 6pojeBH.
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Ca mpyre crpane, dopma H; MOXe ce yBeK M3pasdTd Kao 30Hp
KBaJipaTa JTUHEAPHUX GOPMH IO Yy, ..., Y,,, TAKO fa 6PO]j p THX KBajparTa He
opemaliia i,  Taja je

—v2 2 2
H =Y +Y; +...+Y,,

(246) H2=Yl22+Y222+...+Y])22,

rhe ¢y Y, moMeHyTe muHeapHe GopMe.
M3 Tora ce, y norneny uspasa 3a Apyru pellaTUBHY N3BOJ, H3BOJIE OBHU
CTaBOBH:

1. craB: ceaku cuciiiem cuMyAliaHUX arZebapcKux gugepenyujaiux
JegHa1uHa C80gHUE Je, HOGeCHOM CMEHOM UPOMEHDUBUX, Ha cuciliem 06-
AUKA '

Ay = @y,
A =¢
(247) l(yZ) 2
Al(ym) - (Dm7
2ge ¢y
(248) O,D,,..., P,

AUHeapHe XomozZerne PynKyuje ipomeHLUSUX
(249) Yir Y250 Yo

Yuju cy Koeguyujeniiiu ciliasnu yeau 6pojesii 0g KOjux Hu jegarn Huje marsu
-1.

ITpema jemHO] TEOpeMH KOJy je 10Ka3ao AIIETIPOT, TO CBOhEme yBEK
ce MOKe M3BPIINTHU U TaKo fa Koeduumjenru popmu O, 6ygy ceu jegnaxu
Jeguruyu uau Hyau. Kap je TakBo cBobeme U3BpIICHO, MOXe Ce, HIIP. TBP-
MTH fa KaJ| y jefHoMe pa3Maky (a, b) BpeIHOCTH HE32BHCHO IPOMEHIbUBE
KOJIMYAHE X OCTOJU jeflan cucTeM uHTerpana (249) Koju cBU UMajy y ToMe
pa3Maxky WCTH 3HaK, CBM TU MHTerpaiu uMmajy y (a, b) moxoiion Wiok, He-
IpEeCTaHo pacTyhu WK HenpecTaHo onanajyhu, npeMa ToMme, ja JIi Cy OHH Y
TOME pa3MaKy HO3UTHBHYA UM HETaTHBHIL.
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A Tpeba jour fofaTu fa ce ANeInpoToBa TpaHcdopMannja U3BPIIyje
caMo CMeHOM (PyHKUHja y, KOja OCTaBJba HENPOMEILEHY NIPBOOATHY He3a-
BHCHO IPOMEHJbHBY KOJIHUAHY X.

2. CTaB: C8AKU CUCIHEM CUMYATHAHUX AAZe6apCKuUx Quabepenyujantux
JegHauura c60gpUS je, HOGECHOM CMEHOM HpOMeHbUBUX, a De3 U3MeHe
ip6oOUTliHe He3ABUCHO POMEHbUBE KOAUHURE X, HA CUCTemM 06AUKA

Ay(yp) = Hy,
Ay(y,) =
(250) 2(.) 2 ) HZ,
AZ(ym) = Hm!
2ge je ceéaxku og u3pasa
(251) H.,H,. ..,H,
Jjegrax 36upy keagpaitia auneadpHux u xomozenux uspasza Y, Y,, Ys, ..., o
Visoos Ymy @ HUJU CY KOCHUUUEHITIL C6U JEQHAKU JeGUHULLL AL HY AU

Y cayudajy Kaf cy tuHeapHe opMe Y, CBe peanHe W Kajf jefHAUMHE
(252) Yl = O, ‘YZ = 0, Y3 = O,

HHUCY y MehycoGHOM cKnafy, oArosapajyhu u3son A,(y) je pasnayan oOff
HyJIe ¥ MO3UTHBAH 3a CBE BPEJHOCTH X Off —oo JIO +oo. [IpeMa ToMe, cucTEM
(250) Hema HHE jefaH OCUIIATOPHHU MHTETpan y,. CBaKu HHTETPAT Y, KOJA
je 3a peayiHe BPEHOCTH X KOHAYaH ¥ KOHTHHyalaH (Kao U HeroBd H3BORA
Vi U ¥ ), HEIPEeCTaHO # MOHOTOHO PACTH.

Y cnyuajy kaj cy popMme Y, CBe YMCTO HMaTrWHAPHE, a jeqHavunie (252)
HUCY ¥ MebhycoGHOM cKiany, ofrosapajyhu m3son A,(y) je pasjimdan of
HyJle W HeraTUBaH 3a CBE pealHe BpeJHOCTH x. IIpeMa ToMe, CBaKH HHTe-
rpan y,, KOJ4 j& 3a pealHe BPEJAHOCTH x KOHAYAH M KOHTHHYyAJaH, OCYUAd-
iiopan je u uma 6ecKpajHo MHOZ0 peaarux ipociiux Hyaa. Y ClIydajeBHMa
Kaj Cy MHTeTpasu lene (PyHKUKje IPOMEHIBUBE X, HBUXOB je pof (genre)
Behu of HyIe.

30. ABA ITPOBJIIEMA O PEJIIATHUBHOM M3BOY A,

ITpo6nemu, Koju he oBRe OUTH peilieHH, Off WHTepeca Cy 3a TeOpHjy
Apyrora peJaTUBHOT M3BOfa A,(y) U 33 HerOBe aHANUTAYKE U KOHKPETHE
OpUMCHE. '
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Iipsn npoénem. Ogpeguiiiu cee gugepenyujarte jegnavure ipsoza
pega

(253) y' = f(x,y)

3a Koje je gpyeu peaatiushii u3sog A,(y) oiluiilie? urniiiezpana y He3asucan
0g UKRIleZpayUoHe KOHCILaHiie.

Ycnon 3afarka Tpaxu ga oyne
(254) Ay(y) = ®(x),

rfie je ® PyHKIMja camMo IPOMEHILUBE X, He3aBHCHA OJi HHTEIPAIOHEe KOH-
cranTe. 13 jepqHaunne

w_Of O _ =
y ax+fay @(x)y

BUAH CE Jia CY TPaXEHE jenHaane OHE 34 )‘COje ce u3pas

1(9f  ,of )
(255) ; (ax + f ay]

C80gU HA jegHy (PYHKUUJY Camo ApOMeHbUBE X,
Taxo, HIIp. 3a jefHaYHHY

(256) Y2yt =e(x)
u3pa3 (255) uma 061HK
\ _——L—ZT -1
2y\o-y

na 6m OH 6MO He3aBUCaH Off y, TOTPeGHO je u NOBOBHO fa Oyae ¢ = const.,
geMy OfroBapa
®(x) = const. = 1.

Jenuna jepmavuua (256), 4mju ONIITH WHTErPAN UCIyHaBa TPAXKEHU
JCIIOB, j&
y'2+y? =a, = const. > 0,

IHUjU je ONIITH HHTEIPAI
y = Csinx ++/a? — C? cosx

OCIAJIATOPaH, Kao ITO 3aXxTeBa U3BON Ay(y).
Jla Ov nuHeapHa je[HaYNHA
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Y =uy+v,

(rme cy u u v QYyHKIMje NPOMEHBHIBE X) UCITYIbaBaAIa TOPLU YCIOB, IMO-
TpeO6HO je u TOBOJBHO fa Oyne

v = Ae” " A = const,,
" Taja je
Ar(y) =u’ +u’.
Jla 6u jemHaUNHA

Y = uy v +wy?

(rme cy u, v, w PyHKIEje TPOMEHIbHBE X) HCIYHABANa YCIIOB, MOTPE6HO je U
TOBOJLHO ja Oyne
w +4uy =0,

v +2uw =0,

TaKoO a ce u | v K3paxkanajy nomohy w oOpaciuma

U Taja je
A(y)=u'+u*+w.

Jepnaumna Takse BPCTE, HIIP.

, 19
y ===yt o~ koy?

20

(rme je @ pyHKITja IPOMEHIBHBE X) AMa 3a OIIITH HHTETPal
y = k@lsin(k [ gax + c),

4 3a Ipyru penaTUuBHU U3BOL

2

3( ¢ 2.2 197
A(y)=—(—} — kP - -
: 410 20

3afpKuMO ce Ha OIIITEeM 3a[[aTKYy: ogpequiiiu Hajoluitiuju 06Uk je-
graquna (253) 3a xoje je uzeog A,(y) Hesasucan og unilieZpayuone Kom-
ciuarie.
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[TowrTo onIuTH UHTErPaN y TaKBe jefiHAYNHE, MOpa Y UCTH MaxX OUTH U
jeRaH HHTerpal THHeapHe jeflHauHe [pyrora pena

(257) Y =®(x)y =0,
YUjH je ONIUTH HHTerpas o0iuKa
(258) ' y = Ch+ Cop,

TO ¥ OH Mopa 6uTH obiuka (258), caMo ITO Taja HHTETPalfoHe KOHCTaH-
te C, u C, Mopajy 6uTtu Meby cobomM Be3aHe KakBOM yTBpheHoM pena-
UjoM

(259) P (C,, C,) = 0.

W3 gBejy jemqaaunna (258) n

(260) y - Clk/ + CzLL’
noduja ce
c, =BYT
PA —pd’
’)\le _ 7\‘yl
Cy = ———,
2 I.L’?\. . u?\'l“

u, IpeMa ToMe, AudepeHIjanHa jefHaYiHa Mopa OuTH o0nuKa

o By=py' My=n)_g
WA —UA WA — A’

AKO ce cTaBu [1a je

14

U U

u/}\'_uk/:a’ “H/?\‘_u?\/zﬂ’
A _ A _
- - Ys - u - 8a
u/;\‘ _ I,L}\,, M,;\, - “k/
robuja ce HajOpe fa je
o__Woy__ AN
Bop & A
a 3aTuM
f= O«—“’Y_*'-a ?\‘ = 6 3
By —od od — By
' o B
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a M3 TOra ce U3BOJH OBAj CTaB:

Hajouwiniuja jegnauuna iipsoza pega, 3a kojy A,(y) He 3a6ucu og un-
flezpayuome KoOHCIUAKIe, je c80¢mUBA HA 0OAUK

(261) Doy + By, 1y +8y) =0,

zge je © ma Kaxsa cj)yumguja geejy fpomeHspusux, a o, 3,7y, & pyuxyuje iipo-
MeHpUBeE X Mehy coBom se3are gaema pesayujama

y _df_ & )
By—od  dx\od-Py)’
(262)

o _df B
Py—od  dx\ad-PBy )’

Kap cy yrepbene dyukugmje o, B, v, 6 mto ogrosapajy jegHoj AaToj
jeXHavYnrHuU OBe NOCMaTpaHor THIa, Ouhe

—| % ax
_ L=e L :
(263)
¥
w=e s

¥ OTIIITH HHTEIPaJ TAKBE jeTHAUNHE je

Jea | fla

(264) y= Cle b + Cze— s
A€ CY IPOH3BOJEHE KOHCTAHTC Cl i Cz BE3aHe OHFOBapajyhOM petHaHHjOM

(D (Cl, Cz) = O.
Ha npumep, 3a jeAHaYAHY

yr+y?-1=0
je
(A =sinx, p=cosx,
“,7\‘_7\’,}1':_13
o=sinx, P=cosux,

(265) J

Yy =-cosx, 0 =sinux,
ad—Py =1,
Ay(y)=-L

a penaguja ® =0 je
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C}+C2-1=0.

Jlo ropmer cTaBa ce JoNa3y W MHTErPaljoM IapuujaHe jefJHauYnHe
IpPBOT pefia, BezaHe 3a NpoblieM O KoMe je ped.
Youumo HAjONUTH]Y jefHAYNHY IpBOTa peaa

(266) F(x,y,y)=0

1 MOTPakEMO YCJIOBE KOji Tpeba ia Cy HCNyHhEeH) Ia 1A B-eH ONIUTH HHTE-
rpaji 3aj[0BOJbaBa jeHHAYMHY 00JIIKa

(267) Yy =0(x)y;
Taga ce Hajasu ga PyHKIH)a

(268) z=F(x,y,y)
Tpeba a 3a0BOJBY NapOujalHy jeIHAUNHY

0z 0Oz O.I

~ oz
269 T+ Y+ 22 =
(269) o ayy (X)yay,
(OBa ce CBOJIY Ha CHCTEM
dx _dy dy’

=TT
Ly o)y
CEBHBANCHTHOM CI/ICTGMy

dy ., dy =~
Ay DGy,
I y I (x)y

ypja cy fipa uHTerpana obnuxa (258), a mocneanna Tora je TOp’H CTaB KO-
ji, IpeMa TOMe, BasKH X 3a jefHaunHy (266).
Tako, HIIp. 32 jefHAYNHY

y’2 cos® x +2yy’sin x cosx +y’sinx +y*sin®x —ycosx =0
nMahe ce ce jequaynse (265), camo mro je penanuja @ = 0 oGnuka

C12 - C2 = O,
a oNILUTH HHTETrpall

y=Csinx +C*cosx ca A,(y)=-1

ITpoGiem fa ce Ha AaTOj jefHAYMHE IIPBOTa pefia pacio3Ha fia JIi OHa
ACIybaBa ropisbe Norofgde, MOXe Ce 3HATHO YIPOCTHTH HENOCPEHEM IPO-
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ydyaBameM HHTETPAJHEX CHHTYJIapuTeTa Ha caMoj jepdaunnu. [Tonrro je-
JHA4YnHe, O KOjuMa J€ ped, UMajy OIITH HHTerpan o6iuka

y = Cih+Cy,

Ife cy uHTerpanuore Koucranre C| u C, Be3aHe JeJHOM PEeJialiifjoM, TO CY
CBU UHIHEZPAAHU CUHZYAGPUIHElHY 30 THAKBe JegHAYUHE He3ABUCHI 0F UIUX
KoHCIaxatiia, Tj. CTAJIHY 3a CBe MAPTHKYyJNapHe MHTerpane jefnaunne. Tak-
Be Ce Je[lHaYlHe MOT'Y TPaxKUTH caMo Mehy OHuMA Koje uMajy CTalHe CHATY-
JApUTETe, 2 Y AHATUTUIKO] TeOPHjH FH(epeHInjalHuX jefHaTnuHa IpBora
pena mo3HaTe ¢y MeTofe NoMohy KOJHX ce 3a JlaTy JeJHAYMHY MOXE pacno-
3HATH J]a JI4 OHA MpUnafa Toj KJacH jefHaynHa, WiIn He,

Taxo, HIp. jeTHO IIPOCTO NPABMIO faje Y MHOIITBY ClIy4ajeBa MOTy-
hroct ma ce npo6neM pelin HallaBilld a laTa jefHaumHa HeMa CBOj H3BOJK
A,(y) HEe3aBuCaH Off HHTErpallioOHe KOHcTaHTe. To je 0Bo:

Hexka je gata gudepeHnujanya jeqHaynta HalucaHa y 0OIuKy

N Fi(x,y)y™m =0,
i=0

’

rae ¢y F, TIOMMHOMU IO y 4mju ¢y KoeHIUjeHTH KakBe OUNO (DyHKuHje
nmpoMeHbrBe x. [Ia 6u onoBu (i y onmre 6eCKOHAYHUIE) ONIITEra HHTE-
rpana y GAIH HE3aBUCHH Of UHTETpalyoOHEe KOHCTaHTE, HOtipeOHo je u
goeomHo ga, o3navusuiu ca k, citieiien ioaunoma Fiio 'y, 6yge

k] “‘/(0 < 1,
kz —k() < 2,
k,—ky<m

AXo 3a JjaTy jefHAYMHy Ma ¥ je[HA OR THX / HejegHauuHa Huje 3a/00-
BOJbEHA, OHA He NMPUNafia TPaXkeHoj KIacu.

Jlo TakBUX HeraTHUBHHX pesynTtaTa posopu u Fuchs-oBa MeTopa 32
pacno3HaBame Ha JaTO] jeHAYMHH [1a JH CY HEeHU anreGapcki KPUTHIKY
CHHTYJIADATETHU CTAJHU WU HE.

Tako ce, HIp. [OJIa31 IO OBKX 3aKJbyyaKa:

Meby jenHadrEaMa IPBOT pefia | IPBOT CTENeHa

s Px,y)
0(x,y)’

rie ¢y P u  TIONIMHOMY 1O y, JeliHA 32 KOjy U3BOA A,(y) HE 3aBWCH Off HH-
TerpanuoHe KOHCTaHTe, MOXe ONTH TUHEAPHA jeHAYAHA
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y'=Fx)y+e(x),

¥ TO TIOJ YCIIOBOM fia (pyBKumje f(x) M @(x) HCIYHaBajy u3BECHe morogode.
Meby 6unoMHIM jefHaYTHAMA

m _ P(x,y)
O(x,y)

ca TakBOM OCOOMHOM jeiMHa je, TOpef INHeapHe, JefHaYnHa

= f(x)(y*—a?), a = const
YHjH je ONINTH HHTeTpal
y = Ce JA\/—dA 2 J‘\/‘d,\
4C

KOja c€ CMEHOM
i f(x)dx = dt
CBOJY HA jelHAUMNHY

(270) (%)2 ry? =

Q
™

a HCH ONIIITH WHTETpal Ha
y=C;sint+C, cost,

rie cy C, u C, IpOou3BOJbHE KOHCTAHTE Be3aHe PEIlalii)joM

Ci+Ci-a’=0,
na je 3a jeguaunny (270)
Ay(y)=-1.

Jpyru npo6nem. Kaxesa ce iipancgopmayuja

(271) x =008, y=zy()

iipeba u3spuililiu Ha gailio] AUHeapHO] JeGHAUURU
2

(72) o

L+ fx)y=0,

ila ga oUwItu UHIeZpan Wako gobujere gugepenyujanie jegravute uma
cs80] gpyzu peaatfiusnu uzeog A,(z) nezasucarn 0g UHULEZPAUUOHUX KOH-
citianaiiia?

W3 jennaumHa (271) no6uja ce
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dy _dy dt (a’z 1
— + R
dx dt dx dt vy ) ¢’

2,
dx ) dt

dx? dt dx

[(wdz +(2y'y’ W”) +(w o' - cp”w’)} e

u3 uera ce, 3aMeHOM Y (272), JIO6I/Ija jenHaunHa

(273) 1(r) +F2(t)—+Fg(t)z =
e je
Fi(t) = @'y,
(274) Fo(t) = 299" — yo”,

Fy(t) = W"¢' = y'o” + f(9) yo™.
Kan je
290" - yo” =0,
Tj.
¢'(t)= Aly(»)]*, A= const,

ouhe F, = 0, na ce jennaynHa (273) cBofu Ha

02,0, =
dr?
e je
= Ay?,
D, = AYPy” - 24y + A f(@)y'.
Tapa je

2
__(Dz(t)z L, _llf:_ 2 ¢y 4 _
Ay(2) = B.(1) 2(“’} v A*f(o)y

= 20(9) - A (W) - A f (@),

Ia je, mpeMa ToMe, U3BOR A,(z) HE3aBUCaH Off NHTErPallHOHNX KOHCTaHATA.

ITpema ToMe EMa Ce OBAKO pellerhe Ipobiema: iipeba ga cy Qynkyuje
¢ U \f 8€3aHe peaayujom

(P/_A\IIZ —

zge je A xaxea KOHCILAHIUA.

IToncernhemMo Ha TO ma TpaHcdopmanuja (271) urpa BaxHy yuory y
TEOPHjH JTUHEAPHAX MuepEHINjaTHIX JefHAYNHA YONIITEe, 3 HAPOUUTO Y
TeOpHj! NNHEAPHHX JeflHa4YNHA ApYyroTa pefia.



IHETH OJEJbAK

JIETUMWYHMU ITOI'JIEJ HA
KOHKPETHE ITPUMEHE
- AJITOPUTMA A,

Y MHOTOGPOJHEM o6pacuuMa reoMeTpyje, paioHalIHe MeXaHuKe, He-
Oecke MexaHUKe, MaTeMaTHUKe (pu3nKe u MaTeMaTH4ke (peHOMEHOIOTHje,
¢byHKIHje ca KojuMa ce IMa TIocna (PUTYPHILY Y 06Ky CBOJHX peTaTHBHAX
u3sofa A,. Y onpa, He camo fAa Taj anropuTtaM ynpoimhasa obpacue H pe-
nanyje, Beh ce B3 HEroBUX 0coOMHa MOXKe 3aKJbyUHBATH O OCOOMHAMa (PyH-
KIFja Ha KOje ce OIHOCH U PelllaBaTH IpoGaeMu KOJu 61 6UIH HepellUbHBH
Kay, 61 ce MopaJie M3BPIIMBATH YeCTO HEH3BPII/bHBE WM KOMIIJIMKOBaHE
WHTETpaimje.

Ospe he 6uTH HaBe[JeHO HEKONMKO IpuMepa TakBe MHTEpPBEHIHje
TOTa alNrOpPUTMa Y T€OMETPH]CKUM, MEXaHWIKHM, (PU3UIKUM U (DEHOMEHO-
JIOIIKIM TIpo6IeMuMa.

31. TEOMETPUICKU ITPOBJIEMI

Opn peanTuBHEX U3BOfa A, jefUHM NPBHU HU3BOX A (y) mMa ogpebeno
reOMETPHjCKO 3HaUeHe, Be3aHO 32 KPUBY JINHUjY

y=f(x)
Ha K0]y ce ogHocH. Iberosa penunpoysa BpeJHOCT
1
s =
A(y)

npejicTaBiba NyKUHY CyOTaHTEHTE KPUBE y Y Ib€HOJ TAUKH (X, y).
Ay, pa3HOBPCHHU FeOMETPHjCKH (paKTOPH U3paxkaBajy ce Kao aHaJH-
THUKe (EXCIUIMIUTHE, AuchepeHnijaate Wik HHTerpaIHe) KOMOnHAIje u3-
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Boga A(y) u A,(y), ¥ oOpHYTO: y MHOIITBY ciy4ajeBa ce A(y) u A,(y)
m3paxanajy nmomohy reoMerpujckux akTopa KpuBe Ha KOjy C€ OJHOCE.
Tako:

1. ¥ npaBoyrnmm xoopauHaTama (X, y) MOJYHPEYHHK KPUBHHE 1 KPH-
Be y u3paxkana ce momohy

¥, Ai(y), Aq(y)
y 06IUKY

3
o Ly M)
yA2(y)

¥ nonapuum kooppuHarama (p, 6) je

3
1 [+ AUp?]1?

= 5
p 1+ 2A5(p)— Ay (p)

a y kooppuHatama (p, s), TJie je s JIyK KpUBe padyHaT Off jefiHe YTBphere
MMOYeTHE TauyKe, je

1
[L-p*A(p)I*
Ay(p) - A%(p>~%

2. Kay je kpuBa faTa y molapHuM KoopiuHaTtaMa (6, p), yrao o, Koju
3akianajy meby co6oM gupke Ha KpajeBaMa O, u 0, KpHUBe, n3paxasa ce
o0pacueM
6,1 + A2 (l)

W

o =
0, 1+A%( )

1
P

3. Kap je xpuBa jaTa y TAHT€HIHjaJIHIM KOODAXHATaMa, TaKo Ja je je-
JHaUYMHA QUpKe y Tauky (x, y) oOnmKa

Xsino—ycoso = p,

HOJNYNPEeYHAK KPUBHHE 7 H3PakaBa ce o0pacueM

ITpo6nem fa ce y cucremy (0, p) Opee CBe KPUBE KOje nMajy TIOJIy-
OpeYHuK r Kao fary PpyHKumjy f(0) KOOpAHHATE O, CBOJH Ce Ha MHTE-
rpanyjy jepHavuHe Apyrora pejia
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d*p
—L£ 4+ p=f(a).
Jal P f(o)
AKo je
p=f(w
jeHauuHa jefHe Off TPaKeHUX KPUBUX, cBe ocrane he OUTH fate obpacieM
p=flo)+Y,
rae je Y mvajommrTrja (pyHKIMjA 32 KOjY je
AZ(Y) = —l,
aToje

Y =C;sina+ C, coso.

Kao mrro ce y UCTH Max BUNH, Y HAHZEHUUJAAHUM KOOPYUHATLAMA
(0, p) 8pegrocill gpy2o2 peaaitiueHo? udsoga A,(p) jegraxa je KOAUUHUKY

L ymarsenom 3a jequruyy.
P

Kag, mop. ok ce rauka M kpehe nyx nyka M M, jenHe TakBe KpUBE,
HOJYIPEYHAK KPUBHUHE ' OCTaje HEMPeCcTaHo Mamwu Off p, 6mhe My Tora
IyKa

A,(p) <0,

ITa ako ce ca [ 03Hayu JyKWHA pasMaka (o, 0,), TIe ¢y O U O, BPERHOCTH
KOOpJMHATE O Y KPajIbUM TaukaMma nyka MM ,, koopguHaitia p ke dipome-
HUITU 3HAK gV T0Za AyKa 6ap OHOAUKO HYIia KOAUKO UMA YeAUX jequHU-
Ua y Hajmarboj 8pegrociliu Kojy gobuja uspas

Lhor
T p
GYHe UCHLOZA AYKAL.
4. YouuMo cBe Kp¥Be JmHMje fobujeHe BapujanujoM KoHcTaaTa C, 1
C, y KaKBOME U3pa3sy

(275) y=Cy+Chys,

I'Ie ¢y y; ¥ y, yrBpbeHe ¢pyHKIHje HE3aBUCHO NPOMEH/bHBE KOJIUYMHE X.
Hexka cy
x=d y=p

KOOpAHHATE jefHe yTBphene Tauke P y pasHu xOy, IIa MOTPAXKUMO reome-
TPHjCKO MECTO LeHTapa KpuBUHE KpHBHX (275) ITO Npoase Kpo3 Tauky P.
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Axo ce ca § m 1 03HaYe KOOPANHATE UEHTpa KPUBHHE j€lHE O] TAKBAX
KPHUBHUX Y Ta4KH (X, y) Te KpuBe, 6uhe nmpema mo3natum obpacumma

£y AEy)y
(276) >
n=y+Q%%J,

a MONYNMpeYHUK KPUBUHE R HCTe KpuBe y Toj Tauku Guhie u3pasken y ucru
Max U Je[lHUM ¥ IPYTUM H3pa3oM

3
p o g (1Y)

y .
R =J(E-x)* +(n-y),

TakKo fia je

3
@77) iQi§§33=«ké—xﬁ+wn—yf.

3Hak Ha 7eBoj cTpaHu obpacia (277) Tpe6a u3abpaTu TaKO [a W3pas
Ha TO] cTpaHu OyJie MO3UTHBAH.
MebyrnMm, u3 jegnaqnna (276) je

na ce 3aMeHoM y (277) gobuja

vy G- +(m-y)?

278
(278) g (-

ITocmaTpajmo cap pyHKIHje y 3a Koje APYTH penaTHBHYA U3BO A,(y)
uMa 3a BpegHOCT maTy GyHKuujy f(x) mpomenssuBe x. Hajommruja dhyH-
KIFja Te BpcTe je obmmka (275), ma, akie, 3a CBaky off THX (DYHKIH]a Baske
obpacnu (276), (277), (278). 3amenom BpeguocTH (278) v obpaciy

1t

Ay(y)=2—= f(x)
y

nobuja ce jeHaYnHA
(279) (=22 +(n=y)? Fyf(x)(n-y)’ = 0.

Ta jemmaumna mckasyje Be3y m3Meby jegHe NpOU3BOJbHE TayKe
M (x,y) mocMaTpaHe ONINTe KpUBe y U LeHTpa KpuBuHe Q(&, M) jemHe Ma
KOje crelnujaite KpuBe y, Koja uMa 3a A,(y) ¢yurmmjy f(x),y Tauku M.
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Y3mumo caj 3a Tauky M yrBpheHy Tauky P, CMEHUBIIIA Y 10]
x=a, y=8,

na he, o xooppuHaTtama &, 1), jegnaunna (279) mpejcTaBbaTH yTBpheHy
KpuBY MHHU}Y Tpehera creneHa

(280) N +an® +bn+cE* + hE+k =0,
rme Kkoeduuyj éHTH
a, b, c, hk,

CTaJIHY 32 jeHy YTBpheHy TaukKy P, IMajy 3a BpDEJHOCTH

4= F1=3B%f(a)

*

Bf (1)
po 22+ 3B f (o)
floy 7
1
@
(281)
h=+ 200 ,
Bf (o)
i = Fol +B*)-B*f(o)
Bf (o1 ’

I'Jie TOPE-] 3HAL@ OATOBapajy ciaydajy y” < 0, a fomu ciay4ajy y” > 0.

A TO IOBOJE 1O OBOr'a CTaBa:

Teomeilipujcko mecilio yenitiapa kpusumne y yiispheroj aurxu P (o, B)
pasnu x0Oy, 3a cee kpuse 3a Koje je uzeog A,(y) jegnax jegHoj gaitioj gyn-
kyuju f(X) dpomenmuse X, je Kpuea AuHuja uipehe? cliieiiena (280), wuju
Koeuyujenitiu 3asuce og fauxe P na Hawur uckasarn obpacyuma (281).

ITOTpaXXuMO, HIp. TEOMETPHUjCKO MECTO IIEHTapa KPUBHUHE CBUJY CHHY-
compa

y =Cysin(x +Cy),

IITO IIpOIa3e Kpo3 Tauky P amje cy KooppuHaTe o0 =B =1. U3

Ay(y) = -1
BUJIU Ce JIa je Y TO] TauKu
y' <0, f(o)=-]
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Ia je, mpemMa ToMe,

U TpaXXeHO reOMETPH)CKO MecTo je Kpusa Tpehiera crencna
N -2n* +n+E2 -2E+1=0.

5. Kag cy z, r, © ceMu-niolapHe KOOPAHUHATE je[HE TAYKE y NPOCTOPY,
jemHaYnHa

(282) D(z)=ab+F (r), a =const,

IpejicTaBiba BPJIO IPOCTPaHy Kiacy IHOBpPIIMHa Koja 00yXBaTa Kao CIelu-
jallHe caydajeBe: OOpTHE, IPaBONUHHjCKE, XCNUKOUTAHE W KOHOUIHE TO-
BpumHe. CBe Cy T€ IMOBPUIMHE ONMCAHE KaJ| CE PaBHA KpUBa

ab+F(r)y=0

kpehe y mpocropy Tako fa meHa paBaH Oy[e HEIpecTaHo yIpaBHa Ha 0CO-
BuHH Oz, a OHA ce 3a TO BpeMe okpehe oko Oz 0 KaKBOME 3aKOHY KOjH je
oppeben paTom penauujoM u3Meby opprHaTe z 1 06pTHOT yruia 6.
Tpaxehu fa ofpenn oHe oy oO6pTHUX NoBpiwmHA (282) ynje acAMTOT-
He TUHHje JIeXke Ha jBaMa CHCTeMHIMa KOHOou/a Je(hUHUCAHUX jelHaUNHaMa

(283) ?= v 1 Loy,
4 dz

e je ¥ maTta QyHKIHja TpOMeHJBHBE z, Buhl! je mamao ga ce Tpaxkene
JTWHUje o0ujajy y OO6NUKY ONIITera HHTerpaia jefHaYnHe
d*r
284 ——VYy(2)r=20.
(284) V@
A m3 Tora ce fobuja OBaj cTaB, KOJU Y HEKOJIUKO NPENu3upa reoMe-
TPUjCKO 3HAYSHE U3B0Ja A, 3a IOBPIIMHE Y IIPOCTOPY:

1 Buhl: Sur les surfaces dont les lignes asymptotiques se déterminent par quadratures.
(Nouvelles Annales de Mathématiques, 1909, p. 337-354).
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Jegnanuma
V= Az(Z)

gepunue y Cemu-IoNaPHOM KOOPYUHATHHOM cUucTiemy (z, 1, 0) one 0bpiliHe
HOBpUILIHE Hllje ACUMIUOTIHE AUHUJe Aelte Ha KOHOUGUMA

2
Ay(r) Z(%})

Kag ce uzsog A,(r) uapasu Kao yrnkyuja koopguraitie z iomohy jegrHaqume
(285) Ay(r) = y(2),

e je ¥(z) QyHKyuja wito Ha Zopru Ha4uH gepuruuie HoCMApane
KOHOUge.
3afpKuMO ce caf Ha 0OpHyTOME IpoGieMy; HeKa je faTa jefHaynHa

(286) r=®(z)

K0ja m3pazkapa KOOPAUHATY 1 Kao (PYHKIHjy KOOPAMHATE z, a YUME CY Ofipe-
beHa momeHyTa fiBa cucreMa KoHOHfA, Jep he oBm Tajga OUTH ofpehenn
jeIHAaYMHOM

2
(287) Ay (D) = (E@) .
dz
Jenuaumua (285) oppebyje n3son A,(r) kao GyHKIU)Y W(z) KOOpAHU-
HaTe z, a HOIITO jeguadnna (286) naje jenHy PyHKIHU]Y r KOja MMa TakaB U3-
BOJ, uMahe ce u HajommITHja TakBa PyHKUH]a Y OOIUKY

dz
288 r=Co(z)+C)| ——,
(288) @+ 6| o
U3 Jera cliefiyje oBaj CTaB:

Kag je gaitia ¢pynrxyuja ®(z), obpitine iiospuitne wuje acumiioiine
Aunuje sexce Ha konouguma (287) jecy one Koje ¢y gegpunucane jegHasuHom
(288).

U cnepehwu cra moBogy Apyru penaTUBEM U3BOJ A, y BE3Y Ca acUM-
TOTHHM JIHHYjaMa IIOBPIIAHA.

Tpu jerHadnHe

(289) y = uf,(v),
z=cv, (¢ = const.)
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KOj€ M3paxkaBajy MmpaBoyrye KOOpAUuHaTe X, y, z Y IPOCTOPY Kao (PYHKIHje
IBa IapameTpa u, v, IpeficTaBlbajy JeAHy KoHomHy nospuuny. Y Taga:

3a cae iakse KoHougHe liospuiune, 3a koje pynkyuje f, u f, umajy
UCTUU gpY2u penaifiusHu U3sog A, , Kpuse u = const. ¢y acUMiitioiiie AuHuje
HospuiUHe.

To cnenyje menmocpenno u3 Lerch-oBor crasal ma kagcesa f, u f, y3-

My JiBa Ma KOja MapTHKYJIapHAa MHTerpaja jefHe Ma Koje AudepeHuujante
jemHaynHe 00IrKa

d*z

— O(v)z =0,

dv
KpHBe JIHHHjE 4 = const. Cy aCHMIITOTHE JINHAje KOHOHUHE IOBPpIIKHE Aedu-
HucaHe jegHaynaama (289).

6. Ha u3Box A, ce Hawmitasu 7 npu ofpendu nuHuja Hajpeher Haruba
Ha IIOBpIIAHAMA Y IPOCTOPY. :
Y o4nMo, HIIP. HOBPIIAHY
z=5x%y -y’

rhe je ocoBuHAa Ox y MPaBOYIVIOM KOOPAUHATHOM CHCTEMY BepTHKanHa. Ty
TMOBPIIHNHY ONKCH]y apadoie

y=C, z=5Cx*-C% C = const

Koje ce kpehy Tako 1a HenpecTaHo CeKy fiBe cTalHe napatone y pasuu xOy.
Tpaxehn nunnje Harn6a Ha TOj OBPIIMHY, HaJa3M CE [ CY OBE Ofpe-
hene omrTuM uaTerpanom Riccati-eBe jefHaUNHE

du _ u’ L 0
dr t
NOTITO Ce Y ’beMy CMEeHH
x? 2
t=2—, u=-2,
4 y2
CMeHOM
__lav
v dt

dyHKIHja v TocTaje ONILITH HHTETpall je[HaurHe

I M. Lerch: Asymptotische Linien auf einem geraden Konoid (Casopis, herausg von Verein.
bohm. Mathematiker, Prag, 1912, p. 47).
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2
CAARAEY )
dt i
Kao mro ce Bupuy, TpaxkeHe nunuje Hajsehera narn6a Hanase ce ofpe-
byjyhn HajonmTHjy pyHKIHjy v 33 K0jy U3BOA A,(v) mMa 3a u3pas

1
Ay(v)y=—-,
2(v) = —=
ma ce y jefHaYrHA
2
AW)=-—
y

i 2
. . X
CMEeHH y Tako HabeHo] PYHKIUj! v IPOMEHIBUBA  N3PA30M R

7. Opyru penaTHBHU H3BOJ A, UMa HAPOUHTH 3HAa4a} Y TEOPHjH reofie-
3WjCKUX JIMHU)a Ha MOBPIIMHAMA, KaJ| Cy OBE aHAIIUTUYKH H3paKeHe y Op-
TOTOHAJIHOM CHCTEMY (i, V) TaKBOM, [ia Cy KpuBe

v = const.

reojie3ujcke JTUHUje [IOBPIINHE, a KpUBE

u = const.

HHAXOBE OPTOTOHAJIHE TPajEKTOPH]E.
Enemenat nyka jaBiba ce Taga y oOJIHKY

(290) ds? = du® + Gdv?,

rie je G onpebena ¢pyHKIM]a IPOMEHIBHBUX 1 U v, BE3aHa 3a MOCMaTpPaHy
KJIacy MOBpIIHHA.

dynknmja G YBEK je MO3UTMBHA jep, Kao LITO Ce 3Ha, elleMeHaT ds” 3a
jenHy peaiHy MOBpIIMHY HUKAJ HUje pacmaJ/bUB Ha [(Ba peaHa YMHHOLA.
Ta dyHxumja urpa BaxkHy yIOTY y TEOPHjH MOBPIINHA, JEP €& CBU reoMe-
TpHUjcKd (PaKTOPH OBHX H3paXkaBajy moMohy Te pyHKIHM]E U HEHUX JETUME-
YHUX W3BOJA IO U U V.

Heka je ,

v = const. = O

jEfHA youeHa Teofie3ujcKa INHMja IocMaTpane IoppumHe. O3HaYuMO ca O
TOTaNIHy KPUBHHY IIOBPIIKHE Y 1EHO] TauK: M (u, v), TaKo fia je

1
C=——",
RR’
rge cy R ¥ R’ Ti1aBHU nonmynpevyHnny KpusuHe y Tauku M. ITpema Gauss-
0BOM obpaciy je
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1 %G

NG ou?

U IIpeMa ToMe
(291) 6 = —A(VG)

nMajyhi Ha ymy ia ce gudepeHImjaiehe BPII 110 i.
W3 Tora ce n3BOAH CTaB!

ToitianHa KpueuHa iiospuiUHe y HeHo] ipou3sowsro] mauku (u, v) je-
gHaKa je gpyzom peaaiiusHom uzeogy ynkyuje ~G o idpomenmnusoj u,
HOULIHO ce THoMe UIBOQY UPOMEHU 3HAK.

Kap je yrBpbena BpepHOCT 00 KOja ofpebyje mocMarTpany reomesujcky
JIMHA]JY HOBPIIMHE, KPUBUHA G 3aBHCH caMoO Of npoMeHJbuse u. Kay je npu
TOM no3HaTa ¢pyHKUHja G, 6uhe no3HaTa ¥ KPUBUHA G Y CBAKO] TAYKH I10-
1i/p£m/IHe, U TO HENOCPENHO y OOIMKY Apyrora pelaTuBHOT H3BOJa (DYHKIHje

G.

OO6pHYTO, KaJ{ je M03HaTa KPUBHHA © Kao (PYHKIU]ja MPOMEHIBUBUX U U
v, byukumja +/G Guhe ogpehena kao ¢yHnKImja Koja ogrosapa jefHoMe
maToM A,(y), IITO AOBOAU O AU(EpPEeHIMjanHe jefHAYNHEe APyrora peja
00K a

2
(292) 4u2%4—))2~+(p(u,v)y:0,

I7ie v urpa yriory OpoMeHJbHBOTL ITapameTpa, a ¥ yIIOTYy HHTeTpalroHe Ipo-
MeHJbYBE KONMUMHE,; TapaMeTap v, 3a jeHy HoCMaTpaHy TeOe3H]jcKy JIuHH-

jy BMa 3a BPeHOCT V = O
Onurra urTerpan jegaadnne (292) je obnmuka

¥y =Cy +Cayy,
a pynkumja G je obnuka
G =(Ciy; + Cayy)?,

Ife Cy y; U y, [iBa lbeHa napTuKynaapHa unTerpana, a C;, u C, ABe Upou-
3BOJbHE KOHCTAHTE.

O6nuk Be3e u3Meby ToTanmHe KpuBMHE O U ¢PyHKUK]e G TOBOAH JO
MoryhHOCTH la ce cTaBOBY O 3aBUCHOCTH OCOOMHA jefiHe (pyHKLM]e U BEHOT
M3BOJa A, IpUMeHe Ha MHOIITBO Npo6iieMa O reoe3 jcKiM JHHjama IoBp-
mmia. O TakBUM NpUMeHaMa MOXe ce TOOUTH Hjieja U3 OBOTa IITO CIenyje.

O3HaYNMO ca A YeTBOPOCTPYKH IIPOMU3BOJ] TOTAJIHE KPUBHHE G IIOBP-
IIAHE Y TOCMAaTpaHoj Tauku M (u, v) U KBaapara JyKa

M1M2 = U
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jefiHe Teofe3ujCcKe JUHHUje IITO MpoJiasu Kpo3 M W Kpo3 jefHy yTepheny
Tauky M, Ha TOBPIIMHU, TAKO Ja je

A = 4ou’.

Bpoj A je jeqHak Hym® y MOYETHO] TaukKu M, JyKa; KaJ ce Tauka M
HOYHE Y/lajbaBaTH 110 JYKY, A MOYMEE JIa PACTH 10 alICOIYTHO] BPEHOCTH,
Memajyhi ce ynopeao ca NpoMeHaMa KpUBUHE C U IyKUHE JTyKa.

Tako gedpuancan 6poj A je He3aBUCAH Off M3MEHA KOOPOMHATHOT CHC-
Tema u u3bopa jequHANA Mepa: ilo je jegawn aiicoayitian 6poj. To npounsn-
7237 M3 TOTa HITO je OH IPOU3BON ABa (haKTopa, JeAHOr C YMja je fUMeH3Hja
L7, | gpyror u” 4mja je nuMensuja L7, a ¥ jenan u Apyra GpakTop He3aBH-
CHH CYy Off KOOPAMHATHOT CACTEMa; ca J[pyre cTpaHe, IHOIITO IPOU3BOJ NMa
muMensnjy L, oH je Hesasucan off jequHuia Mepa. bpoj A je, gaxae, jegHZz
UHeapuUjanitia oepuiliHe Yy OgHOCY HA KOOPQUHAIHe Cuciiieme U Ha jeguHule
mepa. OH 3aBHCH caMo IO HHTUMHHX O0CcOOWHA TMOBPIIUHE U Of TOCMaTpaHe
reoyie3mjcke JUHAje KOJy KapaKTepHlle.

Bpoj A je mosuTHBaH UMK HEeraTHBAH, IpeMa ToMe, 1a JIX j& TOTalHa
KpHUBHHA MOBPIIRHE TYX JIyKa y TO3NTHBHA WM HeraTusHa. [{a Ou oH OHO
1O LEJI0] TOBPIINHE jeHaK HYNH, HOMIpeOHO je U goeo.mHO ga itio 6yge
pazeojHa dospuiuna. Jep 3a TO je moTpebHO fa Oyae HO Iel0] MOBPIIHHM
o =0, a Ta ccoOmHa KapaKTepHuIlle caMO Pa3BoOjHE MOBPILITHE.

M3 o6pacna

A =4dou? = -4A,(\G ) u?

BHJIH Ce ga je 6poj A jegHax 4eilisopoCiupyKom Keagpaitly AyKa Hocmaiupare
Zeogesujcke AUHLje, HOMHONEHOM Ca gPY UM PeNatUUSHUM U3B0GJOM QYHK-
yuje J@L {0 UpOMeH/BUBO] U, a HOWTIO ce THome U3B0GY UPOMEHU 3HAK.

A moiuTo je

1l 1 (e} 236
~A(WNG) == ||| - 227,
2(\/7) 4 G2(8u) G ou?

TO ce 6poj A u3paxana, HoMohy IIPBOT U APYTrOT PENaTHBHOT U3BONA PYHK-
imje G MO TPOMEHIBUBO] U, OOpacueM

A =[AU(G)~2GA(G)]u?,

y KoMe Tpeba CMeHHTH IapaMeTap v KOHCTAaHTOM O KOja KapaKTepulie
HocMaTpaHy TeOle3njCKy IUHH]Y.

AnconyTau 6poj A TojaBibyje ce y W3BECHHM HPOOIEMHUMA TEOpHje
reofie3ujCKuX JIMHAja HA TOBPIIMHAMA, KA0 IITO je, HIIP. MPOOIIEM CIli6apHO
HajkpaheZa fylia usmeby geejy tiauaxa Ha iloepuiuny. A OUIO OU Off WH-
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Tepeca NpePajuTy Pelieha MHOTHX IpobneMa Te TeopHje y KOOPAMHATHOM
cucremy (A, u). Te ce KoopAauHaTe MO KALITO CACBUM IPUPOJHO jaBIBLAjy Y
U3BECHUM NpOOJIeMHEMa T€ TEOPHjE, Kao IITO je, HIp. Npobiem o kome ke,
NpuEMepa paju, OUTH Ped y OBOME HITO CIeAyje.

Cn. 14 bis

Youumo aBe GeckpajHo Grrcke reofe3unjcke nmuagje C u C’, mWTO IpoO-
naze Kpo3 Tauky M (u,v) noppumHe. [Ipema Jacobi-eBoj Teopemu NyK
MM nunuje C 6uhe Hajkpahu myt n3meby tayaka M, u M ako u3meby Tux
Tayaka reofesujcka naauja C’ He npecena nuaAjy C. To he, mpema Tome,
6uTy Hajkpahu myT 3a cBaky 06JacT NOBPUIMHE HA KOjO] J€ TOTaNnHa KPUBH-
Ha HeNpecTaHo HezaiiusHa. JIyk he npecratu 6uTH Hajkpahm myT ako ce,
unyhu 1o meMy, Ipe Hero IITO ce Hanbe Ha Tayky M, Haube Ha jeiHy Ipe-
ceuHy Tauky nuanja C u C’.

Ilpema jepuoj Teopemu Ossian-Bonnet-a, 3a jefHy NOBPILUHY YHja j&
TOTaNHa KPHBUHA CBYJa do3uitiueHa 1 Beha op jeqHora 6poja a, reopesmj-

CKa JIMHMAja IpecTaje OUTH HajKpahd MyT Ky jeHOT JTyKa Jy>Ker Off 71'6__
a

Ilo THX ce Teopema, Kao U J{0 APYIHX NpeLU3Hujux, Moxe gohu mpo-
yu4aBamweM BapHjandja 6poja A AyX jefiHe Teofie3ujCKe JTUHUE, a IPHMEHOM
CTaBOBa O 3aBHCHOCTH HyNa jegHe (PYHKIHje Off )eHOT APYror peJaTUBHOT
n3rona. Tako:

O3HauMMO ca p TPOMEHIEUBO PACTOjambe

p=MM’'
reopiesmjcke ymamje C o C’. IIpema Gauss-0BoM oOpaciy, KaJi ce p cMaTpa

Kao (pyHKIH]a [yKUHE JIyKa
u= M ]M

reojie3ujcke nuHuje, 6uhe
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6 =—Ay(p).
Opxcrojame p je uuTerpain gudepeHlnjatHe jefHaurHe

dzp
du?

+op =0,

KOjH MOCTaje jegHaK HyIH 32 u = u, ¥ YUju H3BOJ Z—p nobmja, 3a Ty Bpeq-
u

HOCT MPOMEHJBHBE U, BPEIHOCT dO jemHaky yrily Koju mMeby co6oM 3akia-
najy e 6eckpajuo 6nucke reonesujcke nmuHuje C 1 C’ ceKyhu ce y Tauku
M.
ITomrro je
A

c=—,
4y’

nudepeHnyjanHa jefHaYlHa OCTOjamba p 0CcTaje

A
A(p) = —m,

Tj. Y pa3BHj€HOM OOJIHKY

d*p

4u* =L +Ap =0,

du? P

¥ OHA CE CMEHOM
£
u=é, p=ze? =zu

TpancopMuLLIE Y jefHAUNHY

12 7
E’:.E.,.___}‘ 12

= 0.
dr? 4

Ocrasbajyhin Ha crpaHy BpefHoCT u = 0, BpERHOCTH p ¥ z IOCTajy Jef-
Hake HyJIH 32 je[JHe UCTe BPEAHOCTH [ U U.
IIpeTnocrasumo Ja AyX ayka MM reopesnjcke munuje C 6poj A oc-
Taje HENMPECTAHO MarbU OF jefHora 6poja B < 1, ma mocMaTpajMo AudepeH-
UHjaJHy jeqHauYuHy
& p-1

=0
dr? 4 n

y3€Ty Kao KOMIIapaTUBHY jenHauyuHy. IbeH mHTErpan, uzpaxkeH momohy

. - . d
NPOMEHIbUBE U, KOjH MOCTaje jef(HaK HylH 3a U = u; W YHjH H3BOJ jnI/IMa
t

3a u = u; BPEJHOCT d0, je
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n=£ — —(”lja 48,
2a |\ uy

Ije a 03Hauyje pealaH I03uTuBaH 6poj

a=—.1-B.
S1=PB

Yuopenusim Meby co60M IBa pelaTUBHA H3BOJa

e R

H

HaJla3W ce fa y Ma KOME€ pa3Maky IpOMEHJbMBE U, MOUYEBINU Of U = U,
BPEJHOCT 7} MOpa IIOCTATH jefHaka HyJld HajMare OHONHKO IIyTa KOJIHUKO H
BpenHOCT z (a mpeMa ToMe ¥ BpegHocT p). Beckpajuo Giamcke reojiesmjcke
munmje C u C’ HUKAKO Ce BUILE He CEKy IOIITo ce npebe tauka M, u, mpe-
Mma Jacobi-eBoj Teopemu, nusnja C npejcraBba Hajkpahn myT yx nesnora
ayka MM . A u3 Tora ciexyje oBaj cTag:

Jyk ceake zZeoge3ujcke auHUje, gyxe KO2A Je, HOUe8UIU OF 1beZ08¢ O~
yeiline tiauke M, Opoj M Hellpeciliarno maru og jeguruie, ysek je Hajkpakiu
iyitl uamehy ma Kojux geejy rweHux avara.

Taxkas je ciydaj ca cBuUMa TeO/Ie3H)CKAM JITHHjaMa Ha MTOBPILIMHAMA Ca
HeZaitiu6HOM TOTATHOM KPUBUHOM; OPOj A je Ty HEpecTaHO HeraTHBaH, 1a
Rakye Mambl Of] JeNNHHIE; reoie3jcKa JINHTja je YBeK Hajkpahu myT usme-
by Ma xojux Bejy Tavaxa HOBPINKHE, KAC IITO II1ach U Jacobi-eBa TeopeMa.
Camo IITO je TOPHE CTAB oliuiiiuju Off Te TeopeMe: OH BaXKd ! 3a MOBp-
muHe (OHOCHO MojeguHe 06NACTH IOBPINUHA) Ca HO3UMILEHOM TOTAITHOM
KPHBUHOM, B TO KaJi TOJ{ je Gpoj A Ha TakBOj MOBpIHHE (OTHOCHO 06TaCTH)
MamH Off JeTIHUIIE.

ITocMaTpajMo, HIP. KaKBY MOBPIIMHY Ca TO3UTHBHOM TOTAIHOM KPH-
BHHOM, aJId KOja je HeIPeCTaHO Mama Off jeffHora CTamHoT 6poja o. AKo je
Tana

u < _1_....
2o’
6uhe A < 1 u Ha NOBPUIMHY ce MOXKe TPUMEHUTH ropru cTas. [Jobuja ce,
lakje 0Baj cTaB KOJU Y U3BECHO] MEpH fionymyje Jacobi-eBy 1 Bonnet-oBy
TEOPEMY:

Ha #iospuwiunama uduja je WOMAAHA KPUBUHA C8YGa HOUTHUGHA U
Marba 0g Jegnoza clliannoz Ho3uiliueHoz 6poja o, ceaxka je 2eo0ge3ujcka iu-

Huja Hajkpahu DY Ha MA KOMe FeHoMe AYKY Kpahem og o
o
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[TocmaTpajMo caj| KakBy IOBPIIIUHY KOja HE UCIYHaBa TOPE-H YCIIOB,
7 Ha 0] jefHy reofiesujcky nuumjy C nyx umjer nyka M, M O6poj A mma
HelpecTaHo BPEXHOCT 8efiy OF jefHOra CTaJHOT NO3UTUBHOT Gpoja & > 1, na
younMo RudepeHIyjanty jeNHaYnHy

d%  §-1
£5.097r=n.
dt* 4 ¢

Hen ynterpal, u3pasken moMmohy npoMeHIbHBE i, KOjU NTOCTaje jefHAK

dg

HYJIM 32 4 = U, 1 YA U3BOT I AMa 3a u = u; BpegHocT do, je
t

\/[’71 : U
{ = ~—sin| blog-— |d6,
b i)

rHe b 03HAYyje peallaH Io3UTHUBaH OPoj
b= %«/5 1

Ynopegnsing Meby co60M iBa peslaTHBHA H3BOJA

a(y ==L a0 =-2L,

Hanas® ce §a he z (a, mpemMa ToMme, ¥ p), MOUYEBINH OF U = Uy, IOCTATH Jefi-
HaKO HyJ# Ipe Hero {, a HoIITo { nocTaje jelHaKo HyJIH 3a
nm
u=ue?, (n=12,3..)
10 he p 6UTH jefHAKO HYJIH IIPE HEro WITO # JOCTUTHE BPERHOCT

x
Uy = ueb.

Iyxnana nyka
T

MM, =u, —u, =(€Z“1)M1,

qju cy KpajeBu ABE y3acTOINHe IMpecevHe Tauke Teoie3njckux nunnja C' 1
C’, ouhe, mpeMa TOME, Mamba Of AY>KUHE JTYKa

U, = M()Ml = L
HOMHOXeHE (PaKTOpOM

i _ir
L=eb—1=el1 -1,
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U3 4era, y Be3u ca Jacobi-eBOM TeOpeEMOM, CIIe/lyje 0Baj CTaB:

Kag je, gyx tiocmaitipanoz ayka s zeoge3ujcke aunuje, 6poj A neiipe-
ciiano eehfiu og jequHuye, HaxKas AyK HUKaG HUje HajKkpaku WY HA gyXCUHU
sehoj og

pL = (e% -DL.

TaxkeuM ce mocMaTpamnMa, TIoMohy caMora ancoyTHor 6poja A Be3a-
HOT 3a reof|e3M]jCKe NHHHU]e HITO Noya3e Off jefHe Tadyke M IMOBpUINHE, MOTY
pelaBaTH, HIIp. H NTPOGIeMH OBaKBE BPCTE:

1° ompenuTH Ha NOBPIIMHY JeflHY 06nacT Koja o0yxBaTa Tadyky M u
Koja he OUTH TakBa [a je YK Ma Koje reofie3ujcke JIMHMUje [T NpoJia3u
Kpo3 M Hajkpahu nyT u3meby Tauke M u jegHe Ma KOje Tayke Tora JIyKa,
WIIH, aK0 TO HUje cnydaj, 1o Koje ke Tauke nyka To 6uTH Hajkpahu nyT;

2° oppemuTH rpaHmie Opoja Ipeceka ABejy OeckpajHO ONHMCKHUX
TeOJIe3WjCKUX JIUHMja Ha jJeTHOME TaTOM JIYKY jeflHE Of] BHX.

Bpatumo ce cap Ha pyHKRImjy G (#, v) Koja onpebyje my4yHu eneMeHar
noBpuinHe u momohy Koje ce oxpebyjy cBu reoMerpujcku (PakKTOpPHU HCTE
NOBPIINHE, KA0 W Ha OBO] NOBYYEHUX KPUEBHX NUHHA]A.

3 paHmjer craBa Jja je TOTalHa KPUBHHA G MOBPIINHE Y IeHO] IPOH-
3BOJbHO] TauK# (1, V) jefHaKa JpyroMe pelaTHBHOM U3BONY (PYHKIHjE JG
IO IPOMEHBUBOj 4, MOHITO Ce TOME HM3BOAY IPOMEHH 3HaK, H IpeMa
paHWjUM CTaBOBHMA O 3aBHCHOCTH pa3MaKa BapHjalldja BPEJHOCTH y Of
u3Bona A,(y) Te PyHKIHUjE, MOXE CE€ Y HEKONUKO NMPEUU3UPaTH 3aBUCHOCT
Bapujauuja pyskumje G AyXK IIOCMAaTpaHe I'eofie3’jcke JIMHHJE Vv = O Ha
HOBPILUKHM, Of] MPOMEHA TOTaJHe KPUBUHE AYXK Te JIMHH]E.

[Ipema jeqHOM TakBOM CTaBy, KaJ je Y jefHOME pa3Maky (a, b) u3BO[
A,(y) HempecTaHO HO3UTHBAH, 32 CBE BPEJHOCTH X Y (a,b) BPERHOCT
(yHKIMje y IeXXH y pa3Maky usmeby

Yoch [(x =xoWN1,  yoch[(x —xo WM,

rie N u M 03Ha4yjy mo jeHy OmY U jefHy rOpibY IPaHHIy BPETHOCTH
A,(y) y pa3maky (a, b), a x, 03Ha4aBa je[[Hy HyJy A3BOfia y' y TOMe pas-
Mmaky. [IpumermseHo Ha HyHKUH]Y
y =G,

TO HOBOJAM IO OBOTa CTaBa:

Kag tiospuwiuna uma, gyx jegnoza ayka Hocmailipane zeogesujcxe au-
HUje v = O HA 0], C80Jy TOTHAARY KDUBUHY HEUPeCIUAaHO HeZallluGHY, 8pey-
rocitiu gynkyuje G gyx Woza ayka HelipeciiaHo ce Haaase umeby epeg-
HOCUU

Goch? (1 = ugWN 1, Goch? [(4 — WM 1,
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2ge N u M o3nau4yjy najmarey u Hajechy WollianHy KPUBUHY HOBPULUHE JYXHC
UOCMATAPAHOZ AYKQA, U J€ 6PegHOCI pOMEHbUBE U 30 KOJY U360g
d

-G (u, o
T (u, o)

ilocitiaje jegnakx nyau, a G, je epegHociii

Gy = -4 G (uy o).
du,

CraBy ce, yoCTalIoM, MOXK€ [IaTh ¥ 0Baj 00IHK:

Lyxc jegre ma Koje Zeogeaujcke auruje je

G = G, ch*V,
2ge je
V=(u—-u, )ﬁ

u zge & os3nauvasa Wwotwasry KpUueury HoepuiuHe y jegHoj iauKu Ha Gocma-
UipaHoMe AYKY.

IomTo ¢y Tafa penaTuBHA U3BOJ A,(\/G) u moueTHa BpegHOCT G,
dyukumje G no3uTUBHA, PYHKIHja G He MOKE YK TOTA JyKa UMaTHU BHIIIE
OJl jefHEe HyJe; OHA TY MOHOTOHO pacTu GP3WHOM jefHe eKCIOHEHIInjallHe
dyuxumje. ,

TTocmaTpajMo caj KakaB JyK reofie3ujcKe JIZHE]E Ny KOora je ToTalxHa
KPUBHHA TOBPIUMHE HENPECTaHO No3uTHBHA. IIpema Hanpe[ xazanoMe, Kaj,
je v pa3aMaky (a, b) u3Box A,(y) HempecTaHO HETaTHBaH, KPHBA y j& Y TOMe
pa3Maky cacTaBlbeHa U3 IOJyTalaca, HO3UTUBHAX U HETaTHBHUX, KOjU OC-
LIITY]y OKO ocoBuHe Ox.

AKO ce ca x, 03HAYM BPEIHOCT X 32 KOJy YOUEHH MONyTajac JOCTHXKE
CBOj MakCAMyM WU MHUHHMYM, OHJA j€ CBaKW IOJyTaJac NPENCTaBIbEH
jeMHAYUHOM

¥ =y cos[(x = xoWH],

re je H jegHa off BpEHOCTH Kojy fobuja dyukimja —A,(y) usmeby npejy
Kpajibux Tavyaka nonyranaca. Pynkuuja y uMa y pasMmaky (a, b) HajMame
OHOJIMKO TOJIyTajIaca, KOJIMKO HMA IeNHX jequHuna y 6pojy

(293) b=da IN -1,
T

a HajBUIIe OHOJIHMKO KOJNKKO KX Ma y 6pojy
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(294) b-a 1,

n

e N u M o3Hadyjy jenHy ROY H jefHY FOPHY IPaRMIly BPERHOCTH —A,(y)
y TOME pasMaxy.
IMpuMemeHo Ha hyrRIH]jY
y =G,
TO ZOBOJH JO OBOTA CTaBa:

Kag tiospuuna uma, gy jegroza ayka Gocmaiipane Zeogeaujcke au-
HUje, C80Jy WOMWANHY KPUSUHY Hellpecilano Toauiiueny, gynxyuja G ce y
fome pasmarxy merbq y 06auKy doauiiuenux doayiianaca. CBaxu noayTa-
nac nexu u3Meby ABa rpaHpyHa IOIyTaNaca ymje Cy eIoHranmje

Gocos? [(u—ugN1,  Gyeos?[(u—ug WM,

rpe —N u —M o3Hadyjy Hajsehy M HajMamy TOTANHY KPUBUHY IIOBDIINHE
YK IOCMATPaHOT NYKA.

Bpoj momyranaca gyxX nyKa u, UWjUM KpajeBEMa ONrorapajy Bpej-
HOCTH i = Uy ¥ It = Uy IPOMEHBUBE i, 6rhe HajMare OHONUKH KOJUKO
nMa NeNuX jepumenna v 6pojy (293), a Hapmme OHOJIMKH KOIMKO X UMa Y
Gpojy (294).

Y cREMa crryuajenuMa, JYXiHa +/Gdy mpefcTaBba eleMeHaT IyKa
jemHe of KPUBHX ¥ = const.; TO je Jakie, pacrojame uzMeby nBejy 6eckpajHo
GIRCKEX TeONe3UCKAX JIAHHU]a ¥ TocMaTpaHo) Tauky M (u, v).

To je pacrojame OeckpajHo Mana KONWYHHA NPBOTA pefia, alu 0HO
IocTaje BHIIEra pefla y ONM3KHHM Tadaka M y xojuMa dyHKI#ja G mocTaje
jemHAaKa HYIH, Ti. KPo3 Koje aposase e OeckpajHo OIucKe Ieojesujcke
T@HU}E HOCMATPaHor cHeTeMa. I'eOMeTpHjCKo MecTo Tadaka M y KojuMa je
G =, ago oBa jeuayuna NeduHUIIe v KA0 pealny QYHKIHR]Y TPOMEHIBERE
i, IPeCTaBIba OGBOJHNILY TeOe3HjCKUX iuiuja v = const. Takas je, uup.
CITy9aj KOJ pa3sBOJHUX TOBPINAHA Ca JIYYHAM eJIeMeHTOM 00IHKa

ds® = du® +[u-o(v)*dv?

Kpusa u = @(v) npencrarba Tafa 0OBOJHUIY Ieofe3UjCKUX JIMHM]A
HOBDIIMHE, & TO j& caMa KyCIUalHa HBHIa MOBPIINHE.

13 caepeher crasa Bupehe ce U3 yera, yriaaBHOM, IpOU3Na3y yuelihe
1 BaXXHOCT APYrOT PeNATHBHOT M3BORa A, y mpobiremuma eomerpmje y
IPOCTOPY.

Benuku 6poj reomeTpujckux pakTopa Ha MOBpHINHaMa oapebyje ce
nomohy ToTanwe KpuBuHe ¢ nospmmHe. Kpusuza je Takobe y Besm ca
MHOIITBOM OCOGHHA MOBPIUMHA IITC HEIOCPENHO HITHA IIOCPENHO Off Ibe 3a-
Buce. Mebyrum:
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3a ceaky liospuuny iocitioju iio jegan opHiOZOHAARU CUCTHEM KOOD-
gunaitia (o, B) u gee pyrkyuje

CDI(O'WB) 1 ¢)2(a’ B)

{Hiux KOOpgUHALUA, KOje ce Y8eK MOZY ogpequiniu 1 Koje cy iuakee ga ce iilo-
{Hlanna KpUBUHA O U3PANABa KAO UpOU36Oq JegHe 0F wux 1t 30Upa gpyzux
JeAUMUYHUX PenallluHUX 138094 gpy2Ze og HuUX o KoopguHaiiama o. u 3.

Ila 6ucMo ce o ToMe yBepuiny, nociayskuheMo ce mozratuM Liouville-
OBHMM CTaBOM Jla 3a CBAKy IOBPIUWHY IIOCTOJW TakKas jefaH KOOPAUHATHHI
cucreM (0, B) fa ce y meMy NYJYHH eleMeHaT MOBPIUWHE H3paskaBa y 06-
JIRKY

ds? = o(a, B)(do?* + dB?);

no metopu Liouville-a dyHKnHzja ¢ ce fobuja Kao HHerpamuoHu (akTop
u3BecHe MupepeHnyjanHe JeHaYnHe

F(oc, B,%):

Be3aHe 3a MOCMATpPaHy NoBpmmHYy. Kpuse

o =const. W P = const.

CeKy ce TOoJ MPaBUM YIITIOM.
KpusrHa ¢ uspaxkasa ce Tafga noMohy ¢yukumje ¢ Liouville-oBum
obpacuem

2
1 J log o

S N B PP
© 20| oo’ oe? op?

AKxo ce, gaxie, 3a @, u @, y3my aBe QyHKIHMjE

O, = - log(p’
2¢
o, =loge,

KPHBHMHA G C€ JaBjba y 00Ky
0 =@ [A; (D) + Az p(DPy)],

e A, , O3Hauyje APYrH PellaTHBHM M3BOJ O O, A,y APYTH TaKaB U3BOJ
1o P, unMe je cTaB JOKa3aH.
Yocranom, dpynknuja @, ce u3paxasa nomohy pynknuje @, oﬁpa-

cleM
1 -
(I)l = _—2——(1)26 @2
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32. KWHEMATHWYKHA ITPOBJIEMHA

3amucnumo jeqHy pasaH (ci1. 15) Koja poTHpa OKO jejHe HEHOMUYHE
tauke 0. O3HaYMMO ca 7 BEKTOP IOJIOXKAja IPOU3BOJbHE Tayke M paBHA Y
HOTJIe[ly Ha HenmoMAuHy Tauyky O. Bp3uHa Tauke M, a TO je BEKTOp vV, Ipef-
CTaBJba M3BOJI BEKTOPA NOJJOXKaja IO BpeMeHY ¢, na he, faxine, 6UTH

Yormuite, JPYTH pelaTUBHA U3BO]

1d%r
Ap(r)==—5,
rodt
JIOK Ce OCTaje Ha CKaJapHOM I0JbY, HeMa HIKAKBO HApOYATO KAHEMATHYKO
3Hauyewme. AJIM KaJ| ce y3Me J1a u3BOJ| M caMa (pyHKIHja IPeACTaBIbajy BEX-
TOP, TJ. KaJ ce rnocMaTpa
8, =14 ),
rdt
OHJA Taj OPYTd PENaTHBHE M3BOR MMa JeJHO KOHKPETHO KHHEMATHIKO
3Haueme Koje he oBfie 6uTy mpukasaHo!.
Bp3uHa V MOXe ce NpeficTaBUTH NoMohy BEKTOPCKOT NPOU3BOA2 Be-
KTOpa @ TPEeHyTHe yraoHe Op3WHE U BEKTOpa T, Tj.
(295) v =[, 7]
Jep: 1° BekTOp V HMa IpaBall BEKTOpa IITO CTOjH YIPABHO Ha BEK-
TOope ® U 7,

1o ycMeHOM caomiTessy npod. A. Bunumosuha.
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2° cMep My OfiroBapa CMepy Tora MpoM3BOAA, MOIITO OKO, ITOCTaBIbE-
HO ca Apyre cTpaHe paBHM KyJa je HaepeH BeKTOp V, BUAU a APYId BeK-
TOp MPOM3BOJA, Tj. 7', HaJlOBe3aH HAa Kpaj mMpBOTa BEKTOpa ®©, Bydye OBaj
BEKTOP Y CMHUCIy KpeTama KasajbKe Ha CaTy,

3° OH MMa MHTEH3UTET ®r, IITO OrOBapa MHTEH3UTETY BEKTOPCKOT
MPOW3BOJIA IBA OPTOTOHATIHA BEKTOPA.

Axo ce jennaunHa (295) nudepeHnupa BEKTOPCKH 110 BPEMEHY f, B0~
Ouja ce

.ood?roL . - - .
y = :it_z(r) =r=[o,r]+[o,r].
IIperniocTaBUMO cajf fja ce poTalyja BpIIX paBHOMEPHO, M1a j&
=0
1 TIOCTie CMEHE
r=v=[a7]
MOXKe ce HaluCaTH Jja je
(296) r=[o,[o7]).
MebyTmM, #3 onmITer BEKTOPCKOT 06paciia 3a pa3sBHjamke IPON3BOAA
[A[B,Cl1=B(A C)~C(A B)
NpUMEHLEHOM Ha Cilydaj IITO ce MMa Yy BAAY, IPH KOME je
(A C)=(®,7)=0
1 360T OPTOTOHANHOCTH IIPX K0jOj je
~-C(A B) = -7(®, ®) = —-F0?,
IecHa cTpaHa jegHavnHe (296) uMa 3a BpETHOCT

—(1)2?2,
TaKo ja he ce qepUHUTHBHO UMATH fAa je
F=-re%

a M3 Tora clefyje fa je

Az(F) =

~N N
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mTo C€ u3pazxKapa CTaBOM:

Kag r tipegciiasmwa sexiviop ioaoxaja iauke Koja ce pagHOMEPHO
0bphe oKo JegHe ocosuHe, gpyzu peaalliueHU U380y HHOZA 8eKiliopa JegHax je
HezZailueHoJ epegroCiiiu Keaqpaiiia yzaoHe 6paune.

Hcru ce cras, yocTanoM, MOXKe H3BeCTH 1 6e3 yIoTpete BeKTOPCKHX
onepanyja. [Tobumo op o6pa3saia 3a Op3uHy

1 3a yOp3ame

Y6p3ame ce MOXke pacTaBUTU Ha TaHTEHIUjalHO, KOje je 3a ClIyda]
paBHOMEPHOT KpeTaka JefHAKO HYJIH, 1 HOPMaJiHO, HAalEPeHOo Ka LEeHTpPY
Kpyra ca BpefHouhy

V2

,
¥ Ca TIpaBleM OpTa (jeAMHUIHOT BEKTOPA), IAju je u3pas

F

r

TIpema Tome ce MOXKe HANMHCATH fia je

Ca gpyre crpaHe, y3eBIIH Y 063up f1a je

V= r,
rje je ® yraona 6psuHa, 6utie
F=—-ro?,
¥ nepUHATUBHO
r
o= _(02’
7

mTo je HCKa3aHO I'OpHUM CTABOM.
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33. MEXAHWYKH TTPOBIIEMU

1. TlocmaTpajmo y monapHuM KoopauHatama {0, p) y paBHE KpeTame
MaTepHujaIHe Tauke M MOJ yTuIajeM HeHTpaHe chiie F Uijd je 3aK0H

@) F =20
p
I7ie je ¢ jaTa (PyHKIHMja MoNapHOT Yria.
Y3eBiiu fa je Maca Tauke jefHaKa je[UHANH, AudepeHurjaina jey-
HayuHa KpeTamba je (Binet)
d%u ©(0)

a0 1T e

(298) :
roe je
1
==,

p

a'C KOHCTaHTa OfipebeHa TEOpeMOM ONUCAHUX ITOBPIIHHA

lvsinoc:C,

P

rhe je v 6p3UBa Tauke, O Harub 6p3uHe peMa NOTeTy p.
U3 jeqraunne (298) je

V9@ . 9(8)
Az(u)—a"—l——p?‘*l,

. 1
IITO DOKa3yje Ja y HOJapHUM KOOpRUHATAMA U3BOJ Az(— nMa 3a u3pas
p

3
p p

rae je o MO3WTMBHA KOHCTAHTA, & U3 TOra je, IpeMa Haipe[ H3JI0XEHOM,
MoryhHO H3BECTH KBAJIMTATHBHE NOJ€AMHOCTY KPeTama TauKe.

2. ITpoGnem xpeTama GHU3NYKOTr KilaTHA 4Hja ce AY>KWHA [ Memwa y
TOKY KpeTama Mo JINHEapHOM 3aKOHY, Kao JTHHeapHa (PyHKIM]ja BpeMeHa ¢
(o je, HOp. cIy4aj KaJl ce KJIATHO CACTOjH M3 TepeTa 06EIIeHOr Ha JaHIy
KOjH ce BEpPTHKATHO OJBHja ca jeHOra XOPH30HTAJIHOI BalbKa IITO Ce
okpehe OKO CBOje OCOBHHE), Kaj C€ Y IPAaBOYTTIOM KOOPAUHATHOM CHCTEMY
xOy y3Me 3a ocosuHy Oy BepTHKalla yIpaB/beHa Ha HIKE, CBOJIU CE Ha JIBE
nuHeapHe gM(pepeHyjaIHe jeqHaAunHe
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d’x X _ 0,
dt? l
d*y .y
LY PP
dt? l &

rae je T cuila Koja 3aTesKe KIIATHO Y NIPaBIy HBeroBe NyKuHE, g KOMIIOHEHTA
TEXeE,
IIpo6nem ce, gakie, CBOAM Ha NMpoydaBame (pyHKIHUja x U y AeduHi-
CaHUX CBOJHM APYTUM PEIaTHBHUM U3BOJHMA IO BPEMEHY ¢
T

Ay(x)= —7,

Ay (y) = %‘

~I1~

Cnyyaj Manux ocumialyja TakBora KJiaTHa CBOJ{Y Ce Ha NPOydYaBame
dyHKIMje u () YAju APYTE PeNnaTHBHHE U3BOJ II0 BpEMEHY f iMa 3a u3pa3s

Ay(u)=-1,
t
IMudepennujanta jeHaqnHa, ITO OAroBapa TAKBOME H3BOAY A, , HH-

Terpanu ce oMohy HMITHHAPHYHEX (PYHKIHja, Kao LITO je TO Halpej HaBe-
meHo. l'opwu 061HK M3Bofa A, (1) JOBOJH M IO jeAHAUNHE

d( du)
—lUu—t—|=u,
dr dt

KOja ce MOX€E OBaKO PaCTyMayHTH:
Bp3una npomene oppuHaTte 3a x = 0 fupKe Ha KPUBO] INHAJA

f(t,l/l)Z 0,

Koja pemiasa IIpo6ieM KpeTamwa, JefHaKa je OpAUHATH 1 Te KpUBE y IOCMa-
TpaHOME TPEHYTKY 7.

3. Y HebGeckoj mexanuuy, y Hill-oBoj 1 Brown-0Boj TEOpHjH KpeTama
Mecena, mpoy4aBame OMeparba YBOpa U Ilepuxesa, OCHOBHIIA je TpobieM
Jia ce oppenu pyHKUHja y 32 K0jy je A,(y) maTa (pyHKIHja BpeMEHa f.

Y Teopuju mIaHeTapHUX epTypOaluja Hamiasy ce Ha MpobieM fa ce
ofipenu pyHKUMjA y 32 KOJy je

Ay(y) = h? cos? x — k2,

rae ¢y h u k [Be KOHCTAHTE.
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Y mpoGieMy TpHjy Teja Kaj ce, y IpBOj alpOKCHMAIHjH, 3aHeEMape
Y/IaHOBH KOjH CafipXke Kao ¢aKTope cTeleHa nopemehajue pyHkuuje suiie
on 2, mpo6iem ce, no Gylden-oB0j Teopnju, cBoiK Ha fudepeHIHjaIny jef-
HAUMHY 00I1uKa

2
%ﬂf(x)y =0(x), f(x)>0.

Kap ce 3Ha je[HO HEHO MAPTHKYIAPHO pelliekhe y,, ONIITE PELIEhe je
y=y +7,

rae je Y HajoniuTija ¢pyHKIMja IPOMEHIBYBE X 3a K0Ojy U3Box A,(Y) mMma 3a
uspa3 dyakuajy — f(x). Kap je ¢yuknuja f(x) mosmara, Kpusa y he oc-
UUIOBAaTH OKO KPHBE Yy, a YeCTHHA TUX ocumwinanuja 6uhe ogpebeHa panu-
JEM CTaBOBHMA O OlHOCKHMA n3Meby yu A,(y).

34. PU3NYKU ITPOBIIEMU

Y pa3HoBpcHUM IpoOneMHMa MaTeMaTHuKe (pU3MKe HawWiasu ce Ha
penaTUBHE H3BOJe A, Heno3HaTHX (yHKUHja KOje peuiaBajy npobiemM, 6u-
JI0 Ha Taj HA4MH IITO ce caM NpobieM H CBOJH Ha TpakKeme TaKBHUX (PyHK-
uja, 6110 TEME 1WTO O ce MMallo TOBOJBHO pellierbe Kaj Ou ce ca3Hane u3-
BecHe KBaJUTAaTUBHE [I0J€ANHOCTY THX (DYHKIMja U3 TO3HATHUX N10jeAMHOCTH
BUXOBHX pellaTHBHUX M3BOfia, a Koje OH, IpeMa IIofalyMa y mpobiemMy,
6m10 MOryhHO eKCITMIUTHO (hOPMHUPATH.

PeTkw cy dusmuku npobneMu y KojuMa ce jaBibajy pellaTUBHU M3BOTHU
BUINera pefa of apyrora. Ha Takas ce jenan npo0ieM Hamnasu, HIp. IpH
mpoyyaBamy BuOpalyja elacTUyHe IIUNKe YKja fe6G/bHHA HKUje OeCKpajHO
MaJja; 33 Helmo3HaTy QYyHKIHU}y y pobiieMa MOTYhHO je eKCIUIMIUTHO (op-
MUpATH IeH PelaTHBHA U3BOA YETBPTOT pefia

Ay(y) = f(0)

Kao (PYHKIM]Y BpeMeHa ¢, 1la ce U3 NIOjefUHOCTH (yHKIuje f(f) MOry cas-
HABATHU KBAIATATUBHE TOjJeAMHOCTH (PYHKIHjEe y KapaKTePHCTHUYHE 32 TOK
mojase. :

MebyTuM, y Benukome 6pojy mpobileMa jaBiba ce APYTH pelaTuBaH
u3Boj A,. Takse 6u BpcTe Oy, HIp. Npo6ieMH y cnefiehuM nojasama:

1° xnabeme xeTeporeHe mMuIKe, CBOABLABO HA H3BOJ| O0JINKA

(299) Ay =2,
X

rhe je a HETATHBHA KOHCTaHTa,
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2° pasnospcHe Bubpangje 1 cnade ocHuIanyje MaTepHjaTHAX WK (PH-
3WYKAX CHCTEMA, Ka0 IITO Cy, HIp. BUOpallfje exacTauHe MeMGpaHe orpa-
HUYEHE jeTHOM ITapabonioM; IpobiieM ce CBOIHU Ha U3BOJ

By (y) = —(h+k*x?),

rge ¢y 4 ¥ k KOHCTAHTE;
3° mojaBe eNMaCTHYHOCTH Y KOjUMa je

Ay (y)=m(m+1Dk*sn*x +h,

T€ je h XOHCTaHTa, m IO3UTHBAH 1eo 6poj, a k MOyo eunTruKe DyHKIHje
sin x (Lamé-oBa jegHaquna);

4° pudpakupja CBeTIOCHUX 3paKOBa IpH NPONYIITAaWky OBHX KPO3
OTBOpE KPY>KHOT 00/iuKa; IpobieM ce CBOIHN Ha n3Bof obmmka (299);

5° ucnpaxmwaBambe eNeKTPUIHIK KOHIeH3aTOpa ca CTAJHAM W TPo-
MEHJBHBUM €IeKTPUYHIM OTIOPOM, KallaATeTOM, KOe(hHIUje HTOM ayTo-
-HHAYKIFje, ENeKTPAYHUM onTepehemheM U eNeKTPO-MOTOPHOM CHIIOM ¥
HBUXOBOM CacTaBy; MPOGIIEM ce CBOIU HA U3BOJ

Ax(y) = (1),

rae je f(¢) kapakTepucTHYHA (PYHKOT]A [T0}aRe, Ynju OOJIME 3aBYUCH Of Ha-
YUHA Memarma OMeHyTux ¢pu3nykux (axTopa y TOKY HojaBe M KOjy je
yBeK MOTyhuo (pOpMHEpaTH Kaj je [T03HAT Taj HAaUUH BapHjanuje 3a NocMa-
Tpa#y nojasy. OBa he 6uru feramuo o6pabena y maparpady Koju ciuegyje;

6° younMo (u3MYKe TojaBe WTO HOTNafajy 1m0 (PeHOMEHOIOIIKY THII
cdakara: mojaBe ITO IIPOU3JA3E U3 aKUHje ACIPECUBHOT Y3pOKa KOJH ce
Mea NPONOPLMOHAIHO TOTATUTETY CBOra HelocpeHor o6jexTa.

Axo ce ca A o3Haum KoeduIWjeHAT YTHIAja Y3pOKa, UHTCH3IUTET
opora 6uhe

X=-\n= —XJ vdt,

TIe je v HeCKPUNTUBHE eJeMeHAT MojaBe, a 1) HeroB TOTANuTeT. ¥ TOKY
nojase je

A,(M) = const. = _%,

rae je k xoeuujeHaT nHeplrje eIeMeHTa V.
Cmartpajyhu ka0 nmovyeTaH TPEHYTaK OHAj Y KOME je TOTauuTeT 1 jef-
HaK HYJIH, 3aKOH BapHjaljje TOTAIUTeTa AaT j€ JefHAYRHOM

n= vo\/%sin t\[%a
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a 3aKOH Bapujaldje caMora JecKpPUIITHBHOT €JIEMEHTA V je

. IA
V =V, 08t [,
k

Tojasa je ocymmaTopHa; OHa ce cacToju w3 GeckpajHora Husa Meby
cofOoM jelHaKUX OchMIIanyja OKO jeffHora ofpebeHor crama, fie(puHUCcaHOT
BpefHolThy TOTANATeTa jeHAKO] HYJIH W MOYETHOM BpefHOWhY v, ene-
menTa v. Iepuoga Tax ocumnanmja, GWIO TOTANMTETA, OUIO cCaMOra ele-

MEHTa v, HMa 3a BpEeJHOCT
~ k
VA

OHa je, JakJe, Y TOIUKO gyKa Y KOHKOC je Behn xoeduuyjenar nuepngje y
IOjaBH, a y TOMIKO Kpaha y Konuko je Behu koeduimjenar yrumnaja genpe-
CUBHOT Y3pPOKa.

Hajpeha ypamema TOTanuTETa OFf BPERHOCTH HYJIE CTAIHA CY H MMA]y

3a BpeHOCT
k

OHA pacTy U Ofafajy ca BpefHOCTIMAa KoeduujeHaTa k 1 A Ha UCTY HAYTH
K&0 U Iepuoja @ ociuanyja.

HajnpocTtrju npumep NM0jaBa TaKBOTa (PEHOMEHOJIOIIKOT THIIA TpeX-
cTasibayie OW KpaTye OCHMIaldje KiaTHa y 06e3Ba3fgylIHOM LIpOCTOpY.
Yory v urpa Op3uHa KpeTamwa, yIory TOTaIuTeTa 1| eJIOHTaugja, a yiIory
JENP2CEBHOT Y3POKa XOPH30HTANHA KOMIIOHEHTa TeXeE.

Tui 6u o6yxBaTHo M H0jaBy BEbpanuja enacTHYHE WK, YTBpheHe
jemHEM CBOJUM KpajeM, B3BefieHe 13 CBOTa PAaBHOTEXHOT ITOI0XKaja A oc-
TaB/keHe camoj cebu. On 6u 06yXBaTHO K N0jaBy OCIWIANNja Pa3iIHKe HH-
BOA TEYHOCTH ¥ IBAMA KOMYHUKALNXOHUM CYyJOBAMA BE33HUM Meby cobom
XOPH3OHTATHOM TEBH, Kajl Ce 3aHeMapH OTHOD Tpema (yrory v urpa 6p3u-
Ha OpoMeHe HUROCKE pas3NuKe, yIOTy 1) cama Ta pasnuka). Mcro 61 taxo
TR 00YXBaTUO U OjaBy HCNpaKibaBalkha eNeKTPUYHOT KOHAEH3aTOPa Kaj
j& eNeXTPUIHY OTIOP KONa 3aHeMapJbHB (YIIOTYy v Urpa jaudHa CTPyje Mc-
HPasKEbaBatea, YIOTY 1) KOTHYHNHA eNeKTPHIHTETa);

7° youmMo 1ojase y TUHeapHOM (PeHOMEHCKOM NOJbY, IITO HpoUu3nase
n3 aKIMje jefHora y3poKa NPoIOpIUCHANHOT IUBEPTEHIH]H [10Jba.

Jaguna y3poka uma 32 u3pas

2y
X =hdivy =?a_ﬂl2,
ds
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rfe je s My>KuHa JIyKa JIHHMje Ha KOJy ce CBOJHM IOJbE, a A je KoedruujeHaT
yTHI2ja y3poKa.
Y TOKYy mojase je

(300) Bou() = 24,0,

rae A, O3Hauyje APYIM PENaTUBHHA H3BOJ IO JYKY §, a A, IIpBH pena-
THUBHHU U3BOJ| IO BPEMEHY ; O, je IIO3UTHBHA KOHCTaHTa

a=k,
A
ITojaBa ce cBogu Ha HapuujaaHy AudepeHdjaTHy jefHaAYnHY
dv d%v
301 — = ,
(301) ot ds?

Koja fe(pMHAIIE BPeHOCT eJeMeHTa v Kao (DYHKIHK]Y BpeMeHa U NoJoXKaja
tauyke. Ty QYHKIM]Y jOII HMajy la OPEeu3nupajy YHAUpe[ JaTe AoKdaaHe WU
wipenyitine noropbe, Koje onpebyjy 3aKOH NpOMEHe cTama y jefHO]
yTBpheHoj Tayku moska ¥y TOKY BpPEMEHa, WM pacluope] cTama y Ioby Y
jenxHOME YTBphEeHOM TpeHyTKY.

Onurty marterpan jegnaunne (301) Moxke ce, Kao HITO je NIO3HATO,
U3pAa3nTH y ABa pa3Ha obiIuKa:

1° momohy GeckpajHOr pefa ypeheHOr IO CTEHEHHMa BPEMEHCKOT
pasmaka f —fy, Tie ¢, 03Hayyje MOYETHH TPEHYTAK;

2° moMohy ompeheHor uHTErpana y KoMe BpeMe ¢ U JIyK S Urpajy ynore
TPOMEHIBMBIX ITApaMeTapa. ‘

IIpsu je o6uK

(302) 1% :AO +A1(l"‘t0)+A2(f‘—t0)2+...

rae ¢y xoedunujeHTH A, QYHKUHUjE NIPOMEHIBHBE § H3paXKeHE ONIUTUM
obpacueM
_ o d2n
An - _}’FZS’—Z—'TF (S)
u r7ie je F (s) mpou3ssosbHa (pyHKOMja nyKa s u3abpaTa Tako fa peyx (302)
6yne KOHBepreHTaH 3a BPEHOCTH § U ¢ KOje ce UMajy y BHAY.

Tako ce rcTo v M3paxapa U y oONUKY pefia ypebeHor no crenennMa
JIYYHOT pa3Maka s — s, Te §o O3Ha4yje moueTHo s. Taj u3pas je

v=By+B(s—50)" +By(s—s¢) +...+

(303)
+A1(S ”S0)+A3(S "'50)3 +..
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re cy KoedunujeHTH A, U B, (pyHKIHUje BpeMeHa ! m3pakeHe ONIITUM
ofOpacnuma

n=1

1 1 d?
A,,=;"'Z__—} n_—l(p(t)’ (7121,3,5,7,,..),
o2 dy?
%
Bﬂ:._l_'. 1n dn W(t)’ (n=0’2’4’6"“)'
n. az dx-z—

H3paz (302) cagpsxu jenny npou3BoibHY MYHKLIH]Y F (s), AOK HX HU3-
pas (303) campxu gBe ¢(f) m (). Mebyrnm, oBaj Apyru m3pa3 Hmje orl-
HITHjU Off mpBora; Poisson je mokas3ao fja ce Ta {Ba U3pa3a MOTY TpaHC(OP-
MECATH jeJJaH y JPYTH, IOX YCIOBOM fja CBH O3HAUCHH pefoBH OyAy KOH-
BEPreHTHHU.

Jpyru je o61HK WHTErpana

(304) v =—\/%jF[s—sO+224/0L(t—t0)]e""2dz,

rge je F (x) npom3BoibHa (pyHKIHja Koja MMa [1a 3aJOBOJbH CaMO OBe
yCIIOBE:!
1° ma ce MOXe pa3BUTH Y KOHBEPTeHTaH pejl 06/nKa

F (x) = Clealx + Cze(xzx + C3€a3x i S

rae cy
C, Cy, Cs, ...
Oy, 0Ly, s,y ...
KONHYMHEe He3aBHCHE Off X,
2° na Npou3BOJ
2
e F(x)

TEXH HyJIK Kaj| x 6ECKPajHO PACTH y MO3UTHBHOM NIPABILY.

IMpom3BosbHe (pyHKIHWje ¥ cBUMa THM ofpacuuma ofpebyjy ce npema
IIOTOAOK fla Ce, y MOYETHOM TPEHYTKY ! = f,, AIMa JefaH JaTH Pacuopen
cTama, NepUHICaH JaTOM je[HaUHHOM

(305) v = Fy(s),

WK J1a ce y YTBpheHoj Tauku s = 5, NoJba KMa jeflaH JaTH 3aKOH BPeMCH-
CKUX [POMEHa CTaiba, ie(UHNCAH JATOM jeIHaYMHOM
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(306) v = F,(1).

Y mpBoMe cny4ajy NpoH3BOJkHA (hYHKHHja, HOpP. F (x) y obpaciy
(304) 6upa ce Tako fa je
F(x)=Fi(x),
a'y ApyroMe Tako fa je

j F(B2)e™ dz = Fy(1),

rie je B KOHCTaHTa y OJHOCY Ha 7, laTa obpacieM

B=2Jo(r—1,).

Tun nojasa, o KoMe je oBie ped, obyxBaTa, HIOp. cBe (PU3HIKe TOjaBe
KOJe ce cacToje y Bap#jallijaMa jeiHora crama (v) v MEeTallHo] KAl JOBO-
JbHO RYTa4KO] a Ha IPOMEHE CTaka Y JeHO] TauKH XHIle He YTHUe CTAMHkE
Ha FbEHEM KpajeBHMa, a Kajl ce Te NpoMeHe BpIie Y NPUIHKaMa OBakse
BPCTE: CTalke y jefHOJ, Ma K0jO] TAUYKU XKHUIE TeXXU Ja ce U3jeHaYd ca
cTarbeM Tadyaka y FeHO] HellOCPeHHO] ONU3MHY, M TO TaKo, 2 je Takpa
TeXba u3Mehy Bejy CyCeqHUX TayaKa y TONHKO jada Y KOJUKO Ce cTama y
OBHIMA jaue PasiivKyjy, a ia oHa 6p30 ollaja ca pacTojamkeM Tadaka W ga JIo-
cTaje HeOCeTHa kaj ce u3abe U3 BenocpegHe ONM3UHE OCMATPAHE TAYKE.
Takas je, HIIp. cay4aj:

a) Ilpn pacrpocTupamy TOIWIOTE IO AYTavKO] XKHUIM, H30N0BAHO] Off
yTHIIaja CpejuHe, TOBEeJleHO] Hajupe Ha Temueparypy 1 = 0, na 3aTuM Ha-
NPacHO A3JIOKEHO], jefHUM CBOJUM KpajeM, aKIHjH TOIUIOTHOT W3BOopa Yuja
ce TemMnepaTypa T ofpkasa HeM3MEHmhEeHA Y TOKY MojaBe. YJIOTy v Hrpa TeM-

v
neparypa T Tauyke Ha SKUIH; YIIOTY m Gps3una 3arpenara, a YIory o KBaj-
;

paTHU KOpeH TepMUIHOT KoedHIHjeHTa MaTepujaa xune. Toiora ce no-
CTYIHO pachpocTupe Off Tayke O TauKe JKUIE Ha HAUMH KOJH C& MOXKE Y
MOjeIMHOCTIMA U3BECTH B3 TOPHUX jefHAUNHA,;

6) Kag ce jegaH Kpaj gyrauke M30JIORaHEe XHUIE, Ha KOJO] je M30-
JaUuEjoM cipedeH 604YHM I'YOUTAK eJIeKTPUIATETA, a K0ja j& IPBOSUTHO ¥
HEeYTPANHOM €JIeKTPUYHOM CTak:y, HallpacHo JOBeJie Ha TMOTEHIM]aN

v = const.,

KOJH ce OJf Tajla Ha ToOMe Kpajy Ofp:KaBa HEM3MEILEH, a IPYIH ce Kpaj Bewxe
ca 3eMJpoM. EllexTpuuHO cTame ce, pe Ho mTo OyAe YULIo Y CBOj mepMa-
HEHTHH PEXKUM, PacupocTHpe IO KUY Ha HaunH oOyxBaheH TopmuM jen-
HaumHaMa. Y JIOTY v Urpa eNeKTPHYHH IOTEHIH]al Tayke Ha ONCTO]amy § Of
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MOYETHOT Kpaja >Kulle, a Y TPEHYTKY £; IOy Ot KBaApaTHH KOPeH Koehuiu-
jeHTa CIpOBOIJBUBOCTH MaTepHjala KAIE,

B) [Tog mctu Tvm 1ojaBe, caMo ca HEHITO IPYrojauliM JIOKAIHIM | Tpe-
HYTHUM Iorop0ama, NOTNafa u MojaBa MOCTYITHAX BapHjalyja KOHUEHTpa-
LFje JOHa y BOITaMETpPY, IPY YEMY C€ KOHLEHTpAIlja MEba ca BPEMEHOM 1
OJICTOjabeM s IIocMaTpaHe Tauke pacTBOpa Off eNeKTpofe. YIIOTy v urpa
KOHIIEHTpAal¥ja joOHAa Y TaYKU § Y TPEHYTKY f; YIOTY O KBaipaTHU KOpEH
Opzune nudysnje Koja KapaKTepHllle pacTBop;

8° yoummo, Kao MOCIelibI IpUMep Te BpCTe, NIojaBe y TNHEeapHuM de-
HOMEHCKHM IT0JbAMA, IIITO TPOU3Ia3e U3 jefHOBPEMeHe akIHje ABajy y3po-
Ka: je;{HOTa IPONOPIIOHATHOT AUBEPreHINj N T0Jba 1 jefHOra IPOIOPIKO-
HAJTHOT BETIMIMHY CBOTa HENOCpeaHor o0jeKTa.

Jauuna npBOT y3poKa uMa 3a u3pas

2
(307) X, =Adivy =7wa——‘;,
os
a jaumHa Oqpyror
(308) X2 = MV.
Y Toky mojase je
(309) Bas(v) = < A (1) 4B,
rae cy o 1 [ KOHCTaHTe
A B
o = —, o = -,
k A

rae A, k, L IMajy Manomnpebalme 3HAUEHE.
ITojaBa ce cBONY Ha TapUUjaIHy AU epeHIEjaTHy Je{HAINHY

2
dv 1adv By =0

ds® o ot

(310)

¥ 0Ba, ca IOKAJHEM ¥ TPEHYTHAM IOrofi0ama, fehMHuIIe v Kao (PYHKIH]Y
BpeMEHa U II0No¥XKaja TayKe.

Younmo jeman oipeben cayuaj te spcre. Heka je 1aTo 3aTBOpeHO
nuHeapHo (PEHOMEHCKO M0JbE M HEKA j& MOYETHHU PACIOpe]| CTamba v Y IeMy,
y TpeHyTKY ¢ = 0, 1aT jeAHaYMHOM

(311) v = f(s)

rfe je f maTa dyHKIHmja TONOXKaja TauKe. JefHOBPEMEHOM aKIMjoM [Bajy
y3poKa HaBejIeHe BPCTE CTamke v MOCTYNHO hie ce MemaTH y TOKY BpeMeHa,
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MO 3aKOHY KOJH je H3paXKeH OHMM WHTerpanoum jegHauwmne (310) nrro ce 3a
t =0 copu Ha (311).

M3abpaBmn jequHuy Mepe 3a OfcTOojama § TAKo, a AyXKHUHA T0Jba
Oyne 2T, a JeMMHAITY Mepe 3a BpeMe Tako ga 6yge h = 1, Taj je 3aKOH o6NIHAKA

(312) v = Z [(a, cos ns + by sin ns)e™ 1,

n

rme ¢y a, 1 b, koedunujentn Fourier-oBor pena

fis)= E[a” cos ns + b, sin ns |,

n
ITojaBa acCHMTOTHO TEXKH CTAIOHAPHOM CTalby
v = const. = a
U TO To onafgajyheM eKCIoHeHIUjalHOM 3aK0Hy OONNKa
y = Ae’,

Ile ce BpeJHOCT KOHCTAHTE A Mera Of Tauke 0 TaykKe Noba.

Takag je, HOp. CIIyYa] TpU HOCTYHHOM XNabemy 3aTBOPEHE KOHTYype
O MeTajlHe XUIe, U3N0XKeHe YTHLA]y cpefuHe, Kaf xinabeme modnme o]
TPeHyTKa KaJ je TepMHIHO CcTamke [0 KWK fAaTo jegHaumHoM (311), rre
ya0Ty v Hrpa TeMuepaTypa Tadke Ha OCTOjamy s Of H3abpaHe IOYeTHE
Ta4yKe Ha KUK, YIOTY Y3poka X, HIpa TeXHa CYCefHUX Tadaka Ka yjen-
HAYaBaKky TeMOeparTypa, a yIory y3poka X, yTuliajHa TeXIha CDefuHe
KOjOj ce KHIa XIau. ‘

VY cnyuajy kaf je pacropef koedunujeHaTa o 4 B y Hosby xeiliepozen,
TaKo fJa Cy TH KoepUuMjeHTH (PYHKIHje ON0Kaja TadKe, CTabe v Y TaYKH
s, a y TPEHYTKY f, MOXe ce CMATPATH Kao DEe3yJNTaT CyIEpIO3HLuje
OeckpajHoTa HU3a eNIeMEHTApHUX CTalbha

Wi, Wy, Wi, ...

KOja ce y TOKY BpeMeHa Mefbajy O 3aKOHUMa 00K a

wy = Cue™™,
_ —ryt
(3]3) Wy = C2u2€_A ’
wq = Cyutqe™",
The ¢y

Ch Cz, Cg,
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KOHCT2HTe He3aBHUCHE Off BpeMeHa ¥ [OJI0XKaja Tauke;
Uy, Uy, Usy ...
byrKumje monoxaja Tadyke 3a Koje je Apyru peliaTUBHE A3Boy 0OInIKa
A,(u) = a? - b,
(a u b XOHCTaHTe), a 1 jefaH MPOMEHILUB HapaMETap;
Ty Fas By e

Cy BPETHOCTH TOTa NapaMeTpa ofpebeHe Kao KOPeHH H3BECHE TPAHCHEH-
RECHTHE jefHaYlHe

(314) 9(r) =0,
ropMupane oMohy HHTerpana 1 jeHadYnHe

2
(315) —3—?+(b2r~a2)u:0
s

U TpaHAYHEX norofada.

Ha Taxas ce cly4aj HAWIas3y, HIp. ¥ H0jaBy ToCTYVIHOT xMabema e
HejegHake feb/buHe, UIN ca HejeTHAaKKM PACIopPefOM MaTepHjana Tako, fa
ce rycTaHa, clenuduyka TOINIOTa X IPOBOIEHBOCT MeHhajy Of Tauke 4o
Tayke xuile. 3a KopeHe jegHaunne (314) qoxasyje ce ga Cy CEX peayHy U
NO3WTHBHY. ®yHKUMjE U, BMajy Taga ocoCude cnuyne oco0MHAMA CHHYCA U
KOCHHYCa YMHOMKEHUX YTJIOBa UITO (urypminy y Fourier-oBuM pefosuMa.
Csaga o BUX Mewa 3Hak nponaszehn kpos wyny. Hpsa meby wnma, QyH-
KIHja i, Urro ORroBapa HajMalkheM KopeHy r jensagune (314), sagpxana
jelaH UCTH 3HAK VK Iellor Ho/ka. PVHKImja ¥, MOHa JeJanIyT 3HAK H3Me-
by xpajmux Tavaka noba (PYHKLHE]A «4 [OBa IyTa BTy Al pasMany usMehy
y3acTONHUX Tayakd ¥ KOj¥na JefiHa, Ma Koja, Of THX (PYHKIH)a MERa 3HAK,
nrcy Meby coboMm jefHaKkw, Xao WITO je clydaj KOJ CHHYCa M KOCUHyca: OHI
ce Memajy ca pacmopeloM KOHCTaBaTa @ ¥ b, OfHOCHO O # B, T]. ca pacno-
penoM crienudHIKuX 0co6KHa MaTeprjana y (PeHOMERCKOM II0JBY, ¥ TO 10
oipebenrM 3aKOHIMA, YIIOpeo ca IpOMeHaMa paciopejia MaTepHjala Koju
HENOCPENIHO YTHYE Ha BPEJHOCTH KopeHa jeprnaunue (314).

Taxo, Kaji ce Ha jegHOMe Kpajy noska xoedrumjerar  (mwro y osre
HOCMATPAaHO] KOHKPETHO] II0jaBh 3HAYM MOBehaTH ¢MUCHOHY Moh, dmja
jaumHa 3aBUCH Of MaTepHjalia W CTeIeHa IIATKOCTH CHOJBHE IOBPIIHE
JKWIE) CBU Ce KOpeHM r, nHoBehaBajy M Tatuke y xojuMa yHKOUjEe U,
MEHA]Y 3HAK YasbaBajy ce Off TOra Kpaja Holba.
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ITo HCTEKY je;mera, AOBOJBHO IYra4vkor, pa3Maka BpeMEHa CBAaKO Ce
O €JIEMEHTAPHUX CTalba

(316) Wi, Wa, Ws, ...
HEOCETHO Pas3iiuKyje Off HEYTPAJHOT CTarba
ul = 0

KOMe OHO acHMTOTHO Texu. IIpe Ho mTo To 6yfe u ca pe3yiaryjyhmm cra-
meM (v), Kao cynepno3unujoM crama (316), nacrynuhe jefan TpeHyTakx Kaj
ce cTame (V) HEOCETHO PasJiuKyje Off elleMeHTapHOT CTatba

w; = Cjue™

u npeMa ToMe he y Tonuko 6pxXe TeXKUTH CBOME aCHMTOTHOM, HEYTPATTHOM
cramy y Konuko je Behm kopeH r jemnauumue (314), 1j. y xonuko je Behn
koeumjenar f3.

Ilop meTu THI NojaBa HOTNAAAjy U (PIyKTyallje eNeKTPUIHTETa 110
KU Y TPOMEHIBEHBOM PEKUMY, TP 60UHOM I'yOIbehy eNeKTPUIATETa 1
JOKAJHAM ¥ TPEHYTHUM IOorofgdaMa CIMIHUM OHHMA O KOjUMa je Hampen
6mna ped.

35. IPUMEP ®N3NYKOT [TPOBJIEMA OBPATEHOI IIOMORY-
OCOBHHA AJITOPUTMA A,

Kap ce apmaType eleKTpHUYHOT KOHAEH3aTOpa, NOMOohy CIipoBOJHE
XuIe, coje ca 3eM/boM UM Meby co60M, KOHEH3aTOp ce HCIpaXibaBa.
HcnpaxmaBame Hitje TPEHYTHO; 32 BpeMe, 3a KOje OHO Tpaje, Kpo3 CIIpOBO-
nHy XKuy kpehe ce enexTPUIMTET — CTPYja UCIpaXbaBalka — U Hajlas’ ce
Y T3B. dpomeHmsusom pexcumy. IHTEH3UTET U CMUCA0 CTPYje, YCIeR HHAYK-
[UOHUX YTUIaja, MEH:A]y Ce Of] jefHOTa TPeHYTKa 0 APYToT U IPOyYaBarbe
THX TMPOMEHA CacTaBlba TEOPH]y KOHTUHYAJIHOT M OCHHJIATOPHOT HCIpa-
KrbaBarba KOHJIEH3aTopa.

’ Teopujcky je NOKA3aHO U €KCIEPUMEHTOM NOTBpbeHo ma KapakTep
HCIpaXibaBarba 3aBUCH Ha IPBOME MECTY Off PEIaTHBHHUX BelIHYMHA EJIEK-
TPUYHOT OTHOpa U KoedIujeHTa celnd-uHAYKIKje CIPOBOAHE XULe, U Off
KamanuTeTa camMora KOHAeH3aTopa, U [ia je IpeMa THM BeJIuYdHaMma HC-
IpaskibaBake KOHTHHYATHO WK OCIUIIATOPHO.

Y upBoMe cryyajy HHTEH3UTET CTPyje y TOYETKY je jeHaK HyNH, 3a-
THM pacTe, JOCTHXe jeaH MaKCHMyM IIOCJie Kora CTalHO Ollafa [0 Hyle;
eNleKTpUYHO onTepeherme KOHAeH3aTopa CTaIHO OlNajia off CBOje PBOOUT-
He BPEeXHOCTH [0 HyNe.



NETUMUYHY TIOITEN HA KOHKPETHE [TPUMEHE AITOPUTMA A, 373

Y #pyroM ciyd4ajy y KHMIHK ce jaBlbajy eJeKTpUYHE OCHUIIAlH]e;
CMHCA0 CTpyje Hau3MeHIIE je, M ¥ BpJIO KpaTKAM pa3MaliMa BpeMeHa, 11o-
3UTHBAH U HETATHBAH; €JIEKTPUYHO onTepeheme KOHAeH3aTopa Takobe je
HanW3MeHIle TO3UTUBHO ¥ HETATUBHO.

Teopnjy nojase nocrasunu ¢y Thomson, Helmholz u Kirchoff, normra-
BILK OJf IPUHUMIIA Oip>Kaa eHepruje U KomOunyjyhu ra ca Ampeére-oBum
eJIeKTpOMarHeTHUM H Joule-0BUM TepMHUKkuM 3ak0oHOM. Ona faje moryh-
HOCT Jia C€ OAPENH YTHIa] IOjefuHAX (PU3NUKKX (paKTOopa Ha TOK II0jaBe, Ha
MY>KWHY €JeXTPAYHNX Tanaca, Op3uHy BUOpanyja UTA. U fa ce yHaIpe[, pa-
YYHOM, OfpeNie IIPOMeHe Y MOjaBH npoyspOKOBaHe BapyjalnyjaMa oTIopa,
KarmanureTa celndp-uHAyKIuje uTy. :

Anm y TOj TEOpPHjH ENEeKTPUYHUX OCHWIANN]a HEeIPEeCTaHO Ce NpeT-
IIOCTaBlba fla Cy TH PaKTOPH, IITO YTUYYy HA TOK TOjaBe, Ka0: OTHOP, Ka-
NALUTET UTH. HeilpomMeHbUsU Y TOKY OBe. Teopuja ce Tafa CBORM Ha HpPo-
ydaBame jefHe NuHeapHe AudepeHnujaine jefuadnHe Apyrora pena, Koja
J€ YBEK MHTerpabuiHa ¥ 9Mji HHTErpall, KOju je BpJIO NpocTOor 06IuKa, Jo-
IyiTa ia ce Mpoyde cBe NMojeAuHocTH NojaBe. Habernn pesynratu noTsp-
beHm cy eKCIepEMEHTOM H y TOME IOrJefy Hema e IITa NONATH OHOMeE
mTo ce Beh 3Ha.

MebyTum, Ta TeOpHja OCTaBba HENOAUPHYTE OHe CIy4YajeBe y KojuMa
ce moMeHyTH ($akTOpH, IITO GUTHO yTHYY HA TOK II0jaBe, Takobe u camu
Merbajy y mioky oee i TEMeE je KoMmmunupajy. YecTo ce fgellaBa M caMo IIo
ceu, a MOXe ce Ha MHOTO HAUWHA NMOCTHhY B HAPOYHTHM EKCIePUMEHTal-
HUM CPelCTBUMA, Aa Ce WIH OTIOP CIPOBONHYKA, WIH KaHalUTeT KOHNECH-
3aTopa, Wi KoeduiujeraT celd-wHAYKINje CIPOBONHUKA WIH CBH OBH
(pakTOpY jefHOBpPEMEHO MEHA]y Ca BPEMEHOM, OUJIO IO MO3HATUM H yHa-
mpeq faTuM 3aKOHUMa, 6110 1 6e3 TauHOT No3HaBaiba THX 3akoHa. [TojaBa
Tafga moCTaje CIOoXKEeHH]a, ally IojeuHe mheHe 0COGUTOCTH OCTajy ClnJHe
OHEMA TITO OAT0BAPAjy HENPOMEHJLUBUM (PakTOpHMa 1 YWHE Jla ce NojaBa
UMaK MOXe y MojefuHOCTHMA MpoyIuTH. M y TaXBHUM clly4ajeBEMa UCIIpa-
KIhbaBambe KOHAECH3ATOPa MOXKe OUTH MOHOMOHO WK OCUUAAUIOPHO, TITO
HCKJBYUUBO 3aBUCH Off peJIATUBHIX BeTMUNHA ¥ HAUMHA BapHjal@ja OTIopa,
KamauuTeTa ¥ KoedunujeHTa cend-uHayKimje.

Y oBOMe NOCIEAmEM CIIy4ajy, Kajj je UCIpakmbaBarbe OCHUIATOPHO,
CTBapajy ce anTepHaTHBHE CTpyje CIMYHE OHMMAa KOJ o0W4HOoTra Hc-
npaKiaBarba [IPH CTATHUM YTHIAjHUM (PaKTOpHMa, ajli ca TOM OUTHOM pa-
3JIMKOM IITO MM OCHMIIATOPHE NMEpuofe HUCYy Bumie crainHe. Ha Taj Haumn
CTBapajy ce, faKie, asillepHaiillieHe cltipyje ca UpoMeHbUSUM Tiepuogama,

Teopuja ce Tafa CBOJY Ha ipoyuasarse pyHKYlje KOja 3a gpyzu peaa-
musHU U3sog A, uma jegry ogpebeny u io3nailly ¢pyrkyujy epemena. [u-
(hepeHIIjaHe je[HAYRHE [0 KOJUX Ce Tafa AOJa3H, H3y3E€BIIM PETKE CIly-
yajeBe, He MOTY ce €KCIUITMIHTHO WHTETPANNTH |, IPeMa TOMe, U3TTealo
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0u na je Teopuja nojase HeMmoryhua. Ann uckopuiirhyjyhu Hanpen nokasa-
He Be3e H3Meby NojefHAOCTH u3Boja A,(y) u oarosapajyhe my dyHKUHje v,
of6papja Te Teopuje Hocraje MoryhHa ¥ HOBONU [O pe3viTaTa CIMYHEUX
OHHMa IPY HENIPOMEH/BUBAM YTHIAjHEM (pakTopnMa. To he Guru mokazano

y OBOME HITO ClIefiyje.
ES

S

IMoTpaxuMo Hajnipe agANATHYKA W3Pa3 3a APYTH PeNaTHBHHE H3BOJ
A, op xora he 3aBUCHTE TOK II0jaBe KaKO TPU HENPOMEHILUBUM, TAKO H
IpY NPOMEHJLHBEM YTHUAJHEM (pakTopuMa. 3a Taj uupk 6uhe ynorpe-
OipeHN NpuHLMnY Ha kojuMa cy Thomson, Helmholz u Kirchoff ocrorann
TEeOpHjy OOWYHOTa UCTIPaKibaBamka, a TO CY:

a) IPUHIUL OXPKAtha eHEPTH]E;

0) 3aKOHM €NEKTPOMATHETHE HHIYKUH]jE;

B) UPUHIHI TparchOpMalHje eNeKTpUIHE EHEPruje y TOMIOTHY.

Younmo koHxenzaTop (cn. 16) unje apMarype A u B Heka cy Halyme-
He Konu4uuHaMma O u —Q enexTpuuureTa. Bexumo o6e apMaType CipoBOf-
HOM 3XKHICM YHJU Ce KaNalluTeT MOXe 3aHEMapUTH U Y3MHUMO JOIII [ja ce Y
cacTaBy Tako o0pa30BaHOr eJIEKTPUYHOT CHCTEMa HaJla3H M KaKaB W3BOP
eJIeKTPOMOTOpHE cuile E, HIp. KakaB eNekKTPUIHA eJIeMeHaT mnu 6arepuja.

A B

+3\

R
Cn. 16

[ipema mpuHIUnY Ojip>kaka eHepruje, y 0ecKpajHO MajoM pa3Maxy
BpeMeHa df, UeJIOKyIHa eHEPrija, IPOU3BeieHa eJIeKTPOMOTOPHOM CHIIOM
yHoTpe6/beHoTa H3BOPA H HCIPaKHaBalbeM KOHJEH3aTOpa, jefHaKa je
36mpy:

1° xonuymne TONNOTE pa3BUjeHe OTIIOPOM CIIPOBOIHE XKAILE;

2° npoMeHe eleKTpoMarHeTHe eHePruje y CHCTeMY 3a BpeMe dt.

O3HayuMo Taga ca:

E enexTpoMOTOpHY CHITY KO}y fiaje YHOTpeOIheHI U3BOD;

[ MHTEH3HUTET CTpyie POU3BEICHE UCTIPAXbaBakeM KOHSH3ATODa;

P enexTputiHM OTTIOP CHPOBOJHE XKUIIE,
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L xoedunujenaT cend-HHAYKINje CHPOBO/IHE XUIE;

0 enexXTpUYHO onTepeheme KOHJEeH3aTOPa;

C xananuTeT KOHAEeH3aTopa;

g npuTtanaj nagykugje (flux d’induction) mpoy3poKoBaH CICIHEHEM
y3pouuMa # KOjH NpoJia3d Kpo3 CIPOBOJHY XKHUITY.

Tapa, ka0 wWTo je No3HATO:

1° emepruja, mponspejieHa eIEKTPOMOTOPHOM CHIOM E y pasmaky

BpeMeHa dt, buhe
Eldt;

2° eHepryja, pasBujeHa UCIpakkaBarbeM KOHJIEH3ATOpa ¥ TOME pas-
MaKy BpeMeHa, a Koja OiT0Bapa HeTr'0BOj pas3iuiy HOTeHIH]jana

VZ_Vlz%a

6uhe
19 dr;
C

3° KonWYHHA TOIIOTE, pasByjeHa OTHOPOM CIPOBOJIHUKA XKulle, Onhe
110 Joule-0BOM 3aKOHY
RI?dr,

4° mpomMeHa eeKTpOMarHeTHE eHEPruje Y CHCTEMY JeHaKa je, mpeMa
OCHOBHOM 3aKOHY €JIEKTPOMAarHeTHe I/IHJIyKIII/I]e HHTEH3UTETY CcTpyje [ mo-
MHOKEHOM JudepeHuujamoM 36upa IpUTULAja ¢ COJbHE HHAYKIHjE U IIPH-
muBa LI cend-MHAYKLMje IIPOU3BENIe CaMOM CTPYjOM IIITO NPONa3y KPOo3 KU~
ny. Ta he npomena, nakine, 6uTn

I-d(g+LD.

Otypa ce, npeMa NpUHNUINY OfpsKaba eHepruje, oOnja jefHaYnHa

Eldr +12 Q = RI%di+1-d(q+LD),

jin et
dq+Ld +Id—L

E+ Q_ =Rl +
dt dt dt

Auu je, ycrojuBIIM yoOuuajeHy morogoy fja ce cMaTpa Kao IMO3UTHBaH
HHTEH3UTET CTPYyje MCIpaKmbaBarka Kajl OBa II0CTaje YMamaBalkbeM ENNeK-
TPUYHOT UCIPaXbaBaka KOHASH3aTOpa



376 JVOEPEHLIVIAJIHU AITOPUTAM

__4d0
dt

U IIpeMa TOME C€ OoCiICaha jClIHa‘{HHa MOZKE HallUCaTH ¥ 06JII/IKy

2
dt d)d C dt

To je HajomuTHja prdepeHnyrjanHa jeqHaunHa nojase. OHa je fpyrora
pefia, MMHeapHa IO KOJNMYAHA O ¥ BPE[M a Ha Ma KOJH HAUMH CE& MEHhaln
yTunajan paxTopu

C,R, LE q.

Kap je Haunn Memama THX pakTopa MO3HAT, HHTETPalijoM jefHayn-
He gobuja ce eleKTpUYHO onTepehemwe O Kao ¢yHKIM]a BpeMeHa £; toMmohy
Tora fobmjajy ce U CBM OCTaju Hojany noTpebHu 3a TeopHjy. IlpuMeTnMo
caMmo Jia, Ipema pacropefy cimke 16, Q o3Hadyje eJeKTpUYHO onTepeheme
apMmaType A KOEfieH3aTopa; ontepeheme apMarype B Ouhe Tafa —(Q.

Kap mema uHOyKIHje Mpou3BencHe CIOJLHIM YTUIAJEMA, WA aKO je
OBa HENMPOMEHJBbYBA ¥ TOKY IIOjaBe, 6uhe

g _
dt
U jeJTHAYMHA [0jaBe IocTaje

2
Ld2Q+(R+d—L)d—Q+—1—Q+E=O.
dt dt ) dt C

Axo y cacTaBy cHcTeMa HeMa HHKaKBOT H3BOpa €JIeKTPOMOTOPHE CH-
Je, jeqHavYWHA OCTaje

2
Ld2Q+(R+_d£)@+iQ:@
dt dt ) dt C dt

AXo je, Ipu TOMe, U YTHIA] CIIOJbHE HHAYKIU]e HEIPOMEHIbUB, WU I'a
7 HeMa, jeJ{HaYMHA Cce CBOJH Ha

2
Ld_Q+(R +d_L)d_Q+lQ:O
ar? dt)dt C

HamocneTky, ako cy y OBOMe NMOCIEALEM CIIy4ajy OTIOP, KalaluTeT 1
Koedumjenar cend-MHAYKIIje HeNPOMEHIbUBY 3a BpeMe I10jaBe, jeqHaYn-
Ha ce CBOJM Ha JIMHECApHY jeAHAYNHY ApYrora pefia ca CTaJHuM Koeduuuje-
HTHMa 1 6e3 He3aBUCHOT UJIaHa
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dZ
(318) P X )
dt da C
KOja CIy3XM Kao OCHOBHIa OOMYHO] TEOPHUJU UCIpaXkKbaBambha KOHAEH3aTO-
pa. A oBa ce, Kao IITO je IO3HATO, Y TJIaBHUM CBOJHM LpTama, CaCcTOJH y
OBOME:! ,

Hurerpanujom jepaagnre (318) gobuja ce
Q=Ce" +Cre™,

rhe Cy 1 ¥ r, KOPeHH KBaipaTHE jeqHauNHe

rz—kgir-k—J;»z 0,
L CL
Hakie, gatu obpacnumMa
R R? I3

]lz-——— ——mm ——————

2L 4r* CL

]

IIpema ToMme, fa I je

R>2\/Z U R<2\/—z~,
C C

KOPEHHU Cy peainu win nMarnHapuy. Miarerpanuone koucraure C; u C)
onpebyjy ce Ha Taj HaumH Aa 3a ¢ = 0 Oyne

O = npeobuTHOM onrepeheny O,

a gHTeH3uTeT cTpyje [ = 0, mpeMa JeMy ce uMajy iBe Je[HaYmHe

Ci+C, =0,
r1C1+r2C2:0,
73 KOjHX je
Oots (1 R )
C, = =|—+—— |0y,
e T
Quri (1 R )
C, = =|=-—=10,
*Th-n \2 4oL o
e je
R* 1
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Kapg cy koperu n, u r, peannu, 6uhe

-—(1 R ‘1 R
2L + 0(t+ — — O ,
(319) = 0o [(2 4@)6 (2 4%)6 J
. Rt
I_ Q ezL(eCll —0([)’

20LC

d aKO CY KOPCHHU MMAarvHapHU ¥ dKO CC CTaBH Na je

R2
= CL a1z
nobwuja ce
Rt R
0= Qe L (cos Bt + ﬁsin Brj ,
(320) p

1=, i sin Bz,
BLC

Kapakrep ucrpaxmaBama pa3iiiyaH je IpeMa TOME Ja i Cy KOPEHH
K, W ¥, pealHd WIM UMATHHApHM, Tj. IpeMa TOMe [a JIH j€ pellere

npoGiieMa u3paxkibaBo obpacuuma (319), nnm ob6paciuma (320).
Y npBOME CITyYajy UCHPAKIHABAKGE j& MOHOMIOHO. ENEeKTPUYIHO ONTe-

peheme KOHIEH3aTOpa, Koje Y HOYETKY HMa BPeTHOCT (Jy, ONaja MOCTYIHG

W HETPEKUJHO O HyNe, IOLITO je
- R
— >0,
2L

ma he mpomene enextTpuuHOr onrepehema y TOKy BpeMeHa OMTH 1IpE]-
craBibeHe ciauxom 17.

g
9

Cn. 17
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Hurensuter cTpyje y NOYETKY je jefHaK HYIH, 3aTuM PacTe, JOCTHRKE
CBOJ MaKCHUMYM IOC/E KOTa CTAJIHG ONafa o HyJIe, IITO je OJMUYEHO CIUKOM
(18). Bpeme mTo OATOBapa MAKCHMYMY MHTEH3UTETA OXPEHEHO je YCIoBOM

J
0 ¢
Cn. 18
dl d?
—=0 mmm —==0,
dt 2
u3 Kora ce jobuja
(i—oc]e“" =R ,q
2L

R
1 E'FOC
t=-—1log
20 BR_
2L

Y npyrome cny4dajy Q v [ 6uhe nepuognyHO-aMOpTH3UpaHe (PYHKIKjE;
y CHPOBOIHUKY ce jaBJbajy alITEPHATHBHE CTPYje, HAM3MEHIE NO3UTHUBHE U
HeraTUBHE, 1 UCIPAXIbaBalbe KOHACH3aTopa je ocyunaiiiopro. Enexrpu-
gHO onTepeheme, Koje je y MoYeTKy uMa BpefHocT (,, onaja, nocraje jej-
HAKO HYJHE, 3aTUM HEraTHBHO, JOCTIIKE jeflaH HETATHBAH MUHAMYM, 3aTHM
pacTe, ocraje IIOHOBO JeHAKO HYNH, JOCTIDKE jeflaH MO3UTHBAH MaKCH-
MYM, TIOCJIe KOTa ONeT ONaja UTH. Kao IITO je MPeAcTaBbeHo ciuKoM 19.

Bpennoctu BpeMeHa, (ITO OAroBapajy OBUM Han3MEHUUHUM MaKCHMY-
MUMa ¥ MUHUMYMEMa, ofipehene cy jeppaturoM sin fr = 0, 3 xoje ce go6u-
jajy Te BpemHOCTA
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9,

Cn. 19

CaMe MaKCHMaHe i MAHUMATHE BPEIHOCTH onTepehe}La 6uhe

Rz

PRI MakcuMyM +(,, TpBH MaHEMYM —(Qge P,

_2Rr _3Rn

npyrE MakcaMyM +Qqge >, mpyrm munmmym —Qge 5, mTn.

Te BpegHOCTH ONafajy, fakje, Kao WIAHOBH T'€OMETPHUjCKE ITOCTENeE-
HOCTH KOJT KOj€ je aliCONyTHa BPeJHOCT KONMIHUKA

__Rr

F=e 2LB.

Ocnmanyje cy MpaBuwiHe ¥ UMajy 3a NEpUoAY:

_2m 27

VY cnyuajy Kaf je BpegHOCT
2

1
—— BPJIO MaJia HacnpaMm —-,
AL? P P LC

mto he 6ury Kag cy ocumnangje Bpio 6p3e, Ta he nepuopa 6uTH npuoIn-
XHO npeacraBhbeHa Thomson-oBuM oOpacuem

T=2n~LC.
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HuTteHs3uTeT CTpyje y NOUETKY j€ je[HaK HYJH, 3aTUM pacTe [0 jeqHOT
MaKcHmMyMa, IToClIe Kora Ollajia Io HyJe, ocraje HeraTUBaH | ONajia Jo jefi-
HOT MEHMMYMa; Off, Tafia IOHOBO PacTe UTH., LITO je onmueHo y ci1. 20.

Cn. 20

TpeHyuu ¢, WTO OAroBapajy MaKCUMyMHMa U MUHIMyMHAMAa MHTEH3U-
TeTa, ofgpebenu cy ycinosom :

a _

dt
KOj¥ TOBOMH JIO JeTHAUHNHE

2BL
tgpt = ——,
. gb R
a OBa ce CBOJU Ha je[HAYnHY
(321) sin Bt = £BVLC,

IITO HOKAa3yje [a ce Ma Koja {Ba TakBa y3acTOIHA TPEHYTKa PasjIuKyJy Me-
by coGowm 3a jemny cranHy KonmuyuHy. CaMe MakKCHMalHe W MUHAMAIHE
BPEHOCTU NHTeH3uTeTa O1he

RO _Rlg.E
0 e 2L Qo eZL((HB).

NLC 4L ’
R T

—+

...............................

I7iE je O HajMaru IO3UTHBHE XopeH jegHaunne (321). Te BpepnocTr onafa-
j¥, HakJe, MOCTYIHO Ka0 YIaHOBH F€OMETPHU]CKE IOCTETIEHOCTH.
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11 enexrpwano onTepeheme W MHTEH3HTET CTPYje HCIPAKILABAA
nMajy, IpeMa ToMe, Hau3MeHIle MaKCHMyMe i MEHAMYME, ajld KOji Cy CBE
Maibi y TOKY BpeMeHA U TeKe HYIH.

Csu naBegenm ofpacuy, a Koju cy Hocaeguie uspasa 3a gpyzu peaa-

[HU6HU U3607 PYHKUL]e
_Re
z=Qe 2|

if1 R?
Ayz)=—| = -2,
2(2) L(C 4Lj

aToje

pajy MoryhHOCT fia ce O IOjeRHHOCTH POYYH HAYNH Ha KOJH C& H3MERY|e

rojaBa Kaj ce 3a
C,R, L

y3uMajy pa3He BPEeJXHOCTH, CTaJHE Y TOKY je[He HCTe 110jaBe, ajly IpOMEH-
JbUBE Of jefHe Takse mojase 1o apyre. A. Edlund, Feddersen, Mouton, Hertz u
np. Gu3HYapH eKCIEPUMEHTATHO CY MOTBPIHIM CBE Te TEOPHjCKe Pedyll-
Tare.

Cee IITO je rope Ka3aHo NPETHOCTaRILa Jia cy (pakToph
C,R L

HeTIPOMEHIBYBY 32 BpEMe Tpajaka [I0jaBe # Jla y cacTaBy CHCTeMa HeMa Hi-
KaKBe eJeKTPOMOTOPHE CHJIe HUTH HHAYKIV e IPOH3BeeHe CIIOJbHIM V3-
poIMa.

Anm 9ecTo ce @ caMo TIo ceOH JeNiaBa, a MOXE ¢ W HAPOUUTHM EKC-
NePHMEHTANHAM FUCIO3UNA]aMa YINHATY, Jla ce KOjH Off THX axTopa Me-
HBa Y TOKY HojaBe, OUII0 110 KaKBOM 3aKOHY KOJM je HEMOCPERHO [aT, Wiy ¢
MOXKe Ca3HaTH, 6mIo U 6e3 TavyHor IO3HaBaka TOI' 3aKCHa, alii TAaKo ja ce
3Ha]y rpaHuMIe usMeby kojux ce kpehy Te npomeHe. Y jeIHOME CBOME PaHH-
jeM papmy ja caM m3Heo pa3He (PHU3MUYKE HAUMHE 32 TaKBO Memarhe
NOMEHYTHX (PaxTopa, OCHOBaHe BehHHOM HAa Memhalkby jeHe TYKHHE § TOKY
EpeMeHa TT0 KakBOMe MO3HATOM 3aKOHY.

Youumo, gakie, ciydaj Kaf ce y TOKy HojaBe Merba KOJH Off YTHULAjHAX
JaxTopa

C,R,LE g

WIA BEUIIE HBUX ¥ UCTH Max, Ha KOJH OJf TakBUX HauuHa. [1ojaBa ce taja ceo-
IA Ha nvHeapHy mudepeHInjanty jefHaunny IPyrora pefia ca ipomeH vl
sum KoeUUMjeHTNMA H HE3aBUCHUM YII2HOM
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2
(322) d_§;’;+(£+id_L)£+_Q_=i(fl_q_E),
dt L Ldt)dr CL L\dt

IIpeTnocTaREMO HAJUPE 2 ¥ cacTaBy CHCTEMA WM HeMa HHKAKBE efie-
KTPOMOTOPHE CMJI€ M HEKAKBOT CHOJbHET MHIYKLUMOHOT YTHLAja, WIH, aKo
UX BMa, Ia ce TU (PaKTOPH Memajy Y TOKY BpeMeHa Taxo fa 3a CBE Bpeme
Tpajara IojaBe pasiuKa

dq
dt

~-F

Oyne jepHaKa HyJIH.

IIpBu ycnos je naxo UCUYHHTH YKIOHWBINHM U2 CACTABA CHCTEMa CBE
73BOpe €NeKTPOMOTOPHE CHJiE, Ka0: JIEKTPUYHE €JIEMEHTE, HHAYKINOHE
MaUIwHe UTH, ¥ K300Yjyhn ra of CRYMX CIIOJbHUX MHAYKIMOHUX yTHLA]a.

IpyTH ce yCnoB MOXKeE HpakTUiYKK OCTBApUTY YUMHUBIIN A CE eNeK-
TPOMOTOPHA CUNa £ U UPWINB UHAYKIM]Ee ¢ MeHajy ca BpeMEHOM, HOp. [0
PU3MYKA TAKO OCTBAPIBYBAM 3aKOHUMA

E = E() Sln Zﬂi—t—,
T
t
q = qo +»Bcos2n-f?

re fn noveTHa jauuHa E, elexTpoMOoTopHe cuie Tpebano ga Oyje

T
ra he taga OuTH
4 _p-g
dt

W I0jaRa ce CBOAM Ha JIMHEAPHY XOMOTEHY JefHaYuHy [Pyrora peja

i B
(323) a9, ( L fiﬁJ 9.0
T a) e L

2

dar*
rae ¢y xoedENKjerTH Heno3HaTe pysKnnje 0 B IHeHHX H3BOJA MPOMEH-
JEUBE Y TOKY BpeMeHa.

Axo ce cTaBu fa je

1
(324) Q=—=e 2L,

jemnaunna (323) moctaje
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2
(325) %+(T)(I)y -0,

The je ® (1) excruMnuTHA (PYHKIKja BpeMeHa ¢ ieuHncana o6pacueM

,, 2
(T)(t):L-li(£+ilogL)~l(£+ilogL) .
CL 2dt\L dt 4\ L dr

pyzu peaaiiuenu ussog yHkyuje

LRy
y=OVLer L
o 8pemeny t umahe, gaxae, 3a u3pas

u mpemMa ToMe he KapakTep H TOK ITI0jaBe 3aBHCHUTH of 00/mka (QpyBKIuje
® (). CBaKoj 110jaBy UCHpPaXKbaBaba KOHAEH3aTOPA, 1A Ha Ma KOJU HAYHH
y B0j BapHpajd ca BpeMeHoM yrunajHu daxtopu C, R, L, ogrorapa 1o
jemHa TakBa (pyHKIMja; OHA he, mpeMa CBOjoj YIIO3H ¥ TI0jaBl OUTH HEHA Ka-
PaKillepuciuudHa yHKyUja.

Y cnenmjannoM ciydajy, kan cy C, R, L HelIpOMEHIBMBH Y TOKY I0jaBe,
KapakTepucTryHa (pyHKUHja ce CBOJM Ha

y APYTEM clydajeBuMa TO he 6uTH (DyHKIHja BpeMeHa 7, yBEeK MO3HaTa Kaf
ce 3Ha HAYMH HA KOJH C& MEHa]y TOMEHYTH yTHIIAJHU (PaKTOPH.

Aunu kxapakTepucTU4YHa (DYHKLH]a CBOAY ce HAa KOHCTAHTY K y 6eckpa-
jHO MHOT'O IPYTHX ClIy4ajeBa, Kag ¢y TH (pakTopH rnpase HyHKIU]E BpeMeHa
. Hexa je HaBejcH OBaj IpUMEp TaKBe MOjaBe, KOJH je JIaKO W (PU3AYKH
OCTBAPHTH: MPETHOCTABAMO Aa akTop L ocraje HENPOMEHEH y TOKY 10ja-
Be, a fa ce akropu R u C Memajy NEpHOJNUKY 10 3aKOHUMA

R=K+Hsmny,
_ 1
" A+Bcosyt+Dsinyt+Esin? yt’

rje cy
A B D EHK

[IO3UTUBHE KOHCTAHTEC TAKBC [a je

2
B:E’ D:ﬁ’ E:;I_I—.
2L 4L
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Kapaxreprctuuna ¢yHxnuja umahe Taja crajaHy BpeIHOCT

~ A
B =2-K
L 4L
1 aKO C€ Ta BPCIIHOCT O3HAYHU Ca ]’l, CHEKTPHAIHO onTepehel—Le KOHJI€H3aTOpa
Memahe ce y TOKy BpeMeHa 110 3aKOHY

1 _£+ H cosyt

Q — (Clet«/Ah + Cze_“[_h)e L Ly ,
L

WK 110 3aK0HY

w[([ Hcosyt

SN
0= %(Cl sin 1o+ C; cos o) e £

npeMa 3HaKy KOJIUYuHe /. Y IPBOME CIydajy UCTpaXKibaBabe je KOHTHHYa-
JIHO, a ¥ ApyroMe OCHIIATOPHO. ¥ 0da cayuaj OHO je CTUIHO OOWIHOME HC-
OpaXibaBaky PU HEIPOMEHIBUBUM (pakTopuma C, R, L, ca TOM pa3aukoM

IITO 360T IIPUCYCTBA PpaxTOopa
Hcosyr
Ly

€
BpPENHOCT elIeKTpuyHOr ontepeherma Q HenpecTano OCUMIIYje OKO OHHUX
BpeHOCTH Koje O ofiroBaparie ucrnpaxmasamwy npu cranamm C, R, L, a 1e-
pHOfa THX OCUMIIALK]a je OHa UCTa IITO OAroBapa NepuoJUIKUM BapHjalu-
jama oTopa u Kamagureta. CINYHO BaXXy W 32 Bapujaldje HHTSH3UTETA
CTpyje ca BpEMEHOM.

An¥ y Ipakcu ce Hajuyenthe uMa I0cia ca cIyJajeBuMa KaJf HOMEHYTH
yTugajsd HGakTOPH HE 3aJ0BOJbABAjy TAKBE YCIIOBE, 14 je KapaKTePUCTHYHA
dynkumja 0(7)nojase mpara PyHKIM]ja BpeMeHa £, 38 KOy je eKCIUTHIATHA
uuTerpanyja nudepennyjantge jepaaunse (325) uemoryhna.

MebyTuM, IOMTO je y TaKBAM ClydajeBUMa MO3HAT M3pa3 ApPyror
pernatuBHOr u3BoHa A,(y) y obnuky dpyHKumje —®(7), TO & NPUMEHOM
CTABOBA 0 3aBUCHOCTH 0COONHA (PYHKIM]jE y 0Jf 0OCOOMHA TOTA U3BOJIA, MOXKE
casHATH BeJUKY Opoj IOjefuHocTH (PYHKIH]e y, U To 6alll OHUX KOje Cy To-
TOBO jelMHE Off MHTepeca V (PH3UIKOM MOTIeNy 3a TeopHjy 1nojase. Takse
61 MOjeuHOCTU OWiIe, HIp. OBE: JOBOJBEHO MPUOJMXKHA CIUKA O BPEMEH-
CKOM TOKYV TIC]aBe; O HaUUHYy Ha KOjM eJICKTPUYHO onTepeheme KOHeH3a-
TOpa W MHTEH3UTET CTPYje LITO IpoJia3u Kpo3 CIPOBOAHY XKHIy, Bapupajy
ca BpeMeHOM; o ofivnuMa KPUBHUX JIMHU]A Koje Ipaduyku IpefcTanibajy
TOK THX Bapujanyja: o HyllamMa, MaKCAMyMIMa, MUHAMYMAMA THX JIMHH]A; O
BUXOBUM fiehopMaInijama Kaj ce KOjH Off TOMEHYTHX (PakTopa Mermba uT.

O TaxBuM he MOjeAMHOCTUMA TIOJaBe, KA0 HOCAegUUAMA OCOBUHA U3-
goga A,(y), OUTH ped y OBOME IIITO Clefyje.
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L

Kapakrepucrruna ¢yHkngja @ (¢) nojase, jelHaKa PeTaTHEHOM H3BO-
ny A,(y) ca IDOMEHEHHM 3HAKOM, HMa Ty OCHOBHY OCOGHHY Ja OJ IeHOT
3HaKa y jefHOMe AaTOM pasMaKy BpeMeHa, HIIp. Off ¢ = f, 0O [ = t,, 3aBUCH
CMHUCA0 M KapakTep HCIpaXibaBamba KOHAeH3aTopa. Ta je 3aBHCHOCT HCKa-
3aHa y OBUM JiBaMa CTaBOBUMa:

1. ¥ Mma Kome pa3MaKky BpeMmeHa (1, t,), y KOMe je KapaKTepuCTHIHA
(yHKIM]a HETIPECTaHO HeZailiueHd, eIEKTPUIHO onTepeheme KOHeH3aTO-
pa He MOXKe IPOMEHHUTH 3HaK BHIIE Of jefaH HyT: Ipe U mocie Te NpOMeHe
UCIPAXbaBaE j& YOIIITE MOHOOHO.

2. Y Ma KoMe pa3sMaky BpeMeHa (), ?,), Y KOMe je KapaKTepUCTHYHA
(byHKI]a HEIPECTaHO HOo3UiliLE8HA, HCIIPAKILABAME je YOHIITe OCYUAailio-
DHO WY XU Ce jaBJbajy aalliepHaitiueMe cliipyje ca CTATHUM WU IPOMEH-
JbUBHM MEPUOaMa.

To crenyje HeTIOCPEeAHO K3 PaHUJHX CTABOBA O M3BORAY A,(y), mpume-
HheHNX Ha (PYHKIH]Y y KOja MMa 3a APYTH PeaTUBHY U3BOX DYHKIH]Y B (F).
MebyTrm, momro ce enextpuuno ontepeheme O, npema obpacuy (324),
noGwuja xay ce maTerpain y jegaunte (325) noMHoxu haKTOPOM

(326) BN

(unmje ce BapmWjanmje TAYHO 3HAJY), TO Y HAPOUNTUM H3y3ETHAM CIIyYajeBH-
Ma, I[P BapyjamyjaMa Hapo4HTe BPCTe Tora (paxTopa, MOHOTOHHU WIIH OC-
IMUJATOPHH KapaKTep UCIPasKikaBambha MoXe OUTH H3MEHEH, IITO je MOTYy-
he ucnmTaTy ¥ ca3HATH Y CBAKOME IaTOM KOHKPETHOM CIIy4ajy.

Y ommrrem cny4ajy, dpaxktop (326) (ocuM U3y3eTHUX HAYNHA Baphjalf-

ja koedunmjerTa cend-uHAyKIAje L), TeXu Hyu Ipu GeckpajHoM parihe-
By BpeMeHa £, Ta ce Her'oBa yJIora y 110jaBy cacToji y TOMe Jia caabu paui-
herve oliitiepehierba Q (y TO3UTHBHOM HITH HETATHBHOM CMYCIY) ¥ CIIy4ajy
Kaj je uCIpakmaBambe MOHOTOHO, a fja IOCTYITHO amMopiiu3upa ocyusayuje,
Tj. ia #M ckpahyje aMIuTyne, y ciaydajy Kaj je NcIpakibaBambe OCHUIaTO-
pHO. 1
Y ucro Bpeme, U3 paHumjera cIefyje oBaj pe3yiTar:
Kap je xapakTepucTHYHA (DYHKUHja {03uUiliu6Ha y pa3sMaKy BpeMeHa
(t, 1), ma ce ca M u N o3Haue Hajseha M HajMara BPEIHOCT KOJy Ta (PpyH-
KIIFja IMa y TOMe pa3MaKy, eaekiipuyHo oliiliepehierse KougeHaaiiopa he 'y
UCTLOME PA3MAKY 8PeMERA UPOMEHUTIAU 3HAK Hajmarbe OHOAUKO UYHIa KOAU-
KO UM UeAUX JeQUHULA Y 6p01y

(2, "fl)\/]_v_
7

(327) -1,
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a Hajeulite OHOAUKO UyTia KOAUKO UMA Ueaux jeguHuya y 6pojy

(328) M +2.
T

IIpumeTHMO Aa ce, Kao IITO TO MOpa OUTH ¥ IO CAMOj IPUPOIH CTBa-
pu, 6pojesu (327) u (328), miTo oxpebyjy jenHy GOy U jeiHY ropby TpaHH-
[y MEIbarha 3HaKa eJIEKTPUYHOr onTepehewa, He merbajy kag ce 6ygy merba-
se jequruye mepe 3a paxitiope C, R, L. O ToMe HETOCPEHO yBEPABaMO BO-
mehu padyHa 0 [UMeEH3HjaMa THX (akTopa, Koje cy:

1° ¥ eaexitipo-citiaiiiuukom cucitiemy:

C=[Ll, R=[L"T], L=[L"T?]
2° Y enexilipo-mazHeiliHOM CUCTTIeMY:
C=[L'T], R=[LT"'], L=[L]

3aMeHOM THX H3pa3sa 3a JuMeHsuje y obpaciy

2
&(t):i—l—q—(£+ilogLJ—l(£+ilogLJ
CL 2dt\L dt 4 t

Hajma3® ce Aa je AUMeH3Hja KapakTepucTuuHe (YyHKIHUje U Y ENEKTPO-
-CTaTYKOM U y €JIEKTPO-MarHeTHOM cuctemy [T772]. Wizpasu

(1 “‘fl)\/ﬁ u (t “ﬁ)«/ﬁ

¢y, Jaxie, HylITe AUMEH3Hje U, TpeMa ToMe, Hehe ce mpoMeHnTH Kap ce Oy-
Iy IPOMEHUIIE OCHOBHE JEMHUIIEC Mepa 3a YKUHY, Macy U BpeMe: TH Cy Hu3-
pa3sm, ma gakne u 6pojesu (327) u (328), aiicoayitinu 6pojesu Kao WTO je u
Tpebano OYeKuBaTH.

W3 ropmer ce crasa, a 3a ClIy4aj BpJo JaTaHUX OCHWIAIM]ja MOXe W3-
BECTH U Je[iHa MHTepECaHTHA Irpaduyka KOHCTPyKIHja 3a ofpebuBame 6po-
ja mMpoMeHa 3HaKa E‘{ICKTPI/I‘IHOF onrepehema y faToMe pa3Maky BpeMeHa
(11, 12).

3aMuCIEMO KOHCTPYUCAHY KPUBY JIMHU]Y

z=®(1),

y3eBIIN BpeMe ! Kao alcCIycy, a z Kao opimHaTy. Heka cy AB u AH najseha
W HajMaka OpAWHAaTa Te KpHUBE y pa3sMaky (1, t,). IIpesecumo Te use my-
KWHE Ha jegHy HCTy IipaBy AB, IOYeBIIN Off A U Ha MCTY CTPaHy Off Te Ta-
yke. Ca cynpoTHe cTpaHe Ta4yke A, a Ha UCTY NpaBy AB, IPEHECHMO YKUHY
AC =1mop C pyxusy CE jemHaKy {y>XUHH pa3Maka (f,,!,), IPETHOCTaB-
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bajyhd 1a cy cBe KOJIUYMHE, KOje CE OBJie IIPEHOCE Kao JIyKUHE, H3pakeHe
y jepuannama C-G-S. Hag pyxunama CB n CH onuuimMo IONYKPYIOBE;
3aTUM U3 Tauyke A MOBYIUMO NpaBy DK ynpasry Ha CB o npeceka D u K
ca nonykpyrosuma. Tauky C cacTaeuMo ca D ¥ K # IPOAYKHEMO CacTaBHy
mpaBy fo npeceka E u G ca npasoM EG nosydenoM u3 E yupassao Ha CB.
Hanocnetky, pektudunupajMo Kpyr onucad Hagy CA Kao NMPEYHHKOM H
TaKo peKTu(UIMpaHy AYKUHY OAMEPUMO AyXK Ipase EF, nodesmua of £,
Heka cy Py, Py, P;... Tako foOujeHe Kpajihe TaYKe MPeHEeCeHUX Ny>KHHA.

E H B
Cn. 21

Tapa mpeMa rOpeM CTaBy ¥ OBJie H3BPIIESHO] KOHCTPYKIH]H:

Enextpuyno ontepeherme KOHeH3aTOpa IpoMeHnhie y pasMaky Bpe-
MeHa (i, 1,) 3HaK Hajmdibe OHOAUUKC HyHia KOAuKU je 6poj iavaxa Py
witio ce nanraze na pasmaxy EG (flowilio ce faj 6poj cmarbu 3a jeguruuy),a
Hajeule oHOAUKO UYMia KOAUKU je 6poj Miux iawaxka Ha pasmaky EF
(Gowtio ce iaj b6poj losehasa 3a gse jequrulie).
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Jep npeMa KOHCTPYKIUH je

3

CE-AD _ (t, —t;)WAC-AD -
EF = = =(t, -t WM
" AC (ty = 1y)

EG = Ci-c/}[{ :(fz”tlggc-AH =(l‘2~l‘1)\/ﬁ’

a Iopex Tora je
EP|:P1P2=P21)3=...:TC.

Hekonuko craBosa, Koju he cap OUTH HaBeleHH, a KOjU CIEnyjy us3
PaHUJEX CTaBOBa O 3aBMCHOCTH ocobuHa gpyrora m3Boj A,(y)u ofropapa-
Jyhe My dyrKIzje y, HCKa3yjy Be3y UITO NOCTOjH u3Meby HauMHa Bapujanje
KapakTepucTiHiHe MyHKIHMje M (f) U BeTMYUHE OCHUIATOPHE TIEPHOTE, CMa-
Tpajyhu Kao ocyuaaiiiopHy ilepuogy pa3Mak BpeMeHa n3meby neajy ysacro-
IHUX TPeHyTaKa y KOjuMa eNekTpudHo onrepeheme Mema 3HaK. 3a Benu-
YUHY TEPUOJNE BasKe OBU CTABOBH:

1. Kap je kapakTepucTayHa (PYHKIM]a 103Uilii6Ha 1 HETIPECTaHo oila-
9a, [IOK ! pacTe Of ) [0 1,, lepuoga iiociiaje cae gyxca ugyhu og t, go t,,

— - — . TC
anu HeupecutaHo ocutdaje marba og W

2. Kan, 1ok BpeMe pacTe off ¢ = t; 0 6eCKPajHOCTH, KAPAKTEPUCTIIHA
(pyHKIMja HENpecTaHo oiaga, alli 0CTaje HENPECTaHO HO3UMUEHA T ACUM-
TOTHO TEKM KaKBOj KOHAYHO] ¥ Off HyJIe PA3UIHO] TPAHIIH A, EIEKTPAIHO
ontepeheme umahe OecKpajHo MHOZO ocyusayuja 3a o epeme;, OCUULa-

— — _ _— — — T —
WOpHa Uepuoga uocuigaje cee gyxa asu He upeaa3u 2panuyy '\/—x, wiexcehiu

acuMitoiKo Moj Zpanuyl.
Ha Taj HaumH, TOCNE H3BECHOTa BpeMeHa NEPUOfe ce IPUOIMKHO W3-
jemHadaBajy, Kao y ciaydajy o6uyHora McrnpaXmaBarmba KOHJSeH3aTopa ca

cramuuM gaktopuMma C, R, L u niocTajy cBe TIpUOJIKHO jefiHaKe Opojy :]%

Moxe ce lecCHTH fla TpPaHHUNa A, KOJOj TEXHU KapaKTEPUCTHYHA (PyH-
Kumja, 6yfe jeaHaka Hyiau. OcuuiaTopHa Neprofa 1ocTaje y TOKY BpeMeHa
cBe myxka m 6eckpajHo pacre. Taja ce jaBba nuTame: fia 11 he Taga 6poj
ocumialyja ocTaTH KOHayaH uny hie 6eckpajHo pacT? 3a pemernhe NuTamba
noTpebHa je nyOiba JUCKycHja, Kojy je MOryhHO M3BECTH Ha OCHOBY PaHHUJHUX
CTaBOBA O APYroMe perlaTHBHOM U3BOJY.

3. Kajy, y mocmMaTpanoMe pa3sMaKy BpeMEHa, BpeJHOCT KapaKTepUCTH-
yHEe (PyHKIH]e HEMPECTaHo JiexXu u3Meby fiBa no3utusBHa Opoja N u M, oc-
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uunailopra iepuoga he ce, o c80jOj gy#UHU HeUpeciano HAAA3UITU Y
pasmaxy usmehy b6pojesa

&, T
M JN
TaKO Jia Ce IheHa Jy>KWHA H3paxkaBa y OOJIHKY

Y
JN+6(M-N)’

rue je 6 jepan 6poj koju nexxu u3meby O u 1.

4. Kap je kapakTepucTryHa (DyHKIHja HO3UlliUsHA W HENPECTAHO
pacTe [OK ¢ pacre Off t, A0 f,, OCUHJIanHje eNeKTPHUHOr onTepehema ce

cee suue 32yrbasajy; OCIUIaTOpHa NIEpUOJia ocitaje cae kpaha ugyhu og
e _ . i3
t, go t,, aru Upu Wome He Upenasu ZPAHUYY —==.
VM

ITa axko, gok ¢ pacTe off TpEHYTKa f; A0 GECKPajHOCTH, KAPAKTEPUCTHU-

uHa (PYHKIUja HEIPECTAHO pacTe, OCTajyhu IIpK TOM MO3UTHBHA 1 TexXehn
KaKBO] KOHAYHO] TPaHHULY |1, IEPHOJA [IOCTaje MOCTYIHO CBE Matba M TEXH

T
T'paHuIlA T .
H

Ta MpOMEHJLUBOCT OCHIJIATOPHE NIEPUOJE jecTe OHO IUTO OUTHO pas-
JIuKyje UCHpaxKmhaBamke KOHAEH3aTopa ca NMPOMEHIBUBUM KaNalUTeTOoM,
OTHOPOM U KOeHuIHjeHTOM ceN-IHAYKIHje, Off OONYHOTa HCIPaKHhaBa-
A Ca HeIIPOMEHJbUBHUM THM cbaKTopI/ma IpH YeMY je Iepuoia HCHpOMeH—
JbUBA 32 CBE BpeMe Tpajama I10jaBe.

Kop Tora o6u4HOT McnpaXk\mapakha KOHJEH3aTOpa, ako OBaj HUje ¥
Be3H Ca KAKBUAM M3BOPOM EIEKTPOMOTOPHE CUJIE, aMIUIUTY/[E NeKTPHYHUX
OCIMITIaI[Fja MoCTajy CBe Mame U OECKPajHO onafajy Kajf BpeMe pacTe, Ia ce
mojaBa MOCTYIHO TacH H TO HOCJE U3BECHOT BPEMEHa I10CTaje HEeOCETHA.
Y3pok je ToMe, ca YUCTO payyHCKe CTpaHe, Ta) LITO je peallHd feo KopeHa
KapaKTepUCTUYHE KBafpaTHE |eAHAYNHE

R 1

rr+=r+—=0,
L CL

IITO OjiroBapa audepeHIyjaato] jefHaYNHY [I0]aBe

dQ RdQ 0 _ -0
dr? Ldt CL

I . . R
YBEK HeZalliusan, MOIITO je Koe(pulyjeHaT T yBEK ITO3UTUBAH.
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MebyTum, npu ncnpaxmasarky KOHIEH3aTOPa €a NIPOMEHJLUBAM Ka-
HAlATETOM, OTIIOPOM M KOe(DUIMJEHTOM CeN(-UHAYKIIje, MOXKE CE AeCUTH
fla aMITUTYAe OCHMIanyuja 9ac pactry, 9ac onapajy. Jep y audepennujamno;
jeTHAYNHY T0jaBe

3

2y ,
d2Q+l(R+_d£)d_Q+___Q_:0
dr* L dt ) dt CL

OJf KOje 3aBHCH H-EH KapakTep, KoeduuujeHar wiana ca Q yBeK j& IO3HTH-

BaH, alid KoeQUIHjeHAT
{4
L\ dt
g

U3BOGa —— MOZXKE OUTH TO3UTUBAH HIIH HEraTuBaH, IpeMa HAUNHY MEHhAakha

EJEKTPHYHOr OTIOpa K KoeduiujesTa celd-nHAYKIje ¥ TOKY BpeMeHa.
Tako, ako je OoTHOp AOBOJbHO cial, a KoeduuujeHaT cend-THIYKIMje
onajia y pa3Maky BpeMeHa (f;, f,), ¥ TO TaKo fJia je

—d—l—‘- < —R,
dt

KoeduuyjeHaT u3Boga %% Ouhe HempecTaHO HETaTUBAH y TOME pa3Makxy,
1a aMIUTATY/e OCHUIAIMja MOTY CBE BUIIE PACTH.

VcnuTuBamke HauuHa BapHjaiyje aMImiuTyxa Omiio 61 O BENUKOT WH-
Tepeca ca 9ucTO (PU3MYKOT TIICHNINTA, all he ce aHamuTHIKe Telkohe, Ko-
je oHO 3afaje, MOhU caBlafaTH TeK OHAa Kaf Oyae AyOibe mpoydeHa Be3a
n3Mebhy ocobWHa penaTHBHOL U3BOfa A,(y) u oaroBapajyhe my ¢dpyukIumje
y. Ilpo6Gnem je o HapounTOTa HHTEpeca ca OBOTA INIefuIlTa: Kajf OB OH 610
pemieH, 6uno 6u Moryhno Hahu excnepuMeHTaIHEX TUCIO3UIHjA KOje OH,
Crpe4uBIlIY OHO HATJIO ONafiake OCHUIATOPHYX aMIUIATYAa, IUTO 3a7aje TO-
JMKMX TEHIKOha eKCIepAMEeHTATHOM IPOyYaBamy OCHUIannja, Ouie y cra-
By IPOAYyKaBaTh pa3Mak BpeMeHa y KOMe Cy OCIWIalije OCeTHE.

MebyrumMm, Beh 1 0BO 1IITO je OBJie U3JIOXKEHO, a OCHUBAjYhH! pe3ynTaTe
Ha OHOME IITO ce 3Ha O ocoOMHaMa Apyrora pellaTHBHOT U3BOHA A,(y),
faje MOryhHOCT fla ce y MOjeMHOCTAMA KBANNUTATUBHO MPOYIHM HAUMH Me-
Warba eJeKTPUYHOT onTepehema y TOKY MCIpaXibaBaka KOHIEH3aTopa.
Kpuge, xoje rpacduyuky IpefcraBibajy HaUlH THX BapHjaluja, CIMYHE CY
OHMMa Npu 0OMYHOME HCIpaKibaBalby: OHE OCHUIIY]y U3HaJ H MCHOJ OCO-
BuHe Bpemena (ci. 22 u 23). [IpeMa 3HaKy KapakTepuCTHUHE (PYHKIHjE U
HAIMHY Ha KOJU CE OBAa MEHA Y TOKY BpEMEHa, IepHoOJie OCLUIanyja nocTajy
cee Kpahe, anu He cMamby]jyhu ce npeko ofipebeHe TpaHule, UK CBE JYKe,
Opy YeMy MOTY PacTu H 0 6eCKpajHOCTH. ¥ IPBOME CIy4ajy OCIMIaNHje ce



392 OUOEPEHITUIATTHU AJITOPUTAM

3rylibaBajy, a y pyroM ce paspebyjy, a oBo paspebusame Moxe uhu u 1o
6eckpajnocru. McnpaxibaBame KOHIEH3aTOpa MOXE GHTH ¥ je[[HOME pas-
MaKy BpeMEHa MOHOTOHO, a Y APYrOME OCHUJIATOPHO, & MOXKE Y IIeJIOM
pasMaxy 3afpXaTH jeflal UCTH KapaKTep, IITOo he, Kao IITO je TOKa3aHo,
3aBHCHTHA Ofi 00NHKa KapaKTepucTuiHe (PyHKIHje, jefHaKe NpyromMe pesa-
THBHOM H3BOJY Ca NPOMEHEHIM 3HAKOM.

\\ /\\ /\/\/x,\vﬂv
5 \\/\/VV

Cn. 22

0

o

/\/\/\ T~
0 \/\/\/ T s

Cn. 23

Cam 6poj eNekTpUIHAX OCUMJIAIM]ja 3aBUcHhe Ha MOKa3aHi HAYUH Off
BPEIHOCTH KapaKTEepUCTHYHE (PYHKIH]jE Y TOCMATPalOMe pa3Maky BpeMe-
HAa; OH CE MOXKE II0 BOJbU IIOBehaBaTH WK CMAambUBATH yeNiaBajyhn excue-
pUMeHTalHe AUCIO3UIHje TaKo, fa KapaKTepucTuyHa (QYHKIHja uMa y
flaToMe pa3MaKky BpeMeHa IITO Marby Wil BITO Behy HO3UTHBHY BPEJHOCT.

Ociunanyje Mory no o0nuky OUTH B KOMIIMKOBAHU]E Off OHMX IIpH
obuyHOMe HCIpaXmbaBary. Kpusa, IITO UX IpadHyKy NPERCTaBba, MOXE
OCHMJIOBATH OKO KPUBE KOja TPECTaB/ba eleKTPAYHE OCHEIAlM]e UpH
OOMYHOM HCIIPaXKHaBamby;, OHA MOXKE HMATH ¥ MO BUIIE MaKCAMyMa WU
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MUHUMYMa H3Mely [(Bajy TpeHyTaka y KojuMa eJIeKTPHYHO onrepehere
Memba 3HaK (ci1. 24) nry.

Cn. 24

Kap je Tako mojaBa Ipoy4yeHa y IOTIey Mermarba onrepehema, tako
je TIPOYYUNTH je W y TOTJeNly Mewarwa UHIleH3ulieia Clupyje ucipaxcrea-
sara xoja ce Kkpehe Kpo3 cupoBopny xuny. M3 obpacua

;o _do
dt

BUIH CE:

1° ma je, 3a cBe BpeMe 3a Koje eNeKTpUIHO onrepehemwe () paciiie, uH-
TEH3HUTET CTPY]E HeZaiUBAH;

2° ma je, 3a cBe BpeMe 3a Koje onTepeheme oiiaga, HHTEH3UTET CTPYje
Ho3uliusar,

3° momto cy dpyHKUT]Aa O U BEH M3BOJ] 10 BpPEMEHY VBEK KOHayHEe U
KOHTUHYyaJ He (QYHKI{Fje BpeMeHa, To, npema Rolle-oBoj Teopemu, y pasma-
Ky usMehy Ma Kojux JiBajy TpeHyTaka y Kojuma ourepeheme Merba 3Hak,
MHTEH3UTET CTpyje 6ap jegHoM (a MOKe H BUIe IyTa) MeHha 3Hak;

4° TpeHyn¥ y KOjUMa WHTEH3UTET CTPyje Meiba 3HakK OfroBapajy OHUM
BPENHOCTAMA ¥ KOjUMa eJIeKTPHIHO onTepehere AOCTHXKE CBOjeé MaKCH-
MyMe ¥ MUHEMYMe.

Op waTepeca je jom ynopeanta Mebyco6Ho TOK 1mojaBe y BUIlIe pa3HUX
NpUINKa, IPA KojuMa ce Hexu off daxrtopa C, R, L Memwajy Ha jelaH HCTH
HAYUH, & PYTH Ha pa3He HaUYMHE Y TOKY BUIIE eKCIEPUMEHATA.
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3aMHCITUMO, HIIP. [ia CE€ Y TOKY je/lHe T0jaBe eNeKTPHYHH OTIIOp H KO-
epunmjeHaT cend-HHAYKIMjE MEHa]y MO KAKBEM IIO3HATHM 3aKOHKMMa, a fa
KallalluTeT KOHAEH3aTopa OCTaje 3a TO BpeMe HelmpoMeHJbHB. To 6u ce,
HIIP. IOCTHIJIO IOMOhY KaKBOTa paBHOT KOHEH3aTOpa, uhje O apMaType
ocTalle 3a CBe BpeMe KCIpakKibaBara Ha JeJHOM CTalTHOM MehycoGHOM pa-
CTOjamy, a HCIpaXimbaBame OU ce BPIIMIO MPEKO KAaKBOI alapara KOju y
CBaKOME TPEHYTKY MEma OTHOp U KoedunujeHaT cend-uuHgykuumje (Hup.
nomMohy peocrarta).

Y xonuko 61 6MO B3MEWmEH TOK MOjaBe, YECTHHA OCIIIIAI]a, OCIHIIa-
TOpHE IEpHOJie eNEeKTPUYHOT onTepehewa KOHAeH3aTOpa H MHTEH3UTETA
cTpyje, Kapn OH, 3afp:KaBajyhn cBe ocTale NpWIMKe HellpoMereHe, moseha-
TH WIH cMamunu Mebyco6HO pacrojame apMarypa KOHAEH3aTOpa, ajid
TaKo []Ja OHO OCTaHe CTalHO 3a CBE BPEME HOBOTA €KCIIEpUMEHTa U Ja ce
IiBa €eKCIIEPUMEHTA Pa3lIHKYjy caMo IO BETTHYHHH TOTa pacrojama? -

Ycro Tako MoXe ce, HIIP. y TOKY jefHOra eKCIepuMeHTa H3MEHUTH
KalanuTeT U KoeduuujeHat cend-uHAyKIHje, a 1a OTIOP OCTaHe CTaJaH;
' KakBe 0u Tafja u3MeHe y TOKY I0jaBe U3a3Bajio CMEHBUBAKE eNeKTPUIHOT
OTHOPa HOBUM OTIIOPOM, BehiM MK MarmuM Off IPBOGUTHOr?

Ha TakBa nuTama MOXKe e OTOBOPUTH IPUMEHOM PaHHUjHX CTABOBA O
[[pyroMe pellaTUBHOM U3BOAY. M3 BHX, HIp. clefyje fa:

- Ceaka excilepumerilianna gucilo3uyuja, Koja uge Ha o ga oeeha
8pegHoCili Kapakiiepuciiuine QyHkyuje y HoCMaitipaHome pasmaxy epe-
MeHa, uzazusa noseharse 6poja eseKMUPUHHUX ocyurayuja y iome pasma-
KY, @ CMArbyje OCYUAAMOPHY Uepuogy.

Taxo, yMamaBambeM KalanaTeTa KOHeH3aTopa nosehasa ce Bpef-
HOCT KapaKTepucTHUHe (PyHKUH]e, U aKo ce MehycoOHO ynopefe iBa eKciie-
pUMEHTa y KOjuMa ce OTIOp U KoeduijeHaT celd-uHIyKIje Membajy Ha
jelaH WCTH HAYWH, a KanaluTeT je y IpBOME eKclepuMeHTy Behu Hero y
apyrom, y nmpBome he yecTmHa eNeKTpHYHHX ocuuianuja 6uTu Beha, a oc-
MWIATOpHA IepHofia Mamwa, HO y ipyroM. MebyTum, nosehaBameM oTHOPa
cMamyje ce YeCTHHA OCHumanuja, a mosehasa ce oCHUIATOPHA TIEPUOLA.

Aunm ce y TOMe MOKe Mhi joIlI fabe.

3aMHICIIMO fa Ce Y TOKY jeJ(HOTa eKCIepHMeHTa OTIop 1 Koeduuuje-
HAT ceh-MHAYKITje MeHbajy Ha Koju OMIIO HayWH, a [ja KalaluTeT KOHJCH-
3aTOpa OCTaje crajiaH 3a cBe BpeMe ekciepuMeHTa. Kaj 6 ce Taj Kanauu-
TeT CMEHNO HEKUM IPYTAM, Takohe CTaJHUM 3a BpeMe €KCIIEpUMEHTa, Be-
huM BITH MamEM Off NPBOGUTHOra, Ta GU H3MeHa M3a3Balia N3MEHY YeCTHHA
OCLAJIAIN]a ¥ IIXOBUX NEPUOia, U TO TAaKO [a, Y JefHOMEe pa3MaKy BpeMe-
Ha (1,1,) TH €JIEeMEHTH 3aBUCE OJf BPEJHOCTH 1, {, W y3€Te BPEIHOCTH Kalla-
mureta. CaM HaYWH Te 3aBHCHOCTH MOXKe ce NMPOYYHTH nmoMohy ocobuHa
jenHaynHe N3BOJHUIE Be3aHe 3a M0jaBy, a O KOJUM je ocobmHaMa 6una ped
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Yy pPaHHMjUM H3JIarampMa ocoOnHa (hYHKUMja YUjU EPYTH PeIaTHBHU U3BOJ
A,(y) caipXu NTUHEAPHO JeflaH MPOMEHIBbUB TTapaMeTap.

INobumo op jenHaunne
(329) Ay (y) = -0 (1)

Ha Y#je ce NpoydvaBaie CBOAHM TeOpHja eNeKTPUIHHX OCHMIaIHja IIpH Hc-
IpaxmbhaBamky KOHAEH3aTopa U ITE je

2
o(r) = i—li(R-kilogL) (R+ilogL)
CL 2dt\L dt A\L d

AKo ce cTaBu 1a je

—L1—= A,

Y
1 d 1 d
_EEE(L o ) Z( ?OgL) = S0,

jemnaunna (329) mocraje

(330) —8,(y) = Mi() + fo(D),
rye je A mpoMeHIbHB apaMeTap. Heka je
d(A)=0

jemHaurHa H3BORHUIA u3BoAa A,(y) neduuucasor jequayntoM (330), miTo
- oproBapa jiaToMe pa3Maky BpeMmeHa (1, f,) ¥ fBeMa KOHCTaHTama h u k.

Axo ce mycTs ia & v k Bapupajy Off HyJie 10 6eCKpajHOCTH, KOpPEeHH
A Mgy Ag, e

n3Boguuile Bapupahe Takobe, anu cBakM y cBOMe pa3Maky, BaH KOTa HH-
kako mehe m3ahu, gBa TakBa pazmaka, MITO OXrOBapajy [(BaMa pas3NuIHUM
KOPEHNMa, HUKAJ, e HU TOTAJIHO, HU AeNMMIYHO He MoKJanajy.

Osnaunmo ca (A,) pasMax Bapujaldja KopeHa A,. Taxa, npema paHu-
je HaBeeHo] 0cOOMHU (PYHKIMje YUjU IPYTH PEIaTHBHU U3BOJ CAfPXKH JIH-
HeapHO jefjaH IPOMEHJbYB apaMeTap, MOXe Ce HCKa3aTH OBaj CTaB:

Bpoj eaextupuunux ocyunayuja y iojasu, y pasmaxy spemera (ty,t,)
JjegHak je panZy n, ymareHoOM 34 jequHuyy, oHoza pasmara (N, ) Koju 06yx-

__ _ _ 1 _ R __
8ailia peyuilpouHy 8pegHoCill e Katiayuilieilia KOHGeH3allopa, UAU CAMOME



396 [IUPEPEHLIMIAITHU ATTOPUTAM

[ome parzy [OBO MOCHENIbE ¥ CIYYa]y Kaj| ce BPEJHOCT % Hanasnm m3meby

nBa TakBa pasmaka (A,) 1 (A, )]

¥ xomuko je kanamureT Behn, y TONMMKO je HKU panr pasmaka (A,)
KOjH caJ{p>Kd M3BPHYTY BPEAHOCT KallalWTeTa, IpeMa TOME, V TOIHUKO je
Mamu 0poj elNeKTPUYHUX OCHuIaldja y JaToMe pa3Maky BpeMeHa. Ca ona-
" JameM KamangTeTa Taj 6poj mocraje cse Behm u 6poj oclUIaNja CRe BHIIIE
pacre. OcHmIaTOpHa HePHOfia, HAIPOTHUB, YCIIEN TOTa Omaja.

Ynopegumo Mebyco6HO 6pojeBe eneKTpHUYHUX OCHIIIAIHja Y JaTOM
pa3Maky BpeMmeHa (fy, t,), Y pa3Iu4YHUM eKCOEpUMEHTHUMa Y KOjiuMa ce OT-
nop u kKoedunujeHaT cend-UHIYKINje Meajy Ha jeflaH ICTH Ha4MH, a Ka-
HDaIATET UMa CTAllHE BPENHOCTH Y jJefHOME MCTOM €KCIEpUMEHTY, a PasHe
BPETHOCTH Off je[IHOTA eKCIIePAMEHTa IO IPYTOr.

IIpeTnocTaBUMO N2 je y jeTHOM eKCIepUMEHTY KamaluTeT TONHKY Aa
Ce IberoBa H3BPHYTA BPETHOCT

Hanasu y pasmaky (A,), mina usmeby pasmaxa (A,) u (A,,;), a y Apyrom
exCHepuMenTy y pasmaxy (A,,,), unu usmeby pasmaka (A, ) # (A,.,).
Bpoj ocyunayuja y peon excilepumeniiiy 6uhe n — 1, uaun, a 'y gpyzom n
usun + 1. Tperyum y KojuMa enekTpuuHo onTepeheme y IpBoMe B [pyromM
eXCIepUMEHTY Merha 3HaK, a y pa3MaKky BpeMeHa (7, f,), CleAyjy Hau3MeH-
ile jefjaH 3a PyTUM ¥ TO TaKo, fa onTepeheme HajIpe MEHa 3HAK Y JEAHOM
EKCIIePUMEHTY, 1A 3aTHM Y APYIOM, I TAKO HaM3MEHIle, Kao MITO MoKasyje
ciuka 25.
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M yomiure, ako ce MebycoOHO yropefe fBa eKCIEPUMEHTA, Off KOJUX
1
IIPBOME OfirOBapa 3a I pasmak (2,), a gpyrome pasmax (A,,,), k-1a Tpe-

HyTaxK, IOYEBIUN Of ! = f}, Y KOMe eNeKTpuuHo onrepeheme mMema 3HaX y
NPBOME €KCIEPUMEHTY, HAWNA3H] OCIe k-ToT, a 1pe (k + p)-TOr TpeHyTKa y
KoMe onrepeheme MeEma 3HaK Y APYroMe eKCrepuMeHTy.

ITomrro je y pasmMaky BpeMeHa (1, I, ), KaJl je UCIpakibaBamhe KOHIEH-

3aTOPa OCYUAALUOPHO, YCIIOB
M+ />0

yBEK HCTYH:EH [jep ApYr: peraTasHU U3BOM A,(y) Mopa rafga OUTH Ho3u-
usau], To, IpeMa paHUjeM CTaBy, onrepeherme KOHeH3aTOpa 32 Kananu-
TET TaKaB Jia ce A HaJa3| y pa3Maky (A,) He Meha HHE jeJaHITyT 3HaK y pas-
Maky (1), t,) H IMa y IbeMY jefiaH MaKCAMYM WA jeflaH MUHUMYM. 3a Kara-
IATET TaKaB, a ce A Halla3ym y pa3Mmaky (A,), onTepehene Mema JeTanIIyT
3HAK Y TOMe pa3sMaky BpeMeHa U Y OBOME JOCTHIKE jeflaH CBO] MAKCUMYM B
jelaH MEHUMYM; MaKCUMyM (WI¥ MAHEMYM) onTepehera y IpBOMe eKcile-
PEMEHTY JIeXHu u3Meby oBora MakCIMyMa U MEHEMYyMa Yy APYroMe €KCIIE PH-
menTy. ¥l yonuure:

Markcuumymit i MUHUMYMU €AeKIIPUYHOZ oliitiepehersa 3a Kailayu-
iieili 3a xoju ce A Hanazu y pasmaxy (A, ,|) pasgeojenu Cy MaKCUmymuma u
MUHUMYMUMA OTiiTlepehersa wilio ogzosapajy Kalayuilielily 3a Koju ce A Ha-
Aasu 'y pazmaxy (A,).

Ynopeaumo jour MebycoGHO 1Ba eKcrepuMeHTa, jefjlad 3a KOjH je Xa-
pakTepucTHuHa PyHKIHja

®(0) =M + f;
¥ IPYTH 32 KOjH je Ta PyHKIuja
(1) = Ao, + ¢y,

raecy fi, fo» 9, @, AaTe (yHKIUje BpEMEHA f.
Axo je y pasMaky spemeHa (f),7,) 3a CB€ [O3WTHBHE BPETHOCTH A

HEIPECTaHO
7\’]:1 + fZ 2 7\4([)1 +(p2’
Tj.
MA=0)2A(f, —¢2)s
" aKko ¢ce KOpeHI/I HU3BOTHHIA Y IIpBOME 1 )IperM eKCHepI/IMeHTy QO3Haue ca
i 7\:1, 7\42, 7\43,
Py Moy Ha,.e.
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OHfla, IPEMa paHHjeM CTaBy, KOpeH A, Ouhe Behu o Kopelia W, BcTora pa-
Hra, a TPEHYLM / y KOjUMa eJIEKTPHYHO onTepehehe y IpBoMe eKcrepaMe-
HTy (OHOME IITO OATOBapa KaMaIHUTETy A,) HACTYNAjy MOCIe TPEeHyTaKa !
HCTOTa paHra y Kojuma onrepeheme y apyrome excrepumenty (OHOME ITO
OAroBapa KalanmuTeTy [L,) Meiha 3HaK.

To uCTO BaxXy M 3a TPEHYTKE y KOjUMa eNEKTPHUYHO onTepeherme KoH-
IeH3aTOPa JOCTHKE CBOje MAKCUMYME H MEHAMYME.

* sk sk

Mo capa je 6unO NMPETIOCTaB/BEHO A Y CACTaBY CHCTEMAa Y KOME Ce
BDILH UCIPAaXKibaBamke KOHEH3aTOPa, WIIX HeMa HHKaKBe eJIEKTPOMOTOPHE
CHJie ¥ HUKaKBOT CIIOJbHET HHAYKIHMOHOT VINUBA, WK, aKO UX HMa, 14 Ce
000je TakO ca BpeMEHOM MeH:ajy, Ia pa3iuKa

dq _
dr

Oyme jeflHaKa HYJIH 3a CBE BpeMe UCIPaKibhaBamba.

IIpeTnocraBuMO cajf OHIUTHJH CIYYaj: fa CHCTEM CaApKH U KaKaB W3-
BOP €NIEKTPOMOTOpHE cune E ¥ ia je, IOA HHAYKIHOHUM YILUTHBOM KaKBOTa
CIIOJbHET MarHeTHOT 110Jba, YMjU IPUTHIA] HEKa je ¢, a Ha ce 060je Memajy
10 KaKBHM II0O3HATHUM 3aKOHUMa y TOKY BpeMeHa. AKO ce Tajia ¥ KalaluTeT
KOHJIEH3aTOpa, OTIOP M KoeduIujeHaT cen-uHAYyKIrje Takohe Memajy ca
BpeMeHOM, TeopHja nIpobiaeMa CBOIU CE€ HA MHTETPAHjy U JUCKYCH]y jelHe
IuHeapHe AudepeHiujalHe jefHaylHe pyrora pefa ca IPOMeHJEHBUM
KoeUIIjeHTHMA ¥ allCONYTHUM YiaHoM. TakBe jegHaunHe, HE CaMo J1a ce
y OIIITEM CIIy4Yajy He MOry HHTETpalnuTH, Beh ¢y HenpuMeHIbUBH U 3aKIbY-
Yl U3BEfEeHH y OBOME IITO NPETXONK W KOJH BaxKe 3a ciaydaj Kajp je jef-
HaYuHa 6€e3 acoNyTHOT WIiaHa.

MebyTumM, uHTErpanyja je HIaxk MOryhHa y NOje[[MHUM CIeLHjalIHuM
CIy4ajeBHMa U KOJi HAPOUUTHX eKCIEpUMEeHTAIHUX Jucnosungja. Tako, ako
ce 3a BpeMe eKCIepuMeHTa KalaluTeT KOHAeH3aTopa, OTIOp U Koedu-
nEjeHaT cend-mHAYKIHMje He Memajy, HHTerpanyja je MoryhHa na Ma Imo
KaKBOM C€ 32KOHy Memalla eJeKTPOMOTOpHA cuna £ W NPATHIAj CIOJbHE
HHAYKOWjE ¢. JeHAYMHA ce Tajla CBOJIU Ha JINHEeapHY jeAHaYuHy pyrora pe-
lla ca CTAJTHUM Koe(pHIMjeHTHMA U IPOMEHJBMBHIM allCOIYyTHAM YJIaHOM, a
TakBe Ce jef[HaurHe YBEK MOTY HHTEIPaIuTH.

Tako, HIp. ako ce eJIeKTPOMOTOpPHA CHJIa IPOU3BOAM KaKBOM MaxXH-
HOM 3a alTepHaTUBHE CTpyje, 6uhe

(331) E = Eysin Zn—;—,
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Ia aKo Cy, IpH TOME, KallaluTeT, OTHOP U KoeuiujeHaT cend-THayKmje
HEIPOMEHJBHMBH, IPOOIIEM Ce CBOAH Ha MHTETPAIH]Y jeIHAYAHE

) :
Ld 2Q+R£12+Q=—Eosi1127ti,
dt dt T

YHUjU OMIITH UHTETPAN MMa jeaH off 06InKa

(332) 0 = Asin 21:% +B cos 2n-;— +Cie" + Cpe™
HIIR

_Re
(333) Q= Asin 2n%+B cosZn%'%e 2L (Cysin ot + C, cos o),

rae ¢y C; u C, NpousBOJpHE KOHCTaHTE, A M B KOHCTaHTe ofipehene apema

jenHadnHamMa
2
20 pa+| L AL R _ g,
T c T
2
1 4rn°L A—ZERB-i-E():O,
c T T

7 U 1, KOPEHHU KBafjpaTHe jeHAYNHE

r2+£r+—1—=0,
L CL

a Ol KOHCTaHTa 4Mja je BpeHOCT

2
o = /L_ﬁ;_
CL 41*

TlojaBa ce pgemaBa Kao fia je OcTaja CyNeprno3ulujoM [iBajy pasHUX
AiCIpaXibaBaka KOHJEH3aTopa: jelHora o6maHor (6€3 eIeKTOPMOTOPHE
cuIie) U jelHora Koje 6uBa 1o NPOCTOME CHHYCHOM X KOCHHYCHOM 3aKOHY H
KOje ce TaKobe MoXke J1aKO IIPOYYHTY y CBEMA CBOJUM IIOjefUHOCTAMA. EX-
cniepMMeHTAalHA JHCIOo3NNMja 6una 61 MIEeMATCKH NPEACTaB/heHa CIMKOM
26; CIpOBOJIHA JKHMIa, KPO3 KOjy CE BPIIK MCIPAKIbABahe, y BE3H je ca Me-
TaaHaM OKBHpoM MNOP koju ce okpehe oko ocoBuHE AB y MarHeTHOM
TOJbY UMje Cy NHMHUje CAlla yIpaBHe Ha OOPTHO] OCOBUHY (FUTH YOIIIITE, KOJH
je y Be3u ca KaxBOM MaxWHOM 3a aJiTepHATHBHE cTpyje). THM obpTameM
M3a3¥Ba C€ Y METAJTHOM OKBHPY €JICKTPOMOTOPHA CHJa KOja CE Y TOKY Bpe-
MeHa Memba IO rope 03HaueHOM 3akony (331).
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Cn. 26

Takas 01 ce UCTH cliy4aj HMao Kaj 6¥ ce MPUTHUIA] CIIOJbHE HHIYKIY]je
¢ MEA0 TIePUOAUYKA ¥ TOKY BpeMeHa. Taxko 6m, HIp. 6uio kaj 64 ce y cac-
TaBy CHCTEMa Hajla3Wiia KakBa MeTalHa MeMOpaHa koja Ou Tpenrana IIoj
yTunajeMm elekTpomarsHeTa. Axo je T mepuopa tux Bubpannja, g he ce Me-
BATH ca BPEMEHOM IO 3aKOHY 00JIHKa

o+ PBsin 2 !
= sin 27—,
7 T

rae ¢y o u  korcranre. [ludepennujanna jefHavrHa nojape 6u 6una

LdQ+RdQ Q—U,
dr? a C

rae je U jenna wind gpyra of ABejy (pyHKIHja

RB cos 271—
T T

U= gn—BCOSZTc—[——EOSm 27’1:-[3
T T T

npema TOMeE, ia IIA Ce Y cacTaBy CHCTeMa Hallasyd eJeKTOPMOTOpHa cuia E
WA He.

Y o6a crydaja enekTpuyHO ontepeheme Q Ouhe uspaxkeHo obpaciu-
Ma o6nuka (332) umu (333), camo mTo he KoHCcTanTe A 1 B OMTH Y HEKOJH-
KO nmpoMereHe. Teopuja NojaBe He 6 ce HUYKONNKO pa3jimKoBalla off Ma-
notnpebanmse. ,

HamnocneTky, ako ce y cacTaBy CACTeMa Hajla3W KakBa CTalHa eJieK-
TpoMOTOpHA cunia E (Ipou3Befiena, HIp. eJIeKTPHYHAM eJIEMEeHTOM W §a-
TEpUjoM) U aKO KallaliuTeT KOHAeH3aTOpa OCTaHe HEeIPOMEH-EH 32 CBe Bpe-
Me 10jaBe, OHJA H2 Ma KOjH ce HadUuH MEHald OTIop M KoedulujeHaT
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cenip-uupyKIHje, MOTYhHO je y MOje[JHHOCTMA TTPOYYHTH TOK T0jaBe U Ka-
PaKTep eNeKTPUIHAX OCHUTIaNyja Ha UCTH HAYMH, Kao U Y Cly4ajy Kaj ce y
cacTaBy cHCTeMa He Halasd HEKaKaB H3BOD €IEKTPOMOTOpHE cuie. Jep
nudepeHnyjanta jefHaunHa T0jaRe Taja je

L<fl:2—Q+(R+@jfiQ—+Q+E =0;
dt dat ) dt  C

ONIILITH MHTErpAJl OBE jefHAUMHE je

J=~CE+V,

rje je V omuTH MHTerpas jefHaYuHe

2
LdéQ+(R+@)@+Q=O’
dt da ) dt C

a OBa jJe y OBOME LITO NPETXONH MpoyUeHa o nojepuuoctu. Kpuse, mro
rpaduyKu OPENCTaBba]y 3aKOHE IO KOjEMa eNeKTPUUHO onTepeheise u
HHTEH3UTET CTPYje Bapupajy y TOKY BpeMeHa, HUCY HUIITa IPYTo {0 TaKBe
KpHuBe IITO OATOBapajy ACIpaKibaBamky KOHJEH3aTopa 0e3 MKaKBe eNek-
TPOMOTODHE CHNE Y CACTABY CHCTEMA, allK CaMO TIOMEPEHEe UCIOf] allCUCHE
OCOBWHE 3a CTanHy AyxkuHy CE.

Ha ety u3pas 3a IpYru peNaTuBHA N3BOX A, U HCTE 32KJbYUIKE Ko ¥
npobneMy MCHpaxkKsbaBaba eAeKTPUIHAX KOHASH3aTOpa, HAWIA3H ce U Y
ApyTUM TOjaBaMa, cacBUM APYTe KOHKpeTHe Npupofe. Takse 6u Imojase,
HIIp. OUiie oBe:

1° ocupnaTOpHO KpeTase KiIaTHa ca CTaTHOM WU IIPOMEHIBABOM Ma-
COM, TpeEmheM MaTepHjana n OTIOpOM CpefiluHe Kpo3 Kojy ce Kpehe;

2° OCHUNATOPHO KPeTarbe TeYHOCTH y MIPECABUjeHo] IIeBY, Ha K0joj je
jefiHa CTpaHa OTBOPEHa, a ipyra 3aTBOPEHa, IIOIITO Ce& OBa 3aTBOPEHa CTpa-
HA HATJIO OTBOPH.

AKO ce 03Ha4u ca:

m Maca KJIaTHa;

y eJIoHranyja KjiaTHa y TPEHYTKY 7 ;

f cnenuduyHE OTIOP cpeiuHe KPO3 KOju ce KIaTHO Kpehe;

h cnenmduIHA CUIa KOja TEXKH [ja BPaTH KIATHO Y PaBHOTEXHY MOJIO-
xaj;

F ornop Tpemsa,
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3aKOH KpeTama KJaTHa y IPBOj alpoKcUMalyju gobuja ce WHTerpaunjomM
nuHeapHe AugepeHnrjatte jefHaurHe gpyrora peja

- d? d
m—zy +f—y+hy =F,
dr dt
JepHauwHa je mcrora o0IMKa Kao W OHA IIPYU HCIPaKibaBabhy KOHICH-
3aTopa, caMo LITO eJIOHTalHja y Urpa YIOTY eleKTpr4yHor onrepehema O,
koeduuajeHaT f urpa ynory KoepuiuujeaTa
Radl
dt
KoedunujeHar s 3aMermbyje PEUUNPOYHY BPETHOCT KamalureTa, a F 3a-
MEmYje KOJIUINHY
dq _
dt

Kap roedunmjentn jeqnavnse
(334) m, f, h, F

0CTajy HENIPOMEHIbUBH Y TOKY I0jaBe, nMao 6U ce ciydaj MOTIYHO aHAJIOT
o0uYHOME UCIpaXKbapakbhy KOHAEH3aTOpa 1 KoedunujeHarT f 61 urpao yno-
Ty €JeKTPUYHOr OTIOpa CIPOBOJHE XKULE, a F yIory eJeKTPOMOTOPHE CH-
Je ca npoMemennM 3HakoMm. Ocuunangje 0n Ouie NpefcTaB/beHe aMopT-
3WpaHO-NEPHOANYKEM (PYHKIHM]jaMa, KA0 B y CIy4dd]y HCOPakibaBamka KOH-
[leH3aTopa; aMIUIUTYLE ocumiIaliyja Oune Ou cBe Male y TOKY BpeMeHa H
HAIOCIETKY O ce IOTIIYHO yracuie.

Kap cy koepunmjenTr (334) mpoMenbUBY 3a BpeMe MOjaBe, KpeTamhe
KJnaTHa Ouno 64 NOTIYHO aHAJOro OCHUNATOPHHM (PUIyKTyalujaMa enex-
TpULOUTEeTa IPH UCIPAXKkHAaBaky KOHAEH3aTOpa ¢a IIPOMEHIFUBHAM Kallaly-
TETOM, €JEKTPUIHAM OTIIOPOM, KOe(UIM]EHTOM cend-uHAYKIM]je, TPHTH-
[ja]eM CIIOJbHE MHIYKLMjE ! eNEKTPOMOTOPHOM CHIIOM.

Wcra pudepennyjanya jefHauYnHa, NCTH U3pa3 3a H3BOR A, W HCTH 3a-
K/bYYOW BasKe W 33 OCHHJIATOPHO KpPETame TEYHOCTH Y CaBHjE€HO] LEBU.
Ynory enexTpuyHor ontepehema urpana 61 y Toj M0ojaBM BUCHHA TEYHOT
cTyBa.
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Hsmeby gea paivia na Yuusepauitieilly y Beozpagy usaasuaa je cepuja
Hpegasarsa na Beotpagexom ynusepauiieiiy. Belhiuna oeux xrbuza witia-
miiane cy cpegcitieumna 3agyxcoune Jyke heaosuba Tpeburmwya (1854—-1931),
jegroz og Hajeehux gobpoilieopa YHueepauitieiia y Beozpagy. Ilopeg ose
uznoxcerne krwuze, Muxauno Ieitiposuh je y 0soj cepuju o6jasuo joui gea
yubenurxa Eauittiuuxe hynrcyuje, Beoipag 1937. u Muuieipayuja gugpepen-
yujasnux jeguawuna uosmohy pegosa, Eeoipag, 1938; logpobHitje y Krouau
3agymucbune u pongosu beoipagcxo? ynusepsuiieina, ITybauxayuje Pex-
wopaiita, k. 38, beoipag, 1940, citip. 353-370.

Mroza ceoja usgarea Cplicka kpamescka axagemuja je objasuna cpeg-
cidsuma gobpoiieopa KOju €y €80] umelliax 3aseuiliianyy 080] HAYHUHO]
ycitianosu. Taxo je [letiposuhiesa krwuza Jegan gughepenyujanrnu anio-
puitiam u wezose upumene objasmena iiomohy Ponga llepe K. Josanosuha
(1852-1900), fiosnaitio? atioliiexapa OkpyZza kpazyjesaukoz; ogpbonuje y
Krouau Jagyscoune u ongosu, Cpiicka kpamescia arxagemuja, CilomeHu-
ye, k. 8. Beozpag, 1936, citip. 93-98.



HETPOBHBEBI/I NHTEPBAIIN 1
IVOEPEHIMIAIIHN AJITOPUTAM

Y osoj xkwusn Cabpanux geaa Muxauna [ettiposufia M3noxese cy ABe
mMororpaduje: Pauynawe ca opojuus pasmayuma (Beorpay, 1932) u Jegan gudhe-
penyujasnu aszopuiuanm u wezose upumene (beorpan, 1936). Ipra je xwura su-
1e TofuHa KopuinheHa Kac pefioBHU YIGEHNK 3a CTyAeHTe MaTeMaTunke Ha Puno-
3othckoM thakynrery y beorpany, Mok ¢y ce IpyroM KimbUroOM KOPUCTANH CTYIEHTH
U IpYyru MaTeMaTH4apH, ciymaony sagpenHor [leTposuheBor Tedaja 0 IpUCyCTBY
anroput™a A,(y) v Teopuju qudepeHnnjantux jeqaadnaa (Y HuBep3uTeT y beo-
rpany, 1936-1940). [{a HucMo IpyKWIIH ONIITH YBH) y oBe 3HauajHe [leTpoBuhese
K#bUTe, TOKYIUAIH CMO J1a YTBPIUMO, KaKO j€ CBe TO NIQUENO ¥ pa3Bujalo ce y Aemly
Muxauna ITetposuha. Jep, pan Ha HauyHNIM MOHOTpa(ujaMa B YHUBEP3UTETCKAM
yI6eHnIEMa HMa ITI0Ce6HO MECTO ¥ JIEJIy OBOT Haj3HawajHHUjer CPIICKOT MareMaTH-
Japa.

1

Op ponacka Ha Punosodceku dakynTeT YHUBep3uTera y beorpany (22. ox-
ToGap 1894) Muxanno [leTposnh Huje nonarao HApOYHUTY HaXky cacTaBibaiby,
micamy ybeHuKa 3a CBOje cTyjenTe MaTeMartuke. Ilpunagao je rpynu npocecopa
KOja je cMaTpaina ia OBY BPCTY CTPYUHNX KIBUTa He Tpe6a MUcaTH y MIafocTy, Beh
y POgMHaMAa MOTHYHE CTPYUYHE 3PEJIOCTH Kafa ce HaCTAaBHUK Yy IENCCTH ,,0haMuiin-
japu‘ y mpegMeTy U yCIie fia I'a JOBEJle 1O HUBOoA YITEeJHMX cTpanux yubenuxa. Cse
0BO Tpeba NOCTHRM ¥ IPONECY H ca XKeJbOM YHOLIEHha U CBOjUX OPHI'MHAIHUX IIPHU-
JIora RO KOjUX je HacTaBHUK NOLIA0 y BY:KEM BPEMEHCKOM Iepuogy. Tako je u 0u-
no. Jour 3a BpeMe IMKONOBAaba U ycaspiiaBama Ha Faculté des Sciences u Ecole Nor-
male Supérieure y ITapu3sy, Muxauno Ilerpoeuh yeupgeo je ga y miagoctu Tpeba pa-
JUTH Ha HAYIM, IITO BHIIE HCKA3ATH ceGe Ha TI0Jby OpUrHHANHUX npuiora.l Mare-
MaTHYKe HayKe Tpaxke MIAOT OBaXKHOI 4YOBeKa, IYHOT 3Hama ca Ro6po 3aBp-

1 O Terposuhesom mikonopamwy y [apusy nogpobuuje je nucano y kmwuzn [, Tpu-
dyuosuh, Jemoiuc nusoiia u paga Muxauna Ieiliposuha, CAHY, Beorpay, 1969,
crp. 78-128.
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IIEeHOM IIKOJIoM. A TO je [TeTposnh cBe mmao. [Ipumepu cy My 6unm dparuycku
matemaruauapu. Ipodecop Ilennese, caMmo HEKOIUKO rofguHa je crapuju o [e-
TpoBuha, 3aTHM ,,9yf0" mragor [Toenkapea, a pe CBUX W NOHAJBUILE, OCHUBAY Ca-
BpeMeHe paHIyCcKe MaTeMaTHIKe LIKONE, npogecop EpMUT, 4HjH j& KUBOTOUNC
¥ Hay4HO fero miragu IleTposnh Beoma J06pO yno3HAo .-

CynpoTHO cBojuM NpeTxofsuunrMa y MaTeMatunn Cp6uje, Ietposuh oy mp-
BUX [laHA pajy MHTCH3UBHO Y HAYLM ¥ 3acTyNa CTaB Ja YHUBCP3UTETCKA HACTaBa
MO3KE JOCTHU3aTH CBOje BPXOBE caMo Npeko Hayke. bes gofpe mkone, zema gobpe
HayKe, 1 06paTHO, cMarpao je IleTpoBuh. Y OBUM BAKHUM HACTOjamuMa Ha Benn-
KOJ IIKOJM, IPUMapHO My je OHJIO [Ja JJHYHO cTBapa y Hayuu. Bpartuno ce u3 IMapuza
IOYH 3alpTAHUX HIeja, CKHIUPAHHUX pacipaBa, IpolpaMa, CaBpeMeHe nuTeparype,
Te HHUje CIyYajHO fa y NpBUM FofiHaMa paja Ha Bemuxoj mkoma o6jarmbyje BeoMa
3amaskeHe pacrpase y Taja HajyTJIeHIj M JacomicuMa BemKor caeta.’ Kaksa Ho-
BOCT, KakBa cpeha 3a HayuHy cpeauny Beorpana. o npsu nyr Cpbuja je nmana
IDOTHYHO KBaXnUKOBAaHOT MaTeMaTH4Yapa OpUTHHAIHOI cTBapaoua. YGp3o je
ITeTposwh u3abpaH 3a JOIMMCHOTr 4laHa AKaJeMBje IPUPORHEX Hayka y CpIICKOj
KpaJbeBCKO] akameMujn (6uIo My je 28 ropusa),4 JyrociaBencke aKajeMnje 3HaHO-
CTH W YMjeTHOCTH U akajemMuja Hayka Yeike u ITosbcke.

Y o6roBmeHO] CpOuju IleTpoBuhesu nperxopsuuyu Ha JIunejy n Bennukoj
KO pajitiiu ¢y cylpoTHo. JIsa HeMareMaruvapa (!) Aranacuje Hukonuh u
Ewmusinjan Jocumopuh Iesor pagHOr BEKa CACTABIAIIN CY MATEMATHYKe YIGeHUKE
3a JIMLEjIfe U BeNUKOMKOIIE. Y IBUXOBO BPEME, TO je 0110 HEOIXONHO, & CBOJHIIO
ce Ha Heyclesa IocpOibaBaiba CTPaHuX kmura.” OHY cy 61 ,,MaTeMaTHyapn 6e3
HjeTHOT HAy4HOT MIIM CTPYUHOr MIPHUJIOra, HiK Oap HEKOT NMoKyiiaja. JegrROCTaBHO,
HAYKOM ce Hucy GaBuUiIn, HUCY HU MOTJIH (IPBH je OHO 110 CTPYIH arfoHOM, a Apyry
apxutexra). [fonanje, borpan I"aBpuiosuh no gonacky w3 BygummemTe ca JOX-
TopaTom Hayka (1887), mpeux 1015 ropusa noceehyje ce HCKIBYIUBO VIIOCHHIMA
3a motpe6e Benmkomkonana.® Hajrparonenuje BpemMe 3a HAYIHE Paj ¥ MaTeMa-
tuiy u3ry6buo je. Tek, 1900, roguse I"aBpuiioBuh ce jaBipa ca MPBOM paclIpaBOM, [fa

2 M. Metporuti, Ppanyycka maitienaitiura, Jletonne Maruue cpricke 100 (1926), 3,
cTp. 207-220.

3 Hasogumo Hacnose HeKonuKo vyaconuca: Mathematische Annalen (3 pacnipase), Acta
mathematica (1), American Journal of Mathematics (3), Rendiconti del Circolo Matematico di
Palermo (4), Bulletin de la Société mathématique de France (14}, Comptes rendus des séances de
I’ Académie des Sciences — Paris (30) u apyru.

43a nonucHor ynana Cpocke KpabeBeke akanemuje Muxamno Ilerposuh je uzabpan
5. theGpyapa 1897, a 3a pegoHor ynana 4. hebpyapa 1899..Y oBo Bpeme, of MaTeMaTHyapa
ynanosu Axkagemuje cy ownn: Iumutpuje Hewmuh, npogecop Benuke mxkone u [erap J.
Kuskosuh, npodecop Beorpagcke peanHe ruMHasuje.

5 A. Huxonuh je cacraBuo nBa yubenuka: Anzebpa, Beorpan, 1839, crp. 258 u Enene-
niiapra Zeomeiipuja, Beorpan, 1841, ctp. 226, a E. Jocumosnh: Havena suwe maitiemaitin-
ke y iipu wacinu, Beorpag, 1858, 1860, 1872. u [paxitiuuna Zeomeitipuja, beorpan, 1862,
crp. 116.

6 B. Taspunosuh, Anaauitiuuxa Zeomeilipuja iiauxe, ipase, Kpyza i KORUMHUX Upe-
cexa, Beorpap, 1896, crp. 938; Teopuja geffiepmunanaitia, beorpan, 1899, crp. 288.
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Gu 1907. ropmse npectac ca Hay4HHM pajoM. Bro je, nakako, seoma uckpen npema
ce6n.” Cnmyno je 6uto0 jOII ca HEKONMUUKEHOM MaTeMaTH4apa Ha Benukoj mkony,
ORHOCHOC Y HuBep3uTeTy y Beorpany.

Ierposuh je carypro po6po nocrynuo. [a je HEKUM CIydajeM 3alo9eo pag
K20 BEeroBY OPETXONHNIH, Nponao 6K, a Pa3Boj MaTeMaTHIKHX Hayka y Cp6uju
Opo G1 3ayCTaBIbEH; JKHEBOT Y HAylM HACTaBHO OM ce Ge3 pesyirara, 6uo 64 mpa-
3aH. CTBapanayku paj y MaTeMaTHYKUM HayKaMa CHI'YPHO OH GO OfTOXEH 0 MO-
jase Jopana Kapamare cpennaoMm 20-UX FOJMHA OBOT BEKA.

Kaxko je u urra, 3anpago, ITerposuh npenaso crynerTumMa MaTeMaTake? V3
[apusza je goneo nporpame u GpaHIyCcKy YIGEHIUKY JIATEPATYPY U3 KOj€ je ¥ caM
yuno. Ha oBIM OCHOBaMa NOYeO je fa rpanu cBoje Tedajese. Ty cy gomunupane
pyuse kiwure EpmuTa us puile anre6pe, [Inkapa n3 MaTeMaTHuke aHanuse, I'yp-
CaoB xype Kankyiyca, [lennesea u3 gudepeHnujarHux jegHaqnsa u Apyrux. To je
Guno I[eTposuheBo nonasumTe U, CBaKako, He y OOUMY HAPUCKHX TedajeBa, Beh y
3HATHO CKPOMHUJEM NPUCTYIY IPUNAaroheHoM BpeMeHy U NpUINKaMa Ha Besnkoj
mwkosny y beorpany. Ha npumepy HoenkapeoBor Tedaja U3 MaTeMaTiuKe (QU3HKE,
Tletposuh je BeoMa pPano YyBHAEO Ja aHANUTHIKA MEXaHUKA, TEOPUjcKa (PU3MKa
Tpefa ja ce pasBUjajy Ha YHRECP3UTSTCKOM HHMBOY Y3 MPHCYCTBO MaTeMaTHIKUX
upepmera. Tako ce ¥ JOTOguio, ga ce Ha rpynu Maremaruke dunozodekor daxy-
nreTa y beorpagy ocHyje KaTe[[pa 3a OpUMEHCHY MAaTeMaTHKY Koja je o6yxBaTana
paLMOHATHY MEXAHUKY, HEOECKY MEXAHUKY U MATEMATHUKY (Teopujcky) dusuky.®

Y npBHM ropEHaMa papa CTYNEHTH MATCMATHKES NPABUIH Cy Oelelrke ca
IleTpopuhesux npenaBamwa. BUIo je 1 TakMAYEK 2 IHje hie GHTH 6OTbe U JIenme uc-
nucane. Ilpodecop je npepnarac fa ce KopucTe IOMeHyTHM ynberunuMa borgana
lappunosyha ¥z aganuTuyke reoMeTpyje U JuHeapHe anredpe. IToceGuo je netu-
1120 yn6ennk csor npodecopa Jumurpuja Hemmrha.? Ymnosnapao ux na Bojua aka-
nemuja oSjasmyje kBanuretHe ynoenuxe,'0 a mmje msocrana mm crpama muTepa-
Typa. Youu Ilppor Benuxor pata cCTYASHTH Cy Beh mmanu nurorpaducana CKpHITa
7o ipegasarsuma iipogh. gp Mux. Ilettiposuha. OBe, yperHo ucaHe pykom, rabake
opobpaBao je npodecop, anu Ge3 ayropuzanuje. Ckpumnra cy 6una y ynotpedu je-
A0 BpeMe H IIOCIe para, HAPOYUTO 3a CTYNEHTE MaTeMaTHKe KOju Cy OMIIN OMeTe-
uu patoM (HEp. reBepaunja Tanmje K. Tlejosuha u gpyre). M3 mux cy yaunm JoBan
Kapamara, Munow Pagojunh, Craruvup ®@emnn,... CauyBaHa je KOIEKUHja OBHX
nuTorpagucanux [leTposuheBux IpefaBarma, Te C& MOXE Ca3HATH 1ITA j€, KAKO U |

711 Tepuwuh ~ [, Tpudynosuh, Maiiematiunap BoZgan lNaspunoeuh — Kusoii 1
geao, beorpan, 1994, cTp. 64.

8 [Tpeu npodbecop npumemene matematuke Ha Punozodekom dakyarery Ouo je
Kocra Crojanopuh xojer he 3amennTn MunyTun Munankosuh mkoncke 1909/10. ropune.

9 J. Heunh, AnzeGapcka anaauza 1w 11, Beorpapn, 1883, ctp. 592 + 690.
101g cy no3uatu yndewuiu Auvurpuja [Tannha, npogecopa Bojae akagemuje y Beo-
rpany.
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konmuko [TeTpoBuh npefapao Ha FOAHMINIOMCKOM KYPCY TEOPHjCKE MaTEMATHKE Ha
Punozoderom dakyrrery.!! Hapogumo racnose osux Tataxa.

IpepaBama npod. ap Muxamna [erpopukia
Jdurorpaducanu Tadamu
1909-1912 (1924). rox.

OCHOBU TEOPUJE HETEPMUHAHATA, 14 apakal? umn 56 crpana;
yMHOXeHO v ,,Hosoj murorpadujn”, beorpay, Tepasuje 3.

AHAJIUTUAYKA TEOMETPUIA Y PABHW, 22 a. unu 88 crp.; npupenuo
1. Hiepuh, cTyj. mar,

AHAJIMTUYKA TEOMETPUIA Y TIPOCTOPY, 14 a. unu 56 crp.

OCHOBM JU®EPEHLIMIATIHOT PAYUYHA, 23 a. unu 92 crp. ; npupe-
munn H. Bomkosuh 1 M. Mapununh, cTyn. Mat.; yMHOXeHO v JIutorpadujn K. M.
Bojkosuha, beorpan, IToerxkapeona 21.

OCHOBU UHTETPAJTHOTI PAYYHA, HegocTaje.

AJITEBPA, negocraje.

TEOPAJA JUPEPEHIIMJAITHUX JETHAYMHA, 20 a. unu 80 cTp.; ym-
HoxkeHo y JIntorpaduju K. M. bojkosuha, Beorpag, IToeakapeosa 21.

JIMHEAPHE JTUPEPEHIMUTAIHE JEOJHAYYIHE, 5 a. wnn 20 cTp.

TEOMETPUICKA TTPUMEHA NTUOEPEHIIMIATIHUX JETHAYY-
HA, 12 a. unu 48 crp.

TIAPHMIAIHE NUPEPEHIMIATHE JETHAYMHE, 12 a. unn 48 cTp.,
npupepuo Cr. I[TeTkosuh, cTyn. Mar.

OBoO je IpaxTUYHO, IE0 Kpyc TeOopHjcKe MaTeMaruke Muxanna Iletporuha
KOjH je fp3KkaH fo cpepude 20-ux roausa. TewajeBu ¢y OWi KpaTKy, je3TPOBUTH 1
METONUYKH JIENO 3aMuillllbeHu. HeMa nperepusama y canpxajy, a ®paHiyse He
IpHXBAaTa V JEIOCTH. ¥Y3€0 j¢ BUXOBY CKely, ann cefe ncKazao y KeJby fa ¥ npBo
BpeMe INTO BHIIE IOjeJHOCTaBH Kypc. [la nu je To 6miro fo6po? Kox ceake peo-
HULe M3axe TeopHjy (TeopeMe ca fOKa3uMa), a II0TOM clefe ypabern npuMeps i
»PaHrrpasu’ safamny. ’

Kao mnycrpangjy osor IIPBOT ITEPVOJA TleTposuhesnx nmucanux (nro-
rpadcaHuX ) pefaBaka, YKAXXKAMO Ha IOjeMHOCTH U3 Tevaja Teopuja gupepen-
yujaarux jegnauuna. Ipso. JemHocTaBHAM nopebermem f0Ja3y ce [0 ca3Hara fa
ce caipxkaj osor IHerposuhepor Tevaja 3afp:xao ce go 60-ux roavHa y Npenapa-
muMa npodecopa Taauje ITejopuha ga IIpupoano-MareMaTHIKOM (PAKYITETY Y
Beorpany.!? Heocropro, oBaj mofaTak yKasyje Ha IpHCYCTBO KOH3EPBATHBHOCTH ¥

1 IleTposuhes noTnyH Kpyc TEOPHjCKe MaTeMaTHKe Y TabauuMa lpuitagao je Muio-
w1 Jojuhy, npocdecopy lllecTe Mylike ruMHasuje y beorpagy, a cajja ce Hanase Koj nucLa
OBUX pefioBa.

12 Apaxk je ped JATHHCKOT nopekJa {arcus = JNyK) Koja o3nayasa tafak xapTuje of
4eTHPH CTpaHe guMeHsnja 21,3 X 33,7 y cm.

13 pey je o BrmieroguuimbeM IejosrnheBom Tedajy w3 pupepeHUMjanumux jegHaIHHA J0
er3UCTEHLNjE PeLleha, OJHOCO BapHjallHOHOr PaYyHA.
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HACTaB¥ KOja Je IOBeNa IO 3aCTapeiuy Nporpama, a Koju ¢y Ayro OWiId PUCYTHH
ra Punoszodcrom, opaocHo TipupopgHo-mMaTeMarakoM axynrery y Beorpapny.
TIpumernmo, ga Herposuh HE peyn Hilje YHEO W3 OCHOBA KBAIWTATHBHE HH-
Terpangje prdepennyjanuux jegrayrsa. CMaTpao je fa TO HUje 3a HACTaBy, Beh
caMo 3a Hay4dHU pafi. A TGpHA ananysy [NojefHHUX JeOHua V Te4ajy, PeOBATO H30-
CTaBIba ,Haurpafmy”. PenmMo, xana u3saxe 3aTBOPEH U3Pa3 3a peiiasambe IuHea-
pHe pudepeHnyjante jefHaduHe IPBOr Pefia, OH Ce He YIIYLITa ¥ aHaIu3y 0Be (hop-
MyJi€, H30CTaBlba IOHalamke HATEerpana jefHauuHe V 6eCKOHAYHOCTH U CTIUYHO.
YBupa papy, MIOMEHUMO cagpxaj 6ap jegaor Iletposuhesor Teuaja.

TEOMETPUICKA ITPIMEHA TUGEPEHHMIAIIHUX JEJHAYVHA,
Yaog. 3agayu Koju ce céoge na gupepenyujanne jegnawune I pega. O opiiozo-
Haarum pajexitiopujamna. 3agayu Koju ce ceoge Ha gupepenyujanne jegrnavune I
u [l pega. Hpumena y onapruum koopgunaitdama. Hpumerne y iipocitiopy. uruje
Kpusuna Hoepuiuna (3a obpitine u pazsojue tospuiune). I'eogesujcice aunuje na
HOGP UIUHY.

Yuapsmue je u IleTpornhes gobap 1 IIOHOHOCAH MaHUP, 1a C& YECTO [03HBA
Ha CTpaHe H3BOpE ca HaBobemeM TaYHOT WMEHa ITHCIa ¥ HacnoBa Aena. Kapga Hexu
HCKa3 3aXTeBa BUILIE BPeMEHa y HACTaBH, Kaf je Mo cagpxajy obuMaH, npogecop
cnymacla ynyhyje Ha crpade Kwure. Ha npumep, y Hapyujarnum gupepenyujan-
HUM jegHauumama KOF PyHKIROHANHKX AeTepMuHaHaTa, IleTpoBuh uckasyje teo-
peMy, a 3a BEH Joxas penn: ,,JJokas uMa xox Bertrand-a, t. I, p. 65°. OBaxsu cny4a-
jeBY CY 4eCTH U YXa3yjy Ha IpOPecOpOBY Xeby, fa 6yayhu MaTeMaTHIapy oI 3a-
paHa yIIO3Hajy U IIpUXBaTe pajl Ha CTpaHoj IuTepaTypu. A Oubnnoreka MaremaTu-
qKor ceMuHapa ®uno3odekor dakyareta Omia je npedorata u MOIVIa fa OroBO-
pH 3aXTeBHMA CBOjuX Koprcauxa. !4

TlerpornheBu nurorpaducany Tabany He o0HIIYjy 3afjaiuMa U OTBOPEHUM
npo6aemuma. Ciymaolie je ynyhusao Ha 30upke 3afaTaka npodecopa Raffy-a ko-
je je u cam permasao y ITapusy. A xaxo je Mujanko "hupnh, no fonacky ca cryaaja
y Hapunzy, o6jaBuo 36MpKy 3ajataKka y ABa icla, y KOjOj CY H3I0XKEHHN CKOPO CBH
saganmy ca Conférencie de M. Raffy ca Faculté des Sciences, To je IleTposuh y MiaTe-
MAaTHIKOM CEMHUHAPY GHO TOTIYHO 3a70BOJbAH OBHM JEJIOM HacTase, !

Beh je nomeryTo fa cy oBr IleTposuheBu TedajeBu OUNKM HETEUIKA, 3a CTY-
redre seoma npucrynavsn. Ilpodecop je yeneo ga cactasu BPCTY ,,cpeliber Kypca™
MpUXBATIEHBOT 32 cBakor. Takas je 6mo Muxamio Ilerpornh y HacTaBH 10 Kpaja
parHOT Beka. AKO je HEKO XKeJeo BHIle, TPOgecop je Npeiarao CTpale Kibure,
qaconuce ¥ y CemMuHAPY OpyKao KopucHe caBeTe. To je OMO ciyHaj ca cTyaujama
Joana Kapamare u Munoma Papojunha. Ilpaktudno, onu cy npeko Iletposuhe-
BUX TaGaka JO3HABANK CaMO OCHOBHHU CagpsKaj Tedajera, & caM IPEeIMeT H3yJaBaliu
13 cTpaHe jgurepaTtype. I3 oBHX pa3nora, CHTYPHO HEje CIy4ajHO, a ce 00ojuna, u

14 0 Gubnuoreun Marematuuxor cemunapa ®unozodekor pakyireTa, Kojy cy He-
mauky damcty cianwiy 17, okroGpa 1944, norneparn y KibK3u Hasegenoj nop, 1.

15 M. Tupuh, [Tpobaemu us gudhepenyujantio? u uniiezpaino? paqyra, Ipeu geo,
Beorpan, 1890, crp. 324; Hpyru neo, beorpan, 1891, crp. 436.
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Kapawmata, n Pafojash, ofMax no 3a8pUIETKY CTYIH]a jaBibajy ca HayIHHM pacupa-
BaMa, a yOp30 Cy MOUNIE ¥ HUXOBE NOKTOPCKe QUcepTanyje.

TToMenIMO Ha XPajy, 1a H3JIOXKEHU KYPC TEOPH|CKE MAaTEMATHKE He CAIpPXKU
HEjelal Teuaj reoMeTpuje (eleMeHTapHA, HeeYKINNcKa U npojekturna). To je
Oua Benuka pana 1 mana Ilerposuhere lllxone. Cee fo nojase Munonra Pagojun-
ha 30-ux roguya, recMeTpHje Kao caMOCTaNHE Hay'dHe JUCIUITINHE # NpeaMeTa Ha
dunoszodekom dakynrery muje 6mro. 7 Takobe, xypc je Ge3 caBpeMeHux 065acTu
aHanm3e, KOMIUICKCHE IPOMEHIEUBE JOLI HeMa, a BEKTOPH €y BaH CBAKOT JoMaliaja.
Hanetn Bajepmrpaca, Kanrtopa, Hefexunga u Kou3epBaTuBIa KpoHnexepa HuUCY
FONMpanu ¥ Tex npn kpajy Ilerposnhese HacTase mounmy ga fodujajy npse obpu-
Ce W TO Y HACTOjalbHMA IErOBHX YISHNKA, HACISHHIKA ¥ MaTeMaTuykoM cemHu-
Hapy.

Taxo ce 3aBpumo Upsu iepuog yndesyyke nureparype Muxauna [letpo-
Buha. Iheroew oppe adanu3opany Tadally IOXYTENHUX IUCTOBA CTOj¢ JaHac Kao
BpefiaH eKCIoHaT y OyayheM Myiejy YEnBepauTeta v Beorpany. OHE ¢y npenuBan
CIIOMEHHK JeJHOM BpeMeHy Kojer ce decto Tpeba npucernru. OBaj nepuop seh
LJOpunaga UCTOPAJH, OHOM XepojckoM Joby xap je mana CpOuja cTBapana cBOjy
KYATYpY U yCnesasa fia i CBOjUM KyJITYPHAM TOCTHTRYAIMa TIpojiApe y cet™. 18

Jpyru mepuop nurorpacducanux [lerposuheBrx IpegaBama IOUUbBE Cpe-
nueoM 20-ux roguea. IlocreneHo ce Memajy ycrnoru 3a paf. IIporpamu Tedajesa ce
IIPOIIAPY]Y, HOCTajy cagpxajuuju. CBe je y YCIIOHY, ¥ HACTaBa Ha Y HUBEP3IUTETY, U
Hayuun paf. [pHgomna je pycka Hayuna eMurpanyja, yriue sy npogecopH, feKan
PuU3HUK0O-MaTeMaTHIKOr (aKyldTeTra Xapkosckor yEusepszuTeTa Hukoma H.
CanTuKOB, 3aTUM peKTOp Y HuBep3ureTa y Opecn AHToH [J. Bunumosuh, pexTop
Kujesckor yrusepsuteta Hukona M. By6ros!® u ppyrm. Beh smso cracasajy
Maafe cHare y MaremaTuikom cemurapy — Tapuja Ilejosuh, Jopar Kapamara u
Murnom Pagojunh, a cTyAeHTH MaTeMaTUKe OCHUEBA]Y cBOje YapyXeme. Cse je mo-
CTaNo WIONOTBOPHO ¥ 0uno y ycrnony. Hactapa Ha YHUBEP3UTETY U HAYUHE paj
nobujajy Hoee nocnesuke. Kypc Teopujcke MaTeMaTHKE BHIIE C& HE HOJIAXKe CKYII-
HO Beh 10 TedajeBuMa, IUTO je MHOTC SHAUWIC ¥ pa3Bojy Hay4yHux npegmera. Iloja-
BIBYje ce yacomic Publications mathématiques de I'Université de Belgrad (1932.1.) Ko-
ju ce cBperara Meby Haj2ravajamje Tor Bpemena. 2’ Cie je 0BO MMATO BUIHOT yTH-
1aja Ba o0uM ¥ cafipikaj xypca Teopujcke MaTemaTtuke. [letposuh BHIllE HUjE caM;
MHOTE TevajeBe Nnpey3umajy merosu naciepguunu — T. Ilejosuh, J. Kapamara,
H. Cantukos, M. Pagojunh. W oHu caga rpafie cBoje pyuHe KBHre 3a norpebe

16 . Tpugynosuh, Tuxa u ycpgra smoauitiea Munowa Pagojuuha, Haponsa ksura,
Beorpan,1995, crp. 318.

17 Yero.

18 p. Kawannu, 36opuux pagosa Maremaruykor unctutyta 3 (1953), crp. VIIL

19170 ronacky v Beorpapn, Huxona By6uos, Hajsehu nosnasanan ucropuje 0poja,
y6p30 je OTHINAO Ha TeK ocHOBaH JbyG/baHCKM YHHBEP3UTET Ha KOjEM j€ Pajuo [0 Kpaja XKu-
sora (1943. r.).

20 O oBom YaCOTMCY KOJM M JaHac u3nasu, Haj6osbe je nornepartu llpeineg usgaroa
Maiiiemaitinuxoz unciauitiyiia, beorpan, 1986, crp. 284.
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npexMera Kojer npenajy.2! Huxos mpodecop Guo je cpehaH I TEITKOM MyKOM
CTHUIIaBaO pagocT 300r ceera Tora LITa BHAX OKo cebe. Y MO3HATOj CKPOMHOCTH,
KOJy je OpeHeo U Ha CBOje YUCHHKE, HUje MOTao fd OfYCTaHe U 2 He HAIMIIE OCBPT
Ha Taxo Halyjano feno MaTeMaTHUKUX HayKa y CPICKOM Hapopy: Maillemailiuuxu
unCHiniilyiil Ha beozpagcom YHUGEPIUMCHLY ~ KOWHUNA HAYUHOZ pagfa,22 IIpm
H37araky 00usba Pe3yTaTa NpH3HATHX Of] CBeTa HayKe, JOKTOPAaTa MATeMATHIKIX
HayKa KOjH ce cafa [0 IPBU IyT Ionaxy y beorpany, rocrosama 6e0rpafckKux Ma-
TeMaTH4Yapa Ha CTpaHuM yHUBep3uTeTuMa, Ilerposuh Huje 3a6opasyo fa noMeHe
IIONlaH paj CBOjUX CTYHEHATa KOju u3fajy ¥ daconuc MaTeMaTHYK# BECHUK
(1933.1.).23 Buno je npodecopy Ilerposuhy Beoma IpHjaTHO U 32[0BOILHO je IPH-
XBATHO HOPYKY MaTeMaTHIKe Maanocrty: , I1yTyj urymane, He OpHEA 32 MaHacTHp'.

Y pany na IleTposuheBuM py4YHHM KIBbATaMa HajBHIIC je OUIIO AaHTazKOBaHO
Ynpyxkeme CTyfcHaTa MaTeMaTuke beorpapckor yenpepsurtera.24 OcHOBaHO
wkosncke 1924/25. ropune, a yjenumeno 1927. rofguHe ca CIMYHEM YAPYXEIbIMa Y
3arpe6y u Jbybmann, YApyKeme je BeoMa 036uipHO Opulio cpebusamy [eTpo-
srhesnx muTorpadmcannx Kmura. 2> Kao cexperap Capesa yapyxema CTYASHT Ma-
remaTure Ilmaton [Tumuh u npepcepnuk Casesa H. Paposuh, a Hajsumie opefcen-
HUK Yapyxewa ca YHuUBep3uTeTa y Beorpany, cTyneHT MaTeMaruke Mupocias
Henagosuh, yynHuIn ¢y ¢Be Aa JORUNIOMcKY IleTpoBuhesn Tevyajesu Oyny cBU
06jaB/beHA W PEIOBHO OOHABBAHM, 20

Tpu uspapy wro notnyryuje Gudnuorpaduje ITeTposuhesor fena, yrephene
cy cnepiehe TleTpoBuhiese KILUre — CKPHITA Y CACTABY OPEAMETA TEOPH}CKa MaTe-
MaTHKa Ha P1030(pCEoOM f})aKynTeTy.27

OCHOBM TEOPUIE JETEPMUIHAHATA, Beorpay, 1924, crp. 43;

TEOPUIA U3BOJIA CA ITPUMEHAMA, Beorpapn, 1924, ctp. 96;

MHTEIPAIIHU PAYVYH, Beorpan, 1924, ctp. 64;

TEOPWIA MUGEPEHUMIAIIHUX JENHAYMIHA, Beorpag, 1924,
crp. 73;

21 Hnp. J. Kapamara, Buwa aaze6pa I, Beorpan, 1936, crp. 192, in 4° { no apenasa-
miMa p Josana Kapamatre cpeuny cTyieHTH mMarteMatuke Brawxo Meanosuh u bornan
Byjowenuh; uaganc Yapyxemwe cTygcHata MatemMaruke; aurorpacdija u wraMnapuja Kocre
M. Bojkosuha, Beorpag, Ckagapcka 6).

22 MJonutuka op 8. maja 1938.

23 O oBoM wacomucy u YOpyKewy CTyIeHaTa MaTeMaTHKe MONPOGHKje Y KEbH3H
gaBeneHoj moy 1.

24 Hero.

25 Tavan Hasue OBOT Yapyxemwa je. ,Cases Jyrocnosenckux CryjgeHara Mare-
maTuKe® (ocHoBano 21. oktoGpa 1927). INouacun npefcennuk osor Capesa 6uo je Muxanno
Merpopnh. TpuMeTumo f1a je JyrocioBeHCKO MaTeMaTHYKO FPYLITBO ocioBano 1938. ro-
nune y beorpany. Ipepcepunk osor Opyurrsa 61o je npocdecop Tapuja [lejosuk.

26 Hajucrakuyruju 4i1adoBy YpyXera Ouln cy JOUHM]e NO3HATA HMEHA HayKe H
TeXHUKe, HIp. akageMuk Mupocnas Henagosuh, Ilnaron Juvuh, npod. yuns. u ip.

27 Fubauozipachuja Muxauaa [leitiposuha y wibyu3u HaBenenoj nog 1.
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TEOMETPHICKA INPUMEHA NUOEPEHIIWIATIHUX JETHAYU-
HA, Beorpapn, 1924, ctp. 42;

TEOPUIA @YHKIIAIA, Beorpay, 1924, ctp. 96,

TEOPUIA AHAJINTUYIKUX ®YHKIIWIA, Beorpan, 1925, crp. 244
(2. m3pame, Beorpan, 1928; 3. uaname, Beorpay, 1937);

OCHOBY JUPEPEHLMIAIHOT PAYYHA, Beorpap, 1925, crp. 91
(2. uagamwe, Beorpap, 1935);

AHAIIMTUYKA TEOMETPUIJA Y PABHI, Beorpag, 1926, crp. 83;

AHAJIVTUYKA TEOMETPUTA ¥V ITPOCTOPY, Beorpap, 1926, crp. 54,

TEOPUJA EMANTUYKMX ®YHKIINIA, Beorpag, 1927, crp. 138 (2. us-
mame, beorpan, 1928; 3. magame, Beorpap, 1937);

TEOPHIA PEJCBA., Beorpap, 1927, ctp. 40;

TEOPUIA AIITEBAPCKUX JETHAYWHA, Beorpap, 1927, crp. 204 (ca
H. H. Cantukopum);

HHTETPALIVJA JUOEPEHIIVIJATHUX JEJHAYWMHA TIOMOLY
PEIIOBA, Beorpag, 1929, crp. 117 (2. m3pgame, Beorpap, 1937);

EINEMEHTAPHA TEOPHJA TPEHIAKA, Beorpax, 1930, crp. 60.

Kaxo cy rogume ogMunae, npefaBaka cy OUlla CBE CIIOXEHU]a, jaBJBAjy Ce
HOBe 061aCTH, CBE je HEKAKO KBAIIUTETHH]E, 2 IUTO je MOCIeAuna jadarma IporpaMa
HACTaBe TEOPHjCKe MaTeMaT¥Ke, a OHAJBUIlle PAa3BOja Hay4dHOT paja. Beorpap je
OCTEIIeHO ACHYHABa0 YCIOBe KOjU I'a CTaBJkajy y3 OOK HaydHUX HeHTapa Espole.
CxpunTa cy cajia ofuITaMIana y o6nuky keure. 28 Mebyrum, Iletposuh u gambe He
HaMepaBa jla W37a 3BannaHe yIOeHuKe ¥ BUCOKO] InTamnu. [la nu 9eka , BpeMe 3pe-
®Ba" xoje je ynoszsao faneke 1894. ropune y [apusy, unu je no cpeiy MaTepHjalHa
nemoh YruBep3uteTa? CBe je IpenycTuo YApy:Kewy CTyAeHaTa MAaTEMATHKE Jla
YIHHT BETeBa Npefasaiba foctynuuM. Ose kmure [leTpoBuh cafa ayTopH3yje.
Join je cam, ocuM y crrydajy Tedaja Teopuja anzebGapckux jeguaquna KOju je ipefa-
Bao ca npogecopoM Huronom CalTUKoBOM. Y pyXKemhe j€ I0Ka34JI0 BUCOKY 3pe-
TOCT ¥ OBMM HOCHOBHMA 1 ,,clIacaBalio ceoje npodecope’. M ve camo to. Iojenun-
¥, Tic npepasamyiva Ilerposuha nnu Kapamare, cactaembaiy ¢y Beoma gobpe yii-
feHrKe KOji Cy HacTaByu 3HavwIn MHOre, OBUX je Kbyura OMN0 HeKOJIUKO U OHE CY
RKaHAC IpaBa peTkoct. Ilo cafpxajy oprosapase cy BpeMEHY ¥ KOjeM Cy HacTajle, a
crMGONKa ¥ TePMUHONOIHja je KAao JaHallma. [IoMeHIMO OBJ(€ caMO jefHY Of
oBEX Kwura Teopuja Huzosa ca dpumepuma u 3agayuma (YEpyXeme CTyjeHaTa
MaTemaTuke, Beorpay, 1939, crp. 206, in 8°), Koja y HEeJIOCTH MOXKE H JaHaC CIIYKHA-
TH HacTaBy aHAu3e. BpenHo je HaBecTH 1UTa y NIPEeAroBopy OBE KIbUre NUIIY CTY-
nerts: ,,OBOM KEHIOM y3 BENUKE HAOPe U JbyOaBy IpeMa CTygujaMa, Y IpyKemy
1 MareMaTuiy Gopehu ce ca BUIIE HEro OCKY[HUM MOTYRHOCTHMA M CPEJICTBHMA
BajeMo MATeMATHIKO] INTEPATYPH Ha HaIIeM je3UKy joll jefal npuior. — Opf cBor
ocumBama (1924) fo maHac je YupyXere 3HATHO ONaKIIAN0 CTYAHPAkE MaTeMa-
THKE U OPUIOMOTTIO Pa3BUjake HAIlle CKPOMHEE MaTEMAaTHYKe JIMTEPAType’.

o) .
28 Jurorpaducad pyxomic oTKyUaH je nucahoM MalUMHOM, a HE Ha TabauumMa IHCa-
HUM PYKOM Kao paHuje.
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Tpupecerux roguna Ilerposrh yHOCK BHIUE Hay4YHuX pepepeHy, Kao ¥ CBO-
je pesynTaTe, MaXoM U3 Ii(PPEHIN]ATHAX je[iHAYNHA K PA3HUX [TPOLEHA Y aHAIN3H
(mpuMena HejefHaKOCTH ). BHIIE je IpuMepa, a jaBibajy ¢¢ U OTBOPEHH (HepeHICHN)
npoGuemu 3a Hayunu paf. IIpeko Pukarujese u 6nHOMHe fudepeHlyjante jeqHa-
YMHE YBOMY HEOHUIY O KBANWTATHBHOM UCIIHTHBAWKY PellcHa AUCPEHIIN]aTHIX
jenmauymna. M mame ce xop Ilerposnha oceha nmpucycrso (ppam[vmz;e WEORE,
OJICYCTBO TeOMETpHja,2” a TeopHje BEKTOpa joIm HeMa. 3a BekTope je ITeTpornh
TBPAHO: ,,JKako MOry fa H3HEBEPHM CBOT npodecopa Anena, na ga KpeHeM y He-
mrro merosuato“. ITopogom oBora, HapeguMo U peww AnToHa bunnwosuha: ,,lTo
ce Tiue popme manmarama, [leTposuh ce MpHApXKaBao caMo KIIAaCHIHUX dopaMa. Y
HOBY CHMOOIMKY, YaK HH TeOPHje MHOXKHHA, HHUje XTeO YJA3uTH, HE U3 Paisnora
IITO je OBy cMaTpao HENofecHoM, Beh je rosopuo: Jouxan je'. Huje ce xTeo cny-
JKUTH BEKTOPCKHIM HII TEH30PCKHMM PaayHOM. 50

Y Teopuju GpyHKLINjA, MaxoM je OKperRyT KolIkjeBoM padyHy OcTaTKa, a u3-
JOXKEH je U OfleJbaK O KOMIIEKCHUM (pyHKIIKjaMa pealHe NPOMEHIbRBe, MTOo he
nouHuje sHaTHO passuTy Josan Kapamara. ¥ teuajy Teopuja anasuifivuiux ¢ymx-
uuja v Ha gpYrEM MeCcTUMa, Npeno3HajeMo Hosor IleTposuha Kafa yHOCH ¥y Teda) U
CBOje opurwHaiHe pe3ynTare. To je OHO IpaBO CTalhe ¥ HACTAaBH KOje JOBOMH [0
Ilixone ca cBuM opnukama o kojuMma he ce pounuje osa Hlkona npenoznasaTi.
OBfe HaTa3uMO IHerOBe TPAHCIEHACHTE, KaKO je HazuBao coenyjanHe QyHKIuje.
»3amo4eo je npobieM MCIuTHBama Kiaca (yHkuwja nedunncagux Tajaoposum
pemoBIMa KOjH UMAajy 0coOnHY fa ce U3 pacnopena IbUXOBUX HYJ1a MOXE 3aKIbYIH-
TH Op3#Ha pacra THX (PyHKINja y HEKOM IpaBLy — Harnaimaea Muogpar Tomuh. 31
YHeo je y HacTaBy W CBOja MCTpaXkuBama (pyHKIHUja AeUHECARAX ofpebennM ni-
TerparuMa IuMe je fonyHuo knacuiae CTUNT]eCOBE (hOPMYNE U U3 TOTA U3BEO HU3
ocobura GyYHKIM]ja e UHUCAHUX OfpeheHuM HHTErPaIuMa.

Hopen dpaniycKux ayTopa, caja ce Koj Tlerporuha 3amaxka ¥ DPUCYCTBO
pesyJrara HeMayKux MareMaTHuapa, Hiup. Bajepurpaca, a 3natauje Kaona. Ilpo-
(ecop u gasbe He BOAM PadyHa O HOTPEOHUM H JOBOJLHAM yolnoBuMa. Yimak, y mwe-
TOBUM KE-UT'aMa Cajia ce Bule ocelia CTpOoroct y ncKasuMa Jeh HHILMja | TeOpeMa.
On 1 gajke ocTaje CBOj, JOHEKNe KOH3EpBaTHBAH MaTeMaTHIap, KOjil He KENT fa
ce yOas/bl Of CTeYEHHUX 3Haka y MIIalocTH. BHO je i ocTao dpaHmycku hak, KaKo je
pekao uysenu Exu Kapran npu nocetu beorpany nogetkom 1940, rogume. 32

29 Ego kako MarTemMaTHYapu npusuajy Hemoh ¢panuycke reomerpyje: ,I'eomerpuja je
Heo6uuHo passujexa y Mranuju, 3emibn Beh BHLIE O jefHOT Beka mniejaje BENMKUX re-
oMeTapa. V3yuasajyhu anreGapcky reoMeTpH]y MOBPILMHA OHHU CY HCTHHA CTANY Ha YHCTHje
reomerpujcko rneguuire o Emuna ITukapa amu, kao wro je pekao Emnn Bopen, anre-
Gapcka 61 reoMeTpuja 6e3 wberoBux pafosa 6una seoma cakara* (npema Enu Kaprany).

30 A. Bunumosuth, 36opuuk pagosa Marematuukor uncraryra 3 (1953), crp. IX.

31 M. Tomuh, Maitienaiiuuie nayke, CAHY u pa3soj Hayke u ymernoctn y Cpba,
k. 1, Beorpan, 1989, cTp. 13-34.
32 Blie Cartan (npodecop ua CopGonn), Yaoza Opanyycke y paseojy smailiemaiuiirxe

(ca npeprosopom Muxauna Ietposuha), [Ty6nuxanuja Jyr. acrp. gpymrsa, Kis. 2, Beorpar,
1941, ctp. 36; Hciuo, Catypu 6 (1940), 4-5, 6-7 (npesoy Munopana b. Tlporuha). Oso je
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Bpeme ppyror mepmopga IlerposuheBux kmura je go6a HOBUX 06IacTH,
npoGiieMa, Kao MITO Cy MEpa U MHTerpanuja, XmwibepToBu NpobiaeMu, Xunoresa
KoHTHHYYMa, Knajrose rpyne, KanToposa u [lenexunnioBa yuema u ipyro. Mekby-
THM, CBETa OBOTL 1 flajbe Hema y IlerposuhieBoj mucanoj pevn. [lonekse, osy mpas-
HIHY TIOIyE-aBao je Miaau Josan KapamaTa o6jaB/buBambeM CBOjHX Te€dajeBa KOjH
cy yenewso 3amMenun Ietposuhesa ckpunra.3?

Ipema nexum masoguma u3 1938. u 1953. rogune, Hetposuhero obpahame
reHepalndjama cryfenata MateMaruke (1894-1938) 6uno je mpuxsahkero of Komnera
y MaTeMaTi4KOM CEMUHAPY Kao JIeN0 BENUKE CHAre H YHOPHOCTH YCaMIbEHOT Hay-
YHHUKa OTPOMHOTr AONPHHOCA, TaJeHTOBAHOT npefgasada. ,,[leTposuh je y Cpbuju
6uo nyro jeruHu npodecop 4ucTe MareMaTuke ®unosodcekor dakyiaTeTa, na je
opeMa TOMe, CTUIllajeM OKOJTHOCTH, MOPAo 3acTyIATH [EelIOKYIHY MaTeMaTuky. Ha
Taj HauMH y 06IaCTU HACTABE OH je UIPao YJIOry ,,JieKapa LEelOKYIHe MeJUUUHE" y
cpesy. Taksa ynora 61 y HOTIIYHOCTH OKYIUpalia HpocedHoT npodecopa, amm [le-
TpoBHh, Ca CBOJUM OPUIMHAIHKM TAJeHTOM, HHje MOrao OCTATH y MOTOXKA]Y ,,cpe-
ckor Matemarndapa“.3* A merosu CTY[IEHTH Ca KOjUMa je IPajuo CBOje JUTOorpa-
tpucane xmure, IMTa Cy OHH IOHENH Off cBor npodecopa? CUrypHO MHOTO, IITO
IOKAa3yjy MOTOmH PE3YNTATH ¥ MaTeMaTHUYKIM HayKaMa Y CPICKOM Hapopy. Jenan
CTYNEHT MaTeMaTHKe, Yije MMe OCTaje HETO3HATO, IPH Kpajy oBor mepmopa Ile-
TpoBuheBUX KEBWTa, 3aMucao je ciaenehe: ,,Anu TakBor yMeTHuka — npejasada (M.
Tletposuha — mp. mp.) HUKAAa HICAM HMAO IIpIIIHKe fAa ciayuam. Ilpenasajyhu Teo-
pHUjy (YHKIM]ja ¥ HHTETPANN|y MAePEeHIN]aHAX jeIHaYnHa noMohy penosa, ene-
2aHUIHO, Bewillo, Je32posUILo, ATIN JACHO U Ipeyu3no, Kao ga je cée o ¢pacao ¢
UM, OYIRO je YMETHO CTYREHTY HEOJOJbUBY XKEJbY 3a NpONyOIbMBAkeM Pa3HUX
obracTu MaTeMaTHKe. 3paiuio je U3 mera cTBapallaliTBO Koje je cayliaony pas-
Bujano ocekame 3a puHece MaTemaTnke Kao CyHue pact 6uiba. To je ypopuno
mI0A0M. 3a PelaTHRHO KPaTKO BpeMe IPHAOHEIH CY BerOBH YYEHUIY JOCTa Ha-
IPETKY MaTeMaTHKe. 3>

Kpajem 1940. rogune np Hparocnar C. Murputosuh, npodecop Georpar-
CKHX TMMHA3Hja IOXeNneo je fa panu Ha O6uorpadujn Muxaunna Ilerposuha. Tom
OpWIHKOM of] Ipodecopa je Rofuo HacioBe CBUX TedajeBa (ceMecTpallHa Npefa-

_Bama, Kako ux je ITerposuh 38ao) koja je npenasao Ha Punosodckom daxkynrery
o 1894. o 1938. ropmue (opnasax y neusujy). JOHOCHMO Y TIETOCTH OBaj HABOJ.

npepapame npodecopa Kapraua oapxano 27. pebpyapa 1940. y Opannyckom MHCTHTYTY ¥
Beorpany.

33 Hup. J. Kapamara, [Jegekungosu ipeceyu — Teopuja upayuonasnux 6pojesa,
Yapyxeme cryfenara matreMaruke, beorpap, 1934, crp. 60; Eaemeninapra iieopuja mno-
auna, Yapyxerwe cryienata matemaruke, Beorpan, 1935, crp. 64. OBo je nacurypHo npsa
TEOPHja CKYNOBA Y CPIICKO] MATEMATHYKO] KIVDKEBHOCTH,

34 A, Bunnumosuh, naseneHo.

35 Anounm (wnunajan B), Ciliygenuitiu maiiemitiuxe o apogecopy Muxauny Heiipo-
suhy, Yapyxeme cTyAeHaTa MaTeMaTuke Ha beorpajgckom yHusepsurTeTy, MaremaTnuku
BecHUK, 5-~6, Beorpan, 1939, ctp. 62-63.

36 N1. C. Murpusosuh, ITpuaosu sa 6uozpagpujy Muxauaa Ieiliposuha, Mar. BecHuk
12 (1960), 1-2, ctp. 143-175.
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Ayitiozpagh [eitiposuheso? pyKoiuca ¢ meZo6um Cemecllipainum ipegasarouma (Hleqajests)
na Duaozoghcron paxyaitieinny og 1894. go 1938. Zogune (Maliemaitivuxu secuui 12 (1960),
citip. 171)
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Ayimiozpagp Tleiliposuhieso? pyKkoliica ¢ 1eZogus cemeciiipasnum dpegasaruma (Hieuajesu)
na Punosoghcron gaxyaitieiniy og 1894. go 1938. Zogune (Mamiemaiiuuxu eecnur 12 (1960),
ciip. 171)
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Cemecrpanna npefasasma M. [lerpornha
1894-1938.

Anaauiiudka zeomeilipuja y pasHu u dpociiopy

Buiua anzebpa

Hugpeperyujanru u UHTIeZpanHy pasyH

T'eomeitipujcke lipumere eopuje QUPEPEHYUJANHUX JegHAYUNRA
Pauyraree ca OpojHuM pazmayuma

Teopuja beckpajuux pegosa

Eauniitivure gpyuxyuje

Hapyujanne gugpeperyujanne jegnavune mailiemaiiuuke uaure
Jluneapra gughepenyujanna jegnauurna gpyzoz pega u rere Upumere
Keaauinaitiusna uniliezpayuja gughepeHyUjasHuLy jeGHAYUNa
Hnitiezpayuja gugpepenyujasnux jegnaqura iomohy pegosa
ARanuibdudky dpodaemu 30 06pagy

Teopuja zpewaxa (Beorpay, 1930)

Teopuja anasuiiuukux pynxyja

Enemenitivi matliemattiuuke heHoMeHBA0ZU]e

Heocnopao, ospe Herposuh wuje 6uo normyHo nperysan, Beh je mo cehamy
HABOJRUO HACTIOBE CBOjUX TedajeBa. OBlie cATYPHO Tpeba U3NBOJUTH TeuajeBe Awxa-
Aubinuky ipodaesmu 3a 06pagy, Keaauiiaiiuera uniiezpayija gudeperyujasrux
jegranuna v Pauynarse ca 6pojHum paamayuma, KOJU cy SWIH ja'dufe HAGZpagrse
BaH HOporpaMa AONHINIOMCKIX NIpefiaBamka. 3aHIMIBUBO ¢ HarnacuTh ga Ierposuh
NOMUBbe Teud] Enemeniliu mailemaitityie GeHOMEROAOZYJE, TITO Ce TO MPBU IyT
Ho3Haje. Eberosa KmHra IoR MCTUM HACTIOBOM 00jaBmeHa 1911, roqure, CUTYpHO je
¥3a3Band BEJIUKO UHTEPECOBAE, TE j& TaKo ¥ JOLNIO AC Te4Yaja U3 MaTeMaTudKe
(pepomeHONOrUje. Konuko je mo3Haro, Tedaj je MoTao TpajaTd go noderka {Ipeor
BeNUKOT paTa.

Tlocnenme neneHuje pageor Beka (1929-1939) Ierposrh je npummao o6jas-
TeHBakY HAYYHUX MOHOTpadMja U YHUBEP3ATETCKUY YIIGeHUKA ¥ BUCOKO] UITAMIIN.
Jomno je BpeMe fa cebe IcKake ¥ HEKONHKO HAYYHUX KILUTA, Ja MTOKaXKe NOTIYHO
Hove pesyarare. [lopen oBora, UAILAO je [1a YUHHY H3BECHY CHHTE3Y CBOI pafa y
NBeMa IIaBHUM 00JIacTUMa ¥ KOjuMa je CTBapao: aHANMNTHYKA TeopHja frdepeHn-
jaNiHEX jefHaYNHA U JHPEKTHO NPYYaBame peilctkha fudepernyjaniux jeqHaqHHa.
Tako cy Hacrane MoHOTpaduje: [ntégrales premiéres & restrictions, Paris 1929, p. 50 u
Intégration qualitative des équations différentielles, Paris 1931, p. 58. 3a oBe kmure
Cpucka xpasbeBCKa aKafeMuja cMaTpana je fa ux tpeba o6jaBuTH Ha CTpaHOM
je3uKy, y cTpaHoM cBeTy. beorpaj je Keneo fa ce MOXBajM, Aa YKaxe Ha CBy 03-
OWBHOCT HAyIHOT pafa CBOjuX JbYAM, a TaK0he U fAa Uyje HOoXBasle BelHKOT CBETA.
TlerposnheBu napucku npujaTessy, npogecopu Hukap, [lennese, bopen, Agamap,
MownTen ¥ gpyry, 6N Cy PAgOCHK U Y3HEMUPEHO NOHOCHU 11a je Taj Kedak Michel
Petrovitch u3 MaJeHe 3eMIbe Ha Bankany, gomao go orakre adupManyje HayIHOT
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JHe ucropuje MaTemartuke ysperu IleTpoBahese pesynrare y cacras dypannycke
maTemaTuke.l’

Tlopeq oBuX KbUra, KOje Cy HMalle BEOMa YCIeNly HayuHy npeseHTanujy, Ie-
Tposuh je 06jaBHO U Ba BeoMa 3HadajHa fesia: PeHOMEHOAOUKO TPecAuKdsarse,
beorpan, 1933, ctp. 244 u Jegan gugpepenyujannu anZopuiliam u wezZose dpumere,
Beorpan, 1936, crp. 240 xoja ce y oBoj kwuzn Cabpanux geaa Muxauaa Ieitipo-
suha u o0jaBmyje.

CurypHo fa ¢y 0Be YeTHPH KIbUTe YHHIIE YaCT YHUBep3uTeTy y Beorpany u
Cpnckoj KpambeBcKoj akafemuju. Ibuxosa je mojasa geUHATHBHO OTBPAUIA, K4
je vy beorpany Hactano HOBO 100a Y MaTeMaTHYKNM HayKama ¥ Ja U3 Te CPEejMHe
TpeGa TeX OYeKHBATH HOBE U ja4ye pesynTare. Y Hekoj MeTadgopn IoMeHyTe MOHO-
rpaduje cy meyar ceemy oHoM 1ITO je Ilerporuh 3anoueo ganexke 1894. roguue u
€BO, [IOIIJIO 0 NOTHYHOT cjaja. CpbHja je YBpCTC 3aKOpavmia Ha NyT MaTeMaTi-
YKHX HayKa ca KOjer 0 AaHalllBUX faHa He cuiasn. Hamportus, cBe ra Bulle Ipo-
AYXKYje ¥ UIUPH. i

Kao mrro je peueno, y osuMm genrma Ilerporuh forOCH HOBE pe3yiaTate, 06-
jeKTe UCTpaXkMBara, aJld W3Naxke U ,,IpUYy", IpaBu cuHTe3y ypabernor. OBo je
HajBHUIIE YHHKO 300r U3BECHHEX H3OLITPaBaka pe3ylTaTa Koje cafa XKelld Ja ympe-
KH ca pe3yiTaTuMa ApYyTHX MaTeMarrdaapa. JJaHac je To BeuKu MOJCTUIAj B HayK
0 MOpaJy Y HAYIM, KOjer CY MHOFH CIeIIH. 38 Hajjaun npumep y osum ferposu-
heBuM HacTOjamBUMa, CBAKAKO j€ CIy4Yaj Ca BerOBUM PAfJOBUMA Y AaHATTUTHIKO] TEO-
pujy pudbepeHnEiananx jeJHaYlHa, KajJa HAKHATHO Ca3HaTO CAONIITEeHEe MaTeMa-
TH4apa Anenpoa # JIaryTHHCKOr cTaB/ba Ha IPBO MECTO.

Tpu y4ectanom 0GjaBbHBaly [eia, HOPMANHO je 6uno pa ce Iletpopuh u
noHasba. Cama XKeska ayTopa U OIpefHulle CHHTE3e TPaKMWIIK Cy OCBPT Ha ypabe-
HO. MebyTum, Moryhe je mocymmaru fa ce [leTposuh y 0BOj mocnensoj, a moieT-
HOJ HeleHUjH paflHOT BeKa OKPEHYO CTapuM TeMaMa U pelipuyaBao ux. 3a HOBHHE
6uno je kacHo, npubnmxkasao ce 70-0j, a guje HU xTeo. EBo mta o ToMe MUCIA
Muopgpar Towmuh: ,JleTpopuh HUKafa HHje POHHO CTBAp [0 NPau3Bopa, OH je Ipe-
7a3uo Ha ipyre npobreme. 3aTo [OCcTaje CKOpo KOGHO 3a \era IITO ¢Boje 61aro
HEje yMeo Aa LeHHU W IUTO je 4ecTO KPTBOBAO JIENOTH, K HE ¢aMo JCHOTH Beh 1
6p3mHE NyOIUKOBAa®Ka, IpaBU CMUCA0 OTKpHha Koja je yecto camo Haciayhusao. Y
HETOBO UME, KOje je Tako U3HeHaa GlIecHyJIo Y TeOpHjH AHg epeHIjaTHIX jefHa-
4YWHA, NOUMBE 1a TAMHU. A OH, HAXKAJIOCT, HacTaBba Op30 fa pagu Ha nepudep-

| UM IpOGITEMHMA, [1a PACHIa CBOj JIEMH TAeHAaT, /a IPenasy of] jefHOT pobaeMa
Ha OpYTH, U fa, Haj3an, HoHaema clliape pesysitaiie’. 9

37E. KapraHn, HaBefeno y 6eremun 32. OBo ce Ha3upe u y pagy Muxanna Ilerpo-
suha @panyycka maiiemartiuia, leromic Matuue cpricke, 307 (1926) 3, crp. 207-220.

38 ITpuceTnmo ce cnuyHux nocrynaka Munoua Pagojunha y reoMeTpujckoj TeopHjn
aHaJNUTHYKMX PyHKUHM]a, na heMo RobuTH npaBy cauky o npodecopy IletpoBuhy u Maagum
MaTeMaTHYapHuMa KOji Cy I'a OKPY>KHBATH.

39Mm. Towmuh, naseneno, crp. 19-20.



TMETPOBUREBHW UHTEPBAJIY U IMGEPEHLIMIATTHHU AJITOPUTAM 421

Muxauno Meupoeuh y gpywinisy koaeze Huxone H. Caritiuxo6a; CHUMAK HA4UIEH Y
1934. Zogunu og neiio3Hailio? ayiuopa.

Og goaacka na Yrueep3uitieiti y BeoZpagy tioueiikom 1922. Zogune tipoghecop Caritiukos,
yZaegHU PYCKU MATeMATRULAP Ca APUSHATAUM OPUZUHANHUM Pe3yATRaiiuma, MHOZO je
iomozao y cpebuearsy Hacitiage ilieopujcke maitiemaiiuxe Ha Punro3odckom gakyaiteiny,
passojy u javarwy nayuno? paga. ITowitiosao je apogpecopa Ieitiposuha u 3naiuno
goiipuHeo ga ce 1eZ080 geao He 3a6opasu u UPasuUsHO OLEHU.



422 1. TPUSYHOBMR

Hajzan, y 0BaKBUM OKOJHOCTHMA HYKJE, 8 CPEUHA je O]] BEra JOIl Tpaxkuna,
KeJbe M oGaBe3e HUCY TaMaunie, a Beh je mpHcTH3aa CTapocT, JOIIO je BpeMme fa
Iferposuh mamycTu nurorpagpucane kpure. I'oqrHe IpoBefeHe Y HACTAaBH [AJIe CY
My IIPaBO U YCHEO je fa CBE HOjefUHOCTH PAIdCTH U YTBPIM KPAjiy cafpxKaj Te-
gajeBa. [Toueo je ga o6japibyje CBOje IITaMIIaHe YHUBEP3UTETCKE yIGeHuKe: Puqy-
Harbe ca Opojuum paamayuma, Beorpan, 1932, crp. 196; Eaudidiunke gynxyuje,
Beorpap, 1937, crp. 132 u MuilieZpayuja gugpepenyujainux jegnasuna omohy pe-
gosa, beorpag, 1938, crp. 220. Kmure cy gouekane pagolthy cryaenara. ETo Ham
IIpaBUX KIbUTa, 3aMUCaNy Cy OBH MJaju JbYAM Ha HanMpuMa cBor Yapykema. Ko-
nere y Maremataukom cemurapy Punosodcekor axynarera ciaaBuim cy ose Ile-
TposnheBe NPUHOBE U MCKA3WBAIY AUBIBEIE NIpodhecopoBoj cHasu u ymehy. Kapa
je y jybumapuoj 1938. ropguam npocecop Hukona CanTuxkos 6UpaHuM pedrMa
npegcraBibao IlerposuheBo geno, Huje 3a00paBuo ga IOMEHE OBaj BEOMa BaxKaH
norabaj y ITerpoenheroj Wxonn. ,Haj3an, nojasuna cy ce 1938. roj. npenasama
Ha GeorpafickoM Y HHBEP3IUTETY MOJ, HAcIoBoM: MuilieZpayuja gugeperyujonrux
jegnauuna domohy pegosa. O6jaBbuBake OBE KIBbUTE OWUIIO je Hajjemle IpHM-
Jh€HO OF cTpaHe Kojera r. npodecopa Muxauna Ilerposuha U Off BerOBUX y4e-
HrKka. OBa Kmura je Hajoc/by U3pa3 ocoGHTOr TaleHTa jefJHor Npenasada, Koju ce
y 1B0j MOTHYHO HCITOIhaga. Y CBAKO] cé PeYeHHIM ¥ OBOj KibH3H ocehia Besmka cHara
1 qyGoKa Mucao MUCTa, KOjH e TI0Ka3a0 Kao BEJIMKM MajcTOp CBOje CTpyKe. And U
y ApPYTHM CBOjUM KBHraMa, Maja ¢y OHe nocBeheHe ocCTanuM MaTeMaTHYKAM
TeopujaMa, npodecop . Muxanno Iferposuh yBex npugaje MHOTO Haxkme nude-
PEHOUjATHUM jeflHaunHaMa. Tako ce y mraMIanuM IpefaBamuMa 1932. rojg. mon
HACNOBOM PauyHarbe ca 6pojrusm pasmayuna, Tpehn ofebak 6asu npuMeHOM Gpoj-
HUX pa3Maka Ha gudepeHnujanne jepgmaunHe. [ucan ospe mpoydasa mebyco6s0
ynopebuBame RU¢epeHIM]alHNEX jeJHa9MHa, KOje j&€ UrPajlo BaXHY YOIy U Y HpY-
CiiM BEIOBUM PajiloBUMAa. Y HCTO BpEMe Ce HCIHTY]Y KBANMTATHBHO IIPBU MHTETpA-
% pEdepeHImjange jeqHadiHe ca OCHUIATOPHUM HHTErpanumMa, CACTEMH CHMYJI-
TAaHMX jeHAYMHA, & H pa3MalH 33 HHTerpalic IapuujalHux AuePeHIEjanHux jeq-
naumga. 40

Y mocnepaTHOM NepHOAy M nopex objaBmernx kwura Tanmje Ilejosmha u
Josawa Kapamare, nomeryT# ynoenunu Muxauna [Tetposuha 4ecTo cy KOHCYITO-
BaHY ¥ KOPHCTHWIH ce CBe [0 cpepuHe 50-nx ropuya.

2

Kao mTo je Ha MOYETKY OBOT MOI'GBOPA HaBeeHO, Y 0B0j Kibu3u Cabpanux
geaa Muxauna [ettiposufia u3noxene cy ape [lerposuhese kmwure: Pauynarse ca
Opojuum pasmayliva 1 Jegan qupepenyujanty arfopuiiam u rezose Upumere.
Omaj n3bop uuje cnyuajar. Y nokasaHoM cieny pas3soja [lerposuhesnx yHuBep-

40y, Cantuxor, Hayunu pag ipoghecopa gp M. Heitipoeuhia, Ypyxeme CTyfeHaTa
MaTemMaTuke Ha BeorpaackoM yHUBEp3UTETY, MaTeMaTH4KY BecHUx, 5-6, beorpan, 1939,
crp. 1-8.



TNETPOBWREBW MHTEPBAIIU Y JUSEPEHIIMIAIIHU AJITOPUTAM 423

3UTETCKUX KIBUTa ¥ HAYYHUX JleN1a, OHE NPECTaB/bajy NEelNHY U3 IPOCTOT pasjiora
WTO Cy y NOTHYHOCTH OPHMIMHANHE N BONYINTajy HaydHE ocBpT. Ilopep oBora,
BAIIE pe3yaTaTa u3 jefHe H Apyre kmure mehycoGHO je noBe3aHo, HAPOUHTO ¥
obnactn pudepennyjandux jefHAaYMHA U MaTeMaTndke aHanuse. Ha npumep, 3a
byaxuujy y ogpebeny Jlamnac-A6enoBum MHTErpaIoM

b
Jue""dx, w= () > 0

a
TTeTposuh Ranasmn

Ay(y)=a"+8(x)(b" —a™),
3a CBako n € N, rge je 8(x) jenHa gpyHrnHja kojaje 0 < O(x)<lm

_1dy
An()’)—;m‘

OBe K®BUre HOCE TEXUHY HayuIHUX MOHOrpaduja 1 omeryhasajy fa ce Haspe
OpaBH ayTopoB mopTpeT HayuHHKa. [Ipodecop je ycmeo ga mopep HaBelcHHX
VHUBEP3UTETCKHX KIbHTA, KOj€ CYy Y MHOI'MM CpeiMHaMa M 3eMibaMa Meby cobom
CJIEYHE, OBUM ABeMa MOHOTpadijaMa HCKaKe OTIYHO CBOja OPUTHHAIIHA UCTpPa-
JKVBaHa HOBHUM j€3MKOM KOjH je HacTao Off MHTepBaja u anroputMa A,(y). buo je
CMeO0 TIpefaBad U 3a/kyGIbeHMK Yy MIAfOCT KOja Hafonas3H, BEpOBao je CBOJEM
cTymeHTHMa 1 MliabuM KoseraMa fia he mHTEpBalle W anropuTaM A,(y) IpUXBaTH-
TH ¥ JJalbe, BPpEMeHOM, IPHMEIbUBATH U PasBujaTH. Tako ce U HeCHyI0, HApOuuTO ¥
IIPRO] AeleHuj| nociie JIpyror BeJuKor parTa.

Meby matemaTu4dapuma Ha Puiio30¢CcKoM (PaKyITETY, HATEPBANM A aJICOPH-
TaM AMaJH Cy Tafa TeXHUHY CIEeUHjaTHCTHIKIX KYPCeBa, KOji faHac Baajajy u 9u-
He CYIITHMHY MaTeMaTHYKUX CTYAUja Ha YHUBEP3UTETHMAa CBEeTA. T0 je OHO mpaso,
kafa ce npodecop obpaha crymaonuMa cBOjIM HCTPaKUBabUMa, HOBUM PE3yIITa-
THMa ¥ IOCTaBIbarkeM HOBUX Npobiema. Ha Tabnu cy ucnucady meToBH Pe3yTaTy
— DOKXYVILajX ca YIUyTCTBAMAa O Hafarpagwmu. I'me 6 61o xpaj 6eorpajckoj WKONU
MaremaTuke, fa je [lerposuh MOrao oBako ja pajgu Of MPBUX jaHa Ha Benukoj
mkonu! Ja obuyan xypc anrebpe, KaJKyjlyca U aHAJIN3e NPENYCTH KaHIUpaTMa
Ia caMul yue y3 IpUcycTBO Miabux npochecopoBrX Kolera, a fa of npodecopa ciy-
I14jy HOBA ca3Hakha y HayIM KOja OH cTBapa M paspabyje, fa [O3Hajy Kako ce pagu
Ha JUTePaTyPH U KaKo Ce cacTaBlba HayvHa pacnpasa. [IoMeHyTH HaYMH y HCTO-
PHjH MaTeMaTHKe [IO3HAT je Off AaBHUHA, jaBJba ce BEOMa paHo u Tpaje, of Iluraro-
PHMHEX armocTola 2 KO JaHAIIBHEX faHa. Penumo, To je 610 cIyuaj ca Cuenujann-
CcTHYIKUM KypceBuma Bajepirrpaca, llsapua, Kponexkepa na Bepnurckom yHusep-
surety wiu Iukapa u Agamapa y Ilapusy. Haxanocrt, Ilerposnh je cBOjuM HHTEP-
BaJIMMa ¥ alTOpUTMOM A,(v) 0BO 3aI09€0 3HATHO NOUHM]jE.
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Mlkoncke 1927/28. rogune Muxanno Ilerposuti je 3amoueo Teuaj Pauyrnarve
ca 6pojuum pasmayuma 3a CTyiesTe MaTematike Puosodceror daxynrera y Beo-
rpagy. Y IpBO BpeMe UWb My je GHO Jia y caskeTOM OOIIHKY U3Hece CBOje paHuje pe-
3yJrrare U3 HEje[JHAKOCTH KOj€ je YCIEIIHO HPUMEUBA0 ¥ anre6pu M aHANKU3H, a
moceGHO ¥ AUPEeKTHOM NPOYyYaBamy pellemha TU(epeHInjalHIX jefHaqdunHa. ¥ Op30
je IerpoBuh cactasno yUOeHHK 3a OBaj ~c4aj MOA MCTHM HA3UBOM PauyHarbe ca
bpojrum pasmayuma xoju je objaBiber 1932. roguHe. AKO ce [ETa/bHO HpOyUE
Ilerposuhese cTpanuue u pacnopefe npobieMu Koje je obpabusao, Tana je jex-
HOCTaBHO YTBPANTH [ia CE OBA KEbUT'A 3aCHUBA HA §84 OCHOBHA pe3yAllaiiia.

ITPBM PESYJITAT. — Hekaxko, y ucro BpeMe xaga o6jaBibyje mpegaBama
Pauynarve ca 6pojrum pasmayuma, y IpBoM OPOjy TeK MOKPEHYTOT YaCOINCa Ma-
TemMaTn4apa beorpagckor yausepsureTa — Publications mathématiques de 1"Univer-
sité de Belgrade, ITeTposuh 06jaBibyje jeman pan Hox HacaoBoM O jegnom yHKyuo-
Heay, THE HOpeN OCTANIOT H3NaXKe U HeJeNHAKOCT .

i i

() D eS| Y [+ =D f0),

i=] i=]

rae je f(x) jemHa KOHBeKcHa (pyHKIHja y pasMaky I =[0,a) u

n
x; €[0,a), ine[O,a), i=12,...,n

i=1

Y cTBapu, y 0Boj pacupasu IleTpoBuh € KOPHCTHO CBOJUM PaHHUjUM PafOBH-
Ma O apETMETHYKO] H reoMeTpujckoj cpenuun,*! ma Gu majsan y Mororpaduju, Ko-
jy OBHE aHANMH3YjEeMO, JOIIA0 0 TEOPEME.

Hexa je f(x) jenHa MO3UTHBHA KOHBEKCHa (BYHKIMjA ¥ pa3sMaky (a, b). AKo
CY X|,Xy,...,X, HHA3 IO3UTUBHUX OpoOjeBa U BUXOB 30Up x| + Xy +...+ x, U3 pas-
Maka (a, b), OHJta BaXK1 HEjeJHAKOCT

J(np,) +(n=1)f(0)

n

(**) fu) <M, <

e je

_txg et Fx)+ fx)+...+ fx,)
Bp = ’ n .
n n
Ogne ce 3anaxa na ITetposuh caga W3HOCH U JOBY IPAaHUNY HEjEMHAKOCTH 1
THME OKOHYABa Pajj Ha OBOM 3Ha4ajHOM NPOOIEMY.
Kao mro je moMeHyTO, 0Ba HejegHakocT (**) mommaupa IleTpoBmhesoMm
KBUTOM. 3a pasimuyuTe cnydajese pyHxkuuje f(x) Koje MCIOyHkaBajy IMOMeHyTe

41 M. Petrovitch, Théoreme sur la moyenne arithmétique de quantités positives, L'En-
seignement math., Genéve 1916, t. 18, 3—4, pp. 163~176; M. Petrovitch, Relations d’ inégalité entre
les moyennes arithmétiques et geometriques, CR 163 (1916), 4, pp. 81-84.
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yCJI0BE Y faTOM pa3Maky (a, b), mpodecop U3jaxKe BUILIE Pa3IMHUTUX HEjeHAKO-

CTH KOJUM aHANK3Yje Heo IpobieM y KojeM ce OHa jaBira. Takas je wecr ciaydaj ca
. . — ,k

dyuxumjom f(x)=x"3ak =2, 3, 4. Ha npumep, fa 61 ce 3a a,h, ¢ € R* nokasano

naje
Va2 + b2 42 =M(a+b+o),
rae je —\/1—5 < A <1, ogHOCHO
1
A=—4(1+0(V3-1), 0<06<1
N (V3 -1)

MOXe ce y3eTd pyHKunja f{x) = x? ¥ go6urn TpakXeHU pe3yirTar.

Kpajem 50-ux mpodecop [paromwyt Mapkosuh ananusyje osaj [letposuhes
paj ¥ c IpaBOM Hay4YHUKA IPERNIaxe fa ce Hejeuakoct (*F) nasose lleiiposuhesa
wejegnaxocii (Inégalité de Michel Petrovitch) u Tako Ha manmupuMa Hayke OCTaHe
Tpajuo 3amucano.*2 Mapkopuh je ITeTpoBuhesnM myTeM TOKa3a0 HEKOIHKO HO-
BHX TeOpeMa 3a ClIydaj

oo

Floy=Y an,

i=0

[7ie HajBUIHE PaclpaBlba O IOCTOjalby TOPIE U AObe TPaHuLe HejeHAKOCTH (**),
Kao ¥ O ycioBuMa 3a caMmy ¢yrEkuumjy f(x). OBge HaBOZUMO jefaH HCOpaBaH

Mapkosuhes cyn: ,, YnopebusameM pe3yaraTa BEIU ce Ja e 3a HCTY QYHKIH]Y
f(x) rparuna ITerpoBrha Mepu noMmohy Benuuuse Zx, OX ce TpaHuna JeHceHa

. 1 1
MepH nmoMohy BenauumHe — Xx. M oK ce BpefHOCT — Xx ayTOMAaTCKU Halasu y
m m

UHTEPBANY (X|,X,,), AAKie ¥ HHTepBally KOHBEepreHIUje, IOTIIE CE 3a BEINYHHY 2x,
TO MOpa NoceOHO HarmacuTn .43

Y Bpeme croroguuinuiie pobema Muxamna Ilerposmha (1868-1968),
npodecop ITerap Bacuh gerasHo npoyuasa IlerpoBuheBy HejeqHAKOCT U yKasyje
fa je oHa OMila TONA3MIITE 3a HEeKa JOIHHUja UCTpaKuBamba CTPAaHMX MaTEMaTHYa-
pa.44 Bacuh nocMatpa caMo AeCHY CTpaHy HejeHaKOCTH (**), ONHOCHO HejefHa-
koct (*) u moxasyje fa je pymyHcku MateMaTryap Ilonorunu 1944. rogune gomao
no mcre IleTposuhere HejegHaKOCTH (*) M TO 3a CIy4aj ,,MIOHACPHCAHHX CPENU-
Ha“.4> ¥ merum Hactojamuma I1. Bacuh ananusyje T'atujeBy Hejenakoct,*® kao u
nomenyTe TeopeMe [paromyda Mapkosuha.

42 . Mapkosuh, [Tosogom jegne uejegnaxociviu M. [leiiposuha, Becuuk [pyitsa
mart. u ¢hus. HP Cp6uje, 11 (1959), crp. 45-53.

43 I1. Mapxosuh, ucro, crp. 47.

44 p, Vasié, Sur une inégalité de M. Petrovitch, Ciomennua Muxauna Iletposuha,
Beorpap, 1968, ctp. 129-134.

45T, Popoviciu, Les fonctions convexes, Actualitée 992, Paris 1944.

46 3. Gatti, Sul massimo di in indice di anormalita, Metron 18 (1956), pp. 181-188.
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Bpenno je marnacury, na je jegno yommreme IleTposuhesor pesyirara 3a
komBekcHe (ynknmje nao Josan Kapamara,?” u na je Muogpar Tomuh y cBojum
OPBAM HAYYHEM DPaJOBHMA, IIPH T€OMETPHUjCKOM pasMaTpaisy (KOHCTPYKUH][H)
TeKHINTa KOHBEKCHUX (PyHKIM]ja, OHo ynosHar ca [leTporukeBoM HEjeAHAKOCTH.

Y HOBHje BpeMe HejeJHaKOCTUMa KOj] KOHBEeKCHHX (pyHKiuja 6asno ce npodecop
Munocas Mapjanosuh ca BeoMa yCrennuM i OpUTHHATHEM pasMaTparmrMa.

Y ny6nuxanujama npodecopa [IparocnaBa C. MuTpuroBUha HaNIa3suMo no-
farak fa je Janom Anen 6uo ynossar ca IlerposuheBuM pagoM Ha pasMannma, a
Ha ce cam npodecop Mutpurosuh Hajimupe 6asuo [leTposuheBuM HejeqRAKOCTH-
Ma, KOje je CBOJUM OPUTHHAIHAM IPUCTYIOM M3JI0KHO Ha BHIIE MECTA, @ HAPOUUTO
y MIO3HATUM HBErOBUM MOHOrpadujaMa O HejefHaKOCTUMa 00]aB/beHUM Y 36MIEY H
HHOCTPAHCTBY.

OPYTU PE3YITAT. - Y pudepennujanuuM jegnaunHama [Ierposuh je
3apaHa 3ano4eo paj Ha JOKAJHOM IIpoy4yaBamby pemera gudepeHnnjalHux jegHa-
YgHa ca CTAHOBHINTA aHANUTHYIKE TeopHje (PYHKIMja (Pe3yNTaTh y BEeroBoj fOK-
Topckoj mucepTanujy, 1894), kao n RUPEKTHOT NpOoyvYaBama penlema qude peHy-
janppx jeguaunna (kBanuraTueHa nHTerpanyja). Ose o6nactn y Ilerposuheso go-
6a Guie cy BeOMa caBpeMeHe, 4 OH Ce CHATOM CBOje BOJbE TPYAHO Ha LITO BHIUIE
0BOj HaUyHO] 06JIACTH KOIpPHHEce HOBOT. [Ipu oBOMe, Tparao je 3a HOBUM METOHRA-
Ma, TPakKTUYHEM IIOCTYIIIMa, KaKO HX je OH Haszubao. Taxo je 1898/99. rogune go-
11a0 Ha npiejy yBobemwa yilopegueux gugepenyujasnux jegnavuna y Taby yOKBUpa-
Batha MHTETPATHUX KPUBUX y ofpebeHe OpojHe pasmaxe, Koje ajbe KOpUCTH. Ja-
KaKo, oIao je 1o ceoje Meiioge yliopegueux gudhepenyujansnux jeguanuna Kojy
je TOKOM BpeMeHa ycappillasao. Y OKBHPHMA CBOjUX KHBOTHUX Ha4elia, a Koja je
npeseo u y Hayky, [lerposnh HujeHUM HeTabeM HE IOMHURE A4 j& TO HEroBa Me-
TOJA W Jla ce OHa I0Ka3aja BeoMa KOPUCHUM 1 Omiia BUHO 3anaxeHa of [lukapa,
Iennesea, ®ykca, BanenGepra u Ipyrux yrieHIX MaTeMaTyiapa. A Kaja j& Me-
TOHY NPEHOCHO APYTAMa, CBOjUM YICHUIMA, ¥ Tafia ce HUje XTeO noxsamnTin. 0 On
je IpOCTo CKPHBAO NPaBo JIHIE CBOJUM PE3yITaTHMA.

Kako je Tletposuh nocrynuo y MoHorpadujn Pauynaree ca Opojuum pasma-
yuma? Tlpe cBera, mo3mBa ce Ha jeflan CBO] paHuju pag u3 1899. roguse, rye je #3nc-
JKEO OCHOBHY TEOPEMY, OFTHOCHO YIYTCTBO O (POpMHApamby yIOPEHUBAX AudepeHIi-
jaNHUX jefHAYHHA.

4773, Karamata, Sur une inégalité relative aux fonctoins convexes, Publ. math. de L’ Univer-
sité de Belgrade, 1 (1932), pp. 145-147.

48 M. Tomuh, Gauss-o6 ciliae o excuiiy u iweZosa fpumena, BecHuk JIpymiTsa mar.
u puz. HP Cpbuje, 1 (1949), 1.

49 M. Mapjanosuh, Koneexcre u konkasne pynKylje u kopeciiongenitine HejegHaKo-
citiu, Hacrasa maremaruke 40 (1994), 1-2, crp. 1-11.

30 Hnp. gokropeka pucepranuja Cume Mapkosyha Kao ¥ jeflan »eros pag o jegHa-
yuan y*? + y? = f (x) 3acuuBajy ce na Mmetofama Muxauna Ilerposiha.
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»Heka je gara jeqnauuna y’ = F (x,y, f), rie je f pyHKIUH]a O x Koja (HUrypH-
mie 'y F. Heka je (xg,y¢) Tauka y xojoj cy ¢pyukunje F 1 BbeH U3BOI %—? onpebenu,

KOHA9HH, HCIPEKNUAN M He Merajy 3HaK ¥ 3a KOjy CE OBaj] MapIHjaTHi M3BOJ HE
aHynupa. YBeK ce Mory usabpary gse (yHKOHje A(x) M W(x) KOje HCIymaBajy
ciexehe yenose.

1) Ome cy onpebene, KOHaYHE U HeNPEKUHE Y HEKOM OBOJLHO MAJIOM HHTEP-
BaJIy OFf X =xo —d| 0 X =X +a, (a; ® a, cy [Be NO3UTUBHE KOHCTAHTE).

2) Y oBOM je maTEPBANY

AMx) < f(x) < p(x).
AKO ce ca u ¥ v O3HAYE HATETPANH jeiHAYIHA
W=F(x,ud), v =F(xwW),

KOjH 32 X = X Y3UMajy BDEJHOCT Uy = vy = yq, (PYHKIHje u U v ¢y ofipehete, KoHa-
YHE 1 HENPEKHTHE Y NOBO/BHO MAlIOM HHTEPBANyY Off X = Xg — by 70 x =X + by (B
" b, Cy JBC MO3UTHBHE KOHCTAHTE).

HBa maTepBana (xg —a,Xg+a) 0 (xg — b, xg + by) EMajy yBeX jenad 3a-
JENHUYKH HHTEPBAN (Xg — My, Xg + ) KOJH j€ pasnuyur off Hyle.

3a cBaky BPeOHOCT ¥ U3 WHTepBana (xg — by, xo + hy) HHTETPAT y jefHAYMHE
y = F(x,y,f) Xoju 32 x = x y3UMa BPENHOCT y =y, je oppeben, konauan, He-
OPEeKMIAH W Hanasy ce u3Meby oprosapajyhux urrerpana u o v, Tj.

u<y <vol

Y xwuszu Pauynare ca O6pojuum pazmayusma IletpoBuh caga Hapoau
ONUIMPHHjH OOJHK OBE TEOPEME €A MHOTUM IojeguHOocTAMAa. OBa TeopeMa HU3JM0-
KeHa je Ha cTpaHaMa 152-154 ose xwure.

Orom meTopgom IleTpoBuh Mckazyje BUIIe HOBUX TeopeMa H nmpuMmepa. OHa
ROMHHMpa LIIENHM IorfasjbeM o AUdepeHINjalHIM jeqHaurHaMa. Perumo, ueTu
TIOCTYIAK je IPUMEHIO KO KBaJUTATHBHOT UCIUTHBaba IPBUX HHTerpana iude-
peHUMjaMTHUX jefHavuHa A JPyro.

HaIlerposuhese pesynraTe OBOT THIA HAjBHIIE NaXKIHE YCPEOCPENKO je Ipo-
¢hecop Munopap Bepronvro, Y AMIIo3arTHOM Gpojy pacnpasa 6asuo ce bepronu-
HO METOJIOM YIIOPENUBUX QU] EPEHIN]jaTTHIX JefHAYNHA, IPAMEHUBAO je i M00-
mTpaBao Ilerpopuhesa Kasusawma.”~ OHO wito je y BepTonunosoM pagy Hajou-
THHje B KOPUCHO 3a 08O M3[lake IleTpoBuhese kmuTe, a IITO je 3anodeo jom 1958.
rofuHe, jecTe HCTUIAkE HAYIHO| jaBHOCTH fAa je IlerpoBuhera Metopa ymnopenu-
BuX IudepeHNNjaHUX jefHaYuHa opuruHanto IletporuheBo feno u fa ce ca ToM
METOTIOM, Tj. gugpeperyujasrum Hejegrnavunama TPBHY jaBba y Haynu. Hamme, yera-

S Petrovitch, Sur une maniére d étendre de théoréme de la moyenne aux équations dif-
Jérentielies du premier ordre, Math. Ann., t. 54, 1899.

52 Haj6osme noraegatu bepronudory 6ubnuorpadujy y merosoj Kwwusu Lugepenyu-
jaane jegrauune, beorpan, 1980.
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JHNO €& MAINTBbEH:E y HayLH, 12 MeTofa MU epeHIujaTHIX HejeqHadnHa npuIana
pyckoMm Matemarraapy Jammaruny (1919. r.),23 mro je bepTonuHo BEOMa IpeNn-
3HO, KOPeKTHO 1 apT'yMEHTOBAHO HA BUUIE MECTA Y 36MJBH W Ha CTPAaHIM HAYIHIM
CKYIIOBMMa, [0Ka3a0 fja TO HUje TaYHO M J1a NpropuTeT npunaga Muxanny [erpo-
Buhy.

Y oBUM HacTOjambHMa KOjHi CY YPORUIIH IUIOAOM, 33 jeflaH Of MOCIENbIX Pajo-
Ba O OBOM IpHOpHTETY, mpodecop Beprauro je 3amucao: ,, [Tocne o6jaBpuBama
osora wianka aytop je (1971) ca 1. TpudynosutieM, yTBpAUO #a je OCHOBHY Jam-
JMUTHHOBY JIeMY O fUpepeHIjaIHO] HEjeJHAKOCTH MPBOT pefa y ONIITHjeM OOIHKY
nao ITeano jour 1886. ITerposuheBa BapujanTa ca

hi<f<h

3agpxara, MebyTuM, cBoj npropurert, jep Ileano u Yannurus cy foKa3yBany Ba-
pujaHTy ca
dv

E - f(x,v) > 0.

Hpeuusanje (BugeTr wianak bepromuao M. u Tpudgyrosuh [.: Sur le théore-
me fondamental de S. A. Capligin sur U intégralité différentialle du premier ordre, Math.
balkanica 1971, pp. 11-18) oo orTkpuhe pouuto je Ha gopctrnaj D. Willet-a (Salt La-
ke City, Utah), xoju je y cBoM pedepary (Math. Reviews, 1970, 3017) pedepumyhn
o jegHOM papy M. bepronuna, Hageo 6e3 KOMEHTapa y CIACKY JIUTEPATYPE U Cle-
nehu pap G. Peana: Sull’ integrabilitd delle equazioni differenziali di primo ordire, Atti
della Reale Accad. delle Sci. di Torino, vol. 21, A. 1886, pp. 677-685.« 54

Oxo WTO je NOTIYHO HOBO Y KbM3U PauyHarse ca 6pojuum pasmayuma jecre
ITeTpoeuher Npuna3s HHTEPBANHO] apuTMeTHLY. Kao paBHONpaBHO 00pa3soBaHOM
HAayYHUKY Y MAaTEMaTHIKUM U (PU3MUIKUAM HayKama,>> Iletposuh je 3amasuo nia ce
Opy MaTeMaTHYKO] o0pafll MHOTHX YUHEGHUNA y TeXHUNH, (DUIMHH, XEMHJH, ...
cycpehe ca mpobiaeMoM H3BpIIaBakha HajelIeMEHTAPHUJUX apUTMETHYKHX allropM-
TaMa ca Hella4Hum 8pegrociliuma. Xako je HeTayaH NMojaTak PEfOBUTO 3a7aT He-
KUM pa3MakoM, TO je OMIIO HYXXHO fa npodecop obpasyje y HajeleMeHTapHIjeM
OONEKY apUTMETHKY pa3Maka. TpajHo he ocraTu 3amucano IleTposuhieBo nurame:
»AKO ce Heka BpegHOCT X Y TEXHHII HETAYHO IIO3Haje H 3a[1aTa j& CBOjEM TONepaH-
THHM IOJbEM

+Q
X =a B

KaKO OJfPE[IUTH, PENUMO X miu ~x “7 o peunMa 1 muuIbemy npodecopa Pa-

nusoja KamanuHa, KOju je ©3y3€THO BOJeO OBakBe rpobneme, osae je IleTposuh

33 C. A. Yannwirun, Ocrosanus 08020 APUGAUNCEHHOZ0 UHMELPUPOBAHUS Gudep.
yp., Cobpanne cou. I, Mocksa 1948.

S4 M. BeproanHo, HaBeeHo, crTp. 248-249.

55 Harnamwansamo na je Muxauno Iletposuh y IMapusy paBHONpaBHO CTYIUPAO #
MaTeMaTHKyY 1 (pU3KUKY U CTEKAO [{BE AUIIOME O 3aBPIUEHNM CTYJHjaMa OBUX HayKa.
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3amoveo pauyd ca pasmauuma. To je 6uno nocne IIpsor Benukor para. A xana je
kpajeM 20-uX T01ao 10 CHMETPHYHOT M aCHMETPUIHOT 06IMKa HHTEpBana noMohy
napaMeTapa

-lsw=+l, 0<£6<],

6uo je Ha IpaBoOM YTy ,,ia H3rPafy YUTaB padyH ca pasManuma“ (P. Kamanum).

Taxo je u 6uio. TIpso je necunncao cuMeTpUIas ¥ aCUMETpUIaH OOIUK pas-
MaXa IIPEKO JIMHEaPHOr PaYyHCKOT NpeACcTaBHUKA pa3Maka, a la JOIHuje HCKaXKe
OCHOBHE IPONo3uyje 0 (hYHKUMJH jenHor U Bulle pa3Mara. Cse je oBo Iletposuh
y OPBOM JleNy MOHOrpaguje KOPeKTHO U3NOXNO ¥ NOHEO BHINE 3aHWMIbUBHX
npumMepa. [IpuMepu cy u3 paszaux obnacty (anrefpa — NOIMHOMHE, FeOMETPH)a, ...)
BeOMa KOPHCHHM ¥ 3a pasHe notpebe ynorpedibusu. [loce6Ho Harnaunrapamo [le-
TpoBuhieBy AEOHMIY O KOPUIDhEBY padyyHa ca pasMalrMa y Teopuju rpemaka, Os-
me npatumMo IleTposuheso u3narame u npucehiaMo ce mHEroBHX TevajeBa ¥ CTyAuja
u3 Teopmje rpemraka,”® y xojuMa ce y pyjuMeHTapHOM OGIHKY HA3UPY HEIOBH
O6page peyaitiailia mepersa, [Taanuparse excliepumeniiia ¥ gpyrax oGaacTu Koje
¢y 60-ux (ma u jaHac) JOMUHUPANE Yy OBOM Jeny IpHMemeHe MaTeMaTuke. [lpu
osomMme, ITeTpoBuh Huje 3a00paBHO fa KOPHCTH pa3Make U y AENY ,,MAIIHHCKE
Ipellike’’, HApO4YuTO Kaja pacrupasiba O IpellikaMa Koje 9dHe aHAIOTHE PAauyHCKe
MaIlTMHE KOjuMa ce clyKuo y MaremaTnukom 3aBoy ®usno3zodcror q)aKerTeTa.57
TloMeHHMO Ha OBOM MECTY, 1a je TO Ipodecopy Ouo BeoMa OUTHO, jep je U caM
KOHCTpyHcao aHajorHu padyHap (1897). lberos xugpounarerpatop 6uo je IpBH
pauyHap OBOI' THIIA y CBETY KOJH pelllaBa LIMpY Knacy fuepeniyjantnx jefiHaqn-
HA HA OPWHIUIY KPeTama TeIHOCTH.

Vicropmja maTeMaTHKe CBOjUM MeTofama 6aBH ce HUTamuMa: KO je U Kaja
IPBY U3BPIINO OMIO KOjy apUTMETUUKY onepaly]y Ha pazmaruma. Kapa je neku
OpojeBHN pa3Mak IO IPBHU YT CTENEHOBAH, Wi U3 pa3Maka ofjpebiBaH KBaJipaTHH
KOpEH, HIU [iBa pa3Maxa IIOMHOXHO UMK cabpaoc? [o3zHaBarme OBUX YHELCHUIA
Cafp k¥ MyHO TeHKoha U BPEMEHCKH ce IPOTEXKE Of IIPBUX IuBAII3anuja. CeTuMO
ce caMo MpUONIKHUX MeTofa cTapux Erunhiana 3a panaxkeme KBafpaTHOr KOpeHa
Wi ApXuUMeoBe IpoleHe 6poja <3 win 6poja % Y Hosuje Bpeme (18. Bek), kox
JlarpaHkoBe TeOpeMe 3a KOHAYHM NPHUPAINTAj HaWIa3UMO HA acUMETpUYaH UH-

TepBal
E=a+0(b-a), 0<B<1

KOjH je HACTAO U3 HejefHAKOCTH a < & < b.

56 Hup. Merporutesa Eaenmenitiapra ieopuja Zpewraxa nz 1930. rogune wim crypija
O yiauyajy nefiaunux Gogaimiaka Ha pe3yailiaiiie KEAHIAUILAIUSHUX XEMUJCKUX aHAAU3A,
Inac, k. LXVII, Beorpap, 1903, crp. 69-151.

57 Cnnuno npodecopy Pobuncony ca Exnunbypiixkor yHusep3uTeTa, Koju je 1913, ro-
IMHE OCHOBao MateMaTuuky naboparopujy (HyMepuuka aHann3a, padyHapH, MaTEMaTHUKH
amapari u ap), Ilerposnh je nouerkom oBor Beka y ceoM Kabunery y Kaneran Muinunom
3amky OKPYIKEH pauyHapuMma, MaxoM aHaJIGFHOT THUNA, HoMorpaduMa u IpyruM crpasama
3a MPaKTUYHE [IPOpayyHe,

380 pauyHapuMa Muxauna ITerposuha nornegatu kwury J1. Tpugynosuh, Illpoyua-
8arve Mogeaosarsa y geay Muxauna [eiipoauha, Hoeu Cap, 1975, ctp. 399.
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Haunn #a xojn [leTposuh gona3y 4O CUMETPUYHOT M ACUMETPUIHOT O0NIHKA
pasMaka ocpefcTBOM (PYHKIHE TapaMeTapa pa3Maka, NOTIYHO je OPUTHHAIHO
npogecoporo fgeno. ¥ ganac 0Bo HaBoje NPU3HATH PaficHUNH Y HHTSPBANHO] Ma-
TeMaTHIH, ) pokasyjyhum na ce uckasad IletpoBuhker npmrmaz uTEpBaNy
x=[a,b] (a,beR) <a<x<bh> xojuje nactao mmehy 1928. u 1932, romune,
HaJlasd 3HATHO foUHuje, 1958. roquae Ko MaTeMaTHiapa CyHare.60 He camo oso.
Mumsema cMo fa eTposrhy HpHnaga IPHOPHTET ¥ HHTEPBAIHO] apUTMETULH 1
anrebpu (I, +, ). ,,PadyH ca MHTepBaNuMa je pa3BjcH TOKOM OCICHBUX [BANRCCET
rOfMHa ca HarlluM Pa3BojeM padyHapa. Ilouenu HHTEpRanHEe apATMETHAKE JaTUPajy
ox 1958-1959. rogume. Tajja cy T. Cynara®! u P. E. Myp5? xopucrehn unrepsane
IO [IPBYU YT YCIIENH fa orpaHuye Ipenm3Ho the round-off error v pavynapy nyrem
OUCATATHOT KomnjyTepa. Moxaa 6u rocmoba Janr, nurupana op P. E. Mypa,63
Tpebasa OUTH TpeTHpaHa Kao OCHMBAY HHTEPBAJHE apUTMETHKE, KOJy je yBena y
onepanmje, He ca HHTepBannma, Beh ca u3abpaHuy cKymoBUMAa peanHux 0pojeBa
(many-valued quantites).“%% OBako pasMuIIILAjy HAIIM MATEMATHYApH, Ja 61 CKpO-
MHO Y MAHUPY HAIIer CBETA, YKA3alu Ja IpBeHCTRO npunana Muxauny Ietposn-
hy. ,,Ann, 4ak upe Jasrose, jyrocnoBeHCKH MaTeMarudap Muxaunno [erposuh je
npkao kypc PauyHare ca Gpojuum pazmayiuma Ha BeorpanckoM yHABED3UTETY.
TTop uctumM BacioBoM 00jaBuo Je u kKwury 1932. rogune y beorpany.” Oru famne
Haryramasajy Aa UM je Iub ,jfa npeacrase Muxamma Ilerposuha Kao jegHor of
OuOHEpa HHTEPBANIHE MaTeMaTuke, ¢ 063dpoM Ha TO Ja HaUyHa jaBHOCT HHUjE JO-
Opo yno3HATA ca BErOBUM PAfOM Ha NOJbY WHTEPBANHE apuTMeTHKe. — Muxanno
ITeTposuh je curypHO 6UO jepiaH O} NPBUX KOj¥ j& NPHUMETHO BASKHOCT B 3HAYaj
HHTEPBATHOT payyHa.“05

Heocnopuo, Muxanno TleTpoBuh je OPEU ¥ HAYLHM jefaH UHTEPBAN CTEHEHO-
BAO, ICTAPHTMOBAO 1 JPYTO, WIIM ABa ¥ BHLIE HHTepEata cabupao g MEOXHO. buno
OU BEOMA KOPHUCHO OTBOPUTH NPOCTOP UAE|H, Aa ce 1peu aeo [eTposukese mMono-
rpaduje Pauwynaree ca 6pojHum pazmayumnd, a TO 3Ha4H neuHULNja HETEPBAa
nomohy dyaxumje f(A), A SA <A, (0,6) ucse nponozynkje QyRKIHIE ¢4 jed-
HUM ¥ BHIEe HHTCPBANA, HCKAXY CAaBPEMEHUM je3uxoM MareMarTuke. Opo ypaiuTi
Ha CTPAHOM je3HKy UCTO OHAKO, KAKO j& MMOHUD HHTEPBATIHE MATEMATHKE KONl HAac

59 Lj. Petkovic, Z. Mitrovic, M. Petkovid, Contribution of Petrovic to Development of Inter-
val Arithmetic, Freiburger Intervall-Berichte 8 (1981), pp. 37-41.

60 T, Sunaga, Theory of an interval algebra and its applications to numerical analysis,
RAAG Memoirs 2 (1958), pp. 29-46.

ol Sunaga, HaBejieHo, cTp. 32.

02 R. E. Moore, Automatic error analysis in digital computation, LMSD~48421, Lockeed
Missiles and Space Co. Palo Alto. California 1959.

63 R. E. Moore, Interval analysis, Prentice-Hall, Inc, Englewood Cliffs, N. J. 1966.

64 R. C. Young, The algebra of many-valued quantities, Math. Anal 104 (1931), pp.
260-290. «

65 Uero noy 59.
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— Japxo Mutposuh ypaauo y ysonnoM feny cBoje Kmbure.50 Opakpa jenna nese-
nuxa nyOonuKayuja cTpaHOM CBETY HAayke OfiCNHKaNa 6¥ M yKa3alNa Ha NHOHHPCKU
pan Muxauna Iletposuha. Huje xacHO ¥ Hay4Ha jaBHOCT O4YEKyje ORY HepUHATH-
BHY OLICHY.

IlerposuhieBn HHTEPBAIN KaKO UX je U3IOKUO Y KBU3U FPaiynarse ca 6po-
JHUM pa3maylima AACY Y GOKUPY Ca CaBpeMEHUM KpeTamHUMa Y HHTEPBAlHO] Ma-
tematrin. OBa oOmact HayKe IpUNaja Jasac HyMepUUIKOj aHATIU3H H PA4yHAPCTBY.
Anu, ono mro je ITeTporuh nckazao o HHTepBaNuMa KpajeM 20-UX U NOYSTKOM
30-mx rogmHa, 3acIyKyje CBaKy MaKmy NaHAIBLKMY [OCICHIKA HHTEpBaIHe MaTe-
MAaTHKE.

Pap Ha nomy MHTEpPBAaNHEe MATEMATHKE Y HAINO] 3eMIbH 3aroueo je y 1976. ro-
guEn ca pagobuMa 2Kapka MuTtpoBuha M HBEroBOM JOKTOPCKOM AMCEPTALR]OM.
Etro tperTyka Kaja jegHo ckpuBeHO, 3a0opasiseHo feno Muxauna Iletposuha
n30Hja y MITaH HAYIHEX TeMesba MIaIuX MaTeMaTHdapa CAaBPeMEeHRX CTPeMIbEHA.
Mutposunh je ymoszsao M. TleTposrheso gerno, 0BaNnoTHO I'a M CABPEMEHUM jE3H-
KOM MaTeMATHKe H3BeO Ha MPaBU NMyT [oGujajyhu 3asupHe pesynrare.5” A anrasa
uIKoia oBe Hayke oko EnexkTpoHckor ¢akynrera y Humry, ca Heymopanm Jbuba-
noM 1 Muopparom ITerropuhem u BUXOBAM 3HAYAJHIM PE3YNTATHMA, TOTBPHYjY
Ea je HayKa y BeUHTOM CIIOjy CTapor U rosor.%8

OHn paudje TOMEHYTH XKyTH M noramHenu Tadanu Ilerposmhesnx mpe-
naBamba Ha YHuBep3uteTy y Beorpany ¢ modeTka OBOT BeKa, JOOH]a)y Y OBaKBHM
/bYAMMa TPABU CMICA0 HACTAHKA, NOCTOjaka U Iperanamrsa. OHaj CTYERT, Yuje
HME He MOKEMO Ca3HaTH, Kao Ja je npefckazao 6ynyhHocT Hay4IHOr Aena Muxauna
TleTporuha, Kaga sanucyje cienehe peun Ha Kpajy nyra csor npodgecopa (1938. ro-
muHa): ,,IlyTyj uryMase, He GPUHY 33 MAHACTHD™, .

Heno Jegan gugpepenyujaanu arZopuilias u wezose ipumene Tletposuh je
3aBPIIAG NOYETKOM jecenu 1935. rogune. Y AxafgemMuju NpHPOAHMX Hayka Cprcke
kpamescke akaneMuje (CKA) usnoxuo je 21. okrobpa HCTe TOMHE 0Ba CBOja HC-
TpaxuBarwa. Kao 1mro je To 6mo obndaj, npucyTHuM 4naHoBuMa Axafemuje [le-
tposuh je caxkeTo, ann cBeoGyXBaTHO, MpuKa3ao cBoj paj. Ilpema 3auucHuUKy ca
ceguule AxameMuje He MOXe ce YTBPAUTH miTa je IleTposuh M3marao u Kako ce
nebara passujana. CUTYPHO je H3O0XXHO AehUHHIHN]Y AHpEpeHyujaIHOT anro-
puTMa

687 M. Mitrovic, Prilozi teoriji intervalnog racuna i njenoj primeni, Publ. Elektortehn. fak.
601 (1977), str. 58.

67 piero.

68 M. S. Petkovic, Bibliography of Yugoslav authors on interval mathematics, Nis 1996,

p.J.
69 Hcro xao nop 35.
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1d"y
Auy)=——,
Y Y dx”

3a pyHKIHEjy y = f(x) KOja je HeNpeKuAHa ¥ n-nyta AudepeHInjabuilHa; Moxa3ao
IOjefnHa HETrOBa CBOjCTBA, 3aTUM CKHIUPA0 HEKONKUKO OUTHUX TeopeMa. IToceGHO
jé yKa3ao Ha IpHUMeHe OBOT ajroOpHTMa y IeOMeTpHju, MeXaHWulu, Ha (PHU3HYKe
npobaeme. Kaxo je 0Boj cegHuUIU PHCYCTBOBAO U AHTOH bunuMosnh, Tafa gonu-
can wiad CKA, curypHo ce [Terposuh 3axBanno cBOM KOJErd 4uje je pe3ynrare
yHEO Y cBOjy MoHOrpadujy. Haume, xaja n3naxe npuMeHy alnroput™a A,(y) Ha
KMHeMaTruke npobneMe, Iletposuh ce fo iipsu u jegunu iyiii Kopuciliv 8eKiiopu-
M@ ¥ TO TaKo, IITO je OBY AEOHHUNY Yy LEJOCTH mpey3eo of npodgecopa bunumo-
suha. Ha noderky ogerska Kunemaitiuuku iipo6aesu Tletposuh je ROCIOBHO 3a0-
cao: ,,ITo yemerom caonimireny npod. A. bunmumosrha™. Beoma 3Ha4ajal nojgarax
y onpraBamy IleTposaheBor ofaoca npeMa HoBMHAMa y Haynu. M kafia je gomac
TPEHYTAaK fia c€é HOBUHAMa KOPHCTH, II03Ba0 je Ha capajmy Apyro nuie, npodecopa
bunumvosuha.

IleTpoBrheBoM usnaramy npucycrBoBau cy: borgas I'aspunosnh, Ha nyX-
Hocty npeacennuka CKA, Munytud Munankosnh, Ha y>KHOCTH cekpeTapa AKa-
nemuje npupopnux Hayka CKA, Hukona CanTugos u apyra. Ilpamernmo fa je [le-
TpoBuheBo m3marame nmpartuo u npodecop Jby6ImaHCKOr yHHBep3uTeTa JOCHT
emern, gonucan ynan CKA u dunozod Bparncnae Ierporujesuh. Y6p30, oBo
Tlerposuheso feno o6jaBuna je Axanemuja 1936. rogune y cepuju IToceGra n3na-
wa (k. CXI), [Iprpogmauky 0 MaTeMaTHIKY ciucl (Kib. 30) na 235 crpana y 8°.

Opjex Ierporuhesor nudpepeHNnjaIHOr ANMTOPUTMA ¥ HAYYHOM CBETY HHUje
6uo 3aByjaH, jep je Cpucka kpabeBcka akajemuja IletporsuheBy MoHorpadmjy
o0jaBuna hupHIHIHEM CPICKUM ITHCMOM, T€ je Omila HeJOCTYIHA CBETCKO] jaBHO-
cru. MoxXna je 1o cpefy | HeliTo Apyro. Axafemuja Hayka je IleTpopuhy yBeK 00-
jaBip¥BANIa HA (PpaHIYCKOM jJE3HKY Felia Koja je oH Keneo. To je cnydaj ca MOHO-
rpacujama Intégrales premiéres d restrictions (Paris 1929), Intégrations qualitative des
équations différentielles (Paris 1931) u npyrum. Ceakaxo, ga Cy TO IpAMEpH Kafa je
cAMm IleTtpoBuh Xeleo fa cTpaHd HayYHHU CBET YIO3HA Herosa HaydHa jela u
HCKaxke Cy[l ¥ CB€ OCTANIO IUTO IIpaTh Hay4yHu pap. To cy cnyuajesn xapa je Ilerpo-
Buh 610 aTncoNIyTHO CHI'YpaH y CBOjE pe3ynrare.

Y cayuajy pudepernujanaor anroputMa Iletposuh je mocrynuo o6paTHO.
XKesneo je nmpBo Aa ynos3Ha CBOjy cpefuHy, Aa MoHOrpadija 3auHe XXMBOT Ha Ha-
[IOHATHOM TepeHy. [JonHuje, NoIyHaMa U mIpepajoM, Ja UCTy 00jaBU Ha CTPaHOM
jE3WKy B TAKO ofie Y Bejuku cBet Hayke, Ilerposuh je 3Ha0 ma anroputam A,(y)
10 TIPBH YT OH YBOAHU y HAayKy W OMNO My je oTpeGHO 1a IE0 NONyXBaT ,,0fiCTOjH",
Kaxo O [oInao N0 Kpajmer U3nasa, pe3ynTaTa Koju he HeocnopHo OUTH BpelaH
HaXme.

ITo m3nacky ose kmure, Hparocnas C. MUTpuHOBMA ce NOTPYIUO A CBETCKY
jaBHOCT yrmo3Ha oBEM I[leTpoBuheBrM fenoM. MUTPpUHOBUA, Ka0 MIIaf YOBEK, XKe-
JbaH aKTWBHOCTH M Pe3yJiTara, BOJEO je 0BO fia pajny. Taxo je y Jahrbuch tber die
Fortschritte der Mathematik (FdM, B. 62, S. 1184-1185) o6jaBuo foBo/bHO HHPOpPMA-
THBaH IPHKA3 KIbUTe, Kako O1 Hay4Ha jaBHOCT Ouwiia yno3HaTa fa je y beorpany
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nedurucan anropuraMm A,(y) H 1a je 0 BeMy HallMCaHa YWTaBa MOHorpaduja. 1
nopep Tora, iwro Mutpunosuhes pedepar He caipxky KPUTUYKHA TOH U 0€3 KO-
MeHTapa je, jep y To Bpeme pedepaTaBrE gaconuc FdM Huje TO HEH MPakKTUKOBAO
(6u0 je Ha HUBOY HAayYHHX BECTH, YHCTe HH(POPMALKje ca HEKUM H3y3eI¥Ma), OBJIE
ACHOCHMO Y HAIlleM NPeBONY HoMeHyTH pedepar: ,Jlocrynak Haznaven ca A,(y)
KOjH C& OFHOCH Ha h-TH H3BOJ PYHKIG]E y, Tj.

1d%
Afly)=——-,
y y dx”

pasBuja mpaBuia 3a fobujame A, y Pa3sIHINTHM CIIy4ajeBuMa 3a0aTuX (hyHKIH]a.
dynkumoHan A, HojaBibyje ce HEIOCPENHO M HA HPUPOJAH HAYWH KOJ| MHOIMX
npoGieMa aHalu3e U HbeHe npuMeHe. Ha npumep, merosa ocofuHa Ka jeIHO-
CTAaBHOM HOCTYIKY IPH TpaschOopMannji oGHYHuX nu(epeHnyjanHux jeHaYuHa,
Jlaspe je moKa3aHo Aa [IOCTOjH Be3a u3Mehy 3HaKa U alcoNyTHe BpeRHocTr A, (y) ¢
jemHe cTpaHe I IOJIOXKAja Hylla, MAKCHMyMa, MUHUMyMa, aCHMOITOTCKHX BPEIHO-
CTH, OIILITET NOHANIAKA, OCOMIATOPHOT KAPaKTepa, (PpeKBEHUHje OCIUIALN|A WTT,
¢yHknmje y ¢ gpyre crpase. OBaj OFHOC OJIaKIIaBa KBAJWTATHBHO MCIHTHBAILE
peanHor pellelha gupepeHIujal X jefHaYnHa OO KOjer pefa U BORH Ka Ol
OITEM UCKazy O NOHAallawy HATerpanuux kpusrx. [locTynak oMoryhaBa pa3nuauTre
IpUMEHE Ha MATama U3 FeOMETpHje, KUHeMAaTHKe, AUHAMEKE H MaTeMAaTUIKe
dusuke.”

ITopen osora, Murpunosuh je y cBojuM pacnparaMa HaBonuo IleTposuheny
MOHOTpagHjy, HOME Ce CIYKHO HArJANICHOM XeJbOM [a Ce O ¥KOj IITO BUIIE cas-
Ha. Taxo je 1938. rogune y pany Hekoauxo citiagosa o Riccati-esoj gughepenyt/an-
HOj jegrauuHu HaBeo oBY IleTpoBuheBy KBUTY HaKO €& HOME HUje KOPHCTHO Y H3-
naramy.’ ‘

Ila nu cy oBa MurprHOBHheBa HacTojama y FdM 1 y gpyraM pajgosuMa mosy-
IWJa HeKa HHTEPESCOBamA, a JIK ce HEKO W3 CBeTa HayKe TeMeIbHHje KOPUCTHO all-
roput™MoM A, , HEje no3rato. M nocne Jipyror ceerckor para oBa MOHoTpaduja
HMAJIA je HCTY cyn0uHy ca HeKUM H3y3enuMa y Hamoj cpeguri, Moxpa je o cpepu
¥ cy9aj y HayIH Kajla ce MO3HaTe YHEeHUIEe NIPEHOCE ca JeHOT je3uKa Ha APYTH U
feJa cTBap OBORH Y YCIOBE HCKIBYUMBO , HayYHE eKOHOMUYHOCTH ', & HE OpHIAHa-
JHEX NPUIOra. Y HEKO] aHalOTHjU ca NPEHOUIECHEM CKajlapHOr oO0NHMKa ¥ BEK-
TOPCKH, OFHOCHO TeH30PCKH, MOXe ce MOCMATpaTH U nonoxaj Ilerposuhesor nu-
thepenupmjansor anroputMa.. Beh nosnare ynmenune (BIp. TeOpeMe), Koje Cy U3-
sopuo Ierporuhesor nopekna, uckasyjy ce nomohy anropurMa A,(y). OBo ce
Haj6obe yOUaBa KOX pellapaka AudepeHiH]jal X jefHaUuHEa I CHjaceT IpOLeHa ¥
AHANM3H.

Y ¢BeMy HaBeJeHOM M3y3eTak ¢y MOjeiuHT pagosy npodecopa Vipana baxn-
nuha. Hamme, 06a] 6e0rpascki MaTeMaTHyap 1oy BETUKAM yTunajeM Jiparociasa
C. Murpurosrha kpajeM 50-UX KOpPHCTH ce anropuTMoM A,(y) y CBOjoj HOKTOp-

70 Tyac, ks CLXXXI, ctp. 169--236.
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CKOj MCEpTAIjH, Kao U y BUIIE pafosa objasmennx y 3arpe6y’ ! u Beorpany.’?
Penumo, Baupuh je mocMaTpao KBa3uxoMorese fudepeHnjate jefHaYnHe IPBOT
penay ogHocy Ha y My’ 1 TpaHcdhOpManyje jefHadnHe Ha Apyry 06auK. [Ipu oBo-
Me, ayTop ce Kopuctu IleTposrheBUM anroOpUTMOM B TO cliefilehuM CBOjCTBHEMA.

Af(uuy) = Ay() + A(1g),

Al(ﬂ) =Ai(uy) - Alw),

L)
Ay = nA(u),  Ay(u) = Aj(u) + A w).

Baxwo je ofie noMenyTH fia je Bannwh kpenyo u game y pa3sBojy anropurMa
A,. On noxasyje, u ynorpebipasa, ga ce gudepeHnHjaqHu aIrOpUTaM MOXKe TIPo-
IIWPATH ¥ Ha QYHKIHjE ca BUIIEe apTyMeHaTa YBoheweM Hapyujaiioz gupepenu-
JanHoZ anZopuitima, Tj. peIaTUBHOT U3BOJA.
Hexa je u= u(xy,x;); Napuyjajas pejaTHBaH U3BOJ| IPBOT PeNla je

1 du

= ,, k=12
1 0xy

AI( M)(\-k =

Axo je x, (pyHKIHja O x|, Tafia je

Vl(u)/\'l = 1 -d‘M_ = l(ilé—.i—_au—xé]y

;dxl ul dx;  dx,
ofakie je

Vl(u)xl = Al(u),\‘, +Al(”‘),\‘2 'Xé, UTT.

Wmajyhu y Buny na je gudepenuujanun anropuraMm Ilerpouh npeu nedu-
HHCa0, Ia je IpYyXKUO OPHTAHANAH JONPHHOC HPOCTPAaHO] MaTeMaTHYKO] aHaIIH3Y,
HEeOINXOAHO je MOKYIIATH OTKPHUTH Kajia j¢ 1 KaKo FOIIao Ha MAe]y Aa alrOpHTaM
nckaxe japHocTH. To je, yocTranoMm, ¥ 3ajaTak HCTOpHje MAaTeMaTHKe, la OTKpHBa
HAaCTaHaK HayJHUX Hfeja, IeH pa3sBUTAK U CBE MOCIENNIIE.

OcuM HEKONHKO H3y3E€TaKd, Kafa peliasa Au(epeHIMjanHe jefHadnne no-
Mohy kBagparypa (marerpabmine knace), Iletposuh je sHaTaH TPY YIOKUO Y HH-
PEKTHO IpoyuaBame pelllersa fudepeHnujantaux jefaadnnaa. OBJe je IoCTUrao 3a-
BUAHE peysiTare, BubeHe u KopunihieHe Off cBeTa Hayke 1 o0jaBJbeHE Y Hajyrien-
HujuM dJaconucuma. Kafa je oBO pajyo ¥ UCOUTHBAO pa3He OCOOMHE, CBOJCTBA H
HOHANIAE Peliea JU(EepeHIN] ATHAX jefHaYrHA (Hyle, IOJNOBH, OCIAIaTOPHOCT

71 Hup. M. Bandi¢, On a recurrent linear differential equation of second order, Glasnik
mat.-fiz. i astr. 12 (1957), 3.

72 Hnp. M. Banpuh, O jegroj kaacu gughepenyujarnux jegnauuna itpsoZ pega, Be cHuk
Hpywrea mar. u ¢us. HP Cpbuje, 10 (1958), crp. 95-104; u ramo pame.
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H CII.), 3aIIa3MO je la My je HEOmXORHO foku [0 ,,HeKor noMohHOT anata Koju he
3HATHO OJIaKINAaTH W yOp3aTH paj HAa TaKO3BaHO] KBANUTATHBHO] HHTETrpalHju
nudepeHUjanHEx jefHavuna. OH je 1oOpo 3HAO [ia ce Ba3a y aHANH3M U KAJIKYIy-
¢y KopucTH ofgHOC y'/y,y #0, jep je BeoMa ynoTpeGIbuE, a TO je BeroBo A(y), Te
NOCTABIbA MUTAE NPOyYaBama ONINTEr pelaTHBHOT m3Bofa y™/y, omHOCHO
A,(y). OBo je Ilerposuhy opmax Imoxasalo [a ce CBaKa XOMOTeHa JIMHeapHa
pudepeHnrjallHa jefHaunHa

YW +ay™ +ay® 4 +a,y =0,
MOKE UCKazaTH O0IUKOM
An(y) + alAn—l(y) + aZAn—Z(y) +...+ a, = 0,

a TO je 3HAYWIO MHOTO Y BeroBoM Tpyay. OsuM je npodecop OTBOPHO HOBE MOTY-
hrocru TpaHcdopmManyje 1 cBobema aHanu3e ocobuHa perena gudepeHIyjaTHAx
jemHAaYMHA Ha IOTIYHO HelosHaTe ycnore y Haynu. [letposuhesa nomMucao Ha aj-
TOPUTAM HapO4YMTO Ce€ OTMefia Y AMPEKTHOM IpOoyuaBamy pellecmha OHHOMHHUX
nuchepeHEjaIHrX jefHaIlHa Koja je BeoMa paHo 3anoueo. Kapa je 4. HoBembGpa
1895. unan $pannyckor uacturyTa EMun ITukap caonmrasao y [Tapuckoj akage-
muju Hayka [leTposrhes pag o oBUM jegHadHHAaMa, 3alla3yo j€ fa ce MIaly MaTe-
MaTH4ap KOPHCTH pelaTHBHUM u3BofoM y'”/y W fa je Ha §o6poM MyTy [ia OBaj
METOJ falbe pasBuja u ycaspiuasa, M crsapno, IleTposuh je Beoma decTo ynorpe-
6ipbaBao OBaj 0ONIUK U3BOAA, fa O6u y 1935. rofusu foInao fo YATaBE MOHOTpaduje.
Peummo, y 1927. ropusu foxasyje cnefiehy TeopeMy.
,HujemHa fudepennnjansa jenHadnaa

d*y
+@(x)y =0
1oz o(x)y

He MOXe UMaTy Kao penleme neay Gyaruujy G(x) HynTe BpCTe.“73 Ospe je Ile-
TpoBuh Kopuctuo obnuk mHene ¢yHKIMje G(x) y obmnuky mpomsBofa Bajep-
nrrpacoBux ¢akropa (u,), a [[OKa3 TeopeMe. CBeO Ha HCIUTHBAkEe 0COOMHA peia-
1d%
THBHOT U3BOJa ——5-, OHOCHO A,(y).
y dx?

Y1 Koy MHOTHX TeopeMa o Pukarujesoj qucdepeHIjanHoj jeAHaYMHY Y TEII0-
CTH je YBHIEO KOPUCT OBOT aliTOpUTMA.

Kapga anropurMoM A, WcHUTyje cBojcTBa (yHKIHMje (Hyle, aCHMITOTCKO HO-
Hainame u fp), Ilerposrh nokasyje 1pasu CMICao OBOT HOBOT (DYHKIHOHANIA, Hhe-
rOBY IIHPWHY Y IpHIMeHaMa, Kao IOTIIYHO HOB IIPHCTYI OBOM feny aranuse. ITome-
HUMO jepad npuMep. Ha mutame, kaga he dynkmuja y = f(x), HENPEKUHa U K-
(depenujabunna y pasMaxy (a,b), nMaTu camo jenny nyny, Ilerposuh ofrosapa

3Mm. Petrovitch, Théoréme sw I'équation de Riccati, Publ. math. de I'Univ. de Belgrade, 4
(1935), pp. 169-180.
74 Yero xao nog 70 u 73.
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TEOPEMOM: ,,¥Y CBAKOM pasMaky (a,b), y KOMe je penaTHBad u3Bojd A,(y) Hempe-
cTaHO IO3UTHBAH, HUjegHa Of ofroBapajyhmx my dyerImja y = f(x) HE MOXe
HMAaTH BUIIE Off jefiHe HyJe",

Kako je n mta ITerposuh m3narao y oBoj kwu3n? 3Hajyhu fa je mOTIyHO
OpWrHHaNaH y feUHUNMjH ¥ HOKa3aHUM CBOjCTBEMA alroputMa A,(y), OHJje By
IpYTHM eNOBMMa KIbHT€ KOPHCTHO CaMmo CBOje paHuje pesynrare. M3 oBux pa-
3JI0Ta ¥ KB-U3M je BeOMa He3HATHO HaBOheHa JINTepaTypa CTpaHuX MareMarndapa.
Camo y cmydajeBuMa, a OHH CY PETKH, Kafia ce Kao IpUMep Y3uMa HeKa YambCHATA
Kojy capia IleTposuh peliasa U aHanu3yje NocpefcTBoM A, . OBO je onmiTa Kapak-
TepUCTUKA NpoecopoBe MOHOTpaduje U BeJliKa je HITeTa IITO Hopes cBake fe-
OHUIIE HUje HaBeO U3BOP, CBOJY pacupary U rae je o6jaBuo. JeqHOCTaBHO, IPEKa3no
je TIpeKo TOra, CUTYPHO U3 OYATEe CKPOMHOCTH, a IOKANKaj ¥ M3 HEMAPHOCTH ¥
UATHpaky. Mumeema cMo, fia je 0BO 3alaxkare MONCTaKIO0 HEKONUIEHY MaTeMa-
THYapa fa MUy 1 HcKa3yjy cyf, Kako ce [letposuh Beh y moogMaxnuM roguaama
noHamspa. Hatl je cTraB cynpoTaH U HOBOAM [0 OHUX METOJOINOIIKAX peryia Koje
DOTBPYYjy IIpaBy OPUTHHAIHOCT jefHOr fena. A Tto je Ilerposurh ca pudepennu-
jalIHEM alropuTMOM ¥ MOTIYHOCTH NocTHrao. Minycrpanuje pagy, HaBOTUMO caMO
jenan mpuMep xao penpeseHTanujy ommrer IlerpoemheBor mocrynka y KmU3H.
IIpu npoy4daBamy Pukarujese mudepenunjanne jeguaynne, [lerposuh je panuje
IOIIA0 JO TeopeMe: ‘

,»3a CBaKy HHTerpabuiny jefHaunHy

y' =y* 4+ f(x)
MOCTOjH TI0 jeflaH HeOorpaHuies Hu3 (pyHKUHja IPOMEHIbUBE X
A Ao, A,
TaKBUX [1a je ¥ CBAKa jefHajdnHa
Y =yP () + A(x))

Takobhe uHTErpabunna, 1 To 0€3 HKAKBUX JOJaTHUX KBaupaTypa“.76 A capia v KbH-
38, [IpY HajaXemy PeKYPECHTHHX Be3a 3a PyHKIMje A, H Y, OH NOKa3 CBOLHU Ha
aHanu3y HUepeHnNjTHOT alTOPUT™Ma U [[€0 OBaj PAHUjM NOCTYNAK IOjeNHO-
CTaBJbyje ¥ OTBapa HOBa NHMTama. Kao mWITo cMO HaBeNM, OBAKaB ayTOPOB HOCTYIAK
HaJa3uMo y LeI0j KbU3M.

A y npBOM fieny cTyAUje, Kafa geuHuIe anropuTaM B H3Iaxe Heroba cBoj-
crBa 1 ocodure, IleTposuh je nornyHo HoB. OBje ce npodecop NOKa3a0 NpaBUM
MajCTOPOM, YKa3a0 Ha YHTaB PYJHUK U3 KOjeTr ce H FaHac MOXKe MOHEIITO A00KTH U
Tako foku fo Hosux pesynrara.’’ podecop Munom Panojunh, mMeby HaGOBEM
ITerposuheBuM yueHHIMMa, HAjE CAY4ajHO 3aNKCao: ,,Y [leTpoBuheBOM HAyIHOM

75 Bupern cTp. 256 oBE K1bUTE,

76 Bugern cTp. 294 OBE KibUTE.
77 Tlornemarn M. Tomuh, nasegeno nog 31.
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papy HCTHYE Cce YOIINTe Pa3sHOJUKOCT TemMa U HoraTcTBo upeja. Moxe ce pehu ga
ce BEeroBO HAYYHO CTBApame OJNMKYje OCOOMTO MHOUITBOM OpPUTHHAIHUX HAEja,
KOjuMa ce yTBphYjy HOBE Be3e y MaTEeMAaTUIH BHITIE HET'O MCHPIUbUBAKHEM TTOCTENH -
Ija Koje ce W3 JeflHe Heje npy:xajy. I'nexojuM cBojuM pajjoM CTBOPHO j€ OH NOoJNa3Hy
TadKy UCTpaXuBamka 3a Apyre MareMmaruyape. OH caM, 6oraT 3aMucIIMa, pafio je
IpenymTao ApyruMa, ¥ Hac U Ha CTpaHH, fa 00epy MIIof0Be ¢ OIpBETa Koje je Ipo-
mamao on.“/% Ha MHOrMM MeCTHMa MOTY Ce MOTBPIHUTH oBe Papojunhese peyn.
Kao upumep, noxaxumo IlerposuheBo Tparame 3a BaxHOmhy JUCTpUOyTUBHE
oco6uHe aNropuTMa IIPpeMa ONlepalyji cabkparka. 3a IBe HENpeKuAHe U nudepes-
nujabunne dyHkumje u(x) 1 v(x) y pasmaxy (a,b), [letpoBuh je 3amasuo gaje

Ay(uv) = Aj(u) + Ay(v),

Te IocTaB/ba ce0K 3aaTak fa u3Habe cBe NoTpefHe U OBOJbHE YC/IOBE [a NPOM3-
BOJ, Hckaxe v OOGINKY 36upa (v = u + v) B TaKo gobuje

Aflu+v)y=A(w) + Aj(v).

Tipro je poxasao crenehy Teopemy.
,»Ja 6u anropuraM A, EMao 3a u U v JUCTpROYTUBHY OCOGHHY, IOTPEOHO je 1
HOBOJLHO fa u Oyfe uaTerpai gudepeHIyjante jefHaunHe
d"u

o =07

Na 63 y APYrOM Aelly MOTIYHO HCKa3ao CBE yCJIOBE MOJ KOjHMa BaXH

Ay + i+t + . ) = Aug) + Ay () + A () + ..+ Ay(1g).80

Hsnoxene e MmoHorpaduje y oBoj kmusu Cabpanux gena Muxauaa Ile-
iipoeufia TPENaajy MpOIUIOCTH MaTeMaTHIKUX HayKa y cpickoM Hapony. Oue cy
HOTIYHO opurnHanno feno Muxamna ITerposuha Hacrano 30-uX rojuHa Hauier
poba Kafla je HayYHu XKABOT Y MATEMATHIKUM HayKaMa HOCTH3a0 Hajjade pe3yl-
TaTe u3Meby fBa para, alu I OTBOPHO HOBE IpocTope 3a OyAyhn paj, Hay4Ho CTBa-
PATAIITBO KOje U faHac Tpaje. MaTeMaTHIKUM IIICMOM, j€3UKOM, TEPMHUHOJIOIH]OM
H METOXOJIOTHjOM, KA0 M HYBOOM IIOCTUTHYTHX Pe3yNTaTa, OHe Y HOTIYHOCTH Ofl-
CIUKABAjy jefaH Iepuof MaTeMaTuxe Ha YHuBep3uTeTy y beorpany. Heocnopuo,
HaHAOILAM ,,anaToM MaTeMaTHUKe aHalu3e U anredpe, oHe Ou ce ,,MofepHHje”,

78 M. Panojuuh, Muxauno IMeiiposuti, Hayka n npupona 2 (1949), 2, crp. 117-120.
79 Bugern ctp. 206 oBe K1bUTE,

80 Tletposuh ce oBfe KOPUCTHO jeqHUM paHujuM pagoM [Tpogykiiiu jegnaxu s6upy
caojux yunuaaya, T'nac, kb, CXVL Beorpap, 1925, crp. 1-9,
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jacHHje U Npenu3Huje Halucane, aly HHUXoBa cymTuHa, ITerporutieso neno, ocra-
710 6H HCTO.

Y OBOM BpeMEHY HacCTajama YHHBEP3UTETCKUX YIOeHHKa W MoHorpaduja
OpubIIKaBao ce pajgHU CIIOKOj 0OBOj U3Y3€THOj IMYHOCTH Hame Hayke. Konere ca
YHHUBEP3UTETa, CBa Hay4UHA JaBHOCT, XUTAJA j€ la UCIOJbY BEIHKY 3aXBanHocT Mu-
xauny Ilerposuhy 3a cBa 0o0pa Koja je yIMHUO U 320pao. Y jefHOM IpeRiory 6eo-
TpajcKuX MaTeMaTH4apa CIIOMEHYTO je M OBO: ,,... Ham dakynTeT, YHMBEp3UTET,
Jp>kaBa u 4uTaBa OBa 3eMJba, AYXKHHU CYy J1a Najy Hajbehe npu3Hame ¥ 3aXBaJHOCT
npocecopy Muxauny ITerporuhy. Kao uspas oBor nomropama IOTOUCAHA HMA]Y
4acT ga npennoxe npodecopa Muxanna [lerposuha 3a modacHOT HOKTOpa
martemaruke Beorpajckor yausepsurera 81

Y oBuM paHmMa ClaBe, y IPUCYCTBY Koera u3 MaTemaTuukor 3asoa ®uso-
3o¢pcror akyirera, Koju je 1938. rogune gobuo ume 3asog Muxauasa Ileiupo-
sutia 3a Weopujcxy maemainuky, wiaHopa CpHcKke KPalbeBCKe aKa[eMHje B Hhe-
HoT mpeficeqHuka Anekcanipa bennha, kao n npyrux 3BanuvHuka, Muxamno Ile-
Tposuh je 610 30ymeH, anK u cpehad IWTO BUAX pa3byjano Aeno Koje je 3amoyeo
naneke 1894. romguue. [Iy6oKo CKpOMaH U OJlaH CBOJAM jeJHOCTABHHM Hade/IHMa
KUBOTA, YCIEO je {a IPOroBOPH caMo jefHy pedeHuny: ,,bor je cBeok fa cBeMy
opome Hucam kpus“. Kao #a je n3 mera nporosopuo Ap Huxopum [erposuh, npo-
¢ecop beorpagcke Gorocnosuje, NpodeCOPOB OTAL, KOJU T'a je YYHO U CupeMao y
AyXy ¥ JIeIOTH CKPOMHEHX Georpajckix rpabaHCKUX NOPOIHUTA APYTe IOJNOBUHE
19. Bexa.

81 Apxue Cpbuje, BY, 1108,



AEINMMYAH ITPETJIEN IIETPOBUREBIX TEOPEMA
O IUPEPEHIINIATTHOM AJITOPUTMY A, (»*

TEOPEMA 1. — Ja 6n anroputam A, mMao 3a u(x) u v(x) AuCTpuGyTHBHY
ocobuHy, MOTPeOHO je ¥ AOBOJBHO Ha u(x) Oyme wHTerpan pudepeHuyjaise jen-
HaYuHe

d"u

xn

+ () =0

(cTp. 206).

TEOPEMA 2. - AnroputaM A, w3paxkasa € Kao IIOJIMHOM A-TOT CTEIICHA
110 BpEAHOCTIMA ’

(n-1
Ala ia ,Xla,Al )s
a cBU KOe(UIMjEHTH TOTa ITONIWHOMA CY NO3UTHBHY 1lenn Gpojesw (cTp. 212).

TEOPEMA 3. — M3Bop 110 x, Ma KOra pefia p, allropuT™Ma A, H3paxkasa ce
Ka0 NOJMIHOM IO BPETHOCTHMA

’ ’ (k+p-1)
Al’ I i’--',Al t ’

a Koe(pUOUjeHTH TAKBOT HOJIMHOMA YBEK Cy Les OpojesH, O3HTHBHA MM Hera-
TuBHHE (cTp. 213).

TEOPEMA 4. - WiTepauuja peqa p, Tj. QyHKIHja y,, M3paxkasa ce Kao pa-
HHOHaIHa (pyHKUHK]a OTpaHNIeHOr 6poja eneMeHaTa

Ai(y), A(y), AT,

a Koe(puHjeHTH Te pannoHanHe (pysxumje cy nenu 6pojesu (crp. 214).

Teopeme ce foHOCE Y OPUTHHANHOM W BEpOfiocTojHOM npercy u3 Ilerposuhere
KIbHUTE. Y 3arpajy ce HABOJM CTPaHa, e ¢ TEOpeMa HaJlasH y KIbH3H.
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TEOPEMA 5. — Hajomururja QyHKIHja z 32 KOjY je

Ay(z) = ®(x),
rae je
®(x) = L[283(v) - A, (0] + b - a,
v
jecre
z =[A(w) — Ay(V)]u
(cTp. 227).

TEOPEMA 6. — Kag je u3sop A,(y) paunroHansa GyHKIHja OF X, KOja TEXKHU
KOHATHO] BpeRHOCTH A # 0, Xafla x — e, OHja HajomuTHja yErgopMHEa PYHKIE]a ¥,
IITO OfroBapa Taksome A,(y), oOnuxa je

y=Ri(x)e" +Ry(x)e™ +...+ R (x)e"”,

e ¢y Ry, R,,....R, panuonande QyBXUHje, a r,r,...,r, KOpeHH OHHOMHE jef-
HAYWHE

‘ r"A=0
(ctp. 239).

TEOPEMA 7. — Kag je x = o Hy/a m-TOT pefa 3a PyHKUH]Y y, ©3Da3
(x —a)"A,(y)
TEXN 324 X = O jeJHOME LEJOM noéﬁ'liHBHOM 6pojy Koju umMa 33 BPpeIHOCT
m(m=1)(m.=2). . (m~n+1)
(cTp. 244).
TEOPEMA 8. — J1a 61 u3Bon 4A,(y) déifﬁmunj € Y U3paxeHe PeomM
y=TA(x -k,

a KOja uMa BPeIHOCT X = ¢, Ka0 CBOjY HyNy m-Tora pena, 610 3a x = Ol KOHaYaH ¥ O}
HyJie pasnuyaH, nOTpeSHo je U JOBOJLHO fia [Iope], Tora IITo je

AO:A)z..‘:'Am._lz(), Am¢0

Gyny jor n
A=A = =Ama =0, AL, z0

Bpemsocr A,(y) 3ax =0 Tafa je

n+mit A,
Ay)= L'—_L"' —atm
m! A,

(cTp. 246).
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TEOPEMA 9. — Kag u3zsog A,(y) ocTaje KOHaYaH U HETIPeKUIaH 3a CBAKO X
y pasMaky {a, b), Hyne cBUX ofropapajyhux uM QpyHKIHja y, IITO JEXKe Y TOME pas-
Maky, npocte cy (cTp. 254).

TEOPEMA 10. — Kap gse ¢dyuxngje, Koje UMajy 3aje[(HUUYKUX HyJa, IMajy
jemaH HeTH B3BOA A,, BUXOB je KONUYHUE cTajaH 6poj (crp. 255).

TEOPEMA 11. - Y cakoM pa3Maky (a, b) y KoMe je u3BOT A,(y) Hempe-
CTAHO O3UTHBAH, HU jeHA Off OAroBapajyhux My q)yHKm/I]a y He MOXKE MMaTH BU-
ure of jenHe Hyse (cTp. 256).

TEOPEMA 12. - Axo je y pasMaky (a, b) HellpecTaHo
—Ay(2) < =Ax(y) < =Ay(u),

¢dyuxuuja y uMakie y Tome pasMaky HajMame OHOJNHUKO HyJa KOIHMKO MX HMA z, a
HajBHILE OHOIMKO KOJIMKO MX HMa K TIOIUTO ce oBaj 6poj noseha ca 2 (crp. 261).

TEOPEMA 13. - PaCTOjaH:e m3Meby ABe y3acTonse Hyle (PYHKIHjE y, YHAjH
3ol A,(y) nexu usmeby jgBa HeratupHa 6poja —M u —N, Haja3| ce IO CBOjO]
nyxuHy u3Meby aBa 6poja

w N
(ctp. 267).

TEOPEMA 14. — Kap nBe peanne nenpexuae ¢yHKIUjE UMajy jefad HCTH
m3BOI A,, a IOpey Tora UMajy ¥ jeHy 3aje[HAUKY pealHy Hyjly, OHe UMajy U jeflaH
meryn u3Box A, (crp. 319).

TEOPEMA 15. — Kap 32 jenny (QyHKIH)Y y, KOHAYUHY U HENIPEKUAHY ¥ jef-

HOMe pa3Maxy (a, b) BpegHOCTH x (Kao U HheH! U3BOAM y' U y”), APYTH peIaTHBHE
U380 A,(y) HEKaKo He [IpeMallla y TOME pa3MaKy BPEHOCT

_( on )2
b-—a)’

¢yukmja y 6ap jenannyT Mema y (a, b) cBOj 3HaK npomasehn kpos nyny (crp. 320).
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HaBOJM, J[aKakKo, He ofHoce ce Ha [leTposnhes yBeneH qudepeHIHjanHN anropu-
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O OBOM UBJABLY ,

Y oBoj kwu3n Cabpanux geaa Muxauna Iediiposuha 3aipaxuy Cy OpUrH-
HaJIHA HACIIOBHU Jiesia PauyHare ca OpojHum pasmaruma u Jegau gugepenyujaoinu
anzopuitiam u reiose ipusere. MebyTnm, HacIoB Hene KBUTE je Humépeaﬂﬂa
maiiematiiuka — Jupepenyujannu asZopuitiam. ITpsa Temarcka esnHa HaCHOBIbE-
Ha je Mriuepeaana mailemailiuka ¥ OHa IOKPHBA Ty>KH ayTOPOB NIepHOJ Y pajy Ha
HejrHaKoCTHMa, joul of 1896, ma go mojaee oBor meina y 1932. rogman. OBo je
VUYMEEHO H HaMepoM fa ce IleTposuheBuM HeTpaxkuBamuMa y anre6pH pazMaka
ROAeNM CaBpeMHH HasWB ¥ THME YKaxKe Jia je y 0Boj objacTu HayKe, faHAC BeoMa
AKTYeNHO] y HyMepHdKO] AHANHM3H U PauyHAPCTBY, aKO He IPBH, OHO Gap Meby
npsuMa, Muxauno Herposuh 3anoueo pag Ha cTpykTypama (I, +, ), rie je I cryn
nHTepBana [a,b] {a,b € R) ca ocoburom a < x < h.

' Hpyru peo nacnosa ose Kwure Juipepenyujanuu aszopuitian HacTao je y
HaMepH fla ce U3BOPRM HACHOB fiena Jegan quipepenyljasny aszZopuitiam U ezose
fipumerie CKpaTH, ATy H 3a[PKA BErOBa CYIITHHA.

MaremaTurixo nucmo (cuMbonuka) y IletpoBuheBoM feny je y memocru
3appxaHo. OHO je Y IOTHYHOCTH KJIACHYHO ¥ CaBPEMEHOM YHTAOLY He NPHYHkABa
Hukakse Telmkohe. ITetpoBuheBo MHCMO cafipKU HEKOIUKO MaBHX OfCTYHAkhA KO-
ja ce MOT'y jefHOCTaBHO 3alla3uTH W ROIYHUTH, jep cy ouurnenna. Ha npamep, Tle-
tposuh pasmak obeseskaBa ca (a, b) U TO je 3a wera YBeK 3aTBOpeH uaTepsai. Hu-
je BOAMO padyHa O TOMeE, Kafa je HHTepBaJl OTBOPEH, TOJIy3aTBOPEH MIIH HOIYOTBO-
peH. 3Ha4W, ¥ OBJie ce youaBa Il03HaTa npodecopoBa 0coOHHA, a He BOJH patuyHa
0 NOTpeOHUM U ACBOJLHMM yCIOBMMA, HEMa IPEUU3HOCTH, CTPOTOCTH y HCKa3y.
,TleTpoBuh HWKafa HYUje TOHUO CTBAP [0 npaI/Ie.Bopa“.1 Pennmo, xog cuMeTpryHOT
¥ aCUMETPUYHOT 06K a, HHTEPBANHE TapaMeTpH O U 6 YBeK Cy

-1fsw<+]l, 026<L1

) i . .
HaKo MMa Ipunudal 6poj cnydajesa Kafa je e (—1,+1] nou 8 €[0,1). Cpakaxo,
KOPDHCHUK KBHre OBO he cam 3amasuTd. MoXpa cMO W HaMepHO OCTaBHIHA

1 M. Tomuh, Maimienaiiuuke nayxe, CAHY n pa3soj Hayke u ymerHoctd y Cpba,
k. 1, Beorpan,; 1989, crp. 13-34.
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ITerpoButieB pasmak camo y o6nuky (g, b) ga 6ucMo u nanac yurajyhu Iletposuha
OCETUNH M3BOPHY JIENOTY MAaTeMATHYapa KOJH ce XKYPHO y YHHY CTBapajiaiirsa 6e3
Bobema Gpure o MHOrUM geTassumMa. OBaj cirydaj ca IleTpoBuheBUM HHTEpBATIMA
CUT'YPHO CIYXKH Kao HpMMep NOTBpAE cyna axapemuka Muogpara Tomuha: ,,IIpo-
cta npupoga IleTposuheBux pesynraTa Tpaxmwia je u gyGha ofjamimena.... A OH,
HaXaJI0CT, HACTaBIba OP30 Nia Py Ha MepudepHUM Ipodiemima‘.2

Y o0a pena oBe KEBHIe H3NIOXKEHO je geno Muxauna [erpopnha y opurugan-
HOM H BEPOOCTOjHOM Ipemncy. Ilpupebusad je cTporo nomrosao ayTopoBy CTHI-
CKy 0coOEHOCT, METOMYHOCT ¥ CaMy METOHOJIOTHjy U3jiarama, BUIO je BHIe
MoryhHocTH fa ce IleTpoBuheBo w3narawme N3MEHH ¥ MPUIATONN AAHAIIMLEM YO-
O01Uv4ajeHOM MaTEMaTHYKOM je3HKy. Penumo, Heo YBORHH e O fu(epeHIN]jaTHOM
anropuT™My A,(y) UK 0 pasManuMa, MOTao ce UCKa3aTH HOBUM je3UKOM CTPYKTY-
pa Koju [oBOAH o jenHe TeopHje. HemTo ciuyro ypabeHO je y yBOXHOM Heny
jerHe HOBHje KibUre.> Op osora ce ofycrano, e ce [leTpoBuhere 06¢ MOHOTpaghn-
je U3Maxy BepOJOCTOjHUM NpPEHOLIEHEeM BUXOBOI PBOI OPUTAHATHOT H3Aama U3
1932, ogrocTHo 1936. rogune.

Y y TepMHHOJIOTH]H je CBe 3aAp:KaHO. Huje HumTa MemaHo MaKko je 3a TO
6mio Buiie npunyka. Penumo, 3a pewerse nudepernynjande jenHauude ITerposuh
ynoTpebrbaBa ped unitiezpan nuepeHmjante jenHaInHe; 32 NupepeHIujanty al-
roputaM A, (y) 4ecTo KOPUCTY CHAHOHHME: alropuTaM, PENaTABAH U3BOJ, MIH CAMO
U3BOJ, @ YaK Ha jeHOM MECTy U (PYHKIMOHAN, Kao 1ITO C& OBMM H3pa3oM M Ipope-
cop [parocras C. MuTpunoBuh KopucTio y npukasupamy [letpopuhese kmure. 4

TIpu peguroBamy TEKCTA YUMEBEHE CY UCIPaBKE OUHIVIENHMX MTaMIIapCKux
rpeilaka yodeHe of camor npodgecopa [lerpopuha u npupebuBada oBOr U3fama.
JepvHe mHTepBEHIU]jE YV TEKCTY HACTajy ycarjaulagameM ca paxkehuM MpaBOIIu-
CHUM HOpMaMma. PeryiMo, jegHavuemhe CyTIIacHiKa MO 3BYYHOCTH, MHCAKE BEIUKHX
CIIOBa, pacTaBlbamke pedn U Apyro. Henucame cyrnacHuka ,,j* moceGHO je peguro-
BaHO (HIIp. TEOMETPHCKY = TEOMETPH|CKY ), KA0 ¥ CIIy4ajesH: HIIp. = HIp., T.j. = Tj.,
A.T.K. = UTH.

Harnamapama y TeKCTy 3agpKaHa Cy Y H3BOPHOM OGNHKY, KA0 U HaBObeme
cTpaHe nTuTeparype y cnymTeRunama. Takobe, n aMeHa cTpaHuXx HaydHUKA IHCAHA
Cy M3BROPHO Kako ux je [letposnh HaBoawo.

IToMeHHMO Ha Kpajy fia ce NPBY [e0 Y OBOj KbH3U Pauynarse ca OpojHum
pasmayuma jaBba y 3Haueny Tpeher usnama, jep je 1969. ropune ,I'pabesuncka
kmura“ us Beorpajga HCTY KBUTY U3RANa N0OBOJOM CTOTORUUIBNIE pobema Mu-
xauna IMetposuha (1868-1968). PepaxTopu oBor M3gama OUIM Cy MaTeMaTHIapH
1p Munopan Bepronuuo u fip Ilerap Bacnh, nomtosaoni u ucrpaxusadu [IeTpo-
suheBor fena. OBo m3game je ypabero Ha nmpegnor npodecopa [parocaasa C.
MuTpurosnha KOjH je ¥ Hanucao yBogHy 6uobubnuorpadcky cTynujy o Muxaunny
ITerposuhy.

2 Hcro.

3 7. M. Mitrovi€, Prilozi teoriji intervalnog racuna i njenoj primeni, Publ. Elektrotehn. fak.
601 (1977), str. 58.

4 RaM, B. 58, S. 1185.
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Y npunory ose kwure Cabpanux geaa Muxauna Iletiposufia n3noxeHe cy
jOIL Heke IOjeMHHOCTH Koje Tpeba fa onakllajy paj Ha Kopuimhemy kiure. Tako
Cy CKYITHO H3NOXEeHe HajOUTHHje TeopeMe O AH¢iepeHIMjalHOM anroput™y A,(y),
3aTHM CKyNHa JuTeparypa kojoM ce IlerpoBuh KopucTHO, Kao u PeZucitiap au-
YHUX UMEHA.
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