


МИХАИЛО ПЕТРОВИЋ 



САБРАНА ДЕЛА МИХАИЛА ПЕТРОВИЋА 

1. ДИФЕРЕНЦИЈАЛНЕ ЈЕДНА ЧИНЕ- Први део 
2. ДИФЕРЕНЦИЈАЛНЕ ЈЕДНА ЧИНЕ- Други део 
3. МАТЕМАТИЧКА АНАЛИЗА 
4. АЛГЕБРА 
5. МАТЕМАТИЧКИ СПЕКТРИ 
б. МАТЕМАТИЧКА ФЕНОМЕНОЛОГИЈА 

7. 
8. ИНТЕРВАЛНА МА ТЕМАТИКА- ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ АЛГОРИТАМ 
9. ЕЛИПТИЧКЕ ФУНКЦИЈЕ- ИНТЕГРАЦИЈА ПОМОЋУ РЕДОВА 

10. ЧЛАНЦИ- СТУДИЈЕ 
11. ПУТОПИСИ- Први део 
12. ПУТОПИСИ - Други део 
13. МЕТАФОРЕ И АЛЕГОРИЈЕ 
14. РИБАРСТВО 
15. МИХАИЛО ПЕТРОВИЋ- ПИСМА, БИБЛИОГРАФИЈА И ЛЕТОПИС 

Завод за уџбенике и наставна средства у Београду објављује Сабрана gела 

Михаила Пейlровиhа у сарадњи са Математичким факултетом Универзитета у 

Београду и Друштвом математичара Србије. 



МИХАИЛО ПЕТРОВИЋ 

КЊИГА 7 



УРЕЋИВА ЧКИ ОДБОР 

Саветник 

проф. др МИОДРАГ ТОМИЋ, 
редовни члан Српске академије наука и уметности 

Преgсеgник 

др ДРАГАНТРИФУНОВИЋ, проф. унив. 

Чланови 

проф. др БОГОЉУБ СТАНКОВИЋ, 
редовни члан Српске академије наука и уметности 

проф. др МИЛОСАВ МАРЈАНОВИЋ, 
редовни члан Српске академије наука и уметности 

проф. др ВОЈИСЛАВ МАРИЋ, 
дописни члан Српске академије наука и уметности 

др ДУШАН АДАМОВИЋ, проф. унив. 

др ДРАГОЉУБ АРАНЋЕЛОВИЋ, проф. унив. 

др ЉУБОМИР ПРОТИЋ, проф. унив. 

др ЖАРКО МИЈАЈЛОВИЋ, проф. унив. 

проф. др ЗОРАН КАДЕЛБУРГ, 
декан Математичког факултета Универзитета у Београду 

проф. др ПАВЛЕ МЛАДЕНОВИЋ, 

председник Друштва математичара Србије 

др ВЕЉКО ВУЈИЧИЋ, проф. унив. 

др СЛОБО ДАНКА ПЕКОВИЋ 

Секре!Тtар 

ЖАРКО ЈОВИЋ, професор 

Уреgник 

ЖАРКОЈОВИЋ 

Главни и оg2оворни уреgник 

др ПЕТАР ПИЈАНОВИЋ 

За изgавача 

проф. др ДОБРОСАВ БЈЕЛЕТИЋ, директор 

ISBN 86-17-06419-6 





"··•},; 



Професор 

МИХАИЛО ПЕТРОВИЋ 

Београд, 24. април 1868- Београд, 8. јун 1943. 

Професоров лик из 1919. zоgине нейосреgно йреg йолазак за Брисел 
на З. конференцију йреgаuавника научних усiйанова савезничких 

gржава 

(Архив Србије, породични албум професора Михаила Петровиhа; 

аутор фотографије непознат) 



МИХАИЛО 
ПЕТРОВИЋ 

Приредио 

др Вељко А. Вујичиh, проф. унив. 

ЗАВОД ЗА УЏБЕНИКЕ 

И НАСТАВНА СРЕДСТВА 

БЕОГРАД 

1998 





УВОД 

У бескрајном шаренилу природних појава, међу заједничким цр
тама које у љима откривају непосредно посматраље или дубља анализа 

има и таквих које се распростиру на најразнородније појаве, према ко
јима конкретна природа појава не игра никакву улогу, а које, при све

му томе, површније или дубље задиру баш у карактеристике, каткад и 
најбитније појединости појава. 

Остављајуhи на страну безброј површних, безначајних, заједни

чких црта међу диспаратним појавама, подсетиhемо само нпр. на оне 

што се могу запазити: 

1. у начину на који се узастопна тренутна стаља нижу у току поја
ве једно за другим (разноврсне појединости при модификацијама у ко-
. . . 
ЈИМа се састоЈИ суштина поЈаве; осцилаторан, периодичан или аперио-

дичан карактер модификација; непроменљивост, симултано рашhеље 

или опадаље појединих елемената у појавама; поступност или нагли 

скокови при тим модификацијама; поступно и непрекидно приближа
ваље једноме одређеном асимптотном стаљу итд.); 

2. у механизмима појава, тј. у скупу улога оних прилика и фактора 
чији стицај одређује појаву, у начину на који су се улоге међу собом ком
биновале, у смислу модификација које поједине улоге импозирају по

јави, у начину на који се утицаји појединих фактора, за који су те улоге 

везане, комбинују и мељају у току појаве, у сличности прилика у који

ма је реализиран стицај једнога комплекса улога итд.; 

З. у природи улоге коју једна одређена појава игра према другој 

једној уоченој појави или једноме уоченом комплексу појава; 

4. у перманентним законима или математичким релацијама што 
регулишу појаве, или што везују промене појединих елемената и фак

тора у поЈавама. 

То су оне заједничке црте у појавама које и у обичном животу чи

не да каква појава једним својим аспектом, или извесним својим поје

диностима поменуте врсте, подсеhа на другу какву појаву од ње сасвим 
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различну по конкретној природи и које дају повода оним честим мета
форама што се у животу, и у кљижевности, и у наукама на свакоме ко

раку употребљавају, идентификујући једну уочену појаву с другом 

каквом, која је сасвим друге природе и с којом она не стоји ни у каквој 
конкретној вези. Довољно је, нпр., подсетити како се са ударом иден

тификују изненадне, напрасне промене свих врста; како се с бујицом, 

чија деструктивна моћ расте с препонама што јој се стављају насупрот, 

идентификују интезивни узроци ма какве конкретне природе, чији ути
цаји јача ју упоредо са сметљама на које наилазе; како се појаве ма које 

врсте, механичке, физичке, физиолошке, социолошке, итд., које се са

стоје у непрекидном, лаганом, периодичном осциловаљу извесног ста

ња између двеју крајности, идентификују с лаганим, одмереним, перио

дичним кретаљем клатна, или с приливом и одливом, или с перистал

тичким кретаљима у физиологији; како се извесна жива, а неодређена 

унутрашља кретаља великих љ уд ских маса идентификују с врељем, 

атавизам са хистерезијским појавама при променама еластичног или 

магнетног стаља, извесна душевна стаља са узбурканим морем, напра-
. . 

ситости, иза коЈИХ долази душевна утишаност, са експлоЗИЈОМ или елек-

тричним испражљаваљем итд. 

Свака од оваквих метафора има за подлогу какву заједничку, ви

ше или маље карактеристичну, црту уочену међу диспаратним појава

ма; та се црта тада јаче и изразитије истиче на видик поређељем дате 

појаве с другом каквом, у којој се таква црта сама собом јаче истиче, 

или је чак и улепшана, као што је случај у поезији, где употребљена 

слика, на коју наводе заједничке црте међу појавама, има да изазива 

живље представе и интензивније осећаје но што би чинила сама уоче

на појава, онаква каква је. 
Кад се средствима којима располажу поједине науке уђе дубље у 

појединости тока и механизма појава, у сплет прилика које их одређу

ју, у скуп закона који их регулишу, заједничке црте постају утолико 

многобројније, одређеније и потпуније уколико је дубље и потпуније 
познаваље појаве. Јер, с једне стране, те су црте понајчешће тако ма

скиране разноврсношћу и шаренилом специфичних облика у којима се 
јављају у разноврсним природним појавама да их је могућно открити 

тек онда кад се дубљим упознаваљем појединих појава кроз такву ма

ску сагледа оно што је у појави битно. Каква оптичка појава, која би се 

састојала у поступном прелазу боје каквога тела од црвене до љубича

сте, по реду означеном у спектру беле светлости, и појава поступног 
напредоваља једне болести могу имати једну карактеристичну заједни

чку црту: мељаље карактеристичног елемента појаве по једноме истом 

закону. Кад је то случај, ту је црту могућно запазити само ако се зна да 

се промене боја састоје у променама таласне дужине, а да је поступно 
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напредоваље болести карактерисано варијацијама једнога подесно иза
браног елемента, који има да буде прецизиран дубљим познаваљем су
штине болести. 

С друге стране, најдиспаратнији елементи могу у разним појавама 

играти једну исту улогу, у ЧИЈОЈ се истоветности тада и састоји једна од 

заједничких црта таквих појава. Електромоторна сила електричне ба

терије игра у електричним променама ону исту улогу коју игра меха

ничка сила при праволиниЈском кретању тачке или момент силе при 

обртаљу чврстог тела око утврђене осовине; количина електрицитета 

игра исту улогу коју и угао обртаља итд. Ту је истоветност улога, међу

тим, у највеhем броју случајева могуhно тек онда сагледати кад мате

матичка анализа истакне на видик улоге свих фактора што одређују 

појаву. Обично, па и најпажљивије, посматраље не запажа нпр. ника

квих заједничких црта у појавама кретаља клатна и испражњаваља 
електричних кондензатора. Feddersen-oви експерименти истичу на ви

дик заједнички осцилаторни карактер тих појава с поступним слабље

љем осцилација, а математичка анализа открива и потпуну аналогију 

начина на који се те појаве дешавају, истоветност улога појединих 

фактора који их изазивају, као и истоветност математичких релација и 

закона што их регулишу. - Обично посматраље не запажа никакве 

сличности међу појавама кретаља електрицитета у проводницима, 

промена дистрибуције топлоте у телима и кретаља течности; матема

тичка анализа открива у тим појавама толико заједничких црта да се са 

аналитичког гледишта све три врсте појава своде на један исти про

блем, чије појединости само треба конкретно протумачити на три ра

зна начина па да се непосредно добију појединости одговарајуhих 

електричних, термичких или хидродинамичких ПОЈава. 

Такве су заједничке црте, површне или дубље, у диспаратним по

јавама веома многобројне. Оне су подлога у разним наукама, познатим 

и данас толико многобројним аналоzијама измеl)у gисйараШних йојава, 

чији су најпотпунији, најсавршенији тип маШемаШичке аналоzије међу 

појавама. Поједине су од љих биле и од судбоносног значаја за разви
так читавих грана науке, као што је нпр. случај са онима што чине ана

логију међу разноврсним теоријама данашље математичке физике и 
које су, наслуhене унапред, биле водиље при едификацији тих теорија. 
Такав је случај и са онима што чине запажене аналогије између физи
чких и економских појава, и из којих су потекле гдекоје данашље тео

рије у политичкој економији. Оне су и у осталим наукама у много при

лика одређивале правац испитиваљима и уносиле светлости онде где 

се за експликацију појава није имало никакве друге полазне тачке, ни

ти наговештеног правца. 
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У недогледној маси појава са заједничким цртама, за циљ, који се 

овде има пред очима, од важности су случајеви у којима је један одре

ђени скуп заједничких црта могуlшо схватити као неминовну йослеgи

цу сШицаја jegнo'i ogpebeнo'i скуйа зајеgничких факаШа у свакој og 'iру
йе йојава на које се Шакве црШе расйросШиру. 

Ма у коликој мери биле диспаратне две појаве, несумљиво је да 

егзистенција једног скупа (Е) заједничких факата у њима повлачи са 

собом као последицу известан скуп заједничких црта (О) у обема поја

вама. Као што је горе казано уопште за заједничке црте појава, исто

ветност скупа (О) у једној и другој појави може бити маскирана кон
кретним специфичним облицима у којима се те црте манифестују и ко

је је тешко, а каткад и немогуlшо, сагледати у оној бескрајној разновр

сности облика у којима се једна иста појединост јавља у разнородним 

природним појавама. Али, о томе да те истоветности мора бити кад је 

веh утврђена истоветност једног скупа (Е) и да се она, ако не повр
шним посматрањем а оно бар дуб љом анализом мора сагледати, не мо

же бити никакве сумње. Заједнички нпр. факт: егзистенција активних 
. . 

и реактивних узрока, КОЈИ се мељаЈу по истим квантитативним закони-

ма, повлачи са собом у појави кретања клатна и у појави испражњава

ња електричних кондензатора једну исту заједничку одлику: осцила

торни карактер и једне и друге појаве, који се при кретању клатна 
видљиво манифестује у облику осцилација самог клатна, а у електри-

. . . 
чноЈ поЈави се констатуЈе само нарочитим осетљивим експериментал-

ним диспозицијама у облику наизменичних промена смисла електри

чне струје у току испражњавања. - Егзистенција једнога узрока, који 

сам слаби у оној мери у којој му ефекат јача, повлачи са собом у појави 

апсорпције светлости при пролазу кроз какав апсорбујуhи слој и у 
појави варијација барометарског притиска при поступном пењању у 

Земљиној атмосфери једну исту заједничку одлику: поступно слабље

ље резултујуhе појаве по логаритамском закону. Та се одлика специ

фички манифестује у првој појави у основном закону апсорпције све

тлости, а у другој појави у Lарlасе-овом закону опадања барометарског 

притиска са висином. 

Свака од оваквих група појава у којима се могу разликовати један 
скуп (Е) и један скуп ( 0), представља по једну аналошку 'iруйу йојава, 
карактерисаних једном међусобном аналогијом, која се састоји у исто
ветности скупова (Е) и (О) за све појаве што припадају групи. Везе што 

постоје између скупа (Е) и скупа (О), а које су такве врсте да је егзи

стенција скупа (О) неминовна последица егзистенције скупа (Е), саста
вља ју једну општу шему која обухвата све појаве такве једне аналошке 
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групе и према којој се може, кад год је у једној датој појави, ма какве 
конкретне природе, утврђена егзистенција скупа (Е), предвидети одмах 

и егзистенција скупа (О) и сва факта садржана у љему. 
Природно је да у оваквој једној општој шеми појаве, као и поједи

ни елементи и фактори у љима, губе своју специфичну конкретну при
роду и све што их специјално везује за једну одређену конкретну по
јаву. Од појава остаје једна врста скелета, који се састоји само из онога 
што је у љима заједничко и што је апсолутно потребно да постоји, да 
би се уочени скуп (О) могао схватити као нужна последица егзистен
ције скупа (Е). Тако би нпр. од појаве вертикалног кретаља баченог 
тешког тела, или поЈаве електричних промена што их изазива стална 

електромоторна сила у електричном колу са занемарљивим отпором и 

коефицијентом аутоиндукције, остао само један овакав скелет: унифор
мно рашhеље или опадаље једнога карактеристичног елемента у по

јави (брзине тела или јачине струје) као последица стицаја инерције у 
појави и Једнога импулсивног или депресивног узрока сталне јачине 

(атракционе или електромоторне силе).- Од појаве варијација кине-
тичког тока у једној мономолекуларној хемијској реакцији, или од по

јаве поступног развијаља једне болести проузроковане акцијом баци

ла, кад би се ови затирали у мери у којој извршују своју акцију, а од 

тренутка кад би се престали множити, остао би скелет овакве врсте: 

поступно слабљеље карактеристичног елемента у појави (брзине хе

мијске реакције или елемента који мери напредак болести) као после

дица стицаја инерције у појави и једнога узрока који се троши у мери у 
којој му ефекат јача. - Од појаве поступног распростираља топлоте 

или електрицитета остао би овакав један скелет: поступне промене у 

дистрибуцији једнога стања које се распростире по једноме телу од . . . 
тачке до тачке тако да стаље у ЈедноЈ тачки има утицаЈа само на тачке 

у непосредној близини, да се оно распростире од тачке где је јаче ка 

тачкама где је слабије и да при том утицај једне тачке на другу не зави

си од саме јачине стаља у тим тачкама, веh искључиво од вредности 

разлике тих рчина. 

Свакој би аналошкој групи појава одговарао по један такав ске

лет, у коме би се наместо конкретних факата, елемената, фактора, у 

скупу (Е) јављале само љихове улоге према скупу ( 0), а у овоме само 
оно што неминовно резултује из онакве комбинације улога каква је 

реализирана у скупу (Е). Наместо гравитационих, електричних, магне

тних, хемијских, виталних итд. сила јавио би се у таквом скелету оп

шти појам узрока и љихових активитета; посматране механичке, физи

чке, хемијске, физиолошке итд. појаве биле би смељене апстрактном 

концепцијом ефеката, дефинисаних величинама нарочитих карактери

стичних елемената; наместо специјалних закона по којима делају по-
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менути конкретни узроци и чија је истоветност за све појаве дате ана

лошке групе маскирана шаренилом облика, у којима се ти закони ма

нифестују у појавама разних конкретних природа, имали би се гене
рални закони, које само треба на разне начине протумачити разним 

појавама једне аналошке групе па да се то шаренило намах јави онакво 
какво је било пре оваквих апстракција. Свака, дакле, аналошка група 

делажираљем и генералисаљем онога што је карактерише наводи на 

по једну општу шему за експликацију појава најразличнијих конкрет

них природа, које би биле сводљиве на један исти скелет. Таква би ше

ма, из општих релација што постоје између појединих улога и поједи

ности које оне са собом повлаче, предвиђала заједничке облике свих 

појава групе и дала кључ за разумеваље аналогија што у љима, поред 

све љихове диспаратности, постоЈе. 

Међутим, овакве се поједине шеме, ставши на једно још узвише

није гледиште, могу схватити и као gелови јеgне исШе целине. По самој 

природи онога што оне садрже и по начину на који су склопљене, осло

бађаљем појаве свега онога што не игра какву улогу у појединостима 

обухваћеним таквом шемом, јасно је да су појмови који су предмет тих 

шема с једне стране маље многобројни но они на које се наилази у по

себним теоријама појединих појава, а с друге стране по обиму простра

нији од свих. С таквим појмовима, као елементима издвојеним из 

великог броја оваквих шема, могућно је едифицирати једну генералну 

теорију са пространством једне нарочите гране природне философије, 
која би обухватила све поједине поменуте шеме као своје саставне де

лове и која би се сасШојала из 2енералних меШоgа за йреgви~ање йоје

gиносШи йојава йрема йрироgи уло2а оних факШора из чије2 сШицаја 

йојава резулШује као нужна йослеgица. 

Као што механика и математичка физика предвиђају појединости 

механичких и физичких појава према датим приликама у којима се ове 

дешавају, тако би и теорија, о којој је реч, имала йреgви~аШи поједи
ности појава свих врста једино из дате комбинације улога што појаву 

одређују, као премиса, независно од тога на какве ће се конкретне по

јаве добијени закључци примељивати. 

Овакво би предвиђаље имало за основу 'генералне релације изме

~у йрироgе йојеgиних уло2а и йојеgиносШи које резулШују из уче~иhа 
Ших улоzа у изазивању йојаве. Истраживање, пак, таквих релација за
лази у област математичке анализе. Оно, као и у свима проблемима 

анализе, претпоставља да су појмови с којима се има оперисати већ ре

дуковани на такав један облик који би у исто време имао и ону гене

ралност која карактерише објекте математичке анализе, и ону одређе

ност и прецизност без које им је немогућан улазак у љене области. 

Према томе, грана природне философије, која је малочас поменута, 
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имала би за први претходан задатак gескрийцију појава на такав један 

начин да у њој сваки појам добије горњи карактер и постаје припрем

љен за објекат математичкој анализи. Други један претходни задатак 

састојао би се у довођењу на нарочити облик gескрийције механизма 

йојава, тј. комбинације свих улога из чијег стицаја резултује појава, 

онаква како је на горњи начин описана. И та би дескрипција требало 

да буде таква да сваки појам што у њу улази има основни карактер 

математичких објеката: генералност, одређеност и прецизност, и то 

онакву каква је потребна и довољна да се уочене појединости у дескрип

цији појава могу схватити као нужне последице тако описаног меха

низма. Кад је то све учињено, математичка анализа наилази на при

премљена и сигурно земљиште, и йреgви!Јање, о коме је напред било 

речи, постаје један чист аналити'чки проблем. 

Ови проблеми: дескрипција појава и њихових механизама на по

менути начин, истраживање релација између једних и других и предви

ђаље појединости које у појави повлаче са собом дате појединости ме

ханизма, саставни су делови једнога генералног проблема: маШемаШи

чке ексйликације зајеgничких йојеgиносШи gисйараШних йојава свих вр

сШа и свију конкреШних йрироgа као нужних йослеgица сличносШи ме

ханизма. То би био основни проблем маШемаШичке феноменолоzије, 

чији he елементи бити предмет овога дела. 
Формирање овакве једне дисциплине могло би се извршити на два 

начина. 

Ј е дан чисто индуктивни, који сасвим природно и наводи на идеју 

за целу ствар и у коме је лако увидети и једну сигурну али и спору ме

тоду за поступно развијање ове дисциплине, састојао би се у томе да се, 

пошавши одоздо, од конкретних појава, апстракцијом уочених за

једничких одлика и поступном генерализацијом појмова на које се при 
томе буде наилазило, поступно пење до оне висине с које ти појмови и 
запажене одлике неhе више изгледати везани за поједине специјалне 
конкретне појаве, веh he добити облик што карактерише чисте и гене
ралне појмове математичких дисциплина, а који би обухватио све што 

је карактеристично у ономе из чега је апстрахован. Полазне тачке за 
овакав начин формирања ове дисциплине биле би маШемаШичке анало

гије међу диспаратним појавама. Дегажирајуhи из једне аналошке гру-
пе таквих појава оно што им је заједничко, што их спаја у Једну групу, 
што им поред све диспаратности даје један исти тип, добила би се једна 
општа шема за ту групу појава, у којој не би била прецизирана конкре

тна природа појава и појединих фактора у њима, веh би се свему томе 

дао онолико генералан облик колико је потребно и довољно па да ше

ма обухвати све поједине теорије посебних појава из којих је апстрахо
вана. Тако би се нпр. могла формирати једна шема која би обухватила 
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као специјалне случајеве теорије све три појаве познате аналошке 

групе: кретања клатна кроз отпорну средину, кретаља течности у са

вијеним цевима и испражљавања електричних кондензатора, и која би 

се свела на прву, другу или треhу од ових теорија према томе какво се 

кад конкретно значеље буде придало појединим концепцијама у њој.

Друга једна таква шема обухватила би посебне теорије аналошке 

групе поЈава: распростираља топлоте, распростираља електрицитета и 

перманентног кретаља течп::>сти се-з компресије и треља. - Tpeha би 
шема обухватила нпр. теорију вихорастих кретања једне флуидне масе 

и електродинамичких појава, које, заједно с таквим кретаљима, припа-. . . . 
даЈу ЈедноЈ аналошкоЈ групи итд. 

Уколико би се у току развијаља и напредоваља појединих грана 

наука дубље продирало у састав механизма појава и тачније запажале 

заједничке црте на диспаратним појавама, утолико би и број оваквих 
шема све више растао. На тај би се начин поступно -сама од себе фор

мирала једна математичка дисциплина која би све више обухватала ге

нерални проблем, који је овде истакнут као основни проблем майlе.ма

йlичке феноменолоzије. 

Наместо оваквих општих шема, за поједине аналошке групе поја

ва може се једна од ових узети за йlийску йојаву и љена теорија сма
трати као йlийска (йеорија за све појаве такве групе. Оваква једна 

типска теорија играла би улогу шеме те аналошке групе, под условом 

да јој се прида упутство о начину на који се од ље може преhи на 
посебну теорију једне, ма које, од појава те групе. Кретаље нпр. клатна 

у отпорној средини сматрало би се као типска појава за све горе 

поменуте појаве, које са љиме припадају једној истој аналошкој групи; 
теорија тога кретаља, сматрана као типска теорија за све те појаве, 
била би у исто време и општа теорија свих ових појава кад јој се прида 

упутство да нпр. при љеној примени на појаву испражљаваља елек

тричних кондензатора треба у љој сменити типске факторе: елонга
цију електричним оптереhељем кондензатора, масу клатна коефици
јентом аутоиндукције, тежину јединице дужине клатна реципрочном 

вредношhу капацитета кондензатора, инерцију клатна електромо

торном индукционом силом, отпор средине кроз коју се креhе клатно 
контраелектромоторном силом, хоризонталну компоненту тежине 

клатна Coulomb-oвoм електромоторном силом, а у другим појавама ис
те групе одговарајуhим, хомологим факторима. 

Овакав индуктиван начин формираља ове дисциплине, поред спо

рости и ограничености на само познате аналошке групе, као своЈе 

слабе стране, имао би ту корисну страну што би се при таквој поступ
ној формацији непрестано одржавала веза с конкретним појавама: сва
ка од формираних општих шема имала би за основицу по једну анало-
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шку групу конкретних појава из којих је апстрахована и на које би се 

сводила прецизираљем општих појмова што је састављају или перму

товаљем фактора типске теорије са онима што одговарају појединим 

појавама групе. Свака шема носила би на тај начин и своје непосредне 

примене на конкретне порве. 

Други би се, чисто gеgукШиван, начин састојао у томе да се поша

вши од генералних, апстрактних и довољно прецизних појмова, на ка

кве је претходно сведена дескрипција појава и љихових механизама, на 

начин сличан ономе на који је едифицирана рационална механика, де

дуктивно формирају генералне релације између природа улога и љихо

вих комбинација, с једне стране, и резултујуhих појединости појава, с 

друге стране, у облику квантитативних закона којима he појаве с датом 
комбинацијом улога бити регулисане. Као водиља при таквој едифи

кацији може служити аналогија ове дисциплине с рационалном меха

ником, али користеhи се таквом аналогијом само утолико уколико је 

могућно сагледати јој и схватити битни разлог. 

Овакво формираље маШемаШичке феноменолоzије, не полазеhи 

одоздо, од конкретних појава, нема потребе да иде упоредо са поступ

ним акумулисаљем аналогија међу појавама; оно би, напротив, спушта

јуhи се од генералних концепција које су му полазна тачка ка конкрет-
. . 

ним поЈавама, поступно наилазило на поЈедине аналошке групе, давало 

кључ за разумеваље веh констатованих аналогија, откривала и обра

злагало нове, дотле незапажене аналогије и реконструисало онај мате

ријал који би се имао као основица и полазна тачка при индуктивној 

едификацији ове дисциплине. 

На овакав he јеgан gеgукШивни начин биШи формирани елеменШи 
маШемаШичке феноменолоzије, који састављају ово gело. План по ко

ме је то извршено биhе у главним потезима овде изложен. 

* 

Појава, ма какве врсте, конкретне природе и компликованости 

она била, може се схватити као низ узастопних промена једнога одре

ђеног скупа елемената - gескрийШивних елемената појаве - у току 

времена. Узастопна тренутна стаља кроз која пролази један дескрип-

тиван елеменат у току појаве могу се схватити и представити на Један 

нарочити начин, истоветан за појаве свих врста: она се могу предста

вити вредностима једнога параметра, који би у мислима био придат 

уоченоме елементу и чије би квантитативне варијације ишле упоредо с 

променама самога елемента. 

Скуп дескриптивних елемената једне појаве саставља љен gескри

йШивни сисШем; скуп вредности самих елемената у датом тренутку 
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представља конфиzурацију сисйlема у томе тренутку. Једна конфигу
рација дефинише у простору од n димензија (где је n број елемената 
што састављају систем) једну тачку М: то је фиzурайlивна Шачка gе
скриййlивноz сисйlема. Дескрипција појаве може се тада свести на ойис 

крейlања фиzурайlивне йlачке у йросйlору og n gимензија за време йlра
јања йојаве. Број n представљаgимензионалносйl појаве: ова је п-gимен
зионална, кад ЈОЈ Је дескриптивни систем састављен из n елемената. 

Кретање ове тачке је слобоgно или оzраничено према томе да ли 
је у систему могућан ма какав скуп виртуелних промена дескриптивних 
елемената, или су само неке- чији број нека је k- произвољне, а оста

ле везане са овима системом линеарних релација. Број k је систем 
слобоgе таквог система и такве појаве. Везе у систему јесу скуп свега 
онога што са собом повлачи такве линеарне релације између могућних 

виртуелних промена. 

Везе су нейроменљиве (йерманенйlне) или йроменљиве у току вре

мена према томе да ли могућне виртуелне модификације зависе само 

од конфигурације система или, поред ове, још и од тренутка у коме се 
посматрају. И у једном и у другом случају најойшйlије моzуhно крейlа

ње фиzурайlивне Lllaчкe cuaueмa cвogu се на њено слобоgно краuање 

йо јеgноме вapujeLlleLlly k-Llloz pega у п-gимензионалном йpocLllopy. Скуп 
k међусобно независних параметара, који у свакоме тренутку дефини
шу положај тачке М на томе варијетету, може се сматрати као скуп 

координата једне тачке N у k-димензионалном Lllaчкe М простору: нaj
oйrыLlluje моzуhно кpeLllaњe фuzypaLlluвнe Lllaчкe cвogu се Lllaga на сло
боgно кpeLllaњe iЛачке N у Llloмe йpocLllopy. Скуп тих k параметара 
представља реgуковани cucLlleм у датој појави, а тачка N је фиzура~uи
вна Lllaчкa Llloza реgукованоz система. 

Дескрипција једне п-димензионалне појаве ма какве конкретне 

природе а са k степена слободе може се тада по вољи свести: 
1. или на опис ефективног кретања тачке М по извесном вари

јетету k-тог реда у п-димензионалном простору (М), 
2. или на опис ефективног кретања тачке N у k-димензионалном 

простору (N). 
Дескриптивни систем појаве he бити холономан или нехолономан 

према томе да ли је реципроцитет између тачака М и N такав да сам 
положај тачке N у простору (N) поступно одређује положај тачке М у 
простору (М), или је за ту одредбу потребно познавати још и поједи
ности кретања тачке N, које ју је довело у уочени положај. За холоно
мност система везане су нарочите аналитичке појединости при матема

тичкој ексиликацији појаве као последице датог механизма. 
За дескриптивни, односно редуковани, систем појаве везане су йа

сивне улоzе у механизму појаве; за све оно што тим системима импози-
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ра модификације које се манифестују као појединости уочене појаве 

везане су акШивне уло2е у томе механизму. И једна и друга врста улога 

може бити различите природе и стајати једна према другој у најразно

врснијим релацијама: Шакве релације, изражене аналиШички, goвoge 

нейосреgно go gиференцијалних јеgначина йојаве. 
Облици ових једначина су различити према природи уоченога си

стема пасивних и активних улога и релацијама, којима су оне међусо

бно везане. Међутим, при формираљу једначина важно је између раз

них могућних таквих система изабрати онај за који су те релације нај
простије: то је случај код система у којима се пасивне улоге своде на 

улоге нейосреgних објекаШа датих Шежњи везаних за уочени систем 

активних улога. 

Једна таква тежња има своју јачину, мерену величина:ма промена 
. . 

сведених на Јединицу времена коЈе она импозира своме непосредном 

објекту, и свој смисао, према коме је она имйулсивна (појачавајућа) 

или gейресивна (антагонистичка). Она је у исто време карактерисана и 

једним одређеним законом, по коме јој се јачина мења у току промене 

непосреднога објекта. Све то чини да се тако схваћене тежље могу 

асимилираШи механичким сила.лш, а таква асимилација ствара могу

ћност да се целокупна математичка теорија акције сила генералише и 
. . 

распростре и на акЦИЈУ узрока свих врста, КОЈИ са механичким силама 

немају ничега другог заједничког до улоге коју играју у механизмима 

појава. Проблем математичке феноменологије, онакав како је схваћен 

у овом делу, своди се тада на проблем кретаља у полидимензионалном 

простору и решава се у свима својим најразноврснијим облицима и ва

ријантама генерализацијом метода којима се решава проблем кретања 

у обичноме простору. 

Тако, сама дефиниција јачине тежње, примењене на елеменат и 

као непосредни објекат, доводи до релације 

(1) k dи =Х 
dt , 

где је k коефицијент инерције појаве у погледу на елменат и, а Х- јачи
на тежње која је у размаку времена dt изазвала промену du тога елеме
нта. У Шој основној релацији саgржана је аналиШичка сйона између ак
Шивних и йасивних уло2а у йојавама; то је извор из кога потичу једна
чине што регулишу ток појава и релације између појединих њених фа
ктора. Формираље основних диференцијалних једначина појава бива 
применом релације (1) на йримарни сисШем у појави, тј. на онај систем 
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међу разноврсним могуhним дескриптивним системима појаве, у коме 

се за сваки елемент v; понаособ зна перманентни закон тежње чијом 

се акцијом он мења у току појаве. Те су, на тај начин непосредно доби

јене, диференцијалне једначине облика 

(2) 

где су 

kl dvl = I,xin 
dt (i) 

k dvn- "\:'х 
~~--~ iл' 

dt (i) 

' 

јачине одговарајуhих тежњи везаних за поједине активне улоге, приме

љених непосредно на елемент vP. 
Ако се, што у извесним приликама има свога интереса, наместо 

примарног система уведе у рачун секунgарни сисШе.м у појави, састав

љен из ШоШалиШейlа ,, 
Т); = {v;dt (i = 1, 2, ... ,п) 

/ј 

елемената v; у посматраноме размаку времена (t1,t2 ), једначине се јав

љају у облику 

Према облику закона тежњи Х;р ове једначине могу бити: обичне 

диференцијалне једна чине, систем обичних симултаних једначина, пар

цијалне диференцијалне једна чине, систем симултаних парцијалних је
дначина, функционално-диференцијалне једначине или систем таквих 

симултаних Једначина. 

Кад је примарни систем слободан, једначине (2) се могу по вољи 
кондензовати у једначину 

(З) I[k; dv;- I,xij]8v; =О, 
(ј) dt (i) 

која треба да постоји за произвољан систем виртуелних варијација 
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елемената примарног система, или у једначину 

(4) 
[ 

d2ТЈ ] I ki _2_1- Iхи ОТЈi =о, 
(ј) dt (i) 

(ј= 1,2, ... ,n), 

која треба да постоји за йроизвољни систем виртуелних варијација 

тоталитета елемената примарног система. 

Кад је систем са везама, чији број нека је т, систем се, употребом 

Lagrange-oвиx мултипликатора своди на слободан систем, али састав·

љен из n - т = k елемената 

(5) 

Једначине појаве могу се опет кондензовати у једначину (З) или 

(4), где је 
ј= 1, 2, ... , k, 

и где свакоме од збирова 

треба придодати одговарајуhи члан у низу извесних израза 

(б) 

формираних помоhу једначина веза и који представљају комйоненШ.е 

реакције веза у правцима 

односно 

у k-димензионалном простору (5). Систем (5) на тај начин је ослобођен 
веза, које тада прелазе у комплекс узрока, као саставни делови тога 

комплекса. У Ш.оме лежи аналиШ.ички разлоi факШ.у ga се везе у си
сШ.еми.ма имају с.маШ.раШ.и као факШ.ори за које су везане акШивне уло

iе у .механиз.ми.ма йојава. Саме, пак, диференцијалне једначине појава 

за примарни систем тада су 
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(7) 

и број им је једнак степену слободе у појави. 

Овако добијене једначине, како за појаве са слободним системима 

тако и кад су системи са везама, могу се на разне начине трансформи

сати, уводеhи наместо првобитног примарног система друге системе 

елемената, који са елементима примарног система стоје у каквој одре

ђеној вези. 

Једна од таквих трансформација, која се између осталих нарочито 

истиче својом великом генералношhу и простотом, јесте она што сво

ди диференцијалне једна чине појава на тип, који је Appell дао диферен
цијалним једначинама динамике и који he бити назван Appell-oвu.м ка
нонични.м Шийо.м. Тако трансформисане једначине су униформног об

лика 

(8) 
а е - = Q; (i = 1,2, ... ,k), 
дq; 

где су (q1, ... ,qk) елементи редукованог система у појави, е- одређен 

израз што зависи само од тих елемената и веза у систему, а 

(9) 

одређени изрази што зависе од веза и од примењених тежњи у појави. 

Једначинама се, уосталом, може дати ијошједноставнији облик 

(10) дR =О (i = 1,2, ... ,k), 
дq; 

где је R известан одређен израз који се увек може формирати из по
датака садржаних у дескрипцији механизма појаве (елемената редуко
ваног система, веза и примењених активних и реактивних тежњи). 

Обшщи (8) и (10) су генерални и обухватају како појаве са холо
номним, тако и оне са нехолономним системима. У случајевима кад је 

систем холономан, једначине (8), односно (10), се могу трансформиса
ти у један облик истоветан са оним који је Lagiange дао диференцијал
ним једначинама динамике, наиме у облик 
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(11) (i = 1,2, ... ,k), 

где израз Т зависи само од елемената редукованог система и веза у си

стему, а Q1 од тих веза и примењених тежњи. У случајевима кад је си

стем нехолономан, на десним странама једначина (11) јављају се изве-
. . 

ени компликованИЈИ изрази, из ЧИЈег се састава у исто време види и 

аналитички разлог факту да Lag1-ange-oв облик једначина вреди само за 

порве са холономним системима. 

Напослетку, кад је систем холономан а примењене тежње дери

вирају из једнога потенцијала (йтuенцијалне йојаве), општим се јед
начинама може дати још један значајан облик: то је канонични облик 

који је Hamilton дао диференцијалним једначинама динамике. Јед
начине су тада облика 

clq1 = дН 
dt др,.' 

dp1 дН 
-= 

(i = 1, 2, ... 'k), 

dt дq,.' 

где р 1 , ... ,pk представљају количине назване моменШима йромена у ре

дукованом систему (q1, ••• , qk) а Н известан израз што зависи од поједи
ности система, веза и потенциЈала. 

Једначинама појаве се могу дати и разноврсни кондензовани 

облици, тако да оне, било да су диференцијалне, било да су у коначном 

облику, буду обухваhене или једном једином једначином, или једном 

нарочитом погодбом, коју треба да задовољи једна одређена функција 

елемената појаве, или један интеграл, у коме под интегралним знаком 

фигурише одређена комбинација тих·елемената. 

Тако, диференцијалне једначине појава могу се обухватити само 

једном једначином са познатим законом формације, а која треба да је 

задовољена за све виртуелне варијације елемената дескриптивног си

стема којима се не противе везе у систему. Таква би једна једначина 

била она што исказује йрит1ий вирШуелних моgификација, или она у 

којој је исказан йрит1ий вирШуелних раgова. Ове једначине важе за ма 
какав систем, холономан или нехолономан, за ма какве везе и за ма 

какве примењене тежње. 

Диференцијалне једначине појава, написане у Арреll-овом кано

ничном облику, могу се добити и непосредно из једне одређене и ко-

* За разлику од једна чине (8) у једна чини (11) слово q има значење rенералиса
ноr тоталитета Т], а q' значење редуковано г елемента v (пр. пр.). 
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начне функције Ф елемената појава, којој се зна генерални закон фор

мације. Наиме, постоје такве функције Ф да се диференцијалне јед

начине појаве, којој таква функција одговара,.подударају са онима што 

се добијају тражеhи погодбе за минимум те функције. Генерални 

йри.нций .мини..му.ма, који на тај начин обухвата једначине појаве и који 

важи како за холономне, тако и за нехолономне системе, одликује се 

апсолутношhу, коју немају слични принципи у којима је функција Ф 

какав одређен интеграл: функција Ф, о којој је овде реч, увек је .мини

.му.м за природни ток појава. Из тога је јасан њен философски значај; 

практична ЈОЈ важност долази од Једноставности и простоте начина на 

који из ње деривирају диференцијалне једначине појава. Поменуhемо и 

то да овакав генерални принцип минимума обухвата као специјални 

случај Gauss-oв динамички йринций нај.мањеz йрисиљавања за кретања 

ма КОЈе врсте. 

Улога коју у аналитичкој динамици игра ЈасоЬl-ева йарци.јална 

јеgначи.на према једначинама кретања може се распрострти и на опште 

једначине појава. Те се једначине, и Шо у коначно.м облику, а у случају 

потенцијалних појава, могу добити интеграцијом једне ЈасоЬi-еве јед

начине везане за дату појаву и која се може формирати према по

дацима садржаним у дескрипцији механизма појаве. Али оно што даје 

највише важности улози те једначине у математичкој феноменологији 
. . . . 
Јесте значарн резултат до кога се долази интерпретациЈОМ Једначине у 

случају конзерваШивних йојава и који се састоји у овој теореми: 

Свшщј кткзерваiйивној iiојави ogioвapa iio jegua 1сласа вари
јеiйеiйа онолитсоiа pega колики је ciйeiieн слобоgе у iiојави и која је 
iiiшcвa ga су iiроучавање iео.м.еiйријских и кинеiйичких iiојеgиносши 
йојаве и ogpegбa iеоgезијских лииија на iiioj класи варијеiйеiйа gва 
иgеиiйична йробле.м.а. 

Тиме је целокупна теорија конзервативних појава сведена на 

један чисто zео.меШријски йробле.м у полидимензионалном простору. У 

специјалном случају, кад је степен слободе у појави k = 2, теорија по
јаве своди се на одредбу геодезијских линија на површинама у обичном 

простору, па дакле на један проблем обичне инфинитезималне ге

ометрије. 

Напослетку, диференцијалне једначине појава могу се сматрати и 

као садржане у једној поГодби овакве врсте: оне су потребан и довољан 

услов да би прва варијација једнога одређеног интеграла, везаног за 

дату појаву, била равна нули. Један од таквих интеграла доводи до 

генералисаног Hamilton-oвoz йринцийа; други један доводи до генера

лисаног йринzџtйа нај.мање акције. Први је принцип генералнији: он 

претпоставља само холономност система и, кад је та погодба задово

љена, он резимује кинетичке појединости појаве. Принцип, пак, најма-
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ље акције претпоставља да је појава конзервативна и, кад је то случај, 
он у себи резимира геометријске особине појаве. Међутим, нарочита 
важност ових принципа лежи у томе што практички знатно олакшава

ју формираље диференцијалних једначина појава у случајевима у који
ма је непосредно формираље тих једначина скопчано с тешкоhама. 

Једна од непосредних последица веh формираних диференцијал
нихједначина појава била би одредба сШационарних сШања у појавама. 
Ова се своди на одредбу сШационарних Т(Онфиzурација тј. таквих 

положаја фигуративне тачке М појаве, у које кад је тачка једном до

шла, она од тада остаје непокретна. Сам склоп диференцијалних једна

чина показује да се једначине што карактеришу стационарне конфигу

рације уопште добијају ставивши да су равне нули компоненте актив

них и реактивних тежљи у редукованоме систему; у случајевима кад је 

систем слободан, или са везама између тоталитета љегових елемената, 

те се једначине добијају формирајући израз виртуелног рада свих акти

вних и реактивних тежљи и изразивши да је он раван нули за све ост

варљиве виртуелне модификације система. Напослетку, у конзервати

вним појавама стационарне су конфигурације оне за које је прва вари

јација потенцијала примељених тежљи равна нули при свима оствар

љивим виртуелним модификацијама система. Ако је, при том, потен

цијал за такву једну конфигурацију минимум, стационарно стаље је, 
што јој одговара, сШабилно. 

Одређиваље стационарних конфигурација своди се уопште на ре

шаваље обичних, коначних, једначина с једном или више непознатих. 

Међутим, дешава се да вредности елемената који дефинишу једно 

стационарно стаље зависе од једнога или више параметара, мељајуhи 

се с променама ових, али тако да при томе мељаљу стање не губи ста

ционаран карактер. Тада се одредба стационарних конфигурација мо

же свести и на интеграцију обичних или парцијалних диференцијалних 

једначина. У случајевима кад је такав комплекс параметара везан за 

елементе обичног простора, стационарно стаље је карактерисано на

рочитом сШационарнолt gисШрибуцијом елемената дескриптивног си

стема у простору или једној области простора, а до које се дистрибуци

је долази интеграцијом поменутих једначина. 

Друга једна непосредна последица диференцијалних једначина 

састојала би се у скупу енерzеШичких особина појава. Једна интуитивна 

генерализација појма рада и кинетичке енергије у динамици доводи до 

сличних појмова у математичкој феноменологији; једна проста комби

нација диференцијалних једначина појава доводи тада до oй~uiiie Шео

реме живих сила, према којој је прираштај кинетичке енергије у појави 
раван раду примељених тежљи, што томе прираштају одговара. Тео

рема важи како за холономне, тако и за нехолономне системе, под по-
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годбом да су везе између тоталитета елемената система, у случајевима 

кад их буде било, перманентне. 

За неконзервативне појаве теорема има значај једне обичне ана

литичке комбинације, која је од интереса једино с гледишта аналогија 

између проблема обичне динамике и проблема математичке феноме

нологије. Међутим, она има много дубљи значај у случајевима конзер

вативних појава. Пре свега, у таквим појавама, и само у таквим, рад 

примењених тежњи, при прелазу из једне конфигурације С 1 на другу 
С2 , независан је уопште од начина на који систем прелази од С1 на С2 ; 

он тада зависи једино од тих конфигурација. Општа теорема живих 

сила доводи тада до инШеzрала живих сила, који изражава факт да је и 

ма какав коначан прираштај кинетичке енергије, при прелазу с једне 

конфигурације на другу, раван раду непосредних тежњи што одговара 
томе прелазу. Непосредна је, пак, аналитичка последица тога факта 

йринций оgржања енерzије у конзервативним појавама, где се под енер

гијом у појави има разумети йlоШална енергија, као збир кинетичке и 

потенцијалне енергије. Кад је, међутим, принцип у таквој генерално

сти једном утврђен, из њега је, на начин сличан ономе на који се то 

ради у данашњој енерzеШици, лако извести читав низ последица што 

формирају тај одељак природне философије, али с проширеном обла

шћу њихове применљивости, која одговара генералности у њима садр

жаних ПОЈМОВа. 

* 

Интеграцијом на поменути начин формираних диференцијалних 

једначина добијају се закони, у којима је садржана кванШиШаШивна ge
cкpuйu,uja појаве. А пошто је скуп диференцијалних једначина једне 

појаве један нарочити израз њеног механизма у коме сви фактори губе 

своја специфична конкретна значења, задржавајући само оно што 

битно карактерише природу њихових улога, природно је да ће се за 

појаве са механизмима једног истог типа, па ма како диспаратне биле 

њихове конкретне природе, као и природа фактора што улазе у састав 

механизма, имати једна иста квантитативна дескрипција. Свака таква 

дескрипција, везана за један одређени тип механизма, представља по 

једну ойшШу шe.kty, по којој се за време трајања појаве нижу једно за 

другим сукцесивна тренутна стања, чији континуални низ саставља 

Шок йојаве. 

Међу таквим шемама за просте појаве, једна би нпр. обухватала 

појаве што резултују из акције узрока сталне јачине; друга оне што ре

зултују из акције узрока пропорционалних величинама свога непосред

ног објекта; трећа би обухватала симултану акцију једнога импулсив

ног узрока сталне једначине и једнога депресивног а задоцнелог узро-



УВОД 27 

ка, чија се јачина мења упоредо с мењањем величине непосредног обје
кта; или симултану акцију једнога импулсивног узрока сталне јачине и 
Једнога депресивног, пропорционалног квадрату величине непосред

ног објекта; или симултану акцију једнога импулсивног узрока са не
зависним варијацијама, и два депресивна, од којих би један био пропор
ционалан величини непосредног објекта, а други тоталитету тога обје

кта; једна би шема обухватала пертурбације које у једну од набројаних 
шема уноси напрасан улазак каквога тренутног узрока дате јачине у 

механизам појаве која се већ дешава итд. 

Међу оним шемама што обухватају комплексне појаве једна би 
нпр. одређивала појединости појава што резултују из акције једнога 
комплекса узрока, од којих би сваки био пропорционалан по једноме 

од непосредних објеката, или квадрату величине таквога објекта, или 

који се, уопште, мењају с током појаве по датом одређеном закону; 
друга би нпр. обухватала општи проблем пертурбација, које у какву 

периодичну појаву што се већ дешава уносе слаби периодички узроци; 
трећа би обухватаЛа општи проблем модификација једнога првобитно 
стабилног стационарног стања под утицајем једнога комплекса слабих 

узрока итд. 

Свака од оваквих шема обухвата непрегледан број диспаратних 

конкретних појава свих врста, на које се оне примељују спецификова

њем конкретних значења појединих шематизираних фактора. Свака је 

од њих у исто време и скуп свега онога што чини мате.матичку анало

zију међу појавама обухваћеним шемом, а која се састоји у истоветно
сти математичких релација што регулишу појаву, како у погледу броја 

једначина (диференцијалних и експлицитних) којима су те релације 
изражене, тако и у погледу њиховог аналитичког облика. Појаве обу

хваћене једном шемом састављају једну аналошку zруйу, у којој је за 

хо.молоzе елементе везана у механизму појаве по једна улога исте при

роде за све појаве што припадају групи. Та истоветност улога и чини да 

дескрипције таквих појава представљају један исти аналитички про

блем, тј. да су појаве међу собом аналитички еквивалентне. 

Опште погодбе за аналитичку еквиваленцију појава могу се фор

мулисати у једноме простом и прецизном облику. Пошто су све поје

диности квантитативне дескрипције појава већ садржане у њиховим 

диференцијалним једначинама, а ове се у најопштијем случају, напи

сане у Арреll-овом каноничном облику, добијају деривацијом из једне 

једине функције R везане за механизам дате појаве и која се увек може 
формирати из података садржаних у механизму, за аналитичку екви

валенцију јеgне zруйе йојава йотребно је и gовољно ga .механизми goвo
ge go таквих ogzoвapajyhиx функција R, чији he онај geo што зависи og 
брзина йро.мена елемената реgукованоz система ( оgносно og акцеле-
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рација Ших йромена у случају каg ове фиzуришу у Шој функцији), биШи 

jegнoza исШоz облика за све йојаве Шакве zруйе. 

То важи како за холономне, тако и за нехолономне системе, па 

било да су примењене тежње с потенцијалом или без овога. За потен

цијалне појаве погодба се своди на то ga је Hamillton-oвa функција Н 
jegнoza исШоz облика за све йојаве у 2руйи. За конзервативне појаве 

тој се погодби може дати и овај геометријски облик: за аналиШичку 

еквиваленцију јеgне zруйе конзерваШивних йојава gовољно је ga класа 
варијеШеШа, на ogpegбy чијих се zеоgезијских линија своgи кванШиШа

Шивна gескрийција йојаве, буgе јеgна исШа за све йојаве у zруйи. У . . . . . 
специрлном случаЈу, кад Је група конзервативних поЈава Једног истог 

степена слободе k = 2, погодба се своди на то ga им сви.ма ogzoвapa 
јеgна исШа класа йовршина, које својим zеоgезијским линијама ogpe!Jyjy 
йојеgиносШи йојаве. 

Математичке аналогије, које једној маси диспаратних појава дају 

један заједнички тип и доводе до могуlшости груписаља појава по 

таквим типовима, независним од конкретне природе ПОЈЩШ, а за коЈе Је 

математичка феноменологија један обилат извор, имају своје нарочите 

и философске и практичне важности за природну философију. Фило

софска важност састоји им се у њима истакнутом јединству плана 

механизма појава, у униформности начина на који појединости појаве 

резултују из одређених појединости у механизму, и у томе што сазна

ваље аналогија те врсте чини осетан напредак у поступној редукцији 

броја пропозиција у природној философији на што мању меру, а што је 

један од поглавитих циљева у сазнавању природних појава. Практички 

им, пак, значај лежи у улози водиље коју оне играју у проучавању 

појава, наговештавајуhи поједина факта која би без њих често било 

много теже, каткад и немогуhно, запазити. 

Квантитативна дескрипција појаве, међутим, могуhна је само онда 

кад дескрипција механизма садржи све што је потребно у погледу пре

цизности аналитичког облика за формацију д!}ференцијалних јед

начина појаве. Кад је дескрипција механизма у том погледу непотпуна, 

наместо квантитативне може се, ако дескрипција механизма садржи 

бар за то довољних података, имати само квалиШаШивна gескрийција 

појаве. И у таквим случајевима се квалитативним проучавањем не

довољно прецизираних дифе1Јенцијалних једначина или компарацијом 
појава, чији механизми имају у себи чега заједничког, што повлачи са 

собом какве заједничке квалитативне појединости у дескрипцији одго

варајуhих појава, могу формирати ойшШе Шеме, према којима одређе
не појединости механизма импозирају одређене појединости у квалита

тивној дескрипцији појаве. Међу таквим појединостима најчешhе су: 

смисао варијација појединих дескриптивних елемената појаве; убрза-
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ваље или успораваље рашhеља или опадаља; егзистенција максимума 

и минимума; осцилаторни карактер, ритам и честина осцилација; поја

чаваље или амортизоваље осцилација; егзистенција асимптотних ста

ља; границе варијација појединих елемената; овлашни облик дијаграма 

варијација појединих елемената или љихове зависности; симетрија у 
појави итд. КвалиШаШивне аналоzије међу појавама, обухваhеним ко

јом од таквих шема, имају у великом броју случајева нарочитог инте

реса за предвиђаље извесне врсте факата у појавама, наговештених 

егзистенцијом квалитативних појединости са којима су они у вези. 
Остаје још питаље, које се само намеhе, о реципроцитету између 

механизма појаве и љене дескрипције. Веза између састава механизма 

и дескриптивних појединости појаве, која је подлога свему овоме што 

претходи, такве је природе да кад је тачно одређена прва, биhе тако 

исто одређена и та друга страна у појави. Важи ли и реципрочни факт? 

Да ли је датом, довољно потпуном, дескрипцијом појаве одређен и љен 

механизам? Одговор је, бар за општи случај, негативан: једна иста по

јава, са свима својим дескриптивним појединостима, може резултирати 

из разноврсних механизама и, у ойrыШе.м случају, те појединости, ма 

колико оне биле одређене и потпуне, недовољне су да реше питаље о 

томе који је између таквих могуhних механизама онај што одговара 

реалности. Међутим, има и изузетака: дешава се у појединим случаје

вима, и при квантитативној и при квалитативној дескрипцији, да такве 

нарочите појединости, или какве суплементарне нагодбе, чине инвер

зни проблем ипак одређенијим. У другим случајевима, извесне поје

диности као: осцилаторни карактер, начин промена амплитуда у току 

времена, убрзаваље или успораваље ритма итд. чине вероватним поје

дине од бескрајно многих могуhних механизама, или бар наговешhују у 

датој појави могуhност, па и вероватност, извесних механизама, иначе 

распростраљених у природним порвама. 

Из тако изложених елемената, којима је поглавити циљ да дају ја

сну идеју о природи проблема математичке феноменологије и о љеном 

опште м изгледу, може се створити слика о томе како би она изгледала 

кад би скица, овде овлаш извучена, била допуљена и раширена на све 

оно што би могло и требало да уђе у љен састав. По себи се разуме да 

би у љен састав, између осталога, имале уhи многе од данашљих веh 

довољно разрађених генералних теорија математичке физике, које би 

се могле, понеке и незнатним изменама, довести на за то потребан 

облик. Таква би нпр. била модерна теорија векШорских йоља, у којој 
векторска анализа спаја у једно толике међу собом диспаратне појаве, 

а понаособ оне у којима улоге параметара при променама дескриптив

них елемената појава играју елементи обичнога простора. Генералиса

на векторска анализа, која је врло вероватно могуhна и за полидимен-
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зионални простор, и где би улоге координата тачака, па дакле и улоге 

параметара, играли разноврсни елементи, различни од елемената оби

чног простора, проширила би у знатној мери и општу теорију поља, 

ослободивши је чак и онога што је специјално везује за ове последње 

елементе. 

Модерна Шермоgина.мика, ослобођена онога што је везује специ

јално за термичке појаве и генералисана у смислу у коме је схватају 
GiЬbs, Duhem и др., била би такође један важан саставни део матема
тичке феноменологије. 

Општа Шеорија cuмeiiipuje, у смислу у коме су је разрадили Voigt, 
Сшiе, Bouasse и др., такође је једна од оних теорија које дају матема
тичку експликацију једне масе заједничких појединости диспаратних 

природних појава, везаних за елементе обичнога простора као параме

тре, и која би том својом страном имала ући у оквир математичке ди

сциплине о КОЈОЈ Је реч. 

Такав је случај и са општом теоријом континуалних средина и 

њихових деформација, у облику у коме су је разрађивали Lord Kelviп, 
Helmholtz и Cosserat. 

Такав би, напослетку, био случај и са још многим већ разрађеним 

теоријама, које би- пошто се у њима наместо појмова којима оне опе

ришу уведу генерални појмови математичке феноменологије, апстрак

цијом улога које играју поједини појмови у таквим теоријама- било 

могућно свести на облик осталих делова ове дисциплине. 

* 

Примена резултата математичке феноменологије на поједине 

конкретне природне појаве имала би да одреди или ток појаве ира

зноврсне конкретне или аналитичке појединости које су за овај везане, 

према унапред познатом и датом механизму, или сам механизам ПОЈа

ве, према познатом њеном току и разним, за овај везаним, поједино

стима. 

Оба проблема претпостављају извесну претходну припрему зем

љишта за примену општих резултата: ономе што се о појави зна треба 

да је претходно дат нарочити облик, који ту примену чини могућном. 
На првом месту, појава, или бар оне њене појединости о којима се 

има водити рачуна, треба да су представљене у таквоме облику да их је 

могућно схватити као одређене одлике варијација појединих дескрип

тивних елемената. Тим се елементима тада придају параметри, којима 

су скалиране њихове релативне величине. За велики број елемената 

могућно је айсолуШно скалирање: то су елементи за које је могућно 

наћи једну апсолутну, непроменљиву и безусловну везу између таквога 
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елемента и другога једног одређеног, практички мерљивог елемента, 
тако да свакој датој вредности овога безусловно одговара једна тачно 
одређена величина уоченог дескриптивног елемента, и обрнуто. За ос
тале дескриптивне елементе могуhно је увек веиtШачко скалирање: 

постављаље такве једне везе између уоченог елемента и другога јед
ног, конкретног или фиктивног, помоhног елемента, да свакој проме

ни вредности овога последљег у једноме одређеном смислу одговара 

промена дескриптивног елемента у томе истом смислу, и обрнуто. 

Кад је тако изабран и скалиран систем дескриптивних елемената, 

карактеристичне одлике дате конкретне појаве јавиhе се као одлике 

сукцесије промена тих елемената. Сведена на такву шему, каква се и 
претпоставља за примене математичке феноменологије, појава се јав

ља трансформисана у једну слику, у којој од љених специфичних кон-
. . 

кретних поЈединости остщу само љихови шематски представници: по-

јединости и одлике начина варијација параметара, везаних за поједине 
дескриптивне елементе. 

Проблем шематизоваља механизма појаве, са циљем да се из ље

говог састава предвиде појединости тока појаве, решен је кад је појава 

схваhена као последица једне одређене комбинације улога с познатом 

дистрибуцијом тих улога на поједине факторе у појави, и кад се сазна 

начин на који се јачине активитета оних улога што импозирају про

мене дескриптивним елементима у појави мељају у одређеном размаку 

времена у коме се појава посматра. Тај йосао, меЬуLuи.м, сйаgа у сйеци

фичне йробле.ме йојеgиних наука, којима би йрийаgала йроучавана йо

јава. Он би се састојао у томе да се у појави прецизира све оно што у 

изазиваљу уочених појединости игра одређену улогу: активни узроци . . 
КОЈе импозира]у промене дескриптивним елементима; отпори и инер-

ције које они имају да савлађују, секундарни узроци који регулишу ути

цаје појединих активних и реактивних узрока, чинеhи да један дати 

комплекс таквих узрока има за ефекат осетније или слабије модифи
кације у дескриптивном систему појаве итд. То је, уосталом, проблем 

. . . 
КОЈИ се и иначе стално има пред очима при експликацирма ПОЈава свих 

наука; тај је посао за масу појава, потпуно или делимично, веh извр

шен, а извршив је и за недогледну масу појава у које таква врста ана

лизе још није продрла. Дистрибуција поменутих улога на поједине 

факторе у природним појавама и чини оно привидно бескрајно шаре

нила љихових механизама и даје им оне диспаратне облике у којима 

површно посматраље не открива никаквих заједничких црта. Активни 

импулсивни узрок јавља се, према природи појаве, час као атрактивна 

сила међу телима, час као термична или електрична утицајна тежља 

једне тачке на околину, час као магнетишуhа сила, час као утицајна 

тежља околине на једну одређену биолошку фелу, или као фотохемиј-
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ска акциЈа светлосних зракова, или као осмотски притисак у орган

ским hелијама, или као акција бацила при прогресивном развитку јед

не болести итд. Реактивни се узрок јавља час у облику трења или отпо

ра средине при кретаљу, час у облику индукционих реактивних тежњи 

регулисаних Lеnz-овим законом, или у облику коерцитивне силе магне

та, час у разним врстама отпора организма, или у разним врстама соци

јалних реакција итд. Инертни се узрок манифестује час као механичка 

инерција, или као центрифугална сила, час као електромагнетна или 

индукована електромоторна сила, час у облику социјалних инерција, 

навика, предрасуда итд. 

Исто се тако и проблем мељања јачина појединих активитета у 

једној одређеној конкретној појави решава на начин који се меља са 

природом случаја: проблеми те врсте не припадају математичкој фено

менологији, чије примене претпостављају да су они на било који начин 

веhрешени. 

У појединим случајевима закон варијације уоченог активитета 

сам по себи је очевидан. Јачина нпр. колективног активитета једне 

групе међу собом једнаких носилаца тог активитета ( електричних еле
мената, микроба, органских индивидуа итд.) пропорционална је броју 

таквих носилаца; она расте или опада у току поЈаве, у мери у КОЈОЈ 

расте или опада број ових последљих. Тако је исто очевидна и пропор

ционалност централних утицаја, тако честих у природним појавама, 

реципрочним вредностима квадрата одстојаља. 

У другим случајевима, према запаженим или наслуhеним анало

гијама једне појаве с другом, у којој је закон једнога активитета веh не

сумљиво утврђен, претпоставља се сличан закон и за одговарајуhи 

активитет у првој појави, па се покушава верификовати га и утврдити 

по љеговим последицама. Такав је нпр. случај са СоulоmЬ-овим закони

ма електричног привлачеља, на које наводи аналогија са законом гра

витације; Pellat-oв закон електричног испараваља, на који наводи ана

логија са Newton-oвим законом хлађеља. 

У маси случајева до закона активитета долази се аналитичким 

путем, пошавши од каквога веh познатог таквог закона, или од једнога 

одређеног скупа факата, који такав закон имплицитно садрже, или од 

једне одређене хипотезе у којој би веh било садржано оно што је кара

ктеристично и битно за уочени активитет. Такав је нпр. случај при од

ређиваљу активних сила при обртаљу чврстог тела око утврђене тачке 

или осовине; или при одређиваљу закона гравитације из скупа факата 
садржаних у Керlег-овим законима; или при одређиваљу утицајне те

жље у појавама распростирања топлоте или електрицитета. 

У појединим случајевима, у појавама што се састоје у променама 

врло великог броја елемената једне исте врсте и које се бар у својим 



УВОД 33 

карактеристичним цртама дешавају тако као да постоји једна колек

тивна тежња са одређеним активитетом, која регулише ток појаве, за

кон варијације активитета, везаног за такву тежњу, могуhно је одре
дити статистички. Такав је нпр. случај са активитетом тежњи, које се у 
статистици називају силом смртности, силом репродукције итд. 

Проблем такве врсте у маси случајева је или потпуно решив, или 

се бар о њему може имати индикација довољних за схватање појединих 

факата као последица стицаја улога за које би били везани такви ак

тивитети. 

Такав је, пре свега, случај са свима чисто механичким појавама, у 
. . 

КОЈИМа улоге узрока играЈу активне и реактивне силе познатих ак-

тивитета, који се утоку појаве мењају или непосредно с временом, или 

као одређене функције појединих карактеристичних елемената у по

јави, као што су: непосредни ефекат таквих узрока, интензитет појаве, 

тоталитет непосредног ефекта итд. 

Такав је, такође, случај и у непрегледној маси физичких појава, у 

којима се опет наилази било на активне и реактивне конкретне узроке 

познатих активитета, било на разноврсне фиктивне узроке који се 

означавају као силе моhи, способности, реакције, разноврсни утицаји 
. . 

итд. и КОЈИ се, мада им Је и непозната интимна природа, могу асимили-

рати другим каквим по динамичкој природи тачније познатим узро
цима. 

У хемијским појавама се наилази на сплетове континуалних идис

континуалних узрока, од којих се велики број може сматрати као та

чно или овлашно познат по своме смислу, начину утицаја, начину на 

који се он у току појаве мења сам по себи или под утицајем других 

секундарних узрока. Такав би један од континуалних узрока био онај 

оличен у трансформаторској тежњи која регулише брзину хемијских 

реакција и која се у току реакције мења на познати начин као функ

ција концентрације смеше по реагенсима и продуктима реакције; или 

узрок оличен у пертурбационој тежњи која има за објекат коефиције

нат утицаја те трансформаторске тежње (константу брзина при хомо
геним реакцијама). Такви би, такође, међу дисконтинуалним узроцима 

били и они, по својој интимној природи непознати узроци, који изази

вају измене у физичким или хемијским особинама тела и који су и сами 

изазвани хемијским променама на телима. Такви су, понаособ, они уз

роци што чине да у извесним случајевима супституција једнога елеме

нта, у саставу једнога одређеног хемијског тела, другим којим, или суп

ституција једнога хемијског комплекса другим, има за ефекат одређе

ну модификацију једне одређене физичке или хемијске особине тела у 

коме је супституција извршена, и то тако да су те модификације једног 
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унапред познатог смисла за једну одређену серију елемената или ком

плекса, па чак су у извесним случајевима и приближно константне, или 

им се бар зна приближан закон варијације. 

При прогресивној акцији бацила, колективни активитет једне гру

пе истоветних бацила расте пропорционално њиховом броју; он може 

бити појачан, ослабљен или потпуно неутралисан активитетом друге 

какве групе бацила; у случају кад се бацили затиру у мери у којој врше 

своју акцију, тај би активитет слабио у мери у којој напредује сама 

њиме изазвана трансформација. 

У физиологији и психологији за многе активитете постоје и мето

де за практично мерење њихових јачина, за испитиваље начина на који 

они јачају или слабе при одређеним променама прилика. У медицини 

се води рачун о јачини активитета појединих терапеутичких средстава, 

о начину на који се он мења према комбинацији прилика у којима су 
употребљени, о начинима за њихово појачавање или паралисање итд. 

Таквих података о активитетима узрока има у непрегледном бро

ју најразноврснијих појава свих наука, па чак и онда кад је појава резул

тат и веома великог броја непознатих, можда и случајних, тренутних, 

узрока. Дешава се да се у таквој маси узрока налази по један или више 

преовлађујуhих узрока, чији је утицај претежан и којима се има припи

сати главни карактер појаве, тако да се, поред свих сиhушних пертур

бација које у појаву уносе остали ситнији, по утицају много незнатнији 

узроци, ипак истичу zлавне тежње, у којима се манифестују преовлађу

јуhи узроци. Такав би случај био с великим доминирајуhим узроцима у 

маси биолошких и социолошких појава, у којима је број сиhушних, 

случајних, узрока врло велики, а, међутим, никаква нарочита околност 

не чини да пертурбације које они уносе у појаву имају један нарочити 

смисао и карактер. За пертурбације које уносе у појаву такви узроци 

важи познати закон вероватноhе који важи и за случајне, сиhушне, 

грешке при мерењима: оне су подједнако вероватне и у смислу импул

сивне и депресивне акције, и кад су у врло великом броју саме се међу 

собом потиру. Закон је утолико ближи истини уколико је број таквих 
ситних узрока веhи. Колективни активитет целога комплекса своди се, 

бар у првој апроксимацији, на збир активитета доминирајуhих узрока, 

о чијим је законима варијације врло често могуhно имати довољно 

одређених података. 

Област конкретних случајева са активитетима познате динами

чке природе још је пространија ако се има пред очима да је маса квали

тативних појединости, у најразноврснијим појавама свих наука, везана 

баш за податке који садрже само овлашне, кадшто на први поглед и 

безначајне индикације о начину на који се такви активитети мењају у 

току појаве. За масу је таквих појединости нпр. довољно знати да један 
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или више одређених и познатих фактора утичу, као секундарни узро-

ци, на ПОЈедине активне или реактивне узроке, који току појаве дају 

љегов тип и битни карактер, појачавајуhи их или слабеhи, или меља

јуhи им у одређеном смислу коефицијенат утицаја, или коефицијенат 

инерције, или убрзавајуhи или успоравајуhи им јачаље или слабљеље. 

Сам факт да су поједини од таквих активитета стални по својој јачини 

или периодични, континуални или дисконтинуални, или да у току 

појаве и сами јачају или слабе упоредо с каквим одређеним факторима 

у појави, или да се наизменце суперпозирају и паралишу међу собом, 

или да се ЈављаЈу са сталним или променљивим задоцњељем итд. импо

зира у много прилика, сам собом, одређене квалитативне појединости 

у појави. Података, међутим, те врсте о појединим активитетима 

могуhно је имати у појавама свих врста, и тај факт поглавито чини да 

се област конкретних примена математичке феноменологије проши

рује далеко ван ужега оквира, у коме се обично креhу примене матема-

тичких дисциплина. 

* 

У чему би лежао интерес маШемаШичке феноменоло2ије, схваhе
не на начин на који је она, у својим главним цртама, изложена у овим 

Елементима? 

Она би, пре свега, спајала и сводила на једну заједничку основу 

разноврсне диспаратне теорије, које иначе не би имале никакве међу
собне везе. Потреба таквог свођеља постаје све очевиднија и осетнија 
уколико се у току развијаља појединих области позитивних наука запа

жа више заједничких црта међу диспаратним појавама и уколико по
стаје јаснији и очевиднији факт да такве заједничке црте нису случај

ности, веh да имају своје подлоге и дубљег разлога у егзистенцији не
чега заједничког у самој суштини појава и љихових механизама. Екс

пликација, међутим, онога што је код појава заједничко у последицама 

помоhу онога што је заједничко у стицају факата који те последице 

одређују, и јесте оно у чему би баш лежала суштина ове гране приро

дне философије. Она би имала дати кључ не само за разумеваље мно

гобројних, до данас запажених, аналогија међу диспаратним појавама, 
веh и за предвиђаље оних на које he се у току развијаља појединих 
области наука несумљиво све више наилазити. 

С друге стране, резултати математичке феноменологије, било у 
облику ойшШих теорија што је састављају, било у облику Шийских тео

рија, разрађених за једну одређену врсту појава као тип, али промен

љивих у свима приликама сводљивим на једно исто језгро аналогије, 
уносили би светлости и у разумеваље појава за чију се теорију иначе 
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нема довољне подлоге нити наговештених праваца за истраживање. 

Историја развитка читавих грана наука, као што су математичка фи
зика, модерна социјална физика, политичка економија, довољно исти
че на видик услуге које се имају очекивати од таквих начина за предви

ђање конкретних и аналитичких појединости појава. Нису, штавише, 
ретки случајеви да се благодаре:hи наслу:hеној могу:hности редукције 
механизма једне појаве на тип који карактерише механизам друге ка
кве, с првом диспаратне појаве, чија је теорија ве:h обрађена, ова тео

рија таква каква је, само са потребним изменама конкретних значења 
појединих фактора, пренесе на саму посматрану појаву, где би се затим 
имала верификовати по конкретним последицама на које би наводила. 
Ohm-oвa теорија распростирања електрицитета, која није ништа друго 
до типска Fouriei-oвa теорија распростирања топлоте; примена термо

динамичког Cai"not-oвoг принципа у електричним, магнетним, еласти

чним итд. појавама и теорије на које та примена наводи; теорија осмо

тичног притиска, формирана по аналогији са типском теоријом гасова, 

јасни су примери за врсту услуга које могу чинити такве типске тео

риЈе. 

То би ве:h и само по себи могло бити довољно да оправда покушај 

формирања овакве једне математичке дисциплине и да јој осигура 

право на егзистенцију међу осталим гранама природне философије. 

Али, при томе је важно још и питање о изгледима да :he она, кад једном 
буде у довољној мери разрађена, мо:hи у приликама довести до чега 

новог, наводити на експерименте, подстицати на истраживања, или им 

одређивати правац. Одговор на таква питања садржан је у конкретним 

случајевима наведеним у овој књизи. 

Појам нпр. симетрије и опште релације између симетрије узрока 

и симетрије ефеката наводе на предвиђање извесних врста кадшто не

очекиваних термичких, електричних, магнетских итд. појава (упреда
ње гвоздене жице намаrнетисане у правцу дужине при пропуштању 

електричне струје; изазивање електромоторне силе у жици при њеном 

упредању; магнетисање жице при симултаном упредању и проласку 

струје; разноврсне пироелектричне и пиезоелектричне појаве итд.). 

Генералисан Camot-oв принцип, комбинован с генералним прин

ципом одржања енергије у конзервативним појавама, на начин на који 

су то учинили Lшd Kelvin и Lippman, наводи, такође, на предвиђање 
конкретних појава нарочите врсте (термичке појаве изазване међусоб

ним приближавањем и удаљавањем магнета и загрејаног метала; кон

кретне појединости пироелектричних појава у кристалима; конкретне 

појединости електро-капиларних појава; пропорционалност капаците

та гасних кондензатора притиску гаса, и запремине гаса разлици потен-
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цијала у арматурама; конкретне појединости електричне дилатације 

стакла, електричне поларизације турмалина при компресији итд.). 

Опште релације између механизма и резултујуhих појединости 

појава стварају могуhност, између осталога, да се у појединим случаје

вима, према одређеним и познатим појединостима појава, и пре но што 

се сазна за конкретну дистрибуцију улога у љиховим механизмима чи

не тачни или вероватни закључци, или према тим појединостима оправ

дане хипотезе, о типу таквог једног механизма, љеговом могуhном 

саставу, динамичкој природи активитета појединих активних улога у 

њему итд. Тиме би био знатно олакшан природљачки посао прецизи

раља конкретне природе таквих фактора и самога реалног, интимног, 

механизма појаве. Свака од одговарајуhих могуhних шема дала би по 

једну могуhну хипотезу за експликацију уочених појединости појаве; од 

ових би се хипотеза имала зауставити пажња на оној која у датоме слу

чају најбоље одговара конкретном стаљу ствари, о чему би пресудну 

реч имало детаљно, природљачко испитиваље појаве. Ово би се са

стојало нпр. у томе да се експериментом, или оштријим проматраљем, 

истакну на видик каква импулсивна или депресивна тежља, отпор, инер

ција итд. предвиђени општом шемом, на којој се буде зауставило поку

шавајуhи одредити механизам појаве; да се тражи конкретна природа 

носилаца шемом предвиђених улога и погодбе, што изазивају јављаље 

таквих улога у посматраној појави итд. или да се нађу конкретни фа

кти, који такав један одређен хипотетични механизам чине немогу

hним. Осцилаторне појаве, на које се тако често наилази у свима гра

нама наука, дају за то подесне примере. 

Све то иде у прилог основној идеји, која је и изазвала појаву ових 

ЕлеменаШа: да би формираље овакве једне маШемаШичке феномено
лоzије имало својих неоспорних и философских и практичних разлога, 

и да би било од несумљиве и потребе и користи да се оно у поједино

стима изведе. 



НЕКОЛИКИ ЕЛЕМЕНТАРНИ ПОЈМОВИ ИЗ 
ПОЛИДИМЕНЗИОНАЛНЕ ГЕОМЕТРИЈЕ 

Тачка, правац, смисао, растојање, координатни систем, координате. - Линије, елеме
нат лука, дужина лука. - Површине, линијски елеменат, геодезијске линије на површи
нама у п-димензионалноме простору и њихова одредба. - Варијетети разних редова у 

п-димензионалном простору; елеменат лука; геодезијске линије на варијететима и 

њихова одредба 

I. Тачка, правац, смисао и растојање.- Један скуп реалних вред

ности 

Једног низа параметара 

сматраhе се као да у п-димензионалном простору одређује положај 

једне Шачке, а према овим конвенцијама. 

1. Скуп вредности параметара 

(0,0, ... ,0) 

биhе назван коорgинаШним йочеШком. Овај је, дакле, дефинисан ску

пом Једначина 

где Је 

(i=1,2, ... ,n). 

2. За један низ скупова 
(х 1 , ..• ,х 11 ), 

у којима сваки параметар, осим параметра xk, има за вредност нулу, а 
међутим xk нема једну исту вредност у свим тим скуповима, казаhе се 
да представља један низ тачака на координатној осовини xk. Скуп сви
ју оваквих тачака представљаhе координаШну осовину Oxk. Координа
тна осовина Oxk дефинисана је, дакле, скупом једначина 
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xi =О, где је i = 1,2, ... ,11, осим i = k. 

З. Један низ скупова 

у којима сваки параметар, понаособ, осим параметра xk, има једну ис
ту, произвољну али константну, вредност, а међутим се ти скупови 

међу собом разликују вредностима xk, сматраhе се да представља један 
низ тачака што леже у једној истој правој паралелној Oxk и такав 
правац зваhе се йравац k. Према томе, правац k дефинисан је скупом 
Једначина 

xi = const., где је i = 1, 2, ... , n, осим i = k. 

4. Ј е дан низ скупова 

где Је 

xi=ai, i=1,2, ... ,n, осим i=k, 

и где су 

дати стални бројеви, заједнички за све ове скупове, сматраhе се да 

дефинише низ тачака што леже на једној одређеној линији Lk за коју 
he се казати да има правац k. Сваки такав скуп 

(а 1 , ... ,а 11 ) 

кад се параметру ak да ма каква одређена, реална, вредност, предста
вља по једну тачку на линији Lk. 

5. Две тачке на једној истој линији Lk разликују се само вредно
стима параметара xk што им одговарају. Апсолутна вредност разлике 
тих параметара сматраhе се као међусобно расШојање тих тачака на 

линији Lk. 

6. На свакој од координатних осовина Oxk биhе утврђена два међу 
собом супротна смисла: позитиван и негативан. Један скуп 

(х 1 , ... ,х11 ), 

у коме сви параметри, осим xk, имају за вредност нулу, а параметар xk 
ма какву позитивну вредност, представља по један низ тачака на осо

вини Oxk на растојаљу xk од почетка пренесеном у позитивном смислу 
те осовине. Обрнуто he правило важити кад је xk негативно. 

7. На сваком правцу k разликоваhе се такође позитиван и негати
ван смисао. Пошто правац k није ништа друго до правац осовине Oxk 
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то, кад је једном утврђен правац за осовину Oxk биhе утврђен и за 
правац k. 

8. Скуп координатних осовина 

(Ох1 , ... ,0х11 ) 

саставља један коорgинаШни сисше.м у п-димензионалном простору. 

Величине параметара 

(х 1 , ••• ,х,Ј 

биhе назване коорgинаШа.ма једне тачке М у таквом систему, а један 

скуп тих вредности, нпр. 

одређује положај једне тачке М на овај начин: одреди се на осовини 

Ох1 тачка М1 , на одстојаљу а 1 од почетка, пренесеном у позитивном 
или негативном смислу те осовине према знаку а 1 . На линији L2 , што 

пролази кроз М1 , одреди се тачка М2 на одстојаљу а2 од М1 , прене

сеном у позитивном или негативном смислу према знаку а2 . На линији 

L", што пролази кроз М2 , одреди се тачка М3 на одстојаљу а3 итд. За
вршна тачка М11 тако добијеног низа тачака: М1 ,М2 , ... ,М11 била би 
геометрИЈски представник скупа вредности 

(а 1 , •.. ,а11 ), 
у координатном систему 

Положај тачке М11 независан је од реда индекса, који придаје коорди
натним осовинама. 

9. Под рааuојање.м MN двеју тачака 

М(х1 , ... ,х11 ), 

N(~t, ... ,~ 11 ), 

разумеhе се вредност израза 

MN = ±~(х1 - ~ 1 ) 2 + ... + (Х11 - ~,У. 

10. Низ вредности 

_х~-~~ _х~~-~~~ 
/lt- , ... ,/ln- ' 

MN MN 

где су (x 1, ... ,xn) и (~ 1 , ... ,~,Ј координате тачака М иN, сматраhе се да 

одређује правац MN и зваhе се коефицијенШи.ма Шо2а йравца. Пошто је 
по апсолутноЈ вредности 
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то сваки од коефицијената правца варира између - 1 и + 1. 
Између коефицијената правца постоји стална релација 

(1) 2 2 2 - 1 !l1 + ll2 + · · · + !ln - · 

У специјалном случају кад је Х; = ~; за све вредности i, осим за 
i = k, правац MN поклапа се са правцем k. Тада је 

и према томе 

llk = ±1. 

И обрнуто, кад је !lk = ±1, сви су остали /l; =О, па, дакле, х;=~;
у слов, дакле, да би две тачке М и N лежале на једној правој правца k 
јесте тај да коефицијенат llk има једну од својих граничних вредности 
+ 1 или -1. 

11. Сматраhе се да знак + или - дефинише смисао у коме се рачу

на растојање MN: кад се овоме, рачунајуhи од тачке М, да један, уоста
лом произвољно изабран знак, треба му дати супротан знак кад се буде 

рачунало од тачке N. 
П. Линије. -Кад се један скуп параметара 

(xl, ... , х") 

континуално мења, и то тако да се све могуhе његове вредности доби

ЈаЈу кад се у изразима 

(2) 

[где је Л један променљив параметар, а / 1, ... , f,, одређене и дате 

функције тога параметра] параметру Л дају разне произвољне вред
ности, сматраhе се да скуп тачака, добијених на тај начин представља 

једну линију у п-димензионалном простору и да горње једначине пред

стављају једначине те линије. Сматраhе се, такође, да облик те линије 

зависи од облика ових једначина. 

За једну такву линију казаhе се да пролази кроз дату тачку 

м ( (!) ,(!)) 
Ј х! , ... ,х" 

ако постоји таква једна вредност Л = Л 1 , параметра Л, која кад се смени 

у једначинама (2) добија се као резултат 
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х - x(l) 
1- 1' 

х - хО) 
11- 11. 

Под еле.менШо.м лука ds једне линије С између двеју бескрајно блиских 
тачака М1 и М 2 што на њој леже, разуме се израз 

ds = ~dxl + ... + dx,7, 

пошто се у њему смене dx1, ... ,dx11 њиховим вредностима добијеним из 

једначине (1) саме криве, тако да тај резултат буде 

ds =М· dA, 

где he М бити дата функција параметра А. 
Под gужино.м лука s између тачака М1 и М2 на линији С разумеhе 

се вредност одређеног интеграла 

где су А 1 и А2 вредности параметра А што одговарају тачкама М1 и 
м2. 

ПI. Површине.- Кад се један скуп параметара 

континуално мења, и то тако да се све могуhе његове вредности доби

јају кад се у изразима 

(3) 
Х11 = .~ 1 (А 1 ,А 2 ), 

(где су А 1 и А2 међу собом независни параметри а iJ и .f2 -одређене и 

дате функције тих параметара) параметрима дају разне произвољне 

вредности, сматраhе се да скуп тачака 

(х 1 , •.. ,Х11 ), 

добијених на тај начин, припада једној йоврщини у п-димензионалном 

простору, тако да једначине (3) представљају једначину те површине и 
да је облик саме површине дефинисан обликом те једначине. 
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Под линијски.м еле.менШо.м површине дефинисане једначином (3) 
разумеhе се израз ds, који се добија кад се у обрасцу 

ds = ~ dxt + ... + dx,7 

смене dx1,dx2 , ... ,dx" вредностима добијеним из једначина (3), тако да 

Ма каква веза 

придата једначинама (3), дефинише једну линију повучену на посма
траној површини. Тако he нпр. бити ако су параметри Л 1 и Л2 израже
ни као функције једног истог параметра Л 

Л 1 = <р 1 (Л), 
л2 = <р2(Л). 

Помоhу познатих метода интегралног рачуна могу се тада реша

вати задаци овакве врсте: знајуhи облик линијског елемента једне по

вршине у п-димензионалном простору, прецизирати класу површина 

карактерисану таквим елементом. 

Једна линија, дефинисана релацијом 

<р СЛ1, Л2) = О, 

на горе наведени начин, пролазиhе кроз једну дату тачку М1 површине 
(3), ако постоји такав један пар Л 1 , Л 2 вредност тих параметара, који he 
задовољавати релаЦИЈУ 

и за које he се сменом у једначинама (2) вредности 

(х 1 , •.• , Х11 ) 

свести на координате тачке М. Једна таква линија пролазиhе кроз две 

дате тачке М1 и М 2 , ако свака од ових тачака задовољава горњу пого

дбу. 

Под елементом dcr лука једне линије на површини, дефинисаље 
скупом једначина (З) и једном датом релацијом 

<р(Л 1 ,Л 2 )=0, 

а између двеју бескрајно блиских тачака М1 (Л 1 ,Л 2 ) и М2 (Л 1 +dЛ 1 , 
Л 2 + dЛ2 ) површине кроз које та линија пролази, разумеhе се вредност 
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dcr =Н· dA, 

која се добија кад се у изразу линијског елемента посматране површи
не смене А 1 и А2 као и dA1 и dA 2 својим изразима као функцијама оно
га параметра А што линији одговара. 

Под дужином лука cr између двеју тачака М1 и М2 једне површине 
дуж посматране линије, разумеhе се вредност одређеног интеграла 

Со 

cr ={н. dA, 

где су с 1 и с2 вредности параметра А што одговарају крајњим тачкама 
М1 и М2 лука. 

Напослетку, под 2еоgезијско.м линијом између двеју тачака М1 и 
М2 на једној површини (3) разумеhе се она од бескрајно многих линија 
што пролази кроз М1 и М 2 , за коју је варијација 8cr лука при прелазу 
од посматране линије на њој бескрајно блиску линију равна нули. 

Ако је 

израз линијског елемента дате површине, где су А11 , А12 и А22 функ
ције променљивих А 1 и А2 , њене су геодезијске линије одређене ску
помједначина(3)иједначином 

(4) дW - = const. = Ь, 
дс 

где је W(A1,A2 ,c) један интеграл парцијалне диференцијалне једначине 
~W=l, 

а где ~W означује диференцијални параметар 

везан за дати линијски елеменат; с је једна произвољна неадитивна 

константа, која интеграцијом улази у састав израза W. 
Једначина (4) понаособ дефинише А 1 и А 2 као функције једног 

параметра А, што кад се смени у једначинама (3) довршује одредбу 
. . 

геодезИЈских линиЈа. 
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Разлика вредности, које добија функција W(A1,A2 ,c) у двема да
тим тачкама површине, представља дужину лука геодезијске линије 

између тих тачака. 

IV. Варијетети разних редова. - У опште, кад координате х 1, .•• , х11 
зависе од р параметара- А 1 , ... ,АР тако даје 

х1 = !Ј(А 1 , ... ,Ар), 
(5) 

казаhе се да ове једначине дефинишу један варијеШеШ р-ог pega у п-ди
мензионалном простору. 

Под линијским елементом једног таквог варијетета разумеhе се 
израз 

(б) 

који постаје кад се у изразу 

ds = ~ dxf + ... + dx; 

смене диференцијали љиховим изразима добијеним из једначина (5). 
Ако се између параметара А 1 , ••• , А Р уведе (р-1) нових веза, што се 

може учинити ако се А 1 , ... , АР изразе као функције једнога истог 
параметра А, тако да је 

(7) 

онда he према обрасцима ( 4) х1 , ... , х Р бити изражени као функције па
раметра А. Према томе, увођељем (р-1) веза између параметара своди 

се дати варијетет р-тог реда на линију, тј. на варијетет првог реда. Је

дна таква линија пролазиhе кроз једну дату тачку М у п-димензионал

ном простору ако постоји таква једна вредност А која кад се смени у 

обрасцима (5), (7), па се затим добијене вредности А 1 , ... , АР смене у об
расцима ( 4), добијене се вредности х1 , ... , Х11 поклапају са координатама 
тачке М. 

Елеменат лука dcr једне такве линије, дефинисане скупом једна чи
на (5) и (7), а између бесконачна блиских тачака М1 и М2 што леже на 
линији, биће вредност израза 

dcr =М· dA, 
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која се добија кад се у изразу 

ds = ~dxf + ... +dxi, 

смене диференцијали њиховим вредностима добијеним из једначина 

(5), па се затим диференцијали d'A 1, ... ,d'AP који буду фигурисали у до
бијеним изразима, смене њиховим вредностима израчунатим из 

образаца (7). 
Дужина лука cr између двеју тачака М1 и М 2 биће 

с, 

cr = {мd:А, 

где с1 и с2 означавају оне вредности параметра Л што одговарају крај
њим тачкама лука. 

Напослетку, под 'lеоgезијско.м линијом једног варијетета р-тог 

реда у п-димензионалном простору, а између његових двеју тачака М1 
и М2 , разумеће се оне од бескрајно многих линија што пролазе кроз та

чке м] и м2 и што одговарају бескрајно разноврсним облицима функ

ција <р 1 ,<р 2 , ... у једначинама (7), која задовољава погодбу да је за њу 
прва варијација лука равна нули. 

Ако је 

ds 2 = LAikd:Aid'Ak 

(
i:l,2,3, ... ,p)' 
k-l,2,3, ... ,p 

израз линијског елемента датог варијетета р-тог реда, где су Aik функ
ције променљивих Л 1 , .•. , 'АР, и ако се са 

Q (Лr, ... ,ЛP;gl , ... ,gp) 

означи израз 

AII Arp gl 

Apr АРР gp 

g! gp о 

AII Alp 

Apl АРР 

па се формира парцијална диференцијална једначина 
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(8) 

геодезијске су линије варијетета одређене скупом једначина (5) и си
стемом 

(9) 

где су 

један интеграл једначине (8), а; интеграционе константе, од којих ни 
једна није адитивна, а Ь; произвољне константе. 

Једна чине (9) дефинишу р- 1 релацију између -А 1 , .•. , АР. Према 

томе, скуп једначина (5) he са једначинама (9) дефинисати променљиве 
х 1 , ... , Х11 као функције једнога параметра Л, што довршује одредбу 
геодезијских линија на датом варијетету. 
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ПРВИ ОДЕЉАК 

ЕЛЕМЕНТИ ЗА ДЕСКРИПЦИЈУ 
ПОЈАВА И ЊИХОВИХ 

МЕХАНИЗАМА 

ПРВА ГЛАВА 

ДЕСКРИПТИВНИ ЕЛЕМЕНТИ ПОЈАВА 

I. ЕЛЕМЕНТИ ЗА ШЕМАТСКУ ДЕСКРИПЦИЈУ 

Дескриптивни елементи. - Скалирање тренутних стања дескриптивних елемената. -
Природно и вештачко скалирање. -Дескриптивни параметри. -Дескрипција мењања 
једнога елемента. - Квантитативна и квалитативна дескрипција. - Квантитативне и 
квалитативне аналогије тока једнога елемента. - Шематска дескрипција појава. 

Шематска дескрипција неколиких конкретних појава 

Дескри:птюши елементи.- Једна одређена појава, у смислу у коме 

he се овде посматрати, ма какве врсте, конкретне природе и комплико
ваности она била, може се схватити као низ одређених модификација у 

току времена. Слика која се о њој ствара у свести састоји се у низу 

деформација једне исте одређене слике, тј. у сукцесији тренутних сли

ка које се континуално или дисконтинуално нижу једна за другом у то
ку времена и од којих свака представља по једно ШренуШно сШање у 

поЈави. 

Оно што се мења у току такве деформације јесте један одређен 

скуп елемената, који he бити назван gескрийШивним елеменШима поја
ве. Дескрипција појаве се своди на скуп дескрипција низа узастопних 

тренутних стања свакога од таквих елемената и резултујуhе шематске 

слике формиране таквим скупом дескрипција. Она he бити утолико од
ређенија и потпунија уколико су одређенији и сгледишта с кога се поја

ва посматра карактеристичнији изабрани дескриптивни елементи, и 

уколико су тачније обележена стања кроз која они сукцесивно пролазе. 

Избор, међутим, тих елемената може бити веома различан према 

гледиштима с којих се појава посматра, према оштрини опажања, ду

бини анализе која се буде унела у дескрипцију појаве и према везама 

разних елемената дескрипције са оним што се у појави мисли истаhи. 

Све што се у току једне појаве мења не мора бити од подједнаког ин-
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тереса за једно одређено гледиште. С друге стране, оштрије посма

траље истакне покадшто веhу компликованост појаве но што изгледа 

по површнијем посматраљу и потребу да се ради прецизније дескрип
ције изабраним елементима придодаду још неки, или да се они разложе 

на известан број простијих елемената, чија би колективна дескрипција 

дала тачнијег рачуна о појединостима појаве. 

У дескрипцији каквог кретаља дескриптивни елементи могу бити 

геометријски елементи што дефинишу положаје тачака или тела, или 

њихову међусобну оријентацију (дужине, углови), или кинетички еле

менти што дефинишу транслаторне или ротационе брзине, акцелера

ције итд. У дескрипцији геометријских деформација дескриптивни су 

елементи они што дефинишу облик тела. При термичким променама 

то би била нпр. температура, за електричне промене јачина струје или 

количина електрицитета, за оптичке јачина осветљеља или боја, код 

акустичких тон, висина или јачина звука, итд. Поред оваквих очевид
них елемената, може их бити и таквих до којих се долази тек по дуб-

. . . . 
љем познаваљу поЈаве или оштриЈим опажаљем, као што Је случаЈ с 

бојом звука као дескриптивног елемента акустичких појава, различног 

од непосредно уочљивих елемената: Јачине и висине звука; или са 

извесним хроматским карактеристикама (висина боје, тон, хроматска 

моh висине или тона, хроматска моh осветљеља), који се запажају тек 

дубљом анализом сензација боја, а без којих је немогуhна прецизна 

дескрипција сензација изазваних комбинацијама боја (нпр. оркестраци
ја боја); или са магнетним пермеабилитетом, који се открива тек мате

матичком анализом итд. Иначе, најчешhи су дескриптивни елементи 

разноврсни атрибути који се придају како конкретним, тако и апстрак

тним појавама сваке врсте и који се и у обичном животу и у наукама 

означују као особине, аспекти, карактеристичне црте итд. 

Спшлирање тренутних стања дескриптивних елемената. - У за
стопна стаља кроз која пролази један дескриптивни елеменат у току 

појаве могу се схватити и представити на један нарочити начин, под

једнак за појаве свих врста, и који је основа аналитичкој дескрипцији 

појава: она се могу представити вредностима једнога параметра, који 

би у мислима био придат уоченом дескриптивном елементу и чије би 

квантитативне варијације ишле упоредо са мељаљем самога елемента. 

Дескрипција низа узастопних тренутних стаља таквог елемента своди 

се тада на дескрипцију узастопних вредности кроз које пролази одго

варајуhи параметар у току појаве. Овај дуги низ вредности илусiйровао 

би начин варијације онога првог. 

Улога таквог једног параметра састоји се, у првоме реду, у томе 

да скалира разна стаља одговарајуhег елемента, било да је овај кван

титативне или квалитативне природе. За велики број елемената могу-



ДЕСКРИПТИВНИ ЕЛЕМЕНТИ ПОЈАВА 51 

iшо је айсолуШно скалирање, које се састоји у томе да се нађе такав 

један практички мерљив елеменат који he с првим бити у једној непро
менљивој и безусловној вези, тако да свакој датој величини првога 

безусловно одговара једна тачно одређена величина другога, и обрну

то, а да се, поред тога, оба елемента мењају симултано у једноме истом 

смислу. Параметром, придатим овоме другом елементу, скалиран је 

тада и први. Такве би врсте било нпр. скалирање боја помоhу таласних 

дужина, или скалирање висине звука помоhу броја вибрација у секун

ди, скалирање брзина дужинама итд. 

За све, пак, врсте дескриптивних елемената, ма какве природе 

ови били, могуhно је впиШачко скалирање, које се састоји у томе да се 

постави веза између уоченог елемента и другога једног, конкретног 

или фиктивног, помоhног елемента, чије је варијације лакше у ми

слима представити; веза треба да је такве врсте да свакој промени вре

дности параметра, придатог овоме помоlшом елементу, одговара про

мена првога елемента у оном истом смислу у коме је била и промена 

параметра. Такво је скалирање једна врста ну.мерисања узастопних 

тренутних стања Једнога дескриптивног елемента, тако да се разна 

таква стања једнога истог елемента разликују међу собом по вредно

стима параметра такве нумерације. Свако је такво скалирање, у исто 

време, и једна врста координатног система за фиксирање и међусобно 

упоређиваље разних узастопних стања једног елемента. Апсолутно 

скалирање је један од могуhних таквих система. Вредност параметра, 

која има да дефинише и фиксира једно такво одређено стање и која 
. . 

игра улогу Једне врсте координата, зависи, као и у аналитичкоЈ геоме-

трији, не само од места које то стање заузима у нумерисаноме низу 

свих могуhних стања истога елемента, веh и од самих конвенција уне

сених при избору и фиксирању таквога једног координатног система. 

Вештачко скалирање носи на себи тип генералности, која и чини 

да се њиме могу обухватити и елементи неприступни апсолутном ска

лирању, као што су разноврсни квалиШеШи, несводљиви на елементе 

какви се претпостављају при апсолутном скалирању. Њиме је, штави

ше, у великом броју случајева подесно заменити и само апсолутно 

скалирање баш и кад је ово могуhно. Скалирање нпр. боја се може 

извршити и поређавши боје у један линеаран ред, пројектујуhи спектар 

сунчане светлости на какав заклон и дефинишуhи сваку специјалну 

боју њеним одстојањем од почетне тачке таквога низа. Оно се, исто 

тако, може извршити и дефинишуhи боје одговарајуhим индексима 

преламања за једну одређену средину. Оно се за разне нијансе једне 

сложене боје може извршити и илуструјуhи њена разна стања варија

цијама једнога скупа параметара, који би представљали пропорције ра
зних простих боја што улазе у њен састав. Блеђа или затворенија нија-
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нса једне исте боје може се тако исто скалирати и степеном бледила 

или затворености те боје, а према једној унапред усвојеној и утврђеној 

скали (разни степени црнила, зеленила, црвенила итд.). На сличан на
чин би био скалиран и мирис сложен из више простих мириса, чије би 

пропорције играле улогу параметара нумерације. Ацидитет или бази
цитет каквога хемијског тела или какве смеше може се скалирати јед
ним параметром који би му мерио јачину по једној произвољној, али 

утврђеној скали. Узастопне фазе у прогресивној еволуцији једне ма 
какве органске особине, једног биолошког карактера, биле би скали

ране једним параметром који би им дефинисао место у њиховом 

природном реду у току еволуције. Промене физичких, хемијских, тера

пеутичких и др. особина једне смеше више хемијских тела могу се, 

поред осталих начина, скалирати и једним скупом параметара који би, 

дефинишући непосредно пропорције састојака у смеши у једноме да

том тренутку, дефинисали у исто време посредно и стање тих особина 

у томе тренутку. 

Уопште, један ма какав квалитет, једна особина, и све оно што 
. . 

може играти улогу дескриптивних елемената у дескрипцИЈама порва, 

може се скалирати једним параметром или једним скупом параметара, 

који играју улогу једне врсте координата при томе скалирању и који ће 

бити названи gескриййlивним йарамейlрима датог елемента. 

Као што се дешава да се један дескриптивни елеменат, ради де

скрипције и скалирања његових узастопних тренутних стања, може ра

ставити на скуп од више елемената, чији скуп стања у датом тренутку 

саставља стање првобитног елемента у томе тренутку ( сложене боје, 
сложен мирис, звук сложен из хармонијских звукова), тако се дешава и 

да се један скуп елемената при скалирању може схватити као једна 
целина и као таква скалирати нарочитим параметром или скупом па

раметара. Такав би један скуп параметара, кадшто и један параметар, 

скалирао нпр. узастопне фазе једне болести, развитка једног органи

зма, напретка једне установе итд. 

Десiiрнпцнја мењања једног елемента. - Кад је већ утврђен један 
дескриптивни параметар за један уочени елеменат, мењање тога еле

мента у току појаве може се описати описом начина на који се овај 

параметар мења за то време. Тај начин је илустрован дијаграмом, у ко

ме се време преноси на апсцисну, а одговарајуће вредности параметра 

на ординатну осу. Тако добијена крива илуструје кинейlички йlок де

скриптивног елемента коме одговара. За део линије што представља 

кинетички ток у једноме датом размаку времена казаће се да пред

ставља фазу тога тока у том размаку. Јединице мере за дескриптивне 

елементе и за време произвољне су и не утичу на облик дијаграма, са 
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погодбом да се, кад су једном изабране за једну дату конструкцију, 

одрже непромељене у целом току те конструкције. 

Једна фаза дескриптивног елемента биће кванШиШаШивно описа

на ако је одговарајући део дијаграма оцртан с довољном тачношћу да 

би се с љега могао с довољном тачношћу одредити положај тачке чија 

би ордината својом величином, а према изабраним јединицама мере, 

одређивала вредност одговарајућег параметра. 

Ток he бити кванШиШаШивно описан ако су на дијаграму пред
стављене само извесне квалитативне појединости тока, као што су: 

сталност, знак у датом размаку времена, растеље или опадаље, егзи

стенцИЈа максимума или минимума, тежље каквом асимптотном стаљу, 

осцилаторни карактер, брзина рашћеља или опадања, континуалност 

или дисконтинуалност, периодичност, прекиди, нагли скокови, проме

не знака, пролазак кроз нулу итд. 

Кван:титативн:а дескрипција. - Могућна је само код оних дескрип

тивних елемената КОЈИ су практички мерљиви, тако да им се стања за 

сваки тренутак могу с довољном тачношћу бројно изразити изабраним 

јединицама мере. Такав је нпр. случај с непосредно или посредно мер
љивим елементима у механичким, физичким, хемијским, физиоло

шким итд. појавама (дужине, површине, запремине, углови и разни 
геометријски параметри што дефинишу положаје, облике или распо

реде; индекси преламаља, Јачина осветљеља, количина електрицитета, 
,, 

интензитет струје, Јачина магнетисања, притисак, густине, електрични 

отпори, разноврсни коефицијенти што дефинишу физичке, хемијске и 

физиолошке особине тела итд.). 

Дијаграм варијација може се резимирати једним математичким 

обрасцем у коме he параметар што одговара дескриптивном елементу 
бити изражен као функција времена и који he бити тачан или при
ближан, према томе да ли је изведен из тачнога познаваља закона ва

ријације тога параметра у току времена или из познаваља приближног 

закона, или емпирички, интерполацијом. Такав he образац тада бити 
аналиШички йреgсiйавник закона кинетичког тока за уочени елеменат. 

За два елемента казаће се да у једној фази показују међусобну кван

ШиШаШивну анало'iију Шока ако имају исте аналитичке представнике 

закона тока у тој фази, тј. ако су им једначине дијаграма у тој фази ис

тога облика и са истим бројним коефицијентима. 

Квалитативна дескрипција. - Могућна је за све врсте дескрипти

вних елемената, од најконкретнијих до најапстрактнијих. Сваки појам, 

свака идеја, сваки ocehaj, има у себи нечега мерљивог, ако не у прак
тичном а оно у математичком смислу, ТЈ. нечега што се може схватити 

као веће или маље, јаче или слабије, и по чему се разна тренутна стаља 

једног истог дескриптивног елемента могу међу собом упоређивати. 
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Јачина ацидитета или базицитета једнога хемијског тела или једне сме

ше; јачина једне дражи, акутност једне болести, јачина једнога ocehaja, 
интензитет Једне представе у свести, јачина пажље, величина телесног 

или душевног напора, степен једне културе, степен осетљивости, бр

зина напредоваља или ретроградације при каквој прогресивној еволу

цији, важност једнога акта, замашност једне дужности, једне кривице, 

једне заслуге итд. јесу елементи код којих, и ако они сами по себи могу 

бити неприступачни практичноме мерељу и прецизном изражаваљу у 

каквим одређеним јединицама мере, ипак је могућно схватити им све 
оне квалитативне појединости на које се наилази у варијацијама 

практички мерљивих елемената: рашћеље или опадаље, анулисаље 

елемената, континуални, дисконтинуални, осцилаторни, периодички 

итд. карактер, максимуме и минимуме итд. 

Зна се нпр. да интензитет ocehaja расте знатно спорије него ин
тензитет дражи која га изазива. Осцилаторне појаве најразноврснијих 

природа састоје се у периодичном или апериодичном осциловаљу јед
нога елемента или комплекса елемената око једнога одређеног стаља, 

или у наизменичном приближаваљу томе стаљу и удаљаваљу од њега, 

на начин сличан кретаљу клатна. Такви елементи, међутим, могу бити 

практички немерљиви, па да им се ипак може схватити и истаћи на 
видик осцилаторни карактер. Маса ритмичких појава у биологији, 

маса трајних историјских појава, поступни развитак разних социјалних 

институција у дугим периодама времена, који би се састојао у низу 

таквих наизменичних приближавања и удаљаваља, али све слабијих у 

току времена, јасан су и довољан пример за то. Егзистенција макси

мума и минимума може се такође схватити за дескриптивне елементе 

свих врста; изрази као што су: кулминација једне болести, врхунац 

силе, каријере, моћи, богатства итд. то јасно показују. Изрази као што 

су: удвостручити пажљу или интересоваље; изгубити (анулисати) во
љу, наклоност или укус за какав акт итд. исказују ма и овлашно цеље

ње релативних величина дескриптивних елемената неприступних пре

цизном мерељу. Факт да је покретачка тежља везана за једну идеју 
утолико већа уколико акт који она има да импозира изазива више за

довољства или уколико је он у већој сагласности с личним интересима; 

приписиваље одређеног правца људским радљама или социјалним 
покретима; уочаваље циља као асимптотне тачке којој конвенгирају 
такве радље, покрети или идеје у једној одређеној периоди времена 

такође су факта која непосредно исказују схватаље квалитативних по

јединости у варијацијама елемената свих врста и свих природа. То 
исто, напослетку, исказују и оне многобројне, баналније или дубље, ме

тафоре и компарације једних појава с другима познатијим, које се и у 
обичном животу, и у кљижевности, и у наукама на сваком кораку упо-
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требљују и у којима се уочена појава, са одређеним квалитативним по
јединостима у варијацијама њених дескриптивних елемената, упоређу

је с другом којом, у којој су те појединости јасније, очевидније, или где 
оне изазивају интензивније представе или oce:haje. Довољно је подсети
ти на поређење наглих варијација појединих елемената с бујицом (нпр. 

бујица страсти); на поређење наглих, напрасних скокова у варијаци
јама са ударом; на поређење душевних немира са узбурканим морем, 

јаких напраситости са експлозијом (нпр. експлозија oce:haja) или елек
тричним испражњавањем, атавизам са еластичним или магнетним 

хистерезичним појавама; на поређење разноврсних физиолошких, со

циолошких или психолошких ритмичких појава са осцилаторним кре

таљем клатна, или са приливом и одливом; на нервну акцију упоређену 

са електричним пој авам а, на неодлучност и колебање упоређена са 

балансирањем теразија изведених из равнотежног положаја и тако 

даље. 

Овакве су метафоре и компарације у исто време и нарочити израз 

квалиШаШивних аналогија тока појединих елемената у појавама на 

које се односе. Језгро је такве аналогије у факту да дијаграми одгова

рају:hих елемената, у размаку времена у коме се посматрају, показују 

симултано квалитативне појединости једне исте врсте. Аналогија је 

утолико потпунија уколико је ве:hи број и интерес таквих заједничких 

квалитативних појединости. Она је нпр. врло потпуна у групи ритми

чких појава са поступно амортизираним осцилацијама, или између по

јаве поступне магнетизације гвоздене шипке и поступне акумулације 

продукта једне мономолекуларне хемијске реакције у току времена 

( одговарају:hи дескриптивни елеменат и у једној и у другој појави по
лази од вредности нуле, почиње у први мах нагло расти, а затим све 

лакше, теже:hи при том поступно једној финалној одређеној вредности, 

као својој асимптотној граници), или између магнетних пертурбација 
на земљи и честине сунчаних протуберанца (симултано раш:hење, опа
дање, пролазак кроз максимуме и минимуме, варијације у једном истом 

смислу релативних величина узастопних максимума и минимума) итд. 
Аналогија је, напротив, врло овлашна у компарацијама напрасних ско

кова, при варијацијама појединих елемената, са ударом, или у компа

рацији душевних колебања са балансирањем теразија итд. 

Шематска дескрипција појава. - Описати тематски појаву значи 
описати сукцесију узастопних тренутних стања сваког од њених иза

браних дескриптивних елемената и формирати резултују:hу шематску 

слику из скупа појединих начина варијација тих елемената. 
Ако је у појави од интереса само један дескриптиван елеменат, 

њена се дескрипција састоји у дескрипцији његових узастопних трену

тних стања у датоме размаку времена. Ако их је више, поред њиховог 
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појединачног описа дешава се да се компарацијом њихових симултаних 

варијација у току појаве запазе какве релације које су од интереса у 

дескрипцији појаве. Оне су од нарочитог интереса ако су йерманенШне, 
тј. ако су увек исте кад год је остварен један одређен скуп прилика, па 

ма какав био начин на који се такви елементи посебице мењају. 
Дешава се, осим тога, да стицај таквих симултаних начина варијације 

изазива у резултујуhој слици појаве нарочите појединости од интереса, 

које излазе на видик тек онда кад се варијације дескриптивних еле

мената посматрају симулШано и које су резултат комбинација таквих 

симултаних промена. Тако нпр. чисто геометријска одлика у кретању, 

као што је путања покретне тачке, постаје тек комбиновањем симул

таних варијација координата тачке, било изоловане, било као састав

ног дела каквог чврстог тела. Исти је случај и са сликама геометријске 

деформације тела у току времена, нпр. са сликом поступног спљошта

вања једног елипсоида, која резултира из симултаних варијација иза

браних геометријских параметара. Исто је тако и са резултујуhом сли

ком нарочитих кретања чврстих или течних тела, као што су кретање 

чигре, кретање усталасане течности итд., или са оптичким ПОЈавама 

Lissajous-oвиx фигура, које резултују из симултаности вибрација два 

међу собом укрштена дијапазона, или са оптичким сликама Wheat
ston-oвor калејдофона, или са резултујуhим бојама танких листиhа које 

постају комбиновањем вибрација разних праваца итд. 

Таквом врстом дескрипције појава је шемаШисана, тј. транс

формисала у једну слику, у којој од првобитних дескриптивних елеме

ната остају само њихови квантитативни представници, тј. параметри, 

који им својим начином варијације илуструју низ узастопних тренутних 

стања и у којима је специфична конкретна природа сваког појединог 

елемента потпуно ишчезла. То је једна врста скице у којој су ишчезле 

и боје, и сенке првобитне слике, а остале само црте и контуре, али 

довољно одређене да би се по њима, по потреби, могла реконстру

исати првобитна слика. Да би реконструкција била могуhна, тј. да би 

се могла створити права слика појаве онакве каква је она у реалности 
и каква је шематисана у тој слици, са свима њеним конкретним специ

фичним одликама, потребно је у мислима задржати везу између кон

кретне природе дескриптивних елемената и параметара КОЈИ их пред

стављају у скици. Помоhу те везе, придајуhи сваком параметру оно 

што му је шематисањем одузето, вратили би се на првобитни дескри

птивни елеменат, чији је он представник. Начин варијације параметара 

изазива тада једну слику која даје низ узастопних тренутних стања 

одговарајуhих елемената, а скуп таквих слика формираhе праву, кон

кретну, слику појаве, онакву каква је била у реалности. 
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ШЕМАТСКА ДЕСКРИПЦИЈА 

НЕКОЛИКИХ КОНКРЕТНИХ ПОЈАВА 

I. Кретање чигре по хоризон:ташшј равни 
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Непоередним посматрањем појаве, кад је ова довољно брза, види 
се да се она састоЈИ 

1. у кретању врха А у 
равни; 

2. у обртању осовине АВ 
око нормале AN на равни, у 
тачки која се поклапа са вр

хом чигре; 

З. у приближавању и од

мицању осовине АВ према 

нормалиАN; 

4. у обртању чигре око 
осовинеАВ. 

Разна тренутна стања у 

првоме кретању дефинишу 

у в 

Сл.l 

координате х и у врха чигре у равни по којој се она креhе. 

Стања у другоме кретању дефинисана су углом \jf који гради про

јекција АС осовине чигре у равни хОу са правом AD, паралелном осо
вини Ох. 

Стања у треhем кретању дефинисана су углом BAN =е који гради 
осовина АВ са нормалом AN. 

Напослетку, стања у четвртом кретаљу дефинисана су углом <р, 

добијеним на овај начин: нека је АЕ пројекција у равни хОу праве SM . . 
што пролази кроз Једну произвољну тачку чигре и стоЈи управно на 

осовини АВ; тада је <р угао који гради праваАЕ са правом АС. 

Све појединости при кретаљу чигре резултују из комбинације ова 

четири симултана кретаља. Дескриптивни су, дакле, елементи појаве: 

координате х и у врха и углови \ј/, е, <р. Овде he бити описане сукцесије 
узастопних тренутних стаља свих ових елемената ПОЈединце. 

А. КвалиШаШивна gескрийција 

1. Параметар х 

Посматрачу из даљине, који би пратио мељање апсцисе у току 

времена, изгледало би да се ова мења пропорционално времену, тако 

да би дијаграм имао облик праве линије L (сл. 2). Кад се ове промене 
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изближе загледају, наместо праве линије добија се једна крива линија 

D, која равномерно осцилује око праве L (сл. 2). Али кад се те промене 
још пажљивије загледају, види се да то нису просте осцилације око је

дне праве, веh још компликованије криве линије које осцилују између 

двеју осцилаторних кривих, облика означеног на сл. 3. Осцилације су 
епициклоидалног облика, тј. криве осцилујуhи додирују ону од осцила

торних кривих чија је амплитуда веhа, а стоји управно на оној од тих 

кривих чија је амплитуда мања, тако да је тачка у којој се cpehy повра
тна тачка криве диЈаграма параметра х. 

х 

Сл.2 

о 

Сл. З 

2. Параметар у 

Исти ток као код параметра х, само с том разликом што су права 

L и поменуте криве нешто више нагнуте према осовини Ot. 
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З. Параметар 8 

Овај параметар показује низ правилних периодичних осцилација 
око своје почетне вредности 80 и варира између двеју вредности 81 и 

82 које су такве да је разлика 81 - 80 нешто веhа од разлике 80 - 82 . 

Дијаграм варијација представљен је сликом 4. 

о L-------------------------------------t 

Сл. 4 

4. Параметар \jf 

Посматрачу из даљине изгледало би да овај параметар равноме

рно расте у току времена, тако да би дијаграм имао облик праве М (сл. 
5). Ближи посматрач уочио би извесно наизменично убрзаваље и ка
шњење у томе рашhењу, тако да би фактички дијаграм имао облик 

једне криве линије која лагано и периодички осцилује око праве М. 

м 

м 

0~------------------------t 0~--------------------

Сл. 5 Сл. 6 
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5. Параметар <р 

Варира на исти начин као и параметар \jf, само с том разликом 

што му је рашhење уопште много брже, а осцилације око праве М спо

рије. Дијаграм има облик као на слици б. 

Сл. 7 

Симултане варијације параметара х и у 

чине да путања коју описује врх чигре у хори

зонталној равни у којој се креhе има облик 

линиЈе коЈа, гледана издалека, изгледа као 

права. Гледана мало изближе, она има облик 

синусне линије која осцилује око горње праве. 

Међутим, тачније посматраље показује да је 

та крива компликованија: она варира између 

двеју линија синусног облика с једнаким пе

риодама, а различних амплитуда, додирујуhи 
ону чија је амплитуда веhа, а стојеhи управно 

на оној чија је амплитуда мања, тако да је у тој 

тачки повратна тачка саме путање. Облик 

путање представљен је сликом 7. 

Б. Кванiйиiйаiйивна gескрийција 

Означимо са и (t) функцију добијену инверзијом интеграла 

dt =Ј Ги. 
где је краткоhе ради стављено 

И= Ми2 
+N , 

Аи3 + Ви2 + Си+ D 

и где су А, В, С, D, М, N константе. Закони варијација дескриптивних 
елемената х, у, О, \jf, <р у току времена биhе тада представљени обра

сцима облика 

х = bt + c~l- и2 
· cos \jf, 

у = nt +с~· sin \jf, 

е= arccosи, 

fd К +Ни 
\jf= и(L+Ти2 )Гu' 
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<р = R- Ј du Н- К и 
(L+Tu2 )JU' 

где су Ь, с, n, k, К, Н, L, Т, ... константе. 
Ови закони се могу заменити својим приближним облицима 

х = bt +с~· cos \Jf, 

у= nt+c~l-u2 ·sin\jf, 

\jf = at + ~ cospt, 

со= yt + 8 cosqt, 

е= arccosu, 
где Је 

и= Л+ ~-tsinpt, 

и где су све количине, осим t, константе.! 

II. Појава дифракције паралелне светлости 

Нека се пусти да један сноп паралелних 

светлосних зракова падне управно на зак

лон PQ с једним врло уским, а врло дугач
ким отвором MN. Нека се замисли да је на 
тај отвор управљен доглед, који се кpefie у 

равни управној на заклону тако да непре

стано при томе кретањ у буде управљен на 

отвор а да се, међутим, око посматрача при 

томе кретању непрестано помера Једнаком 

брзином дуж праве ST паралелне са закло
ном. Посматрач fie, гледајуhи кроз такав по
кретан доглед, видети осветљен отвор, али 

fie се и јачина осветљења и боја непрекидно 
мењати у току кретања догледа. 

Сл. 8 
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1 Кlein u Sommerfeld, ИеЬег die Theoгie des Kгeisels, Н. Ш; Graindorge: Соигs de 
Mecanique analytique, t. II. 
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А. КвалиШаШивна gескрийција 

У случају кад је светлост монохроматска, појава he се састајати 
само у променама осветљеља. Као дескриптивни елеменат појаве сма

траћемо јачину осветљеља (параметар i), које he се у току појаве ме
љати на овај начин: претпоставимо да помераље ока почиље од једнога 
положаја Т, а да се врши у правцу стрелице. Ако је почетни положај Т 

ока такав да се правац ТО довољно разликује од правца NR зрака, 
отвор he изгледати неосветљен. У даљем току помераља појавиће се 
прво једно врло слабо осветљеље, које he јачати, достићи један врло 
слаб максимум, почевши од кога he опет слабити и нестаће га. Затим 
he се опет јавити слабо осветљеље које he поступно јачати, достићи је
дан максимум, Јачи од првог, и од тада се опет поступно гасити, ишче

знути, опет се појавити итд., показујући један низ максимума и нестаја

ља. Ти су максимуми све јачи до једног извесног тренутка, почевши од 

кога они постају поступно све слабији, док се осветљеље најпосле по

ступно сасвим не угаси. У тренутку у коме максимум јачине осветље

ља достиже свој најјачи максимум отвор је веома интензивно осве

тљен, много интензивније но код осталих максимума, како пре љега 

тако и после љега, који су веома слаби према љему и који врло брзо 
слабе при помераљу на једну и другу страну од R. Крива линија, која 
представља ток дескриптивног елемента i, има облик као на слици 9. 

о 

Сл. 9 

Ако је наместо монохроматске узета сунчева светлост, мељаће се 
при помераљу догледа не само јачина осветљеља, већ и сама боја: ви
дно he поље бити колорисано на разне начине и имаће облик спектра, 
у коме he на једном крају бити црвена, а на другом љубичаста боја, и 
то тако да је љубичаста увек ближа правцу OR упадних зракова. 
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Б. КванШиШаШивна gескрийција 

Закон варијације дескриптивног параметра i у току времена t, ра
чунатог од тренутка кад је око у почетном положају, представљен је 
обрасцем 

(10) 

где Је 

B+Ct 
и=-----г====~ 

~1 +(М+ Nt)2 
' 

и где су А, В, С, М, N константе које зависе: од ширине отвора на закло
ну; од брзине померања ока; од растојања заклона од праве ST; од по
четног растоЈаља ока од отвора и од таласне дужине посматране све

тлости. Константе су А, М, N независне од таласне дужине, а константе 
В и С су обрнуто пропорционалне тим дужинама. Прве три константе 

остају, дакле, исте за све боје, а В и С се мењају од једне боје до друге. 

Јачине осветљења у тренуцима који одговарају максимумима 

осветљења добијају се кад се у образцу (10) смењује и узастопним ко
ренима Једна чине 

и- tgu =О 

Ако се јачина осветљења у тренутку кад се око налази у положају 

R узме за јединицу, први максимум пре и после тога тренутка има за 
вредност око 0,050; други вредност око 0,018; треhи вредност око 0,009 
итд. 

Пl, Појава исирЮii:ЊаЈ!Шња електричиоr коидеизатора 

Кад се арматуре једнога електрич

ног кондензатора, напуњене одређеним 

количинама позитивног и негативног 

електрицитета, вежу међу собом провод

ном жицом (за чији he се капацитет прет
поставити да је занемарљив), конденза
тор се одмах почиње испражњавати. Ис-

пражњавање није тренутно; за време док Сл. 10 

оно траје кроз спроводну жицу креhе се 

А В 

електрицитет у облику струје испражњавања, чији се и јачина и смисао 

мењају од једног тренутка до другог. Појава у једним случајевима има 
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осцилаторни карактер; у другима је континуална, без осцилација. Које 

he од тога двога бити, зависи од релативних величина физичких 
константи кондензатора и яаще. 

Дескриптивни елементи појаве могу бити: електрично оптереhе

ње кондензатора (параметар q) или јачина струје (параметар i) што 
пролази кроз жицу у току испражњавања (струја испражњавања). Ја
чина he се сматрати као позитивна онда кад струја постаје смањива
њем електричног оптереhења кондензатора. 

А. КвалиШаШивна gескрийција 

У случају континуалног испражњавања параметар q, почевши од 
једне почетне вредности q0 , опада стално до нуле, КОЈОЈ тежи као своЈОЈ 

асимптотној вредности. Дијаграм има облик слике 11; где је Ot асим
птота криве линије. - Параметар i полази од вредности О, почиње 
нагло расти, достиже известан максимум и од тада стално опада до 

нуле, којој асимптотно тежи. Дијаграм је представљен сликом 12, где 
је Ot асимптота. 

q 

Cл.ll 

q 

i 

Сл.12 

У случају осцилаторног ис

пражњавања параметар q, поче
вши од једне почетне вредности 

q0 , опада, постаје раван нули, 

---+-1--1-+-t--+-+-+-+-+-+-+-J-+-+++-+-1-\-A-.=---- t з а тим нег а т ив ан, до стиже ј ед ан 

Сл.lЗ 

негативан минимум; затим ра

сте, постаје поново раван нули, 

достиже један позитиван макси

мум, после кога опет опада итд. 

Наизменични максимуми и ми-

нимуми непрестано су све мањи 

у току времена и теже нагло 

нули (сл. 13). 
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Параметар i у почетку је раван нули, затим расте до извесног по
зитивног максимума, после кога опада до нуле, постаје негативан, до

стюЕ::е један негативан минимум итд., као и параметар q (сл. 14). 

Сл.14 

Варијације оба параметра састоје се, дакле, у једноме низу амор-. . . 
тизираних осцилациЈа око вредности нуле, КОЈОЈ они поступно теже и 

на КОЈУ се своде после извесног времена: од тога тренутка испражњава

ње кондензатора Је довршена. 

Б. КванШиШаШивна gескрийL~ија 

У случају континуалног испражњавања узастопна стања параме

тра q могу се резимирати обрасцем облика 

а узастопна стања параметра i обрасцем облика 

где су а, Ь, k, h, а 1 , а 2 константе за један исти кондензатор и исту 
жицу. 

У случају осцилаторног испражњавања обрасци су облика 

где су А, В, С,~, а, константе за исту жицу и исти кондензатор. Узасто

пни максимуми и минимуми опадају као чланови једне опадајуhе гео

метријске прогресије. Осцилације су правилне и имају као сталну пе

риоду 
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IV. Поступна хемијска трансформација у моиомолекуларн!iiМ 
реакцијама 

Нека се претпостави да каква течност I, мења поступно свој хе
мијски састав под утицајем каквога физичког узрока (нпр. светлости, 

електрицитета итд.) или каквог фермента, распадајуhи се нпр. на n 
про дуката Р1 , Р2 , ... , Р11 , где уопште xk представља количину продукт а 

Pk у посматраноме тренутку. 

А. КвалиШаШивна gескрийција 

--~--------------------t 
о 

Сл.15 

Ако је температура реакције ста-
. . 

лна за све време траЈања поЈаве, сваки 

од параметара х, почевши од вредно

сти х= х, поступно расте, и то најбрже 

у почетку реакције, а затим све спори

Је, тако да после извесног времена то 

рашhење постаје неосетно и х задржа

ва од тада једну сталну вредност. Кри
ва, што представља ток тога елемента, 

има једну асимптоту паралелну осови-

ни Ot и представљена је сликом 15. 
Ако се температура мења у току реакције, имаhе се опет крива 

истога облика, али унеколико деформисана: она he лежати изнад или 
испод горње криве, према томе да ли температура расте или опада за 

време реакциЈе. 

Б. КванШиШаШивна gескрийција 

Сваки од параметара х, кад је температура Т реакције стална, ме

ња се у току времена по закону облика 

х = а (1 - е-Лt ), 

где су а и Л позитивне константе, тако да израз 

1 а -log--
t х-а 
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задржава сталну вредност за све време трајања појаве. 

Ако је температура Т променљива у току реакције, тако да се Т 
мења с временом по закону облика 

т= 8(t), 

параметар х мењаhе се у току времена по закону облика 

х= а [1- e(j)(t)], 

где Је 

где су а, J.l, k, h константе.l 

t ,, 

<p(t) = -џЈ 8ke0dt, 
о 

V. Појаве гастричног хемизма у организму 

Испитујуhи гастричну течност у разним тренуцима за време варе

ња, Wintel" је констатовао извесне правилности у поступном мењању 
њеног хемијског састава у току варења, као резултат физиолошких 

процеса који се тада дешавају. Ограничимо се на nромене гастричног 

сока искључиво у погледу хлорних елемената у разним фазама варења. 

Хлор, који се у једноме датом тренутку налази у томе соку, може 

се јављати: 1. у облику слободне хлороводоничне киселине; 2. у облику 
анорганских хлорида, 3. у облику органских хлорних деривата. 

У з мимо за дескриптивне елементе: 

1. целокупну количину хлора (параметар и1 ), 
2. количину хлора сједињену у анорганским хлоридима (параме

тар и2 ), 
3. количину хлора сједињену у хлороводоничној киселини (пара

метар и3 ), 
4. количину хлора сједињену у органским хлорним једињењима у 

1оосс гастричног сока (параметар и4 ). 

У приликама у којима су вршени експерименти констатовано је 
да се и1 , и2 , и3 , и4 мењају у току варења на начин који је овде описан. 

1 Михаило Петровиh, Прилози хемијско ј кинейiици, Глас Срп. краљ. акад. 57. 
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А. КвалиШаШивна gескрийција 

1. Параметар и1 

Чим почне варење, и1 почиње расти и стално расте за све време 
појаве. После извесног времена 8 рашhење одједном почиње бивати 
брже но до тада, тако да на томе месту крива, која има облик слике 16, 
показује прелом. 

--+---------------~------------t 
о е 

Сл.lб Сл.17 

2. Параметар и2 

Расте непрестано од почетка појаве па до краја, али после време

на е, истог као и код параметра u1, рашhење одједном почиње бивати 

спорије но до тада. Крива, која има облик слике 17, има прелом на то
ме месту. Почевши од тога тренутка, лук криве се приближно поклапа 

с правом ЛИНИЈОМ. 

3. Параметар и3 

почетка појаве па све до тренутка е, вредност u3 , је врло при

ближно равна нули. Од тренутка 8 параметар u3 почиње веома нагло 

расти, достиже један знатно велики максимум, после кога доста нагло, 

али ипак спорије но што је пре тога растао, опада до нуле. Крива тако

ђе показује прелом у том тренутку. 

4. Параметар и4 

Крива истог облика као сл. 1, само са овом разликом: у почетку 
рашhење спорије но код параметра u1; почевши од једног трену-
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тка е''. после тренутка е рашhење је брже но код u1• Крива линија ту 
показуЈе прелом. 

_) 
--::-r--====------=------==--- t 

о о 

Сл.18 

Б. Kвaнiiiuiiiaiiiuвнa gескрийција 

Квантитативном анализом гастричног сока у различитим трену

цима варења, у приликама у којима је вршио експерименте, Winterl је 
констатовао ове величине параметара u1, и2 , u3, u4 за време трајања по
јаве, где t значи размак времена од почетка појаве, рачунат у минута
ма, и где су вредности параметара изражене у милиграмима садржаног 

хлора у 1ООсс гастричног сока: 

t и, u2 из u4 

7 58,4 36,8 о 11,6 

14 73,0 58,4 о 14,6 

21 83,9 65,7 о 18,2 

28 94,9 69,3 7,9 17,7 

60 169,0 76,6 38,0 54,4 

124 299,0 94,9 о 204,1 
--

Преглед ових бројних података показује да се у кинетичком току 

појаве могу разликовати две, једна од друге различне, фазе и да се у 

свакој од њих начин варијације дескриптивног елемента може резими

рати наведеним приближним емпиријским обрасцима. 

1 Wintei, Lois de l' e1JOlution des.fonctions digestives, Сот р. rend., t. 117. 1893. р. 65-68. 
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Прва фаза: од почетка појаве до тренутка е= 24 минута 

1 

u2 = 24t3 , 

Све време док се појава налази у овој фази постоји пропорционал
ност између одговарајуhих вредности параметара u1, u

2
, u

4
• 

Друzа фаза: од тренутка е= 24 мин. до краја појаве 

и2 = 63,78 +О, 2383t, 

Пропорционалност између вредности параметара престаје. 
обема фазама вредности параметара везане су непроменљивом 

релацијом 

према којој и3 у првој фази има за вредност нулу, а у другој вредности 
дате горњом таблицом. 

Тренутак 8, уопште, поклапа се са појавом елемента u3 , или бар 
никад није пре поЈаве тога елемента. 

Шематска дескрипција тока једне болести 

Једна одређена болест састоји се у нарочитим модификацијама 

органа и органских функција, које се у великом броју случајева састоје 
у променама недогледнога броја познатих и непознатих елемената. 

Међутим, обично се у таквој маси елемената може уочити један огра
ничен број њих који су нарочито карактеристични за болест која се 

мисли описати и чије су варијације, кад су описане, довољне да бар у 

овлашним цртама илуструју ток болести у једноме одређеном размаку 

времена. 

Тако су нпр. грозничава стања, која прате велики број болести, 

дефинисана у свом развитку непрегледном масом елемената, од којих 

би једни карактерисали термичке промене у организму, други промене 

у органима за дисање, треhи промене у функционисаљу органа за кр

воток или органа за секрецију, промене у нервном систему итд. Међу 

тим, пак, елементима својом важношhу нарочито се истиче њих неко

лико, у чијем се начину варијације огледа, бар у главним потезима, 

слика начина на који се у једном датом конкретном случају морбидно 

стање развијало. Такви би елементи нпр. били: они што дефинИшу 
термичко стаље организма (температура, параметар 8), респирацију 
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(број респирација у једној минути, параметар r), и пулс (број удара у 
минути, параметар р). 

Начин варијације тих елемената у грозничавом стању, које је пра

тило пнеумонију једнога одређеног пацијента, одређен је квалитати

вно и квантитативно на следеhи начин.! 

А. Квалийiаiliивна 

Сваки од параметара показује по једну неправилну сукцесију ра

шhења и опадања, која је била најјача у време кад је болест била аку

тна и која је све више слабила уколико се повраhало нормално стање у 
организму. Максимуми и минимуми су у првој, акутној, фази болести 
веhином изнад прве линије, што одговара нормалном стању; у другој 
фази, у којој болест поступно нестаје, они су испод те линије. Начин 

варијација представљен је кривим линијама на слици 19. 

' 

Сл.19 

' ' ' 

Б. КванйiиШаШивт-tа gескрийција 

... ____ _ 

Квантитативне појединости начина, на који горњи дескриптив-
ни елементи варирали за време трајања појаве, виде се из следеhих 
бројних података, који представљају њихове величине за то време (је
диница мере времена t је размак времена од три ч~с11). 

1 Deutsche Кlinik Bd., П, S. 245. 
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t е р г 

о 41,3 - -

1 39,3 - -

2 40,3 - -

3 39,3 112 45 

б 40,7 120 39 

7 40,1 121 38 

11 39,5 133 35 

12 38,7 132 34 

13 37,5 131 34 

14 37,8 131 33 

15 38,5 125 32 

16 38,5 120 36 

19 39,7 113 32 

21 39,6 116 34 

23 39,0 117 37 

28 38,5 118 43 

32 39,7 119 48 

35 39,7 120 53 

36 39,7 116 51 

39 39,5 105 48 
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П. ЕЛЕМЕНТИ ЗА АНАЛИТИЧКУ ДЕСКРИПЦИЈУ 

Геометријски и кинетички елементи појаве. - Дескриптивни системи и њихове кон
фигурације. - Фигуративна тачка система.- Трајекторија система.- Ток појаве. -Ин
тензитет појаве. - Брзина модификација, њени коефицијенти правца и њен смисао. -
Акцелерација појаве. - Стационарна стања у појави. -Тоталитет једнога елемента. -
Тоталитет појаве. - Редукција дескрипције појаве на дескрипцију кретања 

фигуративне тачке њеног дескриптивног система 

Шематској дескрипцији појаве може се дати још један облик, уни
форман за све врсте појава, који чини могуhном непосредну примену 
математичке анализе на проучавање појава. 

I'еометријски и кинетички елементи појава. - Скуп 

дескриптивних елемената појаве зваhемо њеним gескриШuивни.м си
сШе.мо.м. Скуп вредности самих елемената 

UI,Uz, ... ,U" 

у једном датом тренутку саставља конфи2урацију система у томе тре

нутку. Конфигурација система у тренутку t представља његово аuање 
у том тренутку. 

Једна конфигурација дефинише у п-димензионалном простору је

дну тачку М, чије координате имају за вредност величине u1, u2 , ... , и11 , 

што одговарају тој конфигурацији. Та he тачка бити названа фи2ура
Шивно.м Шачко.м њеног дескриптивног система. Сукцесивни низ кон

фигурација, кроз које систем пролази у току појаве, саставља Шрајек

Шорију система за то време: то је линија коју описује тачка М у п-ди

мензионалном простору (М) за време појаве. 
Трајекторија he бити 2ео.меШријски позната ако се за једну прои

звољну тачку на њој знају координате u1, u2 , •.. , U11 као функције једног, 

ма каквог, параметра Л, тако да је нпр. 

ИЈ= .fi(Л), 

Трајекторија he, пак, бити и 2ео.меШријски и кинеШички позната 
ако се овај параметар Л поклапа са самим временом t. Током йојаве 
зваhемо начин кретања тачке М по трајекторији. Он he бити познат 
ако у горњим једначинама улогу параметра Л игра само време. Брзина 

_ . h du 
иро.мене елемента и у тренутку t представљена Је вреднош у извода -

dt 
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у том тренутку. ИнйlензиШеШ појаве у датом тренутку t дефинисан је 
брзином тачке М по трајекторији. Она је мерило величине целокупне 

промене у систему у датом бескрајно малом размаку времена, што не

посредно долази иза тренутка t. Ако су се за то време координате 
и1 , и2 , •.. , и п промениле за du1, du2 , ... , du11 , нове he вредности координата 
и1 + ,и2 + du2 , ... дефинисати једну тачку М'. Брзина тачке М добија 

се кад се растојање ММ' подели са dt, а пошто је 

ММ' = ±~ du} + dui + ... + du~, 

то he брзина тачке М имати за вредност 

Правац брзине тачке М одређен је низом коефицијената 

и~ 
/1; =_ј_ (i = 1,2, ... ,n), 

)! 

(који he бити названи коефицијенШима йравца брзине), а смисао те бр
зине знаком који буде придат величини v у обрасцу (11). Приметимо да 
је брзина појаве у случају једног параметра равна угаоном коефици

јенту дирке на трајекторији (брзина транслаторног и ротаторног кре
таља, брзина хемијске реакције, интензитет струје итд.). Брзина про
мене интензитета појаве у тренутку t дефинише акцелерацију појаве у 
том тренутку. То је у исто време акцелерација тачке М. Ако се за 

време одмах за тренутком t, координате тачке М' промене за: 
d 2u1, d 2u2 , ... , d 2un, скуп нових координата 

дефинише једну тачку М". Акцелерација тачке М па дакле и акцелара

ција појаве, добија се кад се растојање М'М" подели са clt2
; то he, да

кле, бити 

(12) а= 

За једну he се казати да се почевши од једног одређеног трену-
тка t налази у сШационарNо.м. сШању ако се, почевши од тога тренутка, 
елементи више не у времена. Конфигурација, од тада 
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систем стално задржава, дефинише то стање. У таквом стању су како 
брзине и убрзања промена појединих елемената, тако и брзине и убр
зања тачке М равни нули. Тако исто и за поједине елементе u1, u2 , •.• , u

11 

казаhе се да су у стационарном стању ако су им брзине и убрзања 
промена, почевши од једног одређеног тренутка, равни нули. 

Под Шоiйалийlейlо.м еле.менйlа и у датом размаку времена (t1, t2 ) 

разумеће се вредност одређеног интеграла 

(, 

~ = {иdt. 

Ако су ~ 1 , ... ,~ 11 тоталитети елемената u1, ... ,u11 у размаку времена 
(t1 ,t2 ), систем 

има ту особину да је брзина тачке коју он представља равна одстојаљу 
одговарајуhе тачке М од почетка. 

Под йlойlалийlейlо.м йојаве у размаку времена (t1, t2 ) разумеhе се 
одстојање одговарајуће тачке N (~ 1 ,~ 2 , ... ,~ 11 ) од почетка. Он је, дакле, 
представљен изразом 

s = ~~f + ... +~~-

Тоталитет елемента и у размаку времена (t1, t2 ) представља повр
шину на дијаграму елемента и, ограничену осовином Ot, луком криве 
линије и = Ј (t) и двема ординатама што одговарају апсцисама t1, t2 • 

При транслаторном кретању, кад је елеменат и брзина транслације, 

улогу тоталитета игра пређени пут. Ту исту улогу игра обртни угао у 

ротаторном кретању према угловној брзини. При кретању клатна, при 

вибрирању еластичне шипке, при вибрацијама етра из којих резултују 

светлосне појаве, улогу тоталитета према брзини осцилација или ви

брација игр<t елонгација. Ту исту улогу игра количина електрицитета, 

мерена количином разложенога електролита према ја чини струје, или 

количина светлости садржане у једном снопу светлосних зракова пре

ма флуксу снопа, или количина топлоте потребна да једном телу пови

си температуру на одређен број степени према специфичној топлоти 

тела, или количина течности која се гомила истицаљем кроз какав от

вор према брзини истицања или количина продукта хемијске реакције 

наспрам брзине реакције, или количина дестилата наспрам брзине де

стилације и, уопште, количина резултата једнога процеса ма какве 

конкретне врсте наспрам брзине тога процеса итд. 

Трајекторија система представља 2ео.мейlријске еле.менйlе, а кон

фигурација система у датом тренутку, брзина промена појединих еле-
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мената, интензитет појаве и тоталитет појединих елемената кинейlи

чке елеменше ПОЈаве. 

Кад је познат кинетички ток појаве, из њега се на прост начин из

воде сви елементи, и геометријски и кинетички. Ток ће, међутим, бити 

познат кад је познат закон кретања одговарајуће фигуративне тачке 

система у току појаве. Према томе, gескрийција јеgне йојаве са n gе
скрийШивних еле.менаШа у сви.ма њени.м йојеgиносШи.ма cвogu се на gе

скрийцију креШања фиzураШивне Шачке њено2 gескрийШивно2 си

сШе.ма у n-gи.мензионално.м йросШору. 



ДРУГА ГЛАВА 

МЕХАНI'IЗМИ ПОЈАВА 

I. ЕЛЕМЕНТИ ЗА ШЕМАТСКУ ДЕСКРИПЦИЈУ 

Улога, аналогија улога, језгро аналогије. -Активне улоге, активитет, тежња, утицај, 
јачииа узрока.- Пасивне улоге.- Улоге импулсивних, појачавајућих узрока; улоге де
пресивних, антагонистичких узрока; улоге активних и реактивних узрока.- Специјал

није врсте улога: улога изазивача, улога тренутних узрока, координативне улоге, регу
латорске улоге, улоге терена, улоге веза, улоге nрепрека. - Квантитативне и квалита

тивне аналогије улога. - Природа и шематисање улога. - Шематисање механизма 
појава. - Сличност састава механизма 

Свака одређена промена (8) сматра се као неминовна последица 
стицаја каквог одређеног скупа (О) прилика које је безусловно изази

вају, тако да се та промена, таква каква је, увек јавља кад је остварен 

стицај тих прилика. Тај се стицај сматра тада као узрок промене (8). 
За све што улази у састав скупа ( 0), што узима удела у јављању 

промене (8) и што не може изостати или се изменити а да се тиме не из
мени и сама та промена, каже се да игра ogpef)eнy уло'iу у јављању те 

промене. Улога се тада састоји у начину на који уочени део скупа (О) 

суделује у јављању промене (о). Под узроком, дакле, једне појаве, као 

скупа одређених промена, има се разумети стицај свега онога што игра 

какву улогу у јављању тога скупа промена. 

За две улоге у једној истој појави, или у двема разним појавама, 
казаће се да су сличне ако у одговарајуhим појединостима, у којима се 

оне састоје, има један скуп (е) заједничких факата. Аналогија улоiа, 

коју са собом повлачи егзистенција скупа (е), а који he скуп бити на
зван језiрш-t анало'iије, биће више или мање потпуна према обиму, од

ре!)ености и важности онога што је у језгру садржано. Та три елемента 

одређују сШейен аналогије, према коме се могу имати сви поступни 

прелази од најудаљенијих сличности до потпуне истоветности улога. 

Тако, приближавање једног магнета чини да се једна гвоздена ши

пка, обешена о какав конац, непомична пре тога присуства, почне кре

тати. Додавање сумпорне киселине каквоме раствореном карбонату 
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мења поступно хемијске и физичке особине раствора. Уношење баци
ла у организам изазива у овоме промене којих пре тога није било. Сви 

ти скупови прилика: присуство магнета, сумпорне киселине, бацила, 

играју у одговарајућим појавама међу собом сличне улоге (акШивне 
уло2е; уло2е узрока); језгро се аналогије састоји у заједничком факту 
да такви скупови импозирају промене одређеним елементима појава. 
Ради лакшег схватања ових промена свакоме се таквом скупу припису
је известан акШивиШеШ; овај се састоји у једној одређеној Шежњи, ко
јој се йриgаје извесна јачина, која се замишља као привлачна сила, од

бојна сила, покретачка моћ, пертурбациона моћ, утицајна тежња, 
модификаторска тежња, деструктивна моћ итд. и чија се акција или 
уШицај огледа у модификацијама што их стицај скупа прилика, којима 

је она приписана, намеће одређеним елементима. За сам узрок, као и 

за придати му активитет, каже се да је јачи или слабији према томе да 

ли је та тежња јача или слабија. Сам се узрок често идентификује са 
овим фиктивним елементом, тежњом. Језгро аналогије између улога 

таквих скупова свело би се тада на сам факт егзистенције такве те

жње. 

Дескриптивни елементи појава свих врста играју такође међу со

бом сличн,е улоге (йасивне уло2е) и језгро је аналогије у томе што су 
они сви носиоци промена у одговарајућој појави. 

Скупови ( 0), чији стицај повлачи са собом рашhење параметра, 
везаног за један дескриптивни елеменат појаве, играју међу собом 

сличне улоге и језгро аналогије састоји се у импозирању тога рашhења 

(уло2е имйулсивних, йојачавајуhих узрока). 
Скупови ( 0), чији стицај повлачи са собом опадање параметра, ве

заног за један дескриптивни елеменат, играју међу собом сличне улоге 

(уло2е gейресивних, анШа'iонисШичких узрока) и језгро аналогије са

СТОЈИ се у импозирању тога опадања. 

При кретању једне материјалне тачке под утицајем какве привла

чне или одбојне силе, а услед самих промена правца и брзине, јавља се 

једна тежња: сила инерције, које нестаје, или која се поново јавља кад 

тих промена нестане, или се поново јаве, и која нпр. у случају кад се 

мења само брзина тачке има час појачавајуhи, час депресивни карак

тер, према томе да ли у томе тренутку брзина опада или расте. У 

случајевима кад се у кретању мења и правац, она је депресивног кара

ктера и утолико јача уколико су те промене јаче (центрифугална си
ла).- При кретању чврстих тела по каквој површини, саме промене 

положаја изазиваЈу Једну тежњу: отпор трења, кога нестаје или који се 
поново јавља са престанком или појавом кретања и који је увек депре

сивног карактера. - Таква је једна врста тежње отпор средине, који се 

јавља и при кретању чврстих тела кроз течне или гасовите средине.-
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Такве су врсте и тежње изазване спонтано, без утицаја других узрока, 

самим ефективним модификацијама у разноврсним другим појавама и 
које носе називе оШйора, реакШивних, резиаuенШних, аморШизирају

hих итд. узрока и које се у сваком тренутку противе варијацијама одго
варајућих елемената у ономе смислу у коме се саме варијације у томе 

тренутку ефективно дешавају. Такви би нпр. узроци били: отпор иза
зван индукцијом према Lenz-oвoм закону; еластични отпор при вибра

цијама какве шипке или мембране; амортизујући отпор у великом бро

ју појава (при осцилаторном испражњавањ у електричних кондензатора, 

при осцилацијама нивоа течности у савијеним цевима итд.); хемијrки 

отпор при хомогеним хемијским реакцијама, пропорционалан кон

центрацији смеше по продуктима реакције; реактивни отпор који се 

јавља у ретини под утицајем светлосних зракова и нестаје га са нестан

ком ових; разне врсте ре активних отпора организма (отпор акцији ми

кроба, хладноћи, разним надражајима итд.). Све такве тежње играју, у 
разним појавама, међу собом сличне улоге- улоге реакШивних узрока -
и језгро аналогије састоји се у факту да се сваки такав узрок јавља 

услед самих модификација у одговарајуhој појави и да га нестаје или да 

се поново јавља кад тих модификација нестане или се поново јаве, 

опирући се у сваком тренутку модификацијама онаквога смисла какав 

ове буду имале у томе тренутку. 

Напротив, привлачна или одбојна сила у динамичким појавама 

сматра се да ниуколико не зависи од егзистенције самих промена брзи

не или правца, а да би без ње такве промене биле и немогућне. - Исти 

је случај и са електричним или магнетним силама у физичким појава

ма.- Егзистенција трансформаторске тежње која регулише брзине хе

мијских реакција сматра се, такође, да је независна од егзистенције хе

миј ских промена у посматраној смеши, а да без ње не би тих промена 

ни било. Све такве тежње играју, такође, међу собом сличне улоге 

(улоге акШивни.х узрока); језгро се аналогије састоји у факту да такав 
један узрок импозира промене и да његова егзистенција ниуколико не 

зависи од егзистенције модификација које он изазива, а да, међутим, 

без љеговог присуства тих модификација не би било. 

Како међу активним, тако и међу реактивним и пасивним улогама 

могу се, према разним појединостима садржаним у језгру аналогије 

што их обухвата, разликовати многобројне и разноврсне специјалније 

и одређеније улоге, на које се наилази у механизмима појава. Такве би 

нпр. биле следеће. 

Улога изазивача (улога варнице у појавама изазваним експлози

јом експлозивне смеше; улога покрета којим се затвара електрично 

коло у механичким или хемијским појавама које тиме буду изазване; 

улога светлости у извесним хемијским реакцијама; улога слабих, ни-
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штавних мотива који изазивају експлозије осећаја), где се језгро анало
гије у факту да фактор, за је улога везана, изазива непо
средно веома слабе модификације, које затим, у врло кратком размаку 
времена, изазивају нагле и врло јаке модификације са потпуном дис
пропорцијом између величина једних и других модификација. 

У~лоzа ШренуШних узрока (улога механичког удара, наглог трену
тног осветљаваља осетљиве плоче чуване ван домашаја светлости, 

тренутног затвараља електричног кола у чијем се саставу налази једна 

електром:оторна сила) са овим језгром аналогије: узрок врши своју ак
цију у толико кратком размаку времена да су модификације, љиме 

непосредно изазване само за то време, неосетне. 

КоорgинаШивне уло'iе (улога магнетног поља при оријентацији је
дног система магнетних игала или гвоздених делића; улога координа

тивне у продукцији вољних аката; улога дисциплине у једној ор
ганизованој друштвеној средини с нарочитим циљем) са језгром анало

гије оличеним у факту да фактор за који је везана једна таква улога 

изазива модификације оријенШисане на један одређен начин, у једноме 

одређеном правцу, према једном одређеном циљу итд. 

РеiулаШорске улоiе (улога центрифугалног регулатора при кре

таљу парних машина; улога крила при ротационо:м: кретању извесних 

машинских делова; улога регулатора на термостатима; улога Киповог 

апарата у продукцији водоника; улога минералних соли при регулиса

љу осмотичког притиска у организму; улога гасних мехурића на повр

шини акватичних организама у појавама љихове респирације ), код ко
јих се језгро аналогије састоји у факту да су модификације, што их фа

ктор за који је улога везана у сваком тренутку импозира, онаквог 

смисла и онолике јачине како је потребно да се ефективне модифика
ције, објекат такве регулаторске улоге, одржавају у једноме датом раз

маку времена, непрестано у одређеним врло уским границама. 

Улоiа Шерена (улога распореда масе при распростирању једнога 
термичноr или електричног стања; улога општег стања Једног органи

зма излож:еног деструктивној акцији бацила; улога опште политичке 

ситуације у једној земљи, општег расположеља у једној епоси, општег 
карактера једне личности; улога земљишта у борби, улога средине у 

се дешавају посматрани догађаји), где се језгро аналогије састоји 
у егзистенцији једнога скупа прилика, у којима посматрани узрок врши 

своју акцију на једноме одређеном објекту, а који скуп чини да је та ак

за један исти узрок и један исти објекат осетнија или неосетнија. 
Улоге веза, код се језгро аналогије састоји у томе да оно за 

шта је везана улога импозира оzраниченосШ извесних модификација, у 

смислу да промене једнога скупа елемената повлаче саме по себи, 

других узрока, промене другога једног скупа елемената, 
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али тако да одређене, уосталом произвољне, промене првих повлаче 

или потпуно одређене промене других, или такве промене које се могу 
кретати само у одређеним границама. Везе су квантитативне или ква
литативне природе, према томе да ли се зависност између једних и дру

гих модификација може изразити математичким релацијама или не. У 

првоме случају те релације имају облик једначина (веза између варија
ција притиска и запремине гасова, исказана Mariotte-oвим законом; ве

за између варијација брзине истицаља течности и висине течног стуба, 

исказана у ТоriсеШ-евом закону; везе исказане законима одржаља ма

терије, електрицитета, запремине нестишљивих тела, ентропије; везе 

исказане Kirchhoff-љeвим законима гранаља струје; везе при кретаљу 

тачке по утврђеној површини или линији, при обртаљу чврстог тела 

око утврђене тачке или осовине; везе у хемијским релацијама, које се 

састоје у пропорционалности између количина образовних продуката 

реакције и утрошених количина реагенаса), или облик неједначина 

(унилатералне везе при транслаторним или ротационим кретаљима, 

или у појавама хемијске динамике) и повлаче са собом квантитативне 
појединости у низу промена љима обухваhених елемената. - У другоме 
случају оне повлаче са собом само квалитативне појединости у томе 

низу промена, као што су: заједнички смисао симултаних варијација не

колико елемената, симултано убрзаваље или успораваље рашhеља или 

опадаља таквих елемената, или само факт да појава варијација једне 

групе елемената изазива спонтано, без утицаја других узрока, појаву 

варијација друге једне групе елемената (веза између варијација дражи 

и љима изазваних ocehaja; веза између варијација разноврсних диспа
ратних елемената у корелативним појавама у биологији, физиологији, 

психологији, као што су везе оличене у рефлексном утицају нервног 

система на нутритивне и секретивне функције организма, везе при асо

цијацијама идеја итд.). 

Улоzа йрейреке (улога материјалне везе која држи једно чврсто 
тело непомично, па ма какви били спољни узроци који теже да га по

крену; улога заклона при осветљаваљу једне површине; улога изолато

ра уметнутог у састав једног електричног кола; улога дувара једнога 

суда који спречава додир и мешаље два хемијска тела у каквој реак

цији) са језгром аналогије које се састоји у томе да фактор за који је 
улога везана чини немогуhним варијације једне групе елемената ак

цијом једнога одређеног комплекса узрока, па ма какве јачине ови би

ли, а да се међутим та акција, оличена у варијацијама такве групе еле

мената, јави са престанком присуства тога фактора. 

Уопште, аналогије he међу улогама бити квш-tШиШаШивне или 
квалиШаШивне према томе да ли се оно што је садржано у језгру ана

логије може изразити математичким релацијама или не. Међу свима 
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пасивним улогама постоје квалитативне аналогије: њено језгро обу
хвата само факт да су елементи, за које су оне везане, носиоци проме
на импозираних стицајем једнога одређеног скупа прцлика. Исте је вр
сте аналогија и међу свима активним улогама: језгро обухвата само 
факт да скуп фактора за које су оне везане импозира промене једноме 
одређеном скупу елемената у појави. Напротив, међу специјалнијим 
активним улогама: атракције, електричних и магнетних привлачних 

сила, постоји квантитативна аналогија, чије се језгро састоји у факту 
да су промене, које они импозирају брзинама механичких, електричних 

или магнетних маса, обрнуто пропорционалне квадрату одстојаља 

масе од извора силе. Тада у исто време постоји аналогија исте врсте и 

међу пасивним улогама ових брзина, носилаца тих промена. 
Најпотпунији, најсавршенији тип квантитативних аналогија међу 

улогама јесте онај чији су израз маШемаШичке аналоzије меЬу йојава
ма, оличене у истоветности математичких релација што регулишу по

јаве, како у погледу броја једначина, диференцијалних и експлицитних, 
тако и у погледу њиховог аналитичког облика. Појаве обухваhене так

вом једном аналогијом припадају јеgноме исШом Шийу; оне састављају 

једну аналошку zруйу у КОЈОЈ су за хо.молоzе елементе везане улоге, ме
ђу којима постоји поменути облик квантитативних аналогија. Хомоло

ги елементи играју, у исто време, у једначинама одговарајуhих појава 

исШовеШне .маШе.маШичке улоzе; од једна чине једне појаве прелази се 

на Једна чине друге пермутовањем њихових хомологих елемената. 

Природа и шематизовање улоrа. - Заједничка йpupoga једнога ни

за од n међусобно сличних улога у n разних појава огледа се у самоме 
језгру њихове аналогије и може се сматрати да то језгро у исто време 

дефинише и саму ту природу. Ова ће бити утолико одређеније или 

овлашније дефинисана уколико је веhа или мања одређеност факата 

садржаних у језгру аналогије улога, из којих је та заједничка природа 

апстрахована. За природу једне улоге казаhе се да је одређена кванти

тативно или квалитативно према томе да ли је аналогија између улога, 

из којих је она апстрахована, квантитативна или квалитативна. 

Све оно што је приликом апстраховања заједничке природе једно

га низа улога отпало из појединих чланова таквога низа, не улазећи у 

језгро аналогије, па, према томе, ни у дефиницију природе улоге, одре

ђује, кад се буде придодало језгру аналогије, сйецифичне облике, у ко
јима се заједничка природа посматраних улога манифестује у поједи

нима од појава из којих је апстрахована. Разни специфични облици, у 

којима се јављају улоге једне исте природе, јесу оно што и чини бес
крајну разноврсност и шаренило појава у природи. 

Појединим улогама једне заједничке природе даје се или општи 

назив, на који наводи каква карактеристична појединост самога језгра 
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аналогије, из кога је она изведена (улоге: дескриптивних елемената, 
активних и реактивних узрока), или назив једнога специфичног облика 
у коме се та улога јавља у једној специјалнијој појави, обично у оној у 

којој ју је најлакше схватити (улога силе наместо узрока, нпр. силе 
морталитета; улога варнице наместо изазивача; улога удара наместо 

тренутних или напрасних узрока; улога бујице наместо интензивних 

узрока који јачају са препонама што им се стављају насупрот). 

За један низ међу собом сличних улога (r), као и за сваку посебну 
улогу тога низа, he се казати да су шемаШизоване, ако је свака од њих у 
мислима смењена једном фиктивним улогом, чија природа није ни

шта друго до заједничка природа улога (r). То he шематизовање бити 
квантитативног или квалитативног карактера, према томе каквога је 

карактера само језгро аналогије из 'кога је та природа апстрахована. 
Тако би фиктивна улога импулсивног узрока тематизовала улоге свих 

могућних фактора, чији стицај импозира промене у смислу рашћења 

(квалитативно шематизовање). Фиктивна улога, пак, централне ути
цајне тежње, која слаби пропорционално квадрату одстојаља, темати

зовала би улоге разноврсних конкретних узрока који повлаче са собом 

мењање Јачине светлости, термичких стања, звука, мириса, потреса 

итд. мењањем положаја изворне тачке (квантитативно шематизо

вање). 

Шематизовање механизма појава. - Описати механизам дате по

јаве значи 

1. набројати и описти све што саставља скуп (О) прилика, чији 
стицај повлачи са собом и регулише модификације у којима се појава 

састоЈи; 

2. описати појединачне улоге свега онога што саставља тај скуп. 

Шематизовати какав механизам значи шематизовати скуп (О) и 

улоге везане за оно што га саставља, задржавши од сваке само оно 

што улази у опис њене природе. Од првобитне слике механизма појаве 

остаје тада само једна врста скице, ослобођене свега што је специ

фично у разним појавама и где је остало само оно што је стриктно 

потребно да би се промене у којима се појава састоји могле схватити. 

У таквој скици, шеми механизма појаве, све што игра какву улогу у 

појави губи своје специфично конкретно значење и све што га везује 

за ову или ону специфичну појаву. Оно што остаје јесу само улоге опи

сане на најгенералнији могућан начин и редуковане у исто време на 

своје најкарактеристичније црте, али ипак довољно одређене да би се у 

њима могла сагледати слика појаве као неминовна последица такве 

комбинације улога. До које границе треба ићи при томе шематизовању 

видеће се из идућих одељака. 
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За две на такав начин добијене шеме казаће се да имају сличне са
сШаве кад свакој улози у једној од њих одговара по једна улога сличне 
природе у другој шеми. Кад су такве улоге истоветне, шеме механиза
ма имају исШовеШан сасШав, а одговарајуће појаве припадају једном 
истом типу. 

И код такве скице која шематизује механизам појаве, као и код 
оне која шематизује саму дескрипцију појаве, реконструкција првобит

не слике механизма, онаквог какав је он у реалности, са свима њего

вим специфичним одликама, захтева да у мислима буде задржана веза 
између природе шематизованих улога и њиховог специфичног облика 
у специјалној појави, чија he се слика мисли реконструисати. 

П. ЕЛЕМЕНТИ ЗА АНАЛИТИЧКУ ДЕСКРИПЦИЈУ 

А. Активне улоге 

Тежња улога, њена јачина и њен смисао. -Перманентни закони тежња.- Асимилација 

тежњи механичким силама.- Резултанта тежњи и њене компоненте.- Величине Xi.
Коефицијенат утицаја тежње 

Тежња узрока, јачина и смисао. - Кад се један елеменат и мења у 

присуству каквога скупа (О) прилика тако да тих промена нестаје кад 

скупа (О) нестане, а да се оне мењају кад се он у чему измени, таквоме 
скупу ( 0), сматраном за узрок промене елемента и, приписује се те
жња да мења тај елеменат и сматра се да је она уШолико јача уколико 

су осетније те промене. Елеменат и сматраће се тада као нейосреgан 

објекаШ те тежње. Као мерило јачине те те:жње, у једном датом трену

тку t, сматраће се производ 
kи', 

где и' означава величину промене елемента и у размаку времена од t 
до t + dt, сведену на јединицу времена. Број k означава известан реалан 
и позитиван коефицијенат, независан од величине промена елемента и. 

Смисао тежње сматраће се као позитиван или негативан према томе 

да ли параметар и у размаку времена од t до t + dt, а у присуству скупа 
(О), за који је тежња везана, расте или опада. У првоме случају тежња 

је имйулсивна, а у другом је gейресивна (антагонистична). 
Перманентни закони тежњи. - Претпоставићемо да се у механи

змима појава на које he се наилазити има посла са таквим скуповима 
(О) и елементима и да је за тежњу Х, приписану таквоме једном скупу, 

а која има за непосредан објекат елеменат и, везан по један закон (L), 
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по коме се Јачина тежње мења у току мењања елемента и и КОЈИ 

задовољава следеће погодбе. 

1. Он је йер.маненiliан у том смислу да се не мења ни онда кад се 
тежњи скупа (О) придруже тежње ма коликог броја других скупова 
(О;) који би утицали на мењање елемента и. 

2. Кад ма колики број скупова (О;) утиче на један исти објекат и 
тако да је овај непосредан објекат таквога комплекса (О) (тј. да вари
јације елемента и нестају или се појављују са нестанком или појавом 
комплекса), елеменат и мења се по таквом једном закону као да из це
локупног комплекса произлази једна једина тежња, која има за непо

средан објекат и а за јачину алгебарски збир свих посебних тежњи при
писаних понаособ свакоме од скупова (О;) што саставља ју комплекс, а 
под условом да се свака од ових тежњи мења по свом одговарајућем 

перманентном закону (L ). 
Такав принцип перманентности закона тежње може се, уосталом, 

сматрати као нарочити облик принципа да се при симултаној акцији 

сваки og узрока йонаша iliaкo као ga је са.м. У таквом облику он је је
дна интуитивна генерализација принципа независности ефеката симул

таних сила у механици, која је утврђена слагањем факата с резултати

ма добијеним претпостављајући ту независност. 

Асимилација тежњи механичким силама.- Таква дефиниција те

жњи и њихових перманентних закона чини да се тежње, с гледишта 

улога које играју у механизмима појава, могу асимилирати механичким 

силама познатих динамичких природа, чија би се јачина мењала у току 

појаве по одређеним законима. Другим речима, може се замислити да 

се појава збива тако као да се наместо њених ефективних, активних и 

пасивних узрока, који су често веома многобројни и компликовани и 

по својој интимној природи непознати, има један одређен комплекс 

простијих фиктивних узрока, карактерисаних једним системомнепо

средних објеката и јачинама тежњи, које су за њих везане и које би у 

појави, према својим непосредним објектима, играле ону исту улогу 

коју играју механичке силе према брзинама. У великоме броју случаје

ва, мада су интимни, ефективни узроци појаве компликовани и много

бројни, у њиховој се симултаној акцији огледа једна нарочита тежња, 

која има одређену и видну улогу у изазиваљу појаве и којом је, као фи

ктивним узроком, могућно сменити целокупни сплет сићушних ефек

тивних узрока појаве, па да се, ипак, има све што је потребно за проу

чавање њенога тока. Тако се нпр. не морају познавати све сићушне и 

бескрајно многе појединости из којих резултује трење двеју површина 

и које потичу из бескрајно много малих деформација; све се оне могу 

колективно сменити, бар у првој апроксимацији, једном депресивном 

реактивном тежњом која се опире кретању. Тако се исто не мора 
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познавати интимна природа светлости, топлоте, електрицитета итд., 

већ само извесне тежње везане за те агенсе у одређеним појавама, па 

да се ипак може проучити ток појаве. Исто се тако не мора познавати 

интиман механизам једне хемијске реакције, већ само факт да постоји 

извесна трансформаторска тежња пропорционална концентрацијама 

смеше по њеним активним састојцима, па да се ипак може проучити 

кинетички ток хемијског процеса итд. 

Асимилација, међутим, тако одређених тежњи механичким сила

ма даје могућности да се целокупна математичка теорија акција сила 
. . 

генералише и распростре и на акцију узрока сваке врсте, КОЈИ са меха-
. . . 

ничким силама немају ничег другог сличног до улога КОЈе играЈу у 

механизмима ПОЈава. 

Резултанта тежњи и њене компоненте.- Један од првих резулта

та такве једне асимилације био би појам и одредба резулШанШе и ком

йоненаШа појединих тежњи или комплекса тежњи. Приметимо, најпре, 
да ће се под величином Х једне тежње, непосредно примењене на један 

дати објекат и, увек разумети вредност израза F, где једначина 

X=F 

представља перманентни закон мењања тежње Х у току промена еле

мента и, а под утицајем скупа прилика коме се приписује тежња Х. Ти
ме ћемо сматрати да је обухваћен и знак тежње Х: то је знак израза F у 
горњем закону. 

Нека је дата каква појава, која би се састојала у варијацијама еле-

мената система 

Нека је Xi величина тежње непосредно примељена на објекат иi, тако 
даје 

(13) 

(14) 

где су k1, k2 , ••• , k
11 
реалне, позитивне константе. 

Појава ће се састајати у кретаљу фигуративне тачке М у простору 

од n димензија, под утицајем тежњи: Х1 , Х2 , ... , Х11 • Брзина тачке М ће у 
тренутку t бити 

(15) +~ 12 t2 )Ј = _ u1 + ... + u11 , 
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њен правац биhе одређен низом коефицијената 

(16) 

и' 
11 - _l 
/""]- , 

v 

и' 
11 = _11._ 
t""ll ' v 

а смисао знаком пред квадратним кореном у обрасцу (15). 

87 

Потражимо, према горњим обрасцима, величину тежње Х, којом 

би требало сменити комплекс тежњи Х1 , •.. , Х11 , па да величина брзине 

тачке М не буде тим измењена. То he бити ако је 

(17) х= k 
v 

, 

где је k реална и позитивна константа. Заменом вредности и1 , ••• , и11 и v 
из образаца (15) и (16) у обрасцу (17) добија се 

(18) х =+ (kX, )
2 

(kX11 )

2 

- + ... + ' 
kl k/1 

па пошто је v у исто време и мерило интензитета појаве, то се добија 
следеhи закључак. 

ИнiliензиШеШ йојаве неhе се измениШи ако се комйлекс узрока, 

каракШерисаних Шежња.ма Х1 , .•• , X n, йримењени.м нейосреgно на обје
кШе u1, ... , un, смени јеgним фикШивним узроком, за који би била везана 
Шежња Х, чија је величина gефинисана обрасцем (18), а која би била 
нейосреgно йри.мењена на објекаШ v. 

Коефицијенти правца брзине v мењаhе се тада по закону облика 

и~ Х 
џ,i = _ј_ = ~' ' 

v k;v 

ТЈ. 

према чему је 

х = k,J.!, х 
1 k ' 

(19) 
Х = knJln Х 

11 k , 
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тако да се величине тежњи: Х1 , ... , Xn примењених непосредно на обје
кте: и1 , ••• , u,l' могу израчуна ти помоћу величине тежње Х, примењене 

непосредно на брзину фигуративне тачке М, и коефицијента правца те 

брзине. 

Тежња Х зваће се резулШанШом тежњи Х1 , •.. ,Xn; ове су, пак, ње
не комйоненШе у правцима осовина Ou1, ••• ,0un. Резултанта има вели
чину, правац и смисао растојања ON између почетка и тачке N, чије су 
координате 

kx1 , ... ,kxfl 
kl k/1 

У специјалном случају, кад је n= 3 то ће бити дијагонала парале
лопипеда, чиЈе су ивице дужине 

Напослетку, кад је n= 2, резултанта ће бити дијагонала правоуга
оника ЧИЈе су стране 

Величине Xi. - Облици закона варијација ових величина у току 
појаве бескрајно су разноврсни. Међу њима се у природним појавама 

најчешће наилази на ове 

I. Облик 
х= .f(t), 

где је .f каква одређена функција времена t (случај узрока са незави
сним варијацијама, чији закони варијације јачина за време њихове ак

ције ниуколико не зависе од појединости те акције). Такви су нпр. 

1. Узроци сталне јачине, где је 

Х= const. 

(тежа, отпори трења или клизања). 
2. Узроци са периодичним варијацијама, где је 

"\:' ( . 2nn 2nn ) Х= L. AnsшTt+Bn cosTt , 

(периодична електромоторна сила у разноврсним електродинамичким 

појавама; компоненте привлачне силе Сунца и Месеца у појавама при
лива и одлива; акција сунчеве светлости на биљке, која се мења ритми-



МЕХАНИЗМИ ПОЈАВА 89 

чки, растуhи и опадајуhи периодички с појавом дана и ноhи; разновр
сни други ритмички узроци у природи). 

3. Узроци са амортизираним осцилаторним варијацијама, где је 

Х = e-ar (А sin ~t +В cos ~t), 

који се јављају у великом броју електродинамичких појава. 

4. Узроци са експоненцијалним варијацијама, где је 

Х= Ае-"1 , 

као што је деструктивни активитет микроба који се умножавају деље
љем. 

11. Облик 
Х= .f (и), 

где је !једна одређена функција самога елемента и, непосредног објек

та тежње везане за посматрани узрок. Такви су нпр. 

1. Узроци са законом варијације облика 

Х= Ли, 

или 

Х= -Ли, 

где је /... позитиван коефицијент (случај ексйоненцијалних йојава, као 
што су: апсорпција светлости у проласку кроз апсорбујуhи слој; појава 

електричног испаравања течности; појава варијација барометарског 

притиска при пењању; хлађење каквога чврстог тела зрачењем; отпор 

ваздуха при лаганом кретању чврстих тела). 

2. У з р оци са законом 
Х= /..(а- и), 

где је а позитивна константа (случај трансформаторске тежње у моно-. . . 
молекуларним хемиЈским реакциЈама, или колективног активитета Јед-

не групе бацила, који би се уништавали у мери у којој извршују своју 

деструктивну акцију). 

3. Узроци са законом 
Х= -Л.)а- и, 

где је а позитивна константа (случај узрока што изазива промене брзи

не истицања течности кроз отвор на дну суда). 

4. У з р оци са законом 
Х= /...и 2 , 

(случај отпора ваздуха при брзом кретању чврстог тела, пропорциона
лног квадрату брзине тела; случај интермолекуларног отпора којим се 
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објашњава начин поступног гашења светлости при фосфоресценцији, 
пропорционалног квадрату брзине молекула). 

ПI. Облик 

х=/(~), 

где је !једна одређена функција тоталитета ~ елемента и. Такви су нпр. 

1. Узроци са законом облика 

Х =А~, 

(случај механичке силе пропорционалне пређен ом путу; случај торзио
не силе при упредању пропорционалне углу торзије; случај еластичног 

отпора при вибрацијама еластичне шипке пропорционалног елонгаци-
. . 
Ји; случаЈ депресивне силе при испражњавању електричних конденза-

тора пропорционалне електричном оптерећењу; случај еластичне силе 

при истезању опруге пропорционалне величини истезања). 

2. У з р оци са законом 

(случај атрактивне силе небеских тела обрнуто пропорционалне ква
драту растојања; случај електричних и магнетних атрактивних сила). 

З. Узроци са законом 

Х= Asin~, 

(случај хоризонталне компоненте теже при осцилацијама клатна с ве

ликим амплитудама). 

IV. Облик 

Х.= А dщ 
1 dt ' 

где су и1 ,и2 ,и3 , ... непосредни објекти појединих тежњи Х1 ,Х2 ,Х3 , ... 

(случај електродинамичке индукције у једноме систему струја с међу
собном индукцијом, где су и; јачине струја; случај оптичке индукције 

изазване наглим променама јачине светлосних надражаја у ретини). 

V. Облик 

(случај трансформаторских тежњи и у полимолекуларним хомогеним 
хемијским реакцијама пропорционалних концентрацијама смеше по 

активним телима у реакцији). 
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VI. Облик 

где је (р1 ,р2 , ••• ,р11 ) један комплекс параметара, с којим се у току вре
мена упоредо мења елеменат и (случај утицајне тежње околине на тем
пературу или на величину електричног потенцијала, пропорционалне 

другим изводима тих елемената по координатама тачке). 

VП. Облик 

(случај силе непосредно примењене на брзину трептања затегнуте жи

це, где је сила пропорционална другоме парцијалном извору ординате 

по апсциси; случај силе непосредно примењене на брзину трептања 

затегнуте мембране, где је сила пропорционална збиру других парци

јалних извода оне координате која се трептањем мења по осталим две

ма координатама). 

VIП. Облик 

Х = ЛF[и (t- 8)], 

где је F једна одређена функција елемента и, али не онаквог какав је у 
актуелном тренутку t, веh онаквог какав је био у једноме ранијем тре
нутку t- е, где 8 има једну сталну вредност (случај ре активне депре
сивне тежње са задоцнелом акцијом, којом се објашњавају амортизи

ране осцилације црнила при акцији светлости на фотографску плачу и 

која је у сваком тренутку пропорционална ја чини црнила, али онаквога 

какво је било у једном ранијем тренутку. 

IX. Облик - разноврсне комбинације горњих облика међу собом 

и с појединим геометријским или кинетичким елементима појаве, као 

што је комбинација 

Х = L: (х; Х; -у)~), 

која одређује јачину силе примењене непосредно на брзину ротације 

једнога чврстог тела при обртању око утврђене осовине Oz (тотални 
момент сила према обртној осовини), или комбинације 

Х1 = L+(B-C)qr, 
Х2 =М+ (С- А)гр, 

Х3 = N+(А-В)рг, 

које одређују јачине сила примењених непосредно на тренутне ротаци

је р, q, г, триедра Oxyz, утврђеног у једноме чврстом телу при његовом 
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обртаљу око утврђене тачке (где су L, М, N тотални моменти датог 
комплекса сила према осовинама Ох, Оу, Oz, а А, В, С моменти инерције 
тела према тим осовинама) итд. 

Коефицијенат пропорционалности А у свима набројаним изразима 
величина Х може се произвољно мељати од једне до друге појаве једне 

исте конкретне врсте а да тиме динамичка природа одговарајућег уз

рока и механизам љегове акције не буду ни у чему измељени. Величи

на овог коефицијента одређује јачину утицаја једнога таквог узрока у 
датом случају и стога се може назвати коефицијенШом уШицаја узрока 

у посматраној појави. У механици нпр. улогу тога коефицијента игра 

косинус угла између правца силе и правца кретаља. У појави апсорп

ције светлости, при пролазу кроз апсорбујући слој, улогу коефиције

нта утицаја тежље слабљеља јачине светлости игра специфична моћ 

апсорпције слоја (коефицијенат апсорпције). При акцији микроба ко
ефицијенат утицаја љихове колективне деструктивне тежње игра спе

цифична деструктивна способност те врсте микроба. У прирашћивању 

броја индивидуа једне органске феле у једној области улогу тога ко

ефицијента игра специфична репродуктивна моћ те феле. У разновр-. . 
сним природним ПОЈавама са амортизираним осцилациЈама величина 

таквог коефицијента одређује брзину амортизираља осцилација у току 

поЈаве. 

Б. ПАСИВНЕ УЛОГЕ 

Дескрипција пасивних улога. - Виртуелне модификације у дескриптивном систему. -
Виртуелне промене појединих елемената. - Слободан систем. - Систем с везама. -
Примери веза у неколиким конкретним појавама. - Остварљиве виртуелне модифика
ције конфигурација. - Степен слободе система. - Редукција најопштије остварљиве 

модификације на кретање фигуративне тачке по једноме одређеном варијетету у по
лидимензионалном простору. - Ефективне модификације у дескриптивном систему. -
Редуковани дескриптивни систем. - Проучавање појаве сведено на проучавање слобо
дног кретања фигуративне тачке редукованог система, или кретања фигуративне 
тачке првобитног система по једноме одређеном варијетету у полидимензионалном 
простору.- Везе прве и друге врсте. - Холономни системи.- Конкретни примери хо
лономних система. - Нехолономни системи. - Конкретни примери нехолономних 

система 

Дескрипција пасивних улога у саставу механизма дате појаве сво

ди се на прецизираље дескриптивних елемената у појави и на дескрип

цију варијација које ови могу уопште имати у датоме, произвољном, 

тренутку, без обзира на то какве ће варијације комплекс активних уло

га у појави ефективно импозирати тим елементима. О првоме пробле

му било је речи у одељку о дескрипцији појаве; овде ће бити проучен 

други од та два проблема. 
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Виртуелне модификације у дескрипти:вном систему. -Један дес

криптивни систем he се звати слобоgан сисiйе.м ако су у његовим кон
фигурацијама остварљиве йроизвољне симултане варијације свих еле

мената и;, тј. ако кретање фигуративне тачке система у п-димензио

налном простору није ничим ограничена. Он he се, пак, звати сисiйе.м 
са веза.ма ако су у његовој конфигурацији остварљиве произвољне си

мултане варијације само неких елемената, а кад су ове ефективно из

вршене њима су оgређене остварљиве варијације осталих елемената. 

Кретање фигуративне тачке таквога система ограничена је, и то уто

лико јаче уколико је мање елемената са произвољним варијацијама. 

Под вирiйуелни.м йро.мена.ма tщ елемента и; у једноме датом тре

нутку разумеhе се замишљене бескрајно мале промене тих елемената 
у том тренутку, без обзира на то да ли су оне у систему, таквом какав 

је, остварљиве или не у том тренутку. 

Слободан систем карактерисан је тиме што је у њему остварљив 

ма какав скуп 

(oul, ... ,ou") 

виртуелних промена. 

Систем с везама карактерисан је тиме што је у њему остварљив 

ма какав скуп 

произвољних виртуелних промена једнога извесног броја k елемената, 
а остварљиве су вариЈаЦиЈе осталих елемената везане са овим релаци

јама облика 

а 11 ои1 + ... + a1110U11 =О, 

(20) а21ои1 + ... + a2110U11 = О, 

где коефицијенти a;k могу, уопште, зависити од самих елемената 

u1,u2 , •.. ,и11 и времена t. Релације (1) представљају једну интимну од
лику система. Оне су везане за сам систем, такав какав је, и не мењају 

се ни у чему па ма на који начин се мењали сами елементи система и 

активне улоге које изазивају варијације тих елемената. Све оно што са 

собом повлачи релације (1) између могућних виртуелних промена у 
њему зваhемо веза.ма у систему. 

Примери веза у неколиким конкретним појавама 

1. При кретању тачке по датој утврђеној површини 

f(x,y,z)=O, 
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остварљиве виртуелне промене 8х, Бу, 8z везане су релацијом 

а 118х + а 128у + a 138z = О, 
где Је 

2. При кретању тачке по утврђеној линији 

f (x,y,z) =О, 
<p(x,y,z) =О, 

те су промене везане двема релацијама 

a 11Dx+a12oy+a 13oz =О, 

а21ох + а22оу + a23 oz = О, 
где Је 

- дј 
а12 --, 

ду 

дf 
аiз = дz, 

дf 
а22 = ду, 

- дј 
а2,- -. 

- дz 

3. При котрљању кугле полупречника r по хоризонталној равни, 
узетој за раван хОу, промене су координата~ и 11 центра кугле и Euler
-oвиx углова \jf, <р, е везане двема релацијама 

где Је 

а11о~ + а12ое + а 13 о<р =О, 
а21ОТ] + а22 ое + а23 о<р =О, 

а11 = 1, а 12 = -r sin \jf, 
а21 = 1, а22 = r cos \jf, 

а13 = r sin 8 COS \jf, 

а23 = 1' sin е sin \jf. 

4. При деформацијама и кретању фуникуларног* полигона од n 
страна, с непроменљивим дужинама 

где су координате крајњих тачака стране l; 

* лат. funiculus - канапче, ланац 
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а кад су крајеви полигона утврђени у двема сталним тачкама, имало би 
се n веза облика 

(i = 1,2,3, ... ,n), 

тако да су остварљиве промене крајњих тачака појединих страна међу 
собом везане системом од n релација облика 

где aik зависе од координата темена полигона. 

5. Кад се више линеарних проводника кроз које пролази елек
трична струја рачва из једне исте тачке, ја чине струја су 

у њима везане релацијом (Први Kirchoff-љeв закон) 

i1 + i2 + ... + i11 = О, 

а њихове промене релациЈОМ 

8i! + 8i2 + ... + 8i/1 = о. 

б. Кад више проводника који не садрже никакав извор електро

моторне силе формира какав затворен полигон, јачине струја у њима и 

електрични отпори везани су релацијом (Други Kirchoff-љeв закон) 

а њихове промене релаЦИЈОМ 

У случају кад се у саставу полигона налази и електромоторна си

ла Е, десна страна последње једначине има се сменити изразом оЕ. 

7. Релације 5 и б, проширене на тродимензионалне проводнике, 
доводе до ових генералних закона који играју улоге веза у појавама ди

стрибуције струја у перманентном режиму 

а) тотални флукс струје кроз једну ма какву затворену површину 

раван Је нули; 

б) јачина електромоторне силе дуж једне произвољно узете кон

туре у проводнику равна Је нули. 

8. При хемијским реакцијама једна врста веза састоји се у пропор
ционалности количина 
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продуката реакције, образованих до једнога произвољног тренутка и 

дотле утрошених количина реагенаса 

~1,~2>···>~11 
тако да Је у сваком тренутку 

xi =Mix1 

~k = Nkx! 

(i = 1,2, ... ,m), 
(k=1,2, ... ,n), 

где су Mi и Ni одређени позитивни и рационални бројеви, непромен
љиви за једну дату реакцију. Промене елемената xi и ~k везане су, да
кле, системом релацИЈа 

8xi = Mi8x1 

8~k = Nk8x1 

(i = l,2, ... ,m), 

(k=1,2, ... ,n). 

9. Осмотички притисак Р једнога раствора, концентрација С раст
вора по ономе телу коме одговара тај притисак и температура Т везани 

су релаЦИЈОМ 

р =RT 
с ' 

где је R константа за дати раствор. Промене тих елемената везане су, 
дакле, релаЦИЈОМ 

8Р- RT · 8С -CR· 8Т =О. 

10. Температура Т смеше у једном произвољном тренутку и дотле 
утрошена количина х једнога од реагенаса у каквој хемијској реакцији, 

која сама собом мења температуру смеше, везани су релацијом 

(а+ Ьх)(т + пТ) = h, 

где су а, Ь, т, n, h константе за једну дату реакцију. Промене тих еле
мената везане су, дакле, релациЈОМ 

n(a + Ьх)8Т + b(m + nT)8x =О. 

11. Једна од најопштијих и најважнијих врста веза јесте она оличе
на у законима оgржања, који се распростиру на најразноврсније појаве 

у разним гранама природне философије. Такви су нпр. следеhи. 

а. Закон оgржања .материје (Lavoisier-oв закон): у једној изоло
ваној групи тела, целокупна количина материје, мерена својом масом, 

остаје стална па ма какве биле физичке или хемијске појаве које се у 

групи дешаваЈу. 

Ако се са m1, m2 , .•. , m11 означе масе саставних делова уочене гру

пе,биhе 
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т1 + т2 + ... + т" = const., 

а веза између промена маса изражена је релацијом 

8т1 +8т2 + ... +Бт" =О. 
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б. Закон инко.мресибилиШеШа ШечносШи, према коме, при ма ка

квој геометријској деформацији запремине једне течности, величина 

те запремине остаје непроменљива. Ако се са v1, .•. , v" означе запреми
не поЈединих саставних делова целокупне запремине течности, њихове 

. . . 
су виртуелне вариЈаЦИЈе везане релациЈом 

8v1 + ... +8v" =О. 

в. Закон оgржања елекШрициШеШа (Faraday-Lippmann-oв закон): у 
једноме изолованом систему целокупна количина електрицитета оста

је стална па ма какве појаве се дешавале у систему, под условом да се 

позитивна оптерећења рачунају са знаком+, а негативна са знаком-. 

Ако се са q1, ••• , q" означе електрична оптерећења разних саста
вних делова система, биће 

q1 + ... + q" = const., 

а веза између промена електричних оптерећења изражена је релаци

ЈОМ 

8q] + ... + 8qll = о. 

г. Carnot-Clausius-oв закон о оgржању енШройије. Кад је какав си

стем тела потпуно изолован, ма какве се реверзибилне појаве у њему 
. . 

дешавале, ентропиЈа система остаЈе стална. 

Ако се са /1, •.. , 111 означе ентропије разних саставних делова систе

ма, биће 

/ 1 + ... + 111 = const., 
и, према томе 

8/1 + ... +8!11 =О. 

Везе које су такве да повлаче са собом релације (1), у којима не 
фигурише експлицитно време t, зваће се нейро.менљиви.м (йер.манен
Шни.м) везама; оне ће, напротив, бити йро.менљиве у току времена кад 

те релације садрже експлицитно и t. 
Непроменљиве су нпр. горе наведене везе у набројаним појавама. 

Променљиве би везе биле нпр. следеће 

1. Она при кретању тачке по једној површини која се и сама креће 
или се деформише, тако да јој је једначина облика 
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f(x,y,z,t) =О. 

2. Оне при кретаљу тачке по једној линији која се креhе или де
формише, тако да су јој једначине облика 

f (x,y,z,t) =О, 
<p(x,y,z,t) =О. 

3. Она при варијацијама осмотског притиска Р, кад се темпера
тура раствора Т поступно меља у току времена по једноме закону об-

лика 

т= f(t), 

у коме случају he веза бити облика 

р= Rf(t). 
с 

4. Она при варијацијама јачина једнога система струја у затворе
ном полигоналном проводнику кад се отпори појединих љегових де

лова мељаЈу у току времена по датим законима 

r1 = J1(t), ... ,rn = h,(t), 

или електромоторна сила у саставу проводника по датом закону 

Е= <p(t), 

тако да је веза облика 

i1F (t) + ... + i,.h,(t) = <р (t). 

5. Она при апсорпцији светлости у пролазу кроз растворе, оличе
на у релацији (Вееr-ов закон) 

· · -аЈ3Л 
1 = 10е , 

(где је i јачина светлости, а концентрација раствора,~ дебљина апсор
бујуhег слоја, А специфична константа за један одређени раствор и од

ређену светлост) а при мељаљу једнога или другог од елемената а и~ 
по каквом одређеном закону. 

Остварљиве виртуелне модификације конфигурација. - Степен 

слободе система. - Скуп 

виртуелних промена елемената ui, у једноме датом тренутку t, саста
вља једну вирйlуелну моgификацију конфи2урације сисйlема у томе 
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тренутку. Таква he једна модификација бити осйlварљива, тј. неhе се 
противити везама, кад се она састоји из скупа промена које задовоља

вају релације (1) у уоченом тренутку t. 
Кад је скуп веза у једноме систему такав да повлачи са собом n 

релација (1), у систему има 
k=n-m 

елемената, за коЈе су остварљиве произвољне виртуелне промене у 

једноме, ма коме, тренутку. Број k представља тада сйlейен слобоgе си
стема. У једноме систему од n елемената, са степеном слободе k, посто-
ји, дакле 

m=n-k 

веза међу његовим елементима; све остварљиве виртуелне модифика

ције његових конфигурација добијају се дајуhи елементима 

произвољне варијације 

(8u1, 8и2 , .•• , 8щ), 

а осталим елементима 

uk+l, uk+2, · · · 'un, 

вариЈаЦИЈе 

које тада буду одређене скупом линеарних релација (20), што потичу 
из т веза у систему. Тада се, и то на бескрајно много начина, може иза

брати k нових параметара 

таквих да систем једначина (20) буде еквивалентан систему 

8и1 = a 118q1 + ... + a,k8qk, 

(21) 8и2 = a 218q1 + ... + a2k8qk, 

где су aik уопште функције параметара (q1, ... ,qk) које he садржати ек
сплицитно време t, или га неhе садржати, према томе да ли га садрже 
коефицијенти aik у првобитним једначинама (20), тј. према томе да ли 
су везе променљиве или непроменљиве у току времена. 

Ма какве произвољне вредности имале виртуелне варијације 

скуп 
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( oul, . .. , ou/1) 

виртуелних варијација елемената и;, одређен једначинама (21), пред
стављаће једну остварљиву виртуелну модификацију конфигурације 

(u1, ••• ,и11 ), 

и обрнуто, све такве остварљиве виртуелне модификације добијају се 

дајући варијацијама 

произвољне вредности и израчунавајући из њих и вредности самих 

параметара 

а помоћу једначина (21), вредности 

( oul, ... , ou/1), 

које ће тада саставља ти једну остварљиву модификацију. 

Према томе: најойшйlије осйlварљиве моgификације у сисйlему og 
n елеменайlа са k сйlейена слобоgе јесу оне шйlо се своgе на крейlање 
фиzурайlивне Шачке сисйlема йо јеgноме вapujeiiieiiiy k-Шoz pega у n-gи
мензионалном йросйlору. 

Ефективне модификације у дескрюпивном систему. - Под так

вим модификацијама у систему ће се разумети оне међу оств,арљивим 

модификацијама које се у њему у датом тренутку и датој прилици ефе

ктивно и дешавају и у чијој се дескрипцији и састоји дескрипција саме 
појаве. Оне се састоје из ефективних варијација елемената и; у посма
траном размаку времена и такве варијације, у размаку времена од t до 
t + dt, биће означене са 

е 

Ефективна брзина варијација елемената и; биће 

а ефективна акцелерација 

du; 
dt , 

У случајевима кад су везе у систему непроменљиве, ефективна 

модификација, у размаку од t до t + dt, биће једна од остварљивих вир
туелних модификација у томе тренутку, које тада зависе само од ак-
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туелних конфигурација система. Она је, дакле, састављена из вари
јација du; што задовољавају т релација 

a11 du1 + ... + a1"du11 =О, 

(22) a21 du1 + ... + a211 dU 11 = О, 

и, према томе, такође и n њима еквивалентних релација 

du1 = a 11 dq1 + ... + alkdqk, 

(23) du2 = a 21 dq1 + ... + a2kdqk, 

где су 

ефективне варијације изабраних параметара q;. 
У случајевима веза променљивих у току времена, свака од ефек

тивних варијација du; у размаку времена од t до t + dt биће равна збиру 
од једне између остварљивих виртуелних варијација Ещ, у тренутку t и 
једне варијације која произлази од модификација самих веза у размаку 

времена dt и која ће имати за израз 

A,-dt, 

где А; такође зависи од конфигурације система у тренутку t, или и од 
самог времена t. За ефективне варијације du; he се имати, дакле, об
расци 

du1 = a 11dq1 + ... + alkdqk + A1dt, 

(24) du2 = a 21 dq1 + ... + a2kdqk + A2dt, 

где a;k и А; могу зависити од елемената q1, ... , qk и времена t. 
Редуковани дескриптивни систем. - Кад је у једном систему од k 

степена слободе изабран и уведен један од остварљивих, бескрајно 

многих, система параметара q1, ... ,qk, тако да су њихове ефективне ва
ријације и одговарајуће варијације елемената и; везане релацијама 

(23), односно (24), из ових варијација, кад год је познат закон по коме 
се q1, •.. , qk мењају у току времена, може се наћи и сам закон варијације 
елемената u1, ... ,u11 • Проучавање ефективних модификација првобит

ног система 
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(и1 , • •• ,ип), 

своди се, дакле, на проучавање ефективних модификација новога си

стема 

који је, по броју својих елемената, простији од првог. Овај систем he се 
зватиреgуковани.м gескрийШивни.м сисШе.мо.м дате појаве. Дескрипција 

тих модификација сведена је, дакле, на дескрипцију начина на који се 

њој одговарајуhи редуковани систем мења у току времена. Таквих ре

дукованих система може за једну појаву бити бескрајно много према 

изабраном систему параметара q;. При томе се, међутим, бира онај 
систем параметара КОЈИ Је најлакше проучити, или чијим се варијаци

јама најјасније истиче какав факт у појави који се нарочито има у виду. 

Проучавање тока појаве своди се, дакле, у последњој анализи на 

проучавање слободног кретања фигуративне тачке редукованог систе

ма у простору од k димензија. Ако се, пак, xohe да се при том проучава
њу не губи веза с првобитним системом 

ток појаве, као што је горе казано, своди се на кретање фигуративне 

тачке првобитног система по једном варијетету k-тог реда у п-димен

зионалном простору. 

Везе прве и друге врсте. - Довде проучене везе у систему 

(и 1 , ••. ,ип), 

зваhе се везама йрве врсШе. Међутим, у дескрипцији механизма појаве 

играју важне улоге везе још једне врсте, али које се своде опет на везе 

о којима је до сада била реч. Ако се са 

~!>···>~n 

означе тоталитети елемената 

ul,···>un, 

у размаку времена од t0 до t, онда he се за систем 

(u1, ... ,и11 ) 

казати да у њему постоје везе gpyie врсШе, ако у систему 
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постоје везе прве врсте. Тада би се, ако је k степен слободе система, 
имале за виртуелне варијације елемената ~i релације 

8~1 = a118qJ + ... + alk8qk, 

(25) 8~2 = <X 218q1 + ... + a2k8qk, 

а за њихове ефективне варијације 

d~ 1 = <X 11dq1 + ... + alkdqk + A1dt, 

(26) d~2 = <Xz1dq1 + ... + a2kdqk + A2dt, 

Проучавање модификација система 

своди се на проучавање модификација љеговог редукованог система 

Кад су ове познате, релације 

(27) 

и1 = a 11q{ + ... + alkqk + А1 , 

Uz = <XzJq{ +. · · + <Xzkqk + Az, 

које резултују из једначина (7) и релације 

- d~i 
U·--

1 dt , 

дају непосредно закон модификација у првобитном систему 

Холономни системи. -За један дескриптивни систем 

(28) 

са k степена слободе каже се да је холономан ако постоји такав један, 
за њега везани, редуковани систем 

(29) 



104 ЕЛЕМЕНТИ ЗА ДЕСКРИПЦИЈУ ПОЈАВА И ЉИХОВИХ МЕХАНИЗАМА 

да положај фигуративне тачке N редукованог система у одговарајуhем 
k-димензионалном простору, а у једноме ма коме тренутку, потпуно 

одређује положај фигуративне тачке М у одговарајуhем п-димензио

налном простору, а у истоме тренутку. Елементи qi играју тада улоге 
коорgинаШа тачке М или система (28). 

Кад за дати дескриптивни систем (28) постоји један систем коор
дината (29), постојаhе их бескрајно много; ако су 

. . 
два таква система координата за Један исти дескриптивни систем Једне 

појаве, они су међу собом везани релацијама коначног облика 

(30) 

где су f одређене функције означених променљивих количина. 
Ако је (28) дати дескриптивни систем, а (29) један од његових си

стема координата, између елемената р и елемената q постоје такође 
релације коначног облика 

(31) 

Везе, које постоје између виртуелних варијација fщ и oqi и које су 
тада облика 

(32) 

као и везе између ефективних варијација dui и dqi, а које су облика 

(33) 

само су специјални случајеви општега облика веза између тих варија

ција, о којима је напред била реч. У таквом су случају, као што се види, 
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десне стране једначина веза (24) ШоШални gиференцијали функција 
<р 1 , ... , <f'п, што не мора бити у општем случају. 

Конкретне примере холономних система представљали би: 

I. Систем састављен из скупа геометријских координата, ма које 
врсте, при кретаљу једне тачке на датој сталној или покретној површи

ни S, или по датој сталној или покретној линији С, нпр. правоугле или 
поларне геометријске координате. Улоге координата q; игра скуп па
раметара q1 и q2 , помоhу којих се изражавају координате једне ма које 

тачке површине S, или параметар q, помоhу кога се изражавају коор
динате једне, ма које, тачке линије С. 

П. Систем при хеликоидалном кретаљу једнога чврстог тела 

(обртаље око једне утврђене осовине и клизаље дуж те осовине), са
стављен од каквих елемената који су функције угла обртања q1, почев

ши од једног одређеног положаја, и величине помераља q2 , дуж осови
не, почевши од тога положаја. Степен слободе система је 2, а вред
ности елемената q1 и q2 у датом тренутку потпуно одређују положај 

тела у томе тренутку. Угао обртања и величина транслаторног поме

раља играју улоге координата у систему. 

Ш. Систем при обртању једног чврстог тела око једне утврђене 

тачке, састављен од елемената који су какве функције трију Eulel'-oвиx 

углова. Степен слободе система је 3, а вредности Eulel'-oвиx углова у 
датом тренутку потпуно одређују положај тела у томе тренутку. Та 

три угла играју улоге координата у систему. 

IV. Систем при мељању количина електрицитета у једноме си
стему покретних електричних кола са међусобном акцијом, састављен 

од елемената који су какве функције количина електрицитета q1, ••• , q11 

у колима кроз која пролазе струје, и геометријских елемената х1 , .•• ,хт 

који дефинишу положај кола. Степен слободе система је т+ n, а вред
ности q1, ••• , q", х 1, .•• , х т у сваком тренутку дефинишу конфигурацију 

система у томе тренутку и играЈу улоге координата у систему. 

V. Дескриптивни систем при мељаљу количина продуката у току 
једне хемијске реакције, састављен од каквих функција количине q 
једнога од продуката у току реакције. Степен слободе система је 1 и 
величина елемента q у датом тренутку потпуно одређује количине 
свих осталих продуката реакције. Тај елеменат игра улогу координате 

у таквом дескриптивном систему. 

Нехолономни: системи. - За један дескриптивни систем (28) са k 
степена слободе каже се да је нехолономан ако не постоји никакав за 

љега везан редуковани систем (29), чија би фигуративна тачка N сво
јим положајем у једноме ма коме тренутку потпуно одређивала поло

жај фигуративне тачке М система (28) у томе тренутку. 
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Очевидно је да ако један скуп елемената (q1, ••. , qk) не задовољава 
услове који треба да су испуњени па да један дати дескриптиван систем 
буде холономан, неhе их задовољавати никакав скуп елемената 

(р 1 , ••• ·Pk) који би били какве одређене функције елемената qi и вре
мена t. 

Релације 

између ефективних варијација елемената ui, qi и времена t, таквог су 
облика да им десне стране нису ШоШални gиференцијали никакве 

функције елеменаШа qi и времена t, тако да их је немогуhно написати у 
коначном облику 

Оне допуштају да се за један, ма који, скуп бескрајно малих виртуел

них варијација 8q1, ••• ,8qk израчунају одговарајуhе бескрајно мале 
виртуелне варијације 8u1, ••• , 8u11 , као и то да се за један, ма који, скуп 
ефективних варијација dq1, ••• , dqk, учињених у бескрајно малом ра
змаку времена dt, израчуна ју одговарајуhе варијације du1, .•• , du11 , али су 

недовољне да се помоhу њих може из једног датог скупа вредности 

q1, ... ,qk одредити сама конфигурација (и1 , ... ,и11 ) система која томе 
скупу одговара. Ово би последње било могуhно само онда кад би се 

познавао целокупан низ бескрајно многих бескрајно малих варијација 

( du1, ••• , dи11 ), којима се поступно у току појаве прешло од једне дате по
четне конфигурације (u0 , u0 , ... , u0 ) на конфигурацију која има да се од

реди за један дати тренутак. Другим речима, за одредбу положаја 

фигуративне тачке М у датоме тренутку, а помоhу елемената редуко

ваног система, потребно је знати не само положај одговарајуhе тачке 

N у томе тренутку, веh и појединости кретања ове тачке до тога . . . . . 
тренутка, коЈе ЈУ Је довело у таЈ положаЈ. 

Конкретне примере нехолономних система представљали би 

I. Ма какав дескриптивни систем при котрљању (без клизања) 
каквога чврстог тела по једној утврђеној површини S. Јер, положај 
чврстог тела је потпуно одређен помоhу 6 елемената u1, .•• , u6 , нпр.: по

моhу три координате његовог тежишта и три Eulei-oвa угла. Котрља

ље је, међутим, кретање такве природе да је у сваком тренутку t брзи
на оне тачке тела која је у томе тренутку у додиру с површином S ра
вна нули. Тај услов се изражава једначинама облика 
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где су с1 , ... , с6 одређене функције елемената u1, •.• , u6 а које су уопште 
таквог облика да им леве стране нису тотални диференцијали никакве 

функције, нити имају интегрантних фактора. Везе су, дакле, такве при

роде да их је немогућно изразити у облику коначних релација између 

елемената u1, ... ,u6 , и према томе и ове је немогућно изразити као од

ређене функције елемената q; са произвољним варијацијама и таквих 
да скуп вредности q; одређује конфигурацију система (u1, ... ,u6). Овај 

системЈе,дакле,нехолономан. 

То се, уосталом, још одређеније види из следећих специјалних 

примера. 

а. Котрљање једне хомогене кугле полупречника а по једној 

утврђеној хоризонталној равни Р. Уочимо један утврђен координатни 

систем осовина о;, Or), О<р, такав да се осовине О~ и От) налазе у равни 
Р, а да је осовина а; управна на ту раван и да се налази са оне стране 
равни на којој се налази кугла. Нека су ~. Т), ~ координате центра с ку
гле у томе систему (координата ~ је стална и има вредност а). 
Повуцимо кроз центар с три осовине cx1,cy1,cz1, паралелне осовинама 

о;, Or), 0~, и нека су е, <р, \ј! три Euler-oвa угла једнога система осовина 
ех, су, cz везаног за куглу, а према осовинама cx1,cy1,cz1• Изразивши да 

је кретање кугле котрљање, тј. да је брзина додирне тачке кугле и 
равни Р у свакоме тренутку равна нули, налази се да су остварљиве 

виртуелне варијације елемената ~. Т), ~. е, <р, \ј! везане релацијама 1 

о~ -а sin '1' 08 +а sin е cos '1' · о<р = О, 
ort +а cos '1' ое +а sin е cos '1' · о<р = О, 

а остварљиве ефективне варијације релацијама 

(1) {d~ -а sin '1' de +а sin е cos \jfd<p = О, 
drt +а cos '1' de +а sin е cos \jfd<p = О. 

Пошто је координата ~ стална, положај кугле зависи од пет параме

тара ~.Т), е, <р, \ј!, везаних двема релацијама (1), чије леве стране нису 
тотални диференцијали и које су неинтеграбилне. Систем(~, Т), е, <р, \ј!) 
је, дакле, нехолономан и с три степена слободе. 

б. Котрљање обруча полупречника а по једној утврђеној хори

зонталној равни Р. Нека су ~, Т), ~ координате тежишта С обруча према 
једноме утврђеном систему осовина, таквих да су осовине о; и 011 у 
равни Р, а осовина~ вертикална и изнад те равни. Нека су, затим е, <р, 

1 Appell, Tmite de Mecanique гationel/e, 2. ed. t. П, р. 364. 
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\ј! три Euler-oвa угла који одређују положај обруча према једном по

кретном систему осовина 01;, СЛ,, 0~, што пролазе кроз тежиште С, а 
паралелне су утврђеним осовинама 01;, СЛ,, ~- Изразивши да је брзина 
додирне тачке обруча и равни Р равна нули, налази cel да су оствар
љиве виртуелне варијације елемената~, Т),~, е, <р, \ј! везане релацијама 

о~ - а sin \ј! sin е · 08 + а cos \ј! cos е · О \ј! - а cos \ј!О<р = о 
(34) 011 +а cos \ј! sin е · 08 +а sin \ј! cos е · О \ј!- а sin \ј!О<р = о 

о~- а cose · 08 =О, 

а остварљиве ефективне варијације релацијама 

d~ - а sin \ј! sin е . de + а cos \ј! cos е . d\jf - а cos \jfd<p = о 
(35) dТ) +а cos \ј! sin е . de +а sin \ј! cos е . d\jf -а sin \jfd<p = о 

d~- а cos е· de = О. 

Tpeha од једначина је интеграбилна и даје 

~=asine, 

али прве су две неинтеграбилне и показују да је систем (~, Т), ~, е, <р, \ј!) 
нехолономан систем с три степена слободе. 

,х 
1 
1 

#:R 
1 
1 
1 

' ' 
1 ' 

с : // 
г-----1----~--- ___ .,. ()( 

/Ј 

р 

/ : 
1 

' 1 

' 1 
1 

' 1 

в 

Сл. 20 

П. Дескриптивни систем при промена-

ма електричног стања у покретним полиди

мензионалним проводницима. Уочимо нпр. 

систем (Barlow-љeв точак) од два електри

чна кола, састављен на оваЈ начин: прво ко

ло АВСD, које he бити означено са С1 , нала

зи се у равни слике; АВ и CD су две хоризон
талне жице, DA вертикална жица прекинута 
електричним елементом Р. Напослетку 

другу вертикалну страну ВС саставља вер

тикални полупречник једнога точка R, упра
вног на CD, који је металан, пун и покретан 
око своје осовине DC. Друго коло С2 обра

зује један соленоид који ствара једно магнетно поље правца DC. 
Кад се точак почне обртати, јачине струја i1 и i2 he се у колима 

С1 и С2 и количине електрицитета q1 и q2 у њима мењати поступно у 

току кретања. Узмимо за дескриптивне елементе: количине електри

цитета q1 и q2 и угао ротације е точка. Дескриптивни систем појаве је 

систем с три степена слободе: свакоме се од три елемента q1, q2 , е могу 

1 Appell, Јос. cit., р. 365. 
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дати произвољне, једна од друге независне варијације и на тај начин 

добија се најопштија могуhна виртуелна модификација у систему. Кад 

би проводник био линеаран, нпр. врло танка жица, где струја непреста

но пролази кроз једне исте материјалне делиhе, скуп та три елемента 

( q1, q2 , е) својим вредностима у датом тренутку потпуно би одређивао 

електрично стање у колима и геометријске положаје саставних делова 

материјалног система. Међутим, то није случај код овде описанога 

система, где се струЈа при окретању точка непрестано помера у овоме. 

Пропустимо нпр. кроз коло с2 количину електрицитета q1 па затим ок

ренимо точак за угао е; топлота, која се производи Јоulе-овим ефек

том, производи се на вертикалном полупречнику точка. Но, ако се пр

во точак окрене за угао е па тек тада пропусти струја, топлота he се 
произвести на другоме једном полупречнику, који с првим гради угао е. 

Да би се познавало електрично и геометријско стање материјалног 

система у датоме тренутку t, није довољно познавати само величине 
-елемената q1, q2 , е у томе тренутку, веh треба да је дат и начин на који 
се симултано мењају елементи е и q1, а који се не може добити из ди

ференцијалних релација између тих елемената. 

Случај је сличан ономе при кретању обруча: да би се могло знати 

да ли је обруч, пошавши од једног почетног места А, стигао у једно 
одређено место В, потребно је, поред познавања три елемента у ме

стима А и В: угла хода, угла скретања од правца АВ и угла пада, позна

вати још и закон симултаних варијација прва два угла, почевши од 

места А, а овај се не може добити из диференцијалних релација између 
тих елемената. Дескриптиван систем о коме је реч јесте, дакле, не

холономан систем. 
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Спона између механизма појаве и појединости, у којима се она ма

нифестује, има за непосредан аналитички израз скуп диференцијалних 

једначина у којима су експлицитно резимиране појединости механизма, 

а имплицитно појединости њене манифестације, као нужне последице 

датога састава механизма. 

Једначине су разноврснога облика, према природи изабранога де

скриптивног система. Оне су најпростијега могуhног облика за прима

рни и секундарни систем у датоЈ ПОЈави. 

I. ОПШТЕ ЈЕДНА ЧИНЕ ЗА МОДИФИКАЦИЈЕ У ПРИМАРНОМ 
И СЕКУНДАРНОМ СИСТЕМУ 

Примарни н секун:дарн:н: систем у појави. - Познавати акцију јед
нога одређеног узрока, или комплекса узрока, на један дати објекат, 

или комплекс објеката, значи познавати у сваком тренутку t модифи
кације, које комплексу објеката импозира присуство тих узрока. Ове 

се, пак, модификације састоје у једноме низу позитивних или негати

вних прираштаја одређених елемената и1 , ... , un, којих нестаје кад се 
уклони присуство узрока, а који се безусловно појављују кад се ово 

присуство оствари. 

Да би се ови прираштаји могли израчунавати за сваки дати трену

так, потребно је познавати величине тежњи примењених непосредно, 
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било на саме елементе и1 , ••• , U 11 , било на какве друге елементе који су 

са овима у таквој вези да се из њихових прираштаја могу израчунати 
одговарајући прираштаји првих елемената. 

Нека је 

такав Један скуп елемената, везаних за посматрани систем 

(и1 , ••• ,и11 ) 

и карактерисаних тиме да се за сваки елеменат vi понаособ познаје ве
личина тежње чијом се акцијом он мења у току појаве, тј. да се познају 

компоненте Xi посматраног узрока у правцу осовине Ovi. Такав скуп 
саставља један систем, који ће бити назван йри.марни.м системом по

сматране појаве. У појавама механичких кретања примарни систем би 

био скуп компонената брзина, јер компоненте сила имају за непосре

дне објекте компоненте брзина. У појавама кретања електрицитета 

примарни је систем скуп од јачина струја, јер су ове непосредни објекат 

електромоторних и реактивних електричних сила. При хемијским 

трансформацијама, примарни систем је скуп брзина којима се поједина 

тела трансформишу, јер су ове непосредни објекти трансформатор

ских хемијских тежњи. При термичким модификацијама каквог тела 

примарни систем састављаЈу саме температуре итд. 

У извесним случајевима дешава се да проучавање појаве постаје 

простије, кад се посматрају промене система састављеног од тотали

тета елемената система 

у размаку од почетног тренутка t0 до датог тренутка t1, тј. систем са

стављен од елемената 

дефинисанихједначинама 
11 

'lli =Ј vidt. 
to 

Систем 

('Jli,··· ''llп) 

зваће се секунgарни.м системом појаве. При механичким кретаљима се

кундарни систем састављао би скуп координата. При кретању елек

трицитета тај би систем састављао скуп електричних оптерећења. При 

хемијским трансформацијама он би био састављен од количина про

дуката награђених за време реакције у датом размаку времена итд. 

Проблем проучавања акције датог комплекса узрока своди се, 

тада, на следећа два проблема. 
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1. Одредити законе по којима се елементи примарног система ме
њају у току времена под утицајем датих тежњи чије су величине позна
те, а кад се знаЈу везе у систему. 

2. Из познатих закона варијација елемената примарног или секун
дарног система извести законе варијација елемената првобитног си

стема 

За решавање другог од ова два проблема треба да су познате везе 

или примарног или секундарног система и првобитног, и он се тада ла

ко решава. Релације које исказују те везе могу бити такве да, кад се 

зна конфигурација примарног или секундарног система v; или 11; у јед
ном датом тренутку, може се одмах знати и конфигурација првобитног 

система и; у том тренутку. Такав случај је у појавама са холономним 

системом. 

Међутим, те везе могу бити и такве да се из њих помоhу познатих 
. . 

прираштаЈа елемената v; у Једном датом тренутку могу израчунати 

одговарајуhи прираштаји елемената и; у истом тренутку, али да при 

том сама дата конфигурација првога система није довољна за одредбу 

одговарајуhе конфигурације другога у том тренутку. Такав случај је 

појава са нехолономним системом. 

Први се, пак, проблем своди на формирање и интегращrју дифе

ренцијалних једначина, које везују промене непосредних објеката и ве

личине тежњи коЈе су непосредно на њих примењене. 

Спона међу аипюшнм н пасивним улогама: једначнне модифика

ција у примарном н секундарном систему. - За један узрок С, коме се 

приписује перманентна тежња Х да мења елеменат v као непосредан 
објекат, казаhе се да је искључиви нейосреgни узрок промена тога еле

мента ако се v престаје мењати кад узрока С нестане, а почиње се 
изнова мењати кад се узрок опет ПОЈави. 

За узрок С he се казати да је gелимични нейосреgни узрок проме
на елемента v кад варијација тога елемента, мада су модификоване 
присуством узрока С, ипак не престају с његовим престанком, али да 

кад се акцији овога узрока придода симултана акција извесног скупа 

узрока С;, скуп С+ С; се понаша као искључиви непосредни узрок тих 

вариЈациЈа. 

При падању тела у безваздушном простору тежа је искључиви и 

непосредни узрок променама брзине, као њеног непосредног објекта. 

При падању кроз ваздух скуп теже и ваздушног отпора представља ис

кључиви и непосредни узрок, док је, међутим, сама тежа делимични 

непосредни узрок променама брзина. 

Разликујмо, према томе, следеhа два случаја. 
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1. Нека је узрок С искључиви и непосредни узрок промена елеме
нта v. Према самој дефиницији величине тежња Х, везане за v као не
посредни објекат, биће 

(36) 

где је k известан реалан и позитиван коефицијенат, независан од вели
чина промен_а елемента v. Кад је познат перманентни закон тежње Х, 
једначина (36) регулише начин на који се мења v, тј. регулише акцију 
узрока С. 

2. Нека су 

делимични непосредни узроци промена елемента v, тако да се ком
плекс тих узрока понаша као искључиви непосредни узрок тих про

мена. Нека су 

величине одговарајућих тежњи тих узрока, па fie се из онога што је на
пред казано имати Једначина 

(37) 
dv 

k- = Х1 +Х2 +Х3 + ... , 
dt 

која у томе случају регулише промене елемента v, па дакле и акцију 
комплекса узрока С1 ,С2 ,С3 , ... 

Оба ова случаја претпостављају да се примарни систем састоји са

мо из једног елемента v. Нека се сад тај систем састоји из n елемената 

таквих да се за сваки од њих понаособ познаје комплекс делимичних 
непосредних узрока, примењених непосредно на тај елеменат. Нека су 

Хн,Хz;,Хзi•··· 

величине одговарајућих тежњи појединих узрока таквога комплекса 

примењеног непосредно на елеменат v;. Према ономе што је напред 
казано, имаће се систем једначина 

' dvl Х "1- = Х11 + 21 + Хз1 + · .. 
dt -

(38) 

k dv"- Х Х Х 
/1 - - 1!1 + 2!1 + 3!1 + ... 

dt -
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које у томе случају регулишу промене елемената v1, ..• , vn. 
Према облику перманентних закона тежњи Xilo једначине (36), 

(37), (38), које регулишу промене у примарном систему, могу бити: или 
обичне диференцијалне једначине, или систем симултаних једначина, 
или парцијалне диференцијалне једначине, или систем симултаних пар

цијалних диференцијалних једначина, или мешовите функционално

-диференцијалне једначине, или систем функционално-диференцијал
них једначина. 

Из тих се једначина, уосталом, лако изводе и основне јеgначине за 

секунgарни сисйlе.м 

простом сменом 

v = d~fl 
n dt . 

П. ОСНОВНЕ ЈЕДНА ЧИНЕ ПРОСТИХ ПОЈАВА 

Под йросйlо.м йојаво.м има се разумети свака појава чији се прима

рни систем своди само на један елеменат v и где у одговарајуhи израз 
тежње Х не улази никакав други елеменат осим комбинација времена t 
и елемента v. Такве појаве би биле нпр.: 

1. праволинијска кретање једне тачке, где улогу елемента v игра 
брзина, а улогу тежње Х сила; 

2. апсорпција светлости, где улогу елемента v игра јачина свет
лости, а улогу тежње Х депресивна тежња апсорбујуhег слоја; 

З. појава електричног испаравања, где је параметар v електрично 
оптереhење површине течности, а тежња Х тежња површине да изјед

начи своје електрично стање са стањем околине; 

4. испражњавање електричног кондензатора, где улогу v игра ко
личина електрицитета на арматурама, а улогу тежњи Х1 и Х2 играју 
индукциона реактивна сила и контраелектромоторна сила итд. 

Ток појаве регулисан је једначином 

(39) 

где Х означује алгебарски збир величина тежњи, везаних за комплекс 

делимичних непосредних узрока, који мењају објекат v. 
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Једначина (39) изражава, у исто време, и један постулат, коме се 
може дати следећи облик. 

Назовимо финалним ефекШом посматраног комплекса узрока Х, 

у размаку времена од t до t1, разлику 

(где v и v1 означавају вредности параметра v у тренуцима t и t1). Еле
менШарни ефекаШ у бескрајно малом размаку времена од t до t + dt 
биће тада dv и једначина (39), написана у облику 

(40) 1 
dv = -Xdt, 

k 

тада изражава следећи принцип. 

ЕлеменШарни ефекаШ каквог комйлекса нейосреgних узрока йро

йорционалан је величини Шежње йрийисане Шо.ме комйлексу и величи

ни размака времена у коме је Шај ефекаШ извршен. 
Иста једначина (39) показује и то да је инШензиШеШ йојаве у сва

ком ШренуШку йройорционалан величини Шежње комйлекса нейосреg

них узрока у Шоме ШренуШку. 

Реалан и позитиван коефицијенат k игра улогу масе при кретаљи
ма и генералише тај појам. Израз 

V = -k dv 
dt 

генералише појам силе инерције у механици и биће назван инерцијом 

йојаве. Кад величина тежље остаје непромељена, према једна чини (39) 
промене елемента v биће утолико слабије уколико је већи коефиције
нат k. Тај ће се коефицијенат стога звати коефицијенаШ инерције об
Јекта v. 

При транслаторном кретаљу, које је регулисано једначином 

mdv =F 
dt ' 

где је т маса, v брзина, F сила, улогу коефицијента инерције игра меха
ничка маса. 

При ротационом кретаљу, за које важи једначина 

где Ј означава момент инерције, w - угаона брзина обртаља а F- мото

рни спрег, улогу тога коефицијента игра момент инерције. 
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При кретању електрицитета, које је регулисано једначином 

где је r електрични отпор, q - количина електрицитета, Е - електромо

торна сила електричног извора, нпр. батерије, ту улогу игра електри

чни отпор. 

Према модерној теорији кретања гасовитих јона у каквом елек

тричном пољу, слободни се јони креhу брзином пропорционалном ин

тензитету Х поља, тако да те брзине имају вредност k1X за позитивне 
јоне у правцу линија сила, и k2X за негативне јоне у супротном правцу. 
Коефицијенти k1 и k2 , који се називају коефицијентима покрет

љивости јана, мењају се с природом и стањем гаса и уопште су раз

лични међу собом, пошто су негативни јони покретљивији од пози

тивних. Изврнуте вредности 

1 1 
-г и -
kl k2 

ових коефицијената играју у појави улогу коефицијената инерције итд. 

Приметимо и то да ако се имйулс Шежње Х, у размаку времена од 

t0 до t, буде дефинисао изразом 

t 

Ј Xdt, 
to 

из једначине (39), написане у облику 

1 Jl v-v0 = k Xdt, 
to 

се види да је финални ефекаШ јеgне Шежње, у јеgном gаШом размаку 

времена, йройорционалан имйулсу Шежње у Шом размаку. 

Ш. ОСНОВНЕ ЈЕДНА ЧИНЕ КОМПЛЕКСНИХ ПОЈАВА 

Под комйлексном йојавом има се разумети свака појава која се 
своди на модификације у једном систему 

(41) (v1, ... , V11 ), 

што садржи више од једног елемента v; и код које: 



ОСНОВНЕ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНЕ ЈЕДНА ЧИНЕ 117 

1. или тежње Х;, примењене на V;, зависе и од осталих елемена

та V;, 

2. или елементи V; нису међу собом потпуно независни, већ нпр. у 

систему постоЈе везе прве или друге врсте. 

Нека је дата једна појава такве врсте којој одговара систем (41), 
изложен акцији једнога комплекса узрока, таквих да је Х; величина 
тежње примењене непосредно на објекат v;. Нека је V; инерција еле
мента v; а k; одговарајући коефицијенат инерције. Разликујмо тада 
следеће случајеве. 

Први случај: слободан систем. - Ако се образује израз 

(42) 

пошто је у случају слободног система увек 

(43) 

биће и 0 1 =О за произвољан систем варијација (8v1, ... , 8v11 ); и обрнуто, 

ако једначина 0.1 = О важи за произвољне варијације 8v;, онда he по
стојати и једна чине ( 43). 

Тако исто, ако се образује израз 

(44) 

где су Т); тоталитети елемената v;, биће 0.2 = О за произвољан систем 
варијација ЬТ);; и обрнуто, кад год једначина 0.2 = О важи за произво
љне варијације ЬТ); имаће се и једначина ( 43). Према томе: каg zog је 
сисйlем слобоgан, јеgначине йојаве ( 43) скуйљене су у којој се xohe og 
јеgначина 0.1 = О или 0.2 = О. 

Други случај: системи с везама. - Нека ј е дат систем 

(v1, •.. , v"), 

са k степена слободе, тако да је број веза у њему 

т= n-k. 

Кад не би било веза, имале би се једначине: 0. 1 =О и 0 2 =О. Овде 

ће бити показано да и у случају кад постоје везе, било прве, било друге 

врсте, једначине појаве могу се свести на једначине једног слободног 

система, тако да ће бити обухваћене једним обрасцем облика 

ако су везе прве врсте; или обрасцем облика 
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(46) 

ако су везе друге врсте, где су 

ОДНОСНО 

произвољне варијације елемената v1, ... , vk, односно 111, ... , 'llk тако да се 
систем ( v1, ... , vn) може сматрати као сведен на систем ( v1, •.. , vk) који је 
потпуно слободан, и да he, према томе, једна или друга од једначина 

Ql = О, ОДНОСНО Q2 = О, 

опет обухватити једначине модификација система. 

а) Случај веза прве врсте.- Нека су 

{ 

a118v1 + ... + a1n8vn =О, 

а~~~~~-~-· .... ~~~~~~~:'.: _о, 
ат1 8v1 + ... + aтn8vn - О, 

(47) 

једначине које исказују везе између виртуелних промена елемената 

(vl, ... , vn). Множеhи прву ОД тих једначина са л! другу са л2 итд., по
следљу са Лт где су Л 1 , ... ,Лт засад неодређени коефицијенти, и саби
рајуhи тако добијене једначине са једначином 

!21 = (Х1 + V1)8v1 + ... + (Xn + Vn)8vп, 
добија се 

(48) Ql =[х!+ 'Pl + vl]8vl + ... + [xn +'~~n+ vn]8vn, 

где Је 

(49) 
{ 

'111 = Alall + ... +А та т!' 

'Р~.:-~~~~~-~-·.·:~ -~~~~2' 
'~~n - Alaln + ... + Ататn· 

Одредимо сад коефицијенте Л 1 , ... , Л т, тако да буде 

{

xk+i + '~~k+i + vk+i =о, 

~~~:. ~ ~~~-2· ~~~~~~.~О, 
Xn +'~~п + Vn - О, 

(50) 
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па се једначина ( 48) своди на 

(51) 

где је 

(52) {
Ј!= Х1 +Ф 1 , 

~2. -~- ~: -~- ф2' 
Yk=Xk+Фk, 

а где Ф 1 , .•• , Ф k о зна чују вредности '!'1, ••• , 'I'k, дефинисане помоhу k 
првих једначина ( 49), пошто се у овима Л 1 , ... , Ат смене вредностима 
израчунатим из једначина (50), којих има тачно т. 

Израз на левој страни једначине (51) представља функцију 0.1, 

што одговара систему (vJ···vn) са т веза прве врсте и с тежљама 
X1, .•• ,Xn. Израз на десној страни представља функцију Q.1 што одго

вара потпуно слободном систему (v1, ... ,vk) код кога би на елементе 
v1, ... , vk биле непосредно намељене тежље Ј!, ... , Yk; па пошто је за овај 
последљи систем тај израз раван нули, јер је систем слободан, биhе 

функција Q.1 за првобитни систем такође равна нули. 

Отуда закључак- израз 

0.1 = (Х1 + V1)ov1 + ... +(Х"+ V,Jov" 

биhе раван нули, било ga је сисШем. слобоgан, било ga у њем.у им.а веза 
йрве вpciiie. У првом случају он повлачи са собом низ једначина 

(53) 

које се имају сматрати као једна чине што одређују законе промена еле

мената v1, ... , vn. У другом случају она повлачи са собом низ једначина 

(54) {
Х1 + Ф1 + V1 = о, 

~~- ~ ~-2· ~ ~~ -~ О, 
Xk+Фk+Vk-0, 

које, придодате једначинама (50) и једначинама веза ( 47), одређују за
коне промена елемената v1, ••. , v". 
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б) Случај веза друге врсте. - Нека су 

(55) 
{ 

b110YJI + ... + Ь1пОУЈп = О, 
ь,,о~, .+.: ~ ь,.&!]~, :о· 
bmiOYJI + ... + ЬтпОУЈп - О, 

једна чине веза између варијација ОУ]; тоталитета елемената v;. Мно
жеhи прву од једначина (55) са Л 1 , другу са Л2 итд. и сабирајуhи тако 
добијене једна чине са једначином 

добија се 

где 'I'; имају вредности 

(56) 
{

'I'I = Л1hrr + ... +ЛтЬтr• 

'У~.:.~.~~-~~-~.-.. :~ .~~.~~2· 
'Уп - ЛrЬrп + ... + ЛтЬтп· 

Ако се Л 1 , ... ,Лт изаберу тако да буду задовољене једначине 

{

xk+l + 'Fk+l + vk+l = о, 

~~~:. ~ ~~~-2· ~~~~~~.~О, 
Хп +'Уп + Vп - О, 

(57) 

израз .Q2 своди се на 

(58) 

где Y1, ... ,Yk имају исте вредности као и у случају а), само што су 

коефицијенти a;k смењени коефицијентима b;k. 

Израз на левој страни једначине (58) представља функцију .0 2 , 

што одговара систему (v1, ••. , V11 ) са т веза друге врсте и тежњама 

Х1 , ... , Х п. Израз на десној страни те једна чине представља функцију 

.Q2 што одговара потпуно слободном систему (v1 ... vk) код кога би на 
елементе v1 ... vk биле непосредно примењене тежње }ј, ... ,Yk. Па пошто 

је за овај последњи систем тај израз раван нули, биhе, дакле, .Q2 = О и 
за првобитни систем. Отуда исти закључак као и у случају веза йрве 

врсiйе, само с том разликом што су варијације ov; смењене варијација

ма ОУЈ;, а коефицијенти a;k смељени коефицијентима b;k. 
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Из свега тога види се још и следеће. 

СисШе.м (v1, ... , vn) са m веза, било йрве, било gpy2e врсШе, и Шеж
ња.ма X 1, ... ,Xn, йонаша се као слобоgан сисШе.м (v1, ... ,vk) йошШо се 
свакој Шежњи Х 1 , ••. , Xn йриgоgа јеgна Шежња Фi йри.мењена нейосре
gно на објекаШ vi, и чији су јачина 'Pi и знак gефинисани јеgначина.ма 
(57). 

Ове тежње, којима се у систему могу потпуно заменити везе, а да 

се тиме ниуколико не промени ток појаве, биће назване реакцијама ве

за у систему. Такве би тежње биле нпр. нормалне реакције при крета

љу тачке по датој површини или датој линији. Мењање запремине и . . 
притиска Једнога гаса под утицајем датих узрока дешава се тако као да 

та два елемента нису међу собом везана, али да је комплексу узрока 

што изазивају те промене придата и једна одређена тежња, што, као 

реакција веза, одговара вези тих елемената, израженој у Mariotte-oвoм 

закону. Мењање јачина једнога система струја, којима би унапред биле 

импозиране везе, дешава се као да је систем ослобођен тих веза, али да 

су ефективним узроцима промена, као што су електромоторне силе 

електричних елемената и реактивне индукционе силе, придодате наро

чите фиктивне силе као реакције веза. 

Одредба реакција веза Ф;. - Одредба ових реакција, као функ

ција тежњи Х; елемената V; и времена t, била би извршена на следећи 
начин. 

а) Случај веза прве врсте.- Пошто Ф1 , ... ,Фk нису ништа друго до 
'Р1 , ... , 'Pk са прецизираним вредностима Л 1 , ... , Л т, које тога ради треба 

израчунати из ранијих једначина (50), то се проблем своди на израчу
навање 

1) n количина v1, ... , vn; 

2) т количина Л 1 , ... ,Лт; 

3) k количина 'Р1 , ... , 'Pk. 

Тога ради, из n једначина 

т Једначина веза 

'Р1- k1v; =-х~, 
'Р2 - k2 v~ = -Х2 , 

allv{ + ... +alnv;, = -Al, 
a12 v{ + ... +a 211 v;, = -А2 , 
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пједначина 

'1'1 - а11Л1 - ... - а1тЛт = О, 
'1'2 - а21Л1 - ···- а2тЛт =О, 

[свега 2n +т једначина] треба израчуна ти 2n +т непознатих 

1 1 
v1, ... , V11 , 

АЈ,···•Лт, 
'1'1,···· 'Р/1; 

између тако одређених израза \ј!;, изрази 

представљаhе тражене изразе за одговарајуhе реакције веза 

Експлицитни облик ових израза био би овај: формирајмо детер-

минанте 

all а12 а111 о о 

а21 а22 a2n о о 

ат! ат2 атп о о 

1.\ = (-l)т ki о о а11 а21 ат! 

о k2 о а12 а22 ат2 

о о ... kll-1 о а111-1 а2п-1 · · · aтll-1 

о о ... 0 k/1 ain а2п атп 

-XI -ki о о о о 

Ai all а12 ain о о 

А2 а21 а22 а2" о о 

Di = (-l)т Ат ат! ат2 атп о о 

х! ki о о all а21 ат! 

х2 о k2 о а12 а22 ат2 

х11-1 о о kп-1 о ain-1 a2n-1 атп-1 

х" о о о kn аiп a2n атп 

као и низ детерминаната 
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таквих да се уопште D; добија кад се у D1 смени 

k1 са k;, 
k2 са ki+1, 

а,. 1 са а,.; } 

~~:~ .. ~~ .. ~l:i.+l 
am са а,.;_ 1 

r = 1,2, ... ,m, 

Х1 са Х;, 

х2 са xi+l' 

xll са xi-1> 

па се за реакције веза добијају изрази 

ФI = D! , ... ,Фk = Dk 
~ ~ 

123 

Тако нпр. у специјалном случају, кад је број елемената 3, а број 
веза 1, и ако та веза повлачи релацију 

a11v; +a12V~ +a13v~ +А1 =О, 
биhе k= 2 и 

а 11 а12 а13 О 

~=-
k1 О О а11 
О k2 О а12 
О О k3 а 13 

-Х1 -k1 О О О 

-А! 
D1 =- Х1 -~ 

х2 
Х з 
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-Хз о о -k, о 

-Аз 
Dз =- х! -д 

х2 

Х з 

тако да су реакције веза 

Ф = Dl Ф = D2 Ф = Dз 
1 д'2 д'з д· 

У случају кад је број елемената З, а постоје две везе што повлаче 

релације 

биhе k = 1 и 

a11 v{ +a12 v~ +a 13 v~ +А1 =О, 
a21 v{ +a22v~ +a 23v~ +А2 =О, 

all al2 а1з о о 

а21 а22 а23 о о 
д= kl о о all а21 

о k2 о al2 а22 

о о kз а1з а2з 

-Х! -kl о о о о 

-А~ 

Dl = 
-А2 

х! +д 

х2 
Х з 

-Х2 о -k2 о о о 

-А~ 

D2 = 
-А2 

х! +д 

х2 
Х з 

-Хз О О -k3 О О 

Dз= 

-А~ 

-А2 

х! 
х2 

Х з 
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тако да су реакцИЈе веза 

Ф = Di Ф = D2 Ф = Dз 
1 ~,2 ~·З~· 

Скуп израза 

добијених на наведени начин, представља скуп компонената реакција 

веза, које утичу на кретање фигуративне тачке М појаве у правцима 

Ове, пак, одређују резултујуhу реакцију веза Ф примењену на та

чку М и чија је величина одређена обрасцем 

Ф= ~Фr + ... +Ф~, 

а чији су коефицијенти правца 

ф 
11 =-" !1 ф. 

Између ових компонената, при формираљу редукованих једначина по

Јаве 

Х1 + Ф1 + vi = о, 
Х2 + Ф2 + V2 = о, 

важно је знати само kкомпонената Ф 1 , ... ,Фk. 
При кретању нпр. једне материјалне тачке, кад би компоненте 

брзина v1, v2, v3 биле везане каквом релацијом 

непроменљивом или променљивом у току времена, било би 

а - ~f а - дј а - дf 
11- д ' 12- -д ' 13- -д ' 

vl v2 Vз 

k = 2, А1 = дј. 
дt 
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При променама јачина струја у једноме систему проводника, кад 

између јачина струја i1, ... , i11 у појединим проводницима постоји рела

ЦИЈа 

било би 

а. = дј 
tm д' 

lm 
m=1,2, ... ,n. 

При мењању запремине, притиска и температуре једнога гаса под 

утицајем датих узрока, са везом израженом у првој апроксимацији Gay
-Lussac-oвим законом 

pv = RT, 
било би 

k = 2, А1 =О, а11 = v, а12 =р, а13 = -R. 

б) Случај веза друге врсте.- Једначине (55) за виртуелне варија
ције тоталитета 1')1, .•• , '11п елемената v1, ••. , V11 постају у случају ефекти
вних вариЈацИЈа 

bm1d1') 1 + ... + Ьтпd'11п + Bmdt =О, 

где коефицијенти b;k и В; могу зависити од тоталитета 1')1, .•• , 1') 11 и вре

мена t. Оне се могу написати у облику 

b11VJ + ... +b1nVn +В1 =О, 
b21v1 + ... + Ь2пvп + В2 =О, 

одакле се, диференцирањем по времену t, добија систем једначина 

b11 v{ + ... + b111 v;, + (д:r1 + Е1 ) =О, 
b21 V~ + ... + b211 v;, + (д:r2 + Е2 ) =О, 

где Је уопште 

Е _ dbit dbin 
i- v1--+ ... +vn--. 

dt dt 

Пошто је за ма који од коефицијента b;k 
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db дЬ дЬ дЬ - = -vl + ... +-vn +-, 
dt д111 д11п дt 

то Е1 зависи од елемената ( v1, ••. , vn) , ( 11 1, .•• , lln) и t. 
Према томе, сви горњи обрасци који су се имали за случај веза 

прве врсте, остају исти и за случај веза друге врсте, само с том разли

ком што у њима треба сменити 

Треба приметити још то да у случају веза прве врсте компоненте 

реакција веза зависе, уопште, од (v1, ••• , vn) и t, а у случају веза друге 
врсте од (v1, ... ,vn), (111, ... ,1ln) иt. 

При кретању нпр. материјалне тачке по датој сталној или покрет-

ноЈ површини 

биhе 

- дf 
bll - дх' 

f(x,y,z,t) =О, 

дf 
Ь1з =-- дz' 

При кретању материјалне тачке по датој сталној или покретној 

линији, дефинисаној једначинама 

биhе 

f(x,y,z,t)=O, и <p(x,y,z,t)=O, 

дf 
bll = дх' 

д<р 
ь21 = дх, 

- дf 
h12- ду, 

д<р 
ь22=ду' 

дf 
Ьв = дz' 

д<р 
ь23 = дz' 

в- дf 
1- дt' 

в2 = д<р. 
дt 
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I. APPELL-OB КАНОНИЧНИ ТИП 

Основним једначинама појава може се дати један веома прост, ге

нералан и за све врсте појава подједнак облик, у коме је број елемена

та сведен на могуhни минимум и које, кад су једанпут написане, не 

захтевају више вођење рачуна о везама у систему. 

А. Случај веза прве врсте 

Нека је 

дати систем елемената на које су непосредно примењене тежње 

(Х1 , ... ,Х11 ) са коефицијентИ:ма инерције k1, ... ,k11 • Нека је k степен 
слободе система, тако да се систем може свести на редуковани систем 

где су q1, ••• , qk такви параметри да се све остварљиве виртуелне вариЈа
ције 8v1, •.• , 8v11 добијају кад се у систему једначина 

8v1 = a 118q1 + ... + alk8qk, 
(59) 
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променама 8q1, о о о, Бqk дају произвољне вредности, а да се ефективне 
варијације dv1,. о., dv11 добијају кад се у систему једначина 

dv1 = a 11 dq1 +о о о+ a 1kdqk + A1dt, 

(60) dv1 = a 11 dq1 +о. о+ a2kdqk + A1dt, 

смене 

својим ефективним варијацијама. Коефицијенти су aik• као и коефици

јент А;, уопште функције од q1, о. о, qk и од to 
• Ако се сад у општој основној једначини 

(61) 

варијације cSv1, о .. , bv11 смене њиховим изразима (59), једначина (61) по
стаЈе 

(62) 

где Р; и Q; имају за вредности 

(63) Р; = aliVI + ... + (J. 11;V11 = k,auvi +о .. + k11a 11;V~, 
Q; = alix, + 000 + а";Хпо 

Једначина (62) је општа једначина модификација у редукованом 
систему q1, о. о, qko Пошто су у њој варијације 

8q1,0 .. ,8qk 

произвољне, она повлачи за собом низ једначина 

(64) 

У тих k једначина фигурише n+ k непознатих 

о о 

и те Једна чине, са Једначинама 

(65) 

v; = a 11q; + .. о+ a 1kqk + А1 , 
v~ = a 11qi + .. о + a2kqk + А1, 
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[које резултују из једначина (60)] довољне су за одредбу свих непо
знатих. 

Горњим једначинама може се дати један још простији облик. Из 

релациЈа 

(66) 

види се да Је уопште 

дvl 
а __ .Ј 

ii- д 1' . q; 

према чему прва од једначина (63) постаје 

р _ k 1 дv{ k 1 дv;, 
;- lvl-,+ ... + nvn-1· 

дq; дq; 

Ако се, дакле, формира функција 

(67) 

биhе уопште 

(68) де 
Р=' д 1 q; 

и, према томе, једначине појаве (64) могу се написати у облику 

де 
-д ,=Qi, 

qi 
де 

(69) дq~=Q2, 

де 
дq~ = Qk. 

Напослетку, тим се једначинама мож~ дати и овај, још кондензо

ванији облик. 

Ако се формира израз 

(70) Р= е- [Qiq{ + ... + Qkqk], 

једначине (69) постају 

(71) 
дР =0. 
дqk 
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То је најйросШији облик који се уойшШе .може gаШи јеgначина.ма 

uојаве свих врсШа и у којима је конценШрисано све оно у .механизму йо

јаве шШо ре2улише .моgификације у којима се йојава .манифесШује: ак
Шивне, реакШивне, инерШне Шежње и везе у сисШе.му. Као што се види, 

формираље једначина на овакав начин претпоставља познаваље само 

једне функције Р која одговара датој појави. Формираље, пак, те функ

ције своди се на одређиваље ова два израза: 

1. израза е који зависи само од природе пасивних улога и веза си
стема, а никако не и од примељених тежљи, КОЈИма Је он изложен; 

2.израза 

који је линеарна хомогена функција јачина тих тежљи. 

Скуп једначина (71) и (65) саставља систем од n+ k диференцијал
них једначина, из којих се интеграцијом израчунава n + k непознатих 

Одредба функције е. - Кад је дат редуковани систем 

и скуп једначина (60) које му служе као дефиниција, треба из ових јед
начина, односно из једначина (65), сменити 

у изразу (67), па се добија е, као полином другог степена по 

а са коефицијентима који су функције од 

који he бити полиноми по a;k и А;. У општем случају је, дакле 

(72) 

где је е2 одређен квадратан облик по изводима 
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е1 - линеарна хомогена функција тих извода, а е0 - скуп чланова не

зависних од извода. Коефицијенти функција е2 и е1 , као и саме функ

ције ео, he бити функције променљивих 

Уосталом, за формирање горњих једначина није потребно позна

вање функције ео. 
У случајевима кад је дефиниција редукованог система, тј. скуп јед

начина (60) независан од времена t, биhе 

е1 =О и е0 =О, 
и тада је е увек облика 

(73) [i.: 1,2, ... ,k]. 
Ј -1,2, ... ,k 

где Је 

а где су Ми функције елемената q1, ... ,qk, и то полиноми другог степена 
по au. У специјалном случају, кад су au стални бројеви, тај he случај 
бити и са коефицијентима Ми. 

При кретању нпр. једне материјалне тачке, кад су компоненте и, 

v, w брзине везане каквом релацијом облика 

/(и, v, w,t) =О, 

пошто је k = 2, имаhе се у редукованом систему два параметра q1 и q2 , и 

ако су ови дефинисани једначинама 

имаhе се 

где Је 

и према томе је 

и= <!'I(ql,qz,t), 
v = <p 2 (q1,q2 ,t), 
w= <p3 (q1,q2 ,t), 

и' = a 11q; + a12q~ + А1 , 

v' = a 21q; + a22q~ + А2 , 

w' = a 31q; + a32q~ + А3 , 

А. = д<р; 
• ., дt ' 
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е,= N,q; + N2q~, 
М11 = af, +а~,+ ај,, 
м,2 = allal2 + а2,а22 + <Х.з!<Х.32• 
М 22 = af2 + а~2 + ај2, 

N1 = а11А1 + а21А2 + а31А3 , 

N2 = а,2А1 + <Х.22А2 + <Х.з2Аз, 

8о = ~[А,2 + Af + АЈ). 

133 

Одредба функција Q;. - Показано је да, ако су aij коефицијенти 
што фигуришу у једначинама веза, количине Q; су дефинисане низом 
образаца 

(74) 

Q, = а"х' + ... + а",х", 
Q2 = а,2Х1 + ··· + <Х.п2Хп, 

Qk = a,kx, + ··· + <XnkXn. 

Према томе, количине Q1, ••• , Qk увек су линеарне и хомогене ком
бинације непосредно примењених тежњи Х1 , .•• , Х11 • 

Развијени облик једначина за редуковани систем. - Из израза 

(75) 

где Је 

и где су Ми и N; функције променљивих 

види се да he једначине (69), на које се своди појава, бити облика 

M"q;+ ... +Mlkqk+N, =Q,, 

(76) M2,q; + ... + M2kqk + N2 =Љ, 

Б. Случај веза друге врсте 

Претпоставимо да између тоталитета (1)1, ... , 1)11 ) елемената 

( v1, ... , V11 ) постоји т веза, таквих да се виртуелне варијације 01) 1, •.. , 01) 11 

могу изразити помоhу виртуелних варијација oq,' ... 'oqk једнща низа 
међу собом независних параметара q1, ... , qk, а помоhу релација облика 
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0111 = ~)18q1 + ... + ~1k8qk, 

(77) 0112 = ~218q1 + ... + ~2k8qk, 

011" = ~n18q1 + .. · + ~nk8qk, 

тако да су ефективне варијације тоталитета дефинисане обрасцима 

11~ = ~11q; + .. · + ~1kq~ + В1, 

(78) 11; = ~21q; + ... + ~2kq~ + В2, 

где су уопште коефицијенти ~и и В; функције елемената (q1, ... ,qk,t) 
Заменом вредности (77) у ранијој основној једначини 

(Х1 + V1 )8111 + ... +(Х п+ V" )811" =О, 

ова постаЈе 

(79) 

где Је 

Р1 = ~11V1 + ... + ~n1Vn = k1~11v; + ... + kп~n1v;,, 
(80) р2 = ~12 v1 + ... + ~n2 vn = k1~12 v; + ... + kfl~n2 v;,' 

и затим 

Q1 = ~11Х1 + ... + ~"1Х", 

(81) Q2 = ~12Х1 + ... + ~n2Xn, 

Пошто су варијације 8q1, ••• , 8qk произвољне, то једначина (79) повлачи 
за собом низ једначина 

(82) 

Међутим, те се једначине могу трансформисати на овај начин: из оп-1 

штег обрасца (78) 1 

vj = ~j1q; + ... + ~jkq~ + Bi, 
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диференцирањем по t добија се 

из чега се види да је уопште 

Заменом у изразу 

добија се 

тако ако се стави да је 

(83) 

дv. 
А - .1 
f-lji- -д 11" 

qi 

последњи образац показује да је 

Једначине (82) добијају, дакле, облик 

дS 
-д 11= QJ, 

(84) 

и могу се помоћу функције 

(85) 

написати у још краћем облику 

(86) 

ql 
дS 

д 11 = Q2, 
q2 

дR =О. 
дqЈ: 
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То је најйросШији облик који се уойшШе .може gаШи јеgначина.ма йојаве 

у случају веза gpy'ie врсШе. Формирање једначина појаве у том облику 
претпоставља познавање само једне функције, и то функције R, која 
одговара датој појави. Познавање, пак те функције своди се на одређи

ваље ова два израза: 

1. израза S, који зависи само од природе пасивних улога и везу у 
систему, а никако од примењених тежњи којима је овај изложен; 

2. израза 

који Је линеарна и хомогена функција јачина тих тежњи. 
Скуп једначина (86) и једначина (78) написаних у облику 

(ј= 1,2, ... ,n), 

саставља систем од n + k једначина са n + k непознатих 

Одредба функције S.- Кад је дат редуковани систем q1, ... ,qk и 
скуп једначина (78) које га дефинишу, треба из овихједначина диферен-

" 1 ( 1 1 1) цирањем по t и сменивши Т] ј са vj, одредити ђ, v2 , ... , v" , сме нити те 
вредности у изразу (75), па се добија S у облику полинома другог сте
пена по изводима q;~ ... , q;, где he коефицијенти тога полинома уопште 
бити функције променљивих 

Функција S he, уосталом, бити облика 

S = S2 + S1 + S0 , 

где је S2 скуп чланова другог степена по q(1
, S1 скуп чланова првог сте

пена по тим крличинама, а S0 скуп чланова независних од тих количи

на. Према на~ину на ,који се доrџло до S, очевидно је: 
1. да he f2 бити! облика 1 

где су Ни полиноми по коефицијентима ~ij и, према томе, функције од 

(qj, ... ,qk,t), 

2.даје 
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d~ .. 
где су L,· полиноми по изразима ~tf и --'.1 , тако да зависе од 

dt 

(а) 
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d~ .. 
Изводи __ u фигуришу тако да је S1 = О кад су сви ти изводи paв

dt 
ни нули; 

З. да S0 зависи такође од елемената (а). Уосталом, овај је члан S0 

без интереса за формираље једначина (86), јер он не утиче на склоп 
тих једначина. 

У специјалном случају, кад су коефицијенти ~и стални, тј. 

биhе уопште 

L; =0 Ни= const., 

и S се своди на S2 , где су коефицијенти стални бројеви. 

Одредимо, примера ради, функцију S при кретању једне матери
јалне тачке по датој кривој линији у равни, кад је једначина криве дата 

у поларним координатама 

(87) 

Из једначина 

и (87) добија се 

(88) 

где Је 

(б) 

тако даЈе 

(в) 

r = /(8). 

х = r cos 8 у = r sin е 

Бх = <р88 Бу = \ј/88, 

<р = f'(8) cos 8- /(8) sin 8 
\jf = f'(8) sin 8- /(8) cos 8, 

х' = <р8', у' = \ј/8'. 

У ло гу елемената v1 и v2 играју компоненте брзине х' и у'; улоге 

тоталитета 11 1 и 11 2 координате х и у покретне тачке, а улогу параме

тра q поларни угао 8. 
Из обрасца (в) је 



138 СПОНАИЗМЕЋУМЕХАНИЗМАИМАНИФЕСТАЦИЈЕПОЈАВА 

х" = (n8" + d<p 8'2 
't' d8 ' 

Yll = ше"+ d\jf 8'2 
't' d8 , 

и заменом у 

добија се 

(89) 

где Је 

Одредба функција Qi. - Показано је да, ако су ~ij коефицијенти 
што фигуришу у једначинама веза, количине су Q; дефинисане низом 
образаца 

тако да су и у овоме случају Q; линеарне и хомогене функције непосре
дно примењених тежњи X 1, ... ,Xn. Доцније he бити показано како се 
исте функције израчунавају помоћу израза виртуелнога рада 

примењених тежњи у ПОЈави. 

Одредимо, примера ради, функцију Q1 при кретаљу материјалне . . . 
тачке по датоЈ криво] линиЈи у равни 

r = .f (8). 

Пошто је према једначинама (88) 

~]]=<р, 
~21 = \jf, 

~~;=О, 
~2; =О, 

то је, означивши са Х и У тоталне компоненте примењених сила у пра

вцу осовина Ох, Оу 

или према једначинама (б) 

(г) Ql = Pf (8) + R/'(8), 

где Је 
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р = у cos е- х sin е, 

R = Х cos е + У sin е, 
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и где, према томе, R и Р означују тоталне компоненте примењених си
ла у правцу потега и правцу управном на тај потег. 

Ј едначина кретања биhе, дакле 

где је функција S обрасцем (89) а Q1 обрасцем (г). 
Appell-oв юшонични тип једначина. -У својим испитивањима о 

најпростијем могуhем облику који би се могао дати једначинама ана

литичке динамике, Appell је показао1 да би то, за најгенералнији дина
мички случај, био облик 

(90) 
дS 
-д 11= Q;, 

q; 

' 
где је S полином другог степена по променљивима 

са коефицијентима који могу зависити од 

(q[, ... ,q~), (qJ, ... ,qk) и t, 

а Q1, ... , Qk извесне линеарне и хомогене комбинације компонената си
ла примењених на систем. Функција S тада представља енер2ију акцеле
рација при кретању материјалног система. 

Једначине (90), уосталом, могу се написати у облику 

где R има за израз 

Закон формације функција S, Q; и R истоветан је са оним који је . . . 
напред изведен за генерални случаЈ ПОЈава ма какве врсте, код КОЈИХ у 

1 Р. Appell, Sur une jorme generale des equations de la Dynamique, С. R. 7. et 28. Aout 
1899; Developpements sur une forme nouvelle des egnations de la Dynamique, Journ. d. mathem. 
pures et арр1. t. VI, 1900, р. 5-40; Remarques d'ordre analytique sur une nouvelle .forme des 
equations de la Dynamique, Journ. d. mathem. pures et арр1., t. VII, 1901, р. 5-12; Traite de 
Macanique rationnelle, 2-е edit., t. П, р. 364-387. 
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дескриптивном систему постоје везе друге врсте. Он је унеколико ра

зличан, али у главним цртама исти и код појава с везама прве врсте. 

Сам аналитички облик 

односно 

дд 
-д =Q;, 
Р; 

где Р; представљаЈу прве или друге изводе дескриптивних параметара 

система, а на који се своде како једначине појава с везама прве врсте, 

тако и једначине оних с везама друге врсте, и који обухвата како спе

цијални случај обичних динамичких једначина, тако и генерални случај 

појава свих врста, биhе стога овде назван Арреll-овим каноничним Ши

йом једначина математичке феноменологије. Његова велика генерал

ност долази, као што се види, од тога што он важи за све врсте веза, 

како за оне у холономним, тако и за оне у нехолономним системима, 

као и за све врсте примењених тежњи у појави, ма какав им био закон 

формације. Другим речима: 2енералносШ Шо2а Шийа јеgначина gолази 

оШуgа шШо ње2ова формација не йреШйосШавља нишШа нарочиШо у 

механизму йојаве. 

Развијени облик једначина за редуковани систем. - Према самом 

склопу функције S, једначине појаве (84) имаhе облик 

H11q;'+ ... +Hlkq;+L1 = Ql, 

(91) 
H21q;'+ ... +H2kq;+~ = Q2, 

где Ни зависе од 

а L; зависе од 

П. ПРОБЛЕМ ТРАНСФОРМАЦИЈЕ СИСТЕМА 

Нека је 

(92) (vl, ... , v") 

примарни систем за дату појаву, тако да су варијације елемената v; 
дефинисане низом једначина 
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k dvl- Х 
1 dt - 1> 

(93) 
k dv2 -Х 

2 dt - 2> 

k dv 11 _Х 
~~-- fl' 

dt 

и нека су 

тоталитети тих елемената. Дешава се да се укаже потреба за увође

љем наместо елемената (92), једног новог система елемената 

који с првима стоји у једној одређеној и познатој вези. Задатак је тада 
да се, помоћу једначна (93) и оних до којих доводе везе између та два 
система, формирају једначине које he регулисати промене елемената 
vi. Овде he бити наведена два проблема такве врсте. 

Први проблем: формиратиједначине за roi кад су везе између vi и 
roi такве природе да повлаче за собом релације 

(94) 8v1 = a 118ro1 + ... + а111ЬЮ11 , 

8v2 = a 21 8ro1 + ... + а211ОЮ11 , 

(95) 

између виртуелних варијација елемената vi и roi тако да су ефективне 
варијације тих елемената међу собом везане релацијама 

dv1 = a11dro 1 + ... + a 111di0 11 + А1 , 

(96) dv2 = a21dro 1 + ... +a211di0 11 +А2 , 

Проблем је решен ранијим једначинама (69), где само треба узети k =n 
и сменити елементе qi елементима roi. 

Такав случај би се нпр. имао у задатку: од једначина првог реда, 

које регулишу варијације јачина једног система струја, што се међу со

бом индукују, прећи на једначине које he се имати кад се, наместо јачи
на струја, узме један ма какав систем променљивих количина које су с 

њима у везама горњега облика. 
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Други проблем: формирати једна чине за W;, кад су везе између v; 
и W; такве природе да повлаче за собом релације 

(97) 

0111 = ~110(01 + · · · + ~ln8ron, 
0112 = ~21oro1 + ... +~2п8rо", 

између виртуелних варијација елемената W; и тоталитета елемената 

v;, тако да су ефективне варијације тих елемената регулисане једна чи
нама 

d111 = ~ 11dro 1 + ... + ~ 1"dron + В1 , 

(98) d112 = ~21drol + ... + ~2ndron + в2' 

из којих резултуЈу Једначине 

v1 = ~~~ro~ + ... + ~ 1"ro~, + В1 , 

(99) v2 = ~21(0~ + ... + ~21/ro;, + в2, 

(100) 

Проблем је решен ранијим једначинама (84), где опет треба узети k = n 
и сменити елементе q; елементима W;. 

Такав случај би се нпр. имао у проблему смене правоуглих коор

дината поларним, при кретању материјалне тачке у равни или просто

ру. Ако је нпр. кретање у равни, придавши улоге елемената ro 1 и ro 2 

поларним координатама r и е, из образаца 

добија се 

(101) 

одакле Је 

х= rcose, у= rsine, 

х' = r' cos е- re' sin е, 

у' = r' sin е+ re' cos е, 

х" = r" cos е- 2r'e' sin е- re" sin е- re'2 cos е, 

у",:= r" sin е+ 2r'e' cos е+ re" cos е- re' 2 sin е, 

тако да се заменом у 
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добија 

S = т [(r' 2 
- те")2 + (re" + 2г'е') 2 ]. 

2 

Међутим, пошто је премаједначинама (101) 

~11 = cose, ~12 = -гsine, 
~21 = sin е, ~22 = r cos е, 
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биhе, означивши са Х и У компоненте примењених сила у правцима Ох 

и Оу 

Q1 = Х cos е+ У sin е = R, 

Q2 = -rX sine + rY cose = Pr, 

где су R и Р тоталне компоненте примењених сила у правцу потега и 
правцу управном на њега. 

Једначине кретања у поларном систему биhе, дакле 

дS = R 
дт" ' 

дS = Pr. 
де" 

Приметимо да у оба наведена општа проблема трансформације 

изрази Q;, што фигуришу на десној страни једначина (69) и (84), имају 
један исти закон формације. Десна страна трансформисаних једначина, 

написаних у горњим облицима, he, дакле, бити у оба проблема једна 
иста. Леве стране he, пак, у првом проблему бити облика 

где коефицијенти M;k и М; зависе од 

(102) 

а у другом проблему облика 

где N;k зависе од елемената (102) а N;, поред тих елемената, зависе још 
и од 

(ro~, ... ,ro~). 



144 

Поред тога, увек је 
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Ми= Мр, 

Nij = Np. 

Према томе, на скраћене облике једначина 

(103) 

или 

(104) 

дР =0 
д 11 ' rol 

дR =0 
д 11 ' 

со" 

могу се свести једначине појаве било да је систем с везама прве или 

друге врсте, било да је слободан. У овом другом случају, кад је систем 
слободан, може се по вољи свести или на облик (103), или на облик 
(104), према новом систему променљивих (со 1 , ... ,СО 11 ) који се буде узео. 

Између разних бескрајно разноврсних трансформација које се 
могу извршити у једном систему, од нарочитог је интереса таква тран
сформација која скуп чланова другог степена е2 , у ранијој функцији 

е, своди на облик 

(105) 

а скуп чланова S2 у ранијој функцији S на облик 

Скуп е2 , ће нпр. у функцији е, бити један реалан одређен квадра

тан облик и, према ономе што се зна из теорије облика, може се ли

неарним трансформацијама, и то на бескрајно много начина, предста

вити у облику збира n квадрата. Између осталих начина, то се може 
учинити и једном ортогоналном трансформацијом 

ь 12 ь 12 
СОЈ = IIZJ + ... + IIIZn ' 

ь 12 ь 12 
СО2 = 21Z1 + · · · + 2nzn ' 
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која he израз 0 2 , написан у облику 

свести на облик (105). Коефицијенти 

облика (105) биhе тада корени алгебарске једначине п-тог степена 

All- g А12 Ain -g 

А21 А22- g А2п 

Ani An2 ... Ann- g 

чији су сви корени, као што се зна, реални. Коефицијенти bij саме ор
тогоналне трансформације добијају се на начин познат у теорији квад

ратних облика. 

На сличан начин би се радило и са скупом S2 у функцији S. 

Ш. НЕПОСРЕДНА РЕДУКЦИЈА ДАТИХ ЈЕДНА ЧИНА ПОЈАВЕ 
НА APPELL-OB КАНОНИЧНИ ТИП 

Први случај: нека су на било који начин познате једначине појава 

у облику 

M11ro~ + ... + М1пrо~ + М1 =О, 

(106) 
M2lro~ + ... +М2пrо;, +М2 =О, 

где су M;k и М; функције променљивих 

(107) 

и нека је уопште 

M;k = Mk;· 

Једначине (106) се могу, пре свега, написати у облику 

(108) 

где је G(z) једна произвољна функција променљивих (107). 
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Проблем редукције ових једначина на облик 

(109) дФ = G. ( . 1 2 З ) 
д , , 1 = , , , ... ,n, 
О) п 

састоји се тада у одредби функције Ф, која he бити таква, да једначине 
(109) буду еквивалентне једначинама (108). Ако се леве стране једна
чина (108), краткоhе ради, означе са 

тражена функција Ф треба да је таква да задовољава 

дФ - L1 
дrо~ - Ј 

дФ 
-д- = Llп. 

ro' n 

Ако се образује израз 

(110) 

он се може написати у облику 

(111) ,дФ 1 дФ 
ro~--+ ... +ro"--. 

дrо~ дrо~ 

Да би се једначине (109) могле идентификовати с једначинама (108), 
функција Ф мора бити полином другог степена по количинама 

(ro~, ... ,ro~). 

Напишимо је, дакле, у облику 

(112) 

где је Ф2 скуп чланова другог степена по изводима ro;, Ф 1 скуп члано
ва првог степена а Ф0 скуп чланова независних од тих извода; израз 
(93) тада постаје 

[ 

1 дФ2 1 дФ2] [ 1 дФ1 1 дФ1] 
(!)!--, + ... +О)"--, + 0)1--

1 
+ ... + O)n --, • 

дrо 1 дrо 11 дrо 1 дrо n 

Пошто су Ф2 и Ф1 хомогене функције другог и првог степена, то 
he прва заграда имати за вредност 2Ф2 , а друга заграда вредност Ф 1 , 

тако да израз (101), односно (110), има за вредност 
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А пошто је у траженој функцији Ф без интереса Ф0 , то се може 

узети Ф0 = О и онда се добија следеће правило. 
Да би се одредила функција Ф, треба прву од једначина (108) по

множити са со~, другу са со2 итд.; тако помножене једна чине треба са

брати, па ће лева страна добијеног резултата, кад се у њему удвоји 

скуп чланова првог степена по количинама ro; представљати 2Ф. 
Други случај: нека су, на који било начин, познате једначине по

јаве у облику 

N11ro~' + ... + N1пro~ + N1 = О, 

(113) 
N21ro~' + ... + N2псо~ + N2 =О, 

где су N;k функције променљивих ro; и t, а N; функције променљивих 
СО;, ro; и t. Тада је могућно свести овај систем једначина на облик 

(114) (i = 1,2, ... ,n), 

где је П полином другог степена по 

ro~', ... , со~, 

са коефицијентима који зависе од ro; и t, а Fj ма каква функција 
променљивих СО;, ro; и t. 

Проблем се састоји у одредби функције П, која he бити таква да је 
систем једначина (114) еквивалентан систему једначина (113). Радеhи, 
међутим, онако исто као и малочас, долази се до следећег правила. 

Да би се одредила функција П, што одговара датим једначинама 

(113), треба прву од тих једначина помножити са со~', другу са ro~ итд., 

сабрати тако помножене једначине, удвојити скуп чланова првог сте

пена по изводима rof' на левој страни тако добијене једначине, па he 
добијени резултат представљати израз 2П. 

IV. ПРИМЕЊЕНЕ И ИНЕРТНЕ ТЕЖЊЕ У ЈЕДНА ЧИНАМА 
ПОЈАВЕ 

Кад су једначине појаве дате непосредно за примарни систем у об-

лику 
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k. dv; =Х 
l dt ,, 

израз 

-k. dv; 
l dt 

представља инерцију елемента V;, а израз Х; тоталну компоненту при

мењених (активних и реактивних) тежњи у правцу Ov;. 
Ако су једначине појаве дате у облику 

дФ = G· (. 1 2 ) 
д ' ' l = ' , ... ,n, 

q; 

и ако се, на било који начин, зна (нпр. према изразу виртуелног рада), 
или се претпоставља да 

представљају одговарајуће тоталне компоненте примењених тежњи у 

правцима 

при кретању фигуративне тачке система (q1, ••. ,qп), у одговарајућем од 
тих праваца, израз Ф ће играти улогу функције е, а изрази G; улоге 
функција Q; Арреll-овог каноничног типа. У таквом случају, израз 

дФ 

дq; 

представља одговарајућу тоталну компоненту комплекса инертних 

тежњи у правцу Oq; при кретању фигуративне тачке у томе правцу. 
Тако исто, ако су једначине појаве дате у облику 

дП= р. 
д " l' q; 

и ако се зна, или претпоставља, да 

представљају горе поменуте тоталне компоненте, ти ће изрази играти 

улоге функција Q;, а израз П улогу функције S Арреll-овог каноничног 
типа. Израз 

дП 
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представља, тада, одговарајуhу тоталну компоненту инертних тежљи у 

правцу Oq;, при кретаљу фигуративне тачке система у томе правцу. 
Дешава се да у састав израза 

дФ дФ 
-д ' односно д ", 

q; q; 

у једначинама појаве, сведеним на Appell-oв канонични тип, улазе као 

чланови извесни изрази с нарочитим конкретним значељем, као изра

зи нарочитих тежљи са одређеним физичким значељем, а за кој€ је од 
интереса знати да ли се имају сматрати као примељене (активне или 

ре активне) или као инертне тежље. 
Питаље је нпр. од интереса при одредби знака који у извесним 

сумљивим случајевима, при формираљу једначина појаве, треба прида

ти каквој познатој тежљи, кад се зна да она треба да фигурише као са

бирак у каквоме одређеном комплексу тежљи. Невођеље рачуна о то

ме да ли се нпр. извесне индукционе електромоторне силе имаЈу сма-
. . 

трати као активне силе или као силе инерциЈе, учинило Је да су се у 

применама и развијаљу Helmholtz-oвe теорије индукованих струја чини

ле грешке у знацима, а ове доводиле до погрешних резултата. 1 

Од не маљег интереса је питаље и за физичко схватаље извесних 

математичких факата у механизму појаве. Дешава се да је извесна по

јединост при акцији сила једне одређене врсте само тако физички схва-
. . 

тљива ако се ове асимилираЈу силама инерциЈе и схвате као такве у 

теориЈИ поЈаве. 

Уочимо, као пример, један магнетни 

пол Р и једну тачку М у области љеговог ма

гнетног поља, у КОЈОЈ пол изазива магнетну 

индукцију представљену по правцу, величи

ни и смислу вектором В. Претпоставимо да 

кроз тачку М пролази у исто време елеме

нат струје, представљен вектором ds. Ако је 
i јачина те струје пондеромоторна сила у то
ме елементу, представљена Је векторским 

продуктом 

f=i[dsB], 

в 

ds 

м 

f 

Сл. 21 

што значи да је та сила управна на раван вектора В и ds, тј. на раван 
што пролази кроз магнетни пол и елеменат струЈе. 

1 Е. Carvallo, L' elect1·icite deduite de !' expeгience, Scientia N" 19, р. 49-50. 
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На први поглед веома је тешко физички схватити егзистенцију 

овакве једне силе: 1. стога што она потиче од изолованог магнетног 
пола, који је у реалности неостварљив; 2. стога што она није управљена 
дуж праве што везује пол и елеменат, веh је управна на ту праву; 

З. што се реакција елемента струје на пол не врши у тачки М, у којој се 

врши акција пола, веh на самоме полу, па према томе акција и реакција 

не леже у истој правој. 

Међутим, такву једну силу лако је схватити ако се она асимилира 

једној нарочитој врсти инертних сила: сложеној центрифугалној сили. 

И одиста, кад се материјална тачка масе т креhе у једноме систему, 

који се и сам креhе, и то релативном брзином v,. према том систему, и 
ако сам систем изврши ротацију представљену вектором ro, сложена 
центрифугална сила, која делује на материјалну тачку, имаhе за израз 

Р = 2m [ v,.ro,. Ј. 

Ако се, дакле, елеменат струје ds асимилира вектору брзине једне 
материјалне тачке масе 

i m=-2' 

а магнетна индукција В се асимилира вектору ротације, то he на ову 
фиктивну материјалну тачку, која се креhе брзином ds у једноме си
стему који и сам врши тренутну ротацију В, деловати једна центрифу-

гална сила 

i [ dsB], 

која је по правцу, величини и смислу еквивалентна пондеромоторној 

сили. 

Као што се дакле види, ако се елекШро.ма'iнеШна сила аси.милира 

јеgној og сила инерције, а йонаособ јеgној ценШрифуiалној сили, њени 
еле.менШи: величина, йравац и с.мисао йосШају физички разумљиви. 

Такве исте асимилације су могуhне и за електродинамичке силе, 

које се, према модерним идејама, не разликују од електромагнетних си

ла. Оне се могу распрострти и на саме магнетне силе. Као што је по
знато, гироскоп непрестано тежи да оријентише своју осовину обрта

ња паралелно осовини Земље. Исто тако, магнет тежи да оријентише 

своју осовину магнетисања паралелно магнетном пољу у коме је. 

Штавише, спрег што одређује ту оријентацију има у оба случаја један 

исти аналитички израз: он је представљен оријентисаним паралелогра

мом конструисаним помоhу два одговарајуhа вектора: ротације Земље 
и ротације гироскопа, с једне стране, магнетног поља и осовине магне

тисања, с друге стране. 
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На тај начин магнетне, као и електромагнетне и електродинами

чке силе, па и индукционе електромоторне силе, могу се асимилирати 

силама инерције и та асимилација чини физички схватљивим све њи

хове особине, као и појединости начина њихове акције. Laplace-oв !за
кон за електромагнетне силе цма се, тада, схватити као нарочити об

лик Coriolis-oвe теореме у кинематици. 

V. РЕДУКЦИЈА ЈЕДНА ЧИНА НЕКОЛИКИХ КОНКРЕТНИХ 
ПОЈАВА НА APPELL-OB КАНОНИЧНИ ТИП 

1. Кретање чврстог тела око једне утврђене тачке, кад се за коор
динатне осовине узму главне осе инерциЈе за ту тачку, своди се на 

Euler-oвe једначине 

(115) 

где су 

Ар' + (С - B)qr = L, 

Bq' +(А- C)rp = М, 
Cr' +(В- A)pq = N, 

р, q, r- компоненте тренутне ротације дуж поменутих координат

них осовина; 

А, В, С- моменти инерције тела према тим осовинама; 

L, М, N - суме момената датих активних сила према истим осови

нама. 

Улоге израза Q1,Q2 ,Q3 играју моменти L, М, N. Множеhи леву 
страну прве од једначина (115) са р', другу са q', треhу са r', сабирају
hи их и удвајајуhи чланове првог степена по р', q', r', налази се да уло
гу функције е игра функција 

е = ~ [ Ар'2 + Bq'2 + Cr' 2 + 2( С - B)qrp' + 2(А- C)rpq' + 2(В- A)pqr'], 

тако да једначине кретања добијају облик 

де -=L 
др' ' 
де 
-=М 
дq' ' 
де -=N. 
дr' 

Инертне тежње у правцу Ор, Oq, Or јесу 
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-Ар' и (B-C)qr, 

-Bq' и (С- A)rp, 

-Cr' и (A-B)pq. 

2. Кинетички ток зависних симултаних хемијских реакција, тЈ. 

реакција које се у једно време дешавају у једној истој смеши и имају 

једно или више заједничких активних тела. Такав би нпр. случај био 

кад се Једно или више активних тела троше у двема различним реакци

јама у истој смеши, или кад који од продуката ступа у реакцију с којим 

од активних тела чијом акцијом он постаје, или кад продукти међу

собном реакцијом регенеришу које од првобитних активних тела, итд. 

Поступно мењање количине продуката у току реакције регулисано је 

једним системом диференцијалних једначина облика 

dpi =х. 
dt ,, 

где су Pi концентрације смеше по продукту Si реакције, Xi непосредне 
трансформаторске тежње примењене на елементе Si, које су, према 
основним законима хемИЈске кинетике, пропорционалне концентраци

јама смеше по оним активним телима што суделују у реакцији при фор

мираљу продукта si. 
Задржимо се, примера ради, на специјалном случају кад је дата 

реакција с две активне течности L,L' која даје продукте S1, ... ,Sm. 
Претпоставимо да се између течности L и једне нове течности Т збива 
у исто време, и у истој смеши, секундарна реакција која даје продукте 

R1, ... , Rn, тако да се течност L симултано троши и у реакцији (LL') и у 
реакцији (TL). Нека су: 

а,а',Ь првобитне количине течности L,L'T; 
y1, ... ,ym утрошене количине течности L на продукте S1, ... ,Sm за 

време t; 
z1, ... ,zm утрошене количине течности L на продукте R1, ... ,Rm за 

време t. 
Варијације количина Yi и zi у току реакције регулисане су двема 

диференцијалним једначинама облика 

и системом Једначина веза прве врсте 
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где су 

У;= k;YI 
z. = h.z1 Ј Ј 

(i=2,3, ... ,m), 
(ј= 2,3, ... ,n), 
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стални бројеви.2 Улогу компонената Q1 и Q2 активних тежњи играју, 
дакле, трансформаторске тежње чије су величине 

QI =C1(a-ay1 -~z1 )(a'-a'YJ), 

Q2 = C2 (a-ay1 -~z1 )(b'-~'z1 ), 

а улогу функције е израз 

е= _!_(у'2 +z'2) 2 1 1 , 

тако да се једначине могу написати у облику 

Инертне тежње су у правцима Оу1 и Oz1, дате самим изводима Yi 
и zi. 

З. Међусобна акција система непокретних струја. - Нека је дат 

систем од n непокретних струја које се међусобно индукују и нека су 

електромоторне силе електричног извора (нпр. електричне батерије ), 
које се налазе у саставу посматраних n електричних кола; 

електрични отпори проводника; M;k коефицијенти међусобне индук

ције i-те и k-те струје, тако да M;k представља индукциони флукс који 
пролази кроз i-то електрично коло, кад кроз k-то коло пролази струја 
јачине n = + 1. Тај коефицијенат зависи једино од облика слике коју 
образује скуп ова два кола и задовољава погодбу 

M;k = Mki· 

Напослетку, нека су 

2 Михаило Петровиh., Прилози хемијско ј кинетици, Глас С. к. акад. 57, стр. 224. 
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коефицијенти аутоиндукције сваке од n струја. 
Промене јачине струја i1, ••• ,in биhе, као што је познато, регулиса

не системом симултаних диференцијалних једначина 

L1i{ + M12i~ + ... + М1пi;, = Е1 - R1i1, 

(116) 

Количине Е1 , ••• , En на десној страни представљају активне силе, 
. . . . 

примењене непосредно на вариЈациЈе зачина струЈа; изрази 

- R1i1, ••• ,-R,Jn представљају реактивну контраелектромоторну силу, . . . .. 
КОЈа Је увек по смислу супротна смислу струЈе, а коЈа Је, по начину ак-. . 
циЈе и склопу израза што Је представља, аналогна отпорним механи-

чким силама пропорционалним брзинама и која је израз Ј оulе-овог ефе

кта при проласку струЈе кроз електрично коло. 

Улоге функција Qk играју изрази 

Ek- Rkik. 

Према ранијем упутству, налази се да улогу функције е у проб

лему игра функција дефинисана обрасцем 

2е = I Lkik2 + 2 Iмkhi;i~, 

тако да се једначине појаве могу написати у облику 

Тоталне компоненте сила инерције у правцима Oi1, .•• , Oiu јесу 

де L ., м ., м ., 
-д'' = Jln + 1212 + ... + ln z", 

lJ 

де L ., м ., м ., 
-д .1 = 1ln + nlll + ... + n,n-1 ln-1• 

z" 

Међутим, израз - Lkik представља електромоторну силу што 
произлази од аутоиндукције струје ik, а израз - Mkhik електромоторну 
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силу што произлази од међусобне индукције струја ik и ih. Све се те 
врсте сила имају, дакле, сматрати као инертне тежње у појавама. 

4. Варијације струја у покретним дводимеизиоиалним провод
ницима. -Вратимо се раније наведеном примеру модификација елек

тричног стања при обртању Ваrlоw-љевог точка (стр. 112) и узмимо за 
дескриптивне елементе јачине i1 и i2 струја, што при обртању точка 

пролазе кроз кола С1 и С2 , и угао ротације е, који ће се рачунати као 

позитиван у тригонометријском смислу, за посматрача који би стајао у 

продужењу С2 осовине точка (сл. 20). 
Нека су 

(R1, R2 ), (L1, L 2 ), (Е1 ,Е2 ) 

електрични отпори, коефицијенти аутоиндукције и активне електро

моторне силе што карактеришу кола С1 и С2 ; 

Q1 = Е1 -R1i1 и Q2 = Е2 -R2 i2 

тоталне компоненте активних и реактивних електромоторних сила; 

Ј- момент инерције точка; 

Q- момент механичке силе Х при обртању точка; 
К- један коефицијенат што зависи искључиво од геометријских 

облика и димензија система и који остаје сталан у току појаве; 

d8 
(1) =-

dt 
угловна брзина точка. 

Једначине појаве ће битиЗ 

Jro'- КЏz = Q, 
~i{- Kroi2 = Q1, 

Lzi2 = Qz. 

Улогу функције е игра функција 

2е = Jro' 2 + L1i{
2 + L2 i~2 - КЏ2rо'- КrоЏ{ 

иједначине појаве могу се написати у облику 

де 
дrо' = Q, 

З Carvallo, loc. cit., р. 80. 

де 
-д'' = QJ, 

lJ 

де 
-д.' = Qz. 

lz 
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Инертне тежње су: 

1. центрифугална сила Jm' при обртаљу точка; 
2. електромагнетне инертне силе 

КЏ2 и - Kmi2 • 

5. Мале осцилације покретних система око стабилног равноте
жног положаја. - Нека је дат какав механички систем с непроменљи

вим везама и нека је он под утицајем сила које деривирају из једног по

тенцијала- и. Нека су 

параметри што дефинишу положај система, изабрани тако да су сви 
равни нули кад је систем у своме положају О стабилне равнотеже. Та

ко се исто увек може претпоставити да је за тај положај и функција и 

равна нули, пошто она садржи једну произвољну адитивну константу. 

Померен врло мало из тога положаја и остављен сам себи, систем 

he почети да осцилује око положаја О и осцилације he бити регулисане 
познатим системом k линеарних једначина другог реда 

где Је уопште 

и где су au и bu сталне количине и au = aii. Коефицијенти au зависе са
мо од система, а bu од сила којима је он изложен: ови последљи фигу
ришу у потенцијалу и на такав начин да је 

и 2 = I. bijqiqj 

скуп оних чланова у функцији и који имају осетног утицаја на ток кре

таља, тако да се и у првој апроксимацији може идентификовати са и2 . 

Пошто је тада 

то израз Ai игра улогу тежље Qi. Функција S Арреll-овог каноничног 
типа he бити облика 

2s L 1111 = O··q·q· 1.1 1 .1' 

и једна чине кретања добијају каноничан тип 
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Уочимо, као одређенији кон- О..-------------

кретан пример, кретање Једне хо

могене тешке полуге АВ дужине 

2а, обешене једним концем дужи

не ОА = l о утврђену тачку О и 
присиљене да се креhе само у вер

тикалној равни хОу. 
Положај система у сваком 

тренутку одређен је вредностима х 

углова 8 и <р, које чини вертикала 
Ох са правцима конца и полуге. 

Те су вредности,уосталом,равне 

в 

Сл.22 

нули у равнотежном положају полуге, тако да елементи 8 и <р играју 

улоге елемената q1 и q2 при посматраном кретању. 

Варијације тих елемената регулисане су системом двеју једначина 

другог реда 

/
28" + al<p" = -g/8, 

_± а<р" + /8" = - g<p. 
з 

Улогу функције S игра функција 

а улогу израза Q1 и Q2 изрази 

Ql = -g/8, 

Q2 = -ga<p, 

тако да се једначине кретања полуге могу написати у облику 

Компоненте инертних тежњи су 

у правцу 8: /28" + al<p", 
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у правцу <р: ia 2 <p" +al8". 
з 

б. Међусобна акција система покретних струја. - Нека је дат си

стем од два електрична кола С1 и С2 , од којих је јеДно нпр. С1 покре
тна и креhе се транслаторно у једном датом правцу. Струје које буду 

пролазиле кроз та кола индуковаhе се и саме собом и међусобно и ме

њаhе се по ја чини у току времена. 

Узмимо за дескриптивне елементе појаве јач:Ине струја i1 и i2 и 
елеменат х, који дефинише геометријски положај кола С1 у једноме ма 
коме тренутку. Нека су R1 и R2 , L1 и L2 отпори и коефицијенти ау
тоиндукције у колима, М12 коефицијенти њихове међусобне индукци
је, Х механичка сила која производи кретање кола С1 ; Q1 и Q2 компо

ненте активних и реактивних електричних сила у колима, тако да је 

Q1 = Е1 - R1i1, 

Q2 = Е2 - R2i21 , 

где су Е1 и Е2 активне електромоторне силе у колима (нпр. електро
моторне силе електричних елемената), а - R1i1 и - R2i2 реактивне, кон
траелектромоторне силе, т механичка маса, а v брзина кретања по

кретног кола с]. 

Коефицијенти L1 и ~ су стални у току појаве, а коефицијенат 

М12 мења се кретаљем кола С1 и зависи непосредно од геометријског 
елемента х, а преко овога, и то само преко њега, посредно и од вре

мена t. 
Појава је регулисана системом Maxwell-oвиx једначина 

(117) 

' dMI2 .. -Х mv ---1112 - , 
dx 

!!_(L,il +M12i2) = QI, 
dt 

!!_(M12i1 + ~i2) = Q2, 
dt 

које су у развијеном облику 

mx" +N =Х, 

Ljq;' + MI!q; +р= Ql, 

~q; +M12q;'+ Н= Q2, 

где q1 и q2 представљају количине електрицитета, као тоталитета еле

мената i1 и i2 , и где је, краткоhе ради, стављено 
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тако да су N, Р и Н функције променљивих 

х, х', q;, q~. 

Улогу функције S игра функција 

тако да се једна чине појаве могу написати у облику 

Функција 2S је, као што се види, збир два израза 

који није ништа друго до функција 2S за случај кад је коло С1 непокре
тно,и 

тх"2 + Nx" + Pq" + Hq" 1 2' 

који произлази од покретљивости тога кола. 

Инертне тежње представљене су: 

1. изразом 

који представља механичку инерцију покретног кола С1 ; 

2. изразом 

који представља Ampere-oвy електромагнетну силу; 
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З. изразима 

који представљају индуковане електромоторне силе у колима С 1 и С 2 . 

D 

7. Међусобна акција система 
------Ј.:В!!:!...._ ___ р струја при деформацији проводни-

А 

ка. - Претпоставимо, вративши се 

ос на пример VI, не да је коло С1 по
кретна и непроменљивог облика, 

као у томе примеру, веh да му се у 

току поЈаве поступно мења и геоме-

Сл. 23 тријски облик, и то нпр. на овај на-

чин: један део кола D непрестано за
држава свој првобитни облик, отво

рено је и продужава се у две жице а и ~;један покретан проводник АВ, 
креhуhи се транслаторно и паралелно жицама а и ~, затвара коло при 

томе кретању. Начин на који he се мењати ја чине струја у колима С1 и 
С2 биhе измењен том модификацијом на овај начин. 

Задржимо сва означавања из ранијег примера I, имајуhи на уму да 
сад т и х представљају масу и координату покретног про во дника АВ, а 

Х механичку силу која производи кретање тога проводника. Осим тога, 

и коефицијенти аутоиндукције L1 и ~ биhе сад променљиви у току 
појаве због кретања проводника АВ, и то he, као и коефицијенат М12 , 

зависити непосредно од координате х, а преко ове посредно и од вре

мена t. 
Појава је регулисана системом Maxwell-oвиx једначина 

, 1 [ dL1 ·2 2 dM12 ... ] Х mv -- -z1 + --z1z2 = , 
2 dx dx 

или у развијеном облику 

_E__(L1i1 +M12i2) = Ql, 
dt 

_Е_ (~i2 + M12i1) = Q2, 
dt 

mx" +А= Х, 
L1q;' + M12q; +В= Ql, 
L2q; + M12q;'+ С= Љ, 

где је краткоhе ради стављено 
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А 1 ( dL1 12 2М 1 1) = -- -ql + 12qlq2 ' 
2 dx 

в _ (dL1 1 dM12 1) 1 - -ql +--q2 х' 
dx dx 

С= (d~ ql + dM12 ql)xl 
dx 2 dx 1

' 

тако да су А, В, С функције променљивих x,x',q;,q~. 

Улогу функције S игра функција 

2s - т " 2 + L q"2 + L q"2 + 2М " "+Ах"+ В "+ Cq" - х 1 1 2 2 12qlq2 ql 2' 

тако да се једна чине појаве могу написату у облику 

Функција 2S је, као што се види, збир два израза 
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који представља ту функцију за случај кад је коло С непокретна и не

променљивог облика, и 

mx"2 + Ах" + Bq" + Cq" 1 2' 

који произлази од геометријске деформације кола С1 . 
Инертне тежње представљене су овим изразима: 

1. изразом 
/1 -mx, 

који представља механичку инерцију проводника АВ при његовом тран

слаторном кретању; 

2. изразом 

који представља Ampere-oвy електромагнетну силу; 
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З. изразима 

који представљају индуктивне електромоторне силе у колима С1 и С2 . 

8. Међусобна ющнја струја и маrн:ета.- Кад се једно електрично 
коло С1 поступно приближава каквоме магнету, или удаљава од њега, 
мењаhе се поступно у току тога кретања и јачина струје у колу С1 • 

Претпоставимо да је магнет перманентан. Поље, произведено магне-
. . 

том, уопште се ни у чему не разликуЈе од поља произведеног струЈОМ. 

С друге стране, магнетизација је једна особина самих делиhа материје, 

тако да је нпр. магнетни момент једне игле резултанта момената свих 

њених делиhа. Деобом магнетног момента једнога делиhа његовом за

премином добија се вектор магнетизације у томе делиhу. Сваки магне

тни делиh може се, према томе, асимилирати једноме малом електри

чном колу чија је раван управна на правац вектора магнетизације тога 

делиhа (Ampere-oвa хипотеза). Кад је магнет перманентан, јачина стру

је у таквоме колу непроменљиве Је Јачине. 

Перманентан магнет може се, дакле, асимилирати једном фикти

вном електричном колу С2 , које би било карактерисано: 

1. јачином i 2 фиктивне струје која кроз њега пролази и која је не

променљива, пошто Је магнет перманентан; 

2. једном фиктивном електромоторном силом Е2 , која се мења та
ко како he имати за ефекат перманентност магнета, тј. тако да јачина 
струје i1 непрестано остаје стална: то је коерциШивна сила посматра

ног магнета. 

Приметимо да у колу С2 не може постојати никаква реактивна 
контраелектромоторна сила - R2i2 , пошто се у магнетима не опажа 

ништа што би се могло асимилирати Јоulе-овом ефекту при кретању 

струје кроз електрична кола. Према томе, фиктивно елек11рично коло 

С1 има се сматрати као карактерисано вредношhу R2 = О електричног 
отпора. 

Пошавши од такве асимилације, узмимо за дескриптивне елемен

те појаве: јачине i1 и i 2 реалне и фиктивне струје и геометријску коор

динату х која дефинише растојање магнета од кола С1 • 

Означимо још са Х механичку силу која креhе магнет, са v брзину 
тога кретања и са Ф флукс индукције у колу С1 који произлази од ути
цаја тога магнета, тако да је коефицијенат те индукције, према општем 

правилу, дефинисан обрасцем 
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(118) 

према чему he и Ф бити непосредна функција геометријске координате 
х, а преко ове посредна функција времена t. 

Појава је, као што је познато, регулисана системом једначина 

(117) из ранијег примера VI, водеhи рачуна о обрасцу (118) и о томе да 
је у овом случају 

L1 = const., L2 =О, R2 =О. 

Те једна чине тада постају4 

(119) 

(120) 

(121) 

mv' +К= Х, 

_E_(Фil_) =Е 
d 

. 2• 
t 12 

где К и N имају вредности 

К=- dФ i! 
dx ' 

N = dФ v. 
dx 

Приметимо да, пошто се количине Ф и i1 сматрају у проблему као 

познате, једначине (119) и (120) одређују елементе х и i као функције 
времена t, тако да се оне имају сматрати као праве једначине про
блема. Кад су из њих, интеграцијом, одређена ова два елемента, заме

ном у (121) добија се једначина која одређује коерцитивну силу Е2 маг
нета, као функцију времена. 

Кад се једначине (119) и (120) напишу у облику 

mx" +К= Х, 

L1qi'+ N = Е1 - R1i1, 

улогу функције S игра функција 

и једначине се (119) и (120) могу се написати у облику 

4 Carvallo, loc. cit., р. 47. 
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Компоненте сила инерције јесу: механичка инерција кола С1 

" -mx, 

и две електромагнетне силе чије су величине 

dФ. 
--l и 

dx 
1 

dФ , 
-х. 

dx 



ТРЕЋАГЛАВА 

ТРАНСФОРМАЦИЈА ЈЕДНА ЧИНА ЗА 

ПОЈАВЕ СА ХОЛОНОМНИМ СИСТЕМОМ 

Редукција једначина на Lagrange-oв облик за системе слободне или са везама друге вр
сте. - Одредба и опште значеље појединих чланова у Lagrange-oвим једначинама: фун
кција Т, функције Qi и моменти модификација. - Lagrange-oвe једначине за неколике 
врсте конкретних појава. - Формираље једначина за цикличне: моноцикличне, бици

кличне и полицикличне појаве. - Формираље једначина према специјалним погодбама 
које се буду имале у виду. -Формираље једначина према констатованим или претпо
стављеним аналогијама. -Примедба о Lagrange-oвим једначинама за појаве са нехоло
номним системом. - Корективни чланови таквих једначина. - Lagrange-eвe једначине 

за појаве са нехолономним системом и веома лаганим модификацијама 

До сада наведени облици диференцијалних једначина важе како 

за појаве са холономним, тако и за оне са нехолономним системом, па 

било да је систем слободан, било да је он са везама прве или друге 

врсте. 

У случајевима кад је систем холономан, а при том слобоgан или са 

везама gpyze врсШе, тим се једначинама могу дати још и разноврсни 
други облици, који су од интереса и сами по себи, и за даља, на њима 

основана, истраживања. Једна таква трансформација доводи тада до 

једначина истога облика, које је Lagrange дао диференцијалним једна
чинама аналитичке механике. Исти облик вреди и за појаве са холоно

мним системом и са везама йрве врсШе, са погодбом да се, наместо при

марног, узме секундарни редуковани систем и трансформација при

мени на овај, као на слободан систем. 

I. LAGRANGE-OB ОБЛИК ЈЕДНА ЧИНА 

Нека је дат систем 

(122) 

на који су непосредно примењене тежње 
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са коефицијентима инерције 

Претпоставимо да између тоталита 

елемената (122) постоји т= n- k веза, таквих да су ефективне варија
ције тих тоталитета дефинисане једначинама 

(123) 

где су 

међу собом независни параметри, а ~и и Bi функције од 

(qi,···>qk,t). 

Образујмо функције 

(124) 

(125) 

и трансформишимо израз 

(126) 

на овај начин, ставимо да је 

(127) 

(128) 

па he бити 

(129) р= dR1 -R 
1 dt 2· 

А пошто је према једначинама (123) 
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(130) 

то је према (124) и (127) 

(131) 

дv. 
R. - .1 
1-'ji- -д 1' 

qi 

R- дТ 
1- дq( 

С друге стране, пошто је, опет из (124) 

то he бити 

(132) 

где Је 

(133) 
D = d~ni _ дvn 

n dt дqi . 
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Трансформишимо, најпосле, ове вредности Di. Пошто су ~jh фун
кције променљивих q1, ... ,qk, t то је 

d~li = д~li q' + + д~li q' + д~li 
1 ... k ' 

dt дql дqk дt 
(134) 

d~ni = д~пi q' + + д~ni q' + д~пi 
dt дql 1 

... дqk k дt . 

С друге стране, из једначине веза (123) добија се 

(135) 

Заменивши у једначинама (133) изводе дvп њиховим вредностима 
дqi 

(135), добија се 
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(136) 

Помоhу тако израчуllатих вреДности D1, ••• , D11 , сменивши их у об

расцу (132), као и вреДности v1, .•• , V 11 , њиховим вредностима (123), до
бија се разлика 

(137) дТ 
R2--=д.. 

д 
,, 

qi 

изражена помоhу ~ji и q(. Знајуhи ову, из једначина (129), (131) и (137) 
добија се 

(138) 

где је према (132) и (137) 

(139) 

и где су D1, ••• , D 11 дати обрасцима (136). 
Ако је сад систем v1, ..• , V 11 холономщt, свака од десних страна јед

начина (123) је тоталан диференцијал; тада је свака заграда понаособ у 
обрасцима (136) равна нули, тако да је 

(140) D1 = O, ... ,D11 =О, 

и према томе 

(141) 

Код холономних система је, дакле 

(142) Е - !!__ ( дТ ) - дТ 
дq(' - dt дq; дqi ' 

и према томе једначине појаве се своде на облик 

(143) !!__ (дТ)- дТ = Qi i = 1, 2, ... , k, 
dt дq; дqi 
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на који је Lagrange, на познати начин, свео једначине аналитичке меха
нике. Такве једначине he и у генералном случају, с којим се овде има 
посла, бити назване Lagrange-oвuм јеgначинама. 

Одредба и опште значење појединих чланова у Lagrange-oвим јед

начинама. - Функција Т, што фигурише у једначинама (143), добија се 
кад се у изразу 

смени 

(144) 

из Једначина веза у систему. 

Та је функција, дакле, полином другог степена по 

q;, ... ,q~, 

са коефицијентима који уопште могу бити функције променљивих 

Према томе, једначине су (143) диференцијалне једначине другог 
реда, које би интеграцијом дале 

као функције времена и 2k константи. 
Кад је дефиниција параметара q; независна од времена, тј. кад 

једначине (144) не садрже експлицитно t, функција Т he бити један од
ређен и позитиван квадратни облик 

(145) 

где коефицијенти М; не садрже t. Међутим, Т може бити облика (145) 
и у извесним случајевима кад једначине (144) садрже t експлицитно, та
ко да М; ипак садржи t. 

Израз 

дТ 
Р;= -д' q; 

биhе назван моменШом сисШема у йравцу Oq;. У појави транслаторног 
кретања једне тачке, чија је маса т, у правоуглом координатном си

стему, моменти су 
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р1 = mx', р2 =ту', р3 = mz' 

тако да р1 представља момент кретања у правцу осовине Ох, р2 - мо

мент кретања у правцу осовине Оу итд. 

При обртању каквог чврстог тела око једне утврђене осовине, 

израз р је обртни момент тела 

где је Ј момент инерције тела за ту осовину, а со - обртни угао. 

При варијацијама јачина i1 , ••• , i11 струја, с међусобном и аутоиндук

цијом, моменти електричних модификација у систему представљени су 

изразима 

где су Mjk и Lk коефицијенти индукције у систему итд. 
Приметимо и то да је, уопште, Pi облика 

према чему Је 

- дрi 
aii --д ', 

q· .1 

тако да коефицијенти aii играју улоге коефицијената инерције. Код 

транслаторног кретања тачке коефицијента aii имају као заједничку 
вредност масу тачке; при обртању тела око утврђене осовине коефи

цијенат а је момент инерције тела; у појавама међусобне и аутоиндук

ције система струја улогу тога коефицијента играју коефицијенти ин

дукциЈе итд. 

Израз 

!!__ ( дТ ) _ дТ 
dt дq; дqi , 

који у једначини (142) има за израз 

дS 

представља тоталну компоненту комплекса инертних тежњи у правцу 

Oqi, у случају кад се фигуративна тачка система (q1, ••. , qk) креhе у томе 
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правцу. Свака се, дакле, тежња која улази у састав овога израза има 

сматрати као једна од инертних тежњи у појави. 

Напослетку, раније је показано како се одређују функције Qi, 
које су оне исте што фигуришу и у Арреll-овом каноничном типу јед

начина: Qi представља тоталну компоненту комплекса примењених 
тежњи у правцу осовине Oqi, кад се фигуративна тачка система 
(q1, ... ,qk) креће у правцу те осовине. Њена величина је одређена изра-
з ом 

где су Х1 , ... , Х11 непосредно примењене тежње на примарни систем 
(v1, ... , v11 ). 

П. LAGRANGE-OBE ЈЕДНА ЧИНЕ ЗА НЕКОЛИКЕ ВРСТЕ 
КОНКРЕТНИХ ПОЈАВА 

Формирање Lagrange-oвиx једначина, или редукција већ датих јед

начина другога каквог облика на тип што карактерише Lagrange-oвe 

једначине, може се извршити на разне начине, према природи података 

који се при томе формирању, или свођењу, буду имали на располагаљу 

и према употреби која се мисли чинити с једначинама сведеним на 

такав облик. 

Овде ће бити наведено неколико таквих начина, као и неколико 

врста конкретних појава на које су поједини од тих начина непосредно 

примењени. 

Први начин 

Кад је дат примарни систем 

v1, ... , V 11 

непосредно примењене тежње 

на сваки од елемената vi посебице, и везе друге врсте које постоје у 
систему могу се на напред наведени начин непосредно одредити функ

ције Т и Qi, па помоћу њих непосредно формирати одговарајуће La
grange-oвe једначине. 

На исти начин би се формирале Lagrange-oвe једначине и у случају 

кад је систем слободан: улоге једначина веза друге врсте играле би ра-
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није наведене једначине за трансформацију система, које изражавају 

релације између промена елемената првобитног система и оних у 

трансформисаном систему. 

Такав начин формираља једначина се види из ових примера. 

1. При кретаљу тешке материјалне тачке по површини кугле. 
Ако је r полупречник кугле, једначине веза између координата (х, у, z) 
тачке, љене лонгитуде и колатитуде су 

х = r sin е . cos w' 
у= r sine · sin w. 
z = r cose, 

или, означивши са v1, v2 и v3 компоненте брзине у правцу осовина Ох, 

Oy,Oz 
vl = r cos е . cos w . е' - r sin е . sin w . w' 
V2 = r COS е · sin W· е' + r sin е · COS W· W' 

Vз = -r sin е · е', 

тако да улоге параметра q; играју променљиве 

Тада је 

одакле Је 

дТ = r2e' 
де' , 
дт 2 . 2 е , -- = r sm · W , 
дw' 

дТ = r 2 sine · cose .ш'2 
де ~ , 

дТ= О. 
дw 

С друге стране, компоненте Q1 и Q2 теже, при променама лонги

туде и колатитуде, су 

Ql = -rg sin е, 

Q2 =О, 

тако да су Lagrange-oвe једначине кретаља за овај случај 

_Е_ (r 2e')- r 2 sin е cos е. w'2 = -rg sin е, 
dt 

_Е_ (r2 sin2 е. w') = о. 
dt 
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Претпоставимо да се у једном материјалном хомогеном систему 
дешавају модификације овакве врсте. 

1. Материјални делиiш из којих је састављен систем креhу се 
веома брзо приближно сталном брзином, и то тако да чим је при томе 

кретању један делиh померен са свога места, он је, по истеку једнога 
врло кратког размака времена, замењен другим делиhем, који тада има 

исту брзину и исти правац кретања као и први. У једној, дакле, ма којој 

тачки простора који систем заузима, неhе бити осетних промена: 
целокупно стање система, услед оваквих промена, не мења се осетно у 

току времена. 

Такву врсту кретања Helmholtz1 назива цикличним креШањем. 
Такво је нпр. кретање у систему састављеном од материјалних делиhа 
једнога чврстог тела које се креhе око једне утврђене осовине, или 

кретање у систему састављеном од материјалних делиhа какве нести-. . . . . 
шљиве течности коЈа струЈИ у ЈедноЈ прстенастоЈ цеви итд. 

Нека је (q1, ... ,qh) редуковани систем при таквоме једном цикли
чном кретању, тако да је положај свакога делиhа у тренутку t утврђен 
вредностима елемената ( q1, ... , qh) у томе тренутку. 

2. Једно стање, особина Е итд., везани за такав систем, мењају се 
веома споро у току цикличних кретања у њему, тако да су те промене 

неосетне за један краhи размак времена, али осетне за дуже размаке. 

Нека је 

редуковани систем елемената, који својом величином у тренутку t од
ређују стање Е у томе тренутку. 

Скуп елемената 

зваhе се цикличним коорgинаШама, а скуп 

коорgинаШама са сйорим варијацијама у посматраној појави. Појаве 

које се састоје у променама цикличних координата и координата са 

спорим варијацијама зваhе се (по Helmholtz-y) цикличним йојавама. 
Уочимо функцију Т у случају цикличних појава. Она уопште за

виси: 

1. од елемената qi, тј. од конфигурације система у датом размаку 
времена; 

1 Helmholtz, Principien der Statik monocyklischer Systeme, Journ. f. die reine und ange
wandte Mathematik, Bd. 97. 1884. S. 111-140; 317-336. 
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2. од извода q(, тј. од брзина којом се мењају елементи конфигу
рациЈе у току времена. 

Пошто се у цикличним појавама стање материјалнога система не 

модификује мењањем цикличних координата, може се сматрати да 

функција Т зависи само од брзина промена цикличних координата q( а 
не и од самих вредности тих координата. 

Код координата са спорим варијацијама обрнут је случај: пошто 

су брзине промене q; тих координата неосетне, може се узети да су 
чланови функције Т, који садрже те изводе, занемарљиви наспрам оних 
што садрже изводе цикличних координата, тако да Т зависи само од 

елемената 

а не и од њихових извода. 

Према томе, за цикличне појаве биhе 

т= f(q~, ... ,q~; qh+l' ... ,qk), 

и Lagrange-oвe једначине за цикличне координате биhе 

_Е__(дт) = Qi (i = 1,2, ... ,h), 
dt дq; 

а за координате са спорим варијацијама 

- дт = Q· ( . h 1 k) 
1 l = + , ... , ' 

дqi 

где је Qi тотална компонента комплекса примењених тежњи у правцу 
Oqi. 

Координате са спорим варијацијама играју, дакле, улоzе йараме

Шара у диференцијалним једначинама које регулишу промене циклич

них координата. Ако размак времена, у коме се појава посматра не 

прелази једну одређену границу, ови се параметри могу сматрати стал

ним у томе размаку, тако да се може сматрати да се уочена циклична 

појава за то време састоји само у цикличном кретању материјалних 

делиhа, што састављају систем. Она he бити таква иста и у следеhем 
размаку времена, али са унеколико промељеним вредностима параме

тара. 

Према броју цикличних координата, цикличне појаве се деле на 
моноцикличне, бицикличне итд. 

а) Моноцикличне йојаве су оне с једном цикличном координатом; 
број координата са спорим варијацијама може, уосталом, бити ма ко

лики. За ове he се претпоставити да се толико споро мењају да се у 
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размаку времена у коме се појава посматра могу сматрати сталним. 

Функција Т има тада за израз 

2Т = Aq'2
, 

где је q циклична координата система а А- одређена функција коорди
ната са спорим варијацијама. 

Lagrange-oвa једначина за цикличну координату q биће облика 

(146) :, (Aq') = Q, 

а за координате са спорим варијацијама q2 ,q3 , ... то ће бити 

q'2 дА 
--·- = Qi (i = 2,3, ... ). 

2 дqi 
(147) 

Једначине (147) дају јачине тежње Qi потребне да би се брзине q' 
и координате qi мењале толико споро да се могу сматрати сталним. 

Према Maxwell-oвoj теорији електрицитета, кретање електричне 

струје кроз жицу има се сматрати као једна моноциклична појава. Бр

зина q' промене цикличне координате q расте упоредо с јачином стру
је; компонента Q спољних сила у, правцу Oq расте упоредо са електро
моторном силом која се налази у електричном колу. Циклично се кре

тање дешава делимично у етру, а делимично у самоме материЈалу про

водника. Оно се мења кад жица мења свој облик или положај. Параме

три q2 ,q3 , ... , који одређују тај облик или тај положај, играју улоге 

координата са спорим варијацијама. Брзина једнога, ма кога, пондера

билног или непондерабилног, делића жице или околине (управо брзи

на у једној тачки система којом ти делићи кроз ову тачку пролазе) 
игра улогу извода q'. Величине 

Q,Q2,Q3,··· 

биле би спољне пондеромоторне силе, које треба да делују на систем 

да би се брзина q' и параметри q2 ,q3 , ... мењали неосетно у току појаве 

и имали онакве вредности какве се хоће. Према томе 

-Q, -Q2, -Qз, ... 

биле би реактивне силе, изазване самим цикличним кретањем у систе

му (као што је центрифугална сила изазвана обртањем тела) и које др

же равнотежу силама Q,Q2,Q3, ... (као центрифугална сила центрипе
талној).l 

1 Boltzmann, Vorlesungen йЬеr die Maxwells Theorie der Electricitiits und des Lichtes, 
I, S. 22. 
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По Helmholtz-y се и термичке промене имају сматрати као једна 
нарочита врста моноцикличних појава. Строго узевши, кретање топ

лате не би била права моноциклична појава: сваки материјални делиh 

при томе кретању мења у току времена сам начин свога кретања, чиме 

то кретање, уопште, губи карактер цикличног кретања. Али појава, 

ипак, задржава циклични карактер ако се има на уму да се сви, бескрај

но разноврсни, начини кретања веома великог броја делиhа стапају -
бар уколико се тиче спољних манифестација особина материјалног 

система - у једно средње кретање, са којим се, уосталом, и рачуна у ки

нетичкој теорији гасова и механичкој теорији топлоте. Брзина тога 

средњег кретања је приближно стална ако размак времена t2 - t1, у ко

ме се појава посматра, не прелази извесну границу; носиоци те брзине 

he бити час један, час други материјални делиh, али су те пермутације 
делиhа толико брзе да се може узети да у једној, ма којој, тачки про
стора, који заузима систем, а у размаку времена t2 - t1, неhе бити осе

тних промена, тако да Је у томе размаку времена стање система непро

мељено. 

У ло гу цикличне координате q играла би средња брзина кретања 
делиhа, а улогу параметара q2 ,q3 , ... ма који елементи чије споре вари

јације буду пратиле промене координате q (геометријски елементи при 
ширењу тела; електрично стање тела итд.). 

б) Бицикличне појаве су оне са двема цикличним координатама. 
Нека је дат један систем који се састоји из ма коликога броја матери

јалних делиhа 

чије брзине нека су 

( v; као и раније означује брзину којом делиh т; пролази кроз једну од
ређену тачку простора који систем заузима). Нека је положај једнога, 

ма кога, делиhа одређен ма коликим бројем споро променљивих коор

дината 

и двема цикличним координатама q1 и q2 • Нека су 

везе друге врсте у систему, и ставимо 
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А= m1af + ... +mpa;, 

В= m1b[ + ... +mPb1;, 

С= m1a1b1 + ... +mPaPbP, 

па he бити 

и Lagrange-oвe једна чине су за цикличне координате 

а за координате са спорим вариЈациЈама 

Према Maxwell-oвoj теорији, кретање електрицитета у систему са

стављеном из две електричне струје које се међусобно индукују може 

се сматрати као једна бициклична појава. Улоге цикличних координа

та и координата са спорим варијацијама очевидне су из онога што је 
казано код моноцикличних појава.I 

Исти је случај и са системом састављеним од једне електричне 

струје и једнога перманентног магнета, кад се овај сматра као агрегат 

непроменљивих молекуларних струЈа. 

Maxwell-oвe једначине за појаве овакве врсте, више пута поменуте 

у овоме делу, нису ништа друго до опште Lagrange-oвe једначине за би

цикличне појаве, примењене на систем цикличних координата и коор

дината са спорим варијацијама, онаквих какве би, према Maxwell-oвoj 

теорији, одговарале систему електричних струја, сматраном као један 

циклични систем. 

Друrи иачии 

Кад су на ма који начин и у ма коме аналитичком облику познате 

диференцијалне једначине дате појаве, оне се могу на разноврсне на-~ 

чине, по десним избором функција Т и Q;, написати у облику Lagrange
-oвиx једначина. 

1 В. о томе Boltzmann: loc. cit. S. 29-32. 
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Облик Lagrange-oвиx једначина, који се даје првобитним једначи

нама појаве, зависиhе од специјалних услова који се од њих буду тра

жили. Може се нпр. тражити да компоненте Qi буду линеарне и хомо
гене функције извесних непосредно датих и физички познатих сила у 

појави; или да Qi буду парцијални изводи какве функције по елементи
ма на које се односе формиране Lagrange-oвe једначине итд. Тиме се 

нпр. добија то да се једначине појаве, које иначе, саме по себи, не би 

припадале типу йоШет-щијалних2 појава, таквом трансформацијом сво
де на облик у коме су изрази што играју улогу примењених тежњи, 

истога типа као и у потенцијалним појавама. На појаву се тада могу 
. . 

примељивати аналитички резултати везани специЈално за ту ПОЈеди-

ност Lagrange-oвиx једначина за потенцијалне појаве. 

Такав циљ he се имати у виду при трансформацијама у ових неко
лико примера. 

I. Уочимо групу појава, у којима се сваки елеменат vi примарног 
система 

мења под утицаЈеМ Једне непосредне тежње Xi, која зависи од скупа 
тоталитета елемената самога система и времена t и једне тежње про
порционалне величини самога елемента vi. 

Појава се своди на систем једначина 

(148) 

где ki и Лi могу бити константе или функције времена. 
Ставивши да је 

f 'A· - _!_dt 

''·=е k; ,...,, ' 

једначине се могу написати у облику 

d ( ') lli х 
dt J.li'lll = k; ,, 

d ( 1) Jln Х 
dt Jlп'lln = ---;;: n • 

2 В. П одељак, IV главу ове књиrе. 
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тако да, ако се формира функција 

2т - 12 12 
- /l1111 + ... + /lп'11п ' 

и узме да Је 

/lnXn = Q 
k "' n 

једна чине појаве се јављају у облику 

d (дт) 
dt д11~ =Q1, 

Такав случај би се нпр. имао у проблему варијацијајачинаједнога 

система струЈа 

без међусобне индукције, изазваних електромоторним силама које би 

зависиле од дебитираних количина електрицитета 

Према Оhm-овом закону, проблем се своди на систем једначина 

4i{ = EI + Rlil, 

где L;, R;, Е; имају раније наведена значења, тако да, ако се стави да је 

RI Rn 
0:1 = -z:, ... ,<Xn = Ln' 

и формира функција 

као и изрази 
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једна чине појаве се своде на систем Lagrange-oвиx једначина 

:r(:~) = Qk (k = 1,2, ... ,п). 

Вратимо се горњим општим једначинама (148) за појаве поменуте 
врсте и претпоставимо да су коефицијенти инерције ki и коефицијен
ти 'Ai једни исти за све елементе vi, тако да су једна чине појаве за при-
марни систем 

(149) 

где је 
Л 

а=-
т 

R _1._ 
1-'- ' 

т 

(т је заједничка вредност коефицијената инерције). Уведимо наместо 
примарног система ма какав други систем елемената, чије би прои

звољне варијације одређивале остварљиве варијације тоталитета 

примарног система. 

Нека је k степен слободе примарног система ( v1, •.• , v n), а 

елементи једнога, ма кога, од одговарајућих редукованих система, тако 

даје 

из чега је 

д<рп 1 д<рп 1 

Vп= дql ql+ ... +дqk qk. 

Ако се међу собом саберу леве и десне стране једначина (149), 

пошто се прва помножи са д<р 1 , друга са д<р2 итд., добија се 
дqi дqi 
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""\:" д<р,; 1 "'\:' д<р ј _ А"'\:' д<р ј 
LJ--vj- а LJ--vj- 1-' LJ--X,;. 
ј дqi ј дqi ј дqi 

(150) 

Познато је, међутим, да се први збир у последљој једначини, ако 

се стави да Је 

2Т1 = vf + ... + v;, 
може написати у облику 

_Е_ (дт, ) - дт, 
dt дq( дqi . 

С друге стране, према идентичности 

д<р. дv. 
Ј - .1 

дqi - дq;' 

лако се увиђа да други збир на левој страни једна чине (150) представља 
израз 

и према томе се једначина (150) може написати у облику 

(151) 

Ако се сад стави да је 
-fruit 

fl =е 

једначина (151) своди се на Lagrange-oв облик 

У идуhем одељку, при трансформацији једначина потенцијалних 

појава, видеhе се значај и интерес оваквога начина редукције једначи

не појаве, о којима је овде реч, на Lagrange-oв тип. Овде he такве редук
ције бити извршене на два специјална примера. 
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1. При кретању материјалне тачке, под утицајем сила што зависе 
од положаја тачке и једнога отпора пропорционалног брзини кретања, 

имале би се за примарни систем једна чине 

и'= Х -Ли, 

v' =У- Av, 

w'= Z-'Aw, 

где су и, v и w компоненте брзине, Х, У, Z- компоненте сила у правцима 
правоуглих координатних осовина, а Л - стални коефицијенат пропор

ционалности отпора и брзине (маса тачке претпоставља се да је равна 

јединици). 
Сменивши 

и = х', v = у', w = z', 

и ако се формира функција 

(152) 2Т = е"1 (х'2 + у' 2 + z' 2 
), 

једначине кретања се своде на облик 

!]_(дт)= e"tx 
dt дх' ' 

(153) :t ( ~;,) = е"1У, 
!]_(дт)= e"tz. 
dt дz' 

Ако се наместо елемената примарног система и, v, w, уведу ма 
какви други елементи q;, и ако је кретаље тачке слободно, а дефини
ција система q; дата системом једначина 

(154) 

х= <!'1(q1,q2,q3), 

у= <!'2(q],q2,q3), 

z = <!'з(qJ,q2,qз), 
једначине кретања добијају облик 

(155) 
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где су Т, Q1 , Q2 , Q3 изрази који се добијају кад се у обрасцима (152) и 

Ql = еЛ.t[д<рl х+ д<р2 у+ д<рз z]' 
дql дql дql 

(156) Q2 = ел.t[д<рl х+ д<р2 у+ д<рз z]' 
дq2 дq2 дq2 

Q, = ел.t[д<рl х+ д<р2 у+ д<рз z]' 
- дqз дqз дqз 

смене х, у, z изразима (154). 
Ако се тачка креhе по утврђеној површини, тако да је 

х= <!'l(q],q2), 

у= <p2(ql,q2), 

z = <!'з(qi,q2), 

имале би се прве две од једначина (155). 
Напослетку, ако се тачка креhе по утврђеној линији, тако да је 

х= <!'l(qj), 

у= <!'2(qj), 

z = <!'з(qЈ), 

имала би се само прва од једначина (9). 
2. При модификацијама једнога система струја са занемарљивом 

међусобном индукцијом, кад су те модификације изазване једним ску

пом електромоторних сила што зависе од дебитираних количина елек

трицитета q1, ••• ,q", имао би се, при раније употребљеним означива
њима, систем једначина 

(157) 

Ако сви количници 

L dil Е R. 
~-= 1- jlj, 

dt 

Rl Rп 
LI , ... , Lп 

имају једну исту, заједничку, вредност Л, и ако се формирају изрази 
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Q - 'AtE 
fl- е n> 

једначине појаве (157) своде се на систем од n једначина Lagrange-oвoг 
типа. 

П. У очима групу појава у којима се сваки елеменат V; примарног 

система ( v1, ... , v,z) мења под утицајем једне непосредне тежње Х;, која 
зависи од скупа тоталитета елемената система, затим, једне тежње 

пропорционалне тоталитету 11; самога елемента v;, и једне тежње про
порционалне величини елемента v;. 

Појава се своди на систем једначина 

. . 
КОЈе се, пошто Је 

могу написати у облику 

Ако се стави да је 

Ј 'А - __!_dt 
11. =е ki 
1"'1 ' 

и ако се формирају изрази 

Qn = ~n (Хп + hn'lln), 
fl 

једна чине појаве јављају се у облику 

!i(дT)=Q; (i=l,2, ... ,n). 
dt д11; 
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Такав случај би се нпр. имао у следеhим појавама. 

1. Подржано испражњавање једне групе електричних конденза
тора, кад се испражњавање подржава једним скупом електромоторних 
сила Е1 ,Е2 , ••• од којих би свака зависила од скупа дебитираних коли
чина електрицитета q1, q2 , ••• 

Основни систем једначина појаве облика је 

где су L и R коефицијенти аутоиндукције и отпора, С - капацитет кон
дензатора; Lagrange-oвe једначине су 

где Је 

2. Подржано вибрирање једнога скупа дијапазона, са унутарљим 
отпором који је пропорционалан елонгацији, а кад се вибрирање подр
жаваједним скупом спољних сила Е1 ,Е2 , ••• , од којих би свака зависила 

од скупа елонгација (q1,q2 , ••• ). 

Трећи начин 

Према аналогијама које постоје, или за које се претпоставља да 

постоје међу појавама, може се унапред претпоставити да he за дату 
појаву важити Lagrange-oвe једначине са подесно изабраним функци

јама Т и Qi за један дати систем елемената qi. Ови последњи били би 
тада они за које би се имало разлога претпоставити да у датој појави . . . . 
играЈу улоге аналогне улогама елемената у другоЈ каквоЈ аналогно] по-

јави, за које се веh зна да су им варијације везане Lagrange-oвим јед

начинама. Подударање последица које би се извеле из тако написаних 

једначина са реалним појединостима појаве, или експериментална ве

рификација извесних појединости везаних непосредно за онакав облик 

функција Т и Qi какав је узет, потврђивали би тада легитимност таквих 
Lagrange-oвиx једначина у датој појави. Такав је нпр. био пут којим је 
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Maxwell дошао до својих основних једначина за електродинамичке по
Јаве. 

Први пример: елекШричне .моgификације у сисШе.му йокреШних 
сШруја. Покушајмо формирати, и то на горе наведени начин, једначине 

што регулишу промене јачина двеју покретних струја које се међусо
бно индукују, узевши као дескриптивне елементе појаве: јачине i1 и i2 

покретних струја и геометријски елеменат х, који дефинише љихов ме

ђусобни положај у једноме датом тренутку, а при љиховом праволиниј

ском међусобном nриближаваљу или удаљаваљу. 

Најопштији квадратан облик који се може претпоставити за фун

кцију Т био би 

где су v брзина међусобног приближаваља или удаљаваља струја, а а, 
Ь1 ,Ь2 ,с1 ,с2 ,с3 - ма какве функције елемената x,q1,q2 , (q1 и q2 су коли
чине електрицитета дебитиране у једном и другом од електричних 

кола, а i1 и i2 јачине струја). 
Међутим: 

1. члан av представља живу силу материје покретних кола, а по
што би ова жива сила, кад у колима не би било електричних акција, би

ла тv2 , а међутим се т не меља електричним акцијама, то је а =т; 
2. скуп чланова 

представља електрокинетичку енергију струја. Кад би ове биле непо

кретне, та би енергија имала за израз 

LЛ + Lif. + 2М12џ2' 

а пошто L1 и L2 зависе једино од облика електричних кола и не мељају 

се кад се ова креhу без деформације, и пошто М12 зависи од релати
вног међусобног положаја кола, то је 

Ь1 = L1 = const., 

ь2 = ~ = const., 

с3 = М12 = функција елемента х; 
3. извесни експерименти и теоријска посматраља навели су Max

well-a на идеју да су коефицијенти с1 и с2 равни нули. Пре свега, факт 
да М12 , као коефицијенат производа i1 i2 у изразу за Т, не зависи од ко

личина електрицитета q1 и q2 , чини вероватним закључак да ни кое

фицијенти с1 и с2 производа vi1, и vi2 не зависе од q1 и q2 • Поред тога, 

кад би израз 
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фигурисао као саставни део функције Т, њему би при мењању елеме
ната q1 и q2 одговарале као инертне тежње силе које би имале за израз 

F1 = !:!_ (д~)- д~ = !:!_ (c1v), 
dt дz 1 дq1 dt 

F2 = !!_(д~)- д~ = !!_(c2 v). 
dt дz2 дq2 dt 

(158) 

Пошто су те инертне тежње изазваневаријацијамаколичинаелек

трицитета, силе (158) биле би једна нарочита врста електромоторних 
сила, које би се појављивале у електричним колима кад се ова буду 
почела међусобно приближавати или удаљавати. Те силе, као што се 

види из израза (158), не би зависиле од елемената електричне природе, 
тј. од магнетног поља у коме се јављају, веh једино од геометријских и 

кинематичких елемената при кретању кола. Међутим, никад и ни на 

који начин није запажена никаква индукциона појава код проводника у 

кретању, који би били ван каквога магнетног поља. Може се, дакле, 

сматрати као експериментално доказано да силе F1 и F2 не постоје, 

што може бити само тако ако су коефицијенти с1 и с2 равни нули. 
Приметиhемо да овакав експерименталан доказ тога факта има утоли

ко веhу важност што се данас за мерење електромоторних сила имају 

веома осетљиви галванометри, који би били у стању показати егзистен

цију и веома слабих таквих сила, кад би се ове одиста јављале у при

ликама о КОЈИМа Је овде реч. 

Функција Т имаhе, дакле, за израз 

2Т = mv2 + LЛ + ~ii + 2м12Џ2, 

одакле је, водеhи рачуна о томе да су т, L1, ~ константе, а М12 функ
ција елемента х 
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тако да Lagrange-oвe једначине појаве добијају облик 

(159) 

где су Q1 и Q2 компоненте активних и реактивних електричних сила 

Ql = Е1- R1i1, 

Q2 = Е2- R2i2, 

а Х механичка сила, која изазива кретање електричних кола. 

Једначине су у сагласности с реалношћу, јер из њих резултује ег

зистенциЈа онаквих електромагнетних и електромоторних сила какве 

се одиста констатују експериментом. Тако: 

1. прва од једначина (159) показује да механичкој активној сили Х 
држе равнотежу две силе: механичка инерција 

. . 
и Једна сила коЈа има за израз 

dv -m-
dt' 

Овај израз, међутим, није ништа друго до извод, по елементу х, 

функције електромагнетних сила 

он представља познату електромагнетну силу, која се одиста констату

је експериментом и коју је проучио Ampere; 
2. друга од једначина (2) показује да компоненти активних и реак

тивних тежњи 

држи равнотежу електромоторна сила 

_!!_(L1i1 +M12i2)· 
dt 
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Међутим, израз 

(160) 

представља флукс магнетне индукције што одговара првоме електри
чном колу. Према томе, израз (160) је извод овога флукса, узет с про
мењеним знаком: то Је, дакле, индукована електромоторна сила, каква 

се одиста констатује експериментом. 

Исти је случај и с трећом од једначина (159). 
На тај начин може се сматрати да је и теоријским посматрањима 

и експерименталном верификацијом утврђена легитимност Lаgrаngе

-овихједначина (159) у проблему покретних електричних струја.I 
Други пример: сШрује у колима која се gеформишу. У случају кад 

би се, наместо покретних струја, имале струје у колима која се поступ

но деформишу у току појаве, тако да је деформација нпр. кола С1 де
финисана начином на који се у току времена мења известан геометриј

ски елеменат х, функција Т би опет имала облик 

2т 12 L ·2 т. ·2 2м · · = mx + JZJ + ~~2 + 12zlz2, 

но само с том разликом што би коефицијенат L1 био функција елемен

та х, као што је и М12 • Према томе би се имало 

дТ 1 -=mx 
дх' ' 

дТ L' М . -. = JZJ + 12!2, 
дzi 
дТ L. М . 
-д. = 212 + 121], 

12 . 

дт 1 [dLi ·2 2dM12 .. Ј -=- -zl + --zlz2 , 
дх 2 dx dx 

дТ= О, дТ =О, 
дqi дq2 

тако да he Lagrange-oвe једначине појаве бити облика 

dx
1 l[dL1 ·2 2 dM12 ··Ј Х т--- -z1 + --z1z2 = , 

dt 2 dx dx 

1 В. Carvallo, Г Electricite, Scientia NQ 19, р. 38-44. 
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и оне доводе, као и оне пређашње, до познатих експерименталних за

кона за електромагнетне и индуковане електромоторне силе.l 
Трећи пример: меЬусобна акција ciilpyje и ма'iнеШа. Уочимо при

мер наведен на стр. 162, задржавши у њему иста означавања и исте 
претпоставке о перманентности магнета и фиктивном електричном 

колу, коме се може асимилирати један перманентан магнет. Пошто се 

тада проблем своди на проблем двеју покретних струја, који смо мало

час проучили, имаhе се, као и у томе проблему 

2Т = тv2 + Li 2 + ~i[ + Mii1• 

У томе су изразу т и L (маса материје кола и његов коефицијенат 
аутоиндукције) сталне количине, а тако исто и L1 и i1; коефицијенат М 

је функција елемента х. Према томе је 

дТ 
-=тv 
дv , 
дТ dM .. 
-=-ll 
дх dx 1

' 

дТ L' м· -= z+ 11, 
дi 

дТ L' м· -. = tll+ l, 
дzt 

дТ= О дТ =О, 
дq , дql 

и Lagrange-oвe једначине појаве биhе облика 

(161) 

А пошто је 

1 Carvallo: loc. cit. 

dv dM .. Х 
т dt - dx llt = , 

L di . dM Е R' 
-+ll-= - lt, 
dt dt 

j_(Mi) = Е1. 
dt 

Mi1 =Ф, 
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где је Ф флукс индукције у електричном колу, која произлази од утица
ја магнета, који је флукс непосредна функција елемента х, а преко ово
га и посредна функција времена t, то је 

dM dM 
-=-v 
dt dx ' 

и, према томе, једначинама (161) може се дати облик 

т dv _ dФ i =Х 
dt dx ' 
di dФ . L-+-v=E-Rz 
dt dx ' 

!!_(Mi) = Е1 • 
dt 

Напослетку, у томе облику оне доводе непосредно- као и оне у 

ранијим примерима- до резултата који суусагласности са експеримен

талним фактима.l 
Четврти пример: нейокреШан сисШе.м сасШављен og .ма колико2а 

броја сШруја и .ма2неШа. Означимо са ik јачине правих електричних 
струја у систему, са ik јачине елементарних магнетних струја, сматрају
ћи при том магнете као засебне системе нарочитих затворених струја. 

Функција Т биhе облика 

где је Т1 извесна квадратна функција променљивих ik, Т2 - билинеарна 

функција променљивих ik и jk, и, напослетку, Т2 - квадратна функција 

променљивих ik. 
Задржимо у виду само оне од једначина појаве које се односе на 

варијације јачина ik правих струја. Пошто је 

[где су Lk коефицијенти аутоиндукције проводника, Mkh - коефици
јенти њихове узајамне индукције, а Nkh - коефицијенти електромагне-

1 Carvallo: loc. cit. 
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тне индукције у систему], и пошто функција Тз не зависи од променљи

вих ik, то је 

С друге стране, пошто су коефицијенти L, М, N сталне количине, 

то Је 

Напослетку, компоненте Qk активних и реактивних сила имаhе за 
израз 

Према томе, Lagrange-oвe једначине за промене у систему своде се 

на облик 

L dik "\:"'М dih "\:"' djh _ R . k-+ ~ kh-+ ~Nkh-- Ek- kzk 
dt h dt h dt 

и поклапају се с познатим једначинама комбиноване електродинами

чке и електромагнетне индукциЈе. 

Ш. ПРИМЕДБЕ О LAGRANGE-OBИM ЈЕДНА ЧИНАМА ЗА 
ПОЈАВЕ СА НЕХОЛОНОМНИМ СИСТЕМОМ 

Напред је показано да се лева страна једначине 

(162) 
дS 
-д "= Q;, 

q; 

може у сваком случају, било да је систем холономан или не, написати у 

облику 

(163) 

где Је 

(164) 

и где су D1, ... , D" функције променљивих t, q; и qf, дате обрасцима 
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У случајевима кад је систем холономан, свака је заграда понаособ 

у обрасцима (165) идентична нули, тако да је свако 1'1; равно нули и 
једна чине (162) се своде на систем Lagrange-oвиx једначина. 

Међутим, за нехолономне системе изрази у заградама у обрасци

ма (165) нису сви равни нули, па према томе нити су све количине 
D1, ••• ,Dn, нити 1'1;, идентичне нули. Једначине (162) тада се могу напи
сати у облику 

(166) 

дакле опет у облику Lagrange-oвиx једначина, али йошШо се у овима 

чланови с gесне ciiipaнe измене на Шај начин шiiio се комйоненШама 

йримењених Шежњи йриgоgају чланови 1'1;. Ови чланови 1'1; се, дакле, 

могу назвати корекШивним члановима Lagrange-oвиx једначина за не

холономне системе. 

Од интереса је, бар у једноме примеру, видети физички смисао 

ових аналитичких факата. Тога ради уочимо појаву која се састоји у 

варијацијама електричног стања у Ваrlоw-љевом точку, о којој је била 

реч на стр. 139 и 155. За појаву је показано да се своди на нехолономан 
систем (ro,i1,i2 ), где су: ro ротациона брзина точка, i1 и i2 - јачине 

струја у два електрична кола која састављају систем. ЗадржавШи иста. 
означавања као и раније, и претпоставивши да се Lagrange-oвe 

једначине у своме типском облику могу применити, имало би се, из . . 
истих разлога као и у раНИЈИМ примерима, да Је 

2Т = Jro 2 + LД + Lz{f. + 2М12Џz. 

Међутим, пошто оно од два кола које је састављено из соленоида ства

ра једно магнетно поље управно на раван точка, то је магнетни флукс, 

који ни услед тога не пролази кроз оно коло што је управно на раван 

точка (коло што се налази у равни слике на стр. 108), раван нули. 
Према томе је и узајамни потенцијал та два кола раван нули, па дакле 

и М12 =О. Електрокинетичка енергија система своди се на зе>ир енер
гија које одговарају аутоиндукцијама та два кола, тј. на израз 

1 [L .z L .z] 2 JZJ + zlz . 
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Функција Т имала би, дакле, облик 

и Lagrange-oвe једначине би имале бити 

где је Q момент механичких сила које производе обртање точка. 
Оне, међутим, написане у таквоме облику, изражавају два факта 

која се не слажу са реалношћу. 

1. Прва једначина показује да никаква електродинамичка сила не 
утиче на обртање точка, што је у супротности с реалношћу: експери

менат показује да се точак окреће спонтано и без утицаја икакве меха-. . 
ничке силе, Једино акциЈОМ електродинамичких сила. 

2. Друга једначина показује да обртање точка не изазива јављање 
никакве електромоторне силе, што је такође у супротности с реално

шћу: експерименат показује да се обртањем точка изазива једна инду

кована електромоторна сила. 

Тим ј е ф актима експериментално доказана немогућност Lagrange
-oвиx једначина за овај случај. Међутим Carvallol је, ослањајући се баш 
на експерименталне резултате, показао да се према Махwеll-овим по

гледима појава може сматрати као регулисана системом модификова

них Lagrange-oвиx једначина 

где је k известан позитиван коефицијенат, који зависи једино од геоме
тријских ди:м:ензија система. 

Корективни чланови Lagrange-oвиx једначина имају, дакле, за 

изразе 

1 Carvallo: !ос. cit. р. 76-82. 
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д.I = КЏ2, 
д2 = -Ki2ro, 

д.з =о. 

195 

Корективни члан д 1 представља једну нарочиту електродинамичку си
лу, која се придружује механичким силама у њиховој акцији при обрта

њу точка, имајуhи као непосредни објекат ротациону брзину точка. То 
је она сила, констатована експериментом, која изазива и одржава обр

таље точка и онда кад нестане спољне механичке силе. 

Корективни члан д.2 представља једну нарочиту електромоторну 
силу, која се јавља услед обртања точка и која расте пропорционално 

самој његовој ротационој брзини. То је она индукована електромото
рна сила о КОЈОЈ Је напред поменуто да се констатуЈе експериментом. 

Напослетку, корективни члан д3 је раван нули, што значи да се 
на елеменат i2 може применити немодификована Lagrenge-oвa једна

чина. 

На сличан факт, да се немодификоване Lagrange-oвe једначине 

могу применити на један известан број елемената система, поред свега 

тога што је систем нехолономан, наилази се и у другим системима та

кве врсте. На такав случај се наилази нпр. при кретању обруча, моно

цикла, и бицикла по хоризонталној равни. Carvallo је нпр. показао да he 
при кретању обруча за елеменат који одређује нагиб равни обруча 

према хоризонталној равни важити немодификована Lagrange-oвa јед

начина. Разлог лежи у једноме генералнијем, аналитичком факту, који 

се састоји у овоме: каg 2og јеgан елеменаШ q1, Шиме шШо се осШали еле

менШи q2, Чз, ... , qk знају као функције времена, йосШаје йрава коорgи
наШа сисШема, на ње2а се може йримениШи og2oвapajyha немоgифико

вана Lagrange-oвa јеgначина. 1 

Постоји и један општи случај појава са нехолономним системом, у 

коме Lagrange-oвe једначине без корекШивних чланова представљају 

йриближне једначине појаве. То је случај йојава с веома ла2аним моgи

фикацијама система, а кад су везе, ако их буде било, непроменљиве за 

време трајања појаве. Тада су брзине 

(167) q;, ... ,q~ 

промена елемената q; веома мале, тако да се њихови степени и прои
зводи могу у првој апроксимацији сматрати занемарљивим наспрам 

њих самих. Па пошто је сваки од корективних чланова 

1 Appell, Les mouvements de гoulement, Scientia NQ 4, р. 44-45. 
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квадратан облик по елементима (167), то се, занемаривши их, добијају, 
као приближне једначине појаве, систем Lаgrаngе-овихједначина 

(168) 

у којима још треба изоставити скуп чланова другога степена по еле

ментима (167) који буду фигурисали у изразима 

дТ дТ 
дqi , ... , дqk. 

Једначина (168) ће дати утолико већу апроксимацију уколико су 
модификације у којима се појава састоји спорије. 



ЧЕТВРТ А ГЛАВА 

ТРАНСФОРМАЦИЈА ОСНОВНИХ 

ЈЕДНА ЧИНА ЗА ПОТЕНЦИЈАЛНЕ ПОЈАВЕ 

Потенцијал узрока. -Потенцијалне појаве. -Конзервативне појаве. - Општи случаје
ви егзистенције потенцијала. - Егзистенција потенцијала реализирана фиктивном из
меном механизма појаве. - Неколике врсте конкретних потенцијалних појава. - Ha
milton-oв каноничан тип једначина за потенцијалне појаве. -Функција Н и Hamilton-oвe 

каноничне једначине за неколике конкретне потенцијалне појаве 

I. ПОТЕНЦИЈАЛНЕ И КОНЗЕРВАТИВНЕ ПОЈАВЕ 

Дешава се да су примењене тежње 

везане за дати примарни систем 

(vl, ... , vп) 

сматране као функције елемената v; или њихових тоталитета 11;, пар
цијални изводи какве функције И, која зависи од V; или 11;, поред тога 
што може зависити и од времена t, тако да је 

дИ дИ 
XI=-, ... ,Xn=-, 

дvl дvn 
или 

дИ дИ 
Xl = д111 , ... ,Хп = д11п. 

Тако се исто дешава да су компоненте 

(169) 

које фигуришу у напред формираним једначинама, као функције еле

мената q; трансформисаног система, парцијални изводи какве функ
ције И, тако да је 
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дИ дИ 
Ql = дql , ... ,Qk = дqk. 

Очевидно је да, ако за једну појаву постоји једна функција И, по
стоји их бескрајно много, али се све оне међусобом разликују само јед
ном адитивном константом. 

Таква функција И са промељеним знаком биhе назвала йоШенци

јалом датога скупа тежљи (169); за ове he се, тада, казати да gеривирају 
из йоШенцијала - И. Појаве са холономним системом и примељеним 

тежљама, које деривирају из једнога потенцијала, биhе назване йоШен

цијални.м йојавама. 

У специјалнијем случају, кад у једној потенцијално} uојави везе, 

дефиниција система и потенцијал не зависе експлицитно од времена t, 
појава he бити назвала конзервативном појавом. 

За потенцијалне појаве уопште, и понаособ за конзервати:вне, вес 

зане су важне аналитичке особине, које им дају нарочиту важност у 

математичкој феноменологији. 

Егзистенција потенцијала - И за компоненте 

примељене непосредно на примарни систем ( v;) у појави, повлачи са 
собом, у општим случајевима, егзистенцију потенцијала- V за компо
ненте 

примељене на редуковани систем ( q; ). Тако 

каg 2og је сисШем ( v) слобоgан, или с везама йрве врсШе, е2зисШен
ција йоШенцијала 

-U(v1, ... ,V11 ,t) 

за комйоненШе Xi йовлачи са собом за комйоненШе qi е2зисШенцију 
йоШенцијала 

који се gобија сменивши у -U елеменШе vi њиховим вреgносШи.ма, изра

женим йомоћу qi. 
Јер, нека су 

(170) 
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једначине веза, или једна чине за трансформацију система ( v;) у ( q; ), 
према томе да ли је систем с везама йрве врсте или слободан. 

Пошто је 

где V(q1, ... ,qk,t) означује резултат који се добија кад се у функцији 
И(VЈ, ... , V 11 ,t) смене елементи v; њиховим вредностима из једначина 
(170). 

У специјалном случају, кад су компоненте Qj, ... , Qk сталне по ј а
чини (што he бити кад су саме тежње Х1., ... ,Х11 сталне, а дефиниција 
система (q1, ... ,qk) независна од времена t), потенцијал he бити облика 

(171) 

где је Ak стална вредност ја чине компоненте Qk. 
Тако исто, каg 'iog је сисШе.м ( vJ слобоgан, или с веза.ма gpy'ie вр

сШе, е'iзисШенција йоШенцијала 

за ко.мйоненШе Xi йовлачи са собо.м за ко.мйоненШе Qi е'iзисШенцију 
йоШенцијала 

који се gобија каg се у- U с.мене ШоШалиШеШи 1li еле.менШа vi њихо
ви.м вреgносШи.ма изражени.м йо.моhу qi. 

Јер, нека су 

(172) 

dТjfl = ~nldql + ... + ~nkdqk +в," 

једна чине веза, или једна чине за трансформацију система ( v1, .•. , v") у 
(q1, ... ,qk) према томе да ли је систем с везама gpy'ie врсте или слобо
дан. 
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Пошто је 

то се добија 

где W(q1, ••• , qk,t) означује резултат који се добија кад се у функцију 
и(11 1 , ... , 'llп,t) смене елементи 'lli њиховим вредностима из једначина 
(172). 

У случају кад су компоненте Q сталне ја чине, биhе 

-W= B1q1 + ... + Bkqk, 

где је Bk стална вредност јачине компоненте Qk 
Тако се исто лако увиђа овај факт 

Kag 2og се ШоШалне комйоненШе Xi моzу изразиШи као збирови 

Xn = Xn! +Xn2 + ... , 

Шако ga сваки комйлекс Шежњи 

Xn,Xi2,··· 

gеривира из jegнoza йоШенцијала - U и и комйоненШе Xi he gеривираШи 
из jegнoza йоШенцијала, који he Шаgа биШи 

и= и1 + ... +и". 

У томе реду мисли очевидан је и следеhи факт. 

Кад се тоталне компоненте Xi, непосредно примењене на примар
ни систем ( vi ), састоје из компонената активних тежњи Уј, које дериви
рају из једнога потенцијала 

и компонената једнога отпора, пропорционалних величинама одгова

рајуhих елемената vi, тако да је 
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(173) 

где су Л; одређене константе или одређене функције времена, и ко.м
йоненШе Xi he gеривираШи из jegнoza йоШенцијала, а овај he биШи 

V =-И -~[Л1vf + ... +Л11v;]. 

Приметимо и то да се свака појава са холономним системом и сте
пеном слободе 1 има сматрати за потенцијалну појаву кад год приме
љене тежње у ЊОЈ не зависе ни од чега другог осим елемената прима

рног система (кад је систем слободан или с везама прве врсте), или од 
елемената секундарног система (кад је систем слободан или с везама 

друге врсте). Тада и компонента Q примењених тежњи у правцу Oq, где 
је q елеменат редукованог система, неће зависити ни од чега другог 
осим елемента q и времена t. Потенцијал је облика 

-И= -Ј Qdq = Ф(q,t). 

Тако исто, појава ће бити потенцијална ако је са холономним си

стемом ма кога степена слободе, а примењене тежње у њој су са неза

висним варијацијама, тако да су им перманентни закони облика 

где су f 1, ••• , /,, унапред дате функције времена t, независне од геоме
тrијских и кинетичких елемената појаве. Потенцијал је, тада, облика 

где су <p1, ... ,<pk одређене експлицитне функције времена, линеарне 
комбинације функција Л, ... , fп и коефицијената у једначинама веза. 

У специјалнијем случају, кад су примењене тежње Х1 , .•• , Х11 стал
не јачине, а везе и дефиниција редукованог система непроменљиве у 

току трајања појаве, ова је конзервативна а потенцијал је облика (171). 
Дешава се· у извесним општим случајевима да се каква појава, 

која по себи није потенцијална, може једном одређеном аналитичком 

трансформацијом асимилирати другој једној, фиктивној, потенцијалној 

појави, која је с првом аналитички еквивалентна, али којој одговарају 

функција Т и компоненте Q; различне од оних што карактеришу прву 
појаву. Наиме, један исти систем једначина, типа карактеристичног за 
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једначине математичке феноменологије, може се, као што је напред 

поменуто, на разноврсне начине свести на Lagrange-oв облик; сви he се 
ти облици међу собом разликовати по изразима Т и Q;. Дешава се да се 
међу свима могуhним изразима Q;, који се за један дати конкретни 
случај могу изабрати, нађе такав један скуп Q;, да све њиме дефини
сане ефективне или фиктивне компоненте Q; деривирају из једнога 
потенцијала, поред свега тога што првобитна, дата, појава сама по 

себи није потенцијална. У таквим случајевима она се може, да би се на 

њено проучавање могли применити резултати везани искључиво за 

потенцијалне појаве, асимилирати фиктивној, њој аналитички еквива

лентној, појави с таквим фиктивним компонентама Q;. 
Овде he бити наведена два таква општа случаја, ва која се често 

наилази у природним ПОЈавама. 1 
I. Уочимо групу појава у којима се тоталне компоненте Х;, непо

средно примењене на примарни систем ( v; ), састоје из компонената 
активних тежњи ~које деривирају из једнога потенцијала 

-U(111,. · · ''llп,f), 

и компонената једнога отпора, пропорционалних величинама одгова

рајуhих елемената v;, тако да се опет имају једначине (173), али где су 
~ функције тоталитета елемената v;. 

Раније је показано да се једначине појаве, поред осталих облика, 

могу свести и на такав један Langrange-oв облик у коме he бити 

где су k; коефицијенти инерције елемената V;, а 

Ј Л - __!_.dt 

11; =е k; • 

Kag су коефицијенШи Лi и ki јеgни исти за све еле.менШе йри.мар
но2 сисШе.ма, Шако ga је 

l11 = l12 = · · · = 11п' 

ко.мйоненШе Q; he gеривираШи из jegнo'ia йоШенцијала V, који је об
лика 

V=- 11 и 
k ' 

где су 11 и k заједничке вредности 11; и k;. 
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У специјалнијем случају, кад су коефицијенти инерције k,. и кое
фицијенти пропорционалности Л,. непроменљиви у току појаве и једни 
исти за све елементе система, ко.мйоненШе Qi he gеривираШи из йоШен
цијала 

1 ~ 
V =--е k 

k 

Према ономе што је напред казано, исти he резултат вредети и у 
случају кад се наместо примарног система ( v) уведе ма какав систем 
елемената 

везаних са тоталитетима ll; елемената v; релацијама 

(174) 

где k означује степен слободе примарног система. 
П. У о чим о групу појава у којима се компоненте Х;, непосредно 

примењене на примарни систем (v), састоје 
1. из компонената активних тежњи У,. које деривирају из потенци-

ј ал а 

2. из компонената једнога отпора, пропорционалних тоталитети
ма ll; одговарајуhих елемената V;; 

З. из компонената једнога отпора пропорционалних величинама 

одговарајуhих елемената v,., тако да је 

где су h; и Л,. одређене константе, или одређене функције времена. 

Раније је показано да се једначине појаве своде на Lagrange-oв об

лик, у коме he се, као компоненте Q, имати изрази 

Q11 = ~11 (Уп+ hnllп), 
11 



204 СПОНА ИЗМЕЂУ МЕХАНИЗМА И МАНИФЕСТАЦИЈЕ ПОЈАВА 

где Је 

Ј Л.· - ~dt 

/1; =е k; • 

Кад су коефицијенти А; и k; једни исти за све елементе v;, компо
ненте Q; ће деривирати из једнога потенцијала који ће бити облика 

где су 11 и k заједничке вредности /1; и k;. 
У специјалнијем случају, кад су коефицијенти А; и k; непромен

љиви у току појаве, потенцијал је облика 

Л.t 

V =-±е k [И+ ~(h111f + ... + hnll;, )]. 

Према ономе што је напред казано, исти ће резултат вредети и за 

случај кад се наместо примарног система ( v;) уведе ма какав систем 

везан са тоталитетима Т); елемената v; релацијама (174). 
Од интереса је запазити факт, истакнут у горе наведеним групама 

појава: ga се јеgна йојава, која сама йо себи није йоШенцијална, може у 
gосШа генералним случајевима учиниШи йоШенцијалном моgификујуhи 

јој фикШивно механизам, тако да јој тиме буде измењена и функција Т 

и компоненте примењених тежњи, везане за њен механизам, али тако 

да тиме појединости манифестације појаве, везане за такав механизам, 

ни у чему не буду измењене. Компоненте примењених те:жњи, у фик

тивној појави којом је замењена првобитна дата појава, добиле су ту 

особину да деривирају из једнога потенцијала, а функција Т, која прво

битно није експлицитно зависила од времена t, или је од овога зави
сила на један одређен начин, постаје експлицитно зависна од времена, 

и то на начин различан од онога на који је првобитно зависила. А по

што функција Т за један утврђен систем елемената q; зависи још само 
од веза у систему, то се таква једна трансформација може схватити и 

тако као да су првобитне те:жње, које не деривирају ни из каквога по

тенцијала, смењене другима с потенцијалом, а да су у исто време йрво

биШне нейроменљиве везе у сисШему смењене новим везама, йроменљи

вим у Шоку времена. 
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Прва врста: кретање (слободно, по датој површини или по датој 

линији) материјалне тачке М, под утицајем скупа сила нормалних на 

једну сталну површину S, и које зависе од дужине нормале MS. Специ
јални случајеви: 

~. кретање тачке под утицајем сила управних на једну утврђену 
раван Р и чији је скуп функција <p(z) одстојања МР= z. Узевши тура
ван за хОу, биhе 

Х= О, У= О, Z = <p(z), 

тако да силе деривирају из потенцијала 

V =-Ј <p(z)dz. 

Кад се нпр. тачка креhе под утицајем теже, узевши за осовину Oz 
вертикалу, управљену ка зениту, и означивши са т масу тачке, биhе 

V = mgz; 

2. кретање тачке под утицајем сила управних на једну утврђену 
праву L и које су функције <р(р) одстојања р тачке М од праве L. 
Узевши ову за осовину Oz, биhе 

х= ~<р(р), 
р 

у= l_<p(p), 
р 

Z =О, 

тако да силе деривирају из потенцијала 

V =-Ј <p(p)dp = Ф(х2 +i); 

3. кретање тачке под утицајем централне силе, која је функција 
<p(r) одстојања тачке М од непомичног центра силе. Узевши центар за 
координатни почетак, биhе 

X=~<p(r), 
r 

Y=l_<p(r), 
r 

Z=~<p(r), 
r 
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тако да компоненте сила деривирају из потенцијала 

V =-Ј <p(r)dr = Ф(х2 +/ +z2
). 

Кад је нпр. централна сила обрнуто пропорционална квадрату 
растојаља, тако да је 

биhе 

А 
<p(r) = 2' 

r 

V =А. 
r 

Друга врста: кретаље система материјалних тачака под утицајем 

теже. Узевши за раван Оу једну хоризонталну раван, а за осовину Oz 
Једну вертикалу управљену ка зениту, тоталне компоненте теже у 

правцу осовина Ох, Оу, Oz биhе 

Х;= О, У;= О, Z; = -т;g, (i = 1,2,3 ... ), 

где су т; масе тачака, а g- константа теже, и потенцијал he бити 

V = gLт;z;, 
или 

V =MgZ, 

где је М тотална маса система, а Z- висина љеговог тежишта. 

Трећа врста: кретање система материјалних тачака под утицајем 

међусобних атрактивних и репулсивних сила које зависе само од међу

собних растојаља тачака. 
Уочимо најпре две матерјалне тачке т и т' и нека је r љихово ра

стојаље. Тачка т изложена је утицају силе F, управљене од т' ка т, 
која има за величину 

тт'<р (r), 

где је <p(r) функција растојаља r, позитивна или негативна према томе 
да ли је сила репулсивна или атрактивна. Тачка т', ипак изложена је 

утицају силе F' која је једнака са силом F, али супротно управљена. 
Компоненте силе F имају за изразе 

' , х- х 
Х= -тт <p(r)--, 

r 
' У=-тт'<р(r)у-у, 

r 
' ' z- z Z = -тт <p(r)--, 

r 
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где су (х, у, z) и (х', у', z') правоугле координате тачака т и т'. Ком
поненте, пак, Х', У', Z' силе F, биhе Х, У, Z са промељеним знаком. 
Ако се, дакле, стави да је 

И= -тт' Ј <p(r)dr, 

биhе 

Х= дИ 
дх' 

У= дИ 
ду' 

Z =дИ 
дz' 

Х'= дИ 
дх'' 

У'= дИ 
ду'' 

Z' =дИ 
дz' ' 

тако да улогу потенцијала V игра функција -И. 
Ако се сад уочи систем, састављен од ма коликог броја матери

јалних тачака, онда, претпоставивши да се међусобне силе могу сма

трати као скуп међусобних атрактивних или репулсивних сила између 
сваке две и две тачке, имаhе се као функција И израз 

И= -I. щтkF (rik), 

где Је 

F(r) =Ј <p(r)dr, 

и где се знак I. односи на све комбинације без понављаља, које се могу 
образовати узимајуhи по две и две тачке система; потенцијал је функ

ција- И. 

Четврта врста: кретаље материјалне тачке под утицајем сила које 

зависе од положаја тачке и једнога отпора пропорционалног брзини 
тачке. 

Кад се Lagrange-oвe једначине кретања напишу у облику наведе

ном на стр. 182 и кад компоненте Х, У, Z спољних сила деривирају из 
једнога потенцијала 

-U(x,y,z), 

компоненте Qi he у тим једначинама деривирати из потенцијала 

-eл1 U(x,y,z). 

Тако исто, кад су Lagrange-oвe једначине написане у облику наве

деном на стр. 182 и кад компоненте Х, У, Z деривирају из једнога потен
ЦИЈала 

компоненте Qi he деривирати из потенцијала 
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Пета врста: електричне модификације у систему од n непокрет
них струја, које се међусобно и саме собом индукују, а кад су отпори у 

електричним колима кроз која она пролазе занемарљиви. 

Изразивши да је тотална електромоторна сила у k-том колу, као 

збир електромоторне силе електричних елемената и оне што произла

зи од међусобне индукције, равна - према Оhm-овом закону - произво

ду Rkik, добија се познати систем симултаних једначина које регулишу 
промене јачина струја 

L din М di1 М di"-1 _ Е R . n-+ nl-+ ... + nn-1 ___ n- nln· 
dt dt dt 

Пошто су коефицијенти L и М стални, ако се за функцију Т узме 
функција 

или 

где qk означује количину електрицитета коју дебитира k-то коло, јед
начине (175) могу се написати, пошто су Rk занемарљиви, у Lagrange
-oвoм облику 

!!_(дт)- Е 
dt дil - 1

' 

!!_(дт)= Е 
dt дin n' 

тако да, кад год електромоторне силе деривирају из једнога потенци

јала 

појава је потенцијална. 

Шеста врста: електричне модификације у систему од n струја, без 
међусобне индукције, а са аутоиндукцијом и осетним отпором провод

ника. 

Кад се једначине појаве 



ТРАНСФОРМАЦИЈА ОСНОВНИХ ЈЕДНА ЧИНА ЗА ПОТЕНЦИЈАЛНЕ ПОЈАВЕ 209 

(176) 

напишу у облику 

где Је 

види се да, кад електромоторне силе Ek деривирају из једног потенци
јала 

-U(i1, ••• ,i11 ), 

компоненте Љ ће у одговарајућим Lagrange-oвим једначинама дериви
рати из потенцијала 

-и +~(RД + ... +R),7). 

Ако, пак, силе Ek деривирају из потенцијала 

где су qk дебитиране количине електрицитета, то пошто се систем јед
начина (176) може свести и на Lagrange-oвe једначине облика 

где Је 

ако су коефицијенти Lk и Rk једни исти за свих n електричних кола, ко
мпоненте Љ ће деривирати из потенцијала 

1 fit_ 
--eL U(ql, ... ,q"). 

L 

Седма врста: појаве у којима се електричне промене, о којима је 

реч код пете врсте појава, врше под утицајем не само електромотор

них већ и механичких сила, које, поред електромоторних, и саме дери
вирају из једног потенцијала, или и магнетних сила такве врсте. 
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Такав случај би се нпр. имао у проблему електричних модифика-
ција у Једноме систему електричних кола, која за време трајања појаве 

мењају свој међусобни положај или се деформишу под утицајем какве 

механичке силе, а кад је при том електрични отпор проводника зане

марљив. 

У примеру такве врсте, наведеном на стр. 185-190 (једно од два 
кола покретна, а непроменљивог облика), ако механичка сила Х 

зависи од геометријског елемента х, који утврђује положај кола, или . . 
ЈОШ и од времена, тако да Је нпр. 

Х= q>(x,t), 

а електромоторне силе Е1 и Е2 деривирају из једног потенцијала 

компоненте Q1, Q2 , Q3 у Lagrange-oвим једначинама појаве, пошто се у 

њима изоставе чланови са R;, деривираhе из понтецијала 

Такав he се исти потенцијал имати у примеру сличне врсте, наве
деном на стр. 189 (једно од два кола променљивог облика и оба кола 
непокретна), као и у примеру на стр. 190 (међусобна акција струје и 
перманентног магнета). Кад су нпр. електромоторне силе Е1 и Е2 
сталне, биhе 

тако даЈе 

Осма врста: мале осцилације покретних система око стабилног 
равнотежног положаја, при отпору средине пропорционалном брзuни 
кретања, а под утицајем сила што деривирају из једнога потенцијала. 

Нека су 

параметри који дефинишу положај система, изабрани тако да су сви 

равни нули кад је систем у своме положају О стабилне равнотеже. 

Претпоставимо да је и произвољна адитивна константа у потенцијалу 
-И изабрана тако да ј е овај раван нули за положај О. 

Ако су 
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познате Lagrange-oвe једна чине које регулишу мале осцилације система 

помереног из положаја О и остављеног утицају првобитних сила, а без 

отпора пропорционалног брзини, имаhе се у случају кад има таквога 

отпора Lagrange-oвe једна чине 

где Је 

Т= е"'Т.., 

Qi = e"'Ri. 

Према томе, имаhе се и у овом случају као потенцијал функција 

-e"'U(q1, ••• ,qk,t). 

Девета врста: појава испражњавања једнога система електричних 
. . 

кондензатора, кад Је испражњавање подржавамо Једним системом еле-

ктромоторних сила Е1 , ••• , Е11 везаних међу собом тако да им ја чине за
висе од количина електрицитета q1, ••• , q" дебитираних при испражња
вању, и од времена t. Појава се, као што је показано на стр. 185, своди 
на систем Lagrange-oвиx једначина облика 

где Је 

Кад год, дакле, изрази 

ea!t ea"t 
--EI, ... ,--En 
LI Lfl 

деривирају из једнога потенцијала 

-U(qi, ... ,q",t), 

компоненте Q1, ••• , Q11 такође he деривирати из једног потенцијала, а 
овај he бити 
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познате Lagrange-oвe једначине које регулишу мале осцилације система 
помереног из положаја О и остављеног утицају првобитних сила, а без 
отпора пропорционалног брзини, имаће се у случају кад има таквога 
отпора Lagrange-oвe једна чине 

где Је 

Т =ел.1~, 

Q; =ел.1R;. 

Према томе, имаhе се и у овом случају као потенцијал функција 

-ел.1 И(q1 , ... ,qk,t). 

Девета врста: појава испражњавања једнога система електричних 

кондензатора, кад је испражњавање подржавано једним системом еле

ктромоторних сила Е1 , •.• , Е11 везаних међу собом тако да им ја чине за
висе од количина електрицитета q1, ••• , q11 дебитираних при испражња

вању, и од времена t. Појава се, као што је показано на стр. 185, своди 
на систем Lagrange-oвиx једначина облика 

где Је 

Кад год, дакле, изрази 

ea,t ea"t 
--ЕI, ... ,--Еп 
LI Lfl 

деривирају из једнога потенцијала 

- U(q1, ... ,q,pt), 

компоненте Q1, ... , Q11 такође ће деривирати из ј едно г потенцијал а, а 
овај ће бити 
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Ш. HAMILTON-OB КАНОНИЧНИ ТИП 

Нека је 

(v1, ... , V11 ) 

дати примарни систем са k степена слободе, тј. с n- k веза друге вр
сте, а 

узети редуковани систем, чија дефиниција, као и везе у систему, могу 

зависити и од времена t. 
Нека је 

потенцИЈал компонената 

примењених тежњи у правцима Oq1, •.. , Oq k. 

Формирајмо функцију 

која he, за редуковани систем, бити полином другог степена по 
q;, ... ,q/

0 
с коефицијентима који су функције променљивих q1, ... ,qk,t. 

Означимо са 

моменте промена у систему, тако да Је 

Из ових последљих једначина, које су линеарне по променљивима 

q;, ... , q~, могу се те променљиве израчуна ти у облику 

(177) 

где су функције fi, ... ,fk линеарне по p1, ... ,pk. Тако је решење, уоста
лом, увек могуhно, јер се лако налази да је детерминанта коефицијена
та непознатих qf увек различна од нуле. 

Ако се тада образује функција 

(178) 
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и у њој смене qf вредностима (177), та he функција бити известан поли
ном другога степена по p1, ... ,pk, са коефицијентима који су функције 
променљивих q1, ... , qk, t. 

Lagrange-oвe једначине појаве, које су тада 

_Е_( дТ)- дТ- дИ= О (i = 1,2, ... ,k), 
dt дq( дq; дq; 

своде се, познатом Hamilton-oвoм трансформацијом, на систем од 2k си
мултаних Једначина првога реда 

(179) 

dq; _ дН 
dt -др,.' 

dp; = дН 
(i = 1,2, ... ,k) 

dt дq,.' 

које дефинишу 2k променљивих количина 

qj, ... ,qk, 

P1, ... ,pk, 
као функције времена t. 

Једначине (170) поклапају се по облику са онима на које је Hamil
ton редуковао диференцијалне једначине аналитичке динамике за кре-. . 
тања са холономним системом, под утицаЈем сила коЈе зависе од поло-

жаја тачака и деривирају из једнога потенцијала. Оне he бити назване 
јеgначина.ма Hamilton-oвo2 Шийа за посматрану појаву. Њихово форми

раље захтева познавање једне једине фикције Н, везане за посматрану 

поЈаву. 

У случајевима кад је Т хомогена функција другога степена по 

q;, ... , qk, она he бити у исто време и хомогена функција другог степена 
по р1 , ••• ,Pk. Пошто је тада 

' ' 'дТ ' дТ 2Т P1q1 + · · · + Pkqk = ql-+ .. · + qk- = , 
дql дqk 

то функција Н добија прост облик 

H=T-U 

и постаје полином другог степена по р1 , ... ,pk, у коме не фигуришу чла
нови првога степена по тим количинама. 

Такав случај наступа нпр. кад су задовољене ове погодбе: 

1. везе перманентне и дефиниција редукованог система независна 
од времена t; 
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2. потенцијал -И независан од t. 
Уосталом, тада се може имати непосредно и експлицитан израз 

функције Н; ако је 

2Т = 1: a;kq(q~ (aki = a;k), 

лако се налази да је 

all alk Р! 

1 
Н=-- -И, 

2D akl akk Pk 

Р! Pk о 

где D означује детерминанту 

all a!k 

D= 
а2! a2k 

akl akk 

IV. ФУНКЦИЈА Н И HAMILTON-OBE КАНОНИЧНЕ ЈЕДНА ЧИНЕ 
ЗА НЕКОЛИКЕ КОНКРЕТНЕ ПОТЕНЦИЈАЛНЕ ПОЈАВЕ 

I. Кретање једне тачке у равни под утицајем централних сила које 
су функције одстојања. Ако се центар сила узме за почетак, а за пара

метре q1 и q2 узму поларне координате ,, и е, узевши да је маса тачке 
равнајединици,биhе 

тако даЈе 

r' =р, е'= Р2 2 • 
r 

Потенцијал је облика 
-И= F(r), 

тако да је Н облика 

н= ~(Pr +~~ )+F(r), 

а каноничне једначине облика 

dr de Р2 
dt = Р!• dt = 72' 

dp! =р~ + F'(r), dp2 =О. 
dt r 3 dt 
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П. Појаве у којима се сваки елеменат v; примарног система мења 
. . . 

под утицаЈем Једне активне тежње, коЈа зависи од скупа тоталитета Т]; 

елемената система и времена t, и једне реактивне тежње пропорцио
налне величини елемената V;. 

Означивши са k; коефицијенат инерције за елеменат V;, са Л кое

фицијенат пропорционалности реактивне тежње и елемента V;, појава 
се, као што је раније показано, своди на систем Lagrange-oвиx јед

начина, којима одговара функција 

2т 12 12 = !!ЈТЈЈ + · · · + !lnТJn ' 

. где су !!; експлицитне функције времена t, дате општим обрасцем 

Према томе је 

а из тога 

", - Ј2Ј.. 
'11- ' 

!!Ј 

", = Ј!.л.. '111 • 

lln 

Ако је, дакле, -И (ТЈ 1 , ... , ТЈ 11 ,t) потенцијал у појави, функција Н he 
бити облика 

биће 

У специјалном случају, кад је 

Л 1 = ... = Л11 = const. =Л, 

k1 = ... = k11 = const. = k, 

Л.t 

е k 2 2 
Н = -- (pl + .. · + Pn ) - И. 

2 

Такав случај је нпр. у следећим појавама. 
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I. Кретаље материјалне тачке под утицајем сила које зависе од по
ложаја тачке и једнога отпора пропорционалног брзини тачке. Као 
што је напред наведено, узевши за елементе система компоненте брзи
на у правцу осовина Ох, Оу, Oz, појава се своди на систем Lagrange-oвиx 
једначина којима одговарају функције (узевши масу тачке као равну 
јединици) 

2Т = e'At (х'2 + у'2 + z'2 ), 

-И= eл.1F(x,y,z), 

где F (х,у, z) представља потенцијал компонената сила при кретаљу 
без отпора. 

Функција Н биhе, дакле 

-At 

Н= T(pf +pi +pf)+eл.1F(x,y,z), 

а каноничне Једначине 

dx -'At 
dt = р,е ' 

dy =р e-'At 

dt 
2 

dz -'At 
-d =р",е ' t -

dp, 'At дF 
--=е -, 

dt дх 
dp2 _ 'At дF 

----е -, 
dt ду 

dp-" 'At дF 
---=е -. 

dt дz 

П. Електричне модификације у једноме систему струја без међу

собне индукције, са аутоиндукцијом, отпором проводника и променљи

вим електромоторним силама, а кад су задовољене ове погодбе: 

а) да су коефицијенти R и L отпора и аутоиндукције једни исти за 
све проводнике; 

б) да електромоторне силе деривирају из једнога потенцијала 

F(q,, ... ,qn), 

где су q1, ••• , q11 дебитиране количине електрицитета у колима. 

Као што је напред показано, појава се своди на систем Lagrange
-oвиx једначина којима одговарају функције 
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Функција Н биће, дакле, облика 

а каноничне Једначине 

Rt 

dq, =р е L 

dt 
1 

Rt 
dp· 1 -- дF 

--'=-eL-
dt 2 дq; 

(i = 1,2,3, ... ,п) 
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Ш. Електричне модификације у систему непокретних струја с ме

ђусобном индукцијом и аутоиндукцијом, кад су отпори проводника за

немарљиви и кад су електромоторне силе сталне, или уопште дериви

рају из једног потенцијала F (q1, ••• ,q11 ). 

Напред је наведено да се појава своди на систем Lagrange-oвиx јед

начина, којима одговарају функције 

где Је 

Према томе је 

а одатле 

2Т = :Е М kfqkq} 

И= -F(q1, ... ,qn), 

Mki = M,;k• 

Мн = Lk. 

, _ А11 Ап1 ql- -р! + ... +-pn, 
D D 

, _ A1n Ann 
qn--Pl+ ... +-pn, 

D D 

где D означује детерминанту 
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Mll Mln 

D= 
М21 Мzп 

М"1 М,ш 

а Akj коефицијенат елемента Mki у развијеном изразу те детерминанте. 
Функција Н биће, дакле, облика 

Mll Mln Р1 

1 
+F(ql,···•qn), Н=--

2D Mnl м"" Р п 
Р1 Р п о 

а каноничне једна чине облика 

(~: 1, 2, ... ,n)· 
l -1,2, ... ,n 

IV. Електричне модификације у систему двеју линеарних, а покре
тних, струја непроменљивог геометријског облика, с међусобном и 

аутоиндукцијом, са занемарљивим отпорима проводника и таквим еле

ктромоторним силама које деривирају из једног потенцијала F (q1, q2 ). 

Напред је показано да се појава своди на систем од три Lagrange
-oвe једна чине, којима одговарају функције 

где <р(х) означује израз механичке силе која креће покретна елек

трично коло, претпостављајући да величина те силе не зависи ни од 

чега другог осим од вредности параметра х који дефинише геометриј

ски положаЈ покретнога кола. 

Према томе је 

а одатле 

Pl =mx', 

Pz = L1qj +M1zq~, 

Рз = Lzq~ + M11qj, 
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х'= Р1 
' т 

q' _ L2P2 - М12Рз 
1- L т М2 , 

1~- 12 

q' _ LЈРз - М12Р2 
2 -

L1~ -Mf2 

Функција Н биhе, дакле, облика 

Н=~ ( ~ + Api + 2Вр2р3 +Cpf) +F (q1,q2)- Ј <p(x)dx, 
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где су А, В, С комбинације коефицијената L1,L2 ,M12 , које је лако 

формирати. Из ње је лако формирати каноничне једначине појаве кад 

се зна начин на који коефицијенат међусобне индукције М, па дакле, и 

коефицијенти А, В, С, зависе од параметра х. 



ПЕТА ГЛАВА 

КОНДЕНЗОВАНИОБЛИЦИЈЕДНАЧИНА 

Принципи виртуелних модификација и виртуелних радова. - Диференцијалне 
једна чине појава садржане у аналитичким изразима тих принципа. 

Принципи минимума. - Случај веза прве врсте: принцип Р = min. - Случај веза 
друге врсте: принцип R = min. - Принцип најмаљег присиљаваља. - Слободни системи. 
- Непосредна редукција једначина појаве на облик Р = min. или R = min. - Функције р и 
R за неколике врсте конкретних појава. 

ЈасоЬi-ева парцијална једначина за потенцијалне појаве.- Случај конзервативних 
појава. -Појаве с једним степеном слободе. -Појаве с два степена слободе. - Предви
ђаље геометријских и кинетичких појединости појава сведено на одредбу геодезијских 
линија површина у обичноме простору. - Одредба површина што одговарају датој 
појави с два степена слободе. -Појаве с k степена слободе. - Предвиђаље појединости 
појава сведено на одредбу геодезијских линија варијетета у полидимензионалноме 
простору.- Конкретни примери. 

Принципи првих варијација. - Генералисан Hamilton-oв принцип. - Генералисан 
принцип најмаље акције.- Израчунаваље акције дуж једне трајекторије.- Примедба о 
принципима првих варијација 

Диференцијалним једначинама појава могу се, и то на разноврсне 

начине, дати извесни конgензовани облици такве врсте да оне буду 

обухваћене једном једином једначином, везаном за посматрану појаву, 

или једном нарочитом погодбом коју треба да задовољи једна одређе

на функција елемената појаве, или један интеграл таквих функција. 

Свака је од таквих погодби оличена у једноме йринцийу, чији аналити

чки израз повлачи са собом целокупан низ једначина које карактери

шу проучавану појаву. Овде he бити наведено неколико таквих конден
зованих облика феноменолошких једначина. 

I. ПРИНЦИПИ ВИРТУЕЛНИХ МОДИФИКАЦИЈА И 
ВИРТУЕЛНИХ РАДОВА 

Нека је 

дати примарни систем, са коефицијентима инерције 

k),···,kn 
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и непосредно примењеним тежњама 

Нека су 

VJ, ... 'v;, 

инерције одговарајуhих елемената V;, тако да је 

Формирајмо изразе 

(180) 

(181) 

dv. v; = -k~~-' 
dt 

О.1 = I:(X; + V;)8v;, 

О.2 = I:(X; + V;)8ТЈ;, 

(i = 1,2, ... ,n), 
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где су 8v; и 8Т]; произвољне виртуелне промене елемената V; и њихо

вих тоталитета Т];, КОЈе нису у супротности с везама у примарном си

стему. 

Тада, као што је раније показано: 

1. ако је систем слобоgан, диференцијалне једначине појаве обу
хваhене су којом се xohe од двеју једначина 

(182) 

за йроизвољне виртуелне промене 8v; или 8Т];, и потпуно су еквива

лентне једној или другој од тих двеју једначина; 

2. ако је систем с везама йрве врсте, а међутим нема деформације 
веза у систему, диференцијалне једначине појаве обухваhене су једна

чином 

(183) 

за све осШварљиве виртуелне промене 8v;, и та је једначина еквива
лентна скупу једначина појаве; 

3. ако је систем с везама gpyze врсШе, које се не деформишу у току 
појаве, једначине појаве обухваhене су једначином 

(184) 

за све осШварљиве виртуелне промене 8Т];, и та је једначина еквива

лентна скупу једначина појаве. 
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Према томе: gиференцијалне јеgначине йојаве моzу се смаiйраiйи 

као саgржане у јеgној или gpyzoj og јеgначина (182), zge су ovi и ОТЈi 
йроизвољне вирiйуелне варијације елеменаiйа vi или њихових iйоiйали
iйеiйа ТЈi, које нису у суйроiйносiйи са везама у йримарном сисiйему. 

Једначине појаве које су за слободан систем 

Х;+ V; =О (i = 1,2, ... ,n), 

а за систем са везама 

Х;+Ф;+V; =0 (i=1,2, ... ,n), 

(поред једначина веза), и где су Ф; раније одређене реакције веза, 
представљају йоiйребне и gовољне услове за егзистенцију прве или 

друге од једначина (182). 
Раније је показан закон формације израза .Q1 и .Q2 за редуковани 

систем у појави. Наиме 

1. кад је систем са n- k веза прве врсте, ако се са 

е (ql, ... , qk;q;, ... , q~; t) 

означи резултат, који се добија кад се функција 

изрази помоhу елемената q1, ••• , qk редукованог система и њихових 

првих извода по t, а са 

компоненте примењених тежњи у правцима 

израз Q 1 he бити облика 

(185) 

Такав исти израз за .Q1 he се имати и онда кад је систем слободан, 
па се изврши трансформација система наведена на стр. 141; тада је само 

i = 1, 2, ... ,n; 

2. кад је систем са n- k веза друге врсте, ако се са 

s (ql, ... ,qk;q;, ... ,qk; q;~ ... ,q;;t) 
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Према томе: gиференцијалне јеgначине йојаве .моzу се с.маШ.раШz 

као саgржане у јеgној или gpyzoj og јеgначина (182), zge су 8vi и 811 
йроизвољне вирШ.уелне варијације еле.менаШ.а vi или њихових ШоШ.али 
ШеШа lli, које нису у суйроШносШи са везама у йри.марно.м сисШ.е.му 
Ј е дна чине појаве које су за слободан систем 

Х;+ V; =О (i = 1,2, ... ,n), 

а за систем са везама 

Х;+Ф;+V;=О (i=l,2, ... ,n), 

(поред једначина веза), и где су Ф; раније одређене реакције веза 
представљају йоШребне и gовољне услове за егзистенцију прве иш 

друге од једначина (182). 
Раније је показан закон формације израза Q 1 и Q 2 за редуковани 

систем у појави. Наиме 

1. кад је систем са n- k веза прве врсте, ако се са 

означи резултат, који се добија кад се функција 

изрази помоhу елемената q1, ••• , qk редукованог система и њихови:х 
првих извода по t, а са 

компоненте примењених тежњи у правцима 

израз Q 1 he бити облика 

(185) 

Такав исти израз за Q 1 he се имати и онда кад је систем слободан, 
па се изврши трансформација система наведена на стр. 141; тада је само 

i = 1,2, ... ,n; 

2. кад је систем са n - k веза друге врсте, ако се са 

s (ql' ... ,qk;q;, ... 'qk;q;: ... ,q;; t) 
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означи резултат, који се добија кад се функција 

_!_ ~ k'Y1~12 
2 1'11 

223 

изрази помоhу елемената q1, ... , qk редукованог система и љихових пр
вих и других извода по t, а са Q; горе поменуте компоненте, израз Q 2 
he бити облика 

(186) 

Он вреди и за слободан систем, кад се у њему изврши трансфор
мација наведена на стр. 141; тада је само 

i = 1,2, ... ,n. 

Диференцијалне јеgначине йојаве саgржане су, gакле, у јеgној или 
gpy'ioj јеgначини 

(187) 

(188) 

L ( Q; - ~;;) Oq; = о 

I( Q;- ;::,) Oq; =о 
'ige oql' ... 'oqfl йpegcillaвљajy йроизвољне варијације елеменаillа q; реgу
ковано'i cиcilleмa. 

Једначине појаве 

ОДНОСНО 

дS 
-д "= Q;, 

q; 

представљају потребне и довољне услове за егзистенцију једначине 

(187), ОДНОСНО (188). 
У једначинама (182), написаним у горњим облицима, састоји се 

йринций вирillуелних моgификација, који обухвата, као специјални 

случај, принцип виртуелних брзина у рационалној механици и који се 

може исказати у овоме облику: 

У йрироgноме йlоку йојаве, а йрема врсйlи веза у сисйlему, og'ioвa

pajylш је израз Q 1 или !22 раван нули за све вирйlуелне варијације ovi 
елеменайlа йримарно'i сисйlема, оgносно њихових йloйlaлийleilla ОТ\;, 
који нису у суйройlносйlи с везама у сисйlему. 
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Израз 0.2 , дат у примарном систему обрасцем (181) а у редуко
ваном систему обрасцем (186), има једно конкретно значење које је од 
нарочитог интереса за математичку феноменологију: он представља 

Шойlални вирШуелни pag примењених и инертних тежњи, извршен при 
осйlварљивим виртуелним варијацијама 

8Т]l' ... '8Т]/l 

елемената секундарног система у појави, тј. при йроизвољни.м вари

ЈациЈама 

елемената редукованог система.I 
Приметимо, само, да оба принципа - принцип виртуелних моди

фикација и виртуелних радова - претпостављају, као апсолутну пого

дбу, да виртуелне модификације у систему нису такве природе да по

влаче са собом gефор.мацију веза, веh да су у свакоме тренутку у сагла

сности с везама у систему, онаквим какве оне буду у том тренутку. При 

тој погодби, оба су принципа апсолутно генерална: они важе за ма ка

кав систем, холономан или нехолономан, за ма какве везе прве или 

друге врсте, и за ма какве примењене тежње. 

П. ПРИНЦИПИ МИНИМУМА 

Диференцијалне једначине појава могу се формирати непосредно 
и из погодбе да једна одређена функција геометријских и кинетичких 

елемената појаве, којој се зна генерални закон формације, буде .мини

.му.м за природан ток појаве. Наиме, постоје такве функције поменуте 

врсте код којих се диференцијалне једначине појаве, којој таква фун

кција одговара, подударају са онима које се добијају тражеhи погодбе 
за минимум те функције. · 

А. Случај веза прве врсте 

Нека је дат примарни систем 

са n- k веза йрве врсйlе, и нека је 

1 В. трећи одељак, друга глава. 
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одговарајуhи редуковани систем, чија аналитичка дефиниција може 

експлицитно садржати време t или не. 
Образујмо, на раније наведени начин, функције е и систем ком

понената Q1, ••. , Qk, па помоhу њих формирајмо функцију 

(189) Р = е- CQ1q; + ... + Qkq~ ), 

која he бити п олин ом другог степена по изводима q{, ... , q~, са коефици
јентима који he уопште зависити од q{, ... , q~ и од t. 

Раније је показано да се диференцијалне једначине појаве могу 

написати у облику 

(190) дР дР -=0, ... ,-=0. 
дq{ дq~ 

Те су једначине идентичне онима што одређују вредности 

(q{, ... ,q~) за које функција Р, а за један дати скуп вредности (q1, ... ,qk, t) 
постаје минимум. Али и обрнуто: за вредности (q{, ... ,q~), добијене 
решењем једначина (190), функција Р одиста постаје минимум. То из
лази непосредно из факта да скуп чланова другога степена по изводи

ма q( у функцији Р није ништа друго до скуп чланова другог степена по 
q( у функцији е, а овај представља један одређен позитиван квадратан 
облик. 

Отуда овај резултат: 

У сваком ШренуШку, а за веh йосШојеhе вреgносШи q1, ... , qk у Шом 
ШренуШку, ефекШивне брзине моgификација у реgукованоме сисШему 

биhе оне за које функција Р йосШаје у Шоме ШренуШку минимум. 

Томе се резултату може дати и овај облик: 

Брзина фиzураШивне Шачке реgуковано2 сисШема у Шоку йојаве, у 

свакоме ШренуШку, је Шаква ga функција Р има у Шоме ШренуШку шШо 
је мozyhe мању вреgносШ. 

Диференцијалне једначине појаве, ма колики био њихов број, мо
гу се дакле, кондензовати у Једну Једину 

(191) Р= minimum, 

имајуhи при томе на уму да се у овој као непознате имају сматрати 

компоненте брзине фигуративне тачке, тј. вредности извода q{, ... , qk у 
свакоме тренутку t за време трајања појаве, а за дати низ вредности 
које елементи q1, ... ,qk имају у томе тренутку. Једначина (191) еквива
лентна је тада низу једначина (190), које представљају диференцијалне 
једначине појаве. 

Приметимо и то да и једначине (190) и принцип минимума остају 
неизмељени кад се функцији Р дода ма какав израз F, који може зави-
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сити на какав било начин од t и q1, •.. , qk, али који би био независан од 
извода q;, ... ,q~. Према томе, за једну исту појаву постоји бескрајно 
много функција, које имају ту особину да се једначине појаве добијају 
тражеhи минимум таквих функција, али онај део тих функција што 
садржи изводе q{, ... ,q~ један је исти за све њих. 

Б. Случај веза друrе врсте 

Нека је дат примарни систем 

(v1, •.. , v11 ), 

са n - k веза друге врсте, а са редукованим системом 

чиЈа дефиниција може експлицитно садржати време t или га не 
садржати. 

Образујмо, на раније поменути начин, функцију S и систем ком
понената Q1, .•. , Qk, и помоhу њих формирај мо функцију 

(192) 

кој а he бити полином другог степена по изводима q{', ... , q~ са коефици
јентима који уопште могу зависити од елемената q1, ... , qk, њихових 
првих извода q;, ... , q~ и времена t. 

Напред је показано да се диференцијалне једначине појаве тада 

могу написати у облику 

(193) дR дR 

д "= О, ... , д " = О. 
q! qk 

Ове су једначине идентичне онима које одређују вредности 

(q;', ... ,q~'), за које функција R, а за један дати скуп вредности q1,q( и t, 
постаје минимум. Али и обрнуто: за вредности (q{~ ... ,q~), добијене 
решењем једначина (193), функција R одиста постаје минимум. То до
лази непосредно отуда што скуп чланова другога степена по изводима 

q(' није ништа друго до скуп чланова другога степена по qf' у функцији 
S, а овај представља један одређен позитиван квадратни облик. 

Отуда следеhи резултат. 

У свакоме ШренуШку, а за веh йосШојеhе вреgносШи qi и q~ у Шо.ме 
ШренуШку, акцелерације .моgификација у реgуковано.ме сисШе.му биhе 

оне за које функција R йосШаје у Шо.ме ШренуШку .мини.му.м. 
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Томе се резултату може дати и следеhи облик. 

Акцелерација фи'iураШивне Шачке реgуковано'i сисШема у Шоку 

йојаве у сваком ШренуШку је Шаква ga функција R има у Шоме Шрену
Шку шilio је мo'iyhe мању вpegнocili. 

Диференцијалне једначине појаве могу се, дакле, па ма колики 

био њихов број, кондензовати у једну једину 

R = minimum, 

имајуhи при томе на уму да се у овој једначини као непознате имају 

сматрати компоненте акцелерације фигуративне тачке, тј. вредности 

(q{', ... ,qj:J у свакоме тренутку t за време трајања појаве, а за дати низ 
вредности које елементи q; и први изводи q( имају у томе тренутку. 
Једначина R = min еквивалентна је тада низу једначина (193), па, дакле, 
садржи диференцијалне једначине појаве. 

Приметимо да једначине (193) и принцип минимума остају неи
змељени кад се функцији R дода ма какав израз Ф, који на какав било 
начин може зависити од t, q1, ... ,qk и q;, ... ,q~, али који би био независан 
од других извода q{', ... ,qy. Према томе, за једну исту појаву постоји бе
скрајно много функција с том особином да се диференцијалне једна
чине појаве добијају тражеhи минимум таквих функција, али онај део 

тих функција што садржи изводе q{~ ... , q~' један је исти за све њих. 
Узевши нпр. за функцију Ф израз 

(194) ф = _!_[Xl х; Ј + ... + ' 
2 kl k!J 

где су k1, ••• , k" коефицијенти инерције елемената примарног система, а 
Х1 , ... , X n - непосредне, активне и реактивне тежње примењене на те 

елементе, добија се за функцију R један израз 

(195) 

који је од нарочитог интереса. 

Јер, из једначина веза друге врсте 

V; = ~jlq; + ... + ~jkq~ +Вј, 

диференцирањем по t, добија се 

тако да израз 
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(196) 

изражен помоhу елемената q1, ... , qk, постаје 

(197) 

где G представља скуп чланова добијенога трансформисаног израза 
(196), који не садржи друге изводе q~', ... , qJ:. 

С друге стране, израз 

истом трансформацијом, постаје функција S. Према томе, израз 

~ I,kiv( 2 + I,xiv;, 

изражен помоhу елемената q1, ... ,qk, постаје 

R-G= R1 -Ф-G, 

тако да је, према обрасцу 194 

А пошто је, према једначинама (195) 

и пошто функција G не утиче на ове парцијалне изводе, Шо се, у 2ор
њем йринцийу минимума функција R .може с.мениШи оним gело.м израза 
R1 који йроизлази из израза 

(198) R = .l"' k-(v'- xi )2 
2 2L. 1 1 k. 

1 

Међутим, у појавама кретања, кад су vi компоненте брзина у пра
воуглом координатном систему, а ki масе материјалних тачака, израз 

(199) 

представља йрисиљавање (Zwang, contrainte) у појави, у размаку вре
мена од t до t + dt. Горњи факт о минимуму обухвата, дакле, као спе
цијалан случај Gauss-oв йринций нај.мање2 йрисиљавања, који гласи: 
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Кретање једнога система материјалних тачака, везаних међу со

бом на ма који начин, под утицајем ма каквих сила, дешава се у свако

ме тренутку у највеhој могуhој сагласности с кретањем које би систем 
имао кад би ове тачке биле потпуно слободне, тј. с најмањим могуhним 

присиљавањем, при чему се, као мерило присиљавања система у раз

маку времена од t до t + dt, има сматрати израз (199). 
Тај би израз, у случају кад би систем био слободан, био раван 

нули; он је, међутим, различан од нуле кад има веза у систему, али тада 

ипак има најмању могуhну вредност. 

Оно што уопште даје интереса и важности принципима минимума 

ове врсте, јесте: 
1. генералност тих принципа, који обухватају и потенцијалне по

јаве свих врста, са ма каквим, холономним или нехолономним систе

мом, ма каквим везама прве или друге врсте и ма каквим примењеним 

тежњама; 

2. факт да су одговарајуhе функције Р или R безусловни .мини.му.ми 
за природан ток појаве; 

З. простота закона формације тих функција. 

В. Слободни: системи: 

За слободан систем може се, по вољи, сматрати да је са n - k = О 
веза прве врсте, или са n- k =О веза друге врсте. Једначине појаве he 
бити, према томе, за такав систем написане у облику 

(200) 

или у облику 

(201) 

Функција Р за први облик једначина је 

а функција R за други облик једначина је 

R 1 2:. /. п2 2:. Х " = 2 ';'lli - ;11;· 

Кад, дакле, тежње Х; не зависе од брзина промена v;, за йојаву he 
вреgеШи оба йринцийа .мини.му.ма 
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Р= minimum, 

R = minimum, 

и једначине појаве се добијају у облику (200), одређујуhи брзину фигу
ративне тачке појаве тако да функција Р постане минимум, а у облику 

(201) одређујуhи акцелерацију те тачке тако да функција R буде мини
мум. 

Ако, пак, тежње Х; зависе од v;, за йојаву he важиШи само gpyzu 
йринций 

R = minimum, 

одређујуhи акцелерацију фигуративне тачке по томе принципу, долази 

се непосредно до диференцијалних једначина појаве. 
У првоме случају може се, по вољи, извршити или таква смена да 

везе између елемената V; првобитнога и елемената W; новога система 

повлаче са собом релације 

(202) 

или таква смена да су те релације облика 

(203) 

Сменом (202) функција Р постаје ранији израз 

(204) 

пошто се у овоме елементи q; буду сме нили елементима СО;. 
Сменом ( 4) функција R постаје ранија функција 

где, такође, треба елементе q; сменити елементима СО;. 
У другом случају могуhна је само смена (203), којом he функција 

R бити сведена на облик (192). 
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Г. НЕПОСРЕДНА РЕДУКЦИЈА ДАТИХ ЈЕДНА ЧИНА ПОЈАВЕ 

НА ОБЛИКЕ Р= MIN ИЛИ R = MIN 

Први случај: претпоставимо да су, на ма који начин, познате јед
начине једне појаве у облику 

(205) 

где су Mik и Mi функције променљивих 

с претпоставком да Је 

Mik = Mki' 

и да су то позитивне функције поменутих променљивих за време тра-
. . 
рња ПОЈаве. 

Напред је показано (в. стр. 145-147) како се једначине (205) могу 
написати у облику 

(206) 
дФ 
-д ,=Gn, 

со/1 

где су G1, ... , G11 произвољне функције променљивих coi и t: функција Ф 
се одређује сабираљем једначина (205), пошто се у њима смени Mi са 

Mi + Gi, па затим помножи прва једначина са со~, друга са со; итд.; лева 
страна добијене једначине, пошто се у њој буде удвојио скуп чланова 

првога степена по елементима со;, представљаће функцију 2Ф. 

Претпоставимо, дакле, да је на тај начин одређена функција Р за 

један произвољно изабрани скуп функција Gi. Taga he функција Р) која 
својим минимумом ogpebyje јеgначине йојаве) биШи 

Р= Ф- (G1 co~ + ... + Gnco;,). 

У специјалном случају, кад се узме 

G1 = ... = G11 =О, 

функција Р поклапа се са Ф. 

Други случај: претпоставимо да су, на ма који начин, познате јед

начине појаве у облику 
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Г. НЕПОСРЕДНА РЕДУКЦИЈА ДАТИХ ЈЕДНА ЧИНА ПОЈАВЕ 

НА ОБЛИКЕ Р= MIN ИЛИR = MIN 

Први случај: претпоставимо да су, на ма који начин, познате јед
начине једне појаве у облику 

(205) 

где су M;k и М; функције променљивих 

с претпоставком да Је 

M;k = Mk;, 

и да су то позитивне функције поменутих променљивих за време тра
јања појаве. 

Напред је показано (в. стр. 145-147) како се једначине (205) могу 
написати у облику 

(206) 

дФ 
-д =GI, 

со~ 

дФ 
-д '=Gn, 

со п 

где су G1, ... , G11 произвољне функције променљивих СО; и t: функција Ф 
се одређује сабираљем једначина (205), пошто се у њима смени М; са 
М; + G;, па затим помножи прва једначина са со~, друга са со; итд.; лева 
страна добијене једначине, пошто се у њој буде удвојио скуп чланова 

првога степена по елементима со;, представљаhе функцију 2Ф. 

Претпоставимо, дакле, да је на тај начин одређена функција Р за 

један произвољно изабрани скуп функција G;. Taga he функција Р, која 
својим минимумом ogpebyje јеgначине йојаве, биШи 

Р= Ф- (G1co~ + ... + Gnco;.). 

У специјалном случају, кад се узме 

G1 = ... = Gп =О, 

функција Р поклапа се са Ф. 

Други случај: претпоставимо да су, на ма који начин, познате јед

начине појаве у облику 
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(207) 

где су N;k функције променљивих ffi;, t, позитивне за време трајања по 
јаве, а N; могу, поред ових променљивих, зависити још и од извода m; 
са претпоставком да је 

Напред је показано (в. стр. 147) како се једначине (207) могу на 
писати у облику 

дП -F 
дm;' - I' 

где су F1, ••• , F11 произвољно изабране функције променљивих m;, m;, t 
Функција П одређује се сабираљем једначина (207), пошто се у њим< 
смени N; са N; + F;, па се затим помножи прва једначина са m;', друг< 
са m~, итд.; лева страна добијене једначине, пошто се у њој буде удво 

јио скуп чланова првога степена по елементима m;', представљаh( 
функцију 2П. 

Претпостављајуhи да је на тај начин одређена функција П за једю 

произвољно изабрани скуп функција F1, ••• , F11 , функција R, која своји.л
минимумом ogpebyje јеgначине йојаве, бuhe 

Узевши 

функција R поклапа се са П. 
Приметимо, напослетку, да у случају појава с једним степено:tv 

слободе функције Р и R, сведене на најпростији облик, јесу 
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Д. Функције Р и R за неколике врсте конкретних појава 

Напред изложени принципи минимума, везани за функције Р и R, 
генерални су и распростиру се како на појаве са слободним системом, 

тако и на оне с везама прве или друге врсте. Они обухватају како по

јаве са холономним, тако и оне са нехолономним системима. Они, тако 

исто, обухватају како потенцијалне појаве, тако и оне код којих приме
љене тежње не деривирају ни из каквог потенцијала. 

Закон формације функција Р и R један је исти за све појаве и на
веден је у овоме што је горе казано. Међутим, конкретни облици тих 

функција који одговарају разним појавама бескрајно су разноврсни и 

мењају се како са обликом веза у систему, тако и с природом примење

них тежњи, под чијим утицајем се дешава посматрана појава. 

Овде ће бити, примера ради, изложени такви конкретни облици 

ових функција за неколике врсте појава. 

Прва врста: експоненцијалне појаве (хлађење чврстог тела ујед

начавањем температуре тела и околине; губљење електрицитета на

електрисане течности услед испаравања; опадање количине хемиЈског 

тела које се поступно трансформише акцијом каквога физичког аген

са, фермента итд.) које се састоје у променама једнога елемента v; под 
утицајем Једне активне тежње коЈа Је у сваком тренутку пропорциона

лна величини тога елемента. 

Појава се дешава тако да у свакоме тренутку функција 

Р = .!._ kv' 2 - Лvv' 
2 

има минимум. 

Друrа врста: осцилаторне појаве (кратке осцилације клатна у без
ваздушном простору; осцилациЈе нивоа течности кад нема трења; ви

брације еластичне металне шипке итд.) које се састоје у променама јед
нога елемента v под утицаЈем Једне депресивне тежње, пропорциона
лне тоталитету 11 тога елемента. 

Појава се дешава тако да у свакоме тренутку функција 

R = .!._ kr)" 2 
- Л1111" 

2 
има минимум. 

Трећа врста: амортизоване појаве, у којима се један елеменат v 
мењ_а симултаном акцијом једне стлане импулсивне тежње и једне про

менљиве депресивне тежње, пропорционалне величини тога елемента 

(кретање каквога чврстог тела око једне осовине, кад постоји отпор 
пропорционалан угаоној брзини тела; поступно мењање јачине струја, 
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под утицајем Једне сталне електромоторне силе и кад у проводнику 

има отпора; поступно трансформисање каквога хемијског тела у хомо

геним хемијским реакцијама првога реда итд.). 

Функција, чији минимум карактерише ток појаве, јесте 

R = 1_ kv'2 + Лvv'- /lV'. 
2 

Четврта врста: амортизоване осцилаторне појаве (лагано крета
ње клатна кроз какву отпорну средину, са отпором пропорционалним 

брзини кретања; вибрирање дијапазона, кад је унутарњи отпор пропор

ционалан брзини вибрација; испражњавање електричних кондензатора 

итд.), које се састоје у променама једнога елемента v под утицајем двеју 
депресивних тежњи: Једне пропорционалне величини елемента v и дру
ге пропорционалне његовом тоталитету 11· 

Функција, чији минимум карактерише ток појаве, јесте 

R = 1_ kr( 2 + Л11'11" + h1111"· 
2 

Пета врста: кретање чврстог тела око једне утврђене тачке. Оз

начивши са 

р, q, г- компоненте тренутне ротациЈе дуж главних осовина инер

ције за ту утврђену тачку, 

А, В, С- моменте инерције тела према тим осовинама, 

L, М, N- суме момената датих активних сила према тим осовина

ма, кретање се врши тако да у сваком тренутку функција 

Р= 1_[Ар' 2 + Bq'2 + Сг' 2 + 2(С- В)qгр' + 2(А- С)грq' + 2(В- A)pq1~']-
2 

- Lp'- Mq'- Nг', 

има минимум. 

Шеста врста: кинетички ток зависних хемијских реакција. У очимо 

раније наведени случај реакција, које се симултано дешавају у једној 

истој смеши и имају једно или више заједничких активних тела (стр. 
152). Задржавши ранија означавања, налази се нпр. да, кад симултане 
реакције имају два заједничка активна тела, брзине реакција he бити у 
свакоме тренутку такве да функција 

р = 1_ (у; 2 + z;2
)- Cl (а- СХ,У1 - ~ZJ) (а'- a'yl) у;-

2 

буде минимум. 
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Седма врста: међусобна акција система непокретних струја. Задр

жавши означавања наведена на стр. 153, функција ЧИЈИ минимум 
карактерише начин варијација јачина струја биhе 

Р= _!_[Uki? + 2LМњiki!,]- :L:(Ek- Rkik) i;. 
2 

Осма врста: међусобна акција система покретних струја. Задржа

вши означавања наведена на стр. 158 функција чији минимум каракте
рише поЈаву, Јесте 

R 1 [ 112 L 112 L 112 2М " "] ( N х) " = 2 mx + 1q1 + 2q2 + 12q1q2 + 2- х + 

Девета врста: међусобна акција система струја при деформацији 

проводника. Са означавањима, наведеним на стр. 160 функција, што 
. . . 

постаЈе минимум у току ПОЈаве, Јесте 

R = ~ [mx"
2 + L1q;'2 + L2q~2 + 2MI2q;qn + ( ~ -Х) х"+ 

+( ~ + R1q; - Е1) q;' + ( ~ + R2q~ - Е2) q~. 

Десета врста: међусобна акција струја и магнета. Са означавањи

ма на стр. 162 функција, што постаје минимум у току појаве, биhе 

R = ~ (mx"
2 + L1q;'2) + ( ~ -Х) х"+ ( ~ + R1q{- Е1) q;~ 

Једанаеста врста: електричне промене у покретним полидимен

зионалним проводницима. Задржавши означавања на стр. 155, функ
ција, која својим минимумом дефинише у сваком тренутку електричне 

промене у систему, Јесте 
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Дванаеста врста: распростираље топлоте по каквоме телу. Озна

чивши са V температуру у једној тачки х, у, z тела, а са 

V' = дV 
дt 

брзину њене промене у току појаве, ова се дешава тако да у сваком 

тренутку брзина промене V' буде она за коју he функција 

р= .!.cv'2 -(д2V + д2V + д2V) V', 
2 дх2 ду2 дz2 

(где је с позитивна стална количина), а за веh постојеhи распоред тем
пература Vy томе тренутку, бити минимум. 

У случају распростирања топлоте по жици, изолованој од утицаја 

околине, за промене температуреудаљене за дужину s од изворне та
чке топлоте, функција Р he бити 

Р= .!.cv'2- д2V V' 
2 дs 2 ' 

а кад има утицаја околине, она he бити 

где је Л позитивна константа. 

Тринаеста врста: промене концентрације с јана, у току времена, 

регулисане су Warburg-oвoм једначином:l 

где је k брзина дифузије а z одстојање од електроде. Функција Р ће, да
кле, бити облика 

1 Wiedem. Ann. 1899. S. 694. 
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Ш. ЈАСОВI-ЈЕВА ПАРЦИЈАЛНА ЈЕДНА ЧИНА ЗА 

ПОТЕНЦИЈАЛНЕ ПОЈАВЕ 

Нека је дата једна ма каква потенцијална појава и нека је 

Н (PI, · · · ,pk;ql ,. · · ,qk; t) 

237 

Hamilton-oвa функција Н, што јој одговара. Формирајмо парцијалну ди
ференцијалну једначину првог реда 

(208) ддV +Н(ддV , ... , дV ;q1, ••• ,qk;t) =О, 
t ql дqk 

која дефинише V као функцију променљивих 

сматраних независним променљивим количинама. 

Нека је 

(209) 

један потпун интеграл једначине (208) који садржи k произвољних кон-. . . 
станти а1 , ••• ,ak, од КОЈИХ ниЈедна НИЈе адитивна. 

Јеgначине йојаве, у свом коначно.м облику, gобијају се Шаgа сШа

вивши ga је сваки og йарцијалних извоgа 

дV дV 
да 1 , ... ' даk' 

раван йо јеgној йроизвољној консШанШи Ь 1, ••. , bk, а сваки og йарцијал-
них извоgа 

дV дV 
дql , ... , дqk, 

раван og'ioвapajyhe.м .мо.менШу р1 , ••. , Pk. 
Једначине појаве he, дакле, бити у коначном облику 

(210) 

(211) дV дV 
дql = PI,···, дqk = Pk· 

Теорема је специјални случај опште ЈасоЬi-јеве теореме, према 

којој, кад је Н ма каква функција променљивих Р;, q;, t, а V један потпун 
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интеграл парцијалне једначине (208), систем једначина (210) и (211) 
представља систем општих интеграла симултаних једначина 

(212) 

dq1 _ дН dqk _ дН 
dt- др! , ... ,dt- дрk, 

dp1 __ дН dpk _ дН 
dt дq! ' ... , dt дqk 

Проучавање Шока йојаве cвogu се, gакле, на инШе2рацију јеgне je
guнe јеgначине (208), везане за йосмаШрану йојаву. 

Кад је одређен један потпун интеграл V наведене врсте, једна чине 
(210) дефинишу елементе система (q1, ••• , qk) као експлицитне функције 
времена t и 2k константи а; и Ь;: те једначине одређују, дакле, потпуно 
ток појаве, и то у коначном облику. Једначине (211) одређују затим 
помоlше променљиве Р;. 

Случај конзервативних nојава. - Претпоставимо да функција Н 

не зависи експлицитно од времена t. Тај случај, као што је раније наве
дено, наступа кад су испуљене ове погодбе: 

1. да су везе у систему непроменљиве, тако да дефиниција редуко
ваног система не зависи експлицитно од времена; 

2. да потенцијал -И не зависи експлицитно од времена. 
Тада је ЈаkоЬi-јева једначина задовољена једном функцијом об-

лика 

(213) V = -ht+W, 

где је h константа, а W- функција елемената (q1, •.. ,qk), која има да за
довољи парцИ]алну Једначину првог реда 

(214) 

Нека је, на ма какав начин, познат један потпун интеграл 

(215) 

једначине (214), који би, осим константе h, садржавао још k- 1 конста
нту, од којих ни једна није адитивна. Тада he 

(216) 

бити један потпун интеграл ЈаkоЬi-јеве једначине (208) са k константи 

(a 1, ••• ,ak-l,h). 
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Ако се, дакле, означи bk са - t0 , једна чине тока појаве, у коначном об

лику,биће 

(217) дW дW 
-д = ьl, ... ,-д- = ьk-l, 

al ak-l 

(218) t-t = дW 
о дh ' 

(219) дW дW 
Pl=-, ... ,pk=-. 

дql дqk 

Једначине (217) не садрже t експлицитно; оне представљају k- 1 
релацију између k параметара (q1, ... ,qk). Из њих се, према томе, ови 
параметри могу изразити као функције једног истог параметра Л 

ql = fl(Л), ... ,qk = fk(Л). 

Варијацијом овога параметра Л добија се низ конфигурација (q1, ... , qk), 
кроз које систем сукцесивно пролази у току времена. Те једначине де

финишу, дакле, трајекторију фигуративне тачке система у току траја-
. . . . 

ња поЈаве, ТЈ. геометриЈску страну поЈаве. 

Једначина (218) одређује време за које фигуративна тачка систе
ма прелази из једнога положаја на други, тј. кинетичку страну појаве. 

На исти начин је упрошћено одређиваље потпуног интеграла јед

начине (208) и онда кад један, ма који, од елемената q; не фигурише 
експлицитно у функцији Н. Ако је то случај нпр. са елементом q;, има
ло би се ставити да је 

и тиме свести на случаЈ с Једном променљивом мање. 

А. Појаве с једним степеном слободе 

Поменуто је да се појаве са холономним системом једнога степена 

слободе увек имају сматрати за потенцијалне кад год примењене те

жње не зависе ни од чега другог осим времена t и елемента q, и да је 
тада потенцијал облика 

-И= f Qdq =Ф (q,t). 

Кад Т и И зависе експлицитно од времена t, тако да је 

2Т = a 1q' 2 + 2a2q' + а3 , 



240 СПОНА ИЗМЕЂУ МЕХАНИЗМА И МАНИФЕСТАЦИЈЕ ПОЈАВА 

где су а1 ,а2 ,а3 функције елемената q и времена t, ЈасоЬi-јеве једначине 
појаве биhе облика 

дV +А(дV)
2 

+2А дV +А =0 
дt 1 дq 2 дq 3 ' 

где су А1 , А2 , А3 функције променљивих q и t. 
Кад ни Т ни И не зависе од t (случај конзервативних појава с јед

ним степеном слободе), биhе 

2Т = aq'2
, 

и према томе ЈасоЬi-јева је једначина облика 

дV +А(дV)2 +А =0. 
дt 1 дq 2 

Тада he се имати као потпуни интеграл 

V = -ht+ W(q,c,h), 

где су с и h произвољне константе, а W интеграл обичне диференци
јалне једначине првога реда 

А{ ~~Ј +А2 = h. 
Први пример: појаве које се састоје у променама једнога елемента 

v, под утицајем једне депресивне тежње, пропорционалне тоталитету ТЈ 
тога елемента. Означивши са k коефицијенат инерције елемента v, а са 
Л коефицијенат поменуте пропорционалности, биhе 

2Т = kТЈ'2 
ЛТЈ2 

И=--
2 ' 

према чему he ЈасоЬi-јева једначина појаве бити 

тако да се проблем своди на интеграцију обичне једна чине првог реда 

_!_(dW)+ л '112 -h =о 
k dТЈ 2 ·• ' 
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Конкретни примери: 

1. кратке осцилације клатна у безваздушном простору, где би уло
гу елемента v играла брзина кретања, улогу његовог тоталитета елон
гација, а улогу депресивне тежње сила која стално тежи да врати кла

тно у његов равнотежни положаЈ; 

2. осцилације разлике нивоа једне течности у два суда, везаним 
међу собом хоризонталном цеви, а кад је отпор трења неосетан. Улогу 

елемента v играла би брзина промене разлике нивоа, а улогу тота
литета сама та разлика. 

Друrи пример: појаве које се састоје у променама једнога елемен

та v, под утицајем двеју депресивних тежњи: једне пропорционалне ве
личине самога елемента и друге пропорционалне његовом тоталитету 

УЈ. Једначина појаве је 

dv "> 
k dt = -1\,V -/lYJ, 

и може се написати у облику 

тако да се може узети 

и ова се сменом 

своди на облик 

'At 

дТ = I?'Y>.' е Т 
дТј' "'1 , 

Л.t 

2Т = ke k УЈ' 2 , 
Л.t 

И= _ll е Т '1"12 
2 '1 ' 

тако да је проблем сведен на непосредно извршиву интеграцију обичне 

једначине првог реда 
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Конкретни примери: 

1. лагано кретање клатна кроз какву отпорну средину, при чему 
би отпор био пропорционалан брзини кретања; 

2. вибрације дијапазона, кад је унутрашњи отпор овога пропор
ционалан брзини вибрација; 

3. испражњавање једнога електричног кондензатора, кад му се 
саставе арматуре или споје са земљом; 

4. осцилације нивоа течности у два суда, везаним једном хоризон
талном цеви, кад има отпора при кретању течности. 

Б. Појаве са два степена слободе 

ЈасоЬi-јева једначина је 

а ако Је 

један њен потпун интеграл са две произвољне константе, од којих ни 

једна није адитивна, једначине 

биће једначине појаве у коначном облику. 

Тај је факт од нарочитог значаја за конзервативне појаве са два 

степена слободе: он тада доводи до једне значајне теореме, која cвogu 

.маШе.маШичку ексйликацију йојеgиносШи йојава на јеgан чцсШо zе

о.меШријски йробле.м у обично.ме йросШору. 
За конзервативне појаве са два степена слободе функција Т је об-

лика 

где су а 11 ,а12 ,а 22 функције елемената q1 и q2 према чему 2Т, изражено 

помоћу момената р 1 и р2 , има за израз 
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Ако се, дакле, са дV означи Beltrami-jeв диференцијални параме-

та р 

ЈасоЬi-јева једначина појаве биhе 

(220) 

Ако је 

један интеграл (где константа с није адитивна) парцијалне једначине 

(221) дW = 2(И +h), 

једначине појаве, у коначном облику, биhе 

(222) 

(223) 

дV =Ь 
дс ' 

дV = t-t 
дh о' 

дV 
-=Р2· 
дq2 

Претпоставимо сад да се тражи трајекторија фигуративне тачке 

система за једну одређену и дату вредност константе h: проблем се сво
ди на интеграцију једначине (221), где треба h сменити том вредношhу. 

Уочимо површину Р која има за линијски елеменат 

(224) 

где Је 

(225) 

Диференцијални параметар д 1V линијског елемента ds1 има за 

израз 

(226) д V= дV 
1 

2(U+h)' 
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што значи да се једначина (221) поклапа са једначином 

(227) 

Али, као што је познато у теорији површина, једначина (227) де
финише геодезијске линије површине Р. Одредба трајекторије фигура

тивне тачке, у једној појави са два степена слободе, и одредба геодезиј

ских линија површине Р јесу, дакле, идентични проблеми. 

Отуда овај значајан резултат: 

Свакој йојави са gва сiйейена слобоgе и са функцијама Т и U неза
висним og времена, og'ioвapa йо јеgна класа йовршина Р, iйаква ga се 
йроучавање и 'iеомеiйријских и кинеiйичких йојеgиносiйи йојаве своgи 

на ogpegбy 'iеоgезијских линија йовршине Р. 

Из теорије геодезијских линија познато је, уосталом, да су оне 

одређене једначином површине Р и једначином 

(228) 

где Је 

(229) 

један интеграл парцијалне једначине (221) са једном константом с која 
није адитивна, а Ь произвољна константа. Разлика вредности, које до
бија функција (229) у тачкама 

Ml(ql,q2) и M2(ql,q2), 

на уоченој површини Р, представља дужину лука геодезијске линије, 
која пролази кроз те две тачке. 

Кад су на тај начин одређене геодезијске линије површине Р, што 
одговара проучаваној појави, једначина 

кад се у њој прецизирају вредности константи Ь, с и h, према датим 
условима у појави, дефинише у равни qpq2 трајекторију фигуративне 
тачке N (q1,q2) система тј. континуални низ сукцесивних стања, кроз 
која појава пролази у току њенога трајања. Једначина 

дW t-t0 = -, 
дh 



КОНДЕНЗОВАНИОБЛИЦИЈЕДНАЧИНА 245 

кад се у њој, на исти начин, прецизирају константе Ь, с и h, одређује 
начин кретања фигуративне тачке N по трајекторији, па, дакле, и ста
ље појаве у сваком датом тренутку t. 

Према таквим резултатима, један интересантан проблем, који се 

јавља при проучавању геометријских и кинетичких појединости појава, 

био би следеhи. 
OgpeguШu класу йовршина Р, шШо оg2овара јеgној gаШој йојави са 

gва сШейена слобоgе. 
Проблем се своди на геометријски задатак одредбе површина ко

је имају један дати линијски елеменат 

(230) 

где су Ь11 ,Ь12 ,Ь22 дате функције променљивих количина q1 и q2 , КОЈе у 

овом случају имају за вредности 

Ь11 = 2(U + h)a11 , 

Ь12 = 2(U +h)a12 , 

Ь22 = 2(U +h)a22 , 

У осталом, извесном сменом 

ql = <р (А, 11 ), 

q2 = 'V (А, 11 ), 

линијски се елеменат ds1 своди на облик 

ds1 = LdA2 + Md!l 2
, 

где су L и М функције параметара А и 11 и облик површина Р зависи, на 
познати начин, од облика тих функција. Тако нпр. линијски елеменат, 

сводљив на облик 

карактерише развојне површине; елеменат сводљив на облик 

где је f полином другог степена по А, са коефицијентима који могу би
ти ма какве функције параметра 11, карактерише йраволинијске повр
шине; елеменат сводљив на 

дефинише роШационе површине; елеменат 
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где су Х и У функције параметра /1, карактерише сйиралне површине 
итд. 

Свакој од ових класа површина одговара по једна класа појава чи
је се проучавање своди на одредбу геодезијских линија тих површина. 

Потражимо нпр. класу површина Р што одговара појави кретања 

једне материјалне тачке у равни, под утицајем централних сила, које су 

функције растојања. Тада је, у поларним координатама, и сматрајући 

масу тачке као равну Јединици 

И=.f(r), 

тако да је нпр. за вредност О константе h 

Сменом 

линијски се елеменат своди на облик 

што показује да таквој врсти појава одговарају роШационе йовршине. 

У специјалнијем случају, кад је централна сила привлачна и обрнуто 

пропорционална квадрату растојања, одговарајућа класа обртних по

вршина има за једначине:l 

х= a~cr (r- Ь) cos_Q, 
а 

у = a~cr (r- ь) sm !i, 
а 

r(b-r) 

Уочимо, као други пример, електричне промене у систему, са

стављеном од двеју струја које се међусобно и саме собом индукују, а у 

случају кад су отпори проводника веома слаби и електромоторне силе 

у електричним колима сталне. Тада је 

1 Darboux, Le~·ons suг la tluioгie des sщfaces, t. П, р. 454. 
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тако да Је 

2Т = Llqr2 + 2Ml2qrq~ + ~q~2' 
И= E1q1 +E2q2, 

што се лако своди на облик 

(231) 

247 

где су а и Ь константе. Појави одговара, дакле, класа површина за коју 

је линијски елеменат сводљив на облик (231). 

В. Појаве с k степена слободе 

Одговарајућа ЈасоЬi-јева једначина биће једначина (208) и њен је
дан потпун интеграл (209) потпуно одређује геометријске и кинетичке 
елементе ПОЈаве. 

У случају конзерваШивних појава, тај факт доводи до једне знача

јне теореме, која cвogu .майlе.маШичку ексйликацију .ма какве конзерва

Шивне йојаве на јеgан чисШо zео.меШријски йробле.м у k-gи.мензиона
лно.м йросШору. 

За конзервативне појаве са k степени слободе је 

(au = aii). 

Означивши, краткоће ради, израз 

all alk Р1 

akl akk Pk 
Р1 Pk о 

а11 alk 

akl akk 

са 

ЈасоЬi-јева једначина је облика 
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тако да ако се стави 

V = -ht+ W, 

функција W има да задовољи парцијалну једначину 

(232) 

Одредба трајекторије фигуративне тачке система своди се, за 

једну одређену дату вредност константе h, на одредбу потпуног инте
грала једначине (232), који би, поред константе h, садржао још k - 1 
константи а1 , ••• , ak-J и трајекторија би· тада била дефинисана системом 

Једначина 

(233) дW дW 
-д =ь[, ... ,-а-= ьk_Ј, 
а1 ak-i 

а време потребно фигуративној тачки да пређе од једне тачке трајек-. . 
ториЈе на другу, Једначином 

(234) t-t = дW. 
о дh 

Кад би компоненте примењених тежњи, у свима правцима 

Oq1 , ••• , Oqk, биле равне нули, било би 

И= const., 
тако да би се могло узети 

2(U +h) = 1, 

и да се једначина (232) своди на 

(235) o(ql, ... ,qk; дW , ... , дW) = 1. 
дqi дqk 

Трајекторије добијене на горњи начин интеграцијом ове једначи

не биле би, пошто их фигуративна тачка описује без утицаја примење

них тежњи, геодезијске линије онога варијетета k-тог реда, који има за 

линијски елеменат израз 

Претпоставимо сад да се појава дешава под утицајем скупа при

мењених тежњи које деривирају из једнога потенцијала 
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Ако се уочи систем за који функција Т има облик 

Ь;; = 2 (И + h) a!i 

функција .Q, за такав систем, постаје 

тако да ако се стави 

V = -ht+ W, 

и ако се води рачуна о једначини (231), одредба функције W се своди на 
интеграцију Једначине 

(236) 

Па пошто, према ономе што је горе наведено, ова једначина де

финише геодезијске линије онога варијетета k-тог реда који има за ли-

нијски елеменат израз 

то се добија овај, за феноменологију конзервативних појава, значајан 

резултат: 

Свакој конзервативној йојави og'ioвapa йо јеgна класа варијеШе
Ша онолико'iа pega колики је сШейен слобоgе у йојави, и која је Шаква 
ga су .маШе.маШичка ексйликација 'iео.меШријских и кинеШичких йојеgи
носШи йојаве и ogpegбa 'iеоgезијских линија Ше класе варијеШеШа gва 

иgенШична йробле.ма. 

Геометријске појединости појаве дефинисане су скупом једначина 

(233), а кинетичке једначином (234), гдеје W један потпун интеграл 
парцијалне једначине (236), тј. једначине (235), пошто се у овој коефи
цијенти а;; смене коефицијентима 2(И + h)a;;. 

Први пример: кретање чигре по хоризонталној равни. Сукцесивна 

тренутна стања појаве дефинисана су (в. стр. 57): 

1. координатама х и у врха чигре у равни кретања Р; 

2. углом \jf који гради пројекција осовине чигре, у равни Р, са оса
вином Ох; 

3. углом 8 који гради осовина чигре са управном на раван Р; 
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4. углом <р који гради пројекција осовине чигре, у равни Р, са про
јекцијом једнога утврђеног полупречника чигре у тој истој равни. 

Ових пет променљивих количина 

х, у, <р, \ј!, е 

играју улоге елемената q1, ... ,q5 • Узевши масу чигре као равну једини

ци, појави одговарају функције 

2Т = х' 2 + у' 2 + (/ 2 sin2 е+ А) е' 2 +А sin2 е· \ј/' 2 +с (<р'+ \ј!' cos е) 2 , 
И= -gl cose, 

где су l, А, В, С, g константе, и то: l- растојање између врха чигре и ње

нога тежишта; А, В, С- главни моменти инерције око осовина Ох, Оу и 

осовине обртања чигре; g - константа теже. 

Моменти Р; биhе, дакле 

дТ , 
Р1 = -д, =х, 

х 

дТ , 
Р2 =ду'= У, 

р3 = дТ =С (<р'+ \ј/ 1 cose), 
д<р' 

р4 =дТ =Asin2 e·\jf'+Ccose(<p'+\jf'cose), 
д\ј!' 

Ps = дТ = (!2 sin2 е+ А) е'. 
. де' 

Функција Н биhе, према томе 

Н= .l_[Pr + Pi + pff + Pi + (Р4- Рз cose)2] + gl cose, 
2 l 2 sin2 e+A С Asin2 e 

тако да је ЈасоЬi-јева једначина појаве 

( )2 ( )2] 1 дV 1 дV дV +- - + ---cos е + 8z cos е = о. 
С д<р А sin2 е д\ј! д<р 

Она има као потпун интеграл функцију 
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где је, краткоће ради, стављено да је 

ф = 2h- 2gl cos е- al - ai - а} - .1 (а4 - аз cos е) 2 ' 
с Аsш2 8 

са пет произвољних константи h,a1,a2 ,a3 ,a4 , од којих ни једна није ади

тивна. Ј е дна чине 

дV = Ь; (i = 1,2,3,4), 
да; 

дV 
дh = -to, 

представљају једначине појаве у коначном облику. Оне су овде у своме 

развијеном облику 

(237) !
2 

sin
2 

8 +А d8 = Ь 
ф 1' 

(238) 

(239) <р - Ј !
2 

sin
2 

8 +А [аз - cos 8 ( 8)] d8 - ь 
2 а4 - ао cos - 3' 

Ф С Asin 8 -' 

(240) ! 2 sin2 е+А а4 -а3 cose de = Ь 
Ф Asin2 е 4

' 

Прве четири једначине дефинишу геометријску страну појаве: низ 

узастопних положаја чигре при кретању. Последња једначина одређује . . 
време за КОЈе чигра прелази из Једног у други од тих узастопних поло-

жаЈа. 

Према ономе што је напред казано, проблем је идентичан са про

блемом одредбе геодезијских линија класе тела петога реда, која имају 

за линиЈски елеменат израз 

ds 2 = [dq 2 + dq 2 + (/2 sin2 q + A)dq2 +А sin2 q dq 2 + 1 1 2 5 5 54 
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Те су геодезијске линије дефинисане једначинама (237), (238), 
(239), (240), пошто се у свима смени х, у, <р, \jf, е са q1,q2 ,q3 ,q4 ,q5 • 

Други nример: електричне модификације у систему непокретних 

струја, са међусобном индукцијом и аутоиндукцијом, кад су отпори 

проводника занемарљиви (в. стр. 217). 
Ако се стави да је 

Mll М1п Р1 

1 = д(qj, ... ,ql/;pj, ... ,pfl), 
D Mnl мт, Р п 

Р1 Р п о 

где Је 

D= 

ЈасоЬi-јева једначина појаве је 

Функција 
V = -ht+W, 

где W представља интеграл једна чине 

д(q~, ... ,qп; дW , ... , дW) = 2(U +h), 
дql дqn 

са n- 1 константом, биће тражени потпуни интеграл ЈасоЬi-јеве једна
чине. 

У специјалном случају, кад су електромоторне силе 

Е1 , ••• ,Е11 

у електричним колима сталне јачине, биће 

И= Elql + · · · + Enqn. 

Проблем је идентичан са проблемом одредбе геодезијских линија 

класе варијетета п-тог реда, чији се линијски елеменат своди на израз 

облика 
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где су h1, ••• , hn сталне количине. 
Такве геодезијске линије се, према познатој Liouville-oвoj тео

реми, одређују помоhу квадратура. 

Трећи пример: електричне модификације у систему двеју линеар

них покретних струја, које се међусобно и саме собом индукују кад су 

отпори проводника слаби, а електромоторне силе у колима сталне (в. 
стр. 218). 

ЈасоЬi-јева једначина појаве (узевши механичку масу равну 1) је 

и проблем је идентичан са проблемом одредбе геодезијских линија 
класе варијетета треhега реда, чији је линијски елеменат сводљив на 

облик 

где су Fз и 'Јfз функције параметра q3 а h1,h2 ,h3 - константе. 

IV. ПРИНЦИПИ ПРВИХ ВАРИЈАЦИЈА 

Диференцијалне једначине посматране појаве могу се сматрати и 

као садржане у једној погодби овакве врсте: оне су потребни и дово

љни услови да би прва варијација једнога одређеног интеграла, коме се 
за све врсте појава зна закон формације, а који зависи од састава само

га механизма појаве, била равна нули за природни ток појаве. Један од 

таквих интеграла доводи до генералисаног Hamilton-oвoг принципа; 

други један доводи до генералисаног принципа најмање акције. 

А. Hamilton-oв принцип 

Нека је дата каква појава са k степена слободе и са холономним 
системом, коме одговара (q1, ... ,qk) као редуковани систем, тако да еле
менти q; играју улоге координата у појави. 

Нека су 

(241) 
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(242) 

две конфигурације система у току појаве, од којих прва одговара тре

нутку t = t1 а друга тренутку t = t2 . Прва he дефинисати један положај 
Р1 , а друга један положај Р2 фигуративне тачке М система. 

У природном току појаве, под утицајем датих тежњи и веза, еле

менти q1, ... ,qk система he бити одређене функције времена t, такве да 
се систем (q1, ... ,qk) своди за t = t1 , на конфигурацију (241), а за t = t2 

на конфигурацију (242). 
Нека су сад 

(243) 

ма какве функције времена t, које се бескрајно мало разликују од фун
кција q1, ... ,qk што одговарају природном току појаве, са погодбом да 
се и систем (243) за t = t1, и t = t2 своди на (241) и (242). На тај начин 

he бити функције времена t, са бескрајно малим вредностима, које се 
за t = t1 и t = t2 своде на нулу. 

Означимо са 8Т модификацију коју добија функција Т, што одго

вара систему (q1, ... ,qk) кад се функција qi природног тока измени за 
8qi, а са 

компоненте примењених тежњи у правцима 

У о чим о тада интеграл 

t, 

(244) 5-[bT+(Q,'Ьqr + ... +Qk8qk)]dt. 

t, 

Ако се у (244) смене q1, ... , qk оним функцијама времена t шШо og
'ioвapajy йрироgном Шоку йојаве, инШе'iрал he биШи раван нули, йа ма 
какве биле варијације 8q1, ... , 8~ 'горе навеgене врсШе. 

У томе се састоји генералисан Hamilton-oв йринций за појаве ма 

какве врсте са холономним системом. Он је непосредна последица тео

реме рачуна варијација, према којој, водеhи рачуна о томе да је 

( 
дТ дТ ) ( дТ 1 дТ 1) ЬТ = -bq1 + ... +-bqk + -~ 8q1 + ... +-

1 
8qk , 

дq! дqk дq, дqk 
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и да Је, поред тога 

d8q; = 8dq;, 

(пошто је систем холономан), да би интеграл (244) био раван нули за 
произвољне вредности варијација 

8qj,•••,8qk 

потребно је и довољно да q1, ... , qk, сматрани као функције времена t, 
задовољавају систем Lagrange-oвиx једначина 

_Е_ ( дТ ) _ дТ _ Q 
dt дq( дql - 1> 

........................ 

_Е_ ( дТ ) _ дТ = Qk. 
dt дq; дqk 

У случају потенцијалних појава принцип добија један још конден
зованији облик и тада, означивши са - И потенцијал примењених те

жњи, он гласи овако 

Kag су gaille gве конфиzурације (241) и (242) у Шоку йојаве, шillo 
ogzoвapajy Шренуцима t 1 и t 2, варијација коју he goбиiliи инШеzрал 

(, 

(245) Ј = Г ст+ И) dt, 
(ј 

каg се йрироgни шок йојаве измени бескрајно мало варщацщама 

8q1, ... , 8qk zope навеgене вpcille, равна је нули. 
Другим речима: 

Kag су gailla gва йоложаја Р1 и Р2 фиzураШивне Шачке М, шШо og
zoвapajy Шренуцима t 1 и t 2, и начин (Ф) на који Шачка, у йрироgном 
(йоку йојаве, йрелази из Р1 у Р2 , варијација коју he gобщuи инШеzрал Ј 
каg Шачка Шај йрелаз изврши у исШоме размаку времена на ма какав 

gpyzи начин, бескрајно мало различан og начина (Ф), равна је нули. 
Природни ток појаве добија се, дакле, тражеhи између свих бес

крајно разноврсних функција q1, ... , qk оне за које интеграл Ј постаје 
максимум или минимум. То, уосталом, не значи да за природни ток по

јаве Ј мора бити максимум или минимум. Међутим, каg йоШенцијал - U 
не саgржи ексйлициШно време t и каg је размак времена (t 1, t 2 ) gовољно 

.мали, за йрироgни Шок йојаве инiliezpaл Ј he биШи минимум. То је не-. . 
посредна последица Једне познате теореме, КОЈа се односи на интегра-

ле облика (245).1 

1 В. нпр. Darboux, Ler;ons suг /а theoгie geneгa/e des SUij'aces, t. П, livres V, VI, VII, VШ. 
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Hamilton-oв принцип обухвата, дакле, у једноме кондензованом об

лику рачуна варијација, диференцијалне једначине појава свих врста са 

холономним системом. Hamilton-oв интеграл (244), односно (245), чији 
је закон формације генералан и један исти за све такве појаве, има бес

крајно разноврсне облике, према појавама на које се примељује. 

Први пример: при кретању слободне материјалне тачке (х, у, z), 
под утицајем сила чије су резултујуhе компоненте у правцу координат

них осовина Х, У, Z, Hamilton-oв интеграл је 

с, 

Г[т (хЂх' + у'ьу' + z'oz') + (Хох + Уоу + Zoz)] dt, 
11 

са релацијама 

ох' = !!:._ ох, 
dt 

оу' = !!:._ оу, 
dt 

oz' = !!:._ oz. 
dt 

Други пример: при међусобној акцији система непокретних струја 

тај је интеграл 

са релацијама 

t, 

гdt ДMk1i1 + ... + Mk)п]Oik + (Ek- Rkik)oqk], 

tl 

ыk = !!:._ oqk 
dt ' 

(k = 1,2, ... ,n). 

Трећи пример: при међусобној акцији једне струје и једнога пер
манентног магнета (в. стр. 162) тај је интеграл 

/ [ ~~ iox + mx'Ox' + (Li + Ф)Оi + Хох +(Е- Ri)oq Ј' 
IJ 

са релациЈама 

d 
ох'= -ох, 

dt 
ы = !!:._ oq. 

dt 
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Четврти пример: при кретању једне материјалне тачке, под утица

јем сила што деривирају из једног потенцијала- И и једнога отпора 

пропорционалног брзини тачке, Hamilton-oв he интеграл (у облику 245) 
бити, у ма каквом систему координата: 

а) за слободно кретање тачке 

(, 

Г ел.1 (И + 'Laџq(qj) dt 
IJ 

(i.: 1,2,3), 
Ј- 1, 2, 3 

где је Л коефицијенат пропорционалности отпора и брзине, au- функ

ције параметара q1, •.. , qk, чији облик зависи од дефиниције система 
(ql, ... ,qk); 

Ь) за кретање по каквој површини 

где су а11 ,а12 ,а 22 функције параметара q1,q2 што фигуришу у линиј

ском елементу 

саме површине; 

с) за кретање по каквој линији 

12 

Ј ел.1 (И +aq'2)dt, 
IJ 

где је а функција елемента q што фигурише у елементу лука 

ds 2 = adq2 

саме линИЈе. 

Б. Принцип иајмање акције 

Нека је дата каква конзерваШивна појава, којој одговара редуко

вани систем 

а потенцијал примењених тежњи -И. Нека су 

(246) 
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(247) 

две конфигурације система у току појаве, које дефинишу два положаја 
~ и Р2 фигуративне тачке М система. 

Кроз тачке Р1 и Р2 пролази бескрајно много трајекторија; свака 
се од њих добија изразивши q1, ••. , qk као функције једнога параметра Л 

(248) 

које се за једну одређену вредност Л = Л 1 своде на вредности (246), а за 
другу одређену вредност Л= Л2 на вредности (247). 

Свакој од трајекторија што пролазе кроз Р1 и Р2 одговара по је
дан систем функција 

који је потпуно одређује. Између свих таквих бескрајно многих трајек

торија, йрироgном ШрајекШоријом фигуративне тачке зваhемо ону ко

јом та тачка ефективно прелази од положаја ~ на положај Р2 у приро
дном току ПОЈаве. 

·· Формирајмо функцију 2Т за систем (q1, ••. ,qk); она he, пошто је по
јава конзервативна, бити један квадратан облик 

(249) 

где су коефицијенти aii функције елемената q1, •.. ,qk. 
Акцијом gуж јеgне йроизвољне ШрајекШорије С, из.меf)у gвеју Ша

чака Р1 и Р2 кроз које она йролази, а за јеgну уШврf)ену вреgносШ кон
сШанШе h, зваhе се вреgносШ ogpef)eнo'i инШе'iрала 

(250) "' L= ГФ(Л)dЛ, 
fct 

који се добија кад се у интегралу 

(251) 

смене елементи q1, ••• , qk оним системом функција (248) параметра Л 
што одговара трајекторији С, а dq1, ••• , dqk вредностима 

dq1 =!{(Л) dЛ, 
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па се добијени интеграл узме у границама Л= Л1 и Л= Л2 . Генерали-. . 
сани принцип наЈмање акциЈе тада гласи 

Изме!)у свих бескрајно мноzих ШрајекШорија С шШо йролазе кроз 
gва йоложаја Р1 и Р2 фиzураШивне Шачке сисШема, йрироgна he Шра
јекШорија биШи она gуж које акција изме!)у Р1 и Р2 , а за јеgну, ма коју, 
уШвр!)ену вреgносШ консШанШе h, йосШаје минимум. 

Доказ је теореме онај исти којим се у обичној динамици доказује 

принцип најмање акције за појаве кретања,I а тако су исте и рестрик
ције о минимуму. Теорема своди једначине појаве на кондензовани об

лик 

(252) 8N=O. 

Ова последља једначина, као што је познато у рачуну варијација, екви-
. . 

валентна Је систему Једначина 

(253)d(~2U+2h)- Щ дVdЛ-~2И+2hддdЛ=О 
Щ ~2U+2h дq; Щ дq; 

(i = 1,2, ... ,k), 

где је Л један параметар, а .д- квадратан облик 

(254) д = .!_I:a .. dq; dqj. 
2 иdЛdЛ 

Једначине (253), и услов да трајекторија пролази кроз Р1 и Р2 , 

одређују функције fi, ... ,.fk из образаца (248), што карактеришу трајек
торију за коју је задовољена једначина (252). Сменом, пак 

(255) Щ dЛ=dt 
~2(И +h) ' 

која је еквивалентна интегралу живих сила за конзервативне појаве2 

(256) т= и +h, 

и показује да параметар t није ништа друго до време, једначине (253) 
своде се на систем Lagrange-oвиx једначина 

1 В. нпр. Appel\, Traite de Mecanique, 2-me edit., t. П, р. 425 etc. 

2 В. треhи одељак, друга глава. 
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које показују да трајекторија, дефинисана једначинама (253), одиста 
представља природну трајекторију. 

Кад је помоhу једначина (253), положаја Р1 и Р2 фигуративне та
чке и константе h, одређена једначина те трајекторије у облику (248), 
једначина (255) одређује параметар Л као функцију времена t. Тиме he 
једначине појаве бити изражене у облику 

чиме је и ток појаве потпуно одређен. 

Израчунавање акције дуж једне трајекторије.- Уочимо једну, ма 
коју, од трајекторија Ci што пролазе кроз положаје Р1 и Р2 фигурати
вне тачке, водеhи рачуна о томе да је начин кретања те тачке IJa њој 

карактерисан једначином живих сила за конзервативне појаве (256). 
Та једначина, са једначином (249), показује да, кад су qi изражени 

као функције времена t, акција he дуж Ci, а између Р1 и Р2 , бити 

(, 

г(L:aijq(qj) dt, 
lj 

а да, ако су qi изражени помоhу другога каквога параметра Л, она he 
бити 

За појаве са једним степеном слободе, биhе 

2Т = aq' 2 

и релација (11), која је тада 

aq'2 = 2(И +h), 

са једном или другом од конфигурација Р1 и Р2 , потпуно одређује тра

јекторију Ci: природна је трајекторија једина која, пролазеhи кроз Р1 и 
Р2 , задовољава погодбу (256). Акција је тада дуж трајекторије 
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Она се нпр. у појави транслаторног кретања једне материјалне та

чке може написати у облику 
s, 

{mvds, 
SJ 

где је s Пређени пут, а v- брзина кретања тачке. 
При кретању електричне струје јачине i кроз проводну жицу, за 

коју би коефицијенат електричног отпора био R, акција је 

а овај израз, према Јоulе-овом закону, представља количину топлоте 

која се развија у жици при пролазу струје итд. 

У случају појава са два степена слободе, биhе 

Ако се тада са Р означи класа површина која има као линијски 

елеменат израз 

где Је 

. . 
акциЈа постаЈе 

Ь11 = 2(U +h)a11 , 

Ь12 = 2(U + h)a12 , 

Ь22 = 2(U + h)azz, 

и поклапа се са луком трајекторије, која he тада бити извесна крива 
линија на површини Р. А пошто прва варијација тога лука треба да је 

равна нули за природну трајекторију, то се добија овај резултат: акција 

gуж йрироgне ШрајекШорије, а из.меЬу gвеју gаШих конфиzурација Р1 и 
Р2 , равна је gужини лука zеоgезијске линије йовршине Р из.меЬу њених 

Шачака Р1 и Р2 . 

У појави нпр. кретања једне материјалне тачке у равни, под ути

цајем централних сила које су функције растојаља, површине Р су оне 

чији је линијски елеменат 
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тј. сводљив на прост облик 

то се, дакле, ротационе површине и израчунавање акције своди на 

проблем одређиваља дужине лукова геодезијских линија таквих повр
шина. 

При електричним модификацијама, у систему двеју струја са ме

ђусобном индукцијом и аутоиндукцијом, површине Р су оне чији је 
линиЈски елеменат 

тј. сводљив на прост облик 

где су а и Ь константе итд. 

На исти начин се налази да и у општем случају појава са k елеме
ната q1, ... , qk, акција је дуж једне трајекторије, а кад су кинетички еле
менти на њој регулисани релацијом (256), равна дужини лука те тра
јекторије између њених двеју крајњих тачака што одговарају конфи

гурацијама Р1 и Р2 • Акција, йак, gуж йрироgне ШрајекШорије равна је 

gужини лука 'iеоgезијске линије варијеШеШа k-Шo'i pega који има за 
линијски елеменаШ израз 

где Је 

bu = 2(И + h)au. 

Међутим, као што је познато из теорије геодезијских линија у по

лидимензионалном простору, ове су одређене ЈасоЬi-јевом парцијал-

нам Једначином 

где је Н раније дефинисана функција, примењена на случај о коме је 

овде реч: ако је W један потпун интеграл ове једначине, са k - 1 кон
станти a 1, ... ,ak_1, осим константе h, од којих ни једна није адитивна, 
геодезијске линије поменутога варијетета k-тог реда ће бити, у конач

ном облику, одређене системом једначина 

дW дW 
-а = ьј, ... ,-а-- = ьk-1, 
а 1 ak-1 
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где су Ь1 , ••• , bk-I нове константе. 
Изразивши да геодезијска линија пролази кроз тачке Р1 и Р2 тела 

k-тог реда, и означивши са W1 и W2 резултате који се добијају кад се у 

W смене елементи q; својим вредностима што одговарају тачкама Р1 и 
Р2 , имаће се одузимаљем систем једначина 

д(W2 -1t]) =О, ... , д(W2 - W1) =О, 
да 1 даk-1 

који одређује константе а 1 , ••• , ан. Претпоставимо да су тако одређене 
вредности тих константи смељене у изразима W2 и 1t]. Тада се доказује 
оваЈ резултат 

Акција gуж йрироgне ШрајекШорије, а измеf)у gве конфигурације 

Р1 и Р2 , има за вреgносШ W2 - ~. 

Јер, ако се са dW означи промена функције W, кад фигуративна 
тачка М у природном току појаве пређе из конфигурације 

на конфигурацију 

биће 

(257) 
дW дW , дW , 
-=-qJ+ ... +-qk. 
дt дq1 дqk 

А пошто је, као што је раније показано, за природан ток појаве 

дW дW 
дqЈ = PI>"'' дqk = Pk> 

то једначина (257) постаје 

(258) ddW = 'LP;q; = 'L даг, q; = 2Т, 
t q; 

или 

(259) 2Tdt = dW. 

С друге стране, према интегралу живих сила 

(260) т= и +h, 

израз акције се може написати у облику 

(261) 
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или, према релацији (259), у облику 

t, 

гdW=W2 -~, 
fJ 

као што је и требало доказати. 

Тако нпр. у проблему електричних промена у систему двеју елек

тричних струја које се међусобно и саме собом индукују, у случају кад 

су отпори проводника занемарљиви а електромоторне силе сталне, 

функција W дефинисана је ЈасоЬi-јевом једначином 

L (дW)
2 

-2М дWдW +L (дW)
2 

=2(LL -M 2 )h 
1 д !2 д д 2 д 1 2 12 ' 

qi qi q2 q2 

. . . 
и акциЈа у систему, за време њенога траЈаља, а за Једну дату вредност 

константе h, добија се непосредно интеграцијом ове једначине. 
Приметимо и то, да кад функција Т остаје стална у току појаве 

[што he према релацији (260) бити случај кад се функција И своди на 
једну константу, тј. кад се појава дешава без утицаја икаквих приме

љених тежњи], акција (261) своди се на 

Л(t2 -t1), 

тј. на посматрани размак времена, помножен са једном константом. 

Према томе: из.меf)у свих ШрајекШорија шШо йролазе кроз gва йоло

жаја Р1 и Р2 фиzураШивне Шачке, gуж којих би кинейlички еле.метuи 
йојаве били реzулисани јеgначино.м (260), йрироgна је ШрајекШорија 
она gуж које фиzураШивна Шачка йрелази за најкраhе време og Р1 у Р2 . 

Рестрикције о минимуму су познате рестрикције о теорији геодезиј

ских линиЈа. 

Напослетку, аналитичкоме изразу акције може се дати још један 
облик, подесан за разна истраживања, и који је од интереса због анало

гија до којих доводи. 

Означимо са ds 2 квадратан облик 

где су au коефицијенти што фигуришу у изразу 

Водеhи рачуна о интегралу живих сила (260), акција се може на
писати у облику 
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Jdsлfii, 
или 

(262) Ј ds-J2(U +h). 

Тај је облик од нарочитог значаја у случајевима кад функције Т и 

И на какав познат начин зависе само од елемената q1, ... ,qk, због значај
них особина везаних тада за интеграле таквог облика. 

Примедба о принципима првих варијација. - Hamilton-oв принцип 

је генералнији од принципа најмаље акције. Он претпоставља само хо

лономност система и тада упоређује међу собом разне начине на које 

фигуративна тачка система уопште може преhи од једне дате конфигу

рације Р1 на другу дату конфигурацију Р2 , у једноме датом размаку 

времена. Њиме је, дакле, изражена једна кинеШичка особина појаве. 

Напротив, принцип најмаље акције претпоставља да је појава 

конзервативна и он тада упоређује међу собом разне трајекторије које 

пролазе кроз две дате конфигурације Р1 и Р2 • Њиме је изражена једна 

zео.меШријска особина појаве. 

Нарочита важност ових принципа лежи у томе што они, обухвата

јуhи у једноме подесном и генералном облику диференцијалне јед

начине појаве, јако олакшавају формираље тих једначина у случаје

вима у којима би непосредно формираље једначина било скопчано са 

тешкоhама. 

Познато је нпр. са коликом се лакошhу решава општи проблем 

рефракције светлости и астрономске аберације у хетерогеним среди

нама, знајуhи да су диференцијалне једначине светлосне трајекторије 

обухваhенеједначином 

Ј nds = minimum, 

где је n индекс преламаља светлости у једној, ма коЈоЈ, тачки посма
тране средине, а 

елеменат лука светлосне трајекторије. 1 

Осим тога, израз акције у облику (262) и израз диференцијалних 
једначина појаве у облику погодбе да је прва варијација акције дуж 

1 О. Bonnet, Tbloгie de !а гefгaction astгonomique et de l'abeгation, Nonv. Ann. 1887, р. 
335-368; 554-580. 
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. . 
природне траЈекториЈе равна нули, доводе, непосредно и на врло лак 

начин, до великог броја геометријских особина те трајекторије.l 
Асимилирајући, пак, дату појаву другој каквој са особинама 

изохронизма или брахистохронизма трајекторије, које су особине 

аналитички изражене једначином облика 

о Ј ~ds =О, 
. . 

долази се, за читаве класе ПОЈаве свих конкретних врста, до значаЈних 

особина, геометријских и кинетичких, љихових трајекторија, које се 

саме собом истичу кад су једначине појава дате у кондензованом об-. . . . 
лику, КОЈИ Је израз горљих принципа првих вариЈаЦИЈа. 

Нека је, напослетку, поменуто да се из принципа најмаље акције 

може извести целокупна теорија деформабилних линија, површина и 

средина, увођељем проширенога појма акције дуж деформабилне ли
није, на деформабилној површини и у деформабилној средини.2 Тако 
разрађена механичка теорија обухватила би све оне многобројне посе

бне физичке теорије за појаве, којима се суштина тражи у кретаљима 

и деформацијама, као што су модерне оптичке, термичке, електричне, 

магнетне итд. теорије појава, схваћене на такав један механистички 

начин. 

1 В. нпр. Jordan, Rappoгt suг un Memoire de М. Vicaiгe, С. R. t. 108., 1889, р. 330. 
2 В. нпр. Е. et F. Cosserat, Tbloгie des corps dej'oгmaЬles, Paris, 1909; Appell: Tmite de 

Мес., rat. t. Ш. 
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НЕПОСРЕДНЕ ПОСЛЕДИЦЕ 
ФЕНОМЕНОЛОШКИХ 

ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХЈЕДНАЧИНА 

ПРВА ГЛАВА 

СТАЦИОНАРНЕ ФАЗЕ ПОЈАВА 

Стационарна стања и стационарне фазе. - Асимптотна стања. - Одредба стационар
них конфигурација. Слободан систем. Системи са везама. - Стабилна стационарна ста
ња. - Стационарна стања у неколиким врстама конкретних појава. Механичка стацио
нарна стања. Хемијска стационарна стања. Стационарни распореди стања у феномен
ским пољима. Хидродинамичке стационарне фазе кретања. Термички стационарни 
распореди при спровођељу топлоте. Стационарни распореди у електромаrнетним по
љима. Распореди осветљеља. Моменат и центар дистрибуције стања у скаларним 

пољима 

I. СТАЦИОНАРНА СТАЊА И СТАЦИОНАРНЕ ФАЗЕ 

Појава ма које врсте, у смислу у коме је овде сматрана, може се 

схватити као континуални низ бескрајно многих сукцесивних тренут

них стања која се, у бескрајно малим размацима времена, нижу једно 
за другим. Узостопни тренутни положаји фигуративне тачке у k-ди

мензионалноме простору илуструју тај континуалан низ тренутних 

стања. 

Кад се ова стања, почевши од једнога одређеног тренутка t = t1 , 

међу собом изједначе и та међусобна једнакост стања траје у једноме 

коначном размаку времена (t1,t2 ), појава улази у једну фазу каракте

рисану непокретношhу фигуративне тачке. Једначине 

ql = л (t), ... 'qk = fk(t) 

тока њених дескриптивних елемената своде се на облик 

где су a1, ... ,ak количине независне од времена t. Дијаграми варијација 
тих елемената своде се на праве линије паралелне осовини Ot. 

Стање, дефинисано конфигурацијом(*), назива се сШационарни.м 
сШање.м у појави, а конфигурација(*) сШационарно.м конфиzурацијо.м. 
За појаву се каже да је у размаку времена (t1,t2 ) у једној својој сШа-
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ционарној фази, карактерисаној величинама (1) њених дескриптивних 
елемената. 

Каква појава, која би се састојала у променама положаја једнога 

система материјалних делиhа, или у променама геометријског облика 

и положаја каквога тела или система тела, била би у размаку времена 
(t1,t2 ) у сй1ай1ично.м сй1ационарно.м сй1ању (сй1ай1ичној равной1ежи) 

ако свака тачка система задржава у томе размаку један непроменљив 

положај, или кад тело, или тела што састављају систем, задржавају 

један исти облик и један исти положај (дескриптивни елементи су ге

ометријски параметри што одређују положај е и облике). Такав је један 

систем материјалних делиhа у gина.мичко.м сй1ационарно.м сй1ању (gи

на.мичкој равной1ежи) ако се у поменутом размаку времена не мењају 

величине кинетичких параметара 1·1 = q[, ... , rk = q~ што мере брзине 

промена геометријских параметара q1, ... , qk (дескриптивни су елементи 
r1, ... ,rk)· Тако исто, једно тело, или систем тела, биhе у динамичком 
стационарном стању ако се величине кинетичких параметара, што ме

ре брзине кретања и геометријских деформација, не мењају у томе ра

змаку времена. 

Електричне модификације, што се састоје у променама јачина 

једне струје или система струја, ушле су у тренутку t1 у своју стацио

нарну фазу ( елекй1рични йер.маненй1ни режи.м) ако се, почевши од тога 
тренутка, јачине струје више не мењају (дескриптивни елементи ја чине 

струје). Модификације, што се састоје у променама електричних по

тенцијала, ушле су у тренутку t1 у стационарну фазу (елекйlричну рав
ной1ежу) ако се, почевши од тога тренутка, више не мењају електри

чни потенцијали (сматрани као дескриптивни елементи појаве). 
Термичке модификације, карактерисане променама температуре 

материјалних делиhа или тела, ушле су у своју стационарну фазу (Шер
.мичку равной1ежу) од тренутка кад се температуре делиhа или тела 

(сматране као дескриптивни елементи) престају мењати. 
Једна се хемијска реакција свршава стационарним стањем (ула

ском у фазу хемијске равной1еже) од тренутка кад се у смеши, у којој 

се она дешава, не врши више никаква хемијска реакција (дескриптивни 
елементи количине продуката реакције). 

Процес поступног кондензовања каквога гаса у течност, или по

ступна солидификација каквога течног тела (дескриптивни елеменат 
количина кондензованог гаса у течност или количина шчврснуте 

течности) ушао је у стационарну фазу од тренутка кад се кондензовани 
гас, или солидификована течност, више не принављају. 

Процес дестилације једне смеше хемијских тела ушао је у своју 

динамичку стационарну фазу од тренутка кад се количине дестилата, 

сведене на јединицу времена, више не мењају (дескриптивни елементи 
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брзине дестилације појединих састојака смеше); процес је ушао у своју 

статичку стационарну фазу од тренутка кад се количине дестилата 

више не принављају (дескриптивни елементи количине дестилата). 
Сличан је случај и са процесом дисоцијације. 

И уопште, један ма какав процес: физички, хемијски, физиоло

шки, биолошки, геолошки, социолошки итд. ушао је у једну динамичку 

стационарну фазу од тренутка кад интензитет процеса, мерен величи

нама брзина промена изабраних елемената, постане непроменљив. 

Процес је ушао у статичку стационарну фазу од тренутка кад сами ти 
елементи постану непроменљиви. И један и други случај карактери

сани су престанком модификација у дескриптивноме систему, који је у 

првоме случају представљен скупом брзина промена одређених елеме

ната qi, а у другоме скупом величина самих тих елемената. 
Једна нарочита врста стационарних стања јесу асимйШойlна сйlа

ња појава, којима се узастопна стања (s), чија сукцесија саставља поја
ву, асимптотно приближују тако, да се стања (s) и такво једно асимпто
тно стање, по истеку једнога већег или мањег размака времена, све ма

ње међу собом разликују. Такво је једно стационарно стање каракте

рисано једном утврђеном конфигурацијом система, којој се узастопне 

конфигурације у току појаве асимптотно приближују. Поједини еле

менти конфигурације система теже утврђеним вредностима, што 

карактеришу асимптотну конфигурацију, као својим граничним вред

ностима, и то или тако да од ових остају непрестано мањи, или тако, да 

од њих остају непрестано већи, или, напослетку, тако да им вредности 

осцилују, али све слабије у току времена, око вредности што одговара

ју асимптотној конфигурацији. Дијаграми варијација елемената систе

ма, у фази у којој се сукцесивна стања у појави приближују њеноме 

асимптотном стању, а коЈе Је представљено правом паралелном осови

ни Ot, имају један од облика означених на сликама 24-28. 

q 
q 

-t--~~========~a 

~0~------------------t 
о t 

Сл. 24. Сл. 25. 
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Сл. 27. 

За појаву се каже да се йрибли

жила своме аси.мйШоШно.м сШањ у 

ако од тренутка у коме се она од та

да посматра сваки од диЈаграма ва

рИЈаЦИЈа елемената њеног дескрип

тивног система има један од облика 

24-28. Почевши од тога тренутка, 
фигуративна тачка система посту

пно се приближује једној утврђеној 

тачки у k-димензионалном простору 

(где је k степен слободе система), као своме аси.мйШоШно.м йоложају, 
који је карактерисан аси.мйШоШно.м конфи2урацијо.м сисШе.ма. При

ближавање је све спорије у току времена, тако да по истеку једнога, 

веhег или мањег, размака времена, кад је фигуративна тачка веома 

близу положаја карактерисаног асимптотном конфигурацијом, њено 

кретање постаЈе неосетно и тачка се од тога тренутка може сматрати 

као непокретна. Опадање брзине приближавања асимптотноме поло

жају такође је континуално или осцилаторно, као што је и облик саме 

трајекторије фигуративне тачке у близини таквога положаја. 

При поступној трансформацији каквога хемијског тела, у једној 

мономолекуларној хемијској реакцији, трансформисана количина q 
тела, од почетка реакције до уоченог тренутка t, мења се континуално, 
растуhи све слабије у току реакције и приближујуhи се, као својој аси

мптотној вредности, првобитној количини а тога тела. Конфигурација 

q =а дефинише асимптотно стање појаве, а начин приближавања томе 
стању је онај представљен дијаграмом (24). 

Гвоздена шипка, магнетишуhи се под утицајем каквога магнетног 

поља, издужује се поступно у току времена. Дужина шипке, повеhава

јуhи се, тежи асимптотно једној финалној вредности, са којом се осет-. . 
но поклапа по истеку Једнога размака времена и КОЈУ никако не прела-

зи: та вредност дефинише асимптотно стање појаве магнетне дилата-
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ције. Начин приближаваља томе стаљу представљен је дијаграмом 
(24). 

У појави дифракције паралелне светлости, описаној на стр. 61, ја
чина осветљеља i отвора опада осцилаторно у току времена, и то врло 
нагло, на начин представљен дијаграмом (24), тежеhи нагло своме 
асимптотном стаљу, дефинисаном јачином i =О осветљеља. 

Својом акцијом на сребрну со на фотографској плочи, светлост је 
редукује и ослобођено сребро чини да плоча у току времена постаје 
све црља. То појачаваље је осцилаторно: оно у почетку донекле расте, 

затим унеколико опадне, опет почне расти итд. Осцилације су све 

слабије и представљене су дијаграмом (26), тако да по истеку једнога 
врло кратког размака времена црнило добије једну од тада непромен

љиву јачину, која дефинише асимптотно стаље појаве. 

При осцилаторном испражљаваљу електричних кондензатора 

(дескриптиван елеменат јачина струје или количина дебитираног еле

ктрицитета) појава се, после врло кратког времена од свога почетка, 
нагло приближује своме асимптотном стаљу, на начин представљен 

дијаграмом (26). Исти је дијаграм и за поступно слабљеље осцилација 
клатна у средини што даЈе отпора кретаљу, или за амортизирано ви

брираље дијапазона (дескриптивни елеменат брзина осцилација или 

сама елонгација). 

П. ОДРЕДБА СТАЦИОНАРНИХ КОНФИГУРАЦИЈА 

Карактеристична одлика једнога стационарног стања у каквој 
појави, ма које врсте, та је да су у таквоме једном стаљу инерције свих 

дескриптивних елемената поЈаве сведене на нулу. 

Слободан систем. - За просту појаву, у којој је Х скуп тежљи 

примељених непосредно на објекат v, као дескриптивни елеменат по
јаве, инерција he бити равна нули кад је Х= О. 

За комплексну појаву са слободним примарним системом 

(vl•···, vn), 

на који су непосредно примељене тежље 

инерције he бити равне нули за ону конфигурацију v1, ••• , v 11 , за коју је 

(263) Х1 = о, ... ,Х11 =о. 
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Те се погодбе могу написати, по вољи, у једној или другој јед

начини 

(264) 

или 

(265) 

где су 11; тоталитети елемената v;. 
Ј едначина (265) изражава принцип виртуелних радова примење

них тежњи: тај је рад раван нули за све виртуелне модификације секун

дарног система. 

Ако је, наместо примарног система, узет један систем 

такав даЈе 

(266) 

једначина (263) постаје 

(267) (Р!- QJ)bql + ... + (Р11 - Q11 )8qn =О, 

где Је 

(268) 
Р; = анV1 + ... + CX 11;V," 

Q; = СХнХЈ + ... + Ип;Хп, 

а пошто Је 

V1 = О, ... , V11 = О, 
то Је и 

РЈ = О, ... 'Р,, = О, 

па се, дакле, једначина своди на 

(269) 

и пошто она мора постојати за произвољне варијације 8q1, •.. Јщ11 , то 

мора бити 

Исти се резултат добија и кад се, наместо примарног система ( V; ), 

узме такав један систем ( q;) да је 
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(270) 

Једначина (264) тада своди се на 

(271) 

и изражава принцип виртуелних радова у систему ( q; ). 

Системи са везама. - Примарни систем 

(v1, •.. , V11 ), 

са т веза, било прве било друге врсте, и непосредно примељеним те

жњама 

понаша се, при својим модификацијама, као слободан систем, пошто се 

свакој тежљи Х; придода одговарајуhа компонента Ф; реакција веза. 

Стационарна стаља, према томе, карактерисана су фактом да је у 

тренутку кад појава уђе у такво једно стаље 

Х1 +Ф1 =О, 

(272) 

х" +Ф"= о. 

Међутим, последљих т = n- k једначина (272) своде се на иден
тичности, према самој дефиницији компонената Ф;, тако да се стацио

нарно стаље има сматрати као карактерисано скупом од k једначина 

(273) 

(274) 

и т Једначина веза. 

Ако се, наместо примарног система ( V; ), уведе редуковани систем 
( q; ), дефинисан једначинама веза прве врсте 

8v1 = a 118q1 + ... + alk8qk, 

за сво трајаље појаве биhе 
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(275) 

где Је 

Р; = <ХнVЈ + ·· · + akyk, 

Q; = alixl + ... + akixk. 

Пошто су у стационарноме стању све инерције Vj равне нули, то 

Р1 = O, ... ,Pk =О, 

према чему се једначина (12) своди на 

(276) 

и пошто ова једначина треба да буде задовољена за произвољне вари

јације '&q1, •.. , 8qk то је стационарно стање дефинисано скупом једна
чина 

(277) Q1 = O, ... ,Qk =О. 

Ако се, наместо примарног система ( v; ), уведе редуковани систем, 
дефинисан једначинама веза друге врсте, једначина (276) је смењена 
Једна чин ом 

која изражава принцип виртуелних радова при модификацијама секун
дарног система ( '11;) и доводи опет до k једначина (277), којима ће бити 
карактерисано стационарно стање у појави. 

Као што се, дакле, види: свако сШационарно сШање каракШериса

но је Шиме шШо су, у ШренуШку каg йојава улази у Шакво јеgно сШање, 

комйоненШе йримењених Шежњи у йравцима елеменаШа реgукованоz 

сисШема, све равне нули. 

У случају кад је систем слободан, или са везама друге врсте, јеg

начине шШо каракШеришу сШационарна сШања gобијају се образујуhи 

израз вирШуелноz paga йримењених Шежњи на елеменШе реgукованоz 
сисШема и изразивши ga је он раван нули за све осШварљиве вирШуелне 
моgификације сисШема. 

Ако је тако добијени систем једначина немогућан, у појави не по
стоје стационарна стања. Ако је он могућан за одређене вредности еле

мената q; а за све вредности t у једноме коначном или бескрајно вели
ком размаку времена, такве вредности q; дефинишу једну од стацио
нарних конфигурација система. Ако је такав систем једначина могућан 

само за подесно изабране вредности елемената q; као функције одре
ђених параметара а1 , ... , ат, такве вредности тада дефинишу један 
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сШационарни расйореg конфигурација система ( q;) у т-димензионал
номе простору <Х 1 , ••• ,ат. 

У случају конзервативних појава са потенцијалом -И, једначине 
што дефинишу стационарно стање јесу 

(278) дИ дИ -=0, ... ,-=0, 
дql дqk 

које су обухваhене једначином 

оИ=О. 

СШационарна су, gакле, она сШања за која йрва варијација йоШен

цијала йосШаје равна нули за ма какву осШварљиву моgификацију си

сШема. 

Једначине (278) представљају, у исто време, потребне, али не и 
довољне услове да би потенцијал -И био максимум или минимум. 

Као што се, дакле, види, кад примењене тежње не зависе експли

цитно од времена t, нити од брзина варијација дескриптивних елеме-. . 
ната ПОЈаве на КОЈе су непосредно примењене, нити од вредности самих 

тих елемената, или њихових извода, али што одговарају једном тре

нутку различном од онога у коме узрок за који је тежња везана врши 

своју акцију, проблем одредбе стационарних конфигурација у појави 

СВОДИ се: 

1. или на решавање обичних, алгебарских или трансцендентних 
једначина (случај кад примењене тежње зависе само од конфигурације 

система, тј. од положаја фигуративне тачке система), 
2. или на интеграцију обичних или парцијалних диференцијалних 

једначина, које не садрже експлицитно време t, ни изводе елемената 
система по времену (случај кад примењене тежње зависе од величине 
извода елемената система по Једноме или више параметара, незави

сних од времена). 
У случајевима кад те тежње не задовољавају горње погодбе, једи

на могуhна стационарна стања јесу асимптотна стања у појави. 

Ш. СТАБИЛНА СТАЦИОНАРНА СТАЊА 

За једно стационарно стање S каже се да је сШабилно ако, при
давши акцијом какве нове тежње Х одговарајуhој стационарној кон

фигурацији система једну, ма коју од могуhних бескрајно малих и бе

скрајно спорих модификација, и уклонивши затим тежњу Х, појава се, 

ма колико се она продужила, налази у једној фази која се бескрајно 
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мало разликује од стања S, тј. у којој се фигуративна тачка појаве 

налази непрестано у бескрајној близини тачке што одговара стању S. 
За таква стања може се доказати овај резултат: 

Kag zog је у јеgно.ме сй1ационарно.м сй1ању јеgне конзервай1ивне 
йојаве йой1енцијал .минимум, Шакво је сй1ање сй1абилно. 

Пре свега, очевидно је да се увек може претпоставити да су вред

ности елемената q; које дефинишу стање S 

(279) 

и да је функција и равна нули за то стање, пошто у њој фигурише једна 
адитивна константа. Стабилност тога стања S карактерисана је тада 
овим аналитичким фактом: нека је Е један, унапред дати, колико се 
xohe мали број; кад је појава у стабилном стационарном стању, у коме 
елементи q1, ... , qk имају вредности (279), увек постоји такав један пози
тиван, колики се xohe мали број, да ако су, изменивши за врло мало 
стање S, вредности елемената q1, ... , qk и брзине њихових промена у 
једном тренутку мање по апсолутној вредности од броја 11, вредности 
q1, ... ,qk за све време трајања појаве he бити по апсолутној вредности 
мање од Е. 

Претпоставимо да је функција и максимум и равна нули за вред

ности (279). Тада је увек могуhно наhи такав један позитиван, колико 
се xohe мали број Е, да за ма какав систем вредности q1, ... , qk, које се 
буду налазиле између -Е и +Е, или буду једнаке са овим граничним 

вредностима, функција и буде непрестано негативна, осим за сам си

стем вредности (279) за који је она равна нули. Дајмо, тада, једноме од 
елемената q; нпр. елементу q1,, граничне вредности ±Е, а осталим еле

ментима 

(280) 

ма какав систем вредности које се налазе између -Е и +Е и од којих се 
неке могу и поклапати са овим граничним вредностима. Нека је -Ph 
највеhа вредност функције и за разне такве системе вредности елеме

ната q;; број Ph тада he бити позитиван и различан од нуле, јер пошто 
је qh = ±Е, функција и не може бити равна нули за све могуhне системе 
вредности елемената (280) које се налазе између означених граница. 
Узимајуhи узастопце да је h = 1, 2, ... , k, добија се низ позитивних бро
јева Р1 , ••• , Pk, и ако се са Р означи најмањи међу њима, биhе очевидно 

u-:;.-P, 
ТЈ. 

и+Р-:;.0, 
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кад год један од елемената q; достигне једну од граничних вредности 
±Е, а остали буду имали ма какве вредности између тих граница или 
буду једнаке са овима. 

Изведимо, сад, појаву из стања S, придавши елементима q; систем 
вредности 

које се налазе између -Е и +Е, и саопштивши им брзине промена 

У појави која ће тада наступити биће, према теореми живих сила 

за конзервативне поЈаве 

(281) Т- И= То -Ио, 

где је Т кинетичка енергија појаве, неминовно позитивна, па ма какве 

биле вредности 

Пошто је вредност И0 негативна, вредност Т0 - И0 ће бити пози
тивна. Она се може учинити колико се хоће малом, јер је то контину

ална функција почетних вредности qf и q(0 и равна нули кад су све те 
вредности равне нули. Према томе, може се наћи један број 11, мањи од 
Е и довољно мали да би за све вредности q? и q(0 мање по апсолутној 
вредности од 11, било 

Т0 - И0 <Р. 

Из једначине живих сила (281) тада се добија 

(282) Т< И +Р. 

Из тога се сад лако закључује да_, ако почетне вредности елемена

та q; леже између -Е и +Е, ни један од тих елемената не може достићи 
граничну вредност -Е и +Е за време трајања појаве, па ма колико се ова 

продужила. Јер кад би то био случај, чим би један, ма који од тих еле

мената, достигао једну од ових граничних вредности, израз И + Р би 
постао негативан и онда би, према неједначини (282) то био случај и са 
кинетичком енергијом Т, што је уопште немогућно и што доказује го

рњи резултат. 

Приметимо само да тај резултат не важи кад један или више еле

мената q1, ... , qk не фигуришу у изразу И, јер тада ти елементи могу у 
току појаве добити и какве се хоће коначне вредности, па да израз Р + И, 
који је независан од тих елем~ната, не буде негативан. Такав је нпр. 
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случај при кретаљу једног ротационог тела обешеног о једну тачку О 
своје осовине симетрије: функција И је облика 

И= Hcose, 

где је Н стална количина а е угао осовине симетрије и вертикале; по
јава се, међутим, састоји, поред мељаља угла е, још и у променама ос
тала два Euler-oвa угла <р и 'Jf, који не улазе у израз за И. Функција И је 
максимум за е = 1t, али једно стационарно стаље, које одговара тој 

вредности елемента е, није стабилно, пошто, саопштивши телу, у так

воме једном стаљу, ротацију око вертикале, имаhе се једно кретаље у 
коме се углови <р и 'lf могу удаљитrt колико се xohe од вредности што 
одговарају првобитном стационарном стаљу. 

IV. СТАЦИОНАРНАСТАЊА УНЕКОЛИКИМВРСТАМА 
КОНКРЕТНИХ ПОЈАВА 

А. Механичка стационарна ста:ња 

1. При слободном кретаљу материјалне тачке улоге компонената 
примељених тежљи играју пројекције Х, У, Z примењених сила на осо
винама Ох, Оу, Oz. 

Кад би, нпр., тачка била привлачена од n центара, пропорциона-
лно одстојаљу и масама центара, било би 

Х= 'AL.mk(щ- х), 

У= 'AL.mk(bk- у), 

Z = 'AL.mk(ck- z), 

где су ak,bk,ck координате k-тог атрактивног центра, х, у, z координате 
покретне тачке, mk маса центра а А коефицијенат пропорционалности 
атрактивне силе одстојаљу. Стационарно стаље дефинисано је вредно

стима координата 

што показује да оно наступа само онда кад је тачка у тежишту G систе
ма атрактивних центара. 

Компоненте Х, У и Z деривирају из потенцијала 

-И= _!_[L.mk(ak -х)]2 +_!_[L.mk(bk -у)]2 +_!_[L.mk(ck -z)]2
, 

2fl 2fl 2!1 
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Ова функција је равна нули у тежишту G, позитивна у свима оста
лим тачкама; она је дакле минимум у тачки G, што показује да је ста
ционарно стање стабилно. 

2. При кретању тачке по површини 

х= <р (ql,q2), 

у= 'lf(ql,q2), 

z = 6(ql,q2), 

улоге компонената играју тежње дефинисане изразима 

где су Х, У, Z непосредно примењене активне силе. Стационарна стања 
дефинисана су једначинама 

3. При кретању тачке по линији 

компонента Q је дата изразом 

х= <p(q), 

у = "'(q), 

z = 6(q), 

Q = х д<р + У д'lf + z де 
дq дq дq 

и стационарно стање дефинисано је једначином 

Q=O. 

4. При слободном кретању једнога чврстог тела, које се састоји из 
транслације и ротације, изразивши да су компоненте сила при трансла

цији равне нули, добијају се три једначине 

Х = О, У = О, Z = О, 
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где су Х, У, Z компоненте примењених спољних сила; а изразивши да су 
компоненте сила при ротацији равне нули, добијају се још три једна-
чине 

L= О, М=О, N=O, 

где су L, М и N моменти непосредно примењених сила према коорди
натним осовинама. 

5. При кретању једнога, ма каквог, система материјалних тачака 
стационарно стање ће бити оно у коме су збирови пројекција спољних 
сила на координатним осовинама, као и збирови момената тих сила 

према осовинама, сви равни нули. 

б. При кретању чврстог тела око једне утврђене тачке О стацио
нарно стање ће бити оно у коме су збирови пројекција примењених 
сила и реакције тачке О на координатним осовинама равне нули, као и 
збирови момената тих сила према осовинама. 

7. При кретању чврстог тела око једне утврђене осовине OL ста
ционарно стање је оно у коме је збир момената примењених сила пре
ма осовини OL раван нули. 

Б. Хемијска стационарна стања 

Једна хемијска реакција улази у једну хемијску сШационарну фазу 

од тренутка кад се у смеши, у којој се она дешава, не врши више ника

ква реакција. Такво једно стационарно стање наступа 

1. или кад се један од реагенаса, поступним трошењем у току ре
акције, исцрпи, тако да реакција траје све дотле, док нестанком так

вога реагенса не постане хемијски немогућна (случај нео2раничених 

реакција), 
2. или кад се у току реакције наиђе на стање које је заједничка 

граница посматране и њој инверзне реакције: такво је стање тада ста

ционарно (случај о2раничених реакција). 

Случај неоrранич:ених реакција. - Стање 1. има се сматрати као 
асимптотно стање реакције: брзина ове опада у мери у којој поступно 

нестаје једнога од реагенаса; она, упоредо са концентрацијом смеше по 

томе реагенсу, асимптотно тежи нули, а количине продуката реакцИЈе 

при томе теже одређеним финалним вредностима што карактеришу 

завршна, асимптотно стање у реакцији. Компоненте трансформатор

ске тежње (што резултира из комплекса хемијских сила), која посту
пно слаби и тежи нули кад поступно нестаје једнога од реагенаса, све 

су у таквоме једном стању равне нули. Реакција се, уосталом, каткад и 

врло нагло приближује своме асимптотном стању, тако да се по истеку 
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врло кратког размака времена њена узастопна тренутна стања више 

не разликују осетно од тога асимптотног стања: такав је нпр. случај 

при сједињавању хлора и водоника, изложених акцији светлости. 
Нека је дата каква хомогена п-молекуларна реакција са реаген-

сима 

и nродуктима реакциЈе 

дефинисана хемијском једначином 

n1A1 + n2A2 + = т1В1 + m2 B2 + ... , 

где су n; и т; одређени цели и позитивни бројеви. 
Према основном закону хемијске кинетике, трансформаторске 

тражње Х1 , Х2 , ... , Х11 (све антагонистичке ), непосредно примењене на 
концентрациЈе 

(283) 

смеше по реагенсима, пропорционалне су у сваком тренутку свима 

концентрацијама (283), тако да су промене ових регулисане системом 
једначина 

(284) 

Из ових једначина је 

где је 

према чему Је 

(285) 

dC2 _Л dC1 
dt - 2 dt , 

dC 11 =Л dC1 
dt 11 dt ' 

С2 = Л2с1 + 112, 

С3 = Л3С1 + 1-tз, 
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где су lli позитивне константе, одређене почетном конфигурацијом 
(СЈ, ... ,Сп). 

Ако се за С1 узме конфигурација онога од реагенаса Ai, кога не
стаје на завршетку реакције (или једнога од њих, ако их има више), 

асимптотно стационарно стање реакције дефинисано је конфигураци

ЈОМ 

(286) 

Начин на који се реакција у току времена поступно приближује 

томе стању, изражен Је Једначином 

где је <р (t) инверзија интеграла 

(287) 

и где Р (х) означује полином п-тог степена 

Ако је q параметар који у свакоме тренутку одређује стање кон
центрација према једначинама веза прве врсте (285), (елеменат редуко
ваног система), тако да је 

(289) 

Сп= anq+~n, 

где су ai и ~i одређене константе које зависе од избора елемента q, на
чин приближавања реакције асимптотном стационарном стању дефи-
нисанјеједначином 

q =е (t), 

где је е (t) инверзија извесног интеграла 

Ј
а d 

t- _q_ 
- Q(q)' 

qo 

у коме Q (q) означује одређен полином п-тог степена по q, са свима 
својим коренима реалним. Асимптотно стање реакције дефинисано је 
вредношhу 
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која је у исто време и један од корена једна чине 

Q(q) =О. 

У специјалном случају, кад су реагенси измешани у својим екви

валентним количинама тако да у свакоме тренутку постоји једна иста 

пропорционалност концентрација, биhе 

1!2 = llз = · · · = lln =О, 

тако да се полиноми Р и Q своде на облике 

Р(х) =ах", 

Q ( q) = ь ((Х + ~q )" ' 

где су а, Ь, а и~ константе за дату реакцију. 
У случају мономолекуларних реакција, приближавање асимптот

ном стању бива по експоненцијалном закону облика 

где је С концентрација смеше по реагенсу који се трансформише. 

Такав је нпр. случај у реакцији 

у којој константа k има, на обичној температури и обичном притиску, 
вредност 

k = 0,0906. 

Ако се наместо елемента С примарног система уведе елеменат q 
што представља притисак гаса израженог у милиметрима, биhе 

где је q0 притисак гаса у почетку реакције; асимптотно стање је, тада, 
дефинисано вредношhу 

з 
q = -qo 

2 

елемента q. Начин приближавања томе стању изражен је једначином 
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и у сагласности је са овом експерименталном табеломl 

време у часовима притисак у mm нађена вредност 

t q k 

о 784,84 -

3 878,50 0,09076 

4 904,05 0,09051 

5 928,02 0,09079 

6 949,28 0,09051 

7 969,08 0,09056 

8 987,19 0,09060 

У случају бимолекуларних реакција, приближавање асимптотном 

стању бива по закону облика 

где су Л. и h позитивне константе. Такав је нпр. случај у реакцији 

С2Н500С2Н5 + NaOH = CH3COONa + С2Н50Н. 

Између елемената примарног система С1 и С2 постоји веза, иска
зана једном линеарном релацијом између тих елемената. За елеменат 

редукованог система може се узети елеменат q што мери јачину бази
цитета смеше према утрошеној тежини нпр. сумпорне киселине, којом 
се, тога ради, неутралише заостала количина NaOH једног одређеног и 
измереног дела смеше. Асимптотно стање реакције дефинисано је та
да вредношћу 

q = q_ 

параметра q, где q_ означује тежину сумпорне киселине потребну за 
неутралисање преостале количине натријум-хидроксида, кад реакција 

1 Е. Cohen: Studien zиг Chem. Dynamik, Amsterdam 1896, S. 2. 
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буде потпуно довршена. У једноме таквом експерименту, у коме је 

било 

q_ = 14,92 

(у јединицама мере изабране при титрирању смеше), реакција се посту

пно приближавала своме асимптотном стању на начин који се огледа у 

овој табели и који је у сагласности са горњим једначинама.l 

Време у Базицитет смеше 

минут ама одређен титрирањем 

t q 

о 61,95 

4,89 50,59 

11,36 42,40 

29,18 29,35 

- 14,92 

Ако су етар и натријум-хидроксид измешани у еквивалентним ко

личинама, тако да постоји међусобна пропорционалност концентраци

ја у току реакције, обе једна чине се своде на једну 

где је С нпр. концентрација смеше по NaOH, а k одређена позитивна 
константа. Реакција се своме асимптотном стању приближује по 
закону облика 

С--1_ 
-а +bt' 

где су а и Ь константе дате реакције. 

Случај оrраничених реакција. - То су случајеви у којима се, пре
ма релативним величинама концентрација смеше по реагенсима, мења 

смисао реакције, тако да се за један скуп концентрација нпр. 

(290) 

1 Е. Cohen, loc. cit., S. 9. 
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има реакција једног одређеног смисла, а за други један скуп 

(291) С{,С~, ... ,с;, 

инверзна реакција, супротног смисла. При поступном прелазу од скупа 

(290) на скуп (291), а у одређеним физичким приликама, наилази се на . . 
Један интермедиЈерни скуп 

који дефинише 2ранично сШање између реакције што одговара скупу 

концентрација (290) и њој инверзне реакције што одговара скупу (291). 
Такво једно гранично стање има се сматрати као сШационарно сШање . . 
реакциЈе, у смислу КОЈИ се овде има у виду. 

Уочимо једну хомогену п-молекуларну реакцију, регулисану си
стемом диференцијалних једначина (284), које се, према везама што 
ПОСТОЈе у примарном систему CI, С2, ... , С" могу кондензовати у једна
ЧИНУ 

(292) 

и систем једначина (285). 
Тако исто, означивши са 

концентрације смеше по продуктима реакције, инверзна реакција биће 
регулисана диференцијалном једначином 

(293) 

и системом линеарних једначина аналогних систему (285). 
Кад су реагенси измешани у својим еквивалентним количинама, 

тако да је у једначинама (285) 

!12 = 1-Lз = · · · = 1-Lп = О, 
једначина (292) постаје 

(294) dCI --kC" 
dt - 1 1' 

а једначина (293) 

(295) 
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Пошто је поменуто стационарно стање карактерисано фактом да 

се у њему брзине промена концентрација С1 и D1 које су једна према 

другој инверзне, међу собом изједначују, у томе је стању 

dC1 _ dD1 -----, 
dt dt 

и према томе 

тако да је стационарно стање те врсте дефинисано релацијом 

С" h 
- 1 = ___L = const. 
Dj k1 

између концентрација С1 и D1• 

Такав је нпр. случај у ограниченој реакцији 

N20 4 ~2N02 , 

у којој је стационарно стање карактерисано релацијом 

с h 

где је С концентрација смеше по N20 4 а D концентрација по N02 ; или 
. . 

у ограничена] реакциЈи 

за коју експерименти Berthelot-a и Pean de St. Gilles-a дају за вредност 
константе 

. . 
или у ограничена] реакЦИЈИ 

у које се стационарно стање на температури од 200° јавља у тренутку 
кад количина продукованог етра бензолне киселине буде равна 0,664 
пута оној количини истога тела која би се имала на завршетку реак

ције, у случају кад би ова била неограничена; или у ограниченој реак

ЦИЈИ 
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Sr (СН3С00)2 + 2KN03 ~ 2СН3СООК + Sr (N03 ) 2 , 

где је стационарно стање, на обичној температури, дефинисано кон
фигурацијом 

q1 =0,667, q2 =1,333, 

q3 = 0,333, q4 = 0,667, 

где су q1,q2,q3 и q4 количине калијум-ацетата, калијум-нитрата, строн
цијум-нитрата и стронцијум-ацетата, изражене у деловима молекулар

них тежина ових тела. 

Велики број физичких равноШежа при променама физичких ста

ња тела могу се, на сличан начин, сматрати као гранична, стационарна 

стања између једнога одређеног и њему инверзног процеса трансфор

мације супротних праваца, који се врши са истим брзинама. Такав је 

нпр. случаЈ при променама агрегатног стања тела, као: 

1. при преласку из чврстог у течно стање и обрнуто (топљење или 
растварање чврстих тела, шчвршњавање течних тела); 

2. при преласку из течног у гасовито стање и обрнуто (испарава
ње течности, кондензовање гаса); 

3. при кристализацији или преласку из једнога кристалног облика 
у други (прелазак нпр. сумпора из ромбичног у моносиметрични об

лик). 
Таква једна физичка стационарна фаза у току појаве може бити и 

симултана са хемијском стационарном фазом исте појаве; у великоме 

броју случајева улазак појаве у једну и улазак у другу фазу не одгова

рају истоме тренутку.l 

V. СТАЦИОНАРНИ РАСПОРЕД СТАЊА У ФЕНОМЕНСКИМ 
ПОЉИМА 

Кад вредности дескриптивних елемената q1, q2 , q3 ,... пој аве, што 
дефинишу једну њену стационарну фазу, зависе од једнога комплекса 

параметара х, у, z, ... , мењањем ових мењаhе се и стање у појави што 
одговара тој фази, али не губеhи при томе свој стационарни карактер, 

пошто су такве промене независне од времена. У случају, кад су пара

метри х, у, z, ... везани за обичан простор, као његови геометријски па
раметри, посматрано стационарно стање карактерисано је једним на-

1 В. нпр. Naumann, Sitz. d. d. chem. Ges. IV, 646, 780, Frowein: Zeitschг. I phys. Chem. 
Bd. 1. 1. 
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рочитим својим сйlационарни.м расйореgо.м у области простора која се 
добија варијацијама тих параметара, и то тако да је свака тачка те 
области карактерисана једним одређеним скупом вредности елемената 
q1, q2 , q3 , ... Тај се скуп може мењати од једне тачке до друге, али остаје, 
за време стационарне фазе у појави, непроменљив за једну исту тачку. 

Распоред је тада унифор.ман или неунифор.ман, према томе да ли 
свакој тачки области одговара један исти скуп вредности q;, или се тај 
исти скуп мења од тачке до тачке. Он може бити си.мейlричан према 

извесним утврђеним тачкама (центрима симетрије), утврђеним правим 
линијама ( осовинама симетрије) или равнима (равни симетрије ), или 
потпуно gиси.маuричан. 

Неколики елементарни појмови о феноменским пољима. - Под 
фено.менски.м йоље.м разуме се део простора у коме се свакој тачки 

приписује једно одређено стање. Према конкретној природи тога ста
ња имају се разне врсте поља, као што су: поље масе, густине, брзине, 
гравитације, механичке енергије, топлоте; електрична, магнетна, зву

чна, светлосна, економска итд. поља. У осталом, може и више таквих 

поља, разне конкретне природе бити суперпонирано у једноме истоме 

делу простора. 

Једно феноменско поље одређене врсте карактерисано је, у сва

ком тренутку, једним нарочитим распоредом стања на које се односи, у 

делу простора у коме се посматра. Стање, пак, једне ма које тачке по

ља карактерисано је у сваком тренутку: 

1. или једном бројном величином ( скаларом), у коме се случају 
има скаларно йоље (поље температура, електричног потенцијала, ја

чине осветљеља, густине насељености, величине богатства, јачине јед

не епидемије), 
2. или једном управљеном величином (вектором), у коме се случа

ју има векШорско йоље (поље брзина, сила, електростатично поље, 

магнетно поље, поље струјања топлоте, гаса, течности), 
3. или једним низом бројних, илу управљених величина чији је 

скуп апсолутно потребан за потпуну карактеристику посматраног ста

ња у уоченој тачки: тада се има хийервекШорско йоље ( стање еласти
чног напона, дефинисано управљеним елипсоидом, тј. са шест скалара; 

стање пондеромоторних сила у једноме магнетном пољу, дефинисано 

скупом од три управљене величине тј. девет скалара итд.). 
У свакоме од ова три случаја, одговарајуhа скаларна или управ

љена карактеристична величина функција је положаја тачке у посмат

раном пољу. 

Скаларно поље. -Ако је 

u=f(x,y,z) 
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једначина што дефинише величину скалара и у тачки х, у, z, распоред 
стања, за које је везан тај скалар у посматраноме пољу, дефинисан је 
еквискаларним йовршинама 

Ј (х, у, z) = const., 

као скупом тачака поља карактерисаним једном истом вредношhу 

скалара. У случају кад се поље своди на једну раван, еквискаларне по
вршине своде се на еквискаларне линије у тој равни. Вектор 

gradи 

даје, по правцу и величини, најјачу промену скалара и и стоји управно 

на еквискаларној површини. У скаларном пољу и скалар се најјаче ме
ња онде где се еквискаларне површине највише једна другој прибли-
жују. , 

Векторско поље. - Ако је стање у једној тачки поља дефинисано 

вектором r, распоред стања у пољу дефинисан је векiйорским линијама 
тога поља, тј. линијама у простору са том особином да вектор, везан за 
сваку тачку поља, додирује ту линију у тој тачки (линија сила кад век

тор представља силу; линија брзина кад вектор представља брзину 

итд.). Векторске су линије дефинисане системом симултаних диферен

цијалнихједначина 

dx dy dz -=---
г у 

где су гх, ry и rz компоненте вектора r у правцима координатних осови
на Ох, Оу и Oz. 

Систем векторских линија датога поља даје представу распореда 

праваца вектора у томе пољу (правци дирки). Распоред, пак, интензи
тета вектора, као скаларне величине, биhе дефинисан системом екви

скаларних површина за те интензитете (йовршине јеgнаких инШензи

ШеШа). 
У специјалнијем случају, кад су векторске линије поља управне на 

површине једнаких интензитета, распоред стања, за које је везан век

тор, одређен је познавањем само тих површина. 

Стащшнарне промене н стацнонарнн распореди у скаларним н ве

кторским пољима. - Скалар и, за једно одређено стање (Е), коме је 
придат, функција је положаја тачке и времена. Величина његове про

мене dи, што одговара размаку времена dt и промени da положаја 
тачке у произвољно изабраном правцу јединичног вектора а0 , дата је, . . 
у векторскоЈ анализи, Једначином 
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(296) 

или 

(297) 

dи ди - = -+vgradи 
dt дt ' 

dи ди 
-=-+vVи 
dt дt , 

где је v брзина померања тачке у правцу а0 
da v=-. 
dt 
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Тако је исто и вектор r, који дефинише једно стање (Е), функција 
положаја тачке и времена, и његове су варијације у току времена, а 
при померању тачке, дефинисане векторском једначином 

(298) 

Изрази 

dr дr - = -+(vV)r. 
dt дt 

ди 

дt 

дr 
и-

дt 

представљају локалну йромену скалара и и вектора r у једној одређеној 
тачки поља, јер је тада брзина померања v = О. Изрази 

vVи и (vV)r 

представљају сiйационарну йромену тих елемената, јер се, на њих сво

де тоталне промене ових елемената, кад се ови не мењају експлицитно 

са временом t (тј. кад су локалне промене равне нули), већ им промене 
долазе само од померања тачке у КОЈОЈ се посматрају. 

Кад посматрана карактеристична особина поља није везана за је

дну покретну средину (нпр. при распростирању топлоте или електри
цитета у непокретном чврстом телу), стационарно стање дефинисано 

Је Једначинама 

ди= О и дr =О 
дt дt 

и његов стационарни распоред дефинисан је једначином која се добија 

кад је у динамичкој једна чини за модификације поља 

(299) dи =Х 
dt ' 

где је Х модификаторска тежња у једној тачки поља, а којој се припи

сују његове модификације, равна нули. 
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Кад је особина поља везана за једну покретну средину, носиоца те 
особине (нпр. при распростирању топлоте у течностима или гасовима, 
као покретним срединама), стационарно стање карактерисано је јед
начином 

ди= о 
дt ' 

тако да се општа кинетичка једначина за такве случајеве своди, у 
случаЈу скаларних поља, на 

(300) 

или 

(301) 

du - = vgradu, 
dt 

du -=vVu 
dt ' 

а у случаЈу векторских поља на 

dr - = (vV)r. 
dt 

(302) 

Стационарни распоред биће дефинисан једначином која се добија 

кад се у одговарајућој једначини (300), (301), (302) смени 

du dr 
- ОДНОСНО -
dt' dt' 

својом вредношћу из динамичких једначина за модификације поља 

ОДНОСНО 

du =Х 
dt ' 

dr =у 
dt ' 

где су Х и У модификаторске тежње у једној тачки поља. 

Хидродинами:ч:ке стаци:онарне фазе кретања. - Означивши са r 
вектор брзине једнога произвољног делића течности, са р специфичну 

густину течности у томе делићу, са Р силу која у томе делићу делује на 

јединицу масе (нпр. тежу), са р скаларну вредност притиска на једини

цу површине око уоченог делића, основна једначина за промене у хи

дродинамичком пољу брзина биће, у векторском облику 

(303) pdr=pP-(Vp), 
dt 
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којој још ваља придодати: 1. једначину 

(304) divr =О, 

што изражава погодбу инкомпресибилитета; 2. карактеристичну јед
начину хидродинамичког медијума 

Л, (р, р, 't) = О, 

која исказује релацију између густине, притиска и температуре за дати 

медијум. У случају нестишљивих течности, та се релација своди на 

р= const; 

у случају савршених гасова, она је облика 

р = const., 
р (1 + <X't) 

где Је 

1 
а=--. 

273 

Једначина (304), за случај непотпуног инкомпресибилитета, има 
сесменитиЈедначином 

или 

др+ div(p,r) =О, 
дt 

др + pdivr + rgradp = О, 
дt 

где др означује брзину промене густине медијума у једној одређеној 
дt 

тачкипоља. 

Комбинована са ранијом општом кинематичком векторском јед

начином 

dr дr - = -+(rV)r, 
dt дt 

једначина се (303) претвара у Euler-oвy хидродинамичну једначину, 
написану у векторском облику 

(305) дl' 1 -+(rV)r = P--Vp, 
дt р 

где парцијални извод 
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дr 

дt 

означује брзину промене вектора брзине у једној одређеној тачки 
простора (локалну брзину промене). 

У стационарној фази кретања локална брзина промене је равна 

нули, тако да се Eulei-oвa једначина своди на 

(306) 1 (rV)r = P--Vp. 
р 

Ако се примети да се у стационарној фази ни сила Р не мења у то

ку времена и узме да се она може представити као градијент једнога 

потенцијала и (што је случај код великога броја природних сила кад 

нема трења), тако да је 
Р =Vи, 

једначина (306) може се написати у облику 

(307) (1-V)r- VQ =О, 

где Q означује скалар 
1 

Q =и--р. 
р 

Једначина (307), скаларизирана, раставља се на три диференција
лнеЈедначине 

1'х дrх + ry дrх + rc дrх - дQ = О, 
дх ду - дz дх 

дr дr дr дQ ,_ __ У +г _У +г.-У --=0 
.l дх у ду " дz ду , 

~'х дт~ +1' дrz +r7 дrz- дQ =О. 
дх у ду - дz дz 

Она не садржи време t и дефинише вектор брзина г као функцију 
положаја тачке (х, у, z), у облику трију скаларних једначина 

dx 
~'х=-= fl(x,y,z), 

dt 

гу= dy = f2(x,y,z), 
dt 
dz 

Гс=-= / 1 (x,y,z), 
- dt -

где су Ј;, f 2 и fз одређене функције положаја тачке. 
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Векторске линије дефинисане су системом симултаних једначина 

(308) dx dy dz _ ___::_ __ = ----
f2(x,y,z) fз(x,y,z)' 

и пошто дирке на тим линијама дају правце у којима се креhу делиhи 
течности, то ове векторске линије представљају, у исто време, и линије 

Шока у уоченој стационарној фази кретаља; то су материјалне линије, 

састављене из низа делиhа у кретаљу и чије су те линије путаље. 

Пошто елеменат лука ds пада у правац јединичног вектора r0 , то 

је, према правилима векторске анализе 

а одатле 

dr 
(r0V')r = -, 

ds 

dr 
(rV')r=v-, 

ds 

где v означује интензитет вектора r. Једначина (307) постаје 

dr п v-- vQ =О 
ds ' 

или, множељем са јединичним вектором r0 

(309) 

А пошто је 

и 

једначина (309) постаје 

ТЈ. 

(310) 

di' r--r0VQ =О. 
ds 

dr 1 dr 2 1 dv 2 

r-=--=--
ds 2 ds 2 ds 

r VQ = dQ 
0 ds ' 

v2 
-- Q = const., 
2 

и изражава Beшoulli-jeвy теорему за стационарна кретаља величина 
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задржава, дуж целе путање једнога делиhа течности у стационарном 
кретању, непрестано једну исту вредност. 

Ако се теорема нпр. примени на кретање тешке течности, која 
истиче из једнога резервоара кроз један отвор, а у коме се течност од
ржава на истоме нивоу h, мереном од слободне површине течности, 
биhе 

р= g, и= gz, 

и према Bemoulli-jeвoj теореми 

(311) 1 2 1 1 2 1 -v -и+-р = -v0 -u0 +-р0 . 
2 р 2 р 

Изабравши за тачку, карактерисану вредностима ( v0 ,u0 ,p0 ), једну 
тачку на слободној површини течности (коју hемо претпоставити да је 
врло велика, тако даје v0 = 0), биhе 

z0 =О, u0 =О, 

Vo = О, Ро =Р а, 
где је Ра атмосферски притисак. Једначина (311) своди се на 

где је h одстојање отвора од слободне површине. Ако течност истиче 
слободно у ваздух, биhе 

Р= Ра, 

тако да he брзина истицаља у таквој стационарној фази бити регулиса
на Toпicelli-jeвoм једначином 

v 2 = 2gh. 

Стационарне фазе при потенцијалном (иротационом) кретаљу 

течности. - Вектор брзине У при таквоме кретању деривира из једнога 

потенцијала брзина V и у свакоме је тренутку управан на еквипотенци-
јалним површинама 

V = const. 

Eulei-oвa једначина за модификације поља вектора г добија облик 

дV 1 
дt+21.2 -Q = 'lf(t), 

где је '1' (t) функција времена t, или, пошто је то скаларна једначина, 
облик 
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дv +l[(дv)2 +(дv)
2 

+(дv)2]-Q-w(t)=O, 
дt 2 дх ду дz 

која једначина, са једначином континуитета, одређује V и р као функ
ције променљивих х, у, z и t. 

При стационарном кретаљу је 

'lf (t) = const. = k, 

где је k једна иста константа за цело поље, и 

дV =О. 
дt 

Стационарно потенцијално кретаље течности регулисано је, да

кле, релациЈОМ 

или у развијеном облику, релацијом 

где се константа k не меља од тачке до тачке поља. Путаље делиhа те
чности поклапају се са линијама тока и управне су на еквипотенција

лним површинама, пошто је дирка тих путаља r градијент потенцијала. 

Стационарне фазе при вихорастом кретању течности. - Вихо

расто кретање карактерисано је тиме што су поједини делиhи течности 

у једноме сталном ротационом кретаљу. Оно је, у једноме датом тре

нутку и за дати делиh, дефинисано вектором W ротације брзине делиhа 
у томе тренутку. Означивши са г вектор брзине делиhа, кретаље је ре

гулисано Helmholtz-oвoм једначином 

где Је 

dW -=(WV)r, 
dt 

W= rotг. 

У стационарној фази кретаља је 

dW =О 
dt , 



298 НЕПОСРЕДНЕ ПОСЛЕДИЦЕ ФЕНОМЕНОЛОШКИХ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХ ЈЕДНА ЧИНА 

што значи да су и вектори г и W независни од времена. Њихова поља 
су, дакле, перманентна. 

Линије тока представљене су једначинама 

dx _ dy _ dz 

''х 
,~ 

у 1~ 

Оне су независне од времена и представљају један систем непро
менљивих материјалних кривих С1 ,С2 ,С3 , ... у простору, образованих 
од низа материјалних делиhа у кретаљу, који перманентно остају на 
оној од тих кривих на којој су у уоченом тренутку. 

Једна чине 

dx = dy = dz 

~' Wy ~ 

дефинишу линије врШло2а при таквоме стационарном кретаљу. И оне 

су, као и линије тока, независне од времена и представљају један си

стем непроменљивих кривих D1,D2 ,D3 , ... , таквих да кроз сваку тачку 

поља пролази по једна таква крива. Материјални делиhи, чији конти

нуални низ формира одговарајуhу од кривих С1 ,С2 ,С3 , ... , наилазе при 

кретаљу поступно на криву D1, затим на криву D2 итд. Појава се деша

ва као да криве D клизе по кривама С, при томе клизељу оне описују 
једну површину и један делиh, који се у једноме уоченом тренутку на

лази на таквоЈ Једној површини, остаје перманентно на љој. 
У стационарној, дакле, фази једнога вихо-

растог кретаља идеалне течности постоЈИ у пољу 

--~---..~.--r-D1 један систем непроменљивих и перманентних по

Сл. 29 

вршина, на којима се налази бескрајан број не

променљивих линија, од којих су једне линије то

ка, које један материјални делиh никако не напу

шта, а друге су линије вртлога, које су геометриј

ски непомичне, али на којима се у сваком трену

тку мељају материјални делиhи што на љих наи-

лазе. 

Термички стационарни распореди при спровођељу топлоте.- Кад 

се термичко стање, дефинисано температуром и сваке тачке једнога 

непокретног чврстог тела (поље скалара и), меља у ;гоку времена 

спровођењем топлоте од тачке до тачке, по обичним законима тога 

спровођеља промене су температуре у тачки (х, у, z) поља регулисане 
једном или другом од ових динамичких једначина: 

1. ако је простор обухваhен чврстим телом у исто време и поље 
извора топлоте, чија је специфична издашност е (количина топлоте 
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коју даје јединица запремине бескрајно малог паралелопипеда што 

обухвата посматрану тачку поља), има се једначина 

ср dи = е+ divkgradи, 
dt 

где с означује специфичну топлоту материје тела, р- његову густину, 
а k- коефицијенат проводљивости у телу; 

2. ако се у пољу не ствара топлота (поље без извора), осим, евен
туално, на граничним површинама тела, има се једначина 

ср dи = divkgradи. 
dt 

Стационарни распореди температура у пољу дефинисани су, да

кле, једном или другом од једначина 

или у развијеном облику 

е+ divk gradи = О, 
divk gradи = О, 

е +l_(k ди)+ l_(k ди) +l_(k ди)= О, 
дх дх ду ду дz дz 

односно 

Кад је распоред коефицијента проводљивости k у пољу унифор-
ман, Једначина стационарног распореда температура своди се на 

односно 

(312) 

д2и д2и д2и 
-+-+-=-е 
дх2 дi дz2 ' 

д2и д2и д2и 
-+-+-=0. 
дх2 ду2 дz2 

Те једначине, при одредби термичких стационарних распореда, 

имају се допунити граничним условима и специјалним погодбама које 
прецизирају термичко стање у једној одређеној тачки, правој, равни 

итд. посматраног термичког поља. 

Стационарни термички распоред нпр. у квадратној призми неогра

ничене дужине, кад се основица одржава на сталној температури и= 1, 
а стране јој се хладе зрачењем топлоте, одређен је једначином (1) са 
почетним условом 
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и= 1 за z =О, -а< х< а, -а< у< а 

и граничним условима 

±ди+ kи =о} 
дх 

±ди +kи =О 
ду 

{х= ±а за 

у= ±а, 

где је k специфична физичка константа призме, 2а - дужина стране 
њене основице. Он је експлицитно дефинисан обрасцем 

где су /l; и llJ два ма која реална и позитивна корена трансцендентне 
Једна чине 

/ltga/l = k, 

помоhу којих су одређене и вредности коефицијената А; и АЈ. 
У специјалном случају, кад се тело, за које се тражи распоред тем

пература своди на жицу, проблем се своди на обичну диференцијалну 

једначину другог реда 

Интеграционе константе С1 и С2 имају се одредити из података о 
температури двају одређених пресека жице. 

Стационарни распореди у електромаrнетним пољима. - Промене 

у датом електромагнетном пољу регулисане су системом Maxwell-oвиx 

једначина које су, у векторском облику 

(313) 

(314) 

дР 
crotМ =а-+ 4тr;kF, 

дt 

дМ 
crotF = -11-, 

дt 

где су F - електрични вектор силе, М - магнетни вектор силе, а, k, J.l -
диелектрична константа, коефицијенат проводљивости и магнетни 

пермеабилитет медијума. 
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Стационарно стаље у пољу је онда кад је 

(315) дF =О 
дt ' 

дМ =0 
дt ' 

што he, према једначинама (313) и (314), бити онда кад је 

rotF =О, 
(316) 

kF = ~rotМ. 
4n 

301 

Применивши на последљу једначину операцију дивергенције, до

бија се 

~ divrotМ = divkF, 
4n 

а пошто је за сваки вектор r 
divrot1· = О, 

то Је и 

divrotМ =О, 

па, дакле, и 

divkF =О. 

Једначина, (316) пак показује да је F потенцијални вектор, који се, 
према томе, може извести из потенцијала и операцијом 

F = -Vи = -gradи, 

тако да услов за стационарно стаље поља постаје 

divk gradи = О, 

или, у развијеном облику 

l_ (k ди)+ 1._ (k ди)+ 1._ (k ди) =О. 
дх дх ду ду дz дz 

У случају кад је коефицијенат проводљивости k униформно ра-
споређен у целоме пољу, једначина стационарног стаља постаје 

дzи дzи дzи 
-+-+-=0 
дхz дi дzz ' 

и она, са почетним и граничним погодбама, одређује стационарни ра

според потенцијала у посматраном електромагнетном пољу. 
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Распоред осветљеља једне површиие. - Под йоШенцијалом осве

Шљења у једној тачки Р простора, осветљеној једним скупом светло
сних извора ја чине 

. . 
КОЈИ су на одстозањима 

од тачке Р, разумеhе се функција 

Распоред осветљења на једној датој површини, променљив при 

кретању светлосних извора, постаје стационаран кад извори постану 

непокретни, и може се извести непосредно из потенцијала. 

Извод потенцијала за тачку Р, а у једном произвољно м правцу PN, 
у коме бескрајно мало померање тачке има за вредност dn, дат је изра
зом 

Међутим 

представља јачину осветљења површинског елемента (s) у Р, управље
ног на правац Р; што саставља тачку Р са светлосним извором ја чине i. 
Извод 

dY 
dn 

има за вредност косинус угла а који гради елеменат (s) са елементом 
( s' ), управним на правац PN. Према томе, израз 

i d1· i cosa 
г 2 dn r 2 

представља јачину осветљења елемента ( s') осветљеног извором i, а 
израз 

dV 
dn 

представља тотално осветљење тога елемента, осветљенога скупом 

извора i1,i2 ,i3 , ••• Узевши, дакле, за правац PN правац нормале на дату 
површину у тачки Р, распоред осветљења на површини, осветљеној је-
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дним скупом извора, дефинисан је распоредом вредности извода по

тенцијала, узетог са промељеним знаком, у правцу нормале, у свакој 

тачки површине, тј. распоредом вредности израза 

(317) _(л дV + ~ дV + v дV)' 
дх ду дz 

где су Л,~' v коефицијенти правца нормале у тачки (х, у, z). 
При кретаљу извора, растојаља У1 ,r2 ,1з, ... па, дакле, и израз (317), 

мељају се у току времена по закону који he бити познат кад се зна сам 
закон кретаља. При стационарним распоредима те су вредности сталне 

и распоред вредности (317) на датој површини дефинише распоред 
осветљеља на љој. 

Проучимо, примера ради, распоред осветљеља једнога ротацио

ног елипсоида, осветљеног једном од својих жижа. За то је довољно 

познавати распоред осветљеља на једној, ма којој елипси, меридијан

ском пресеку елипсоида. Ако је 

х2 i -+-=1 
а2 ь2 

једначина уочене елипсе, косинуси Л и ~ углова нормале са осовинама 
Ох и Оу, а за тачку (х, у), имају за вредности 

А пошто је 

v=i= i 
г ~(x+c)2 +i' 

дV i(x+c) 

дх ~(х+с)2 +i' 
дV iy = 
ду ~(х+ с) 2 + i ' 

јачина осветљеља елипсоида у тачки, чија је апсциса х, има за вредност 

дV дV a3bl 
Е = -Л--~- = ----с==~~== 

дх ду ~(а 2 
- сх)(а 2 + сх)5 

Извод осветљеља је 
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dE = 
dx 

и он постаЈе раван нули за 

2а 2 2а 
х=--=-, 

Зс Зе 

где је е ексцентрицитет елипсе. Кад је, дакле 

. . 

2 
е>-

з' 

у коме Је случаЈу горња вредност х мања од а, осветљење елипсоида, 

које је највеhе на крајевима велике осовине, опада поступно при приб

лижавању пресеку 

2а 
х=

Зе' 

у коме оно достиже свој минимум. Кад је 

2 
е<

з' 

тај минимум не постоји и осветљење поступно опада од једнога темена 

елипсоида до другог.1 
Кад би обе жиже били светлосни извори интензитета i1 и i2 , осве

тљење тачке елипсоида, чија је апсциса х, било би дато изразом 

који му дефинише распоред од једне тачке до друге. 

Момент и центар дистрибуције стања у сюшарним пољима. - Под 

мо.менiliо.м gucilipuбyцuje једнога стања (S), у датом скаларном пољу 
(а), а према једној уоченој тачки О тога поља, разумеhе се вредност 

израза 

где је а вредност карактеристичног скалара поља у његовој произво

љној тачки М, а р одстојање тачке М од О, и где се знак L: односи на све 
тачке поља. Кад би се скалар а асимилирао маси, која би се, у мислима, 

1 L. Houllevigue: Note sur la Photometrie, Journ. de Physique, 1891, р. 126-130. 
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придала тачкама поља и чија би величина за сваку тачку била једнака 

вредности скалара у тој тачки, момент Ј би се подударио са моментом 

инерције тела, у које би се тада претворило посматрано поље, према 
тачки О. 

Под ценШром gисШрибуције стања (S) у пољу (а) разумеhе се она 
тачка О поља, за коју је момент дистрибуције Ј мини..мум. Из једна чине 

где су~' 11, ~координате тачке О, налази се да је 

дЈ 
дх = 2I:a(x- ~), 

дЈ 
ду = 2I:a(y -11), 

дЈ 
дz = 2I:a(z- ~), 

тако да је Ј апсолутни минимум за тачку О, дефинисану координатама 

- I:ay 
11- I:a ' 

Тачка (~, 11, ~)је центар дистрибуције стања (S). У случају кад се 
скалар а асимилира маси, та се тачка поклапа са тежиштем тела: у њој 

је саgржана јеgна 2енерелализација iiio2a йојма за расйореgе ма каквих 
ciiiaњa у йpociiiopy. Па како је тежиште једнога тела тачка око које је 

маса распоређена са најмањом могуhном дисиметријом, према дисиме

трији која би се имала за ма коју другу тачку, то се тачка (~, 11, ~)има 
сматрати као тачка поља око које је стање (S) распоређена са мање 
дисиметрије но око ма које друге тачке поља. Она је, gакле, у иciiio вре

ме и цeнiiiap минималне gисимеiiiрије расйореgа ciiiaњa (S) у йољу (а). 
У томе погледу, центар дистрибуције од интереса је не само за 

специјални случај кад се скалар а своди на масу, веh и у генералноме 

случају, кад а представља бројну величину ма какве конкретне приро

де, везану за једно, ма какво, стационарно стање, распоређена у једној 

датој области простора (центар дистрибуције термичког или електри

чног стања у једноме ограниченом телу, на једној површини или лини

ји; центар дистрибуције осветљења у једноме ограниченом делу про

стора; центар дистрибуције густине насељености у датој области једне 

територије, јачине једне епидемије у таквој једној области, величине 

богатства, једнога, ма кога, од разноврсних стања о којима води рачуна 

статистика итд.). 
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За одредбу тога центра важе, уосталом, обична правила по који

ма се одређује тежиште једнога тела, површине, линије или дискон

тинуалног низа тачака. Густина р поља, према скалару а, а око једне 

уочене тачке М поља, има се дефинисати као гранична вредност коли

чника суме вредности скалара, везаних за све тачке једног малог пара

лелопипеда што обухвата тачку М, и запремине тога паралелопипеда, 

кад се пусти да ова бескрајно опада. Тада су, у правоуглом коорди

натном систему, координате центра дистрибуције посматраног стања, 

за једно тело, дате обичним изразима за координате тежишта 

Ј Jf pxdxdydz 
~=~;:----f Jf pdxdydz ' 

· JJf pydxdydz 
11 = ~;-;;----ff Ј pdxdydz ' 

JfJ pzdxdydz 
~=~,----

Ј Jf pdxdydz ' 

са сличним изразима за случај површина или линија (а са одговара
јуhом изменом појма густине за те специјалне случај е) аналогним они
ма при одређиваљу тежишта површина и линија . 

. Нека је, напослетку, наведена и ова релација између момента и 
центра дистрибуције једнога, ма каквог, скаларног поља, која се дока
зује на начин истоветан са оним у специјалном случају, кад је скаларно 
поље поље маса: момент дистрибуције поља, према једној произвољној 
тачки Р, једнак је збиру момената дистрибуције поља према центру ди

стрибуције О, и момента тачке О према Р, претпостављајуhи да је у О 
сконцентрисан целокупан збир вредности скалара, распоређених по 

целоме пољу. 
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I. Р АД ПРИМЕЊЕНИХ И ИНЕРТНИХ ТЕЖЊИ 

Кад се елеменат v мења акцијом узрока С, тако као да су му вари
јације изазване и регулисане једном тежњом ја чине Х, непосредно при

мељеном на објекат v, вредност израза 

(318) Xd11, 

где је d11 промена тоталитета 11 елемента v у размаку времена од трену
тка t до тренутка t + dt, представља елементарни pag узрока С, или pag 
Шежње Х у томе размаку времена, а при таквој промени тоталитета 11· 

При кретању материјалне тачке, под утицајем силе јачине F, из
раз (318) је облика 

Fds, 

(механички рад) где је ds пређени пут у размаку времена dt. 
Кад се истегнут еластични конац, остављен сам себи, враћа од ду

жине l + dl на првобитну дужину l, рад еластичних сила, при томе вра
ћању, има за израз 

Fdl, 

где је F резултујућа компонента еластичних сила у правцу истезања 
(еластичан рад при истезању). 
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При променама запремине каквога тела, под утицајем спољних 
притисака, израз (318) је облика 

pdv, 

где је р притисак, а v- запремина тела (еластични рад гаса). У специ
јалном случају, кад је тело гас за који би промене запремине и прити
ска биле везане Mcuiotte-oвим законом 

pv =а, 
израз (318) је облика 

dv 
а-= adlogv. 

v 

При електричним модификацијама, што се састоје у променама 

ја чине струје у проводнику, израз (318) је облика 

Edq, 

где је Е електромоторна сила електричног извора, која и изазива те 

модификације, а q - количина у проводнику дебитираног електриците

та ( електрични рад). 
При хемијским трансформацијама, израз (318) има облик 

рdт, 

где је т маса тела које се трансформише, а р- јачина активне хемијске 

силе при тој трансформацији, итд. 
Ако се са V означи инерција (јачина инертне тежње) елемента v, 

израз 

(319) Vd11 

he представљати елементарни рад те инерције, при промени d11 тотали
тета елемента v. А пошто је 

V = -k dv 
dt' 

где је k коефицијенат инерције елемента v, и 

d11 = vdt, 

то се елементарни рад инерције може написати и у облику 

(320) - kvdv. 

Тај he израз, нпр. при праволинијском кретању материјалне тачке 
масе т, при брзини v, имати облик 

-тvdv; 
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рад учињен вариЈаЦИЈОМ магнетног поља, у проводнику карактериса

ном коефицијентом аутоиндукције L, имао би за израз 

-Lidi, 

где је i јачина струје у проводнику итд. 
Изрази (318) и (319) представљаhе вирШуелни или ефекШивни еле

ментарни рад примењених и инертних тежњи, према томе да ли су по

сматране варијације d'Jli виртуелне или ефективне. 
Кад се дати примарни систем 

(v1, •.. , v,J 

модификује под утицајем непосредно примењених тежњи 

ШоШални еле.менШарни pag ових Шежњи, при променама 

dљ, ... , d'Jl" 

тоталитета елемената vi, имаhе за израз 

а тотални елементарни рад инертних тежњи биhе 

V1 dТ) 1 + ... + V11 d'Jl 11 • 

Ти he радови, такође, бити виртуелни или ефективни, према томе да 
ли су промене d'Jli виртуелне или ефективне. 

Појаве са слободним системом. - За такве је системе израз 

(321) (i = 1, 2, ... , n) 

раван нули за ма какве, произвољне, виртуелне промене O'Jli. Према 
томе: за слобоgан сисШе.м ШоШални је вирШуелни еле.менШарни pag 
йри.мењених и инерШних Шежњи раван нули йри .ма каквој, йроизво

љној, .моgификацији секунgарноz сисШе.ма. 

За трансформисани систем 

(q1, ... ,qn), 

дефинисан једначинама 

(322) 
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( секундарни трансформисани систем) за виртуелне промене, и једна
чинама 

(323) 

за ефективне промене елемената 11i и qi, раније је показано 
1. да се израз 

(324) 

своди на облик 

(325) 

где 

означује резултат који се добија кад се функција 

_!_ I,k.n~'2 2 1'11 

изрази помоhу елемената 

трансформисаног система и њихових првих и других извода по t, а пре
ма једначинама (323). Израз (325) йреgсШавља, gакле, ШоШални вир
Шуелни pag инерШних Шежњи за Шрансфор.мисани cuciile.м. 

Пошто је за холономне системе идентички:l 

дS d (дТ) дТ 
дqf' = dt дqf - дqi ' 

то се израз тоталног виртуелног рада инертних тежњи за такве систе

ме може написати и у облику 

(326) [ дт _!!_(дт)]оq + +[л _.Е_(Л)]оq 
дql dt дq~ 1 

. •• дqf/ dt дq~ ll' 

1 В. стр. 168. 
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Исти израз вреди и за појаве са нехолономним системом, у случајевима 
кад су модификације у систему веома споре;2 

2. да се израз 

(327) 

своди на 

(328) 

где су 

тоталне компоненте примењених тежњи у правцима 

Према томе, израз (328) йреgсШавља шошалан вирШуелан pag 
йримењених Шежњи за Шрансформисани сисШем. 

Приметимо да кад се, на било који начин зна израз тоталног вир

туелног рада примењених тежњи за један дати систем 

из њега се могу непосредно сазнати 

изрази појединих компонената Q;: ко
мпонента Q; има за израз коефиције
нат варијације сщ; у изразу тога рада. 
Тако нпр. кад се, у појави кретања ма

теријалне тачке, за систем (q1,q2 ) узме 

F 

систем поларних координата (r, 8) и о ..с;__..::.. _______ ~х=-

ако се са R и Р означе компоненте си-
ле, под чијим се утицајем врши крета

ље, у правцу потега и правцу управ-

номе на потег, рад при виртуелном по-

Сл. 30 

мерању ог тачке по потегу, а за 8 = const., као збир радова компонената 
Р и Q, има за вредност 

R or, 
пошто је рад компоненте Р при таквоме померању раван нули. Тако 

исто, при виртуелном померању тачке дуж круга описаног око О са 

полупречником r, при чему је пређени пут 

2 В. стр. 195. 
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r8e, 

рад се своди на рад компоненте Р, који има за вредност 

Pr8e. 

Тотални виртуелни рад примењене силе, при произвољним вир
туелним варијацијама or и 88, је дакле 

Ror +Proe, 
што показује да је 

Приметимо да горњи резултати вреде и за системе са везама ма 

које врсте, претпостављајуhи да су примењени на одговарајуhи реду

ковани систем, који је увек слободан. Међутим, у случају веза друге 

врсте, тим се резултатима поред тога може дати и овај облик. 

Појаве са везама друге врсте у систему. - За такве је системе 

израз 

(i = 1,2, ... ,k), 

(где је k степен слободе система) раван нули за све виртуелне промене 
OYJi што су у сагласности са везама у систему. Према томе, за сисШе.ме 
са везама gpy2e врсШе, ШоШални вирШуелни еле.менШарни pag йри
.мењених и инерШних Шежњи је раван нули йри .ма каквој осШварљивој 

.моgификацији секунgарно2 сисШе.ма. 

Ако су 

релације између виртуелних промена, до којих доводе везе у систему, 

множеhи прву од њих са Л 1 , другу са Л2 итд., где су 

раније дефинисани мултипликаториl , одређени тако да изрази 

'PI = Лibll + ... + Лmbml, 

1 В. стр. 120 итд. 
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nредстављају комnоненте реакција веза у правцима промена елемена
та система, резултат Је Једначина 

\f18111 + ... + \f"8Т]" = О, 

која исказује факт: ga је iйоШални вирШуелни pag реакција веза, йри .ма 
каквој осШварљивој .моgификацији секунgарно2 сисШе.ма у йојави, ра
ван нули. 

Ако се наместо nримарног уведе секундарни редуковани систем 

дефинисанједначинама 

{)'111 = ~iidqi + ··· + ~lmdqm + B1dt, 

израз тоталног виртуелног рада постаје за nримељене тежље 

где Је Qi тотална компонента примељених тежљи у правцу Oqi, а за 
инертне тежље 

[ 
дS дS ] - д "8qi + ... +-"8qk , 
qi дqk 

где је S раније дефинисана функција. У случају холономних система, 
или нехолономних система са веома спорим модификацијама, nосле

дљи израз постаЈе 

[ 
дТ d ( дТ )] [ дТ d ( дТ )] --- - dqi + ... + --- - dqk. 
дqi dt дq[ дqk dt дq~ 

Комnонента Qi има за израз коефицијенат варијације 8qi у изразу 
виртуелног рада nримељених тежљи. 

Горљи резултат о тоталном виртуелном раду примељених и инер

тних тежљи, примељен на појаве кретаља, доводи непосредно до по

знате комбинације статичког nринциnа виртуелних радова са D'Alem
bert-oвим принциnом, која обухвата диференцијалне једначине крета

ња тачке и система. Улоге елемената nримарног система >'i играју 
комnоненте брзина у nравцу координатних осовина, или угловне брзи

не; улоге тоталитета лукави кривих линија, координате покретних та

чака или углови ротације; улоге примељених тежљи комnоненте меха-
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ничких сила у правцима осовина, или моменти таквих сила према .јед

НОЈ осовини или тачки; улоге инертних тежљи компоненте динамичке 

инерције при кретаљу (нпр. компоненте центрифугалне силе). 

При електричним модификацијама у једноме систему струја, што 

циркулишу кроз линеарне покретне или непокретне, деформабилне 

или непроменљиве проводнике, улоге елемената примарног система 

vi, играли би: 
1. кинетички елементи што дефинишу брзине кретаља и брзине 

деформација електричних проводника (компоненте брзина кретања; 

брзине варијација параметара што дефинишу геометријски облик про

водника), 
2. јачине струја што циркулишу по проводницима. 
Улоге тоталитета 'lli играли би:. 
1. геометријски елементи што дефинишу положај е и облике еле

ктричних проводника, 

2. количине електрицитета, дебитиране у проводницима и мерене 
нпр. количинама разложених електролита. 

Улоге компонената примељених тежња Xi играле би компоненте 
механичких сила, примељених на промене положаја и облика провод

ника, и електромоторне силе што произлазе од генератора, рецептора 

и Ј оulе-овог ефекта у проводницима. 

Напослетку, улоге инертних тежљи играле би: компоненте дина

мичке инерције при кретаљу (нпр. компоненте центрифугалне силе), 
или при деформацији проводника; затим, разноврсне електромагнетне 
и електродинамичке силе ( електромоторне силе што произлазе од 
међусобне индукције струја, или од аутоиндукције итд.). 

По себи се разуме да горље једначине и пропозицИје о тоталном 

виртуелном раду примељених и инертних тежљи, и о раду реакција 
веза, претпостављају ga везе нису gеформисане при модификацијама 
система, веh да су ове у свакоме тренутку у сагласности са везама, она

квим какве буду постојале у томе тренутку. Ако у току појаве буде 

деформације веза, изазване каквим секундарним узроцима, или самим 

модификацијама у систему, јављају се нове тежље што произлазе од 

таквих деформација, а у исто време и саме he реакције веза бити про
мељене. У таквим случајевима, нити he тотални виртуелни рад приме
љених и инертних тежњи, нити виртуелни рад реакција веза, бити 

раван нули. 

Овакви би се случајеви деформације имали нпр. при кретаљима, 

при којима има треља: ово у крајљој анализи није ништа друго до скуп 

веома многобројних, а веома малих деформација површина, линије и 
уопште веза при кретаљу. -Такав је случај и при кретаљу машина код 

којих се поједини органи, што остварују везе у систему, услед еласти-
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чности савијају, упредају, компримују или издужују.- При мењању за
премине и притиска једнога гаса, за који се претпоставља да задово
љава Mariotte-oв закон, имаће се такође случај деформације веза ако 

стање гаса у току појаве изађе ван физичких граница у којима тај за
кон важи. - У хидродинамичким појавама, у којима се претпоставља 
инкомпресибилитет течности, имаће се случај деформације веза ако је 
течност, ма и најмање, компресибилна итд. 

П. КИНЕТИЧКА ЕНЕРГИЈА ПОЈАВЕ И ЊЕНА РЕЛАЦИЈА СА 

РАДОМ ПРИМЕЊЕНИХ ТЕЖЊИ 

Кад се елеменат v мења акцијом непосредно примењене тежње Х 
тако да Је у свакоме тренутку 

где је k коефицијенат инерције елемента v, израз 

nредставља кинеШичку енерzију просте појаве при таквим променама. 

При кретању материјалне тачке масе т, под утицајем механичких 

сила, улогу елемента v игра брзина тачке и кинетичка енергија (жива 
сила при кретању) је 

При обртању чврстог тела око утврђене осовине та енергија има 

за израз 

где је w угловна брзина при обртању, Ј- момент инерције тела према 

обртној ОСОБИНИ. 
При апсорпцији светлости, звука, мириса итд. при проласку кроз 

апсорбујући слој, улогу елемента v игра јачина ових фактора и кине
тичка енергија је пропорционална квадрату те ја чине. 

У појави електричног испаравања течности она би била пропор

ционална квадрату електричног оптерећења површине што испарава. 

У мономолекуларним хемијским реакцијама енергија је пропор

ционална квадрату преостале, нетрансформисане, количине тела које 

се у реакцији трансформише. 
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Кад се примарни систем 

(329) 

модификује акЦИЈОМ скупа компонената непосредно примењених 

тежњи 

(330) х1, ... ,х", 

тако да Је у свакоме тренутку 

k dv1- Х 
1 dt - 1• 

(331) 

где су k1, ... , k" коефицијенти инерције елемената V;, кинешичком ене

р2ијом појаве при таквим променама биhе назван израз 

(332) Т= _!_[k1v[ + ... +k"v;]. 
2 

Кад је систем слободан, или са везама друге врсте, трансформа

ЦИЈа 

d'Jln = ~nldql + ... + ~llkdqk + B"dt, 

(где је k степен слободе система), еквивалентна трансформацији 

V1 = ~11q[ + .. · + ~lkq~, 

претвара Т у п олин ом другог степена по изводима 

и коефицијентима који могу зависити од елемената q и времена t. 
У случају кад су везе, па дакле и дефиниција елемената q;, незави

сне од времена, Т постаје одређен и позитиван квадратан облик по 

изводима q(. 
Израз кинетичке енергије у неколиким: конкретним: појавама. -

При кретању материјалне тачке по кугли полупречника r, означивши 
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са 8 и \jf лонгитуду и колатитуду покретне тачке, кинетичка енергија за 
систем (8, \jf), који у сваком тренутку одређује положај тачке, има за 
израз 

При обртању чврстог тела око утврђене тачке та енергија је об-

лика 

Ар2 + Bq2 + Cr 2 + 2Dqr + 2Erp + 2Fpq, 

где су р, q и r компоненте тренутне ротације, А, ... , F- константе за дато 

тело и утврђену тачку. 

У цикличним појавама кинетичка енергија је квадратан облик по 

изводима цикличних координата, са коефицијентима који су функције 

координата са спорим варијацијама. Тако је за моноцикличне појаве 

за бицикличне 

где А и В зависе од координата са спорим варијацијама. 

При електричним модификацијама у систему двеју покретних 

струја i1 и i2 , кинетичка енергија има за израз 

са означавањима наведеним на стр. 158. 
Исти he облик имати израз кинетичке енергије и у случају кад се 

проводници при електричним модификацијама деформишу, само што 

би тада коефицијенти аутоиндукције L1 и L2 зависили од геометриј

ских елемената што карактеришу начин деформације проводника. 

При међусобној акцији покретног система струЈе и магнета, 

проученој на стр .... , кинетичка енергиЈа Је 

Т= .!.(mv2 +Li+L1i1 +Mii1). 
2 

За непокретан систем, састављен од ма коликог броја струја и ма

гнета, та је енергија облика 
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где је Т., квадратна функција јачина струја 

т2 - билинеарна функција тих јачина струја и јачина 

елементарних магнетних струја, сматрајући при том магнете као за

себне системе нарочитих затворених струја; Тз је квадратна функција 
променљивих ik. Понаособ, изрази Т., и Т2 , који једино и играју улогу 
при проуЧ:аваљу варијација јачина правих струја, облика су 

1Ј = l_L.(I~Д + 2MkhЏh), 
2 

где су Lk коефицијенти аутондукције про во дника, М kh - коефицијенти 
љихове узајамне индукције, Nkh - коефицијенти електромагнетне ин
дукције у систему. Израз Т., представља елекШрокинеШичку енер2ију 
система струЈа. 

При варијацијама електричног стаља у појави кретаља Ваrlоw-ље

вог точка (нехолономан систем), 1 кинетичка енергија је 

Т= _!_(Jw 2 + LЛ + L/}), 
2 

где је w ротациона брзина точка, i1 и i2 - јачине струја у двама елек

тричним колима што састављају систем; Ј- момент инерције точка, L1 

и ~ - коефицијенти аутоиндукције кола. 

Простране класе појава разноврсних конкретних природа дешава

ју се тако да се по појединостима свога тока могу асимилирати другој 
једној фиктивној појави, која јој је аналитички еквивалентна, али којој 
одговарају кинетичка енергија и примељене тежље различне од оних 

што карактеришу посматрану конкретну ,појаву. Такве су асимилације 
од великог аналитичког интереса у случајевима кад се на фиктивној 
појави, којој је асимилирана конкретна појава, јаче истичу какве ана

литичке појединости које су од интереса, или кад се на једна чине фик

тивне појаве могу применити трансформап;ије, неприменљиве на кон
кретну појаву итд. Раније је нпр. наведено2 да се таквом асИмилацијом 

1 В. стр. 108. 
2 В. стр. 200-204 .. 
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простране класе непотенцијалних појава могу учинити потенцијалним 

и на тај начин уочити на љима извесне појединости, везане за егзисте

нцију потенцијала у механизму појаве. 

Такав је нпр. случај са групом појава у којима се тоталне компо

ненте тежљи, непосредно примељених на примарни систем 

(vJ,··· 'vn), 

састоје из компонената Xi једнога комплекса активних тежљи, које 
деривирају из једнога потенцијала, и компонената једнога отпора про

порционалних величинама одговарајуhих елемената vi. Такве се поја
ве, као што је раније показано,l могу асимилирати једној фиктивној 
појави, у којој би кинетичка енергија имала за израз 

т - 1 ( 12 '2). -- JlJ'Ill + ... +JlnТ\n ' 
2 

где је 'lli тоталитет елемента vi, а 

експлицитне функције времена, које зависе од коефицијената ki инер
ције система ( vi) и коефицијената \ пропорционалности компонената 

отпора елементима vi, и који се у случају кад су ти коефицијенти не
променљиви у току појаве, своде на функције 

_"A;t 

1-li =е k; • 

Компоненте примељених тежљи своде се, за такву фиктивну по

јаву, на фиктивне тежље дефинисане обрасцима 

Q _ Jln Х fl-k fl' 

fl 

тако да је фиктивна појава потенцијална кад год су коефицијенти \ и 
ki једни исти за све елементе система. 

Такав би се случај имао нпр. за следеhе конкретне појаве. 
1. Кретаље материјалне тачке под утицајем сила што зависе од 

положаја тачке и једнога отпора пропорционалног брзини кретаља, 

1 В. стр. 178. 
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при чему he кинетичка енергија фиктивне појаве, којој се асимилира 
такво кретање, имати за израз 

(Л= const.), а примењене тежње бити 

Ql = е'л.tх, 
Q2 = ел.tу, 
Qз = eл.tz. 

2. Модификације једнога система струја, јачина i1, ... ,i11 , са зане

марљивом међусобном индукцијом, кад су те модификације изазване 

једним скупом електромоторних сила Е1 , ... ,Е11 што су у саставу елек
тричних кола. Појава се може асимилирати једној фиктивној појави, 

карактерисаном кинетичком енергијом 

т 1 Л.t(·2 ·2) =-е 11 + ... +111 , 

2 

и системом непосредно примењених тежњи 

QI = eл.tEI, 

Q" = ел.tЕ", 

где је Л одређена константа система. 

Исти је случај и са раније наведеном групом појава, у којима се 
компоненте Xi тежњи, непосредно примењених на примарни систем 
( vi ), састоје: 1. из компонената активних тежњи У; које деривирају из 
једнога потенцијала; 2. из компонената једнога отпора пропорционал
них тоталитетима 1'\i елемената vi; 3. из компонената једнога отпора 
пропорционалних величинама самих елемената vi. Група се може аси
милирати фиктивној појави у којој би кинетичка енергија имала за из

раз 

а примењене тежње 
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где су ai одређене експлицитне функције времена, а hi -одређене кон
станте. 

Општа теорема живих сила.- Напред је показано да је елемен
тарни рад инерције једнога елемента v, као непосредног објекта једне 
уочене тежње, аналитички еквивалентан изразу 

где Је k коефицијенат инерције тог елемента. Тотални елементарни 
рад инерције једнога примарног система 

тј. израз 

аналитички Је, дакле, еквивалентан изразу 

тј. изразу -dT, где је Ткинетичка енергија система. 

Према томе, кинеШичка енерzија сисШема, узеШа са йромењеним 

знаком, може се, йо бројној вреgносШи, само јеgно.м аgиШивном кон

сШанШом разликовати og величине ШоШално'i paga инерције сисШема, 
шШо og'ioвapa йреласку ово'iа og јеgне уШврђене конфиzурације на ону 
у йосмаШраном ШренуШку. 

С друге стране, пошто је ефективна модификација система, прет

постављајуhи да нема деформације веза, увек једна од оних виртуелних 

модификација што су у сагласности са везама у систему, биhе, према 

ономе што је горе казано, тотални елементарни рад примењених и инер

тних тежњи раван нули. Па пошто је рад инертних тежњи еквивален

тан изразу -dT, тотални елементарни рад примењених тежњи биhе по 
вредности једнак диференцијалу dT. 

Према раније наведеним изразима за тај рад у примарном и секу

ндарном трансформисаном или редукованом систему, за ма какав си

стем у коме нема деформације веза, имаhе се једна или друга од једна

чина 

(333) 

(334) 
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где се претпоставља да је функција Т изражена у једначини (333) као 
функција елемената примарног, а у (334) као функција елемената тра
нсформисаног или редукованог система. 

Једначина (333) исказује факт: ga је йрирашШај ШоШалног елемен
Шарног paga йримењених Шежњи у йојави, йри йрелазу секунgарног си
сШема из јеgне конфигурације 

на њој бескрајно блиску конфигурацију 

111 + dТ]], · .. ''lln + dТJn, 

јеgнак йрирашili.ају кинеШичке енергије йојаве йри Шо.ме йрелазу. 

Једначина (334) исказује факт: ga је йрирашШај ШоШалног еле
менШарног paga йримењених Шежњи йри йрелазу секунgарног Шран
сформисаног или реgукованоz сисШема og јеgне конфигурације 

на њој бескрајно блиску конфигурацију 

ql +dql, ... ,qk +dqk, 

јеgнак йрирашШају кинеШичке енергије йојаве йри Шоме йрелазу. 

Уосталом, једначина (333) обухваћена је, као специјални случај, 
једначином (334). Ова последља представља ойшШу јеgначину живих 
сила, а њоме исказана теорема јесте ойшШа Шеорема живих сила у 

математичкој феноменологији. Она важи како за холономне, тако и за 

нехолономне системе и претпоставља само непроменљивост веза дру

ге врсте у случајевима кад ових, уопште, има у систему, и независност 

дефиниције секундарног трансформисаног или редукованог система од 

времена. 

III. ПРИНЦИП ОДРЖАЊА ЕНЕРГИЈЕ У КОНЗЕРВАТИВНИМ 
ПОЈАВАМА 

А. Рад примењених тежњи 

За конзервативне појавеl је 

1 В. стр. 197. итд. 
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где Је 

потенцијал тежњи. Тотални елементарни рад примењених тежњи, при 

ефективној, бескрајно слабој, модификацији секундарног система, има 

за израз 

тако да, ако се тотални рад тих тежњи при преласку секундарног си

стема из једне конфигурације С1 на другу конфигурацију, означи са R, 
биhе 

(335) 
(С2) 

R = Ј dU = u2- Иr, 
(СЈ) 

где U1 и U2 означују вредности функције И што одговарају конфигу

рацијама с! и с2. 
У једначини (335) оличена је ова значајна особина конзерва

тивних ПОЈава 

Величина ШоШалног paga йримењених Шежњи у јеgној конзерва
Шивној йојави". йри йреласку секунgарног сисШема og јеgне ко1-tфи2у
рације С 1 на gругу конфигурацију С2, независна је og начина на који си
сШем йрелази og С1 на С2, и зависи само og Ших конфигурација. 

Теореми се може дати и овај облик: 
Величина ШоШалног paga йримењених Шежњи, йри йреласку фи

гураШивне Шачке сисШема og јеgнога йоложаја Р1 на gpy'iи йоложај Р2 , 
независна је og облика ШрајекШорије, gуж које Шачка извршује Шај 
йрелаз и og начина креШања Шачке йри Шоме йрелазу; она he се мења
Ши само онgа каg се йоложаји Р1 и Р2 буgу мењали. 

Међутим, може се доказати и обрнута теорема: каg гоg pag йриме
њених Шежњи зависи само og йолазне и завршне конфигурације секун
gарно'i сисШе.ма, йојава је конзерваШивна. Јер, ако се уочи једна утврђе
на полазна конфигурација С0 и једна променљива завршна конфигу
рација С, пошто при прелазу од С0 на С рад, по претпоставци, зависи 
само од С0 и од С, то he он бити извесна функција оних вредности еле
мената q1, ... ,qk, што карактеришу те две конфигурације. Ако се, да
кле, са 

означе те вредности што одговарају конфигурацији С0 , а са 
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вредности што карактеришу конфигурацију С, биhе 

R = F(qiO•···•qkO;qi,····qk). 

Ако се, сад, пусти да систем пређе из конфигурације С на једну, 

овој бескрајно блиску, конфигурацију, која би била карактерисана 

вредностима 

параметара qi, рад R he бити измењен за величину 

што показује да је појава одиста конзервативна. 

Приметимо само да горња теорема о независности рада примење

них тежњи од начина на који се прелази од почетне конфигурације на 

завршну, тј. теорема о непроменљивости величине рада при деформа

цији трајекторије, претпоставља да се та деформација може извршити 

тако да при томе трајекторија не пролази ни кроз какву таЧ:ку 

(q1 , ... , qk), у којој престаје континуитет компонената Q1, ... , Qk и фун
кције И. То излази непосредно из познатих аналитичких особина ин

теграла 

pl 

Ј [Qidql + ... + Qkdqk]. 
Pz 

Као последица исте теореме, добија се и овај резултат 

Кад се у једној појави, у једној њеној фази, почетно стање поклапа 

са завршним, каже се да се у тој фази појаве дешава један кружни йро

цес. Фигуративна тачка система полази од једног одређеног положаја 
Р и враhа се, описавши у току појаве једну заШворену ШрајекШорију, 

опет у свој првобитни положај Р. У јеgно.ме кружно.м йроцесу pag йри
.мењених Шежњи раван је нули, пошто је тада једна од могуhних тра

јекторија таква да је дуж ње тај рад раван нули, а међутим свака затво

рена трајекторија, што пролази кроз Р, може се на ову свести поступ

ном деформацијом. 
Међутим, као и раније, изузетака може бити ако се при тој дефор

мацији наилази на какву тачку (q1, ... ,qk) у којој престаје континуитет 
компонената Q1, ... , Qk и функције И: у јеgно.ме кружно.м йроцесу, у ко
ме је Шакав случај, pag йри.мењених Шежњи .може биШи различан og ну
ле. О томе је најлакше уверити се из следеhих примера. 

а) Механички йри.мер: при кретању материјалне тачке, под утица-
. . . 
Јем Једне силе чиЈе су компоненте у правоуглим координатама 
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и где Је 

Х= _ _1_ 
2 , 

r 

х 
У=2, z =0, 

r 
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одстојање тачке од центра силе, функција и he имати облик 

и= arctgL. 
х 

Компонентне силе и функција и не

прекидне су функције за све тачке про

стора што се налазе изван ротационог 

цилиндра, врло малог полупречника, чија 

је осовина Oz (сл. 31). Функција и тада 
има ово конкретно значење: то Је угао 

хОР који граде међу собом осовина Ох и 

пројекција ОР потега покретне тачке М у 
равни ху. Према томе, кад год тачка М 

опише какву затворену путању МСМ која /у 

не опкољава осовину Oz, функција и he, 
па дакле и рад силе, бити равни нули, по-

што се почетна вредност угла и тада по

клапа са завршном. Напротив, кад тачка 

----=и--' \ 
1 с 

//!м 
/ ' 

/ ' 
/ ' 

/ ' , 1 
/ 1 

/ ' 
/ 1 

/ ' 
х 

р 

Сл. 31 

М опише какву затворену путању МС'М, обрнувши се један пут, у по

зитивном смислу, око Oz, варијација угла и, па дакле и рад силе, имаhе 
за вредност 2rc при једном обрту, а 2nrc за n обрта. 

б) Физички йри.мер: према закону Biot-Savart-a, акција једне право
линијске струје, јачине i, на једну магнетну масу, управна је на раван 

. ы 
што пролази кроз правац струЈе и магнетну масу, и има за израз -,где 

у 

је У растојање те масе од струје, /1 -једна константа независна од i и 
од r. 

Према томе, ако магнет, опише један кружни лук, у равни нор

малној на правац струје и са центром у пресеченој тачки те равни и 

правца струје, рад горње силе he бити 

hi h . -s= az. ,. 
Кад, дакле; магнет опише потпун круг s = 2rrc око струје, тај he рад 
при једном таквом обрту бити 2hrci, а за n обрта 2nhrci. Он, дакле, није 
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ct 

t r 

Сл. 32 

раван нули, као што би био случај кад каква за

творена путања магнета не опкољава струју. Pa
s злог томе факту лежи у томе што, у равни коју 

описуЈе магнет, њена пресечна тачка са правцем 

струје (тачка г= О) представља један дисконтинуи
Р 

тет тежње hi и функције и, која у овоме случају 
r 

има за израз: 

и= hi logr. 

Факт је, као и онај у првоме примеру, аналоган ономе на који се 

наилази у општој теорији функција: интеграл функције, дуж једне за

творене путање, раван је нули, или не, према томе да ли путања опко

љава, или не, извесне сингуларитете функције. Лако се, уосталом, уви

ђа и сам аналитички разлог те аналогије: он је у томе што и сам рад 
. . 

примењених тежњи у конзервативним ПОЈавама ниЈе ништа друго до 

један криволинијски интеграл у простору од k димензија. 

Нивоски варијетети. - Горња теорема о раду примењених тежњи, 

при преласку система из једне конфигурације на другу, може се дати 

још и овај интересантан облик. 

Једначина 

представља у k-димензионалном простору (q1, ... ,qk) један варијетет 
k -- 1-о2 реда, који he бити назван нивоск:им варијеШеШом фигуративне 
тачке 

Таквих варијетета за један исти потенцијал у датоме простору (N) 
има бескрајно много и сви се међусобно разликују вредношhу кон

станте Л која их карактерише. Кроз сваку тачку тога простора пролази 

по један, нивоски варијетет и вредност константе Л, што му одговара, 

једнака је вредности функције и за ту тачку; све тачке на једноме ис

том варијетету карактерисане су једном истом вредношhу константе Л 
и ова he константа стога бити названа нивоск:им йарамеШром тих 
тачака. 

Кад су дате две конфигурације 

(ql, ... ,qk)l, 

(ql, ... ,qk)2, 
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карактерисане вредностима АЈ и л2 нивоских параметара, једначина 
(335) даје за тоталан рад примељених тежљи, при прелазу од прве 
конфигурације на другу, израз 

R = Л2 -ЛI, 

што показује да је pag R раван разлици вреgносШи нивоских йараме
Шара шШо каракШеришу Ше конфиzурације. 

Док се, дакле, фигуративна тачка система, при модификацијама 

овога у току појаве, креhе по једноме истом нивоском варијетету, то

тални рад примељених тежљи, за све то време, раван је нули. Тај се pag 
јавља Шек онgа каg фиzураШивна Шачка йри своме креШању мења ни

воски варијеШеШ, и он је Шаgа, у јеgноме gаШом размаку времена, раван 

разлици нивоских йарамеШара шШо ogzoвapajy йочеШном и завршном 

Шренуi:Uку Шоzа размака. 

За појаве са једним степеном слободе нивоски варијетет своди се 

на једну тачку q =Л на бројној линији Oq, где је q елеменат редукова
ног система. За појаве са два степена слободе он се своди на линију 

(нивоска линија) 

а за појаве са три степена слободе на површину (нивоска йовршина) 

U(q1,q2 ,q3 ) = const., 

При кретаљу нпр. тачке под утицајем силе управне на једну ста

лну раван Р и која је функција одстојаља тачке од равни, нивоске по

вршине равни паралелне су равни Р; такав је нпр. случај теже. 

Кад је сила управљена по управној из покретне тачке на једној 

утврђеној правој D, а функција је одстојаља тачке од праве, нивоске су 
површине ротационе цилиндричне површине, ЧИЈа Је осовина ротаЦИЈе 

праваD. 

За централне силе, функције одстојаља покретне тачке од центра 

О сила, те су површине концентричне сфере са центром у О. 

При међусобној индукцији система од n електричних струја, које 
се и саме собом индукују, а при занемарљивим отпорима про во дника и 

сталним електромоторним силама што су у саставу електричних кола, 

нивоски је варијетет дефинисан једначином 

E1q1 + ... + E 11q11 = const., 

где су Е,. електромоторне силе, а q,. - дебитиране количине електрици

тета. То је у случају двеју струја једна права, а у случају три струје јед

на раван. 
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Кад се систем од две такве струје још и креће праволинијски, под 

утицајем једне механичке силе Х што зависи само од положаја покре
тног кола, тако да је 

Х= <р(х), 

где је х параметар што дефинише тај положај, нивоски варијетет повр

шинаје 

Исти је случај и при деформацији једнога од електричних кола, у 

коме је случају х параметар те деформације. 

Б. Интеграл живих сила и принцип одржања енергије 

Једначина живих сила (334) добија у случају конзервативних поја
ва један нарочито значајан облик: заменом њене леве стране изразом 

dU она постаје 
dU= dT, 

из чега Је 

(336) т= и +h, 

где је Jr произвољна константа. Јеgначина (336) йреgсШавља иншеграл 
живих сила за конзерваШивне йојаве. 

Написана у облику 

Т-Т0 =И-И0 , 

једначина (336) изражава факт: ga је ма какав, коначан или бескрајно 
мали, йрирашШај кинеШичке енергије у йојави, йри йрелазу из јеgне 

конфигурације у gругу, йо вреgносШи јеgнак pagy йримењених Шежњи 
шШо оgговарају Шоме йрелазу. 

Под изразом Т кинеШичке енергије у једначини (336) има се 
разумети израз 

или онај који се добија кад се, наместо елемената примарног система 

( v; ), уведу елементи секундарног, трансформисаног или редукованог, 
система ( q; ). У првоме случају тај израз зависи само од елемената v;, а 
у другоме од елемената q; и њихових извода qf. 
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Потенцијална енерzија конзервативне појаве има за израз фун

КЦИЈУ 

П = -И+ const. 

и зависи једино од конфигурације секундарног система lli или ( qi ). 
Константа се може прецизирати погодбом да потенцијална енергија П 

буде равна нули за једну одређену конфигурацију С0 (Т] 1 , ••. , Т] 11 ) односно 
С0 (q1, ... , qk). Taga је вреgносШ йоШенцијалне енерzије у йојави, у јеgно
.ме gaillo.м (йренуШку, равна pagy йри.мењених Шежњи који би се извр
шио йри йреласку сисШе.ма (Т] 1 , ... ,ТЈn), оgносно (q1, ... ,qk), из конфиzу
рације С, коју он и.ма у Шо.ме йlренуШку, на конфиzурацију С0 . То је 

непосредна последица једна чине рада (335), која тада постаје 

(с) 

R = - f dП = П - П0 = П 
(со) 

Избор специјалне конфигурације С0 је произвољан. Међутим, кад 
између свих могуhих конфигурација С постоји и једна таква за коју је 

функција И максимум, тј. функција П минимум, треба њу узети за С0 , 

јер he онда све остале конфигурације С потенцијалне енергије бити по
зитивне. Кад функција И има више максимума, треба за С0 узети ону 
конфигурацију што даје највеhи максимум. 

ТоШална енерzија Е у појави представљена је збиром кинетичке и . . 
потенцирлне енергиЈе 

(337) Е=Т+П. 

Интеграл (336) живих сила тада доводи до овога основног резул-
тата 

У јеgној конзервативној йојави ШоШална eнepzuja је сШална за све 

време Шрајања йојаве. 

Пошто се, пак, обе енергије: кинетичка и потенцијална, мењају у 
току појаве, али тако да њихов збир, при свему томе, остаје сталан, ка

же се да се оне у току појаве Шрансфор.мишу јеgна у gpyzy. 
У томе се састоји йринций оgржања eнep'iuje у конзервативним 

појавама у своме генералном облику. 

Претпоставимо сад да се веh постојеhим примељеним тежња~-ш у 

једној конзервативној појави придружи један скуп нових примењених 

тежњи t}i и нека је 
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онаЈ део целокупног елементарног рада што одговара скупу тих при

мењених тежњи при модификацији (dq1, •.• ,dqk) система (q1, .•• ,qk). Је
дначина живих сила :he бити 

dT = L Q,.dq,. + L ft,.dq,., 

или 

(338) L ft,.dq,. = d (Т- И) = d (Т+ П) = dE, 

из чега се види да се тотална енергија у једној уоченој конзервативној 

појави може мењати само онда ако се ве:h постоје:hим непосредним 

тежњама у појави придода какав скуп нових тежњи, које би у току по

јаве извршиле какав позитиван или негативан рад: йрираштај то

талне енерzије йрвобитне конзервативне йојаве био би таgа раван 

ogzoвapajyhe.м елементарном pagy нових тежњи fti који је тај йри
ра~итај йроизвео. 

Интеграцијом једна чине (338) добија се 

t 

(338а) Е -Е0 = f Lft,.dq,., 
to 

где Е и Е0 означују величину тоталне енергије у тренуцима t и t0 . Кад 

не би било тежњи ft,. енергија би непрестано задржавала исту вред
ност Е0 коју има у тренутку t0 . Ако се сад пусти да тежње ft,. својом 
акцијом доведу појаву у такво једно стање у коме :he њена енергија Е 
бити равна нули, из (338) се добија 

t 

(339) Е0 = -f L fJ,. dq,. , 
to 

из чега се види: ga је стална тотална eнepzuja у јеgној конзервативној 
йојави йо величини јеgнака суйротно означеном pagy, који би требале 
ga изврше какве нове (йежње ga би йојаву из актуелноzа стања gовеле 
у оно сйецијално стање у коме би њена тотална енерzија била равна 

нули. 

Једначина (338а) показује да :he енергија Е прирасти или опасти, 
према томе да ли је елементарни рад 

LfJ,.dq,. 

позитиван или негативан, тј. да ли је то утрошен или йроизвеgен рад. 

У првоме случају енергија Е се ствара, у другоме она се zуби. Принцип 
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одржања енергије показује да ово стварање или губљење енергије мо

же бити једино трошењем или произвођењем рада нових тежњи. 

В. Енергије и принципи одржања у неколиким врстама конкретних 
природних појава 

Све појаве са једним степеном слободе, у којима дефиниција еле
мента q редукованог система не зависи експлицитно од времена t, а 
примењене тежње не зависе ни од чега другог до од елемента q, имају 
се сматрати за конзервативне. Кинетичка енергија има за вредност 

Т= Bq'2
, 

где је В константа; потенцијална енергија је 

п= -Ј Xdq, 

где је израз Х дефинисан погодбом да X8q означује тотални виртуелни 
рад примењених тежњи, при виртуелној промени 8q елемента q. То
тална енергиЈа Је, дакле 

Е= т+ п= Bq'2
- Ј Xdq, 

и она је, према принципу одржања, непроменљива за све време тра

јања појаве, док год се не појаве нови узроци, који he јој изменити 
вредност. 

Све појаве са ма коликим степеном слободе, у којима дефиниција 

дескриптивних елемената (систем слободан или редукован, са везама 
ма које врсте) не зависи експлицитно од времена, а примењене тежње 

деривирају из једнога потенцијала што зависи само од тих елемената, 

такође су конзервативне. 

Појаве што се дешавају у материјалним системима имају у крај

њој анализи, као узроке, међусобну акцију материјалних или етарских 

делиhа, која зависи једино од међусобних растојаља делиhа. Такве се 

појаве имају, дакле, сматрати за конзервативне и обухваhене прин

ципом одржања енергије. Само, при томе треба водити рачуна о факту 

да у материјалним системима, осим осетних кретања, која чула ocehajy 
као промене геометријских положаја, има и неосетних кретања, као 

што су невидљиве вибрације материјалних или етарских делиhа, које 

се могу констатовати само као топлота, светлост, електрицитет итд. 

Под кинетичком енергијом има се, тада, подразумевати тотална жива 

сила свих кретања, како видљивих механичких кретања, тако и неви-
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дљивих вибрација и стационарних кретања, која се манифестују као 

топлота, динамички електрицитет, разноврсне радијације, можда и као 

магнетизам, статички електрицитет итд. Другим речима: под кинети

чком енергијом појаве треба разумети збир од механичке, термичке, 

светлосне, електричне итд. кинетичке енергије, сматрајући ове као жи

ве силе привидљивим или невидљивим кретањима делића, што саста-

вљају систем у коме се појава дешава. . 
Под потенцијалном, пак, енергијом треба разумети збир од патен-. . 

ЦИЈалне енергиЈе што произлази од осетних механичких сила, и оних 

што произлазе од топлотних утицаја, електричних напона, електромо

торних сила, хемијских афинитета итд. 

Принцип одржања енергије тада је применљив за све такве поја

ве: тотална енергија у појави, изолованој од утицаја нових сила, непро

менљива је за све време док траје изолација; енергија се може проме

нити само акцијом каквих нових сила и онда је њена промена у једноме 

датом размаку времена равна утрошеном или произведеном раду ових 

сила у томе размаку времена. 

Привидни губици, или прираштаји, који се констатују при раду 

машина, кретању течности, у електричним појавама итд. и који прате 

трења, вискозитет течности, електричне отпоре при кретању струје 

итд. имају се приписати йlрансформацији видљивих кретања у невид

љива, и обратно, тј. трансформацији механичке кинетичке енергије у 

топлотну, електричну, светлосну итд., и обрнуто. Трење нпр. произво

ди топлоту, и експерименат показује да је количник изгубљене механи

чке енергије и количине топлоте сталан број: механички еквиваленат 

то плате. 

Од интереса је истаћи и факт да и само квалификовање једне енер

гије као кинетичке или потенцијалне енергије појава у материјалним 

системима зависи од начина на који је појава схваћена. Тако нпр. 

енергија која се приписује статичком притиску једнога гаса и која се, 

без дубљег анализирања његовога механизма, сматра као потенција

лна енергија, сматра се у кинетичкој теорији гасова као кинетичка ене

ргија, сматрајући притисак гаса као манифестацију бескрајнога броја 
удара гасних молекула о дуварове суда. Тако исто, енергија једнога 

магнета има се према Arnpe1·e-oвoj теорији, сматрати за кинетичку, а 

према Maxwell-oвoj теорији за потенцијалну. Принцип одржања енер

гије није, међутим, ниуколико тиме измењен: обе врсте енергија могу 

се мерити једним истим јединицама мере, обе се могу трансформисати 

једна у другу, без икаквог губитка или добитка у тоталној енергији.l 

1 В. нпр. Appell: Tmite de Mecanique, 2-me ed., t. П, р. 78. 
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Напослетку, лако је запазити и факт да недовољно познаваље ме

ханизма појава, прецизних закона који регулишу јачине примељених 

тежљи, закона отпора итд. чини да механизам многих појава, схваћен 

онако какав изгледа у првој апроксимацији, не задовољава погодбе 

везане за конзервативност, мада би те погодбе биле задовољене кад би 

се он дубље и тачније познавао. Појаве се, нпр. хемијске кинетике де

шавају тако да се у првој апроксимацији, при одређеним хемијским и 

физичким приликама, трансформаторске тежље у смеши могу сматра

ти као пропорционалне концентрацијама смеше по љеним активним 

телима. Тежље, међутим, регулисане таквим законима, не деривирају, 

уопште, ни из каквога потенцијала. Тако, у примеру наведеном на стр. 

152 такви би закони тежљи, за скуп симултаних зависних хемијских 
реакција, на које се односе, били 

Х1 = (а- <ХУ! - ~ZJ) (а'- <Х' у!), 

Х2 = (a-ay1 -~z1 )(b-~'z1 ), 

где су у1 и z1 дескриптивни елементи појаве (утрошене количине реа
генаса до тренутка t), а,Ь,а',Ь',а,~,а',~'- константе смете; очевидно 
је да не постоји никакав потенцијал 

- U(yi,zi), 

из кога би те тежље деривирале. Несумљиво је, међутим, да ће, кад се 

у току развитка хемијске механике, горљи нетачан закон буде сменио 

правим, тачним, засад непознатим законом тих тежљи, изражених као 

функције међусобних растојаља материјалних делића и специфичних 

константи везаних за конкретну хемиЈску природу активних тела у сме

ши, такав потенцијал постојати и појава и по појединостима свога ме

ханизма моhи бити схваћена као конзервативна. 

Сличан је случај и са великим бројем других природних појава, за 

данас у првој апроксимацији неконзервативних, као што су: појаве са 

трељима, оне што произлазе од егзистенције електричних отпора итд. 

Енергије и принципи одржања у неколиким механичким појава

ма. - 1. При кретаљу двеју материјалних тачака, које се међусобно 
привлаче пропорционално своме растојаљу r, непосредно примељена 
сила Је 

-Jlr (J.l > 0), 

а љен рад 

-Jlrdr = d (- ~ Jlr 
2
). 
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Потенцијална енергија је, дакле, 

1 
П=-••r2 

2 r ' 

и она је увек позитивна, осим за r = О. Конфигурација С0 је она у којој 
се обе тачке поклапају; кинетичка енергија је 

Т= ~(тv2 + т'v'2 ), 

где су т и т' масе, а v и v' - брзине двеју тачака. 

Тотална енергија има за израз 

Она се у току кретаља може изменити само учешhем нових сила, 

чији he рад тада, учињен при тој измени, бити раван прираштају енер
гије Е. 

2. При осциловаљу клатна масе т, изложеног акцији теже, озна
чивши са z висину клатна изнад љеговог равнотежног положаја, рад 
атракцИЈе тg Је 

-тgdz, 

а рад силе, примељене на центар Земље, раван је нули, пошто је та 

тачка непокретна. Тотални елементарни рад је, дакле 

- тgdz = d ( -тgz), 
. . . . 

према чему Је потенциЈална енергиЈа ПОЈаве 

П= тgz, 

тако да је ова позитивна за све положаје клатна, а равна нули само у 

његовом равнотежном положаЈу. 

Кинетичка енергија има за израз 

Т= lтv2 
2 ' 

где је v брзина клатна; према томе, тотална енергија је 

1 
Е= -тv2 +тgz 

2 

и она остаје стална за све време кретаља, под претпоставком да се за 

то време не појављују нове силе које би је измениле. 
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3. Нека су х, у и z координате једног елемента датог чврстог, те
чног или гасовитог, савршено еластичног медијума, ll- љегова густи

на, дv - љегова запремина, а Х, У и Z компоненте спољних сила што 
делају на јединицу масе елемента. 

Потенцијална енергија имаће при помераљу dx, dy, dz елемента 
прираштаЈ 

dП = -(Xdx + Ydy + Zdz) ~.tdv = ~.tVдv, 

где је V потенцијална енергија јединице масе елемента. 
Кинетичка енергија је 

о о о 

тако да Је прираштаЈ тоталне енергиЈе при томе помераљу, претпоста-

вљајући непроменљивост густине ll и запремине са временом 

или 

(340) 

Ако се при тим помераљима мељају и притисци којима је са свих 

страна изложен материјални елеменат, вршећи при том одређен рад, 

прираштају (340) тоталне енергије треба још придодати, и то са супро
тним знаком, и израз тога рада. Да би се овај одредио, нека се замисли 

око материјалног елемента паралелопипед, са дужинама страна дх, ду, 

дz, и нека су 

(341) 

компоненте притисака, дефинисане тиме да елементарни рад свих 

притисака на страну ду· дz паралелопипеда, што пролази кроз тачку (х, 

у, z) и паралелна је равни yz, има при помераљу dx, dy, dz елемента за 
вредност 

(342) 

За супротну страну паралелопипеда, ону што пролази кроз тачку 

(х+ дх, у, z) извршени рад, опет, ће имати за вредност израз (342), али 
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пошто се у овоме, оставивши у и z непромељене, х промени за дх и про
мени знак компонената (341). 

Резултујући рад притисака за те две стране биће, дакле, вредност 

разлике 

д -- (Xxdx + YxdY + Zxdz) дх ·ду· дz, 
дх 

тако да ће ти радови за три пара страна паралелопипеда, пошто је 

дх . ду . дz = дv' 

имати за изразе 

[ дХх d дУх d дZх d Ј д - -- х+- у+- z v 
дх дх дх 

-{х х дdх +У, дdу + Zx дdz} дv, 
дх дх дх 

[ дху дУу дzу Ј д - --dx+-dy+--dz v 
ду ду ду 

-{х дdх +У дdу +Z дdz} дv 
у ду у ду у ду ' 

[ 
дХ- d дУ. d дz_ d Ј д - -" х+-" у+-" z v 
дz дz дz 

-{х- дdх +У. дdу + z_ дdz} дv. 
" дz " дz " дz 

Елементарни радови, представљени првима од ових заграда, јав

љају се само при неуниформном просторном распореду притисака и 

равни су нули кад је тај распоред униформан. 

Радови, представљени другим заградама, јављају се само при неу
ниформном просторном распореду брзина кретаља и ишчезавају кад је 

тај распоред униформан. Њихов скуп саставља прираштај унуШртиње 
енер2ије материјалног медијума, који, дакле, има з-а израз 

~L . dW . д11 = - (х х дdх + У, дdу + z х дdz) дv -
дх дх дх 

(343) _(х дdх + У дdу + Z дdz) дv _ 
у ду у ду у ду 

_(х- ~dx +у дdу + z дdz) дv 
" дz z дz z дz ' 

где W означује унутрашљу енергију јединице масе медијума. 
Према карактеристичној особини течних и гасовитих медијума је 

ХУ = У,; = Zx =О, 

хх = Уу = zz =р, 

где је р одређена функција густине ~'чији облик зависи од материјалне 

природе медијума. Једначина (343) постаје 
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и придата Једна чини везе 

доводи до Једначине 

dW = pdJl 
2 ' ll 

из које се за унутарљу енергију јединице масе медијума добија израз 

W = Ј~ dJl + const., 
ll 
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који he бити одређен и познат као функција густине, кад је позната 
карактеристична функција р медијума, изражена помоhу те густине. 

Тако је нпр. за савршене гасове (кад нема провоi)еља топлоте) 

где је А специфична константа гаса, а k- количник двеју специфичних 

топлота, према чему Је 

W = __:!___ 11 k-l + const. 
k-l 

За инкомпресибилне течности је 

11 = const., 

па, према томе 

W= const. 

У овоме нпр. последљем случају прираштај тоталне енергије у 

медијуму има за израз 

(
d 2x d

2
y d

2
z ) Jl·дv -

2 
dx+-

2 
dy+-

2 
dz -(Xdx+Ydy+Zdz)Jl·дv+ 

dt dt dt 

+ (др dx + др dy + др dz) дv, 
дх ду дz 
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и он је према хидродинамичким једшiчинама 

одиста раван нули, у сагласности са принципом одржања енергије. 

Енергија и принцип одржања у термодинамичким појавама. - Не

ка је у једном материјалном систему извршена каква бескрајно мала 

модификација (промене геометријских, кинетичких, физичких, хеми

јских итд. стања), праhена променом термичког стања у систему, а под 
утицајем комплекса S спољних сила, које при тој трансформацији извр
шују рад R. Претпоставивши да акција ових сила има за ефекат: 

1. промене брзина при видљивим кретањима система; 
2. промене брзина при невидљивим кретањима материјалних де

лиhа у систему; 

З. уопште, промене елемената што дефинишу међусобне поло

жаје материјалних делиhа, разноврсна физичка, хемијска итд. стања у 

систему, тотална енергија у појави, са чијим прираштајем треба ује

дначити рад R, састоји се из прираштаја: 
1. кинетичке енергије Т система при кретањима 1; 
2. кинетичке енергије Т' делиhа при кретањима 2; 
З. потенцијалне енергије у систему, чија величина зависи од међу

собних средњих положаја вибрирајуhих делиhа и од скупа физичких и 

хемијских стања система у посматраноме тренутку, тако да се она, 

претпостављајуhи конзервативност модификација, враhа на једну одре

ђену, првобитну, вредност кад год се систем врати у одговарајуhе, од
ређено, првобитно стање. У састав ове енергије не улази потенцијална 

енергија што произлази од комплекса S спољних сила. 
Прираштај 1. има за израз Т2 - ~, где су ~ и Т2 величине кине

тичке енергије у завршном и почетном тренутку модификације. 

Прираштај 2. има за израз Т{- Т{ и, према механичкој теорији 
топлоте, манифестује се као прираштај Шер.мичке енерzије система. 

Према принципу еквиваленције механичке и термичке енергије, тај је 
прираштај еквивалентан изразу 

где је Q2 - Q1 прираштај количине топлоте при посматраној модифика

цији, а Ј- коефицијенат независан од конкретне природе материјал-
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ног система и низа модификација кроз које систем пролази (механички 
еквиваленат топлоте). 

Означивши прираштај 3. са 

функција И представља у термодинамици унуШрашњу енерzију си
стема. 

Општи израз принципа одржања енергије у појавама наведене 

врсте тада Је 

У специјалном случају, кад је материјални систем под утицајем 

комплекса S у равнотежи, биhе 

Т= О, 

и једначина (344) своди се на 

(345) 

или у диференцијалном облику на 

dR=l(dQ+dU), 

која показује да је у таквим приликама рад комплекса S пропорцио
налан збиру ослобођене количине топлоте и прираштаја унутрашље 

енергије материјалног система. 

Напослетку, ако је, при томе, модификацијом система извршен 

какав кружни процес, израз принципа одржања енергије своди се на 

прост облик 

dR = JdQ. 

Приметимо да количина топлоте, ослобођена при једној одређе

ној модификацији система, па, дакле, и прираштај термичке енергије 

система зависи, уопште, не само од почетног и завршног стања, веh и 

од низа модификација кроз које се прешло од првога на друго стање. 

Јер, ако се учини да систем пређе из стања (1) у стање (2), претпостав
љајуhи да је, при томе, непрестано непокретан под утицајем комплекса 

сила S, из (345) се добија да је 

(346) 

Прираштај унутрашље енергије U2 - U1 зависи само од стања (2) 
и (1), али са радом R комплекса S тај he случај бити само онда кад тај 
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комплекс буде деривирао из каквогпотенцијала, што није увек случај. 
Тако, ако се т грама каквога савршеног гаса, који је у стању (1) карак
терисан температуром t1, притиском р и запремином v1, загревањем 

под сталним притиском р доведе на температуру t2 > t1 гас he заузети 
извесну запремину v2 > v1 и ослободиhе количину топлоте 

(347) Q =-те (t2 - t1), 

где је С специфична топлота гаса под сталним притиском. Међутим, 

гас се из стања (1) може довести на стање (2) и овим низом модифика
ЦИЈа: 

1. доводеhи најпре грејањем гас са температуре t1 на температуру 

t2 , без промене запремине v1, при чему he ослобођена топлота имати 
за израз 

(348) 

где је с специфична топлота гаса под сталном запремином; 

2. пустивши затим да гас, довођењем у везу суда у коме је са 
другим празним судом, заузме запремину v2 и да се поступно врати на 

температуру t2 • Таква једна операција, према Gay-Lussac-oвoм закону, 

не повлачи са собом ни апсорпцију ни ослобађање топлоте. 

Систем се, дакле, после операције 2. налази у стању (2), а 
количина топлоте, ослобођене при таквоме прелазу из стања (1) у (2), 
има за тоталну вредност 

Разлика количина топлоте 

Q'- Q = -т(С- c)(t2 - t1), 

очевидно није равна нули, што показује да ослобођена количина топ

лате одиста зависи од низа модификација, којима се из почетног стања 

прелази у завршио. 

На сличан начин је лако уверити се и у то да, кад је низ извршених 

модификација такав да је њиме извршен један кружни процес, прира

штај термичке енергије, уопште, није раван нули и да се, понављајуhи 
такав један процес довољно велики број пута, може учинити да осло

бођена, или апсорбована, количина топлоте буДе колико се xohe 
великаl. 

1 В. нпр. Duhem: Thermodynamique et Chimie, 2-me ed, р. 40-42. 
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Међутим, једначина (346) истиче у исто време на видик и овај ре
зултат: ga би йрирашШај Шермичке енер'iије, йри йрелазу сисШема из 
йочеШно'i сШања (1) у завршна ciliaњe (2), био независан og низа моgи
фикација којим се йрешло из jegнo'ia ciliaњa у gpy'io, йоШребно је и 
gовољно ga комйлекс сила S gеривира из jegнo'ia йоШенцијала незави
сно'i og времена. 

Такве су нпр. погодбе задовољене у ова два случаја, који су од ва

жности за хемијску калориметрију: 

1. кад је посматрани материјални систем какав савршен гас, 
изложен непроменљивоме притиску р, комплекс S има, тада, за потен
цијал израз pv, и израз (346) своди се на 

2. кад запремина гаса остаје непромељена у току модификације, 
комплекс С има за потенцијал сталну количину и израз (346) своди се 
на 

Енергије и принципи одржања у електричним појавама. - 1. Елек
трична енергија наелектрисаних проводника. - Под елекШричном 

енер'iијом једнога система проводника разуме се потенцијална енергија 

коју он у себи садржи, и која се манифестује у облику позитивнога 

рада који извршује систем, кад се, доведен у везу са земљом, сам враhа 
у електрично равнотежно стање. Тако исто, електризација једнога си

стема проводника повлачи са собом потрошњу одређенога рада, једна

ког прираштају електричне енергије, који тада систем добија. Ти су 

радови, по својој величини и смислу, мерило саме електричне енергије 

система. 

Ако се елекШричним йоШенцијалом V проводника, у једној љего
вој датој тачки, назове рад, који би требало да се изврши, да би се у ту 

тачку довела са земље, или каквога другог тела у вези са земљом, Јед

на електрична маса равна јединици, електрична енергија, за ма какав 

систем наелектрисаних проводника, може се изразити помоhу потен

цијала. Она, у случају једнога проводника, чији капацитет нека је С, 

има за израз рад 

VdM= М dM, 
с 

утрошен при повеhању електричног оптереhеЊа М за dM; према томе, 
и пошто се енергија своди на нулу за М= О, of!a he, у случају једнога 
проводника, имати за израз 
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тј. бити пропорционална квадрату оџтерећења, или квадрату потен
ЦИЈала. 

У случају ма коликог броја наелектрисаних проводника, енергија 
има за израз 

l:wv 2 , 

где се знак L односи на све проводнике. 
Енергија, акумулисана електризацијом једнога система проводни

ка, троши се при електричном испражњавању проводника, трансфор

мишући се, при том, у механички рад, ослобођену топлоту, хемијску 

акцију итд. Тако, кад је тотална електрична енергија једне батерије, 
при испражњавању ове, трансформисана у топлоту, означивши са Ј 

механички еквиваленат топлоте а са Q ослобођену топлоту, биће 

l:wv =JQ, 
2 

тако да, ако је батерија састављена из n међу собом идентичних кон
дензатора везаних по површини, биће 

Q = ~cv2 = _I_м2 
21 2nJ с , 

из чега се види да је ослобођена топлота, за једно утврђено оптереће

ње М, обрнуто пропорционална броју проводника, а за један утврђени 

потенцијал пропорционална томе броју. 

Напротив, ако су кондензатори везани у низу, биће 

Q = _1_cv2 = ~М2 

2пЈ 2ЈС' 

дакле, обрнуто ономе што се имало код кондензатора везаних по повр

шини. 

2. Електрични рад при кретању проводника. - Нека је дат систем 

покретних проводника код којих се, при њиховом кретању, одржава 

непроменљива оптерећење. Кад се проводници крећу без међусобне 

комуникације, производи се известан рад електричних сила, позитиван 

или негативан, и тиме се мења електрична енергија система; ако се ка

квим спољним радом систем деформише у супротном смислу електри

чних акција, електрична he се енергија повећати у извесној мери која 
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одговара утрошеном спољном раду. Кад се проводници оставе сами се

би, они he се кретати у правцима електричних сила. Рад ових сила тада 
he бити позитиван и одговараhе смањеној електричној енергији, си
стема. Ако се са dR означи рад тих сила, а са dW одговарајуhи прира
штај електричне енергије, биhе, према принципу одржања, у сваком 
тренутку 

(349) dW +dR= О, 
или 

dW = -dR, 

што значи да енергија покретних проводника са сталним оптереhењем, 

остављених својим међусобним акцијама, постаје све мања и тежи јед

номе минимуму. 

Нека је, сада, дат систем покретних проводника, код којих се, при 

њиховоме кретању, одржава сталан потенцијал, помоhу каквих елек

тричних извора који се налазе ван области акције електричних сила у 

систему, нпр. помоhу затворених кондензатора, чија је спољна армату

ра везана са земљом. Означивши, тада, са W] енергију проводника, .са 
W2 енергију кондензатора, енергија система he бити 

W=W] +W2. 

Кад се систем деформише без учешhа какве спољне енергије, би

hе опет 
dT+dW =О, 

ТЈ. 

dT + dW] + dW2 = О. 

Енергија проводника има за израз 

1 W] =-LМV, 
2 

према чему Је 

(350) 

енергија, кондензатора, пак, чији је капацитет сталан, има за израз 

W = .!.LCV2 
2 2 ' 

према чему је 

dW2 = LCVdV. 
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Међутим, за сваки систем, састављен од једног проводника и 
једног кондензатора, тотално је оптереhење М + CV стално, према 
чему Је 

dM+CdV=O, 
па, дакле, и 

VdM+CVdV=O, 

тако да Је за целокупан систем проводника и кондензатора 

l: VdM + l:CVdV= О. 

Једначина (350), према томе, постаје 

~ = ±LМdV -±l:CVdV = ±LМdV -±dW2 , 

одакле Је 

(351) MdM 
2~ +dW2 = LМdV = -1:--. 

с 

Та једначина вреди, па ма колики били капацитети кондензатора. 

Она he, дакле, вредети и онда кад су ти капацитети бескрајно велики 
према оптереhењима М проводника, тако да су варијације потенцијала 
dV и варијације енергије MdV занемарљиве. Тада се има случај конден
затора одржаваних на сталним потенцијалима помоhу спољних елек

тричних извора, и једначина (351) своди се на 

2dWJ + dW2 = О, 
или 

-(dW1 + dW2 ) = dWi, 

или, према једна чини (349) 
dR = dWJ. 

То показује да, кад се проводници одржавају на сталним потенци

јалима, енергија система, у току једне, ма какве, деформације система, 

повеhава се за једну количину, равну раду спољних сила. Кад је систем 

остављен сам себи, тај рад је позитиван, и утрошен је од стране елек

тричних извора, који одржавају поменуте потенцијале сталним. Ти 

извори придаЈу, дакле, систему у свакоме тренутку извесну количину 

енергије, која се дели на два дела: један део служи за произвоl)ење ра

да dR електричних сила, други део за повеhање електричне енерги
је dW1 система. Та електрична енергија тежи, дакле, тада, једноме мак

симуму.1 

1 Mascart, Lecons sur l'electricite et le magnetisme, t. I, р. 96. etc. 
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3. fубнтак електричне енергије и њена трансформација у друге 
врсте енергија. - Кад се у једноме систему наелектрисаних проводника 

изврши ма каква модификација, а без учешћа какве спољне силе, тако 
да систем пређе из једнога датог стања (1) у друго једно дато стање (2), 
електрична енергија у (2) увек је мања но у (1). Изгубљена енергија 
може, међутим, бити утрошена у другоме каквом облику, тако да нпр. 

изврши какав механички рад, да повећа живу силу једнога система, да 

се повећа количина топлоте у једноме систему, да произведе другу 

какву одређену физичку или хемијску промену система итд. 

Нека је нпр. дат какав проводник са капацитетом С (нпр. каква 

електрична батерија), и чије је електрично стање дефинисано потен

цијалом V. Његова ће потенцијална енергија имати за израз 

Ако се проводник састави са земљом, помоћу жице чији је елек

трични отпор R, за време dt проћи ће кроз жицу маса електрицитета 
dM, а потенцијал ће се смањити за dV, тако даје 

dM = idt = CdV, 

где је i јачине струје при томе кретању електрицитета; губитак енерги
је проводника биће за то време 

dW = CV · dV = V · dM = iV dt. 

Ако је, за то време, јачина струје i остала осетно стална, тако да 
важи Ohm-oв закон 

. v 
l=-

R' 
последња једначина даје 

што значи да је губитак енергије проводника у јединици времена раван 

производу отпора жице и квадрата јачине струје. Ако је тај губитак 

утрошен на загревање жице, и ако је Q прираштај количине топлоте у 
жици, мерен калориметријским методама, а Ј - механички еквивале

нат топлоте, тако да је према принципу одржања енергије 

dW =JQ 
dt ' 

последња једначина доводи до релације 
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која исказује Joule-oв закон: ослобоЬена количина ШойлоШе (йрира

шШај Шер.мичке енер2ије) у жици равна је йроизвоgу елекШрично2 оШ
йора жице и кваgраШа јачине сШрује. 

Joule-oв закон је , дакле, после
дица принципа одржања енергије и 

в Оhт-овог закона. Обрнуто, Ohm-oв 

закон може се сматрати и као после

дица принципа одржања и Јоulе-овог 

закона. 

Сл. 33 Уопште, кад год је пад потен-

цијала између две тачке А и В наеле

ктрисаног система континуалан и регулисан Оhт-овим законом, губи

так енергије, што одговара томе паду, he имати за вредност 

где је R отпор проводника између тачака А иВ, а i- јачина струје што 

циркулише од А ка В. 

За Ohm-oв закон везан је и један, са феноменолошког гледишта 

интересантан, факт у проблему губитка електричне енергије. Претпо

ставимо да се струја у кретању од тачке А до тачке В рачва на n грана, 
као на слици, и нека су R1, ... ,Rn отпори одговарајуhих жица; i1, ••• ,i" ја
чине струја у овима, одређене, за сваку грану струје, Оhm-овим зако

ном 

(352) 

где је V1 - V2 разлика потенцијала у тачкама А и В. Губитак енергије у 

јединици времена, при прелазу од А на В, има за вредност 

(353) 

Лако је уверити се да, при једноме одређеном паду потенцијала 

V1 - V2 , а при разним дистрибуцијама јачина струја при гранању, израз 

(353) има своју најмању могуhну вредност за ону дистрибуцију при ко
јој су јачине струја дефинисане једначинама (352). Јер, ако се уочи дру
га каква дистрибуција, при којој би ја чине струја при гранању биле 
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где су h1, •.. ,h"разлике првобитних и тако измењенихјачина, израз 

(354) 

постаје, према једначинама (352) 

IR.kif + 2 (VI - V2) 'Lhk + IR.khf. 

А пошто гранањем целокупна јачина струја није измењена, то је 

'Li~ = 'Li, 

па дакле 

тако да се израз (354) своди на 

IR.k(if +hf) 

и постаје минимум за 

Израз 

се, gакле, йри 2ранањ у сШруја cвogu на мини.му.м каg је gисШрибуција ја

чина сШруја онаква каква је она у реалности у йрироgно.ме Шоку йо

јаве. 

Од интереса је приближити тај факт сличном факту, наведеном 
. . 

при излагању принципа наЈмање акциЈе. 

Претпоставимо сад да се између тачака А и В, за које је претпо

стављена да се одржавају на сталним потенцијалима V1 и V2 , потенци

јал нагло промени у једној тачки Р, тако да у тој тачки добије дискон

тинуалан пад 

Н= И1 -И2 • 

Јачина струје која тада циркулише између А и В биhе измељена и 

дата изразом 

или 

. (V1 - V2 )- Н 
l = ..o_'---~-'---

R ' 

где су R1 и R2 отпори проводника пре и после тачке Р, а 
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Тотални губитак електричне енергије, при прелазу од А на В, тада 

W = i(V1 - V2 ) = i(iR +Н) = Ri2 + Hi, 

и састоЈИ се, као што се види, из два дела: 

1. једнога пропорционалног квадрату јачине струје, који пред
ставља, по Јоulе-овом закону, прираштај термичке енергије проводни

каАВ; 

2. једнога пропорционалног самој јачини струје и који је лока
лизиран на дисконтинуалност Р. Овај је губитак позитиван кад је пад 

потенцијала у правцу кретаља струје, а негативан у супротном правцу. 

У првоме случају, ако је тај део губитка енергије употребљен на про

мене температуре проводника, наступиhе загреваље, а у другоме слу

чају хлађеље проводника. То је Peltier-oвa йојава при додиру два на

електрисана метаnа. Наместо трансформације у термичку енергију, 

може се имати и изазиваље какве хемијске реакције, која he тада тро
шити топлоту кад је Н позитивно, а производити топлоту кад је Н нега

тивно. 

Губитак електричне енергије, изазван падом потенцијала, може 
бити утрошен и на хемијско разлагаље течних тела или раствора ( еле
ктролиза). Faraday-eв закон, према коме је количина електролитички 

разложене воде пропорционална количини електрицитета која за то 

време прође између електрода, допушта да се израчуна пад потенција

ла Н, потребан за такво разлагаље. Ако је М количина електрицитета 

која пролази између електрода за време електролизе, Р- љоме разло

жена количина воде, количник 

р 

м =р, 

који је, према Faraday-eвoм закону, сталан за све време појаве, пред

ставља тежину воде разложене јединицом количине електрицитета. С 

друге стране, означивши са Q топлоту, везану при формацији јединице 
количине воде на сталноме притиску, енергија, потребна за разлагаље 

количине Р воде, имаhе за израз ЈаР, где је Ј механички еквиваленат 

топлоте. А пошто ова енергија треба да се добије падом Н потенци

јала, коме одговара губитак енергије 

W=MH, 
то треба да је 

МН =ЈаР, 

из чега Је 
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Н= ЈаР= ЈаР. 
м 
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Између двеју електрода волтаметра, у коме се врши електролиза, 

осим разлике потенциЈала што произлази од електричног отпора 

течности, постоји, дакле, и један дисконтинуалан пад потенцијала, који 

има за бројни израз механички рад што одговара енергији апсорбо-
. . 

ваноЈ количином воде, разложеном Јединицом·количине електрици-

тета.! 
4. Појаве индукције као последице принципа одржања енерrије.2-

Нека је какав магнетни систем стављен у близину какво га проводника 

S, који је у вези са каквим електричним извором (елементом, батери
јом итд.). Кад би магнетни систем био непокретан, јачина i0 перманен
тне струје, што пролази кроз проводник, била би дата Оhm-овим 

законом 

(355) 

где је Е електромоторна сила извора, а R - отпор проводника. 

Множеhи једначину са i0 dt добија се једначина 

(356) Ei0dt- RiJdt =О, 

која исказује факт да је за време dt енергија, произведена у електри
чном извору (хемијском акцијом), једнака термичкој енергији, утроше
ној, за то време, у проводнику, а по Јоulе-овом закону. 

Ако се сад магнетни систем почне кретати, остајуhи при томе не

престано под утицајем електромагнетних акција, спољни рад, што 
резултује из тога кретања, може бити извршен само на рачун јединог 

извора енергије у систему, тј. на рачун енергије што произлази из хе
мијских акција. Сувишак хемијског рада над термичком енергијом, ут

рошеном у проводнику за време dt, употребљен је, тада, да изврши 
спољни рад dT, што одговара електромагнетним силама при томе кре
тању, према чему Је 

(357) Eidt- Ri 2dt = dT, 

где је i јачина струје што пролази кроз проводник. 
Овај, пак, рад има за вредност 

dT = idQ, 

1 Helmholtz, Ueber die Erhaltung der Kraft, 1847; Mascart: loc. cit. 562-572. 
2 Mascart: loc. cit., р. 278. 
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где је Q флукс силе што произлази из магнетног система и која про
лази кроз проводник. Једначина (357), дакле, постаје 

или 

(358) 

Е= Ri+ dQ 
dt ' 

из чега се види да израз dQ игра улогу извесне електромоторне силе, 
dt 

која је антагонистична према електромоторној сили Е: то је електро

моторна индукциона струја. 

Кад је вредност dQ позитивна, тј. кад флукс Q расте, електро
моторна индукциона струја тежи да смаљи јачину струје i и рад елек
тромагнетних сила је позитиван. Кад је вредност dQ негативна, магне
тни систем се креће опирући се електромагнетним силама, из чега 

произлази једна нова енергија у систему и јачина струје је и тада већа 

но у случају кад се систем не креће. 

Као што се дакле види, једначина (358), као последица принципа 
одржања енергије, доводи до следећих последица. 

1. Електромоторна индукциона сила такве је природе да се непре
стано противи кретаљу система, пошто се првобитна јачина струје 

смаљује, или повећава, према томе да ли се магнетни систем креће под 

утицајем електромагнетних сила, или се овима противи: то је Lenz-oв 

закон индукције. 

2. Кад би јачина струје била равна јединици, извршени спољни рад 

dT одговарао би раду dQ, извршеном у јединици времена. Електро
dt 

моторна индукциона сила равна је, дакле, таквоме раду: то је Neumann
-oвa теорема за ту силу. 

3. Електромоторна индукциона сила независна је од електромо
торне силе електричног извора; индукција ће, дакле, остати једна иста, 

па ма колико слаба била првобитна струја. Она ће се, дакле, имати и 

онда кад је проводник у неутралном електричном стаљу, са погодбом 

да образује једно затворено коло. То се потврђује Fаrаdау-евим експе

риментима о индукциЈи. 

Ови се закључци, уосталом, распростиру и на разноврсне друге 

случајеве индукционих појава. 

У случају кад у проводнику има аутоиндукције, флукс силе, која 

пролази кроз проводник у једноме датом тренутку, састоји се из флу

кса Q што произлази од спољних утицаја и флукса произведеног самом 
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струјом у проводнику. Ако је L вредност овога последљег за јединицу 
јачине струје, он he имати вредност Li за јачину струје i. Једначина ин
дукције за тај случај, а према принципу одржања енергије, је 

Е - d(Q + Li) = Ri. 
dt 

Ако је индуктор каква магнетна ламела, чија магнетна моћ нека 
је Ф, биће 

Q=МФ, 

где је М коефицијенат индукције, и једначина се може написати у об-

лику 

(359) (Е- Ri)dt = d(МФ + Li). 

Кад је моћ Ф стална и кад се узме да је магнетна ламела пренесе

на из бескрајности у један одређен положај према индукованом непо

кретном проводнику, једначина се може написати у облику 

(Е- Ri)dt = ФdМ + Ldi. 

Множећи је са i и интегралећи је од t = О до тренутка t у коме је 
ламела заузела свој дефинитивни положај, добија се једначина 

Ј (Ei- Ri2 )dt =ф Ј dM idt + Li . 
t t [ 2 ]( 

о odt 2 о 

Лева страна једначине представља сувишак хемијске енергије 
електричног извора, у размаку времена (0, t), над термичком енерги
јом у проводнику. Први сабирак на десној страни представља тотални 

рад електромагнетних сила и зависи од начина кретања система. Други 

сабирак на десној страни представља прираштај потенцијалне енергије 
струје; тај је прираштај раван нули кад се завршна јачина струје по

клапа са почетном. 

У случају кад ламела, остајући непокретна, има променљиву моћ 

Ф, имала би се једначина 

(Е- Ri)dt = МdФ + Ldi, 

а из ове Је Једначине 

где поједини чланови имају слично енергетичко значење. 
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Најпосле, у општем случају, кад ламела мења у току појаве и по

ложај и облик и своју моh, а и сам проводник струје се деформише, 
имала би се општа једначина (359), из које се за електромоторну ин
дукциону силу добија израз 

!!:_ (МФ + Li) = М dФ +Ф dM + L di + i dL. 
dt dt dt dt dt 

У случају кад се индуктор своди на једну струју што произлази из 
каквог електричног извора сталне јачине, такав се индуктор може 

сматрати као еквивалентан једној ламели и обухватити горњим оп

штим случајем; али тада, међусобним утицајем, и индуктор he бити ин
дукован, тако да he електричне модификације, у оба међусобно инду
кована електрична кола, бити регулисане скупом једначина 

(Е- Ri)dt = d(Mi' + Li), 

(Е'- R'i')dt = d(Mi + L'i'), 

где су R и R' коефицијенти отпора у оба кола, L и L'- њихови коефи

цијенти аутоиндукције, Е и Е' - електромоторне силе извора које она 
садрже, i и i' - јачине струја у њима, М - коефицијенат међусобне ин

дукциЈе. 

Множеhи прву од ових једначина са i, другу са i' и сабирајуhи их, 
добија се једначина 

(360) 

Ei- E'i'- Ri 2 - R'i'2 = 
= ! d(Li 2 + 2Mii' + L' i'2

) + 
2 

+! i2dL + ii'dM + !i'2dL'. 
2 2 

Лева страна представља сувишак енергије извора у оба електри

чна кола над термичком енергијом, утрошеном на загревање провод

ника. Десна страна представља тотални прираштај потенцијалне енер
гије двају кола и спољни рад електродинамичких сила. 

Кад су оба електрична кола непомична и непроменљивог облика, 

коефицијенти М, L и L' су константе; део енергије, нетрансформисане 
у топлоту, има за израз 

Сваки од израза 

1 L.z - l и 

2 
1 L' .,z - l 
2 
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представља властиту енергију одговарајуће струје; ова је бројно јед
нака раду који би требало да се утроши да би се изазвала таква струја 

у одговарајућем колу, или спољашњем раду, који би могла извршити 

та струја, остављена сама себи и сводећи своју јачину на нулу. 
Израз 

Mii' 

представља једну колективну енергију обеју струја: ова је бројно јед

нака раду који би требало да се утроши да би се оба електрична кола, 

кроз која пролазе струје ја чине i и i', довела из бескрајности у свој ак
туелни положај. 

У општем случају, кад су коефицијенти М, L и L' променљиви 
( електрична кола покретна и деформабилна), први члан на десној 
страни једначине (360) опет представља тотални прираштај потенци
јалне енергије двају кола; израз 

l_ (i 2 dL + 2ii' dM + i'2 dL') 
2 

представља рад који извршују електродинамичке силе у проводници
ма, при променама положаја и облика ових. 

5. Принцип одржања при испражњавању електричних конденза
тора. - Кад се арматуре кондензатора, помоћу проводне жице, споје са 

земљом, или међу собом, кондензатор се испражњује. Електричне мо

дификације у жици дешавају се, за све време трајања појаве, тако како 

ће бити задовољен принцип одржања енергије, који, у томе конкре

тном случају, добија овај облик: у бескрајно малом размаку времена dt 
тотална енергија, произведена електромоторном силом употребље

нога извора (нпр. електричног елемента) и испражњавањем конден-
затора, једнака је збиру " 

1. количине топлоте, развијене отпором проводне :ясице; 
2. варијације електромагнетне енергије у систему за време dt. 
Означивши са Е, i, R, L, q, С, Q електромоторну силу извора, јачи-

ну струје испражњавања, отпор и коефицијенат аутоиндукције жице, 

електрично оптерећење и капацитет кондензатора, и флукс индукције 
о о 

проузроковане спољним утицаЈИМа, КОЈИ пролази кроз проводну жицу, 

имаће се за те енергије ови изрази · 
1. енергија, произведена електромоторном силом Е у размаку вре

мена dt, је 
Eidt; 

2. енергија, развијена испражњавањем кондензатора у размаку dt, 
а која одговара његовој разлици потенцијала 
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има за израз 

qi dt· 
с ' 

3. количина топлоте, развијена отпором проводне жице, биће по 
Јоulе-овом закону 

4. варијација електромагнетне енергије у систему једнака је, пре
ма основном закону електромагнетне индукције, јачини струје i, по
множеној прираштајем збира флукса Q спољне индукције и флукса Li 
аутоиндукције при пролазу струје кроз жицу; та he варијација, дакле, 
имати за израз 

id(Q + Li). 

Према принципу одржања енергије имаће се, дакле, једначина 

Eidt + qi dt = Ri 2dt + id(Q + Li), 
с 

у којој, ако се стави даје 

. dq 
z=--

dt' 

(што значи да се сматра као позитивна јачина струје испражњавања 

кад ова постаје умањивањем електричног оптерећења кондензатора) 

добија се најопштија једначина за појаву испражњавања кондензатора 

која вреди како за случај кад су С, R, L, Q непроменљиви у току појаве, 
тако и онда кад су ти коефицијенти ма какве функције времена t. Сме
нивши q новом непознатом у, таквом да је 

IJR у -- -dt 
q= Гте z L 

-vL ' 
једначина појаве постаје 

d2 dJ + ro(t)y = о, 
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где је ro(t) функција времена, чији је општи израз:! 

- 1 1 d (R d ) 1 (R d )
2 

ro(t) = ---- -+-logL -- -+-logL , 
CL 2 dt L dt 4 L dt 

и КОЈа се своди на константну вредност 

_ 1 ( 1 R
2

) ro(t) =- ---
L С 4L ' 

у случајевима кад С, R, L не зависе од времена. 

1 М. Petrovitch, Theoгie de la dechaгge des conducteuгs а capacite, гesistance et coefficient 
de selj~induction vaгiaЫes, Eclairage electrique 1899, Paris; Глас S. к. а кад. 61. 



ТРЕЋАГЛАВА 

АКЦИЈА ДИСКОНТИНУ АЛНИХ УЗРОКА 

Дисконтинуални узроци и везе. - Импулс дисконтинуалних узрока и веза. - Пертурба
ције изазване таквим узроцима и везама и њихово одређивање. - Конкретни примери 

одредбе пертурбација 

Дисконтинуални узроци везе. - Дешава се да се у току једне веh 

постојеhе појаве, у једноме тренутку, какав узрок найрасно йојави или 

да га найрасно несШане ако је пре тога веh фигурисао као саставни део 

механизма појаве. У оба случаја он he се звати gисконШинуални.м узро
ком појаве. 

Таквих дисконтинуалних узрока може бити тренутних и трајних. 

Један је узрок С, који има за непосредан објекат елеменат v, ШренуШан 
ако је размак времена у коме он врши своју акцију толико кратак да је 

промена тоталитета елемента v за то време неосетна, поред свега тога 
што се сам елеменат за то време осетно изменио. Дати дисконтинуа

лан узрок је, напротив, Шрајан кад он, појавивши се у једноме тренутку 

t1, персистира у једноме довољно великом размаку времена, који по

чиње са тренутком t1, да би за то време и елеменат v и његов тотали
тет били осетно измењени. Пре тренутка t1, као и после једнога тре

нутка t2 > t1 врло блиског тренутку t1, у механизму појаве фигуришу 

само обични, континуални узроци; веома мали размак времена (t1, t2 ), у 

коме се, акцијом уоченог дисконтинуалног узрока, осетно мења 

елеменат v, али без осетне промене свога тоталитета, карактерисан је 
напрасном појавом тога дисконтинуалног узрока, који у томе размаку 

времена има карактер тренутног узрока. 

Кад се нпр. са стране удари еластична кугла, непомична на једној 

хоризонталној равни, у врло маломе размаку времена, у коме ударач 

додирује куглу, кугла нагло добија једну осетну брзину, не мењајуhи у 

томе размаку времена осетно свој положај; механичка сила при удару 

игра улогу тренутног дисконтинуалног узрока. - Кад се оствари трајни 

електрични контакт у електричноме колу, у чијем се саставу налази 

каква електромоторна сила, која би у каквој појави имала да мења, као 
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свој непосредан објекат, какав елеменат v, таква сила постаје у меха
низму ове појаве трајни дисконтинуални узрок, који се има сматрати 
као тренутан само у врло маломе размаку времена који почиње са 

тренутком у коме је остварен контакт. Контакт, уосталом, може и сам 
бити тренутан, тј. постојати само у време једнога врло уског размака 

времена (t1,t2 ); тада је и стављена у акцију електромоторна сила, уоп

ште, тренутан дисконтинуалан узрок у посматраној појави. 

Сличан је случај и са найрасно увеgеним, или найрасно ишчезлим 

везама у каквој већ постојећој појави са слободним системом, или са 

системом у коме је пре тога већ имало веза. Такве gисконШинуалне ве

зе могу и саме бити ШренуШне, тј. постојати само за један толико мали 

размак времена (t1, t2 ) да се за то време тоталитет непосредних објека

та примењених тежњи није осетно изменио; или Шрајне, кад је размак 

времена њихове егзистенциЈе довољно велики да се за то време и по

менути објекти и њихови тоталитети могу осетно изменити. У случају 

кад су дисконтинуалне везе трајне, ефективне су модификације, од 

тренутка њихове поЈаве, непрестано у сагласности са њима; кад су оне 

тренутне, ове су модификације у сагласности са њима само у краткоме 

размаку времена њихове егзистенциЈе; одмах затим та сагласност пре

стаЈе. 

Код балистичког клатна судар уводи једну напрасну, а трајну, ве

зу, јер клатно и пројектил остају после судара спојени. -При судару 

две еластичне кугле уводи се напрасно једна веза међу њима, јер им се 

површине додирују; веза је тренутна, јер се тела одмах по судару ра

здвајају.- Кад се два тешка тела, везана за два краја олабављеног кон

ца, баце увис, па се, после извесног кратког времена, једно од њих на

гло задржи, тако да се конац, затегнувши се нагло, прекине, тиме је 

напрасно у систем уведена једна дисконтинуална трајна веза: задржано 

тело постаје и остаје непомично.- Исте је врсте и веза уведена напра

сним оптерећењем, или напрасним олакшањем каквога чврстог тела у 

кретању. - Напрасна интервенција фактора ма које врсте, који би у 

каквој већ постојећој појави, од тренутка кад се јави, право играо уло

гу препреке, а чије присуство персистира и даље, јесте увођење једне 
дисконтинуалне везе у механизам појаве, која је трајна и којој се, од 

тада, морају прилагодити варијације елемената у појави. - Напрасни 

нестанак какве дотле постојеће везе има се такође сматрати као уво

ђење једне дисконтинуалне, тренутне или трајне везе, пошто се и тиме 

мења начин ограничавања виртуелних варијација елемената појаве. 

Импулс дисконтинуалних узрока и веза.- Према ранијој дефини

цији импулс узрока, импулс дисконтинуалног узрока С, у веома малом 

размаку времена (t1,t2 ) у коме он врши своју акцију, био би дат вред

ношћу одређеног интеграла 
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12 

f Xdt, 

где Х означује величину тежње Х, везане за узрок С, у једноме тренутку 

t у размаку времена (tl,t2) а примењену на непосредни објекат тога 
узрока. 

Кад узрок С није врло јак, његов импулс је, због краткоhе размака 
(t1 ,t2 ), врло слаб. Такав је случај континуалних узрока, чије су варија

ције начина поступне и у малим размацима времена неосетне. Напро

тив, кад је узрок веома јак, тако да му је јачина у размаку (t1 ,t2) вели
чина истога реда као 

1 

импулс има осетну вредност, која може бити и веома велика. Такав је 

случај дисконтинуалних узрока, који у размаку (t1,t2 ) имају нагле ва

риЈаЦИЈе, што чине осетност импулса у томе размаку. 

Дисконтинуалне везе, као и континуалне, могу се - а да се, при 

том, појава ни у чему не измени - сменити одговарајуhим реакцијама 

веза, које he и саме бити дисконтинуалне, тренутне или трајне, према 
томе које су врсте саме везе што им одговарају. Под импулсом таквих 

веза разумеhе се импулс одговарајуhих њихових реакција. 

Једнач:ине пертурбација изазваних дисконтинуалним узроцима и 

везама. - Увођење у веh постојеhу појаву, у врло кратком размаку вре

мена (t1,t2 ), 'једнога одређеног комплекса напрасних узрока и напра
сних веза, изазива у овој нагле пертурбације које се састоје: 

1. или у наглим скоковима величина појединих елемената појаве 
са једне вредности на другу, а у маломе размаку времена; 

2. или у наглој промени самих закона, по којима се поједини еле
менти мењаЈу са временом; 

З. или у суперпозицији факата 1. и 2. 
У току појаве могу се тада разликовати три, једна од друге разли-

чне, фазе: 

1. фаза (А) што се свршава са тренутком t = t1; 

2. фаза (В) што одговара размаку времена (t1,t2 ); 

З. фаза (С) што почиње са тренутком t = t2 • 

У фази (А) у механизму појаве фигуришу само обични, конти

нуални узроци и континуалне везе. За ту фазу вреде, дакле, диферен

цијалне једначине о којима је у ранијем одељку било речи. 
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Фаза (В) јесте фаза йерШурбација у појави: све што у појави има 
дисконтинуалнога, како у њеном механизму, тако и у појединостима 

њене манифестације, припада тој фази. Почетно стање појаве у овој 
фази јесте оно са којом она излази из фазе (А). 

У фази (С) фигуришу опет само континуални узроци и конти
нуалне везе, који се могу, и једни и други, поклапати са онима у фази 

(А), или се од њих разликовати, према томе да ли су дисконтинуитети, 
уведени у фази (В), тренутни или трајни. Према томе ће и за ову фазу 

вредети диференцијалне једначине ранијега одељка. Почетно стање 
појаве је оно са којим она излази из фазе (В). 

Остаје, дакле, само још да се формирају једначине за пертурба

ције тока појаве у фази (В). Те су једначине и саме последица раније 
већ формираних диференцијалних једначина појава за случајеве кад 

механизам појаве не показује никаквих дисконтинуитета. Оне ће бити 

овде наведене и проучене. 

Пре свега, поg йерШурбацијо.м йојаве у йравцу а;, где је 

(аl, ... ,ап) 

. . 
Један ма какав систем елемената, КОЈИ игра какву улогу у механизму 

појаве, а у поменутоме врло кратком размаку времена (t1,t2 ), разумеће 

се разлика 

вредности елемента а; у почетноме и завршном тренутку тога разма

ка. Из познатог йочеШно2 стања (а; )1 елемента а; са којим се ушло у 

фазу (В), и пертурбације појаве у правцу тога елемента у фази (В), од
мах се добија и завршна стање (а;) 2 тога елемента у овој фази, са ко
јим се улази у фазу (С). 

За један елеменат v, на који је у размаку (t1, t2 ) непосредно при

мењена једина те:жња Х, основна једначина 

доводи до Једначине 

(, 

k11v Гxdt, 
lt 

која показује ga је йерШурбација йојаве у йравцу v йройорционална и.м
йулсу нейосреgно йри.мењене Шежње. 

Кад се нпр. у галванометар, чији је момент инерције игле Ј, напра

сно и за размак времена (t1,t2 ), занемарљив наспрам периоде осцила-
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ције игле, пусти електрична струја јачине i, улогу непосредне тежње, 
примењене на брзину ротације ro игле, игра момент 

Х =ai, 

где је а константа галванометра. Импулс те тежње, у размаку времена 

(t1,t2 ), има за вредност 
fo 

{aidt = aq, 
tl 

где Је q количина електрицитета што пролази кроз галванометар за 
време (t1,t2 ). 

Пертурбација, коју у кретање игле уноси напрасан утицај тога мо

мента и која се огледа у наглој промени брзине ro ротације игле, дата је 
Једначином 

Ј 1'1ro = aq, 

тако да ако је брзина ротације при уласку у фазу (В) била ro 1 , она ће 
при изласку из те фазе имати за вредност 

и да, кад је игла у почетном тренутку фазе (В) била непокретна, њена 

ће ротациона брзина, при изласку из те фазе, бити пропорционална 

количини електрицитета. 

Општија једначина 

k dv = .LX. dt ,, 

написана у облику 
lz 

(361) k1'1v = .LJ Xidt, 
tl 

показује ga је йерШурбација йојаве йо елеменШу v, као ефекаШ jegнoza 
комйлекса нейосреgно йримењених Шежњи, йройорционална алzебар

ском збиру имйулса Ших Шежњи. 

Према ономе што је горе казано, импулси континуалних узрока 

су веома слаби и занемарљиви, тако да у збиру на десној страни једна

чине (361) остају само импулси дисконтинуалних узрока. Дакле: йер
Шурбације, које у јеgноме врло краШком размаку времена уносе у йоја

ву gисконШинуални узроци, зависе само og йрироgе и јачине ових, а 
никако не и og осШалих, конШинуалних, узрока у йојави. 
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Нека је сад дата каква појава са системом 

холономним или нехолономним. Фаза (В) пертурбације у појави кара

ктерисана је напрасном појавом једнога комплекса дисконтинуалних 

узрока, чиЈе компоненте у правцима 

нека су 

и напрасним увођељем једнога скупа нових веза, или напрасним не-
. . . . 

станком Једнога скупа веза КОЈе су дотле постоЈале у механизму поЈаве . . . . 
и коЈе се, према ономе што Је раниЈе казано, имаЈу сматрати као нове 

везе, уведене за време фазе (В). 
У фази (В) интензитет појаве је нагло и осетно промељен, мада за 

то време саме вредности елемената qi нису осетно измељене: брзина 
фигуративне тачке је 

нагло прешла са Једне вредности на другу, од ове осетно различну, али 

се за то време положај те тачке није осетно изменио. То би аналити

чки значило да су вредности извода 

у тој фази нагло прешле од вредности 

(q;)l, ... , (q~ )1, 

које су имале у тренутку t1, на вредности 

које имају у тренутку t2 , а да се, међутим, саме вредности qi нису за то 
време измениле. Задржавши се на тој првој апроксимацији, овде he 
бити претпостављена да је то одиста начин на који је напрасна појава 

дисконтинуалних узрока и веза пореметила у фази (В) нормалан ток 

поЈаве. 

Нека је т број уведених веза и нека су оне изражене системом 

Једначина 

(362) 
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Уведимо наместо елемената 

где је h = k- т, нове елементе 

дефинисане системом једначина 

rh+! = <l'!(qJ, ... ,qk), 

(363) rh+2 = <1'2(qi,···,qk), 

тако да везе, уведене у нови систем 

364) 

дефинисане у првобитном систему једначинама (362), буду у новоме си
стему (364) дефинисане једначинама 

rh+! =О, 

Пре но што су уведене нове везе, остварљиве виртуелне модифи

кације у систему састојале су се у произвољним варијацијама 

oq1, ... ,oqk 

елемената q1, ... ,qk. Кад те везе буду уведене, остварљиве виртуелне мо
дификације система, у размаку времена (t1, t2 ) састоје се у произвољ-

ним вариЈаЦИЈама 

елемената q1, ... ,qh, при чему елементи 

имају остати непроменљиви, тако да буде 

orh+! =О, 

По истеку размака времена (t1,t2 ) ове he последње варијације 
остати непрестано равне нули ако су везе, уведене у томе размаку вре-
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мена, трајне; оне he престати да буду равне нули ако су те везе тре
нутне. 

Принцип виртуелних радова, у своме раније наведеном облику,! 
примењен на модификације у систему (364) у размаку времена (t1,t2 ), 

доводи тада до Једначине 

(365) i=h ( дS ) j=h ( дS Ј L -~~-Qi 8qi + L -"-Q; 8ri =О, 
i=l дqi i=h+l дr; 

где је S Арреl-ова функција за систем (364) са везама онаквим какве су 
у фази (В), а Qi и Q; компоненте примењених тежњи у правцима Oqi и 
Oq;, оних које у тој фази буду фигурисале у механизму појаве. 

Пошто су, према везама уведеним у размаку времена (t1,t2 ), једи

не остварљиве виртуелне модификације система оне за које су вари

јације 

(366) 

произвољне, а варијације 

(367) 

равне нули и пошто је, као што је раније показано,2 идентични 

(368) 

где је Т Lagrange-oвa функција за систем 

а д.i одговарајуhи корективни члан у случају нехолономног система, 

то се једначина (365), за остварљиве виртуелне модификације система 
у размаку времена (t1, t2 ) своди на систем једначина 

(369) 

где су 

1 Стр. 220-224. 
2 Стр. 165-168. 
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моменти модификација у појави 

Док су све варијације 

(370) 

дТ 
Р; =-д ,· 

q; 

у једначини (365) произвољне, а пошто изрази 

дS дS дS дS 
дqЈ" ... , дq( дrh+I ' ... , дrk 

представљаЈу тоталне компоненте инертних тежњи у правцима 

у састав тоталних компоненти 

(371) 

примењених тежњи улазе и компоненте реакција уведених веза. Кад 

се, међутим, уоче само оне варијације (370) што су у сагласности са 
свима везама које буду постојале у фази (В), тј. кад се само варијације 

(366) сматрају као произвољне, а варијације (367) као равне нули, 
самим тиме су из састава компонената (371) елиминисане компоненте 
реакција веза, како оних које су постојале до тренутка t1, тако и оних 

што су уведене у размаку времена (t1,t2 ). 

Изрази Q; he бити линеарне и хомогене функције компоненти 
X1, ... ,Xk континуалних примењених тежњи које су постојале и до тре
нутка t = t1 , и компоненти Yj, ... ,Yk дисконтинуалних примењених те
жњи које су се напрасно појавиле у фази (В). Па пошто су величине 

(372) дТ дТ 
дqј , ... , дqh ' 

као и величине корективних чланова 

Llj, ... ,Llh 

у размаку (t1, t2 )коначне, а импулси компонената Х; веома слаби и за

немарљиви, то се из једначина (369), множеhи их са dt и интегралеhи у 
границама t1 и t 2 , добија са апроксимацијом о којој је овде реч 

др! =lj, 
(373) 
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где уопште 1; означује компоненту импулса комплекса дисконтинуал
них примењених тежњи у правцу Oq;: то је интеграл 

(, 

(374) г~dt, 

где је Р; скуп чланова у изразу Q; што садрже компоненте дисконти
нуалних узрока који интервенишу у фази (В). Импулси 1; ће, уопште, 
имати осетне вредности. 

Једначине (373) исказују овај резултат 
Кад је у једној појави са дисконтинуалним узроцима и везама већ 

извршена трансформација (363) система, у фази (В) he йерШурбације 
йојаве у йравцима оних моменаiiiа моgификација, којима og'ioвapajy 

елеменiiiи cиciiieмa различни og нуле, биiiiи равне iiioiiiaлнoj комйонен
Ши имйулса gисконiiiинуалних йримењених Шежњи у йравцу og2oвapa

jyhe2 елеменiiiа cuciiieмa. 
У специјалнијем случају, кад дисконтинуитети у механизму, у фа

зи (В), произлазе само од напрасно уведених или напрасно несталих ве
за у систему, једначине (373) своде се на 

др] =0, 
(375) 

и показују ga су, у фази (В), йерШурбације йојаве у йравцима оних мо
менаiiiа моgификација којима og'ioвapajy елеменiiiи cиciiieмa различни 

og нуле, све равне нули. 
Према склопу функције Т, моменти p1, ... ,ph су линеарне функције 

извода 

(376) 

са коефицијентима који су функције елемената 

(377) 

и времена t. Према томе ће и леве стране једначина (373), односно 
(375), бити линеарне и хомогене функције пертурбација 

(378) 

са коефицијентима који су функције елемената (16) и времена t. 
У тим једначинама елементи q1, ... , qh имају оне вредности које су 

имали у почетном тренутку t = t1, фазе (В), којом вредношћу треба 
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сме нити и t у једначинама; елементи rh+l, ... , rk сви су равни нули. Међу
тим, вредности извода 

не морају бити равне нули: оне he то бити само онда кад су дисконти
нуалне везе у фази (В) трајне, тако, да остају и по истеку те фазе, по
што би тада непрестано било 

(379) rh+l =O, ... ,rk =0, 

па дакле и 

(380) r;+l = O, ... ,r{ =О. 

У томе би случају једначине (373), односно (375), са једначинама 
(380), потпуно одређивале низ пертурбација (378), чиме би, у исто 
време, биле одређене и вредности извода (376) са којима се у току 
појаве излази из фазе (В), па, дакле, и завршни инШензиШеШ појаве у 
тој фази, који је у њој осетно измењен. То би, у исто време, дефиниса

ла и стање брзина промена елемената система, које се има рачунати 

као почетно стање за идућу фазу (С). 

У случају, пак, кад су дисконтинуалне везе само тренутне и остају 

само у фази (В), једначине (380) неће више постојати по истеку те 
фазе, тако да се за одредбу пертурбација (378), па дакле и завршног 
стања појаве, има само низ од h једначина (373), односно (375), које су 
недовољне за ту одредбу. Остале једначине, у потребном броју, могу се 

добити само из других каквих суплементарних података који се буду 

имали или претпостављали о појединостима појаве у фази (В) и непо

средно по истеку ове. 

Као што се, дакле, види, йроблем ogpegбe йерШурбација йојаве у 
фази (В) своgи се, не на инШеzрацију gиференцијалних, веh на решава
ње обичних, и Шо линеарних јеgначина. 

Први пример: нека су R1 и R2 полупречници, а т1 и т2 - масе две

ју кугли чији се центри крећу по утврђеној правој Ох и нека је кретање 
кугли транслаторно. Као дескриптивни систем појаве кретања може се 

сматрати скуп елемената (х1 , х2 ) где су х1 и х2 апсцисе средишта двеју 
кугли. 

Претпоставимо да се кугле у једноме тренутку t = t1 сударе; тиме . . 
Је напрасно уведена веза изражена релациЈОМ 

х2 -, х1 - R1 - R2 = О, 

која исказује да је у тренутку судара међусобно растојање центара 

равно збиру полупречника. Ако се за елементе система узму елементи 
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тако да је напрасно уведена веза изражена једначином 

биhе 

Момент кретања, што одговара елементу q1 КОЈИ после судара 
има вредност различну од нуле, јесте 

и изразивши да је пертурбација у правцу Р1 равна нули, пошто дискон

тинуитет за време судара произлази само од напрасно уведене везе, до

бија се једначина 

(381) 

и то је за овај конкретни случај једина једначина до које доводи општа 

теорија дисконтинуалних узрока. Да би се добила још једна једначина, 

потребна за одредбу пертурбација 

као и вредности 

брзина после судара, треба имати података о еластичности двеју кугли. 

Ако нпр. кугле остају у додиру и после судара, тако да је елеменат 

q2 и после овога раван нули, биhе 

(q~)2 =о дq~ = +(q~)l, 

а једначина (381) тада даје 

дqf=- т2 (q~)l, 
тl +т2 

(q') _ т1 (q;)l + т2 (q~ )1 
1 2- . 

т1 +т2 

Други пример: нека је дат систем од n непокретних струја са међу
собном и аутоиндукцијом, тако да су промене њихових јачина регули

сане раније изведеним Lagrange-oвим једначинама 1 

1 Стр. 190-192. 
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где Је 

qk = f ikdt, 

2Т = _LLkq? + 2_LMkhq~qf,, 

Qk = Ek - Rkik. 

Претпоставимо да се, у једноме одређеном тренутку t = t1, у поје

дина или у сва електрична кола, реализирањем електричног контакта, 

напрасно пусти врло јака електромоторна сила (нпр. из врло јаке еле

ктричне батерије) и нека је Fk таква сила напрасно пуштена у електри
чно коло струје ik, а 

импулс те силе у току фазе електричних пертурбација. 

Моменти електричних модификација у дескриптивном систему 

(q1, ... ,q,.)имају за вредности 

Једна чине 

Р1 = L1q{ + M12q~ + ... + М1пq~, 
Р2 = L2q~ + M21qi + ··· + М2пq~, 

представљају систем од n линеарних једначина са n непознатих коли
чина 

или, што Је Једно исто 

из којих се могу израчуна ти електричне пертурбације у фази (В) у прав
цима i1, ... ,in, а из ових и јачине струја са којима се улази у фазу (С). 
Пертурбације би нпр. биле дате обрасцима облика 
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где су ањ одrоварајуhи минори детерминанте 

LIMI2···········Mlll 
~М21··········М2п 

LпМпl ........ Мп,п-1 

и према томе су кoнciiiaнiiie елекiйрично2 cuciiie.мa. 
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У случају кад је импулс произведен јаком електромоторном си

лом осетан само у једноме електричном колу, нпр. у првоме ( електри
чни контакт којим се пушта у коло таква сила реализиран само у томе 

колу), електричне пертурбације имају за вредности 

па су, дакле, све йройорционалне .меi:Ју собо.м. 



ЧЕТВРТИ ОДЕЉАК 

МАНИФЕСТАЦИЈА ПОЈАВЕ КАО 
ПОСЛЕДИЦА САСТАВА ЊЕНОГ А 

МЕХАНИЗМА 

ПРВА ГЛАВА 

КВАНТИТАТИВНА СЛИКА ПОЈАВЕ 

Опште шеме за квантитативне појединости тока појаве, према типу њенога 
механизма. 

Прва шема: просте појаве што резултују из акције узрока сталне ја чине. 
Друга шема: просте појаве што резултују из акције узрока са независним 

варијацијама. 
Tpeha шема: просте појаве што резултују из акције узрока који се мењају про

порционално величини свога непосредног објекта. 
Четврта шема: просте појаве што резултују из акције депресивног узрока који се 

мења пропорционално тоталитету свога непосредног објекта. 
Пета шема: просте појаве што резултују из симултане акције два узрока, једнога 

са независним варијацијама и једнога који се мења пропорционално величини свога 
непосредног објекта. 

Шеста шема: просте појаве што резултују из акције два узрока, једнога 
импулсивног, сталне ја чине и једнога депресивног и задоцнелог, чија се јачина мења 
упоредо са мењањем величине непосредног објекта. 

Седма шема: просте појаве што резултују из симултане акције два променљива 
депресивна узрока, једнога пропорционалног непосредном објекту и једнога пропор
ционалног тоталитету тога објекта. 

Осма шема: просте појаве што резултују из симултане акције два узрока, једнога 
импусливног, сталне ја чине, и једнога депресивног, пропорционалног квадрату величи
не непосредног објекта. 

Девета шема: просте појаве што резултују из симултане акције два променљива 
депресивна узрока, једнога пропорционалног квадрату величине непосредног објекта 

и једнога пропорционалног тоталитету тога објекта. 
Десета шема: просте појаве што резултују из симултане акције три узрока, 

једнога са независним варијацијама, једнога депресивног, пропорционалног величини 

непосредног објекта, и једнога, такође депресивног, пропорционалног тоталитету тога 

објекта. 
Једанаеста шема: просте појаве у линеарним феноменским пољима, што резул

тују из акције једнога узрока пропорционалног дивергенцији поља. 
Дванаеста шема: просте појаве у линеарним феноменским пољима, што резул

тују из симултане акције два узрока, једнога пропорционалног дивергенцији поља, и 

једнога пропорционалног величини непосредног објекта. 
Тринаеста шема: комплексне потенцијалне појаве што се састоје у слабим мо

дификацијама једнога првобитно стабилног стационарног стања, под утицајем једнога 
комплекса слабих узрока. 

Четрнаеста шема: комплексне потенцијалне појаве, обухваhене тринаестом 
шемом, са пертурбацијама што произлазе од слабих периодичних узрока. 
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Петнаеста шема: комплексне појаве у којима се сваки од дескриптивних елеме
ната мења акцијом једнога комплекса узрока, једних сталне ја чине, једних пропорцио
налних величини тога елемента и једних пропорционалних инерцијама осталих 
елемената. 

Шеснаеста шема: комплексне појаве што резултују из акције једнога комплекса 
узрока који се мењају са стањем појаве, а кад су им непосредни објекти везани међу 
собом не променљивим везама са једним степеном слободе. 

Интеграцијом диференцијалних једначина појава, формираних на 

напред изложени начин, а пошто се у добијеним интегралима, према 

подацима, који се веh имају или претпостављају, о стању појаве у јед

номе или у неколико одређених тренутака, спецификују интеграционе 

константе или произвољне функције, које буду у њима фигурисале, 

имаhе се вредности дескриптивних елемената појаве као функције 

времена t. Тиме he, за сваки дати тренутак у току појаве, бити познато 
одговарајуhе тренутно стање свакога од тих елемената, чиме he и сам 
ток појаве бити квантитативно описан. Другим речима: знаhе се, за 

сваку од координата фигуративне тачке појаве, начин на који се она 

мења у току времена, чиме he бити познат и закон кретања те тачке у 
току појаве. 

Скуп појединости, у којима се састоји на тај начин изведена де

скрипција појаве, саставља њену кванШиШаiliивну слику. Како та сли

ка резултује непосредно из диференцијалних једначина појаве, а ове су 
један нарочити израз њенога механизма, пошто се у овоме фактори 

ослободе својих специфичних конкретних значења и задржи се у виду 

само оно што битно карактерише природу њихових улога, природно је 
~а he појавама са механизмима једнога истог типа, па ма како диспа
ратне биле њихове конкретне природе, као и природа фактора што 

улазе у састав механизма, одговарати једна иста квантитативна слика. 

Свака таква слика, везана за један одређени тип механизма, пред

~тавља по једну oйшiliy шему, по којој се за време трајања појаве нижу 

једно за другим сукцесивна тренутна стања, чији низ саставља ток по

јаве. Овде he бити наведено неколико најпростијих таквих шема, које 
обухватају непрегледан број диспаратних конкретних појава, са њихо

вим непосредним применама на механичке, физичке, хемијске итд. 

појаве, на које се оне примењују спецификовањем конкретних значења 

у њима шематизираних фактора. 

Прва шема 

Просте појаве што резултују из акције узрока сталне јач:ине. Ди

ференцијална једначина појаве је 

kdv =А 
dt ' 
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где Је 

А= Х= const. 

и дескриптивни елеменат v се мења по линеарном закону 

А v = v0 +-t, 
k 

где је v0 почетна вредност тога елемента. Тај елеменат расте бескрај

но у позитивном или негативном смислу са рашhењем времена t, према 
томе да ли је примењени узрок импулсиван или депресиван. Његова 

вредност пролази кроз нулу кад су v0 и А супротних знакова, и тај пре

лаз бива у тренутку 

kv t=-o. 
А 

Његов тоталитет 11 расте бескрајно са рашhењем времена t, и то 
по параболичком закону 

А z 1l = 1lo + v0t +- t . 
2k 

Таква шема обухвата нпр. 

1. вертикално кретање једнога тешког тела у безваздушном про
стору, при чему улогу v игра брзина кретања, улогу 11 - висина тела 

над једном хоризонталном равни; 

2. кретање електрицитета, изазвано електромоторном силом 
сталне јачине, у проводнику без осетне аутоиндукције. Улогу v игра 
количина електрицитета, улогу Х електромоторна сила, улогу k елек
трични отпор проводника; 

З. све комплексне појаве са једним степеном слободе, непромен

љивим везама и узроцима сталне Јачине. 

Друrашема 

Просте појаве што резултују из акције узрока са независним ва· 

ријацијама. Ако је закон варијације узрока представљен једначином 

х= f(t), 

где је f(t) каква одређена и позната функција времена t, ефекат he у 
току времена јачати или слабити, према томе да ли је сам узрок импул

сиван или депресиван. Он he достизати своје максимуме и минимуме у 
тренуцима кад је интензитет узрока раван нули. 



КВАНТИТАТИВНА СЛИКА ПОЈАВЕ 373 

Такав је нпр. случај: 

1. при праволинијском кретању материјалне тачке под утицајем 
силе чија се јачина мења, као функција времена по каквом унапред им
позираном закону (улогу v игра брзина кретања); 

2. при кретању електрицитета, изазваном каквом електромотор
ном силом, чија се јачина мења, као функција времена, по унапред им
позираном закону, а у проводнику без осетна отпора и осетне аутоин

дукције (улогу v игра количина електрицитета); 
З. при варијацијама карактеристичног дескриптивног елемента 

какве болести, чија величина у датоме тренутку дефинише стање бо

лести у томе тренутку, а кад је болест ефекат једне или више врста ба

цила које се множе по геометријској прогресији (улогу v игра број ба
цила); 

4. у ма каквој комплексној појави са једним степеном слободе, не
променљивим везама и узроцима који се, као функције времена, мења
ју по унапред импозираним законима. 

У специјалном случају, кад је узрок периодичан, ефекат he такође 
бити периодичан и показиваће у својим варијацијама ону исту периоду, 

која карактерише и сам узрок. Ако су, код узрока, просте осцилације, 

оне he се манифестирати и на ефекту. Величина удаљавања ефекта од 
једнога одређеног средњег стања, дефинисаног утврђеном вредношћу 

дескриптивног елемента појаве, мењаће се обрнуто пропорционално 

коефицијенту инерције у појави. Осцилације ефекта показиваће, пре

ма осцилацијама узрока, једно стално задоцњење, равно четвртини 

осцилаторне периоде. Тоталитет дескриптивног елемента се мења, у 

току времена, по закону који се добија суперпозицијом једнога просто

осцилаторног и једног линеарног закона. 

Трећашема 

Просте појаве што резултују из акције узрока који се мељају про
порционално величини свога непосредног објекта. Закон варијације 
узрока Је 

X=Av, 

где је А његов коефицијенат утицаја. Ток појаве је карактерисан експо

ненциЈалним законом 

или, за тоталитет 11 елемента v 
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k -(t-to) 

[ 
л ] 11 = 1lo + Vo Л е k - 1 , 

где су v0 , ТЈ о вредности променљивих количина v, 11 у утврl)еноме тре
нутку t = t0 • 

Дескриптивни елеменат v мења се непрестано у једном истом сми
слу, растуhи или опадајуhи, према смислу узрока. Он, у првоме случају, 

бескрајно расте са временом t, а у другоме случају асимптотно тежи 
нули. Брзина рашhења или опадања утолико је веhа, уколико је коефи

цијенат-утицаја узрока веhи, а коефицијенат инерције елемента мањи. 

Израз 

log v- log v0 = Л 
t- t0 k 

задржава сталну вредност за све време трајања појаве и позитиван је 
или негативан, према томе да ли је узрок импулсиван или депресиван. 

Та шема обухвата просте појаве, као и комплексне појаве са јед

ним степеном слободе и непроменљивим везама у којима узроци, дела

јуhи, јачају пропорционално произведеноме ефекту (као што је нпр. 
случај у појавама у којима ефекат постаје, са своје стране, узрок и по

јачава својом акцијом акцију првобитног узрока) или слабе, нпр. тро

шеhи се у мери у којој производе свој ефекат. Такве би нпр. појаве 

биле 

1. хлаl)ење чврстог тела по Newton-oвoм закону, уједначавањем 
температуре тела и околине (улогу v игра температура тела); 

2. губљење електрицитета какве наелектрисане течности њеним 
испаравањем (улогу а игра електрично оптереhење на површини те

чности); 
З. трошење каквога хемијског тела, које се поступно трансформи

ше акцијом каквога физичког агенса или фермента (улогу v игра зао
стала количина првобитног хемијског тела); 

4. смањивање брзине једне кугле при њеном хоризонталном јед
наком кретању у течности исте специфичне тежине које је и кугла 

(улогу v игра брзина кугле); 
5. опадање барометарског притиска при пењању са сталном брзи

ном (улогу v игра величина притиска). 
Под исту се шему може подвести и велики број појава, за које 

важи исти експоненцијални закон, али у којима време не игра експли

цитну улогу независно од променљиве количине, веh такву улогу игра 

друга једна одређена количина, која се тада, према тој улози, може 

асимилирати времену. Такве појаве биле би нпр.: 
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1. слабљење ја чине, светлости при пролазу кроз какво провидно 
тело, које је апсорбује (улогу t игра дебљина апсорбујуhег слоја, улогу 
v- јачина светлости); 

2. опадање барометарског притиска са висином (улогу t игра виси
на, улогу v- величина притиска). 

Покадшто се таква независно променљива количина, која у поја

ви игра улогу сличну феноменолошкој улози времена, мења дисконти

нуално, тако да јој варијације састављају један низ узастопних целих 

бројева. То су нпр. појаве код којих узрок, пошто је веh једном прои

звео свој ефекат, делује поново и на исти начин на резултат своје ак

ције, затим опет на резултат те поновне акције итд., и за које важи 

закон 

где је n цео број који показује колико је пута узастопце поновљена 
акција узрока, а Л - позитивна или негативна константа, према томе да 

ли је узрок импулсиван или депресиван. Такве би нпр. биле ове кон

кретне поЈаве: 

1. разређивање ваздуха у каквоме затвореном суду помоhу оби
чног ваздушног шмрка (улогу n игра број удара, улогу v густина ва

здуха); 
2. умножавање једне биолошке феле, у претпоставци да свака ин

дивидуа оставља исти број потомака (улогу n игра број генерација, 
улогу v- број индивидуа); 

3. опадање, у току времена, какве органске особине природном 
или вештачком селекцијом, примељеном на велики број генерација 
једне исте феле (улогу n игра број генерација, улогу v- карактеристи

чни параметар везан за уочену особину) итд. 

Четврта шема 

Просте појаве што резултују из акције депресивног узрока који 

се мења пропорционално тоталитету свога непосредног објекта. Озна

чивши са Л коефицијенат утицаја датога депресивног узрока, биhе 

х= -л11 =-л Ј vdt, 

и појава је регулисана једначином 

dv " k- =-л-n dt .,, 
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или 

Сматрајуhи као почетан тренутак онај у коме је тоталитет 11 ра
ван нули, закон варијације тоталитета дат је једначином 

[k о [f 
11 = v0 ~i sшt~k' 

а закон варијација самога дескриптивног елемента v је 

V = Vo СОS(н. 

Појава је осцилаторна; она се састоји из бескрајног низа међу 

собом једнаких осцилација око једнога одређеног стања, дефинисаног 
вредношhу тоталитета равном нуЛи и вредношhу v0 елемента v. Пе
риода ових осцилација, било тоталитета, било елемента v, има за вред
ност 

т= 1С Гk. 
~i' 

она је, дакле, утолико веhа, уколико је веhи коефицијенат инерције по

јаве, а утолико мања, уколико је веhи коефицијенат утицаја депресив

нога узрока. Највеhа удаљења тоталитета од вредности нуле стална су 

и имаЈу за вредност 

она расту и опадају са вредностима коефицијената k и 'А на исти начин 
као и периоде Т осцилација. 

Најпростији пример појава са оваквим узроцима представљале би 

кратке осцилације клатна у безваздушном простору. Улогу v игра бр
зина кретања, улогу 11 елонгација, а улогу депресивног узрока Х хори
зонтална компонента теже. 

Шема би обухватала и појаву вибрација еластичне металне шип
ке, утврђене једним својим крајем, изведене из свога равнотежног по

ложаја и остављене самој себи, као и појаву осцилације разлике нивоа 

течности у двама судовима, везаним међу собом хоризонталном цеви, 

кад се не води рачуна о отпору трења (улогу v игра брзина промене ни
васке разлике, улогу 11- сама та разлика). Она би обухватала и појаву 
испражњавања електричних кондензатора, кад Је електрични отпор 
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занемарљив (улогу v игра јачина струје испражњавања, улогу 11 - коли
чина електрицитета). 

Пета шема 

Просте појаве што резултују из симултане акције два узрока: јед

нога са независним варијацијама и једнога који се мења пропорцио

нално величини свога непосредног објекта. Тада је 

где је f(t) унапред дата функција времена, и за појаву ће важити једна 
или друга од Једначина 

(382) 

dv k- = f(t)+Л.v, 
dt 
dv 

k dt = f(t)- AV, 

према томе да ли је узрок Х2 импулсиван или депресиван. 
Кад је узрок Х1 сталне јачине, елеменат v се мења у току појаве 

по закону 

А. 
±-(1-to) Х 

v=vek +-1 
о л ' 

[где горњи знаци вреде кад је узрок Х2 импулсиван, а доњи кад је он 
депресиван Ј. У томе случају израз 

v±xl 
_l_log _ __,_"Л~ 
t- to + xl 

Vо--
Л 

задржава сталну вредност за све време трајања појаве и та је вредност 

л к . . 
тада ±-. ад Је узрок Х2 импулсиван, крива линиЈа што представља 

k 
начин варијације елемента v биће бескрајно растућа експоненцијална 
крива линија. Кад је тај узрок депресиван, крива линија he имати 
асимптоту паралелну t-осовини, којој he се приближавати растући или 
опадајући, према почетној вредности v0 и јачини сталног узрока Х1 ; 

интензитет појаве постаје све слабији и појава престаје бити осетна по

сле извеснога времена: наместо појаве јавља се једно одређено перма-

Х 
нентно стање, карактерисано вредношћу t елемента v. 
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Такав случај био би нпр. са следеhим појавама. 

1. Кретање чврстог тела око утврђене осовине, кад постоји отпор 
пропорционалан угаоној брзини тела (као што је нпр. при лаганом 

обртању точка са крилима, чијем се кретању опире ваздух). (Улогу v 
игра угаона брзина, улогу узрока Х1 - активни спрег, улогу узрока 

Х2 - отпор при обртању, улогу k- момент инерције тела). 

2. Мењање јачине струје у проводнику са осетним отпором и осе
тном аутоиндукцијом, под утицајем сталне електромоторне силе, која 
произлази нпр. из каквог електричног елемента или батерије (улогу v 
игра јачина струје i, улогу узрока Х1 - електромоторна сила, улогу 
узрока Х2 - контраелектромоторна сила 

Х2 = Л.v = -Ri, 

улогу А - електрични отпор R, улогу k- коефицијенат аутоиндукције 
проводника). 

З. Процес трансформисања каквога хемијског тела у хомогеним 

хемијским реакцијама првога реда, регулисан једначином хемијске ки

нетике 

dx 
dt = С(а- х), С= const., 

(где је а првобитна, а х- трансформисана количина тела, до тренутка 

t) може се подвести под горњу шему, сматрајуhи тежњу 

С(а- х) 

као резултанту двеју тежњи, једне сталне и импулсивне - Са и друге 

депресивне - Сх, пропорционалне трансформисаној количини тела. 

Конкретни пример: процес трансформације арсен-водоника при њего

вом распадању на арсен и водоник. 

У општем случају, кад је узрок Х1 променљив, имаhе се разновр
сни начини варијације елемената v. У свима случајевима појава се мо
же сматрати као суперпозиција двеју простијих појава. 

1. Једне дефинисане једним партикуларним интегралом једначине 
(382), која се састоји у варијацијама елемента v по извесном закону, 
који се и сам мења кад се буде мењао начин промена узрока Х1 , али 

који остаје непромељен кад се мења почетно стање појаве без промене 

закона варијације узрока Х1 • 

2. Једне појаве дефинисане општим интегралом једначине (382). 
Ова се појава састоји у варијацијама променљиве v по експоненцијал
ном закону, који остаје неизмењен кад се мења закон варијације узро
ка Х1 при томе почетно стање појаве остаје исто. Она постаје све ин
тензивнија, или све слабија, према смислу узрока Х2 • 
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Кад је узрок Х2 депресиван, појава 2. постаје у току времена све 
неосетнија и ишчезава после извесног времена. Од тада резултујуhа 
појава улази у један дефинитиван, перманентни режим, који he бити 
један исти, па ма какво било њено почетно стање, и тај се режим по

клапа са појавом 1. 
Такав је случај нпр. са следеhим конкретним појавама. 

1. Кад алтернативне струје пролазе кроз какав проводник, темпе
ратура овога поступно се мења по одређеном закону. Нека се, при то

ме, претпостави: а) да је проводник каква метална жица, довољно тан
ка да би се акција струје могла сматрати као униформна по целој повр

шини једнога њеног пресека; б) да хлађење жице бива по Newton-oвoм 
закону; в) да се јачина алтернативне струје i мења по обичном осцила
торном закону, тако да Је 

. . . 21t 
z = z0 sm-t. 

т 

Температура жице е тада је непосредни објекат двеју тежњи: јед

не коју изазива разлика температура тела и околине, и једне што про

излази непосредно од самих струја. Прва, која игра улогу узрока Х2 , 

мења се, према Newton-oвoм закону, пропорционално самој температу

ри жице; друга, која игра улогу узрока Х1 , мења се по Јоulе-овом зако

ну пропорционално квадрату јачине струје i. Диференцијална једначи
на за појаву термичких промена у жици биhе, дакле, горњега облика 

k de = ае + Ь sm· 2 21t t (k Ь) ,а, = const., 
dt т 

а појединости појаве, садржане у горњој шеми, и које резултују из ове 
једначине, потврђују се експериментално. Тако се исто потврђује и 

факт, имплициран у горњој диференцијалној једначини, а везан за на

рочити облик који има функција f(t) у овој конкретној појави: да је 
периода осцилација температуре е упола мања од периоде осцилација 
узрока Х1 .1 

2. Кад једна проста светлосна радијација трансформише какву 
провидну течност, јачина светлости he, у проласку кроз течност, сла
бити услед двојаке апсорпције: једне, физичке, која долази од тога што 

течност није савршено провидна, и једне, хемијске, која долази од тога 

што радијација хемијски трансформише течност, смањујуhи јој провид

ност, и то утолико јаче, уколико је јачина радијације i веhа. Мењање 

1 Ch. Guye: Quelques remarques sur les variations de temperature d'un conducteur 
parcouru par des courants alternatif.~. Archives des Sciences physiques et naturelies de Geneve, 
1897, р. 254. 
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јачине i са дубином продираља х, која у овоме случају игра улогу сли
чну феноменолошкој улози времена, биће непосредни ефекат двају 
делимичних непосредних узрока: једнога, јачине Х1 , што долази од фи

зичке, и једнога, јачине Х2 , што долази од хемијске апсорпције, тако 

да ће се имати једначина 

(где би се t имало сменити променљивом х). 
Кад би узрок Х1 био сам, он би варијацијама јачине i импозирао 

закон 

i =ле-а/' 

где су А и а позитивне константе, према чему је 

х _ k di _ Ь -at 
~- dt--e, 

где је Ь такође позитивна константа. 

Узрок Х2 је такође депресиван и има, бар у првој апроксимацији, 
за израз 

х2 = -ci, 

где Је с позитивна константа. 

Диференцијална једначина појаве биће, дакле 

k di _ Ь -at . 
---е -с! 

dt ' 

и на појаву се непосредно примељују закључци садржани у горљој оп

штој шеми. 1 

З. Случај у коме је узрок Х2 депресиван, а узрок Х1 променљив са 
простим осцилацијама, од нарочитога је интереса, јер се Јавља доста 
често у физичким појавама. Тада је · 

х! = .f(t) = а sin ~'ТС t, 

где је а амплитуда осцилација узрока Х1 , а диференцијална једначина 

поЈаве Је 

dv . 2n 
k- = asm-t-Л.v. 

dt т 

1 G. Lemoine. С. R. de I'Acad. des Sciences 1891, р. 936 и 992; 1894, р. 525. 
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Закон варијације елемента v облика је 

-- t Лt ( ) v =Се k +Asin2n Т -<р , 

где је С константа чија вредност зависи од почетног стања појаве, А и 
<р - две константе независне од тога стања, чије су вредности 

а 
А = -;======:=-2 , 

л2 + ( 2;п) 
1 2kn 

<р= -arctg-. 
2n ЛТ 

После извеснога времена, које је утолико краће уколико је кое

фицијенат утицаја Л депресивног узрока Х2 већи, а коефицијенат 
инерције k мањи, појава улази у свој дефинитивни режим и од тада се 
састоји из низа простих осцилација по закону 

r = Asin2n(~ -<р} 
Тај режим ниуколико не зависи од почетног стања појаве, пошто 

су константе А и <р независне од тога стања. Појава he, тада, имати исту 
осцилаторну периоду коју има и сам узрок Х1 , али he њене осцилације 
показивати, према осцилацијама узрока, једно стално задоцњење, чија 

је вредност <рТ и које је утолико веће уколико је већи коефицијенат 

инерције k. Повећавање тога коефицијента има, такође, за ефекат сма
њивање амплитуде осцилација појаве А у њеноме дефинитивном ре
жиму; тај слабећи утицај биће утолико осетнији уколико је мања осци

латорна периода узрока Х1 • 

Под ову шему потпада нпр. појава мењања јачине струје симулта

ном акцијом једне обичне контраелектромоторне силе 

Х2 = -Ri, 

и једне периодичне електромоторне силе 

х . 2п 
1 =asш-t, 

т 

произведене обртањем металног котура у униформном магнетном по

љу, око осовине управне на правац поља. Улогу v игра јачина струје, 
улогу k - коефицијенат аутоиндукције L, улогу Л - електрични отпор 

R. Поменута количина 
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Т 2Ln 
<р Т = - arctg --

2n RT 

представља размак времена између тренутка кад периодична електро

моторна сила мења знак, и онога кад мења знак јачина струје; то је јед

на врста задоцњења трансмисије електромоторне силе. 

Шесташема 

Просте појаве што резултују из симултаие акције два узрока: јед

ишга импусливиог сталне јачиие и једнога депресивног и задоцнелоr, 

чија се јачина мења упоредо са мењањем величине непосредног објек

та. Тадаје 

xl = const., 

Х2 = -F[v(t-t0 )], 

где v (t- t0 ) представља величину елемента v у једном ранијем тре
нутку t- t0 који се од актуелнога тренутка разликује сталном величи

ном t0 • Појава је регулисана функционално-диференцијалном једна

чином 

(383) dv k- = Х1 -F[v(t-t0 )]. 
dt 

Ма какав био закон варијације задоцнелог узрока F, оличен у спе
цифичном облику функције F, појава he бити карактерисала следеhом 
особином. 

Кад год у њој постоји једно финална, асимптотно стање, од кога 

се она све мање разликује у току свога трајања, и чија карактеристика 

нека је v = а, увек, кад елеменат v про!)е кроз вредност а растуhи или 
опадајуhи, он, по истеку времена t0 после тога тренутка, пролази кроз 

један свој максимум или минимум. 

Јер, пошто је за t =-

то је из (383) 

v(t) =а, dv =О 
dt ' 

Х1 = F(a). 

С друге стране, ако је t = t1 тренутак у коме v пролази кроз вред
ност а, биhе 

тако да ако се стави 
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биhе 

из чега се види да је за t = t2 

dv = 0 
dt ' 

што карактерише максимуме и минимуме елемента v. 

383 

Задржимо се сад на случају кад је закон варијације узрока Х2 ли
неаран и облика 

Х2 = Лv(t- t0 ), 

где је Л коефицијенат утицаја тога узрока. Једначина (1) постаје 

(384) 
dv ,.. 

k- =х! -fl.,v(t-to), 
dt 

и има као интеграл 

(385) v = ~1 + А1е,.11 + A2e'i1 + 'LC;ea.;t sinф;t + <р;) 

где су А1 , А2 , С;, <р; произвољне константе, r1 и r2 -корени једна чине 

(386) 

а rx; и ~; - решења система 

СХ· +Л e-a.;to cosA.t =О 
1 k 1-'t о ' 

А Л -a.t . А 0 
1-'i +-е ' sml-';to = . 

k 

Једначина (386) he имати два реална корена, оба негативна, или 
један реалан корен, или све корене имагинарне, према томе како је кад 

Лtо:::; .!_ = 0,345 ... 
k ;;::: е 

Појава се јавља као суперпозиција једне просте појаве, чији се 
интензитет не мења у току времена, и једнога комплекса парцијалних 
појава разних интензитета, од којих се једне дешавају по експоненци
јалном закону, а друге су, изазване задоцњењем узрока Х2 , осцилатор

не, са амортизираним осцилаци]ама и са разним амплитудама и осци

латорним периодама. 

Чисто експоненцијални чланови 
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л 
слабе у току времена утолио брже уколико су количник - и задоцље-

k 
ље t0 депресивног узрока већи. Напротив, осцилаторни чланови 

слабе утолико спорије уколико су ове количине веће. Вредност еле-

ХЈ. . 
мента v тежи граници Т Једним низом амортизираних осцилациЈа, и 

та граница дефинише асимптотно стаље појаве. 

Кад би узрок Х1 сталне јачине, почевши од једнога одређеног 
тренутка, престао деловати, појава би се, једним низом амортизираних 

осцилација, вратила на своје почетно стаље. И у овоме, као и у горљем 

случају, асимптотно стаље појаве је онакво какво би било и кад депре

сивни узрок Х2 не би имао у својој акцији задоцљеља. 
Ред (385) игра, у проучаваљу променљивог режима појаве, ону ис

ту улогу коју игра Fourier-oв ред у проучаваљу перманентних осци

латорних режима у периодичним појавама. Константе Fourier-oвoг ре

да овде су опадајуће експоненцијалне функције. Задоцљеље t0 депре

сивног узрока игра улогу сличну улози основне периоде периодичних 

појава, а коефицијенти амортизације -а; су по улози слични коефи

цијентима што дефинишу хармоничне тонове при вибрацијама жица. 

Као што познаваље тока једне периодичне појаве, за време једне 
љене основне периоде, повлачи са собом познаваље тока појаве за све 

време љеног трајаља, тако и познаваље оваквих појава, са задоцнелим 

узроком, за време размака t0 , повлачи са собом познаваље појаве у ма 

коме тренутку ван тога размака. Јер једначина (383) одређује брзину 
~ . 

промене - у размаку t0 што долази непосредно за оним КОЈИ се пре . dt 
тога посматрао; тиме је одређена и вредност v(t) у томе размаку, па да-

кле и вредност v(t- t0 ), чиме је опет одређена и вредност dv за идући 
dt 

размак t0 итд. Та би се одредба, у појединостима, извршила на следећи 

начин. 

Сматра ј мо као почетни тренутак t = О онај у коме улази у акцију уз
рок Х1 и претпоставимо да је у томе тренутку стаље у појави каракте
рисано вредношћу v = О елемента v. Тада, пошто се узрок Х2 јавља тек 
по истеку времена t0 , према чему је у току целог размака времена t0 

Х2 = v(t- t0 ) =О, 
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биhе у току целога тога размака, према једначини (383) 

(387) k dvl =Х 
dt 

1
' 

где v1 означује вредност елемента v у једноме, ма коме, тренутку у 
првоме размаку t0 од појаве узрока Х1 • Из (387) је 

где је С1 интеграциона константа, а пошто је за t = О и v1 = О, то је и 
cl =О. 

У другоме, идуhем размаку t0 , тј. у размаку од t = t0 до t = 2t0 , од

говарајуhа вредност ђ (t- t0 ) биhе она што одговара варијацији еле

мента v у првоме размаку; то Је дакле 

v2(t- t0 ) = ~1 (t- t0 ), 

и једначина (383) постаје 

k 
dv2 А dt = Х1 -Х1 k(t-t0 ), 

или 

где је интеграциона константа С2 одређена погодбом, да 

за t =О буде 

v = х1 [t-_!__A(t-t )2
]. 2 k 2 k о 

Тако би се исто нашла да је за треhи размак t0 , док t расте од 

t = 2t0 до t = 3t0 

[ ( )
2 ] Х1 1 А 2 1 А з v1 =- t---(t-t0 ) +- - (t-2t0 ) , 

- k 2 k 2·3 k 

и уопште за п-ти размак t0 
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(388) 
[ ( )

2 
х] 1 л 2 1 л 2 v = - t --- (t - t0 ) +- - (t- 2t ) + 

1/ k 2k 2·3 k о 

1 ( л)п- 1 
] + ... + -- (t -n -1 t0 )'' • 

2·3· ... ·n k 

Посматрајмо сад повратак појаве на њено почетно стање v = О, 
пошавши од њенога асимптотног стања дефинисаног, као што је горе 

показано, вредношhу 

х v=-1 
л 

елемент v. Означивши са W 11 вредност v у п-томе рамаку t0 при томе 

повратку, налази се да Је 

-х] 
W 11 - --y:-v11 , 

где Је вредност V11 дата једначином (388). Елеменат v, дакле, опада по

ступно на онај исти начин, на који је растао у малочас проученоме слу

чају, под утицајем сталнога узрока Х1 и пошавши од почетног стања 
v =О. Дијаграми ових двеју, међу собом инверзних, појава разликују се 

међу собом само једном транслацијом за сталну количину ~1 и обртом 
око једне осовине паралелне осовини Ot. Кад први дијаграм осцилује 

х] . 
око граничне вредности т· други осцилује око граничне вредности 

нуле. 

На овакву једну шему Sagnacl је свео тумачеље механизма изве
сних фотохемијских појава са амортизираним осцилацијама, а понао

соб експликацију једнога загонетног факта уоченог при фотохемијској 

акцији светлости на осетљиву плачу. Својом акцијом на сребрну со, 

светлост редукције и ослобођено сребро чини да плоча постаје све 

црња. Ово појачавање црнила, међутим, не иде упоредо са временом 

експонирања: црнило у први мах јача, затим унеколико опадне, опет 

почне расти итд., пролазеhи наизменце кроз један низ максимума и ми

нимума, који су све слабији и брзо се губе, постајуhи неосетни. Jansen је 
констатовао три таква минимума; остале је врло тешко констатовати 

због брзине којом се осцилације амортизирају. Једну од могуhних 

1 G. Sagnac, L'Optique des 1·ayons de Roentgen, Paris 1900, р. 29-35. М. Petrovitch, 
Scientia NQ 27, р. 53-55. 
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~кспликација таквог осцилаторног карактера појаве даје горња шема. 

1о овој би се интензитет црнила, или, што се своди на једно исто, ко

rичина редуковане соли на плочи, имао сматрати као непосредан обје

:ат двају узрока горе проучене природе: директна хемијска акција 

:ветлости непрестано тежи да, редукујуhи сребрну со, појачава црнило 

r та је тежња стална по смислу и јачини, играјуhи улогу узрока Х1 у 
·орњој шеми; ова директна акција изазива, после некога времена, у 

. . . . 
>едукованоме слоЈу Једну секундарну, супротну акциЈу, коЈа игра улогу 

'зрока Х2 и тежи да потре ону прву, изазивајуhи инверзну модифика
~ију осетљивог слоја, и то тако да Је Јачина те тежње у свакоме трену

·ку пропорционална величини ефекта директне акције, али не онаквој 
:аква је у томе тренутку, веh онаквој каква је била у једном извесном 

·ренутку пре тога. 

Случај кад је узрок Х1 периодичан. Нека је закон варијације тога 
rзрока облика 

Х1 = h(l + cos27t;} 

·де је h позитивна константа. Једначина (1) постаје 

(389) ~ ( t) k- + AV (t- t0 ) = h 1 + cos 27t- , 
dt т 

r има као интеграл збир интеграла једначине (7) без деснога члана, и 
rартикуларног интеграла 

М cos (2п ; + Б) + ~ , 

·де су М и Б константе чије су вредности 

h 
м=--;=====:======== 

k ( 27t)
2 

+ (А)
2

- 4
7tA sin 2пЬL 

Т k kT Т 

27t - А sin 2n ЬL 
tangБ = Т k Т 

А 2 fo -cos 1t-
k т 

rако да he закон варијације елемента v бити облика 

v = ~+М cos( 
2;t +Б) +А1е'"11 + А2е'21 + }:;С/џ sin(~J +<р;). 
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Коначно је асимптотно стање појаве, у случају кад постоји, оно у 

коме Је 

h (21tt ) v = А +М cos Т+ 8 ; 

појава се, у току свога трајања, све више приближује томе стању, у ко

ме се њена периода поклапа са периодом узрока Х1 , али разликујуhи се 

фазом 8 од осцилација тога узрока. 

Седма шема 

Просте појаве, што резултују из симултане акције два променљи

ва депресивна узрока: једнога пропорционалног непосредном објекту 
и једнога пропорционалног тоталитету тога објекта. Означивши са Х1 
и Х2 ја чине тих узрока, биhе 

Х1 = -Av 

Х2 = -1111 = -!l Ј vdt, 

где су А и р коефицијенти утицаја узрока Х1 и Х2 . Диференцијална је

дначина појаве је 

dv 
k dt = -Av -1111, 

или 

Карактер тока појаве зависи поглавито од релативних величина 

коефицијента инерције и коефицијената утицаја оба узрока. Ставимо, 

краткоhе ради, да је 

и разликујмо сва три случаја 

Први случај: р< О. Ако се стави да је 

р= -h2' 

и ако се као почетна вредност времена t сматра она за коју је тотали
тет 11 раван нули, варијације тоталитета he бити регулисане једначи
ном 

Лt 

11 = Ае Zk sinht, 
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, варијације елемента v једначином 

'At 

v =Ве 2k sinh(t- 8), 

де су А, В, е константе дате обрасцима 

tange = 2kh. 
Л, 

Појава се састоји у амортизираним осцилацијама; размаци време

rа, што одговарају једној осцилацији, исти су за све такве осцилације и 

тална им Је вредност 

Т= 2n. 
h 

Узастопне амплитуде постају све мање, опадајуhи по zеомеШриј

кој йроzресији, чији је количник 

'АТ 

е 2h. 

Осцилације, дакле, слабе утолико брже уколико је веhа вредност 

'АТ 
:оличине -. 

k 

Други случај: р> О. Ако се стави да је 

р= h2, 

де су А1 и А2 константе одређене почетним стањем појаве. Варијације 
лемента v регулисане су Једначином 

-(]:__+h)t -(1:._-/,)t 
v = Ble 2k + В2е 2k ' 

де су В1 и В2 константе одређене једначинама 
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Пошто су вредности 

А А 
-+h и --h 
2k 2k 

позитивне, елеменат v може имати највише један максимум или мини
мум, после кога се он непрестано мења у једном истом смислу, растуhи 

или опадајуhи, а тежеhи, међутим, једнако нули као граници. 

Трећи случај: р = О. Тада је 

11 = A(l+ ~~}-;:, 
f..t 

v = Bte 2k, 

где су А и В константе одређене почетним стањем појаве. Елеменат v 
достиже највише један максимум, после кога стално опада до нуле. 

Као што се, дакле, види, појава he, уопште, бити континуална или 
осцилаторна. У првоме случају, који he се имати онда кад је коефици
јенат инерције мали према коефицијенту утицаја уЗрока Х1 , елеменат v 
може само једном достиhи максимум или минимум, па he се затим 
стално мењати у једноме истоме смислу и поступно бивати све неосе

тнији. У другоме случају, који наступа кад је први коефицијенат до-
. . . 

вољно велики према другоме, поЈава се састоЈИ у Једноме низу осцила-

ција које у току времена постају све слабије; елеменат се v наизменце 
приближује једноме одређеном стању, дефинисаном својом вредношhу 

О, и удаљавати се од њега, али тако да су та удаљавања све слабија, док 

најпосле и саме осцилације не постану неосетне. Појава је тада ушла у 

своЈе асимптотно стационарно стање. 

Шема обухвата велики број појава најразноврсније конкретне 

природе, као што су следеhе. 

1. Лагано кретање клатна кроз какву средину, у којој је отпор 
пропорционалан брзини кретања; улогу v игра брзина, улогу 11- елон

гација, улогу Х1 - отпор средине, а улогу Х2 - тежа. 

2. Вибрације дијапазона, кад је унутрашњи отпор пропорцио
налан брзини вибрација; улогу v игра та брзина, улогу 11- елонгација, 

улогу Х1 - унутрашњи отпор, а улогу Х2 - еластична сила. 

З. Испражњавање електричних кондензатора, при чему је v јачина 
струје, 11 - електрично оптереhење кондензатора, Х1 - контраелектро

моторна, а Х2 - електростатична сила. 
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4. Осцилације нивоа течности у двама судовима, везаним једном 
хоризонталном цеви, при чему је v брзина помераља нивоа, 11 - ниво

ска разлика течности, Х1 - сила трења, Х2 - тежина померенога дела 

течности. 

Осма шема 

Просте појаве што резултују из симултане акције два узрока: јед

нога импулсивног, сталне јачине, и једнога депресивног, пропорцио

налног квадрату величине непосредног објекта. Тада је 

Х1 = const., Х2 = -Лv, 

тако да је диференцијална једначина појаве 

(390) 

Рачунајуhи време од почетног тренутка t =О у коме је v =О, појава 
he бити регулисана законом облика 

{Х; еш -1 
v =~т eat +1' 

где је а константа, чиЈа Је вредност 

Дескриптивни елеменат а непрестано расте у току појаве, теже

hи, при томе, граничној вредности 

која карактерише асимптотно стање појаве. 
Кад би импулсивнога узрока Х1 напрасно нестало, једначина поја

ве би се свела на 

а закон варијације елемента v био би облика 

1 
v= At 1' 

-+
k v0 
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где је v0 величина тога елемента у тренутку кад је узрока Х1 нестало. 
Појава је, од тада, све слабија у току времена, тежеhи асимптотно, и то 

све спорије, своме првобитноме почетном стању, карактерисаном вре

дношhуv= О. 

На такву шему се наилази нпр. при извесним физичким и хемиј

ским модификацијама, ограниченим реактивним отпорима, које оне 

саме собом изазивају. Системи, изложени првобитно једној сталној ак

цији, добијају модификације, које би их, кад би се та акција довољно 

продужила, довеле у једно одређено асимптотно стање, из кога више 

не би излазили. Али, кад се та акција напрасно прекине, систем се по

ступно, и то на горе наведени начин, враhа у своје првобитно стање. 

Такав је нпр. случај са модификацијама на површини селена, изложе

ној једној сталној радијацији, а које се могу пратити посматрањем ва

ријација његове електричне проводљивости, или са модификацијама 

при бимолекуларном сједињавању јана у гасовима. Тражеhи релацију 

између јачине светлости коју емитује једно фосфоресцентно тело и 

размака времена који је прошао од тренутка кад је престала спољна 

светлосна акција, и узевши, при томе: 1. да сваки јон, сједињујуhи се, 
емитује одређену количину светлости; 2. да се сједињавање јана, од 
тренутка кад је спољна акција престала, врши под утицајем једнога 
отпора пропорционалног квадрату величине v модификације; З. да је 
јачина луминисценције i у свакоме тренутку пропорционална брзини 

dv . · s · -- СЈедињавања Ј ОНа у томе тренутку, agnac Је, применом горње шe-
dt 

ме, дошао до релациЈе 

где су k, h, Л физичке константе тела. То је закон облика 

. 1 z=----
(a + bt)2 

' 

до кога је, експериментално, дошао Н. Becquel'el, 1 тражеhи закон по ко
ме јачина луминисценције једнога сулфида поступно опада у току вре

мена. 

1 Н. Becqueie1, Su1· les lois de l'intensite de la lumie1·e emise pm· les согрs phosphoгescents, 
С. R. de 1'Acad. dees Sciences t. 113, 1891, р. 618. 
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Девета шема 

Просте појаве што резултују из симултане акције два променљи

ва депресивна узрока: једнога пропорционалног квадрату величине не

посредног објекта, и једнога пропорционалног тоталитету тога објек

та. Тадаје 

Х1 = -Av2
, Х2 = -џ:r), 

где су А и Jl коефицијенти утицаја уочена два депресивна узрока. Једна
чина појаве је 

k 
dv ~ 2 
dt = -лv -1!11, 

или 

(391) k ____в_+ А _!l + 1111 = О. d2 (d )2 

dt 2 dt 

Претпоставивши да је почетни тоталитет 11о елемента v довољно 
мали да би се могли занемарити његови степени више од другога; за

кон варијације тоталитета 11 у току појаве биhе дат приближном једна
чином:1 

(392) А 2 ( 1 2А ) и А 2 2 и 11 = - -11о - 11о - -11о cos t - - -110 cos t -
2k 3k k 6k k' 

а закон варијације самога дескриптивнога елемента v једначином 

( 2А ЈИ . и А 2и . 2 и v = 11о 1- -110 - sm t - + -110 - sш t -. 
3k k k 3k k k 

Појава је, дакле, периодична и периода осцилација је 

(393) Т= 2тсЈУ. 

Она се, дакле, мења пропорционално квадратном корену из кое

фицијента инерције у појави, а обрнуто пропорционално квадратном 

корену из коефицијента утицаја узрока Х2 , а ниуколико не зависи од 

коефицијента утицаја узрока Х1 • 

1 За приближну интеграцију једначине (11) в. нпр.: Poisson, Mecanique 1-е edit., 
1811, t. I. р. 405; Mascait-Joubeit, Ler;ons suг l' Electг. et /е magnetisme, t. П, р. 25. 
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Задржимо се на варијацијама тоталитета Т), које су од нарочитог 

интереса у конкретним појавама, обухваhеним овом шемом. Те су 

варијације осцилаторне и имају за периоду вредност Т, дату обрасцем 

(393). Амплитуда Т) 1 растуhе полуосцилације, која долази одмах за по
четном опадајуhом полуосцилацијом и која се добија из једначине 

(392), ставивши да је t =Т, има за вредност 

4Л 2 
'111 = llo- 3k llo· 

Амплитуда идуhе полуосцилације биhе, тако исто 

4Л 2 
'112 = '111 -

3
k '111 ' 

. . 
или, са усвоЈеном апроксимациЈОМ 

8Л 2 
'112 = llo -ЗkУЈо, 

тако да he, уопште, за п-ту полуосцилацију бити 

4пЛ 2 
Yln = 11о- Зk llo· 

Осцилације, дакле, слабе йо ариШмеШичкој йpozpecuju и постају 

неосетне после једнога одређеног броја осцилација, датог најмањим 

целим бројем т, који задовољава погодбу 

т> Зk _1_. 
4Л llo 

Размак времена t1, што одговара једној растуhој полуосцилацији и 

који се добија ставивши у једначини (392) да је 11 = О, биhе, према усво
јеној апроксимацији, дат обрасцем 

t =Т+ АУЈо fi. 
1 

4 з ~ Ј.1 

т . . . . . 
Размак времена -, што одговара ЈедноЈ целоЈ осцилациЈИ, НИЈе, 

2 
дакле, подељен на два једнака дела тренутком у коме осцилација мења 

знак: размак који одговара растуhој полуосцилацији веhи је од онога 

који одговара опадајуhој полуосцилацији, а који има за израз 

t =Т_ АУЈо [ 
2 

4 з ~ Ј.1' 
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пошто мора бити 

Таква шема обухвата нпр. појаву осцилација каквога чврстог тела 

у средини која даје отпора, и то тако да је тај отпор пропорционалан 

брзини кретања, такав случај наступа у природноме току појаве, кад су 

брзине довољно велике. Улогу v игра тада брзина кретања, улогу 11 -
елонгација, улогу Х1 - отпор средине, а улогу Х2 - депресивна матор

на сила. 

Иста би шема обухватила и Becquerel-oвy теорију механизма фо

сфоресценције.l Покушавајуhи да постави релацију између јачине све
тлости коју емитује једно фосфоресцентно тело и времена протеклог 

. . 
од тренутка кад Је престала директна спољна акциЈа светлости на тело, 

Becquerel полази од хипотезе да је емитована светлост, у појави 
фосфоресценције, резултат извесног интрамолекуларног вибраторног 

кретања и да се слабљење те светлости, које произлази од поступног 

умањавања амплитуда вибрација, може сматрати као ефекат једнога 

реактивног узрока, чија би јачина била у свакоме тренутку пропорцио

нална квадрату брзине делиhа што трепере. Тако схваhена појава пот

пада под горњу шему и појединости њенога тока обухваhене су оним 

што је горе казано. Тако, вибрације he бити све слабије и постати 
неосетне после извеснога времена, предвиђенога у шеми; између ам

плитуда Y\n п-те вибрације и амплитуде УЈо почетне вибрације постоја
hе релација 

4пЛ 2 
Y\ n = У\ о -

3
k У\ о' 

или, према усвојеној апроксимацији 

(394) - У\о 
Y\n - l 4пЛ 

+--У)о 
3k 

А пошто је број n пропорционалан времену t, а амплитуда про
порционална квадратном корену из јачине светлости i, једначина (394) 
своди се на релацију облика 

(395) i = 1 (а,Ь) = const., 
(а+ bt)2 

1 Н. Becquerel: Јос. cit. 
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између јачине емитоване светлости и времена протеклог од престанка 

директне спољне акције светлости на тело. То је закон за који је Be
cquerel показао непосредно експериментом да са великом приближно
шhу представља начин варијације јачине емитоване светлости при 

фосфоресценцији, за тела која је у томе погледу испитивао. 

Десеташема 

Просте појаве што резултују из симултане акције три узрока: јед

нога са независним варијацијама, једнога депресивног, пропорцио

налног величини непосредног објекта, и једнога, такође депресивног, 

пропорционалног тоталнтету тога објекта. Тада је 

Х1 = f(t), Х2 = -Лv, Х3 = -1.111, 

где је f(t) одређена и дата функција времена t; Л и 11- коефицијенти 
утицаја депресивних узрока. Појава се своди на једначину 

dv 
k- = f(t)- Лv -1.111, 

dt 
. . 

ТЈ. на линеарну Једначину другога реда 

(396) k d211 +л d11 + 1111 = f(t). 
dt 2 dt 

Ако је 

и ако се стави да Је 

закон варијације тоталитета 11 облика је 

Лt 

11 = Ае 2k sin(at +<р)+ Ф(t), 

где су А и <р константе, чије вредности зависе од почетнога стања у по

јави, а Ф(t) -један партикуларан интеграл једначине (396). 
Закон варијације самога елемента v облика је 

(А) 
_}!__ dФ 

v = Ве 2
k sin(at +\ј!)+ dt , 

где су В и '11 константе, везане са А и <р релацијама 
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В= А а 2 +(}:___)
2 

2k ' 

. А 
а SШ <р + - COS <р 

tang\j/ = 2k 
А . 
2

k sш <р - а cos <р 

Резултујућа појава биће суперпозиција двеју простијих појава: 

1. једне која се састоји у варијацијама елемента v по извесном за
кону, чији облик зависи од начина на који се меља узрок Х1 ; 

2. једнога који се састоји у поступно амортизираним осцилацијама 
појаве око једнога одређеног стаља, карактерисаног вредношћу v = О 
елемента v. 

У своме перманентном режиму, у који појава, због наглог амор

тизираља осцилација под 2, убрзо улази, варијације елемента v регу
лисане су законом 

dФ 
v=-

dt ' 

а вариЈациЈе љеговог тоталитета- законом 

Т\= Ф(t). 

Пре уласка у такав режим, појава му се наизменце приближује и 

од љега удаљује, али су та удаљаваља све слабија, тако да по истеку 

извесног времена постају неосетна. Слабљеље тих удаљаваља је искљу

чиво ефекат депресивнога узрока х2; оно је утолико јаче уколико је 

коефицијенат утицаја тога узрока већи, а коефицијенат инерције у по

Јави маљи. 

Између многобројних разноврсних појава обухваћених овом ше

мом, овде he бити наведене следеће. 
1. Појаве које се састоје у варијацијама једне карактеристичне 

променљиве количине у великоме броју физичких апарата за ауто-;; 

матско бележеље тока појаве, у којима, обично, главну улогу игра ка

кав покретан орган (игла, писаљка, мембрана, огледало), удешен за 
праволинијска или кружно помераље и изложен овим трима симул

таним акцијама: 

а) акцији једне активне силе, која xohe да се измери; 
б) акцији једне антагонистичне силе, пропорционалне помераљу 

покретног органа, рачунатом од једнога сталног положаја; 

в) акцији једне депресивне амортизирајуће силе, пропорционалне 

брзини помераља покретног органа. 
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Улогу елемента v игра, тада, брзина померања покретног органа, 
улогу тоталитета - величина померања или скретања тога органа од 

његовог првобитног положаја. Узрок Х1 се поклапа са силом а), узрок 
Х2 са силом в), а узрок Х3 са силом ц). 

Конкретан пример: скретање игле галванометра при проласку 

струје, где улоге сила а), б), в) играју: једна сила пропорционална јачи
ни струје, која се мери; једна пропорционална углу скретања, исте вр

сте коЈе Је и торзиона сила при упредању; једна реактивна сила пропор

ционална брзини кретања игле, а која произлази од трења или индук

ЦИЈе. 

2. Подржано испражњавање електричних кондензатора, кад се 
ово подржава каквим извором електрицитета (елементом, батеријом), . . 
КОЈИ кондензатору за време испражњавања придаЈе сталну или промен-

љиву електромоторну силу. Улогу v тада игра јачина струје испражња
вања, улогу 11 - електрично оптереhење кондензатора, које се мења у 

току испражњавања; улогу узрока Х1 - електромоторна сила електри

чног извора, улогу узрока Х2 - контраелектромоторна сила у провод

лику, и, напослетку, улогу узрока Х3 - електромоторна сила што прои

злази од разлике потенциЈала у кондензатору. 

3. Violle је нашао да, кад се нагло загреје један од полова каквог 
термоелектричног елемента, комбинованог са галванометром, игла 

овога се помера, премаши положај који би требала да за стално заузме, 

враhа се опет у овај, премаши га, поново се враhа и после једнога низа 
све слабијих осцилација дефинитивно се на њему заустави. Појава 
постаје разумљива кад се примети да се разлика температура двају по

лова термоелектричног елемента мења са временом по Newton-oвoм 

закону, од тренутка кад се почне грејати један од полова, и да he, пре
ма томе, јачина струје бити функција времена облика 

i = h (1- e-gt) (ћ, g) = const. 

Ова струја игра улогу узрока Х1 са независним варијацијама, и 
ако се скретању игле галванометра и брзини овога скретања прида 

улога тоталитета 11 и елемента v горње шеме, ток појаве је обухваhен 
том шемом. За законе варијација тих елемената налазе се тада облици, 

који се потпуно подударају са онима до којих се долази непосредним 

посматрањем.1 
4. Кретање електрицитета у резонаторима, при чему је закон ва

ријације одговарајуhег узрока х! облика2 

1 Ernest Meпitt, American Journal of Science, t. XLI, 1891, р. 417. 

2 V. Bjerkness, Wiedem. Annalen Bd. LV, р. 121. 



КВАНТИТАТИВНА СЛИКА ПОЈАВЕ 399 

Х1 = he-g1 sin(mt+n) (h,g,m,n) = const. g >О. 

Улогу тоталитета 11 игра разлика потенцијала на двама половима 
резонатора, а улогу v - брзина мењања те разлике. 

Случај кад је узрок Х1 периодичан. Тај је случај од нарочитог ин
тереса по броју и разноврсности појава у којима се на њега наилази. 

Пре свега, у извесном броју појава та се периодичност манифесту-
је у простим осцилацијама облика 

(397) Х1 = Psin2r{~-p) (Р,е,р) = const. 

Горња функција Ф тада је облика 

(398) Ф(t) = М sin 2п( i- у Ј 

где су М и у константе дефинисане једначинама 

(399) 

р 
м = --;=========2 ' 

4n
2

1i? + (l..l- 4kn
2

) ez ez 
2пЛ tang2n(y-p) = 

2
• 

l..le- 4kn ez 

Функција Ф'(t) истога је облика 

(400) Ф'(t) = N sin2n( i- 8} 

где су N и 8 константе чије су вредности 

(401) N= 2nM 
е , 

1 8 =у+-. 
4 

Резултујуhа појава састоји се, дакле, у суперпозицији двеју врста 

осцилациЈа 

1. једних са периодом Т, датом обрасцем Т = 2n, на које би се по
а 

јава свела кад не би било узрока Х1 и које брзо слабе и поступно ишче-

завају услед присуства експоненцијалног фактора e-Pt у једначини (А); 
2. једних са оном истом периодом е коју имају и осцилација узро

ка- Х1 , а са непроменљивом амплитудом N. 
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Ова друга врста осцилација одговара сталноме, дефинитивном, 

режиму појаве. Кад ова буде једном ушла у тај режим, дескриптивни 

елеменат мења се по закону 

v = Ф'(t), 
а тоталитет 11 по закону 

11 = Ф(t). 

Осцилације тоталитета показују, према осцилацијама узрока Х1 , 

са којима имају једну исту периоду, сталну фазну разлику у- р, које 

само у томе случају може нестати ако је Л= О, тј. ако нестане узрока
Х2 • Ова разлика, последица поступног слабљења осцилација, одговара 

једној врсти задоцњења осцилација тоталитета према осцилацијама 

узрока Х2 . Приметимо и то да ће и сама појава показивати, у своме 

дефинитивном режиму, а према осцилацијама узрока Х1 , једну сталну 

фазну разлику, која ће имати за вредност 8- О. 
Факт, међутим, који се нарочито истиче међу осталим поједи

ностима појаве, и који игра важну улогу у механизму многих појава, 

јесте овај: кад год је узрок Х1 периодичан са простим осцилацијама, у 
току појаве поступно се уводи једна врста синхронизације осцилација 

узрока и ефекШа: појава, која се испрва налази у једноме променљивом 
режиму, улази поступно у један сталан, дефинитиван·режим, у коме се 
њена йериоgа изјеgначује са йериоgо.м узрока. Овај сталан режим на

ступа утолико брже уколико је већи коефицијенат утицаја амортизу

јућег узрока х2. 

Претпоставимо сад случај ма каквога периодичног узрока Х1 . 

Функција која представља његов интензитет може се, уопште, развити 

у Fourier-oв ред облика 

(402) х!= I~, sin2n( ~- Рп} 

а одговарајућа функција Ф(t) биће збир ограниченог или бескрајног 

броја чланови облика 

(403) 

где су М" и Уп константе дефинисане обрасцима (399), пошто се у ови
е 

ма смени Р са~,, р са Рп и е са-. 
n 

Појава ће се састајати у суперпозицији осцилација разне врсте: 
1. једних са периодом Т, на које би се свела појава кад не би било 

узрока Х1 и које брзо слабе и нестаје их; 
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2. једних, у ограниченом или бескрајном броју, са одговарајућим 
периодама 

од којих свака одговара по једном члану функције Ф(t). 

Свака врста варијација 2. представља по једну елементарну поја
ву; такве појаве играју, наспрам целокупне посматране појаве, познату 

улогу коју играју хар.монијски звуци у специјалнијем, акустичном 

проблему. Утицај ових елементарних појава све је слабији уколико им 

је виши ранг n, и постаје неосетан почевши од једног довољно високог 
ранга: максималне амплитуде, како карактеристичне променљиве v, 
тако и тоталитета 11, теже нули кад n бескрајно расте. Дефинитиван 
режим појаве своди се, дакле, на један мали број таквих елементарних . . 
поЈава, што одговараЈу малим вредностима n. 

Између механичких појава, које потпадају под ову шему, овде ће 

се навести нпр. кретање двеју тачака А и В, покретних по једној истој 

правој линији, везаних међу собом једном опругом, чија се маса може 

занемарити, а кад је кретање такво да тачка А периодички осцилује 

око једнога сталног положаја, а тачка В наилази у своме кретању на 

отпор пропорционалан брзини њеног кретања. Механизам и ток 

појаве обухваћени су горњом шемом. Да би се остварио отпор пропор

ционалан величини непосредног објекта узрока, чију улогу овде игра 

брзина тачке В, може се та тачка везати са слободним крајем какве 

дугачке вертикалне шипке, која осцилује око једне сталне тачке О, и 

утврдити на шипци у близини тачке О какво крило, чије би кретање 

наилазило на отпор ваздуха пропорционалан брзини тачке в. Додава
ње ових делова има само утицаја на промену масе тачке В, тј. коефи

цијента инерције у појави, а међутим служи за изазивање врсте отпора, 

која се овде има у виду и која игра улогу узрока Х2 • Улогу узрока Х1 
игра извесна еластична сила, пропорционална елонгацији тачке А, која 

се по претпоставци мења периодички; напослетку, улогу узрока Х3 
игра једна сила пропорционална елонгацији саме тачке В, која са своје 

стране игра улогу тоталитета појаве.l 
Горња шема обухвата и појаву подржаног испражњавања елек

тричних кондензатора, кад се подржавање врши каквом периодичном 

електромоторном силом. Такав је случај нпр. остварен кад се ова 

електромоторна сила производи обртањем једнога металног котура у 

каквом униформном магнетном пољу, око једне осовине управне на 

правац линија сила. Улогу периодичног узрока Х1 игра електромотор-

1 L. Lecornu, С. R. de 1' Acad. des sciences t. 118, 1894, р. 398. 
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на сила, а улогу осталих елемената шеме елементи наведени на стр. 

382 и 390. 
Под исту шему би потпало и осцилаторно кретање игле каквога 

галванометра, кад се електрично коло, у вези са галванометром, зат

вори преко једнога соленоида, у близини кога осцилује какав магнет. 

Брзина померања игле игра улогу карактеристичне променљиве коли

чине, величина скретаља- улогу тоталитета појаве. Улоге узрока Х1 , 

Х2 , Х3 распоређене су овако: торзиони спрег, пропорционалан величи
ни скретања игле, игра улогу узрока Х3 ; амортизујући спрег (који ре

зултује из електромагнетних реакција у оквиру галванометра и од ма

гнета), пропорционалан брзини скретања, игра улогу узрока Х2 ; и, на

послетку акција индуковане струје на соленоиду игра улогу периоди

чног узрока х!. 

На исту шему се наилази и у разноврсним другим појавама, изме

ђу којих ће се навести: вибрације мембрана на телефону, вибрације 

покретних органа на осцилографима, многобројне осцилаторне појаве 

изазване алтернативним струЈама итд. 

Један специјалан случај периодичних случајева Х1 , који је од на
рочитог интереса, јесте онај кад су остварене следеће погодбе. 

а) Узрок Х1 је периодичан и врло слаб, континуалан или тре
нутан. (У з рок ће се сматрати за врло слаб ако производи веома слабе 
вибрације на своме непосредном објекту, а за тренутан ако је размак 

времена у коме такав узрок врши своју акцију толико кратак да су мо

дификације тоталитета 11 у појави за само време те акције неосетне). 
б) Периода узрока Х1 врло мало се разликује од оне коју би има

ла појава кад овога узрока не би било. 

в) Коефицијенат утицаја узрока Х2 врло је мали. 
Претпоставивши да се функција, која представља интензитет пе

риодичног узрока Х1 , може развити у Fouriel'-OB ред (402), за варијације 
тоталитета појаве, кад ова буде једном ушла у свој дефинитивни ре

жим, важиће закон 
1l = Ф(t), 

где ће Ф бити збир ограниченог или бескрајног броја чланова облика 

( 403). Појава he опет бити суперпозиција хармонијских елементарних 
појава, од којих свака одговара по једној посебној вредности n. 

Ако се, наместо коефицијента утицаја Jl, уведе вредност осцила
торне периоде Т, што би одговарала случају кад узрок Х1 не постоји, а 
која је са тим коефицијентом везана релацијом 

(404) 
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константе Mn и Уп, што одговарају општем члану (403) функције Ф(t), 
биhе дефинисане обрасцима 

(405) 

2nn'A 

(406) tang2n(yп- Р п)= е( ) . 
Л,2 2 1 n2 
-+4kn ---
4k Т2 е 2 

Ако се сад води рачуна о погодбама а), б), в) тако, да 

Рfl,т-е,л 

имају веома мале вредности, обрасци ( 405) и ( 406) своде се, са довољ
ном апроксимацијом, на 

(407) 

м = ~,т2 ,_1_ 
n 4kn2 1- n2 ' 

'АТ 1 tang2n(y 11 - р 11 ) = ---
2 

, 
kn 1-n 

и то за све вредности n осим за n= 1. 
Пошто је коефицијенат ~,,што одговара амплитуди осцилација 

узрока Х1 , према погодби а), веома мали, исти he случај бити и са кое
фицијентом М11 : амплитуде осцилација, што одговарају елементарним 
хармонијским појавама, у којима је n = 2, n = З, n = 4, ... , биће, дакле, 
веома мале и постаhе неосетне за такве елементарне појаве вишега 

ранга. Напротив, коефицијенат М1 , што одговара елементарној појави 
ранга n = 1, поред свега тога што је коефицијенат Р1 врло мали, имаhе 
релативно велику вредност, јер се Р1 множи са једним чиниоцем чији је 
именилац врло мали. Функција Ф(t) своди се, дакле, са великом апрок

симацијом на свој први члан 

М1 sin2n(i-y1} 

што одговара првоме члану Fouriei-oвoг реда ( 402); остали чланови не
мају осетна утицаја на вредност те функције. Исто he то бити и са фун
кцијом Ф'(t), из чега излази овај општи закључак, који обухвата ме

ханизме веома великог броја разноврсних појава: 
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Јеgан, ма какав, йериоgичан и врло слаб узрок Х1 , по својој акцији 

на каракШерисШичну йроменљиву количину у каквој осцилаШорној 

йојави са ла'iано слабљеним осцилацијама и йериоgом мало различном 

og йериоgе узрока Х2 , изјеgначује се са јеgним, ШакоЬе йериоgичним, 

узроком С, но који има йросШе осцилације и чији је инШензиШеШ йреg

сШављен йрвим чланом Fouгia-oвo'i pega, у који се може развити ин
ШензиШеШ узрока Х1 . 

Потражимо нпр. закон варијације периодичног узрока С са про

стим осцилацијама, који се, по своЈОЈ акцији,изједначује са каквим стал

ним а периодички прекиданим узроком 

Х1 = const. = Н. 
Ако се стави да је 

Х1 =С= М sin2n(!_- р)= Asin2n!_ +В cos 2n!_, 
е е е 

према познатим обрасцима из теорије тригонометријских редова, и 
приме тивши да је величина Х1 стална и равна Н у размаку (t1, t2 ) вре

мена t, а да је, међутим, равна нули за остали размак осцилаторне пе
риоде, биhе 

(, 

А 2Ј-н . 2 t d 2Н . n(t2 -t1) • n(t2 +t1) = - sш 7t- t = - sш sш -----'-__!0_--'с'-

е е е е е ' 
tl 

из чега излази да Је 

(408) 

t2 + tl 1 
р=----. 

2 4 

Према томе: јеgан сШалан узрок Х1 , имйулсиван или gейресиван, 

који врши своју акцију у јеgноме размаку времена t2 - t1 < е изјеgначује 
се, йо акцији, са јеgним йросШоосцилаШорним узроком, чија је амйли
Шуgа осцилацији М gаШа обрасцем ( 408) и чији максимум og'ioвapa 

- - t2 +tl 
шренушку -

2
-. 

На исти би се начин извео и овај закључак: 



КВАНТИТАТИВНА СЛИКА ПОЈАВЕ 405 

Јеgан Шренуйlан йериоgичан узрок Х2 , и.мйулсиван или gейреси
ван, чији је и.мйулс 

изјеgначује се, йо својој акцији, са јеgни.м йериоgични.м йросйlоосцила
Шорни.м узроком, чија је а.мйлийlуgа 

М= 2Н 
е , 

и чији .максимум ogzoвapa вреgносйlи t у Шренуйlку найрасне йојаве 
узрока х!. 

Горе доказана општа теорема о еквиваленцији акције једнога ма 

каквог периодичног узрока са акцијом простоосцилаторних узрока С, 

до које је, у једном љеном нарочитом облику, први дошао и експери

ментално је верификовао Cornu у својим испитиваљима о синхрониза
цији механичких система, 1 своди на узроке С бескрајан број најразно
врснијих сложенијих периодичних узрока. Она истиче генералност 

механизма синхронизације у природним појавама, и то је тај механизам 

који у непрегледном броју најразноврснијих осцилаторних појава по

влачи са собом наступаље сталног, дефинитивног режима у љима. 

Такав је нпр. случај код Blondel-oвoг осцилографа, или код осцилација 

бродова услед таласа, са којима се синхронизују друге осцилације, нпр. 

оне што про истичу из кретаља машинских органа на броду. На исти ме

ханизам се наилази и у појавама прилива и одлива; у појавама синхро

низације код разноврсних акустичких апарата (нпр. код Helmholtz-oвиx 

резонатора, Bourget-oвиx мембрана, Mercadier-oвиx монотелефона 

итд.); при кретаљу електричне струје, изазване каквом периодичном 

електромоторном силом; при синхронизацији код Hertz-oвoг електри-. . 
чног ексцитатора и резонатора; при ПОЈавама синхронизациЈе механи-

чких и електричних система у експериментима Comu-ja итд. Вероватно 
је да исти механизам синхронизације игра важну улогу и у светлосним 

појавама и да из љега резултују извесне оптичке особине пондерабил

не материје (апсорпција, емисија, флуоресценција).2 Вероватно је, та
кође, да he се на сличне механизме наићи и у физиолошким појавама, у 
којима се симултано јављају периодични и извесни антагонистични, 

реактивни, узроци, тако да прва врста уноси пертурбације у какву 

1 А. Сошu, Sиг ип theoгeme 1·eliant la theoгie de la synchгonisation а celle des гeson
nances, С. R. I'Acad. des Sciences, t. 119, 1894, р. 313. 

2 Cornu, Јос. cit. 
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осцилаторну појаву, која поступно и лагано слаби услед утицаја узрока 

ове друге врсте, а на начин предвиђен горњом шемом. 

Врло инструктивни експерименти Cornu-ja којима се физички 
потврђују горње појединости о синхронизацији осцилаторних појава и 

осцилација периодичних узрока, при пертурбацијама које ови својом 

акцијом уносе у једну такву веh постојеhу појаву, састоје се у следеhем . 
. Два метална оквира, везана један са другим једном крутом ши

пком, намештени један изнад другога, и кроз који састављају два једно 

од другог независна електрична кола, осцилују у врло интензивном 

магнетном пољу. Кроз једно од ових кола пропушта се периодична 

струја, која у експерименту игра улогу узрока Х1 ; друго коло, у чијем 
се саставу налази Један део са променљивим електричним отпором, 

служи за то да се осцилације система амортизирају у коликој се мери 
xohe. На тај начин је постигнута потпуна независност узрока Х 1 и кое
фицијента утуцаја Л узрока Х2 , реализираног другим колом. Периоди

чност узрока Х1 добијена је проласком струје кроз једну еластичну 
плочицу која вибрира и чија је вибраторна периода блиска периоди 

осцилација двају оквира. Разни типови периодичног узрока Х1 , проуче

ни у горњој шеми, добијају се нпр. на овај начин: 

а) узрок Х1 са простим синусоидалним осцилацијама добија се по
моhу индуковане алтернативне струје, изазване једним малим магне

том, везаним за плочицу што вибрира у унутрашљости једнога калема; 

б) узрок Х1 сталне јачине, са прекидима, добија се кад се вибрира
ње плочице одржава електричним елементом сталне Јачине; 

в) тренутан узрок Х1 добија се редукујуhи трајање електричног 
додира тога елемента на један веома кратак размак времена. 

Слагање кретања оквира и варијација периодичног узрока који га 
изазива може се извршити оптички, пројектујуhи лик једнога истог 

непокретног стветлог предмета на какав заклон, пошто се светлост 

одбије од два мала огледала, од којих је једно утврђено за плочицу што 

вибрира, а друго за један од покретних оквира. 
Док је друго електрично коло отворено (чиме је амортизујуhи 

узрок Х2 одстраљен, тј. његов коефицијенат утицаја Л сведен на нулу), 
крива линија, што на заклону резултује из слагања поменута два кре

тања, непрекидно се деформише и пролази кроз све могуhне Lissajous
-oвe облике, што показује потпуну међусобну независност вибратор
них периода плочице и оквира. Али, чим се затвори поменуто електри

чно коло у другоме оквиру, те деформације нестаје и крива линија по
стаје елипса, која показује, у сагласности са појединостима предвиђе
ним горњом шемом, да је постигнута синхронизација горњих двеју вр

ста осцилациЈа. 
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Ако се прекине електрична веза између плочице и оквира, ови 

престају вибрирати; ако се између једних и других уведе каква механи

чка веза (реализирана нпр. једном крутом шипком), трепереља плочи
це преносе се на оквир у облику комплексних вибрација, које се опти

чки слажу са вибрацијама плочице и изазивају у пројекцији на заклону 

извесне компликоване криве линије. Кад је одстраљен узрок Х2 (тј. 

кад је друго електрично коло), та је крива једна неправилна елипса са 

искрзаном контуром, која се непрекидно и неправилно деформише у 

току појаве и која показује неједнакост и међусобну независност 

периода осцилација једних и других органа. Међутим, чим се пропусти 

струја кроз друго коло, чиме је стављен у акцију амортизирајуhи узрок 

Х2 , кретаље оквира постаје правилно, неправилности на контури ели

псе и љене деформације брзо нестаје, тако да се крива линија на закло

ну убрзо претвара у једну правилну и стабилну елипсу, која је знак 

изЈедначаваља периода осцилациЈа Једних и других органа и њихове 

потпуне синхронизације. Кад се поново отвори друго електрично коло, 

елипса се, после неколико тренутака, опет почиље деформисати и 

убрзо добија поменуте неправилности, које показују да је нестало 

синхронизације. Ова се, дакле, има приписати акцији амортизујуhег уз
рока, везаног за друго електрично коло, као што је предвиђено и оп-

. . . 
штом шемом за синхронизациЈу осцилациЈа у порвама овакве врсте. 

Једанаеста шема 

Просте појаве у линеарним феноменскнм пољима, што резултују 

из акције једнога узрока пропорционалног диверrенцији поља. Јачина 

узрока има за израз 

(409) 

где је s дужина лука линије на коју се своди поље, А коефицијенат ути
цаја узрока. Диференцијална једначина појаве је 

k dv =А d 2
v. 

dt ds 2 

Она дефинише вредност елемента v као функцију времена и поло
жаја тачке, коју још имају да прецизирају унапред дате локалне или 

ГиренуГине погодбе, које прецизирају закон промене стаља у једној ут

врђеној тачки поља у току времена, или распоред стаља у пољу у јед

номе утврђеном тренутку. 
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Проучимо један одређен случај те врсте. Нека је дато неограни

чено, линеарно феноменско поље (v), са оваквим локалним и тренут
ним погодбама при мењању стања које га карактерише: у почетном 

тренутку појаве t =О све су тачке поља у неутралном стању, каракте
рисаном вредношhу v =О елемента v, а почетна тачка s =О напрасно 

. . 
доведена у стање v = а, КОЈе се, затим, одржава неизмењено у ТОЈ тачки . . 
за све време траЈаља поЈаве; после извеснога, довољно дугог, времена, 

. . . 
све тачке поља изЈедначаваЈу своЈа стања, тако да се од тада неосетно 

разликуЈу од стања v = а. 
Стање у тачки s мењаhе се у току времена по закону дефиниса-

. . 
ном парциЈалном Једначином 

(410) а2 дv = д2v 
дt дs 2 ' 

где Је 

(411) а= Гk 
~i' 

и наведеним локалним и тренутним погодбама. 

У другоме каквом феноменском пољу исте врсте, карактериса

ном истим елементом v, али-друrем конетантом а', стање у једној та
чки s' у тренутку t', дефинисано је једначином 

(412) 
,z дv' дzv' 
а-=--

дt' дs' 2 ' 

где v' означује вредности елемента v у овоме феноменском пољу. 
Ако се стави да је 

s' = gs, t' = 11t, 

где су g и /1 константе, једначина (З) постаје 

ТЈ. 

g2a'2 дv' _ azv' 
-11-дt дs2 · 

Изабравши константе g и h, тако да буде 

обе he величине v и v' задовољавати једну исту парцијалну једначину 
(410), и при једнаким локалним и тренутним погодбама оне he пред-



КВАНТИТАТИВНА СЛИКА ПОЈАВЕ 409 

стављати једну исту функцију времена и положаја тачке. У исто време, 

пошто се вредност те функције не мења кад вредност количника 

која he бити означена са 4z2
, остаје непромељена, то се v може сма

трати као функција само једне променљиве z. Увођењем ове промен
љиве у рачун, једначина ( 410) се своди на обичну диференцијалну јед
начину 

ЧИЈИ Је општи интеграл 

v =с, Ј e-z
2 
dz+c2, 

о 

где су С1 и С2 интеграционе константе, одређене погодбама да је 

v=O 
v=a 

за 

за 

t =О, тј. за 

t = оо, тЈ. за 

Према интегралном обрасцу 

Ј~ e-z' dz = -Јп 
2 ' 

о 

z=oo 
' 

z =0. 

закон варијације елемента v he бити представљен обрасцем 

(413) 

у коме се z има сматрати као функција времена и положаја тачке, 
представљена обрасцем 

(414) 

Локалне промене, које he се дешавати у једној произвољно иза
браној тачки s, добиле би се графички на овај начин: 

1. нека је конструисана алгебарска крива линија L1 треhег степена 

где је~ константа тачке дефинисана једначином 
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2. нека је конструисана утврђена крива L2 дефинисана једначином 

2 
5
- 2 

у = 1 = С е -z dz; 
-vrc о 

З. нека је конструисана права L:, дефинисана једначином 

v =ау. 

Поставивши линије L1, L2 У 

и L:, у положај означен насли-
ци (34), величина v дескриптив
ног елемента појаве, у време t, 
а у довде посматрано] тачки 

феноменског поља, биhе равна 

растојању тачке Мз од праве 

Оу, где се до тачке Мз долази 

овом конструкцијом: из тачке 

М на осовини yOt, такве да је 
ОМ= t, повуче се права парале
лна осовини Oz; из пресечне та
чке М1 те праве са кривом L 1 

повуче се права паралелна осо-

t 

вини yOt; из пресечне тачке М 2 Сл. 34 
ове праве са кривом L2 повуче 

се паралелна осовина Oz до пресека Мз са правом L:,: тражена величи
на елемента v једнака је одстојању тачке Мз од осовине yOt. 

Интензитет појаве i у тренутку t, а у тачки s, има за израз 

a2s2 

. dv dv дz aas 41 z=-=--=---e 
dt dz дt 2t.fii · 

Дијаграм интензитета представља криву линију која полази, ра
стуhи, од почетног тренутка t = О, достиже свој максимум у тренутку 

после кога стално опада тежећи асимптотно нули. Размак времена у 

коме појава, у датој тачки поља, постаје најинтензивнија, пропорцио

налан је, дакле, квадрату одстојања тачке од почетне тачке поља. 
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Сама конструкција показује да елеменат v, за једну дату тачку s, 
непрекидно расте у току времена, почевши од неутралнога стаља v = О, 
али све спорије, тежеhи при томе асимптотно вредности а. Дијаграм 
локалних варијација тога елемента представљен је једном растуhом 

кривом која има праву v =а као асимптоту. Кад се наместо тачке s буду 
посматрале једна по једна од осталих тачака поља, крива he задржати 
исти облик, пролазеhи непрестано кроз почетак и задржавајуhи исту 
асимптоту, али he се поступно деформисати, постајуhи утолико више 
конвексна према асимптоти уколико је посматрана тачка ближа поче

ТНОЈ тачки линеарнога поља. 

Горе наведени факт, да се вредност елемента v у току појаве не 
меља кад количник 

остаје по вредности неизмељен, показује да је време потребно да би у 
разним тачкама поља елеменат v достигао једну дату вредност v = v1, 

пропорционално квадрату одстојаља тачке од почетне тачке поља и 

коефицијенту инерције k у појави, а обрнуто пропорционално коефи
цијенту утицаја Л узрока Х, који је коефицијенат специфична констан
та поља. 

Таква би шема обухватила конкретне физичке појаве које се 

састоје у варијацијама једнога стаља (v), у жици довољно дугачкој да 
на промене стаља у једној уоченој тачки жице не утиче стаље на ње

ним крајевима, а кад се те промене врше у приликама овакве врсте: 

стаље у једној, ма којој, тачки жице тежи да се изједначи са стањем 

тачака у љеној непосредној близини, и то тако да је таква тежља, изме
ђу двеју суседних тачака, утолико јача уколико се стаља у љима јаче 

разликују, а да она врло брзо опада са растојањем тачака и да постаје 

неосетна кад се изађе из непосредне близине посматране тачке. Такав 

случаЈ Је нпр.: 

1. при распростираљу топлоте по дугачкој жици изолованој од 
утицаја средине, доведеној најпре на температуру Т= О, па затим на

прасно изложеној, једним својим крајем, акцији топлотног извора чија 

се температура Т= а одржава неизмељена у току појаве. Улогу v игра 
температура Т тачке на жици, чије је одстојање s од загрејанога краја 
жице; улогу i - брзина загреваља, улогу а - термички коефицијенат 

материјала жице. Топлота се, тада, поступно распростире од тачке до 

тачке жице на начин предвиђен горљом шемом; 

2. кад се један крај дугачке изоловане жице, на којој је, изолаци
јом, спречен латералан губитак електрицитета, а која је првобитно у 

неутралном електричном стаљу, напрасно доведе на потенцијал V =а, 
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који се, од тада, на томе крају одржава неизмељен, а други се крај веже 
са земљом. Електрично се стаље, пре но што буде ушло у свој перма

нентни режим, распростире по жици на начин предвиђен шемом; улогу 

v игра електрични потенцијал тачке на одстојаљу s од почетног краја 
жице, а у тренутку t; улогу а - електрични коефицијенат материјала 

жице. Једначина (413) и основна релација 

Ј= _ _!_ дv 
1' дs' 

где је Ј јачина струје у тачки s, а r - електрични отпор жице, одређују . . 
вариЈаЦИЈе Јачине струЈе у променљивом режиму за сваку тачку жице: 

она је одређена једначином 

Ј= _ _!_ дv = _l dv dz = ae-z
2 

г дs р ds dz p-[it {i · 

Дијаграм јачина струје [Ј изражено као функција времена помо:hу 

релације ( 414)] представља криву линију која полази, расту:hи, од вред
ности Ј= О, достиже свој максимум у тренутку 

a2s2 
t=--

2 

после кога нагло опада, теже:hи асимптотно нули, када и улази у свој 

перманентни режим. 

На шему исте врсте, само са нешто другачијим локалним и тре

нутним погодбама, наилази се и у појави поступних варијација концен

трације јана у волтаметру, при чему се концентрација меља са време

ном и са одстојаљем z посматране тачке раствора од електроде. Акти
вни узрок има за израз ( 409), где улогу v игра концентрација ј она у та
чки z у тренутку t, улогу а2 -брзина дифузије која карактерише ра
створ; диференцијална једначина појаве је парцијална једначина (410).1 

Дванаеста шема 

Просте појаве у линеарним феноменским пољима, што резултују 

из симултане акције два узрока: једнога пропорционалног дивергенци

ји поља и једнога пропорционалног величини непосредног објекта. 

Јачина првог узрока :he имати за израз 

1 Warbuгg, Wied. Ann., 1899, s. 494. 
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а Јачина другога 

тако да је диференцијална једначина појаве парцијална једначина 

дv д 2 v k =-=Л-+ )lV. 
dt дs 2 

Ставивши да је 

. . 
Једначина постаЈе 

(415) 

и она, са локалним и тренутним условима, дефинише v као функцију 
времена и положаја тачке. 

Уочимо један одређен случај те врсте. Нека је дато затворено ли

неарно феноменско поље и нека је почетни распоред стања v у њему, у 
тренутку t = О, дат једначином 

(416) v = .f(s), 

где јејдата функција положаја тачке. Симултаном акцијом два узрока 

наведене врсте стање v he се поступно мењати, у току времена, по за
кону који је изражен оним интегралом једначине (415) што се за t =О 
своди на (416). Изабравши јединицу мере за одостојања s тако да дужи
на поља буде 2n, а јединицу мере за време тако да буде k = 1, тај је 
закон облика 

где су ai и bi коефицијенти Fourier-oвoг реда 

f(s) = L: (а 11 cosns + Ь11 sinns). 

Појава асимптотно тежи стационарном стању v = а0 по опада]у
ћем експоненцијалном закону облика 

v = Ае-1 , 

где се вредност константе А мења од тачке до тачке поља. 
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Такав је нпр. случај при поступном хлађењу затворене контуре од 
жице, изложене утицају средине, кад хлађење почиње од тренутка у 

коме је термичко стање по жици дато једначином ( 416), где улогу v иг
ра температура тачке на одстојању s од изабране почетне тачке на 
жици, улогу узрока Х1 - тежња суседних тачака ка уједначавању тем
пература, а улогу узрока Х2 -утицајна тежња средине у којој се жица 
хлади. 

У случају кад је распоред коефицијената а и ~ у феноменском по
љу хеiйеро2ен, тако да су ти коефицијенти функције положаја тачке, 

стање v у тачки s, а у тренутку t, може се сматрати као резултат супер
позиције бескрајнога низа елементарних стања, која се у току времена 

мењају по законима облика 

где су 

константе, независне од времена и положаја тачке, одређене једном 

датом тренутном погодбом 

функције положаја тачке, дефинисане линеарном једначином другог 

реда 

(417) 

кад се у интегралу ове параметар г поступно смељуЈе вредностима кон

станти 

Ове вредности су, пак, корени извесне трансцендентне једначине 

(418) Ф(1·) =О, 

формиране помоhу интеграла и једна чине ( 417) и граничних по
годби. У проблемима математичке физике, у којима се наилази на 

шему овакве врсте (као што је нпр. случај у проблему хлађења жице 
неједнаке дебљине, или са неједнаким распоредом материјала, тако да 
се густина, специфична топлота и проводљивост мењају од тачке до 

тачке жице ), ти су корени реални и позитивни. Функције ui имају тада 
особине сличне особинама синуса и косинуса умножених углова, што 

фигуришу у Fouriei-oвим радовима. Свака од њих мења знак пролазеhи 

кроз нулу. Прва од њих, функција u1, што одговара најмањем корену г1 
једна чине ( 418), задржава један исти знак дуж целог поља. Функција и2 
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мења једанпут знак између крајњих тачака поља, функција u3 два пута 
итд. Али размаци између узастопних тачака у којима једна, ма која, од 
тих функција мења знак, нису међу собом једнаки, као што је случај 

код синуса и косинуса; они се мењају са распоредом коефицијената а и 

~'тј. са распоредом специфичних особина материјала у пољу, и то по 
одређеним законима, упоредо са променама распореда материјала, ко

ји утиче непосредно на вредности корена једна чине (7). Тако, кад се на 
једноме крају поља повећа коефицијенат у (што у горе наведеној кон
кретној појави значи повећати емисиону моћ, чија величина зависи од 

материјала и степена глаткости површине жице), сви се корени г; по

већавају и тачке у којима функције и; мењају знак удаљавају се од тога 
краја поља.l 

По истеку једнога, довољно дугачког, размака времена, свако се 

од елементарних стања (s) неосетно разликује од неутралног стања 
и; =О, коме оно асимптотно тежи. Пре но што то буде и са резултују

ћим стањем v, као суперпозицијом стања и;, наступиће један тренутак 
кад се стање v неосетно разликуЈе од елементарног стања 

и према томе ће утолико брже тежити своме асимптотном, неутрал

ном стању уколико је већи корен 1·1 једначине ( 418), тј. уколико је већи 
коефицијенат у. 

На сличну шему се своде и појаве кретања електрицитета по жи

ци у променљивоме режиму, при латералном губљењу електрицитета 

и локалним и тренутним погодбама сличним онима претпостављеним 

у горњоЈ шеми. 

Тринаеста шема 

Комплексне потенцијалне појаве које се састоје у слабим моди

фиющијама једнога првобитно стабилног стационарноr стања, под 

утицајем једнога комплекса слабих узрока. Нека је k степен слободе 
дескриптивног система у појави, претпостављајући да су везе у њему, у 

случају кад их има, непроменљиве у току појаве и нека је 

(419) 
редуковани систем. Нека је 

1 Sturm, Memoiгe suг une classe d'equations а dijfe1·ences partielles, Journ. d. Math. pures 
et appliquees, t. I, р. 373-444. 
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комплекс врло слабих узрока, примењених непосредно на елементе 

дескриптивног система, и који се могу, у току појае, мењати као функ

ције стања појаве (положаја фигуративне тачке система), али не и као 
непосредне, експлицитне функције времена t. Тада he компоненте 

тих узрока, примењене непосредно на елементе редукованог система, 

бити функције елемената q1, ... ,qk. Кад је појава потенцијална, биhе 

где Је 

потенцијал узрока, за који he се претпоставити да зависи од свих еле
мената q;. Нека је, поред тога, између свих, бескрајно многих могу
hних редукованих система, изабран један такав за систем (419), да је 
потенцијал -И минимум и раван нули за конфигурацију 

(420) ql =О, q2 = O, ... ,qk =О. 

Та конфигурација дефинише тада једно стабилно стационарно 

стање (S) у појави, из кога, кад би ова била изведена, па затим оставље
на сама себи, узастопна њена стања би се, од тада, непрестано налази

ла у близини тога стања за све време њенога трајања. За све то време, 

пошто је стање (S) стабилно, појава he се састајати у слабим моди
фикацијама својих тренутних стања на начин предвиђен у овој шеми. 

При тим модификацијама вредности q; остају непрестано врло 
мале; исти је случај и са кинетичком енергијом Т у појави, па према то
ме и са вредностима q;, пошто је та енергија квадратан, одређен и 
позитиван облик по тим вредностима 

Т= L:Auq(qj, Au = А1;, 

(i.: 1,2, ... ,k), 
Ј -1,2, ... ,k 

Означивши са au вредности на које се своди коефицијенат A;i за 
конфигурацију ( 420), биhе 

(421) 
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где је ~ скуп чланова вишег степена, по изводима, од 2. 
С друге стране, пошто је функција -И минимум и равна нули за 

конфигурацију ( 420), према чему су јој и први парцијални изводи, за ту 
конфигурацију, равни нули, то, ако се са bij означе вредности на које 
се за њу своде коефицијенти чланова другог степена по изводима qi и 
qi биhе 

(422) 

где је И1 скуп чланова вишег степена од 2, по елементима q. 
Пошто скуп чланова под знаком L: у изразима (421) и (422) одре

ђује знак функције Т и И, и како су ове обе позитивне за све време тра

јаља појаве, то је такав скуп у (421) непрестано позитиван, а у (422) не
престано негативан. 

Појава he бити регулисана системом Lagrange-oвиx једначина 

које се, и то са у толико веhом апроксимацијом, уколико су слабије мо

дификације што састављају појаву, своде на систем симултаних једна

чина 

Ток појаве представљен је низом интеграла 

(423) ......................................... . 

где су r 1, ... , l'k корени алгебарске једна чине 

bll- r2all bi2 - r2al2"'blk- r2alk 

(424) Ь21 -r2
a 21 Ь22 -r2

a 22 .. .Ь2k -r2
a2k =О, 

решено по r. Корени су сви реални, по два и два једнаки а супротно 
:::>значени, и таква два корена одговарају у интегралима (423) једноме 
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истоме члану, пошто су и константе p1, ... ,pk произвољне. Међу кон
стантама C;k има их k произвољних, тако да систем ( 424) садржи свега 
2k произвољних константи, чије се вредности имају прецизирати нпр. 
подацима о почетноме стаљу појаве. 

Појава је осцилаторна; осцилације се око стабилног стаља (S) мо
гу сматрати као суперпозиција простих осцилација са периодама 

2n: 2n: 2n: --' , ... , 

те су периоде непроменљиве за све системе параметара q;, пошто су 
корени 1[, према особинама алгебарске једначине (424), инваријанте 
система. 

Шема обухвата нпр. као специјални случај појаве малих осцила

ција покретних механичких система око једнога стабилног равноте

жног положаја (в. нпр. стр. 156), кад кретаље не наилази ни на какав 
отпор. Улоге параметара q; играју разноврсни геометријски елементи 
што дефинишу положај, или облик, покретног система. 

Четрнаеста шема 

Комплексне потенцијалне појаве, обухваћене тринаестом шемом, 

са пертурбацијама што произлазе од слабих периодичних узрока. У о

чим о какву појаву која би се, у приликама предвиђеним тринаестом 

шемом, дешавала на начин описан у тој шеми. Претпоставимо да се 

акцији узрока Х1 придружила акција једнога комплекса слабих перио
дичних узрока 

(425) 

који се могу, у току појаве, мељати и експлицитно са временом t, и са 
стаљем појаве и са љеним интензитетом, тако да је, уопште 

Lagt-ange-oвe једначине резултујуhе појаве биhе 

!!_(дТ)- дТ= дИ +R1 
dt дqi дq! дql ' 

(426) 

где су 
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компоненте комплекса ( 425), примењене непосредно на елементе 
q1, ... , qk редуковано г система. Те су компоненте независне од узрока Х; 
и, уопште, не постају равне нули у тренутку кад појава буде у ста
билном стању (S). Према томе, компонента R;, развијена у ред, уређе
на по степенима елемената q1, ... ,qk, имаhе један члан независан од тих 
елемената; узевши да је тај члан, од кога he се R;, за све време појаве, 
неосетно разликовати, периодична функција времена t, биhе, уопште 

R; = 2А; cos(at +а)+ 2В; cos(bt + ~) + ... + 2L; cos(lt +Л), 
где су 

A;,B;, ... ,L;; a,b, ... ,l; а,~, ... ,Л 

константе и где сваки члан представља по један прост периодичан 

пертурбаторски узрок, тако да су периоде тих узрока 

2n 2n 2n -,-, ... ,-. 
а Ь l 

С друге стране, имаhе се, са довољном апроксимацијом, да је 

Т= Lauqfqj, 

-и= LbijqiqJ, 

који се квадратни облици, једном линеарном и хомогеном трансфор-
мациЈОМ, могу свести на 

(427) 

(где су r; реалне константе и корени извесне алгебарске једначине 
k-тог степена), тако да се може узети да су изабрани елементи редуко

ваног система q; баш они за које се Т и -и јављају у облику ( 427). 
Ј е дна чине ( 426) се тада јављају у развијеном облику 

q;' + r?q1 = А1 cos(at +а)+ ... + L1 cos(lt +А), 
q~ + rk2qk = Ak cos(at +а)+ ... + Lk cos(lt +Л), 

(428) 

Облик интеграла, као и ток појаве који је њиме дефинисан, зави

се од тога да ли се периода кога од простих пертурбаторских узрока R( 
поклапа са периодом ro кога од елемената q;, што би одговарала случа
ју кад је одстрањена акција комплекса пертурбаторских узрока У;, или 
се све те периоде међу собом разликују. Разликујмо, према томе, сле

деhа два случаја. 



420 МАНИФЕСТАЦИЈА ПОЈАВЕ КАО ПОСЛЕДИЦА САСТАВА ЊЕНОГ А МЕХАНИЗМА 

1. Ниједна од периода узрока R( се не поклапа са којом од перио
да ro; тада се ни једна од вредности а, Ь, ... не поклапа са којом од вред
ности 1f и закони су варијација елемената qi у току појаве облика 

ql = 1!1 cos(r1t + р 1 ) + Л11 cos(at +а)+ ... + Л. 1h cos(lt +Л.), 
(429) ........................................................ . 

qk = !lk cos(гkt+pk)+Л.k 1 cos(at+a)+ ... +Л.kh cos(lt+Л.), 

где су Ј.1 и Pi константе, одређене подацима о почетноме стању појаве, 
а Ли -константе чије су вредности 

_ А1 _ L 
л.ll - 2 2 , ... , л.lk - 2 _

1
2 , 

г1 -а r1 
(430) 

_ А1 _ L 
Л,kl - 2 2 ' ... , Л,kh - 2 2 ' 

гk -а гk -l 

(h је индекс последљега члана у горњем изразу компоненте Ri ). 
Из једначина ( 429) се види да сваки од простих периодичних узро

ка, што улазе у састав компоненте Ri, и чије јачине имају изразе об
лика 

(431) R( = 2А cos(at +а), 

уносе у ток појаве пертурбације осцилаторног облика 

(432) Ли cos(at +а) 

исте периоде коју има и сам узрок, а непроменљиве амплитуде која је 
независна од почетног стања појаве; појава се има сматрати као супер

позиција низа таквих осцилација и оних на које би се она свела кад не 

би било акције пертурбаторских узрока Уј. Кад се периода простога 

узрока врло мало разликује од периоде ro осцилација кога од елеме
ната qi, што одговара случају кад је одстрањена акција комплекса Уј (а 
што he бити кад се а врло мало разликује од једне међу вредностима 
1f ), одговарајуhи коефицијенат Ли има врло велику вредност и ампли
туда осцилације, уведена интервенцијом простога пертурбаторског 

узрока, постаје врло велика: њена је вредност обрнуто пропорционална 

разлици поменутих периода. 

2. Периода једнога од простих узрока R( се поклапа са којом од 
периода ro; нека је то случај са периодом осцилација елемента q1 (и то 

само са њиме ), тако, да је 

За све остале елементе q2, ... ,qk имаhе се закони варијација (429), 
а за q1 закон облика 
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где Је 

(433) 

Као што се, дакле, види осцилаторна пертурбација 

Р sin(г1 t +а), 

коју тада уноси у појаву уочени прост периодични узрок, има ампли

туду која постаје све веhа у току времена, тако да по истеку једнога 

извесног размака времена модификације у појави, везане за елеменат 

q;, излазе, по својим величинама, ван граница претпостављених за 
апроксимацију о којој је реч у овој шеми. 

Овде наведена шема истиче на видик један значајан факт за мате

матичку феноменологију, у коме лежи кључ за експликацију једнога 

великог броја природних појава. Наиме: јеgна йојава, која се сасШоји у 

слабим осцилацијама своzа gескрийШивноz сисШема око jegнoz сШабил

ноz сШања, може биШи знаШно йојачана акцијом jegнoza комйлекса 

слабих йросШих йериоgичних узрока R( и Шо Шако ga величина моgи
фикација у йојави ниуколико не зависи og јачине ових нових узрока, 
ниШи og йочеШноz сШања йојаве, веh јеgино og релаШивних вреgносШи 
йериоgе йојаве йре инШервенције узрока R( и йериоgе самих Ших узро
ка; уколико је разлика периода мања утолико he амплитуда пертурба
ција, унесених у појаву узроцима R(, бити веhа и она, према величини 
те разлике, може достиhи сваку коначну вредност. 

У томе факту лежи нпр. експликација пертурбираног кретања 

локомотиве, где се пертурбације састоје у балансирањима и другим 

врстама осцилација које су каткад знатно јаче но што би одговарало 

јачини узрока који их изазивају. Маса локомотиве, због опруга на 

којима лежи њен веhи део, представља један систем који се за време 

кретања машине налази у једном слабом осцилаторном кретању око 

једнога стабилног равнотежног положаја, са осцилацијама које имају 

једну одређену периоду (Ј). С друге стране, пертурбаторски узроци, као 

што су силе што произлазе од инерције појединих покретних органа: 
клипа, моторних делова итд., имају као периоду размак времена једно

га обрта точка. Амплитуде пертурбаторских осцилација he, дакле, би
ти велике кад се у току кретања машине деси да се размак времена 

једнога обрта точка поклапа са периодом (Ј). То су оне, веома осетне, 

периодичне пертурбације којима треба тражити експликацију не у ја

чини узрока што их изазивају, веh у једнакости или врло малој разлици 

њихових периода. 
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На исту шему се своде и појаве резонанције, појаве апсорпције 

топлотних и светлосних радијација, при којима апсорбујуhи слој апсор

бује само радијације једне одређене таласне дужине, као и велики број 
других природних појава сличне врсте.1 

Петнаеста шема 

Комплексне појаве у којима се сваки од дескриптивних елемената 

мења акцијом једнога комплекса узрока: једних сталне јачине, једних 

проп:орционалних величини тога елемента и једних пропорционалних 

инерцијама осталих елемената. Нека је 

Ј , (vl, Vz, ... , Vn) 

дескриптивни систем у појави; Fj -компонента узрока сталне јачине 
примељена непосредно на елеменат vi; 

компонента узрока друге врсте, примељена на таЈ елеменат, а 

компонента узрока треhе врсте, примељена на исти елеменат, са по

годбом даје 

llij = llJi• 

Појава се своди на систем симултанихједначина 

или, у развијеном облику, на систем 

Л1v1 + k1v{ + ll12V~ + ... + ll1пv;, = F1, 

(434) 
AzVz + kzV~ + llz1V{ + ... + llznv;, = Fz, 

1 Vicaire, С R. de 1 'Acad. des Sciences, t. 112, р. 82. 
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Ток појаве је представљен низом интеграла тога система 

(435) 

где су а 1 , а2 , ... , а" корени алгебарске једна чине п-тог степена по а 

(436) 

а 11 -х а12 ••• а111 

а21 а22 - х · ·· а2" 

... а111,-х 

=О, 

у којој је краткоhе ради стављено 

(437) 

1 
х=--

а 

k. 
-'---=а .. 
л. "' 

1 

ll" !l" '1 - .1' -а -а 
~л.л. - ~л.л - и- ji• 

1 .Ј .Ј 1 
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и чији су корени увек сви реални. Константе Cu одређене су подацима 
о стању појаве у једноме датом тренутку, или у неколико таквих тре

нутака. 

Појава се може сматрати као суперпозиција једнога скупа прости

јих појава, чији би ток био регулисан простим експоненцијалним зако

нима 

По истеку једнога, довољно дугог, размака времена, појава се 

неосетно разликује од оне у којој се дескриптивни елементи мењају по 

простим законима облика 

где је ak највеhи корен једна чине ( 436) у изразу ( 435) за vi. Кад су сви 
корени а негативни, тј. сви корени једначине (З) позитивни, појава 

асимптотно тежи своме стационарном стању, дефинисаном конфигу

раЦИЈОМ 

F1 F11 v1 = -, ... ,v11 = -, 
А- 1 л" 
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и то утолико брже уколико је по апсолутној вредности мањи највеlш 
корен једна чине ( 436). 

Од интереса је случај кад су коефицијенти инерције k; у појави и 
~оефицијен:ги утицаја llu депресивних узрока треће врсте такви да је 
Једна, ма КОЈа, од детерминанти 

за коју од целих вредности р, што се налазе између 1 и n, равна нули. 
Према познатој особини линеарних једначина, између вредности 

елемената v1, ... , vP постоји тада у свакоме тренутку непроменљива веза 
изражена линеарном релацијом облика 

(438) A1(F1 -Л 1 v 1 )+ ... +Ap(FP -ЛРvР) =О, 

где су А; константе чија вредност зависи од коефицијената k; и llu. 
Једначина 

111' =О, 

уосталом, представља у исто време и потребан услов за егзистенцију 

везе (438). 
Шема обухвата нпр. као специјалан случај ток појаве која се са

стоји у варијацијама јачина струја у систему од n електричних кола са 
међусобном и аутоиндукцијом. Улоге елемената vP играју јачине стру
ја; улоге узрока FP- сталне електромоторне силе електричних елеме

ната у колу; улоге узрока Х" - контраелектромоторне силе, пропор

ционалне јачини одговарајуће струје; улоге узрока Xpq - реактивне 

електромоторне силе што произлазе од индукције. Коефицијенти k; су 
тада коефицијенти аутоиндукције проводне жице, Л; - електрични от
пор жице, а Jlii - коефицијенти међусобне индукције у електричним 

колима. 

Погодба за егзистенцију непроменљиве везе између јачина струја 
i1 и i2 у систему од два електрична кола овде Је 

1 ~12 ~12 1 = О, 
или 

(В) 

Њу је нпр. могућно прибл!iжно задовољити оваквом једном про
стом експерименталном диспозицијом: две изоловане жице, од истог 
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материјала, које образују два засебна електрична кола, омотане су на 

једну исту цилиндарску површину, тако да завијуци једне и друге жице 

буду непосредно један уз други, па се кроз прво коло пропусти једна, а 

кроз друго друга струја, из два разна електрична извора. Ако је у прво

ме колу број завијутака т, а у другоме n, и ако се са L означи коефици
јенат аутоиндукције једнога завијутка, биhе за систем од оваква два 

електрична кола приближно 1 

М12 = М21 = mnL, 

тако да је релација (В) приближно задовољена. У систему постоји, та

да, непроменљива линеарна веза облика 

која he се одржати за све време проласка струје. 

Шеснаеста шема 

Комплексне појаве што резултују из акције једнога комплекса 

узрока који се мењају са стањем појаве, а кад су им непосредни објекти 
везани међу собом непроменљивим везама са једним степеном сло

боде. Нека су 

(439) 
х"= /,,(vl, ... , vf/), 

компоненте комплекса узрока, примењене непосредно на елементе vi 
дескриптивног система, где су .-{; одређене функције тих елемената, 
тако да су диференцијалне једначине појаве 

k dvl- Х 
1 dt - 1• 

(440) 

k dvn _Х 
"-- f/" 

dt 
Нека су 

1 М. Brillouin, These de doctorat, Paris, 1880. 
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(441) 

непроменљиве везе у систему, који га своде на систем са једним степе

ном слободе. 

Изразивши, према једначинама (441), величине vi као функције 
једне од њих (нпр. каофункцијевеличине v1, којаhе бити означена са v), 
и сменивши их у диференцијалним једначинама (440), ове се своде на 
једну обичну диференцијалну једначину првога реда 

dv k- = F(v), 
dt 

(442) 

из које се v добија инверзијом интеграла 

(443) 

,, 

Ј dv 
t-t0 =k F(v) 

''о 

и која са једначинама веза ( 441) одређује ток појаве. 
Помоhу једначина (441) могу се, уосталом, елементи v1, ... , v" изра

зити као функције једнога произвољно изабраног параметра q, тако да 
нпр. буде 

(444) 

Систем једначина (440), на раније наведени начин, се своди на јед
ну обичну једначину првог реда 

(445) ~; = Ф(q), 

из које се q добија инверзијом интеграла 

q d 
t - to = Ј Ф(q), 

qo q 
(446) 

и која одређује закон варијација параметра q у току појаве, и са једна
чинама (444) одређује начин варијација свих њених дескриптивних 
елемената. 

Фигуративна тачка система креhе се по утврђеној трајекторији у 
п-димензионалном простору, независној од броја и природе узрока у 

појави, и дефинисаној скупом једначина ( 444); од ових фактора зависи 
само кинетичка страна појаве, тј. начин кретања фигуративне тачке по 
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већ утврђеној трајекторији, а тај начин зависи непосредно од особина 

интеграла диференцијалне једначине (445). Према томе да ли је, у 
датом размаку времена, то кретаље дуж трајекторије прогресивно, 

ретроградна или осцилаторно, узастопна стања, чији низ саставља 

појаву, таквим редом ће се низати једно за другим у томе размаку 

времена; појава ће за то време јачати, слабити, осциловати око једног 

утврђеног стања, асимптотно се приближавати једноме одређеном ста

ционарном стању итд. Тренутак у коме ће се појава налазити у једноме 

датом стању одређен је обрасцем (443), односно (446), где је v, односно 
. . . 

q, вредност Једне или друге од ових величина, КОЈа, према Једначинама 
веза (441), односно (444), одговара конфигурацији система у томе 
стању. 

На такву шему се наилази нпр. у нормалним хомогеним хемиј

ским реакцијама, које се дешавају између n течности, по хемијској јед
начини 

где Ai означују активна тела у реакцији, Bi - продукте реакције, а Pi и 
щ - целе и позитивне бројеве. 

Нека су означене са: 

а 1 , ... ,а 11 -првобитне количине (рачунате нпр. у грамима) течно-
сти А1 , ... ,А1" које се налазе у смеши у почетку реакције; Х1 , ... ,Х11 -те-
жине истих течности, утрошене у току реакције од њеног почетка до 

времена t; 
~ 1 , ... ,~ 11 - количине продуката у тренутку t; 
Q - тежина целокупне смеше; 

roi -концентрација смеше по течности Ai, дата обрасцем 

Q· -Х· 
(Ј). = _, --' . 

1 Q , 

Pi - концентрација смеше по продукту Bi дата обрасцем 

(447) 

Ток реакције, према основном принципу хемијске кинетике, регу

лисан је системом једначина 

(448) 

dpl- х 
dt - l> 

dpk- х 
- k> 

dt 
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где Је 

(449) 

Међутим, у свакоме тренутку, за време трајаља реакције, постоји 

пропорционалност, с једне стране између количина утрошених 

активних тела у реакцији и количина образованих продуката до тога 

тренутка, а с друге стране између количина образованих продуката 

међу собом, тако да је 

(450) 
Х; = m;x1 (i = 2,3, ... ,п), 
~- = м.х, (Ј= 2,3, ... ,k), 

Ј ./ 

где су М; и т; позитивни бројеви, који се одређују из једначине хемиј

ске реакциЈе. 

Релације (450) играју улогу једначина веза (441). Из њих се добија 

2..!___21__= =ft-~ 
М1 М2 Mk Q' 

тако да he закони варијација свих концентрација р; бити познати кад 
буде познат такав закон за концентрацију р 1 или за количину х1 • Изра

зи ( 449) тада постају 

где је уопште 

Једначине појаве, према томе да ли he се за непознату функцију 
узети х1 или р 1 , своде се на једну или другу од обичних диференцијал

них једначина првог реда 

(451) 

(452) 

где Је 

а. 
(Х. = __1_ 

l Q' 
т; =1, 
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које, са првима или другима од једначина ( 450), дефинишу законе вари
јација елемената xi и концентрација Pi у току реакције. Улоге дескри
птивних елемената v горње шеме играју xi; улоге параметара qi кон

центрације Pi; улоге примењених узрока трансформаторске тежње 

( 449); улоге количника 'Ai у шеми специфичне константе брзина peaк-
ki 

ције 'Ai, односно !li; улоге веза са једним степеном слободе релације 
(450). 

Сваки од елемената xi и Pi, полазећи од вредности нуле, расте 
поступно у току реакције, али све спорије, тежеhи асимптотно стацио

нарноме стању дефинисаном конфигурацијом 

т. 
xi = ai = - -' а11 

mil 
(i = 1, 2, ... ,h -I,h + l, ... ,n), 

где је h индекс онога од реагенаса Ai, који се у току реакције буде први 
истрошио. 

Кад би се коефицијенти утицаја 'A 1, ... ,'Ah трансформаторских те
жњи X1, ... ,Xk мењали у току времена независно од тока појаве, коли
чина х (а помоћу ове и све количине xi,юi,Pi) била би дефинисана јед
начином (451), где је 11 1 одређена и унапред позната функција времена 

t. Закони варијација количина xi добијају се из закона тока појаве, што 

одговара случају са непроменљивим коефицијентима \, кад се у тим 
законима смени t са 

Дијаграми варијација тих елемената добијају се деформацијом од

говарајућих дијаграма што одговарају овоме последњем случају. Де

формација зависи од природе функције 11 1: њоме добијени нови дија

грами били изнад или испод онога што одговара непроменљивом кое

фицијенту 111, према томе да ли функција !11 расте или опада са вре

меном. Они, уосталом, сви представљају криве линије које, пролазећи 

кроз почетак, поступно расту и приближују се асимптоти паралелној 

осовини времена. Такав би се случај нпр. имао грејући или хладећи, на 

један одређени начин, суд у коме се збива реакција: температура сме

ше Т he се мењати са временом по одређеном закону 

(453) т= 8(t), 
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(датом нпр. једном емпиричком табелом), и тада је закон варијације 

коефицијента llt дат познатом једначином 

А 
log~-t 1 = -+BlogT+C, 

т 

где су А, В, С константе, пошто се у овој смени 1 вредношћу (453). 



ДРУГА ГЛАВА 

КВАЛИТАТИВНА СЛИКА ПОЈАВЕ 

Квалитативне појединости импозиране фактима што изазивају јачаље или слабљеље 
појединих узрока у појави. - Осцилаторни карактер појава, везан за акцију депреси
вних узрока пропорционалних тоталитету свога непосредног објекта, са коефици

јентима утицаја, који се, остајуhи у току појаве непрестано веhи од једнога одређеног 
броја, мељају за то време, на ма какав начин.- Амортизирано-осцилаторни карактер 
појава, везан за симултану акцију последљих узрока и депресивних узрока пропор
ционалних величинама својих непосредних објеката, чији се коефицијенти утицаја 

мељају експлицитно са временом. - Интермедијерни карактер појаве, према одре
ђеним појавама Р1 и Р2 , као последица интермедијарног карактера љеног механизма, 
према механизмима појава Р1 и Р2 .- Квалитативне појединости у појавама, везане за 
симетрију и дисиметрију узрока или феноменског поља у коме се појава дешава. -
Квалитативне појединости импозиране егзистенцијом и природом економских моме-

ната у појави. 

Квантитативна дескрипција појава, садржана у напред наведеним 

општим шемама, могуhна је само онда кад дескрипција механизма са

држи прецизне податке, потребне за формацију диференцијалних јед
начина појаве. Кад то није случај, кад је дескрипција механизма ней.оШ

й.уна, имаhе се ней.оШй.уна дескрипција и саме појаве. 

Непотпуност дескрипције механизма може се састајати нпр. у то

ме што нису тачно прецизирани закони активних и реактивних узрока 

у појави, или начин на који се мењају коефицијенти инерције у току 

појаве, или начин међусобне зависности појединих фактора и елеме

ната (везе у систему) итд., веh се о томе имају само овлашни подаци, 

који се састоје у извесним квалиШаШивним. или неgовољно й.рецизира

ним. квантитативним појединостима. Такве, пак, појединости механи

зма повлаче са собом, у дескрипцији појаве, извесне више или мање 

одређене квалитативне појединости варијација појединих њених де

скриптивних елемената, као што су: 

1. смисао варијација појединих елемената (рашhења или опадања) 
у датоме размаку времена; 

2. смисао у коме се мења брзина варијација појединих елемената 
(убрзавање или успораваље рашћења или опадања) у датоме размаку 
времена; 
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З. егзистенција максимума, минимума или сингуларних тачака на . . 
диЈаграму поЈаве; 

4. осцилаторни карактер, ритам и честина осцилација; 
5. појачавање или амортизирање осцилација у току времена; 
6. егзистенција асимптотних стања у појави; 
7. овлашни облик дијаграма варијација појединих дескриптивних 

елемената, или њихове међусобне зависности (затвореност, отворе
ност, спирални облик итд. тих дијаграма); 

8. гранична стања, између којих се креhу узастопне тренутне фазе 
ПОЈаве у датоме размаку времена; 

9. врсте симетрија у појави итд. 

Скуп таквих појединости саставља квалиШаШивну слику йојаве, 

која he бити утолико потпунија и прецизнија уколико то буду биле са
мо те квалитативне појединости. До такве слике се долази 

а) или непосредним проучавањем диференцијалних једначина по
јаве, ако се о појединим, недовољно прецизираним, факторима у њима 

има довољно података за квалитативне појединости које се имају у 

виду, 

б) или компарацијом појава чији механизми имају у себи чега за

једничког, што у дескрипцији појаве повлачи са собом какве заједни

чке квалитативне поЈединости. 

И у једном и у другом случају, задржавши појединим факторима 

њихово опште значење, апстраховано из заједничког механизма појава 

чији механизми показују међусобну квалитативну аналогију у једноме 

одређеном погледу, и у коме је задржано само оно што улази у састав 

језгра те аналогије, добијена квалитативна слика представљаhе једну 

ойшШу шему, која, у њој предвиђеним појединостима, обухвата све по-. . 
Јаве карактерисане таквом квалитативном аналогИЈОМ механизма, па 

ма како диспаратне биле њихове конкретне природе. Шема he бити од
ређенија или неодређенија, према обиму и важности њоме обухваhе

них квалитативних ПОЈединости. 

Неколико, овде наведених, примера такве врсте дају идеју о обли

ку, одређености и врстама појединости, које би такве шеме имале абу-
. . . 

хватити; њихове конкретне примене на природне поЈаве даЈу идеЈу о 

бескрајној разноврсности у којој се њима предвиђене појединости ма

нифестују у области конкретних појава. 

Први пример. - Квалитативне појединости импозиране фактима 

што изазивају јачање или слабљеље појединих узрока у појави. Све 

оно што изазива јачање импулсивних или слабљеље депресивних узро

ка у једној појави има за ефекат убрзавање-рашhења или усйоравање 

ойаgања њихових непосредних објеката; све оно што појачава депре-
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сивне или слаби импулсивне узроке има за ефекат усйоравање рашhе

ња или убрзавање ойаgања тих објеката. 

Тако нпр. ако је скуп импулсивних узрока (Е) био у почетку поја
ве јачи по интензитету од скупа депресивних узрока (Е') , и ако у току 
појаве какав секундаран, индиректан узрок (Х) тежи да појача скуп 
(Е') или да ослаби скуп (Е), дијаграм тока појаве he представљати 
криву линију која се испрва пење, али све спорије, са рашћењем време

на t; у тренутку кад се једна чине узрока (Е) и (Е') међу собом изједна
че, крива линија достиже свој максимум, после кога he све брже опа
дати. Тако исто, ако секундарни узрок (Х) тежи да појача скуп (Е) или 

да ослаби скуп (Е'), крива линија he испрва опадати, и то све спорије, у 
току времена, достићи свој минимум у тренутку кад се јачине узрока 

(Е) и (Е') међу собом изједначе, и од тада се све брже пењати. 

Кад се у каквој појави, што се састоји у амортизираним осцилаци-. . 
Јама дескриптивнога елемента, Јави какав реактиван, депресиван, уз-

рок С који јача упоредо са јачањем дескриптивног елемента, сваки 

секундаран узрок, који изазива повећавање коефицијента утицаја уз

рока С, изазива, у исто време, и убрзавање а.морШизовања осцилација, 

у којима се појава састоји; сваки секундаран узрок, који изазива пове

ћавања коефицијента инерције у појави, с.мањује у исто време и брзину 

Шо2а а.морШизовања, тако да кад је он довољно интензиван, појава до

бија чисто периодичан карактер, сводећи се на дуги низ осцилација, . . . 
КОЈе се неосетно Једна од друге разликуЈу. 

Ако се у току какве осцилаторне појаве појави један периодичан, 

а врло слаб узрок D, чија се периода мало разликује од периоде саме 
појаве, у току ове се уводи поступно синхронизација осцилација појаве 

и узрока D; појава, која се за прво време акције овога узрока налази у 
једноме несталноме режиму, улази поступно у један сталан, дефини-. . 
тиван режим у коме се њена периода изЈедначуЈе са периодом узро-

ка D. Овај стални режим наступа уШолико брже уколико је јачи утицај . . 
оних узрока, што изазиваЈу амортизовање осцилациЈа. 

Шеме такве врсте обухватају непрегледан број најразноврснијих 

појава, у којима се нема довољно прецизираних података за потпуну 

квантитативну слику појаве. За примену таквих шема довољно је нпр. 

знати да уочена појава резултује из стицаја датог комплекса непосред

них импулсивних и депресивних узрока, између којих се, у смислу 

горње шеме, познају бар они који току појаве дају његов тип и битни 

облик; да један или више одређених фактора утичу, као секундарни уз

роци, на поједине од ових непосредних узрока, појачавајући их или 

слабећи их, или мењајући им, у једноме одређеном смислу, коефици

јенат утицаја, или убрзавајући, или успоравајући њихово јачање или 
слабљеље. Таквих података се, међутим, има о појавама свих конкрет-
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них природа. За велики број нпр. физиолошких особина, које играју 

улогу импулсивних или депресивних узрока у виталним појавама, зна 

се начин, с.мисао, а покаткад и сама брзина, љиховог мељаља под ути
цајем разних секундарних фактора, који својим индиректним утицајем 

одређују сам тип појаве или уносе у љу омаље пертурбације. Крвни 
серум има нпр. две врсте особина, које се јављају као импулсивни или 

депресивни узроци у великоме броју виталних појава: токсичну и 

коагулаторску моh; обе моhи слабе под утицајем топлоте, али тако да 

прва слаби у јачој .мери но друга. Утицај светлости на развиће микроба 
депресивног је карактера; јачина тога депресивног узрока расйlе упо

редо са рашhељем јачине светлости. У развиhу какве болести, изазва

не акцијом патогених микроба, утицај једнога, ма каквог, спољног или 

унутарљег секундарног узрока С (каквога лека, спољних прилика, 

режима храљеља итд.) на ток болести састоји се у једној двогубој ак

цији: једној, са тежљом Х1 , примељеној на непосредни импулсивни уз

рок (активитет микроба), и другој, са тежљом Х2 примељеној на от
пор организма, као непосредни депресивни узрок (на бактерицидне и 
антитоксичне особине сокова у организму). Свака од тих акција може 

и сама бити импулсивна или депресивна,. како за активитет микроба, 

тако и за отпор организма, чему ће одговарати знаци тежљи Х1 и Х2 . 
Па како се акција узрока С састоји у симу.лтаној акцији ове две тежље, 
то he се за љу, према томе која од тих двеју акција одиста буде посто
јала, икаквога је смисла, имати ове могуhне комбинације. 

~ 

КОМБИНАЦИЈЕ СМИСАО КОМБИНАЦИЈЕ КАРАКТЕР 

ТЕЖЊИ ЗА АКТИВИТЕТ ЗА-ОТПОР РЕЗУЛТУЈУЋЕ 

Х1 иХ2 МИКРОБА. ОРГАНИЗМА АКЦИЈЕ НА ТОК 
;· БОЛЕСТИ 

1. х~- Х2 импулсиван депресиван јако отежавајуhа 

2. -Х1 + Х2 депресиван импулсиван јако олакшавајуhа 

з. Х1 + Х2 импулсиван импулсиван неизвесна 

4. -Х1 - Х2 депресиван депресиван неизвесна 

5. Х1 +О импулсиван индиферентан лако отежавајуhа 

б. о+ Х2 индиферентан импулсиван лако олакшавајуhа 

7. -Х1 +0 депресиван индИферентан лако олакшавајуhа 

8. о- Х2 индиферентан депресиван лако отежавајуhа 

9. 0+0 индиферентан индиферентан никаква 

Од ових девет једино могуhних комбинација активитета, један је, 

дакле, са никаквом, две са инgиференйlно.м, три са ойlежавајуhо.м, а 
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три са олакшавајуhом акцијом на ток болести. Подаци, ма у којој мери 

они били овлашни, о смислу варијација узрока С, односно тежњи Х1 и 
х2' у току трајања болести, или о брзини њиховог појачавања или сла
бљења, или о пертурбацијама које при акцији тога узрока изазива по

јава каквога новога спољњог или унутарњег узрока итд. дају могуh

ности да се предвиди карактер резултујуhе акције и квалитативне 

појединости њенога ефекта. Шема се може практично остварити на 

много начина; она обухвата велики број разноврсних случајева из 

медицинске праксе.1 
Између шема такве врсте, које, поред све своје привидне безна

чајности, могу, подесно примењене, чинити реалних услуга у поједи

ним конкретним случајевима, доводеhи до квалитативних појединости 
о о 

КОЈе су од интереса, нека Је наведена и ова: кад за какав скуп непосред-

них узрока 

који су сви једног истог смисла, импулсивни или депресивни, постоји 

независност ефекта, тј. кад сваки од њих тежи да на њиховоме зајед

ничкоме објекту О изазове одређену модификацију, а та тежња, међу

тим, постоји било да узрок С; врши акцију сам, било да је он интегран

тни састојак комплекса осталих активних узрока, суперпозиција т 

таквих узрока имаhе за ефект модификације на објекту О које he увек 
бити jegнoza uciiioz смисла, па ма колики био број т; осим тога, моди
фикације т узрока и ма коликог броја осталих узрока С;, увек су јаче 

од оних које изазива сам тај првобитни комплекс. 

Тако, познато је да, код хомогених органских халоген-деривата, 

температуре кључања расту од флуорних једињења до јодних, тако да 

је та температура најнижа код флуорних, виша код хлорних, још виша 

код бромних, а највиша код јодних једињења. Правило је независно од 

конституциЈе Једињења и од природе комплекса са КОЈИМа се халогени 

налазе у једињењу. С друге стране, код изомерних халоген-деривата, 
о о о 

што садрже по Један халоген, опажа се правило да на наЈНИЖОЈ темпе-

ратури кључају она једињења код којих се халоген налази у групи СН, 

на вишој она у којима је халоген у групи СН2 , а на највишој она која 

садрже халоген у групи СН3 . Ако се, дакле, сваком од халогена да ранг 

по овоме реду 

Fl, Cl, Br, Ј, 

смењивање једног халогена другим, вишега ранга, у каквоме одређе

ном једињењу, еквивалентна је акцији једнога фиктивног импулсивног 

1 Ch. Bouchard, lmmunite et specificite, С. R. de I'Acad. des Sciences, t. 129, 1899, р. 308. 
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узрока С1 , која би имала за ефекат промене температуре кључања. Та

ко исто, ако се свакој од поменутих трију органских група 

ен, СН2, СНз, 

да ранг по тако означеном реду, премештање једног истог халогена из 

једне групе у другу вишега ранга еквивалентна је акцији једнога фик
тивног импулсивног узрока С2 , која би такође имала за ефекат проме

не температуре кључања. Акција једнога, ма кога, од ова два узрока 

независна је од акције другога, тако да he, према горњој шеми, супер
позиција узрока С1 и С2 имати за ефекат повишавање температуре 
кључања једињења, и то у јачој мери но што би било кад би вршио 

акцију само један од тих узрока. Другим речима: од два изомерна по-. . 
лихалогенска Једињења, КОЈа садрже у исти мах више различних ха-

логена, увек he кључати на вuutoj температури оно које халоген ви
шега ранга садржи у групи вишега ранга. Од два изомерна једињења, 

нпр. са једним атомом хлора и једним атомом брома, оно које садржи 

групе CHCl и CH2Br кључаhе на вишој температури од онога што садр
жи групе С Cl BI и СН3 а на нижој температури од онога што садржи 
групе СН2 и СН Cl Вх. Конкретни примери таквих случајева виде се 
нпр. из овога прегледа 

ЈЕДИЊЕЊЕ 

СН3 - CHBr - CH2Cl 

СН3 - CHCI - CH2Br 

CH2Br - CHBr- CH2Cl 

CH2Br- CHCl- CH2Br 

ТЕМПЕРАТУРА КЉ УЧАЊА 

112° 
119° 
195° 
202° 

Такве квалитативне појединости могу чинити услуга при одређи

ваљу конституције појединих органских једињења. Оне се, као после

дица горње шеме, могу распрострти и на друге серије елемената и дру

ге органске комплексе. 

Други пример.- Осцилаторан карактер појава, везан за акцију 

депресивних узрока, пропорционалних тоталитету свога непосредног 

објекта, са коефицијентима утицаја, који се, остајући у току појаве не

престано већи од једнога одређеног броја, мењају за то време на ма ка

кав начин. Уочимо, најпре, случај просте појаве што се састоји у вари

јацијама дескриптивног елемента v под утицајем непосредног узрока 
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где је коефицијенат утицаја Л једна, ма каква, функција времена t, еле
мента v и ма којих других елемената v1, v2 , .•• али таква да остаје непре

стано позитивна кад се t буде мењало у размаку времена (а, Ь) у коме 
се појава посматра, и веhа од једнога утврђеног позитивног броја N, па 
ма КОЈИМ се системом реалних вредности сменили ти елементи. 

Такав би нпр. случај био кад је 

Л = P(t, v, ~' vu ђ, ... )+ .f(t), 

где је Р ма какав полином који садржи само йарне степене елемената 

v, ~. v1, ђ, ... , са коефицијентима који су или сталне позитивне количи
не, или ма какве функције времена t, позитивне у размаку времена (а, 
Ь ); напослетку, .f(t) је такође ма каква функција времена, позитивна у 
томе размаку. Такав је случај и кад је 

(А) 

где је Р опет који од горњих полинома, а .f(t)и cp(t) су ма какве функ
ције времена t коначне и позитивне у размаку (а, Ь ). 

Такав случај би се имао и онда кад коефицијенат Л не зависи од 
елемента v,~, v1, v2 , ••. , веhје ма каква експлицитна функција времена t, 
позитивна у размаку времена (а, Ь) и која никако не достиже вредност 

нуле у томе размаку. 

Појава је, у свим тим случајевима, регулисана диференцијалном 

Једна чин ом 

(454) 

чији интеграли у томе случају имају ове квалитативне особине: 1 

1. кад је размак (а, Ь) довољдо велики, сви интеграли једначине 
( 454) имају у њему осцилаторан карактер; 

2. сваки интеграл има у њему најмање онолико нула колико има 
целих јединица у вредности 

(455) 
(Ь -а)Гн. 

' 

З. кад су парцијални изводи коефицијент а Л по t, v, ~. v1, v2 , .•• сви 
коначни за сваки реалан и коначан систем вредности тих елемената, и 

за све вредности t у размаку (а, Ь ), сваки интеграл при проласку кроз 
једну, ма коју, своју нулу мења знак; 

1 Мих. Петровиh, Диференцијалне јеgначине са осцилаШорним инШе2ралима, 
Глас. С. краљ. акад. 77, 1909. 
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4. кад коефицијенат А задовољава горње погодбе за све позитивне 
вредности t (што ће нпр. бити кад он не зависи експлицитно од вре
мена t), сваки интеграл има бескрајно много реалних нула и сви су ин
теграли осцилаторне функције времена t, са бескрајно многим осци
лацијама. 

Појава ће, дакле, при таквим погодбама, бити осцилаШорна; при 

тим осцилацијама дескриптивни елеменат мења знак нај.~vшње онолико 

пута у једноме датоме размаку времена (а, Ь), колико има целих једи
ница у вредности ( 455). 

Уочимо сад случај кад су варијације коефицијента утицаја А огра

ничене и у једном и у другом смислу, тако да док се t мења у размаку 
(а, Ь), вредност А се непрестано налази између два утврђена позитивна 
броја М и N, па ма каквим се системом реалних вредности сменили еле
менти v,~,v1 ,ђ, ... Такав би нпр. био случај кад је 

А - .fJ (t) + qЏt)~ 2 

- f2(t)+<p2(t)~ 2 ' 

где су Ј;, .f2 , <р 1 , <р 2 или сталне позитивне количине, или коначне и пози
тивне функције за вредности t што се налазе у размаку (а, Ь); или кад је 
А облика (А) итд. 

Такав би се случај имао и онда кад Л не зависи од елемената 
v,~, v1, v2 , ... веh је ма каква експлицитна функција времена t, која, док 
се мења у размаку (а, Ь), варира између двеју коначних, позитивних и 

од нуле различитих вредности М и N. 
Интеграли једна чине ( 454) имају, у томе случају ове квалитативне 

особине: 1 

1. кад је размак (а, Ь) довољно велики, сви су интеграли осцила
торне функције времена t; 

2. сваки интеграл има у њему најмаље онолико нула колико има 
целих јединица у вредности 

(456) 
(Ь-а)ГN 

те 

а највише онолико нула колико има целих јединица у вредности 

(457) 1 + (Ь-а)ГN; 
те 

1 Глас С. краљ. акад. 77, 1909. 
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3. број осцилација је бескрајан кад варијације коефицијента Л за
довољавају горње погодбе за све позитивне вредности t (што he нпр. 
бити кад су функције .fJ,f2 ,<p1,<p 2 у горњем примеру стални бројеви); 

4. ако при померању размака (а, Ь) у правцу позитивних вредно
сти времена број М везан за тај размак непрестано расте, разлика двеју 
узастопних интегралних нула постаје све мања, али не постаје, при то

ме, никако мања од вредности 

(458) 

Кад М, при померању размака у бескрајност, тежи асимптотно 

једној коначној граници р, разлика између узастопних нула тежиhе 

асимптотно сталноЈ граници 

(459) 

. . 
тако да кад се знаЈу неколико наЈмањих узастопних нула ai, остале ну-
ле, што долазе за овима, имаhе се приближно помоhу обрасца 

(460) 

Напротив, кад М нема никакве асимптотне вредности, веh бес

крајно расте, узастопне разлике нула бескрајно опадају; 
5. ако, при поменутоме померању размака (а, Ь ), број N, везан за . . 

таЈ размак, непрестано опада, разлика двеЈу узастопних интегралних 

нула постаје све веhа, али не постајуhи, при томе, никако веhа од вред

ности 

(461) 

Кад N при померању размака у бескрајност тежи од нуле разли
чној гранции Т], разлика између узастопних нула тежи асимптотно ста

лноЈ граници 

(462) 
n 
~· 

и за нуле довољно високог ранга i вреди релација 

(463) 
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Појава је, дакле, при таквим погодбама увек осцилайlорна; при 
тим осцилацијама дескриптивни елеменат мења знак најмање онолико 

пута колико има целих јединица у вредности ( 456), а највише онолико 
пута колико има целих јединица у вредности ( 457). У случајевима кад 
горња граница варијација М коефицијента утицаја Л у току времена 

непрестано расте, осцилације су све збијеније и њихов ритам све убрза

нији у току трајања појаве, док ова не доспе у једну фазу у којој се 

размаци времена трајања узастопних осцилације неосетно разликују 

међу собом и ритам не постане униформан. У случајевима кад доња 

граница N коефицијента Л у току времена непрестано опада, осцила
ције су све разређеније и њихов ритам све усйоренији, док појава опет 

не доспе у једну фазу у којој тај ритам постаје осетно униформисан. У 

оба случаја појава, уопште, поступно тежи једноме режиму у коме ри

там осцилација постаје сталан; изузетка може бити само у случајевима 

кад граница N, па, дакле, и сама вредност коефицијента утицаја Л, бес
крајно опада у току времена, тј. кад утицај депресивног узрока Х, по 

истеку једнога довољно великог размака времена, постане неосетан, 

па ма каква од тада била узастопна тренутна стања чији низ саставља 

поЈаву. 

Све ове појединости вреде за ма какву комплексну појаву са де

скриптивним системом 

изложеним акцији комплекса непосредних депресивних узрока 

пропорционалних одговарајуhим тоталитетима 

~1,~2, ... ,~" 

елемената система, кад коефицијенти утицаја 

тих узрока задовољавају напред наведене погодбе. Појава је регулиса

на системом Једначина 

k dv1 - k d2~1 - -Л Ј:. 
1 dt - 1 dt2 -

1
"

1
' 

т dv" - k d2~n - ~ Ј: 
!("- - "--2- - -л"._,,l' 

dt dt 

од којих, према њиховоме склопу, за сваку понаособ вреде резултати 

везани заједначину (454). Сваки се од елемената v1, .•• , v" мења осцила-
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торно; ритам осцилације зависиhе, на напред наведени начин, од начи

на на који коефицијенти утицаја Л 1 , ... , Л 11 депресивних узрока Х; зависе 
од времена t и од осталих фактора у појави. 

Tpeliи пример.- Амортизирано-осцилаторан карактер појава, ве

зан за симултану акцију узрока предвиђених другом шемом, и депре

сивних узрока пропорционалних величинама својих непосредних обје

ката, чији се коефицијенти утицаја мењају експлицитно са временом. 

Проста појава (v) обухваhена таквом шемом регулисана је диференци-
. . 
Јалном Једначином 

k ~~ = -Л~- ~v, 
или 

(464) 

где коефицијенат утицаја Л задовољава погодбе предвиђене другом 
шемом, а коефицијенат J.l је произвољна функција времена t, позитивна 
за позитивне вредности t. Ако се стави да је 

(465) 
_ __!_Ј !ldt 

v = we 2k , 

варијације елемента w регулисане су једначином 

(466) 

где Је 

d 2w k-2- + (J)W =О, 
dt 

1 d~ ~2 

m =Л-----. 
2 dt 2k 

Кад функција m задовољава погодбе предвиђене у другој шеми за 
функцију Л, појава што се састоји у варијацијама елемента w обухва
hена је у својим појединостима том шемом и она је, уопште, осцила
торног карактера. Према томе, и према обрасцу (465), првобитна he 
појава (v) такође бити осцилаторна, али са осцилацијама које се у току 
времена утолико брже амортизирају уколико коефицијенат утицаја J.l 
депресивног узрока има веhу вредност. 

Таква шема обухвата нпр. као специјалне случајеве: 
1. осцилаторно кретање клатна с променљивом масом и отпором 

средине, кроз коју се креhе; 
2. осцилаторно кретање течности у пресавијеним цевима, при 

променљивој густини течности и пресеку цеви, са распоредом улога 

означеног на стр. 390 и 391; 



442 МАНИФЕСТАЦИЈА ПОЈАВЕ КАО ПОСЛЕДИЦА САСТАВА ЊЕНОГА МЕХАНИЗМА 

З. осцилаторно истраживаље електричних кондензатора при про

менљивом електричном отпору R, коефицијенту аутоиндукције L и ка
пацитету С кондензатора, у коме случају (в. стр. 353-355) улогу k игра 

коефицијенат L, улогу Л - изврнута вредност 1._ капацитета, улогу Jl -
с 

израз 

R+ dL. 
dt 

Капацитет се меља нпр. међусобним приближаваљем или управ

љаљем арматура кондензатора, нпр. љиховим вибрираљем. 

Мељаље електричног отпора обично је праhено симултаним ме

њаљем коефицијента аутоиндукције. Такве се варијације имају нпр. у 

случаЈу кад се испражњаваље кондензатора врши преко реостата, или 

на начин примељен при конструкцији микрофона, где су варијације 

отпора произведене вибрацијама двају тела у додиру (нпр. комада уг
љена), или на начин примељен при конструкцији фотофона са селе
нам, где се отпор меља са временом због неједнаког осветљеља про

водника начиљеног од селена, ЧИЈа проводљивост, па, дакле, и отпор, 

зависи од Јачине осветљеља. 

Коефицијенат аутоиндукције проводне жице меља се кад се ме

њају облик или дужина жице, или магнетни пермеабилитет средине у 

којој се ова налази. Први случај he се имати нпр. кад је жица спиралног 
облика и кад вибрира у току испражљаваља кондензатора. Други слу

чај he се имати нпр. кад је проводна жица увијена у облику калема, у 
чијој унутрашљости вибрира један гвоздени ваљак итд. 

Четврти пример. - Интермедијаран карактер појаве, према одре

ђеним појавама (Р1 ) и (Р2 ) као последица интермедијарног карактера 

љеног механизма, према механизмима појава (Р1 )и (Р2 ). Кад је у току 
једне просте појаве непосредан узрок Х, примељен на њен дескрип

тивни елеменат v, по својој јачини непрестано слабији од једнога 
познатог узрока Х1 , а јачи од другога једног познатог узрока Х2 појава 
he, по закону свога тока, бити једна од инШер.меgијерних појава између 
оних двеју што би резултирале из акције узрока Х1 и Х2 на елеменат v, 
а при једном истом коефицијенту инерције: дијаграм варијација еле

мента v представљаhе криву линију која, у уоченоме размаку времена, 
лежи сва из.меl)у gвеју кривих што представљају законе варијација тога 

елемента при акцији узрока Х1 и Х2 • Према ономе што се тада буде 

знало о овим двема 2ранични.м појавама, добија се више или маље 

одређена квалитативна слика и о самој посматраној појави. 

Такав најпростији случај има се онда кад је Х какав узрок са неза-. . . 
висним вариЈацима, КОЈИ у размаку времена остаЈе непрестано импулси-
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ван или непрестано депресиван, остајуhи при томе у исто време и 

непрестано слабији од једнога узрока Х1 са законом варијације 

Х1 = <p(t), 

а непрестано јачи од другога једног узрока Х2 са законом варијације 

Х2 = '1' (t), 

где су <р и '1' две одређене функције времена t. Једно, ма које тренутно 
стање у току појаве налазиhе се, по величини свога дескриптивног еле

мента 11, између одговарајуhих стања дефинисаних вредностима 

t 

v1 = v0 +_!_Ј <p(t)dt, 
k о 

t 

V2 = v0 +_!_Ј 'lf(t)dt, 
k о 

где је v0 вредност елемента v у почетноме тренутку појаве. 
Кад би се нпр. таласна дужина А, у каквој оптичкој појави која би 

се састојала у поступном мењању боја, мењала под утицајем једнога 

променљивог непосредног узрока, који, остајуhи непрестано импул

сиван, не постаје у току појаве никако слабији од једнога непроменљи

вог узрока ја чине М, нити јачи од другога једног непроменљивог узро

ка јачине N, стање појаве у једноме датоме тренутку t биhе оличено у 
једној од боја, што у спектралноме низу леже између боје таласне ду

жине 

и боје таласне дужине 

А +Mt 
о k ' 

Nt 
Ао+-, 

k 

где је Ао таласна дужина што карактерише боју у почетноме тренутку 

реакциЈе. 

Једна би се конкретна појава такве врсте имала кад би нпр. мења

ње таласне дужине било произведено кретањем једнога материјалног 
система, које би са собом повлачило померање спектра беле светло

сти, тако да то померање буде пропорционално брзини кретања систе

ма; или мењањем јачине електричне струје, које би, такође, са собом 

повлачило то померање спектра, тако да ово буде пропорционално ја

чини струје итд. а да се, при томе, посматрана појава састоји у мењању 

боја у једноме уском отпору, испод кога се тај спектар помера. Јачина 
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непосредног узрока, који тада у отвору изазива мењање боја што кроз 

њега промичу, била би пропорционална јачини механичке силе што 

изазива кретање материјалног система, или збиру јачина електромо
торне и контраелектромоторне силе што изазивају варијације јачине 

струје. Подаци о границама варијација тих сила довели би тада до 
квалитативних појединости тока појаве, предвиђених горњом шемом. 

Сличан случај би се имао нпр. и онда кад би се дескриптивни еле

менат v, у поступном развитку једне болести, мењао као непосредан 
објекат акције бацила једне врсте који би се у организму размножава

ли по каквоме познатом закону, али за чији би се број знало да ни у ко

ме тренутку није већи од утврђеног броја М или мањи од утврђеног 

броја N. Стадијум болести биће, у сваком тренутку t, један од интерме
дијарних стадијума између два гранична стања, која би била каракте
рисана вредностима 

Mt 
v0 +- и 

k 
Nt 

Vo+-
k 

дескриптивног елемента, где је k један специфични коефицијенат паци
јента. Кад би се уочена врста патогених бацила размножавала деље

љем, брже него друга једна врста чија је специфична репродуктивна 

моћ А, а спорије него једна врста за коју је та моћ р, гранични стадију

ми, између којих се у тренутку t налази ефективни стадијум посматра
не болести, били би карактерисани вредностима 

дескриптивног елемента болести. 

- е'-н 

va+
k/l 

Такви случајеви би се, напослетку, имали и онда кад се јачина Х 

непосредног узрока мења експлицитно и са временом t и са величином 
дескриптивног елемента појаве, задовољавајући, при томе, извесне оп

ште погодбе, предвиђене аналитичким теоремама о средњим вредно

стима интеграла обичних диференцијалних једначина првога реда. 1 

Сличне теореме о средњим вредностима интеграла симултаних 

диференцијалних једначина доводе и до квалитативних појединости 
горње врсте за комплексне појаве. Применом нпр. на појаве кретања 

материјалних система, при којима би се за дескриптивне елементе узе-

1 В. нпр. расправе: 
М. Petrovitch, Matthem. Annalen Bd. 54; Bull. de Ја Societe mathem. de Frnce, t. 25, 1897; 

Sitzber. d. kgl. bohm. Gesellschaft d. Wissenschaften, 1896. 
Е. Cotton, С. R. de 1 'Acad. des Sciences, fevr. 1908; Acta mathematica, t. 31. 
Е. Maillet, С. R. de I'Acad. des Sciences, nov. 1908. 
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ла међусобна растојаља љегових делова (материјалних тачака или те

ла), имале би се горље и доље границе љихових варијација у уоченоме 
размаку времена. Кад су обе врсте граница коначне и различне од 

нуле, у размаку времена (0, оо), делови система нити се могу међу со
бом сударити, нити се бескрајно један од другог удаљавати, што је 

карактеристика сШабилносШи система. 

Пети пример. - Квалитативне појединости у појавама, везане за 

симетрију и дисиметрију узрока или феноменског поља у коме се по

јава дешава. Елементи симетрије, везани за механизам појаве, остав

љају трага и на самој појави, као последици свога механизма. Елемен

ти симетрије узрока огледају се у одређеним појединостима љихових 

ефеката; кад поједине појаве показују какву нарочиту карактеристи
чну дисиметрију, ова се мора наhи и у узроцима који те појаве произво

де. Поједина феноменска поља у каквој средини која је седиште 

појаве, или поједине врсте варијација тих поља, могуhни су само онда 

кад средина показује извесну симетрију или дисиметрију, карактери

стичну за посматрано поље, или за посматране вариЈациЈе тога поља. 

Кад се више разних поља, или више појава везаних за та поља, супер

понирају у једној истој средини, дисиметрије се, додаваљем једне дру

гој, потенцирају, а од елемената симетрије остају они који су заједни

чки свима тим пољима, или поЈавама. 

Симетрија једнога феноменског поља може, уопште, бити двојаке 

природе: дистрибутивне и кинетичке. Кад је карактеристични елеме

нат поља v, у једном тренутку, распоређен по тачкама поља на такав 
један начин да је симетричан према једној утврђеној тачки, правој или 

равни, поље је у томе тренутку ценШрално-си.меШрично, у другоме ак

сијално-симеШрично, у треhем йлани-симеШрично; у сва три случаја 

поље је, у томе тренутку, карактерисано gисШрибуШивно.м симеШри

јом. Кад се елеменат 11, у једној тачки поља Р, меља у току појаве тако 

да постоји један тренутак е, карактерисан фактом да су апсолутне 

вредности елмената v, у тренуцима е+ t и е- t, међу собом једнаке за 
све вредности t за време трајаља појаве, промене су тога елемента у 
тачки Р карактерисане кинеШичком симеШријо.м. Ова he бити йрве или 
gpy'ie врсШе, према томе да ли су поменуте вредности елемента v у исто 
време и једнако означене или су супротнога знака. 

Ако је начин мељаља елемента v, у тачки поља Р, представљен 
Једначином 

v = Лt), 

кинетичка симетрија прве врсте оличена је у релацији 

ле+ t) = ле- t), 
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а кинетичка симетрија друге врсте у релацији 

ле+ t) = -ле- t), 

које релације вреде за све вредности времена t у току појаве. 
Кинетичка симетрија може бити везана или за поједине изолова

не тачке поља, или за све тачке једне утврђене линије или равни, или, 

напослетку, за све тачке поља. Обе врсте симетрија: дистрибутивна и 

кинетичка, могу бити и суперпониране у једноме истом пољу. Једна 

или друга од њих, или обе, могу симултано бити везане и за више де

скриптивних елемената 

распоређених по тачкама феноменског поља. Оне саме собом, или 

својом суперпозицијом, импозирају појавама везаним за таква поља, 

нарочите квалитативне појединости, о којима he дати идеју неколико 
овде наведених случаЈева такве врсте. 

I. Симетрија у појавама са два степена слободе, сводљнвим на 
кретање фиrуративне тачке редукованоr система у централно-симе

тричном потенцијалном пољу. Означивши са 

потенцијал тачке поља на одстојаљу q1 од центра поља, кретање фигу

ративне тачке одређено је интегралом живих сила 

(467) 

и једначином површина 

(468) 

kv 2 

- = U(q1)+h, 
2 

q2 dq2 =с 
l dt ' 

где су: k- коефицијенат инерције, v - брзина тачке, q2 - њен поларни 

угао, h и с- константе. Релација 

(469) v2 = (dq1 )
2 

+ (q dq2 )

2 

= (dq1 )
2 

+ С 2 

dt l dt dt q[ 

своди једначину појаве на облик 

(470) dql = 2:ucq )-~+ 2h. 
dt k l q2 k 

Нека је q1 = р један реалан корен једначине 
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(471) kc 2 1 
U(q1)--2+h =О. 

2 ql 

447 

Дирка дијаграма (q1t) редукованог система у тачки q1 = р пара
лелна је осовини вредности t, а пошто, према једначини ( 470), једнаким 
ординатама лево и десно од те тачке одговарају и једнаки нагиби дир

ки дијаграма према осовини t, тај he дијаграм представљати криву 
ЛИНИЈУ симетричну према ор дина ти тачке q1 = р. 

Једначине (468) и (469) дају 

што значи да симетричним тачкама дијаграма (1·, t) одговарају једнаке 

вредности извода dq2 . Према томе, и сама he трајекторија (q1,q2) фи-
dql 

гуративне тачке бити симетрична према потегу q1 = р. С друге стране, 
пошто према једначинама (469) и (470), симетричним положајима те 
тачке одговарају једнаке брзине, кретање тачке, па, дакле, и ток уоче

не појаве he бити карактерисали кинеШичком cuмeilipujoм, везаном за 
тачке на кругу q1 = р. 

Једначина (467) показује да се целокупна трајекторија фигуратив
не тачке налази у области простора (q1, q2) у којој је израз U(q1) + h по
зитиван. Сферна површина 

представља, дакле, геометријско место граничних положаја те тачке. 

П. Симетрија у појавама са два степеиа слободе, сводљивим на 

кретаље фиrуративне тачке редукованоr система у аксијално-симетри

чном потенцијалном пољу. Означивши са 

потенцијал тачке поља, чије су координате q1 и q2 , и узевши осовину 

симетрије поља за осовину Oq2 , биће 

одакле Је 

дд И(q!,q2)=-дд U(-ql,q2), 
ql ql 

што показује да је за q1 = О 
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дИ -=0 
дq2 ' 

тј., да: еквипотенцијалне линије 

уопште пресецају нормално осовину Oq2 и достижу у тим пресецима 

своја екстремна одстојаља од осовине Oq1• 

Кретање фигуративне тачке регулисано је системом једначина 

k d
2

q1 =дИ 
dt2 дql , 

k d
2
q2 = дИ 

dt2 дq2 ' 

које се не мењају кад се qi смени са - q1• Ако је, дакле, почетно стање у 

појави такво, да је у њему, дуж једне тачке на осовини Oq2 

dq2 =о 
dt ' 

фигуративна тачка сече у почетном тренутку појаве осовину симетрије 

поља нормално, прелазеhи симетрично из једне области поља у другу, 

овој симетричну, област. То указује на симетрију трајекторије те та

чке: интеграл живих сила, који се, такође, не мења сменом вредности 

q1 вредношhу - q1, показује, с друге стране, да симетричним тачкама 

трајекторије одговарају исте брзине. Та факта указују на кинеШичку 

си.м.еШрију посматране појаве. 

Ако се, при том, посматрано потенцијално поље мења у току по

јаве експлицитно са временом, тако да је 

где је И симетрично-периодична функција времена, и ако фигуративна 

тачка, у два тренутка што одговарају максималним или минималним 

вредностима функције И, прође нормално кроз осовину симетрије по-
. . 

ља, кретање Је те тачке периодично и, према томе, и сама Је уочена по-

јава йериоgична. 

Карактер йериоgичносШи појаве, као последица симетрије поља, 

јавља се, између осталих случајева, и онда кад аксијално-симетрично 
. . 

потенцирлно поље, КОЈе се мења као експлицитна симетрично-перио-

дична функција времена, ротира око једне осовине управне на равни 

qpq2 и ако, при томе, фигуративна тачка прође нормално кроз осови

ну симетрије поља у два тренутка што одговарају екстремним вредно-
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стима функције И. Да би појава, при том, била још и си.меШрично

-йериоgична, потребно је и довољно да још и периоде варијација поља 

и његове брзине ротације буду међу собом мерљиве и да те варијације 

имају својих заједничких екстремних вредности. Такав случај се јавља 
нпр. у једном сщщијализираном проблему три тела: кад се ова крећу у 

једној рвни, а при томе је маса једнога од њих довољно мала да не пер
турбира осетно кретање остала два тела. Прва маса ће изводити симе

трично-периодично кретање, ако су почетне погодбе кретања такве да 
она са остала два тела ступи у симетричне конјункције или опозиције, 

у тренутку кад се ова два тела налазе на максималним или минимал

ним међусобним растојањима.l 

III. Дистри-бутивна симетрија или дисиметрија као погодба за 
могућност појединих врста физичких појава. Многобројне термичке, 

електричне, магнетне итд. појаве могућне су само онда кад средина у 
. . . . . 

КОЈОЈ се оне дешаваЈу показује извесну нарочиту симетрију или диси-

метрију, карактеристичну за такву једну појаву. Р. Curie је формирао 
табелу типова симетрије, на које се наилази у појавама што се састоје у 

континуалним променама дистрибуција у ограниченим феноменским 

пољима.2 Кад се више појава, од којих је свака карактерисана по јед-. . . . . 
ним од таквих типова симетриЈе, суперпонираЈу у ЈедноЈ истоЈ средини, 

и ако таква суперпозиција повлачи са собом какву нову резултујућу 

појаву, та појава може бити само једна од оних које би биле каракте

рисане резултујућим типом симетрије, тј. оним што резултира из супер-
• • • о 

позициЈе типова симетриЈе КОЈИ карактеришу суперпониране поЈаве. 

Суперпонирајући нпр. у једној истој средини једно електрично и 
. . 
Једно магнетно поље истога правца, у средини се, као што Је казао 

Curie, ствара једна дисиметрија која има тип оне што се добија торзи
јом цилиндра. То указује на физичку могућност појаве коју је конста
товао Wiedemann: да кад се кроз гвоздену жицу, намагнетисану у пра
вцу дужине, пропусти електрична струЈа, жица се упреда. 

Магнетишући једну жицу и упредајући је у исто време, добија се 
једна резултујућа симетрија истога типа кога је и она што каракте

рише електрично поље. То објашљава појаву коју је констатовао Wie
demann: да се у тренутку кад се таква жица почне при магнетисањ у 
упредати одиста јавља у ЊОЈ Једна електромоторна сила. 

Резултујућа симетрија, што постаје суперпозицијом једнога елек
тричног поља и торзионе дисиметрије, има тип симетрије магнетног 

1 Случајеви овакве врсте проучени су исцрпније у расправи др. М. Миланковиhа: 
О кине.наШичној си.меШрији и њеној йри.мени на квалиШаШивна решења йробле.ма 
Динамике (Глас С. к. а. 1911). 

2 Р. Curie, Suг la synu!tгie dans les phenomenes physiques, Journal de Physique 1894. 
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поља; Wiedemann је констатовао да гвоздена жица, кад се при проласку 
електричне струје буде упредала, одиста бива намагнетисана. 

Таквом се суперпозицијом симетрија предвиђа нпр. и могуhност 
магнетне поларизације у једноме хемијском телу са дисиметричним 

молекулима, кад ово буде унешено у какво електрично поље; или мо

гуhност реализације извесних дисиметричних хемијских реакција ком
бинованом акцијом електричног и магнетног поља.1 Voigt је, тако ис
то, показао2 како се посматрањем симетрије и дисиметрије узрока и 
ефеката могу схватити и предвиђати разноврсне конкретне поједино

сти пироелектричних и пиезоелектричних појава итд. 

Шести пример: Квалитативне појединости импозиране егзистен

цијом и природом економских момената у појави. Показано је да су 

појединости тока једне појаве резимиране у разним кондензованим јед

начинама облика 
д = minimum, 

где су изрази д разноврсне комбинације активних и пасивних елеме

ната и фактора у појави, чији облик зависи од састава механизма поја

ве и за које су познати закони формације кад су познате појединости 

механизма. Варијације појединих елемената, у којима се појава састоји, 

су такве да у свакоме тренутку такав један израз д што појави 

одговара има вредност мању но што би је имао кад би се наместо ових 

йрироgних варијација имао ма какав други, од овога различан, систем 

варијација. Фиктивни фактори д јесу, дакле, у појавама оно у чему се 

при природном току појаве економиLUе, и појединости се појаве могу 

схватити и предвиђати по егзистенцији и склопу тих фактора и начину 

на који се за њих везана економија конкретно манифестује у поједино

стима појаве. По себи се разуме да та економија, сама по себи, није 

ништа друго до нарочити израз непосредне .споне која постоји између 
тока појаве и њеног механизма, као што су и саме диференцијалне јед

начине појава, за које је таква економија само један њихов кондензо

вани облик, такође један нарочити израз те споне. Фактори д, везани 

за једну дату појаву, биhе названи економским моменйlима у тој појави. 

Тих момената, за једну исту појаву, има бескрајно много са познатим 

законом формације. Овде he бити наведено неколико врста таквих мо
мената. 

I. Ако је примарни систем у појави, холономан или нехолономан, 
карактерисан везама прве врсте, или је слободан, и ако се помоhу еле-

1 Р. Curie, !ос. cit. 

2 Voigt, All. Ges. der Wissenschaften, Gattingen 1890.- Wied. Ann. t. 45, 1893, S. 523. 
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мената редукованог система формира појави одговарајуhа, раниЈе 

формирана, функција (в. стр. 130-132) 

р= 0-(Qlq~ + ... +Qkq~), 

појава се, као што је раније показано, дешава тако да је брзина фигу

ративне тачке њеног редукованог система у свакоме тренутку она за 

коју функција Р има у томе тренутку што је могуhе мању вредност. С 

друге стране, функција Р је полином другога степена по изводима 

q{, ... q~, са коефицијентима који уопште зависе од qi, ... ,qk и од време
на t. Горњи факт о минимуму остаје, дакле, неизмењен и онда кад се 
изразу Р дода ма какав израз F који би зависио, на ма какав начин, од t 
и q1, ... ,qk, али који би био независан од извода q;, ... ,q~. Израз Р, као и 
свака og бескрајно многих комбинација Р+ F, играју, йрема Шоме, улоге 
економских моменаШа у йосмаШраној йојави. 

Тако, у простим експоненцијалним појавама (в. стр. 233) такав 
Један економски момент има за израз 

_!_ kl/ 2 - Лvv' + F(v t) '1 , , 
L 

где је 11 дескриптивни елеменат система, k - његов коефицијенат инер
ције, Л - коефицијенат утицаја непосредно примењеног узрока, а F -
произвољна функција елемената v и t. 

У простим појавама, у којима се један елеменат v мења симулта-. . . 
ном акциЈОМ Једнога сталног импулсивног и Једног депресивног узрока, 

пропорционалног величини тога елемента (в. стр. 233). Такав момент 
има за израз 

_!_ kv' 2 - Лvv' + f.Lv' + F(v,t), 
2 

где је Ј1 јачина сталног, а Л- коефицијенат утицаја депресивног узрока. 

ка 

При кретању чврстог тела око утврђене тачке тај је момент обли-

~ [ Ар'2 + Bq'2 + Cr' 2 + 2( С - В)qгр' + 2(А- C)1pq' + 2(В- А)рqг']

- Lp'- Mq'- Nr' + F(p,q,r,t), 

где су р, q, г компоненте тренутне ротације дуж главних осовина 
инерције за ту утврђену тачку;А, В, С- моменти инерције тела, L, М, N
суме момената примењених сила према тим осовинама, F - произво

љна функција елемената р, q, г, t. 
При зависним хемијским реакцијама, проученим на стр. 152, еко

номски момент је дат изразом 
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~(у~2 + z~ 2 )- С1 (а- ау1 )у~- С2 (а- ау1 - ~z1 ) · (Ь- ~'z1 )z~ + F(y1,z1,t). 

При међусобној акцији система непокретних струја (в. стр. 153) 
тај момент је облика 

~[I:Lki? +2'LMkl,i~i!,]-I:(Lk -Rkik)i~ +F(i1, ... ,i11 ,t). 

Прираспростирањутоплоте по каквоме чврстом телу, момент је 

. lcv'z- (д2V + дzV + дzV)v' + F(V t) 
2 дхz ду2 дz2 , ' 

где је V температура тачке (х, у, z), с- специфична термичка константа 
тела итд. 

П. Ако је примарни систем у појави, холономан или нехолономан, 
карактерисан везама друге врсте, или је слободан, и ако се помоhу еле

мената редукованог система формира појави одговарајуhа, раније 

формирана функција (в. стр. 135--136) 

R = S - (Qiq;' + ... + Qkq;), 

појава се дешава тако да је акцелерација фигуративне тачке њеног 

редукованог система у свакоме тренутку она за коју функција R има у 
томе тренутку што је могуhе мању вредност. С друге стране, функција 

је R полином другога степена по изводима q;', ... ,q;, који, уопште, зави
се од q1, ... ,qk; q;, ... ,q~ и од t, према томе горњи факт минимума остаје 
неизмењен и онда кад се изразу R дода ма какав израз Ф, који би зави
сио, на ма какав начин, од q;, q; и од t, али који би био независан од из
вода q;. Израз R, као и свака og бескрајно мно2их комбинација R + Ф, 
и.мају, gакле, уло2е економских моменайlа йојаве. 

Тако, у осцилаторним појавама које се састоје у променама јед

нога елемента v под утицајем једнога депресивног узрока, пропор
ционалног тоталитету 11 тога елемента, економски момент је облика 

~kт( 2 +Л1111" +F(11,11',t), 

где је Л коефицијенат утицаја депресивног узрока. Кад се акцији тога 

узрока придружи и акција једнога, такође депресивног, узрока пропор

ционалног величини самог елемента v, момент је облика 

Ш. Кад је појава конзервативна, и ако су 
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P1(ql, ... ,qk) и P2(q1, ... ,qk) 

две конфигурације у њеноме току, а (t1,t2 ) један, довољно мали, ра

змак времена, у коме редуковани систем q1, ... ,qk појаве прелази са кон
фигурације Р1 на Р2 природан ток појаве карактерисан је скупом так
вих закона тока 

за КОЈе интеграл 

(, 

Ј = Ј (Т+ И) dt, 

где су Т и И- И кинетичка енергија и потенцијал у појави, постаје ми

нимум (в. стр. 255). Инйlе'iрал Ј и'iра, gакле, Шако!Је, уло'iу економско
'iа моменйlа у йосмайlраној конзервативној йојави. 

IV. Кад се, у случају конзервативних појава, формира израз кине
тичке енергиЈе 

и са 

ql = <pl(Л), ... ,qk = <рk(Л) 
означи параметарске једначине једне произвољне трајекторије фи

гуративне тачке система, што пролази кроз две дате конфигурације Р1 
и Р2 , карактерисане вредностима Л 1 и Л2 параметра Л, између бескрај
но многих трајекторија, што пролазе кроз Р1 и Р2 , у природном току 

појаве he се имати она дуж које интеграл 
'А, 

L = г~г-2(_И_+_h_) · ~L.audq;dqj 
'А, 

за утврђену вредност константе живих сила h постаје минимум (в. стр. 
259). Интеzрал L је, gакле, тако!Је јеgан og економских момената у 
таквим йојавама. 

Водеhи рачуна о интегралу живих сила, томе се економском мо

менту могу дати још и облици (в. стр. 260-266) 
(, 

L = Jcr.auq(qj)dt, 
t, 

л,( d ) L = Ј- L.a .. dq; _!!ј_ dlv 
l./ dlv dlv ' 

л, 

s 

L =Ј ds{2(U + h). 
о 
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За појаве са једним степеном слободе момент је облика 

а за појаве са два степена слободе 

где Је 

s 

L =Ј ds = s, 
о 

Помоhу таквих момената, који су и сами по себи многобројни и 

по облику разноврсни, могуhно их је аналитички формулисати још и 

недогледан број других, који he бити аналитичке комбинације ових. 
Јер, са једне стране, кад постоји један систем израза 

(472) 

од којих сваки достиже свој минимум кад је испуњен један дати скуп 

погодаба (С), постоји у исто време и бескрајно много комбинација 

(473) 

израза ( 472) чије he вредности такође достизавати свој минимум кад је 
остварен тај исти скуп погодаба (С). С друге стране, кад се из гене

ралности, везане за горе наведене економске факторе, пређе на спе

цијалне случајеве, дешава се да се поједини фактори у изразима тих 

генералних економских момената упрошhавају и да, на тај начин, мо

менти за поједине, специјалне врсте појава добијају нарочите облике, 

који вреде само за такве врсте појава. Између бескрајно многих и бес

крајно разноврсних економских момената, везаних за генералне фено

менолошке случајеве, или за поједине специјалне врсте појава, има их 

и таквих које имају какво нарочито одређено феноменолошко значе

ње, што им даје нарочиту важност међу осталим моментима чисто 

аналитичког карактера. 

Тако, у генералном феноменолошком случају, између бескрајно 

многих момената облика R +Ф (в. стр. 227-229) постоји и један који је 
сводљив на израз 

(474) dt4 :L k. (v~- Х; )2 
2 1 1 k. ' 

1 
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где су k1, ••• ,k" коефицијенти инерције елемената примарног система 
v1 , ... , V 11 , а Х1 , .•. ,Х" тежње непосредно примењене на те елементе. Из

раз ( 474), међутим има, као што је раније наведено, за феноменолошко 
значење йрисиљавање у појави у размаку времена t до t + dt, и фактор о 
минимуму, везан за такав специјалан облик овога економског момен

та, примењен на појаве кретања, доводи непосредно до Gauss-oвoг 

йринцийа нај.мањеz йрисиљавања, наведеног на стр. 228-229. 
У случају конзервативних појава, кад се ове дешавају без утицаја 

икаквих примењених тежњи, интеграл живих сила 

Т= И+h 
показуЈе да Је 

тако да се економски момент L своди на облик 

L = Л(t2 - t1), 

и има за феноменолошко значење раз.мак вре.мена за који појава пре

лази из стања, дефинисаног једном датом конфигурацијом (Р1 ) на дру
гу једну конфигурацију (Р2 ). Тај размак постаје минимум у природно

ме току појаве (в. стр. 264). 
У случају конзервативних појава са k степени слободе, које се де

шавају под утицајем примењених тежњи чији је потенцијал -И, момент 

L има за феноменолошко значење gужину лука јеgне йроизвољне Шра
јекйlорије фигуративне тачке појаве, између њених двеју крајњих 

тачака што одговарају двема датим конфигурацијама (~) и (Р2 ), које 

дефинишу два дата тренутна стања у појави. Та је дужина минимум за 

природну трајекторију и своди се, тада, на gужину лука zеоgезијске 

линије варијетета k-тог реда, који има за линијски елеменат израз 

ds 2 = L: bijdq;dqj, 

где Је 

bu = 2(И + h)au, 

а где су au коефицијенти извода у изразу кинетичке енергије Т у појави 
(в. стр. 262). 

За конзервативне појаве са два степена слободе момент L има 
. . . 

значење дужине лука произвољне криве линиЈе на површини ЧИЈИ Је 

линијски елеменат 

ds 2 = b11 dq[ + 2blzdqz + bzzdqi, 

између њених двеју тачака Р1 и Р2 : он се за природан ток појаве своди 
на дужину лука геодезијске линије на површини, између тих двеју та

чака (в. стр. 261). 
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У општем случају конзервативних појава, економски момент се 

своди и на облик 
12 

L =Ј Tdt, 

и тада има за феноменолошко значење ШоШалиШеШ кинеШичке енер

гије у појави за време преласка из једног њеног датог тренутног стања 

у друго дато стање. Тај тоталитет постаје минимум у природноме току 

ПОЈаве. 

У појавама кретања под утицајем сила што деривирају из каквог 

потенцијала тај момент има за значење ШоШалиШеШ живе силе йри 

креШању, између два дата положаја покретне тачке или покретног 

система. 

При кретању електричне струје кроз проводне жице економски 

момент L има за значење количину ШойлоШе, која се, по Јоulе-овом 
закону, развија у жицама при пролазу струје (в. стр. 261-273). 

Поред оваквих економских момената, чија егзистенција, анали

тички облик и феноменолошка природа резултују непосредно из фор

мираних диференцијалних једначина појаве, има их и таквих, који се у 

појединим конкретним случајевима истичу на видик непосредно сами 

собом, својом феноменолошком природом, која наговештава или чини 

вероватним за њих везани факт минимума, а који се на конкретним 

појавама потврђује скупом нарочитих квалитативних појединости, као 

њихових непосредних последица. Такве врсте је велики број економ-. . . 
ских момената везаних за поЈедине генералнИЈе или специЈалних врста 

појаве које су подлога оним многобројним и разноврсним йринцийи.ма 

.мини.му.ма, у којима се непосредно, без потребе познаваља интимног 

механизма појаве и једначина које би му биле аналитички израз, рези

мирају квалитативне појединости тока појаве. Факт минимума, било да 

је безуслован, било да је везан за нарочити скуп погодаба у механизму 

појаве, имплицира собом одређене, више или мање прецизне такве по

јединости; интерес економских момената, на које се односе такви при

нципи, и лежи једино у кондензованости облика у коме су, на тај на
чин, ове резимиране, поред све своје, често и врло велике, међусобне 

диспаратности. Те су врсте нпр. принципи нај.мањег уШрошка енергије 

и нај.мањег найора у виталним, психолошким и социјалним појавама. 

Сам факт минимума, везан за један уочени економски момент у 

датој појави импозира у току ове један одређен скуп квантитативних и 

квалитативних појединости, које су утолико одређеније уколико је 

прецизнија шема механизма појаве и начина на који је за овај везана 

сама манифестација појаве. 
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Кад су те шеме довољно прецизне да се по њима могу формирати 

и саме диференцијалне једначине појаве, као спона између механизма 

и појединости у којима се појава у реалности манифестује, факт о ми

нимуму, везан за који од напред наведених економских момената, није 

ништа друго до један нарочити кондензован израз свих, како кванти

тативних тако и квалитативних појединости у манифестацији појаве. 

Ове су тада у њему имплициране и могу се све предвидети из егзистен

ције и састава економских момената. Такав је случај са свима поједи

ностима везаним за типове појава, наведене раније у опису квантита

тивне и квалитативне слике појава. 

Тако исто, поједини специјални економски моменти, у појединим 

специјалним врстама конкретних појава, повлаче са собом скуп одре
ђених или овлашнијих појединости за такву слику. Знајуhи нпр. да, при 

кретању светлости, израз 

Ј nds, 

где је n индекс преламања светлости за бескрајно узак слој средине 
око њене произвољне тачке (х, у, z), а ds елеменат лука произвољне . . . 
траЈекториЈе - игра улогу Једнога од економских момената, могу се из 

самога тога факта извести све квантитативне и квалитативне поједи
ности појава рефракције светлости и аберације, како у хомогеним, та

ко и у хетерогеним срединама. 1 Исто тако из факта минимума, везаног 
за економски момент 

при гранању система струја кроз проводнике са отпорима R1,R2 ,R2 , ••• 

излази, као непосредна последица Ohm-oв закон (в. стр. 346-347) и 
остале појединости појаве. 

Велики број квалийlаШивних йојеgиносШи најразноврсније кон
креШне йрироgе везан је нейосреgно за е2зисШенцију оваквих економ
ских факШора са йросШим феноменолошким значење.м и може се, 

самим тиме, предвиђати у облику факата, што су му, у датим прилика

ма, крајњи израз у коме се опажа. Такав је случај са појединостима ко
је су последице поменутог факта минимума утрошене енергије, или 
минимума напора (мереног количином утрошене енергије у јединици 
времена, или јачином умора који он изазива) и које се нпр. манифе
стују у скупу конкретних факата овакве врсте: 

1. у виталним појавама: у начину функционисаља појединих де
лова организма, нпр. у функционалној адаптацији појединих мишиhа, 

1 О. Bonnet, Nouvelles Annales, 1887. р. 335-368; р. 554-580. 
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тако да функционисање ових, према ефекту који има да се произведе и 

приликама у којима мишић функционише, повлачи са собом најмањи 

могућни утрошак енергије, или најмањи могући напор (факти које је 
запазио Haughton, при кретању моторних органа организма; факти које 
је запазио Marey при кретању тежишта тела при корачању; Listing-oв 
закон торзионе ротације ока на начин који, према испитивањима Fick-a 
и Wundt-a, изазива најмању могућу потрошњу енергије итд.;1 

2. у маси факата што потичу из перманентне тежње у унутарњим 
социјалним процесима и еволуцији друштва да се животне и друштвене 

потребе подмире са што мањим утрошком енергије, или са што мање 

напора (подела рада, размена и начини размене продуката, струјање 

тих размена и правци тих струјања, начини и правци комуникација и 

дистрибуције животних намирница и индустријских продуката итд.). 
Безброј сићушних факата, у свем њиховом бескрајном шаренилу, 

у којима су овакви генерални факти, у разноврсним приликама, кон

кретно оличени, обухваћени су фактом егзистенције поменутих еко

номских момената у појавама те врсте и нису ништа друго до нарочити 

израз квалитативних појединости, везаних за улогу и феноменолошку 

природу тих момената. 

1 А. Imbert, Mode de.fonctionnement economique de l'oгganisme, Scientia NQ 14. 
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Одређеност механизма.- Разноврсност фактора карактерисаних истим улогама. -
Шеме механизама. 

Примери комбинација и дистрибуција улога у неколиким врстама конкретних 
појава: механизми у појавама кретаља и деформације маса; механизми у електричним 
појавама; механизам фотохемијске акције светлости на осетљиву плочу; механизам 
варијација хлорних састојака при гастричном хемизму; механизам формације и коагу

лације колоида; механизам периодичности мирисних еманација у биљкама; механизми 

органских ондулација; механизам одбране организма против акције микроба; меха
низам нормалних и патолошких појава при продукцији вољних аката. 

Механизам једне појаве је довољно одређен да би у њему биле им

плициране феноменолошке појединости, које се при дескрипцији поја

ве буду имале у виду, ако је појава схваhена као последица једне одре

ђене комбинације улога, распоређених на одређене конкретне фак

торе у њој, и ако се, са довољном одређеношhу према тим поједино

стима, знају феноменолошке природе улога и начин на који се акти

витети оних улога, што импозира]у промене дескриптивним елементи

ма у појави, мењају у размаку времена у коме се појава посматра. 

Одредба комбинације улога, што саставља механизам дате појаве, 
њихове феноменолошке природе и њихове дистрибуције на конкретне 

факторе, спада у специфичне проблеме појединих наука којима проу

чаване појаве буду припадале. Она се састоји у томе да се непосредним 

опажањем, експериментом, по аналогијама са веh испитаним случаје

вима, хипотезама које се потврђују фактима итд. у појави прецизира 

оно што у изазиваљу њених појединости, које се буду имале у виду, 

игра одређену улогу: активни и реактивни, импулсивни и депресивни 

узроци; секундарни узроци, и прилике које регулишу утицаје појединих 

активних и реактивних узрока и чине да дати комплекс таквих узрока 

има осетнији или слабији"ефекат; разноврсне друге специјалније, како 
активне тако и пасивне улоге, као што су: улоге изазивача, координа-
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тивне улоге, регулаторске улоге, улоге терена, улоге веза, улоге пре

прека итд. Дистрибуција тих улога на поједине факторе у природним 

појавама и чини оно привидно бескрајно шаренило љихових механи

зама и даје им оне безбројне диспаратне облике, у којима тек оштрије 

посматраље, или дубља анализа, откривају каквих заједничких црта 

или сводљивост на исте типове. 

Активни импулсивни узрок јавља се нпр. према природи појаве, 

час као атрактивна сила међу телима, час као 'I'рансформаторска те
жља реагенаса у хемијским реакцијама, час као термичка или електри-. . 
чна утицаЈна тежља стаља Једне тачке на стаље тачака у околини, час 

као магнетишуhа сила, час као фотохемијска трансформаторска те

жља светлосних зракова, као осмотички притисак у органским hели

јама, као деструктивна тежља бацила при прогресивном развитку једне 

болести, као утицајна тежља средине при трансформацијама једне 

одређене биолошке феле итд. 

Реактивни узрок се јавља час као треље или отпор средине при 

кретању, час као индукциона реактивна сила регулисана Lеnz-овим за

коном, час као коерцитивна сила магнета, час у облику разних врста 

отпора организма, мишиhних и нервних реакција, час у облику разних . . 
врста социЈалних реакциЈа итд. 

Инерција се јавља час као механичка инерција при транслатор

ном кретаљу, час као центрифугална сила при ротацијама, час као 

електромагнетна или индукована електромоторна сила, час у облику . . 
социЈалних инерцИЈа, навика, предрасуда итд. 

Тренутни, напрасни и, уопште, дисконтинуални узрок јавља се час 

као механични удар, час као напрасно, тренутно, осветљеље осетљиве 

плоче чуване ван домашаЈа светлосних зракова, час као тренутно за

твараље или отвараље електричног кола у чијем се саставу наЛази 

каква електромоторна сила, час као интензиван тренутни импулс у 

свести итд. 

Улогу везе у појави игра час веза између варијација притиска и за

премине гаса, исказана Mariotte-oвим или Gay-Lussac-oвим законом, час 

веза између брзине истицаља течности и висине течног стуба, исказана 

Toricelli-jeвим законом, час који од закона одржаља (материје, запре-

11шне нестишљивих тела, ентропије, електрицитета), час везе исказане 

Kirchhoff-љeвим законима гранаља струја, час везе при кретаљу мате

ријалне тачке по утврђеној, или покретној, или деформабилној линији 

или површини, или веза при обртаљу чврстог тела око утврђене тачке 

или осовине; час веза у хемијским реакцијама, која се састоји у пропор

ционалности између утрошених количина реагенаса и количина обра

зованих продуката реакције; час квалитативна веза између варијација 

разноврсних елемената у корелативним биолошким, физиолошким 
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или психолошким појавама, као што су везе оличене у рефлексном 

утицају нервног система на нутритивне и секретивне функције 
организма, везе при асоцијацијама идеја итд. 

Улогом изазивача постаје, у појавама једне врсте, улога експло

зије експлозивне смеше; у појавама друге врсте улога покрета којим се 
затвара електрично коло у механичким или хемијским појавама које 

тиме буду изазване, или улога светлости у извесним тренутним хемиј

ским реакцијама, или улога слабих, ништавних мотива, који изазивају 
бурне изливе ocehaja итд. 

Координативна улога час је улога магнетног поља при оријента

цији једнога система магнетних игала или гвоздених опиљака; час је 
улога координативне моhи при продукцији вољних аката; час је улога 

дисциплине у једној организованој друштвеној средини са нарочитим 

циљем итд. 

Регулаторску улогу играју: час центрифугални регулатор при 

кретању парне машине, час крила при ротационом кретању извесних 

машинских делова, час регулатор на термостату, или Кипов апарат 

при продукцији гасова, или минералне соли при регулисаљу осмоти

чког притиска у организму, или гасни мехуриhи на површини аквати

чких организама у појавама њихове респирације итд. 

Улогом терена постаје, у појавама једне врсте, распоред масе или 

каквога другога скалара при распростирању једнога механичког, тер

мичког, електричног, економског итд. стања; у појавама друге врсте 

опште стање једнога организма изложеног нпр. деструктивној акцији 

бацила, или општа политичка ситуација у једној земљи, или опште 

расположеље у једној епоси, или општи карактер једне личности, те

ренске прилике у борби, средина у којој се дешавају догађаји итд. 

Улоге препрека играју: час материјалне везе које држе какво чвр

сто тело непомично, па ма какви били спољни узроци који теже да га 

покрену; час заклони при осветљењу једне површине, час изолатор 

уметнут у састав каквог електричног кола, час дувар једнога суда, који 

спречава додир и мешање два реагенса у каквој хемијској реакцији итд. 

Свега тога шаренила нестаје кад су улоге, а са њима и сами меха

низми, шемаШизирани и доведени на облик објеката математичке 

феноменологије, у коме све што игра какву улогу у појави губи своје 

специфично конкретно значење и све што га везује за ову или ону 

специфичну конкретну појаву. У скици, шеми механизма појаве, остају 

само улоге описане на најгенералнији могуhан начин и редуковане, у 

исто време на своје најбитније карактерне црте, али које ипак морају 

бити довољно одређене да би се у њима могле сагледати слике појаве, 

или бар оних њених појединости што се буду имале у виду, као нужне 

последице такве једне комбинације и дистрибуције улога. 
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Неколико најпростијих случајева таквих комбинација и дистри
буција у механизмима појава дато је у неколико конкретних примера, 
који he овде бити наведени. 

1. Механизми у појавама кретања или деформације маса.- То су 
они обични механизми, са којима оперише динамика тачака или систе

ма (континуалних или дисконтинуалних, деформабилних или индефор
мабилних) и у којима: 

1. улоге дескриптивних елемената играју нпр. компоненте тран
слаторних, ротационих или торзионих брзина, пређени путеви, описа

ни углови, разноврсни геометријски елементи што дефинишу положа

је или облике, масе и њихове брзине промена итд.; 

2. улоге примењених тежњи играју: компоненте механичких сила, 
активних или реактивних, импулсивних или депресивних (нпр. атрак

тивних или репулсивних, еластичних итд.), примењене нпр. непосредно 

на компоненте брзина, или на елементе што дефинишу распоред маса; 

З. улоге инертних тежњи играју: механичка инерција при трансла

торном кретању, центрифугална сила при ротацијамаитд.; 

4. улоге веза материјалне (геометријске или кинематичке) везе у 
систему, диференцијалне или изражене у коначном облику, билате

ралне или унилатералне. 

На типове исте врсте, са компликацијама које са собом повлаче 

нарочите погодбе, везане за посматрану појаву и које се састоје у ком

бинацијама простијих механизама, своде се и механизми разних других 

врста појава, које модерне теорије своде на појаве кретања матери

јалних делиhа или етра, или на деформацију континуалних средина. 

Према нпр. Maxwell-oвoj теорији, кретање електричне струје кроз 

жицу има се сматрати као нарочита моноциклична ПОЈава, у КОЈОЈ 

брзина промене цикличне координате расте упоредо са јачином струје, 
компонента спољних сила, непосредно примељена на мењање те Ја

чине, расте упоредо са електромоторном силом која се буде налазила у 

електричном колу. Циклично кретање се дешава делимично у етру, а 

делимично у материјалу проводника. Улоге координата са спорим 

варијацијама играју геометријски елементи што дефинишу положај и 

облик проводника. Механизам појаве је, тада, онај исти који се има у 

појавама моноцикличног кретања. 

Према истој теорији, кретање електрицитета у систему, састав

љеном из две електричне струје, које се међу собом и саме собом ин

дукују, има се сматрати као нарочита бициклична појава, са истом 
дистрибуцијом улога, као и у горе поменутој моноцикличној појави. 

Узимајуhи, као што се то узима у кинетичкој теорији гасова и 

механичкој теорији топлоте, да се бескрајно разноврсна кретања мате

ријалних делиhа, при термичким променама у једноме телу, стапају у 
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једно средље кретаље, које има особине моноцикличних кретања, по 
Helmholtz-y се и термичке појаве имају сматрати као једна нарочита 
врста моноцикличних појава, у којој би улогу цикличне координате 

играла брзина поменуто га средњег кретања делића ( статистичка бр
зина), улоге координата са спорим варијацијама ма који елементи чије 
споре варијације буду пратиле убрзаваље или успораваље тога сред
љег кретаља (нпр. геометријски елементи при ширељу тела). 

Модерне хидродинамичке теорије, теорија деформација еласти
чних средина, електромагнетна теорија светлости, теорија јана итд. 

своде масу разноврсних, тако механистички схваћених, појава на овак

ве, чисто динамичке, механизме и љихове међусобне комбинације. 

2. Механизми у електричним појавама. - И не улазеhи у питаље о 
суштини појединих електричних појава, водећи рачуна само о природи 

улога које у њима играју поједини фактори, без потребе да им се зна 

сама суштина и краЈње механистичко значеље, могу им се механизми 

схватити у облику у коме су они обухваhени општим шемама матема

тичке феноменологије: као скуп одређених дескриптивних елемената, 

који се мењају под утицајем једнога одређеног комплекса активних и 

реактивних узрока, а при одређеним квантитативним или квалитати

вним везама, тачно прецизираним другим улогама итд. 

Тако, Ohm-oв закон, са законом аутоиндукције, своди појаву вари

јације једне електричне струје, у непокретном и индеформабилном 

електричном колу, у ЧИЈеМ се саставу налази какав електрични елеме

нат, на овај механизам: gескрийШивни елеменаШ, чију улогу игра 

јачина струје, са коефицијентом инерције, чију улогу игра коефиције

нат аутоиндукције проводника, мења се акцијом jegнoza акШивноz им

йулсивноz узрока ( електромоторне силе елемента) и jegнoza реакШив
ноz узрока (реактивне контраелектромоторне силе у проводнику), 

који је увек, йо смислу, суйроШан смислу своzа нейосреgноz објекШа 

(смислу струје). 
Исти закони доводе и до механизма варијација једнога система 

струја са међусобном и аутоиндукцијом, у једноме систему електри

чних кола са отпорима и електричним елементима КОЈИ су у љиховом 

саставу: сисШем gескрийШивних елеменаШа (јачине струја) се мења йоg 
уШицајем jegнoza комйлекса og Шри врсШе узрока: јеgних акШивних и 
имйулсивних ( електромоторних сила елемената), јеgних реакШивних, 
који су, йо смислу, увек суйроШни смислу сШрује, на чије су варијације 

йримењени (реактивне контраелектромоторне силе у проводн:ицима), 
и јеgних, Шакође реакШивних, које йроизлазе og инерција у йојави 
( електромагнетне индуковане силе). 

Механизам испражљаваља електричних кондензатора карактери

сан је оваквом комбинацијом и дистрибуцијом улога: gескрийШивни 
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еле.менаШ (јачина струје испражњавања) са коефицијентом инерције, 
чију улогу игра коефицијенат аутоиндукције проводника, .мења се ак

цијом jegнo'ia реакШивно'i узрока, суйроШно'i, йо с.мислу, са.мо.ме сво.ме 

нейосреgно.м објекШу (реактивна контраелектромоторна сила у право

днику), jegнo'ia, Шакоf)е реакШивно'i, који је йо с.мислу, увек суйроШан 
ШоШалиШеШу нейосреgно'iа објекШа (Coulomb-oвa електромоторна 
сила по смислу супротна електричном оптереhењу арматура у 

кондензатору). 
Комбинација и дистрибуција улога при распростираљу електри

цитета, у љеговоме променљивом режиму, своди се на шему овакво га 

облика: gескриййlивни еле.менайl ( електрични потенцијал) .мења се og 
йlачке go йlачке йос.май1рано2а йоља, акцијо.м јеgне уйlицајне йlежње 
шШо gолази og Шачака у нейосреgној близини йос.маШране Шачке и 
која је и.мйулсивна или gейресивна, йре.ма Шо.ме ga ли gескриййlивни 
еле.менаШ у овој Шачки и.ма .мању или веhу вреgносШ но у нейосреgној 

околини Ше Шачке (улогу тога узрока игра електрични флукс у посма

траној тачки поља). 
Према Van t'Нoff-oвoj и Aпhenius-oвoj теорији електролитичког 

растварања, механизам функционисаља електричних елемената састо

ји се у оваквој простој комбинацији улога: gескрийШивни еле.менаШ 

(број растворених јона) .мења се си.мулШано.м акцијо.м gвају нейосре

gних узрока: jegнo'ia и.мйулсивно'i ( електролитична моh раствараља, са 
тежљом да увуче што веhи број ј она у раствор ), и jegнo'ia gейресивно'i 
(осмотични притисак металних јона, који спречава то раствараље). 
Смисао нпр. наелектрисаваља метала и раствора зависи непосредно од 

тога који је од та два узрока јачи: кад је импулсивни јачи од депреси

вног, метал је наелектрисан негативно, а раствор позитивно; кад је 

први слабији од другога, биhе обрнуто. Разлика потенцијала на повр

шини једне електроде зависи, такође, од релативних величина та два 

узрока; кад је први јачи, она је позитивна и расте упоредо са јачаљем 

првога и са слабљељем другога узрока; кад је други јачи, биhе обр

нуто.1 
3. Механизам фото:хемијске акције светлости иа осетљиву плочу.2 

Осцилаторан карактер црнила, као ефекта те акције, са врло интен

зивном амортизацијом осцилација, која чини да појава врло брзо улази 

у свој перманентни режим, карактерисан једним, од тада сталним, 

степеном црнила, Sagnac своди на један механизам са оваквом комби
нацијом и дистрибуцијом улога и који даје једну од могуhних експли-

1 Мах Le В!апс, Les idees nou1'elles suг la tbloгie des piles, Revue geпerale des scieпces 
puгes et appliquees 1899, р. 725. 

2 В. дескрипцију појаве на стр. 386-387. 
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кација појаве: варијације gескрийй1ивно2 елеменШа (чију улогу игра 
степен црнила, или количина редуковане соли на плочи) шШо резул

Шују из симулШане акције gва ме/ју собом анй1а2онисй1ичка узрока: jeg
нoza имйулсивно2, сй1ално2 йо јачини и смислу, и jegнoza реакй1ивно2, 

gейресивно2, који се јавља, не у ШренуШку каg имйулсивни узрок оШ

йочне своју акцију, веh са извесним заgоцњењем, које се, заШим, нейре

сШано йровлачи кроз цели Шок йојаве као сШално заgоцњење у варија

цијама јачине Шо2а gейресивно2 узрока. Улогу првога узрока играла би 

директна и стална тежња, везана за акцију светлосних зракова, да, ре

дукујући сребрну со, појачава црнило; та директна акција изазива, 

после некога времена, у редукованоме слоју једну реактивну акцију, 

која игра улогу депресивнога узрока изазивајући инверзну модифи

кацију осетљивог слоја, мењајући се, при том, и сама тако да је јачина 

те депресивне тежње пропорционална величини ефекта директне 

акције, али онаквог какав је био у једном извесном тренутку пре тога. 

4. Механизам варијација хлорних састојака при гастричноме хе
мизму.1 - По Winter-y тај се механизам, у својим главним цртама, своди 
на комбинацију улога којој се може дати овај облик2 : gескрийШивни 
елеменШи (количине хлора у анорганским продуктима хемизма, у об-

. . . 
разованоЈ хлороводоничноЈ киселини и у органским хлорним Једиње-

њима, рачунате на lOQcc гастричног сока) мењају се симулШаном акци
јом gва, јеgан gpyzoмe анй1а2онисй1ична, узрока, og којих јеgан, и Шо 
имйулсиван, йосШуйно слаби, а gpyzи, gейресиван, йосШуйно јача у Шо
ку йојаве, са найрасном инШервенцијом јеgно2а Шреhе2 узрока, који се 

јавља у јеgноме оgре/јеном ШренуШку йошШо је йојава веh неко време 

йре Шо2а Шрајала, и који је каракШерисан Шежњом ga убрза јачање 
gейресивно2а узрока. Улогу импулсивнога узрока у таквоме механизму 

игра осмотични напон, који се јавља услед напонске разлике желудач

них течности, с једне стране, и крвне и ћелијске плазме, с друге стране; 

улогу депресивнога узрока игра извесна врста отпора дифузији ћелиј

ских и крвних састојака; улогу напраснога узрока игра, опет, једна 

врста отпора, изазваног самим гастричним хемизмом у току процеса. 

5. Механизам формације и коагушщије колоида.- Кад се у какав 

алкални раствор кане једна кап уља и смеша добро промућка, уље се 

растури по раствору у облику безбројних сићушних, једне од друге изо-

1 В. дескрипцију појаве на стр. 67-70. 

2 Ј. Winter, De l' evolution des jonctions de 1' estomac, С. R. de 1 'Acad. des Sciences t. 115, 
1892, р. 1328. 

Lois de l'ivolution desjonctions digestives, С. R. de 1'Acad. des Sciences t. 117, 1893, р. 
65. 

Lois de l' evolution de la digestion, С. R. de 1' Acad. des Sciences t. 117, 1893, р. 179. 
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лованих капљ:џ:ца, образујуhи једну емулзију. Величина тих капљица се 
може смаљивати до те мере, да се емулзија претвори у колоид. У 
таквој фази појаве, поред кохезионих сила које су веома јаке, пошто су 
међусобна растојаља капљице веома мала, капљице, ипак, остају изо
ловане једна од друге и пона.шају се као самосталне јединке. Међутим, 

често какав напрасан, тренутан узрок (нпр. електрично испражњава

ље) учини да се такав колоид нагло, у тренутку, стапаљем капљица, 
коагулише. 

Ј. Peпin своди експликацију појаве на један механизам коме се мо

же дати овакав облик: узајамно конШрабалансирање gва .међу собо.м 

анШаzонисШична узрока, jegнoza и.мйулсивноzа С1 и jegнoza gейреси
вноz С21 зависних, йо јачини, og величине ШоШалиШеШа и йри че.му се 
gейресивни узрок .може .мењаШи gисконШинуално, са найрасни.м йаgо.м, 

који и.ма за йослеgицу наzлу варијацију ефекШа у с.мислу и.мйулсивноzа 

узрока. 

Наиме, капљице уља, растурене по алкалној течности, електришу 

се додиром са течношhу и све у једноме истом смислу, услед чега се 

међу љима јавља репулсивна електрична сила (депресиван узрок С2 ). 
Ова је сила контрабалансирана кохезионом силом (импулсиван узрок 

С1 ) међу капљицама, која се јавља кад су ове врло блиске једна другој, 
која је атрактивна и зависи, као и она прва, од међусобних растојаља 

капљица (која играју улогу тоталитета ефекта). Појава је ушла у ста

ционарно стаље од тренутка кад су та растоЈаља тачно толика, колика 

би била потребна да би се те две силе држале међусобно, у равнотежи. 

Али, ако се, на који било начин, капљице напрасно ослободе за љих 

везаног елек_;rрицитета (напрасни пад депресивнога узрока), атракти

вна кохезиона сила, оставши некомпензована, извршуЈе у тренутку 

своју акцију, стапајуhи међу собом капљице и изазивајуhи коагулацију 

колоида.l 
То је, уосталом, и принцип једнога начина вештачког растураља 

магле. Ова није ништа друго до један нарочити колоид, састављен из 

сиhушних капљица, растурених по ваздуху, у коме остају одвојене једна 

од друге акцијом репулсивне силе што произлази од љихове електри

зације у једноме истоме смислу. Ако се у атмосфери изврши напрасно 

испражљаваље електрицитета супротног смисла ономе, кога Је елек

трицитет везан за капљице, ове се изложене, тада акцији само кохезио

них сила, у тренутку згушљавају у крупне кишне капи, остављајуhи 

атмосферу чисту и провидну. 

1 Ј. Perrin, Mecanisme de /' electгisation de contact et solutions colloides, Journal de 
Physique, Jan. 1905. 
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6. Механизам периодичности мирисних еманација у биљкама. -
Јачина мирисних еманација код биљака, чији цвет испушта мирис, ме
ља се периодички, пролазећи наизменце кроз максимуме и минимуме 

који одговарају наизменичности дана и ноћи. Констатовано је да те 
еманације појачава влага а да их слаби утицај сунчеве светлости. На
чин, на који Mesnard1 , на основу тога, експлицира појединости појаве, 
своди се на један прост механизам овакве врсте: симулШана акција gва 

йериоgична, меЬу собом анШаzонисШична узрока. Улогу импулсивног 
узрока игра тежља, везана за влагу, да појачава ослобађаље мирисних 

састојака у цветним ћелијама, помажући, у исто време, и избациваље 
таквих материја из епидерме цвета. Улогу депресивнога узрока игра 
тежља, која карактерише акцију сунчеве светлости, да паралише такав 
утицај влаге, с једне стране својом хемијском акцијом, којом олакшава 

трансформације мирисних састојака, а с друге стране својим механи
чким утицајем, којим слаби притисак у цветним ћелијама. Оба су узро

ка периодична, растући и слабећи, наизменце, са пој авам дана и ноћи. 

7. Механизми орrанских ондулација. - Запажено је да се срчани 

мишић не понаша подједнако према електричним надражајима једне 

исте ја чине: у извесним тренуцима ти су надражаји врло осетни, у дру

гима потпуно неосетни, са свима градуацијама између тих екстрема, и 

то тако да надражљивост зависи од величине размака времена КОЈИ Је 

протекао од последљег надражаја до онога који се посматра. НаИме, 
Marey је запазио ове појединости такве појаве: кад је надражај извршен 
у једноме тренутку врло блиском ономе у коме срце почиље једну од 

својих нормалних контракција, јачина контракција, у први мах, уто

лико је већа уколико је тренутак надражаја даљи од почетка нормалне 

контракције; кад се ексцитираље буде вршило у разним тренуцима, 

рачунајући од почетка једне нормалне контракције, надражљивост, 

мерена величином контракције коју је у стаљу да изазове у датоме 

тренутку један исти надражај, показује известан ритмички карактер, 

пролазећи редом кроз све фазе, почевши од фазе неосетљивости (Ма

rеу-ева рефракторна периода надражљивости), до фазе максималне 
осетљивости. Такве се ритмичке варијације огледају и у величини 

размака времена који протиче између тренутка кад је извршен надра

жај и тренутка у коме почиље контракција (изгубљено време): овај, 
кад је електрични надражај врло близак почетку нормалне контрак

ције, има једну своју максималну вредност и смаљује се у мери у којој 

се тренутак надражаја удаљује од тога почетног тренутка, пролазећи 

кроз један минимум, растући од тада опет до једне максималне вредно-

1 Е. Mesnard, Sur /' action de /а lumiere et de /' eau dans /е degagement du parfum des 
plantes, С. R. de l'Acad. des Sciences t. 122, 1896, р. 191. 
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сти, опадајуhи до једнога минимума итд. Срчани мишиh је, дакле, кара

ктерисан не само ритмичким функционисаљем, веh и ритмичком 

надражљивошhу. 

Једна од експликација појаве садржана је у оваквоме једном меха

низму: један интензиван, тренутан, узрок С1 својим импулсом изведе 
дати систем из љеговог стационарног стаља (S), у које се он, остављен 
сам себи, враhа једним дужим или краhим низом амортизираних 

осцилација. У једноме тренутку е, у току тог враhаља у стационарно 
стаље, јавља се, опет напрасно, исти тренутни узрок С1 , пертурбирају

hи нормално враhаље у стаље (S). Према тренутку е, тј. према томе да 
ли је у томе тренутку смисао варијација љеговог непосреднога објекта 

(О) онај исти кога је и љегов импулс, или су супротног смисла, узрок he 
имати за ефекат нагло удаљаваље система од стаља (S) или напрасно 
слабљеље тога удаљаваља, тако да ова постају и неосетна. То би се 

исто понављало и са интермитентним низом импулса, који би узастоп

це извршивао тренутан узрок С1 • Шема механизма би била, дакле, све

дена на овај тип: акција jegнo'ia gисконШинуално'i низа меЬу собом јеg
наких, инШермиШенШних, интензивних, ШренуШних узрока на јеgан 

објекаШ који, чим акција Шакво'iа jegнo'i узрока йресШане, Шежи ga се 
враШи у своје сШационарно сШање јеgним низом аморШизираних осци

лација. 

Улоге тренутних узрока играли би надражаји мишиhа; улогу уда

љеља од стационарног стаља (нормалног стаља мишиhа), које се има 

сматрати као тоталитет непосредног објекта тих узрока, игра пози

тивна или негативна величина контракције мишиhа; улогу непосред

ног објекта брзина контракције. Надражљивост мишиhа (мерена вели
чином контракције) биhе веhа или маља, или и сведена на нулу (као 
што је за време рефракторне периоде), према тренутку е у коме се вр

ши надражај, наиме, према томе да ли је у томе тренутку брзина кон

тракције мишиhа истога смисла као и она кога је и импулс надражаја, 

или су супротног смисла. 

Кад би, у горљем механизму, импулси везани за поједине узасто

пне надражаје били међу собом неједнаки, дијаграм надражљивости би 

у разним тренуцима између тих надражаја имао најразличније облике, 

према релативним величинама и смислу тих надражаја. У специјалним 

случајевима, кад би ти импулси били увек супротног смисла брзини 

контракције у тренутку у коме се они врше, а по својој апсолутној 

вредности утолико јачи уколико је та брзина јача, дијаграми надраж

љивости би се, у размацима времена између надражаја, свели на криве 

линије са врло малим бројем и врло јаким амортизираљем осцилација: 

кад би импулси били подесно одмерени према контракцијама, такав 
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дијаграм би се свео на криву са само једном осцилацијом, која се одмах 
затим неосетно разликује од осовине вредности времена. 

Према испитивањима, која су вр- i 
шили Richet и Broca, о надражљивости 
нервнога центра (мереној, такође, њо-
ме изазваним позитивним и негатив

ним контракцијама), у дијаграмима те 

надражљивости има се овај последњи 

случај: надражљивост у једноме датом о 

тренутку 8 зависи од размака времена 
који је протекао од ранијега надражаја 
до тренутка 8 и то на начин, предста-
вљен дијаграмом облика (сл. 37), где је Сл. 35 

надражљивост е представљена као функција времена 8. Експликација 
појаве се може имати у механизму наведеног облика: акција jegнoza 

gисконШинуалноz, риШмичкоz низа ШренуШних, йо смислу и јачини 

нејеgнаких узрока С1 , С2 , С3 , ... на какав сисШем који би се, осШављен 

сам себи, јеgним низом аморШизираних осцилација, изазваних јеgним 

ранијим имйулсом, враhао у своје нормално, сШационарно сШање, и 

каg је, йри Шоме сваки gоцнији имйулс, везан за узроке С1 , С2 , С3 , ... 

суйроШноz смисла нейосреgноме објекШу своје акције а йо айсолуШној 

вреgносШи уШолико јачи уколико је овај йо вреgносШи веhи. 

То је, одиста, механизам на који се своди експликација појаве у 

облику у коме су је дали Richet и Broca. Према овим испитивачима, кад 
се у нервноме центру деси какав надражаЈ, оваЈ изазива, у исто време, 

извесним физиолошким процесом, један реактиван импулс, супротног 

смисла првоме, који се противи модификацијама што их овај тежи да 
изазове и који је утолико јачи уколико у томе тренутку буде већа 

надражљивост. Сваки би, од таквих реактивних импулса, играо улогу 

једнога од тренутних узрока с]' с2' С з' ... предвиђених горњом ше~() М. 
Њихову егзистенцију чини, уосталом, врло вероватном и појава "ми

шићног звука", коју је раније констатовао Helmholtz: кад се тетанизира 
какав мишић електричном струјом, са прекидима произведеним вибра

цијама једнога дијапазона, може се, пажљивим слушањем, чути у ми

шућу исти звук који издаје и дијапазон, што показује да се у мишућу 

врше наизменичне контракције и истезања акордирана са узроком 

који их је произвео. Међутим, кад се мишић тетанизира вољним актом, 

у њему се и тада може разликовати известан звук, за који је Helmholtz 

нашао да има за периоду вибрација -1- секунде. Кад се тај факт при-
20 

ближи овоме при вештачком тетанизирању мишића електричним 
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импулсима, оправдан је закључак да узрок мишиhним ондулацијама 

при вољном тетанизирању треба тражити у церебралним и:мпулсима 

1 
са периодом од - секунде, а што, у исто време, чини вероватном и 

20 
ефективну егзистенцију горе наведених, реактивних, тренутних узрока 
С1 , С2 , С3 , ... 

Од интереса је и физиолошка улога коју Richet и Broca придају 
овим реактивним импулсима при продукцији вољних аката. 

Та се улога састоји у томе да сведу на што мању меру размак вре

мена потребан ондулациј ама, изазваним једним импулсом при каквом е 

вољном акту, да се амортизирају до мере у којој he постати неосетне,и 
да, на тај начин, припреме терен акцији новога вољног импулса, како 

би ова била што одређенија, без пертурбација унесених веh постојеhим 

ондулацијама од ранијега вољног импулса, и то у што краhем размаку 

времена после овога. Улога је, по својој феноменолошкој природи, 

идентична са улогом тренутних, променљивих и по смислу и по Јачини, 

електромоторних сила, које, по методи Lorda Kelvin-a, треба пуштати у 
подморски кабл при трансмисији сигнала, да би ова била што рацио

налнија и што економичнија, тј. да би се кабл после једнога трансми

тованог сигнала што пре довео у своје нормално, неутрално стање, у 

коме би био спреман за трансмисију новога сигнала. Она је идентична 

и са улогом импулса, КОЈИ, у разним моментима за време лагано амор

тизираних осцилација балистичког галванометра, треба придавати 

овоме, да би се овај у што краhем времену после тога првобитног да

тог му електричног импулса, чија се јачина имала мерити, довео у своје 

равнотежно стање и тиме учинио спремним за примање и мерење но

вих електричних импулса. Експерименат, штавише, показује да је пе

риода поменутих ритмичких, реактивних физиолошких импулса уто

лико краhа уколико је вољни акт енер2ичнији, што је такође у сагла

сности са појединостима које се предвиђају из горње шеме механизма.! 
Слични механизми дају експликацију и великога броја других ор

ганских ондулациЈа, као што су нпр.: 

1. нервне ондулације при ексцитирању нерава, које је проучио 
Charpentieг и које се састоје у томе што нервна надражљивост, у разма

ку времена између два узастопна надражаја, пролази кроз максимум и 

кроз рефракторну периоду, на начин сличан ономе, горе наведеном, 

при ексцитирању срчаног мишиhа. Механизам би био исте врсте као и 

у овој последњој појави; 

1 А. Broca, Les transfoгmations de l' energie dans l' organisme, Rapports presentes au 
Congres international de Physique, Paris, 1900, t. Ш, р. 495-522. 
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2. ондулације у ретини при светлосним надражајима, које је кон
статовао и проучио Charpentiei. Светлосни зраци изазивају у ретини 
извесне реактивне отпоре, позитивне или негативне, који се јављају не 

само у тренуцима кад зрак падне на ретину, или га нестане, већ и при 

ма каквој напрасној промени, у позитивном или негативном смислу, 

светлосних надражаја на ретини. Те отпоре, који су увек по смислу 
. . . . 

супроrни директноЈ акЦИЈИ светлости, и утолико Јачи уколико Је ова 

енергичнија, Charpentier приписује једној врсти електричне индукције у 
нервном систему, на шта указуЈе и сама структура нерава и закон вари

јације тих отпора, који је истога облика као и Lenz-oв закон индукције. 

Егзистенцију и феноменолошку улогу таквих отпора истиче, уоста

лом, непосредно Chaipentiei-OB експерименат ( expeiience de la bande 
noire ), при коме се један кружни сектор, јако осветљен белом светло
шћу пред црним заклоном, окреће умереном брзином и гледа се у 

једноме сталном правцу, не крећући при томе око: на сектору се, тада, 

јављају једна, две или три тамне пруге, које такође имају облик секто

ра, на једнаким угловним одстојањима једна од друге и чије величине 

опадају по њиховом бројном реду. Пруге су последица симултане 

акције директних светлосних импулса на ретину, и реактивних импулса 

о којима је горе била реч.1 
На механизме сличних облика своди се и маса других, физиоло

шких, физичких, хемијских итд. појава, као што су нпр. оне што се 

састоје у молекуларним модификацијама, произведеним енергичним 

импулсима ма какве конкретне природе и тежње да се систем, објекат 

акције импулса, врати у своје првобитно, нормално стање.2 
8. Механизам одбране организма против акције микроба.- У бор

би организма против акције патогених микроба главну улогу играју 
извесне хуморалне особине, које постоје још пре морбидног напада, а 

развијају се нарочито у току овога, заостајући још дуго после њега. 

Међу овим особинама има их које су неповољне за живот, или крета

ње, или лучење микроба и које састављају скуп бактерицидних особи

на. Овима се, у одбрани организма, придружују још и антитоксичне 
особине крвног серума, које, иако остају без акције на саме микробе, 

1 А. Charpentier: Oscillations n!tiniennes, С. R. de Ј' Acad. des Sciences t. 113, 1891, р. 
147. 

Oscil/ations гetiniennes consecuti,,es а l' impгession lumineuse, С. R. de 1' Acad. des Scien
ces t. 122, 1896, р. 87. 

NOU\Je/le.foгme de гeaction negatl\ie sиl·la гetine, с. R. de l'Acad. des Sciences t. 122, 1896, 
р. 207. 

2 В. за такве случај еве расправу Ј. Ch. Bose: De !а geneгalite des phenomenes-molecu
laiгes pгoduits раг 1' electгicite suг la matiel-e inm:ganique et suг la matieгe Vl\IGnte, Rapports 
pлSsentes а Congres international de Physique, Pari~~' 1900, t. Ш, р. 560-585. 
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помажу ипак организму у његовој одбрани против њихових отрова. 

Све што има утицаја, нарочито трајнијег, на нутритивни активитет hе

лија, у стању је да мења хемијски састав сокова, а самим тиме и њихове 

бактерицидне и антитоксичне особине, утичуhи тиме на рецептивитет 

или отпор организма наспрам болести, као и на трајање и озбиљност 

ње саме. А пошто мењање састава сокова има, у исто време, и непо

средног утицаја на сам активитет микроба, њихово кретање, лучење 

итд., то се за механизам утицаја једнога, ма каквог, спољњег или уну

тарљег узрока С (утицај каквога лека, спољних прилика, режима хра
њења итд.) на ток болести има шема са оваквом комбинацијом улога: 

узрок С врши gвоzубу акцију, јеgну на нейосреgни акШивни узрок (на 
активитет микроба) и gpyzy на gейресивни узрок (на бактерицидне и 
антитоксичне особине сокова, на отпор организма); обе акције се меЬу 

собом комбинују на начин извеgен на сШр. 434-435. 
9. Механизам нормалних и патолошких појава при продукцији 

вољних шшта. -Према теорији RiЬot-a1 , механизму продукције вољ
них аката може се дати облик овакве једне комбинације улога: јеgан 

комйлекс имйулсивних, и јеgан комйлекс gейресивних, gисконШинуал

них узрока, чија је акција ре'iулисана јеgним факШором са оgреЬеном 

коорgинаШивном уло'iом, а врши се у јеgноме скуйу йрилика који йри 

Шој акцији и'iра Шеренску уло'iу. 

Улоге импулсивних узрока играју импулсивне моторне тежње, ве

зане, уопште, за свако стање свести, за сваки ocehaj, за сваку идеју и 
које би, ничим некомпензоване, незадржане, чиниле да стање свести 

одмах пређе у акт. Тежња је јача или слабија уколико је јача афекти

вна страна тога стања, од најинтензивнијих тежњи, везаних за јаке 

емоције, страсти које у тренутку, брзо и брутално као код рефлекса, 

изазивају акт, до неосетних тежњи, везаних за апстрактне идеје, где су 

оне сведене на своЈ минимум. 

Улоге депресивних узрока играју депресивне, активне или реак

тивне тежње, везане за извесна афективна стања која су, најчешhе, 

изазвана самим импулсивним узроцима, и које се, јаче или слабије, 

противе акцији импулсивних тежњи. И јачина тих депресивних узрока 

јако варира од једног до другог афективног стања за који су везани, од 

интензивне депресије која паралише сваку акцију (страх, ужас) до ми
нималнога, једва осетног отпора који само унеколико умерава акцију 
импулсивних тежњи. 

Координативну улогу игра моh индивидуе да своја акта координи

ра међу собом, да их управи у одр<:fђеном правцу, да их субординира од-

1 Th. RiЬot, Les maladies de la volonti}! Paris, 4-me ed., 1887. 
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ређеном циљу, и да им, у потребној мери, према циљу, регулише јачи
ну и смисао. 

Улогу терена игра општи карактер личности, резултат бескрај
нога броја унутарњих узрока, nсихолошки израз организма, колекти
вни израз непрегледнога броја стања и тежњи, коЈи као колективитет 

олакшавају или отежавају акцију једнога истога импулсивног или 
депресивног узрока, чинеhи га осетнијем или неосетнијем, чинеhи, код 

Једне индивидуе, преподерантним какав активни или реактивни узрок, 

једва осетан за ;другу личност, маскирајуhи или чинеhи немогуhним 
кадшто и најинтензивније импуцсе. 

Продукација аката (вољна акција), као последица тако распоре

ђених улога, је нормална кад релативне ја чине импулсивних или депре
сивних узрока варирају у извесним одређеним, границама, у којима се 

оне, у одређеним случајевима, креhу код нормалних индивидуа; кад је, 

поред тога, координативна подобност индивидуе довољно развијена, а 

терен акције није такве природе да ту акцију чини немогуhном или је 

слаби до мере која карактерише неактивност. 

Кад све те погодбе скупа нису задовољене, вољна акција улази у 
йаШолошку фазу: механизам је Шаgа каракШерисан оgреЬеним ано.ма

лијама имйулсивних или gейресивних узрока, или Шеренске, или коор

gинаШивне уло:Zе, и има за последице одређене типове аномалија у 

самој продукцији аката, као што су нпр. ове: 

1. кад је код индивидуе ослабљена нпр. осетљивост (аномалија Ше
ренске уло:Zе, што у веhини случај ева долази од једне опште депресије 

виталних функција), акција је импулсивних и депресивних узрока осла

бљена кадшто у толикој мери да међу њима и нема борбе и да се резул-. . . 
тат своди на неактивност, индоленцију, а у краЈњим случаЈевима на оп-

шту непокретљивост, при КОЈОЈ стања свести никако не доводе до 

аката; 

2. кад су импулсивни елементи сувише интензивни или сувише 
нагли, неодољиви (аномалије имйулсивних узрока), акт се остварује 

одмах, брутално, и има карактер аутоматског, рефлексног акта, без 

претходне борбе импулсивних и депресивних узрока, или са борбом 

која се брзо свршава у корист таквих неодољивих импулсивних узрока; 

З. кад су депресивни узроци сувише интензивни (аномалије gейре

сивних узрока), као што је нпр. случај великог страха, тако да их им
пулсивни узроци не могу савладати, наступа неактивност, при КОЈОЈ 

стања свести не доводе до акта. Томе се обично придружују и аномали

је самога терена: општа реактивна немоh индивидуе, која обележава 

слабост карактера или дефекат виталних функција и која, каткад, при

дружена сувише интензивном депресивноме узрок:у, доводи и до пот

пуног уништења вољне акциЈе; 



474 САСТАВ И ШЕМЕ ФЕНОМЕНОЛОШКИХ МЕХАНИЗАМА 

4. дешава се да је састав вољног механизма у свему осталом нор
малан, али да аномалија коорgинаШивне уло2е спречава нормалну вољ

ну акцију. Наиме, дешава се да су и импулсивни и депресивни елементи 
нормални и у нормалним пропорцијама, али да им недостаје међусобне 

координације и субординације, која чини да импулси конвергирају пре
ма одређеноме циљу, која задржава и регулише импулсивне или депре

сивне тежње, а које би, без ње, могле сувише ојачати, итд. Сваки узрок 

делује тада сам, на свој начин, у своме правцу; у општем нереду тежње, 

које побеђују, јесу најчешће бруталне тежње, трагови инстиката, које, 

као најјаче, најобузданије, дају дефинитиван карактер резултујућем 

акту. Једна је варијанта таквих случајева она на коју се наилази у ћуд-. . 
љивости или хистерИЈИ, са том разликом што, тада, тежње КОЈе прео-

влађују могу бити извесне импулсивне или депресивне тежње вишега 

ранга. Активност индивидуе је врло променљива, мобилна, нестабил

на, напрасна, са наглим скоковима при своме јављању, нестанку или 

варијацијама. Слабост или одсуство координативне, регулаторске мо

ћи чини да су акти недисциплиновани, несређени, као и сама стања све

сти што их изазиваЈу. 



ДРУГА ГЛАВА 

ВАРИЈАЦИЈЕ АКТИВИТЕТА У 

МЕХАНИЗМИМА ПОЈАВА 

Проблем одредбе начина варијација активитета у разним конкретним појавама. 
Квантитативни закони варијација активитета.- Очевидни закони.- Емпирички 

и експериментални закони. - Аналитички изведени закони. - Хипотетични закони ве
рификовани својим последицама. 

Квалитативне појединости варијација активитета. 
Реципроцитет између начина варијација активитета и појединости манифеста

ције појаве. 

Активитети, везани за поједине улоге, које импозирају промене 

пасивним елементима појаве, могу се у току ове мењати на бескрајно 

разноврсне начине. У тим начинима оличен је, у великоме броју случа

Ј ева, какав универзалан, перманентан природни закон, по коме се кон

кретни фактор, на који се односи такав начин варијација, увек и у 

свима приликама, у којима он интервенише у механизму какве појаве, . . 
мења по томе истом закону; такав Је нпр. случаЈ универзалне атракти-

вне силе међу делићима, материје пропорционалне масама, а обрнуто 

пропорционалне квадрату растојаља. У другим случајевима такав на
чин варијација је специфичан, везан за специфични случај и нарочите 

прилике са коЈима се има посла. 

Проблем варијација јачина појединих активитета у једној одређе

ној, конкретној, појави решава се на начин који се мења са природом 

случаја; проблеми те врсте не припадају општим теоријама што састав

љају математичку феноменологију, и које претпостављају да су они, на 

било који начин, већ решени. Они су, уосталом, у маси случајева, или 

потпуно решиви, тачно или са потребном апроксимацијом, или се бар 

о њима може имати квалитативних индикација, довољних да би се поје

диности појаве, које се буду имале у виду, могле схватити као њихове 

последице. 

Такав је, пре свега, случај свих механичких појава, у којима се ак

тивне улоге приписују одређеним активним и реактивним, импулсив-. . 
ним и депресивним силама, ЧИЈИ активитети варирщу у току кретаља 
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или деформације, било као експлицитне и познате функције времена, 

било као одређене функције карактеристичних елемената при крета

љу, као што су: координате тачака, пређени пут, брзина или поједине 

љене компоненте, растојаље између тачака итд. 

Такав је, такође, случај и у непрегледној маси физичких појава, 

како оних у којима се, схватајући их механистички, наилази на механи

чке, активне и реак-rивне, импулсивне и депресивне силе са познатим 

законима варијација (атрактивне или репулсивне, еластичне силе), та
ко и оних у којима се, без таквих механистичких експликација, разно

врсни фиктивни узроци, који се означавају као моћи, подобности, 

реакције, утицаји итд. без познаваља љихове интимне природе, асими

лирају другим каквим, по активитету сличним, али тачније познатим 

узроцима. 

У хемијским појавама се јављају комплекси континуалних и дис

континуалних узрока, од КОЈИХ су неки познати и квантитативно, ho 

своме прецизном или аnроксимативном закону варијација у току поја-. . 
ве, док су други само овлашно познати по смислу своЈе акциЈе, по начи-

ну утицаја на одређене факторе у појави, по квалитативним поједино
стима љихових варијација у току ове, по утицају других, секундарних, 

узрока на љихов активитет итд. 

У физиолошким и психолошким појавама, за велики број активи-. . 
тета постоЈе и методе за практично мереље љихових Јачина и за проу-

чаваље начина на који они јачају или слабе при одређеним променама 

прилика. У медицинским случајевима се води рачуна о апсолутним или 

релативним јачинама активитета појединих терапеутичких средстава, 

о начину на који се ови мељају према разним комбинацијама прилика и 
разним дозама у којима су употребљени, о начинима за љихово појача
ваље или паралисаље, о љиховим међусобним утицајима итд. 

Података о активитетима узрока има и у бескрајно разноврсним 
појавама осталих наука, па чак и у случајевима кад је појава резултат и 
веома великог броја непознатих, по својој акцији неправилних, по сво

јој интервенцији случајних, континуалних или напрасних узрока, који 

механизму резултујуће појаве дају тип, сам по себи, и по непознаваљу 

елемената што га састављају, неприступан предвиђаљима математи

чке феноменологије. Дешава се нпр. да се у таквоме комплексу узрока 

нађе по један или више преовлађујућих узрока, чији је утицај знатно 
претежан међу свима осталима, којима се има приписати главни кара

ктер и тип посматране појаве, према којима се губи остала маса ситни

јих, по утицају незнатнијих узрока са својим сићушним пертурбацијама 
што их уносе у ток појаве, онакав какав би овај био као резултат ак

ције само тих претежних узрока. За такве су узроке везани одређени 
предоминирајући активитети, којима је у маси случај ева могућно схва-
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тити законе варијација, или имати о њима довољно квалитативних ин
дикација за предвиђање појединости које би се њима имале приписати 
у току појаве. Такав би нпр. случај био са привлачним силама Сунца и 
Месеца у појавама плиме и осеке, од којих зависи битни део појаве; ло
калне и случајне прилике, као што су: конфигурација месног морског 
дна, Јачина стешњености воде сувом земљом, правац ветрова итд. иг

рају само споредније улоге и могу се занемарити, а да тиме битни кара
ктер појаве не буде измењен. Такав би случај био и са великим доми
нирајуhим узроцима у маси биолошких и социолошких појава, у којима 
је број сиhушних, случајних, неправилних узрока веома велики, а ме
ђутим ови не делају сви у једноме истом правцу нити каква нарочита 
околност чини да пертурбације, које оне уносе у појаву, имају све један 

нарочити смисао. За пертурбације, унесене таквом масом непознатих 

узрока, важи тада познати закон вероватноhе, што важи и за случајне, 

мале, грешке при мерењима: оне су подједнако вероватне и у позитив

ном и у негативном смислу, и кад су у великоме броју, саме се међу 

собом у знатној мери потиру, и то утолико потпуније уколико су мно

rобројније. Колективни активитет целога комплекса своди се, бар у 
првој апроксимацији, и уколико се тиче битних карактера и поједи

ности појаве, на збир активитета само великих, доминирајуhих узрока, 

о чијим је законима варијација врло често могуhно имати довољно од
ређених података. 

Идеју о облицима закона и квалитативних појединости варијација 
:tктивитета разним природним појавама, као и о начинима на које се, у 

најчешhим случајевима, долази до њиховог сазнавања, довољног бар 

~а прву апроксимацију, даhе овде наведени конкретни случајеви те 

з р сте. 

I. КВАНТИТАТИВНИ ЗАКОНИ ВАРИЈАЦИЈА АКТИВИТЕТА 

А. Очевидни закони 

У појединим случајевима закон варијације уоченог активитета је 

~ам по себи очевидан и његово сазнавање не тражи никаквих нарочи

шх истраживања. 

Тако, јачина колективног активитета једног комплекса међу со-

5ом једнаких носилаца активитета пропорционална је броју таквих 
юсилаца и мења се онако како се тај број мења. Електромоторна сила 

едне електричне батерије пропорционална је броју у њој уједиљених 
шемената; деструктивна моh једне групе бацила, исте врсте, пропор

~ионална је самоме броју бацила; јачина трансформаторске тежње, ко-
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ја у мономолекуларним хемијским реакцијама регулише брзину реак-

ЦИЈе, пропорционална је заосталој количини тела које се хемијски 

трансформише; какав колективни активитет једнога хомогеног соци

јалног комплекса пропорционалан је, по јачини, броју индивидуа што 
састављају комплекс; репродуктивна и експанзивна тежља једне хомо

гене популације мељају се упоредо са бројним стаљем становништва 
итд. Сви се ти бројеви могу, у току појаве, мељати на најразличније на

чине, чему he одговарати и разноврсни начини варијација одговарају
hих активитета. У извесним појавама је нпр. број носилаца узрока не

променљив, или је са независним варијацијама, којима су тада одређе

не варијације и њиховог колективног активитета. У другим случаје

вима број таквих носилаца постаје поступно све маљи, у мери у којој 

узрок врши своју акцију; тада у истој мери слаби и сам активитет узро-. . 
ка за време траЈаља поЈаве. 

На овај последљи случај се наилази нпр. при прогресивној дестру

ктивној акцији бацила, који би се затирали у мери у којој деструкција 

напредује. Колективни деструктивни активитет, у свакоме тренутку, је 

пропорционалан броју активних бацила у томе тренутку; с друге стра

не, тај број опада уколико је деструкција ближа своме крају. У појави 
би се, дакле, имало посла са једним активним узроком чија се јачина 

меља пропорционално произведеном ефекту, тј. величини љеговога 

непосреднога објекта. 

Исти је случај и са колективном трансформаторском тежљом у 

каквој мономолекуларној хемијској реакцији, која је утолико слабија 

уколико је реакција ближа крају, и у сваком тренутку је пропорцио

нална заосталој количини хемијски активног тела. 
Колективни активитет једне групе бацила може се, уосталом, ме

љати и по другим законима, остајуhи непрестано пропорционалан њи

ховоме бројном стаљу. Он може бити појачан, ослабљен, или потпуно 

неутралисан активитетом друге какве врсте бацила; начин љиховога 

множеља и специфични коефицијенти при љиховој акцији одређују 

начин на који he се колективни активитет мељати у току појаве. Тако, 
кад се бацили множе дељељем, па, дакле, по геометријској прогресији, 

љихов he се активитет Х, у току појаве, мељати по закону облика 

где т означује број бацила у почетку појаве, Л - известан коефиције

нат који представља специфични активитет уочене врсте бацила, у 

приликама у којима они, у датом е случају, врше своју акцију; напосле

тку, k означује један коефицијенат чија величина дефинише специфи
чну репродуктивну моh исте врсте бацила. 
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У случају комплекса, састављеног од неколико врста бацила, ка
рактерисаних специфичним коефицијентима 

Л 1 ,Л 2 ,Л3 , .•. , 

k],k2,k3,···, 

и љиховим почетним бројним стаљима 

колективни активитет Х ће се мељати по закону облика 

и биће импулсивног или депресивног карактера, према релативним ве
личинама коефицијената т;,k;,Л; и знацима ових последљих, који су, 
за поједине врсте бацила, одређени тиме да ли им је акција, према љи
ховоме непосредном објекту, импулсивна или депресивна. У свакоме 

. . 
од тих случаЈева у порви има се посла са узроцима карактерисаним 

независним варијацијама, које се врше по линеарним комбинацијама 

експоненциЈалних закона. 

Као пример друге врсте очевидних закона варијације активитета 

нека је наведен закон једне врсте централних активитета, обрнуто 

пропорционалних квадрату одстоЈаља посматране тачке простора од 

центра активитета. Такав је случај активитета светлосних или терми

чких радијација, звука, мириса итд., који се, полазећи од изворне, цен

тралне тачке, из које се радијално распростиру, разреi)ују у току ра

спростираља, тако да им је јачина, за јединицу површине управне на 

правац простираља, а на одстојаљу г, обрнуто пропорционална повр

шини кугле полупречника г, па, дакле, обрнуто пропорционална квад

рату одстоЈаља. 

Б. Емпи:рички и експериментални: закони: 

Велики број закона активитета добија се као непосредан израз 

запажених факата, експерименталних резултата и емпиричких бројних 

података о љиховим варијацијама, или се из ових изводе као љихове 

непосредне или аналитичке последице. Такве врсте су нпр. активитети 

следећих узрока. 

I. Тежа у непосредној близини површине земље, за коју најпро
стији експерименат (вертикално падаље тела са мале висине, без поче

тне брзине, или бројаље осцилација простога клатна у јединици вре-
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мена) показује да је управљена вертикално наниже, да је за једно исто 
место на површини земље по јачини сiйална, имајуhи нпр. за Париз 

вредност 9,808 m, где је т маса тела, и мењајуhи се од места до места са 
латитудом и алтитудом. 

П. Отпор трења при клизању покретног тела по утврђеној повр
шини, за који је Coulomb експериментом нашао ове прве апроксима
тивне законе варијација: отпор се има асимилирати једној тангенцијал

ној сили на површини, по којој тело клизи, управљеној у смислу супро

тном ономе у коме се врши кретање; та сила зависи од физичке приро

де површина што се при томе додирују, независна је од пространства 

тих површина и од брзине клизања, а по јачини је пропорционална 

међусобном притиску површина у правцу нормале. Коефицијенат те 

пропорционалности (коефицијенат трења) за разне супстанце одређен 
је експериментима. Новија истраживања, међутИм, истакла су неда

вољност такве, прве апроксимације.1 Његова јачина је нпр. уопште 
функција брзине, која се, за поједине супстанце, може одредити емпи

рички. 

Ш. Отпор средине при транслаторном, или ротационом кретању . . 
чврстих тела, КОЈИ Је, за Једну исту површину, изложену његовоЈ акци-

ји, функција f(v) транслаторне или ротационе брзине тела. Експери
менат показује да се за довољно мале брзине може узети приближно 

f(v) = av, 
за веhе брзине 

f(v) = av2 

а за врло велике брзине 

Ј( v) = а + bv 2 + cv3 

(где су а, Ь, с константе за дато тело и дату средину), или друга која ем
пиричка функција са брзим рашhењем.2 

N. Електрична атрактивна и репулсивна сила међу наелектриса
ним телима, за коју је Coulomb нашао експериментом да има правац 
праве што везује тела, да је по јачини пропорционалnа електричним 

масама т1 и т2 тела, а обрнуто nропорционална квадрату њиховог ме
ђусобног растојаља r, сила има за израз 

F = т1т2 
2 • 

r 

1 В. нпр. Appell: Tгaite de Мес. гаt., П. ed., t. I, р. 297; t. П, р. 120-124. 
2 В. нпр. Е. Vallier: Etude suгles lois de la гesistance de l'ai1·, Journal d. Math. pures et 

appl. 1883, р. 147-194. 
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V. Магнетна атрактивна и репулсивна сила, којом се привлаче 
или одбијају полови два магнета, за коју је, такође, Coulomb експери
ментом нашао исти закон, као и за електричну силу под 4. 

VI. Еластична сила при истезању или контракцији еластичних те
па, за коју се експериментом налази да је по јачини, бар у првој апрок

:::имацији, пропорционална самој величини истезања или контракције. 

VII. Торзиони спрег при упредању жице, за који се налази да је 
аропорционалан величини угла торзије. 

VIII. Електромоторна сила у термоелектричним колима, која се 
мења са разликом температура на споју два метала што састављају 

коло, по закону који је експериментално ко.dстатовао Gaugain, и који 
1е, узевши ту разлику температура за апсцису, а величину електромо

горне силе за ординату, представљен дијаграмом у сл. 36, у коме крива 
пинија има облик параболе, симетричне према максималној ординати. 

о 

Сл. 36 

IX. Утицајна тежња праволинијске електричне струје на један ма
гнетни пол, истакнута Oersted-oвим експериментом, по јачини обрнуто 
аропорционална, као што су Biot и Savart експериментално утврдили, 
:щстојању пола r од струје. С друге стране, она је, према експеримен
гима Colladon-a и Faraday-a, пропорционална магнетној маси пола т и 
ја чини струје i, тако, да јачина тежње има за израз 

х _ Лmi 
- ' r 

где је Л бројни коефицијенат који се одређује мерењем. Правац тежње 
је, уосталом, управан на раван што пролази кроз струју и пол, а смисао 

јој је одређен Аmреrе-овим правилом. 
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Х. Магнетна утицајна тежња електричне струје што има облик 

затворене контуре, по јачини, правцу и смислу еквивалентна сили маг

нетне ламеле са истом контуром (Ampere-oвa теорема, изведена из екс

перименталних резултата). 
XI. Елементарне утицајне тежње магнета и елемената струја, од

ређене Аmреrе-овим експериментима и теоријским, на њима основа

ним, посматрањима. Тако, експериментални принципи, од којих полази 

Ampere, доводе, за утицајну тежњу dF магнетног пола на елеменат 
струје ds, који заклапа угао а са правом што га везује за пол, непосре
дно до обрасца 

dF = тisinaf(r)ds, 
где је т магнетна маса пола, i- јачина струје у елементу ds, а f(r) -
неодређена функција растојања r између пола и елемента струје. Ме
ђутим, експериментални закон Biot-Savart-oв, према коме је утицајна 

тежња праволинијске струје на један магнетни пол, по јачини, обрнуто 

пропорционална растојању пола r од магнета, доводи непосредно до 
закључка да је 1 

где је Л константа. 

Из тога се нпр. налази да компоненте d~, d'f1, dc, утицајне тежње 
пола масе т, кад је овај у почетку координатног система, на елеменат 

струје ds, који се налази у тачки (х, у, z), имају за израз 

л· 
d~ = -+(ydz-zdy), 

г 

Лi d'f1 = 3 (zdx- xdz), 
г 

л· 
d~ =--+ (xdy- ydx), 

г 

а да су компоненте тоталне утицајне тежње струје на пол 

х __ ·Jydz-zdy 
- /ll з ' 

r 

у _ _ ·Ј zdx - xdz - /ll з , 
r 

Z _ _ ·Ј xdy - ydx - /ll з , 
r 

где је Jl константа. 

l В. нпр. Mascart-Joubert: Le~ons suг !'electгicite et /е magnetisme, t. I, р. 506, 
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ХП. Индукована електромоторна сила, изазвана варијацијама 
флукса магнетне силе што пролази кроз индуковано електрично коло, 
а која је, према Lenz-oвoм закону, таквога смисла да се увек противи 
кретању кола у правцу у коме се оно ефективно креhе. Пошавши од 

експерименталних факата при индукцији, Neumann је, поред осталих 
резултата своје теорије, извео и овај о јачини те силе: индукована елек
тромоторна сила F једнака је, по својој јачини, раду који би у јединици 
времена учинио магнетни систем, кад би јачина струје у индукованоме 

колу била једнака јединици. Означивши са Q флукс магнетне силе што 
пролази кроз коло, улазеhи на његову негативну страну, Neumann-oвa 
теорема је изражена једначином 

F = dQ. 
dt 

Флукс Q се, у једноме датом тренутку, састоји из флукса q што 
одговара акцији спољних агенса, струја или магнета, и онога што одго

вара аутоиндукцији кола. Пошто је овај последњи, према експери

менталним резултатима, пропорционалан јачини струје i у колу, он he, 
означивши му са L величину што одговара јединици јачине струје, има
ти за израз Li, тако да he јачина индуковане електромоторне силе има
ти за израз 

F = !!__ (q + Li). 
dt 

У случају кад нема спољне индукције, веh постоји само аутоин

дукција, и то са коефицијентом L непроменљивим у току појаве, биhе 

F = L di. 
dt 

Применом нпр. на Faraday-eв котур (метални котур који се, у уни

формном пољу, окреhе око осовине паралелне правцу поља) налази се 

да произведена индукована електромоторна сила има за израз 

2 
F = roa f 2 , 

где је f сила што карактерише поље, ro - угловна брзина при ротацији, 

а - полупречник котура. 

Применом на униформно намагнетисану куглу, по којој се један 

лучни проводник, чији један крај остаје на полу, а други на екватору, 

окреhе једнаком брзином, налази се да he индукована електромоторна 
сила, изазвана тим кретањем, имати за израз 
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1 
F = -vaf, 

2 

где је а полупречник кугле, v- брзина кретања лучнога краја на еква
тору, f- магнетна сила на полу. Асимилацијом земље униформно на
магнетисаној кугли постаје вероватан факт да таква једна индукована 
електромоторна сила игра важну улогу у извесним природним поја

вама, као што су: поларна светлост, магнетне пертурбације на повр

шини земље, електричне пертурбације у телеграфским жицама итд. 

XIII. Разноврсни статистички узроци, пропорционални броју сво
јих носилаца, чије су варијације представљене у статистичким табе
лама, или се из ових изводе на прост начин. Такав је нпр. случај колек

тивних активитета социјалних комплекса, пропорционалних броју ин

дивидуа које су им носиоци, сила морталитета или репродуктивна моh 

једне одређене популације, чије се варијације јачина огледају у табе

лама морталитета, односно табелама рађања, или су изра.жене емпи

ричким обрасцима (обрасци: Moivre-a, Laurent-a, Gompertz-a, Makeham-a, 
Quiquet-a итд).l 

В. Аналитички изведени закони 

Закони извесних активитета изводе се аналитички, рачуном, из 

података о другим активитетима, који су са траженима у једној одређе

ној и познатој вези; или из веh формираних, на било који начин, дифе

ренцијалних једначина појаве, или бар оних чланова тих једначина за 

које би се знало да им облик, на један одређени начин, зависи од тра

жених закона активитета; или из познатих закона по којима би се ме

њали непосредни објекти тих активитета кад би њихове промене биле 

ефекат појединих изолованих узрока за који су ти активитети везани 

итд. 

Општа и интуитивна правила, која he се овде навести, обухватају 
велики број случајева такве одредбе непознатих закона активитета, 

везаних како за примењене, тако и за инертне тежње у појавама. 

Прво правило: ако се, на ма који начин, комбинацијом gaillиx, gи

ференцијалних или коначних, јеgначина йојаве, јеgна og јеgначина јави у 
облику 

kdv =F 
dt ' 

1 В. А. Quiquet: Аре п; и histoгique sur les foгmules d' inteгpolation des TaЬles de survie et 
de moгtalite, Bull. de l'Institut des Actuaires francais, t. Ш. 
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zge k не зависи og zеомеiiiријских и кинеШичких елеменаШа йојаве, а F 
не зависи og извоgа елеменШа v, има се cмaiiipaiiiи ga се Шај елеменаШ 
мења у Шоку йојаве, Шако као ga је на њеzа нейосреgно йримењена 
Шежња чија је јачина 

X=AF, 

zge А ШакоЬе не зависи og zeoмeiiipиjcкux и кинешичких елеменаша 
йојаве. Узевши да k игра улогу коефицијента инерције при варијација
ма елемента v, има се сматрати да је А= 1. 

Правило је само по себи очевидно, према општем начину форма

ције диференцијалних једначина за варијације појединих елемената по

јаве, као ефеката датих примењених тежњи. Оно ће овде бити приме

њено на неколико врста конкретних случаЈева. 

I. Нека су Х, У, Z тоталне компоненте сила у правцима осовина Ох, 
Оу, Oz правоуглог координатног система, при обртању чврстог тела 
око једне осовине, узете за осовину Oz, и нека се тражи закон варија
ције тоталне компоненте сила примењене непосредно на угловну брзи

ну тела. 

Једначина живих сила 

трансформацијом 

1 -dL.mv2 = L.(Xdx+Ydy+Zdz), 
2 

х= rcose, 
y=rsine, 

по којој је, пошто се при обртању тела мења само е, 

dx = -rsinede = -ymdt, 
dy = r cos е d6 = -xwdt, 
dz =О, 

где је w угловна брзина при обртању, дата обрасцем 

de 
(Ј)=-

dt' 

постаЈе 

(475) dw 
Ј- =L.(xY- уХ), 

dt 

где је Ј момент инерције тела према обртној осовини. Узевши, дакле, 
да Ј игра улогу коефицијента инерције при варијацијама угловне брзи

не, тотална компонента Ф тежњи, примењена непосредно на ту брзи

ну, мењаће се у току кретања по закону облика 
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Ф =L(xY- уХ). 

П. Euler-oвe једначине 

А dp + (С - B)qr = L, 
dt 

В dq +(A-C)rp =М, 
dt 
dr 

С-+ (В- A)pq = N, 
dt 

за кретаље чврстог тела око утврђене тачке [где су: L, М, N збирови 
момената примељених сила према осовинама Ох, Оу, Oz (главне осови
не инерција); А, В, С- моменти инерција тела, р, q, r- компоненте тре
нутне ротације према тим осовинама], показују да, ако се А, В, С сма

трају као коефицијенти инерције при варијацијама елемента р, q, r, има 
се сматрати да се ти елементи мељају тако као да су на љих непосредно 

примељене тежње Ф, \f/, е које се у току појаве мењају по законима 
облика 

Ш. Из датога закона 

(476) 

Ф= L+(B-C)qr, 
\fl =М+ (С- A)rp, 
е = N +(А- B)pq. 

q>(v,t) =О, 

по коме би се мењао у току појаве елеменат v кад би уочени узрок С 
делао сам, може се извести закон по коме би требало да се мења његов 

активитет, да би елементу v импозирао начин варијације облика ( 476): 
тежња F непосредно примељена на тај елеменат имала би за израз 

(477) 

дq> 

F = л_.ll_ 
дq> ' 

дv 

где Л не зависи од геометријских и кинетичких елемената појаве. 

Десна страна једна чине ( 477), која је експлицитна функција про
менљивих t и v, he садржати произвољних константи или их неhе садр
жати, према томе какав је, у томе погледу, случај са једначином ( 476), 
тј. према томе да ли ова једначина изражава закон тока појаве у ой

шШе.м случају, кад су почетне погодбе непрецизиране и константе, што 

их карактеришу, ма какве, или закон вреди само за йосебан случај, кад 

те константе имају одређене, прецизиране вредности. Сличан је случај 

и са произвољним функцијама у једначинама (476) и (477). 
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Међутим, од егзистенције и броја ових произвољности у тим јед
начинама зависи одређеност проблема одредбе траженог закона вари
јације активитета. Кад нпр. једначина (476) садржи једну произвољну 
константу, елиминацијом ове из ( 476) и ( 477) добија се један тачно од
ређен закон активитета 

F = f(t,a), 

који he важити, у исто време, за све прилике чијим се варијацијама ме
ља поменута константа. Напротив, ако горље једначине не садрже ни

каквих произвољних константи, тако да важе само за један посебан 

случај у посматраној појави, помоћу ( 476) и ( 477) може се F на бескрај
но много начина изразити као функција променљивих t и v: проблем је 
одредбе закона активитета неодређен. Поред тога, сваки од бескрајно 

многих, тако добијених, закона важио би само за посебан случај за ко

ЈИ Је и изведен. 

На такву врсту проблема се своди и одредба јачине тежљи gели

.мичних нейосреgних узрока: та јачина, за један дати узрок С, који улази 
као саставни део у збир на десној страни једна чине 

kdv='L-X 
dt ' 

што регулише варијације елемента v, пропорционална је вредности 
dv . 

извода -, израчунатоЈ из закона 
dt 

<p(v,t)=O 

варијација тога елемента, који би се имао кад би ове варијације изази

вао само узрок С, као непосредно примељени узрок. 

Тај начин одредбе јачина Х је од нарочитог интереса у случаје

вима кад се има више узрока, од којих се, за сваки понаособ, зна закон 

који би он импозирао у посматраној појави, кад би делао сам. У о чим о, 

као прост пример, појаву поступног слабљеља једнога стаља, дефини

саног вредношћу једнога карактеристичног елемента v, које се од једне 
изворне тачке једнаком брзином, простире радијално кроз какву хомо

гену или хетерогену средину, а под симултаним утицајем два непосред

на депресивна узрока: 

1. једнога који произлази од удаљаваља од изворне тачке и који 
би, кад би делао сам, чинио да интензитет стаља у једној тачки буде 

обрнуто пропорционалан квадрату одстојаља од изворне тачке; 

2. једнога што произлази од какве врсте апсорпције, коју врши 
средина и која је, у сваком тренутку, утолико јача уколико је стаље 

интензивниЈе. 
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Таква би се два узрока имала нпр. у појави слабљеља ја чине свет
лости, топлоте, звука, мириса, потреса итд. удаљаваљем од изворне та

чке и апсорпцијом што се врши у средини кроз коју се стаље распро
стире . 

. дел~мичноме узроку 1, кад би овај делао сам, одговарао би закон 
вариЈациЈе 

с 
v=-2, 

х 

где је С константа, х- растојаље између изворне и посматране тачке. 
Пошто је 

х= bt, 

где је Ь брзина радијалног распростираља посматраног стаља, то he ја
чина Х1 првога узрока имати за израз 

Х1 = Л dv = _ 2ЬЛС = _ 2ЬЛv 
dt х3 х ' 

Јачина узрока 2. била би одређена обичним законом 

V = De-hx, 

где је D константа, одређена почетним стаљем појаве, а h- специфи

чна апсорбујуhа моh средине, стална кад је средина хомогена, зависна 

од х кад Је средина хетерогена и симетрична око изворне тачке, а 

зависна од х и од једнога или два угла кад је средина хетерогена и 

асиметрична. Та јачина има, дакле, за израз 

dv 
х2 = л dt = -!lv, 

где је р одређена позитивна константа. 

Нека је, напослетку, примеhено да се на горљи проблем своди и 

одређиваље јачина X1,X2 , ... ,Xm тежљи непосредно примељених на да
ти систем непосредних објеката v1, v2 , ... , vm, у случајевима кад су од
говарајуhи узроци D1,D2 , ... ,Dm инgирекШни и имају за непосредне об
јекте извесне елементе w1, w2 , ... , wm, везане са параметрима vi каквим 
сталним релацијама. Ако су Xu јачине тежљи Di, примељених непо
средно на објекте wi, а 

(478) 

сталне релације (коначне или диференцијалне) између параметара vi и 
wi, помоhу једначина 
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h
1 

dw1 = L:Y. 
dt lJ' 

h dwm -"'У. 
т---"~;..; т)' 

dt 
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које важе за непосредну акцију узрока D; на објекте w; и релациЈа 
( 478) израчунале би се вредности извода 

dv1 dv2 dvm -,-, ... ,--, 
dt dt dt 

које би биле пропорционалне траженим јачинама тежњи Х;. 

Друго правило: каg су јеgначине йојаве gаШе у ранијем облику 

дФ = G. (' 1 2 ) 
д ' ' z = , , ... ,n, 

q; 

йа се, на било који начин, зна ga Gi йреgсШављају og2oвapajyhe ШоШал-

- - - - - О дФ 
не комионенше иримењених шежњи у иравцима qi, израз -- има се 

дq~ 

смаШраШи као израз јачине Шиuалне комйоненШе комйлекса инер

Шних Шежњи у йравцу Oqi. 
Ако је, дакле, познат начин варијације једних инертних тежњи у 

посматраној појави, он се и за остале може сазнати према саставу изра

дФ 
за-. 

дq; 

При нпр. електричним променама у покретним дводимензионал

ним проводницима (в. стр. 155, улогу израза Ф игра израз 

(са означавањима употребљеним на наведеној страни), тако да компо
ненте Ф 1 , Ф 2 , Ф3 инертних сила имају за изразе 

ФЈ = - дФ = -Jro', 
дrо' 

ф дФ к·. 
2=-д.,=- IJI2, 

IJ 

Ф3 =- дФ = Kroi2 • 

дi~ 
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Прва компонента представља центрифугалну силу при обртању 

точка; друга и треhа представљају електромагнетне инертне силе, 

којима се, на тај начин, зна закон варијације у току појаве. 

Треће правило: каg су јеgначине йојаве gаШе у ранијем облику 

дп= F- с· 1 2 ) 
д " ' 1 = , , ... ,n , 

q; 

йа се, на било који начин, зна ga Fi йреgсйlављају ogzoвapajyhe ШоШал

не комйоненШе йримењених Шежњи у йравцима Oq, израз - дП се има 
дq;' 

смаШраШи као израз јачине ШоШалне комйоненШе комйлекса инер

Шних Шежњи у йравцу qi. 

И то правило истиче законе варијација појединих инертних те

жњи у појавама. Тако нпр. при међусобној акцији система покретних 
струја (в. стр. 206-209) улогу П игра израз 

(са означавањима употребљеним на наведеноме месту) тако да компо

ненте Ф 1 , Ф 2 , Ф3 инертних сила имају за израз 

Ф 1 = - дП = -mx"- N 
дх" , 

Ф2 =-дП = _!.!:_(Liii +M12i2) 
дq~ dt , 

Ф1 = - дП = - !.!:.._ (L2i2 + M12i1 ). 
- дq~ dt 

Прва је састављена из механичке инерције -mx" покретнога еле
ктричнога кола и Ampeie-oвe електромагнетне силе 

N dM12 .. 
- =--1112, 

dx 

којој је, на тај начин, одређен закон варијација у току појаве. Друга и 

треhа представљају индуковане електромоторне силе у електричним 

колима. 

Г. Хипотетични закони верификовани својим последицама 

Најчешhи су случајеви у којима се до траженог закона активи

тета, у облику који представља бар његов-у прву апроксимацију, дошло 
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пошавши од какве хипотезе, више или мање вероватне према конста

тованим фактима, запаженим или наслуhеним аналогијама итд. и која 
се, затим, верификује којом од својих крајњих конкретних последица. 

I. Класичан пример таквог начина одредбе активитета у природ
ним појавама даје одредба закона универзалне гравитације, према ко

ме се два делиhа материје, чије су масе т и т', а међусобно растојање 

r, привлаче међу собом, тако да јачина атрактивне силе F има за израз 

_ fтт' 
F---2-, 

r 
где је f сталан коефицијенат. 

Непосредна последица овога хипотетичног закона је та да акцеле-

рација масе т има за израз !~',а да за масу т' она има вредност .tr;_z. 
r r 

То исто би имало важити и за тела, као агломерате делиhа, са погод

бом да се маса тела замишља као концентрисана у тежишту тела. 

Значајну верификацију ових последица, па, дакле, и самога зако

на, дају појединости кретања планетарног система. Тако, прва вери

фикација, коју је учинио Newton, састоји се у компарацији теже на 
површини Земље са силом која импозира Месецу приближно кружну 

путању око Земље као центра, са полупречником прилично једнаким 

60 пута полупречнику Земље. Из трајања сидералне револуције Ме
сеца, које износи 2 360 591 секунду, изводи се средња линеарна брзина 
Месеца v, која износи 

2Rn 
v=----

2360591' 

где је R растојање између Месеца и Земље. Тотална центрипетална 
акцелерација, у униформном кружном кретању, има за вредност 

v2 2nS 
а---

- R - (2360591)2 ' 

где је S дужина Месечеве путање, која је, пошто јој је полупречник 60 
пута веhи од Земљиног, једнака 60 пута периферији Земље, тј. 

s = 60 о 40 000 ooom = 240 000 ooom' 
тако да се налази 

(479) а = О, 0027061 т. 

С друге стране, акцелерација теже на површини Земље, тј. на ра

стојању од центра Земље једнаком полупречнику R, има посматрањем 
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нађену вредност 9,8088m (за латитуду Париза). Претпоставивши про
порционалност акцеларације обрнутој вредности квадрата растојаља, 
као последицу Newton-oвoг закона, акцеларација а би требало, дакле, 
да има за вредност 

(480) а= 9 • 80~8m = 0,0027246m. 
60 

Незнатно ст разлике О, 0000 185m између вредности ( 479) и ( 480), 
. . 1 

коЈа Је маља од 
100 

љихове средље вредности, има се сматрати као ве-

рификација хипотетичног закона од кога се пошло; незнатно одступа
ље има се приписати разним омаљим нетачностима у горљем рачуну, 

као што су: величина акцелерације 9,8088m која одговара само једној, 
одређеној, латитуди; непокретност Земље, чије властито кретаље, које 

није ни праволинијска, ни униформно, утиче на реЛативно кретаље 
Месеца; кружна путаља Месеца око Земље, која је, у ствари, елипса 

врло мало различна од круга; стална брзина кретаља по тој путаљи, 

која се, у ствари, меља у врло уским границама итд. 

Другу једну верификацију закона даје љегово слагаље са фактима 

исказаним у Керlеr-овим законима, који, са једном доста великом апро

ксимацијом, резимирају резултате директних астрономских опсерва

ција и дефинишу релативно кретање планета око Сунца 

1. свака планета описује око Сунца елипсу, у чијој је једној жижи 
Сунце; 

2. потег, повучен из центра Сунца ка центру планете, описује, у 
равни елипсе, једнаке површине у једнаким размацима времена; 

З. квадрати времена сидералних револуција планета у истој су 

међусобној пропорцији као ку бови великих осовина љихових путаља. 

Из прва два закона излази, према законима кинематике, да је ак

целерација тежишта сваке планете, у свакоме тренутку, управљена ка 

центру Сунца и да, ако се она означи са w, љена вредност у свакоме 
тренутку Је 

(481) 

где је а велика полуосовина елипсе коју планета описује,,.- растојаље 

између центра планете и центра Сунца, Т - време једне сидералне ре

волуције планете. 
а з 

Треhи закон показује да је количник Т2 апсолутна константа, 

независна од посматране планете, што би значило да је акцелерација w 
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обрнуто пропорционална квадрату растојаља r не само при посма
траљу једне исте планете у току љенога кретаЉа, веh и при међусобној 

компарациЈИ разних планета. 

Кад би Сунце било непокретна, ти би кинематични резултати до

вели непосредно до израза централне силе којом Сунце привлачи пла

нету; ова би имала за вредност акцелерацију ш помножену масом пла

нете. Да би се имао случај што одговара реалности, треба уочити кре

таље покретног система, састављеног од Сунца и планете, према 

покретним координативним осовинама сталнога правца, што пролазе 

кроз центар Сунца. 

Ако су F и F' атрактивне, међу собом по вредности једнаке силе, 
којима делује Сунце на планету и ова на Сунце, а М и т масе Сунца и 

планете, акцелерација планете у правцу силе F имаhе за вредност F , 
т 

а акцелерација Сунца вредност f_. Ова се последља има сматрати као 
м 

да произлази од антренираног кретаља система; према томе, антре

нирајуhа инертна сила планета, према уоченим покретним осовинама, 

има за апсолутну вредност 

Ф= тF 
м' 

а по смислу је супротна антренирајуhој акцелерацији система. Сунце 
се, дакле, при кретаљу система може сматрати за непокретна, ако се 

атрактивној сили F, којом оно делује на планету, придода фиктивна 
сила Ф, која делује у истоме правцу и истоме смислу као и сила F. Сила 
\jf, чији је ефекат релативно кретаље планете има, дакле, за израз 

\jf=F+Ф=(l+ ;)F. 
С друге стране, та иста сила има за израз тm, где је акцелерација 

ш дата обрасцем ( 481), према чему је 

( 
т) _ 4тп2а3 

1+- F- 2 2 ' 
М rT 

а из тога 

(482) F= ЛтМ 
2 , 

r 
где Је 

(483) 
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Хипотеза универзалне атракције, међутим, доводи до израза силе 

(484) F = 11тМ 
r2 ' 

где је џ апсолутна константа за све планете. Она би била верификова
на кад би било 

(485) 

Кад би треiш Kepler-oв закон био апсолутно тачан, погодба ( 485) 
би била задовољена само апроксимативно, јер би се лева страна једна

чине, због незнатности масе т према маси М, мељала од планете до 

планете у релативно врло уским границама. Али, пошто је тај закон 

само апроксимативан, узима се да је израз ( 485) одиста апсолутна кон-
аз 

станта за цео планетарни систем, а да се вредност количника -
2 
мења . т 

пропорционално вредности т + М, која се и сама меља од планете до 
планете у врло уским границама, тако да је приближно стална. На тај 

начин, емпирички подаци, добијени непосредним опажаљем и резими

рани у Керlеr-овим законима, имају се сматрати као верификација за

кона (484) универзалне атрактивне силе међу делиhима материје. Сли
чна је верификација добијена и из података о кретаљу комета око Су

нца, сателита око својих планета и релативног кретаља двојних звезда. 

П. Хипотеза да се распростираље топлоте, електрицитета и др. 

појава може свести на генералну шему која he овде бити наведена, на-. . 
води на асимилациЈу извесних активитета, у тим конкретним поЈавама, 

фиктивним активитетима што састављају ту шему, са познатим зако

нима варијација. Слагаље крајљих последица састава механизма, прет

постављеног у таквоЈ шеми, са оним што се позитивно зна о току по

сматране конкретне ПОЈаве, подведене под ту шему, има се сматрати 

као верификација претпостављеног закона варијација активитета за 

уочени конкретни случаЈ. 

У о чим о, наиме, једно стаље д, распрострто по да томе телу тако 

да је свака тачка тела карактерисана одређеном вредношhу дескрипти

внога елемента v што дефинише то стаље у тој тачки. Претпоставимо 
да се распоред стаља, перманентан за све време док је униформан, по

чне мељати од тренутка кад, ма каквим спољним узроком, та унифор

мност буде нарушена, и да се то мељаље врши као последица механи

зма овакве врсте: чим униформност буде нарушена, јавља се једна оп

шта тежља, која се манифестује у свакој тачки тела, да се та унифор-
. . 

мност поврати, и то на оваЈ начин: стаље у свакоЈ тачки тежи да се, 
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међусобним утицајем, изједначи са стањем тачака у својој непосредној 

околини; таква међусобна утицајна тежња двеју тачака по јачини је 

пропорционална разлици вредности дескриптивнога елемента v у тим 
тачкама и опада врло брзо са растојањем тачака, тако да постаје нео

сетна кад се изађе из непосредне брзине посматране тачке. 

Чим се таква тежња буде јавила, стање he се, у свакој тачки тела, 
поступно почети да мења у току времена, на начин који зависи од 

облика тела, његове симетрије или дисиметрије, његове хомогености 

или хетерогености, и од утицаја средине у којој се буде налазило. 

Да би се одредила тотална утицајна тежња околине на једну дату 

тачку М (х, у, z) тела, карактерисану вредношhу v дескриптивнога еле
мента, уочимо у бескрајној близини те тачке један елеменат површине 

dro и на овоме тачку 

карактерисану вредношhу vi дескриптивнога елемента. Према горњој 
шеми, утицајна тежња Fj тачке Mi на тачку М имаhе за израз 

(486) Fi = <p(p)(vi- v), 

где <р (р) означује какву функцију растојања р= MMi која врло брзо 
опада кад р расте. Погодба да, пошто је Fj тежња изједначавања стања 
Ь., треба да буде 

Fi > О кад Је v < vi, 
Fj < О кад Је v > vi, 

захтева да <р(р) буде позитивна функција за све позитивне вредности 

растоЈаља р. 

Ставивши да је 

v = vi + dv, 

тако да се утицај тежње Fj огледа у прираштају dv вредности v, израз 
( 486) постаје 

Fj=-<p(p)dv, 

а пошто је, сматрајуhи v као функцију положаја тачке, а ~i, 1li, ~i као 
диференцијале координата 

dv = дv ~. + дv " + дv r. 
дх ...,, ду . 11 дz ...,, , 

то he јачина утицајне тежње тачке Mi на М имати за израз 

( дv ~ дv дv r) 
F; = -<р (р) дх 'oi + ду '11i + дz ':?i . 
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Тотална утицајна тежња F(dro) свих тачака елемента dro се, пак, 
добија сумирањем свих тежњи Fj што се односе на разне тачке тога 
елемента. Вредности парцијалних извода 

дv дv дv 
дх 'ду' дz, 

имају се, при томе сумирању, сматрати истим за све тачке М; пошто 
они представљају величине везане само за тачку М. Према томе, ако се 
стави да је 

(487) 

биће 

(488) 

L q>(p )~; = K 1dro, 
Lq>(p)Т]; = K 2dro, 
L q>(p )~; = Kзdro, 

( 
дv дv дvЈ F(dro) =- К1 -+К2 -+Кз- . 
дх ду дz 

Кад је елеменат dro бескрајно мали квадрат, управан на осовини Ох, са 
средиштем на правој повученој кроз М паралелно тој осовини, расто

јање р се не мења сменом Т]; са -Т]; или ~; са - ~;; кад, дакле, функција 
q>(p) зависи само од р, у изразима 

(489) L q>(p )ТЈ; и L q>(p )~; , 

свакоме сабирку одговара други један сабирак исте вредности, а супро

тног смисла, који се из њега добија поменутом сменом. Изрази ( 489) 
су, према томе, једнаки нули, што према обрасцима ( 487), значи да је 
К2 =0 и Кз =0 такодаје 

(490) F(dro) = -К1 дv dro. 
дх 

Тако је исто, за елеменат dro управан на осовини Оу 

(491) F(dro) = -К2 ~~ dro, 

за елеменат управан на Oz 

(492) F(dro) =-Кз~~ dro, 

и, уопште, за један ма какав елеменат dro 

F(dro) =-К дv dro, 
дп 
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дv . 
где дп означуЈе извод у правцу нормале на елеменат. 

Посматрајмо, сад, два таква елементарна квадрата dw 1 и dw 2 , 

што пролазе кроз две тачке М1 и М2 , бескрајно блиске уоченој тачки 

М, на једној истој правој са овом, распоређене с једне и друге стране 
тачке М, и нека су ти елементи управни на ову праву. Лако се увиђа да 

су утицајне тежње елемената dw 1 и dw 2 на тачку М међу собом супро
тнога смисла. Јер, идуhи од једне тачке М' елемента dw 1 ка једној 

тачки М" елемента dw 2 , а преко тачке М, вредност дескриптивног еле

мента v варира, уопште, у једноме истоме смислу, растуhи или опа
дајуhи (изузимајуhи специјалне тачке М у којима v достиже који од 
својих максимума или минимума). Ако нпр. елеменат v расте од М' до 
М", он he у М имати веhу вредност но у М' и утицај елемента dw 1 био 

би у томе смислу да смањи вредност v у тачки М. Напротив, та he 
вредност у М бити мања но што је у М" тако да би утицај елемента 

dw 2 на М био у томе смислу да йовеhа ту вредност у М. Обрнуто he би
ти кад v опада од М' до М", тако да су поменуте две утицајне тежње, у 
оба случаја, одиста супротнога смисла. 

Посматрајмо, напослетку, око тачке М један елементарни парале

лопипед, са средиштем у М, и са странама dx, dy, dz, паралелним 
координатним осовинама. Да би одредили тоталну утицајну тежњу, 
што произлази од свих шест страна паралелопипеда, на стање у тачки 

М, уочимо прво страну управну на осовини Ох. Према горњим обра

сцима, њена утицајна тежња на М имаhе за израз 

(493) дv дv -K1-dw = -K1 -dydz. 
дх дх 

Величина утицајне тежње супротне стране паралелопипеда биће 

једнака изразу (493), увећаном својим диференцијалом по х: она, дакле, 
има за израз 

(494) дv д ( дv) -K1-dydz-dydz- К1 - dx. 
дх дх дх 

Резултујућа утицајна тежња тих двеју паралелних страна qиће 

једнака алгебарском збиру израза (493) и (494), пошто се изразу (494), 
водећи рачуна о томе да се посматране стране налазе с једне и друге 
стране тачке М, према горњој примедби промени знак. Она ће, дакле, 

имати за израз 

(495) 
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дv . 
где дп означуЈе извод у правцу нормале на елеменат. 

Посматрајмо, сад, два таква елементарна квадрата dro 1 и dro 2 , 

што пролазе кроз две тачке М1 и М2 , бескрајно блиске уоченој тачки 

М, на једној истој правој са овом, распоређене с једне и друге стране 

тачке М, и нека су ти елементи управни на ову праву. Лако се увиђа да 

су утицајне тежње елемената dro 1 и dro 2 на тачку М међу собом супро

тнога смисла. Јер, идући од једне тачке М' елемента dro 1 ка једној 

тачки М" елемента dro2 , а преко тачке М, вредност дескриптивног еле

мента v варира, уопште, у једноме истоме смислу, растуhи или опа
дајуhи (изузимајући специјалне тачке М у којима v достиже који од 
својих максимума или минимума). Ако нпр. елеменат v расте од М' до 
М", он he у М имати веhу вредност но у М' и утицај елемента dro 1 био 
би у томе смислу да смањи вредност v у тачки М. Напротив, та he 
вредност у М бити мања но што је у М" тако да би утицај елемента 

dro 2 на М био у томе смислу да йовеhа ту вредност у М. Обрнуто he би
ти кад v опада од М' до М", тако да су поменуте две утицајне тежње, у 
оба случаја, одиста супротнога смисла. 

Посматрајмо, напослетку, око тачке М један елементарни парале

лопипед, са средиштем у М, и са странама dx, dy, dz, паралелним 
координатним осовинама. Да би одредили тоталну утицајну тежњу, 

што произлази од свих шест страна паралелопипеда, на стање у тачки 

М, уочимо прво страну управну на осовини Ох. Према горњим обра

сцима, њена утицајна тежња на М имаhе за израз 

(493) дv дv 
-К1 - dro = -К1 - dydz. 

дх дх 

Величина утицајне тежње супротне стране паралелопипеда биhе 

једнака изразу (493), увећаном својим диференцијалом по х: она, дакле, 
има за израз 

(494) дv д ( дv) -K1-dydz-dydz- К1 - dx. 
дх дх дх 

Резултујуhа утицајна тежња тих двеју паралелних страна qиhe 

једнака алгебарском збиру израза (493) и (494), пошто се изразу (494), 
водеhи рачуна о томе да се посматране стране налазе с једне и друге 

стране тачке М, према горњој примедби промени знак. Она he, дакле, 
имати за израз 

(495) F = l._(к дv)d · х дх 1 дх w, 
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где је dw запремина паралелопипеда. 
Тако би исто резултујућа тежња двеју паралелних страна, управ

них на осовини Оу, имала за израз 

(496) д ( дv) F =- К2 - dw. 
у ду ду ' 

и, напослетку, за стране паралелне осовини Oz, она би била 

(497) д ( дv) F2 =-Кз- dw. 
дz дz 

Тотална утицајна тежња Х непосредне околине тачке М, тј. свих 

шест страна елементарног паралелопипеда, биће једнака алгебарском 

збиру израза ( 495), ( 496) и ( 497), тако да је 

( 498) Х= [а: ( К1 ~;) + ~ ( Kz ~~) + :z (кз ~:)Ј dw, 

и она је непосредно примењена на дескриптивни елеменат v који јој је 
непосредни објекат. 

У случају кад је тело хомогено и изотропно, тако су К1 , К2 , К3 
константин и међу собом једнаки коефицијенти да израз ( 498) постаје 

(499) х= к(д2v + д2v + д2v), 
дх2 д/ дz2 

где је К заједничка вредност та три коефицијента. 

Лева страна једначине (498), односно (499), представља диверген
цију поља скаларе (v) у тачки М: утицајна тежња је, дакле, једнака тој 
дивергенциЈи. 

Израз те тежње, међутим, је измењен за тачке на граничној повр

шини тела. Нека се тело, у коме је распоред посматранога стања дефи

нисан распоредом вредности дескриптивнога елемента v, изложено 
утицају средине у којој се налази. Неједнакост вредности v у тачкама 
тела и средине изазива тежњу између једних и других тачака да им се 

стање изједначи, и та тежња, према њеној раније наведеној претпоста

вљеној особини, има за ефекат узајамни утицај између сваке тачке М 

површине тела и тачака N; средине у непосредној близини тачке М. 
У очимо елеменат површине dro средине, бескрајно близак повр

шини тела; кроз сваку тачку тога елемента повуцимо нормалу у пра

вцу унутрашљости тела и на тим нормалама пренесимо сталну дужину 

Е, бескрајно малу према линеарним димензијама елемента dro. Нека је 
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М једна тачка у унутрашљости елемен

тарног, тако добијеног цилиндра, карак

терисана вредношhу v дескриптивног 
елемента. Тотална утицајна тежља свих 

тачака цилиндра на тачку М одређена је 

на оваЈ начин: 

499 

Сл. 37 

а) тежља што произлази од елемента површине аЬ има за вред-
ност 

-h( v - v0 )dro, 

где је v0 вредност елемента v у једној тачки тога елемента (и која се 
може сматрати да је једна иста за све тачке тога елемента), а h- пози

тивна константа (пошто, кад је v0 > v, вредност v расте); 
б) тежља што произлази од елемента површине а'Ь', пошто се 

овај налази у самоме телу, имаhе, као што је горе нађено, за израз 

дv о 

дv -K-dro 
дп ' 

где - означу]е извод у правцу нормале, и то у правцу ка спољашљо-

дп 
ститела; 

в) тежља што произлази од бочних површина цилиндра занемар
љива је према тежљама а) и б), као бескрајно мала количина истога 
реда кога је и та бочна површина, која је бескрајно мала према повр

шини dro, пошто је Е бескрајно мала количина према линеарним ди
мензијама ове површине. 

Тотална утицајна тежља тачака површине цилиндра на тачку М, 

као збир ових тежљи, имаhе, дакле, за израз 

(500) Х = - [К ~~ + h( v - v0 ) Ј dro. 

Појава мељаља стаља (v) у телу регулисана је тада једначином 

kдv =Х 
дt ' 

где је израз Х, за тачке у унутрашљости тела, дат обрасцем (498), од
носно (499), а за тачке на граничној површини тела обрасцем (500). 
Међутим, у овоме последљем случају, пошто је коефицијенат инерције 

k величина истога реда кога је и запремина цилиндра, а ова има за 
вредност c.dro, диференцијална једначина појаве је облика 

дv дv 
-НЕ-= K-+h(v-v0 ), 

дt дп 
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где је Н коначна количина. За тачке на самој површини тела, тј. за 
lim Е =О, једначина се своди на 

дv 
К - + /1( v- v0) = О, 

дп 
(501) 

и представља 2раничну йо2оgбу при варијацијама стања (v). У специ
јалном случају, кад је тело изоловано од утицаја средине, биhе h = О и 
гранични услов своди се на 

(502) дv =о 
дп . 

Кад се тело своди на жицу једнаке дебљине, довољно малог пре

сека да би у свима његовим тачкама стање (v) било једно исто, утицај
на тежња дуж жице се мења са дужином лука, мереним од једне, произ

вољно изабране, утврђене тачке О на њој, на овај начин: нека су аЬ и 

а'Ь' два нормална пресека жице, на лучним одстојањима s и s + ds од 
тачке О; нека је ro површина тих пресека а cr - њихов обим, где су ro и 
cr, врло мале, али ипак коначне величине. Нека је М једна тачка у уну
трашљости елементарне запремине ограничене пресецима аЬ и а'Ь'; 

тотална утицајна тежња свих тачака њене површине састоји се из 

а) утицајне тежње што произлази од пресека аЬ, и која he, према 
ономе што Је горе казано, имати за израз 

(503) дv -Kro-· 
дs, 

б) оне што произлази од елемента а'Ь'и која је једнака изразу 

(503), увеhаном својим диференцијалом, пошто се резултату промени 
знак, тако да he она имати за израз 

(504) 

в) оне што произлази од бочне површине, изложене утицају сре

дине, којој одговара вредност v0 дескриптивног елемента v; та тежња, 
према ономе што је горе казано, има за израз 

(505) h(v0 -v)crds. 

Тражена тотална резултујуhа утицајна тежња биhе, дакле 

(506) [ 
д2v Ј Х= Kro дs2 + h(v0 - v)cr ds, 
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а диференцијална једначина појаве 

k дv =х. 
дt 

501 

Коефицијенат инерције k је величина истога реда кога је и запре
мина посматранога цилиндра, а пошто је ова истога реда кога је и ds, 
то, ако се стави да је 

Km ds 
-с-=р, 

hcrds 
-c=q, 

р и q су коначне позитивне количине и једначина, појаве постаје 

или, додавши елементу v Једну константу 

дv д 2v 
-=p--qv. 
дt дs 2 

У специјалноме случају, кад је жица изолована од утицаја среди

не, биhе h = О, па, дакле и q = О, тако да једначина постаје 
дv д2v 
дt =р дs2' 

и она повлачи са собом, у манифестацији појаве, појединости пред

виђене шемама на стр. 407-415. 
Основна Fourier-oвa хипотеза за појаве распростирања топлоте 

провођењем од тачке до тачке, своди се, у својим битним цртама, на то 

да се појава може подвести под горњу генералну шему у којој: 

1. улогу дескриптивног елемента v игра температура посматране 
тачке тела; 

2. улогу утицајне тежњеХ игра флукс топлоте што пролази кроз 
један елеменат површине у телу, дефинисан као алгебарски збир при

дошле и изашле количине топлоте у томе елементу; 

З. улогу коефицијента К игра коефицијенат термичке проводљи

вости тела; 

4. улогу коефицијента h игра једна константа тела, чија вредност 
зависи од његових физичких особина, нпр. од степена углађености ње

гове површине. 

Основна Ohm-oвa хипотеза за појаве распростирања електриците

та састоји се, такође, у томе да се и појаве те врсте дешавају на начин 

предвиђен горњом шемом. У њој тада: 
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1. улогу елемента v игра електрични потенцијал у посматраној та
чки тела; 

2. улогу утицајне тежње Х игра флукс електрицитета што прола
зи кроз посматрани елеменат површине, пропорционалан изводу по

тенциЈала у правцу нормале на површини; 

3. улогу коефицијента К игра коефицијенат електричне провод-
љивости тела; 

4. улогу h нарочита физичка константа тела. 

в дv. 
редност израза -дп Јесте мерило електромоторне силе у посма-

траној тачки тела. Флукс електрицитета, што у јединици времена 

пролази кроз један нормалан пресек линеарног проводника, и који је, у 

перманентном режиму појаве, један исти за све нормалне пресеке, је

сте мерило јачине струје, итд. 

Експериментална потврда свих последица, обухваhених горњом 

шемом и примењених на конкретне појаве распростирања топлоте и 

електрицитета, како у њиховом перманентном, тако и у променљивом 

режиму, као и могуhност предвиђања конкретних појединости тих по

јава, у претпоставци да су ове обухваhене том шемом, имају се сматра

ти као верификација хипотетичних закона активитета којима се при-. . 
писуЈу такве поЈаве. 

Нека је, као један од таквих закона, наведен закон варијација кон

траелектромоторне силе, при кретању електрицитета кроз проводну 

жицу малога пресека према њеној дужини, која, према Оhm-овом 

закону као последици горње шеме, има за израз Ri, где је R електрични 
отпор жице а i- јачина струје што кроз ову пролази; или закон варија

ција тих сила при гранању струје кроз систем конвергентних провод

ника, оличен у Kirchoff-љeвим законима итд. 

ЈП. Једна од основних хипотеза хемијске кинетике, која, са везама 

што се састоје у међусобној пропорционалности између количина ут-. . 
рошених активних тела, у хомогеним хемиЈским реакциЈама, у датоме 

размаку времена, и количина образованих продуката у томе размаку, 

доводи до диференцијалних једначина што бар у првој апроксимацији 
и у одређеним приликама регулишу ток хемијских реакција, састоји се 

у овоме: у једноме елементу времена dt прираштај концентрације сме
ше, у којој се збива реакција, по једноме, ма коме, од продуката, про

порционална је концентрацијама смеше у томе тренутку, по оним те

лима што активно суделују у реакцији при формираљу тога продукта, 

и елементу времена dt. Као концентрација смеше, по једноме одређе
ном телу, има се сматрати тежина тела у јединици тежине смеше. 

Према томе хипотетичком закону, прираштаји 
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продуката B1, ••• ,Bk реакције, која се дешава између n активних тела 
А1 , ... , An, били би дати низом једначина 

где су: ro1 - концентрација смеше по реагенсу А;; А; - коефицијенат 

независан од количина реагенаса и про дуката у сме ши. Ј а чин а транс

форматорске тежње Х;, примењене на концентрацију р1 , као свој не
посредни објекат, имаће, дакле, за израз 

где А; игра улогу коефицијента утицаја. Те су јачине међу собом про

порционалне и количник им је једнак количнику одговарајућих коефи-
. . 

цизената утицаЈа. 

Концентрације ro1 су дате обрасцем 

а. -х. 
(Ј).=_, __ , 

l Q ' 

где је а1 првобитна количина тела А1 која се налази у смеши у почетку 
реакције; х1 - количина истога тела, утрошена у току реакције од ње

ног почетка до тренутка t; Q - тежина целокупне смеше. 

Тако исто, концентрације р1 дате су обрасцем 

где је ~~ количина образованога продукта В; до тренутка t. 
С друге стране, везе измt-ђу х; и ~~, изражене у обрасцима 

Х;= m;XJ 

~~ =М;ХЈ 
(i = 1, 2, ... ,n), 
(i = 1,2, ... ,k), 

где су щ и М; позитивни рационални бројеви, добијени из хемијске 

једначине реакције, доводе до релација 

тако да се изразу ја чине трансформаторске тежње Х1 може дати један 
или други од облика 
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или 

где Је 

а.= E.l 
1 Q' 

Л,. 
11 -

1 m1 = 1. 
r"i - M;Q"-J ' 

Уочимо сад случај хомогених зависних симултаних реакција, тј. 

оних које се, у једно време, дешавају у једноме истоме суду и имају јед

но или више заједничких активних тела. Такав случај би се нпр. имао 

кад се Једно или више активних тела троше у двема разним реакци

јама; или кад који од продуката ступа у реакцију са којим од активних 

тела чијим дејством он постаје; или кад продукти, међусобном реак

цијом, регенеришу које од првобитних активних тела итд. Концентра

ције ro;, па, дакле, и јачине тежњи Х;, се јављају у облицима који се 
. . 

виде из ових неколиких специЈалних случаЈева. 

1. Нека је дата реакција са два активна тела L и L', која даје про-
дукте S1, S2 , ... , Sm, а при томе се и L у исто време распада на n проду-
ката L1,L2 , ... ,L11 • Означивши са: 

а и а' 

Х1 , ... ,Х11 

у{, ... ,у~ 

~1'"''~11 
'111' ... , 'llm 
p;,ffi; 

ro и ro' 

првобитне количине тела L и L'; 

утро ше не количине тела L на продукте L1, ... , Ln за 

време t; 
утрошене количине тела L на продукте S1, ... ,Sm за исто 
време; 

утрошене количине тела L' на продукте S1, ... ,Sm; 

количине про дуката L1, ... , L 11 ; 

количине продуката S1, ... ,Sm; 

концентрације смеше по продуктима L; и S;; 

концентрације смеше по активним телима L и L', биhе 

dp; = 'A;ro dt 
dro; = Jl;roro'dt 

(i = 1, 2, ... ,n), 
(i = 1,2, ... ,m), 

где су А; и /l; коефицијенти независни од количине активних тела и 
продуката у реакциЈи. 

А пошто је 
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Ј:.. М-х1 р,.=~= Q (i = 1,2, ... ,n), 

со. = ..!1L = N,.y1 (z' 1 2 т) 
1 Q Q =, , ... , , 

a-I:x- -I;y. а-х1I:т. -y1I:n-co = 1 1 = 1 1 

Q Q , 

' ""' ' ' ""' со' = а -....,У; = а -- У1.._, Р; 
Q Q , 

где су т,., р,., М,., N,. позитивни рационални бројеви, то тежње Х1 и Х2 , 

примењене непосредно на објекте х1 и у1 , имају за изразе 

xl = Cl(a- Шј- ~УЈ), 
Xz = Cz(a- Ш1- ~YI)(a'- YYI), 

где су константе одређене обрасцима 

а=I:т,., с-~ 
~- MI, 

2. Нека је дата реакција са два активна тела L и L', која даје про
дукте S1, ... ,Sm; између L и једног другог тела Т збива се, у исто време и 
у истоме суду, реакција која даје продукте R1, ... ,R," тако да се тело Т 
симултано троши и у реакцији (LL') и у реакцији (LT). Означивши са: 

а,а',Ь првобитне количине тела L,L',T; 

y1, ... ,ym утрошене количине тела L на продукте S1, ... ,Sm за 

време t; 
у~, ... ,у~, утрошене количине тела L' на продукте S1, ... ,Sm за то 

време; 

z1, ... , Z 11 утрошене количине тела L на продукте R1, ... , Rn; 

z{, ... , z:Z утрошене количине тела Т на продукте R1, ... , R11 ; 

111, ... , 'llm количине продуката S1, ... ,Sm; 

~ 1 , ... ,~ 11 количине продуката R1, ... ,R11 ; 

р,. и со,. концентрациЈе смеше по продуктима S,. и R;; 

со, со', n концентрације сме ше по активним телима L, L', Т, биhе 

А пошто је 

dp,. = Л,.сосо' dt 
dco,. = 11,-condt 

(i = 1,2, ... ,т), 
(i = 1, 2, ... ,п). 
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а-2:у. -2:z a-y12:n -z12:p. 
W= 1 1= 1 1 

Q Q , 
,.._.., 1 .._.., 

w'= а -~У;= а -y~~n; 
Q Q , 

n = Ь- 2: zf = Ь- z12: pf 
Q Q , 

Р;=~ = Ng~ (i = 1,2, ... ,m), 

~· Pz1 
W; = Q = Q (i = 1, 2, ... ,n), 

то тежње Х1 и Х2 , примењене непосредно на у1 и z1, имају за изразе 

Х1 = С1 (а- ау1 - ~z1 )(а'- а'у1 ), 

Х2 =C2 (a-ay1 -~z1 )(b'-~'y1 ), 
где Је 

и то: 

а'= 2:n(, 

3. Нека једно исто тело L симултано суделује у трима реакцијама, 

а) са телом L', дајуhи продукте S1, ••• ,Sm; 

б) са телом Т, дајуhи продукте R1, ••• , Rn; 

в) са телом Т', дајуhипродукте Т.,, ... ,~,. 

Означивши, поред онога у случају 2, са: 

Ь' првобитну количину тела Т'; 

u1, ••• , и" утрошене количине тела Т на продукте Т1 , •.• , ~'; 

и;, ... , и;, утрошене количине тела Т' на продукте Т.,, ... ,~'; 

~~, ... ,~;, количине продуката Т1 , ••• ,ТР; 

w; и п' концентрације смеше по продуктима Т; и по телу Т', биhе 
dp; = Л;roro' dt 
dro; = fl;Wndt 
dw; = k;w'n1 dt 

(i = 1,2, ... ,т), 
(i = 1, 2, ... ,п), 
(i = 1,2, ... ,р), 

а пошто Је 
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ro = а - 1: Yi - 1: zi - 1: иi = а - ау1 - ~z1 - уи1 
Q Q 

1 ~ 1 1 ' ro' =а - ..... yi =а -ау1 
Q Q , 

7t = Ь- 1: z( = Ь- ~z1 
Q Q , 

bl ~ , Ь' 1 n' = - .._. иi = - у ИЈ 
Q Q , 

р .= NiYI 
l Q , 

Pz1 (Ј) - _,_ 
i- Q, 

1 _~и~ 
(Ј).---

l Q, 
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тежње Х1 , Х2 , Х3 , примењене непосредно на објекте у1 , z1, и1 имаЈу за 
изразе 

Х1 = С! (а- ау! - ~ZJ - yul )(а'- а'у1 ), 
Х2 = С2 (а- ау1 - ~z 1 - уи1 )(Ь

1 - ~'z 1 ), 
Хз = Сз(а'- а'у1)(Ь1 - у'и1 ). 

Експериментална верификација ових хипотетичних, апроксима

тивних, закона трансформаторских тежiьи Xi састоји се у подударању 
непосредно мерених количина активних тела и продуката у току реак

ције у једноме, ма коме, тренутку и оних које су израчунате из једна

чина до КОЈИХ доводе такви закони тих тежњи. 

Тако, у случају изолованих, хомогених, мономолекуларних реак

ција, чији би кинетички ток, према таквим законима тежњи, имао бити 

регулисан једначином облика 

dx 
dt=C(a-x), 

где је а првобитна количина активног тела, а х његова количина транс

формисана до тренутка t, било би 

и верификација се састоји у експерименталној потврди да, у таквим 

реакцијама, израз 

(С) 
1 а -log--
t а-х 

задржава приближно сталну вредност за све време трајања реакције. 

Конкретан пример: распадање арсен-водоника на арсен и водоник по 

Једна чини 
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AsH3 = Аs+ЗН, 

при чему, ако се за параметар q, који у сваком тренутку одређује коли
чину водоника у смеши, узме притисак гаса, изражен у милиметрима, 

нађено је да се q у току појаве мења на начин изражен у наведеној екс
перименталној табели: 1 

ВРЕМЕ У ЧАСОВИМА ПРИТИСАК У mm НАЂЕНА ВРЕДНОСТ 

t q с 

о 784,84 -

з 878,50 0,09076 

4 904,05 0,09051 

5 928,02 0,09079 

6 949,28 0,09051 

7 969,08 0,09056 

8 987,19 0,09060 

која потврђује сталност вредности израза С. 

У случају изолованих, хомогених, бимолекуларних реакција, чији 

би кинетички ток имао бити регулисан једначином облика 

dx dt = С(х-а)(х-Ь), 

где су а и Ь првобитне количине једнога и другог активног тела, имало 

би бити 
1- e(a-b)Ct 

х =аЬ . 
Ь _ ae<a-b)Ct 

Верификација се састоји у експерименталној потврди да у таквим 

реакциЈама израз 

(D) 11 Ь х-а~ - log- -log--
t а х -Ь 

задржава приближно сталну вредност за све време трајања реакције. 
Конкретан пример: реакција између калијум-хлорида и феро-сулфата 

у киселом раствору, по Једначини 

1 Е. Cohen, Stud. zuг Chem., Dynamik, S. 2. 
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Одређујуhи, од тренутка до тренутка, помоhу калијум-преманга

ната, количину феро-оксида заосталу до тога тренутка, и израчунава

јуhи, помоhу ове, количину х тога оксида трансформисану до тога тре

нутка, нађено је, једним низом експеримената, при којима је било 

Ь = ~, да се х у току времена мења по овој табели 
2 

t а-х 
ВРЕДНОСТ ИЗРАЗА 

D 

30,5 7,30 0,001965 

55 5,98 0,002027 

89 4,74 0,001970 

112,2 4,06 0,001973 

143,2 3,30 0,002000 

180,5 2,63 0,001996 

206,8 2,30 0,001983 

237,5 1,93 0,001978 

272 1,58 0,001998 

336,3 1,14 0,001986 

360 0,98 0,002020 

(где је време рачунато у минутима и где је било узето а = 9,45, 
Ь = 4,72),1 која потврђује приближну сталност вредности израза D. 

У специјалном случају, кад је а= Ь, једначина појаве се своди на 

одакле Је 

dx 
-=Сх-а 
dt ' 

и експериментална се верификација састоји у констатовању да израз 

х 

(a-x)t 

1 Hood, Phil. Mag. (5), 371. 
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задржава сталну вредност за све време трајања реакције. 

Нека је примеhено и то: да се коефицијенти утицаја Л;,Џ,;,k;,С; 
итд. ових трансформаторских тежњи мењају од једне реакције до друге 

и да за једну исту реакцију њихове величине зависе од веома многих 
фактора, као што су: температура на којој се збива реакција, притисак, 
природа суда у коме се она дешава итд. Од свих ових фактора најосет

нији утицај на њихово мењање има температура смеше. Реакцију, уоп
ште, прате ослобађаље или апсорпција топлоте; у оба случаја темпе
ратура смеше се мења континуално са временом. Осим тога, темпе

ратура се мења загревањем смеше, да би се реакција могла произвести 

и довршити. 

До закона, по коме се ти коефицијенти утицаја, за једну исту реа
кцију, мењају са температуром, може се доhи емпирички, одређујуhи 

вредности тих коефицијената за разне температуре ~, ... , Tn које би се 
мењале од једног експеримента до другог, али би остале сталне у току 

једнога истог експеримента; из добијених података може се, интерпо

лацијом, наhи израз F(Т) у коме је, приближно, и за дати размак темпе

ратуре, оличен тражени закон зависности; апроксимација he бити уто
лико веhа уколико су мањи узастопни размаци испитиваних темпера

тура. Тако је Schwab1 испитивао утицај температуре на коефицијенат 
утицаја трансформаторске тежње у реакцији између натријум-хлор

-ацетата и натријум-хидрата, и при распадању хлор-сирhетне киселине 

у воденом раствору, Warder и Reicher2 су вршили слична истраживања 
при сапонификацији етил-етра сирhетне киселине. Hood3 је испитивао 
утицај температуре на одговарајуhи коефицијена;r у поменутој реак

цији између калијум-хлората и феро-сулфата, у присуству сумпорне 

киселине. Urech4 и Spohr5 су одређивали тај утицај при инверзији шеhе
ра, Hecht и Conrad6 при реакцији између етил-алкохолата и метил-јо
дида итд. 

Из тако добијених емпиричких резултата нађено је да се сви они 

могу представити једним заједничким емпиричким обрасцем облика 

(507) 
А 

log Л = - + В log Т+ С, 
т 

1 Doct. Dissert, Amsterdam 1883. 
2 LieЬigs Anna1. 232, 103. 
3 Phil. mag. (5) (1885) 20. р. 323. 
4 Ber. d. d. chem. Ges. 16, 765; 17,2175. 
5 Zeitschr. f. Phys. Chem. Bd. 2. 196. 
б Zeitschr. f. Phys. Chem. Bd. 3, 437. 
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где је Л одговарајуhи коефицијенат утицаја, Т- апсолутна температу
ра, А, В, С- три константе, које за сваку реакцију имају нарочите вред

ности и које се, за сваки дати случај, одређују експериментом. 
Vап t'Hoff1 је показао како се до обрасца истога облика долази и 

теоријским путем, применом основних образаца термодинамике, дока
завши образац 

(508) 
1 dЛ _ Ф(Т) 
Л dT- 2Т2 ' 

где Ф(Т) означује количину топлоте, ослобођене или апсорбоване да

том хемијском реакцијом на апсолутној температури Т, а која одговара 

потрошњи јединице тежине једнога од активних тела у реакцији. 

Функцију Ф(Т) је проучио Berthellot2 и нашао да, кад се специфи
чне топлоте реагенаса и продуката не мењаЈу осетно у границама 

температура реакције, Ф је линеарног облика 

(509) Ф(Т) =а+ ~Т, 

где су а и~ константе за једну дату реакцију. Заменом вредности (509) 
у (508), добија се образац истога облика кога је и емпирички образац 
(507) 

одакле Је 

logЛ = -~ + Q.logT + const., 
2Т 2 

где је Н специфична константа реакције. 
У општем случају, кад Ф није линеарног облика (што he бити кад 

се специфичне топлоте осетно мењају са температуром у току реак

ције), коефицијенат Л he се мењати са апсолутном температуром Т по 
закону облика 

доб:ијеном :интеграцијом једначине (508). 
Утицај осталих фактора (притиска, материјала суда итд.) на 

вел:ичине коефицијената утицаја трансформаторских тежњи одређује 

1 Lois de l'equiliЬre chiшique dans l'etat dilue, gazeux ou dissous, Kongl. Svenska Vet. 
Akad. 21. NQ 17. 1885. 

2 Mecanique chimique t. I. Chap. VШ. 
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се експериментално, мењајуhи величине тих фактора и одређујуhи 
мерењем и рачуном одговарајуhе вредности тих коефицијената.l 

IV. Хипотетични закони варијација активитета у експоненцијал
ним појавама, према којима је јачина тежње, непосредно примењене на 
одговарајуhи дескриптивни елеменат, у свакоме тренутку пропорцио
нална вредности тога елемента у томе тренутку, верификују се непо

средним мерењем. Кад би, наиме, у једначини појаве 

(510) 

јачина тежње Х имала за израз 

(511) 

било би у сваком тренутку t 

k-dv =Х 
dt ' 

Х=Лv, 

Л.t 

v = v0e k, 

где је v0 вредност елемента v у почетноме тренутку t =О. Верифика
ција хипотетичног закона (511) би се састојала у констатовању, мере
њем, да израз 

1 - (log v -log v0 ) 
t 

задржава једну сталну вредност за све време трајања појаве. Та је вред

ност једнака количнику коефицијента утицаја примењенога узрока и 
коефицијента инерције у појави; она је позитивна или негативна, пре

ма томе да ли је узрок импулсиван или депресиван. 

Верификација се може извршити и константовањем да, ако се 

стави 

logv =у, logv0 = Ь, 

дијаграм зависности дужина t и у је права линија. Коефицијенат правца 
те праве једнак је поменутом количнику, а начин његове зависности од 

фактора што пертурбирају нормални ток појаве може се одређивати 

емпирички,експериментом. 

Такав је нпр. случај са хипотетичним законима варијација: 

1. депресивног узрока коме се има приписати поступно опадање 
температуре тела, при хлађењу по Newton-oвoм закону: јачина овога 

има за израз (511) где је v температура тела, а (Л) - његова специфи
чна, негативна константа; 

1 Cohen, Stud. zur chem. Dyn. S. 33-44; 45-89. 
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2. депресивног узрока коме се има приписати поступно опадаље 
електричног оптерећеља на површини наелектрисане течности која 

испарава (Pellat-oв закон електричног испараваља): јачина овога има 
за израз (511), где је v електрично оптерећеље, а Л- специфична, нега
тивна, константа течности. 

3. фракциона дестилација смеше двеју течности може се, бар у 
првој апроксимацији, сматрати тако, као да свака од течности тежи да 

пређе у дестилат под непосредним утицајем једнога импулсивног узро-. . 
ка, пропорционалног количини v те течности у заЈедничкоЈ смеши, а 
при чему је коефицијенат те пропорционалности специфична, позити

вна, константа смеше. Верификацију таквога хипотетичног закона ак
тивитета даје Brown-oв закон фракционе дестилације, који се, у прили

кама које претпоставља, потврђује експериментално са довољном 

апроксимацијомl и према коме је вредност пропорције двеју супстан
ци, у тренутном дестилату, пропорционалан пропорциЈи тих супстанци 

у заосталоЈ смеши. 

V. Хипотетични закон варијација интрамолекуларног отпора, 
пропорционалног квадрату брзине молекула, у механизму фосфоре

сценције, наведеном на стр. 395, чија је последица закон поступног 
слабљеља емитоване светлости 

. 1 
z= 

(a+bt) 2
' 

(где су а и Ь константе) по престанку директне, спољне светлосне ак

ције на фосфоресцентно тело, Becquerel је за испитивана тела ( сулфиди 
калцијума и стронцијума) верификовао, са траженом апроксимацијом, 

показавши да су експериментални дијаграми зависности дужина: t и 

1 . 2 
у = ~ праве линиЈе. 

l 

П. КВАЛИТАТИВНЕ ПОЈЕДИНОСТИ ВАРИЈАЦИЈА 

АКТИВИТЕТА 

Напред је казано, да кад се нема довољно прецизних података за 

потпуну, квантитативну слику појаве, разноврсне и многобројне к,ва-

1 F. D. Brown, Trans. chem. soc. 1879, р. 550; 1880, р. 49, 304; 1881, р. 517. Barrell, 
Thomas а Young: Оп the sepamtion of three liquides Ьу fractional distillation (Phil. mag. 1894, 
8-31). 

2 Н. Becquerel, С. R. de l'Acad. des Sciences t. 113, 1891, р. 618; Journal de Physique 
1892, р. 137-149. 
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литативне појединости тока појаве могу се извести из квалитативних 

појединости активитета у њиховом механизму за које су везане. Так
вих међутим, појединости, одређенијих или овлашнијих, о активите

тима има у ПОЈавама свих конкретних природа. 

Остављајуhи на страну непрегледну масу чисто механичких, фи

зичких и механистички схватљивих појава, у којима су активитети, 

што им улазе у састав механизма, познати по својим, тачним или апро

ксимативним, квантитативним законима варијација, нека су наведени 

сплетови континуалних и дисконтинуалних, импулсивних и депреси

вних узрока у хемијским појавама, познатих, веhином, овлашно по 

своме смислу утицаја на одређени објекат, по начину на који се мењају 

сами по себи у току појаве, или под утицајем других, секундарних, уз

рока итд. Трансформаторска тежња при хемијским реакцијама, која 

регулише непосредно брзину реакције, мења се у току ове под утица

јем многобројних фактора, као што су: температура, притисак, прису

ство страних тела, осветљење итд.; за сваки од ових се зна смисао вари

јација које импозира јачини поменуте тежње. За најпретежнији од . . . 
ових утицаЈа, утицаЈ топлоте, зна се нпр. да Је увек у импулсивном сми-

слу. Међу дисконтинуалним узроцима у хемијским појавама нека су 

наведени они, по својој интимној природи непознати узроци, за које су 

везане тежње да изазивају одређене промене особина тела и који су и 

сами изазвани хемијским променама у телу. Зна се нпр. да у многим 

случајевима супституција једнога елемента другим, што припада истој 

хемијској групи, или супституција једнога хемијског комплекса другим 

из исте хомолошке групе, има за ефекат одређену модификацију једне 

уочене физичке или хемијске особине тела у коме је супституција 

извршена; ове су модификације једног, унапред познатог, смисла за 

једну одређену серију елемената или комплекса, па су, чак, у извесним 

случајевима и приближно константне, или им се бар знају приближни 
закони варијација. Зна се нпр. да свака група СН2 у нормалним алко
холима тежи да повиси температуру кључања ових за приближно кон

стантан број степени, чија је вредност 20-21. Свака група СН2 у нор
малним угљоводоницима тежи да им повиси температуру кључања за 

одређен број степени, сам опада уколико расте број тих група и 

који се може емпирички изразити као функција броја тих група. Смена 

флуора хлором, бромом или јодом, хлора бромом или јодом, брома 

јодом, повишава температуру кључања једињења за један број степе

ни, приближно константан за једну одређену серију хомологих једи
њења. Према једној новијој теорији ацидитета хемијских тела, 1 поје-

1 De Forgrand, Chaleur de dissolution de l' eau oxygenee; valeur thermique de la tonction 
hydгoxyle ОН; influence de l' hydгogene et du carbon (С. R. de 1' Acad. des Sciences, t. 130, 1900, 
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дини су елементи и хеМИЈСКИ комплекси карактерисани тежњом да уно

се одређене измене у ацидитет тела, у чији састав улазе; те су тежње 

приближно константне за један одређени елеменат или комплекс и 

јачина им се може изразити бројевима. ЈеДан атом нпр. водоника тежи 

да ослаби ацидитет за 2,88; један атом угљеника тежи да га појача за 
3,01; једна група ОН тежи, такође, да га појача за 34,07; једна група СН3 
тежи да га ослаби за 5,63; једна група СООН тежи да га појача за 52,62 
итд. И уопште, једна одређена операција са каквим хемијским телом 

(супституција једнога елемента, или комплекса, другим; измена кон

ституције једињења итд.) игра улогу дисконтинуалног узрока који те
жи да изазове одређену измену у особинама тела; кад су такве тежње 

познате бар по смислу и релативним јачинама, могу се предвиђати 

смисао и величина модификација, које he се имати при њиховој симу-
. . 

лтаНОЈ аКЦИЈИ. 

У биолошким појавама, за непрегледан број активитета, везаних 

за импулсивне и депресивне узроке у њима, знаЈу се начин, смисао, 

кадшто и сама брзина њиховог мењања у току појаве. Поменуто је нпр. 

да крвни серум има две врсте особина, које играју улоге импулсивних 

или депресивних узрока у великоме броју виталних појава: токсичну и 

коагулаторску моh, и да обе моhи слабе под утицајем топлоте, али та

ко да прва слаби у јачој мери но друга. - Утицај светлости на развиhе 

микроба депресивног је карактера и расте, у томе смислу, упоредо са 

рашhењем јачине светлости. - Хуморалне особине, које, као импулси

вни или депресивни узроци, играју тако важну улогу у борби организма 

против акције патогених микроба, мењају се нпр. под утицајем свега 

онога што мења нутритивни активитет hелија, мењајуhи, при томе, 

хемијски састав сокова, а тиме и њихове бактерицидне и антитоксичне 

особине; смисао и релативне јачине тих утицаја познати су за велики 

број таквих фактора. - Тежња атмосферске влаге да појачава ослоба

ђаље ми:рисних састојака, појачавајуhи притисак течности у цветним 

hелијама, импулсивног је карактера; те:жња, везана за акцију светло
сних зракова, да паралише такав утицај влаге својем акци-~ 
ј ом, којом олакшава трансформацију миришљавих продуката, и својим 
механичким утицајем, који слаби притисак у цветним hелијама, депре
сивног је карактера; обе су тежње периодичне, растуhи и слабеhи наи

зменце са појавом дана и ноhи. - Безброј квалитативних појединости 
за активитет бацила, за активитет разних медикамената, о начину њи

хових варијација, према приликама, комбинацијама и дозама у којима 
су употребљени итд. и којих је, упоредо сса напрецима медицине, све ви-

р. 1620). Essai d'une theorie genemle de l'acidite, С. R. de I'Acad. des Sciences, t. 131, 1900, 
р. 36. 
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ше и са све већом одређеношћу, представљају, такође, једну врсту 
таквих података за виталне појаве. 

У психичким појавама, за поједине факторе, за које су везане уло
ге импулсивних или депресивних узрока, знају се квалитативне поје

диности начина варијација њихових активитета. Те су појединости, 
кадшто, одређене у толикој мери да се мислило резимирати их и у за
коне квантитативног карактера. Такав је нпр. случај са Weber-Fechner
-oвим законом, по коме би јачина ocehaja имала расти као логаритам 
јачине надражаја, који их је изазвао; у закону се, међутим, има задр
жати као несумњив само квалитативан факт да јачина ocehaja расте, 
уопште, спорије но јачина надражаја који су их изазвали, и да брзина 
рашћења прве све више заостаје иза брзине рашћења друге уколико су 

надражаји интензивнији. - Зна се да је за идеје везана покретачка те

жња да пређу у акте; таква је једна тежња утолико интензивнија уко
лико би акт, који би идеја импозирала, повлачио са собом више лично

га задовољства, или уколико би боље одговарао личним интересима. 

Те се тежње, такође, мењају по јачини, према садржини идеје са свима 

прелазима од врло великог до незнатног интензитета. Максимум је 

достигнут код идеја у којима је афективни елеменат врло интензиван и 

где идеја повлачи са собом напрасан, неодољив прелаз у акт, са нагло

шћу готово једнаком оној код рефлекса; минимум је код идеја са врло 

слабим афективним елементом, које често, наместо преласка у акт, 

само буде какво ново стање свести. 

Сличних података о активитетима узрока има и у појавама свих 

осталих наука. Поменуто је да је то случај чак и онда кад је појава ре

зултат стицаја симултане акције врло великога броја континуалних 
. . 

или напрасних узрока, поЈединце непознатих активитета, али ЧИЈИ се 

колективитет може асимилирати, са довољном апроксимацијом, једно

ме узроку познатог активитета, или ограниченом комплексу од неко

лико таквих узрока: то је случај активних комплекса, у којима се на
лази један или више преовлађујућих, по утицају претежних, узрока, 

према којима се губи остала маса сићушних узрока што уносе само 

ситне пертурбације у предоминирајући закон тока појаве, онакав какав 

би се имао кад би ти претежни узроци деловали сами (случај великога 
броја комплексних физичких појава; случај биолошких, социолошких, 

историјских итд. појава са великим, доминирајућим узроцима, који 

појави дају тип и битни карактер, и према којима су остали, кадшто и 

безбројни, ситнији, пертурбаторски узроци занемарљиви, без осетног 

утицаја на оно што је у појави битно). 

Оно, што се, од квалитативних појединости, најчешhе зна о поје

диним активитетима, Јесте: 
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1. њихов смисао, према коме одговарајући узрок може бити стал
но импулсиван, или стално депресиван, или наизменце једног и другог 

смисла (примери на стр. 464-474); 
2. подаци о томе да ли узрок, у уоченоме размаку времена, и под 

каквим погодбама, јача или слаби (пример на стр. 465-466); 
З. подаци о брзини тога јачања или слабљења, о убрзавању или 

усйоравању јачања или слабљења и о релативним брзинама ових, за 

активитете што састављају активни комплекс у појави (примери на 

страни 465-466); 
4. егзистенција максимума или минимума јачине; 
5. конШинуални, gисконШинуални, йерзисШенШни или инШерми-

ШенШни карактер активитета (примери на стр. 464-474); 
б. йериоgичносШ активитета (пример на стр. 467); 
7. риШмички карактер јачине активитета; 
8. егзистенција асимШоШне јачине уоченог активитета; 
9. zранице, између којих би се, у одређеноме размаку времена, 

кретала јачина датог активитета, а за које би се, на било који начин, 

знало да их ова не може прећи ни у једном ни у другом смислу (приме
ри на стр. 443-444); 

10. подаци о моgификацијама које би уочени узрок унео у посма
трану појаву кад би делао сам, некомпензован и непертурбиран оста

лим узроцима што састављају активни комплекс у механизму појаве; 

11. симеШрија или нарочите врсте gисимеШрије узрока или фено
менског поља у коме он врши своју акцију (примери на стр. 449-450); 

12. заgоцњење које може имати акција уоченога узрока, према 
акцији других узрока што улазе у састав механизма појаве. Напред је 

поменута улога коју може играти једна врста задоцњења у механизму 
. . 

извесних осцилаторних поЈава са амортизираним осцилациЈама, а по-

наособ, у механизму фотохемијске акције светлосних зракова на осет·· 

љиву плочу, и где би се такав карактер појаве имао приписти задоц

нелој акцији једнога реактивног узрока, који је у редукованом слоју 

изазван, после извеснога времена, самом директном акциЈОМ светлости 

(в. стр. 382-388). -Узроци се са задоцнелом акцијом јављају у доста 
великом броју појава. На такав један узрок се наилази нпр. и у механи

зму којим Mascartl тумачи појаву обојених прстенова на слици, која се 
формира на ретини кад око визира у једноме сталноме правцу, а пред 

белим заклоном, какав једноставно обојен предмет и кад, за то време, 

какав црн предмет брзо пролази кроз видно поље. У ло гу узрока са 

задоцнелом акцијом играли би задоцнели светлосни надра:жаји, чијом 

1 Mascart: Suг le геtагd des imp1·essions lumineuses, С. R. de 1' Acad. des Sciences, t. 113, 
189l,p.180. 
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је интервенцијом карактеристичној променљивој количини у појави 
импозиран низ обојених прстенова, све слабијих по интензитету боја 
уколико су удаљенији од свога заједничког центра. - На сличне узро
ке, вероватно, ће се наићи и у осцилаторним појавама које изазивају 

нервни надражаји, где би улогу узрока са задоцнелом акцијом имала 

играти једна врста реакције, којој треба извесно време док се јави и 
почне утицати на ток појаве.- У механизму одбране организма елек

тролитичком дисоцијацијомl при чему дисоцијација има за улогу регу
лисаље осмотичког притиска, инјекција воде у вене не изазива одмах 

екстравазацију хемоглобина, тако да се плазмолиза јавља са извесним 

задоцњењем. Та иста инјицирана вода има, међутим, за ефекат појача

вање јонизације плазминих соли, тј. повећавање броја растворених 

делића, што опет, са своје стране, има у почетку за ефекат спречавање 

снижавања осмотичног притиска, тако да се и ово снижавање Јавља са 

извесним задоцњењем. Једна или друга од ових двеју појава: плазмоли

за или снижавање осмотичног притиска, кад се Јавља као узрок какве 

друге појаве, имала би се сматрати као узрок који се јавља са задоцње

њем према осталим узроцима, и таквим задоцњењем могла би се 

објаснити понека карактеристична црта појаве, као што се задоцнелом 

реакцијом у редукованом слоју осетљиве плоче објашњава амортизи

рано-осцилаторни карактер појачавања црнила на њој.- У гастричном 

хемизму,.наведеном на стр. 465, јавља се, такође, један узрок са задоц
нелом акцијом: то је узрок карактерисан тежњом да убрза јачање де

пресивних узрока у појави (извесне врсте отпора дифузији ћелијских и 
крвних састојака) и који се састоји у једној врсти отпора изазваног са

мим гастричним хемизмом у току процеса, а у једноме одређеноме тре
нутку пошто је појава веh неко време пре тога трајала. - Вероватно је 

да he се на сличне факте наићи и у другим виталним појавама. 

Ш. РЕЦИПРОЦИТЕТ ИЗМЕЂ У САСТАВА МЕХАНИЗМА, 

НАЧИНА ВАРИЈАЦИЈА АКТИВИТЕТА И ПОЈЕДИНОСТИ 

МАНИФЕСТАЦИЈЕ ПОЈАВЕ 

Спона између састава механизма, начина варијација активитета 
што улазе у тај састав и дескриптивних појединости појаве такве је 

природе да, уколико су тачније одређене прве две, утолико ће тачније 

бити одређена и ова последња страна у појави. Кад је тачно одређен и 
познат механизам појаве, са свима квантитативним, за њега везаним, 

1 L. Maillard: Les applications Ьiologiques de la theorie des ions, Revue generale des 
Sciences pures et appliquees, 1899, р. 768. 
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појединостима, биће, исто тако, тачно одређене и познате све поједи

ности тока појаве, на начин наведен у IV одељку ове кљиге. Уколико 
су веће непотпуности у познаваљу механизма, утолико he бити неод
ређеније и само познаваље тока појаве, али, ипак, и такви недовољно 

одређени подаци неминовно повлаче са собом, у манифестацији поја

ве, бар поједине љене квалитативне појединости. 

Важи ли и реципрочни факт? Да ли је датом, довољно потпуном, 

дескрипцијом појаве одређен и љен механизам? Да ли су одређене 

квантитативне или квалитативне појединости у манифестацији појаве 

неминовно везане само за извесне, одређене, појединости у љеноме 

механизму? 

Лако је увидети да је одговор, бар за општи случај, негативан: 

јеgна исШа йојава, са свима својим gескрийШивним йојеgиносШи.ма, мо

же биШи схваhена као йослеgица разноврсних .механизама и, у општем 

случају, такве појединости, поред све своје одређености и потпуности, 

недовољне су да реше питаље о томе који је, између разних могућних 

механизама, онај што у датоме случају одговара реалности. Такав ин

верзни проблем може постати одређен тек онда кад се ономе што се 
буде знало о самоме току појаве придода још каква нарочита, супле

ментарна погодба, или скуп таквих погодаба, које би чиниле могућним 

само један одређени механизам, искључујући све остале. 

О томе је најлакше уверити се на неколиким специјалним слу

чајевима, који he се овде навести. 

Поменуто је нпр. раније (стр. 487) да је проблем одредбе закона 
варијације тежље Х, непосредно примељене, као искључиви узрок, на 

објекат v, а према датоме закону 

(512) <p(v,t) =О, 

по коме би се објекат имао мељати под утицајем тога узрока, нео

gређен кад се закон (512) одFоси на један посебан случај такве појаве, 
тј. кад су почетне погодбе и константе, што им одговарају, све пре

цизиране. Јер, пошто је у свакоме тренутку вредност јачине Х пропор-

ционална вредности извода dv, израчунатој из једначине (512), помоћу 
dt 

једначине што изражава ту пропорционалност, и (512) може се Х на 
бескрајно много начина изразити као функција променљивих t и v; 
сваки од тако добијених израза дао би по један закон тежље Х, који би 
појави, у таквоме посебном случају, импозирао закон (512). Проблем 
би, међутим, постао одређен кад би се нпр. унела једна или друга од 

ових суплементарних погодаба 
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1. да закон (512) важи за општији случај кад почетне погодбе у 
појави нису потпуно прецизиране, тако да једначина (512) садржи једну 
произвољну константу С; елиминацијом те константе из (512) и једна
чине у којој би била изражена пропорционалност јачине тежње Х и 

извода dv, израчунатога из (512), имао би се један, потпуно одређен и 
dt 

једини могуhан, закон тежње 

Х= F(v,t), 

који би току појаве импозирао закон (512), па ма колико разноврсне 
биле почетне погодбе у појави, добијене варијацијом константе С; 

2. да тражени закон тежње, који се има извести из закона (512), 
везан ог за посматрани посебни случај, не зависи експлицитно од в ре-

мена; закон 

Х= F(v), 

добијен елиминацијом времена t из поменуте једначине пропорцио
налности и (512) био би тада потпуно одређен и једини могуhан. 

Као други пример сличне врсте нека је наведен познати механи

чки проблем: знајуhи да покретна тачка описује једну, дату, равну тра

јекторију, по закону површина, према једној утврђеној тачки О, одре

дити силу која производи то кретање. Пре свега, закон површина до

води, у правоуглим координатама, до једначине 

из коЈе Је 

dy dx 
х--у-=С, 

dt dt 

што показује да убрзање, па, дакле, и тражена сила, пролазе непреста

но кроз тачку О. Ако се, тада, у општем изразу за централне силе 

(513) 

(где је т маса покретне тачке, r и 8- њене поларне координате за пол 
О, а С - константа површина) води рачуна о томе да су r и 8 везани 
једначином трајекторије 

(514) f(г,fJ)=O, 
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израз (513), делимичном заменом променљиве r или 8 из (514), може се 
трансформисати на бескрајно много начина, тако да се има бескрајно 

много закона облика 

X=F(1·,8), 

који покретној тачки импозирају горње кретање. Проблем, међутим, 
постаје потпуно одређен кад се унесе та суплементарна погодба, да 

сила Х зависи експлицитно само од растојања, закон 

Х=F(г), 

добијен елиминацијом поларног угла е из (513) и (514) био би тада пот
пуно одређен и једини могуhан. 

Исте је врсте и механички проблем: знајуhи појединости кретања 

покретне тачке у једној равни, КОЈе Је такво да се пројекција тачке на 
осовини Ох креhе на један познати начин, нпр. једнаким кретањем, 
одредити закон силе паралелне осовине Оу, која би произвела такво 

кретање. Из једначине трајекторије 

(515) у= f(x), 

ИЈедначине 

(516) х= at+b, 

кретања пројекције тачке на осовини Ох, добија се 

d
2
y = 2/"( ) 
2 

а х, 

dt 

тако да се тражени закон силе добија у облику 

(517) 

Тај се израз може, на бескрајно много начина, трансформисати 

делимичном сменом променљиве х, или у, из једначина (515) или (516), 
или оних које се добијају диференцирајуhи по једанпут те једначине; 
тако се нпр. може х делимично сменити својом вредношhу израженом 

као функција променљивих у, или t, или dy, или се може непосредно 
dt 

имати општи закон тражене силе у облику 

(518) Х= ma2f"(x)+Ф (х,у, dx, dy ,t)[y- f(x)], 
dt dt 
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(где је Ф произвољна функција) која се на трајекторији (515) своди на 
закон (517). Међу трајекторијама што одговарају једноме, ма коме, од 
бескрајно многих закона сила, обухваh~них општим законом (518), 
увек се налази и дата трајекторија (515), на коју се своди општа класа 
одговарајуhих трајекторија, спецификовањем погодаба при кретању, 
онаквих какве одговарају горњем проблему. Тако, ако је нпр. трајекто

риЈа круг 

међу могуhним законима, обухваhеним општим законом (518), налазе 
се и ова два 

А 
у = ----3::-' 

где је А константа. Као трајекторије, добијају се, за оба закона силе, 

системи коничних пресека: оба та система, међу собом различна, абу-
. . . 

хватаЈу, као специЈални случаЈ, и горњи круг. 

Неодређеност механизма још у знатној мери је веhа за сложеније 

појаве, где се за сваки од дескриптивних елемената може наhи колики 

се xohe број разних закона активитета непосредних узрока, па да се 
појава, таква каква је, може схватити као последица њихове акције. Та 

је неодређеност још јаче повеhана фактом да се једна иста појава може 

схватити не само као последица Једнога механизма са датим саставом, 

са утврђеним комбинацијама и дистрибуцијом улога, а са бескрајно ра

зноврсним законима активитета, везаних за те улоге, веh и као после

дица, по са.мо.ме сасШаву, разноврсних механизама. Тако, у последљем 

механичком проблему, може се кретање, са свима својим појединости

ма, схватити и као последица акције бескрајно разноврсних комплекса 

сила, активних или реактивних, импулсивних или депресивних, КОЈе не 

морају, као што је био случај у горњем проблему, имати један, сталан 

правац. Експериментални закони кинетичког тока хомогених хемиј
ских реакција могу се схватити као последица акције разних комплекса 

активних и реактивних, хемијских и физичких сила, са разноврсним 

дистрибуцијама улога и квантитативним законима варијација активи

тета. ОйшШи аналиШички разло2 Шаквој неоgреl)еносШи лежи у фа
кШу: ga разни сисШе.ми gиференцијалних јеgначина .мо2у биШи заgово
љени јеgни.м исШи.м сисШе.мо.м инШе2рала. 

Напослетку, по себи је јасно да he та неодређеност бити још уто
лико веhа, уколико је непотпунија и сама дескрипција појаве, која, при 

одредби механизма појаве, буде дата као полазна тачка. Кад је нпр. та 

дескрипција само квалитативна, неодређеност механизма може бити 
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толика да, без нарочитих суплементарних погодаба, проблем уопште 

губи и свој смисао. 

Међутим, поред све те неодређености, и као што се то види из го
ре наведених специјалних случајева, дешава се да каква суплементарна 
погодба, или какве нарочите квантитативне појединости у дескрипцији 

појаве, чине проблем знатно одређенијим. Штавише, та одређеност 
може иhи до те мере да механизам постане потпуно одређен, или да се 

бар сведе на ограничен број могуhних комбинација. Пример такве вр

сте даје горљи механички проблем одредбе централне силе, где улогу 
такве суплементарне погодбе игра погодба да сила зависи само од 

растојаља, а која чини проблем потпуно одређеним.- Сличне је врсте 
и генерални проблем Ј. Bertrand-a: одредити закон силе која би зави
сила само од положаја покретне тачке, знајуhи да она, па ма какве 

биле почетне погодбе кретаља, увек импозира тачки кретаље по кони

чном пресеку. Сила је, као што су показали Halphen и Darboux, 1 увек 
или централна, или паралелна једноме утврђеноме правцу. У оба слу

чаја могуhна су по два облика закона, по којима би сила имала зависи

ти од положаја тачке. Кад је нпр. сила централна и зависи само од од

стојаља покретне тачке од центра силе, а не и од оријентације љенога 

потега, она мора бити пропорционална самоме одстојаљу, или обрнуто 

пропорционална квадрату тога растојаља. - Такве је врсте и други 

проблем Ј. Bertrand-a: одредити закон силе која би зависила само од 
положаја покретне тачке, знајуhи да она импозира затвореност путање 

тачке, па ма какве биле почетне погодбе кретаља, претпостављајуhи 

само да брзина у томе кретаљу никако не прелази једну одређену, ко

начну границу. Bertrand2 ј е нашао да је сила увек централна и пропор
ционална одстојаљу, или обрнуто пропорционална квадрату овога. -
Напослетку, Halphen и Darboux су доказалиЗ да кретаље једне тачке под 
утицајем какве силе што зависи само од положаја тачке, може само 

онда бити непрестано у једној истој равни, при свима могуhним 

почетним погодбама у кретаљу, кад је сила централна или паралелна 

једноме утврђеноме правцу. 

Али, треба приметити да су проблеми те врсте, са оваквом одре

ђеношhу, врло ретки и да се могу сматрати само као изузеци од опште

га правила: ga је йознавање Шока јеgне йојаве и њеzових разних йојеgи
носШи, уойшШе, само йо себи неgовољно за сазнавање механизма йоја

ве. Разлог, пак, тим изузецима лежи у нарочитим, специјалним, анали-

1 Compt. rend. de 1 'Acad. des Sciences, t. 84. 

2 Compt. rend. de 1 'Acad. des Sciences, t. 77. 

З Comp. rend. de 1 'Acad. des Sciences, t. 84. 
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тичким фактима, који у појединим случајевима чине да, иначе неодре

ђени аналитички проблеми, у таквим случајевима постају одређени, 
или бар одређенији но што је обично случај. 

Па ипак, поред свега тога, у недогледној маси случајева се може у 

самоме току појаве, или у каквој нарочитој квантитативној, или квали

тативној појединости при њеној дескрипцији, сагледати по који пода

так од интереса за познаваље механизма појаве, по нека индикација 

која би чинила вероватним поједине од бескрајно многих могуhних ме

ханизама и која би упуhивала на то да се појава покуша схватити као 

последица једнога од познатих типова механизама. 

Тако, праволинијски карактер дијаграма варијација једнога еле

мента указује на сталност јачине непосредног узрока који производи 

те варијације, или на сталност тоталне компоненте комплекса узрока, 

непосредно примењених на тај елеменат. - Кад се дијаграм подудара 

са којом од опадајуhих експоненцијалних кривих линија (облик на 
сл. 25), варијације одговарајуhега елемента могу се схватити као ефе
кат једнога депресивног узрока, по јачини пропорционалног величини 

свога непосреднога објекта, тако да се има посла са узроком који се 

троши у мери у којој производи свој ефекат. -Кад се дијаграм подуда

ра са којом од кривих линија што имају облик сл. 24, који карактерише 
и криве дефинисане једначином облика 

v = a(l- е-111 ), 

са правом v = а као асимптотом, поЈава се може схватити као непо
средни ефекат каквога импулсивног узрока, који је у свакоме тренутку 

утолико слабији, уколико му је непосредни објекат ближи своме фи

налном, асимптотном, стационарном стању.- Амортизиране осцила

торне појаве, које се састоје у осцилацијама дескриптивних елемената 

појаве око одређених стања, којима се они, наизменце, приближују и 

од њих се удаљују једним низом све слабијих осцилација (дијаграми 
облика сл. 26-28) од нарочитога су интереса са тога гледишта. Такве 
појаве могу бити најразноврснијих конкретних природа; за нека од њих 

могуhно је представити им ток прецизно, графички или аналитички; у 

другима се запажа само та квалитативна особитост да појава поступно 

тежи једноме одређеноме финалном стању, прелазеhи преко једнога 

низа крајности које постају све ближе једна другој, док се, напослетку, 

не слију у то стање. Појаве те врсте могу резултирати из разноврсних 

комбинација узрока са познатим законима активитета, као нпр.: 

1. из акције узрока са независним, амортизирано-осцилаторним 
вариЈаЦИЈама активитета; 
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2. из симултане акције двеју врста променљивих депресивних уз
рока: једних, пропорционалних величини непосредног објекта и других, 
пропорционалних тоталитету тога објекта (в. шему на стр. 388-391); 

3. из симултане акције двеју врста, међу собом антагонистичких 
узрока: једних импулсивних, сталне јачине, и једних депресивних, а 

задоцнелих чија се јачина мења упоредо са мењањем величине непо
средног објекта (в. шему на стр. 382-388); 

4. из симултане акције двеју врста променљивих депресивних уз
рока: једнихпропорционалних квадрату величине непосредног обје-кта 
иједнихпропорционалнихтоталитетуобјекта (в. шему на стр. 393-396). 

Свака од таквих шема дала би по једну могућну хипотезу за екс

пликацију тока појаве; од тих хипотеза би се имала усвојити она која у 

датоме случају најбоље одговара ефективном стању ствари, о чему би 

пресудну реч имало детаљно, природњачко, проучавање појаве. Оно 

би се састојало нпр. у томе да се експериментом, ил:и дубљим и оштри

јим посматрањем, уочи каква деструктивна акција, предвиђена оп

штом шемом на којој се буде зауставило при избору могућних механи
зама појаве; да се тражи конкретна природа таквог, шемом предвиђе

ног узрока, да се истакну ефективна егзистенција предвиђених реакци-. . . . 
Ја, отпора, конкретне ПОЈединости у КОЈИМа се огледаЈу карактеристи-

чне црте њихових активитета итд. или да се нађу факти који такав 

уочени механизам чине немогућним. При подвођењу нпр. раније 

наведене осцилаторне појаве, при фотохемијској акцији светлости на 

осетљиву плачу, под одговарајућу шему (механизам под 3), импулсив
ни узрок се налази у директној и, по интензитету, сталној хемијској 

акцији светлосних зракова, а депресивни узрок у реактивној тежњи за 

инверзном модификацијом, која се јавља у осетљивом слоју после 
неког времена.- При шематизирању наведенога гастричног процеса, 

активни, импулсивни, узрок се налази у осмотичноме напону, КОЈИ се, 

као што је казано, јавља услед напонске разлике желудачних течности, 

с једне стране, и крвне и Ћелијске плазме, с друге стране; депресивни 

узрок у реактивном отпору дифузији Ћелијских и крвних састојака.- У 

појави мирисних еманација код миришљавих биљака, импулсивни уз

рок се налази у притиску течности у цветним Ћелијама, депресивни, 

реактивни узрок у инверзној акцији светлосних зракова. - При разви
јању какве болести, изазване акцијом патогених бацила, импулсивни 

узрок лежи у активитету бацила, депресивни у бактерицидним и анти

токсичним особинама сокова.- Вероватно је да Ће се у маси социјал

них појава, као последица симултане акције комплекса многобројних, 

по активитетима, конкретној природи и утицајима најразноврснијих 

узрока, претежан, доминирајући, импулсиван узрок наћи у каквоме 

перманентном утицају узастопних генерација, једне на другу, у једноме 
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одређеном, сталном правцу и смислу; да ће се доминирајући реактивни 

узрок наћи у разним врстама социјалних инерција, које су нпр. утолико 

осетније уколико је појава интензивнија, или уколико је њена тренутна 

фаза удаљенија од једне одређене фазе, у коју би појава ушла и у којој 
би перманентно остала кад не би било импулсивних и пертурбирајућих 

узрока, који то не допуштају; да ће се други реактивни узроци, поред 

масе сићушних и занемарљивих таквих узрока, наћи и у разним врста

ма навика, предрасуда, атавизма, у реакцијама изазваним каквим наро

читим догађајима итд. 

Такви се конкретни узроци, предвиђени општим шемама, приме

љеним на посматрану специјалну појаву, имају истаћи експериментом, 

непосредним посматрањем, или довођењем у везу факата који им егзи

стенцију, улогу и конкретну природу чине несумњивом, или бар веро

ватном. У механизму нпр. којим Mascart објашњава оптичку појаву, 
наведену на стр. 517-518, као и у механизму на који Charpentier своди 
ондулације у ретини при светлосним надражајима (в. стр. 471), предви
ђени узроци се констатују експериментом, оптички. - У механизму ко
јим Richet и Broca тумаче ондулације надражљивости нервнога центра 
(в. стр. 469), претпостављени ритмички, интермитентни узроци, чију 
би улогу имали играти интермитентни церебрални импулси, постају 

вероватни кад се доведу у везу са фактом мишићног звука, који је кон

статовао Helmholtz при тетанизирању мишиhа испрекиданом елек
тричном струјом. - У механизму којим RЉot тумачи патолошке појаве 
при продукцији вољних аката (в. стр. 472) улоге и конкретна природа 
шемом предвиђених узрока постају несумњиви непосредним посматра

њем појава које настају кад поједини такви импулсивни, или депре

сивни узроци, или поједини фактори за које су везане теренске или 

координативне улоге, буду ојачани или ослабљени до крајњих могу

ћних граница; каузална веза између појединости тиме изазваних пато

лошких појава и фактора у претпостављеном механизму појаве, који 

се буду на тај начин мењали, сама је по себи очевидна, а компарацијом 

тако пертурбираног режима појаве са нормалним, као и одговарајућег, 

измењеног, механизма са првобитним, нормалним, може се извести 

шта се коме од тих фактора има приписати у продукцији појаве. 

Тако се исто могу, покадшто, уочити на појави какве појединости, 

које би одмах, без потребе дубљих испитивања, указивале на немогу

hност једнога уоченог механизма, или појачавале вероватноhу да такав 

механизам одиста одговара реалности за дати случај. Ако би се нпр. у 

каквој амортизирано-осцилаторној појави експериментом констато

вало да амплитуде осцилација опадају са својим рангом, као чланови 

какве ариШ.меШичке проrресије, механизам појаве извесно не може 

бити онај под 2. (стр. 525), коме одговара опадање амплитуде по iео.ме-
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Шријској прогресији; напротив, такав начин слабљеља осцилација јако 
повећава вероватноћу да ће ефективни механизам појаве бити онај под 
4. (на наведеној страни), који је карактерисан опадаљем амплитуде 
баш по аритметичкој прогресији. Заслуга математичке феноменоло
гије, у сличним случајевима, би била у томе што је, и без дубљег ула-
жеља у поЈединости појаве, на основи каткад и најповршнијих подата

ка, она у стаљу дати идеју о могуhним и вероватним механизмима 

појаве, и унапред наговестити хипотезе за љену експликацију, које би 
имале бити полазне тачке за дубља, природљачка, испитиваља. 

О томе да једна појава игра одређену улогу у механизму друге јед
не посматране појаве, даје, кадшто, појединих индикација и непосредно 

поређеље самих дијаграма појава. Ма какве правилности, које се, 
према својој природи и своме броју, не би могле приписати простоме 

случају, запажене у јављаљу појединих особитости двају дијаграма, као 
што су: симултано рашћеље и опадаље; убрзаваље или успораваље ра

шhеља и опадаља; симултани максимуми и минимуми; стално задоцље

ље, у једној од тих nојава, у јављаљу таквих особитости, nрема љихово

ме јављаљу у другој nојави, са којом се nрва упоређује итд., јесу инди

кације те врсте. Оне су, у највећем броју случајева, маскиране пертур

бацијама једне масе узрока, који делују у најразличнијим правцима; 

ако се, тада, редукујући дијаграм појаве на дијаграм средљих вредности 

посматранога дескриптивног елемента, или, ослободивши га ситнијих 

одступаља, задржи у љему само љегов општи ток, могу се, често, сагле

дати поменуте правилности, које би имале важити за акцију најпрете

жнијих узрока у појави, и о којима би се, тада, могли доносити закљу

чци поменуте врсте. Таква нпр. компарација дијаграма истиче улогу 

коју игра атмосферска влага у механизму мирисних еманација у цвету 

миришљавих биљака.- Дијаграми периодичних варијација елемената 

земљиног магнетизма и појединих елемената при кретаљу Сунца и 

Месеца, као и они за варијације честине Сунчевих тела у току времена, 

истичу утицај Сунца и Месеца, а нарочито утицај активноrа фактора, 

што се манифестује у Сунчевим петама, на извесне магнетне појаве на 

земљи. - Статистички дијаграми састављају једну пространу област 

случајева те врсте.l 

1 Нека је, примера ради, наведен веома инструктиван случај те врсте, на који се 
наилази при компарацији статистичких података о броју издатих патената за ацети
ленско осветљење и података о висини курса акција друштва за експлоатацију Auer
-oвor патента, као и података о појединим факторима који су давали импулса и под
стрека за проналаске у тој области; одrоварајући дијаrрами, својим појединостима 
поменуте врсте, јасно истичу међусобну каузалну везу појединих таквих импулса и њи
хових ефеката, оличених у честини броја патената у уоченом размаку времена, као 
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По себи се разуме да би одређенији подаци, добијени таквом ком
парацијом, доводили и до одређенијих закључака о међусобној каузал
ној вези појава. Тако, најодређенији и најпотпунији међу њима: про
порционалност ордината дијаграма двеју појава (хомологи дијаграми) 

може се, поред осталих могуlших начина схватања, сматрати и као 

знак могуhности једнога или другога од ових факата: 

1. да је једна од упоређених појава непосредан и искључив узрок 
оне појаве чији интензитет има за мерило дужине ордината у дијагра

му друге од тих појава. Пропорционалност нпр. између ордината дија
грама акцелерација при праволинијском кретању и дијаграма друге ка

кве појаве може се приписати и факту да је ова друга појава непосре
дан и искључив узрок тога кретања; 

2. да су обе појаве резултат акције једнога истог непосредног и ис
кључивог узрока, која се акција, у једним конкретним приликама, ма

нифестује у облику једне, а у другим приликама у облику друге од тих 

поЈава. 

Поједини закључци о механизму појава могу се, у приликама, чи

нити и на геометријским облицима и распореду извесних кривих лини

ја и површина, за које се претпоставља да играју улоге сила и еквипо

тенцијалних површина за активитете, из чијег стицаја резултује посма

трана појава. Те су две врсте елемената, по своме облику и дистрибу

цији у посматраноме феноменском пољу, карактеристични за поједине 

типове закона активитета, и они кад су емпирички познати са довољ

ном тачношhу, указују на облик таквога закона, што одговара посма

траноме конкретноме случају. Тако слике формиране дистрибуцијом 

гвоздених опиљака у магнетном пољу, идентичне са онима КОЈе даЈу 

распоред линија сила у пољу какве централне силе, обрнуто пропор

ционалне квадрату растојања, истичу факт да су магнетне силе, силе 

те врсте. Геометријске слике, што представљају распореде hелија у 

пресецима разних биљних делова (корена, стабла, семена) и које се са 

великом прецизношhу, и у свима појединостима, подударају са лини

јама сила или пресецима еквипотенцијалних површина што одговарају 

централним силама поменуте врсте, 1 указују на несумњиво учешhе 
таквих сила при стварању целуларних поља. 

Напослетку, између разноврсних других појединости које се могу, 

о механизму појаве, сазнати из емпиричких података о њеноме току, 

изражених бројно, или у облику дијаграма, или у облику нарочитих, 

дескриптивном елементу тих ефеката (в. податке и дијаграме у делу: А. Du Bois-Rey
mond, El:findung und Erjlnda, Bel'lin, 1906, S. 172-180). 

1 В. интересантне податке о томе у расправи проф. Ћ. М. Станојевића: Les j'orces 
centrales dans la Nature, Belgrade, 1906. 
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карактеристичних квалитативних особитости, нека је наведена једна, 

која може бити од великог интереса у применама на поједине конкре
тне природне појаве и која је садржана у решењу феноменолошког 

проблема: оgреgиШи шШа се у йосмаШраној йојави, а у gаШоме размаку 

времена, има нарочиШо йрийисаШи акцији јеgно2а уочено2 узрока С, за 

који се йреШйосШавља ga улази у сасШав механизма йојаве. Другим 
речима: шта се нарочито, у ефекту целокупнога комплекса узрока, у 

датоме размаку времена, истиче као последица акције тога узрока, 

које не би било кад би се узрок отклонио? 

Просто, интуитивно правило, које обухвата решење проблема у 

свима могуhним случајевима, и у свима његовим варијантама, било би 

ово: Шражени ефекаШ је разлика измеЬу скуйа йојеgиносШи које се, у 

манифестацији йојаве, јављају йри зајеgничкој акцији целокуйно2а 
комйлекса узрока, и оних које би се имале каg би се из комйлекса укло

нио узрок С. У простим појавама, и кад је, при томе, узрок С искљу

чиви непосредан узрок посматране просте појаве, целокупна промена 

њенога дескриптивног елемента има се приписати искључиво акцији 

тога узрока. - Кад је узрок само један од делимичних непосредних 

узрока појаве, разлика између вредности коју би, у једноме тренутку, 

имао дескриптивни елеменат при заједничкој акцији целога комплекса 

узрока што улазе у механизам појаве, и оне која би се имала, у истоме 

тренутку, кад би се из комплекса уклонио узрок С, имала би се сматра

ти као непосредан и искључив ефекат тога узрока. Разлика нпр. изме

ђу брзине тешкога тела при падању кроз отпорну средину, и оне коју 

би тело, у истоме тренутку, имало у безваздушном простору, при ис

тим почетним брзинама, имала би се сматрати као непосредни и иск

ључиви ефекат отпора средине.- Кад С није саставни део комплекса 

непосредних узрока поЈаве, разлика вредности дескриптивнога елемен

та појаве није више његов непосредни и искључиви ефекат, али се, 

ипак, има приписати томе узроку, као Један од његових посредних 

ефеката. Разлика нпр. између дужине пута коју пролази тело, у датоме 

размаку времена, у безваздушном простору, и оне коју би тело, поша

вши од исте почетне тачке и са истом почетном брзином, прешло кре

hуhи се кроз отпорну средину, један је од посредних ефеката отпора 

средине. - У комплексним појавама као тражени ефекат се има сма
трати одступање фигуративне тачке система, при заједничкој акцији 

целога комплекса узрока, од положаја који би тачка, у истоме трену~ 

тку, имала кад би био отклоњен узрок С. 

На исти би се начин, као један од ефеката уоченога узрока, имао 

сматрати и скуп нарочитих квалитативних појединости, који <би се 

јављао као разлика између поменута два режима појаве; уколико те 

појединости буду одређеније утолико he то бити и сам тражени ефе-
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кат. Поменута патолошка метода RiЬot-a при анализи и одређиваљу 

ефеката појединих фактора што улазе у састав механизма продукције 

вољних аката, и која се, у својим битним цртама, састоји у посматраљу 

појединости манифестације појаве, које се јављају кад уочени фактор 

слаби до неосетности, или јача до својих екстремних граница, један је 

од инструктивних примера примене горљега општег правила. 

Такве разлике, које би се, уочене, имале сматрати као ефекти 

посматраних узрока, покаткад својом незнатношћу ишчезавају према 

ефектима осталих, претежнијих узрока, или су толико заклољене и 

претрпане у маси осталих пертурбација да их је немогућно непосредно 

у тој маси сагледати и разликовати од осталих појединости у манифе

стацији појаве. Оне се, тада, могу истаћи посредно, на специјалне начи

не, који се мељају са природом случаја, али који се могу и шематизи

рати, тако, да су опште, тако добијене, шеме применљиве, на један ис-. . . 
ти начин, на поЈаве наЈразноврсниЈИХ конкретних природа. 

Те би врсте била нпр. ова проста шема, која, у приликама, чини 

могућним констатоваље неосетности утицаја претпостављенога узро

ка С: ако се један одређени аналитички израз, састављен од чланова од 

којих је сваки поједини везан за учешhе по једнога од претпостав

љених узрока у механизму поЈаве, приступачан прецизноме мерељу, па 

се буде нашло да он, кад се у љему буду анулисали чланови везани за 

учешће узрока С, а у осталима се коефицијенти смене једним одређе

ним скупом бројних вредности, тачно одговара мерељем добијеним 

бројним подацима, узрок С има се смаШраШи ga је без осеШноz у Шица ја 
на Шок йојаве и ga не улази у сасШав њеноzа механизма. Под такву ше
му се може нпр. подвести начин на који је константовано да у састав 

вертикалне компоненте Земљиног магнетизма не улазе никакве спољ

не магнетне силе, веh само унутарље. Gauss је, наиме, из великога броја 
података добијених прецизним мерељем те компоненте на разним 

тачкама Земљине површине, (чији се аналитички израз 1 може раста
вити на два дела, од којих један зависи само од унутарљих, а други само 

од спољних магнетних маса), нашао да су сви ти подаци тачно обухва
hени општим обрасцем, који се добија кад се у поменутоме изразу 

занемаре сви чланови што произлазе од спољних маса, а коефицијенти 
чланова, што произлазе од унутарљих маса, смене скупом подесно 

изабраних бројних вредности. 

Претпоставимо, као пример друге врсте, да је потреба, у једној 

маси ма каквих, познатих и непознатих, периодичних узрока, уочити и 

издвојити ефекат једнога одређеног, а врло слабог, периодичног узро-

1 В. нпр. Mascart-Joubert: Leqons sur l' Electricite et /е Magnetisme, t. I, р. 475. 
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ка С, чија је акција једва осетна према акцији осталих, много јачих и 

претежнијих узрока, а ефекат му је и сам по себи веома слаб, маскиран 

масом разноврсних пертурбација у појави. Ако се континуалан дија

грам појаве, што представља ток ове за један врло велики број перио

да узрока С, подели на делове, од којих сваки тачно одговара дужини 

једне периоде тога узрока, па се тако добијени делови суперпонирају 
један на други, тако да им почетне тачке одговарају почетку, а завр

шне свршетку једне периоде, gија2рам среgњих вреgносШи ме!ју собом, 

Шаgа, йоклойљених орgинаШа йреgсШављаhе оне нарочиШе, варијације 

у йојави које се имају, као ефекаЩ йрийисаШи узроку С, и то утолико 

тачније уколико је веhи број тих делова, тј. уколико је дужи размак 

времена на који се распростире првобитни дијаграм. Јер, на свакоме од 

тих делова акција узрока С he се вршити на један исти начин: рашhе
ње, опадање, максимуми и минимуми одговараhе истим тачкама на 

свима тим деловима дијаграма; напротив, акције осталих узрока, сапе

риодама различним од периоде узрока С, због периодичности тих узро

ка, час су у једноме, час у другоме смислу, а међутим, све те непра

вилности, по закону великих бројева, he се међу собом потрти у дија
граму средњих вредности ордината, тако да he у овоме остати само оно 
што се има приписати акцији узрока С.- Под такву шему се може нпр. 

подвести начин на који је откривен и прецизно одређен утицај Месеца 
на промене облика Земљине коре, чији се ефекат манифестује у обли

ку периодичних, врло слабих, деформација коре. Улогу слабога перио

дичног узрока С играла је, при томе, атрактивна сила Месеца, са пе

риодом различном од периода осталих, много претежнИЈих узрока 

(атрактивне силе Сунца, термичких утицаја на кретање клатна, чији је 
дијаграм био основица за решење проблема итд.) 1 · Максимална 
деформација коре (која се јавља периодично, у размацима од 12 сати) 
и која се има сматрати као ефекат утицаја Месеца, износи нпр. за 

Потсдам 20 сантиметара. Иста шема је применљива и на одредбу 
утицаја слабих периодичних узрока у појавама океанских плима и 

осека. 

1 Revue generale des Sciences pures et appliquees, NQ du 30. Mars 1909, р. 241-242. 
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МАТЕМАТИЧКЕ АНАЛОГИЈЕ 

Аналошке групе и њихови хомологи елементи. - Погодбе за аналитичку еквива
ленцију појава. - Хомологи елементи неколиких простијих аналошких група: група 
експоненцијалних појава; група амортизираних осцилаторних појава; кретање чврстог 

тела око утврђене осовине и њему одговарајуhа електрична појава; стационарна стања 
електрицитета, стационарна термичка стања и перманентно, иротационо кретање 

некомпресибилних течности; појаве обухваhене Thomson-oвим и Lippmann-oвим анало
гијама; осмотичне, еластичне и економске појаве; група моноцикличних појава; група 
бицикличних појава; механичке илустрације и механички модели појава. - Фено-

менолошки, философски и практични значај математичких аналогија 

Из свега што је напред изложено нарочито се издваја један факт, 

који и наводи на идеју о оваквој концепцији целокупности појава, как
ва је изведена у овој књизи: фено.менолошке анало2ије .меЬу разнороg

ни.м йојава.ма, у којима конкретна природа ових не игра никакву улогу, 

поред свега тога што оне задиру баш у карактеристичне, каткад и 

најбитније појединости појава. То су аналогије које се могу запазити: у 
механизмима појава, у природи и комбинацијама улога појединих, међу 

собом разнородних, фактора у њима; у начину на који се узастопна 

тренутна стања, у току појаве, нижу једно за другим; у перманентним 

законима и математичким релацијама што регулишу појаве, или што 

везују промене појединих елемената и фактора у њима итд. 

Аналогије су, међу појавама, кванШиiйаiйивне или квалиШаiйи

вне, према томе да ли су појединости, обухваhене у њиховоме језгру, 

квантитативне или квалитативне природе. Најсавршенији, најпотпу

нији тип феноменолошких аналогија јесу .маШе.маШичке анало2ије, 

које се састоје у истоветности математичких релација што регулишу 

њима обухваhене појаве. Та се истоветност, тада, распростире и на 

број једначина (диференцијалних или експлицитних), којима су те ре

лације изражене, и на њихов аналиШички облик у погледу на елементе 

и параметре појава, њихове изводе, или друге комбинације, и након

станте што фигуришу у тим једначинама. 

Нека је 
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(519) 

једна група појава, карактерисана међусобном математичком аналоги
јом (једна аналошка 'iруйа појава); формирајмо табелу елемената, 
параметара, њихових извода или других комбинација, и константи што 

фигуришу у једначинама појава 

(520) 

al,~l' У!, ... 
а2,~2,у2,··· 
<Хз,~з' Уз,··· 

где се елементи i-те линије односе на појаву Фi. Факт, да је група (519) 
једна аналошка група, повлачи са собом могуhност да се табела (520) 
уреди на такав један начин, да се од једначине једне, ма које, од појава 

Фi прелази на другу, ма коју, појаву Фi исте аналошке групе, сменив

ши у Једначинама прве 

ai са ai 

~i са ~i 
Yi са УЈ 

Елементи табеле, који на тај начин одговарају један другоме, јесу 

хомоло'iи елеменШи аналошке групе. Јасно је, из свега што је напред 

изложено, да је за један низ хомологих елемената везана, у механизму 

појаве, по једна улога исте природе за све појаве што припадају групи. 

I. ПОГОДБЕ ЗА АНАЛИТИЧКУ ЕКВИВАЛЕНЦИЈУ ПОЈАВА 

Непосредни аналитички разлог егзистенције математичких ана

логија, међу појединостима појава једне аналошке групе, лежи у исто

ветности броја и аналитичког облика самих диференцијалних једначи

на групе, које обухватају све те појединости. Та истоветност чини да 

квантитативне дескрипције тих појава, ма колико ове биле међу собом 

диспаратне, представљају један исти аналитички проблем, који се 

састоји у интеграцији, дискусији и интерпретацији једних истих једна

чина, а што чини да су одговарајуhе појаве међу собом аналиШички 

еквиваленШне. Математичке су аналогије међу појавама једна од непо
средних последица њихове аналитичке еквиваленциЈе. 

Међутим, и то је оно што је од највеhега феноменолошког инте

реса, йо'iоgбе се за еквиваленцију мо'iу резимираШи у јеgној jeguнoj йо-
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zоgби, везано ј за сасШав са.моzа .механизма йојаве. Наиме, за механизам 

сваке поједине појаве је везана таква једна функција L1 њених дескрип
тивних елемената и извода ових по времену, а чији аналитички облик 

зависи непосредно од састава тога механизма, ga се йоШребна и gовољ
на йоzоgба за еквиваленцију јеgне zруйе йојава сасШоји у Шо.ме ga Ша 
функција и.ма за све йојаве у zруйи јеgан исШи облик. 

Тако, раније је показано, да се, за појаве са слободним системом, 

или са везама прве или друге врсте, било да је систем холономан или 

нехолономан, и ма колики му био степен слободе, једначине добијају 

деривацијом из једне једине функције, везане за састав механизма по

јаве и која се увек може формирати у експлицитноме облику, кад се 
. . . . 

знаЈу: примарни систем у поЈави, везе у овоме и закони вариЈаЦИЈа акти-

витета, везаних за активне улоге у њеноме механизму. Наиме: 

1. кад је систем са везама йрве врсте и са k степена слободе, ако се 
формира одговарајућа функција е (чији је закон формације наведен на 

стр. 131), која зависи само од елемената система и веза између ових, и 
затим функција 

Ј = Qiq; + ··· + Љqk , 

која зависи само од динамичке природе активних и реактивних узрока 

што изазивају појаву (в. стр. 131-133), па се, помоћу њих, формира 
функција 

Р= е-Ј, 

диференцијалне једначине појаве су 

дР дР -=0, ... ,-=0. 
дq~ дqk 

Означимо са 'f скуп оних чланова у функцији Р које зависе од йр
вих извода елемената редукованог система по времену; поменута Је по

годба, за уочени случај, исказана у овој теореми: 

Да би јеgна zруйа йојава, са везама йрве врсШе, йреgсШављала јеg

ну аналошку zруйу, йоШребно је и gовољно ga ogzoвapajyhe функције 'У 
буgу jegнoza исШоz облика за све йојаве у zруйи; 

2. кад је систем са везама gpyze врсте и са k степени слободе, ако 
се формира одговарајућа функција S (чији је закон формације наведен 
на стр. 136), која зависи само од елемената система и веза између ових, 
и затим функција 

к= Qiq;'+ ... +Qkq',:, 

која зависи само од природе узрока што изазивају појаву, па се, помоћу 

њих, формира функција 
R=S-K, 
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диференцијалне једначине појаве су 

дR дR 
дq{' = О, ... , дq~ = О. 

Означимо са Ф скуп оних чланова у функцији R, који зависи од 
gpyzиx извода елемената редукованог система по времену: горња је по

годба, за такав случај исказана у овој теореми: · 
Да би јеgна zруйа йојава, са везама gpyze врсйlе, йреgсйlављала 

јеgну аналошку zруйу, йойlребно је и gовољно ga ogzoвapajyhe функције 
Ф буgу jegнoza исй1о2 облика за све йојаве у zруйи; 

3. кад је систем слобоgан, са k елемената примарног система, по
годба је исказана једном или другом од теорема наведених под 2. и 3. 

Ове опште теореме, које дају критеријум за аналитичку еквива
ленцију појава свих врста, обухватају како појаве са холономним, тако 
и оне са нехолономним системом, и са узроцима ма какве динамичке 

природе. У специјалнијем случају, кад су појаве посматране групе йо

йlенцијалне, погодбе за еквиваленцију се могу исказати још на један 

начин, независан од природе веза у систему. Раније је показано да се, 

за такву једну појаву, једначине што је регулишу добијају, и то у своме 

коначном, експлицитном облику, деривацијом из једне једине функ

ције V, која се добија као потпун интеграл ЈасоЬi-јеве парцијалне дифе
ренцијалне једначине, везане за дату појаву. Ова се, пак, диференци

јална једначина и сама добија деривацијом из Hamilton-oвe функције Н, 

што одговара појави из које се, уосталом, и диференцијалне једначине 

појаве добијају у своме каноничном облику. Јеgна zруйа йойlенцијал

них йојава йреgсйlављаhе, gакле, јеgну аналошку zруйу, каg zog је функ
ција Н jegнoza исй1о2 облика за све йојаве у 2руйи. 

Напослетку, за случај кад су појаве конзервайlивне, раније је по

казано да свакој појави одговара по једна класа варијетета (С), оноли
кога реда колики је степен слободе у појави, и која је таква да су проу
чавање геометријских и кинетичких појединости појаве, и одредба 

геодезијских линија те класе варијетета, два идентична проблема. Пре

ма томе се, за тај случај, горњој теореми може дати и овај геометриј

ски облик: 

Јеgна zруйа конзервайlивних йојава he йреgсй1ављай1и јеgну анало
шку zруйу каg zog свима йојавама 2руйе ogzoвapa јеgна исйlа класа 
варијей1ей1а (С). 

Језгро аналогије међу аналитички еквивалентним појавама састо

ји се у егзистенцији заједничке функције L'l (чију улогу играју горе 
наведене функције \f/, Ф, Н), чијом се деривацијом добијају заједничке 
диференцијалне једначине појава, или у егзистенцији заједничких 

варијетета (С). 
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П. ХОМОЛОГИ ЕЛЕМЕНТИ НЕКОЛИКИХ ПРОСТИЈИХ 

АНАЛОШКИХ ГРУПА 

I. Група експоненцијалних појава, која обухвата непрегледан број 
диспаратних појава, регулисаних заједничком диференцијалном једна
чином 

q' + Лq =О, 

где је q дескриптивни елеменат појаве, а Л- константа. Појединости 

појава су обухваhене општом шемом наведеном на стр. 373-375. 
Група постаје још пространија кад јој се придодају и појаве у ко

јима феноменолошку улогу времена игра какав пространи елеменат; 

као што је поменуто, она нпр. обухвата: 

1. појаву апсорпције једне радијације у хомогеној средини, кроз 
КОЈУ ова пролази; 

2. појаву мењања барометарског притиска са висином, у атмосфе
ри униформне температуре; 

З. појаву хлађења чврстог тела зрачењем; 

4. појаву електричног испаравања на површини наелектрисане 
течности итд. 

Хомологи елементи групе истакнути су у овој табели: 

РЕДНИ 
t БРОЈ q 

ПОЈАВЕ 

1 интензитет радијације дебљина 
апсорбујућег слоја 

2 барометарски висина 

притисак 

з температура тела време хлађења 

4 
електрично време испаравања 

оптерећење на 
површини течности 

Улогу функције д. игра израз 

'Р = _!_ q'2 - Лqq'. 
2 

л 

специфична апсорбујућа 

моћ слоја за јединицу 
дебљине 

специфична депресивна 
моћ атмосфере за јединицу 

висине 

специфична депресивна 
моћ средине за јединицу 
времена 

специфична депресивна 
моћ средине за јединицу 

времена 

П. Група амортизирано-осцилаторних појава, регулисаних зајед

ничком диференцијалном једначином 
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kq" + тq' + nq = О, 
где је q дескриптивни елеменат појаве, k, т, n -позитивне константе, и 
где улогу функције д. игра израз 

Ф = _!_ kq" 2 + mq' q" + nqq" = О. 
2 

Појединости појава су обухваhене шемом, наведеном на стр. 388-
391; група обухвата нпр. раније наведене конкретне појаве: 

1. лагано кретање клатна кроз какву отпорну средину, која би да
вала отпор пропорционалан брзини кретања; 

2. вибрирање дијапазона кад је унутарњи отпор овога пропорцио
налан брзини вибрација; 

З. испражњавање електричних кондензатора; 

4. осцилације нивоа течности у два суда везана каквом хоризон
талном цеви итд. 

Хомологи елементи су дати овом табелом 

РЕДНИ 
k БРОЈ q т n 

ПОЈАВЕ 

1 елонгација маса клатна коефицијенат тежина јединице 
отпора дужине клатна 

2 елонгација момент коефицијенат коефицијенат 

инерције отпора еластичности 

з електрично коефицијенат електрични реципрочна вредност 

оптереhење ауто индукције отпор капацитета 

4 разлика нивоа маса течности коефицијенат тежина јединице 

отпора висине течног стуба 

РЕДНИ k lf тq' БРОЈ - q nq 
ПОЈАВЕ 

1 сила инерције механички отпор хоризонтална компонента 

теже 

2 сила инерције механички отпор еластична сила 

з електромоторна контраелектромо- електростатичнасила 

индукована сила торна сила 

4 сила инерције трење тежина померенога дела 

течности 

III. Појава кретања чврстог тела око утврђене осовине, са отпо
ром средине пропорционалним брзини кретања, и појава мењања ја-
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чине електричне струје у проводнику са осетним електричним отпо

ром и аутоиндукцијом, регулисане су заједничком диференцијалном 
Једначином 

kq' +nq- т= О, 

где су k, п, т позитивне константе. Појединости појава обухваhене су 
ше мом наведеном на стр. 377-381; улогу функције L1 игра израз 

'Р= l kq' 2 + nqq'- тq', 
2 

а хомологи елементи се виде из ове табеле: 

ПОЈАВА q k т n 

механичка угловна брзина момент моторни спрег специфични 
инерције отпор средине 

електрична јачина струје коефицијенат електромото- електрични 

а утоиндукциј е рна сила отпор 

IV. Стационарна стања електрицитета, стационарна стања топло
те при њеноме распростирању кроз хомогене средине, и перманентно 

иротационо кретање некомпресибилних течности, састављају једну 

аналошку групу која је играла једну важну улогу у развиhу читавих 

одељака модерне математичке физике. 

У о чим о, најпре, један скуп наелектрисаних про во дника у каквој 

диелектричној средини. Означивши са V електрични потенцијал систе
ма (који је функција геометријских координата), стационарно стање је 

карактерисано таквом једном дистрибуцијом потенцијала у тој среди

ни, која задовољава Laplace-oвy једначинуl 

(521) д 2V д 2V д 2V 
--+--+---о· 
дхz дуz дz2 - ' 

на површинама свих проводника потенцијал има тада једну исту, стал

ну вредност. 

Означивши са Х, У, Z компоненте електростатичног поља у једној 
тачки Р (х, у, z), а са k специфичну индукторску моh диелектричне ере-
дине, израз 

(522) kд.V = -(дх +дУ+ дz), 
дх ду дz 

1 В. треhи одељак, другу главу. 
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где дV означује леву страну једначине (521), представља флукс елек
тростатичне силе, који излази из јединице запремине, посматране у та
чки Р. Једначина (521) или 

( 523) дХ + дУ + дZ = О 
дх ду дz ' 

изражава факт да је тај флукс једнак нули за све тачке диелектричне 
средине: то је јеgначина конйlинуиШеШа посматранога поља. Електри
чно поље у једној, ма којој, тачки је управно на еквипотенцијалну по

вршину што пролази кроз ту тачку; линије сила у пољу секу све те по

вршине ортогонално. 

Претпоставимо сад да је диелектрична средина смењена каквом 

средином што проводи топлоту, хомогеном и изотропном; да је, затим, 

сваки од наелектрисаних проводника смењен по једним топлотним из

вором, који ослобађа или апсорбује топлоту и да му се на површини 

одржава стална температура, једна иста за све те изворе. Нека су Х, У, 
Z компоненте топлотног флукса у тачки Р (х, у, z), карактерисаној 
температуром V, и нека је k коефицијенат проводљивости средине. Кад 
је појава термичких модификација у систему ушла у стационарно 

стање, поменути су фактори непрестано везани једначином (522), а 
једначина (521) исказује факт да је топлотни флукс, што излази из 
јединице површине посматране у тачки Р, једнак нули за све тачке 

средине: то је једначина континуитета за тај флукс. Једначина 

V = const. 

дефинише изотермичне површине; топлотни флукс у свакој тачки је 

управан на изотермичну површину што пролази кроз ту тачку; линиЈе 

флукса, у проводној средини, секу све те површине ортогонално. 

Уочимо, напослетку, одговарајућу хидродинамичку појаву: прет

поставимо да је диелектрична средина, у првој појави, смењена каквом 

течношћу, некомпресибилном и без трења, а да су наелектрисани про

водници смењени порозним површинама, и да је брзина течности, у 

свакој тачки једне такве површине, управна на ову. Претпоставимо, 

затим, да је кретање течности иротационо; зна се да тада постоЈи Једна 

функција V геометријских координата (потенцијал брзина), која по
стаје једнака нули за тачке у бескрајности (као и одговарајуће функ
ције V: електрични потенцијал и температуре у првој и другој од појава 
аналошке групе, о којој је овде реч), и која, за све тачке Р (х, у, z) 
течности задовољава Laplace-oвy једначину (521). Између компонената 
Х, У, Z брзине у тачки Р, потенцијала брзина V и коефицијента пермеа
билитета k постоји, и у овоме случају, у теорији појаве позната рела
ција (522), чија лева и десна страна дају разне изразе за флукс течности 
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који излази из јединице запремине, посматране у тачки Р. Једначина 
(522) тада исказује факт да је тај флукс једнак нули за све тачке про
стора заузетог течношhу, тј. да ни у једној тачки тога простора не мо

же бити нагомилавања течности: то је, дакле, једначина континуитета 
за брзине. Једначина 

V = const. 
дефинише еквипотенцијалне површине; брзина је, у свакој тачки Р, уп
равна на еквипотенцИЈалну површину што пролаи кроз ту тачку; лини

је флукса (трајекторије молекула течности) секу све те површине ор
тогонално. 

И уопште, аналогија је, између појава ове аналошке групе, тако 

потпуна да се сваки резултат, добијен у једној, ма којој, од њих, може, 

придавши му само одговарајуhе конкретно значење, пренети на остале 

поЈаве у групи; хомологи су елементи, при томе, истакнути у овој 

табели 

ПОЈАВА v X,Y,Z k 

електрична електрични компоненте специфична 
потенцијал електростатичног индукторска моh 

поља средине 

термичка температура компоненте коефицијенат 
топлотног флукса проводљивости 

хидродинамичка потенцијал брзина компоненте брзина коефицијенат 
пермеабилитета 

V. У Thomson-oвим и Lippmann-oвим аналогијама, које обхватају 
принцип одржања материје, принцип одржања електрицитета и Camot
-oв термодинамички принцип у његовим разним манифестацијама, као 

и разноврсне и многобројне аналитичке последице тих принципа, 1 хо
мологи су елементи дати овом табелом 

ПОЈАВА I ЕЛЕМЕНАТ П ЕЛЕМЕНАТ Ш ЕЛЕМЕНАТ 

атракција Newton-oв количина материје механичка 

потенцијал енергија 

електрична електрични количина електрична 

потенцијал електрицитета енергија 

термодинамичка апсолутна ентропија количина топлоте 

температура 

1 Lippmann, Extension du pгincipe de Camot etc, С. R. de 1' Acad. des Scienes t. LXXXII, 
1876, р. 1425.- Journal de Physique 1881. 381-394.- Unites electriques (Paris). 
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Од нарочитога је интереса, у тој аналошкој групи, факт да коли
чина електрицитета има за хомологи елеменат, у термодинамичким 

појавама, не количину топлоте, веh ентропију S, дефинисану обрасцем 

dS = dQ 
т' 

где је Q количина топлоте, а Т- апсолутна температура. Принцип одр

жања електрицитета постаје, тада, аналоган Carnot-oвoм принципу, ко-
. . 
ЈИ доводи до Једначине 

за све кружне, реверзибилне, процесе, и изражава се погодбом да је dS 
потпун диференцијал; Carnot-oв принцип се, према томе, и по аналогији 

са принципом одржања електрицитета, може сматрати и као принцип 

одржања ентропиЈе. 

VI. У аналогијама између појава, које у семипермеабилним дија
фрагмама изазива осмотични притисак јако разређених раствора, и 

оних које у савршеним гасовима изазива еластична сила гаса, најва

жнији су хомологи елементи истакнути у овој табели 

ПОЈАВА I ЕЛЕМЕНАТ П ЕЛЕМЕНАТ 

еластична еластична сила гаса 
запремина гаса 

осмотична осмотични притисак раствора реципрочнавредност 

концентрације раствора 

Mariotte-oвoм закону нпр. за савршене гасове 

pv = const. 

одговара за осмотичне поЈаве закон 

р - = const., 
с 

где је Р осмотични притисак раствора, а С- концентрација овога; Gay
-Lussac-oвoм закону 

одговара закон 

pv=RT 

р =R'Г 
с ' 
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где су R и R' независни од елемената што фигуришу у тим једначинама 
(Pfeffer, Hamburger, Donders, de Vries итд.); Avogadro-вoм закону за савр
шене гасове одговара, за извесне растворе, закон према коме: у једним 

истим погодбама, у погледу температуре и осмотичног притиска, јед

наке запремине разних раствора садрже један исти број молекула. На 

обе врсте појава су применљиви принцип одржања енергије и Carnot-oв 
принцип, са свима својим аналитичким последицама, које су, разли

кујуhи се само у конкретном значењу фактора на које се односе, једно
га истога облика за обе врсте појава) 

Иста би аналошка група, према једној од новијих економских тео

рија, имала обухватити и извесне економске појаве у социјалним сре
динама. Према теорији о којој је реч, између термичких појава у гасо

вима и економских појава постоје тако потпуне математичке анало

гије, да се целокупна термодинамика, подесном интерпретацијом ње

них Једначина и резултата, може, у границама тачности основних, при 

томе учињених хипотеза, трансформисати у једну математичку теори

ју економских појава.2 Најважнији хомологи елементи су истакнути у 
овој табели: 

I п ш IV v VI 

ПОЈАВА ЕЛЕМЕНАТ ЕЛЕМЕНАТ ЕЛЕМЕНАТ ЕЛЕМЕНАТ ЕЛЕМЕНАТ ЕЛЕМЕНАТ 

термичка притисак темпера- запремина количина енергија механички 

тура топ л оте рад 

економска понуда тражња вредност капитал богатство економски 

рад 

Они играју истоветне улоге у одговарајуhим физичким и економ

ским појавама: с једне стране, у мењању запремине, притиска, темпе

ратуре итд. у физичким појавама, с друге стране у променама економ

ских вредности, акумулацијама капитала, репартицији богатства итд. 

при променама у једној економској средини, и фигуришу на истоветан 

начин у одговарајуhим једначинама што регулишу те појаве. 

Тако, вредност v, понуда р и тражња Т везане су за довољно мале 
промене тих елемената, релациЈОМ 

pv = RT, 

1 В. о појединостима ових аналогија н. н. расправу R. Lespieau: Suг la pгession 
osmotique, Confeiences faites au laboratoiie de М. Friedel Ш, fasc. 1889-1890. 

2 Коста Стојановиh, Основе Шеорије економских вреgносШи (С. к. академија, 
1810). 
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где је R константа чија вредност зависи од природе објекта, за који је 
везана вредност v. Истоветност те релације са оном која исказује Gay
-Lussac-oв закон за промене запремине, притиска и температуре савр

шених гасова, допушта нпр. да се тражња (економска температура) 

скалира и мери променама које капитал изазива на вредностима, на 

начин сличан ономе на који се температура мери по променама које 

топлота изазива на запреминама. За њено мерење, штавише, могућно 

је удесити и једну конвенционалну скалу, потпуно аналогну оној за 

температуру, и где би нпр. апсолутна нула одговарала економскоме 

стању у коме су вредности нуле, где нема никаквих размена, и где се, 

као што је случај у почецима јављања културе, економска средина из

једначује са обичном, физичком средином.l 
Процес стварања економских вредности, уопште, а према тој 

теорији, аналоган је појави ширења тела, и на горњој једначини, као и 

на општијим једначинама облика 

f(p, v, Т) = 0, 

(које би у термичким појавама одговарале случајевима одступаља од 

Gay-Lussac-oвoг закона) могу се проучавати економске промене за 

Т= const., или за р = const., на начин истоветан са оним на који се проу
чавају изотермне и адиабатичне промене у термичким појавама, или 

као што би се могле проучавати одговарајуhе, сличне промене у поја

вама осмозе. 

Принцип одржања енергије и Carnot-oв принцип применљиви су, 

према истој теорији, на један исти начин, са свима својим последицама, 

у обема врстама појава. Количник нпр. 

између капитала и економског рада, кад би се водило рачуна о свима 

утрошцима рада на стварање капитала, и на све начине његовог тро

шења у економским појавама, имао би бити сталан број, коме би, у 
термодинамичким појавама, одговарао термички еквиваленат рада, а 

1 
његова би изврнута вредност В = - одговарала механичком еквива-. 

А 

ленту топлоте Ј. 

Првој енергетичкој једначини 

dE = dr.+ldQ, 

1 К. Стојановић, loc. cit., стр. 65-71. 
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где је dE прираштај тоталне енергије у систему, d'C- прираштај рада, 
dQ - прираштај количине топлоте, имала би одговарати економска 

једначина истога облика, где би dE био прираштај капитала, и где би се 
Ј имало сменити економском констаном В. Једначина би тада имала 

изражавати принцип одржања енергије у економским појавама, према 

коме би прираштај богатства једне економске средине био једнак з би

ру прираштаја економског рада и акумулисаног капитала у тој сре

дини. 

Кад би се рад d'C трошио на ствараље вредности по закону облика 
р dv = -d'C, 

(где је р понуда, а v вредност), сличном ономе по коме се рад троши на 
промене запремине гаса, горња једначина би добила облик 

dE=ldQ-pdv, 

истоветан са обликом одговарајуhе термодинамичке једна чине. 

Тако би исто, на обе врсте појава, а у случају кад су ове реверзи

билне, имала бити применљива и друга енергетичка једначина 

f dQ =0 
т ' 

или, у случају кад су појаве иреверзибилне, енергетичка неједначина 

где би се Q и Т имали сменити хомологим елементима датим у горњој 
табели, а чиме би се добио заједнички облик закона ентропије за по
јаве обе врсте, са свима својим енергетичким последицама. Тако дефи

нисана ентропија играла би, при економским трансформацијама, улогу 

фактора трансформације, сличну оној што је везана за такав фактор у 

термодинамичким трансформацијама, итд. 
VII. Група моноцикличних појава, о којој је била реч у применама 

Lagrange-oвиx једначина, и која обухвата велики број диспаратних поја

ва, представља једну, са општег феноменолошког гледишта, врло ин

тересантну аналошку грпу. Функција Т, што фигурише у Lagrange-oвим 

једначинама тих појава, има, као што је раније казано, облик 

где је q; циклична координата система, а А - одређена функција коор

дината са спорим варијацијама. Једначина је, за ту координату, облика 
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где је dE прираштај тоталне енергије у систему, d'Т: - прираштај рада, 

dQ - прираштај количине топлоте, имала би одговарати економска 

једначина истога облика, где би dE био прираштај капитала, и где би се 
Ј имало сменити економском констаном В. Ј едначина би тада имала 

изражавати принцип одржања енергије у економским појавама, према 

коме би прираштај богатства једне економске средине био једнак зби

ру прираштаја економског рада и акумулисаног капитала у тој сре

дини. 

Кад би се рад d'Т: трошио на стварање вредности по закону облика 
pdv = -d'Т:, 

(где је р понуда, а v вредност), сличном ономе по коме се рад троши на 
промене запремине гаса, горња једначина би добила облик 

dE = Ј dQ -р dv, 

истоветан са обликом одговарајуhе термодинамичке једначине. 

Тако би исто, на обе врсте појава, а у случају кад су ове реверзи

билне, имала бити применљива и друга енергетичка једначина 

f dQ =0 
т ' 

или, у случају кад су појаве иреверзибилне, енергетичка неједначина 

где би се Q и Т имали сменити хомологим елементима датим у горњој 
табели, а чиме би се добио заједнички облик закона ентропије за по

јаве обе врсте, са свима својим енергетичким последицама. Тако дефи

нисана ентропија играла би, при економским трансформацијама, улогу 

фактора трансформације, сличну оној што је везана за такав фактор у 

термодинамичким трансформацијама, итд. 
VII. Група моноцикличних појава, о којој је била реч у применама 

Lagrange-oвиx једначина, и која обухвата велики број диспаратних поја

ва, представља једну, са општег феноменолошког гледишта, врло ин

тересантну аналошку грпу. Функција Т, што фигурише у Lagrange-oвим 

једначинама тих појава, има, као што је раније казано, облик 

где је q; циклична координата система, а А - одређена функција коор

дината са спорим варијацијама. Једначина је, за ту координату, облика 



МАТЕМАТИЧКЕ АНАЛОГИЈЕ 

(524) 

а за координате са спорим варијацијама q2 ,q3 , ..• 

(525) 
q'2 дА 

--1--- = Q; (i = 2,3, ... ). 
2 дq; 

545 

Једначине (525) дају израз компонената тежњи Q;y правцима q;, 
потребних да би се брзина q{ и координате q; мењале толико споро да 
би се могле сматрати као сталне за време трајања појаве. 

Из тих једначина непосредно се изводе ове последице, које су од . . . 
интереса по математичким аналогиЈама што се у њима скриваЈу и КОЈе 

је запазио Helmholtz.1 Множеhи нпр. једначину (524) са 

добија се 

тако да ако се стави да Је 

(526) 

(527) 

добија се једначина 

(528) 

Међутим, израз d~, дефинисан обрасцем (526), представља, оче
видно, рад спољних сила које успоравају промене цикличне коорди

нате q1; израз s1, дефинисан обрасцем (527), представља момент про
мена те исте координате. Према једначини (528) има се следеhи резул
тат. 

Израз 

је ШоШалан gиференцијал и јеgнак је gиференцијалу .мо.менШа йро.мена 

цикличке кoopguнazue. 

Исто тако, из израза за Т и једначине (526) налази се да је 

1 Journ. f. die reine und angewandte Mathematik Bd. 97. 1884: Bd. 100, 1887. 
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d~ _ 2ds1 

Т Aq~' 
а пошто је из (527) 

то се добија 

(529) 

што исказује следеhи резултат. 

Израз 

d~ 

т 

за сваку .моноцикличну йојаву је ШоШалан gиференцијал. 

Ови основни резултати имају, као своје непосредне или удаљеније 

последице, велики број аналитичких резултата, а понаособ оне што 

састављају данашњу термодинамику. Они су извор многобројних мате

матичких аналогија међу појавама, од којих he се овде, примера ради, 
навести неке што су уочене за механичке и термичке поЈаве. 

Уочимо, као пример механичке моноцикличне појаве, Boltzmann
-oв механички систем, 1 састављен из једне вертикалне цилиндричне 
цеви (сл. 38), која се ручицом Н може окретати око своје осовине и ко-
ја на једној, на њу управној, полузи носи тешко Н 
тело масе т, врло мале запремине, покретна дуж 

те полуге. За тело је утврђен крај једнога конца 

који прелази преко колотура К, улази у цев, сила

зи низ ову и на своме доњем крају носи један те

рет р. Претпоставља се, поред тога, да је транс

латорно кретање масе т, као и ротациона крета

ље цеви, без осетнога трења, и да су, осим тет

кога тела т и терета р, сви остали делови систе

ма без осетне масе. 

Појава кретања система је са два степена 

слободе и одређена је са два дескриптивна еле

мента: одстојањем q2 масе т од осовине цеви, и 

углом q1 за који се цев, при своме окретању, по

мерила од једнога утврђеног почетног положаја. 
Сл. 38 

1 Boltzmann, Vor/esungen иЬег Maxwells Theoгie der Electгicitiit und des Lichtes, I, Th. 
s. 8. 
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Нека се стави, краткоhе ради, да ј.е 

q2=r, q1 =l, q{=l{=ffi. 

Мењајуhи терет р на подесан начин, може се учинити, да се брзи

на r' мења на какав се xohe начин, па, дакле, и тако да она буде нео
сетна, тј. да се r одржава приближно стално у току кретања система. 
Растојање r играhе, тада, улогу координате са спорим варијацијама, а 
угао l улогу цикличне координате у посматраноме кретању, као моно
цикличноЈ поЈави. 

Функција Т своди се на израз 

где Је 

т _ 1 А 12 _ 1 А 2 -2 ql -2 (1) ' 

и Lagrange-oвe једначине he бити: за цикличну координату 

(где је Q1 механичка сила непосредно примењена на кретање ручице), а 
за координату са спорим варијацијама 

(530) 

где је Q2 сила непосредно примењена на мењање растојања r. 
Пошто је, при виртуалној промени 8r растојања r учињен рад

-p8r (јер се Q2 противи повеhавању растојања r), то је 

Q2 =-р, 

тако да једначина (530) постаје 

и исказује начин на који би се имао мењати терет р да би се растојање r 

одржало приближно стално. 

Рад спољне силе, d~ примењене на кретање ручице Н, употреб

љен је делом на повеhање живе силе 

масе т, делом на дизање терета р за дужину dr, тако да је 



548 

Израз 

dQ 
т 
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је, дакле тотални диференцијал једне функције V, као што је и пред
виђено у горњој општој шеми моноцикличних појава; функција V има, 
за овај специјални случај, облик 

V = log (Y 4ro 2 
). 

Уочимо сад овој механичкој појави аналогне термичке појаве. 

Нека је посматрано стање једнога тела, или система тела, одређено 

његовом апсолутном температуром е и извесним бројем параметара 

q1,q2 , ••• , изабраних тако да промена температуре е, кад се, при томе не 

би у једно исто време мењали и параметри q,., не захтева никакав други 
облик рада до једну одређену количину топлоте. Ти параметри могу 

нпр. дефинисати геометријске елементе (запремину итд.), или количи

ну материје у одређеној запремини, или количину електрицитета итд. 

Нека је 

Q,.dq,. 

рад спољних узрока, који није трансформисан у топлоту и који одго

вара преласку вредности параметра q,. на q,. + dq,.. Нека је, затим, И то
тална унутарња енергија система, а S- његова ентропија. Све ове ко

личине 

Q,.,u,s 

he бити функције температуре е и параметара q,.. 
Ако се са dQ означи количина топлоте, која је придошла у систем 

кад се величине 8 и q,. буду бескрајно мало измениле (и то кад се то
плота мери својим радним еквивалентом), између свих ових количина 

постоје релације 

dQ = dU + "LQ,.dq,., 

dQ = edS, 

које представљају основне термодинамичке једначине. 
Међутим, ако се, по Helmholtz-y, и као што је раније објашњено, 

термичке промене сматрају као једна врста моноцикличних појава, та-
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ко да улогу цикличне координате игра средња брзина материјалних 

делиhа у кретању, а улогу параметара qi елементи чије споре варијаци
је буду пратиле промене те брзине (геометријски елементи при шире
њу тела, електрично стање тела итд.) и ако се са dТ; означи тоталан 
рад силе, примењене на циклично кретање система, а са Т жива сила 

при томе кретању, према напред нађеној особини моноцикличних кре

тања израз 

dT1 

т 

he бити тотални диференцијал једне функције. 
Али, по механичкој теорији топлоте, рад d~ је пропорционалан 

количини топлоте dq произведене тим радом, са погодбом да је овај 
целокупан употребљен на промене термичког стања система. Тако ис

то, температура 8 је пропорционална живој сили при цикличном кре
тању. 

Према томе, и према једначини (526) израз 

he бити тоталан диференцијал једне функције S пропорционалне функ
цији V, тако да је 

dq = 8dS, 

и та функција, према томе, није ништа друго до ентропија система. 

Основне једначине термодинамике биле би, дакле, обухваhене . . 
математичким аналогИЈама, коЈе проистичу из опште шеме моноци-

кличних појава. У њима су садржане све појединости тих аналогија, ко

је би се из њих, до најситнијих факата, извеле на исти начин на који се . . 
резултати, што саставља]у термодинамику, изводе из поменутих двеЈу 

основних термодинамичких једначина. Хомологи елементи би нпр. из

међу горе наведене механичке појаве те врсте и термодинамичких 

промена, били дати овом табелом 

I п ш IV v 
ПОЈАВА ЕЛЕМЕНАТ ЕЛЕМЕНАТ ЕЛЕМЕНАТ ЕЛЕМЕНАТ ЕЛЕМЕНАТ 

механичка уг л овна одстојање функција V жива сила рад спољне 

брзина масе од обртне система силе 

осовине 

термичка средња брзина геометријски ентропија температура количина 

ЦИКЛИЧНОГ елементи при то плате 

кретања ширењутела 



550 ФЕНОМЕНОЛОШКЕ АНАЛОГИЈЕ 

Нека је поменуто и то да постоје и специјалније аналогије између 

термодинамичких појава и истицања воде из каквога резервоара, при 

којима су хомологи елементи дати овом табелом: 

ПОЈАВА I ЕЛЕМЕНАТ П ЕЛЕМЕНАТ Ш ЕЛЕМЕНАТ 

термодинамичка висина воде механичка енергија количина истекле 

воде у паду воде 

хидродинамичка температура количина топлоте ентропија 

VПI. Група бицикличних појава такође је од интереса због анало

гија, на које се у њој наилази, између многобројних, њоме обухваhених 

диспаратних појава. Као што је раније казано, ако су q1 и q2 цикличне 

координате у појави, q3 ,q4 , •.. координате са спорим варијацијама, фун

кција Т је облика 

где су А, В, С функције самих координата са спорим варијацијама; Lag
range-oвe Једначине за цикличне координате су 

(531) 

а за коорщшате са спорим варИЈациЈама 

(532) 

Изрази Q1 и Q2 представљају компоненте примењених тежњи у 

правцима q1 и q2 ; изрази Q3 , Q4 , ... дају компоненте тежњи у правцима 

q3 ,q4 , ••• које би се имале применити на одговарајуhе од ових коорди

ната, да се оне не би осетно мењале у току појаве. 

Од многобројних врста конкретних појава, обухваhених анало

шком групом бицикличних појава (струјање течности у кружним кана
лима, испаравање са кондензацијом, хемијске појаве при дисоцијацији, 

електролизи итд.), овде he бити наведене две, које истичу аналогије 
између механичких и електричних појава. 

Уочимо нпр. Boltzmann-oв механички систем, састављен из три 

коаксијалне цеви (сл. 39), углављене једна у другу, тако да се све три 
могу самостално окретати око заједничке им осовине, и то без трења. 

На свакој од три цеви налази се по једна маса ( m1 на првој, m2 на др у-
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Сл. 39 
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гој, Упз на треhој) која се може кре

тати на начин описан у сличноме си

стему за моноцикличне појаве; све 

три масе су везане, на начин који се 

види из слике, за крај по једнога ко

нца који излази кроз дољу цев. Гор

ља и доља цев могу се, свака за се, и 

помоhу једне ручице, окретати око 

заједничке осовине. Са тима је цеви

ма на нарочит начин везана средља 

цев: горља и доља цев носе по један, 

на заЈедничку осовину управан ко

тур Р1 и Р2 , а средља цев једну, тако

ђе на осовину управну шипку, на ко

јој је, и то управно на љу, утврђен 

други један котур Н, који се може 

окретати око те шипке, као осови

не; котур Н се при своме окретаљу 

котрља, и то без треља, по котури

ма Р1 и Р2 . 

Зависност кретаља средље це

ви од кретаља осталих двеЈу лако се 

види на овај начин: кад би се горља 

и доља цев окренуле за Један исти 

угао и у Једноме истоме смислу, и 

средља би се цев окренула за исти угао и, такође, у истоме смислу, а 

котур Н, међутим, не би се покренуо око своје осовине. Напротив, кад 

би се горља и доља цев окренуле за један исти угао, али у супротним 

правцима, котур Н би се, такође, покренуо око своје обртне осовине, 

али би средља цев остала непомична. Према томе, кад би се горња цев 

окренула за један произвољан угао /1 а доља за произвољан угао /2 и 

то обе у истоме смислу, резултат за кретаље средље цеви, би био исти 

као кад би се најпре обе цеви покренуле, у истоме смислу, за угао 

па би се, затим, горља окренула, опет у истоме смислу, за угао 

а доља за толики исти угао у супротноме смислу; очевидно је да би се 

средља цев кретала само за време првога процеса, и то за угао а. По-
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мераље и угловна брзина средље цеви биhе, дакле, увек аритметичке 

средине између помераља и угловне брзине горље и доље цеви. 

Систем се, дакле, има сматрати као одређен двема цикличним 

координатама /1 и /2 и трима параметрима r1, r2 , r3 , што представљају 

одстојаља маса од обртне осовине цеви, а која у појави играју улоге 

координата са спорим варијацијама. Брзина појединих маса су 

тако да је у одговарајуhим обрасцима на стр. 176-177 

1 
ао = Ь3 = -ro, ·' . 2 ·' 

што према поменутим обрасцима, даје 

А 2 1 2 = m1rl +4~'3' 

2 1 2 
В= m1r2 +4тзrз' 

С= lm3ri. 
4 

Функција Т је облика 

2Т = Al{2 + 2Cl{l~ + Bl~2 , 

а Lagrange-oвe једначине су 

(533) 
_E_(Al{ +Cl~) = Q1, 
dt 

iLccz; +BZ~) = Q2, 
dt 

за цикличне координате /1 и /2 , а 

(534) _1_z1'2 дА _1_z2'2 дВ -/1' /2' дС = Q,· (. 1 2 З) 
l = ' ' ' 2 дlј 2 дlј дlј 

за координате r1, r2 , r3 • 

Покренимо сад помоhу горље ручице горњу цев за један прои

звољан угао /1 и потражимо величину силе Q2 која би требало да де

лује на дољу ручицу, да би се доља цев одржала, при томе, непомична. 

Пошто би тада требало да буде l~ = О, тражена сила, према другој од 
једначина (533), би имала бити 
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Q2 =_E_(Cl{). 
dt 
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Док се год брзина l{ и одстојање r не мењају осетно, биhе Q2 = О, 
тако да на доњу ручицу не делује никаква сила; кад брзина l{ почне 
расти, мора и на ту ручицу, да би се она одржала непомична, деловати 

једна сила пропорционална коефицијенту С и убрзању l{' ротације 
прве цеви. Кад не би било те силе, друга би се цев, за време убрзавања 

ротације прве цеви, кретала у супротном правцу од ове. Обрнути ре

зултат би се имао за време успоравања првога кретања. 

Слични би се, међутим, резултати имали и при константној рота

ционој брзини прве цеви, али кад би се, при томе, спорим померањем 

масе m3 мењало одстојање r3 ове масе од осовине цеви, чиме би се иза

звало лагано мењање коефицијента С у току појаве: доња цев би се 

кретала у Једноме или другом смислу, према смислу померања масе m3 , 

и сила Q2 би била пропорционална константној брзини l' и брзини 

dC ф . промене - кое ицијента С. 
dt 

Лако се увиђа аналогија такве механичке појаве са појавом ин

дукције између два електрична кола без осетног електричног отпора, 

при чему би улогу горње и доње цеви играла сама кола; улогу углова !1 

и /2 - количине електрицитета q1 и q2 , дебитиране електричним изво

рима што се налазе у њиховом саставу; улогу ротационих брзина -
ја чине струја i1 и i2 ; улогу коефицијента С - коефицијенат М међусо

бне индукције; улогу коефицијената А и В - коефицијенти аутоиндук

ције L1 и L2 проводника у једноме и другоме колу; улогу силе Q2 -ин

дуковала електромоторна сила итд. 

Тако, кретање доње ручице у смислу супротном ономе у коме се 

мења ротациона брзина прве цеви, одговарало би електричним варија

цијама које су регулисане Lеnz-овим законом индукције. Једначинама 

(533) за механичку појаву одговарају једначине 

_E__(~i1 +Mi2 ) = Е1 , 
dt 

_E_(L2i2 +Mi1) = Е2 , 
dt 

за појаву индукције у двама колима, где су Е1 и Е2 електромоторне си
ле извора. 

Једначине (534) дају изразе компонената сила примењених при 
кретању механичког система на параметре r1,r2 ,13 (нпр. терети, обе
шени о сваки од три конца, везаних за масе т1 ,т2 ,т3 ). Кад су промене 
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тих параметара такве да се љима меља само коефицијенат А, одгова

рајућа сила је пропорционална квадрату угловне брзине z;z; кад се 
љима меља само коефицијенат В, сила је пропорционална квадрату 

брзине z;z; напослетку, кад су оне такве да се љима меља само коефи
цијенат С, сила је пропорционална продукту l{ l~ двеју брзина. 

И у томе постоји потпуна аналогија између посматране механи
чке и електричне појаве. Кад се, при индукцији, изазове, нпр. дефор

мацијама или помераљем проводника, мељаље коефицијента аутоин
дукције првога или другога електричног кола, јавља се једна пондеро

моторна сила, чија је јачина пропорционална квадрату јачине струје у 

одговарајућем колу; кад се, на сличан начин, изазове лагано мељаље 

коефицијента међусобне индукције кола, јавља се једна таква сила 

пропорционална продукту јачина двеју струја. 

Аналогија је, уосталом, тако исто потпуно и за многобројне оста

ле квантитативне појединости посматраних двеју диспаратних појава, 1 

при чему улоге хомологих елемената играју горе наведени љихови 

елементи. 

IX. Уопште, у механички.м илусШрацијама физичких појава, извр
шеним помоћу механичких моgела, који шематизирају ток и поједи

ности појава, и у којима сваки део и љегова функција играју улогу ис

товетну са оном коју игра одговарајући фактор у физичкој, моделом . . . . 
шематизираноЈ ПОЈави, огледа се Један значаЈан тип математичких 

аналогија међу диспаратним појавама. Основна идеја таквих илустра-. . . . . . 
циЈа поЈава се своди, у краЈЉОЈ анализи, на ову: кад се, у каквоЈ поЈави 

Ф, ма какве конкретне природе она била, знају улоге појединих фак

тора, па ма ти фактори и не били познати по својој интимној природи, 

могућно је наћи такав механизам, за чије he функционисаље важити 
исти математички закони што важе и за појаву Ф. Између кретаља 

. . . 
система, што саставља таЈ механизам, и промене у коЈима се састоЈи по-

јава Ф, постоји тада математичка аналогија и такве две појаве припа

дају једној аналошкој групи, у којој су одговарајући елементи, каракте

рисани истоветним улогама, хомологи елементи групе. 

Један од најподеснијих примера таквих механичких илустрација 

појава дају Boltzmann-oви механички модели за термичке и електричне 

појаве, нпр. они што су описани на стр. 546-551 са хомологим елемен
тима наведеним при томе опису. 

Сличне су врсте и механички модели које је конструисао Gaтbasso 

за шематизираље појаве испражљаваља електричних кондензатора, и 
. . 

у коЈима улогу електричног кола играЈу извесна чврста тела што се 

1 В. нпр. Boltzmann: !ос. cit.; Ј. Kunz, Theoгetische Physik, Stuttgart ,1907, S. 428-445. 
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обрhу око утврђене осовине; улогу електромоторне силе игра меха
ничка сила која креhе систем; улогу количине електрицитета (елек
тричног оптереhеља) игра угао ротације; улогу електричног отпора 
механички отпор; улогу коефицијента аутоиндукције - момент инер

ције механичког система итд. Математички закони и целокупна мате
матичка теорија испражљаваља кондензатора потпуно су аналогни 
онима што важе за законе кретаља механичког система, оличеног у 

тим моделима. - Такве врсте су и модели истога физичара што меха
нички илуструју математичке законе индукционих појава у спреговима 
електричних кола са међусобним индукционим утицајима. 

Ser W. Thomson, доследан своме начелу, према коме "разумети 
какву појаву, значи умети начинити љен механички модел", конструи

сао је такве моделе за велики број најразноврснијих физичких поја
ва.- Такви су и механички модели којима је Maxwell илустровао појаве 
индукције и поларизације диелектрика; разни модели којима је Boltz
mann илустровао Maxwell-oвe теорије електрицитета; механички си
стем којима је Lord Rayleigh илустровао аналогије између разних елек
тромагнетних појава и кретаља течности; системи које је дао Ј. D. 
Everet за илустрацију извесних компликованих оптичких појава, као: 
аномалне дисперзије и фосфоресценције, Lorentz-oв електрооптички 

модел итд. 

Ш. ФЕНОМЕНОЛОШКИ ЗНАЧАЈ МАТЕМАТИЧКИХ 

АНАЛОГИЈА 

И саме по себи, независно од услуга које могу чинити као водиље 

у појединим истраживаљима, математичке аналогије имају свога наро

читога философског интереса. Велики проблем природне философије, 

чије је решеље идеални, асимптотни циљ свих наука, и који се састоЈИ у 

томе да се све оно што се мора претпостављати ради разумеваља при

родних појава, као и број пропозиција које обухватају све што се у при

роди дешава, сведе на што је могуhе маљу меру, постаје утолико при

ступачнији и утолико више олакшан, уколико је веhи број запажених 

аналогија међу диспаратним појавама. 

Очевидно је, пре свега, да све што доприноси груписаљу појава по 

љиховим механизмима, законима љиховога тока и математичким рела

цијама међу факторима што у тим механизмима играју одређене уло

ге, доприноси, у исто време, и томе да се приђе за који корак ближе 

поменутоме асимптотноме циљу. Математичке аналогије, које једној 

маси диспаратних појава дају један исти, заједнички тип, једно су од 

најмоhнијих средстава за такво приближаваље томе циљу. Ослобађају-
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hи из једне аналошке групе оно што је љоме обухваhеним појавама 
заједничко, што их спаја, што им, поред све диспаратности, даје један 
исти тип, математичке аналогије доводе до једне опште теорије те 

групе појава, у којој конкретна природа, љихова као и појединих фак
тора у љима, није прецизирана, нити игра какву улогу, а која се, међу
тим, спецификоваљем те конкретне природе своди на специјалне тео

рије појединих од тих појава и, на тај начин, обухвата једну масу, на 
први поглед разнородних теорија, без икакве међусобне везе. То чини 

могуhним груписаље појава у типове, по математичким аналогијама 

што постоје међу љима, а тиме и редукцију недогледнога броја диспа

ратних појава на ограничен број типова, које је довољно проучити, па 
да, тиме, и појаве, из којих су они апстраховани, буду проучене. Јасно 
је, преЈ:.iа томе, да he се бити врло близу горљем идеалном циљу кад 
појаве буду тако груписане и подведене под опште шеме, на чије he 
проучаваље бити тада, редукован основни проблем природне филосо

фије. 

Међутим, и поред тога, математичке аналогије као водиље, су 
чиниле знатних услуга при едификацијама појединих теорија које са

стављају разне гране модерне математичке физике. Кад је веh запа

жена, или наслуhена, таква аналогија међу двема појавама до једне 

одређене тачке, сматрано је за вероватно да he она важити и надаље, 
преко те тачке, тако да кад је веh разрађена математичка теорија јед

не од љих, оне чија је теорија приступачнија, ова је, са одговарајуhом 

својом конкретном интерпретацијом, примељивана и на другу од двеју 

појава. Верификоване, или нетачне, консеквенце имале су пресуђи

вати о томе, уколико су претпостављене, или проширене, аналогије у 

таквим случајевима одговарале реалности. То је био начин на који су 

Ohm, Lame, Maxwell, ser W. Thomson, Kirchhoff, Helmholtz и др. форми
рали модерне теорије еластичности, атракције, распростираља елек

трицитета итд., вођени наслуhеним аналогијама међу појавама. Ohm је 
нпр. едификовао своју теорију распростираља електрицитета, пренев

ши у љу и оне исте претпоставке о механизму тога распростираља и 

исто математичко извођеље које је Fourier веh био увео, и верифико
вао као тачне, разрађујуhи своју теорију распростираља топлоте. Max
well-oвe теорије, готово све, су сугерисане наслуhеним аналогијама: 

љегове су нпр. основне електромагнетне једначине добијене асимила

цијом електромагнетних појава једној извесној врсти вихорастог кре

таља течности, за које су те једначине очевидније. Аналогије међу за

конима што важе за савршене гасове, и оних што регулишу осмотичке 

појаве у семипермеабилним дијафрагмама, учиниле су, такође, услуге 

теорији осмотичких појава. Исти је случај и с великим бројем електри

чних и хидродинамичких ПОЈава итд. 
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Поред теоријског интереса који у себи скривају математичке 
аналогије, оне могу, у исто време, бити и моћно оруђе за проналажење 
нових конкретних факата у природним појавама, који би, без анало
гија, као водиља, могли остати незапажени, или би, бар, констатовање 
њихове егзистнције било остављено случајностима. Конкретан пример 
за то, између многобројних случајева те врсте, дају аналогије везане за 
принцип одржања енергије, Carnot-oв принцип и њихове аналитичке 
последице у разним врстама природних појава. Тако, Lippmann-oвe 

аналогије између термодинамичких и електричних појава, при којима 
принцип одржања електрицитета игра, у електричним појавама, исту 

улогу коју игра Carnot-oв принцип у термичким појавама (хомологи 
елементи су наведени на стр. 541), доводе за електричне модификације 
до низа математичких релација, аналогних онима у термодинамици, и 

које су, конкретно интерпретиране, не само довеле до нових факата, 
већ и истакле егзистенцију нових, дотле незапажених појава. Такви су 
нпр. следећи факти и појаве. 

1. Промене капацитета електричних кондензатора, чије су арма
туре растављене слојем гаса, кад се мења притисак овога: капацитет је 

тада пропорционалан притиску (факт који је експериментом конста
товао Boltzmann); при сталноме притиску, запремина гаса се смањује 
пропорционално разлици потенцијала двеју арматура (факт који је 
констатовао Quincke за угљен-диоксид). 

2. Електричне модификације при компресији кристала, при чему 
се, кад је кристал компримиран у правцу једне од својих осовина, јавља 

у њему електрична поларизација истога смисла као и она коју изазива 

повишавање температуре: она је пропорционална величини компреси

је и нестаје је са овом. Обрнуто: кад се кристал наелектрише, он се 

издужује на исти начин као што би то било повишавањем температу

ре, и величина је тога издуживања пропорционална електричном по

тенцијалу (факти које су експериментом констатовали Р. и Ј. Curie на 
турмалину, кварцу и топазу). Пошто се таквим модификацијама мења 
и сама структура кристала, оне морају са собом, у исто време, повла

чити и промене његових оптичких особина. 

3. Ширење стаклених арматура електричних кондензатора кад се 
ови пуне електрицитетом, и контракција при њиховом испражњавању; 

линеарно је ширење, при томе, пропорционално квадрату разлике 

потенцијала двеју арматура (факт који су констатовали Govi и Duter). 

4. Електрокапиларне појаве, које је Lippmann предвидео као једну 
од последица поменутих аналогија и констатовао их експериментом, 

нашавши да јачина ефеката капиларности, између живе и закисељене 

воде, зависи од разлике потенцијала тих двеју течности и да се, обр-
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нуто, величина те разлике мења кад се на ма који начин, акцијом 

спољних сила, мења величина њихове додирне површине.l 
Напослетку, математичке аналогије могу чинити још једну врсту 

услуга, које у појединим случајевима имају своје нарочите важности: 
оне су једно подесно помоhно средство за .маiйеријализацију аналиiйи
чких йробле.ма. Материјализација се састоји у томе да се за један дати 
аналитички проблем нађе конкретна појава, за коју he важити исте 
релације и исти закони који би се добили аналитичким решењем тога 
проблема. Дешава се да, при таквој материјализацији, каква релација, 

или каква нарочита појединост, која је скривена у једначинама анали

тичког проблема и коју је тешко истаhи чисто аналитичким средстви

ма, постаје очевидна у конкретној појави која проблем материјали
зира. 

Наместо конкретних појава, онаквих какве се дешавају у реал

ности, могу се, при таквој материјализацији, у мислима представљати и 

фиктивне појаве, са нарочитим подесним претпоставкама о њиховоме 

механизму, које не морају одговарати реалности, но које би биле такве 
да, кад би се оне, у таквим претпоставкама дешавале, закони појаве, с 

једне стране, били би обухваhени датим аналитичким проблемом, а с 

друге стране, извесне нарочите појединости тих закона би биле саме 

по себи очевидне у таквој фиктивној појави. 

Овакве материјализације, било конкретне, било фиктивне, а које 

су знаiйно олакшаване .маiйе.маiйички.м аналоzија.ма .ме!Ју gисйараiйни.м 

йојава.ма, представљају у исто време и једно интересантно помо:lшо 
средство за откривање чисто аналитичких, рачунских факата, скриве

них нпр. у диференцијалним једначинама аналитичког проблема, а чи

ме је, у појединим приликама, олакшана и сама тачна или приближна 

интеграција таквих једначина. 

Као конкретан пример материјализације аналитичких проблема и 

услуга које она може чинити при интеграцији диференцијалних једна
чина, нека је наведена појава која се састоји у померању нивоа једне 

течности, у суду одређеног облика, кад у течност поступно продире 

какво чврсто тело М, такође одређеног облика. Закон по коме he се 
померати ниво течности зависи од облика суда, облика тела М и начи

на његовога кретања при продирању у течност; он се добија интегра

цијом једне диференцијалне једначине првога реда, чији облик зависи 

од поменутих елемената, а која се, каткад, или не може аналитички 

интегралити, или јој је аналитичка интеграција заметна, а добијени 

интеграл, по компликованости аналитичког израза што га представља, 

1 Начин на који су ови факти предвиђени према поменутим аналогијама, може 
се нпр. видети у Mascart-Joubert: Ler;ons suг l' Electгicite et le Magnetisme t. I, р. 715-722. 
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неподесан за даљу употребу. Међутим, то се померање може, на један 

врло прост начин, непосредно графички обележавати кретањем једно

га пера које прати померање нивоа. Кретање пера материјализира, да
кле, закон варијације интеграла поменутих диференцијалних једначи

на, које су, на тај начин, 2рафички инШе2раљене.1 
Нека су, као други пример, наведени материјализација Riccati-jeвe 

диференцијалне једначине 

и аналитички резултати за ту једначину, које таква материјализација 

истиче. 

Означивши, краткоће ради, са .f.. и .f2 једну и другу од вредности 

.fi = -~( <r1 +~<р~- 4<pz ), 

.fz = -~( <r1- ~<р~- 4<pz ), 

једначина се може написати у облику 

dy 
-=(у- .fJ)(y- .fz). 
dx 

Нека се замисли једна бимолекуларна хемијска реакција, која се 

збива између двеју течности А1 и А2 по хемијској једна чини 

т! А! + mzAz = Р1В1 + PzBz + ... + PnBn, 

где А,· означују реагенсе и В; продукте реакције. 
Нека је У; количина једнога од продуката В;, награђена у току 

реакције, а у размаку времена од t =О до уоченог тренутка t; нека су ro 1 · 

и ro 2 количине реагенаса које су преостале до тренутка t. 
Претпоставимо, као што се то и чини у хемијској кинетици, да је 

брзина реакције (па дакле и тежња која има за непосредан објекат ко

личине У; продуката) у сваком тренутку пропорционална преосталим 

количинама ro 1 и ro 2 реагенаса, и да је коефицијенат пропорционално

сти утврђен за једну одређену реакцију и један одређени скуп прилика, 

у којима се она збива. Тада би било 

1 М. Petrovitch, Appareil д liquide роиг l' integгation graphique de certains types d' equa
tions differentielles, Americ. Journal of Mathematics. Vol. ХХП, N9 1. 
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где су С1 и С 2 количине независне од t и Yi. 
Количине ro1 и ro 2 мењају се и саме по себи, у току реакције, не

престаним трошењем реагенаса А1 и А2 • Али оне се могу мењати и 

спољним узроцима, независно од варијација произведених самом реак

цијом. Нека се нпр. замисли да се течности А1 и А2 уливају у суд, у 
коме се збива реакција, тако да се зна закон тога придолажења, тј. да 
се у свакоме тренутку t знају придошле количине тих течности z1 и z2 
као функције времена t. 

Ако су а 1 и а2 првобитне количине реагенаса А1 и А2 које се на
лазе у смеши у почетку реакције, u1 и u2 - количине тих реагенаса, 

утрошене до тренутка t, биће 

Ставивши даје 

ffi1 = al +z1 -ul, 
ffi2 = а2 + Z2 - и2. 

а 1 + z1 = 81(t), 
а2 + z2 = 82 (t), 

где ће 81 и 82 бити одређене и познате функције времена t, и приме
тивши да су, према основном хемијском закону, количине u1 и u2 за све 

време трајања реакције пропорционалне међу собом и са количинама 

у1 и У2, ток појаве биће регулисан само једном диференцијалном једна
чином облика 

где и означује једну од количина u1 и u2 , и поменутом пропорционал

ношћу. Сменивши t са~' а и са у, једначина се своди на горњи облик 
с 

Riccati-jeвe једначине 

dy 
dx = (у - iJ )(у - !2 ), 

где .fJ и / 2 означују резултат смене t = ~у функцијама 81 и 82 . 

На тај начин, ова једначина би била материјализирана кинети

чким током бимолекуларне хемијске реакције, кад се ова збива у наве

деним приликама. Међутим, из самога начина на који количине реаге-
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наса у смеши утичу на брзину реакције очевидно је да he ова, а са њоме 
и количине формираних продуката, бити утолико веhе уколико је јачи 
придолазак једнога, или другога, или оба реагенса. С друге стране, ко
личине продуката непрестано he расти у размаку времена у коме се де
шава реакција, али остајуhи, при томе, непрестано мања од оне коли
чине која би одговарала потпуном утрошку једнога или другога реа
генса. А пошто су за све време трајања реакције функције Л и f 2 не
престано позитивне и никако не опадају, то су из саме појаве, без икак

ве аналитичке дискусије, очевидни ови чисто аналитички факти. 
Кад год су за једну Riccati-jeвy једначину 

функције 

(F) -~(<pl +~<pf -4<рз) и -~(<pl -~<pf -4<р2 ), 

у једноме размаку од х= О до х= а позитивне и никако не опадају, не
мајуhи, при томе, х= О као вишеструку нулу, онда, за све вредности х у 
томе размаку, интеграл у, који постаје раван нули за х= О, има следеhе 

особине. 

1. Он је позитиван и непрестано расте, али при томе рашhењу 
остаје непрестано мањи од одговарајуhих вредности (F). 

2. Ако се у једначини смене <р 1 и <р 2 другим каквим функцијама, 
за које he одговарајуhе комбинације (F) задовољавати погодбе наве
дене за (F), али, при томе, бити по вредности веhе од (F), интеграл дате 
једначине he бити по вредности мањи од интеграла нове једначине. 

3. Ако су, при томе, нове комбинације по вредности мање од (F), 
интеграл у he бити по вредности веhи од интеграла нове једна чине. 

У осталом, непосредним мерењем утрошених количина реагенаса, 

или формираних продуката реакције, у разним тренуцима за време ње

ног трајања, и интерполацијом табеле тако добијених података, имала 

би се хемијска uнiile2paцuja дате Riccati-jeвe једначине.l 
Нека је, као пример, поменуто и то да поједини аналитички фа

кти, везани за криволинијске интеграле, постају очевидни у конкрет

ним (нпр. хидродинамичким) појавама, у којима се на њих наилази; да 
поједини геометријски факти, на које се наилази у теорији минимал
них површина, постају очевидни кад се физички конкретизују, нпр. у 

капиларним појавама, Рlаtеаu-овим експериментима итд. 

1 М. Petrovitch, Sur l' equation differentielle de Riccati et ses applications chimiques, Sitz, 
Ber. d. kgl. Ьt.ihm. Gesellschaft d. Wissenschaften, Prag, 1896. 
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наса у смеши утичу на брзину реакције очевидно је да ће ова, а са њоме 

и количине формираних продуката, бити утолико веће уколико је јачи 
придолазак једнога, или другога, или оба реагенса. С друге стране, ко
личине продуката непрестано ће расти у размаку времена у коме се де

шава реакција, али остајући, при томе, непрестано мања од оне коли
чине која би одговарала потпуном утрошку једнога или другога реа
генса. А пошто су за све време трајања реакције функције / 1 и / 2 не
престано позитивне и никако не опадају, то су из саме појаве, без икак

ве аналитичке дискусије, очевидни ови чисто аналитички факти. 

Кад год су за једну Riccati-jeвy једначину 

функције 

(F) - ~ ( <!'1 + ~<pf - 4<рз) И - ~ ( <!'1 - ~<pf - 4<pz ), 

у једноме размаку од х= О до х= а позитивне и никако не опадају, не
мајући, при томе, х= О као вишеструку нулу, онда, за све вредности х у 
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1. Он је позитиван и непрестано расте, али при томе рашћењу 
остаје непрестано мањи од одговарајућих вредности (F). 

2. Ако се у једначини смене <р 1 и <р 2 другим каквим функцијама, 
за које ће одговарајуће комбинације (F) задовољавати погодбе наве
дене за (F), али, при томе, бити по вредности веће од (F), интеграл дате 
једначине ће бити по вредности мањи од интеграла нове једначине. 

З. Ако су, при томе, нове комбинације по вредности мање од (F), 
интеграл у ће бити по вредности већи од интеграла нове ј едначине. 

У осталом, непосредним мерењем утрошених количина реагенаса, 

или формираних продуката реакције, у разним тренуцима за време ње

ног трајања, и интерполацијом табеле тако добијених података, имала 

би се хемијска инШеiрација дате Riccati-jeвe једначине.1 
Нека је, као пример, поменуто и то да поједини аналитички фа

кти, везани за криволинијске интеграле, постају очевидни у конкрет

ним (нпр. хидродинамичким) појавама, у којима се на њих наилази; да 
поједини геометријски факти, на које се наилази у теорији минимал
них површина, постају очевидни кад се физички конкретизују, нпр. у 
капиларним појавама, Рlаtеаu-овим експериментима итд. 

1 М. Petrovitch, Sur l' equation differentielle de Riccati et ses applications chimiques, Sitz, 
Ber. d. kgl. bohm. Gesel!schaft d. Wissenschaften, Prag, 1896. 



ДРУГА ГЛАВА 

КВАЛИТАТИВНЕ АНАЛОГИЈЕ 

Генералност квалитативне дескрипције појединости појава и њихових механизама. -
Генералност квалитативних аналогија међу појавама. -Језгро аналогије и скалирање 
аналогија по њиховој садржини. - Феноменолошки значај квалитативних аналогија 

Појединости које састављају језгро аналогије двеју појава и које 
се могу односити или на начин на који се узастопна тренутна стања у 

појави нижу једно за другим у току ове, или на појединости механизма 

појаве, или на обоје у исти мах, могу бити квалиШаШивне природе, 

тако да се не могу изразити математичким релацијама: међу појавама 

постоје, тада, квалиШаШивне аналоzије њиховога тока, или њихових 

механизама, или, у исти мах, и једног и другог. 

Казано је да је квалитативна дескрипција могуhна за све врсте 

дескриптивних елемената, од најконкретнијих до најапстрактнијих. 

Сваки појам, свака идеја, сваки ocehaj, имају у себи нечега што се мо
же схватити као веће или мање, као јаче или слабије, по чему се поје

дина стања таквога елемента могу међу собом упоређивати, и по чему 

се могу схватити све оне квалитативне појединости на које се наилази 

и у варијацијама практично мерљивих елемената: рашћење или опа

даље, анулисање, максимуми и минимуми, континуални, дисконтинуал

ни, интермитентни, ритмички, периодични карактер итд. 

С друге стране, природе двеју улога, у механизмима двеју појава, 

могу бити исте, као што може бити један исти и начин на који су, у тим 
механизмима, комбиноване сличне улоге. Заједничка природа, у таквој 

аналогији хомолоzих улога, огледа се у самоме језгру њихове анало

гије, тако да то језгро дефинише, у исто време, и саму природу тих 

улога, и то тачније или овлашније, према одређености у њему садржа

них факата. 

То су појединости које карактеришу заједничке црте у диспарат

ним појавама и које чине да каква појава, посматрана са једнога одре

ђеног гледишта, подсећа на другу какву, од ње по конкретној природи 

сасвим различну појаву, са којом она не мора имати ничега заједни-
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чког, осим сличности улога појединих фактора у њиховим механи

змима и сличности у појединостима тока. Оне многобројне, безначајне 

или дубље, метафоре и компарације једних појава са другима, које се и 
у обичном животу, и у поезији, и у свима наукама тако радо употре

бљују, нису ништа друго до нарочити израз запажених, или наслуhе

них, квалитативних аналогија међу разнородним појавама. Поређење 

нпр. наглих појава, ма које врсте, са бујицом (нпр. освајачка бујица, 

бујица страсти); поређење напрасних, тренутних, узрока ма које врсте 

са ударом; поређење физиолошких, социолошких, психичких, историј

ских итд. ритмичких појава, са плимом и осеком; поређење латентних 

унутарњих процеса у великим узбурканим људским масама са врењем; 

поређење напраситости, иза којих долази душевна утишаност, са екс
плозијом, или електричним испражњавањем; поређење душевних не

мира са узбурканим морем; поређење свести са фотографском плочом, 

у погледу примања утисака, при чему нпр. рецептивитет за утиске 

може бити ослабљен утврђеним, укорењеним предрасудама, заблуда

ма, као што рецептивитет плоче може бити ослабљен инертним сло

јем, којим би плоча била превучена итд., јесу све примери поређења та- · 
кве врсте. 

Оно што у таквим метафорама и компарацијама, поред свога 

могуhног поетског значаја, може имати и реалистичне, феноменоло

шке подлоге, јесте егзистенција једнога скупа одређенијих или овла

шнијих квалитативних појединости, које састављају језгро аналогије 

између појава што се међу собом пореде и које су, у великоме броју 

случајева, и од феноменолошког интереса. Језгро аналогије нпр. изме

ђу освајачке бујице једне необуздане хорде и водене бујице која руши 
препоне, и то утолико силније уколико су ове веhе, састоји се у факту 

. . . . 
егзистенциЈе Једнога интензивног импулсивног узрока, КОЈИ постаЈе 

утолико јачи уколико су веhе препреке и сметње што се стављају насу

прот његовој акцији.- Језгро аналогије између једне физиолошке, или 

ма какве друге ритмичке поЈаве, и лаганога, одмереног кретања кла

тна, састоји се у осцилацијама појаве око једнога одређеног стања, са 

наизменичним удаљавањем од тога стања, приближавањем и про

ласком кроз њега; при томе, језгро може садржати и заједнички факт 

егзистенције једнога импулсивног периодичног узрока, или једнога де

пресивнога узрока који јача упоредо са тоталитетом свога непо

средног објекта. -У аналогији између појаве плиме и осеке и мири

сних еманација у цвету биљака, језгро се састоји, с једне стране, у пе
риодичности тока појаве, а с друге стране у егзистенцији једнога им

пулсивнога узрока у њиховим механизмима, КОЈИ се мења по перио

дичном закону. - У аналогији између ондулација надражљивости нер
внога центра и начина на који се у подморским кабловима, а по методи 
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Lord Kelvin-a, постиже враhање овога, после једнога, веh предатог 
сигнала, у његово нормално, неутрално стање, у коме би био спреман 

за примање и провођење новога сигнала, језгро аналогије би се имало, 
поред заједничког осцилаторног карактера, састајати у заједничкој 
шеми механизма тих појава, а која је, као што је раније казано, овак
вога облика: акција једнога дисконтинуалнога, ритмичког, интермите
нтнога низа тренутних, по смислу и јачини неједнаких импулса на један 

систем, који би се, остављен сам себи, вратио у своје нормално, ста
ционарно стање, а кад је, при томе, сваки импулс супротног смисла ва

ријацији непосреднога објекта своје акције, а по апсолутној вредности 
утолико јачи уколико је овај по вредности веhи. -Једна непрегледна 
маса природних појава показује међусобну квалитативну аналогију, 

чије се језгро састоји у овоме скупу факата: модификације у једноме 

систему, који је првобитно у једноме од својих стационарних стања, 
изазване варијацијама једнога од фактора у појави, чија је сталност 
потребна за одржање стационарног стања, такве су природе да се увек 

противе варијацијама које су их изазвале. Такве природе су електри
чне појаве, обухваhене Lеnz-овим законом индукције; такве су и оне, 

обухваhене GЉЬs-овим и Le Chatelier-oвим законом за физичко-хемиј
ске трансформације, или оне, обухваhене биолошким законом слично

га облика, који се манифестује у функционалној асимилацији при од

брани организма итд. 

У погледу потпуности, квалитативне би се аналогије могле ска

лирати, по броју и важности њима обухваhених појединости, од најпо

тпуније до најовлашније, са свима прелазима од једнога до другог екс

тремума; скалирање би могло бити сличне врсте ономе што је употре

бљено у данашњој геометрографији1 при класификацији конструкти
вних геометријских проблема по степену простоте њихове конструк

ције. 

Нарочити феноменолошки интерес квалитативних аналогија 

лежи у ономе што је наведено у одељку о реципроцитету између саста

ва механизма појава, начина варијација активитета што улазе у тај 

састав, и појединости манифестације појаве. На првоме месту, по 
извесним квалитативним појединостима, садржаним у језгру аналогије 

једне групе појава, може се, са извесном вероватноhом, кадшто и са 

поузданошhу, закључивати на егзистенцију заједничких факата у њи

ховим механизмима, необухваhених тим језгром. Затим, заједничке 

квалитативне појединости тока појава, као што су: симултано рашhе

ње и опадање; убрзавање или успоравање рашhења или опадања; 

1 Е. Lernoine, Geometrographie, Scientia NQ 18. 
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симултани максимуми или минимуми; стално задоцљење, у обема 

појавама, у јављаљу таквих особитости итд. могу бити индикације о 
каузалној вези међу таквим појавама. 

Дешава се да разнородне појаве, груписане у квалитативне анало

шке групе по уоченим заједничким квалитативним појединостима, 

истичу, у језгру међусобне аналогије, какав факт од нарочитога фено

менолошког интереса, који може служити као модел за заједничку фе

номенолошку експликацију диспаратних појава, или који, у приликама, 

унифицирајуhи а шематизирајуhи механизме појава, дају им тип обје

ката математичке анализе, чинеhи, тиме, могуhним увођеље ове у про

блем. 

Приближимо нпр. једну другој ове међу собом диспаратне појаве. 

1. За раздвајаље међу собом врло сродних хемијских елемената 
може се употребити, поред осталих, и овакав један начин: извршити са 
смешом, у којој се ти елементи првобитно налазе у облику било каквих 

једиљеља, један низ физичких, хемијских или механичких операција, 

које се не извршују истом брзином за све елементе у групи; подесним 

комбиноваљем таквих операција у узастопним, тако добијеним 

делимичним смешама, све више he се, према осталима, истицати један 
од елемената, тако да he, после довољно великога броја операција, по
следља смеша садржати у осетној количини само тај један елеменат, а 

остали he се налазити, са љиме измешани, у занемарљивим количи
нама. 

2. За раздвајаље међу собом сродних врста микроба, које би се 
налазиле измешане у једној истој култури, може се, поред осталих, 

употребити и овакав један начин: пренети, на врху игле, из дате смеше 

у другу једну културну средину једну врло малу количину микроба и 

култивисати их за једно одређено време; из те културе пренети, опет 

на врху игле, једну такође минималну количину микроба у једну нову 
културну средину, култивисати их у љој за једно одређено време, пре

нети их опет, на исти начин, у нову једну средину итд. У узастопним, 

тако добијеним, културама he се све више, према осталима, истицати 
једна врста микроба, она која се, у приликама што их пружа култура, 

најбрже размножава и најбоље напредује; после довољно великога 

броја таквих операција у последљој he се култури налазити, готово 
искључиво, та једна врста микроба, према којој су, по бројноме стаљу, 

остале врсте занемарљиве. 

3. Центрифугална машина за раздвајаље злата од осталих састо
јака истуцане рудне смеше, којом се, према разлици центрифугалних 

сила појединих састојака исте запремине, врши раздвајаље састојака 

које машина разбацује по концентричним круговима око обртне осо

вине, а при чему се операција понавља дотле док на једноме одређе-
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наме таквом кругу, на коме се највише гомилају делићи злата, ово не 

буде довољно пречишћено од осталих састојака рудне смеше, није 

ништа друго до једна нарочита реалИзација истога процеса. 
4. Природна и вештачка селекција, извршена у једноме дугачком 

низу генерација, на једној првобитној мешавини разних органских фе

ла, или разних индивидуа једне исте феле, није, у својој суштини, ни

шта друго до један нарочити облик истога феноменолошког процеса: у 

узастопним генерацијама he се све више истицати, према осталима, 
једна одређена фела, варијетет итд. (она што се најбоље прилагођава 

датим животним приликама), која he, у току генерација, све више 
бројно предоминирати над осталима. 

Заједничка квалитативна шема, у којој се састоји језгро аналогије 

ове групе појава, своди се на један процес овакве врсте: еволуција де
скриптивнога система у једноме одређеноме правцу, постигнута итера

тивним појачавањем пропорција онога од елемената система у чијем 
правцу систем еволвира, према осталим елементима. Ако се са vu озна
чи величина елемента vu дескриптивног система 

(528) 

после ј-те итерације систем се има сматрати да еволвира у правцу еле

мента vk, кад у току процеса параметри, дефинисани обрасцима 

'А - vk-I,.i 
k-l,j ---

vki 

1 _ vk+I . .i 
1\;k+l,j ---

vkj 

поступно опадају; систем је йоШйуно еволвиран у правцу тога елемен

та кад ти параметри, опадајући у току процеса, спадну на вредности 

које се не разликују осетно од нуле. Процес је, дакле, карактерисан ни-

зом неједначина 

{
i. = 1, 2, ... ,п}, 
Ј= 1,2, ... ,р 

(где је р целокупни број итерација) и 
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У;р <Е (i = 1,2, ... ,n), 

где Е означује један одређен, довољно мали број. 

У појави 1. улоге елемената (528) играју концентрације смеше по 
хемијским елементима које ова садржи; интеративна операција (О), 
којом се смаљују вредности параметара Ли (релативна концентрација 
по елементу ранга i после ј-те итерације) састојала би се у употребље
н ој физичкој, хемијској или механичкој операцији; ефекат итерације је 
поступна еволуција смеше у правцу онога елемента с којим се та опе
рација најбрже извршује. 

У појави 2. улоге елемената (528) играју вредности што предста
вљају бројно стаље појединих врста микроба у смеши; итеративна опе
рација (О) се састоји у преношељу микроба из једне средине у другу, и 
она има за ефекат еволуцију смеше у правцу оне врсте микроба, која, у 
приликама што их пружа употребљена културна средина, најбрже на

предуЈе. 

У појави 3. елементи су V; концентрације рудне смеше по љеним 

састојцима; итеративна операција (О) је пропуштаље смеше кроз цен
трифугалну машину. 

У појави 4. улоге v; играју концентрације смеше по индивидуама 
једне органске феле, или једнога варијетета, мерене љиховим релатив

ним бројним стаљем, према укупноме бројном стаљу индивидуа у сме

ши; улогу операције (О) игра скуп свега онога чиме се врши селекција, 
и она има за ефекат еволуцију комплекса у правцу оне феле, или вари

јетета, који се буду нај брже прилагодили животним приликама, пруже-
о о 

ним при таквоЈ селекциЈи. 

Шема процеса је исте врсте као и она, на коју се своди Graffe-oвa 

метода за раздвајаље корена бројних једначина итеративним смаљива

љем међусобних пропорција корена; операција (О) се састоји у квад
рираљу, које, као итеративна операција, има за ефекат трансформаци

ју дате једначине у другу, у КОЈОЈ су корени занемарљиви према једноме 
од љих, који се издваја својом врло великом вредношhу. 

Таква заједничка, иако веома проста шема, која унифицира меха

низме толиких диспаратних појава, има битне облике објеката матема

тичке анализе; ова би, уведена у проблем, имала и могла да изведе 

квалитативну, а према подацима који се буду имали о факторима у 

појави, о особинама употребљене итеративне операције итд., и саму 

квантитативну дескрипцију тока еволуције; да предвиди пертурбације 
које би у љу уносили поједини нови узроци познатих активитета, убр

заваље или успораваље еволуције, моменте кад је она најинтензивнија 

или најслабија, континуалан или ритмички карактер напредоваља 

процеса према разним предвиђеним приликама, резултујуhе појаве 
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~то би произлазиле од суперпозиције неколиких таквих процеса у 
Једноме истоме систему итд. 

Уочимо, као пример друге врсте, и приближимо једну другој ове, 
међу собом такође диспаратне, појаве. 

1. Познато је да мирис једнога, ма и хемијски чистог, тела не мора 
увек бити прост: у великоме броју случајева он је састављен из више 
простих мириса који коегзистирају у истоме телу и, делујуhи симул

тано на чулни орган, изазивају резултујуhу сензацију мириса. Између 

начина на КОЈе се ови прости мириси, у једноме истоме телу, могу један 

од другог пораздвајати, био би и овакав један: сваки од њих има свој 

одређени минимум перцептибилитета испод кога престаје утицати на 
чулни орган, и ти минимуми нису једнаки за све мирисе; кад се, дакле, 

буде поступно умањивала количина мирисне супстанце, простих ми

риса he поступно нестајати једнога за другим, по реду релативних вели
чина тих минимума. Ти he се мириси, напротив, појачавати поступно, и 
у обрнутоме реду, кад се количина супстанце буде поступно повеhа
вала. 

Jacques Passy1 је на тај начин успео дисоцирати комплексне мирисе 
неколиких хемијских тела. Пошавши нпр. од једне врло слабе дозе 

терцијерног амил-алкохола и повеhавајуhи је поступно, констатоване 

су овакве градације при сензацијама мириса: на количини супстанце од 

0,00001 g, што одговара првоме минимуму перцептибилитета, oceha се 
Један карактеристичан мирис, различан од правога мириса посматра

нога алкохола и који подсеhа на бензин и изо-амил-алкохол; на коли

чини од 0,002 g, што одговара другоме минимуму, oceha се један, доста 
јак, мирис који подсеhа на камфор; тек се после овога, као резултат су

перпозиције та два проста мириса, јавља прави, карактеристичан ми

рис самога алкохола. 

Слични резултати су добијени и за велики број других хемијских 

тела, као за: салицил-алкохол, бензалдехид, бензил-хлорид итд. Зала

жено је, уосталом, да веhина мириса, врло пријатних кад је супстанца у 

слабој дози, постаје непријатна кад је доза јака. Појава се, у великоме 

броју случајева, има приписати једноме механизму исте врсте; резул

тујуhи мирис супстанце састоји се из два проста мириса: једнога слабог, 

пријатног, чији је минимум перцептибилитета нижи од минимума дру

гога простог мириса, тако да се само он oceha кад је супстанца у слабој 
дози, и једнога јаког; а непријатног мириса, са вишим минимумом пер

цептибилитета и који, кад је супстанца у јачој дози, маскира први ми
рис и даје резултујуhем мирису ону непријатност што га карактерише. 

1 Suг l' analyse d'une odeu1· complexe, С. R. de 1' Acad. dos Sciences, t. 115, 1892, 
р. 689-690. 
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2. Кад око визира, у једноме сталном правцу, какву белу, уни
формно осветљену површину, и кад, при томе, какав таман предмет 
брзо пролази кроз видно поље, констатује се оваква оптичка појава: 
површина преко које прелази предмет, а непосредно по проласку ово
га, изгледа тамна; на ономе делу те површине на коме је веh повраhено 

првобитно осветљеље може се запазити интензивна црвена боја, 
онаква каква се опажа на спољној периферији обојенога прстена при 
Newton-oвoм експерименту. 

Експликацију појаве Mascart1 своди на један механизам овакве 
врсте: утиска на ретини, од осветљене површине, нестаје брзо при про

ласку тамнога предмета преко те површине, али се тај утисак не поја

вљује опет тренутно чим предмет буде прешао; он се јавља са изве

сним задоцљељем, чији је узрок физиолошке природе, и то задоцњеље 

није једно исто за све боје у спектру: оно је утолико маље уколико је 

веhа таласна дужина боје. Црвеној боји одговара најмаље задоцњење, 

и то је узрок интензивној црвеној боји која карактерише траг пред

мета на осветљеној површини; за њом се ређају остале, мање живе 

боје, према својим таласним дужинама, маскиране црвеном бојом, која 

се и прва јавља, и најинтензивнија је међу осталима. 

Језгро аналогије између појава 1. и 2. састоји се у овој простој 
заједничкој шеми: дисоцијација једнога комплекса фактора на његове 
састојке, према градацији ефекта за њих везане, једне исте, врсте 

активитета, који су, у тим двема врстама појава, физиолошке природе. 

У појави 1. састојци комплекса су прости мириси; особина употреб
љена за дисоцијацију њиховога колективитета јесте она везана за ми

нимум перцептибилитета, различног за разне просте мириса. У појави 

2. састојци комплекса су поједине просте боје; особина која чини да се 
оне једна од друге раздвајају, и тиме изазивају поменуту оптичку поја

ву, јесте та да се надражаји јављају са задоцљењем, које није исто за 

све боје. 

На исти механизам, као модел, се наилази и у маси других појава. 

Хемијска квалитативна анализа, као и раздвајаље хемијских тела из 

једне смеше фракционим дестилисањем, нису ништа друго до један низ 
процеса сличне врсте. Поступно мењање боје водених организама има 

се приписати процесу исте врсте: комплексна боја, која нпр. каракте

рише такав један организам у тренутку кад је извађен из воде, имала 

би се приписати мешавини пигмената који се, разним брзинама, транс

формишу на ваздуху, и отпадајуhи, на тај начин, један по један, из те 
мешавине, изазивају тиме непосредно појаву о којој је реч. Тако би се 

1 Sиг le геtагd des impressions lumineuses, С. R. de l'Acad. des Sciences, t. 113, 1891, 
р. 180-181. 
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имао и тумачити прелаз боје ракова од мрке до интензивно црвене бо

је; промене се врше у кутикули која је састављена из пигмената разних 
боја, чија мешавина даје љуштури тамну боју. Свих тих пигмената не

стаје хемијском трансформацијом, осим онога што је карактерисан 
црвеном бојом, који, као веома постојан, једини заостаје пошто сви ос

тали ишчезну; појава, онаква каква се непосредно манифестује, илу

струје ред по коме пигменти један за другим нестају из првобитнога 

комплекса. 

О томе да и квалитативне аналогије са овако простим језгром, 

као што су ове овде наведене само као пример, могу, у приликама, 

бити и од неочекиваног феноменолошког или практичног интереса, 

сугерирајући идеју за експликацију понеке привидно компликоване по

јаве, или за какву практичну, експерименталну или индустријску мето

ду, сведоче многобројни случајеви такве врсте у свим областима пози

тивних наука и љихових практичних примена. 

* 

Уколико која од квалитативних аналогија, у току све дубљега 

продираља у појединости механизама појава одговарајуће аналошке 

групе, буде постојала прецизнија, и уколико јој се, тако допуљавано, је

згро буде, по својој садржини, приближавало онима што карактеришу 

квантитативне аналогије, утолико ће се и у љему имплициране после

дице све више приближавати онима о којима је била реч при кванти
тативној дескрипцији појава и при одређиваљу квантитативних поје

диности у манифестацији појаве, као нужних последица одређених 

појединости љихових механизама. Том својом страном, квалитативне 

феноменолошке аналогије, сматране као прелаз Ra квантитативним 

аналогијама, у које ће се поступно претварати кад им језгро, у току 

потпунијег сазнаваља појединости појава, буде допуљавано одређе

нијим подацима, несумљиво су један увек интересантан прилог сазна

ваљу природних појава. Оне несумљиво доприносе да се сазнаваље 

појава примакне за који корак ближе асимптотноме феноменолошком 

циљу: реgукцији бескрајно комйликоване и шарене слике, шiiio йpeg

ciiiaвљa cвeiii йојава, на шiiio је мozyhe йpociiiиjy скицу, која јој је йоg

лоzа и из које би се реална слика имала формираiiiи само йриgавањем 

сйољних, феноменолошки безначајних йојеgиносiiiи, које ниуколико не 

мењају саму скицу. 

Основна концепција, проведена кроз све делове ове кљиге: иciiio

вeiiiнociii йојеgиносiiiи у манифесiiiацији йојаваЈ као нужна йослеgица 

иciiioвeiiiнociiiи каракiiiерисiiiичних фaкaiiia у њиховим механизмима, 

допушта да се сагледају облик и основне црте такве скице. Кад та 
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концепција буде разрађена бар у оној мери у којој би се према, у томе 

погледу, необраћеном материјалу што га пружа већ данашње стање 

наука, то могло учинити, биће створена генерална и пространа мате

матичка дисциплина, која би носила име .маШе.маШичка фено.меноло

zија, са облашћу својих објеката, општим обликом и циљем јасно иста

кнутим у овим њеним првим, на овај начин схваћеним, Еле.менШи.ма. 
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Eлeмeнiiiu мaiiieмaiiiuчкe феноменолоiије из 1911. 2oguнe 



ПОГОВОРПРИРЕЋИВАЧА 

Ово издање књиге ЕлеменШи маШемаШичке феноменолоzије Михаила 
Петровиhа верно је првобитном издању, штампаном 1911. године у Државној 
штампарији Краљевине Србије у Београду, с тим што је на неколико места 

приређивач додао своје примедбе, а језик је осавремењен у најнужн~ој мери. 

Математичке релације могу на први поглед код школованог читаоца, 

посебно код стручњака појединих посебних наука, да изазову недоумицу или 

неоправдану сумњу у тачност појединих математичких израза или једначина. 

То је због тога што се једним истим словом, понегде и на истој страници, оз

начавају различити појмови, различитог физикалног значења. То није про

пуст нити омашка аутора, него једно од хтења изражених насловом књиге. 

Аутор математички генералише сличне појаве, запажене у теоријској меха

ници, физици, хемији, биохемији, електродинамици, економији, медицини, 

социологији, те мноштво њихових појмова и одговарајуhих симбола описује 

својим општијим појмовима, као што су: елементи појаве, дескриптивни еле

менти, дескриптивни параметри, редуковани елементи, тоталитет елемента; 

улоге, фигуративна тачка система, тежње, варијетети; примарни и секундарни 

системи, механизми појава, ... И математичару је потребно да уочи, поред 
осталог, да се диференцијал елемента, на пример dq, du, назива ефективном 
варијацијом, да би се разликовао ОД појма "виртуалне варијације ои". Појам 

"ефективне брзине модификација у редукованом систему" у механици he има
ти значење генералисаног убрзања. То не значи да у опису феноменолошких 

релација у механици неhе бити употребљаван појам акцелерације, онако као у 

класичнојмеханици. 

Када се поступним читањем усвоје ауторова терминологија и дескрип

ција, ова књига, као ретко која друга, пружа могуhност да се проникне у 

математичку слику света и релативну тачност посебних наука. Уместо осврта,. 

редактора на значај и садржај књиге, која подстиче нове, озбиљне студије у 

развијаљу математичке феноменологије природних наука, овде се наводи 

само неколико ауторових реченица које одређују место овог дела у науци и 

објашњавају ауторово значење наслова. 

Реч феноменолоzија није јединствено схватљива и мање је употребљива 

у науци од других речи са суфиксом "логија", као: биологија, геологија, пси

хологија ... Лексички изведено: феноменологија (гр. <patV6~-tevov- појава, A-o
yta- учење) је учење о појавама. ЕлеменШе маШемаШичке феноменолоzије 

објашњавају ауторове реченице: "У бескрајном шаренилу природних појава, 

међу заједничким цртама ... ", које "су подлога у разним наукама ... чији су нај
потпунији, нај савршенији тип математичке аналогије међу појавама", те ова 

књига настоји да "едифицира једну генералну теорију као нарочиту грану фи-
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лозофије природе, која би се састојала из генералних метода за предвиђаље 

појединости појава према природи" параметара и функција којим се те појаве 

описују. 

"Као што механика и математичка физика предвиђају појединости меха

ничких и физичких појава према датим приликама у којима се ове дешавају, 

тако би и теорија, о којој је реч, имала йредвиђаШи појединости појава свих 

врста једино из gaiiie комбинације улога што појаву одређују, као премиса, не
зависно од тога на какве he се конкретне појаве добијени закључци примељи
вати. 

Уколико би се, у току развијаља и напредоваља појединих грана наука 

дубље продирало у састав механизма појава и тачније запажале заједничке 

црте на диспаратним појавама, утолико би и број оваквих шема све више ра

стао. На тај би се начин поступно сама од себе формирала једна математичка 

дисциплина, која би све више обухватала генерални проблем, који је овде ис

такнут као основни проблем .маШе.маШичке фено.менолоzије. 

Овакво формираље .маШе.маШичке фено.менолоzије, не полазеhи одоздо 

од конкретних појава, нема потребе да иде упоредо са поступним акумули

саљем аналогија међу појавама; оно би, напротив, спуштајуhи се од генерал

них концепција, које су му полазна тачка, ка конкретним појавама, поступно 

наилазило на поједине аналошке групе, давало кључ за разумеваље веh кон

статованих аналогија, откривала и образложавало нове, дотле незапажене 

аналогије и реконструисало онај материјал који би се имао као основица и по

лазна тачка при индуктивној едификацији ове дисциплине. 

На овакав јеgан gеgукШивни начин he биШи формирани Еле.менШи .маШе
.маШичке фено.менолоzије, који сасШављају ово gело. План, по коме је то извр

шено биhе у главним потезима овде изложен." 

Завршавајуhи своју кљигу, Михаило Петровиh је написао: "Кад концеп

ција (ове кљиге, допуна пр.) буде разрађена бар у оној мери у којој би се пре

ма, у томе погледу, необрађеном материјалу што га пружа веh данашље ста

ње наука, то могло учинити, биhе створена генерална и пространа математи

чка дисциплина, која би носила назив маШе.маШичка фено.менолоzија, са обла

шhу својих објеката, општим обликом и циљем јасно истакнутим у овим ље

ним првим, на овај начин схваhеним, елементима." 

За деведесетак година, колико је протекло од писаља цитираних редова, 

поједине науке су се развиле у тој мери да превазилазе своје области, прекла

пајуhи се са сродним или диспаратним областима, те су им постале заједничке 

не само математичке аналошке групе него и природа љихових елемената. 

Није створена генерална и пространа математичка дисциплина под називом 

"математичка феноменологија", али јесте под називом "динамички системи"; 

она својом општошhу одговара визији Михаила Петровиhа кад се у тој теори
ји јасно означе области објеката с циљем истакнутим у Еле.менШи.ма .маШе.ма

Шичке фено.менолоzије. 

В. А. Byjuчuh 
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XXXIV, Природњачки и математички списи књ. 8, стр. XIII+ 774; 16,5 х 24,5). 
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но иако је за то било више прилика. 

При редиговању текста учињене су исправке очигледних штампарских 

грешака уочене од приређивача овог издања. Једине интервенције у тексту 

настајале су усаглашавањем са важеhим правописним нормама. 
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је опширно обрађен одјек Петровиhеве феноменологије у светској лите

ратури. 
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