CIIEKTPU

<
-p
=
<
=
=
<
=

MUXANIIO
[IETPOBU'h




. o : Lo o . -
{"’%‘ ’ = i C

e -~ e o . . - -
. _ ; - i e

. - . . . ; .

- - . ..










MIXAUIO NETPOBUR
CABPAHA JIEJIA



CABPAHA IEJTA MUXAUIIA TIETPOBURA |

1. TNOEPEHIIUIJATTHE JETHAYMHE - Ilpsu feo
2. JMOEPEHIIMIAIIHE JEMTHAYMHE - [ipyru fieo
3. MATEMATUYKA AHAIIM3A
4. AITEBPA
5. MATEMATUYKN CITEKTPA
6. MATEMATUYKA ®EHOMEHOIIOTUTA
7. ENEMEHTU MATEMATUYKE ¢EHOMEHOIOTHIE
8. UHTEPBATTHA MATEMATUKA - TUOEPEHINIAIIHN AIITOPUTAM
9. EIAIITUYKE ®YHKUWIE - UHTETPALIMJA IOMORY PEJOBA
10. YITAHUU - CTYJIUIE
11. IIYTOITUCH - ITpsu nieo
12. IYTOIUCH - [pyru nieo
13. META®OPE U AJTETOPUIE
14. PUBAPCTBO
15. MUXAWJIO TIETPOBU'R - TTMCMA, BUBJIMOTPAPUIA 1 JIETOIINC

3asop 3a yubeHuke u nacrasna cpejpcrsa y beorpapy objasmyje Cabpana gena
Muxauna [Metiposuha y capagmn ca MatemaTnukuM (akynTeTOM YHUBEPIUTETA Y

Beorpajy u JpymiTBoM matemariruapa CpoOuje.




MUXAWIIO ITETPOBUR
CABPAHA TIETTA

KIbUTA S



YPELMBAYKH OJIEOP

Caseitinux
npod. ipp MMOJIPAT TOMHR.,
penoBHH Unan Cpricke akafeMuje HayKa i yMeTHOCTH
pegcegrux
np IPATAH TPUOYHOBIR. npod. yrus.

Yaanosu

npo¢. np BOI'OJbYE CTAHKOBHU |,
penoBHH wnan Cpricke akafieMHje HayKa i YMETHOCTH

npod. ip MAJIOCAB MAPJAHOBUR,
penoHn wiaH Cpricke akafieMHje HayKa i YMETHOCTH

npoc. ip BOJUCIAB MAPH R,
nomicry unan Cplicke akafieMuje HayKa H yMETHOCTH

np XYIIAH ATAMOBWE. npod. ynus.
1ip IPATOJbYE APAHBEJIOBIR, npod. ynus.
np JbYBOMUP I[TPOTU R, npod. yhus.
np KAPKO MUJAJIOBHh. npod. yuus.

npod. sp 3OPAH KAJIENIBYPT,
fexan Matematuukor daxynreta Yrusepsuteta y beorpany

npodp. ap [IABIIE MITIAIIEHOBUR,
npecensuk [Ipywrea Matemarnuapa Cpouje

ap BEJBKO BYINYI, npody. yaue.
ap CIOBOJAHKA TTEKOBHR

Cexpeitiap
XKAPKO JOBUR. npodecop

Ypegnu
KAPKO JOBUh

Taasiiit 1 0gz080pHIL ypegHitk
np NETAP ITMJAHOBU T

3a usgasaya

npadh. ap IOBPOCAB BJENIETHR, pupexrop

ISBN 86-17-06516-8






.

{0
4

=




.

-




[Tpocpecop
MUXAMIO MIETPOBUR
Beorpap, 24. anpnn 1868 — Beorpap, 8. jyn 1943,

Hopeg paga na Ynusepauitieiity y Beozpagy u Cpiickof kpasescro] akagesuju, ipoghecop
[leitiposuhi je umao ypegry u yeiiewny 8ojHy kapujepy kao peepsrt ogpuyup. Tesemno je
Paguo Ha BOJHLM U guilaomaiieKus wugpara jow og 1898, Zogure, usao ceoj cuciiies kpuil-
wozpaguje koju je y leiwiposuhy fobyguo Gojasy Hymepuykux ciiexdiapa. [leiposuhy cy
Maliesaiiuyky cllekiipu seatka yclioMena Ha cliisapare Hose oliaybune (Kpdhexa
gexaapayuja u gp.) y Ipeos ceettickos patily, Kaga cy wezosa (pecauxasara KOHAHHOZ ckyiia
Dpedu IPUPOGHOZ Jeaitka Ha KOHAHAH CKYI UpUpOgHUX BpoJesa UuMana 3HaUajHy yaozy.
Youu llpyzoz ceeilickoz paitia [leiposuhi je Heciiio y 80jHUKOM 0gery Kao wilo je 1o 08aj
cayuaj y yHugpopat Zenepaniuitiabro? peaepsHo? HoliilyKosHuka.

(Crumax je 113 1940, ronuie; ayrop gotorpacuje Henosxar)
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Ocun pacitpase bpojnu cuexiupu iiojasa, y osoj kru3u je uznosxer iipesog [eitipo-
suhiesix pagosa u3 Mailiesaliakux ciiekitiapa, itie ce oHu fio Apsu iyl fojasmyjy Ha
cpitckox Jeauxy. [Ipesog ca dhpanyycro? je3uxa yuunuo je
np AYIAH AIAMOBHIR, npod. yrus.
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PARIS,

GAUTHIER-VILLARE ET O EDITEURS
LIBESIREE DU WURESL DES LONGITUDES. PE L ECOLE POLATRCHNIOUE.

L L L
thuad des Grands Aucuslins, ob

1919

3a epese paitia, pagefut y Bepry (Ulsajuapcka) na gpwcasnua wugppana (1917. 2), ipo-
checop je gowao go flojya cliexitipa y sattienaiinyu. o aaepweiticy paitia Heiliposuh
Je fioxypuo ga objasu csoje peayaiuiaitie y 0bauky fiocebre smorozpaghuje. Osose je
Hajautite goiipuneo Heiiposuhes wikoacku gpyz Esua bopea koju je 3a kruzy naiducao
ipegzosop.
Hacrnosua ctpana [letposuhiese npee Kibure 13 MaTeMaTHYKIX CIEKTapa,



[IPEITOBOP

eyumanHu bpojesu cy, ilocae yeaux opojesa, apuitimeliiuyrxa ouka

Koja Hajbosve [03Hajemo; tiiperse MeliapcKoz MepHOZ cuciiiema

cee uliie gosogu go 3ameHe y PAHyHAarLy 0OUYHUX PA3AOMAKA e-

YUMAARUM PA3AOMUYUMA, 30 Upakiliuyapa, ceu 6pojesit ¢y geyli-
Mmananu opojesu. Osaj iojam geyumaaroz opoja focillao Ham je WOAUKO
OAU3aK U YUHU HAM Ce THOAUKO JeGHOCIUABHUM (a4 UMAMO UPUPOGHY CKAO-
HOCIU ga UCTLO WAKO CMAMUPAMO OECKOHAYAH JeUUMANAH DA3AOMAK Haj-
JjegrocilasHUjum 0g OHUX maltiemailiuikux buha y wujy gepuruyujy yaasu
iojam beckoHauHoCiu uau, tpeyusnuje, iipebpojuse beckoHauHociu. Y
ifl0] CKAOHOCIEU UMA YGeaad U3GeCHd UAY3IUja; 3aucliia, YUM 3aMesumo ga
gybmwe iipoyuumo 6uao kojy gechunuyujy y kojoj ce iojasmyje beckoHau-
Hocll, cycpehemo ce ca Kpajrbe seauxum iieikohama, og kojux he sehuna,
Kako uszaega, ocliailiy 3agyzo, aKo He 1 3ayeeK, HelUpemoCciiued, jep oHe
fotiuywy og came CyWiliune Haule? gyxa, 0g hezose HeClocoOHOCHU ga JacHo
cX6aitiu WpaHcUHUITIHO, HUjegHa pancuHUIiHa Kaacupukayuja Hukag
He modce outiu 3aepuiera. Ceu lipobaemu Koju ce MOZy HOCTUABUTUU Y UCTIU-
musarsy pyHkyuja gegpunucanux ilomohy iipebpojusux ycaosa (Ha upumep,
HelpeKUGHUX PyHKUUJa sulLe TPOMEHDUBUX) MOTY ce, Y UPUHUUILLY, ipere-
fiu Ha Upobaeme Koju ce OgHOCe HA gepUHUCAILE CAMO [eGHOZ JeUUMALHOZ
PA3A0OMKA; AAU 084] HieopUjcKll YBUY Hje 0 8eauke UOMORAU YKOAUKO ce Ha
KOMKPeUlaH HaA4UuH He geghuHuuie KOPEeCHOHGeHU]a Koja ce Moxe yciociiia-
suiliu usmeby gyHxkyuje u geyumaanoz pasromka; bunsa 6u itio, Hajueuihe,
HeKOpUCHA Komiaukayuja koja o6u ce goouaa ymecitio paxernoz iojegro-
cliasmerba. ,

Aau, y3 08e pezepée, He MONCE Ce CyMHailil §a cy Hauie Haguke becko-
HAYaH eUUManHu pasisomax yuuHunse o6aukom 6ecKkoHavHoCiu Koju je
Hajmaree euKo cxXeailiuilii i Kojum ce Hajaakuie moxce pyKkosailiu, axko,
gakae, 6yge mozyhe ceecitiu uciiuiiuéarbe HeKux Huillarba matlemaitiuike
AHAAU3Ee HA UPEeUU3HO UPpoYy1asarbe U3B8ECHUX JeUUMAAHUX PA3AOMAKA, LHU-
Me he ce gobuitiu, y Hajmarby pyKYy, popma U3nazarea uil pauyHcKu ioc-
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wyilak Koju 6u mozau builiu gpazouenu, oHexag fe, 4aK, U3gecHe anano-
Zuje Koje he 060 YHUHUIUU O4UZAeGHUM MOBU ga cyZepuuly HO8e ugeje u
ussegy Ha uyidese ouixkpuha. Ilocitioju o8ge jegHo HeoZpaHu4ueHO Hosbe
UCIAPANCUBAILA, Y KOJUMA Ce 2Aa8Ha THelKoRa, KA0 U Y MHOZUM QPYZUM MA-
fematiuyKum TUIarUmMa, cactioju y u3bopy uHiliepecaniihux u iiogHux
AOZUMKUX hopmu mehy 6eCKOHAUHO MHOZO FbUX KOJje HAM ce HYge.

Kruza uuje je upegcitiasdmarbe HayuHoj Uyoauyu n»y0asHo og mexe
sattipaxcuo 2. Muxauno Iletiposuh 3aHUMDUS e QOUPUHOC HpOYYABarby
ogHoca usmeby geyumannux 6pojesa u yeaux cilieileHux pegoea jegHe iUpo-
meHmuse. 1. Iewiposuh je MHOZO pazmulimpao o anasozujama usmeby pa-
3HUX HAYKA U FUX0BUX PA3HO8PCHUX Meiloga. Ihezos gosuiinus u iinogax
gyXx Hecilio je youasao HeoueKusane OAUCKOCIUU U JOAAIUO GO 3AHUMMBUBUX
3akmydaka u Hoeux iieopuja. OH UIBPCHO yMe §a YUUHU UHIHLYUTHLUBHUM
08€ aHANOZUJE — Je3UKOM UIPANCAJHUM U caukosuiium. Ihezosa itieopuja
cilexiiapa, Koja y MalemMaiiuiKy anaiusdy upeHocu tepmuHonoZujy Kopu-
uthery y cliekiipaaHoj aHaau3uy, 6eoma je pumammvbusa; Hemam Hamepy ga
gajem reer peaume, jep 6ux mozao camo ga oHosum objawrsersa 2. Ileitipo-
suhia: ezosu wuiliaoyl, 3a koje 6ux xeaeo ga 6ygy mHozobpojru, Hahu he
Y 080] KIbU3U, Y OHOAUKO JACHOM U JeGHOCIHABHOM 0OAUKY KOAUKO je MOZY-
ke, HoiiiiyHo uznazaree wezoge ieopuje, Kojy cy goopo ogabparu ipumepu
YUUHUAU 86EOMA CXBATUDHUBOM.

Bugu ce ga je o8aj pag iioceeher jegHo] 0g Hajillejcux Zpana maiiema-
itiuke: seaama usmeby iweopuje pynkyuja u HpancyeHgeriine apuiimeti-
Ke; 08a ZpaHa aHaau3e joul je, aKo ce ako moxce pehu, y Konesul, u mozy-
ke je ga roen naiipegakx Hehe builiu aak, jep cy Uiy iieuikohe ozpomHe: Hu-
waoyu koju ke upogybusaiiiu ipobaeme Koje 06a Kibuza ilokpehe pa3yme-
he 6ome lpupogy Hekux og iux wewkoha, o Hehe Outiu Hajmarbe 0g KO-
puctiiu koje ke uzgyhu uz 0802 uuitiarea, 4ujoj UpUjattiHocliiu, ¢ gpyze clupa-
He, golipurnocu clipeldan usbop pasHo8pCHUX HpUMEHA.

ITapus, Jynu 1919. Emun Bopen

trte IR it F——




YBO[

aHac je oOpo Io3HaTa YUbEHHIA Ja HU3 Hudapa Koju obpasyje

HEKH peasiaH NO3UTUBAH OpOj MOXKE NPYXHUTH OHOJIMKO Pa3HOBP-

CHOCTH M Ca>XMMaT{ OHOJIUKO CIOXKEHOCTH KONHKO U (PyHKIHja

ca 6uo KojuM OpojeM TPOMEHILUBHX. [IpELU3HUM je3UKOM TEO-
pHje CKyIlOBa, OBO CE U3pakaBa KajJl ce KaXe J1a, C je[lHe cTpaHe, CKyIl (hyH-
KIl¥ja JeflHe MpOMEeHJbUBe UMa MOh HajBUIIIe jefHAaKy Mohnm ckyna ckynosa
MO3UTUBHUX pearHux 6pojeBa (1ITaBulle, ako ce xohe, 6pojeBa Koju ce Ha-
naze usmeby O u 1) u fja, ¢ gpyre cTpaHe, YKOJIHKO ce alCTpaxyje HempeKuy-
HOCT KOPECIIOHIeHIje u3Meby fBa HenpeKuaHa CKyla, HeMa OUTHe pasiiu-
Ke u3Meby HenpekugHuX CKynoBa ca JeJHOM JUMEH3UjOM M HEeHPEKUTHIX
CKYIIOBA ca 1 AMMEH3u]ja, Tj. u3Meby (pyHKUHja jefHe IpOMeHIbUBE U (DYHK-
uyja n IpOMEHbUBUX! .

OpaTie o mocTaB/baha MuTamka fa 1 je Moryhe egekiiiusto tipuxa-
3usarve pynkyuje 6pojem, y3 RepuHICaAE KOPECTIOHEHITje H3Mehy erne-
MeHaTa Koju ofpebyjy pyukumjy u Hu3a nudapa xoju obpasyje 6poj — camo
je jefaH Kopak.

YupaBo Ha OBaj pejl ujeja HajjoBe3yje ce TeOpHja HYMEPUUYKUX CIEeK-
Tapa, YMjy MPBY CKHIY Y OBOj HEBEJMKO] KIbU3H MPECTaBBaMO U KOjoj M-
Tame KOje CMO YIPaBO MOCTABUIM INPYKa JeJHO NOJbE 3aHUMIBUBUX MpPU-
MeHa.

Ha camom moueTky anrebpe yuu ce fa je, 3a RoOHjambe HymepuKux
pemiema HEeKOr mpoGieMa ca BHIIE HENO3HATHX, NOTPEOHO OHOJHUKO pa-
3MUYATUX HYMepUYKUX jeqHaIAHA KOJIMKO UMa Heno3HaTuX. Anu Beh Heku
HajeJeMeHTapHUj| pobiieMy Kao {a HpoTuspede oBoM TBphemwy. I1o3narn
cy, Ha IIPEMEP, OHU NPOOIEMH — 3ar0HETKE KOJH C€ Y JPYIITBIMA MOCTAB-
Jhajy 3a0aBe paj, a y KOjuUMa OHaj KOju pauyHa (OroHeTa) IoKasyje cBOjy
CyIepUOPHOCT TUME IITO CKOPO TPEHYTHO noraba Hexoauko 3aMHIIVbEHUX

1 B Borel, Legons sur la théorie des fonctions, Gauthier - Villars, Paris 1914.
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OpojeBa Ha OCHOBY CamMo jegHOZ HyMEPHIKOT NOJATKA KOJH MY CE CAOIIIIITA-
Ba, a IIPEeJICTaBlba 3aBPIUHU PE3YJNTAT payyHa KOMe OH He MPUCYCTBYje.
ITporuBpeYHOCT, Ka0 TO Ce 3Ha, CAMO je IPUBHUHA: y CTBAPH, OHOME KOJH
ONrOHETa Jlaje Ce HEKOJMKO HYMEPHUKHX TOfaTaka MOJ IPUBHIOM CaMoO
JERHOT 4Uju MY ceZmenitiu, rpyme nudapa Ha MOTOJAH HAYMH Pa3j[BojeHe,
HEINOCPEHO OTKPUBAjY Te MOoAaTKE. :

Oge Marne apuTMETHYKE UT'PE HABOJIE HA TIOMHCAO J{a Ce YOIIILITH Y HbH-
Ma cafipkaHa JOCeTKa Kako OM ce OHa MOTIJIa NPOIUUPUTH HA 3HAYAjHHU]e U
Mame jefiHocTaBHe npobieme. M ysuba ce onpia, 3aucra, fia Cy TH elleMeH-
TapHu NpobeMy caMo BEOMa NAPTUKYJIAPHU CIy4YajeBH jeHOT MO CBOjO]
HPUPOM ONIITEr NMPOOIIEMa, PEIUBOT UCTOM OBOM JOCETKOM, a KOJH ce
CACTOJU Y HYMEPUUKOM USDAUYHABAILY HEKOZ OZPAHUYEHOZ UM HeOZpaHU-
YeHoZ" HU3A HEWO3HATHUX, a CAMUM UM U Heillo3HAale dyuryuje, iiomohy
iloOecHe ilogene HA ceZmeHitiec HymepUuiKe 8pegHOCIiL CaMO jegHOZ Hogailika
C, iipu uemy ycaosu iipobaema HoKasyjy Ha4uH HA Koju Hiy Hogeny Ha
cezmeHitie [Hipeba u3spLuLiliu.

Y Teopuju Kojy H3JaXeMO, HyMEpUYKH IofiaTak S je BPETHOCT KOjy
y3uma oppebenn aHanuT4ku u3pas &, Ha MOrojgaH HaulH JOBENICH Y Be3y
ca HM30M HEIO3HATHX U3 [pobiieMa y NUTAY, 3a JeHy NoceOHy BPEIHOCT
NpOMEHJBUBE KOJy Taj uspas caapxku. Cilekilipom Ha3UBAMO HU3 HEIIO3HA-
THX, IPBOOUTHUX MU ITOMOhHEX, U3 npobneMa o KoMe je ped. Haumn Ha
KOju ce HemosHaTe ofjpebyjy nomohy mopartka S, a KOju je caMo MOTOJHO
npmiarobasame foceTKe OJroHeTaya y NOMEHYTHM MalluM apUTMETHYKIM
urpama, nopceha, 3aucra, Ha HaYMH Ha KOJU CIEKTap CBETIOCTH, Y XEMIH-
JCKOj CHEKTpaJHO] aHaJu3|, OTKPUBA eJEeMEHTe KOjU Cy YUUIM y cacTaB
Tena Koje ce MOJIBprapa aHanu3n. Tako ce UCIIOCTaBba fa je HYMEePHUYKU
CIieKTap cacTaBlbeH Off rpyna N, 3HauajHux nudapa pasnpojeHux sehnm
AIM MarUM GPOjeM YMETHYTHX HyJIa, Ka0 HITO Ce CIeKTap HEKE CBETIIOCTH
CacTOJM W3 CBETIINX Npyra U JUHHUja Pa3[BOJeHUX TAMHUM JesoBuMa. Bpoj
YMETHYTHX HyNa (KOJU ofipehyje mucrnep3ujy HyMEpUYKOT CIEeKTpa) MeHa
ce ca BapHpameM JeIHOT mapaMeTpa, KOji OHaj KO pauyHa MOKe, IIOUeB Off
M3BECHE BEJIHMUMHE, MEIHLATHU M0 BOJBH, KAO MITO ce IIHpPHUHA TaMHUX [(€JI0Ba
(xoja oppebyje nucnepsujy cnekTpa CBETIOCTH) MEHha Ca BADUPAEM TeM-
nepaType HJIH NPUTHCKA, KOJ€ eKCIIEPHMEHTATOP MOXE IO BOJbH MOJHU-
cdukorarn. Hymepuuka rpyna N, (k-Ta npyra crnexTpa) ofgpebyje jeqHum
MoTNe oM Leo Opoj Koju urpa yJgory OCHOBHE HJIM NoMOhHe HenosHaTe

“ Ono o je M. [Terposuh y 0OBOM W HEKMM APYTHM CBOJUM TEKCTOBHMa Ha3HBao
OZpanutenuM, OHOCHO HEOZPanIMeHItAl ITH30BHMA, JlaHac ce (3anpaBo Beh NooJaBHO) Ha3H-
BA KOHAYHIM, OQHOCHO Geckonaunna nu3osuma; Takobe, IeTposithes konauru, 0QHOCHO
Oeckona i HA30BK, Y IAHALIBO] TEPMUHONOTH]H CY 0Zpanudert, OMHOCHO HeoZpaHu et

HU30BH, TTocae H3BECHOT ABOYMILEILA, Pejlakiiina je ojnyunna ia, y3 OBY HalOMeHY, 3afipXH
IMerposukese nasuse. ([Tpusmegba iipesoguoua)



YBO/ : 15

npo6uema, a uudpa pasra u rpyne N, (i-Ta MHMHHja k-Te CeKTpasnHe Ipy-
re) oppebyje i~y uudpy Henosnate. OBO je HOCTYIAK aHATOTAH MOCTYIIKY
KOpUIINEHOM y XEMHUJCKO] CIIEKTPATHO] aHAIIH3H.

MmamMo Tako jegaH pauyHCKM IOCTYNAK, KOJU CMO noGybenn fa na-
30BEMO CUEKIUPAAHU HOCUIYUAK HYMEPUHKOZ PAYYHAILA, 3 KOJU CE CacToju
y PACHIamy y HyMEpPUUIKM CHEKTAP BPEJHOCTH HEHO3HATHX, KAO LITO HpU-
3Ma pacura CHOM CBETJIOCHUX 3paKa y CnekTap ofpebene csersoctu, npu
qeMy aHaNUTUYKU U3pa3 O, ciexiipanna 2eHepaiipuca npobiemMa, y Tome
urpa yjaory Clu4Hy oHoj aHanu3syjyhe npusme. Ty ce oHpia ycraHOB/baBa fga
j€ OBaj IOCTyNaK NOTOfaH Jia IPY>KU y HCTH Max, [IOBOJbHUM HACTABJLAHEM
UCTOT HYMEPHYKOT pauyHa, BpEHOCTH OHOJIMKO KOJIMKO ce xohe Hemo3Ha-
TUX Npo0/eMa Ha KOJU Ce OH MPUMEIbYje, Kao ¥ HHIUBHYATHO CBAKY LiU-
bpy u cBaky meummany 6uno Koje of Tux Heno3Hatux. lllTapurre, on go-
nyuiTa ofpebuBame tavuke 8pegroCiiii XKeJLEHOT Opoja HEMO3HATUX TTOMO-
hy BpemHOCTH KOja je gosobHO balcka caMo jeliHOM Gpojy S.

CriekTpansu nocTynak, y o0JIMKy y KOMe je Y OBO] K31 U3JIOXKEH,
NpUMEY]e CE Ha CBe MPOOIeMe uamehy dujux ce HellO3HAUX U HeKOZ Cille-
ileHOZ pega ca yeaum KoeguuljeHiiiuma moxce ycilociuasuilit ogpehera ko-
peciiongenyuja. bnarogapehu npou3BoLHOCTH KOjy HO3BOJbABA IIOjaM Ta-
KBe KOPECIOHJIeHIIM]e, Ha Mpo6iieMe OBE BPCTe HAMIA3H Ce y CBUM rpaHaMa
padyHa, Off HajelneMeHTapHIjUX IpobiemMa apuTMETHKe, alnrebpe, Teopuje
BepoBaTHOhe CBE [0 pa3nuyuuTHX NpobiemMa MH(UHUTE3UMAIIHOT payyHa |
Teopuje PyHKUH]A.

Tako, u3BecHa panuoHanHa (PyHKIM]ja TOBONH IO CIEKTpa pasiiarama
6pojeBa, KOju MOKa3yje, je[HOCTAaBHUM OaljabeM IOTJefa, Ha KOJUKO ce
HauyuHa IPOMEHIBUBH €0 OPOj MOKE H3Pa3uTH Kao JIMHEapHa XOMOTeHa
KoMOWHaIMja [aTor HUu3a Uelux 6pojesa.

JTamb6epToB peq [OBOJH 1O ClIeKTpa OpojeBa esniana NpOMeHIBUBOT
penor 6poja, Kao M O CHeKTapa YHjH eJIEMEeHTH TIPHKa3yjy jefHOCTaBHE
OJJHOCE Ca IIPOCTUM OpojeBUMa.

CroexTpanHu NOCTYyNaK pa3BUjarka y PefoBe Yy IOTIYHOCTH ce pas-
NUKYje Off jocaia Mo3HaTux nocrynaka. OH ce cacToju Y 00pa3oBamby CIeK-
Tpa MOBE3aHOT ca (PYHKIHjoM KOjy Tpeba pa3BUTH y Pefl, KOjU, CBOJUM IIpY-
rama ¥ JIMHAjaMa, fjaje WM MUPEeKTHO HIX IyTeM IMO3HATOr padyHa OWio
CBe Koe(HIIjeHTe Pa3sBUTKA HCTOBPEMEHO, OUIIO TPaXKeH! CKYIl THX KOe-
dbuumjenaTa, 6uI0 OJBOjeHO CBAKH KOe(HIUJEHT KOJU Ce XellH, HITH 9aK
ony uudpy ogpebenor panra Hexor Koepumujenra Koja ce xemu. Cam
CIIeKTap ce m3pauyyHaBa nmoMohy nocmarpase (yHKUIMje Kao HyMepHuKa
BPENHOCT HEKOT U3pa3a y KOHATHOM OONHKY, U3BECHOT JeIHOCTPYKOT UJIH
BUIIECTPYKOT MHTErpaia, UTH.

JemHOCTPYyKY WK BHILECTPYKH MHTETPaliH, Y Ofipehenoj Besu ca cre-
MEeHNM PEefoBUMa YHjU ¢y KoedUlMjeHTH Lenu OpojeBH, u3padyHaBajy ce
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6uno y ¢opMm HEKOT crekTpa, 6MIo y3 TOMOh HEKOT CHEKTPAJIHOT enle-
MeHTa (Tpyre, JTUHHA]E).

AJH, KaKO BEPY]EMO, YIIPABO Y TEOPHj! (PYHKIHja CIIEKTPAIIHA METO-
la MOXKe JJOBECTH O Haj3aHUMIBHBHUJUX pesynTaTa. HapounTo, ona iipyxa
ycliewHa cpegciusa upegeiiasmparea anatuliiuike Gyrnkyuje iomohy Husa
uugapa. Ilpepcrapibame ce BpIM HOMOhY jeHOT creKTpa OBe (pyHKUH]E,
y3 NPUKIbYUYEHE U3BECHOT CKylla MH(pOpMAalija U HEroBUM OHOCHMA ca
pyHkujoM, nH(pOPMALKja KOje ce TUIY 3HAKOBA, HAUMHA IIOf[eJie Ha cer-
MEHTE CIIEKTpa KOJH OfroBapa Inpo0jeMy H pellaliija COeKTPaJHUX cerMe-
HaTa ca QYHKIM]OM.

Osge nocnemwme penanyje He Memwajy ce 3a QYHKLUUje KOje Mpuraiajy
UCTO] cilexilipaaroj KailieZopuju PyHKUH]a, IPH YeMY je 3a TaKBY jEHY Ka-
TEropujy KapaKTepUCTHYAH CKYIl OCOOEHOCTH apuilimelliuvke ipupoge y
Be3W ca KoeuIUjeHTUMa pa3BUTKa NPON3BOJbHE (PYHKIH]jE U3 Te KaTero-
pHje 1 OHOCH Ce Ha HauWH KOJUM C€ OBU KOe(pUIUjeHTH, CBH 3ajeJIHO, Ipe-
TBapajy y yese OpojeBe HU30M Ollepanyja U3BEAeHUM Ha (pyHKUMjI. Tako ce
JIONa3u 10 MOTHYHOTr ofipebuBama PyHKIMja AepUHECAHUX BEOMa IIHPO-
KUM YCIIOBMMA ¥ 3aBHCHHUX, Y jeJHOM APYrOM HAauuHY KiIacu(pUKOBama, Off
beckoHa4yHO MHOZ0 TIapaMeTapa — noMohy KoHayHOT 6poja HyMEepUUKUX
mogaTaxa, IIpu 4eMy ce Taj 6poj Mera Off jelHe [0 Apyre KaTeropuje QyHK-
1Hja, a 0CTaje HEIIPOMEHJbUB 3a (PYHKUMje U3 uUcTe KaTteropuje. Tako, Ha
npuMep, ckyn ¢yHKUHja f(z) KOje ce MOTY Pa3BUTH y Pef CTeleHa IIPOMeH-
JHUBE 7 Ca UeluM KoeduuujeHTIMa pefcTaBba KaTeropujy GyHkuuja ca
gsa mapamerTpa; CKyl (pyHKUHja KOJ KOJUX e a, palioHanaH Opoj ca uMme-
HYoleM uiju O6poj mudapa y HellepuOAUYHOM JeNly UM Y IEPHOIY HE PacTe
HEOrpaHUUeHo ca n — 00pasyje kaTeropujy yHKIH]a ca weliupuy mapaMe-
Tpa, NMpHU YyeMmy ce Taj 6poj cBOAH Ha [lipu 32 (pyHKLH]e KO KOJuX je a, Aeuu-
MaJTHU pa3IoMak ca KOHauHuM OpojeM uudapa HIu MpOCTO IEePHOANYAH,;
ckyn anrebapckux (PyHKIHja ca pallMOHAIHUM a, Takohe obpa3syje KaTero-
pHjy ca ueiliupu napameTpa.

MebyTum, ciekTpanHa MeTOla HHje HapOUUTO OrpaHUyYeHa Ha ojpe-
hene xareropuje pyuxkunja. Ceaxa anaauifivuka ¢ynxyuja £(z) y 6uso xom
KpPYZy Z PAGHU Y KOME Je XONOMOPPHA MOxHce OULHU [Ipegciiiasbena, ca OHOM
upubauxcHowhy koja ce fpaxcu, jeguum 6pojem U jegHum cKytiom togatia-
Ka 0 ogHocuma usmeby cezmenatlia oz 6poja u yHkyuje.

PasnuuuTit KapakTEPUCTUUHU eeMEHTH aHANHTHUKKUX (PYHKUM]A MO-
Iy ce Ca’keTH, KOHAEH30BaTH, Y caMo jefiaH Opo] ¥ jeflaH CKyIll TaKBUX rofia-
taka. Takas je, Ha TIPUMep, Cyvaj cunzyaapuitieilia GyHKIM]E cap>KaHUX
y HEKOM KPYTry UHjH je LleHTap o6uyHa Tauka (yHKIH]E, UIH CIyya)] Hyad
mepomopdue pyHKIHje 06yxBaheHUX HEKUM KPYTOM, UTH.

ITo ce6u ce pa3yme fa je y OBO] MaJioj KHH3U IIHTakE KOJe CMO ITOCTa-
BUJIM Ha MOYETKY YBOJA caMo JJOAUPHYTO ¥ pa3MaTpaHO ca NoceGHOT cTa-
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HOBHIUTA TEOPHU]E€ HYMEPUUKHX criekTapa. [ybiba nerparkusarma o OHOCH-
ma nsmeby pynxumja u Hu3oBa uudapa poguhe ka pesynaratuma Koju he Ha
[pyru HauuH OUTH 3aHUMIbHBH.

Ocraje HaM Jla KaXXeMO KOjy ped O TePMHUHHMA YyIOTPEGBEHIM Y H3-
Jarakmby OBE TEOpH]E.

Tepmunu: ciiexiiiap, KOHIUMUHYUPAHU CHEKITIAD, GUCKOHTIUHYUPAHU
clieKitap, ceemeniuupanit ciiekiap seh cy 6unu ynotpebmwenu y obnac-
THMa CACBUM DPa3MIUTUM Off TEOPH]E KOJy H3/IaxKeMO. Y CBOJUM H06GpPO
MO3HATHM HCTPAXKMBaUMa Ha MOAPYY]y TEOPHje OPTOTOHAIHHUX TPAHC-
tbopmaunnja, r. XunbepT yBoiU cnekrap kBajgpatHe dopme, nedunnmyhn
ra Kao CKyn adukca U3BECHUX PEAJIHHUX Tadaka, Hyla JUCKpPUMUHEHaTa
TakBux Qopmu 2. OBako fepUHUCAH CTIEKTADP YHHE TAauKe HA PEanHo] OCH.
Te Tauke mory obpasopaTu HpeOpPOjUB CKYI H30J0BAHUX TAaYaka: TO je
HUCKOHTUHYHpaHu crnekTap. OHe Takobe mory 6utm pacnopehene o
CerMeEHTHMa pealHe IpaBe TaKo fia Ha BuMa OyAy CByja TycTe: TO je cer-
MEHTApHU MJIM KOHTUHYUpaHu crnekTap. OBY TEPMUHH U OBAj je3UK I10jaB-
TbY]y C€ Y TEOPHUjHU UHTErPAHUX jeHAUKHA, TNl Cy YBEJCHEe YIIPABO MPEKO
KBajpaTHUX (popMu ca 0ECKOHAUYHO MHOT'O NMPOMEHJBUBUX V OBO] HOBO]
rpaHy aHaAJIM3e.

MebyTum, 0BM TEpMUHH, Ha KOje yIIyhyjy HejacHe U JaneKe aHaJoruje,
13 KOJUX C€ y OBOJ HOCIE[Ilkh0] TEOpHj He OU MOIJIa U3Byhu HUKaKBa Hapo-
YUTa KOPUCT, Y H0] HUCY HUMAJIO HEONXONHHU, HUTH ce Oaur Hamehy. IIpo-
6eMH y KOj€ Cy OHU TaKO YBEJAeHU MOTY ce TpeTupaTh 0e3 HBHUXOBe YIIO-
Tpebe a Aa To He Oyfie HU Off HajMase LITEeTE 3a TEOPH]y 32 JaKOhy meHor
n3narawa. Hacynpor Tome, oHu ce Hamehy y nmpobneMuma KojuMma ce Mu
6aBUMO, C JeJHE CTpaHEe PEaTHUM M YIaJJbBIM aHaJOrHjaMa Koje NOoCToje
u3Meby crnexTpanmHe METOe M MOCTyIaka KOpUITheHUX Yy XeMHU]jCKO] CIeK-
TpaJIHOJ aHAJNN3H, a C IPyTe CTPaHE M0jeIHOCTABILEHBUMA KOja MM JOHOCE, a
Koja he ce BUIETH ¥ MPOLEHHUTH y HOTJIABIbAMA KOja clefie 3.

2p. Hilbert, Grundziige uner allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen, Vieste
Mitteilung Gotting. Nachrichten, 1906.

3 Buwe pesyJjtaTta cajpyKaHuX y OBOj K31 6uno je caomreno y Tlapuckoj akaue-
MHUjI HayKa (ceguuue o 7. u 14. maja 1917, 17. cenrem6pa 1917. u 25. nopemGpa 1918).



TIPBY [IEO
HYMEPHUYKHU CITEKTPA

I''TABA ITPBA
HYMEPUYKHU CITEKTPY 1 BEUXOBHW EJTEMEHTHA
I. - Hu30BH NO3MTHBHIX peaIHHX HeJnX OpojeBa

1. Heka je
(1) Ng,N\,N,,...

HH3 IO3UTHBHEX 1[eJTUX peanuux 6pojesa, x, [e0 NO3UTHBAH OPOJ KOJU HUje

Mamu off 6poja mudapa 6poja N, u A, i-ra uudpa 6poja N, , npu dyemy ce

paHr [ uudpe 6poju, Kao MITO ce TO pafiyl y apUTMETHIH, 3€CHA HAJIEBO.
O6pa3yjMo HyMEPHUKY I'PyIy

KO}y YHHHE 6poj N, KOMe IpeTXONH OHOJMKO HYyJla KOJIMKO je HOTpe6HOo fa
ykynaH 6poj uudapa rpyne oyne 7.
O6pa3zyjmo, 3aTuM, 6poj

(3) G()GlGZ s Gm 5

nobujeH nucamem, 6e3 MehycoOGHUX pa3sMaka, PefioM jefHe 3a ApPYyroMm Hy-
Mepuukux rpyna G,,G,,G,,..., IpH YeMy rpyle 3HayajHux nudapa asa ysa-
cromHa uesna 6poja N,_, 1 N, a la HUKaJl He HACTYyIH NpeKJaname JeIHUX
U IPYTHX, MOTY OUTH pasjgBojeHe HyslaMa y BeheM unu MamweM 6pojy, Ipema
TOMe Jla 1K je pasnuka usMeby x, u epexTuBHOr 6poja A, uudapa y N,
sehu nu Mamwu 6poj.

Taxko dopmupan Hu3 (3) moaceha Ha CEKTpe CBETIOCTH 3aKapeHux
Tena; rpyne

(4) NENA-T
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3HavyajHuX Ludapa Ty Ou ofroBapase npyrama ClekTpa; HyJle Koje X pas-
fBajajy ofrosapaine O TaMHHM [IEIOBEMa OBOT, a caMe 3HadajHe Hudpe
CIIEKTPAIHUM JIMHA]aMa KOje CBe 3aje[lHO KapaKTepHIIY eleMeHT N, CBO-
joM BpenHOhy 1 CBOJUM PENaTUBHHM I1OJIOXKAjEM Y CIIEKTDY.

ITpuxsaTajyhu TakBo H3pakaBame, Koje oMoryhyje fia ce je3uK yuuHH
KOHIM3HUJUM a U3Narambe jaCHUjUM, Ha30BUMO:

1. nu3 uudapa xoju uune 6poj (3), mowro ce nperxogHo G, u G, pas-
I BOj€ AEUMMAJIHOM 3aIETOM, cileKilipom HyMepuukor Hu3a (1);

2. neo uu3a nudapa (3) Koju uuHe 3HavajHe uudpe uenor 6poja G, —
k-tium ceettiaum geaom Uin k-itiom ipyzom CeKTpa,

3. peo Hu3a (3) Koju unHe Hyne u3Mely 3HavajHux nuapa 6pojesa
Ny v Ny~ k-[ium [amHum genom CiekTpa,

4. yenuny xojy o6pa3syjy oBa [|Ba fiesia CieKTpa panra k — k-iiium ogce-
YKOM CIIEKTpa;

5. wucpy N, y (3) — i-iiom aunujom k-iiie citexiipaane fipyze (unu k-
TOT CIIEKTPAJIHOT OJICEUKaA);

3aTUM, HEKA:

6. wupuny k-tor ofcedxka Mepu Opoj hy;, LINPUHY HETOBOT CBETION
mena A, a ’EroBor TaMHOT fiena hy, —[,;

7. neo 6poj m 03HayaBa yKynaH 6poj CIeKTpalHUX Ofcevaka, Iph de-
MY J€ CIIeKTap oZpaHutier UM HeoZpaHu4eH, IpeMa TOMe fia 4 je 6poj m
KOHa4aH WK OecKOHaYaH;

8. 3aKOH Memama Lesor 0poja h, ca HBETrOBUM PaHIOM k NIPEACTaBIba
clieKilipaanuy puitiam; oH je YHUpopmax Kana je

h] =h2 = ...=hm,

Tj. Kafla CBH CIEKTPaJIHU OJCEYIN UMAajy UCTY IIMPUHY; OH j& YHUGOPMHO
ybp3an Kaji IMPUHA OficeYKa pacTe CpasMepHO BHErOBOM PaHI'y, OHOCHO
Kafma je h, =h+ck, rge cy h U ¢ 1Ba MO3WTHBHA Iena 6poja KOju ce He
Memajy ca k; putam he 6utu ca paciiyhum ybp3arsem Kaj 11eo 6poj ¢ pacre
ca k; puram he 6wt ocyusaitiopan axo h, Bapupa Ha OCHHWIATOPAH HAYHMH
Kaj k IPOrpPECHBHO pacTe; OH je flepuoguyuan ako je Bapupame Hu3a hy Ie-
PHOIMYHO, UTH.;

9. pasnuka h, — I, Mepu guciiep3ujy CieKTpa, KOHCTAHTYy WK IPOMEH-
JbUBY ca k; criekTap je y Hajsehoj Moryhoj Mepu 36ujen, 1j. ca Hyailiom gu-
ciiep3ujom, Kafa y leMy HeMa TaMHHEX IeJIOBa U Ipyre ce Jofupyjy.

Kapa cy matu Hu3 (1) u puTaM h;, BEroBOT CIIEKTPa, clieKTap ce (op-
MHpa 06pa3oBameM OAroBapajyhux HyMepuukux rpyna Gy, G,,G,,... H mu-
XOBHMM HCIIVICHBAIH-EM je[lHE Y3 APYTY Y JeMHOM peny M cilenehu mpupopaH
nopeak BUXOBUX PEHUX OpojeBa.

OGpHYyTO, YKONHUKO je faT cnekTap (3) u Berop putam A, ynad N,
onrosapajyher nu3a (1) gaje k-Ta npyra crexTpa.
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Ha npumep, cnextap Hu3a gonudpeHuX NpUPOAHEX OpojeBa
11,12,12, ..., 98, 99,
ca YHU(POPMHHUM PUTMOM i, = 3, 6uo 61

011012013 ... 098099;

eroBa JIucriep3yja je KOHCTaHTHA U JefHaka 1.
Criexkrap HH3a OMHAPHUX KoeduliyjeHaTa

o 0-6)

ca yauOpMHO yOpP3aHUM PUTMOM Je
10702100350003500002100000070000001,

a mherosa Jucrepsyja je pacryha.

CriekTap HEOTpaHUYEHOr HU3a KoeduiujeHaTa neao6pojuux, Qynxk-
2+37x
1-x2

nmje f (z) = ca OCHWIIATOPHUM PUTMOM

1
hy = 5(3 — cos km)

je 237237...; OH je HEPHOAHUIAH U Ca HYJITOM JUCIIEP3UJOM.

2. Tpe6a cMaTpaTu fa je putam hy cazaaca ca gaitium Huzom (1) ako
je h, =120 3acse BpegnocTd k = 1, 2...., m ( hy MOxe npu ToM GuTH OHII0
Koju 1eo 6poj, 6ynyhu fa meroso noseharbe He JOBOMHU [O NpeKJanama
rpyne G, U HEKe Ipyre Irpymne).

C oBuM y Besu, uMamo ciepieha npasuna.

[TIPBO MTPABUIIO. — Ozparuuen Hus (1) ysex uma cazaacan yHugpop-
mHu puitiam h, =h, rae je h 6uao xoju yeo 6poj koju Huje marslt 0g n02a-
puilima Hajeehe?z waarna nuza (He y3umajyhu y 063up IPBU 4YIaH).

3aucra, uMamMo N, < 10" mcrora [, < h.

IPYTO IIPABUIIO. — Ozpanuvern uau Heozpanuwer Hu3z (1), wuju
yaanosu (y3 usyseitiax ipgoz) Hucy sehu og guxcupanoz 6poja B, uma ca-
Znacan yHugopmnu puitian hy, = h, Zge h o3nauasa 6uno xoju yeo 6poj Ko-
Ju Huje marou og log B.

(Kao y cnyuajy npeTXOJHOT IpaBHa).

TPERE [MPABUNO. — Heozpanuuen nus (1), idakas ga '{/F]\—/; He pa-
cilie HeOZPAHUHEHO Ca N, UMA CAZAACAH YHUPOPMHO YOP3aH puitiam.

HaumMe, Tafa N, . 3a CBAKy BPEeJHOCT 71, OCTAj€ MalbH O H3BECHOT 13-
pasa obnmka AB", rie cy A u B GpojeBM KOjU HE 3aBHCE O 11 U 32 KOje ce
MOJKe Y3eTH J1a HUCY MarbH Off 1; MMamo, akie,
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N < Iohﬂ‘n,

[

rie je i Hexku eo Opoj koju Huje Marby off log A, a ¢ 6poj KOju HIje MAHmI O
log B: nu3 (1) onna uma yauopmuo y6p3auu putaM b, = h+ ck.
Tako, Ha npumep, Hus (1) unju ce onwrn wian N, u3paxkasa ofipebe-
HIM HHTETpajoM 00/IuKa
h

N, = Jur"dl,

H

a

rae je u PyHKUH]a Of ¢ KOJa je MO3UTHBHA U OrpaHuYeHa usMelhy rpanuya a
1 b 11O OPeTHoCTaBUM KOHAYHUX, a /' (PYHKLH]a Off [ TaKObhe orpaHudYeHa U3-
meby OBMX rpanuua, uMa yHupOpMHO ybp3aH puTaM. 3aucra, ako ce ca A
O3Ha4¥ BpegHOCT N, a ca B Hajseha BpegnocT dhyHKuHje r usMeby rpanuiia
uHTerpayyje, 6uhe

N, = AB".

Jepan TakaB HU3 6O OU HEOTPAHUUECHH HU3

EHE)-

s

y OBOM CIly4ajy

2+l 2

Jcosz“ 1dt,

0

N =

"

T

Tako gaje A = 1, B = 4, na HU3 uUMa puTtam h, = k.

YETBPTO IIPABWIIO. — Heozpanuuen nuz (1) iiaxas ga 4N ociiiaje
mare 0og AB", 2ge cy A u B pee ¢puxkcupare konaure KoHciaritie, uma ca-
Zaacan puitiam ca paciiyhium ybpsarbem h, = h +ck + gk?, Zge cy h, ¢ u g iio-
zZogHe yenobpojHe KoHcitiaHLiie.

Tapa, HauMe, 32 CBaky BpEeTHOCT #, N, OCTaje Mame Off U3BECHOT HU3-
pasa

CA”B”Z < 10/1+cn+gn2

Ife Cy h, ¢ ¥ ¢ TIO3UTUBHY 1€ OPOjeBN KOJU PeiOM HHUCY MamH Of] BpeJl-
HoctH log C, log A u log B.

IIETO MPABWJIIO. — Ozpanuuer uau neozpanuden nus (1) xoju uma
puitiam hy, goiiywiiia iiakobe ceaxu puiiam hy, iiakas je ga je hi 2 h, 3a
k=1,2,3,.

Hus xoju, Ha npuMep, ¥Ma yHU(POPMHHY pUTaM hy, = h, JONIYyLITA UCTO-
BpeMeHO YHU(OPMHO yOp3aHu puTam h = h+ck, Kao U CBakKM PUTaM ca
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pacryhmm yop3ameM h, = h + ck + gh® +... 3a 6UI0 KakBe lleNle IO3NTHBHE
opojese ¢, g,...

II. — Hu3oBH 0110 KaKBHX NeJINX Gpojesa

3. AKo je §aT HeKu HU3
(5) - My, MM, ...

6uno Kakeux Nenux 6pojesa, pealHuX WK UMATHHAPHUX, TIO3UTHBHUX WK
HETaTUBHUX, U aKO je 0, jeHa O 4eTupu BPeHOCTH

(6) L-Li—~i (i=+-1),
080M HU3Y MOMe Ce YBeK UPUKDYHUTILU HU3
(7) 0,.0,,0,,...

{iaKas ga je peaaHu geo u KoepuuUjeHii Y3 1 UMAZUHAPDHOZ geaa” C8aKoz
YAAHA HU3A

(8) 0,M,,0,M,,0,M,,...

6ygy Ho3uitiusHU.

3aucra, ako cy T# OpojeBH HUCTOT 3HAKa, JOBOJBLHO j€ CTaBUTH O, = G,
rae O, O3HayvaBa je[UHHIy CHaGeBeHY 3HAKOM PeajyHoT fiena 6poja M,;
aKko Cy OHHM MMajy CyNpOTHE 3HaKe, cTaBuhe ce 0, = io,.

Y cnyuajy kapg je M, peanHo, crasuhe ce 6, = G,, a Kaja je M, 4ucro
uMaruHapHo 3a 6, he 6UTH cTaB/bEHA JeAHULIA TIOMHOXEHA ca -i.

Kapa cy cBu 6pojen M, peanuu (MO3WTHBHYU WM HETATHBHH), HIIN
CBH YHCTO MMAaruHapHy (ca NO3UTUBHUM WIIM HETATUBHUM KoedUIjeHTHMA
y3 i), cnektpoM Hu3a (5) cmatpahe ce cmekTap Hu3a UETUX NO3UTHBHHUX
6pojena (8).

Y cnyuajy kaj cy 6pojeBu M, KOMIUJIEKCHHU Lienu 6pojeBHU, CIEKTPOM
um3a (5) cmaTtpahe ce kommekcan 6poj S+ 1S’ Koju 06pasyjy ABa CIeKTpa,
Off KOJHX j& MPBH CIEeKTap NMO3UTUBHUX LEeNuX 6pojesa py, pi, Ps,... & IPYTH
S’ crieKTap IMO3UTHBHUX LeNuX 6PojeBa ¢y, q,,qs,..., THE CY P, H ¢, PeallHu
neo U KoeHUUMjeHT Y3 | IMaruHapHOT [iefia 1leJIoT KOMIIEKCHOT 6poja

9) 8 M, = p, +iq,.

* . . “ 3
TepMun ,kKoedHUMJERT Y3 | HMArnHapHOT efa’ — AaHaC ce CKOPO YBEK 3aMeibyje
KkpahuM u3paszom ,uMarunapuu geo”. To, y crBapu, ayToOp Ha BHIUE MECTA KacHUje U cam
aunu. (ITpusmegba iipesoguona)
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Hexu criekTpaiiny putam carjiacal je ca HH30M (5) ako je CTOBpe-
MEHO Carjlacan ca CBaKMM OJl HH30Ba p; U ¢,. To he, Ha npumep, Guru ciy-
4a) ca CBAKHMM DUTMOM KOJH je caryiacau ca HusoM Ey, E E,,...,rne E, 03-
Ha4yaBa Leo NO3UTHBaH Opo] KOJH HUje Marby Off MoayJia Gpoja M,.

Obpasosarve cilexitipa HU3a 6uUn0 Kakeux yeaux 6pojeea ceogu ce
{axo Ha 06pa3osarse jegHoz UAU §6d ClleKIipa HO3UUUBHUX LeAUX bpojesa.

I'TTABA 11
CIIEKTPAIIHA TEHEPATPUCA
I. - Jedunuunje n ocHoBHa CBOjcTBa

4. Cnegeha ynmeHnnna je ¢pyHgaMeHTanHa 3a GopMupame HyMEPH-
YKHX CIIEKTapa.

Kag je gaiti Hexu HU3, 0Zpanuter UAU HEOZPAHUYeH, OUL0 KAKBUX Le-
aux 6pojesa, ca rwum ce moxce gosecitiu 'y eezy ¢pynxuuja ®(x) uja Hymepu-
YKa 8PegHOCIL 30 HeKY HApULUKYAapHY 8PegHOCHL X = X, gaje clleKilap iio?
HU3Q €A DUIEMOM KOJU Je ca HoUM CA2AACaAH.

Ha 6ucmo ce y 0BO yBepuIIn, pa3nukyjeMo ciefgeha aBa cinydaja.

Ilpsu cayuaj. — Hu3 uuHe NO3UTHBHU PEATHHU el OpojeBH

(10) No.N,,N,, ...

Hexa je: [, 6poj uudapa uenor 6poja N,; i meo 6poj xoju uuje Ma-
B 011 [;; G, y NPETXOAHOM M3Jiaramy Ae(uHIcaHa HyMePHIKa TPyIia Mpy-
KJbydena 6pojy N,, u mpernocraBumo Hajipe fa Hu3 (10) unHu oZpanuyen
6poj YnmaHoBA.

dopmMupajMO HU3 TIO3UTHBHUX OpojeBa

(11) R,P,P,...
neduHICaH PEKyPEHTHOM PellaliijoM
Pk+l = PA + hk =12
(12) { R (k=1,2,...,m),
Tj. HE3 : '
Pl = hl’
(13) Py =hy +hy,

P3 =hl+h2 +h3,

O6pa3yjMo MOTOM IIO3UTUBHE pallioHaIHe OpojeBe
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(14) 812820+ 8>
TakBe Jia je
(15) 8k = IOﬁPk >

n HOMOhy X IIOJIMHOME IO X m-TOT CTEIICHA

(16) D, (x)=Ny+gNx+gNyx2+...+g, N, x".

m

Baxu cnepeha Teopema:

Hymepuuka epegrociti ®@,,(1) tpegcitiasma ciiexitiap nusza (10) ca
puitimom hy.

3anucra, BpefHoCT g, N, je elMMalHi pa3loMaK YujH je 1eo 1eo Hyja
a lel{IMaJHH JIe0 CacTOojH ce off F, —/, y3aCTOIHHUX HYJIA U Off 3HAYAJHUX I[H-
chapa 6poja N, koju ce pebajy u3a wux. OnaTie u3nasH ja je

glNl +g2N2 +"'+gmNm =

(17) - 0900Nl OON2 OON"O = O,Gle...Gm,
M e e ot
I —lnyna  hy—lywyna  hy-ljuyna

a xaxo je h, —1I, 2 0, TBpbeme je mokazaHo.

ITpetnocraBuMoO caja fia je HU3 HeozparuyeH. Tapna nonuHom P, (x)
nocraje pefi y KoMe ce pebajy cTeneHu NpoMEeH/bHBE X ca pacTyhuM eKcHo-
HEHTHMA:

(18) q)m(x) = N() +glNIx +g2N2X2 +...

IIperxopna Teopema OCTaje TayHa Moj YCIOBOM /1a je HU3 MO3UTUBHIX
6pojeBa hy,hy,hy,..., KOJU KapaKTEpPULIE CIEKTPANHN PUTAM, H3a6paH Tako
na je per (18), unju je onrTu KoeUUUjEeHT

GN, =N, 1077 = N 107

KOHBEprupa 3a x = 1, IITO je OUUTJIeHO yBEK Moryhe.

Tako nobujeny dyukuunjy ®(x), xoja ce CBOAU Ha ITOJIUHOM II0 X 34
orpanuyeH Hus (10), a npejcraBiba NOTEHIMjANH pef o x Kaf je Hu3 (10)
HeorpaHuyeH, HasBaheMo cllexilipaaHom ZeHepallipucom OBOT HHU3a, KOja
ojiroBapa CHeKTpajJHOM puTMy h, noMohy kxora je cdopmupana. Hymepn-
yKa BpefHocT S = ®©(1) mogyaapa ce ca NOCMaTPAHUM CIIEKTPOM.

Hpyzu cayqaj. — Hus ce cactoju off 6GUI0 KakBUX Leanx 6pojeBa

(19) M()vM;,Mz,,..

peaNHuxX UM UMarkHapHuX, MO3UTHBHUX WK HeraTusHuX. ITomohy dak-
topa (7) obpa3syjmo pea uenux 6pojesa
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(20) 6, My, 0,M,,0,M,,. .

upje j€ KapakTepUCTHYHO CBOJCTBO fa UM HU PEAJIHU €0 HH KOeULHjeHT
y3 { UMarMHapHOr jlesia Huje HeratusaH. Heka je /i, Heku puram Koju je ca-
rnacan ca musom (20) u popmupajmo oprosapajyhu Hus nenux 6pojesa P,
neunucanux ca (13), kao u Hu3 g, nedunucau ca (15).

Cliextupanna zenepaitipuca Husa (19) fiaga je hyrnkuuja

21) D(x) = 0oMy +0,Mx +0,M>x* + ..,

a nymepuwka spegrociil S = ®(1) gaje ciiexitiap wau gea ciiexitipa nuaa (19),
{pema uome ga ail Cy C8uU €206l HAAHOBU PedaHil UAll IO HiLje CAYUaj.

Hewrasa ce, Kkao wTo he ce BUAETH U3 OHOra LITO CHEIH, [la Ce reHepa-
TpHUca MOCMAaTPaHOr HKM3a M3paXKaBa HEKHUM APYTHM aHAIUTHUKAM OGIIH-
HUMa, Ha NpuMep y KoHauyHoM o0JuKy, noMohy ofapebene xomGuHauuje 1mo-
3HaTHX PYHKUH]ja, y OOIHKY JeJHOCTPYKOT MM BUIIECTPYKOr HHTErpana y
KoMe x (purypuile Kao napamerap, uth. Mcro tako, cnexrap S yecTo ce us-
pa’kapa Je[lHOCTaBHUM HyMEpPUYKMM KOMOMHALUjaMa, ofipeheHuM unrerpa-
nuMa NMO3HaTuX PyHKIMja, UTH.

Ilpumegba I. — Morne Ou ce popMHupaTH fpyre CHeKTpalHe reHepa-
TpHCe, Ha IpUMep MOMOhY €KCIIOHeHMjaTHAX PefoBa WK NoMohy moTeH-
[UJAJTHUX PENOBA Ca BUIIE NMPOMEHJBUBUX. Y OBO] KHbH3HU orpannunhemo ce
Ha FeHepaTpuce Koje UMajy NpeTXofHy (opMy.

Ilpumegba II. — Mory ce o6pa30oBaTH, Ha HAYUH CIIYaH IPETXOTHOM,
CHEKTPU M HBHXOBE TeHepaTpiuce, 32 HEKU CUCTEM HyMEpalyje pasIHduT Off
[eLMMaIHOr CHCTEMA, a ITOCEOHO 3a CUCTEM HyMepallje ca OCHOBOM 2, 3a
Koju 6 ce crexTap cacTojao camo of uugapa O u 1.

II. — Hauunu gpopmuparma cHeXTpaIHaX FeHepaTpuca

5. Tpeba paznuxkosatu ciefeha fBa ciyuaja.

Ilpsu cayuaj. — Hu3 nenux 6pojeBa M, je gaT. AKO Cy CBU HErOBH
YWIAHOBH PEaNHM W MO3WTUBHHU, M3padyHaBa cé HU3 MHOXKUJIALA g, KOJH
OJiroBapa ¥XKeJbeHOM CIIEKTPAJIHOM PUTMY /i, U MHUIIE Ce JUPEKTHO

(22) D(x) =M, +gMx + gMyx* +...

AKo cBU OpojeBU M, HUCY peajlHd U IIO3UTUBHH, oOpasyje ce joum
oaropapajyhu Hu3 6, u nuiie ce AUPEKTHO

(23) D(x) = 0,M, + 0,8, Mx + 0,8, Myx* + ...

¥ cnyuajy, Ha mpuMep, YHUGOPMHO yOp3aHor putMa hy, = h + ck uma-
he ce
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H=oa

O(x)= 3 8,M,q" Bry, =102, B=10'('”§)

n=0

3

u cuektap he 6uTwn,

S= 29,,M,,q"2[3".
n=0
3aTuM Tpeba HacTojaTH, YKOJUKO je MOTpeGHO, 1a ce jefjad TakaB He-
IOCpeNHO foOujenn n3pas 3a P(x) TpaHchOpPMHUILIE Y N3BECHY SKCIUTHIUTHY
KOMOHMHANHM)y MO3HaTHX (PYHKLH]jA, Y HEKH OfipeheHn NHTerpat, uTh.
Hpy2u cayuaj. — Ilo3Hata je, y 610 KOM aHATUTHYKOM OOIHKY, (DYH-
Kumja f(x), 9nju Hemo3HaTH Pa3BUTaK Y pej

(24) F(xX) =My +Mx+Myx*+...

MMa WIAHOBE Hu3a M, 3a Koe(UUUjeHTe U MOMYIPEUHHK r XOIOMOPEHO-
cTi oko Tauke x = 0 Behn of Hyne.

1. Pa3MOTpHMO Hajnpe chay4aj uennx 6pojeBa M, KOjU JONYIITAjy
YHUGOpMHU cllekipaani puttiam h, = h (Cy4aj OrpaHUYeHnX HA30Ba M,
WIH HeOTPAaHWYeHWX HH30Ba M, Udju YJIAHOBHU He pacTy 6ecKOHA4yHO), Ia
nomohy cakrTopa 8, xoju ce ogHoce Ha oBe OpojeBe M, dopmupajMo (YKO-
UKo je Moryhe) GpyHKIH]Y

(25) D(x) = Oy M,y + 0, M, x +0,M,x* +...
Cliexttipanry 2eHepailipucy wunuhe itiaga uspas
(26) D(x) = ¥(A0"x),

a cnekrap he 6utn
27) S =W¥(10"x).

Kapa cy 6pojeBn M, peanHy M UCTOT 3HaKa, UJIM KOMIIJIEKCHH U Ca pe-
aJHEM ¥ MMarvMHapHAM JIeJIOM MCTOT 3Haka, (PYHKUH]ja ... CBOAHU ce [0 Ha
jeman pakTop W(x)] Ha f(x); aKO Cy OHU peanHy ¥ HAaU3MEHNIHO MO3UTUBHU
u geratusHy, 6uhe W(x) = f(—x); aKo ¢y UIMAaruHapHu, ca NO3UTHBHEM pea-
JIHUM U HETAaTHBHHUM MMaruHapHuM pesiom, uMahe ce W(x) =if(x), a y cy-
npoTHOM ciyuajy W(x) = —if (x); ako Cy peasiHu, Ka0 ¥ IMarnHapHU IeJTOBH
HAM3MEHNIHO IIO3UTHBHY ¥ HETAaTUBHY, Taja je f(x) = —if (x), uTp.

dyukunja W(x) u3paxkasa ce, yocTajIOM, ¥ TO Ha pa3IMyUTe HAUNHE,
v ofpehe UM HHTErpanroM puMereHIM Ha GyHKIujy f(x) 1 Ha PyHKIH]y

(29) (X)) =0, +0,x +0,x% + ...,
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(x0ja 3aBHCH CaMO OJf 3HAKOBA PeajlHuX U UMaruHapHHX [iesioBa 6pojeBa, a
HUYKOJIHKO OJf 1bMXOBUX HYMEPHUYKMX BPEJHOCTH) XOIIOMOPGhHY y KPyry
[oJynpevHnka 1 u ca ueHTpoM y noueTky. OBa nociefba QyHKIHja CBOAH
ce Ha

1

1-x

AMx) =

WA Ha

1
Mx) = ,
1+ x
Kapfa cy OpojeBu M, peayHd u MO3UTHUBHHU, OHOCHO HaW3MEHMYHO MO3HU-
THBHY U HETATUBHHU.

2. TTo3abaBuMo ce cajia cayuajeM iiakeoz Huza M, ga §/IM, | e pa-
citie beckonauno ca k (TakaB je ciydaj cBaKOT HHM3a LENUX PEeallHuX WIIH
IMarvHapHux OpojeBa Koju urypuily xao Koe(uIMjeHTH pa3BUTKa MO
CTeNEeHUMa MPOMEHJbUBE X HeKe (pyHkuuje f(x) XonoMopdHe y OKOIHHE
tauke x = 0). Hu3 taga pomywra usBecTaH yHU(POPMHO yOp3aH pHTaM
hy = h+ck, rae cy h ¥ ¢ Ueny MO3UTUBHKA OpPOjeBY, U 3a TaKaB JeflaH PUTAM
6uhe

kD

(30) g = 10 e Z g

O6pasyjmo nomohHy pyHKIH]Y

(31) x (x) = 26,,Q,IZ+MX",
THe je
(32) =142 4=107,
¢

OHA je yesa TpaHCHeHAEHTHA (PYHKIMja Of X KOja 3aBUCH CaMO Off KOHCTa-
HTH /i ¥ ¢ U3 U3pa3a 3a PATAM ¥ Off 3HAKOBA PEANTHUX U HMar¥MHapHUX AEJIO-
Ba OpojeBa M, ca KojuMa ce 3aje[HO Memajy OpojeBu 6,. Baxu crepeha
TeopeMa:

Ciiexitipaana Zenepaitipuca Huza My, 3a puttiam h, =h +ck, gaitia je
uspazom

m i
(33) o)== f (pe”)x(xep )dz,

21t0

Zge P 03HAYABA UPOUIBOLHY KOHCIUAHIILY YUjU Je MOGYO MarbU 0g HoayUpe-
YHUKA p X0a0MOppHOCTIU pyHKYuje oko Thauke X = 0.



28 BPOJHU CIIEKTPU

Jla 6ucMo To mokaszaiu, ceTuheMo ce jegHe TMO3HaTe TeopeMe O Io-
TEHUHJAJIHAM pefloBuMa. Heka cy pefnosu

(34) fx) = ay +a;x + axt + ..,
(P(.X) = b() +b1x+b2x2 +...,

KOHBEPTEHTHH Y KPYTOBUMA €a IIEHTPOM y MOYETKY YHjU CY TOMYIPe THALM
PECIIEKTUBHO ' 1 1 ; peX

(35) aphy + aybyx + abyx* + ...

Tajla ©Ma MOJIYIPeYHUK KOHBEPTeHIHje HajMamhe JelHaK 1] U CYMY jeJHaKy
BpeNHOCTH ofipebeHor nHTerpana

2n
(36) [ Fluep e,
T 0

I7le Cy X; U X, GUIIO KOje J{Be BPEHOCTH KOje HE 3aBHCE Off ¢, UIMajy MOJyJIe
PECIEKTHBHO Make Off I' U 1 3a0BOJbABAjy PENALH]Y X X, = X.
CraBumo
—hy +M<‘
a, =M, b, =6,-10 2

Tako fa ce f(x) mogypapu ca pyuxumjom (24) a @(x) ca (31). Ysumajyhn 3a
x, OHJIO KOjy KOHCTAHTHY BPEJHOCT P YHJH Je MOIYO Marbh Off © A 32 X,

X .
BPEIHOCT —, KaKO je Jj = o, YCJIOBH NOCNENHE TeOpeMe Cy MCIymhEeHH, Ta
P

he crexTpanHa remeparpuca 3aucTa 6uTH fata uzpasom (33). Oparie, Ta-
Kobe, nsnasu caepehe:

Citexitap Huza My ca puttimom hy = h +ck nogygapa ce ca Hymepu-
ukom apegrowhy ogpebenoz uniiiezpana

2n .
F (e
(37) alf([)f )X( o jdl,

HE3aBUCHOM OJ] KOHCTAHTE P YKOJIUKO J€ MOJYO OBE MamH Off /.

Wspasu (33) u (37), y HeKUM OMIUTHM CllydajeBUMa, MOTY OUTH 3aMe-
FLEHU JIPYTUM H3Pa3iMa KOJHU Cy Ca IbHMa eKBUBAJICHTHHU.

Tako ce, yKOJNUKO ¢y CBU GpojeBn M, peasnHu, cTaBiba)yhu

1
a = ~—lognatl0 =1,151292. ..
(38) 2

b=QQ2c+ ha,



HYMEPUYUKM CHEKTPH 29

TO faje

g, = e

Al

C 003MpOM Ha I103HATy POPMYITY

¢ = -TJ‘e"l cos 2kt-Jadt (k>0,a>0),

yCTaHOBJbABA Jla ce CHEKTPaJiHA FeHepaTpuca 3a puram fy, = h + ck uspaxka-
Ba (POPMYJIOM

(39) PD(x) = —J%; .([ e R(ow, Brdt,

Iie KOHCTaHTaMa o 1 B TpeGa mpunucaTi BPEHOCTH
(40) a=e"p=2Va,

u rae R(r, ¢) o3navasa peanan feo ¢pyukuuje f(re®).
IIpumeTumo Takobe fa ce, y clay4dajy IO3UTUBHUX U PealHuX Opojesa
M,, Koju ce MOry U3pa3uTH ofjpeheHIM HHTerpaioM O0IHKa

b
(41) M, = juvkdz (k=0,1,2,..),

a

e cy u v v (pyHKUHje Off {, CIeKTpajiHa TeHepaTpHca n3paxana ofpehenum
HHTErpajoM

b
(42) D) = [ub(v)ds,

a

rje je ... mo3HaTa 1eyia TPaHCUEeHAEHTa

(43) G(X) — anzHuIXM’
n=0
IIpK YEMY Cy KOHCTaHTe A 1 ¢ fedunucane ca (32).
3. ¥Y3MuMO y pasMaTparbe ciIyua) 6110 KaK602 PUliima ¢a KOHCIUaHil-
HUM yOp3arbem.
dopmupajmo momohHy pyHKIH]Y

J1=o00

(44) &(X) = Eengnx” + GOMOi

n=1
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rae je
(45) & = lOnP" = 10—(/’l+hz+,..+h")‘

Cilexitipanny 2enepailipucy u caga upegciiasma uspas (33) a ciiexiviap
gopmyaom (37), tiog ycaosom ga ce y rwuma pyuxyuja y(x) samenu @pyHk-
yujom E(x).

IlperxonHe opMysie IPUMEHHY]Y Ce HAa NCTH HAYMH HA OrPaHUYICHE U
HeorpaHuYeHe HU30Be M.

6. ITpnkazaheMo HEKONHUKO JeTHOCTABHUX NIPEMEpa CIEeKTPAllHEe reHe-
paTpuce U CIIeKTpa.

- Ipeu fipumep. — OB6pazoBaTu CNeKTpalIHy reHepaTpPUCy OrpaH4eHor

HH3a
1,2,3, .., m,

ca yHu(pOPMHUM PUTMOM A, = h carnacHuM ca Hu3oM. Mimamo

mx™? —(m+Dx™ + x
(1-x)°

FO) =x+2x+3x% +...+mx" =

)

na he renepartpuca 6uTH

m- 10—(m+2)/1xm+2 _ (m + 1) . 10~(m+|)h xm+l + 10—/, ¥

(D(X) = (1 _ lo—hx)Z

CrekTap ce fobuja Ka0 HyMEpHYKa BPETHOCT § H3pasa

10" — (m + 110" +m
lomh (10/1 _ 1)2

o(l) =

’

a MMaMo, Ha ipuMep, 3a m =9, h =1,

g 100 -10"+9

: = 0,123456789.
10792

Hpyzu dpumep. — O6Gpa3oBaTy CIEKTPANIHY FTEHEPATPUCY HA3a OHHOM-

HUX KoeduuyujeHaTa
m m m m
o/ L\ 2) 7 \m)’

ca yuu(pOPMHIM PUTMOM /i, =  caryacHuM ca Hu30M. FiMamo

f) =0,

a renepatpuca he 6uTH



HYMEPUYKH CTIEKTPU 31

D(x) = (1+107"x)™.
Cnekrap ce [o6#ja Kao HyMepHuiKa BpeJJHOCT H3pasa

(10/1 + l)m

D) =
( ) 10/71/1

3

ma UMaMo, Ha npumep, 3a m =06, h =2,

[}
=101 ) 061520150601,

00°

S

Tpehu fipumep. — ITocmaTpajMo HEOTpPAHUYEHH HU3

HEIE)-

cpenmux GMHOMHUMX KoeduuyjeHaTa, Koje ce MOTy H3Pa3UTH II03HaTOM
¢opmynom

2n)

n

u=2‘—, v =4cos’t.
T

o lA

uv'dt,
0
rae je

Opagfie ce 3aKJbyuyje f1a je

¥ [a je cTora Ca OBMM HH30M carjacal yHu(GOpMHO yGp3anu putam hy = k.
CriekTpaJjlHa MeHEpATPHCA 3a Taj pUTaM je

T

7
O(x) = % J 0(4x cos® t)dt,
0

rae je

H=o0

e(x) — anzﬂlxn,
n=0
a nyMmepuuka ppegnoct O(1) mogynapa ce ca cneK'prM S OBOT HHU3a U HU3-

HOCH
S = 0,1020060020000700002520000924.....
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Yeitispitiu iipumep. — ITocMaTpajMO HeorpaHU4YeHH HU3 M, dnaHOBA

2n

1 .

HE3aBUCHUX Off X [IOJIMHOMA (1 +x+=| 3an=1,2,3,.,; oBe 6pojese u3pa-
X

>KaBa no3Hara opmyna
T

M, = juw'dt,
0
rae je

u= l, v=(14+2cost)>.
T

Onatite ce 3akibyuyje fa je M, < 9" u fa je, npeMa TOMe, ca OBUM HH-
30M cariacai puram h, = k. ClextpanHa reHepaTpuca ca TAKBUM PUTMOM
ouhe

B(x) = L fe[(l +2cost)’x]dr,

0

rae je 6(x) yena TpaHCUEHJEHTa M3 IPETXOMHOT NPHUMEpa, a HyMepUIKa
spepnoct @(1) moxynapuhe ce ca ClIeKTpOM S HU3a, Uh]ja J€ BPEJHOCT

S =0,103007001900051000141...

II1. — Feneparpuce CREKTPa €A CTENEHACTHM PHTMOM

7. JewiaBa ce [ja cy, 3a IOCMaTpaHyu HU3 MO3UTUBHUX LeNHX Opojesa
M,,M,, M,,..., mo3HaTE TOpH-€ TpaHuLEe OpojeBa HUXOBUX Uudapa, Tako
na:

og k=1 mgo k=m, —1 ueo 6poj uMa Hajsuule p, uudapa,
on k=m; no k =m, —1 1eo 6poj uMa HajpuuIe p, Hudapa,
og k=m, no k =m, —1 ueo 6poj uMa HajBuWeE p; Hudapa,

(46)

CBy WIaHOBY IIPBOT WHTEpBAJa JOMYIITajy Kao 3ajefHAYKH carjacaH
puTaM YHH(OPMHH PUTAM

(47) /71 = /72 =...= /7””_1 = Py
LIHaHOBH ,IIpyFOI‘ HHTEpBaHa HOIIyIHTajy yHﬂCbOpMHH pHTElM

(48) h :/Imﬁrl’ :"’:/7/712"1 = P2

ny
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[TocmaTpajMo cnekTap S; NPBHX i WIaHOBA
(49) M M,,....M,

Hi3a M, ¥ O3HAYMMO Ca ¢ paHr UHTepBana (46) y KoMe je cagp>kan 6poj i,
Taxko fa je

(50) M, <i<m, -1,

LWITO 3HA4YM fa Kpajibkt leo Opoj M; uma Hajsuwe p, uudapa. Hus (49)
yMahe OHJja CIEKTpalHyU puTaM JaT jefHakocTuMa (47), (48),..., npu yemy
npBUX m; — 1 CHEKTPaHUX Ofcevyaka UMa UCTH putaM h, = p,, cnepehux
m, —m; OfCeYaKka UMa UCTU puTaM h, = p,,... OBakaB cnekrap S; je ciiek-
fiap ca ClieleHacitium puitimom.
Ileo 6poj
Bo=h+h+...+h,

KOJU 3a CBaKy BPETHOCT MHJIeKca k NpefcTaBiba YKyIaH 6poj nudapa y Hu3y
uudapa

(51) G]Gz..-Gk,
rae je G; Hymepudka rpyna (z) Koja ce OfHOCH Ha 1eo O6poj M; u uma pu-

TaM h, jefHak ofroBsapajyhem 6pojy p, onpebyje ce Ha cnenehu HauwH:
1. Kaxko 3a npsu untepsan (46) Baxe jegHakoctu (47), ueo 6poj

0 =GG, ---Gm,—l

uMa yKynaH 6poj nudapa jegHax (m; —p,.
2. Bynyhu na 3a gpyru uaTepsan (46) Baxe jennakoct (48), 6poj

Q2 = GmlelH . "sz—l

uMa yKymaH 6poj uudapa jeqHak (m, — m;)p,.
3. Ileo 6poj
Q3 = sz Gmg +1-- 'Gm3—l

¥Ma YKYIHO (m3 — m,)p; uudapa, uTu.
Hajzap, ueo 6poj ‘
Q{/ = Gm,/_|qu_;+l v 'Gi

umahe ykynno (i —m,_, +1) nudapa.
A Kaxo ce 1eo 6poj (51) 3anucyje Kaj ce HamuIly jefaH 3a IPYTEM ¢
uenux 6pojesa Q,,0,,...,Q,, yKynau 6poj werosux nudapa duhe jefHak
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(my —Dpy +(my —my)py +..o+ (Mg —my_5)p, +(i—m,_ +Dp,,
OHOCHO
(52) i, =Ly,
e je
(53) L, =(py—p)m+(py—pmy+...+(p, = Pg)My_y + py — Py
Pekypentna dopmyna
(54) Ly =L, + Py — pg)my — 1

OJIaKIIIaBa y3acTOITHO HyMEPHWIKO H3pauyHaBame OpojeBa L.

Taxo ce gomnasu o cneneher npasuna.

Hznoncunay B (k =1,2,...,0), Koju puzypuuie y uapasy sa ciexipan-
HY zeHepatupucy

(55) @) =10 Mx+107" Myx? +... +107" Mx'
Husa My, ca ctietienaciium HU3om hy = p;,p1,pi,..., 9aii je popmyaom
(56) B =kp, - L,,

2ge ce p, u L, He merbajy 3a cee unanose M, wuju ungexc puiaga q-tom
uniiepeany (46).
Kako, npemMa npeTxogHoM,

ox k=1 g0 k=m —1 umamo F, = kp, — L,,
ox k=m 00 k=m, -1 umamo B, = kp, — L,,
ox k=m, g0 k=my—1 uMaMo B, = kp; — Ly,

TO, aKO CE€ CTaBU

=1

@ (x) = Mx +Myx? + .+ M, x™7
(57) (PQ(X) = M X +Mm,+1x2 _l’n-“*‘]\4,“2_‘1,\’]”3"17

ny

QPE(X):M x+Mmz+2x2+"'+Mm3——l'xnu_li

1y

zenepatupuca (55) 6uhe gaitia uzpasom

(58) D(x) =1074 @, (1077 x) + 1072 @, (107 x) +...
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[Ipsu unau necue crpae faje, sa x = 1, crextap wusa (M,,...,M, )
ca YHH(OPMHHM PUTMOM /i = p,; 30Up NpBa [Ba WiaHA flaje creKTap Hu3a
(M, M,,....,M,, _,) ca cTeneHacTUM PUTMOM /i, = p, U hy, = p,,... :

8. Cniexrap uMa Hyaitly guciliepaujy Kajg HeMa TAMHHUX eNI0oBa, TaKo Aa
ce CeKTpalHe rpyie Joaupy]y 0e3 y3ajaMHOr npekianama. Takas 61 610,

HA MPUMED, CeKTap
12345678910 11 12 13...

HH3a IPUPOJAHUX OpOjeBa; HIIH CIIeKTap
124624120 720 5040 4320 362880

IPBHX AEBET paKkTOpHUjesa, UTH. ‘
Tenepaitipuca citexiiipa ca Hyaltiom guciiepaujom gobuja ce Apumerom
iipasuna u3 upeiuxogHoz ilapazpaga, iiog ycaosom ga ce 6pojesuma py,p,,
Ps,... cuattipajy maunu Opojesu yugapa yeaux o6pojesa M, .
Tako, Ha ipuMep, 3a CHEKTAp ca HYJITOM gucrnep3ujoM Husa 1,2, 3, 4,...
uMaMo M, =k u
m =10, m, =10%, my =10%,...,
pr=L pp=2, py=3,..,
IITO Aaje
B=k,-L,
ca
L,=10""+107+.. . +10+1-g=111...1-¢,

rae g o3Hadasa 6poj uudapa nenor 6poja M, Ha KOMe ce HHU3 3aBpIIaBa,
npu yemy je 6poj jequnuina y uudapckom 3amnucy 111 ... 1 jegnax ¢. Tako ce
nobuja:

L,=0,L,=9 L, =108, L, =1107, Ly = 11106...

Baxu, yocTanoM, peKypeHTHa pejanyja

L,y =L, +107 -1,

a jefHa BpeHOCT [, He Melba ce 3a CBE WIAaHOBe Hu3a M, ca ¢ mudapa.
HonunowMmu (57) caga cy AaTH onmTOM (POPMYJIIOM

(10/1 _ 1)x10”+l _ 10r1x1()” _ (1on~—l _ l)xlO”‘IH + 1011—1x10”"
(x-1?

0,(x) =

)

KOja M3JIa3u U3 OHOra IUTO MPETXOAU U U3 Mo3HaTe GopMyle Koja u3paxa-
Ba TOJITHOME YHjH Cy KOS(PUIMjeHTH WIAHOBU apUTMETHUKE porpecuje.
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TTIABA III

I'TABHA CITEKTPAJTHA KAPAKTEPHMCTHUKA
I. - Hedpnuunuja

9. OHO 1ITO MPETXOAM YMHH OUUTIIEHAM YyJIOre Koje urpajy cienehe
nBe pyHRUHT]Ee

(59) f(x)=M0+M1x+M2x2+...,
(60) E(x) = 0y +0,gx +0,8,x% +...,

y popMmuparby renepaTpuce cnexTpa faTor Hu3a lennx 6pojesa M,.

Pynxmuja (59) 3aBucu caMo Off BPEHOCTH HU3a, a HUYKOJIUKO Off PUT-
Ma [IOCMaTpaHor creKTpa. [Ipykunje pedeHo: OHa 3aBUCH O] CacTaBa CIICeK-
TpaJTHMX IPyTa ¥ He3aBHUCHA je O]f HauuHa Ha KOJH Cy mpyre pacrnopehene y
cnexTpy. OBa ¢yHKIHM]a, 32 TIOCMATpaHd HU3 M, HE MEHa ce Off JeHOT [0
APYToT CIieKTpa; oHa he crora OUTH Ha3BaHA 2AA6HOM CUEKIIPAAHOM Kapa-
KIUepUCUiuKom CIIekTpa.

Tome Hacympor, ¢pyHkuuja (60) 3aBrcH 0] pacmopena npyra cnekrpa
OpojeBa M,, Kao W Off 3HaKOBA peaHUX ¥ HMarMHApHHX JleJIoBa THX Opo-
jeBa, aly He 3aBHCH Off 6POJHUX BPEXHOCTH OBHX JesoBa. To je pasnor mro
heMo je Ha3BaTH K8aAUIATIUEHOM KAPAKIHEPUCITAUKOM CIIEKTPA.

Y oBoj rnasu, 6aBuheMO ce rIaBHOM CIIEKTPAITHOM KapaKTEpUCTH-
koM. OBa (pyHKIMja CBOIU CE HA MOJIMHOM YMJU Cy KOehUIH]eHTH LeIn
OpojeBH 3a OrpaHMYCHE CHEeKTpe; OHa NPECTaB/ba CTENEHH Pef ca UETuM
6pojeBrMa 32 HEOTPAHUYECHE CIIEKTPE.

¥ BenukoM 6pojy ciyyajeBa oBa (pyHKIHja ce M3paXkaBa Y KOHAYHOM
o6nuKky noMmohy nmos3Hatux pyskuuja. Taxko, Ha npumep:

1. 3a nu3 MehycobHo jegHakux nenux 6pojeBa M, oHa je faTa H3pa3oM
xm+l -1 Mx

fx)y=M unn - f(x) = ,
x -1 1—x

npeMa TOMe [la JI4 je HU3 OTpaHHYeH UM HEOTPaHUYEH,

2. 3a HHU3 Uenux 6pojeBa KOju ce NOYEB Ol HEKOT PaHla IEePUONUYHO
PENPONYKY)Y, KapaKTEPHCTHKA j& paylitoHasHa (pyHKIH)a Off X ¢a UETHM KO-
eghuLujeHIliuMa; aKo ce ca n 03Hayu 6poj YnaHoBa M, HEMEPUOJUUHOT ena
a ca m 6poj WIAHOBA NIEPHOJia MTOCMATPAHOT HU3a, KapaKTePUCTHKA he GuTH

F00 = P+ 23
1 — ,X'”
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rie cy P u Q nonuHoMu

P(x) = Mx+ Myx* + M x",
N RIEN 42 .
Q(’\) - [W/H—l’\”Jr + [‘4114%2/‘,1+ + Mn+m“\”+m'

>

3. 33 HEKH HU3 Uenux OpojeBa Koju NPefCcTaB/ba apUTMETHYKY IIPOrpe-
cajy
A+B,A+2B,A+3B,...,
UMaMo

Ax+ Bx :
l—x  (1-x)?

fx) =

4. 32 Hu3 nesux 6pojeBa KOji MpefcTaBiba FeOMETPH]CKY NPOrPeCH]y

AB,AB*, AB*, ...,
nMamMo
ABx
xX)= ;
fx) - Bx

5.3aHu3 M, rue je
My =pi+pi+...+py,
IpH YeMy Cy p; AaTu Lenu Opojesu, Ouhe
J(x) =R(x)—m,
1 P'(x)
rae R(x) 03HayaBa pe3yJTaTr 3aMeHe NIPOMEHJbHBE X Ca — Y U3paszy x ——=,
X

P(x)

y KoMe je P(x) MOJIMHOM CTelNeHa m

(x’_pl)(x_pZ)---(x—pm);

6. 3a HU3
GHEHER-(0)
o/ 2\ p)
AMAaMO
f@)=+07;
7. 3a HU3
HEIGHE)
0 \ 1) \2/\3/)""
pobuja ce
1

fx)= A

Y HeKWM ApYruM ciayvyajeBuMa, KapakKTepHCTHKA ce U3paXaBa ofpe-
benuM wHTErpanoM y Kome purypuiny rnossate yHKuuje.
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Tako ce 3a HU3 pakTOpHjeTa

1,203, ...,m!
nobuja

f = Jer Oty

0 xt—1
a 3a HEOrpaHWYeH HU3

2
M, = (zkk) (k=123,..),

nMaMoO

2 dt
-1
Jey=-l+2 -[Ja-t)a 16xt)

ITpaBuna xoja m3naxemo y ciuefieheM naparpady 3HaTHO IPOUIAPY)Y
obnacT ciaydajeBa y KOjEMa ce KapaKTepPUCTHKa HOOUja V eKCINIULUTHOM
00NuKYy.

II. - IIpaBuna 3a o6pa3oBamse IJIaBHe CHEKTPAJINE KapaKTepHCTHKE

10. Heka cy
f(x)= My +Mx+Mux*+...,
Ji(x) = My + Mix+Mjx* + ...,

CreKTpajiHe KapaKTepUCTHKe PefloM JiBa Hu3a M, u M; ca peanHUM HIH
UMarHHAPHUM, TO3UTHBHUM WJIM HEFATHBHUM WIAHOBUMA, U Heka je A 6uno
KOJu PUKCHPaH 1eo 6poj.

ITIPABUIIO I. — Hus
My EAM, MMy A,

MMa 38 KapaKTePUCTHKY (PYHKIH]Y

HITH f(,\)+l—L

Foneai =]l
P W

npeMa TOME Jla JIU je HU3 OrpaHMueH M ca /1 WIAHOBA UIH J&é HEOTPaHMYEH.

Tako ce, y ciyyajy Kajia cy cBU O6pojeBH M, peanHy ¥ DO3UTHBHY U Ha-
nase ce nameby UKcHpaHuX LeJuX NO3UTUBHUX 6pojeBa A u B, orpaHnueH
WK HEOTPaHUYEH pej

. 2
Mg+ X+ px” +
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rae je W, = M, — A, ucrora
0<u, <B-A,

u3paxkapa nomohy cyHkuuje f(x) Ha HAYMH KOJU TPOIIUCY]e OBO NPaBUIIO.
3aucra, Kako HU3 |, uMa yHI(OPMHHU CIIEKTpaIHu puTaMm /iy, = h, The je h
6110 Koju 1eo 6poj koju Huje mamwu of log(B—A), rmaBHa KapaKTEpUCTHKA
HI3a [, MOXKE Ce HAMUCATH Y OOJIHKY

! W f(x)——A—.
1—x

.XI” —
x =1

f)-A

¥ faje, Kaj ce y Hoj x 3aMenu ca 107" x, crexTpaiHy reHepaTpucy oBOT
HH3a 3a puTaM h, = h.

I[MIPABUIIO II. — Husy AM,,AM,,AM,, ogroBapa KapaKTe€pHCTHKA
A (x).

IIPABWIIO L. — Husy M, M,A, M,A*, M3),... ogroBapa KapakTepuc-
tuka f(Ax). :

IMMPABWIO IV. — Husy M,,M,,2M,,3M;,4M,,..., OfroBapa Kapakre-
puctuka xf’(x); uusy My, M,,2*M,,3*M;,4°M,,... ogrosapa

Xf70) + 1 (x);
Hmy My, M,,2*M,,3*M;,4°M,,... ogrosapa

XX+ Qx +x)f(x) + 3x2f(x),...

TIPABUIIO V. — Hu3sy
M()sM() +M|,M() +M] +M2,...

oprosapa 1f 5)2 .
[IPABUJIO VI. - Husy Ny, Ny, N,,..., i€ je
N,=m+DMy+nM; +n-DM, +...+2M, , + M,
G

A-x?
I[TPABUIIO VII. ~ Huzy M, — My, M, — M,,My — M,,... ofiroBapa

ofropapa
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UCET G

IMPABWJIO VIII. - Husy L, L, L,,..., THe je

L” = OLOM,, + (XIM"_] + ...»+ OL],M

n—p>

a Oy, 0ly,...,0, Cy OMIIO KaKBH (PUKCUPAHH GPOjeBH, ONroBapa
o o o
Oy + =+ 24+ L F().
X x x’

IMPABUJIO IX. — Husy M, £ My, M, £ M{,... ogrosapa
F) £ fi(x).

ITPABUIIO X. —~ Husy M My, M\M|,M,M,,... OAroBapa, Kao Kapakre-
PHCTHKA, jeflaH Ui APYrH o oapebennx uuTerpana

21 .
1 fs o !
E}[.f(Pe )fl[ jdt,

2 s
1 xe" i
o (Jf[ : jfl(pe Y,

rje je p IPOM3BOJbHA KOHCTAHTA MOJYJIA MAmer Off IOIYNPEYHMKA XOJI0-
MopdHocTH yHKIHja f U f; oko Tauke x = 0 (BugeTH § 5).

IPABWIIO XI. — Huzy M3, M}, M2,... onroBapa, Kao KapakTEpPUCTH-
Ka, HHTerpas

xe™
P

2r ,
1 o yin o] xe™
— e" dt,
- (f)f(p m[ 5 )
KOjU Ce MOXKe HAMUCaTH Y PEATHOM OOJIHKY
1 2n
— |y, dr,
> (j)w )

rie W(r,®) o3Hauana Mofyo of f(pe®).

ITPABUJIO XII. — OrpanunuenoM nusy MJ,M{,...,M! (rne je p natu
TIO3UTHBAH 1eO 6poj) OfroBapa, Kao KapakTEPUCTHKA, TOTHHOM J ,(x) cTe-
neHa p geMHUCAaH PEKYPeHTHOM OpMYIIOM
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2n .
1 i o i)
(61) Ji = Py ;[J'z(fk*lé’ et )JH(M; de/m

k=1
(k=2,3,...,p,¢; = const.)

ca
WiES! 1

Jo(x) =2 ; Ji(x) = f(x).

BaI/ICTa, KOpak no KOpak, Hallasu ce, C 063I/Ip0M Ha TECOPEMY HABEJCHY
y naparpady 5,
, Jo(x) = MG+ Mix+ ...+ M2Ex",

Ja(x) = Mg + Mix+ ...+ M x",

IMonunom J,(x), yocTanom, eKCIUIMUUTHO ce W3paXkaBa y OOIHKY
JERHOT BUIECTPYKOT HHTerpaa pepa p—1:

2 2R

1
J’...jFl,_ldtldtQ cadt, g,
0 0

][7()() = (zn)h—l

rje je
xe it +..‘+rk_,))

Fh—l = f(Clc’it' ).1“(026’”z )~--f(Ck—|€”"" )f[ C.C C
LO% R Oy |

I''TIABA IV
KBAJINTATHUBHA CITEKTPAJTHA KAPAKTEPUCTUKA

11. ®yuknyja
(73) E(x) =0, +0,8x+0,8,x +...,

rae je 6, jeman op uetupu 6poja 1, -1, i, —i, Ha3BaHa K6AAUTIATUUSHOM Ka-
paxitiepucitiukom IIOCMaTPaHOT CIEKTPa, 3aBICH CaMO Off 3HAKOBa peaHux
¥ IMarfHapHUX IeJI0Ba €JIeMEHATa CIEKTpa U Off PUTMa IIpeMa KOMe e CIeK-
Tap obpa3oBaH. To je CTEeNEHU pef YMjU CYy KOePUUUJEHTU palyUOHAAHU
6pojesu ca MOTycUMa jefHaKUM cTereHnMa Opoja 10 ca HeraTHBHIM HEeUM
H3JIOKUOIUMA.

3a orpanuueH HU3 M, oBa (PyHKIH]ja C€ CBOAM HA MOJIMHOM YHjH KOE-
¢unnjeHTH UMajy 3a Mofyie creneHe 6poja 10 ca HeraTUBHUM LETHM H310-
XuonuMa. 3a ciydaj HeOrpaHHUEHUX HU30Ba MOXeE ce€ JoKa3aTH ciepeha
TeopeMa:
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Keaauitiatiuena cilexitipasna kapakitiepuciiuka koja ogzosapa He-
KOM HeUpeKUugHo y6p3anom puitimy, iio 6uso kom 3aKory, ipegcitiasba Xu-
liepiUpaHCUEHGEHTIRY Leny QYHKULYY He3a8UCHO HpOMeHbUBE X, iMl]. yeny
PYHKUU]Y KOJa He 30g060./6a6a HUjegHY GUPePEHUUJAINY JegHAUURY KOHA-
YHOZ pega

: dy d*y
74 Flay 2 43 oy,
79 (”dx dx? j

anzebapcky ilo X, y u uasoguma pyHKuuje y io x.
3ancra, y ciry4ajy TakBOT puTMa HMaMo

hy<hy <hy<...,
n crora
h’k = hk—l +ll\"

Ifie je [, IO3UTHBaH 1eo 6pOoj, KOJU ce Metba MIIK He MeHha ca k, aliu, IITO je
OHTHO, CBAKaKo je pasnuyuT oy nynte. [lakie,

h’k = /71 +(1| +12 +"‘+lk-—l)’
1 cTora

Po=hythy +. by =y + [k =Dl + (k=2 +.. 4+ 2 +1 .
dyuxumja E(x) je, nake, necpuHncana pegom
E(x) =0y +ox+0,x%+...
YU je OTIUTH KoeUUMjeHT o, pauuoHanas 6poj obnauka
(75) o, = 6,,10""" == + (=2}, +,.4+/,,-,].

Kaxko cy cBu 6pojeBu [, pa3snu4uTH OfF HYyJE, TO, aKO Ce ca [ 03Ha4u
1leo NO3UTHBAH OPOj KOju Huje Behn o HajMamer of 6pojesa /,, uMahe ce

(76) nhy+(n—-DL +n=2 +...+1,_, 2nh +

n(n-—1) =
2 3

IITO 3HAUM fia je E(x) 3amcra yena (pyHKIHja.
Mebytum, r. IToma? je fokasao na uesna pyHkuuja feUHACAHA PETOM

y=ay +ax Fa,xt+..,

4. Polya, Uber das Amvachsen von gauzen Funktionen die einer Differentialgleichung
geniigen, Vierteqahrschrift der Naturforseh. Geselschaft in Ziirich, Jahrg. 51, 1916, pp. 531-545.
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uHju €y KOeUUM]ENTH PalMOHATHY OPOjeBH U 3a KOy U3pa3

(77) logla,!
n(logn)?

HE OCTaje OTPAaHUYEH KaJl /1 GECKOHAUHO PACTe — He MOXKe OUTH pelleHmhe

jenHaunne (74).
360r HejeqHAKOCTH

n{n—1y

—nhy ———1

(78) la,1< 10 2
uMamMo
lOg I(l“ I< —I:nhl - E(—HE“-—I—)[},

Tako Aa je u3pas (77) r. Iosbe 3a pyukumnjy E(x) Mo ancosyTHO] BPETHOCTH
Behu ont
n—1 I

hy +
(log n)* ’

1a CTOra TEXKHU Ka — oo Kaj| 7 6ECKOHAYHO pacTe, LITO JJOKa3yje TeopeMy.

OdurnegHo je fa Teopema ocTaje Y BaxKHOCTH ako je yop3ame puTMma
hy, yMecTo fa Oye HeIpeKugHO Beh off NpBOT uilaHa /;, TAKBO TeK MOYEB
Of Hexor panra k> 1.

Bnarogapehu Hejegnakoctu (78), yobnudajeHN MOCTYIIH OMIIITE TEO-
puje menux PpyHKUMja, a nocebHo MeTofa I. AfjlaMapa, MOTy ce JIaKO NpH-
MEHHUTH Ha MPOyYaBarbe Pa3iuYuTUX CBojcTaBa pyukumje &(x) (Haumu pa-
mhema, rycTiHa Hyna, rpaHdiie Bapupama 3a laTe HHTepBaje, uTh. ).

Y cnyyvajy ymugopmro ybpaanoz puTMa h, = h+ck KBanuTaTHBHA
CIIeKTpallHa KapaKTepHUCTHKA je Iena PyHKLHrja

&(x) = x (Br),

rae je  (x) TpaHCUeHJeHTa

Jim=oo

10 =Y 8,4 x", ¢=102,

n=_0

. —h_i_ . -
a B je koncranra 10 2. Opa nocnepma pyHKIN]a, y Cly4dajy Kafa cy 3Halu
peanHuX ¥ UMarrHapHHX Je0oBa MICTU 3a CBE YJaHOBE HHM3a M, CBOJH ce
Ha K06pPO MO3HATY TPAHCUEH/EHTY U3 TEOpHUje EMUNTHYKUX (PyHKIH]a
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n=oo

e(l) - anz X"

n=0

Kao mro je mo3naro’, 1o je hyHKUHUja HyallioZ poga, a TaKBe cy u

IbCHE JIMHeapHe KoMOuHanuje ca nonuromumMa. Hyne ¢yskuuja 0 (x) pacry
(91
Ca IbHXOBHUM paHrom 6ap ucToM Op3uHOM Kao 102, a ucTH je cinydaj ca Ko-
penuMa jegraumne 8 (x) = R(x), rie je R 6mio Koja pauuonanya pyHKIHja.
Mopyo dyakuuje 8 (x) pacte, 3a HO3UTUBHO x KOje GECKOHAYHO pacTe, Oe-
CKpajHO CIIopHje HeTo (hyHKIIHja
(logx)l

e °

TEeOpHja eNUNTHYKKUX PYHKIMja TOBOJM YaK O MPEU3HAjE HEJENHAKOCTH

(logx)?

10(x)l< Ae ¢ |

e je A o3uTHBHA KOHCTaHTad.

Ho, kaxo je yuucdopmHao yOp3aHu pUTaM cariacaH ca Hu30M Koedu-
IyjeHaTa CBAaKOT pefia ca UeluM KoeUIUjeHTIMAa U ca TOIYIPeYHUKOM
KOHBEpreHIHje KOju Hije HyJa, BHIM Ce JIa ce TpaHCueHxenTa 0 (x) mojas-
Jbyj€ Kao KBAIMTATHBHA CIIEKTPAJIHAa KapaKTEepPUCTHKA Y 06pa3oBamy Criek-
Tapa KoeuIjeHaTa CBakor KOHBepreHTHOT TejimopoBor peyia uuju cy Koe-
(puuHjeHTH NO3UTUBHM peasHy 1ejau OpOjeBH, WM LeTU HeraTHBHY, WIH
HaM3MEHMYHO NMO3UTHBHU U HEraTHBHU Lieau OpojeBHU, Kao M Y HEKUM JPY-
I'UM CIy4ajeBUMa Y KOjUMa IIOCTOjU U3BECHA IIPABMIIHOCT Y TIOIVIE[Y 3HAKO-
Ba KoeduuyjeHara. TpaHcueHaeHTa y (x) HHTEPBEHHUILE, YOCTATIOM, KaKBH
T'oJ| la Cy 1eJH Koe(puuujeHTH, peaylHu WK UMaruHapHy, 1 Ma KakBU OuIIn
3HAIM HUXOBHUX PEANTHHX U UMArdHHAPHUX JEJIOBA.

Kaxko cy koedunujeHTH y3 crenese npoMensbuse x y x (gx) u 0(gx)
pauuoHanHu 6pojeBH, oBe ABe (DYHKLH]E€ CBAKAKO MCIyHhaBajy YCIOBE TEO-
peme 1. IToswe, ma cy crora xunepTpaHcUEHAEeHTHE (PyHKUH]E.

Y cnyuajy puT™a ca pactiiyfium y6p3arbem, KBaTATATABHA CIIEKTPalHa
KapakTepuctuka & (x), HHaue yBex lLena XUIepTpaHCleHeHTHa PYyHKIH]a,
IpefcTaBiba CTeNeHu pefl ca KoedUUH]eHTHMa KOjH omnafajy 6ap HCTOM
6p3uHOM Kao Koeduimjentu pyaxkuuje 0(x). 3a puTaM ca KOHCIUHAHITHUM
y6p3aarvem pega p, pen £ (x) nma OnmItTH KoeUIUjeHT

-P(n
o, =107""8,,
5 J. Hadamard, Etudes sur les proprietés des fonctions entiéres eten particulier d'une

fonction consielérée par Biemann, p. 210.
6}, Hadamard, loc. cir., pp. 179 et 202.
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rae je P(n) monuHOM cTerneHa p + 1 10 n KOJU y3uMa MO3UTUBHE BPEIHOCTH
3a CBe MO3UTUBHE LEJIE BPEIHOCTH /1.

ITo3HaTo je fa je TpaHcueHaeHTa 8 (x) Koja ogrosapa cnyuajyp =1y
TECHO] Be3H ca 6 pyHKUH]aMa TeopHuje eNuNTHIKUX PyHKIMja: 6 pyHKIHjE
y TpaBOM CMHUCIY PEYM Cy €KCIIOHEHUUjalHU PEJOBU UUjU je eKCIIOHEHT
[IOAMHOM gpyZ20z citieilena y OFHOCY Ha PaHT WiaHa, IITO je OKONHOCT Koja
yCIOCTaBIba, Ha MPUMED, NO3HATU OJHOC U3Meby Teopuje oBuxX dyHKIHja U
ApUTMETHYKE TEOPHje KBAAPATHUX (POPMH.

CnuaHo TOMe, TpaHcUeHieHTe &(x) Koje OfAroBapajy BpeRHOCTHMaA
p=2,3,4,..yBe3u cy ca 0 pyHKUMjaMa BUILET pefia, Ne(pUHUCaHUM eKCIIO-
HEHIMjaJIHUM pEeIOBHMA MU € €KCIIOHEHT CilieileHa suweZz og 2 'y ORHOCY
Ha panr wiana. Ose ¢yHKuHje Oune cy NpeaMeT 3HaYajHuX UCTPaKUBarba
r. Anena’.

I''TABA V

BE3A UBMERBY HU3A LIEJINX BPOJEBA U EIEMEHATA
BEIOBUX CIIEKTAPA

12. Y onoMme 1To cnexu nogpasymenahe ce fa ce, Kao IITO je yoObuya-
jeHo, paur nudapa koje 06pasyjy Leo feo Hekor 6poja Opoju 3jecHa Ha-
JIEBO, & PAHT JlellMaa, Kao ¥ paHr 4aHOBa HU3a, CJIeBa HaJ[eCHO.

AXO je CHEeKTpasHui puTaM /i, Aat, Be3a u3Meby Hu3a Lenux 6pojesa u
eJeMeHara CIIeKTpa, Kao ¥ Be3a u3Meby riaBHe crieKTpasiHe KapakTepHCTH-
K€ ¥ CaMOT CIIEKTpa, MOTY ce caxkeTH y cnefieha npasuia.

TIPABUIIO 1. — Kap je mo3HaTa NIaBHAa KapaKTePUCTHKA Y OOJIHKY
f(.x) = MO +M,x+M2x2 +...,

ca KoedHIujeHTEMAa YHje Cy OPOjHE BPeHOCTH TIO3HATE, 32 CBAKHM Le0 6pOj
M, obpazopahe ce merosa HyMepHudka rpyna Gy, a momohy oBux rpymna
Hamucahe ce 6poj

S:G(),GI,GZ,G3..., n

oBaj 6poj he npeacrasmbaT cﬁeKTap opojeBa M, ca pUTMOM /y; IIpeMa KO-
Me cy popmupaHe rpyne G;.
Tako ke ce, Ha mpuMep, 3a KAPAKTEPUCTHKY

7p. Appell, Sur les fonctions 0 de degres superieures, Comptes rendus Acad. sc., t. 153,
1911, pp. 584—587; 617-618.



46 BPOJHM CITEKTPH

f(x)= (102)4-(112))( +(122)x2 +...+(162)x(’

1 3a yaHugopMHO pactyhu puram iy, =1+ k, gobutn

Go=1, G =12, G,=066, G,=0220,
G, = 00495, G; =000792, G, = 0000924,

na he cnexrap 6utn

S =1, 120660 220 004950 007920 000 924.

IMPABWIIO II. — Kap je mo3nara rylaBHa CIEKTpaliHa KapaKTepPUCTUKA
y 6110 KOM OOJIMKY KOJU HE TPETIOCTaBIba T0O3HaBakhe OPOJHIX BPENHOCTHI
koeduuujesara M,, cunektap 6pojesa M, obpasosahe ce nmomohy cuek-
TpanHe reseparpuce ®(x): cnekrap he ce Taga nogygapuTu ca BpegHoIrhy
S = ®(1); a orpaHnveH HU3 eHUX Jennmana gahe ogpebenn onceyax cnex-
Tpa.

Taxo he ce, 3a KapaKTEPUCTHKY

f(x)=(1+x)’

10 6uHOMHEX KOeduLujeHaTa (i) 1 3a yHUPOPMHHM pATaM h = 3, UMaTH

_ (1000 + x)°

(D(A) 1027

’

a cmexTap oBux Koedunujenata 6uhe

_1o01° _

1077 -

S 1,009 036 084126 126084 036009001.

IIPABUMJIO III. — CriekTpanha rpyna Koja ogrosapa ujaany M, mouy-
mapa ce HeNuM jAelioM Hymepruke spegroctu ®(1); mpyra Koja ogrosapa
uynmady M, nomypapa ce ca rpynom 3HavyajHux uudapa 6poja @(1), koja no-
THbE

(hy+hy +...+h_, +1)-TOM

u 3appwasa ce (h +h, +...+ h,)-ToM geuumanom 6poja @ (1); n-ta nunuja
(6pojehin 3mecHa HaseBO) Ipyre Koja ogrosapa wiany M, nopypapa ce ca

(hy +hy +...+ h, —n-+1)- BOM feruManom
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Gpoja O(1).

Y ciyuajy yHUGOPMHOT puT™Ma /i, —h, Ipyra Koja oArosapa 4iany M,
Iofyfapa ce ca rpymnom suavajHux uudapa 6poja ®(1) xoja mounme
[(k -Dh+ 1]-BOM ¥ 3aBpluasa ce kh-toM geuumanom 6poja ®(1); n-ry nunn-
Jy oBe npyre npepcrasmba (ki —n + 1)-Ba genumarna.

Y cnyuajy ynucopmHo y6p3aHoTr putMa /i, = h+ck, oBa npyra nouu-

k(k+1)
2

e I}k(kz—_l)C-i—(k-—l)h-f-lil-BOM ¥ 3aBpliaBa ce { C+kh:l~TOM

ne-unmanom 6poja @ (1); merosa n-Ta NuHUja TORyKapa ce ca

{ﬁ;ﬁc +kh—n+ 1} HeIMaIoM.

Ha npumep, y npumepy y Be3u ca npaBuioM I, 9eTBpTy npyry 4mHm
rpyna 3xauajrux uudapa 6poja C Koja Mounmbe ASCETOM a 3aBpliaBa ce
[(BAHAECTOM [IELMMAIIOM: TO je, TpeMa ToMe, 126. [Ipyry nuuujy mecre mpy-
re YMHHK celaMHaecTa leumana opoja S: To je, gakine, 8.

MMPABMIIO IV. — ITocMaTpajMO y HH3Y NO3UTHBHUX LENHX OpojeBa
HyMepuuke uHTepsane Y,Y,,%,..., rae je Y, HHTepBal KOJ! MOUYULE LEIIM
opojeM h +h, +...+h,_, +1 a 3apwaBa ce 6pojeM h +h, +...+h; n-Ta
peuuMana 6poja § = ®(1) jepnaka je (b +h, +...+h, —n+1) uudpu Hy-
MepHuKe rpyne G, 9uju MHAEKC k je HHAeKC HHTepBaia Y KOjU CaipKu /.

Y cnyvajy yHuOpMHOT pUTMa Ay — h, MHTEpBaN Y, MOUHIbE LEITUM
6pojeM (k— 1)h + 1 a 3aBpiuaBa ce Gpojem kh; n-Ta fenumana 6poja S mogy-
napa ce ca (kh — n + 1)-BoM 1uppom rpyne G Unju HHIEKC je HHIEKC HHTEP-
BaJla KOJU CafpKu A.

Y cny4ajy yHU(OPMHO YOP3aHOT PUTMA, MHTEPBAJM Y, NOUUbEe LEeIuM

6p0jeM[k(k+1) ket D)

c+(k-Dh+ 1i| a 3aBpllaBa ce UelnM OpojeM [

k(k+1)

+ kh]; n-Ta geuuMana 6poja S nmopypapa ce ca [ c+k—n +1} nud-

pom onroBapajyhe rpyne G,. Ha nmpumep, 3a puram h, = ck, unrepsan Y,
nouuibe 6pojem 1 u 3aBpiuasa ce 6pojeM c; ¥, nmounse 6pojeM ¢ + 1 a 3aBp-
maBa ce 6pojeM 3¢; ¥; mounme ca 3¢ + 1 a 3aBpmasa ce ca 6c¢; Y, nounme
ca 6¢ + 1 m 3aBpmaBa ce ca 10 ¢, urq.

MPABUIIO V. — IIpBux k + 1 koedunujenara riaBHe CeKTpalIHE Ka-
pakTepucTuKe f(x) onpebyje y NOTIYHOCTH 1[0 €O M HU3 P, = h +h, +
...+ h, pBEX geuuMana 6poja S: 0Baj INTaBHU ieo fobOuja ce Kaj ce HCIUILy
jemHa y3 Ipyry oaropapajyhmx k Hymepuukux rpyna GG, ...G;.
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Y cny4ajy yamdopmHOr put™Ma h, = h, npBux k + 1 xoedunujenara
dynkuuje f(x) oppebyje ueo aeo u npeux kh genumana.
Y ciyvajy yaucdopMHO yO6p3aHor put™Ma h, = h+ ck, oBu Koeduujen-

T ofipebyjy neo feo u npBux w ¢ + hk peummMmana.

IMPABUIIO VI. - Ileo neo u Hu3 npBuxX P, fenumaina 6poja S onpebyjy
y HOTIYHOCTH £ + 1 npBux KoedunujeHaTa KapakTepucruke f(x).

AKO ce HHM3 s5; OBUX JelrMaa MOJeJN Y y3acTOIHe ofceuke 0Gpaso-
BaHe, IpBa Off A, NPBUX JeluMala, ipyra of h, cnenehux genumana, uTy.,
koedunujent M, dynknuje f(x) (YKOIHKO ce ancTpaxyjy 3HAIH HeTroBOT
peaHor M MMarkMHapHOT Jiesa) MoAYAapa ce ca IpyIoM 3HavyajHux nudapa
p-TOT oficeuka. [Ipykumje peueHo, oBaj KoeduUIMjeHT NpefcTaBba Ipyra
CIIEKTPAJHOT OfcedKa Koja nouuwe (h +h, +...+h, +1) u 3aBpuaBa ce
(hy +hy +...+h,) geunmanom Gpoja S.

13. Jla 6u ce Morao, Ha OcHOBY Opoja S AaTor y CBOJCTBY CIIeKTpa He-
KOT HeI03HATOr HU3a uenux o6pojesa M,,M;,M,,..., PEKOHCTPYHCATH CaM
Taj HU3 — NOTPeGHO je W JOBOJHHO fia je jolI MO3HAT jegaH ckyn (D) kea-
AUTHATIUBHUX H0gallidka KOJU ce MPHKJBYIY]y IPETXOXHOM a KOjU AOMyIITa-
jy [a ce mpenusupa:

1. 3akoH cliexlUpannoZ puiima;

2. Ckyil G, 3HAKO08A peanHux geaosd yeaux bpojesa M.

3akoH putMa h, oMoryhyje noszHasame, y3 nomoh npasuna III w3 npe-
TXOAHOTr Maparpada, y3acTOIHUX [IPyra CexTpa S, Ia CaMUM THM | 11eJIHX
6pojesa Ny, N,,N,,... Be3anux 3a 6pojeBe M; penanujom

Nk = ekMk’
rie je 6, oHaj op yeTupu 6poja 1, -1, i, —i Koju, ¢ 063upoM Ha ofirosapajyhe

3HaKe O, ofiroBapa 6pojy M,; 6pojesu M, 6uhe oHa NOTIYHO nedUHH-
CaHHM OBOM TOCJIEHOM PEJTallijOM.

I'MABA VI
CITEKTAP CXBAREH KAO JEIVMAIJIHMA BPOJ

14. OuurnenHo je fa crekTap KOJH IPOU3BOAM HEKA KapaKTepUCTHKA
f(x) He mMoxe 6uTH 1eo 6poj, ceM Kax ce f(x) CBOAM Ha KOHCTAHTY; OH He
MOXe UMATH oZpaHuyer 6poj geyumanda yKOIUKO ce f(x) He CBOAM Ha MOJIH-
HOM TIO X.



HYMEPHUYKH CITEKTPH 49

Hcro Tako je ouurnefHo fa, Kaj je KapakTepyucTuka f(x) payuonaina
(hyHKIH]a Off X, a CIIeKTap UMa OUITO KaKaB YHUpOPMHU puitiam cariacad ca
ETOBUM €JIEMEHTHMA, Taja Je Taj CIeKTap payuoransaq 6poj U mpeacTan-
Jba, NpeMa ToMe, IIEPUOAUYKH AelUMallal pa3joMak, IPOCT WM MEIIOBUT.
Kap rog je f(x) anreGapcka hyHKIHja Of x, CIIEKTAp Ca TAaKBUM PHTMOM je
anzebapcku 6poj.

Anu, 0BO Huje 00aBe3HO ciayyaj Kaj CHEKTpPaJHU pUTaM HUjE YHU-
thopMaH: cilexiliap Koju uma gososHo yOp3an puitiam ga rwezosa gucliepauja
paciiie gocitia Op30 ca paHZom CUeKIIPAAHUYX 0gCeHaKa — P aHCyeHGeHTLaH
je 6poj.

3amcra, CETUMO Ce jeflHE NOo3HaTe TeopeMe I'. Majea U3 Teopuje TpaH-
cuefeHTHIX Opojesad.

Hexa je b 6uno xoju pukcupas ueo 6poj; m, m,, ny,... pealiHu M03u-
THBHHU MM HEraTHBHU LIETH OpPOjeBU KOjH CY IO allCOJYTHO] BPETHOCTHU
MamH 0o b U Meby kKojuma je 6eCKOHAYHO MHOTO PasiIMIuTHX Of HYJIIE;
1, Wy, y,... IO3UTUBHY Lenu OpojeBH, TAKBHU Ja je

VISV, Syys..
ufa ¥, 6eckoHayHo pacrte ca n. PyHKIMja

Q(x)= Ay +Ax+ Ax? +..,
e je
m,

AT

M

nesa (pyHKIMja KOja 3a palnoHa HO (Uak 1 3a anrebapcko) U Of HyJe pas-
JMYHUTO X y3UMa CAMO TPaHCUEHEHTHEe OpOjHE BPETHOCTH.

ITocMmaTpajmMo oHfa HeKu 6ecKoHavyaH Hu3 My, M|, M,,... nenux 6po-
jeBa 0g Kojux Hujegan Hema suuie 0g | yughpe, 1 y3MHUMO Jia je y IPETXOAHO]
TeopeMH

my =0,M,, b=10"

dynkuuja ¢ (x) moxynapuhe ce ca CIeKTPaIHOM MeHEpaTPUCOM HH3a
M, xoja ofroBapa puTMy (ca EOM CarJacHUM)

I = w — ey, THEJE U = Y Wy = Yyl,

ca b =y, jepje Taga

8 E. Maillet: Intraduction a la théorie des nombres transcedants Paris, Gauthier-Villars,
1906, pp. 20-22.
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— enMn — enMn
10/11,, 10/1, +hy .4l

i = ellgllMH'

Cnekrap 6pojeBa M, ca puTMOM /i, TIOAyAApa ce, [akje, ca BPEeJHO-
why ¢(1), ma crora ipegcitiasnma twpancyengeniian 6poj. Tipema Teopuju
TPaHCHEHJEHTHUX OpojeBa, OBa TPAHCUEHAGHTHOCT IPOUCTHYE W3 IIPHCYC-
TBa 0ECKOHAYHO MHOT'O HM30Ba HyJa KOj€ pa3jiBajajy 3HaYajHE [enumale
CIEKTpa U 4Mja IKpUHa OECKOHAUHO pacTe ca paHroM Hu3a. [Ipykuymje pe- -
YEHO: HipAHCUeHGeHIIHOCI cliekiipa Holtiude og 6p302 pawhersa reZose
guciiep3ufe ca paHzom cileKilipasHUx ogce1aka.

3a Hu3 M, KOju unHe Lelu 6pOojeBH ca CaMo JeTHOM IHPPOM, CIIeKTap
KOjH, Ha mpuUMep, uMa putaM h, = (k —1)(k —1)! TpaHCcUEHNIeHTaH je Opoj.

Anu HpauHcyerRgeHilial Kapakiiep Huje H08e3aH UCK/bYUUBO Ca clieK-
ipuma HU3osa ueaux b6pojesa ca ozpanuderum 6pojem yugapa. To ce
MOKe TOKa3aTH noMohy jeiie apyre Teopeme o TPaHCHEHAEHTHUM Opoje-
BHMa, KOja Takobe moruue ofi r. Majea” u xoja riacu:

Heka je b 6urmo xoju (pukcupaH 1eo 6poj 1 HeKa je CTaBJbEHO

b
b/\xu — b’A I,n’ ca bl,n — b”,
TaKo fia je
po ph"
b2.n = b" ’b3.n =b" LA

Hexka cy 3aTuM p u © Ba pUKCHPaHa MO3WTHBHA PeasiHa Lena Opoja u
Ay, AL A,,... HE3 enux O6pojeBa (peaNHuX WU UMAardHapHUX, MO3UTHBHUX
UM HETaTHBHMX) TAaKBHX J1a, 3a ogpebeny Bpennoct p pehy on 2, 3a cakn
WHJEKC N1 BaXU

A, 1< by,
IIpema TeopeMHt KOJy MIMaMO Y BUAY, Pefl

@ (x) = Agwy + AW, X + Aywyx? + ..,

rne je
—pn

P

WN = b

pefCcTaBba 1elly PYHKUH]Y KOja 3a PAUHOHANHO U Off HyNle PasIuIUuTO X
y31MMa CaMO TPAHCUEHAEHTHE BPEHOCTH.

ITocMaTpajMo OHfia GeCKOHAYaH HH3 PEaNHUX WM MMariHapHUX le-
nux 6pojesa My, M, M,,...unju 6poj uudapa ca paHroM MOXe pacTH OHO-
nuKo 6p30 KoNMKo ce xohe, 1 0OPeN¥MO J[BA LieNia TO3UTUBHa 6poja p > 2 1

9 Loc. cit., cTp. 105.
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o Tako fia 6poj 10,_,, pacre Gap ucrom Gp3uHOM Kao Gpoj uudapa 6poja
M, ¥ Ja je 3a CBaKH HHIEKC n

IM, 1< 10°

pon
Kap ce craBu y IpeTXoHO] TEOpeMU
A, =9M, b=10,

thyaxkumja f(x) he ce mopymapuTu ca CreKTpagTHOM TeHepaTpUCOM HHU3a
KOja OroBapa puTMy

he =u, —u,_, raeje u, = 102"

poane
ca by =10, ,, jep je Taga

e711\411

Aw =
e 10111 +hy +.+hy,

= 8Illg’lkl\dll'

Kaxko BpemHocT ¢ (1) mpefcraBiba ciekTap 6pojeBa ca puTMOM h,, Taj
CIIeKTap je iipaHcuergeHitan 6poj.

Tpancyengenitinociti iiako 06pa3osanux cilekitiapa y cywiliuny ito-
ftiuve og gucilepauje cilekitipa, Wiilio je egekill 6eauxo? yop3aarba clleKiipan-
HOZ puilima; OHA HUJe HU Y KAaKBOj Be3U ca OPOJHUM BPEJHOCTHMA IIENHX
bpojesa koju GopMHpajy Ipyre COeKTPa, HA ca HAUMHOM HBUXOBOT panrhe-
A Ca PAHTOM.

Aau fiopeg axksux cliexitiapa, koju bpuiiagajy xaacu Jluysusosux
ifipaHcuengeritinux 6pojesa, nMa 66CKOHAYHO MHOT'O APYIHX KOoju Takobe
MpeficTaBlbajy TPAaHCUeHAeHTHe OpojeBe, a ia NP TOM HMajy crnaby HWin
Yax HYJITY AUCHEep3U]y ¥ CIIOpP WK HITaBuIle yHU(OpMaH putaM. [JoBoBHO
je TOJICeTUTHU Ha CIeKTap, ca 6MII0 KOjUM YHU(POPMHMM PUTMOM, HH3A Ile-
nux jepHouM(ppeHNx GpojeBa Koju ce MOAyfapajy ca y3acTOIHUM AenyuMa-
nmaMa 6poja e wiu 6poja T, 0Baj criekTap He npunaga JInysuioBoj Kiaacu.

TpaHCHEHIeHTHOCT CIIeKTpa MOKe, faKiie, MoTHHaTi: 1. caMo of me-
roBe MUCIep3Huje; 2. O cAcTaBa CIEKTPANIHUX NIPyra; 3. HCTOBPEMEHO Off e~
rOBe THUCIEP3Hje U Of cacTaBa HmErOBUX IPYTa.



APYTU JEO

JEJAH HAYMH JOBOBEWKA Y BE3Y
OYHKIINIJA JETHE ITPOMEHJBbMBE
M HN3O0BA HEJIMX BPOJEBA

I. - Tpancdopmanuje A[f] u pynkunje (E)

15. Meby pasnuuuTiM MoryhuM HayMHHUMA YCIOCTaBIbaba BE3E U3-
meby Heke dyHKuHje f(z) jegHe NPOMEHIbUBE U HEKOT HU3a IeNnX Opojesa,
jenaH Ou ce cacTojao y YCIOCTaBJbamlky M3BECHE KOpECIOoHNIeHnje n3meby -
dyskumje f(x) 1 jegHOr CTEeNneHor peja

F(Z):M“ +MlZ+M222+...,

YHjU ¢y KoeHuUMjeHTH ueall 6pojesi, TAKO fa j€ Of ABa WiaHa OBE KOpe-
cnoHpeHuuje, dpyHkumja f(z) m Hu3a M, jenaH ofgpebheH kap je Apyra gar.

Ja 6ucMO CKpaTHiIu M3parkaBamwe, NOTEHLHJalIHE PefloBe ca LEIUM
KoeuuujeHTIMa YHjU MONYNPEYHUK KOHBEPIeHIUje HUje Hyna HazpaheMo
pegosuma (E). PyHkumje jeyie NIpOMEH/BUBE KOJe c€ MOTY NpHKa3aTH Ta-
KBUM pefloBuMa Ouhe Haspaue ¢yHkuujama (E). A 3a NOTMHOME ca LEIUM
xoeduuujenTnMa pehin hemo na cy ioaunomu (E).

Meby pasnayuTUM HAUNHUMA eeKiliuéHe peanu3auuje KOPeCIoH-
neuudje nsmeby dyukuuja f{z) 1 peposa (E), jefan ce cacToju y iiparc-
popmucarby, TIO3HATUM CKYIIOM ollepauuja, pyHkuuje f(z) y pen (E), npu
YeMy M3BplleHa TpaHchopMalnja ycrnocTasba ofipeheHy y3ajaMHy Kope-
crionfeHunjy u3mehy enemenara koju ofnpebyjy dyukunjy f(z) 1 Hu3a Ko-
ednuunjenara pepa (F).

Hassahemo oupa itiparcgopmayjom A[f] CazaacHoM ca Hocmaiipa-
HOoM yHKyujom f(z) cBaky TpaHcoOpMald]y Koja ce M3BORM moMohy
OTPAaHUYEHOr MM HEOTPAHHUEHOT CKyIla oNepauyja i Koja, IpUMeeHa Ha
f(2), ncnymapa IOMEHYTE YCIOBE.

Ha npumep, Tpancdopmanuja

Alf]= f(-ilog2)
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caryjacHa je ca PyHKIIHjoM

(z) = m‘%'“_
f (1 — e:l ):
Koja OBy npeTBapa y pen (E)

z-220 =32 + 42t 4
tpaHchopmanuja

A[f]= je-'f(zt)dz
0
carnacHa je ca dynkuujom f(z) = ¢" (rge je m neo 6poj), KOjy OHa TpaHc-
dopmuute y pex (E)
L+ mz+m?z2 +m*z + .
Tpancopmanyja

Alf]=22F7(2) + 22 (2)

y CarilacHOCTH je ca yHKUMjoM [(z) AeUHUCAHOM IOTEHUM]jATHIM PEIOM
obnuka

n=oa

5 — MH i
Mz = 2 n(n+1) o

n=0

(mpu uemy cy M, uenu 6pojeBU, KOHCTAHTHH WX IPOMEHIBUBH Ca n), KOjy
OHa IpeTBapa y pent

My +Miz+Myz* +..;
TpaHcgopMalyja

AlF] = v f(ya2),

Ife ¢y Y, ¥ Y, ABa HOTONHO ofpebeHa Hena Opoja, carjacHa cy ca CBakoM
anzebapckom PYHKUUJOM KOja ce MOXKE Pa3BUTH Y CTEIIEHH pefl YUjU CY KO-
euINjeHTH pauMOHAIHY OPOjeBH, UTI. »

II. - Tpancopmanuje A [}‘] nogesane ca ofipehennm KaTeropujama
" (dysxuuja

16. Onepanuje KojuMa ce U3BOAM HEKa TpaHchopManyja A[ f ] Oecko-
HayHO Cy pa3HOBPCHE, YaK U 3a jeHy moceOHy GyHKuujy f(z). Ilpu ceem
TOM, oApeheHa TpaHcdopManyja He Be3yje ce HCKIbYUNBO 3a je[HY MoceOHy
byukuujy: yomnure, jegra diparncgopmayuja A[f] cazaacHa je ca jegHnom
suLUe UAU MAMbe HPOCIIpaHoOM KailleZopujom hyHKkyuja.
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Tako, Ha npumep, ako je pyHKIHja AedUHUCAHA Y €Ny CBOT JOMEHA
€r3UCTEHIN]e PA3BUTKOM

(81) fw)=ay+au+au®+...,

(Tme ce MOXKe, CMEHOM HEe3aBHCHO IPOMEH/BHBHAX KOja YUHH JIeo TpaHCchOop-
Manyje A [ f ] 3aMEHUTH u ca z), UMaMo creneha npasma:

ITPABHMIIO 1. — Tpancdopmanuja obnmka
A[f] = Af(Bz) (A = const; B = const)

carnacHa je ca f(z) Kajl Tof je UCIYEeH jegax O ciepehux yciosa:

1. a, uma KoHauaH 6poj HeurMana; Taja ce Moxe y3eTH fa je B = 1,
A=10%, rge je g MO3UTHBAH Leo 6pOj KOjU IPEACTaBIbA rOPY TPAHUILY
Opoja genumarna 6pojera «,,;

2. a, Je KOIMYHUK J[Ba y3ajaMHO NpOCTa mena 6poja, Ipu 4YeMy HMe-
Hunan P, cagpsxku camo npocte GakTope Koju He pacTy 6eCKOHAYHO ca 1, H
HCIyHHaBajy YCIIOB Aa q/@ ocraje KOHa4YHO Kaj n 6ecKoHawyHO pacTte. Pa-
3narame 6poja B, Ha mpocTe (pakTope MMa caMo orpaHmdeH 6poj pakTopa
DPisPas---s Py, N2, YKONUKO ce ca N o3Hauu (puKcHpaHU Opoj Takas ja je

21B,1 < N, Moxe ce 3a cBaku (pakToOp p; ONPENUTH TakaB Heo 6poj A; na

6yme p}" > N, i IOTOM CTaBUTH

B=p'pytpy"

3. a, je payuonanan 6poj, a f(x) aszebapcka dhysKkuuja (cnenujanan
cnydaj pesysTata 2, mpema TeopeMu Aj3eHINTajHa);

4. a, je depuoguuHi JeUMMalHA pa3oMak 4mju ce 6poj o nudapa
HeIepUOAMYHOr esia u 6poj  undapa nepuopa He Mewajy ca n; Tafa ce
MOXKE CTaBUTH
——
99...9

B=1, A=10%,, 9, =

’

(mocnmemguua exeMeHTapHOr CTaBa O INEPUOAMYHUM NEUHMAaHUM pa3jioM-
[[Ma TIPETBOPEHNM y OOHUHE Pa3IOMKe).

ITPABMIIO II. — Kajt ropt je a, p-Tu KOpeH HEKOTr uejor 6poja (p ueo
no3uTHBaH 6poj), pyHkumuja f(x) pomyurra TpancpopManujy

(84) Alf]=0,(2),
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rie je d,(z) dyHKuuja of z fepuHucaHa peKypeHTHOM hopmynom (61) ca
1 N
an(’l’):t":a d,(2) = f(2),

(y3 ounriefHa orpaHuuea koja odyxsarta dopmyna (61) 3a HeorpaHudeHe
Husose M,).

[TPABWJIO III. — Y Bulie nmapTHKYJapHOM ciIydvajy Kaja je a, KBaj-
paTHM KOpeH HeKor uenor 6poja, pynkuuja f(z) gomywmra TpaHcgopma-
uujy

(89) Alf]= 51— [ riper )f[ Z"p : ]dr (p = const.)
0

I

(BupeTH § 5).

ITPABUJIO IV. — CBaku noJitHOM [(z) 4Mju cy KOe(UILHUjeHTH ajre-
Gapcku OpojeBH pomyiuTa TpaHcopMauujy A[f] KOja ce M3BOJAM KOHa-
yHuUM GpojeM anreGapcKux onepannja i CMeHa.

IMPABMIIO V. — Kag je «, o6nuka M,@,, TAe je M, KOHCTaHTaH WJIH
ca n IPOMEHIbUBH 1eo GPoj, a @, je (DaKTOp KOju HUje LEO, MEFbA CE €A N |

TaKas je [a pen
2
0=+ Py,
Qo 1 P2

IMa TO3UTHMBAH IOJYIPEUHAK KOHBepreHuuje, pynknuja f(z) momymra
TpaHcdopManujy

-t

2n
(87) A [f] = 5}; J.f(ce"')(p (—Z—ec—j dt (¢ = const.),
0

Ka0 ¥ OHy Koja ce fobuja Kaj ce y g nepMyTyjy cumbomu f u ¢ (mocnepuna
TeopeMe HaBefieHe y maparpady 5).

Yocranom, y MHOIITBY cily4yajeBa oBe BpcTe dyHKUMja f(z) momyuIra
takobe apyre TpaHchopmauuje A[f] KOje MOTY y3UMaTH BeOoMa pa3Ho-

BpcHe o6umke. Tako, Ha npuMmep:
Ilz
1.3a a, =M ? (ca dpuxcupanum Leaum 6pojeM M), re ce MOXe Ha-
IcaTH
n{ntl) 1

— — 2 — 2
an_Mn(pn’ ca MN_M ’(pn_M ’
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IMaMo, y cy4ajy Kaf je f(z) IOoIHHOM,

(88) Alf]= F) u A[f]—-f(j:ﬁj;

1
2. 3a =
P o+ PBn

A [f ] BpuIM ce moMohy u3pasa

(rme cy o u  koHCTaHTE), jeqHa TpaHcdopManuja

Zl—ﬁ _Ccl_iz_ [Zﬁf(za )] X

1
MOIITO CE Y 1EeMY 7 3aMEHH ca z%;

3.3a @, = n"" (rpe je p pukcupaH NO3UTHBAH O6pOj), Ho6HjaMO
(90) Alf] =2,

rie cy dyukuyje f,(z) nedpuHncaHe PeKYPEHTHOM GopMyIIoM

Ae(2) = ZC’D%) M(z) = 2 f(2):

4.3a
_ 1
" n(n+1)...(n+p)’
nobuja ce
. 1 d
(91) Alf]= = EM,;(Z),

rie cy ynkugje [, (z) gedpuHncaHe peKypeHTHOM (hOpMyIIoM

Hp(z)=2° E{H%(h) wi(z) =z f(2).

[MPABUMJIO VI. — Kana je, 3a ¢pakTOp ¢, U3 IpaBuiia V, kerosa penu-
IPOYHA BPENHOCT Ae(UHICAHA HHTErpasoM 00IHKa

h
Juv”dr,

a

(rme cy u u v dyHKumje off 1), Tana GpyHKUEja f(z) gomymTa TpaHchopMa-
mjy
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b

(92) A [}‘} = J‘uf(vz) dt.

o

Tako, 3a @, = (a+Pn)" (o > 0, > 0,1A1> 1) hopmyna

wl_ - 3 A1 ~Br
" F(X)!t f(ze ™) dt
naje
93 A A1 5 —Br
(93) [£]= rmj’ flze™ydr,
B 1
3 Q= 1-2:3-...-n° bopmysa
(94) 1‘2-3-...-nzjt"fé"'dt
naje
(95) Alf] = j e f(zt) dt.

a

OBa mocrnenrwa Tpancdopmanuja cariaacHa je, Ha IpuMep, ca CBaKOM
dyskumjoM f(z) obnuka

e, sin” @ (2), cos"@(2), e"o(2),

rae je ¢ (z) Hexa gpyakuuja (E) a m 1eo NO3UTHBaH OpO].

NPABUIIO VII. — Kapa je ynHmiay ¢, U3 npasuia V o6muka

1

6—7—3-—«—)17—, (p no3uTHBaH Ueo 6poj)
. . LI n

Q=

¢dyukumja f(z) gomyiura Tparchopmanujy (ca orpaHHYEHEM Y IIOTIEe[y
KOHBEpPreHuyje)

oo oo

(96) Alf]= JJ TR £ty ) dydl, L dt,

0 a

[mocnepuua dopmyne (94)). Takas je, Ha mpuMmep, cinydaj Becenose Tpanc-
UEeHJIeHTe
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X 2x° 3x2

f(2)= TTEMGE +(1.2_3)2 +...

KOja OiroBapa BpeHOCTH p = 2.

17. Cnepeha npaBuna onakiiapajy Tpaskemwe jeflHe OBaKBe TpaHchOop-
Mamuje A[f] y BEJIUKOM OpOjy ciyyajeBa.

MMPABUMIIO VIIIL — Heka je dyskuuja w(z) nedpunucana momohy p + 1
penanmja

97)  w(2) =w (), u; = wy(uy),...,u,_y =w,(u,), u, =z,

P

rje cy QyHKLHje w, JaTe; HeKa je Sk[.f] 6wi0 KakBa onepaunyja Koja, mpu-
MEILEeHA Ha [pou3sosbar MOTEHIN]aTHE pej| U3 Heke KaTeropyje (f) pegosa

(98) f(2)=Ag +Az+A2% +...
npeTBapa OBy POPMAIIHO Y pef
we(hg) + wi(A)z +wi(hy)z? + ...
Kap rop je Mmoryhe na ce uzabepe pyHKumja w(z) Tako fa
wlay) +wl(a,)z +wla, V22 + ..

6yne pen (E), dyukuuja f(z) Koja mpunaga Kkateropuju (f) gomyura TpaH-
copmanmjy Koja ce gobuja cyneprno3unujoM onepanyuja 8,9,,...,8, n3se-
oeHux Haj f(z) y MOpETKY

(99) Alf]=18,8,.1...8,[f].

ITPABUJIO IX. — Heka je py,p,,Pa2,... HA3 UHjU YTTAHOBM BapHpajy ca
n ¥ O KOJUX CBAKH TPEJCTaBIba MPOU3BOL p daKkTopa

P, = pu|p/13 "'pn,,

(rme ce p He Mema ca n); HeXa je Bk[f] OUII0 KaKBa oTepanuja Koja, Kaj ce
w3Befe Haj Mpou3BobHUM pefoM (98) u3 xarteropuje (f), oBaj GpopmanHo
TpascOpMHuLLIE Y PeNl

Porho + Ptz + Pohaz’ + ...
Kap rop je moryhe nzabpaT HU3 P, TaKo ja

dy + Pz + Pattyz? + ...
0¢0 141 242
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6yne pen (E), dynkunja f(z) ponyurra rpascpopManujy A{f] KOja ce J0-
Guja CymeprnosuuujoM onepauuja 8,,9,,...,8, U3BeAeHuX Hay [(z) mpous-
BOJLHUM PEIOM.

Ha nmpuMep, 3a monuHOM YU}H je OMUTH KoedUuunjenT 06auKa

2
"
2

M
n

a, = (M duxcupanu ueo 6poj),

HMaMo

pll = pll|pllz ¥ pllt = M 2 ) pll =n.
IIpsom dakTopy onrosapa

8 [f] = fzM),
a [pyromM

8, [f] = #"(2);
nonuHoM f(z), mpeMa TOMe, ONyIITa TpaHchopMalmjy

A[] = MOV,

OuurnefHo je, yocranom, ja ce noMohy Heke TpaHchopmanmje A[f]

carylacHe ca gaToM (pyHKIHUJOM MOXKe 00pa3oBaTH HECKOHAYHO MHOZ0 [IPY-
rux Koje, u3BejieHe Haj pe3ynTaToM TpaHchopMaLuje A[ f ] npeTBapajy

oBaj y neku HOB peft (E) (nopaBame npousBosbHOT pefia (F); MHOXeE jefiu-
HUM TaKBUM PeJOM; IOHOB/bEHO U epeHIUpake POU3BOIbaH Opoj MyTa;

onepanyja \u(A [f]) ryie je W npousBosban pep (E), uTx.)

II1. ~ HexkoMnKo OMUTHX HAYMHA YCNOCTABhaba Be3e n3mMehy dynkunja
jenme npoMen/bHBe U HH30BA IeINX Opojesa

18. Kap je marta Heka dpynkumja f(z) Moryhe je ga ce ca 1oM JOBEfiE ¥
Be3y jeana ¢yukuuja (E) Koja cagp>Ku CBE €lIEMEHTE 3a NOTIYHO ofpebu-
BaE M3BECHUX crequuyHux oco6uHa (pyHkumja f(x) (CHHryJIapuTeTa,
HyJa, UTH.) y AaTOM Kpyry y z-paBHu. Ha Taj HauuH peanusyje ce n3BecHa
KopecnoHueHnuja uamehy TakBux ocobeHoCTH (KOje Cy 4ecTo OHO HajBa-
HUje mro Tpe6Ga 3HATH O aTo] (PYHKIHMjH) U HEKOT HU3a 1esnx 6pojesa.
Heka je, Tako, z = oo o6uuna Tauka QpyHknyje f(z) 1 Heka je

(100) f(2)=ay+a(z—a)+a,(z—) +...,
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CH Pa3sBoOj y OKONMHM Te Tauke. Heka je A Ipou3BOJbaH MO3UTHBAH pea-
naH 6poj; hopMupajMo DYHKIH]Y

(101) (D) =My +Mz+M,yz* +...,
rge M, neo neo 6poja a,\' (peanuor wiu umaruHapsor). Pasnuka
(102) flo+2Az) = fi(z)
je dynkmja
V(z) = 0y + 0z + 0yz% + ...,

rae je o, 6poj Koju EMa 3a 11eo eo HYJy U JeUMAIHU 1e0 UCTH Kao a,A".
dynkuyja V(z) je xonomopdHa y KPyry KOjU HMa LEHTap Yy MOYETKY U
MOJIYIIPEYHUK KOJH Huje marbit of 1. OmaTne u3nasu ga pysxumje f(ao + Az)
u fi(z) UMajy ucTe CHHTyJIapuTeTe Y 6110 KoM Kpyry C, KOju IMa LEHTap
y IOYETKY M IONMYIPEYHNK p Mawu off 1.

C gpyre cTpaHe, CHHTYJIapuUTeTd z = X; PyHKIAje f(o +Az) y yHyTpa-

Z; — O
IIKBOCTH Kpyra C, €y BpeJHOCTH — o rae cy z; apuMKCH CHHTylIapuTeTa

dysxkumja f(z) y yayrpammoct kpyra C, KOJU MMa LEHTap y TayKy
z = O, ¥ IOJNIyIIpeYHuK r = Ap. OBO MOBJAYK cllefichy YMILEHHIY, Ha KO}y je

seh ckpenyo naxwy r. Bopen!0:

3a ogpebuBame cunrynapurera GyHkuyje f(z) y yHyTpalImocTy 61-
JIO KOT Kpyra ONMCaHOr OKO Heke oOUYHe Tayke Te (PyHKIHje Kao UeHTpa,
Moxe ce dynkunja f(z) 3amenntn Gpyuxuujom (E) nedpunucadom ca (101).

Taxo ce gobuja kopecitongeHyuja uameby ynxyuje (z) u jegnoz Husa
yeaux 6pojesa Koju cagpicu cae eaemerilie 3a HOHYHO ogpebusarse CUHZY-
aapuitietia pynkyuje f(z) y gaitiom kpyzy 4uju je yeniiiap Heka obu4na tia-
uka ifle pyHKyLje.

Hyne ¢dyukuuje f(z) y yHyTpalwkbocTn Kpyra C, CMELWITEHOT Y YHY-
TpallkbOCTH Heke obnactu D z-paBHU Yy K0jo] je dyHKuH]a Mepomopdua
rojynapajy ce ca nmojiopumMa cafpxanuM y C, yHkumje

1
f()

= Ay +Az+ Azt +.

rje je, npeMa 1mo3HaTtoj hopmy,

10E, Borel, Legons sur les fonctions méremorphes, 1903, pp. 35-36.
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a ay 0 0 .00
(=1)" a, a, a, 0 ... 0

A” = Al n+l 0
dy )

[ dgy

a, [ N

Ilpema tome: @ynkuiga (100), dowitio ce y woj koeduyujenitiu a,
3amere Koeuyujenitiuma A, . ycliociiagma kopeciiongenuujy usmeby f(z)
U jegHoZ Hu3a yeaux bpojesu Koja cagpicu cée eaemeHitie 3a HOULILYHO ogpe-
busarbe Hyaa pyukyuje f(z) y kpyzy C,.

Hcru nmocrymak, npumemheH Ha Heke pyre KoMmOuuauuje pyHkuuje
f(z), ycmocTaBuo 6 OBaKBY JeiHY KOPECIOHACHIU]Y udMeby f(z) u HU30-
Ba llenux 6pojeBa Koju oapehyjy OHe BPEAHOCTH 7 3a Koje f(z) y3uma gaTy
BPEMHOCT, JOCTUXKE CBOje MAaKCHUMYME WM MUHUMYME, UT].

19. Moryhe je, 1 TO Ha pa3nuUuTE HAUKMHE, 3aMEHUTH f(z) dHyHKUHjOM
fi(2) xoja ce, y HexoM kpyry C, pa3iuKyje OHOJIHKO Mallo KOJMKO ce Xxohe
of f(z) ¥ 3a KOjy ce MOXKe YCIIOCTaBUTH U3BEeCHA KOPeCHOHJeHIn]a u3meby
¢pyHK1IMjE B HEKOT HU3a Leux Opojena.

Haume, ako ce ca fi(z) o3Hauu (PyHKIH]A KOja jeé Yy OKOJMHH Tauke
z =0 nedpuHnCaAHA PEIOM

by + bz +byz% +...,

uynja je koeduMjeHT b, jenHak 6pojy a,X' U3 npeTxogHor naparpada, mo-
HITO Cy TPETXOHO y TOM OPOjy 3aHEMapeHe CBe JeluMare n3a g-Te, Taja je
pasnuka f(o+Az)— fi(z) ¢pyHKUMja, YUJI MOYO 3a CBE BPEIHOCTH 2 Cajp-
XaHe y Kpyry C, OcTaje CTalHO Marba Off

3a BpeHOCTH z caipkaHe y YHYTPAIIKHOCTH KPYTra ... YHjU je IeHTap y
tayku C, a MOJYIPeYHNK Marby Off MOJYIPEYHMKa Kpyra XoJIoMopgHOCTH
dyukuyje f(z) oko Tauyke z = o, oBa (PyHKUH]a ce Of fi(z) pasnuKyje 3a
KOJIMYHHY YHjH je MOTYO Mabu off 6poja

1075 A
]a+k—zr
KOjH Ce MOXKE, Ca MOTOHO u3abpaHuM A, YIMHUTH MalUM Off YHATIpes Aa-

Tor Opoja €.
Ho, ¢pyukumja fi(z) no3sospasa TpanchopMalujy
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A[fi]=10°f(2),

Koja, Wiako, ycluocilasma KopeciioHgeHyujy usmeby nHuaa yeaux 6pojesa
(0bpaszosanux og yugapa koje 1line yeo geo u g ipsux geyumana 6pojesa
a,\") u jegne ¢pynxuuje xoja ce, y gaitiom kpyzy C,, og f(z) pazaukyje ono-
AUKO MAAO0 KOAUKO ce xohe. :

ITocroju, yocTanoM, MHOWITBO ApYrux ¢yHkumja f,(z) Koje, Npuapy-
KeHe (PYHKUMjH f(z), ©Majy OBaKBO cBOjcTBO. Meby tuM dynkumjama
HaJjIa3e Ce W HeKH HOAUHOMU, IUTO oMOryhyje fia ce HU3 Helux 6pojeBa Koju
ce TOBOJIH ¥ BE3Y ca f(z) ceege Ha OZpaHUer HU3.

Jla 6ucMO TO MOKAa3alu, mocMaTpajMo (PyHKLH]Y

f(Z) =dy +alZ+a222 +...,

ca MOJNYIPEYHUKOM XOJIOMOP(HOCTH ', U HeKa je Ag,A|,A,,... HE3 payuo-
Haanux GpojeBa Takas Jja MOy Opoja A,a, YHH(OPMHO TEXH Ka HyJIH Kaj|
ce n 6eckoHavHO yBehasa u 1a pent

1 z 22

H(z) = —+ +
A TWRATWRET

1Ma MO3UTUBAH NOJYNPEYHUK KOHBEpreHuuje p.

Heka je ¢ 6m10 Koju [MO3UTHBAH payuoHarax peanan 6poj sehu of
najseher mopyia gpyHkumje H(z)3a z cafpxkaso y Kkpyry C, uuju je HeHTap y
MOYETKY a MOJYNPEeUHUK My HHje Behu Hi Ot 1 HE Of1 P.

O3sunaynmo ca T, 11eo feo 6poja

— G
t, =10%ck,a,,
(rme je ¢ maTy MO3UTHBHY OPOJ) U CTABUMO MOTOM

T,
109¢),

ny

nmahe ce
1107¢h,0,i=kt, = T,1<1,
1ITO 3HaYM fa PyHKUK]A
Sy +8,24+8,2% +...,

oumrIIeHO XonoMoptHa y kpyry C, y3uMa 3a cBaky BpegHoOCT i3 C MOIYO
Koju Huje Behn op

o0

1 R" 1
< (R =lzl).
107¢ ; %, 107
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IIpema ToMme, cTaBmbajyhn
By + Biz+ Byz* +... = L(2),
uMaheMo 3a CBaKy BpefHOCT z y Kpyry C
(103) [ f(z)= L(z)l< 1079

Kako, MehyTtum, Mogyo Husa A,a, yHUPOPMHO TeXu Ka HyiH, 6poj ¢,
he Outy Mamu off 1 I0YEB OfI HEKOT KOHAYHOT paHra n = p, Tako Aa he ce
MMaTH

T/J+l = O! Tp+2 = 0’ Tp+3 = 0’
i oflaTie

B,y =0,B,., =0,B,.5=0,...

dynkumja L(z)cBoju ce, fakiie, Ha MOJTUHOM L,(z) crenena p = g +h,
riae h Bapupa y 3aBHCHOCTH OJ] H3aOpaHOT HH3a A,, alld Ce He Merba ca g.
Kako cy xoeduuujesTi B, NOJMHOMA PALMOHAIIHA, MOXe Ce HAUCATH

P, (2)
L/)(Z) = __l_]\_/____’

rie je P,(z) monuHoMm ca uenuM KoeduuujeHTuMa a N je MO3UTHBAH IIe0
6poj, na he ce 3a cBaky BpefHOCT z cafipXaHy y C nMaTH

(104) _f'(z)-ﬁ’—]\%z—) <1079,

[Ipememrrajyhu mouetax y NpOU3BOJbHY OOMYHY Tayky (pyHKUH]e
f(2), nonasu ce Tako fo cneneher pesynrara:

Csaka ¢pynxyuja f(z) moixce ce y okoaunu 6uao koje og céojux obuy-
HUX flavaxa Gpuxkasaiiii ca oHoaukom Apubauxcrouthy Koja ce seau, Ko-
AUMHUKOM HekoZ Hoaunoma (E) 1 Hexo? yeno? 6poja.

TakBo npukasuBame MOXE ce, YOCTaJIoM, mocTuhy Ha GECKOHAYHO
MHOTO Pa3IMYATUX HAUKMHA, Y 3aBUCHOCTH Off u36opa Hu3a A,. OHO ycmo-
CTaBJba U3BECHY KOPECHOHEHIU]Y u3Meby jeqHoT 0ZpanuqernoZ HI3a NeTuX
OpojeBa 1 jefHe (PYHKLHje Koja ce of f(z) pa3snHKyje OHOJUKO MaJo Ko-
UKo ce xohe. :

Kap je f(z) yena dyuxuuja of z, monynpedyHux kpyra C Moxe ce dec-
KOHa4yHO yBehaBaTH: MOBOLHO je ca A, y3eTH HU3 palyloHANHUX O6pojeBa,
Takas ia 00a u3pasa

(105) u ha,l

W1k,
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Texke YHNOPMHO HyIIH Kaf ce 1 6eCKOHAaYHO yBehasa.
Taxko ke ce, y cnyuajy dynkunje f(z) xonaurnoz pogay, ysetu ca A,
‘ 1

6uI10 KOjU MO3UTHBAH pallionanad 6poj koju Huje Behm o (1-2-3-...-n)7*!,
CTOra IITO IPOHM3BOJ| JeTHOT TaKBOF 6poja 1 Mojyna 6poja la, | yaudopMHO

1 . : .
TEXH HylM ca —, ipemMa no3naTtoj IToeHkapeoBoj Teopemu.
n

3a dyHKLmje HYallloZ poga MOXE Ce Y3eTH
A,=1:2-3....-n,

IpU YyeMy je ¢ OWI0 KOjH pallHOHaNIaH MO3UTUBAH GPOj KOjU HUje MarbH O
e®, rne R o3navasa nonynpeunnx kpyra C.

IV. - ¥Y3rpegno pasmarpame penona (F)

20. TloTeHnujanHu pefoBu ca UM Koe(UIHjeHTHMA, ¥ TIPETXO{HOM
u3naramwy Ha3BaHU pegosuma (E), KOpUCTe ce y BEJIHKOM GpOjy HMHUTarba
MaTeMaTHYKe aHanu3e u Teopuje 6pojeBa. OHu cy Takobe Ounm npegmeTr
3Ha4YaJHUX PajioBa; Ha HEKOJIMKO OINIITHX pe3yiTaTa M3 Tux pagosa Ouhe
yKa3aHO Yy OHOME LITO CIEeNIH.

I'. Bopen je nokasao fa, ako jefas pen (£) npencrasiba HeKy (PyHK-
uujy yHH(OPMHY U perynapHy y Kpyry zI<1, y3 n3yzerak orpaHuveHor
6poja mososa, pyHkuuja f(z) je payuonaarna. Pen (E), nakne, He MOXKe
NIPeCTaBILATH paHCcLeHgeniiny mepomopdpny dyukuujy!!,

I'. ITossa je, yonurasajyhu Teopemy r. Bopena, nokasao ja, ako HeKd
pen (E) npencrasiba pyHKUH]Y Koja je v kKpyry 1zI< R >1 yuudopMmua u
perynapHa, y3 u3y3eTak orpaHMyeHOr Opoja CHHTyJIapuTeTa OMIO KakBe
npupoje, Ta pyHKIHja Mopa 6uTH payuonaara. Opa teopema r. [lome He
NPETNOCTABIbA, JAKJIe, HUIITA O IPUPONU OBUX CHHTYIapuTeTal?,

IMonynpeunuk Kouseprexuuje pena (E) ouurnenno nuje sehu og 1. C
TuM y Besw, T. PaTy je gowao o cneneher pesyararals:

LUE, Borel, Sur une application d'un théoréme de M. Hadamard, Bull. des Sciences math,
2¢ série, r. XVII, pp. 22-27; Lecons sur les fonctions méromorphes, 1903, pp. 32-35
pp ¢ . / pp
2. Pélya, Neber Potenzreichen mit gauzzahligen Koefficienten, Math. Annalen, Band

LXXVIL, 4.H., pp. 497-523.
13 Fatou, Sur les séries enticres a coefficients entiéres, C.R. Acad. sc., t. CXXXVII, pp.
342--344.
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Kag zog je tionyiipeunur konsepzenyuje pega (E) jegnax 1, peg ne mo-
e Upegeiiasmatiitt MepoMopPry PyHKYUY 0§z, CeM YKOAUKO je OHA pa-
UUOHAAHA DYHKULUa 06aLKa

P(x)
106
( ) (1 _ '\.H)nl ’

2ge je P(x) tloaunom ca yeaum KoeguyujeHiiuma, a m u n ¢y (Lo3uiliueHuU
yeau bpojesi.

I'. @aty je MCTO TAKO MOKA3A0 1A, YKOIKUKO Ce CTaBe Ha cTpaHy QyHK-
unje obnuka (106), peg (E) ca fioayipednikom Konsepzenyuje jegrarum 1
He mModce Oulliu pezyaapar UHIieZpan HUjegHe AUHeapHe gudgepenyijante
jegraqure. O OBUX pejoBa, OHH UHja je aHAJIUTUYKA NIPUPOMa cajia Mmo3Ha-
Ta (a HA TaKBE CE HAWJIA3M Y TEOPHU|U CIUNTHYKUX (DYHKIHja ¥ Y IPUMEHA-
Ma aHaJli3e Ha Teopu]y OpojeBa) UMajy, yocTajaoM, Kpyr KOHBEPTEHIH]e
kao 3acex (loc. cit.).

Hajsan, npema jeguo] teopemu 1. atya, anzebapcka hyrkuija xoja
Huje payuoHanta a iapegcitiasmena je peqom (E) uma 6ap jegny itiauxy zpa-
Harba 'y YRyIpawrocitiu kpyza vuju je ioayipeurur 1 (loc. cit.).

HonajMo jour ga cy Ha pefoBe (£) NpOWMPEHH eleMEHTAPHA 3aKOHH
KOJH BaXke 3a 1ese OpojeBe W KOju ¢y OWIHM MpUMEHEHH y ApyrumM obmac-
THMa ¥ Ha BUILE HAYUHA YOIIITEHH: pauyHambe HeuM OpojeBuMa 1o Mo y-
y; pauyHame MOJHHOMUMA ca UEeJUM Koe(uiMjeHTIMa, pauyHame oBa-
KBUM TIOJIMHOMEMA 10 MOJYJIY; PauyHakbe IO [Ba MOAYJa, O KOjUX je jefaH
6poj a Ipyry MOJIMHOM;, pauyHamke MMarnHapHuM LienuM OpojeBuMa, KBa-
TepHUOHUMa, KpOoHeKepoBUM TabNulaMa; padyHame ¥ JOMEHY palHoHal-
HOCTH; pauyHame anrebapckum HeJuM 6pojeBuMa, LEenuM GpojeBUMa U3
noMmexa, uth. 4

V. — Paznnunta o6auun oxnoca wzmehy dynkuuje f(z) u mwexHor rpauc-
thopmara (E)

21. Tpancdopmaumja A[f}, n3BeneHa Hay pyHKUmjoM f(z), ycmocra-
BJbA, YOIILITE, H3BecHy penanujy usmeby f(z) n pepa (E)

(107) F(Z):M()+MIZ+M222 ‘}“o.a,

g Cahen, Sur les séries integro-enticres, C. R. Acad. sc., t. CLI, 1911, pp. 124-127.
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BEHOT TpancopMaTa npeko A [f] Osa penanuja, y 32aBUCHOCTH Off CKYTIa
orepalyja KojiMa ce U3BOAH TpaHcgopMalmja A [f ] MOXe JOOUTH pa3iu-
quTe 00JINKE, KA0 IITO je, Ha IPUMED:

1. peaayuja y konaunom obauky, KakBa je penauygja

Af(Mz)=F(z) (A uM duxcupanu uenu 6pojesn),

KOja BaXKM 3a CBAKy anre6apcKy (PYHKIM]Y YHjH Cy KOe(ULIHUjeHTH d, pa-
[IOHAIHA O6pOjeBy;
2. gupepenyujanta jegrayqiiHa, KakBa je jefHaynHa
d*f

_dZ_{+Af = F(z) (A= const.),

KOja Baxu 3a cBaky (pyHKUMjY f(z) 4uju cy KoebULHJEHTH @, BE3aHU PEKY-
PEHTHUM 3aKOHOM
(n+¥n+2a,,, +Aa,—M, =0,

rie je neo M, 6poj puKcupaH UK ce Meha ca n;
3. unitiezpanna peaaylija, Kakpa je

[etpenan=Fz),
0
Koja eaxcu 3a c6aky pyHKuujy UUjE Cy KoepuUujeHTH a, 0OiuKa
M

el YTM penALA]a
1-2-3-...-n P J

oo

J JC’_([]M])_]C(ZIIIZ )(1[161[2 = F(Z)*
0 0

Koja Baxu 3a ¢yukunje f(z) ca kKoedpunujentuma a, oOGiHKa
MII
(1-2:3-..n)

4. mewosuitia peaaljija, KakBpa je penanmja

»

Z\/M]“(Z\/M) = F(z),

2
12

N

M

KOja BayKy 3a MonuHoMe f(z) ca koepHLHJeHTOM , Tie je M duxcupan

11eo 6poj, uny penamyje 10 KOjix J0BOJIE NpaBuia 13 naparpadga 17, nr.
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Hcro Tako, Tpadcpopmanija A [f] W3BEICHA HA
(108) A/‘(:):a() +(1]Z+a222 “+

yCIIOCTaBIba y ONIUTEM Cllyyajy jefiHy penaunjy usmeby xoeduuujenara a,
n koeduuujenata M, Tpancopmara (107). Osa penaunja, Kojy hemo cum-
GONMIKY O3HAUUTH Cca

(109) Qla,.M,| =0,
MOXKe OUTH M3pakeHa y KOHAUYHOM OOJMKY, KOJH a, laje eKCIUTUIUTHO WK
UMIUTMUMTHO y (DYHKOMJU OF 1 U Of M, UK JEIHOM PEKYPEHTHOM pefia-

uMjoM, Koja ofpebyje «a, nomohy n, M, ¥ HU3a HEKUX Of IPETXOJHUX KO€-
cduumjenara a, ;,a,_,,.... Tako, Tpancdopmanuja

A[f] = Af(Bz), (A u B KOHCTaHTe),
yCIIOCTaBJba JIMHEapHy PeaLu]y
AB“au - Mn =0

TpaHncdopManyja
1 2
Alf]=— j[modf(ze“' N
27 b

M3paXxaB2 ce KBa[pATHOM pENlalljoM;
a*—-M, =0,
TpancgopMalmja
AlfY= ")+ 1(2)
[OBJIAYN PEKYPEHTHY pesauu)y
(n+D(n+2)a,.,+a,-M,=0.

WMa, yocTanowm, U usyseitinux Tpancdopmammja A[f], xoje, npame-
mheHe Ha IPOU3BOJbHY (DYHKUH]Y, He dosaane HUKAKey peaayufy usmeby fu
F, y ToM cMuCHy Aa je Tpancdopmar F(z) HezaBucan ofi pynkumje f(z) Ha

KOjy ce TpanchopMmanuja f(z) npuMeryje. 3Ha ce, Ha IPUMED, Aa IIOCTOje
onpebenn naTErpann o6IMKa

b
(110) J.Mv"dt,

a
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(rme cy u u v onpebene yHKIMje O ) KOJU CE aHYIMPAjy 3a MO3UTHBHE
1eJyie BpegHOCTH u. TakBu Ou OWUIM HHTETrpaly Ha KOje Je CKPEHYO NaXKiby
Kommu!5

J’——e(—-“clt (a>0, c>0),
(a—1t)" :

KOJH ce aHyJIupajy 3a n = 1, 2, 3,..., KaO U UHTErpaJiu OBE BPCTE Ha KOje je
ykazao CtuiTjec!®, a o Kojux je jejan uHTErpan

J "™ cost dt.
0
Tpauncpopmanuja

l—cz

b
(111) Alf]= j[ﬂL uf(VZ)} dz,

a

e cy u, v, @ 1 b e1eMeHTH HEKOT HHTerpasia (110), a u;,v,,a,b enemenTu
uaTerpaia obmuka (110) uuja je BpegHoCT Ueo 6poj A,, NpOU3BOAK PYHK-
uujy aebuHICaHy peoM L A,z" KOjH HHje HU Y KaKBOM OJTHOCY Ca (PyHKIH-
joM f(z), xK0ja, jakie, He OCTaB/ba HUKAKaB cleluuduyan Tpar y TpaHcgop-
mauuju (E).

15 Owvrage, 2° série, t. VII, p. 182,
t6 Correspondances avec Hermife, letires 328 et 385, Paris, Gauothier - Yillars,
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22. Moryhnoct ycnocrasmama oapebene xopecnongennuje usmeby
Heke QyHKuuje f(z) ¥ HeKOr Hy3a Lelnx OpojeBa TOBOAU BPJIO MPUPOJHO 0O
cilekiiapa ¢yHkuuja.

Kap cy mare dynkunje f(z) u ca woM carnacHa Tpancopmanuja Alf],
citexiipom pynxyuje f(z) sezanum 3a osy ipancgopmayujy naspahemo
OMII0 KOJM CIeKTap HM3a ueiux O6pojeBa M, ca xojuma ce f(z) Hanasu y
KOPECHOHEHIU]H YCIOCTaBIbEHO] TOCMATPAHOM TpaHchopMaimjom A[f].

W3 oBe pedunuLje HeNoCpeRHO u3nasu ciefehe mpasuno.

IIPABWIIO. - I'enepaitipuca F(z) citexiipa u cam ciiexitiap S = F(1)
gaitie chynxuuje f 3a gaity itiparnchopmayujy o6pasyjy ce iipema ipasuiuma
u3 tapazpagha 5, iiog ycao8om ga ce y wUMA 2AA6HA CHEKIUPAIHA KADAK-
wepucitiuka aameru pegom (E)

F(z)=My+Mz+Myz* +...,

y koju Alf] iipancgopmuiue pyrryujy £(z).

Hymepunuka BpegrocT S Koja faje cnekrtap gobuja ce, YOIIUTe, Kao
BPEIHOCT JegHOT opeheHor unrerpana, jefTHOCTPYKOT WM BHIUECTPYKOT, a
y U3BECHUM CIIyyajeBUMa YaK eKCINIMUUTHO Y KOHAYHOM OONHUKY, Kao LITO
je 6mio nokasaxo y nmaparpaguma 5 u 7.

IMogceTumo Ha yrory, okasaly y THM naparpaduma, Kojy urpajy ue-
Je XUTepTpaHCueHeHTHE (PYHKIH]e

=00

(112) 2 (@)= 0,47 " (gl<l A>0),

n=0

a moce6HoO noMohHa enunTHIHa PyHKLH)A
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(113) 0(z)=> 6,4"2",

n=0

y popMupamy CreKTpalHux reHepaTpuca U CoeKTapa 3a 6uno xoju ybpsa-
HU cilexilipasry puTaM. ITopceTuMo Takobe Ha YMIEHHUILY la, IpeMa OHOM
HITO MPETXOH, CBaka (PyHKIH]a f(z) ©Ma ClleKTpe ca YHUPOPMHO yOp3aHuM
PHATMOM, Kao0 H CIEKTpe ca pacTyhum yOp3ameM.

Hpeu upumep. — 'eHeparpuca cnekTpa pyHKnuaje

5
f@="

1+
KOja ofroBapa TpaHchopmanyju

Alf]=f(=2),

U uMa YHI(OPMHH puTaM /1, =1 je

_ oz} __5
(D(Z)”j( 10) 10+z’

s :%=0,45555...

a criexTap je

Jpyzu apumep. — Tenepartpnca crekTpa QyHKUHEje ¢° KOja Ofjrosapa
TpanchopMalmju

oo

ALfI= [e'Fatydi

0

1 nMa yHudpopMaH putam iy, =1 je
N A 4 — (li)_l)
(D(Z)—JL f{lojdt—‘[e dr,

a caM criekTap he 6utn

S = Je"”’dr =111111...

Tpefiu dipustep. — 3a QyHKUMjy

f(z)y=17log(1~zi)

Alf]= zif'(=zi)
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CIEeKTap ca YHU(OPMHMM PUTMOM /i = 2 UMa 3a TeHepaTpucy

17z
100-z"

[} (Z) =
a 3a HYMEPUIKY BPEIHOCT

s =1 017070707 .
99

Yewepuu upumep. — GyHxuuja
f()=ay+az+az* +...
ca KoehuujeHTHMa «a, fe(pUHNCAHUMA PEKYPEHTHOM peJaliujoM
n+H(n+2a,,, +ra,—M, =0,

(A = const., M, = neo 6poj, KOHCTAHTAH WK MPOMEHILUB Ca 1) TOMYIITA
TpaHchopMannjy

(114) Alf]= @ +M .

Ogprosapajyhu cnexrap ¢dyHkuuja f(z) maje jegHa opn cnempehmx
OpOjJHUX BPETHOCTH:
a. cnexkTap yHupopMHOT puTMa /iy, = h, ca

S =FQ10™),

rie F(z) o3HauaBa fiecHy crpany jepuakocru (114);
b. cuekrap Koju uMa yHU(pOpMHO yOp3aHu puram h, = h+ck, ca

n —ii
S = L JF(ce"’ )X(e—j dt,
27 0 p

rae y(z) o3HauBa Heky TpanciieHgeHnty (112) a p Npou3BobHY KOHCTAHTY
YHUj¥ je MOAYO MamMu Off ONyNpeUuHnka xonoMopdHocTy dyHKuuje f(z),
oKO Tauke z = 0. Y ciy4ajy peaJHUX U MO3UTUBHUX M, , TPAHCIEHAEHTY X,
tpeba 3amennTH ca (113).

Heiiu upumep. — 3a hyHkuje geduHrCaAHE EKCIIOHEHIH]aTHIM PENO-
BUMA
f(z) = Ay + Ae® + Ae®™ + ...,

rie ¢y A, Leld NO3UTUBHHU GpOjeBH, a 3a TpaHc(opManyjy (OUUITIeHO car-
JIACHY ca HU30M A,)
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A[_f] = f(lofzj, rae je A = o loge,

(mpu weMmy je ocHoBa norapurMa 10), criekTap ca yHuOpMHO yGp3aHmM
puUTMOM hy, = h+ ck je HyMepUIKa BPEHOCT

h +§
115 S = ol - ,
(115) iy
rae ¢(z) o3HavaBa QPyHKIIH]Y
(116) 0z) =Y Ag’em, q=10 2,

n=0

Kapa Opoj nudapa 6poja A, He npenasy jefad ¢puxcupaH neo 6poj A,
dbynxumja f(z) uma cnextpe ca yHuOpPMHIM PUTMOM hy = h > u TakaB
JeflaH CrexTap fjaje HyMepuyxa BpeJHOCT

(117) S = f(~ IX])

Moryhe je, yocranoMm, takobe m3pasutu cnekrtap (115) momohy
tpyuxumje f(z), y o6nuky onpebenor uaTerpana, Kao y ciaydajy cTeleHux
pemosa.

23. Kao o je y maparpady 19 nokasaHo, yBex je Moryhe fia ce (4 o
Ha pa3nmyuTe HauMHe) aHaauTHuka (PyHKuHja f(z) y OMU3UHU HEKe CBOje
o6uYHEe Tauke NMPUKaXKe ca OHOM MPUOIHKHOIIAY KOja ce Kenu JeJHOM
dyukumjom (E).

Hpubauncrusm ctiexitipom pynukuuje f(z) y xpyry C y xome dpyHKIuja
ocraje xonoMopdgHa HazBahemo crniekTap 6uno xoje o pyuknuja (E) Koje
npubmKHO npefcTaBmbajy f(z) y C. Taksom jegnom UpubauxicHom cliek-
{lipy gogemyje ce 6poj € koju ilokazyje citelier ApuUOAUNCHOCITIL, T]. TAKAB j&
na je pasnuka uameby f(z) u (£) no Mollyny Mama of £y Kpyry C.

Axo je, Tako, gyukunja f(z) nepuHucasa y OKOJNHHU CBOje 0OUYHE
TAYKe z = 0. PAa3BOjEM

(118) JE) =ag+a(z=0)+ay(z=0)" +...

a A jaTu mo3HTHBAH GpOoj, y3MIMOo 3a M, 11e0 6poj Koju oOpasyjy 1eo feo n
g TpBHX fAeuxmana 6poja «, A", Tlpubnmxuum cnexrpoM dynkuuje f(z) 'y
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kpyry C, (4uju je ueHTap z = 0 a NONYNPEUHHK Matb¥ Off MOTYNpPEeUHIKa
XOIIOMOP(HOCTH (PYHKIUH]a f OKO TAUKH £ = ¢ ) cMaTpaheMo crekTap Hu3a
uesx OpojeBa M,, a weros crernex npubmimkHoctn Guhe 6poj €, jefnak
Ha]BehO] BPEAHOCTH KO}y y3HMa BPEQHOCT

107¢A
oL+ A~ zl

3a TaYKe z y yHyTpawmoctu kpyra C, (Bugetu § 19). Bupajyhun noroguo g,
MOYKE C€ € YUUHUTH OHOJIMKO MaJTHM KOJHKO ce Xohe.

Y ucrom maparpadyy noxasanu cMo a ce aHamuTUuKa ynkuuja f(z)
MOXKe Y OKOJIMHU CBOJe OONUHE TaUKe z = O, Ca KeJLeHOM NpubIuxKHomhy
(1 TO Ha GeCKOHAYHO MHOIO HAUMHA), MPUKA3ATH KOMUYHAKOM j€HOT HO-
nmunoma (E) u jegHor uenor 6poja N, Tako fa, y natom Kpyry C, Ha Kojil je
OBa allPOKCHUMAallKja MPUMEEeHa, HMaMO

7

-8

rae je 6poj € yHampeq fiar.

Cnexrap xoeuuujenara rmomuHoMa (E) ca 6HI0 KaKBAM PUTMOM Ta-
Kobe Tpeba cmaTpaTu npubmKHUM ciektpom dyukuyje f(z) y kpyry C,
IOJl YCIIOBOM Jla MY C€ NPHK/bYUH 11e0 6poj N KOjU ra ynoTmymwyje ofpe-

(E)
o

busameM ofgropapajyher nosunoma

Csakoj anaauitivukoj pyuxyuju f(z), 3a gaitiu kpyz C,, modxce ce iia-
KO Hpugpyxcuitiv cKyit Koju 00pa3yjy jegan ozparutqer Cllekiiiap u jegan yeo
6poj, a koju cagpxcu cee eaemeniiie 3a ogpebusarse e pynkyuje y C, ca
YHaiipeq gaitiom tia4rouify.

24. ITpema oHom 1ITO je y naparpady 18 nokasano, y3umajyhu 3a M,
geo neo 6poja a,\', dynkuyja (E) uuju ¢y xoedunujenTs M, MOTIYHO
onpebyje cunrymapurere dynkuuje f(z) cagpskane y HeKoM Kpyry C,: OBH

. HACY HUUITA JIPYrO HETO YIPABO CUHIYIApHUTETH PyHKIHje (E) campkaHu y
C,. A xako ce oBa ¢dyukunja (F) MoxXe AeHUHUCATH je[HUM CIIEKTPOM
YIOTHYHEHUM CKYNOM (D) KBanuTAaTUBHUX MOfaTaka (HAUUHOM IOofese
CIIEKTpa Ha CerMeHTe U 3HAlMMa KOjU ce JOofesbyjy CerMEeHTHMa), UMaMo
cnenehu pesynrar:

Ceaxoj anaauitivuko] ¢pynxyuju, 3a gaitiv kpyz C,, moxce ce upugpy-
scutliu cliexitiap Koju, y3 gogasarve jegro?z ckyiia (D) K8aaullaiiugHux io-
gaiiaka, cagpicu cee eaemerilie 3a ogpehusarbe cuHZyaapuilieitia qbymcbgu]e
f(z) y C,.
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CuHTyTapUTeTH Cy TaKO CakeTH, KOHJEH30BaH! (y3 HoaBawme Ioa-
taka D) y caMo jegaH 6poj, KOju ce CTora MOXe CMAaTpaTH CIEKTPOM CHHIY-
napurerta pyukuuje f(z) y xkpyry €.

Ha cnuuan vauuH 6u ce pobuo ciiexitiap Hyaa ¢pyuxyuje f(z) capp-
kaHuxX y kpyry C, y kome je pyHKuuja f(z) MepoMopdHa, 3aMemyjyhu y
OHOME IITO MPETXOou Koeduuujenre @, Koedunujerruma A, pyHkuuje

—-1——, KOJH ce m3paxanajy nomohy xoedunujeHara a, npema ¢hopmyiu u3

f(@)
naparpada 18.

Wcro Tako 6u ce foOuUIM CIHEKTpH KopeHa jegHaymHe f(z)—a =0
(a maTra KOHCTaHTa), KA0 W KOpeHa jefHaunHe f'(z) =0, unm jeHavyune
f”(z) =0 wurn., 3aMemyjyhu y OHOMe LITO HPETXONH KoedHULHUjeHTe a,
oxrosapajyhuM KomOuHanujama 6pojesa a, y n.

II. - ®yukunje Koje oOroBapajy xaToM CHeKTpy

25. ®yuknyja f(z) ponymra 6eCKOHAYHO MHOUITBO CIEKTApa, KOJH
Bapupajy C jefHe cTpaHe ca TpaHchopMaLHjoM A[f] KOJOM ]€ yCIIOCTaBIbe-
Ha Kopecrnouienunja u3meby f(z) u HE3a M, nemux GpojeBa, a ¢ Hpyre
cTpaHe ca PUTMOM IpeMa Kome ce popMupa crekTap 6pojesa M, Koju
IpeficTaBsba U crekTap pyHkuuje f(z).

Aanu 3a ogpebeny tpancopmayujy A{f]u 3a ogpebenu citexiupannu
puitiam OyHKyUja uma camo jegar clexiiap.

OGpHyTO, fatu 6poj S MOsKe ce TORYAPUTH Ca CIIEKTPOM GECKOHATHO
MHOro pyHKIHMja f(z), y 3aBucHOCTH Of: 1. CIIeKTpajHOTr PUTMa KOJU MY Ce
nonesbyje; 2. HadnmHa Ha KOju ce yCIocTaBlba Be3a u3Meby uenux Gpojesa
M, Koju o6pa3syjy JMHUje TAKBOT je[HOT CIEKTpa U (PyHKUH|E f, IPH YeMy
Taj HaumH 6eCKOHAYHO Bapypa 3ajefHo ca TpancdopmanujoM T[f] Koja Ty
Be3y ocTBapyje; 3. 3HakoBa G, Koju he GUTH NPUNUCAHN PEalTHUM [IEI0BU-
Ma U KoeHuUujeHTHMa y3 [ IMarnHapHuX fenosa GpojeBa M, Ipe Hero
mITo ce yumHu fa onm opmupajy pes (E), koju he, y3 Tpanchopmannujy
A[f], onpenmta PyHKUH]Y f(2).

Aauw, kag cy ogpebenu ciiekiipaanit puidam hy, bpancgopmayuje
A[f) u ckyil 3naxosa o,, 6poj S kao cilexitiap y oittuities cay1ajy ogpebyje
camo jegry pynryujy {(x). Ty Mose GUTH IBOCMHCICHOCTH WIIH ETHIMUIHE
HeoapeheHoCTH camo y cryuajesima xaj petanuja nsmeby f(z) u Gpojesa
M, 1o xoje fOBOIM NPUMEHA rpaucopmauunje Aff] (sugeitiv § 21) ne of-
pebyje nornyno f(z) nomohy Gpojea M, (Ha mpuMep, Kajia ce Koepuiu-
JEHTH @, no6ujajy ka0 KOpEeHH HeJIMHeapHe JeHauiHe, WK MPEeKo HeKe pe-
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KypeHTHE pejalyje Koja ocTass/ba HeoipeheH u3Bectan 6poj IpBax Koedu-
uMjeHaTa a,).

Onpepnnua 2 cagpxaHa je y o6nuky TpaHcopmanuje A[f]; oppen-
nuue 1 1 3 gajy ckyn (D) KBaJMTATHBHUX IOfaTaka KOJU CIyKe 00paso-
Bakby KBAIMTATUBHE KapaKTEPUCTUKE CIEKTpa HU3a M, KOju IPOU3BOAU
Alf]

ITpaBuno 3a edpexkTuBHO ofipehuBame PpyHkuuje f(z) Koja ogrorapa
paToM 6pojy S Kao cnekTpy U matoM ckyny (D) mianasu u3 npasuna ¢gop-
mynucaHor y naparpady 12 u cacroju ce y cinegehem.

Bpoj S nenu ce Ha y3acTOMHE OficeUKe, IpeMa CIeKTPamHOM PUTMY /i
Koju cagpxku (D), a TH OficeyllM UHHE OUUTJIEHUM Y3aCTOIIHE CIEKTpaJIHe
npyre koje oparosapajy nmpobnemy. CakoMm of Henux 6pojesa N, xoju
[pefCTaBibajy Te npyre goie/byje ce oHaj of uuHunana 6, = 1,~1,i,—i Koju
My OATOBapa Ipema nofanuMa u3 (D), ma ce oHfa obpasyje pyHkumja

(119) F(Z):e()N()+91NlZ+92N222+...

Tpaxcena ¢yuxuyuja (z) ogpebyje ce kao gynkyuja quju je wpam-
cpopmatii tipexo A[f] peg F(z). Y naparpady 21 yka3aHo je Ha pa3muyuTe
o6IMKe Koje MOTY y3eTu pejauuje usmeby fu F Ha Koje ce CBOAM Npo0diieM
TakBOT offipebuBama yHKUHje f.

Ipeu upumep. — Koja pynxumja f(z) ca peaqHuM U MO3UTHBHUM KOe-
dunujedTIMa UMa ClieKTap ¢a yHH(OPMHUM PUTMOM /i, = 2, 100HjeH 1o~
mohy Tpancgopmaimje

oo

(120) Alf]= j e f(zt)dt

0

¥ jelHAK 6pojy Ill?

CnexkTpanuu ofceunn 6poja S = % =0,636363... (y3 usyserak np-
BOT) J1ajy cBe ucTe mpyre 63, a umamo u 6, = 1; mpema Tome,

F(z)= ~—63—
_ 1-z
A xaxo tpancdopmannja (120) npumemnena na pyskumjy f(z) ycmo-
CTaBlba pesialujy
na,—-M, =0,

jemnua dyEKumja f(z) KOja 3ag0BObABA 3aXTEBE NpobIeMa je
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f(z) =63¢ —1.

Jpytu ipumep. — 3a x0jy je pyHKunjy f(z) ca peaqHuM U HaU3MCHIH-
YHO IIO3UTHUBHUM M HETaTHUBHUM KoeduiujeHTuMa g, CIeKTap ca yHudop-
MHHM PATMOM /1, = 1 1 fo0HjeH TpaHCcdOopMaLjoM

A [}‘] =7 J‘we”t’%f(zt)dt
0

jemHak 6pojy %?

CnexTpannu oficeunu opoja  § = % =0,333... (y3 u3y3eTak mpBor)

UMajy CBU MCTY CHEKTpaHy Ipyry 3, na Kako je 6, =1, 8, = -1, nobuja
ce
Flz)= =
I+z

U3 WCTOT pa3jiora Kao y MpeTXONHOM clyuajy, caja ce dpyHkuuja f(z) He
MOKe Pa3IHKOBATHU Off

()= §_(£:_;___Q .
P

Tpehu apumep. — Onpenntu PyHKUH)y f(z) YU CHEKTAD UMA YHHU-
dopmuu putam h, = 3 u gobujet je TpaHCHOPMALKjOM

A[f] = f"(z)+Af(z) (A = const),

Koja npeTsapa fy pel (E) ca pealHiM IO3UTUBHIM KOE(MDULM]EHTHMA, JefI-

Hak 6pojy 2097
PO 333000°
ITpBu ciekTpaIHyu ofcedax 6poja
= 9T 027318318318...
333000

yiMa Tipyry 27, a ¢ ocrain npyry 318, u npu Tom je 6, = 1. dynkuuja je,
Jlakie, ONIUTH WHTErpan NiHeapHe Au(EepeHunjante jefilHaunHe [pyror
pena

2y 27z +2917°
Dy g gy = 2230

d=* ) ] -z
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26. bynyhu pa je F(z). Tpancdopmar Gyukuuje f(z) npexo A[f].
jenna gynkunja (£), cnenehe npumenGe mory 6uTH Off MHTepeca.

1. yukumja (E) umju je crekTap, ca OWIO KAKBUM PUTMOM, 110 6POoj,
CBOJIA C€ HAa KOHCTAHTY, Kaj{ ClIeKTap HMa caMO KOHadyaH 6poj feuumaria,
(hyHKUH]ja je TTOTUHOM 10 z.

Takag Je, na npumep. cnyuaj csake pyukuuje (E) quju ce HEKH cile-
KTap MU3parkaBa HECBOUBUBIM OOMUHUM Pa3MOMKOM Ca HMEHUOIEM KOju
HeMa [APYLHX OpocTux pakTopa ocum O6pojeBa 2 u 5. Y cayuajy yuudop-
MHOT' pUTMa h, = 1, yKONHUKO je ca m O3HaueH Behu op excroneHara cre-

neHa 6pojeBa KOju NMpecTaBbajy (pakTope UMEHUIlA PA3IIOMKa, CTEIEH 10-

nuHoMa buhe 1;—1— WITH UeOo feo of 1+ i;—l npemMa TOMeE [ia JId je m AeJbUBO ca
h h

h unu Huje.

2. @ynkuuja (E) ca peanHuM MO3UTUBHIM KOS(PUUMJEHTHMA YHjU Clie-
KTap uMa yHH(OPMHM pUTAM H H3PaskaBa e HECBOAJBUBUM PA3IOMKOM Ca
MMEHHUOLIEM KOjU UMa NpocTe PaxTope pasiuuuTe of 2 u S, NpefcTaBiba
KOJIMYHUK [ABA NOJIMHOMa P(z) u (Q(z), off KOJUX je IPBU ca UenuM Koedu-
UMjeHTHMa a IPYTH HMa 34 HYJIe KOpPEeHe jefluHuLe, pu yeMy je 0(0) = 1.

OBa uumbeHUa je nociefnua crapa r. daTya HaBefeHor y naparpady
20.

3. ®ynkumja (E) ca peamHuM HO3UTUBHUM KOE(UIH|SHTIMA, UM CIie-
KTap UMa YHU(OPMHHU pUTaM ¥ YjeHO je upalioHajaH 0poj, IpeicTaBiba
dyHKUM]Y Koja y Kpyry nonynpeunuka 1 (ca ueHTpom y Tauk z = () unm Ha
TOM KPYI'y UMa U Opyre CHHIYJIAPUTETE CEM MOJIOBA.

OBo je nocnepuya Teopeme r. bopena Hasesnene y naparpady 20.

Hajzap, c o63upom Ha oHO WTO je 6UIIo pedyeHo y naparpadpuma 23 u
24, nopahemo cnepehe npumepode. "

1. Mpubawichu ciiexitiap, y cmucny u3 naparpada 23, onpebyje dyn-
KUHjy f(z) camo o Ha Heky PyHKUHjy O(z) umju Mopyo y Kpyry C, He npe-
7a3¥ U3BECHY YHAIpEN ATy KOIMUMHY € HOBE3aHy ca cnekTpoM u ca Cy .

2. Cillekiliap cunzyaapuitieitia, y cMACIy u3 naparpada 24, ogpebyje
dpyuxumjy f(z) camo o Ha Hexy (hyHKUM]Y O(z) KOja HeMa CHHTYJIapuTeTa
y Cy.

3. Ciiexiiap Hyaa, IPURPYKEH HEKO] 1enoj GyHKUUjU faTOT POJAa,
onpebyje TY pyHKuMjy 1o Ha dakTop obmuka ¢ rie je G(z) uena pynk-
uAja o z. ‘



YETBPTH IEO
CIIEKTPAJTHA METOJJA

1. - Ipunnun Metoge

27. HyMepHYKH ceXTpU MOTY MIPaTH KOPHUCHY YJIOTY KaO HHCTPY-
MeHTH payyHa. OHH JOBOJE 1O JEIHOT HAPOYHUTOT [IOCTYIIKAa Y HYMEPUUYKOM
padyHy KOju Ce MOXe Ha3BaTH ciexipanru Hociiiyiiak, 300T HeroBux
ylIaJJbMBUX aHAJIOI'H]a ca MOCTYIIKOM CIIEKTPAJIHE aHAIN3e Y XEMU]H.

HspayyHaTu HeKY HYMEPUUKY BPEJNHOCT, UM HEKM OT'PAaHUYEH WIIH
HEOTpaHUYeH HU3 HYMEPUYKUX BPEJHOCTH 4d,,d,,d,,..., WIA NaK ofpebenn
neo nudapa Koje 006pasyjy jeAHy Of THX BPEIHOCTH, CIEKTPATHUM ITOCTY-
TIKOM, TO 3Ha4M Ogpeguiliu Hello3Haille HOMORY HyMepu1Koz cilekitipa S Ko-
Ju je Ha H020QaH HAYUH GOBEYeH y 8€3y CA HUOM Ay.

OBO ce MOXe YYMHUTHU Ha ABa pa3IMyuTa HauuHa.

1. Moxe ce u3pavyyHaTH Hemo3HaTa, Uiy ogpehenn neo yudapa xoje
00pa3syjy HyMEepPUUKY BPEJHOCT HENO3HATE, Kao CieKTap S no3Hare (pyHK-
uuje (kojy maje Tpanchopmanuja A[f], ca TO3HATUM CIHEKTpaIHUM PHUT-
MoM), mitr noMohy ofpebeHor ofceuka cekTpa S, I Halpea Kao No3Ha-
Ta KOMOWHAlLK)a eleMeHaTa crexkrpa S.

Tako ce, Ha npuMmep, Hymepuuka Bpefuoct 1,01° gobuja kao crnexrap
dyuruuje (1+2)° ca ynuOpMHUM PUTMOM h, = 2 ¥ H3HOCH

S =1,061520150601;

BPEHOCT oapeheHor uurerpana

(121) J9(4 cos® 1)dr,
0

rae je 8(z) TpaHCUeHAEeHTA

oo

? 1
122 0(z) = gr g =
1 ()= 2, T

=0
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pobuja ce Kao NpousBoj Gpoja ~g~ H ’CHGKTpa S ca yHudopMHO yGp3aHUM

PUTMOM h;, = k QyHKUH]je

oo 2 2
(123) f(z) = }:( :j 2"

n=0

1 jefHaxK je
S = 0,10200 600 20000700002520000924 ... 17

2. Moxe ce u3pauyHATH OTPAHHYEH MM HEOTPAHUYEH HU3 HEIo-
3HATUX ag,d,,d,,..., WU jeHa Helo3HaTa a,, Koja IpHIaja HU3Y, Win NaKk
jenHa winu Buiie nudapa xoje o6pasyjy 6poj a,, moMmohy npyra wiu nuH#Aja
HEKOT CrexTpa S.

Taxko Oum ce Opoj genuiana MPOMEHJBHBOT LeJior 6Gpoja k Morao
u3padyHaTH Kao k-ta npyra Hekor cnektpa JlamGeprosor pena'®; apyry

nudpy 6poja (Zj faje [pyra JIMHWja YeTBPTE Mpyre cnekrpa S DhyHkiuje
(1+2)® ca yaucopMHUM PUTMOM i, = 3, Tj. CieKTpa ‘
S =1,009036084126126084036009 ...1;

BepoBaTHoha fa ce, y 10 nokymaja, of fBa gorabaja A u B umje cy Bepo-
BaTHOhe penom % a % A octBapu 10—k a B k nyTa, nobuja ce genehu 6po-

10— 2% ca yundpopmunm pu-

jem 3'* k-Ty mpyry cnextpa dpyukumje (2 +z)
T™MOM h, = 5.

Osaj fiocaegrsu Hawun ogpebusarba HeO3HATUUX [pumersyje ce ceaKu
ilyil Kag ce oHe Hana3e 'y ogpeheHo] KopeclHoHgeHUUji ca HeKOM QYHKYLUJOM
(E) u cadxceiiio ce uckasyje caegehium ipasuiom:

Axo ce cexrap S dyuxuyje (E) ca paTMOM h, MIOJENN HA y3aCTOIHE
oJiceuke, IPY UeMy je TPBHU Off lbuXx o0pa3oBaH Of /i, IpBUX fieluMarna 6po-
ja S, mpyrm off h, HapegHuX geumumana, uTi., ieo 6poj M,(n=1,2,3,...) xoju
npunana uusy My, M,,M,,... nomohHEX He0OpOJHHUX HENO3HATHX lobuhe
ce Kao rpyra 3HavajHux nudapa n-Tor oficeuka, a M, he ce nogygapuru ca
HeauM fentoM 6poja S (YKOIUKO ce He y3My y 003Up 3HallU pealHux ¥ NMa-
THHAPHEX fesioBa 6pojesa M,). [Ipykuuje peueHo: 6poj M, he ce moxyna-
PUTH Ca n-TOM IPYroM crekTpa S a werosa k-Ta umdpa ca ogropapajyhom

17 Bupen Tpehu npumep y naparpady 6.
18 Byupern naparpad 30.
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nuurjom te npyre. Kapg cy 6pojesu M, tako oxpebenn, Henosuare a, 6uhe
onpebene nomohy penaunje Q(a,,M,) =0 (eKCIUIMIUTHE WIH PEKYpPEH-
THE), KOja yCIOCTaBIba Kopeconaeniunjy usmeby 6pojesa a, u 6pojesa M,
KOje Jlaje CreKTap, MOIITO ce CBaKH off 6pojeBa M, cHabe 3HAKOM G, KOju
MY JIOA€JbY}Y YCIOBH Ipobiaema.

Bpennocr koja je gosomHo Oaucka 6pojy S naje, mpema IpaBuily H3
naparpada 12, iiaune spegrociliu OHOMUKO HEMO3HATHX @, KOJNHMKO Ce
xohe: ogpebuBame n + 1 npBux yenwx 6pojesa M,,M,,M,,... 3aXTeBa camo
no3HaBambe MPUONMXKHE BpegHocTu 6poja S ca h +h, +...+h, TauyHux
feumMana, a oufa he ce go6utn ogrosapajyhe @, momohy penanuje

Q(a,,M,)=0

Tako je 3a Tauno onpebusame HeNoO3HATUX ay,a,,...,d, JOBOJLHO 3HA-
TH NpHOJIDKHY BpelHOCT Opoja S ca ph NPBUX TAYHUX feLUMAaNa y ciy4ajy

KaJl je CIeXTpalHu puTam yHugopman i, = h aca ph+ B—(Biﬂ ¢ IpBUX Ta-

YHHUX JleluMana y ciaydajy yandopMuo yCp3aHor putMma by, = h+ck.

28. Cuekiipaara meilioga, Kao IITO Ce BUIH, CACTOJU CE€ Y pacunamy y
HEKH HyMepuuKl cilekitiap rIaBHUX WY ITOMORHMX HETTO3HATUX HEKOT IIPO-
6yeMa, Kao IITO aHAJNIM3AaTOPCKA MPHU3Ma pacuna, y CIEeKTPalHO] aHAJIU3H,
CHOII CBETIIOCHUX 3paKoBa y crnekTap ceTnoctd. Hemosnare ce y Hymepu-
YKOM CIIEKTPY MOBE3aHOM ca NPOoBJIeMOM Hajla3e pacyTe, O[BOjeHe U Ofipe-
bene Kao coekTpajHe NPyre 1 JUHU]Ee, Ha HAYWH CINYaH OHOME KOJUM Ce
HETIO3HATH elIEMEHTH HeKe XeMHjCKe CcylcTaHne ofpebyjy y cnexkTpanHoj
anami3n. I'maBHa cnexrpanHa KapakTepnCcTHKA U3 naparpaga 9 y oBome
Urpa CIMYHY YJIOTY Kao CHOI CBETIIOCTH KOJU HCHYLITA CYIICTaHUA KOJy Tpe-
6a aHaNMM3WpaTH, a CIEeKTpajHa reHepaTpuca Urpa yiaory CIHYHY OHOJ
pU3Me aHaJu3aTopa.

Kapma cy npBoGuTHE HEMO3HATE Yeal O6pojesii, aHANN3Y IHUXOBOT KOM-
rrexca HellocpegHo BPILU CeKTpajiHa reHepaTpuca: OHe Cy pacyTe y Clek-
TPy Kao WITO TpU3Ma pacHlia creKTpalHe MHIEKCE KapaKTePUCTHYHE 3a
eneMeHTe, MHaue MehycoOHO H3MENIaHE Y YCH]aHOM TENY.

Kap cy nentozHate OpOjeBH KOJU HiCy teall, TOTPEOHO je fa ce NORBp-
THY BpelixogHo] Hpulipesii pe HeTo WITO ce YKIBYIe Y CIEeKTPalHy reHe-
paTPHCY, KA0 HITO Ce, Y H3BECHIM CIIyUajeBHMa, O[peheHOo] NPETXONHO] MO-
ruUKALM]E TOABPraBa CHON CBETIOCTH KOJM HCHYWTa CYNCTaHLa Kojy
tTpeba aHaNu3upaTH, Mpe HEro WTO Ce OH NPOMYCTH KPO3 MPHU3MY Koja
pacuna CReTHOCT (MOCTaBILame, Ha NPUMED, Ha TIyT CBETIIOCTH KOJy Tpeba
AHaNM3MPATH, CTAKJIEHOT HAJNOHA HCIYILEHOT ofpebennmM napama). Ta npu-
npeMa ofroBaparna 6u. KoJ Hac, Hexo] TpancdopManujn Al f] carnachoj ca
HI30M HETTO3HATHX.
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Ca oBoMm cimunouthy uje ce it la/be ako Ce YOuU fia AHCIep3uja HeKOT
HYMEPUYKOL CIEKTPa BAPHPA Ca KBAJTHTATHBHOM CIHEKTPATHOM KapakTe-
PUCTUKOM KOJy OHa] KOJH padyHa MOXe MEHAaTH 3a je[IHY UCTY [VIaBHY Ka-
PAKTEPUCTHKY MOABPTHYTY aHAIH3H, KAO WITO ce pacurame (aucuepsuja)
M3BECHOT CIEKTPa CBETOCTH MEihd Ca yCIIOBMMA EKCIIEPUMEHTa Koje
EKCHEPUMEHTATOP MOXKe MOJAM(DUKOBATH 32 JeAHY UCTY CYICTAHIly KOja ce
uenuTyje (TO Cy, Ha NpUMep. IpOMEeHe TeMIlepaType, NpUTUCKa, paspebe-
HOCTH). YHU(DOPMHA AUCHEP3Hja HyMEPUUKOT CIIEKTPa aHAIOTHA je BelH-
KOM OpojJy ciyuajeBa KOJU Ce jaB/bajy y XEMHjCKO] CEKTPATHO]j aHANH3H
(Takas je, Ha MPUMeEP, Clyuaj HEKUX J(EJIOBA CIEKTPA CYMIIOpa MpPOM3Be-
peHor momohy obmoxkene UeBH): TO HCTO BaxKu 3a yHupopMmHO pacTyhy
pucnepsujy (y caydajy, Ha npumep, oGHYHOT CIEKTpa CyMIOpa, KO KOra
pacrojara u3Meby MakcuMyMa pacTy npema [Mofpydjy JbyéuuacTor).

Haunnu mMemara gucrnepsiuje HyMEpUYKIX ClIEKTapa HUCY CBOjCTBEHH
caMO TOjeJMHAYHOM HH3Yy ca KOJHM Ce CleKTap JOBOAU Y BE3Y, y TOM
CMHCITY J1a, aKO CE MEajJy eNeMEHTH KOJH YTHUY HA KBAJUTATHBHY CIEK-
TPaJHY KapaKTEPUCTUKY, Tajja ce MEba JHUCIep3Hja CeKTpa GUIIO KO HU-
3a, © TO Y MCTOM cMepy. FicTo Tako, mpoMeHa TeMnepaType Win IpUTHCKa
MeHha JUCNEP3ujy (pacuiame) CIeKTpa CBETIOCTH Y HCTOM CMEDY 3a Pasyiu-
YUTE CBETIIOCHE 3paKe MOJBPTHYTE aHATU3H.

Tpancdopmanuja A[f], mpema OHOM Ha 1UTa je OGUIIO YKA3aHO y lapa-
rpady 21, xaj ce npuMeHn Ha mocmaTpany PyHKUUjy f(z), MOXKe JOBECTH
0 KOHIUUHYUparo? citexitipa, oOpa3oBaHOr ojf caMux HyJa (6e3 JimHHja),
Maja HeKa Jipyra Tpancdopmalinja FOBOLU A0 JUCKOHTHHYUPAHOT CIEKTPa,
ca nuHUjaMa. OBa YMIbEHHIA TAKOhe MMa aHAJIOTOH Y CHEKTPAIHO] aHAJIH-
31 (Kaj, Ha TIpIMep, BOXOHUK, OKCHJ] YIJbEHUKA ¥ CYMIIOP-BOJIOHUK TOpPE Y
KHCEOHHUKY, CIEKTap IUIaMeHa ITOBPTHYTOT aHAJIM3K HEMA HUjeHY JIMHY]Y,
MaKo je, IOJ APYTUM YCIOBUMA, CIeKTap UCTUX racoBa JUCKOHTUHYHPAH).

Takse ananoruje, Kao 1 BeJMKHN OpOj APYrUX KOje MpyKajy HyMepHu-
YKY CIIEKTPH M CHEKTPU CBETIIOCTH, ONPaBAaBajy, yBEpeHH CMO, UM€ Koje
[aJeMO PAYyHCKOM ITOCTYIIKY U3JIOXKEHOM y OHOM IITO IIPETXOMIH.

IToxgceTumo jour jeiHOM Ha IPEJHOCT KOjy UMa ClleKTpajHa MeTofa ca
CTaHOBHUIIITA IIPAKCEe HYMEPHUKOT pauyHa: OHa laje HauuH:

1. 3a ucroBpeMeHo opipehuBame, JoBObHUM UPOGYHABAlbEM JEGHOZ
UCTILOZ HYyMepUUKOZ payvyHa, BPEIHOCTH OHOJMKO HEMO3HATHX KONIHKO ce
xohe, a Takobe, OIBOjeHO, ilipaene yugpe Al geyumale HeKe Off HENO-
3HATHX;

2. 3a oppebuBame liauHux 8pegrociliu XeJbeHOT Opoja HETO3HATHX
noMohy BpeHOCTH KOja gogo/mHO gobpo aiipokcumupa HEKU MOfATaK K3
npobnema.
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II. - Heke apuT™MeTHiIKe NpHMEHE

A. — Cilexitpu pasaazarsa bpojesa

29. Heka cy:
(124) a,b,c,....8
(125) L P, S,

JBa [aTa HU3a MO3UTUBHIX NeJux Opojesa, IpU yeMy cy 6pojesu (124) y3a-
jamuO mpoctu. O3HauuMO ca P(k)TO3NTHBAH Leo OpOj KOjU MoKasyje Ha
KOJIMKO ce HavYiHa Heo Opoj k MOXKe HalKucaTh y OGNHUKY

(126) k=ax+by+..gt,

TAE X,¥,...,[ Y3UMa]y BPEJHOCTH

x=012,....m
(127) y=0,1,2,...,n
(=0.12,...5
AKO je CTaBbeHO
Pl g L §
Vix,o,p) = S N e Ty

rIe cy O F p IBA NPOU3BOJLHA MO3HTHBEA Liena 6poja), koeduumjent y3 x*
i 2 _ i ]

Y MONTMHOMY
Wiy =Vix,a,nVix, bon) .. V(x g,s8)

crenena A = ma +nb+ .. +s5g¢ ynpaso je 6po] P(k). Axo ce, gakne, ca /1 03-
Hauy HeKa roprba rpannia Gpoja widapa 6poja P(k), 6poj

S =wao™)

npepcrasbahe crexTap 3a P(k) ca yHUQOPMHUAM PUTMOM /i = /1.
C ppyre cTpare, ako ce ca g, 03Hauu Heo 6poj Koju ce pobuja xaj ce
6poj 9 manmme k nyta y3acromniue (g, = 9,8, =99,¢, = 999,...), umahe ce

?_E_u o, 0h

128) VIO oLy = 107
(128) ( 7 ) )

I onartne
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(129) S=10""N,
rage IV o3HaudaBa ueo 6poj Koju 00pasy]y HCKIbYIuBO uudpe 9:

9

(130) N = (//l"rl)allA9(/r+lth"'9(‘\‘4-1)&]’11

C R
)(l/l 9/1/: AN gg/l

OBO YMHH OUUTTEAHUM crefiehe apuTMETHYKO CBOJCTBO Lenux 6po-
jesa V:

Leo 6poj obpazosan og zpyiie 3nauajuux yugapa 6poja N koja
fouurwe (kh + 1)-8om a 3aspwasa ce (k + 1)-86om yugppom itioz 6poja iio-
gygapa ce ca Opojem P(k), u o 3a ceaxy spegrociti k koja nuje seha og Ah.

Harep!? je po6uo jeany omury Gopmyny kKoja jaje mpuOIMKHY
BpeNHOCT 3a P(k) 3a matu cucrem Opojepa (k,a,b,...,g) u 3a cBe Moryhe
cucreme (x,y,...,1) ca yIuEHOM TPEUIKOM KOja UMa TOpbY I'PaHuIy
HezasucHy of k. Ha mpumep, y cyuajy jefHaquHe ca JBE HENO3HATE

k = ax + by,
Jlareposa copmMyna fiaje
P(k)= LS + 0,
ab

e je arconyTHa BpegHocT Gpoja o Marba of 1; 3a jegHaquny

k=ax+by+cz
oHa faje
.2 A
P(k) = k /‘(a+b+c)+6

2abc Zabc

H

Np¥ YeMy je TOJATHH WiaH &, [0 alCoNyTHO] BPEMHOCTH, MAbU O U3BECHE
(huxcapane KONWUMHE 32 CBe BpegHOCTH k. Ose Qopmyae omoZyhyjy ga ce
6pojy h gogene epegrociiiu Koje [Ipellilociiasma UpeluxogHu Clias.
IIpumeTnmo takobe pa 6poj (128) mpepcrasma crekrTap S, HA32
111..1 (p jepunuua) ca yHuOPMHIM PUTMOM /i = Gh, TaKO Jia je CeKTap
S, xoju paje dopmyna (129). jepnak NpousBOAY HeTUMHUYHUX CIEKTapa
Sa»Shse--»S,. A KaKo je (YKONMKO ce He y3Me ¥ 063Up ienuManHa 3ameTa)

S, =100...0100...0100...010...,
L N e e

ah-1 ah—-1 ah—1
Hyna Hyna Hyna

19 B. Laguerre, Sur la partition des nombres, Bull de 1a Soc. math. de France, t. V 1877
Ouvrage t. [ pp. 218-220.
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rie ce rpyna uudapa 00...01 noHasspa p myTa, 6poj N MOXKe ce H3pauyHaTH
cabupameM IOTOfHO pacrnopebennx jeauunua (M 3aMHCINTH, IHTABYIIIE,
JEMHOCTaBaH anapar Koju O1 Taj pad1yH Gp30 U3BOJHO).

Ha npumep, 3a jeguaunny

3x+2y =k, OSXSIO,_ 0<y<9,

A 48
logll+—|=1 14+—|[=1log9
o1+ )= oe{1 4 1o

MamH off 1, Moxe ce y3etu h = 1, mrro he parn

N =101111212222323333434334334334...,

Oynyhu na je 6poj

a Opoj P(k)ce nopynapa ca (k + 1)-BoM nucpom 6poja N. Tako, jeqaaunna
3x+2y=19

HMa Ta4yHO TPH peliewa 3a x <10 u y < 9: oBaj 6poj 3aucra jaje nBageceTa
nudpa Opoja N.

Mcry nocrynak npuMereH Ha pasiHuuTe Apyre panpoHaiHe (yHK-
1yje Kao cleKTpalHe KapaKTepHCcTHKe NOBOAU A0 HEKHX JPYIMX CTaBOBa
oBe BpcTe. 3Ha ce, Ha npumep?0, na je 6poj O, , pasnarama cBux 6pojesa
Ha (HajBUILIE) ¢ JeJIOBa, O KOjux HujenaH Huje Behu on jaror 6poja p, jen-
Hak KoeduUujeHTy y3 ax”! pa3BuTKa (PyHKLIH]E

B 1
C(-a)1 =01 —ax)l-ax?)...(1-axp)

F(x)

HcTo Tako, 3Ha ce fia je 6po] R, peuiemma y LeJUM NO3UTHBHIM Opo-
jeBHMA JIBe CHMYJITaHe JINHeapHe JelHaunHe

ax+by+...+gt =k,
ax+by+...+gt=k,

3a IPOMEHIBUBE k i & jemnak koepunujenty y3 u“v y passojy dysHximnje

1

D (u,v)= - - .
) (=YL= vy (L= ufw®)

Wspasu F(10™") 1 ®107",107"), rue ¢y h 1 7’ 1OBOJBHO BEJIUMKH LEJH
6pojeBH, jecy U3BECHHM paloHaTHi 6POJeBH UMjH ce HU3 ofpebenor 6poja
IpBAX JeNUMalla H3pakasa Kajl ce HAMMIIY, Je[HH U3a JPYTUX, y3aCTONHH

20 Mac-Mahon, Philos. Trans, London 187/A, 1896, p. 619,
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uesnu 6pojen Q, , UM R, ;- 1 MOTOM H3Meby IbHX yMETHE H3BECTaH 6pOj
HyJ1a, yroauko Behu ykonnko cy 6pojesu h u i’ Bekin,

b. — Ciiexitpu 6pojesa geaunaya tipomensuso? ueaoz 6poja

30. ITpema o6po nosuaToj ocobunu JlamGepToBOr pefia, ako ce CTaBH

2
. _z z° z" g 2 3
(131) f(»)= 1_7+1..,_,2 +"'+1—z”’ =az+a,2° +ayz + .,

{z+1)

| =142+ 24,

(132) 0 (2) =

koeuuujeHtT N(k) passoja
F(2)= f(z)—@(z)= N()z+ N(2)z* + N(3)z* +...

noxynapuhe ce, 3a k < m, ca 6pojem genuiana 6poja k paznmuuTux o 1 u
on k.
AXo ce, fjaKkie, 3a h y3Me jefHa ropma rpanuua 6poja log N(k)
(k=1,2,...), n3pas
S =F10™)

npepacrapibahe cnekTap fgenunana 6poja k ca yHUOPMHUM PUTMOM Ay, = h.
C gpyre crpane, nmamo (ca o3HaKama u3 naparpada 29)
raomy =Ly L L
9/1 92/1 9mh
(p(lo-—h) — 10—/1 92/; .
9 h
IIpeTBOpeH y AenuManuu pasiaoMax, 6poj f(10™) je d@pociti nepuo-
IUYHY pa3lioMak KOju UMa nepuoy ca mh nudapa, a ¢ (107™") je mewosuitiu
HEPHOJNYKH pa3jioMaK 4iju HeNepUOANYKHM €0 U NEePUuoj UMajy CBakH h
mudapa. CaMm cnekrap he crora OUTH MEIIOBUTH NEPHONUYKY pa3IoMaK
YUju HENMEPHOANYKH fieo uMa /1 uudapa, nepuog mh nudapa, a OHO IITO
IIPETXOMM jacHO MoKa3zyje ciefiehe apuTMETHYKO CBOJCTBO TUX pallMOHal-
HuX 6pojena: ‘
(133) s=Lp Lo 4 L o du
9/1 92/1 9mh 9- 9/1
[Mogenumo HU3 MPBUX feuuMaia 6poja S Koju o0pa3syje WheroB Hele-
PHONMYKY HeO 3ajefHO ca IPBUM IEPHOJOM — Y y3aCTONHE OfCEUKe
1.,71,,...,T,,, cahuudapa, Tako na ofacevak T.(k =1,2,...,m+1) nouume
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[(k =1 +1]-Tom

a 3aBpuIaBa ce hk-troMm peummarnom 6poja S, W mocMaTpajMo ofcedke
n.1,,....7,.

Leo 6poj rkoju obpasyje epyiia snanajuux yupapa ogceura T, dogy-
gapa ce ca 6pojem geaunaua 6poja k pasauquitiux og 1 u og k.

AKO Ha30BEMO aakyHoMm (IPA3HHHOM) CBaku oficevak T, Koju ce ca-
CTOjM HCKIbYYHUBO OJ HyJIe, OfjaTlIe ce U3BORHU crefiehn 3akibyyax:

Bpoj aakyna koje uma ckyii iipeux k ogcewaxa T,,T,,..., T, fHauno je
Jjegnak 6pojy fpocitiux 6pojesa marsux og K, u ifio 3a ceaxo k < m.

AXO ce IpUMeTH f1a je

L =0,0...010...010...010...;

kh kh—1 kh—1 kh—1

10“"9#:o,o...010...020...020...020...,

h k-1 h=1 h-1 h—1

youaBa ce fa 6u ce ckyn ofcevaka 71,...,7,, MOrao u3payyHaT, 3a CBaKO
maTo m U h, camo cabupameM jeAnHuNa (Ha npuMep, moMohy anapaTa Koju
je TaKo 3aMUCIIUTH).
Jepna BpepnocT 1 Koja he 6uTH y cariacHOCTH ca MPeTXOMHUM Jjobuhe
ce KaJ| ce yame Heko 1 > logm (eugeitiu [pyru npuMep u3 naparpada 32).
Cerumo ce Takobe HejegHakocTu I. Burepra

log &

e oek
N(ky<2  loeioek,

K0ja BaXK¥ 3a MPOU3BOJLHO € > (), YKOJIMKO je k JOBOJLHO BEJHKO.
Ha npumep, 3a m = 100 (o naje h 2 2) u3a h =2, Hanasu ce

S=0,
,D;Banece'r IPpBUX OfcCEeYaKa Ca JIBe L[H(i)p@ CaJIp2XKH NEBET JIaKyHa, CTO
NpBUX OllCEYaKa WX CaJip>XH IBaJicceT LIecT, IITO noxaayje Oa uMa AEBET

npoctix OpojeBa Mamux on 20, fa uX UMa ABajeceT mwecT marwux on 100,
HTIL.

B. — Citexitipu 36uposa cauvnux citielieHa y3acitloliHux yeaux bpojesa

31. Axo ce ca P, ,(z) o3Haun MOJTHHOM CTeeHa m Je(PUHUCAH PEKY-
PEHTHOM (POPMYIIOM
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(134) Pm.k -z N/I.A*] = ()7 Pm,/\' = :—:—*__1_;‘7
Taja je
(135) P, =12k bt

Iosuara opmyia

=ay+(ay +a)z+(ag +a, +a)zt + ..

-z
OHJla Jlaje
Pm » 2 +1
(136) Im = 8,0+ 8,70 s, (2" T ),
rae je
(137) Syp =17 4+2P + 4 n,
Hejepnakoct
K<m” (k=12,....m-1)
MOBJIAYH
(138) S = m

oparie, y3uMajyhu 3a i Hexu 11e0 6p0oj KOjI HUje Mak| Off
(p+1)logm,
3aKJbYUY]EMO Jia je clieKiliap Hu3d

(139) Sl,nSZ/)""’Smp’

ca yrugopmuum puitimom hy = h, gaiti ca mh apsux geyumansa 6poja (o3na-
Ka n3 naparpada 29)

10171/1 nih
(140) S = TPHIP(lO l);

mh

IpeoCTaNy ASHUMAIK 4]y IEPUONIIHU CIIeKTap ca PUTMOM h, IIPH 4eMy je
nepuof 6poj s, KOME NPETXOM[H OHOMUKO HyJ1a KOJIHUKO je TIOTPEGHO fia ce
ynotnyHu 0poj undapa 1o /.

Y oBoM cnyuajy, Ha npumep, nomohy Huza (139) xoju onrosapa Gpoje-
BuMa m = 16 u p = 2 Hama3u ce
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P = 28878 ~ 289717 4 7 _ 32218 — 3477 + 27
o2 z-1 (z—1)?

’

a kako je (p+1)logm < 4, Moxke ce craBUTH h = 4; cnexrap nusa (139) pat
j€ ca mesfieceT NpBUX feunmana 6poja

_10% P, (107
964 ,

S

S =0,0001.

Hymepuuka Bpegnocr 6poja s;,(k =1,2,...,16) mogynapa ce ca K-ToM
IPYrOoM OBOT CHEKTPA, T]. ca I'PYIIOM 3HavajHUX mudapa Koja Mouyuibe
[4(k—-1)+1]-BoM 1 3aBpaBa ce 4k-ToM jenuMainom 6poja S. Tako ce 36up
89, TIORyJapa ca AEBETOM CHEKTPAJIHOM IIPYroM: OH, AaKJe, u3Hocu 285;
npyra uugpa 6poja s;, je mefeceT u nppa fenumana 6poja S. Jepnaka je 1.

II. - CnekTpanun nocTynax pa3Bujamba y pej

32. Hymepuuko u3pauyHaBame KoeHUjeHaTa HeKor pefa Xa,z”" Bp-
M ce, Kaj] ¢y yoOHUajeH! OCTYIIHN Y TUTamy, OUI0 UHGUBUGYaAHUM A3Pa-
YyHaBamhEM CBAKOT KoeduuujenTa «, moMohy u3BecHe exciumuuuTHe ¢dhop-
Myne
a,=0@n m=012,.),

6uno u3pauyHaBajyhu «, Ha ocHOBY Beh IO3HATOr HM3a KoeduunjeHarta
AyiyAyn,y... UWHOMORY Heke pekyperitine popmyae

O, da,,d,_ | dyn,...) = 0.

CrnekTpalHHi TOCTYyNaK AOBONM A0 U3PALYHABAIA CBUX Koeduijlje-
HQa a, UCHOBpeMmeHo, Ul [aK Zpyile Koeguyujenaitia wije ce uapauy-
Hagarbe xeal, lLomohy Zpylie geyumana camo jegnoz bpoja S Ha toZogax
Ha1UH gosegeHoz y 8e3dy ca (pyHxkuiijom f(z) quju ce passoj y peq iiipaxcu.

W3 npasuna y naparpady 12 u3Bope ce y Tom noruegy ciepneha npa-
BUJIA.

I. - Kana cy xoepuuujeHTH «, Ho3UlliusHU Ljeall peaari 6pOJeBH, Koe-
bULMjeHT a, JelHaK je HenaoM Jiesly 6poja S KOJH MpejIcTaBiba ClieKTap (pyH-
Kuuje f(z) ca MO3HATHUM PHTMOM /i,; KoepuuMjeHT a, Taga he ce mokmno-
NUTH ca TpynoM 3Hauajuux undapa O6poja S Koja NOUYUEE HETOBOM
(P,_, +1)-BOoM a 3aBpluaBa ce meroBoM. P,-TOM leuManom, rjae je P, = h, +
hy +...+h,. Y ciayuajy yuu(OpMHOT PUTMa, TO je Ipyna Koja NMO4Yumbe
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[(n=Dh+1]-BoM a 3aBpuiaBa ce nh-ToM geuumanom 6poja S. Y ciyuajy
yaIOPMHO yOp3aHor puTmMa /i, = /i + ck , OHa TTOUHIHE

{(/1 -Dh+ Q(—”—zﬂl c+ 1}—BOM,

a 3aBpillaBa ce {nh + M;-D (} neuumanom 6poja S.

Ilo peny k-ta uudpa 6poja «, nopymapa ce ca (P, — k +1)-BoM geuu-
Manom Opoja S (ca k-ToM suHHjOM n-Te criekTpanue npyre). 3a h, =h To
je (nh—k+1)-Ba,a3a h, = +ck oBoO je

1}1/7 + B(_”E”*‘_Q c—k+ 1}—1321 neuumMana

6poja S.

II. - Kapa cy xoeduuujenr a, buaso kaxksu yeau 6pojesu, peansu
UM UMaruHapHy, obpasosahe ce MpUAPY>KEeHU HU3 6,,6,,0,,... H cekTap
Pynkumje

(141) Q(z2) = 0yay +0,a,z +0,a,2° +...

Hanucahe ce y o6nuky S = S, +iS,: npaBuwia u3 [ npumemeHa Ha S, oape-
nuhe HU3 O, peanHux genoBa 6pojesa 0,a,, a KCTa IpaBWiia MPUMEHEHA Ha
S, oppepuhe Hu3 3, Koedpuuujenara y3 i 6pojena 0,a,. Ouga he ce umaTn

1 .
= —(, + nl:
(1” e ( lB )

"

III. — Kapa 6pojeBu @, HHUCY LENH, IO3HaBawke HEKe TpaHchopmanuje
A[f] carnache ca ¢pyaruujoM f(z) Kojy Tpeba pa3BuTH foBemhe g0 TpaHc-
topmara (E) dyurmmje f(z); mo3HaBambe je[HOT CIEKTpalIHOI pUTMa ca-
TIIACHOT ¢a HU30M Koedununjenara M, Tpancopmara (E), Kao B 3HaKOBa
0, peasTHUX U MMarHHAPHEX JIeJI0Ba THX KoeduiujeHara, omoryhuhe ¢op-
Mupame cnekrpa § Huza M, ca opum putMmoM. IIpasuia I u II npumemena
Ha § ogpenuhe oupia M, a penanuja Q(a,,M,) = 0, KoJy Hamehe Tpancdop-
Manja A[f] =0, ogpepuhe Haj3ax HeMo3HATE KoeHULUjeHTE a,,.

Putam h, u 3Hake G, npu ToM he matu ckyn (D) KBalIUTATUBHEX I1O-
faTaka npoodiema.

IV. — OnpebuBame itia«Hix BPeAHOCTH NPBUX 1 + 1 KoeduuujeHaTa
(ne ysumajyhn y 063up 3HaKe ©,) 3aXTE€Ba CaMO IIO3HABAWE HPUOAUINCHE

BpemHOCTH Opoja S ca Tawynux npBux P, geuumMana. Oaj 6poj penumana
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jeNHAK je nh y cny4dajy yHH(GOPMHOT CIEKTPANHOT PUTMa /i, = A, a H3HOCH

nh+ 11(772—4_1) ¢ y cny4ajy yHudopmMHo yop3aHor putMa h, = h+ck.
IIpeu upumep. — Oppenutu HU3 Ay, Ay, A, ..., A, Koeduuunjenara p-
TOT CTeleHa AaTor MOJUHOMa P(x) CTENeHa m ca LEeIUM TO3UTUBHEM Koe-
cpunmjeHTHMA aKO je TO3HAaTa jefiHa TOpHba IpaHula A THX KOe(HIHjeHaTa.
Yxonuko je ca h o3HaueH 11eo 6poj KOju Huje Mamu Of log A, Hu3 6po-
jeBa A, 103BOJbABA YHU(DOPMHU CHEKTPANHU PUTAM h, = h W HEroB cie-
kTap 6uhe gat 6pojem

S = [P(IO"’ )]”,

KOjH Ce JTaKO MO3Ke M3pauyHaTH y CBAKOM pa3MaTpaHoM ciyvajy. Koedu-
UjeHT A,, Kao u xelbeHa ofipehena uudpa 6poja A,, Omhe faT nNpyrom,
OJHOCHO JIMHHU]OM CIeKTpa S ofpeheHOM NPETXOTHUM NpaBUIuMa.

Ma 6u ce, Ha IpUMeEp, CNEKTPAJTHUM IIOCTYIIKOM pa3BUO M3pPa3

F) =1+ x+x2)°,

3najyhu nmpu ToMm ga xoeduuujeHTH pa3Boja He npemaiyjy 6poj 1000, go-
BOJLHO je W3pauyHaTu 6poj

S = f(107%) =107*°1001001°
=1,00602105009012614112609005002 1006001

U TIOJEJIUTH HEr0B AeLMMAJTHN €0 Ha OJICEUKe ca 110 TpH Hudpe: CBAKHU Off
THX Oficeyaka fiaje no jegan KoeguijeHT A, na ce Tako gobuja

F)=1+6x+21x> +50x% +90x* +126x° +141x°
+12647 905" +50x” + 2100 + 64 + 112,

JTOBOJBHO je uak H3pauyHATH OCaMHAEecT NPBUX felnMana a ou ce jio-
GO MOCTYNHU pa3Boj pyHKUM]e.
Mpyiu iipusep. — Pa3sirTii y CTENEH pefl palliOHaHY (DyHKIH]Y

. P(z)
(142) Jzy= "=,
Q=)
Ylje cy CBE HYJE MMEHHOLA [pOCTe I HMajy JeIMHIIHE MOIyJ, 3Hajyhu na
Cy CBY HEMOBHATH KOehULITJCHTI PA3BUTKA LENH GPOJeBH.
OsHayuBWIN ca O, 0y,..., 0, HyJe nonuHoMa Q(x), aca A, Ay, ..., A,

KoepuUHjeTe TPOCTHX PA3IONaKa KOJU HM OAroBapajy, umahe ce

A‘ +_V_+h_.,éﬂ’__’

(143) Fz)y=p)+
:_C(‘l Z-—O{Vm
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rie p(z) o3HavaBa UEO [CO KOMHUHuKa [(z).
AKO ce JiecHa cTpata jegnakoctn (143) passuje v pep

(144) ‘/v(:):"f>+"|:+612:2+m

b

noGuja ce

(145) a, =p+A0] +A05+. + A0,
Fie p O3HAyaBa, Kaji To jonasu y 003up, KoeUuuujeHT y3 x" y MOTHHOMY
p(x). Ha ocnoBy (145) sakibyuyje ce f1a je
a!l

m "

la, l=lpl + 1A T+, +1A

o
U ofiaTiie, Kako je Moayo Opoja o, jeflHaK jeqHULIH,

(146) ta, I<Ipl+TA T+, +IA

I]li .
AKo ce, flakJye, ca i o3Hauu OO Koju 1eo 6POj KOJU HUje Marbi Off

log[Ipt+1A 1+ +1A4,1],

mMahe ce
la,l< 10",

rge ce h He merva ca n, WTO 3HAYM Jla HU3 KoedullMjeHaTa a, MOXKe UMaTH
YHU(DOPMHU CIIEKTPaNHU pUTaM /i, = /1, 1a ce OHJ{a TPETHPaHe OBOT IIPO-
OJleMa J1aK0 OKOHYABA.

Ha npumep, y cnyuajy xaga cy OpojeBH «, O3UTUBHU U UENH, IBUXOB
cnekTap he 6urn pauonanuu 6poj S = f(107™"). Koedunujent a, nopy-
napuhe ce ca uenuM 6pojeM oOpa3oBaHUM Off IpyIe JenuMana Opoja S Koja
nouuse [(n—1)h+1]-BoM a 3aBpuIaBa ce nh-TOM Of THUX flequMaa; k-Ty IH-
py koedunujenta a, npencrasma (nh—k+ 1)-a gemumana 6poja S.

Taxas je ciiyuaj orpannuenor JlamGepToBoOr pefa

2 m
z 4 Z
+ + ..+ y

-z 1-z° I=-z"

)=

KOjH CBAKaKO UCMYHaBa MpeTXojiHe ycaose. M3 oHOr ITo IpeTXonu, u3a-
31,
la,l<n<m,

(o je, yocTanom, OUMINEHO), a OpojeBH «,, OYAYhE fa Cy NO3UTHUBHU U
LEJIN, MaJy YHI(POPMHU CIEKTPAIIHA PUTaM

hy = h zlogm;
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ILUXOB CIIEKTap ca TaKBUM jefHUM puTMoMm Owmhe, mpema maparpadgy 30,
pamroHanHu 6poj

S=L+ ! +...+L 9,=99...9|.
9/7 92/1

mh o nyra

Ha mpumep, ako je m < 100, Mmoxke ce y3eTu h = 2, ITO Aaje

S =0,0102020302040204030402060204040502060206 .. .;
ojatie,

f(2)=z+22% +22 +324 +22° +42° + 227 + 428 +32° + ...
Tpehu apumep. — Pazsutn f(z) Kaj ce 3Ha fia je KoepUIMjEHT «, pa-
.M, : ‘
nuoHanaH 6poj —=, re ¢y 6pojeBd M, LenH, ca OTpaHIYEHNM GpojeM K-
n

(hapa 1 HAaM3MEHUYUHO ITO3UTHBHH ¥ HETaTHBHH.
Tpanchopmanuja
Alfl= f'(2),

carmacHa ca f(z), tosogu To Tpanchopmara (E)
(147) F(z) =M, +M;z+M,z* +...
U [TOBJIAYH pellalujy
(148) na,—M,, =0 (n=123..).

Leo 6poj M,_, 6uhe onna oxpeben kao n-Tu oficeuak ca h yugapa
6poja
S = f/(-107"),

KOju urpa ynory cnekrpa (pynkunje F(z) ca ynuOpMHAM PUTMOM /. = h,
KOJj¥ HIje Matbi Ol MaKCHMalHoT 6poja uugapa 6poja M,. bpojesu a, 6u-
he onpa patn penauujom (148), npu uemy a, ocTaje HeonpeheHo.

Ha npumep, 3a

: 23-19z—2z% 427
)= > dz
fr=] S
u h =2, Hanasu ce
S = f'(-1,01)=123,19211721172117 .. ;

koeduIMjenTH M, penpojiyKyjy ce Mo arncoNyTHO] BPEJHOCTH, MOYEB Of
tpeher, npu yemy je mepuoy 2117, na he ce Tako J06UTH

C

19 5 21 £74_225+£26+

(Y =y — 232+ —z2" — =7 +—
f(z)=a, 5 3 4 5 6
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Yemepuu upumep. — Passuru f(z) Kaj ce 3Ha fla ¢y KoedHUUjeHTH
a, KBaipaTHH KOPEHU MO3UTHBHIX LEeTHX OpojeBa ca orpaHiHYeHuM OpojeM
uudapa.

AXoO ce cTaBu

(149) ey = i),
TpaHcdopMaluja
T .
150 Alfl=— o
(150) [/] - icp(ﬁ,c )dt,

carnacHa ca f(z) (§ 16, npasuo III), npeTBapa oBy pyukuujy v pex (E) no-
Mohy penayuje
a*~M, =0.

AKO ce 3a 1 y3Me HEKH 11e0 Opoj KOjH HUje MabU O]f MAKCHMATHOT
Opoja uudapa Koedunujenara «,, cnekrap 6pojesa M, ca purMoMm h, = h
6uhe peanaH 6poj

2n _k
(151) S=-= [waoz e,
271 )

4Hju n-TH ojcevax ca h nudpapa naje M, ma he ce umatu
pa ia] "

a, =M,.

Ilewu iipumep. — Passutn f(z) 3Hajyhu camo fa cy xoeduiajeHTn a,,
MO3UTHUBHY Lienu 6pojeBu U Aa je z = 0 oOuuna Tayka pyHKImje.

KouBepreHmuja cTeneHor pefga Koju npepcrasba (pyHKIH)y f(z) y
OKOJIMHM Tauke z = () MOBJIauHu MOCTOjalke (PUKCHOT MO3UTUBHOT Gpoja A,
TAaKBOI Ia 32 CBAKy BPEJHOCT /1 BAXKH Q/ZIT, < A. O3HaYUBIUM Ca ¢ HEKH IO-
3uTHBaH OpOj Koju HUje Mamu o log A, yHudopMHO yOp3aHM CHEKTpaTHH
putam h, = ck 6uhe xoMmaTHOWIAH ca HU30M OpojeBa a, W CIIeKTap TOT
HU3a Ouhe peanan 6poj

1 ‘2n‘ i qev”
(152) S=—1/f(p,e" )9(——}1!,
21 ;[ p
rae je

153 8(z)= > ¢" 2", =10 2, = const < —.
(153) ()= 4 q p 1

n=0
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Bpoj § Moxe ce HCTO TaKO N3pa3nTH HHTerpanom (39) us naparpada 5§,

(154) s=-L e Reoprydr,
2 0

T

e R(r,¢) o3Hauasa peasnnu geo of f(r,e") H rie KOHCTAHTaMa O. U B Tpe-
6a IPUIUCATH BPEAHOCTH

(155) o =107, B =.2lognatl0.

Axo ce Hu3 gemumana 6poja S MOIeNH Ha y3aCTONHE Oficevuke ca ¢, 2¢,
3c,... leuuMana, koe(puuujeHT «, he ce mogyaapuTu ca uenuM 6pojeM obpa-
30BaHuM of udpapa n-Tor Off THX OficevyaKa.

IV. — CoexTpaini NocTyNnaK 3payyHapama oxpehennx nurerpana

33. CnexTpalHu MOCTYNak MPHUMEYje ce Ha JIBa pasjinvuTa HaynHa
Ha M3padyHaBambe ofpeheHx uuTerpana.

I[IPBY HAYUH. -~ Y ciyuajy HekOr Hu3a ojpebeHux uHTErpana
J o9, T3, .. (JENHOCTPYKUX MM BHUIECTPYKUX, PEATHIX MM KOMIITTEKCHIX )
TaKBHX Ja ce y, Iokjiaina ca KoepwiujeHToM «, u3pecHe dpyHxumje f(z),
uzpavynasarse 6pojeda I, epuuino Ou ce, fipema ipasuauma u3 ilapazpaga
32, fiomohy fipyZa nexo? ciiexiiipa ftoeeano? ca gyuxuyujom (z) u y3
fiomohi penayuje rkoja ocitiofi uzmeby yeaux 6pojesa koju 0bpazyjy ipyze
KoeguyujeHatiia a,.

Taxko ce Kommujes unurerpan

J = b '——Ji(—;lm dz (n=0,1,2,...).

y3eT Ay kpyra C auju je ueHrap z =« n 'y KoMe je Qyakumja f(z) Xomno-
MOphHa, u3pa’kasa, Kaji roj je 1,eroBa BPEIHOCT HEKH [e0 OPOJ, HETIOCPE-
HO Kao 11e0 6poj Koji o0pasyje ofpeheny npyry HeKor cnekTpa QyHKumje
f(z+a)— f(a) (npu yemy ce He y3liMa y 063Up 3HAK HHTErpana J,)
Kan 6pojesn ./, nucy uenn, f(z) he ce 3aMeHHTH CBOJUM TPaHC(OP-
MATOM KOjU ofiroBapa Hekoj Tpancopmaiuju Al f] carnacuoj ca f(z).
Hcro Taxo, uarerpan o0miKa

/7
(156) S, = j’uv”a’lﬁ

o
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(roe ¢y u 1 v yakuuje op 1) po6ithe ce nomohy npyra ussecHor crnexTpa,
Kajl C€ youn ia ce UHTerpaiil y, noffyfiapajy ca KoeuuujeHTHMa passoja
pyHxHje

b
(157) fz)y= J‘(p(\’:’)uc/l‘

g

O CTENEHUMA NPOMEHIBIBE =, T/ie Je ¢ () jefHa o hyHKUHja

(158) o= g

z—1 -z
npeMa TOME [{a Jin je HU3 ./, OTpaHHYeH WIH HEOTPAHIIeH.

APYTH HAYHUH. — Y cnyudajy Kag HeKHU HHTErpan J cam 1o cebu
npeAcTaB/ba CHEKTAp, ca HO3HATHM PUTMOM /i, H3BECHOT O3HATOr HU3a
nenux OpojeBa My, M, M,,.... on he umaiiin Kao HymMepuuKy epegHocii
opoj My kome, Kao yeaom geay, caegit HU3 geyumana kKoju ce obpazyje
pebajyhu, jegry yz gpyzy, nymepuure zpyiie Go,G,,G,,... koje ogzosapajy
Hu3dy My u puiumy hy. llowitio je lpelliXogHO peasHum U UMAZUHAPHUM
geaosusa 6pojesa My nogesmer [o3UMIHEAH 3HAK.

Taxas je, Ha mpuMep, ciiyuaj uHTerpana

h
J = J(p(lO"’ Viudt ,

«
Kafa cy materpanu J,, nedunucanu ca (156), unenn 6pojesu uymju 6poj
urdpapa He Mpesia3u /i, HHTerpal, nocMaTpas Kao crekTap 6pojesa J, ca
puTMOM hy, = &1, umahe Kao yeo peo BpepHOCT J, a 3a JeUUMalHu eo
G,G,G; ... Tae je G, neo 6poj J, UCIpe] Kora je CTaB/beHO OHONUKO HyNa
KOJIUKO je noTpebHo fia Opoj uudapa HyMepudke rpymne Oyfe jegHak h.
Taxas je, Takobe, ciydaj HHTErpana

b
(159) J= j & (v)udt,

r7ie, ca MPOU3BOILHUM HEOTPAHNICHUM HH30M /i, LEJHX IO3UTUBHEX Opo-
jera, £ (z) o3HavaBa 1esy PyHKIU}Y

e

(16()) é(Z) = Zgl-‘zuy g, = lo_hl_hz_'”_h".

n=l
. ' ‘ M,
Kapa je J, paunonanau 6poj obnuka —+ (M, = dpukcupan Uiy npo-
n

MEHJBHEB ca 1 1e0 6poj), & () he Gutu 3amemeHo ca zE'(z) (BupgeTn Takobe
yejuepitiu ipumep y naparpady 6).



96 BPOJHHU CTIEKTPU

Ysumajyhu 3a OpojeBe /i, jefaH HA3 Lenux 6pojeBa KOju JOBOJLHO Op-
30 pacTe ca paHrom, umahe ce Tako 6€CKOHa4YHO MHOTO HHTerpasa (159)
Koju ce m3paxanajy nomohy iipancyengenitinux Jluysuaosux 6pojesa (na-
parpad 14). ’

WuTerpanu o6nuka

(161) J= j e~y (o Be) dt,
0

e je v (r, @) peanuu geo pyuxuuje f (r,e”), npu 9emy ce dyrkumja f(z)
MOKE Pa3BUTH Yy PeJl 110 CTEIIeHNMa NPOMEHJBHUBE z YUjU Cy KOe(DUIHjeHTH
nemnu 6pojeBH, 3a U3BECHE BPEIHOCTH KOHCTAHTH O, 1 3 M3pauyHaBajy ce Kao
CIIeKTPpH KoedunujeHata pyskuuje f(z) ca u3BeCHUM YHU(POPMHO yOp-
3aHEM putMoM (§ 5). Y ciydajy, Ha mpuMep, Kafa je f(z) panuonanua (pyH-
KIFja Koja rmpejcTasiba ckyl m < 100 npBux unanosa JJamGeprosor pepa (§
32), yKOJIMKO CE CTaBH

o =0,01, B =-/2lognarl0,

Jn

uHTerpan J he umaTn BpeJHOCT 5 TIOMHOKEHY 6pojeM

0,016202003020402040304020040040502060206...

qUjY je MelMMalTHi e0 HallicaH pehbamweM jenHe y3 apyry rpyna G,...,G,,
raeje G, jeqHako 6pojy menwiana 6poja k, HCIpes Kora je CTaB/bEHO OHO-
JIMKO HYJIa KOJIMKO je moTpebHo fa ykynad 6poj uudapa y rpymu G, Oyne
2k.

V. - Cnekrpanno ogpehbusame pynxunja

34. YoGuuajenn mocTynuu onpehupama Hexe aHanuTnyke QyHKLHje
noMmohy guckpellinux ycao8a U3UCKY]Y, YOIITE y3€B, OECKOHAYHO MHOZO
HYMEPHUKNX TOflaTaKa, KaKBH Cy, Ha npumMep, koeduuujentn Tejnoposor
pejia, TPUrOHOMETPH]CKOT, eKCITOHeHIIUjaTHOT pefla UTH., KOJiu OiroBapa
hyHKIH] .

I'. Bopen je ykasao Ha pasiuuuTe Apyre HadyuHe ofpehbuBama yeae
dbyukuuje f(z) nmomohy HUCKPETHHX ycloBa, Ha IpHMep Kopumhemem
BPENHOCTH KOje y3uMa f(z) 3a jefaH AUCKpPETaH HU3 BPEJHOCTH MPOMEH-
JbUBE z, Y3 gOflaBambe jepHOTr ckyna (C) AONYHCKHX yCllOBa KBaJlIMTATHBHE
IpHpoJiE KOjH ce ofHoce Ha naunn pahema dynkunje ca z21,

21E. Borel, Sur Uinterpolation, C. R, Acad. se. 1897, 1¢" sem.. p. 6-3-676.
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Y pocaja no3HaTHM HauMHuHMa ofpebuBama Qyukimja nomohy cim-
YHHX YCI0Ba, OpO] HYMEPHYKHX MOAaTaKa CaMo je U3Y3eTHO 0ZpaHiUteH, Y
cacBMM IIOCEOHHMM CllyuyajeBUMa Kaj Ce yHamnpeJ 3Ha aHaJIUTHIKKA OOIHK
¢hyHKL¥je 1O Ha OTPaHUYEH GpOj KOHCTAHTH (Ha NPHMEP, ¥ CIIyuajy Kaj ce
(byHKIIMja cBOfHM HA anre6apcKy, eKCIIOHeHIU]aTHi, TP UTOHOMETDH]CKH T10-
JIHHOM, UTIL.).

Ho, cnexTpanna mMeTofa OTKpHBa 0ECKOHAYHO MHOI'O KaTeropuja
dbynkuuja duje ce ogpebuBarbe CBONH Ha Upobaem KOJu 3a8uUCU 0F OZDAHU-
wenoz bpoja ilapameitiapa, OK YCIOBOM Jla C& OBOME JIOfla H3BECTAH CKYII
(D) ycnoBa Koju ce OfHOCEe CaMoO Ha 3Hake.

OBo heMo npeun3upaTy y OHOM IITO CIIEJH.

Cmatpahemo pyHkuujy f(z) jemHE TIPOMEHIBUBE z HYMEPUUKU Ogpe-
hernom axko, Xaji ce y ¥b0j IpeliU3upa CKyIl 3HaKOBa KOJU OCTajy Heoppehenu,
CBAKO] HymepuUuKoj BpEIHOCTH IIPOMEHIBHBE z OJ[rOBapa JeliHa HYMepULKa
BpegHOCT pyHKIHje f(z2).

CmatpaheMmo Heky kateropwjy (f) ¢pyHKOHja kaiieZopujom ca m
ilapameiiapa axo ce, fOfebYjyhu ogpebeHe HyMepHUKe BPEHOCTH CBAKO]
off m MebycoOHO HE3aBHUCHUX IIPOMEHIbUBUX, KOj& OCTABIbA UPOU3BOLHUM
nedunnmja kaTeropuje (f), mpousBoAK HyMepHuKH ofapebena pyukuuja
KOja Npunajga KaTeropuju, ¥ TO TaKO fia CBaKa (PYHKIM]a U3 KaTETOPHje MO-
K€ Ha Taj HauuH OUTHU IPOH3BEeHa.

CrexTpanHa MeTOMIa Tajla [OBOJU NO pe3yiTaTa Koju he O6WUTH M371I0-
SKEHU Y OHOME IITO CIENH.

Hajupe, kaitiezopuja (E) aHanuTuixkux pyHkuuja f(z) xoje ce Mory
Pa3BUTHU y pefl cTeleHa POMEHIbUBE z, YUji ¢y KoeduUuujeHTn M, yeau
6pojesu, MOXKe ce CMaTpaTH Kao KaTeropuja ca gea iapameitipa. Tu napa-
METpH CY:

1. neo 6poj P xoju vuje Mawu of 6poja M (dmje je mocrojame obe3be-
bheHo YnmHEeHNIIOM fia TTOJYIPEeYHIK KOHBEPTeHINje Pefa HUje jeJHaK HYJIH),
taxBor fa | M, |, umu 4| M, |, ne npenasu 10" uu 3a jeany BpegHOCT 1,

2. BpenHocT S K0jy 3a z = 107P y3uma jenna dynkumja wa moropan Ha-
YWH TOBEJEHa y Be3y ca f(z); Opoj S HUje HUIITA APYTO HETO crekTap (pyH-
kumje. f(z) ca yHUPOPMHUM PATMOM h;, = 3, U ca yHHOPMHO yOp3aHUM
purmoM hy, = Bk.

On nea 6poja S u 3, IPBU ce MOXKE MEWHATH HelpeKugHo O HyJE 10
6eCKOHAYHOCTH, a IPYTry Ha fpeKugar HA4nH Off jejiHe TIO3UTUBHE BPENHOC-
ta o Geckonaunoctu. Kag je mar map HyMepudykuHX BpepgnocTH (S,(B),
dbyuxkuuja f(z) je HyMepuuku ofgpehena npasuauMa U3 naparpadga 32.

Buito koja ipyra kareropuja ¢pyukugja (f) gomymra TpaHchopManyje
A[f] koje ycrocraBibajy U3BECHY KOpeCIOHAeHIN}Y n3Meby dyHK1mja oBe
kaTteropuje u xkareropuje (E) (§ 16—-19). Tpanchopmanuja A[f] carimacHa
ca f(z) nosnaunm usBecny penaumjy (f, E) uameby dyskuuje f(z) u meHOT
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TpaHcdopmata (E), mpeko usBeneHe tpachopmarumje Al f]. Osa penaimja
MOXe YBECTH HM3BecTaH OpOj MPOMEHJbUBHUX NapaMeTapa Y; y (PyHKIH]Y
f(z) xojy oHa ofpebyje, a TH napaMeTpy MOTY IOTHLATH: 1. o mapaMeTapa
YKIbYYEHHX y caMy TpaHcopmanujy A[f]; 2. of HOBUX HeofpeheHuX KOH-
cTaHTH Koje yBomu penanyja (f, E) = 0, Ha IpuMep UHTETPAlHjoM, 3HAKO-
BUMa HEKOI' pefia Koje je oAroapajyha pexypeHTHa penanyja OCTaBHIIA
Heonpebene, uty.

Bpoj ¢ mapameTapa 7, je BUIIIC UIU Malbe BEeJINKH, 3a Je[IHy UCTy KaTe-
ropujy (f), mpema Tome Koja je Tpancopmanmja A[f] npuMemena, 1 Moxe
BapHUpaTH o] HyJe 10 6eckoHayHOCTH. CHeKiUpasHUM UHGEKCOM KATETOPH-
je (f) HazBaheMo, 1 03HAUHTH ca O, HajMawu O 6pojeBa ¢ + 2 KOJH Ha OBA]
Ha4mH Of[roBapajy Kateropuju (f) mpu pasandnTHEM TpaHchopMammjama
A[f] carnacunm ca (f). ‘

CnexTpalHi ToTynak ofpebuBarma (PyHKIH]a JOBOLU OHJA 10 Clefle-
her nmpaBuna:

Kaitiezopujy ¢yuxyuja (f) tipeba cmailipaiiiu kaitieZopujom quju je
6poj ilapameiiiapa jegHak HeHOM CUEKIUPANHOM UHGEKCY .

ITapameTpuMa ce MOTYy cMaTpaTu: 1. mapaMeTpu 7Y, KOje YBOJH TpaHC-
dbopmarmja A[f] komnatubuina ca (f) K0joj ofrosapa HajMamH 6poj ¢;
2. nea napameTtpa S u p kateropuje (E).

Ciiexitipaanu ungexc 8 xattiezopuje (f) iloxkasyje, gaxne, 6poj ycaosa
KOjU ¢y HeoUXOgHU 3a UOMIHYHO HYyMepU1Ko ogpebusarbe Heke Hapiiuxy-
aapHe ynkylje, koja dpuiaga kaitiezopuju (f), clleKiipantum LOCHLyIKOM.

Yenosom TpebGa cMaTpaTH CBaKHM yCIIOB Koju ofipebyje:

1. Hexy HyMepWUKy BpeIHOCT 3, mapaMeTpa puTMa [3 carjiacHoOr ca
koeduumjentuma pysxrimje (£) y KopecnoHpenupju ca f(z);

2. HEKY HYMepuuKy BpegHocT Gpoja S Koja NpefcTapiba CleKTap of
(E) ca purmoM hy = B, unu hy = Pyk;

3. HyMepPHWUKY BPEJHOCT JeJHOT Off HapaMeTapa ;.

35. BpeqHOCT CHERTPaNHOT WHeKca GUTHO 3aBUCH Ofl 0coberociiu
apuitimeitiuike Apupoge Koje Cy KapakKTEPUCTHIHE 32 Pa3sBO] ONIITE (PYHK-
unje nmocmarpane kareropuje (f) y pen ogpebeHor pefa, y OKONUHN JeIHe
Tayke z = x z — paBHu. O8e ocobenociliu Cy OHE KOje e OGHOCEe HA HAYLH
3ajegruukoz ogpebusarsa Koeduyujenaitia pega Koju ¢y yeau 6pojesu; Taj
HauMH caxKeTo Ce McKasyje o0nukoM Tpancdopmauuje A[f] carmache ca f.

Tauka X, aKO J[pPyro Huje Mpenn3upasHo neGuKLHjOM KaTeropuje, u
caMa urpa yJjory napamerpa 3a (f), a HHIEKC & ce OBOM YHMILEHHLIOM yBeha-
Ba 32 jefjaH.

113 oHora mro mpeTxonu H U3 npaBuia y naparpacuma 16 u 21 nsnase
Kao nocrepuie ciepehe UAmeHnIE.
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I. — Hexa criekTpanuu unpexc xaitiezopuje (E) n3HocH & = 2 napTu-
kynapHa yHKIHja 3 oBe KaTeropuje oapebena je ca gBa ycnosa. Ha mpu-
Mep, JIYK HeKe paBHe KpUBE MOTIYHO je ofipeheH Kao (PyHKIMja alciuce x
YCIIOBOM JIa C& MOXKE Pa3BUTHU Y peji [0 CTeNeHNMa IPOMEH/BUBE X Ca LIEITUM
KoehuUHjeHTHMA HAN3MEHIYHO TTO3UTHBHUM ¥ HETATHBHHUM H MAbUM OJ
100 u pa je werosa ny:kuHa n3meby tadaka x = —0.01 u x = 0 jegHaka o6uMy
Kpyra 4uju je IONyInpeIHuK 1.

1I. — CriexTpasiHy MHIEKC KaTeropuje (pyHKIH]ja Koje ce MOy pa3BUTH
y peA II0 CTeNeHHMa INPOMEHIbUBE 7 ca Koe(HUUJeHTHMA a, KOju uMajy
orpaHWYeH 6poj genumana usnocu & = 3. [TapameTpu cy: B, S u 1eo 6poj g
KOJU O3HaYaBa HEKy ropiby rpaHuly 6poja genuMana koeduuujeHara a,.

1I. — Crekrpannu uHgeKc kareropuje (f) odpazoBane of aazebapckix
(pyHKIUja Yuju cy KOeUUHjeHTH a, payuorasnu u3Hocu & = 4. ITapame-
Tpu cy: B, S ¥ ABa mapameTpa Y, M Y, TpaHchopmanuje

Alf1=v1f(Y22),

carjacHe ca OBOM KaTeropujom (pyHKIHja.

IV. — 3a kareropujy pyHKuuja ca KoepUIUJeHTOM a, JeAHAKUM [JeIH-
MaJTHOM Pa3JIOMKY umju ce 6poj v, uudapa HeNepUOANIHOT felia 1 6poj Y,
nudapa y IepUony He mersajy ca n, iMamo

d=4.
ITapamerpu cy: B,S,,Yy, Y, (npasuno [, § 16).
V. — Kapa cy koepunujeHTH @, p-TH KOPEHHU Lenux opojesa (1pu ye-
My je p pukcupan 1eo 6poj), Taja je
8=4 (camapamerpuma 3 u S).

V1. — Kana cy koedunmjenTn a, obnuka M,¢,, rae cy M, uenu 6poje-
B a @, pa3lioMIbeHN 6pPOjeBH ca ¢ llapaMeTapa, IMaMo

6 =qg-2.

Tako je3sa a, = ——M—-—,
1-2-...-n
6=72;
3aa, = (YI + an)YBM”
d=5.
VII. — CnexTpanuu uujiekc GyHKIMja y KOje 3al0BOIbaBajy gailly Hy-
MEPUUKY Penayujy

(162) F(z,u,y) = 0,

T7ie 1 O3HAuaBa [pouszsomry (PYHKIH]y U3 HeKe Kareropuje (i) ca cmex-
TpaIHAM HHIEKCOM 8 ¥ caM je jefHak & = §,.
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Tako cy gse dyHKUIMje u# ¥ y HYMepuuKy ofipebene jeqHOoM Heonpe-
benowm jeqnaumnomM (162) u ca cnegeha gBa ycmosa:

1. ma ce jenHa Of BUX MOXE PA3BUTH Yy pefl IO CTENEHNMA MPOMEH-
JBUBE z Ca IeNuM KoedHIMjeHTIMAa KOju HeMajy Bule off m nudapa; 2. 1a
jelHa Off IUX y3UMa JaTy HyMEPHYKY BPEeHOCT 32 z = 107",

VIII. — CriexTpannu uHpeKc QyHKIMje y KOje 3aJ0B0JbaBajy Heogpebe-
HY gugepeHyujaity jegHasury

k
(163) F(z,u,y,9,...,y7)=0, y*® = %,

rne je F gaitia ¢hyHKRIHja ca Hymepudkum KoeUIUJeHTUMA a U je POu3-
BOJbHa (PYHKIIM]ja U3 HeKe KaTeropuje () ca m mapameTapa, JefHaK je

d=m+p.

Ha Taj HauuH, ¢pyHKUHja y HYMepHuKY je ofpeheHa jeqHauntom (163)
u cnepehuM ycermopuMa:

1. ma ce u MOXe Pa3BUTHU Y pef IO CTeNeHNMa IPOMEHIBUBE z ca L[ETUM
Koe(duuujeHTIMa KOju HeMajy Bulue of ! nudapa; 2. ga, 6uno u u p—1 of
NPOMEHIBMBHX y,Y',...,y" Koje durypumy y (163), 6UI0 p IPOMEHILUBUX
V. ¥y, yaumajy 3a z = 107° yHanpep aTe HyMEPUYKE BPENHOCTH.

Ha npumep, npo6nem ofpebuBama paBHe Kpuse y = f(x) ynja ce cyo-
TaHreHTa MOXKe Pa3BUTH y Pefl IO CTelleHMa IIPOMEHIBUBE X ca Koepuiu-
jeHTHMa KOjH Cy NO3UTHBHHY Iiesi 6pOjeBH ca He BuIe Off [ uudapa, u Koja y
taykn x =107,y = y, IMa AYKUHY jeHaKy 0OMMY Kpyra Ydju je momymnpe-
guuK 1 — noTnyHo je oapeben npobnem. Ta xpusa gedruucana je jefHayu-
HOM

(164) y= (fg 7 000,

rie cy xoeduuujeHT! PyHKIuje
(165) Ox) =T+ Ax +h,x2 + hyx + ..
onpebeHn peKypeHTHOM (POPMYIIOM
(166) (n+DMoh, . +nM A, +(n=DMh, +. .+ ML =4,

ca M, =6 nca M, Koje je jefHaKO n-Toj IpynH ca [ feuumana 6poja 21, Y
cnyyvajy kap je / = 1, umamo
x? 31 e

=1+ Py
P =t e~
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npu uemy je KoeduugjeHT A, y3 x" onpeben nomohy pexypenTHe penauuje
(166), y kojoj je M, =6 a M, jennaxo je n-T0j feuumMaru 6poja 27.

IX. — IIperxopHa npaBuia HE Mela YHILEHHUIA Ja je z = 0 anrebapcka
KpUTHYHa Tauka pyHKLHje f(z) OKO KOje ce mepMyTyje faTu 6poj p rpana
dyHKOyje f, mpu 4eMy ce pasBoj y pef| 110 CTeleHHMa IIPOMEHIBHBE 2 3aMe-

i
1byJ€ Pa3BoOjeM IO CTENeHuMA Off 2.

X. - Kapa je, xon osux npasuia, z = 0 mon gator pepa p gpyHkuuje
f(z), cnextpannu uugekc & kareropuje (f) ysehasa ce 3a 6poj p (36or p
napamerapa b, Koju purypuiity Kao KoepUIHjeHT y3 p wianosa b,z %),

XI. — Cpaka aHamuTH4Ka QyHKUHja f(z) MOXe OUTHU TpefcTaBbeHa y
natoMm xpyry C, 4MjH je HeHTap oOW4uHa Tadka z = 0. PyHKUHje f ¥ y KOMe
je dynkuuja xonomMopdHa, ca yHarpes faToM TauHouhy, jefHOM ocebHOM
(yHKIMJOM U3 U3BECHE KaTeropuje (hyHKIMja ca CIeKTPATHUM MHIEKCOM
0 = 2, UIY Je[HUM TOJMHOMOM IO z Ca CIHEeKTPATHUM HHIEKCOM & = 3 (§
19-23).

XII. — CunrynapureTu 6uino KaKBe aHANUTHYKE (PYHKLM]E, cagpKaHu
y natoM Kpyry C, 4uju je eHTap OOM4Ha Tayka z = 0. (PyHKLH]je f, UCTH CY
Kao CUHI'YJIApUTETH jefiHe ofpeheHe (pyHKIMje n3 KaTeropuje ca CrekTpat-
HUM HHAEKCOM O =2 (§ 18).

XII. — Hyne ¢yaxumje f(z) koja je MmepomopdHa y xpyry C, mony-
flapajy ce ca nojoBsuMa jefiHe oppebeHe dyHKUHje U3 KaTeropuje 4uju je
CIIEKTpaNHu uHAeKc & =2 (§ 18).

36. IIperxomHa pa3Martpama YBOJE TNapaMeTpe KOju Hau3rJef
npoTuBpede yoOudajeHoM NojMy ipomeHnpusux iapameiuapa. Kareropuja
(E) cpyHKIMja KOje ce MOTY Pa3BHUTHU Y CTETIEHU Pej Unju ¢y KoeUIIjeHTH
nema OpojeBH mojaBibyje ce, IpeMa yoOmdJajeHuM cXBaTamiMa, Kao KaTe-
ropuja MaTeMaTH4kux Omha Koja 3aBHCe Ol HeCKOHAYHO MHOZO TIapaMe-
Tapa KOju Cy ynpaBo caMd Koe(HUIMjeHTH OBOT Pa3Boja, jefUHO HOABPTHY-
TH YCJIOBY nia 6yny uesm 6pojesn M, Taksu ga ce &/ |M,| ne yBehasa Gec-

KOHaYHO ca k. ToMe HacynmpoT, y CIIeKTPalIHOj) MeTou oApebuBama PyHK-
[vja, OBY WCTH IapaMeTpH I0jaBIbY]y CE& KaO CeZMEeHItiU jegHOZ UCIOZ
geuumanroz 6poja S, Ipu 4eMy ce CBaKM CErMEHT CacToju U3 ofpebeHe rpy-
Ile y3aCTONHUX felimMmara 6poja S. Taj 6poj HUje HUIITA PYro HETO jeflaH
cliekitiap nocMaTpaHe (PyHKIHje: HAUNH HEroBe lHogene Ha ceZmeriiie, KO-
joM S naje, Mo Ha 3HAaK, HU3 KoeduuyjeHaTa (byHKIH]ja, BapUpa Ha UCKOH-
THHYHPAHN HAUMH 3ajeTHO ca PYTUM HapaMeTpoM B — jefHAM IO3UTUBHUM
OpojeM Koju KapakTepuule 6poj S.

JBa Gpoja S u P 3amcra wrpajy yjaory ABa IPOMEHJBMBA IapaMeTpa
kareropuje (E) ¢pyHKuuja: HEX0OBA IPOMEHA JOBONHX 10 IIpeiasa ca jeffHe
noce6ue Qyukiuje (£) Ha Ipyry, a cBaka PyHKIHja 0Be KaTeropuje MOXKe
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OuTH fobujena Ha Taj HauuH. [TocToju vak (1o Ha 3HaK Koeduunjenara) pe-
Uuipo1Ha u yHusoxa Kopeciiongenyuja uameby dynkunja () u 6pojesa S u
B: mBema pasznuuuTHM (yHKIMjama (F) ogrosapajy mBa pasiudydTa Iapa
BpenHocTH (S, B), u 06pHYTO.

Hapameitiap S illiako KoHgeH3Yje jegaH OZpaHUYeH UAU HEOZPAHUYEeH
6poj tapamettiapa y camo jegan HU3 yugapa, a HETOBO KOHTHHYUPAHO Ba-
pupame, IPOU3BENEHO GUCKOHIUUHYUPAHUM BapApakheM HheroBux mudapa,
3ajefHO Ca JUCKOHTHHYMDAHHM BapHpameM napamerpa 3, NMpou3BOAH
GeckpajHy pasHoBpcHOCT (hyHKIH]ja (F) (He ucnyiurajyhu Huje qHy Off BuX),
fla CaMHM THM H OecKpajHy pasHOBPCHOCT IPYTHX KaTeropuja pyHKImja 1o-
BECHUX Y Be3dy ca pyHrumjama (E).

IIpoTuBpeyHOCT ca yoOuYajeHUM CXBATakEM IPOMEHIBUBUX IapaMme-
Tapa OYUIJIENHO € CaMO MPUBHIHA: y CTBAPH, YIIPABO je OeCKOHAYHO MHOZO
HYMEpHUUYKHX IOflaTaKa Koje cafjpsKu ciekTap S moj BHAOM CaAMO JegHOZ
llogaitika, YUJU CETMEHTH, NMOT'OHO pa3rpPaHUYEHU, OTKPHUBA]Y BPEIHOCTH
KOje ce MMajy mpunucatu 6eckoHaIHOM O6pojy napamerapa (OHU ¢y Koedu-
UjeHTH pefia) NoTpeGHuX 1a ce 3a0BOJbe YCIOBH npobiema. OBa YnbeHI-
[a Malio ce pa3nuKyje off OHe Koja ce I0jaBibyje y BeIUTHHHU npodiema —
3aFOHETKU K KOjOM OH4j KOJU ra peliaBa y TPEeHYTKY oapebyje Hekoauko
3aMHUIIIJbEHUX 6POjeBa Ha OCHOBY CaMO JETHOT HYMEPHYKOT MOJAaTKa KOj’
My ce Ka3yje W YHju MY pa3iIdydTH OJCeUll OTKPHBA]y OHOJHUKO IOflaTaka
KOJIMKO MMa HENO3HATHX.

37. Kao wto ce BUIH, Hymepuuku ciiexipu 0al@ajy HeKy CBETIOCT Ha
YA0ZY KOy uzpajy Huzosu yugapa y ogpebusarsy gyHxyuja. Ha oBy ynory
seh je ykaszao r. Bopen y ceojuM ny6oKUM pasMaTpamuMa Koja ce oJHoce
Ha nojaM gyakuuje yomure. CMaTpaMo KOPUCHUM [, Ha OBOM MECTY, pe-
NPOJYKYjeMO HEeKa O]l IeIOBHUX pazMaTpara 300T Be3a Koje ca mhIMa UMajy
ujeje pa3BujeHe y OBOM IOCHEAHEM ey Haller pajia, KOJU ce OJHOCH Ha
npukasuBame Qysxunja nomohy Hu3a nudapa.

dyukimja f o1 n TPOMEHIBUBUX X, Y, Z,1,..., KOJ@ HUKAKBOM O2PAHILYC-
Yy HUje llogepzHyilia, MOXe OUTH JedHHHECaHa CaMO YCIIOBOM fia CBAKOM
CHCTEMY BPEJHOCTH Y MPOMEHILUBHUX X,Y,z,f,... OATOBapa jefHa Jobpo fe-
chunucana Bpennoct Qyukumje f. (Morau 6u ce, yocranaom, ocMaTpaTn
caMoO CHCTEMW BPEJHOCTH KOJHU MpHUIanajy U3BECHOM JIOMEHY; 3a OCTale
¢pyuxuuja He 6u 6mna pedunncana. Morno 6m ce Takohe NnpeTnocTaBuTH
lla, onuTHje, f y3uMa BHUIE BPEHOCTH, WM, IITABUIIE, NPe6POjuBy OECKO-
HaYHOCT OBMX, 3a JJAT€ BPEIHOCTH MPOMEHJBHBUX). BPOj NPOMERIBUBUX O
Masie je BasKHOCTH Y TaKBO] KOHUENIMj1 (PyHKIM]je; I03HATO je, 3aiCTa, Ja
CKYII Tauaka NpoCcTopa MMa HCTy MOh Kao CKyIl Tayaka HEKOT OrpaHHyeHOr
cerMeHTa IpaBe, 3a KOJU C& YBEK MOXKe NPEeTIIOCTAaBHTH fla Je cafipXKaH H3-
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meby spegurocTu 0 u 1. Axo, Tako, cicTeMy BPeIHOCTH X, Y,z,1,... OAroBapa
BpefHOCT X cafpxkaHa u3Mehy 0 u 1, HOBOIBHO je cTaBuTH

»/V(“\"yvzvla'“) = (p()[)

fa 6u ce pedpunucana pynkumja ¢ (x) camo jegre pomermusge X, Koja uma
[o0po ofpeben HauuH ofroapa PyHKIU]U

Fley,zt,.0).

OBa xopecnonfeHnyja je y3ajaMHa ¥ jegHo3nauHa: 6yayhu ga ce gse
(hyHKIMje cMaTpajy pasIuuHTAM Kajl y3UMajy pasiuauTe BpegHoCcTr 6ap y
jegro] Tadyku y K0jo] cy fepUHHCAHE, ABEMa pasNUuATHM (PyHKIHUjaMa
f(x,y,2,t,...) ogrosapajy ABe paznuaure pyHKyHje ¢ (x), u 06pHYTO.

C mpyre crpane, moxe ce moh ckyila ¢ (x) ceecitiu Ha moh camo jegno?z
Oecrkonaqnoz nuaa yughapa. Ilpema ToMe, He yBOJe ce 030UIbHA OrpaHUye-
tha Kajl Ce MPETIOCTABU fa (PyHKIUja @ (x) CTATHO y3UMa BPEJHOCTH H3ME-
by 0w 1. Ao ce, Ha npuMep, Ta BPEJHOCT HaIUILe Y CHCTEMY HyMepailuje
ca OCHOBOM 2, OHa he umaTtu o6IuK

©(x)=0,10100111...,

T]. cBe unudpe he 6utn jeguake O wnm 1. A kako cy, 6ynyhu na je X 6mro
xoju 6poj usmeby 0 u 1, cBu no3utrBHYU GpojeBu o6nuKa n + X, TTIE je n 1eo
6poj, moryhe je momohy ¢ (x) mechuHmMCaTH jeaH cCKyn Tavaka, Ha crnefchu
HauuH: tiauka n + X diputiaga ckyiy axo je, y pegHociiil ¢ (X), n-Ta uyuppa
usa 3aiieitie jegnaxa 1, a ne Upuiiaga my kag Je osan-itia yughpa jegrara 0.

Cpakoj pyHxuujn ¢ (x) ogrosapa jeflaH TakaB CKYII, KOjH je, yocTa-
JIOM, JeUHCTBEH; 0OpPHYTO, CBAKOM TaKBOM CKYyIIy ORTOBapa jefMHCTBEHA
cynknmja @ (X). OBo ce MOxKe W3pa3uTH KaJ ce Kaxe Aa cKkyi QyHKyuja
© (X) uma moh Koja je Hajeuutle jegHaka Mohu CKyia c8UX CKYi08a PeasHUX
6pojesa, WM 4ak, aKo ce Tako xohe pehu, Mohu cKyna CBUX CKyIoBa Ta-
yaka usmeby O m 1.

Ioxie rog ocTajeMo KO OMIITET cayuaja, IpoOieM yCTaHOBIbaBamka,
OBUM IIOCTYIIKOM, fia i cy ase dpyurnuje ¢ (X) m ¢,(X) ufeHTHIHE UK
pa3NIuYATe, CKOIYAH j€ ca HECAaBIIaf/bUBUM NPAaKTHYHUM Temkohama. Huje,
3amcTa, Moryhe gohu 1o MeToe K0joM OU Ce, YKOJIMKO Cy OHE Pa3IuynTe,
TO ca CHTYpHOIThY MOTJIO YTBPAUTH MOCIE KOHa4HoZ Opoja onepanyja; pa-
3JI0T 32 OBO j& YHIHEHHIA 1a KOHTHHYYM HHje Ipe6pojus.

Amu kag ¢y ¢pyaxumje ¢ (X) n ¢,(X) HeIpeKupHe, cUTyalyja je mTo
ce OBOTI THYe CacBUM Jipyraumja. 3amcra, ako ce JBe Takse (PyHKIHje ITOoAy-
fapajy 3a CBe payuoHaaHe BPETHOCTH IIPOMEHIBHBE X, OHE ce MOAyAapajy 3a
CBE BPEJHOCTH OBE MIPOMEHIBYBE; IaKJle, aKo OHe HUCY UleHTH4YHe, TO he
curypao 6utu nmpuMeheHo pasMaTpameM CaMO paliOHAJIHUX BPETHOCTH
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HE3aBUCHO MPOMEHIbUBE X: f0Cifioju CBAKAKO paloHanaH 6poj £ takas ja
q

ce GpojeBu (p(ﬂj u @ (Bj pasnEkyjy, wto he pehu ga uM ce nogymapa
q q |

caMo IIpBUX m [lel|Mana, Iie je m ogpeben 6poj.
Oryna, ako ce CBY pallHoHaNHU OpojeBH nopebajy y jenan Hu3 u,u,,
Us,..., UTO C& MOXKE YYHHUTH, U aKO Ce U3pAYYHA]y BPeTHOCTH

167 (p(“l)v(P(Mz),(P(Mg),...,
(167 {@1(“1),@2(”2)’@3(%),-~-,

ca n TaYHMX geuumalna, goroguhe ce HY:KHO, Kaj ce Ta onepaliyja u3Beje 3a
n=1,2,3,.., 1a he, 3a HEKY KOHauHY BPETHOCT 1, T]. IOCIIE KOHA4H0Z Opoja
omepaumja, OUTH CUT'YPHO 2 OBe JBe (DYHKIMje HUCY HAeHTHUHE. YOocTa-
JIOM, OYHTJIEAHO je ma Taj 6poj nehe GuTw yHanpen mo3HaT u jfa ce, crora,
padyHuMa, Ma KOJINKO OHM OWiu Iyru, Hehe yCTaHOBUTH HASHTHYHOCT OBHX
dyHKIZja. AU aKo ce OHE pa3IUKyjy, CATYPHO je fja he ce TO mpuMeTuTH
y3 I0BOJBHO HCTpajHOCTHZ2,

Ho, cnexTpansa MeToa yupaso faje jeflad eqpukacar HaIuH OfJIyyn-
Bama, CAMUM pa3MaTpameM cileKkitapa, Tj. JeTHOT CKyMa uuja je Moh HajBu-
nIe jefHaka MOhH CKyIla CBHX CKYIIOBa MO3UTHBHUX PEaNTHUX OpojeBa, fa Jiu
cy AaBe (pyHKLHUJEe @ U @, KOje IpUIanajy jeflHO] UCTO] cileKiliparroj Kaitle-
Zopuju (§ 39) upentuune unu pasmmunrte. llTasuire, ciektpu omoryhyjy
HE caMoO pa3aukosarbe (PyHKIUU]ja U3 Je[He KATeropuje, Hero u o6pa3oBame
NapTHKyJNapHUX (PYHKIH]a U3 KATeropHrje ca KOJOM Cy OHH Y BE3H.

38. OHO WITO NpeTXofn ucTuye MOryhHOCT B KOPUCHOCT Kiacudu-
Kaumje pyHKIMja f(z) npeMa HAYMHY HA KOJU ce KOe(PUUMEeHTH a, MOTY
CBU 3ajeHo TpaHcOpMUCATH Yy Uyeae Opojese, T]. IpeMa HAUMHY Ha KOjU ce
byHKIIja MOYXKE YUMHHTH GOCHIYIHOM AHAAU3U CIIEKTPAIHOM METOIOM
(peu je o cnekTpanHo] kiracupukanuju dpyukiuja). Kako ce rtaj Haunn
MOXKEe pe3uMupaTu y obnuky TpaHchopmaunmje A[f] carmacHe ca f, nBe
yuxuuje fi(z) u f,(z) 6u mpuUNagane UCToj CNeKTPpanHo] kaitiezopuju (f)
aKO 3a CBAKy OJl IbUX IOCTOJH HAJMAILE jelHa TadKa y z-paBHHU TakBa jia y
HeHoj] okonuan o6e (pyHKIHUje JONnymITajy ucty tpaHchopmanunjy A[f],
Koja ce Ofl JeflHe O ApYyre pasiinKyje caMO HYMEPHUYKHM BPEAHOCTHMA
H3BeCHOT Opoja mapameTapa Koje cajpKi.

Honasame jegne npoussosbHe GysrUmje (E) MPOU3BOILHO] (PYHKIN]H
n3 xareropuje (£), Ka0 U MHOXEH:E NPOU3BOBLHOM (QpyHKuHjoM (FE), maje

22 E Borel, Legons sur la théorie des fonetions, Paris 1914; Note H1: La notion de fonction
en géneral, pp. 123126,
g pp
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(dyukumjy us ucre xKateropuje. McTo To BaxXn u 3a fudepeHunpame mpo-
n3BOJbaH OpoJ MmyTa, Kao 1 3a 3aMeHe HEe3aBICHO NPOMEHILUBE KOJHMa CE
MOCTHIKE MHOXKEH€ KoeduuujeHaTa a, uenum 6pojesuma. Ckyi ¢hyrryija
kattiezopuje (E) obpasyje, gaxknae, Zpyily y ogHocy Ha oge oiiepayuje. Tlombe
TaKBUX Ollepaliyja IUPHU Ce, yOCTANIOM, 1 3a [pyTe CIeKTpalHe KaTeropuje
yukumja.

Y mpeTxopHuM naparpadumMa pa3MaTpaHu NpUMEpH JaCHO yKa3yjy Ha
u3BecTaH Opoj CIeKTpalHuX Kateropuja gpyskimja. Takse 6u Guie, Ha
npumep, cnefehe Kareropuje: (PyHKIMjE KOje ce€ MOT'Y Pa3BHTH Y CTENEHE
penoBe UUju Cy KoeUUUjeHTH «, Hean 6pojeBH Uil 6pOjeBU ca KOHATHUM
OpojeM penumana; QyHKIHje KO KOJUX ¢y KoeUINjeHTH d, p-TH KOPEHH
nenux Opojesa; (PyHKIUHje YHjH Cy KOePUIHUJEHTH ¢, PallMOHAIHU OpPOjeBH
KU ce UMeHHsal He yBehasa Opske ox 10" (0. = O3UTUBHA KOHCTAHTA) U
¥Ma caMO OTpaHMyeH Gpoj NPOCTUX YMHIUIAlla (KaTeropuja Koja cafgpsku
cee anrebapcke (pyHKIHje ca palMOHAIHUM Koe(duIujeHTuMa a,); (PyHK-
nyje ca palMOHANHUM Koe(ullujeHTuMa «, uuju 6pojesu nucapa y Here-
PHOIMYHOM JIENy U y HEPHOMNY OCTa]y KOHAYHH, WITH IIaK IT0CEy]y HEKY yHa-
npej faTy MpaBUIHOCT, I ce He yBehasajy 6pxke o maTe dpyHruumje ¢ (n),
UTH.

Metopa r. 'omesa Teuxkceupa u r. Xypsuua, y Uuiby Ipelusupamba
obnuka KoedulrjeHaTa g, KapaKTepUCTHYHUX 32 (PYHKLHje KOje 3a70BO-
JbaBajy HeKy U epeHIujalHy jeHAunHY

FGx,3,3 0,y =023

aazebapcky mo x,y,y’,...,y", mosopu o TOra ja Cce 3a CBE aHANUTHYKE
dyHKIHje Koje Hucy xuilepiipancyengeriline 1 UIMajy payuoraare Koedpu-
[HjeHTe «, — cMaTpa fia IPUMAafajy jefHoj ueroj kareropuju (y) dyHKuuja
ca KOHAYHUM WHIEKCOM, UTH.

3Hayvaj jeHe TakBe KiIacu(uKaIyje, 1 IOpef BEHOT BeTayKor Kapa-
KTepa, cacrojao 6u ce y MOTyhHOCTY KOJy IIpysKa 3a ofpebusame dyHknmja
nomohy seoma olwiliux ycaosa KOjH, y jelHOM IPYyroM HayuHy Kiacudu-
KOBalba, 3aBHCe O OeckOHauHoZ Opoja lapameiiapa ULOMORY KOHAUHOZ
6poja Hymepuukux ogaitiaka. A MOXKe ce IPEeTIOCTaBUTH fa he mpopyo-
JbeHA MCTPAKUBAha JIOBECTH JJO 3aHUMJBUBHX pe3yliTaTa Koju he ce ogHO-
CHTH Ha penanuje usmehy apuilimeiliuikux cBOjcTaBa KoeduuujeHara a,,
KOja KapaKTEpUIy KaTerOpujy, U 6eslHlne UHgexca d kaiezZopuje, KOJI
IIpefiCTaBlba MUHAMAaIIHK OpOj OBUX IIOfaTaKa.

Kao mito ce BuH, CIEKTPAIHA TIOCTYNAK offpebuBama ¢yHKIMja CBO-
¥ ce, YIIIaBHOM, Ha TO Jla ce (PYHKIMja IocMaTpa y KOPECIOHIEeHIHj | ca

23 Annales de I'Ecole Normale supérieure, 1885 et 1889.
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HEKOM TayKOM QYHKUUOHAAHOZ ipociliopa, Yy KoMe OU jefHa CHeKTpalHa
KaTeropuja (pyHKIHja MpefcTapibalia JeqHO PYHKUUOHAAHO Hosbe U THe On
jenHa onipebeHa wwipancopmayuja Al f], npuMemeHa Ha f, epekitiugHo yc-
IIocTaBbala KOpecHoHAeHIN]y usmMeby ¢yuknuje u tauke. Tpanchop-
Mamuja A[f] 6m Tako urpana 3a Tauke (hyHKIMOHAJHOT IPOCTOpa YIIOTY
aHaJIOTHY OHO] KOJy 3a TadyKe MPOCTOpa Urpa HeKa IyHKTyaJlHa TpaHcgop-
manuja. Moryhe je 1a A[f] uma cMucna n geUHECAHO je caMO Y jeTHOM
(byHKLIMOHAIHOM TTOJBY, K0 IITO Yy 0OMYHO] FEOMETPH]U HeKa MYyHKTyaTHa
TpanchopManmja MoxKe OUTH fe(HHUCAHA caMo 3a Tayke jefHe o0JIacTy
IPOCTOPa, IIOBPILKHE, TuHAje?? .

CON

24 110 ce Tuue ommre teopuje rpancopManyja, noraepatn VI rnasy kmwure La
série de Taylor et son prolongement analytique par M. J. Hadamard, Scientian® 12, Gauthier-Vi-
Nars, Paris, 1901,
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. — SPECTRE DES NOMIBRES

Notion générale du spectre.
Spectre d'un ensemble dénombrable d*éléments.
Cas particulier ot les éléments sont. des nombres entiers positils,

Ei. — SPECTRE DES PFONCTIONS
Fonetions classées d'apres Ia forme de leur éldment analvtique.
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Hameby gea patia matdesaitiuvapu ghunosogperoz axyaiiieiiia y beozpagy fiosusanu
¢y Ha clipane yrusepauiieitie ga gpice Hpegasara U3 Hay4Hux obaaciliu Kojuma ce base,
Osust MaHUPOM CHIpany celld e UCionasao 8eAlKO UPUIHAIE HAYHHUM Pe3yAlaiiuma

Koju cy Haciiaau y BeoZpaoy. Taxo cy fiosnailia cemecilipaata ipegasaroa Josana

Kapawaitie (Tettiunzen, apus, Kenesa), Huxoae Caatfiukosa (bpucen), Muayitiuna

Muaanxosuha u, gaxaxo, Muxauaa leiiposuha (Ilapus, Equnbypz, Epuces, Kenesa).
Hacaosua citipana Heitiposufiesuy witiasiianux Hpegagawa na Copboru uwoacke
1927/28. zogune..




TIPEITOBOP

8a Krbuza cagpicu maiiiepujy ipegasarba koja cam ogpacao wa Cop-

boHu y ilioky gpyzoz cesmecilipa 1927-1928. wioacke Zogurne. Ona

je ttocsehiena jegHoj Zpanu smailiemailiuke Koja, ako ce MaKko moxce

pehu, thex yunu ce0je lipse Kopake: OgHOCUMA U3Meby ¢8a ZadasHa
smaitiematiuirxa 6uha, pyHrkyuje u 6poja.

Hanac ipegcitiasma goOpo Wo3Hallly HitrbeHUYY ga je cse lipobaeme
KOJju ce mozy tocitiasuiiy y ipoyuasarsy hyHkuyuja gegpurucanux iomohy
iipebpojusoz ckyiia ycaosa, y upunyuiiy, mozyhe ipeneiiiu Ha iipobaeme
KOJU Ce OgHOCE HA gehuHUCarbe CaMo JegHo?Z geyumanHoz bpoja. Aau osaj
{leopujcku ysug citittie c80j lyHU 3HAYA] ieK KAy ce Ha KONKPeian HaA4un
gedpuHuLe KOpeCTlOHgeHUU]a Koja ce moxce ycuociasuliitt usmeby (pyHk-
yuje u geyumanno? pasaomka. ,, Ty iociioju jegHo HEOZpaHu1eHo Howe Uc-
ipaxusarea, y kome ce zaasua itieutkoha cacitioju y uzbopy 3aHumMmUBUX U
HAOGHUX N102UYKUX hopmu mehy OeCKOHAUHO MHOZO HUX KOJe Ham ce Hyge “
(E. bopea).

Y osum Ilpegasaruma u3nonuo cam, y OHOAUKO JeGHOCIIABHOM 00-
AUKY KOAUKO Je io 6uno mozyhe, lipee eaemeHitie itieopuje Maemaiuny-
Kux cileKiuapa, Koju ce yipaso Hagose3yjy Ha upelixogHe ugeje.

Hexa mu 6yge goitywitieno ga 06aj ceoj pag ipegam jasHocliy y3 oga-
8arbe HOWIio8AIba U 3aX8asHOCiliu Zociogu lipoghecopuma ilapuckoz Pa-
Kyailieila HayKa, 0 KOjux cy HeKU MOJU HeKagauirbl U YBAWEeHU YHUIlebU.

ITapus, maja 1928. Muxauno [Tetposuh






I[MTPBU IEO

CIIEKTPU CKYIIOBA BPOJEBA

CITEKTPHU ITPEBPOJUBUX CKYIIOBA

1. Ouunuw dojam cuexiupa. — 1o aHATIOTH]H ca TEPMUHUMA KOJU Ce
Kopucre y dusumnm, HazBahemo, yomure, ciexiiipom Heke Konexuje (O)
KOHKPETHUX WY ancTpakTuBHUX objexara O,0,,0;,... THHEapHH HU3, OT-
paHMYEH WJIM HEOTPAHUYEH, 3HaKOBa My, m,,Ms,..., Y U3BECHO] KOPECIOH-
neHuuju ca objekTuMa O, KOPECIOHIEHUM]H KOja ce cacTOjH y TOME IITO
jenan o0jexT O, oapebyje jeqHO3HAUHO jeHY TpPyNy 3HAKOBa my, W 06p-
HYTO, OBa Ipyma 3Hakosa m, ofgpebyje 06jexkT Oy, y3 YCIOB 1a CBY 00jeKTH
O, ¥ CBM 3HaLlX m; MOTY Tako GuTH ofpebeHu.

Kao mpuMep crekTpa xosekpuje (O) KOHKpeTHHX objexaTa, moj-
cetTheMo Ha oililiuyku cilekiliap HeKe MelllaBUHE CYIICTaHIH, Ha IpUMep Ha
eMUCHOHH CIIEKTap KapaKTepUCTUYaH 3a U3BOPE CBETIOCTH, WM Ha al-
COPNMUMOHHU CIIEKTap KapaKTepMCTHYAH 3a CPefiMHE KpO3 KOje CBETIOCT
nponasu. Ty yJory rpyme 3HakoBa m, Urpajy cleKTpajHe JUHH]jEe, Ipyre u
30He, CBETJIM M TaMHU JeJioBM, UTj. Tako je cBaka cBeTlia JIUHMjA CBEJOK
MOCTOjarba, Y 3paueHy CBETIIOCTH, TpeNepema offpebene yuecTaloCcTH, Kao
IITO HAM CBAaKa KUIA KJIABHPA KOja TPENepH TMOJ [ejCTBOM HEKOT CIIOJba-
IFber 3ByKa OTKpPUBA MPUCYCTBO, Y KOMINIEKCHOM TpeHepaBoOM KpeTamy
KOje IIPOU3BONHM Ta] 3BYK, JeHOT CIEIUjaTHOr Tpenepema knaTtHa. CeeT-
noct o6ojeHa HEKOM CYIICTAHIOM jlaje, mocie Ipoyacka Kpo3 M3BeCTaH
[UCIEP3NOHN amapat (Kpo3 npu3My, Ha IpuUMep), CeKTap Koju o6pasyjy
o6ojere nuHMje Ynju GPOj, MOIOXKA], MUPHHA, 60ja U HHTEH3UTET 3aBICE Off
CyTIcTaHIlEe KOJOM je CBETJIOCT o0ojeHa. Jean HCTH XeMHU)CKHU eJIEMEHT Jiaje,
y vcTuM (QU3AIKAM OKOITHOCTUMA, YBEK MCTH CIIEKTap, TaKo 1a 0COOEHOCTH
crexTpa oMoryhyjy pacrosHaBame eJleMEeHATa KOjU YUMHEe HeKy MellaBuHy.
Tako, Ha npumep, Ppayuaxodepose nuauje y CyHYIEBOj CBETIIOCTH Kapak-
TEpUIIy U3BECHE elIeMeHTe Koju 06pa3y]y arMocdepy CyHIa; Tako cy cle-
KTPH PeTKUX 3eMalba JOBEJIX 10 IPOHAalacka HEKOJIMKO eJleMeHaTa, Koje Cy
OTKpUJie N3BECHE JMHHUje ca ofpeheHnM IosoxKajeM 1 (PU3UYKIM KapakTe-
PHCTHKaMA.
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Kao mpumep cnextpa xonekuuje (O) ancTpakTHUX 06jeKaTa, HaBell-
heMo citexitiap HexoZ ckyila 6pojesa. [1o3BaTe cy, Ha IpUMeEp, OHA TPO-
OneMu — 3aroHeTKe KOju ce, 3a0aBe paj, HOCTaBJba]y y APYLITBAMA, a Y
KOjUMa OHaj KO pauyHa (pelasa IIpobiieM) ycleBa f{a IOTOU BUIIE 3aMUIII-
JbeHHX OpojeBa Ha OCHOBY caMo jegHOT OpOjJHOT MOflaTKa KOjH My ce caor-
[ITaBa ¥ KOJU MPEJICTaBIba 3aBPIIHN Pe3yJTaT pauyyHalka KoOMe HIje NIPUCY-
CTBOBa0. JacHO je fa cy TH eJeMeHTapHuU NMpoOIeMHU caMO BeoMa CIelld-
' ja)HU ciydajeBH jeHOT OMIUTeT MpobieMa, KOJH C& MOXKe PEIIUTH KOPHIII-
hemeM mcTe oceTKe — Ha IIOrofjaH HauMH YOIIITEHE, a Koja ce CacTOojd y
HYMEPHYKOM H3pauyHaBamy jeJHOT OrpAaHMYEHOT UM HEOTpaHUYEeHOT HI3a
HETMO3HATHX, a CAMUM THM W HeKe Hello3HaTe (DyHKImje, moMohy Huza
nudapa jefHor ucTor 6poja S, cilekiipa HellO3HAIUX.

Ha Taj HauuH, 6poj

6
S = (—@j ~ 1,061520150601
100

. 6 .
IpeficTaBlba CleKTap Hu3a KoeduuujeHaTa OuHOMa ( rpyrna 3HaYajHIX

k
nudapa 6poja S xoja nountbe (2k—1)-BoM a 3aBpmaga ce (2k)-ToM nudpom

— OpeACTaB/ba BpEAHOCT (i)

Bpoj
$ =107*1001001°
=1,006021050090126141126090050021006001

NpejCcTaB/ba CekTap KoedulijeHaTa pa3Bpoja 110 CTeleHrMa IPOMEHIbUBE
X pyHKIMjE
(I+x+x2)%

aKO Ce WEr0B JelMMaJHK [0 MMOJIeJIH Ha OfiCeUKe ca IO TpU uudpe, k-Tu
OIlceyax faje KoeHIHjeHT y3 x*.
Axo ce ca 9, o3naun 11eo 6poj gobujeH xay ce uudpa 9 Hanue k my-
Ta y3acronso (9, =9,9, =99,...), 6poj
ol 1, 119
9, 9, 9,00 100 9-9,
= (0,0000000100200020102000400020203000400040202000601 ...

IpejicTaBlba CreKTap noBe3aH ca NpoCTUM OpojeBHMa: ako Ce eLUuMalliy
neo 6poja S nojeNnd Ha OjcedKe ca II0 [Be y3acTonHe uudpe n axo ce
JTaKyHOM (NpasHMHOM) HA30Be CBAKU Ofcedak KOju 00paszy]y MCKIbYUIBO
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Hysie, Tafa je Gpoj JaKyHa y cKylly IIPBUX k Ofcevaka TauHO jefHaK 6pojy
npocTux 6pojeBa Koju Hucy Behu of1 &, 1 To 3a cBaky BpegHocT k < 100.

Kan cy Beposarnohe fgBa cynporHa gorabaja A u B pegom p :% u

1 .
9= 6poj

S — (2+10—5)10 - 21()
=0,051201152015360134400806403360009600 ...

npejicTaBiba CleKTap BepoBaTHOha moBesaHux ca Ta fgBa forabaja. Bepo-
BaTHOha f1a ce, y 10 npo6a, norabaj A necu (10 — k) nyra (a B k myta) go6uja
ce Kap ce dukcupanuM 6pojem M = 59049 nopenu rpyna genumana 6poja S
Koja mountse (Sk+1)-BoM a saBpuasa ce S(k+1)-Tom geunmanom.

Cpaxu nyT kap ce Komujes uaTerpan

_ e,

" om 2 (z- o)+

(y3eT myx Heke koHType C Koja ofyxBaTa Ta4dKy z = O U YHYTap Koje je
dpyuxnuja f xonoMmopdHa) uspaxkasa 3a n = 0, 1, 2,... HETHEM NO3HUTUBHIM
O6pojeBUMa Ca Je[HOM Wi [iBe mupe, BpeaHOCT

g L
S = _f(oc+100)

urpa yiory cuexrpa Husa Iy, 1, 1,,... bpoj I, Ty ce nogynapa ca eiauMm fe-
nom 6poja S, a I, je 6poj MN, rie je M (2n-1)-Ba u N (2n)-Ta genumana
6poja S.

Bpoj  ykibydyje ce y CBOjCTBY CIeKTpa Hemo3HaTe (PyHKIHjE Y clie-
nehu mpusupHo Heonpeben mpobnem: ofpenuTy paBHy KpUBY y = f(x) 4mja
ce cyOHOpMalia MOKe pa3BUTH Y pej IO CTENeHAMa IPOMEHIBUBE X Ca Iie-
MM IIO3UTHBHEM ¥ Off 6poja 10 MamuM Koe(UIujeHTrMa, 1 UMa y Ta4Ku
X = 1-16, y = Yo Ry>K¥MHY jefHaKY IONyOoOUMY Kpyra 4dju je IOJNYIpEeYHuK 1.
Ta xpuBa fiecpuHMCaHA je jeAHakomhy

y=2/C+o(x),

(p(x)=M0+M2Lx+%2~x3+...,

rjae je M, k-ta nenumarna 6poja m, a KoHcTaHTa C UMa BPEHOCT
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2

C= -yzi—cp(o,n.

Hassahemo, yomnure, saitiemaitivukum cileKitipom HEKOT CKyMa ejle-
MeHaTa e, 6poj S KOJH je y TaKBO] KOPECIOHACHIIU]U Ca eJIeMEHTUMA ¢, Jja
eJIEMEeHT e, ofpebyje HeKy rpymny y3acTONHHUX jenuMana, 1 oOpHYTO, Ta
rpyna jenumarna ogpebyje eIeMeHT e, y3 yCIOB [ia CBU €JIeMEHTH ¢, U CBU
nenuManu 6poja S Mory Tako 6uTH ofpebeHu.

Y Toxy oBux [Ipegasarba nokazahemMo HeKe OMNIITe MOCTyIKe (PopMu-
para MaTeMaTHYKuX CIeKTapa CKynoBa OpojeBa U (DyHKIH]a, KaO ¥ HAYUH
Ha KOjH ce TaKO 00pa30BaHM CHEKTPH MOTY KOPHCTUTH Y pPelIaBamy IIpoo-
JleMa apuUTMETHUKE U aHaJn3e.

2. Jegan ouwinu uociuyiiax popmuparea ciexiiapa. — ITocmatpajmo
Heku ckyn (U) 4mju cBaku eleMeHT u MMa orpaHudeH Opoj HHjeKca, pu
YeMy CBAKHM MHEKC y3UMa CBE MMO3WTHBHE IIEJIC BPEJHOCTH. YBEK ce MOTY,
Ha NO3HATH HauuH! , eneMenTn y nopebartu u nuneapuu (jeTHOCTPYKH) HU3
(V), y koMe OU CBAKOM eJIeMeHTy v 010 JofelbeH caMoO jeflaH MHAEKC, Y3
OUyMHBOKY Kopecnoumenuujy uameby enemenara y (U) u (V). Ilocrynax ce
cacroju y mocMaTparhy CKyIla CBHX elIeMEeHTa

u

"y My . mp

Ie UHAEKCU /My, My, ..., M, Y3UMajy CBE O3UTHBHE LieJie BPEIHOCTH. Y TOM
CKyIy IIOCTOjM OTpaHMYeH Opoj eneMeHaTa, TaKBUX a Je

m; +m, +...+WII, =n,

rae je n ofapeben Mo3uTHBAH 11e0 6POj. AKO CE PElOM y3uMa fia je
n=p,p+Lp+2,...,

cBaku IyT he ce uMaTu orpanuueH 6poj eneMenaTa koju he mohu 6urn no-
pebauu y uctoMm peny, jegHn y nmpopyskeTtky apyrux. [Ipso he ce nanucaru
€JNIEMEHT Uy, |, KOJH OArOBapa BPEJHOCTU /1 = p, 3aTHM EJIEMEHTH KOJI

oproeapajy BpefgHocTs 11 = p + | (pebajyhu ux y 6uno koM noperky), 3aTum
OHH KOji OAITOBapajy BpeaHocTHMa # = p + 2, uTh. Kako ce, 3a caky Bpefi-
HOCT 71, UCIIMCYje CaMO KOHauaH Opoj] eneMeHaTa, CBAKHM €JEMEHT CKyTa
saysehe y oBom Hu3y oapebero mMecTo, 1. fobuhe ogpehenn xonavyan panr,
6yayhn na je Taj Hu3 gobujeH 3a HeKy KOHa4Hy BpegHOCT 3a 1. Tapa, fakine,
eJeMeHTe U 3a eJeMenTe v, Be3yje GHYHMBOKA KOPECHOHIEeHLH]a.

y .y it

IE. Borel, Legons sur la Théorie des fonctions, 2. ed. pp 8-9,
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Ho, no6po je nmo3HaTa unbeHULA a, YKONHKO je (V) Hexu npedpojuBu
CKyTI eJeMeHaTta v,,, ckyn (C) TakBHUX CKYIIOBa UMa MOh KOHTHHYyMa, HITO
3Havyu fa je Moryhe ycmoctaBuTH OMYHHBOKY KOPECIOHAEHLH]Y u3meby
eneMeHara ckymna (C) u peannux 6pojesa koju ce Hanase uameby 0 u 1: cBa-
koM ckyny (V) onrosapahe jegan Takas 6poj, 1 OGPHYTO.

TakBa KopecnonmeHuja MOXKe OUTH e(PEKTUBHO YCIOCTaB/bEHA Ha
puire HaunHa. [1pukazaheMo jeiHy of IbHX, KOja je y UCTH Max UHTYUTHBHA
¥ OTILLITA.

Hexka cy P, u Q, peajiaH ie0 U KOe(UIUJEHT y3 | €eMEHTA v, H MOC-
maTpajMo ckyn (P) enemenara P,. [TocTojin 6eckoHauUHO MHOTO (PYHKIIK]a
®(x) TakBuX fa KpuBa y = O(x) UMa OOJNMK Kao Ha ciuiu 1 unm Ha cauuy
2, TAKO Jla CBAKO] peasHO] BPEIHOCTU IPOMEHIBHBE X OArOBapa caMo jefHa
peanna BpegHocT y usMeby 0 u 1, 1 06pHYTO: ja CBAKO] BPEJHOCTH y y OBOM
HHTEpPBaNly OATOBApa caMo jef{Ha peajiHa Bpefnoct x. Takse 6y, Ha mpuMep,
Gune pyHKIMje

Cn. 1. Cn 2

1 -, e, l+larctgx,
1+¢™ 2 n

. . T T
(mocpenu je rpana (pyHKIHje arctang ca BpefHOCTHMA u3Mehy 5 u E)'

Craku of 6pojesa ®(P,) 6uhe peanan u Hanasuhe ce uameby O m 1.
Heka cy a penumane 6poja ®(P,), Tako 1a IMaMo

d(P) =0,alal ai ...
d(P,) =0,ab a2 aj ...
OP) =0,a3af a; ...

TTomohy oBux GpojeBa 06pa3yjMO, [UjarOHATHAM IOCTYIIKOM, Clefe-

hu mermMarnsu 6poj

L1212 3 12
S=0,a]a,ai aza; aj a, ai ...,
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IJle je mopejjak 1Io Kome ce pebajy ropwy 1 JOmN WHIEKCH OKa3aH Tabe-
TOM

1.

Ounrnenxo je ga ce: :
1. h-Ta fenumana 6poja @ (P,) mojgyrapa ca feluManoM YHji je paHr

h+é—(k+h—1)(k+h—2)

6poja S;
2. menuMana mo pegy o-ta 6poja S mopyjapa ca A-ToM JelMMAalioM
6poja @ (P,), rae h u k uMajy BPeIHOCTH

h=o-ntzh o _n+D oy

IIPH YeMy je 1 11e0 J1eo 6poja
%(1 ++/800 ~ 7').

[Tocroju Tako GHYHMBOKa KOopeclnoHfeHInja u3Mehy 6poja S u Huza
Oopojesa P (F,): Hu3 geumMmaina 6pojepa P, ogpebyje jeMHO3HAYHO HU3 JISIH-
mana 6poja S, u o6puyTo. bpoj § 6no 6u oHga cnexrap ckyma (P).

dopmupajMo Ha UCTH Ha4yuH peanan 6poj T koju nexu uameby 0w 1 u
npejcTaBiba criekrap ckyna (Q) uuju cy exementu 6pojesu Q.. Osu Gpoje-
Bu S u T ofpebyjy, y uMarnHapHoj paBHH, Tauky M ymju je a — pukc S +iT u
KOJja ce Hajla3| y WIIM Ha KBAApaTy ca CTpaHaMa JJaTUM JelHaurHaMa

x=0, x=1, y=0, y=1

Kopecnoupennnja uamMeby ckyna enemesnara v, 1 Tauke M OUUTIETHO
je 6uyHuBOKa: cBakoM ckyny (V) oarosapa camo jepna Tauka M u cBakoj Ta-
ykK M oproBapa camo jefan ckym (V).

C npyre crpane, npema KaHTOpOBO] TeOpeMH, CKyIl Tauyaka M uMa
HCTY MOh Kao cKyr Tavyaka Koje ce Ha pealiHo] ocH Hanasze usMehy 0 u 1.
Moryhe je, gaxime, yennocraBuTn u3meby Tavaxa P unareppana oj 0 go 1, ¢
jemHe cTpaue, u ckyna ckynosa (V), ¢ ipyre cTpaHe, KOPeCIOHeHIU)Y TaK-
BY fa cBaku o ckynosa (V) oppebyje jefHO3HayHO Tauky P, 1 0GPHYTO.
TaxBa xopecnonjeHI]ja Moryia 61 ce e(peKTHBHO YCIIOCTaBUTH Ha 6e30poj
HAYMHa, Ha npuMep o0pasyjyhu peanan 6poj P uuju je Ueo Aeo HyJia ¥ Ynje
ce genMMalie Hau3MEHMYHO TTOAyAlapajy ca feunmManama 6pojesa S u 7.

bpoj P je citexitiap ckyiia (U) Koju OH jeJHO3HAUHO ofipebyje u Takobe
wiMe noTiyHo oapeben. M Tako ce gonasn go cnepeher 3akmyuxa:
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Kag je gaiti nexu ckyii (C) (koju uma moh koniiunyyma) ipebpojusux
ckyitosa (U) wuju ¢y eaemenifile peanr Uil KOMIAEKCHU Opojesl, ysek je
mozyhe obpazosaitiu cilexilipe Koju ce Haadase y 060CMPAHO [eGHOIHAHO]
kopectiongeryuju ca ckyitosuma (U) Kao KOHCHIUIUYTUBHUM eaeMeHITiUMA
cxyita (C).

[Toctynak obpa3oBama CIEKTPa KOjU CMO OIHCATH Y OHOM LITO IpeT-
XOIM MOXKE CE MPUMEHUTH Ha CBaku MpeOpojuB cKyl. Y BHUIIIE NApTUKYIap-
HUM CIIy4ajeBuMa, CHEKTPH ce MOTy 00pa30BaTH HAa BUIIE APYrUX HAUMHA,
Jegan of muX, Koju he OWTH M3NOXKeH y ciefieheM TOrIaBby U KOju ce
NpuUMerbyje Ha CKYNOBE UHMjH Cy eJIEMEHTH UeJu OPOjeBH MIIu GPOjeBH KOjH
Ce HEKHUM IIOCTYIIKOM CBM 3ajeIHO MOTY IIPETBOPUTH Y 1iese Opojese, Hapo-
YHUTO j& 3aHUMIBbUB 300T HETOBUX CAUYHOCTH €2 TOCTYIIINMA XEMHTJCKe CIie-
KTpaliHe aHanuse u 300r MOryhux npuMeHna Tako o0pa3oBaHUX ceKTapa.

IIPYTACTH CITEKTPY HU3OBA LHEJIMX EPOJEBA

3. lHojam ipyzaciioz ciiexuipa. — Heka je
(1) N()7N17N2?"'7Nm

HU3 HO3UUBHUX Yeaux pediHux Opojesa, /i, IO3UTUBAH 1ieo 6poj KOJU HUje
Mamy o 6poja mudapa 6poja N, u N, i-Ta nudpa 6poja N, npu demy ce
panr i nudgpe Opoju ca flecHa Ha JIEBO.

O6pasyjMo HYMEPHUKY TPYILY

(2) Gk:OOON}\,

KOjy YMHHU 6poj N, ¥ MCOpes mera OHOJIMKO HyJa KOJHUKO je HOTpebHO Aa
6u ykynan 6poj mudapa y rpymd (2) 610 jegHak /.
dopmupajMo DOTOM 6pO]

3) GGG, ...G,,

MOOMjeH NUCALEM jejIHe W3a APYre U jefHe Y3 ApYrYy HyMEpWUKHUX Ipyla
Gy,Gy,G,,... Tpyne 3nauajaux uudapa 6poja (3) Koje moTHdy Off ABa y3a-
cromua 1ena 6poja N,_; 1 N, MOry, a fia ce HUKaJl HY JeJUMUIHO He Ipe-
Kiarmajy, OuTu pa3jgeojene BehuM mwim MamuM OpojeM Hyna, fpeMa TOME fa
U je paznuka usmeby h, m edexkTuBHOT 6poja [, uudapa ueaor 6poja N,
Beha wnu mama.

Tako ¢opmupat 6poj (3) mopgceha Ha cBeTne CIeKTpe ycHjaHUX Tea;
rpyme

4) No.Ny,..., N,
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3HavyajHuX udapa Ty 61 OfroBapae CIeKTPAIHUM IPYraMa; HyJe Koje uxX
paspBajajy ogrosapane 0M TAMHEM JIeJIOBEMa, a came 3Hauajue nudpe A,
CIIEKTpaIHUM JIMHKAjaMa YHUjU CKYI KapaKTepHulie eJIEMeHT N, HHXOBUM
BPEJHOCTHMA M PEATHBHUM II0JIOKAjUMa Y CIIEKTPY.

Kopucrehn oso nopebeme, koje oMmoryhyje fa ce caskMe n3paxkaBarme
7 U3Narame YUWHH jJaCHHjUM, Ha3Bahemo:

1. au3 nudapa xoju o6pasyje 6poj (3), MOUITO ce y WweMy IPETXOTHO
Gy MeUMMallHOM 3alleTOM OABOJH off G, Upyzaciium cUexkilipom HyMe-
prukor xHusa (1);

2. peo Hm3a uudapa (3) xoju YMHe 3HAYajHE HUpe Koje MOTUUY O
6poja N, k-ilium ceeiliaum gesom W k-IoM [PYZom CUeKiupa,

3. neo Hu3a nudapa (3) Koju ynHe HyJIe ymeTHyTe usmeby N,_, u N,
k-Tum BAMHUM geaom ClleKiipa,

4. nemuay G, K0jy o6pasyjy oBa fiBa fea paHra k-lium ogcewkom ciie-
Kiipa,

5. uucppy N, y Hu3y (3) i-iiom aunujom k-itie iipyze clieKiipa;, 3aTHM:

6. wupuna k-Tor cnekTpasHor ofcevka 6uhe Mepena nenum Gpojem
Iy, INAPWHA CBETIIOT ied1a OpOojeM [, a IIUpUHA TaMHOT fesa OpojeM hy, — [

7. aKO m TIpeficTaBlba YKyllaH O0pOJ CIEKTPANHUX OfiCeYakKa, CeKTap je
0ZpaHuYeH WA HeOZparuyer TpeMa TOMe 1a JIU je 6poj m KoHavYaH Uin Ge-
CKOHAYaH;

8. YKOIIMKO je 3aKOH Bapupara Hesor 0poja /i, ca HBerOBUM PAHI'OM k
HAa3BaH CHEKIIPAAHUM PUTUMOM, OBA] J& yHUpOpmar Kasia je

hW=h =...=h,,

Tj. KaJja CBY CIIEKTPAIHN OJICEUNH UMajy UCTY IIUPUHY; OH J& YHUDOPMHO
ybp3an Kajja IMHpHHA OficevYKa pacTe Cpa3MEpHO HerOBOM pPaHry, Tj. Kaja
je h, = h+ck,rne cy h 1 c IBa IO3UTUBHA Liena Opoja KOJU ce HE Memajy ca
k; putam he 6uTH ca paciuyhum ybpaarsem Kaj ¢ pacTe ca k; oH he 6utn oc-
yunaitiopan axo h, nMa ocumnyjyhe Bapujauuje Kaj k HEIPEKUJHO pacTe;
ouhe liepuoguyuar ako ¢y Bapujalnje Hu3a /i, NepuofuyHe, UTH.;

9. pasmuka h, — [, Mepuhe guciiepaujy ciekTpa, KOHCTAHTHY MU IPO-
MEHIBUBY ca k; criekTap je ca HajsehoM Moryhow 2ycitiuHom, Tj. ca HyAltiom
gucliepaujos, Kajia y lbeMy HEMa TaMHUX JIET0Ba, I1a ce Npyre LORupyjy.

Kan cy matu vu3 (1) u putaM /i, HeTOBOT CIEKTpa, Taj ciekTap he ce
oGpazoraTtu gopMmupamem ofrosapajyhux Hymepnukux rpyna G, Gy,
G,,... U ILUXOBUM HCTIHCHBAILEM JEIHUX Y3 APYre V JeXHOM pejy U y IpH-
POJIHOM TIOPETKY HBHXOBOT pAHTHPaha.

OG6pHyTO, Kaj ¢y fatu cruekrap (3) U meros putaM, uran N, Ofrosa-
pajyher Hu3a (1) go6uja ce Kao k-Ta Ipyra OBOT CIEKTPA.

Ha npumep, ciextap Hu3a ABOUNQPPEHUX IPUPOAHKAX OpojeBa
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11,12, 13, ..., 98,99,
ca yHuOpMHUM PUTMOM h = 3 6no 6u

011012013 ... 098099;

BErOBa AKUCIEP3Hja je KOHCTaHTHA U jefiHaka 1.
CnexTap Hu3a OHHOMHEX Koeduliijenara

BGH-6)

ca yHu(OPMHO yOp3aHUM PUTMOM A, = 1+ k je
10702100350003500002100000070000000001,

a I-Ero,a fucnepsyja je pacryha.
CrexTap HeOrpaHHYeHOr Hi3a Koe(HUIjeHaTa, KOj1 Cy e 6pojeBH,

. L 2+37x
pasBoja pyHKLHje f(z) = . ca OCHMIJIATOPHUM PUTMOM

A

hy = %(3 — COSkTU),

JeHaK je
237237237 ...

OH J€ IIepHOIMYaH ¥ ca HYJITOM JUCIIeP3UjOM.

Putam h, Tpeba cMatpaTu komilaiiubusnum ca gaitium Huzom (1) axko
je h, —1, =0 3acse Bpeguoctu k=1,2, ..., m.

C tuM y Be3u, uMamo ciefieha npasuna.

ITPBO MPABWUIIO. — OZpanuuen Hus (1) yeex goilywitia yHugpopmar
puitiam h, —h, 2ge je h 6uno xoju yeo 6poj koju Huje marsu og Hajeefiez uaa-
Ha Hu3a (He y3uma ce y 003up IPBH WIaH).

Jep, Baxxn N, < 10", Tako gaje [, <h.

OPYTO ITPABUIIO. — Heozpanuuern nusz (1), wuju usanosu Hucy gehiu
og Quxcuparoz 6poja N, goitywiita yHugopman puitiam h, —h, 2ge h ozna-
yasa 6uro Koju yeo 6poj Koju Huje marsu 0g log B.

(Kao y crmyyajy IpeTXOHOT IPaBUIIA.)

TPERE IIPABMIIO. — Heozpanuuen nuz (1) iliaxas ga ce 3N, He yee-
hasa beckoHa4HO ca n ouywitia yHUgopmHo yopaaH puitiam.

Jep N, 3a cBaxy Bpe[HOCT HHEKCA n ocTaje Mame of 10" rne cy h
U ¢ W3BECHU NO3WTHUBHHU LeNnu OpOjeBH, IIpH UYEMY X MOXKe OUTH jelHaKO
Hynw; Hu3 (1) crora uma yHU(MOPMHO yOp3aHu puTam hy, = h+ck.
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Taxas je, Ha IpEMED, C1TyYaj HEOIPAHUYEHOT HA3a, YHjH CY YIaHOBH
2V (4) (6
1) \2/\3)""

YETBPTO ITPABUIO. — Heozpanuuen nusz (1) ilaxas ga ce ‘ﬁ/ﬁ He
yeehasa beckoHayHo ca n gouywiilia puiliam ca paciiyhum yopsarsem
hy = h+ck+ gk?, 2ge cy h, ¢ u g ussechu fiosuimiueru yeau 6pojesu.

Jep N, 3a CBaKy BPEIHOCT HHJEKCA 11 OCTaje Marbe off 107"+

¥ KOJU UMa puTam hy, = k.

[TETO MMPABUIIO. — O2parnuyer uau Heozparutier Hu3 (1) xoju goiiy-
wiitia puitiam hy, gotiywiiia inakobhe ceaxu puiiam hi iaxas ga je h, < hy 3a
cegakok=1,2,3,...

Hwu3 xoju, Ha mpuMep, fonyiuTa yHRQOPMHY puTaM ki, = h gonycruhe
UCTOBPEMEHO cBaku YHUOPMHO yOp3aHu puTaM h, = h+ck, Kao U CBaKu
puTam ca pactyhnm yop3ameM h, = h+ck + gk* +... ca GUIO KAKBUM MO3H-
TUBHUM LleNUM OpOjeBHMa C, g, ...

4. Cuexiupanna zenepaiupuca. — Crnepeha ynmenuna je dyHnaMes-
TanHa 3a 00pa3oBambe NPyracTux cleKkrapa:

Ma kakas 610, 0ZpanuUder UAU HEOZPAHUYEH, HU3 HO3UTHUSHUX YeAUX
bpojesa (N ), ca mwume ce modxce gosecitiu y se3y jegua gynxyuja ® (x) uuja
HYMEPUUKA 8PEGHOCIU S 30 U3BECHY UAPUIUKYAAPHY 8PegHOCIU, UOZOGHO
uzabpany, iipomermusge X iipegciliasba jegarn Upyzaciiil cUeKlap 0602
HU3Q.

Heka je: [, 6poj nuapa 6poja Ny; h, 1eo Opoj KOJH HUje Maku Off I
G, HyMepHYKa rpymna Koja ce, mpeMa IpeTXOTHOM, IPUAPYXyje 6pojy Ny;
NIPETIIOCTABAMO HAjIIpe fa MoCMaTpaHu Hu3 N, ¥MMa orpaHudeH 6poj m
YJaHOBA.

O06pa3yjMo HU3 TIO3UTUBHUX HeuX 6pojeBa

(5) P.P,,....P,,
Takas Jia je
(6) Po=h+h+...+h (k=1,2,...,m).
dopMEpajMo MOTOM HHU3 TO3UTUBHUX pallOHATHUX OpojeBa

(7> 8158259 8m>

TAKBHX Jia j&
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(8) gk = IO_P‘ ?
1a 3aTum Y3 HOMOh THUX 6p0jeBa MOJIUHOM I10 X CTEIiCHa m
. . 2 .
(9) (I)m(’\) = N() + gINl“\ + g2N2“\ +ot gmNm-Xm'

Baxu cnegehe TBpbeme:

Hymepuuka epegnocii @ iipegcitiassmoa Upyzaciiiu ciiexiiap Husa Ny
ca putimom hy.

3aucra, BpeHOCT gV, je AeruMantu 6poj KOjU uMa Kao [eo 1eo Hy-
7y, a Kao jeunManal feo P, —/, y3acCTOIIHUX HyJa U U3a IbUX 3HAUAJHE I~
tpe koje notuuy ox 6poja N,. Opatiie u3nasu fa je

glNl +g2N2 +"‘+glnNm
(10) :O’(L}‘_QNIO’O"‘QN2O~--:O,GIGQ...Gm,

h =4 Iy —1a
Hysta Hyna

na, Kako je h, —[, 20, fokas je TUME 3aBpIIICH.
ITpeTmocraBumo cafa fa je Hu3 o0pojeBa N, Heozpanuyen. Tama monm-
HoMm @, (x) nocraje pest ypebeH no pacryhum creneHuMa IpOMEHIbUBE X

(11) q)(x):NQ +g1N1x+g2N2X2+...

ITpeTxomuum Mcka3 ocTaje y BasKHOCTH TI0]] YCIOBOM Jia ce u3abepe Hu3
MO3UTUBHUX Leaux Opojesa iy, h,, hy,... KOjU KapakTepuIlle CIeKTPaJIHA PH-
TaM, Tako Aa Hu3 (11) unju je onmry KoepuuujeHT

(12) gka = Nk B 10_’7| “hg —...—-}1k ,

KOHBEprupa 3a x = 1, ITO je OUMINIeHO yBeK Moryhe.

Taxo o6pazoBany pynkumy @ (x), Koja ce CBOAU Ha MOJIHHOM IO X
Kaq je HU3 N, orpaHudeH, a Ha CTeIeHH pef Kaf je Hu3 (N, ) HeorpaHudeH,
Ha3BaheMo ciiekitipaisHom Zenepailipucom TOCMAaTPAHOT HU3a KOja OfroBa-
pa cmekTpajHoM pUTMy momohy kora je 6una ¢opmupana. Hymepuuka
BpenHocT S = @ (1) Taga ce mogyRapa ca mpyracTuM CIEKTPOM O KOME je
ped.

Hpumegba 1. — Morse 6u ce oOpa3oBaTu APYyre CIEKTpPalHe TeHepa-
Tpuce, Koje OW, Ha IPUMeEP, Jall eKCIOHEHIM]allHH PEeIOBY WX ITOTeHIIH-
jaIHU PegoBY ca BUINEe MPOMeHIbUBUX. Y OBUM IIpegasarsuma ocrahemo
KOJ reHepaTpHrca IIPETXONHOT 00IuKa.

Hpumegba 1l. — Mornu 6u ce popMupaTH, Ha HAUUH CIINYaH IIPETXON-
HOM, CIIEKTPH ¥ BUXOBE TeHepaTpPUCe 32 HEKU CHCTEM HyMepaluje pasiy-
YUT Off eLIUMATHOT CHCTeMa, TOCEOHO 3a CHCTEM Ca OCHOBOM 2, ¥ KOM CIIy-
vajy 6u cnektap o6pasoBaie camo mudpe O u 1.
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5. Hawunu obpasosarwa ciiexiipaanux tenepaiupuca. — Tpe6a pasnu-
koBaTtu cirefieha fpa ciyuaja.

IIpsu cayuwaj. — Jat je Hu3 nenux 6pojesa N, . [Tox npeTmnocraBkoM fa
Cy CTOBY WIAHOBU PEaNlHM U IIO3UTHBHH, Tpeba n3padyHaTu Hu3 harTopa
g KOJu OIrOBapa XeJLEHOM CHEKTPAHOM PHTMY /i, T1a 3aTHM HEIIOCPETHO
HaMucaTh '

(13) D(x)=Ny+gNx+g,Nox>+....

Y cmy4ajy, Ha IpuMep, YHROPMHO yOp3aHOT puT™Ma /= h+ ck, uma-
he ce

(14) O(x)= Z.Q:N,,q”2 Bx)', g = ﬁ, B= 10”(“5),

n=0

na he cnekrap 6utn

(15) 5= N B

n=0

3aTuM he ce moTpaxuTH, YKOIUKO TO foja3u y o63up, MoryhHocT ja
ce TakaB JeflaH HemocpenHo pobujed u3pas ca @ (x) npeTBOPH y U3BECHY
eKCIUTMIIUTHY KOMOMWHANW]Y TMO3HATUX (PYHKIH]A, Y HeKH oxpeben wHTe-
rpaj, uTH.

Hpyeu cayuaj. — ITo3HaTa je, y 6UI0 KOM aHAIUTHYKOM OONMKY, (hyH-
Kumja f(x) 4Mju pa3Boj, KOju HHJE J1aT,

(16) f(x) =Ny +Nx+Nyx*+ ...

nMa wranose Huza ( N,) 3a xoeduuujeHTe M NMOMYNPEYHUK XOIOMOP-
throCTH 1 OKO Tauke x = () pasIUIUT Off HYJIE.

1. Axo 6pojeru N, goiiywitiajy Hexu YHUDOPMAH CUEKIUPAAHU PU-
twam h, = h (cnygaj OorpaHMIeHNAX HU30BA N, WM NaK HEOTPAHHUYEHUX HU-
30Ba UMJU WIAHOBHU He pacTy GeCKOHAYHO), clekilipanHa zeHepaiupuca he
buiiiu

(17) @ (x) = f(107"x),
a cnekTap he 6uTn
(18) S = f10™.

2. INocMatpajMo ciiyya] HeOTpaHUYeHOT Hu3a N, axeoz ga YN, He
pacitie 6eckoHauHo ca n (Takas je clyuaj cBaKOT Hu3a 6pojeBa N, Koju hpu-
rypuuy Kao KoedHuUHjeHTH Y HeKOM Ta)topoBOM pefy ca IIONyIPeYHHKOM
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KOHBEPTeHUH]e pasiauduTumM off Hyne). Hu3s Taga nonywra Heku yHudop-
MHO yOp3aH putaMm /i, = h+ck u 3a takaB putam Guhe

I -/"(k‘“)v

(19) g =10 2

Popmupajmo nomohny dyukiujy

Nn=oo

(20) X()‘) - 2q’12+b1/Y'1,
n=0
rae je
1) =142 41072
C

Citexitipanna zenepaiipuca he 6uitiu

27 .
1 i [ xe™
(22) ®(x)=—— jf (pe' )x( jdt,
2 - p
2ge P 03HAYasa UPOUIBOMHY KOHCIUAHILY YU Je MOGYO MatbU 0g foayipe-
yHuKa koHsepZenyuje 1 pega (16); cam cliexitiap ke onga 6UU HYyMepULKA
8pEeGHOCUL UHIezZpana

2R .
——1~ p xe "
(23) S=- i flpe >x[ 5 )dr.

[la 6u ce 0BO 1OKa3alo, JOBOJBHO € TOACETUTH Ha JeTHY I03HATY TeO-
peMy o noTeHnujaneuM pefposuma. Heka cy

(24) {f(x):ao +ax +ax’ +...

(p(.x):bo +b1.x+b2x2 +...

MBa pefa KOju KOHBEPTHpajy y KPyrosuMa UMjH J€ UEHTap y MOYETKY a
MONTYIIPEYHUIH CY UM F | 1y, PN

(25) aobo +a1blz+a2b222 +...
uMa rafia HOJIYIIPEeIHUK KOHBepTCHHI/Ije KOjI/I HI/Ije Mambu O rfy a ’erosa Cy-

Ma jefHaKa je

27
1 il —t
(26) o {f(xle Yo (xpe7) dr,
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Ife Cy x; I x, OO0 KaKBe [[B€ BPEHOCTH KOje He 3aBUCE Off  ca MOIyJInMa
PECHEKTHBHO MalbUM Off r I 1; U MehycoOHO Be3aHe pelamnujoM XX, = z.
Crasmajyhn
—h +

k(k+D)
a, = Nk’ bk =10 2
1 y3uMajyhu 3a x, 6UII0 KOjy KOHCTaHTHY BpenHOCT p 4Hj’ je MOJYO Mamu

z
of r, a 332 X, BPEAHOCT —, YCIOBH MOCTe[mke TeopeMe Ouhe ucnymenn, 6y-
0 :

nyhm ma je 1, = oo, ma he cnexTpanHa reHeparpuca 3aucra OUTH jgaTa ca
(22).

H3pasu (22) u (23) Mory ce 3aMEHUTH HEKHUM IPYIUM H3pas3uMa Koju
Cy ca ’bUMa eKBUBAIeHTHH. Tako ce, craBibajyhu

a= —lz—lognatl() ~1,151292...
b=2c+ha,

27)

—ak?®—
gk e ak /)k,

¢ 063upoM Ha 1o3HaTy POpMyIy

e = —~2—j " cos2ktJa dt  (k>0,a>0),
N
0

ClleKTpasHa reHepaTpuca 3a puTaM hy, = h+ck nspaxasa 'y oONuKy

2
28 @ (x) = —= R(owx,Pr) dt,
28) (x) = Rla
rie R(r,@) 03Ha4yaBa pealHu Ie0 Of f(re®) u rue KoHcTaHTaMa o 1 3 Tpe-
6a npuUnuCcaTH BPEAHOCTH
o=e", B:2x/g.

[TpumeTnmo Takohe fa ce y ciyuajy Kaja ce 6pojesn N, H3paxkagajy
HHTETparoM obIuKa

b
(29) N, = ju vedr (k=1,2,.),

0

rae ¢y u ¥ v pyHKI@je Off f, CTIeKTpasHa reHepaTpuca u3paxasa ofpehennm
MHTETPaJIoM
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h
(30) D(x) = Jke(vx)dt,

0
rae je 9(x) uena TpaHCLEHTA

N=oo

(31) e(/\,) - zqnz +Mxn,

n=0

IpU YeMy Cy KOHCTaHTe A u g fecunucane ca (21).
3. Y cayuajy 6uno kaxeoz puitima ca paciliyhum ybpaarbem, Kap ce
copmupa nomohna dynximja

o0

(32) g =Y g,
n=1
e je
(33) g, = 10~ Un+he +.,‘+hn),

clieKilpasry zenepamipucy gasahie joul y6ex uspas (22), a cuextniap uspas
(23), fiog ycrosom ga ce y ey gyriyuja ¥(x) 3amentt gyrkyujom &(x).

Iperxonue popMynie IpUMenYjy ce Ha cBe Hu3oBe N, 6e3 pasiuke,
orpaHWYeHe U HeOrpaHWUEHE.

YxkazaheMo Ha HEKOJIHKO JeJHOCTAaBHUX IpUMEpPA CHEKTPAIHUX T'eHe-
paTpuca u crekTapa.

Ipsu ipumep. — O6Gpa3oBaTh TeHEPATPHUCY OTPAHNYCHOT HU3A

1,2,3,....m
ca yHUOPMHIM PUTMOM /, = h carnacHuM ca Hu3om. Mmamo

mx™? — (m+Dx™ + x
(1-x)°

f(x)=x+2x2+3x3+...+mx'" =

3

a reHeparpuca he 6uTH

mlo—(m+2)h X’_"+2 _ (m + 1)10—(m+1)h xm+1 + 10—11 X

 (x) = 11072

Crexrap ce nobuja Kao HyMepHyKa BPEJHOCT S y-n3pasa

10D _ (4 + 1L0" x™ 4 m
(loh _ 1)2

(1) =

’
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na he, Ha mpumep, 3am =9, h =1 6urn

10102
= % = 0,123456789.

Upyzu tipumep. — O6Gpa3oBaTH reHepaTPUCy HA3a OMHOMHHUX Koedu-

MjeHara
m m m
0 ’ 1 Y n’l b

ca yHu(OPMHIM PUTMOM /;, = h cariacHuM ca Hu3oM. Mmamo
fx)=ad+x)",

a reneparpuca he 6utTi:
d(x) = (1+107x)"

Crnexrap ce fobuja Kao HyMepu4Ka BpeJHOCT H3pasa

10" + 1y

o) =
( ) lomh

>

na, Ha puMep, 3a m = 6, h = 2 uMaMo

6
s =191 _ 1 061520150601,

Tpehu ipumep. — IlocMaTpajMo HEOTPaHUYEH HU3

FEHE)-

cpembux GMHOMHHX KoedHuujeHaTa, KOJi Ce MOI'Y U3Pa3sUTH MO3HATOM

(271] — Ll\/”dl‘,
n
0

v =4cos’t.

dopmyiioM

o

rie je
U=,
T

Bunu ce (Teopema 0 Cpeib0] BPEJHOCTH) fa K[(anj ocTaje Mama Off

HEKOT KOHAYHOT 6poja 3a CBAKy BPEJHOCT n U Ja je yHudopMHO yOp3aHu
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putam h = k carnacan ca opum HuzoM. CIleKTpanHa reHepaTpuca ca Ta-
KBUM PUTMOM j€

O(x)= 0 (4x cos® t)dt,

=N
Ct_"wl?—i

rie je
n=co

e<\) — 26[/12+'IX”, g= \/170 ,

n=0
a Hymepudka Bpepnoct @ (1) nogynapa ce ca CieKTpoM S HH3a U jeJHaKa je

S =0,102006002000070002520000924...

6. I'nasna cuexiupanna xapaxuiepuciyiuxa. — OHO LITO NPETXONH Y-
HYI OYHIJIEJHUM yJIOTe KOje Urpajy ase pyHKuuje

(34) f(x)=Ng+Nx+Nyx?+...

(35) E(x)=go+gx+gx*+...

y hopMupamy reHepaTpuce CHeKTpa JaTor Hu3a N.

dynkuuja (34) 3aBUCH caMO Off BPETHOCTH WIAHOBA HU34, a HE § KOM
OJ puTMa cieKTpa. [Ipykunje peyeHo, OHa 3aBUCH Off CacTaBa CIEKTPATTHUX
Ipyra, a HeE3aBUCHA je Off pacmojena npyra y cnekrpy. OBa yHKImja ce,
nakie, 3a gat ( N, ), He Memba of] JeTHOT CIIeKTpa [0 APYyror; ky hemo Has-
BATH 2AABHOM CUEKIUPANHOM KAPAKIUEPUCTUUKOM OBOT HHU3A.

Tome Hacynpor, ¢pyHKImja (35) 3aBUCH O HAUWHA PACIIOeNe mpyra
crektpa 6pojesa N, Tj. OJl CIEKTPAJIHOT PUTMa, ajld He 3aBUCH OJf CAMMX
HYMEPUYKHX BPEJHOCTH unaHoBa HH3a N,. 360r Tora hemo je Ha3BaTH Ka-
PAKIMePpUCTHUKOM CUEKTUPAAHOZ pUTUMA.

Y osoMm naparpady 6aBuheMo ce rmaBHOM KapakTepucTukoM. OHa ce
CBOJIM HA MOJIMHOM Ca IIeJIMM Koe(puIujeHTrMa 3a OTPaHUYeHe CIEeKTpe; 3a
HEOTpaHUYCHE, JlaTa je CTEIeHUM PeflOM YHjU ¢y Koe(UIUjeHTH Leln 6po-
JEBH.

Y BenukoM Opojy ciaydajeBa, OBa KapaKTEpPUCTHKa M3paxKaBa ce Y
KOHAaYHOM OOJIHKY WM y 00NMKY offpeheHor unrerpaia. Tako, Ha IpuMep:

1. 3a #u3 N mehyco6HO jegHakux 6pojeBa, OHa je faTa H3pa3oM

m+l _ X Nx

f(x)=N=~ wm f(x) =
x—1 1—x

H

IIpeéMa TOME 11a JIxk je HU3 OTPAHUYEH UM HEOTPAHHUYICH.
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2. 3a Hu3 nenux 6pojeBa KOju ce IMePUONNIHO PEIPOAYKY]Y IOYEB O
M3BECHOT paHra, KapaKTEePUCTHUKA je payuoHasHa GYHKIT]a Off X ca UesUM
Koe(UIUjeHTNMA: aKO Ce ca 1 03Ha4w 6poj wiaHoBa N, HENEPHONUIHOT
fera a ca m Opoj WiaHOBa Nepuojia HA3a, KapakTepucruka he 6urn

fx) = Py + L0
1—x"
rre cy P u Q fBa mOIMHOMA

P(x) = Nx+ Nyx* +...+ N,x",
Q(X) = ]\]n-Hx'H—2 + Nn+2x”+2 +...+ Nn+mx”+m'

3. Y cnyuajy Hu3a nenux 6pojeBa Koju oOpasyjy apUTMETHYKY NpO-

rpecujy
A+B,A+2B,A+3B,...,

“MaMO

o= A5y B

1 (1-x)%"

4. 3a Hu3 genux 6pojeBa Koji 00pas3yjy reOMeTPU)CKY IPOIpecHu]y

AB,AB* AB,...
mobujamo
ABx
X} = .
fo=120

5.3aHu3 N,, e je
N, =p{" +p§+...+pf,’1,

rje ¢y p; natu uemu 6pojesHu, 6uhe,
f(x) = R(x)—m,
npu YeMy R(x) o3HadaBa pe3yiTaT 3aMeHe NPOMEHIbUBE X Ca 1 y u3paszy
X

P (9§>’ rae je P(x) NOJTMHOM CTENEHA m

PLX
(X“P[)(X“P2)~~(X’pm)-

6. 3a BU3 (1;) OUHOMHHIX KoeduuyjesaTa, “tMaMo

f)y=0+x)".
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7. 3a Hu3 6pojea (2’1’1) nobuja ce

1

T ==

8. Y cnyyajy nusa cakropujena 11, 21, 3!, ..., m!, no6ujamo

oo

f =

0

evr (X[)nﬂ—l — xt
xt—1

dt.

2
9. Y cnyyajy HEOrpaHUYEHOT HU3a (2};1} (n=1,2,3,...), 6uhe

1
2 dt
=-1+= .
f(x) +7€'(’;\/(1—2‘2)(1—16t2)

CrnepehuM npasBmimMa IOCTHKE Ce 3HAYAJHO NMPOLIMperhe NoApyYja
cly4yajeBa y KOjHMa Ce KapakTEepUCTHKA MOXKe JOOUTH Y eKCIUIMIUTHO]

cdopmm.
Hexa cy
(36) F(x)= Ny +Nyx+Nox>+...,
(37) Fi0) = Nj+ Nix + Npx® +..

penoM kapakTepucruke ABa Hu3a ( N;) u (N;) a A ¢puKcHpaH MO3UTHBAH
1eo 0poj.
Ilpasuno 1. — Huz

No £A,N; £ AN, 4,
nMahe 3a KapaKTepUCTUKY (PyHKIH]Y

[T i S I
x.—l 1—x

IpeMa TOMe [ja JI¥ je Hu3 OrPaHMveH MIId HeOTpPaHuJeH.

Ilpasuso 11. — Husy ANy, AN|,AN,,... OfroBapa KapakTepHCTHKa
A(x).

IIpasuno 111 — Huszy Ny, NA, N,A2, NJA%,... ofrosapa KapakTepuCcTi-
ka f(ux).
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Ipasuso V. — Huzy Ny, N,2N,,3N;,4N,,... ogrosapa KapakTepu-
cruka x f'(x); mm3y Ny, N,,2>N,,3%N;,... ogrosapa

X2 f"+xf(x)+Ny n
Hu3y Ny, N;,2°N,,3*N;,..., ogrosapa
x3f”'+(2x+x3)f"%3x2f’.
Ilpasuno V. — Husy
Ng,Ng + N, Ny + N, + N, ...
ey

1-x
Ilpasuso V1. — Huzy N, — Ny,N, — N, N; —N,,... oirosapa

‘f(x):;'f(o)-—.f(x).

ofrosapa

IIpasuno VII. — Huzy Ny, = Ny, N, £ N{,... onroBapa
F) = fi(x).

IIpasuao VIII. — Huzy NyNg,N{N{,N,N;,... ogrosapa jefat unua apy-
ru pef ofpeheHnx nHTErpasa

27 .
1 i xe™
(38) P { fpe )ﬁ( : jdz,
1 In e—ﬁ
X 1
(39) E;t“_([f( ) Jfl(P@ ) dt,

rhe je p MpoM3BOJbHA KOHCTAHTA YHJU j&é MOAYO MamU Off IIONYIpPEYHHKA
KOHBepreuumje ofrosapajyhux pegosa (36) u (37).
Ipasuno IX. — Huszy N3, NP, NZ,... ojrosapa MHTerpat

2n .
1 o xe "
(40) py if(Pf )fx[ o jdf,

KOJU ce MOKe HallicaTd y peanHoM 00Ky

2n

(41) EI}E J'w(\/;,t)zklt,

0

rie y (r, @) osuayasa Mogyo uspasa f(re®).
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7. Kapaxuiepuciuuka cuexiupanno? puiima. — Pyuxuuja
E(x)=go+gx+gxt+...,

HA3BAHA KAPAKUEPUCIHUKOM CHeKIUPAAHOZ PULHMA, 3aBUCH CAaMO Of] pUTMa
o KoMe je crnekrap (opmupan. To je U3BeCTaH IMOTEHIH]AHU Pej ca pa-
LUOHanHUM KOoehHLIHjeHTHMa jeJHaKUM cTelleHuMa 6poja 10 ca HeraTu-
BHUM LEJIUM KOe(HIUjeHTUMA.

3a orpaHuyveH Hu3 ( N,) oBa (pyHKIHja CE CBOAU Ha MOIMHOM.

Y cnydajy HEOrpaHUYEHUX HU30BA U CA YHUDOPMHLUM PATMOM hy = h,
OHa je pallHoHa/IHa (PyHKIH]a

1
X)=———.
S) 1-107"x
Kapa je, y ciiyyajy HeorpaHM4eHHX HU30Ba, CIIeKTap ca CcliaaHo yop-
3aHum puilimom, &(x) je yeaa xuilepiupancuyergeHiina gyuxyuja, Tj. PyHK -
1ja Koja He 3aJloBOJhbaBa HUJENHY AudEpeHINjaTHy jelHAaUNHY KOHAYHOT
pena

anre0apcKy 1o x, y ¥ 0 U3BOJUMA.
3aucra, y Cly4ajy TakBOI' pUTMa IMaMo

h<hy <hy<...,

1 ogatTiie
hk th_l-i-mk (k=2,3,...),

I7e je m, 11e0 MO3UTUBaH OPoj, KOju ce Mera ca MHAEKCOM k alu je pa-
3ITMYAT O HYJIE.
Wmamo, pakie,
he = hy+(my +my +.. 4+ my),
U ofiaTie,
Po=h+h+..+h
=y +[(k = Dmy + (k= 2)mg + ...+ 2my_y +my )

dyukumja £ (x) je, HpeMa.TOMe, necdunncara moMohy H3BECHOT pefa
(42) E(x) =0 +00x +0px* +...,
umju je KoeuLujeHT «, palroHanal 6poj

43 . = 10—nhl—(n—l)mz—(/1—2)m3—,..—2m,,_|—m,,.
n
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Bynyhu fa cy ceu 6pojeBu my;, pa3iU4YUTH Off HYJIe, YKOJIUKO ce ca | 03-
Hayu (PUKCHpaH 1ieo 6poj Koju ce Hanas3u usMeby Hyse u HajmMamer off 6po-
jeBa my, (MOXe OBOMe OUTH W je[IHAK ), yCTAHOBJHABA CE JIa je

by — n(n—-1)

(44) o, <10 2

IITO 3HAa4X 2 je &(x) uena pyHkuuja o x.
Ho, r. ITosma? je fokasao xa yeaa ¢yHK1IMja feduHnCcasa perom

y=a0 +0le+062)€2 + ...

ca payuoHaaHum KoeUIUjeHTHMA 1 32 KOjy u3pa3

logla,!
45 —=—
(45) n(logn)*

He OCTaje OrpaHmYeH Kaf n OECKOHAYHO pacTe — IPEACTaBlhba XUIepTpaH-
CHEH/IEHTHY (DYHKIH]Y.

Kaxo je uzpas (34) xoju ce ogrocu Ha & (x) HETaTUBAH U IO ANICONYT-
HOJ BpeHOCTH Behu off

o+l

(logn)®

Ia CTOra TEeXH Ka — oo Kaj n OECKOHAYHO pacre, & (x) je CBaKako XHIep-
TpaHCUeHJeHTHa dpyHKkuyja. [IpuToM je OuurieqHo ga oBa YMHEHMLA OCTa-
je Y BaXXHOCTH Kaj je yOp3ame puTMa h;,, yMecTo fa pacre Beh op mpaor
4iaHa /i, pauhe Tex IoueB off M3BECHOT paHra k > 1.

3axBamyjyhu HejeqHakocTu (44), yo6u4ajeHH MOCTYIMIY OTIIITE TEO-
puje nenux (yHKUHja, a moceGHO METORE I. Aflamapa, J1ako ce MOTry IIpH-
MEHHTH Ha IIPOYyYaBabe pasinuyuTix ocobuHa dyukuuje & (x) (Haunn pari-
hema, rycruna HyJe, rpaHHIle Bapuparba 3a laTe HHTepBaje, uTh.)

Y cnyuajy yaudgopmuo ybp3aHor purMa iy, = h+ ck, KapakKTepUCTHKA
pUTMa je tena pyHKLHja

§(x) =0 (px),

rae je 6(x) U3 Teopuje eMMNTHIKHUX (PYHKIM]a 1oO6PO MO3HATa TpaHCle-
neHTa

2. Pélya, Ueber das truvachsen von ganzen Funktionen die einer Differentialgleichung
geniigen, Vierteqahrschrift der Naturforsch. gesellschaft in Zurich, Jahrg, 61, 1916, pp. 531-545.
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(46) 0(z) = ZQ’”/\'”,
n=0
ca

¢

(47) g=102p=10"2

Kako je ynuchopmuo y6p3an puTam cariacad ca HH30M Koeduiuje-
HaTa, UenoOpOjJHUX, CBAKOT CTEHEHOr PeJja ca TAKBUM KOC(hUUH|jeHTHMA U
ca MOJIYIPEYHUKOM KOHBEpPreHuuje BehuM O HyJe, TO ce eaulliliuiKa
ipancuyengenitia 9 (x) iojasmyje Kao KApaKiiepUucuKa pulina y ¢popmu-
pamy cilekilapa koeguyujenaitia c8axkoz pega ose spcitie.

Y cnyuajy puTMa ca pactilyhum ybp3aarbem, KapaKTepPUCTHKA PHTMa
£ (x), Koja je yBex ILiejia XunepTpaHCUeHIeHTHA (DYHKIH]a, IpeIcTaBba He-
KM CTEIIEHM PEJ UUjH KOe(UUUjEeHTH omajfajy OpsKe Hero Koe(puuujeHTH
pynkumje 0(x). 3a puTaM ca KoHclaHliHuM yOp3arbem pega p, OBaj pen
“Ma 3a ONIITH KoeUIUjeHT

o, = 10770,

rje je P(n) monwHoM off n cremeHa p + 1.

ITosnaTo je pga je TpaHcUeHfeHTa 6(x) Koja ofromapa ciyyajy p = 1
YCKO ITOBe3aHa ca pyHKIujaMa © Teopuje eIUNTHYKNX (PYHKIHja: PYHKIHU-
ja © y IpaBOM CMUCIY PEYH CY €KCIOHEHI[N]aIHY PEIOBY MU j& eKCIIOHEHT
IIOJIUHOM gpyZoz citieileHa Yy OJHOCY Ha paHr unaHa. Ha cinwuan Havmw,
TpaHcuengeHTe & (x) Koje ogrosapajy BpegHoctuma p = 2, 3, 4,... Bezase cy
3a (pyHKIYje © BULIET CTENeHa, Ne(hNHUCAaHe EKCIIOHEHIN]aTHIM PENOBIMA
YUj¥ je eKCIOHEHT cilielleHa euuiez og 2 y OMHOCY Ha paHr uwiaxa. Ose
dbyHKIMje Ouile cy IpeaMeT 3HAYAJHIX HCTPaKUBaba r. Anemas,

8. Kopeciiongenyuja usmehy nusa yeaux 6pojesa u eaemenaiia we-
20807 cuekiupa. — YKOJUKO je CIEKTPAJIHU PUTAM h;, 1aT, KOPECHOHACHIN-
ja m3meby Hu3a yenmx 6pojesa (N, ) U emeMeHaTa CIekTpa, Kao W KOpe-
CIIOHJEHIM]ja U3Meby riaBHe crekTpaiHe KapaKTEepPUCTHKE U CaMOT CIEeK-
Tpa, MOTY Ce PE3UMHMpPATH cliefiehuM npaBunumMa.

Ilpasuso 1. — Cnexrpansa npyra Koja ofrosapa unany N, Iogyaapa
ce ca uenuM fenoM 6poja @ (1); mpyra Koja ofrosapa 4iaHy N, IOKJamna
ce ca IpynoM 3HavajHux Iudapa 6poja @ (1) Koja movyume

(hl'l‘hz +...+hk_1+l)"‘BOM,

3p. Apell, Sur les functions 0 de degrés supérieurs, Comples rendus de I'Academie des
Sciences, t. 153,.19, 11, pp. 584-587; 617-618.
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a 3aBpiiasa ce (i +h, +...+h)-TOM femuManoM Tor 6poja; n-Ta NuHUja
(6pojana 3ecHa HaJIeBO) HPyre Koja offrosapa 6pojy mopyaapa ce ca

(]’ll+l’l2 +...+hk—/’l+1)_BOM

nenumaiom 6poja @ (1).

Y ciydajy yHEGOpPMHOT putMa ki, = A, Ipyra Koja ofrosapa dIany
N, moknama ce ca rpynoM 3HayajHux mudapa 6poja @ (1) kKoja mounmbe
[(k—1)h+1]-BoM a 3aBpmIaBa ce (kh)-ToM fenumaioMm 6poja @ (1); n-ta nu-
HHja Te Ipyre fgaTa je (kh —n+1)-BoM JerIMaIIOM.

Y ciydajy yarndopMHO yOp3aHor putMa fy, = h+ck, 0Ba npyra movu-

be {ﬁ%ﬂc+(/¢~l)h+l}—BOM a 3aBpliaBa ce |i—k—(k2Ll)C+kh}TOM ne-

uuManoMm 6poja @(1); merosa n-Ta JIMHUjEe MONyAapa ce ca {@C%—
+ kh —n+1]-BOM JelIMAaTIOM.

IIpasuno 1I. — IpBux k+1 xoedunujenaTa riaaBHe CIIEKTPANIHE Kapax-
Tepuctuke f(x) oupebyjy neo geo u Hu3 P, = hy +h, +...+ h, IPBUX IeH-
Mana 6poja S; 0oBaj AelUMaNHA fe0o Aobmja ce Kaj ce HaluOly jefHa y3
IPYyTy, jeaHa y IpORyXKeTKy APYTHX, k ofroBapajyhux HyMepHMUKuX rpymna
G,G,,...,G,.

Y cnyvajy yHudgopMHOT put™ma f, =h, npBux k+1 xoedunujeHara
penasa f(x) oapebyjy 1eo geo u kh npux geuumana 6poja S.

Y cnydyajy yHngopMHO yOp3aHOr puUTMa h, = h+ck, BUX oppebyjy
1eo geo u ﬁl{—;ﬁc + kh npBuX fenuMana.

Ilpasuno 111 — Ieo feo u Hu3 P, npBux geyumana 6poja S ogpebyjy
k + 1 mpBuX KoeuLMjeHaTa INIaBHe KapaKTepucTuke f(x).

AKO ce HU3 §, OBUX leluMala IOfeNd Ha y3acTOIHe oficevke, obpa-
30BaHe, NPBU Of /; NMPBUX AeuuMana, gpyru op crepehux h, penmmana,
UTH., KoepuimjenT N, KapakTepucTuke f(x) mopyaapa ce ca rpynom 3Ha-
yaJHnX uudapa p-Tor ofcedka.

IMPYTACTHA CITEKTPU BPOJTHUX HU3OBA KOJN CE MOTY
ITPETBOPUTH Y HUBZOBE ITO3UTUBHNX LUEJIMX BPOJEBA

9. Tpancmyiuayuje A(M,). — OHO IITO NPETXONU OJIHOCH C€ Ha CIIyva-
jeBe y KojuMa je Hu3 O6pojeBa ca KOJUM ce CIIeKTap JOBOAHN Y Be3y 00pa3o-
BaH Ol HO3UIUBHUX Leaux pedaHux bpojesa.

[TocMaTpajMo cajia HEKH HU3
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(48) Mo, M M,,...

buno kaxsux Opojesa, peasHux uall UMAZUHAPHUX, HOZUTIUBHUX UL HeZd-
HAUBHUX .

Hajmpe, ako cy M, uMmaruHapau 6pojeBu, pa3nokuheMo HUXOB HU3
Ha [[Ba HU3a, 00pa3oBaHa, IPBY Off PEalHUX eI0BA P, APYTH O Koehuuu-
jenara ¢, y3 iy 6pojesuma M. Taga he ce cnexTpom Husa (48) cmaTpaTn
KoMIekcan 6poj S +S’, rie je S Heku crekTap Hu3a 6pojesa p,, a S’ Hekn
crexTap Husa 6pojeBa ¢,. Mory ce, yocTajioM, CIOJUTH Ta JIBa CHEKTPA ¥
caMo jeflaH peanaH Opoj.

Obpazosarse ciiekitiapa Husa (48) 6uao kakeux 6pojesa csogu ce
iako Ha obpasosarse ciiekiliapa peanHux 6pojesa.

IlpeTnocraBumo, fakie, fa cy 6pojeBu M, yBeK peamHu. Y ToM Ciy-
yajy, Ha3BaheMo iipancmyitiayujom A(M,) cazaachom ca OrpaHHUEHUM
WM HeOTpaHUYeHNM Husom (M) 6pojeBa My, M,,M,,... HEKH CKYIl Ollepa-
1[{ja, ICTH 32 CBE WIAHOBE HU3a, KOJU, KaJl ce IPUMEHHU Ha CBAKH Of WIAHO-
Ba M:

1. mperBapa M, y nmo3uTuBaH 1eo 6poj N,;

2. ycrnocTaBiba OMYHUBOKY KopecnoHfeHIu]y usmeby 6pojeBa M, u
Ny, y3 xopuilthere U3BECHOT HomofiH0Z ckylla (A) KeaaullialiusHux Ho-
gaiiaka.

Ksanuitiatiusnu tiogauu (A) MOTY ce OJTHOCHTH HA 3HAKE; HA TOPHE U
ObE IPaHUIle BPEIHOCTH y Be3u ca NpobaeMoM; Ha u300p jeiHe BpeHOCTH
Kaja ce, ¢ 003HpOM Ha ycnoBe mpobieMa, Taj u3bop Bpiuu usMeby Bume
MOTyhuX BpeTHOCTH, UT.

Ykonuko je ca M; 03HaveHa ancojiyTHa BpefHocT 6poja M, a ca o,
jeIMHMIA KOjO] je monielbeH 3HaK 6poja M, Tajma he, ako je Hexa TpaHCMY-
Tanmja A(M}) cariacua ca Hu3oM (M), TpaHcMmyTanuja A(o,M,) O6uTH ca-
rnacHa ca Huszom (M,). Josomno he Ham, ipema Mome, 6Uiliu ga docma-
mwipamo Huzoee (M,) ca Hosuiiusnum 4aarosuma. Ha npumep, y cirydajy
Kap cy 6pojeBr M, Ham3MEHWYHO TIO3UTHBHY 1 HEraTUBHY, HMahe ce

o, = (=D wmm o, = cos(k +Dx.

TTox mpeTnocTaBkoM Jja ¢y 6pojesd M, IO3UTUBHY, TPAHCMyTaluje A
Mory 6ecKOHauHO BapupaTu. Tako je, Ha npumep:
TpancmyTanuja
A(M ) =10°M,

(rme je g mosuwTHBaH Ueo Opoj) cariacHa ca cBakuM HusoMm (M) umju
YNaHOBH UMajy OrpaHWyYeH Opoj Aenumana.
TpancmyTanyja
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AM,)= AB*M, (A = const.,B = const..k=1,2,3,..)

carJyiacHa je ca cBakMM Hu3oM (M) ca panoOHaTHEM WIaHOBHMA KOjH IIpe-
CTaBJbajy KoeduIljeHTe pas3Boja anrebapcke QyHKIUUjEe Y MOTEHIU]aTHA
pen (Aj3enmnrajHoBa Teopema). OMIITHje, OHA je carjiacHa ca CBAKHM HH-
30oM (M) e je M, KOMUYIHUK {BA y3ajaMHO MPOCTa Iera Opoja, YHju uMe-
Hunal f3, cagpxu camo npocte ¢akTope Koju ce He yBehaBajy 6ecKOHauHO
ca k, ¥ HCIIly®kaBa yClIoB Ja k/l_i OCTaje KOHa4YHO JIOK k 6€6CKOHAYHO pacTe.
OmHa je Takobe carmacHa ca cBakuM HuU30M (M), rae je M, mepuOguIHA
IEeUUMaJIHU Pa3jIoMaK 4dju ce 6poj uudapa y HeIepHOAHIHOM JIeny u 6poj
mudapa neprosa He Mewajy ca k.

Hwus (M), umju cy YIaHOBM p-TH KOPEHHU LENNX NO3UTUBHUX OpojeBa,
[03BOJbABA TPAHCMYTAlH]Y

AM,) = M?.
Omurryje, Hu3 (M) 9¥ju Cy WIAHOBK KOPEHH JeHAUYNHE
0(x)— N, =0,
rme ¢y N, MO3UTHBHU LeH GpPOjeBH, HOIYIITA TPAHCMYTAILU]y
AM) =@ M,).

OuurienHo je, yocTanaoMm, fa ce noMohy Heke TpaHcMmyTauuje A(M,),
carjacue ca gatuM HuzoM (M), moxke o6pa3oBaTH 6ECKOHAYHO MHOTO ApY-
I'Mx, olepanujama Koje, n3BeleHe HaJl pe3ylTaToM 04eTHE TPaHCMyTall-
je, IpeTBapajy 0Baj y HEKM HOB HU3 MO3NTHBHUX LeTHX 6pojeBa (HofaBame
JEIHOT IPYTroOr pe3ynTaTa TpaHCMyTalllje, MHOXKEHE OBOM, AM3aH€ Ha HEKH
[IO3UTHBAH [I€0 CTEIEeH, UTEPAlH]ja, UTH.).

10. Hpyiaciiu ciexiuap iosesan ca wpancmyiwayujomn A. — Axo je
nu3 (M) nperBopeH y Hu3 (N) MO3UTHBHUX Lenux Opojesa noMohy TpaHc-
myTanuje A(M,), ca THM HM30M carjiacHe, cMaTtpaheMo tpyzaciiium ciiek-
ipom Huza (M) fosesanusm ca Wom WpaHcmyitayujom A OGN0 KOJU NPy-
ractu ciekrap Huza (N).

Jenan uus (M) ponyiiTa Tako 66CKOHAYHO MHOIUTBO NMPYTaCcTHX CIEK-
Tapa, KOJU Bapupajy, C jefiHe cTpaHe, ca IPUMEHEHOM TPAHCMYTAIIH]OM, & C
npyre cTpaHe, ca puTMOM Iomohy kora je oGpas3oBan crmekTap Hu3a (N).
Aau 3a lpuserbeny gatily wpaHesmyiayujy A u 3a ogpeber u cliekiipantu
puttian, Huz (M) gozeosmasa camo jegar ciiexidap. -

O6pHyTO, faTi 6poj S MOXKe ce MOAYHAPUTH Ca NPYracTUM CIEKTPOM
6eCcKOHauHOr MHOWITBA HH30Ba (M), y 3aBUCHOCTH Of TpaHCMyTauuje A
KOja ce MpuMerbyje i Off pUTMa KOJ! ce CIIEKTPY Jofesbyje. Aau, 3a youeny
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[pancemyitiayujy A u 3a yiiephenu ciiekitipaatu puitiam, gaiiu 6poj S ka-
paxitiepuiue, Kao upyzacitiu cilekiiap, yotuiue yzes camo jegar nu3 (M). Ty
MOKe OUTH BHINECMUCIEHOCTH CaMO Yy CIIydajeBUMa Kaf pelauuja usmeby
6pojesa M, u N, 0 KOje OBOY IPUMEHA TpaHCMyTaluje A He onpebyje y
MOTIYHOCTH OpojeBe M, momohy 6pojeBa N, (Ha mpumep, Kaja je M, Ko-
pEH JeJHaYMHE KOja UMa BUIIE O] JEAHOT peaslHOT KOPEHa, Uil je Y MUTaby
pPEKypeHTHa pelalimja Koja OCTaBJba M3BECTaH OpOj NPBHUX YjaHOBA
My, M,M,,... neonpebene). OBa HeofpebeHOCT HIIUE3aBa Kajia ce MpeT-
XO[IHOM JIOJIajy JIONMYHCKH YCIOBHM KOje flaje CKym nofaTaka (A).

SN

o



PYTHU NEO
CIIEKTPU ®YHKIINJA

OIIIITH ITOCTYITAK ®OPMUPALA CITEKTAPA OYHKIINIJA

11. Kaacuukayuja pynxyuja iipema 06auKy wuxo80z aHasuiniud-
Ko? eaemenuia. — Moryhe je KOpUCTUTH HeKYy (PYHKIHU]Y Y padyHEMa CaMO
Kaj ce oHa Moxe paecdunucaTn nomohy npebpojuBe 6€CKOHATHOCTH eJie-
MmeHarta. To cy jequHe (yHKIHMje KOje ce MOTY CTBapHO y3UMATH Yy pa3ma-
Tpame, a BUXOB CKyIl HIMa Moh KoHTHHYyMa. ITo3HATO je UCTO Tako fia ca
CTAHOBHINITA TEOPHje CKYIIOBAa HeEMa OUTHE pasiuke uaMehy HenpekugHux
JENHOAMMEH3NOHAIIHUX CKYHOBA, T]. 13Meby QyHKIHI]a jefHe NIPOMEHbUBE U
¢yHK1uH]a 7 HPOMEHIBUBUX.

dynknygje Koje mpunamgajy oBOM MOAPYYjy MOTY, ¥ TO Ha OECKOHAYHO
MHOT0 HaumHa, OUTH pa3BpCTaHe y Kailiezopuje WIN Kaace Koje o0pasyjy
CKYIOBE OJf KOjUX CBakM MMa Moh HajBHIE jeflHaKy MOh} KOHTHHyyMa.
Takge 6u Oune, Ha MpUMep, KJlace Koje 00pasyjy aHaNuTHUYKe, HeIPEeKUJIHe,
nepuopuvHe PyHKUMje, QyHKUHje TPEeKUIHEe CaMO 32 MpedpOjuBO MHOTO
BPEIHOCTU HE3aBHCHO NMPOMeHJbUBe, HTH. PyHKIM]a Koja ce mocMaTpa Kao
MHJIMBHAIYa HEKE Kjace ofroBapaia 01 Tauku (pyHKIUOHATHOT IIPOCTOpa, ¥
KoMe On oapebeHna knmaca pyHKIMja IpefcTaB/bana U3BECHO (DYHKUMOHAN-
HO MOJBE.

Meby pasnuunTuM HaYHHUMA KJIacH(UKOBawka (PyHKLHU]ja, OHA] KOJU
OJIrOBapa UMby KOJI UMAMO y BULY J€ Kaacugukosarse ipema oOAUKY aHa-
AUTHUMKOZ enemeniiia yHKLL]e.

Y ckyny ¢pyHKIH]a Koje ce MOTy feduHucaTu nmoMohy npebpojuBo
MHOT'0 eJleMeHaTa, Teopuja (yHKIHja pa3nukyje kiace pedunucane o6im-
KOM HUXOBOT QHAAUIIUYKOZ eAeMeHILa

Ny

Wi
A Xt xy

My My,

’”[1

X,

riae KoeuIHUjeHTH A ca p HHeKca He 3aBUce Off IPOMEHIBUBHX x,. Ha npu-
Mep, eleMEeHT
my _ny Ly

X X X3
3
(my + my + ny)!
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neduHUILIe jeflny HHIMBULYY OBE Kilace, Koja ce Jo6Hja Kao 30up OBUX efe-
MeHaTa. Y cly4dajy caMmo jefiHe TIPOMEHIbUBE X, eJIEMENT Kilace uMa 0OJINK

.m
AIN X K

a eJjeMeHT mx"™, Ha NpuUMep, feUHNILIe JeHy HHIUBUAYY Kiace. Kiaca ce
lla’be MOXKe JICIUTY Ha KailleZopuje, Ha IPUMepP Ha KaTETOPHjy OHUX (PYHK-
umja KoJi Kojux cy 6pojesu A,, ,,  UEIH, UIH PallHOHAIHIL, HTIL.
ITepnopuyne GyHxKuyje orpaHuueHe Bapujaunje o6pasyjy Kiacy Koja
uMa 3a AaHATUTUIKY eTIeMEeHT
A, cosmax™ + B, sin mx,

m

rie OpojeBu A, B, a He 3aBHUCE Of X.
Ileproguyune (yHKUMje ABE MTPOMEHIBUBE X U y KapaKTepuile aHaIH-
THYKH eJIEMEHT

A, cosmx cosny + B, , cosmxsinny +C,, , sinmx cosny + D, , sinmx sinny.

m.n

dyHK1MjE jefHe peallHe IPOMEHJbUBE X KOJ€ MMa]y HENIPEeKUIHE U3BO-
nie cBUX penosa maMehy x = —1 v x = +1 uMajy 3a aHATUTHYKHA eneMeHT?

A, x"™ + B,, cosmnx + C,, sin mmx.

Onmruje, GpyHxyje BUIle peaTHuX IPOMEHIBUBUX Xi, X,,...,X,, HE-
IIpeKuiHe Ha HEKOM HOAPYY)y W Ca MapIMjaJHUM H3BOJMMA CBUX PEAoOBa,
MMajy aHAJIUTUYKY eJIEMEHT 00IImKad

P (x(,...,x,; sinx;,cos x,..., sin x,,co8 x, ),

rie P, o3HavaBa IIOIMHOM IIO Xj,...,X,; SN X;,COS Xj,..., Sinx,,C08 X ,.

IITo ce Tuue PpyHKUMja jefHe pealHe IPOMEHIbUBE X, T. bep je, y TOKy
CBOJHX MyGOKWX UCTPAKUBALA, U3ABOJUO jeHO (PYHKLMOHAIIHO IOAPYYje
KOje ofroBapa cBUM norpedama AHajau3e U U3BaH KOra Cy CBe reHepanusa-
nmje, Kako M3rnesa, ocyhene Ha To fa 6ymy npasue u crepwine®. Oso mon-
pyuyje, Koje mMa Moh KOHTHHYYMA, je TIOApyYje QyHKYuja Koje ce MozZy aHa-
AUTAUYKY HpuKa3atiiu;, OHo je nofesbeno Ha kiace (bepose kinace) Ha cie-
nehm HauuH.

4g, Borel, Legons sur les fonctions de variables réelles, 1905, p. 68.
5 B. Borel, Annales de 'Ecéle Normale, 1895, p. 35, — Pringsheim, Math. Ann., t. 44;
Chicago Congress Papers, p. 294.

6 De 1a Vallée Poussin, Intégrales de Lebesgue, fonctions d'ensembles, classes de Baire
Collection Borel; 1916, p. VIIL.
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Y mpBy KJacy, Ha3BaHy HYAUOM KAACOM, YKIbYUEHE CY HEIPEKUIHE
dyrkumje. Caka QyHKIHja Te KIace MOXe Ce Y HHTepPBaNy Ife je Helpe-
KHJHA NIPUKa3aTH YHU(OPMHO KOHBEPTEHTHUM PEJIOM MTOIHHOMA

H=o0

flx) = P(x).

n=0

Pen dynkuuja u3 Hynte xinace, yKoImko He ofpebyje dpyHkuumjy Hyire
Knace, fecunnie QyHKIOUjy ipse Kadce, OBY Kiacy YMHE CBe (PYHKIHje
Koje nmajy npe6pojuBo MHOro npekmaa. CBaka (pyHKIMja OBE KJ1ace MOXKE
ce IpUKa3aTH peoM

H==00

fG =Y fulx),

n=0

rae ¢y f,(x) pyHKumje npBe Kiace, Na Yak U HEKUM PeloM ITOIHHOMA.

Hcro Tako, kap Heku pen dhyHKIUja IpBe Kiace He ofpebyje pynkun-
Jy u3 npBe Kjace, (pyHKIHW]a K0jy oHa nedunume npunagahe gpyzoj kaacu.
Hacrasmajyhu Tako, HaszBahemo pyHKIMjOM Kaace p cBaKy (OYHKIH]Y KOja
ce MOXe IIPHKa3aTy NoMohy pena uuju cy WwiaHOBH (PyHKIMjEe KIace pesa
p—1, 1 KOja He Ipunana HUjegHoj ox Knaca pegosa 0, 1, 2,..., p—1.

dyHRUMje HYNTE U IPBE KlIace jefuHe ¢y (PYHKIHje KOje ce MOI'y IIpHu-
Ka3aTH Je[HOCTPYKUM PeJoBUMa IIOJMHOMA. AJH, IpeMa caMoj fepuHuIH-
ju dyHKIMja Ipyre Kiuace, Te (PYHKLUHUje C& MOTY NpPUKa3aTH JBOCTPYKHM
peoBUMa MOJIMHOMA

n=oo j=oo

> N Pax),

m=0 n=0

e ce CyMupare U3BOJHU Hajipe y OXHOCY Ha 7, 112 TIOTOM Y OfHOCY Ha m, a
ia ce Taj [BOCTPYKM pel HE MOXKe CBECTH Ha JeflaH jegHocTpyku. Onryje,
(yHKIH]a p-Te KI1ace MOXKe ce NMPHUKa3aTH p-TOCTPYKHUM PENOM YHJH Cy dJa-
HOBM nonmHoMu. CBaka (pyHKIMja p-Te Kjlace UMa, fakje, 3a aHaJIUTHUKI
eJIeMEHT TONMHOM P(Xx) ca p MHAEKCA; He2osu Koeduyujeriiiu obpasyjy
iipebpojus ckyii ca p + 1 ungexca.

ITo3HaTo je na epeK THBHO NOCToje (PYHKLHU]E CBUX KIlaca, a IPeTXoj-
Ha Kiacuukanmja MOXe ce MpOAYKHUTH U feduHucaTn QyHKIUje Knaca
®,0+1,..., 0%, 0%, .., rme osu cuM6oiu o3navasajy Kanropose Tpancdu-
HuTHBHE pepue Opojese. OBa kiacudukalja 3aBpliaBa ce (GyHKIHjaMa
Koje ce He MOZY aHaAUIIUYKU [puKasaiiy, a 4uje je MocTojame Takobhe
[IOKa3aHoO.

12. Cuexiupu ynkyuja xoje ce Moty upuxazauiu GHANULUYKY. —
ITocmaTpajMo ckyn yHKIMja Kiace KOjy KapaKTepHIlle aHaIUTHIKY eJle-
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MEHT U, n, . .m,- Moh oBoOr ckyna najsuuie he 6utu jegHaka Mohu KOHTH-

nyyma. Ilojenuna pyHkuumja 13 ose knace ofpebyje ce Kao 36up enemenara
V nobujeHux faBambeM MHIEKCHMA My, M, ,..., M, TO3UTUBHUX LENHX BpeJ-
nocru. C gpyre crpane, ckyn nonumHoma U ofipeben je ckymom (C) xoedu-
UMjeHaTa CBUX OBHX eJeMeHaTa y Be3H ca (PYHKUHU]OM, a TH KOoe(DUIIH]jeHTH
obpasyjy npeOpojuB CKyIl ca KOHAYHUM OpojeM HHIeKca. YBEK je, faKie,
Moryhe o6pa3oBaTi HUXOB cHEKTap S Yy GHYHHBOKO] KOPECTOHAEHUHHU ca
enemenTHMa ckyna (C). Hauun Te kopecnoHjeHuuje onpehen je HaunHoM
chopMupama criekTpa U nokasaH je y IIpBom peny osux [Ipegasarsa.

Ho, kopecnonpgennuja usMeby ckyna ¢yHkuuja xoje o6pasyjy u
ckynosa (C) moBe3aHux ca nojeAnHuM (PyHKIMjaMa Kilace TakBa je fa jefHa
cdysxiuja ogpebyje camo jepan ckym (C) u 1a, YKOJIHKO Heku ckyl (C) oft-
roBapa HeKoj CTBapHO] (PYHKUHjH, OH Tafa ofpebyje caMo jeaHy pyHKUH]Y.
YcnoB fa peg Koju je 00pa30BaH Off aHATUTHUKUX eleMeHaTa Kiace, y 1o-
cMaTpaHOM IT0CeOHOM CITy4Yajy, He IMBEPrupa 3a CBE BPEIHOCTH HE3aBUCHO
NPOMEHJbUBE — YBOJIU OFpaHUuEHHA YCIIe]] KOjIX CBAKOM CIIEKTpY S HE Oro-
Bapa HY>KHO HeKa IpaBa (QYHKIUja, aIM Y CBAKOM CIIy4ajy iBE pa3juyuTe
(yHKUMje U3 Kilace UMAjy ABa pa3IMYHATa CIIEKTPa, a CBaKa (PYHKIHMja UMa
caMo jefaH CIeKTap 3a JelaH UCTH HaYMH 06pa3oBamba criekTpal

Opnarne u3nasu cnenehn 3akibyvax:

Cesakoj ¢pynkuyuju ogpeberoj itomohy iipebpojusoz ckyiia eaemenaiiia
Mmodice ce gogeaudliu jegarn 6poj S, rweH cilekiliap, Koju je, ToMohy U3BECHOT
ckyna (A) KBaJUTATHBHUX MOMNATaKa U W3pa3a 3a AHAIUTHUKH EJIEMEHT
ysKIH]jE, Y KOPECIIOHACHIMJU ca BOM. JegrO] (hYHKYUJU U3 Kadce ca KOJoM
ce gosogu y 6€3y HOCMATIparU anaAUIULKU eAeMEHII 0gZ06apa Camo jegaH
cilexitiap, a cilexiiap, YKOAUKO 0gz08apa HeKo] Upasoj pynkyuju, ogpebyje
camo jeguy yHKuujy.

O6pa3zoBame cnekTapa (GyHKIH]ja, Koje ce TaKO CBOLU Ha (POPMUpake
criekTapa 6pojeBa, MOXKe Ce U3BECTH Ha BUIlle HaUXdHA, HAa IPUMED ONUITHM
MOCTYIIKOM ITOKa3aHWM y mornasiby I. JemaH ojf THX HaymHAa, U3JIOXKEH Y
nornassey I, MpUMEHIBYB je Ha CBaKy (PYHKIH]Y KOy je Moryhe pasBuTH y
TejnopoB pen ca yeaum koepuyljeritiuma, Kao 1 Ha CBe KaTeropuje yHK-
yja KOje ce MOr'y JI0OBeCTH Y OMYHUBOKY KOPECIOHEHIM]Y ca (PyHKIMjaMa
te Bpcre. OH je HapOUHUTO 3aHMMJBLUB 300T IIPUMEHA KOj€ MOTY MMaTH TaKO
ROOHjeHN CIIEKTPU.

CrexTap (pyHKIHje 13 H3BECHE KTace TAKO Bapupa HE CaMO Ca CAMOM
¢ yHKIHjOM, HETO U Ca MaTeMAaTHUIKUM ITOCPEIHUKOM KOJH yCIOCTaB/ba KO-
pecrionenumjy usmeby dynkumje u cnextpa. OBO je CIMYHO OHOME IUTO Ce
KOPHCTH y yOONYajeHNM MOCTYIIIMa Iu(poBamba 1 AeludpoBama TajHAX
nopyka. O6pa3yjyhu crekrap Heke (pyHKIHje, OBOj ce Ha HEKM Ha4yMH J0-
IeJbyje ylora YUCTOT TeKCTa; YIOTy Kibydya Urpa Tafa IIoCTylakK KOjH je
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NpUMEEH y 06pa3oBamby CIEKTPa, a yJIOry KPUITOrpaMa caM CIIeKTap.
Csaxa QyHkyuja Kojy je mozyhe Upuxazaiiiu aHAAUTAUYKY MOXCE Ce TUAKO
wugposatiu Hekum HOUTIUSHUM DeasHUM Opojem, TNTO ce Takohe cBonn
Ha HyMepucame (YHKIM]a Koje MPHUIAaaajy JeIHO] KIACH.

Kako npebpojus ckyn (C) yHKIHja KOje IpHUNafajy pasimdnTiM
krnacama yija Moh Hyje Beha off Mohu KOHTHHYYMa UMa ¥ caM HajBuiie Moh
KOHTHHYYMa, MOXe ce Takobe dhopMupaTu 3ajegruyku ciiexitiap Tax QpyHK-
mja, KojuM ce mudpyje ckyn (C) jeTHAM MO3UTHBHUM PeaHUM OpojeM.
Taxko ce, Ha npuMep, CBaka MojaBa, KakBa OMJIO Ja je HBeHa IPUPOoJa, BpCTa
U CIIOXEHOCT, KOjy je Moryhe m3pasuTu npeGpojuBUM CKYIIOM jefHAYHHA
MOXKe MHM(PPOBATH CaMO jeTHHM IIO3UTHUBHUM pealHuM OpojeM, HmeHHM
CIIEKTPOM.

IPYTACTHU CITIEKTPU ¢ YHKIIMJA

13. (E) — pegosu u wuxosu upyzaciuu cuexiupu. — Hazpahemo, fa on-
CMO YIIPOCTHIHN M3paskasamwe, (E) — pegosuma IOTEHIMjalIHEe PENOBE ca Ue-
aum KoeUUUjEHTUMA YHUjH IONYIPEYHHK KOHBEPreHIHje HUje jefHak
wynu. OyHKIH]jE jefiHe TPOMEHIbHEBE KOje ce MOTy IpuKasaTi (E)-peroBuma
6uhe naspane (E)-¢pyrryujama. [TlonuHoMe ca HenuM KoepUUUAjeHTHMA Ha-
spahemo (E) — doauromuma.

Meby ananurrukuM pyHkumjama f(x) Koje MOTy OMTH IpHKa3aHe
(E)-penoBuMa, Hanase ce:

1. pauroHande QPyHKIHK]je, Ka0, HA IPUMEpP

1 S pp+D...(p+n-1)
= _X ,
1—-x ”2:% 1- ,\)" 2 1-2-...-n

2. anrebapcke (OyHKLH]E, HA IPUMED

Jl 4x -;(2’7) .

3. yuudopMHe TpAaHCIEHISHTHE (PYHKIH]E KOJ& C& HE MOTY POy XKH-
TH M3BaH HEKOT KPYra, Kao IUTO je, Ha IpumMep, pyHKuuja

e (PyHKIM]a
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(rme p, o3Ha4aBa n-TH mpocT Opoj), KOja UMa 3a CUHrylapHe Tauke’ Ha
Kpyry lzl=1 cBe KopeHe jeHaumHe Yuju cy pegosu p,(n=1,2,3...);
4. dyuxugja

2{;ze]x",

n=l

rae [n8] osnavaBa ueo geo 6poja n0; GyHKIM]aA je panuMoHATHA Kaf je 0
panuoHanan 6poj, ¥ y TOM cliy4ajy OHa je obuka

p(x)
(1—-x%)?

e je ¢ uMeHunan 6poja 6, a p(x) je MOTMHOM Off X ca LeJuM KoeuuujeH-
THMa; y clydajy Kaj je 6poj 6 upauuoHanaH ¢hyHKIH]a je TPAaHCUEHEHTHA 1
uMa Kpyr | x | = 1 Kao 3acex;
5. TpaHCUeHleHTHEe (PYHKIF]e KOje UMajy CHHTYJIapHe JINHUje JPYKIH-
jer obnuka, Kao, Ha mpuMep, gpyHKIujad
—oo o=l
'i{ mx 4+ myxt +. .+ mx’ }
—ll+qx+ q2x2 +.. g xt ’

)

e cy CBY OpojeBu my, ¥ g, Lely,
6. mynTudopmHe TpaHcuegeHTHe PyHKIMje 6€3 CHHI'YIapHUX JIHHH]a,
Kao 1To je pyHKIHja

2 dt N
J\/(l £2)(1 - 16x%%) ;( )

. . 1 1
KOja MMa Kao je[liHe CHHTYJIapHe TauKe O’Z T

(E) — penoBu ce yBOJie Y BeJIUKH OpOj NIUTamka aHalu3e i Teopuje 6po-
jeBa; oHe cy Takobe Ouie mpeaMeT BaXKHHUX PajfioBa.

I'. Bope je nokasao fa, ako HekH (E)-peq npefcTaBba y Kpyry [zI< 1
yHuOpPMHY ¥ peryiapHy (yeKumjy f(x), udysumajyhu orpaHudeH 6poj
noJyioBa, Taga je dpyukumja f(x) payuonaarna. (E)-pen, nakie, He MOXe
IPEeNCTABILATH [P AHCULYEHITIHY MEDOMOPPHY PYHKUUTY®.

7 Fatou, Sur bes séries entiéres a coefficients entiers, C. R. Acad. Sc., t. 138, 1904, pp.
342-343.

8 G, Polya, Ueber Potenzreihen mit gauzzahlingen Koeffizienten, Math. Ann., t. 77, 1916, p.
510.

9E. Borel, Sur une application du théoréme de M. Hadamard, Bull. des Sciences math, 2°
série, t. X VI, str. 22-25; Legons sur les fonctions méromorphes, 1903, pp. 32-35.
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I". ITossa (loc. cit.) yommrasajyhu BopesnoBy Teopemy, mokasao je, aa,
ako (E)-pen mpencraBmba y Kpyry |zISR>1 yHH(OPMHY H perynapuy
dbynkImjy, y3 H3y3eTak OrpaHMYCHOr Gpoja CHHTyIapUTeTa GHIIO KaKBe
npupone, Ta GyHKIUja MOpa OUTH payuonaara. Teopema r. IToibe numTa
HeE MPETIIOCTaB/ba O NPUPOHU THX CHHIYIAPUTETA.

ITonynpeunnk xoHBeprenuuje r (E)-pena OYUINIETHO Huje dehiu og
Jjegan. T'. Tloma je dpopmyiucao a r. Kapncon!? nokasao cnenehy Teopemy:

Kanrop je r =1, (E)-peg iipegcitiasnma uau payuoHaity pyHKuujy uiu
dyHKyUjy duju je 3acex kpyz 1z1< 1.

Y mpeoM cnydajy, Taj pefi, Kao WTo je, mokasao r. dary (loc. cit.),
npepcrasiba QyHKIH]Y 00THIKa

P(x)

4 et NPT
( 9) (l - xn)m ’

rie je P(x) IOJIMHOM, & m | 1 Cy TO3UTUBHHU LeTH OPOjeBH.

Ilpema jegHoMm mpyrom uckasy r. ®arya (loc. cit.), anZebapcka pymx-
yuja xoja Huje payuonanHa a tipegciiasmena je (E)-pegom uma Hajmarse
JegHy tiawky 2panarba y yHyipaurwociiu kpyza 1z|1=1.

Honajmo joir ga cy Ha (E)-pefioBe MPOLINPEHN eJIeMEHTAPHH 3aKOHH
KOjHMa Ce HOABpranajy leiu 6pOjeBU U KOJU Cy OUIH IPUMEHEHN § IPYT UM
ofJlacTHMa M Ha BUIIle HAYWHa; Te 00JIacTU Cy: pauyHame LeJIuM 6pojeBuMa
II0 HEKOM MOAYJy; padyHame NOJHHOMHUMA Ca LEeJUM KOoe(uIujeHTAMa;
padyHame II0 Ba MOZYJa, Off KOJUX je jeflad O6poj a APYrd IOJIWHOM; pady-
Hamke UMarMHapHUM LeJuM OpojeBHMa, KBaTepHOHMMa, KpoHeKepoBuM Ta-
O6auuaMa; payyH y HEKOM JIOMEHY PalliOHAIHOCTH;, pauyyHalbe IeuM ajl-
reGapckuM 6pojeBrMa, IesiuM GpojeBEMa y HEKOM foMery, ury. !

Kap je gara neka (E)-pyukumja, o6pasyjmo ckyn (E) uenux Gpojesa
Koju purypuuly xao koedpuuujentn y ogrosapajyhem (E)-peny. Criekrap
KOju je Ha OWIIo Koju HauywH oO6pas3oBaH off ckymna (E) 6uhe y mcrn mMax n
cniekrap pyukuuje. [ToceGno, tpyzacitiu ciiexivap ckyiia (E) ca 6uno xak-
UM PULUMOM CAZAACHUM CA eAeMEHIIUMA 02 CKyUa Upegciiiassasa upyea-
citiu ciiekitiap u came QpyHKyLje.

CrexTap ce fo6uja Kao BPEJHOCT KOJy y3uMa ofpebeHa dyHKIH]A
jeqiHe IpOMEHIbYBe, cilexilipaaHa zeHepattipuca ® (x) HOHeIbEHA TIOCMAaTpa-
HOj PYHKIM]H, 32 HEKY TTOTONHO U3abpaHy BPEJHOCT T€ IPOMEHILUBE.

Y cayuyajy kap ce koeduumjentu (E)-pena He yBehaajy 6ecKOHaUHO
ca ILUXOBUM paHrom, nMahemo

10 F. Carlson, Ueber Potenzreihen mit genzzahligen Koeffizienten, Mathem. Zeitschr,, t. 9,
1921, pp. 1-13.
UUE. Cahen, Sur les series intégro-entiéres, C. R. Acad. Sc., L. 152, 1911, pp. 124-127.
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(50) @ (x) = ¢ (107"x),

rae je ¢ (x) dyHKIHja Kojy npefcrasba pen (E') uuju cy koedHUH]eHTH
arconyTHe BpeaHocTy gator (E)-pena, a /i je HeKy NO3UTHBAH Leo 6poj Koju
Hyje Mawu O JorapuTMa Hajseher of THX KoedunujeHara. Qynkyuja go-
aywita cilexitiap ca yHugpopmuum puitimom hy =h u on he buitiu gait
HyMepUuuKom spegHoulfy

S =q@10™),

U3PANCEHOM JEUUMAAHUM PAZLOMKOM.
Ha npumep, 3a pysxumnjy

N X
J) -

reHepaTpuca ca yHuOpMHIM puUT™MOM Ay = 1 he 6uTH

O(x) = X ,

(%) 10— x

Tako fa ce gobuja

s=L=0111...

9

3a IoNnHOM
f(x)=(0+x+x)°,

reHeparpuca ca yHu(OPMHEM PUTMOM A, = 3 je

¢(x)=f(10);0j,

S = £(0,001).

na fobujamo

Y cnyuajy 6uao kaxsoz (E)-pena, KOHBEPTreHIU]a ¥ OKOJNUHA Tayke
x = 0 06e36ebyje mocrojame (puKcHpaHOr NO3UTUBHOT Opoja B, TAKBOT fia,
yKOMHKO cy ca Ny, Ny, N,,... 03HaueHe aIlCOIyTHe BPENHOCTH Koeduuje-
HaTa pefa, 3a CBaKy BPEJHOCT HHJEKCA 1 IMaMO Q/]_\/‘,,P < B. Heka je onpa C
~ HEKH IIO3WTUBaH Iieo 6poj Koju Huje Marbit off log B, ma dopmupajMo PyHK-
o)y

(51) @(x)-—jcp(p “)e( ; ]dr
e je '

_L 1
52 0 " =10 2, = L<—.
(52) (x)= Zq x" p = cons B

n=0
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Qyuxyuja fwaga uma ciexiviap ca YHUGOPMHO YOpIaHum pUitimom
hy =h+ ck (2ge je h fipouszsoswan yeo 6poj), wuja je Zenepaitipuca Qyrnxyuja
(51) u xoju je cam gaiti kao Hymepuuka epegrocii ® (1) uspaxcena geyu-
MAAHUM PA3AOMKOM.

14. Ilpyzaciau cuexinap (E)-yuxyuje uocmaidpan kao geyumainu
6poj. — OuurnenHo je ga npyractu cnektap Heke (E)-pyHkuuje He MOXKe
O6UTH Yeo 6POj YKOIUKO ce (PyHKIMja He CBOJM HA KOHCTAHTY; OH HE MOXKe
MMaTH OTpaHuyeH 6poj fenuMaina ceM Kay ce (PyHKIHja CBOTY Ha TIOTHHOM.
Hcro Tako, OUUTIIefHo je Aa je, 3a pauuoHanny (E)-(pyHKUmjy, criekrap ca
OMII0 KaKBUM YHA(OPMHUM PUTMOM payuoraaar 6poj. Y ciuydajy Kap je o
upayuonanar 6poj, (E)-pyHkunja uMa CUTYpHO y B Ha Kpyry lzl=1 cunry-
JlapuTeTa KOjU HUCY MOJOBH. TakaB ciyyaj HacTyna Kaja cy KoepuuujeHTn
(E)-pena orpaHAYEHH U HE PENMPORYKY]Y Ce IePHONUYIHO.

IIpyractu cnekTap ca YHU(POPMHAM pUTMOM anrebapcke (PyHKIHje
yBeK je anzebapcku 6poj. Anu oH HEje 00aBe3HO TaKaB KajJl CIEKTPAJIHU
puTaM Huje YHU(OPMAH: iUpyzZacitiu cileKiliap 4uju je puitiam goeomHo yop-
3an wpancyegenitan je 6poj kaxea zog ga je (E)-yHxkyuja ca kojom ce oH
iHoeezyje.

IMopceTuMo, 3aKCTa, HA jeHY MMO3HATY TeOpeMy, Koja nmotuye of I. E.
Majea!? a npunana Teopuju TpaHcueeHTHIX GpojeBa:

Hexka je b 6o xoju puxcupat 1eo 6poj, HeKa Cy Ralbe my,m,, . ..
MO3UTUBHU WM HETATUBHU 1IeJM 6POjeBH KOjH CY IO alCONyTHO] BPEIHOCTH
Mami of b, pu 4eMy je ’UuX OECKOHAYHO MHOTO pa3lU4YdTHX Of HyJe, a
W\, Wy, Wq,... PEAJTHA TIO3UTUBHA OpOjeBH TaKBH Ja je

ISy, sy, Sy, 2.
u na y, 6eckoHavHO pacTe ca n. Tana je

Q(x) = Ay + Ax+ AxT+...,
ca
m
AN = . ?
bWIW2<~WI|

mena hyHKLMjAa K OHA 3a X JeHAKO PALMOHAIHOM (I Yak anreGapckoM)
6pOjy pasnuIuTOM Of HYJIE y3UMa Kao BPEJHOCTH CaMO TpaHCUEHAEHTHE
Opojese. '

12 g Maillet, Introduction a la théorie des nombres transcedants, Paris, Ganthier — Villars,
1906, pp. 20-22.
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ITocmatpajmo, jakne, 6eckoHaua Hu3 My, M, M,,... uenux 6pojena
0g KOJux cearu uma Hajsuuie | yughapa, u CTaBEMO y IPETXOAHO] TEOPEMH

m,=M,, b=10.

®yukuuja @ (x) he ce moORygapuTH ca CHeKTPaJHOM TeHePATPUCOM
Hu3a M, KOja OAroBapa puUTMy (CariacHOM ca HU30M)

hk :L(/\.—M/\._!, FHG]G l/lk :\‘I’IIWQ"'\V/{ZS
ca h =Wy, jep je Taga

— MII —— MN = Mll
" b\y,\yz...\;l,, 104 1Oh| +hy .y,

= gIIMII N

Ilpyracru cnexrap 6pojeBa M, ca puT™MoM h, nogynapuhe ce, gakie,
ca spegnowhy ¢ (1) m crora mpepcraB/ba TpaHcueHfeHTan O6poj. [Ipema
TEOPUJH TPAHCUEHJEHTHUX OpojeBa, OBa TPAHCUEHAEHTHOCT NOTHYE Off
OecKOHAYHO MHOT'O HM30Ba HyJla KOje pa3jBajajy 3HauajHe feluMale Crek-
Tpa ¥ unja gyxKuHa 6€CKOHAYHO pacTe ca paHroM Hu3a. [IpyKuuje peueHo:
pancyeHgeHIUHOCI cliekiipa fotiuve og 6p30z pauthersa mezose guciiep-
3uje ca paHZoMm CUEeKIUPAAHUX OgcevaKa.

3a HU3 M, Koju ce cacToju u3 jefHouudpeHux 6pojera, cnekTap Koju
uMa, Ha IpuMep, putaM h;, = (k —1)(k —1)! TpaHcieHagesTaH je 6poj.

Anu UparcyeHgeHURa UpUpoga Huje UCK/bYHUBO 6€3aHaA 30 ClleKiupe
HU308a yeaux 6pojesa ca oZpanuderum o6pojem yugapa. OBO ce MOXKe IO-
kaszaTu moMohy jefHe Ipyre TeopeMe O TpaHCUEHAEHTHUM GpojeBUMa, Koja
WCTO TaKo MoTHYe off T. Majeal3 u koja riacu oBako:

Heka je b 6mi1o xoju puKCcupan 11eo 6poj; CTaBEMO

[II
bk,n = bJH ca bl,u = b”’
Tako ja ce fobuja
»h _ "
b,,=b", by,=0" ,..

)

Heka cy 3aTuM p u € aBa pUKCHpaHa MO3UTHBHA Ijesla 6poja, U HeKa je
Ay, A, 4,,... HU3 tenux OpojeBa (peaaHuX UK UMAarMHAPHAX, MO3UTUBHUX
WITH HETAaTHBHUX) TAKBUX JIa, 32 HEKY ofpebeny BpefHocT p Behy ox 2, uma-
MO 32 CBaKH UHAEKC 1

3
‘An ‘ < bp,n'

IIpema Teopemu r. Majea Kojy ©IMaMo y BUAY, PEX

13 Loc. cit., p. 105.
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¢ (x) = Ay®y + A0 X + A0y x% + ...,
Izie je
O)n = b-pn

pono

IpefCTaBiba JeHy Uedy QYHKII]Y O X KOja 32 X PAMOHAJIHO y3UMa CaMo
TpaHCHEeAeHTHE BPETHOCTH. '

ITocmaTtpajMo oHpa 6ecKOHAYAH HU3 TO3UTHUBHUX PEaTHUX Hesux 6po-
jeBa My,M,M,,... anju 6poj uucapa MoKe pacTu ca paHrOM OHOJIUKO Op-
30 KONMKO ce Xohe U ofpeuMo IBa INO3UTUBHA Iiesa 6poja p > 2 u € Tako
na 6poj 10,_,, pacre 6ap uCTO TOMMKO Op30 Kao Opoj mudapa O6poja M, u
[la 3a CBaKM UHJEKC n Oyne

|M, | <108

poa
AKO ce y IPEeTXOIHO] TEOPEMU y3Me fia je
A, =M, b=10,

dyuxkumja ¢ (x) mogynapuhe ce ca CIEKTpajJHOM FeHEpaTpUCOM HHU3a M,
KOja ofroBapa puTMy

. — — Pi
he =M, —-M,_,, taeje u, =107,

ca hy =10,,,]jep je Taia
M
A,,(D,, = m = gnMn‘

Bpennoct ¢ (1) mpexcraBiba Mpyractu cnexkrap 6pojesa M, ca pur-
MOM h,; Taj criekTap he 6UTH TpaHCUEH/IeHTaH Opoj.

Tpancuengenitinociti itiako 06pa3osanux ciexiuapa y Cyuliiiunu io-
ffiuwe 0g gucilepauje cilexitipa u egpexaill je seaudlHe yopaarea cileKiipan-
HOZ puilima; OHA HUje HM Yy KaKBO] BE3H ca CaMUM HYMEPWYKHUM BPETHOCTH-
Ma tesiux 6pojeBa KOjH IMpeJiCTaBibajy Npyre CeKTpa M Ca HAYMHOM HH-
XOBOT paihera ca paHroM.

Auti mopej TaKBUX CIieKTapa, KOJu Npunajajy kiaacu Jluysusosux
mipancyeHgeHiiHux 6pojesa, umMa nx OECKOHAYHO MHOTO APYTauujux, KOju
Takobe npefcTaBbajy TpaHCEeHleHTHE 6pojeBe KaKo uMajy ciaby Hiu Jak
HYJITY AUCIEP3H]Y, W CIOP HIIH IUTAaBUILE yHU(MOPMaH puTaM. [JOBOBHO je
CETUTH Ce CHEKTPa, ca OMI0 KOJUM YHU(DOPMHUM PUTMOM, HU3a JeAHOUH]-
peHuX 1enux 6pojeBa KOju ce Toyapajy ca y3acTOIHIM fienuMalama Opo-
ja e wnu Opoja T, a Koju He npurnaja JInyBunosoj knacu.

TpaHCUEHEHTHOCT NPYTACTOT CIIEKTpa MOXKE, akie, noTuuaT: 1.
CaMo OJf IberOBe JUcrep3uje; 2. Off CacTaBa HEerOBUX CNEeKTPANHUX Npyra; 3.
HCTOBPEMEHO Off I-eTOBE JIUCIIEP3N]jE U Ol cacTaBa HeTOBUX IIpyra.
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1S. Tpancmyayuje Alf]. — JenHa ¢yHkyLoHarHa HpaHcmyiayija
nedrHuICcaHa je KaJl je IaT 3aKOH Koju oMoryhyje fa ce u3 crake dpyHkumje f
u3Bele jefHa apyra gpyHkimja F yuju oOIuK 3aBUCH off o6nuKa QpyHKIH]je f;
Taja ce Kaxe fja oBa TpaHcMyTaluuja, ipumerreHa Ha GyHKUH]Y f, faje Kao
iipancmyitialti yHKImjy F.

ITojam TpaHcMyTaluje NPEACTaBIba, 3a (PYHKIM]E, Ta4aH €KBUBAJIEHT
nojMa NyHKTyalHe TpaHcopManyje 3a Tadke npocropa. Mameby oBe fiBe
KOHIIEIIH]e YCIIOCTaB/ba Ce OHOJIMKO MOTIIYHA aHANIOTH]a KOIHKO j& MOTY-
he xaj ce y3me fa ceaka (pyHKIHja OfroBapa jefHO] TaUKH (hyHKUUOHAAHOZ
iipocitiopa, y KoMe HekKa, OUJI0 KOja KaTeropuja (PyHKLHKja MpeCcTaBba U3-
BECHO QYHKUUOHAAHO Home. Heka TpaHCMyTallja MOXe UMATH CMHCTIA U
6uTH necuHrcaHa caMo y ofpeheHoM GYHKUMOHATHOM IIOJbY, KaO LITO Yy
O0OHYHO] reOMEeTpHjU M3BECHa MYHKTyalHa TpaHCcopMaluja MOXe OUTH
neduHuCcaHa caMo 3a Tauke ofpebene obnacTy y mpocTopy, Tayke Heke Io-
BPLUMHE WK JTuHuje! 4 .

Tpancmytiayujom A(f) cazaacrom ca pynkyujom ¢ Hazeahemo ceaxy
mpancmyiiiayujy koja, ipumersena Ha gynkyujy f, osy upeitisapa y (E)-

pyHKUU]y.
Ha npumep, TpaHCMyTaImja
AlfT=f'(x)
carnacHa je ca Heopipehenum uaTerpanom ceake (E)-pyHkuuje.
TpaucmyTanuja

oo

Alf1= e fznydi
0
carjacHa je ca (PyHKIU]OM

f(z)=¢" (mueo 6poj),

KOjy OHa TpaHCMyTyje y pen X m"z".
TparcMyTanuja

Alf1=22f"(2)+2z f'(2)

carnacha je ca ceakoM pyHKIujoM f(z) Koja je nedpuHucaHa CTeNeHuM pe-
noM 00JImKa

Mz M,z22 M7
— 1 + 2 + 3

&=10v53v5y

(rme cy M, UKCHpaHH Wia ca n IPOMEHIBUBH Lien GpojeBH), KOjy OHa
TpaHcMyTyje y pex L M, z".

4y, Hadamard, La série de Taylor et son prolongement analytique, Scientia, Par. III.
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Ornepanyje KojuMa ce u3Bofie TpaHcmyTanuje A[f] 6eckpajHo cy pa-
3HOBpcHe. Mak, mojeguHa TpaHcMmyTanuja Al f] He JOBONH Ce UCKIbYUINBO
y Be3y ca JefHOM ofpebeHoM (pyHKUMJOM: YOIIITE Y3€B, HeKa ipaHcmyiia-
yuja Alf] cazaacra je ca ussecHoMm, sulue UAU marbe UPOCIUPAHOM, Kallie-
2opujom pyHKUUja.

Tako je TpancMyTanuja

(53) A[f1=10% f(z) (g mo3wTmBaH 1eo 6poj)
caryiacHa ca cBakoM (pyHKIIHJOM
(54) f(2)=ay +aiz+az* +...,

yuju Koe(UIUjeHTH g, UMajy oZpanuyier 6poj geyumana.
TpancmyTanuja

A, B duxcupanu
uenu OpojeBu

(55) Alf)= Af(Bz),

carjacia je ca cBakoM aazebapckom QYHKIIOM ca payUOHAIHUM KOedH-

mujenTuMa a, (n =1, 2, 3,...). OHa je Takobe carnacHa ca pyHknujama f(z)

3a Koje ¢y KoeUIHjeHTH a, NePHONIHA AelNMallHi Pa3JoMIM Yuji 6poj

uudapa y nepuognYHOM ey i 6poj nudapa nepuojia He Bapupajy ca .
TpancmyTanuja

2 R
1 ; ze™

= Y L - _

(56) AlLf] 27tif(Pe )f( . ] t (p = const)

caryacHa je ca cBuM (pyHkumjaMa f(z) 9uju cy KoeUUUjeHTH a; KBafpar-
HV KOpEHHU Heux 6pojesa.

dynkuuje f(z) unju cy KoeduunjeHTn a, obnuka M,Q,, rue je M,
eo 6poj a unumnan Q, 6poj KOju HUje LIeo W MEeHa Ce ca /1, [ONyITajy
TparcmyTanyje Al f] Koje Mory y3eTu BeoMa pas3nuuuTe o0iuKe.

1
1.3a Q, =
Q o+ Pn

(o0 = const.,p = const.), IMaMO

ALfY =20 L p).

dz

1
IIOILITO CE OBJIe z 3aMeHN ca z%.
2.3a Q, =n"" (p no3urueaH 1neo 6poj), NUMaMo

Alf1=¢,(2),
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rie ¢y ynkumje ¢ (z) feuHncane peKypeHTHOM hopMyIoM

Qo = f,0,(2) = Z;jlj(Pk—l(Z) (k=1,2,3,..).

3. 3a
_ 1
n(n+1)...(n+p)’
nMmaheMo
. 1 d
A= o 9,2,
TrIE je
09 = f,0(2) = 2 fg@kyl(z) (k=1,2,3,..).
4, 3a
1
O 1-2.3 n’
UMaMoO

Alf]= j e F(zt) dt.

0

OsBa nocnenmwa TpaHCMyTaU#ja carjiacHa je, Ha mpuMep, ca G0 Kak-
BHM TIOJIMHOMOM ca lenuM KoedunujenTuma no ¢*?, sing(z), cos(z),
rae je ¢ (z) vexa (E)- cbyHKuM]a

5.3a

0, = 1 p (PUKCHpAHU I103H -
T-2:3-n) THBAaH I1e0 6poj ’

dysxunja f(z) gomymwra TpaHcMyTanujy (ca OTpaHAYEEMa KOja ce THYY
KOHBEpTeHIuje)

ALf1= j ...je‘<’1+’2+~-+’ﬂ>_f(zr,t2 ty)de .
0 0

Heka ommita mpapwiia ollakmiaBajy Tpaxkemwe TpaHcmyraumje Alf] y
BEJIUKOM Opojy ciaydajeBa. OUUIIeHo je, yocTaloM, fa ce y3 noMoh jepue
TpaHcMmyTauuje A[f], carnacHe ca gaToM (PYHKIM]OM, OllepalijaMa MoKe
obpazoBaTH 6€CKOHAYHO MHOTO JpYrUX Koje, H3BefieHe Ha TpaHCMyTaTiIMa
Te TpaHcMmyTaumje A[f], TpaHeMyTyjy oBaj y Heku HoBU (E)-pen [nonaBame
HEeKOT IPou3BosbHOT (E)-pena; MHOXKEHHE jeTHIM TaKBUM PEOM; IIOHOBIbE-
HO udpepeHnupame IPOU3Bosbal 6poj nyTa; uTepanuja, utx. |.

16. Cuexiupu ¢yuxyuje na xojy ce upumerwyje upancmyiuayuja
Alf]. — Kap je nara neka (pyHkumja f(z) n u3BecHa ca HOM carjacHa TpaH-



156 [IPEJABAA O MATEMATUYKHM CITIEKTPUMA

cmyTauuja A[f], dpyZzacitium ciiexitipom pyrkyuje f(z) losezanum ca itiom
ipancmyiiayujom carpahemo 6mio xoju npyractu crextap (E)-¢pyHk-
Hje Koja mpefcTaBiba TpaHCMYTAT (pyHKUHje f(z) MpeKo CKyma onepanuja
KOJUMa ce mocTmke Al f].

CrniekTpu ce 06udHO Ko6HUjajy Kao BpeJHOCT HEKOT ofpebheHor unTe-
rpaa, a y I3BECHUM ClIy4ajeBrMa 4ak y KOHAYHOM 00JIUKY, Kao 1ITO je To-
Ka3aHO y NIPeTXONHUM Iaparpagpuma.

Tako je cnekrap ¢yHKuHje ¢ ca yHU(POPMHUM PUTMOM h; =1 par
CIIEKTPATHOM T€HEePaTPHCOM

; . (s,

O (x) = j e"f(x—t) dt = j e(“’ ]dt,
0 0

KOja OHFOBapa TpaHCMYTaTy

o0

(57) AlfY= e flandr,

0

a caM CIIeKTap je

oo

§=[etar=1111..
0
dyukuuje

(58) f(x)=ay +a,x +ax* +...
ca KoeUIUjeHTUMA ... Ie(PIHUCAHIM PEKYPEHTHUM IPABUIOM
(59) (n+D(n+2)a,., +ra,—M, =0,

(X = cons., M, MO3UTHBaH 11€0 Opoj, GUKCHPAH HIIK NPOMEHILHB Ca 1) 10~
MYLITajy TPaHCMyTaLH]y

(60) Alf1= ")+ M (x).
CniekTap ca yHU(OPMHIM PUTMOM /, = i fat je BpefHohy
(61) §=F10™,

rae F(x) o3nayaBa JecHy CTpaHy jenHakocTH (60).
Cnexrap ucre oBe (yHKIHje ca YHUGPOPMHO YOp3aHUM PUTMOM
h, = h+ck natT je Bpegnouthy

(62) §=--[Fee (Lj dr,
27 0 p
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rpe 6(x) o3HavaBa TpaHCUeHAEHTY (52) ¥ I/ie je p NPOU3BO/bHA KoHCTAHTa
qUjH J€ MOJ{yO Matbl Off MOJyNpeuHnKa KOHBepreHuuje peaa (58).
3a pyukuuje neduHICaHe eKCIOHEHIU]ATHUM PEROBUMA

f(x) = Ay + Ae™ + Ae*™ + .,

I'fie Cy KOeUIHUjeHTH A, TO3UTUBHHU LK OPOjeBH, U 38 TPAHCMYTALIH]y

Alf]= f(——lgij (A = atloge)
(mpu yemy je 6as3a morapmr™a 10), carmacHy ca HU30M A,, CIEKTap ca YHH-
dopmuO yOp3aHuM puT™MOM h, = h + ck Guhe BpegHOCT

h+ &
2

7\’ >

S=x%|-

rre je y(x) dpyHkuuja

fiz=o0

A =D AT e™  (g=102),

n=0

AXo A, He pacTe OECKOHAYHO ca /1, (PyHKLH]ja JOIYIITa CIEeKTpe ca
YHUOPMHUM PUTMOM Ay, > I, THe je [ TO3uTHBAH Leo OpOj KOju HUje MarbH
ofl TorapuTMa Hajsehe of BpefHOCTH A,

17. Beza uamehy pynxyuje u wenoz upyzaciioz cuexiupa. — Y onire
y3eB, TpaHcMmyTanmja Al f], u3Benena Ha pyHKUHU f(x), ycOOCTaBIba U3Be-
cHy penanujy usmeby f u menor TpancmyTraTa F(x). OBa penanmja, y 3aBu-
CHOCTH Off CKyIla omepanyja KojuMa ce peanusyje A[f], Moxe go6uTn pa-
3nryuTe 0OJINKe, Kao IITO Cy, Ha IpUMep:

1. penanuja y KoHaYHOM OOJIUKY, KaKBa je pellanyja

A, B dukcupanu
uenu 6pojesu )’

Af(Bx) = F(x), (

Koja ce mpuMemyje Ha anrebapcke (pyHKUYje ca PaldOHaIHAM Koeduuua-
jJeHTHMA a,;
2. nudpepeHuujanHa j ]enHaqHHa Kao HITO je pernanyja

&f

dx 2
IPHMEHJbUBA Ha q>yHKn;n]e quju cy KOe(PUIUjeHTH Be3aHN PEKYPEHTHIM 3a-
KoHOM (59);

+A = F(x) (A =const),
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3. HeKa WHTerpallHa peslalyja, Kaksa je

oo

je-' Flxt)dt = F(x),

0

KOja [oJ1a3n y 063up 3a QyHKIHje ca KoeduuujeHTuMa a, o6nuka

IQ.]M—H—I; (M.n neo GPOJ)

Hcro Tako, Tparcnanmja A[f] U3BeJieHa Ha pyHKIHjI
f(x)=ay+ax+a,x*+...

YCIIOCTaBJba, YONIITE, H3BECHY peranujy msmeby koedunujenarta a, un xo-
epunnjenara A, ¢pynkuuje F(x). OBa penanuja Moxe OUTH U3paxkeHa y
KOHAYHOM OOJINKY WM NPeACTaB/bATH PEKYPEHTHY pealujy.

ITocroje, yocranoMm, cunzZyaapre TpanemyTangje Alf], Koje, npume-
HBEHE Ha NPOM3BOJBbHY (pyHKUM]Y f(x), HE MOBIAaYe HUKAKBY pellalujy u3-
meby fu F, y ToM cMuciy fa je iupancmyiiaiu F nesasucan og ¢ynxyuje f na
kojy ce A[f] mpuMemyje. TakBe 6u ce TpancmyTauuje A[f], Ha npumep,
ob6pa3oBare KaJ| ce IPUMETH Jla UMa ofipeheHuX MHTerpana o6auKa

b

J.M(x)[v/t]”dt,

a

KOJH Ce aHyIIMpajy 3a CBaKy NO3UTHBHY BpeiHOCT n. Taxas 6u 6no Kowmjes
HHTerpall

e cti
j(e—_)nflf (a>O,C>O),
a-—1l

-0

i CTUIIT]ECOB MHTETPall

Jr“"”e*’ costdr.
0

Jegna dyukuuja f(z) gomyiuTa 6€CKOHAYHO MHOTO IPYracTHX CIeK-
Tapa, KOJU Bapupajy, ¢ jJeflHe CTpaHe ca INPUMEHEeHOM TPAaHCMYyTaLUjoM
A[f], a c ipyre crpaHe ca puTMOM noMohy Kora ce criexrap dopmupa. Aau
3a jegHy ogpebeny wpancmyiaayujy A u 3a ogpeberu cllekilipanriu puitdam
DyHKYUja MO UMATILL camo JegaH cilexidiap.

O6pHyTO, gatu 6poj S MOXKe ce MOKJIONUTH ca PYracTHM CHeKTPUMa
0eCKOHa4YHO MHOrO (PyHKIM]ja, Y 32aBUCHOCTH OJf IPHMEHEHE TPAHCMYTAllH-
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je ¥ puTMa Koju he ce mpummucaTH CIeKTpPy. Aau, 3a jegno pasmailipano
Alf]u 3a gaiuu ciexiipanuu puitiam, Hexku 6poj S kapakiliepuuie, Kao
ipyzaciuu ciiexitiap, youuiitie y3es camo jegry ¢yHxuyujy. Bumresnaugocru
Ty MOXe OMTH CaMO y Ciyyay Kaj pefaudja A0 Koje NOBONH NMpuMeHa
TpaHcMmyTauuje A[f] He oapebyje mornyuo f momohy F, Kao urto je, Ha
IpUMeEp, cllydyaj Kaf ce KoepuuujeHtu «, pyHKUHje nodujajy Kao KOpeHu
HEeKe Je[[HaYMHE KOja UMa BHIIE Off Je[IHOT PeallHOr KOpeHa, uiu rnomohy
PEKYPEHTHE penalyje Koja 0cTaBlba HeonpeheH usBecrad 6poj IpBUX wia-
HOBAa a,a;,d,,... OBa HeoppebeHOCT uIIYe3asa Kaj ce BOAM padyHa o J10-
IIYHCKMM YCIIOBHMa Koje Jlaje ToMOhHU cKyI (A) mojaTaka.

18. Hpubauncnu upyzaciuu cuexiupu. — IIpuOIVKHAM CIEKTPOM (PYH-
KllFje, IOBe3aHNM ca HeKuM JoMeHOM (D) leHe ersucTeHiyje, HazBahemo
MO3UTHBAH peasiHu 6poj S KojH, HOcMaTpaH Kao CIIeKTap Heke (PyHKIuje, a
MPeKOo M3BECHOT ckyma (A) KBaNIUTATHBHUX NofaTaka, oMoryhyje pexoH-
crpyucamwe pyukimje f(z) y nomeny (D) ca skebeHOM IpubmskHonrhy (ta-
ygohy).

IToxazahemo pia:

Ca ceaxom anaauitivukom gynkyujom (z), y okosunu b6uno xoje re-
He o6utHe aike, MOXce ce goseciiu y 8e3y jegarn ipubauixcar cliekiuap, ca
YHaupeq 3agatiom masHouthy.

ITpuMeTnMO HajIpe Aa cBaka aHANIHTWYKa (PyHKLHK]a f(z)MOXKe OUTH
NpejCcTaBIbeHa, Y OKOJIMHH CBaKe CBOje OOMYHE TayKe z = O U Ca KEJbEHOM
tavyHourhy, uzsecHuM HolieHUUjaiHum pegom §(z) ca yeaum KoepuyujeH-
muma, HogemeHUM HeKUM [H0Z0gHO usabparum citieiienom 6poja 10.

VY ciyuajy kap cy cBu KoedunpjeHTH A, pepa (63)

(63) f(2)= Ay + Az —0)+ Ay (z— ) +...
peanru, 3a ¢ (z) MOXKE ce Y3eTH pef
(64) (p(z)=NO+N1(z—0L)+N2(z—oc)2+...,

rae N, 03HayYaBa alcCOJYTHY BPETHOCT LEJor fena Koedunujenra A, mo-
HITO je Y 1O] AeluMaltHa 3amneTa ToMepeHa 3a ¢ MecTa yfecHo. Tana 6u ce
UMaJo

(65) aric. Bpeﬁ. A, =1077N; + oy,
IpHU 4eMy je
(66) 0<o, <1077,

a MOlyO pa3IuKe
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(67) f(0)=107¢ (x)

Ono 6u MakHt OX

1077
68
(68) Y

3a CBaKy Tayky y YHYTPaIIHOCTH Kpyra D, Uuju je IeHTap Tadyka z = 0. a
NONYIPEYHUK JeTHa BPEJHOCT A, KoOja je MCTOBPEMEHO Maiba of 1 u of
NOJIyIIPEYHKEKA KOHBepreHumje R pena (63). Ako ce, mpemMa ToMe, 3a ¢ y3Me
Iieo mo3uTuBaH 6poj Behm off anconyTHe BpegHOCTH 6poja

(69) loge +log(1-¢),

(rre je mosuTHBaH Gpoj € yHanpex fat), mmahe ce 3a cBaky Tauky z y yHY-
TpallkOCTH Kpyra D

(70) f-1079(2)| <,

ITO je u Tpebano fokasaTu. Bpoj ¢ 3aBucK Off TpaskeHe NPUOTUKHOCTA 1
OJi MoCMaTpaHe 00nacTh OKO TauKe z = 0.

IIpu ToM ce, morogHuM u3bopom 6poja B, mosce docitiubiu ga ce pyHK-
yuja f(o+Pz) ceege Ha fioaurom tio z. 3aucra, KOHBepreuumja pexa (63) y
OKOJIMHH Tauke z = 0. 06e36ebhyje mocrojame 6poja B KOHAYHOT, pa3inyi-
TOT Of] HyJIe ¥ TAKBOT Jia j& 3a CBaKy BPEJHOCT n

1A, < B.

Axo ce 3a B y3Me HeKM MO3UTHBAH OPOj Mamy O % KoeUIIjeHT
b, = AB" pena
flo+Bz) = by +bz+byz* +...

IO allCcONyTHO] BpefanocTu he 6utn Mawu o 1. Koedumujentn N, pena
¢ (z) xoju ce ogHocH Ha [(ot+Pz) mocrajy, MOYeB Off U3BECHOT paHra k, CBH
jegHaku HysH, m1a ce ¢ (z) cBonu Ha nonmHom. Hltasuue, xaj cy koeduuu-
jeHTH A,, IOYEB OJf M3BECHOT paHTa, MarK off 1, MoKe ce y3eTu gaje =1,

AKO ¢y jepaH wiu BHIIe NpBUX KoeduiujeHaTa A, Leau O6pojesH,
aiipoxcumayuja kojy gaje doaurom @ (z) buhe ysehana. Jep, yKomixo cy,
Ha mpuMmep, 6pojesu Ay, A,,..., A, uenu, umahe ce oy =0, =...=0, =0;
3a Tauke z Y YHYTPAlIlOCTH KPyra MOJyIpeuHnka A MOAyo pasnuke (67)
MaH je Off

1079 0!
1-A
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Ha npumep, 3a pynxuujy f(z) = ¢°, yKOIUKO ce y3Mme fa je
1
A==g=70=1,
;a=T78

¢ (z) he GUTH TONUHOM JECETOr CTETeHa

¢ (z) = 10000000 + 10000000z + 500000022
+1666 6662° + 4166662z* + 8333327 +138882" +
+138882% +1984z7 + 2482 + 2727 + 277,

nomueoM 107 ¢ (z) npejicrasmahe, 3a cBaky BpeHOCT | z]< -;-, dyuxumjy €°

ca HajMame 7 TauHHX AeluMara.

Buno koju tpyzactiiu citekiviap ioauroma §(z) y uciuy max je upud-
auxcar citexitiap pynkuyuje f(z) 3a cee tilauke z y ynyiipawrsociiiu kpyza D.

IMonurom @ (z) momymTa OrpaHuYeHe CIEKTpe ca YHU(POPMHUM PUT-
MOM, I0OWjeHe Ka0 HyMEepHYKe BpeHOCTH O ¢ (O +107™), re [ o3HawaBa
MO3UTHBAH 1le0 OPOj KOju Huje Behu Off morapuTMa anconyTHE BPEJHOCTH
Hajeher ox koedunumjenata N,. IIpema Tome: Qpynkyuja f(z) goitywitia y
OKOAUHU C8aKe c8oje 0OUuYHe lavke OZpaHuyere ciiekitpe Koju je ogpebyjy,
y ftioj okoauMY, ca yHalipey 3agaitiom MauHOWAY.

AKO h 03HauaBa HEKH OPOj KOJH HUJE MambH Off JIOTApUTMA allCONyTHE
BpEAHOCTH HajBeher o koe(uuujenata A,, MOXe ce CTaBUTH [ =/h+q.
IMpubnuxkuu cuexrap pyHrugje f(z) ca yaudopMHEM pUTMOM [ 6uhe HEKH
pauroHanaH 6poj ca p(h+¢) penumarna, e p 03Hayapa CTENEeH NOIMHOMA
¢ (z). Oun he onpebuBatu dyHruujy f(z), y yHyTpammocTu Kpyra D, ca
npubnukHouhy € Koja 3aBucH Off 6poja ¢ 1 Of IOJIyIIpEeYHIKa Kpyra D.

3aspmmhemo oBaj nmaparpad mpuMeaooM 1a ce IPETXOAHN 3aKIbY K
JIaKO MPOLIUPY]y HA ClIydajeBe MMarvHapHUX KoeduiujeHara A,, ma crora
Ha CBaKy aHAIUTUYKY (PYHKIH]Y.



TPERU [IEO
CIIEKTPAJIHA METOJIA

19. Hpunyuu meioge. — I1ojaM criexTpa, YIPKOC CBOJUM IIPUBUIAMA
MOBPINHOT ¥ HE HAPOUYUTO KOHCEKBEHI[aMa 6OraTor MmojMa, MOXKe Ce MIIaK
NOBECTH y OJIM3aK OJHOC Ca Hello3HaTaMa y Pa3IMuMTUM IIPOOIeMIMa apu-
TMETHKE M aHanu3e. Pa3HOBPCHOCT HaYMHA YCIOCTABIbAKA KOPECIOHICH-
yuje u3Meby cnexkrtpa u enemMenaTa HeKor Hu3a OpojeBa, WM eleMeHaTa
koju ofipebyjy dyHKIH]Y, YecTo oMmoryhyje o6pa3oBame CIeKTapa y Kojuma
ce eKCIUTHLUTHO N10jaBJbYjy BPEHOCTH HENIO3HATHUX.

Crienujaiso, iipy2acitiu ciiekitipy MOTY HTPaTH KOPHUCHY YJIOTY Ka0 HMH-
CTPYMEHTH padyyHa. OHHU OBOJE O JeTHOT HHTEPECAHTHOT NMOCTYIKA Y HY-
MEPHUUYKOM PauyyHy KOj¥ Ce MOXKe Ha3BATH CUeKUPAAHUM HOCIHYTKOM, 360T
3anamyjyhe mweroBe CIMUYHOCTH ca CIIEKTPAITHOM aHATU30M y (PHU3UIA U Xe-
MH]jH.

W3pauynaTn jefHy HyMEPUIKY BPEJHOCT, WK jeflaH OTPaHN4eH HIIN
HEOrPaHWYEH HU3 HYMEPHUUYKUX BPEHOCTH dy,d,,d,,..., WIH TaK jefaH Of-
peben neo nudapa xoje o6pasyjy HEKY Ol THX HETO3HATUX, CIIEKTPaTHUM
MOCTYIKOM, TO 3HAYHM OJ[pEIHUTH OBE HEIIO3HATE IIOMONY HEKOI CIeKTpa S
KOj¥ je Ha TIOrofaH HaYMH JOBEieH y Be3y ca Hu30M Opojesa a,. OBO je MO-
ryhe yYrmHUTH Ha [(Ba pa3iIuyuTa HayuHa:

1. MoXe ce M3pavyHaTH je[lHa HEMO3HaTa UMK ofpehenu neo nudapa
KOje UMHe HYyMEePHUUYKY BPEJHOCT je[lHe Helo3HaTe, OUNO Kao crexkrap S He-
Ke mo3uaTe (PyHKIHje, NOGIjeH M03HaTOM TpaHcMyTauujoM Aff] u ca mos-
HATUM CIIEKTPATHAM PHTMOM, OMJIO Kao ofpeheHn cerMenT cnexTpa S, uin
Kao I0o3HaTa KOMOWHAaLN]a U3 cliekTpa S;

2. MOXe ce M3payyHaTH KOHaYaH WM OeCKOHayaH HM3 HEMO3HATHX
dg,0,,dy,. .., AT MOXK/A CAMO jefiHa HEeT03HaTa @, KOja je 4iaH OBOT HH34,
UM TTaK jejHa wiu puie of uudapa Koje o6pasyjy a,, noMohy npyra uiu
JUHHM]a HEKOT CIleKTpa S.

Osaj ilocnegrbu HAYUH ogpebusarea Hello3HAIUX HUpumerbyje ce Kag
Zog ¢y o8e y [03HAlto] Kopecilongeryuju ca jegHom (E)-hyHKUUjoM T MOXKE
ce pe3uMupaTu crnepehnm npaBunom:

Axo ce criektap S (E)-pyHKIHje ca pUTMOM /i, IOJENH Ha y3acTOIIHE
ojiceuKe, Ol KOJUX ce MPBU CACTOJU Off MPBUX /i, flenuMana y S, Apyru of /i
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cnepehux geuuMana, uTy., npu aemy yeo 6poj N, (n=1,2,3,...), unag Hu3a
No, Ny, Ny,... noMOhHUX Heno3HaTHX (IIOMOhY KOjUX ce M3padyHaBajy He-
MO3HaTe dy,d|,d,,...), fo6uhe ce Kao rpyna 3Ha4ajHuX Hudapa n-Tor ofce-
4yKka, a N, he ce nogymapurty ca uenum fenom crextpa S. [pykauje peueHo:
N, he ce moxyonuTtu ca n-TOM IPYroM clHekTpa S, a k-Ta fenumana oBor
6poja nopynapuhe ce ca ogrosapajyhomM nunujom Te npyre. ITomro cy 6po-
jeBu N, oBako ofipebenu, Ouhe ogpehbene U Hermo3HaTe a, MoMohy penany-
ja (eKCITHUMTHHUX WIK PeKYPEHTHHX) KOj€ YCIIOCTaBbajy Be3y usmehy 6po-
jeBaa, u N,.

Ilpubauwixcna 8pegHocili CieKTpa S Koja jeé OBOM CIIEKTPY §O80/bHO
baucka faje Tako iauHe 8pegHOCIiU OHOJIMKO HETO3HATHX «, KOJIUKO Ce
Kenu: ogpebuBamwe npeux n + 1 nenux 6pojeBa Ny, N;,N,,... 3aXTeBa camo
jemny npuOINKHY BpegHOCT O6poja S ca hy +h, +...+h, TaYHHUX fenumMana,
na he ce oHga no6uTtu onromapajyhu Opojesu nomohy penanuje usMmeby
6pojeBa a, 1 N,,.

IIpemHoCT KOjy ca CTAaHOBHIUTA IpaKce HYMEPHUUKOr padyHa IIpyxa
CIIeKTpaJIHa METOJ[a CACTOJH CE Y TOME IIITO OHa Jlaje HauuHe:

1. ma ce ofipefie UCTOBPEMEHO, JOBOLHUM UPOGYHABArbEM JEGHOZ UC-
{02 HyMepu4Koz pavyHd, BPEIHOCTH OHOJIHKO HENO3HATHUX KOJHUKO ce
xohe;

2. a ce Ofipefie itayHe 8pegrociiii OHOT 6poja HETIO3HATHX YHje ce Of-
pebuBame kenu, noMohy BpeIHOCTH KOja je gosobHO OAUCKA U3BECHOM
nofaTKy U3 npoobnema.

20. Hexe apuinimeiuuuke upumene. — O3Ha4NMO ca 9, 1eo 6poj koju
ce mobuja nucameM k myTa y3acTonHo 6poja 9; Ha IpuMep,

9,=9, 9,=99, 9;=999,...
Y eneMeHTapHO] apUTMETHIHU yU€e Ce 3aHUMIBHBE OCOOMHE OBAKO 00-

pa3oBaHUX Gpojesa U HUXOBUX KoMOuHanuja. Ibuma hemo gogaTu Hexomnu-
KO, BepyjeMo, HOBUX OCOOHHA.

1. Heka cy
(71) a,b,c,..., g,
(72) M, D,y S

Ba faTa HU3a MO3UTUBHUX Lenux 6pojesa, npu yemy cy 6pojesu (71) cBu
y3ajaMHO MPOCTH, U HEKA je h MPOMEHIBYB II03UTHBaH Leo 6poj. M3pas

S = 9(m+1)ah % 9(n+l)hh . 9(n+1)gh
9ak 9bk 9gk
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npeacTaBiba lieo 6poj ca Ak mudapa, rae je
A =ma+nb+... +sg,

U OH nMa ciefehy ocobuny.
OsHaymmo ca P(k) mo3uTwBaH 1ieo O6poj KOju IOKa3yje Ha KOJIHUKO
HauMHa ce 11eo 6poj kK MOKe HamrucaT y O0IHUKY

k=ax+by+...+gt,

Kaj cuMOOoJIA X,Y,...,! Y3UMajy CBE BPEIHOCTH U3 ciiefiehnx Hu30Ba

x=0,1,2,....m
y=0,1,2,...,n
t=0,1,2,...,s

Yum h idpemawu ussecny Zpanuyy, ogpebeny nuzom (71), yeo 6poj
Koju ob6pasyje Zpyiia snauajuux yugapa 6poja S koja ioqurse (k h + 1)-6om
a zaspuiasa ce (u + 1) h-iiom yugppom Woz b6poja iokraiia ce ca bpojem
P(k), u itio 3a ceaxy spegrociii bpoja k koja Huje sefia og hh.

ITa 6mcMoO TO fOKa3aiy, TOCMaTPajMO IOJIMHOM

yrhe g o 20 o
Vix,o W) = F———=1+x" + 3"+ ... +x™,
x* -1

e Cy O ¥ |1 /IBa MPOM3BOJbHA MTO3WTHBHA Lena O6poja. Mimahe ce

9 o
V(IO‘/V’OC’”) - 10—;10(/1 M,
9(111

H ojaTie
S =10"W(I0™),
rne W(x) o3HauaBa NOJHMHOM CTeTeHa A
W(ix)=V(x,a,m)x(x,b,n)...V(x,g,5).

Ho, xoeduuujent y3 x* y nonunomy W(x) ynpaso je 6poj o3HayeH ca
p (k). Ao ce ca I, o3Hauu 6poj uudapa uenor 6poja p (k)i y3me 3a i HEKH
6poj koju Huje Mamwu o logp (k), fobuja ce

W(10™) = 0,00...0 p(0)00...0 p(1)00...0 p(2)0...0 p(rh),

h=1, nyna h—15 nyna h=1y nyna

a Kako je h—1[, 20, OBUM je 3aBplleH JOKa3 QOPMYJIMCAHOT pe3ynITaTa.
Bpoj S je, pakie, cilexitiap iapitiuiije bpojesa.
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Jarep!® je go6no jemuy oty hopMyIy Koja jaje npuOIIKHY Bpey-
HocT Opoja p (k) 3a gatu cucreM (k, a, b, c,..., g) ¥ 3a cBe MoTyhe cucTeMe
(X, y, ..., 1), IPK YEMY yYHIbECHA TPEIlKa HMa TOPbY TPAHUIY KOja He 3a8Lcl
og k.

Y ciyuajy, Ha IpUMeD, jeHAYNHE Ca JIBE HENO3HATE

k = ax + by,
JlarepoBa ¢opmyna faje

k
k)= -"—+39,
p (k) o

TJle Je alconyTHa BpegHocT 6poja & Marba off 1; 3a jefiHaYNHY Cca TP HEI03-
HaTe
k= ax+by+cz,
OHa flaje
k? +kw+b+®+67
2abc 2abc

p(k) =

IpK YeMY Je NOIYHCKH WIaH O 110 anCOoJIYTHO] BPEHOCTH Marby Off H3BECHE
(buxcEpaHe KONWYHHE 3a CBE BpeHOCTH Opoja k.
Ose dopmyne omoryhyjy ma ce 6pojy /1 gomenu jefHa Ojf BPEIHOCTH
KOje TIPETIOCTaBIba NPETXOHY MCKa3.
ITpumeTnmo fa je
9(u+1)o¢h
9(1/1

neo 6poj ca pok mudapa, yuja je BpemHOCT

100...01 00...01 00...01...,

oh~1uyna oh—lnyna oh—1uyna

riae ce rpyna mudgapa 00...01 nmosasmka p myta. OBO f03B0JbaBa fja ce 6poj
S m3pauyna cabuparbeM IOTOHO pacnopeheHux jeAinHuUa U fa ce 4aK 3a-
MUCITY jeJHOCTaBaH amapaT Koju 61 6p30 M3BOAKNO OBAaj pavyH.

Ha mpumep, 3a jegHaunny

3x+2y=4k, 0<x<10, 0<y<10,

log(l+-7—”—j = log(l+%) = log9

ab

6ynyhu na je 6poj

15 sy la partition des nombres, Bulletin de la Soc. mat. de France, t. V, 1877; Oeuvres, t. I,
pp. 218-220.
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Mamu of 1, Moxe ce y3eTH fia je h = 1, mrro he gatn
S =0,101111212222323333434334 334334 ...

na ke ce 6poj p (k) nopymapuru ca (k + 1)-Bom umdpom 6poja S. Tako, jen-
Ha4uHa
3x+2y=19

MMa Ta4HO TPH pemiema 10 x < 10 1 y < 9: Taj 6poj 3aucra nokasyje gpaje-
cera nudpa 6poja S.

2. ITocMaTpajMo panuoHanaH 6poj

Sm,h = Mm,h QIH
e je
m,h: 1 +L "+*—1_’
9/1 92/1 9mh
9
, = 10—/1 2h
o 9.9,

U TTe ¢y m | h Ipou3BOJBHA JBA IeJia Mo3uTHBHA 6poja. Kaj ce oBu 6pojesu
IpeTBope y AelUMalHe pasioMke, M, , OcTaje ipociti TepUONUIHHA pas-
JIOMaK 4Mj# IEepHON uMa mh uudapa, a Q), Meuosulil IEPUOTUIHN PA3JI0-
MakK 4YHUji HellePHONWYHH Je0 ¥ NMepuo UMajy ceaku 1o 4 uudapa. Cam 6poj
S,un» IPETBOPEH V TIEPUONMYHY pasiioMak, 6uhe, nakine, meuioguitiu nepu-
OJIUYHU Pa3IOMaK YMji HENEPUOTHYHH €0 UMa A, a Nepuox mh nudapa.

ITopenumo HU3 S feuumMana 6poja S, , Koju obpasyje CKyl KojH ce ca-
CTOjH M3 HETOBOI" HEIIEPUOJUYHOT Jiea ¥ U3 NIPBOT IEPHOJIa — Y Y3aCTOIHE
oxpceuke 1,,7,,...,7T,,, cano huudapa, Tako ja ofcedax

T. (k=12,...,m+1)

nouutbe [(k—1)h+1]-BoM a 3aBpluaBa ce kh-TOM lELINMAJIOM, U ITOCMaTpaj-
Mo oxceuke 1,,7,,...,T,,.

Yum h tipemaiuu uszsechy spegrocit, yeo 6poj Koju obpasyje zpyiia
3HauajHux yughapa ogceura Ty, flogygapa ce ca bpojem geaunauya Opoja k pa-
3auvuidux og 1 u ogk, u itio 3a caaxy epegHociic k < m.

da OucMo ce y TO yBEpHJIH, IPUMETHMO fa S, , IpeAcTaBba HyMepii-
YKy BpeJHOCT KOjy 3a x = 107" y3uma pauuonanna dpyHkimja

F(x)= f(x)=9(x),
rie je f(x) orpannueH JlambepTOR pef

2 m
X X X
+ —+...+ R
l—x 1-x° 1-x"

fx)=
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@ (x)= l%_ﬂ =x+2x%+x+xt+ ).
— X
[Tpema po6po mosuatoj ocobuuu JlamGepToBor pepa, KoeduunjeHT
N(k) pa3zsuTka

F(x)=NDx+N2)x2+ NG +...

nofygapuhe ce ca Gpojem genunana 6poja k pasauyuTaM of, 1 1 of k.

Y3muMo 3a h 6urto Koju Lieo 6poj Takas ga 10" ne 6yme Marme of 6poja
menmuana 6UIo Kor 1esor 6poja k < m. [pousson 107 N(k) onna he 6urn
6poj 0,00...0N(k), rre 3HauajuoM penty N(k), xoju o6pasyje [, nudapa,
nperxogu i — I, nyna. Ogarie u3nasu fa je

F(10™)=10,00...0 N(1)00...0 N(2)00...0 N(3)0...,
(NS N e? N

h—1, Hyna h—1, nyna h—1y nyna

IITO foKa3yje ropedopMynucany pesyiarat. bpoj S je, fakne, jefnas ciiex-
iiap 6poja geaunaya UpomeHbUBOZ UeaoZ bpoja.

AKoO ce snakyHOM HA30BE CBaKM oficevyak T, KOjU YMHE MCKIbYYHBO HY-
e, U3 MPeTXOAHOT n3nas3u cnefeha nocnepua:

Bpoj nakyna xoje ce nanaze meby ipeux k ogceuaxa T,,T,,... jegnax je
6pojy tpocitux 6pojesa koju Hucy eehu og k, u tio 3a ceaxy epegrocii k
Koja Huje 6eha og m. '

Kap ce mpumeTu nia je

1 _00..010..010...01...

kh kh—1 kh-1 kh—1

2% _00..010...020...020...0 2...,

X9 h=1 h-1 h=1 h-1

107" x

BUMHM ce fja 6u ce 6poj S Morao wu3pauyHaTH 32 cBe faTe OpojeBe m U h caMo
cabUpameM jeUHUIA, Ha nmpuMep nmoMohy amapara Koju Ou ce jegHO-
CTaBHO MOTa0 KOHCTPYHCATH.

Bpoj h Koju HcHyBbaBa MPETXOJHE YCI0BE MOTyhe je OfpeRuTH Ha pa-
3nruuTe HaynHe. Kaxko je :
N(k) =k < m,

Modce ce 3a h yseitiu 6ur0 Koju yeo Opoj Koju Huje mareu og log m.
On ce Takohe moxke usabparu Ha cnefiehy HauyuH: y3umajyhu 3a m
HEeKU (pakTopHje,
m=1-2-3-..-A,
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ca curyprourhy ce yrepbyje fa 6poj genmnana (pasnuwaurux of 1 u k) memor
6poja k < m He npemayje Huxag 27!, a kako je
A=l
27 <103,
A—1

3a h ce moxce y3eitiu 6uno koju yeo 6poj koju 'Huje Marbl 0f 3

IToacetumo Takobe Ha Hejegnakoct r. Burepra

logk

(I+¢)
N(ky<2  loeloet,

KOja Baxu 3a € > () 1 MIPON3BOJBHO, YKONKKO je k JOBOJBHO BEJHKO.
Ha mpumep, 3a m = 100 (mrto gaje s < 2) gobuja ce:

S100.2 = 0,0000000100020002012000400020203000400040202000601....

IIpBux fBameceT ofcevaka ca 10 Be Iudpe cagpxu 9 JaKyHa, IpBHUX
100 opcevaka ux cagp:ku 26, OBO IoKa3syje Aa UMa 9 npocrux 6pojeBa Ma-
wux on 20, na ux uMa 26 Mawux oy 100, uri.

Wcrn mocrynak, NpUMEHeH Ha pasfiduuTe panuoHanHe (yHKuuje
aHAJIOTHE NPETXOTHUM, JOBOAY [0 APYIHX LEJUX UM pallMOHAIHUX Opoje-
Ba obOpazoBanux o uudapa 9 ¥ ca 3aHUMIBUBUM apPUTMETHYKHM CBOJ-
CTBUMA.

3na ce, Ha npumep %, 1a je 6poj O, , pasnarama ceux 6pojesa y (Haj-
BHIIIE) ¢ KEJOBA, O KOjux HujemaH Huje Behu of maTor 6poja p, jegHak
KoeuumjeHTy y3 o’ y pa3pojy pyHkuuje

1
(1—0)(1 = )1 — o)1 —ow?)...(1—ox”)

F(x)=
Wcro Tako, M03HATO je fa je Opoj R, - Pelllere y NEIUM ITO3UTUBHIM
6pojeBUMa JIBe CUMYJITaHE JelHAUNHE

ax+by+... +gt =k,
ax+by+..+g't=k,

3a IpoMensbIBe k1 &, kKoedunumjent y3 u*v* y passojy dyskimje

1

(1= Y =u"v" ) A= u®v) .

O (u,v) =

Wspasu

16 Mac-Mahon, Philos. Trans., t. 187, A, 1896, p. 619.
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(73) FAO™ u ®Io™ 107,

(rge cy h 1 h’ 1OBOILHO BEMKI Lesn OPOjeBH) NpeCcTaB/bajy H3BeCHE pa-
IMoHamHe OpojeBe YU ce HU3 JelMara H3paxkasa Kajl ce HAIULIY JelHH Y
NPOJY>KETKY APYIHX, Y3aCTOIHY Uenu Opojesu Q, , unn R, ;- 1 usmehy mux
yMeTHE U3BecTaH Opoj HyJa, KOjH je yTONuKO Behu yKonuko cy OpojeBu /1 1
i’ Behu. Bpojesu (73) urpajy Tako ylory cnektapa y OBOM Impobiemy.
Jour hemo mokasaTu, y CBOJCTBY IpUMepa, HaUMH (hOpMHUpaLa Cliek-
iapa uciuux citeileHa y3acioitHux yeaux opojesa.
AKo ce ca P, ; 03HauYH [IOJIMHOM CTeNeHa m, feMHUCAH PEKYPEHTHOM
chopmynom
m+1
Pm,k = -1 = 07 Pm,() = Z—_’_—ZL’ P’ = i]i’
7—1 dz
umahe ce
P L

m,

L= 15242522 + o+ mfsz

ITosnarta dopmyna

Za,z"

1 Za()—}-(ao+CI1)Z+(CIO+a1+a2)22+...
naje oHga

ML= ),z 8,2 8, (2 2 L),

-z
rie je

S =142+ 40l
Hejepnakocr
kK <m?” (k=12,...,n-1)

MOBJAYH

p+1
s, <mPh

np

¥ CTOTa je, Ca U3BECHAM IIO3UTHBHEM LeanM O6pojeM i KOju Huje MambH Of
(p+1) log m, ciiexitiap Husa S,,,S2,,.-.»Sy,, 941 je yHAGOPMHU PHTAM
h, = h maT ca mh npBux jenumaina opoja (rae je 9, o3HaKa U3 NPETXOAHUX
npuMepa)

_10111/1 s,
S = —-—_Pmp(lo )v

mh

mpeocrane gemuMane 06pasyjy MepHONWYHM CIEKTap ca YHH(DOPMHHUM
pPUTMOM h, IPH 9eMY je IepPHOf 6poj S, , 3aj€[[HO Ca OHOIIMKO HyJa UCHPEN
Hhera KONIKO je MoTpeGHO 32 yuoTnyibaBame 6poja h nudapa nepuopa.

Ha npuMep, y cirydajy 6pojeBa s,,,...,5,, cam =16, p =2 Hanasu ce
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o 109 P, (10

V64
= 0,0001000500140030005500910140020402850506065008191015...

Hymepuuka BpegHocT 30upa s;, (k=1,2,...,16) noknamna ce ca k-Tom
pyroMm cnekTpa, mro he pehu ca rpynom 3HavajHuX nudapa Koja noIume
(4k—3)-BoM m 3aBpmIaBa ce 4k-TOM JFEeIMMAJIOM CHeKTpa S; IPH TOM ce n-Ta
nudpa 36mpa s, mogyaapa ca (2k — n + 1)-Bom gemumanom y S. Tako ce
36Up s9, MOKJAMA ca [eBETOM CIEKTPAJIHOM NPYroM: TO je, AaKie, 6poj
285; npyra mgdpa 6poja 55, je nefeceT u IpBa genumana 6poja S, a To je 1.

21. Cuexipannu dociuyiax pa3sujarea y peg. — Hymepnuko uszpauy-
HaBame KoeduiyjeHaTa pefa

ag +a;z+ayzt +...

M3BOAU ce YyOoOWUYajeHuM MOCTyNLUKuMa, OHJIO M3padyyHaBamkeM CBaKoOr Koe-
unmjeHTa @, UHGUBUYYAAHO EKCIUIRIUTHOM (DOPMYIIOM

all = (p(n) (n = 071’ 27-'-)7

6mino uzpauyHasajyhu a, nomohy Beh mosnaTor Husa Koedunujenara a, .,
A,_s,... HA OCHOBY HeKe peKypeHiline Qopmyne

©(n,a,,d,,a,_,...) = 0.

Cilexilipannu Hoclityiiar caciioju ce y U3paiyHasarby Ceux Koeguuyu-
Jenaliia a, UCHIOBPEMEeHO, UAU HaK Zpylie [iux Koeguyujenaiia yuje ce og-
pebusarse xeau, iomohy pyiia geyumana jegrnoz jequroz bpoja S, Ha tozo-
gau HawuH gosegeHo? y ee3y ca gynkyujom f(z) wuju ce paseoj y peq wipa-
HCU.

ITpasuna u3 maparpaca 8 mto ce 0BOT THYE TOBOJE 10 cirefehux npa-
BHJIA.

1. Kaja cy 6pojeBn a, MO3HTHBHM 1 LeH, KOeUIHJeHT a, jefHaK je
enoM sieny 6poja S Koju npepcrasiba cnekrap gynkuuje f(z) ca mosxa-
THM PUTMOM /i;; KOepUIMjeHT a, TofyAapuhe ce ca TpynoM 3HaUajHuX L~
cdapa Gpoja S koja nounmwe (P, +1)-BOM a 3aBpulaBa ce F,-TOM JEUH-
MaJoM, THE je P, = hy +hy +...+h,. Y ciaydajy ysudopMHor put™ma fy = /1,
TO je rpyna Koja mounme [(n—1)h+1]-BoM a 3aBpiuaBa ce nhi-TOM JEUi-
Manom criekTpa S. Y ciyuajy yHindopMHO yop3anor put™a fiy, = h+ck, ona
NOYHILE

n(n—1)
2

{(n -Dh+ c+ I}BOM,
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n(n+1
a 3appliasa ce [nh + ~(—-2—2 ¢+ IJ-TOM REUHUMAanoM CrexTpa S.

ITo peny k-ta nudpa 6poja a, noxkuana ce ca (P, — k +1)-ToM meuu-
MaJIOM CIEKTpa S (ca k-TOM JIMHU]JOM n-Te CIeKTpaniHe npyre). 3a h, = h
Toje (n—k+1)-Ba,a3a h, = h+ck

[nh + ﬂl_gr_ﬁ c—k+ 1] -Ba flelpMana crekrpa S.

II. Kapa xoedunujenTu a, HuCy nein 6pojeBH, MO3HaBake HEKE TPaH-
cmyTtauuje A[f] carmacHe ca pyHKUHjOM f(z) KOjy Tpeba pa3sBuTH JOBOJH
no (E)-yHkumje Koja mpejcraBiba TpaHcMyTaT GpyHKImje f(z); mO3HABabe
HEKOT CIEKTPAIHOT PUTMa CarlacHor' ca Hu3oM Koeduuujenara N, pyHk-
uyje (E) 1 3HAKOBA G, PEalHuX ¥ UMATMHAPHUX [[eJI0Ba OBUX Koeduliuje-
nHata omoryhmhe cdopmupame jegHor cnektpa S Hu3a N, ca TaKBUM pH-
t™oM. Ilpasuno I npumemeno Ha S ogpenuhe onna 6Gpojese N, a penanuja
usMeby Opojesa a, u N, xojy namehe A[f] ompenuhe oHpma HemosHaTe
o6pojese a,,.

Moryhu puram /i, u 3Hanm G, O6uhe cafpxkaHu y ckyny (A) kBanmuTa-
TUBHUX [TOflaTaka npobiema.

III. OppebuBame TauHuX BpegHOCTH n + 1 npBuX KoedunujeHaTa (y3
aTnCTPaxoBambe 3HAKOBA G, ) 3aXTEBA CaMO TO3HaBatbe U3BECHE HpUbAUNCHE
BpeHoCTH Opoja § ca P, TayHuX OpBUX AeuuMarna. OBaj 6poj fenumMana je

. nn+1) .
nh'y ciyuajy yHU(GOPMHOT CIIEKTPaHOr PUTMa, a nh+ —~2—~c y ciy4ajy
yHU(pOPMHO yOp3aHor purma b, = h+ck.

IHpeu apumep. — Onpequtn HU3 Ay, A, A,,..., A, Koeduujenara p-
TOT CTEIleHa JaTOT MOJMHOMa P(x) m-TOT CTEIeHA YHjU Cy KOE(HUIU]EHTH
HO3UTUBHHE LeJIH OpOjeBH, 3Hajyhut Ipy TOM je[[Hy ropiby TpaHuly A Koedu-
ujeHaTa Ay;.

AKO je ca h 03HAYEH HEKW MO3UTHBAH 1[e0 OpO] KOJ1 HUje MarbH Off
log A, Hus OGpojeBa A, fgonyiiTa yHE(OPMHY CIEKTPAJIHU pUTam hy = h, na
he criekrap 6uTH 1aT 6pojeM

s =[pao™]".
Koeduuujeut A,, Kao ¥ xelbeHa Iudpa osor 6poja, 6uhe gaTu npy-
rOM U JHHHUjOM CIIEKTpa S Koje ce oApehyjy Ha OCHOBY IPETXONHKX Hpa-

BULJIA.
Ia 6u ce, Ha IpUMep, CIeKTPaIHUM IOTYIKOM Pa3BHO H3pa3

fOO) =+ x+ x>,
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3Hajyhu na KoedunujenTH TOT pasBuTKa Hucy Behim ox 1000, gososbHO je
U3pavyHaTu 6poj

S = f(10™) =1071001001¢
=1,00602105009012614112609005021006001

U IOJEIUTH FHErOB NEeIMMAalIHU €0 Ha OfIiceuKe ca 110 TPH Ipe: CBAKH Of
THX OficeYaka jjaje 110 jefjlaH Koe(puIMjeHT A, a ce Tako [obuja

F(x)=1+6x+21x* +50x* +90x* +126x° +141x°
+126x7 +90x% +50x% + 21x1% + 6! + x'%.

JOBOBHO je, ITaBHIlle, U3PAaYyHATH CaMO ITPBUX OCAMHAECT JleruMana
Opoja S ga 61 ce UMao NOTIYHU pa3Boj QyHKUHje.
Apyzu upumep. — Pa3zBUTH y CTENIEHN pefl pallOHAIHY (DYHKIH]Y

P(2)
02’

Yuje Cy CBE HyJle MMEHHOIA NMPOCTE W MMajy MOJAYJE jJe[HaKe jeMHUIH,

3Hajyhu fla Cy CBM HENMO3HATH KOe(UUHUjeHTH OBOT' pa3BUTKa LeNN MO3H-

THBHY OPOJEBU WM 1IeJTH OpOjeBU, HAN3MEHUYHO MO3UTHBHYU K HETATHBHU.
Axo ce ca @,,0,,...,0, O3HaUe HyJe moxuHoMa Q(x), a ca A}, A,,

..., A, KoedHuujeHTH TPOCTHUX pa3jioMaka Koji UM ofrosapajy, umahe ce

AI Am

+..0+ )
Z~OLI Z—-O(,,,

flx)=

B f)y=p()+

rpe p(z) 03HauaBa Ueo feo pa3nomMka f(z).
AKO ce flecHa crpasa jefiHakocTH () pasBuje y pen

f(2) =0y + 0z +0,z% +...,
nMaheMo
a, =p+Ao] + A0 +.. + A0,

I€ p 03HAYABa, YKOJIMKO TO OJa3u y 063up, KOeMHUIU]EHT y3 x" y NMONHU-
nomy P(x). Opaspe ce 3ak/byuyje fa je

la,|<Ipl+1 Ao T+ Aan b+ +1A 00 L
a Kako je MOJIyo Off ... JeflHaK je[lHHuLH, foOuja ce

la, I<Ipl+TA T+ A T+ LA, L

AXo ce, mpema ToMe, ¢a i 03HaYH GUII0 KOoju 1ieo 6poj Koju Huje Behn
on
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log[lpl +1A1+...+14,1],

6uhe
la, 1< 10",

2ge ce h He mera ca n, IUTO 3HAYM Aa HU3 KoedUIUjeHaTa «, UMa YHU-
opmaH criexTpanHu putaMm h, = h; pelaBame npobiiemMa ce OHgA JaKo
3aBpIUaBa.

Y cny4dajy Kap cy, Ha IpuMep, OPOjeBU g, MTO3UTUBHH, BUXOB CIIEKTAP
he Gurn paunonanan 6poj S = f(10™"). Koeduuujenr «, Tana he ce moxy-
napuTH ca uenum OpojeM oOpa3oBaHUM O Ipyne fenumana 6poja S Koja
nounwe [(n—1)h+1}-BoM u 3aBpmiasa ce nh-TOM Of TUX AeUrMana; k-Ta
nudpa xoeduuujerra a, narta je (nh —k + 1)-soM genumanom crekrpa S.

Takas je cnyuaj orpanudeHor JlambGepToBor pepia

2 m

. z z
7) = + +...+ ,
/@) -z 1-2° 1—-2z"

KOJW CBAKAKO WMCHyHhaBa npeTxopte yeiaose. C 003uMpoOM Ha HejeJHAaKOCT

la,l<n<m,

KOja BaXKW 3a OBAj pefl, U Ha UMIEHUNY fa KoeuLUujeHTH «,, Kao IMO3UTH-
BHU 11eNu OPOjeBH, MMajy 3a CTIEKTPAJIHU pUTaM HEKM YHUMDOPMHE PUTaM

h, = h=logm,
BUXOB CIIeKTap ca TaKBUM pUTMOM Guhe paumoHanHu Opoj

s=t Ly 4 L [% =99...9j.

o nyra

Ha npumep, 3a m < 100 MoxXe ce y3eTH h = 2, IITO faje
S = 0,01020202020402030402060204040502060206 ...,
TaKo fia je
f(z) = z422% + 223 +32* +22° +42° + 277 +47% 4327 + .
Tpehu iipumep. — Pasputu f(z) 3Hajyhu fia je KoeduuujeuT a, panuo-
Hanag 6poj %L, ryie ¢y 6pojeBu M, Uenu U ca orpaHn4yeHuM O6pojeM uuda-

pa, ¥ IpU TOM HAaM3MEHUYHO IIO3UTHBHU U HETATUBHU.
TparcmyTanuja
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Alf1= f(2),

caryacHa ca f(z), maje TpaHcMyTar (E)

F(Z) = MO +MIZ+M222 + ...
U [IOBNAaYH pelalyjy

(o) na,-M,, =0 (n=123,..).
Bpoj M,_, 6uhe onpeben kao n-Tui ofceyak ca h uudapa 6poja
S = f/(-107"),

KOJi MTpa yJIOry cmekTpa ¢yHKuuje F(z) ca YHUDOPMHHUM PHTMOM
h. = h 2 o MakcumanHor 6poja nudapa 6poja M,. Koedbuunjenrn a, he
oHpla 6UTH aTH penanujoM (o), Koja ocTaBiba a, Heonpeheno.
Ha npumep, 3a
105 _ 0,2 3
f(z):J‘23 19z —2z° 4+ 22

1-2z°

dz

U h =2, Halas3y ce
S = f'(-0,01) = 23,19211721172117 ... ;

OBJIE Ce, flaKile, KoepUuUMjeHTH M, penponykyjy, nodyes ox tpeher, npu ye-
My je nepuog 21 u 17, ma Tako umamo

f(z)=qy ——2_°>:z+1—2?—z2 ——2——1—23-{—£z4 ——2—125 +17 6

3 4 5 6

Yewspuu upumep. — Pa3zputu f(z) 3Hajyhu fa cy KoepuUUjeHTH a,
CBU TMO3UTHBHY U KBAJ[pATHU KOPEHHU IMO3UTUBHUX Lienux O6pojeBa ca orpa-
HUYEeHNM GpojeM feumanna.

AXO je cTaBLEHO

| £ee™) [ = w0 9),

TpaHCMyTaluja
2r

AfI=5- [ vz 0)de,

0

carnacHa wHave ca f(z) (§ 15), nperBapa Ty GpyHRUH]y y jenan (E)-pen
peJalnujoM
a:-M, =0,

Ysumajyhu 3a h Heku 1eo 6POj KOjH HUje Marby Off MAaKCHMaIHOT 6po-
ja uudapay 6pojy a,, cnexrap 6pojesa M, ca puTMOM h, = h 6uhe peanHu
6poj
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=1 jw[m 2 jdq),

unju he n-Tu opcevaxk ca h uudapa gatu M, na he ce umatn

all = MII "

ITeiuu apumep. — Pasputn f(z) Kaj je MO3HATO camo fla ¢y KoeuI-
JEHTHU a, MO3UTHBHE LEenu 6pojeBy u fa je z = 0 o6uyna Tauka pyHKIMH]e.

Komnpeprenunja crenenor pefa Koju npepcrasba Gyakuujy f(z) y
OnusuHu TauKe z = 0 MOBIAYM MOCTOjarbe (PUKCHPAHOL IO3UTUBHOT Gpoja A
TaKBOT 71a €, 3a CBAKY BPEIHOCT 71, Q/Z < A. Ako je ca C o3HaYeH GUIIO KO-
ju ueo 6poj Koju Huje MarbK of log A, yHH(OPMHO yOp3aH CIIEKTPANHY PH-
TaM h + ck Ouhe carnacan ca HE30M KoedULHjeHaTa a, ¥ HEeroB crexTap he

Outn peanHu 6poj
2n i
S = _.1._ be(pe“)e(ﬁ_._] d[’
P 0 p

rme je

6(z) = Zq"zz”, q= 10 2, p = const. < %

n=0

Moxe ce, Takobe, 6poj S uspaszuru nomohy ogpebenor maTerpaia
(29) w3 nmaparpada 5

=L j e”'R(0,PBr)dt,
Jn
0
rge R(r,¢) o3HauaBa peasyHu geo of f (r,e®) W rAe KOHCTAaHTaMa o, U B
Tpeba NPUIKUCATH BPEJHOCTH

o=10"¢ B =./2lognatl0.

Axo ce HI3 lenMara 6poja S Tojed Ha y3acTONHe OficedKe ca ¢, 2¢,
3¢,... fenmMana, KoeuIMjeHT a, Noxyaapuhe ce ca LesuM AesoM 6poja S, a
Koeqmun]eHT a, ca MeJuM 6p0]€M obpa3oBaHUM 0Of] 3Ha4ajHUX Hudapa n-
TOT OJ[CeYKa.

22. Ciiekiupannu HoCUiyiuax u3pa4iynasarsa ogpehenux uniuezpana.
— CrhexkTpanHH IIOCTyNaK ce Ha jBa pa3juyuuTa HauyWHA NpHMEYje Ha
u3padyHaBame ofpebenux uaTerpana.

Ipeu nawun. — Y ciyuajy HeKOT HU3a ofjpeheHnx unrerpana Jy, J,,

. (JeTHOCTPYKHUX WM BHILECTPYKMX, PEATHUX MM UMarnHapHUX), TaK-
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BUX flace J, mopygapa ca Koe(HuUUjeHTOM a, Heke pyHKumje f(z), uspa-
YyHasarbe uHitiezpansa J, mooce ce spuiniiy ipema iupasuiuma u3 uapazpa-
¢a 21 iiomohy iipyZa ussecHo? cilekitipa gosegeHoz y 6e3yca f(z) upeaa-
yuje koja uociioju uameby yeaux opojesa koje obpasyjy itie ipyze u koegu-
yujeHatiia a,.

Ha Taj Haunn ce Komujes naTerpan

=L [D g =012,
27 ) (Z__a)n+1

y3eT Ay>K HeKOT Kpyra C Yuju je UeHTap y Ta4YKH z = a U Y KoMme je (PyHKIHja
f(z) xomomopHa, H3paxkana, KaJj rof je HEeropa HyMepruIKa BPeHOCT 1eo
Opoj, HEMOCpeAHO Kao ueo 6poj xoju obpa3syje oapebeHy npyry u3BecHoOr
crekTpa pyukumje f(a +z)— f(a)(y3 ancrpaxopamwe 3HaKoBa G,,).

Kapm wnrerpanu J, Hucy uenu 6pojesn, f(z) he OuTu 3aMermeHO TpaH-
CMYTaTOM KOJH OJIrOBapa HEKOj TpaHCMYTallMj} caryacHoj ca f(z).

Hcto Taxo, uaTerpan obimka

b

p = fwras,

Y n

a

(rpe cy u u v pyukuuje on t) poduhe ce mMoMohy mpyra jeHoOr CreKkTpa Kaj
ce TIPUMETH Ja Ce WHTerpalu J, MoKJamnajy ca Koe(puuujeHTuMa pa3BUTKa
dpyuxumje

b
f@) = [owud

IO CTelneHuMa Off z, Tfie je ¢ (z) jeaHa win Apyra of (pyHKIH]a

_Z”H——I _ 1
o)== () =1

0

npemMa TOMe Jia JIU je HU3 J, OrPaHnYeH MU HEOIPaHHUEH.

Apyeu naqun. — Y ciydajy Kaj HEKM HHTerpai J u cam IpefcTaBiba
creKTap, ca MO3HATHM PUTMOM /., IO3HATOT HU3a LUenux 6pojeBa Ny, N,
Ns,..., 0K he umaitiu 3a Hymepudry apegrociti bpoj Ny npahen, xkao yeo
geo, Hu3oMm geyumana Koju ce obpasyje pebarvem, jegne y3 gpyzy, Hymepli-
urux zpyiia Gy, G, G,,... koje ogzosapajy nHuzy Ny u puitmy hy, towiio cy
PeanHu u umaiunapru geaosu Opojesa Ny cHabgesenit HO3UILUBHUM
BHAKOM.

Takag je, Ha mpuUMep, cllyuaj HHTErpana
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b
J = J(p 10"y udr,

4

Kapa cy unTerpany J,, fe(UHHCAHN NPETXONHOM (hOPMYIOM Lienu 6poje-
BY, unju Opoj uudapa He Mposasy h; UHTETpas, OCMaTpPaH Kao CIIeKTap
Gpojesa J, ca purmMom h = h, uMahe Kao Heo meo BpegHoCT J,, a Kao ae-
uuManuy geo G, G,,Gs,..., rie je G, ueo 6poj J, KoMe NPETXOHu OHOIHKO
Hylla KOJIUKO je noTpe6GHo fa 6poj uudapa Hymepuuke rpyne G, 6yne jei-
HaK h.

Taxas je, Takobe, cnyyaj unrerpana

b
J= j&,mudz,

e, ca WwiaHoBuUMa f, GUIO KaKBOI HEOIPAHWYEHOT HU3a MO3WTUBHUX Ie-
nux 6pojea, £(z) o3nauasa yeay QyHKUH]y

n=ce

E(2)= D qu", g, =1070rh),

n=1

Kapa je J, panuonanan 6poj o6uka M, (M, = ueo 6poj, purcupan
n

WIN ca 1 TPOMeHIbUB), Tpeba & (z) 3amenuTu ca zE'(z).

Y3umajyhu 3a h, Hek¥ HU3 [edux OpojeBa KOJU Ca CBOJUM PaHIoOM
pacTty JOBOJBEHO 0p30, uMahe ce Tako 6€CKOHAYHO MHOTO HHTErpaia Koju
ce n3paxanajy nomohy JInyBunosux TpancneHaenTHuX 6pojenal’.

HHeTerpanu o6nmka

J= j e (o, ) dt,
0

e je W(r,¢) peanad geo dynkumje f(re®), upn uemy ce pynxumja f(z)
MOXe Pa3BUTH y pefl IO CTeNeHNMa MTPOMEHIbUBE Z YHJU Cy KOe(hHIHjeHTH
uenu 6pojeBW — U3padyHaABAjy ce, 3a U3BECHE BPEJHOCTH KOHCTAHTH ¢ 1 B,
Kao crnexTpu KoeduumjeHata ¢pyHkuouje f(z) ca HEKEM YHU(DOPMHO
y6p3anmM puTMoM (§ 5). Y cnyuajy kKajia je, Ha npuMep, palmoHaIHa (PYHK-
uja Koja mpefcTraBiba ckyn m < 100 mpBux wianosa JlambepToBor pena (§
21) u cTaBIBAHO je

17 Buperu crp. 46.
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o =0,01, B =+/2lognatl0,

T

uHTerpan J he umaTu BpegHOCT - IIOMHOXEeHY GpojeM S YHuji je 1eo 1eo

HyJla a ¥eH eNUMaliHK €0 Ce MOxXe HamucaTu pebajyhn jense y3 gpyry
rpyne Gi,...,G,, 'ie je G, jeqnako 6pojy nesunana 6poja k (pauyrajyhu y
BbUX B Opojese 1 U k) HCIpey Kora je CTaBJbeHO OHOJIMKO HYNIA KOJHKO je
noTpeOHO a yKynaH 6poj uudapa rpyne G, Oynue jenHak 2k.

23. Cuexiupaano ogpehusamwe ynxyuja. — YoOuuajeHH MOCTyIIIU
ojgpebuBama Heke aHaNUTHUKe PyHKIMje ToMohy guckpeitinux ycaosa 3a-
XTEBA]y, YOIIITE y3€B, OECKOHAYHO MHOZO0 HYMEPUYKHAX MOAATaKa, KAKBU
Cy, Ha npuMep, KoeduuujeHTH TajropoBor pefa, TPUroHOMETPH]CKOT, €K-
CIIOHEHUIM]AJIHOT pefia, UTH..., KOji OAroBapa (PyHKIHU]H.

ITo3HaTu cy pa3sHu Jpyru HauYMHHU ofipebuBama Hexe Lene QyHKIH]je
f(z) momohy gucKpeTHUX yCIO0Ba; Ha IpUMEp, IOMOhY BpeJHOCTH KOje Y3H-
Ma f(z) 32 U3BeCTaH HU3 BPEJHOCTH IPOMEHIbHBE z, KOJUMA j€ IIPUKIbYIEeH
Hex cKyll (C) MONYHCKHUX KBAJTHTATABHUX YCIOBA KOJU Ce OHOCE HA HAUUH
panrherma gpyHknmje ca z18

VY cafa mo3HaTHM HauyWHHMa ofjpebuBama TakBUX yciaoBa, 6poj HY-
MEPHUYKUX MOJATaKa CaMO je H3y3eTHO 0ZpaHuyeH, y BeoMa CIEeIjaTHiM
Clly4ajeBUMA ¥ KOjUMa je yHaTpen MO3HAT aHANUTHYKM O0IHK (PyHKIH]JE 1O
Ha OrpaHuyeH 6poj KOHCTaHTH (Ha IpUMeED, y cIydajy Kaj ce yHKIKja CBO-
4 Ha anreGapcKi, eKCIOHEHIU]aIHy, TPHIOHOMETPH]CKY TIOJITHOM, UTH. ).

MebyTuM, ciekTpanHa MeTofa OTKpUBa OeCKOHAaYHO MHOTO KaTero-
puja gyHKUIja yHje ce ofpehuBame CBOAM Ha ipobaem Koju 3asucu og
oZpanuyero? 6poja Uapameitiapa, IOA yCIIOBOM [la UM Ce IPHUKIbYIH HEKH
ckym (A) keasuiliaitiusHLUX YCIIOBA.

Ogo hemo mpenu3upaTy y OHOM LUTO CIEIH.

Oyukumjy f(z) jenHe mpoMensbHBe z cMaTpaheMo Hymepuqku ogpehe-
HOM aKO CBAKO] HyMepu4K0oj BpEJHOCTH IPOMEHIBUBE z OrOBapa jefHa Hy-
MepuuKa BpemHocT Of f(z).

Pehin hemo ga Heke ananurwuke pyHkuaje f, f2, f3,... IPOMEHIBUBE 2
dpuiiagajy UCitio] clleKilpasHoj kattieZopuju ako 3a CBaKy Off BbHUX MOCTOJH
061aCT z-paBHU y K0jO] Te (PYHKIHMje AOMYIITA]y JeAHY HCTY TPaHCMYTaLH]y
A[f], koja ce op jemHe pyHKLH]e O APYre pasznuKkyje caMO HyMEPHYKUM
BPEJHOCTHMA H3BECHOT Gpoja napaMeTapa KOje OHa CappXu. JejHa crex-
TpasiHa Kateropuja (pyHKIHja TaKo je ofpehenHa oO6IMKoM ca HbOM cariacHe

I8 B Borel, Sur l'interpolation,C.R. Acad. Sciences, 1°" sémestre 1897, pp. 673-676.
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TpaHcMyTauuje A[f], xao WITO je HeKa KaTeropuja MOBpUIKHA ofipebeHa
06nuKOM cBor ds?.

CrexTpanny xateropujy (f) TpeGa cMaTpaTy kaltieZopujom ca m idapa-
meluapa ako, xag m mehycoGHO He3aBHCHUX IapaMerapa, Koje 0CTaBiba
Ipou3BObHE feuHuLnja KaTeropuje (f), ysuma ogpebene Hymepuuke
BPENHOCTH, THME Ce NIPOU3BONH jefiHa HyMepHIKHU ofipebena pyHkImja Koja
npunajga KaTeropujy, 1 TO TaKo Ja cBaka (PyHKIHja KaTeropuje Moxke Ha
Taj HAuUUH OWTH IIpOU3BeeHa.

CriektpanHa METOHa OHJIa JOBOJY IO 3aKIby4aKa KOju CIefE.

Hajmpe, (E)-kaTeropujy dyHKimja f(z), Koje ce MOT'Y y OKOJHHE 6ap
JEAHE z = 0. Pa3BUTHU Y PEf IO CTEIeHUMA Of z — O YHju CY KoeuimjeHTn
yeau bpojesu, Tpeba cMaTpaTu KailieZopujom ca gea tapameiipd; TO Cy:
BPEJHOCT O ¥ crekTap S pyHKUyje.

ITocMatpajmMo 6uII0 KakBY KaTeropujy (f) GpyHKUMja Koje ZOmyIuTajy
u3BecHy TpaHcMmyTauuj)y A[f]. Penammja usmeby dynkmuje f(z) u meHor
TpaHCMyTaTa MOXKe YBECTH M3BeCTaH Opoj mapaMeTapa Y; KOJi MOTY NOTH-
natu: 1. of mapameTrapa cagpyKaHUX y caMmo] TpaHcmytaumju A[f]; 2. of
HeofpebeHnx KOHCTAaHTH KOje YBOAHM caMa Ta pejalyja, Ha IpuMep, WHTe-
rpaiujoM, YWIaHOBUMaA pefja Koje ocTaBlba HeofpebeHe Heka peKypeHTHa
penaumja, uTH.

Bpoj ¢ napameTapa y; Bapupa, 3a jefiHy UcTy kareropujy (f), y 3aBuc-
HOCTH Ofi IpuMemeHe TpaHemyTauuje A[f]. Cllexilipaanum ungexcom O
HeKe crekTpaiHe Kateropuje (f) ¢pyukumja HazBaheMo najmarsu og bpojesa
g + 2 MOBEJEeHNX TaKo y Be3y ca TOM KaTErOpHjoM Off CTPaHe pas3IMyuTUX
TpaHCMyTal¥ja carjacHux ca pyHKIHjaMa OBe KaTeropuje.

CriexTpaiHu WHEKC Heke KaTeropuje (f) mokasyje, fakmue, 6poj Hy-
MEPUYKHX MOf{aTaKa KOJU Cy CTPUKTHO HEOIIXOHM 3a MOTIYHO HYMEPUUIKO
ofpebuBame mojeauHe (pyHKIWje N3 KaTeropuje (f) momohy cnexTpanmHor
nocrynka. OBH moganu cy: 1. ¢ mapameTapa vy;; 2. ABa napameTpa o 1 S (E)-
KaTeropuje, koja ogpebyje TpancMyTaT o f mpuMeHoM noctynka A[f].
Hakmne:

Ciiexiipasna kaitiezopuja (f) ¢pyrkyuja moxce ce cmaiipaiiu Kao Ka-
[fiezopuja ca OHOAUKO UApPAMEIiapa KOAUKO UMA JeqUHULA Y HheHOM ClieK-
HIDAAHOM UHGEKCY.

CnexTpanHu MHEEKC KaTeropuje (PyHKIHja Koje ce MOTY pa3BUTH Y
OKOJIMHM Ta4Ke z = O y peJ| IO CTelleHuMa Off z — 0. Ca KOe(UIHjeHTHMA
KOJ¥ Cy e OpOojeBH WM HMajy caMo OorpaHMYeH 6poj fenuMana — U3HOCH
& = 2. Ha npumep, nyk paBHE KpUBe NOTIYHO Je ofpebeH Kao PyHKuHMja
aTncHyce YCIOBOM Jla ce OH MOKe Pa3sBHTH y PeJ 110 CTeIeHHMa IPOMEH-
JbHBE X, Ca IeJIMM, HAaU3MEHNYHO TIO3UTHBHAM ¥ HEraTHBHUM H off 6poja 100
MaBbUM Koe(UIUjeHTUMa U [la je Iberosa [y>KuHa n3Meby tadaka x = —0,01
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u x = 0 jenHaka o6uMy Kpyra umju je monynpeunuk 1. [Togaum cy oo =0 u
S =2m.

Anre6apcke QyHKIUje YHjH ¢y KOeDUUAjEHTH y3 (x — )" paloHal-
Hu OpojeBd o6pasyjy jefiHy CHeKTpalHy KaTEerOpujy ca HHAEKCOM O = 4.
ITomanu cy fBa mapameTpa Y, # Y, U3 TpaHCMyTalHje

ALf1= v/ (122),

carjiacHe ca TOM KaTEropujoM (PyHKIHja, Ka0 ¥ BPEXHOCT O U CIEKTap S
TpaHCMyTaTa ca mosHaTuM putMoM. CnuuaH je cinydaj kaTeropuje (f) o6pa-
30BaHe off AGENIOBHX MHTErpaja KOji ce MOT'Y Pa3BUTH y CTEIIEHH el ca
paLuoOHATHIM KOoepULUjEHTUMA.

dynknuje xoje UMajy 3a KoeduunjeHTe Ipoussoae obnuka M,Q,, rue
cy M, uenu 6pojeBu a Q, pa3lnoMIbeHH OPOjeBH ca p mapaMeTapa, o6pasyjy
KaTeropHjy ca MHAEKCOM & = p + 2.

BennyuHa cnexTpanHOT HHAEKCA & OGUTHO 3aBHCH Off CileyUuyHOCHIU
apuitimeiliuike lipupoge Koje KapakKTepHlly KoedpuIujeHT A, pa3BUTKA
ommTe (PyHKIUje KaTeropuje y pef ogpebeHor o6iuKa y OKOIMHU HEKe
Tayke z = 0. OBe coempUIHOCTH THYY Ce HAUMHA HA KOJH Ce 3ajelHO CBU
KOoe(UIUJeHTH pefja IpeTBapajy y uesie 6pojeBe; Taj HAYAH Caxkuma ce y
o6muKy TpaHcmyTanyje Al f] cariacHe ca (pyHKIM]OM KaTeropuje.

Tpeba npetnocrasuTu ga he npoay6ibeHa HCTPaKUBawba JOBECTU O
3aHUMJBMBUX pPe3ylTaTa O OJHOCHMMa U3Meby cBojcraBa koeduiujerTa A,
KapakTePUCTHYHHX 338 KATEropujy ¥ BeJIMUMHE CIIEKTPaHOr uHaekca. Ta-
K0, Ha IpuMep, MeTofa F'omeca Tenxcepa n Xypsunal?, xoja fosogu o us-
BECHE apuUTMeTHYKe ocoOuHe KoeduiujeTa A, (yHKIHja KOje 3aJJOBOIba-
Bajy HeKy anrebapcky audepeHnyujanty jefHaunHy KOHaYHOT pefia, OMO-
ryhyje ga ce cBe aHaaulliuuke QyHKYUje KOje HUCY XUilepllpaHclyeHgeHiliHe
1 MOTY Ce y OKOJIMHH HeKe Tayke Pa3BUTH y NOTEHIMjaTHU peJi ca paluo-
HaJHAM KoeUIHjeHTHMa — CXBAaTe KA0 eJIEMEHTH u3BecHe Kateropuje (f)
ca KOHAYHUM CIEKTPATTHUM HHIEKCOM.

ITopmceTHMO jOII Jla CBAaKa aHalMTHU4Ka (DYHKUHMja MOXKE Yy OKOJIUHU
cBakKe CBOje 0OuyHe Tadyke GUTH NMpefcTaB/beHa, ca yHAIpe] JaTOM TayHO-
urhy, HeKOM (DYHKIIH]OM Ca CIEKTPATHUM HHAeKcoM & = 2 (§ 18).

OsBa pasMaTpara YBOJE M3BECHe IlapaMeTpe KOjH, KaKo U3IJIeHa,
NpOTHBpeUe yobryajeHoM NojMy NPOMEHIbUBYX NapaMeTapa. Kareropuja
(E) dpyHkumja Koje ce MOTY pa3BUTH y CTETIEHH Pefl ca LeJuM KoepuuujeH-
THMa NpUKasyje ce, npema yoOW4ajeHHM CXBaTamHMMa, Kao KaTeropHja
dbyHKIH]a KOje 3aBUCE Off GeckoHa4HOZ bpoja napaMeTapa (TO Cy caMi KO-
eduIjeHTH TOT Pa3BUTKA), TOXBPTHYTHX JE[IMHO YCIOBY fa OyAy LEJH

19 Annales de I'Ecole Normale supérieure, 1885 u 1889.
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OpojeBn M, TakBu fa ce §IM,| ne ysehapa GeckoHauHO ca k. CynpoTtHo
TOME, y CIIEKTPANHO] METONH ofipebuBarma (hyHKIUja, HCTH OBH NlapaMeTpH
TIOJaBJbY]y Ce& KA0 Ogceqyll jegnoz uciiioz geuyumannoz b6poja S, npu demy
CBaKu Oficevak oGpasyje onpebena rpyna y3acromuux genumana. Taj 6poj
HUje HUIUTA OPYro HEero cilexiiap mocmaTpate MyHKUMje;, HAYMH HEroBe
cezmeniiayje, KojoM S fiaje, 10 Ha 3HAK caMo, HU3 KoeduuujeHaTa hyHk-
1HMje, Bapupa 3ajefHO ca PUTMOM CIIeKTpa S.

Bbpoj S onpa 3amcra urpa ynory napamerpa CoeKTpajiHe KaTeropHje
(E): mwerosa mpoMeHa JOBOJH [0 Tpejia3a ca jefHe naprukyiaphe (E)-
(dyHKLHKje HA HEKY ApPYry TakBy (DyHKUM]Y, U cBaka (hyHKIHK]ja OBE KaTe-
ropuje Moxe OUTH JoOujeHa Ha Taj HauuH. [Tocroju yak (o Ha 3HaK) Kope-
crionpiennyja usmeby (E)-dynkuuja u 6poja S TakBa fa [BEMa Pa3InIuTHM
(E)-dyHk1mjamMa ofrosapajy ABe pasiuuuTe BPEJHOCTH CIEKTPa S 1 ia, aKO
CBAKO] OJI B€ BPEJHOCTH CIeKTpa S ofrosapa (GyHKIHK]a y IPABOM CMUCIY
peyn, Tafa cy Te e PyHKUHje pas3nanTe.

KonTpaguknuja ca yoOn4ajeHIM CXBATakEM ITapaMeTpa caMo je Ipu-
BUJIHA: Y CTBApH, YIIPaBO je OeCKOHAYHO MHOZ0 HYMEPHUYKUX TTOlaTaKka JaTo
CIIEKTPOM § TIOJl IPUBUOM camo jegroz Opoja YUju ogceuyll, Ha TIOTORaH
HaYyWH pa3fBOJeHHU, OTKPUBAjy BPEAHOCTH Koje Tpeba NpunucaTu 6ecKoHa-
yHOM Opojy mapaMeTapa (KoedunujeHara pefa) fa 61 GMIN UCIYIHEHA YC-
noBu npobnema. OBa YUH-EHNIA HE PA3JIUKyje Ce MHOTO Off OHE KOjy mpef-
CTaBJba JOCETKA y IMpobiieMy — 3aTOHel[d KOJOM OHAaj KOjH! je OgrOHeTa II0-
raba suuwe 3aMuIIIBEHUX OPOjeBa Ha OCHOBY CAMO jegnoZ Gpoja KOjH My ce
CaOMIITAaBa, a YUJH MY Pa3IMYATH ONCEYIH OTKPHBAJy OHOJIUKO MOJaTaKa
KOJIMKO M2 HEeHO3HATHUX.

ITapamerap S KoHReH3yje, 3aUcTa, OrPaHUYEH UM HEOTpaHu4eH 6poj
napaMeTapa y camo jefaH Hu3 mudapa, a IeroBe HellpekugHe Bapujalyje,
KOje TIpOM3BOJIE iipeKugHe BapMjauyje meropux nudapa, pabajy 6eckpajuy
pasuoBpcHocT (E)-pyuxumja (He n3ocTaBibajyhu HUjeHY Off BUX), a CAMHAM
THM U 6ecKpajHy pasHOBPCHOCT JPYIrux Kareropuja pyHKIHja Koje ce JOBO-
e y Besy ca (E)-dyHKuzjaMma.

CrnexTpu Tako 0alajy H3BECHY CBETIIOCT Ha Y102y KOJy UZpajy Hu3oseu
yugapa y ogpebusarby ¢pyuxyuja. Ha oy ynory Beh je ykazao r. Bopen 'y
CBOjUM Jy6OKMM Pa3MHIbamkIMa O HojMy dyHKIHje yormrreZ0,

24. pumepu upobrema Koju ce ceoge na cilekiupaino ogpehueare
ynxyuja. — Hexa je F(x,y,y’,...,y") nara peanna QpyHKIHja TPOMEHIbU-
Be x, PyHKIHje y Off X, U3BECHOT 6poja m3soaa y’,y”,...,y"” yukumje y no

20g, Borel, Legcons sur la théorie des fonctions, Note 1II; 2¢ édition 1914; La notion de
fonction en général, pp. 123-126.
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X, TIPA YeMy Cy CBYM KOoepHUUUjeHTH y F 1aTH CBOjUM HYMEPHUKHUM BPEIHO-
ctuMa. ITocraBuhemo ce6u cieehn npoGuem:

Kag je gattia nymepuuka epegrocili a, ogpequitiu GyHKYUJY y liaxko ga
ce: 1. F moxce y oxoaunu fliauke X = a passuiliu y cllieiieHu peg

(74) Ny + Ny(x —a)+ Ny(x —=a)* +...,

uuju cy koeuyujeniiu N, flo3uitiueHu yeau 6pojesu (koju Hucy gaitiu) u
He fipeaase Heku Qurcupanu 6poj H; 2. ga ¢pynkuyuje y,y’,...,y» yaumajy
pegom gaitie epegrociiiu A,A’,A”,..., A 3a nexy fiozogro usabpany epeg-
HOCT He3a8UCHO IPpOMEHbUBE X.

Tako nocrasmen npobiaem usriaega Heopgpebhen. Jlako je, mebyrnwm,
BHJIETH [1a, YOIIIITE, OH JONYIITA pelieka Koja 3aBuce Of p + 1 Ipou3Boib-
HHMX KOHCTaHTH A,A’,A”,...,A"”),y cMHCIy Ha, YKOJHKO Cy Te KOHCTAHTE
HyMepuuKu Hpeyusupare, npobiemM uMa HyMEepUUYKH ofapebeHo pelee
unu fobpo ofpeben cucrem TakBuUX pellieka U IIPU TOM HEMa JPYrux pe-
IIeHa.

O3HauuMoO ca i HeKHW MO3WTHBAH 1eo Opoj koju Huje sehu ox log H u
HeKa cy A, A AW pealiHe HyMepHYKe BPEJHOCTH Koje Tpeba pefoM fia
yamy dyskumje y,y’,...,y"” 3a x = a +10™". Opgrosapajyha Bpegnoct

(75) S=Fla+10" A A",..., AP

6uhe m3pakena u3BecHuM peasHuM 6pojeM S. Axo je § < 0, npo6nem HEMA
peliema, jep j& BpeAHOCT

(76) T N,107""

ca Kojom 6poj S Tpeba fa ce mopygapu, O6UTHO NO3UTUBHA. Ako je S >0,
npo6ieM uMa pelea, Koja ce 1o0ujajy Ha cnefehy HaunH.

Kako je S cnexTap dynrumje F ca yHUPOPMHUM PUTMOM h;, = h, ca-
IITaCHUM ca Hu30oM GpojeBa N, o he mcro Tako 6uTH crekrap gyHKIHje
(74) ca osum putmom. Koeduumjent N, nogynapukie ce oHia ca LEIHM fie-
oM 6poja S, a koeduunjeur N, (k =1, 2, 3,...) ca rpynoM 3HavyajHUX LH-
capa 6poja S xoja nouuwe [(k—1)h+1]-BoM ¥ 3aBpiuaBa ce kh-ToM euu-
MajloM ToT Opoja.

Tako je pyuxumja (74) ogpebena 6pojem S, a byHkuuja y he Ouru ne-
Terpan gudepeHLnjanHe [efHAUNHE

(77) F(x,y,y',...,y"’)):ENk(x~a)k,
Koju 32 x =a+107" ysuma Bpegmoctn A, pok ussogn y’,y”,...,y""" y3u-
Majy pefiom Bpegnoctn A’ A”,..., A"V spennoct A" n3sona y'” he ompa

6uTH carnacua ca jegHauuHom (77) ¢ o63upom Ha jegrakoct (75).
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Peutere nmpo6nema 3a u3abpany BPEJHOCT LeJOr 6poja h caupxu
Tako p + 1 MpousBo/bHy KoHCTauTy A,A’,...,A”’. Bynyhu ga cy ose koH-
CTaHTe (PUKCUpaHEe, CBAKOM OJ MO3UTUBHUX LEIHNX opojera h =1, 2, 3,...
Koju Huje Behu of log H ofrosapa jefiHo pewetbe. bpoj pewtersa je, gakae,
Jegrak yeaom geny b6poja log H.

Moice ce ouuznegno 6uno koja og KOHCIIAHIUU A 3ameHUITIU OHOM
Koja Upegciiiasma 6poj S.

PasmMoTpumo, y cBOjcTBY puMepa, IpodiieM ofpebuBatba paBHe Kpu-
Be y = f(x), umja ce cyGHOpMalla MOXE Pa3BUTH Y peJ| 10 CTeNeHnMa Mpo-
MEHJBMBE X Ca LENUM ITO3UTHBHUM KOe(HULIUjeHTUMA KOjU He IpeMallyjy
natu cranan 6poj H, npu ueMy Ta cyOGHOpMaza y HEKOj MOrofHO u3abpaHoj
TayKH UMa JJaTy BPEIHOCT.

Kap ce ca h 0o3Ha4y O6UI0 KOjH OF MO3UTHBHUX Uenux Gpojesa h, KOju
uucy sehu opf BpepHocTH log H a ca L pgyxuHa cyGHOpMalne y Tauyku
x = 107", jepnauuna kpuse 6uhe

y=~24C+o ),

npu demy je pysaxuuja ¢ (x) geuHUCcaHA pEflOM
(P(x) - 7\41 +7\42.x+7\,3x2 +,

rue je 6poj A, neo geo 6poja L, a A, (n = 2,3,4,...) je jefHAKO Pa3lOMKY Y-
ju je 6pojunan (n — 1)-Ta rpyna ca h genuMana 6poja L u UMeHUnIaIl je .
Kouncranra C nMa BpefHOCT

}’0 h
C = 10™
5 - 10™).

Csakowm of1 nenux 6pojeBa h, OfAroBapa TakBo JeJHO pellemke; Opoj pe-
HieHa je, faKie, jefHaK [nenoM aey 6poja log H.

Y ciydajy Kajl, Ha npuMep, koeduuujeHTu cyonopMare Tpeda ga 6yny
nenu 6pojeBn mamu oy 10, a eHa [y>KrHa jeHaKa [IOJIOBUHA 00MMa Kpyra
YWj¥ je MONYIPeYHHK jequHuia, umahe ce A, = 3,A, = (n—1)-Ba genumarna
Opoja T mojiesbeHa ca n, Tako fa he ce ;[OGI/ITI/I

4x3 3x6
(p(x)—3x+ 5 + 3 +2 : + S+ 5 +...

Ycnosu npobrema, Maia ofpykaBajy HCTy NPHPOAY Ca CTaHOBUILITA
CIIeKTpallHe METO/Ie, MOTY BapUpaTH 0 6 CKOHAYHOCTH.

Tako, 3Hanu 6pojeBa N, MOTY BapupaTH II0 HEKOM JaTOM 3aKOHy. Y
CIyvajy Kaja cy, Ha npuMep, 6pojeBun N, Hau3MEHUYHO O3UTUBHY U Hera-
THBHH, yIIOTY CIieKTpa Ou urpao 6poj

S=Fa+107" A A",..., AP).
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Pynxumja (74) Moxe GUTH 3aMerbeHa (DYHKUMOM KOja [OIYIITa HEKY
naty tpancMmyTtanujy Al f]. Ha npumep, ako ce Tpaxu ga ta bynkuumja 6yae
Heonpebenn uaTErpan GyHKIUje Koja ce MOXKe Pa3BUTHU y PEN IO CTENEHN-
Ma pasiiuKe x — @, YUjU Cy KOe(HIMjeHTH IO3NTHBHHE eI GPOjeBH KOjU He
npeMantyjy gata 6poj H, mpoGueM he ce cBecTu Ha Npo6ieM Halaxema
(dbyHKIMj€E y, TAKBE Ja ce u3pas

8F+8F re 4 oF (41

ox ) T gym?

MOXKE pa3sBUTH Yy pef| Takse Bpcre. [Ipobaem 61 Tafa cafjpxKao jefan mapa-
MeTap BUILE, HauMe, BpegHocT ussofa y’*V 3a x = a +107".

Hcru nocrynak npuMemnyje ce Ha ciiy4aj Kaja je pyHkumja F 3aMerbe-
Ha MHTETPaIOM

J(x)= JF(x,y,y’,...)dx,

Xg

MM HEKUM BHIUECTPYKHAM MHTErpanoM IPUMEHEHUM Ha F.

Pasmorpumo, Ha nmpumep, npobieMm opnpebuBama paBHE KpHUBE
y = f(x), 4nja ce MOBPIUUHA, OTPaHIYEHA X-OCOM, JIyKOM KPHUBE U OpAUHA-
TaMa JiBe Kpajie Tauke x = 0 ¥ x = x, MOXKe Pa3BUTH Y pell

No+Npx+Nyx?+...,

y KOMe Cy Koe(UUMjeHTH TO3UTHBHY 1iesii GpojeBr (KOju HUCY TATH) U HE
npemaulyjy 6poj H, 35ajyhu Beu4nHy L-Te IOBPLIIMHE KOja OIroBapa HEKO]
MOTOIHO M3a6paHo] BPEJHOCTH X.

[Tpo6em ¥Ma TONMKO pellieha KOJMMKO uenux jequunua y log H. Kan
ce ca h o3HauM GMIIO Koju off lienux 6pojeBa Koju He nmpemMainyje log H, a ca
L noBplumHa Koja ofirosapa BpefHocTu x = 107", jennaunna xpuse he 6uru

V=AM 4 2R, x + 3R + 4k, x* + .,

rge A, O3Hauyama n-Ty TPYIy ca /i genuMmana 6poja L. ¥Y caydajy Kap je, Ha
IpuMep, MOBPIIKMHA L jefHaKa NOBPIIHHU YETBPTHUHE KPyra YMjH je Momy-
IpEeYHUK jefMHALa a xoeduunjeHTH cy Mawmu op 10, A, he Gutu n-Ta
neuumana 6poja

% =0,78539826339769830961 ...,

a KpuBa he UMaTH 32 je[[HaUHHY

y=T7+16x+15x% +12x" +45x* + ...
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Ha ncrn HaumMH MoXe ce TpeTHpaTH BeNHKH Opoj Apyrux npobuema
OBeE BPCTe, Kao WITO je, Ha TpuMep, crnefehn npobaem:

Ogpeguitu pynuxyujy £(x) koja je xonomopghHa y oxoruru gaitie pean-
He 8pegHOCIL X = A, Cd OCOOUHOM §a OHA CAMA U CBU HEHU U3BOJU 3d X = 2
yaumajy yene epegHocilii (Koje Hucy gaitie), He 8ehe 0g galtio? purkcupaHoz
uenoz 6poja H, y3 ycaoe ga ogpeberu unitiezpan

oo

T(x) = je-' F(xt) dr

0

y3uma, 3a Heky H0ZogHO U3abpamy 8pegroCill UpOMeHbUSE X, galily 8peg-
Hoclu L.

AKO ce ca h 03HAUM IIO3UTHBAH 110 6p0Oj U3 MPETXORHOT NpobieMma,
npo6uhe ce kao penieme OBOT pobdieMa

£00) = N, +Ell—(x—a)+1]\.]—22(x—a)2 P (r-a) 4
rne je N, 1eo geo 6poja L, a N, (k=1,2,3,...) 3Ha4ajan fjeo n-Te Irpyme ca X
jlenumMalia 1cTor 6poja.
VY cnenehem npuMepy ykazahemo Ha jefHO apUTMETHYKO CBOJCTBO
jenne xyace yeaux (PyHKIMja jefHe NPOMEHIbUBE, KOJy eHepulle Mapiu-
janHa jefHa4YnHa

9%z oz
78 —+—=0.
(78) ox* 9y
JegnaumHa
azu 2 ou
79 —+4°—=0,
(7) ox? ot
KOja ce MOXe CBECTH Ha jefHaumny (78) cMeHOM [ = —4%}, nMa 3a HTerpall

dbysxumjy u(x,t), Koja ce MOXe PasBHTH y pefi 00nuKa

el e 2
(80) u(x,t).= Za”e o)t
KOjI/I caJip>Ku IBa OeckoHaYHA HU3a IPOU3BOJ/bHHUX KOHCTaHTH
(81) all,az,a:;,...,

(82) 0Ly, 0y, Olg,y. ..
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3a peanHe W MO3UTHBHE BPEJHOCTH NPOMEHJBUBE ! U 3a peaiiHe Opo-
jeBe o, KOju GecKOHAaYHO pacry ca i, peft (80) KoHBeprupa 3a CBaky peaiHy
WM IMarguHapHy BPETHOCT MPOMEHJbHBE X M IIPEfCTaBlba Heny (PyHKIH]Y
ox x. Meby menum QyHKUHjamMa yOYNMO OHE KOJ] KOjux o6a Hu3a, (81) u
(82), 06pasyjy HosuitiueHu yeau 6pojesu, Ipu 4eMy 6pojeBU a, He pacty
OpsKe Off n-TOT CTeleHa OIIIO KOT MTO3UTUBHOT 6poja.

Taga ce koeuyujenitiu a, jaswsajy Kao Ipyie geyumana camo jegHoz
6poja fiosesarnoz ca pyukyujom, 6poja Koju ce modxce uspaqyHaiiy uomohy
8pegHOCTHL KOJy (PYHKYUJa Y3UMa 3a Heky HoZogHO u3abpany epegrocCil
UpomeHpuse X.

Bamcra, Heka je A peajaH IIO3UTHBAH OPOj Takas Jia J€, 3a CBaKH IO3H-
THBaH 11e0 O6poj n, a, < A", u Heka je N 1ieo feo 6poja log A. O3naunmo ca §
HYMEPHYKY BPEHOCT KOjy (PyHKIH]a e u(x,t) y3uma 3a

1 N
X=——, = ,
2 2loge

(npu yemy je Gasa morapurma 10). Moxe ce, OUHITIEHO, CTABUTH O, = 1,
na ce gobuja

n(n+1)

(83) Y a,i0 2

Oso nokasyje ma je S mpyracru crexrtap Hu3a (81) ca ynugpopmHO
y6p3anuM puT™MoM h, = kN . Tlogenumo Hu3 Aenumana 6poja S Ha y3acToi-
ne onceuke T7,7,,Tx,... TAKO Jia ofcevak T, mounme

[—’%)-N'Jr l}BOM

a 3aBpluasa ce

[g_ggn;_I) N } - TOM JCHIMATIOM Gpoja S.

Koepuyujenit a, jegrak je yeaom o6pojy koju obpasyje upyzy T,.

HarmomenumMo Takobe na Teopema r. [ome?! o crenenum pefgosuma ca
palHOHATHAM KOe()UIIJEHTHMa JaCHO MoKasyje xXullepiipaHcyeHyeHiimy
fipupogy GecKpajHOT MHOIITBA UenX (PyHKILM]a KOje IpHUIIajajy OBfe pas-
MaTpaHo] KaTerOpuju.

[opcernhieMo jour Ha 3Hayaj Koju uMajy dbynkuunje u(x,f) 3a CTaTHC-
THYKE CTYAHje, a HAPOUHUTO 32 caBpeMeHa OMOMETPHYKA UCTPaKUBakba.

21 1 oc. cit.
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25. Ilpyzacitiu cilexiupu cunzyaapuitieiiia aHaAuiGUIKux ¢ynryuja. -
Ka‘n Je nata Heka pynkimja f(z), Moryhe je gomenntu ussecuy (E)-pyHk-
UHjy Koja cafpku norpebHe U JOBOILHE eIeMENTe 32 ofpehuBame HeKux
ocobenocty pyHKimje f(z), KOje 4ecTo MpejcTaBbajy OHO IITO je HajBa-
KHHJ€ 3HATH O je[HO] (DYHKIM|H (CHHIYIAPUTETH, HYJle, MAKCUMYMHU U M-
HUMYMH, UT. ).

Taxko je r. Bopen?? npuMeTso ja ce, yKOIHKo je Aata QyHKI@ja Koja
UMa CHHTYJapUTeTe y KPyry YHjU je MONYNpPEeTHUK Maru off 1, OHa MOXe
3aMEHUTH APYroM (PYHKUHM]OM YMjH Pa3BHUTAK y pell ©Ma Lel06pojHE Koe-
(unujenTe 1 KOja MMa UCTe CHHTYJNapHTeTe y YHYTPAUIbOCTH OBOT Kpyra
Kao NpBa (PyHKIH]a.

Hexka je, 3aucra, gata gpyukuuja

f(D)=ag+az+a,z” +...,
¥ [I0CMATpajMo QyHKIH]Y
(p(Z) = NO +NIZ+N222 +a

rge N, O3HayaBa Lo fieo off a,. Pasnuka f(z)—@(z) je crenenu peq yuju
Cy MOAynu KoedunujeHaTa Makbu o 1. OgaTne u3nasu fa noNyIpedHux
Kpyra oBor pefa Huje Mamu of 1. ®yrkumje f(z) u @(z) uMajy, Kaxie,
ICTe CHHTYJIapuTeTe y OMII0 KOM KPYTY UM je TONYIPEeYHUK Matbu of 1.

3aMeHa IpoMeHIbHBE 2z ca O + Pz, Te ¢y o u B morogHo u3abpaHe KOH-
craHTe, oHfa he ce ofpebuBame cuHrynapureTa (pyHkugje f(z) y yuyrpa-
IIIBOCTU 6UL0 KOZ KPyTa Udjil je NeHTap oOWYHa Tauyka Te (QYHKIH]je cae-
citiu Ha ogpebusarse cunzyaapuitieitia ussecre (E)-pyHkyuje y Hekom Kpyzy
uuju je noayupeqHux marbu og 1 a yenitap je y KoopguHaiiHoM HoHeiliKy.

A, (E)-byHknuja uMa npyracrte cnexTpe S ca yHE(GOPMHO yOp3a-
HUM pUTMOM (IIITaBHIE, Y HEKUM CIydajeBUMa, U ca YHH(OPMHUM PHT-
MOM), Off KOjUX je CBak, y3 oMoh jegHor ckyna (A) KBaJIMTATHBHUX HOa-
Taka, y HOTHyHOCTH ofpebyje. Takas jegau ciiexiuap cagpixcu, gaxie, ene-
MeHIlle KoJu ¢y Uoilipe6HU U qO80LHU 34 HOTHHYHO Ogpebusarse CUHZYAapi-
ieiia ¢ynkyuje f(z) y gaitiom kpyzy ca HUOAYUPEUHUKOM MAILUM OF
jeguHuye u yenilipom y Hexoj o6uunoj miauku ¢pynkyuje. OH crora mpep-
CTaBJba cliexiliap cuHzyaapuiiieitia 0se GyHKlYlUje N U3paxaBa ce JeTHAM
ofipelbeHnM HHTErpalioM Koju ce ogHocH Ha (E)-(pyHKIH]Y AoAebeHy (PYHK-
muju f(z) Ha TPETXOJHU HAYMH; Y HEKIM J[OCTa ONIITHM CIIy4ajeBuMa OH ce
MOYe U3pa3uTH Y KOHAUHOM o6nuky nomohy (E)-dyHrumje.

22 Legons sur les fonctions méromorphes, 1903, pp. 35-36.
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Kap je cnexTap faT, CHHTYIapUTETH O c€ ONPENUIN KAao CHHIYIIA-
putetn (E)-pyHkuuje unju cy koeduuujeHTd N, [aTH y3aCTONHUM IIpyra-
Ma CIeKTpa.

Hyne dyskumje f(z) y yHyTpalImkOCTH HEKOT Kpyra C MOTY ce oOu-

TH Ka0 NOJIOBH PyHKLH]E %; koeduujeHTH b, pa3Boja Te PyHKIH]je Ccy

a, (2 0 0 ... 0

(_1)” a, ay dg 0 e O

(84) bn = a(,),ﬂ
Ayl Qup Qy3 .. 0
a, Ay.p Apoa - a4

Buao xoju ciexitiap (E)-gpyrkuyuje koju uma 3a koepuyujenii N, yeo
geo 6poja b, fApegcitiassma ucitiospemero cilexiiap Hyaa gyuxyuje £(z) ca-
gpacarux y kpyzy C.

Ve mocTynak MpUMEHeH Ha pyre yHKLUje oBe3ane ca f(z), Ha
npuMep Ha (HyHKIHje

1 1
f@=a’ f(z)

Kao 6u CrieKTpe BPEeIHOCTH IIPOMEHIbHUBE z 3a Koje f(z) y3uMma faTy Bpej-
HOCT «@, TOCTHKE CBO] MAKCUMYM HIIA MEHUMYM, UTH.

Moriu 61 ce, Takobe, popMHUPATH CIEKTPH CHHTYJIapuTeTa nonasehn
o crefehe ummenNIE, HA KOjy je Takobe ykasao r. Bopen?3:

Kapn je pat 6uao xkaxas passoj

"y

f(Z):ao +alz+a222+...,

OH ce MOXe, Y Wby oapebuBara cuHryirapurera @ynkmyje f(z), 3aMenu-
TH pPa3BOjeM

n=oo

M
F(Z)E n2 Z”,
n=0 10”

rie je M, ueo feo 6poja 0" a,, Xoju npeacrasiba GYHKIM]Y KOja y Huitiaso]
pasHU UMa UCTE CHHTYJIapuTeTe Kao [(z).

26. Ciiexiupanne ananotuje. — Cilexilipanna mellioga, Kao WTO CE

BHJIH, CACTOJU CE Y pacuiiarby y Hymepuiku CleKTap HelO3HaTHX, IPBOOHT-
HMX UJIU TOMOKHNX, Ka0 1ITO aHAIKW3aTop, Y CIEKTPaNHO] aHallu3H1, PacHiia

23 Loc. cit,, pp. 36-37.
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CHOI 3paKoBa CBETIIOCTH Yy CBETIIOCHM crekTap. Hemosuarte ce y Hymepu-
YKOM CIIEKTPY, TIOBE3aHOM ca npobiieMoM, Halla3e Kao CIIEKTpasHe Ipyre u
JMHHI]e Ha HAYHMH aHAJIOraH OHOM Ha KOJH ce oapebyjy Heno3HaTu eeMeHTH
y HEKO] CYICTaHUHM Y CIeKTPaNHoj ananu3u, ['7aBHa KapaKTEePUCTHKA HEKOT
[PYracTor CIeKTpa y TOME Urpa yJIOT'y aHaJIOTHY OHOJj KOjy UTpa CHOII CBET-
JIOCTH KOjH MCIYIITA CYNCTaHIa Ha KOJy Ce IPUMEIbYje CEeKTpaHa aHaju-
3a; yyora CreXTpaJiHe reHepaTpHCce IIPH TOM j€ aHaJOTHAa OHOJ MPU3MH KO-
JOM ce aHanu3a U3BOJIH.

Kapa cy npBoGuTHe Hero3Harte yeau 6pojesu, aHaIU3y HBIXOBOT KOM-
IIEKCa AUPEKTHO BPIUIM CIEKTpPaJHa TeHepaTpUca: OHE Cy pacyTe y CIleK-
TPy, Kao LITO Cy TO, Off CTPaHe AUCIEP3UBHE NIPU3ME, CIIEKTPAIHY HHIEKCH
KapakTEPUCTHYHN 32 €JleMEHTe U3MEIIAHE Y YCHJaHOM TeJy.

Kapa nemosHate Hucy uyeau Opojesu, MTOTpeOHO je TOXBPIHYTH UX
Upetuxogroj Upuiipemit TIpe HEro IUTO CE& OHE YHECYy Y CHeKTpalHy reHepa-
TPHCY, K0 IITO Ce MOABprasa, y HEKHM cllyJyajeBuma, ogpeheHoj nperxos-
HOJ Mo UKalUju CBETAO CHOII KOjU eMUTYje CYICTaHIy Kojy Tpeba aHa-
JMU3UpaTH NIpe HEro IITO Ce OH MPOINYCTH KPO3 NUCIEP3UBHY NpU3My (cTa-
BIbAHEM, Ha MIPUMED, Ha IIyT CBETIIOCTH KOja Ce aHAJU3Wpa CTakIeHor 6a-
JIOHa HallymeHOT ogpebennM mapama). OBje Ou ce Ta IpHIpeMa cacrojana
y HEKO] TpaHcMmyTanuju Al f], cariacHoj ca HU30M HEITO3HATHX.

AHarnoruja ce HaCTaBJba jOII MHOTO JaJbe Kaj] Ce 3ama3u jJa ce JIuc-
nep3uja IPyracTor CeKTpa Memha 3aje[lHO ca KapaKTEePICTUKOM CIEeKTpall-
HOT pHUTMa, KOJy OHaj KOJU padyHa MOXKe II0 BOJbY MOAU(PUKOBATH 32 jeTHY
UCTY TJaBHY CIEKTpajiHy KapakTepucTuky. Ha ciauvan HauumH ce guc-
nep3muja CIeKTpa CBETIOCTY Merha ca yCIOBIMAa €KCIIEpUMEHTa Koje eKCIe-
PUMEHTATOP MOXKeE fa MOpu(UKYje 32 jeflHy UCTY CYyNCTaHIy ITOABPTHYTY
aHanu3u (Memajyhu, Ha TpUMep, TeMIepaTypy, IpuTUCaK, pazpehenocr).
YHudopMHEa gucnepsmnja HYMEpUIKHX CIIEKTapa Hajas3u CBO] aHaJoTaH y
MacH clydajeBa Koje Mpy»Ka XeMHjcKa CIeKTpalHa aHanusa (Takas je, Ha
IpuMep, Cllyuaj U3BECHNUX AIeoBa CIeKTpa CyMIopa Ipou3BefeHor noMmohy
ofokeHe 1IeBM); TO UCTO BaxKu 32 yHU(OpMHO pacTyhy pucnepsnjy (Ha
npuMep, y caydajy OGHMYHOT CIIeKTpa CyMIIOpa, KOJ Kora pacrojama usMeby
MaKCHMyMa CTaTHO YHU(OPMHO PacTy y cMepy Jbyoudacre 6oje).

HaunHu Memama JUCIep3uje HYMEPHYKUX CIEeKTapa HUCY CIeu-
(puuHY 32 TIOjeMHK HU3 ca KOjUM ce CHeKTap AoBoxH y Bedy. Kan ce Memajy
eJIEMEHTH KOjU yTHYy Ha KapaKTEepUCTHKY pUTMa, MofudukKyje ce Auc-
nep3uja clexTpa 6UI0 KOr HKU3a, ¥ TO y HcToM cMepy. Mcro Tako, npoMena
TEMIepaType Wi NPUTHCKA MONU(pUKYje AUCIEepP3H]y CIeKTPa HEKE CBET-
JIOCTH Y HCTOM CMUCIY 3a Pa3iuIuTe 3paKke KOju ce MOABPraBajy aHaIu3Mu.

Kao mro je 6uiio mokasano y naparpady 17, mocroje TpancMyTanyje
A[f] xoje, npuMerbeHe Ha MPOU3BOIbHY (PYHKIH]Y f(z) OBY IpeTBapajy y
¢ynkunjy F(z) xoja He 3aBUcH Off ¢yHKIMje f(z) M KOja, WITaBHUIIe, Ha
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¢dyukuuju F(z) He ocTaB/ba HMKAKaB Tpar, a Ta TpaHCMyTalllja MOXe ce
cacTojaTH M y cBobemy cBake pyHKUHje Ha Hyny. CnekTap Koju 61 ofro-
Bapao TakBO] jefHoj TpaHcMyTalj Al f] MOXe OUTH U KOHIUUHYUDAH, T).
crekTap KOju YuHe caMo Hysie (a HeMa jvHHja), Maja he Hexa gpyra TpaHc-
MyTanyuja A[f] npou3BeCTH gUCKOHIIUHYUpPAHU CTIEKTap, ca nusujaMa. OBa
YUEHEHUIA MMa CBO] AHAJIOTAH Y CIEKTPAJIHO] aHANIM3U Kaja, Ha IpuMep,
BOMOHMK, YIVbEHUKOB OKCHJ[, CYMIODHCAHN BOJOHHK, I'OpPe y KHCEOHUKY,
CIIeKTap IUIeMeHa IpH aHaNu3| NToMohy Ipu3Me HeMa HUjefHy JHHHA]Y, Ma-
[ia je, y APYTUM OKOJIHOCTHAMA, CIIEKTap MCTUX racoBa JUCKOHTUHYUPaH.

TakBe aHaJIOrUje, Kao ¥ BeJIUKHU Opoj IPYruX Koje nocroje usmeby ma-
TeMAaTHUKUX U CBETJIOCHUX CIIEKTapa, OMpaBfaBajy, BepyjeMo, Ha3uB KOJI
CMO JaJTi PAYYHCKOM IMOCTYIIKY H3JIOXKEHOM y oBUM [Ipegasarsuma.

%;@ o
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O HEKMM 3HAYAJTHNM
HYMEPNUYKHVM N3PASMA’

Hexa je f(x) dbynkumja Koja ce MOxKe pa3BUTH y CTEIIEHU Pefl
(1) Ao +Ax +A,x2 + ...

YHJU Cy KOEUUUJEHTH A, yeau peasru OPOjeBU U HEKA je R MONyNpeyHuK
KOHBepreHuuje osor pepa. I'Tomohy nene Tpancuenente

©) L) =Y e P
0

[rme €, o3HavaBa jeguHULY CHAGAeBeHy 3HAKOM Koeduumjenra A,, ¢ KOH-
CTAHTY YHjH je MOAyo Mamwu of 1, a o0 1 } MpOM3BOJbHE IBE KOHCTAHTE Off
KOJUX TIPBa MMa IIO3UTHBAH peaHH fieo] o0pa3yjMo ofpehern nHTerpan

2n
3) N(g.ouB) = 5 IF e ) Ol (e
T 0

e je r KOHCTaHTa YUjH je MOIyO Maru off R.

YKOAUKO ¢y 8pegHOCHiU KOHCIaHatla 1, q, O U B Ha loZogaH Ha4uH
uzabpate, focitioju jegHocitiasHa ee3a uameby geyumane UpoussoLHOZ pam-
2a 6poja V (1,q,0,B) u yugapa xoje 0b6pasyjy nus xoeguyujenaitia A,,.

Jla 6mucMo TO moKasanu, IPUMETUMO J{a, Tpema oniurtoj [TapceBanosoj
(Parseval) popmymu, mmMaMoO

(4) V(rgmB) =Y ehg™ P,
' 1

* Hacros opuruHana Sur quelques expressions numériques remarquables, Comptes rendus
des séances de 1’ Académie des Siences, Paris 1917, t. CLXIV, 19, pp. 716-718.
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Bynyhu fa je monynpevnuk kousepresugje pena (1) mosurusas, uspas
[4/A, | ocraje, 3a cBaKy BPeHOCT MHAEKCA /1, MAIbH OJf M3BECHOT MO3UTHEB-

HOT, IEJIOT ¥ KOHA4HOT cTenena 6poja 10, na npamep o 10", mmatie ce
(5) g, <10™,

Bpoj nudapa koje o6pasyjy 6poj A, Tag Huje Behu ox An, ma he ce,
xap ce Taksa uudpa, k-Ta mo pefy upyhu ¢ gecHa Ha neBo, oznaun ca AV,
UMaTH

h hn—1 21741
(6) 8!17\‘)1 = )\‘(111”)7\’(/1’1 ) e 7‘(;1)7\5/1) >

ryie 3HavajHe Hudpe HAjBUIINX PAHIOBA MOTY OUTH 3aMerbeHe Hynama. K3-
pas (6) nasBaheMo rxomilrelliupanom apuilimetiuikom spegrouthy 6poja
Ay

Y3MHUMO 3a 1 HEKM CTEIIEH Ca HeFaTUBHUM LEJUM eKcIoHeHToM 1077
Mamu off R, 3a ¢ Hymepuuky BpeprocT 0,1 1 3a o 1 B ABE BPEJHOCTH TaKBE

naje

n(n+1
on® +Pn = w(—)h,
2
OJfaKJie u3nas’y
h h
o=—, P==-p.
2 2
Ca TuM BpegHOCTHMA, UMahe ce
2 €,A _
Enanan P __'1_)’L =0,00... 07\’(’/’”1))\1(1111/1 b )\‘(3)7\‘(’1,) ,
lOI n S
P, Hyna
TIE je
nn+1)
P, =",
U ofiatie

- h-1 BEEIDLYELES! a4/
V (r,0uB) = 0, AP0 ADADAGIIED  j@y@p@i i

e1h Eah

opakye u3nasu cnegehn pesynrar.

Hruitiezpaa V (r,q,0,B) uma 3a Hymepuuky 6pegrociid Hyay K0joj, Kao
4ea0BpOJHOM geny, cregu GeLUMAAHIL Jeo KOjJu ce jegHOocIiasHo gobuja peha-
HbeM jegHe Y3 gpyZy KOMUACTHUPAHUX APUITMETIHKUX 6DeGHOCITLL Y3ACUIOU-
HUX KOePUUUJeHATa Ay, Ay, Ar,. .. .
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ITocmaTpjamo, y IPUPOAHOM HU3Y Lie/HX GPOjeBa, HyMepUUuKe HHTEp-

Bane A,A,,As,..., Tae MHTEPBAN A, MOYHILE LEIUM OpojeM /fm(%;l—)h a

3aBpluaBa ce OpojeM k—(k;—l)h.

ITo pegy m-itia (m = 1,2,3,...) geyumana bpoja V jegnakxa je
(M%rﬁ h—m+ 1)-30]’

uuppu Komilaetiupare apuilimeiliiike 8pegHOCII kKoeuyujeHitia A, Koju
UMa HHAEKC HaTepBalie A, Koju cagpicu bpoj m.
Kap ce, gakine, 3Ha m npBux Koeduumjesara A,,...,A,, QyHKIH|e
f(x), umahe ce Tako, 6e3 ukaksoz gogailiHoz pauyHa, HyMEPUYKa Bpef-
mm+DH)Cm+1)+3Im(m+1)
HOCT UHTerpana vV ca % Ta4YHUX HHTETpania.
WuTerpan V moxke ce, yocTaoM, 3aMEHUTH Pa3HUAM APYTUM MHTETpa-
JUMa KOJU Cy My eKBUBAICHTHHU U Yuja fie ceaxa geyumana mohu ga 6yge og-
pebena ungusugyaaro. Takas 6u, Ha npuMep, 6o crnegehn peanas uHTe-
rpajl, y KOMe UHTerpanuja feiyje caMoO Ha U3BECHY KOMOUHANU]y PyHKIH]a

f(x)m e™:

2 [ F (b Bsi
—= | ™" F (rq" cos|it,rq" sinlt) dt,
)
0

rae F (x,y) o3HayaBa peanu jjeo dyHruyje f (x +iy) ¥ rae je L KOHCTaHTa

i = 2./lognat10~/o.

IpU YeMy KOHCTaHTe 1, ¢ O ¥ [} IMajy IPeTXOJ{He BPEXHOCTH.

MlTa BHIIE, MPETXOMHA Pa3MaTparka MOTY ce IPEHETH ¥ Ha MHTerpaie
(3) y xojuma 6m uena pyHKnHja y (x) OunIa 3aMemeHa JPYruM Henum QyH-

KI[FjaMa off X AePIHuCAaHUM PaBOjeM
M"
2 ellq 'xn ’
0

rre je ¢ = 0,1 u rhe ¢y uenm no3uTuBHM 6pojeBu M, Behu of n—(ll—2+—1)-h.



CIIEKTPAJIHO OJPEBNUBAIGE
OYHKIINJA®

Yob6uyajeHu moctynuu ofapebuBama Heke aHanuTHuke (QyHKIUje
f(z) nomohy guckpeiinux ycaosa 3axTeBajy, yOullTe y3eB, 6ECKOHAYHO
MHOZ0 HyMEPUYKHIX II0fjaTaKa, Kao TO Cy, Ha IPUMED, KoepUIHjeHT pefo-
Ba KOJH ofiroBapajy (yHKIMjH, BpeTHOCTH Koje (pyHKIHja y3uMa 3a jaTe
BPENHOCTH TIPOMEHIBUEBE z, UTH!. Bpoj IOTPeGHUX U OBOJLHAX yCIOBA OT-
paHUYEH je caMO H3y3eTHO, Y BeoMa NIapTUKYJIapHUM CIIyvajeBUMa, Kaj je
yHANIpe[ MO3HAT aHATUTAYKY O0IMK (PYHKIHjE KO HA OTpaHn4YeH 6POj KOH-
CTaHTH [Ha IpHUMeED, Y CIydajy Kajg ce f(z) CBOOU Ha aireGapCcKH, eKCIo-
HEHIIW]jaJTHH, TPUTOHOMETPH]CKHU [TOIUHOM, UTH. |.

Moske ce, MehyTHM, IIOKa3aTH, jeHOCTABHIM HPUMEpPHUMA, ga pyHK-
yuja f(z) moxce 6uitiu fotiiiiyno ogpebeHa y Hekoj 06aaciliu z-pAasHIU CAMO
JegHum Hymepuukum iiogaitikom E ca om Ha H020gan Ha4uH H06e3aHUM, V3
gogaiilax HeKux QOUYHCKUX YCA08aA KEAAUIUATLUEHE UpUpoge.

Taxo je dynkumja f(z) gedunucana 6e3 UKakBe HeofpebeHoCTH Y
OKOJIMHY cBOje o6nuHe Tauyke z = () YCIOBOM J1a KOE(PUIMjeHTH HEeHOT pas-
BOja y pell 0 CTeleHnMa IPOMeHIJbHBE z Oy[ly CBU LleJIn OpOjeBH TaKBH Aa
' Cy MO3HATH 3HAU¥ HUXOBHMX PEAJHUX M MMAaTMHApHUX [€JI0BA, H HyMepHU-
YKOM BpeqHoIIhy KOojy y3uMa H3BecHa KOMOMHauyja y Kojy ynasu f(z), 3a
HU3BECHY MOTOTHO M3abpaHy MapTUKYJIapHY BPETHOCT HE3aBUCHO NMPOMEH-
JbuBe z. Y ciyd4ajy, Ha IpAMep, Kajfa Cy CBM KOe(HUHJeHTH pealHy No3u-
THBHH 1eau OpojeBu Mawu of 10, u xaz je

FO1) = % = 03333,

dpyHkmja Mopa 6uTH
-z

* Hacnon opurnnana Détermination spectrale de fonctions, Comptes rendus des séances
de I'Académie des Sciences, Paris 167 (1918), 22, pp. 774-776. - Osy Tlerposuheny pacnpasy
caomurHo je y ITapuckoj akagemuju Hayxa npodecop Anamap 25. Hosem6pa 1918,

I'E. Borel, Sur Iinterpolation, Comptes rendus, t. 124, 1897, pp. 673-676.
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Dyukuuja f(z) Takobe je 6e3 gBocMECIEHOCTH Ofpebena 3a cBaKy
BPEJHOCT z yCIIOBOM Jla C& HHTErpal

J.e"f(zr)dz
0

MOKe y OKOJIMHU Tavke z = 0 pa3sBUTH Yy CTENEHU pef 4uju cy Koeduuu-
JEHTH Llesu OpOjeBN ca MOLYJIMMA KOJH He pacTy HEOTPAHUYEHO Ca PAHIOM,
¥ CaMO JEJHOM TaYHOM HYMEPUYKOM BpefHOIhY MOBE3aHOM ca (hYHKLH]jOM
f(z). Kap cy, Ha npuMmep, KoeUIHjeHTH HAN3MEHUYHO ITIO3UTUBHY B HEra-
TUBHH ¥ IO allCONyTHO] BpegHocTy Marbi of 100, u y3 1o je

je-’f(—’—) dt = - = 0,636363. .,
100)" " 11

0

dysxumja f (z) obaBe3Ho ce nmopyaapa ca 63¢~ —1.

dynknmja f(z), ymja ce KoMmOuHanuja zif '(—zi) MOXKe pasBUTH Yy MO-
TEHUWjaJIHA Pef ca jeTHOUU(MPEHAM IO3UTUBHIM HEIUM Koe(uIujeHTIMA
¥ TAKBa j€ 1a IMaMo

Lf’(-—i) =2 _0,6666...
107 1073

He MOXKe Ce pasmkoBaTH of 6 log (—zi).

Hokasyje ce (y3 moMmoh AjseHirTajHOBE TeopeMe) fia je aazebapcka
pynkumja f(z) notnyHo oppebena y oKONUHM CBOje OOMYHE TadKe 7 = a
noMohy Tpu nena 6poja ¥ jeqHOr pa3ioMKa y Be3H ca TOM (PYHKIH]OM, 3Ha-
jyhu ma cy xoedunyjeHTH pa3BuTKa QyHKIHje f (z) MO cTeneHNMa M3pasa
z = a payuoHaaHy OPOjeBH YMjU Cy 3HAIM peallHUX U MMarvHapHUX JeoBa
IO3HATH.

Moryhe je ogpenuTH paBHY KpuBY y = f (x) umja je cyO6TaHreHTa XO-
noMopdHa (PyHKIMja HE3aBUCHO TPOMEHIBUBE X Y OKOJHUHA Tayke x = 0 i
MO3Ke ce Pa3BHUTH Y Pef 110 cTeIIeHNMa IPOMEHJBUBE X €A HENIO3HATUM HO3U-
TUBHUM LenuM KoeduIujeHTUMa Koju ce He yBehaBajy OeckoHadHO ca
PaHroM, YKOJIMKO je TI03HaTa caMo Jy>KWHa cyOTaHreHTe 3a ITOTO{HO U3a-
OpaHy BpefHOCT npoMeHIbuBe x. Ha mpuMep, y ciaydajy Kafa cy Koeduuu-
JEHTH MO3UTHUBHHM Lelu 6pojeBH Mamu of 10 u Kafa cyOTaHreHTa Y TauKH
x = 0,1 uma gy>xuny jefHaKy oOMMy Kpyra Uiju je IMONyIPeYHUK 1, TpaXeHe
KpUBe TOKIamnajy ce ca haMiuInjoM u3pasa

x? 31

= x¥+...|, C=const
6 72 432

rie je koeuimjeHt A, y3 x" ogpehbeH peKypeHTHOM pellaliyjoM
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6(m+DA, +2nh, +8(n—DA, 1 +3(n=2A,,+...= %, (Ay =1),

y K0jOj je HyMEpHYKH KoeduImjeHT k-Tor unaHa jese crpane (k — 1)-Ba
neuuMaia 6poja 2x.

OBu npuMepu He NpeACTaBibajy yCaMIbEHE U H3Y3€THE ClIydajeBe.
OHE OTKpHBAJY jefHy OIIITY YHHCHHUIY KOja O MOTIJIa HIPAaTH KOPHUCHY
YIIOTY Y pa3IMyiTHM IpPaHaMa padyHa, a Koja ce MOXe Pe3UMUpaTH Ha Clie-
gehu HaynH.

MHoru pobiIieMu ca 0ZpanudeHUmM U HeoZparHuyeHum GpojeM Hello-
sHaTux (Ma CTOra M ca Heio3HAoM PYHKYUjoM), O KOJUMA PaCIIoaskeMO
MU3BECHUM K8AAUMIAIHUSHUM TIOAIIIMA, MOTY OHTH pelleHn domohy iozo-
GHOZ Zpyliucarea geyumana y Hexum Hymepuikum uspasuma E tiogesHum ca
pasmatipanum ipobaemom (clieKiiparHu Hocilyilak HYMEpUYKOT padyHa-
Ba).



CIIEKTP1 BEPOBATHORA"

Cliexiipom HEKOT OTPaHHYEHOT WM HeOrpaHWIEeHOT HU3a 6pojesa
(D) M M, , M, ...

Ha3uBaM U3BECTaH feuuMmannu 6poj S nose3aH ca Hu3oM (1), Ha Taj HaUWH
LITO j& CBakW Opoj M, HEIOCPEeHO HIHU IOCPEHO, OApeheH jefHoM rpy-
[IOM y3aCTOIHUX Aenumana 6poja S.

Kao urro cam To nokasao!, cnekrap nekor uusa (1), Moxe ce uspauy-
HaTH Kaf TOf e Taj Hu3 Moryhe NOBECTH y KOPECIOHJCHIU]Y ca H3BECHIM
HOTEHUHjaTHUM PeoM YHjU CY KOe(PUIMjeHTH WIIH NO3UTUBHY IIEIH pea-
HU OpojeBu N, MU ce MOTY CBECTU Ha TakBe OpojeBe HEKOM TpaHcdop-
MarujoM

(2) Q(M,,N, k) =0.

Hame, y BenmukoM 6pojy mpobieMa y Be3u ca BepoBaTHohama, 1ocMma-
TpaHa BepoBaTHoha 1ojaBibyje ce Kao KoehuIujeRT H3BECHOT CTelena x* y
pa3Bojy onpebene ¢yukuumje f(x) mopesaHe ca IpobIEMOM O KOME je ped,
WM, OMITH]e, Kao Koeduuujent y3 x*y"z™ ... y pa3sojy onpebene ¢pyux-
muje F(x,y,z,...).

Hagpopnehu camo jeman o OCHOBHUX U HajelleMEHTapHHUJUX IIpobieMa
OBE BpCTe, IIOCMAaTpajMo IBa CyNIpOTHA forabaja A um B, peCeKTHBHO ca
BepoBaTHOhaMa p u ¢, y o gorabaja y KojuMa ce Hy>KHO JielllaBa je[JaH HIIn
npyru of gorabaja A u B. BepoBaTHoha o, pa ce, mocne p npoba, A pea-
nusyje p — k myta (a B k myTta) ropynapuhe ce ca Koe(pUIMjEeHTOM y3 CTEIEH
x* monuroma

(3) f) = (p gt = 0Ly + 00X + 0y X + ..+ o xb,

e Cy p U ¢ penom BepoBaTHOhe forabaja A u B.

HajBepoBaTHuja KOMOMHALH]a, Tj. OHA Y KOjoj 6pOj HacTynama fora-
haja A m3HOCH pp, a OHaj HACTyHama forabaja B pg, uMa BepoBaTHOhLY jefi-
Haky Koeduumjenty y3 x'"”u y passojy (1).

* Hacnos opuruHana Spectres des probabilités, L’Enseignement mathématique, Genéve
24 (1925), 4-5-6, pp. 205-209.
1 Les spectres numériques Gaulhier-Villars, Paris 1919.
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BeposaTtHoha na ce y E npo6a norabaj A peanusyje nHajMame [ —k
nyTa (Tj. gorabaj B HajBuie k myTa) mopygapa ce KoeHIHjEHTOM Y3
x*(k =1,2,3,...,) y pa3Bojy

m
4) f1(x)=gz-1+_%)=ﬁo +Bllx+B2x2+...
Kapa norabaju A u B y p npo6a uMajy pefiom BepoBaTHohe

(plql)’(pZQZ)a-"’(pHQp)7

BeposaTHOha Jja ce y TOKy oBuUX ITpo6a gorabaj A fecu m myra a gorahaj B n
nyTa IoJyRapa ce ca KoeduuujeHToM y3 x™y” y pa3Bojy pyHKImje

5) F(x,y) = (xpy +yq1) (0py +¥q2) ... (py +yq,).

Y cnu4HEM cly4ajeBuMa, BepoBaTHOha P, 0 K0jOj je peu Mema ce ca
H3BECHUM LieJuM OpojeM k KOju O03HayaBa, Ha NpUMep, KOJIUKO IyTa ce
npernocrasiba Aa he ce ogpebenn norabaj mecutu nop oppebenum ycmo-
BUMa y TOKY (pukcupaHor 6poja p npoba.

O6pa3yjMO HONUHOM CTEIeHa |t

(6) f(x)=P1x+P2x2+...+Pux“,
W Heka je
™) Qu,v)=0

TakBa pejayyja Ja CBakoj BPEAHOCTH U = P, ofroBapa, Kao pellewme jef-
HauuHe (7), mO3UTUBAH Heo 6poj v = N,. Haj3ap, Heka je

(8) @ (x) = Nyx+Nyx* +...+ Nyt

TIOJINHOM CTelleHa p KOJU nMa 3a Koeduuujente 6pojese N,.

Jeman cnexrap S Hu3za BepoBaTHOha P, [aje BPEAHOCT KOjy y3UMa
¢ (x)3a x =107", rae je h Heku morogHO U3abpaH MO3UTHBAH eo Gpoj. [To-
ce6HO, /1 je GWIIO KOJH MO3UTUBAH 11e0 OpO] KOJU HUJe MamU OJf JIOTapuTMa
Hajseher uimaHa HH3a N,.

Beposaitinohy P, ga ce gozabaj peaausyje k fyitia y p ilpoba gaje
peuiere o u jegHavune (7), HOWIHO ce Y O] V 3ameHU ZPYHOM Geuumand
6poja S rkoja ouurse (hk + 1)-6om 1 zaspuasa (k + Dh-iiom geyumanom.

Y Benukom 6pojy npobraeMa MOTY Ce JTaKkO NOOUTU NOIUHOMU [f(x) H
@ (x) ITOBE3aHU ca MPOBIEMOM, Ka0 HITO NOKa3y]y JeHOCTaBHH MPETXONHO
nasegeHu npumepn. Kako cy ogrosapajyhe sepoBaTHohe fiBa gorabaja A 1
B pBa panuoHanHa 6poja
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A A
9 = L =12
) p=a- 4 T
umahe ce
(10) Qu,v)=M'u—v,
(11) @ (x)=M"|(p+gx) = p*|.

Y cnyuajy xap je

2 1
12 = —, = —,
(12) p=3. =7
criekrap BeposaTHohe ma ce, y 10 npo6a, forabaj A peanusyje 10 — k nyra

(a Bkmyra) (k=1,2,3,...,10) gar je Bpeanourhy Kojy y3uma uszpas

(13) (P(x) — 310{(2 + _{)10 —_ (_Z_Jm} — (2 + x)l() _ 210’
3 3 3

3a x =107". 3uajyhu ga Hujegan neo 6poj N, Hema Bumre of meT uudapa,
MOXE Ce CTaBHTH h = 5, IITO [1aje Kao cHeKkTap BepoBaTHOhe

— -5410 10
(14) S=Q2+107)"-2" =
=0,0512...

BeposaTHoha fia ce, y 10 npo6a, gorabaj A mecu (10 — k) myta (a B k
nyTa) fobuja ce Kaj ce ca
M* = 30" = 59049

noyesu rpymna genumana 6poja S, koja noumse (hk + 1)-BoM a 3aBpiasa ce
(k+ 1) h-tom equmanom. [Tpema Tome, a ce A mecu LlecT IyTa a B 4eTupH
nyTa IIOCTOJ! BepoBaTHOha

_ 8064
59049

HajsepoBatHuja koMOuHaUHMja je OHa KOja ©Ma 3a BepoBaTHOhy rpymy
netmuMmana 15360 mogerbeny ca 59049, 1j. BepoBatrohy 0,260123; To je KoM-
6mHanMja y K0joj O ce A JOTONWIO cefiaM IIyTa a B TpH IyTa y HEcCeT
npooba.

IIpoBepaBame: BepoBaTHOha jja ce, y geceT npoba, gorabaj B peanu-
3yje HajBUINE | MyTa, HAUME M3BECHOCT, CBAKAKO je jegHaKa 30Hpy CBHUX
y3aCTOIHEX I'PyNA IO TeT AeluMaina 6poja S, ysehanom 3a 2'° =1024, na
OTOM TIofelbeHoM ca 59049, wto maje

7 =0,136545.
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1024 + 5120 +11520 +15360 +13440 + 8064 + 3360 + 960 +180 + 20 +1 _
59049

1.

Kaxko cy BepoBaTtHohe 3a A u B nate ca (9), onpebusame BepoBaTHOhe
O, nma ce, y p mpo6a A goronu HajMame k nyra (a B Hajmame p—k myta) (k =
1,2,. ..., 1) cBOIU ce Ha oOpa3oBame cnefeher cnexrpa.

Bynyhkum ma je 6poj Q, 36up mpBux k xoedunujeHara (QyHKIH]E
O, (p + gx)", on gomymrra Tpanchopmanmjy (10), na he cnexrap 6pojesa Q,
O6uTH AT BpegHOIhY KOjy y3uMa n3pas

u
(15) fix) = r LG
1-x
3a x = 107" rpme h o3HavaBa GmiI0 Koju €0 GPOj KOJU HAje MaU Off JIOTa-
puTMa Hajseher wrana ogrosapajyher Husza N,. Cnexrap he, gakne, 6utn
6poj
_ oy 10+ g
(16) S - M loph . 10(}1—1)/1 .

Beposatunoha Q, 6uhe
(17) Qk:Sk :M_“’

2ge S, mpegcitiasma zpyily geyumana 6poja S koja iouurse (hk + 1)-om a
saspuasa ce (k + 1) h-itiom geyumanon.

Y HaBe[lcHOM TIPUMEPY, Y KOMe p ¥ ¢ uMajy BpegHocTu (12), moxe ce
crasuti h = 5, 1a he ce mmatu

_(2:10°+D° _

1050 —10% -
=0,061...

BeposaTHoha ja ce, y iecer npo6a, forabaj A gecu najmame (10 — &)
nyTa (a B najsuiue & nyra) gobuja ce xaj ce nopenu ca 59049 rpyna peuu-
Mana 6poja S koja noumbe (hk + 1)-BoM a 3aBpmasa ce (k + 1) h-Tom geuu-
MmasoM. Tako, fa ce A forofu HajMaimbe 1ecT nyra (a B HajBuile YeTHPH
myTa) HOCTOJU BepoBaTHOha

_ 46464

= 2970 _ (,786872,
Qs 59049

a BepoBaTHoha f1a ce B HajBuLIe feceT nyTa JOTOM (M3BECHOCT) U3HOCH

59049 _ |

Q0 = 9049 ~



BPOJHU CITIEKTPU ITOJABA®

1. CIIEKTPU ITPEBPOJVBUX CKYTIOBA CA [TPOM3BOJbHUM
BPOJEM MHJIEKCA

Hexa je [aT CKYII peaJTHUX UJIH HMarvHapHHUX eJIEMEHAaTa Ca p HHIeK A
(1) (uml.mz yerns Tl )’

L€ CYy MHIREKCH my, My, ..., n, TIO3UTHBHA Leli OPOjeBH. AKO Ce y IPOCTOPY
Off p JUIMEH3H]ja 3aMUCIH p Meby cO60M yIIpaBHUX KOOPAMHATHIX OCOBHMHA U
u3bepe jeana ofpebeHa Mepa 3a [y:KuHE, CBaKOMe eleMeHTy u ckyma (1)
MOKE Ce YYMHHTH la OAroBapa y TOM€ KOOPAUHATHOM CUCTEMY Tauyka M,
uuje Cy KOOpAMHATE WHIEKCH My, Mm,,...,m, eneMenta u. CKyn je, gaxrne,
npeOpOJJbUB, a Tauka M MOXKE CIYKUTH, Y HEKY PYKY, 33 Hymepucarse ele-
MeHaTa u Tora CKyIa, pefcrasibajyhu Hymepy ogrosapajyher exeMenTa.

Y Teopuju CKymoBa MO3HATO je KaKo ce jefaH npedpojbuB CKYII ca Ma
KOJIIKYM OpojeM MHAEKCa MOKE NPECIAKATH Ha Jeflal JMHEapaH HA3 ca ca-
MO jeIHIM HHEKCOM !

(2) Uy, Uy, Us,. ..

Tako ma ce uMa ysajamHoct (1, 1) usmeby enemenara ckymosa (1) u (2).
TIpeTnocraBuMO fia je TO YUYHEEHO U O3HAYMMO Ca p, U ¢, peanHe Opojese,
OJl KOJUX NIPBY IIPENCTaBJba peallaH e, a fPYTH KoedunujeHar o i y ene-
MEHTY U;.
ITocroju 6eckpajHo MHOTO peanHux ¢pyHKIHja P (x) TaKBUX Jla KpUBa
JIMHA]A
y=®(x)

* Cpricka KpajbeBcka akagemuja, I'nac, kib. CXXVIL Ipeu paspen, k. 58, Beorpan
1927, cp. 45-66. — M. IleTpoBuh je OBy pacnpaBy CaonmTHO y AKajeMuji NPUPOJHUX HAY-
ka 20. peuem6bpa 1926.

I, unp. E. Borel, Legons sur la théorie des fonctions, 2™ ed. 1914. pp. §-9.
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uMa o0muK cIl. 1. uin ci1. 2. Tako fa CBaKO] PeajlHoj BPEJHOCTH x OATOBapa
caMo jeHa pealiHa BpeJHOCT y Koja ce Hajas3u y pasMaky O m 1 u o6pHyTO:
CBaKO] peajyHO] BPeHOCTH y, IIITO ce Hajla3d y TOME pa3Maky, OfroBapa
CaMo jefiHa peajiHa BPeTHOCT X.

¥ Y
___,/ x \ x
0 0
Cn. 1. Cn. 2.

Takge 6u HIp. 6mre pyukuuje O (x) U BHLUXOBE HHBep3He QYHKIHjE
8 (x):

1 Y
= x=1lo
Y l+e™ g1-y
(3) y=e* x = log logl
Y
1,1 1
= — + —arctgx X =1tgn|y——1|
Y T b2 g(y 2)

rye 3a arctg Tpeba y3eTu OHy TpaHy Te PyHKIMje IITO ce Hanasyu usMeby O u
1.

Hexa je ® (x) jenna pyHKUMja Te BpCTE, na he cBaku 6poj
My=®(p,) u Ny=D(g,)

6urn peanan u Hanasuhe ce usmehy 0 u 1, a mopex Tora nocrojahe ysajam-
Hocr (1, 1) nmameby

pr B M,
g 1 N,.

Heka cy a} y3acromnHe fenumare 6poja M, Tako na je

3
M, =0,alafaia) ...
0 ol 2,34
(4) M, =0,aara3a; ...

2.3 4
M3 = O,(I:lﬂ_ga}[[}
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Hexka cy, Tako ucro, b} ysacronue enumaine 6poja N, , Taxko fa je

N, = 0,b/blbib ...
N, = 0,bib3b3b;5 ...

(5) 1,21.3,.4
N3 IO,b3bjbjb3

ITomohy Tux fenumana gopmupajmo crefeha fgpa peanta genumanta
Opoja
6) S, = 0,alasataiaiaialal ...
S, = 0,bibibiblbibibib} ...

Irje je pefl HO KOME Ce HIMXKY IOPIbU U HOU HHICKCH IAT OBOM TabIHIOM

7
@) 112 113 2114 3 21

1’1 2\1 2 3\1 23 4

Jlaxo ce yBuba ga nocroju y3ajamuoct (1, 1) usmeby neuumana 6po-
jeBa (4) u (5) ca jenne, u 6pojesa S, u S,, ca Apyre cTpaHe, Tako fia ako ce
3Hajy Opojesu (4) u (5), mory ce ofgpeauTu u 6pojeBu S, u S,, U OGPHYTO.
Pauyyncka Be3a u3Meby jemHux u gpyrux 6pojeBa Hanasy ce OBako.

TTopenumo y TaGmuiu (7) ropie ¥ [Oke IUdpPe Ha rpyle, OHAKBE Ka-
KBE Cy O3HA4eHe y TOj Tabiuiu. AKO je Topwmu Opoj jeqHe Ipyme / a Jomu
k, parr n rpyne (pauyHajyhu ra ciieBa HajieCHO) BE3aH je ca HuMa pelna-
oM

(8) k+h=n+1.

Ca fipyre cTpase, paHr o jefHe genumMaie 6pojesa S, wim S, (pauyHat
Takohe creBa HajleCHO) aT je ob6pacueM

9) a=he 22D
2
IMowro je
1<h<n,

obpas3ar (9) moxasyje fa je

(10) 1+M5agm,
2 2

mpeMa YeMmy je y jeTHO UCTO BpeMme

(11) : n* —n+2<20,
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(12) | n*+n=20.
Oge HejeHauMHE TOMHOXEHE ca 4 fajy
(13) 2(n-1* <8a-7,
(14) 2(n+1)* > 8o +1,

a TO IOBOJH [0 IBOCTPYKE HEje[HAUNHE
(15) %(—1+«/80¢+1)Sn$%(1+«/80c—1).

Pasnuka uaMeby IpBoOT ¥ nociefmer wiaHa HejegHaunne (15) uMma 3a
BpPETHOCT :
1— 4
V8o —7 ++/8a+1’

1 IIOWITO O pacTe Of 1 10 oo, BpEHOCT T€ pa3nuke yBek nexu usmehy O u 1.
ITpema ToMme je

(16) n:EBmW)}

rae E(x) o3pauyje Hajehu ueo 6poj cagpkad y x. Jegnaumna (9) taga no-
craje

17) oc:h+—;—(k+h—1)(k+h—2)

u nokasyje ga je h-iua geyumana 6poja M, jegrnaxa geyumasu panza (17)
bpoja S,, a k-itia geyumana 6poja N, jegrnaxa geyumaau panza (17) 6poja
S,.

A nourro je u3 (8) u (9)

g =D
(18) h=o S

(19) I = nn+l)

o+1,
e 3a n Tpeba yzeru BpegHocT (16), To ce BUANM ga je -itia geyumana 6poja
S, jegraka h-itio] geyumanu 6poja M,, 2ge h u 'k umajy spegrociuu (18) u
(19). Mcto ce nobuja u 3a geunumane 6poja S,.

Taxo ofpebena npa 6poja S, u S, oapebyjy y paBHH HMarMHapHHX
KOJIMUMHA JeIHy TauKy P, uuju je apukc
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¥ KOJa YBEK JIeXH y KBafpaty D, unja cy TeMeHa
(0,0),(0, 1), (1,0) u (1, 1).

[Ipema oHome WITO je Hampep KasaHo, mocroju ysajamuoct (1, 1)
usMeby ckyna nuszosa (1) u Tawaka y xkBajgpary D, Tako fla CBaKOME HU3Y
(1) ogrosapa y xBajpaty jegHa ongpehena Tauka P, u ga, OGPHYTO, CBAKO]
Tayky Py KBagpaTy oArosapa jefian TauHo oppeben Hus (1).

Mebyrum, no Kantoposoj Teopemu, ckyn Tadyaka P uMa ucty Moh ko-
Jy ¥Ma ¥ HeNnpeOpOJ/bUB CKYIl pealHiX TavyakKa IITO JiesKe Ha PeasHoj 0co-
sunu u3meby O u 1. To 3Haum fa ce moxe u3Meby tauaxa Py kpagpaty D u
Tayaka Q) Ha npasoj (0, 1) ycrocTaBuTH TakBa y3ajaMHOCT Jla CBAKO] TAUKH
P oprosapa jegHa tauka Q, v o6pHyTO. IIpakTiuku 61 ce TO HOp. H3BPILU-
JI0 Ha Taj Ha4YMH To Ou ce moMmohy 6pojesa S, u §, popMupao jenan HOB
6poj S unju 61 Heo feo 6uo Hyna, a geluMmarne 61 My ce ITOKJanajie Haus-
MEHIIE ca flenuManama 6pojesa S, u S, .

Ha Taj HauuH gonasuMo apuitimeliuyky JO OBOra 3aKJbydka 0 KOra
ce y TEOPHUJU CKYIIOBA JIAKO JONA3Y U 2e0MelUPUJCKU:

Kag je gaiti jegan cxyii nuzosa (1) ca peaaHum uau UMaZUHApHUM ese-
MEHIIUMA, @ Ca MA KOAUKUM KOHAYHUM Opojem uHgexca, modxce ce umeby
eza U peannux wmadaxa wino aexe usmeby 0 u 1 yciiocinasuitiu iakea
y3ajamtocii ga ceakome nuzy ckyiia (1) ogzosapa fio jegra itiauka Q Ha
ipasoj (0, 1), u obpuyttio: ga ceaxoj wavku Q ogzosapa jegar ogpeber HU3
cacitiagHu geo nocmaitipanoza ckyia (1).

Bpoj S xojum ce ofpebyje nonoxaj Tauke Q Ha npasoj (0, 1) je ciiex-
iwap ckyna (1). OBo wITO je Hanpey Ka3aHO CAfXP3KU ¥ NPAKTUYAH HAYMH 32
(popMupame crekTpa, Kao ¥ HayuH Ha Koju ce, moMohy faTora CnexTpa,
MOXKe PEKOHCTPYHCATH CaM HU3 KOME OH OfiroBapa.

Yocranom, criekTap ce MOXKe, U3 UcTux 6pojesa M, u N,, hopMmupaTtu
U Ha pa3He Ipyre HaunHe. A 3a CIeLUjaJHu CIydaj KaJ Cy eIeMeHTH CKyla
yeau 6pojesu, OH ce MOXe (POPMHpATU U HENTOCPEIHO U3 THX eJleMeHaTa Ha
HA4YMH KOJH j€ y NMOjefMHOCTEMAa NPOyYeH y MOMe fieny Les spectres numé-
riques? ¥ KOJHU je off HAPOUMTOT MHTEpeCca 360T APUTMETIHIKAX IPUMeHa Ha
Taj HaYuH (POPMHUPAHUX CIIEKTapa.

2. CIIEKTPU U HYMEPUCAKBE ®YHKIMJA

3Ha ce U3 Teopuje CKyIoBa fa Hu3 udapa, Koje cacTaBibajy jefaH fe-
[MaJIaH MO3UTHBAH OpOj, MpysKa UCTO TOJIMKO Pa3sHOBPCHOCTH KOJIUKO U

2 Gauthier-Villars et Ci®, Paris 1919.
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cKyI (OyHKIHja ca Ma KOJHKUM OpojeM HE3aBUCHO NPOMEHLUBHX KOMMIHHA
KOJ€ ce MOTY aHaJMTHYKK U3pa3uTtd. TauHnje peyeno, CKym TakBuUX (PyHK-
I¥ja ca NPOM3BOJLHIM OpojeM MPOMEH/BUBHX MMa UCTY Moh Kao W CKyIl
peanHux MO3WTHBHUX OpojeBa, Ila yak, ako ce xohe, u Kao ckyl Gpojesa
urro nexe m3meby O u 1.

ITpema TOME, ONpaBAaHoO je OYEeKUBATH MOTYHHOCT Jla ce yCIOCTaBU
060CcTpaHo jeHO3HAYHA y3ajaMHOCT u3Meby jeHe omire kiace QyHKIH]ja
u ckyna 6pojesa u3meby 0 u 1. 1 oBa ce ofiicTa MOXe yCIIOCTaBATH MOMohy
Hallpeql U3J0XKeHe ocobuHe NpeOpoj/bUBUX CKYIIOBA U MOMOhY MOJEpHIX
METOfla 32 aHAJTUTHYKO U3paskaBame HajONIUTHJUX Kiaca (PYHKIH]A.

Ilpe cBera, 3Ha ce Ja HHKaKBa kjaca (PyHKIM]jA, YHjU CKYN UMa Moh
BHIIIy Off MOhH KOHTHHYYMA, He MOXKe OUTH IpeMeT MaTeMaTHUKe aHaJH-
3e, a JoIlI Marke HHCTPYMEHT 3a IheHe MPUMEHe. Jep y padyHuma ce, yOIIITe,
MOXKe MMaTHi Iocla caMo ca (pyHKImjaMa Off KOjux je cBaka oxpebena mo-
Mmohy jeHOT MPeOpOj/BUBOT CKyIa eeMeHaTa. A 3a TakBe (pyHkuuje Baire-
OBUM HCIUTHBABHEMA je JaCHO OrpaHHYeHa pealHa (PyHKIMOHANHa obmact
KOja je OBOJbHA 3a CBE NMOoTpebe MaTeMaTHUKe aHallM3e ¥ U3BaH KOje CBaka
reHepanusamyja u3riena fa he ocraTn 3aHaBeK GECIUIONHA M y3alIyj(Has:

Ca ppyre cTpaHe, cBaka (hpyHKIHja TaKBe BpCcTe (Ma KOJUKH OHO 6pOj
IIPOMEHJBUBUX Of] KOj€ OHAa 3aBUCH) MOXKE Ce, I TO Ha pa3He HaUWHE, CMa-
TpaTH Kao a OJATroBapa jeHO] TaUKu Y PYHKYUOHAAHOME UPOCIUOPY Y KO-
Me OU jefHa Kadaca UNH jefHa Kaitlezopuja (DyHKIIM]a IPefCcTaBibala JeHO
DyHKYUOHAAHO Tome. YBeK je MOTYRHO cBeCcTH (PYHKUMOHAIHEA IIPOCTOP
Ha jelHy paBaH y kKojoj he jemHa knaca (pyHKUMja OPEACTAaBBLATH jEeJIHY
@yrkyuonaarny obaaciu u rie he jenna ogpebena ynkuyja, mTo npunaga
nocMaTpanoj Kyiacu, OUTH NnpefcTaB/beHa jeqHoM TaukoM. lllTapume, npe-
Ma OIIITO] TEOPHjH CKYIOBA, (PYHKUMOHANHH IIPOCTOP MOKE CE CBECTH 1
Ha eJleMeHaT peanHe npase orpannyeH Taykama 0 u 1. To 3nauu na ce yn-
KUgje, ITo IPHUNafajy jJeHOj Ma K0jo] TOCMAaTpPaHo] KIacH, MOTY Hymepu-
caitiu momMohy JenuMaTHuX pa3jioMaka ITo ce Hanase uameby O u 1, m 10
Tako fa ABe pasnuune QyHKIKjE WMajy ABE Pa3lInyHE HyMepe M fia CBaka
yHKIIM]a ©Ma CaMoO JeHY HyMeDpY.

ITo TakBMM Ce HyMepama pa3yiuKyje JefHa (pyHKIHja Of ApPYyre HCTe
kiace. CBaka OJl ¥UX je cilexillap PYHKIM]E HA KOJy CE& OHOCH.

Ha koju ce HauMH TAaKBH CIEKTPH MOTY e(eKTUBHO (popMHUpaTH 3a
JelHy mocMaTpaHny Kinacy dpyHkuuja?

Monepua Teopuja pyHkumja pasnukyje Meby dyHkumMjamMa kaace, off
KOjHX je cBaKa AeuHucaHa 06IMKOM CBOT'a AHAAUTHUYKOZ enemeHIild, TaKO

3B. unp. G. de la Vallée-Poussin, Intégrales de Lebesque, fonctions d' ensembles, classes de
Baire, Gauth, Vill. et C*, Paris 1916.
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fla ce Ma Koja (pyHKIU]a IUTO IpyIaja KIacH u3paxasa Kkao 36up pefia THjH
CY WIAHOBY TH €JIEMEHTH.
Onuury 00K TaKBOT jJe[HOT eJIEMEeHTa je

(20) Pml.mz,...,mp (X,}’,Z,..,),

TIE Cy X,Y,Z,... HE3aBUCHO MPOMEH/BHMBE KOJIMUUHE Off KOJUX (DYHKIHja 3a-
BHCH, a P npejicTassba jefHy oapebeny OyHKIH]y THX IIPOMEHIBUBHX KOja ce
Metba Off JeJHOra eJIleMeHTa (PYHKIHUje RO APYror, NPH YeMY Ce MEbajy HH-
JeKCU my,my,...,m, KOJU Cy Lenu OpojeBH.

CBaxkoj rpynu uHjekca

(my,my,...,m,)

oprosapa Iro jefaH ejgemeHaT (20), Tako la CKyIl THX €lieMeHaTa 3a jefiHy
faTy yHKIH]Y, IITO MPUIaja KJIAcH, IIPEJICTaBlba jeflad NpeOGpOjJbUB CKYII
ca p WHJEKCa.

O6nuk aHanUTUYKOT enemenTa (20) nedpuHuIIe Kaacy; KA ce Y IeMy
CBE, OCHM HE3aBHCHO INPOMEHJEUBUX KOJHUYWHA X,y,z,... U OpojeBa
my, My, M, ..., CMEHH ofipeheHnM GpOJHUM BpPEefHOCTHMA, OOJUK eJIeMeHTa
(20) nedpunuiue jeany oppebeny ungusugyy TO NpUNaa KIacy.

Taxo, cBe anaauitiuvke yHKylje Ma KOTUKOT 6poja HE3aBUCHO NIPO-
MEH/bUBUX KONHYMHA X,Y,Z,... IPHNAAAJy KJacH He(pUHUCAHO] aHAIUTHU-
YKUM eJIEMEHTOM 00iIrKa

ko hoi
Appg, Xy'2 o,

rae ¢y a,b,c,... 4 KoepuiujeHTn A He3aBUCHHA Off, X, Y, Z,... EleMeHar, Hip.,

xkyhzl

(k+h+i0)°

neduHUIIe jeHY HHIUBUYY T KJace.

CBe KOHTHHYAIIHE fepuoguuke yHKylUje jefHe He3aBUCHO NPOMEH-
JPUBE KOJIMIMHE X MPUIIAZIajy Kiacu Kojy fepHHUIIE aHATTUTHIKY eleMeHaT
o0iuKa

A, sinax + B,, cosax,

rpe cy a, A, B, He3aBHCHH Of x. -

3apKUMO Ce Ha HAjOMUTHjeM ciydajy GyHKIHja jeHe peanHe Hes3a-
BUCHO NIPOMEHJbUBE KONUYNHE, ofpebeHe jeqHuM NpeOpoj/bUBAM CKYIIOM
eleMeHara, Tj. Kojy je yommTe MOTYhHO aHAIWTHYKYA H3pa3uTH. Baire je
TakBe (PYHKIM]j€ IONEINO Ha Kiace Ha crnefiehn HayuH.

Kao ¢yHEKUMje Hyallle kaace cMaTpajy ce cBe KOHTHHYallHE (PYHK-

nuje.
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Jean pen umMju cy 4IaHOBM HyJITE KJace, aK0 My 30HD He MpefcTaBlba
jenny dbyHKumjy HyITe Kiace, npefcraBibahe jequy Qpyukuujy ipse xaace:
npBa Kiraca o6yxsara, gaKje, cBe JUCKOHTHHyasHe dpyHKumje F (x) Koje ce
MOTY IIpEICTaBUTH Y OONIHKY pena

21) F(x) =X f,(x),

raecy fi,f2, f3,-.. QYHKIHTjE HYIITE KIace.

Tako ucro pep 9uju cy unaHoBM QYHKUH]e IpBE Kiace, ako My 36up
He IpejcTaBiba jefHy QYHKUHjy HyJITe WK IpBe Klace, mpefcrasibahe
jeany byHKIM]Y gpy2e kaace: Ta Kiaca o0yxBara, fakje, CBe THCKOHTHHY-
anHe yHKIH]e NPENCTABbeHe JBOCTPYKHUM PEOM

(22) ©(x) =X F (x) = ZX f,,(x),

rae ¢y f,, PyHKIUje HyNTe Kiace M Ifie ce ABOCTPYKO CYMUparhe uMa Bp-
LINTH HAjIIpe 110 MHEKCY 71, 1A TIOCIIE IO 1.

IIpopyxyjyhn Tako, nedmaniny ce pyHKIHje ipehie, yellispitie Uilig.
Knace XOje Cy NIPENCTaBIbEHE TPOCTPYKHM, YETBOPOCTPYKUM UTH. PEOM
YHJU Cy YIAHOBM (PYHKIUje HYNITE Kitace.

Mnu hemo oBe cMaTpaTH Kao (PYHKIMje HyJITe Kiace IMOJIMHOME, HITH
aHamuTHuke QyHkupje ( a oBe ce Mory mpeactaBuTu Taylor-oBUM pefiom),
Tj. PYHKUHjE YNjH CY aHATUTUIKH €TIEMEHTH Ca JeTHUM MHEKCOM.

IIpema Weierstrass-oBOj TeOpeMH U IpemMa ne(bHHI/nm]M q)yHKm/I]a np-
Be KJace, M3ja3y fia Ceé OBE MOTY NpEeCTaBUTH y OOIIUKY jeHOTa pefa no-
JIMHOMA, ¥ IpeMa TOMEe OHEe MMajy aHAJUTHYKe eJeMeHTe ca JBa WHIIEeKCa;
npema jegHaunnyn (22), pyHKUH]je Apyre Kiace uMajy eJeMeHTe ca TPU HH-
Jlekca, U yOIITe: (hyHKylUje n-itle Kaace UMAjy aHaruliuyke eaemeritie ca
n + 1 ungekca.

Kao mro ce Bunn, jegHa pyHKIMja jeJHE HE3aBUCHO NPOMEHIBUBE KO-
JUYWHE, KOja C& MOXKe U3pas3ulliu aHasuiiuvky nomohy jegnora npebpoj-
JLUBOT CKyTIa eJIeMeHAaTa, IPejcTaBlba U caMma jeflaH NpebpojibUB CKYII ca
orpaHuueHuM OpojeM uHpekca. OHa ce, gakae, ygeKk Moxce Upegciiasuinil
JegHUM CHeKIUpOM.

Yxonuko he To BaxkUTH 1 32 (PYHKIH]e ca BUILE HE3aBUCHO MIPOMEH-
JHUBUX KONMYNHA?

OueBUIHO je 12 TO BaXKM 3a CKYN (KOju MMa Moh KOHTHHYyMa) CBHX
AHATUTHYKHX (PYHKILH]A ca Ma KOJHMKHM KOHaYHUM OpojeM IIPOMEHIBEHBUX.
Anu, ykomnko he ce To Mohu pacnpocTpTu ¥ Ha (pyHKIHje IITO HE NMpH-
najiajy Toj NpoCTPaHo] KJacH, Hije MOI'YhHO 3HATH IpeMa aHalllbEeM 1103-
HaBamwy AUCKOHTHHYAJNHUX (PYHKIH]a ca BUIIE IPOMEHIBUBHUX M HUXOBOM
AHANUTUYKOM NpefcTaBmbamy. Weierstrass, Borel, Lebesgue u ip. ¢y MmHore
pes3ynraTte U3 Teopuje peanHux (pyHKUHja ca JETHOM NPOMEHILHBOM NPO-
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IIAPUIH Ha (DYHKIM]E ca BULIE IPOMEHIBUBUX, &JIi CTBAP j€ Ty MHOTO KOM-
MJIMKOBaHKMja. 3a JaHac HE NOCTOjJM HUKAKBA KiacuduKalmja TaKBHUX
¢bynkumja, ciuyna Baire-0B0j knacudbukauuji GyHKIMja ca JeHOM TPOMEH-
JbUBOM KOJIMYMHOM. OMiiTy OGMMIY aHANNTHYKHX eJleMeHaTa 3a PyHKIMje
ca BHIIE NPOMEHJbUBUX HUCY HM U3flalieKa I1I03HATH Y OHAKBOj TeHEePalHO-
CTH Ko UITO Cy IIO3HATH 32 (DYHKIIUjE ca Je[[HOM NPOMEHIBUBOM. AJIH HECy-
MIbHBO J€ [1a Cy U TH eJIEMEHTH ca OTpaHiYeHHM OpojeM HHekca 3a cse dy-
HKIIHJe KOJ€ C& MOTY aHaJUTUUKM M3PasuTH M KOje yOounuuTe MOry GuTH
npejMeT MaTeMaTHYKe aHanu3e. A Kajl OHM, HalpeluMa aHanuse, Oyny
OHAaKO INO3HATH Kao 3a cjyvaj jejflHe MpoMeHbuBe, Ouhe MoryhHo, Ha Ha-
IpeJl HaBENCH HauUH, popmupaitiu ciiextiipe QyHKyUja Koju um ogzosapajy.
Hasewrhemo 3a cajja oBaj ONILITH Pe3yJITaT KOjU IIpyxKa MoryhHoCT fa
ce popmupajy cnexTpu (PyHKLH]a OF Ma KOJIMKOr Opoja peasHux He3aBu-
CHO MPOMEHJbUBHX KOJNUYAHA X|,X,..., X,, KOJE€ CYy KOHTHHYaIHE Y j€[HO]
ogpebenoj obnacTu u uMajy onpebeHe menuMUYHE H3BOJE CBUX PEJlOBA.
JokaszaHo je fa ce cBaka (PyHKIHMja TaKBe BPCTE MOXKE Pa3BUTH Y pef Yuju

CY YJIaHOBY MOJIMHOMHU IO MPOMEHIbUBIM
X, Xgsen X,

sin Xy, 810 X, ,...,SIN X,
COS X|,CO8 X,...,COS X,

Kao ¥ TO Jia je TakaB peJi YHU(OPMHO KOHBEPIeHTAaH W UMa AEIUMUYHE
U3BOJE CBUX PEOBa. AHAIMTHYKU €IEMEHTH Te NpOoCTpaHe Kiace (PyHK-
[[#ja cacTaribajy, Jakie, jefad mpebpojbuB CKYIl ca OrpaHAYeHHM GpojeM
nHIeKca 1 o6yxBatienn cy oBUM mITo npeTxonmn.4

YocranowM, ca riaefumiTa ca Kora ce opfie ImocMartpa, Morie 6u ce u
dyHKIUje ca IpOM3BOJLHUM OpojeM INPOMEHJbUBHUX KITacH(pUKOBATH Ha
HauyWH aHaJoraH OHOMe y Baire-oBoj Knacudukanuju, Tako ga 60U UM ce
CIEKTPH MOITIX (pOpMUPATH HA IIOKA3aHM HAUHH.

YKONUKO ce Thye (pyHKIUja ca jeJHOM HE3aBUCHO IIPOMEHJBUBOM
KONWIMHOM, HaBelIheMo joIlI i OBaj NOocpefaH Ha4YuH 3a (POpMUpaE bU-
XOBHUX CIIeKTapa.

OueBHuHO je fa ce PyHKUHUje MOTY pa3BpCTaTH Ha Kiace U ca pasHuX
IPYTUX [VIeAHUINTA, 3 He CaMOo Mo OOIHUKY CBOJHX aHAJIMTUYKHX €JIEMEHATA.
TaxBa Ou jegHa OIIITA MOAETa OMIIa HIIP. OHA MO K0jo] 61 (PyHKIHje IITO
HMajy u3BOjie Owiie pa3BpcraHe mpemMa 00Ky gudepeHIyjante jefHaYuHe
KOjy ImocMaTpaHa Kiaca 3agoBossaBa. lllTasuuie, mozy ce, iipema uxosom
BAACTHUTLOM AHAAUTHUYKOM eNeMEHTILY, KAACUpaiiu came gugeperyujaire

4 Borel, Annales de 1’Ec. Norm. Sup. 1895. p. 35; 1896. p. 79.; Fonctions de variables
réelles, p. 68.
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Jegravure, ila onga cmattipaiiiu ga ipuiiagajy jegHoj ucitioj Kaacu ceée QyHk-
Yuje Koje 3a9080masajy jegHy UOCMAMAPAHY KAACY GUpeEPeHUUjarHux
Jegraqura. ‘

Ceaka pgudepeHyjaiHa jefHaYHHa UMa 32 CBOjY JIEBY CTpaHy jefHy
ogpebeny OyHKIHM)Y ca BUIE IPOMEHIBUBUX KONAYMHA

r o7
y,X,y 7y [

Tako fa jegHa ogpebena kaaca gugepenyujasnux jegnavuna Moxe OUTH
nedrHICaHa OOIMKOM aHAUTHYKOL eJIeMEHTa

(23) Pm,,mz,...,m,, (xvy’y,v")

Te (yHKIU]je ca orpaHuYeHnM OpojeM uHaeKkca. Jenna ogpebena jeqnaanna
nocMmatpase knace (uHgueugya Te Kitace) noduja ce npenusupajyhu 6pojHo
y emeMeHTy (23) cBe ocmM WHJEKca m;,M,,M;,... U NPOMEHIBUBUX
ony,y’,...

[Tpema oHOMe IITO je Hampef peyeHO, MOXE Ce YBEK yCIIOCTABHUTH
y3ajamuoct (1, 1) usmeby jenne nudepennujanye jeqHaunHe (WHEHE JeBE
CTpaHe) ¥ peajiHuX Tadaka IITO Ce Haja3e Ha CeTMEHTY OpOjHe nuHuje u3-
meby Tavaka 0 u 1. IpyruM peunmMa, Moxe ce y3eTH ia CBaKo0] AuepeHu-
jaJIHOj jeMHAYMHM MMOCMAaTpaHe Kilace ofropapa IIo jeflaH pealaH 6poj ITo
nexn u3Meby 0 u 1, Kao meH ciiekiiap, 1 OOPHYTO: fa CBAKOM TaKBOMeE
6pojy ofroBapa 1o jenHa gudepeHnnjaaHa jefHauynHa I0CMaTpaHe Kiace,
TaKo, fa usmeby Tora gBora nocroju yzajamuocr (1, 1).

Citexitiap gughepeHyujasHe jegnaqune y UCIIO je epeme u cllekitap re-
HOZ UHiliezpana, y Kome cilexitiap ociiasma kao 6pojHo Heogpebere camo
UHILEZPAYUOHE KOHCIUaHIe.

Tako, cee dyHKIHje KOje 3aJ0BObaBajy CKyl anrebapckux gudepeH-
{jaTHUX Je[HaUiHa IpBOra pefia MPeCcTaBibajy U caMe jeflaH CKYII ca TPH
HHJIEKCA, TIOMITO Ce aHAJUTUYKH eJeMeHaT Ma Koje Of TaKBHUX jeHaulHa
MOXKE HalluCcaTu y OONHUKY

mon.,tp

A p XYY,

rae cy A 6pojuu KoepUIHjeHTH jeTHaYnHe.

Kap crekrap § TakBora ckyna npenasu pegom 6pojese on 0 o 1,
ofarosapajyha nudepennmjanta jefHauyNHa MPONIa3u Kpo3 cBe 00nuke 00yx-
Bahene mocMaTpaHOM KJacoM; ofroBapajyha ¢yHKIHja Ipoaasu Kpo3 CBE
06JIIKe KOjU Cce YOIINTE MOTYy JOOUTH MHTerpaluujoM anrebapckux gude-
pEHUMjaJIHAX JelHaUNHA IPBOTa pefia.

O4YeBUIHO je fla ce Ha UCTW HAYMH MOry AeduHUCAaTH U (POPMUpPATH
CrIeXTpU ¥ (PYHKIIMja BUIIEC HE3aBHCHO IPOMEHJBUBUX KONHMYHHA, KOJE CE
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no6ujajy HHTETPALMjOM MapUijaiHux qudepeHunjantnx jeqradnna. Crek-
Tap OBHUX, Ma, akJ/e, U CIeKTap TakBUX (PyHKIHja, CBOAH Ce Takobe Ha
CIIEKTAp JE[IHOTa OPAaHUYEHOr WJIM HEOrPAHHYEHOr CKyIa ca BUIIE HH-
feKca.

Vcru je cnyyaj u ca rpynama (pyHKIHja Koje ce fobujajy nHTerpamu-
JOM Je[JHOra CHCTeMa CUMYJITaHUX AU ePEHUHjalHIX jeIHAYHHA.

3. CIIEKTPU ITOJABA

Jepna ogpebeHna nojapa, Ma KakBe BpCTe, KOHKPETHE MPUPOJE U KOM-
MINKOBAHOCTH OHAa OWja, MOXKE Ce CXBATHUTU Kao HU3 ofpeheHUuXx MOMHU-
thukanmja y Toky BpeMena. CiuKa Koja ce 0 ¥0j CTBapa y CBECTH CACTOJH ce
y Hu3y fedopManyja jef{He UCTe CIUKE, T). Y CYKUECH]U TPEHYTHUX CIUKa
KOje ce KOHTHHYaJHO MIIM AUCKOHTHHYAIHO HUXKY JeflHA 32 APYTOM y TOKY
BpPEMEHA U Off KOJUX CBaKa MPeJICTaBIba 0 JeJHO TPEHYTHO CTAMhE Y MOjaBH.

OHo WITO Ce Mema y TOKY jefiHe TakBe fedopMalnje jecTe jeflan ofpe-
beH ckyn fecKpuUNTHBHUX eleMeHaTa Hojase. Onuc mojaBe CBOAU ce Ha
CKYII OIIMCA HU3a y3aCTOMHUX TPEHYTHHX CTalkha CBAKOTra Off TUX eleMeHaTa
u pe3ynTyjyhe cnuke popMupase TaKBUM CKYIIOM OIIHCA.

Y3acTomHa cTarma Kpo3 Koja NpoJias3y jeflaH JeCKPUITHBHE €JIeMEeHAT
y TOKY IIOjaBe NMpeJCTaBIbajy ce BPEJHOCTIMA JeJHOTa TapaMeTpa, KOJU ce y
MUCITHMA OpHjiaje YOUeHOME eJIEMEHTY ¥ UHuje BapHjallyje WIyCTPy]y HauuH
IIPOMEHA caMora eJIeMeHTa.

Bapwujanuje mapameTapa npefcTaBbajy ce obpacuuma o6IuKa

(24) xy = fi(t), xy = fo(0)ss

Tne Cy X;,X;,Xs3,... lIapaMeTpH, a ¢t Bpeme. Pyuxkuuje f,(t) Mory, mopen
BpeMeHa f, cajpKaTH M APYyre HE3aBUCHO IIPOMEHIBMBE KOJIMYMHE WU

napamMeTpe.
IMpetnocrasmkajyhu fia je cBaka of pyHKIM]a
(25) ‘fhfz:]%,'--

anaauifivuka, A 6ap fa joj je aHAJIUTHYKH eJIEMEHaT Ca OrPaHUYEHUM
6pojem mHgekca (6e3 yera ce pyHKIHja HE OM MOIJIA aHAAULUYKL U3DPA-
3uitiu), cBaka ce of TuX (PYHKIHja MOXKE NPEJCTaBUTU CBOJUM CIIEKTPOM,
chopMHUpaHUM Ha paHuje MOKa3aHU HauMH. Cilexiuap ¢pynkyuje f, y ucitio
epeme je u ciiekiap eapujayuje dapameiipa Xy.

Kan je 6poj mapameTapa OrpaHuYeH, MOXe ce (popMupaTH KOIEK-
TuBHU crekTap pyurumja (25). Takas kosexiiusHu cilekiiap je y uciio
gpeme U cliexitiap docmaitipane fojase. 1o meMy ce ITOHA0c0O MOXKE pe-
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KOHCTPYHCATH CBaKM OJf crnexkTapa (yHkuuja (25); U3 THX HOjequHAYHEX
CIIEKTapa MOTY Ce OAPENUTH caMe Te (yHKIHje, a IPyna Tako JOOUjeHnx
(dynkumja cacraBspa cluKy caMe Iojase.

Cpaxa of] jeqHaYuHAa 1I0jaBe

Xp = fk(t), .

IPEKO aHAIMTHYKUX eleMeHaTa QyHKLUje f, WK fudepeHnujaiae jef-
HayyHe KOJy OBa 3a[j0BOJbaBa, IPENCTaBba 110 jelaH Npe6Gpoj/buB CKYII ca
orpanmyeHuM OpojeM mHAeKca. Tako je HCTO M ca rpynoM jegHaunHa (24)
Kaj je 6poj nmapaMmeTrapa orpaHmdeH. [IpemMa ToMme: ceaka fojasa Koja ce
Modce gepuHucaltiu sapujayujama ozpanuyiero? bpoja dapameiiapa upeg-
cilasswa jegaw Upedpojsus CKyi ca 0ZpaHuydeHum 6pojesm ungekca.

Younmo cap jenan Geckpajan ckyn (E) 1ojaBa jefiHe uciiie spciiie, Tj.
Re(PUHUCAHUX UCTUM MapaMeTpuMa X, X,, X3,..., YAje Cy BapHujanuje mpey-
CTaBJbeHE JeflHAYMHAMA UCTOTa OOINKA

Xy = Fl(t»u'yB»’Ys"‘)v
Xy = F2(t,(x’57Y’-")a

rae cy o, B, vy, ... Takohe NpoOMeHIbUBY IapaMeTpH Y OrpaHndeHoM 6pojy,
YyHje ce BPeAHOCTH Merhajy Of jefHe 10jaBe o fpyre, Kao U 6pojun Koedu-
nujeHTH y pyukumjama F,, wim y oaropapajyhum audepesyjarHuM jesi-
naynHama. Ckyn (E) nma Moh KOHTMHYyMa, a cBaka OJf 0jaBa MITO T'a cac-
TaBJbajy, IPeKO aHAIMTHUKUX eleMeHaTa pyHruuja F), F,, F,;,... 0In mHIMa
onrosapajyhux gudepeHujamTHux jeJHauUlHa, IpeACcTaBsba Mo jefad npe-
6pojmus ckyn. CmaTpajyhn gyuxunjy F,, HCToM 3a cBe nojase ckyma (E),
kKao (pyHKUHUjy KOHauHOra 6poja MPOMEHJBUBHUX 1,0, B,Y,..., OHa ce MoxKe
TIPEJICTABUTH CBOJUM CIIEKTPOM, KOJU OCTaje MCTH 3a cBe Te nojase. [Ipema
TOMe!

Leckpajan ckyii fiojasa jegue ucitie spcitie moice ce Upegciiaguiiil
jegHUM CIleKIUpOM, UCTHUM 3a ca8e llojase Wi02a cKYUa, a o KoMe ce uilak
fHojeguHlie MOxNce peKORCIUPYUCAIL c6aKa 0g Mux Hojasa.

I'eoMeTpujcki pedyeHo, GecKkpajHOMe CKyIy II0jaBa JeHe UCTe BPCTE
ofiroBapa Ha GpOJHO] TMHUJH jefiHa HellomuuHa itla4uka P, xoja nexu naMeby
0 n 1, a unje nMo3HaBare MOBIAYH 3a COOOM, IPEKO MaTeMaTHUKUX hakaTa
KOja Be3yjy Ty Ta4Ky ca CKYIOM I10jaBa, IIO3HABAWkE CBUX NMOjeAMHAYHUX
IojaBa Tora cKyra.

ITpumeTuMo jour fa ce, ca IJIEJUIITA Ca KOra Ce OBJe NocMaTpa, Ioj
rojaBaMa jefiHe ucitie pcitie He pa3dyMejy caMo I0jaBe JelHe UCTe KOHKPET-
ne npupope. IlojaM anasowkux Zpyiia tiojasa paje MOryhHOCT fia ce nojam
BpCTE pacnpocrtpe u Ha Meby co6oM ucrapaTHe 110jaBe, IpH YeMY KOHKPE-
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THa NPUPOJA I0jaBa HE NTPa HUKAKBY yIory. MCTOBETHOCT MaTeMaTHUKIIX
penauija, Koje KapaKTEePUILY je[Hy aHATOWIKY TPYIy, OFHOCH CE U Ha GPOj
jennadnHa (eKCIVTMIITHEX WK Ju(epEeHINjaTHuX ), ¥ HA BbUXOB aHAIHTHY-
Ki OGJIHMK Y MOrNefy Ha HE3aBUCHO MPOMEHTbHBE KONUUMHE, Ha [lapaMeTpe,
HUXOBE U3BOJIe M KOHCTAHTE UTO (PUrYypULly y JefHayuHama nojasa. [loja-
Be 0OyxBaheHe jefHOM aHaNOUIKOM IPYIIOM IPHIAAajy, Aakie, je[HO] HCTO]
BPCTH II0jaBa, y CMHCILY KOj¥ Ce OBJe HMa y BHJY, ¥ IIPEMa TOME JegHa aHa-
AOWKA ZPYUa Modce ce Upegcliiasutiii clleKitpom Koju fie buitiu ucitiu 3a cee
rwome obyxeahiere iojase.

*

Kao mTo ce Bugn U3 oBora IITO je H3TOXEHO, y3ajJaMHOCT m3Meby
tbakara u OpOJHUX ClIeKTapa HOBORM N0 je[lHOTa HAPOUHMTOT cucliiema 3a
wugposarve dakara nomohy 6pojeBa. CBaku cucreM HIM(ppoBara uMa
CBOj K/by4 KOJHU je mocpefHuk u3Mmeby gakara mro ce mudpyjy u caMmux
wiugpapa. Kibyd 3a 0BaKBO IM(PPOBAKE, 0 KAKBOM j€ OBJE pey, CacTOoju ce 'y
MOCPEAHUYKOM MaTeMaTHIKOM HHCTPYMEHTY, KOJU Be3yje (pakTa ca CIeKT-
pUMa ¥ KOJM U3BpIilyje OBe 1Impapcke pagme:

1. cBogu youyeHM (pakT Ha CKyI aHAJUTHUKUX eJIeMeHaTa LITO MY
OAroBapajy;

2. mpecnukaBa npebpojlbUBH CKYI, CACTABJbEH OJf THX eJeMeHarta, y
jefiaH npe6poj/bUB TUHEAPHU HU3 OpOjeBa;

3. nomohy jeare on dyHKuuja P (x), kao mupapckor Tpancgopma-
Topa, peTBapa Te Gpojese y fpyre Koju cBu nexe usmeby 0 u 1;

4. ciraske (HIp. METOJOM WjaroHana) mojefune geluMane Tako 1o00u-
jeHora uwu3a 6pojesa y jegan 6poj C (wmu S, +iS,, mpema ToMe Jia Ik ce uMa
mocja ca pealHuM WM ca HMaTHHAPHUM KOJHYNHAaMa), KOju Takobe Jexu
m3meby O u 1, u y kojuma he cBaku genuMan OpojeBa, U3 KOJUX Ce OH Claxe,
uMaTu cBoje TayHo onpeheno mecro. Bpoj S (omHocHO S;+iS,) mpen-
cTaBJba MM(ppy yOoUeHOT (pakTa Yy TAKBOME CHCTEMY HIH(PPOBabA.

Memajyhu KJbyu cucTeMa, Memajy ce, OUEBHJHO, U caMe pe3ynryjyhe
mmdpe. Tako HOp. Kaj ce TPBOOUTHHU CKYII CACTOJU M3 CaMHUX PEANHUX M
MO3UTUBHUX [eJux 6pOjeBa, HaBeEHU ONIITH KIbYY 3a IN(ppoBamke MOXKe
Ce CMEHUTH ¥ J[PYTuM, CelyjalHujiIM, Koju 61 ce cacTojao y TOME fia ce
e OpojeBH, eNeMeHTH 3a udpoBambe, OHAKBA KaKBU Cy, nopebajy y
jeaH NWHeapaH HU3, Jla ce pacTaBe jefiaH Off APYrora yMETameM MOAECHO
n3abpanor 6poja HyJa U ia ce Ha jefHOME Ofipeb€HOM MECTy yMeTHe JelH-
MajHa 3ameTa.

Koucraryjyhu oBakBy y3ajaMHOCT H3Meby IojaBa ¥ OpOjHHX CIEeKTa-
pa, HeMoryhHO je OTeTH ce of] pa3sMHUII/bakha O MUCTHYHUM CIyTHhaMa CTa-
pux ¢uno3oda Koju Cy y CBeMy IITO NOCTOJU MU C€ JielaBa Hala3suin
OpojeBe u npuBubanu urpy 6pojesa. 3a [IuTaropuHo ce UME HapOYHUTO Be-
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3yje TeXHa 3a U3paxkaBameM CTBapu U ¢axaTa GpojeBuMa H jeHa dhamo-
3Ha merosa Qopmyna riacu ,,ctBapu (6uha) cy 6pojesu”. ok je Ilnaton
CTaBJbao OpojeBe, Kao aTpHOyTe, Mope] CTBAPH KOje Ce MOTY UyJIHO OIasKa-
TH, IXTATOPEjLIH Cy TBPIUIIA ia Cy OPOjEeBH CAME CTBAPH.

Y3ajamuocT n3meby akaTta m 6pojHHX cliekTapa faje IpaBH ¥ TayaH
CMHCAa0 TaKBUM HeofipeheHMM, MUCTHYHUM peduiekcujama. Hutu crBapu
MoOpajy OmTu 6pojeBy, HUTH OpOjeBM MOpajy OUTH aTpUOYTH CTBApPH, IIa Ja
unax Baxu TBpbeme fa n3Meby akara u 6pojeBa IIOCTOjH y3a]aMHOCT Ta-
KBE BPCTE Jia Ce€ CBET (paKaTa MOKe Ha JeflaH IIOTIIYHO YTBpheH HAUMH HiTyc-
TPOBaTH CBeTOM OpojeBa.

AJ¥ TO HHJe MOIJIO y TaKBOME OOJUKY OMTH jaCHO CTapuM (PHiIoco-
¢huma, jep MoryhHOCT nocraBbamwa TakBe y3ajaMHOCTH NPETIOCTABIba 110~
3MTHBHA 3Haka Koja Cy y TO BpeMe NMOTILYHO HefocTajana. Tako, mocTaBiba-
€ OBE y3ajaMHOCTH NPETIIOCTARIbA IO3HABALE:

1. HaunHa fa ce OHO LITO je KapaKTepUCTHYHO y (hakTHUMa IpefCcTaBy
MaTeMaTHYKHM obpacuuma, Ynji KoebulHjeHTH, 3a jefan oapeben ciyuaj,
IpefcTasbajy jefan npe6pojibuB CKYyIL, a 32 CBE CllyyajeBe UCTe BpCTe, Me-
wajyhu ce of jefHOr cityyaja 0 APYror, IpeAcTaBibajy jejlan CKyIl KOju uMa
Moh KOHTHHYYyMa;

2. HaywHa fa ce u3meby jegHOra, Ma KakBor, cKyna npe6pojibuBuxX Ko-
nekurja (Koju cKyn mma Moh KOHTUHYYMa) M CKynia OpojeBa IITo ce Halase
usmeby O u 1, ycnocrasu y3ajamuoct (1, 1).

ITo3HaBame OHOTA IITO je HaBeeHO Nof 1. mocTaso je 6ap JeIUMUYIHO
MOTYhHO TeK IOCJe M0jaBe aHATUTHUKE TeOMETPH]€e, aHAIUTHUYKE MEXaHH-
Ke, MaTeMaTHuke (PU3MKe W APYTHX OrpaHaka IpHMEHmeHe MaTeMaTHKe.
Ouno jour Huje MoryhHo 3a HemperyiegHy Macy IPUPONHUX II0jaBa 4Hje ce
Mo3HaBarbLe jOII Hajla3| y CBOjO] mpeMaTeMaTHukoj a3y, y Kojoj he jour 3a
IYyTO BpeMe U OCTATH.

ITo3HaBamwe, MaK, OHOT HITO je HaBefleHo noj 2. mocrano je MoryhHo
TEeK

a) pPa3BUTKOM MOJEPHE MaTeMaTHYKe aHallu3e, Koja je, [T0CIe BEKOB-
HUX HCTpaskNBaha O OCHOBHOM MaTeMaTH4ykoM Ouhy, pyHKuMjH, foma fo
HauMHa 32 HAJOMUTH]Y Kiacupukauu]y QyHKIH]a, KAKO KOHTUHYaIHUX, Ta-
KO M IMUCKOHTHHYAJIHUX, CA CKOKOBMMA, HENPABUIIHOCTHMA U AUCKOHTHHYH-
TeTHMa Ma Koje BpcTe. A TeK TakBa KJiacu(uKaiuja JoBOAHU 10 MOryhHo-
CTH Jla ce CKYI CBUX (PYHKIIM]ja, KOje yONTe MOry OUTH NpegMeT MaTeMa-
THYKE aHATN3€ U HEeHUX MPUMEHA, cMaTpa Kao CKYI KOJIeKIIH]a, Off KOJUX
cBaka moHaoco0 NpejcTaBiba 110 jeflal Npebpo)/bUB CKYIL, @ UHji CKYIl HMa
Moh KoHTHHYYMA;

6) mociie nojaBe MojJiepHe TEOPHje CKYIOBa a YyBohemwa nojMa OpojHuX
criektapa Koju uiMHe MoryhHuM ycriocTaBibarbe yzajaMuoct (1, 1) uzmeby
GpojeBa u TaKBUX KOJEKIH]a.
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Cse Je 10, MebhyTHM, 61IIO IOTIYHO CKPUBEHO TaMOM y BpeMe IPUKHX
thumocoda. tbuxose pednexcuje o ysajamuocTn u3meby daxata u 6pojesa,
3pa>keHe y CTaBOBHMa TOJMKO MyTa MOHABBAHUM Y TOKY BEKOBA, MOTJIE
Cy ce CBOUTH caMO Ha punocodcke BU3Mje U reHepamnHoctu. ImatoH je,
ocrajyhm y renepanHocTuMa, MOTA0 TBPAUTH fia ,,0pOjeBU yIpaBibajy CBe-
TOM", aJlu J€ TO y FeroBO BpeMe G0 HeMOTr'Yhe KOHKPEeTHO Ipelu3upaTi
U aTH My HayYHU CMHCA0. Y TO BpeMme OHIIO OM HECXBATIBMBO TBpheibe fa
CBAKO] Off I10jaBa, HITO MPUIANIAjy je[HO] KJIacH, OfroBapa jefiai TauHo Of-
peben peuumanuu 6poj wro ce Hamasu usmeby O u 1, win, ako ce xohe, je-
[lHa Ta4yHO OfpeheHa HEelTOMUYHA Tauka y KBa[paTy Uuje Cy CTpaHe jefHaKe
JEIMHULH, ¥ TO TAKO [a CE MoCMaTpamemM Tora 6poja, Wik Te HEMOMHYHE
Ta4Ke, MOT'Y Ca3HaTH CBe MIOjeJUHOCTH IojaBe. 3a TAKBY jeHY TAYKy Besa-
He Cy HIIP. CBE MOjeMHOCTH KPeTarha jefHOra MaTePHjalHOT CHCTEMA, HIIP.
KpeTame n HeOecKHX Teja Koja ce Meby cobom mpusnave 1o bytHoBOM
3aKOHY. MemameM KOHCTaHTH mpo6iieMa (Maca, MOYeTHUX MoJIoXKaja i fip.)
noMepa ce y KBaipaTy U Ta Tauka, UiIM ce MeHa OAroBapajyhu feuuManuu
6poj, any Kaj cy Te KOHCTaHTe yTBpbeHe, T]. Kaj ce ImocMmaTpa jefaH
ofpebeH KOHKpeTaH ciydvaj, Tauka OcCTaje HEeIIOMHUYHA U AellMManHi 6poj
HENMpPOMEHJbUB, 12 UIIaK OHU y cebu cagpxKe cBe IUTO Tpebda 3a BEUHTO
npepBubame NpOMeHa y KOjuMa Ce TojaBa cacToju. MebyTum, 3a pasymeBa-
e TOTa, faHac eIeMeHTApHOT U MOTIYHO CXBATILUBOT (PakTa, MOpa Cce y
MucnuMa 1pehu cBa gocajaiima eBoNylyja MaTeMaTHYKe aHallu3e U Npu-
porse dmrocoduje, HA UAJUM je pe3ynTaTUMa TaKBO TBphHeme OCHOBAHO.
W Tek Tama je moryhHO cXBaTWTW TauaH, HayYHH cMHcao umiocodcke
BH3Mje BEJIMKVX MPYKHX MaTeMaTHuapa u ¢unocoda y mornefy ysajaMmHo-
cru u3Meby dakara u 6pojeBa.



CIHHEKTPAJIHU ITOCTYITAK
HYMEPUYKOT PAUYHA Y
ACTPOHOMMUIM

1. CnexTpanHyu MOCTyNaK HyMEpHUYKOr payyHa cacTOju ce y U3pauy-
HaBaby HEKOT IPeOpOJUBOT CKYIIa HYMEPHYKUX BPETHOCTH

a,a,,a,,ds,...

nomohy camo jegHor 6poja S Ha MorogaH Ha4MH JOBEJIEHOT Yy Be3y ca mpob-
neMoM, Wi momohy jeHor cerMeHTa S, oBOT 6poja, 06pa3oBaHOT O] e~
roBuUX k y3acTOmHuX udapa.

bpoj S HazuBa ce criekTpoM 6pojeBa a,; CIEKTpaJiHa METOMAA CacTOJu
Ce y pachIamy BPEIHOCTH a, Y HEKH CIeKTap, Kao IUTO aHalHu3aTopcKa
mpu3Ma paculla, y XeMHUjCKO] CIEKTpaHO] aHAIU3H1, CHOIl 3paKoBa CBETIIO-
CTH y CBETJIOCHHU CIIEKTap.

Taxko je, Ha npumep, 6poj

S =(1,01)° =1,061520150601

criekTap Ha3a OMHOMHUX KoeulijeHaTa (i) HavMe, rpyra 3HadajHux [y-
capa 6poja S, koja mouurbe (2k — 1)-Bom a 3aBpuIasa ca (2k)-ToM peuu-
MaJIoM TOT 6poja, flaje HeroCpeJHO KOePUIHUjeHT (?)

Kap cy BeposaTHOhe Ba cynpoTHa gorahaja A U B pefoM jefHake
12 2 i q= L
3 3
* Hacnos opurHnana Le procédé spectral de calcul numérigue en astronomie, Annuaire

pour I'an 1931, Publication de I'Observatoire astronomique de 'Université de Belgrade, 3 (1930),
pp. 127-132,
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6po]
S =(2+107)10 - 210 =
=0,051201152015360134300806403336000960 . ..

Je cnexTap BepoBaTHOha MoBe3aH ca oBa jBa gorabaja.
Beposartnoha na, y mecer npo0a, gorabaj A nacrynu (10 - k) nyra
(a morabaj B kmyra) goGuja ce e/bermeM (PUKCHpaHuM Gpojem

M =3 =59049

rpymne fequMaia 6poja S koja nounme (Sk + 1)-Bom a 3aBpiuasa ce 5 (k +
1)-tom penumanom. Tako, 3a Hacryname orabaja A wecr nyra a gorahaja
B 4eTHpHn nmyTa mocToju BepoBaTHOha

_ 8064 _ 136545, .

59049

HajsepoBarnuja koMOuHaNHja je OHa KOja ©Ma 3a BepoBaTHOhY rpyny
neummMana 15360 (Tpehn gemumaiHu oficevax ca met wudapa 6poja ) nope-
ey 6pojeM M, 1. BepoBaTHohy 0,2601123; To je koMOuHaNMja ¥ K0jo] A
Hacryna cefaM a B tpu nyta 'y 10 npo6a.

CrexTpanHy IOCTYNAK IIpUMeEmYje ce Ha CBe IpobiemMe uduje ce He-
II03HATE

Xy Xp, Xgy.nn

MOTY JIOBECTH y ofipeheHy KopeclnoHIeHIN]y ca HEKUM HHU30M LEeNuX 6po-
jeBa
Ny, Ny, N, ...

unje oapebuBame nopnauu oxpebusame 6pojesa x;.Ca Hu3oM N, HOBOAM
ce oHja y Be3y u3BecHa (pyHkimja @ (x), K0joj ce Aaje HA3UB CileKIUpaHa
ZeHepaittipuca, a IAja HYMEpUIKa BPEHOCT Ce U3BECHY, MIOTOHO H3a0paHy
HapTHKYJIAapHY BPERHOCT 6 HEe3aBUCHO IPOMEHIbHBE X, flaje cuekTap 6po-
jeBa N,, a caMHM THM U ciieKTap OpojeBa Xx;.

CrenujaiHo, Xaj je HU3 x; OTpaHUveH, CIeKTapajHa 'eHepaTpuca je
IIOJIMHOM O X; Tajja C& MOXKe y3eTH fa je

0=10",

rae je N mo3uTuBaH 1eo Opoj, Koju HUje Mamu off 6poja mudapa 6pojeBa
N,; cnextap he Taja 6WTH gaT HyMEepUYKOM BpefiHoIThy 6poja

(1) dA0™).

Bbpoj N, (k=1,2,3,...) Taja he ce mofyfapuTi ca rPynoM 3Ha4ajHUX
mrcapa 6poja (1) koja mounese [(k —1) N +1]-BoM a 3aBpuraBa ce [kN]-Tom
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neumManoM. bpojesn x; mobwmjajy ce Tajga moMohy ycrmocTrapibara Bese
u3Mmeby wux u 6pojeBa N,.

Bnarogapehu nmpon3BoJbHOCTH KOjy CaAp>KH I0jaM KOpPeCIIOHAeHIHje,
IIpOGIeMH KOj! ce MOTY PEIlIUTH CIIEKTPAHIAM ITOCTYIIKOM cpehy ce y cBuM
obnacTuMa HYMEpPUYKOT pauyHa, IOUYeB Off HajeJeMeHTapHujux npobiaemMa
apuTMeTHuKe, anre6pe, padyyHa BepoBaTHohe, Ila cBe 1O pa3NUYKUTUX IPO-
6y1eMa MHUHATE3MMATHOT pauyHa 1 Teopuje ¢pyukumja. !

2. Hexn npo6nemu HeOecke MeXaHUKe pelllaBajy ce moMohy Henos-
HaTHUX X; KOje c€ MOTy e(eKTUBHO JJOBECTH Y BE3Y Ca HEKUM HU30M IIETHX
6pojesa. Takas je, mopey OCTalNX, clydaj KOJU ce jaBiba y Ipo6ieMy pas-
BOja pa3HuX (PYHKIM]ja pafujyCc-BeKTOPa P, ¥ SIUOTHYKOM KpeTamy IIaHe-
Ta, Y KOHBEPreHTHE PeJIOBE 10 CHHYCHMAa 1 KOCHHYCHMa CPElibe aHOMalluje
E.

Tako, pyHKIH]ja

) F(r)= (i; —1jm,

(rme je a BeMKa MOJyoca eNUNTHYKE NyTake INIAHETE, a M MIO3UTHBAH 11E0
6poj) MO3Ke ce PUKA3aTH KOHBEPIEHTHUM PENOM

k=oo
3) F(r)= %cg’ﬂ + 3 cos ke,
k=1

Omwty KoeduImjeHT OBOT pa3BUTKa Aat je bypxkeosom popmynom

i m2mf e e 2
(4) Cg\ : = (”1) k (Ej 2 1.2. g Np.(m—l),(c/-)—l) >

q=0

(OBfie je e eKCIEHTPUUYHOCT IyTame), Iie ¢y N, ;, uenu 6pojeu (m103u-
THBHY WX HETATHBHY) KOJU CY Y HEOECKO] MEXaHHUIA TTO3HATH ITOJ] MMEHOM
Kouwujesu 6pojesu.

bEpoj N, ;, je KoeuiujeHT y3 x* y pasBojy pyHK1IHjE

Yy

VLITH, TIITO Ce CBOJIM Ha MCTO, KoeduuujeHT y3 x”*/*7 y passojy pyHnKkimje

I Opa meTopa usnoxena je y xiu3n Michel Petrovitch, Legons sur les spectres mathé-
matiques — professéers  la Sorbonne en 1928, Paris, Gautier—Villars et C* éditeurs, Paris 1928.
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(5) (7 + D/ (=1
Hctu 6poj gat je uHTErpanom

: 2r
401t R X X —
6) Nyjg= l 227c J‘sin2 B cos’ BV g (i = +/=1).

0

Bpoj N, ;, JeAHaK je HyJu Kajj TOJ je 30up HHIeKCa j+ ¢ —p HeraTu-
BaH MITK HEMapaH 6poj; OH je je[HaK JeNUHULH Kafl je Taj 30up JeAHaK HyJIHd,

AKO ce 3Hajy cBU OpojeBr N KOJH Ce OHOCE Ha M3BECHY BPEHOCT MH-
JleKca j, I3 TOTa ce MOTY M3BECTH OHM KOJH ce OJHOCE Ha 3a jefian Behy Bpe-
JHOCT MCTOT HHAEKCA j, TOMOhY peKypeHTHe (popMyIie

N, g =N + N

P p=ligq:
Ha ocnoBy copmyite (6) 3akibytyje ce fa je 10 alcoNyTHO] BpEAHOCTH

N, . <2/,

A

a 0BO MoKa3syje fa 6poj wudapa uenor 6poja N, ; , nuje Behu ox
N=1+A,

rie A 03HayaBa UeJ0OPOjHE A0 AelEManHor 6poja

(j+q)log2 =0301030() +¢).

Haponehu ipyru npumep, ykazaheMmo Ha hyHKUIM]Y
7 Fi(r) = (i) ,
a
KOja ce MOXKe Pa3BUTH Y KOHBEPIeHTaH peft
k=00
R P (m)
(8) Fi(r) =2 Gs +§Gk cos kE,

rie ce ommuTy KoedumjenT n3paxasa Komumrjesnv 6pojesnma nomohy ¢o-
pMmyne ‘

k9 e jtq
9 G =2 ———,-—_m(—) N oo
© k ;;1-2-...-51 2 kg
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(m=-1)-m...(m+j-2)
1-2... '

mj =

AKo ce ca E o3Ha4; u3pa3s y CpefuHH, OH Ce pa3BHUja y Pej IO CHHY-
CHMa YMHOXaKa Cpefiie aHoMaJuje, o (hopMyJIn

(10) E=Y H,sinkE,
k
rje ce OIITH Koe(uUujeHT u3paxana popMyIoM

- . itk
() He= "0 221-21~C 'q(g) Neia
Joq

2

U TaKO Ce CBOIM Ha M3pavyHaBame Koimjerux 6pojena.

ITo3Har je, yocTanoM, HauuH Ha KOju oBe POpMYJIe YUECTBY]Y V¥ yOOu-
yajeHoM pa3Bojy dyHKumje nepTypbanuje. [Ipobnemu oBe npupope cBoje
Ce TaKO Ha JeflaH HHU3 HeTO3HATUX KOjH CTOjH Y OfipeheHOo] BE3N ca H3BECHUM
HH30M Lenx 6pojesa N, ;. Moxe ce oHfja 00pa3oBaTu CHEKTPaHa FeHe-
paTtpuca npobiiema 1, ToMohy e, caM CIeKTap HelIO3HATUX KOje yUeCTBY]y
y TpaxkeHuM paspojuMa. CnexTap he HemocpegHo natu 6pojese N, Kao
CerMeHTe CBOT JelMMAJTHOT JleNa, a MoMohy Thx nenux 6pojeBa u3padyHa-
he ce camu koeUIMjeHTH pa3Boja.

3. Y cBojcTBY mpuMepa, obpaguheMo jefaH jeffHOCTaBaH NpoOJIEM OBe

. r
BpCTEC, HanuMe, HpO6H6M pasBujama u3paza — I10 KOCHHYCHUMa YMHOXKakKa
a

Cpefime aHOMauje.
Ipema dopmynama (3) u (4), umahe ce

k=co
(12) L= A+ ) A cosk,
a k=1
ryie je
g=oo
(13) Ay = M%ZBk‘qu,O,qH’

ca



CHEKTPAJIHH MOCTYITAK HYMEPUUKOTI PAYYHA Y ACTPOHOMMIU 223

WITO Npo6JieM CBOAM Ha M3pauyHaBame Uelux OpojeBa Nyjg3aj =0
Crasumo, panu kpaher nucama,

N M

p.0op = p,(/;

0Ba] 1le0 Opoj nofiyaapa ce ca koeduumjenToM y3 x”*7 y pazsojy ynximje

(15) ¢ (x) = (x* 1)“-2( D (2") A

k=0

HMmamo, mebyTtum,

cp<x,v):f2"2[2") 207k = (L)1 4+ 22,
£\ 2k

1a KaKo je i*Y peayHo, OBO MOKa3yje la ce KOehuIUjeHTH y3 CTeNEHe po-

MEHJLUBE X HE MEHaJy 10 allCOJIyTHO] BPEHOCTH KaJj ce Y ¢ (x) x 3aMeHH ca
X;.

AncointyTHa BpefHOCT 6poja M
xP9 y pas3Bojy pyHkuuje

».q TIOTyAApa ce ca KOeQUUUjEHTOM Y3

(16) @ (x) = (x> +1)7,
a 3Hak 6poja M, , je HCTH Kao 3HaK Opoja

(f/ p)

(17) (=1 = (-1)?
C gpyre crpaHe, ako ce ca N 03Ha4d 6poj
(18) N=1+u,

e je | uenoOpojHu Ieo jlorapI/ITMa (ca ocaoBoMm 10) Hajseker of 6unoM-
HUX KoeduuujeHara (Z) (k=0,1,2,...,q9), Opoj nucdapa OpojeBa
M,, (p=0,1,2,...,q9) Hajuie je jenHak N.
dyukuuja @ (x), Koja uTpa yIory clieKTpanHe TeHepaTpuce, IPOU3BO-
nu ciiekrap S, 6pojeBa M, , 3a aTy BPEHOCT ¢ = 0. MHAEKCA ¢ 1 32 CBE
BpPEeQHOCTH MHJEKCA p KOje Hucy Behe of ¢ (ocraine cy jefHake HYJH), IpeMa
cnegehem uckasy.
Cuexitiap ceux yeaux 6pojesa M, , Koju 0gzosapa epegrociiuma

g=0o, pSao

gobuja ce Kao HymepuiKa 8pegHOCIli U3pasa
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(19) (1,00...01)%,

2ge je 6poj y 3azpagu ymelinyiiux Hyaa jegnax 2N — 1, upu yemy N 03-
Hawasa jequruyy ysehany 3a yeaobpojHu geo nozapuitima Hajéehez og 6u-

HOMHUX KoeguyujeHaitia Z
Jep, Oynyhn na je 6poj nucapa oBux 6pojeBa HajBHUIE jeqHAK N, HhH-
XOB criekTap 6uhe gaT HyMepHuKoM BpefHoIhy m3pasza

(20) @107y = (1+1072V),

Taxko, 3a gaty BpegHOCT ¢ 0Opa3oBaH cnekrap gahe mam ogjenHoM,
CaMUM IpeTJIelatbeM HBeroBOT JENUMAHOT Jiella, CBe Opojese M, ,, y3 IO-
Mmoh cnepgeher npasuna:

Bpoj M, (p =0,1,2, ..., &) dlogygapuhe ce, go Ha 3Hak, ca 2pyhom
3HauajHux yugapa ciiexiiipa xoja noyurse [(p+ o —1) N +1]-som, a 3aspua-
8a ce [(p+ o —1) N]-itiom geyumanom cilexiipa.

Jpykunje peyeHo:

Ako ce geyumanri geo ciiekiipa S, Hogeau Ha y3acilioiiHe cezmerilie
ca ito N yugpapa, 6poj M, buhe, go na 3nax, jegnax 6pojy obpazoearom
0g ckyla 3HavajrHux yugapa (p + o)-iioz cezmeHiua.

0=
Kap ce ceaku off 6pojeBa M, , cuabpe 3HakoMm (—1)? : , onatie he ce

P.q
u3BecTu ofrosapajyhu xoedunujent A, passoja (12) momohy dopmyne
(13).

Crasibajyhu Ha cTpaHy 6pojese
(21) My o 32 k=135,

(xoju cy CBH JeflHAKM HYJIN), ciekTap 6pojera

(22) My 1o 32 k=0,2,4,6,...

(ROju Cy CBWM Pa3TUYMTH Off HYJe) Moxce OUlliu KOHgeH308aH U Uipeyciiias-
MbeH Kao Hymepuuka spegrocit uzpasa (19), y kome 6poj ymetuHyiux nyaa
vy 3azpagu usHocu N — 1.

Ja 6ucMO manmu U3BECHY MpeACTaBy JeJJHOCTABHOCTH MOCTYIKA,
U3pavyyHajMO HEKOJIMKO CIleKTapa S, .

3a 0.<4, umamo N = 1, ma he cnexTap 6uTH 6poj

S = (L%

6poj M,, Koju HHje Hyna nopyaapuhe ce ca %(eron)—TOM IeMalioM

p.aq

CIIEKTDA. Tako ce Hanmaszu
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Sy =11, momarne My =0, M, =+I,
S, =(1,1)> =1,21 mopgatne My, =2, M, =0, M,, =+,
Sy =(1,1)) =1,331, uoparine My, =0, My =-3, My =0, My; = +1,

. 54 — (1,1)4 == 1, 4’641, " O}IElTJ’[e M(M = ’I"6, M14 - O, M24 = —'4,
M34:O, M44:+1.
3a5<o<8 umamo N =1, a cnexrap he ourn

[ S

N

S4 = (1,1)0(’

6poj M, , pasnuuMT Off Hyle Mojyaapuhe ce, 10 Ha 3HAK, ca %(p + OL)-TUM
CErMEHTOM ca 110 fiBe Ludpe feuuManHor gena 6poja §,. Tako ce Hamasu
5.8 = (1,01)° =1,0510100501, u ogaTie
M05 :O M15:+1O M25:O
M35 = ‘5 M45 "——'O MSS - +1,
6. Ss = (1,01)° =1,061520150601, u omaTie
M()é = '—20 M16 :O M26 = +15 M36 :0
M46:_6 M56:O M66:+1’
7.8, =(1,01)" =1,07213535210701,
M07 :0 M17 :‘35 M27 :O M37 :+21
M47:0 M57="'7 M67:O M77:+1,
8. S, = (1,01)® =1,0828567056280801,

M()8:+70 M18:O M28=—56
M38=0 M48=+28 M58=0
M68 - ""8 M78 = 0 Msg = +].

3a 9< o< 12, umamo N = 3, na he cnexkrap 6utH

Sa = (1,00D)%;

6poj M, , moxynapuhe ce, fO Ha 3HAK, ca %(p + O)-TUM CErMEHTOM ca TPHU

nupe ReuManHor aena 6poja S, . Tako ce Hanasu
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S9 =1,009036084126126084036009001

S0 =1,01004512021025221012045010001

S11 =1,011055165330462462330165055011001

S, =1,012066220495792924792495220066012001.

Ha oBaj nayns OM ce MOIJIO HacTAaBUTH H3padyHaBamhe CIEKTapa
Si3,814,515, 11a OaTe U3BECTH, CAMAM HUXOBHUM IperiefameM, OpojeBr
M, ,, nomMohy Kojux Ou ce Haj3ajl U3pauyHaNH KOe(HUIM]eHTH IPETXOAHOT
pasBoja.
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MUXAWNJIO ITETPOBMR O CBOJMM
PE3YIITATUMA-

' a caMOM IOUeTKy anrefpe yuu ce J1a je 3a HyMepu4Ko PEIIaBatbe
exor npobiemMa ca BHIE HENO3HATUX NOTPEOGHO OHOJMKO PA3JIH-
YUTUX HYMepUYKUX JeHATNHA KOJIUKO UMa HEeNO3HaTHX. ANK He-
lxn O HajeleMEHTapHUJUX IpobleMa H3rjiefla a NpoTHUBpeUe
oBoM TBpbemy. [To3HaTH cy, Ha MpUMep, OHU IPOGIEMHI — 3arOHETKE KOjH
ce, 3a0aBe paiy, IOCTaBbajy y APYLUTBUMA, a Y KOJUMa JIAle KOoje padyHa
(pemaBa mpo6nem) jamuu ga he CKOpo TPEHYTHO ORTOHETHYTH HEKOAUKO
3aMMILVBEHUX OpOjeBa Ha OCHOBY CAMO jegHOZ HYMEPHUIKOT TOJaTaka KOju
MY Ce CaOoIIlITaBa, a KOjU NpeficTaB/ba Kpajibi Pe3ysITaT pauyHa KOMe OH He
npucycryje. [IpoTUBpeYHOCT je oBfe, OUUTIETHO, CaMO NIPUBUHA: ¥ CTBA-
pH, OHOME KOjU Ipo0IieM pelllaBa jjaje ce BUILEe HYMEePUIKHX MOaTaKa MO
NIPUBUIOM JaBarka caMo jeHOT O6poja Uuju My cezZmeHiiiu, TIOTOHO PasjBo-
jeHe rpyne nudapa, HeoCcpeHO OTKPHUBAjy Te TOJjaTKe.
Ose Mane apurMeTHuke urpe cyrepucane cy r. [lerposuhy na yon-
IUTH y IbUMa cafip3KaHy JOCETKY Kako OU ce OHa MOTJIa IPEeHeTH Ha BasKHU-
je ¥ Mame jeffHocTaBHe npobieMe. OHa My HHje MHOTO Tpebaso fa youH
Ia Cy OBU eJIeMeHTapHU MpoOJIeM: caMO BeoMa CIIELMjalIHU CIIy4ajeBu jefi-
HOT IMpo0JIeMa OHIIITer KapakTepa KOjH e MOXKe PEIINTH HCTOM JJOCETKOM;
OHA ce CaClioju Yy HYMePULKOM USPAUYHABAIY JegHOZ OZPAHUYEHOZ UALL He-
OZPaHUYEHOZ HUA HEUO3HATIUX HOZOGHOM [OQEeAOM HA CEZMEHINE CAMO jeg-
HOZ b6poja S liose3aHoZ ca Upobaemom, Upu wemy ycaosu iipobaema iioka-
3]y KaKkoem HA4UHY Hogeae Ha cezmeHilie itipeba tipubehu.
Y Teopwuju r. [Terposuha, 6poj S je BpegHOCT KOjy y3uma oapeben
AHANTUTHYKY u3pa3 @, Ha MOroaH HaYMH JOBEAEH y Be3y ca HU30M HEIO3-
HATHX y IpobIIeMy, 3a M3BECHY NAPTUKYNNapHY BPEHOCT IIPOMEHIBUBE KOJy

* Y kw3 Notice sur les travaux scientifiques de M. Michel Petrovitch, Paris 1922 M. Tle-
TpoBuh je onucao cBoje pesyarare o 1922. ropuHe, Te je y noceGHOM MOTAaBby H3JIOXKHUO
CBOj Pajl ¥ Ha HyMepHIKHM criekrpuma. [Ipodecop je, jakako, nucao y rpehiem muuy.
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Taj u3pas cagpxu. I'. [Terposuh Hasusa 6poj S cilekilipom TONETHEHAM HU3Y
HEIIO3HATHX, IPBOONTHUX MU NMOMOKHEX, y mpobieMy O KoMme je ped.
Hauun Ha xoju ce Heno3HaTe ofipebyjy nomohy 6poja S, a xoju je camo opu-
I'UHAIHO Ipunarobasame foceTke morahada y HOMeHyTHM MaTeMaTHIKAM
urpama, nopceha, 3aucTa, Ha HAYUH Ha KOJU CIEKTap CBETIOCTH, Y XeMUj-
CKOj CIIEKTPaJHO] aHAJIN3HM, OTKPUBA JIIEMEHTE KOJU yila3e y cacTas Tela
MOABPTHYTOT aHanu3d. Tako ce HeKM HYMEPHUYKH CIIEKTap CacToju U3 rpyna
N, 3HauajHux nmdapa pas3fpojeHnx BehuM uinu MamuM 6pojeM YMEeTHYTHX
HyJa, Ka0 IITO Ce CIIeKTap CBETJIOCTH CACTOJH U3 IIpyTa W JHHHUja Pa3faBo-
JEHHMX TaMHUM Jle;ToBuMa. Bpoj ymetHyTHx Hyna (koju onpebyje guciiepaujy
HYMEpPHUYKOT CIIEKTpa) Merha ce ca IpOMeHaMa JeflHOT IlapaMeTpa, IIpoMe-
HaMa Koje je ocofa Koja payyHa y MOI'YhHOCTH ia IIO BOJbU IIPOU3BONH, 11O~
4eB Off U3BECHE BENIMYNHE, KAo IITO Ce IINPUHA TaAMHUX [eJioBa (Koja ofipe-
byje mucnepsmjy cexTpa CBETIOCTH) MEHa ca IpoOMeHaMa TeMIepaType
WJTH TIPUTUCKA, KOje eKCIePUMEHTATOP MOXe MOIM(UKOBATH KAKO XKEIH.
Hymepuuka rpyna N, (k-Ta mpyra cnextpa) onpebyje, npu jeqHOCTaBHOM
Ganamy moriena, neo 6poj Koju urpa yjIory Heke NpBoOUTHE UM IOMOohHe
Hero3HaTe y npobiemy, a qudpa i-tor panra rpyne N, (i-Ta nuemja k-Te

criekTpaiHe npyre) oppebyje i-Ty yudpy HenmosHare. _
Ja 6u ce, Ha mpumep, M3padyHalIun OHHOMHH Koe(HIH]EeHTH

6) (6 6 . .
0] |1 ]| g | ROBOMHO je m3patiyHaTit 6poj

_ lor°

S
100°

=1,061520150601;

KOe(pHUIH]jeHT (2) ofipebeH je k-ToM npyroM CrekTpa Koju MpefcTaBiba Ta]

6poj, Tj. rpynom 3uavajHux widapa 6poja S koja nouyuwbe (2k — 1)-Bom a
3aBpliiaBa ce 2k-TOM JeLIMaIoM OBOT 6poja.

Jla 61 ce m3pauyHao OeCKOHayaH HU3 BPEJHOCTH (f}(g(g)

JIOBOJBHO je u3padyHaTH 6poj

S = 8(4cos? 1) dt,

2
T oin

rae je

B(y) = ”2+”)C”, =
(x) ;q 9= 75

HEroBa BPEJHOCT je
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§ =0,102006002000070000252000924...,

2n . . )
a BPEIHOCT ( , | BaTa je n-TOM IPYTOM OBOT CHIEKTPA, T). TPYIOM 3HA'aj-

Hux uudapa 6poja S, Koja mouHmbe {@—Fl}-BOM a 3aBpuiaBa ce

[(n+1)(n+2)
2

Tako uMamo jenaH ONUITH NOCTYIAK padyyHamwa, Koju je r. [Terposuh
U3YyMEO W HA3BAO I'a CUEKUIPAAHUM HOCLUYUKOM HyMepUUKOZ pauyHa. OH ce
CacToJu y pacuiiarey y HyMEPUUKH CIIEKTAP BPEHOCTH HEMO3HATHX, KAO
LITO NPU3Ma PacHia CHOIl 3pakoBa CBETJIOCTH, NPH YeMy aHATUTHIKU M3~
pa3 @, ciiexitipaana zenepaitipuca TpodieMa, Urpa y TOME YOIy CIMIHY
Y1031 NPU3MeE Y CIIEKTPATHO] aHAIU3H. Y CTAHOBJ/BABA CE ia OBaj IOCTyNaK
MOX€E MCTOBPEMEHO HaTH, YKOIUKO Ce HOBOJLHO IPORYXKH jeflaH UCTH HY-
MEPHUYKHU PavdyH, OHOJUKO KOMHUKO ce Xohe BpegHOCTH HENO3HATHX ¥ Mpos6-
JeMy Ha KOJU ce OBaj IpuUMemyje, Kao U MHIUBUAYATHO CBaKy uudpy u
CBaKy jeuumainy 6mio xKoje of Tux HernosuaTux. UlTaBuine, on omoryhyje
la ce ofpene iHiauHe 8pegHOCIll XeJbeHOr 6poja HEeMOo3HATHX MoMohy
M3BECHE BPETHOCTH KOja je gososmHo baucka caMo jeRHOM Opojy S.

Cnexrpannu nocrynak r. Ilerponha npumemyje ce Ha cBe npobneme
yyje ce HEMO3HaTe MOTY gosecilii y ogpeheHy KOPeCUOHGeHUU]y ca HeKUM
citlelieHumM pegom wuju cy xoeguyujeHiniu yeau O6pojesu. 3axsaibyjyhu
NIPOM3BOJBHOCTH KOy I03BOJbABA TAKBA Je[lHAa KOPECIOHACHIU]a, IPOOIeMu
Te BpcTe cpehy ce y cBuM obiacTuMa pauyyHa, MOYEB Off eJIeMEeHTapHUX
npobieMa apUTMeTHKE, anredpe, padyHa BepoBaTHOhe, I1a CBE 10 Pa3IudH-
THX npo6aeMa HH(PUHUTE3UMAIHOT padyHa ¥ TeopHje QyHKIM]a.

Muoro6pojHu U pa3HOBPCHH IIPUMEpPH TpeTHpaHu y Teopuju T. [le-
tpoBuha (pasnaraime 6pojeBa; Opoj felmnana MpOMEeHIBHBOT Ienor 6poja,
6poj mpocTtux OpojeBa MambuX Of faTor Opoja; passhjame y penl dyHKImja
jelHe MPOMEHJbUBE; N3pavyayHaBame OApeheHuX UHTerpana; ogpebusame
cynkuuja noMmohy HajMamwer 6poja HyMEpHYKUX IIOfAaTaKa; NPUKA3UBALE,
Ta4YHO WX OPUGIUXKHO, (PYHKIHje NeLUMATHUM OpOjeM, HETOBUM CIIEK-
TpOM, UMjH je Hu3 nudapa y oapebenoj Besu ca oapebyjyhumM eneMentuma
(pyHKOHje, UTH.) — YMHE OYUIVIETHUM e(PHIKACHOCT ¥ KOPUCHOCT HHCTPyMe-
HTa padyHa KOJu MpeCcTaBlbajy HyMEPUYKH CIIEKTPH.

AKo ce, Ha ipuMep, ca P (k) O3Ha4YM MO3UTHBAH 1Ieo Opoj KOju MOKa-
3yje Ha KOJIMKO ce HauWHAa 11e0 6poj k MOKe HamucaTH y OOJIHKY

:|-FOM ILETOBOM JEHHUMAJIOM.

k=ax+by+... +gt,

npu 9emy cy a,b,...,g faTh TO3UTHBHY Lienu OpojeBH, a CUMOOIH X, Y,...,t
y3UMajy BPEJHOCTH U3 HI30Ba
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x=0,12,....m,
y=0,12,...,n,
t=0,1,2,...,s,

CIIeKTpaJiHa METOJla IOBOAHM [0 clefiehe apuTMeTHYKe TOpeMe.
dopmupajmo 1eo 6poj (crmekTap npobiaema)

N = 9(m+1)ah : 9(n+l)bh IR 9(s+l)gh
Dan Do O '

rge 9, osHayaBa 11e0 6poj fobujeH mucameM udpe 9 k myra ysacronuo
(9,=9, 9, =99; 95 =999, ury.), a h je U3BECTaH MO3UTHBAH 1[0 GPO] TMO-
BE3aH ca Npo0JIeMoM,

Bpoj P(k) iiogygapa ce ca yeaum 6pojem xoju obpasyje pyiia sHavaj-
Hux yugpapa 6poja N koja iouure (bk + 1)-6om a 3aspuwasa ce (k + 1) h-
itiom yugpom iwioz bpoja.

Taxo hemo 3a

k=3x+2y, 0x<10, 0<y<10,

nMati h=1n
N =104111212222323333434334334334...,

a 6poj P (k) momynapuhe ce ca (k + 1)-soMm mudpom 6poja N. Ha npumep,
jeHaumHa
3x+2y =19

nMa TavHO TPU pelliewa 1o x £ 10 u y £ 9; opaj 6poj 3aucra npeacrasiba
nBapecety uugpy 6poja N.
Kao gpyru npuMep, 06pa3yjMo panpoHanas 6poj

(L I SIS T, S T

9% 9u 9 9.9,
rie cy m u h iBa gata uena 6poja. ITogensMo HU3 NpBUX fenuMana 6poja S
Koju o6pasyje CKyIl KOjH Ce CACTOJU U3 HErOBOT HENEPHOAMUKOT lefia U Off
NpBOT neproyia Ha y3acronse cermente 1,,7,,...,7,,,, ca mo h uudapa, Taxo
na cerment T, (k=1,2,...,m+1) mouume [(k—1)h+1]-BoM a 3aBpiuaBa ce
kh-ToM peuumanom 6poja S.

CrnexTpaaHoM MeTooM nobuja ce cnefeha reopema.

Bpoj geaunaya nexo? yeno? 6poja k pasauvuitiux og 1 u og k togy-
gapa ce ca yeaum 6pojem koju obpasyje zpyiia 3Ha4ajHux yugapa cezmeniua
Ty

AXO ce cBaKM CerMeHT 7, KOju UWHE camMO HYJIE Ha30BE AAKYHOM,
IIOTLIN CMO Jlo ciiefiehe Teopeme:
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bpoj aakyna koje cagpycu ckyii k dpeux cezmenaina T,,T,,..., T, iia-
4HO Je jegnak Opojy ipociiux bpojesa koju Hucy eehu og k, u {o 3a ceaxy
gpegrociil k < m.

Ha npumep, 3a m = 100, h = 2 ganasu ce

$ = 0,00000001000200020102000400020203000400020006...

[IpBux ABajeceT cermMeHaTa ca Io [Be Hudpe CaAp:Ku AeBET JaKyHa,
IPBUX CTO CerMeHaTa Cafip>K{ UX NABAJIECeT LIECT; TO 3HAYY [[a UMa JAEeBET
npoctux 6pojeBa Mamwux o 20, ga ux uMa gBageceT 1IecT Mamux of 100,
UTH.

CriekTpanHyu MOCTYNAK pa3BHjarba y pef Koju je usymeo r. [lerposuh
CacBUM je pa3mU4uT Off A0 faHac Mo3HaTHX mocrymaka. OH ce cacToju y
(hopMupamy crexTpa KOjH ce fofesbyje DYHKLUjI KOjy TpeGa pa3BUTH y
pef; OBaj CIEKTap, CBOjUM pyrama u JHHUjaMa, fAaje, HEMOCPEJHO UIH HU3-
BECHUM IIO3HATUM pauyHOM, OHMIIO cBe KoedUIUjeHTe pa3Boja UCTOBpeMeE-
Ho, OUJI0 OHAaj cKyIl KoedulujeHaTa unje ce fobujame xenu, 6uo ofBojeHo
CBaKH¥ Koe(UUHjEHT KOjU Ce TPasky, WIK YaK caMo HU(pPy TPaxkeHOr paHra
HeKkor xoedunujesta. OBo cMO U3M0XWIN Y TpeheM feny Kiure.

Ha unTepec Koju ceKTpajiHa MeTo/a IPeICTaBiba 3a OIIUTY TEOPH]jy
pyuxumja Takobhe je 6aueHa cBeTIOCT y Tpehem feny.

Cam nocrynak xojuM r. [lerposuh edexTuBHO ofipebyje cnexrap 3a
Heku mpoOieM focra je 3aHuMibuB. Kao ITo je pedeHo, crekrap je Hyme-
pUYKa BPETHOCT KOjy MMa M3BECTaH W3pa3, Ha TOTOfaH HAUMH [OBEJeH Y
Be3y ca NpobIeMoM O KOMe je ped, 3a U3BECHYy HYMEpPUUKY BPEIHOCT IpO-
MeHJbHBE x. Y OIIMTeM ciydajy, uspad P (x) obpasyje ce momohy aBe
pynkumje

F(x)=My+Mpx+Mx*+...,
E(x) =0 +0x+0,x%+...,

O KOjuX TIpBa MMa 3a Koedunujente M yese OpojeBe (peasHe WIN UMaru-
HapHe), a KoeuIujeHTn Apyre o ¢y payuoxastu 6pojeu (ca MoxynuMa
jenHakuM cremenmma Opoja 10 ca HeraTHBHMM IEJIUM E€KCIOHEHTHMA).
dyuknuja f (x), rNaBHA Kapakiiepuciiuka cuekTpa, oapebyje came yugpe
Koje (purypuily y HyMepuukoj Bpefnoctu cnekrpa. ynkuuja & (x), keaau-
MatiueHa KapaxiilepuCiiuka CieKTpa, yoIlllTe He yTU4Ye Ha BPeJHOCTH THX
uudapa, anu o ke 3aBUCH pacilopeg OBUX y CIEKTPY, la CTOra | guciiep-
3uja cnekrpa. OBa nociema GYHKIUja OCTaje uciiia 3a cee cliekilipe ca
gaiiom gucilep3ujom.

dyuxnuja & (x) Koja ogrosapa cranno pactyhoj gucnepsuju (nmpema
6110 KOM 3aKOHY) TpaHCUEHJIeHTHa je, a I. [leTposuh je foka3ao pga ose
HipaxcyeHgeriiie He 30g080/ba6AJY HUJeGHY gUhepeHUUjainy JegHadUny KO-
HauHOZ pega u anzebapcky Uo X,y u uzsoguma gyuxyuje y. One cy, yocra-
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JIOM, ¥ TECHOJ Be3H ca TeTa-(VHKIHjaMa U3 TeOpHUje eNUITHIKMUX (PYHKIIH]a,
Kao W ca TeTa-(pyHKIMjaMa BUIIMX CTEIEHA, Koje Cy Omie mpeMeT 3Ha-
JajHuX UCTpaXkuBama I. Anenal

I'. IleTpoBuh 6muxe ucnuryje cnekrap, oOpa3oBaH nomohy oBe fBe
KapakTepHUCTHKE, YKONUKO je cxBaheH Kao genumanad 6poj. OH He MOXke
6uru 1eo 6poj (peayad WM UMarMHapaH) aKo Ce Heropa IiaBHa CIIEKTpa-
JIHa KapakTepucTuKa f (Xx) He cBeJie Ha KOHCTaHTy, a HE MOXKe UMaTH orpa-
HirueH Opoj menumalna YKonuko ce f (x) He cBefie Ha 1oauHoM 1o x. Kapa je
CIeKTpanHa gucneps3uja yHuGOpPMHA, 3a CBaKy IVIaBHY KapaKTEepPHCTUKY
f (x) oaroeapajyhu criektap je aazebapcku 6poj. Anu TO HUje cIydaj KOJ
[HCIEep3uja pacTa JOBOJBHO Op30T ca pAHTOM CIEKTPalIHUX Ipyra 06aBe3Ho
je Jluysunos ifipancyengeritian 6poj, OWI0 KakBa Jia je I1aBHa CIIEKTpalHa
KapakTtepuctuka f (x). TpaHCIEHIEHTHOCT CIIEKTPA MOXKE, yOCTAIOM, I1O-
THHaTH: 1. caMo o pucnep3uje; 2. of cacrasa CIIEKTPAIHUX NPyra; 3. UCTO-
BpEMEHO Off IUCIEP3Kje 1 Off cacTaBa CUEKTPAJIHUX npyra?.

I'p, Appell, Sur les fonctions © de degrés supérieurs, Comptes rendus de 1'Académie des
Sciences, t. 153, 1911, pp. 584-589 et 617-618.

2 Anannse cnextpanue metopte r. [Terposnha usawne cy y:

I. Revue générale des sciences pures et appliguées, 15. nov. 1919. (Maurice d’Ocagne);

2. Enseignement mathématique, 1920, n° 1 (M. A, Buhl);

3. Bulletin of the Americ. math, Soc., 2¢ série, vol. XXVII, 1920, pp. 28-29;

4, Wiskundig tijdschrift, t. XVI, p. 254;

5. [pearosop r. Bopena 3a Spectres numériques r. IleTpopuha.
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Ogjex o pesyailiailiuma xoje cy gonean Heiliposuhesu mailiemaliivuxi cliexitipu nuje 6uo
3asugan, ckopo Hukakas. Maxo ¢y cse paciipase u moHozpagpuje o ciiexitipuma objasmene
Ha CIpAHOM Je3UKYy, 3auniliepeco8anocili ceellia Hayke Huje fociliojana. Jequuo cy fojeguHu
Matllemaiiivvapu ifucanu idpukase y pechepaitivenus vacoiucuma. Taxas je cayraj 6uo ca
caegehium mailiemaifivwapusa: Oxars, bopea, Ioaja, bya, $ep, Dpojgeniiian, ... lpurasu
¢y DUl Kopekiliny, 3ailium Y3gpycan, a jegan Helloautliuean og ipogecopa Hoaje.

Y gosmeny Hauux maiiesmailiuapa apeu ce 3a Ileiiposuhese ciiexilipe saunitiepecosao Kowu-
citianitiuie Opaoa. buno my je 27 Zoguna kaga je uz oGaaciin ciiexifiapa goxitiopupao. Cae
go Kpaja pagHoz sexa 08aj ce Maitiemaiiuyap 6asuo CUeKIUPUMA SHATTIHO UX YCAGPLUUO Y
iipusenama. Pazsoj nysepudre anaause 1 padynapciisa ycllopasao je akitlyeaHocil cier-
tapa, kaxo 61 Ha kKpajy doiliidyHo ucuesnyau U3 gomena Hayxe. Haxanociii, ocilianu cy
cano 'y goseny ucitiopuje nayxe kao Ieilipogubes opuzunanan ilokywaj y ananusu 6es
fpusmena u gamez passoja.

Topeg tpochecopa K. Opacea ciiexilipusa ce y HoBuje spese Gasuo u bopusoje Muxaj-
aoaih, Kao u jegan cltipanu cliulienguciia Yrusepauitieitia y beoipagy @panitiuiex
[Teyra.



MATEMATUYKHM CIITEKTPUA
MUXAWNITIA TIETPOBURA

Meby OpojHuM 1 BeoMa pa3HOBPCHUM MaTEMATHYKUM (TCOPHJCKUM U NpUMe-
ILCHIIM), 11a ¥ PA3NIHYUTHM JAPYIUM 3HAUAJHUM aKTMBHOCTHMA U locTurHyhnva Mu-
xauna Ilerposuha, [Ba TOApPYYja — BETOBA MAMUEMALLUUKA (PEHOMEHOAOZUJA T HhE-
TOBY Mditiemailiuyku cilexiiipu (APYKUUje PEUEHO, Herosa ieopuja cllexiiapa) ~
uMalna cy creluuyHo MECTO U CTATyC, MOXe ce pehu U noce6uy cynbuuy. Ta ,.cyn-
GuHa" uM je y MHOroMe OmJIa 3ajefJHM4Ka, Y3 U3BECHE pa3nuke, HapasHo. OHO WITO
o0e oBe 00NaCTH OIVINKY]jE HUje caMO HaMepa la ce HHUIMPA]Y ¥ yTeMebe HOBE JIUC-
uunauee, jep je u Ilerposuhesa uniliepganna mailiemaiivia, Kako HaM ce JYHHH,
Ouna Tako 3aMUIUTbEHA, — HETO je TO amMOuumja, y oba ciydaja, ia ce Kpeupajy fuc-
LIUILUIMHE U METOME KOoje O 3HAYmIe CYIUTHHCKE HHOBALU]E U CBETY MAaTeMATUKE U
IBEHUX NpUMEHa, Hajuupe cxpaheHoM, NOHeNne AparouneHn ummync. Ty muXoBy
3aje[[HHYKY OfJIUKY ¥ cygOUHY YUHU Takobe, ¥ IIpe cBera, TO WTO oHe 00e — HAKO
CY BUXOBE OCHOBHE Mi€je U MICAOHE BHU3Mj€, KA0 U CIMKOBUTA PEYHTOCT KOjOM MX
je ITerposuh u3narao u passujao, gelloBalle 3alCTa UMIIPECUBHO, — HUCY AOOMIE, HH
y pagosumMa camor IleTposuha Hu y crimcuma manor 6poja meroBHX HacTaBibada,
OHY paspajly U KOHKPEeTH3aLHU]y U HACY HOHENE OHE CYIUTUHCKE H, la TAKO KakKeMo,
YHUBEp3anHe pe3ynrare koje je IleTpoBuh 04eK¥MBao U HAjaB/BUBAO.

Pasnuxa m3meby cyn6uHa (heHOMEHONOTHUje U CIIEKTapa CacTOju ¢e Y TOME
ITO je (PEeHOMEHOMOrHja, Off CaMOoT HoYeTKa, Off IpBor Tekcra (objaBberor 1896.
rofiHe) KOjH C€ Ha BY OFHOCHO I1a CKOPO CBE JI0 JaHAIIKET BpeMeHa, IPHBIaviiia
U3BECHY MaXy HaydHe M puito3od)cke jaBHOCTH y CBeTy U pobHjana pocTa
030uIpHE NIPUKa3e H OLeHe, Ol KOjUX Cy HeKe OWie ¥ MPWIMYHO NOXBalHe, JOK Ce
3a crnekTpe To Oam He Moxke pehn. He 6u Ouno 6e3 cBaKOr UHTEpeca Halakeme
npasor ofjalllkenha OBe pasiuKe.

Onuire je MO3HATO U MHOTO IyTa OO je PedeHo fAa NpHpOofRHH Opojesn (of-
HOCHO HHXOB CHCTEM) NpECTaBibajy OCHOBHA, IPBOOUTHA MaTeMaTHika 6uha, of
KOjux, Ha jedaH WIY [Pyrd HAYMH, CBA OCTaja IOTHYY, WIX HOCle KOJUX [ofase
(Kponexep: ,Jlpuponne 6pojese cTBopuo je Bor, a cBe ocTano cTBOpuIy Cy byan‘.)
U 3amcra, npuponHu 6pojeBu (M CHCTeM, LeliMHa KOjy OHU YHHE) Ha HEKM HAYHH Cy
HaM IIPBOOWTHO faTH, oy bora, wmm op Ilpupope, a ako ce UIak CxXBaTe Kao JbYAC-
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Ka Kpeanuja, IPEeNCTaB/bajy OHYy OCHOBHY, IIOYETHY, CBAKAKO KOJEKTUBHY M AHOHH-
MHY kpeauujy. [Tpuposian 6pojeBy 1 cBe IITO OHH cafip:Ke HHCY, MebyTHM, jelHOC-
TaBHU cHTUTETH. Huje ped camo o MmoryhHOCTHMA KOHCTPYHCatha OcTannx Gpojesa
1 GpojHuX cucTeMa noMohy NpHpofHuX GpojeBa, ca YnMe ce MoxKe WhH Y HEOTIen,
HH O caMO j 6eCKOHaYHOCTH CKYNa CBUX IPHPOJHMX GpojeBa, HEro U 0 HEM3MEPHOM
GOraTCcTBY YHYTPAIUK-ET CBETA OBOT CKyIa, HErOBHX peJialidja, oneparuja, Teope-
Ma, XUITOTe3a, NpobieMa ¢ IbUM y BE3U, CBEra OHOTA IITO YMHH CajpXaj Teopuje
6pojeBa, Te NpacTape MaTeMaTHYKe QUCIHUIVIMEE, KOja je MOKIA TeK y HAIlle BpeMe
ROCTHArIA CBOjY MyHY BHTanHOCT. Huje, MebyTum, off ,,ipoHanacka‘ caMux Ipupof-
HEX OpojeBa MHOTO Mambe IIOCTHTHyhe IIpoHata3ak BUXOBOT O3HaYaBamwa (3amnpaso
n oxpebuBawma) nomohy KOHa4HOT, ¥ TO MaJOGPOJHOr, CKyma cHMOOJA — MO3H-
IIMOHOM METOJOM, Ha IpUMEP Yy AaHAC ONIUTe DpHXBAahE€HOM apalcKOM CHCTEMY
nucama Opojesa. I puMckn cucreM je, 3alpaBo, YHEKONMHMKO MO3UNUOHH (Huje, Ha
npumep, IX ucro mro u XI), ann Mame jeflHOCTaBaH ¥ MHOTO Makhe CaBPIICH Off apal-
CKOT' JeIMMAJHOT, KOjH 3alCTa Ha CaBPLIEHO je[[HOCTABAH H jeHOOOpa3aH HAYUH
oMmoryhyje He caMO NIACambe CBAKOT KeIbeHOT NPUPORHOT 6poja, Hero ¥ eheKTUBHO
u3Bobeme pasHuX onepanuja oBUM OpojeBuma. lllTa Buile, HCTH aparncky, Henu-
MaJHH CHCTEM TaKopehH HENOCPeRHO JOBOJU [0 CBOI IPOLIMpPERA TaKO3BAHUM
OELYUMANHUM PA3AOMUUMA, ONHOCHO geyumasnum 6pojesuma, Kojuma ce, Takobe
jemHo00pa3yo, 1 Gap Hau3rJe[ Ha CacBUM CJIMYaH Ha4yMH, ogpebyjy CBU ocTatu 1o-
3UTHBHHU OpOjeBH, Pa3NOMILEHH U Mpamuonansau. Ty ce, MmebyTuM, Beh Koi Hekux
pPalMOHANHNX, HAPABHO U y CIIy4ajy CBUX MpalUoOHATHUX Opojesa, mojaBibyje Oec-
KOHaYHOCT, HauMe, OeCKOHAYHH JelMMaTHl pasnoMur. Tu OECKOHaYyHM AeLUMaTHU
pa3noMiM, HaKo OECKOHAYHH, U3IJIeNajy HaM HIlaK JOLl HajCXBaT/bUBHja U ,HajIIUT-
omuja“ Bpcra GECKOHAYHOCTH, HEIITO Ha IITA CMO HABUKIIM M €A UHME CPa3MEPHO
JIaK0 MOXXeMO fa pagumo. Of oBOT yTHCKA, MehYTUM, CYIUTHHCKH ORyAapa UHibe-
HHNA fa TakBU JEeUUMalHH 6POjeBH, HAPOYUTO OHM HENEePHONUIHN, HPaLHOHATHH,
y CTBAapH HUCY HU jE[IHOCTABHM HU HenpoOIEeMATHYHM MATEMAaTHUYKH 06jeKTH, jep
KpHjy v ceOu HEUCHPIHY CIOXECHOCT ¥ HEJOrIefHy o6yXBaTHOCT, MOTYRHOCT ja
NOjelNHAYAH TaKaB NeUUMANHH pa3zloMak o0yXBaTH HE CaMO CBY AYOMHY U KOM-
NJIEKCHOCT HEeKOI TPAaHCUENEHTHOr Opoja, HETO U jolI AANeKO eKCTEH3MBHHH]E
APUTMETHUKE M aHANWTHYKE MaTeMAaTHYKE EHTUTETEe, 4 O CBETY CBUX OBAKBUX
,,pa3noMaxa’ Kao UEeJHHH 1a Ce U HE TOBOPHU. Y OBOM CMHCIY, HCTAKHYTH (ppaHIlyc-
ku marematnuap Esmua Bopea (Emile Borel) y npegrosopy IleTpoBuheroj Kmbusu
Bpojnu ciexiipu (Les spectres numérigues) Kaxe: ,Jlenumanau 6pojesu cy, nocmue
uennx 6pojeBa, apuTMeTHuKa Guha Koja Haj0obe NO3HajeMO... 3a IpakTHYapa, CBU
6pojesn cy peumMmanau Opojesm. OBaj ro0jaM fenuManHor 6poja 1MocTac Ham je
TONMMKO GiM3aK ¥ YMHY HaM CE TOJMKO JeJHOCTAaBHUM Na MMaMo IPUPORHY CKJO-
HOCT J1a UCTO TaKO cMaTpaMo OecKoHavaH JelMMallHi pa3loMaK HajjeflHOCTaBHU-
JHM Ofl OHEX MaTeMaTH4kux Ouha y ynjy pebuHBLN]y ynasu nojaM 6eCKOHAYHOCTH,
WK, IpeU3uHEje, NpebpojuBe 6ECKOHAYHOCTH. Y TOj CKJIOHOCTH HMa yella H3Bec-
Ha miy3uja..”

Ynpaso u3 0BuxX MOTyhHOCTH — ¥ MOhH, fa TaKO KaXKeMO — JeHMMaHUX pas-
JIOMaKa u3BejieHa je ocHoBHAa M moueTHa Iletposuhera upueja crexkrapa M CHex-
TpaiHe MeTone. Y BHIIE nmpuiuka, cam [TeTposuh (a 1 HEXM HBETOBH NPHKA3HBAYN
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1 KOMEHTATOpH) Ce Ha CaMOM MOYeTKy CBOJHX M37aratba MO3MBA Ha HEKY BPCTY
APYWITBEHE MIPE KOja CE& CaCTOjM y TOME LITO C& OHOME KO IOCTaBba U yjeRHO
peiuasa npoOieM Off CTPaHe OHMX KOjy CY IPETXOAHO 3aMHUCIMIN HEKOMHKO Gpoje-
Ba, r1a noToM, 6e3 IpucycTsa NoMeHyrte ocode, U3BPIIWIN OfpeheHy pauyH, caom-
LITABA KPajibll HyMEPHUKM PE3YATAT TOT padyHa, loclie Yera OH oAMax noraba cee
BPEIHOCTH THX 3aMHHIBEHUX B IEMY O Tajia HeNno3HaTux Opojesa. Kao ekcrpemMHO
jeNHOCTaBan nMpuMep oBakse 3a0aBe OIFOHETalb, HABEIIMO IOCTaBIbambe crefeher
sapatka (npumep Huje [Terposihes Hero Ham): TpeGa 3aMUCITHTH TPH jeHOUH]-
pena Gpoja, na OHfla NPBOM Of HUX HOHATH YHECETOCTPYUEHY BPEIHOCT APYLOT U
yCTOCTpYHeHY BpegHoCT Tpeher. Y oBom cafipxkany nocrynak Ietposuh je, 3anpa-
BO, I'€HEpaju30Ba0 MNOCTYNKOM OfpebuBama KOHAUHOr WMIH GeCKOHAUHOT HU3a
HENO3HATHX BEJIMYMHA ITOPOJHOM IOMENIOM HA y3aCTOMHE OACEYKE CaMO eHOr
Opoja S nose3aHor ca NpobAeMOM U HANHCAHOT y OOJHKY ACIUMAIHOT Pa3jioMKa,
npu 4eMmy je MOMEHyTa MOofesia Ha Oficeuke — Ipyne y3acTomHux wudapa rakobe
npunarobeHa npodnemMy. Y OBOME je BEOMa BaxaH MOMEHAT TO IITO ce Taj 6poj S,
KOME Ce faje Ha3uB ciexiiap, oOu4HO [o0Kja Kao HyMepHUyKa BPEJHOCT H3BECHOT
u3pasa (pysKIHje) 3a NOTOJHO M3a0paHy BPENHOCT HEe3aBMCHO npoMenrbuse, Haj-
jEMHOCTaBHUJM Cyuaj, Ha KOJU CE ¥ H3BECHOM CMHUCIY CBOJIe CBH OCTAalM, HACTyMa Kaj
Cy CBH WJIAHOBM HU3a HEMNO3HATHX OpojeBa N, HeHeraTwsHU Lenw Gpojesu. Opro-
Bapajyhu cnexrap Tapga ce (popMmupa y3 noMoh jegHor Husa by nprponHux 6pojeBa
TakBOT fia je, 3a CBaKo k, Opoj uudapa Opoja N, Hajsumie jegHak 6pojy h,. Hus h,
Ha3HBa C& pUiMOM CieKilipa, a Y3aCTONHU OfceUlH Koju Tpeba fja YiHE 1e0 Clek-
Tpa u3a AeuMMalnHe 3anerte o6pasyjy ce ol AeIUMANHUX 3amuca peflom 6pojesa Ny,
Ny, ... MCIIpEN CBAKOr Off KOjHX j& CTaB/beHO TOJIUKO Hyla Aa Opoj nudapa y K-TOM
onceuky 6ype /i; IpUTOM je joLl McHpen 3aneTe Hanucad 6poj Ny. OBakso ,,(popMu-
pame’ CIeKTpa, y OBOM MOMEHTY, 3alpaBo je caMO 3aMHUIIbEHO 00pa3oBame TOT
6poja, jep cy 6pojeBu N, 1o NpeTnocTaBliy, Heno3HaTu. HapasHo, HEONXORHO je, fa
61 ce uMao ofroeapajyhu purTam, 3HaTH Oap jefaH HU3 rOpH:HX IpaHuLa 6pojeBa
nucapa 6pojesa N,. Hajopoctuju y oBOM norneiy je ciydaj Kag je puram hy, = h
(k € N) KOHCTaHTaH, OTHOCHO YHugopman, npema IleTposuheBoM TepMHHY. Y OBOM

oo 3 m
crny4ajy, ykonuko je d(x) = Nyx* (wmn ®(x) = Y Nyx* y xomaunom ciyya-
]
k=0 k=0

jY)pen ca NO3UTHBHUM pajiMjycoM KOHBepreHnmje, Tafa je S = ®(107) (ca goBosmHO
penukuM k). 1 y MHOrEM ciiydajeBuMa HEYHU(OPMHOT PHTMa MOCTYIIAK je aHaJIoTaH,
Ha ofrosapajyhu Hauun npuinaroben. Pynknuja ¢ HasBaHa je cilexilipaana ienepa-
iipuca. CaM TepMUEH cileKiligp y OBOM CMHCIY HEMa HUKAKBE BE3€ Ca 3HAYEHEM
FICTOT TePMUHA KOjH ce KOPUCTH Y MaTEeMaTH4KO] TEOPHUjH JIMHEAPHUX ONEPaTOpa.
W360p oBor TepMmuHa 3anpaso je ycioBkeH of IleTposuha yodeHOM aHaJIOrHjOM
m3Mely crmexTpa cBeTNOCTH (€MHCHOHOT ¥ AlCOPHIHOHOT) HEKOT eJIEMEHTa MK
MeIIaBHHE €leMeHaTa y XeMHjCKO] CIEKTPAlIHOj aHAIN3U, U NPETXONHO ONMCAHNX
cutyanuja. 36or te ananoruje IleTposuh y cBoja pazmarparma yBOAHM jOII HEKE TEP-
MIHE U3 CIIeKTpaHe aHaNu3e, Kao LITO ¢y cilexilipaina iipyza, CleKiipanHa Aunuja,
guctiepauja utn. OBa aHanoruja, Ha kojoj IleTpoBuh gocra MHCHCTHpA, MIIAK UMa
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CaMo MITYCTPATHBHY, 4 ROHEKJIC U HHCITMPATUBHY BPENHOCT, X HE MOXKe GUTH [IPABH
OCIIOHAIl X apryMEHT Y pacybuBamuMa.

Ha nanpen ckunmpana nonassa pacybusama IleTposuh je, HapounTo y nBe
KibHUre nocBehena cnekTpruMa, HajoBE3ao Jlalba pa3MaTparba U pa3pajie CaMor Crek-
TPATHOT MOCTYNKA, Kao H Behn 6pOj WIyCTPaTHBHUX IIpUMEPa U Pa3HOBPCHUX MPHME-
Ha. Jeqan of jefHOCTABHUX IIPUMEpPA, KOjH Ce Ha CAMOM ITOYEeTKY M3JIAramka HAaBOJH,
j& CHeKTpaJHH MOCTyNaK M3payyHaBama (KOHAYHOT) HH3a GHMHOMHHX Koedunyje-

HaTa (2] (k=0,1,..,6) TpuMeHOM yHpaBO rope ONUCaHOT HOCTYNKa Kopuithema

CIIEKTpAJIHE FEHEPATPHUCE, KOja je Y OBOM ciydajy, ounrieguo, O(x) = (1 + x)°, mo-
LITO Ce NMPETXOHO YCTaHOBU fla CE Y HUCTOM CIIy4ajy 3a PHTaM MOXe y3eTH /i, = 2
(k =0, ..., 6). Onrosapajyhu crexrap je, fakie

6
§=0(10 = (1 + %6) =(1,01)° =1,061520150601,

. 6) _ 6} 6) _ 6) 63 6) 63}
Tako fa je (Oj—l, (1]—6, (2)—15, (3j—20, (4j—15, (5)—6, (6)—1.. Ospe

61 ce MOIJIO IIPUMETHTH [ja HeMa oTpede 3a OBaKBUM, O0MIIa3HUM U HHIUPEKTHHM,
U3pavyHaBameM OMHOMHHEX KoeHLjeHaTa Kajia ce TO MOXKe YIHHUTH 3a CBaKH Off
BUX HENIOCPENHO, IOMOhy No3HaTe popMylle KOjoM je Taj koeduuujeHT gat. Ha Ty
npumenoy oarosop OW rijacHo: FOPHUM CHEeKTPAlHUM NOCTYIKOM fo0ujajy ce CBH
KOe(HIUjEHTH HCTOBPEMEHO U TO jefHOOOPa3HOM U Y CYLUTHHH JE[IHOCTABHOM OIle-
panujoM CTENEHOBAA, OJHOCHO NIOHOBJLEHOT MHOXEMA, KOJU j€ JIaKO ayTOMAaTH-
30BaTH, HApOYUTO XKaj Ce KOPHUCTE padyHapH, NOK je AMPEKTHO HM3payyHaBambe
OMHOMHUX KoeduuujeHaTa noMohy aeEIIMORUX POpMyna y CTBapH KOMIUTHKO-
BaHUje ¥ MaE TTOTOIHO 32 ayTOMaTH3alHM]y, 360 BUIIECTYPKOT MHOXERA U leTbe-
Ba Koje Te hopmydie capgpxe. Cee 0BO Baxu y jow Behoj mepu 3a op 6 Behe npu-
ponHe Opojese Ha MecTy TOr 6poja, i YTOIUKO BHILE YKONMKO cy TH OpojeBu Behu.

He ynymrajyhu ce y game nojelMHOCTH, KOHCTaTOBaheMo OBJe Ja ce IilaBHU
MomeHnTH IleTposuhere cnekTpanHe METORE U BbEFOBHMX CIEKTPAHNX pacybuBarma,
OHM 1nja enabopaiyja ynEK HajBehu fleo cafgpikaja Kako nomenyre fse IHerposuhe-
BE KIbHIeE, TAKO X OCTAJUX HEroBUX pafopa nocseheHux cnekTpuma, nopep Beh
OTIHCAHOT IPEICTABILA]Y: Hociyliak ipeilixogre dpuilpese, ogzosapajyhum parc-
Gopmayujana, enemenaitia gaitio? ipobaema 3a Upumeny cilexiipaine meitioge, 0g-
HOCHO 3a (hopmuparse 0gzosapajyhe cilexiipaane Zenepatlipuce, KAo U HEKUX gpy-
Zux Gomohnux ¢yuryuja, 3aitius, case oliepayuje obpazosarsa Wux hynxyuja u
uspaqyHasarwa ciexiipa — y OeCKOHAYHOM CAYHAJY CAMO QEAUMUYHOZ, Y Mepu
fotipe6roj 3a oHy HOMWAYHOCT pelierba Koja ce uma y eugy; mozyhroci samene
cllekiiipaare Zenepaimipuce u OCiianux PyHKUUJa OHUM HUXOBUM AIPOKCUMALUjama
Koje ¢y JeghociliagHuje 0g Wux yHKyUja a jegnako goopo kao oHe cayxce gobujary
[paxcenux pewierba; paste oilepayuje u fipancgopmayuje xoje ce dpuserbyjy Ha
fdomenyitie (hyHryuje, KA0 U HUX08d PAIAULLINA UCHUTIUBarLA, Y3 KopUuluherbe aiid-
paitia u focitiojehux pesyaitiaiiia malllemaitiixe pedine U KOMIACKCHE AHAAUIE — Y
Yy yMaersa cuucad goOujeHux clleKimipasnux pewersa U, e6eHiiyanto, HeKux
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GABUX 3AKDYHKA, HAJ3AY, YKAZUBAIA HA C8Y €KCIUCHIUBHOCH U KOMIACKCHOCH
objexaitia u ipobaema, MatlleMaltiudkKux, (hULUHKUX U OCIUAAUX, HUje ce upoyuasa-
roe, Y UPUHYLUIY, MONCE C8ECTIU Ha HPOYUABarse Peainux Opojesd Ul rwUXO8UX CKY-
06a, ia ce citioza moxce OUIIHO JOBOGUIIL y 63y ci CHEKTPUMA.

OBo nocnenme pasMaTpame U3TaraHo je Ha ofrosapajyhum mecruma y o6e
KipHre o crnextpuma, bpojuu ciiexitipu (1919) u [Ipegasarva 0 maillemaitivxum
citexitipuma (1928), anu HajoNIIMpPHHje U Ca HAPOUMTOM U3paxkajHowhy y wWiaHKy
Bpojnu ciiexitipu tiojasa, o6jaBibeHoM y Akagemujunom ,,nacy” 1927, rogune. Y
BEMY je, CyMapHo rosopehu, pedu o YHmeHNIH Aa CY MaTeMATHUKY O0jEKTH U CHC-
TeMH NIPUBHIHO lajleko Beher eKCTeH3UTETA U YHYTPAILEbE PA3SHOBPCTHOCTH, KaJ( Ce
CXBaTe Kao CKYIOBY, y IIOTJIefly KapAUMHAIHOCTY jJe[lHAaKH, 11a TUME Y H3BECHOM CMHUC-
JIy EKBUBAJICHTHU, M3BECHUM, IOHOBO 6ap NPUBHIHO, JEJHOCTABHUJUM, IpETICIHH-
juM, 00m4HKjUM 00jeKTHMA 1 CHCTEMHMA, Ka0 IUTO ¢y KOHAYHH MM GECKOHAYHT CKY-
NOBY Lenux 6pojepa, NojeiuHaYHy peasiHy 6pojesy (Y AeUUMANHO] penpe3eHTaly-
ju), Hnu NpeGpOjUBH CKYNOBH U CKYMOBH MOhM KOHTHHYYMa peainux Gpojesa, O
unTepsana (0, 1) kao HajonceskHUjer Of THX EHTUTETA. Y WIAHKY CE, HAUME H3ITaxKy
CBE eTale peJyKuuje, y TOM CMHCITY, CKYNa CBUX PEeaJTHUX WM KOMIUIEKCHUX HH30-
Ba, ca OWMJIO KOjUM KOHA4YHMM OpojeM HHAeKca, WIH JeNHOT Jesa TOT CKyma, Ha
natepsan (0, 1), wiu ya jefad weros geo. Ty ¢y o cpeny fo6po MO3HATH PE3YITATH
Teopuje KapguHanHux 6pojeBa. M3 oBora M M3 KOHCTaTauuje Aa Cy, HA OCHOBY
Beposux (René Baire) ¥ HeKUX [PYTUX pe3yNTara, 3a MATeMAaTHYKy aHANU3Y Y
IpaBOM CMUCAY pedM M 3a HeKe IpHMMeHe Off MHTepeca caMo TaKo3BaHe bepoae
peanHe ¥ KOMIUIEKCHe (DYHKIMje U fia ce CBaka OJf BbHX jefHO3HAYHO ofpebyje Bu-
IIECTPYKUM HH30M peaJlHuX 6pojeBa, — U3BOJU CE 3aKJby4aK O [IOCTOjamy OHyHHU-
BOKE KOpecIoHfelLyje n3Mehy ckyma cBux TakBux (pyHKLMja ¥ pena uarepsana (0, 1).
3aTuM ce, yKa3uBakheM Ha UHIEHUIY [1a ce OUNO0 KOjU ofipeheHN NPUPOIHN IPOIEC
WIH KOMIUJIEKC IpOoLeca MOXKe NpuKa3aTd — y OUTHOM — jefHOM (PYHKUM[OM MO-
MeHyTe BpCTe WM HajBUIle NpeOpojHBEM CKYIIOM TAaKBUX (pyHKIHja (OBHE MHTEp-
senuire n Ilerpopuhesa peHOMEHONOIIKA HJeja AHAA0WKO2Z Je3Zpa) RonasH Ao Beh
MOMEHYTUX KpajibuX KOHCeKBeHIM. CBeMy OBOME [iaje ce u (puno3ocko-ucropujc-
KM KOMEHTap, moBofchd y Be3y M yjefHO cyouyaBajyhu NpETXOfgHe 3aKIbyuKe ca
TDaBHEM HjejaMa aHTHMUKUX MHUCIMJAna, HAa IPBOM MECTy IMTaropejaua, o ,,0pojy
Kao CYIITHHH cTBapu‘: ,3a IIuTaropuHO ce UMe HApOYHUTO Besyje TeXma 3a U3-
paskaBameM CTBapH U ¢akara 6pojeBuMa U jefHa keroba pamMosHa popMyia Ii1acu
ctBapu (6uha) cy OpojeBu. ¥Y3ajamHOCT M3Meby (akaTa u OpojHHX CleKTapa faje
OpaBy W TaYaH CMHUCA0 TakBUM HeofpebeHuM, MucTuukum pediiekcujama. Hurn
cTBapu Mopajy 6utu 6pojeBH, HUTH OpojeBd OUTH aTpuOyTH CTBApH, I1a fa uIak
BaxH TBpheme na m3Mely daxara u 6pojesa NOCTOjH y3ajaMHOCT TaKBE BPCTE fa ce
cBeT (pakaTa MOXKe Ha jefjaH IOTIYHO yTBphHeHN HauuH UIyCTpOBaTH CBeToM Opoje-
Ba... Cee je To, MehyTuM, 6110 IOTIYHO CKPHBEHO TaMOM Y BpeMe IPUYKUX (PUIOCO-
da. Ibuxose pednekcuje o yzajaMHOCcTH H3Meby daxara u 6pojeBa, U3paxKeHe y
CTAaBOBYMA TOJIMKO IIyTa TTIOHABIbAHUM Y TOKY BEKOBA, MOTJIE Cy C& CaMO CBOJHUTHU Ha
¢unocodcke BU3Uje U FeHEPANHOCTH... Y TO BpeMe 0110 O HeCXBAT/bUBO TBpheme
Jla CBaKOj Off NojaBa IITO NpUNafjajy jeHoj Kach oArosapa jefaH TayHo ofpeben ne-
uuManun 6poj mro ce Hanasu u3Meby 0 u 1, nim, axo ce xohe, jegHa TayHo oppebena



244 1. ATAMOBUWHR

HEIMOKPETHA Ta4Ka y KBaPaTy “Mje Cy CTpaHe je[HaKe JeUHMIM, ¥ TO TakKo fja ce
IoCMaTpameM TOT Opoja, WK Te HEMOKPETHE Tauke, MOTY Ca3HATHU CBE IOjeIHO-
CTH 110jaBe. 3a TaKBy je/IHY TauKy Be3aHe Cy, Ha IPHMep, CBE MOjeIMHOCTH KPETakha
JEAHOT MaTePHjaTHOr CHCTEMA, Ha IIPUMEp KpeTamba n HeGeCKuX Tena Koja ce Meby
co6oM npuBiave Mo IbyTHOBOM 3aKOHY. MemarmeM KOHCTaHaTa mpoGiaema (Mace,
[OYETHUX ON0XAaja W APYTHX) IOMEpa ce y KBaJpaTy | Ta Tayka, Wid Ce MeHa
onroapajyhu feunManyu 6poj, aly Kajl Cy Te KOHCTaHTe YTBpHeHe, Tj. Kaj ce Ioc-
MaTpa jefan ofpeheH KOHKpETaH Clydaj, Tayka OCTaje HENMOMMYHA M [elIMaTHI
OpoOj HEMPOMEHIbUB, NA WIAK OHM Yy ceGH cafpKe CBe IUTO Tpeba 3a BEYUTO NPE]-
BUbame NpOMEHa Y KOjIMa Ce [10jaBa cacToju."

MareMaTH9IKHM CIEKTPHMA, IIOpe]] IOMEHYTE ABE KIUTe U IIOMEHYTOT 4JIaH-
ka, Muxawno [leTpoBuh je mocBeTHO HEKOMHUKO caommTema 1 Kpahux unanaka, y
KOjAMa j€ YI71aBHOM HajaBJbeH M JEeIMMHUYHO CKUIMPAH CAiPKaj U3JIOKEH ¥ KEUra-
Ma, K40 ¥ jeflaH pajl y KOjuM C€ CHEeKTpH NPHME:Y]Y Ha TEOPHUjY BepoBaTHOhE U
jelaH y KOMe ce OHU KOPHCTE Y acTpoHOMHjH. OBHM MORPYYjeM KaCHUje, U ¥ NyxKeM
nepuony, 6asuo ce Koncranrun Opros, ¥ 3ajeAHO Ca BHUM Yy HOCIEPATHOM IIEPHO-
ny bopusoje Muxannosuh, Ppanrumex ITenka (u3 YexocnoBauke) u Makc Apuje
Boryio (u3 VHpoHesuje).

Wsrnena 3aucra ,,3aBOAJBUBO Heja fia ce€ HEKHU NMpoBIIeM, KOjH je Ha HEKH Ha-
YUH, BHILE UK Mawkbe NTHPEKTHO, y BE3H ca HU30M OpojeBa Koje Tpeba OfpenuTH,
cBefie Ha oapebuBame camo jegHor 6poja, y o6JINKY KOHAYHOT HIH GEeCKOHATHOT
JeNMMaHOT pa3/ioMKa, Y KOjH ¢y, la TAKO KasKEMO, ,,yIaKOBAHN* CBY TH HENO3HATH
6pojesn, Ia ja ce 3aTHM Taj 6poj Kao JeAUHCTBEHN OOjeKT Ha PasNUunTe HAUUHE
TpeTHpa, a 3ajefHO ca BUMe U ofropapajyhe momohHe (pyHKIMje W HU30BH, 1a OU ce
THME Haj3a[ Taj 6poj 3BaHM CIEKTAp y HUEIHHE OPEANO i BErOBUM OfroBapajyhnm
»pacnakubameM’ fobuIe TpaskeHe HEMO3HATe, CBE WM BUXOB TpaxkeHu fieo. Me-
byTum, nocne eKCro3uIKje Te OCHOBHE Ufleje M pa3HUX BHIIE MAKE MapTHKYIapHIX
npUMepa ¥ UIyCTpaluja, ONPaBAaHo j& MOCTAaBUTH NIATAKkE IIPABE CUCTEMATU3ALH]e
OBE METOMIc M IeHe e(PUKACHOCTH Y HOBOJBHO IUIMPOKO] KHacH ciydajeBa. Y seh
nomenyrom npegrosopy IlerpoeuheBoj kwusnu Lpojuu ciiexitipu, EmMun Bopern,
YHEKOIHKO C OBHUM NIMTameM y Beau, npuMehyje cienehe: ,,YnM 3axenumo pa my-
6spe npoyurMo OHII0 KOjy AedUHULN]Y Y KOjO] ce nojaBibyje O8CKOHAYHOCT, cycpe-
heMo ce ca kpajme BeIMKMM Telrkohama, oft Kojux he BehuHa, Kao U3rjaena, ocTaTi
3afyro, ako He M 3ayBEK, HEIIPEMOCTHBA, JEP OHE IIOTHUY OJl CaMe CYIITHHE Haller
Ayxa, Off BerOBe HECNOCOOHOCTH fia jaCHO CXBATH TPaHCPUHUTHO... CB1 npolieMu
KOjH ce MOI'y MOCTaBHTH y HCIUTHBaWY (yHKIM|a fedpuHncaux noMmohy npebpo-
jMBHX ycroBa (Ha NpuMep, HenpeKnHux (pyHLHja BUIIE TPOMEHIBHBUX) MOTY Ce, ¥
HpUHLMIY, IPEHETH Ha poblieMe KOji ce OflHOCe Ha Je(UHHCcame caMo Je[IHOr je-
UMMalHOT Pa3NoMKa; alny 0Baj TEOPUJCKH YBUI HHj€ Ofl BEJIUKE NIOMORHK YKOJHKO ce
Ha KOHKpETaH Ha“MH He ReUHHUIIE KOPECHOofeHMja Koja C& MOXE YCIOCTABUTH
waMeby (pyHKLHMje #H geluManHOr pasnomka; 6una OM TO, Hajuellhe, HEKOpHUCHA
rkoMruiMkanuja (une complication inutile) koja 61 ce goGuna yMecTo TPasKeHOT 1oje-
NHOCTABBEHA.'

Y HacTaBKy OBOT TeKcTa, bopesn fonekine ybnaxapa CBOje NPETXONHO H3pe-
yeHe pe3epBe U CyMse: ,, AT, y3 OBE PE3EPBE, HE MOXKE C& CyMHaTH Jla Cy Halle Ha-
BUKe OeCKOHaUaH JelMMarHi pa3noMak yunHumne o6JIMKoM OECKOHAYHOCTH KOJH je
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HajMarbe TEUIKO CXBAT/BHB 1 KOJUM CE HAjNAKILE MOXKE PYKOBaTH; ako, gaxkiue, Sype
MOryhe CBECTH NpOy4YaBamhe HEKHX MUTAma MaTeMaTHUYKe aHANU3Ee Ha OPeU3HO
HCIUTHBAbE U3BECHUX [CUMMAJIHUX pa3foMaka, TuMme he ce gobut, y HajMaiby
pyKy, ¢opma usnarama M PAuYyHCKH NIOCTYNAK KOjU OM MOTIM OUTH AparoueHu;
noHexap he, 4ak, u3BecHe aHanoruje Koje he oBO yuuHUTH OuHIIIegHuM Mohu fa cy-
repuLly HOBE Ufeje 1 u3Beay Ha nyTese oTkpuha. ITocToju OBLIE jefHO HErpaHHIeHO
NOJbE HCTPaXkKMBatba, Yy KOjuMa Ce IiaBHa MOTelIKoha, Ka0 U y MHOTMM APYTHUM
MaTeMaTHIKHM MUTaKkUMa, cacToj! y U300pY UHTEPECAHTHUX U TUIOJHUX JIOTHYKAX
chbopmu Meby GeckoHaYHO MHOTO HBUX KOje Ham ce Hyfe.

Y jepuoMm unaHKy 13 1968, rogune nocBeheHOM HEKUM acHeKTHMa MaTeMaTH-
4KOr cTBapanamrsa Muxanna [Terposuhal, Gasetin ce oBum nurawmem, Hanucanu
cMO cBojeBpeMeno crefiche: , Mopa ce, MebyTum, KoHCcTaTOBATH [la 1albu PA3BO]
OBE TEOpHje [10 laHac HHje MMAO OHAj 3aMax HUTH je JOHEO OHe pe3yiraTe Koje je
erposuh, 6ap y noyeTKy, 10 CBOj IpHIHLH 04ekHBa0. OBO ce MOXKe O6jalmaBaT
PasIHUTHM, [1a U CHO/bALUbEM W CIyuajHIM okonHoctiaMa. buhe unax fa je jenan
Ofi TITABHKX pasiiora oHo 1WTOo je bopen, y npeprosopy npsoj IlerpopnheBo] Kmbu3u
o crnektpuMa, 1919. roguse npumerno. Ped je, Haume, o BeuKuMm TenikohaMa ca
KOjUMa ce MOpPa CyKOOWTH HAcTOjarbe fa ce — IOCIKE NOYETHOT, TEOPHjCKH UCTIPaB-
HOT, yBubama NpHHIK}IH]eTHE MOTYRHOCTH CBObea, Ha OCHOBY IIOMEHYTHX €KBII-
BaJieHlinja y IOIIefly KapAHHATHOCTH, payyHa K aJropuraMa ca passuM, rakopehn
M HaJKOMIUIEKCHU]HM MaTeMaTHIKUM 00jeKTiUMa, Ha PauyHe U aJiIrOPUTME ca peas-
HUM OpojeBuMa —~ B e(PeKTUBHO H3rpajie TaKBY IIOCTYMNLM OBE PENYKIHje KOju 6y nMa-
7 3Ha4ajHUJU CTEIIEeH OMIITOCTH U KojuMa OH ce, y OBOJBHO NPOCTPAHOj KJIACH CITY-
yajesa, mocTusana Beha e(rKacHOCT Hero ApyruM MeTofama, Koju, pema bopeno-
BIAM PE€YHMMa U3 IOMEHYTOr IpeArosopa, He 6u 6unn , le plus souvent, une complica-
tion inutile”. boped, ¢ gpyre cTpane, Harnamasa ga Ou CTBApHH ycIeX OBaKBe peny-
knuje 6uo pparoned. ITo HareM MUIITBEBY, MMA OCHOBE 32 IOCTaBJbAkE MUTAMKkA J1a
mu je o y Behoj Mepu yomumre moryh. Temxkohe cy, npema Bopeny, vy Be3u ca
,CAMOM CYHITHHOM HaIller AyXa, ca HeroBOM HeclocoOHOIIhY Ha jacHO CXBaTH
H6eckoHayHOCT . CeM Tora, MOXe Ce M3HEeTH jegHa OImTa npuMmepda, He TOIHKO
camoj ITerposuheBoj upeju o CieKTpUMa, KOJIMKO HBEerOBOj Hafgy fa he ce, ckopo
UCKIJbYYHBO Ha 0a3H Te HEeroBe upeje, u3rpagutu eduxacHa u Takopehn ysusep-
3aJlHa METOfla pelraBamba aHAMUTIKuX npobneMa. OHa O ce cacrojana y OBOME!
IDPUHIUII]ETHA OCHOBA HJEje O CIIEKTPHMA U CIEKTPANIHO] METONU, TAYHH|E O HHU-
XOBOM YHUBED3aIlHOM 3aXBaTy, IPEACTaBIba CaMo jefjaH pparMeHT, Jofylle 3Haqa-
jaH, Teopuje KapguHanHUX Gpojesa. Ty ¢y, gakie, Beh y nonasHoj ufejn ¥ METORO-
JOIIKO] OPHjeHTalj! HCHOYIITeHe, OHOCHO OHTHO 3aHeMapeHe JApyre BaxKHE H
(pyHAAMEHTANIHE KOMIIOHEHTE MAaTeMaTHUKUX CTpyKrypa (anreGapcke H TOINO-
JIOIIKE CTPYKTYpe, BUXOBe KOMOUHANH]E ¥ CIIMYHO), YUME j€, MOKA, HCIYIUTeHa
npaBa MOTYRHOCT He caMO peanu3anyje Hampej MOMeHyTe aMOuuuje, HEro | noc-
TH3amka CKPOMHUjET IU/ba U3rPafkbe jefHE MaTeMaTHIKe TeopHje, NUCHUIIUHE Y
OpaBoM cMHCHTY peus. ITo3HaTo je ma MaTeMaTHdKe CTPYKType, eKBUBAJICHTHE, T.

! Nywan Anamosuh, Mogepre maiiemaiiutike gucyuilaune, foceGro fmeopuja ckyino-
8a, y pagosuma Muxauna Ieitiposufia, [lujanexkrrka 6p. 2, Beorpan 1968, ctp. 95-103.
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HICHTHYHE Y MOMNefly KapAWHAIHOCTH, MOLY Y ApYroM Horyefy OuTH nyGoKo,
HEIIPeMOCTHBO pasnu4ure. JacHo je fa je pefyKuuja jefHe CTPYyKType Ha Pyry, Kao
M IOCTyIIaka ca JeRHOM Ha MOCTYNKE Ca PYroM — y TaKBOM Ciyyajy Ge3 mmper
OCJIOHIIA Y CTPYKTYPAJIHOM MAPaneNn3My U BE3aHa caMO 3a TaHKY, YECTO MIIY30PHY
HUT KOpPeCHOHAeHuMje jefaH—jefan u3Mehy enemMenara — Majja TEOpHjCKU y U3BeC-
HOM CMMCIIY MoTryha, 10 paBUIly WIH IPaKTHYHO HEOCTBAPJBHBA, UIIA BEOMA HEafe-
KBATHA M HEUENICXONHa, ,,unc complication inutile. OBo je yjefHO u omuTa npuMe-
Ga xoja 61 ce, y3 IPU3HABALE YIOXKEHOT TPyAa ¥ MOKa3aHe WHIeHHO3HOCTH, KA0
U3BECHUX JOCAJaUIBUX Pe3yITaTa, MOIJIa yIYTUTH HacTaBbayuMa pama Muxamna
Ilerposuha Ha Teopuju cnexrapa. Iby 3anpaso TpeGa CXBATUTH K20 KOHCTPYKTHBY
CYrecTHjy fia ce, Y AaJb0j U3rpafiH, OBa JHCIUINIIHA CyodaBsa M JOBOMIHM y Be3y ca
Beh YBEJHMKO ca3pelidM U HMCKPHCTANUCAHMM, [IPOBEPEHO e(UKACHUM TOKOBUMA
CIIMYHUX HACTOjalka y CaBpPEMEHO] MAaTEeMAaTHIM M QA joj ce, mpe cBera, ga OUTHO
mupa, KOMIJIETHHja ¥ EKCINIMOUTHUja CTPYKTYpPalHO-TeopHjcka ocHoBa. OBaj
nocao Hehe OMTHU NaK, any y CBaKOM CIIy4ajy Mamba je OIacHOCT Aa, YCIeN NpOoI-
per-a HOBHM €JIEMEHTHMA U ACHEKTHMa, MATeMaTUYKHU CHEKTPHU U3rybe cBOjy MHIH-
BHJLyaJTHOCT, HET'O OIACHOCT fid C& OHM, H30JI0BAHU Of] CBUX THX IIUPOKUX U IIIONHAX
TOKOBa, AE(UHUTUBHO CBEAY Ha YCKY MAaTEMAaTH4Ky BEIITHHY, HA HE HAapOUUTO
forary 36MpKy MOjeAMHAYHUX pe3yiTaTa 1 Kyprosurera... Ho 6e3 063upa Ha goca-
pammy u 6ynyhy dakTuuky cynbwHY MHCUMINIMHE 3AaCHOBAHE HA OBOj 3aMUCIH
Muxauna [Terposuha, Tpeba ucrahu fa Ta 3aMucao y CBAKOM CNy4ajy 3afpKasa, y
OCHOBH, BpEJHOCT aHTHIUIIAK]e IBA 3HaYajHA METONOJIOIIKA IPUHIMIIA IIHPOKO U
IPECYHO NpUMEeHmUBAHA V MATEeMATHIH NEpPHOAa KOjH NPHOIIDKHO NOUYUEE ¥
nocnenwoj neuenuju Ilerposuheror xusota. IIpBu of BUX je THHEapH3alYja I10-
naraka (eneMesaTa) jegHOr mpolieMa HPWIHKOM HEroBe oOpafe O CTpaHe
pPAYyHCKUX MAlUUHA, a APYrd TAKO3BAaHM MOCTYNAaK ,reflefn3auuje’, KojuM ce CBH
cumbound, ¢opMyne, TeopeMe M AOKa3M jegre (POPMANM30BAaHE MaTeMaTHUKe
TeopHje u3paxanajy noMohy noropso uzabpaHux npuponHux 6pojesa. OBaj Apyru
[OCTYIAK NPUMeeH je y okasy legeaosux (Godel) n npyrux Teopema of eCeHIu-
jasTHe BasKHOCTH 3a CaBpeMeHe MOTJIENie Ha 3aCHUBAKke U CYLUTHHY MaTeMaTHKe. "

OBO CBOje MHUILJBEHE, Y OCHOBH, 3afpXKalli CMO RO faHac. Y Mebyspemeny
HUje, 3aiCTa, OO0 10 npefsarane (fouyiie, 6€3 BeJIMKE Haje y yCrex)CHHTe3e
CIIEKTpajHe TEOpHje U METOle ca ONroBapajyhuM TOKOBMMA ¥ Pe3yNTaTHMa caBpe-
MEHe MaTeMaTHKe U A0 MIHper U afleKBATHHU]Er TEOPU)CKOT YTEMEIBEHA U CUCTEMA-
TH3auyje oBe o6nactu Ha Toj ocHosu. OBaj MOAYXBAT MOXHAa (Kao LITO CMO Y TIPeT-
XOIHOM M3JIarawy HaroOBECTWIIH) HHUje, U3 CYIUTHHCKHUX pa3Jjiora, H4 Gmio moryhe
OCTBApHTH, & aKO je ¥ 6unio Moryhe , 110 CBOj IPUIKIHN GKIIO j€ NOTPeGHO YKIbYIHTH
y MTpy u3BecHe Ay6rbe i HOBHjE MOTJIENE U pe3ylITaTe MOJEPHE MaTeEMaTHYKe aHa-
nu3e, a Takobe, BepoBaTHO, B HEKMX HOBUX MAaTEMATHIKUX JUCUUIIINHA, KOJE CY ce
y Bpeme niyHe IlerpoBuhieBe HayyHe akKTHBHOCTH TEK pabane uin je 610 y TOKY HbH-
XOB ro4eTHH pa3Boj. Tpeba nMaTu y BULY Aa IMABHO, aKO He M yKYNHO, MaTeMa-
THUYKO obpasoBate U opmuparme Muxanna IleTposuha napa y nocneame fse
NeleHnje geBeTHAeCTOT Beka (flokTopar je onbGpanno 1894, ropune) u ga crora
WITAK, W TOpPEJ| CBE HEroBe MIMPOKE HAYJYHE epyNUlIMje ¥ HMPHHUMIM]ENHE OTBO-
PEHOCTH 32 MOAEPHY MaTeMaTHKY (keroBor goba) HapOYUTO 34 TEOPH]Y CKYIIOBa 1
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TEOPHU]Jy PENaTUBHOCTH (O TOME CMO ONIUMPHUjE MHCAIH Y TOMEHYTOM UJIAaHCKY U3
1968. ronune), ~ Huje 6uo y MOryhHOCTH ia CTAlHO, y CTONY NPATH CBE Te pene-
BaHTHE CapeMeHe Pa3Boje, IOMOTOBY Ha HUBOY HUXOBOT aKTHBHOT YCBA]jAha H aieK-
BATHOT KOpUIIhema y CONCTBEHO] HAYYHO] AGATHOCTH. AJIH, U HE3ABHCHO Off TOra,
Ouhe pga ITerposuh, nocne 06jaBpiBaba CBOjUX MIABHUX PajoBa NOCBehe UK criek-
TpUMa, CaM BUUle HHje OUO BOJbAH HM PACHONOXKEH 3a TeXaK MOAYXBAT GUTHO
nyGiber yreMelberma u OCMHLIILABAA OBOT MOPYYja, Kako 300r Beh 3penux rogu-
Ha y KOje je OHO yuIao, Tako 1 300r 6pOjHUX MIPEeOCcTaNuX II0C/I0BA Ha APYIHM HOJbHI-
Ma MaTEMaTHYKUX, HAYYHUX H NMENAarOMKKX, 1A 1 OCTAINX aKTUBHOCTH KOjuMa je
TO BpeMe 0uo okynupan. CeM Tora, Haj3aHUMIBYBH)A U HajlIepCeXTUBHU]A, 10 CBO]
npunuuy, 6una Ou KoMOHHAILM]a CIICKTPalHe METOME Ca padyHapuMa, ca KOMIIjy-
TEPCKOM TEXHHKOM, alyl OHOM [IaHAHIBOM, AUIHTATHOM U jOII CABPIICHUjOM 1 Pa3-
rpaHaTajoM, a He oHoM IerpoBuhesor Bpemena, yrinasHoM aHanorsom. Ilerposuh
je, HalMe, H CaM CBOjeBPEMCEHO pafuo Ha KOHCTPYHCAIbY PAUYHCKUX U APYIUX MaTe -
MaTHYKUX MalI¥Ha, YIIIABHOM aHaJOTHUX (FEeroB ,,XeMHJCKH HHTErpaTop™, u ip.), a
MpaBH Pa3BHTAK TOI CAaBPEMEHOr padyHapcTsa (3aCHOBAHOr A0OpMM JeJioM Ha
pe3yaTaTuMa MaTeMaTHIKE JIOTHKE, TEOpHje alropuTaMa , KOHCTPYKTHBHE MaTe-
MaTHKe MTH.) noveo je Tek nocue IlerpoBuhese cmpru. IlTo ce THYe HeroBux
yIeHHKA ¥ HACTaB/ba4a, H Yy HBUXOBMM pajoBuMa Npoesnabyjy TpeTHpame yXUX U
NapTUKyIapHUX npobieMa M TeXHMUYKe Npeokynanuje, Hajuemhe y3 xopuurheme
caMO KOHAUYHHUX CIeKTapa, y UeMy ce NOHEeKaj Uae A0 MMHYILHMO3HOCTH. Y BeheM
06pojy WUX I'TaBHa NaXiba [IocBeheHa je NuTaky EKOHOMHYHOCTH NOCTYIKa H3pa-
YyHaBama JIETePMIIHAHATA, eJIeMeHaTa MaTPHLA UTH., HAaUMe, THTABY 32 KOJUKO je
Opoj onepanyja y CIeKTPallHOM NOCTYIIKY MakU Off lbHXOBOI Opoja IpKu HEKOM ApY-
roM mocrynky. Ty je no6ujeH Behn 6poj 3aHUMIBUBUX pe3yJITaTa, alld YUTaBa OBa
npobneMaTyuka ,,6cKOHOMHYHOCTH' [aHAC jeé y MHOrOMe u3rybuna 3Hayaj — 360T
OTPOMHUX, (haHTACTHIHMNX MOTYRHOCTH CaBpEMEHMX padyHapa fa HEM3MEPHO 6p30
u3Befly BenuKu 6poj onepauyja, a Mehy wiMa u OHe HajcnoxeHuje.!

Cae y cBeMY, MOXXe Ce CKOpO ca cUrypHoinhy pehH Aa je KOHaYHO IpOonmyIITeHa
moryhroct na ITeTposuheBa Teopuja U METOfA CIEKTapa OOU]E OHO YTEMEIBEIHE U
npopyOkele Koje 61 je YKIbYYHJIO y peallaH Pa3BHTAK CaBpPeMEHE MaTeMaTHKe,
Koje Ou je yUUHIIO peaJTHHM O€04yroM y JIaHly TOr pa3BuTKa. M Tako cy , Iuupoku
u nopau” (Takobe W BPIIO CHAXKHH) TOKOBH MaTeMaTHKE Halller BeKa 3a00HIILIH U
n3a cebe oCcTaBHNIM MaTeMaTHuke cnextpe Muxanna Ilerposuha, mpe Hero mro cy
OHU ycmenu fa JoOujy CBOj NpaBU OOIHK M CTEKHY CBOjy HpaBy JENOTBOPHOCT.
(Cnuuny cyn6uny goxkusena je u [Terposuhesa mailiemaliuuka peHomenonozuja).
OHo wto oBoj IleTpoBuhieBoj 3aMHCIK U HACTOjak-UMa, HbETOBUM U HETOBUX Clef-
OeHuKa, Uliak jgaje ogpebeny, He Halr Mainy, BpEIHOCT — HHCIUPATUBHY, JOKYMEH-
TapHy ¥ UCTOPHjCKY — Hopex Beher Opoja BHIlle MM Malbe YCIENUX U HHBEHTUBHO
mobujeHnx CrElMjaNnHuX M MapTUKYIapHUX Pe3ynTara, YMHH TO IITO OHM cajpke

! Hanomumemo fa ce Mnabu marematudapu Josan Maguh v IIpegpai Ciianumuposuh
y HEKUM CBOjHM pagoBuMa 0aBe OBaKBHM NpHMeHaMa MaTeMaTHUYKMX CIIeKTapa, Kopuinhe-
weM ,,cnekrpante Meroge K. Opnosa“. Kako HUCMO MOTH [ia C€ HENOCPENHO YIO3HAaMO ca
W3BOPHUM ¥ NOTHYHKMM Bep3djama THX TEKCTOBA, O OBOME HE MOXKEMO HHUINTA Buile pehu.
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CBOjeBPCHY (MCTHHA, Y PyAUMEHTAPHOM OONIUKY) aHTHUMIANN]Y HEKUX BASKHUX TTO-
pydYja JaHalllkbe MaTeMaTH4IKe TEOPHje U HEeHUX IpUMeHa.

OgBaj roM Cabpanux fena Muxauna Ilerposunha oOyxBaTa MpakTHYHO CBe
BEroBe pajoBe NocBeheHe MaTeMaTHYKUM crekTpuma. To CTYAHO3HOM YUTaoLy
Ipy:ka MOTYRHOCT 11a, y3 €BEHTYaIHH OCBPT Ha IOHEINTO M3 APYIMX TOMOBA UCTE
KoJekuje, popMUpa CONCTBEHO MUIIJLEE:E 0 OBOM noapy4jy IleTpoprheBux maTe-
MaTHYKHX aKTUBHOCTH, KOje hie MOx/1a GUTH ¥ CarJacCHOCTH Ca IPETXOHAM HAIINM
oneHaMa, a MOoxk/a he ce off IHX M pPa3NnuKOBAaTH.

Hywarn Adamoeuh
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geaa Muxauna Ieitiposuha.
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WsBopu kojuma ce cnyxxuo Muxauro [Terposuh y cTBapamy cBOjuX MaTeMar-

HYKUX CHeKTapa, 3aBpebyje mocebHy naxmwy. OHM Cy OBJle H3JIOXKECHH Y CIETy
IbMXOBOL II0jaBlbHBaka Y OBOj KEBbU3M, T€ NPYXKa]y YUTAOLY CKYIHY U MPETIeaHy
ciuKy o KopuuwtheHoj nurepaTypu. OHa CUTYpHO HHje U3 CIIEKTAapa, jep Cy CIEKTpH
opururango uzsopHo Ilerposuheso geno. To cy, MaxoM, HayUuHe paclipaBe U3 aHa-
mu3e koje cy Ilerposuhy 3arpebarne y nckasusamby Mohl MaTEMAaTHIKHX CIIEKTApa.

TTeTpoBrheBu M3BOPH Cy caBpEMEHHM IITO [I0Ka3yje NpohecopoB TpajaH Xof Y

nHayuu. To noTepbyjy pagosu bopena, JieGera, IToma u gpyrux.

Kao mrro cMo HaIIOMEHYJIN, OBIEC IUTEPATYPY TOHOCHMO CKYIIHO Ca HA3HaKOM

CTpaHUle Ha KOjOj je HaBeeHa Y OBO] KIbH3H.
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O OBOM M3TIABHY

€TpOBUREBU CHEKTPH U3MOXKEHH CY ¥ OBOj 5. kwum3u Cabpanux geaa

Muxauna Ieitiposuha. Kiura je HacnoBbena Mailemaiiuuxu cilex-

Wipu ¥ TOpef YMIEHULE [la CE& y KIbM3M HE HaMiasy 4ecTo Ha OBaj

HacnoB. OfIy4YHIn ¢cMO Ce 332 MOMEHYTH HaclOB, KAaKO 6U JOLUIH JO
IPUPOIHOT W HEOTIXOHOT jeAHHCTBa Meby objaB/eHM MOHOTpadujaMa 1 pacmpa-
BaMa.

Matiemaitiuku ciiexilipy y OBOj IPHIMIH NONEIBEHH Cy Y TPM LejuHe. Y
IIPBOM JIENY M3MOXKEHA je y menocT u npesony IleTposuhiesa kmwura Les spectres
numeriques o0jaBibeHa y Ilapusy 1919. rogune. Ilocne nporanacka cnexrpa 'y 1917.
roauny (9) kao pyHKIMOHANA KOJH I0Be3yje jenHy peanny GyHKUnjy f: [a, b] — (0,
1) ca peuumamnnuMm OpojeM 0 < m < 1, Ilerposuh penarusHO 6p30 xuTa ga objaBu
yuTaBy MOHOrpadujy (2) 1 Tako YIO3HA CTpaHy HAy4HY jABHOCT Ca CBOJUM ,,pATHIM
npoHanackoM‘ . MaremaTuyap BenHKOr ayroputeTa EMun bopen Hanucao je npen-
TOBOP 3a OBy KI:UTY, & OHa je 6Hlla U IpegMeToM pacnpaBibama Ilome, Oxrama,
Depa ¥ ApYrux yriegHuX MaTeMaTuyapa.

Hpyru neo xwure cagpxu [lerpopuhena npefaBama I3 MATEMATHYKKX CIIEK-
Tapa Ha CopGonu (ITapus) y netmeM ceMecTpy mkoscke 1927/28. roguue (6). Maxo
OBa KIbUTI'a Cafip>KU NPHIMYaH IOHOBILEH MaTepHjan u3 npse MoHorpaduje u3 1919,
ropuHe (2), cMaTpaIl cMO MOTPeGHUM Na KBUTY Legons sur les spectres mathéma-
tigues (Paris 1928) 3agp>uMO y [IeJIOCTH Kao CIIOMEHHUK HalliOHaIHe HCTOPHje HayKa
Koju moTepbyje, fa cy MaTeMmarudapu u3 Beorpaga msmeby gBa para 6wmu pago
BUbeHH NpefaBayu Ha CTPAaHUM YHUBEP3UTETHMA.

Tpehu neo kwure gorocu ner [TerpoBuhese pacnpase u3 cnekTapa. Y u3fo-
Py pafoBa Xesba je OMia OunINeRHa, Aa ce W3J0XKH NpUMeHa CHeKTapa y aHallu3|
(1), BepoBatHohu (3) u acrporomuju (7). Yjenuo, o6jaBmuBameM IlerpoBulieBe
crymuje Bpojuu ciiextiipu tiojasa w3 I'naca Cpucke KpasbeBeke akagemuje (5) mpu-
CyTHA je HaMmepa fAa Ce MOKaXy M3BECHH IPO(QECOPOBH CTABOBH O CABPEMEHHM
KpeTamUMa y MaTEMaTHYKIM HayKama.
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Y CBUM [leNOBAMA OBE KILMre H3N0XeHO je IleTpoBuheBo yueme o crexTpu-
Ma Y OPHTHHATHOM ¥ BEPOJOCTOJHOM JIPEBOAY KOjH €& OBJE IIO NPBH NMyT 06jaBsby-
je. [IpupebuBay, yjeqHo u mpeBOfmIal, CTPOTO je HOLITOBAO AYTOPOBY CTHICKY
0COGEHOCT, METOIMIHOCT B CaMy METORONIOrH]jy u3pasa. buno je pume moryhHocTn
na ce IletposuheBo mM3narame H3MEHH W TPUIIArONH faHAIIKEM yOOHYajeHOM
MaTeMaTHIKOM je3uxy. M y TepMUHONOrHjH je cBe 3anpxkano. Huje Hurra Memano
HAKO je 3a TO GO BHIIE NPUITHKA.

ITpu npeBONy M peAUroBamy TEKCTA YUHBEHE Cy HCIPABKE CUMIIIEHUX IITa-
MIapcKux rpemaka. OTKIOHKEHO je ¥ BUIe HecMoTperux IleTpopuhieBux oManiky.

Harmanrasama y TeKCTy 3aipxkaHa cy Y U3SBOPHOM OOJIMKY, Kao U HaBohemwe
CTpaHe JIMTepaType y COyLITEeHUnamMa. ¥ HEKOIUKO caydajeBa YIHEEHO je B Halle
HaIJallaBake WM M3BlAaYeme TeopeMe Kao nocebHe nenuHe. IIpu ceeMy oBOM,
UMEHA CTPaHUX HayYHUKA IMCAHA Cy Y IPEBEACHOM OBIHUKY, IPH YeMY je Y PETUCTPY
JMXYHUX UMEHA N3HETO OPUTMHANHO MME ayTopa.

Y nmpunory ose xwure Cabpanux geaa Muxauna Iettiposufia W3n0XeHO je
HEKOJIMKO UeNHHa Koje Tpeba fa onakmajy pap npu kopumhemy ucre. Hajmpe je
H3NIOXCHA jefHa CHHTe3a O CHeKTpuMa Koje je JImyHo cacrtaBuo Muxawmio Ilerpo-
Buh 3a mosBaTty KUry Notice sur les travaux scientifiques de M. Michel Petrovitch
(Paris 1922). OBo je mTHBO BeoMa OUTHO 3a oneny IleTpoBuheBux HacTOjama y OBOj
o6nacTn aHanu3e y Kojoj Ha Kpajy cBOT IOCTOjama, HUje NOCTUTHYTA TpajHa adup-
MaTHBHA ITO3UTHBHA oleHd Hayke. CKYIHO je, 3aTUM, U3JI0KEHA IUTepaTypa KojoM
ce ITerpoBuh cnyxuo. YKa3zaHo je Ha HEKOJIUKO CBOjCTaBa OBE NUTEpATYypE, Kao
HITO j€ BUX0Ba CAaBPEMEHOCTH U APYTO.

KopucHuk xmure uma npep coboM u Tadan ob6um IleTposuhesor papa Ha cne-
KTpHMa KOjH je Ipey3eT U3 ONIITe HayYHHKoBe Oubnuorpaduje Koja je o6jaBireHa
y nocnenwoj 15. kwusn Cabpanux geaa Muxauna Ieilipoguha. OBLe Cy H3NOXEHN
uacnosu IlerpoBukieBux TEKCTOBA KOjM SKCITHIUTHO CafipiKe ped cilexiliap, Kao 1
OHH Y KOjUMa ce NOCPENHO Pacnpasiba O CHEKTPUMA.

Yob6uuajeHo, KIBUTY NpaTd PErucTap IMYHUX YMEHA ca HEONXOIHUM IIofalH-
Ma.

Ypebusauxn onbop Cabpanux gena Muxauna Ileiliposuha pgyryje Benmky
zaxBanuoct ap Jlymany AgaMosuhy, npodecopy YHMBEP3UTETA HAa BEOMA YCIIENOM
M CTPYYHOM IIPEBOAY ca (PPaHiyCKOr je3uKa CBUX TEKCTOBA y OBOj 5. KHU3K. 3ax-
Bangoct npunaja ¥ gp Jparany Tpudyrosuhy, npodecopy yHuBEp3HTETA KOJH j&
yUeCTBOBAO Y CTBAPAY OBE KH-UTE. Y ONpeMamby OBE KIbUTe NyHY Naxiby 3aCIyxKy-
je npodecop XKapko Jopuh u3 3aBona 3a yybeHHKe ¥ HACTABHA CPENCTBA, KAao U
Anexkcaunap Capuh, acucrenT MaTteMaruukor gaxynrera y beorpany.
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