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HJHI 

За време ртТiа, pagelill у Берну (Швајцарска) на gржавнzшишфра.на (1917. 2), йро­
фесор је gошао go йој.на ciicюТipa у JlmТiec~tmТiuцu. По завршсlТiку ртТiа ПelТipoвuh 
је iiожурио ga објави своје peзymlimТie у облику йосебне с~тно2рафије. Овощ је 

највшие gойринео ПеzТiровиnев школскu gpy2 Еш1л Борел који је за књи2у найисао 
йреg2овор. 

Насловна страна Петровиhеве прве књиге из математичких спектара. 



ПРЕДГОВОР 

еци.мални бројеви су, йосле целих бројева, apuiii.мauuчкa бuha 

која најбоље йознајемо,· ишрење мeiilapcкoz мерноz cuciiieмa 

све ви~ие goвogu go за.мене у рачунању обичних разломака gе­
ци.малним разломцима; за йракL/lичара, свu бројеви су gеци­

Јvtални ројеви. Овај йојам gецималноz броја йоаuао нам је Шолико 

близак и чини нам се Шолико jegнoauaвmtм ga има.1vю йрироgну скло­
ноаu ga иciilo Luaкo cмaiiipaмo бесконачан gецималан разломак нај­
јеgноаuавнијим og оних маШемаiТiичких биhа у чију gефитщију улази 
йојам бесконачносiТiи или, йреL~изније, йребројиве бесконачноаuи. У 

Шој склоносШи има уgела извесна илузија; зauciila, чим зажелимо ga 
gубље йроучимо било коју gефиницију у којој се йојављује бесконач­

ноаu, сусреhемо се са крајње великим Шещкоhама, og којих he веhина, 
како изzлеgа, oa7laL7lи зagyzo, ако не и заувек, нейремосШива, јер оне 

йоiТiичу og саме cyщiiluнe нmuez gyxa, og њеzове несйособносiТiи ga јасно 
cxвaiilи ШрансфиниiТiно; нијеgна Шрт-tсфиниiТiна класификаL~ија никаg 

не може биШи заврLиена. Сви йроблеми који се моzу йoauaвLnuи у исй.и­

Шивању функција gефинисаних йомоhу йребројивих услова (на йример, 

нейрекиgних функција ви1.ие йроменљивих) моzу се, у йрит~ийу, йрене­

Ши на йроблеме који се оgносе на gефинисање само jegнoz gецималноz 
разломка; али овај Шеоријс;щ увиg није og велике йомоhи уколико се на 
конкреШан начин не gефинище коресйонgенција која се може усйосШа­

виШи измеЬу функције и gецималноz разломка; била би Шо, најчаиhе, 

некорисна комй.ликација која би се gобила yмeciilo Lllpaжeнoz йојеgно­

сiТiављења. 

Али, уз ове резерве, не може се су-ињаШи ga су нaute навике беско­
начан gецимални разломак учиниле облико.и бесконачносШи који је 

најмање Шещко cxвaiiluШи u који.м се најлаюие може руковаШи; ако, 
gакле, буgе мozyhe свеаuи исйиiТiивање неких йи1.uања маiТiемаШичке 

анализе на йрецизно йроучавање извесних gецималних разломака, Ши­

ме he се gобиШи, у најмању руку, форма излаzања или рачунски йос-
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Шуйак који би могли биШи gрагоцени; йонекаg he, чак, извесне анало­
гије које he ово учиниШи очиглеgним моhи ga сугеришу нове иgеје и 
извеgу на йуШеве оШкриhа. ПосШоји овgе јеgно неограничено йоље 

исШраживања, у којима се главна Шешкоhа, као и у многим gругим ма­

ШемаШичким йиШањима, сасШоји у избору инШересанШних и йлоgних 

логичких форми меЬу бесконачна много њих које нам се нуgе. 

Књига чије је йреgсШављање научној йублици љубазно og мене 
заШражио г. Михаило ПеШровиh занимљив је gойринос йроучавању 

оgноса измеЬу gецималних бројева и целих сШейених реgова јеgне йро­

менљиве. Г ПеШровиh је много размшиљао о аналогијама измеЬу ра­

зних наука и њихових разноврсних мeilloga. Његов gовиШљив и йлоgан 

gyx чecillo је уочавао неочекиване блискосШи и gолазио go занимљивих 
закључака и нових Шеорија. Он изврсно уме ga учини инШуиШивним 
ове аналогије - језиком изражајним и сликовиШим. Љегова Шеорија 

сйекШара, која у маШемаШичку анализу йреноси Шерминологију кори­

шhену у сйекШралној анализи, веома је йримамљива; немам намеру ga 
gајем њен резиме, јер бих могао само ga йоновим објашњења г. ПеШро­
виhа: његови чиШаоци, за које бих желео ga буgу многобројни, наhи he 
у овој књизи, у онолико јасном и јеgносШавном облику колико је могу­

hе, йоШйуно излагање његове Шеорије, коју су gобро оgабрани йримери 

учинили веома схваШљивом. 

Виgи се ga је овај pag йосвеhен јеgној og најШежих грана маШема­
йlике: везама измеЬу Шеорије функција и LuрансценgенШне аршuмеШи­

ке; ова грана анализе још је, ако се Luaкo може реhи, у колевци, и могу­
hе је ga њен найреgак неhе биШи лак, јер су Шу Шешкоhе огромне: чи­
Сйат~и који he йроgубљивтuи йроблеме које ова књи'iа йокреhе разуме­
hе боље йpupogy неких og Luux Шешкоhа; Luo неhе бшuи најмање og ко­
риаuи које he извуhи из ово'i чшuања, чијој йријтuносШи, с gpy'ie сШра­
не, gойриноси сйреШан избор разноврсних йримена. 

Париз, Јули 1919. Емил Борел 



УВОД 

анас је добро позната чиљеница да низ цифара који образује 

неки реалан позитиван број може пружити онолико разновр­

сности и сажимати онолико сложености колико и функција 

са било којим бројем променљивих. Прецизним језиком тео­

рије скупова, ово се изражава кад се каже да, с једне стране, скуп фун­

кција једне променљиве има моh највише једнаку моhи скупа скупова 

позитивних реалних бројева (штавише, ако се xohe, бројева који се на­
лазе између О и 1) и да, с друге стране, уколико се апстрахује непрекид­
ност кореспонденције између два непрекидна скупа, нема битне разли­

ке између непрекидних скупова са једном димензијом и непрекидних 

скупова са 11 димензија, тј. између функција једне променљиве и функ­

ција 11 променљивих' . 
Одатле до постављања питања да ли је могуhе ефекШивно йрика­

зивање функције бројем, уз дефинисаље кореспонденције између еле­

мената који одређују функцију и низа цифара који образује број -само 

Је Један корак. 

Управо на овај ред идеја надовезује се теорија нумеричких спек­

тара, чију прву скицу у овој невеликој књизи представљамо и којој пи-. . 
тање КОЈе смо управо поставили пружа Једно поље занимљивих при-

мена. 

На самом почетку алгебре учи се да је, за добијаље ну.меричких 

решења неког проблема са више непознатих, потребно онолико ра­

зличитих ну.меричких једначина колико има непознатих. Али веh неки 

најелементарнији проблеми као да противрече овом тврђењу. Познати 

су, на пример, они проблеми- загонетке који се у друштвима постав­

љају забаве ради, а у којима онај који рачуна ( одгонета) показује своју 
супериорност тиме што скоро тренутно погађа неколико замишљених 

1 Е. Borel, Le~·ons suг /а tlu!o1·ie des.f'onctions, Gauthier- Villars, Paris 1914. 
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бројева на основу само jegнoi нумеричког податка који му се саопшта­
ва, а представља завршни резултат рачуна коме он не присуствује. 

Противречност, као што се зна, само је привидна: у ствари, ономе који 
одгонета даје се неколико нумеричких података под привидом само 

једног чији му сеiменШи, групе цифара на погодан начин раздвојене, 
непосредно откривају те податке. 

Ове мале аритметичке игре наводе на помисао да се уопшти у њи­
ма садржана досетка како би се она могла проширити на значајније и 

мање једноставне проблеме. И увиђа се онда, заиста, да су ти елемен­
тарни проблеми само веома партикуларни случајеви једног по својој 

природи општег проблема, решивог истом овом досетком, а који се 

састоји у нумеричком израчунавању некоi оiраниченоi или неоiрани­

ченоi* низа нейознаШих, а самим Шим и нейознаШе функције, йомоhу 
йодесне йоgеле на сеiменШе нумеричке вреgносШи само jegнoi йоgаШка 

С, йри чему услови йроблема йоказују начин на који Шу йоgелу на 

сеiменйlе LYipeбa извршшuи. 

У теорији коју излажемо, нумерички податак S је вредност коју 
узима одређени аналитички израз Ф, на погодан начин доведен у везу 

са низом непознатих из проблема у питању, за једну посебну вредност 

променљиве коју тај израз садржи. Сйетаuром називамо низ непозна­

тих, првобитних или помоhних, из проблема о коме је реч. Начин на 

који се непознате одређују помоhу податка S, а који је само погодно 
прилагођаваље досетке одгонетача у поменутим малим аритметичким 

играма, подсеhа, заиста, на начин на који спектар светлости, у хеми-
. . . . 
ЈСКОЈ спектралноЈ анализи, открива елементе КОЈИ су ушли у састав 

тела које се подвргава анализи. Тако се испоставља да је нумерички 

спектар састављен од група N, значајних цифара раздвојених веhим 
или мањим бројем уметнутих нула, као што се спектар неке светлости 

састоји из светлих пруга и линија раздвојених тамним деловима. Број 

уметнутих нула (који одређује дисперзију нумеричког спектра) мења 

се са варирањем једног параметра, који онај ко рачуна може, почев од 

извесне величине, мењати по вољи, као што се ширина тамних делова 

(која одређује дисперзију спектра светлости) мења са варирањем тем­

пературе или притиска. које експериментатор може по вољи моди­

фиковати. Нумеричка група Nk (k-та пруга спектра) одређује једним 

погледом цео број који игра улогу основне или помоhнс непознате 

Оно што је М. Петровић у ов<щ и неюш друпш свој1ш текстовима називао 

o2pa1111'teuu.м, односно uco2pшtll'tcuu.м ннзоВЈI!Itа. данас се ('3аr1раво већ поодавно) нази­
ва кmm•utшt, односно (;ескmtачmш I!IIЗOШfiiJa: такође. Петровнћеви кmm•ntu, односно 

бec!Шitil'lltU ннзов11. у данашњој терШ!IIОЛОГЈiјн су u2p111111'tCIIII, односно ueozpmtii'IC/111 
низови. После извесног 1\BOYIIIJЫcJJ,a, Редающја је OJ\JlY'IHлa )\а. уз ову напомену, задржи 

Петровнћеве називе. (Прu,неу(;а Пpcвogllul(a) 
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проблема, а цифра ранга и групе N, (i-та линија k-те спектралне пру­

ге) одређује i-ту цифру непознате. Ово је поступак аналоган поступку 
коришћеном у хемијској спектралној анализи. 

Имамо тако један рачунски поступак, који смо побуђени да на­
зовемо сйекСйрални йосГйуйак ну.меричкоz рачуншьа, а који се састоји 

у расипаљу у нумерички спектар вредности непознатих, као што при­

зма расипа сноп светлосних зрака у спектар одређене светлости, при 

чему аналитички израз Ф. сйекtТiрална zeнepmupuca проблема. у томе 

игра улогу сличну оној анализујуће призме. Ту се онда установљава да 

је овај поступак погодан да пружи у исти мах, довољним настављањем 

истог нумеричког рачуна. вредности онолико колико се хоће непозна­

тих проблема на који се он примељује, као и индивидуално сваку ци­
фру и сваку децималу било које од тих непознатих. Штавише, он до­

пушта одређиваље тачке вреgносШи жељеног броја непознатих помо­

ћу вредности која је gовољно блиска само једном броју S. 
Спектрални поступак, у облику у коме је у овој кљизи изложен, 

примељује се на све проблеме измеЬу чијих се нейознаШих и неког сLТiе­

йеноz pega са целим коефицијетuима може ycйoauaвu~uu оgреЬена ко­
ресйонgенција. Благодарећи произвољности коју дозвољава појам та­

кве кореспонденције, на проблеме ове врсте наилази се у свим гранама 

рачуна, од најелементарнијих проблема аритметике, алгебре, теорије 

вероватноће све до различитих проблема инфинитезималног рачуна и 

теорије функција. 

Тако, извесна рационална функција доводи до спектра разлагаља 

бројева, који показује, једноставним бацаљем погледа, на колико се 

начина променљиви цео број може изразити као линеарна хомогена 

комбинација датог низа целих бројева. 

Ламбертов ред доводи до спектра бројева делилаца променљивог 

целог броја, као и до спектара чији елементи приказују једноставне 

односе са простим бројевима. 

Спектрални поступак развијаља у редове у потпуности се раз­

ликује од досада познатих поступака. Он се састоји у образоваљу спек­

тра повезаног са функцијом коју треба развити у ред, који, својим пру­

гама и линијама, даје или директно или путем познатог рачуна било 

све коефицијенте развитка истовремено, било тражени скуп тих кое­

фицијената, било одвојено сваки коефицијент који се жели, или чак 

ону цифру одређеног ранга неког коефицијента која се жели. Сам 

спектар се израчунава помоћу посматране функције као нумеричка 

вредност неког израза у коначном облику, извесног једноструког или 

вишеструког интеграла, итд. 

Ј едноструки или вишеструки интеграли, у одређеној вези са сте­

пеним редовима чији су коефицијенти цели бројеви, израчунавају се 
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било у форми неког спектра, било уз помоћ неког спектралног еле­
мента (пруге, линије). 

Али, како верујемо, управо у теорији функција спектрална мето­
да може довести до најзанимљивијих резултата. Нарочито, она йружа 

усйешна среgсiйва йреgсй1ављања аналиiйичке функције йомоhу низа 

цифара. Представљаље се врши помоћу једног спектра ове функције, 

уз прикључеље извесног скупа информација и љеговим односима са 

функцијом, информација које се тичу знакова, начина поделе на сег­
менте спектра који одговара проблему и релација спектралних сегме­

ната са функцијом. 

Ове последље релације не мељају се за функције које припадају 

истој сйекiйралној каiйеzорији функција, при чему је за такву једну ка­

тегорију карактеристичан скуп особености ариiймеiйичке йрироgе у 

вези са коефицијентима развитка произвољне функције из те катего­

рије и односи се на начин којим се ови коефицијенти, сви заједно, пре­

тварају у целе бројеве низом операција изведеним на функцији. Тако се 

долази до потпуног одређиваља функција дефинисаних веома широ­

ким условима и зависних, у једном другом начину класификоваља, од 

бесконачна много параметара - помоћу коначног броја нумеричких 

података, при чему се тај број меља од једне до друге категорије функ­

ција, а остаје непроменљив за функције из исте категорије. Тако, на 

пример, скуп функцијај(z) које се могу развити у ред степена промен­

љиве z са целим коефицијентима представља категорију функција са 
gва параметра; скуп функција код којих је а11 рационалан број са име­
ниоцем чији број цифара у непериодичном делу или у периоду не расте 

неограничено са n образује категорију функција са чеiйири параме­

тра, при чему се тај број своди на йlpu за функције код којих је а" деци­
мални разломак са коначним бројем цифара или просто периодичан; 

скуп алгебарских функција са рационалним а" такође образује катего­

рију са чей1ири параметра. 

Међутим, спектрална метода није нарочито ограничена на одре­

ђене категорије функција. Свтш аналий1ичка функција f(z) у било ком 
круzу z равни у коме је холо.морфна може бий1и йреgаuављена, са оно.м 
йриближношћу која се Lupaжu, јеgни.м бројем и јеgни.м скуйо.м йogmua­

кa о оgноси.мд из.меЬу сеz.менаiйа iйoz броја и функције. 
Различити карактеристични елементи аналитичких функција мо­

гу се сажети, кондензовати, у само један број и један скуп таквих пода­

така. Такав је, на пример, случај синzуларшuпuа функције садржаних 
у неком кругу чији је центар обична тачка функције, или случај нула 

мероморфне функције обухваћених неким кругом, итд. 

По себи се разуме да је у овој малој книзи питаље које смо поста­

вили на почетку Увода само додирнута и разматрано са посебног ста-
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новишта теорије нумеричких спектара. Дубља истраживаља о односи­
ма између функција и низова цифара водиће ка резултатима који ће на 
други начин бити занимљиви. 

Остаје нам да кажемо коју реч о термиюп.ла употребљеним у из­
лагаљу ове теориЈе. 

Термини: сйекГйар, ктuТшнуирани сйеюuар, gисконГйинуирани 

сйеюuар, сс2менГйиршш сйеюuар већ су били употребљени у облас­

тима сасвим различитим од теорије коју излажемо. У својим добро 
. . 

познатим истраживаљима на подручју теориЈе ортогоналних транс-

формација, г. Хилберт уводи спектар квадратне форме, дефинишући 

га као скуп афикса извесних реалних тачака, нула дискриминената 

таквих форми 2. Овако дефинисан спектар чине тачке на реалној оси. 
Те тачке могу образовати пребројив скуп изолованих тачака: то је 

дисконтинуирани спектар. Оне такође могу бити распоређене по 

сегментима реалне праве тако да на љима буду свуда густе: то је сег­

ментарни или континуирани спектар. Ови термини и овај језик појав-
. . . 

ЉУЈУ се у теориЈИ интегралних Једначина, где су уведене управо преко 

квадратних форми са бесконачна много променљивих у овој новој 

грани анализе. 

Међутим, ови термини, на које упућују нејасне и далеке аналогије, 

из којих се у овој последљој теорији не би могла извући никаква наро­

чита корист, у љој нису нимало неопходни, нити се баш намећу. Про­

блеми у које су они тако уведени могу се третирати без њихове упо­

требе а да то не буде ни од најмање штете за теорију за лакоћу њеног 

излагаља. Насупрот томе. они се намећу у проблемима којима се ми 

бавимо, с једне стране реалним и упадљивим аналогијама које постоје 

између спектралне методе и поступака коришћених у хемијској спек­

тралној анализи, а с друге стране поједностављењима која им доносе, а 

која ће се видети и проценити у поглављима која следе з. 

2 D. Нi!Ьert, Gnmdziige zmeг allgemeinen Theoгie dег lineaгenlntegгalgleichungen, Vieste 
Mitteilung Gotting. Nachrichten, 1906. 

З Више резултата садржаних у овој књизи било је саоnштено у Париској акаде­
мији наука (седнице од 7. и 14. маја 1917, 17. септембра 1917. и 25. новембра 1918). 
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ПРВИ ДЕО 

НУМЕРИЧКИ СПЕКТРИ 

ГЛАВА ПРВА 

НУМЕРИЧКИ СПЕКТРИ И ЊИХОВИ ЕЛЕМЕНТИ 

I.- Низови позитивних реалних целих бројева 

1. Нека је 

(1) 

низ позитивних целих реалних бројева, xk цео позитиван број који није 

мањи од броја цифара броја Nk и A!k i-та цифра броја Nk, при чему се 
ранг i цифре броји, као што се то ради у аритметици, здесна налево. 

Образујмо нумеричку групу 

(2) 

коју чини број Nk коме претходи онолико нула колико је потребно да 
укупан број цифара групе буде hk. 

Образујмо, затим, број 

(3) 

добијен писањем, без међусобних размака, редом једне за другом ну­

меричких група G0 ,G1,G2 , ... , при чему групе значајних цифара два уза­

стопна цела броја Nн и Nk, а да никад не наступи преклапање једних 
и других, могу бити раздвојене нулама у већем или мањем броју, према 

томе да ли је разлика између xk и ефективног броја Лk цифара у Nk 
већи или мањи број. 

Тако формиран низ (3) подсећа на спектре светлости зажарених 
тела; групе 

(4) 1ik 1ik-i 11 
1\,k 1\,k ... 1\,k 



НУМЕРИЧКИ СПЕКТРИ 19 

значајних цифара ту би одговарале пругама спектра; нуле које их раз­
двајају одговарале би тамним деловима овог, а саме значајне цифре 
спектралним линијама које све заједно карактеришу елемент Nk сво­
јом вредношhу и својим релативним положајем у спектру. 

При~ватајуhи такво изражавање, које омогуhује да се језик учини 
концизнИЈИМ а излагаље јаснијим, назовимо: 

1. низ цифара који чине број (3), пошто се претходно G0 и G1 раз­
двоје децималном запетом, сйекiiiром нумеричког низа (1); 

2. део низа цифара (3) који чине значајне цифре целог броја G1 -

k-Шим свеiiiлим gелом или k-Шом йруzом спектра; 

3. део низа (3) који чине нуле између значајних цифара бројева 
Nн и Nk - k-Шим Шамним gелом спектра; 

4. целину коју образују ова два дела спектра ранга k - k-Шим оgсе­
чком спектра; 

5. цифру /Jk у (3) - i-iiioм линијом k-iiie сйекiiiралне йруzе (или k­
тог спектралног одсечка); 

затим, нека: 

6. ширину k-тог одсечка мери број hk, ширину његовог светлог 
дела 'Ak, а љеговог тамног дела hk -lk; 

7. цео број т означава укупан број спектралних одсечака, при че­
му је спектар оzраничен или неоzраничен, према томе да ли је број т 
коначан или бесконачан; 

8. закон мељаља целог броја l1k са љеговим рангом k представља 
сйекiiiрални pиiiiaм; он је униформан када је 

hl = h2 = ... = hm' 

тј. када сви спектрални одсечци имају исту ширину; он је униформно 

убрзан кад ширина одсечка расте сразмерно љеговом рангу, односно 

када је hk = h + ck, где су h и с два позитивна цела броја који се не 
мељају са k; ритам he бити са paciiiyhим убрзањем кад цео број с расте 
са k; ритам he бити осцилаiiiоран ако hk варира на осцилаторан начин 
кад k прогресивно расте; он је йериоgичан ако је варираље низа hk пе­
риодично, итд.; 

9. разлика hk -lk мери gисйерзију спектра, константу или промен­
љиву са k; спектар је у највеhој могуhој мери збијен, тј. са нулiiiом gи­
сйерзијом, када у љему нема тамних делова и пруге се додирују. 

Када су дати низ (1) и ритам hk љеговог спектра, спектар се фор­
мира образоваљем одговарајуhих нумеричких група G0 ,G1,G2 , ... и љи­

ховим исписиваљем једне уз другу у једном реду и следеhи природан 

поредак љихових редних бројева. 

Обрнуто, уколико је дат спектар (3) и љегов ритам hk, члан Nk 
одговарајуhег низа (1) даје k-та пруга спектра. 
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На пример, спектар низа двоцифрених природних бројева 

11, 12, 12, ... , 98, 99, 

са униформним ритмом 11k = З, био би 
011012013 ... 098099; 

његова дисперзија је константна и једнака 1. 
Спектар низа бинарних коефицијената 

са униформно убрзаним ритмом је 

10702100350003500002100000070000001, 

а његова дисперзија је растуhа. 

Спектар неограниченог низа коефицијената целобројних, функ-

. 2 + З7х 
циЈе .f(z) = 

2 
са осцилаторним ритмом 

1-х 

1 
l1k = -(З- cos kn) 

2 
Је 2372З7 ... ; он је периодичан и са нултом дисперзијом. 

2. Треба сматрати да је ритам l1k сагласан са gaLТtu.м низо.м (1) ако 
је l1k -l;:::: О за све вредности k = 1, 2, ... , т ( 170 може при том бити било 

који цео број, будуhи да његово повеhање не доводи до преклапаља 

групе G0 и неке друге групе). 
С овим у вези, имамо следеhа правила. 

ПРВО ПРАВИЛО.- Ограничен низ (Ј) увек и.ма сагласан унифор-
.мни риГйа.м i1k !1, где је 11 било који цео број који није .мањи og лога-
ршu.ма највеhег члана низа (не узимајуhи у обзир први члан). 

Заиста, имамо Nk ::; 101
', и стога lk ::; /1. 

ДРУГО ПРАВИЛО.- Ограничен uлu неограничен низ (1), чији 
чланови (уз изузе!Uак йрвог) нису вehu og фиксираног броја В, и.ма са­
гласан униформни ршТtа.м l1k = h, гgе h озftачава било који цео број !<:о­
ји није мањи og log В. 

(Као у случају претходног правила). 

ТРЕЋЕ ПРАВИЛО.- Неограничен ЮlЗ (1). LТiакав ga '{iv" не pa­
ciiie неограничено са n, u.ма сагласан униформно убрзан pшuaJvt. 

Наиме, тада N". за сваку вредност n, остаје мањи од извесног из­
раза облика АВ", где су А и В бројеви који не зависе од n и за које се 
може узети да нису мањи од 1; имамо, дакле, 
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N < lOII+CII 
fl- ' 

где је lz неки цео број који није мањи од log А, а с број који није мањи од 
log В: низ ( 1) онда има униформно убрзани ритам 11, 11 + ck. 

Тако, на пример, низ (1) чији се општи члан N
11 
изражава одређе­

ним интегралом облика 
1> 

N = Jш·"clt 
11 ' 

(/ 

где је и функција од t која је позитивна и ограничена између граница а 
и !Ј по претпоставци коначних, а ,. функција од t такође ограничена из­
међу ових граница, има униформно убрзан ритам. Заиста, ако се са А 

означи вредност N0 а са В највеhа вредност функције,. између граница 

интеграције, биhе 

N" =АВ". 

Ј е дан такав низ био би неограничени низ 

у овом случаЈу 

Jr 

22n+l Ј2 
N = -- cos2

" tdt 
11 ' 

n о 

тако да је А= 1, В= 4, па низ има ритам l1k = k. 
ЧЕТВРТО ПРАВИЛО.- Нео2раничен низ (1) Ш.акав ga цfN осШ.аје 

мање og ABn, 2ge су А и В две фиксиране коначне консШ.анШ.е, има са-
2ласан риШ.ам са расШ.уhим убрзањем hk = h + ck + gk2

, 2ge су h, с и g йо-
2оgне целобројне консШ.атuе. 

Тада, наиме, за сваку вредност и, N11 остаје мање од извесног из­

раза 

где су /1, с и g позитивни цели бројеви који редом нису мањи од вред­
ности log С, log А и log В. 

ПЕТО ПРАВИЛО.- 02раничен или нео2раничен низ (1) који има 
риШ.ам hk, gойушШ.а Luaкobe сваки риШ.ам h~, Ш.акав је ga је h~ :2: hk за 
k = 1, 2, 3, ... 

Низ који, на пример, има униформни ритам hk = h, допушта исто­
времено униформно убрзани ритам hk = h + ck, као и сваки ритам са 
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растуhим убрзањем hk = h + ck + gh 2 + ... за било какве целе позитивне 
бројеве с, g, ... 

П.- Низови било каквих целих бројева 

3. Ако је дат неки низ 

(5) 

било каквих целих бројева, реалних или имагинарних, позитивних или 
негативних, и ако је ek једна од четири вредности 

(б) 1,-l,i,-i (i =Н), 

овом низу може се увек йрикључиШи низ 

(7) 

iйакав ga је реални geo и коефицијент уз i имаiинарноi gела* свакоi 
члана низа 

(8) 

буgу йозиШивни. 

Заиста, ако су ти бројеви истог знака, довољно је ставити ek = crk, 
где crk означава јединицу снабдевену знаком реалног дела броја Mk; 
ако су они имају супротне знаке, ставиhе се ek = icrk. 

У случају кад је Mk реално, ставиhе се ek = crk, а када је Mk чисто 
имагинарно за ek he бити стављена јединица помножена са -i. 

Када су сви бројеви Mk реални (позитивни или негативни), или 
сви чисто имагинарни (са позитивним или негативним коефицијентима 

уз i), спектром низа (5) сматраhе се спектар низа целих позитивних 
бројева (8). 

У случају кад су бројеви Mk комплексни цели бројеви, спектром 
низа (5) сматраhе се комплексан број S + iS' који образују два спектра, 
од којих је први спектар позитивних целих бројева р0 , р 1 , р2 , ••• а други 

S' спектар позитивних целих бројева q0,q1,q2, ... , где су Рк и qk реални 
део и коефицијент уз i имагинарног дела целог комплексног броја 

(9) 

* Термин "коефицијент уз i имагинарноr дела" данас се скоро увек замењује 
краlшм изразом "имагинарни део''. То. у ствари, аутор на више места касније и сам 

чини. (При.меgба Гiревоgtюца) 
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Неки спектрални ритам сагласан је са низом (5) ако је истовре­
мено сагласан са сваким од низова Pk и qk. То ће, на пример, бити слу­
чај са сваким ритмом који је сагласан са низом Е0 ,Е1 ,Е2 , • .. , где Ek оз­
начава цео позитиван број који није маљи од модула броја Mk. 

Образовање сйек~uра низа било каквих челих бројева cвogu се 
LТiако на образовање јеgно2 или gва сйеюuра йозшuивних L{eлux бројева. 

ГЛАВА П 

СПЕКТРАЛНАГЕНЕРАТРИСА 

I. - Дефиниције и основна својства 

4. Следећа чиљеница је фундаментална за формираље нумери­
чких спектара. 

Kag је gaLТi неки низ, о2раничен или нео:Zраничен, било каквих це­
лих бројева, са њи.м се .може goвeauu у везу функчија Ф( х) чија ну.мери­
чка вреgносLТi за неку йарLТiикуларну вреgносLТi х = х 0 gaje cueкLТiap LТio2 
низа са риLТi.мо.м који је са њи.м сагласан. 

Да бисмо се у ово уверили, разликујемо следећа два случаја. 

Први случај. -Низ чине позитивни реални цели бројеви 

(10) 

Нека је: lk број цифара целог броја Nk; hk цео број који није ма­
љи од lk; Gk у претходном излагаљу дефинисана нумеричка група при­
кључена броју Nk, и претпоставимо најпре да низ (10) чини о:Zраничен 
број чланова. 

Формирајмо низ позитивних бројева 

(11) 

дефинисан рекурентном релацијом 

(12) {
pk+l = pk +11k (k = 1,2, ... ,m), 
~ = 17, 

тј. низ 

(13) 

Образујмо потом позитивне рационалне бројеве 
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(14) 

такве даЈе 

(15) 

и помоhу њих полиноме по х т-тог степена 

(16) Ф111 (х) = N0 + g1N 1x + g2N2x2 + ... + g111 N 111 xm. 

Важи следеhа теорема: 

Ну.меричка вреgноаu Ф 111 (1) йреgсШавља сйекШар низа (10) са 
риШ.мо.м hk. 

Заиста, вредност g,N, је децимални разломак чији је цео део нула 
а децимални део састоји се од Р, -1, узастопних нула и од значајних ци­
фара броја N, који се ређају иза њих. Одатле излази да је 

giNI + g2H2 + · · · + gmNm = 
(17) = O,O ... ONI O ... ON2 O ... ON, 0 ... = O,G1G2 ... G111 , 

'---v---' '---v----' '---v----' 
/1 1 -/ 1 нула /1 2 -/2 нуш1 /11 -/3 нула 

а како је 11, -lk ~О, тврђење је доказано. 
Претпоставимо сада да је низ неоzраничен. Тада полином Ф111 (х) 

постаје ред у коме се ређају степени променљиве х са растуhим експо­

нентима: 

(18) 

Претходна теорема остаје тачна под условом да је низ позитивних 

бројева 11 1,/12 ,/13 , ... , који карактерише спектрални ритам, изабран тако 

да је ред (18), чији је општи коефицијент 

N = N ·10-Р, = N ·10-1' 1- 112 - .. -Ј., 
i-Jk k k k 

конвергира за х= 1, што је очигледно увек могуhе. 
Тако добијену функцију Ф(х), која се своди на полином по х за 

ограничен низ (10), а представља потенцијални ред по х кад је низ (10) 
неограничен, назваhемо сйеюuрално.м zeнepmupuco.м овог низа, која 

одговара спектралном ритму 11, помоhу кога је формирана. Нумери­
чка вредност S = Ф(1) подудара се са посматраним спектром. 

Друzи случај. Низ се састоји од било каквих целих бројева 

(19) 

реалних или И!\Јагинарних, позитивних или негативних. Помоhу фак­

тора (7) образујмо ред целих бројева 
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(20) 

чије је карактеристично својство да им ни реални део ни коефицијент 

i имагинарног дела није негативан. Нека је lzk неки ритам који је са­
гласан са низом (20) и формирајмо одговарајући низ целих бројева Pk 
дефинисаних са (13), као и низ ,f;k дефинисан са (15). 

СйекШрална 2ertepaiupuca низа (19) Шаgа је функција 

(21) 

а 1-tу.меричка вреgносй1 S = Ф( 1) gaje сйеюuар или gва сйеюУtра rшза (19), 
йрс.ма Uio.мe ga ли су сви ње2ови чланови реалнц uлu Шо није случај. 

Дешава се, као што ће се видети из онога што следи, да се генера­

триса посматраног низа изражава неким другим аналитичким обли­

цима, на пример у коначном облику, помоћу одређене комбинације по­

знатих функција, у облику једноструког или вишеструког интеграла у 
коме х фигурише као параметар, итд. Исто тако, спектар S често се из­
ражава једноставним нумеричким комбинацијама, одређеним интегра­
лима познатих функција, итд. 

При.меgба !. - Могле би се формирати друге спектралне генера­

трисе, на пример помоћу експоненцијалних редова или помоћу потен­

цијалних редова са више променљивих. У овој књизи ограничићемо се 

на генератрисе које имају претходну форму. 

При.меgба II. - Могу се образовати, на начин сличан претходном, 

спектри и њихове генератрисе, за неки систем нумерацИЈе различит од 

децималног система, а посебно за систем нумерације са основом 2, за 
који би се спектар састојао само од цифара О и 1. 

П. - Начини формираља спектралних rенератриса 

5. Треба разликовати следећа два случаја. 
Први случај. - Низ целих бројева Mk је дат. Ако су сви његови 

чланови реални и позитивни, израчунава се низ множилаца gk КОЈИ 
одговара жељеном спектралном ритму l1k и пише се директно 

(22) 

Ако сви бројеви Mk нису реални и позитивни, образује се ЈОШ 
одговарајући низ ek и пише се директно 

(23) 

У случају, на пример, униформно убрзаног ритма l1k = !1 + ck има­
ће се 
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n=oo с 

Ф(х) = L 811M 11q
112 фх)11 , q = 10 2 

n=O 

и спектар he бити, 
= 

s = ""' е м ql/2 Rll .L...J n n ЈЈ· 

n=O 

Затим треба настојати, уколико је потребно, да се један такав не­
посредно добијени израз за Ф(х) трансформише у извесну експлицитну 
комбинацију познатих функција, у неки одређени интеграл, итд. 

Дру'iи случај. -Позната је, у било ком аналитичком облику, фун­

кција.f(х), чији непознати развитак у ред 

(24) 

има чланове низа Mk за коефицијенте и полупречник r холоморфно­
сти око тачке х =О веhи од нуле. 

1. Размотримо најпре случај целих бројева Mk који допуштају 
униформни сйекШрални ршuам hk = h (случај ограничених низова Mk, 
или неограничених низова Mk чији чланови не расту бесконачна), па 
помоhу фактора ek који се односе на ове бројеве Mk формирајмо (уко­
лико је могуhе) функцију 

(25) 

Сйеюuралну ieнepmupucy чиниhе Шаgа израз 

(26) Ф(х) = \f'(lO-'' х), 

а спектар he бити 

(27) 

Када су бројеви Mk реални и истог знака, или комплексни и са ре­
алним и имагинарним делом истог знака, функција ... своди се [до на 
један фактор \f'(x)] на{( х); ако су они реални и наизменично позитивни 
и негативни, биће \f'(x) =/(-х); ако су имагинарни, са позитивним реа­
лним и негативним имагинарним делом, имаће се \f'(x) if(x), а у су­

протном случају \f'(x) = -i{(x); ако су реални, као и имагинарни делови 

наизменично позитивни и негативни, тада је .f(x) = -if(x), итд. 
Функција \f'(x) изражава се, уосталом, и то на различите начине, 

и одређеним интегралом примељеним на функцију.f(х) и на функцију 

(29) 
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(која зависи само од знакова реалних и имагинарних делова бројева, а 

ниуколико од њихових нумеричких вредности) •џщоморфну у кругу 

полупречника 1 и са центром у почетку. Ова последња функција своди 
се на 

или на 

1 
Л(х)=-, 

1-х 

1 
Л(х)=-, 

1+ х 

када су бројеви Mk реални и позитивни, односно наизменично пози­
тивни и негативни. 

2. Позабавимо се сада случајем Гйакво2 низа Mk ga V1Mk 1 не ра­
сГйе бесконачна са k (такав је случај сваког низа целих реалних или 
имагинарних бројева који фигуришу као коефицијенти развитка по 

степенима променљиве х неке функције .f(x) холоморфне у околини 
тачке х = 0). Низ тада допушта известан униформно убрзан ритам 
hk = h + ck, где су h и с цели позитивни бројеви, и за такав један ритам 
биће 

(30) 

Образујмо помоћну функцију 

(31) 

где Је 

(32) Л= 1 + 2h, 
с 

q = 10 2 ; 

она је цела трансцендентна функција од х која зависи само од конста­

нти h и с из израза за ритам и од знакова реалних и имагинарних дело­
ва бројева Mk са којима се заједно мењају бројеви ek. Важи следећа 
теорема: 

СйекГйрална 2енершuриса низа Mk, за риГйам hk = h + ck, gаГйа је 
изразом 

(33) 
2к [ .) 1 хе-1' Ф(х) =-Ј .f(pe1i)X - dt, 

2n 
0 

р 

zge р означава йроизвољну конаuанГйу чији је моgуо мањи og йолуйре­
чника р холоморфносГйи функције око Гйачке х = О. 
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Да бисмо то показали, сетиhемо се једне познате теореме о по­

тенцијалним редовима. Нека су редови 

(34) {/(х)= а0 + а1 х + а2х 2 + ... , 
<р(х) = Ь0 + Ь 1 х + Ь2х 2 + ... , 

конвергентни у круговима са центром у почетку чији су полупречници 

респективноги Јј;ред 

(35) 

тада има полупречник конвергенције најмање једнак Пi и суму једнаку 

вредности одређеног интеграла 

(36) 

где су х 1 и х2 било које две вредности које не зависе од t, имају модуле 
респективно маље од г и li задовољавају релацију х1 х2 =х. 

Ставимо 
k(k+l) 

-11,+--с 

bk=8k·10 2 

тако да ce.f(x) подудари са функцијом (24) а <р(х) са (31). Узимајуhи за 
х 1 било коју константну вредност р чији је модуо маљи од г а за х2 

х . 
вредност -,како Је li =оо, услови последље теореме су испуљени, па 

р 

he спектрална генератриса заиста бити дата изразом (33). Одатле, та­
кође, излази следеhе: 

Сйеюuар низа Mk са ршuмом ћk 11 + ck пogygapa се са нумери-
ЧЈ{ОМ вpegнmufiy ogpe/)eнoz ШllUezpaлa 

(37) 

независном од константе р уколико је модуо ове маљи од г. 
Изрази (33) и (37), у неким општим случајевима, могу бити заме­

љени другим изразима који су са љима еквивалентни. 

Тако се. уколико су сви бројеви м, реални, стављајући 

(38) !а= _llogпatiO 2 ~ 

!? = (2с + l1)a, 

1,151292 ... 
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(Ј. = е-аk'-ы 
(') k ' 

с обзиром на познату формулу 

e-ak' = 2 Ј е_,, cos 2kt.f;dt (k > О, а > 0), 
() 

29 

установљава да се спектрална генератриса за ритам 11, = Ј1 + ck изража­
ва формулом 

(39) Ф(х) 
2 Ј е_,, R(ax,~t)clt, 

() 

где константама а и ~ треба приписати вредности 

(40) 

и где R(г, <р) означава реалан део функције .f(гe'~'i). 
Приметимо такође да се, у случају позитивних и реалних бројева 

Mk, који се могу изразити одређеним интегралом облика 

,, 
(41) Mk =Ј uvkdt (k = 0,1,2, ... ), 

(/ 

где су и и 11 функције од t, спектрална генератриса изражава одређеним 
интегралом 

,, 
(42) Ф(х) =Ј u8(vx)dt, 

" 
где је ... позната цела трансцендента 

~ 

(43) 8(х) = Lqn1+Л.nxn, 
11=0 

при чему су константе Л и q дефинисане са (32). 
3. Узмимо у разматраље случај било каквог риLИ.ма са консйlанLИ­

ни.м убрзање.м. 
Формирајмо помоlшу функцију 

п=сю 

(44) ~(х) = L ellgi/X 11 + 8оМо, 
n=l 
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где је 

(45) 

СйекШралну 2енераШрису и caga йреgсШавља израз (33) а сйекШар 
формулом (37), йоg условом ga се у њима функција х(х) замени функ­
цијом ~(х). 

Претходне формуле примељују се на исти начин на ограничене и 

неограничене низ ове М k. 

6. Приказаћемо неколико једноставних примера спектралне гене­
ратрисе и спектра. 

Први йример.- Образовати спектралну генератрису ограниченог 

низа 

1, 2, З, ... , т, 

са униформним ритмом ћk = /1 сагласним са низом. Имамо 

тxm+l -(т+ 1)xm+l +х 
.f(x) =х+ 2х2 + 3х2 + ... + тхт = 

2 
, 

(1- х) 

па he генератриса бити 

т ·10-(111+2)/1 xm+2- (т+ 1) ·10-(m+l)il xm+l + 10-" х 
Ф(х) = . 

(1-10- 11 х) 2 

Спектар се добија као нумеричка вредност S израза 

1o<m+l)ll -(т+ 1)1011 +т 
Ф(1) = , 

10 11111 (1 о" - 1)2 

па имамо, на пример, за т= 9, 11 = 1, 

S = 
1010

-
102 + 9 =О, 123456789. 

109 . 92 

Дру'iи йример. - Образовати спектралну генератрису низа бином­

них коефицијената 

са униформним ритмом l1k = !1 сагласним са низом. Имамо 

.f(x) = (1 + х) 111 , 

а генератриса he бити 
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Ф(х) = (1 + 10-1
' х)"'. 

Спектар се добија као нумеричка вредност израза 

(10 1
' + 1)"' 

Ф( 1) - ~----'----
- 10"'1' ' 

па имамо, на пример, за т = б, /z = 2, 

s = 101
: = 1,061520150601. 

100 

Tpehu йример. - Посматрајмо неограничени низ 

31 

средљих биномних коефицијената, које се могу изразити познатом 

формулом 
1t 

( ~~1 ) = f uv"dt, 
о 

где је 

2 и=-, v=4cos2 t. 
n: 

Одавде се закључује да је 

и да је стога са овим низом сагласан униформно убрзани ритам hk = k. 
Спектрална генератриса за тај ритам је 

1t 

2 2 
Ф(х) = n: Ј 8(4xcos2 t)dt, 

о 

где је 
n;:;;oo 

8(х) = Lq"2+nx"' 
n=O 

а нумеричка вредност Ф(l) подудара се са спектром S овог низа и из-
носи 

S = О, 1020060020000700002520000924 ..... 
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ЧеШврШи йример. - Посматрајмо неограничени низ М11 чланова 

( 
1 )

2

" независних од х полинома 1 +х+~ за n = 1, 2, 3, ... ; ове бројеве изра-

жава позната формула 
1t 

м = J~t11 11 dt 
11 ' 

о 

где Је 

1 u = -, 11 = (1+2cost)2
• 

n 

Одатле се закључује да је М11 < 9" и да је, према томе, са овим ни­
зом сагласан ритам 11, = k. Спектрална генератриса са таквим ритмом 
биhе 

1t 

Ф(х) = ~ f e[(l+2cost)2 
x]dt, 

о 

где је 8(х) цела трансцендента из претходног примера, а нумеричка 

вредност Ф(l) подудариhе се са спектром S низа, чија је вредност 

s = 0,103007001900051000141 ... 

IП.- спектра са степенастим ритмом 

7. Дешава се да су, за посматрани низ позитивних целих бројева 
М1 , М2 , М3 , •. . , познате горње границе бројева њихових цифара, тако 

да: 

Сви чланови првог интервала допуштају као заједнички сагласан 

ритам униформни ритам 

(47) 

Чланови другог интервала допуштају униформни ритам 

(48) 
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Посматрајмо спектар S; првих i чланова 

( 49) 

низа М k и означимо са СЈ ранг интервала ( 46) у коме је садржан број i, 
тако да Је 

(50) 

што значи да крајњи цео број М; има највише р" цифара. Низ ( 49) 
имаће онда спектрални ритам дат једнакостима (47), (48), ... , при чему 
првих m1 - l спектралних одсечака има исти ритам ћk = р 1 , следећих 

m2 - т1 одсечака има исти ритам l1k = р2 , ... Овакав спектар S; је сйек­
й1ар са аuейенасй1им рщuмом. 

Цео број 

који за сваку вредност индекса k представља укупан број цифара у низу 
цифара 

(51) 

где је Gi нумеричка група (z) која се односи на цео број Mi и има ри­
там ћk једнак одговарајућем броју р, одређује се на следећи начин: 

1. Како за први интервал (46) важе једнакости (47), цео број 

има укупан број цифара једнак (m1 -l)p1• 

2. Будући да за други интервал (46) важе једнакости (48), број 

има укупан број цифара једнак (m2 - m1)p2 . 

З. Цео број 

има укупно (m3 - m2 )p3 цифара, итд. 

Најзад, цео број 

имаће укупно (i- mq-l + 1) цифара. 
А како се цео број (51) записује кад се напишу један за другим q 

целих бројева Q1, Q2 , ... , Qq, укупан број његових цифара биће једнак 
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ОДНОСНО 

(52) 

где Је 

(53) Lq = (р2- Pr)mr + (Рз- P2)m2 + ... + (pq- Pq-r)mq-I + Pr- Pq· 

Рекурентна формула 

(54) 

олакшава узастопно нумеричко израчунавање бројева L;. 
Тако се долази до следеhег правила. 

Изложилац fl(k = 1,2, ... ,i), који фи2урише у изразу за сйекШрал­
ну 2енераШрису 

низа Mk, са сШейенасШи.м низо.м hk = р 1 ,р 1 ,р 1 , ••• , gаШје фор.муло.м 

(56) 

2ge се Pq и Lq не .мењају за све чланове Mk чији инgекс йрийаgа q-Шо.м 
инШервалу ( 46). 

Како, према претходном, 

од k = 1 до k = m1 - 1 имамо Pk = kp 1 - L1, 

од k = m1 до k = т2 - 1 имамо Pk = kp2 - ~, 

од k = m2 до k m3 - 1 имамо Pk = kp3 - Lз, 

то, ако се стави 

ЧЈr(х) = М1х+М2 х 2 + ... +М1111 1xm 1
-

1
, 

(57) 
<р 2 (х) = М1111 Х+М1111 + 1 х 2 + ... +М1111 _ 1 Х 1112 - 1 , 

( ') - м . +м ,2 + +м .111] 1 ЧЈз Х - m,x m,+2X ... mз-IX ' 

2енертТ!риса (55) биће gтТ!а изразом 
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Први члан десне стране даје, за х= 1, спектар низа (M1, ... ,Mm,-l) 
са униформним ритмом lz, р 1 ; збир прва два члана даје спектар низа 
(М 1 ,М2 , ••. ,М11, 2 _Ј са степенастим ритмом /11 = р 1 и /z2 = р2 , ••• 

8. Спектар има нулйlу gисйерзију кад нема тамних делова, тако да 
се спектралне групе додирују без узајамног преклапаља. Такав би био, 
на пример, спектар 

123456789 10 11 12 13 ... 

низа природних бројева; или спектар 

1 2 4 б 24 120 720 5040 4320 362880 

првих девет факторијела, итд. 

ГенераГйриса сй.екйlра са нулГй.ом gисй.ерзијом gобија се й.рименом 

й.равила из й.рей1хоgно2 йара'iрафа, й.оg условом ga се бројевима р 1 , р 2 , 

р3 , ... смайlрају йlачни бројеви цифара целих бројева Mk. 
Тако, на пример, за спектар са нултом дисперзијом низа 1, 2, З, 4, ... 

имамо м,= k и 

m1 =10, m2 =102
, m3 =103

, •.. , 

Р1 = 1, Р2 = 2, Рз = З,···, 

са 

Lq = 10'1-
1 + 10''-2 + ... + 10 + 1- q = 111 ... 1- q, 

где q означава број цифара целог броја Mk на коме се низ завршава, 
при чему је број јединица у цифарском запису 111 ... 1 једнак q. Тако се 
добија: 

L1 =О,~= 9, L3 = 108, L4 = 1107, L5 = 11106 ... 

Важи, уосталом, рекурентна релација 

Lq+l = Lq + 10q -1, 

а једна вредност Lq не мења се за све чланове низа Mk са q цифара. 
Полиноми (57) сада су дати општом формулом 

која излази из онога што претходи и из познате формуле која изража­

ва полиноме чији су коефицијенти чланови аритметичке прогресије. 
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ГЛАВА Ш 

ГЛАВНА СПЕКТРАЛНА КАРАКТЕРИСТИКА 

I. - Дефиниција 

9. Оно што претходи чини очигледним улоге које играју следеће 
две функције 

(59) 

(60) 

у формираљу генератрисе спектра датог низа целих бројева Mk. 
Функција (59) зависи само од вредности низа, а ниуколико од рит­

ма посматраног спектра. Друкчије речено: она зависи од састава спек­

тралних пруга и независна је од начина на који су пруге распоређене у 

спектру. Ова функција, за посматрани низ Mk, не мења се од једног до 
другог спектра; она he стога бити названа 'iлавном сйекйlралном кара­
кй1ерисй1иком спектра. 

Томе насупрот, функција (60) зависи од распореда пруга спектра 
бројева Mk, као и од знакова реалних и имагинарних делова тих бро­
јева, али не зависи од бројних вредности ових делова. То је разлог што 

ћемо је назвати квалшТtай1ивном караюuерисйlиком спектра. 

У овој глави, бавићемо се главном спектралном карактеристи­

ком. Ова функција своди се на полином чији су коефицијенти цели 

бројеви за ограничене спектре; она представља степени ред са целим 

бројевима за неограничене спектре. 

У великом броју случајева ова функција се изражава у коначном 

облику помоћу познатих функција. Тако, на пример: 

1. за низ међусобно једнаких целих бројева М, она је дата изразом 

xm+l -1 Мх 
f(x) =М или f(x) = -, 

х-1 1-х 

према томе да ли је низ ограничен или неограничен; 

2. за низ целих бројева који се почев од неког ранга периодично 
репродукују, карактеристика је рационална функција од х са целим ко­

ефицијеюТtима: ако се са n означи број чланова Mk непериодичног дела 
а са т број чланова периода посматраног низа, карактеристика he бити 

ј'(х) = Р(х) + Q(x) , 
· 1-х111 
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где су Р и Q полиноми 

Р(х) = М1х + М2х2 + М11 х", 
Q(x) = М x"+l + М .х-"+2 + М .x·"+m. 

n+l n+2 n+m ' 

З. за неки низ целих бројева који представља аритметичку прогре-

СИЈУ 

А+В,А+2В,А+3В, ... , 
имамо 

. Ах Вх 
/(х)= 1-х + (l-x)2 ; 

4. за низ целих бројева који представља геометријску прогресију 

имамо 

5. за низ Mk, где је 

АВ,АВ2 ,АВ3 , ... , 

АВх 
f(x)=--; 
· 1-Вх 

м k k k 
k = Р1 + Р2 +···+Р п" 

при чему су Pi дати цели бројеви, биhе 

.f(x) = R(x)- т, 

1 Р'(х) 
где R(x) означава резултат замене променљиве х са - у изразу х--, 

х Р(х) 

у коме је Р(х) полином степена т 

6. за низ 

имамо 

7. за низ 

добија се 

(х- Pl)(x- Р2) ... (х- Рт); 

.f(x) = (1 +х)"; 

(6}(7}(~}(~). ... , 
1 

.f(x)= ~· 
-v 1- 4х 

У неким другим случајевима, карактеристика се изражава одре­

ђеним интегралом у коме фигуришу познате функције. 
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Тако се за низ факторијела 

1!,2!,3!, ... ,m! 
добија 

Ј~ _ (xt)m+l -. xt 
.f(x) = е 1 dt; 

xt -1 
о 

а за неограничен низ 

Mk = (2kk)2 (k = 1,2,3, ... ), 

имамо 

~ 

2 Ј dt f(x) = -1 +- dt. 
· Jt 0 ~(1-t2 )(1-16xt2 ) 

Правила која излажемо у следеhем параграфу знатно проширују 

област случајева у којима се карактеристика добија у експлицитном 

облику. 

П. - Правила за образоваље главне спектралне карактеристике 

10. Нека су 
/(х)= М0 +М 1х+М2х 2 + ... , 
.f1(x) =М~ +М~х+М~х2 + ... , 

спектралне карактеристике редом два низа Mk и М{ са реалним или 
имагинарним, позитивним или негативним члановима, и нека је Л било 

који фиксиран цео број. 

ПРАВИЛО I.- Низ 

М~ ±Л,М 1 ±Л,М2 ±Л, ... 

има за карактеристику функцију 

f(x)±Лxm-I или .f(x)±~, 
· х-1 1-х 

према томе да ли је низ ограничен и са т чланова или је неограничен. 

Тако се, у случају када су сви бројеви М" реални и позитивни и на­

лазе се између фиксираних целих позитивних бројева А и В, ограничен 

или неограничен ред 



НУМЕРИЧКИ СПЕКТРИ 39 

гдеје flk =Мk-А,истога 
о::::; flk ::::; в- А, 

изражава помоhу функције /(х) на начин који прописује ово правило. 

Заиста, како низ fik има униформни спектрални ритам hk = h, где је 11 
било који цео број који није мањи од log(B-A), главна карактеристика 
низа flk може се написати у облику 

ј'( х)- А xm - 1 или ј( х)- ___:':L. 
· х-1 1-х 

и даје, кад се у њој х замени са 10-1
' х, спектралну генератрису овог 

низа за ритам l1k = 11. 

ПРАВИЛО П. - Низу ЛМ0 :АМ1 ),М2 , одговара карактеристика 

Лј(х). 

ПРАВИЛО III.- Низу М0 ,М1 Л,М2Л2 ,М3Л3 , ... одговара карактерис­
тика ј(Лх). 

ПРАВИЛО IV.- Низу М0,М1 ,2М2 ,3М3 ,4М4 , ... , одговара каракте­

ристика х,{'(х); низу М0 , М1 , 22 М2 , 32 М3 , 42 М4 , ... одговара 

ПРАВИЛО V.- Низу 

одговара .f(x) . 
1-х 

x 2.f"(x) + x 3.f'(x); 

ПРАВИЛО Vl.- Низу N0 ,N1,N2 , ... , где је 

N
11 
=(п+ l)M0 + nM1 +(n -1)М2 + ... +2Mn-1 +Мо, 

одговара .f(x) 
(1- х) 2 

ПРАВИЛО VII.- Низу М1 - М0 ,М2- М1 ,Мз- М2, ... одговара 
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.f(x)- .f(O) _ f(x). 
х 

ПРАВИЛО VIII. - Низу Lt), L1, ~, ••• , где је 

а а0,а 1 , ... ,аР су било какви фиксирани бројеви, одговара 

( 
а 1 а2 аР) а0 +-+-

2 
+ ... +- .f(x). 

х х хР 

ПРАВИЛО IX.- Низу М0 ±М(,,М1 ±М{, ... одговара 

Ј( х)± ,t; (х). 

ПРАВИЛО Х.- Низу М0М[,,М1 М{,М2М~, ... одговара, као каракте­
ристика, један или други од одређених интеграла 

2~ y.f(pe'i).fj(xe-ri )dt, 
() р 

2~ Y.r( xe-ri) .fi (ре';) dt, 
() р 

где је р произвољна константа модула мањег од полупречника холо­

морфности функција.fи .f1 око тачке х= О (видети § 5). 
ПРАВИЛО XI.- Низу м(;,м?,М], ... одговара, као карактеристи­

ка,интеграл 

који се може написати у реалном облику 

2л: 

1 f\jf(~,t)dt, 
2n 

0 

где \јf(г,<р) означава модуо од .f(pe'~';). 

ПРАВИЛО XII.- Ограниченом низу М(;,М{', ... ,М/;. (где је р дати 
позитиван цео број) одговара, као карактеристика, полином ЈР(х) сте­

пена р дефинисан рекурентном формулом 
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(61) 
{ 

21r ( . Ј 1 · хе-ин 
Jk =-Ј Ј! (сk-!еин )Jk-1 --- c/tk-1 

2тс 
0 

с,_ 1 
(k = 2, 3, ... , р; ci = const.) 

са 

хт+! -1 
Ј0 (х) = , Ј1 (х) = .f(x). 

х-! 

Заиста, корак по корак, налази се, с обзиром на теорему наведену 
у параграфу 5, 

Полином Ј"(х), уосталом, експлицитно се изражава у облику 
једног вишеструког интеграла реда р-1: 

где је 

F- = f'(c eitt )f'(c ei'2 ) ... f'(c._ eitн )f(xe-i<tt+t2+ ... +tн))· 
", . 1 . 2 . k, . се с 

1 2... k-1 

ГЛАВАIV 

КВАЛИТАТИВНА СПЕКТРАЛНА КАРАКТЕРИСТИКА 

11. Функција 

(73) 

где је ek један од четири броја 1, -1, i, -i, названа квалиШаШивно.м ка­
ракШерисШико.м посматраног спектра, зависи само од знакова реалних 

и имагинарних делова елемената спектра и од ритма према коме је спе к­

тар образован. То је степени ред чији су коефицијенти рационални 

бројеви са модусима једнаким степенима броја 10 са негативним целим 
изложи оцима. 

За ограничен низ М k ова функција се своди на п олин ом чији кое­

фицијенти имају за модуле степене броја 10 са негативним целим изло­
жиоцима. За случај неограничених низова може се доказати следеhа 

теорема: 
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Квалиiйаiйивна сйекiйрална каракLuерисiйика која ogzoвapa не­
ком нейрекиgно убрзаном риiйму, йо било ком закону, йреgсiйавља хи­
йерiйрансценgенiйну целу функцију независно йроменљиве х, Шј. целу 

функцију која не заgовољава нијеgну gиференцијалну јеgначину кона­
чноzреgа 

(74) ' (. dy d
2
y ) -F х,у,-,--2 , ••• -О, 

dx dx 

алzебарску йо х, у и извоgима функције у йо х. 

Заиста, у случају таквог ритма имамо 

11 1 < /12 < 113 < ... , 
и стога 

где је lk позитиван цео број, који се мења или не мења са k, али, што је 
битно, свакако је различит од нуле. Дакле, 

и стога 

Функција ~(х) је, дакле, дефинисана редом 

~(х)= а0 +а 1х+а2х 2 + ... 

чији је општи коефицијент <Х 11 рационалан број облика 

(75) = В lO-ni11-[(n-l)/1 +(n-2)/2 + ... +/"_ 1] 

а" " . 

Како су сви бројеви 111 различити од нуле, то, ако се са 1 означи 
цео позитиван број који није веhи од најмањег од бројева z,, имаhе се 

(76) n/11 +(п -1)/1 +(п 

што значи да је ~(х) заиста цела функција. 
Међутим, г. Поља4 је доказао да цела функција дефинисана редом 

4 G. Polya, Йhсг das Am\'acl1scп \'оп .~attzcn Funktionen dic сiпсг Dijjeгcntial,~leiclmn,~ 
.~епz'(џп, Viertcqahrscl1rift dcr Naturfoгsel1. Geselscl1uft in ZUrich, Jahгg. 51, 1916, рр. 531-545. 
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чији су коефицијенти рационални бројеви и за коју израз 

(77) logla 11 1 
n (logn)2 
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не остаје ограничен кад n бесконачна расте - не може бити решеље 
једначине (74). 

Због неједнакости 

(78) 

имамо 

< [ п(п-1) Ј log la 11 1_- n/11 -

2 
1 , 

тако да је израз (77) г. Поље за функцију ~(х) по апсолутној вредности 
веhи од 

(logn) 2 ' 

па стога тежи ка- оо кад n бесконачна расте, што доказује теорему. 

Очигледно је да теорема остаје у важности ако је убрзаље ритма 

hk, уместо да буде непрекидно веh од првог члана h1, такво тек почев 

од неког ранга k > 1. 
Благодареhи неједнакости (78), уобичајени поступци опште тео­

рије целих функција, а посебно метода г. Адамара, могу се лако при­

менити на проучаваље различитих својстава функције ~(х) (начин ра­
шhеља, густина нула, границе варираља за дате интервале, итд.). 

У случају униформно убрзано2 ритма hk = h + ck квалитативна 
спектрална карактеристика је цела функција 

~(х)= Х (~х), 

где је х(х) трансцендента 

n::::.oo (' 

Х(Х) = :L.,ellq111 х", q = 10 2 

н=О 

_"_!;_ 
а ~је константа 10 2 • Ова последља функција, у случају када су знаци 

реалних и имагинарних делова исти за све члан ове низа М k, своди се 

на добро познату трансценденту из теорије елиптичких функција 
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n=OQ 

е(х) = :L,л"2 х". 
11=0 

Као што је познато5, то је функција нулШо2 poga, а. такве су и 
љене линеарне комбинације са полиномима. Нуле функција е(х) расту 

CIJ 

са љиховим рангом бар истом брзином као 10 2 , а исти је случај са ко­
ренима једначине е(х) = R(x), где је R било која рационална функција. 
Модуо функције е(х) расте, за позитивно х које бесконачна расте, бе­

скрајно спорије него функција 
(logx) 2 

е с 

теорија елиптичких функција доводи чак до прецизније неједнакости 

(logx) 2 

le(x)l< Ае Zc , 

где је А позитивна константа б. 
Но, како је униформно убрзани ритам сагласан са низом коефи­

цијената сваког реда са целим коефицијентима и са полупречником 

конвергенције који није нула, види се да се трансцендента е (х) појав­

љује као квалитативна спектрална карактеристика у образоваљу спек­

тара коефицијената сваког конвергентног Тејлоровог реда чији су кое­

фицијенти позитивни реални цели бројеви, или цели негативни, или 

наизменично позитивни и негативни цели бројеви, као и у неким дру-
. . . 

гим случаЈевима у КОЈИМа постоЈИ извесна правилност у погледу знако-

ва коефицијената. Трансцендента х (х) интервенише, уосталом, какви 

год да су цели коефицијенти, реални или имагинарни, и ма какви били 

знаци љихових реалних и имагинарних делова. 

Како су коефицијенти уз степене променљиве х у х (qx) и е (qx) 

рационални бројеви, ове две функције свакако испуљавају услове тео­

реме г. Поље, па су стога хипертрансцендентне функције. 

У случају ритма са paciПyhuм убрзањем, квалитативна спектрална 

карактеристика ~(х), иначе увек цела хипертрансцендентна функција, 

представља степени ред са коефицијентима који опадају бар истом 

брзином као коефицијенти функције е (х). За ритам са консШанШним 

убрзањем pega р, ред ~(х) има општи коефицијент 

5 Ј. Hadamarll, Etuclrs suг lrs pmpгietes des .fimctiol1s tl1tieгes ete11 paгticulicг сl'и11с 
.frmctiol1 consicleгee раг Biemann, р. 21 О. 

б Ј. Hallamaгd, Јос. cit., рр. 17<Ј cl 202. 
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где је P(rz) полином степена р + 1 по n који узима позитивне вредности 
за све позитивне целе вредности n. 

Познато је да је трансцендента 8 (х) која одговара случају р = 1 у 
тесној вези са 8 функцијама теорије елиптичких функција: 8 функције 
у правом смислу речи су експоненцијални редови чији је експонент 

полином gpy2o2 аuейена у односу на ранг члана, што је околност која 
успоставља, на пример, познати однос између теорије ових функција и 

аритметичке теорије квадратних форми. 

Слично томе, трансценденте ~(х) које одговарају вредностима 

р = 2, З, 4, ... у вези су са 8 функцијама вишег реда, дефинисаним експо­
ненцијалним редовима чији је експонент аuейена вшие2 og 2 у односу 
на ранг члана. Ове функције биле су предмет значајних истраживања 

г. Апела?. 

ГЛАВА У 

ВЕЗА ИЗМЕЂ У НИЗА ЦЕЛИХ БРОЈЕВА И ЕЛЕМЕНАТА 

ЊЕГОВИХ СПЕКТАР А 

12. У ономе што следи подразумеваhе се да се, као што је уобича­
јено, ранг цифара које образују цео део неког броја броји здесна на­
лево, а ранг децимала, као и ранг чланова низа, слева надесно. 

Ако је спектрални ритам l1k дат, веза између низа целих бројева и 
елемената спектра, као и веза између главне спектралне карактеристи­

ке и самог спектра, могу се сажети у следеhа правила. 

ПРАВИЛО I. - Кад је позната главна карактеристика у облику 

са коефицијентима чије су бројне вредности познате, за сваки цео број 
Mk образоваhе се његова нумеричка група Gk, а помоhу ових група 
написаhе се број 

овај број he представљати спектар бројева М k са ритмом hk према ко­
ме су формиранегрупе Gk. 

Тако he се, на пример, за карактеристику 

7 Р. Appell, Sur /es j'onctions 8 de degгes supaieures, Comptes rendus Acad. sc., t. 153, 
19ll,pp.584-587;617-618. 
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и за униформно растући ритам l1k = 1 + k, добити 

G0 = 1, G1 = 12, G2 = 066, G3 = 0220, 

G4 = 00495, G5 = 000792, G6 = 0000924, 

па ће спектар бити 

s = 1, 120660 220 004950 007920 000 924. 

БРОЈНИ СПЕКТРИ 

ПРАВИЛО П. - Кад је позната главна спектрална карактеристика 

у било ком облику који не претпоставља познаваље бројних вредности 

коефицијената Mk, спектар бројева Mk образоваће се помоћу спек­
тралне генератрисе Ф(х): спектар ће се тада подударити са вредношћу 

S = Ф(l); а ограничен низ њених децимала даће одређени одсечак спек­
тра. 

Тако ће се, за карактеристику 

/(х)=(1+х)9 

10 биномних коефицијената ( ~) и за униформни ритам h =З, имати 

ф ( . ) = (1 оо о + х) 9 

х 27 ' 10 

а спектар ових коефицијената биће 

s = 1002;
9 

= 1,009 036 084126126084036009001. 
10 

ПРАВИЛО Ш. - Спектрална група која одговара члану М0 поду­
дара се целим делом нумеричке вредности Ф(l); пруга која одговара 

члану Mk подудара се са групом значајних цифара броја Ф(l), која по-
чиње 

(11 1 + l1 2 + ... + l1н + 1)-том 

и завршава се (/1 1 + /1 2 + ... + !Jk )-том децималом броја Ф(l); п-та линија 
( бројећи здесна налево) пруге која одговара члану М k подудара се са 

(/1 1 + 17 2 + ... + 11, -n+ 1)- вом децималом 
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броја Ф(1). 

У случају униформног ритма l1k -!1, пруга која одговара члану М k 
подудара се са групом значајних цифара броја Ф(1) која почиље 

[ (k -1)/7 + 1) -вом и завршава се k/I-том децималом броја Ф(1); n-ту лини­
ју ове пруге представља (klz -n+ 1)-ва децимала. 

У случају униформно убрзаног ритма ћk = 17 + ck, ова пруга почи-

[ 
k(k -1) Ј [ k(k + 1) Ј ње 

2 
с+ (k -1)/7 + 1 -вом и завршава се 

2 
с+ kћ -том 

де-цималом броја Ф (1); његова п-та линија подудара се са 

[ k(k 
2
+ 1) с+ kl7- п+ 1 Ј децималом. 
На пример, у примеру у вези са правилом П, четврту пругу чини 

група значајних цифара броја С која почиње десетом а завршава се 
дванаестом децималом: то је, према томе, 126. Другу линију шесте пру­
ге чини седамнаеста децимала броја S: то је, дакле, 8. 

ПРАВИЛО IV. - Посматрајмо у низу позитивних целих бројева 

нумеричке интервале У1 , У2 , У,, ... , где је Yk интер вал који почиље целим 
бројем /~ 1 + h2 + ... + ћн + 1 а завршава се бројем 171 + 1~2 + ... + l~k; п-та 
децимала броја S = Ф(1) једнака је (/11 + 172 + ... + ћk- п+ 1) цифри ну­
меричке групе Gk чији индекс k је индекс интервала У који садржи п. 

У случају униформног ритма l1k - ћ, интервал Yk почиље целим 
бројем (k- 1) 17 + 1 а завршава се бројем kћ; п-та децимала броја S поду­
дара се са (kћ- п+ 1)-вом цифром групе G чији индекс је индекс интер­
вала КОЈИ садржи п. 

У случају униформно убрзаног ритма, интервал Yk почиље целим 

бројем[ k(\+ 1) с+ (k -1)17 + 1Ј а завршава се целим бројем [ k(\+ 1) с+. 

+ kћ]; п-та децимала броја S подудара се са [ k(\+ 
1
) с+ k -n+ 1 Ј циф­

ром одговарајуће групе Gk. На пример, за ритам hk = ck, интервал У; 

почиље бројем 1 и завршава се бројем с; У2 почиље бројем с + 1 а завр­
шава се бројем Зс; Уз почиље са Зс + 1 а завршава се са бс; У4 почиље 
са бс + 1 и завршава се са 10 с, итд. 

ПРАВИЛО V.- Првих k + 1 коефицијената главне спектралне ка­
рактеристике f(x) одређује у потпуности цео део и низ Pk = 111 + h2 + 
... + hk првих децимала броја S: овај главни део добија се кад се испишу 
једна уз другу одговарајућих k нумеричких група G1G2 ••. Gk. 
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У случају униформног ритма l1k = l1, првих k + 1 коефицијената 
функције .f(x) одређује цео део и првих k/1 децимала. 

У случају униформно убрзаног ритма ћk = 11 + ck, ови коефицијен-

. k(k+l) 
ти одређују цео део и првих с + ћk децимала. 

2 

ПРАВИЛО VI.- Цео део и низ првих Pk децимала броја S одређују 
у потпуности k + 1 првих коефицијената карактеристике.f(х). 

Ако се низ sk ових децимала подели у узастопне одсечке образо­
ване, прва од l11 првих децимала, друга од 112 следеhих децимала, итд., 

коефицијент М" функције .f(x) (уколико се апстрахују знаци његовог 
реалног и имагинарног дела) подудара се са групом значајних цифара 

р-тог одсечка. Друкчије речено, овај коефицијент представља пруга 

спектралног одсечка која почиње (111 + l12 + ... + 111'_ 1 + 1) и завршава се 
(111 + 112 + ... + I1P) децималом броја S. 

13. Да би се могао, на основу броја S датог у својству спектра не­
ког непознатог низа целих бројева М0 ,М 1 ,М2 , ... , реконструисати сам 

тај низ -потребно је и довољно да је још познат један скуп (D) ква­
лиШаШивних йоgаШака који се прикључују претходном а који допушта­

ју да се прецизира: 

1. закон сйекШралноz puiii.мa; 
2. скуй а k знакова реалних gелова целих бројева М k· 

Закон ритма l1k омогуhује познавање, уз помоh правила Ш из пре­
тходног параграфа, узастопних пруга спектра S, па самим тим и целих 
бројева N0 ,N1,N2 , ... везаних за бројеве Mk релацијом 

Nk = ekмk, 

где је ek онај од четири броја 1, -1, i, -i који, с обзиром на одговарајуhе 
знаке cr k, одговара броју М k; бројеви М k биhе онда потпуно дефини­
сани овом последљом релаЦИЈОМ. 

ГЛАВА VI 

СПЕКТАР СХВА ЋЕН КАО ДЕЦИМАЛНИ БРОЈ 

14. Очигледно је да спектар који производи нека карактеристика 
.f(x) не може бити цео број, сем кад се .f(x) своди на константу; он не 
може имати оzраничен број gеци.мала уколико се .f(x) не своди на пали­
нам по х. 
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Исто тако је очигледно да, кад је карактеристика .f(x) рационална 
функција од х, а спектар има било какав униформни риСйдАt сагласан са 

љеговим елементима, тада је тај спектар рационалан број и представ­

ља, према томе, периодички децималан разломак, прост или мешовит. 

Кад год је /(х) алгебарска функција од х, спектар са таквим ритмом је 
алzебарски број. 

Али, ово није обавезно случај кад спектрални ритам није уни­

форман: сйек{йар који и.ма gовољно убрзан риГйдАt ga њеzова gисйерзија 
paaue gocLТta брзо са ранzом сйекLТtралних оgсечака - ШрансL(енgеюТtан 

је број. 

Заиста, сетимо се једне познате теореме г. Мајеа из теорије тран­

сцедентних бројева8. 
Нека је Ь било који фиксиран цео број; m1,m2 ,m3 , ... реални пози­

тивни или негативни цели бројеви који су по апсолутној вредности 

мањи од Ь и међу којима је бесконачна много различитих од нуле; 

\ј! 1, \ј! 2 , \ј! 3 , ..• позитивни цели број е ви, такви да ј е 

и да \ј/ 11 бесконачна расте са n. Функција 

где Је 

А= т" 
11 

b\jf 1 \ј! 2 •.. \ј! 11 , 

цела функција која за рационално (чак и за алгебарско) и од нуле раз­

личито х узима само трансцендентне бројне вредности. 

Посматрајмо онда неки бесконачан низ М0 ,М 1 ,М2 , ... целих бро­

јева og којих нијеgан нема више og 1 цифре, и узмимо да је у претходној 
теореми 

т Q м ь = 101• k = vk k• 

Функција <р(х) подудариће се са спектралном генератрисом низа 

Mk која одговара ритму (са њом сагласним) 

са h1 = \ј/ 1 , јер је тада 

8 Е. Maillet: /ntгaduction д !а theoгie des потЬгеs tгanscedants Paris, Gauthier-Villars, 
1906, рр. 20-22. 



50 БРОЈНИ СПЕКТРИ 

А = е"м" = е"м" 8 м 
11 1 1 1 1 = ,,g/1 11' 10"" 10'1+l,+ ... +l" 

Спектар бројева М k са ритмом l1k подудара се, дакле, са вредно­

шћу <p(l), па стога йреgаТtавља ШрансценgенШан број. Према теорији 
трансцендентних бројева, ова трансцендентност проистиче из присус­

тва бесконачна много низова нула које раздвајају значајне децимале 

спектра и чија ширина бесконачна расте са рангом низа. Друкчије ре­

чено: ШрансценgенШноаТt сйек~uра йоШиче og брзоl. рашhења њеl.ове 
gисйерзије са ранl.ом сйеюТtралних оgсечака. 

За низ М k који чине цели бројеви са само једном цифром, спектар 

који, на пример, има ритам l1k = (k -l)(k -1)! трансцендентан је број. 
Али ШрансценgенШан каракй1ер није йовезан искључиво са сйек­

Шрима низова целих бројева са оl.раниченим бројем цифара. То се 

може показати помоћу једне друге теореме о трансцендентним броје­

вима, која такође потиче од г. Мајеа9 и која гласи: 
Нека је Ь било који фиксиран цео број и нека је стављено 

_ /Ј~-1.11 _ 11 
bk,ll - ь , са ьl,/1 - ь ' 

тако да је 

Ь = Ь 1'" Ь = Ь 1'''" 2.п ' 3.n 

Нека су затим р и cr два фиксирана позитивна реална цела броја и 
Ао, А1 , А2 , •.. низ целих бројева (реалних или имаrинарних, позитивних 

или негативних) таквих да, за одређену вредност р већу од 2, за сваки 
индекс n важи 

IA11 1::; Ь~ 11 • 

Према теореми коју имамо у виду, ред 

где Је 

b-pll 
\1)1/ = J',fl' 

представља целу функцију која за рационално и од нуле различито х 

узима само трансцендентне вредности. 

Посматрајмо онда бесконачан низ реалних или имагинарних це­

лих бројева М0 ,М 1 ,М2 , ... чији број цифара са рангом може расти оно­

лико брзо колико се хоће, и одредимо два цела позитивна броја р > 2 и 

9 Loc. cit., стр. !05. 
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cr тако да број 10"_ 1•11 расте бар истом брзином као број цифара броја 
М" и да је за сваки индекс n 

Кад се стави у претходној теореми 

функција .f(x) he се подударити са спектралном генератрисом низа 
која одговара ритму 

са h1 = 10". 1, јер је тада 

ем 
А И' = " " = 8 11 g11M 11 • " " 10111 +l12 + .. +l1" 

Како вредност <р(1) представља спектар бројева са ритмом hk, тај 
спектар је Шрансценgеюuан број. 

ТрансценgенШносШ Шако образованих сйекШара у cyutШuнu йо­

Шиче og gисйерзије сйекйlра, шйlо је ефекйl велико2 убрзања сйекйlрал­
но2 рийl.ма; она није ни у каквој вези са бројним вредностима целих 

бројева који формирају пруге спектра, ни са начином њиховог рашhе­

ња са рангом. 

Али йореg йlаквих сйекйlара, који йрийаgају класи Лиувилових 

йlрансценgенйlних бројева. има бесконачна много других који такође 

представљају трансцендентне бројеве, а да при том имају слабу или 

чак нулту дисперзију и спор или штавише униформан ритам. Довољно 

је подсетити на спектар, са било којим униформним ритмом, низа це­

лих једноцифрених бројева који се подударају са узастопним децима­

лама броја е или броја n; овај спектар не припада Лиувиловој класи. 
Трансцендентност спектра може, дакле, потицати: 1. само од ње­

гове дисперзије; 2. од састава спектралних пруга; 3. истовремено од ње­
гове дисперзије и од састава његових пруга. 



ДРУГИ ДЕО 

ЈЕДАН НА ЧИН ДОВОЋЕЊА У ВЕЗУ 
ФУНКЦИЈА ЈЕДНЕ ПРОМЕНЉИВЕ 
И НИЗ ОВА ЦЕЛИХ БРОЈЕВА 

I.- Трансформације ~ [.f] и функције (Е) 

15. Међу различитим могуhим начинима успостављаља везе из­
међу неке функције .f(z) једне променљиве и неког низа целих бројева, 
један би се састојао у успостављаљу извесне кореспонденције између 

функције .f(x) и једног степеног реда 

чији су коефицијенти целц бројеви, тако да је од два члана ове коре­

спонденције, функцијаf{z) и низа Mk, један одређен кад је други дат. 
Да бисмо скратили изражаваље, потенцијалне редове са целим 

коефицијентима чији полупречник конвергенције није нула назваhемо 

реgовим.а (Е). Функције једне променљиве које се могу приказати та­

квим редовима биhе назване фун.кцијам.а (Е). А за полиноме са целим 

коефицијентима реhи hемо да су йолин.ом.и (Е). 
Међу различитим начинима ефекiiiивн.е реализације кореспон­

денције између функција f(z) и редова (Е), један се састоји у Шран.с­
форм.исању, познатим скупом операција, функције{(:::) у ред (Е), при 
чему извршена трансформација успоставља одређену узајамну коре­

спонденцију између елемената који одређују функцију .f(z) и низа ко­
ефицијената реда (Е). 

Назваhемо онда Шрансформацијом ~ [.f] са2ласн.ом са йосмаШра­
ноАi функцијом .f( z) сваку трансформацију која се изводи помоhу 

. . 
ограниченог или неограниченог скупа операциЈа и КОЈа, примељена на 

f(z), испуњава поменуте услове. 
На пример, трансформација 

t.[I] = Л-i logz) 
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сагласна је са функцијом 

која ову претвара у ред (Е) 

2: 2 
- 3iz3 + 4z 2 + ... ; 

трансформација 
= 

L'. [I] = f e-1/(zt)dt 
о 

сагласна је са функцијом /(:) = е 111: (где је т цео број), коју она транс­
формише у ред (Е) 

трансформација 

у сагласности је са функцијом I(z) дефинисаном потенцијалним редом 
облика 

1/== м 

I(z)=I, 11 
Z

11
, 

n=O п(п + 1) 

(при чему су М11 цели бројеви, константни или променљиви са n), коју 
она претвара у ред 

трансформација 

где су у 1 и У2 два погодно одређена цела броја, сагласна су са сваком 
ал'iебарском функцијом која се може развити у степени ред чији су ко­

ефицијенти рационални бројеви, итд. 

П. - Трансформације L'. [I] повезане са одређеним категоријама 
функција 

16. Операције којима се изводи нека трансформација L'. [!] беско­
начна су разноврсне, чак и за једну посебну функцију f(z). При свем 
том, одређена трансформација не везује се искључиво за једну посебну 

функцију: уопште, јеgна ~uрансформаt~ија L'. [.f] са'iласна је са јеgном 
више или мање йросШраном каШе'iоријом функција. 
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Тако, на пример, ако је функција дефинисана у делу свог домена 
егзистенције развитком 

(81) 

(где се може, сменом независно променљивих која чини део трансфор­
мације 11[/], заменити и са z), имамо следеhа правила: 

ПРАВИЛО I. - Трансформација облика 

il[.f] = A/(Bz) (А= const; В= const) 

сагласна је са f(z) кад год је испуњен јеgан од следеhих услова: 

1. а11 има коначан број децимала; тада се може узети да је В = 1, 
А= 10·~, где је g позитиван цео број који представља горњу границу 
броја децимала бројева а 11 ; 

2. а11 је количник два узајамно проста цела броја, при чему име­
нилац ~~~ садржи само просте факторе који не расту бесконачна са n, и 

испуљавају услов да ~ остаје коначно кад n бесконачна расте. Ра­
злагање броја ~~~на просте факторе има само ограничен број фактора 

р1 ,р2 , ... ,р1" па, уколико се са N означи фиксирани број такав да је 

~ < N, може се за сваки фактор Р; одредити такав цео број \ да 

буде р/·' > N, и потом ставити 

в = рл1рЛ2 рл,,. 
Ј 2 ... Ј, ' 

З. а 11 је рационалан број, а /(х) алzебарска функција (специјалан 
случај резултата 2, према теореми Ајзенштајна); 

4. а 11 је йериоgични децимални разломак чији се број а цифара 
непериодичног дела и број ~ цифара периода не мењају са п; тада се 

може ставити 

(последица елементарног става о периодичним децималним разлом­

цима претвореним у обичне разломке). 

ПРАВИЛО II. Кад год је а 11 р-ти корен неког целог броја (р цео 
позитиван број), функција /(х) допушта трансформацију 

(84) 
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где је д,(z) функција од z дефинисана рекурентном формулом (61) са 

1 
д 0 (z) = , д 1 (z) = /(z), 

1 - z 

(уз очигледна ограничења која обухвата формула (61) за неограничене 
низове Mk). 

ПРАВИЛО Ш. У више партикуларном случају када је а 11 квад­
ратни корен неког целог броја, функција /(z) допушта трансформа­
ЦИЈУ 

(85) ~ [.f] = 
2
1n У/(рс1 ; )./'( zc-li) dt (р = const.) 

() р 

(видети§ 5). 

ПРАВИЛО IV. - Сваки полином .f(z) чији су коефицијенти алге­
барски бројеви до пушта трансформацију ~ [.f] КОЈ а се изводи кона­
чним бројем алгебарских операција и смена. 

ПРАВИЛО V. -Кад је а" облика М11 <р 11 , где је М11 константан или 
са n променљиви цео број, а <р 11 је фактор који није цео, мења се са n и 
такав Је да ред 

1 z z2 

<p(z) = -+-+-+ ... 
</)о <р, <ј)2 

има позитиван полупречник конвергенције, функција .f(z) допушта 
трансформацију 

(87) 
1 · ze- 11 

2n ( .) ~[.f] = 2n f/(cc(,)<p -с- dt 
о 

(с = const.), 

као и ону која се добија кад се у g пермутују симболи.fи <р (последица 
теореме наведене у параграфу 5). 

Уосталом, у мноштву случајева ове врсте функција .f(z) допушта 

такође друге трансформације ~ [.f] које могу узимати веома разно­

врсне облике. Тако, на пример: 

1. за а 11 = М 2 (са фиксираним целим бројем М), где се може на­

писати 

11(11±1) +.!!. 

а 11 = М11 <р 11 , са М11 =М 2 ,<р 11 =М 2 
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имамо, у случају кад је /(z) полином, 

(88) д [.!'] = ЛzГм) и д [.f] = .r( Јм} 
2. за <р 11 = ~ (где су а и~ константе), једна трансформација 

а+ 1-'n 

д [.f] врши се помоћу израза 

1 

пошто се у њему z замени са za; 
3. за <р 11 = п-Р (где је р фиксиран позитиван број), добијамо 

(90) д [/] = ~\,(z), 

где су функције .f~(z) дефинисане рекурентном формулом 

"~ ( ) _ с/Лн(z) 
1\,k z - z ' 

clz 
4. за 

1 
<р" = ' 

11(11 + 1) ... (п +р) 

добија се 

(91) д [!']- _1_ !]___ '(z) 
· - zp-l dz f.ip ' 

где су функције flk(z) дефинисане рекурентном формулом 

( ) 
- 72 с/Џн(z) 

f.lk z - '- ' 
clz 

ПРАВИЛО VI.- Када је, за фактор <р" из правила V, љегова реци­
прочна вредност дефинисана интегралом облика 

,, 
Ј 111/' dt, 
{/ 

(где су и и 11 функције од 1), тада функција /(z) допушта трансформа­

ЦИЈУ 
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/; 

(92) 6[/] =Ј u((\'z)dt. 

" 
Тако, за <!'п= (а+~п) 1·(а > 0,~ > O,IЛI> 1) формула 

(93) 6 [I] = ;:~)Ј tA-l.f'(ze-Pr) dt; 
{/ 

1 
за <ј) 11 = , формула 

1·2·З· ... ·/1 

~ 

(94) 1 · 2 · З · ... ·n = Ј t 11.f'e-r dt 
а 

~ 

(95) 6 [I] = Ј e-1./'(zt) dt. 
а 

Ова последња трансформација сагласна је, на пример, са сваком 

функцијом .f(z) облика 

где је <p(z) нека функција (Е) а т цео позитиван број. 

ПРАВИЛО VII.- Када је чинилац <!'п из правила V облика 

1 
<ј) 11 = , , (р позитиван цео број) 

(1· 2 ·З· ... · п) 1 

функција f(z) допушта трансформацију (са ограничењем у погледу 
конвергенције) 

~ ~ 

(96) 6[f] =Ј ... Ј е-(r,н,+ . . +t").f(zft{2 ... tp)dt1dt2 ... dtp 
о {/ 

[последица формуле (94)]. Такав је, на пример, случај Беселове транс­
ценденте 
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која одговара вредности р = 2. 
17. Следеhа правила олакшавају тражење једне овакве трансфор­

мације L1 [I] у великом броју случај ева. 

ПРАВИЛО VIII.- Нека је функција w(z) дефинисана помоhу р+ 1 
релациЈа 

(97) w(z) = w1(u1),u1 = w2(u2), ... ,up-l = wp(up), uP = z, 

где су функције wk дате; нека је <:Ц.f] било каква операција која, при­
мељена на йроизвољан потенцијални ред из неке категорије (ј) редова 

(98) 

претвара ову формално у ред 

wkO"o) + wk(/" 1 )z + wk(A 2 )z
2 + ... 

Кад год је могуhе да се изабере функција w(z) тако да 

w(a0 ) + И'(а 1 )z + И'(а 2 )z2 + ... 

буде ред (Е), функција /(z) која припада категорији (f) допушта тран­
сформацију која се добија суперпозицијом операција о 1 , о 2 , ... , оР изве­
дених над .f(z) у поретку 

(99) 

ПРАВИЛО IX.- Некаје р0 ,р 1 ,р 2 , ... низ чији чланови варирају са 

n и од којих сваки представља производ р фактора 

(где се р не мења са n); нека је ok[I] било каква операција која, кад се 
изведе над произвољним редом (98) из категорије (t), овај формално 
трансформише у ред 

Кад год је могуhе изабрати низ Pk тако да 
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буде ред (Е), функција /'(:) допушта трансформацију t.[.f] која се до­
бија суперпозицијом операција 81,8 2 , ... , 8" изведених над j'(z) произ­
вољним редом. 

На пример, за полином чији је општи коефицијент облика 

имамо 

Првом фактору одговара 

а другом 

М2 
a"=-­

n 

82 [.!'] = zj''(z); 

(М фиксирани цео број), 

полином .f'(z), према томе, допушта трансформацију 

6 [.!'] = z.f"(zГм )Гм. 

Очигледно је, уосталом, да се помоћу неке трансформације t.[I] 
сагласне са датом функцијом може образовати бесконачна мноzо дру­

гих које, изведене над резултатом трансформације t.[./'], претварају 
овај у неки нов ред (Е) (додавање произвољног реда (Е); множење једи­
ним таквим редом; поновљена диференцираље произвољан број пута; 

операција \jf(t. [I ]) , где је \jf произвољан ред (Е), итд.) 

ПI. - Неколико општих начина успостављаља везе између функција 

једне променљиве и низова целих бројева 

18. Кад је дата нека функција .f'(z) могуће је да се са љом доведе у 
везу једна функција (Е) која садржи све елементе за потпуно одређи­

ваље извесних специфичних особина функција /(х) (сингуларитета, 

нула, итд.) у датом кругу у z-равни. На тај начин реализује се извесна 

кореспонденција између таквих особености (које су често оно најва­
жније што треба знати о датој функцији) и неког низа целих бројева. 

Нека је, тако, z = а. обична тачка функције .f'(z) и нека је 
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њен развој у околини те тачке. Нека је Л произвољан позитиван реа­
лан број; формирајмо функцију 

(101) 

где М" цео део броја а"Л" (реалног или имагинарног). Разлика 

(102) 

је функција 

где је а" број који има за цео део нулу и децимални део исти као а"А!'. 
Функција V(z) је холоморфна у кругу који има центар у почетку и 
полупречник који није .мшьzt од 1. Одатле излази да функције Ј( а+ Лz) 
и .fi(z) имају исте сингуларитете у било ком кругу С0 који има центар 
у почетку и полупречник р маљи од 1. 

С друге стране, сингуларитети z =Х; функције Ј( а+ Лz) у унутра-
z. -а 

шњости круга С0 су вредности -'-л-, где су z; афикси сингуларитета 

функција f(z) у унутрашљости круга Са који има центар у тачки 

z =а и полупречник г= Лр. Ово повлачи следеhу чиљеницу, на коју је 
веh скренуо пажљу г. БорелiО: 

За одређиваље сингуларитета функције f(z) у унутрашљости би­
ло ког круга описаног око неке обичне тачке те функције као центра, 

може се функција /(z) заменити функцијом (Е) дефинисаном са (101). 
Тако се goбuja коресйон.gенција uз.м.еЬу фунюџtје f(z) и jegнoz низа 

целих бројева који cagp.жu све еле.м.енШе за йоiii.йуно оgреЬивање синzу­

ларий1еШа функције f(z) у gmlio.м l<pyzy чији је ценШар нека обична Ша­
чка Ше функције. 

Нуле функције /(z) у унутрашљости круга Са смештеног у уну­
трашљости неке области D z-равни у којој је функција мероморфна 
подударају се са половима садржани:м у Са функције 

где је, према познатој формули, 

10 Е. BoJ·cl, LC("OI1S suгlcsfimcrirms mcmmoгpiu'S, 1903, рр. 35-36. 
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(11 ао о о о 

(12 al ао о о 

А"= At (/ ;;+ 1 
о 

a,,_t аЈЈ-2 ао 

(!// а11-1 at 

Према томе: функција (100), йmuillo се у њој коефицијенПlи а 11 
замене коефицијеНLТiима А 11 , усйос!Тtавља коресйонgенцију измеf)у f(z) 
и jegнoz низа целих бројева која cagpжu све елементе за йтТiйуно ogpe­
f)uвaњe нула функције f'(z) у /(pyzy Са. 

Исти поступак, примељен на неке друге комбинације функције 

/(z), успоставио би овакву једну кореспонденцију између .f(z) и низа­
ва целих бројева који одређују оне вредности z за које .f(z) узима дату 
вредност, достиже своје максимуме или минимуме, итд. 

19. Могуhе је, и то на различите начине, заменити .f(z) функцијом 
.f1(z) која се, у неком кругу С" разликује онолико мало колико се хоће 
од /(z) и за коју се може успоставити извесна кореспонденција између 
функције и неког низа целих бројева. 

Наиме, ако се са / 1(z) означи функција која је у околини тачке 
z = О дефинисана редом 

чији је коефицијент Ь11 једнак броју а"Л:' из претходног параграфа, по­
што су претходно у том броју занемарене све децимале иза g-те, тада је 

разлика .f(a + Лz)- / 1(z) функција, чији модуо за све вредности z садр­
жане у кругу С0 остаје стално мања од 

За вредности z садржане у унутрашљости круга ... чији је центар у 
тачки Са а полупречник мањи од полупречника круга холоморфности 

функције .f(z) око тачке z =а, ова функција се од .fiCz) разликује за 
количину чији је модуо мањи од броја 

10-RЛ 

ја+Л-zј' 

који се може, са погодно изабраним Л, учинити мањим од унапред да­

тог броја Е. 

Но, функција .t;(z) дозвољава трансформацију 
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која, Шако, усйосШавља коресйонgенцију измеЬу низа целих бројева 

(образованих og цифара које чине L(eo geo и g йрвих gецимала бројева 
anAn) ијеgне функције која се, у gаШом круzу Са, og f(z) разликује оно­
лико мало колико се xohe. 

Постоји, уосталом, мноштво других функција / 1(z) које, придру­
жене функцији .f(z), имају овакво својство. Међу тим функцијама 
налазе се и неки йолиноми, што омогуhује да се низ целих бројева који 

се доводи у везу са .f(z) свеgе на о'lраничен низ. 
Да бисмо то показали, посматрајмо функцију 

.f(z) = а0 +a1z+a2z2 + ... , 

са полупречником холоморфности г, и нека је А 0 ,А 1 ,А 2 , ... низ рацио­

налних бројева такав да модул броја А 11а 11 униформно тежи ка нули кад 
се n бесконачна увеhава и да ред 

1 z z2 

H(z) = +-+-+ ... 
IЛ- 0 1 IЛ- 1 1 IA2 1 

има позитиван полупречник конвергенције р. 
Нека је с било који позитиван рационалан реалан број веhи од 

највеhег модула функције Н(z)за z садржано у кругу С, чији је центар у 
почетку а полупречник му није веhи ни од г ни од р. 

Означимо са Т,, цео део броја 

!
11 

= 10'1 с'А 11а 11 , 

(где је q дати позитивни број) и ставимо потом 

имаhе се 

_ _:_:___=В,,, а,,- В,, = 8"; 
10'~сА 11 

110'~ сЛ"8"1 =lt 11 - Т,,l< 1, 

што значи да функција 

80 + 8,z + 82z2 + ... , 

очигледно холоморфна у кругу С, узима за сваку вредност из С модуо 

који није веhи од 

1 = R" 1 
-""- < (R =lzl). 
ЈО'~с L...IA 1 10'~ 

11 11 
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Према томе, стављајуhи 

имаhемо за сваку вредност z у кругу С 

(103) 1 /(z)- L(z)l < 10-'1. 

Како, међутим, модуо низа А 11а 11 униформно тежи ка нули, број t
11 

he бити мањи од 1 почев од неког коначног ранга n= р, тако да ће се 
имати 

~>+1 =О, ~>+2 =О, ~Ј+.1 =О, ... 
и одатле 

Функција L(z)своди се, дакле, на полином L"(z) степена р= q + h, 
где h варира у зависности од изабраног низа А 11 , али се не мења са q. 
Како су коефицијенти в, полинома рационални, може се написати 

L ( -) = ~Jz) 
р i.. ' 

N 

где је P"(z) полином са целим коефицијентима а N је позитиван цео 
број, па ће се за сваку вредност z садржану у С имати 

(104) 1 /(z)- P,~z) 1 < IO-<t. 

Премештајући почетак у произвољну обичну тачку функције 

.f(z), долази се тако до следећег резултата: 

Свака функција f(z) може се у околини било које og својих обич­
них Шачака йриказаLuи са онолuком йриближношhу која се жели, ко­

личником некоi йолинома (Е) u некоi целоi броја. 

Такво приказиваље може се, уосталом, постићи на бесконачна 

много различитих начина, у зависности од избора низа А11 • Оно успо­

ставља извесну кореспонденцију између једног оiраниченоi низа целих 

бројева и једне функције која се од J(z) разликује онолико мало ко­
лико се хоће. 

Кад је f(z) цела функција од z, полупречник круга С може се бес­
коначно увећавати: довољно је са А 11 узети низ рационалних бројева, 
такав да оба израза 

(105) 1 

цј IA 11a" 1 
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теже униформно нули кад се n бесконачна увеhава. 
Тако he се, у случају функције .f(z) коначног. poga у, узети са Л 11 

1 

било који позитиван рационалан број који није веhи од (1· 2. З ..... n)Y+I, 

стога што производ једног таквог броја и модула броја la
11 

1 униформно 

1 . п . 
тежи нули са -, према познатоЈ оенкареовоЈ теореми. 

n 
За функције нулmо'i poga може се узети 

л/1 = 1· 2. з ..... n, 

при чему је с било који рационалан позитиван број који није мањи од 
eR, где R означава полупречник круга С. 

IV.- Узгредно разматрање редова (Е) 

20. Потенцијални редови са целим коефицијентима, у претходном 
излагању названи реgови.ма (Е), користе се у великом броју питања 

математичке анализе и теорије бројева. Они су такође били предмет 

значајних радова; на неколико општих резултата из тих радова биhе 
указано у ономе што следи. 

Г. Борел је показао да, ако један ред (Е) представља неку функ­

цију униформну и регуларну у кругу lzl::::: 1, уз изузетак ограниченог 
броја полова, функција .f'(z) је рационална. Ред (Е), дакле, не може 
представљати ШрансценgенГйну мероморфну функцију 11. 

Г. Поља је, уопштавајући теорему г. Борела, показао да, ако неки 

ред (Е) представља функцију која је у кругу 1 z 1:::; R > 1 униформна и 
регуларна, уз изузетак ограниченог броја сингуларитета било какве 

природе, та функција мора бити рационална. Ова теорема г. Поље не 

претпоставља, дакле, ништа о природи ових сингуларитета 12. 

Полупречник конвергенције реда (Е) очигледно није вehu og l. С 
тим у вези, г. Ф а ту је дошао до следеhег резултата 13: 

1! Е. Borel, Sш unc application c/'un tbloгc'mc с/с М. Нш/атагс/, Bull. cles Scieпces math, 
2" scrie, 1. XVIII, рр. 22-27: Lt(ons suгlesflmctions mcгomoгpiles, 1903, рр. 32-35 

l2 G. Р61уа, Nс/Јсг Poten::л!icllen mir .~au::::alili.~cn Koctficicnrrn, Matl1. Апnа1еп, Вапd 
LXXYII, 4.Н., рр. 497-523. 

13 Fatou, Suг lrs scгies entic'гes с) cмtficients cnticгes, C.R. Acacl. sc., t. CXXXVIII, рр. 
342-344. 
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Kag zog је йолуйреч!llll\' конверzащије pega (Е) јеgнак 1, peg не .мо­
Ј/се йpegciliaвљaiTiu снеролюрсјту фующију og z, сејн уколш-;:о је она ра­
ционална фуикција облика 

(106) Р(:.;) 

(1- х" )m ' 

2ge је Р(х) йолиноЈvt са целшt кoecjJlЩttjeнiTutJ~Щ а m u n су йозиШивни 
цели бројеви. 

Фату је исто тако показао да, уколико се ставе на страну функ­

ције облика (106), peg (Е) са йолуйречникоЈн конвергенције јеgнаким 1 
не люже бшuu pezyлapm1 инШеzрил нијеgне линеарне gиферащијалне 

јеgначине. Од ових редова, они чија је аналитичка природа сада позна­

та (а на такве се наишlЗи у теорији елиптичких функција и у примена­
ма анализе на теорију бројева) имају, уосталом, круг конвергенције 

као за се к (loc. cit.). 
Најзад, према једној теореми г. Фатуа, алzебарска функција која 

1-шје рационална а йреgиТiављена је реgом (Е) има бар јеgну i:Uачку zра­

нања у унуШрашњосШи круzа чији је йолуйречник 1 (loc. cit.). 
Додајмо још да су на редове (Е) проширени елементарни закони 

који важе за целе бројеве и који су били примењени у другим облас­

тима и на више начина уопштени: рачун:ање целим бројевима по 

лу; рачунање полиномима са целим коеф:ицијентима; рачунање ова­

квим полиномима по модулу; рачунање по два модула, од Један 

број а други полином; рачунање имагинарним целим бројевима, ква­

тернионима, Кронекеровим таблицама; рачунање у домену рационал­

ности; рачунање алгебарским целим бројевима, целим бројевима из 

домена, итд. 14 

f(z) .и ње.иог 

Трансформација L1 [I], изведена над функцијом , успоста-

вља, уопште, извесну релациЈу и реда 

(107) =Мо+ + 

!4 Е. Cahen, Sиг lcs scгics infi'_IЏo-cnriJгcs, С. R. Acad. sc., 1. CLII, Ј 911, рр. 124--! 27. 
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њеног трансформата преко il[/]. Ова релација, у зависности од скупа 
операција којима се изводи трансформација д [.f], може добити разли­
чите облике, као што је, на пример: 

1. релација у коначно.м облику, каква је релација 

A/(Mz) = F(z) (А и М фиксирани цели бројеви), 

која важи за сваку алгебарску функцију чији су коефицијенти а11 ра­
ционални бројеви; 

2. gиференцијална јеgначина, каква је једначина 

d 2 f" 
dz·2 + Af = F(z) (А= const.), 

која важи за сваку функцију .f(z) чији су коефицијенти а 11 везани реку­
рентним законом 

(n+ 1)(n + 2)а 11 + 2 + Аа"- М" =О, 

где је цео М11 број фиксиран или се мења са п; 
3. итuе2рална релтџtја, каква је 

Ј e-'.f(zt)dt = F(z), 
о 

која важи за сваку фуюсцију чији су коефицијенти а 11 облика 

-----"---,или релациЈа 

1 · 2 · 3 · ... ·n 

Ј Ј e-u,+,,J{(zt1t2 )clt1clt2 = F(z), 

о () 

коЈа важи за функције /(z) са коефицијентима а 11 облика 

м" 
(1·2·3· ... ·11) 2 ' 

4 . .меuювийlа релација, каква је релација 

::~ Mj"(z~ М)= F(z), 

КОЈа важи за полиноме /(z) са коефицијентом М 
2 

, где је М фиксиран 
11 

цео број_ или релације до којих доводе правила из параграфа 17, итд. 
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Исто тако, трансформација L'l [I] изведена над 

(108) 

успоставља у општем случају једну релацију између коефицијената а" 

и коефицијената М" трансформата (107). Ова релација, коју hемо сим­
болички означити са 

(109) 

може бити изражена у коначном облику, који а" даје експлицитно или 

имплицитно у функцији од n и од М11 , или једном рекурентном рела­

цијом, која одређује а 11 помоhу п, М" и низа неких од претходних кое­
фицијената Cl 11 _ 1 ,ct11 _ 2 , .... Тако, трансформација 

il[I] = A/(Bz), (А иВ константе), 

успоставља линеарну релациЈу 

трансформација 

2л: 

L'l[/] = 2ln J[mod.f(zeri)]2dt 
о 

изражав<'. се квадратном релациЈом; 

трансформација 

L'l [/] = .f"(z) + .f (z) 

повлачи рекурентну релаЦИЈУ 

(n+l)(n+2)a11+2 +а11 -М11 =О. 

Има, уосталом, и изузетних трансформација L'l [/], које, приме­
љене на произвољну функцију, не йовлаче никакву релацију између f и 
F, у том смислу да је трансформат F(z) независан од функције .f(z) на 
коју се трансформација.f(z) примељује. Зна се, на пример, да постоје 
одређени интеграли облика 

,, 
(110) Ј uv"dt, 

а 



68 БРОЈНИ СПЕКТРИ 

(где су и и 11 одређене функције од t) који се анулирају за позитивне 
целе вредности и. Такви би били интеграли на које је скренуо пажњу 
Коши15 

оо cti 

Ј е clt (а >О, с > 0), 
-= (а- ti)" 

који се анулирају за n = 1, 2, 3, ... , као и интеграли ове врсте на које је 
указао Стилтјесlб, а од којих је један интеграл 

Ј t"+ 1e-r cost dt. 
о 

Трансформација 

(111) L'l[/] = f[~- u.f'(vz)]dz, 
1- CtZ 

({ 

где су и, 11, а и Ь елементи неког интеграла (110), а и 1 , 11 1 ,а,Ь елементи 
интеграла облика (110) чија је вредност цео број "А 11 , производи функ­
цију дефинисану редом :Е A11 z" који није ни у каквом односу са функци­
јомf(z), која, дакле, не оставља никакав специфичан траг у трансфор­

мацији (Е). 

t. VJI. р. 11\2. 

m·cr flcmurc. lc:ttrcs 32Х ct ЗХS, Paris, Gautl1icr \/illaгs. 



ТРЕЋИДЕО 

I. СПЕКТРИ ФУНКЦИЈЕ 

22. Могуlшост успостављаља одређене кореспонденције између 
неке функцијеf(z) и неког низа целих бројева доводи врло природно до 
сйет-аuара функција. 

Кад су дате функције f(z) и са њом сагласна трансформација д[f], 
сйек~uром функ~~ије f(z) везанuЈvt за ову mрансформа~~ију назваhемо 
било који спектар низа целих бројева М11 са којима се .f(z) налази у 
кореспонденцији успостављеној посматраном трансформацијом L'l[f]. 

Из ове дефиниције непосредно излази следеhе правило. 

ПРАВИЛО. - Генертuриса F(z) сйек{йра и сам сйекШар S = F(l) 
gаШе функције f за gаШу Шрансфор.~vшцију образују се йрема йравилима 
из йараzрафа 5, йоg условоЈvt ga се у њима zлавна сйек~uрална карак­
ШерисШика замени pegoJvt (Е) 

у који д[f] LТlpaнcфopJvtшue функцију f(z). 
Нумеричка вредност S која даје спектар добија се, уопште, као 

вредност једног одређеног интеграла, једноструког или вишеструког, а 

у извесним случајевима чак експлицитно у коначном облику, као што 

је било показано у параграфима 5 и 7. 
Подсетимо на улогу, показану у тим параграфима, коју иГрају це­

ле хипертрансцендентне функције 

n::::сю 

(112) Х (z) = 2: 8л"' +Ллz" (1 q 1< 1; Л> 0), 
11=0 

а посебно помоlша ел:иптична функција 
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~ 

(113) е cz) = I e"q"
2 

z", 
11=0 

у формираљу спектралних генератриса и спектара за било који убрза­

ни сйекШрални ритам. Подсетимо такође на чиљеницу да, према оном 

што претходи, свака функцијаf(z) има спектре са униформно убрзаним 

ритмом, као и спектре са растућим убрзаљем. 

Први йрим.ер. - Генератриса спектра функције 

5z 
.f(z) = -1 -, 

+z 

која одговара трансформацији 

11[.f] = .f(-z), 

и има униформни ритам l1k = 1 је 

Ф(z) = ./( -1~) = IO:z' 

а спектар Је 

5 s =- = 0,45555 ... 
11 

Дpyiu iipu.мep. - Генератриса спектра функције е: која одговара 

трансформацији 
~ 

~[/]= Je- 1/(zt)dt 
() 

и има униформан ритам 11k = 1 је 

а сам спектар ће бити 

S = Ј е -о. Чt clr = 1, 11111 ... 
() 

Треfш йри.мер.- За функцију 

./(:) 17log(l-zi) 

и за 

~ [/] = zi/'( -zi) 
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спектар са униформним ритr-.юr-.1 l1k = 2 има за ге:нератрису 

Ф (z) 

а за нумеричку вредност 

17z 
100 z, 

17 s = = 0,17070707 ... 
99 

Чeiiiвpiiiu iipu.мep. - Функција 

са коефицијентима а 11 дефинисанима рекурентном релацијом 

(n+1)(n+2)a11 +2 +Ла" -М11 =0, 

71 

(Л= const., М" =цео број, константан или променљив са n) допушта 
трансформацију 

(114) t. [I] = /'(z) + A{(z). 

Одговарајуhи спектар функција I(z) даЈе Једна од следеhих 
бројних вредности: 

а. спектар униформног ритма l1k = /1, са 

где F(z) означава десну страну једнакости (114); 
Ь. спектар који има униформно убрзани ритам ћk = ћ + ck, са 

1 -11 2Jr ( . ) 
S = 

2
n [ F(ce'

1
)X е р dt, 

где x(z) означва неку трансценденту (112) а р произвољну константу 
чији је модуо мањи од полупречника холоморфности функције .f(z), 
око тачке z =О. У случају реалних и позитивних М11 , трансценденту Х 

треба заменити са (113). 

Пeiau iipuмep.- За функције дефинисане експоненцијалним редо-

вима 

f( ) А А а: А 2а: . z = о + Ie + ze + ... , 

где су А11 цели позитивни бројеви, а за трансформацију (очигледно саг­
ласну са низом А11 ) 
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д[I) = Ico~z} где је л= aloge, 

(при чему је основа логаритма 10), спектар са униформно убрзаним 
ритмом 11k = 11 + ck је нумеричка вредност 

(115) S=(l'\ ___ 2 

[ 

11+!:._] 
't' л ' 

где <p(z) означава функцију 

~ (' 

(116) <p(z) = LA11 q"
1 

е"а=, q = 10 2 . 

11=0 

Када број цифара броја А11 не прелази један фиксиран цео број Л, 
функција .f(z) има спектре са униформним ритмом 11k = h :2: l и такав 
о о 

Један спектар д<1Је нумеричка вредност 

(117) s = .r( -i} 
Могуће је, уосталом, такође изразити спектар (115) помоћу 

функције .f(z), у облику одређеног интеграла, као у случају степених 
редова. 

Као што је у параграфу 19 показано, увек је могуће да се (и то 
на различите начине) аналитичка функција /(z) у близини неке своје 
обичне тачке прикаже са оном приближношћу која се жели једном 

функцијом (Е). 

Приближним сйекiПро;,t функције /(z) у кругу С у коме функција 
остаје холоморфна назваћемо спектар било које од функција (Е) које 

приближно представљају /(::) у С. Таквом јеgнол1 йриближно.м сйек­
iТiру gogeљyje се број Е t<oju йоtшзује сГйейен йриближносПlи, тј. такав је 
да је разлика између /(:) и (Е) по 11юдулу маља од Е у кругу С. 

Ако је, тако, функција Л-) дефинисана у околини своје обичне 

тачке z а развоЈем 

а /с дати позитиван број. узЈ\шыо за М 11 цео број који образују цео део и 
,li првих децИЈ\!аШl броја и,)~.". Приближним спектром функције /(z) у 
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кругу Са (чији је центар ::=а а полупречник маљи од полупречника 
холоморфности функција/ око тачки z =ех) сматраhемо спектар низа 
целих бројева М11 , а љегов степен приближности биhе број Е, једнак 
највеhој вредности коју у3нма вредност 

la+A-zl 

за тачке z у унутрашљости круга Сп (видети§ 19). Бирајуhи погодно[;, 
може се Е учинити онолико малнм колико се xohe. 

У истом параграфу показали смо да се аналитичка функција /(z) 
може у околини своје обичне тачке z =а, са жељеном приближношhу 
(и то на бесконачна много начина), приказати количником једног по­
линома (Е) и једног целог броја N, тако да, у датом кругу Са на који је 
ова апроксимациЈа примељена, имамо 

где је број Е унапред дат. 

Спектар коефицијената полинома (Е) са било каквим ритмом та­

кође треба сматрати приближним спектром функције .f(z) у кругу Сп, 

под условом да му се прикључи цео број N који га употпуљује одре-

ђиваљем одговарајуhег полинома (Е). 
N 

Свакој аналиiПичкој функцији f(z), за gaШu кру2 Са, може се Ша­
ко йриgружиШи скуй који образују јеgан оzраничен сйекШар и јеgан цео 

броЈ~ а који cagpжu све еле.менШе за оgре!)ивање Ше функције у Са са 

унайреg gаШом тачношhу. 

24. Према оном што је у параграфу 18 показано, узимајуhи за М11 
цео део броја а 11 Л:', функција (Е) чији су коефицијенти М11 потпуно 
одређује сингуларитете функције .f(z) садржане у неком кругу Са: ови 
нису ништа друго него управо сингуларитети функције (Е) садржани у 
Са. А како се ова функција (Е) може дефинисати једним спектром 

употпуњеним скупом (D) квалитативних података (начином поделе 
спектра на сегменте и знацима који се додељују сегментима), имамо 

следеhи резултат: 

Свакој аналшТiичкој функцији, за gazТiu круz Са, може се йриgру­

жиLТiи сйекLИар који, уз gоgавање jegнoz скуйа (D) квалиLuаШивних йо­
gаШака, cagpжu све елемеюТiе за оgре!)ивање синzулариШаТiа функције 

f(z) у Са. 
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Сингуларитети су тако сажети, кондензовани (уз додавање пода­

така D) у само један број, који се стога може сматрати спектром сингу­
ларитета функције .f(z) у кругу Са. 

На сличан начин би се добио сйекШар нула функције .f(z) садр­
жаних у кругу Са у коме је функција .f(z) мероморфна, замењујуhи у 

ономе што претходи коефицијенте а11 коефицијентима А11 функције 

- 1-, који се изражавају помоhу коефицијената а11 према формули из 
f(z) 

параграфа 18. 
Исто тако би се добили спектри корена једна чине .f(z)- а =О 

(а дата константа), као и корена једначине .f'(z) =О, или једна чине 
.f"(z) =О итд., замењујуhи у ономе што претходи коефицијенте а 11 
одговарајуhим комбинацијама бројева а11 у n. 

П. -Функције које одговарају датом спектру 

25. Функција f(z) допушта бесконачна мноштво спектара, који 

варира ју с једне стране са трансформацијом ,6. [.f] којом је успоставље­
на кореспонденција између /(z) и низа Mk целих бројева, а с друге 

стране са ритмом према коме се формира спектар бројева Mk, који 
представља и спектар функције .f(z). 

Али за ogpel)eнy Шрансформацију ,6. [f] и за ogpel)eнu сйекLuрални 
риШам функција има са.мо јеgан сйеюuар. 

Обрнуто, дати број S може се подударити са спектром бесконачна 
много функција /(z), у зависности од: 1. спектралног ритма који му се 
додељује; 2. начина на који се успоставља веза између целих бројева 
Mk који образују линије таквог једног спектра и функције .f', при чему 
тај начин бесконачна варира заједно са трансформацијом Т [.f'] која ту 
везу остварује; 3. знакова СЈ 11 који he бити приписани реалним делови­
ма и коефицијентима уз i имагинарних делова бројева М11 пре него 
што се учини да они формирају ред (Е), који he, уз трансформацију 
.6.[./'], одредити функцију /(z). 

Али, каg су ogpel)eнu сйеюТtралтш ршuам hk, Шрансформације 
i'. ( f] и скуй знакова С5 11 , број S !(ао сйекzuар у ойLUШем случају ogpel)yje 
само јеgну функцију f(x). Ту може бити двосмислености или делимичне 

неодређености само у случајевш.ш кад релација између /(z) и бројева 
Mk до које доводи приi\Iена трансформације .6.[./'] (вugeiUu § 21) не од­
ређује потпуно /(z) по11юћу бројева М k (на пример, када се коефици­
јенти а" добијају као корени нелинеарне једначине, или преко неке ре-
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курентне релације која оставља неодређен известан број првtiХ коефи­

цијената а 11 ). 
Одредница 2 садржана је у облику трансформације МЛ; одред­

нице 1 и 3 дају скуп (D) квалитативних података који служе образо­
ваљу квалитативне карактеристике спектра низа м, који производи 

мл. 
Правило за ефективно одређиваље функције .f'(z) која одговара 

датом броју S као спектру и датом скупу (D) излази из правила фор­
мулисаног у параграфу 12 и састоји се у следеhем. 

Број S дели се на узастопне одсечке, према спектралном ритму 11< 
који садржи (D), а ти одсечци чине очигледним узастопне спектралне 
пруге које одговарају проблему. Сваком од целих бројева Nk који 
представљају те пруге додељује се онај од чинилаца ek = 1,-1,i,-i који 
му одговара према подацима из (D), па се онда образује функција 

(119) 

Тражена функција t'(z) ogpef)yje се као функL{ија чији је utран­
сфор.майl йреко ~[t'] peg F(z). У параграфу 21 указано је на различите 
облике које могу узети релације између/и F на које се своди проблем 
таквог одређиваља функције/. 

Први iipu.мep. Која функција .f(z) са реалним и позитивним кое­
фицијентима има спектар са униформним ритмом ћk = 2, добијен по­
моhу трансформације 

~ 

(120) ~ [I] = Ј e-'.f(zt)dt 
о 

. б . 7? 
и Једнак роЈу U . 

Спектрални одсечци броја S = ]_ = 0,636363 ... (уз изузетак пр-
11 

вог) дају све исте пруге 63, а имамо и е, = 1; према томе, 

F(z) = _§_____ 
1-z 

А како трансформација (120) примељена на функцију /(z) успо­
ставља релаЦИЈУ 

n!a 11 - М11 =О, 

једина функција /(z) која задовољава захтеве проблема је 
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/(z) = 63е= -1. 

Дpyiu iipu.мep. -За коју је функцију .f(z) са реалним и наизмени­
чно позитивним и негативним коефицијентима а 11 спектар са унифор­
мним ритмом ћk = 1 и добијен трансформацијом 

. б . 1? 
Једнак роЈу - . 

3 

= 

L1[I] = z'J e-1t3/(zt)dt 
о 

Спектрални одсечци броја 
1 S = - = О, 333... (уз изузетак првог) 
3 

имају сви исту спектралну пругу 3, па како је ek = 1, 82 k+I = -1, добија 

се 

F(z) = - 3-; 
1 + z 

из истог разлога као у претходном случају, сада се функција .f(z) не 
може разликовати од 

/(z) = зсе= ,-1). 
т 

йример. - Одредити функцију /(z) чији спектар има уни­
формни ритам !1k = З и добијен је трансформацијом 

L1 [I] = /''(z) + Л/(z) (Л= const.), 

која претвара f у ред (Е) са реалним позитивним коефицијентима, јед-

б . 9097 
нак рОЈУ 

333000 
Први спектрални одсечш< броја 

s 9097 
---~-~-- О, 027 318 318 318 ... 
333000 

има пругу 27. а сви осталп пругу 318, и при том је ek 1. Функција је, 
дакле, општи интеграл шшеарне диференцијалне једначине другог 

реда 

с/ 2 27z + 291z 2 

1 +Је\' = ----
c/z- - 1 - z 
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26. Будуhи да је F(:). трансформат функције Лz) преко 6 [IJ, 
једна функција (Е). следеl1е примедбе могу бити од интереса. 

1. Функција (Е) чији је спектар, са било каквим ритмом, цео број. 
своди се на константу; кад спектар има само коначан број децимала, 

функција је полином по:. 

Такав је, на пример. случај сваке функције (Е) чији се неки спе­
ктар изражава несводљивиы обнчним разломком са имениоцем који 

нема других простих фактора осим бројева 2 и 5. У случају унифор­
мног ритма 11, = l1, уколико је са т означен већи од експонената сте­

пена бројева који представљају факторе именица разломка, степен по-
т 171 . 

линома биhе - или цео део од 1 +-, према томе да ли Је т дељиво са 
h h 

/1 или није. 
2. Функција (Е) са реалним позитивним коефицијентима чији спе­

ктар има униформни ритам и изражава се несводљивим разломком са 

имениоцем који има просте факторе различите од 2 и 5. представља 
количник два полинома P(z) и Q(z), од којих је први са целим коефи­
цијентима а други има за нуле корене јединице, при чему је Q(O) = l. 

Ова чињеница је последица става г. Фатуа наведеног у параграфу 

3. Функција (Е) са реалним позитивним коефицијентима, чији спе­
има униформни ритам и уједно је ирационалан број, представља 

функцију која у кругу полупречника 1 (са центром у тачки z =О) или на 
том кругу има и друге сингуларитете сем полова. 

је последица теореме г. Борела наведене у параграфу 

Најзад, с обзиром на оно што је било речено у параграфима 23 и 
додаhемо следеhе примедбе. 

1. Приближни сйекШар, у смислу из параграфа одређује фун-

кцију .f(z) само до на неку функцију 8(z) чији модуо у кругу Са не пре­
лази извесну унапред дату количину Е повезану са спектром и са Са. 

2. СйекШар син2уларшТiеШа, у смислу из параграфа одређује 

функцију .f'(z) само до на неку функцију o(z) која нема сингуларитета 

у са о 
3. Сйеюuар нула, придружен некој целој функцији датог рода, 

одређује ту функцију до на фактор облика eG(z), где је G(z) цела функ­
од z. 



ЧЕТВРТИ ДЕО 

СПЕКТР АЛНА МЕТОДА 

I. - Принцип методе 

27. Нумерички спектри могу играти корисну улогу као инстру­
менти рачуна. Они доводе до једног нарочитог поступка у нумеричком 

рачуну који се може назвати сйеюuрални йосШуйак, због његових 

упадљивих аналогија са поступком спектралне анализе у хемији. 

Израчунати неку нумеричку вредност, или неки ограничен или 

неограничен низ нумеричких вредности а0 ,а 1 ,а 2 , ... , или пак одређени 

део цифара које образују једну од тих вредности, спектралним посту­

пком, то значи ogpeguШu нейознаШе йо.моhу ну.меричко2 сйекШра S ко­
ји је на йо2оgан начин gовеgен у везу са низом ak. 

Ово се може учинити на два различита начина. 

1. Може се израчунати непозната, или одређени део цифара које 
образују нумеричку вредност непознате, као спектар S познате функ­
ције (коју даје трансформација L\. [.f], са познатим спектралним рит­
мом), или помоhу одређеног одсечка спектра S, или напред као позна­
та комбинација елемената спектра S. 

Тако се, на пример. нумеричка вредност 1, 01 6 добија као спектар 
функције (l + z)6 са униформним ритмом l1k = 2 и износи 

s = 1,061520150601; 

вредностодређеногинтеграла 

(121) 

где је 8(z) трансцендента 

(122) 

те 

о 

Ј ЕЈ ( 4 cos2 t)clt, 
11 

(ј= 
1 

о 
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добија се као производ броја n и спектра S са униформно убрзаним 
2 

ритмом l1k = k функције 

(123) 

и једнак је 

S =О, 10200 600 20000700002520000924 ... 17 

2. Може се израчунати ограничен или неограничен низ непо­
знатих а0 ,с1 1 ,а 2 , ... , или једна непозната ak, која припада низу, или пак 

једна или више цифара које образују број ak, помоhу пруга или линија 
неког спектра S. 

Тако би се број делилаца променљивог целог броја k могао 
израчуна ти као k-та пруга неког спектра Ламбертовог реда 18; другу 

цифру броја ( ~) даје друга линија четврте пруге спектра S функције 
(1 + z)6 са униформним ритмом l1k =З, тј. спектра 

s = 1,009036084126126084036009 ... 1; 

вероватноhа да се, у 10 покушаја, од два догађаја А и В чије су веро­

ватноhе редом _;_ и l., А оствари 10-k а В k пута, добија се делеhи бро-
З 3 

јем 310 k-ту пругу спектра функције (2 + z) 10
- i 0 са униформним ри­

тмом hk = 5. 
Овај йослеgњи начин оgреЬивања нейознаШих йримењује се сваки 

йуШ каg се оне налазе у оgреЬеној коресйонgенцији са неком функцијом 

(Е) и сажеШо се исказује слеgеhим йравилом: 

Ако се спектар S функције (Е) са ритмом hk подели на узастопне 
одсечке, при чему је први од њих образован од /11, првих децимала бро­

ја S, други од h2 наредних децимала, итд., цео број M11 (n = 1, 2, 3, ... ) који 
припада низу М0 ,М 1 ,М2 , ... помоhних целобројних непознатих добиhе 

се као група значајних цифара п-тог одсечка, а М0 he се подударити са 
целим делом броја S (уколико се не узму у обзир знаци реалних и има­
гинарних делова бројева М"). Друкчије речено: број М11 he се подуда­
рити са п-том пругом спектра S а његова k-та цифра са одговарајуhом 

17 Видс:ти треhи пример у параграфу 6. 

18 Видети параграф 30. 
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линијом те пруге. Кад су бројеви М" тако одређени, непознате а 11 биhе 
одређене помоhу релације Q(a,"M11 ) =О (експлицитне или рекурен­
тне ), која успоставља кореспоьденцију између бројева а11 и бројева М11 
које даје спектар, пошто се сваки од бројева М11 снабде знаком (Ј 11 који 
му додељују услови проблема. 

Вредност која је gовољно блиска броју S даје, према правилу из 
параграфа 12, Шачне вреgносйiи онолико непознатих а 11 колико се 
xohe: одређиваље n+ 1 првих целих бројева М0 ,М 1 ,М2 , ... захтева само 

познавање приближне вредности броја S са 171 + /12 + ... + ћ" тачних 
децимала, а онда he се добити одговарајуhе а 11 помоhу релације 

Q(a 11 ,M11 ) =О. 

Тако је за тачно одређиваље непознатих а0 ,а 1 , ... ,аР довољно зна­

ти приближну вредност броја S са р/1 првих тачних децимала у случају 

кад је спектрални ритам униформан 11, = /1 а са рћ + р(р -1) с првих та-
2 

чних децимала у случају униформно убрзаног ритма ћk = /1 + ck. 

28. СйекШрална меШоgа, као што се види, састоји се у расипаљу у 
неки нумерички сйекШар главних или помоhних непознатих неког про­

блема, као што анализаторска призма расипа, у спектралној анализи, 

сноп светлосних зракова у спектар светлости. Непознате се у нумери­

чком спектру повезаном са проблемом налазе расуте, одвојене и одре­

ђене као спектралне пруге и линије, на начин сличан ономе којим се 

непознати елементи неке хемијске супстанце одређују у спектралној 

анализи. Главна спектрална карактеристика из параграфа 9 у овоме 
. . 

игра сличну улогу као сноп светлости КОЈИ испушта супстанца КОЈУ тре-

ба анализирати, а спектрална генератриса игра улогу сличну оној 

призме анализатора. 

Када су првобитне непознате цели бројеви, анализу љиховог ком­

плекса нейосреgно врши спектрална генератриса: оне су расуте у спек­

тру као што призма расипа спектралне индексе карактеристичне за 

елементе, иначе међусобно измешане у усијаном телу. 

непознате бројев!l који liliCY целu, потребно је да се подвр-

йршlреми пре !!его што се гене-

као што се, у извесш!l\1 случаЈевима. одређеноЈ претходi-ЮЈ мо-

подвргава сноп светлости КОЈИ !!спушта супстанца 

пре него што се он 

расипа светлост (постављаты.с. на на пут светлости коју треба 

стакленог балова испуњеног 

према одговарала код нас. са 
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Са овом сличношћу иде се и даље ако се уочи да дисперзија неког 
нумеричког спектра варира са квалитативном спектралном каракте­

ристиком коју онај који рачуна може мељати за једну исту главну ка­
рактеристику подвргнуту анализи, као што се расипаље (дисперзија) 

извесног спектра светлости 111еља са условима експеримента које 

експериментатор може 1\Юдификовати за једну исту супстанцу која се 

испитује (то су, на пример. промене температуре, притиска, разређе­
ности). Униформна дисперзија нумеричког спектра аналогна је вели­
ком броју случајева који се јављају у хемијској спектралној анализи 
(такав је, на пример, случај неких делова спектра сумпора произве­
деног помоћу обложене цеви): то исто важи за униформно растућу 
дисперзију (у случају, на пример, обичног спектра сумпора, код кога 
растојаља између максиму11rа расту према подручју љубичастог). 

Начини мељаља дисперзије нумеричких спектара нису својствени 
само појединачном низу са којим се спектар доводи у везу, у том 
смислу да, ако се мељају елементи који утичу на квалитативну спек­

тралну карактеристику, тада се меља дисперзија спектра било ког ни­

за, и то у истом смеру. Исто тако, промена температуре или притиска 

меља дисперзију (расипаље) спектра светлости у истом смеру за разли­
чите светлосне зраке подвргнуте анализи. 

Трансформација ~[/Ј, према оном на шта је било указано у пара­
графу 21, кад се примени на посматрану функцију .f(z), може довести 
до кот-аuинуираноz сйекiТiра, образованог од самих нула (без линија), 

мада нека друга трансформација доводи до дисконтинуираног спектра, 

са линијама. Ова чиљеница такође има аналогон у спектралној анали­

зи (кад, на пример, водоник, оксид угљеника и сумпор-водоник горе у 
. . 

кисеонику, спектар пламена подвргнутог анализи нема НИЈедну линиЈу, 

иако је, под другим условима, спектар истих гасова дисконтинуиран). 

Такве аналогије, као и велики број других које пружају нумери­

чки спектри и спектри светлости, оправдавају, уверени смо, име које 

дајемо рачунском поступку изложеном у оном што претходи. 

Подсетимо још једном на предност коју има спектрална метода са 

становишта праксе нумеричког рачуна: она даЈе начин: 

1. за истовремено одређиваље, gовољни.м йроgужавање.м jegнoz 
uauoz ну.меричкоz рачуна, вредности онолико непознатих колико се 
xohe, а такође, одвојено, Шражене цифре или gе~{и.мале неке од непо­
знатих; 

2. за одређиваље Гйачних вpegнoCLuu жељеног броја непознатих 
помоћу вредности која gовољно gобро айрокси.мира неки податак из 

проблема. 
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29. Нека су: 

(124) 

(125) 

БРОЈНИ СПЕКТРИ 

П. - Неке аритметичке примене 

А. - СйеюТtри разла2ања бројева 

а, !Ј, с, ... , g; 

m,n,p, ... ,s, 

два дата низа позитивних целих бројева, при чему су бројеви (124) уза­
јамно прости. Означимо са Р(k)познтиван цео број који показује на 

колико се начина цео број k може написати у облику 

(126) k ах + Ьу + ... gt, 

где х,у, ... , t узимају вредности 

(127) 

стављено 

су а р два 

у полиному 

,а, 

{
х= 0,1,2, ... ,т 

:: ~· ~ ... ~ .. ~.·.·.·.·:.'~ 
t- O,l,2, ... ,S. 

+х"+ + .. + xfl", 

ПО3ИТИВI!а цела 

)= X,(l,!!l , (с;, s) 

+ n!J + .. 

(1 

3а k Ј са 
ако се са .li~ означи цео 

у:оастогщс (.r.; 1 = 9, = 99, .li< = 

+ 11 rx/1 

9a!l 

= !z. 
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(129) 

где N означава цео број који обра:>УЈУ искључиво цифре 9: 

(130) 
N = <Ј 1111 + 11 и/1 · 9111 + 11 bl7... + 11 ,r;/1 

911/i. 9ы, . .. 9~11 

чини очигледним следеће аритметичко својство целих бро-

јеваN: 

број образовт1 og zруйе значајних цифара броја N која 

йочиње (kl1 + 1)-во.м а зшзршпва се (k + 1)-вом цифром Шоz броја йо­
се са броје.н P(k), и 1Тtо за сваку вреgносШ k која није веhа og Al1. 

19 је добио једну општу формулу која даје приближну 
вредност за P(k) за дати систем бројева (k,a,b, ... ,g) и за све могуће 

системе (х,у, ... ,t) са учиљено м грешком која има горљу границу 

независну од k. На пример, у случају једначине са две непознате 

k =ах +Ьу, 

Лагерова формула даје 

где Је 

она 

P(k) 
k -+8 
а/Ј ' 

броја 8 маља од 1; за 

k ах+ Ьу + cz 

P(k) = ~+ k(a +Ь+с)+ 8 , 
2а!х 2аЬс 

С.ИАIЛU'UГ<И сишв. 

представља спектар Sa низа 
l1k = ah, тако да је 

, једнак производу делимичних спектара 
Sa, S1" ... , S.~· А како је (уколико се не узме у обзир децимална запета) 

Sa = 100 ... 0100 ... 0100 ... 010 ... , 
'-----у---' '-----у---' '-----у---' 

<XIJ-1 cx/1-l a/1-l 
нула нула 

19 Е. Lagueпe, Sиг Ја JIOI·titioll cles nomhгes, Bull de la Soc. math. de F1-ance, t. V 1877; 
Ouvгage t. I рр. 2 Ј 8-220. 
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где се група цифара ОО ... О 1 понавља Ј-1 пута, број N може се израчуна ти 
сабираљем погодно распоређених јединица (и замислити, штавише, 
једноставан апарат који би тај рачун брзо изводио). 

На пример, за једначину 

3х + 2у = k, О~ х~ 10, О~ у~ 9, 
будући да је број 

log ( 1 + а~) = log ( 1 + ~8 ) = log 9 

мањи од 1, може се узети 17 = 1, што he дати 

N = 1 О 1111212222323333434334334334 ... , 

а број P(k)ce подудара са (k + 1)-вом цифром бројаN. Тако, једначина 

3x+2y=l9 

има тачно три решења за х~ 10 и у~ 9: овај број заиста даје двадесета 
цифра броја N. 

Исти поступак примељен на различите друге рационалне функ­

ЦИЈе као спектралне карактеристике доводи до неких других ставова 

ове врсте. Зна се, на пример20, да је број Q1ч разлагања свих бројева 
на (највише) q делова, од којих ниједан није већи од датог броја р, јед­
нак коефицијенту уз ах'"' развитка функције 

F(x) 
(1- a)(l- x)(l- ax)(l- ах 2 ) ... (1- ахр) · 

Исто тако, зна се да је број R,y решења у целим позитивним бро­
јевима две симултане линеарне једначине 

ax+Ьy+ ... +,rst = k, 
а'х +//у+ ... + ,r;'t = k', 

за променљиве k и k' једнак коефицијенту уз z/11" у развоју функције 

Изрази F(l o-ll) и Ф (Ј o-/l' 1 o-ll')' где су 11 и 11 1 ДОВОЉНО велики цели 

бројеви, јесу извесни рационални бројеви чији се низ одређеног броја 

првих децимала изражава кад се напишу, Једни иза других, узастопни 

20 Mac-Malюn, Philos. Ћапs, Lош!оп 1'11.7/А, IR96, р. 619. 
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цели бројеви Q1,"1 или Rц· и потом између њих уметне известан број 
нула, утолико веhи уколико су бројеви 11 и !1' веhи. 

Б.- СйекШри бројева gелилаца йроменљивоz целог броја 

30. Према добро познатој особини Ламбертовог реда, ако се стави 

. _ z : 2 zm · 2 1 
(131) .f(z)---+--+ ... +--=a1z+a2z +a1z· + ... , 

1- z 1 1- zm · 

(132) 

коефицијент N(k) развоја 

F (z) = .f'(z)- <р (z) = N(l)z + N(2)z 2 + N(З)z3 + ... 

подудариhе се, за k < т, са бројем делилаца броја k различитих од 1 и 
ОД k. 

Ако се, дакле, за 11 узме једна горња граница броја log N(k) 
(k = 1,2, ... ), израз 

представљаhе спектар делилаца броја k са униформним ритмом hk = !1. 
С друге стране, имамо (са ознакама из параграфа 29) 

f'(l 0 -11) = _!__ + _1_ + ... + _1_, 
. 911 9 211 9 ml1 

<p(l0-11 ) = 10-11 ~. 
9. 911 

Претворен у децимални разломак, број /(10-11
) је йросШ перио­

дични разломак који има период са тћ цифара, а <p(l0-11
) је мешови(йи 

периодички разломак чији непериодички део и период имају сваки h 
цифара. Сам спектар he стога бити мешовити периодички разломак 
чији непериодички део има !1 цифара, период mh цифара, а оно што 
претходи јасно показује следеhе аритметичко својство тих рационал­

них бројева: 

(133) 

Поделимо низ првих децимала броја S који образује његов непе­
риодички део з~едно са првим периодом - у узастопне одсечке 

Т1 , Т2 , ••• , Tm+l са h цифара, тако да од се чак Tk(k = 1, 2, ... , т+ 1) почиње 
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[ (k -l)/1 + 1 Ј -том 

а завршава се !1 k-том децималом броја S, и посматра ј мо одсечке 
Т!,Тz, ... ,Т,". 

Цео број који образује zруйа значајних цифара оgсечка Tk йogy­
gapa се са бројем gелилаца броја k различитих og 1 и og k. 

Ако назовемо лакуно.м (празнином) сваки одсечак Tk који се са­
стоји искључиво од нуле, одатле се изводи следеhи закључак: 

Број лакуна које има скуй Првих k оgсечака T1,T2 , ... ,Tk йlачно је 
јеgнак броју йpoauux бројева ~шњuх og k, и Шо за свако k:::; m. 

Ако се примети да је 

1 - = 0,0 ... 010 ... 010 ... 010 ... ; 
9 '-<г---' '-<г---' '-<г---' 

kll kll-l kil-l kll-l 

10-11
-

1- = 0,0 ... 010 ... 020 ... 020 ... 020 ... , 
9 . 9 '-<г---' '-<г---' '-<г---' '-<г---' 

11 k-1 11-l 11-l 11-l 

уочава се да би се скуп одсечака Т1 , .•• , Т,11 могао израчунати, за свако 
дато т и 17, само сабираљем јединица (на пример, помоhу апарата који 
је лако замислити). 

Једна вредност /1 која he бити у сагласности са претходним добиhе 
се кад се узме неко /1 ~ log т ( виgе1Ии други пример из параграфа 32). 

Сетимо се такође неједнакости г. Вигерта 

(l+E)~ 
N(k) < 2 loglogk 

која важи за произвољно Е> О, уколико је k довољно велико. 
На пример, за т= 100 (што даје /1 ~ 2) и за 17 = 2, налази се 

S =О, 

Двадесет првих одсечака са две цифре садржи девет лакуна, сто 

првих одсечака их садржи двадесет шест, што показуЈе да има девет 

простих бројева мањих од 20, да нх има двадесет шест мањих од 100, 
итд. 

В.- СйеюТiри збирови cflll'fllliX сzТiейе1ш узасzТiойних целих бројеви 

се са P,11 f(:) означи полином степена т дефинисан 

рентном фор111улом 
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(134) О, 
::-1 

тада Је 

(135) 

Позната формула 

онда даје 

(136) 

где Је 

(137) 

a11 z" 
='--- = а 11 + (о 11 + о 1 )z + (а0 + а 1 + а 2 )z 2 + ... 

1-z 

- ~ - + с _2 + +с ( 7 111 + _111+1 + ) 
- ~ Ј јЈ.... ~~ 2tJ _, • · · ._, mp ~ L .. , ~ 

7 

' - 1" 2" р ,\ "'' - + + ... + 11 • 

Неједнакост 

k" < т 1' (k = 1, 2, ... , т -1) 

повлачи 

(138) - p+l. 
s""- 111 , 

одатле, узимајуhи за 11 неки цео број који није мањи од 

(р+ 1) log т, 

закључујемо да је сйекГйар низа 

(139) Slp, S2p•· .. , S 111p, 

са унифор.мни.м puLТt.мoJvt l1k = !1, gшТt са mh йрвих gеци.мала броја ( озна­
ка из параграфа 29) 

(140) 10111" 
S =--Р (10- 1111')· 9 mp ' 

m/1 

преостали децимали дају периодични спектар са ритмом 11, при чему је 
период број s111P коме претходи онолико нула колико је потребно да се 

употпуни број цифара до 17. 
У овом случају, на пример, помоhу низа (139) који одговара броје­

вима т= 16 и р= 2 налази се 
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288z 1 н- 289z 17 + z 
pl6 2 = --------

' z -1 
32z18 

- 34z17 + 2z 
(z -1)2 
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а како је (р+ 1) log т < 4, може се ставити 11 = 4; спектар низа (139) дат 
је са шездесет првих децимала броја 

1064 ? (10-64 ) s = 16,2 

964 ' 

s = 0,0001. 

Нумеричка вредност броја sk 2 (k = 1, 2, ... , 16) подудара се са к-том 
пругом овог спектра, тј. са групом значајних цифара која почиње 

[ 4(k -1) + 1]-вом и завршава се 4к-том децималом броја S. Тако се збир 
s9.2 подудара са деветом спектралном пругом: он, дакле, износи 285; 
друга цифра броја s13 .2 је педесет и прва децимала броја S. Једнака је 1. 

ПI.- Спектралпи поступак развијања у ред 

32. Нумеричко израчунаваље коефицијената неког реда I.a 11 z" вр­
ши се, кад су уобичајени поступци у питању, било инgивиgуалним изра­

чунавањем сваког коефицијента а11 помоhу извесне експлицитне фор­
муле 

а" <p(n) (n=0,1,2, ... ), 

било израчунавајуhи а" на основу веh познатог низа коефицијената 

а 11 _ 1 , а 11 _ 2 , •.• и йомоhу не~<: е ре1<:уреюuне формуле 

Спектрални поступак доводи до израчунавања свих коефиције­

нспuа а 11 исШоврејнено, uлu йш<: zруйе коефицијентТiа чије се израчу­

навање жели, йомоћу 2руПе gеци.мала само јеgно2 броја S на йо2оgан 
начин gовеgено2 у везу са функцијоЈvt f'(z) чији се развој у peg lТipaжu. 

Из правила у параграфу 12 изводе се у том погледу следеhа пра­
вила. 

I.- Када су коефицијент!! а" йозшТiивни цели реални бројеви, кое­

фицијент а0 једнак је целО!\! делу броја S који представља спектар фун­
кције /(z) са познатим ритыом l1k; коефицијент а 11 тада he се покло­
пити са групом значајних цифара броја S која почиље љеговом 
(Р11 _ 1 +!)-вом а завршава се љеговом Р11 -ТОМ децималом, где је Р,,= !1 1 + 
!12 + ... + !111 • У случају ушrформног ритма, то је група која почиље 
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[(n -l)/1 + 1]-вом а завршава се 1111-том децималом броја S. У случају 
униформно убрзаног ритыа 11, = /1 + ck, она почиље 

[ 
11(11+1) Ј (11-1)/1 + --2-с + 1 -ВОМ, 

[ 
11( 11 + 1) Ј . а завршава се nlz + --

2
-- с децималом брор S. 

По реду k-та цифра броја а" подудара се са (Р"- k + 1)-вом деци­
малом броја S (са k-том линијом 11-те спектралне пруге). За 11, = !1 то 
је (n/1- k + 1)-ва, а за 11, = 17 + ck ово је 

[ 
n(n+l) Ј п/7 + 

2 
с- k + 1 -ва децимала 

броја S. 

П. - Када су коефицијенти а 11 било какви цели бројеви, реални 
или имагинарни, образоваће се придружени низ 80 ,81,8 2 , ... и спектар 

функције 

(141) 

написаће се у облику S = S1 + iS2 : правила из 1 примељена на S1 одре­

диће низ а" реалних делова бројева 8 11а 11 , а иста правила примељена на 

S2 одредиће низ ~~~ коефицијената уз i бројева е"а 11 • Онда he се имати 

Ш. - Када бројеви а 11 нису цели, познаваље неке трансформације 
~[.f] сагласне са функцијом /(z) коју треба развити довешће до транс­
формата (Е) функције /(z): познаваље једног спектралног ритма са­
гласног са низом коефицијената М11 трансформата (Е), као и знакова 
а 11 реалних и имагинарних делова тих коефицијената, омогућиће фор­
мираље спектра S низа М11 са овим ритмом. Правила I и П примељена 
на S одредиће онда М1" а релација Q(a11 ,M11 ) =О, коју намеће трансфор­
мација ~[.f] =О, одредиће најзад непознате коефицијенте а 11 • 

Ритам ћk и знаке <Ј 11 при том he дати скуп (D) квалитативних по­
датака проблема. 

IV. - Одређиваље Гйпчних вредности првих n + 1 коефицијената 
(не узимајући у обзир знаке <Ј 11 ) захтева само познаваље йриближне 
вредности броја S са тачних првих Р,, децимала. Овај број децимала 
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једнак је n/1 у случају униформног спектралног ритма ћk = h, а износи 

n(n + 1) . 
пћ + 

2 
с у случаЈу униформно убрзаног ритма ћk = ћ + ck. 

vи.тоо,џ.- Одредити низ ~1 ,A 1 ,A2 , ... ,Amp коефицијенатар­
тог степена датог поли:нома Р(х) степена т са целим позитивним кое­

фицијентима ако је позната једна горња граница А тих коефицијената. 

Уколико је са !1 означен цео број који није мањи од log А, низ бро­
јева Ak дозвољава униформни спектрални ритам ћk = 11 и његов спе­
ктар биhе дат бројем 

који се лако може израчунати у сваком разматраном случају. Коефи­

цијент Ak, као и жељена одређена цифра броја Ak, биhе дати пругом, 
односно линијом спектра S одређеном претходним правилима. 

Да би се, на пример, спектралним поступком развио израз 

/(х)=(1+х+х2 )6 , 

знајуhи при том да коефицијенти развоја не премашују број 1000, до­
вољно је израчунати број 

s = /(10-3
) = 10-1()1001001 6 

= 1,006021050090126141126090050021006001 

и поделити његов децимални део на одсечке са по три цифре: сваки од 

тих одсечака даје по један коефицијент Ak, па се тако добија 

/(х) 1 +б х+ 21х 2 + 50х3 + 90х 4 + 12бх:; + 141хб 
+126х 7 +90.\" 0 +50х~ +21х 10 +6х 11 +х 12 . 

Довољно је чак нзрачуiiати осамнаест првих децимала да би се до­

био поступни развој функције. 
- Развпти у степени ред рационалну функцију 

(142) f(:) = P(z), 
. Q(:) 

чије су све нуле имеюЮI\а просте п имају јединични модул, знајуhи да 

су сви непознати коефшщјснти развитка цели бројеви. 
Означивши са а 1 .СЈ. 2 •.••• СЈ. 11 , полино!\rа Q(x). а са 

коефицијенте простих ра·олоЈ\rака им одговарају, имаће се 

(1 л ) р(:)+ + .. + --"'--
al ::-u~~~ 
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где р( ) означава цео део колЈ!LЈЈШка ј(:) 

Ако се десна страна јеЈ(IIакости (1 развиЈе у ред 

(144) 

добија се 

(145) + ... + Amo:;;,, 

где р означава, кад то долази у обзир, коефицијент уз х" у полиному 

р( х). На основу (145) закључује се да је 

и одатле. како је модуо броја 0: 11 једнак јединици, 

(146) 1 а 11 1< 1 р 1 + 1 А1 1 + ... + 1 А111 1 . 

Ако се, дакле, са lz означи било који цео број који није мањи од 

log(lpl + 1 А1 1 + ... +1 А111 1], 

имаће се 

гgе се h не .мења са 11, што значи да низ коефицијената а" може имати 

униформни спектрални ритам lzk = !1, па се онда третирање овог про­
блема лако окончава. 

На пример, у случају када су бројеви а 11 позитивни и цели, њихов 
спектар fie бити рационални број S = .f(l0-11 

). Коефицијент а" поду­
дариће се са целим бројем образованим од групе децимала броја S која 
почиње [(n -1)/7 + 1]-вом а завршава се п17-том од тих децимала; k-ту ци­
фру коефицијента а 11 представља (nl1- k + 1 )-ва децимала броја S. 

Такав је случај ограниченог Ламбертовог реда 

. z z2 Z
111 

/(z) = -+--2 + ... +--, 
. 1 - z 1 - z 1 - Z111 

који свакако испуњава претходне услове. Из оног што претходи, изла­

зи, 

la 11 1<n<m, 

(што је, уосталом, очигледно), а бројеви а11 , будући да су позитивни и 

цели, имају униформни спектрални ритам 

llk = 17 ~ log т; 
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њихов спектар са таквим једним ритмом биhе, према параграфу 30, 
рационални број 

1 1 1 
S=-+-+ ... +-- (9а =~Ј· 91, 9"'' 9"''' а пута . 

На пример, ако је т < 100, мож:е се узети ћ = 2, што даје 

s = о' о 102020302040204030402060204040502060206 ... ; 
одатле, 

.f(z) = z + 2z2 + 2z3 + 3z4 + 2z5 + 4z6 + 2z7 + 4z8 + 3z9 + .... 

Tpeliu iipu.мep.- Развити /(z) кад се зна да је коефицијент а11 ра­

ционалан број Mn , где су бројеви М11 цели, са ограниченим бројем ци­
п 

фара и наизменично позитивни и негативни. 

Трансформација 
~[ј"]= .f'(z), 

сагласна са .f(z), доводи то трансформата (Е) 

(147) 

и повлачи релацију 

(148) IЫ 11 -М11_ 1 =0 (n=1,2,3, ... ). 

Цео број М11_ 1 биhе онда одређен као п-ти одсечак са 11 цифара 
броја 

који игра улогу спектра функције F(z) са униформним ритмом l1k = 11, 
који није мањи од максималног броја цифара броја М11 • Бројеви а" би­
hе онда дати релацијом (148), при чему а0 остаје неодређено. 

На пример, за 

/(::)=ј 23-19z-2z
2 

+2z-
1 

dz 
. 1-

и 11 = 2, налази се 
s = г ( -1' о 1) = 23' 19211721172117 ... ; 

коефицијенти М" репродукују се по апсолутној вредности, почев од 
треhег, при чему је период 2117. па he се тако добити 

/(z) 
- 19_? 21_1 17_4 21~, 17_6 

а 0 -23_+-_ - _ +-L --- +-~ + ... 
2 3 4 5 б 
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Чeiiiвpiuu йри.мер. Развити /(z) кад се зна да су коефицијенти 
а" квадратни корени позитивних целих бројева са ограниченим бројем 
цифара. 

Ако се стави 

(149) 

трансформација 

2n: 

(150) L1[I] = 2lrc Ј ~(-f;,eti)dt, 
() 

сагласна са /(z) (§ 16, правило Ш), претвара ову функцију у ред (Е) по­
моћу релације 

Ако се за 11 узме неки цео број који није мањи од максималног 
броја цифара коефицијената а 11 , спектар бројева М" са ритмом 11, = 11 
биће реалан број 

(151) 
2n: k 

S = 2lrc Ј ЧJ(l0-2,eti)dt, 
() 

чији п-ти одсечак са 11 цифара даје М11 , па ће се имати 

Пeiiiu йри.мер.- Развити /(z) знајући само да су коефицијенти а11 
позитивни цели бројеви и да је z =О обична тачка функције. 

Конвергенција степеног реда који представља функцију .f(z) у 
околини тачке z = О повлачи постојаље фиксног позитивног броја А, 

таквог да за сваку вредност n важи ~<А. Означивши са с неки по­
зитиван број који није мањи од log А, униформно убрзани спектрални 
ритам 11k = ck биће компатибилан са низом бројева а11 и спектар тог 
низа биће реалан број 

(152) 

где Је 

= 

(153) 6(z) = l:c/'
2 

z", 
п= О 

~· 

Cf = 10 2 1 
р= const < -. 

А 
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Број S може се исто тако изразити интегралом (39) из параграфа 5, 

(154) 1 Ј
2

" 2 S = 2тс е-1 R( а, ~t) dt, 
() 

где R(г, <р) означава реални део од .f(г, е"'1 ) и где константама а и~ тре­
ба приписати вредности 

(155) а= 10-', ~ = ~2lognatl0. 

Ако се низ децимала броја S подели на узастопне одсечке са с, 2с, 
Зс, ... децимала, коефицијент а" he се подударити са целим бројем обра­
зованим од цифара п-тог од тих одсечака. 

IV.-

Спектрални поступак примељује се на два различита начина 

на израчунавање одређених интеграла. 

ПРВИ НА ЧИН. - У случају неког низа одређених интеграла 

.1 1, ,.!3 , ••• (једноструких или вишеструких, реалних или"~"'"''"' 
таквих да се у" поклапа са коефицијентом а" извесне 

Ј" вршило би се, 

=О, ,2, 

Исто тако, интеграл оГЈm1ка 

ј, 

Ј" = 111'"{/t. 
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(где су и и 1' функције ОЈ\ r) се извесног спектра, 
кад се уочи да се интеграшr \' 11 rюдударају са коефицијентима развоја 
функције 

;, 

(157) Л-Ј J<p(I'Z)Iд/r 

по степенима променљиве:. г;џ; је rp (:)једна од функција 

(158) <р (z) 
1- z' 

према томе да ли је низ ./ 11 огршшчен или неограничен. 

ДРУГИ НА ЧИН. - У кад неки интеграл Ј сам по себи 

представља спектар, са познатим ритмом lzk, извесног познатог низа 
целих бројева М0 , , ... , 011 ће u.маШи као нумеричку вреgносШ 

број коме, као целолt gелу, cлegu низ gецимала који се образује 

pef)ajyhu, јеgну уз gpyzy, Jt)IJ\tepuчкe zруйе G0 ,G 1, , .•. које ogzoвapajy 

низу и ршУилу ьk Ј йоииТtо је йреШхоgно реалним и имаzинарним 

gеловима бројева 

Такав на случаЈ интеграла 
,, 

Ј= Ј <p(l0-1'\l)uclt, 
(/ 

дефинисани са 

!1; интеграл, 
као цео део вредност 

цео број испред кога 

да број цифара 

случаЈ интеграла 

,, 
Ј= Ј ~(11)udt, 

број 

са 

, а за децимални део 

гдf, са неограниченим низом ћk целих позитивних 

~ (z) означава целу функцију 

(160) ~ (z) = 
11=1 

Када број облика М" ( = или про-

n 
менљив са n цео број), ~ (-) he бити замењено са такође 

у параграфу 
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Узимајуhи за бројеве l1k један низ целих бројева који довољно бр­

зо расте са рангом, имаhе се тако бесконачна много интеграла (159) 
који се изражавају помоhу ШрансценgенШних Лиувилових бројева (па­
раграф 14). 

Интеграли облика 

(161) Ј= Ј e-'\v(a,~t)dt, 
о 

где је \јf(г,<р) реални део функције .f(г,e'~'i), при чему се функција .f(z) 
може развити у ред по степенима променљиве z чији су коефицијенти 
цели бројеви, за извесне вредности константи а и ~ израчунавају се као 

спектри коефицијената функције .f(z) са извесним униформно убр­
заним ритмом(§ 5). У случају, на пример, када је /(z) рационална фун­
кција која представља скуп т< 100 првих чланова Ламбертовог реда(§ 
32), уколико се стави 

а= 0,01, ~ = .J2Iognatl0, 

интеграл Ј he имати вредност -Јп помножену бројем 
2 

0,016202003020402040304020040040502060206 ... 

чији је децимални део написан ређаљем једне уз другу група G1, ... , G"" 
где је Gk једнако броју делилаца броја k, испред кога је стављено оно­
лико нула колико је потребно да укупан број цифара у групи Gk буде 
2k. 

V.- Спектрално одређивање функција 

34. Уобичајени поступци одређиваља неке аналитичке функције 
помоhу gискреШних услова изискују, уопште узев, бесконачна мноzо 

нумеричких података, какви су, на пример, коефицијенти Тејлоровог 
. . . 

реда, тригонометриЈског, експонеiЩИЈалног реда итд., КОЈИ одговара 

функцији. 
Г. Борел је указао на различите друге начине одређиваља целе 

функције /(z) помоhу дискретних услова, на пример коришhељем 
вредности које узима f(z) за један дискретан низ вредности промен­
љиве z, уз додаваље једног скупа (С) донунских услова квалитативне 

природе који се односе на начин рашhеља функције са z21. 

21 Е. Вшсl, Suг /'iпtегро/агiоп, С. R. АсасЈ. sc. 1 '8,97, l"r scm .. р. 6-3-676. 
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У досада познатим начинима одређиваља функција по11юhу сли­
чних услова, број нумеричких података само је изузетно о2ран.ичен, у 

сасвим посебним случајевима кад се унапред зна аналитички облик 

функције до на ограничен број константи (на пример, у случају кад се 

функција своди на алгебарски, експоненцијални, тригонометријски по­
лином, итд.). 

Но, спектрална метода открива бесконачна много категорија 

функција чије се одређиваље своди н.а йроблем којu зависи og о2ран.и­
чен.о2 броја йарамаuара, под условом да се овоме дода известан скуп 
(D) услова који се односе само на знаке. 

Ово hемо прецизирати у оном што следи. 

Сматраhемо функцију .f(z) једне променљиве z нумерички оgре­
Ьен.ом ако, кад се у љој прецизира скуп знакова који остају неодређени, 

свакој н.умеричкој вредности променљиве z одговара једна нумеричка 
вредност функције /(z). 

Сматраhемо неку категорију U) функција кспuе2оријом са т 

йарамаuара ако се, додељујуhи одређене нумеричке вредности свакој 

од т међусобно независних променљивих, које оставља йроизвољним 

дефиниција категорије U), производи нумерички одређена функција 
која припада категорији, и то тако да свака функција из категорије мо­

же на тај начин бити произведена. 

Спектрална метода тада доводи до резултата који he бити изло­
жени у ономе што следи. 

Најпре, кайlеzорија (Е) аналитичких функција f(z) које се могу 
развити у ред степена променљиве z, чији су коефицијенти М11 цели 
бројеви, може се сматрати као категорија са gва йарамейlра. Ти пара­

метри су: 

1. цео број ~који није маљи од броја М (чије је постојаље обезбе­
ђено чиљеницом да пол пречник конвергенције реда није једнак нули), 

таквог да IM11 1, или n IM11 1, не прелази lОм ни за једну вредност п; 
2. вредност S коју за z = Io-P узима једна функција на погодан на­

чин доведена у везу са f(z); број S није ништа друго него спектар фун­
кције .f(z) са униформним ритмом hk =~'или са униформно убрзаним 
ритмом hk = ~k. 

Од два броја S и ~' први се може мељати нейрекиgн.о од нуле до 
бесконачности, а други на йрекиgан начин од једне позитивне вреднос­

ти до бесконачности. Кад је дат пар нумеричких вредности (S,~), 
функција .f(z) је нумерички одређена правилима из параграфа 32. 

Било која друга категорија функција U) допушта трансформације 
~ [.f] које успостављају извесну кореспонденцију између функција ове 
категорије и категорије (Е)(§ 16-19). Трансформација ~[f] сагласна 
са f(z) повлачи извесну релацију (Ј, Е) између функције f(z) и њеног 
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трансформата (Е), преко изведене трансформације д [f]. Ова релација 
може увести известан број променљивих параметара У; у функцију 

.f(z) коју она одређује, а ти параметри могу потицати: 1. од параметара 
укључених у саму трансформацију Ь [Ј]; 2. од нових неодређених кон­
станти које уводи релација (f, Е) = О, на пример интеграцијом, знако­

вима неког реда које је одговарајуhа рекурентна релација оставила 

неодређене, итд. 

Број q параметара У; је више или мање велики, за једну исту кате­
горију({), према томе која је трансформација Ь [f] примењена, и може 
варирати од нуле до бесконачности. СйекШрални.м инgексо.м категори­

је ({) назваhемо, и означити са о, најмањи од бројева q + 2 који на овај 
начин одговарају категорији ({) при различитим трансформацијама 
Ь [f] сагласним са({). 

Спектрални потупак одређиваља функција доводи онда до следе­

hег правила: 

КаШе'iорију функција (f) Шреба с.маШраШи каШе'iоријо.м чији је 
број йара.меШара јеgнак њено.м сйекШрално.м инgексу. 

Параметрима се могу сматрати: 1. параметри У; које уводи транс­
формација Ь [.f] компатибилна са ({) којој одговара најмањи број q; 

2. два параметра S и ~категорије (Е). 
СйекШрални инgекс о каШе'iорије (f) йоказује, gакле, број услова 

који су неойхоgни за йоШйуно ну.меричко оgређивање неке йарLИику­

ларне функције, која йрийаgа каШе'iорији (f), сйекШрални.м йосШуйко.м. 
Условом треба сматрати сваки услов који одређује: 

1. неку нумеричку вредност ~о параметра ритма ~ сагласног са 
коефицијентима функције (Е) у кореспонденцији са .f(z); 

представља спектар од 

са 

од параметара У;· 

35. Вредност спектралног индекса битно зависи од особеносШи 
ариПl.меШичке йpupoge које су карактеристичне за развој опште 

ције посматране категорије ({) у ред одређеног у околини једне 
тачке z =х z равни. Ове особеноаuи су оне т<оје се оgносе на начин 

зајеgничко'i оgређивања коефицијенаПlа pega који су цели бројеви; тај 
начин сажето се исказује обликом трансформације L'l. [.f] сагласне caf. 

Тачка х. ако друго није прецизирано дефикцијом категорије, и 

сама игра улогу параметра за(/), а индекс 8 се овом чиљеницом увеhа­
ва за Један. 

Из онога што претходи и из правила у параграфима 16 и 21 излазе 
као последице чињенице. 
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I. - Нека спектрални индекс кaiTiezopuje (Е) износи 8 2: парти­
куларна функција из ове категорије одређена је са два услова. На при­

мер. лук неке равне криве потпуно је одређен као функција апсцисе х 

условом да се може развити у ред по степенима променљиве х са целим 

коефицијентима наизменично позитивним и негативним и мањим од 

100 и да је његова дужина између тачака х= -0.01 и х= О једнака обиму 
круга чији је полупречник 1. 

П. - Спектрални индекс категорије функција које се могу развити 

у ред по степенима променљиве z са коефицијентима а 11 који имају 
ограничен број децимала износи о = 3. Параметри су: ~, S и цео број ,r:; 
који означава неку горњу границу броја децимала коефицијената а11 • 

Ш. - Спектрални индекс категорије (ј) образоване од алzебарских 

функција чији су коефицијенти а 11 рационални износи о 4. Параме­
три су: ~' S и два параметра у 1 и у 2 трансформације 

t.[.f] = УIЛЋz), 

сагласне са овом категоријом функција. 
IV.- За категорију функција са коефицијентом а11 једнаким деци­

малном разломку чији се број у 1 цифара непериодичног дела и број у 2 

цифара у периоду не мењају са n, имамо 

о= 4. 

Параметри су: ~' S1, у 1, у 2 (правило I, § 16). 
V.- Када су коефицијенти а" р-ти корени целих бројева (при че­

му је р фиксиран цео број), тада је 

о = 4 (са параметрима ~ и 

VI.- Када су коефицијенти а11 облика M 11 <pn, где су М11 цели броје­
ви а <р 11 разломљени бројеви са q параметара, имамо 

о = q- 2. 

т . м 
ако Је за а = " 

" 1· 2· ... ·n 

VП. -- Спектрални индекс функција у које задовољавају gаШу ну­
меричку релацију 

(162) F(z, и, у)= cr, 

где и означава йроизвољну функцију из неке категорије (и) са спек­
тралним индексом 81 и сам је једнак 8 = 81• 
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Тако су две функције и и у нумерички одређене једном неодре­

ђеном једначином (162) и са следеhа два услова: 
1. да се једна од њих може развити у ред по степенима промен­

љиве z са целим коефицијентима који немају више од т цифара; 2. да 
једна од њих узима дату нумеричку вредност за z = 10-m. 

VIII. - Спектрални индекс функције укоје задовољавају неоgреЬе­
ну gиференцијалну јеgначину 

(163) F( ' (р))- о z,и,у,у, ... ,у - , 

где је F gаШа функција са нумеричким коефицијентима а и је произ­
вољна функција из неке категорије (и) са т параметара, једнак је 

8 = т+р. 

На тај начин, функција у нумерички је одређена једначином (163) 
и следеhим условима: 

1. да се и може развити у ред по степенима променљиве z са целим 
коефицијентима који немају више од l цифара; 2. да, било и и р-1 од 
променљивих у,у', ... ,у<РЈ које фигуришу у (163), било р променљивих 
у, у', ... , у<~' Ј, узимају за z = Io-e унапред дате нумеричке вредности. 

На пример, проблем одређиваља равне криве у= .f(x) чија се суб­
тангента може развити у ред по степенима променљиве х са коефици­

јентима који су позитивни цели бројеви са не више од l цифара, и која у 
тачки х= 10-е ,у= у0 има дужину једнаку обиму круга чији је полупре­
чник 1 - потпуно је одређен проблем. Та крива дефинисана је једначи­

ном 

(164) у 

где су коефицијенти функције 

(165) 

одређени рекурентном формулом 

(166) (n+l)M0Л 11 + 1 +nM1A11 +(n-1)M2 A11 _ 1 + ... +М"ЛI = А 11 , 

са М0 = 6 и са М11 које је једнако п-тој групи са l децимала броја 2rc. У 
случају кад је l = 1, имамо 

х х 2 31 1 
<р(х) = 1 +-----х-+ ... , 

6 72 - 432 
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при чему је коефицијент А11 уз Х 11 одређен помоћу рекурентне релације 

(166), у којој је М0 = 6 а М11 једнако је п-тој децимали броја 2тс. 
IX. - Претходна правила не меља чиљеница да је z = О алгебарска 

критична тачка функције .f(z) око које се пермутује дати број 11 грана 
функције ј; при чему се развој у ред по степенима променљиве z заме-

.!. 
љује развојем по степенима од zn. 

Х. - Када је, код ових правила, z =О пол датог реда р функције 
/(z), спектрални индекс о категорије (f) увећава се за број р (због р 
параметара !Jk који фигуришу као коефицијенти уз р чланова !Jkz-k ). 

XI.- Свака аналитичка функција /(z) може бити представљена у 
датом кругу Са чији је центар обична тачка z =а функције I и у коме 
је функција холоморфна, са унапред датом тачношћу, једном посебном 

функцијом из извесне категорије функција са спектралним индексом 

о = 2, или једним полиномом по z са спектралним индексом о З (§ 
19-23). 

XII. Сингуларитети било какве аналитичке функције, садржани 

у датом кругу С(х чији је центар обична тачка z а функције .f~ исти су 

као сингуларитети једне одређене функције из категорије са спектрал­

ним индексом о 2 (§ 18). 
ХШ. -Нуле функције .f(z) која је мероморфна у кругу Са поду­

дарају се са половима једне одређене функције из категорије чији је 

спектрални индекс о= 2 (§ 18). 

36. Претходна разматраља уводе параметре који наизглед 
противрече уобичајеном појму йро.менљивих йара.меШара. Категорија 

(Е) функција које се могу развити у степени ред чији су коефицијенти 

цели бројеви појављује се, према уобичајеним схватаљима, као кате­

горија математичких бића која зависе од бесконачна .мноzо параме­

тара који су управо сами коефицијенти овог развоја, једино подвргну-

ти услову да буду цели бројеви Mk такви да се V IMk 1 не увећава бес­
коначно са k. Томе насупрот, у спектралној методи одређиваља функ­
ција, ови исти параметри појављују се као сеz.менШи jegнoz исШоz 

gе~(и.малноz броја S, при чему се сваки сегмент састоји из одређене гру­
пе узастопних децимала броја S. Тај број није ништа друго него један 
сйекШар посматране функције: начин љегове йоgеле на сеz.менШе, ко­

јом S даје, до на знак, низ коефицијената функција, варира на дискон­
тинуирани начин заједно са другим параметром ~ -једним позитивним 

бројем који карактерише број S. 
Два броја S и ~ заиста играју улогу два променљива параметра 

категорије (Е) функција: љихова промена доводи до прелаза са једне 

посебне функције (Е) на другу, а свака функција ове категорије може 
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бити добијена на тај начин. Постоји чак (до на знак коефицијената) ре­
цийрочна и унивока коресйонgенција између функција (Е) и бројева S и 
~: двема различитим функцијама (Е) одговарају два различита пара 
вредности (S, ~),и обрнуто. 

ПарамеШар S Шако конgензује јеgан оiраничен или неоiраничен 
број йарамаuара у само јеgан низ цифара, а љегово континуирано ва­
рираље, произведено gискотuинуираним варирањем љегових цифара, 

заједно са дисконтинуираним варираљем параметра ~' производи 
бескрајну разноврсност функција (Е) (не испуштајуhи ниједну од њих), 

па самим тим и бескрајну разноврсност других категорија функција до­

ведених у везу са функцијама (Е). 

Противречност са уобичајеним схватањем променљивих параме­

тара очигледно је само привидна: у ствари, управо је бесконачна мноiо 

нумеричких података које садржи спектар S под видом само jegнoi 
йоgаШка, чији сегменти, погодно разграничени, откривају вредности 

које се имају приписати бесконачном броју параметара (они су коефи­

цијенти реда) потребних да се задовоље услови проблема. Ова чиљени­

ца мало се разликује од оне која се појављује у вештини проблема 

загонетки и којом онај који га решава у тренутку одређује неколико 

замишљених бројева на основу само једног нумеричког податка који 
. . . 

му се казуЈе и ЧИЈИ му различити одсечци откриваЈу онолико података 

колико има непознатих. 

37. Као што се види, нумерички сйекШри бацају неку светлост на 
улоiу коју uipajy низови цифара у ogpef)uвaњy функција. На ову улогу 
веh је указао г. Борел у својим дубоким разматраљима која се односе 

на појам функције уопште. Сматрамо корисним да, на овом месту, ре­

продукујемо нека од љегових разматраља због веза које са љима имају 
. . . 

идеЈе развиЈене у овом последљем делу нашег рада, КОЈИ се односи на 

приказиваље функција помоhу низа цифара. 

Функција/' од n променљивих х, у, z,t, ... , која никаквом оiраниче­
њу није йоgврiнута, може бити дефинисана само условом да сваком 

систему вредности у променљивих x,y,z,t, ... одговара једна добро де­
финисана вредност функције I (Могли би се, уосталом, посматрати 

само системи вредности који припадају извесном домену; за остале 

функција не би била дефинисана. Могло би се такође претпоставити 

да, општијеЈузима више вредности, или, штавише, пребројиву беско­

пачност ових, за дате вредности променљивих). Број променљивих од 

111але је важности у таквој концепцији функције; познато је, заиста, да 

скуп тачака простора има исту моh као скуп тачака неког ограниченог 

сегмента праве, за који се увек може претпоставити да је садржан из-
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међу вредности О и 1. Ако. тако. систему вредности x,y,z,t, . . одговара 
вредност Х садржана између О и 1, довољно је ставити 

f(x,y,z,t, ... ) <р(х) 

да би се дефинисала функција <р (х) само jegfie йроАtенљиве кор има 
добро одређен начин одговара функцији 

.f(x, у, z, t, .. . ) . 

Ова кореспонденција је узајамна и једнозначна: будуhи да се две 

функције сматрају различитим кад узимају различите вредности бар у 

јеgној тачки у којој су дефинисане. двема различитим функцијама 

.f(x,y,z,t, ... ) одговарају две различите функције <р(х), и обрнуто. 

С друге стране, може се моh скуйа <р (х) свесй1и на моћ само jegнoz 

беС!шначноz низа LЏtфара. Према томе, не уводе се озбиљна ограниче­

ња кад се претпостави да функција <р (х) стално узима вредности изме­

ђу О и 1. Ако се, на пример, та вредност напише у систему нумерације 
са основом 2, она he имати облик 

ср(х) = 0,10100111 ... , 

тј. све цифре he бити једнаке О или 1. А како су, будуhи да је Х било 
који број између О и 1, сви позитивни бројеви облика n +Х, где је n цео 

број, могуhе је помоhу ср (х) дефинисати један скуп тачака, на следеhи 

начин: Сйачка n+ Х йрийаgа скуйу ако је, у вреgноаuи ср (х), n-та L(ифра 

иза зайей1е јеgнака 1, а не йрийаgа му каg је ова n-й1а цифра јеgнака О. 
Свакој функцији ср (х) одговара један такав скуп, који је, уоста­

лом, јединствен; обрнуто, сваком таквом скупу одговара јединствена 

функција ср (Х). Ово се може изразити кад се каже да скуй функL~ија 

ср (х) има моћ која је нajвuute јеgнака моhи скуйа свих скуйова реалних 

бројева, или чак, ако се тако xohe реhи, моhи скупа свих скупова та­
чака између О и 1. 

Докле год остајемо код општег случаја, проблем установљаваља, 

овим поступком, да ли су две функције ср (Х) и ср 1 (Х) идентичне или 
различите, скопчан је са несавладљивим практичним тешкоhама. Није, 

заиста, могуhе доhи до методе којом би се, уколико су оне различите, 

то са сигурношhу могло утврдити после коначноz броја операција; ра­

злог за ово је чиљеница да континуум није пребројив. 
Али кад су функције ср (Х) и ср 1 (Х) непрекидне, ситуација је што 

се овог тиче сасвим другачија. Заиста, ако се две такве функције поду­

дарају за све рационалне вредности променљиве Х, оне се подударају за 

све вредности ове променљиве; дакле, ако оне нису идентичне, то he 
сигурно бити примеhено разматраљем само рационалних вредности 
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независно променљиве Х: йосШоји свакако рационалан број Е такав да 
q 

се бројеви <р ( ~) и <р 1 ( ~) разликују, што he реhи да им се подудара 
само првих т децимала, где је т одређен број. 

Отуда, ако се сви рационални бројеви поређа ју у један низ u1, u2 , 

из, ... , што се може учинити, и ако се израчунаЈу вредности 

(167) { <р (ut ), <р (и2 ), <р (из),···, 
<pt (ut ), <ј)2 (u2 ), <ј)з (из), ... , 

са n тачних децимала, догодиhе се нужно, кад се та операција изведе за 
n = 1, 2, 3, ... , да he, за неку коначну вредност n, тј. после коначног. броја 
операција, бити сигурно да ове две функције нису идентичне. Уоста­

лом, очигледно је да тај број неhе бити унапред познат и да се, стога, 

рачунима, ма колико они били дуги, неhе установити идентичност ових 

функција. Али ако се оне разликују, сигурно је да he се то приметити 
уз довољно истрајности22. 

Но, спектрална метода управо даје један ефикасан начин одлучи­

ваља, самим разматраљем сйекШара, тј. једног скупа чија је моh најви­

ше једнака моhи скупа свих скупова позитивних реалних бројева, да ли 

су две функције <р и <р 1 које припадају једној истој сйекй1ралној каШе­
'iорији (§ 39) идентичне или различите. Штавише, спектри омогуhују 
не само разликовање функција из једне категорије, него и образоваље 

партикуларних функција из категорије са којом су они у вези. 

38. Оно што претходи истиче могуhност и корисност класифи­
кације функција I(z) према начину на који се коефицијенти а 11 могу 
сви заједно трансформисати у целе бројеве, тј. према начину на који се 

функција може учинити gосГйуйном анализи спектралном методом 

(реч је о спектралној класификацији функција). Како се тај начин 

може резимира ти у облику трансформације 6. [.f] сагласне са /, две 
функције t;(z) и / 2 (z) би припадале истој спектралној кaLlle'iopuju (/) 
ако за сваку од љих постоји најмаље једна тачка у z-равни таква да у 

љеној околини обе функције допуштају исту трансформацију 6. [.f], 
која се од једне до друге разликује само нумеричким вредностима 

извесног броја параметара које садржи. 

Додаваље једне произвољне функције (Е) произвољној функцији 

из категорије (Е), као и множење произвољном функцијом (Е), даје 

22 Е. Вогс!, Le(·ons suг /а tbloгie (/csfimctions, Paris 1914; Notc Ш: La notion rlefimction 
en !.;спао/, рр. 123-126. 
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функцију из исте категорије. Исто то важи и за диференцираље про­
извољан број пута, као и за замене независно променљиве којима се 
постиже множеље коефицијената а 11 целим бројевима. Скуй фуftкција 
каейегорије (Е) образује, gакле, груйу у оgносу на ове ойерације. Поље 

таквих операција шири се, уосталом, и за друге спектралне категорије 
функција. 

У претходним параграфима разматрани примери јасно указују на 

известан број спектралних категорија функција. Такве би биле, на 

пример, следеће категорије: функције које се могу развити у степене 

редове чији су коефицијенти а 11 цели бројеви или бројеви са коначним 
бројем децимала; функције код којих су коефицијенти а" р-ти корени 

целих бројева; функције чији су коефицијенти а" рационални бројеви 

чији се именилац не увећава брже од lO"a (ех= позитивна константа) и 
има само ограничен број простих чинилаца (категорија која садржи 

све алгебарске функције са рационалним коефицијентима а 11 ); функ­
ције са рационалним коефицијентима а 11 чији бројеви цифара у непе-. . 
риодичном делу и у периоду остаЈу коначни, или пак поседУЈУ неку уна-

пред дату правилност, или се не увећавају брже од дате функције <р(п), 

итд. 

Метода г. Гомеза Теиксеира и г. Хурвица, у циљу прецизирања 

облика коефицијената а 11 карактеристичних за функције које задово­
љавају неку диференцијалну једначину 

.f(x,y,y', ... ,y<P)) = Q23 

алгебарску по х,у,у', ... ,уСгЈ, доводи до тога да се за све аналитичке 
функције које нису хийерейрансценgенШне и имају рационалне коефи­
цијенте а 11 -сматра да припадају једној истој категорији (у) функција 
са коначним индексом, итд. 

Значај једне такве класификације, и поред љеног вештачког кара­

ктера, састојао би се у могућности коју пружа за одређиваље функција 

помоћу веома ойшШих услова који, у једном другом начину класифи­

ковања, зависе од бесконачног броја йарамеШара йомоhу коначног 

броја нумеричких йоgаШака. А може се претпоставити да ће продуб­

љена истраживања довести до занимљивих резултата који ће се одно­

сити на релације између ариШмеШичких својстава коефицијената а 1., 
која карактеришу категорију, и величине инgекса 8 кашегорије, који 
представља минимални број ових података. 

Као што се види, спектрални поступак одређиваља функција сво­

ди се, углавном, на то да се функција посматра у кореспонденцији са 

23 Anna1es de 1'Есо1е Norma1e superieuгe, 1885 et 1889. 
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неком тачком функционалног йрос~uора, у коме би једна спектрална 

категорија функција представљала једно функционално йоље и где би 

једна одређена Шрансфор.мација д. [/], примељена на .f, ефекШивно ус­
постављала кореспонденцију између функције и тачке. Трансфор­

мација д.[.f] би тако играла за тачке функционалног простора улогу 

аналогну оној коју за тачке простора игра нека пунктуална трансфор­

мација. Могуће је да д. [/] има смисла и дефинисано је само у једном 
функционалном пољу, као што у обичној геометрији нека пунктуална 

трансформација може бити дефинисана само за тачке једне области 

простора, површине, линије24 . 

24 Што се пr•re опште теорије трансфорщщија, погле)\ати YIII главу кrыrге !Ј! 
S!;l·ic rlc Tm•loг cr sm1 pmlrm,~cmcnr апаi\·Гiцис раг М. Ј. НасЈашагсЈ, Scicnria п 0 12, Gautl1icг-Yi­
llaгs, Paгis, 1901. 



Og балканских ратова, йа go йочейјка 1919. zoguнe, Михаило Пe/Upoвuh (у 
среgини) није cкugao официрску унифорщ инжењеријскоz кайеiuана у резерви. И 

йореg Шоzа, усйевао је ga разраЬује своје ugeje, gолази go нових решења у 
рачунарсШву, а йре свеzа, go йроналаска нумеричкоz сйекШра. 

(Аутор фотографије непознат) 
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Изш!уу gва pmlia лtmlieAtmliuчapи филозофског факултета у Београgу Позивани 
су на czlipaнe yнивepз111lietlie ga gрже Преgавања 11з научних облас1liи којшtа се баве. 
Овшt ШIHIIpo.н czlipaнu cвezli је исПољавао всл11ко Пр11знање научншt peзyлzlimlizшa 

кој11 су нас1liал11 у Београду. Тако су Познтliа сещсlliрална йреgавања Јована 

Kapaшulie (Гсili11нген, Париз, Женева), Н11коле Сатliикова (Бр11сел), Muлyzli11нa 

Милаиков11ћа 11, gакако, Миха11ла Пе1liровића (Париз, Еgиибург, Брисел, Жеиева). 

Насловиа cllipaua Пеlliровићев11х llllliaAtПaниx Преgавања ua Сорбоюtшколске 
1927128. гоgиие .. 



ПРЕДГОВОР 

ва юыLга cagpжu !УШШерију йреgавања која caAt оgржао 1ш Сор­
бони у Шоку gругог сеЈнесШра 1927-1928. щколске гоgш1е. Она 
је йосвећена јеgној грани лиzй1елшй1ике која, ако се ГйаЈ<:О лLОже 

рећи, Шек чини своје йрве кораке: оgносима uз!Ytef)y gва главна 

Ј\ШШеЈнmuичка бића, функције и броја. 

Данас йреgсШавља gобро йозЈ-tшТtу чшьетщу ga је све Проблеме 
који се !Уtогу йоаТtавu&Тiи у йроучавању функција gефинисшшх йо!Уtоћу 

йребројивог скуйа услова, у iipzmцuйy, могуће йрене{йи J-ta йроблеАtе 

који се оgносе на gефинисање caAto јеgног gецш.шлног броја. Али овај 
теоријски yвug аТtиче свој йуни значај Гйек каg се ua коикреiuаи иачии 
gефинище коресйонgенција која се може усйоаuавшТtи изАtеf}у функ­

ције и gе&Џl!Уtалног разломка . .. Ту йосГйоји јеgно неограничено йоље ис­
Шраживања, у коАtе се главна mаикоћа caaТtoju у избору занимљивих и 

йлоgних логичких форми меf)у бесконачна много њих које нам се нуgе" 

(Е. Борел). 

У овим Преgавањи.ма изложио сам, у онолико јеgноаТtавном об­

лику колико је mo било могуће, йрве елеменmе mеорије .маШе.маШич­
ких ciieт,iiiapa, који се уйраво наgовезују на йрей1хоgне иgеје. 

Нека ми буgе gойущmено ga овај свој pag йреgам јавносШи уз оgа­
вање йтиmовања и захвалноаuи госйоgи йрофесорима йариског Фа­

кулmеШа наука, og којих су неки моји некаgа&uњи и уважени учиmељи. 

Париз, маја 1928. Михаило Петровиh 





ПРВИ ДЕО 

СПЕКТРИ СКУПОВА БРОЈЕВА 

СПЕКТРИ ПРЕБРОЈИВИХ СКУПОВА 

1. Oiiшiiiu iiojaм ciieкiupa. - По аналогији са терминима који се 

користе у физици, назваhемо, уопште, сйек~uром неке колекције (О) 

конкретних или апстрактивних објеката 0 1,02 , 0 3 , •.. линеарни низ, ог­

раничен или неограничен, знакова 1111,1112 ,1113 , ... , у извесној кореспон­

денцији са објектима 0~:, кореспонденцији која се састоји у томе што 

један објект 0~: одређује једнозначно једну групу знакова т~: и обр­

нуто, ова група знакова 1111: одређује објект 0~:, уз услов да сви објекти 

0~: и сви знаци т~: могу тако бити одређени. 

Као пример спектра колекције (О) конкретних објеката, под­

сетиhемо на ойШичтш сйек~uар неке мешавине супстанци, на пример на 

емисиони спектар карактеристичан за изворе светлости, или на ап­

сорпциони спектар карактеристичан за средине кроз КОЈе светлост 

пролази. Ту улогу групе знакова т~: играју спектралне линије, пруге и 

зоне, светли и тамни делови, итд. Тако је свака светла линија сведок 

постојаља, у зрачељу светлости, трепереља одређене учесталости, као 

што нам свака жица клавира која трепери под дејством неког споља­

шљег звука открива присуство, у комплексном треперавом кретаљу 

које производи тај звук, једног специјалног трепереља клатна. Свет­

лост обојена неком супстанцом даје, после проласка кроз известан 

дисперзиони апарат (кроз призму, на пример), спектар који образују 

обојене линије чији број, положај, ширина, боја и интензитет зависе од 

супстанце којом је светлост обојена. Један исти хемијски елемент даје, 

у истим физичким околностима, увек исти спектар, тако да особености 

спектра омогуhују распознаваље елемената који чине неку мешавину. 

Тако, на пример, Фраунхоферове линије у Сунчевој светлости карак­

теришу извесне елементе који образују атмосферу Сунца; тако су спе­

ктри ретких земаља довели до проналаска неколико елемената, КОЈе су 

откриле извесне линије са одређеним положајем и физичким каракте­

ристикама. 
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Као пример спектра колекције (О) апстрактних објеката, навеш­

hемо сйекШар некоz скуйа бројева. Познате су, на пример, они про­

блеми - загонетке који се, забаве ради, постављају у друштвима, а у 

којима онај ко рачуна (решава проблем) успева да погоди више замиш­

љених бројева на основу само једног бројног податка који му се саоп­

штава и који представља завршни резултат рачунања коме није прису­

ствовао. Јасно је да су ти елементарни проблеми само веома специ­

јални случајеви једног општег проблема, који се може решити кориш­

hењем исте досетке - на погодан начин уопштене, а која се састоји у 

нумеричком израчунавању Једног ограниченог или неограниченог низа 

непознатих, а самим тим и неке непознате функције, помоhу низа 

цифара једног истог броја S, сйекШра нейознаШих. 
На тај начин, број 

s = ( 101
)

6 

= 1,061520150601 
100 

представља спектар низа коефицијената бинома (~) група значајних 
цифара броја S која почиње (2k-1)-вом а завршава се (2k)-том цифром 

- представља вредност ( ~). 
Број 

s = 10-3610010016 

=1,006021050090126141126090050021006001 

представља спектар коефицијената развоја по степенима променљиве 

х функције 

ако се његов децимални део подели на одсечке са по три цифре, k-ти 

одсечак даје коефицијент уз xk. 
Ако се са 9 k означи цео број добијен кад се цифра 9 напише k пу­

та узастопно (9 1 = 9, 92 = 99, ... ), број 

s = _1 +-1 + ... +-1 ___ 1_,~ 
9 2 9 4 9 200 1 оо 9 . 9 2 

= О, 0000000100200020102000400020203000400040202000601 ... 

представља спектар повезан са простим бројевима: ако се децимални 

део броја S подели на одсечке са по две узастопне цифре и ако се 
лакуно111 (празнином) назове сваки одсечак који образују искључиво 
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нуле, тада је број лакуна у скупу првих k одсечака тачно једнак броју 
простих бројева који нису веhи од k, и то за сваку вредност k ~ 100. 

2 Кад су вероватноhе два супротна догађаја А и В редом р и 
3 

1 б . 
Cf = -, РОЈ 

3 
s = (2 + 1o-s )!о 2\о 

=О, 051201152015360134400806403360009600 ... 

представља спектар вероватноhа повезаних са та два догађаја. Веро­

ватноhа да се, у 10 проба, догађај А деси (10- k) пута (а В k пута) добија 
се кад се фиксираним бројем М= 59049 подели група децимала броја S 
која почиње (5k+1)-вом а завршава се 5(k+1)-том децималом. 

Сваки пут кад се Кошијев интеграл 

Ј = _1_ Ј .f(z) dz 
" 2ni (z- ех)"+ 1 

с 

(узет дуж неке контуре С која обухвата тачку z = ех и унутар које је 
функција .f холоморфна) изражава за n =О, 1, 2, ... целим позитивним 
бројевима са једном или две цифре, вредност 

S = t'(ex + -
1 

) . 100 

игра улогу спектра низа !0 , !1, !2 , ... Број !0 ту се подудара са целим де­

лом броја S, а / 11 је број MN, где је М (2п-1)-ва и N (2п)-та децимала 
броја S. 

Број n укључује се у својству спектра непознате функције усле­
деhи привидно неодређен проблем: одредити равну криву у= ј'(х) чија 

се субнормала може развити у ред по степенима променљиве х са це­

лим позитивним и од броја 10 мањим коефицијентима, и има у тачки 

х = _!_, у = у0 дужину једнаку полуобиму круга чији је полупречник 1. 
10 

Та крива дефинисана је једнакошhу 

М1 М2 з q:>(x) = М0 +-х+-х + ... , 
2 3 

где је Mk k-та децимала броја n, а константа С има вредност 
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2 

с = 2]_- <р (0, 1). 
2 

Назваhемо, уопште, математичким сйекШром неког скупа еле­

мената ek број S који је у таквој кореспонденцији са елементима ek да 

елемент ek одређује неку групу узастопних децимала, и обрнуто, та 

група децимала одређује елемент ek, уз услов да сви елементи ek и сви 

децимали броја S могу тако бити одређени. 
У току ових Преgавања показаhемо неке опште поступке форми­

раља математичких спектара скупова бројева и функција, као и начин 

на који се тако образовани спектри могу користити у решаваљу проб­

лема аритметике и анализе. 

2. Јеgан oiiшiiiu iiociiiyiiaк фор.мирања ciiei,iiiapa. Посматрајмо 

неки скуп (И) чији сваки елемент и има ограничен број индекса, при 

чему сваки индекс узима све позитивне целе вредности. Увек се могу, 

на познати начинl , елементи у поређати и линеарни (једноструки) низ 
(V), у коме би сваком елементу v био додељен само један индекс, уз 
биуинвоку кореспонденцију између елемената у (И) и (V). Поступак се 
састоЈи у посматраљу скупа свих елемента 

где индекси m1, m2, ... , mP узимају све позитивне целе вредности. У том 

скупу постоји ограничен број елемената, таквих да је 

где је n одређен позитиван цео број. Ако се редом узима да је 

n=p,p+l,p+2, ... , 

сваки пут he се имати ограничен број елемената који he моhи бити по­
ређани у истом реду, једни у продужетку других. Прво he се написати 
елемент и 1 , 1 • , 1, који одговара вредности n =р, затим елементи који 

одговарају вредности n =р+ 1 (ређајуhи их у било ком поретку), затим 
они који одговарају вредностима n р + 2, итд. Како се, за сваку вред­
ност n, исписује само коначан број елемената, сваки елемент скупа 
заузеhе у овом низу одређено место, тј. добиће одређени коначан ранг. 

будући да је тај низ добијен за неку коначну вредност за n. Тада, дакле. 
елементе um, .т,, ,mr за елементе 11 111 везује биунивока кореспонденција. 

1 Е. Богеl, Lc(·ons SIIГ !а Tbloгic clcsfimctions, 2. се!. рр 8-9. 
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Но, добро је позната чиљеница да, уколико је (V) неки пребројиви 
скуп елемената 11111 , скуп (С) таквих скупова има моћ континуума, што 

значи да је могуће успоставити биунивоку кореспонденцију између 

елемената скупа (С) и реалних бројева који се налазе између О и 1: сва­
ком скупу (V) одговараће један такав број, и обрнуто. 

Таква кореспонденција може бити ефективно успостављена на 

више начина. Приказаћемо једну од њих, која је у исти мах интуитивна 

и општа. 

Нека су Р, и Q, реалан део и коефицијент уз i елемента 11, и пос­
матрајмо скуп (Р) елемената Р,. Постоји бесконачна много функција 

Ф(х) таквих да крива у= Ф(х) има облик као на слици 1 или на слици 
2, тако да свакој реалној вредности променљиве х одговара само једна 
реална вредност у између О и 1, и обрнуто: да свакој вредности у у овом 
интервалу одговара само једна реална вредност х. Такве би, на пример, 

биле функције 

Сл. 1. Сл. 2 

1 
1 +е-х ' 

1 1 - +-ar-ctgx 
2 n ' 

(посреди је грана функције arctang са вредностима између -n и n). 
. 2 2 

Сваки од бројева Ф(Рk) биће реалан и налазиће се између О и 1. 

Нека су а% децимале броја Ф(Рk ), тако да имамо 

Ф(Р1 ) = О,а! а~ ai .. . 
Ф(Р2 ) = О,а1 ai а~ .. . 
Ф(f1 ) = О,а~ ai ај .. . 

Помоћу ових бројева образујмо, дијагоналним поступком, следе­

ћи децимални број 
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где је поредак по коме се ређају горњи и доњи индекси показан табе-
лом 

111 211 2 311 2 3 41 
1213214321"' 

Очигледно је да се: 

1. l1-та децимала броја Ф (Pk) подудара са децималом чији је ранг 

1 
11 +- (k + h -1) (k + 11- 2) 

2 
броја S; 

2. децимала по реду а-та броја S подудара са 11-том децималом 
броја Ф (Pk), где l1 и k имају вредности 

11 = а - n (n - 1) 
2 ' 

при чему је n цео део броја 

1( = n (n+ 1) 1 ,, (Х+ ' 
2 

Постоји тако биунивока кореспонденција између броја S и низа 
бројева Ф (Pk): низ децимала бројева Pk одређује једнозначно низ деци­
мала броја S, и обрнуто. Број S био би онда спектар скупа (Р). 

Формирај мо на исти начин реалан број Т који лежи између О и 1 и 
представља спектар скупа (Q) чији су елементи бројеви Qk. Ови броје­
ви S и Т одређују, у имагинарној равни, тачку М чији је а- фикс S + iT и . . 
коЈа се налази у или на квадрату са странама датим Једначинама 

х= О, х= Ј, у= О, у= 1. 

Кореспонденција између скупа елемената 11k и тачке М очигледно 

је биунивока: сваком скупу (V) одговара само једна тачка М и свакој та­
чки М одговара само један скуп (V). 

С друге стране. према Канторовој теореми. скуп тачака М има 

исту 11юћ као скуп тачака које се на реалној оси налазе између О и 1. 
Могуће је, дакле, успоставити између тачака Р интервала од О до 1. с 
једне стране. и скупа скупова (V), с друге стране, кореспонденцију так­
ву да сваки од скупова (V) одређује једнозначно тачку Р, и обрнуто. 
Таква кореспонденција могла би се ефективно успоставити на безброј 

начина, на пример образујући реалан број Р чији је цео део нула и чије 

се децимале наизменично подударају са децималама бројева S и Т. 
Број Р је сйекШар скуйа (И) који он једнозначно одређује и такође 

љиме потпуно одређен. И тако се долази до следећег закључка: 
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Kag је gaiii неки скуй (С) (који има .моh кoнilirmyyмa) йребројивих 
скуйова (U) чији су елеметuи реаmш uли комйлексни бројеви, увек је 
лtOzyhe образовспuи сйекШре који се налазе у обосШрано јеgнозначној 
коресйтtgенцији са скуйовима (U) као консШиШуШивним елеменiйима 
скуйа (С). 

Поступак образоваља спектра који сt-ю описали у оном што прет­

ходи може се применити на сваки пребројив скуп. У више партикулар­

ним случајевима, спектри се могу образовати на више других начина. 

Један од љих, који he бити изложен у следеhем поглављу и који се 
примељује на скупове чији су елементи цели бројеви или бројеви који 

се неким поступком сви заједно могу претворити у целе бројеве, наро­

чито је занимљив због љегових сличности са поступцима хемијске спе­

ктралне анализе и због могуhих примена тако образованих спектара. 

ПРУГ АСТИ СПЕКТРИ НИЗ ОВА ЦЕЛИХ БРОЈЕВА 

3. Појам йpyiaciiioi cйeкiiipa.- Нека је 

(1) 

низ йозиШивних целих реалних бројева, hk позитиван цео број који није 
маљи од броја цифара броја Nk и J.Jk i-та цифра броја Nk, при чему се 
ранг i цифре броји са десна на лево. 

Образујмо нумеричку групу 

(2) 

коју чини број Nk и испред љега онолико нула колико је потребно да 
би укупан број цифара у групи (2) био једнак hk. 

Формирајмо потом број 

(3) 

добијен писаљем једне иза друге и једне уз другу нумеричких група 

G0 , G1, G2 , ... Групе значајних цифара броја (3) које потичу од два уза­
стопна цела броја Nk-J и Nk могу, а да се никад ни делимично не пре­
клапају, бити раздвојене веhим или маљим бројем нула, према томе да 

ли је разлика између l1k и ефективног броја lk цифара целог броја Nk 
веhа или мања. 

Тако формиран број (3) подсеhа на светле спектре усијаних тела; 
групе 

(4) 
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значајних цифара ту би одговарале спектралним пругама; нуле које их 
раздвајају одговарале би тамним деловима, а саме значајне цифре /Jk 
спектралним линијама чији скуп карактерише елемент Nk љиховим 
вредностима и релативним положајима у спектру. 

Користећи ово поређеље, које омогућује да се сажме изражаваље 
и излагање учини јаснијим, назваћемо: 

1. низ цифара који образује број (3), пошто се у њему претходно 
G0 децималном запетом одвоји од G1, йруzасШи.м сйекШро.м нуме­
ричког низа (1); 

2. део низа цифара (3) који чине значајне цифре које потичу од 
броја Nk k-Ши.м свеШли.м gело.м или k-Шо.м йруzо.м сйекШра; 

3. део низа цифара (3) који чине нуле уметнуте између Nн и Nk 
k-Ши.м Ша.мни.м gело.м сйекШра; 

4. целину Gk коју образују ова два дела ранга k-(йи.м оgсечко.м сйе­
кШра; 

5. цифру /Jk у низу (3) i-Шо.м линијом k-Ше йруzе сйекШра; затим: 
б. ишрина k-тог спектралног одсечка биће мерена целим бројем 

!1k, ширина светлог дела бројем lk, а ширина тамног дела бројем 11k -lk; 
7. ако т представља укупан број спектралних одсечака, спектар је 

оzраничен или неоzраничен према томе да ли је број т коначан или бе­

сконачан; 

8. уколико је закон варирања целог броја l1k са љеговим рангом k 
назван сйекй1рални.м риШ.мо.м, овај је унифор.ман када је 

тј. када сви спектрални одсечци имају исту ширину; он је унифор.мно 

убрзан када ширина одсечка расте сразмерно љеговом рангу, тј. када 

је /1k = lz + ck, где су /1 и с два позитивна цела броја који се не мељају са 

k; ритам ће бити са расШуhи.м убрзшье.м кад с расте са k; он ће бити oc­
цuлaiiiopaн ако l1k има осцилујуhе варијације кад k непрекидно расте; 
биhе йериоgичан ако су варијације низа l1k периодичне, итд.; 

9. разлика /1k -lk мериће gисйерзију спектра, константну или про­
менљиву са k; спектар је са највеhом могуhом zусШшю.м, тј. са нулйЈљн 
gисйерзијо.м, када у љему нема тамних делова, па се пруге додирују. 

Кад су дати низ (1) и ритам /1k љеговог спектра, тај спектар he се 
образовати формираљем одговарајуhих нумеричких група G0 , G1, 

G2 , ... и љиховим исписиваљем једних уз друге у једном реду и у при­

родном поретку љиховог рангираља. 

Обрнуто, кад су дати спектар (3) и љегов ритам, члан Nk одгова­
рајуhег низа (1) добија се као k-та пруга овог спектра. 

На пример, спектар низа двоцифрених природних бројева 
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11, 12, 13, ... , 98, 99, 

са униформним ритмом /1 = З био би 

011012013 ... 098099; 

љегова дисперзија је константна и једнака 1. 
Спектар низа биномних коефицијената 

са униформно убрзаним ритмом l1k = 1 + k је 

10702100350003500002100000070000000001, 

а љегова дисперзија је растућа. 
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Спектар неограниченог низа коефицијената, који су цели бројеви, 

2+37х 
развоја функције .f'(z) 

2 
са осцилаторним ритмом 

1- х 

1 
l1k = -(3- coskn), 

2 
. . 
.Једнак Је 

237237237 ... ; 

он је периодичан и са нултом дисперзијом. 

Ритам l1k треба сматрати ко.мйаШибилни.м са gаШи.м низом (1) ако 
је hk -lk ~О за све вредности k = 1, 2, ... ,т. 

С тим у вези, имамо следећа правила. 

ПРВО ПРАВИЛО.- Оzраничен низ (1) увек gойушШа унифор.ман 
ри~uа.м hk - h, zge је h било који цео број који није .мањи og највеhеz чла­
на низа (не узима се у обзир први члан). 

Јер, важи Nk ::;; 1011
, тако да је lk ::;; !1. 

ДРУГО ПРАВИЛО.- Неоzраничен низ (1), чији чланови нису веhи 
og фиксираноz броја N, gойуш~uа унифор.ман риШа.м hk- h, zge h озна­
чава било који цео број који није .мањи og log В. 

(Као у случају претходног правила.) 

ТРЕЋЕ ПРАВИЛО.- Неоzраничен низ (1) Шакав ga се~ не уве­
hава бесконачна са n gойушШа унифор.мно убрзан риШа.м. 

Јер N 11 за сваку вредност индекса n остаје мање од Io"+cn, где су 11 
и с извесни позитивни цели бројеви, при чему х може бити једнако 

нули; низ (1) стога има униформно убрзани ритам l1k = h + ck. 
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Такав је, на пример, с,тrучај неограниченог низа, чији су чланови 

(i}(i}(~J··· 
и који има ритам hk = k. 

ЧЕТВРТО ПРАВИЛО.- Неоzраничен низ (1) Шакав ga се nVN:: не 
увеhава бесконачна са n gойушШа риШам са расШуhим убрзањем 

l1k = l1 + ck + gk 2
, 2ge су h, с и g извесни йозиШивни цели бројеви. 

Јер N" за сваку вредност индекса n остаје мање од 1011
+cn+gn

2 

ПЕТО ПРАВИЛО.- 02раничен или нео2раничен низ (1) који gойу­
шШа риШам hk gойушШа Шако!)е сваки риШам h~ Шакав ga је hk ~ h~ за 
свако k = 1, 2, 3, ... 

Низ који, на пример, допушта униформни ритам l1k = l1 допустиhе 
истовремено сваки униформно убрзани ритам hk = h + ck, као и сваки 
ритам са растуhим убрзањем l1k = l1 + ck + gk 2 + ... са било каквим пози­
тивним целим бројевима с, g, ... 

4. Cйeкiiipaлua ieuepaiiipuca. - Следеhа чињеница је фундамен­

тална за образоваље пругастих спектара: 

Ма какав био, о2раничен или 1-tеоzраничен, низ йозиШивних целих 

бројева (N ,, ) , са њиме се може gовеаuи у везу jeg1-ta функција Ф (х) чија 
нумеричка вреgносШ S за извесну йар~uикуларну вреgноаu, йо2оgно 
изабрану, йроменљиве х йреgсШавља јеgан йpyzaauu сйекШар ово2 

низа. 

Нека је: lk број цифара броја Nk; ћk цео број који није мањи од lk; 
Gk нумеричка група која се, према претходном, придружује броју Nk; 
претпоставимо најпре да посматрани низ Nk има ограничен број т 
чланова. 

Образујмо низ позитивних целих бројева 

(5) 

такав да Је 

(б) Pk = /z 1 +lz2 + ... +!1k (k = 1,2, ... ,т). 

Формирајмо потом низ позитивних рационалних бројева 

(7) 

таквих да Је 
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(8) 

па затим уз помоh тих бројева полином по х степена т 

Важи следеhе тврђење: 

Нумеричка вреgносйl Ф т йреgаuавља йpyzaauu сйекШар низа N k 

са рщЉиом hk. 
Заиста, вредност p,kNk је децимални број који има као цео део ну­

лу, а као децималан део Pk -lk узастопних нула и иза њих значајне ци­
фре које потичу од броја Nk. Одатле излази да је 

81N1 + 82N2 + · · · + 8mNm 
(10) = O,O ... ON1 O,O ... ON2 0 ... = O,G1G2 .•• G111 , 

'--v---' '--v---' 
111-11 /1 2 -12 
нула нула 

па, како је l1k -lk ?': О, доказ је тиме завршен. 
Претпоставимо сада да је низ бројева Nk нео2раничен. Тада поли­

ном Фт(х) постаје ред уређен по растуhим степенима променљиве х 

(11) 

Претходни исказ остаје у важности под условом да се изабере низ 

позитивних целих бројева h1 ,h2 ,flз, ... који карактерише спектрални ри­
там, тако да низ (11) чији је општи коефицијент 

(12) 

конвергира за х= 1, што је очигледно увек могуhе. 
Тако образовану функцију Ф (х), која се своди на полином по х 

кад је низ Nk ограничен, а на степени ред кад је низ ( Nk) неограничен, 
назваhемо сйекШралном 2енераШрисом посматраног низа која одгова­

ра спектралном ритму помоhу кога је била формирана. Нумеричка 

вредност S = Ф(l) тада се подудара са пругастим спектром о коме је 
реч. 

При.меgба I. - Могле би се образовати друге спектралне генера­

трисе, које би, на пример, дали експоненцијални редови или потенци­

јални редови са више променљивих. У овим Преgавањима остаhемо 

код генератриса претходног облика. 

При.меgба П.- Могли би се формирати, на начин сличан претход­

ном, спектри и њихове генератрисе за неки систем нумерациЈе разли­

чит од децималног система, посебно за систем са основом 2, у ком слу­
чају би спектар образовале само цифре О и 1. 
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5. Начини образоваља ciieкiiipaлниx ieuepaiiipиca. -Треба разли­
ковати следеhа два случаја. 

Први случај. -Дат је низ целих бројева Nk. Под претпоставком да 
су његови чланови реални и позитивни, треба израчунати низ фактора 

gk који одговара жељеном спектралном ритму hk, па затим непосредно 
написати 

(13) 

У случају, на пример, униформно убрзаног ритма hk = h + ck, има­
hе се 

па he спектар бити 

= 

(15) S = L N"q"
2 

~". 
11=0 

Затим he се потражити, уколико то долази у обзир, могуhност да 
се такав један непосредно добијен израз са Ф (х) претвори у извесну 

експлицитну комбинацију познатих функција, у неки одређен инте­

грал, итд. 

Друzи случај.- Позната је, у било ком аналитичком облику, фун­

кција /(х) чији развој, који није дат, 

(16) 

има чланове низа ( Nk) за коефицијенте и полулречник холомор­
фности г око тачке х= О различит од нуле. 

1. Ако бројеви Nk gойушейају неки униформан сйеюuрални ри­
Сйам 11, = l1 (случај ограничених низова Nk, или пак неограничених ни­
зова чији чланови не расту бесконачна), сйеюuрална zенераейриса ће 

бшЋи 

(17) ф (х)= {(10-1
' х), 

а спектар he бити 

(18) 

2. Посматрајмо случај неограниченог низа N, Сйаквоz ga 'ifN: не 
pacliie бесконачна са n (такав је случај сваког низа бројева Nk који фи­
гуришу као коефицијенти у неком Тајлоровом реду са полупречником 
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конвергенције различитим од нуле). Низ тада допушта неки унифор­
мно убрзан ритам 11, = !1 + ck и за такав ритам биhе 

(19) 

Формирајмо помоhну функцију 

(20) 

где Је 

(21) 

IJ=oo 

х(х) = I"qn'+lcnxll, 
11=0 

с 

л 1 + 211 , q = 10 2 

с 

СйекШрална 2енераШриса he биШи 

(22) 
1 хе-11 27t [ . ) Ф(х) = ln I.f(pe

11
)X -р- clt, 

2ge р означава йроизвољну консiП.анШу чији је моgуо мањи og йолуйре­
чника конвергенције г pega (16); сам сйекШар he онgа бu{йи нумеричка 
вреgноаu ин~uе2рала 

(23) 
2Jt [ () 

S = ;n I .f(pet' )Х х~- 1 dt. 

Да би се ово доказало, довољно је подсетити на једну познату тео­

рему о потенцијалним редовима. Нека су 

(24) {
.f(x) = а0 + а 1х + а 2 х2

2 + .. . 
<р( х)= Ь0 + Ь1х + Ь2 х + .. . 

два реда који конвергирају у круговима чији је центар у почетку а 

полупречници су им г и 1-1; ред 

(25) 

има тада полупречник конвергенције који није мањи од гг1 а његова су-. . 
ма Једнака Је 

(26) 
2Jt 

_21 Ј .f(xlet' )<р (xze-ti) dt, 
n о 
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где су х 1 и х2 било какве две вредности које не зависе од t са модулима 
респективно мањим од,~ и r1 и међусобно везане релацијом х1х2 = z. 

Стављајуlш 

и узимајуhи за х 1 било коју константну вредност р чији је модуо мањи 
z 

од r, а за х2 вредност -,услови последње теореме биhе испуњени, бу-
р 

дуhи да је ,~1 = оо, па he спектрална генератриса заиста бити дата са 

(22). 
Изрази (22) и (23) могу се заменити неким другим изразима који 

су са њима еквивалентни. Тако се, стављајуhи 

(27) {а=~ lognat10 = 1,151292 ... 

Ь = (2с + l1)a, 

с обзиром на познату формулу 

= 
2 f 2 г с: е- 1 cos 2kt\fa dt 

\/n о 
(k >О, а> 0), 

спектрална генератриса за ритам l1k = !1 + ck изражава у облику 

(28) 

где R(г, ~) означава реални део од ј(ге 1Ч') и где константама а и ~ тре­
ба приписати вредности 

Приметимо такође да се у случају када се бројеви Nk изражавају 
интегралом облика 

/, 

(29) Nk =Ј Ll1i clt (k = l, 2, ... ), 
() 

где су и и ,, функције од t, спектрална генератриса изражава одређеним 
интегралом 
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(30) 
/Ј 

Ф(х) =Ј k8(vx)clt, 
о 

где је е (х) цела трансцента 

n=oo 

(31) 8(х) = Iq"2+Л."x", 
n=O 

при чему су константе А и q дефинисане са (21). 
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3. У случају било каквог риШма са рапuуhим убрзањем, кад се 
формира помоhна функција 

~ 

(32) ~(х)= I,t;nx", 
11=1 

где Је 

(33) 

сйекШралну 2енераШрису gaвahe јти увек израз (22), а сйекШар израз 
(23), йоg условом ga се у њему функција х(х) замени функцијом ~(х). 

Претходне формуле примељују се на све низове Nk без разлике, 
ограничене и неограничене. 

Указаhемо на неколико једноставних примера спектралних гене­

ратриса и спектара. 

Први йример. - Образовати генератрису ограниченог низа 

1, 2,3, ... ,т 

са униформним ритмом l1k = h сагласним са низом. Имамо 

тх111+ 2 -(т+ 1)xm+l +х 
f(x) = х+2х2 +3х3 + ... +тхт = 2 , 

(1- х) 

а генератриса he бити 

т1o-(m+2)h xm+2 -(т+ 1)10-(m+l)h xm+1 + 10-h х 
Ф (х)- . 

- (1 - 1 о-" х )2 · 

Спектар се добија као нумеричка вредност S у-израза 

10cm+IJh- (т+ 1)101' xm+I +т 
ф (1) - -------'----:-----'---=--------

- (1011 -1)2 ' 



130 ПРЕДАВАЊА О МАТЕМАТИЧКИМ СПЕКТРИМА 

па he, на пример, за т = 9, !1 = 1 бити 

Дpyzu йри.мер. Образовати генератрису низа биномних коефи-

ЦИЈена та 

са униформним ритмом l1k = h сагласним са низом. Имамо 

ј( х)= (1 +х У', 
а генератриса he бити: 

Спектар се добија као нумеричка вредност израза 

(101
' + 1У' 

ф (1) - _:.______'----
- 10m11 ' 

па, на пример, за т = 6, h = 2 имамо 

s = 101
: = 1,061520150601. 

100 

Tpehu йри.мер. - Посматрајмо неограничен низ 

средњих биномних коефицијената, који се могу изразити познатом 

формулом 
11: 

С:')= fu,;"dt, 
() 

где Је 

2 
и = -, 11 = 4 cos2 t. 

n 

11 л (2,~11 Види се (теорема о средљој вредности) да ~~ , ) остаје маља од 

неког коначног броја за сваку вредност n и да је униформно убрзани 
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ритам l1k = k сагласан са овим низом. Спектрална генератриса са та­
квим ритмом Је 

о 

2 " 
Ф (х)= n Ј 8 ( 4х cos2 t)clt, 

() 

где Је 

n=oo 

8(х) = I,c/'
2
+"x", 

n=O 

а нумеричка вредност Ф (1) подудара се са спектром S низа и једнака је 

S =О, 102006002000070002520000924 ... 

6. Главна cйeкiiipaлua кapaкiuepuciiiuкa.- Оно што претходи чи­
ни очигледним улоге које играју две функције 

(34) 

(35) 

у формирању генератрисе спектра датог низа Nk. 
Функција (34) зависи само од вредности чланова низа, а ни у ком 

од ритма спектра. Друкчије речено, она зависи од састава спектралних 

пруга, а независна је од расподела пруга у спектру. Ова функција се, 

дакле, за дати ( Nk ), не мења од једног спектра до другог; њу hемо наз­
вати 2лавно.м сйекШрално.м каракШерисШико.м овог низа. 

Томе насупрот, функција (35) зависи од начина расподеле пруга 
спектра бројева Nk, тј. од спектралног ритма, али не зависи од самих 
нумеричких вредности чланова низа Nk. Због тога hемо је назвати ка­
ракШерисШико.м сйекШрално2 риШ.ма. 

У овом параграфу бавиhемо се главном карактеристиком. Она се 

своди на полином са целим коефицијентима за ограничене спектре; за 

неограничене, дата је степеним редом чији су коефицијенти цели бро­

Јеви. 

У великом броју случајева, ова карактеристика изражава се у 

коначном облику или у облику одређеног интеграла. Тако, на пример: 

1. За низ N међусобно једнаких бројева, она је дата изразом 

xm+ 1 -x Nx 
.f(x) = N или .f(x) = --, 

x-l l-x 

према томе да ли Је низ ограничен или неограничен. 
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2. За низ целих бројева који се периодично репродукују почев од 
извесног ранга, карактеристика је рационална функција од х са целим 

коефицијентима: ако се са n означи број чланова Nk непериодичног 
дела а са т број чланова периода низа, карактеристика he бити 

f(x) = Р(х) + 1~(:~, , 
где су Р и Q два полинома 

Р( х)= N1x + N2x 2 + ... + N 11 X
11

, 

Q( ) N n+2 N n+2 + N n+m 
Х = n+IX + n+2X +... n+mX · 

3. У случају низа целих бројева који образују аритметичку про-
гре СИЈУ 

А+В,А+2В,А+3В, ... , 
имамо 

Ах Вх f( x) - -- + ----,--
. -1-х (1-х)2 

4. За низ целих бројева који образују геометријску прогресију 

АВ,АВ2 ,АВ3 
, ... 

добијамо 

5. За низ Nk, где је 

АВх 
.f(x) = 1- Вх · 

k k k 
Nk = Р1 + Р2 + · · · + Рт• 

где су Pi дати цели бројеви, биhе, 

.f(x) = R(x)- т, 

при чему R(x) означава резултат замене променљиве х са у изразу 
х 

хр'(х), где је Р(х) полином степена т 
р(х) 

6. За низ (~) биномних коефицијената, имамо 

.f(x) = (1 +х)~'. 
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7. За низ бројева ( ~~1), добија се 

8. У случају низа факторијела 1!, 2!, 3!, ... , т!, добијамо 

Ј= (xt)m+l - xt 
f(x) = e-r clt. 

xt -l 
о 

9. У случају неограниченог низа (~1у (п= 1,2,3, ... ), биhе 

Следеhим правилима постиже се значајно проширење подручја 

случајева у којима се карактеристика може добити у експлицитној 
форми. 

Нека су 

(36) 

(37) 

редом карактеристике два низа ( N k) и ( N~) а Л фиксиран позитиван 
цео број. 

Правило I. - Низ 

имаhе за карактеристику функцију 

хт -l л 
f(х)±Л-- или f(x)±--, 

x-l l-x 

према томе да ли Је низ ограничен или неограничен. 

Правило П. - Низу ЛN0 ,ЛN1 ,ЛN2 , ... одговара карактеристика 

Лј(х). 

Правило III. -Низу N0 , N1Л, N2Л2 , N3Л3 , ... одговара карактеристи­
ка f(Лх). 
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Правило IV.- Низу N 0 ,N1,2N2 ,3N3 ,4N4 , ... одговара карактери­

стика х .f'(x); низу N 0 ,N1, 22 N2 ,3 2 N3 , ... одговара 

x 2 f"+xf'(x)+N0 и 

низу N 0 ,N1,2
3 N2 ,33 N3 , •.. , одговара 

x 3.f'" + (2х + х3 ) f" + 3х 2 .f'. 

Правило V. - Низу 

одговара .f(x). 
1- х 

N0 ,N0 +N1,N0 +N1 +N2 , ... 

Правило VI.- Низу N 1 - N 0 , N 2 - N 1, N3 - N 2 , ... одговара 

/(х)- .f(O) _/(х). 
х 

Правило VII.- Низу N 0 ± N6, N1 ± N{, ... одговара 

f(x)±/1(x). 

Правило VIII.- Низу N0 N6, N 1N{, N2N~, ... одговара један или дру­
ги ред одређених интеграла 

(38) iп гf(pe")t{ х~-'}. 

(39) 2ln Гt( х~'' )f.(pe") dt, 

где је р произвољна константа чији је модуо мањи од полупречника 

конвергенције одговарајуhих редова (36) и (37). 
Правило IX. - Низу N(~, NГ, Ni, ... одговара интеграл 

(40) 

који се може написати у реалном облику 

21t 

(41) 1 f\jf(~,t)2~lt, 
2n 

о 

где \ј! (г, <р) означава модуо израза /(гс"';). 
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7. Kapaюuepuciiiuкa ciieкzupaлno2 pzau.мa. Функција 

~(х)= g0 +,r.;1x+,r.;2 x 2 + ... , 

названа каракСйерисГйикљи сйеюuрално2 рщu.1vщ, зависи само од ритма 

по коме је спектар формиран. То је известан потенцијални ред сара­

ционалним коефицијентима једнаким степенима броја 10 са негати­
вним целим коефицијентима. 

За ограничен низ ( Nk) ова функција се своди на полином. 
У случају неограничених низова и са униформним ритмом hk = h, 

она је рационална функција 

Када је, у случају неограничених низова, спектар са ciiiaлнo убр­

заним puLuмoм, ~(х) је цела xuйepiiipaнcцeнgeнiiiнa фуню~ија, тј. функ­
ција која не задовољава ниједну диференцијалну једначину коначног 

реда 

(
' dy d

2
y ) -F .х,у,-,--2 , ... -О, 

clx dx 

алгебарску по х, у и по изводима. 

Заиста, у случају таквог ритма имамо 

и одатле 

hk = hн + mk (k = 2,3, ... ), 

где Је mk цео позитиван број, који се мења са индексом k али је ра­
зличит од нуле. 

Имамо, дакле, 

и одатле, 

pk = hj + 112 + ... + 11k 

= k/11 +[(k-l)m2 +(k-2)m3 + ... +2тн +mk]. 

Функција~ (х) је, према томе, дефинисана помоhу извесног реда 

(42) 

чији је коефицијент а 11 рационалан број 

(43) 
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Будуhи да су сви бројеви mk различити од нуле, уколико се са l оз­
начи фиксиран цео број који се налази између нуле и најмањег од бро­
јева mk (може овоме бити и једнак), установљава се да је 

(44) 

што значи да је ~(х) цела функција од х. 
Но, г. Поља2 је доказао да цела функција дефинисана редом 

са рационалним коефицијентима и за коју израз 

logla11 1 
n(logn)2 

(45) 

не остаје ограничен кад n бесконачна расте - представља хипертран­
сцендентну функцију. 

Како је израз (34) који се односи на ~(х) негативан и по апсолут­
ној вредности веhи од 

h +n-1 1 
1 2 
(logn)2 ' 

па стога тежи ка оо кад n бесконачна расте, ~(х) је свакако хипер­
трансцендентна функција. Притом је очигледно да ова чињеница оста­

је у важности кад је убрзање ритма hk, уместо да расте веh од првог 
члана /11, рашhе тек почев од извесног ранга k > 1. 

Захваљујуhи неједнакости (44), уобичајени поступци опште тео­
рије целих функција, а посебно методе г. Адамара, лако се могу при­

менити на проучавање различитих особина функције ~(х) (начин раш­
hења, густина нуле, границе варирања за дате интервале, итд.) 

У случају униформно убрзаног ритма l1k = /1 + ck, карактеристика 
ритма је цела функција 

Џх) =е (~х), 

где Је е (х) из теорије елиптичких функција добро позната трансце­

дента 

2 G. P6lya, Ueheг c/as fГll\'ac!JSen 1юп .~anzen Punktionen clie eineг Dijji:гcntial,~lcic/um,~ 
.~emi,r;en, Yicrtcqal1rscl1rift clcгNatuгforscl1. gesellscl1aft in Zuricl1, Jahrg, 61, 1916, рр. 531-545. 
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n=oo 

( 46) e(z)= Iq112
X

11
, 

11=0 

са 

(47) 

Како је униформно убрзан ритам сагласан са низом коефиције­
ната, целобројних, сваког степеног реда са таквим коефицијентима и 

са полупречником конвергенције веhим од нуле, то се елийiliичка 

Сйрансценgенiliа е (х) йојављује као карак~uериаuика puili.лщ у фор.ми­

рању cйeкiliapa коефицијена~uа свакоz pega ове врсШе. 
У случају ритма са paciliyhu.м убрзање.м, карактеристика ритма 

~(х), која је увек цела хипертрансцендентна функција, представља не­
ки степени ред чији коефицијенти опадају брже него коефицијенти 

функције е (х). За ритам са консUiанШни.м убрзање.м pega р, овај ред 
има за општи коефицијент 

(Х = 10-Р(п) 
!Ј ' 

где је Р(п) полином од n степена р+ 1. 
Познато је да је трансцендента е (х) која одговара случају р = 1 

уско повезана са функцијама е теорије елиптичких функција: функци­

ја е у правом смислу речи су експоненцијални редови чији је експонент 

полином gpyzoz cilieйeнa у односу на ранг члана. На сличан начин, 
трансценденте ~(х) које одговарају вредностима р= 2, З, 4, ... везане су 
за функције е вишег степена, дефинисане експоненцијалним редовима 

чији је експонент сШейена вишеz og 2 у односу на ранг члана. Ове 
функције биле су предмет значајних истраживања г. Апела З. 

8. Коресйонgенција измеЬу ииза целих бројева и еле.менаiiiа ње­
iовоi cйe1,iiipa.- Уколико је спектрални ритам hk дат, кореспонденци­
ја између низа целих бројева (Nk) и елемената спектра, као и коре­
спонденција између главне спектралне карактеристике и самог спек­

тра, могу се резимирати следеhим правилима. 

Правило I. - Спектрална пруга која одговара члану N 0 подудара 

се са целим делом броја Ф (1); пруга која одговара члану Nk поклапа 
се са групом значајних цифара броја Ф (1) која почиње 

(h1 + /12 + ... + hн + 1)- вом, 

З Р. Apell, Suг les functions е de degгes supeгieuгs, Comples rendus de l'Academie des 
Sciences, t. 153,19, 11, рр. 584-587; 617-618. 
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а завршава се (h1 + h2 + ... + hk)-том децималом тог броја; п-та линија 
(бројана здесна налево) пруге која одговара броју подудара се са 

(/11 +112 + ... +hk -п+1)-вом 

децималом броја Ф (1). 
У случају униформног ритма 11k = /1, пруга која одговара члану 

Nk поклапа се са групом значајних цифара броја Ф (1) која почиње 
[(k -1)11 + 1]-вом а завршава се (k/1)-том децималом броја Ф (1); п-та ли­
нија те пруге дата је (kh- n+ 1)-вом децималом. 

У случају униформно убрзаног ритма 11k = 11 + ck, ова пруга почи-

ље [k(\- 1) с+(k-1)11+1]-вом а завршава се [k(\+ 1) с+Њ}том де-

цималом броја Ф (1); његова п-та линије подудара се са [ k(\+ 1) с+ 
+ k/1- n+ 1]-вом децималом. 

Правило П. - Првих k+ 1 коефицијената главне спектралне карак­
теристике .f(x) одређују цео део и низ Pk = /11 + /12 + ... + l1k првих деци­

мала броја S; овај децимални део добија се кад се напишу једна уз 
другу, једна у продужетку других, k одговарајуhих нумеричких група 
Gl, G2,···' Gk. 

У случају униформног ритма l1k = /1, првих k+ 1 коефицијената 
реда за .f( х) одређују цео део и kh првих децимала број а S. 

У случају униформно убрзаног ритма ћk = 11 + ck, њих одређују 

k(k + 1) 
цео део и с + k/1 првих децимала. 

2 
Правило III. Цео део и низ Pk првих децимала броја S одређују 

k + 1 првих коефицијената главне карактеристике Ј( х). 
Ако се низ sk ових децимала подели на узастопне одсечке, обра­

зоване, први од /11 првих децимала, други од следеhих 11 2 децимала, 

итд., коефицијент Nг карактеристике f(x) подудара се са групом зна­
чајних цифара р-тог одсечка. 

ПРУГ АСТИ СПЕКТРИ БРОЈНИХ НИЗ ОВА КОЈИ СЕ МОГУ 

ПРЕТВОРИТИ У НИЗОВЕ ПОЗИТИВНИХ ЦЕЛИХ БРОЈЕВА 

9. Tpaucмyiuaцuje !Ј.( М k ). -Оно што претходи односи се на случа­

јеве у којима је низ бројева са којим се спектар доводи у везу образо­

ван од йозшТшвних целих реалних бројева. 

Посматрајмо сада неки низ 
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(48) 

било каквих бројева, реалних или илш2инарних, йозщuивних Ltлu не2а­
LТiивних. 

Најпре. ако су Mk имагинарни бројеви, разложићемо љихов низ 
на два низа, образована, први од реалних делова fJk, други од коефици­
ј ена та q k уз i у број е вима М k. Тада ће се спектром низа ( 48) сматрати 
комплексан број S + S', где је S неки спектар низа бројева pk, а S' неки 
спектар низа бројева qk. Могу се, уосталом, спојити та два спектра у 
само један реалан број. 

Образовање сйекШара низа ( 48) било каквих бројева cвogu се 
Шако на образовање сйеюuара реалних бројева. 

Претпоставимо, дакле, да су бројеви М k увек реални. У том слу­

чају, назваћемо й1рансмуй1щ~ијом f..(Mk) са2ласном са ограниченим 
или неограниченим низом (М) бројева М0 ,М 1 ,М2 , ... неки скуп опера­

ција, исти за све чланове низа, који, кад се примени на сваки од члано­

ва Mk: 

1. претвара Mk у позитиван цео број Nk; 
2. успоставља биунивоку кореспонденцију између бројева Mk и 

Nk, уз коришћење извесног йомоhно2 скуйа (А) квалий1ай1ивних йо­
gашака. 

Квалий1ай1ивни йоgаци (А) могу се односити на знаке; на горље и 

доље границе вредности у вези са проблемом; на избор једне вредности 

када се, с обзиром на услове проблема, тај избор врши између више 

могућих вредности, итд. 

Уколико је са М!. означена апсолутна вредност броја Mk а са crk 
јединица којој је додељен знак броја Mk, тада ће, ако је нека трансму­
тација f..(M/J сагласна са низом (МЈ.), трансмутација f..(crkMk) бити са­
гласна са низом (Mk)· Довољно he нам, йрема йlоме, биШи ga йосма­
Шрамо низове (Mk) са йозийlивним члановима. На пример, у случају 
кад су бројеви Mk наизменично позитивни и негативни, имаће се 

cr k = ( -l)k+I или cr k = cos(k + l)n. 

Под претпоставком да су бројеви М k позитивни, трансмутације f.. 
могу бесконачна варирати. Тако је, на пример: 

Т р ансмутациј а 

(где је g позитиван цео број) сагласна са сваким низом (М) ЧИЈИ 
чланови имају ограничен број децимала. 

Трансмутациј а 
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!1(Mk) = AВkMk (А= const.,B = const.,k = 1,2,3, ... ) 

сагласна је са сваким низом (М) са рационалним члановима који пред­
стављају коефицијенте развоја алгебарске функције у потенцијални 
ред (Ајзенштајнова теорема). Општије, она је сагласна са сваким ни­

зом (М) где је Mk количник два узајамно проста цела броја, чији име­
нилац ~k садржи само просте факторе који се не увеhавају бесконачна 
са k, и испуњава услов да ~ остаје коначно док k бесконачна расте. 
Она је такође сагласна са сваким низом (М), где је Mk периодични 
децимални разломак чији се број цифара у непериодичном делу и број 

цифара периода не мељају са k. 
Низ (М), чији су чланови р-ти корени целих позитивних бројева, 

дозвољава трансмутадИЈУ 

Општије, низ (М) чији су чланови корени једна чине 

<p(x)-Nk =0, 

где су Nk позитивни цели бројеви, допушта трансмутацију 

Очигледно је, уосталом, да се помоhу неке трансмутације !1(Mk), 
сагласне са датим низом (М), може образовати бесконачна много дру-

. . 
гих, операциЈама коЈе, изведене над резултатом почетне трансмутаци-

је, претварају овај у неки нов низ позитивних целих бројева (додаваље 
једног другог резултата трансмутације, множеље овом, дизање на неки 

позитиван цео степен, итерација, итд.). 

10. Пpyiaciiiu ciieкiiiap iioвeзau са iiipauc.мyiiiaцujoм !1. - Ако је 
низ (М) претворен у низ (N) позитивних целих бројева помоhу транс­
мутације !1(Mk), са тим низом сагласне, сматраhемо йруzасШи.м сйек­
Шро.м тшза (М) йовезани.м са Гйо.м Шранс.муШацијо.м !1 било који пру­
гасти спектар низа (N). 

Један низ (М) допушта тако бесконачна мноштво пругастих спек­

тара, који варира ју, с једне стране, са примељеном трансмутацијом, а с 
друге стране, са ритмом помоhу кога је образован спектар низа (N). 
Али за йри.мењену gаШу ~иранс.муiПацију !1 и за ogpef)eн и сйеюuрални 
ршuа.м, низ (М) gозвољава са.мо јеgан сйеюuар. 

Обрнуто, дати број S може се подударити са пругастим спектром 
бесконачног мноштва низова (М), у зависности од трансмутације !Ј. 
која се примељује и од ритма који се спектру додељује. Али, за уочену 



СПЕКТРИСКУПОВАБРОЈЕВА 141 

Сuранс.муШацију 6 и за уШврf)ени сuекСuрални ршТtам, gaйlu број S ка­
ракШершие, као upyzacLТiu сuекШар, youzшТte узев само јеgан низ (М). Ту 

може бити вишесмислености само у случајевима кад релација између 

бројева Mk и Nk до које доводи примена трансмутације 6 не одређује у 
потпуности бројеве Mk помоћу бројева Nk (на пример, када је Mk ко-

. . . . 
рен Једначине коЈа има више од Једног реалног корена, или Је у питању 

рекурентна релација која оставља известан број првих чланова 

М0 ,М 1 ,М2 , ... неодређене). Ова неодређеност ишчезава када се прет­

ходном додају допунски услови које даје скуп података (А). 



ДРУГИ ДЕО 

СПЕКТРИ ФУНКЦИЈА 

ОПШТИ ПОСТУПАК ФОРМИРАЊА СПЕКТАР А ФУНКЦИЈА 

11. Класификација функција iipe.мa облику њиховоi аналиШич­
коi еле.меиШа. - Могуhе је користити неку функцију у рачунима само 

кад се она може дефинисати помоhу пребројиве бесконачности еле­

мената. То су једине функције које се могу стварно узимати у разма­

траље, а њихов скуп има моh континуума. Познато је исто тако да са 

становишта теорије скупова нема битне разлике између непрекидних 

једнодимензионалних скупова, тј. између функција једне променљиве и 

функција n променљивих. 
Функције које припадају овом подручју могу, и то на бесконачна 

много начина, бити разврстане у каШеzорије или класе које образују 

скупове од којих сваки има моh највише једнаку моhи континуума. 

Такве би биле, на пример, класе које образују аналитичке, непрекидне, 

периодичне функције, функције прекидне само за пребројиво много 

вредности независно променљиве, итд. Функција која се посматра као 

индивидуа неке класе одговарала би тачки функционалног простора, у 

коме би одређена класа функција представљала извесно функциона,rr­

но поље. 

Међу различитим начинима класификовања функција, онај који 

одговара циљу који имамо у виду је класификовање йре.ма облику ана­

лшuичкоz еле.меюuа функције. 

У скупу функција које се могу дефинисати помоhу пребројиво 

много елемената, теорија функција разликује класе дефинисане обли­

ком њиховог аналшТlичкоz еле.менШа 

где коефицијенти А са р индекса не зависе од променљивих xk. На при­

мер, елемент 



СПЕКТРИ ФУНКЦИЈА 143 

дефинише једну индивидуу ове класе, која се добија као збир ових еле­
мената. У случају само једне променљиве х, елемент класе има облик 

а елемент тх"', на пример, дефинише једну индивидуу класе. Класа се 

даље може делити на кmuezopuje, на пример на категорију оних функ­

ција код којих су бројеви Ат,.т2 • цели, или рационални, итд. 
Периодичне функције ограничене варијације образују класу која 

има за аналитички елемент 

А111 cosmaxm + В111 siпmx, 

где бројеви А, В, а не зависе од х. 

Периодичне функције две променљиве х и у карактерише анали­

тички елемент 

Am.n cos mx cos n y+ Вщ 11 cos mx sin n y+ Cm.n sin mx cos n y+ Dт.n sin mx sin n y. 

Функције једне реалне променљиве х које имају непрекидне изво­

де свих редова између х= -1 и х= + 1 имају за аналитички елемент4 

Општије, функције више реалних променљивих х1 , х2 , •.. , х Р, не-
. . 

прекидне на неком подрУЧЈУ и са парциЈалним изводима свих редова, 

имају аналитички елемент облика5 

где Р11 означаваполиномпо х 1 , ... ,хР; sinx1,cosx1, .•. , sinxP,cosxP. 
Што се тиче функција једне реалне променљиве х, г. Бер је, у току 

својих дубоких истраживања, издвојио једно функционално подручје 

које одговара свим потребама Анализе и изван кога су све генерализа­

ције, како изгледа, осуђене на то да буду празне и стерилнеб. Ово под­
ручје, које има моh континуума, је подручје функција које се .мо2у ана­

лийlички йриказайlи; оно је подељено на класе (Берове класе) на сле­

деhи начин. 

4 Е. Borel, Le~·ons sur lesj'onctions de variaЬles reelles, 1905, р. 68. 
5 Е. Borel, Annales de l'Ec6le Normale, 1895, р. 35,- Pringsheim, Math. Ann., t. 44; 

Chicago Congress Papers, р. 294. 
б De Ја Vallee Poussin, lntegrales de Lebesgue, fonctions d'ensemЫes, c/asses de Bai1·e 

Collection Borel, 1916, р. VII. 
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У прву класу, названу нулШо.м класом, укључене су непрекидне 

функције. Свака функција те класе може се у интервалу где је непре­

кидна приказати униформно конвергентним редом полинома 

n=oo 

f(x) = LJ~,(x). 
п= О 

Ред функција из нулте класе, уколико не одређује функцију нулте 

класе, дефинише функцију йрве класе; ову класу чине све функције 

које имају пребројиво много прекида. Свака функција ове класе може 

се приказати редом 

n::;:;oo 

f(x) = I,t,,(x), 
п= О 

где су /,,(х) функције прве класе, па чак и неким редом полинома. 

Исто тако, кад неки ред функција прве класе не одређује функци­

ју из прве класе, функција коју она дефинише припадаће gpy2oj класи. 
Настављајући тако, назваћемо функцијом класе р сваку функцију која 

се може приказати помоћу реда чији су чланови функције класе реда 

р-1, и која не припада ниједној од класа редова О, 1, 2, ... , р-1. 
Функције нулте и прве класе једине су функције које се могу при­

казати једноструким редовима полинома. Али, према самој дефиници­

ји функција друге класе, те функције се могу приказати двоструким 

редовима полинома 

m:::::o<> n=oo 

L LРт.п(х), 
m=O n=O 

где се сумирање изводи најпре у односу на n, па потом у односу на т, а 
да се тај двоструки ред не може свести на један једноструки. Општије, 

функција р-те класе може се приказати р-тоструким редом чији су чла­

нови полиноми. Свака функција р-те класе има, дакле, за аналитички 

елемент полином Р(х) са р индекса; ње2ови коефю~ијенШи образују 

йребројив скуй са р + 1 инgекса. 
Познато је да ефективно постоје функције свих класа, а претход­

на класификација може се продужити и дефинисати функције класа 

со, со+ 1, ... , со 2 , cow, ... , где ови симболи означавају Канторове трансфи­
нитивне редне бројеве. Ова класификација завршава се функцијама 

које се не .мо2у аналшuички йриказаШи, а чије је постојаље такође 

доказано. 

12. Cйeкiiipu функција које се моiу йриказаши тtалишичlш. -
Посматрајмо скуп функција класе коју карактерише аналитички еле-
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мент Um,.m,, ... ,m,,· Moh овог скупа највише he бити једнака моhи конти­

нуума. Поједина функција из ове класе одређује се као збир елемената 
V добијених даваљем индексима m1, m2 , ••. , т" позитивних целих вред-

ности. С друге стране, скуп полинома И одређен је скупом (С) коефи­
цијената свих ових елемената у вези са функцијом, а ти коефицијенти 
образују пребројив скуп са коначним бројем индекса. Увек је, дакле, 

могуhе образовати љихов спектар S у биунивокој кореспонденцији са 
елементима скупа (С). Начин те кореспонденције одређен је начином 

формираља спектра и показан је у Првом делу ових Преgавања. 

Но, кореспонденција између скупа функција које образују и 

скупова (С) повезаних са појединим функцијама класе таква је да једна 
функција одређује само један скуп (С) и да, уколико неки скуп (С) од­

говара некој стварној функцији, он тада одређује само једну функцију. 

У слов да ред који је образован од аналитичких елемената класе, у по­

сматраном посебном случају, не дивергира за све вредности независно 

променљиве - уводи ограничеља услед којих сваком спектру S не одго­
вара нужна нека права функција, али у сваком случају две различите 

функције из класе имају два различита спектра, а свака функција има 

само један спектар за један исти начин образоваља спектра! 

Одатле излази следеhи закључак: 

Свакој функцији оgреЬеној йомоhу йребројивоz скуйа елеменаШа 

може се gоgелщuи јеgан број S, њен сйекШар, који је, помоhу извесног 
скупа (А) квалитативних података и израза за аналитички елемент 

функције, у кореспонденцији са љом. Јеgној функцији из класе са којом 

се goвogu у везу йосмтuрани аналшuички елеменШ ogzoвapa само јеgан 

сйекШар, а сйекШар, уколико ogzoвapa некој йравој функцији, ogpebyje 
само јеgну функцију. 

Образоваље спектара функција, које се тако своди на формираље 

спектара бројева, може се извести на више начина, на пример општим 

поступком показаним у поглављу I. Један од тих начина, изложен у 
поглављу П, применљив је на сваку функцију коју је могуhе развити у 

Тејлоров ред са целим коефицијенШима, као и на све категорије функ­

ција које се могу довести у биунивоку кореспонденцију са функцијама 

те врсте. Он је нарочито занимљив због примена које могу имати тако 

добијени спектри. 

Спектар функције из извесне класе тако варира не само са самом 

функцијом, него и са математичким посредником који успоставља ко­

респонденцију између функције и спектра. Ово је слично ономе што се 

користи у уобичајеним поступцима шифроваља и дешифроваља тајних 

порука. Образујуhи спектар неке функције, овој се на неки начин до­

дељује улога чистог текста; улогу кључа игра тада поступак који је 
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примењен у образоваљу спектра, а улогу криптограма сам спектар. 

Свака функција коју је .мozyhe йриказаШи аналиШички .може се Шако 
шифроваШи неким йозиШивни.м реалним бројем, што се такође своди 
на нумерисање функција које припадају једној класи. 

Како пребројив скуп (С) функција које припадају различитим 
класама чија моh није веhа од моhи континуума има и сам највише моh 

континуума, може се такође формирати зајеgнички сйекШар тих функ­

ција, којим се шифрује скуп (С) једним позитивним реалним бројем. 

Тако се, на пример, свака појава, каква било да је њена природа, врста 

и сложеност, коју је могуhе изразити пребројивим скупом једначина 

може шифровати само једним позитивним реалним бројем, њеним 

спектром. 

ПРУГ АСТИ СПЕКТРИ ФУНКЦИЈА 

13. (Е) - реgови и љихови йpyiaciiiи cйe~<iiipи. - Назваhемо, да би­

смо упростили изражавање, (Е) - реgови.ма потенцијалне редове са це­

лим коефицијентима чији полупречник конвергенције није једнак 

нули. Функције једне променљиве које се могу приказати (Е)-редовима 
биhе назване (Е)-функција.ма. Полиноме са целим коефицијентима на­

зваhемо (Е) - йолино.ми.ма. 
Међу аналитичким функцијама .f(x) које могу бити приказане 

(Е)-редовима, налазе се: 
1. рационалне функције, као, на пример 

_1_ = Ix" 1 = f.,p(p+1) ... (p+n-1) х"· 
1 - х n=O ' (1 - х)" 0 1 · 2 · ... · n ' 

2. алгебарске функције, на пример 

1 = f(2n)x"; 
- 4х 

0 
n 

3. униформне трансцендентне функције које се не могу продужи­
ти изван неког круга, као што је, на пример, функција 

или функција 
n== 

L,x"", 
n=l 
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(где fJ 11 означава п-ти прост број), која има за сингуларне тачке7 на 
кругу 1 z 1 = 1 све корене једна чине чији су редови р" (п = 1, 2, З ... ); 

4. функција 
n== 

'I[пе]х", 
11=1 

где [ne] означава цео део броја пе; функција је рационална кад је е 
рационалан број, и у том случају она је облика 

где је q именилац броја е, а р(х) је полином од х са целим коефицијен­
тима; у случају кад је број е ирационалан функција је трансцендентна и 

има круг 1 х 1 = 1 као засек; 
5. трансцендентне функције које имају сингуларне линије друкчи­

јег облика, као, на пример, функција8 

где су сви бројеви mk и gk цели; 
б. мултиформне трансцедентне функције без сингуларних линија, 

као што је функција 

1 = ( )2 2 Ј dt " 2n 2 11 

Л:: 0 ~(1-t2 )(1-16x 2 t2 ) =-f' n х' 

. . о 1 1 
к ор има као Једине сингуларне тачке , 4,-

4 
, оо 

(Е) - редови се уводе у велики број питаља анализе и теорије бро­

јева; оне су такође биле предмет важних радова. 

Г. Бор ел је показао да, ако неки (Е)-ред представља у кругу 1 z 1 s 1 
униформну и регуларну функцију .f(x), изузимајући ограничен број 
полова, тада је функција .f(x) рационална. (Е)-ред, дакле, не може 
представљати ШрансцеgенШну мероморфну функцију9. 

7 Fatou, Suг hes seгies entieгes д coe.fficients entieгs, С. R. Acad. Sc., t. 138, 1904, рр. 
342-343. 

8 G. Ро1уа, Ueheг Potenzгeihen mit gauzzahlingen Koefflzienten, Math. Ann., t. 77, 1916, р. 
510. 

9 Е. Воге\, Suг ипе application du tbloгeme de М. Hadamaгd, Bul\. des Sciences math, 2е 
seгie, t. XVIII, stг. 22-25; Le~·ons suг les.fonctions meгomoгphes, 1903, рр. 32-35. 
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Г. Поља (loc. cit.) уопштавајуhи Борелову теорему, показао је, да, 
ако (Е)-ред представља у кругу 1 zl ~ R > 1 униформну и регуларну 
функцију, уз изузетак ограниченог броја сингуларитета било какве 
природе, та функција мора бити рационална. Теорема г. Поље ништа 
не претпоставља о природи тих сингуларитета. 

Полупречник конвергенције У (Е)-реда очигледно није веhи og 
јеgан. Г. Поља је формулисао а г. КарлсонlО доказао следеhу теqрему: 

Кад год је У= 1, (E)-peg йреgсШавља или рационалну функцију или 
функцију чији је засек круг 1 z 1 ~ 1. 

У првом случају, тај ред, као што је, показао г. Фату (loc. cit.), 
представља функцију облика 

(49) 

где је Р( х) полином, а т и n су позитивни цели бројеви. 

Према једном другом исказу г. Фатуа (loc. cit.), алzебарска функ­
ција која није рационална а йреgсШављена је (Е)-реgо.м и.ма нај.мање 
јеgну Шачку zранања у унуШрашњоаuи круzа 1 z 1 = 1. 

Додајмо још да су на (Е)-редове проширени елементарни закони 
којима се подвргавају цели бројеви и који су били примењени у другим 

областима и на више начина; те области су: рачунање целим бројевима 

по неком модулу; рачунање полиномима са целим коефицијентима; 

рачунање по два модула, од којих је један број а други полином; рачу­

нање имагинарним целим бројевима, кватерионима, Кронекеровим та­

блицама; рачун у неком домену рационалности; рачунање целим ал­

гебарским бројевима, целим бројевима у неком домену, итд.11 
Кад је дата нека (Е)-функција, образујмо скуп (Е) целих бројева 

који фигуришу као коефицијенти у одговарајуhем (Е)-реду. Спектар 

који је на било који начин образован од скупа (Е) биhе у исти мах и 
спектар функције. Посебно, йpyzaauu сйеюuар скуйа (Е) са било как­

вим риШ.мо.м саzласни.м са еле.меюuи.ма Шоz скуйа йреgсШавља йpyza­

auu сйекLuар и са.ме функције. 
Спектар се добија као вредност коју узима одређена функција 

једне променљиве, сйекШрална zенераШриса Ф (х) додељена посматра­

нај функцији, за неку погодно изабрану вредност те променљиве. 

У случају кад се коефицијенти (Е)-реда не увеhавају бесконачна 

са њиховим рангом, имаhемо 

1 О F. Carlsoп, Ueheг Potenzгei!Jen mir .~enzzabli,џn Koejji'zienten, Matllem. Zeitscllr., t. 9, 
1921, рр. 1-13. 

11 Е. Саћеп, Suг /es seгies inre,~гo-enrieгes, С. R. Acad. Sc., t. 152, 1911, рр. 124-127. 
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(50) 

где је <р (х) функција коју представља ред (Е') чији су коефицијенти 

апсолутне вредности датог (Е)-реда, а /1 је неки позитиван цео број који 
није мањи од логаритма највећег од тих коефицијената. Функција gо­

йу~иша сйеюuар са унифорЈини.м риШ.мо.м 11k = 11 и он he биШи gаШ 
ну.меричко.Јvt вреgношhу 

изражено.м gеци.мални.м разло.мко.м. 

На пример, за функцију 

х 
/(х)=-1 -, 

-х 

генератриса са униформним ритмом hk = 1 ће бити 

х 
Ф(х)=--, 

10- х 
тако да се добија 

1 s =- = 0,111 .... 
9 

За полином 

f(x) = (1+х+х2 )6 , 

генератриса са униформним ритмом hk = З је 

Ф(х) = tC:Oo} 
па добијамо 

s = .f (0, 001). 

У случају било каквоz (Е)-реда, конвергенција у околини тачке 

х= О обезбеђује постојање фиксираног позитивног броја В, таквог да, 
уколико су са N0 ,N1,N2 , ... означене апсолутне~едности коефиције­
ната реда, за сваку вредност индекса n имамо !(ј N" < В. Нека је онда С 
неки позитиван цео број који није мањи од log В, па формирајмо функ-
ЦИЈУ 

(51) 

где је 

(52) 

Ф (х)= _1 J21t<p (peri) 8 (xqe-ri) dt, 
2n 

0 
р 

n::::oo с 

8(х) = :L.л"
2 

х", q = 10 2 

ЈЈ=О 

1 
р= const. < -. 

в 
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Функција Шаgа има сйекШар са униформно убрзаним риШмом 

hk = h + ck (zge је h йроизвољан цео број), чија је 2енераШриса функција 
(51) и који је сам gаШ као нумеричка вреgносШ Ф(1) изражена gеци­
малним разломком. 

14. Пpyiaciiiu cйeкiiiap (Е)-фуикције йoc.мaiiipau као gеци.малии 
број. - Очигледно је да пругасти спектар неке (Е)-функције не може 
бити цео број уколико се функција не своди на константу; он не може 

имати ограничен број децимала сем кад се функција своди на полином. 

Исто тако, очигледно је да је, за рационалну (Е)-функцију, спектар са 
било каквим униформним ритмом рационалан број. У случају кад је он 

ирационалан број, (Е)-функција има сигурно у и на кругу lzl= 1 сингу­
ларитета који нису полови. Такав случај наступа када су коефицијенти 

(Е)-реда ограничени и не репродукују се периодично. 
Пругасти спектар са униформним ритмом алгебарске функције 

увек је алzебарски број. Али он није обавезно такав кад спектрални 

ритам није униформан: йруzасШи сйекШар чији је риШам gовољно убр­

зан ШрансцеgенШан је број каква 2og ga је (Е)-функција са којом се он 
йовезује. 

Подсетимо, заиста, на једну познату теорему, која потиче од г. Е. 

Majeal2 а припада теорији трансцедентних бројева: 
Нека је Ь било који фиксиран цео број, нека су даље т1 ,т2 ,т3 , . .. 

позитивни или негативни цели бројеви који су по апсолутној вредности 

мањи од Ь, при чему је њих бесконачна много различитих од нуле, а 

\jf 1, \jf 2 , \jf 3 , ... реални позитивни бројеви такви да је 

1:::; \jf1:::; \jf2 :::; \ј! з :2: ·· · 

и да \jf 11 бесконачна расте са n. Тада је 

са 

А = т" 
11 b1Jfi1Jf2 .. 1jf" 

цела функција и она за х једнако рационалном (и чак алгебарском) 
броју различитом од нуле узима као вредности само трансцендентне 

бројеве. 

12 Е. Maillct, lntгoc!uction д /а tluioгic clcs nomhгcs tгansceclants, Paгis, Gant!1ieг- Yil!aгs. 
1906, рр. 20-22. 
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Посматрајмо, дакле, бесконачан низ М0 , М 1 , М 2 , ... целих бројева 
og којих сваки има највише l цифара, и ставимо у претходној теореми 

Функција <р (х) he се подударити са спектралном генератрисом 
низа м, која одговара ритму (сагласном са низом) 

ћ,=и,-и,_ 1 , гдеје u,=\jf 1\jf 2 ••• \j!J, 

са /11 = \jf 1, јер је тада 

_м" = м" = м 
10"" 1011,+112+ ... +11" ,fj/1 //' 

Пругасти спектар бројева М k са ритмом ћk подудариhе се, дакле, 

са вредношhу <р (1) и стога представља трансцендентан број. Према 
теорији трансцендентних бројева, ова трансцендентност потиче од 

бесконачна много низова нула које раздвајају значајне децимале спек­

тра и чија дужина бесконачна расте са рангом низа. Друкчије речено: 

Шрана{енgенШ.носйl сйекШ.ра йоШ.иче og брзог рашhења ње2ове gисйер­
зије са ран2ом сйеюuралних оgсечака. 

За низ Mk који се састоји из једноцифрених бројева, спектар који 
има, на пример, ритам ћk = (k -l)(k -1)! трансцендентан је број. 

Али ШрансценgенШ.на йрироgа није искључиво везана за сйекШ.ре 

низова целих бројева са о2рани.ченим бројем цифара. Ово се може по­

казати помоhу једне друге теореме о трансцендентним бројевима, која 

исто тако потиче од г. Мајеа13 и која гласи овако: 
Нека је Ь било који фиксиран цео број; ставимо 

са Ь1 , 11 = Ь", 
тако да се добија 

Нека су затим р и '&два фиксирана позитивна цела броја, и нека је 

А0 , А1 , А2 , ... низ целих бројева (реалних или имагинарних, позитивних 

или негативних) таквих да, за неку одређену вредност р веhу од 2, има­
мо за сваки индекс n 

Према теореми г. Мајеа коју имамо у виду, ред 

13 Loc. cit., р. 105. 
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где Је 

ПРЕДАВАЊА О МАТЕМАТИЧКИМ СПЕКТРИМА 

- ь-pll 
(t)ll - jJ,II ' 

представља једну целу функцију од х која за х рационално узима само 

трансцедентне вредности. 

Посматрајмо онда бесконачан низ позитивних реалних целих бро­

јева М0 ,М1 ,М2 , ... чији број цифара може расти са рангом онолико бр­

зо колико се хоће и одредимо два позитивна цела броја р > 2 и~ тако 
да број IOp-1,11 расте бар исто толико брзо као број цифара броја М11 и 
да за сваки индекс n буде 

Ако се у претходној теореми узме да је 

А11 = M,l' Ь = 10, 

функција <р (х) подудариће се са спектралном генератрисом низа Mk, 
која одговара ритму 

Ј м м -Io-pll 
1k = k - k-1, где Је ull - p,ll, 

са /11 = 10р, 1 , јер је тада 

м 
Асо = 11 =gM 11 11 1011,+112+ ... +11" 11 11' 

Вредност <р (1) представља пругасти спектар бројева М k са рит­

мом l1k; тај спектар ће бити трансцендентан број. 
ТрансценgеюuносШ Шако образованих сйекLuара у суиtШини йо­

Шиче og gисйерзије сйекШра и ефекти је вели чине убрзања сйекШрал­
ноz ршuм.а; она није ни у каквој вези са самим нумеричким вредности­

ма целих бројева који представљају пруге спектра или са начином љи­

ховог рашhења са рангом. 

Али поред таквих спектара, који припадају класи Лиувилових 

Шрансценgеюuних бројева, има их бесконачна много другачијих, који 
такође представљају трансцендентне бројеве како имају слабу или чак 

нулту дисперзију, и спор или штавише униформан ритам. Довољно је 

сетити се спектра, са било којим униформним ритмом, низа једноциф­

рених целих бројева који се подударају са узастопним децималама бро­

ја е или броја л, а који не припада Лиувиловој класи. 

Трансцендентност пруга стог спектра може, дакле, потицати: 1. 
само од његове дисперзије; 2. од састава његових спектралних пруга; З. 
истовремено од његове дисперзије и од састава његових пруга. 
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15. Tpaucмyiiiaцuje МЛ. Ј е дна функционална {йрансмуШација 

дефинисана је кад је дат закон који омогућује да се из сваке функције Ј 

изведе једна друга функција F чији облик зависи од облика функције Ј; 
тада се каже да ова трансмутација, йримењена на функцију Ј, даје као 

йlрансму~uд{й функцију F. 
Појам трансмутације представља, за функције, тачан еквивалент 

појма пунктуалне трансформације за тачке простора. Између ове две 
. . . 

концепциЈе успоставља се онолико потпуна аналогиЈа колико Је могу-

ће кад се узме да свака функција одговара једној тачки функционалноz 

йросШора, у коме нека, било која категорија функција представља из­

весно функционално йоље. Нека трансмутација може имати смисла и 

бити дефинисана само у одређеном функционалном пољу, као што у 

обичној геометрији извесна пунктуална трансформација може бити 

дефинисана само за тачке одређене области у простору, тачке неке по­

вршине или линије14. 
ТрансмуГйацијом д.(f) саzласном са функцијом ф назваhемо сваку 

ШрансмуШацију која, йримењена на функцију f, ову йреШвара у (Е)­
функцију. 

На пример, трансмутација 

д.[Л = Ј'(х) 

сагласна је са неодређеним интегралом сваке (Е)-функције. 

Трансмутациј а 
~ 

д.[Л = Ј e-1.f(zt) dt 
о 

сагласна је са функцијом 

.f(z) = e111 z (т цео број), 

коју она трансмутује у ред :Е m"z". 
Трансмутација 

МЛ= z2 J"(z) + 2z .f'(z) 

сагласна је са сваком функцијом .f(z) која је дефинисана степеним ре­
дом облика 

Ј( ) _ M1z M 2z2 M3z3 + z - + + ... 
1·2 2·3 3·4 

(где су М11 фиксирани или са n променљиви цели бројеви), коју она 
трансмутује у ред :Е M 11z". 

14 Ј. Hadamard, La seгie de Тауlог et son pгolongement analytique, Scientia, Par. Ш. 
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Операције којима се изводе трансмутације L1[f] бескрајно су ра­
зноврсне. Ипак, поједина трансмутација L1[f] не доводи се искључиво 
у везу са једном одређеном функцијом: уопште узев, нека ШрансмуШа­

ција L1[f] сагласна је са извесном, више или мање йросШраном, каШе-
2оријом фуню~ија. 

Тако је трансмутација 

(53) L1[Л = lOg f(z) (g позитиван цео број) 

сагласна са сваком функцијом 

(54) 

чији коефицијенти а 11 имају о2раничен број gецимала. 
Трансмутација 

(55) L1[f] = Af(Bz), А, В фикси~ани 
· · цели броЈеви 

сагласна је са сваком ал2ебарском функцијом са рационалним коефи­
цијентима а 11 (n= 1, 2, 3, ... ). Она је такође сагласна са функцијама f(z) 
за које су коефицијенти а11 периодични децимални разломци чији број 
цифара у периодичном делу и број цифара периода не варирају са n. 

Трансмутација 

(56) 
2Jt ( () МЛ = 21n Ј .f(pe'; ).f ze-, dt 
о р 

(р = const.) 

сагласна је са свим функцијама f(z) чији су коефицијенти ak квадрат­
ни корени целих бројева. 

Функције .f(z) чији су коефицијенти а 11 облика M 11Q11 , где је М" 
цео број а чинилац Q" број који није цео и мења се са n, допуштају 
трансмутације МЛ које могу узети веома различите облике. 

1 1. За Q" = -- (ех= const.,~ = const.), имамо 
ех+ ~n 

1 

пошто се овде z замени са za.. 
2. За Q

11 
= п-1' (р позитиван цео број), имамо 
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где су функције qЏz) дефинисане рекурентном формулом 

!. ) cl 
<.р 0 =. ,<.pk(z = z-

1 
<.рн(z) 

cz 
(k = 1,2,3,".), 

3. За 

Q/1 
n(n+1)".(n+p)' 

имаhемо 

Ь[ј']- - 1- _!}__ (z) 
- р-1 l <.рр , 

Z GZ 

где Је 

4. За 
1 

QJ/ = ' 
1·2·3·."•/1 

имамо 

= 

МЛ = Ј e-1.f(zt) dt. 
() 

Ова последња трансмутација сагласна је, на пример, са било как­

вим полиномом са целим коефициј ентима по e'P(z), sin <.р ( z), cos <.р ( z), 
где је <.р (z) нека (Е)-функција. 

5. За 
1 

Q/1 = (1·2·3·",·11)1' (р фиксирани п~зи -), тиван цео броЈ 

функција .f(z) допушта трансмутацију (са ограничењима која се тичу 
конвергенције) 

= = 

Л[Ј]- f f -(/1 +lz + ... +tp)f( t t t ) dt dt н - ... е . z 12 ••. P 1 ... р· 

о о 

Нека општа правила олакшавају тражење трансмутације Ь[.f] у 

великом броју случај ева. Очигледно је, уосталом, да се уз помоh једне 

трансмутације МЛ, сагласне са датом функцијом, операцијама може 

образовати бесконачна много других које, изведене на трансмутатима 

те трансмутације Ь[.f], трансмутују овај у неки нови (Е)-ред [додавање 

неког произвољног (Е)-реда; множење једним таквим редом; поновље­

на диференцираље произвољан број пута; итерација, итд.]. 

16. Ciieкiiipu фуикције ua коју се iipuмeљyje iiipaucмyiiiaцuja 
Ь[f].- Кад је дата нека функција f(z) и извесна са њом сагласна тран-
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смутација д[.f], йру2асШим сйекШром функције f(z) йовезаним са Шом 
ШрансмуШацијом сматраhемо било који пругасти спектар (Е)-функ­

ције која представља трансмутат функције f(z) преко скупа операција 
којима се по стиже t:l[.f]. 

Спектри се обично добијају као вредност неког одређеног инте­

грала, а у извесним случајевима чак у кошiчном облику, као што је по­

казано у претходним параграфима. 

Тако је спектар функције ех са униформним ритмом hk = 1 дат 
спектралном генератрисом 

коЈа одговара трансмутату 

(57) 

а сам спектар Је 

Функције 

(58) 

~ 

д[.f] = Ј e-1/(xt) dt, 
о 

~ 

S =Ј e-0
•
91 dt = 1,111 ... 

() 

са коефицијентима ... дефинисаним рекурентним правилом 

(59) (n+ l)(n + 2)all+2 + Аа/1 - м/1 о' 

(Л= cons., М11 позитиван цео број, фиксиран или променљив са n) до­
пуштају трансмутацију 

(60) t:l[IJ .f"(x) + lcf(x). 

Спектар са униформним ритмом ћk = 11 дат је вредношhу 

(61) 

где F(x) означава десну страну једнакости (60). 
Спектар исте ове функције са униформно убрзаним ритмом 

11k = 11 + ck дат је вредношhу 

(62) 
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где 8(х) означава трансценденту (52) и где је р произвољна константа 
чији је модуо мањи од полупречника конвергенције реда (58). 

За функције дефинисане експоненцијалним редовима 

Ј( х)= Ао+ Aleo:x + А2е2о:х + ... ' 

где су коефицијенти А11 позитивни цели бројеви, и за трансмутацију 

д[f] = 1Cofx) (Л= aloge) 

(при чему је база логаритма 10), сагласну са низом А," спектар са уни­
формно убрзаним ритмом l1k = 11 + ck биће вредност 

s =х ___ 2 
( 

11 +!:_Ј 
л ' 

где је х(х) функција 
n=(X) с 

Х(Х) = L А,/1 112 
ellrLY (q = 10 2 ). 

n=O 

Ако А11 не расте бесконачна са n, функција допушта спектре са 
униформним ритмом hk ~ l, где је l позитиван цео број који није мањи 
од логаритма највеhе од вредности А11 • 

17. Веза између фующије и њеноi iipyiaciiioi ciieкiiipa.- Уопште 
узев, трансмутација д[.f'], изведена на функцији f(x), успоставља изве­
сну релацију између ји њеног трансмутата F(x). Ова релација, у зави­
сности од скупа операција којима се реализује ~[Л, може добити ра­

зличите облике, као што су, на пример: 

1. релација у коначном облику, каква је релација 

Af(Bx) = F(x), (А, В фиксир~ни ), 
· цели броЈеви 

која се примељује на алгебарске функције са рационалним коефици­

Јентима а 11 ; 

2. диференцијална једначина, као што је релација 

d
2 f -· + Лј = F(x) (Л= const.), 

dx 2 

применљива на функције чији су коефицијенти везани рекурентним за­

коном (59); 
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З. нека интегрална релација, каква је 

~ 

Ј e-1f(xt) dt = F(x), 
о 

која долази у обзир за функције са коефицијентима а11 облика 

М" 
1· 2· ... ·n 

(М" цео број). 

Исто тако, транслација .МЛ изведена на функцији 

f(x) = а0 +а 1х+а2х2 + ... 

успоставља, уопште, извесну релацију између коефицијената а11 и ко­
ефицијената А11 функције F(x). Ова релација може бити изражена у 
коначном облику или представљати рекурентну релацију. 

Постоје, уосталом, син'iуларне трансмутације МЛ, које, приме­
љене на произвољну функцију Ј( х), не павла че никакву релацију из­

међу/и F, у том смислу да је Шранс.муйlайl F независан og функције f на 
коју се ~[Л примељује. Такве би се трансмутације МЛ, на пример, 

образовале кад се примети да има одређених интеграла облика 

,, 
Ј и( х) [ v 1 t ]" dt , 
а 

који се анулирају за сваку позитивну вредност n. Такав би био Кошијев 
интеграл 

(><) r:ti 

f е clt (а > О, с > 0), 
_(а ti)" 

или Стилтјесов интеграл 

= 

Ј t'm+le-1 costclt. 
() 

Једна функција .f(z) допушта бесконачна много пругастих спек­
тара, који варирају, с једне стране са примељеном трансмутацијом 

~[Л, а с друге стране са ритмом помоhу кога се спектар формира. Али 

аа јеgну оgреЬену i71ранс.муШацију ~ u аа ogpebeнu сйеюuрални ршuа.м 
функција .може и.мшuи само јеgан сйеюuар. 

Обрнуто, дати број S може се поклопити са пругастим спектрима 
бесконачна много функција, у зависности од примењене трансмутаци-
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је и ритма који he се приписати спектру. Али, за јеgно размширано 
6[/] и за ga{йu сйекШрални риШам, неки број S каракй:iерише, као 
йpyzacй:iu сйекй:iар, уойшй:iе узев са.мо јеgну функцију. Вишезначности 

ту може бити само у случају кад релација до које доводи примена 

трансмутације 6[/) не одређује потпуно .f помоhу F, као што је, на 
пример, случај кад се коефицијенти а 11 функције добијају као корени 
неке једначине која има више од једног реалног корена, или помоhу 

рекурентне релације која оставља неодређен известан број првих чла­

нова а0 ,а 1 ,а 2 , ... Ова неодређеност ишчезава кад се води рачуна о до­

пунским условима које даје помоhни скуп (А) података. 

18. Приближии йpyiaciiiu сйекШри. - Приближним спектром фун­

кције, повезаним са неким доменом (D) њене егзистенције, назваhемо 
позитиван реални број S који, посматран као спектар неке функције, а 
преко извесног скупа (А) квалитативних података, омогуhује рекон­

струисаље функције j'(z) у домену (D) са жељеном приближношhу (та­
чношhу). 

Показаhемо да: 

Са сваком аналий:iичком функцијом f(z), у околини било које ње­
не обичне й:iачке, може се gовеаuи у везу јеgан йриближан сйекй:iар, са 

унайреg заgай:iом й:iачношhу. 

Приметимо најпре да свака аналитичка функција .f(z)може бити 

представљена, у околини сваке своје обичне тачке z = а и са жељеном 
тачношhу, извесним йтuенцијалним реgом <р (z) са целим коефицијен­
й:iима, йоgељеним неким йоzоgно изабраним сй:iейеном броја 10. 

У случају кад су сви коефицијенти А11 реда (63) 

(63) 

реални, за <р (z) може се узети ред 

где Nk означава апсолутну вредност целог дела коефицијента А11 по­
што је у њој децимална запета померена за q места удесно. Тада би се 
имало 

(65) 

при чему Је 

(66) 

а модуо разлике 
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(67) .f(x)-10-'~<p(x) 

био би мањи од 

(68) 

за сваку тачку у унутрашљости круга D, чији је центар тачка z =а а 
полупречник једна вредност А, која је истовремено мања од 1 и од 
полупречника конвергенције R реда (63). Ако се, према томе, за q узме 
цео позитиван број веhи од апсолутне вредности броја 

(69) logE + log(l- Е), 

(где је позитиван број Е унапред дат), имаhе се за сваку тачку z у уну­
трашљости круга D 

(70) 

што је и требало доказати. Број q зависи од тражене приближности и 
од посматране области око тачке z = а. 

При том се, погодним избором броја ~'.може йосШиhи ga се функ­
ција .f(a + ~z) свеgе на йолино.м йо z. Заиста, конвергенција реда (63) у 
околини тачке z = а обезбеђује постојаље броја В коначног, различи­
тог од нуле и таквог да Је за сваку вредност n 

~<В. 

Ако се за ~ узме неки позитиван број мањи од l, коефицијент 
в 

по апсолутној вредности he бити маљи од 1. Коефицијенти Nk реда 
<р (z) који се односи на .f(a + ~z) постају, почев од извесног ранга k, сви 
једнаки нули, па се <р (z) своди на полином. Штавише, кад су коефици­
јенти А11 , почев од извесног ранга, маљи од 1, може се узети да је ~ = 1. 

Ако су један или више првих коефицијената А11 цели бројеви, 
айро!(сl/.мација l(ojy gaje йолино.м <p(z) бuhe увеhана. Јер, уколико су, 
на пример, бројеви А0 , А1 , ••• , Ат цели, имаhе се а0 = <Х 1 = . . . <Хт = О; 
за тачке z у унутрашљости круга полупречника А модуо разлике (67) 
маљи Је од 

1 о-ц Ат+] 

1- А 
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На пример, за функцију /(z) с', уколико се узме да је 

1 
,q=7,~ 1, 

2 

<р (z) he бити полином десетог степена 

<р (z) = 10000000 + 10000000z + SOOOOOOz 2 

+1666666z3 +416666z4 +83333z5 +13888z5 + 
+13888z6 + 1984z7 + 248zR + 27z9 + 2z 10

; 

полином 10-7 <р (z) представљаhе, за сваку вредност 1 zl < 1 , функцију е' 
2 

са најмаље 7 тачних децимала. 
Било који йруzасГии сйекГиар йолинома <р (z) у uauu мах је йриб­

лижшt сйеюУtар функ~~ије f(z) за све Гиачке z у унуГирашњоаuи круzа D. 
Полином <р (z) допушта ограничене спектре са униформним рит­

мом, добијене као нумеричке вредности од <р (а+ 1 о-1'), где l означава 
позитиван цео број који није веhи од логаритма апсолутне вредности 

највеhег од коефицијената Nk. Према томе: функција .f(z) gойушГиа у 
околини сваке своје обичне ~иачке оzраничене сйекГире који је ogpef)yjy, 
у Гиој околини, са унайреg заgаГиом Гиачнтиhу. 

Ако h означава неки број који није маљи од логаритма апсолутне 
вредности највеhег од коефицијената Ak, може се ставити l = /1 + q. 
Приближни спектар функције .f(z) са униформним ритмом l биhе неки 
рационалан број са р (h + q) децимала, где р означава степен полинома 
<p(z). Он he одређивати функцију f(z), у унутрашљости круга D, са 
приближношhу Е која зависи од броја q и од полупречника круга D. 

Завршиhемо овај параграф примедбом да се претходни закључци 

лако проширују на случајеве имагинарних коефицијената Ak, па стога 
на сваку аналитичку функцију. 



ТРЕЋИДЕО 

СПЕКТР АЛНА МЕТОДА 

19. Принциii мeiiioge. - Појам спектра, упркос својим привидима 
површног и не нарочито консеквенцама богатог појма, може се ипак 

довести у близак однос са непознатама у различитим проблемима ари­

тметике и анализе. Разноврсност начина успостављаља кореспонден­

ције између спектра и елемената неког низа бројева, или елемената 

који одређују функцију, често омогуhује образоваље спектара у којима 
се експлицитно појављују вредности непознатих. 

Специјално, йруzасШи сйетаuри могу играти корисну улогу као ин­

струменти рачуна. Они доводе до једног интересантног поступка у ну­

меричком рачуну који се може назвати сйекШрални.м йосШуйко.м, због 

запањујуhе љегове сличности са спектралном анализом у физици и хе­

МИЈИ. 

Израчунати једну нумеричку вредност, или један ограничен или 

неограничен низ нумеричких вредности а0 , а 1 , а 2 , ... , или пак један од­

ређен део цифара које образују неку од тих непознатих, спектралним 

поступком, то значи одредити ове непознате помоhу неког спектра S 
који је на погодан начин доведен у везу са низом бројева ak. Ово је мо­

гуhе учинити на два различита начина: 

1. може се израчунати једна непозната или одређени део цифара 
које чине нумеричку вредност једне непознате, било као спектар S не­
ке познате функције, добијен познатом трансмутацијом МЛ и са поз­

натим спектралним ритмом, било као одређени сегмент спектра S, или 
као позната комбинација из спектра S; 

2. може се израчунати коначан или бесконачан низ непознатих 
а0 ,а 1 ,с1 2 , ... , или можда само једна непозната ak која је члан овог низа, 

или пак једна или више од цифара које образују ak, помоhу пруга или 

линија неког спектра S. 
Овај йослеgњи начин ogpef]uвaњa нейознтuих йри.мењује се каg 

zog су ове у йознаШој коресйонgенцији са јеgно.м (Е)-функцијо.м и може 
се резимирати следеhим правилом: 

Ако се спектар S (Е)-функције са ритмом l1k подели на узастопне 

одсечке, од којих се први састоји од првих /1 1 децимала у S, други од /12 
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следеhих децимала, итд., при чему цео број N
11 

(n= 1, 2, 3, ... ), члан низа 
N0 , N 1, N 2 , ... помоhних непознатих (помоhу којих се израчунавају не­

познате а0 ,а 1 ,а 2 , ..• ), добиhе се као група значајних цифара п-тог одсе­

чка, а N 0 he се подударити са целим делом спектра S. Друкчије речено: 
N" he се поклопити са п-том пругом спектра S, а k-та децимала овог 
броја подудариhе се са одговарајуhом линијом те пруге. Пошто су бро­

јеви N 11 овако одређени, биhе одређене и непознате а 11 помоhу релаци­
ја ( експлицитних или рекурентних) које успостављају везу између бро­
јева а" и N 11 • 

Приближна вреgносШ спектра S која је овом спектру gовољно 
блиска даје тако Шачне вреgноаuи онолико непознатих а11 колико се 
жели: одређиваље првих n + 1 целих бројева N0 , N 1, N 2 , ... захтева само 

једну приближну вредност броја S са h1 + !12 + ... + h11 тачних децимала, 

па he се онда добити одговарајуhи бројеви помоhу релације између 
бројева а п и Nn. 

Предност коју са становишта праксе нумеричког рачуна пружа 

спектрална метода састоји се у томе што она даје начине: 

1. да се одреде истовремено, gовољни.м йроgужавање.м jegнoz ис­
Шоz ну.меричкоz рачуна, вредности онолико непознатих колико се 

xohe; 
2. да се одреде Шачне вреgносШи оног броја непознатих чије се од­

ређиваље жели, помоhу вредности која је gовољно блиска извесном 

податку из проблема. 

20. Неке apuiii.мeiiiuчкe iipu.мeue. - Означимо са 9 k цео број који 

се добија писаљем k пута узастопно броја 9; на пример, 

91 = 9, 92 = 99, 93 = 999, ... 

У елементарној аритметици уче се занимљиве особине овако об­

разованих бројева и љихових комбинација. Њима hемо додати неколи­

ко, верујемо, нових особина. 

1. Нека су 

(71) 

(72) 

a,b,c, ... ,g, 

m,n,p, ... ,s 

два дата низа позитивних целих бројева, при чему су бројеви (71) сви 
узајамно прости, и нека је h променљив позитиван цео број. Израз 

S = 9 (т+ l)ah Х 9 (n+ l)bh 

9 ak 9 Ьk 

9(n+l)gh 

9gk 
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представља цео број са Лh цифара, где је 

Л=ma+nb+ ... +sg, 

и он има следеhу особину. 

Означимо са P(k) позитиван цео број који показује на колико 
начина се цео број k може написати у облику 

k =ах+ Ьу + ... + gt, 

кад симболи х, у, ... , t узимају све вредности из следеhих низ ова 

x=O,l,2, ... ,m 
у= 0,1,2, ... ,11 

t = 0,1,2, ... ,s 

Чи.м h йре.маши извесну 'iраницу, ogpeljeнy низом (71), цео број 
који образује 'iруйа значајних цифара броја S која йочиње (k h + 1)-вом 
а завршава се (u + 1) h-Шом цифро.м Шо'i броја йоклайа се са бројем 
P(k), и Шо за сваку вреgносШ броја k која није веhа og Лh. 

Да бисмо то доказали, посматрајмо полином 

x<fl+l)a -1 
V(x,a,!l) = = l+xa +х2а + ... +xfla, 

ха -l 

где су а и )Ј два произвољна позитивна цела броја. Имаhе се 

и одатле 

где W(x) означава полином степена Л 

W(x) = V(x,a, т) х (х,Ь, п) ... V(x, g, s). 

Но, коефицијент уз xk у полиному W(x) управо је број означен са 
p(k). Ако се са lk означи број цифара целог броја р(k)и узме за /1 неки 
број који није мањи од logp (k), добија се 

И1(10-1') = 0,00 ... 0 р(О)ОО ... О p(l)OO ... O р(2)0 ... 0 р(А/1), 
'-----v----' '-----v----' '-----v----' 

l1-l2 нула 

а како је 11-lk ;::: О, овим је завршен доказ формулисаног резултата. 
Број S је, дакле, сйекШар йapriiuцuje бројева. 
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Лагер 1 5 је добио једну општу формулу која даје приближну вред­
ност броја p(k) за дати систем (k, а, Ь, с, ... , g) и за све могуће системе 
(х, у, ... , t), при чему учињена грешка има горњу границу која не зависи 
og k. 

У случају, на пример, једна чине са две непознате 

Лагерова формула даје 

k =ах+ Ьу, 

k 
p(k)=ab+8, 

где је апсолутна вредност броја 8 мања од 1; за једначину са три непоз-
на те 

k = ax+by+cz, 

p(k) = __f:_+ k(a+b+c) + 8, 
2аЬс 2аЬс 

при чему је допунски члан 8 по апсолутној вредности мањи од извесне 
фиксиране количине за све вредности броја k. 

Ове формуле омогућују да се броју /1 додели једна од вредности 
које претпоставља претходни исказ. 

Приметимо да је 

цео број са 11al1 цифара, чија је вредност 

1 оо ... 01 оо ... о 1 оо ... о 1 ... ' 
'-v--~~~ 

a:h-1 нула а/1-1 нула a:t.-1 нула 

где се група цифара ОО ... 01 понавља Jl пута. Ово дозвољава да се број 
S израчуна сабираљем погодно распоређених јединица и да се чак за­
мисли једноставан апарат који би брзо изводио овај рачун. 

На пример, за једначину 

3х + 2у = k, О~ х~ 10, О~ у~ 10, 
будући да је број 

15 Suгla paгtition des nomhгes, Bulletin de Ја Soc. mat. de France, t. V, 1877; Oeuvres, t. I, 
рр. 218-220. 
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мањи од 1, може се узети да је h = 1, што he дати 

s = 0,101111212222323333434334334334 ... 

па he се број р (k) подударити са (k + 1)-вом цифром броја S. Тако, јед-
начина 

3х+2у=19 

има тачно три решења по х ::::; 10 и у ::::; 9: тај број заиста показује дваде­
сета цифра броја S. 

2. Посматрајмо рационалан број 

где Је 

1 1 1 
Mm,/1 = +-+ ... +-, 

911 9211 9ml1 

Q = 10-11 Ј!љ_ 11 
9. 9,1 

и где су т и ћ произвољна два цела позитивна броја. Кад се ови бројеви 

претворе у децималне разломке, Мщ11 постаје йросШ периодични раз­
nомак чији период има тћ цифара, а Q11 мешовиШ периодични разло­

мак чији непериодични део и период имају сваки по 11 цифара. Сам број 
S111 ,1" претворен у периодични разломак, биhе, дакле, мешовиШи пери­

одични разломак чији непериодични део има ћ, а период тћ цифара. 

Поделимо низ S децимала броја Sm, 11 који образује скуп који се са­

СТОЈИ из његовог непериодичног дела и из првог периода - у узастопне 

одсечке т;, Т2 , ... , Tm+I са по ћ цифара, тако да одсечак 

Tk (k = 1,2, ... ,m+1) 

почиње [(k -1) 11 + 1 ]-вом а завршава се kћ-том децималом, и посматрај­
мо одсечке Т1 , Т2 , ... , Т,". 

Чим h йремаши извесну вреgноаu, цео број који образује zруйа 
значајних цифара оgсечка Tk йogygapa се са бројем gелилаца броја k ра­
зличшuих og 1 и og k, и Шо за сваку вреgтюаu k::::; m. 

Да бисмо се у то уверили, приметимо да s/11,/1 представља нумери­

чку вредност коју за х= 10-1
' узима рационална функција 

F(x) =/(х)- <р (х), 

где Је /(х) ограничен Ламбертов ред 

х х 2 

f(x) = + 
1- х 1-

хт 

+ ... + ' 
1- Х 111 
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а 

Према добро познатој особини Ламбертовог реда, коефицијент 
N(k) развитка 

F(x) = N(1)x + N(2)x 2 + N(3)x3 + ... 

подудариhе се са бројем делилаца броја k различитим од 1 и од k. 
Узмимо за 11 било који цео број такав да 101

' не буде мање од броја 
делилаца било ког целог броја k < т. Производ 10-м N(k) онда he бити 
број O,OO ... ON(k), где значајном делу N(k), који образује lk цифара, 
претходи lz -lk нула. Одатле излази да је 

0,00 ... 0 N(1)00 ... 0 N(2)00 ... 0 N(З)О ... , 
'---у---' '---у---' '---у---' 

11-/1 нула 11-/1 нула 11-/з нула 

што доказује гореформулисани резултат. Број S је, дакле, један сйек­
йlар броја gелилаца йро.менљиво2 целог броја. 

Ако се лакуно.м назове сваки одсечак Tk који чине искључиво ну­
ле, из претходног излази следеhа последица: 

Број лаку на које се налазе .меЬу йрвих k оgсечака Т1 , Т2 , ... јеgнак је 

броју йросйlих бројева који нису веhи og k, и ~ио за сваку вреgноаu k 
која није веhа og ш. 

Кад се примети да је 

1 
- =0,0 ... 0 10 ... 0 10 ... 0 1 ... , 9 '.........у--' '.........у--' '.........у--' 

kli kiJ-1 k/i-1 kh-1 

10-1' х~= 0,0 ... 0 10 ... 0 20 ... 0 20 ... 0 2 ... , 
9 х9 '.........у--' '.........у--' '.........у--' '.........у--' 

l1 h-1 IJ-1 l1-1 IJ-1 

види се да би се број S могао израчунати за све дате бројеве т и h само 
сабираљем јединица, на пример помоhу апарата који би се једно­

ставно могао конструисати. 

Број /1 који испуњава претходне услове могуhе је одредити на ра­
зличите начине. Како је 

N(k) = k <т, 

.може се за h узеШи било који цео број који није .мањи og log ш. 
Он се такође може изабрати на следеhи начин: узимајуhи за т 

неки факторијел, 

т= 1· 2· 3 · ... ·Л, 
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са сигурношћу се утврђује да број делилаца (различитих од 1 и k) целог 
броја k :'0: т не премашује никад 2Л-Ј, а како је 

Л-1 

2Л-1 < 10_3_ 
' 

Л-1 
за h се .може узеШи било који цео број који није .мањи og 

з 

Подсетимо такође на неједнакост г. Вигерта 

(\+Е)~ 
N(k) < 2 loglogk 

која важи за Е> О и произвољно, уколико је k довољно велико. 
На пример, за т= 100 (што даје /1 :'0: 2) добија се: 

S 1 ОО, 2 = 0, 0000000 1000200020 12000400020203000400040202000601 , , , 

Првих двадесет одсечака са по две цифре садржи 9 лакуна, првих 
100 одсечака их садржи 26, ово показује да има 9 простих бројева ма­
њих од 20, да их има 26 мањих од 100, итд. 

Исти поступак, примењен на различите рационалне функције 

аналогне претходним, доводи до других целих или рационалних броје­

ва образованих од цифара 9 и са занимљивим аритметичким свој­
ствима. 

Зна се, на пример16, да је број Qp,q разлагања свих бројева у (нај­
више) q делова, од којих ниједан није већи од датог броја р, једнак 
коефицијенту уз ах 1щ у развоју функције 

Исто тако, познато је да је број Rџ· решење у целим позитивним 

бројевима две симултане једначине 

ах + Ьу + ... + ,r; t = k, 
a'x+l/y+ ... +,r;'t = k', 

за променљиве k и k', коефицијент уз uk1/' у развоју функције 

1 
Ф(U,11)= ' 1 /' ', 

(1- u'1 1Ju )(-и '11' ) ... (1- их Ј!'~ ) 

Изрази 

16 Мас-Ма1юп, P11ilos. Тгапs., t. 11\7, А, 11\96, р. 619. 
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(73) 

(где су /z и /z' довољно велики цели бројеви) представљају извесне ра­
ционалне бројеве чији се низ децимала изражава кад се напишу једни у 

продужетку других, узастопни цели бројеви Q
1
),{

1 
или Rџ· и између њих 

уметне известан број нула, који је утолико веhи уколико су бројеви /z и 
!1' веhи. Бројеви (73) играју тако улогу спектара у овом проблему. 

Још hемо показати, у својству примера, начин формираља сйек­

йiара исШих сШейена узааuойних целих бројева. 

Ако се са P,n,k означи полином степена т, дефинисан рекурентном 
формулом 

имаhе се 

P,n,k = zP,n.k-1 = О, 
zm+l- z 

р ---­
т,() - z -1 

1k 2k 2 k k P,n,k = Z + Z + ... +т Z , 

Р'= с/Р 
dz' 

Позната формула 

даЈе онда 

Р,п,р _ 2 т m+l ---- s1Pz+s2Pz + ... +smp(z +z + ... ), 
1-z 

где Је 

- 1~' 21' р S 11P- + + ... +n . 

Неједнакост 

k~' <т~' (k = 1,2, ... ,n-1) 

повлачи 

и стога је, са извесним позитивним целим бројем h који није мањи од 
(р+ 1) log т, сйеюuар низа slp' s2p' ... 'smp' чији је униформни ритам 
11k = !1 дат са т/1 првих децимала броја (где је 9 11 ознака из претходних 

примера) 

10 11111 
S = _· -Р (lo-m'')· 

9 mp ' 
m/1 

преостале децимале образују периодични спектар са униформним 
ритмом h, при чему је период број smг, заједно са онолико нула испред 
њега колико је потребно за употпуњавање броја h цифара периода. 

На пример, у случају бројева s1P, ... , smp са т= 16, р= 2 налази се 
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1064 р, (1 о-64 ) s = 16,2 

964 

= О, 0001000500140030005500910140020402850506065008191015 ... 

Нумеричка вредност збира sk2 (k = 1,2, ... ,16) поклапа се са k-том 
пругом спектра, што he реhи са групом значајних цифара која почиње 
( 4k-3)-вом и завршава се 4k-том децималом спектра S; при том се п-та 
цифра збира sk2 подудара са (2k- n+ 1)-вом децималом у S. Тако се 
збир s9. 2 поклапа са деветом спектралном пругом: то је, дакле, број 

285; друга цифра броја s13 ,2 је педесет и прва децимала броја S, а то је 1. 

21. Ciieкiiipaлнu iiociiiyiiaк развијаља у peg. - Нумеричко израчу­

навање коефицијената реда 

изводи се уобичајеним поступцима, било израчунавањем сваког кое­

фицијента а11 инgивиgуално експлицитном формулом 

a
11

=<p(n) (n=0,1,2, ... ), 

било израчунавајуhи а 11 помоhу веh познатог низа коефицијената а 11 _ 1 , 

а 11 _ 2 , ... на основу неке рекуренiiiне формуле 

Сйекiiiрални йосiiiуйак caciiiojи се у израчунавању свих коефш~и­
јенаiiiа а 11 исйlовремено, или йак zруйе Ших коефицијентuа чије се оg­
реЬивање жели, йомоhу zруйа gецимала jegнoz jeguнoz броја S, на йоzо­
gан начин goвegeнoz у везу са функцијом f(z) чији се развој у peg iiipa­
жzt. 

Правила из параграфа 8 што се овог тиче доводе до следеhих пра­
вила. 

1. Када су бројеви а" позитивни и цели, коефицијент а0 једнак је 
целом делу броја S који представља спектар функције I(z) са позна­
тим ритмом l1k; коефицијент а" подудариhе се са групом значајних ци­
фара броја S која почиње (?

11
_ 1 + 1)-вом а завршава се Р,,-том деци­

малом, где је Р,, = /11 + !12 + ... + !1 11 • У случају униформног ритма l1k = !1, 
то је група која почиње [(п-1)/7+1]-вом а завршава се n/7-TOJ:..·! деци­

малом спектра S. У случају униформно убрзаног ритма l1k = !1 + ck, она 
почиње 

[ 
11(11-1) Ј (п 1)/z+ 

2 
с+1 -вом, 
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[ 
11(11 + 1) Ј а завршава се nlz + 

2 
с+ 1 -том децималом спектра S. 

По реду k-та цифра броја а 11 поклапа се са (Р11 - k + 1)-том деци-
малом спектра S (са k-том линијом п-те спектралне пруге). За Jzk !Ј 
то је (n k + 1)-ва, а за lzk = 17 + ck 

[ 
n(n+1) Ј nlz + 

2 
с- k + 1 -ва децимала спектра S. 

П. Када коефицијенти а 11 нису цели бројеви, познаваље неке тран­
смутације Ь[.f] сагласне са функцијом .f(z) коју треба развити доводи 
до (Е)-функције која представља трансмутат функције .f(z); познаваље 
неког спектралног ритма сагласног са низом коефицијената N

11 
функ­

ције (Е) и знакова СЈ 11 реалних и имагинарних делова ових коефиције­
ната омогуhиhе формираље једног спектра S низа N 11 са таквим ри­

тмом. Правило I примељено на S одредиhе онда бројеве N 11 , а релација 

између бројева а11 и N 11 коју намеhе МЛ одредиhе онда непознате 

бројеве а 11 • 

Могуhи ритам lzk и знаци СЈ 11 биhе садржани у скупу (А) квалита­
тивних података проблема. 

Ш. Одређиваље тачних вредности n + 1 првих коефицијената (уз 
апстраховаље знакова cr 11 ) захтева само познаваље извесне йриближне 

вредности броја S са ~' тачних првих децимала. Овај број децимала је 

. ф h n(n + 1) . nh у случаЈу уни ормног спектралног ритма, а n + с у случаЈу 
2 

униформно убрзаног ритма hk = h + ck. 

Први iipu.мep. - Одредити низ А0 , А1 , А2 , •.. , Amp коефицијената р­

тог степена датог полинома Р(х) т-тог степена чији су коефицијенти 

позитивни цели бројеви, знајуhи при том једну горљу границу А коефи­

цијената Ak. 
Ако је са h означен неки позитиван цео број који није маљи од 

1og А, низ бројева Ak допушта униформни спектрални ритам hk = 1z, па 
he спектар бити дат бројем 

Коефицијент Ak, као и жељена цифра овог броја, биhе дати пру­
гом и линијом спектра S које се одређују на основу претходних пра­
вила. 

Да би се, на пример, спектралним потупком развио израз 
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знајуhи да коефицијенти тог развитка нису веhи од 1000, довољно је 
израчунати број 

s = .f(l0-3
) = 10-3610010016 

=1,00602105009012614112609005021006001 

и поделити његов децимални део на одсечке са по три цифре: сваки од 

тих одсечака даје по један коефицијент Ak, па се тако добија 

.f(x) = 1 + 6х + 21х 2 + 50х3 + 90х4 + 126х5 + 141х6 

+126х7 + 90х8 + 50х 9 + 21х 10 + 6х 11 + х 12 . 

Довољно је, штавише, израчунати само првих осамнаест децимала 

броја S да би се имао потпуни развој функције. 
Дpyiu iipuмep. - Развити у степени ред рационалну функцију 

f( x) = P(z) 
. Q(z), 

. . . . 
ЧИЈе су све нуле имениоца просте и имаЈу модуле Једнаке Јединици, 

знајуhи да су сви непознати коефицијенти овог развитка цели пози­

тивни бројеви или цели бројеви, наизменично позитивни и негативни. 

Ако се са сх 1 , сх 2 , ••• , ат означе нуле полинома Q(x), а са А1 , А2 , 

... , Аткоефицијенти простих разломака који им одговарају, имаhе се 

(~) /(z) 
А А 

p(z)+--~-+ ... +--"-'-, 
z cxl z (Хт 

где p(z) означава цео део разломка /(z). 
Ако се десна страна једнакости (~) развије у ред 

/(z) = сх 0 + cx 1z + cx 2z2 + ... , 

имаhемо 

где р означава, уколико то долази у обзир, коефицијент уз х" у поли­

ному Р(х). Одавде се закључује да је 

а како је модуо од ... једнак јединици, добија се 

1 а" 1::; 1 р 1 + 1 А 1 1 + 1 А2 1 + ... + 1 А111 1 . 

Ако се, према томе, са /z означи било који цео број који није веhи 
ОД 
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биhе 

la 11 1< 101
', 

zge се /z lle .меЈЫl са n, што значи да низ коефицијената а" има уни­

форман спектрални ритам /1, = /z; решавање проблема се онда лако 
завршава. 

У случају кад су, на пример, бројеви а 11 позитивни, љихов спектар 
he бити рационалан број S = f(l0-1

'). Коефицијент а 11 тада he се поду­
дарити са целим бројем образованим од групе децимала броја S која 
почиње [(n -1)/1 + 1]-вом и завршава се п/1-том од тих децимала; k-та 
цифра коефицијента а 11 дата је (nl1- k + 1)-вом децималом спектра S. 

Такав је случај ограниченог Ламбертовог реда 

. z z2 zm 
/(z)=--+--2 + ... +--, 
· 1 - z 1 - z 1 - z111 

који свакако испуњава претходне услове. С обзиром на неједнакост 

la 11 1< n< т, 

која важи за овај ред, и на чињеницу да коефицијенти а 1" као позити­
вни цели бројеви, имају за спектрални ритам неки униформни ритам 

!1, = 11 ~ log т, 

њихов спектар са таквим ритмом биhе рационални број 

1 1 1 
S=-+-+ ... +-

91! 921! 9m!J (9а =~Ј· 
а пута 

На пример, за т < 100 може се узети 11 = 2, што даје 

s = 0,01020202020402030402060204040502060206 ... ' 

тако да Је 

.f(z) = z+2z2 + 2z3 +3z4 +2z5 +4z6 + 2z7 + 4z8 +3z 9 + ... 

Tpehu iipu.мep. -Развити .f(z) знајуhи да је коефицијент а" рацио­

налан број М" , где су бројеви М11 цели и са ограниченим бројем цифа­
п 

ра, и при том наизменично позитивни и негативни. 

Трансмутација 
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МЛ= f'(z), 

сагласна са f(z), даје трансмутат (Е) 

F(z) = М0 +M1z+M2 z2 + ... 
и повлачи релацију 

(а) na11 -M 11 _ 1 =0 (n=1,2,3, ... ). 

Број М11_ 1 биhе одређен као п-ти одсечак са h цифара броја 

s = /'(-10-h), 

који игра улогу спектра функције F(z) са униформним ритмом 
hk = !1 :2: од максималног броја цифара броја М11 • Коефицијенти а11 he 
онда бити дати релацијом (а), која оставља а0 неодређено. 

На пример, за 

и h = 2, налази се 

s = f'(-0,01) = 23,19211721172117 ... ; 

овде се, дакле, коефицијенти М11 репродукују, почев од треhег, при че­
му је период 21 и 17, па тако имамо 

f (z) = а _ 232 + 19 22 _ 21 2з + 17 z4 _l!_ 2s + 17 zб 
. о 2 з 4 5 б 

Чeiiiвpiiiu iipuмep. -Развити f(z) знајуhи да су коефицијенти а 11 
сви позитивни и квадратни корени позитивних целих бројева са огра­

ниченим бројем децимала. 

Ако је стављено 

трансмутациЈ а 

2rr 

МЛ= 2ln Ј \ј! ( -Fz, <р) d<p, 
о 

сагласна иначе са .f(z) (§ 15), претвара ту функцију у један (Е)-ред 
релаЦИЈОМ 

а,~ М п =О. 

Узимајуhи за 17 неки цео број који није мањи од максималног бро­

ја цифара у броју а 11 , спектар бројева М11 са ритмом /1 11 = 11 биhе реални 
број 
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чији he п-ти одсечак са /1 цифара дати М11 , па he се имати 

а,,=Щ,. 

Пeiiiu йри.мер. -Развити f(z) кад је познато само да су коефици­
јенти а" позитивни цели бројеви и да је z =О обична тачка функције. 

Конвергенција степеног реда који представља функцију .f(z) у 
близини тачке z =О повлачи постојаље фиксираног позитивног броја А 
таквог да је, за сваку вредност n, ~<А. Ако је са С означен било ко­
ји цео број који није маљи од log А, униформно убрзан спектрални ри­
там !1 + ck биhе сагласан са низом коефицијената а11 и љегов спектар he 
бити реални број 

где Је 

2л: ( () s = 21n [ ј'(ре 11 ) е q~' dt, 

= с 

8(z)=~q"
2

z", q=l0 2 , 

п= О 

1 
р= const. < -. 

А 

Може се, такође, број S изразити помоhу одређеног интеграла 
(29) из параграфа 5 

где R(r,<p) означава реални део од .f(r,e~1 ) и где константама а и~ 
треба приписати вредности 

а= Io-c, ~ = ~2lognatl0. 

Ако се низ децимала броја S подели на узастопне одсечке са с, 2с, 
З с, ... децимала, коефицијент а0 подудариhе се са целим делом броја S, а 
коефицијент а11 са целим бројем образованим од значајних цифара п­
тог одсечка. 

22. Сйекiiiрални йосiiiуйак израчунавања оgреf)ених иuiiieipaлa. 
- Спектрални поступак се на два различита начина примељује на 

израчунаваље одређених интеграла. 

Први начин. - У случају неког низа одређених интеграла 11, Ј 2 , 

13 , ... (једноструких или вишеструких, реалних или имагинарних), так-
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вих да се .!11 подудара са коефицијентом а11 неке функције J(z), изра­
чунавање инйlеzрала Ј n .може се вршийlи йре.ма йравили.ма из йараzра­

фа 21 йо.моhу йруzа извесног сйекйlраgовеgеноzу везу с а f(z) ирела­
ције која йосйlоји из.меf)у целих бројева које образују Ше йруzе и коефи­

цијенайlа an. 

На тај начин се Кошијев интеграл 

Ј = _l_J J(z) d 
11 z 

2ni (z-а)'н 1 
(n = О, 1, 2, ... ), 

с 

узет дуж неког круга С чији је центар у тачки z = а и у коме је функција 
J(z) холоморфна, изражава, кад год је његова нумеричка вредност цео 
број, непосредно као цео број који образује одређену пругу извесног 

спектра функције Ј(а + z)- Ј(а)(уз апстраховање знакова cr,J. 
Кад интеграли .!11 нису цели бројеви, J(z) he бити замењено тран­

смутатом који одговара некој трансмутацији сагласној са J(z). 
Исто тако, интеграл облика 

,, 
.!11 =Ј uv"dt, 

а 

(где су и и 11 функције од t) добиhе се помоhу пруга једног спектра кад 
се примети да се интеграли .! 11 поклапају са коефицијентима развитка 

функције ,, 
J(z) =Ј <p(vz)udt 

а 

по степенима од z, где је <р (z) једна или друга од функција 

z"+I 
<p(z)= 1' 

z-
1 

<p(z)=-1 -, 
-z 

према томе да ли је низ .! 11 ограничен или неограничен. 

Дpyiu иачшс. - У случају кад неки интеграл Ј и сам представља 

спектар, са познатим ритмом /1", познатог низа целих бројева N0 , N 1 , 

N2 , ... , он ће u.мmli.u за ну.меричку вреgноа71 број N 0 праћен, као цео 

geo, Јшзо.м gецu.мала који се образује pef)aњeAt, јеgне уз gpyzy, нумери­
чкuх zруйа G0 ,G 1,G 2 , ... које ogzoвapajy низу Nk upuй1Jvty l1k, йоuиТiо су 
реални и имагинарни gелови бpojerm Nk снабgевени йозzа71ивншt 
.3/{(l/{Q.М. 

Такав је, на пример, случај интеграла 
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;, 

Ј= Ј <r оо-''•;) и dr, 

када су интеграли Ј 11 , дефинисани претходном формулом цели броје­

ви, чији број цифара не пролази fz; интеграл, посматран као спектар 
бројева Ј" са ритмом ћk 17, имаhе као цео део вредност Ј0 , а као де­
цимални део G1, G2 , G3 , .•• , где је G, цео број Ј k коме претходи онолико 

нула колико је потребно да број цифара нумеричке групе G, буде јед­
нак 11. 

Такав је, такође, случај интеграла 

,, 
Ј= J~(v)udt, 

а 

где, са члановима 11, било каквог неограниченог низа позитивних це­
лих бројева, ~ (z) означава целу функцију 

n=oo 

~(z) = I.q11 Z
11

, 

n=l 

Када је 1 11 рационалан број облика Mn (М11 =цео број, фиксиран 
n 

или са n променљив), треба ~(z) заменити са z~'(z). 

Узимајуhи за l1k неки низ целих бројева који са својим рангом 

расту довољно брзо, имаhе се тако бесконачна много интеграла који 

се изражавају помоhу Лиувилових трансцендентних бројева 17. 

Интеграли облика 

~ 

Ј= f e-1 \Jf(a,~t)dt, 
о 

где је 'Jf(r,<p) реалан део функције .f(re"'1), при чему се функција .f(z) 
може развити у ред по степенима променљиве z чији су коефицијенти 
цели бројеви - израчунавају се, за извесне вредности константи а и ~' 

као спектри коефицијената функције .f(z) са неким униформно 

убрзаним ритмом(§ 5). У случају када је, на пример, рационална функ­
ција која представља скуп т< 100 првих чланова Ламбертовог реда(§ 
21) и стављано је 

17 Видети стр. 46. 
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а= 0,01, ~ = -filognatlO, 

интеграл Ј he имати вредност {i[ помножену бројем S чији је цео део 
2 

нула а љен децимални део се може написати ређајући једне уз другу 

групе G1, ... , Gm, где је Gk једнако броју делилаца броја k (рачунајући у 

љих и бројеве 1 и k) испред кога је стављено онолико нула колико је 
потребно да укупан број цифара групе Gk буде једнак 2k. 

23. Сйе"Шрално оgређивање фун"ција. - Уобичајени поступци 
одређиваља неке аналитичке функције помоћу gискрейlних услова за­

хтевају, уопште узев, бесконачна мно2о нумеричких података, какви 

су, на пример, коефицијенти Тајлоровог реда, тригонометријског, ек­

споненцијалног реда, итд ... , који одговара функцији. 
Познати су разни други начини одређиваља неке целе функције 

f(z) помоћу дискретних услова; на пример, помоћу вредности које узи­
ма .f(z) за известан низ вредности променљиве z, којима је прикључен 
неки скуп (С) допунских квалитативних услова који се односе на начин 
рашћеља функције са z18. 

У сада познатим начинима одређиваља таквих услова, број ну­

меричких података само је изузетно о2раничен, у веома специјалним 
случајевима у којима је унапред познат аналитички облик функције до 

на ограничен број константи (на пример, у случају кад се функција сво­

ди на алгебарски, експоненцијални, тригонометријски полином, итд.). 
Међутим, спектрална метода открива бесконачна много катего­

рија функција чије се одређиваље своди на йроблем који зависи og 
о2раничено2 броја йарамеLТtара, под условом да им се прикључи неки 

скуп (А) квалULuайlивних услова. 

Ово ћемо прецизирати у оном што следи. 

Функцију f(z) једне променљиве z сматраћемо нумерички оgреЬе­
ном ако свакој нумеричкој вредности променљиве z одговара једна ну­
меричка вредност од /(z). 

Рећи ћемо да неке аналитичке функције / 1, .f2 , f,, ... променљиве z 
йрийаgају uauoj сйекйlралној кай1е2орији ако за сваку од љих постоји 
област z-равни у којој те функције допуштају једну исту трансмутацију 
L}.[.f], која се од једне функције до друге разликује само нумеричким 
вредностима извесног броја параметара које она садржи. Једна спек­
трална категорија функција тако је одређена обликом са љом сагласне 

18 Е. Bore1, Suг /'inrcгpolarion,C.R. Acad. Sciences, 1сг scmestre 1897, рр. 673-676. 
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трансмутације Ь[/], као што је нека категорија површина одређена 
обликом свог cls 2

. 

Спектралну категорију (ј) треба сматрати каШе2оријом са т йара­
меСйара ако, кад т међусобно независних параметара, које оставља 

произвољне дефиниција категорије (ј), узима одређене нумеричке 

вредности, тиме се производи једна нумерички одређена функција која 

припада категорији, и то тако да свака функција категорије може на 

тај начин бити произведена. 

Спектрална метода онда доводи до закључака који следе. 

Најпре, (Е)-категорију функција f(z), које се могу у околини бар 
једне z = а развити у ред по степенима од z- а чији су коефицијенти 
цели бројеви, треба сматрати каШе2оријом са gва йарамеШра; то су: 
вредност а и спектар S функције. 

Посматрајмо било какву категорију (ј) функција које допуштају 

извесну трансмутацију МЛ. Релација између функције f(z) и њеног 
трансмутата може увести известан број параметара У; који могу поти­

цати: 1. од параметара садржаних у самој трансмутацији д[Л; 2. од 
неодређених константи које уводи сама та релација, на пример, инте­

грацијом, члановима реда које оставља неодређене нека рекурентна 

релаци]а, итд. 

Број q параметара У; варира, за једну исту категорију (ј), у завис­
ности од примењене трансмутације МЛ. СйекШралним инgексом 8 
неке спектралне категорије (ј) функција назваhемо најмаl;Ьи og бројева 
q + 2 доведених тако у везу са том категоријом од стране различитих 
трансмутација сагласних са функцијама ове категорије. 

Спектрални индекс неке категорије (ј) показује, дакле, број ну­
меричких података који су стриктно неопходни за потпуно нумеричко 

одређиваље поједине функције из категорије (ј) помоhу спектралног 
поступка. Ови подаци су: 1. q параметара у;; 2. два параметра а и S (Е)­
категорије, која одређује трансмутат од f применом поступка МЛ. 
Дакле: 

СйекШрална каШе2орија (f) функција може се смаШраШи као ка­
Ше2орија са онолико йарамеШара колико има јеgиница у њеном сйек­

Шралном инgексу. 

Спектрални индекс категорије функција које се могу развити у 
околини тачке z = а у ред по степенима од z- а са коефицијентима 
који су цели бројеви или имају само ограничен број децимала - износи 

8 = 2. На пример, лук равне криве потпуно је одређен као функција 
апсцисе условом да се он може развити у ред по степенима промен­

љиве х, са целим, наизменично позитивним и негативним и од броја 100 
мањим коефицијентима и да је његова дужина између тачака х = -0,01 
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и х = О једнака обиму круга чији је полупречник 1. Подаци су а = О и 
S = 2тс. 

Алгебарске функције чији су коефицијенти уз (х- а)" рационал­
ни бројеви образују једну спектралну категорију са индексом 8 = 4. 
Подаци су два параметра УЈ и У2 из трансмутације 

сагласне са том категоријом функција, као и вредност а и спектар S 
трансмутата са познатим ритмом. Сличан је случај категорије (f) обра­
зоване од Абелових интеграла који се могу развити у степени ред са 
рационалним коефицијентима. 

Функције које имају за коефицијенте производе облика M"Q"' где 
су М11 цели бројеви а Q11 разломљени бројеви са р параметара, образују 

категорију са индексом 8 = р+ 2. 
Величина спектралног индекса 8 битно зависи од сйецифичносШи 

ариШ.меШичке йpupoge које карактеришу коефицијент А11 развитка 
опште функције категорије у ред одређеног облика у околини неке 

тачке z = а. Ове специфичности тичу се начина на који се заједно сви 
коефицијенти реда претварају у целе бројеве; тај начин сажима се у 

облику трансмутације .МЛ сагласне са функцијом категорије. 

Треба претпоставити да he продубљена истраживања довести до 
занимљивих резултата о односима између својстава коефицијента А111 
карактеристичних за категорију и величине спектралног индекса. Та­

ко, на пример, метода Гомеса Теиксера и Хурвица19, која доводи до из­
весне аритметичке особине коефицијента А111 функција које задовоља­
вају неку алгебарску диференцијалну једначину коначног реда, омо­

гуhује да се све аналиШичке функције које нису хийерШрансценgенШне 

и могу се у околини неке тачке развити у потенциЈални ред са рацио­

налним коефицијентима - схвате као елементи извесне категорије (f) 
са коначним спектралним индексом. 

Подсетимо још да свака аналитичка функција може у околини 

сваке своје обичне тачке бити представљена, са унапред датом тачно­

шhу, неком функцијом са спектралним индексом 8 = 2 (§ 18). 
Ова разматраља уводе извесне параметре који, како изгледа. 

противрече уобичајеном појму променљивих параметара. Категорија 

(Е) функција које се могу развити у степени ред са целим коефицијен­

тима приказује се, према уобичајеним схватањима, као категорија 
функција које зависе од бесконачно2 броја параметара (то су сами ко­
ефицијенти тог развитка), подвргнутих једино услову да буду цели 

19 Annales de I'Ecole Nonnale supeгieuгe, 1885 и 1889. 
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бројеви М k такви да се Vl М k 1 не увеhава бесконачна са k. Супротно 
томе, у спектралној методи одређиваља функција, исти ови параметри 
појављују се као оgсечци јеgно2 исй1о2 gецимално2 броја S, при чему 
сваки одсечак образује одређена група узастопних децимала. Тај број 

није ништа друго него сйекй1ар посматране функције; начин љегове 
се2менй1ације, којом S даје, ДО на знак само, НИЗ коефицијената функ­
ЦИје, варира заједно са ритмом спектра S. 

Број S онда заиста игра улогу параметра спектралне категорије 
(Е): љегова промена доводи до прелаза са једне партикуларне (Е)­
функције на неку другу такву функцију, и свака функција ове кате­

горије може бити добијена на тај начин. Постоји чак (до на знак) коре­

спонденција између (Е)-функција и броја S таква да двема различитим 
(Е)-функцијама одговарају две различите вредности спектра S и да, ако 
свакој од две вредности спектра S одговара функција у правом смислу 
речи, тада су те две функције различите. 

Контрадикција са уобичајеним схватаљем параметра само је при­

видна: у ствари, управо је бесконачна мноzо нумеричких података дато 

спектром S под привидом само jegнoz броја чији оgсечци, на погодан 
начин раздвојени, откривају вредности које треба приписати бескона­

чном броју параметара (коефицијената реда) да би били испуљени ус­
лови проблема. Ова чиљеница не разликује се много од оне коју пред­

ставља досетка у проблему - загонеци којом онај који је одгонета по­

гађа више замишљених бројева на основу само jegнoz броја који му се 

саопштава, а чији му различити одсечци откривају онолико података 

колико има непознатих. 

Параметар S кондензује, заиста, ограничен или неограничен број 
параметара у само један низ цифара, а љегове нейрекиgне варијације, 

које производе йрекиgне варијације љегових цифара, рађају бескрајну 

разноврсност (Е)-функција (не изостављајуhи ниједну од љих), а самим 

тим и бескрајну разноврсност других категорија функција које се дово­

де у везу са (Е)-функцијама. 
Спектри тако бацају извесну светлост на улоzу коју иzрају низови 

цифара у оgреЬивању функција. На ову улогу веh је указао г. Борел у 

својим дубоким размишљаљима о појму функције уопште20. 

24. Примери iiробле.ма који се своgе на ciieкiiipaлнo оgреЬивање 
функција.- Нека је F(x,y,y', ... ,y<P)) дата реална функција променљи­
ве х, функције у од х, извесног броја извода у',у", ... ,у<Р) функције у по 

20 Е. Borel, Ler;ons suг la tbloгie des jonctions, Note Ш; 2е ectition 1914; La notion de 
jonction en gem!1·a/, рр. 123-126. 
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х, при чему су сви коефицијенти у F дати својим нумеричким вредно­
стима. Поставиhемо себи следеhи проблем: 

Kag је gaUia ну.меричка вреgносШ а, ogpegиUiи функцију у Шако ga 
се: 1. F .може у околини Шачке х= а развиШи у сШейени peg 

(74) 

чији су коефицијенШи N n йозиШивни цели бројеви (који нису gaUiи) и 
не йрелазе неки фиксирани број Н; 2. ga функције у, у', ... , у<Р> узимају 
реgо.м gaUie вреgносШи А, А', А", ... , А (р) за неку йо2оgно изабрану вреg­
носШ независно йро.менљиве х. 

Тако постављен проблем изгледа неодређен. Лако је, међутим, 

видети да, уопште, он допушта решења која зависе од р + 1 произвољ­
них константи А,А',А", ... ,А<Р>, у смислу да, уколико су те константе 
ну.мерички йрецизиране, проблем има нумерички одређено решење 

или добро одређен систем таквих решења и при том нема других ре­

шења. 

Означимо са 11 неки позитиван цео број који није веhи од log Н и 
нека су А, А', ... , А <Р> реалне нумеричке вредности које треба редом да 
узму функције у,у', ... ,у<Р> за х= а+ 10-1

'. Одговарајуhа вредност 

(75) 

биhе изражена извесним реалним бројем S. Ако је S s О, проблем нема 
решења, Јер Је вредност 

(76) 

са којом број S треба да се подудари, битно позитивна. Ако је S >О, 
проблем има решења, која се добијају на следеhи начин. 

Како је S спектар функције F са униформним ритмом l1k = /1, са­
гласним са низом бројева Nk, он he исто тако бити спектар функције 
(74) са овим ритмом. Коефицијент N0 подудариhе се онда са целИм де­
лом броја S, а коефицијент Nk (k = 1, 2, 3, ... ) са групом значајних ци­
фара броја S која почиње [(k -l)/1 + 1]-вом и завршава се kћ-том деци­
малом тог броја. 

Тако је функција (74) одређена бројем S, а функција у he бити ин­
теграл диференцијалне једначине 

(77) F( , , <P>)-"'N(· )k х,у,у, ... ,у -L..J kx-a, 

који за х =а+10-1' узима вредности А, док изводи y',y", ... ,yl"-I> узи­
мају редом вредности А', А", ... , А<г-IЈ; вредност А<"Ј извода уlг> he онда 
бити сагласна са једначином (77) с обзиром на једнакост (75). 
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Решеље проблема за изабрану вредност целог броја /1 садржи 
тако р+ 1 произвољну константу А,А', ... ,А(Р>. Будући да су ове кон­
станте фиксиране, сваком од позитивних целих бројева !1 = 1, 2, З, ... 
који није већи од log Н одговара једно решеље. Број раиења је, gакле, 
јеgнак 1~елом gелу броја log Н. 

Може се очиzлеgно било која og консШанШи А замениСйи оном 
која йреgсШавља број S. 

Размотримо, у својству примера, проблем одређиваља равне кри­

ве у= ./'(х), чија се субнормала може развити у ред по степенима про­

менљиве х са целим позитивним коефицијентима који не премашују 

дати сталан број Н, при чему та субнормала у некој погодно изабраној 
тачки има дату вредност. 

Кад се са /1 означи било који од позитивних целих бројева hk који 
нису већи од вредности log Н а са L дужина субнормале у тачки 
х= 10-1

', једначина криве биће 

у= -fi~c +<р(х), 

при чему је функција <р(х) дефинисана редом 

<р(х) = Л 1 +Л2х+Л3х2 + ... , 

где је број Л 1 цео део броја L, а А 11 (n = 2, 3, 4, ... ) је једнако разломку чи-
ји је бројилац (п - 1)-та група са h децимала броја L и именилац је n. 
Константа С има вредност 

2 

с = lg_- <р (10-11
). 

2 

Сваком од целих бројева hk одговара такво једно решеље; број ре­
шеља је, дакле, једнак целом делу броја log Н. 

У случају кад, на пример, коефицијенти субнормале треба да буду 

цели бројеви мањи од 10, а њена дужина једнака половини обима круга 
чији је полупречник јединица, имаће се Л 1 =З, А 11 =(n -1)-ва децимала 
броја n подељена са n, тако да ће се добити 

х 2 4х3 х 4 s 3х6 

<р(х) = Зх+-+-+-+х +-+ ... 
2 з 4 2 

У слови проблема, мада одржавају исту природу са становишта 

спектралне методе, могу варирати до бесконачности. 

Тако, знаци бројева Nk могу варирати по неком датом закону. У 
случају када су, на пример, бројеви Nk наизменично позитивни и нега­
тивни, улогу спектра би играо број 

S = F(a + 10-1' ,А, А', ... ,АСР)). 
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Функција (74) може бити замељена функцијом која допушта неку 
дату трансмутацију д.[.f]. На пример, ако се тражи да та функција буде 
неодређени интеграл функције која се може развити у ред по степени­
ма разлике х- а, чији су коефицијенти позитивни цели бројеви који не 

премашују дати број Н, проблем he се свести на проблем налажеља 
функције у, такве да се израз 

дF + дF , + + дF (p+IJ 
у ... ()у 

дх ду ду р 

може развити у ред такве врсте. Проблем би тада садржао један пара­

метар више, наиме, вредност извода y<p+IJ за х= а+ 10-". 
Исти поступак примељује се на случај када је функција F замеље­

на интегралом 

х 

l(x) =Ј F(x,y,y', ... )dx, 
х о 

или неким вишеструким интегралом примељеним на F. 
Размотримо, на пример, проблем одређиваља равне криве 

у= .f(x), чија се површина, ограничена х-осам, луком криве и ордина­
тама две крајље тачке х= О и х= х, може развити у ред 

у коме су коефицијенти позитивни цели бројеви (који нису дати) и не 

премашују број Н, знајуhи величину L-те површине која одговара некој 

погодно изабраној вредности х. 

Проблем има толико решеља колико целих јединица у log Н. Кад 
се са 11 означи било који од целих бројева који не премашује log Н, а са 
L површина која одговара вредности х = 10-1

', једначина криве he бити 

где Л" означава п-ту групу са 11 децимала броја L. У случају кад је, на 
пример, површина L једнака површини четвртине круга чији је полу­
пречник Јединица а коефицијенти су маљи од 10, Л" he бити n -та 
децимала броја 

n 
-=О, 78539826339769830961 ... , 
4 

а крива he имати за једначину 

у= 7+16x+l5x2 +12х3 +45х4 + ... 
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На исти начин може се третирати велики број других проблема 

ове врсте, као што је, на пример, следеhи проблем: 

ОgреgиШи функцију f(x) која је холоморфна у околинrt galТle реал­
не вреgносШи х = а, са особином ga она сама u сви 1-ьени извоgи за х = а 
yзu.Ncajy целе вpegнoauu (које нису gшue), не веhе og galТloz фиксираноz 
целоz броја Н, уз услов ga ogpebeнu uюuezpaл 

Ј(х)= Je-'f(xt)dt 
о 

узима, за неку йоzоgно изабрану вреgносШ йроменљиве х, galТly вреg­

ноаu L. 
Ако се са h означи позитиван цео број из претходног проблема, 

добиhе се као решење овог проблема 

N N N 
f (x) = N +-1 (х-а)+-2 (х-а) 2 +--3-(х-а)3 + ... , 
' о 1 1·2 1·2·3 

где је N0 цео део броја L, а Nk (k = 1, 2, 3, ... ) значајан део п-те групе са х 
децимала истог броја. 

У следеhем примеру указаhемо на једно аритметичко својство 
једне класе целих функција једне променљиве, коју генерише парци­

јална једначина 

(78) 

Једначина 

(79) 

која се може свести на једначину (78) сменом t = --1
-, има за интеграл 
4у 

функцију и( х, t), која се може развити у ред облика 

(80) ( t) ="а e-(x-a",)zt 
U Х, . ~ n , 

који садржи два бесконачна низа произвољних константи 

(81) 

(82) 
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За реалне и позитивне вредности променљиве t и за реалне бро­

јеве СХ 11 који бесконачна расту са n, ред (80) конвергира за сваку реалну 
или имагинарну вредност променљиве х и представља целу функцију 

од х. Међу целим функцијама уочимо оне код којих оба низа, (81) и 
(82), образују йозиШивни цели бројеви, при чему бројеви an не расту 
брже од п-тог степена било ког позитивног броја. 

Taga се коефицијенШи а 11 јављају као 2руйе gеци.мала само јеgно2 
броја йовезано2 са функцијом, броја који се .може израчунаШи йо.моhу 
вреgносШи коју функција узима за неку йо2оgно изабрану вреgносШ 
йро.менљиве х. 

Заиста, нека је А реалан позитиван број такав да је, за сваки пози­

тиван цео број n, an < An, и нека је N цео део броја log А. Означимо са S 
нумеричку вредност коју функција e1x

2
u(x,t) узима за 

1 
х=--

2' 
t = __!!_ 

2loge' 

(при чему је база логаритма 10). Може се, очигледно, ставити И11 =n, 
па се добија 

(83) 
n(n+I)N 

I.,a,)O 2 
• 

Ово показује да је S пругасти спектар низа (81) са униформне 
убрзаним ритмом l1k = kN. Поделимо низ децимала броја S на узастоп­
не одсечке Т1 , Т2 , Т", ... тако да од се чак Т,, почиње 

[
n(n-1)N 1] + -вом 

2 

а завршава се 

[
n (п+ 1) Ј . 

2 
N -том децималом броЈа S. 

Коефицијент а 11 јеgнак је целом броју који образује йруzу Tn . 
Напоменимо такође да теорема г. Поље2 1 о степеним редовима са 

рационалним коефицијентима јасно показује хийерШрансценgенШну 

йрироgу бескрајног мноштва целих функција које припадају овде раз-
. . 

матраноЈ категорИЈИ. 

Подсетићемо још на значај који имају функције и (х, t) за статис­
тичке студије, а нарочито за савремена биометричка истраживања. 

2! Loc. cit. 
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25. Пpyiaciuu ciieкiйpu czmiyлapuiйeiйa аналиiйичких футщија. -
Кад је дата нека функција .f(z), могуhе је до делити извесну (Е)-функ­
цију која садржи потребне и довољне елементе за одређиваље неких 
особености функције .f(z), које често представљају оно што је најва­
жније знати о једној функцији ( сингуларитети, нуле, максимуми и ми­
нимуми, итд.). 

Тако је г. Борел22 приметио да се, уколико је дата функција која 
има сингуларитете у кругу чији је полупречник маљи од 1, она може 
заменити другом функцијом чији развитак у ред има целобројне кое­
фицијенте и која има исте сингуларитете у унутрашљости овог круга 
као прва функција. 

Нека је, заиста, дата функција 

и посматрајмо функцију 

<р (z) = N0 + N 1z + N2 z2 + ... , 

где Nk означава цео део од ak. Разлика .f(z)- <р (z) је степени ред чији 
су модули коефицијената маљи од 1. Одатле излази да полупречник 
круга овог реда није маљи од 1. Функције .f(z) и <p(z) имају, дакле, 
исте сингуларитете у било ком кругу чији је полупречник маљи од 1. 

Замена променљиве z са а+ ~z, где су а и ~ погодно изабране кон­
станте, онда he се одређиваље сингуларитета функције f(z) у унутра­
шљости било коz круга чији је центар обична тачка те функције све­

сти на оgреЬивање синzуларитета извесне (Е)-функције у неком круzу 
чији је йолуйречник мањи og 1 а центар је у коорgинатном йочетку. 

Али, (Е)-функција има пругасте спектре S са униформно убрза­
ним ритмом (штавише, у неким случајевима, и са униформним рит­

мом), од којих је сваки, уз помоh једног скупа (А) квалитативних пода­

така, у потпуности одређује. Такав јеgан сйектар саgржи, gакле, еле­

менте који су йотребни и gовољни за йотйуно оgреЬивање синzулари­
тета функције f(z) у gатом круzу са йолуйречником мањим og 
јеgинице и центром у некој обичној тачки функције. Он стога пред­

ставља сйектар синzуларитета ове функције и изражава се једним 

одређеним интегралом који се односи на (Е)-функцију додељену функ­

цији .f(z) на претходни начин; у неким доста општим случајевима он се 
може изразити у коначном облику помоhу (Е)-функције. 

22 Le~·ons sur lesjonctions meгomoгphes, 1903, рр. 35-36. 
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Кад је спектар дат, сингуларитети би се одредили као сингула­

ритети (Е)-функције чији су коефицијенти Nk дати узастопним пруга­
ма спектра. 

Нуле функције f(z) у унутрашљости неког круга С могу се доби-

ти као полови функције l; коефицијенти Ь" развоја те функције су 
.f 

at ао о о о 

( -1)" а2 al ао о о 

(84) ь =--n n+l 
ао an-1 an-2 an-3 о 

а" an-1 an-2 al 

Било који сйекйlар (Е)-функције који има за коефицијенй1 N n цео 

geo броја bn йреgсйlавља исйlовремено сйекйlар нула функције f(z) са­
gржаних у кру2у С. 

Исти поступак примељен на друге функције повезане са f(z), на 

пример на функције 
1 1 

f(z)-a '.f'(z) , ... , 

дао би спектре вредности променљиве z за које f(z) узима дату вред­
ност а, достиже своЈ максимум или минимум, итд. 

Могли би се, такође, формирати спектри сингуларитета полазеhи 

од следеhе чиљенице, на коју је такође указао г. Борел2З: 
Кад је дат било какав развој 

он се може, у циљу одређиваља сингуларитета функције f(z), замени­

ти раЗВОЈеМ 

F(z)I м,; z", 
n=O 10"-

где је М" цео део броја 0"
2 
а", који представља функцију која у чийlавој 

равни има исте сингуларитете као .f(z). 

26. Сйекйiралие auaлoiuje. - Сйекйlрална меиюgа, као што се 

види, састоји се у расийању у нумерички спектар непознатих, првобит­
них или помоhних, као што анализатор, у спектралној анализи, расипа 

23 Loc. cit., рр. 36-37. 
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сноп зракова светлости у светлосни спектар. Непознате се у нумери­

чком спектру, повезаном са проблемом, налазе као спектралне пруге и 

линије на начин аналоган оном на који се одређују непознати елементи 
у некој супстанци у спектралној анализи. Главна карактеристика неког 
пругастог спектра у томе игра улогу аналогну оној коју игра сноп свет­

лости који испушта супстанца на коју се примељује спектрална анали­
за; улога спектралне генератрисе при том је аналогна оној призми ко­

ЈОМ се анализа изводи. 

Када су првобитне непознате цели бројеви, анализу љиховог ком­

плекса директно врши спектрална генератриса: оне су расуте у спек­

тру, као што су то, од стране дисперзивне призме, спектрални индекси 

карактеристични за елементе измешане у усијаном телу. 

Када непознате нису цели бројеви, потребно је подвргнути их 

йраuхоgној йрийре.1vtи пре него што се оне унесу у спектралну генера­

трису, као што се подвргава, у неким случајевима, одређеној претход­

ној модификацији светао сноп који емитује супстанцу коју треба ана­

лизирати пре него што се он пропусти кроз дисперзивну призму (ста­

вљаљем, на пример, на пут светлости која се анализира стакленог ба­

лона напуљеног одређеним парама). Овде би се та припрема састојала 

у некој трансмутацији Ll[f], сагласној са низом непознатих. 
Аналогија се наставља још много даље кад се запази да се дис­

перзија пругастог спектра меља заједно са карактеристиком спектрал­

ног ритма, коју онај који рачуна може по вољи модификовати за једну 

исту главну спектралну карактеристику. На сличан начин се дие-
. . 

перзиЈа спектра светлости меља са условима експеримента коЈе експе-

риментатор може да модификује за једну исту супстанцу подвргнуту 

анализи (мељајуhи, на пример, температуру, притисак, разређеност). 

Униформна дисперзија нумеричких спектара налази свој аналоган у 

маси случајева које пружа хемијска спектрална анализа (такав је, на 
пример, случај извесних делова спектра сумпора произведеног помоhу 

обложене цеви); то исто важи за униформно растуhу дисперзију (на 

пример, у случају обичног спектра сумпора, код кога растојаља између 

максимума стално униформно расту у смеру љубичасте боје). 
Начини мељаља дисперзије нумеричких спектара нису специ­

фични за поједини низ са којим се спектар доводи у везу. Кад се мељају 

елементи који утичу на карактеристику ритма, модификује се дис­

перзија спектра било ког низа, и то у истом смеру. Исто тако, промена 

температуре или притиска модификује дисперзију спектра неке свет­

лости у истом смислу за различите зраке који се подвргавају анализи. 

Као што је било показано у параграфу 17, постоје трансмутације 
д.[f] које, примељене на произвољну функцију .f(z) ову претварају у 
функцију F(z) која не зависи од функције f(z) и која, штавише, на 
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функцији F(z) не оставља никакав траг, а та трансмутација може се 
састајати и у свођењу сваке функције на нулу. Спектар који би одго­

варао таквој једној трансмутацији ~[/] може бити и конйlинуиран, тј. 

спектар који чине само нуле (а нема линија), мада he нека друга транс­
мутација МЛ произвести gисконйlинуирани спектар, са линијама. Ова 

чињеница има свој аналоган у спектралној анализи када, на пример, 

водоник, угљеников оксид, сумпорисани водоник, горе у кисеонику, 

спектар племена при анализи помоhу призме нема ниједну линију, ма­

да Је, у другим околностима, спектар истих гасова дисконтинуиран. 

Такве аналогије, као и велики број других које постоје између ма-
. . . 

тематичких и светлосних спектара, оправдаваЈу, верујемо, назив КОЈИ 

смо дали рачунском поступку изложеном у овим Преgавањи.ма. 



НАУЧНЕРАСПРАВЕ 



Ycilo.ltcl!a catlpcgoвoњo Jto Сорбоии ua .нamc.нmliu'IIШX ulcкtliopo. - Уqру1111Ћву 

tlpujmlicљo .v Пapu3v, alipuл 1928. 
(Аутор фотографије непознат) 



О НЕКИМ ЗНА ЧАЈНИМ 
НУМЕРИЧКИМ ИЗРАЗИМА* 

Нека је .f (х) функција која се може развити у степени ред 

(1) 

чији су коефицијенти Л" цели реални бројеви и нека је R полупречник 
конвергенције овог реда. Помоhу целе трансцеденте 

(2) 
= 

Х(х) = :I..E"qa."'+P"x" 
о 

[где Е 11 означава јединицу снабдевену знаком коефицијента Л 11 , q кон­
станту чији је модуо мањи од 1, а а и ~ произвољне две константе од 
којих прва има позитиван реални део] образујмо одређени интеграл 

2Jt 

(3) 1 Ј . . N(r,q,a,~) =- [.f(re'').f(O)]X(e-'')dt, 
27t о 

где је r константа чији је модуо мањи од R. 

Уколико су вреgносiй.и консiй.анаiй.а r, q, а и ~ на йоiоgан начин 
изабране, йосiй.оји јеgносiй.авна веза изм.еЬу gецим.але йроизвољноi ран­

iа броја v (r, q,a,~) и цифара које образују низ коефицијенаiй.а л/1. 

Да бисмо то показали, приметимо да, према општој Парсеваловој 

(Parseval) формули, имамо 

(4) V ( R) _ ~ '\ a.n 2 +Рп n 
r,q,a,~ - L..iE"A"q r . 

1 

* Наслов оригинала Sur quelques expressions numeriques remarquahles, Comptes rendus 
des seances de l'Academie des Siences, Paris 1917, t. CLXIV, 19, рр. 716-718. 
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Будуhи да је полупречник конвергенције реда (1) позитиван, израз 
11[: 1 остаје, за сваку вредност индекса n, мањи од извесног позитив-

ног, целог и коначног степена броја 10, на пример од 10h, имаhе се 

(5) 

Број цифара које образују број Л11 тад није веhи од hn, па he се, 
кад се таква цифра, k-та по реду идуhи с десна на лево, означи са л<,~>, 
имати 

(6) Е Л = Л(I111)Л(hn-I) Л(2)Л(l) 
n 11 n n · · · 11 n ' 

где значајне цифре највиших рангова могу бити замењене нулама. Из­

раз (6) назваhемо ко.мйлеШираном ариШмеШичко.м вреgношhу броја 
л/1. 

Узмимо за r неки степен са негативним целим експонентом 10-р 

мањи од R, за q нумеричку вредност 0,1 и за а и ~ две вредности такве 
даЈе 

2 n(n+1) 
an +Р. п= h 

Ј-1 2 ' 

одакле излази 

h 
а=-

2' 
11 

~=--р. 
2 

Са тим вредностима, имаhе се 

с ~ 1an 2 +~n1 .. n = t 11 Л 11 =О ОО 01(/111)1(/111-l) ~(2)10) 
c,/'"'nLi , . •. flv/J flv 11 • • • Л n f\,11 , 

1 о р" "--v----' 
Pn~l нула 

где Је 

р/1 
n(n+l)

1 1' 
2 

и одатле 

V ( . rv А)= 0 1(/1)1(/1-l) 1(2)10)1(2/1)1(2/1-1) 10)1(3/1)1(3/1-1) 10)1(4/1) 
1 ,q,<h,J-1 ,rvl rvl ... rvl rvl rv2 rv2 ... rv2 rvз rvз ... rvз rv4 ... , 

одакле излази следеhи резултат. 

ИнШеzрал V (1', q, а,~) има за нумеричку вреgносШ нулу којо;~ као 
целобројном gелу, cлegu gецимални geo који се јеgноаuавно goбuja реЬа­
њем јеgне уз gpyzy ко.мйлпuираних ариШ.меiuичких вреgносШи узасшои­

Fшх коефицијенаiilа л!' л2' Аз' .... 
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Посматрјамо, у природном низу целих бројева, нумеричке интер-

. k -1 
вале 6.1, 6. 2, 6.3, ... , где интервал llk почиње целим броЈем !1 а 

. k(k+1) 
завршава се броЈеМ !1. 

2 
По pegy пнuа (m = 1,2,3, .. .) gечимала броја V јеgнакаје 

(
k(k+1) ) . 

2 11 - т+ 1 -вО] 

2 

цифри комйлеШиране аршuмеШичке вреgносzТш коефицијенШа А 11 који 

има индекс интервале llk који cagpжu број m. 
Кад се, дакле, зна т првих коефицијената /с 1 , ... ,А 111 функције 

I (х), имаhе се тако, без икаквоz gogaШнoz рачуна, нумеричка вред­
т (т+ 1) (2т + 1) +З т (т+ 1) 

ност интеграла V са тачних интеграла. 
12 

Интеграл V може се, уосталом, заменити разним другим интегра­
лима који су му еквивалентни и чија he свака gецимала мohu ga буgе оg­
реЬена инgивиgуално. Такав би, на пример, био следеhи реалан инте­
грал, у коме интеграција делује само на извесну комбинацију функција 

.f (х) И ех: 

где F (х, у) означава реални део функције .f (х+ iy) и где је !l константа 

!l = 2~1og паt 10-Ј(Х, 

при чему константе r, q а и ~ имају претходне вредности. 
Ш та више, претходна разматраља могу се пренети и на интеграле 

(З) у којима би цела функција х(х) била замељена другим целим фун-

кцијама од х дефинисаним равојем 

= 

"Е qм"Xn .L..J 11 ' 

о 

где је q =О, 1 и где су цели позитивни бројеви М11 веhи од n (n+ 1) h. 
2 



СПЕКТР АЛНО ОДРЕЂИВАЉЕ 
ФУНКЦИЈА* 

Уобичајени поступци одређиваља неке аналитичке функције 
Ј (z) помоћу gискреШних услова захтевају, уопште узев, бесконачна 
мно2о нумеричких података, као што су, на пример, коефицијент редо­

ва који одговарају функцији, вредности које функција узима за дате 

вредности променљиве z, итдl. Број потребних и довољних услова ог­
раничен је само изузетно, у веома партикуларним случајевима, кад је 

унапред познат аналитички облик функције до на ограничен број кон­

станти [на пример, у случају кад се Ј (z) своди на алгебарски, експо­
ненцијални, тригонометријски полином, итд.]. 

Може се, међутим, показати, једноставним примерима, ga функ­
ција f(z) може биШи йоШйуно ogpeljeнa у некој области z-равни само 
јеgним нумеричким йоgаШком Е са њом на йо2оgан начин йовезаним, уз 

gоgаШак неких gойунских услова квалитативне йрироgе. 

Тако је функција Ј (z) дефинисана без икакве неодређености у 
околини своје обичне тачке z = О условом да коефицијенти љеног раз­
воја у ред по степенима променљиве z буду сви цели бројеви такви да 
су познати знаци љихових реалних и имагинарних делова, и нумери­

чком вредношћу коју узима извесна комбинација у коју улази J(z), за 
извесну погодно изабрану партикуларну вредност независно промен­

љиве z. У случају, на пример, када су сви коефицијенти реални пози­
тивни цели бројеви маљи од 10, и кад је 

1 
Ј (0,1) = = о,зззз ... , 

з 

ф . б Зz 
ункциЈа мора ити --. 

1-z 

* Наслов оригинала Detamination spectгale de j'onctions, Comptes гeпdus des seaпccs 
dc J'Acadeшic des Scieпces, Paгis 167 (1918), 22, рр. 774-776.- Ову Петровићеву расправу 
саопштио је у Париској академији наука професор Адам ар 25. новембра 1918. 

1 Е. Вогеl, Suгl'inteгpolation, Comptes гeпdus, t. 124, 1897, рр. 673-676. 
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Функција I (z) такође је без двосмислености одређена за сваку 
вредност z условом да се интеграл 

може у околини тачке z = О развити у степени ред чији су коефици­
јенти цели бројеви са модулима који не расту неограничено са рангом, 
и само једном тачном нумеричком вредношћу повезаном са функцијом 
ј' (z). Кад су, на пример, коефицијенти наизменично позитивни и нега­
тивни и по апсолутној вредности мањи од 100, и уз то је 

Гe-1/(-t-)dt = 7 = 0,636363 ... , 
о 100 11 

функција I (z) обавезно се подудара са 63е-= -1. 
Функција I (z), чија се комбинација z~f'( -zi) може развити у по­

тенцијални ред са једноцифреним позитивним целим коефицијентима 

и таква Је да имамо 

_ј_ г (- _ј_) = 
2 

= о 6666 ... 
10 10 з , 

не може се разликовати од 6log ( -zi). 
Доказује се (уз помоћ Ајзенштајнове теореме) да је ал2ебарска 

функција .f (z) потпуно одређена у околини своје обичне тачке z =а 
помоћу три цела броја и једног разломка у вези са том функцијом, зна­

јући да су коефицијенти развитка функције .f (z) по степенима израза 
z = а рационални бројеви чији су знаци реалних и имагинарних делова 
познати. 

Могуће је одредити равну криву у= .f (х) чија је субтангента хо­
ломорфна функција независно променљиве х у околини тачке х= О и 

може се развити у ред по степенима променљиве х са непознатим пози­

тивним целим коефицијентима који се не увећавају бесконачна са 

рангом, уколико је позната само дужина субтангенте за погодно иза­

брану вредност променљиве х. На пример, у случају када су коефици­

јенти позитивни цели бројеви мањи од 10 и када субтангента у тачки 
х= 0,1 има дужину једнаку обиму круга чији је полупречник 1, тражене 
криве поклапају се са фамилијом израза 

( 
х х2 

31 1 ) у= С 1 +б-
72

-
432 

х· + ... , С= const. 

где је коефицијент л/1 уз х" одређен рекурентном релацијом 
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6 (n+ 1) An+1 + 2nA11 + 8 (п -l)A 11 _ 1 +З (n- 2)А"_ 2 + ... = А 11 (А 0 = 1), 

у којој је нумерички коефицијент k-тог члана леве стране (k- 1)-ва 

децимала броја 2n. 
Ови примери не представљају усамљене и изузетне случајеве. 

Они откривају једну општу чињеницу која би могла играти корисну 

улогу у различитим гранама рачуна, а КОЈа се може резимирати на сле­

деhи начин. 
Многи проблеми са о'iраниченим или нео'iраниченим бројем непо­

знатих (па стога и са нейознаiliом функцијом), о којима располажемо 

извесним квалиШаШивним подацима, могу бити решени йомоhу йo'io­

gнo'i 'iруйисања gецимала у неким нумерички.м изразима Е йовезни.м са 

раз.маiliраним йробле.мо.м ( сйекiliрални йосiliуйак нумеричког рачуна­
ља). 



СПЕКТРИ ВЕРОВАТНОЋА* 

Сйек~uром неког ограниченог или неограниченог низа бројева 

(1) 

називам известан децимални број S повезан са низом (1), на тај начин 
што је сваки број Mk, непосредно или посредно, одређен једном гру­
пом узастопних децимала броја S. 

Као што сам то показао!, спектар неког низа (1), може се израчу­
нати кад год је тај низ могуhе довести у кореспонденцију са извесним 

потенцијалним редом чији су коефицијенти или позитивни цели реал­

ни бројеви Nk, или се могу свести на такве бројеве неком трансфор­
мациЈОМ 

(2) 

Даље, у великом броју проблема у вези са вероватноhама, посма­

трана вероватноhа појављује се као коефицијент извесног степена xk у 
развоју одређене функције .f(x) повезане са проблемом о коме је реч, 
или, општије, као коефицијент уз xkizm ... у развоју одређене функ­
ције F(x,y, z, .. . ). 

Наводеhи само један од основних и најелементарнијих проблема 

ове врсте, посматрајмо два супротна догађаја А и В, респективно са 

вероватноhама р и q, у а догађаја у којима се нужно дешава један или 
други од догађаја А и В. Вероватноhа ak да се, после ).1 проба, А реа­

лизује ).1- k пута (а В k пута) подудариhе се са коефицијентом уз степен 
xk полинома 

(З) .f(x) =(р+ qx)11 = а0 + а 1х + а2х2 + ... + а11 х 11 , 

где су р и q редом вероватноhе догађаја А и В. 
Највероватнија комбинација, тј. она у којој број наступања дога­

ђаја А износи ).lp, а онај наступања догађаја В ).lq, има вероватноhу јед­
наку коефицијенту уз x(l-p)ll у развоју (1). 

* Наслов оригинала Spectгes des pгobaЬilites, L'Enseignement matMmatique, Geneve 
24(1925),4-5-б,рр. 205-209. 

1 Les spectгes numeгiques Gaulhier-Villars, Paris 1919. 
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Вероватноhа да се у Е проба догађај А реализује најмање 11- k 
пута (тј. догађај В највише k пута) подудара се коефицијентом уз 
xk (k = 1, 2, З, ... , /l) у развоју 

(р+ qx) 11 z 
.ft(x)= =~o+~tX+~zX + ... 

1- х 
(4) 

Када догађаји А и В у р проба имају редом вероватноhе 

вероватноhа да се у току ових проба догађај А деси т пута а догађај В n 
пута подудара се са коефицијентом уз xmy" у развоју функције 

(5) F(x,y) = (хр 1 + yq1)(xp2 + yqz) ... (хр11 + yq11 ). 

У сличним случајевима, вероватноhа Pk о којој је реч мења се са 
извесним целим бројем k који означава, на пример, колико пута се 
претпоставља да he се одређени догађај десити под одређеним усло­
вима у току фиксираног броја р проба. 

Образујмо полином степена р 

(б) 

и нека Је 

(7) .Q(u,v)=O 

таква релација да свакој вредности и = Pk одговара, као решење јед­
начине (7), позитиван цео број v = Nk. Најзад, нека је 

(8) 

полином степена р који има за коефицијенте бројеве Nk. 

Један спектар S низа вероватноhа Pk даје вредност коју узима 

<р (х) за х= 10-ЈЈ, где је /1 неки погодно изабран позитиван цео број. По­
себно, /1 је било који позитиван цео број који није мањи од логаритма 
највеhег члана низа Nk. 

ВероваСйноћу Pk ga се gozaђaj реализује k йу~uа у р йроба gaje 
реште йо u јеgначине (7), йтшuо се у њој v замени zруйом gецимала 
броја S која йочиње (hk + l)-вом и завршава (k + l)lн:Uoм gеLџи.шлом. 

У великом броју проблема могу се лако добити полиноми /(х) и 

<р (х) повезани са проблемом, као што показују једноставни претходно 

наведени примери. Како су одговарајуhе вероватноhе два догађаја А и 

В два рационална броја 
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(9) 

имаhе се 

(10) 

(11) 

У случају кад је 

(12) 

А 
р= м' 

Q.(u, v) = M'flu- 1', 

2 1 
р з' q=з· 
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спектар вероватноhе да се, у 10 проба, догађај А реализује 10 - k пута 
(а В k пута) ( k = 1, 2, З, ... , 10) дат је вредношhу коју узима израз 

за х= 10-1
'. Знајуhи да ниједан цео број Nk нема више од пет цифара, 

може се ставити 11 = 5, што даје као спектар вероватноhе 

(14) 
S = (2+10-5)10- io = 

= 0,0512 ... 

Вероватноhа да се, у 10 проба, догађај А деси (10- k) пута (а В k 
пута) добија се кад се са 

подели група децимала броја S, која почиње (11k + 1)-вом а завршава се 
(k + 1) /1-том децималом. Према томе, да се А деси шест пута а В четири 
пута постоји вероватноhа 

р = 8064 = о 136545. 4 59049 ' 

Највероватнија комбинација је она која има за вероватноhу групу 

децимала 15360 подељену са 59049, тј. вероватноhу 0,260123; то је ком­
бинација у којој би се А догодило седам пута а В три пута у десет 

проба. 

Провераваље: вероватноhа да се, у десет проба, догађај В реали­

зује највише 11 пута, наиме извесност, свакако је једнака збиру свих 
узастопних група по пет децимала броја S, увеhаном за 210 = 1024, па 
потом подељеном са 59049, што даје 
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1024 + 5120 + 11520 + 15360 + 13440 + 8064 + 3360 + 960 + 180 + 20 + 1 = 1. 
59049 

Како су вероватноhе за А и В дате са (9), одређиваље вероватноhе 
Qk да се, у J.l проба А догоди најмаље k пута (а В најмаље p-k пута) (k = 
1, 2, .... ,р) своди се на образоваље следеhег спектра. 

Будуhи да је број Qk збир првих k коефицијената функције 
Qk(P + qx)11 , он допушта трансформацију (10), па he спектар бројева Љ 
бити дат вредношhу коју узима израз 

(15) f(x) = Mll (p+qx)ll 
. 

1 1- х 

за х= 10-11 , где h означава било који цео број који није маљи од лога­
ритма највеhег члана одговарајуhег низа Nk. Спектар he, дакле, бити 
број 

(16) 

ВероваШноhа Qk биhе 

(17) 

'ige Sk преgсШавља zруйу gецимала броја S која йочиње (hk + 1)-вом а 
завршава се (k + 1) !1-Шом gецималом. 

У наведеном примеру, у коме р и q имају вредности (12), може се 
ставити ћ = 5, па he се имати 

(2·105 +1)10 
S= = 1050 -1045 

= 0,061 ... 

Вероватноhа да се, у десет проба, догађај А деси најмаље (10 k) 
пута (а В највише k пута) добија се кад се подели са 59049 група деци­
мала броја S која почиље (/1k + 1)-вом а завршава се (k + 1) h-том деци­
малом. Тако, да се А догоди најмаље шест пута (а В највише четири 

пута) постоји вероватноhа 

Q = 46464 = о 786872 4 59049 ' ' 

а вероватноhа да се В највише десет пута догоди (извесност) износи 

59049 = 1. 
59049 
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1. СПЕКТРИ ПРЕБРОЈИВИХ СКУПОВА СА ПРОИЗВОЉНИМ 
БРОЈЕМ ИНДЕКСА 

Нека је дат скуп реалних или имагинарних елемената са р индекса 

(1) 

где су индекси т1 , т2 , ••• , т" позитивни цели бројеви. Ако се у простору 

од р димензија замисли р међу собом управних координатних осовина и 

избере једна одређена мера за дужине, свакоме елементу и скупа (1) 
може се учинити да одговара у томе координатном систему тачка М, 

чије су координате индекси т 1 , т2 , ••• , т" елемента и. Скуп је, дакле, 
пребројљив, а тачка М може служити, у неку руку, за ну.мерисање еле­

мената и тога скупа, представљајући ну.меру одговарајућег елемента. 

У теорији скупова познато је како се један пребројљив скуп са ма 

коликим бројем индекса може пресликати на један линеаран низ са са­

мо једним индексомl 

(2) 

тако да се има узајамност (1, 1) између елемената скупова (1) и (2). 
Претпоставимо да је то учиљено и qзначимо са Pk и qk реалне бројеве, 
од којих први представља реалан део, а други коефицијенат од i у еле­
менту щ. 

Постоји бескрајно много реалних функција Ф (х) таквих да крива 

линиЈа 

у= Ф(х) 

* Српска краљевска академија, Глас, књ. CXXVII, Први разред, књ. 58, Београд 
1927, стр. 45-66.- М. Петровиh је ову расправу саопштио у Академији природних нау­
ка 20. децембра 1926. 

1 В. нпр. Е. Borel, Le~·ons sur !а theorie desfonctions, 2те ed. 1914. рр. 8-9. 
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има облик сл. 1. или сл. 2. тако да свакој реалној вредности х одговара 
само једна реална вредност у која се налази у размаку О и 1 и обрнуто: 

. . 
свакоЈ реалноЈ вредности у, што се налази у томе размаку, одговара 

само Једна реална вредност х. 

Сл. 1. Сл.2. 

Такве би нпр. биле функције Ф (х) и њихове инверзне функције 

е (х): 

1 
у= . 

1 +е-·' 

(З) у=е 
-с·~ 

1 1 
у = - + - arctgx 

2 n 

х= log 
1- у 

1 
х= log log-

y 

х= tgn(y-~). 

где за aгctg треба узети ону грану те функције што се налази између О и 

1. 
Нека је Ф (х) једна функција те врсте, па he сваки број 

М k = Ф (р k) и N k = Ф ( q k) 

бити реалан и налазиhе се између О и 1, а поред тога постојаhе узајам­
ност (1, 1) између 

Рк и Mk, 
qk и Nk. 

Нека су а~ узастопне децимале броја Mk, тако да је 

м о 1234 
1 = ,а1а1 а1а1 · · · 

м о 1 2 3 4 
2 ,а2а2а2а2 ... 

М3 O,aia~a~a~ ... 
(4) 
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Нека су, тако исто, bZ узастопне децимале броја N,, тако да је 

NJ = о.ьiь?ьrь 14 ••• 

N -о b1b2l 3b4 
2 - ' 2 2 ')2 2 .. . 

Nз =о, ь}ь}ь~ь: .. . 
(5) 

Помоhу тих децимала формирајмо следеhа два реална децимална 

броја 

(б) 

где је ред по коме се нижу горњи и доњи индекси дат овом таблицом 

(7) 111 211 2 З11 2 з 4 ... 
1 2 1 з 2 1 4 з 2 1 

Лако се увиђа да постоји узајамност (1, 1) између децимала бро­
јева ( 4) и (5) са једне, и бројева S1 и S2 , са друге стране, тако да ако се 

знају бројеви ( 4) и (5), могу се одредити и бројеви sl и s2' и обрнуто. 
Рачунска веза између једних и других бројева налази се овако. 

Поделимо у таблици (7) горње и доње цифре на групе, онакве ка­
кве су означене у тој таблици. Ако је горњи број једне групе h а доњи 
k, ранг n групе (рачунајуhи га слева надесно) везан је са њима рела­
ЦИЈОМ 

(8) k+h=n+l. 

Са друге стране, ранг а једне децимале бројева S1 или S2 (рачунат 
такође слева надесно) дат је обрасцем 

(9) 

Пошто је 

образац (9) показује да је 

а = h + n (n -1) . 
2 

1 ~ h ~n, 

(lO) l+ n(n-1) ~а~ n(n+1), 
2 2 

према чему је у једно исто време 

(11) 
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(12) 

Ове неједначине помножене са 4 дају 

(13) 

(14) 

2(n-1)2 ~ Sa-7, 

2(n+1)2 2 8а+1, 

а то доводи до двоструке неједначине 

(15) 1 
( -1 + -Jsa + 1) ~n ~ _!__ (1 + -Jsa -1). 

2 2 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

Разлика између првог и последљег члана неједначине (15) има за 
вредност 

1- 4 
-Jsa- 7 + -Jsa + 1 ' 

и пошто а расте од 1 до оо, вредност те разлике увек лежи између О и 1. 
Према томе је 

(16) n= в[~(l+-Ј8а-7)Ј 
где Е(х) означује највеhи цео број садржан у х. Једначина (9) тада по­
стаЈе 

(17) а 11 + 1 (k + 11 -1) (k + 11- 2) 
2 

и показује ga је Ь-йlа gецимала броја Mk јеgнака gецимали ранга (17) 
броја S1, а k-йia gецимала броја Nk јеgнака gецимали ранга (17) броја 
s2. 

А пошто је из (8) и (9) 

(18) 

(19) k 
n(n+1) 

1 = а+ 
2 ' 

где за n треба узети вредност (16), то се види ga је а-й1а gп~имала броја 
S1 јеgтшка iнuoj gецимали броја Mk, гgе Ь и k имају вреgносйlи (18) и 
(19). Исто се добија и за децимале броја S2 . 

Тако одређена два броја S1 и S2 одређују у равни имагинарних 

количина једну тачку Р, чији је афикс 
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и која увек лежи у квадрату D, чија су темена 

(0, О), (0, 1), (1, О) и (1. 1). 
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Према ономе што је напред казано, постоји узајамност (1, 1) 
између скупа низова (1) и тачака у квадрату D, тако да свакоме низу 
(1) одговара у квадрату једна одређена тачка Р, и да, обрнуто, свакој 
тачки Р у квадрату одговара један тачно одређен низ (1). 

Међутим, по Канторовој теореми, скуп тачака Р има исту моh ко­

ју има и непребројљив скуп реалних тачака што леже на реалној осо­

вини између О и 1. То значи да се може између тачака Р у квадрату D и 
тачака Q на правој (0, 1) успоставити таква узајамност да свакој тачки 
Р одговара једна тачка Q, и обрнуто. Практички би се то нпр. изврши­
ло на тај начин што би се помоhу бројева S1 и S2 формирао један нов 

број S чији би цео део био нула, а децимале би му се поклапале наиз­
менце са децималама бројева sl и s2. 

На тај начин долазимо ариШ.меLuички до овога закључка до кога 

се у теорији скупова лако долази и 2ео.меШријски: 

Kag је gаШ јеgан скуй низова (1) са реалним или и.маzинарни.м еле­
.менШи.ма, а са .ма коликим коначни.м бројем инgекса, .може се из.ме!;Ју 

ње2а и реалних Шачака шШо леже из.ме!;Ју О и 1 усйосШавиLuи Шаква 
узаја.мносШ ga свакоме низу скуйа (1) ogzoвapa йо јеgна Шачка Q на 
йравој (0, 1), и обрнуШо: ga свакој Шачки Q ogzoвapa јеgан ogpef;Jeн низ 
сасШавни geo йос.маШрано2а скуйа (1). 

Број S којим се одређује положај тачке Q на правој (0, 1) је сйек­
Шар скупа (1). Ово што је напред казано садржи и практичан начин за 
формираље спектра, као и начин на који се, помоhу датога спектра, 

може реконструисати сам низ коме он одговара. 

Уосталом, спектар се може, из истих бројева М k и Nk, формирати 
и на разне друге начине. А за специјални случај кад су елементи скупа 

цели бројеви, он се може формирати и непосредно из тих елемената на 

начин који је у појединостима проучен у моме делу Les spectгes nume­
гiques2 и који је од нарочитог интереса због аритметичких примена на 
тај начин формираних спектара. 

2. СПЕКТРИ И НУМЕРИСАЊЕ ФУНКЦИЈА 

Зна се из теорије скупова да низ цифара, које састављају један де­
цималан позитиван број, пружа исто толико разноврсности колико и 

2 Gauthier-Villars et Ci<, Paris 1919. 
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скуп функција са ма коликим бројем независно променљивих количина 
које се могу аналитички изразити. Тачније речено, скуп таквих функ­

ција са произвољним бројем променљивих има исту моh као и скуп 
реалних позитивних бројева, па чак, ако се xohe, и као скуп бројева 
што леже између О и 1. 

Према томе, оправдано је очекивати могуhност да се успостави 

обострано једнозначна узајамност између једне опште класе функција 

и скупа бројева између О и 1. И ова се одиста може успоставити помоhу 
напред изложене особине пребројљивих скупова и помоhу модерних 

метода за аналитичко изражавање најопштијих класа функција. 

Пре свега, зна се да никаква класа функција, чији скуп има моh 

вишу од моhи континуума, не може бити предмет математичке анали­

зе, а још мање инструмент за њене примене. Јер у рачунима се, уопште, 

може имати посла само са функцијама од којих је свака одређена по­

моhу једног пребројљивог скупа елемената. А за такве функције Ваirе­

овим испитивањима је јасно ограничена реална функционална област 

која је довољна за све потребе математичке анализе и изван које свака 

генерализација изгледа да he остати занавек бесплодна и узалудна З. 
Са друге стране, свака функција такве врсте (ма колики био број 

променљивих од које она зависи) може се, и то на разне начине, сма­

трати као да одговара једној тачки у функционалноме йросШору у ко­

ме би једна класа или једна каШеzорија функција представљала једно 

функционално йоље. Увек је могуhно свести функционални простор 

на једну раван у којој he једна класа функција представљати једну 
функLЏtОI-tалну обласШ и где he једна одређена функција, што припада 
посматраној класи, бити представљена једном тачком. Штавише, пре­

ма општој теорији скупова, функционални простор може се свести и 

на елеменат реалне праве ограничен тачкама О и 1. То значи да се фун­
кције, што припадају једној ма којој посматраној класи, могу нумери­

саШи помоhу децималних разломака што се налазе између О и 1, и то 
тако да две различне функције имају две различне нумере и да свака 

функција има само једну нумеру. 

По таквим се нумерама разликује једна функција од друге исте 

класе. Свака од њих је сйеюuар функције на коју се односи. 

На који се начин такви спектри могу ефективно формирати за 

једну посматрану класу функција? 

Модерна теорија функција разликује међу функцијама класе, од 

којих је свака дефинисана обликом свога аналиШичкоz елемента, тако 

3 В. нпр. G. de la Vallee-Poussin, !nt(~гa/es de Lebe.щue,fonctions d' enscmЬ/es, c/asscs (/с 
Ваiге, Gcшlll, Vill. ct Cie, Paris 1916. 
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да се ма која функција што припада класи изражава као збир реда чији 
су чланови ти елементи. 

Општи облик таквог једног елемента је 

(20) 

где су x,y,z, ... независно променљиве количине од којих функција за­
виси, а Р представља једну одређену функцију тих променљивих која се 

мења од једнога елемента функције до другог, при чему се мењају ин­

декси т1 , т2 , ... , т" који су цели бројеви. 

Свакој групи индекса 

одговара по један елеменат (20), тако да скуп тих елемената за једну 
дату функцију, што припада класи, представља један пребројљив скуп 

са р индекса. 

Облик аналитичког елемента (20) дефинише класу; кад се у њему 
све, осим независно променљивих количина x,y,z, ... и бројева 

т1 , т2 , т3 , •.. , смени одређеним бројним вредностима, облик елемента 

(20) дефинише једну одређену инgивиgуу што припада класи. 
Тако, све аналиШичке функције ма коликог броја независно про­

менљивих количина x,y,z, ... припадају класи дефинисаној аналити­
чким елементом облика 

k h i 
Аџ.1 ... х у z ... , 

где су а,Ь,с, ... и коефицијентиА независни од x,y,z, ... Елеменат, нпр., 

(k + 11 + i)3 

дефинише једну индивидуу те класе. 

Све континуалне йериоgичке функције једне независно промен­

љиве количине х припадају класи коју дефинише аналитички елеменат 

облика 

Ат sinax + Bm cosax, 

где су a,Am,Bm независни од х. 
Задржимо се на најопштијем случају функција једне реалне неза­

висно променљиве количине, одређене једним пребројљивим скупом 

елемената, тј. коју је уопште могуhно аналитички изразити. Baire је 
такве функције поделио на класе на следеhи начин. 

Као функције нулШе класе сматрају се све континуалне функ-

ЦИЈе. 
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Један ред чији су чланови нулте класе, ако му збир не представља 
једну функцију нулте класе, представљаhе једну функцију йрве класе: 
прва класа обухвата, дакле, све дисконтинуалне функције F (х) које се 
могу представити у облику реда 

(21) F (х)= L, !,,(х), 

где су / 1,/2 , .fз, ... функције нулте класе. 
Тако исто ред чији су чланови функције прве класе, ако му збир 

не представља једну функцију нулте или прве класе, представљаhе 
једну функцију gpy2e класе: та класа обухвата, дакле, све дисконтину­
алне функције представљене двоструким редом 

(22) Ф(х) = L.F(x) = L.L,.fm11 (X), 

где су .fпш функције нулте класе и где се двоструко сумирање има вр­

шити наЈпре по индексу n, па после по т. 
Продужујуhи тако, дефинишу се функције Шреhе, чеШврШе иШg. 

класе КОЈе су представљене троструким, четвороструким итд. редом 

чији су чланови функције нулте класе. 

Ми hемо овде сматрати као функције нулте класе полиноме, или 

аналитичке функције ( а ове се могу представити Тауlоi"-овим редом), 
тј. функције чији су аналитички елементи са једним индексом. 

Према Weiei"stt-ass-oвoj теореми и према дефиницији функција пр­

ве класе, излази да се ове могу представити у облику једнога реда по­

линома, и према томе оне имаЈу аналитичке елементе са два индекса; 

према једначини (22), функције друге класе имају елементе са три ин­
декса, и уопште: функције n-Ше класе имају аналшuич/{е елемеюuе са 

п + 1 инgекса. 
Као што се види, једна функција једне независно променљиве ко­

личине, која се може изразщuи аналиШички помоhу једнога преброј­

љивог скупа елемената, представља и сама један пребројљив скуп са 

ограниченим бројем индекса. Она се, gакле, увек може йреgпuавшiiи 

јеgним сйекшром. 

Уколико he то важити и за функције са више независно промен­
љивих количина? 

Очевидно је да то важи за скуп (који има моh континуума) свих 

аналитичких функција са ма коликим коначним бројем променљивих. 

Али, уколико he се то моhи распрострти и на функције што не при­
падају тој пространој класи, није могуhно знати према данашљем поз­

навању дисконтинуалних функција са више променљивих и љиховом 

аналитичком представљаљу. Weiei"sti"ass, Boi"el, Lebesgue и др. су многе 
резултате из теорије реалних функција са једном променљивом про-
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ширили на функције са више променљивих, али ствар је ту много ком­
пликованија. За данас не постоји никаква класификација таквих 
функција, слична Baire-oвoj класификацији функција са једном промен­
љивом количином. Општи облици аналитичких елемената за функције 

са више променљивих нису ни издалека познати у онаквој генерално­

сти као што су познати за функције са једном променљивом. Али несу­

мљиво је да су и ти елементи са ограниченим бројем индекса за све фу­
нкције које се могу аналитички изразити и које уопште могу бити 

предмет математичке анализе. А кад они, напрецима анализе, буду 

онако познати као за случај једне променљиве, биhе могуhно, на на­

пред наведен начин, формираПlи сйекШре функција који им ogzoвapajy. 

Навешhемо за сада овај општи резултат који пружа могуhност да 

се формирају спектри функција од ма коликог броја реалних незави­

сно променљивих количина х 1 , х2 , .•• , х Р, које су континуалне у једној 

одређеној области и имају одређене делимичне изводе свих редова. 

Доказано је да се свака функција такве врсте може развити у ред чији 

су чланови полиноми по променљивим 

Х 1 ,Х2 , ... ,Хр 

sin х 1 , sin х2 , •.• , sin х Р 
COS Х 1 , COS х2 , ... , COS Х р, 

као и то да је такав ред униформно конвергентан и има делимичне 

изводе свих редова. Аналитички елементи те простране класе функ­

ција састављају, дакле, један пребројљив скуп са ограниченим бројем 

индекса и обухваhени су овим што претходи. 4 

У осталом, са гледишта са кога се овде посматра, могле би се и 

функције са произвољним бројем променљивих класификовати на 

начин аналоган ономе у Baire-oвoj класификацији, тако да би им се 

спектри могли формирати на показани начин. 

Уколико се тиче функција са једном независно променљивом 

количином, навешhемо још и овај посредан начин за формираље љи­

хових спектара. 

Очевидно је да се функције могу разврстати на класе и са разних 

других гледишта, а не само по облику својих аналитичких елемената. 

Таква би једна општа подела била нпр. она по којој би функције што 

имају изводе биле разврстане према облику диференцијалне једначине 

коју посматрана класа задовољава. Штавише, моzу се, йрема њиховом 

власШиШом аналиШичком елеменШу, класираШи саме gиференцијалне 

4 Borel, Annales de l'Ec. Norm. Sup. 1895. р. 35; 1896. р. 79.; Fonctions de \JGI'iaЬles 
nielles, р. 68. 
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јеgначине, йа онgа смаШраШи ga йрийаgају јеgној исШој класи све функ­
ције које заgовољавају јеgну йосмаШрану класу gиференцијалних 
јеgначина. 

Свака диференцијална једначина има за своју леву страну једну 

одређену функцију са више променљивих количина 

у,х,у',у", ... , 

тако да једна одређена класа gиференцијалних јеgначина може бити 
дефинисана обликом аналитичког елемента 

(23) 

те функције са ограниченим бројем индекса. Једна одређена једначина 

посматране класе (инgивиgуа те класе) добија се прецизирајуhи бројно 
у елементу (23) све осим индекса m1, m2 , m3 ,... и променљивих 

' " х,у,у ,у , ... 
Према ономе што је напред речено, може се увек успоставити 

узајамност (1, 1) између једне диференцијалне једначине (њене леве 
стране) и реалних тачака што се налазе на сегменту бројне линије из­
међу тачака О и 1. Другим речима, може се узети да свакој диференци­
јалној једначини посматране класе одговара по један реалан број што 

лежи између О и 1, као њен сйекШар, и обрнуто: да сваком таквоме 
броју одговара по једна диференцијална једначина посматране класе, 

тако, да између тога двога постоји узајамност (1, 1). 
СйекШар gиференцијалне јеgначине у исШо је време и сйекШар ње­

ноz инШеzрала, у коме сйекШар оаuавља као бројно неоgре!уене само 

инШеzрационе консШанШе. 

Тако, све функције које задовољавају скуп алгебарских диферен­

цијалних једначина првога реда представљају и саме један скуп са три 

индекса, пошто се аналитички елеменат ма које од таквих једначина 

може написати у облику 

А т 11 'Р 
т.п,рХ У У ' 

где су А бројни коефицијенти једначине. 
Кад спектар S таквога скупа прелази редом бројеве од О до 1, 

одговарајуhа диференцијална једначина пролази кроз све облике обух­

ваhене посматраном класом; одговарајуhа функција пролази кроз све 

облике који се уопште могу добити интеграцијом алгебарских дифе­

ренцијалних једначина првога реда. 

Очевидно је да се на исти начин могу дефинисати и формирати 

спектри и функција више независно променљивих количина, које се 
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добијају интеграцијом парцијалних диференцијалних једначина. Спек­
тар ових, па, дакле, и спектар таквих функција, своди се такође на 

спектар једнога ограниченог или неограниченог скупа са више ин­
декса. 

Исти је случај и са групама функција које се добијају интеграци­
јом једнога система симултаних диференцијалних једначина. 

З. СПЕКТРИ ПОЈАВА 

Једна одређена појава, ма какве врсте, конкретне природе и ком­

пликованости она била, може се схватити као низ одређених моди­

фикација у току времена. Слика која се о њој ствара у свести састоји се 

у низу деформација једне исте слике, тј. у сукцесији тренутних слика 
. . 

коЈе се континуално или дисконтинуално нижу Једна за другом у току 
. . . 

времена и од КОЈИХ свака представља по Једно тренутно стање у порви. 

Оно што се меља у току једне такве деформације јесте један одре­

ђен скуп дескриптивних елемената појаве. Опис појаве своди се на 

скуп описа низа узастопних тренутних стаља свакога од тих елемената 

и резултујуhе слике формиране таквим скупом описа. 

Узастопна стаља кроз која пролази један дескриптивни елеменат 

у току појаве представљају се вредностима једнога параметра, који се у 

мислима придаје уоченоме елементу и чије варијације илуструју начин 

промена самога елемента. 

Варијације параметара представљају се обрасцима облика 

(24) 

где су х 1 ,х2 ,х3 , ... параметри, а t време. Функције fk(t) могу, поред 
времена t, садржати и друге независно променљиве количине или 
параметре. 

Претпостављајуhи да је свака од функција 

(25) 

аналитичка, или бар да јој је аналитички елеменат са ограниченим 

бројем индекса (без чега се функција не би могла аналитички изра­

зити), свака се од тих функција може представити својим спектром, 
формираним на раније показани начин. Сйектар функције fk у исто 
време је и сйектар варијације йараметра xk. 

Кад је број параметара ограничен, може се формирати колек­

тивни спектар функција (25). Такав колективни сйектар је у исто 
време и сйектар йосматране йојаве. По њему се понаособ може ре-
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конструисати сваки од спектара функција (25); из тих појединачних 
спектара могу се одредити саме те функције, а група тако добијених 
функција саставља слику саме појаве. 

Свака од једначина појаве 

преко аналитичких елемената функције .fk или диференцијалне јед­
начине коју ова задовољава, представља по један пребројљив скуп са 
ограниченим бројем индекса. Тако је исто и са групом једначина (24) 
кад је број параметара ограничен. Према томе: свака йојава која се 

.може gефинисаШи варијацијама оzраниченоz броја йара.меШара йреg­
сШавља јеgан йребројљив скуй са оzраничени.м бројем инgекса. 

Уочимо сад један бескрајан скуп (Е) појава једне исШе врсШе, тј. 
дефинисаних истим параметрима х1 , х2 , х3 , ... , чије су варијације пред­

стављене једначинама истога облика 

х 1 = F1 (t,a,~,y, ... ), 

х2 = F2 (t, а,~' у, ... ), 

где су а, ~, у, ... такође променљиви параметри у ограниченом броју, 
чије се вредности мељају од једне појаве до друге, као и бројни коефи­

цијенти у функцијама Fk, или у одговарајуhим диференцијалним јед­
начинама. Скуп (Е) има моh континуума, а свака од појава што га сас­
тављају, преко аналитичких елемената функција F1, F2 , Fз, ... или љима 
одговарајуhих диференцијалних једначина, представља по један пре­

бројљив скуп. Сматрајуhи функцију Fk, истом за све појаве скупа (Е), 
као функцију коначнога броја променљивих t, а,~' у, ... , она се може 
представити својим спектром, који остаје исти за све те појаве. Према 

томе: 

Бескрајан скуй йојава јеgне исШе врсСйе .може се йреgсСйавшuи 

јеgнu.м сйекLuром, исШим за све йојаве Luoza скуйа, а йо коме се ийак 
йојеgинце може реконСLuруисаШи свака og Ших йојава. 

Геометријски речено, бескрајноме скупу појава једне исте врсте 

одговара на бројној линији једна нейомична Шачка Р, која лежи између 

О и 1, а чије познаваље повлачи за собом, преко математичких факата 
која везују ту тачку са скупом појава, познаваље свих појединачних 

ПОЈава тога скупа. 

Приметимо још да се, са гледишта са кога се овде посматра, под 

појавама једне исШе вpczue не разумеју само појаве једне исте конкрет­

не природе. Појам аналтиких zруйа йојава даје могуhност да се појам 

врсте распростре и на међу собом диспаратне појаве, при чему конкре-
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тна природа појава не игра никакву улогу. Истоветност математичких 

релација. које карактеришу једну аналошку групу, односи се и на број 

једначина (експлицитних или диференцијалних), и на њихов аналитич­
ки облик у погледу на независно променљиве количине, на параметре, 

њихове изводе и константе што фигуришу у једначинама појава. Поја­

ве обухваћене једном аналошком групом припадају, дакле, једној истој 

врсти појава, у смислу који се овде има у виду, и према томе јеgна ана­

лтика zруйа може се йреgсШавийlи сйеюuром који he бmuu uciПu за све 
њо.ме обухваhене йојаве. 

* 
Као што се види из овога што је изложено, узајамност између 

факата и бројних спектара доводи до једнога нарочитог сиаuема за 

т.ыифровање факата помоћу бројева. Сваки систем шифроваља има 

свој кључ који је посредник између факата што се шифрују и самих 

щuфара. Кључ за овакво шифроваље, о каквом је овде реч, састоји се у 

посредничком математичком инструменту, који везује факта са спект­

рима и који извршује ове шифарске радље: 

1. своди уочени факт на скуп аналитичких елемената што му 
одговарају; 

2. пресликава пребројљиви скуп, састављен од тих елемената, у 
један пребројљив линеарни низ бројева; 

3. помоћу једне од функција Ф(х), као шифарског трансформа­
тора, претвара те бројеве у друге који сви леже између О и 1; 

4. слаже (нпр. методом дијагонала) поједине децимале тако доби­
јенога низа бројева у један број С (или S1 + iS2 , према томе да ли се има 
посла са реалним или са имагинарним количинама), који такође лежи 
између О и 1, и у којима he сваки децимал бројева, из којих се он слаже, 
имати своје тачно одређено место. Број S (односно S1 + iS2 ) пред­
ставља шифру уоченог факта у таквоме систему шифроваља. 

Мељајући кључ система, мељају се, очевидно, и саме резултујуће 

шифре. Тако нпр. кад се првобитни скуп састоји из самих реалних и 

позитивних целих бројева, наведени општи кључ за шифроваље може 

се сменити и другим, специјалнијим, који би се састојао у томе да се 
цели бројеви, елементи за шифроваље, онакви какви су, поређају у 

један линеаран низ, да се раставе један од другога уметаљем подесно 

изабраног броја нула и да се на једноме одређеном месту уметне деци­

мална запета. 

Констатујући овакву узајамност између појава и бројних спекта­

ра, немогућно је отети се од размишљаља о мистичним слутљама ста­

рих филозофа који су у свему што постоји или се дешава налазили 

бројеве и привиђали игру бројева. За Питагорино се име нарочито ве-
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зује тежља за изражаваљем ствари и факата бројевима и једна фамо­
зна љегова формула гласи "ствари (биhа) су бројеви". Док је Платон 
стављао бројеве, као атрибуте, поред ствари које се могу чулно опажа­
ти, питагорејци су тврдили да су бројеви саме ствари. 

Узајамност између факата и бројних спектара даје прави и тачан 
смисао таквим неодређеним, мистичним рефлексијама. Нити ствари 

морају бити бројеви, нити бројеви морају бити атрибути ствари, па да 

ипак важи тврђеље да између факата и бројева постоји узајамност та­

кве врсте да се свет факата може на један потпуно утврђен начин илус­

тровати светом бројева. 

Али то није могло у таквоме облику бити јасно старим филосо­
фима, јер могуhност постављаља такве узајамности претпоставља по­

зитивна знаља која су у то време потпуно недостајала. Тако, поставља­

ље ове узаЈамности претпоставља познаваље: 

1. начина да се оно што је карактеристично у фактима представи 
математичким обрасцима, чији коефицијенти, за један одређен случај, 

предстаљају један пребројљив скуп, а за све случајеве исте врсте, ме­

љајуhи се од једног случаја до другог, представљају један скуп који има 

моh континуума; 

2. начина да се између једнога, ма каквог, скупа пребројљивих ко­
лекција (који скуп има моh континуума) и скупа бројева што се налазе 
између О и 1, успостави узајамност (1, 1). 

Познаваље онога што је наведено под 1. постало је бар делимично 
могуhно тек после појаве аналитичке геометрије, аналитичке механи­

ке, математичке физике и других огранака примељене математике. 

Оно још није могуhно за непрегледну масу природних појава чије се 

познаваље још налази у својој прематематичкој фази, у којој he још за 
дуго време и остати. 

Познаваље, пак, оног што је наведено под 2. постало је могуhно 
тек 

а) развитком модерне математичке анализе, која је, после веков­

них истраживаља о основном математичком биhу, функцији, дошла до 

начина за најопштију класификацију функција, како континуалних, та­

ко и дисконтинуалних, са скоковима, неправилностима и дисконтинуи­

тетима ма које врсте. А тек таква класификација доводи до могуhно­

сти да се скуп свих функција, које уопште могу бити предмет матема­

тичке анализе и љених примена, сматра као скуп колекција, од којих 

свака понаособ представља по један пребројљив скуп, а чији скуп има 

моh континуума; 

б) после појаве модерне теорије скупова а увођеља појма бројних 

спектара који чине могуhним: успостављаље узајамности (1, 1) између 
бројева и таквих колекција. 
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Све је то, међутим, било потпуно скривено тамом у време грчких 

философа. Њихове рефлексије о узајамности између факата и бројева, 
изражене у ставовима толико пута понављаним у току векова, могле 

су се сводити само на философске визије и генералности. Платон је, 

остајуhи у генералностима, могао тврдити да "бројеви управљају све­
том", али је то у љегово време било немогуhе конкретно прецизирати 

и дати му научни смисао. У то време било би несхватљиво тврђеље да 

свакој од појава, што припадају једној класи, одговара један тачно од­
ређен децимални број што се налази између О и 1, или, ако се xohe, је­
дна тачно одређена непомична тачка у квадрату чије су стране једнаке 

јединици, и то тако да се посматраљем тога броја, или те непомичне 

тачке, могу сазнати све појединости појаве. За такву једну тачку веза­

не су нпр. све појединости кретаља једнога материјалног система, нпр. 

кретаље n небеских тела која се међу собом привлаче по Њутновом 
закону. Мељаљем константи проблема (маса, почетних положаја и др.) 

помера се у квадрату и та тачка, или се меља одговарајуhи децимални 

број, али кад су те константе утврђене, тј. кад се посматра један 

одређен конкретан случај, тачка остаје непомична и децимални број 

непроменљив, па ипак они у себи садрже све што треба за вечито 

предвиђаље промена у којима се појава састоји. Међутим, за разумева­

ље тога, данас елементарног и потпуно схватљивог факта, мора се у 

мислима преhи сва досадашља еволуција математичке анализе и при­

родне философије, на чијим је резултатима такво тврђеље основано. 

И тек тада је могуhно схватити тачан, научни смисао философске 

визије великих грчких математичара и философа у погледу узајамно­

сти између факата и бројева. 



СПЕКТРАЛНИ ПОСТУПАК 
НУМЕРИЧКОГ РАЧУНА У 

АСТРОНОМИЈИ* 

1. Спектрални поступак нумеричког рачуна састоји се у израчу­
навању неког пребројивог скупа нумеричких вредности 

помоћу само једног броја S на погодан начин доведеног у везу са проб­
лемом, или помоћу једног сегмента Sk овог броја, образованог од ње­
гових k узастопних цифара. 

Број S назива се спектром бројева ak; спектрална метода састоји 

се у расипању вредности ak у неки спектар, као што анализаторска 

призма расипа, у хемијској спектралној анализи, сноп зракова светло­

сти у светлосни спектар. 

Тако је, на пример, број 

s = (1,01)6 = 1,061520150601 

спектар низа биномних коефицијената ( ~); наиме, група значајних ци­
фара броја S, која почиње (2k- 1)-вом а завршава са (2k)-том деци­

малом тог броја, даје непосредно коефицијент (~} 
Кад су вероватноhе два супротна догађаја А и В редом једнаке 

2 
р=з И Cf 3' 

* Наслов оригинала Le ргоссс/с spcctгal с/с са/си/ nитсгiцис cn astгonomic, Annuaiгe 
pour 1 'an 1931, PuЫication cle Ј 'Obscrvatoirc astroпomicJUC dc Ј 'Universitc dc BcJgгaclc, З (Ј 930), 
рр. 127-132. 
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број 

5=(2+10-5)10_210 
= О, 051201152015360134300806403336000960 ... 

је спектар вероватноhа повезан са ова два догађаја. 
Вероватноhа да, у десет проба, догађај А наступи (10 - k) пута 

(а догађај В k пута) добија се дељењем фиксираним бројем 

м= 310 = 59049 

групе децимала броја S која почиље (5k + 1)-вом а завршава се 5 (k + 
1)-том децималом. Тако, за наступаље догађаја А шест пута а догађаја 
В четири пута постоји вероватноhа 

р= 8064 =о 136545 ... 
59049 ' 

Највероватнија комбинација је она која има за вероватноhу групу 

децимала 15360 (треhи децимални одсечак са пет цифара броја S) поде­
љену бројем М, тј. вероватноhу 0,2601123; то је комбинација у којој А 
наступа седам а В три пута у 10 проба. 

Спектрални поступак примељује се на све проблеме чије се не­

познате 

могу довести у одређену кореспонденцију са неким низом целих бро­

Јева 

чије одређиваље повлачи одређиваље бројева х; .Са низом Nk доводи 
се онда у везу извесна функција Ф(х), којој се даје назив сйекШрална 

l.енераШриса, а чија нумеричка вредност се извесну, погодно изабрану 

партикуларну вредност е независно променљиве х, даје спектар бро­

јева N k, а самим тим и спектар бројева х;. 
Специјално, кад је низ х; ограничен, спектарална генератриса је 

полином од х; тада се може узети да Је 

е= 1о-н, 

где је N позитиван цео број, који није мањи од броја цифара бројева 
Nk; спектар he тада бити дат нумеричком вредношhу броја 

(1) 

Број Nk (k = 1,2,3, ... ) тада he се подударити са групом значајних 
цифара броја (1) која почиље [(k -1) N + 1]-вом а завршава се [kN]-том 
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децималом. Бројеви Х; добијају се тада помоhу успостављаља везе 

између њих и бројева Nk. 
Благодареhи произвољности коју садржи појам кореспонденције, 

проблеми који се могу решити спектралним поступком cpehy се у свим 
областима нумеричког рачуна, почев од најелементарнијих проблема 

аритметике, алгебре, рачуна вероватноhе, па све до различитих про­

блема инфинитезималног рачуна и теорије функција. 1 

2. Неки проблеми небеске механике решавају се помоhу непоз­
натих Х; које се могу ефективно довести у везу са неким низом целих 

бројева. Такав је, поред осталих, случај који се јавља у проблему раз­

воја разних функција радијус-вектора р, у елиптичком кретању плане­

та, у конвергентне редове по синусима и косинусима средње аномалије 

~· 
Тако, функција 

(2) 

(где је а велика полуоса елиптичке путање планете, а т позитиван цео 

број) може се приказати конвергентним редом 

(З) 

k=~ 

F (г) = ~ c~n) + I ckm) cos k~. 
k=l 

Општи коефицијент овог развитка дат је Буржеовом формулом 

(4) 
(

ke)q 
( )

111 ц=~ -
(т)_ 111 2m е 2 С k - ( -1) -,- -2 L 1· 2. . Np.(m-I),(ц+l)' 

!( q=O ... q 

(овде је е ексцентричност путање ), где су N".;,q цели бројеви (пози­
тивни или негативни) који су у небеској механици познати под именом 

Коишјеви бројеви. 

Број Nр,Ј,ц је коефицијент уз xk у развоју функције 

или, што се своди на исто, коефицијент уз х"+Ј+ц у развоју функције 

1 Ова метода изложена је у кљизи Micilcl Petrovitcil, Lcџms щг lcs spcctгcs matbl­
matirtиes JHOjesseeгs д Ја Sог!юппс С/1 /928, Paris, Gautier-Yillars et cie editeurs, Paris 1928. 



СПЕКТ!'АЛНИ ПОСТУПАК НУМЕРИЧКОГ !'АЧУНА У АСТРОНОМИЈИ 221 

(5) (х 2 + l)i (х 2 -1)''. 

Исти број дат је интегралом 

(6) 
i" . 2ј+ц 2n . . . 

N · = Ј siп 2 8 cos1 ее<Ј+ц-р)е, cl8 (i = {~ ). 
"'

1
'" 2n о 

Број Nр,ј,ц једнак је нули кад год је збир индекса ј+ q- р негати­
ван или непаран број; он је једнак јединици кад је тај збир једнак нули. 

Ако се знају сви бројеви N који се односе на извесну вредност ин­
декса ј, из тога се могу извести они који се односе на за један веhу вре­

дност истог индекса ј, помоhу рекурентне формуле 

На основу формуле (6) закључује се да је по апсолутној вредности 

N 2
j+q 

p,j,q < ' 

а ово показује да број цифара целог броја Np.j,q није веhи од 

N=l+Л, 

где Л означава целобројни део децималног броја 

(ј+ q) log 2 = 0,301030 (ј+ q). 

Наводеhи.други пример, указаhемо на функцију 

(7) 

која се може развити у конвергентан ред 

(8) 
k=<XJ 

F1 (г) = ~ Gьm) + L Gkm) COS k~, 
k=O 

где се општи коефицијент изражава Кошијевим бројевима помоhу фо­

рмуле 

(9) 
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_ (m-l)·m ... (m+j-2) 
т;- . . 

1· 2 .. . Ј 

Ако се са Е означи израз у средини, он се развија у ред по сину­
сима умножака средње аномалије, по формули 

(10) Е= L Hk sink~, 
k 

где се општи коефицијент изражава формулом 

Н = ~ kq (!!...)J+k N . 
(ll) k k I.I.l·2· ... ·q 2 k.].q 

.1 q 

и тако се своди на израчунавање Кошијевих бројева. 

Познат је, уосталом, начин на који ове формуле учествују у уоби­

чајеном развоју функције пертурбације. Проблеми ове природе своде 

се тако на један низ непознатих који стоји у одређеној вези са извесним 

низом целих бројева Np.J,q. Може се онда образовати спектрална гене­
ратриса проблема и, помоhу ње, сам спектар непознатих које учествују 

у траженим развојима. Спектар he непосредно дати бројеве Nр,Ј,ц као 
сегменте свог децималног дела, а помоhу тих целих бројева израчуна­

hе се сами коефицијенти развоја. 

3. У својству примера, обрадиhемо један једноставан проблем ове ,. 
врсте, наиме, проблем развијаља израза - по косинусима умножака 

а 

средње аномалиЈе. 

Према формулама (3) и (4), имаhе се 

(12) 

где Је 

(13) 

са 

(14) 

,. 
-=Ао+ 
а 

k=! 

q=-oo 

Ak = -f I,вk.qNk.O.q+I' 
q=O 

( k; Ј' 
Bk q = , 

. 1·2·3· ... ·(/ 
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што проблем своди на израчунаваље целих бројева N,,
1

.c
1 
за ј = О. 

Ставимо, ради краhег писаља, 

овај цео број подудара се са коефицијентом уз xp+q у развоју функције 

Имамо, међутим, 

па како је i2
q реално, ово показује да се коефицијенти уз степене про­

менљиве х не мељају по апсолутној вредности кад се у ср (х) х замени са 

х,.. 

Апсолутна вредност броја Мр.с1 подудара се са коефицијентом уз 
xp+q у развоју функције 

(16) 

а знак броја Mp.q је исти као знак броја 

(17) 
_!_( -р) 

( -1 )k = ( -1) 2 q ' 

С друге стране, ако се са N означи број 

(18) 

где је 11 целобројни део логаритма (са основом 10) највеhег од бином­

них коефицијената (i) (k=0,1,2, ... ,q), број цифара бројева 
Mp.q (р = О, 1, 2, ... , q) највише је једнак N. 

Функција Ф(х), која игра улогу спектралне генератрисе, произво­

ди спектар Sa бројева Mp,q за дату вредност q = а индекса q и за све 
вредности индекса р које нису веhе од q (остале су једнаке нули), према 
следеhем исказу. 

СйекШар свих целих бројева Mp.q који ogzoвapa вреgносШима 

q =а, р s а 

gобија се као нумеричка вреgносШ израза 
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(19) 

zge је број у за2раgи умеШнуШих нула јеgнак 2N - 1, при чему N оз­
начава јеgиницу увеhану за целобројни geo лоzариШма највеhеz og би-

номних коефицијенаШа ( ~). 
Јер, будући да је број цифара ових бројева највише једнак N, њи­

хов спектар биће дат нумеричком вредношћу израза 

(20) 

Тако, за дату вредност а образован спектар даће нам одједном, 

самим прегледањем његовог децималног дела, све бројеве Мр,а, уз по­

моћ следећег правила: 

Број Мр,а (р =О, 1, 2, ... , а) йogygapиhe се, go на знак, са zруйом 
значајних цифара сйекШра која йочиње [(р+ а -1) N + 1]-вом, а заврша­
ва се [(р+ а -1) N]-Шом gецималом сйекШра. 

Друкчије речено: 

Ако се gецимални geo сйекШра Sa йоgели на узасШойне сеzменШе 
са йо N цифара, број Мр.а биhе, go на знак, јеgнак броју образованом 
og скуйа значајних цифара (р+ а)-Шо2 сеzменШа. 

1 
-а-р 

Кад се сваки од бројева Mp.q снабде знаком ( -1) 2 , одатле he се 

извести одговарајући коефицијент Ak развоја (12) помоћу формуле 

(13). 
Стављајући на страну бројеве 

(21) Mcx-k.a за k = 1,3,5, ... 

(који су сви једнаки нули), спектар бројева 

(22) Ma-k,a за k = 0,2,4,6, ... 

(који су сви различити од нуле) може биШи конgензован и йреgсГйав­

љен као нумеричка вреgносШ израза (19), у коме број умеШнуй1их нула 
у зazpagu износи N- 1. 

Да бисмо дали извесну представу једноставности поступка, 

израчунајмо неколико спектара Sa. 
За а :S: 4, имамо N l, па he спектар бити број 

Sa = (l,l)a; 

1 
број М1ч КОЈИ НИЈе нула подудариће се са -(р+ а)-том децималом 2 
спектра. Тако се налази 
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1. S1 = 1,1, и одатле М01 =О, М 11 = +1, 

2. 52 = (1,1) 2 = 1,21 и одатле М02 -2, М12 =О, М22 = +1, 

3.S1 =(1,1)3 =1,331.иодатлеМrн О, М 13 =-3, М23 О, М33 +1, 

4. S4 = (1,1) 4 1,4641. и одатле М04 = +6, М14 =О, М24 = -4, 
М34 =О, М44 = +1. 

За 5:::; а:::; 8, имамо N 1, а спектар he бити 

1 
број Mp.q различит од нуле подудариhе се, до на знак, са 2 (р+ а)-тим 

сегментом са по две цифре децималног дела броја S'". Тако се налази 

5. S5 = (1,01)5 = 1,0510100501, и одатле 

м 05 = о м 15 = + 1 о м 25 = о 
Мзs =-5 M4s =0 Mss =+1, 

б. sб = (1,01)6 = 1,061520150601, и одатле 

М06 = -20 М16 О М26 = +15 М36 =О 
м 46 = -6 м 56 = о м 66 = + 1' 

7. s7 = (1,01)7 = 1,07213535210701, 

М07 =О М17 = -35 М27 =О М37 = +21 
М47 =о М57 = -7 М67 =о М77 = +1, 

8. S8 = (1,01)8 = 1,0828567056280801, 

М08 = +70 М18 =О М28 = -56 
М38 =0 М48 =+28 М58 =0 
м 68 = -8 м 78 = о м 88 = + 1. 

За 9:::; а:::; 12, имамо N = 3, па he спектар бити 

1 
број Мр,а подудариhе се, до на знак, са l(р+а)-тим сегментом са три 

цифре децималног дела броја Sa. Тако се налази 
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S9 = 1, 009036084126126084036009001 
SIO = 1,01004512021025221012045010001 
S11 = 1,011055I6533046246233016505501100I 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

S12 = 1, 0120662204957929247924952200660I2001. 

На овај начин би се могло наставити израчунавање спектара 

S13 ,S14 ,S15 , па одатле извести, самим љиховим прегледањем, бројеви 

Mp,q, помоhу којих би се најзад израчунали коефицијенти претходног 

раЗВОЈа. 
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Велико йризнање мmlieo~tatliuчкш.t наукама у Бeo:Zpagy, а йосебно Михаилу Пellipo­

вuhy. 

Cege: 
Јован. М. Жујовић, gржавни савеtТ!ник; Сшtа М. Лозанић, шmис1Т!ар у йензији; gp 
Јован Цвujuli, Професор Велике школе на расйоложењу; gp Михаило Пellipoвuli, 

Професор Велике lиколе на расйоложењу 

Cilioje: 
Muлuh Раgовановић, йрофесор Велике школе на расйоложењу; Дра2ољуб М. 

Павловиh, йрофесор Велике 1иколе на расйоложењу; Анgра Сmевановић, йрофе­

сор Велике школе на расйоложењу u Љубо.нир Јовановић, Професор Велике школе 
на расйоложењу. 
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МИХАИЛО ПЕТРОВИЋ О СВОЈИМ 
РЕЗУЛТАТИМА* 

а самом почетку алгебре учи се да је за ну.~vtеричко решавање 

еког проблема са више непознатих потребно онолико разли­

штих нумеричких једначина колико има непознатих. Али не­

и од најелементарнијих проблема изгледа да противрече 
овом тврђењу. Познати су, на пример, они проблеми- загонетке који 

се, забаве ради, постављају у друштвима, а у којима лице које рачуна 

(решава проблем) јамчи да ће скоро тренутно одгонетнути неколико 
замишљених бројева на основу само jegнoz нумеричког података који . . 
му се саопштава, а КОЈИ представља краЈЊИ резултат рачуна коме он не 

присуствује. Противречност је овде, очигледно, само привидна: у ства­

ри, ономе који проблем решава даје се више нумеричких података под 

привидом давања само једног броја чији му сеzменШи, погодно раздво­

јене групе цифара, непосредно откривају те податке. 

Ове мале аритметичке игре сугерисале су г. Петровићу да уоп­

шти у њима садржану досетку како би се она могла пренети на важни­

је и мање једноставне проблеме. Онда му није много требало да уочи 

да су ови елементарни проблеми само веома специјални случајеви јед­

ног проблема општег карактера који се може решити истом досетком; 

она се сасШоји у нумеричком израчунавању jegнoz о2раничено2 или не­

о2раничено2 низа нейознаШих йоzоgном йоgелом на сеzменШе само jeg­
нoz броја S йовезано2 са йроблемом, йри чему услови йроблема йока­
зују каковм начину йоgеле на cezмemue Шреба йрибеhи. 

У теорији г. Петровића, број S је вредност коју узима одређен 
аналитички израз Ф, на погодан начин доведен у везу са низом непоз­

натих у проблему, за извесну партикуларну вредност променљиве коју 

* У књизи Notice sur les tгavaux scientiflques de М. Michel Petгovitch, Paгis 1922 М. Пе­
тровиh је описао своје резултате до 1922. године, те је у посебном поглављу изложио 
свој рад и на нумеричким спектрима. Професор је, дакако, писао у треhем лицу. 
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тај израз садржи. Г. Петровиh назива број S сйекШром додељеним низу 
непознатих, првобитних или помоhних, у проблему о коме је реч. 

Начин на који се непознате одређују помоhу броја S, а који је само ори­
гинално прилагођаваље досетке погађача у поменутим математичким 

играма, подсеhа, заиста, на начин на који спектар светлости, у хемиј­

ској спектралној анализи, открива елементе који улазе у састав тела 

подвргнутог анализи. Тако се неки нумерички спектар састоји из група 

Nk значајних цифара раздвојених веhим или мањим бројем уметнутих 
нула, као што се спектар светлости састоји из пруга и линија раздво­

јених тамним деловима. Број уметнутих нула (који одређује gисйерзију 

нумеричког спектра) мења се са променама једног параметра, проме­

нама које је особа која рачуна у могуhности да по вољи производи, по­

чев од извесне величине, као што се ширина тамних делова (која одре­
ђује дисперзију спектра светлости) мења са променама температуре 
или притиска, које експериментатор може модификовати како жели. 

Нумеричка група Nk (k-та пруга спектра) одређује, при једноставном 
бацању погледа, цео број који игра улогу неке првобитне или помоhне 

непознате у проблему, а цифра i-тог ранга групе Nk (i-та линија k-те 
спектралне пруге) одређује i-ту цифру непознате. 

Да би се, на пример, израчунали биномни коефицијенти 

( ~), ( ~), ... , ( ~), довољно је израчуна ти број 

s 101
: = 1,061520150601; 

100 

коефицијент (1) одређен је k-том пругом спектра који представља тај 
број, тј. групом значајних цифара броја S која почиње (2k 1)-вом а 
завршава се 2k-том децималом овог броја. 

Да би се израчунао бесконачан низ вредности (~).(~).(~). ... , 
довољно је израчунати број 

љегова вредност Је 

n: 

2 2 

S =~Ј 8(4cos2 t)clt, 
о 

~ 

8(х) = Lq"2+"x", 
() 
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s = 0,102006002000070000252000924 ... , 

(2n) . . . 
а вредност 

11 
дата Је п-том пругом овог спектра, ТЈ. групом значаЈ-

них цифара броја S, која почиље [ 11 
(n

2
+ 1) + 1 Ј-вом а завршава се 

[ (п+ 1) (п+ 2)] 
2 

-гом љеговом децималом. 

Тако имамо један општи поступак рачунаља, који је г. Петровиh 

изумео и назвао га сйекейралним йосейуйком нумеричкоz рачу!-lа. Он се 

састоји у расийању у нумерички спектар вредности непознатих, као 

што призма расипа сноп зракова светлости, при чему аналитички из­

раз Ф, сйекейрална ze!-lepmupuca проблема, игра у томе улогу сличну 
улози пр из ме у спектралној анализи. Установљава се да овај поступак 

може истовремено дати, уколико се довољно продужи један исти ну­

мерички рачун, онолико колико се xohe вредности непознатих у проб­
лему на који се овај примељује, као и индивидуално сваку цифру и 

сваку децималу било које од тих непознатих. Штавише, он омогуhује 

да се одреде ~иачне вреgноаuи жељеног броја непознатих помоhу 

извесне вредности која је gовољно блиска само једном броју S. 
Спектрални поступак г. Петровиhа примељује се на све проблеме 

чије се непознате могу gовесейи у оgреЬену коресйонgет~ију са неким 

сейейеним реgом чији су коефицијенейи цели бројеви. Захваљујуhи 

произвољности коју дозвољава таква једна кореспонденција, проблеми 

те врсте cpehy се у свим областима рачуна, почев од елементарних 
проблема аритметике, алгебре, рачуна вероватноhе, па све до различи­

тих проблема инфинитезималног рачуна и теорије функција. 
Многобројни и разноврсни примери третирани у теорији г. Пе­

тровиhа (разлагаље бројева; број делилаца променљивог целог броја, 

број простих бројева маљих од датог броја; развијаље у ред функција 

једне променљиве; израчаунаваље одређених интеграла; одређиваље 

функција помоhу најмаљег броја нумеричких података; приказиваље, 

тачно или приближно, функције децималним бројем, љеговим спек­
тром, чији је низ цифара у одређеној вези са одређујуhим елементима 

функције, итд.)- чине очигледним ефикасност и корисност инструме­

нта рачуна који представљају нумерички спектри. 

Ако се, на пример, са Р (k) означи позитиван цео број који пока­
зује на колико се начина цео број k може написати у облику 

k =ах+ Ьу + ... + gt, 

при чему су a,b, ... ,g дати позитивни цели бројеви, а симболи x,y, ... ,t 
узимају вредности из низова 
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х= 0,1,2, ... ,m, 
у= 0,1,2, ... ,n, 

t = 0,1,2, ... ,s, 

спектрална метода доводи до следеhе аритметичке тореме. 

Формирајмо цео број (спектар проблема) 

N = 9(пнl)а/1 · 9(n+l)!Jh · · · · · 9(s+l)giJ 

9 аћ . 9 "'' ..... 9 gћ 

где 9 k означава цео број добијен писањем цифре 9 k пута узастопно 
( 9 1 = 9, 92 = 99; 93 = 999, итд.), а h је известан позитиван цео број по­
везан са проблемом. 

Број P(k) йogygapa се са целим бројем који образује груйа значај­
них цифара броја N која йочиње (hk + 1)-вом а завршава се (k + 1) h­
Шом цифром Шог броја. 

Тако hемо за 
k = 3х + 2у, О::; х::; 10, О::; у::; 10, 

имати h = 1 и 
N = 104111212222323333434334334334 ... , 

а број Р (k) подудариhе се са (k + 1)-вом цифром броја N. На пример, 
Једначина 

3х+2у=19 

има тачно три решења по х::; 10 и у::; 9; овај број заиста представља 
двадесету цифру броја N. 

Као други пример, образујмо рационалан број 

s = 1 +-1-+ ... +-1-lo-'· ~. 
9 k 9 2k 9 11111 9 · 911 

где су т и 11 два дата цела броја. Поделимо низ првих децимала броја S 
који образује скуп који се састоји из његовог непериодичког дела и од 

првог периода на узастопне сегменте Т1 , Т2 , ... , Tm+l са по !Ј цифара, тако 
да сегмент Tk (k 1,2, ... ,m+1) почиње [(k 1)17+1]-вом а завршава се 

k11-том децималом броја S. 
Спектралном методом добија се следеhа теорема. 
Број gелилаца неког целог броја k различшuих og 1 и og k йogy­

gapa се са целшi бројем који образује груйа значајних цифара се2о~iеюТш 
Tk. 

Ако се сваки сегмент Tk који чине само нуле назове лакуном, 
дошли смо до следеhе теореме: 
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Број лаку на које cagpжu скуй k йрвих сеzменаШа Т1 , Т2 , ... , т, ша­
чно је јеgнак броју йроаТiих бројева који нису веhи og k, и ~Тiо за сваку 
вреgноаТi k ::; m. 

На пример, за т 100, /1 = 2 налази се 

s = о ,00000001000200020102000400020203000400020006 ... 

Првих двадесет сегмената са по две цифре садржи девет лакуна, 
првих сто сегмената садржи их двадесет шест; то значи да има девет 

простих бројева маљих од 20, да их има двадесет шест мањих од 100, 
итд. 

Спектрални поступак развијаља у ред који је изумео г. Петровић 
сасвим је различит од до данас познатих поступака. Он се састоји у 
формираљу спектра који се додељује функцији коју треба развити у 
ред; оваЈ спектар, својим пругама и линијама, даје, непосредно или из­

весним познатим рачуном, било све коефицијенте развоја истовреме­

но, било онај скуп коефицијената чије се добијање жели, било одвојено 

сваки коефицијент који се тражи, или чак само цифру траженог ранга 

неког коефицијента. Ово смо изложили у трећем делу кљиге. 

На интерес који спектрална метода представља за општу теорију 

функција такође је бачена светлост у трећем делу. 

Сам поступак којим г. Петровић ефективно одређује спектар за 

неки проблем доста је занимљив. Као што је речено, спектар је нуме­

ричка вредност КОЈУ има известан израз, на погодан начин доведен у 

везу са проблемом о коме је реч, за извесну нумеричку вредност про­

менљиве х. У ошштем случају, израз Ф(х) образује се помоћу две 

функције 

f(x) = М0 +М1х+М2х2 + ... , 
~(х)= а0 +а 1х+а2х2 + ... , 

од којих прва има за коефицијенте М целе бројеве (реалне или имаги­
нарне), а коефицијенти друге а су рационални бројеви (са модулима 
једнаким степенима броја 10 са негативним целим експонентима). 
Функција .f (х), главна каракШерисШика спектра, одређује саме цифре 
које фигуришу у нумеричкој вредности спектра. Функција ~(х), квали­
ШаШивна каракШерисШика спектра, уопште не утиче на вредности тих 

цифара, али од ље зависи расйореg ових у спектру, па стога и gисйер­

зија спектра. Ова последља функција остаје исШа за све сйекШре са 

gщТiо.м gисйерзијом. 

Функција ~(х) која одговара стално растућој дисперзији (према 
било ком закону) трансцендентна је, а г. Петровић је доказао да ове 

ШрансценgенШе не заgовољавају нијеgну gиференцијалну јеgначину ко­

начног pega и алzебарску йо х, у и извоgи.ма функције у. Оне су, уоста-
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лом, у тесној вези са тета-функцијама из теорије елиптичких функција, 

као и са тета-функцијама виших степена, које су биле предмет зна­

чајних истраживања г. Апела 1 
Г. Петровиh ближе испитује спектар, образован помоhу ове две 

карактеристике, уколико је схваhен као децималан број. Он не може 

бити цео број (реалан или имагинаран) ако се његова главна спектра­

лна карактеристика .f (х) не сведе на константу, а не може имати огра­
ничен број децимала уколико се .f (х) не сведе на полином по х. Када је 
спектрална дисперзија униформна, за сваку главну карактеристику 

.f (х) одговарајуhи спектар је ал2ебарски број. Али то није случај код 
дисперзија раста довољно брзог са рангом спектралних пруга обавезно 

је Лиувилов ШрансценgенШан број, било каква да је главна спектрална 

карактеристика .f (х). Трансцендентност спектра може, уосталом, по­
тицати: 1. само од дисперзије; 2. од састава спектралних пруга; 3. исто­
времено од дисперзије и од састава спектралних пруга2. 

1 Р. Appell, Sиг les .fimctions G de de,~1·es supeгieuгs, Coшptes reпdus de 1 'Асйdешiе dcs 
Sciences, t. 153, 1911. рр. 584-589 et 617-618. 

2 Анализе спектралне методе r. Петровића изашле су у: 
1. Re,•ue .~е пет/е des sciences puгcs et appliquees, 15. поv. 1919. (Maurice d'Ocagпe): 

2. Ensei,~nement matblmatique, 1920,11° 1 (М. А. Buh1): 

З. Bullctin o.f't!Jc Amcгic. mat/1. Soc., 2е scrie, vol. XXYII, 1920, рр. 28-29: 

4. \!v'iskundi,r; tijdsc!JГiji, t. XYI, р. 254: 

5. Препговор г. Борела за Spectгes numeгi[Jlii'S r. Петровиhа. 
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О,qјек о peayлtTiaйlшta l<oje су go11eлu ПеiПрови!Јеви Ашйiе.майluч!ш cйeюlipu mtje био 

аавиgаи, скоро lllll<aкaв. Иако су све расйраве и АШ!ю2рафије о cйeюlipliAta објављеие 

1111 ciiipmюAt језtи<у, ;зашпТiересовшюсlТi све1Тiа науке llllje йoctliojaлa. Јеgшю су йојеgшш 

AШllieAtaйiuчapu йисали Гiриказе у peфepmТillвllLIAt часойuсиАm. Тшшв је случај био са 

cлegeliшt АtайlоииТiuчаршш: Окањ, Борел, Полја, Бул, Фер, Фpojgemliaл, ... Прикааu 

су билu 1шреюТi11l1, amТittAt уаgржтш, а jegau lleйoaшТiuвau og йрофесора Полје. 

У goAtelly uauшx AtmТieAtmТiuчapa йраu се .за ПеtТiрови!Јеее сГiеюТiре аашuТiерссовао Krm­

ctТiamТitm Орлrю. Бuло Aty је 27 2ogшm ка,qа је l/3 обласtТiu сйсюТiара goюliopttfHIO. Све 

go краја paguoz r1c1<a овај се AtlllТiCAtmТiuчap бтто cйeюliptum aumТiuo их ycrmptutю у 

ГipиA!CimAm. Рааrюј IIYAiCfJl/'IKe mmлuae u pa•t)'llapctТiвa усйоравао је аюТiуетюс1Тi ci/el{­

lТiapa, l<m<o би 1111 ''рају йmТiiiyuo 11счеа11ули ua goA/elm lia\'I<C. НажалосtТi, ос1Тiал11 су 

са.мо у I}OAiCII)' uciliop11jc иауке 1{(10 Пellipoвu!Jeв ор112штла11 iirжyшaj у auaлua11 без 

йрш1е11а u gаље2 раавоја. 

Поре!] Професора К. Орлоrю сйеюТiршш се у 1/Овuје вре.мс бшто u Боривоје Muxaj­

лoeu!;, кпо 11 jegau clТifJI/1111 clТiuйeиgllcПiп Yllllбepaulllellia у Бео2раgу ФpamТillllll'l{ 

Псц~<а. 



Међу бројним и веома разноврсним математичким (теоријским и приме­

љеним), па и различитим другим значајним активностима и достигнуhима Ми­

хаила Петровиhа, два подручја- љегова /vtaШeAtaUiuчкa фено.меноло2ија и ље­

гови .мшuе.маiТtuчки сйекШри (друкчије речено, љегова LТteopuja сйекГйара) 

имала су специфично место и статус, може се реhи и посебну судбину. Та "суд­

бина" им је у многоме била заједничка, уз извесне разлике, наравно. Оно што 

обе ове области одликује није само намера да се иницирају и утемеље нове дис­

циплине, јер је и Петровиhева инШервална .маШе.маШика, како нам се чини, 

била тако замишљена, -него је то амбиција, у оба случаја, да се креирају дис­

циплине и методе које би значиле суштинске иновације и свету математике и 

љених примена, најшире схваhеном, донеле драгоцени импулс. Ту љихову 

заједничку одлику и судбину чини такође, и пре свега, то што оне обе - иако 

су љихове основне идеје и мисаоне визије, као и сликовита речитост којом их 

је Петровиh излагао и развијао, деловале заиста импресивна,- нису добиле, ни 

у радовима самог Петровиhа ни у списима малог броја љегових настављача, 

ону разраду и конкретизацију и нису донеле оне суштинске и, да тако кажемо, 

универзалне резултате које је Петровиh очекивао и најављивао. 

Разлика између судбина феноменологије и спектара састоји се у томе 

што је феноменологија, од самог почетка, од првог текста (објављеног 1896. 
године) који се на љу односио па скоро све до данашљег времена, привлачила 

извесну пажњу научне и филозофске јавности у свету и добијала доста 

озбиљне приказе и оцене, од којих су неке биле и прилично похвалне, док се 

за спектре то баш не може реhи. Не би било без сваког интереса налажење 

правог објашњења ове разлике. 

Опште је познато и много пута било је речено да природни бројеви (од­
носно њихов систем) представљају основна, првобитна математичка биhа, од 

којих, на један или други начин, сва остала потичу, или после којих долазе 

(Кронекер: "Природне бројеве створио је Бог, а све остало створили су људи".) 
И заиста, природни бројеви (и систем, целина коју они чине) на неки начин су 
нам првобитно дати, од Бога, или од Природе, а ако се ипак схвате као људе-
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ка креација, представљају ону основну, почетну, свакако колективну и анони­

мну креацију. Природни бројеви и све што они садрже нису, међутим, једнос­
тавни ентитети. Није реч само о могуhностима конструисаља осталих бројева 

и бројних система помоhу природних бројева, са чиме се може иhи у недоглед, 

ни о само ј бесконачности скупа свих природних бројева, него и о неизмерном 

богатству унутрашљег света овог скупа, љегових релација, операција, теоре­

ма, хипотеза, проблема с љим у вези, свега онога што чини садржај теорије 

бројева, те прастаре математичке дисциплине, која је можда тек у наше време 

достигла своју пуну виталност. Није, међутим, од "проналаска" самих природ­

них бројева много маље постигнуhе проналазак љиховог означаваља (заправо 

и одређиваља) помоhу коначног, и то малобројног, скупа симбола - пози­
ционом методом, на пример у данас опште прихваhеном арапском систему 

писаља бројева. И римски систем је, заправо, унеколико позициони (није, на 

пример, IX исто што и XI), али маље једноставан и много маље савршен од арап­
ског децималног, који заиста на савршено једноставан и једнообразан начин 

омогуhује не само писаље сваког жељеног природног броја, него и ефективно 

извођеље разних операција овим бројевима. Шта више, исти арапски, деци­

мални систем такореhи непосредно доводи до свог проширеља такозваним 

децималним разломцима, односно gецималним бројевима, којима се, такође 
једнообразна, и бар наизглед на сасвим сличан начин, одређују сви остали по­

зитивни бројеви, разломљени и ирационални. Ту се, међутим, веh код неких 

рационалних, наравно и у случају свих ирационалних бројева, појављује бес­

коначност, наиме, бесконачни децимални разломци. Ти бесконачни децимални 

разломци, иако бесконачни, изгледају нам ипак још најсхватљивија и "најпит­

омија" врста бесконачности, нешто на шта смо навикли и са чиме сразмерно 

лако можемо да радимо. Од овог утиска, међутим, суштински одудара чиље­

ница да такви децимални бројеви, нарочито они непериодични, ирационални, 

у ствари нису ни једноставни ни непроблематични математички објекти, јер 

крију у себи неисцрпну сложеност и недогледну обухватност, могуhност да 

појединачан такав децимални разломак обухвати не само сву дубину и ком­

плексност неког трансцедентног броја, него и још далеко екстензивиније 

аритметичке и аналитичке математичке ентитете, а о свету свих оваквих 

"разломака" као целини да се и не говори. У овом смислу, истакнути францус­

ки математичар Емил Борел (Emile Borel) у предговору Петровиhевој кљизи 
Бројни cйeкiiipu (Les spectгes numeгicJиes) каже: ,,Децимални бројеви су, после 
целих бројева, аритметичка биhа која најбоље познајемо ... За практичара, сви 
бројеви су децимални бројеви. Овај појам децималног броја постао нам је 

толико близак и чини нам се толико једноставним да имамо природну скло­

ност да исто тако сматрамо бесконачан децимални разломак најједноставни­

јим од оних математичких биhа у чију дефиницију улази појам бесконачности, 

или, прецизиније, пребројиве бесконачности. У тој склоности има удела извес­

на илузија ... " 

Управо из ових могуhности - и моhи, да тако кажемо - децималних раз­

ломака изведена је основна и почетна Петровиhева идеја спектара и спек­

тралне методе. У више прилика, сам Петровиh (а и неки његови приказивачи 
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и коментатори) се на самом почетку својих излагаља позива на неку врсту 

друштвене игре која се састоји у томе што се оноt-.1е ко поставља и уједно 

решава проблем од стране оних који су претходно замислили неколико броје­

ва, па потом, без присуства поменуте особе, извршили одређени рачун, саоп­

штава крајљи нумеричкн резултат тог рачуна, после чега он одмах погађа све 

вредности тих замишљених и љему до тада непознатих бројева. Као екстремно 

једноставан пример овакве забаве одгонетаља, наведимо постављаље следећег 

задатка (пример није Петровићев него наш): треба замислити три једноциф­

рена броја, па онда првом од љих додати удесетостручену вредност другог и 

устостручену вредност трећег. У овом садржани поступак Петровић је, запра­

во, генерализовао поступком одређиваља коначног или бесконачног низа 

непознатих величина погодном поделом на узастопне одсечке само једног 

броја S повезаног са проблемом и написаног у облику децималног разломка, 
при чему је поменута подела на одсечке - групе узастопних цифара такође 

прилагођена проблему. У овоме је веома важан моменат то што се тај број S, 
коме се даје назив сйекГйар, обично добија као нумеричка вредност извесног 

израза (функције) за погодно изабрану вредност независно променљиве. Нај­

једноставнији случај, на који се у извесном смислу своде сви остали, наступа кад 

су сви чланови низа непознатих бројева Nk ненегативни цели бројеви. Одго­
варајући спектар тада се формира уз помоћ једног низа hk природних бројева 
таквог да је, за свако k, број цифара броја Nk највише једнак броју l1k. Низ l1k 

назива се риГй.мо.м сйекСйра, а узастопни одсечци који треба да чине део спек­

тра иза децималне запете образују се од децималних записа редом бројева N 1, 

N2, ... испред сваког од којих је стављено толико нула да број цифара у к-том 

одсечку буде l1k; притом је још испред запете написан број N0 . Овакво "форми­

раље" спектра, у овом моменту, заправо је само замишљено образоваље тог 

броја, јер су бројеви Nk, по претпоставци, непознати. Наравно, неопходно је, да 
би се имао одговарајући ритам, знати бар један низ горњих граница бројева 

цифара бројева Nk. Најпростији у овом погледу је случај кад је ритам hk = h 
(k Е N) константан, односно унифор.ман, према Петровићевом термину. У овом 

т 

случају, уколико је Ф(х) = I.,Nkxk. (или Ф(х) = I.,Nkxk у коначном случа-
k=О k=O 

ју)ред са позитивним радијусом конвергенције, тада је S = Ф(lO-h) (са довољно 
великим h). И у многим случајевима неуниформног ритма поступак је аналоган, 
на одговарајући начин прилагођен. Функција Ф названа је сйекГйрална 2енера­

Шриса. Сам термин сйекШар у овом смислу нема никакве везе са значењем 

истог термина који се користи у математичкој теорији линеарних оператора. 

Избор овог термина заправо је условљен од Петровића уоченом аналогијом 

између спектра светлости ( емисионог и апсорпционог) неког елемента или 
мешавине елемената у хемијској спектралној анализи, и претходно описаних 

ситуација. Због те аналогије Петровић у своја разматраља уводи још неке тер­

мине из спектране анализе, као што су сйекШрална йру2а, сйекШрална линија, 

gисйерзија итд. Ова аналогија, на којој Петровић доста инсистира, ипак има 
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само илустративну, а донекле и инспиративну вредност, и не може бити прави 

ослонац и аргумент у расуђиваљима. 

На напред скицирана полазна расуђиваља Петровић је, нарочито у две 

кљиге посвећена спектрима, надовезао даља разматраља и разраде самог спек­
тралног поступка, као и већи број илустративних примера и разноврсних приме­

на. Један од једноставних примера, који се на самом почетку излагаља наводи, 

је спектрални поступак израчунаваља (коначног) низа биномних коефиције-

ната (~) (k =О, 1, ... ,6) применом управо горе описаног поступка коришћеља 
спектралне генератрисе, која је у овом случају, очигледно, Ф(х) = (1 + х)6, по­
што се претходно установи да се у истом случају за ритам може узети hk = 2 
(k = О, ... , 6). Одговарајући спектар је, дакле 

S = Ф(IО-2 ) = (1 + -1-)
6 

= (1,01)6 = 1,061520150601, 100 

тако да је (~)=1, (~)=6, (~)=15, (~)=20, (~)=15, (~)=6, (~)=1 .. Овде 
би се могло приметити да нема потребе за оваквим, обилазним и индиректним, 

израчунаваљем биномних коефицијената када се то може учинити за сваки од 

љих непосредно, помоћу познате формуле којом је тај коефицијент дат. На ту 

примедбу одговор би гласио: горљим спектралним поступком добијају се сви 

коефицијенти истовремено и то једнообразном и у суштини једноставном опе­

рацијом степеноваља, односно поновљеног множеља, који је лако аутомати­

зовати, нарочито кад се користе рачунари, док је директно израчунаваље 

биномних коефицијената помоћу дефиниционих формула у ствари комплико­

ваније и маље погодно за аутоматизацију, због вишестурког множеља и деље­

ља које те формуле садрже. Све ово важи у још већој мери за од б веће при­

родне бројеве на месту тог броја, и утолико више уколико су ти бројеви већи. 

Не упуштајући се у даље појединости, констатоваћемо овде да се главни 

моменти Петровићеве спектралне методе и љегових спектралних расуђиваља, 

они чија елаборација чини највећи део садржаја како поменуте две Петровиhе­

ве кљиге, тако и осталих љегових радова посвеhених спектрима, поред веh 

описаног представљају: йоаuуйак йpezuxogнe йрuйреме, og:Zoвapajyhuм zuранс­

формацијама, елеменаzuа gazuo:Z йроблема за йрuмену сйекzuралне мezuoge, оg­
носно за формирање og:Zoвapajyhe сйекzuралне 2енераШрuсе, као и неких gpy­
:Zux йомоfших функција; заШим, саме ойерације образовања zuux функција и 
иарачунавања сйекzuра - у бесконачном случају само gелимично2, у мери 

йоzuребној .за ону йoiiiйyнoczu решења која се има у виgу; мo:Zyhнoczu замене 

сйекГйралне 2енераi"йрисе и oczТiaлux функција оним њuховим айроксимацијама 

које су јеgносlТiавтшје og zТiux функција а јеgнако gобро као оне служе gобијању 
zТiражених решења; ра.зне ойерације и zuрансформације које се йримењују на 

йоменуzТiе функције, као и њuхова различщТiа исйmТiивања, уз кориzиhење az/a­
pmТia 11 йoczТiojeftux ре.зулzТiай/а май/емаzТiu'tке реалне 11 комйлексне анали.зе- у 

циљу zТiу.мачења с.~>шсла gобијених сйекzТiралних решења 11, еветuуално, 11еких 
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gaљux закључка; тюјзаg, укааивања тш сву ексшетtзивносш и ко.мйлексносш 

објекшuа и йробле.~vщ мшueлtaШU'tiOIX, физичких и опuалих, 'lU}e се йроучава­
ње, у йринu,ийу, ,нm1се свепuи на йроучавање реалних бројева илu њихових ску­

йова, йа се cruoza мо.же бщuно goвogшuu у везу са сйекruрима. 

Ово последље разматраље излагано је на одговарајућим местима у обе 

кљиге о спектрима, Бројт1 cйeкrupu (1919) и Преgавања о ма!Uемшuичким 
сйекiТtрима (1928), али најопширније и са наро'rитом изражајношћу у чланку 
Бpojmt сйеюuри йојава, објављеном у Академијином "Гласу" 1927. године. У 
љему је, сумарно говорећи, реч о чиљеници да су математички објекти и сис­

теми привидно далеко већег екстензитета и унутрашље разноврстности, кад се 

схвате као скупови, у погледу кардиналности једнаки, па тиме у извесном смис­

лу еквивалентни, извесним, поново бар привидно, једноставнијим, прегледни­

јим, обичнијим објектима и системима, као што су коначни или бесконачни ску­

пови целих бројева, појединачни реални бројеви (у децималној репрезентаци­

ји), или пребројиви скупови и скупови моћи континуума реалних бројева, до 
интервала (0, 1) као најопсежнијег од тих ентитета. У чланку се, наиме излажу 
све етапе редукције, у том смислу, скупа свих реалних или комплексних низа­

ва, са било којим коначним бројем индекса, или једног дела тог скупа, на 

интервал (0, 1), или на један љегов део. Ту су по среди добро познати резултати 
теорије кардиналних бројева. Из овога и из констатације да су, на основу 

Берових (Rene Baire) и неких других резултата, за математичку анализу у 
правом смислу речи и за неке примене од интереса само такозване Берове 

реалне и комплексне функције и да се свака од љих једнозначно одређује ви­

шеструким низом реалних бројева, -изводи се закључак о постојаљу биуни­

воке кореспондеције између скупа свих таквих функција и дела интервала (0, 1). 
Затим се, указиваљем на чиљеницу да се било који одређени природни процес 

или комплекс процеса може приказати - у битном - једном функцијом по­

менуте врсте или највише пребројивим скупом таквих функција (овде интер­

венише и Петровићева феноменолошка идеја аналтикоz језzра) долази до већ 

поменутих крајњих консеквенци. Свему овоме даје се и филозофско-историјс­

ки коментар, доводећи у везу и уједно суочавајући претходне закључке са 

давним идејама античких мислилаца, на првом месту питагорејаца, о "броју 

као суштини ствари": "За Питагорино се име нарочито везује тежља за из­

ражаваљем ствари и факата бројевима и једна љегова фамозна формула гласи 

ствари (бића) су бројеви. Узајамност између факата и бројних спектара даје 

прави и тачан смисао таквим неодређеним, мистичким рефлексијама. Нити 

ствари морају бити бројеви, нити бројеви бити атрибути ствари, па да ипак 

важи тврђеље да између факата и бројева постоји узајамност такве врсте да се 

свет факата може на један потпуно утврђени начин илустровати светом броје­

ва ... Све је то, међутим, било потпуно скривено тамом у време грчких филосо­
фа. Њихове рефлексије о узајамности између факата и бројева, изражене у 

ставовима толико пута понављаним у току векова, могле су се само сводити на 

философске визије и генералности ... У то време било би несхватљиво тврђеље 
да свакој од појава што припадају једној класи одговара један тачно одређен де­

цимални број што се налази између О и 1, или, ако се хоће, једна тачно одређена 
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непокретна тачка у квадрату сtије су стране једнаке јединици, и то тако да се 

посматраљем тог броја, или те непокретне тачке, могу сазнати све поједино­

сти појаве. За такву једну тачку везане су, на пример, све појединости кретаља 
једног материјалног система, на пример кретаља n небеских тела која се међу 
собом привлаче по Њутновом закону. Мељаљем констаната проблема (масе, 
почетних положаја и других) помера се у квадрату и та тачка, или се меља 
одговарајуhи децимални број, али кад су те константе утврђене, тј. кад се пос­

матра један одређен конкретан случај, тачка остаје непомична и децимални 
број непроменљив, па ипак они у себи садрже све што треба за вечито пред­
виђаље промена у којима се појава састоји." 

Математичким спектрима, поред поменуте две кљиге и поменутог члан­

ка, Михаило Петровиh је посветио неколико саопштеља и краhих чланака, у 

којима је углавном најављен и делимично скициран садржај изложен у кљига­

ма, као и један рад у којим се спектри примељују на теорију вероватноhе и 

један у коме се они користе у астрономији. Овим подручјем касније, и у дужем 

периоду, бавио се Константин Орлов, и заједно са љим у послератном перио­

ду Боривоје Михаиловиh, Франтишек Пецка (из Чехословачке) и Макс Арије 

Вотуло (из Индонезије). 

Изгледа заиста "заводљиво" идеја да се неки проблем, који је на неки на­

чин, више или маље директно, у вези са низом бројева које треба одредити, 

сведе на одређиваље само једног броја, у облику коначног или бесконачног 

децималног разломка, у који су, да тако кажемо, "упаковани" сви ти непознати 

бројеви, па да се затим тај број као јединствени објект на различите начине 

третира, а заједно са љиме и одговарајуhе помоhне функције и низови, да би се 

тиме најзад тај број звани спектар у целини одредио и љеговим одговарајуhим 

"распакиваљем" добиле тражене непознате, све или љихов тражени део. Ме­

ђутим, после експозиције те основне идеје и разних више маље партикуларних 

примера и илустрација, оправдано је поставити питаље праве систематизације 

ове методе и њене ефикасности у довољно широкој класи случајева. У веh 

поменутом предговору Петровиhевој књизи Бројни cйeкiUp~t, Емил Борел, 

унеколико с овим питањем у вези, примеhује следеhе: "Чим зажелимо да ду­

бље проучимо било коју дефиницију у којој се појављује бесконачност, сусре­

hемо се са крајње великим тешкоhама, од којих he веhина, као изгледа, остати 
задуго, ако не и заувек, непремостива, јер оне потичу од саме суштине нашег 

духа, од његове неспособности да јасно схвати трансфинитно ... Сви проблеми 
који се могу поставити у испитивању функција дефинисаних помоhу пребро­

јивих услова (на пример, непрекидних фунција више променљивих) могу се, у 

принципу, пренети на проблеме који се односе на дефинисање само једног де­

цималног разломка; али овај теоријски увид није од велике помоhи уколико се 

на конкретан начин не дефинише коресподенција која се може успоставити 

између функције и децималног разломка; била би то, најчешhе, некорисна 

компликација ( uпс complicatioп iпutilc) која би се добила уместо траженог поје­
дностављења." 

У наставку овог текста, Борел донекле ублажава своје претходно изре­

чене резерве н сумње: "Али, уз ове резерве, не може се сумњати да су наше на­

вике бесконачан децимални разломак учиниле обликом бесконачности који је 
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најмаље тешко схватљив и којим се пајлакше може руковати; ако, дакле, буде 
могуhе свести проучаваље неких питаља математичке анализе на прецизно 
испитиваље извесних децималних разломака, тиме he се добити, у најмаљу 
руку, форма излагаља или рачунски поступак који би могли бити драгоцени; 
понекад he, чак, извесне аналогије које he ово учинити очигледним моhи да су­
геришу нове идеје и изведу на путеве откриhа. Постоји овде једно неграничено 

поље истраживаља, у којима се главна потешкоhа, као и у многим другим 

математичким питаљима, састоји у избору интересантних и плодних логичких 

форми међу бесконачна много љих које нам се нуде." 

У једном чланку из 1968. године посвеhеном неким аспектима математи­
чког стваралаштва Михаила Петровиhа 1, бавеhи се овим питаљем, написали 

смо својевремено следсhе: "Мора се, међутим, констатовати да даљи развој 

ове теорије до данас није имао онај замах нити је донео оне резултате које је 
Петровиh, бар у почетку, по свој прилици очекивао. Ово се може објашљавати 

различитим, па и спољашљим и случајним околностима. Биhе ипак да је један 

од главних разлога оно што је Борел, у предговору првој Петровиhевој кљизи 

о спектрима, 1919. године приметио. Реч је, наиме, о великим тешкоhама са 
којима се мора сукобити настојаље да се- после почетног, теоријски исправ­

ног, увиђаља принцијпијелне могуhности свођеља, на основу поменутих екви­

валенција у погледу кардиналности, рачуна и алгоритама са разним, такореhи 

и најкомплекснијим математичким објектима, на рачуне и алгоритме са реал­

ним бројевима и ефективно изграде такви поступци ове редукције који би има­

ли значајнији степен општости и којима би се, у довољно пространој класи слу­

чајева, постизала веhа ефикасност него другим методама, који, према Борело­

вим речима из поменутог предговора, не би били "!е plus soL1vent, une complica­
tion inutile". Борел, с друге стране, наглашава да би стварни успех овакве реду­
кције био драгоцен. По нашем мишљељу, има основе за постављаље питаља да 

ли је он у веhој мери уопште могуh. Тешкоhе су, према Борелу, у вези са 

"самом суштином нашег духа, са љеговом неспособношhу да јасно схвати 

бесконачност". Сем тога, може се изнети једна општа примедба, не толико 

самој Петровиhевој идеји о спектрима, колико љеговој нади да he се, скоро 
искључиво на бази те љегове идеје, изградити ефикасна и такореhи универ­

зална метода решаваља аналитчких проблема. Она би се састојала у овоме: 

принципијелна основа идеје о спектрима и спектралној методи, тачније о љи­

ховом универзалном захвату, представља само један фрагмент, додуше знача­

јан, теорије кардиналних бројева. Ту су, дакле, веh у полазној идеји и методо­

лошкој оријентацији испуштене, односно битно занемарене друге важне и 

фундаменталне компоненте математичких структура (алгебарске и топо­
лошке структуре, љихове комбинације и слично), чиме је, можда, испуштена 
права могуhност не само реализације напред поменуте амбиције, него и пос­

тизаља скромнијег циља изградље једне математичке теорије, дисциплине у 

правом смислу речи. Познато је да математичке структуре, еквивалентне, тј. 

1 Душан Адамовиh, Моgерне маШемаШичке gисцийлине, йосебно Шеорија скуйо­
ва, у раgовима Михаила ПеШровиhа, Дијалектика бр. 2, Београд 1968, стр. 95-103. 
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идентичне у погледу кардиналности, могу у другом погледу бити дубоко, 

непремостива различите. Јасно је да је редукција једне структуре на другу, као 

и поступака са једном на поступке са другом - у таквом случају без ширег 

ослонца у структуралном паралелизму и везана само за танку, често илузорну 

нит кореспонденције један-један између елемената - мада теоријски у извес­

ном смислу могуhа, по правилу или практично неостварљив а, или веома неаде­

кватна и нецелисходна, "une complication inutile". Ово је уједно и општа примед­
ба која би се, уз признаваље уложеног труда и показане ингениозности, као и 

извесних досадашљих резултата, могла упутити настављачима рада Михаила 

Петровиhа на теорији спектара. Њу заправо треба схватити као конструктиву 

сугестију да се, у даљој изградљи, ова дисциплина суочава и доводи у везу са 

веh увелико сазрелим и искристалисаним, проверена ефикасним токовима 

сличних настојаља у савременој математици и да јој се, пре свега, да битно 

шира, комплетнија и експлицитнија структурално-теоријска основа. Овај 

посао неhе бити лак, али у сваком случају маља је опасност да, услед проши­

реља новим елементима и аспектима, математички спектри изгубе своју инди­

видуалност, него опасност да се они, изоловани од свих тих широких и плодних 

токова, дефинитивно сведу на уску математичку вештину, на не нарочито 

богату збирку појединачних резултата и куриозитета ... Но без обзира на доса­
дашљу и будуhу фактичку судбину дисциплине засноване на овој замисли 

Михаила Петровиhа, треба истаhи да та замисао у сваком случају задржава, у 

основи, вредност антиципације два значајна методолошка принципа широко и 

пресудно примељивана у математици периода који приближно почиље у 

последљој деценији Петровиhевог живота. Први од љих је линеаризација по­

датака (елемената) једног проблема приликом љегове обраде од стране 

рачунских машина, а други такозвани поступак "геделизације", којим се сви 

симболи, формуле, теореме и докази једне формализоване математичке 

теорије изражавају помоhу погодно изабраних природних бројева. Овај други 

поступак примељен је у доказу Геgелових (GOdel) и других теорема од есенци­
јалне важности за савремене погледе на засниваље и суштину математике." 

Ово своје мишљеље, у основи, задржали смо до данас. У међувремену 

није, заиста, дошло до предлагане (додуше, без велике наде у успех)синтезе 

спектралне теорије и методе са одговарајуhим токовима и резултатима савре­

мене математике и до ширег и адекватнијег теоријског утемељеља и система­

тизације ове области на тој основи. Овај подухват можда (као што смо у прет­

ходном излагаљу наговестили) није, из суштинских разлога, ни било могуhе 

остварити, а ако је и било могуhе , по свој прилици било је потребно укључити 
у игру извесне дубље и новије погледе и резултате модерне математичке ана­

лизе, а такође, вероватно, и неких нових математичких дисциплина, које су се 

у време пуне Петровиhеве научне активности тек рађале или је био у току љи­

хов почетни развој. Треба имати у виду да главно, ако ие и укупно, матема­

тичко образоваље и формираље Михаила Петровиhа пада у последље две 

деценије деветнаестог века (докторат је одбранио 1894. године) и да стога 
ипак, и поред све његове широке научне ерудиције и принципијелне отво­

рености за модерну математику (љеговог доба) нарочито за теорију скупова и 
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теорију релативности (о томе смо опширније писали у поменутом чланску из 
1968. године), - није био у могућности да стално, у стопу прати све те реле­

вантне саремене развоје, поготову на нивоу љиховог активног усвајаља и адек­

ватног коришћеља у сопственој научној делатности. Али, и независно од тога, 

биће да Петровић, после објављиваља својих главних радова посвећених спек­
трима, сам више није био вољан ни расположен за тежак подухват битно 

дубљег утемељеља и осмишљаваља овог подручја, како због већ зрелих годи­

на у које је био ушао, тако и због бројних преосталих послова на другим пољи­

ма математичких, научних и педагошких, па и осталих активности којима је у 

то време био окупиран. Сем тога, најзанимљивија и најперспективнија, по свој 

прилици, била би комбинација спектралне методе са рачунарима, са компју­

терском техником, али оном данашљом, дигиталном и још савршенијом и раз­

гранатијом, а не оном Петровићевог времена, углавном аналогном. Петровић 

је, наиме, и сам својевремено радио на конструисаљу рачунских и других мате­

матичких машина, углавном аналогних (љегов "хемијски интегратор", и др.), а 

прави развитак тог савременог рачунарства (заснованог добрим делом на 

резултатима математичке логике, теорије алгоритама , конструктивне мате­
матике итд.) почео је тек после Петровићеве смрти. Што се тиче љегових 

ученика и настављача, и у љиховим радовима проевлађују третираље ужих и 

партикуларних проблема и техничке преокупације, најчешће уз коришћеље 

само коначних спектара, у чему се понекад иде до минуциозности. У већем 

броју љих главна пажља посвећена је питаљу економичности поступка изра­

чунаваља детерминаната, елемената матрица итд., наиме, питаљу за колико је 

број операција у спектралном поступку маљи од љиховог броја при неком дру­

гом поступку. Ту је добијен већи број занимљивих резултата, али читава ова 

проблематика "економичности" данас је у многоме изгубила значај - због 

огромних, фантастичних могућности савремених рачунара да неизмерно брзо 

изведу велики број операција, а међу љима и оне најсложеније. 1 

Све у свему, може се скоро са сигурношћу рећи да је коначно пропуштена 

могућност да Петровићева теорија и метода спектара добије оно утемељеље и 

продубљеље које би је укључило у реалан развитак савремене математике, 

које би је учинило реалним беочугом у ланцу тог развитка. И тако су "широки 

и плодни" (такође и врло снажни) токови математике нашег века заобишли и 

иза себе оставили математичке спектре Михаила Петровића, пре него што су 

они успели да добију свој прави облик и стекну своју праву делотворност. 

(Сличну судбину доживела је и Петровићева маШ.емаШ.ичка феноменоло2ија). 
Оно што овој Петровићевој замисли и настојаљима, љеговим и љегових след­

беника, ипак даје одређену, не баш малу, вредност - инспиративну, докумен­

тарну и историјску- поред већег броја више или маље успелих и инвентивна 

добијених специјалних и партикуларних резултата, чини то што они садрже 

1 Напомиљемо да се млађи математичари Јован Maguh и Пpegpaz Сiй.анимировиh 
у неким својим радовима баве оваквим применама математичких спектара, коришће­

њем "спектралне методе К. Орлова". Како нисмо могли да се непосредно упознамо са 
изворним и потпуним верзијама тих текстова, о овоме не можемо ништа више рећи. 
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својеврсну (истина, у рудиментарном облику) антиципацију неких важних под­
ручја данашње математичке теорије и њених примена. 

Овај том Сабраних дела Михаила Петровића обухвата практично све 

његове радове посвећене математичким спектрима. То студиозном читаоцу 

пружа могућност да, уз евентуални осврт на понешто из других томова исте 

колекције, формира сопствено мишљење о овом подручју Петровићевих мате­

матичких активности, које ће можда бити у сагласности са претходним нашим 

оценама, а можда ће се од њих и разликовати. 

Дуиtан Адамовиh 
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ставовима математичких спектара. Овде наводимо неколико случајева у који­

ма се нешто шире примељиване одредбе о математичким спектрима. Дакако, 

да је овде на првом месту рад (9) настао 1917. године у ратним временима, у јеку 

* Шира библиографска обрада наведених наслова изложена је у 15. књизи 
Сабраних gела Михаила ПеШровиhа · 

" Овим знаком обележен је наслов рада који је објављен у овој 5. књизи Сабраних 
gела Михаила ПеШровиhа. 
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Извори којима се служио Михаило Петровић у стварању својих математ­

ичких спектара, завређује посебну пажњу. Они су овде изложени у следу 

њиховог појављиваља у овој књизи, те пружају читаоцу скупну и прегледну 

слику о коришћеној литератури. Она сигурно није из спектара, јер су спектри 

оригинално изворно Петровићево дело. То су, махом, научне расправе из ана­

лизе које су Петровићу затребале у исказивању моћи математичких спектара. 

Петровићеви извори су савремени што показује професоров трајан ход у 

науци. То потврђују радови Борела, Лебега, Поља и других. 
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О ОВОМИЗДАЊУ 

п
етровићеви спектри изложени су у овој 5. кљизи Сабраних gела 

l 
~ихаила ПеШровиhа. Кљига је насловљена Майiемайiички ciieк~ 

шри и поред чиљенице да се у кљизи не наилази често на оваЈ 

наслов. Одлучили смо се за поменути наслов, како би дошли до 

природног и неопходног јединства међу објављеним монографијама и распра­

вама. 

МаШемаШички сйекШри у овој прилици подељени су у три целине. У 

првом делу изложена је у целости и преводу Петровићева кљига Les spectres 
numeгiques објављена у Паризу 1919. године. После проналаска спектра у 1917. 
години (9) као функционала који повезује једну реалну функцију/: [а, Ь] -7 (0, 
1) са децималним бројем О <т < 1, Петровић релативно брзо хита да објави 
читаву монографију (2) и тако упозна страну научну јавност са својим "ратним 
проналаском". Математичар великог ауторитета Емил Борел написао је пред­

говор за ову кљигу, а она је била и предметом расправљаља Поље, Окаља, 

Фера и других угледних математичара. 

Други део кљиге садржи Петровићева предаваља из математичких спек­

тара на Сорбони (Париз) у летљем семестру школске 1927/28. године (б). Иако 
ова кљига садржи приличан поновљен материјал из прве монографије из 1919. 
године (2), сматрали смо потребним да кљигу Ler,;ons suг les spectres mathema­
tiques (Paгis 1928) задржимо у целости као споменик националне историје наука 
који потврђује, да су математичари из Београда између два рата били радо 

виђени предавачи на страним универзитетима. 

Трећи део кљиге доноси пет Петровићеве расправе из спектара. У избо­

ру радова жеља је била очигледна, да се изложи примена спектара у анализи 

(1), вероватноћи (3) и астрономији (7). Уједно, објављиваљем Петровићеве 
студије Бројни сйекШри йојава из Гласа Српске краљевске академије (5) при­
сутна је намера да се покажу извесни професорови ставови о савременим 

кретаљима у математичким наукама. 
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У свим деловима ове кљиге изложено је Петровиhево учеље о спектри­
ма у оригиналном и веродостојном преводу који се овде по први пут објављу­

је. Приређивач, уједно и преводилац, строго је поштовао ауторову стилску 
особеност, методичност и саму методологију израза. Било је више могуhности 

да се Петровиhево излагаље измени и прилагоди данашљем уобичајеном 

математичком језику. И у терминологији је све задржано. Није ништа мељано 

иако је за то било више прилика. 

При преводу и редиговаљу текста учиљене су исправке очигледних шта­
мпарских грешака. Отклољена је и више несмотрених Петровиhевих омашки. 

Наглашаваља у тексту задржана су у изворном облику, као и навођеље 

стране литературе у спуштеницама. У неколико случајева учиљено је и наше 

наглашаваље или извлачеље теореме као посебне целине. При свему овом, 

имена страних научника писана су у преведеном облику, при чему је у регистру 

личних имена изнето оригинално име аутора. 

У прилогу ове кљиге Сабраних gела Михаила ПеШровиhа изложено је 

неколико целина које треба да олакшају рад при коришћељу исте. Најпре је 

изложена једна синтеза о спектрима које је лично саставио Михаило Петро­

вић за познату кљигу Notice sш· les travaиx scientij'iqиes de М. Micl7el Petrovitch 
(Paris 1922). Ово је штиво веома битно за оцену Петровићевих настојаља у овој 
области анализе у којој на крају свог постојаља, није постигнута трајна афир­

мативна позитивна оцена науке. Скупна је, затим, изложена литература којом 

се Петровиh служио. Указано је на неколико својстава ове литературе, као 

што је љихова савремености и друго. 

Корисник кљиге има пред собом и тачан обим Петровиhевог рада на спе­

ктрима који је преузет из опште научникове библиографије која је објављена 

у последљој 15. кљизи Сабраних gела Михаила ПеШровиhа. Овде су изложени 
наслови Петровићевих текстова који експлицитно садрже реч сйекШар, као и 

они у којима се посредно расправља о спектрима. 

Уобичајено, кљигу прати регистар личних имена са неопходним подаци-

ма. 

Уређивачки одбор Сабраних gела Михаила Пейlровиhа дугује велику 

захвалност др Душану Адамовићу, професору универзитета на веома успелом 

и стручном преводу са француског језика свих текстова у овој 5. кљизи. Зах­
валност припада и др Драгану Трифуновићу, професору универзитета који је 

учествовао у ствараљу ове кљиге. У опремаљу ове кљиге пуну пажљу заслужу­

је професор Жарко Јовић из Завода за уџбенике и наставна средства, као и 

Александар Савић, асистент Математичког факултета у Београду. 
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