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YOIIIITEBE N3BECHUX
CTUJITIECOBUX ®OPMYIJIA

Y nmamepHu fa usBecHe KoMOuHaumje dpyskuaje I'(z) npencrasu oppe-
benum nHTErpanuma, y Kojuma 61 noguHTerpanHa gyHkumja 6una mpocra
KoMGOuHanuja yobuuajenux ¢yHkumja, Stieltjes! je moxasao cnepeha nsa
OIIITH]ja pe3yITaTa:

1. Axo je dyHruHgja f(z) xonoMopdHa 3a BPEQHOCTH z Ca O3UTHBHUM
pEATTHUM AEJIOM U aKO MHTEerpai

J‘modf% dz
z

y3eT myX nmoyykpyra C omnucaHoT oKo Tauke z = 0 Kao cpefumTa gJecHo o]
oce Oy TexXd HYJIH KaJ NOIynpeyHuk R kpyra C 66CKOHayHO pacTe, OHfa je

(1) j L0 ar = f(z)

¥ TO 32 CBE BPETHOCTH 7 Ca IIO3UTHBHUM PEAHAM [ETIOM.
2. AKko je pyHkumja f(z) xomoMopdHa 3a BpEAHOCTH Z Ca NMO3UTHBHUM
peayHuM JielIoM U TakBa fa HHTerpai

Jmodez,
z

y3eT My moyykpyra C, TeXXKd HYJIH Kaf IONYIIPeYHMK R OECKOHA4HO pacTe,
oHpa je

@) j EO¥EE

* Hacnos opurunana Généralisation de certains formules de Stieltjes, Rendiconti del
Circolo Matematico di Palermo, Palermo, 1903, t. XVII, p.p. 327-334.

L Sur le développement de log T'(a) (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1889,
pp- 425-444).
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3a MCTe BPETHOCTH IPOMEHIBUBE Z.

OueBuaHe cy ycuyre Koje MOI'Y YAHHTH OBH pe3yJITaTH IPH pauyyHamy
onpebenux uHTErpaia U fOKasuBawmy pa3HUX Teopema. OHU Cy, Ha IpUMeED,
mosenu Stieltjes-a2 m Hermite-a o BaxkHux o6pasana 3a pynkumjy I'(z)3.

Yxa3zahy oBfie Ha HEKe TeopeMe Koje yonTasajy Stieltjes-oBe u Bofe,
OHE caMe, ApYI'UM 3aHUMIbUBUM pE3yITaTHMAa.

&
1. Hexa cy f(t) m @(z,t) nBe XomomMoppHe hyHKIH]E 32 BPELHOCTH 2
W ¢ Ca pealTHuM [eJIOBEMa BehnM off faTe BpEOHOCTH A M TaKBe [1a IPOU3BON
f@O)P(z,1)

TEXKU HYJH KaJ Cy PeaHH NeJIOBH IPOMEHILHBUX Z H ¢ HIPOU3BOJBHE BPENHO-
ctd Behe o A ¥ mpoMeHbIBa ¢ GECKOHAYHO pacTe.
Taga je

_ 1 [ ®(zA+ti) fFO+1)
®) f@)= 21:_{ 0z Atd—z"

30 C6aKY 8pegHOCIT IpOMEHbUBE Z CA PEANHUM genom 8ehum og A.
ITa 6ucMO OBO [OKA3aJIH, TIOCMAaTPajMO HHTETPA

(@) - 1 jcp(zt)f(’)dt -

y3€T Ay KOHType C, cacTaBlbeHe Off Oficeuka AB npase L fecuHuCaHe Jefi-
HAYAHOM X = A M IIOJIYKpYra OIucaHor Haj AB necHo off npase L.

AKO je IIONynpeyHuK R MONYKpyra fOBOJLHO BEJIMKM fa OM ce Tayuka z
HAIIINa yHyTap KOHTYpE U aKO j& HHTerpai y3eT Y RUPEKTHOM CMepY, OHAa je

I=f(z)D(z,2).

Hurerpan I ce MoXe pacTaBUTH Ha {Ba MHTETpaa

[ = Il + 12
OJl KOjHX je IIPBH, I, y3€T Ay NOJIYKPYTa, a IPYTH, I,, IyX ofcedka AB.
3a I je
2 Joc. cit.

3 Sur une extension de la formule de Stirling (Mathematische Annalen, Bd. XLI, 1895, pp.
581-590).
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t=A+Re¥,

T oA .
rie © pacre of — 5 i (o) o Taxo fJa je

2 .
— 1 0/ 0i 91
= 2— _[[d)(z A+ Re )f(?L+Re )}L—RTde
2
U OTyHa
1 3
mod/; <> - J;PQ de
2
rae je
P =mod ® (z,A + Re®)f(A + Re®)
Reei
=mod ———.
d A+ Re¥ +z
3a I, je
t=A+yi,
rhe y omajga of +R [0 —R, Tako fa je
I, jcb( A+ 1) f(“”)dz
+ti—z

AKO cajja IIONYIIPEYHHK R HEOrpaHUUeHO pacTe, OHjla je

limP =0
IimQ =1;
1 oTyna
I, =0,
- L= Jcb(zmt)f(“”)dz
+i—-z

ITO oKasyje obpasar (3).
2. Heka cy f(t) m ®(z,¢) gBe xomoMophHe hyHKIH]e 32 BPEJHOCTH

NPOMEHJBMBUX z ¥ ! Ca PEalIHUM [ieIOBMMA MarbUM Off IaTe BPEMHOCTH AH
TaKBe Jja IPOU3BOJ

F@®D(z,1)
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TEXH HYJH Kaf{ Cy peallHyl IelOBY NPOMEH/BUBYX z U ¢ IPOU3BOJBHE BPe]-
HOCTH Marbe OfI A M IPOMEHIbHBA ¢ GECKOHAYHO pacTe.
Taga je

1 (D) f(x+n)
5 - =
®) f@ -[ ®O(z,2) 7\,+tl—Z

34 C6aKYy 6DeGHOCUL UPOMEH/LUBE Z CA PEANHUM JENOM MAHLUM OF .
Teopema he ce nokasaTu 3aMeHOM NPETXOIHE KOHTYpe MHTETpaNHje
KOHTypoM (', CaCTaBJLEHOM Off Oficedka AB 1mpaBe x = A U MOIyKpyra Onu-
CaHOT Haj AB eBO Of TE IpaBe.
3. IIpernocraBumo aa cy f(t) u ®(z,t) xonomophue GyHKIHje 32
BPENHOCTH IIPOMEHbUBHX [ ¥ z Ca MMardHHApHUM JenoBuMa Behium op gare
BPENHOCTH |1 ¥ ia TPOU3BON S

fFOD(z,1)

TEXW HYNU KaJi Cy MMarMHapHH [eJIOBH IPOMEH/BUBUX Z H ! HPOU3BOJbHE
BpegHoCcTH Behe of p 1 mpoMeHsbuBa t 6ECKOHAYHO pacTe.
Taga je

_ 1 (DGt flE+p)
(©6) &= g

3a C8aKY 8pegHOCIH UPOMEHDUBE Z CA UMAZUHAPHUM Jeaom eehuMm Og 1.
Teopema he ce gokazaTu 3aMeHOM KOHTYpe C, KoHTypoM C; cacra-
BJbEHOM Off Oficeuka AB npase y = |l U IONyKpyra ONMCaHOr HaJ AB u3Hap
Te IIpaBe. |
4. IlpernocraBuMo pa cy f(1) u ®(z,t) xonomopdue pyHKuHje 3a
BPEHOCTY MPOMEHJBUBHX z M ! Ca IMaruHAapHUM [[€JIOBUMAa MalUM Off | |
a IIpOMU3BOJ

fFO @ (z,1)

TEXM HYNHU KaJ] Cy MMaruHapHHU [[eJIOBU IIPOMEHJBUBHUX z U ! HPOU3BOJbHE
BPEJHOCTH Mame Off |1 U IPOMEHIbHBA ¢ OECKOHAYHO pacTe.
Taga je X
1 FD (2,0 + D+ z)
) fl)= L [RELTR) JUr R
2mi 4 D(z,2) t+ut—z

3a c8aKy 8peGHOCIL UPOMEHbUBE T CA UMAZUHADHUM JEAO0M MAFUM OF L1

3amenuhe ce, 3a 0Ka3 oBe TeopeMe, KoHTypa C, KOHTypoMm C, ca-
CTaB/LEHOM O]l OficeYka AB mpaBe y = |l ¥ MOJyKpyra ONHcaHOr Hajg AB
HCIION Te IIpaBe.
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5. O6pasar (3) o6yxBaTa Kao moceGHe cyJajese HaBefieHe Stieltjes-oBe
pesynrare. Tako, ako ce y3me

A=0, ®(zr)=-22,
t+z

Taj oOpa3all aaje npBu CTHITjeCOB PE3YIITAT; 3a

A=0, @)=,
t+z
OH Jlaje APYTH Of HaBEeICHUX pe3yiTaTa.
Yernpu obpacua (3), (5), (6), (7) nonyurrajy na ce y KOHaYHOM OGJIH-
Ky U3padyHa 6€CKOHaYHO MHOT'0 ofipeheHux mHTerpana.
ITo3HaTo je, Ha IpUMeD, fia 3a leny PyHKuHjy ¥(z) HYITOT poja mpo-
MEHJbHBE Z IIPOM3BOJ

ex(z)

TeKU HyJIM Kaj z 6ecKpajHO pacTe ca TAKBUM apTyYMEHTOM J1a U €’ TEXKHU HY-
na. Y3uMmajyhu, faxie,

f@ =1 @1 ="y
u npuMeyjyhu o6pasan (3), nonasu ce go obpacia

®) jx(k+n) A ymeh i (z)
—Zz

KojJu saxcu 3a ma Kaksy ueay gyukuujy y(z) Hyamioz poga, 3a 6unro kojy
peanry 8pegHOCIL A U C8aKY 8PEGHOCH Z CA PearrHum gesom sehum og A.

Y3umajyhu y o6pacuy (8) ma je A =0 u nudepernupajyhu obe mero-
BE€ CTpaHe 1 MyTa IIo z, Haas’ ce opmyia

\ 3 e‘”x(ti) p 21 dar o
9 =(-1)'— z
©) i = e ),
KOja moKa3syje ia ce koeguyujenin A, Taylor-o602 pega

Cey(2) = Ag + A(z—a)+ Ay (z—a) +

Zge je a Ma KOja 8pegHOCIL Ca HO3UTUUBHUM PEeAAHUM JEeA0M, MOXNE U3PA3U-
miu y 06auKy

(_1)11 e e—ti it
2 J (a—n)y™! X

10) A, =
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Memajyhu 1 y —t, o6pasai (9) ce MosKe HanmucaT y OGIUKY

e X( ﬂ) _ e 21T 4am! . .
( ) I )n _(_1) ]123(n—1) dz"_l [e X(Z)],

y KOM OH 00yxBaTa BeNuKH Opoj HO3HaTHX ofipeheHnx uaTerpana u u3 Kora
ce N3BOAM 6ECKOHAYHO MHOT'O IPYI'UX HHTETpana.

Bpartumo ce o6pacuuma (3), (5), (6), (7). PasnBajajyhu peanne u uMa-
IUHapHe [eloBe, OBH 00pacly JOBOJe 1O jefHe 6eckogayHocTH obpasana
KOju n3paxanajy faty ¢yHkumjy f(z) y o6muxy ofpebesor uHTerpana

fo(p(z,t)dt,

rne he pyskumja ¢ OuTH peanHa.
AKxo je, ceM Tora, ¢pyHKImja ¢ (z,t) MapHa 1o ¢, 6uhe pynxuuja f(z)
OpefcTaBbeHa ofpebeHnm nHTerpanom ooIuKa

f\lf (z,t)drt.
0

Taxo, ysumajyhu y popmynu (3)

A=0 ®(z1) =22
t+z

OOJIa3| CE€ 10 q)OpMyJIC

(12) f(2)= 2] 20 ar

KO0jy je Hammao Stieltjes (re @ (¢) npeAcTaBba peanHu geo Qynxnmje [(4),
KOju je yBeK mapHa (yHKIHMja IPOMEHJbHBE !) M KOja BaXH 3a CBaKy
dyukumjy f(z), XxomoMopHy 3a BpeIHOCTH IPOMEHJBUBE z Ca MO3UTHUBHUM
pEaNHUM [IEJIOM U TaKBY 2 KONUYHUK

f(2)

4

TeXH HYJI Kafl z 6ECKOHAYHO pacTe ca Ma KOJUM apTyMEHTOM cafp>KaHUM
non
nsMeby ——wu —.
22

Hcro Taxko, crasmwajyhn y dopmynu (3)
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A=0, Oz =2,
t+z

CBOJIM C€ OBa Ha jeflaH Apyru Stieltjes-oB o6pa3zan

(13) j t"":’_ L ar

(rme () mpeacTaBiba MMATHHAPHHM Jie0 Y f(t), Tako fa je dyHKuuja ny(r)
mapHa) KOjU BaXKu 3a cBaKy yHKUujy f(z), XOIOMOP(PHY 3a BPEAHOCTH
IPOMEHJBUBE z Ca TIO3UTHBHUM PEATTHUM JEJIOM, KOja TEXH Hynu Kaj z 6ec-

T
KOHAYHO pacTe ca apryMEHTOM cafip>KaHuM usMebhy — S8 %

HudepenuupameM o6e crpane jegxHakoctd (13) mo z, nobuja ce

af _2 d" 1
o J[\V() 5 ”( zjdt.
AIH, IO jeHOM TTO3HATOM obpaciy?, je

d’ 1 a 123
£ ks

dz" \t* +z L
H(t* +z )

sm {(n + Darctg }

ogakae ce gobuja 3aHuMpUE 0Opasay;:

o sin(n arctg — ) (n=1)
t—( 1),, 1 T f ((1)

14) [y ——= :
-([ NGET DS 21-2-3-...-(n—1)

KOJU 8aXclL 3G CEAKY peanry U [O3UMIUBHY 8DEJHOCIT a U 30 C6AKY QYHKUUTY
f(z) Koja je xonomopgpna 3a epegrociiu UpomeHLUBE Z Ca HO3UTUUBHUM

DEAnHUM genom, ThexcU HyAll Kag Z OecKOHA1HO paciiie cd ma KOjum apzy-

_ s T
MEHLUOM CAGPAHCAHUM Ll3M€by - E u E u KO]Ll HLl]e peanHa 3a 7= ti.

Onagpe ce, Ha HpnMep, I/IBBOI{I/I cnepehu pesynrat: koeguyujenin A,
Taylor-oeoz pega

(15) - f(D)= A +A(z-a)+ Az —a)* +

jegHe iliakee yHKUL]e MOKe Ce HAUUCALULL Y obauxy

4 Frenet, Recueil d’ exercies, 1891, p. 80.



18 HAYYHE PACITIPABE

(16) All = (_1)” 2 Jll
|4
2ge je
w sin [(n +1)arctg L}
17 J, = | v z
( ) .([W ) ’\/(Z,Z +a2)n+l

O6pasar (16) Bogu [0 HEjeqHAKOCTH

(18) Al <2 [ Y __g
TCO

[(z?. + a?. )u+l

Koja goilywina ga ce U3syky pesayuje usmeby Havuna Ha Koju ce merba uma-
2unapHu geo ¢pyuxyuje f(ti) 3asucno og ipomenpuset u pega sesudure
koeguyujeniia A, Taylor-oeo? pazeuitixa (15) ¢yuryuje 1(z).

Hasopum, npuMepa papu, cnenehu pesynrart.

IIpetrnocraBumo fpa je pyHKumja f(z), Koja 3afoBOJbaBA MPETXOMHE
ycioBe, peanHa 3a z =0. ®yHKIyja Y () y3uMa Taga BPETHOCT Hyja 3a
t =0, xonoMopdHa je 3a Ty BPeHOCT Ka0 U 32 CBaKy IO3UTHBHY PEaHy
BPEMHOCT IPOMEHJBUBE [ B TEXKM HYIHU 32 ! = oo, ANICONYTHAa BPETHOCT KO-

t ]
THYHEKA v® octahe Mama Off M3BECHOT NMO3UTUBHOT Opoja M Kaf ¢ pacTe
t

on 0 1o =, Tako fa he uamebhy rpanuua uurerpana (18) 6uru

Iy (8)] < Mt,

IIpema ToMme je

|A”| <ﬂJ_L[/HT’

Tc —_—
O (t2 +a?)?
I IaK

M

19 A, | < ————
( ) n (n__l).’.[au—l

(n>1).

Koeguuujenitiu Taylor-osoz pega (15) cy, gakae, iio aiicoayitinoj epeg-
Hoclu maru og ogzosapajyhux koeguyujenaitia Taylor-o6oz pega @yHk-

ylje
M(z—a)log(l—i).
T a

. ITpuMeTumo Takobe fa CTaBILajyhn y o6pasar (17)
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et
arctg— = x,
a
0Baj y3uMa o0JIHK

1
a”

1

3
(20) J,=- J\y(a tg x)sin(n+1) x cos"™ xdx,
0

13 KOra Ce MCTO TaKO MOTY U3ByhH ropme rpaHule ancoiyTHe BpETHOCTH
koeduupnjenra A, Taylor-oBor pena (15).



ITPOYYABABE ®YHKIINIJA
HPENCTABJBEHMX OJIPELEHNM
NHTETPAIIMMA |

H3meby pasHOBpCHUX HAUMHA [l C& aHATMTHYKY feUHUIIE jeHA Ha-
Ta (PyHKINja IPOMEHIbUBE 2, JeaH, KOJH IO CBOJOj TEHEPATHOCTH 3aCIyXKY-
j€ HapO4MTY NaXKky, CACTOJH ce y TOMe fia ce (PYHKUHja IPEACTaBU KaKBUM
ofipehbeHnM HHTerpanoM

1) F(z) = j R(t,2) dz
L

rIe je R payuonasna GyHKIMja TPOMEHIBUBE Z, UUJU CYy CAUMHHUOIM (PYHK-
[{je IPOMEHJBUBE £, KOj& yOCTaJOM MOTY OUTH Ma KaKee U T je UHTerpall
y3eT Ay>K KaKBora Jyka uHTerpauuje L.

Ilpe cBera, csaxa anasuiiuyxa pyuxyuja F(z) modice ce, u itio Ha bec-
KPajHO MHOZO HaA4UHA, u3pazuitiu y o6auxy unitiezpana (1).

Taxko, ocuoBuu Cauchy-eB o6pa3ai

__ L rf@
f@)=5- j dt

-z

npunaga Ty o6paszaua (1) rae dyHkumja R, cMaTpaHa Kao QyHKImja npo-
MEHJbUBE z, IMa CaMo TpocTe MoyoBe. AKo ce pyHKumja f(z) u3pasm Kao
JIMHeapHa KOMOHMHAIMja KaKBUX (PyHKIIM]a

(‘pl(z)’ (Pz(Z), (P_';(Z),. .

M HEKOJIHKO HHMXOBMX Y3aCTONMHMX M3BOJA (LUTO je yBeK MOTyhHO yuYHHHTH
HHTErpalijoOM U3BECHUX JTHHEAPHUX jegnauuna), Cauchy-eB o6pa3sal JOBO-
IU 10 U3BeCHOTr ob6pacya obnuka (1), rae he mox MHTErpaaHUM 3HaKOM ¢u-

* Cpneka kpabeBcka akagemuja, nac, kib. LXV, Tlpsu paspen, k. 25, beorpap
1903, crp. 79-162.
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rypucaTH U3BecHa palMoHaNHa (yHKIHja IPOMEHIbUBE z, KOja he umaTu
BHIUECTPYKE MOJIOBE.

Pa3HOBpCHUM TpaHcgopManujamMa MOTY ce Tako AoOujeHH oOpacuy
HM3MEHNTH Ha O0eCKpajHO MHOI'0O HayMHa, a 7a IpH TOM HIAK 3aap>Ke 06JIUK
(1). TakBoMm jenHoM TpancopMaiijoM Stieltjes je HITp. OIIAO A0 OBHX pe-
synrara.l

Axo je F(z) kakBa (pyHKIHja, XONOMOP(HA 3a CBe BPEJHOCTH z, UHjH
je peanHu 1e0 IO3UTHBAH, ¥ TaKBa, ia KaJ| ce TauKa z 6ECKPajHo yAabaBa y
Ma KOMe NpaBIy ca IECHE CTPaHe OCOBUHE UMATHHAPHUX BPEHOCTH, MOy O

KOJIUYHHUKA ——— ( ) TEXU HYJIH, 6I/Ihe 3a CBC peaJIHe 1 NNO3UTHUBHE BpeHHOCTI/I z
2 7 20
2) F(z)=2 j IO
12422

rae ¢(z) o3HayaBa peajHy feo PpyHKuuje F(#).
AKO 1pu ToM U cama dyHKurja F(z) TEXH HYJIH, Kaf ce z 6ECKpPajHO
yrajbaBa y HaBeleHOMe IIpaBly, Ouhie 3a NOMeHyTe BPEJHOCTH Z

3) H)—zjwu)h

12+ 72

rhe je Y (¢) caumHUNal off i y uspasy F(t).

V jelHOj CBOjOj pacnpaBu? ja caM TeHepanucao OBe pesyaTare, Ipo-
IIMPUBIIY KX HA jolI ommTHje PyHKIHje F(z), 3a KOje caM [J0Ka3ao jia ce
MOTYy Ha 6ECKpPajHO MHOI'O HaYlHa I/ISpEl3HTI/I y 00IuKYy (1)

Y jemHOMe CBOME paHHjeM pajy> ja caMm [oKa3ao jOI jeflaH Pe3yJITaT
Te BpCTe, KOME Ce MOXKe [JaTH 0Baj 0OJIHK: Ma KakBa dyukuuja F(z), xono-
MopdHa 3a ‘ \ < 1, MOXKe ce U3pa3uTH y 00JIUKY HHTErpana

2n
\ A (D)
4 F(z) = dt,
@ _ ()= -[1—27cost+z
re je A (f) M3BecHa IpocTa KOMOMHANHM]a (DYyHKIHM]a Sin ¢, COS f, PEATHOT 1

IMarnHapHOT fiena (PyHKIuje

V Sur e developpement de log T(a) (Journal d. math, pures et appliquées 1889 p. 425-444).

20 fipegcifiaspary pynxyuja ogpebenum uniiezpaauma (Frac LXII, Cpr. kpamb.
aKap.).

3 Quelques formules générales relatives au calcul dez intégrales définies (Rendiconti del
Circolo mat. di Palermo 1897. p. 252.).
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F(cost+isint).

Kao mrro ce Bupw, o6paciu (2), (3), (4) umajy o61uK 0 KoMe je oBxe
peu.

Kap je kakBa ¢yukumja F(z) npencrapbeHa penom
(5) F(z)=ay+aiz+ayz* +...,

JA€IIaBa C€ J{a C& CauuHuIal a, MOXKe HanmcaTu y 06JII/IKy
©) a, = [a[ro)] ar,
L

rae cy A(t) u r(t) KakBe M0O3HaTe QYHKIMje IPOMEHIBUBE ¢, MK KAO 36HUp
HHTErpajla TakBora o6mmnKa.
Taxko je HHp. 3a PYHKIH]Y

F(Z) — z“e—an2 "
0

(Tnme je a Ma KaKBa KOHCTAHTa Ca JIO3UTUBHUM PEATHHM JEJIOM), KOja Urpa
BaKHY YIIOTY Y TEOPUJH eNUNTHYKIX (PYHKIH]a

n
m_,.

1 J T i
a, = e 4ae" dr:
" dam

. —oa

3a pyHRUH]Y

F(z) = _z
) Z)‘«/a+bn

(rpe je a >0, b > 0) 6uhe
2 3 —ar® —nbt*
a,=——\|e"e dt urh.
T '([ :

OmniuTy 3afaTak, fa ce jefaH JaTi CauyMHuIall ¢, JOBefe Ha Taj OOJIHK,
CBOQIM Ce Ha IpobiieM MHBEpCHje ofipeheHux uHTerpasna u uMa 6eckpajHo
MHOTO pellletha. JeTHO O TaKBUX pellersa, a 3a pyHkumje F(z) XomoMop-
¢He 3a z = 0, npepcraspa Cauchy-eB o6pasal

_1 5@(1)’@
" 2miy ot \t

13 KOTa Ce Ha MMO3HATH HauMH U3BOIM [ia je Takohet

4B, HNp. Borel: Legons sur les fonctions entiéres p. 3.
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1 2n i n
a, =~ jP(;-,r)[e—) dr,
T r

0

rie je P(r,t) peannu neo ¢pyukumje F(re"), a r Ma KakaB peasaH U IO3UTH-
BaH Opoj MarbH OJf NONYNPEeUHNKa XPyra KOHBepreHuuje pega F(z).

IloMenyTH je OMLTH 3afaTaK Y HEIOCPEIHO] BE3H Ca iUpobaemMOm MO-
MeHaltia, Ha KOMe Cy HapourTO paguiy Stieltjes>, Borel® m Le Roy”. A xap je
cauydHMiAall g, Ha Ma KOJH HauUMH U3paxeH y o6muky (6), 6uhe

A1)
7 F(z) =
@) =) s 1—zr(1) 4

KoJu o6pasar oneT uMa o6nux (1).

Axo dyHsrugja F(z) Huje xonoMopdHa y ONMu3mHA Tauke z = (), MOKe
ce Ha MecTo pena (5), ypebeHor o creneHuMa IPOMEHIBUBE Z, Y3ETH OXrO-
Bapajyhu pen ypebeH no crenernMa npoMeHibuBe (z —a), TTi€ je a Ma KakBa
BPENHOCT, y OKOJIMHA Koje je pyHkuyja F(z) xonomopdHa.

3a u3BecHe crenyjanHe Kiace (PyHKIHja MOTY ce Ha pa3He CIIelHjaHe
HaunHe Hahy uHTErpamHy obpacuy, Koju 61 TakBe (PyHKLHUje N3pakaBall ¥
o6nuky uHTerpana (1). [TpuMeHnBIIN HIIp. MAEHTHYKK oOpa3all

1
F(2)= [[F(0)+2F'(z1)] dt
0
Ha (yHKIH]e
F(z) =logR(z), F(z)=arctgR(z),

rme je R(z) Kaxsa panmoHanHa (pyHKIM]a, Te 61 PyHKIMje Onie u3pakeHe

HMHTETpaloM o0mnuKa
1

F(z) = J A, 2) dt,

0

rae je A(f,z) W3BecHa panMoHaiHa (PYyHKIHMJa NPOMEHILUBE z, N1a, TaKIe,
normaaa o tam (1).
ITo3HaTy uHTErpaiHn o6pasand

3 Memoire sur les fractions continues (Ann. de la Faculté de Toulouse t. 8-9. 1894-1895).
6 Legons sur les séries divergentes (Paris 1901).

7 Sur les séries divergentes etc. (Ann. de la Faculté de Toulouse 1900. p. 317-430).

8 Hermite: Cours lithographié, 4-me édition p. 113.
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o0

J‘ dt _ 4 4
A2 +2Bt+C  \Jac-B?’

—oa

rae A, B, C He 3aBuce o ¢, laje MOTYhRHOCTH ia ce KBaipaTHHU KOPeH Ma Ka-
KBe paluoHanHe (yHKUHje u3pasu y oonuky (1), uth.

JIako je yBepuTH ce, Ia ako ce Ha Koju 6uao Ha4uH yciieao, ga ce jegra
gaitia ¢pyuryuja F(z) uspasu unidezpasom obauxa (1), mozy ce ogmax nakiu
OecKpajHo MHOZO uHiliezpana uciioZa iuuia, koju he apegciiagmaiiiv iy
uciiy QyHKuujy.

Jep, Xao mWTO je MakKo YBUAETH, UMa 6ECKpajHO MHOTO (hyHKIH]a
R(t,z), pallmOHAIHNX IO IIPOMEHIBUBO] z, KOj€ MMajy Ty OCOOUHY, 1a 32 CBe
BPETHOCTH z, UITO MPHUIALA]y U3BECHO] OOIAcTH y 6POjHO] paBHH, Oyne

_[R(t,z)dtzO.
L

Taxko, ako.je TyK HHTErpauyje L Kaksa 3aTBOPEHA KOHTYpa, a P(f,z)
O(t,z) 1Ba TOIMHOMA TIO z, Ca CAYMHHOLMA KOjH ¢y yHu(pOPMHE (DyHKIHjE
IPOMEHJBUBE 7, M aKO IIOPEJ] TOra Je[[HAUNHE

P(t,z) =, Q(t,z)=0

3a Iz| < a (THe je a XaKkBa gaTa peasHa ¥ NO3UTHBHA BPEIHOCT), HEMA]y HHU-
KaKaB 3ajeJHIYKN KOPEH f, unja OM ce BPeJHOCT Hallasuia y YHYTpallbho-
CTH KOHTYpe L, 6uhe

JP—([ﬂdt =0,
o, 2)

1 TO 3a CBe BpegHoCTH (z) 32 Koje Je z| < a.

Y cayuajy Kap ce JiyK L IIoknana ca peamHuM pasMakom (0,ee), mmi ce
CBOJIY Ha 0Baj KAKBOM CMEHOM IIPOMEHIBbUBE {, MOXKeE ce 3a PYHKIH}y R(7,z)
y3eTu pyHKIHja

1 Az cost — 72 1 < (z)"
= = | cosnt
2|3

1462 A2 —2hzcost+2°  1+1* %

L

(rme je A Ma KakaB O3UTHBAH 6Poj), jep he Tafa, npema no3HaToM obpaciy

oo

J' cosnt df =0

1+¢?
0

KOjI/I Bpeau 3a CBE IIO3UTUBHE BPEAHOCTH 71, OuTH

J.R(t,z)dt =0
0
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32 CBE BPEJHOCTH z, UHJH € MOAYO MabH Of A,
Tako ucro mo3HaTo je fa uMa GecKpajHO MHOTO PA3HOBPCHUX (DYHK-
nuja @ (t), Koje uMajy Ty ocobuny, faje3a n=0,1,2...

oo

J.(p(t)t“d[ =09

0

U moMohy Kojux ce MoXKe KOHCTpYUCaTH GecKpajHo MHOrO (pyHKImja R(t,z),
Koje he uMaTi moMeHyTy oCOOHHY.

Taxse dyHKUuje R mocToje 3a Ma KakaB JIyK HHTerpauuje L, a goga-
JyhAu @yuxyuju, witio ¢puypuiie liog UHILEZPAAHUM ZHAKOM Yy HABEHOM
unitiezpany (1) koauxu ce xotie 6poj iiaxeux ¢pyrkuyuja, umake ce KOALLKO
ce xohe pasnospcHux obpasaua ob6auka (1) 3a anHaaumiuvko fpegcitia-
sparbe jegHe ucite gaitie pyHkuuje F(z).

A ¢axT, KojH ce y cCBeMy OBOME IUTO je HABEJIEHO, HAPOYUTO UCTHUE,
jecre Taj ga oppebenu wHTerpanu o6muka (1), mpeMa pasHUM OO6IHIIMa
¢yHknuje mTO (PUrypHiue MO UHTETPATHAM 3HAKOM, MOZY geguHucaitiu
CBAKY AHAAULUULKY (PYHKUU]Y [pomeHmbUuse KoauruHe z. OCUM Tora, 6ai 1
Kaj Ccy (pyHKUMje NPOMEHJbUBE !, MITO (PUTYpHUINY KaO CaYUHHUOLM PaLAO-
HaJHe (PyHKIHMje MoJ UHTETpATHUM 3HAaKOM, BeOMa MPOCTe, HaKal LiHilie-
zpaau mozy gepurucaiiin 6eckpajad 6poj HOBUX, AICOAYIIHO HECBOGHUBUX
HipaHcyeHgeraitia, 3a Koje Takas jeflaH aHaJIUTUIKK H3pa3 faje MOTyhHOCTH
Ja ce y mojefuHocTuMa mnpoyue. [JoBOBHO je, 3a HOTBPAY TOra, HaBECTH

HIIp. OpOCT HHTETrpall
= e—nr2
[
1 _ Zel)/‘

0

KOj¥ le(pUHNUIIIe HECBONJLUBY TPAHCIEHAEHTY

\/E hnd 7
Fzy="1% 2,
@) 2 20“ Na+nb
nnn I/IHTCFp'aII

oo

J e—r _e—l)l + Ze—hl(l __e—nt) g
l—ze™™ t

0

(rme cy @ u b peanHy mMO3UTUBHA OpojeBH), KOjU Ne(PUHUIIE HECBOXILUBY
TPAHCIICHACHTY

9 Borel:. Legons sur les séries divergentes (Paris, 1901. p. 67-68).
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F(z)y=(1- z)i z" log(a + bn) wuTH.
0

IIpegmeini ose paciipase 6uhe impaxerse metioga 3a Hellocpegro Apoy-
uasare gynkyuja F(z), gailiux ogpebenum unitiezpasuma (1), 6e3 iioitipebe
ga ce lile pyrHKUUje eKCUAULUTUHO U3Da3e JaHAC HO3HATAUM U TiPOYHeHUM
[P aHCyeHgeHiliama.

TakBo je eXCINTMIUTHO U3pazKaBalbe, YOCTANOM, MOTYhHO caMo y u3-
BECHHUM BDJIO CIIELUjaJIHUM CTy4ajeBHMa, K TO je (akT, KOjH jaje HapounTa
MHTEpeca TpaXXemy METONAa 3a HEMIOCPERHO IpoyYaBama dhynkumja F(z) Ha
CaMOMe HBHX0BOM aHAIMTHIKOM u3pasy (1).

PASBUJABE [TPOYYABAHUX ®YHKIIWIA Y PEJOBE
YPELEHE I10 CTEIIEHNMA HE3ABVMCHO ITPOMEH/BMIBE
KOJINYHNHE

Heka je gaT unTerpan

F(z) = j R(t,2)dt,
L

rie je R payuonasna (pyHKLHK)a MapaMeTpa z, YMjH CAYMHUOIM MOTY OUTH
Ma Kakee (PYHKLIH]e MIPOMEHIBHBE 1.

Mozxxe ce mecutn ga Gpojuiiall WX UMEHUNAN pallioHaNHe (PyHKIM]je
R canp:ke ygHmana obnuka (z—a)’, rie je p Kakas Ueo MO3UTHBAH 6poj;
TaKBH C€ YHHHOLM MOT'Yy H3BYhM Ipejl MHTErpajlHK 3HaK, TaKO J1a ce MOXe
IPEeTIOCTaBATH [a UX ¥ HeMa.

ITowrro Taga BpegHocT z = 0 Huje mon gyuknuje R(z,z), oBa he 6utn
xosomopoHa 3a z = 0 U 3a CBe BPETHOCTH !, U3y3uMajyhu, Moxe OUTH, U3-
BecHe yTBphene Bpegnoctu ¢ = §,&,,&,,... mpomenmuse . [IpeMa no3xa-
TOj TEOpEMH 32 pa3BHUjatbe paluoHaTHUX QYHKIHMja Y penose, 6uhe 3a cBe
BpenHocTH ¢ (ocuM 3a ¢ = E;)

H=o0

(8) R(t,2) = Z \;/(ﬁ,t)z"

n=0

rae he y(n,t) 6uTH 36up U3BECHOT OrpaHMUEHOT 6poja wiaHoBa 00/KKa
©9) P(n,0)[1)]

y Kojuma yHKuHMje 7:(n,f) He 3aBUCe Off MHIEKca n, a [oOujajy ce Kao Ko-
pEHN H3BeCHe anrebapcke jeJHauYMHE ca CAUYMHUOLMMA, KOJU Cy QyHKUHje
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TpoMeHmbuBe 1, PyHkuuje P (n,t) Cy M3BECHH TIOIHHOMHE IO Z, YHjU CavH-
HHOLH 3aBHCE PAUNOHAJIHO Off caurHUIana QyHknuje R(r,z), cMaTpaHe Kao
cbquuge npomensbuse z. Crenen nonunoma F, mo n 6uhe A, -1, rge A,
O3Havy]e pef KopeHa z = r;(¢f) IOMeHyTe anrebapcke jeHaunHe.

IIpema Tome, y(n,t) he GuTH 36GMp H3BECHOTA OrPAHAYHOT 6poja una-
HOBa 00nHKa

(10) n= AN [EO]

rie pyHkumje A;(f) m 7;(¢) He 3aBHCe Off HHEKCa n U Te je mopeq Tora
A;(¢) pannonansa, a () anre6apcka thynknuja caunnunaua y R(z,z), cMa-
TPaHoj Kao (YHKIUjU NapaMeTpa z.

ITpernocrassbajyhn, fakie, Aa nyk L He nponasu HA KPO3 jelHy Of
CHHIyNapHUX Tavaka &; 1 fia ce MOKe NPAMEHATH [PABUIO O MHTETPAIHjI
penosa, ceakm unaH (10) gake y marerpany f(z) mo jexas unad o6nuxa

1 n* I (n)z",
rae je
(12) Ti(n) = j A0O[hO]'dr.
: L

Onwitiu cavununay a, pega
f(z)y=ay +az+az* +...

Y KOju ce moixce pazsuiiiu iipoyqasana QyHkyuja, buhe, gaxkae, 36up ozpa-
HuueHoza 6poja 4yaarnosa obauka

n?J(n),

2ge je pynkyuja J(n) gaiua obpacuyem (12), a p je xaxas yeo Ho3uiniuean
6poj.

OnpebuBame TakBuX cauWHUIANa CBOMHU ce, flakie, Ha NMpOydYaBarbhe
unrerpana (12). |

IIpuMeTHMO jomI TO fla ce MOXKe NeCUTH Ia KOju Of HHTerpana J(n)
Gyne Geckpajad win HeofpeheH, mopey ceera Tora mro je Gpynkumja f(z)
xonomopdHa 3a z = 0. Taj cnydyaj MosKe HACTYIMHUTH CaMO OHJIa KaJ| Heofipe-
heHoCTY WM NUCKOHNTHHYMTETA JBA WK BUIIE MHTerpana J(n) HecTaje y
304py 4laHOBAa, KOjMa TH HHTErpalyu OAroBapajy, a MOITO OBUX MOpa He-
CTaTH 32 Ma KaKBY BPENHOCT MHJEKCA N, Y CBEMA TAKBAM WIAHOBAMA MOpa
(urypucary jefas WCTH U3JI0XKAIAL, p. Y HaKeum ce cayiajesuma ogpebu-
8arbe CAUURUAAYA A, CEOGU HA UPOYHasarve uHitezpana o6auxa
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j {Al(t) (@] + A40O[RO] +.. .}dt,

L

2ge je 6poj cabupaxa iog UHILEZPANHUM ZHAKOM oipaHuuéH.
Jeman Taka mpuMep NpejcTaBiba (OyHKLM]a

N e dt
f(Z)*-[l:l—Z l—ze_’}l

0

K0]O] OATOBapa CauMHUIIALl
o~ —rt ,—nt
¢ e e
a, = J ———|dr.
t !
0

Cpaxy je o MHTETpaa, U3 KOjHX Ce CaCTOJU cayuHuian a,, 0eckpa-
jam; MehyTHM, caM je Taj caunHHIall KOHAYaH U ©Ma 33 BpeTHOCT

a, = log(n+2)

peMa jeJHOM IIO3HATOM MHTErpaaHoOM obpacuy.

BampKuMO ce Ha HHTErpaauMa obIuKa

(13) T(n) = jA(r)[r(z)]” dt
L

HA KOje ce y ofuliliem CAyUajy c60gu U3paA1yHaABarbe CAUUHUAAUA 2.

ITpe cBera, y U3BECHMM JOCTA OIILITHM cry4yajeBUMa, TH Ce UHTErpanu
MOTY NOTIYHO M3PAaUyHATH M M3PA3UTH KAO EKCIUIMIUTHE dhyHKIH]e HHE-
kca n. Tako:

I. MiMa HIIp. N3BECHUX Heofpebenux nurerpana ooauKa
(14) U= [ao[r]'d

KOjI ce MOTY M3padyHATH Kao (PyHKIUHje TIPOMEHIBHBUX 1 | [, @ Kaj je TO
VUHIEHO, TAKO je N3pauyHaTH UX [yXK jaTora Jyka unrerpauuje. Takas je
HIIp. Cyuaj ca uHTerpamuma obmuka (14), kaj ce 3Hajy H3pauyHATH y3a-
CTOIHH HHTErpalu
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A = j Adr
(]
A= AL
? -[ bar
Au+1 = J-An d 1t

Tana ce genmMMUIHOM MHTErPALMjOM Hasla3! jja je

U= Ar" —nAy" "+ n(n—1DAy"2 — .

)
a oflaTie ce JIaKo Halla3u u caM opnrosapajyhu unrerpan (13).

II. IIpeTniocTaBMMO HIIp. fa JyK UHTerpanuje L mpepcTasba KakBy 3a-
TBOpeHy KOHTYpY C. Kan 61 06e dyuxuuje A(¢) u r(¢) 6mie xonoMopdHe y
YHYTPauIkbOCTH T€ KOHTYpe, HHTerpal Ou J(n) 6MO paBaH HyIH 3a Ma Ka-
KBY BPERHOCT 1, I1a, flakie, 61 ce ¥ npoyvyaBaHa MyHKIHUja f(z) UASHTUIKH
cBena Ha Hyay. [Ja Tora He 6m 6m0, MOpa, Aakie, 6ap jegHa of MPyHKUH]a
A(t) ¥ r(f) AMaTH CHHTYJIAPDUTETA Y YHYTPALIKBOCTH TE KOHTYDE.

IIpeTnocTaBuMo Hajupe cnyuyaj fa je dyHKuuja r(t) xonomopdHa y
VHYTPAIIBbOCTH KOHTYpPE, a fa pyHKuuja A(f) uma y woj nonosa. CBaku
non gahe y mHTerpany J(n) mo jeqaH ujgaH paBaH OCTATKy (DYHKIHjE TOJ
MHTETPAIHAM 3HAKOM, IIpEMa YeMy je JJaKo YBepUTH ce fa he ce J(n) ca-
cliiojaitiu u3 U3BeCHOZ 0Zpanuyeroz 6poja uaanosa, Koju he cau Ouiniu 06-
AUKA

(15) n(n—=1)...(n—h)ab",

Zge cy a ub citiaaHu 6pojesu, He3asUCHU Og N.

IIpetnocraBuMo caj fAa ce y YHYTpallllbOCTH KOHType C Hajasu u
nosioBA pyHKUMje r(¢), M HEKa je ¢ = O Je[JaH TaKaB II0JI ¢-TOT pefia; oH he y
uHTerpany I(n) faTH jeflaH WiaH paBaH OCTATKy '

1 dn(/—l
m——_.
(ng—1)! dg"e™!

(16) {(t—oc)”"A(t)[r(t)]”} 3a f=a.

Hako ce yeuba ma oBaj uspas Moxe gedpuHuCaTH 6€CKPajHO MHOTE H
GecKpajHo pPa3sHOBPCHe (PYHKIHje MHACKCA A JOBOJLHO j& YOUUTH CIIyua]
Kam je

=1

t

taga je o =0, ¢ =1 uu3pas ce (16) cBogu Ha
1 dn—l

(n=D!dr"!

lim A(t) 3a t=0,
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Tj. Ha BPERHOCT ¢,_;, TAC ¢, NPpENCTAaB/ba ONIITHA CATHHHUJIALL pena
A([) =Cy +Cl +C2t2 +...

Koju 6m ofroBapao (pyHKUMjH A(f); TH CAUMHHOLH MOTY, MebyruM, 6utu
6ecKpajHO pa3HOBPCHHU.

Y ommrrem cny4ajy, kxag Koutypa C canpxm y CBOjO] YHYTPaIIkOCTH
nonoBa u gpyHKImje A(t) u r(¢), uaterpan he J(n) 6uty cacraBibeH u3 30u-
pa wranoBa o6nuka (15) u (16).

III. Benuku ce 6poj mHTerpasna J(n) MOXe U3padyHATH PA3HUM cCIie-
IUjaJlHIM MeTojama Jin IoMohy Tabnuija NO3HAaTUX ofpebennx uHTerpa-
na. Tako momohy Beh no3HaTHX UHTErpanHuX oOpa3alia HaJla3d ce OBaj HU3
oOpasana 3a pa3HOBpPCHE HHTerpaie J(n) ropmera 00IuKa:

J:qe—a[ —nbt? d[ \/7 1
A 2 +Ja+bn

o0

_ )
je " cosatdt =
0

a* +n?

= [ 2 2
,[e_”’2 cosat’dt = L m |Na”+n® +n
2V2 a’+n?

° *g
(\l

. a
" sinat a_ arctg —
t n

= " n-1
J' 1 )e(.“‘d[: 27‘[: C
J\a+t e“1-2.3....-(n=-1)

)2”" n(n+1)...2n—1)
1-2:3-...-(n—-1)

—
Py
Q
fae]
+ |=
~
™
~—~
QU
-~
11
N
3
N
R[—

3.5-...-(2n—-1)
2-4~6-...-2n

je’(l) dr = 2m
t 1-.2:3-...-(n=1)

(rme je wHTErpas y3eT LyK Ma KaKBOT KPyra OIICAHOT OKO IIOYETKA) UTH.
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MebyTuM, y Behunu cry4yajeBa TakBO je eXCINTMIUTHO U3PaUYyHABalbe
uHTerpana J (n) Heu3BpIUBLUBO, GHIIO C TOTA, WITO CE& TH HHTETPAIH YOIIIITE
HE MOTY HH U3pa3suTH PyHKLM]aMa, KOjiMa JaHaC Pacllojia’ke MaTeMaTHIKa
aHanu3a, Ouiio crora mWToO 6U caM H3pa3, KOjU OU ce UMao JOOUTH Kao pe-
3ynTat, 6all ¥ Kaj je U3pauyyH/bUB, 6MO KOMIIJIUKOBAH H PAaYyHCKH HeEy-
NoTpEO6JbUB.

Y iuaxeum cayuajesuma mozy, iipu iipoyyasarsy ¢pyrrkyuja f(z), wunu-
iU 3HailiHe yCayZe 138eCHe HejegHauUHe, Koje ce MoZy Hahiu 3a uHilezpane
J(n) u xoje 6u ogpebusane gorvbe uau Zopre paHULE HUXOBUX BEAULUHA
UAL BEAUMUHA FoUX08UX Mogyaa. OBU MHTETPANH, 10 CAMOME CBOME OOIIHU-
Ky, HAPOUHMTO Cy 3TOIHHU 32 UCTpakKhBamwa Te BPCTE U II0JbE 32 OBAKBA MC-
TpaKuBakba BeoMa je IpocTpaHo. Ja hy 0BJle H3BECTH HEKOJIMKO TaKBHUX OII-
IITHX pes3yJiTaTa.

A) 3a Tpaxkeme TaKBUX HejeJHAUNHA MOXEe C€ KOPHCHO YNOTPEOUTH
meitioga yiopebusarsa, Koje 64 ce NPUHIMI CacTOja0 y OBOME: KaJ je faT
HHTerpai

(17) I = [AO[r@)]'dr,
L
aKo je AyK JyKa uHTerpanuje L HenpecTaHo
(18) LA <A@, (O < lu@)],
onhe
(19) i< [l lu]'ds,
L

TJie s IPENCTaBIba AyKUHY JTyKa HHTETrpanuje.

V3umajyhn 3a dbynaknmje A(f) 1 u(r), ca KojuMa ce BpIIA yropehusarme
dbyukumja A(t), pasnomuke QyHKIHje IPOMEHIbUBE /, i H3a0paHe TaKo
ma je -MoryhHO M3pauyHATH MHTErpajl Ha [€CHOj CTPAHU Heje[HaunHe (19),
uMaje OU ce pasHOJIHMKe Heje[HaunHe 3a Ofpen0y rOpIX rpaHula MOfyIa
IpoyJaBaHuX nHTerpaia J(n). Ja hy HaBeCTH HEKONMKO pe3ylTara, Koju ce
no0ujajy TaKBUM yIIopehuBameM.

Taxo, 3a HHTerpase, ca KojuMa he ce ynopebusatu npoyJaBaHu HHTe-
rpanu J(n), MOTY CE Y3€TH OHM Y KOjUMa Je

r(t) = const.

O3sHaunMo ca M Hajsehu MOAYO, KOjU MOXe HMaTH GyHKImja r(f) ayx
nyka marerpanuje L. Tepopmunryhu opaj myk tako fa maTerpan J(n) He
Merba CBOjy BPENHOCT, Merbahe ce M BeMMYMHA MaKCHMAHOL Mofyia M.
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Tapga ce MOXe JecuTH a 32 jeflaH U3BECHW MHTETpalMOHH YK L', eKBU-
BalleHTaH JIyKy L u nobujer TakBoM fedopmanujom M nobuje HajMarmy MO-
ryhHy BpegHOCT, Tako ma mocrase minimum maximorum. Darboux je moka-
3a0!Y kako ce 3a jenny maTy QyHKUUjy MOKe Hah¥ TakBa BPEHOCT; aKO Ce
OHAa O3Haud ca M, OHfa Kag 2og UHIdeZpan

(20) P= j At) dt
L

UMA KOHAYHY U OF HYAe PA3AUYHY 8pegHOCIl, Ouhe
(21) J(n) < PM".

Y cayuajy xapn 3a GpyHKIW]Y 7(f) HE MOCTOJH minimum maximorum,
Mo¥Xe ce 3a M ysern Hajsehu Mopyo, Koju uMa Ta PysEKIH]a Iy Oyka L,
HIIK K Ma KOra Off IyKOBa J0OujaHuX IIOMEHYTOM AedopMauujoM, CaMo
1ITO Tafa HaheHa roprba rpaHuia Ha JecHOj CTpaHn HejepHaunse (21) nehe
6uTH HajMama u3Meby OHUX 10 KOjux je MoryhHo fohu TOM METOLOM.

ITpuMeHnMO Taj TIPUHIUII HIIP. Ha HHTErpane o6IuKa

1 n
(1-1)
T(n) = A(t)[[——} dr.
-([ t—A

THe je A(t) Ma KakBa (PyHKUH]ja TPOMEHIBHBE £, KOja 33[0BOJbABA Ty TOTOfl-
6y, na maTerpai (20) uMa KOHAYHY M O HyJe Pa3luuHy BPENHOCT, a A
NIpeficTaB/ba Ma KaKaB CTallaH, peajlaH WM MMaruHapaH 6poj. 3a pyHKIIH)Y

t(1—-1)

r{t) = ——

r—A
wanasu ce!l ma usMeby cBujy MakcuManHEX MOAYNa, KOje Ta (pyHKIHja 10~
CTH:Xe TpH fedopMalyji JyKa HHTerpanuje L, Tako aa OB2] HENPECTAaHO
ponasu Kpo3 Kpajibe Tauke ¢ = 0 u t = 1, HajMarby BpEAHOCT UMa OHaj umja
j& BPe{HOCT

1
M =
1-2% 2 /A = 1)

(22)

10 pemoire sur Papproximation des fonctions de trés-grands nombres et sur une classe
étenduc de developpements en série (Journal de math. pures et appliquées 1878. p. 5-56 i
377-416). :

' Darboux: loc. cit.
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rje 3Hak IpeJ KBaJjpaTHUM KOPEHOM Basba y3€TH TaKaB fla MOAYO UMEHHO-
1a 6yne Behu op 1. Ilpema ToMme he 6uTn

J(n) < PM",

rue je P ogpebeno obpacuem (20), a M o6pacuem (22).

3a opgpebuBame NpeuU3HUjUX Tpadulia IpoyUYaBaHux uHTErpana J(n)
MOTY Ce 3a KOMNapaTuBHe (PyHKUM]e Yy3UMaTH He KOHCTaHTe, Beh mpése
(byHKIM]€ NPOMEHIBUBE 1.

Y ouuMo HIIp. UHTETpae

(23) J(n) = qut)b(tﬂ"du
0

rae cy pyHkuuje A(t) M r(t) peanHe 3a CBe peajlHe M MO3UTHBHE BPEIHOCTH
{ ¥ 3a[[0BOJbaBajy Ty mOToA0y, /ia je 3a N3BECHE, NOfleCHO n3abpaHe, peaHe
W MIO3UTUBHE BPENHOCTH &, h, a:

amc. Bpef. A(f) < kt

amc. Bpeg. 7(¢) <
a’+t

Tapa ke 6utn 3a n> 2

arc. speg.  J(n) < kh”j talt -,
0 (a®+12)?
.
2 n-2
(24) amc. Bpen. J(n) < kh (/—1] .
n—2\a

U3 Te mpocTe mpuMete MOXKEMO y3rpef H3BECTHU JeflaH pe3ynTar,
KOjH je Off ONIITHjeTa HHTepeca 3a Teopujy pyHKUuja.

Heka f(z) Ma kakBa (pyHKIMja IPOMEHILABE Z, KOja 3a10BOJbABA OBE
noron6e: 1. 1a je pearHa 3a cBe peayHe U IO3UTHBHE BPENHOCTH Z; 2. a je
xomoMopdHa 3a CBe BPEJHOCTH Z Ca ICCHE CTPaHe 0Ce MMaruHapHUX Bpen-
HOCTH, 3. Ba TE€XH HYIH KaJ z 0ecKpajHO pacTe y Ma KOME IpaBily ca T
cTpane. Y jenoMe pangy'? ja caM oKa3ao fla ako je

12 0 fipegciiasmarsy yrkylja ogpebeniis uniiezpaiima ('mac LXIIL, Cpn. Kpab.
akap., crp. 225-226).
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J) = @) +iy (1)

1 aKO j€ @ Ma K0ja peayHa W O3UTHBHA BPEIHOCT, allCONyTHA BPEHOCT OIl-
IITEr cauuHuona A, pefa

(25) f(2)= Ay +A(z—a)+ Ay (z—a)* +...

y KOju ce MOxXe pa3BuTH ¢pyHKIHja f(z) y OMU3MHHE BPETHOCTH Z = a yBEK
je Mama @I alCOJIyTHE BPegHOCTH ofipeheHor mHTerpana

2¢ FQ)
26 2 L\ g
( ) TC'([( la2+t2)n+1 !

rae F(f) o3HavaBa alcoJyTHY BpegHOCT pyHKRIHTje WV (¢).

ITourro je dyrkumja f(z) peanHa 3a CBe pealHe M MO3UTHBHE Bpen-
HocTH z, mau 3a z =0, To je Y (0) = 0; a mowTO je, Mopef TOTa, OHA XOJIO-
MOp(Ha 3a CBe TakBe BPENHOCTH Z M TEXM HYJIH 3a Z = o, TO KOIUIHAK
v
=2 ocraje KOHavaH 3a CBE BPERHOCTH z Y pa3Maky off 0 1o o. Axo ce me-

z
rosa HajBeha ancosyTHa BPEJHOCT y TOME pa3MaKy o3Hauu ca N, Oulie

F(t) < Nt,

IITO 3HAYH Jla Ce Ha HHTerpal (26) MOXKe HEIIOCPeHO IPUMEHHATH HEje[[Ha-
yuHa (24), a TEMeE ce f0Na3H IO OBOra pe3yiTaTa:
Alicoayiina epegrocili casunuoya A, (3a n>1) pega (25) ysex je ma-
1@ 0g 6pegHOCIULL
2N

n—1"

(n—Dra

BpaTuMo ce cafia OMIUTEM Clyyajy Kaj je faT HHTerpar

27) Iy = [ a0 [ro)]"de
L

1 NIPETIIOCTABUMO JIa je IyK HHTerpauyje L KakBa 3aTBOPeHa KOHTYpa, Koja
he GUTH EKBHBAJIEHTHA jefHOME U3BECHOM KpYTy C, UHje CPEe/IAILTe HeKa je
tauka ¢ = a. Taj he nyk Taga OUTH €KBUBANIEHTaH U feckpajHoM 6POJy KpY-
roBa KOHIEHTpHYHAX ca KpyroM C u 4uje tie BpefHOCTH MONYNPEe HMKa JIe-
KaTH u3Meby nBe yrBpheHe BpeIHOCTH, HIp. R, U R,.
AKO ce cTaBH fia je
t=a+pe?,
Hanasu ce jaje '
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2n
(28) | 7| <p [ T5"de,

0
TJIE J€, KpaTKohie paju, CTaBILEHO [a je

T = mod A(a + pe®)
S =modr(a +pe®).

Hexa cy Mp) 1 p(p) nse dyHKUAje camMe IPOMEHILUBE P, TAKBE Na je
3a CBE BPEIHOCTH B, XOje ce Hanase usMeby O M 27, ¥ 3a CBe BPEgHOCTH P
Koje ce Hana3e usMeby R, u R,

T<Mp), S <up).

Tapa ce, nomohy HejenHaunne (28), Hanasm ja je

(29) | J(m)| < 2mp(p) [(p)],

1 TO 33 Ma KOjy BpPeAHOCT p m3Meby rpannua R, u R,. Vameby cBujy Tux
BPENHOCTH 3a P HAjIpOOHUTAYHY]E je Y3eTH OHY 3a KOjy dhyHKIHja

(30) @(p) = pA(P)u(P)]’

JOCTHXKE CBOJy HajMamy BpeNHOCT u3Mehy OHHX Koje OHa MMa 3a R,<p<
<R,. Ta he ce BpegHOCT p yOIIITE MEHATH Ca WHAEKCOM 7, ¥ aKO je O3Ha-
yuMo ca \(n), 6uhe

(31) | T(m)| < 2my(n).

PasiukyjMo caj 0Ba fiBa clIyuaja:

1. IIpeTtmocTaBUMO Hajpe fa HajMama BpegHocT O(p) y pasMaky
(R,, R,) oprosapa jeaHo]j off TpaHUYHUX BpEMHOCTH p = R, unm p = R, Tora
pasMaka. Y npsoM he ciyuajy 6utu

(32) - w(n) = RAMR) (R,
ay apyrom .
(33) y(n) = RMR,) (R,

2. TlpernocTaBUMO cajl Ia HajMamwa BpefgHocT ®(p) oxmrosapa m3Be-
CHOJ] BPEHOCTH P, KOja ce Haymasu usMmeby rpasmua R, u R,. Ta Bpegnoct
Tafa Mopa GUTH paBHa jeHOME OJf peallHUX W MO3UTUBHHUX KOpEeHa jelHa-
ynie O’(p) = 0; oHa he yBek 3aBUCHTH O] 7 M aKO ce 03Ha4| ca ®(n), Omhe
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(34) y(n) = o(ni [6(11)] {M. [6(11)]}”
3a CBE BPEJJHOCTH 7, KOJ€ Cy TaKBe fia je
Rl < a(n) < Rz.

WNaxko je R, =< (wTo he 6uTn ciay4aj, Kax ¢y hyHRIme A(f) n r(t)
xonoMopdHe y CnoJbHO] o6mactu kpyra C), jegnaunna he (34) BaxkuTu 3a
cBe BpegHOCTH n Behe of R,.

Ma koju og osux cayuajesa 6uo, jegHa zopra paHuLa 3a 8pegrociil
mogyaa uHitiezpana J(n) 6uhe 2my (n), 2ge je epegrocit Y (n) gepurucana
jegrum og obpazaua (32), (33), (34). '

IMpuMeHUMO Taj pe3yiTaT Ha KOjU clieljanHuju cayvaj. Heka cy A(f)
u r(¢) gBe yHKIHje KOje 3a0BOIbaBajy OBE IOrofde: ja Cy XOIOMOpdHe
3a CBe BPEIHOCTH ! Y CIIOJbHO] 00JIaCTH JeflHoTa Kpyra C OMUCaHOT OKO Iove-
TKa 4 fia je 3a IoecHo u3abpaHe peajHe U IMO3UTUBHE BPEXHOCTH k, A, O, P

la@| < ke, |ro]s L
p

(rme p 03HauaBa MOYC IPOMEHIBUBE f), H TO 32 CBE BPEAHOCTH / y CHOJLHO]
ob6nacru kpyra C.
ITpumeTnMO fia ke, Kao IITO je IMO3HATO U3 TeopHuje Uemux pyHKuxja,
A(t) ysek 3agosomasaitiit Zopiby 0Zogby Kkag zog je o Kaxea ueaa GyHK-
yuja uuju je pog (genre) KoHa4aH: IpeEMa jefHOJ II03HATO] TeopeMH Poinca-
ré-a 6poj o mmahe Taja BpegHoCT 1+ A, TAe A o3Hayyje pox pyHkumje A(r).
Tapa he 6utn

d(p) = kh"p'—””epa;
jeqaaunHa ®’(p) = 0 cBOAM Ce Ha
op*—np+1=0

¥ MUMa Kao peaslaH ¥ NO3UTUBaH KOPCH BpEOHOCT

1
=yl
p=w(n) (——a j ;

a JTaKO Ce YBEPUTH 3aMEHOM y Apyrome ussony dynkumje P(p) ma Ta Bpen-
HOCT OfICTa OfIrOBapa MEUHMUMyMy Te pynkuumje. Taj MUHUMYM MMa 32 BPEN-
HOCT

np=1

Y (n)=kh" e’

np=1"

(np — 1)—&—
o
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ca pyre cTpaHe, ako Ce NMOoNnynpevHuK Kpyra C o3Haun ca R, 6uhie @(n) > R
3a CBE€ BPEAHOCTHU /1> 1 IJie N O3Ha4vyje 6pOj UENHX jeAUHUIIA KOje CapKu
KOJTHUHUK

1+o R®
p

Hakne, iiouesuiu og panza n = 1 6uhe Heiipeciiano

ABH

np-1"’

(np-1) @

|J(m)| <

2ge cy A u B ni6e koHcluaniue, peanHe, HO3UIHUBHE, HE3ABUCHE 0g N U galiie
obpacyuma
P

2kt B h(oe)e.

-,
(ore)e

A=

Uunuehn pasHe gpyre npertmocTaBke o pyHKumjamMa A(t) u r(t), uMao
Ou ce BenuKu Opoj pe3yiTaTa OBe BpcTe, Koju 6u ofipebuBanu ropwe rpa-
HHMlie MOAYJla NpOoy4YaBaHuX HHTerpana J(n).

IIpuMeTHMO JOII 1 TO Aa Ce MCTOM METOROM ylopebuBama Mory y Be-
TUKOM OpOjy ciaydajeBa ofpebUBaTH U gorwe ZpaHulie 3a BPEIHOCTH MHTE-
rpana J(n). Tako HOp. ako je JIyK HHTEeTpauyje eo z-OCOBUHE Off z = a [0
z = b, a pyHxuygje A(?) u r(t) peantHe u HENIPEKUNHE Y TOME pasMaky, OHAa
y3eBIIM 3a A(?) 1 W(¢) ABE TakBe QPYHKUHje, lajes3a a<t<b

A <A, ul@®)<r@)
6uhe

b
(35) J(n) > jx(:) ()] de

1 aKO ce 3Ha m3pauyyHaTu uHTerpan (35), umahe ce jefHa foma rpaHuIa 3a
J(n).

B) 3a ogpebusame TOPIHUX U IOBUX TPaHNLA HHTErpasa J(n) Moxe
ce KOPHCHO YIOTPeGHUTH 1 jeflHa TeopeMa, Kojy je foka3ao Ossian Bonnet!3
1 KOja ce CacTOJU Y OBOME:!

Axo je ¢(z) kakBa QyHKIM]a, Koja y pasmaky (g, b) ocraje MO3UTHBHA
U HEMpeCTaHo omnafa, a f(z) Ma KakBa (PyHKIMja KOHaYHA ¥ HENIPEKHUIHA Y
TOMe pa3Maky, 6uhe

13 picard: Analyse t. 1. p. 201.



38 HAYYHE PACIIPABE

b 3
[r@e@ad =@ f2az,

I7ie je ¢ jemHa m3BecHa BpeTHOCT, KOja ce Hajlas3u y pa3Maky (a, b).

Axo je dpyakudja @ (z) y ropmeM pasMaky TO3UTHBHA, aJIM HEIpecTa-
HO pacre, 6uhe

b b
[r@o@d=0w)| @

[TpumeHnoM Teopema Ha HHTErpan J(n), Hala3Hu ce ga ako r(f) He Me-
1ha 3HaK y pa3maky (a, b) (Tako Jja ce MOXe y3eTH Kao II03MTHBHA) U aKo je
A3BOJ /’(f) MO3UTHUBAH Y TOME pa3Makxy, a HHTerpal

b
(36) A=[Awar

¥Ma KOHAYHY, oipeheny u Off HyJle Pa3sauyHy BPEJHOCT 3a CBE BPEJHOCTH !
y pa3maxky (a, b), 6uhe

-(37) ‘ J(n) = AB",

e A TpefcTaBlba jeaHy Of BpegHOCTH (36), a B KOHCTaHTY, Ydja je Bpen-
HocT r(b); ako je, MaK, U3BOJ r’'(f) HeraTHBaH, Bpefuhe ONET jefHauUMHA
(37), anu ke y 10j A OuTH jefiHa Off BPEHOCTH MHTErpana

t
A=‘[A(t)dr a<t<b,

a B he nmatu BpegHOCT 7(a).
Axo cy, gaxae, N uM jegHa Zoproa u jegHa gorba 2paHULa 8pegHoCcitiu
tiako gepunucanux uritiezpana A, buhe

(38) NB" < J(n) < MB".

B) Younmo cyuaj Kaf ce JIyK HHTerpanuje L CBOAM Ha jelaH OTpanu-
YeH WM HeOTpaHH4eH 10 OCOBHHE PEaNHMX BPENHOCTH, a HeKa cy A(f) u
r(t) Ma Kakse (pyHKIMje, peanHe, KOHayHe 1 Helpekuaxe u3Mehy rpaHuia
uHTerpanuje. [IpuMEeHUMO Ha NpPOydYaBaHM MHTerpan J(n) mosHaTy
Schwarz-OBY HejeHAuHHy, IPEMa KOjOj je YOIIIITE 3a Ma KaKBe (PyHKUKje ¢
¥ \y, peayHe, KOHauHe 1 Henpekuaxe'4

4B, uip. Poincaré: Théorie du potentiel newtonien (Paris 1899) p. 345.
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(39) [ [ov dtr < [ | (pzclt] U wzdt]

I1a Ma KakBe Ouie peajHe CpaHULiE HHTETpaluje, IpeTnocTaBkbajyhn ga cy
OHE HCTe 3a CBa TPU MHTerpana.

Y3esim na je

e=AWM), v=[0]
fpema 2opreoj Hejegnarunu buhe
(40) J(n) < AJY(n),

Zge Je A uzeecha KOMCILAHINA, HE3ABUCHA Og N U YUjd Je 8PEGHOCL

(41) A= |[[a0] a,

a Y(n) uszeecna pyHkyuja dpomensuse n, gaiia obpacuem

(42) Yo = | [r(n] " de.

L

Tako HIIp. aKO je [aT UHTEerpan
J(n) = J A1) e dt
0

rie je A(t) mMa KakBa (yHKIH]a, KOja 3a[0BOJbABa TOPIHE moroabe, a a Ma
KaKap peajiaH ¥ II03UTHBaH O6poj, Outie

o
Yn)= 2 ~2an

J(n) < A4/i ;
an

J(n)=jA(t)( 1 )dr

U TIpeMa TOMe

3a HHTErpaje

a+bt?
6uhe
n 1-3:5-...-(4n-=-3)
Y = s
() Nab 2-4-6-...-(4n-2)

ma, faKkie,
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T < A\[TE\/1~3-5-...-(411—3) -

Hab (2-4-6-...-(4n—-2)

I') iameby pa3sHOBpCHUX HAYMHA HA KOje CE MOTY TPasKUTH TOPH-E UITH
[OI€ CPaHulle BPeAHOCTH MHTerpana J(n) HaBelrhy jouml jemaH, KOju y
M3BECHUM CIIydajeBHMa JOBOJY 1O TpaHNIla IPOOUTAYHU]UX Of OHUX, KOje
61CMO JOOUITN Ha IPYTH KOjU OF HaBeAeHUX HAUMHA.

AKo je @ (z) Ma KakBa peanHa (GyHKIH]ja, YAjU IPBY A3BOJ] HETPEKUI-
HO pacTe 32 CBe BPENHOCTH Z Y jeTHOME TaTOM pa3Maky (a, b) u ako cy

213295 s Iy
Ma KakBM OpojeBH, KOjH ce Hajla3e y TOME pa3MaKy, a
a;,as,... 4,

Ma KaKBH peayH¥ IMO3UTUBHU OpojeBH, OMhe yBeK, Kao IUTO je Halllao
Holder!3 |

(43) al(p(zl)+"'+am(p (zm) > (p az; +0222 +"'+amzm
a +a, +...+a, a, +a,+...+a,

IIpeTnocraBuMo Aa ¢pyHKIHje A(f) 1 r(t) 3a70BOJbaBajy OBE MOrofoe:

1. ga cy 06e peasHe, KOHAYHe U HelpeKUAHE y pa3Maky (a, b) u fa He
MeH>ajy 3HaKe y TOMe pa3Maky (Tako la ce TH 3Halli MOTY CMaTpaTH Kao
IO3UTHBHN);

2. 1a je mpyru u3BOfX ”(¢) Takohe KOHaYHA ¥ HEMpeKuAHa (hyHKUH]a
JCTOTa 3HaKa, Kora je u pyHkumja r(t) y pasmaky («, b).

AKo ce y Hejequaunan (43) y3Mme fa je

zZ =, z, = t+dt, 7y =1+ 2dt
a, = A(t)ydt, a, = A+dtydt, ay = A(t+2de)d ...

¢(2)=[r(®)]'

(rTo ce cMe YUMHHTH, IIOIITO Cy IIpeMa yuMibeHUM NPETIOCTaBKaMa 3a10-
BOJbEHE Torofbe, 3a Koje BPENM Ta Heje[HauhHa), [0Nla3y ce 0 OBOr pe-
3YITATA: JegHA GOrba ZPAHLLA URILeZpana

b

J(n) = jA(r)[r(r)]” dt

a

15B. nnp. Bull. des Sciences mathematiques 1890. p. 96.
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buhie spegrociti MP" Zge ¢y M u P koucilianilie, He3asuicHe ognu gaiiie 06-
pacuuma

b b
L
M = J.A(t)dt, P=r (—M ) L= jA(r); dr.

Y cneuujannoM cnyuajy, xaj ce pyHkuuja A(f) CBOAM Ha jeIHy KOH-
CTaHTy A, Ouhe

A

M = (b-a)r, L:E(b2 —-a*)

I IpeMa ToMe

J(my> (b= a)[r(®)] '™,

rhe je

CBOBEILE ITIPOYUYABAHUX &®YHKIINIJA HA IIPOCTE TUITOBE

Y opebKy, IITO NPETXORH, IOKA3aHo je fla ako ce PpyHkuuja R(f,z),
Koja (bUrypuIle NMOA MHTETpaTHUM 3HAKOM Y MPOYYaBAHOM HHTErpaiy
f(z), paseuje y pen

(44) R([,Z)Zb()+blz+b222+...,

OIILITH cayuHmnay b, 6uhe 36up orpannyeHora 6poja WIiaHOBA, O KOJUX je
CBaKu oONHUKa

P(n,t) [r(t)]” ,

rae cy r(t) u3BecHe (pyHKUHje caMO TPOMCHIBUBE f, HE3aBUCHE Off 1 U KOje
ce gobujajy Kao KOpEeHU U3BecHe anrebapcke jefHaunHe 110 z, YUJU Cy caun-
HUOUHM (PyHKIM]e IIPOMEHIbUBE #; P(n,t) je M3BeCTaH IOJIMHOM IO 7, YHJH CY
CaYMHUONM palmoHanHe PyHKUUje cauynHmiaua y R(f,z), cMaTpaHoj Kao
(pyHKIUJU IPOMEHIBUBE Z.

Jlako ce yBuba j1a ce cBaxu MOMMHOM P(11,f) MOXKE HAIIMCATH, U TO Ca-
MO Ha je[laH HauuH, y OOIUKY

P(n,t) = Ag(t) +nA (1) +n(n—DA () +...,

rne he A;(¢) 6utu ¢dyHKUWje TIPOMEHIbUBE !, fe(PUHUCAHE CACTEMOM JIU-
HeapHUX jeHaYnHa
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P(0,2) = A

P(1,1) = Ay + A

P(2,1) = Ay + 24, + 24,
P(3,t) = Ay +34, + 64, + 64,

IIpema Tome he caumnunan b, pepa (44) Guru 36up orpaHuquora
6poja 4IaHOBa, Off KOjuX he CBaKK UMAaTH 0OIHK

(45) n(n-1)...(n~ AN [r®)],
a ONIUTH CaYuHuiIAl a, pefa

F(z)= jR(z,z)dz =ay+agz+a,zt +...

y KOJH ce MO3Ke pa3BHTH (pYHKIHMja F(z) Guhe paBaH 36Mpy OrpaHHYEHOT
6poja WwiaHOBa, KOjH CYy CBH O0JIHKA

nn=1...(n=k)J(n),
THE je

(A) I = [AO[r@)]' e
L

dynxuuje A(r), wrro PUTYpHILY Y OBUM MHTErPAINMa, HE 3aBUCE Off 71,
U TO A(f) je yBeK paylioHaaHa, a r(t) yBek aszebapcka PyHKLIH]a CAUAHH-
nauay R(t,z), cMaTpaHoj Kao (PYHKLUj1 TPOMEHIBUBE Z.

Cawm, nak, npoy4yaBaHH HHTerpain F(z) 6uhe 36up orpannyeHora 6po-
ja 4naHoBa o6ymKa

i nn—1)...(n—k)J(n)z"
0

KOJHU Ceé MOTY HaITUCATH Y OOJIUKY

L I d ~ Z/(n)7n

a U3 TOra ce M3BOJM OBA OCHOBHA TeOpeMa, Koja he HaM CIIy>KUTH Kao I10-
Ja3Ha Tayka 3a npoyvyaBawe pyHkuuja F(z):
Ako ceca
Ji(n), Jy(n), Ji(n),...

03Have pasHu unitezpaaun obauka (A), koju ce ogHoce HA UPOYHABAHY
¢ynxyujy F(z), a ca
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0,(2), 0,(2), 6(2),...

pasue ¢yHkyuje 6(z) = ZJ(n)z“ WO ogzoeapajy iMum UHiieZpanuma,
gynkyuja he F(z) 6uitiu 36up uzeecho? ozpanuyero? 6poja uranosa

10 d*e
0,(2), -(—‘—, 72 Lo
@), 2 dz dz?

do d*e
e 3 —;7 -'2__2—’
22), 2 dz ? dz?

ITpema Tome, pyHKIH]je
61(2), 62(2), 63(2),...

urpajy npema ¢yHKUMjM f(z) yIOry jefHe BPCTe UpOCUUX esemeHallia W
cBaka (pyHKuUH]ja f(z) IpPOYYABAHOT THIIA, Ma KAKO KOMIIJIMKOBAHO] (PYHK-
uuju R(t,z) oHa ofiroBapaiia, CBONM ce Ha KoMOuHaiyje pyHKRuHja 6,(z) u
IUXOBUX Y3aCTOIHUX M3BOJa: TO CY HAJIPOCTUJH TUIIOBH, Ha KoOje je Moryh-
HO CBECTHU IpoyuaBaHe pyHKUHje F(z).

MebyTuM, 1 0BU Cy THNIOBH GeCKpajHO pa3HOBPCHU. Tako HIp. PyHK-
nuje f(z), KojuMa ofrosapajy pyskuuje
A =", rt)=e",

a JyK ce mHTerpanuje L cBOgHM Ha pealHy IOJIyocy, CBOAE Ce Ha KOMOWHa-
1I[1je TPAHCIEHN(EHTe

> Z”
o)=Y A
o Va+bn
1 IbEHUX U3BOJA 110 Z.

Kap cy dynkuuje A(r) u r(t) o6namuka

AN =" r=c,

a nyK L peajHa moiyoca, yJIOry IIpOCTOTa eJIeMEeHTa UrPa TPAHCIIEHIEHTa

68(z) = Z (arctg —Z—)z” .

0

AKo je

Aty =", r(t)= %
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a JIyK L Ma KaKBa 3aTBOpEHa KOHTYpa, KOja y CBOjO] YHYTPAIIbOCTH 00Y-
XBaTa IOYeTakK, ofrosapajyha ce ¢gynkuuja f(z) cBogm Ha KoMOWHAlM]je
pa3HUX CTelleHa IPOMEHIbUBE z H EKCIIOHEHIIHjallHe (PyHKIMje e T,

On HapouuTor je 3Hauaja IpH OBOME CBObemy TO IITO GecKpajHo
MHOTHEM (pyHKIHjaMa f(z), KOjuMa OfiroBapajy pasHe paluoHalHe (PyHK-
nuje R(t,z) oprosapajy jeHU MCTU NPOCTH THIIOBHU 6 (z). A ¢dakT ma cy ose
(pyHKUM]e MHOTO NIPOCTHje U YAECHH]jE 3a IPOyUYaBamkhe HO caMe faTe (PYHK-
nuje f(z), # a ce TaKBUM CBObHerbeM OBa (PyHKIU]ja MEXaHWIKH, O6e3 Iy-
6Iber UCMMTHBAKA, 0cno6obaBa cBake MPUBUIHE KOMIJIMKOBAHOCTH U CBO-
IM Ha OHO IIITO j€ Y 10j OHCTa Iajbe HECBOAJBLUBO, laje HapoUYnTa HHTepeca
obpagu Teopmje Ppyrkumja 0 (z). Ocum Tora, cBoheweM Ha Te THIIOBE foNa-
3W ce /10 Tora fa ce YuTaBe rpyne (pyuKuuja F(z) pauyHajy ga IpuUnanajy
jemHOMe MCTOM THMY (PYHKIIH]a, aKO UM OArosapajy ucre pyskuuje 0(z),
TAKO Jla je MOBOJBHO OOpaguTH TeOpHujy OBaKBe JeHE CIELHjallHEe TpaH-
CLIEHJEHTE, NIa la TUME | TeOopHja jefHe Beauke rpyne dpynkuyuja f(z) Oyne
obpabena.

dyukuuje 6(z) yonure cy wpancyergenitiine byHkumje. MebytumM, y
W3BECHAM, HAPOUUTUM CIIy4ajeBUMa OHE Cy payloHanHe (PyHKIH]e TPOMEH-
muBe z. Tako ako ce pysKImja r(f), MITO OfroBapa jenHoj pyskuuju 0 (z)
c80gQuU Ha Kakey KoHcuiawnilly, Onhe

J(n)= A",
I7e cy A M 0L KOHCTaHTe, a caMa yHknuja 6 (z) Ouhe obnuka

A
-0z

6(z) = i Aotz" =
0

Takas he ucTu cinyuaj GUTH Kag je AyK uriiezpayuje L kakea 3aiugo-
pena Koriliypa, y yHyilipaurocitii kKoje je ogzosapajyha gynkuyuja x(t) xo-
nomopra, a pyruryuja A(t) uma ozpaniien 6poj iionosa. Jep, Kao wro je
paHuje moKa3aHo, nHTerpan he J(n) Taga 6uTH paBaH 36MpY OrpaHHYEHOT
6poja unaHOBa, KOJH Cy CBH OONHUKa

n(n—=1)...(n—k+1HHK"™",

rae cy H 1 K xoncTanTe He3aBucHe of 1. CBaKM TakaB WIaH jjaje y u3pasy
3a 6(z) mo jegaH 4naH o6/MKa
N
A d : ),
dz" \1- Bz

wTO nokasyje na he dpyHkuuja 6 (z) ogucra GUTH palOHaHa.
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O KOHBEPTEHIMIM PEJOBA 6(z)

O6pacuu 3a cBobeme npoyyaBanux (pyHKIHja f(z) Ha IPOCTE TUIIOBE,
Ha KOJ€ CMO HAHWILIK Y IPETXONHOM OJIEIbKY, TIOKA3Y]y f1a Ce MUTAkbe O KOH-
BEpreHIMjH peoBa

(46) f(@)=ay+az+az* +...
CBOIM Ha IIUTare O KOHBEPTeHIHjH pefoBa
8(z)=JO)+J(Wz+T(2)z% +...
KOJU OfiroBapajy NpOCTUM eneMenTuMa 8 (z). AKO cy
(47) R, R,, R,..

NIONYIPEYHHIM KPyroBa KOHBEpreHuuje noce6Hux pyHknuja 6,,6,,6,,...
Ha 4Hje ce KOMOMUHaluje CBOIM mpoyuaBarse pyHKunja f(z) doayipeuHux
R kpyZa kousepzenyuje camoza pega (46) 6ukie pasan Hajmarbem 0g Hoay-
ipeurura (47). Tako ucro, ako cy

Ao Ao, Ag,..

MOThe TpaHuNe Nonynpednuka (47), Hajmarea og ux 8pegrocitiu ipegciia-
e/mahe jegHy gory Zpanuyy camoza oayipeyrura R.
3agpKuMo ce, lakile, Ha NCIUTHBaky KOHBEpreHuyje pegosa 0(z).
ITpe cBera, ako je MOTYhHO eKCITMIUTHO U3pAYyHATH MHTErpas J(n)
Kao (pyHKIH]y NpoMeHIpUBe 1, 6uhe MOryhHO OApEOUTH W CaM MOIyIpe-
YHHUK Kpyra KOHBepreHuuje onropapajyher pepa 6(z): osaj fie buitiu pasax
JjegHoj uau gpyzoj og epegrocitil

(48) o=lim—2®_ 5= limy |
J(n+1) J(n)

IlemaBa ce na ¥ ako HHUje MOTYhHO HahM eKCIInInTal uspas 3a J(n),
unak ce Moxke Hahu acumitioitina epegHociii TOTa HHTETpana 3a BPJIO BEJIH-
Ke BPEJHOCTY IIPOMEHIbUBE 71, Tj. TaKBa jefiHa dhyHkuuja U(n) Te TpOMeH-
JLUBE, 1A je 32 1 = oo

lim 20D — 1,
U(n)

Y iiakeom ke cayuajy iloayipeyrnuk kpyza KoHeepzenyuje pega 6(z)
6uiliu pasaw jegHoj uall gpyzoj og epegHociiiu

. U(n) .
49 = lim———, = limx .
(49) | p=tm U(n+1) p=am Un)
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Hamocnerky, ako je HeMoryhno Hahy HY TayaH HH aCHMTOTHM H3pas
WHTETpana J(n) momohy pasHoBpcHuX HejemHauMHA 3a J(n), O KOjuMa je
paHHje 6MII0 peun, Mory ce Hahu fome rpaHmIe 3a nonynpetIHI/IK p Ha OBaj
HA4MH: aKo ce Habe f1a je

‘](n)‘ <o),

rae je ¢ (n) Kakpa IIO3HATA, PEaHa 1 MO3UTHBHA (PYHKIH]a IPOMEHIBHBE 7
X aKO ce 3Ha GUIIO MOJNPEYHUK A KPyTa KOHBEPTeHINje pefa

PO +oM)z+¢(2)2% +...

Ousio Gap jelHa f0Mba IpaHMIa P TOTa MOIYIPEUHUKA, 8PegHOCIHL A, OGHOCHO
n, Oufie jegHa gorba Zpanuya HoAyipedHuKa p.
Taxo, aKo je [y faTora iyka HHTerpanuje L HelpecTaHo

r@)| <M,
I7e je M KakBa CTajHa KOJNWYMHA U aKO IIOpe]] TOra KOHCTaHTa

(50) P= JI A(t) ’ ds

(rme s 03HAayYaBa AyXUHY yKa MHTErpaiyje) uMa KOHAYHy ¥ O] HyJe pa-
3JIMYHy BpefHOCT, oArosapajyhu pen 6(z) 6uhe n3BecHO KOHBEPreHTaH 32

1
\(z)\<-ﬁ.

3aMUCIEMO caff fa ce JIYK UHTerpaiyje IOCTYNHO AeOpMHIIe TaKo
na mpu Toj necpopManuju uHTErpan J(n) He Mema cBojy BpefHocT. CBaKo-
M€ HOBOM, TaKo o0MjeHOM JIyKy OoArosapahe 1o jeqHa BpeTHOCT M U ako je

|l HajMama n3Mebhy THX Tako J06HjeHUX BPeTHOCTH, i npepcraBibahe jegHy
NOY [PAHUILY TIONYIpeYHHKa KOHBEPreHLHje P.

o . 1 _ __
Anu Y U3BECHUM OULULUUM CayHajesUMA 084 8PEGHOCUL — upegcuia-
n

8/ba UL CaMy WIAUHY 8DEGHOCIU [HOZA HOAYUPEeUHIIKA.

Tako, tiaj ke cayqaj buitiv kag zog cy gyuxyuje A(t) u 1(t) peanne,
KOHA4He U HellpeKugHe, a AyK ce uxitiezpayiije L ceogu Ha jegan ozZpanuyer
UAU HEOZPAHUYEH Je0 peanne 0CO8UHE, Hilp. Ha Kakae pasmak (a, b) peas-
HUX 8pegHOCIUILL.

Ha 6ucMo TO KOKa3an, NPeTNOCTaBUMO Hajupe fAa dhyHKuuja r(¢t) He
MeHa 3HaK y pa3Maky off f = a 10 t = b (M Taj ce 3HaK Tajja MOXE cMaTpaTu
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Kao NO3UTHMBAH), 4 []a je OPeN TOra IIPBA U3BOK Te (PYHKUMjE MO3UTABAH y
ToMe pasmaky. IIpema o6pacuy (37) 6uhie Taga

J(n) = AB",
e je

b
A=JA(t)dr, B=r(b), a<t<b,
f

Kap rop je, maxne, BpegHOCT A KOHAYHA U Off HyJle pasaudHa, Ouhe

p:lim”L :.l_:__l_;
VAB" B r(b)

a MOLUTO Ce, IIPEMA yUNIbeHO] IPETHOCTaBIM 3a (PYHKIH]Y 1(f) HheHa HajBe-
ha BpengHoCT y pasmaxky (a, b) moknana ca r(b), To je

i =r(b),
1a, makie,
1
p=—.
)

AKOo je u3BOf| /() HeraTuBaH y pasMmaxy (a, b), 6uio 6u

J(n) = AB",
THe je

t
A=J.A(t)a’t, B=r(a), a<t<h

U NOJIYIIPEYHUK KOHBepreHuuje 61o 6u

A momrro ce Hajseha BpennocT dyukumje r(¢) y pa3Maky (a, b) moxia-
ma ca r(a), TO je oneT
p=—.
1
IIpeTnocraBuMo HamocneTKy fa u pyHKIHja r(¢t) U meH u3sBopn r'(r)
Memajy 3Hake y pa3Maky (a, b). Tapga ce Taj pasMak MOXe IONENUTH Ha He-
KOJUKO MamuX pa3Maka, y KojuMa TH 3Hall OCTajy HenpoMeH/buBh. CBa-

KOMe OJf THX pa3Maka ofrosapahe y mnTerpany J(n) 1o jefan wiaH o6nuka
AB" m J(n) he 6uTu paBaH 30Hpy M3BECHOT OTpaHMYEHOT Opoja TaKBHUX
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YJIAHOBA. ACHMTOTHA BPEFHOCT HuTerpana J(n) 6uhe pasHa oHOMeE Off THX
4JIaHOBA y KOMe KOHCTaHTa B mMa najsehy BpepHoCT. A mourro ce Ta Bpeji-

HOCT IIOKnNala ca Hajsehom Bpegnomhy dyskmuje r(r) y pasmaxy (a, b), To
he omet 6utn

p=—
1}

Taxo Jia Ta) pe3yTaT BaXH 3a CBE CIyvajeBe Ma KakaB GUO 3HaK (yHKIHje

r(f) U BeHOT U3BoJa U3Meby MHTErpalTHuX rpaHuna,

HpI/IMeTI/IMO y3Tpef JOII ¥ TO fia IIOILITO j& BPEHOCT U Y CBUMA TaKBUM
CIydJajeBHMa YBEK pa3jIiyHa Off HyJle, TO U MOJYIPEYHNK P UMa YBEK M3Be-
CHY KOHaYHY BPEIHOCT, IITO 3HAYHM J1a: Kag 209 ce AyK uriezpayuje L ceogu
Ha Jegar geo peanre ocosure (0Zpanuyen uau He) u kag cy gyukyuje At u
1(t) KoHa4He u HelipeKugHe Ha [ioMe AYKY a UHiezpan

_[A(r) dt
L

UMA KOHAYHY U 0 HYAe PA3AUYHY 8pegHOCIH, ogzosapajyha ¢pyrkuuja 6 (z)
MOpa UMATAU cuuzynapumeum Y PABHU UPOMEHBUBE 7.
Hagewhy jow jegaH onmtu ciaydaj y KoMe he momynpeuHuK Kpyra

. 1 .
KOHBepTeHIMje MMATH 33 TAYHy BPEXHOCT —, T/Ie 1 O3HAUyje MaKCUMAIH
i

BpengHocT QyHKIH]je (1) IyXK jegHora o MehyCoOHO eKBUBAJIEHTHHUX JIYKO-
Ba MHTErpanyje.

Hexka je nyk L peanaH uin UMardHapaH, alld OTBOPeH; 1e(OPMUIIEMO
ra Tako fa IpoJia3y Kpo3 jeflHy U3BECHY TauKy ! = ¢, KOja ce He IIOKJamna
HU ca jelHOM KPaj’hOM TauKOM JIyKa L u Koja Ou nMaina oBe ocobuse: 1. na
6yme r’(a) =0; 2. §a Toj Tauku ofroBapa Hajseha BpefHOCT KOjy (PyHKIU]A
r(¢) mo6uja Ay HOBOTA JlyKa HHTErpaluje.

Taga ke oiieiti Ouiuu p = l.

Jep mpeMa jenHoj mosHatoj Teopemu Darboux-al® xap roy cy 3a jepan
“HTerpan obnuKa

T = [ a@[ro]'d
L

HCIyIbeHe TOpibe moropoe, 3a BPJIO BEJIMKE BPENHOCTH 1 Ouhie

16 | oc. cit.
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J(n) = NM(1+8”),

N

rhe je N u3BecHa CTallHa KOJIMYIHA, HE3aBICHA Off /1, @ €, U3BECHA (DYHKIU-
Ja IPOMEHIBUBE 71, KOja TEXM HyJIM Kaj n 6eckpajHo pacre. [Ipema ToMe je

. Jn) 1 n+l 1+¢g, 1
p = lim = f = ,
Jn+l) r@VN n l+¢,, r(a)
a nowrTo je r(a) Hajseha BpennocT Kojy dyHkumja r(f) KobUja AYyK €KBHU-
BaJIEHTHUX JIYKOBA HHTErPalje, TO je TOPHe TBpheme JoKa3aHo.

Yomnwre, nUTame 0 KOHBEPTEHIU)U pefoBa 6(z), ma, makie, H cCaMux
pefoBa IITO OAroBapajy NpoyuyaBaHuM (pyHKIujaMa f(z), TECHO je Be3aHO
ca NpoyvyaBalke€M aCUMTOTHHX BPEAHOCTH MHTerpana J(n), UIn — IITO je
JeHO UCTO — ca ofipehuBameM BUXOBUX MPUGINKHAX BPEXHOCTH 3a BPJIO
BEJIMKE BPEHOCTH NpOMeHIbuBe 1. OBU HHTETPANIK CAMUM CBOJUM OGIHKOM
jako oJlaKIlaBajy UCTpaKWBama T€ BPCTE U GUIU Cy MPEMET HEKOJIUKUX
3HavajHUX pagoBa. O muMa ce 6aBHO jour Laplace, KOju je, IPETIOCTaBIba-
jyhu peansoct ¢dyHruuja A(f) u r(t) ¥ UHTErpaUMoOHOT JyKa L, folrao g0
oBor obpacia, Koju HOCH Beroso ume 7

h

noo E n —2(p((X)
[r@o@)] dx—\ﬁ F(o)[o ()] o e

a
I7le O 03HaYyje M3BECHY BPENHOCT NMPOMEHIBYBE 71, 32 KOjy PyHKUHKja ¢ (Ot)
JIOCTHIKE CBOj MaKCHMYM, a €, W3BeCHy (PYHKLH]y IPOMEHIbUBE n, KOja Te-
KU HyJIH Kaf n 6ecKpajHO pacTe.

Darboux je mperusupao moronbe mof kojuMma je Laplace-oB o6pasan
ynotpe6IbUB, a y KCTO BpeMe ¥ IPOIUMPUO My YIOTPEOIBMBOCT U Ha ClIyYa-
jeBe Kay cy QyHKIHUje MO WHTErPaTHIM 3HAKOM, Kao U JIyK HHTErpaluje
nMarusapau!8 | MicTw je MaTeMaTHuap [oKasao fia Ma KakBa Ouna (hyHK-
muja A(f), ako je moryhHo gepopMucaTH JYK HHTErpanmje L Tako fa npo-
Ja34 Kpo3 jefiHy Tauky f = g, KOja Cce He IOKJIAlNa HA Ca JeJHOM KPajHhoM
TAYKOM TOTa JIyKa, a 3a Kojy Om 6mino r’(a) =0 u fa pynkumja r(¢) uma y

17 Oeuvres t. 111
18 [ oc. cit.
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TO] Tayky HajBehy BpemHOCT M3Meby CBHjy OHHMX Koje moOuja Ha TOME
HOBOME JIYKY, AcUMILOIIHA he 8pegrociu unitiezpana J(n) 6uitiu

L(a)r
VR

2ge je N KoHcIlanitia He3asUCHA 0g 1, gaitia obpacyem

N= |copl@
’//(a)

Y ciyyajy Kaf nedopMUCaHU JIyK MHTerpanuje IpoJiasi Kpo3 BHUIIe
Tayaka, KOje uMajy HaBeleHe 0cOOMHe Tauke ! = a, a Yuju apukcu, Mehy-
THUM, 33]J0BOJbABAjy IOTOH0Y

1)

o) =|r

cBaka off TUX Tayaka mahe mo jeman uymad obnuka (51). Acumitioitina he
spegHocill unitiezpasa I(n) 6uitiu pasHa 36upy ceujy akeux 4AaHoed.
Kap je Hrip. gaT unTErpan

oa

J(n) = J. th(te™")dt,

0

MakcuMyM Qyrkije (t) Ha nyky (0,e0) oAroBapa BpegHOCTH t = 1, a cam
Taj MaKCHMYM MMa 33 BPEJHOCT

ray =1,
4

IIpema ToMe he acUMTOTHA BpeJHOCT MHTErpaa GUTH

2

(4 n
a OJIyIIpeYHMK Kpyra KOHBepreHuuje onrosapajyhe dynkuuje 6 (z)

p=e=2,7182...
3a uHTerpane o6ianka

J(n) = j f(r)[’“ )} dr,

rme je f(t) Ma KakBa PyHKUH]a TPOMEHILUBE f, KOHAUHA ¥ HENPEKUIHA Y
pa3MaKky MHTerpauuje, a A Ma KakaB CTaJIHH 6poj, Hanmasy ce a he uM acuM-
TOTHA BPEJHOCT OUTH
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Af(a)
B”’\/;”; ’

A+ M=)

- 1-20+2\A(A = 1)

rae je

1 2
A=—+JU0-B)n
> ( )

B=1-2A+2{MA-1);

NOJIYIIPEYHUK Kpyra KOHBepreHuuje ogrosapajyhe gpyuxumje 6(z) 6uhe

p=1-2"+2JA(A-1).

ITpuMeTuBIIN 1a ce cBaku HHTETrpasn J(n), 13BECHOM CMEHOM IPOMEH-
JbUBE !, MOXKE CBECTH Ha jef]aH MU APYTH O 00JIHKa

If(t)t”dr, j f(t)G)”dt

Flamme!? u Hamy?20 cy y cBojuM pagoBuMa O IpUOGNUKHAM BPEJHOCTAMA
UHTerpana obnuka J(n) Hapo4UTO MPOYyYaBall HHTErpalle IMOCIemba 1Ba
THIIA ¥ TOKa3aJi KaKO BbUXOBEe aCUMTOTHE BPETHOCTH 3aBHUCE Off aHATUTH-
yKe Nnpupofe pyHKiuje F(t), a HAPOUUTO Off NPUPONIE HEHNUKX CUHTYIAPH-
TeTa.

Le Roy?2! ce 6aBuo o ofipebuBarmy acCHMTOTHIX BPeIHOCTH MHTETpana

(52) J) = [ A@ye"dt,
0

rae ¢yukiuja A(f) 3agoBosbasa u3BecHe noronde. Te ce moroxe cacroje y

OBOMEC: aKO ‘ce CTAaBHU Ja je
o(t) = —log A(t),

1. gpyukumja je @(¢) peanHa, NO3UTHBHA U HENPEKUIHA 33 CBE BPENHO-
cru ¢t u3Meby O | oo, a TAKO UCTO U H€H IIPBY U APYI'd U3BON;

19 Recherches des expressions approchées etc. (Thése de doctorat, Paris 1887).

20 sy 1o developpement approché de la fonction perturbatrice etc. (Journ. de math. pures et
appl. 1894).

21 yaleurs asymiotiques de certaines séries etc. (Bull. des Sciences Math. t. 24. 1900. p.
245-268).
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2. pyERIHjE

0]
f

o), ¢, . QD)

pacty o GeckpajHOCTH Kaf| ¢t 6eckpajHo pacre. Acumitioitina ke 8P egHOCIU
uninezpasa I(n) inaga 6uinu :

(53) enc—(p(c) 2TC ,
4 (p”(C)

2ge je c peanan U UOUMIUBAH KOPEH jegHAUUHE
(54) ¢©’(c)=n.
Tako HIIp. Kap je
A)=e"" 1<p<2
jemHaunHa ce (54) cBOnHM Ha
pc”_l =n

U 1EH je peallaH U IIO3UTHBAH KOPEeH

_

n p—1

cC =i — )
P

IpeMa TOMe, aCHMTOTHA he BPeIHOCT HHTerpana OUTH
h k
An"B"

rme cy A, B, h, k u3BecHe KOHCTaHTe, He3aBUCHE O 1.

Ha Tun (52) cBopu ce 6eckpajaH 6poj pa3sHOBPCHUX mHTerpana J(n).
Hexka je unp. ¢pyHkumja r(f) Taxsa fa 3a ¢ = a fo6uja KakBy KOHauHY Bpel-
HOCT O, yOCTaJIOM Ma KakKBy, a 3a ¢ = b fa mocraje 6eckpajHa. AKO ce CTaBH
naje

r(f) =oe,

npoydyapaHu he uHTerpan
b
(55) J(n) = jA(t) [r()]'dt

no6utn o6mux (52).
Ja hy oBje jolI moka3aTH Kako ce MOXe HahM acHMTOTHa BpeJHOCT

HHTEIpaia
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(56) T(n)= j A()e"dt,

rae je A(t) Ma KakBa yeaa pyHxyuja (xonoMopdHa y 11e70j] PaBHU) U HYA-
itioz poga. Taga ce A(f) MOXe pa3BUTH y peN

(57) Al) = 0y + Ot + 0012 + ...

KOHBEPTEHTAH 32 CBE BPENHOCTH ! y paBHU Te NpOMeHJbMBe. MHOXehn
jenHaunny (57) ca e™"dt n unrerpanehu y rpanunama (0,e0) (0O4EBUIHO Je
Jla Ce MOKE MHTETPAJIUTH 34 CBaKy MO3UTUBHY BPEJHOCT 11, OCHM 3a 1 = 0),
nobuja ce fa je

J(n)y=o, My +oM, +0,M, +...,
rfie je YOIIITe
1-2-3-...-k

k+1

M, = the“”’dt =
Y n

u 1pemMa ToMe 3a n >0

o o, 2o
L=ty =2+

n n 113

(58) J(n)=
TTowTo je A(¢) mena ¢pyHKIUja HYITOr Pofa, TO he mpema jefHoj mo-
3gaToj Poincaré-0Boj TeopeMH 3a TakBe PyHKIMje OUTH
limklo, =0 3a k=0,
wrro 3Haun fa he pen (58) 6uTH KOHBEpreHTaH 3a JOBOJBHO Mase BPEIHO-
cTH l, Tj. 32 JOBOJLHO BEIMKE BPEXHOCTH 1.

n
AXO je caji CAUMHUNALL Oy Pa3InyaH Off Hyle, Ouhe 3a n = co

lim 2 <
Yo
n
aKo je, max, oy =0, =...= 0, =0, 6uhe
lim 20D 1,
p!oc,,

n/7+1

[ITO 3HAYM [a: ako épegHocil t =0 Huje kopew jegnayure A(t) =0, acum-
A(0)
n

fioitina ke epegrociiiu uninezpana J(n) ouitiu ; ako je, iak, t =0 ko-
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DeH p-lihoza pega 3a UOMEHYILY JegHaUUHY, ACUMILOTHHA he epegrociii uHilie-
Zpana 6uitiu
A(P)(O)

”p+l

JIako ce yBepuTH fia je 32 Ma KOju OF OBUX CIIyuajeBa oayapeyHuK
Kpy2a KOH8epzenyuje ogzosapajyhes pega 0(z) pasan jequruuu.
IIosHato je HIIp. 1a je pyuxuHja

A(t) = Si“(f

uesa ysKIyja HyJITOT pofa; nourro je taga A(0) = 1, acuMToTHA BpPETHOCT
MHTEerpana

J(n)= J‘ Su\l/%ﬁ e~ "dt

a

1 . .
6uhe —, a nomynpeyHuK Kpyra KOHBepreHuje onrosapajyher pema 0 (z)
n

6uhe 1.

Ha tun (56) cBopu ce Takobe 6eckpajaH Opoj pa3HOBPCHUX MHTErpaa
J(n). Tako, xap je r(¢) KakBa (pyHKIIH]a, KOja 3a = g 0OHja KOHAYHY, YO-
CTAlIOM Ma KakBY, BPEIHOCT 0, a 3a f = b BpefHocT 0, aKo ce CTaBu f1a je

r(t) =oe™
unTerpan (55) gobuja o6nuK (56); DOTYNpeYHUK Kpyra KOHBEPreHIuje Off-
rosapajyher pena 6 (z) 6uhe l.
o

HanocneTky, pa3HOJUKAM CIELHjaTHIM METOflaMa, a IpeMa pasHuM
IpeTnocTaBKaMa Koje ce MOTYy YMHUTH 3a QPyHKumje A(t) u r(¢), MOTy ce
ogpebuBaTH acHMTOTHEe BPEJHOCTH Pa3HOBPCHUX Kiaca MHTerpana J(n).
ITome 3a oBakBa MCTpaXkuBawa BPJO je NPOCTpaHO; MehyTuM, cBaku pe-
3yATaT, oOHjeH y TOME IpaBlly, HEMOCPEeNHO OU NONPUHEO PAa3BUTKY TEO-
puje ¢pyHK1IMja F(z) umje je MpoyyaBambe NpefMeT oBe pacnpase. Ca o3Ha-
BarbeM aCHMTOTHHUX BPEIHOCTH TIOMEHYTHX HHTETpasla CTOJM Y HEMOCPEJHO]
BE3U He CaMO NHTake O KOHBEPreHUMjH pefoBa, y Koje ce MOTy pa3BUTH
cdbyrkumnje F(z), Beh 1 MHOTE ipyre MOjefUHOCTH TEOPHje THX DyHKIIH)a.

*

W3meby pa3noBpcHuX (pyHKLH]a

(59) 8(z) =JO)+JD)z+T(2)z2 +...
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OJ1 HADOUUTOT Cy MHTEpeca OHE Koje Ae(PUHHUILY KaKBY Ueay yHKYUJy TIPO-
MEHJbUBE z, 3a KOje je pen (59) KOHBEpreHTaH y 1IeJ10] paBHU Te IIPOMEH-
muBe. CTora je oj MHTepeca YMETH DELUUTH OBaj 3aflaTak: KaJ Cy jaTe
dbyuxumje A(f) u r(t), WTO (PUTYPHUILY Y HHTETPATY

T = [ A0[ro)]'dr,

L

pacnosHaTH fia Ju je oaroBapajyha ¢dpyukuuja 6(z), geduHucaHa penom
(59), uena gyHK1Mja TPOMEHIBUBE Z.

Omiute 61 ce pellerse 3aaTKa cacTojalio y OBOj TEOPEMH, KOja ce 10-
6uja Kao HermocpeaHa MOCIeIula TO3HATOT IpaBMiia 32 ogpebuBame nony-
IpeYHUKa Kpyra KOHBEPTeHIHje KaKBOTa JaToT pefa:

Ha 6u 6(z) 6uaa yeaa ¢yuxyuja, iiollipebHo je 1 gosomHo ga byge
UCUYFbeHa jegHa UAlLL gpyZa og osux fioZogaba

lim#/700 =0, lim2 D _g
J(n)

Kap je ump.
Al = e, ) =¢é, a>0,

a JIyK ce UHTerpanuje L CBOY Ha PEalHu pasMak (—oo, o), Ouhie

2
=1

T
Jn)y = _|—e*,
a

OjaKJIe je
lim#4/J(n) =0,

ma, fakJie, je u ogrosapajyha ynkumja 6 (z) uena dpyukumja.

Axo mEje MOryhHO OfpeNUTH eKCINIMINTAH U3pas 3a J(n), seh camo
IbE[OBY ACHMTOTHY BPEJHOCT 32 BPJIO BENINKE BPETHOCTH 11, 20pHba Lileope-
Ma ociliaje y 6a¥cHOCTU I OHgA Kag ce Lipasa epegrocii J(n) cmeHu c60jom
ACUMIHOTIHOM 8DEGHOULRY.

Taxko Hrp. ¢pyHKIHja 6(z) KOja Ofrosapa HHTErpary

J(n) = J. 211/;_\/; e~ "dt,

nehe GuTH mena, jep — Kao IWTo je paHuje I0Ka3aHo — aCHMTOTHA je Bpef-

a

1
HOCT OBOTa MHTErpajia paBHa —.
n

HamnocneTky, ako Huje MOTyhHO OfpENUTH HU MPABY, HA aCUMTOTHY
BpEIHOCT MHTerpaja J(n), MOXe ce KOPUCHO YIOTPEOUTH 3a pelerhe TIo-
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CTaBJbEHOT 3ajaTKa jeJiHa METONlA yIopebuBama, Koje ce MPUHINAM cacToji
y OBOME:
Ako ¢y Mt) u u(t) gee iliaxee QyHkyje ga unitiezpany

Y(n) = j LR"dr |

2ge je
L=|\1)

. R={r®)],
0gzosapa Kaxkea yeaa QyHKULja

YO)+Y(Dz+Y(2)z% +...,
a, mebyitium, je gyx yeaoza Ayka uHiiezpayiije

| AW |<L, |r(t)|<R

@yHryuja 0(z), witio ogzosapa unitiezpaay J(n), buhe iiaxobe yeaa Qynx-
uuja.

ITopen Te MeTofe MOXe ce y BEJTMKOM OpOjy ciydajeBa MOCTaBJbEHU
3ajaTak peIUnTH IOMOhy OoBe Teopeme:

Kag zog je y unitiezpany

J(n)=J AD[r@)] ar
L

MOZYhHO gedpopmucailiu ayk uniezpayuje L maxo ga o — ocitiajyhu iipu
iom exgusaneritian ipsobuilinome AyKy — 6yge yeo y Oeckpajrociliu; ga
mogyo gpyukyuje 1(t) gy iiaxeoza beckpajro ygamernoz ayka 6yge beckpaj-
HO manlt U ga, lopeq ioza, KOHCILARIA

P = [| Aw)|ds
L

UMA KAK8Y KOHAYHY U 0 HYA€ DA3AUHHY 8pegHOCIl, ogzosapajyha ¢yHk-
yuja 0 (z) buhe yeaa yHkylja iipomeHmlge z.

Jep ako ce HajBehn mMogyo yHKUmje r(f) My jefHOra, Ma Kora, of
eKBUBAJIEHTHUX JIYKOBa MHTerpalyje o3Hauu ca M, 6uhe, Kao 1ITO je paHu-
je IMoKas3aHo

| J(n)| < PM",

a MOJIyNpevYHWK P Kpyra KOHBepreHuuje oaroeapajyher pepa 6(z) 6uhe

1 : . .
Behn on M HIIN paBdaH OBOME. AKO, JaKne, MOCTOJM TaKaB JEJaH JIYK HHTE-
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rpauuje, ia je AyX Tora nyka M = 0, nonynpeunuk p 6uhe Gecxpa]aﬂ LITO
3HauM fia je 6(z) uena pyukumja.
Heka je nnp. gaT unTerpan

T(n) = JA([)(a iﬁ) dt,

rJ€ je ¢ Ma KaKBa KOHCTAHTa ca MO3UTHBHUM pealHuM [elloM, a A(f) TakBa
jeRHa (yHKIM]a IPOMEHIBUBE 1, ]a HEMA HIKAKBHX CHHTYAPUTETA HA pearn-
HO} OCOBHHH HU M3HAJ € U Ia JIOpe[l TOra HHTErpan

P = [|Aw|di

UMa KOHAYHY ¥ Off HyJIE Pa3JIMUHy BPEHOCT. AKO ce 3a JIyK MHTerpanuje
y3Me JIyK MOJIYKPYra, ONICAHOr HaJl pEaJTHOM OCOBHHOM OKO ITIOUETKa Kao
CpepuIlTa, ca 6€CKPajHO BEJINKUM IIOTYIPEYHUKOM, OBaj he nyK oueBugHO
OUTH €KBUBAJIEHTAH PEANIHOM JIyKy MHTerpanuje (—oeo,00), MOIITO HU3HAJ
peanHe OCOBUHE HU jeqHa of (byHKIMja A(f) U r(f) HEMajy CHHIyJIapuTeTa.
A TIOIITO je yX TaKBOTa JIyKa MOYO (DYHKIM]Ee

(1) =
a+Ht
6eckpajHO Mamu, itio he ogzosapajyha ¢pynkuyuja 0(z) 6uitiu yeaa.
Takas je HIIp. city4aj Kaj je

Alt) = @ (1) e™™",

I7ie je 0. Ma KakBa (PyHKIMja ca NO3UTUBHHUM pealHUM AeJioM, a ¢ () Ma
KakBa (hyHKIH]ja, KOja HUje HemapHa M Koja HeMa HAKAKBHX CHHTYJIApUTETA
Ha peajyHO] OCOBMHH HHTH M3HAJl OBE, a IIOpeJl ToTa He nmocTaje 6eckpajHa
Kaj t 6eckpajHoO pacTe y IpaBIly OWIJIO IIO3UTUBHE, OMIIO HETaTUBHE PeallHe
nonyoce. Jep Taga he unrerpan

P= ﬂ Q) e ‘dt,

Kao IITO je MO3HATO, UMATH KOHAUHY U Off HyJIe pa3M4Hy BPEHOCT.

MoryhHo je moka3satw BelwKu Opoj OBAaKBHUX pe3yiTaTa, Koju 6m
Ipey3upaly foiipebHe unu 008osbHe yelaose fia 6u dyHkuuja 6(z) 6una
nena; ja hy HaBeCTH jouI OBaj pe3ynTaT, KOJH H3J1a31 Kao MOCIeNIa OHOra,
IITO je J0Ka3aHo Ha cTp. 46 OBe pacmpase:
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Oyniyuja ©(z) He moxce OUIliL yeaa QyHKYUja ako ce AyK uHilie-
Zpayuje ceogu Ha jegan, 0ZPAHUYEH UL HEOZPAHUYEH (eO Pedate OCOBLHE,
Ha Kome cy @yuryuje A(t) u 1(t) xonomopdre, a ogzosapajybiu uniiiezpan P
UMA KOHAYHY U Og HY.Ae PA3AUYHY 8DEeGHOCI. '

METOJIE 3A HETTOCPEOHO ITPOYYABAILE ®YHKIINUTA 6(z)
dynkuuje '
(60) 0(z) =JO)+J Dz +J(2)z* +...,

rje je yoIuTe

(61) J(n) = j AW [r@)]"dr,
L

Ha ymje ce KoMOnHauyje cBoje npoydaBaHe ¢pyHKuumje F(z), mo camome
OOJNMKY aHaJIMTUUYKOra U3pa3a, y KOMe ce jaBjbajy, HApOUNTO Cy MOflecHE 32
IpoyyaBambheé M3BECHHX HHXOBHUX OCOOMHA, M TO KaKO OHHX KOje Cy Off
UHTEpeca ca IIefuiTa Teopuje PyHKIMja, TaKO U OHUX Koje je of noTpebe
[I0O3HABATH Yy NUTamuMa rpe 61 Takse (yHKLHje Hame npuMeHa. [Ipu
CBeM TOM IITO BehuHa THX (DyHKIK]a IpeacTaBba CAaCBUM HOBE, HECBONJbH-
Be TpaAHCIEHAeHTe, 32 MHOTe Ofl BHUX MOryhHO je Tonuko ny6oko yhu y
[IO3HABAE PA3HUX IIOJEIMHOCTH KOje UX KapaKTepHIly, fa — Kao mwro he ce
BHIETH U3 HaheHux pe3ynTaTa — U3BECHE Off TAKBUX TPaHCIEHAEHATa MOTY
Ce jOII M caj YBPCTUTH Y pel MCIUTaHUX (PYHKUM]A U CIY>KUTH Kao payuyH-
CKH €JIEMEHTH Y TUTAkKUMa, Y KOjuMa Ou ce Ha BUX Hauluio. Taksa O HIIp.
611a HECBOJJbUBA TPaHCUEHAEHTA

B(z)= —L,
@) ;«/a+bn

quje ce 0coGHHE MOTY Y TOjeMHOCTHMA UCMIUTAaTH METOfaMa Koje he OuTn
H3JIOKEHE y OBOME OfIEJbKY.

OHo WTO 6MX OBMie HAPOUMTO HAIJIACHO H IITO aje HapO4YUTa HHTEPE-
ca OBOj BpCcTH (PYyHKLH]a jecy ycnyre, KOje U3BECHM HOBM PE3YNTATH Y
OIIITO] TEOPUjH PEOBA MOTY [ia UMHE CrelujanHoj Teopuju GyHkunja 0 (z)
1 nakoha ca KOjoM ce TH pe3yJTaTH — Uija je IpuMeHa y BehuHH ciayuajeBa
UM HEeM3BPI/bYMBA, WM BEOMa TElIKa — NPUMEmY]y CIEUHjanHo Ha Te
dbyukumje.

®yukuunje 6(z) MOTY ce aHaNMTUUKY U3PA3UTH WK y O0JHKY pefioBa
(60), unu y o6nuKy HHTETpaa
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CA()
( ) (2) i L—zr(t) dt

KojH e o6pasan mocnefuna oopasaua (60) u (61).

[Tpsy aHanuTHUKY U3pa3 NMpefcTasiba GyHKUH]y 0(z) camo y yHyTpa-
IIHOCTH JEJHOTA U3BECHOT Kpyra, YMji CMO MOJIYNIPEUHUK paHuje onpebu-
BAJIM; IPYTH NpPEACTaBlba Ty PYHKLUHU]Y Y I[eJ]I0] paBHI IPOMEHIbUBE z, OCUM
32 M3BECHE M30JIOBAHE Ta4Ke MM TaukKe IITO CAcTaBJbajy je[HY M3BECHY
kpuBy nuuujy. CBaky OJf Ta Ba U3pa3a HapOUMTO MCTHYE HA BUTUK U3BECHE
nojepuroctd yHKuKje 6(z), Koje NpejcTaBba TaKo fa Ux TpeGa 06a ymno-
TpeOHUTH NpH 00pagyu Teopuje oBuX (yHKuHja. IIpBH u3pas Hup. gonyuira
la ce Ha T (PYHKIM]e HENOCPENHO IpUMeHEe U3BECHH PE3YITATH U3 TeOpHje
penoBa, ypeheHux 1no creneHrMa jegHe NpoOMeHJbIBE KONUYNHE, A0 KOJUX
Ce IOIIO Yy MOCIENbEe BpEMe, Kao IITO Cy: penauyje u3Meby Haumna ona-
Jama cauMHWIala ca BIXOBUM PAHTOM M HauMHA pacTema (pyHKIHje, KOjy
pEn MpefcTaBba; penanuje u3Meby caumHuIana pefa u BpeJHOCTH z, KOje
(OyHKIM]y NOHUIITABAJy, HEHUX CHHryJIapuTeTa UTA. Hpyru u3pas Hmp.
ROMyLITA fia ce Ha (pyHKIHje 6(z) HEmoCcpegHo NpUMeHe N3BECHU pe3ynTa-
TH u3 Teopuje ogpebeHux nHTEerpana, 3aTuM fa ce nako ofpebyjy 6pojHe
BpefHOCTH (PyHKIH]ja 6 (z) 3a faTe 6pojHE BpeJHOCTH NIPOMEHIBUBE Z, LIITO
YUHY BEJUKHUX YCIyra IpH cacTaBibalby OpojHUX Tabnuua 3a Te (pyHKIWje;
najbe, fa ce Jakie fobe 70 U3BECHMX IIOfaTaka O HyllaMa THX (yHKLH]JA
UT].

A) ®Oynkuuje 6(z) nmpeacraBbeHe pefoBIMa

3ap:KUMO ce Hajlpe Ha mpoyuyaBamy (pyHKuuja 6(z), Kag cy oBe
aHAJIMTHYKY H3paskeHe y o6muky pena (60).

Ipema pa3HuM IPETIIOCTABKaMa, KOje ce MOTY YMHUTH O QPyHKIKjaMa
A(t) u r(t), mMahe ce pasHE 3axkJpyulld O caymHuouuMa J(n), a TUME U O
caMoj npoyuaBaHoj pyHKIMjA 6(z). A OUEBHAHO je fla ce UCIUTHBAbA OBE
BpPCTE M MOT'Y YMHWTH CaMO Ha Taj HauMH Tpakehu penaunuje usmeby usse-
CHUX, YHAIIpeJ MPeTIoCTaBbeHnx ocobuna dpyHkuuja A(t) u r(t), Koje ce
MOTY CMaTpaTH Ka0 YHAIpe[ iaTe, i H3BECHUX MOjeJUHOCTH, KOJ€ KapakTe-

pumy dyHxouje 6 (z).

Noxkazahy Hajmpe Kako ce MOT'Y, Kaj ¢y AaTe dyHkuuje A(f) u r(t), on-
PeUTH TOpIbE 1 JI0e TpaHuie ofrosapajyhe dynxuuje 6(z) 3a cae Bpesi-
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HOCTH Z Y Je[HOME U3BECHOM Pa3MaKy WM jJeHOj U3BECHO] 06JIACTH Y PABHH
MIPOMEHIBHBE Z. :

Ilpe cBera, OUEBHIHO J€ fa aKO CMO Ha Ma KOjU Ha4YMH YCIENH Ofipe-
IUTH TaKBY jeHy peajHy M MO3UTUBHY (DYHKUHU]Y ©(n), fa je 3a [emne u I11o-
3UTUBHE BPETHOCTH 1

}J(n) ‘ < wn),

a 1a ce, opej Tora, MOXe eKCIJIMIUTHO U Y KOHAYHOM OOJIMKY H3Pa3suTH
30uUp pena

E(z)= Y B(n)z",

OHJa aKO Ce ca I' 03HAaYd MOJAYO NPOMEHIbUBE z, pyrKkyuja &(r) fpegeiia-
gmahe jegHy zopiby Zparuly QyHKuuje ‘9(z)1 3a c6e 8pegHOCililt 7y YHY-
mpawrsociiii kpyza KoHeepzenyige pega £(z).

VY paHujeM OREbKY, y KOME je OuNla peu o u3padyHaBamy UHTErpana
J(n) u o oppehuBaiby BUXOBUX TOPIYX M JOMBKX TPAHMLA, HABEIEHO j€ BU-
e HaYWHA Ha Koje ce Mory ogpebusatu dyHKuuje ®(n), Koje 61 3aK0BO-
JbaBajie TOpkhe MOorofbe; cBakOj Off BHX OATroBapaja OH MO jefHa rOpma
rpaxuna Mopyna pyskuuje 0(z).

Tako, ako ce ca M o3Hauu Hajsehn MOMyO, KOjI MOXe UMaTH yHK-
uuja r(f) mMyX gaTora JyKa MHTerpauuje L WiIH Iy Ma KOora mbeMy eKBH-
BaJIEHTHOTA JIyKa, U aKO KOHCTaHTa

P =[|Aw]ds
L

¥Ma KaKBY KOHAUHy M Off HyJle pas3iHdHy BPEFHOCT, uMakhe ce jefiHa (pyHK-
nMja ®(n) ako ce y3Mme jaje
o(n) = PM"

TaKo ga he payuonaaHa QyrKulja

_ P
=10

[OWWMITIO Ce Y I50] Z CMEHIL CBOJUM MOGYAOM, Upegciliasbaiiii jegry zopiby
ipanuly mogyaa pynxuuje 0(z) 3a cée 6pegHOCHIL Z Y YHYUIPALUbOCUiLL

- - _ — _ _ 1
Kpyea, OlCano2 OKO HoUelika ca HOAYUPEHHIKOM ﬁ

AKxo cy can pyHKunje A(t) 1 r(f) peasnHe 3a CBE peallHe ¥ MO3UTHUBHE
BPEIHOCTH ! 1l TAKBE, [ia je 3a U3BECHE, OIECHO H3a0paHe BPEAHOCTH k h,a

arnc. Bpen. A(t) < kt
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h

Vat +t?

6uhe, Kao MITO je paHuje MOKa3aHo, 3a 11 > 2

arc. Bpep. r‘(t) <

n— a

12 n-2
anc. spe. J(n) < kh (1—1) .

Ogprosapajyha dysxumja &(z) osue 61, fakne, 6una
&) =J(O)+TDz+J(2)2% + f(2),
rae je

oo " n—2
f2) = kh?y —Z 2(3) = —kh?z? log(l—h—zj

3 11— a

M IIpEMa TOME [UpaHCUERGeHIUHA pYHKLU]a

14

E(z) = J(0)+J (1)z + [./(2) — kh? log (1 - Eﬂ 2
a

iipegcitiaswahe jegHy Zopry Zpanuuy mogyaa iocmaitipare pynxyuje 6 (z)
34 cée 6PEeGHOCIUL Z Y YHYUIPALUTbOCIHIU KPY2a, YLl je HOAYUDEUHUK 13
h

Kopucrehu ce pasHoBpcHEUM HejefHaUYHHAMA, KOje CMO PaHuje HaIlTH
3a BpefHOCTH J (1), IpeMa pa3Hoj npupoau ¢hyHKImja A(f) u r(t) u npume-
ByjyhH Ha BHUX rope UCTAKHYTH NPHHIMIL, UMalie 6 ce Pa3HOIMKE perali-
je u3Meby THX QyHKUHK]ja U TOPHBUX rpaHula (pyHKIHUja 6(z) IITO UM ONro-
Bapajy.

IToxazahy joir camMo ca KakBOM ce Jlakourhy NpuMemyjy Ha (PyHKIH]je
0 (z) W3BECHU HOBHU pe3yJITaTH TeOpuje pefoBa U OBOJE A0 ofpende rop-
HBUX TPaHULA 3a MOJyJe TUX DYHKIM]A.

ITokazano je y paHujeM ofielbKy KaKO Ce MOXEe y OCTa ONLITUM CIIy-
yajeBUMa paclo3HATH Ja U je jeqHa pata pyuxkumja 0(z) yeaa pynxyuja
TpoMeHJbYBE z. [IpeTnocTaBuMo fa cy moropde 3a TO UCIybEeHe; Taja, mpe-
Mma no3natoj Hadamard-oBoj Teopemu, uspas 4/J(n) Texn Hyau Kag n Oe-

CKpajHO pacTe y IO3UTHBHOM cMucily. [Ipema Tome he OuTn

Ty =[frm)’,

rae je f(n) u3BecHa (pyHKIMja IPOMEHIbUBE 1, KOja TEXHU HyIH Kaf n Oe-
ckpajHo pacre. To mokasyje fa yBek IOCTOju OECKpajHO MHOTO (pyHKIIH]a
¢ (n) TakBux ga: 1. To 6yay HEIpeKuUHE, peaTHe 1 NO3UTUBHE (PYHKUH]Ee 32



62 HAYUHE PACTIPABE

CBE MO3UTHUBHE BPEAHOCTH 11; 2. 1a OECKPAJHO PaCcTy 3a n = oo 3. 1a 3a u3Be-
CHE, IIOIECHO u3abpaHe peasHe U NO3UTHBHE BPETHOCTH A Gyjie

(63) [J(m)| < —4—

[om]"

Heka je ¢ (n) jemHa, Ma Koja, off PYHKIAja ca TAKBUM OCOOMHAMA; CTa-
BHIMO fia je

(64) ¢(n) =z

7 HeKa je
n=y(z)

KOpEH Te jeflHaYnHe, peajaH U MO3UTHBAH 3a peajiHe W IIO3UTHBHE Bpel-
HOCTH z (2 OYEeBH/HO je Jla yBeK MMa TAKBUX KOPEHA, IOIITO je jeHaYnHa
(64) 3amoBObEHA 32 M3BECHE PEaJIHE U MO3UTHBHE BPEHOCTH 12 U z). Y OUH-
Mo cafl HYHKIH]Y

le

[om)]"

OBa MpuIaga TUMy GYHKLH]a, KOje je y HOCIelmhe BpeMe HapOUnuTO IIpoy-
yapao Hadamard?? u 3a Koje je 0Ka320 ja IM MOJIyO HHKajia He MOXKe GpsKe
pactu of pyHKIHje

(65) u(z) = 2

ej-’d

kay |z| 6eckpajHo pacre. HemocpenHa je mocnenuia Te TeOpeMe 1 Hejell-
HauuHe (63) oBaj pe3ynrarT:

Yaek ce moxce Hatiu lllakas jegan peasan u tio3uitiuean bpoj K, ga 3a
c8e 8PegHOCIIL Z y pasHu e iipomeHpuse byge

(66) ‘9(2)\ < Kej =

HOWLILO ce Ha geCHO] CIUPaHIL HejegHAYUHE Z CMEHIL CBOJUM MOGYAOM.

Kao urro je xa3ano, 6poj je ¢pyHkuja @ (1) 6ecKpajHo BEUKH; TOPkba
rpannia ogpebena HejefHAUNHOM (65) 6uhe BUIIa UM HUXKa PEMA Y3€TO]
Jyrkumm @ (n).

AKO Ce HIIp. Ma Ha KOjM HaUnH Habe fa je

22 Etude sur les propriétés des fonctions entieres etc. (Journ. de math. pures et appl., 1893.
p. 171-215).
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|J(n)‘ < Aemo

rge ¢y A 1 o gBe IO3UTHBHE KOHCTaHTe, 6Guhie
en)y=e", y(z)= —l—logz
o

U IIpeMa TOMe M0gyo ogzosapajyhe yukiije 8(z) 6ukie marsu og

Lilogn)?
e’ )
2ge je K ussecHa tiosuitiusHa KoHCIIAHILA.
HajnpocTuju TakaB cinyuaj umanu 6ucMo Kaj je

A([) — e—a/’ I'(f) — e/i

(rme je a KakBa KOHCTAHTa peajiHa U NO3UTHBHA, WM KMarnHApHA Ca [O3H-
TUBHUM PEaNHUM [[€JIOM), a JIyK Ce MHTerpalije CBOXU Ha peajHu pa3Mak
(—00,00).

Tako ogpebene fome rpaHule yonmre cy NpuOIKHIjE Off OHUX, KO
KOJUX OM Ce JOLUIO HaBe[eHOM METOIOM yropehusamba.

CnuyaH DpUHIUI OHOME, KOJU HaM Je CIYKHO 3a Ofpendy 2oprbux
rpaHulia, MOXe ce YIOTpeOUTH U 3a ofpendy gormux TpaHulia 32 MORYyJe
dynknuja 0(z), 6ap y U3BECHUM [[OCTa ONIITHM ciiydajeBuMa. Tako, ako je
puTerpall J(n) peanaH U NO3UTHBAH 3a peaHe U IO3UTUBHE BPETHOCTH /1, ¥
aKo ce Ma Ha KOJU HauMH Habe TakBa jeHa peanHa M MO3UTHBHA (PYHKIHja
o(n) maje

J(n) =2 w(n),

a fla ce mopep Tora MoXKe U3pavyyHaTH y KOHAYHOM OOJIMKY 30Up pefia
&(z) = Y B(n)z",

¢yuryuja £(z) upegciiasmakhe jegny gory zpanuuy QyHkyuje 6(z) 3a cee
peanHe U Ho3ulliueHe 8PegHOCIIL Z, 3a KOje je peq &(z) KoHBepZeHIlaH.

Panuje je mokazaHo Kako ce Mory oapebuBaTtu dyHKIHje ®(n), Koje
61 3a0BOJbABAJIE TOPHE TOTOI0e; CBaKO] Off BUX OfiroBapana Ou Io jegHa
HOBa rpaHuna 3a 0(z).

Tako, aKo je IyK MHTeTpaluje peanas, a AyX mera pynkumje A(f) u
r(t) pealHe W MO3UTHBHE, MOXKe C€, Ha KOJU Ofi HaBeJeHUX HauyMHa, Ofjpe-
IUTH jefHa pyHKUMja ©(n) oOnuka

w(n) = PM",

rae cy P u M XOHCTaHTe, He3aBucHe off n. Taga he payuonanua pyrkyuja
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P
1-M:z

Gpegciiasspaiiii jegny gomwy epanuyuy ogzosapajyhe gpyuxuyuje 0(z) sa cse

&(2) =

_ _ __ 1
UOSUULUBHE BPDEGHOCLULU Z MAMbE O —.

Axo je nyk mHTerpanuje peanad padMak (0,e0) U ako Cy y meMy
dbyuxumje A(t) u r(t) peanse, IO3UTUBHE K TaKBe Jia j€ 3a IOfeCHO H3abpa-
HE BpeHOCTH k, /1, a :

Az kt, r(t)= __h__
a*+1*

3

ipancyengeniina he ¢hyHxyuja

a

&(Z) = ](0) + J(l)z + {](2) _ khz 10g (l _ h_Z):l 22

ipegcitiasmaitiv jegny gorwy zpanuyy dynkuuje 6(z) 3a cee o3uiliugHe

__ a
8pEGHOCULL Z Malbe 0OF 1— UTQH.
1

Kap je nmpoyvaBana ¢yHKunja 6(z) yena QyHKIM)a IPOMEHIbUBE Z,
MOKe Ce MyCTHTH Jia z 6eCKpajHO pacTe U UCIUTHBATH HaYHH Ha Koju he ce
IIpU TOMe PacTelby MOHAIATH caMa PyHKIHja 8(z).

IMpeTnocTaBuUMO Jia je 3a jefHy TakBy faTy (pyHKLH]y ofipeheHa jefHa
on oprosapajyhux dyskumja ¢ (n), fedHHECAHAX HejenHauyuHOM (63) u
Heka je

n=\y(z)
peanaH U IIO3UTHUBAH KOpeH jeJIHa‘II/IHC
¢(n) =z,

npema nomenyToj Hadamard-oBoj TeopeMu, kag |1z1 6eckpajro pacite, DyH-
kuuja ke 0(z) paciiv ciiopuje 0g QyHKyuje

(67) oo "

[OWITO Cce y 080) Z CMEHLL CBOJUM MOGYAOM.
Tako HOp. y paHuje MOMEHYTOM CIIyuajy, Kaf je

\J(n)l Sb Ae ,
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onrosapajyha ¢yskimja 8(z) pacre copuje Ho dyHKIH]ja

l(log:)2

O(z) = e
CraBumo fa je
—log| J(n)| = @(n)

1 NIPETNOCTAaBUMO Jla TaKo feduHucaHa (pyHKIMja ®(n) 3a70BOJbABA OBE
nioronbe:

1. ma cy Ta dyHKUHK]a U ®EeHA TIPBa [Ba U3BOMA 11O /1 pealiHe, MO3UTUBHE
U HeNpeKHuaHe (PYHKIUje 3a cBe MO3UTUBHE BPEHOCTH /1;

2. Ma Ta PyHKIMja U HeH NIPBHU U3BOJ OECKPaJHO pacTy Kaf n 6eckpaj-
HO pacTe, a ia IpU TOM eH IPYTd U3BOJ TEXKH HYJIH,

3. Ma mpousBop n’®”(n) IpeCTaB/ba KaKBY MO3UTHBHY DYHKUHU]Y 3a
TIO3UTHUBHE BPEJHOCTH 11, KOja 6eCKPajHO pacTe 3a 11 = oo,

[MpeMa jenHOj TeopeMH, KOjy je y mocletbe BpeMe [okas3ao Le Roy23 |
Kag tpomeHsusa z 6yge beckpajHo pacaa y ipasuyy peasHux io3UliU6HUX
8pegrociuu, pynkyuja ke 0(z) acumitioilino tHexcuitin pyHKyuju

Zge je u peanar u HO3UMIUBAH KODEH JegHAYUHE

u@’(u)-0(u)

o'(u) =logz.

Ilomohy oBe TeopeMe MOKe Ce Y U3BECHAM, TOCTa OIILUTHM, CIy4aje-
BUMa TAYHO OfPeJUTH HAUMH MOHaNIawma pyHKuuje 6 (z), Kaln IpOMeHbUBa
z 6eckpajuo pacre. Tako HIIp. ako je

Jm=e" l1<p<?2,
Ouhe

1
n—1

on)y=n", u= (_lgg_z)l
p

1 Ipu GeCKpajHOM pacTery IPOMEHBHBE z OfroBapajyha he uesa GyHk-

nyja
0(z)= Z e 2"
0

23 valeurs asymtotiques de certaines séries (Bull. Sc. math. 1900. p. 262).
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ACUMTOTHO TEXUTH (PYHKIH]1
. Al
o(log z)‘eB(k’g') ,

-Efe-cy o, B3, k, h m3BecHe KOHCTaHTe, KOje je JTAKO OfpefuTH.

'k INpermocraBuMo cag fa npoyuasaHa ¢yHKIUja 0 (z) Huje nena QpyHk-
nuja. Taga he moerojaTé n3Becan Kpyr KOHBepreuuuje pefa 0 (z), unju he
MOJIyNPeYHUK OWTH KOHAYaH M Y TOME CIIy4ajy Off BaKHOCTH je MO3HaBaTH
HAYWH Ha KOjU ce TIoHaMIa (pyHKIHja KaJ ce TauKa z, yfabaBajyhu ce off mo-
4yeTKa, NpubauxKasa rnepudepuju Tora kpyra. O IUTamUMa Te BpCTe HApPO-
unTo ce 6aBuo Le Roy24 m pesynrTaTu 0 KOjuX j€ [OIIA0 y TOME TOTTIENy
MOLy Ce HEeINOCPEeHO NMPUMEHNUTH Ha pefoBe KOju AepuHuIY (yHKIHje
6(z) ¥ KOJ1 MMajy HapOIMUTO NOJecaH oONUK 3a TakBe NpuMete. Ja hy osfe,
IIpUMepa paju, HaBeCTH jeflaH OMIUTH]H CIIyuaj Te BPCTE.

IIpe cBera, kap patu pef 0(z) ¥Ma 3a IMOJNYNPEYHUK Kpyra KOHBED-
IeHLU]e KaKBy BPETHOCT O, PA3INYHy Ofl JEeIMHHIE, CMEHUBIUX Z Ca OZ
yaunuhe ce Aa Taj MOaynpeyHuK Oye paBaH jequrUIM;, MU heMo cmaTpartu
ma je To Beh yummeHO ca mpoydyaBaHoM dyHknumjom 6(z). Kaxo he ce
IOHamaTy Ta (PyHKUHja Kaj ce z, pacTyhu op 0, mpubnmxkyje sBpepnocTn 17

IIpernocrasuMo fa je unTerpan J(n) peajad M JO3WTHBAH 3a IO3H-
TUBHE BPEJHOCTH n 7' /la HEIPEKAHO OTafia Kaj n pacTe. AKO OH IPH TOM
3a n = o TEXU KaKBOj DA Hyne paanntgHOJ TPaHuIM A, OXY3eBIIA Off O(z)

u3pa

rpan J(n) TEXXUTU-HYJIM 3a.71 = o0 M hﬁMO IakJe, cMaTpaTH fia je TO Ciy-
yaj ca MPOyYaBaHOM (PYHKIHjOM" 6(z).a .

IIpema jemHOj TEOPEMH, KOjy je 3a TAKBe cllydajeBe 10Ka3ao Le Roy2
axko ce ca F(n) osHauu ¢yHkyuja, uuju je u3sog io-n pasan aCUMIlOUHO]
épegHoCiliu uKitiezpaaa J(n) 3a n = e, OHga — Kag z texcu spegrocuiu 1 —
pynkyuja fie ce 0(z) doHawaiiu kao QyHxyuja

(69) CF(—I—)

1-z

(Zge je C ussecHa koHciianiia), koja he joj Upu oM OUMIU ACUMILIOUIHA
8PEgHOCI.
Tako, xaf je HIp.

oo

J(n) = J-e""z dt = % T

n
0

24 Loc. cit.
25 Valeurs asymtotigues de certaines séries (Bull. Sc. math. 1900. p. 250).
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acUMTOTHa he BpenHocT dynkuuje 6(z), 3a BpeTHOCTH z BPJIO ONUCKE BPEJ-

Hoctu 1, 6uTn
c / s
-z~

Panmje je mokazaHo xako ce ofapebyjy acCHMTOTHE BPEIHOCTH HHTE-
rpana J(n); pesynrartu, HabeHH TOM NPUIHKOM, HENIOCPEJHO Ce, HaKIIE,
NpUMeY]y Ha pelllaBake MUTamka, 0 KOMe je OBe Ouia ped.

*

[TpuMenuBM Ha pyukuuje 6(z) U3BeCHe TeopeMe, Koje je JoKa3ao
Le Roy 3a peoBe ypebeHe o creneHnMa jefHe NPOMEHIBUBE KOJIMUUHE U
3a U3BeCHe kJace ofjpeheHnx uHTerpana, Moxe ce Johu u 1o nogaraka o
CHHTYJapUTeTHMa THX (QYHKIH]a, a TAME CAMUM U 10 NT0faTaKa O CHHIYJIa-
pUTeTHMa poy4yaBane GyHKIMjE F(z).

OsnaunMo ca ¢ 1 b rpanule ogrosapajyher ugrerpana J(n) u nper-
MOCTaBUMO HAjIIpe fa je 3a jefHy UHTerpandy rpanuny r(t) = 0, a 3a [pyry
r(t) =1. Ako ce y aHTerpany J(n) U3BpIIA CMEHA

x =r(t),
6uhe

1
(70) J(n) = jcp (x) x"dx,
0

. . A(t
rae je ¢ (x) OHO IITO IIOCTaje KOIMIHUK —,—(l TIOIITO CE ! CMEHM PElleHeM
’ r(t

jemmaumue r(t) = x; dyHKIUja 6 (z) mocraje Taga

1
X
(71) 8= [ 2% 4
1—2zx
0
Ani 3a dynkumje o6nuka (71) Le Roy je moka3ao oBaj pe3yJITar; OHE
He MOTY MMaT¥ HAKaKBUX HMATWHAPHUX CHHTYJIAPATETa, a aKO MX UMajy
peanHux, OBH Cy WM PaBHU jeNWHUIM WIK Behn off jeluuuIle; aKo je, IpH
ToM, pyEKIHja @ (z) xonoMopdHa 3a 0 <z <1, GyHKIHja IPEACTaBIbEHA
urTerpanom (71) He MOXKe MMaTH HMKAKBUX IPYTHX CHHIYJIapATEeTa OCUM
=1luz=o.206 v

26 Comptes rendus t. 127. p. 654-657; Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse t. 11
1900. p. 317-430.
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Henocpennom npumenoM osora pesynraTa Ha yHKnmje 0 (z), KojuMa
OJIrOBapa MHTErpa

b
(72) Jm = [ A®[ro)]"dr

JOJIa3y ce O OBE TeopeMe:

Kag zog je y unitiezpany (72) ¢pynxyuja t (t) iiaxea, ga 3a jegiy og un-
luezpannux zpanuya goouja epegrociti 0, a 3a gpyzy zpanuuy epegrocii 1,
ogzosapajyha ¢pynxyuja 8(z) He mMoKe y 4eAo] paBHU UMATHU GPYZUX CUH-
Zysaapuitieitia ocum z =1 U U3BECHUX pedsHUX 8pegHOCIiU 6ehiux 0g jequHu-
ue. Axo, ilopeg ioza, KOAUUHUK f%gg, HOWTHO ce Yy hemy U3BpULL CMEHA
r(t) =z, 6yge Kakea gynKyuja ipomenmsuse z, xoromop@dra 3a 0<z <1,
gyukyuja 0(z) He modce y Yeaoj pasHu umaitiu gpyzux cumiysapuitieilia
ocum z=1u 2 = oo,

Crasumo y unrerpany (72) na je

(73) r(t) =e¢™,

na he o pobuTH 06IHK

J(n) = J Alz)e ™dz.
0

AKo je cap Tako fobujeHa pyHKurja A(z) KakBa yesa pyHKUMjA Hyq-
1oz poga, maTerpan ce J(n), Kao IITO je paHHje IoKas3aHo (B. cTp. 53),
MOXKE pa3BUTH Y peft
J(n) = ﬁ+b—§+1—93;+...
n n n

1
ypebeH no creneHuMa NpoOMEHbUBE —, a IIOJNYNIPEYHUK Kpyra KOHBEPIeH-
n

1uje ogropapajyher pega 6(z) 6uhe pasas jegunuuu. MebyTuM, Le Roy je y
jenHoMe cBOM paay?’ o pemoBuMa ypeheHNM IO cTeneHuMa jeHe IPOMEH-
JbMBE KOJMUKMHE OKA3a0 OBA] Pe3yJsTaT: ako je ONMIUTH CaynHUIIAL] KaKBora
pena

O (z) =0y + 0z + 0,z +...

. . 4 . .
YHUji KPYT KOHBEPTeHLnje UMa 32 MONYNPEeYHUK je[lMHUIY, TaKBa (PyHKIIHja
IIPOMEHJBYBE /1, 2 CE 32 AOBOJbHO BEJIMKE BPEAHOCTH 11 MOXKE Pa3BUTH Y

27 Comptes rendus t. 127. 1898. p. 655.
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pen ypebeH no crenenuma op l, dynrunja ¢ (z) uMa caMo jeflaH CUHTrya-
n

PHUTET, K TO z = 1.

Henocpenrom npumeHoM Tora pesynTata Ha GyHKIHje 6(z) Konasn
ce 0O OBE TeopeMe:

Kag 2og je y unitiezpany (72) ¢pynxyuja r(t) ifiaxea ga 3a jegry og um-
uezpannux zpanuya gobuja epegrociti 0, a 3a gpyzy zpanuyy epegrociti 1, u

A

Kag, iopeg woza, ¢pyHkyuja 0 cmenom 1 (t) = e™* Mocitiaje yeaa QyHk-
r

ylja HyaloZ poga ipomenmuse z, ogzosapajyha pynxuyuja 9(z) umake y
UeAoj PasHLL CAMO JegaH CUHZYAapLiTiel, It (o 8pegHocit Z = 1.
Tako HIp. TpaHCleHIeHTa

8(z) =J(Dz +J(2)z* +J(3)z* +.

. ’ 1
1sin, log =
J(n) = J. —l—t thdt
0 /log;

¥IMa y [[eJI0] paBHH CaMO jeIaH CHHTYJIAPHUTET, U TO z = 1.

Y3MHMO cajy ONIUTHJU clIyuaj, Kaf dpyHKuuja r(t) pobuja 3a jegHy on
MHTETPAJHUX IpaHuua BpefHocT 0, a 3a [pyry rpaHuIly Ma KaKBY KOHAYHY
1 O HyJle pa3JMyYHy BPEIHOCT k. AKO ce CTaBH J1a je

r(t) =ku(t), kz=1J,

e je

dyukuyja 6(z) mocraje
0, ()= Y UmJ",

rae je

h
U = [ A®[uo)]'ar.

ITowrro cap dynkumja u(z) 3a jegHy Off HHTErpajHAX rPaHula fo6u]ja
BpenHoct 0, a 32 APYTy BPEJHOCT 1, TO Ce rOPE-U Pe3yIITaTH MOTY IPHMEHH-
TH ¥ Ha OBaj CJIy4aj TaKo J1a Ce A0JIa3H JI0 OBE OMIITH]e TeOpeEME:

Kag zog je y unitiezpaay J(n) ¢pyuxyuja r (t) ilaxea ga 3a jegHy og uH-
{fleZpanHux zpanuua docliiaje pasHa Hyau, a 3a gpyzy gobuja Kakey KoHa-
YHY U 0g Hyae pa3audHy 8pegHociti k, ogzosapajyha ¢yuxkyuja 6(z) ne

. . - - _ 1
MOxMCe 'y Ueno] pasHU UMALUU GpY2UX CUHZY aapuuieldda OCUM Z=E u

AQ@)
r'(t)

L3GECHILX PeanHux 8pegHocilil 8ehux og E AKO, TIpu TOM, (pYHKIH]ja
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CMeHOM () = z mocTaje XxonoMop¢Ha PYHKIMja IPOMEHIbHEE z 3a | z| < k,

. _ _ - N 1
Qyuxyuja 0(z) He moxe umMailiu gpyzux CUHZYAapuitielia ocum z = T u

z = co. A aKo IIOMEHYTH KOJIIMYHUK CMEHOM r(t) = ¢™° mocraje uena QyHK-
Uyja HyJITOr poja, ¢yrkyuja he 0(z) umailiu y yeaoj pasuu camo jedan

- _ 1
ClHZysapuuieus, U o 7z = E

Oge pesyntaTte HaBOJUM fa OM ce BUEJIO ca KaKBOM ce nakoiihy,
360T HapOYHTO MOJECHOr OONHKAa Y KOME Ce jaBlbajy CAuMHMONIM pefoBa
6 (z),, IPUMeHY]y ONIITH PE3yJITATH MOJIEPHE TEOPHje PeioBa Ha (hyHKIHje
0 xojuMa je oBfe peu. Kao mro ce Bupy, noronde 3a NpUMEHUBOCT THX pe-
3yJITaTa Be3aHe Cy HelocpegHo 3a ocobuHe pyakumja A(t) u (1), a oBe ce
yBEK MOTY CMaTpaTH Kao JaTe.

Hageuthy jomr ga ce iiu pe3yaitiaitiu pumerbyjy u Ha cayuadjese kag
¢dyrkyuja 1 (t) 3a jegHy 0g uHilieZpasHux epanula Hociiaje pasHa Hyau, a 3a
gpy2y beckpajra, kao u oHga kag iia pyHkyuja iocitiaje 6eckpajra 3a obe
UHlllezZpaine zpanie.

Ca TakBOM ce UCTOM nakomhy npuMemnyjy Ha pyHKuuje 6(z) u omn-
IITH pe3yJITaTH, 0 KOjUX je y HajHOBHje Bpeme fgomao Desaint?8 Tpakehn
penauuje n3mehy cunrynapurera dyHKuyje O(t), rae je o(n) OMIITH CayH-
HUJIall KaKBora pefa

F(z)= 2 ofn)z"

U CHHIyJapuTeTa caMe (pyHkuuje F(z), nedunucane TaksuM penpom. Hase-
mthy camo 0By TeopeMy, Kao HellOCPERHY NPUMEHY THX PE3yJITaTa.
Heka je p monynpeyHuK Kpyra KOHBEpreHiyje pefa

0(z)=JO)+J WMz +J(2)z* +...

3a KOju je paHuje MoKa3aHO Kako ce oapebyje. Ako, kag ipomennusa t
6eckpajHo pacitie y ma Kome iipasyy ca gecHe Cllpane 0CO8UHE UMARUHAD-
Hux epegrocitiu, ynkuuja J(t) uma KOHauHy u ogpebeHy épegHoCll, 0g20-
sapajyha dyuryuja 0(z) mMoxce umailile Camo peasHux CUHzyaapuietia, u
I6UX08A Ce BPEeGHOCIT Hana3u uameby p i .

*

Hejennauune [0 KOjUX CMO AOLUTH H3pavyHaBajyhu cauunuoue J(n)
penoBa, y Koje ce Mory pa3suti ¢ysknmje 8(z), najy moryhHocTu fa ce fo-
be mo mojaTaka O BPeJHOCTHMA NMPOMEHIBHBE Z, KOje MOHMIUTABAJy TE

28 Comptes rendus t. 132, 1901. p. 11021104
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(dyHKLH]E; O BpEIHOCTHUMA, 32 KOje Te (PYHKIMje JOCTUXKY CBOje MaKCHUMyMe
UM MUHHUMYME, UM 3a Koje oHe MoGHjajy KaKBy YHAIpej AaTy BPEeJHOCT
ATH.
Tako, y jefiHoj paHujoj pacupasu?? ja cam f0Ka3a0 0Baj pe3ynrar. He-
Ka je faT pen
0(z)=ay+az+azt +...,

: >

rRe je ay,<0 K rne CaudHUOUH «, MOTY OUTH PeasHy UK KMaruHapHY, 1 He-
Ka je r NONYIPeYHUK Kpyra KoHBepreHuuje Tora pega. CMEHUMO CayUHHO-
e g, CAUNHUOIUMA ¢, ¢,¢C;,..., KOju OM OMII TaKBH A2 je

(74) \ak ‘2 < ey, ‘ao ‘2 < e

n36epuMo, TIOpef] Tora, CAaynHuoNe ¢, Tako fa Oyae MOryhHO M3pas3uTu
30up HOBOTa pefa
D(z)=ey +ez+e,zt +...

y KOHAYHOM OOJIMKY. AKO ce IPOMEHIbHBO] z la Ma KaKBa peajHa Bpef-
HOCT, KOja 0w ce Hajasuna usmeby 0 u r, oproapajyha spegaocr

-, | Co
(75) N e

npencrasibahe jeqHy N0y IPAHUIlY MOAYJIA BPEAHOCTH, KOj€ IOHMIITABA]Y
dynxnmjy ¢ (z). Ocum Tora, Hajseha he BpefHocT p, faTa jeuauntom (75)

6uTu ofpehena Ha 0Baj HAUMH: aKO je I = Ol OHa BPEHOCT MPOMEHJBUBE Z,
3a K0jy (pyHKIHja @ (22) MOCTHKE CBOj MUHUMYM, OHfa he OuTn
z
L=r |- akojesa z=r i(g%)<0
D) dz\z
(76)
[ . . d{d
L=a akojesa z=r —|—(>0.
D (o) dz\z

Mebyittum, iiako gedpunucane 8pegHOCIU €, gailie Cy HejegHaquHama,
Koje ce ogHoce Ha uniiezpane J(n) 1 0 KOjuMa je 2080peHO UPUAUKOM U3Pa-
4yHABAA OBUX UHILEZPANQ: 8pegHOCIlL e, buhfie ma kaxea peanra i UO3U-
fueHa yHKyUja ApomeHpuse n, pABHA K8AGPAIlly parije HaheHux 2oproux
Zpanuya 3a mogyo uHiiezpaaa J(n) usu eeha og 0602 keagpaiua.

29 Ipuao? ieopuju 6eckpajrux pegosa (I'nac LXIIL, Cpi. kpask. akajf., cTp. 73-114).
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IIpema ToMe, MOXKe ce YBeK MMaTu OECKpajHO MHOT'O BPETHOCTH e,;
on ®ux Tpeba y faToMe ciIyuajy u3abpaTi OHe 3a KOje je HajIaKIne u3pavy-
HATH KOJIUYUHY J.

ITpeTnocTaBEMO HIIP. ia ce JyK MHTErPALKje CBOIU Ha jeflaH OTPaHHU-
YeH WJIM HeOTpaHMYEH Pa3MakK peayHuX BPERHOCTH 1 fa cy dyHKumje A(f) I
r(t), TO OfroBapajy npoydasanoj ¢pyHkuuju 0 (z), peanHe U XoIoMopdHe
3a BpeJHOCTH z U3Meby mHTerpannux rpanuna. Taxa he, kao mro je panuje
NMOKa3aHo, OUTH

arc. Bpeq.  J(n) < A\yY(2n),

r7ie je A TO3UTHBHA KOHCTAHTa, laTa 06pacieM

A% = “A(t)]zdt.

L

a Y(n) dyHKuuja IpoOMeHbUBE 1, RechuHNCcaHa oOpaciem

Y(n) = j [r)]"d.

L

3a spegrOCili e, MOMCE Ce, gaKae, y3eliu ma Kakéa pyHkyuja o(n)
ipomenpuse n, Koja bu 6una peasra, HOULLUEHA U [HAKBA ga Je 3a yese U
{o3uiliueHe 8pegHOCILL N

(77) o(n) < A’Y(2n),
a ga ce, mebyiium, 36up pega
(78) ®(z) = ®0)+ D)z +B(2)z* +...

MOXCEe UBPA3UTAU Y KOHAYHOM 00AUKY; JegHA §OIba ZPAHULA MOGYAd 8PEGHO-
cilil z, Koje HoHwwinasajy gyrikuyujy 8(z), busa 6u epegrocii i, gaitia 06-
pacyem (76), 2ge © (z) wupeba cmenuitiv uzpasom (78).

3a TpaHcUeHAeHTe Hip. 0 (z), KojiuMa OAroBapajy usrerpamu J (n) 06-
nMKa

T(n) = _[A(t)e"”dt

0

HaNa3M ce Ha Taj HauMH [a Cy WM MOJYJIN BPEIHOCTH, KOje MX NOHUIITaBA]Jy,
yBeK Behu Off BpEIHOCTH O+/3(1 - ), rae je oL peanaH M IMO3WTHBAH KOPEH
TpaHCUEHCHTHE JeTHAYNHE

o+3(1-o)log(l-a)=0

KOjH ce Haia3u n3Meby rpanuna O u 1.
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PasHnoBpcHe HejelHAUNHE, KOje CMO paHUje U3BENH 32 BPEIHOCTH HH-
Terpana J(n), xosene 6u 0O pa3sHMX IOfAaTaKa O JOKMM IPaHUIAMA MOJyJIa
BPEJHOCTH, KOje OHMIUTABA]y PyHKIuMje 6(z).

IlpumenuBmM Tako fobujene pesynrare Ha dyHkuuje 6(z)—a, rae je
a KaKBa JlaTa BPEJHOCT, UMajy 6K ce MOofall O BPeJHOCTHMA NMPOMEHIbUBE
z, 3a Koje mpoyyaBaHa dyHKUHja 6(z) mobuja jefHy yHampeyq 1aTy Bpef-
HOCT. A NMPUMEHOM Ha U3BOAe Tux (PyHKUHja UMK OU Ce MOfaLy O pa3Ma-
UMMa IIPOMEHJBUBE z, Y KOJUMa ce (pyHKuuja 6(z) Mema y jefHOMe HCTOM
CMUCINY, HEIIpeCcTaHo pacTyhu unm HenpecraHo onafajyhu, o lEHHM MakcH-
MyMHUMa ¥ MEHAMYMHMa UT].

Hanocnetky, npumesuBmM Ha pyHkugje 0(z) pesynraTe 0 KOJUX je
y nocnenwe BpeMe pomao Hadamard y Teopuju 6eckpajHuX pefosa, ype-
benux no creneHuMa jegHe NPOMEHIBUBE KOJIUYNHE, UMaNK OM ce TIOfalu O
MaKCHMaJIHOM WM MIHUMAJTHOM GPOJy BPENHOCTH, ILTO IOHUIITABA]y ATy
dbyukunjy 6(z), y ciyyajy xaf je TO KakBa Iena (PyHKIHja; O pacrnopeny
TaKBUX BpPeJHOCTH y 6pojHOj paBHHU UTA. JIakoha ca KojoM ce TakBHU pe3yi-
TaTH OpUMeRY]y Ha dyukumje 0 (z) gonasm of Jakohe ca KOjoM ce Halase
PasHOBpCHE HejeHauuHe, IITO Ce OfHOCE HA MHTerpane J(n), a Kao 1TO je
II03HATO y CBUMa McrpaxkuBamima Hadamard-a rmaBHy yiory urpajy Hejepi-
HauuHe, KOje ce OIHOCE Ha CaurHWOlle PEoBa, ILITO Ce NpoyJyaBajy.

B) ®yukunje 6(z) npencrasbede HATErpaIuMa

3a u3BecCHa MUTama MOoJeCHUje je mpoyyaBatu QpyHKIHje 6(z) Hemo-
CpeHO Ha IbHXOBOM aHAJIUTHUKOM H3pa3y

Ao [ A0
(79) 0(z2) Jl—zr(t)dt

HETO y OOJIHKY PEfoBa, KOJU UX IIpecTaBIbajy.

Ilpe cBera, MeTONIE 32 IPUONIKHO M3payyHaBambe OPOJHUX BPENHOCTH
onpebennx nHTErpana y BelukoMe 6pojy ciydajesa foBofie Opxke [0 pesyit-
TaTa, HO CyMUpabe pejoBa, y KOje ce OHH MOry pasBuTH. FlspauyHaBame
HIIp. 6POjHUX BPEHOCTU TPAHCUEHIEHTE

8(z) =Y =

0 at+n

n

3a aTe BPEAHOCTH z, BEOMA je CIIOPO aKO ce BPIIM IOMOhY ToTa pefia, jep je
pen BeOMa CIIOPO KOHBEPTeHTaH; OHO je, HaIpPOTHB, BPJIO 6p30, ako ce
BPIIK HA HHTErpamiy
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ta—l

e@)zf dt
0

11—zt

y 06JIMKy KOTa ce MOXKe npefcTaBuTh dpynkuuja 8 (z).30

OcuM Tora, usBecHe ocobune pyHxuyja 0 (z) naxiie u3nase Ha BURHK
Ha OfipebeHuM MHTerpanuMa, Koju Te QyHKIUje npefcTaibajy, HO Ha Ofiro-
BapajyhuM pegoBuma. [Ipumepa pany HaBelrhy HEKOJIUKO OMIITH|AX Pe3yJ-
TaTa Te BPCTe, KOjU Cy TOTOBO OUEBMAHM Kaf ce pyHKIMje 6 (z) IpoydaBajy
y 00Ky MHTEerpana.

Heka je

b
T = [ a0 [ro)'dr

nHTerpan J(n), mWTo ofgrosapa jefHoj natoj dyukuujn 6(z). [Ipernocrasu-
Mo fa pyHKUHje A(f) 1 r(t) UMajy y pasMaKky U3Mebhy MHTerpanHux rpaHuiia
pealHe BPEJHOCTH ¥ [la Cy HEMPEeCTaHOo MCTOT 3HaKa (KOjU ce Tajja MOXe
cMaTpaTH Kao mo3utuBaH). M3 o6pacua

h

6(z)= J- _AWD dt,
g 1—zr(t)
KOjU IIpeficTaBiba PyHKUU]y 6 (z) 3a BpEIHOCTH z y LIENIO] PABHU, HEMOCPEN-
HO ce BUAM ga he gyrkuuja 0(z) 3a peasne u HezaitiueHe epegHOCitil Z Ou-
M HO3UMIUEHA U ga [Hexcu Hyau Kag z OeckpajHo paciie 6uno y Ho3utiue-
HOM, OUAO Y HEZATHUBHOM CMUCAY, OHA ke HIaKo UCiio OUitii HO3UIMUBHA U

_ _ _ 1 - _ _ .
3a c8e HO3UilILBHe 8PEGHOCIUL Z MaATbE OF v zge M iipegciiasa Hajeehy

8pegHOCIll KOJy moxce umaiti Qynkyuja r(t) y pasmaxy usmeby unitiezpan-
HUX 2paHuyd.
CraBuMO f1a je
z=8&+m,
na he 6utu
0(z)=U+inV,
rae je

30 B, nnp. Janet: Sur la somimation de certaines séries peu convergentes (Comptes Rendus
. 118, 1894. p. 239-241).
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] ’
1= Er(r)
U=1|A(@) di
{ [1-& O] +n2[ o]

h
v =A@ rit) dt
{ -8 @] +n[ro)

ITowrro mpousson A(t) r(t) uma MO3UTUBHY BPENHOCT 3a CBE BPENHO-
CTH Z Y Pa3MaKy u3Meby MHTErpanHux IpaHuIa, BpefHocT he V yBex 6utn
pasnuuHa o Hyne. [la 6u, gakne, pynkuuja 6(z) Moria GUTH paBHa HYIH
32 KaKBY BPEJHOCT z =&+ i, Mopa 6uTu 1 = 0, wITo moxasyje ga @yHk-
uwy 6(z) He mMoZy HOHUWINABATHU HUKAKSE UMAZUHADHE 6pegHOCIU
ipomersmpuse z. A momTo uHTErpan U He MOXKe OUTH paBaH HYJU aKo je

£ < ﬁ, TO Ce U3BOMU ga Cy 8pegHOCIIU, KOje oHuwiiasajy pynkuujy 0 (z),

o 1
cee peanre, UO3UULUBHE U sehe og .1;/[_

Tako HIIp. TpaHCIEHAEHTA

0(z) = .L
@) Zo"w/a+bn

UMa OBe OCOOMHE: OHa Je TIO3WTHBHA 3a CBE PEeallHe BPETHOCTH z, OCUM 32
BPEMHOCTH z > 1; Ta PyHKIU]ja, Kaf z 6ecKpajHO pacTe OUIIO Y MO3UTHBHOM,
OMJI0 Y HETATHUBHOM CMUCIY, T€XKH HYJNH; JefHaunHa 0(z) = 0 HEMa HH uMa-
TYHApHUX HU PEANHUX KOpeHa MamUX O] jefiMHule; KpUBA JINHAja geuHH-
CaHa JefHAaYMHOM y = 8(z) UMa IpaBy z =1 ¥ alCHUCHY OCOBUHY 3a acCUM-
TOTE UTH,.

JacHo je na je MoryhHO foka3aTu BeJuKu Opoj pe3ynTaTa oBe BpCTe 3a
pasHomuke yukuygje 6(z), nedpuHncase UHTETpaIuMa IPOYyYaBaHOT OOIH-
Ka, 1 Ja je 005acT 3a HCTPaskKMBarba Te BPCTE BeoMa IIPOCTpaHa.

Honahy jour To ma ce u3BecHM pe3yiTaTd O KOjux je poniao Le Roy,
peiwaBajyhu npo6ieM aHATUTHIKOT NMPOUINpHBaka (pyHKIHja AeduHmca-
HUX pefoBKMa, ypebeHuM 1o cTreneHnMma jefjHe IPOMEHJbUBE KOJIUIHHE,
BEOMa J1aKo IpUMemyjy Ha (yHkumje 6(z) M cBaka Off TAKBUX IpUMEHA
[OBOMU IO TIO3UTUBHUX Pe3yiiTaTa y Horjie[y NO3HaBamba aHaIUTHYKE IpH-
pone THX PYHKIMja U BHUXOBHX 0COOKHA.

Kao npuMmep, 3a TakBe MpUMeHEe HAaBOXHM OBaj CIydvaj: MpeTHocTa-
BEMO Jia je dyHKIMja r(f) TakBa [a 3a jefHy UHTErpalHy IPAHAUIly IIOCTaje
paBHa HyNW, a Jja 3a Jipyry rpaduuy gobuja XxakBy KOHaAyHy M of HyJe pa-
3NIMYHY BPENHOCT k; MIPETIIOCTaBUMO, JOII IIOpe]l Tora, fa PyHKIH]ja A1)

(1)
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CMEHOM 1 (f) = z mocTaje nena (yHKIMja IPOMEHIbYBE z. PaHuje je noka-
3aHO fia Tafa pyHkuuja 0(z) He MOXe UMATH [PYTUX CHHTYIAPUTETA OCHM

1
z=—1u z = . Kakse he aHanuTnyke npupope OUTH TH CHHTYIAPUTETH?

Axo ce cTaBu f1a je
r(t) = ku(r) kz=E,

dyskumja 6(z) nocraje
(80) 0.(2) = Y, UmE",
rae je

!
Un) = J. ¢ (z)z"'dz,

0

A(1)

r'(t

a @ (z) o3Hauyje pe3ynrTaT KOju ce fobuja Kaj ce y PyHKUHjH U3BPIIA

cMmena u(t) = z.

3a ¢ynxumje 8,(§), necpunucane o6pacuem (80), Le Roy3! je mokasao
ma ako je dyukumja @ (z) xomomopdHa y 1esoj pasHu (a To he mpema yuu-
I-EHO] MPETIOCTABIM OUTH y CIIyvajy, 0 KOME je OBfie ped), TakBa (pyHKIHja
68,(&) je myntudopmMHa, ca 6ecKpajHO MHOTO IpPaHa I TakBa jJa Kaj Tauka &
onuie oKo Tauke & =1 KakBy 3aTBOpPEHY IIyTamy, BPEHOCT je PyHKLHje

yBehana unu cMameHa 3a
.1 (1
2T =@ (—)
§ &

Ilpema ToMme, U Hauie cy ¢yHkyuje 0(z) myaitiugpopmue Qyunkyije
Apomermpuse z, ca 6eCKpajHo MHOZO Zpana, u ilepuoge makee jeghe QyHKuyU-
je, Kag fpomMeHbUBA Z OliULLe KAKEY 3AMUBOperYy UYUlarby OKO CUHZYyAapHe

2mmi 0 (Lj
kz kz )’

- . - o 1 -
Zge je m ma kakas yeo Opoj, cunzysapuiliell. z = T 6uhe, gakne, anozapu-

_ 1
itiauke 7 = E’ Ouhe

[HAMCKU KPULHUMKLL CUHZYAADLLTET.
To ce noTBphyje HIp. mpocTOMe CITy4dajy Kaf je

31 Ann. de la Fac. des Sciences de Toulouse 1900. p. 328.
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oo

6(z)=2kz =_1og(1—kz)'

o n+1 kz
ITowuro je
1
1 = J.z”dz,
n+l1
0
TO je @(z) =1, WITO — IpeMa ropO) TeOpeMU — 3HAYM fla he mepuone

2mmi

dynkiyje 8(z) 3a CHHIYIapHY Tauky z = —llc— outn , ITO ce Hemnocpen-

kz
HO MOTBphyje Ha eKCIMUIUTHOM u3pa3y pyukuuje 08 (z).
3a ONmTH]y TPAHCUEHAEHTY

oo

— k” n
R

0

7€ je p Ma KakaB 6poj ca IIO3NTHBHUM PEaTHUM [IENIOM, I[peMa MO3HATOM
oOpaciy

1 p-1
L = _1~J.(log l) Z“—ldz
n”  T'(p) z

0

_ (o YT
(p(z)‘nm(bgz) ’

LWITO — IpeMa TOPHO] TeopeMHr — 3Haud fa he nepuone dyukuuje 0(z), 3a

6uhe

CHHTYJIapHYy Tauky z = %, ourn

—27;\”“ (log k +log z)p_l ,
o

rje m o3Havasa Opoj oOpTa OKO Te CHHTYyJIapHe Tauke.
*

Kao mrTo ce Bupy u3 gocapjamimer u3narama, Beh npeMa JaHammeM
CTamy TeopHje pefoBa u ofpebeHUx mHTerpana MoryhHo je NMOCTAaBUTH
ONIITE METONE 3a HenocpenHo mpoyyaBame ¢yHkUuja F(z). M3Bonehu y
IIOJeAMHOCTHMA IpUMeHe TUX METOJa, jJa caM MCTaKao Ha BUUK Be3e Koje
nocToje n3Meby rimaBHora muTama, Koje je npegMeT OBe paclpase, U U3Be-
CHEX ITpo0iieMa u3 IOMEHYTHX TeOpWja, Ha KOjiuMa ce y MOCeflibe BpemMe
HajKuBJbe pagu. CBaku Kopak yHampeq, pU pellaBaky THX Ipobiema,
nornpuHehe HemocpenHO yno3HaBaby NpocTpaHe Kiace PyHKIHja, Koje cy
IpoyyaBaHe Y OBOME papy.



[TPUMENBA O HYJIAMA LEJINX
OYHKIIVIA

Hexka je F(z) nena ¢dyHKrOuja KoHauyHoT pofa p. O3Hauumo ca M(r)
MakKCHUMyM Moflyna pyHKIuje F(z) Kaj jé MOAyO IPOMEHJbUBE Z jeqHaK r,
rfe je r MO3UTHBHA peajHa MPOMEHI/bUBA.

3Ha ce Jja, Ma KakaB OO peasaH ¥ HO3UTHUBAH Opoj O, MPOU3BON

M@rye ™"

oCTaje Mamy Off M3BECHOT KOHAUHOT 6poja N Kap r pacte of 0 0 oo.
Hamepasam ga yxaxcem kaxo o3Hasarse:
1. jegrne zoprwe 2paruye 6poja N koja ogzosapa gaitio] 8pegrHocititt 3a «,
2. 8pegrocitiu kojy y3uma F(z) 3a z = 0;
3. poga p ¢yuxyuje F(z),
goiiyuiiiia ga ce U3pavyHasajy gore panule mogyaa Hysa gyrkuuje F(z) u,
oittuitiuje spegHociiu ipomernmuge z 3a kKoje F(z)yauma yHaiipeg gaiily
spegHociu C.
Hajmpe, HejenHakocCT

(1) M@ye ™™ <N

ITOBJIAYH, Ka0 IITO CE 3Ha, cne,uehe: aKO C€ CTaBH

) F(2)=ay+az+a,z*+...,
gobule ce
(3) |(1” < N Bcn

n

I7ie ¢y ¢ ¥ 3 HyMepuuKe KOHCTaHTe ca BpeJHOCTUMA

* Hacnos opurHnana Remarque sur les zéros des fonctions entiéres,. Bulletin de la Société
mathématique de France, Paris, 1904, t. XXXII, pp. 1-3.
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(4) c=—t B=(—°‘—€)(.

p+1 c

C npyre cTpaHe, MpeMa jelHOM pe3yJITaTy KOJU caM 0Ka3ao y JeAHOM
panujem pany (Bulletin de la Société mathématique de France, t. XXIX, 1901,
p. 303-312) Baxu: aKo A O3HAYaBa HajMarbu MOIYO HylNa pena (2) 1 ako ce
obpa3syje dyHKIH)a

(5) u(l.)Z%Z\all
0

ouhe

2
1.211

’

(6) A >

3a GUIIO KOJy BPETHOCT peasHe U IIO3UTUBHE MPOMEHIBUBE I,

Hejennakocrt (6) ocTaje fa Baku OUUTO aKO Ce KOe(UIHUjeHTH a,,d,,
a,,... 3aMEHe BeJIMYMHAMa Je(PUHUCAHUM APYTHM UYIaHOM HEjeHAKOCTU
(3), Tako [1a ce MOXKE y3eTH

(7) u(r) = ‘a" . 2 (B’z,,f" :

npyru unak y (6) gahe gomy rpanumy 3a A Ma Kaksa OHiIa pealHa W O3H-

. 1
THBHA BpegHocT r. VI moce6HO cTaBmajyhu r = E mosasd ce fo cuepneher

TBpbema:
Jegra gorwa zparuya mogysa Hyaa pyuxyuje F(z) gaitia je uspasom

1

e 2
aoc”“\jl +b(—[£)
A

zge K osnauasa jegry Zoprwy zpanuyy 3a N, A je mogyo b6poja F(0);aubcy
gee Hymepu1Ke KOHCUIaHiie ullje cy 8pegHOCIU

L 2
a=[(p+Delp+i, b= e[ j

p+1

(8)

0 (t) o03Hanaea MUpPaHCUeHOEHIHY Ueay PYHKUUY
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0(n= in“”’.
i

Koncranre ¢ u b ocrajy ucre 3a cBe pyHKIHje F(z) UCTOT pofa p U
MOTY ce J1aKO W3pauyHaTH jefHOM 3ayBek. Tako he ce nahu:

3ap =0,

a=ec=2,7183; b=0(2)=1,0639;
3ap=1,

a=-2¢ =2,3316; b=0(1)=1,2913;
zap=2,

a=3%3e=20128 b= e@j =1,5383; ...

3amenyjyhu y (8) A ca ‘F(O) -C 4, laje oBaj W3pa3 JegHy JOmY
IpaHuIy MOAyJla BPETHOCTH IIPOMEHIBHBE z 3a Koje F(z) y3suma gaty Bpej-
Hocr C.



O JEOHOJ KJIACHU LUEJIUX PENJOBA’

ITocroju 6eckoHau0 MHOTO pEfoBa
(D) ay +az+az’ +...

ca IMMO3UTHUBHUM pEallHUM KoeduIujeHTIMa, TAaKBUX fa cy 3a OUIo Koje k
CBU KOpEHH anrebapcke jeHauYuHe 1o z, NoOMjeHe U3jelHauYaBambeM ca Hy-
JIOM 36upa TpBUX k unaHoBa pepa (1), peannu. Vispecuu Laguerre-0Bu cTa-
BOBU Sur les équations algébriques (O anre6apckuM jegnaunnama)! momy-
IITajy la ce U3 JeHOT TaKBOT pefa n3Bsefie 0eCKOHAYHO MHOTO IhUX.
Hazosumo, ckpahusamwa pamu, pegon Q(z) caxu pex (1) koju 3ajo-
BOJBABa MpeTxofHe yciaoBe. OBjle hemo yka3aTu Ha HEKe HBUX0BE 0cole-
noctu. Axko cy (,,8,,...,{, 03HaKe anmconyTHUX BPERHOCTH PENMUIPOUHHX
BPEIHOCTH KOpeHa anredapcKe jefHaunHe

aytaz+...+a,z" =0,

OHAA je
a
= CICZ"'CH’
ay
a
—lzcl +€2 +..-+§”.

0

Konuunne {; cy cBe peanHe 1 MO3UTUBHE, I1a KIaCHYaH CTaB O TeoMe-
TPHjCKO] CPeIHHU TOBOMH 10 HEJEHAKOCTH

S8 < lﬂ,
N Ay n dy

* Hacnos opurunana Sur une classe de séries entiéres, Comples rendus, Paris, 1906, t.
CXLIII, 4, pp. 208-210.
l Oecuvres, t. 1, p. 33-36, 199-206.
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OflaKJIe ce 3aKIbYyuyje: koeduyujeniti a, ceakoz pega Q(z) Hajsuuie je jeg-

HaK
n
a(a |
n" \ ag

Ilpema Tome, ceaxu peg Q(z) pegciiasna ueay QyHKyWy Upomer-
/bUBE 7 POGA HYAA UAU JEGaH.

ITpeTxomHa HEjeMHAKOCT YMHY BUJbUBUM 1a € 3a CBaKy PeallHy MK
MMaruHapHy BPEIHOCT IPOMEHIBUBE z MOgY0 pyHKyuje CQ.(z) marsu og

ar
ay +arG| =+ |,
40

2gejer = \ z‘ u zge G(z) ipegciiiasna WWPaAHCUEHGEHTIHY teny QYHKUL]Y

oo

n

G(Z) = ZW

0

N3paxkaBamwe pyHknyje G(z) y 06Ky

1
/logl

G(z)=_[ez dr

0

MOBOAY Taja N0 6pOjHUX pe3ynTaTa. EBO HEKOIHMKO HajHENIOCPENHU]UX O
BUX.
I1pBO ce f0o0OHja HEJEAHAKOCT

G(r)< e,
KOja rnokasyje fa uspas

ar

ag +ayre”™
gaje iiakobe jegHy Zoprby Zpanuuy mogyaa @ynxyuje Q(z).
TIpeMa jeHOM MO3HATOM CTaBY> KOE(PUUU]EHTH peaa Za,,z" ca mo-
3UTUBHAM KoeHIMjeHTUMA KOjU NPeCTaBlbajy 1eiy PyHKUu]y pofa Hyaa
U] jegar MamM Cy Off OArosapajyhux xoeduuujenata pefa pyHkumje

2 Borel, Legons sur les fonctions entiéres, p. 34-36.
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Ilpumehyjemo ma cy ropme rpanule KoeduiujeHara a, ¥ MOAyIa
dbyHxumje 2(z) Koje cMO YIpaBo NPOHAILILIA Male Off OHUX Koje flaje To-
CIIEAILU CTAB U, IPEMa TOME, [peyU3Hije O BUX.

dyukuyja Q(z) HEOrpaHHUEHO pacTe 32 MO3UTUBHO M HEOTPAHUUYEHO
pacryhe BpepHocTH IpoMeHbUBeE 2. [{akiie, NpUMeHa KilacuuHe Laplace-ose
chopMyIie Koja ce OgHOCH Ha Bpe{HOCTH HHTerpana o61mka

b

j u([r)]'dr,

a

3a BEOMa BEJIMKO /1 JOBOJHU A0 aCHMIITOTCKE je{HAKOCTH
20 et

e Nz’

KOja CrojeHa ca IMPeTXOJHUM HejelHaKOCTHMa, MOKa3yje a ma Koju peg
Q(z) paciiie ciiopuje og QyHKYyUje

G(z)~

Ae™

N

Zge ¢y A U 0L KOHCIUAHILe Koje Umajy epegHociiiu

20a a
A = (11 —_0‘, o= '—_1“.
eal eaO

JenaH paHmje TOKa3aHMU CTaB3, CIOjeH ca HejefHAKOCTUMa KOje IpeT-
x07ie, TOBOAH Ao cnefehnx pesynrara: Hyae ma xoz pega €2(z) ¢y o aiico-
AYUHIHO] 8pegHociiiu 6ehie 0g

Qg
C—,
a,

zge je C Hymepu1Ka KOHCIAHULA

U, Ha jefjaH ONIITHj! HAYAH, APOU360Y AUCONYUUHUX 6PegHOCIUU UPBUX M
Hyaa pega . (z) eehu je og :

3Im. Petrovitch, Bull de la Soc. math. de France, t. XXIV. 1901, p. 303-312. — E. Landau,
Bull. de la Soc. math. de France, t. XXXIII, 1905, p. 251-261.
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n
a
C|Zo

a

3akipydyje ce, OCHM TOra, JIaKo Jla Ha3HaueHe HejeTHaAKOCTH JOmy-
IITajy MHOTOOpOjHE IIpAMEHe CKOpallllkux pe3ynrara o Taylor-oBUM peno-
BUMA Ha pefose £2(z) 0 KOjuMa ce OBJE paju.



TEOPEMA O TEJ HOPOBI/IM
PEJTOBVMA

Pehu hemo pa jepaun peqn
(1) f(2)=ay +az+az* +...

ca peasHum Koe(UUUjeHTUMa, KOHBEpreHTaH y UNTaBO] z-PaBHHU, UMA OCO-
6uny (A) ako dyskumja f(z), Kao W CBaK® IONMHOM f,(z) 06pa3oBaH of
HBEeTOBHX IIPBUX 71 + 1 WJaHOBA UMajy caMo peajHe HyJle.

Hamepa nam je ma ucrpaxyjeMo ioitipebHe 1 gogobHe ycaoBe fa 61
jeman paT pen (1) mmao oco6uny (A), orpaHuuasajyhu ce y 0BOj HOTH Ha
cinyJaj Ho3uliuerux KoeduipjeHaTa a,, a cydaj y koMe hie 6UTH HeraTus-
HUX KoeduljeHaTa HaMeheH je jefHoM crnefeheM Caommuremsy.

Wckmwyuyjyhu cnyuajeBe a, =0 (xoju ce Moxe u3behn) m a; =0 (y
KOMe OM MOJMHOM f, MMao MMaruHapHe HyJle), MOXKE Ce YBEK YIMHHUTH [ia
je a, =1, a, =1. O3nauaBajyhu ca

(2) 0,(2)=2"+2" +a,z"* +... +a,

TpanchopManujy mo 17 jemnaunue f,(z) =0, MOTy onuHOMH @, (z) OuTH
neduHuCaAaHI peKypeH’I:HOM penanujoM

(3) 9,(2) = 29,.(2) + 4,
ca @q(x) = 1. Kpusa

(4) =9,
HI/Ije HUIITa ,T_IpyFQ 10 KpuBa ‘
(5) Y= Z(pn—l(z)a

* Hacnon opurunana Théoréme sur les séries de Taylor, Comptes rendus, Paris, 1908, t.
CXLVI, 6, pp. 272-274. '
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ymja je 0z-oca MoMepeHa MapaneTHo caMoj ce6u 3a MyKuHy a, TpeMa Hera-
THBHIM Y.

Koncrpyumyhu nocreneno xpuse (4) nonazehn on Beh xkoncrpuyca-
HHMX KPUBHX '

(6) y= (pn—l(z) )

ca @,(z) = z+1, naxo ce ypepaBamo fia: 1. ako kpuBa (6) ceue cBojy 0z-ocy y
n —1 peanHuX Tauaka, OHJA je, fa 6u KpuBa (4) cekna cBojy ocy 0z y n peain-
HUX Tadaka, DOTpeGHO U NOBOJBHO a IOMaK —a, Te oce He Oyne Behu off
HajMamer omaka &, 3a Koju 61 je Tpe6alo MOMEePUTH IIpeMa HeraTHBHAM
y ma 6u gopupHyna xpuBy (5); 2. ako je a, < &, OHIa KpHBa cede CBOjy 0Cy
0z y n pasnuuuTHX peaNHuX Tayaka; 3. ako je a, = §,, IpecevHe Tauke Cy
JOIII YBEK CBE pealiHe, allil ce HeKe Off ’HUX NOKJIIamnajy.
JTaxuie, ako ce ca

(7) An(a2’a3v--'7an)

O3Haud AMCKpMMMHAHTA onuHoMa (2), BpepHocT &, he 6UTH HajMamwy 1o~
3UTHBAH KOpeH (4hje je mOoCcTojame OCHIyPaHO NPETXOAHOM KOHCTPYKIIH-
joM) anre6apcke jeHauYnHE IO X,

(8) An(a27a3""’au—l’x)=Os

KOja flaje BpeJHOCT X = g, 3a KOje NIOJIMHOM @, (x) MMa BUILECTPYKE HyIe.
Taxo ce foaa3u, YACTO UHTYUTHBHO, O ciefiehe TeopeMe:
Ha 6u jegan peg ca Ho3UTHUBHUM KOeDUUUJEHITUMA

9) 1+z+ay22 +az2° + ...

umao ocobuny (A), iollipebHO je u go80oHHO ga Koeduiyujenit a, 6yge ma-
Foll ULALL JegHAK OF Hajmarbe? HO3UIIEHOZ KOPeHA jegHaA1UHE (8), u o 3a
ceaxy eépegrociti n > 2. Hyne nmonuHoma he OUTH, yOCTAlIOM, CBE IPOCTE
uny he Meby muMa GUTH BHILECTPYKHUX IPEMA TOME Jia JiM je a, < §, unu
nak a, =¢&,.

H3meby Geckoraunor 6poja cBux pefosa (9) ca ocobunom (A) jefan
3acnyxyje noceOHy Naxmy: ilio je peg

(10) f(2)=l4z+A,22 + M2+,

Zge ceu KoehuLUjeniTiu JOCIUNY c80fy Hajeehy mozyhy 8pegrOCIil.
Koeduuujet A, (n=2,3,...) HajMambK je IO3ATUBAH KOPEH anredap-
CKe jeHauYMHe 110 X

(11) A, gy Ry s Ay o X) =0
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KOja yBEK UMa Kao KopeH x =0 u Oap jenaH IO3NTHBAH KOPEH, KaKo Je
yKa3aHO IPeTXOHOM KOHCTPYKIM]OM. Tako ce Hanla3u

M=t A= A e—
4 54 2379,423
a ogroBapajyhu nonunomu f,(z) cy

fo(z) = 1+z+i = l(z+2)2,
' 4 4

oA 3
=l+z+-+Z =— +62( +—),
hla)=lhat oty =g, @ror|s

2
2 3 4
" (z :1+Z+Z—+-Z—+-——Z =
Jal2) 4 54 2379,423
1
= (z+19,1172)*(z + 4,3225)(z +1,5064).
2379.423 )z )z )

Pen (10) mpepcrasiba jeguy uey yHKIU]y TPOMEHbUBE Z HYJITOT
pofia 4Hju je excroHeHUwjanHy YrHIIaL, e~ . OHa 3aciyxyje jexHo ay6ibe
YICTPAXKUBAE U ja je iipellopyuyjem Uaxcrbi AHAAUCIIA. Homahy camo ma
IeH ONIITH KOeDUIHjEHT A, 3a[J0BOJbABA HEJENHAKOCT

1
A, < —F=——
n!(ﬁ)u(n—l)

KOja, Ha IpuMeD, T0Kasyje Aia je eH MORYyo 3a z = re® mamd og D (r2),
rae @ (z) o3HAYABA TPAHCUEHJEHTHY eIy QYHKIH]Y

2
. ,—an’

()=, 7

0

ca o= %log 2, Kao U Ja HyJe OBe (hbyHKILH]E, CBE PEaNHEe U Mambe Off -1,

pacTy, IO aICONyTHO] BPEHOCTH, ca n Gpke Off B3pasa

(n+ 1)(«/5)” .



JEITHOCTABAH ITOCTYITAK
IMPUMEHE PEAJTHMX OIPEHLEHNX
MHTET'PAITA HA AJITEBAPCKE 1
TPAHCLEHIEHTHE JETHAYVHE

I. - OJEJHOM ITPEKNTHOM PEAITHOM MHTEI'PAJIY

1. Heka je ¢ (¢) peanHa ¢pyHKUH]ja 3a PeanHo ¢, HENPEKUAHA Y 1aTOM
peanHoMm uHTepBaNy (a, b) ¥ TakBa ja HHTETpas

b

1) g, = J @ (t)cosntdr

a

Ma CMMCJIA 32 CBaKy MO3UTHBHY WJIM HYJIa, LeJy BPEMHOCT n.
Pazmarpam oapehenu unrerpan

b
2) I(x) = jcp(r)log(l—zxcosz+x2)dr,

a

koju he, 360r pa3BuTKa

oo

(3) log(l —2x cost+ x*) = —22

1

x" cosnt
b

n

6uTH jeHa pyHKIMja A(x) OF X, AaTa 3a [OBOJbHO Majo | x| pa3BUTKOM
hd g .X”
(4) Mx) = -2 o=,
| n
WJIM TIaK UHTETpaJIoOM
* Hacnos opurunana Procédé élémentaire d’ application des intégrales définies réelles aux

equations algébriques et transcendantes, Nouvelles annales de mathématiques, Paris, 1908, 4°
série, t. VIIL, pp. I-15.
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(5) K(,r):—ZIMcI.x
« x
ca

(6) ux) =y g,
I

Hexka je R momynpeunnk xousepreniuuje pena (6) (umje ce oppebusa-
e CBOAM Ha ofipehuBatbe uHTerpana (1) 3a Beoma Benuko n). Tana, 6yayhn
na je pef (3) yaudopMuo KonBeprenTas 1o | x| < 1, Basu:

1. Ako je R =1, narerpan I(x) he ce nogynapuru ca dbyHxmjom A(x)
3a I x| <1; c gpyre crpaHe, UIEHTUTET

2

log (1-2xcost+ x2) = 210gx+10g(1——2—cost+ij
X X

nokasyje aa he ce, 3a lxl > 1, /(x) moxymapurtu ca pyHKLHjOM

7 Q(x) = 2g, log x + x(l).
X
2. Axko Je R<1, I(x) ce momymapa ca A(x) 3a Ixl < R aca Q(x) 3a
x> L
R

Hnitezpan I(x) je, gaxnae, lipexugHa QyHkuyuja og x, Koja ce okaaiia
uac ca Mx), wac ca Q(X), 3a8lUcHO 0g T02a ga Al ce TAYKA X HAAA3U Y YHY-
WUpawbOCiil UAU Yy CHOMDAUIFbOCIIL U3BECHOZ KPYZa UL U38ECHOZ KDY-
HCHOZ UPCUIEHA CA UCHIUPOM Y KOOPDYUHAILIHOM O HEIliKY.

2. JegaH noce6HO 3aHUMJBUB CIIy4aj 32 OHO IITO CJIENX jaBlba Ce KaJ Cy
dyakUMja ¢ (1) ¥ rpaHune g 4 b uHTerpana I(x) Takse fa je uaTerpan (1)
Oyne cTalnHo Hyjla YuM 1[eo 6poj n IpeMallly U3BEeCHY BPEHOCT p, 10K je 3a
n < p oH oApeben, KoHauaH M pa3snuyut of Hyne. Kazahemo y oBoM cryya-
jy, KpaTkohe pagy, fia jegHa TakBa (PyHKLHja 3ag060/6a60 YCAO0E [(p, a, b,p].

Tako, @ = const. 33J0BO/bABA YCIIOB

[9,0,2km,0].
DyHKIH]a
. k
0= (Sﬂéj (k = mo3uTHBaH 110 OPOj)
t

3al0BOJbABA YCIOB [(p,O, oo, k ~ 1].
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dynkimja

. 2
0= (Sm[h[) (h = no3uTuBaH 1eO O6POJ)

3a10BOJbaBa YCIIOB [(p,(), o0, 20 — 1].

Csaka HEeTIPeKHIHA byHKIHja @ (f) ca IEpUOOM 2T Koja ce He aHyJIH-
pa3a t = 0 ¥ Y¥MjH Pa3BUTaK y TPUTOHOMETPH]CKH PEJ| HEe canpxm KOCHHYCe
3a7[0BOJbaBa YCIIOB [(p 0,2m, O] AT,

Y cBUM OBHM ciTy4ajeBuMa ce PyHKIHja A(x) CBOIM HA IIOJTMHOM p-TOT
CTEIIeHA IO X

(&) A(x) = —Z[glx Y RN 1 ,pj,
2 p

Te je R = . AKO, noceOHO, PYHKIIH]a ¢ 3aJ0BObaBa YCIIOB [(p,a,b,O], OHJa
je AM(x) =0 moryzna

~_J0 3a lxl <1,
® )= {2g0 logx 3a x| >1.

3. ¥ ciydajy kap cy nHTerpanuone rpanuue 0 m 2w, a dyaknuja ¢ (1),
HETIPEeKUHA ¥ ca IEPUONOM 27, TAKBa fa je

(10) ¢(t)= A + Y, A,sinnt + Y B, cosnt,
1 I
6uhe
(11) g() = 2‘Tt[q()’ gn = TEB”,
a oprosapajyha dyHkimja A(x) ce MOXKe HANUCATH Y OOIHKY
® (,\)
AMx)=-2m
(12) (x) = J ,

0
ca

(13) O (x)= ZB,,x”.
1

Tako he, Kaj je ¢ (¢) uMaruHapHu Aeo u3pasa ("), rae je v (z) xo-
nomopdHa ¢yHkumja 3a |zl <1, 6uhe A4y =0 u B, =0 nortyna

g8 =0, Mx)=0
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Kap je ¢ (¢) peanau neo op W (e"), mako ce Hanasu na je

(14) g =2my(©), Ax)=-2n|LOVO

X
0

a onMynpeyHuk R he 6utu Mawy Wi jefuak of 1. Crasibajyhn, gakie,
1 .
(15) Y (z) = -—zf"(2),
27

rae je f(z) jenna xonoMopdHa dyukumja 3a lz| < 1, robuja ce
g() :0a )\’(-x):f(-x)9

LITO flaje, Ha jeflaH CACBUM jeJHOCTaBaH HA4MH, je;tHo pewewme cneneher
npobnema:

Ako Je unitiezpan I(x) yseili y zpanuyama og 0 go 2T, ogpeguitiu
@yrkyujy @(t) koja ogzosapa gaitioj ¢pynkyuju A(x), xonomopdroj 3a
x| <1.

OBo peleme cacToju ce y y3uMamy 3a ¢ (f) peamHor jesia uspasa

- 51— ZA(2) 3a z = ¢". dynkumja ¢ (1), onrosapajyha naroj byHrImMu W (1),
T

Ouhe jefHaKa pearHoM Aeiy Off 1 u(e").
i

IIpnmmernmo Takobe pa je wuTerpan I(x) jeXHaK YABOCTPYYEHOM
HHTETpally UCTOT 00IUKa, aly y3eToM y rpanunama of 0 1o .

II. - PASJIMKA BPOJA HYJIA 11 ITOJIOBA MEPOMOP®HE
OYHKHIWIE ¥ YHYTPAIIILOCTU JATOI'A KPYT'A

Hexka je f(z) jeqHa ¢pyHKIM]ja MEpOMOpP(HA Y YHYTPAILIKBOCTH U HA TIe-
pudepyju kpyra C NONYyNpPEYHUKA I 2 HEHTPOM Y KOOPAMHATHOM IIOUETKY,
peanHa 3a pealiHo z ¥ paznmuuTa off Hyne 3a z = 0. Hexa cy o,,0,,...,0,
WmeHe Hyne, a B,,B,,...,B, HEHHA MOIOBY Y YHYTPAIIkOCTH Kpyra C, IpeT-
mocTaB/bajyhd fa ce HUjegHA Hyja HUTH 1IOJ He Hanase Ha C a padyyHajyhu
CBAaKy HYJIy U CBAKH I10JI OHOJIMKO IIyTa KOJUKH UM je Pef.

Yourmo ofpehenu uaTerpan

b
ae H) = [eWFe.ndr,

zf'(2)

rme F(r,t) o3HayaBa peasH! neo PyHKLN]jE 'f( ) 3a z=re".
) Z
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Kaxo ce Moxke wanucatn

m

@ _~ 1 1
17 = -
an £(2) b) 2

~z—-o, Sz-Py

+x(2),
rae je pynkunja x(z) xonoMmopohra y C u Ha C, HIEHTHTETH

(18) peannu feo of f(re") = %[f(re”')+ f@re™ )],

o
1{ re" re™" 1 - cost
(19) 9| el t = ] 2
re" —o  re" —o
1- 2o cost + (g)
r r
IOBOJE JO
n l—a—.k‘COSl‘ m I—B—_kCOSl‘
(20) Fr,)= Y, ’ =y ! +y (1),

2
: 1—&cost+(g—k~) : 1—2B cost+(B‘j
r r r

rae v (r,¢) 03HavyaBa peanHu fieo dpyrkumje zx(z) 3a z = re". Ilpema Tome
je

21) H(z)—ZB[“‘j iB(%jw(r),

rge B(x) npepcTasiba ofpebenu unTerpan

b
[—xcost
22 B(x)= t it,
( ) (x) J:(p()l—2xcost+xzc
n e je
h
(23) U =[e0we.nd.
HpenrureT

xd

1 — xcost :1_____10g(1—2xcost+x2)
2 dx

1—2xcost+ x?
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nokasyje fa he, ocraBimbajyhu no crpanu BpegHocTH | x| =1, 3a cBaky Bpef-
HOCT x OUTH

x dl
B(x)=g, - >4,
(x) =g 2 dx

Otypa cnepu, mpeMa ocobuHama umHTerpana /(x), ga he 3a cpaky
BPEJHOCT X yHyTap u3BecHor kpyra C, 6uru (popmyne (5) u (7))

B(x) = gy +u(x),

a ma he 3a cBaky Bpe[IHOCT x BaH H3BecHOT Kpyra C, OuTH

B(x)= _H(%)’

re je W(x) gato dpopmyinom (6); monynpeunuuuu R, u R, kpyrosa C, u C,
HUMajy BPEJHOCTH
R, = Mama off BpefgHocTH 1 n R,

R,=Beha o BpepHOCTH 1 M %

r7e je R monynpeyHnK KOHBeprexumje pena (6).
M3zabepumo cafa 3a ¢ (1) 610 Kojy QyHKIU]Y KOja 3ajj0BOJbaBa yCIIoB
[(p,a, b,O], na hemMo nMatu
u(x)=0, R=eo,

a Kako ce kpyrosu C, u C, nokmnanajy ca C, 6uhe

B(x)=gy, 32 lxl<l,
B(x)=0 3a lxl>];

ZB('%) = ngo»

I r

zB[B—‘j = mgg-
1 r

C npyre crpane, Kaxo ce dyHKugja x(z) Moxe 3a |zl <r pa3sutu y

u OTy[a

(24)

pex
X(Z) = bo +blz+b222 +...
ouhe

y(r,0) =2 by cos(n+ D1
1

1 OTyfa
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(25) Ur)=2Y bgur™" =0,
1

TaKo fia ce uHTerpan H(r) cBOgu Ha BPERHOCT (n-—n1)gy.

Oryna oBaj pe3yiuTart:

Pazauxa usmeby 6poja nyaa u 6poja iionosa gyuruuje f(x) jegnaxa je
gpegroCiul UHiliezpana

b
Llowrena,
8o,

zf'(z)

(2)

z0e F(r,t) 03Havasa peanraH geo uspasa 3a z=re a ¢(t) je 6uso xo-
p g 14 ]

ja ¢hyHKyuja koja 3agosobasa ycaoa [(p,a,b,O].
Taxko, Ha IpuUMep, Ta pa3nuka he OUTH NpeACcTaB/beHa MHTErPAIOM

L [8ntpe yar,
8o %,

rae je
8 =L
T2

MM Ma KOJUM MHTErpajsoM o0JuKa
i 2r
L [owre.nd,
8o *,
r7ie je ¢ (¢) HenpekupHa (hyHKUHM]a ca EPHOAOM 2T, Pa3NuIuTa Off Hyle 32
t = 0 1 ca pa3BojeM y Fourier-oB peq 6e3 ciHyca; y OBOM Ciy4ajy he 6uTn

go = 19 (0).

Y3uMajyhu y mociegmeM BHTErpany ¢ (f) = 1, moHOBO ce Hanasu ¢op-
Myna

2n ho
n—m:—l-jF(r,z) dz:ljF(r,x) dr.
27'[ 4] n 4]
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[I. - OJHOC ITPOU3BOJA MOJIYIIA HYJIA U IIOJIOBA

ITocmaTrpajMo NpeTXopHy PyHKUH]y f(z) U MOHUMO Of

f(z) < z - z
26 logZ==* =) log|l—— |- ) log|1-— ,
(26) 080y 21‘ og( akj Z og( BJHi(Z)

rae je pynkuuja &(z) xomoMopdHa y yHYTpauIkOoCTH Kpyra C U Ha BeMy U
HMa BpeIHOCT Hyna 32 z = 0.
OO6pa3yjMo uHTErpan

h
(27) K= [ooMndr,
e je
(28) M(r,t) =logl|f(z)| 3a z=re".
WpentuteTnt
(29) M(r,1) = %[Iog flrety+log f(re™],

. . 2
re" re’" 2r r
——|+logjl——|=log|l—— t+|—

(30) log(l " )+ og( " J og{ o % (oc) }

IOBOJIE [0

2

1 n 2 -

s EZ“’g{“a“’“*(a—J }
1 m 2 2
31 -— ) log 1——’;cost+[—’—)
( ) 2 2l \: Bk Bk
| +1og f(0)+ (r,1),

rae je
(32) Y (r,t) = Zc,,r” cosnt,
’ 1
a ¢, O3HayaBa Koeq)nunjeHTe pa3BuUTKa

E(2) = EC,,Z” :
1

KOju KoHBeprupa 3a 1zl < r.
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3aro he unTerpan K(r) uMaTH BPEXHOCT
] B 1 i ]‘ 1 m ]'
SOEE VI PRV 3
o :
63) TG 2 AR
+log fO) | @Dyt + [ 9y (.

N3abepumo cap 3a ¢ (¢) 6uno Kojy QPyHKIH]Y KOja 3a0BObABA YCIIOB

[(p, a,b, O]; obpacuu (9) mokasyjy naa je

D I(Lj = 2g, log———,
T\ 0 o0, ... O,

I Lj = 2g, log
Z (Bl\ BIBZ "'Bm

a Kako je, Ha 0CHOBY (32),

(34)

b o
(35) [owndr =Y cgr =0,
a 1
BpeqHocT K(r) ce CBORM Ha
(36) K(r)= g, log {)"(O)r”‘”’ BiBo.--Bu }
o0, ... O,

M3jennauyaBame ca K () peasHor gena [pyror wiana y (36) noBojuu 1o
cneneher pesynrara:

Ma xakea 6una ¢yuxkuyuja ¢ (t) Koja 3agososmpasa ycnos [(p,a,b,O],
o3uauasajyhu ca M(r,t) nozapuiliam mogyaa pynkyuje 1(z) gysc kpyza io-
AYIPEUHIUKA T, Ogpeherll UnilieZpan

b

K(r) = J(p(t)M(r,t)dt

a

umahe 3a 8pegHoCill

f(O)I'"_'” BlB'Z "'Bm i

o0, ... 0,

(37) go log

Taxkas je, Ha IpAMeD, Cy4a] ca MHTerpasoM

J‘Sil—tM(r,t)dt,
t

0
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JIJTH Ca Ma KOJUM HHTETpajioM O0uKa -
2n
Jowme,nd,
0

rae je ¢ (t) HenpekuaHa HyHKIM]a ca IepUOAOM 2T K0JOj OfiroBapa pa3BUTaK
Q)= Ay + A sint+ Aysin2f +....
Y3umMajyhut y OBOM NOCTIEHEeM ClIyuajy
Ay=1 A =4=A=..=0,

OMET Ce HaNa3u TeopeMa T. Jensena 3a cnydaj y KoMe je f(z) peanHo Kaf je
Z pearHo.

IV. - CUMETPUYHE 1 ACUMETPUYHE ®YHKIMIJE HYJIA

1. Hexa je f(z) DONWHOM IO z CTENEHA 7. Y OUHMO IPETXOIHA HHTE-
rpan

b
K(r)= jcp(t)M(r,r)dt.
Wpenturetn (29), (30) n
f(2) _
38 lo
9 % r(0) ~ 218 [ )
JOBOAC HEMOCPETHO O
(39) K (r)=12 I[L]ﬂ% log f(0).
. 2 1 Oy

Hakne, mpema oco6nHaMa mHTErpana I(x), ako ¢y o,,0;,..., %, HyJIe
dyuxumje f(z) y yHyTpammocTH Kpyra C MOTYNPEYHHKA 7, & Oyys Oy
., 0., TheHe HyJIe ¥ 1eroBOj CoJballikocTy, Ouhie 3a k = 1,2,...m

(40) ZI(O:J 280 log ——— +z x(“kj |

azak=m+1,...,n
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“ ia)2{E)
Tako fa je

(42) K=Y, x[%j + A(Lj +2g log—a—ar—a + g0/ (0),

) @ O 10 .. Oy,

rjae ce 36mp Z OJHOCH Ha YHYTpallllhe a 30Up z Ha CIIOJballllhe HyJe.
W @)

Tako ce gobuja jegna acumeilipuuna GyHKYUja HyAQ O; U3PANCEHA TOMORY

uniezpana K(r).

AKO ce 3a r y3Me je[[Ha [Oa I'PAHMI Y MOYTIa HyJIa O, 30Wp Z i
@
TorapuTaMcKu 4iaH y obpacny (42) HecTajy U OBaj ce CBOIH Ha

(43) K(y)=> %(al] + 8o log f(0),

k

uspaxcasajyhu maxo cumetipudny pyHxkyujy Hyaa o iiomohy K(r).

2. CuMeTpHyYHE U acCUMETpHUHe (PYHKIHje HyJla O, MOTY Ce M3DasHTH
¥ noMohy IpeTXOoNHOr HHTerpana

b
H() = [o0F () dr.

ITonasehu o obpacua (21), Koju ce oBAE CBOIU HA
(44) H() = z B (%)
1 r

u npumehyjyhn a ako ce MpeTnocTaBy fAa je MoJyNpeyHHK KOHBEPreHIHje
R onroBapajyher pena

H(x) = i g X"
1

HajMalbe je[[HaK jeflaH, OHJa je
B(x) =gy +1(x) 3a lxl <1,
B(x) :—p(l) 3a lxl > 1,
X
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fonasu ce go obpacua

(45) H(r) = ng, +2u(°‘—_")—2u(é—'kj,

m N )
KOJU U3paxcasa jegry acumeitipusymy QyHKuyujy nyaa o; domohy unitiezpana
H(r).
Ysumajyhu r = v, nobukhe ce cumeiipuurna pynxyuja

6 73
(46) Zu(y),

paciipociupina Ha cge O.;, uapaxceHa iiomohy H(r).
bupajyhu 3a ¢ (¢) Ma kojy dyHKIH]jY Koja 3al0OBOJbABa YCIOB [(p,a,
b,p], rAe je p MO3UTHBAH lleo Opoj, 6uhe dyHKUMja |(x) IOIUHOM IO X,
30up Zu(Lj pacupocTpT Ha cBe 0, pauyHahe ce momohy koeduuumje-
Oy
HaTa pyHKIHje f(z) u fobuhe ce cumeiipuira pyHkyuja

S()(z)

pacipociipiiia Ha o.; y YHytupawrociiu kpyza C, u3paxeda nomohy H(r)
u koedunujenata pyskumje f(z).

3. Mory ce u3pa3suTi CHMETpAYHE ¥ aCHMETPUYHE (PYHKIM]e HyIa O;
¥ TioMohy uHTEerpana

b
(47) L) = [ o ndr,

a

rae ®(r,t) o3HaYaBa pealaH [e0 JIOTapUTaMCKOT u3BoAa dyHKuHMje f(z)
nyXx Kpyra C; 1ako ce Halla3d fa je

=l (273
L(z)—rZA( )

r

ca

1 dI
A(x)= -2,
()=-20

IITO AOBOAH 10 popMyIte
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(48) L= Zaiu(ﬂj—Z{g—Miu(LH,

%)) k r (2). OCk OLk OLk

KOja u3paxaea jegry acumemipuiny Qyuxyujy Hyaa o; iomohy L(r). Opas-
e ce u3Bnayy u cnenehu o6pasan

(49) L(v)=—2[§—° + O% u(alﬂ

KOjJu uspaxcasa jegHy cumeiipuiry GyHkyujy Hyaa o; domohy L(r).
Y3umajyhu 3a ¢(f) Ma KakBy (PyHKIHUjy KOja 3aT0BOJbaBa YCJIOB
[(p,a,b,O], 8pegHOCIL URIleZpana

(50) L

8o

b6uhe 36up peyuilpoyHux 8pegHOCiU Hyaa O Koje ce Haara3e ean kpyza C,
npuMenyjyhu TBphemse Ha nonmuBEOM

1)

8pegHocitl ogzosapajyheZ uspasa (50) 6uhie 36up Hyaa o; Koje cy yHytuap
kpyza C.

ITpmmeTuMo Takobe, ga 6UCMO 3aBPIUNNY, Aa ce BehUHa OBUX pe3yi-
TaTa OpUMeyje OYUTO U Ha ciydaj rae je f(z) TpaHCLUEHAEHTHa liena
(pyHKUH]ja HYNTOT pofa IITO BOAHM, M3Meby ocTanmx mocneguua, 10 pasiu-
YUTHX O3HATUX WM HOBUX 30MpHUX oOpa3aua.



O JETHOJ BAXHOJ KITACH LIEINX
OdYHKIIUIA

1. 3pahemo ioaurnom 2(z) CBaKU NMOIMHOM IO z Ca PEATTHEM Koedu-
[[MjEHTHIMA KOJ! UMa Ty OCOOMHY a MOJIMHOM CACTaBJLEH OJf CKyma Omiio
Kor 6poja BeroBux NpPBHUX WIAHOBA UMa CBE HYJle pealiHe. AKO je, Jakiie,

(1) fr(@)=ay+aiz+...+a,z’
nonuHOM £ (z), CBM KOpEHH anrebapcke jefHauYnHe
(2) fi(@)=ay+az+...+a,z" =0

Cy peasHu OO0 KaKBO Ja je 1 Mame Wil JeIHaKO Off p.
TpaxuMo noTpeGHe u JOBOJbHE yCIIOBE Aa Tako Oyme. O3HaynMo ca

(3) 0,(2) =ayz" +a;z"' +...+a,_;z+a, =0

Tpaschopmamujy 1 jennaunne f,(z) = 0!, lonuHomu ¢,(z) Mory 6UTH fe-
z

(puHUCAaHN PEKYPEHTHOM pelaly)joM

4 (PH(Z) = Z(P”_I(Z) + a,
@ ®o(2) = aq.
Kpusa

(5) y=0,(2)

j€ UCTO LITO U KpUBa

* Hacnos opurunana Sur une classe remarquable de séries entiéres, Atti del IV Congresso
internazionale dei Matematici, Roma, 1908, Sezione 1, vol. 11, pp. 36-43.

1 Qn(z)= é”f{l ('1“) kapje z#0, @, 0 =a, (HPHM' HpCB.)
z
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(6) y= Z(pn—l(z)

KO0jOj je z-0ca TOMaKHyTa IJapajieHo HhOj CaMoj 3a Iy:KUHy —a, IPeMa Hera-
TUBHUM WUTY [IO3UTUBHUM y 3aBHCHO Off TOTA JIa JIH j€ a, MIO3UTUBHO WX He-
raTuBHO. KoHcTpywinyhu Kopak no Kopaxk KpuBe (5) nonasehun of Kpusux

(7) y= (Pn—l(z)a

JIaKO ce yBepaBa jja:
1. AKo ce ocTaBe 10 CTpaHu KpUBe

y=0,(z) B y=,y(2),

IIpY Y€MY MOCIENba 3aJ0BOJbaBa jeJII/IHCTBCH yCII0B

2
a

a, <1,
da,

1 aKo KpuBa (7) ceue cBOjy z-ocy y n—1 peanHux tavaka, ga 6u kpusa (5)
TaKobhe ceKlla cBOjy z-0Cy y # peallHuX Tadyaka, moTpeOHO je M TOBOJBHO Jia
IOMaK a, Te oce Oy[ie Mamu WM jefHaK HajMameM IoMaKy &, 3a Koji je
Tpeba HOMEPUTHU Yy CMepy yKa3aHOM 3HAKOM Off —a,, a Ou NONUpPHYJIa KPH-
By (6);

2. AXO je mo ancoiIyTHO] BpegHOCTH a, < &,, KpuBa (5) ceue CBOjy
HOBY OCY y 1 pa3NH4IMTHX pEanHuX Tavyaka; ako je a, = §,, OBe Tauke cy
JOII peasHe ajiu ce HeKe Of BHX MOTY IIOKJIalaTH;

3. Y cayuajy Aa je moMak —a,_, iMao cBojy Hajsehy moryhy Bpemnocr,
noMak —a, cnenehe KpuBe Moryh je caMO y jeJHOM CMepy, TO3UTHBHOM
WM HETATHBHOM 3aBHCHO OJ] TOTA Jia JId Tauka nofaupa Kpuse (7) ca lbeHoM
z-OCOM OATrOBapa jeTHOM MUHUMYMY WM je[HOM MaKCHMyMy T€ KpHUBe;

4. Axo z-oca Koja ogroeapa xpusoj (7) mopupyje Ty KpHBY y BHIIE
Tavaxa, Off KOJUX Cy jeflHe MUHIUMYMH, a Apyre MakCUMyMHU, HUKaKaB IIOMakK
—a, Hyuje moryh.

AKo je Tako, 03Ha4MMO ca A,(ay,q,,a,,...,4,) BACKDUMUHAHTY ITOJIH-
HoMa (3) u mocMaTpajmo anrebapcKy jeqHadMHy 1o X

(8) A”(ao,al,az,...,a”_l,x)=0

YHjH peajiHi KOPEeHH fajy BeIu4nHe IoMaka —a, 3a Koje Tpeba moMepuTH
x-ocy kpuse (7) 1a 61 oHa TOAUpPHYJIA KpUBY (5).

Tako he npBe fBe jeqHaunHe, oprosapajyhe 3a n=3 U n =4 u ocio-
6obene mpocror kopera x = 0 3ajeHAYKOr CBUM OBUM JelHAUNHaMa, OUTH

27a%x + (4a? —18aya,a,)=0
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256 ajx® + (144 ayata, - 192‘a(2)ala3 —128ala? — 27a})x +
+ (144 aja,a? +18ala,ay +16 agald — 6agalai — 80aga,ata, — 4alta3) = 0.

AKO ce ca A, 03HAYM HajMamH MO3UTHBAH KOpPeH jennaunne (8) a ca
I, HaJMawH (T10 allCOJTyTHO] BPEIHOCTH) HEraTUBAH KOPEH UCTe jefHAYNHE,
OYHIIIEHO je a je Hajehu mo3uTHBaH NoMak &, jemHak A, a HajMaH-H He-
raTHBaH IOMakK &, jefHak [,

Taxo ce fonasy, Ha jegan BeoMa HHTYHTHBAH HaYMH, 10 cnefiehe Teo-
peMe:

Ja 6u iioauHom f,(z) 6uo iioaurom Q(z), loitipebHro je u goeosLHo

1. ga 6yge

2

a, < —;
4a,

2. ga ceaku koeguyujenini a,(2 <n<p) 6yge cagpran usmeby gsejy
ogzosapajyhux epegrocitiu A, u |, .

Y jelHOM TPaHUYHOM CITy4Yajy ABE BPEJHOCTH A, ¥ |L, MOTY MMaTu
3ajeMHIUKY BPENHOCT HyJa: Y 080M cayuajy je 8pegHocili a, = 0 jeguHa koja
3agosomwasa ycaose iipobaema.

IIpuMeTnmo fa y jenHoM nomuHoMy €2(z) He MOTy OUTH ABa y3acCTOTI-
Ha KoedulHjeHTa «@; HyJa, HUTH MOXe OUTHU jefaH KoeUIMjeHT HYyJa H3-
Meby nBa KoeumujeHTa UCTOT 3HAKA; CBH KOE(UIUJEHTH CYy, YOCTAIOM,
MOABPTHYTHU YCIOBY

(9) (l’l - 1)(13_1 - 2]’[(1”0”_2 >0

0 Kora ce oJia3u NMoMohy Mckasa ja M3BOJN pefla n— 2 NnoilgHoMa f,(z)
uMa IBe pealHe HyJe.

2. 3aycTaBUMO ce caja Ha MOCeOHO 3aHUMIBMBOM CIydajy Y KOMe Cy
cBU KOebUIMjeHTH a; ro3uTuBHy, [IpeTXoqHa TeopeMa y3uMa Taja cliefie-
by o6nuk:

Jla 6u fp (z) 6uo toaunom (z), UoilipebHO Je U gOBOLHO ga Koedu-
yujenid a, 6yge maru UAU jegHAK 0 HAjMAbeZ HO3UTHUEHOZ KOpeHa A, an-
Zebapcke jegrauure (8), u itio 3a cee épegrocitiu 2 <n < p.

IlycTuMo cama p fa pacre GeckpajHo, a ja je f,(z) yBeK MONHHOM
Q(z): f,(z) he umaitiu Kao 2paHuyHy 6pegHOCU peg

(10) Q(z) =ay +aiz+az* +...

KOHBepZeHIaH y YUiliasoj pagHu UpomeHmsuse z, umajyhu cee ceoje nyae,
KoJux je 6eckoHauHo Ha 6pojy, peasHe U HezaliusHe, U iocegyjyhu, witasu-
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uie, ULy 8axMHy 0CobUHy ga cy ceu Kopenu aazebapcke jeguauune, gobujene
U3JegHA"aBarem Ca HYA0M OUNO KOZ HeZ0607 JeAUMULHO? 36upa, peanru u
HezZaliusHU.

HoBOJBHO je, ma 61 ce To BHAENOo, moKa3aTh 1a pen (10) KOHBeprupa 3a
CBAKy BPEAHOCT z-a; TO J€ JOKa3aHO HEMOCPENHO, Ha IpuUMep, moMohy He-
JenHaKoCTH

(1) 0, < “—O(ﬂ]
‘ L a,

KOja je mo0uja IpUMETHBIIM fa ako ce ca §,C,,...,{, o3naue ancomyTHe
BPEHOCTH KOPEHa, CBUX HETaTUBHUX, anrebapcke jegHaunne (3), oHma je

a a
—ll—zt.olC_oZ"'Cn’ a_1=Cl+€2+"'+Cn
0

)
S < lar
ay na

3. Hejennakoct (11) moka3syje ucToBpeMeHo Aa je pon dyukimje Q(z)
MamH off 2. [Jo jeqHOT Mpenus3Hujer pe3yaraTa ce Jona3u ynoTpeGoM cie-
Helie Lageurre-oBe TeopeMe Koja ce ONHOCH Ha jeHy IHPOKY KJIacy LETUX
¢yukumja xoja o6yxBara Takohe ope nocMaTtpase pyuakumje (z). Heka je

U OTyja

(D”(Z) = AO +A12+A222 +...

Jeo IIOJIMHOM CTeleHa /'y KoMe ¢y KoeduuujeHTH A, (pyHKIH]e Of 1 UITH He
3aBuce off era. [IpeTnocraBuMo fia, Kaf n 6eckoHauHo pacre, D,(z) uUMa
3a TPaHUYHY BpEeJHOCT pef F(z) KOJU KOHBEprupa 3a CBe BPEIHOCTH Ipo-
MEHJbUBE; MPETIOCTABUMO CEM TOTA [ia Cy 3a CBaKy BPENHOCT n KOPEHH
jennaunne ®,(z) = 0 peanmHu u UCTOT 3HaKa; Tafa he dyHknuja F(z) 6urn
jeHaKa MPOM3BONY jefHe uene (PyHKIMje HYIATOT Poja U jefHe eKCIOHEH-
uujanue QyHKIHje obnuka e, rue cy a u b KoHcTaHTe?,

Jloka3 Teopeme, TaKaB KaKaB je fao Laguerre, GUTHO IPETIIOCTaB/ba
lla cy ucnymeHa ciegeha asa ycrnona:

1. xap n pacre 6eckpajuo, @, (z) KouBeprupa uemnoj dyHrkuuju P(z);

2. ako ce Hyne ¢yHkuuje P,(z), Koje cy UCTOr 3HaKa, ypefie no BelH-
YHUHH, 30Mp IUXOBUX PELMIIPOYHUX BPEJHOCTH UMa KOHAUHY IDAHHYHY
BPEIHOCT HajBUIIE jeTHAKY

2 Laguerre, Qeuvres, t. 1, p. 174



O JE[HOI BAXKHOJ KITACH LIEJTMX & YHKLHIA 105

4
—a=-llm— 3a n=oo,

bynyhu na cy oBu ycnoBm yBeK HCIYHEHH y ciayua]y dyHkumja Q(z),
[onasu ce ao cnenehe Teopeme:

Csaxa ¢pynxyuja Q(z) je iipoussog jegre yeae PyHKyUje HYAMOZ poga
u jegre excilonHeHyujasHe ynkyuje obauxka Ae* 2ge KoHciiaHiie A U a
umajy epegHociiu

A=a0, a = —

Hcro Tako je Moryhe npenn3upaTit HoMohiHe HeJeTHAKOCTH KOJje 3a70-
BOJbaBajy KoeduujeHTH a; 6o kor pefa £2(z). IlpeTxogHu yCnoBu

(n—-1)ak,-2na,a,, >0

BOJIe 1O HM32a HEJeTHAKOCTH

a, n- 1 a,-
a,- 2n a,_»
a1 a
al 2 2 ao

KOje, TOMHOXEHE WIaH I10 WIaH, JOBOJE 10 -

aH

n—1
a, 2" 'nay

a1

u IIpeMa ToMe 10

n
4y a,
(12) ay < n(n=1) (—j ?

ay

n2 2

TAKO JIa ce MOXe McKa3aTH ciiefiche TBpbeme:

Koeguyujeniti a, ceaxo? pega (z) 3ago6o.sasa HejegHaKOCHL

aOBne—ocu2
(13) : a, < -
ca
o= l10g2, B= a‘ﬁ.
2 ag
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Ilo3nara HejexrakocT
s (D)
n!

oMyIITa Aa ce Hejennakocty (13) na u cnepehu oGnux
on?

(14) a, <%V
(n+1)"

_ ale«/i

ay

ca

Y =Be

Hejemunakocr (13) yuHu BEATUBAM, HA IIPUMED, A j& 3a CBAKY Bpej-
HOCT z = re® Mopmyo 6umo Kor pefa (z) Mamu off BpegHocTu ay0 (Br), rue
0(z) o3HayaBa TpaHCHEHJECHTHY ey (PyHKIH]Y

2
>, ,—on”

15 0(z)=Y &— ;.
(15) ; n!
Hejemnakoct (14) yuHA BUAJBUBHUM, C jeTHE IpyTe CTpaHe, ga Cy HyJe
cBakor pena Q(z) cee Behe 10 anconyTHO] BpeTHOCTHU Of 0 ypa pacty ca
a,

n
n 6pxe ox 22n.
Mory ce go6utu Apyra cBojcTBa pefnosa (z) ynopebyjyhu ux ca npy-
UM ofipeheHuM peoBUMa KOjH Ce JIaKule Ipoy4yaBajy U Ydji Cy WIAHOBU
W3HaJ Apyror uiaHa y HejenHakocTu (13). Taksu he, usmeby ocranux, 6uTtn
LEJIH peROBH OOINKA

oo oo

n "

Z VA
2 Zr(an+b)

o N 0

xao 1 Besel-oBa dyHkuuja

b n

4
2 e UTH.

0

4. JTako je CTBapHO HANPaBUTH HeorpaHuyeH Opoj peposa £2(z). La-
guerre® je MOKa3a0 KaKo Ce MOy 00pa30BaTH HEOTPAHMYEHH HU30BH GpO-
jeBa

3 Ocuvres, t. 1, p. 33-36; p. 199-206 etc.
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©g, W, 0,,...

KOJU MOCENyjy Ty Ba>KHy OCOOMHY J1a CBAKHM YT KaJi Cy CBU KOPEHH anre6ap-
CK€ Je[HauUnHe

Ay +Ax+...+Ax" =0
PEATHU, TAKBH Cy U CBH KOPEHH jefIHaYHHE
Aocoo + Al(l)]x +...+ A"(D”x” = 0

Taxsu 6pojeBu ®, cy, u3Meby ocranux, cnefehe pyHkumje oxg n:

1. buno xoju monuHOMH P(n) KOjM MMajy caMO pealiHe U HeraTHBHE
Hyne;

2. buno koje nene dyukuuje G(n) on n, poaa Hyja HIIH jelaH, Koje
uMajy caMO peallHe ¥ HETATHBHE HyJIE,

3. dysxuuje obnmka e e je o 610 KOju peasiaH U MO3UTHBAH
6poj;

4. TIpousson 6uio kor 6poja pynkumja 1°, 2°, 3°;

5. dyrkumje o6MuKa

Ay(n)
Ay (DA, (1)... Ay (n) ’

rae ¢y A, (n) m A,(n) 6mi0 Koje nBe Meby ¢pyHKIMjama 1°, 2°, 3°,
Opagpie cnegu f1a ce Off jeJHOT O3HATOT pefia

Qz)=ay+az+ayz® +...
MO2XE HaAlIpaBATH 0ECKOHAYHO MHOT'O IbUX 00IHKA
Q (Z) = aomo +a1(DlZ +a20)222 +...

rme ¢y Wg,®;,®, ... IPETXONHO HaBelleHe PYHKIM]E Of 7.

CrBapue nmpuMepe pepgoBa 2(z) 1ajy N3BECHE TPAHCICHACHTHE Lee
¢ysKIUje Koje je mpoyuasao r. G. H. Hardy#, Koju je folao, Ha IpAMED, A0
cnepeher pesynrara:

AKo je b(x) dyHKIHja Off X, IO3UTHBHA U pacTyha 3a cBe BpeIHOCTH
X, M aKO je

b(x + %) > 3b(x),

4 On the zeroes of a class of integral functions (The Messenger of Mathematics, Nov. 1904
pp. 97-101) ‘
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1
b(n = b'l * all = b
) bb,...b,

CBM KOPEHH Iiene (pyHKIHje

oo

o

0
Ccy peaHHI/I W HEraTHBHU, HITABUIIE, UCTO Ba>K! U 32 IIOJITHHOM
2 m
g +aiz+a,z” +...+a,z

3a CBE€ BPEHOCTH M.
Tako he 6uTH, Ha IpUMep, aKo je

IA
W | —

— 20+l _
bn - q 8 H an - q” q

Kao ¥ aKko je
1

a” = ;
112233 ...I’Z"(l’l+1)”+l

Y TIOCIIEMIHEM CITydajy YCIIOB
x+=
(x + %) 2> 30 +1)

HI/Ije 3a0OBOJbEH 3a MaJI€ BpCOHOCTHU X, AJIK je JIaKO JOIIYHHTH JOKa3.

5. Moxe ce, He yMamwbyjyhu OIIITOCT, CBAaKH PEJ O KOME j€ OBJie ped
HamucaTH y 00Ky

(16) 1+z+byz* + bz +...

Vismeby HeorpanudyeHor 6poja cBuX pefoBa £2(z) 3anUCaHUX Y OBOM
0OJIMKY jelaH 3aciysKyje CacBUM MoceOHy Maxkmwy: itio je peg (16) ca Hyme-
DUHKUM KOeuyljeritiuma

(17) V() =1+z+h,20 + 0520+

zge ceu koeguyujenitiu b, gociiuxcy ceojy Hajeehy mozyhy epegHociu.
Koednuujent A, oBora pefa je HajMawmbH MO3UTUBAH KOpPEH anrebap-
CK€ Je[HaYMHEe 110 X

(18) Ak(l,l,}\,2,>\43,...,)\.k_l,x)=0
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KOJa yBEeK AMa IO3UTHBHE KOPEHe, KA0 IITO je yTBPhHEeHO NPETXOHIM reo-
METPH]CKUM pa3MaTpamHMa. Je[[HaurHe Koje, Ha IpUMep, #ajy A,,A;, A, Cy

A2 = 4x—1 = 0
OflakJie je
M=t A =27x2-E =0
4 2
OflaKJIe je
M= A, =256x B 24X g
54 9 972
oflakie je
1
=———— W}TH.
* T 379,423

Ca 0BIM rpaHMYHUM BpeHOCTHMA b, monwHOMU )(z) ce mumry y 06-
JUKY

2
1
Q(z) =1+z+2 =2 (z+2)?
2(2) 2 4( )

A 3
Q =l+z+i+ L == +62( +—)
(%) T AR G

2B -4

Qu2) =l+z++1 + L =
4 54 2379,423
1

= —————(z+19,1172)*(z + 4,3225)(z +1,5064).
2379,423

Pen (17) mpepcraBiba, IpeMa MpeTXOJHOM, TPAHCHCHAECHTHY UEIy
(pyHKIH]y HYATOr pofa ca eKCNIOHEHIHjalTHUM YHHHOLEM e °, Koja HMa
06eCKOHAYHO MHOTO HYJIa, CBE Cy peajHe, HeTaTUBHE, Behie 10 ancomyTHOj
BpexHOCTH o 1 m pacty ca n 6pxXe op u3pasa n(~/2)". Bber Monyo 3a
z=re” je Mamu o G(reﬁ), rie 6(z) o3HavyaBa TPAHCUEHJSHTHY LENy
dyukimjy (15). OBaj rpannyad pen (z) 3aciayxyje jeHO NPoxy6beHnje
M3y4aBarhb€ U ja OMyIITaM ceOu Ia Ha Hhera CKPEHEM Ny aHAIACTA.



JEMHA CIELIMJAJIHA
TPAHCLIEHIIEHTA U lbEHA YIIOTA
Y MATEMATUYKOJ AHATTURU

YBOJI

TpancuenpenTa gedunncana 6eCKpajHIM PEIOM

30 4

2
0(z)=1+z+-+Z + 214
4 27 256

y KOMe KoeduIujeHaT @, ONIITera ywiaHa a,z" Ma 3a BpEMHOCT

3aciyXKyje Naxme U caMa 1o ce6u, 6ap 1o NpOCTOTH 3aKoHa (popMalmje
IHEHAX KoeduuujeHaTa: OHa je jeHa Ol OHUX TPaHCLEHAeHaTa, XOJIOMOp-
(HUX y en0j paBHU IPOMEHJbUBE z, KOjUMa O[ITOBApajy HAajIPOCTHU)H MOTY-
hHY 3akoHM (popManmje KoeduuujeHaTa a,.

ANy OHa 3aciyXyje Naxme U M0 YI03U KOJy MOXe HMATH Y MHOTO-
OpOjHHM ONIUTH]UM INUTAaKkUMa MaTeMaTH4Ke aHanu3e ’ Koja he Ouru, Gap
y KOJIEKO je TO 3a cajf MOr'yhHO, ICTaKHyTa y TOKY OBE pacIpase.

Crora caM ap:kao ga 64 OUIO Of HECYMILMBOT HHTEpEca IPOYy4HUTH
OBy OCaJ HEUCHUTAHY TPAHCUEHAEHTY y BEHUM II0jeJUHOCTIMA, 8 Hapo-
YUTO OHMMa KOje cy HajnoTpeOHuje 3a IPBO OPUJEHTHCAE O IEHUM 0COOH-
HaMa 4 3a IPUMEeHe y OHUM IMTambUMa [IpH YUjeM ce pelllaBaky Haunasy Ha
OBY (pyHKIIM]y YUIH IbeHe KOMOMHaLHje.

Y oBoj he pacrpaBu GUTH cCaONIUTEHH HPBHU PE3YITATH TaKBOT IIPOY-
JaBarba.

* Cpncka kpaJbeBcka akafemuja, 'nac kis. LXXVII, Tlpeu paspen, k. 31, Beorpap,
1909, crp. 1-44.
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[. PASHM AHAJIMTUYKHM U3PA3U 3A ®YHKLIMIY 6 1 HBEHE
N3BOJE

OcHM aHANMTUTHUIKOT u3pasa

oo

ZH
1) 8=y =
0

y 0BJIUKY KOTa ce MOXe HanucaTu pyHKIuja 6(z), IOCTOJH U ApYTruX 00IH-
Ka y KojuMa ce 0(z) MoxXe M3pa3UTH Kao (PyHKUH]a NPOMEHBHUBE z. 3a
IpOYyYaBame MOJeINHOCTH OBe (DYHKUH]Ee HAPOUMTO CY YTONHU IheHH aHallu-
THYKY U3pa3y y o6IuKy ofpebeHux nurerpana.

Axo ce ca A(z) 03Hauu TpaHCUEHAEHTa le(UHICaHA PENOM

ki n

2 _Z_._,

( ) "26 (n+1)n+l
usmeby 6(z) u A(z) mocroju mpocra penanuja

(3) 08(z) =1+ zA(z2).

MebyTum, 13 MO3HATOT HHTETPATHOT o0pacua

1

J'M,, _ n!
(’1+1)/1+l ’

0
e je

1
u=rtlog—,
gt

noGuja ce ga je

H

1
z _ (zu) d
(n+1)"™! , !

napemMa TOMC

1
@ A) = [ edr

0
WA O
1
Mn:ﬁﬂm
0

miako ga ce wparcyergenitia 6(z) 3a z y ueaoj pasHu iie Upomerbuse Mo-
e uspasuiiy y 06auky ogpehenoz unitiezpaia



112 HAYYHE PACIIPABE

i
(5) 0(z) = j(1+ ze™) dt.

0

OBaj ce MHTETpal MOXE CMEHYTH 4 IPYIUM, y KoMe he mHTerpanue
rpasune 6uTu O 1 oo y3eBILHK

t=e
o6paciu ce (4) 1 (5) mpeTBapajy y oBe

oo

(6) A(Z) = [e e dx
0
(7 0(z) = J. (1 +ze ") dx,
0
e je
v=1xe".

ITomohy oBux o6Gpasana JTaKo je U3pa3uTH ¥ Ma KOju U3BOA QyHKIuje
0 (z) y o6nuKky oupehenor unrerpaia. IlomTo je u3 o6pacua (4) yonure

(8) AR () = j whe dt
0
a u3 obpacua (3)
0 =A+:zA
0" = 20’ + 20"
C) 0”7 =3A" +zA”

To ke OuTn

1
o = '[(1+zu)ez“dt
0

!
0” = Ju(Z + zu) e dt
0

1

(10) 8" = j W23+ zu)edt,
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TaKO Jia YOIIUTe k-TH u3Boj (yHKUHje 6 MMa 3a u3pas’

1
(11) ok = Juk"(k+zu)ez“dt.

0

T'op®»OoM CMEHOM JTaKo je IPEeTBOPUTH OBaj MHTErpan y Apyru uyyje he
rpanuie OUTH O 1 oo,

PenoBu, nax, Wto ofroeapajy k-TuM u3BonuMa ¢pyHKuuja A u 0 jecy

(12) o =) 4,z
0

(13) A(k) = 2 BIIZ" >
0

e je YOImITe
14 4 =tk
(14) nl(n+k)"*
(15) __ (n+k)

nl(n+k+1ym

II. TOPHE U NOBE TPAHMIE ®YHKIIMIA AW 6

W3 o6muKa pefoBa Koju uX feHHALLY OYeBHIHO je fia ¢y o6e dyHK-
ngje A 1 0 xonoMopdHe y IelIoj paBHA IIPOMEHIbUBE z U [Ia Cy TO IPEMa He-
jemHaYAHAMAa

1 1 1

n+l < n 1
(n+1) n n!

yene ynkyuje wuju je pog (genre) Humcu og 2.1
ITowro ¢dyHKIHja

_ 1
u=tlog-
gl‘

I Buno 6u on MHTEpeca ORPEUTH TayHO POJ OBHX TPaHCUEHJICHATA, WITO 6u ce
YYUHWIO HIp. AYG/bMM MpOyvaBameM HHXOBUX HyJa WIM HaYHHA HA KOjH ce MOoHalajy
LUXOBH JIOTapHTaMCKH M3BOAH Ka | z | GecKpajHo pacre.
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3a BpeMe JoK ¢ pacre of 0 fo 1 u cama nmouuwe pactu of (0, mocTske CBOj
MAaKCHMYM 4Hja je BPeTHOCT

(16) m=L=036788,
e

ma 3aTiM onaga o 0, 04eBHIHO je Aa je

1
J e dr
0

1 ,
<_HeMZ ‘drze“,
0

r7ie je r Mopyo npoMerssuse z. OTyna npema obpactuma (3) u (4) oBaj pe-
3yJITAT:

3a ceaxy 6uno peanny, 6ULO UMAZUHAPHY BPEGHOCIL Z MOGYO DYHKULL-
Je A ysek je marbu 0g mogyaa pyHKylje

ec,

a mogyo QyHkuuje 0 ysex je marbi 09 MOgyAa pyHKYLje

1+ zee.
ITomrTo je mak

!
J uke™ dt

0

1
< ‘ e U u*dt
0
o6pasar (8) mokasyje ga je 3a C6aKy, peary ULl UMAZUHADHY 6DPeGHOCIU 7
Mogyo k-itioz uzeoga pyrkuyuje A marsu 0g mMogyaa gyHkyuje

kU=
e
(k+1)k+l

k]

a mocrnemby o6pasan (9), npeMa KOMe je
0] < k| A%V [+] 24,

NOKa3yje ga je 3a C8aKy, peasry uall UMazuHapHy 8pegHoCiti Z MOgyo K-liio2Z
useoga yHxuije 8 smarvl og ogzosapajyhez mogyaa Gyrkiyuje

1 z =
A=t |c".
{k" (k+1)“1}
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A TIOUITO je Y UCTO BpeMe

1 1
Jutendt e [

0 0

(r= { z ]), TO ce U3BOAHU ga he laxohe 3a cée epegHocitilt Z MOgyo k-llioza
uzeoga yHkyuje A 6uiliv Marbli 0g 8pegHOCUiL

A,

a mogyo k-tiioza uzeoga ¢pyHkyuje 0 marsli 0g 8pegHOCIIL
(ke +ryet 8O =1
-

VY cayuajy Kajg cy BPEIHOCTH z peallHe U NMO3UTUBHE, NOPE FOPHHUX
HejejHauHa Baxxuhe JoLI U OBE: NOLITO J€

!
Alz+ o) = J e™e™dr
0

1
A(k)(z + (X.) — Ju"’e”’e“”dt,
0

TO ce ¢ 063upoM Ha HejepHaumHe (8) mako ysuba ga je 3a peanre u uosu-
ftilgHe 8pegrOCIL Z U O,

o

(17) A(z+a) < e¢A(z)

o

(18) ARz 4+ ) < e AP(z),

a MiaxKo UCiio u
(19) A(z+ ) < e Adcw)

(20) | AP (z+a) < e%A“‘)(oc).

Y mcro Bpeme u3 Hejenraunza (18) m (19), a npema jegHOME ORf TOp-
IBUX pe3ylTaTa, 32 Monyo m3sopa A¥(z) u3Bojie ce HejeHANHE

2k

Q1) APGzroy<ee AZ)
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(22) , AP+ o) < ec “AQ).

W3 Hejemuaunna, nak, (17) u (19) u o6pacua (3) nobujajy ce m ogrosa-
pajyhe HejenHaumHe 3a PyHKUH]Y O

o

23) 0(z+a)<l+ec(z+a)d@=l
zZ

z

(24 6(z+oc)<1+e.;(z+oc)

6(a)—1
(x b
a u3 (9), (18), (20), (21), (22) nobujajy ce J1aKO U pa3sHOBPCHE HEjeNHAYMHE
3a u3Bone QpyHKIHje 0(z).
Tako Habene nejegnaunte onpebyjy Zopre zpanuye Ipu Bapujanmja-
Ma yHRIMja A1 0 ¥ mHuxoBuX U3BofAa. [TosHaTa HejeHAUNHA

s (1)
n!
U3 Koje je
1 > e
(n+D)™ (n+1)!

NOBOJY IO jellHe gorbe Zpanuye TIPH OBHM BapHjalldjaMa: 3a C8e peanHe U
fo3uitiugHe spegnociiiu z 6uhie

(25) A(z) > f(ef ~1)
z

(26) 9(z)>1+e(e§ -1).

3a peanHe a HeraTHBHE BPEIHOCTH z MMAJiK OUCMO OBE HEjefHAUMHE:
IIOILTO je 32 CBE TaKBE BPENHOCTH

Z

et > ez,
10 he 6uTH 1
27) A(z) > e€
z 1 z
z k! z
(k) e kgp — D e
AV (z)>e Ju dt = T e,

0
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a TaAKO HCTO 1

z

(28) 0(z)>1+ zet

60(z) > k| Ly— 2|
(Z) [kk (k+1)k+l €

TaKO [ je& HIIp.
0'(z) > 1+—)€; .

Hagenrhy jomr u oBaj HauuH ofipeR6e IpaHulia, KOju gaje y jegHo UCiiio
apeme U gory U Zopry zpanuyy dyrkyuja A u 0 kag z uma peasre U o3u-
[UBHE 8pPegROCIUL.

M3 mo3HaTe IBOry6e HejeHadYnHe

) (1) s (2]

KOja BpEJIY 3a CBE IieJle BPeNHOCTH n Behe of n = 5, Haasu ce fia je 32 TakBe
BPENHOCTH N

(30) L(l) <L L(i) .

nl\e n"  nl\2
OszaumBmm ca R, ocraTak pefa 0(z), Tako fa je
(31) 0(z)=P,(2)+R,,

rae je P,(z) MONMHOM K-TOI CTenmeHa

2 n

(32) P,,(z)=1+z+;—2+...+—

ouhe

ITpema vejepuaynnu (30) 6uhe 3a n > 5

(33) igzk)'— <R,,<i(lk)!—.

n+l n+1
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MebyTtuM, cyme mTo urypunly y npBoM u TpeheM unany HejemHaYH-
He (33) HuCy HAIITA APYTO A0 OCTAllU pefoBa

(34) i@ = e%

(35) i(i :e%.

[MpuMeHOM MO3HATOT MpaBUia Ia OCTATAaK jefHOra pefa f (z) uMa 3a
BPENHOCT

Zn+l f(“+])(mz)
(n+1D!" ’

rae je
O<w<l

Hanasu ce j1a he ocratak pena (34) 6urn

@z

Z"+I€T
(36) (1)t
a ocraTtak pena (35)
%’_
n+l, e
37 _z_e—_,
( ) (I’l + 1)| 22(H+1)

Irfe ¢y ®, I 0, Ba peanHa 6poja unje BpefHoCTH Jexe u3meby 0 u 1.
W3 Tora ce W3BORM OBaj pE3yNTaT:
3a cee peaste u HO3UIUBHE 8PEGHOCTIUU Z buhe

(38) 8(z)=P,(2)+R,,

zge je P, Goaunom n-iioZ cilieliena, gaii 20prolim obpacyem, u 2ge R, 3a
n > 5 3agosonasa geozyby HejegHaAURY

@i 032
Z”+lC ¢ Zu+l€ ¢
(39) s <R, <
(n+D)le (n+1D)12

Y3esun n = 5 6uhe, gakne,

0(z) = Ps(2) +Rs,
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rne he ako ce kpaTkohe pagu crasu f1a je

A = —— = 0,000000008534

6lel?
1

= G - 0,000000339084,

Ay

OUTH

wz wsHz

Azle ¢ <Ry < Ayzbe 2.

A TIOIITO J€ 33 peanHe U NO3UTUBHE BPENHOCTH Z

oz ez
I<e¢, e? <e?,

TO C€ HAMOCIIEeTKy fobuja

AZS < Ry < Ayz%?,
a nomohy o6pacra

o) - 2271

JIaKO ce Tajia Halla3! ! ofroBapajyhu ocraTak pema A(z).

III. IOHAIIAILE ®YHKIWJA A 11 6 IIPEMA TAUKAMA Y
BECKPAJHOCTU

M3 ocnoBHEX 0Opa3arna
1

M@zjwm

0
0(z) =1+ zA(2),

nomTo QyHKIM]a 1 OcTaje HellpecTaHo NMo3uTuBHa 3a 0 < ¢ <1, 0OUEBHIHO je
ma:

1. xap z OeckpajHO pacTe y Ma KOMe IPaBIly ca leCHe CTPaHe OCOBHHE
UMaruHapHUX BPEHOCTH, MOAYIH (pyHKIM]ja A 1 6 OeCcKpajHO pacTy;

2. xapt z 6eCKpajHO pacTe y Ma KOMe IIPaBlIly ca JIeBe CTPaHE OCOBUHE
VMarvHapHUX BPETHOCTH, MOAYO (PYHKIH]Ee A TeKH HyIH, a MOyo PyHKIHA-
je 6 Texu rpasumy 1.

IIpema ToMme, Kaj z GeCKpajHO pacTe y MpaBlly IIO3UTHABHE WIIM HeTa-
THBHE OCOBWHE peasiHux BpepHocty, ¢pyurumje he A u 6 Geckpajuo pacrtu y
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MO3UTHUBHOM IIpaBLy, Un# he A TeXUTH HyNH, a 0 rpaHuny 1, mpeMa npasiy
y KOMe caMo z pacre.

Y oBoMe fpyromMe ciydajy (Kaj z pacTe y HeraTUBHOM IIPaBIly) aciM-
TOTHA je BPEQHOCT 3a PyHKIHM]y A HyIa, a 3a GyHkuujy 6 jequuuna. Ocraje
HaM JOHI [la MOTPakUMO IHbUXOBE aCHMTOTHE BPENHOCTH 3a IIPBU CIy4aj
(kap z pacTe y MO3UTHBHOM IIPABL).

IIpo6nem ce Moxke peluTH NPUMEHOM NO3HaTe Laplace-oBe TeopeMe
KOja I7acy: Kaf| Cy Y JefHOMe MHTerpaiy o0yuKa

b
I = [ f0[e®] dr

dyukumje f(r) 1 @ () HEeOpPEKUHE, peajiHe U IO3UTHBHE 32 BPEIHOCTH ¢
n3Meby Takobe peanHux MHTErpalHuX I'paHuLa g U b, OHla ako (pyHKIM]a
¢ (¢) 3a jemHy BPEIHOCT { = A, IITO ce Hanasy u3Meby a u b, IMa jelaH Mak-
CHMYM, 33 BelIMKe NO3UTHBHE BPENHOCTH k Ouhe

J(x)=

[<P<(>] d+3),

I7ie je A KOHCTaHTa YHja je BPeIHOCT

A= £00) -2 o)
f( ){ T Py

(xoja je yBek peanna mowTo je 3a £ = A (yHKUHMjA @ MO3UTHBHA, a U3BONR
¢” HEeraTHUBaH) a € O3Hauyje U3BECHY (DYHKIHMjy IPOMEH/bHUBE K KOja TEeXH
HyJIK Kaj x GeCKpajHO pacTe y HO3UTHBHOM MpaBlLy.

ITpuMeHnIMO TeopeMy Hajupe Ha GyHKIHjy A(z). Y TOMe je crydajy

foy =1 oty=e

A= K=z

a |

- 1+
pA)=e  Q"(M)=-e ¢
npema 4eMy je

[oM)]" e 4 2m

NP e

OTypa oBaj pe3ynTaT: 3a JOBOJLHO BENMKE NMO3UTHBHE BPENHOCTH Z
dyukunja A(z) nmahe 3a u3pas
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(40) A(z) = \/E ff (1+¢),

T7ie € TEXXM HYJH KaJl z 6eCKPajHO pacTe y HO3UTUBHOM IipaBuy. [IpeMa To-
Me: acumitiolina epegrocii pynkyuje A(z) 3a beckpajro seauxe Ho3Uiliu-
8He 6PEGHOCIUU Z UpegCiiias/beHa je U3pasom

zZ

21 e¢
(41) = Nk

Cranna penangja Koja nocroju u3Meby dyHxumja A u 6 Taga noxasyije
na he 32 BenuKe NO3UTUBHE BPENHOCTH z PyHKLM]ja O IMATH 3a U3pa3

(42) 0(z) = |22 £l e
e

¥ [1a j€, IpeMa TOMe, ACUMILOTIHA 8pegHOCi pyHkyuje 0(z) 3a beckpajHo
gealke HO3UTHUBHE 8PEGHOCIUU Z Bpegciiias/beHa U3pas3om

(43) 27 e
e

Younmo cap u3Bosie ¢pyakmja A u 6. Y13 o6pasarna

1
AP (z) = Iukez“dt
0

00 (2)=kA*D +zA0
O4YEBU/HO je fa:

1. Kap z 6ecKpajHO pacTe y Ma KOMe MpaBIly ca fleCHe CTpaHe OCOBUHE
MMaTMHAPHUX BPEIHOCTH, MORYJIA OBUX H3BOa 6E€CKpajHO pacTy;

2. Kafi z 6ecKpajHO pacre y Ma KOMe IIpaBIly ca JIeBe CTPaHE OCOBHHE
MMargHapHUX BPETHOCTH, MOAYNH THX (PYHKIMja TeXe HyIIH,

3. kap z 6ecKpajHO pacTe y MIpaBiy IO3UTHBHE WX HETATUBHE OCOBHHE
pearHnx BpegHOCTH, OBU he M3BONU WU OECKpajHO PacTH y NO3UTHBHOM
IpaBIy, WM TEXUTHU HYJH, IPpeMa MPaBIiy y KOME CaMoO z pacTe. Y OBOMe
MOCIENbEM CIy4ajy aCAMTOTHA je BPeTHOCT THX M3BO/Ia PaBHA HYJIH; OCTaje
jomr ga ce moMohy ropme Laplace-oBe TeopeMe Habe Ta acHMTOTHa Bpef-
HOCT 3a CITy4aj Kaj z 6eCKpajHO pacTe y HOSUTHBHOM NpaBIy.

HOHITQ je y ToMe ciyuajy
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1
= 1+
o(A)=e* 0" (X)=-e ¢,

N
[(p (k)] _ e A=ek 2n
N \ e
¥ IIpeMa TOMe: KaJ| z 6eCKpajHO pacTe y MO3UTUBHOM IpaBly, u3Bon he A®
UMATH 32 U3pa3s

To he 6uTn

e
(44) AP (z) = % % (1+¢)

€

TaKO ga fie acumitioliHa 8pegHOCI [l0Za u3s0ga OUiliu

(45) E_T_f f/_; .

e 2

Ila 6¥CMO OfpeRMIN ACHMTOTHE BPEJHOCTH (yRKUMjE O, IPUMETHMO
Ia ce u3 obpacia

0% = kAkD 4 2AW

¥ TOpH:1X o6pa3sana 3a u3Bofe GpyHKIHUje A fo6Kja aa je 3a BeluKe [MO3UTHU-

BHEC BPEAHOCTH Z
g = V2T (k\/g+\/zje;(l+ £)
e 4 e

k1<
z

HJIH TIOILTO CE€ U3pa3s

y 3arpajgya MOXKe 3aHeMapUTH

(46) v = Y2MZ

k+l

e 2

ej(l +¢€)

OlaKe ce U3BOMY [1a ACUMITIOHIHA 8pegHoCcill K-itioZ uzeoga ¢pyHkuyuje 0 (z)
Lma 3a u3pas
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(47) y f"_f e
2

€

IV.O HYJTAMA ®YHKIIMJA AW 9

Ilpe cBera goxkasahemo ga csaxa og pyrryuja A u 0 uma beckpajro
MmHOZ0 Hyaa. To je mako goxasatu moMmohy jenue nosnate Hadamard-ose
TeopeMe? u3 Teopuje uenux GpyHKIEja, KOjoj ce MOKe JaTH OBaj 06IUK:

AXoO ce 3a jefHy (PyHKIH]Y O6JIHKA

(48) P(2)e%,

rae je P(z) unu KakaB IIOJMHOM II0 Z MJIM KaKBa KOHCTaHTa, a G(z) KakBa
uesa QyHKIMja IPOMEHIbUBE z, Habe [a joj KoeduuujeHar ¢, pena

co +oz+ozt +...

IITO jOj ofroBapa, Op:Ke onaja ca GeCKpajHAM pacTeheM PaHra n HO u3pas

o
1
g
TJiE e O KaKaB NO3UTUBAH 0POj, THME je Y UCTO BpeMeE TOKa3aHo U TO fia je
¢dysxumja G(z) TOTMHOM IO Z.
IIpernocraBuMo, fakie, fa ¢pyHKIHja 6(z) HeMa HHje[HY HYIy, HIN
la ¥Ma orpaHmyeH 6poj Hyna. Taga yBeK MOCTOJU M3BECTAH MONMHOM P(z)
TaKaB fa KOJUYHUK
8@2)
P(z)

IpefcTaBiba jeflHy ey ¢hyHKUHM]y IPOMEHIbUBE Z KOja He 1OCTaje paBHa
HYJIM HY 32 KOjy KOHAUHY BPENHOCT z ¥ KOja ce IIpeMa ToOMe MOXKe HallucaTH
y 00nuKy '
8@ _ 60
P(z)

2 Hadamard: Etude sur les propriétés des fonctions entiéres etc. (Journal de math. pures et
appliquées 1893).
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e je G(z) nena ¢gyHKIHja mpoMensbuse z. Taa 61 ce, fakie, cama pyHK-
nmja 6(z) Moria HalmucaTd y OGIHKY

0(2)=P(z) e,
a IoIUTO 3a KoeduIyjeHar

Cr==-

dbynkuuje 6(z) Baxu HejemHaYNHA
c.<t,
n!

ropwa Hadamard-oBa Teopema ffoBena 61 o Tora pesynTarta aa je G(z) mo-
JTUHOM II0 z, INTO OYEBHIHO HE MOXE OMTH ¥ YHME je JOKAa3aHO opme
TBpbemwe o GeckpajHocTu 6poja Hyna dyHkuyje 6(z). Hejenqnauuna, nax,
1 1
(n+D)"t a!

Tajla Ha WCTH HAYMH NOKa3yje fa U PpyHKUHja A(z) mMa 6ecKpajHO MHOTO
HyJNa. A HOILTO HHTETPaHN eJIeMeHaT

etdt

y onpebeHOM WHTerpany, KOjUM je m3paxkeHa (pyHKOHja A, ocTaje 3a
0 < ¢ <1 no3WTHUBAH 3a CBE peanHe OWIIO NO3UTHUBHE, OUJIO HETaTUBHE BpEX-
HOCTH z, OUEBHUIHO j€ Aa QYHKUUja A He Moxce UMATUU HUJeGHY DeanHy HyAy.

Anu ce MoxXe uhu joII farbe: MOXKe Ce NOKA3aTH ga ce HujegHa og ilux
6eCKpajHo MHOZUX HYAA PYHKYUJe He Haaa3u y oHoj 06aaciiu y pasHU upo-
MeHpUBe Z = X + Y1 Wilio ce Hana3u usmeby geejy iipasux

y=-Te, Yy=Te.
Jep u3 o6pacna
1 1
A(x +yi) = J‘e’“’ cosuy dt + ij e sinuy dt
0 0
BUM ce ga he BpemHOCT z = x + yi camMO OHMa O6uUTH Hyna dyHKuHje A(z)
aKo je y je[lHO UCTO BpeMe
1
(49) je""‘ cosuydt =0
[
1
(50) je sinuy dt = 0.

0
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MebyTum, ycnos (49) emoryhuo je 3agoBomsuTH aKo je
(51) -T<Uy< ™

TOIUTO je Tafa UHTerPAHM eJIEMEHAT HENPECTAHO TIO3UTHBAH. Y CIIOB, NIaK,
(51) 6uhe oueBHIHO 3aJOBOJBLEH AKO je

-T<My<m,

rae M o3nauvyje Hajsehy BpegHOCT QyHKIMje 4 y TPaHALaMa HHTErpanyje, a
MIOWITO je

M=l
e
TO ce BUM fia he ycnos (51) 6uTH 3a10BOJBEH aKO je

—Te < y < Te

Y¥Me je J0Ka3aHo ropwe TBpheme.

IIpuMeTHMO, HaNlOCTIETKY, fia je MOTYhHO OpHjeHTHCATH Ce YHEKOIUKO
1 O 3aKOHY II0 KOME pacTy MOAYJIX OBUX GecKpajHO MHOTHX HyJNa ca pacre-
IEM BUXOBOra paHra. 3a eKCIOHEHIMjanHy (YHKIHjy HIp.

1-¢%,
uyje cy Hyne
o, =2nTi,
MOJYO n-T€ HyJle pacTe UCTOM Op3MHOM KOjOM H caM H-EH PaHr n. 3a QPyHK-
OHjy A JIaKo je moKas3aTH ia MOgyo HeHe n-ilie HyAe He paciiie cilopuje og
camoza parnzan. To n3nasy HenocpenHo u3 no3Harte TeopeMe Hadamard-a
IpeMa K0joj ako Koe(HuHnjeHaT ¢, jefHe uelle (pyHKuuje

Co+Cz+cyzt +...

Ipu GeCKpajHOM pacTemy paHra 7, ollaga 6p:xe Off KaKBora u3pasa

[om]™
HyJIa n-TOTa paHra Takee (pyHKUMje M2 CBO] MOLYO Behu o BpepHOCTH
(1-8)o(n),
7€ € TEXU HYIU K‘au n 6eckpajuo pacre. [Tomro koedunujeHar
c, = (n+1)y™"!

dbynkumje A omaja Gpke Hero u3pas
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(n+1)7",
3a MOAYO H:-eHE n-Te Hyle o, BaXkmhe HejeHaunHa

>(1+e)(n+l)

l &,

KOja mokasyje nia ‘ o, | onucTa He omajia cnopuje of .

W3 cBera ce opora Buau fa gyHkyuja A(z) uma 6eckpajro MHozo Hyaa
Koje cy cee UMAZUHADHE U HAAA3e Ce Y CUOLHO] obaaciiu ipasux y = —Te u
y =Te Yy pasHu UpomeHsuee z = X +yi; ocum iioza, mogyo Hyae n- itoza
paHza paciiie Uciiom uru 6ehom 6p3UHOM HO cam paHz n.

Ha cnuvan je HayMH jacHo, IpeMa u3pasy

1
AP(z) = ju"e“‘dr
0
1 KoepuInjeHTy
(n+k)!
nl(n+k+1)"++1

pena
AR (z) = 2 Bz
0

KOj¥, TpeMa HejeHauYnHU

(n+ k)< (n+k+1)yr+k+!

1
OUYEBHUOHO OIlaga 6p>Ke Ca paCTemEM paHra n HO U3pas —', a CBH OBM pe-
ni :

3ynTaT, Habenu 3a Hyse pyHKUHje A(z), Bpelle U 3a HyJIe Ma Kora mheHora
U3BOJA: CB€ Cy OHE UMAZUHApPHe U 6ecKpajHo MHOZOOPOJHE; cee ce Hanaze y
cilomHoj obaaciiiv Upasux y = —Te 1 Yy = Te U MOGYyAU UM PACilly UCUIOM
6p3tHoM Kao n uau Opice.

ITpoyuumo cap Hyie dyHKunje 6(z), 3a Koje je Hanpef Beh nmokasaHo
na ux uMa 6eckpajHo MHOTO. Mopynu THX Hyjla OYEBUTHO HE MOTY pacTH
criopuje ca PacTermheM HHXOBOT PaHra: TO je jJaCHO W3 OHOra LITO Je Ka3aHo
o Hynama ¢ynkumje A(z). Mu hemo foxasaTu a meby osum Hysama umd
X g8e Koje cy peanre U HezailileHe, JoK Cy ocliane C8e UMAZUHADHE.

[Ipe cBera, pyHKHH]A

1
(52) y(z) =zA(z) = J:e:“dt

0

IIMa OBE€ OYEBHIHE OCOOHHE:
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1. 3a BpeMe JOK z pacTe y Mo3UTHBHOM NpaBly of 0 A0 o, pyHKUH)A
W (z) je HeMmpecTaHo MO3UTUBHA, pacTyhy HENMPECTAHO Y MO3UTHUBHOM IIpaB-
1y o 0 1o oo}

2. 3a BpeMe JIOK z pacTe Yy HeraTUBHOM IpaBly of 0 10 — e, PyHKIH]a
je W (z) HENpecTaHo HeraTUBHA, noyubYhH HajIpe Aa onafa JOK HE NOCTH-
THE je{aH HeraTuBaH MIUHUMYM —N, IOCNe KOra I04Hibe pacTy, Texehn npu
TOM HYJIX Ka0 TPAHUYHO] BPEHOCTH.

3a caMmy BpemHOCT N MOXe ce OKa3aTH ga je éefia og jegunuye. Jep

aKO CE€ CTaBH
Z =X

TaKO [ja HEraTHBHHAM BPEJHOCTHMA z OArOBapajy NO3UTHUBHE BPEIHOCTH X,
ouhe 3a cBe HEraTUBHE BPEJHOCTH Z

(53) y(z)= —x‘[ e Mdt,

a TOIUTO je y TpaHuliaMa HHTeTrpauuje

O<u<l,
e

To he 3a cBe MO3UTUBHE BPEJHOCTH X BPETHOCT ¢ OUTH IMO3UTUBHA U Beha

X

0oJ ¢ ¢ W IpeMa TOMe

1 Lox X

Je"“‘dl > '[e edt=e ¢
0 0
AR

(54) -y (z)> xe ©.

ITpema ToMe, MaKCHMaJTHa alCoNIyTHA BPETHOCT pyHKLH]E \;f(z) 3a
HeraTHBHE BpefHOCTH z Ouhe Beha of MakCUMAaJIHE BPEHOCTH P xojy po-
cruke QPyHKIH]ja

X

xe ¢

32 MO3WTHBHE BPEIHOCTH x. EIeMEHTapHH padyH Tokasyje, MebyTum, na
oBa (hyHKIHUja JOCTIKE CBO] MAKCUMYM 33 X = ¢ U Jid je caMa BpeHOCT TO-
ra makcuMyma P = 1, npema uemy je 1 N >1, Kao IITO €& M XTEJIO 10Ka-
3aTH.

OBa JucKycHja IoKasyje, yocTanoM, 1 TO 1a KpaBa TUHAja

(55) y = x A(x)
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3a HEraTHUBHE BPETHOCTH X, UMajyhu ocoBHHY (x K20 aCHMTOTY 33 X = —oo
cekyhn je y Tauku (x = 0, y = 0), uMa Ty 0cOOUHy a 1ie7a rpaHa KpHuBe

k4

x
y = —xe¢

ca nese ctpane ocopuHe Oy Jyexu u3Mehy we u ocosure Ox. [Ipasa y = -1
cede, fakie, KpuBy (55) y ABeMa TaukaMa, IOIITO je MHHAMYM OBE KpuUBe
IO anconyTHO] BpepHocTy Behu o 1, © OBUM TaykaMa OroBapajy Hera-
THUBHE alclyce, IITO 3HavYU Ja QPyHKIHja

0(x) =1+ xA(x),

quje Cy peaylHe HyJie ancluce THX NpeceYHHuX Tauyaka, HMa OJUCTa JBe
peanHe HyJe, KOje Cy HeraTHUBHE.

W3 cBera Tora W3BOJMU Ce OBaj pe3yiTaT: ¢pyHkyuja 0(z) uma gse
peante, HezatliugHe, Hyae U 6eCKpajHO MHOZO UMAZUHAPDHUX HYAQ YUJU MO-
gyAU He pacilly cilopuje og HhUxoe0z parza.

A 13 OHOTa IITO je rope Ka3aHo 3a HauuH Bapyjanuje GyHKIuje z A(z)
jacHo je U To ga ussog ©’(z) xkao uzeog yrkyuje

1+2zA(2),

UMa CBeza jegry peanry, U Wo HeZallusHy Hyay; ocliane cy Hyae, y Heozpa-
HUuYeHom Opojy, cée UMAZUHADHE.
Hogaitiax. HakHagauM IpUOTIKHAM padyyHamkeM HaheHu Cy OBH Ipe-
U3HIjK1 OpOjHH IOfalM:
1. op Hampeq HabeHUX [Bejy pealHWX HETATHUBHUX HyJla (yHKIH]E
0 (z) jenna nexu u3meby
-30 m 40,
a npyra usmeby
-1,405 m -1,406;
2. jenuHa peanHa Hyna Hyna m3Boja 6'(z) nexu usMeby
-5718 u -5,719;

3. BpeHOCT 6poja N, KOjU ca NPOMEHEHUM 3HAKOM NPEACTaBIba Bpef-
HOCT je[AHOra MIHUMyMa (pyHKUHje

z A(2),

nexu n3Meby
1,687725 u 1,687739.
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V. OBJIIMIIY KPUBUX TUHUTA

y=A(x) 1 y=0(x)

Hosne nabene nojegunoctn yHkuuja A u 0 najy MoryhHocTH na ce
KOHCTDYHIIly KpUBE JHHHjE

(A) y = A(x)
(B) y=0(x)

OHII0 caMo OBJIAIIHO, 6UIIO ca Mpenu3Hoithy Koja ce Gyne Tpakuna.

Kpusa nunmja (A), npefcraBmbeHa ciukoM 1, mma ocoBuHy Ox Kao
aCHMMTOTY 32 X = —oo; IOK X PACTE Off —o° 0 +eo OHA HENPEKHIHO PacTe Of
0o oo,

D
W
*X

Ca. 1

HeMajyhu IIpy TOM HH MakCHMyMa HH MAHHMYMA, HM TIPEBOJHUX Tadyaka U
cexyhu ocosuny Oy y Tauku y = 1. Kpusa nunuja
.

y=e

Ma TaKaB II0JI0XKa) mpeMa KpuBoj (A) na je ceye y Tauku y = 1 1 ja je uc-
o7 ’BE€ ca NeBe crpane ocouHe Oy, a U3HAJ e ca JeCHE CTpaHe T€ OCOBU-
He. KpuBa, nak,

y=%(e -1
’ X

3a TMO3WTUBHE BPEJHOCTH x Hanasu ce ucnop kpuse (A). Hamocmetky,
KpHBa JIMHU}A
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Urpa, npema Kpusoj (A), yIory acCiMTOTHE KPUBE 3a BPIIO BEIUKE MO3UTHB-
HE BPEIHOCTH X.

Kpuga (B), npefcraBibeHa CIIMKOM 2, ©Ma TPaBy y = 1 Ka0 aCUMTOTY
3a X = —oo; JOK X pacTe O — [0 +oo, KpWBa IPBO ONafa, ceue ocoBuHy Ox,
NOCTaje HeraTUBHA, JOCTHXKE jelaH HeraTuBaH MAHUMYM 1-N [rme je —N
MuHEMYM ¢yHKIHje zA(z)] mouume pactu, cede MOHOBa ocoBuHy Ox,
IOCTaje TIO3UTUBHA ¥ OJf Tajla HEIPEKUIHO pacTe 1o 6eckpajrocTH, cekyhn
ocoBuny Oy y Tauku y = 1. KpuBa nusuja

y
G
//%
%
'—\ 1
X
~— 0
Ca. 2.
y=1+ xe®

MMa TaKaB [0JI0aj IpeMa KpuBoj (B), na je ceue y Taukm (x =0,y =1) u ja
je u3Haj e ca jeBe crpaHe ocoBune (y,”a UCIOX be ca JECHE CTpaHe Te
ocoBuHe. YJIOTy aCHMTOTHE KPHBE 3a BPJIO BENIUKE IO3UTUBHE BPEHOCTH X
Urpa KpHUBa JIMHH]ja

4

M3 0611Ka OBMX KPUBUX JIMHU]ja MOXKE Ce MMATH NofjaTaka u O peai-
HVM KOpEHMMa je[HauYnHa

(56) A(z)+a=0
(57 8(z)+a=0,

Te je a Ma KakaB peanal 6poj. [TomTo T# KOpEeHN HUCY HUIITA APYTO 10
. afcuyce Mpeceynux Tayaka kpuBux (A) u (B) ca mpaBoM y = —a, TO ce Ja-
KO H3BOJIe OBH 3aKJbyYlIH:

1. jeqHaunHa (56) HEMa peallHEX KOpeHa ako je a 2 (; OHa yBeK uMa
jeman peana KopeH Kaj je a <0 u Taj je KOpeH NPOCT U TIO3UTUBAH MK
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HeraTHBaH WJIM PaBaH HYJIH IpeMa TOME fia U je —a > 1 unu —a <1 uinu
-a =1,

2. 3a jepHauuHy (57) TpebGa pasnMKOBATH OBE ClIydajeBe:

0) ako je a > N —1> 0, HeMa peaHuX KOpeHa;

B) ako je a = N—1>0, uMa jefan peanaH KOpeH ¥ OH je JBOCTPYK H
HEeTaTHBAaH;

Y) ako je 0 <a < N —1, uMa [{Ba peajHa KopeHa, 00a MpocTa U Hera-
TUBHA;

) ako je —1<a <0, UMa gBa peanHa KopeHa, 06a MPOCTa U Hera-
THBHA;

A) aKo je a = —1, IMa jelaH peasaH NpoCT KopeH z = 0;

11) aKO je a < —1, uMa jefjaH peasiaH KOPeH U OH je MPOCT ¥ O3UTUBAH.

O6e jeguaunne (56) u (57) umajy, nopen Tora, 6eCKpajHO MHOTO UMa-
TMHAPHHUX KOPEHa YUju MOAYJIM pacTy 6ap UCTOM Op3MHOM KOJOM pacTe U
BUXO0B PaHr.

VI. JEJAH IIOTJTIE[J HA ITPUMEHE TPAHCHEHJEHATA AW 6

Pasymimuso je ga ce moke popmupatu 6eckpajaH 6poj crenyjamTHujux
npo6eMa MHTeIpaJIHOT payyHa, yuje O pellermhe MMajlo 3a aHaIUTHIKA
uspas pysxngje A(z), 6(z) u BIXOBe KOMOUHALH]E.

Ha ose ce ¢pynkumje, npe cBera, CBOAM Beluku 6poj ofpeheHnx unre-
rpana. Ha \ux ce Haunmas3w U npu UHTerpalijil H3BeCHUX THIOBa AU(EpPEH-
[UjaITHUX jeTHAYAHA, WIN OpY U3padyHaBakhy H3BECHUX KOMOHMHAUU]a HU-
XOBUX MHTETpana. ¥ TOME NOINeAy MOTy ce, Kao IIPUMep, HaBECTH OBUX
HEKOIIMKO CIyYyajeBa:

I. Caka nuHeapHa nucbepeﬂunjanﬂa jeqHaYMHA

dnl
+ X
dn fl()dnl

Ma Kora pejia oHa 6uia, Koja ce TpaHchopManyjoM

(58) fo(x) +..+ f,(x)y=0

xlogx=X

CBOJIM HA je[IHAYMHY Ca CTAJIHUM Koe(HUUjeHTUMA, HMa Ty 0COOUHY ga ce
uospuiuna og x =0 go x =1, oZpanuuena ocaéurom 0x u ayKom ma Koza
eHOZa URILeZpana, U3pavynaea iomohy iparcyengerive 0(X) u reHux
u38094d.

Jep ako je

n—1
(59) Ao— ALY L tAy=0

Xn dX" 1
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Tako TpaHC(HOpPMHCaHa jefHAUMHA, Ma Koju he meH HHTErpajn GUTH 36up
YIIaHOBa OONHMKa

Ce™ m CXke™,

rae je C MHTerpanuoHa KOHCTAHTa, k Ile0 MO3UTHUBAH 6poj, a r KOPEH Ka-
PaKTEpUCTHYHE aNre6apcke jeqHauYnHe

(60) A"+ Ar™ +.. + A, =0.

Onroeapajyhu unterpan caMe jennaunse (58) 6uhe, naxme, 36up wia-
HOBa 00JIMKa

rx logl_ k —rx logl

Ce * 1 C(xloglj e £
X
IITO 3Ha4u Aa he nopumHa
1
P = J ydx
0
OuTH 36¥p WiaHOBaA 06JIHKA
CA(-r) 1 CA®(-r)
KOJH ce JTaKO M3pakaBajy nomohy caMe TpaHcleHIeHTe 6 1 IeHUX H3BOJA.
Tako Hnp. gudepenuyjanya jefHayYMHa IPBOTA pena

ﬂ+(a+blogx)y =0,
dx

e ¢y a 4 b cTamHe KONWYKHE ¥ KOja ce NPEeTXOTHOM TpaHChOPMAaLHjoM

b—a

x=M, A=ea

CBOQM Ha TOPHH THII, ©IMa Ty 0COOMHY fja moBpIMHA of x =0 o x = A,
OrpaHMyYeHa ocoBMHOM (Ox ¥ JIJYKOM Ma KOra WHTErpajia Te jefHaunHe, uMa

3a u3pas’
CA(bL),

rae je C mHTerpanmoHa KOHCTAaHTa IITO OfroBapa IIOCMaTpaHOME MHTE-
' rpany.

II. IlenokynHa NOBpILKHA Ca ficCHe cTpaHe ocoBuHE (y, orpaHHYeHa
ocoBuHOM Ox ¥ JTlyKOM Ma KOra HHTerpana JInHeapHe AudepeHluyjante jef-
Hauuge (58), Ma Kora pefia oHa Omiia, a Koja ce CMEHOM

xe* =X, | y=e’Y
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CBOJIM Ha JETHAYMHY Ca CTAJTHUM KoedulyjeHTuMa

n n—1
(61) B()Z’—Y’%"'Blcdi ”z"".“’BnY:O,

y8€eK je KOHa4Ha U uapadyynaea ce ilomohy iipancyengenitie 0(z) U rbeHuUx
u3soga.

Jep, ako je (61) Tako TpaHCcOpMUCaHA jefHaYMHA, Ma KOJH HHTErpa
Y 6uhe 36up 4naHOBa 00sMKa

X

CerX - Cer,\'e'

kaerX :C(xe—x)kel;\'e"" ,
IIITO 3Ha4y fa he noBplUKHA

oo

Jwydx = Je_*'de

0 0

6uTH 30UMp WIaHOBa 00INKa
CA(ry m CAP(r),

a, JaKJe, je KOHauHa ¥ CBOJIK Ce HAa U3BECHY KOMOHMHAIA)y TPAaHCUEHEHTE
0(z) ¥ IEeHUX U3BOMA.

III. CucreM CHMYJIITaHUX jefHAYHHA

dx

t—+p=0

dr P
62 ~+nxy=0
(62) L

dz

P B =0

dt m

(rme cy m, n, p cTamHe KOMMYHHE), YMJH Ce CUCTEM MHTETpasa MOXe Halu-
catu y oOIuKy

.x =Cs—plogt
—npC & logé—
y= C3e
5 —anlilogl
(63) z=c3+c1c2je F3

0

e je
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=L
&—Cl

¥ TAie M3Meby MHTerpanuoHuX KOHCTaHATA IOCTOje pealje

Cs =PlOgQ
e
C4 = - C2
mCl

AMa OBY HHTEDECAHTHY OCOOHUHY: Kayg ce y cucitiemy uritiezpana (63) cmenu
t = C,, ociiasusuiu cee ocitiane KoAUYUHE, WHIO Y Hemy PUZYPULLY, He-
iipomersene, cucitiem (63) docitaje

Cy
mC,

X =-p, y=-
zZ = C3 + CZA(_anl)

IV. JIako je 6uno ¢opMupaTi 1 TaKBHX MpobliemMa MaTeMaThuuke (pu-
3HMK€, a HApO4uTO NpobieMa 0 KpeTalwy eJeKTPUIUTETA, Ynje On ce pellle-
€ CBOJUIIO Ha KOMOWHAIlMje TpaHCIeHAeHaTa A WK 6 ¥ BUXOBHUX H3BOJNIA.
He 6u Hup. 6uno TEKO OIpeNUTH 3aKOH II0 KOMe OU ce ca BpeMeHOM !
IMao MemaTHd eJeKTPUYHY OTHOp R U KoeduiyjenaT ayToORHAyKIyje L, na
la 3aKOH BapwWjalyje MHTEH3UTETa i eKCTPAacTpyje, 1IITO NOCcTaje HaTJIuM
HECTAaHKOM eJIEKTPOMOTOpHE CHIe, OfipeheH Mo3HaToM AuQepeHIIHjaTHOM
jeMHAYHHOM

dLi) | gy
dt
Unu

i dij_y,
dt L

Oyme n3paxkeH PyHKIM]oM 06IHKa

I
at log—
Ce '

rje je o u3BecHa KOMOMHAIMja eKCIePUMEHTAIHUX KOHCTaHaTa, Tako Ja
KOJTMYHHA eJIeKTPUIITETa

0= jlidt
0
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IITO OAroBapa pa3maky BpemeHa off t =0 go t =1 6yge uspaxena QyHk-
1[4 OM

0 =cA(_a)=c#'

And OHO WITO flaje paBe Ba>XKHOCTU Ny6JbeM NPOYaBawby TPAHCIEH-
neHaTa A 1 © jecy U3BeCHa MUTarba Off MHOTO ONUITHjer 3Havaja, y Kojuma
ce jaBlbajy OBE TPAHCUCHACHTE KaO edemeHiliu Komiuapayuje 3a 4uTaBe
BEJIMKE, OMINTE, Kyace pyHkunja. OBUX HEKONUKO ONIITHJUX MHUTAHA Ta-
kBe Bpcre McTahy he Ha BUAUK ynory koja je y ToMe nornegy oppebena
OBVIM TPaHCIEHEHTaMa Y MATEMAaTHYKO] aHAIHU3H.

1. Y Teopuju nenux pyHHKIHja f(z) HYITOT pofa a KAHOHWYHOT TUIA
IIO3HATO je3 [la MOYEeBIIH Off jeTHOTa M3BECHOTA PaHra n KoeuudjeHar a,
pena

f(z)=ag+aiz+a,z* +...

omapa OpKe ca pacTermheM caMora paHra n Hero (pyHkuyja

H
(Ej
n
TaKo 2 je MOYEBIIH Off Je[HE JO80/LHO 6eAlKe BPETHOCTH 7

n

(4
l(l"[<—”.
n

Anm MoryhHO je u3BecTH jenHy CIMYHY Heje[HAUnHY Koja he speguiiiu
3a cee ilo3uitiusHe spegrociiiu n. Tako, O3HAYABILH Ca

oy, 0, 0g,...

Hyne dyHKumja f(z) 1 OPETIOCTaBUBUIA fia je 0Ba ocnobobera nyne z=0y
ciydajy Kaj| 0Ba OCToju, 6uhe pasnarameM Ha npuMapHe dakrope

64) f2) =1 (1 - —Z—].
. O
Ca spyre cTpale, ako ce ca ' 03Ha4d MOJIyO TPOMEHIBHBE z, a Ca Py
MOJyO HyJIe o, Ouhe

3B. an). E. Borel: Lecons sur les fonctions entiéres, p. 62.
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<1+
P

u IIpEMa ToOME

(2l ke

TaKoO Ta je 3a Ma KaKBY BPETHOCT IPOMEHIBHUBEC Z

(65) | f()| < n(1+§-).

MebyTuM, npema no3HaTO] HejefHAUNHH 32 TEOMETPHJCKY U apUTMe-
THYKY CPE[UHYy NO3HTHUBHUX OpojeBa IpeMa KO0joj NpBa HHUKAJl HE MOXE
6utu Beha of Apyre, TaKo ce Hajasw ja je

ﬂ[l+Lj<lim{l+

1 m

3a m = oo, U3 Yera ce, y Be3u ca HejeHaunHOM (65) 7 jegHaunnoM (64), He-
IIOCPEHO M3BO/M [ia Ma KaKBa Guiia peaiHa U MO3UTUBHA BPEAHOCT 7, MaK-
cuManHu Mopyo M(r) dyukumje f(z) AyX Kpyra IOJYIpPeyHHKa r YBEK je
MamH’ Off BPEXHOCTH

e,

I7e je p peasaH ¥ MO3UTHBAH 6poj, 4nja je BpegHOCT
1

ITo3HaTa omnuITa HejeTHAYMHA U3 TEOpHje Lenux MyHKIH]ja

(66) L
P

M@r)
. Ay \ < n
r
CBO[IM C€, NaKJie, y HalllEM cnyqajy Ha Hej €THaYNHY

et
P

(67) |a,

KOja BaXkyl 3a CBE MO3UTHBHE BpefHOCTH r. Tpaxeh, Nak, oHy ClenujaIHy
BPENHOCT r 3a KOjy he necHa cTpaHa HejeqHaunHe (67) MIMaTH HajMamwy MO-
ryhHy BpegHoCT, Hanasy ce fa he To 6uTH 3a
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r=2
i

Haa je CaMa BPpEeOHOCT TOra MUHUMYMa

n
He
n ‘
IIpema ToMe 3a cBe MO3UTHUBHE n Ouhe

(1e)"

n”

(68) ‘ a,|<

U3 Yera ce HeIOCPEIHO U3BOJY OBa] PE3YJITAT:

Mogyo jegne ma koje yene ¢pyuxyuje f(z) Hyaitioz poga na ma Kome
Kkpyzy oliucanom oko z =0y pasru idpomenmsuse z, yéex je Maru og epeg-
Hociiu @pyHkyuje 0 (Ler), 2ge je r ioaylipeuHUK KPY2a a | KOAUHUHA He3a8U-
CHA 09 T U 4uja je epegHocill gatia obpacuem (66).

Hama tpancuengenTa 6(z) urpa, gaxie, npeMa IeJTOKYIHO] KJIacH
nenux QyHKIHja HyATOT POfa YIOTY jefHe BPCTe rpaHudHe MyHKUHjE, Najy-
hu rpaHule Koje He MOXKe 3a IaTy BPeTHOCT - Tpehu MOAyo HHUjefHe Of Ta-
kBUX PpyHKumja. U mto je oBie o HapounTe BasKHOCTH, Ta je TpaHUIa ipe-
yusHuja of panmje HabeHe rpaHule e, mOWITO je, KA0 WITO je HaNpen
MOKA3aHO, 32 PeaHe U IO3UTUBHE BPETHOCTH 2

o M

0(z)<e
a, JaKJe, u
O (ner) < e".

I1. ITocToju GeckpajHO MHOTO (DYHKIH]ja
(69) ‘ F(z)=ay +az+az* +...

ca TO3UTUBHUM KOe(HUIHMjeHTHMA, KOjH HMajy Ty OCOCHHY fia IIOJNHHOM
cacTaBJbeH Off Ma KOJIUKOra 6p0]a NpBUX WIaHOBa pefa (69) uma csoje ko-
pene peaare.

O3HauuBIIM ca

4y paHujoj CBO]O] pacnpasu (Bulletm de la Société mathem. de France t. 34. p. 165-177),
Kao u'y jEMHOj HOBOj pacnpaBy, Koja he yckopo GuTH LITaMITaHa, ja CaM Pa3BHO TIOTIYHU]y
Teopujy TakBux yHkumja F(z). OBjie cy HABENEHH CAMO OHM pe3yJITaTh KOjU HEMOCPERHO
UCTHYY YJOTy TpancuenneHaTa 8 (2) i A (z) y TOj TEOpHjH, IUTO U jECTE UMb OBHX pasMa-
Tpama.
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SRS

aIlCONyTHE BPEMHOCTH U3BPHYTUX BPEJHOCTH KOpPeHa (KOjH Cy OYEBHIHO
CBM HETaTHBHU) anreGapcKe jeqHaunHe '

F(x)=ay+az+...+a,z"=0,
buhe
a

—* = &1&2"'&11

Ay

a

—l‘-:&l'*'&z +...+§".
ay

ITomrTo cy cBe KonmmunHe &, peanne u mO3NTHBHE, Ouhie

By S (6 +E 4o+,

n
a a

a, < e
n\a,

IITO 3HAYHY [|a Koe(pUIMjeHTH jefHe Ma Koje (PyHKIuje F(z) HUKaJ HEe MOTY
6uTn Behu on opgrosapajyhux koeduuujesata pena

2
a1+ 2] L (a2 L]
'\ ag 27\ ag

a IOLUTO OBaj pej HUje HUILITA JPYro IO OHA) KOju ce mobHja pa3BUjambeM
u3pasa

(70) ay (ﬂi)

ag

peMa 4emy je

y pen ypeben mo crenmennMa npoMeHIBHBE z, TO je THMe AoKa3aH 0Baj pe-
3yJITaT:

3a csaxy peanny uau UMAZUHAPHY 8DEGHOCIU Z MOGYO jegHe Ma Koje
pynuruyuje F(z) ysex je marou og mogyaa ¢pynkyuje (70) dowitio ce y 080j z
CMEHIL CBOJUM MOGYLOM.

M3 tora je Beh MoryhHo BueTH ynory Kojy MOXe UMaTH TpaHCLEH-
feHTa 6(z) y Teopuju pyHKUMja F(z). Ba’XKHOCT Te yliore MOXe Ce OLEHH-
TH U IO TOMe IITO ce BeNHMKHU O6poj ocobuHa PpyHKIHM]a F(z) MOXE U3BECTH
IIPUMEHOM HalpeN MpoyYeHnux 0cOOUHA TpaHCUeHAeHTe 0 (z), Koja Ha Ta]
HA4WMH Y OBOj TEOPHjU HAJNA3K jeTHO TPOCTPaHO NOJbe 3a CBOjE NIPHMEHE.
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Taxko Hip. ynopebuBawem koeduuujenata a, ca ogrosapajyhum koe-
cdunujeHTuMa pena (70) U3BOMU ce HEMOCPERHO ga ¢y cee ¢pynkyuje F(z)
X0A0MOpGHE Y Ueno] pasHU APOMEHbUBE KOAUHUHE Z U §A4 UM DOG MOXce
ouitu camo 0 uau 1.

A mourTo je npema oco6uHama pyHkuuje 6(z) 3a peayHe U NO3UTUBHE
BPETHOCTH 2
_tE
{2
g

TO ce nopebeweM ca dpyHkuMjoM F(z), a npeMa rOpHbEM OCHOBHOM PE3YJI-
TaTy, OJAa3M J[0 OBOra pe3iraTa:

3a ceaxky peasHy Ual UMAZUHAPHY 8PEGHOCIU Z Mogyo jegHe ma koje
¢ynryuje F(z) marsu je og mogysa Qyrryuje

az

age .

Tako ucTo, HouTo mpu 6ECKpajHOM pacTemy peaHe IPOMeHIbUBE KO-
JIMYEHE Z ¥ TTO3UTHBHOM IIPaBIy MOPa U ACKMTOTHA BPEJHOCT jE[HE Ma KOje
dbynkuuje F(z) GUTH Marba Off aCHMTOTHE BPEHOCTH (PYHKIM]E

a zy

aoe I Y
ag

a Mehy TEM acuMTOTHa je BpegHOCT caMe (yHKIHje 0(z), Kao WITO je Ha-

mpepn HabeHo
Z
sy
e

TO Ce J0JIa3H 10 OBOI'a pe3ylITara:

ACHMITOTHA BPEHOCT jefie Ma Koje dhyHKuuje F(z) IpH GECKPajHOM
pacTery IPOMEHIbUBE 2 Y IIPABIly PEATHUX O3UTHBHEX BPEHOCTH YBEK je
Mama Of

H—IZ
a 21a,z 0“0
: ea,

Morao 6u ce HaBeCTH jOII BEIMKH Opoj pe3yiraTa oBe Bpcre. Meby-
TiM, Beh ¥ U3 OBHX, KOjH Cy HaBE[leHH, MOXe C€ OIEHUTH BaXKHOCT yJIOTe
TpaHcHenjienTe 0 (z) y ommToj Teopuju (yrkuuja F(z) npeMa KO]I/IMa OHa,
Ka0 W Y OILITO] TEOPHj! Heux (PyHKLHja HyITOT POAa, ATPa YIOry jefHe
BpCTE rpaHIyHe (PYHKIH]E.
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III. Hasenthy, HanmocneTKy, jOII jeflaH ONIITHjH PEe3yATAT y KOMeE
TpaHCUeHAeHTa 0 (z) Urpa ynory cnuyHy oHoj ucrakuyToj mox I u IL.

YouuMo jeAHy, Ma KOjy, TPAaHCUEHEHTHY Leny MyHKUHjy W (z) Koja
6u uMaina Ty ocoOMHY fa cy Joj Hyne O, 0,,0,... IO CBOJUIM MOIYJINMA Ge-
he op MoOpyNla W3BpHYTHUX BpeNHOCTH oOfrosapajyhux koedunujeHara
a,a,,ds,... KakBe Iene QyHKImje

f(z)=ag +aiz+a,z* +...

HYJITOT pofja 2 KAHOHIMYHOT THIIA, TaKO Jla yoIITe 6yne

lo, | <

n—1
ITomro Taja pexn

D NS D S
Jou| o | o]

M

FMa CBE CBOje WIAHOBE Marbe Off OAroBapajyhux YIaHOBa KOHBEPTeHTHOTa
peJIa
S =|a0 |+‘al ’+‘a2 ‘+,

To he ¥ 0H cam 6UTHM KOHBEPTEHTAH, IITO IPeMa IO3HATOM IPABUIY U3 TEO-
puje nenux (pyHKIHja mokasyje fa he dynknuja Y (z) 6utu 1 caMa mena
byHKUMja HYATOT poga. A Kaj je TO clyyaj, fpemMa JefHOM Halpef foKasa-
HOM pe3ynTary O6uhe 3a CBE BPEHOCTH Z

|y ()| <e™,

e je BpesocT p laTa obpacueM

v 1
h= 270

U THe je r = | z l Ca ppyre cTpaHe, nouIro je f(z) uena GyHKUHja HyITOra
pona, 6uhe npeMa jeqHoMe, Takobe Hanpey [OKa3aHOM pE3ynaTaTy
o[ < CeF
n

rge A mMa BpegHOCT 36Mpa MofyJia M3BPHYTHX BPETHOCTH HyJIa pyHK1IHjE
f(z), Tako #a je
S <0(he)

1 oHfa he yTonuko npe 6uTu
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K< 0(Ae)
IOIITO &€ OYEBUIHO
nL<S.
OTyna oBaj pe3yiTar:
Mogyo ma koje iipancyengeniiie yene yHkyuje wuje cy Hyse Lo c8o-
Jum mogyauma sehe 0og mogyaa U3BPHYTIUX 8PegHOCIIU 0gZo8apajyhux Koe-
Quyujenaiia xaxee yeae ¢yuxkyuje f(z) Hyaitioz poga yeex je marbu og

r (ke

2ge je 1 = | z\ a A 03Hauyje KOHCULAHILY, HE3ABUCHY Og T, HUja je 8pegHOCIl
pasHa 36upy mMogyaa u3epHyiiux epegrocitiu Hyaa gynkyuje £(z).

W3 Tora ce, kopucrehu ce jeHOM Hampeq W3BEHEHOM HejeHAYMHOM
3a yHKIMjy 0(z), MOXe W3BECTH jOIU jefHa HejefHauuHa y Kojoj dury-
puury o6uuHe ekcnoHeHImjanHe pynkuuje. HanMe, Hampen je Koka3aHo fa
je 3a peajiHe U IO3UTHUBHE BPEJHOCTH Z YBEK

z
[

0(z) <1+zec.

IlpeMa ToMe, mogyo Zopibe pyHkyuje (z) buhe, 3a ma Kakey speg-
HOCIHL Z, MarsU 0g 8pegHociiiu e, 2ge je Y KOHCIIaHLa He3A8UCHA Og T U YU~
ja je spegHociil

¥ =1+

M3 0BuX pe3yNTaTa APXKMM fa Ce MOXe YBHETH yJora Kojy 61 Moria
¥MATH TPAHCIEHNEHTa 0 (z) Kao eneMeHaT KOMIapalyje y MAaTeMaTHIKO]
AHATIN3W ¥ MHTEPEC KOji OW Ce WMao Off INOTIyHHjer MO3HaBawba 0Co0nHa
OBOTA [OCa HEMCIUTAHOT aHATIMTHYKOT €JIEMEHTA.



I[IOHAIIAIGE JETHE
TPAHCUEHJEHTHE 1EJIE
O YHKIWIE

dynknuja

0()=lir iy iy =N 2
(2)= 1 4 27 zn

ce jaBlba Y MHOTHM IIpoGIeMuMa aHalHu3e, OMJIO Kao eIEMEHT CBObema y
MHTETPAITHOM padyHy, OMI0 Kao nopefOeHu eJeMeHT 3a PyHKIHje Koje ce
IpOy4aBajy.

Tako je oHa egeMeHT cBobema 3a MHOro6pojHe ofpehene unTerpane.
IToBpmnHa, Ha IpUMEP, CKyNla OrpaHMYEHOTr X-0COM OATOBapajyhuM opuu-
HatamMay x =0 # x = | ¥ IyKOM Ma KOT MHTeTpaja JHHeapHe jefHaulHe

fo(x)— + fl(x)

Yot fie l(x)_+fk(x)y -0

CBOJJbUBE CMEHOM
xlogx =1t

Ha JIMHEApHY je[lHAYMHy ca KOHCTaHTHUM KoeduuujenTuma (E), padyHa ce
nomohy dyukuuje 6(z), IeHUX U3BOKA M KOPEHA KapaKTEpHCTHYHE Jef-
HAaYWHe IpUpyKeHe jeqHaynH (E).

Ynora ¢yukumje 0(z) Kao mopexbGeHOr eleMeHTa IOKasyje ce, Ha
npumep, y cinefehumM TBphemuma:

1. Mogayo jemne nene ¢yHkugje f(z) HyJATOr pOfa ¥ KAaHOHCKOT THNA
j€ YBEK Marby Off BpeTHOCTH M3pa3a O (per), THe je r = |z| a p je mo3uTHBHA
peayiHa KOHCTaHTa 4YHdja je BPEXHOCT jefHaKa 30MpY pPeuuInpOvHUX Bpef-
HOCTH MOfyJa Hysa (pyHKumje f(z).

* Hacnos opurunana Allure d'une transcendante entiére, Comptes rendus, Paris, 1912,
t. CLIV, 8, pp. 499-501.
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2. Axo je ¢(z) jeqna pyHKIMja ca HyJaMa 4duju cy Moprynu Behu on
MOAyJla PEUMNPOYHUX BPEIHOCTH KOedulujeHaTa UCTOT PaHra jefHe lesie
(yHKIH]e HYJITOT poja U KaHOHCKOI TUIa, MOfyo ¢pyHKUHje ¢ (z) je yBeK
MamH Ofl BpETHOCTH

%)

rjae je r =lz| a A je TO3UTHBHA peallHa KOHCTAHTa YHja je BpeJHOCT jeqHaKa
36Upy MOAyNa PEeILUIIPOYHUX BPETHOCTH Hy1a QYHKIMjEe ¢ (z).

CnnyHa TBphewa ce [oka3yjy yobudajeHIM MeToflaMa TEOpH]je IeluxX
¢dhyHKIHja; OBJie ce HaBOJE CaMo fia O ce fao mpuMep yiore gpyHkngje 0(z)
Kao 1opeadeHor eJIeMeHTa.

dyukumja 0(z) je uena pyHKUAja IPOMEHIbUBE 2; OBJIE hy Ha3HAYMTH
Hexe KapaKTepHCTUKe IeHOr MoHamamwa. IIpe cBera, oHa ce MOXe M3pa-
3uTH ToMohy ofpebeHor uHTerpana

!
(D 8(z) = j(l +ze™)dt (u=-tlogt),
0

1 ICHH y3aCTOITHA U3BOIH HOMOhy HHTErpanna

a8

1
o = Ju“‘(k-&zu)e”‘dt.
z

0

2)
U3spasu (1) u (2) BOxe HENMOCPEHO [0 HEJEAHAKOCTH

l@(z)\<1+re£,

k L]
d'e k! 1k +__r_k_q oe
dz* ko (k+1D)
HJTA JOLL
k
dG < (ke+r )e(r) 1
rjie je r = |zI; Tako UMa | APYTHUX HEjeqHAKOCTH 32 0(z+a), 0% (z+ o) man

3a ropibe rpanune Gyskumje 6(z).

Kan z Texy 6eCKOHaUHOCTH y OWI0 KOM NPaBIy ECHO OJf IMArkHap-
He oce, Moftyo dyHKuHje 8(z), Kao ¥ MOLyo OUJIO KOT IeHOT H3BOJIa, OBE-
haBa ce 6eCKOHAYHO, 3a IPaBlie JIEBO OJf OBE OCE, MO0 ¢dyuknmje 0(z) Te-
ki Ka 1, a MOIyo 6110 KOT H-€HOT H3BO/Ia Ka HYJIM.

Kap ce z 6eckoHauno mopehasa y npasiy MO3UTHBHUX PEATHUX BPEN-
HOCTH, 0(z) MMa Kao aCUMIITOTCKY BPEHOCT U3pa3
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ke;«/g ca A= {E,
e

a acCUMIITOTCKA BpeAHOCT n3Bofa 8% (z) he 6uru

- 21
Hee~/z ca p= /W

dyukimja 0(z) uMa [Be peanHe Hyle, 00e Cy HETaTUBHE U Halase ce,
jenna u3meby —1,405 u —1,406, a npyra u3meby —39 n —40; ona uma, ¢ apyre
cTpaHe, 66CKOHAaYHO MHOT'O IMariHapHUX HyJa YMju MOAYJH pacty 6ap To-
JUKO OP30 Ka0 BUXOB PaHT.

KpuBa y = 0(x) uMma mnpaBy y =1 Kao aCUMIITOTY 3a Xx = —oo; Kaj X
pacre Ofl —ec 10 +oo, KpWBA NOYUILE ONlaflatbeM, CeUe X-0CY, JOCTUXKE Hera-
TUBaH MUHUMYM y = —0,68772..., 32 jeqHy HETaTUBHY BPETHOCT IIPOMEH-
JbUBE X, Of] KOje IIOUMEbe [la pacTe, cede MOHOBO X-0CY, 3aTUM Y-0Cy Y TaUKH
y =1 u pacte 6ecKOHa4HO TexKehn aCUMIITOTCKY KPHBO]

y = A/xec.




O TPAHCHEHIEHTHWM HEJIMM
OYHKLIMIAMA KOJE YOIIIITABAJY
EKCITOHEHIIMJAJIHE U
TPUTOHOMETPUICKE ®YHKIINJE

AXo ce y u3pasy

b

Jur”dt
(1) o, =4

b

j udt

a

3aMeHe u B r pa3NuInTuM (PYHKIMjaMa IPOMEHIBHBE f, PEATIHUM, KOHAYHIM
¥ HEMPEKHAHUM 3a ! U3 KOHAYHOI peanHor uHTepBana (a, b), nobuja ce
HeorpannyeH 6poj 6eCKOHAYHUX HU30Ba

1,00,,05,04,....
Penosn
I(x)—1+ +—a—2x2+...,
1' 2! ,
— 4 —
(2) L(x)=1-=%x? + &4 4! s
Eﬁ. 3% 05
L(x)= ' 3!x +5!x ooy
TI0BE3aHM OTHOCOM
(3) 1(xi) = I,(x) + i, (x),

KOjH ce, y OCeGHOM cllydajy r = const., CBO¢ Ha eJIEMEHTapHe (DYHKIHje

* Hacnos opurunana Sur des trenscendantes entieres généraeisant les fonctions expo-
nentielles et trigonométriques, Compies rendus, Paris, 1913, t. CLVI, 16, pp. 1213-1215.
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I(x)=¢", I(x)=cosrx, IL,(x)=sinrx

IIPEACTaBIbAJY, Kaj| je r IPOMEHJbUBA, Pa3He TPAHCUEHERTHe (hYHKUHjE KO-
Jje mozy, o euuie 6e3a, 6uiliu TOCMATUPARE KAO YOUULITIEHA O8UX @yurxyuja.
Hajnpe, ogpebenn unrerpanu

b )
I(x)= %Jue’“’dr, L= Judt,

a

“4)

b b
L(x)= %!ucosrxdt, L(x)= %J-usinrxdt,

a

noMohy Kojux ce Mory m3pasutu /,1;,I,, n3HOCe Ha BHUHENOo ciefehe qu-
HBEeHULE:

1. To ¢y yeae dpynKI@je TPOMEHIBUBE X, POIa HYAd WIH JegaH.

2. dynknmja /(x) uMa caMO OTpaHMYeH OpOj pealHuX HyJla U OTPaHu-
yeHn 6poj MakcuMyMa U MuHEMyMa. Laguerre-oBa TBphema 0 MHTerpanmuma
o0nuKa

b
J ue™"dt
a

fajy HauuH ia ce YTBPMM ropika rpanuna oBux 6pojesa. Kapg ce x mosehasa
6eckoHayHo, 1 I(x) ce nopehasa OECKOHAYHO MITH MAK TEKU HYJIH, 3aBUCHO
Ofl apryMeHTa ImpoMeH/buBe x. CBe OBO BaXKM M 32 M3BOAe OHIIO KOT pefa
dyHkumje I(x) Koju cy yBeK (pYHKIHje HcTe BPCTE.

3. Ose yurumje I,(x) u I,(x) cy ocyuarupajytie 3a peaiaHo x, ca He-
OrpaHM4YeHuM OpojeM oclMianyja, IMajy HeorpaHudeH Opoj peallHux HyJa,
NO3UTHBHUX M HETATWBHUX, M OrpaHMYeH 6pOj YUCTO MMAaruHAPHUX HYyJNA.
OHe He npeManiajy, 1o ancoyTHO] BPEAHOCTH, U3BECHY KOHAUHY IPAHHUILY
HM 3a JeqHy pealiHy BpEOHOCT, KOHAauHy Uiy 6€CKOHa4YHY, IPOMEHJbHBE X U
TeXXe HyNM Kaf ce x moBehaBa 6eCKOHaYHO OMIIO NMPEKO MO3UTUBHUX, OHUIIO
IIpeKo HeraTuBHMX BpemHocTH. CBe OBO BaXXM 32 M3BONE OWIJIO KOr pefa
¢dyskumja I, u I,, Xoje cy yBeK PyHKUM]je OBE HCTE BPCTE.

4. Nybie ananoruje ca pyHKIHMjama e'*, cosrx, sinrx mojaBibyjy ce y
ciy4ajy Kaj je ¢yHKUHja ¥ HENIPOMEHEHOr 3HaKa u3Meby a u b. Y oBom
cny4ajy, o3HauaBajyhu ca M u N HajBehy u HajMamky BPEJHOCT KOjy y3uMa
¢yHkuynja r y unrepany (a, b), u3pasu (3) usHoce Ha Bufeso ciefehe yu-
IEHHUIIE!

a. ®ynknuja I(x) HeMa HUje[[Hy peasiHy HyJly, HUTH UMaruHapHy HyJy

. . 2t 2T .
ca Koe(puIU]eHTOM y3 | caip>KaHuM u3meby — v u e AKXO Je, ucToBpe-

MEHO I HeIPOMEHEHOT 3HaKa y MHTepBany (a, b), peanHa KpuBa y = I(x) ce
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MeHba HeTIPECTaHO Y JeJHOM HCTOM CMEpY Kafj CE x MEHha Off — oo 10 + o0 TaKO
Ia HeMa MaKCUMyMa, MUHMMyMa HU NPEBOJHMX Tadaka, IITO BaXH U 3a
6uino xoju u3sop dyHkuuje /(x). CBe Hylle MONMHOMA KOjH ce fobuja 3ay-
CTaB/bamkeM pefa /(x) Ha OMJIO KOM HBETOBOM YJIaHy IApHOL CTENEHa Cy
UMaryuHapHe.

6. Bpegnocr u3paza

—l—log I(x)
X

je KOHayHa U cafipxaHa usMeby M u N 3a CBaKy peallHy BPEHOCT IIDOMEH-
JBHBE X.

B. O3HavaBajyhu yommTe ca A (pyHKIIM]Y IPOMEHIBUBE X YH]€ CY Bpef-
HOCTH 32 CBAaKy pealiHy BPEHOCT x-a, KOHa4yHe ¥ Hanase ce uaMeby 1-h u
1+/,rme je

M-N_, ,_M-N
M N

h = >0,

cBaka ¢yHKIHMja [(X) MMa 3a pealHo x jeTHY aOuULyLUoHy opmyry 0OIHKa
I +x, 4+ x,) = 100N I L I (x, )M
1 jeqHy MyATURAUKAUUOHY hopmyay OOIHKA
I(x,x,) = I(x, Y2,

r. iMa ofrosapajyhux ynmeHnna o ¢pyHknujama I, u I, Koje ce Me-
Hbajy camo m3Mmeby +1 u —1 ca HeorpaHmdenHM OpOjeM CBe BHILEC U BHIIE
NIPUTyIIEeHHX OCUUIAlMja K MMajy HeOrpaHHJYeH 6pOj PeaHuX HyJla a HHje-
IHY 9ucTO mMarmHapry. [Toce6HO ckpeheM maxXmy Ha jelHY BPCTY yoi-
wiitiene Moivre-oge hopmyae: aKo ce CTaBd

b

Hy(x) = I,(xi) = _212 j u(e™ + e dt,
. b

Hy(x) = L(xi) = ;—i j w(e’™ — e~y dt,

(qpyukumje H, u H, yomurasajy Tako xuiiepboauyke pynxyuje), Ouhe

[H\(x)+i Hy(0)]" = H (mhyx) +i Hy(mhx),
H\(mx) +i Hy(mx) = [H (A, %) +i H,(\,0)]",

3a CBAaKy peajHy BPEeIHOCT IPOMEHJBUBHX X 1 M.
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dyukuwje I, I, u I, ce jaBibajy y MHOTUM Npo6GieMuMa aHanm3e (MH-
Terpanuja gfugepeHIrjalHuX jefHAaUYNHa, peHIaBame TudepeHHIX jeTHa-
YMHa, CBObeme ONMIITHX THIOBa ofpehbeHux MHTerpana, pasHu npooieMu
pauyHa BepoBaTHOhe UTH.), IITO faje moceOHy BasKHOCT HUXOBOM IIpOyya-
Bamy.



XUNEPTEOMETPUICKM PETOBU

Y cBojoj HOTH Sur des transcendantes entiéres généralisant les fonctions
exponentielles et trigonométriques (Comptes rendus, 21 avril 1913, p. 1213)
yKa3ao0 caM Ha CIIMYHOCTH U3Meby Iupoke Kiace neiux hyHKumja

Il(Jc)=1-—£)L—2—,v2 +2a xt— ..

) 207 T4
_ _ 03 3 Os 5
L(x)=o0ox 3 X +5! X =,
Tz je
b
Jur”dt
(2) aM: .

b

judt

a

(u m r cy pyHKIHje IPOMEHILHBE f, KOHAUHE W HENPEKUTHE Y PEATTHOM U
KOHAYHOM HHTepBany (a, b)) 1 eneMeHTapHAX TPUTOHOMETPH]CKUX (DYHK-
ouja cosax M sinax.

CIuvyHOCTH ce HACTaBIbajy IO pa3BHjalba y peoBe 10 OBUM (PYHKIIH-
jama ¥ ja hy ce oBie 6aBUTH peloBAMa

©) A+ Y AL () + Y B, Iy (nx),
: 1 1
Ol KOJUX Cy TPUTOHOMETPH]CKH PEOBY caMo mocebaH CiIyyaj.
Hexka je :
(4) ' Ay + 2 A, cosnx + Z B, sinnx
1 1

* Hacnos opurunana Séries hypertrigonométrques, Comptes rendus, Paris, 1913, t. CLVI,
24, pp. 1823-1825.
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pasBurak, Baxehu 3a x usmeby 0 u 2r, jenue dpyuxunje f(x) 'KOHa4HE H
HEMpEKUIHE Y TOM HTepBaly.

Mozxe ce nokasatu ga peg (3) uma ucitio Maxko cmucaa v upeqcitiasva
Jegry ogpebeny (pyRKUUfy ipomeHbUBE X 3a X U3 U3BECHOZ UHIlepsana.

Y Ty CBpXY, U3BPIIAMO Y HHTErPajy

b
J ucosrx dt

a

CMeHy IIpOMCHII:I/IBe I’(t) = & U HECKa je
£
Jw®costrat
o

Tako fo6HjeHn HHTerpan. 3a 6mwIo Kojy youeHy rpany ¢yukumje v (£) mo-
ke ce mopenutu uaTepsan (€,,&;) Ha koHAayaH Opoj unTepsana (a’,b’) ra-

KO J1a Y CBaKOM Off BUX OBa rpaHa Oyje MOHOTOHA. IIpuMeHrMO Ha CBakKH
- IHTETpa, HaJl JeAHAM TAKBHAM [JETUMIYHAM HHTEPBAJIOM, TEOPEMY O Cpef-
B0j BpegHocTH ¥ Ossian-Bonnet-oBoM 06uKy. [Jo61ja ce 3a cBakM of HHHX

. .1 .
jefan u3pas, rje ce n Halasu y IMEeHHOIy 10K MHOXWal 6poja — ocTaje
n

konavad. [pymuinyhu oe nnterpane u npumehyjyhu ga je

b b
J ucosrxdt = Il(x)J‘ udt,
(5) al) ah

_[ usinrx dt = IZ(X)J udt,

HaJIa3M ce fia je 110 allCOIyTHO] BPEAHOCTH

Lo <Y, nLe<?,
n n

rje Y # & He 3aBHCe O 1. A Tajia, Ha OCHOBY OHOTa ILITO Ce 3HA O pefly BeJH-
yune A, u B, peg (3) je aticoayitino u yHUpOpMHO KOHB8epZeHIUaH U ipeg-
citiasma yHKUUJy

]
Jurxyde
(6) d(x) =
J.u dt
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3a 0<x< i/j—n rge M o3HavaBa HajBehy allconmyTHY BpeHOCT (PyHKIHje u

3atusMeby a u b.

Kap je dyHkumja f(x) HenmpeXumHa U UMa 2T Kao NMEPHON, pa3BUTAK
ce IIMPY Ha CBE pealiHe BPEIHOCTU IPOMEHIBUBE X.

3a r = const. pepq (3) ce cBonyu, Ma KakBa O6uina QyHKIH]A u, HAa TPUTO-
HOMeTpHjckH pef (4). Y ciydajy IPOMEHJBUBOT 1 U Kaf J€ i CTaNHOT 3HaKa
3a BpEeAHOCTH ¢ M3 uHTepBana (a, b), pex (3) mpencrapiba jefHy pyHKUM]Y
obnuka f(Ux), rae je p pyHKIUja OPOMEHIBUBE X YHje BPETHOCTH, Kaj ce X
Mema 0ff — « [0 + o, OCTajy u3Mebhy HajMame u HajBehe BpegHOCTH Koje
y3uMa r KaJ ce f Meba Off d KO b.

Honajem na mspaxkasame pexa (3) y o6nuky (6) u3HOCH Ha BHREIIO
MHOTOOpOjHE OCOOMHE OBUX PefoBa M MpENCTaBlba U3BOP MHOIOOPOJHUX
obpasala Koji yOIIITaBajy OHEe KOju Cy Y BEe3U ca TPUTOHOMETPH]CKEM
dbyHKUHjaMA.

Ha npumep, o6pacuu

n*—p 2psinpmw F’
T

n
~——0L(nx) = I, (px),
n*—p* 2 () 2sinp7t»2(p)

>
S D™ ) = D01
1
>

YOIIITABA]y TPUTOHOMETPHjCKe pa3Boje PyHKIHja X, COSpX U sinpx; IPBU

2
Bakm3a 0 < x < —ME a ipyra jiBa 3a cBe peallHe BpEJHOCTH IPOMEHIBHBE X.



TEOPEME O CPEIHO0J BPEHHOCTI/I
BE3 OTPAHUYEKA’

1. Hexa cy u u v iBe (yHKUIHje, pealHe WIH MMarHHapHE, IPOMEH-
puBe x. I3 ugenrureTa

D uv=—;—(u?+v2)—%(u—v)2
M3BIIAYH Ce
b
(2) Juvdx=V—8,
rae je
1( 17
3) V:E!uzdx+—2—:!.v2dx,
b
4) 5=%J‘(u—v)2dx.

ITox jenuHMM OrpaHHMYEbEM Aa MyT HHTerpauuje Oyje peanan u KOHa-
YHe y>K4He, 3Ha Cce:

1. Axo u u v uMajy 3ajeJHUYKY OUIO peasHu €0, OUII0 MMarMHaAPHA
neo, u3pas (u—v)? je peanaH W CTAnHOT 3HaKa y UHTepBaiy (a, b); cnef-
CTBEeHO ToMe 6uhe

b—a

(5) = x(c)2

* P N . .
Hacnos opurunana Théorémes de la moyenne sans restrictions, Nouvelles annales de
mathématiques, Paris, 1913, 4° série, t. XIII, 4-9, pp. 400-406.
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ca
X(x)=u-v,

TJIE J€ ¢ HEKa BPENHOCT u3Mehy a u b;

2. AKO ce u ¥ v pa3fMKyjy HCTOBPEMEHO MO CBOjUM PEaTHUM U MMaru-
HADHUM JIENIOBUMA, u3pa3 (u—v)® je UMarnHapaH u Ouhe, IpeMa jegHOM
craBy I. Darboux-a,

(6) 5="? ~L0e (0,

Irfie ¢y 6 1 ® [ABe peanHe KOJNMYKMHE cagpxKaHe: mpBa usmeby O u 1, a ipyra
usmebyOu 2x.

Hare je

b
(7) J uvdx =V —hy(c)?,

a

— , . _ a
Zge je A HUHUAAY HUjU MOGYO He Hpemauid HUKAQ ceogehu ce Ha

—a . . —
Kagu u v umajy aajegruuku Ouno peansu geo, 6UA0 UMAZUHAPHU geo.

IIpenrocT KOjy MOXe MpelcTaBUTH OBaj OONHK TEOpeMe O CPemnOj
BPENHOCTH CacTOJH Ce Y TOMeE IITO OH BOIM pa3llaraky HHTeTpana

b

(8) J uv dx

a

Ha JIBa Off KOJUX jeflaH 3aBUCH CaMO OJf u a JPYTH OX V ca je[lHAM NONPaBHIM
YJIaHOM KOMe ce II03Hajy ropka U J0ma I'paHuna, u o 6e3 uxkakeoz
02paHU1erba 3a U U Vv Cem OHOZ §a UHITEZPANU UMAJY CMUCAA.

Y cnyuajy ma cy u u v peanuu, uarerpan (8) ce Hamasu usMeby

b-a

__b_iM2 u V—_Z_Nz’

1%

e cy M u N HajBeha 1 HajMarba BPEHOCT KOjy y3UMa arlCoONyTHA BPEJHOCT
pasnmke u— v Kaj ce x Merba u3meby a u b. Ysumajyhn, gakie, 3a (8) Bpeq-
HOCT :
2 2
©) V-t

YUHHA CC I'pEUIKa ‘-H/Ija allCoJIYyTHa BPEMHOCT HE IpeMallta
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(10) (b—a)w.

2. Unenturer

Y

(11) uv=21‘—(u+v)2—M

naje
b L ¢

(12) Juvdx:ZJ(u+V)2dx—§,

rae je
1 b
(13) &,:Z!(u—v)zdx.
CaegcitigeHo iome je
b 1 b 7\’
(14) Juvdxzzj(u—v)2dx—ax(c)2,

20e Y(X), A u c umajy sHaversa u3 tpeitixogHoz iapazpaga, u To 6€3 UKaK-
BOT OTPaHMYEIba 3a U ¥ vV CEM OHOT fla HHTETPAaJIM UMajy CMHUCIIA.

Y cnyvajy Kaj cy u ¥ v pealiHy, cTaBibajyhn
b
(15) iJ:(unLv)zdx:W,

naTerpan (12) ce Hanasu u3mebhy

W_b_—_aM2 1 W—
4 4

Tako fa kKap ce 3a (12) y3aMe BpegHOCT

2 2
(16) W= o-a =,

YUHU CE T'pEIKaA LII/Ija AIlCOJIyTHA BPEJHOCT HE IIpEMallla

M? — N2

(17) (b—a) .
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3. IHTyUTHBHE HejeqHAKOCTH

b

J.buvdx < %{Iulzdx+%f| vfdx,

a

(18)

b
Juv dx

a

(19)

h
<ij|u+v|2dx,

cafipxKaHe y MPeTXOJHUM TBphHewmuMa, caMo Ccy moce6aH cayyaj ONIITHjUX
HejeqHAKOCTH

(20) Juluz U, dx

L

1 n 1 n
<;1—£~u1‘ dx+...+;'LHu,, dx,

(21) J Wiy ... u,dx

L

1
n

<7j(lul‘+...+‘u,, ‘)”dx,
L

rae je L myk MHTeTpauuje a u,u,,...,u4, IpOu3BoIbaH O6poj OMIO KakKBHX
dysxumja og x. OHE cy HemocpefHa HOCIENNUIA pealyje HejefHaKOCTH
u3Meby apuTMeTHUKe M reoMeTpujcke cpefumHe Omino kor 6poja mosu-
THBHUX PEaTHUX KOIUINHA.

Hamnpasuhemo onaspe cnenehy npumeny. Heka cy

U Uy, Uy

YIAHOBH, pEalIHi WM UMarnHapHH, jeTHOT pefia, (PyHKIuje IIPOMEHIbUBE f,
3a pef ce MPEeTIOCTaBIba fja allCOIYTHO ¥ YHH(OPMHO KOHBEPTHpA 3a Bpef-
HOCTH ! XOje npunajajy ogpebenom qomeny (D) y paBHH 1.

ITocmaTpajmo pen,

(22) f(2)=ag+az+az* +...
YHjH je ONIITH KOe(PULMjeHT a, u3pas

(23) a, = J.uluz Lt

L

JIyK WHTETpaIyje L je KoHauHe AyXuHe ¥ cafpKaH y obnactu (D). M3

29) ¥ul<n.
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r7e je 1 30up KOHBEPTeHTHOT pefia

(25). >l

3aKJbydyje ce, Ha ocHOBY (21), f1a je

(26) a,|<
n

h >

r7ie je s Oy>KUHa JIyKa HHTerpalmje.

Opariie ce Hajupe 3akibyuyje: peg (22) iipegciiaswa jegHy ueny pyHK-
YUy 0g z, poga HyaAa UAu JegaH, 4uju je Mogyo, 3a cée 8pegHOCiU 2, MAtbU
og

27) |ag |+ 5 Adur),

2ge A(z) 03navasa yeny paHCUeHGeHTLy

Z2 Z3

(28) A(z) = 1£l+§2—+ =

a 1 MOgyo 0g Z.

Kaxo mo3nara ¢opmyna
1 n
1 n!
29 tlog=| = ——=
( ) ?I).( gt) (’1+1);1+l
BOJH 10 hopMyJIe

F togh
(30) A(z):zje’” ¥,

0

Baxkehe 3a cBaKy peasiHy 1 UMarnHapHy BPEHOCT Of z, yBuba ce fia je

(31) A(r) < ree,
IITO TI0Ka3yje: mogyo og f(z) je, 3a csaky epegroCcil z, marsl OF

pr

(32) ‘ dq ‘ +sple € .

Opnaspie cnenu, Ha MpuMep, Aa Jensen-oB HHTErpat
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2

i J‘nlog\ f(z'eef) \ de

0

OpUAPYKeH QYHKUMJU f(z), UMa BPEJHOCT Mamy Of

E:
log[‘ ag |+sue ¢ J,

OflaKJie ce MOTY U3BYhu 3aKJbyUIy KOju ce THYy HyNa dyHkumje f(z) capgp-
JKaHUX y YHYTPAIlOCTH KPYKHUIE ONUcaHe OKO z = 0 y paBHH £.



O HEKMM ®YHKIMIJAMA
CTPAHHNIA 1 YTJIOBA TPOYIJIA

I. - JEJHA ®YHKIIUJA YITIOBA

Heka cy a, b, ¢ crpadule jegHOT TPOYIa, o, B, Yy HbUMa HacIpaMHU
yriosu. Pasmorpumo yHKIHjy yriioBa

\Jsin® o+ sin? B~ 2sin ot - sinB - cosy
sin ¢ + sin 3 '

1) ¢ (a,B,y) =

Crasspajyhu, kpaTkohe paju,

sino =€, sinf=m,
UJEHTHTET

26n = (E+m? - (& +1?)
npetsapa u3pas (1) y

@ (0,B,¥) = /A1 +cosy) —cos Y,

rue je
_ &+’

E+m)?

Hejepgnakoct 1 jegHaKOCT

S Eam 1 1(g-nY
T+ 2 2(&+m

noKasyjy faje

* Hacnos opurunana Sur quelques fonctions des cotés et des angles d'un triangle, L' En-
seignement mathématique, Genéve, 1916, t. XVIII, 3—4, pp. 153-163.
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<A<,

N =

NOa rpaHula % 6uBa gocTuruyta 3a £ =1, a ropma rpanuna 1 xagp je

jenmHa o BpEXHOCTH & U M 3aHEeMapJbUBa Y OHOCY Ha ApPYTY.
3akspyuyje ce ga je

\/HCTOSY—COSY <o(o,B,y) <1,

MY JOIII
cos n;y <o(o,B,y) <1,
36or Tora je
1+ cos ;Y
o(a.By)= 19,
ca
1-cos— Y
§ < 2
2
WITH TTaK
(2) ¢ (ouB,y)=cos? n;Y’
ca
3) S<sin? ; Y

Jemuakoct (3) he Gurm: 1. 3a &=m; 2. xag jemHa MM Apyra or
KOJNMYMHA & U T IOCTAaHe 3aHEMap/biBa y OfHOCY Ha pyry. ITpBom ciydajy
ofrorapa

‘ (P(G,B,Y):coszn_;l_sinln;Y T—Y

a Ipyrom

¢ (0,B,v) = cos® -

Oitiyga ce 3akmyuyje ga je

(4) ¢ (0, B,7) = cos? ";Y (1+e)
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— __ - _ T~
ege peaaliusHa 2peuika € He upemauia Huxkaga 6EAUUUHY tg2 1 Y; os8da

Zpewika je Hyaa y cayuajy o =B, a gocitiuxce C80] MAKCUMYM tg2 ‘E;Y Kag

jegarn og gea yzaa o. u B iiexcu Hyau. _
ITpeTxonno TBpheme je MOCeOHO 3aHUMIBMBO 3a TPOYIrao ca [iyiium
yraoMm Y. Y ToM ciydajy y3umajyhu sa ¢ (o,B,y) epegrocii. cos® E_—Y,

YHUMEeHa penaiiiusHa ZpetiKka He oCIiuxdce HUKAga 8pegrocii

tg? X =0,171
8 8
U 08a zpewika oitaga 6p30 kag ce yzao Y upubauxcasa 180°.
Tako je ‘
3a Y >120° £ < 0,070
Y > 140° €< 0,040
) Y > 150° £ < 0,018
Y > 160° £ < 0,007
Yy > 170° € < 0,002
vy > 175° £ < 0,0003.

Tpoyrnoeu 3a Koje je pejaTHBHA IpellKa €, IO allCONYTHO] BPEeJHO-
CTH, Mak-a Of] YHAIpe[ JaTe BPENHOCTH €' Cy OHM UYMJH je yrao Y, U3paskeH y
IleToBUMa Off T, BehW Off pa3iuke

T— 4arctg\/?

y>1t—4\/?.

ITomohy nmpeTxomgHOr ce MOXe, Ha IPUMEP, padyHaTH, ca yHanpex I1o-
3HATOM TauHOInhy, iipeha clipaHuya jegnoz Wpoyzaa y Kome ce [o3Hajy
camo 36up a +b geejy ciiparuya u iyii yzao Y Koju OHe 3aKAaiajy.

3aucra, 03HaUUMO ca % gaTu 30up; U3

WJIH, 32 JOBOJLHO Majo &’

a _ sino
at+b=h, —==
b sinf
ce W3BlaYU
sino sin
a=h—————, = h#
sin o + sin 3 sina + sin B

" OTyna
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c = \/217+b2 —2ab-cosy = ho(a,B,7).

Ogasge fipoucitiuye ga je
(6) ¢=(@+byeos’ = (1xe),

2ge je penailiuBHa ZpeliKka € OHA Y4urbena Ha @yHKUUju @ Koja ce baw iipo-
ydasaaa.

Y3uMmajyhu
(7) ¢ = (a+b) cos? 1‘;—7

YUHM CE pellaTHBHA rpeulka Koja 3a yriose Y Behe og 140° ge nocrmxke 4%,
3a yriose Behe o 150° 1,8%, 3a yrimose Behe ox 160° 0,7%, 3a yrinose Behe
opn 170° 0,2% wuTo.

II. - JEJHA ®YHKIINJA CTPAHUILIA

Hpenturer
3@ +b*+ct)—(a+b+c) =(@a-b)?+@—-c) +(b-c)
HaNmcaH y oOnuKy

(8) 1>M:l+(a—b)2+(a—c)2+(b_c)2
" (a+b+c)? 3 3(a+b+c)?

IIOKa3yje fa 3a NO3WTHBHE KOIWYUHE a, b, ¢, OF KOJUX je[HA WIIH IBE MOTY
OUTH HYJIa, BPEIHOCT KOMMYHUKA

Na? +b* +c?

9 , =
( ) K a+b+c

je yBeK cafipxkaHa usmeby % u 1, nowa rpanuna —\% 0uBa JOCTHIHYyTa 3a

a =b = ¢, aropwa rpasuna 1 6WBa JOCTHTHYTAa KaJ| Cy ABE OJf OBUX TPH]Y
KOJINYWHA 3aHeMapJbUBe y OfHOCY Ha Tpehy.

Y focebHom cayuajy Zge cy a, b, ¢ iipu ciipanuye jegnoz wipoyzaa,

Zopra zpanuya 1 ce 3amersyje ca —\/%
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3aucra, y OBOM CIIy4ajy je cBaka ojf TPHjy BeJIMUUHA a, b, ¢ HajMame
jemHaKa pas3jHnM, a HajBUIIe jegHaka 30upy ocTanux faBejy. Heka je, ompe-
beHocTH panny,
as<b, b-a<c<b+a,

CTaBMMO
c=x, a*+b®=m, a+b=n,
TaKo f1a je
Nm+ x?
n+x
Jecte
7.7
nx—m n—nu
wo= ) H"=—u—,
u u
ca

u=(x+nym+x%,
TaKO [a ) BMa jeITHHCTBEH MAHAMYM JOCTUTHYT 32 BPEHOCT

(11) x=m=a2+b2
- n a+b’

KOja je ounTO cafpxkasa nsmeby b—a u b+a, a cama BpEJTHOCT OBOT MH-
HIMYyMa )&

2 b2
12 _ m__ _ a‘ + ’
(12) Y \]m_+n2 \]az+b2+(a+b)2
R

3aa=>b.

mocTIKyhy HapaBHO BPETHOCE

Kap x onnaga o,

£
2

x=—, I x=b-—a,

= [y

[I pacTe Off CBOj€ jeAMHCTBEHE BPEXHOCTH MUHMMYMa (12) mo BpepHoOCTH

_Ja’+bP+-a) 1 | _a (2)2
(13) H= 2 A Y

Koja e, 360r £ <1, HajBulIe jefHAKA ——.
ja ] b ] ] \/E

akne: ako cy a, b, ¢ clipaHuye jegnoz Wpoyana, 8pegHOCUL KOAU-
YHUKA
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va® +b* +¢?

a+b+c

u =
Je yeex cagpxcana usmeby gea 6poja

1 1
——=0,5774..., —==0,7071....
\/5 )58

V2
OBO ce MOXXe U3pa3UTH y OGNUKY jeHAKOCTH
(14) Ja? +b% +¢? = (A+6B)a+b+c),
2ge ¢y A uB Hymepuuke KoHcilianilie umajyhu 3a 8pegrHoCiu

(15) A=--=05774.., B=-L

1
V3 V2 A3

u zge 0 ipegcuiasma 6poj cagpxcar usmeby O u 1.

=0,1297...,

Homa rpanuua 1 (oproBapajyha 3a 6 =0) je gocTuruyTa 3a jen-

V3
1

HaKOCTPAHUYHE TPOYIVIOBE; TOPIba rPpaHuIla 7 (onroBapajyhaza 6 =1) je

IOCTHUTHYTa Kaf je

Ilpumene. — Op DPETXONHOT c€ MOTY HAUHHHUTH MHOTe NMPUMEHE Off
Kojux hemo, kao Ha npuMepe, ykazaTu caMo Ha ciefiele.

I. ITosnara penammja
m* +n? +p? = %(az +b% +c?)

u3Meby gyXKuHa m, n, p Me[idjada jeqHOT TPOYIia ca CTpaHUuaMma a, b, ¢
BOJIHU, IpEMa IIPETXONHOM TBphemy, Ao penanje

(16) NmE+nt+pt =w(a+b+o),

rae je o 6poj usmeby
L_0,5000..., u l\/§=0,6124....
2 2V2

Hyxuna pujaroHane L mpaBOYIior mapalieleNnuiefa dhje cy UBUIE
TPpH MeJHjaHe jelHOT TPOyIia jefHaka je, jakine, obumy S TOT Tpoyria Imo-
MHOYKEHOM HYMEPUUYKNM Koe(UIUjeHTOM KOjHu ce YBeK Hanasu u3Mmeby
0,5000 u 0,6124.



164

HAYYHE PACITIPABE

Takobe ce BupU fa cy jefMHU NPaBOYIIIN TPOYIIIOBHU KOji MOTY UMATH
KaTeTe jeJHaKe Ty>KuHaMma L u S Tpupy>KeHIM JeTHOM HCTOM TPOYIIy OHH
YHjH Ce OIITPH YITOBYM Halase: jemaH m3Mmeby 26°30" u 31°30°, apyrm
u3Mmeby 58°30" m 63°30". '

II. Pe3ynTanTa Tpy BeKTOpa KOjH MOTY ia 06pa3yjy TPOyrao U Yuju je
36Hp cKamap S, UMa BPegHOCT AS, rfe je A HyMepUdYKN Koe(UIHUjeHT u3-
meby 0,5774... 1 0,7071...

[I. Ako cy fate Tpu (pyHKUHjE
f](X), fz(X), f3(X)

IIO3UTUBHE Y HHTEPBAIY Off X =a [0 X = b W Takse [ia ¢ y TOM HHTepBaIy
CTaJHO

(17) L-HAShShA+1
ouhe

b b b [4
18) [a|fF+fA+f = (A+GB)[J.f1dx+Jf2dx+Jf3dx},

rae cy A u B Hymepuuke KoHcraHte (15) u rie je 6 6poj Koju ce Hamasu
m3meby O m 1.

IV. ITocMaTpajMo IyK HEKE KPUBE Y TPOOUMEH3MOHOM IIPOCTOPY AYXK
xora, nponasehu ra y ogpehenom cmepy, cBe Tpi KOOPAMHATE X, ¥, Z PacTy
FICTOBPEMEHO ¥ HA TAKAB HAYMH 1a HUXOBH jEAHOBPEMEHH OECKOHAIHO Ma-
JIY IPHPAIITAjF MOTY y CBAKOM TPEHYTKY Jia 00pasy]y Tpoyrao.

[yxcuna ayxa 6uke jegnaka 36Upy KOHAYHUX UPUPAUUITAja KOODGUHA-
a, Koju ogzosapajy idpoadsy og jegHoZ Kpaja ayka go gpyzoz, UOMHONe-
HOM HYMEPUHKUM KOeDUUYUJEHTLOM KOJU Ce Y8eK HAAA3U uameby 0,5774... u
0,7071...

Kana cy, Ha IpuMeD, JeAHauYnHe KpUBe
f(x,32=0, 0(x,y2)=0
NPETXOHHU YCIOBH KOJH CY
0<dy—-dx<dz<dy+dx

(v HapaBHO OHM KOju he ce UMaTH nepmyTyjyhu x, y, z), mpeTBapajy ce y
cneniehe HejeMTHAKOCTH KOj€ Tpeba fa 6yny 3aI0BO/bEHE 3a CBE TaYKE KPUBE
Ha TIOCMaTpPaHOM JyKY:.
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(19) osP_TstP+T,
T T T
TIe je
o of F o o of
_|0z ox _|ox oy _|9dy oz
B0 P=150 d0 ©=|0 a0 "= 20 de|
0z ox ox dy dy oz

1II. - CUMETPUYHE ®YHKIIWIJE CTPAHVUIIA UJIN YTTIOBA

Heka je f(x) dynkuumja ox x Koja ce y OKOJIMHM Tauke x = 0 MOXe
PasBUTH y CTEIEHH pef

(21) ag +ax+ax* +...

IIpH YEMY je CBaKH KOe(UUMjEeHT g; TO3UTUBAH WM HYyINa, a IPBA IBa KO-
edunujeHTa gyl a, MOTYy yocTanoM OUTH GUIIO KOjU peanHy 6pojeBu.
ITohumo op cnepehe nako foka3uBe YUHLEHALE: BPENHOCT OTHOCA

(22) (x+y+2)!
xP +y? 4 ZF

THE Cy X, ¥, z, p TIO3UTHBHE KOJNNYHMHE, HAJIA3U ce yBeK u3ameby 1 m 3771
rpannna 1 je focturayta xap je p = 1 wnm xap cy fBe Of KOJIHIHHA X, Y, 2
3aHEMaplbUBE y OfHOCY Ha Tpehy; rpammna 3”7 je mocTurhyTa Kap je
xX=y=z.

3ap=2,3,4,.. nobuja ce

(23) a (x+y+2)* = a (xF+y* +25),
Q4  gxty+olFs C;—"[Gﬂ" O G (k=234,.)

IIpeTnocraBbajyhn fa je 36up x +y+z Mamu Of NMOJyIpevYHHKA
KoHBepreuumje pena (21), m3 (23) ce u3Bnaun

(25) FE+ N+ @S flx+y+2)+2f(0),
a u3 (24), 3amewyjyhu 1y 3x, 3y, 3z ca x, y, z, ©3BOAU ce HajIpe

k
ak(x_4%+_z) < %(x" +yF+2%)
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u moMmohy oBora

f(%) <@+ o+ £

7 jor
(26) FO)+ FO) + f(2) 2 3f (ﬁgi]
TaKO ce IMa JBOCTPYKa HEjeJHAKOCT
@7 3f (i‘—%) < FE+HfO+F@D S fxty+2)+ 2£0)

KOja ce MOXe U3pas3suTH jefHaKolhy
(28) fO+fO+f(D)=Fx+y+2)+6D(x+y+1z),

rme je
(29) F<t>=3f(§), <1><t)=f<r)—3f(§)+2f(0>

u rie 6 o3HavyaBa KoedunumjeHt Koju je usmeby 0 u 1. Ose gBe rpaﬂﬁue Oum
1 6uBajy KOCTHTHYTE 3a NPOU3BOILHY MYHKIHM]Y f(f) Kafa ABE Off KOMMIMHA
x, y, z Texe Hynu (0 = 1), oqHOocHO Kafje x =y =z (6 =0). :

T[IpumennMo cafa TBpheme y fBa creneha ciydaja:

Ipsu cayuaj: X, y, Z ¢y Wpu Clipanuye jegnoz wpoyzaa. O3snauaBajyhu
ca s o6uM Tpoyria, hopmyna (28) maje

(30) f(@)+ f(b)+ f(c) = F(s) + 60 (s),

e cy F u ® dyukumje (29). Jomwa rpanuua 6 =0 je TOCTHrHyTa 32 jen-
HAKOCTPaHMYaH TPOYTrao; ropisa rpanuia 6 = 1 HHje HAKana TOCTUIHYTa.

Ipyzu cay4aj: X, y, Z cy Wpu yZaa jegnoZ Wipoy2na u3paxcenu y geao-
suma og . Dopmyna (28) maje

(1) fFo)+ @)+ f(y) = F(n) + 6 (),

rae cy F u ® dyuxngje (29). Jomwa rpanuya 6 =0 je fOCTUTHYTA 32 jemHa-
KOCTpAHMYaH TPOYrao, a ropra TpaHula 6 =1 3a jelHaKOKPAKH TPOyrao
ca TyIIUM YIJIOM OJIMCKYM T.

dopmyae (30) u (31) gajy 3nauajue uzpase CUMEUPULHUX @dyHkyuja
CUApAHUYA UAU Y2ZA084 TUPOYZAQ.
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CeruMo ce fa oBe opmylie NpETNOCTaBbajy fa ce ¢pyHkuuja f(r)
MOXKe y OKOJIMHH Ta4yke ¢ = 0 pa3BUTH y CTEIIEHH pef

(32) f) =ay +at+at* +...,

Ir7e je cBakd KoedWIujeHT g; TO3UTHBAH WM HyNa, a IpBa fBa KoepHuu-
jeHTa a, 1 a, Mory 6uTH 610 Koju peanHu 6pojesn. Popmyna (30) mpet-
NocTaB/ba KOHBepreHuujy pema (32) 3a 1 =s, a dopmyna (31) xousep-
TeHLujy pefasa t = 7.
Y3umajyhu, Ha npumep,
fy=¢,
HaJIa3H ce Ja je 3a OWJI0 KOju TpOoyrao
e* +eP +e' = M+ON,
rae ¢y M u N nBe HyMepu4Ke KOHCTAHTE Ca BPEHOCTHMA

T

M =3e? =8,54896..., N-= 2+e" —3e3 =16,59134...

WA

IMpumehyjemo, 3aspiasajyhin, xa cy dopmyne (27) u (28) camo moce-
6aH ciy4aj jefHe OIIITe TeopeMe Koja U3paxapa penanujy usmeby apur-
MeTHYKE CpefuHe OHII0 KOT 6poja MO3UTHBHHX KOMUUMHA U IPOU3BOIHHE
cMMeTpHYHE (PYHKIUje THX KOJNMYMHA MTO he GHTH H3JIOXEHO y jefHO]

IpYyTroj pacnpaBH.



TEOPEMA O APUTMETUYKO]
CPETMHU ITO3UTUBHIX
KOJIMYMHA

1. Heka je f(x) ¢yHKIHja Koja Ce y OKOJIMHM Tayke x =0 MoOKe
PasBUTH Y CTeIICHH Pef

O ag +ax +a,x® +...,

DA Y€MY je CBaKU KOe(hHIUjEeHT g; peayaH M MO3WTUBAH WIM HYJa, IpPBa
MBa Koe(MUIUUjeHTa ad;, U a; MOTY, yOCTAJIOM, HIMAaTH OHUJIO KaKBe peajHe
BPEJIHOCTH.

Hexka cy x,,x,,...,x, peaqde U IO3UTHBHE KONMYKMHE YU je 30up
MaB:u Off OIyNpeYHrKa KOHBepreHuje peaa (1).

O3naymmo ca

Sttt _ S+ +f(x,)
n n

u

ApUTMETHYKY CPEUHY 1 KOJIHYAHA X; U apUTMETHUYKY CpefguHy M ofro-
Bapajyhux BpegHocTy dynkuuje f(x).

Hamepan cam ga uspasum M kao ¢yHKyujy ogn y obauky jegre itieo-
peme 0 cpegr0j 8pegHOCIIU.

Y Ty cBpXy pa3maTtpaM (YHKIH]Y # TPOMEHIbUBUX X;

-1
(2)  F(xpxp,....,x)=n""(x +. . +x))—(x;+...+x,)"

rie je p 6uno xoju peanaH 6poj, u npuMehyjeM, Kao IITO ce JIAKO BUOH
yoOHYajeHNM TIOCTYIIKOM TEOPHje MaKCUMyMa 1 MUHMMYMa, crefehe:
1. axoje p > 1, dpyHKUHja MOCTaje HajMamba 3a

3) X[ = Xy == X,

* Hacnos opurnnana Théoréme sur la moyenne arithmétique de quantités positives,
L’Enseignement mathématique, Genéve, 1916, t. XVIII, 34, pp. 163-176.
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0Baj MHHUMYM je HyJa, (PyHKIIK]a je TO3UTHUBHA 32 CBAKU npyrn CKYII TO3H-
THBHUX BPETHOCTH X;;
2. ako je p <1, ¢pynakuumja nocraje Hajpeha 3a (3); oBaj MakcUMYM je
HyJa, OHa e HEeraTUBHA 3a CBAKU APYTH CKYI MTO3UTUBHUX BPEJHOCTH X;;
3.3a p =1 ¢yHKIH]a ce CBOAY HAESHTUYKH Ha HyIIy.
Onatie ce 3akJbyuyje aa he ce, o3Hauapajyhu ca p BpeHOCT ofgHOCa

(4) (xl+...+x,,)”’
xl+ o xk
MMAaTH
p<n™ 3a p>1
p=n! 3a p<l
p=1 3a p=1

C npyre cTpaHe, OUHTO j€&

p>1 3a p>1; p<1 3a p<l

npu yeMmy he GUTH jeXHAKOCT CaMoO Kaf Cy X; 3aHEMapJbUBH Y OJHOCY Ha
jellaH Off BUX.

ITpema ToMe: BPEHOCT P C€ YBEK Hana3| usMeby rpanuna 1 u n”~ L
IpBa rpaHUIa je JOCTUTHYTa KaJ j€ p MPOU3BOJBHO & X; Cy 3aHEMApJbUBH Y
OHOCY Ha jeflaH Of HbHX, WA MaK Kaj Cy X; NPOU3BOJBHK a p = 1; gpyra
rpaHHIA je JOCTUIHYTa Kajf X; IOCTaHy MebycoOHO JefHaKu.

Bynyhn Tako, oTya ce u3BIa4M 3a p = 2, 3, 4, ... HU3 HEJEIHAKOCTH

(5) al,(x1+...+x,,)” Zal,(xf’+...+x,’,’)

(6) a,(x +...+x,) 2 fl};—’[(nxl)” +...+(nx,,)”]

Koje ce CBOjie Ha jefHaKocTH (unenTuteTe) 3ap =0 U p = 1.
13 (5) ce u3Bnaun

O+ x,) 2 fx)+..+ f(x,) = (r=Df0)

4 IpemMa ToMe je
() _%Umm+m D).

U3 (6) ce n3Bnauy, 3aMemmyjyhn nx; ca x;,

P

a

al(u) <O (P ok xD)
n n
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OfaKie je
S L[FGr) 4k £x,)
U IIpeMa ToMe
(8) fwsM.
Tako ce cTixe 10 gBOCTpyKE HejenﬁaKocm

n

Koja gaje Hajyxce mozyhe ZpanuLe 3a apuilimeiiusky cpegqury M uspaxcery y
QyHKYUjU apuilimeiiuke cpeguHe 1.

ITpema mpeTXOHOM OBE TpaHUIlE MOT'Y GHTH HOCTHTHYTE 3a IPOM3-
BOJBHY PyHKUm]Y f(x).

HBocTpyka HejegnakocT (9) ce Moxe U3pasuTH y o6muky crnepche
TEOPEME O CPENHO] BPEFHOCTH KOJy CMO UMAJIH Y BULY.

Teopema. — Apuitimeitiutixe cpegure

Mz.f(xl)+---+f(x") u u:x1+...+x"

n n

ge3ame cy peaayujom o6auka

(10) M =® )+ 0¥ (u),
Zge je
(11) o) = f(w),
(12) ¥ ()= f(nw) +(n-1)f(0) £
n

u zge je © uununay ysex cagpycar uzmeby O u 1; zZpanuye 6 =0u 6 =1cy
gociiuzHyitie; iipea Kag cy ceu X; mebycobHO jegHaku, gpyza Kag ceu X;
iociiajy 3aHemap/ousu y OgHOCY Ha jegar 0g rUx.

Takobe ce Mmoxe TpaHcdopMucaTH IBOCTPYKa HejenHakoct (9) y jen-
HaAKOCT Ha cnefehu Ha4uH: H3pas

(13) S+~ 1fO)

IpefCTaBlba jeqHy (YHKIMjy MIPOMEH/bHUBE ! KOja Ce CBOAY Ha IIPBU 4JIaH y
(9)3a =1, naTpehu unan y (9) 3a ¢t = n u crayHO pacTe Kap ¢ pacre ox 1 Ko

. 1 . _
n; IpeMa ToMe, 3aMey]yhu y memy ¢ ca E, umakhe ce jegnaxociu
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(14) M= &f[%jm ~£)£(0),

- e : 1
2ge je & jegHa KoauuuHa xoja ce Harasu usmeby — u 1, oBe rpaHuie MoTy
n

OUTH NOCTHTHYTE 3a IMPOM3BOJBHY PYHKUH])y f(x), pBa Kag Cy CBH X;

3aHEMapJbUBH y OJHOCY Ha JelaH Off HBUX a Apyra Kaf ¢y oHH Mebyco6HO
JeHaKH.

dopmyna (14) naje Takobe peuieme o6pHyTOr NpOGIEMA: USPASUILU
ApuiliMeiiuiKy cpegury N Homohy apuiuimeiiuuke cpegure M: Ouhe

p=Ex

rjie je x jefaH of NO3UTHBHUX KOpeHa jefHaYlHE

fx) = %[M —(1-8)fO)].

®opmyina (10) ceomu Taj Hpo6iIeM Ha pelllaBamke Je[HaUMHe
D (x)+0¥ (x)=M,
7€ j€ 1 jeflaH Off MO3UTHBHUX KOPEHA OBE JEHAYMHE IO X.

Axo ce y (14) x; npomenn y nEx; ¥ aKo ce 3aTuM cTapu n = %, CTHXKE

ce 1o ¢popmyne

(15) furh“+ng=QP{%J+m}fﬁ%ﬂ—oﬁ—nﬂm

1o
n
uspaxcasajyhiu uszeecHy epciily ileopeme 0 agUUAUSHOCIAU dyrnkyuje f(x)
flocmailipano? uila y 06.auKy Wieopeme O Cpegroj 8pegrocitiu. I'panuie
€= 1 n { =1 cy fOCTUTHYTE Y MPETXOAHO Ha3HAYECHUM ClTy4ajeBuMa.
n

Mosxe ce, aKiie, IOTBPIUTH [la CE 8PEGHOCUL
(16) Flxy+...+x,)

HAAA3U YBeK U3meby Zpanuua uspasa

(17) [fGe)+.. + F(x)] = (r=DFO)
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(18) %[ Flax) ...+ flnx,)]

U ga moiice, 3a ipoussonny pynkuujy f(x), buitiu jegnaxa jegroj uau gpyzoj
0g 08UX Zpanuua.
Jepnaumna (10) yuHE BUIJBUBEM 1a CE CHMETPHYHA (PYHKIIH]a

(19) f(xl)+"-+f(xn)

n TMO3UTHBHUX KOJNWYUHA YH)U 30Mp MMa BPEJHOCT s 14 YBEK HalMCaTd y
o0nuKy \

(20) A+6B
rae je
ool
n
(21) B=f(s)- nf(%) +(n—-1f(0)
0<06<1

TAKO J1a ce y8eK HAAA3U u3mehy 6pegHoCiU
nf(i) u f(s)+(n—1)£(0)

y3 MoZyhHOCI ga 6yge jegHaxa jegroj uau gpyzoj 0g 08UX ZDaHuUua.

2. TIpeTxoyHE jeAHAKOCTH M HEjeHAKOCTH Cy 3TOJHE 32 pa3He NpH-
MeHe 0Off Kojix hy, Kao npuMep, Ha3HAUUTH CAMO HEKOJIMKO HaJHETOCPE/THH-
JUX.

Y3umajyhu, Ha ipuMeEp,

fx)=¢",

Haja3M ce Jja ce BpegHoCT 301pa
e +...+e"
MOXKe N3pa3uTu y 06IuKy A+ 6B, rje je

S 5

A=ne", B=e"+n-1-ne", s=x+...+x,

Y3umajyhu

f(x):(x_"-’ Xk :xk’
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rge ¢y O 1 x TIO3UTHUBHE p€aTHE KOJTUYUHE, MOXKE CE 361/Ip

o +o o
U3pa3uTy y o6nuky A+ 0B, rne je

xa"—] a1 xa'-1

A=non*!, B= o 1 +n—1-non
Y3umajyhu
X = sin? x, Xy = cos’ x,
HaJa3y ce
f(sin® x) + f(cos? x) = A+ 6B,
e je

A= Zf(%), B = f(1)+ £(0) - 2f(%].

AKoO ¢y o,B,Y yriosu Tpoyria, iMahe ce

fla)y+f(P)+f(y)=A+6B,

TIe je

A= 3f(§), B = f(m)+ 2£(0) - 3f(§),

Tako fa he 3a npon3BoJbaH TPOYrao, Ha IpuMep, OUTH

e +eP+e' =a+6b,
e je

x
3

a=3e* =8,5489..., b=2+e" -3¢’ =16,59134....
AKo je maTa anre6apcka jefHaYMHA
X" +ox" e x™t+. . 4c, =0

ca peanHum KOpEHUMa O, 0,,..., 0, , OHfa ie GuTH

fa})+...+ f(a2) = A+6B,
rae je

. .
A= f[ ~ 2 ] B= f(c} - 26;)+(n-Df(©O) - nf(c—l—nzﬁj,
taxo Aa he ce, craBmbajyhu

S, =0f +...+o,
nMaTHu
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1
S SA<IL

Slk == 7\4S§ = 7\.(6‘12 —2C2)k,

Kap cy cBM KOpeHU pedsHu U io3uitiusHu, Tay e 6utn

flo)+...+ f(a,) = A+0B,
e je

A= nf(— %‘) B = f(-c))+(n-1f(0)= nf(— C—nl) |

TaKo Jla Ce, Ha IPUMEP, BPEIHOCT CUMeTpryHe (DyHKIHjE
e’ 4 e
TJI€ je r IO3UTHBHA KONMMIKNHA, Halla3) yBeK u3meby rpanuue
e

ne ",
MOCTHTHYTE Y CIIydajy jefHauuHe

4 TpaHuLe
e +n—1,

[OCTUTHYTE y CIIy4ajy jeRHaunHe
"W (x+¢)=0.
Y ciyyajy O3ATUBHEX KopeHa he Takobe Gurn

S, =ASE=M=c)f, —=SASL
n
Bro Koja palioHajHa CHMeTpHYHa (pyHKIMja KOpeHa Ce H3paxasa
nomohy S,, Ma ce rpaHuMie Bapujaumje Mory ROOUTH momohy ¢, MIH
ct - 2c,.
3a MO3UTHBHE X; ¥ PEayHo p je

log(x! +...+x)=plogs+0
ca
0<8<(1-p)logn akoje p<1
(1-p)logn<d<0 akoje p>1.

Y3MuMO, Ha IIpUMED,
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The Cy ay,d,,...,a, OMIO KaKBe pealHe KOJNMYMHE a 1 pealHa U KOHAyHa
GbyHKUKja TDOMEHJBUBE ! Y IIOCMATPAHOM MHTEPBANy O t=a 1O t=b u
dmje ce BPEHOCTH, 3a ¢ U3 TOT UHTepBana, Hanase mamehy 0 u 1. Heka je v
(byHKIM]a OF f, peanHa ¥ HEMPOMEHJLUBOT 3HaKa y MHTepBany (a, b). Us
IIPETXONHOT cnefu aa he uHTerpan

b
jvlog(e”‘“ +...+e™")dt

HMaTH BpC]IHOCT
b b
Cfuvdt+6DIvdt,
rae C 1 D uMajy BpeIHOCTH

C=log(e™ +e™ +...+e), D=(1-N)logn,

rae N o3HayaBa HajMamwy BpegHOCT (PyHKIMje u y HHTepBaly (a, b), a 6 je
YPHUIAL KOJU ce Hanasu m3mehy O u 1.

Y cny4ajy na cy BpegHOCTH (pyHKUH]e U, 3a ¢ U3 uHTepBana (a, b), Behe
on 1, xoncraura D he 6utu 3amermena ca (1-M)logn, rae M o3HauaBa Haj-
Behy BpenHoOCT o u y unTepnany (a, b).

YuuHEMO ¥ jefHy IPAMEHY Ha payyH [y>XAHa JIyKOBa KPUBUX Y 1 IU-
MEH3HOHOM TIpocTopy. M3 IpeTXONHOT CIeNU Aa 3a MO3UTHBHE X; JECTE

(22) NxE o+ x2 =0(x ..+ 1), %SOSI.
n

To ce yocTaroM BAAM HEMOCPEIHO U3 HACHTATETA

3 -(S) =L K-

i=12,....n j=L12,...,n

32 ()

npu yeMmy he GATH jeRHAKOCT caMo y ciIydajy Tae ¢y cBu x; MebycoGHo jef-
HaKM. \

Hexka cy x,x;,...,Xx, KOOpAuHATe Tayke M y n AUMEH3MOHOM IIPO-
CTOpPY TakBe Jia je eNeMEHT JIyKa jef[He KpUBe II0CMaTpaHe Y TOM IPOCTOpY
U3paxkeH ca .

KOj¥ ITOKas3yje fa je
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ds® =) dx?.

ITocmarpajMo jeaH feo s KOHAYHe Ty:KWHE JyKa MYX KOTa ce CBaka
KOOpAMHATA X; MEHa KOHCTaHTHO y JeJHOM HUCTOM CMHCIY, pacTyhu mmu
omanajyhu. O3naunmo ca X; alcolyTHY BPEJHOCT KOHAYHOT NIPHpPAIITaja
KOOpAMHATE X; Kajl ce npobhe off JefHOr KO Apyror Kpaja nyka. Taxma he ce
uMmatu cineaehe TBpheme:

Hyxcuna s Ayka uma epegrocii

(23) 5= 62 X;

Z0e ce uuHuaay 0 Hanasu usmeby % ul.
n

HoBobHO je, fa 61 ce TO BUAEO, 3aMEHUTH Y IPETXONHO] jeMHAKOCTH
(22) x; anmcoxyTHEM BpefHOCTHMA Off dx; Na MHTEerpanuTy usmeby nsa xpa-
ja IyKa y3 IPEMEHY TeOpeMe O CpPefbOj BPEIHOCTH Y KOjOj je TIPHUCYTaH YH-
HuJIaI 0.

Y moceGHOM clyyajy paBHe KpuMBe 4YmHHIAL 6 je m3Meby % =

=0,7071... n 1; 3a KpuBE y TPOAUMEH3NOHOM IIPOCTOPY OH C€ HaNa3y u3-

meby % =0,5774... u L uth.

3. ITpeTxogHa TeopeMa O apUTMETHYKKM CPEIHHAMA JIaje UCTO TaKO
TeopeMe O Cpefii0] BPEMHOCTH 3a MHTETpaje MHOLUTBA OONYHUX nudepeH-
UJaJHUX JeTHAYNHA, TapIijaTHuX IudepeHyjaTHuX jefHaYlHa WA [H-
teperumjanHo-nudepeHIHNX jeqHaynHa. OHa faje HauMH U3pakaBarma UH-
Terpana, Koju 3aoBOJbaBajy AOCTa IIMPOKE YCIOBE, IoMOhy IO3HATHX
(pyHKIH]ja HE3aBUCHO IPOMEHJBUBYX M JeTHOT MJIM BHUILE YHHMUIIANA O KOju-
Ma he ce mo3HaBaTH rpaHulie y KOjuMa ce Hanlase.

ITocMmaTpajMo, Ha IpUMED, jefHaYMHy IIPBOT pefa

(24) s =f(x,9)

Ha KOjy ce CBOAM OIIIITH po6iieM ofipebuBamka paBHUX KPUBMX YHJH j€ YK
s gata ¢pyHkuuja f(x,y) KOOpAHHATA.
3amemwyjyhu Ty s ca

9[(x_x0)+(y—y0)] UM TIaK ca 9[(x—x0)—(y—)’o)]v

Beh nmpeMa ToMe fa M ce mocMaTpajy peallHe pacTyhe rpaHe UM peajHe
onanajyhe rpade y mocmMaTpaHoM mHTepBany, no6uhe ce, 6e3 uHTErpanyje,
jelHa4ylHe OBUX IpaHa Yy JeTHOM WM APYTOM Of iBa 0OJIHKa
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(29) FGy)=8[x+y—(xg+y)]=0
Fxy)=8[x =y —(xg = %] =0,
rie je 6 uMHmIAL Yrje ce BpeIHOCTH MOTY MemaTu camo u3meby 0,7071... u
1, u rne noveTHa Tayka (Xxg,y,) Urpa yJIOry HHTErpaljuoOHe KOHCTAHTE.
ITocmaTpajMo kao Ipyru npuMep je[HaAYMHY

d 2
(26) [d—yj +y2 = f(x)
X

KOja ce JaBJba y ONIUTHM NPoGieMAMa FreOMeTpHje ¥ Mexanuke. O3HavaBa-
jyhu ca ¢ (x) MO3UTHBHY BPEIHOCT Of ~/ f(x), 32 KOjy IIPETIOCTaB/baMO fa
je KOHayHa ¥ HeNpeKHUHa Ha MHTEpBaJy Ofl X = X, I0 X = X;, [IOCMaTpajMo
peanHe UHTerpaje KOju Ipoyiade Kpo3 JaTy NMOYEeTHY Tauky M(xg,yy),
cMelnTeRy (ogpebeHocTH panu) w3Hap x-0ce; OBa TayKa ce HY>KHO HAIA3| Y
obnactu D n3meby x-oce u kpuBe y = ¢ (x), 6e3 yera 61 nocMaTpaHa rpaHa
UHTETpalHe KpuBe OKMila UMaruHapHa.

Kpo3 M, mponase gBe rpaHe MHTETpalHe KpUBE, Je[(Ha IO3UTUBHA

actyha Y, ynju yraonu koeduIjeHT TaHTeHTe Y M, ©’Ma BPEeIHOCT
pacty 1 0

\/f(xo)—)’% )

Ipyra Imo3uTHBHA omafajyha ca yraoHUM KoeHLUjeHTOM TaHTeHTe y M

JERHAKUM
=~ f(x0) = TR

OBC JABEC TAHI'CHTC CC IIOKJIaHajy Kajpg ¢e TadkKa MO HaJa3y Ha KpI/IBOj

y =0 (x).
3arpany Y, 6uhe, npeMa IIPETXONHOM,

: dy Y dy 1
27 “Z| +yr=0|ZL+y|, ——<86,<1
(27) [dx) y 1(dx Y) \/E 1
IIa OBa I'PaHa 3a0BOJbABa jeHY jef[HaYMHy OONHKa
(28) %+y=?»l(p(x), 1<A <42,
X

Opnagpe ce go6uja

y= e_(x—x()) Yo + JlleA-_XO(P(x) dx

Xo
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¥, IPEMELY]yhu Ty 3ajeJHIUKY TeOpEMy O CpPeJiiboj BPEJHOCTH,
(29) : ¥ = Y0P (%, x0) + I, (x, x5),
rae je
(30) @ (x,x0) =70 W(x, x,)=e* J e’ (x)dx
¥ Tfe |, 0O3HavaBa ‘{I/IHI/IJIaII,\/@yHKHI/ij Off x, 4Mja BPETHOCT OCTaje, AyX
rpane Y|, cranHo uameby 1 u /2. \
Jegnauuna (29) tipegciiasma Zpany Y, u iokasyje ga ce oHa CHIAAHO
Hanasu uameby ogzoeapajyhux zpana geejy Kpusux.

(B1) y = 3@ (x, )+ ¥ (x, %) B y=y,@(x,%)+2¥ (x, x,).

3arpany Y, jeqHauuny (27) TpebGa 3aMeHATH ca

2
dy 2 dy) 1
32 = +y =0, y——=| -—+—<0,<1,
(32) (dx) Y 2()’ dx A2 2

IITO BOAY A0 jelHAUNHe
(33) Y= Y@ (x, x0) — oW (x, X0), 131125\/5,

rae cy @ u W pmaru ca (30), dpegciiasmwajyhiu Zpany Y,; osa ce imaxobe
Hanazu usmehy ogzosapajyhux zpaua geejy Kpusux

Y= Y0P (x,x0) =¥ (x,xp)

34
G4 y=y0®(x,x0)—ﬁ‘P(x,x0).

Kpo3 Ttaury M{(xy,—yy), CAMETPUUHY Ta4k® M| y OOHOCY Ha x-0Cy,
IpoJia3e UCTO TaKOo JBE paHe HHTerpajiHe KpUBE, jefiHa HeraTHBHA Omaja-
jyha U,, npyra HeraTtuBHa pactyha U,, 06e cuMeTpuyHe rpaHamMa Y, u ¥, y
OHOCY Ha Xx-0Cy.

I'pane Y, u Y, (ucro kao U, u U,) nona3e Hau3MeHUYHO jeHA 3a IpY-
roM cnajajyhu ce y Taukama rje cexy (OUKCHUpaHy KpUBY

y: - f(x)=0,

KOja IIPEJICTaBIba MECTO MAKCUMyMa X MUHMMYyMa MHTETPallHUX KPHBHUX.
Youumo kao Tpehu npumep napuujanHy jefHaunHy

wY (av) _
(35) (a—j +(§) ~ f(ny)
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4 1ocMaTpajMo jefiny obmact D y paBHu xOy y K0jOj je uHTerpan V peanax

U TOe Cy U3BOAH N u v cTanHOT 3Haka. Heka je € jenuHMIa Koja 03-
X Y
aV v .
HayaBa KOHCTAHTAH 3HaK Off Em a 1 U3BONY 3 oproBapajyha xonmuunHa.
X Y

Y o6nactu D he unTerpan V 3aoBOJbaBaTH JefHAYNHY

wY (VY _
(22 - oo

(36) ¢ (x,y) =~/f(x,)

AT, IPEMa MIPETXOHOM, JIMHEeapHY jeAHaYnHY

ca

(37) ea—v+na—v=9<p(x,y)
ox dy

rfie je O unHmMIal Koju ce Hanasu usMeby 1 u V2.
Tako ce foBOMH [0 pa3MaTparba CUCTEeMa

edi _pdy_av

38 ;
(38) T
onakye ce fobuja
(39) y= %x +C,
aV
4 — = ¢00,
(40) S, - e

rfe je C, Mpou3BObHA KOHCTAaHTA. AKO Ce y JIPYTOM WiaHy u3 (40) y 3a-
MeHH cBojoM BpenHomhy (39), jepnaunna (40) y3uMa o6nmuK

(41) %—‘;:aetp(x,%x+clj.

®yHKIHja ¢ je CTAJTHOr 3HAKa, I1a he ce MpUMEHOM OIIIITE TEOPEME O
CpeNb0j BPeAHOCTH OOUTH

(42) | ' V:EG’J(p(x,%x+Cl)dx+C2,



180 HAYYHE PACITTPABE

e je C, jefHa Ipyra Npou3BOJbHA KOHCTAHTA, a 0’ YHHIIIAL CafipKat 13-
meby 11 +/2.

C ppyre ctpane, u3 (39) u (42) ce u3Bnaun
Ci=y-fx C=V-00C),
rae je

<1>(x,cl)=j<p(x,%x+cljdx

TaKo fa he TpakeHu MHTErpan GuTH OOIUKA

1% =89’<I>(x,y—~8—x)+‘1’(y—£xJ
n n

rae je ¥ (¢) jenHa, morogHo u3abpana, (GyHKIMja CaMO jefHE IIPOMEHILHBE 1.
ITocrynak ce npuMemyje, ICTOM JIaKOhoM, Ha OIIITY je[HAUNHY

5 2
(a_vj + +(—al) =[x %200, %)
ox,

ox,
1 JTOBOJH {0 CIMYHOT U3pa3a 3a MHTerpas V y CBakoM JOMEHY IPOCTOpa ca
n He3aBHCHUX MPOMEHJBUBHUX X|,...,X, ¥ KOMe je MHTerpan V peanas u rjie

. vV
]€ CBaKH JNE€IHMHWYAH U3BOJ —— CTANHOTr 3HaKa; MHTErpan V ce Moxe
X -

HamnnucaTn
V=¥Y+00

rae ¢y ¥ u @ pyHKumje IpOMEHIBUBUX X |,..., X, IO3HATOr OONIUKa U THe je O
jenaH yrHUIay cagp>kad usMeby 1 u Jn.



BE3A USMETBY ITPOCTUX
bPOJEBA W JENHE KIIACE
TPAHCHEHIEHATA

Y MOjuM paHMjuM pagoBUMal mpoydere cy TpaHCIEHIEHTE PENCTaB-
JbeHe OeCKpajHIM penoBMMa O0IHKa

](x)=l+ﬂx+%x2+%x3+...
1! 2! 3!
—1_% 2, 04 4
(1) Ji(x)=1 T +4!x
NG, O3 3 Os 5
Jr(x)y= 1!x 3!x +5!x -

7€ je OIUTH KoeduumjeHar o, nehuHucan o6pacuemM
1 b b
) 0, =~ j ur'de A= [ud,

a rjge u ¥ r O3HaYaBajy ABe Ma Koje (PyHKIZje MPOMEHIBUBE ¢ KOje Cy peal-
He, KOHAYHE 1 HEMPEKUHE 32 BPeJHOCT ¢ IITO ce Hajla3e y pealHoOM U orpa-
HAYEHOM pa3Maky MHTerpaugje (a, b).

Tapga je 04eBUIHO

* Cpricka kpasbeBcka akageMuja, Linac, k. CXX, [Ipsu pa3spen, k. 55, Beorpapn 1926,
crp. 1-17. [lpukasaHo Ha ckyny AkajieMuje NpupoaHux Hayka 1. ¢e6pyapa 1926. ropune.

U Sur des transcendantes entiéres généralisant les fonctions exponentielles et trigonome-
trigues (Compt. rend. de I’Acad. des Sciences de Paris, t. 156. N® du 21. Avril 1913). Séries
hypertrigonometriques (Compt. rend. de 1’Acad. des Sc. de Paris, t. 156. N? du 16. Juin 1913).
Huitiepiionayuja u uniliezpayuja domohy jegre xaace ogpebernux unifiezpana (Imac XCI Cp.
Kpam. Axagemuje). — Fonctions entiéres se rattachant aux nombres premiers (Compt. rend. de
I’Acad. des Sciences de Paris, t. 168. N¢du 17. Mars 1919).
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b
— 1 x
J(x)= Zj‘u(t)e dt
ab
(3) J(x) = %:’:u(z‘) cosrgcdt
b
To(x) = i j w()sinrxdr.

dynxkuyje (1) Be3ane cy penamujom
“@ Ti(x) + i, (x) = T (),

a'y CIenujagHOM Clydajy Kaj je r = const. CBOJIe Ce Ha elieMeHTapHe (yHK-
uuje

5 J(x)=¢e" Jy(x)=cosrx J,(x)=sinrx.

Y cnydajy Kap je r ¢pyHKIMja IPOMEHIbUBE ¢, Te (PYHKINje MMa]y MHO-
re ocobuHe cngune oco6uHama yHKugja (4) 1 MOTy ce, ca Te Tauke TIIe/u-
1ITa, CMAaTPaTH Kao reHepanu3alydje eJIeMeHTapHIX eKCIIOHEHI]aTHIX 1
TPUTOHOMETPH)CKUX (PYHKIH]a.

Y HaBefeHHM paclpaBaMa IOKa3aHo je fa cy ¢pyukumje (1) xopucHn
IOMOhHHU padyHCKM €NeMEHTH, KOJu ce, M3Meby ocranora, MOry IpAMEHHUTH
Ha TAaYyHY WIM DpUONIKHY MHTETpallu]y MOjeNUMHMX THUIOBa RudepeHIH-
janHux, (PYHKIHOHATHUX WX MEUIOBUTHX jegHaunHa. OHe Cy, 1o cebu, no-
mecHe 3a OpOjHa U3pavyHaBamka WIK 33 IPOyYaBame HUXOBUX Pa3HUX 0CO-
OVHA HETIOCPEIHO HA HMXOBUM aHAIUTHIKUM n3pasnma (1) mmu (3).

TIpenmer oBora papa 6uhe jegHa mpoctpaHa knaca pynkumja J,(x) u
J,(x) uuje ocobune citioje y 8esu ca tpocidum 6pojesuma. [Jo6ujeHu pe-
3YATATH CY, YOCTAJIOM, BHIIE O aHAJIUTHYKOT HO Off apUTMETHUYKOT' MHTe-
peca. Oun he, MebyTuM, IMaTi HAPOYATH aPUTMETHYKH UHTEPEC Kaf ce 6Y-
Iy HauUle NMpaKTHYHE MeTofie 3a OpojHO M3pauyHaBamwe dyHknuja J,(x) 1
J,(x) 3a §aTy BpeRMHOCT IPOMEHJbUBE X, a Ca NpUOIMKHOmhY KakBa ce
oyne xTena.

dyHKIMje Koje ce oBHe UMajy y BuULy jecy dyHkuuje J (x) u J,(x)
ymju cy KoeduuujerTr o, peaa (1) mTo UM ogrosapa gaTH OMUTUM 06pa-
cuem

2r 2n
— 1 "1 _
(5) o, = " J;“mt dt A= '([u(t)dt,
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rae je dyHkuuja u(¢t) meduHrCcaHa Ha OBaj HAUMH:

Hexa je f(z) jemHa Ma koja ¢pyHKIH]ja IPOMEHILUBE Z, XOJIOMOpdHa Yy
Kpyry C OIHCAHOT ca MOJTYIIPEYHNKOM ' = 1 0ko Tauke z = 0, Kao ¥ Ha caMo]j
nepudepHuju Tora Kpyra, a 3a Kojy CBH KoepHLHU]eHTH peaa

f(z) = hy +hz+hyz* +...

AMajy CBO] PEaliHu Je0 HO3UIUUBAH.
Hexka je

(6) Ay, Ay, Ay, ...
jENaH Ma KOjU HU3 peasHux U io3uitiuenux 6pojeBa Takas fia pef
(7) Ay + A+ A +...

Oyne KOHBEpreHTaH.
OsHaunMo ca ¢ (1) peannu feo dhyHKIHje

z2f(z) mpoMenmuBe z = re"

Ha Kpyry C u y3MHUMO 32 u(t) QyHKUHjy

n=x

(8) W)=Y Aur@[(n+2)1].

n=0
O6pasar (5) Tana nedunuILe jegan Hu3 6pojesa
Olg, 0Ly, Oy, Og,y...
a oBH, npeMa obpacuuma (1) unu (3), neduuunry jepHy Kuacy @yHKguja
Jy(x) 1 J,(x) xoje hemo osHauuTm ca U(x) u V(x), TaKo fa pyaxuu U

ojrosapa pyru, a pyuxuuju V(x) tpehu pepn (1). Te ce dbyHKIHje, IpeMa
TOME, MOTY U3Pa3WUTH U ofpeheHrM HHTerpanima

2R

©) U(x) = -/11 -([u(t) cos xt dt
2r
(10) V(x) = % ‘([u(t)sinxt dt,
rme je

: 2r
(11) A= ju(z)dt
; 0
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1 oHe ¢y Meby co6oM Besane penaiyjom

(12) U(x)+1iV(x)=W(xi),
rae je
1 2
(13) W)= '([u(t)e”dz.

Mu heMo cap fokasaTd OBy 3Ha4ajHy oco6uHy pyukimja U u V:

To cy yene pyuxyuje ipomenpuse x, iipse épcitie (genre = 1), xoje io-
ciliajy jegnake Hyau 3a céaxu HOUUBAH UAU HEZAMUBAH UPOCIU 6pPO] X, a
gobujajy spegrociiiu pasausHe 0g HyAe 3a C8aKU HOIUILUBAH UL HeZATHU-
8ar cA0XEH OpOJ X.

Ia 6ucMo To JoKa3any, MPEMETHMO Ha je ¢ (¢) jeqHa QYHKIHja Mpo-
MEHJbHBE f KOHAYHA U NIEPHOANYHA, Ca IEPUONOM 2T, HENPEKUAHA Y pa3Ma-
Ky (0, 2n) mpoMenbuBe ¢, 1 fa he 3a cBe BPeJHOCTH ! HIMATH 3a CBOj TPHUIO-
HOMETPH]jCKH pef

ni=o0

(14) Q@)= z (a,, cosmx + b, sin mx),

m=2

7€ je a,, peaiHu, a b, IMaruHapHU ieo KoeduuujeHara h,_,.
ITpema ToMme je

n=oo

(15) u(t) = z Z A,(a,, cosmnt + b, sin mnt)

m=2n=2
TAKoO, f1a aKO ce KpaTKohe pamgy cTaBH [ia je

2r

(16) Ci(x) = Jcoskt-cosxt-dtz;z%)fpstRx
0
n
. . 2 .
(17) Si(x) = !smkr-cosxt-dt = sin” T
ouhe
(18) U(x)= P(x)+0(x),
rae je
(19) P() =5 3, 3 an Con()

m=2 n=2
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nt=o0 jj=o0

(20) O(x) = 1—14' 2 Z bmAnSmn(x) .

m=2 n=2

®yHKumja S;(x) MOCTaje jeqHaKa Hy/TH Kaji x IMa 3a BpETHOCT Ma KOjH
neo 6poj; dbyrkumja C,(x) mocraje jegHaka HyJIm 3a CBe liesie 6pojeBe x
OCHM 3a x = k, y KOME Clyuajy OHa UMa 3a Bpefnoct 27. [Ipema Tome, pyHK-
muja Q(x) mocTaje jefHaKa HYIM 3a CBe Lielle OpojeBe X, a 3a DYHKIH]Y
P(x) TO Bpenu caMo Kaf je x ieo 6poj.

Tume je nokasano pa ¢yukumja U (x) IOcTaje jelHAKA HYIH 33 CBAKH
6poj x (MO3WTHBAH MY HETaTMBAH), a [1a je pa3jM4Ha Off HyJle 3a CBaKH
6poj x (TIO3UTHBAH WK HETATHBAH).

Ca pmpyre crpase, 13 o6pacua (5) BuAM ce, NOIWTO PYyHKIHja u () oc-
Taje KOHa4Ha Ha nepugepuju xpyra C, ia je Moayo KoeduuujeHTa cTenena
x%"y U(x) yBEK MamH Of

M(zn)ZMH

@D Cn+1)

rge M osnavasa HajBehu Monyo ¢yHKumje u(r) Ha Kpyry C. Ilpema mo-
3HATO] TEOpeMH U3 TeopHje PyHKIMja To nmoKasyje aa je U (z) yeaa PyHK-
Iyja HyJITE WX IpBE BpcTe. Any, 6ecKpajHul pen S KOju HMa 33 YJIaHOBe
PELMIPOYHE BPENHOCTH MOAyJIa Hyna Te (PyHKIMj€ CacTOjH CE U3 ABa Jea:
jenaH cacTaBJbeH U3 HyJla Koje Cy IIPOCTH OpOojeBH, a IPYTH U3 OCTANINX HyJa
ako ux Oyne 6uno. MebyTuM, u caM NIpBu €0 NMpecTaBiba jejaH TUBEPICH-
TaH pef, IOUWITO J& pex

i
p
pacmpocTpT Ha cBe Npocre OpojeBe p, fuBepreHTad. To mokasyje fna je u

pen S AuBEPreHTaH, na fa npema ToMe U (x) He MOXe GUTH HyNTE BPCTE,
T]. Ia je To pyHKUm]a ipse BPCTE, UMje je roplke TBphewbe foKa3aHo.

Ha cacBuM cnuvaH ce HauWH JOKa3yje HCTH pe3ynTaT U 3a (PyHKIU]Y
V(x), camo mTo Tafa Tpeda NpeTNOCTaBUTH Jia je, Ha MECTO KoedHlHjeHTa
a,,, KoeduuyjeHat b,, HO3UTHBAH. Tj. fa KoedUUM]EHTH h,, pefa

(22) f(2) = hy + Iz +hyz* +...

MMajy CBOj Koe(uIujeHaT 07 { TO3UTUBAH

Y norneny ommrera Toka ¢pysknmja U(x) m V(x) 3a peanse Bpef-
HOCTH X, Bpe[d OHO IITO je Y HaBeJICHUM peloBEMa JOKa3aHo 3a QyHKIHje
Ji(x) 1 J,(x) yomure, a TO Je&:
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Te cy dyukuumje ocnunaTopHe, ca 6ecCKpajHO MHOTHAM OCHUJIAIMjaMa 1
ca 6eckpajHO MHOT'O peallHuX, TO3UTUBHUX W HEraTUBHAX HYJIA; OCHUNALH]e
cy cBe cnabyje YKOJMKO X MO alCONyTHO] BPEXHOCTH BUIIE pacre, ¥ o0e
¢pysKIHje TexXe HymU 32 x = too. To onagame 6UBa KCTOM OP3MHOM KOjOM

omnama (yHKIHja l. O6e ¢yHKIMje He npenase, 0 CBOjOj alCONyTHO]
X

BPEHOCTH, jelHy ofpeheHy KOHauHy IpaHHMLy 3a BpeMe [JOK x Bapupa Of
—oo 10 +oo. CBe TO BaXXd M 3a W3BOJie THX (PYHKIH]A, KOjU CY (PyHKIIHje
ACTe KI1ace.

Kao mro je mHanpen noxasano, ¢pynkuyja U (x) UMa 3a CBOje HyJIe HA3
npocTux 6pojesa

(23) 1,3,5,7,11,13,17, ...

a HeMa Kao HyJy HAjeJlaH CIIOXeEH 6poj2 .Mu hemo caj oKa3aTH [a:
@ynuxyuja U(X) uma iopeg Hyara (23) jouws u b6eckpajro mHozo Hyra
Koje ¢y pasaomuyu, U o ga uameby gea ma Koja y3acitioiina caoxcena 6poja
fociioje pazromyu Koju cy Hyae iile pyHKyuje.
Jep, npema o6pacuuma (16), (18), (19), (20), ako ce, kpaTKohe pany,
CTaBH f1a je

n=co =00

(24) Rx)= Y Y —mon A"

m=2 n=2 X
Hi=oco jj=cc b A
25 T(x) = s1n X _mnb,A,
(25) (x)= X Sin 27X ngnz‘; — m*n?
dbyuxumja
A Ux)
26 H(x)=2_"2
(26) ) 2 xsin2mx
MOXe Ce HamucaTH y 00IUKY
(27) H(x)= R(x)-T(x).

3a jefaH Ma Koju CIIOKeH (HIIp. TO3UTHBaH) 6pOj ¢ BpERHOCTH
T(c—¢) u T(c+eg)
(rme je € BpJIO Majld MO3UTUBAH 6poj) OCcTajy KOHAaYHe, IOK Cy BPEHOCTH

2 Cge wro ce gokazyje 3a dpyukunjy U(v), fokasyje ce Ha CIMYaH HAUUH W 32
pynkumjy V(x), ca 04€BHIHOM HE3HATHOM H3MEHOM.
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R(c—€) m R(c+g)

BpJIO BEJIMKE, a CYTPOTHO O3Hau€He, ¥ TO IIPBa HETATUBHO, & ApYra MO3UTH-
BHO. To mokasyje, nomro je H(x) HeraTuBHa PyHKIU]a Y pa3Maky u3Meby
(Ba y3acToNHa ciloxeHa 6poja ¢ u ¢’, fa oHa Mopa Oap jefaHnyT npohu
KpO3 HYNy 3a M3BECHY BPENHOCT x = B IITO Ce Hama3u y pasMaxy (c, ¢’).
MuoxeweM pyHKIHje H(x) PyHKITAJOM

2 X sin 27x
A
KOja [oCTaje jefHaKa HylH 32
(28) x = % (n=0,+1,42,43,...)

BpeNHOCT x =  ocTaje HyJa Tako gobujeHor mpopykra U(x). Amu TO
MHOXeme YBOIM y PyHKumjy U(x) joll M APYrHX HyJa: TO Cy CBE OHE
spennocty (28) xoje cy iy npocTu 6pojeBy, WK pasnomud. llenokynan
6poj Hyna dyukuuje U(x) mTO JEXU y pasMaky (c,c’) yeex je iiapan. To
W37a34 OTyfa ITo, ipeMa obpacumma (24) u (25), 3a Ma KOju cloxeH 6poj
¢ TIpopyKar

2 ysin2mx - T(x)
A
0CTaje jeHaK HyJId, a IPoAyKaT

2 \sin2mx- R(x),
A

. 0 .
Ha, faKie, ¥ caMa BpenHocT U(c), jaBiba ce y 0OIuKY o 3a KOjH ce NaKo

Halla3u fia My je IpaBa BPeHOCT

(29) U(c) =21 aA. ,

rne 3a m Tpeba y3eTH cBe enuresse 6poja ¢ ocmM 1 1 ¢. Ta je BpeHOCT 110-
3UTHBHA 32 Ma KOjU CIOXKeH 6poj ¢, IITO NoKa3yje fa m3Meby x = cm x = ¢’
dyuxupja U(x) Memba 3HaK napas 6poj IyTa.
Y norseny Hyna Te hyHKIUje MOKE ce FOKA3aTH JOIl K OBaj PE3yNTaT:
Kag zog cy ceu koeuyujeniiiu ogzosapajyhie pyrxyuje

f(2)=hy + Mz +hyz* +...
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peaanu, cse cy nyae pynxyuje U(x) peanre. i ‘
Jep, mowrro cy Taga cBu KoeduunjeHTH b,, jeHaky Hynd, Ouhe

(30) U(x) = %xsin 2mx- R(v)

1 CBaK¥ MMaruHapHU KOpeH X = 0. + i Mopao Gy 3aJ0BO/bABATH je[HAYHHY
R(x)=0
AKo 3a xoedHLjeHaT off | y BpegrocT R(0+Pi) Hanasu ce nfa 61 oH
Taga 61o

M=oo jj=o0

"1Am
G ~ 20 2 2 (rlnznz ) + 40.2B?

m=2 n= 2

1 OH OH Morao GUTH jeJHAaK HYIH caMo Kaj je
o=0 wm P=0,

Tj. KaJl je KOpeH WU peajlaH, WM YUCTO WMaruHapas. IIpeTinocTaBusum
OBaj IIOCIENN CIyYaj, To0Hja ce HEIOCPeRHO fa je

m=oo H=oo

(32) RBi)=-Y Z

m—2112 +mn

a Ta BpPEJHOCT He MOXe GUTH je[lHaKa HyJIM HU 3a KOJy peajyHy BpemgHocT f3,
1ITo nokasyje ga U(x) ogucra HeMa NIMarnHapHuX HyJa.

IIpumeTuMo u TO fa ce momMohy oBakBux ¢yHKIMja U(x), KojuMma
OfroBapajy peajHu KoepuuujeHTd h,, Mory (OpMHpaATH Lese PyHKIHTjEe
NPOMEHJBUBE X KOje, KAO peasHe Hyae, Umajy camo UpupoOorU HU3 ipoCciiux
6pojesa.

Jep ako ce, kpaTtkohe paay, cTaBH fia je

—j—xsin 2nx = G(x),

TakKo fa je
U(x) = G(x)- R(x),
mobwuja ce
L_d_(g) _ m=oo ji=oc0 a,,,A
2x dx\ G o S (x* —m*n?)?
WA

M=o ji=00 2
G> d(U G
- T | Z = E E Al ——1 ,
2x dx(G) = O ”(xZ —m2n2)

m=2n=2
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IUTO MOKa3yje fa yeaa ¢yHkyuja

(33) 1 (UiG__ Gﬂ)
2x dx dx

iipegciiasma jegry @yHkyujy ipaxcere epcitie. OHa UMa, Kao JefuHe pea-

He HyJle, HU3 LIeJUX NpOoCTUX 6pojeBa (MO3UTHBHUX U HETATUBHHX).
HagemrheMo, HalIOCIIETKY, ¥ OBY 0COGUHY QYHKIH]jE

2n
(34) ‘;—Z = —% .([tu(t)sinxt-dt

Koja Takobe mpumana xiacu gpyskiuja (1). Mzpas

_Ux) o~ a,A
35 F — - __min ”
G5) )= Asin2ne Angnzz

npejicTaBba jequy MepoMopdHy (PYHKUM]Y IPOMEH/bUBE X KOja MMa 3a
II0JI0BE IPUPOJAH HU3 ENINX CIOXeHUX 6pojeBa. OHa je KOHaYHa 34 X = p =
1eo npoct 6poj, 3a KOju OHa 100Hja BPEJHOCT

Mm=o0 jj= 0o

(36) Fp) =By Y ot A’; _

m=2 n= 2p

A KaKo ce OHa jaBJba U y OOJIHMKY

Up) _0_ 1 du

37 F = H
(37) (P)= sin2mp 0 4AT dp

TO Ce U3BOJH OBaj pe3yJTar:

H3zeog d—U, 3a X = mMa Kome Apociiom 6pojy p, Uma 3a 6peOHOCil

m=os jj=0c0

(38) I “"’A'; -

m=2 n= 2p

IIITO HEe BPEMH Kajl Ce 33 X y3Me KaKaB CIIoXKeH 6poj.

dysxumja U(x) MOXKe ce U3PA3UTH jOII H y jeHOM OONHUKY Y KOME
¢urypume HemocpegHo GyHKIHUja f(z) O KOje OHA 3aBACH H KOjH Je,
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npeko Te (yHKLHje, TOBOJAU y BE3W ca reHepanmcaHuM Lambert-oBuM
penosuMa’,

IIpema o6pacuy (8) dysKuMja u(f) MOXKeE ce CMATPaATH KAO peaHU
Ieo dyHKIHje

H=o0

(39) Y Az f(E") : 33 z=e¢l

n=2
U3 Yyera u3nasy na je Cl)YHKHI/I]a U(I) peaiiid €0 u3pasa

H=o00

(40) Y AL (x) 3a z=e
n=2
rae je
2n
(41) L,(x)= J. z2"f(z") cos xt - dt .
0
ITomTo je
B exti + e—xn’ B Z'\ + Z'—A
cosxt = =
2 2
dt =—i 515,
z
6uhe
(42) L= [ e E e,

(o

IJie Ce MHTEPIpPETANYja Ma U3BPIUATH Ay Kpyra C OIMHCAHOT OKO Ta4ke
z = 0 ca DOJyNpeYHAKOM jeTHAKMM jETUHHLH.
Wurerpan (42) Moxe ce HanucaTd y OOJIUKY

i H,(x)+ H,(—x)

(43) L,(x)= 5

Y

rae je

33a Taj 061uK pyHkuuje U(x) saxsanan cam r. Josan KapamaTH, acUCTEHTY 3a TEO-
PMjCKY MaTeMaTHKy Ha BeorpanckoM yHUBEP3UTETY.
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(44) H,(x)= J.zz";lf(z")z*'dz.

(o

MebyTtum (cn. 1) unTerpan nyx kpyra C jegHax je HHTErpany mAyX
KOHTYpe abcde, cacTaBibeH M3 ABE]y MpaBHUX NapalieIHUX OCOBHHU Ox H
feckpajHO OMHUCKe OBOj, M 6€CKPajHO MaJyior Kpyra KOjU ONKOJ/baBa Tayky
z=0.

IlpeMa ToMme je

0 1
(45)  H,(0)= [2rfmede+ e [ 27 f@edi+ R,
1 0

rie R o3Hauyje unrerpan (44) yseT myx Kpyxuha abcde.
O6pa3an (45) mpexnnocrasiba fia je

x>=2n (n=1273,4,.),

mTo he curypHO GUTH 3a CBe BPETHOCTH X > ~4. A Tajla HHTerpai R TeXHu
HYJH KaJ MOMyNPeYHnK Kpyxkuha Texn HyIH, Tako fa ce H,(x) cBopu Ha
CBOja IpBa [{Ba WiaHa y oopacuy (45).

y

y.

c%b a___ X
So—-

Cauxka 1

WNspas 3a H,(—x) noGuja ce xajx ce y obpaciy (45) npoMeHnm 3Hax
IPOMEHJBHBO] X, IITO NPETIOCTaBIba /1A je
x<2n (n=23,4,.),

a To he curypro 6uTn Kag je x < 4.
Ilaxue, 3a CBE BPEHOCTH X TaKBe fia j€
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—-4<x<4

npema obpacrmma (42) u (43) 6uhe
!
L(x) =L [P f@y@ +r)ar
2 5 '

. |
_LeZTtxiJ‘IZn—-lf(tn)txdt
2 0

1
— 15 e—-21‘uij t2n—lf(tn ) I_th,
0

M3 Yyera Ce BUAU fa peanHu feo pyHKIyje L, (x) uMa 3a u3pas

! ‘ X
(46) sin 2nxj 2171 F (1) % dr.
4]

W3 Tora u3nasy fa ako ce CTaBH fia je

J1=oa

(47) B8() =Y Af(t")*dt

n=2

1
(48) O(x) = j 10 (£)dt
4]

¢yuexyja ce U(x) n3paxkasa y 06IuKy

(49) U(x) = sin 2mx 9%_x)—2¢$x_)_

Hocanaume n3Boheme MpeTIocTaBsba Iorogdy
—4<r(x)<4

rae r(x) o3Hadyje peasHH [0 BPENHOCTH X U AeCHa cTpaHa jeqHayuHe (49)
NpefcTaBiba jefHy (PYHKIH]y Te IPOMEHIBUBE XOJIOMOPMhHY Y 00J1acTH LITO
ce Hala3M u3Meby fBejy npaBux

r(x)—4=0 u r(x)+4=0.

MebyTuM, Ta ce hyHKIHja MOXKE aHATUTHUYKHUM IIPOAYKaBakEM IIPO-
LIMPUTH Ha 1leJly paBaH IpOMeHJbMBE x. Tako, HIIp., KaJ OU ce IeCHa CTpaHa
obpacua (49) passuia y pej o cTeneHrMa Te IPOMEHJbHUBE, Taj 61 pex 610
KOHBEPIeHTaH y LeJIO] paBHU y K0joj Ou nmpencTasbao pyHkumjy U(x).
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Oynxuuja ®(x) MOKE Ce IPEACTABUTH U Y OGIIUKY

oa

(50) d(x) = je-m')'e(e—')df
0

KOJH je MPefICTaBiba Y KCTO] 06IacTU Kao 1 o6pasar (48).

*

IIpuMeTnmo jom, 3aBputyjyhn, ga dyakumje U(x) u V(x) npepcra-
BJ/bajy pealHyl M UMarvHapHu feo m3pasza W(xi), rme W(x) mpepacrasiba
byuxmjy

2n
1 '
1 A\ — Xt .
(51) W(A)——}[u(t)e dt

dynknuja W(x) je yena dyHKUMja TPOMEHIBUBE X, U TO Hyitie UK
iipee BpcTe. 3a Ma KOjy peajiHy BpeJHOCT X OHa MMa 3a BPEJHOCT

hx

u(c)e™,

rae cy ¢ u h fBa 6poja mro nexe n3Mmeby 0 u 2n. OHa uMa orpaHuyeH 6poj
peayHuX Hyla, Kao U orpaHudeH Opoj MakCHMyMa B MUHUMyMa. [To3naTu
Laguerre-0BH CTaBOBH O HyJlaMma MHTerpajna o6JIuKa

b

J‘ u(tye ™dt

a

Majy MOryhHOCTH JIa ce Ofipe/H jefiHa TOpa I'paHuIa 3a 6poj THX HyJa, Kao
¥ MAaKCUMyMa I MEHIMyMa“*.

4 Bugn Hageyeny pacnpasy y I'macy XCI Cprcke Kpab. akafieMyje.



O N3JIOXHNOITY KOHBEPTEHIIUIE

ITPBU JEO
L. U3JIOZKWIIALL KOHBEPIEHIIMJE BPOTHUX HU30BA

Kap je nat HU3 no3uTHBHUX GpojeBa
) Ay, AL A, ...

KOJH TeXKe HyNH, Taja je ZPAHU"HU U3A0NUAAY, KOHBEPZeHYUje A TOTa HA3a
necdunucan Ha cnefehn Haunn!:
Ma xonmko Manu 610 NO3UTHBAH 6pOj €,

(2) pen ZAf,‘*E KOHBEPTHUPA, a

(3) pen ZA'}"—E UBEPrHUpa.

Ha Taj gaunH cBakome Hu3y (1) ogrosapa 1o jegaH NOTIYHO oApebex
6poj A, Kapia jour npugoxaMo aa je A = 0 kap je pen

X4

KOHBEPreHTaH, I1a Ma KOJIMKO Majii GMO IMO3UTHBAH ODOj €, a Aa je A = oo
Kaj pen
24

IUBEPTHPA, Ta Ma KOJIUKO BEJMKHA OHO MO3UTHBAH 6poj M.

* Cpricka kpameBcka akajeMuja, [nac, k. CXLIII, [1psu paspen, kw. 70, beorpan
1931, ctp. 147-167.

LA Pringsheim: Elementare Theorie der ganzen transcendenten Funktionen von endlicher
Ordnung (Math. Ann. Bd. 58. 1904. s. 257-342).

Polya-Szegd. Aufgaben und Lehrsdtze, Bd. 1. 1925. 5. 19-20.
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Kap rog 6poj A Huje HY jeflHAaK HYIH HU 6ecKpajaH, OH Y AOBOJBHO] Me-
pH IpelUd3upa aHaJUTHUKY mpupofy Huza (1) y moriegy HauMHa Ha KOjH
YIaHOBM OBOra TpUjia3e Hylu Kaf n 6ecKpajHo pacte. Takas je ciydaj Hip.
KOJ HHU3a

A =— (rneje A= %)

WNJIN KOJJ HH3a

n

. 1
= - r 7\, = —
" logn) ( e je Takohe k)

WJIH, jOIII OMIITH]je, KOl HA3a
1
- b
" n*(n)

rme je I(n) jemna cnopo pacryha dyHKUMja of 7,2 a y KOMe je ciydajy Ta-
Kobe

A=t
k

MehyTuM, ako ce ¥Ma IIOCla ca JefHUM OJf IOMEeHyTa ABa rpaHUYHA
clyuaja, Tafia ce jaBiba MHOTO Beha pasHOBPCHOCT Y TOPH-EM NOTJIEAY, Tj. ¥
HauypHy onafama Hu3a (1). Tako Hip.: cnydaj A = 0 oGyxBara oBe, y ToMe
noryieny pasHOBpCHE HA30BE

A = e—(logn)2
1 ’
A, =e",

1
An = —_' ’

n

2
— —n
A, =€ T,

13 Jera ce BUAY A ce MoxXe dopmupaTn GecKpajia cKajla HU30Ba KOjH CBe
6p3Ke TeXKe HyJH, a KOj! CBY MMajy CBOj TPAHIIHM H3JI0XKHUIIAIL A=0.
Cnydaj Kaji je A = e 00yxBaTa HIp. OBE HA30BE:!

_ 1

B logn’

_ 1

" loglogn’

S S
~ logloglogn’

n

N

2 Yyja ce nedpunmmuja Moxe BupeTH y pacnpasu ap. Joana Kapamare: Sur un mode
de croissance réguliére des fonctions (Mathematica, Vol. IV. p. 38-53, Cluj 1930).
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WIK ONIITH]e
A=
I(n)

rae je [(n) rope moMeryTa cropo pacryha ¢pyrxnuja. CBE OBM HH30BH
MMajy Ka0 IPAaHAYHM H3NOXKUIAL ) = co I OYEBHJHO Ce MOXe (hOPMUPATH
CKaja HH30Ba KOjU CBe CIOpHje TeXe HYIW. AJIM U3 MPETIOCTAaBKe Na
A, — 0 4 mpeMa ropsmAM IPAMEPHMa U3IJTIefa a je Pa3HOBPCHOCT TaKBHX
HU30Ba Y rOpmEM HOINeqy Mama o oHe 3a A =0. To he ce mohu BugeTn
axko, y 00a oBa rpaHM4Ha ClIydaja, Ha MECTO je[JHOT Cilid.A1HOZ IPAHIYHOT H3-
JIOXHMOUA A YBENIEMO jefiaH ipOoMeH.bUS U3TOKAIAL A, KOju 6r oMOryhuo
pasNuKOBake HUjaHCA Y HAUMHY Ha KOJU OATOBapajyhy HU30BH TexKe HyJIH.
To ce mocTmke Ha cnenehu Hauun:
Husz 6pojena

(4) Aoy A g,

Ha3BaheMO U310 UOUUMA KOHBEPZEHYUfe, & A, USLONCUOUEM KOHBEPZeHU-
je vm3a (1), ako

(5 pen ZA,,K”(“E) KOHBEpPTHUpA, a

(6) pex Y Ar""® jmseprupa,

I1a Ma KOJIMKO MaJju 01O IIO3UTHBAH OpOj €.

Kao urto ce BUH, TpaHUYHHA M3JIOXKUIAL] A CAMO je JefaH CrelujajiaH
cllyyaj Tako Ae(UHUCAHUX M3JOXKUIAla KOHBEPreHIyje U OAroBapa ciy-
yajy KaJl Cy CBH H3JIOXHOIM KOHAYHU U Behu of Hyne (IITo HIp. 6MBa Kaj
cy cBM OHH Meby co6oM jegHakm). Y TPaHHYHHUM ClIy4yajeBHMa, Kaf je A =0
WIN A = eo, HU3 M3JIOKUIAA KOHBepreHuyje Texknhe Hynu unu 6eckpajHo-
cTuu Op3WHa ONafiakba, OGHOCHO pacTela, WIaHOBa Tora pefia YMHH Moryh-
HVIM pa3/IMKOBab-e HUjaHca y Gp3UHM Omajjama camora nusa (1).3

HonajeMo jows u Ty npumendy fa, oK A, MOKe IPOU3BOJBEHO 6p30 Te-
XKUTH HYI4, Taj 6poj HE MOXKe pacTH NpOu3BOIbLHOM Op3uHOM. Ta je Op3uHa
orpaHMyeHa orog6om fa uspas

3 Hanomuisemo fa je HasMB u3noxuoua Kousepresumje Beh ynorpebsbeH y Teopujn
dyHkUMja, y pagosuMa HaBegeHuM Beh nop 1) kao u y cnepehinm: Von Schaper: Inaugural
Dissertation, Gottingen 1898; E. Borel: Legons sur les fonctions entiéres, Paris 1921, p. 18 et 26.
CMucao y xoMme je Taj Ha3zus OBfe ynoTpebJbeH UIMpH je Ofl oBora M oOyXBara ra Kao
CIIELHjalTHU CNYYaj.
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A
logn

n

(7)

YBEK MOpa TEeKUTH HYJIH, a OBO U3JIa3U U3 YCIOBA fia A, TeXXH HYJIH, IITO je
7TaKoO YBHAETH M 1ITO he ce BUAETH U U3 U3jarama y uayheM ofieJbKy oBe
pacnpase.

II. U3IIOXUIIALL KOHBEPIEHIIMIE LIEIMX ®YHKIIMIA
Kap je mat pent
(8) f(2)=ay+az+az* +...

KOHBEPreHTaH Y eJI0] PaBHU IPOMEHIBUBE z U KOJH, IPEMa TOME, IIPENCTa-
BJbA JeHY Ueny PYHKLHU)Y Te IPOMEHIBbUBE, N3Pa3

9) 4, =41a,|

TesKU HyJIH Kaj| n 6eckpajHo pacre. M3noxunnan KOHBEpreHnmje A, Husa A,
3paheMo Taja ussomuouem KoHeepzeHyuje uene pynkyuje f(z). 3a Ta)
M3JIOKMIIAI] MOXKEMO Y3€TH U3pa3

; logn
10 }\‘” = 'n-—a
(10) o,

2ge O, 0O3HA4YYje acCUMUIHOMIHY 8pegHOCill U3pasa

(11) logla,! .
Jep je Tapga
(12) logla,!| =o,1+¢,), €,—0,

U IpeMa TOMe

logn
13 )\/”:—'i'—_"l-*‘sn >
(13) . 10g|a,,l( )
mna, gfaxkJjie,
(PR S
A" - plten ’

peMa 4emy je
A, (0+e) _ 1
An -
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H .
_ 1
A}"n(l €) = ,
n n1_5” bl
e je
6, =¢e(l+¢g,)+¢g,
48

8, =¢(l1+€,)—¢,.

Ma konuko Manu 610 6poj €, U3 Tora mWTo £, — 0 MOCTOje YBEeK TaKBU
Opojesn N,6>0m & >0 paje

6,>9, o,>9¢,
3a cBe BpefHocTH n > N. IIpema ToMe je

pen Z AMU+®) gompeprenTaH, a
e A}\.,, (1-¢)
pen , [UBEPreHTAH,

TaKo fia u3pas A, nepunncan obpacuem (10), ogucra ofarosapa geduHany-
¥ M37T03KUOIA KOHBEPTeHIHJE.

ITommTo je 3a BeNMKe BpeAHOCTH 1 6poj (11) yBeK HEraTUBaH, TO je u3-
JTOSKUNAL] KOHBEPreHIHje Ueanx (PyHKIMja yBeK No3uTHBaH 6poj. OH Moxe
GUTH CTaJIaH WIK CE MEHATH Ca PAHIOM 1; Y 060Me HOCAEGHEM CAYUA]Y OH,
axo paciie, ysex ke pacitiu ciiopuje Hezo log n.

Jep je, u3 jequaunse (13),

i+g,

(14) tha,l=n *

I1a IouToO Taj u3pa3 TeXU HyJIH Kaf 1 —> oo, TO IHETOB JIOTapUTaM

l1+¢g,

logn

n

TEKU TPAHULM — oo, T]. U3Pa3
A
logn

n

TEXKH HYJIHU.
Tako ce MCTO JaKO BUIHU §a e UBAONUAAL, KOHBEDZEHYLje He Metba HUL
gepusayujom Hu uniieZpayujom Qyuxyuje. Jep ce U3 jefHaYuHe

! z —a’ +G,Z+G,Z2 + ...
0 I 2
e je
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a,=m+Da,,,,

BUJM 1 CE 3a BEJTUKe BpeIHOCTH n u3pa3 4fla| monamma kao 4fia,l, Tj. on-
roBapajyhu A, TOHama ce Kao A,; JaKIe, pefl je ZA,’,)‘"“”) KOHBEPreHTaH,
aKo je pen 2 AMU*®) youpeprentan, a peq 2 AM1°9) je mpBeprenTan ako
je pen ZA,’,‘"("E) JUBEPTreHTaH.

Ha mctu je HaUWH OYEBMIHO U TO [ia C€ A, HE MEHa HU MUHTErpalijoM
pena.
Ynopegumo Meby co6oMm fBa pena

f(2)=ay+az+az* +...

(p(Z) = bo +blz+b222 +,

KOju MpeNCTaBibajy ase ueie pyukumje f(z) m ¢(z). Hexkacy A, u W, wu-
XOBH U3JIOXKXHOIM KOHBEpreHIyje, Ia ce Halasy ja:
Kag zog je, ilonesuiu og jegre 8pegrocitiu n, Heilpeciiiarno 1b, | <la,l,
bubie L, SA,.
Jep, o3naumBIiIm ca 0, ¥ 8, aCHMITOTHE BpeTHOCTH H3pasa logla,| u
loglb, |, 6buhe
A, = _nlogn 7o, = _nlogn.

all BH

AKO je, TOYEBIIA Of] jeiHe BPEXHOCTH n, HelpecTaHo ib,| < la, |, oHga
IOLITO je, TOYeBIIN TaKohe Of jeAHe BPEJHOCTH 71, HEIIPECTaHO

la,l <1, b, <1,
6uhe 1O ancoNyTHO] BPENHOCTH, 33 JOBOJHHO BETINKE BPEJHOCTH 1t
loglb,| > logla,l,
I1a, JaKJIe, ONET MO allCOJIyTHO) BPETHOCTH
n > Oy

mITo moxasyje gaje W, < A,. M o6partHo:

Kag zog je W, < A, , 6uke iouesuil 0g u3gecHe 8pegHOCUIU I Hellpe-
ciiano \b, | <la,l.

Jep, Kaj rof je W, < A,, Mopa 6uTi B, > A,, TAC je

B, = 4/lb,1,
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T]. IIOYEBIIN OFf jefHe BPEMHOCTH 1 MOpa OUTH IO allCOIYTHO] BPETHOCTH

loglb,| > logla,l.

ITa moInTo je o M3BECHOT paHra n HempeCTaHO
la,l <1, |b,l<1,

6uhe, mOYEBIIN Off K3BECHOT paHra n HempecraHo 1b,| <la,l.

To y mcTo Bpeme mokasyje fa:

Kag zog je uznoxcunay xonsepZenyuje QyHxKyuje ¢ marbl 0g U3N0HCUO-
ua ¢ynrxyuje f, pynrxyuja fie ¢ 6uitiu majopupara C6aKom OHOM QYHKUUJOM
® xojom 6yge majopuparna pynxyuja f.

OueBunHO je u TOo fa:

Kag zog cy aozapuilimu xoegpuyujeraitia a, u b,, 3a eeauxe spegro-
cliiu n, KOAUuUHe uciioza pega, 6uhie h, = |, .

W3noxunali KOHBEPreHImje A, MOXe ce HEITOCPEIHO Y3E€TH 3a MEPH-
o Gp3uHe KouBepreuiumje pena (8). Pex he yTomuko Opxke KOHBEPIUPATH,

YKOJINKO je A, MabH, Tj. YKOJIHKO je 6poj 1 pehunsa jeqHy UCTY JOBOJHHO

BCIIUKY BpeIIHOCT n.
Bpoj

(15) T, =

sgahieMo, crora, 6p3urom KoHeepZenyuje pena (8); Ta 6p3uHa uMa, laxie,
3a u3pas

(16) T

= .
nlogn

ACUMTTHOIIHA 8peGHOCITL A0ZAPUITIMA MOGYAA KOEDUYUjeHIUA a, pega
(8) jegraka je imiako gedpurucanoj 6p3uru KoHeepZenyuje T, [HOMHOXCEHO]
uzpazom —nlogn.

To u3nasu u3 o6pacua (13) u3 Kora je

(17) o,=—-nt,logn,

(18) logla,!

=1l+¢, = 1.
-nt,logn
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IIL. ITTPUMEPU N3JTOKUNIIALTA Y BP3VMHE KOHBEPTEHIIMIE

Uznoxunali KoHBepreuuyje 3a pyHKIHjy

on

f(z)= 2 nZ“ (o = const.)

CTajIaH je ¥ jegHak opojy l.
o

Taxo ucro, momro je
log(n!)

32 BCJIMKE BPENHOCTH /1, KOJIMUIAHA UCTOra pefia Kao H

log(n"),
rpaHUyHE U3JI0kKUal Bessel-oBe yHKumje

f(z)= 2 (nZ! " (o = const.)

. . .1 .
cranaf je u jegHak 6pojy —. Tako HIp. M3TOXWial €KCIOHEHIM]aHE
o

dyHKUHje ¢” jefHaK j€ Je[UHUIM.

Y 06a OBa mpEMepa W3NOXKMIAL KOHBEpPreHIuje CTalaH je H IOoKJana
ce ca FpaHEYHUM H3JIOXHOLEeM ofrosapajyher nusa A,. Hanporus, 3a emn-
OTHYKY TPAHCLEHEHTY

2
f(o)= Zq” 72", Igql <1,
W3JIOKMIALL je TIPOMEHIBYB 1 MEXha Ce JI0 3aKOHY

_ _logn
" nlogq

Tako HCTO, OLLITO je, Kao MITO je O3HATO, 32 pyHKIH]Y
(19) e’ =ag+aztaz’+...

MoJyo KoeUII]jeHTa a, MatbU OXX

¢ "
logn ’

M 1o1ITo 3a pel
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5 )

logn

H3JIOXHUJIAI] ¥Ma 3a U3pas

(20) }\‘n = M;
loglogn

n3noxunan dyukuuje (19) je mamu o Bpearoctu (20).
Y yomure, Kao mIto je mo3Hato4, 3a hyHKIMjy

o

(21) e =ag+az+ayzt+...

(rme je 6poj CYHEepIOHNPAHNX eKCIOHSHIMjamHuX (PYHKIMja jeHak p), OIl-
IITH je KoeHULHjeHaT g, T0 CBOME MOAYIy MamHU Off oAroBapajyher koe-
dunmjenTa pega

22 ; n
@2) Z(loglog...lognj :

(rme je 6poj cymepnoHUpaHUX Jorapurama jegHak p—1). I1a mowmrro je 3a
pen (22)

(23) A, = _ logn
loglog...logn

(rme je Gpoj CymeploOHMpaHUX JIOTapUTaMa jefHaK p), TO je H3JIOXKUJIAIL
KOHBepreuuuje pefa (22) Mawu off BpegHocTH (23).

Penosu
e, Z

n

" z
o’ Z(n!)p

n

KOHBEPTHpajy CTaTHOM 6p3uHOM 1,

b

T =

1
o
Pen
f(Z) — Ze—om2 lognzn
KOHBEPTHUPA jeqHaKOo yOpP3aHO, Tj. ca CTAJIHUM YOP3ameM «, jep je

T, =0n.

4 J. Hadamard: Erude sur les propriétés des fonctions entiéres etc. (Journal des mathémati-
ques pures et appliquées, 4-¢ série, t. IX. 1893. p. 184 ),
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Pen
f(Z) — ze_mll loguzn ,

3a KOjH je

T, = 0n?,

KOHBeprupa ca yuuopMHo pactyhum y6p3amem 20in.

Pen
f@y=q"2
KOHBeprupa ca pactyhom Gp3unoM
= _nlogg
" logn ’

a ca onafiajyhum y6p3ameM.
Pen

_oui(logn)’

f(Z) — Ze loglogn 2

KOHBEpPTHpa ca onajajyhom 6p3uHoM

_ ologlogn
" logn
¥ ca onajajyhuM yop3ameM.

Kao mITo ce BuaM u3 OBUX NpHMepa, pefl MOXe KOHBEPIUpaTH ca
ciuannom, paciiiyhom unm oiiagajyhom Gp3UHOM; TaKO UCTO yOp3arbe KOH-
6epzenyuje MoxKe OUTH CTAIHO, pacTyhe unu onagajyhe. 3a pacreme O6p3u-
HE KOHBEpPreHUMje He IIOCTOJU HMKAaKBO OTpaHNYewme: Op3nHa Moxe Gec-
KpaJHO pacTH IO KakBOM ce rop xohe 3akoHy M Gp3Ke off Ma Koje farTe
¢yukmuje 6poja n. Anu 3a oulagarbe GP3UHE MOCTOJH JENHO OrpPaHUYEIHE
Kao Hoclefuua Hampe] HaBeJeHOT CTaBa 3a OP3WHY pacTerha IPaHuYHOT
H3JI0XKHUOUa A, KOjH, y clIy4ajy Kaj je pacryha ¢yHkumja Opoja n, yBex
pacre cropuje Hero log n. [Ipema Tome:

Kag Zog peg xonusepzupa ca oilagajyhiom 6p3unom, osa oiaga ciiopuje

HezZo u3pas 1—1— JpyraMm peunMa: IpOu3BOJ
ogn -
T, logn
OeckpajHO pacTe Kafj n — co.

ITpmmeTuMo Takobe ga mpeMa OHOME IITO je Hamlpep Ka3aHo Kaj ce
Meby co6oM ynopene fABa pena

f(2)=ag+az+az* +...
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(p(Z)=b0 +blz+b222+...,

4uje cy 6p3vHe KOHBepreuuuje T, 0 T, H3Na3H Ja;

Kag zog je, tioueswu og jegnoza pawnzan, Hetpeciiiano b, | <lal,
6uhie u T, > 1;; u 00pHyilio, Kag Zog je T, > T, HO4eBUIL OF JegHOZa panza
n, 6uhe Heiipecitiano |b, | < la, |,

IV. U3JIOZKMIIAL 1 BP31MTHA KOHBEPITEHIIMIE 3A HEKOJIMKE
OIIIITE KJIACE HEJINX & YHKIINJA

L. Ceaka yena ¢pynxyuja f(z), gegpunucana kKanoHcKum Apoussogom
UpUMAapHUX axiiopa KOHAYHe 8pCilie, UMA jegaH KOHAYAH ZDAHUYHU U3A0-
HCUNAY, KOHBEPZeHLU]e.

Jep, Kao IITo ce 3Ha, 3a TakBe je (pyHKIH]je

yfia,1 < M
n

(rme cy M u B iBe mo3uTHBHE KOHCTAHTE ), 1A je, IaKIIE,
—logla,| > PBnlogn—nlogM, -—a,>Pnlogn,

¥ IIpeMa ToMe
1
B

II. Hexa je f(z) ma xoja ¢pyHKUM]ja 3a KOJy je KoedulujesaT a, Kaksa
IeTepMHHAaHTa A,, n-TOra pefa, Y#ju eJIeMEeHTH MOr'y OUTH peaNHy UIu
UMarvHapHH, ajid Cy TaKBH fla NBOCTPYKHU PEJl cacTaBIbeH OJf KBajpaTa Wi-
XOBHMX MOMYyJa KOHBEPrupa; ceaka iiakea ¢yuxyuja f(z) uma jegan xowa-
YAH ZPAHUYHU USN0NCUAAL, KOHBEPZEHILje.

Jep, ako ce ca s O3Ha4yM 30Mp KBajpaTa MOfAyja eJeMeHaTa k-Tor
cTy6a metepMubanre A,, 6uhe npema Hadamard-oBoj TeopeMu o Makcumy-

MY JETEPMUHAHTE
la, | < ~(si'sy...si,

"
n n ny?
| < (s +8) +...+5;)
n n .

- n?

)\'H <

1 YyTOJIUKO IIpe

la

AXo ce, fakne, ca B* 03naud 361p KOHBEPreHTHOT pefia
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Sl sy sy,
6uhe
BII
la,| < -, (n=1),
n?
U3 yera M3jasu fa je

A, <2.

n

3a cee dyskumje f(z), o6yxsahene crasoBuma I u II, ynory majopen-
THe (PyHKIH]e Urpa TPaHCIEHIEeHTa

n

D(z)=) na

K0ja je O1yIa IpeAMeT MOjUX PAHUjUX MCIUTHBAbAS.
III. Heka je f(z) dynkumja gedpunmucana pegom

f(2)=ay+ajz+az* +...,

ca peallHuM IMO3MTUBHAM KOe(HUINjeHTIMa | KOj! UMa Ty 0COGHHY Jja CBa-
Ka Of jeqHa4YmHA

ag +a,z+a,z* =0,

ag +aiz+ayzt +ayz =0,

ag+az+a,z* +az’ +a,z* =0,

Ma CBE CBOje KOpEHe peaHe.
3a ceaxy taxey ¢ynkyujy f(z) uzaoxcusay koneepzenuuje ne oiaga
cilopuje Hezo
logn

>

n
a 6p3uHa KoOH6epZeHYyUje He pacilie cilopuje og

n

logn’

Jep ako ce m3pasy fa cy KOPEHHU KBafpaTHE jefHAYNHe, KOja ce fobnja
CTABUBIUM fa je jeqHaK Hyau (n—2)-T¥ uW3BOJ n-Tora monuHoma (19), pean-
HH, fo0wuja ce HejeTHaYnHa

i 5 M. Petrovitch: Une transcendante entiére et son role d'élément de comparaison (Annales
de 'Ecole Normale Supérieure, t. 31. 3-e série, 1914. p. 441-454).
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2
(I’l - 1)(1”_1 - 2nauan—Z > 0,
KOja JOBOJH MO HH3a HejeJIHa‘{I/IHa

an <
?

ay 1 2n Ay-n -

a,_y < n—2 a,_o

a, o 2(” - 1) a,-3

srsernescsrserreraanssdaens

a 1 a

4 1 a4

al 2‘2a0

n-1 ap|

k]

MebycoOHuM MHOXKEEM TUX HejeHaulHa 00H]a ce Heje[(HauYnHa

ﬂ < a,-
b

n—1
a, 2 nag

n
ay a,

an < n(n—1) >
220 \4ag

nt2 2

KOja MOBOAH [0

a OBa CC HejeJIHa‘{HHa MOXE HallMCaTH y 06JII/IKy

2
aohne—gn
(24) a4, <=

’

TJie Cy h ¥ g IO3UTHBHE KOHCTAHTE YHje CY BPEJHOCTH

gzalﬁ i h= log2.
ag
HejenqnaunHa
M < 6",
n!
npersapa (24) y

n,—gn’

a, = agc'e
(n+1)"

TJie je ¢ To3uTHBHA KoHcTaHTa. Onakie je

—loga, > nlog(n+1)+ gn* —nlogc —logay,
¥ IpeMa TOMe

2
-, > gn-,
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Ia, faKie,

x,‘<110g’7, T, > g n

n logn

o]

MajopenTha dynkimja 3a cBe TakBe GyHKImje f(z) je TpAHCUEHLEeHTA
D(z) = 2 e 2"
0

KOja Urpa II03HaTy yJIOTY y TeOpuju emunTidkux ¢pyuknmja. To je uena
dyHKUMja HyITE BPCTe, Kao M Ma KOja HeHa JMHeapHa KoMOHHAIHM]a ca
IOJINHOMEMA TIO Z.

IV. Uznoxmunay konsepzenyuje yeaux pynkyuja

yYy=ay +a12+a222+...

Ca pAYUOHAAHUM KOePUYUJeHIUMA 2, KOje 3ag080.bA8aJy KAKEY gugeper-
UUJAnry JeQHAHUHY KOHAYHOZ pega, arzeb6apcky o

dy dy*
2y YTy e
Y i dz?

b

HuKaga He otiaga 6pice Hezo IL; b6p3uHa KOHeepzZeHyuje pega HUKAY He
ogn

pacitie bpixce nezo log n.
CTaB je HemocpeHa IOCNeuIa TEOpEME KOjy je oKa3ao r. Pélya® ga
3a TaKBE PEIOBE U3pa3
j— loglan I ~ all
n(logn)? n(logn)?

n

ocraje KOHavaH Kaj| # 6eCKpajHO pacTe; JOBOILHO je MPUMETHTH Aa ¢y Y,
A, T, Meby co60oM Bezanm penanujama

_ 1 — T,
A, logn logn’

Tn=

TIpema oHOMe WITO je Hamped Ka3aHO, M3JIOXKUIIAI KOHBEpreHInje 3a
penoBe y He MOXe, IakJie, HA pacTu cnopuje of logn HU onagaTd Opxke of

6. Pélya: Ueber das Anwachsen von ganzen Funktionen die einer Differenzial-Gleichung
geniigen (Vierteljahrschrift der Naturf. Ges. im Ziirich, Jahrg. 61. s. 531-545).
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| . Tako ucro, 6p3uHa KOHBEPreHIHje y He MOXKe HH OIafaTH CIopuje
ogn

HETO

, HM pactu Opxe of logn.
logn

M3noxunan KOHBEPTeHIHje A, MPENCTaB/ba jelaH HapOUYWTH U3pa3
Ha4KMHA Ha KOJU ce IoHaIIa KoedunujeHar a4, pega f(z) 3a BelNUKe BPeN-
HocTH n. OH je y HelmocpegHoj BE3H ca aCHMIITOTHOM BpefHolrhy Tora Koe-
¢unmjeHTa M IPUPOTHO je fa ce CBe OHO IITO Meby mojequHOCTIMA B OCO-
OuHaMma pefia 1 pyHKUHje f(z), 3aBUCH Off TAKBUX eJIEMeHAaTa MOXKe pasa-
3HATH Ha caMOMe u3pasy A,,.

3Ha ce HIIp. Jia Cy ca aCHMIITOTHOM BpefHowhy 4, y Be3u N3BECHE OIl-
IITe NojeNnHOCTH (pyHKUKje f(z), Kao WITO cy: BpcTa (genre) dpyHKIwmje, 6p-
3MHA BEHOT pacTerma Kaj z 0eCKpajHO pacTe, lbeHe aCHMIITOTHE BPETHOCTH
3a BelKe BpefHOCTH z, TYCTHHA U pacnopef Hyla ¢pyHkuyje u fip. OBe ce
MOJeIMHOCTH MOTY pa3a3HaTd Ha caMOMe M3pa3y A,, OMHOCHO Ha m3pa3sy
Op3uHe KOHBepreHuyje, u To ca Behom npenusyoumhy HO Kaj ce mocMaTpa
caMa acMMITOTHa BPEIHOCT a,. To Hona3m OTyja 1UTO, KAo WITO je Halpen
Ka3aHo, HU3 U3JIOXKUIIa1Ia

AosAiy g,

YuHA MOTYhHHMM pa3nuKoBamke HHjaHCAa y HAUMHY Ha KOJU WIaHOBU pefa
f(z) npuase Hynd, KaJl HAXOB PAHT 1 GECKpajHO pacTe, a KOje ce HujaHce
HE MCTHYY Ha caMOMe W3pa3y aCHMITOTHE BPEJHOCTU KoedHUuHjeHTa a,
KOju ce 0GHMYHO IMOCMaTpa y UCTPa’KUBakbUMa aHATUTHYKHX I10JEUHOCTH
nenux QyHKIuja.

Bese msmeby ocobuna uenux ¢pynxkumja f(z) 1 BUXOBUX U3JI0XKUIALA
KOHBeprenumje A, 6uhe nmpeamer gpyrora gejia OBora paja.



TEOPEMA O KPUBOJIMHUICKUM
MHTETPATTIMA

1. IIpema po6po nmo3HaToj Darboux-0B0oj TeOpeMu MHTETpa

(1) = j f(z)dz

y3eT myXk myTa L Ha KoMe je dyHKIHja f(z) XonoMOp(dHa MOXKe Ce HalH-
caTH y OOJIUKY

@) I=%-f(&):s,

e je s fyxXuHa IyTa, £ aukc jeHe Tauke TOT myTa a A apyKC je[He Tauke
yHyTap Kpyra IolynpeyHuka 1 KOju uMa KOOpJUHATHH NOYeTaK Kao LEeH-
Tap.

Hamepan cam noka3atu fa, IOX H3BECHUM yCIOBUMA, Darboux-06 ¢a-
Kiiop A modxce OUTU 3ametbeH jegHum UpeUUHUjuM GaKiiopom p Koju tpeg-
ciiasma aguic jegre iiauke yHymap KpyxHoZz dpciliena uameby gea kpyza
Qukcuparux HoayiupeuHUKa Koju umajy KOOpYUHAiHU Ho4eillak Kao yeH-
map.

Tako he ce uMatu He caMo Zoprsa Tparuua (oHa Darboux-oBa) HO 1
gorba TpaHMIA MHTerpana / Kojy He faje HUjefHA cajja IIo3HaTa TeopeMa.
IllTa Buiue ABe rpaHuie KPy>KHOT IIPCTE€HA Cy CTBAPDHO JOCTHUTHYTE Y
oCe6HNM CiIydyajeBuMa.

IIpeTrnocTaBuMo Hajrpe fa je mMyT mHTerpanuje L Takas fa gy TOT
IlyTa MHTETPAIHY eJIeMeHT f(z)dz! He Mema KBagpanT oMeheH opToroxan-
HAM ocaMa KoopauHaTa xOy y paBHH IIDOMEHJBUBE Z.

Hexka je

* Hacros opurunana Théorémé sur les intégrales curvilignes, Publications mathématiques
de I’'Université de Belgrade, Belgrade, 1933, t. IT, pp. 45-59.

1 prraqnjé pedeHo, apryMeHT 6poja f(z)%.
A
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z=x+yi, f(z)=f(x+y)=P+Qi,

f(z)dz = M + Ni,

rue je
(3) M=de—Qdy,
N = Qdx + Pdy.

CraBuMo, ckpahuBarma paju,

J'M = j(de—Qdy) -U,

4 L L
@ JN:I(de+de):V
L L

1 o3Ha4MMO ca M’,N’,U’,V’ pefloM ancoiyTHe BPETHOCTH pPeallHuX KOJH-
ypHa M, N, U, V. Buhe

5) | fdz|=|M+Ni|=VM? +N* =\M"? +N"? =M’ + N')

7A€ je A YMHMIIAL KOju ce Hanasu usmeby % u 1. 360r Tora he 6utu

(6) [l r@dz| = [+ w1,

L

na, 6ynyhu ga cy M’, N’ peanBy U NO3UTUBHH, OIILTA TEOPEMA O CPEAKO]
BPENHOCTH faje

7 ﬂf(z)dz|=GDM’+JN’:l,

L

e je O yrHUIaI KOju ce Hanlas3y u3Meby % ml.

C ppyre crpaHe he 6uTH

|1]= j(M+Ni) - =|u+iv|=
L

'L|‘M+iJ‘N

L

U +V2 = UV = U+ V),

(®)

) . 1
rae je 0 ' Takobe uMHMMAL KOjU Ce Hana3u uMeby —\/7 ul.

Kako M u N He Mewajy 3HaK Ay JIyKa L, jecTe



TEOPEMA O KPUBOJIMHUICKUM UHTETPAIIUMA 211

'[M’ = Jval.abs.M = val.abs.J‘M,
L L L

%)
JN’ = Jval.abs.N = val.abs.J.N,
L L L

U’ =val.abs.U = val.abs.JM :J.M’,
L L

(10)
V’ =val.abs.V = val.abs.JN =J N’,

L L

U OTYNIa, Ha OCHOBY (8),

(11) ‘Ilze{jM”+jNJ.

Henehu (11) ca (7), Hanazu ce

o
flr@az| @
L
HINn
(12) [r@yaz|=0f| fr ),
L L

. . 1
rie je 87 umHmIaL KOoju ce Hanmasy u3meby 7 u +2. Ho, xako IIpBY 4aH

y (12) He npeMaina HUKaja BPETHOCT

[l r@dz),
L

MOXe CC MucaTu

(13)

’

[ryaz
L

=n[| f2)dz
L

e ce T Hajasu usMeby —}E— ml.
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C mpyre cTpawne je
| f(2)dz| =| £(2)|-| dz| =] f(2)]ds,

rnie je ds enmeMeHT nyka L. Buhe, gakne,
[lr@az|= ]| £ ds
L ]

na ce HHTerpan u3 fpyror wiaHa y (13) muine, Ha OCHOBY ONIITE TEOPEME O
Cpenbo] BPETHOCTH, Y O6IHNKY

(14) [lr@lds=|r®]s,

rae je & adukc Heke Tayke Koja ce HaNa3W Ha JyKy L usMeby merosa jisa
Kpaja (x,,y;) # (x,,y,), a s Iy>kuHa i1yka L usmeby Tux Kpajena.

AXxo ce Taga ca 0. O3HAaYM apryMeHT MHTerpana /, 6uhe, Ha OCHOBY
(13),

(15) I=|1]e% =ne f| f(z)dz).
L

Hcro Tako, o3Hauasajyhu ca B aprymenr on f(&), no6uhe ce

FE) =] FE)|eP,
| f®)|=f&)e™,
4 0oTyHxa, npema (15) |
I= uf(&) S,

n= T]e(ot—ﬁ)i.

Ilakie, i je apuKC HEKe TauKe KOja e Hanas| y IPCTeHacToj 061acTH
C) oMebeHo, [BaMa KPyroBiUMa YHjU Cy MONYIPEeYHALM L a1 IEHTPH Y
Py JH CY \/E

KOOPIMHATHOM I0ueTKy. Tako ce onasu 10 TEOpeEME KOja CIIENH.

Ceaku Oyii kaga gyx ayka uniiezpayuje L unitiezpasnu enemenill
f(z)dz He merva keagpanili omebern OpilOZOHAAHUM KOOPGUHATIHUM 0CAMA
Yy Z — pA6HU, UHezpan

1=j f(z)dz
L
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Uma 3a 8pegrociu
(16) I=p-|fE&)]s,
20e je s Oymuna ayka L, § ajpukc Hexe fiauxe cmeuwitiene Ha L, a p adpukc

HeKe [ayke Koja ce HaAa3u y yHyupauitbociiiu KpywHoZ Upcitiena uzmeby

= _ _ 1 _ _ _
KpyZzosea HoayipedHuka 7 u 1l ca KoopOuHaiHUM HOYUETUKOM KAO UeH-

wmpom.

2. YCIIOB IIpETXOHE TEOPEME, TO JECT YCIIOB Jja HHTETPAJIHU €JIEMEHT
He MeMa KBaJpaHT KOOPAMHATHUX Oca, HclywaBahe yBeK Myk L Ay Kora
Cy IpOMEHE x-a MOHOTOHE U KOjH, KaJ My je jefHaunHa y = @ (x), He ceue
n3Meby cBojux Kpajesa (x,,y,) u (x,,y,) HU JEfHY HU APYTY Off IBE KpUBE

(17) P(x,y) - ¢’ (x)Q(x,y) =0,
Q(x,y) +¢’(x) P(x,y) = 0.

Ogaj ycnos he, Ha npumep, UCIyHaBaTH OfCEUEK IpaBe (z;,2,) KOJH
n3Meby z, 1 z, He ceuy HE jegHy HU JPYTy Of IBE KpUBE

P(x,)’)—aQ(x,)’) =0,
(18) O(x,y)+aP(x,y) =0,

rae KOHCTAaHTA a HMa 3a BpETHOCT

_ Y2~ N

aq = =—~—=

Xy — X

IlocMaTpajMo myT L cacTraBibeH Off Ba OfceyKa NpaBuX, NPBY je ma-
pasnenan ocu Ox H IPOINIa3d Kpo3 z;, APYTH je napanesnad oci Oy U Iponasu
Kpo3 z, myTa L. [Iy IpBOT OfcEeUKa je

M= P(x’yl)a
N = Q(x,y)
a iyX Apyror
M = —Q(X2,}’),
N = P(x5,).

Hakite, jefaH Takas IMyT he 3aj0BObaBaTH YCIOBE TEOPEME CBAKH IyT
Kaf;

1. 51 P(x,y,) Hu Q(x,y,) HE MEHa 3HAK JJOK C& X MEHa O] X; O X3}

2. 11 P(x,,y) Hu Q(x,,y) He Memba 3HaK JIOK Ce y MeHa Off y| I0 Y,.
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Hcro Tako ce anasu fa he ucre ycnose ucnywmaBaTH NyT L cacTas-
JbEH Off IBa OficeUKa IIPaBMX, IPBH je TapanenaH och Ox U IIpOJiasd Kpo3 z,
a ipyru napanenat ocu Oy ¥ Mposasu Kpo3 z;, CBaK! NyT Kaf:

1.1u P(x;,y) Hu1 Q(x,,y) HE M€Ha 3HAK JIOK CE y M€Ha Off ¥, 10 Ys;

2.Hu P(x,y,) HE Q(x,y,) HE ME€Ka 3HAK 0K Ce X MEHA Of X; A0 X,.

Jepan noBosbaH ycnnoB fa 6u jefad nyT L 610 Ipupofie NpeTnocTasibe-
HEe TEOPEMOM MOXeE Ce UCKa3aTH Yy FeOMEeTPH]CKOM OOJINKY Kao IITO CIEe[H.

IMTocmaTpajmo, y paBau POQ dyHkMje f(z), KpUBY G CUMETPHYHY, ¥
ofHOCY Ha ocy OQ, KpUBOj Koja mpefcTaBba f(z) (IpeTnocrasibajyhu Aa je
OopTOroHaJHHU cucTeM POQ opujeHTHCaH Tako Ja oca OP Oyne mapanenda
ocu Ox cucrema x0y).

Yrao o BekTopa moyoxaja Tauke (P, Q) kpuse G u yrao j mpasua
yIpaBHOT Ha Taj BEKTOP AaTu cy hbopMyiaMa

-_2 _P
(19) thL - P > th Q

Jla ce M He aHyn¥pa gy L JOBOJBHO je Aa ce MyX TOT IyKa U3BOJ &

. P . .
CTAalTHO Pa3NukKy]€ ON a, TO JE€CT J1a C¢ IpaBall TAHI€HTE Yy CBAaKO] TAYKH

Jdyka L pasnmukyje off Ipaslia YIPaBHOT Ha BEKTOD IOJIOXaja Ofropapajyhe
Tayke Kpuse G.

) dy
Ha ce N He aHyIHUpa gyX L A0BOJBHO J€ 1a Ce NyX TOT JIyKa T CTaJHO
x

pasnuKyje Of —%, TO jECT [la Ce IpaBall TaHTeHTE Yy CBaK0j Tayku jyka L
pasuKyje Off mpaBua BEKTOpa NONoXaja ofrosapajyhe tauke kpuse G.
3aro:

HnitieZpannu enemenini Hefie merbailu K8AGPAHIL JyH HUlasoz AyKa L
gyX KOZa Hujegra MAHZEeHINA U HUjegHa HOPMAAA WI0Z AyKa HUCY dapaneate
sekiliopy Hoaoxaja ogzosapajyhe wauxe kpuse G.

3. TToncehaM cafia ja caM y jeTHOM paHH}eM pany? (13) nokasao ciu-
YHy HejeHaKOCT 32 KOHayHe 30MpOBe, HAaUMe:!

Kag cy cau 6pojesu a,a,,...,a, CMeWIeHU Y jegaH UCHiU K8agpaHiul
KOOpQUHAIHUX oca, liag je

2 Module d une somme (Enseignement mathématique XIX, p. 53-56 Genéve 1917).
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(20) Sal=nYal,
k=1 k=1

2ge je M jegan YUHUAAY KOJU Ce HAaAa3U umeby % ul.

Ounro je fa ce U3 OBe penanuje U3BOAHU peranyja cnuuna (13) y3uma-
jyhu

(21) ak =f(&k)(zk_zk—l) k=1>27-'-’n7

rie cy z; u &, adukcu Tauaka mopese myra L, Takse ia ce &, Hana3u usMe-
by z;., 1 z,. [IoBOJBHO je MyCTUTH Aa n TeXU 6€CKOHAYHOCTH TAaKO J1a CBA
pacrojama ‘ Zp — Zjy | TeXe HYJH.

Mebytum, penanmja (20) je moropHa 3a ciefiehe yomurreme koje
[omynITa fa ce yomurrd penanuja (13).

Kag cy ceu bpojesu a,,a,,...,a, cmewiilieHU y jegaH yzao oiieopa
A < T ca emMeHOM Y KOOPJUHATUHOM HOUeHIKY, 8axncU g8OCIUpYKa HejegHa-
KoCill

(22) cos&i‘ a; | <
243

H n
2| <Xl
k=1 k=1

Jpyra o OBHX HEjeqHAKOCTH je ounTa. [Ja OHCMO NOKa3ajd IpBY,
CTaBUMO

0i .
aj=pje’ (j=123,..,n)
U TpaXkXuMO MUHHAMYM H3pa3a

pre® +poe® + . +p,e’

Pl+Pz+---+pn

Kap je

p,20 (j=123,....n)

(23) o<f <oa+rigo+n (j=1,23,..,n).

IMpeTnocTaBUMO Hajupe fa cy p; dhukcupanu. [Ja 6u u3pas T, u otyaa
n3pas
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o

y3€0 CBOJy HajMamy BPEJHOCT NIOJ YCIOBUMa (23), Tpeba a 0; Oyny jenHa-
KM O UIE O + A. 3ancra, Kako ce TO JaKo MoKasyje:

1. aprymenT o S, ce ucTO Tako Hanasu usMeby oL u o + A;

2. kako je §,_; Tauka ca apuKCOM CMEIITEHHM Yy Ta] HCTH yrao, u3pas

S,

= ‘ Sn—l + pn eeki

MOXe Y3€TH CBO]y HajMamy BPEIHOCT caMo 3a

0,=0 mwm 6,=a+A\.

OTyna CIeH, akKo ¢€ y TOM MUHUMYMY O3HA4H Ca p’, OOHOCHO p”
36Hp MOIYJa €1e€EMEHAaTa aj quI/I Cy apTYMEHTH jeHHaKI/I O, OOHOCHO O + 7\:,
f1a c€ u3pas T MoXe HanucaTH y OGHI/IKy
l/e((l+)»)i |

- p’e™ +p :Ip’+p”e =|1+pe“‘

pl+pll p/+pll 1+p

|

e je CTaB/beHO
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3aro he 6utu

T? _ 1+2pcosh +p?
(1+p)?

a JIaKO Ce YBEPUTH fla OBaj U3pa3 y3MMa CBOjy HaMaky BPEIHOCT (3a IO3Hu-

THBHE p) Kafia pe p = 1, Taj MUHEMYM cos’ %
Haxiie, 1101 yCIoBMMa HAMETHYTEM OpojeBuMa a;, T He MOXKe y3eTd
BPEHOCT Mamy Off cos%, IITO A0Ka3yje NpBY Off HejeHaKocTH (22).

AKo ce Taja y3Mmy 3a a; u3pasu (21) m yyMHM HCTH Ipena3s Ha
TpaHIYHY BPEXHOCT Kao y PETXOHOM, KoJ1a3H ce fo cnefehe Teopeme.

Teopema. — Ceaxu fiyiti kaga, gyxc ayka uniiezpayuje L, uniiezpaanu
enemeniti £(z)dz3 He usnasu u3 Hexoz yZaa oiigopa A < T ca emeHom y
KOOPQUHATUHOM LOoYellKy, UHitiezpan

1= f(z)dz
L

UMa 3a 8pegroCit
I=p-|f®)| s,

zge je s gyxuna ayka L, & agukc nexe tiauxe cal, a p agpurc Heke iaxe
U3 YHYWPAULFOCTAU KPYHCHOZ UpCilieHa KOju ce Haaa3u uameby kpyzosa
HoAyupedHuKa

A
cos= u 1
2
€a KOOPGUHATUHUM UOUEHIKOM KAO YEeHIUPOM.
4. T'parWyHy Cly4yajeBd TeopeMe, y NOrIefy ¢akTopa p, Cy OHH 'y

KOjuMa ce Tauka aukca p Hajlazn
A) wid Ha Kpajy HOIyIpeyHnKa 1;

_ A
B) win Ha Kpyry NOJMyNpeYHNKA COS 5

3 Opyrauyje peyeHo, aprymenT 6poja f(z)%.
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Y moce6HOM cliy4ajy Kajl HHTETpaJIHA €JIeMeHT f(z)dz He Memba KBaj-

paHT, jecte A =§ na T'PaHMYHE Kpyr y caydajy B) mma 3a monympe-

1
YHUK —=.
V2
Mory 1 rpaHWYHY ClIy4ajeBd OUTH JOCETHYTH, H Y KOJUM yciaoBuMa?
[la 6w ce To BUENO, IPHMETHMO 2 C€, 332 IO3UTUBHE a U b, KONAYHHK

\Ja® + 2ab cos A + b2
a+b

ceopm Ha 1 3a b =0, aHa cos% 3a a = b. 3ato he ce cyuaj A) nojaButH

cBakM myT kafa 6yme 6mno M’ =0, 6uno N’ =0, To jecT céaxu ilyiti kaga
AYK UHIGeZpayuje 3agosonasd jeghy uau gpyzy og gugepenyujasHux jeg-
Ha4UHa Upeoz pega

(23) & _ Py  dy_ 0y
dx  Q(x,y) dx P(x,y)

Tako he, Ha npuMep, OUTH Kaja je IyK Ofcevak (x,,x,) peanHe oce
Ox mnm mak opceyax (y,,y,) umMmarmHapHe oce Oy, a yHkmuja f(z) je
pealHa WK YHCTO MMarnHapHa JysK TOT OfceuKa.

Hyx opceuka (x,x,) jecre

(22) M = P(x,0)dx, N =0Q(x,0)dx,

a myx oacedka (y;,y;)

(23) M =-Q(0,y)dy, N=P(0,y)dy;
Te je jeaHa WM pyra Of BpegHOCTH M u N,  3aTO Takobe Off BpefHOCTH M
u N’, Hy>KHO HyJa.

Hcro Tako he 6HTH Kaj je JIYK HEKHU OfcedaK (zj,Z,) J€[HE WM ApyTe
fucexTpuce y = x, y = —x yriosa usmeby oca Ox u Oy, a peaynHu geo P u

yMarmHapuu feo Q ¢yHKumje f(z) Cy KyX TOT OfCEeYKa jeHAKH IO
aIICcONyTHO] BpeHOoCTH. [IyX oficedka (z;,2,) je WiH

(24) dy=dx, M=P-Q)dx, N=(P+Q)dx
HIIH
(25) dy=—dv, M=(P+Q)dx, N=(Q-P)dx

ma jegHa off BpeAHocTH M, N, a otyja u M’,N’, jecre Hyna.
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Cnyvaj B) he ce mojaBuTu cakw myT kaga 6yge M’ = N’, To ject
C8aKU UyUl Kag AyK UHIlleZpayuje 3ag0680/6a8a jegHy Ul gpyzy 0g guqbepeH-
UUJANHUX JegHa4UuHa Upeoz pega

_ P(x,)-0(x,y)
dx P(x,y)+0(x,y)

dy _ P, ) +0(x,y)
dx  Q(x,y)—P(x,y)

Taxo he, Ha npuMep, 6uTH Kay je YK Ofceyax (x,,x,) oce Ox unu nak
oncedak (y;,y;) oce Oya peanHu fieo P ¥ uMarusHapHu eo Q ox  f(z) cy
YK TOT OJ{CEYKA JelHAKH IO aICONYTHO] BPEAHOCTH; Tafa je Iy OfceuKa
M =N’

Hcro Tako e 6uTH Kap je IyK HeKH Oficeyax (z;,z,) jefHe Wik Apyre
OucekTpuce y = x, y = —x, a PyHKUHja f(z) je peanHa UIM YHCTO MMATH-
HapHa [y>X OficeyKa.

Y croBu npApyKEeHN jeTHOM WA APYroM napy AudepeHIyjansux jef-
HauwHa (23) u (26) MOTy ce MpENCTaBATH U y ciefileheM reoMeTpujcKoM
00nuKy.

YounheMo KpuBy G mocMaTpaHy y IPETXOXHOM (CHMETPHIHY CIUKY
KpuBe f(z) y OXHOCY Ha OcCy AOQ) U cuMeTpuuny cnuky G’ xpuse (1+1)f(z)
y ogHocy Ha OQ. [IBa ogHOCA™

(26)

Cy pegoM KoedHIUjeHTH NIpaBlia BEKTOpa ojoxaja Tauke (P, Q) kpuse G
U OHOT IIpaBlja KOjH je Ha mhera ynpasad. [[Ba ogHoca

P+0 " P-0

O-P P+0

Cy penoM KoedulMjeHTH pasia BeKTopa Iojoxaja Tauke (P’,Q”) Kpuse
G’ 4 Ha Wera ynpasHe Ipase.

Jepnaumne (23), mebyco6Ho ce uckipydyjyhu, H3paxasajy fia je AyX
JIyKa MHTerpaluje Win TAHTeHTa WK HopMala Ha Taj JIyK CTaJHO mapajel-
Ha BEKTOPY Ionoxkaja ofrosapajyhe Tauke kpuse G.

Jemnaunne (26), mehyco6HO ce mckIpyuyjyhu, uspaxkasnajy Aa je Ayx
TOr JyKa WJIH TaHTeHTa WX HOopMaJsa IapajieliHa BEKTOpY IIoJIoXKaja
onroBapajyhe Tauke Kpuse G’. ITpema ToMme:

Jegar usu gpyzu og Zpanuynux cayqajesa A) u B) diojasutie ce ceaxu
iyiu kaga je gyx Uyila uniiezpayuje uay WaHZeniia uiu Hopmana Ha iaj
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fyit iapaneana eexiipy ioaoxcaja ogzogapajyhe itiauke jegHe uau gpyze og
gseejy kpusux G u G’.

5. Mudepennujanue jequaunne (23) u (26) Koje gajy rpaHAYHE CIy4a-
jeBe TeopeMe u3 §1 unitiezpane ce cee lomohy keaopaitiypa.
1. Pagu nuTerpanuje jenHavunHe '

dy P
2 a - L
27) o0

CTaBEMO cKpahema paau
PP+Q*=A

W YBENMMO HOBY POMEHJBUBY ! TaKBY fa ce (27) pacTaBiba Ha [BE CHMYII-
TaHe je[Ha4nHe

dx
dt

dy _
dt

lid
A k

> o

Onatiie ce fo6uja

dx+idy _ Q+iP _ . P-Qi

3

dt A A
TO jecT
dz _ i
e f(y)’
ojaKJie ce U3BIaYyy
(28) t= —iJ f(z)dz + const.

Kaxo je ¢ GHTHO peajHo, AMAarMHapHHU [Ie0 [PYroT uinaHa y (28) Mopa
6uTd Hyna. OnmITy uHTerpal jefHaunne (27) noduja ce Aakie u3jefHava-
BarbeM ca NPOK3BO/LHOM KOHCTAHTOM MMAaruHapHOT fella HHTErpana

if fy ez,
TO jeCT peannor gesia HHTerpaia

(29) j f(2)dz.
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2. Paiy MHTerpanyje jeHaunHe

@ __Q
dx P
CTaBUMO
dy_P dy_ @
d A dr A’
oflakne je
dx+idy _ P—Qi
dt A
TO jecT
dz _ 1
e f(z)’

OflakJie ce M3BJIaYH
t= J.f(z)dz + const.

OmuTy uHTETpan ce foduja faxie n3jefHadaBambeM ca IPOU3BOBHOM
peanHoM KOHCTaHTOM UMaruHapHOT fiena uHTerpana (29).
3. Papgu mHTErpanyje jeqHadnne

(30) AL
dx P+Q

JOBOJBHO je 3aMeHUTH y cinyvajy 1 ¢pyHKImjy f(z) dpyHKImjoMm
¢(2)=A+Df(D)=P-Q)+i(P+0).
4. Papiu MHTeTpanyje jefHavvHe

& _P+0
dx Q-P’

IOBOJBHO je 3aMeHUTH y cny4ajy 1 pysxumjy f(z) dyHKumjom
V(@) =10-Df()=(P+0)+i(@-P).

IIyreBH gy>x Kojux he BpefHOCT UHTETpasna / CTBApHO ROCTUHLY JeTHY
Uy Apyry off rpanuna oxpebeHux teopemoM mu3 §1 nobujajy ce pgakie
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I/ISjGI(Ha‘IaBaH:CM Ca HEKOM PECaJIHOM KOHCTAHTOM PEaIHOr I€JIa WA UMa-
TFUHAPHOT [I€Jla U3BCCHOT HHTErpalia

jcb(z)dz.

Kaxko jomr Tpe6a ga mponasu Kpos3 jenan Kpaj z, JIyKa WHTerpanuje,
Taj myT he OUTH AaT jeHAYMHOM KOja Kasyje fia je pEallHu 1€0, OXHOCHO
HMarmHapHH Jieo UHTerpana

f@(z) dz,

2

jenHak Hysu. [{a 6 myT DpoIIao M Kpo3 APYTH Kpaj z, Nyka L, H mpema
TOMe ga 6u Zpanuua 6una CllieapHo goCiiuzHyilia, HotHpeOHO Je U gO80bHO
§a peantu geo, OgHOCHO UMAZUHAPHU Jeo UHIeZpara

22

j ®(2)dz

Zy

Oyge jegrax Hyau.



N3PAXABAE
[IBOIIEPMOIUYHNX &YHKLIVIA
[TOMORY OIPEBEHIX
MHTETPAJIA

L. PASHM HAYMHU 3A OITIITE N3PAXABAILE
ABOITEPMOIUYHUX ®YHKIIUTA

Otutiie uspaxcasarse jense nare knace (f) pyukuuja f(z) onpebene
aHAIMTUYHE NPHUPOJiE, O KAaKBOME J€ ped y OBOj paclpasy, jecTe u3paxka-
Bare (PyHKIIFja Te Kace KaKBUM aHAJUTHYHEM U3Pa30M KOju Ou, Ha jenan
ofpebeny HAYUH, UCiU 3a c8e (hyHKYUje wilio Apuilagajy KAacu, 3aBUCHO
Ol IPOMEHJBUBE Z U Off JeAHOT 0ZPAHU4eH0Z CKyIa IPOU3BOBHUX KOHCTA-
HaTa

AL Ay, A,

a Koju 61 IMao OBy OCOOHHY:

Csaka ¢yukumja knace (f) jefHO3HaUHO je ofgpebeHa CKymOM KOH-
cTaHaTa A, Tj. CBAKOME TaKBOMe CKYIy OfiTOBapa IIo jegHa ¢pyHKIygja Kia-
ce 1 OOpHYTO, CBakoj (PYHKIMjU Kace Ofrosapa no jemaH ofpebenu ckyn
cerudrIHEX BpefHocTh A,. PyHKIMje Kiace (f) pa3Iukyjy ce, mpemMa To-
Me, jelHa Off ipyre camo crelnpuIHAM BpeJHOCTAMAa KOHCTaHaTa A,.

Tako geduHHCAHO ONINTEe W3paxKaBame HYje U3BOMJBUBO 3a Ma KOJY
knacy ¢yukuuja (f). OHO HIIp. HAje U3BOJJBHBO 3a KJIacy CBHX MEPOMOP-
(pBUX npocTonepuoANYHUX PYHKUM]A. AauU e OHO, U [0 HA 8UULE HAYUHA,
ussognmuso 3a kaacy (f) caciiasmeny uz céux mepomopprux geoilepuogu-
YHUX (PYyHKUU]A. :

JIo cajia MO3HATH HAYMHM OIIITEr H3paXkaBama OBUX (PYHKOH]a jecy
OHH ITPH KOJuMa Ce OHE M3paKkaBajy:

* Cprncka KpabeBcka akaaemuja, ['nac, k. CLXV, IlpBu paspeq, ki. 81, beorpag,
1935, crp. 137-152.
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1) xao panmonanHe pyHKIHMje eIeMeHTapHUX (PYHKIMja Snz U sn’z
(Liouville) unm enementapunx pyukumja p(z) u p’(z) (Weierstrass);
2) Kao KOJIMYHMUK JBajy MponykaTa (pyHKIHja

2,12

) o(z) = zll(l—ijew 2w
w
rae je
2) w=no+no’,
3 "l=0,21,42,.. n=0
(3) n’} 0,%1,+2, oCHuM napa {n’ _ 0

ATAE CYy O U O MEpUore;
3) xao nuHeapHa KoMOHWHauWja OrpaHHYeHOr O6poja H3pa3sa
AL®(z - a) tre je

_1 1 1. z2\_0@
C(z)—z+2( tot 2) 5

Z—wW w

I1e je w gaTo obpacueM (2) a 36up y3eT npeko speanoctH (3) (Hermite-0B
Weierstrass-0B Ha4MH 3a pas3jlaraleé MepOMOpPQHHUX ABOINEPHOAMYHUX
dyHKIHja HAa IPOCTe eNEMEHTE);

4) ka0 KOJIMYHYK [{Ba u3pa3a oOnuKa

ap(z+h)+a,p’(z+h)+...+ a,,p("")(z +h),

e ¢y h 4 a, koHcrauTe (Painlevé);
5) y obnuky oapebeHor uHTErpana

(6) Jo@nar,
0

rae je ¢(z,f) pauuoHamHa (PyHKIHU]ja MHTErpaluloHe NPOMEHIBUBE ! H
OrpaHHuEHOT 6poja eKCIOHEHLM)aTHUX hyHKIHja e 1 e? (Poincaré).



M3PAXABAKE IBOTNEPUOONYHUX ¢YHKLUIA IOMORY OOJPEREHUX UHTETPAITA 225

II. METOJJIA POINCARE-a 3A OIIIITE N3PAXKABAKE
ABOINIEPMOIWUYHUX ®YHKIUNIJA Y OBJIMKY OJPEBREHMX
NHTET'PAJIA

MoryhHocT na ce cBaka MepoMop(Ha fBoneproguyHa MYHKIH]a U3-
pasm y obnuky ogpehenor uHrerpaina ob6iauka (6), moxasao je npeu Poin-
caré!. Anm, Mana je MeToia y OCHOBHU B0Gpa, BEIMKM MaTeMaTHyap je mpe-
BHJIEO jEMHY CTBAp M YYHHMO HEKONMKO Ipelllaka Koje My U HabeHe o6pa-
Clle YMHE HETAYHUM.

(7) Hl(Z,a,B,a,b)=ii[z_;_w— L ), w = ma +nb.

m=0 n=1 Z—B—W

Poincaré nonasu of ¢pyHKIMje I'IE je
(8) w = ma +nb,

Koja 61 ¢yHKIHMja Ouia jeHa Of YETHUPH KOMIOHEHTE JBOIEPHOAUYHE
(pyHKRIT)E

1
f(z,0,B,a,b) = 22(2_01(—w - Z—B—WJ )
(9) n m
D SR S H(a,b)+ H\(b,~a)+ H,(—a,~b) + H\(-b,a),

z—0 Z_B

rhe m | n {00Hjajy CBe Ielie BPEXHOCTH Off — oo JIO + oo, ocuM napam = n =0,
a rje cy a 1 b meHe NepUoe.

MebyTum, gBoctpyku peq (7), wro aedunmmue Gyukunjy H,, fuBep-
rupa, 1To Poincaré y Taj Max Huj€ IPUMETHO, I1a CE Ta OMAIlKa MIPOBJIAYH
KpO3 Liesly BeroBy MeTopy. [IpumenoM HHTErpasHOr o6pacia

oo

- —7""‘ elt(z—y—w)dt’

0

. S
Z—Y—w

(10)
(ca Y=o m y=B), n 6upajyh;m KOHCTaHTY A Tako fia MHTETPal Ha IECHO]
cTpaHE o6paclja IMa CMECIIa, Tj. TaKO fia Gyne

(11) ' peayHu JIe0 [X(z e w)] <0,
3a

1 Poincaré: Sur les invariants arithmétiques, Comptes Rendus du 10 me Congres de I'Assoc.
frang. pour l'avancement des Sciences. p. 109-117 (1881).



226 HAYYHE PACIIPABE

(12) Y=o, v=B8 m=012,... 1 n=1,23...,

dbyHkmja H, M3paskaBa ce HHTETPaIoM

oo

—Abt
{ — MGe-0) _ M(z—B) - e dt
(13)  H=-Af[ee - ](1—e—w)(1_e—m)’
0

KOjH je HHTerpall, Mo NpeTHocTaBkoM (11) KOHBepreHTaH y GNU3HHE TOp-
e UHTETPAJIHE TPAHUIE ! = oo, AN Je ycIell AuBeprenuuje pena (7) nusep-
reHTaH y OIM3UHHU Oe rpaHue ¢ = 0.

Ta ce ucra oMallka jaBjba U IIPA U3PaskaBawy OCTAINX TPHUjy KOMIIO-
HeHaTa Pynkunuje (9) y o6muky ongpebennx mnTerpana. [pu Tome ayTop
METOfe yBeK Oupa A, 0. ¥ B Tako [a CBa YeTHPH MHTErpajia HCTOBPEMEHO
KOHBEPrupajy y GNU3HMHA rOpHe TPaHUlE ! = oo, allM CTAIHO IpeBuba fa
CBM TH MHTETpaJH [UBEPTUPajy Y GIU3UHM oke Tpanue ¢ = 0.

IIpuMmeTuBIIM a ce cBakKa MepOMOpdHa JBONEPHORNYHA (DYHKIH]jA
f(z) Moxe m3pa3uTu y OONHKY JIMHeapHe KoMOuHaumje dpyHkuje (9) u
orpaHHYeHOr 6poja BeHNX U3BOAa, Poincaré moMohy no6uBeHOr MHTErpa-
Hor obpacia 3a pyHKumjy (9) u U3 Wera u3BeeHNX HHTErpajJIHuX oOpa3alna
nudepeHnpameM 10 z, U3paxasa cBaky QyHKUHjy f(z) y ob6IuKky oape-
benor uHTerpana ucre Bpcre Kao wro je uarerpan (13). Kako, mehyrum,
naterpan (13) nuseprupa (1ako ®HeroBu (POPMANHO y3eTH N3BOTH KOHBEP-
THpPAajy), jaCHO je Aa U pe3ynTyjyhu HHTerpain Koju Tpeda f1a IpencTaBibajy
nBonepronu4Hy QyHKIM)y f(z) Hehe HMaTH cMucia.

Wsrnena pga je gounuje Poincaré ¥ caM IPUMETHO OMAIIIKY Y CBOjOJ Me-
TOJH, jep y cBoMe ,,Notice sur les travaux scientifiques* (1886, p. 48) He HaBo-
I BUIIE Kao nonasHy pyukuujy (7), orsocHo (9), seh dyukunjy

(14) P,(zab)—ZZ( + = +—2)

n=1 m=0 =W w w

ca
w = ma+nb,

a KOja PefICTaB/ba jeqHy Off YeTHPH KOMIIOHEHTE PyHKLM]jE

19 AL SI[Aein)

rIe m U n UMajy cBe liese, TO3UTHBHE M HETaTHUBHE BPENHOCTH, OCHM Iapa
m =n = 0. An4 HY Ty, HM Y KOMe OJf IOIHUJUX CBOjUX pajioBa, Poincaré He
pa3sBHja fjajbe CBOjY TaKO MCIIPaB/bLEHY METONY.
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III. A”3BMEHA Y1 JOITYHA POINCARE-ose METOIIE

ITo npumepy Poincaré-a Mornu 6ucMo gohin Ro HcnpaBHUX pe3ynTaTa
nonasehn on pyHkuyje

(16) L(z,0.B,a,b) = A(z-a,a,b) - A(z-B,a,b),

rae je P dynknuja pedunncana o6pacuem (14).
PyHrImja L, UMa 32 aHATATHYHE U3Pa3

(17) Li(zmoB.a,b)= 22[ —+ ! +°‘ﬂ,

n=1 m=0

U IIpeficTaBlba peKTu(guuupany dyHkuujy H,.

Ca ToM ¢yHkIHjoM Poincaré-oB mocTynak ocraje y BasKHOCTH U MO3Ke
ce ycnenrHo NpuMeHHuTH. MebyTuM, npuMeTHMO Hajlpe fia 3a 0BO u3Bobe-
e HUje NOTPeOHO YBOAMTH NPOM3BOJbHE KOHCTAHTE OL M 3, jep ce KOH-
BEpreHIfja FOpHUX NHTErpaia Moxe noctuhu ysobemeM jequHO KOHCTaH-
Te A, a y TOME ¥ JIeXXd OCHOBHa upeja Poincaré-oBor nocrynka. [Jpyro, oBaj
OCTYIaK IMOCTaje jOII jefHOCTAaBHHUJjU aKO 3a IOJa3Hy (PYyHKIM]Y y3MEMO
HemocpenHo npBu u3Box dyHkuuje (15), Tj. Weierstrass-oBy yHKIH)Y

__|g@|_ L 1 1
(18) p(2)= (0(2)) ‘zz+zn“§‘[(z—w)2 wz}

1 npuMeHuMo Poincaré-oB OCTyNaK Ha CBAaKy Off tbeHe YSTUPH KOMIIOHEHTE
o61uKa

(19) Py(za,b)= ZZLZ e w} W =ma+nb.

n=1 m=0

3a Taj nus nobumo o obpacua

(20) ( 1 )2———sz(eh‘ YeM'tdt, w=ma+nb,
Z—w w

e A Tpe6a OpeuTH TAKO Ja MHTErpal Ha AeCHO] CTPaHi KOHBEPTHPA; TO
he yBex GuTH cITy4aj Kaj rof je

peanHu Aeo [K(z - w)] <0

@D peanHu ieo [kw] <0,

1 TO 32 CBe BPEeIHOCTH
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22 m=0,1,2,...
@) n= 12,..

mTO he 3a CBe TakBe BPEJHOCTH m U 1 Y jeNaH UCTH MaX GUTH MCIYH-EHO
axo je
peanHu feo [M]>'O,
(23) peanHu Jeo [}»b] >0,
w peannu feo [A(b-—z)|>0.

Ha 61 nocrojao Takas jefaH 6poj A 3a Koju he cBe Tpu HejegHauMHE
(23) 6uTH 3aK0BOIBLEHE, MOTPEGHO je U JOBOJBHO a TPOYrao A uwmja cy Te-
MEHa
a, b, b-z,

He ob6yxBaTa Tauky z = 0. To ce nako ysuba y3esuu 3a A 6poj
A=e¥

jep je caMo y HaBeneHOM ciyvajy Moryhe o6pHYTH MOMEHYTH TPOYrao 3a
jenan yrao 0 Tako fa CBa TpH HberoBa TeMeHa Gyqy Ha AeCHOj CTpaH’ OCOo-
BUHE IMarnHaTHBHUX BPETHOCTH.

IMox mpeTnocTaBKOM fa Tpoyrao A He 06yxBaTa KOOpAHHATHH NOYe-
TaK, cBu uHTerpand (20) wTO ofrosapajy BpegHocTHEMa (22) ca MOJECHO
n3abpaHuM A UMajy CMHCNa | 3aMeyjyhu uX y oGpacuy

(24) Py(z,a,b) = 22[ s W},

n=1 m=0

mo6uja ce ¢pyHknuja P, y 061uKy ofpebeHor HHTerpana

te ™' dr
(A—e™)1-e™)

(25) P,(z,a,b) = 7@](&1’ ~1)
0

Youumo cag Weierstrass-0By OCHOBHY JBONEPHOANYHY (DYHKIH]Y

_iuyy[ L1
26) p<z>-22+;§[(z_w)2 L)

I[le m ¥ n UMajy CBe lielie BPETHOCTH Off — o JI0 + oo, ocUM napa n=m =0 u
pacTaBHMO je Ha IeHe YeTHPH KOMIIOHEHTE P, y O6IHUKY

Q7)) p()= ZLz + Py(z,a,b) + Py (2,b,~a) + P, (2,~a,~b) + P, (z,~b,a).



aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
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Ose uetupu koMnoHeHTe Mohu he ce uspasuru y o6nuky onpebennx
uHTerpana o6amka (25) ako HujegaH Off YeTUPH Tpoyria A, A,,A;, 1 A, ca
TeMEHUMa

Ay oa, b, b-z,
Ay: b, —a, —a-z,
Ay: —a, -b, -b-z,
Ay: =b, a, a-z

HEC O6YXBElTa KOOpAMHATHH IOYETAK.

AKO ce of TeMeHa Tpoyria A;, ofy3Me BPEJHOCT b, Off TEMEHA TPOY-
rma A, omy3Me BPeIHOCT —a, KOJ TpOyIyia A; BPERHOCT —b, a KO A, Bpef-
HOCT a, TO hie rOpBH yCIOBH OUTH UCITYHEHH Kaj rof

Tpoyrao a-—b, 0, —z He oOyxBaTa Tauky -—b,
tpoyrao b+a, 0, —z He o0yxBaTa Tauky a,
Tpoyrao —a+b, 0, —z He obyxBaTa Tauky b,
Tpoyrao —a—b, 0, —z He oOyxBaTa Tauky -—a.

W3 cnuke ce Buny Ja ke cBU T yCcI0BH GUTH HCTOBPEMEHO UCIYHCHU
aKo ce Tauka —z (WM TauKa z) He Halas3y HU Y Je[IHO] Off YETHPH IpeLpTaHe
o6macTi. A moHaoco0, To he yBex GUTH CITy4yaj Kaji FOJi Ce Ta4Ka z Hajlas3u y
Hapaneaorpamy 4dja cy TeMeHa

(28) a+b, —-a+b, —-a-b, a-b.

ITomenyheMo y3rpen Aa je y Poincaré-oBoj pacrnpaBu Ta 06J1acT YeTH-
p¥ IyTa Mame NPOCTpaHa; KOJ Hhera je Ta obnacT mapanesorpam umja cy
TeMeHa

a+b -a+b -a-b a—-b

’ ] ’

2 2 2 2

AKO ce, akJie, TAUKA z He HAJTA3} y jeAHOj O YeTHPH NpenpTaHe o6-
nacr, mocrojahe yBex yetupu 6poja A;,A,,A; B A, TaKO Aa Ce MOXKe HCTO-
BpPEMEHO CBaKa Off YeTHpU KoMmoHenTe (27) dhyHKugje p(z) H3pas3uTH KOH-
BEpPreHTHMM MHTerpanuMa o6mmka (25), u crasbajyhu

® (Z t) _ }\421(3;”’2 _ 1)€_Mbl A'ZZ (el;lz _ l)e_}\:a{
1\4, (1 _ e—}»,at)(l _ e—klbl) (1 _ e"lzb' )(1 ~ elzﬂl)
)\%(elglz _ l)ekgbl }\’24 (e}‘": _ l)e'}“”’

(1 _ ek;,al )(1 _ elgbr) (1 _ el,l}l)(l _ e—l,‘al ) ’

dysK1@ja p(z) y3uMa o6IUK
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oo oo

(29)  p@»= % + j @, (z,1)tdt = j[#ek" + (D,(z,t)]tdt = ®(z,1)dt,
z 0 0

I'7ie je jou A Tako u3abpano fa 6yne peanHu geo [Xz] <0.

Kaxo ce, mebyTuM, Tauka z yBEX MOXe 3aMEHUTH CBOjOM XOMOJIOTOM
y KojeM OUNO Imapanesorpamy Nepuofa, Tj. z e MOXKe 3aMEHHUTH BPEJHO-
mhy

(30) z—pa—qb,

IAe Cy p U ¢ Ma Koja fBa Iiena 6poja, a fa TUMe BpegHocT QyHKIM]je unje Cy
nepuope a u b He 6yne u3MemeHa, TO ce 6pojeBrMa p U ¢ YBEK MOXKE PAacIo-
naraTd Tako Jja yodeHa Tauyka z, OfHOCHO BeHa xomonora (30) 6yne y yHy-
TPallOCTH HaBefeHOr Napanenorpama (28), Tako Ja YCIOBH 3a KOHBEP-
TeHIH]y uHTerpana 6yay UCIyHheHH.

Kao mTo ce Buau, ¢pyHKIMja p(z) ce MOXKe 3a CBaKy BPEHOCT Z Y
paBHY U3pa3uTd oApehennM unTerpanomM (29), rae je @ payuonanna ¢pyHK-
1IFja IPOMEHJBHBE ! ¥ PA3HUX eKCIOHEHIWjanHuX (yHKIAja e 1 e

WuTerpucamwem u pudepenuupameM obpacia (29) Hanasm ce fa To
BaXKU ¥ 3a CBe Tako fobuseHe ¢pyuknuje. MehyTum, cBaka ce MepoMopdHa
[BoIiepHOAnYHa PyHKIMja f(z) uMje Cy IepHofie a U b, MOXXE U3PA3UTH Y
o0nuKy

F(z)=C+ z[Aog(z )+ AP (z— )+ Ap (Z -0 +...+ A, p" D (z - a)],

rye cy:
o moyioBu (pyHKUMje f y W3abpaHOM NapanienorpaMy nepuoaa,
n pen momna o,
C, Ay, A,...A,_, nofecHO u3abpaH CKyll KOHCTaHaTa,
£(z) dyrkumja feduHICaHA ABOCTPYKHM PENOM

C(Z)=%+22( 1 +%+-52—), w = ma +nb,

Z—WwW w
nom

m
=0,t1,+2,... ocuMm m=n=0,

n

Tj. mHTErpan ¢pyukuuje p(z), ¥ TAe ce CyMApame ONHOCA Ha CBE MOJIOBE O
dyurumje f(z). [IpeMa ToMe ce mepomoppHa PyHKUU]A MOKCe USDAIUTIL Y
o6.auky ogpebernoz unitiezpana (29), zge je ® payuonanana gynkyuja ipo-
MeHUBe t U 0ZpaHuyeno? 6poja uspasa ¢ u eP'.
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IV. UBPAXABAE IBOITEPUOIUYHUX CDYHKHPIJ AY
OBJIMKY KOJIMYHUKA IBA OJJPEFEHA MHTEI'PAJIA

Haunn uspaxapama fgeonepuoanyknx ¢hyHknuja f(z) xoju hemo oge
M3JIOKHATH HOB J€ M Y OCHOBH pa3jiMyaH Off OHUX IO AaHac no3Hatux. O ce
CacToju y CBOjOj OCHOBH y TOMe Jia ce (hyHKuuja f(z) U3pa3u y OGIHKY
KOJIMYHUKA [IBa KPUBOJIMHHU]CKA HHTETpaa

J.q)(z,t)Pl(t—z)dt

(31) F(z) = ,
j ®(z,0)P,(t — ) dt

y KOME je

1) ®(z,¢t) jenna MepomopdHa PYHKIHja IPOMEHIBUBUX z H ¢, KOja
3aBHCH O]] elIeMEHTapHUX IEPUOJA a U b TocMaTpaHe pyHKuHje f(z) H oc-
ilaje ucitia 3a ceée pynKyuje ca jegnum uciiium Hapom epuoga,

2) P(x) 1 Py(x) Cy HONHHOMH TIO X Ca CTAIHUM KOe(UIHjEHTHMA, a
Koju ce merajy og jegre ¢pyuxyuje 1(z) go gpyze;

3) KOHTypa uHTerpanyuje je jefHa Ma Koja 3aTBopeHa Juuuja C mTo ce
CBa Hajla3M y OHOMe Iapanenorpamy nepuoga Iy KOMe ce Hajla3u yoUyeHa
Ta4yKa z; FHTerpalyja ce IMa U3BPIIATH y TUPEKTHOM CMHCITY.

Memajyhn o6nuk KoHTypa C, Boa3y ce X0 MHOTOGPOjHUX M Pa3HOBP-
CHHUX aHaJMTHYHHUX H3pas3a 3a f(z) y o0JIHKy KOJMMYHUKA OOMYHUX, peaTHUX
onpebenux unTerpana.

Ja 6ucMO W3BeJIM HAYMH NpeAcTaBibaiba (pyHKUHjEe f(z) y 0ONHKY
(31), nohu hemo ox dakra na ce f(z) yBeK Moxke H3pa3HUTH Kao KOIHUYHUK
nBejy nenux ¢pyHkumja G,(z) u G,(z), KOje ce HIIp. 32 OCHOBHE EJIMNTHYHE
dyHKIMje mokianajy ca Weierstrass-oBuM dyHkIujaMa Al(z). ITorpaxumo
OTLITH aHANMTHUYHU M3pa3 TakBUX (pyHKUUja G IpH HAYMHY M3pa’kaBama
¢byHKUMja f(z) KOJU ce OBJE NMa y BULY.

Painlevé je mokasao? pa xay je pata MepoMopdHa [BONEPHORAYHA
dbyHKUMja f(z), ynjd je pen n (Pex BEHHUX NOJIOBa Y Napajenorpamy nepuo-
lla a ¥ b) M y3eBILUM 3a p(z) HOPMAIHY eJTUNTHYHY DYHKLHM]Y ca IEpHofiaMa
a ¥ b, yBEK NOCTOj€ ABa U3pa3a

(32) F(z)=ap(z+h)+ap’(z+h)+... +a,,_1p(”")(z +h),

(33) F@)=apz+h)+ap’(z+h)+... +a,_p" Yz +h),

2 P. Painlevé: Sur la représentation des fonctions elliptiques, Bull. de la Soc. Mathém. de
France. t. XXVII p. 301-302 (1899).
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(tme cy a,,a; u h nonecHo u3abpaHe KOHCTaHTe) TakBa fa F,(z) uMa 3a

CBOje Hye caMo Hyne (yHKImje f(z) cagpxKake y mapanenorpaMy nepHofa

T, a F,(z) uMa 3a cBOje Hylle nonoBe ucre GpyHkumje f(z) cajpxaHe y T.
O6e dynkuuje F, u F, uMajy Kao 3ajeJHAYKE IIOJIOBE

(34) . o, = —h+2ma+2nb,
rae je
(35) ’"} =0,£1,42,...,
n

a CBaKM OJf THX II0JI0Ba 10 je (k+2)-or pena 3a pynkuumjy p™(z).
Y OurMO KPHBOJIMHM]CKH MHTETPall

1 p(t+h)
36 — | =—Ld
(36) 27r:ic(t—z)"” f

Koju, npema Kommjesom o6paciy, uma 3a BpeqHOCT

1w
(37) PP+ YR,

rae X R o3Hauyje 36up ocrataka (pyHKUHje p(f +h) 3a BeHe MoJioBe 00y-
xBahene kontypoM C. ITomto je 3a MepoMOp(HY ABONEPHOAUYHY (PYHK-
uujy f(z) Taj 36Mp MCTH Kao M OHaj IWTO 6u ce fo6mo cMeHOM KoHType C
nmapasnesorpaMoM Neproia, KOju Ty KOHTYpy o6yxBaTa, a 3a Taj mapa’seso-
rpaM Taj je 30Mp jefiHaK HynH, To he 6UTH

1 fpG+h)

1
38 p® = dt,
(38) K’ (z+h)= 2mi o (1~ z)k+!
o nipema obpaciy (32) 3Hauu fa je
(39) F(2) = j L(H-TPl(t 2yde,

rae P, o3navyje nomuaHOM (n—1)-or crenena
(40) P(x)= A, +A, x+A,_3x% +. +AX"T+ Agx",
y KoMe Koe(pUIIjeHTH IMajy BpeNHOCTH laTe OMIUITHM oOpacueM

a;

'’ k=012,..,(n-1).

(41) A =
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Tako ce ucTo Hanasw u fa je

' 1 (pt+h)
42 - | £ _
( ) FZ(Z) 21” !/ (t+ Z)n P2(t Z) dt’

rae je
Py(x)= Al + Al yx+ Al xt+. + Ax"t + Ajx",

U TJie KoepUIUjeHT UIMajy BPETHOCTA
(43) A;.=%, k=0,1,2,...(n-1).

Ospaummo ca A(x) meny ¢dpyHKumjy gpyrora pepa (genre) Koja mMa
BPEHOCTH 0., ,, aTe obpacueM (34) kao cBoje mpocre Hyxne. Ilomro 06e
dyskuygje F, 1 F, UMajy Te BpEAHOCTH Kao CBOje IIOJIOBE n-TOra pefa, To
he cBakm o mpopykara

G(z) = [M2)| Fi(2),

(44) n
G,(2) = [M2)] F,(2),

IpeJICTaBIbaTH TIO jeqHy yeay DyHKUH)y mpoMeHbuBe z. Ilpema oGpacuyuMa
(39) u (42) Te ce gBe Uene GyHKUUje U3paXkaBa]y MHTErpanuMa

(45) 2mi G,(z) = [x(z)]”j @ (z,0)P,(t — 2)dt,
(46) 2mi Gy (z) = [x(z)]”j O (z,0)P,(t - 2) dt,
rae je
_pt+h
®(z,0) ——(t ey )
Koanyuuk
f(z2) G,(2)
G(2)

je jenHak MepoMop(HOj ABONEPHOANYHO] PyHKIHM]HA

f(z) F5(2)
4 JAZ)FaNz)
( 7) Fi(2)

 caM je yHKUHMja TakBe UcTe BpcTe. ITa MOMITO OH HE NMOCTaje HU jeHaK
Hysnu HE GeckpajaH HHE 3a KOjy BPEHOCT z, TO C€ OH CBOJM Ha JeJHYy KOH-
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CTaHTy (32 KOjy ce YBEK MOXe y3eTH fia je jefHaKa je[MHMLHM, jep Ce CBE 0BO
IITO NPETXOAM HE MeHa MHOXewheM (yHKUMje f ca KAKBOM KOHCTAHTOM).
W3 Tora usnasu na je

G(2)
48 |

rae ¢y Gy u G, npeicTaBbeH HHTETpanHuM obpaciuma (45) u (46), a To
IoKa3yje Halpe[ HaBeeHu o6pasar (31).

OHo 1ITO je O HAPOYMTOT HHTEpECa y ToMe 06pacly jecTe TeopeMa
KOja ce U3 hera U3BOJH, a TO je OBa:

Cse mepomop e geoiiepuogurte pyHnkyuje jegre ipomeHsuse Koau-
HUHE U3PAXC/LUBE CY JeGHUM AHANUTHUYKUM U3PA3OM HUJU TP AHCUYEHGEHTLAN
geo oclliaje ucitiu 3a cée QyHKYlUje ca uciium dapom iepuoga, a arzebapcku
geo je jeqan WOAUHOM KOJU Ce Merba 0F JegHe pYHKLUje go gpyze.

Koncranrte miro ¢urypumry (y KoHaYHOM 6pojy) Y TOMe H3pa3sy, u3pa-
JyHaBajy ce momohy KoHcTaHaTa

a,,a, 4 h

mto gurypunry y oopacuuma (32) u (33), a oBe ce oapebyjy Ha HauMH KOju
je nao Painlevé y n3Bobemy cora crasa.

Wnrerpamu wro ¢urypuily y 6pojuony 1 MIMEHHOLY JECHE CTpaHe
obpacua (31) Mory ce Ha pasHOBpcHe HaumHe Tpascdopmucatu. OHH ce,
u3Meby ocranora, MOry u cMEHUTH OOMYHUM, PEATHUM OfipebeHrM HHTe-
rpanmuMa, HIIp. Ha OBaj HaYMH:

Harmpep je noka3aHo Kako ce HOpMaJiHa eNUNTHYHa DyHKIHja p (z) ca
nepuofama a ¥ b a cBeCTH Ha 30Up off YeTHPH KOMIIOHEeHTe P, U jeHora

1 .
yiaHa ob6imka 0 1 KaKO C€ CBAaKH O] TUX ca61z1pa1<a MOXK€ U3pa3uTH Jen-
A

HuM ofpebenuM mHTerpanmoMm o6nuka (25). [Ipema ToMe ce u cBaka of
dyukurja Fi(z) 1 F,(z) MOXe H3pa3HTH IO JeAHUM MHTETPAIOM 00JIKa

(49) J-(p(z,t) dr,
0

rae he ¢(z,t) 6utm pauI/IOHanﬁa ¢yHK1Hja TPOMEHIBUBE ! U OTPaHUYEHOT
6poja eKCIOHEHIWjanHuX PyHKIHja O0IUKa

ozt

e u e

Haxne, u ceaxa ce mepomop@ra geoiiepuoguyna gynxkyuja £(z) moxce
UpasuUiliu KOAU4HUKOM Unitiezpana (49).
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Hagenthewmo joii ga 6u ce o MeTonu Painlevé-a KoHCTaHTe

h,a;,a;
ofpenuie Ha OBaj HAYMH:
Hekacy a,,0,,...,0, Hyne a B,B,,...,B, monosu pyukiumje F(z) mro
ce Hanja3se y napanenorpamy T. 3a BUX ce YBEK MOXKe IIPETIOCTABUTH Aa Cy
pa3nu4uuTu Meby co00M ¥ ia He MOCTOj! HIKAaKBa penanygja o6Iuka

no,; — Xo. = Iepuona
nB; —Xp = mepuoma

(ersucTeHIMja penanyje TakKBe BPCTe MOXe ce yBek n36ehu nogecHom xo-
MorpadcKoM TpaHcopManujoM, Koja He Mewa Iepuofe dyHKuuje u o6-
JIMK aHAJTUTUYHOL U3pa3a ropmer o0NuKa, a Mema joj Hylle WX IOJIOBE).
Tapga 3a h Tpe6a y3eTH BpeJHOCT

_Zo + 2ma +2m’b
n n

h=

3

ITO Aaje n® Moryhmx BpegHOCTH 3a /, IITO OArOBapajy BpeMHOCTHMA
m=0,1,2,...,(n-1),
m =0,1,2,...,(n—1).
Kay ce 3a & y3Me jemHa Off THX n° BPeRHOCTH M H3pa3u fia je u3pas (32)
jeIHaK HyNIH 3a

zZ= (1.1,(12,...,0(.,,_1

nmahe ce cucTeM o n—1 IMHEApHMX M XOMOTCHHUX jefHaYMHA 32 a; KOJH
HHCY CBH jefHAKH HYJIM; n-Ta Hyla o, Ouhe BPeHOCT faTa jefHaYHHOM

—(nh+0,+0, +...+0, ;) = 0, +Ieproaa.

Ha ncTu 64 ce Ha4YUH OfipeayiIa U KOHCTAaHTa O}, CMEHHUBILIH CaMo HY-
e o, monosuma PB,. Bpenasoct h TpeGa y3eTH OHy UCTY Koja je u3abpana 3a
M3payyHaBamke KOHCTaHaTa ;.

Heoppebenoct Koja 61 ce mMala y H3y3eTHOM Cliydajy Kaj 6u ferep-
MUHAHTa cCHCTeMa Guiia jegHaka HyJH, n3berna 6u ce MOAecHOM xomorpad-

CKOM TpaHchOpMaljoM.
2=



NEOINdI






MUXAUNIIO IETPOBUR O CBOJUM PE3YITATUMA
Y MATEMATHUYKOJ AHAJIN3U*

OIOPEBEHU MHTET'PAJIN

N3PAYYHABAIBE UHTEI'PAJIA TTPOU3BOJBHUX ®YHKIIMIA

W3Becnu THmoBH ofpebeHMx MHTerpana ce MOTy padyHaTH GHJIO Y eKC-
NIAUATHOM OOGNHKY, Y KOHA4YHOM OONUKY, GUIO Y OONMKY KOHBEPreHTHHX
penoBa, ynpKoC OHMIITOCTH NPETIOCTABKHM O (PYHKIHUjaMa Koje ce jaBibajy IOof
uHTerpanuuM 3HakoMm. I'. IleTposuh je goOuo, y TOM morjiepny, pa3nuiuTe OI-
mTe obpacle Koju oMoryhaajy m3padyHaBame BenuKor Opoja oppebenux un-
terpana. Taxo:

1°Hexkacy f(t) m ®(z,t) nBe xomoMopdHe (YHKNUje 32 BPELHOCTH Z U ¢
ca peamHuM feloBUMa gehum Off je[He [aTe BPegHOCTH A M TakBe [a IPOH3BON
f(O)D(z,t) Texu HyNW KaJ[ peanHU JEJIOBH NPOMEHIBMBUX z U ! UMajy NIPOU-
3BOJbHE BPENHOCTH Behe of A M MpoMeHsbMBa ¢ pacTe HeorpaHndeHo. buhe

3 L)
(1) lq>(z,x+tl)————“n__zdt_ 21 (2)® (2, 2)

3a ceaxy 8pegHOCIL UPOMEHbUBE Z CA PeArHum geaom eehium og A;

2° ueka cy f(t) m ®(z,t) nBe xonomopdHe (yHKIHje 32 BPEOHOCTH z H ¢
ca peajHNM JeJIOBUMA MatbuM OF je[He RaTe BPEMHOCTH A H TaKBE [ja NPOU3BOJ
f(OP(z,f) TeXM HYIM KaJl peaqHyu HeJOBH NPOMEHBHBMX z M ! HIMajy IPOH-
3BOJbHE BPETHOCTH Mame Of A ¥ NPOMEHIbMBA ! pacTe HeorpaHWveHOo. HMuilie-
zpaa (1) uma spegrociu 2nf(z)P(z,z) 3a ceaxy 6pegHOCIL UPOMEHUBE Z CA
DearHuMm geaom marbum og A;

3° npernocrasuMo fga cy f(1) m ®(z,t) xonomopgue dyHkumje 3a Bpen-
HOCTH z ¥ { Ca UIMAarMHAPHAM JEJIOM 6ehlam Of jefHe JaTe BPENHOCTH 1 U fa Npo-
u3Bon f(1)®(z,t) TeXW HYIU Kaf UMarnHapHU NEIOBU NMPOMEHJPUBHX Z U ! UMa-

Y kmusu Notice sur les travaux scientifiques de M. Michel Petrovitch, Paris 1922 M.
IeTposuh je 3anucao csoje pesynrate Ko 1922. rogune. Y noceGHOM NOCJIABIbY H3JIOKHO
je cBOj pan u3s MaremaTH4ke aHanuse.
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Jy Hpou3BoOJbHE BPEAHOCTH Behe Ofl p M IPOMEHJbHBA ! PACTE HEOrPaHWYEHO.
Buhe

@) j¢(z,t+ui)Mdz‘=2nif(z)(I>(z,z)
J [+ i-z .

30 C6aKy 6PegHOCIH HPOMEH/DUBE Z CA UMAZUHADHUM (esoMm eefiim Og 1.

4° mpeTnocraBuMo fa cy f(t1) u ®(z,¢t) xonomopdHe GyHKUMje 3a Bpel-
HOCTH z ¥ { Ca HMarvuHapHUM JE€JIOM Marum Of U U Aa npoussop f(1)P(z,t) Te-
KU HYNHM KaJi MMaruHapHH [€J0BH IPOMEHJ/bUBUX z U { MMajy IPOU3BOJLHE
BPEHOCTH Mame Off 0 U MPOMEHILHBA ! pacTe HeorpaHmueHo. Huitiezpan (2)
uma epegrociu — 2ni f(z) ®(z,z) 3a ceaky epegrocii IpomeHbUBE Z CA UMAZU-
HADHUM GeAOM MAFUM OF 1.

Paspnpajajyhn peanne m mMmarunapre genoBe mHTerpana (1) u (2), dopmy-
ne r. [lerpoBuha Bome o jegHe GecKOHAWHOCTH ofpazalia KOjH H3paxkaBajy
nate ¢dyHKNHje y o6nuKy ofpebeHor mHTerpana kKoju he OuUTH peanaH 3a
peanso f(z).

Cragmajyhu y o6pa3ar (1)

A=0, ®(z1)= t22

monasu ce go Cruntjecose opMyse
2 t

(rme @(¢t) o3navaBa peayaH A€o q)yHKunje ft)), Baxehe 3a cBaky ¢pyHKOH]Y
f(z) xonomopgHy 32 BPEXHOCTH NPOMEH/bMBE z Ca NMO3UTHBHHUM DEAJHUM Qe-

f()

JIOM M TaKBy [a KOJMYHHK TeXH HYJIM KaJl z pacTe HEOTPAHUYEHO ca ap-
TN
ryMEHTOM u3Meby Yy u 5

Hcro Tako, cTaBibajyhu y o6pasar (1)

A=0, Bz =—2
t+z

OH ce cBOAHM Ha jemHy apyry CruntjecoBy opMmyiy
21 ty(t
fz) = j LA ) dt

(rme w(t) o3navaBa uMarmHapas feo yHkmuje f(#)) Baxehy 3a cBaky QyHK-
uujy f(z) xonomop¢Hy 3a BPEIHOCTH IIPOMEHIBMBE z Ca NMO3UTUBHMM PEATTHUM
IeTOM KOja TeXH HYNIH KaJf z PacTe HEOIDAaHHYEHO Ca Ma KOJUM apryMeHTOM
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TN o,
u3Meby 5 )¢ bR Kap ¢yunkuuja f(z) 3agoBobaBa oBe yclOBe U Huje peanHa

3a z = ti, r. [leTpoBuh usBnaum otyna cienehu pesynrar.
Koepuuyujenii A, Taylor-o6oz pega

f(2)=A +A(z—a)+ A (z -a)? +

Y OGHOCY Ha UpOoU36OsRY pearny U HO3UMIUBHY 8PEgHOCIHE @ MOXCE Ce Hallucailiu
y 0bauky
2(_1)"
An = —]n
b
rae je

oo sin [(n + 1)arctang L}
a

=1y
. v J(tz +a2)n+l

dt,

HITO C& MOXE U3Pa3UTH U y OGNUKY

= i W (atangt)sin(n + 1)t cos" ' tdt.
a’

e _'N|:|

I'. IletpoBuh oTypa 3axkipydyje, Ha npuMep, [a KoeuIMjeHT A, jefHe Ta-
kBe dyHKIHje f(z) peanHe 3a z = 0 jecitie o alicoayi@inoj 8pegHOCiU YEeK Mma-
U og ogzosapajyhe? xoeguuyujeniia Tejaopoeoz pega pynryuje

M(z —a)log(l —5),
T a

rae je M jeqHa moronHo m3aGpaHa MO3UTHBHA KOHCTAHTA.
Axo je mata jemgna yena dyHkumja x(z) HyadioZ poga, OHAA 3a CBaKy Bpef-
HOCT A M CBaKy BPEHOCT z ca peajlHuM AenoM BehmM of A BaxXe oOpacuu

Je‘"’x(n’) dr=y—2E L)

) (z iy 123 nd"
el (— ) e 1 2n ' -
= (-1 e x(2)),
_J;(Z+n)" =D 2:3-..-(n-1) dZ""[ X )]

KOjH, Ha IPUMeED, TIOKa3yjy fa ce koepuyujenii A, Tejaopoeo? pega
e7y(z) = Ag + Aj(z —a) + Ay (z - a)? +

Zge je a 6un0 KOja 8pegHOCT cA HOUTMUBHUM DEAAHUM JEAOM, MONCE UIPAIUNIL
y o6auky
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_ (D"
27

n

J:a e-—[i
(#))dr .
_m(a _ ti)"+1X
Oflakne ce pobujajy pasmHINTe HEjeJHAKOCTH KOje Ce OffHOCE Ha A,.

Hexa je ¢(¢) peanna ¢pyHKIUja 3a peajHO !, HENPEKH[HA Y PEATHOM
MHTEpPBany (a,b) ¥ TakBa fja UHTETpPaN

b
gn = J@(t) cosntdt

a

HMa CMHCIIA 33 CBaKy MO3UTHUBHY LEJYy BPEMHOCT UM HYJY IPOMEHIbUBE n. M H-
idezpan

b
1x)=j<p(t)10g(1 —2xcost+ x%)dt

je dpexugna @yunkyuja dpomenmuse X Koja ce ogygapa 1ac ca GyHKyujom

hnd "
AM(x)=—=2Y S*_
1(x) El "
wac ca QyHKyujom

Aa(x)=2gologx+ M(l)
X

3aBHCHO Of TOra fa JIM ce TadkKa X Halasd y YHyTPallHbOCTH HIH CIOJbAlIOCTH
U3BECHOT Kpyra ca IEeHTPOM y KOODAMHATHOM NOYETKY.

M. IleTpoBuh m3Bnaum OTyAa pasHe HHTerpaiHe obpacue Koju y oGnuxy
ofpebheHor uHTErpana najy:

1° pasnuky usMeby 6poja Hyna M Nonosa jegHe MepoMmopdHe dyHRIHje y
[aTOM KPYTY;

2° opgHOC MpOU3BOAAa MOAYJIA Hylla M MOJIOBa Y AaTOM KpYTY;

3° pa3sHe cuMeTpHuHe (PYHKIMje KOpeHa anrebapcKe jeqHauuHe.

AKo je fata ¢yHKIHMja OPEACTAB/EEHA PEJOM
f(z)=ag +az +a222 +...

KOHBEPreHTHHM Yy HEKOM KpPYI'y NONYNPeYHMKA pa3NMUYUTOr Of HyNe, Ha3uBa
ce, mpeMa I. Bopeny, meHoM tpugpyxernom ¢ynxyujom uena dyHknuja nedu-

HHCaHa peaoM
2 3
F(z)=a0+ﬂ+a2_z+£
1 1.2 1.2-3
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Cama ynora xojy urpa npugpyxeHa ¢yHKIHUja y caBpeMEHOj TeopHuju Tay-
lor-oBux pemoBa faje 3Ha4aj upobaemy fdpegciiasmara dynkyuje F(z) ogpebe-
HUM uHitieZpasuma iwomohy pynryuje f(z).

M. IletpoBuh je mao BuIle pellieda OBOT INpo6GieMa U M3HEO Ha BUAENO
ofgHOce Koju moctoje uameby pasHux ocobeHocru fate dyHknuje f(z) u ocobe-
HOCTH WE€HE NpHUIpYXeHe (yHKuHje F(z).

Heka je f(x) dyHKngja koja ce 3a 0 < x < 21 MoXke pa3BuUTH y ®ypujeos
pen

oo

fx)= Z(a,, sin nx + b, cos nx)
0
U CTaBEMO

O(x,r) = Z(a,, sin nx + b, cos nx)r",
0

I7le ce 3a peajiaH fIeo Off r NPETINOCTaBka fia ce Hanasy uaMeby —1 u +1.
Youumo TpaHCUeHAeHTHY (QYHKIH]Y

Nn=oo

C(x,a)= —Z[cota(n + Xx) +i],

n=1

KOjy je m3ydasao r. Anenl , xomoMopgHy 3a cBaKy BPEJHOCT IPOMEHIBUBE X Ca
M3y3eTKOM OHMX 3a KOjé jeflaH Of KOTaHreHCa KOjHU ce jaBibajy Kao cabupuy mno-
craje 6€CKOHAYaH, U CTaBUMO

®(2,B) = C[<—z + B),%}-C[(—z - B),ﬂ,

I7e je BenuyuHa [ pealHa MM KOMIUIEKCHA Ca MO3UTHBHAM MMaruHapHUM Je-
TOM.
M. TleTposuh nokasyje o6pasal

2n n=co
j f(2)®(z,B)dz = 4mi Y @ (n,e¥)
0 n=1

¥, ynoTpeOHUBIIY jefiaH nosHaTtu pesynrat T. lllBapua o IloacoHoBOM HHTETrpa-
1y, IOKa3yje fa obpasan Baxd u 3a B = 0, Tako fa je

oo 2x
3 Fmy = limL _[f(z)cb(z,ﬁ)dz (3a B = 0).
; 4mi °

lp Appel, Sur quelques applications de la fonction T'(x) et d’ une autre fonction tran-
scendante (C.R., Acad. Sc., t. 86, 1878, p. 953).
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On pokasyje, Ha npumep, noMohy ucre dopmyle, aa ce rpaanHa Bpen-
HOCT H3pasa '

2T
3) IR(sin xz, 008 x2)® (z,B)dz

3a B =0, rme je R payuonasna dyeKnuja no sin xz u cos xz (kag Ta rpaHM4Ha
BPEAHOCT IIOCTOjH, IUTO he ce yMeTH IPENO3HAaTH) U3paxkaBa TUHEAPHO MOMOhy
dbyHKIHja Kao mTo cy

: 2
C(g,x), dia_cw,-,x), :jd—zcm,-,x),...

i

u (pyHKIHja Kao MITO Cy
ezk,-a-ﬂ
1- ezk,-xﬂ ’

IJe Cy a; U3BECHE KOHCTaHTe a k; menm 6pojesu. [lomohy nosnare (popMyne
Dlog8,(ox) = p(—x,a) —p(x — La) - ~-1

(0, je nromohHa enunTHyka Gyskuuja) r. [lerpoBuh Hama3w nOTpeGHE W NOBOJb-
He ycnoBe Koje Tpeba fa 3ajoBobaBa R fAa O Ta MpaHHYHA BPETHOCT MHTErpa-
a (20) 6una mepomopdra geociipyko iepuoguyna yHxKyuja TPOMEHIBUBE X,
O6payTO, cBaka MepoMoOp(Ha FBOCTPYKO NepHouYHa PpyHKIMja MOXe GUTH
H3paxxeHa Kao rpaHH4Ha BPERHOCT HeKOr ofpebeHor unTerpana (3) 3a B=0.

Jepna pgpyra knaca ofpebeHuMx HHTerpana NHHEAapHO M3pa3sHBUX MOMOhy
jenHe oxgpebeHe TpaHCUEHAEHTHe (PyHKIUje M HEHUX y3aCTONHUX U3BOJAA, KOjH
UMajy ynory dipocitioz eaemenitia, Kojy je M. IleTpoBuh M3y4aBao y MHOTMM OX
CBOjHX pacnpara i OeNexaka je oBa Koja ciefu.

Heka je 3a 1e710 DO3UTHBHO 1

un“dt =¢(n),

roe ¢y u U, pyHKIOHje NPOMEHIbHUBE f; MHTErpal ¢(n) je KoHadaH UM ofpebeH
3an=0,1,2, .. .Hekaje F(u) paunorHansHa ¢yHKIHja IPOMEHBUBE U XOJO-
MopdHa 3a BPeAHOCTH u YHjH je MOOYO MamM Ofi Hajpehe amcomyTHe BpegHOCTH
KOjy y3uMa peanHa pyHKUMja u(t) Kaj ce f Mewa Of a 10 b. Hnuitezpan

b
g= J Fluyydu

U3paxcasa ce AUHEAPHO HOMORY QyHKUje



ONPEREHU UHTETPANU 245

8(x) =Y ¢ (m)x"
0

U HEKOAUKO FEHUX Y3ACUIOUHUX U3B0GA UOWILO Ce Y FUMA 3AMEHU X KOPEHUMA
uzeecHe anzebapcke jegnauune apugpyxcene gynxyuju F.
Ha npumep, 3a unTerpan

= fF(e"z )dt

[POCT €JEMEHT je TpaHCLEHAeHTHa DYHKLHja

n

6(x) = .
20“ n+1

3a
J“—-J[e_’ F()—e " F(e™ )]ﬂ (a>0)
5 t
TO j€ TPaHCUEHACHTHa (PYHKIM]a

0(x) = Elog(a +n)x", ..
0

CIIEKTPAIIHM HAYWH U3PAYYHABAIbA
OJPEBEHMNX MHTEI'PATIA

CnekTpanna MeTofa, Kojy je nsymeo M. IlerpoBuh ¥ 4uju cy IpUHOUIIH
H3IIOKEHU y IPBOM AEJIy OBOTa cimca’ , mpuMembyje ce Ha ABa pPa3NU4YHTa Ha-
4YHHa Y pavyHy ofipeheHuX HHTerpana.

Ipeu Hawun. — Y cnydajy KOHa4YHOT MIH GecCKOHA4YHOT HM3a MHTerpana
91,92, J3.... (IpOCTHX MNH BUIIECTPYKHUX) TaKBUX fia je ], yeo Gpoj KOjH ce Io-
Aypapa ca Koe(uuujeHTOM a, pa3BUTKa NO3HATe (PyHKIHje

f(x)=aq +a1x+a2x2 +...,

J, cy onpebenn kao norogHo oMebeHn cezZmeniliu jeHOT HyMEPHIKOr CHEKipa
npuApyXkeHor dyHRuuju f(x).

Taxko, Heka je f(z) ananuTHdka (HyHKIHUja, XOIOMOpP(dHA y YHYTpaIlIko-
ctu kpyra C nonynpedHuka R ca HeHTpPOM y Tadku a. Ceaxu iyiti xag Kowujes
JUHilezpan ‘

2 OpnocH ce Ha crp. 231-236 y kwusu 5. Maillenaimiuyrxu ciexiipu, Cabpana geaa
Musxauna lewiposuha.
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1 f(2)
4 = | JZ)
( ) -7" 21'51 (z —a)"+l d ’

uma zan =1,2,3,.. yeae pearre u fo3uiiushne 6pegHOCIlY, Moiy ce 9, uapauy-
Halliu ceU OgjegHom kAo ceZmeRTiu jegHoZ ilie UCOZ geyumannoZ 6poja S dpu-
gpyxenoz ¢pynxyuju f(z). Bpoj S ce mobuja Kao BpemHOCT ofpeheHor mHTe-
rpana

2n .

1 i fe™

5 = fiye| £
(%) S o lcp(pe )x[ , jdt,

e je

¢(z) = f_(a +2)~ f(a),
X(Z) = Zq”z“"z",

n=0

ap, A, g cy norofHo u3abpaHe KOHCTAHTE.

HaTterpan (5) Moxe yocTanoM GHTH 3aMEHEH pasHUM APYTUM KOjH CYy My
€KBUBANECHTHHU. Y H3BECHUM CIy4ajeBHUMa MOXE OH HCTO TaKO OHUTH 3aMerbeH
u3pasyuMa 0 KOHaYHMM WiIaHOBMMa oOpa3oBaHuM moMohy f(z) enemeHTap-
HUM apUTMETHYKHM omepanujama. Tako, cBaku myt kaj Komwujes uHTerpan
(4) uma 3a n =1, 2, 3,... BpeAHOCTH jelHAKE yeaum OpOjesUMA CAgpHCAHUM U3Me-
by gea gaiuia fosuimusena 6poja, nocrojahe fBa MO3UTHBHA U (PUKCHpaHa Leia
6poja M u N TakBa fa ce BPEIHOCT Ma KOI' HHTerpajia % NOKJama ca LEeJIHM
6pojem M + L, rae je L, neo Opoj cacTaBibeH Of Ipyle Aenumaina (CErMEeHTa)
6poja

(6) fa+107) - (@)~ —

10" -1

KOja IIOYME:e IPBOM 3HAa4ajHOM IHMPOM Koja cnemu (k—1) N-Ty a 3aBpllaBa ce
kN-tom menuMmanom Gpoja (6).

ITocTynax ce pacpoCTHpe U Ha Clydaj Kaf ¢y J, mMa Kaxeéu ueau bpojesu,
peanHu unu xommiaekcHu. OH ce NpuUMemyje jeAHaKO Ha CBakH HU3 f,%,%,...
ofpebeHnx MpoCTUX MM BUIIECTPYKUX HMHTErpaja TaKBHX [id CE MOXKE YCTaHO-
BUTH jefaH ofpebeH ogHoc u3Meby Tor HH3a H HM3a KOe(dUIUjeHaTa jeHOT CTe-
IEHOT pefa ca UenuM KoedUIujeHTHMa (peanHuM UM KOMIUIEKCHHUM).

Hpyzu nawun. — OpgpebeH unrerpan Moxe OUTH ofpebeH Kao ciexiiap
HeKe no3Hare Qyskudje f(z). Tako ce BpeAHOCT HHTerpana

]

2
_‘)'=7»=g j 64 cosZ Hdt,
i
0
rHe je
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Nn=oo

9(z)= qulz—llzl', q___:/‘i__ﬁ

n=0
nopynapa ca CnexTpom
S = 0,1020060020000700002520000924...

Nn=eo 2 2
f(Z)=Z( nn) 2"

n=0

dynknuje

Hcto Tako, o3navyasajyhu ca @(r,t) peanaH feo, 3a z = re', panuonanne
dbyukugje f(z) Koja npencraBba cKyn off m < 100 npsux wianosa JlamGepTo-
BOT pefia U CTaBIbajyhu

o=0,01, B=-+2log nar-10

BPETHOCT MHTErpana

2 [ e
ﬁﬁ_([e © (o, Br)de

noayfapa ce ca CIeKTpoM

S = 0,010002000002000000030000000002...
dyakugje f(z) 4uju ce memuManHu feo nuine, pebajyhu jenny Kpaj mpyre Hy-
mepauke rpyne G;,G,,Gs,..., TAe je G, jegHaka Opojy menurtema 6poja k KoMe

IpeTXOAy TONHMKO HyJla KOJMKO WX je moTpeOHO Aa 6u ykynae Gpoj nudapa y
G, 6uo jemHax 2k. :

TEOPEME O CPEIlOJ BPETHOCTH

M. Tlerposuh je yTBpAMO Bullle IOCTYNAKa KOjH BOfiE 0 ileopema o cpeg-
O] 8pegHoCiiy ONIITHX TUIOBa ofpebenmx maTerpana.

[. IIpBM mocTynax je 3acHOBaH Ha NMPUMeAOH: akKO €y BEIMYHHE Xi,X3;...,
X, CBE peaane U Ho3uiiuBHe U aKO je p peanad 6poj, BpeIHOCT

— (x, +...+x,,)”
o+

ce Hanasy yBek maMmeby rpammmna 1 ¥ n”~'; oBe rpanmne Mory GHTH CTBapHO HO-
CTUTHYTE. ‘ .

M. Tlerposuh opmaTie m3BIauM Hajupe HOCHeRHLe Koje Ce OgHOce Ha
uHTErpanse obiIuKa ’

b
JIR+ 7+ flax,
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e €y f; Ma KakBe (yHKIHMje IPOMEHJBUBE x, pealHe y MHTEpPBANy HHTErpa-
unje. Mnitiezpan ce moice pasnoxuitiu Ha 36up cabupaka

B
. | ax
o

(Tme ce f; 3amemyje CBOjoM amcoNyTHOM BpepHolnhy) MOMHOXEH (haxTopoM ©
. 1
KOjHU e y8ex Haaasu uameby In ul,rae cy o U} UIK caMe TPaHUHE g U b, WIK
n

Hax BPEeNHOCTH IPOMEHJBMBE Xx U3Mehy a U b, 3a Koje Oap jegHa of dyHkumja f;
Mema 3HaK. :

Oryna mpoucTudy BaXKHE NMOCIENHIE KOje Ce OHOCE Ha JIYKOBE KPHUBHUX Y
KOHaYHOJUMEH3NOHUM IPOCTOPHUMA, Ha MOBPIIMHE IOBPIIH, UTH. Taxo:

1° mexa cy x,x,,...,X, KOOpDAHHATE TAdKe y N-HUMEH3MOHOM INIPOCTOPY,
TaKBe [la j& EIEMCHT JIyKa KpUBE Y TOM IIPOCTOPY M3paxkKeH ca

ds* = X dx?.

ITocmaTpajmo geo s KOHauHe [y>XWHe JIyKa, HEeNpeKHMAaH WA H3JIOMJbEH,
Oy KOTa JIyK UMa cifaaar oK, Tj. AyX KOra ce CBAKa KOOPJAMHATA X; MEHa
KOHCTaHTHO Y HCTOM cMepy, pacryhu wiu omapajyhu. Heka je X; amcomyrra
BPEMHOCT KOHAYHOI NpHpamTaja KOOpAUHATE X; Kaj ce npobe Of jemHOr 10
OPYTOT Kpaja ayka . JyiuHa s uma epedHoci

S=92X,',

rae je O wunuaay xoju ce yesex Hanazu usmeby % u 1. Y nocebHOM cny4ajy
: n :

paBHe KpHBE O ce HANA3H uzmeby 0,7071... u 1; 3a mpOCTOpPHE KPHUBE OBAj UMHHU-
nag ce Hanasu usmeby 0,5774... u 1, uth.

Mosxe ce Ha 6eCKOHAaYHO MHOT'O HauuHa Ae(pOpMHCATH U MCTE3aTH A0 H3-
BECHE DaHMIE [AaTH YK ca YTBPHEHNM KpajeBUMa W CTaJHOT TOKa, a 1a TOK He
u3ry6u cBojy ocobuny cramHoctd. KoJNHKO ce MOXe MCTe3aTH jENHOM TaKBOM
nedopmaumjom? Oprosop aaje teopema M. IleTposuha.

Jegan ayk citianno? Woka ce Moxce UCIHe3aiiu HaAjauLe N iyiia a ga ce He
fdoxeapu ciiaanocili Wioka. OBa rpaHAIA UCTe3ama je CTBAPHO NOCTHIHYTA Y IIO-
ceOHOM Cclly4ajy Kaj| ce JyK § IpBOOUTHO CBOAM HA A0 MpaBe

€1X) +a; =€7x9 +a; =...=€,x, +a,,,
a; = const, €& ==I,

a necopMHILE Ce TaKO fla Ce MOKJONK Ca M3JIOMIbEHOM JIMHHjOM, CacTaB/beHOM
ONl n [eJIOBa NpaBUX MapanelHUX KOOPAMHATHUM OcaMa, KOja Cliaja Kpajese Jy-
Ka .



ONPEBEHM MHTETPAJHU 249

IToce6HO, MOXKE ce MCTe3aTH JIYK S§ jefHe paBHE KDHBE HajBHILE V2 =
= 1,4142... nyTa, a nyK jefHe TNPOCTOPHE KPHUBE HajBHIIE V3 =1,7320... nyra a
la IErOB TOK OCTAaHE CTaNaH.

Wcra pa3maTpama ce NpOIUpYjy Ha KPUBOJIMHUjCKE KOOPAUHATE ¥ AOBO-
Ke Ro TBpbemwa CpomHuX nperxopHuM. OHa ce jefHAaKO NpHMEBY]Y Y pa3sHHM
npodieMuMa MeXaHHuKe;

2° mocMaTpajMo MOBPII P KOjy YMHM JYK § Ma KOje paBHe Kpuse obpTa-
BEM OKO Heke oce y3eTe 3a ocy Ox. O3HaYHMO:

a.ca A ancoJyTHY BpeJHOCT NOBPIIMHE [ejla PaBHM OTPaHHYEHOT JTYKOM
s, ocoM obprama Ox M OpfuHAaTaMa KpajeBa JyKa s,

6. ca B MOBpIIMHY 4Hja jeé BPEMHOCT: UM aICOJlyTHA BPEQHOCT IIOJIypa3-
JIMKE KBafgpaTa Te [Be Kpajibe opAuHaTe (y claydajy Kaj ce KpHBa ME€a CTaJHO
y jemHOM HCTOM cMepy u3Mmeby mBa Kpaja myka §), MO Iak 30Mp ancoJyTHHUX
BPEJHOCTH IOJypas3nuKa KBafpaTa y3acTOIHMX OPAMHATA y KpajeBHMa AeNMH-
YHHMX JIyKOBa KOjU CE& YBEK MEWajy y jeJHOM HCTOM CMepy (Ha Koje ce MOXe
Pa3JIOKUTH JIyK 5 y Cly4ajy fia ce CMep BapHjalluje Mewa u3Meby Berosux Kpa-
jeBa);

8. ca R cTrpaHMUy KBafpaTa 4uja je IMOBpIMHA A + B.

I[IperxopnHa pasMmarpama cy fosena M. Ilerposuha o crepehe ommre Teo-
peme.

Hospwuna fosepwu P jegnaxa je fospwunu KpyxhHe dospuiu doayupe-
yhuka t = AR, 2ge je N wununay koju ce Hanasu usmeby 42 =1,1892... u V2=
=1,4142... ma xaxeu ga cy docMailipana oOpilina oepui U AYK S.

IMonynpeyHuk r KPyXXKHE MOBPLIM HCTE MOBPUIMHE Kao P, ©Ma BPEHOCT

r=kR(1+€),
rae k o3Ha4aBa OpOjHY KOHCTAHTY

4
k=_‘/i_‘2*‘[__2= 1,3017...

a arcoJIyTHa BPEAHOCT Off € HE NpeMania HUKaga BpEeNHOCT

N2 =42
== =(,0864...,
V2 +42

Tako na, yaumajyhu r = 1,3017R, yuurwena zpewka He gociiuice 9 iipoyenaitia Hu
3a jegny obpuiny ilospi.

Jemua ojf 3HATHHMX NPENHOCTH OBHMX TBpHEHma CacTOjy Ce y TOME IITO OHA
najy, momohy OOMYHE IUIAHAMETPHje M HEKMX HENPABUIHOCTU Koje 6W Morna
YIMaTH OCMaTpaHa o6pTHa MOBpLI, PPaHAIe M3Meby KOjuxX ce Hajasu MOBPIIN-
Ha moBpix P, Kao u ofrosapajyhu momympedsux r. Tako poGujeHe rpaHule cy
najyue moZyhe OK ce OCTaje y OIIITEM CIy4ajy jep Cy OHE CTBApHO HOCTUIHYTE
3a u3BecHe noceOHe OOpPTHE MOBPIIH.

M. IeTpoBuh je MPIMEHHO HCTa pa3MaTpama Ha jeJHO MHOIITBO Ofpe-
bennx mHTerpana. Ha npumep, ako cy Tpu GYHKUHjE u, v, w IPOMEHIBUBE X
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peanHe M MO3UTHBHe y MHTepBany (a,b) U aKO Cy m, n, p Ma KakBe pealHe KOH-
CTaHTe, OHAA je

b b b
Jw(u”’ +v")P dx=0 J-wu'"”dx + J wvdx |,
a a a

3ge je © wununay xoju ce ysex nasasu usmeby 1u 2771,

Orypa ce fobujajy obpacun

b b b
J.W u* +wldx =6, J.wudx+_[wvdx
a a a

b
J’ wdx
~Nu? +v?
a
2ge ce 0, nanaau usmeby 0,7071...u 1, a 0, usmeby 0,3535.... u 1.
Osu o6pacuy fomyIuTajy, B3Meby npyrux moryhux npumeHa, ga ce ymope-

Ie eaudiiunkuy, xuidepeauiliiuyku, NTA. MHTETPaAIH ca UHTErpaluMa payuonHan-
Hux ¢pyrkuyja. Ha npumep, uHTerpai

b
Jw/h+kx4dx (h> 0,k > 0)
a

b b
-0, jﬁdx+jﬂdx
Uu v

yBEK ce Hajazu u3Meby
Nk 33
0,7071 (b—a)ﬁ+T(b -ad*)
(b—a)«/ﬁ+{k—(b3 -a).
Pasnmuka usmeby JeHceHOBOT MHTETpala
2n
L Jlog mod f(z)dt, z=pe",
2n 5

H HHTErpasa

2n
leog(ﬂQ)dt,
2% !

rie P u Q O3HauaBajy amcoJyTHE BPENHOCTH PEAJHOT M MMaruHapHOr Qmena
dbynkuuje f(pe"), ysex ce nanasu usmeby

- 3 log2 = =0,3465...

1 0; oBe rpaHulle MOry GUTH CTBAPHO JOCTHUTHYTE.
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Il Jepan mpyru nocrynax r. IleTpoBuha THYe ce pealHHX WIM WMarHHAap-
HUX MHTErpaja obnuKa

b
(7 Juvdx,

a

Ie ¢y u 1 v iBe dyHKIMje, peanHe WM UMaruHapHe, npoMeHmbuBe x. [lox jenu-
HUM OTpaHHYEHEM, fila MyT HHTerpauuje 6yae peasar ¥ KOHaUHe OyxuHe, M.
ITetposuh yTBphyje cnegehy TeopeMy 0 cpefmoj BPEIHOCTH: jecitie

b b b
juvdx=%j uzdx+%Jl vidx — eX(C)2 )
a

a a

Zge je\, =u—v, Cc jegrna epegrocii usmebhy a u b, a 0 jegna epegrociti “uju mMogyo

_ b-a b—a
He [pemauia HUKAGa

u Koja ce ceogu Ha Kagu u v umajy jegunake

6uno ceoje peanre, 6UA0 uMaZuHapHe geaoge.

Kopucr Kojy HyRH oBaj 0OJIHK TeopeMe O CpPENi0] BPEAHOCTH CacTOjH ce
y TOME LITO OH JOBOAM IO pasnarama uHTerpana (7) Ha ABa, OX KOjUX jefiaH 3a-
BUCH €CaMO Of U a APYrY OX Vv, c2 jeJHUM MONpaBHUM WIAHOM KOME ce 3Hajy rop-
Ba U JOHa I'PaHMIa, ¥ TO 6e3 HKaKBOT OTpaHW4YcHha 3a # U v CEM TOT [la MHTE-
rpajy UMajy CMHCIIA.

M. IlerpoBuh je jepHako goxa3ao oOpasal:

b b
J' uvdx=% J (4 +v)2 dx—0 3(c)?

a a

rae y ¥ ¢ uMajy npebaiime 3Hadewe, O) je UHHMIAN YMjU MOAYO He IpeMala
—a

HUKaJa , B TO TaKObe 6e3 UKaKBOT OorpaHm4era 3a u 1 v CEM TOT fla UHTC-

rpand uMajy CMHCIa.
1lITo ce Tuye OMIUTHKX MHTErpana,

]=J.u1u2...u,,dx,
L

rme cy u; 6uIo KakBe (hyHKIWje NPOMEHIBUBE x, a L IyK MHTErpauuje, mpuMe-
hyjyhu na je

M. Tletposuh gonasu o pa3HMX 3aHMMIBMBHX IIPMMEHA Y M3pavuyHaBamy Ofpe-
benux unTerpana u y TeopHju TejlopoBuX pefloBa.
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HHaTerpany

d= fuvdx
0

ce npuapyxyje cneneha Heobuyna npumenda Koja ce ayryje r. Ilerposuhy:

O4HTO je Ja He NOCTOjM HMKAKBA (DYHKOHMja i TPOMEHIbHBE x TaKBa fia
MHTEerpan J uMa KOHA4HYy, OfipebeHy M 0g Hy.se pasdautiuiily BPEIHOCT Ia Ma
Kakap 010 mojuHOM v 1o x. IToctoje, MebyTuM, (hyHKOUje 1 MPOMEH/LHBE X 32
KOje J¥Ma jefHy TAaKBY BPEIHOCT IIa Ma KakaB 01O NOJMHOM V IO X 4YHjH CY
koepUIHjeHTH aaZebapcku GpojeBn (Iend, pandoOHANHHA WM WPAlUOHAJHH,
pEANHN WIIM MMarvMHapHH, TO3WTHBHH UNH HeraTuBHHM). Takas je, Ha mpuMep,
cny4aj yHKLH]jE

IjJie KBaj[paTHA KOPEH ~/x HMa CBOjy MO3WTHBHY feTepMUHALLL]Y.
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OYHKIINIE JTEPMHUCAHE CTEIIEHMM PEJOBUMA

M. IleTposnheBa ucTpaxkmuBama (pyHKIMja Ae(PHHACAHAX CTENEHUM pefoO-
BHMa

(8) f(z)=ag+aiz+ayz* +...

OfHOCE ce Npe cBera Ha Hyje, BEJIWYMHY MOAYJIAa M acCHMITOTCKE BPENHOCTH
¢yrkuuje f(z).

JegHa ommTa Teopema, 0 Koje OH [ONa3u NONECHOM IPHMEHOM TeopeMe
r. Agamapa 0 MakCHMyMy MOAYyJa JIeTEpMHHAHTEe Ha KOE€(UIUjEeHTEe pa3BUTKA

dyuKIH]CE % Iaje HAUMH fia ce PayyHajy JOme I'PAHUIE BPEJHOCTH KOje aHyIH-
pajy maTH CTEIEeHU pef Kaj ce fa 3aKOH 00pa3oBama HEroBUX KoedHIMjeHaTa.

Teopema M. Ilerposuha riacu:
axKo ce Hawunu GyHKyuja

=00

9 ury=—g > |a,[ ",

n=0
onga pynxyuja f(z) Hema HujegHe Hyse YHYTLAD KPY2Zd €A UEHIADOM Y HOHEUKY

U UOAYUPEHHUKOM

||

Nu(r)

u o 3a 6uno Koje r marwe og oayipesnuxa Konaepzenyuje R pega (8).
I'. Taunay? je Beh ykazao Ha mpyre HauuHE JOKa3uBamba UCTe TEOPEME alld
npoGuTHN goka3 M. ITerposrha MMa HEOCIOPHY NPEAHOCT fa MPETHOCTaBIba

(10) A=

3 E. Landau, Sur quelques théorémes M. Petrovich sur les zéros des fonctions analy-
tigues (Bulletin de la Société mathématique de France, 1905). -Teopema je Takobe usnoxe-
na y E. Fouét, Lecons élémentaires sur la théorie des fonctions analytiques, 2° Partie, p. 187
(y opyrom uznamy cTp. 82).
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caMO HajIPOCTHje YMEEHHIle M3 ONIITe TeopHje dhYHKIHja ¥ fa My je ocHoBa
IHCTO anre6apcka TeopeMa O MaKCHMyMY A€TEpMHUHAHTE.

Teopema M. IleTpoBuha je mecymruso odwisia v He NIPETIOCTaBIba
HHUINTA O KoeduuujeHTHMA pefa ¢yrkunje f(z). beHa npakTuyna mpuMena je
BCOMa Jlaka: MOXe Ce 3aMEHUTH a, Y KoeuUHUjeHTy pepa u(z) NPyrum
KoeUIHjeHTOM (¢, TaKBUM 71a 6yne

Cn 2 '(l,, l

1 [1a ce yMe u3pavyyHaTd 30Hp HOBOT, TaKO fobujeHor, pena u(z)..

Kap je R GeckonauaH, peanHa QpyHKUHja u(z) MOYMEE ONAfaTH [OK r pa-
CT€ IIOYeB O HyJe, MOCTUXKE NO3UTUBAH MHHUMYM L, IIOCIIE KOra OHA CTANHO
pacre; HajBuia Moryha BpefmHOCT 3a A he ce jo6uTu y3umajyhu L Kao BpegHOCT
3a u(z).

Kap je R xonauan, nHajeuma moryha BpegHOCT 3a A Guhe jemHa off Bpep-
HOCTH
|“0| |ao|

I " um

du
3aBUCHO O] TOra fa Ju ]e U3BON — d MMO3WTHUBAH WM HEraTHUBaH 3a r = R.
Z

Taxo Habera foma rpaHNIa 3a A je, Y OIIUTEM CIY4Yajy, HajillauHuja moZy-
ha. 3aucTa, OHa je CTBAPHO JOCTUTHYTa HYJIOM (QyHKIMje*

22-1 248,

(7) =

floy=22=

M. Ilerposuh nmpumMemyje TeopeMy Ha Helle (PyHKIUje KOHaYHOT pOfA.

OsnavaBajyhu ca M(r) MakcuMyM Mofyla jenHe TakBe (dyHKuuje F(z) Kap je

MOJYO Off z je[lHaK r, Ti€ je r MO3UTHBHA pealHa NPOMEHIbUBA, 3HA Ce fa, Ma Ka-
KaB OHO peanaH MO3UTHUBAaH OpoOj O, MPOU3BOJ

M(r)e "

ocTaje MambH Off U3BECHOT KOHayHOr Opoja N mok r pacre o 0 go . M. ITeTpo-
BHh yKasyje Kako [o3HaBame: 1° jefHe ropme rpasune 6poja N Koja oarosapa
AATO] BPENHOCTH O; 2° BPEAHOCTH KOjy y3uMa F(z) 3a z = 0; 3° popja p Te QpyHk-
[[yje fomylITa Aa ce padyyHajy foke rpaHUIe MOoAyna Hyla ¢yHKuuje F(z) H,
MHOrO ONUITHje, BPERHOCTH z 3a Koje F(z) y3uMa jefHy yHanpep RaTy Bpef-
HOCT.

W3meby mpyrux npuMeHa HaselmheMo jelHy OMIITE BpCTe KOja ce OJHOCH
Ha BEJIMYMHY MUHUMYMA MOGYAa aHANUTUYKe PYHKIHje OYXK jefHOr Kpyra.

ITo3nara Teopema r. Schou-a uckasyje jenuy HejenHaxocT usmeby maxcu-
myma mogyaa M(z) pyx jemHor kpyra C, IONyIpedyHHKA r ca IEHTPOM Yy node-

4 Cnyuaj na koju je ykasao r. Jlaugay (loc. cit).
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TKY, jeRHe ¢yHknuje f(z), xonmoMopgre yHyrap C u Ha C, u Opoja p Hyna
dyHKUMje f(z) Koje ce Hanaze y C.

Pesynrar pno xora je gomao M. IlerpoBuh, nomohy coje Teopeme o MHUH-
UMyMy Mopayna Hyna ¢yHKUuje f(z), naje jeaHy HejegHaKocT u3Meby Mun-
uMyMa Moayia gysknuje f(z) myx C u 6poja p U MOXe ce caxeTH y ciaenehy
TEOpeEMY.

Munumym mogyaa ¢pyrnxyuje f(z) gyx C ne idpemawa Hukaga spegHociu

p
(_r}:) , 2ge je . epegrocia (10).

On crasosa M. IleTpoBrha Koju ce OgHOCE HA TPAHHUIE, JOWE H TOpHE,
BEJMYMHA MOJlyJia jefHOr CTeneHOTr pefla HaBoguMo crenehe.

I. Axo je onwTh KoedUIMjeHT pefa . A,z" Npou3BOX ofrosapajyhux Ko-
edunyjeHaTa HU3a PEROBa

(11) Zal,,z", Zaz,,z",..., Zal,,,z”,

n n n

ca pealHUM WI¥ KOMIUIEKCHHM KOEhUIMjeHTHMA, OHYA je 30 C6aKY 6PEGHOCHL Z
KOja ce HAAA3U YHYTAp KPYZa KOHEepZenyuje 3ajegHUYKOZ pegosuma (11) mogyo

pega X A, z" maru og

1 1 1
Q1(rP)e(r?) ., (r?),

2 2
(pi(z)=2|ain| z*".
n

rue je r=|z|n

I1. 3a cBaKy BPENHOCT z 3a KOjy pell Xa,z" ca pealHuM UM KOMIUIEKCHAM

KoeduIujeHTHMA KOHBEPIUpPa, M0gyo pega Y.apz" marl je og epegrocitiu

ir
[o(rP)]?,
rae je
©(z) = lao |p +|a1 lpz +|a2 ")22 +... .
I11. Hexka je

(12) f@)=ay taz+azt +...

pen ca peanHHM W IO3WTHBHEM KOeUUMjeHTUMA, NpBa NBa KoeuIAjeHTa ay
¥ @ MOTY, yOCTAlIOM, MMaTH Ma Kakse peanne Bpepsocrd. Hexa cy xj,xy,..., X,
peanHe W MO3UTHBHE BEIMYMHE THjH je 30MPp § MamH Off NMOJYNpEeIHMKA KOH-
seprednuje R pena (12).



256 MHUXAUNO NETPOBU'R O CBOJUM PE3YJIITATUMA Y MATEMATUYKOJ AHAJIU3U

Baxcu obpasay;:

fQ+.. +x,)=0 [ f(%) +ot f(%):'—(nﬁ—l) £(0),

2ge je O jegan wunuAay KOju ce yseKx HAAA3U uaMeby L u 1. I'panune 1 ulcy
n n

CTBapHO AOCTUTHYTe 3a NMPOU3BOLHY OYHKIHU)Y f(z) Kaf Cy KONWYHMHE X; 3aHe-
MapJbHBE Yy ONHOCY Ha jefiHy Off BUX, UM IaK Kaf cy MebycoGHo jeqHake.
Taxobe saxcu o6pasay,

fxp)+...+ f(x,)=A+0B,

(2
n

B=f(s)- nf(%) +(n~1)£(0),

20¢ je

a 0 uununay xKoju ce ysex nanasu uzseby O u 1; oBe rpaHHIE CY JOCTUTHYTE Y
ABa rope NOMeHyTa Cly4aja.

I'. bopen je ynmo3opuo Ha YMHEHUIY [ia C€ aTH pPa3BUTaK
f(z)=ag +ayz +apz* +...,

MOXe 3aMEeHUTH (M TO Ha GECKOHaYHO MHOTO HAa4HHA) je[HUM APYTUM Pa3BUT-
KOM

(p(Z)=AO +A12+A222 +...

9UjU Cy KOeQHUHjeHTH A, payuorasnu 6pojesu M KOjU MMa UCTE CHHTYIAapH-
TeTe Kao f(z) y YATABOM JieJly PaBHH I'ie MOCTOje o6e dyHKIumje’.

M. IletpoBuh nokasyje ma ce panuoHalHH A, MOTry uM3abpaTH Ha Takas
Ha4MH fAa MORYO pa3nuke f(z)-@(z) Oynme, y JaTOM KPYyry, MamM OJf YHAIpPeEN
maror 6poja €. OH goka3syje Tako cieaehy Teopemy.

Ananuiiuvaxa ¢pynxyuja f(z) mowe 6uiliu pegciiagbena y OKOAURU CB4-
Ke obu4He ayxe z, U Ca He/beHOM AUPOKCUMAUUJOM, ClueileHum pegom ©(z) ca
DAYUOHAAHUM Koepuyujeniliuma Huju cy umeHuouu ypebenu yuailpeg gaitium
garxoruma (y3 U3BECHA OTPAHHYEHA O KOHBEPIreHIHU|H).

Moxke ce pacnonaraTH OBHM MMEHHOLMMa TaKO [1a 3afOBOJbaBajy pasHe
XeJbeHe YCNoBe, Kao, Ha IpUMeEp, Ma Koju ofi cneaehux ycnosa:

1° na mBe yHKIHje f 1 @ UMa]y Ucilie cUHZyaapuilielie Y YATABOM JIeNy pa-
BHH Ii€ OHE IIOCTOjE;

3 E. Borel, Legons sur les fonctions méromorphes, p. 36.
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2° na ¢ Oyne cTeneHn peq, YUjU cy KoeUUHjeHTH Yeau 6pojeBH, Noxebe-
HH jeMHHM yeaum Opojewm;

3° ma ce yHKUMja @ CBOAHM Ha jefaH ZOAUHOM TIO z, YHjH CY KoedULHjeH-
TH yeau OpOjeBH, NMOAEILEH jJENHUM LeTuM GpojeM.

ITocroju GeckOHayHO MHOTO CTENEHHX pefloBa f(x) ca peaqHuM Koedu-

[HMjeHTHMa KOjH UMajy 3HavajHy ocoGHHY fa Cy CBe HyJIE BHUXOBOTL N-ilioZ geaum-
u4Ho? 36upa

(13) fi(x)=ag +ax +ax® +... +a,x"

peaane 3a 6uno Koje n. CTapHe NIpuMepe TaKBHX pefoBa fajle Cy H3BECHe
TpaHCLEHIeHTHe (yHKIMje Koje je u3ydaBao r. Xapay.

M. Ilerposuh, y cBojoj pacnpasm Sur une classe remarquable de séries
entiéres MpuKka3aHoj] Ha MebhyHapogHOM KOHrpecy mMarematudapa y Pumy 1908,
HOOTIYHO pelllaBa NpobiieM Halaxemwa HolupebHUX U JOB8O/bHUX YCIOBA ia TaKO
6yne U Tako faje Ha4MH CciisapHoZ 00pa3oearba ceux cilieileHux pegoea ca mom
0coOuHoOM.

Heka je A,(ag.4y,...,a,) TUCKPUMHUHaAHTa HNonuHoMa f,(z) M o6pasyjmo
anrebapcKy jeqHa4MHy 1O X

(14) A,,(ao,a,,...,a,,_l,x)=0

Osznavasjyhu ca A, HajMawM IO3MTUBAaH KopeH jenHaunHe (14) a ca p,
meH HajBehu HeraTmBaH KopeH, r. Iletposuh ucka3syje cneiehy TeopeMy.
Ha 6u peg 1(z) umao Hocmailipany ocobuny, ioiipebHO je U GO80/LHO ga
2
6yge a, <4—a—'—— u ga ce ceaxu Koepuyujeniti a (2 < n) Harasu uameby gea ogzo-
a(

sapajyha xopena A, 1 U,.
KoeduuujeHTH a, je[HOr TAaKBOT PEfa 3a[l0BOJbABajy HEjEHAKOCT

(n- 1)4121—1 -2a,a,-, >0

KOja TOKasyje, Ha MpUMeD, ia He MOTY ABa y3aCTONHA KoeulmjeHTa a, OUTH
Hylle HHTH MOXe OMTH HyJa KoedHIMjeHT m3Meby ABa KOe(HUUjeHTa HCTOT
3HaKa.

3a pefoBe ca MO3NTUBHUM 4, TeopeMa aobuja cnefelin o6nuk.

Ha 6u peg f(z) umao ucxkasary ocobuny, Woupebro je u gososbHo ga cea-
ku Koegpuyujeniti a,(2 < n) 6yge maru UAU jegHAK OF KODEHA A.

M. TleTpoBuh fokasyje y oBOM ciy4dajy na f(z) jecitie yeaa gpyrxyuja iipo-
MeH/bUBE Z jegHaKa KAHOHCKOM [pOU380gy HYAMOZ pOga HOMHONMEHOZ jegHom -

6 Hardy, On the zeros of a classe of integral functions (The Messenger of Mathem.,
novembre 1904, pp. 97-101). ‘
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excﬁoneuquja/zuom pynryujom €. Jlo ucTe TeopeMe je fourao r. MonTen npu
CBOJUM OIIITHjUM nc’rpaxnnarbnma7

Monyo dynkumje f(z) je 3a CBaKy BpegHOCT z = re' mamu of a,®(Br) rne
je ®(z) nena ¢ynkunja

> —an?
<I’(Z)=Zte —z" :llog2
T n! 2

a2
ay n

Hyne dyskuoumje f(x) pacry ca n 6pxe o 22n. IToma je mokasao fa
TPaHCUeHJeHTHe yHKUUje f(z) ca MO3UTHBHAM PAUMOHAIHUM KOE(UIMjEH-
THMA a, He 3a§go60./5a6ajy Hujegny arzeGapcky gugepenyujarny jegnaquny 8

JIako je, yocranom, o6pa3oBaTH HeOrpaHH4eH Opoj pepoBa f(z): mocroju
6ECKOHaYHO MHOTO HH30Ba (g,®;,®;,... TAKBUX fla aKo je X.a,z" jemaH pex
f(z), onpa je Takas u pex Y ®,a,z".

TpaHncuenpgenTHe ¢pynknuje f(z) cy, on pagoBa M. Ilerposuha, Gmite npe-
IMeET Ay6IbuX u3yuasama r. [Iome® u r. Monrenal®.

a B KoHcTaHTa

20. ITocroju ucro Tako 6€CKOHAYHOCT CTENEeHUX PEJOBa Ca pedaHum Koe-
(pULUMjeHTHMAa KOjH MMajy OCOGMHY Ra HU cam peg Huilii Ouro Koju rezoa ge-
AUMUHHY 30UD TADHOZ UHGEKCA HEMA DEAAHUX HYAd.

TaxBu cy, Ha npuMep, €IEMEHTAPHK PENOBH

ZZ",

OsHa4uMo ca A, oppebeHu HHTErpan

b
(15) My = _[ wkdt,

a

rfe Cy rpaHule a U b IPOM3BOJBHE allM pedanHe, u H v Cy iIBe Ma KakBe GyHKUHje
peasnHe NpPOMEHJbUBE !y MHTEpBaly (a,b) M u je CTaNHOTr 3HaKa y TOM MHTEp-
Bany.

7P. Montel, Sur les familles normales de fonctions analytiques (Annales de 1'Ecole
Normale supérieure, 3¢ série, t. XXXIII, 1916, p. 281).

8 G. Pélya, Zur Utersuchung der Grossenordnung genzer Functionen die einer
Differentialgleichung geniigen (Acta mathematica, Bd. XXXXII, 1920).

9 G. Pélya, Ueber Anndherung durch Polynome mit lanter reellen Wurzeln (Rendiconti
del Circolo mat. di Palermo, Bd. XXXVI, 1913, p. 2); Ueber die Zusammenhang zwischen der
konvergenz von Polynomfolgen und der Verteilung ihrer wurzelm (Rendiconti, t. XXXVII,
1914). .

10 p. Montel, loc. cit. — BugeTH Takobe 6eneuwky r. R. Jentzsch-a y Comptes rendus de
I'Académie des Sciences, numéro du 16 mars 1914,



TEOPUJA ®YHKLMJA 259

M. Iletposuh noka3syje na axo je Ya,z" jegan peg ca uspeuenom ocobu-
HOM, OHga je iiaxae u peg Y. A,a,z". OH HoNa3K AC pa3HMX TBphewa O MaKcH-
MyMy MOJlyJia TaKBHX PefioBa AyX JaTOr Kpyra, 0 MUHHHMYMY MOJyJa HHXOBHX
HyJa, O pacrofend BUXOBUX HyNa (Kao U Hyna 36HpoBa HaTor 6poja HHUXOBHX
NPBHX 4JaHOBA) Y PaBHH NPOMEHJbHBE Zz, HTI.

II JEIAH HAYUH PACTABJbATA AHAJIUTUYKUX OYHKIIUIA
HA TIPOCTE EJIEMEHTE

Csaka aHanuTH4Ka (yHKINMja ce MOXE NMPENCTaBHTH, H TO Ha GECKpajHO
MHOro HayuHa, HHTerpannMma obnnka

(16) j R(t,2)dt,
L

rae je R payuonaana dyHxmja no z, Koju je pnedunuiie y ogpebenoj obnacru
PaBHH z.
Tako, ocuoBrn Komnmnjes o6pa3zarn

(1) dr,

. 1
17) @)= {

Kao M OHM KOjH Ce H3 Hera W3Bojie AudepeHnupamiMa, CMEHaMa MPOMEHbUBE
WK NMyTa MHTerpanyje, Aajy aHaNIMTHUYKE u3pase 3a f(z) y o6auky (16). Opart-
Jie ce je[HaKO HM3BOMHU jeAHa GECKOHAYHOCT ApPYrux obpasana HUCTOr THNa IpH-
MEHOM MNPEeTXONHUX Ha (PyHKIHje MOTUHI-eHe MOoceOHUjUM yciaoBuMa (Ha IpH-
Mmep nosHate CrunTjecoBe dopmymell).

C mpyre crpaHe, ako je ¢yHKuMja f(z) maTa CBOjUM TEjIOPOBCKHM pa3BH-
TKOM, OHfla Ce ONIITH Koe(HUIUjeHT a, Ha 6eCKOHAYHO MHOI'O HAYMHA MOXKE
HANUCATH Y OGJIHKY

(18) a, =](n)=j ur'dt

(u " rcy pyHKUMje NpOMEHIbUBE t) HIKM Y OONUKY 30Hpa, TAKBUX WIAHOBA, Ta-
ko na he ¢yHkumja f(z) 6uTu mpepcTasmkbeHa y o6muky (16). [Tosnara cy peme-
ba nmpoGlema m3paxapama a, y o6nuky (18) 3a BeoMa mIMpoOKe KJace aHANHA-
tHukuX pysxngja (rr. Bopen, lle Pya, Cruntjec).

lakne, ako ce NpeTOOCTaBH fia je yHanpen gata ¢yHkngja f(z) y o6mMKy
(16), r. IletpoBuh npumehyje Hajnpe na ce KoedunHjeHT b, pefa

R(t,z) = by + bz + byz? +...

1 stieltjes, Sur le developpement de logl'(a) (Journal de Mathématiques pures et app-
liquées, 1889, 'p. 424—444).
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MOXKe H3pasuTH y o6MKy 36Mpa orpaHHYeHor 6poja unaHOBa O6GNMKa
n(n~1)(n-2)...(n - k)J(n),

The k He 3aBucH Off n a J(n) je oGmuka (18). Onrosapajyhe dyuknyje u u r ve 3a-
BUCE Of n a anreGapcku 3aBuCe OF (YHKIHMja DPOMEHJbHBE ¢ KOje Ce jaBibajy
Ka0 KOC(HIMJEHTH y3 Pa3NMINTe CTeNeHe NPOMEHIbHBE 2 ¥ R.

Osga npocra npumen6a NOBOAH T. [lerpoBuha o cnepehe Teopeme:. Ako
ce ca j(n), h(n), 4(n),... o3Hade pa3n;m MHTerpamu obnmka (18) MpUAPYXEHU
pyrkmmjn f(2), a ca 6,(2),0,(2),05(z),... pasne dynxuuje '

(19) 0(2) = Y ()"
0

IITO OAroBapajy THM HHTETpaNuMa, OHAAa ce ghyHkyuja f(z) moxe uspasuitiu
Kao AuHeapHa KoMOUHAYUJA Ca KOHCIHAHIGHUM KoeUuUujeniliuma Y1anoea

( de d%e
0 » _11 2_l, sary
@) 22 2
do d*e
20 8,(z), z—2% 222
(20) 102(2), z z L 52

®ynxumje 6(z) uMajy Tako yJIOry jeNHe BpCTE UpOCiiux enemenaitia Ipema
byukumju f(z) xojoj ce npuapyxyjy. Iluramwe KoHBepreHuuje peposa 6(z) yc-
KO je MOBE3aHO Ca NUTambeM aCHMITOTCKHX BPEJHOCTH MHTerpana %n). AcuMI-
TOTCKe jefHakocTH Jlannaca, JapGya, ®namua, AMuja, Iloenkapea, Jle Pya xao
U pa3He HejeJHaKOCTH Koje ce ofHOce Ha %n), 07l KOJHX je 3a Heke, BEOMa OIl-
urre, 3acnyxkan r. [leTrposuh, gajy ono mro je moTpe6HO ga 6u ce peuino npo-
6neM. Meby dynkunjama 6(z) uma yesux u r. IletpoBuh uckasyje npasuna 3a
BHUXOBO NpPENO3HaBame y NOCMATPaHHM CIydajeBuMa. ‘

AxanuTHykya u3pa3s 3a ¢yukuuje 6(z) 6uno y obnuxy pemosa (19), Guno
y OOJIMKY MHTErpaina

dt,

1) 8(z) =\j
1-rz
L
noropaH je 3a moppo6HHje u3ydyaBame OCOOEHOCTH THX (yHKLHja, THME HITO
HCTHYe OJHOCE KOjH mocToje m3Meby pasHux ocobenoctu ¢yHKumja 6(z) u oc-
00EHOCTH BHMa NPUAPYXKEeHUX (PYHKUMja u U r.

HUspa3s 3a 6(z) y o6nuxy (19) onpebyje 6(z) y yHyTpaImOCTH jegHOra
Kpyra; u3pas obunka (21) gaje aHanMTHYKO NMPORYXKeHE y YNTaBy paBaH. Csa-
KH O]l BUX HCTHYe ocobenoctn ¢ynknuje 6(z). IIpeu je, Ha mpuMep, 3rofaH 3a
HETIOCPENHY NPUMEHY CKOPalUBbUX pe3yiTaTa TEOPHje CTENEHNX PENOBa KOjU ce
THYy nocrojehnx omHoca u3Meby HaumHa onapama f(n) ca n ¥ pacrema 0(z) ca
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Z; WK naK ogHoca usMeby ocobeHoctu Hu3a J(n) M cHHrynaputeTa QyHKUHje
6(z), WeHUX HyJNa, BHEHUX NOJOBA, UTA. JpyrH U3pa3 je 4ecTo MOTORHUjM 3a
HYMEPUYKO pauyHawme ¢yHKuuje 6(z); oH omoryhaBa M3yuaBame OCOOHHaA
¢dynxkuuje 6(z) BaH Kpyra KoHBepreHuuje ogrosapajyher pega (19). Ilorogan
je, Ha MpuMep, IpH H3yYaBamy ACHMIITOTCKMX BpegHOCTH dyHKuUuja 6(z), pac-
nopesie BHUXOBUX CHHTYJNApHUTETa Y z-paBHU, HAYMHA Ha KOjU ce NMoHama 6(z)
Kaj ce z NpuOnuKaBa Kpyry KoHBepreHmuje peaa (19), unu nax, jeqHOM off He-
HHMX CHHTYJIapuTETa, MM Kafia ce z o6phe oKo mera, uth. Pacnpase r. IleTpoBn-
ha cagpxe BUIlle 3HAYAjHUX pe3ysiTaTa y TOM NMOTJERY U IOKa3yjy na je Moryhe
M3TPafUTA jeqHy OMLITY Teopujy Be3a u3Mmeby enemeHara (a, b, u, r) ¥ aHaNHU-
TH4YKe PYHKUHUjE f(z) KOjOj Cy NPURPYXKEHH.

dyukugje f(z) MOjaBibyjy ce HEMOCPENHO y OOMUKY eneMeHara (a, b, u, r)
y MHOTO6pOjHUM npoGnemuma aHanuse. Ilocroju, Ha HpuMeEp, jefHa GecKoHa-
YHOCT pudepeHnyjalHuX jefHaYuHA

(22) f(xy,y)=0
4Hji je OMIUITH HHTerpan obiuka
F(y,C)=0 (C = const),

rme cy A u p ¢yHKUMje mpoMeHIbMBE X a F je payuonaara dyuxumja on C.
M. IetpoBuh uckasyje nmoTpeGHe M AOBOIbHE yCloBe fa Tako Oyne. MHTerpan
[ ydx , wnn, ommruje, | R(x,y)dx, Te je R payuonasna GyHKIMja MO y a Ma Ka-
XBa IO X, y3eT AyX garor myta L M mocMaTpaH Kao QyHKUMja HHTErpaluoHe
KoHcTanTe C, MPEJCTaBIba Ce Tafa HeNOocpenHo nomohy cBojux enemenara (a, b,
u, r). Taxae je, usmeby ocifiasux, cayuaj arZebapcke jegnauune dpeoz pega ca
CIllAAHUM KPUTIUYHUM [avKkama u Hyailie épcitie. IHTerpain [ ydx he 6utu 06-
JauKa

j P(x,C)dx,
L

rie je P panuonanHa ¢yHKuMja no C, KoeduuujeHTHe (PyHKIM]je NPOMEH/bUBE
x anreGapcku 3aBuce off (PYHKIMja fOOKjEeHUX MHTErpanujoM jepHe PHKarujese
jemnauMHe W KoeduuMjeHaTa KOjU CE jaBlbajy y AaTOj AM(EpEeHIHjalHoj jen-
HaunHu., OH ce MOXe, Ha MPETXONHN HauMH, PACTABUTH HA MPOCTE eJIEMEHTE Y
Kojuma he MocpegoBaTH MHTerpanu jemne PuxarujeBe jepHaumue. Y cny4ajy,
Ha IpUMep, CacCBUM NPOCTE jeiHaYnHe

y'+xy*—a’x=0 (o=const.),

H3paxasa ce HHTErpaj

jm(,yw)dx
0

noMohy TpaHCUEHJEHTHE cbyuxuhje
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[=]

CeTMo ce jom fa, ako je a KOHCTaHTa Ca MO3ATHBHEM MMarHHapHHM ne-
JIOM, cBaKa QyHKuMja AeMHUCAHA CTENEHMM PEJOM UMM je OMUTH KoedHuu-
JeHT panuoHanHa GyHKIMja NPOMEHBUBUX sinan M cosan JONYIITA Kao MPACT
€JIEMCHT TPAaHCLUEHACHTHY (YHKUH]Y

H=oc

6(z) = Z[COt(an +B)+ i]z"

=]

(oo u B cy xoHCTaHTe) Be3aHy MO3HATOM YHKUMOHANHOM penanujoM ca (yHK-
uujom Dlog,(z) u3 Teopuje emunTHYKuX ¢pyHKumja. OBO BORM IO jenHOr Ha-
4YHHa dpegciliagmarba mepomopdrux geoiiepuoguunux ¢ynkyuja y obauxy
ogpebeno? uniliezpasa payUoOHAIHUX KOMOUHAUUJA eKCTOHeHUUjaAnuX pyHk-
yuja ca unilleZpayuonum Zpanuyama — o H + o (npobiem je Beh pemmo A.
IToenkape).

III. TIOCEBHE TPAHCHEHOEHTHE ®YHKIIHUJE Y
OINIITUM ITPOBJIIEMNMA.

buno 6u penaTHBHO NaKO 3aMHCINTH M CTBapHO HaNpaBUTH TOJMKO KO-
nuKo ce xohe HOBHMX TPAaHCUEHAEHTHHX (yHKUHja AecmAKCaHMX cBojuM Tejmo-
poBUM pa3sBMmMMa Koje 6M, 360r oO6JHMKa CBOr onuTer Koeduuujenra, Gune
MIOTOfIHE 3a NpoyyaBalke HHMXOBE Pa3IMYNUTHX OcoOHHA yoOHMYajeHMM MHOCTyn-
o¥Ma onmTte teopuje ¢yHKIMja. Ann Takse ¢yHKuyuje 61 GHie Of HEKOT CTBa-
PpHOT 3Ha4aja caMoO ako (¥ ce MOIJIO YYMHUTH fia MMajy YJIOry y NMHTambHMa On-
IITHjer pefla, M MaK ako CE jaBbajy Kao eJIEMEHTH payyHa y BaXXHMM NpoO-
IeMHMa, Kao eJIeMEHTH CBohema 3a BHllle MM Malke LIHPOKe Kiace QyHKIN]ja,
HTH.

MHore mMehy HOBMM TpaHCUEHAEHTHMM (yHKIHMjaMa Ha KOj€ je yKa3ao M
Koje je u3yuapao r. Iletposuh no6po ucnymasajy oBe yCloBe.

Takas je, Hajnpe, cly4aj TpaHCUCHAEHTHE PyHKIHjE

2 .3 4

=l+z+-+ 42 4
Q) =142+ 70+ o+ 370,423

4Mju je KoeduumjeHT y3 z” HajMamM NMO3MTHBAH KOPEH OpojHe jeaHavnHe
n-TOT pefia 1o x
A"(l,l,xz,Xg,...,l,,_],X) = 0,

Yy K0joj A, o3HayaBa OAUCKPMMUHAHTY NOJIHMHOMA 1O z

T+z4+Az2 + A2 +... 4+ A,2"
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y KOMe je A, 3aMemeHo ca x.

Pen €(z) na xoju je yxasao u npoyuasao ra r. Ilerposuh npencrasmba jen-
Hy HOBY TPaHCUEHJEHTHY dyukumjy. To je yeaa pymkyuja nyaitioz poga,
JeRHaKa KaHOHCKOM NPOM3BOAY HYJITOr POJia NOMHOXEHNM €KCIOHEHIHjaTHOM
¢yHkuujom e*. OHa MMa GeCKOHAaYHO MHOTO HYJa; CBE Cy peajHe, HEraTHBHe,
Mawme og -1 u pacTy ca n, No ancoJyTHO] BPEXHOCTH, Opxke Of n(«/f)". ben
MOfyo 3a z = re" MamH je of ®(re+2), rie ®(z) o3navasa neny pysHkuujy

—on?
o)=Y 2", a:%logZ.
0

n!

IMocmaTpajmMo mpeTxonHo HaBeneHe GyHKUMjE
f@) =ag+az+ayz® +...

KOje uMajy ocoOuHy fia Cy cBe HMXOBE W HyJNle CBHX HUXOBUX CKpahema n-Tor
pena
@) =ay+az+...+a,z" (n=12,3,..),

peaane. CraBmajyhu ap = a; = 1 (1uTo HAKAKO He yMamwyje onwroct), 2. Ieitpo-

suheea Wpancyengeniina gynxyuja Q(z) wunu y ynxyujckom fdpociiopy

HeKy épcity Zpanuye usmeby pyuxyujcko? ioma gynxyuja f(z) ca nHasegenom

ocobunom u ociiaitixa ¢ynxyuja. 3aucra, nameby dyakunja f(z), pen Q(z) je

OHaj 4Hju KoeNUMjeHTH a, gocitiuxcy c8ojy Hajeehy mozyhy epegrocii.
TpaHcuengeHTHa dyHKUHja

=\ n
Az,0) =Y 2
0 n

(rpe je o0 XOHCTaHTa Ca MO3UTMBHHM PEalHUM JEJIOM), KOjy je Takobe mpoy-
yapao r. IletpoBuh, 3anMMLMBa caMa NO cebM 360r jeMHOCTABHOCTH 3aKOHa
CBOT ONIITEr Koe(PHIUjeHTa, jaBlba Ce Y pa3IM4UTHM IMTalkbHMa Koja ce OfHOCe
Ha nene ¢ynknyje. Jlemasa ce fa ce H3BECHE 3aHMMJbUBE OCOOEHOCTH NMpoyda-
BaHNX (PyHKIHja NpeBoje HejefHaKOCTMMa M3Mely omrer Tejnoposckor Koe-
¢unuyjenTa a,, npugpyxeHor ¢GyHKINjH, N jenHe oapebene PyHkuHje merosor
HHAEKCa n KOja ce yNnpaBo M3paxasa nmoMohy onmTer KoedunuujeHTa pepa
A(z,0). ITo3HaTe oco6uHe oBOra, 36or nocrojeher ogHoca u3Mehy 3akoHa Koe-
¢unmjenta a, 1 ocoGeHOCTH (HauHMH pacTewa, aCHMITOTCKA BPEAHOCT, TPaHH-
1e NpoMEHe, TYCTHHA Hyna, UTA.) oAroBapajyhe dyHKIHje, MOTY Taja [OBECTH
o ocoGuHa MpoydyaBanux dynkuuja. Tpancyengeniing gynxyuja A(z,o) ja-
8/ba ce iliaga xkao eaemeniii iopeberoa u pauyrarba KOju MOXE YUHHUTH MCTHH-
CKe ycnyre. ’

Meby TtBpbemnma r. IleTpoBnha Koja mcTHuy OBY YJOTY yKa3yjeMo Ha
cneneha.
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I. Monyo koeduunjerra a, jefne npocTe Iene ¢GyHKIMje (TO 3HAYM A4 Y
IEHOM pa3sBojy y NPOU3BON NpPMMapHUX YHHHNANA HEMa €KCIOHEHIHjaJHOT
YHHAOIA) KOHAYHOr POfia je, MOYeB Off H3BECHOT n, CTANHO MAklU 0 09Z08apa-
Jyhez koeguyujenitia pyuxyuje A(Az,), rme cy A u f mosuTHBHE, Of n Hesa-
BHCHE KOHCTaHTe. 3a q)ym(un]e HYJTOT pofa Ta HCJCJIHaKOCT ce pachmpocTupe
Ha cBe Koe(pUUUjeHTe a,

Monyo jepHor pena

f(2)=1+ bz +byz? +...,

4YHju je OmTH KoeUIHjeHT b, jeNHAK k-TOM CTEIEeHY ONIITEr KoeduiujeHTa
jemne mpocTe uene ¢yHKLOHje HYITOT pojaa, maru je og A(hr,k), rae je
h= (ue)" ap o3HayaBa 36Hp PELMIPOYHHX BPENHOCTH MOMYJa Hyna ¢yHKUIHjE
f(z). Monyo n-te Hyne ¢yukunje f(z) pacre 6ap Tako 6p30 Kao nk, urn.

II. TpaucuesnenTHa pynknuja A(z,0) jaBba ce Takobe kao mopenGeHu

eNeMeHT 3a CBakd pel f(z) = X.a,z" ca peaqHuM WM KOMIUIEKCHHM KOe(HUH-

angl
an
Pen f(z) mpencraeba Tafa jenHy yeay GyHKUM]Y NPOMEHIBHBE Z qHjU je
MOAyO, 3a CBaKy BpeQHOCT z = re", MamHu of |a0 A(ur,1), rge je p mpeTxongHa
xoncranra. To moxasyje, Ha IpUMep, Aa je BPENHOCT JEHCEHOBOr HHTerpana

jeHTHMa, HiaKas ga peg ca OUiuuMm YAAHOM KoH@epzupa.

2n
ﬁ 2[ log| f(7e%)|d8,

npuppyXeHor ¢pyHKuAjM f(z) Mama Of

H
log|a0|‘+log 1+pree |;

na mysie ¢ynkugje f(z) pacty 6ap Tako 6p30 Kao BHXOB PaHr, UTH.

III. Ha jegaH ONIITHjU HAaYMH, CBAKU IYT KaJl IOCTOju KOHa4aH, peanad u
Ho3uTHBaH Gpoj O TakaB fa pefl ca ONMIUTHM 4JIAHOM

o
)

all

KOHBEPIHpa, Peldl X.anz' NpeNcTaBkba yeay GYHKIH]y NPOMEHILUBE Z qHjU je
MOJIyO, 32 CBaKy BPENHOCT Zz = re®, maru og lay| A(yz,a), TAe Cy Y ¥ O IIO3UTH-
BHE KOHCTAHTE.

IV. Heka je .
f(z)=1+aq:z +a222 +ayzt + ..
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pen 4uju je onmwuTH KoeUUHjeHT a, NETEPMUHAHTA Pefa n CauMmEHa Off peal-
HUX MM KOMIUICKCHHX €JIEMEHAaTa TaKBHX la ABOCTPYKH ped o6Gpa3oBaH Of
KBaJpaTa BUXOBHX MO[yJa KOHBEPTHpa YHU(OPMHO 33 HEOTPAHUYEHO PACTY-
he n; Heka je A 36up TOT pepa.

Pen f(z) npepcrasma meny ¢pyHKUHMjy OpPOMEHJbUBE z YHjU je MOMYO, 3a

CBaKy BPEJHOCT z = re' | marwu og A(r«/x,%); 0Baj MOJyO 3a HEOTpaHHYEHO pa-

N.Z
cryhe r pacre cilopuje of re 2¢ ; BpeRHOCT JEHCEHOBOT HHTErpaja mpUAPYXEHOT

dynruuju f(z) marea je on logA(r«/—x,%); Hyne ¢yHKuMje f(z) pacry 6ap iua-

K0 6p30 Xao KBafipaTHH KOPEH IUXOBOT PAaHra, UTH.

I'. ITerpoBuh yka3syje, ocuM Tora, Ha MHOro6pojHe Kiace (yHKIHja 3a KO-
je menoBame TpaHCHEeHAeHTHEe (PyHKUHje A(z,0l) \laje AOmE U rOpH:E TpaHHIE
IBbHUXOBUX MOJYJIa; HAYUH pacrema, IYCTHHY HyJa, UTH.

V. TpancuenaeHTHa ¢yHKUMja A(z,() jaBlba Ce M Kao elleMEHT cBobema
3a m3BecHe Kiace ofpebeHnx mHTerpana. Takae je, Ha IpuUMep, Cllydaj HHTe-
rpana noMohy Kojux ce pauyHa MOBpPILHHA PaBHE IOBPIIN OrpaHMYEHE X-OCOM,
onrosapajyhuMm oppusaTtama 3a x =0 mx = 1 M IJyKOM Ma KOje HHTErpalHe KpH-
BE je[[He XOMOIeHe JIMHEeapHe jeHauiHe OUI0 KOT pefla, CBON/BHMBE CMEHOM He-
3aBHCHE NPOMEHJbUBE

xlogx =1t

HA jeHAaYUWHY ca KOHCTAaHTHUM KoeduiujeHTuMa. IloBpiiuna ce m3paxasa 36u-
poM dnaHoBa OOJIHKaA

- — k - —
cACrh -1 Cik_[A( r,1) 1]
r dr r

KOjU Ce OJHOCE Ha CBE KOpEHE KapaKTEPUCTHYHE je[[HAYMHE MO r NPUAPYXKEHE
JINHEapHOj jefHAYHHM ROGHjEHOj TOM CMEHOM MPOMEHIBHBE.

Hcro je ca UexoM MOBPLIMHOM paBHE MOBPLIH NECHO Of oce Oy, OrpaHu-
yeHe ocoM OX ¥ JIYyKOM Ma KOje HHTerpajHe KpUBEe XOMOTEHE JIMHEapHe jefiHa-
quHEe GUIO0 KOT pena, CBOIJbHBE CMEHOM

xe™* =1, y=e’z,

HA jeJHAYMHY Ca KOHCTAHTHAM KOe(HIUjeHTUMA.

TpancuengenTHa ¢yHKuuja A(z,0), UMajyhu M yIOry KOPHCHOT padyH-
CKOTI' MHCTPYMEHTa, 3aclIyXKUJa je TeMe/bHUje U3ydaBaibe W OHla MpeAMET BHLIE
pacnpaBa u Genexaka r. Ilerposuha. To je mena ¢yHKUMja NPOMEHJBHBE Z
KOja CBOJHM HA4YMHOM pacTelha IpHIaja TUIy

E -k
zhegA s
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Tnie ¢y h, g, k mo3uTMBHe KOHCTaHTe. Kajl z HEOrpaHMYEHO pacTe y mpaBiy MO3H-
THBHUX PEallHUX BPERHOCTH, pyHKIHja A TEXHM aCHMIOTOTCKH (pyHKIHjH

Ona uMa GeCKOHaYHO MHOTO HyJa M MOAYO p-Te HyJle pacTe ca CBOjHM
panroM p 6ap tako 6p3o xao p®.
IToce6an cnyuaj

A(Z,]) = 0
n n"

KOjH Ce jaBJba Y MHOTHM OINIUTHM Npo6ieMHMa, OrofaH je, 3axBalbyjyhu Mory-

hHoctn na ce uspasu nomohy jeaHor Beoma nmpocror ogpebeHor uHTerpana, 3a
jenHO TeMeJbHHUje M3yYaBame. 3a CBaKy BpeHOCT z = re’ uUMaMo

r
|A| < ree +1,

d*a|_, |1 r vl
—_— N—7+—"7—1e
dr* k% (k+ 1)k

Kap z Texxn 6eckOHayHOCTH y Ma KOM NpaBlly AECHO Of MMarmHapHe oce,
Moayo ¢yeKUHje A(z,1), Kao M GUIO KOr O WEHHUX H3Boja, noBehaBa ce
2z

6GecKOHAYHO any HajBHIE TaKo 6p30 Kao M3pa3 ze¢; 3a NpaBIE JIEBO Off TE Oce
OBH MOAYJIH TEXe HYIH.
Kap z HeorpaHH4eHO pacTe y NpaBly HO3HTHBHHX PEalHHX BPEHOCTH,

z

A(z,1) acCHMOTOTCKH TEXHU H3pa3y Ae;«/; , Te je A OpojHa KOHCTaHTa

A= 2T ~150034....

e

KpuBa y = A(z,1) uMa mpaBy y = 1 Kao aCHMNTOTY 3a x = — co; KaJi X pacTe
ofl — oo IO co, KPMBAa NOYHMIE A ONafia MCIOR TE NMpaBe, cedye x-0Cy Y jeAHOj
Ta4KH KOja ce Hajnasu n3Meby x = -39 u x = —40, gocTHKe HeraTMBaH MHHHMYM

y = — 0,68772... 3a jenHy HeraTMBRY BPEJHOCT x-a Of KOjé NMO4YHIE [la PacTe,
ceye MOHOBO X-OCY Y jelHOj Ta4yKH Koja ce Hana3m u3Meby x = -1,405 u
x = —1,406, ceuye 3aTnM mpaBy y = 1 3ax = 0 u pacTe HeorpaHnueHo Texehu

aCHMITOTCKH KPHBO]j
X
y= Axee,

rue je A HaBefleHa OpOjHa KOHCTaHTa.
dyuknuja A(z,1) UMa gBe HeraTHBHe peajiHe Hyne (Koje ce Hala3le H3Me-
by ynpaBo Ha3HaueHHX rpaHHIa) H GECKOHAYHO MHOTO KOMIUIEKCHHX HyJa
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KOje ce CBe Hajale BaH Tpake H3Meby iBe npaBe y + en =0 U y — en = 0 ¥ unjn
MOMyYJNIH pacTy 6ap Tako 6p30 Ka0 HUXOB PaHrI.

dynkumja a + A(z,1), re je a KOHCTaHTa, HMa HajBHllIe [BE pDeallHe Hyle;
HauMe, aKo je A KOHcTaHTa, ogHocHO A = 0,68772..., jenHaka MHHEMYMY (yHK-
unje A(z,1), oHRa Baxu: 1° Kaj je a > A, HEMa peallHHX Hyna; 2° Kaf je a = A,
HMa jeqHy RBOCTPYKY peanHy Hyxy; 3° Kaj je @ < A, HMa [IB€ NpOCTe HETaTHBHE
HyIe.

IV. LIEJIE ®YHKIIHUIJE KOJE YOIILITABAJY EKCIIOHEHIIMIJAJIHE
1 TPUTOHOMETPUICKE ®YHKIIMIE

AKo ce y n3pasy

3aMeHe u B r pa3sHUM (yHKIMjaMa peaslHe NPOMEHJbMBE !, KOHAYHUM U Hempe-
KUIHAM 3a ! U3 peajHor ¥ KOHAayHOTr MHTepBana (a.b), nobHja ce HEOrpaHHYEH
6poj HU30Ba

l,a,,az,ag,...

M. Hetposuh je n3yyasao pefose

](z)=1+ﬂz+ﬂz_zz+_°‘_z_zs+
1 1.2 1-2-3
O 2 Oy 4
=1l-—z°4+——z" —..,
A== 1254

o O3 3 s 5
=—2z- . + z
A= 3 YT 2345

ey

MOBE3aHe OJIHOCOM
Hxiy = (x)+i%(x),
KOju ce, y moceGHOM ciy4ajy r = const., CBOJIE Ha €JIEMECHTapHe dbynknuje
Hx)=e", f(x)=cosrx, H%H(x)=sinrx,

npeacrasbajyhu, y ciydyajy OpOMEH/BHBOT r, Pa3HOJMKe TPAHCUEHICHTHE
dynxuuje xoje mozy, 3607 mHoZux eesa, Guinu iocmalipane Kao youwitiersa
osux ¢pynkyuja.
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To ¢y yese PpyHKUHje NPOMERIBHABE X, pOAA Hy.ad WA jegan. PyHrmuja
J(x) UMa caMo orpaHu4eH Opoj pealHHUX HyNa U OrpaHMYeH 6pOj MaKCUMyMa
n MuHuMmyMa. Kapx ce x mosehaBa HeorpanudeHo, mosehasa ce f#(x) rakobe
HEOTPAaHHYEHO MJM NaK TEeXHM HyIIH 3aBHCHO OJf apryMeHTa ca KOjHM ce X MOBe-
hasa. CBe OBO jeHAaKO BaXu 3a H3BOE Ma KOT pefia, KOjH cy yBek (pyHKuUje
HCTE BpPCTE. :

dyaxnuje 4(x) U %(x) cy ocyuayjyhe 3a peanHo x, ca HeOTpaHUIEHUM
6pojeM ocmmnanuja, uMajyhn HeorpaHuueH 6poj MO3UTHBHMX M HETraTHBHHUX
peanHuX HYNa M orpaHudeH 6poj 4yucTo MMaruHapHux Hyida. OHe He mpeMarna-
jy IO ancOJYTHO] BPESHOCTH HM3BECHY KOHAYHY IPAHUIY, HH 33 jeXHY pealHy
BPEHOCT, KOHAYHy W GECKOHA4Hy, NpoMeHbuBe x. CBe OBO jeJHAKO BaXH
3a u3BOfle GMNO KOT pefa (pyHKOMja § M % KoOje cy yBeK (yHKIHje OBE HCTe
BpCTE.

Oy6me cnuunocTH ca dyHKIHjaMa e'*,cosrx,sin rx NOjaBIbYjy Ce y ciydajy
Kaj je yHKIMja ¥ CTANHOT 3HaKa u3Meby a u h. Y ToM cnyuajy, o3nayasajyhu
ca M u N Hajpehy U HajMamy BPERHOCT KOjy y3uMa GyHKOHja r Y MHTEpBaly
(a, b), r. Ilerpoeuh mona3u go cneaehnx pesynrara.

®yuxunja J(x) HeMa HHMjeHy pe€ajHy HyJly HUTH HjeAHY KOMIUIEKCHY

2n 2n .

HyJy ca UMaTHHapHHUM fenoM usmeby i u +ﬁ' AKO je, HCTOBpPEMEHO, r
CTANHOr 3Haka y MHTepBany (a,b), peaqHa KpuBa y = J(x) Ce Mema CTamaHO Y
jEHOM Te HCTOM cMepy Kaj x PacTe Off — oo 10 + c HeMajyhu HH MaKcHMyMa, HH
MMHHMYMa, HU NMPEBOjHMX TayakKa, H MCTO TAaKO je M ca OWIIO KOjUM H3BOLOM
dyskuuje J(x). CBe Hyne MOMUHOMA moGujeHor 3aycTaBlbamkeM pefa f(x) Ha
Ma KOM 4JIaHy TapHOT CTElNEeHa MMArHHapHe Cy.

H3pas llog f(x) NMa KOHAayHy BPEJHOCT KOja ce Hanasu usMeby M u N 3a
X

CBaKy peasiHy BpeHOCT npoMeHbuBe x. O3Havasajyhy, yomure, ca A yHKOHjY
NPOMEH/bUBE X 4YHje Cy BPEAHOCTH, 33 CBaKy peajHy BPENHOCT x-a, KOHA4HE H
Hanase ce uameby 1 ~hul +/, rue je

M-N

M—-N
1>h="—->0, I=
g M N

cBaka (pyHKUHja J(x) MMa 3a pealHo X jeflaH aguiiusan obpazay, obnuka

Jo + x5+t x,) = oM T TN
Y jeflaH myaliuiaukaiiuean obpasay obnuka
Hxixy) = I = Joxp) M

dyukunje § U % Memwajy ce Taga camo usMeby —1 1 1, ca HeorpaHH4YEHUM
6pojeM OcLMIauMja, ca HEOTPaHMYEHHM OpoOjeM peaaHuX Hyla H HUjEXHOM
4YHCTO MMaruHapHOM HynoM. JegHa BaxHa ¢opmyra, KOjy je moka3zao r. Ile-
TpoBuh, yoiwitiasa Myasposy: ako Ce CTaBH
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Hi(x) = g(xi), Hy(x)=—i%(xi)
(bynknuje Hyu H, cy peaHe U yONITaBajy xuilepboruuke ynkyuje), ouna je
[Hi(x) +iHy(x0)]" = Hy(mAyx) +i Hy(mhyx),
Hi(mx) +i Hy(mx) = [H\(hpx) +i Hy(Ayx)]”

3a CBaKy peanHy BPEHOCT NPOMEHJLUBHX X U m.
CnMvHOCT ca TPUrOHOMETPHjCKUM (YHKIMjaMa HACTABIbA Ce [0 pa3BUTKa
y penose no dyukuujamMa f(nx) u %(nx). Hexa je, Ha npumep,

Ay +ZA,, cosnx+ZB,,sinnx
1 1

Pa3BUTAK, KOJU BaXu 3a x usMeby O u 2%, jefiHe KOHauHe U HENPEKWIHE y TOM
HHTEpBany yHkuuje f(x).
M. Ilerposuh noxasyje fa XunepreoMeTpHjCKH pef

(23) AO + 2 A"-Z("'x) + Z Bn]l (nx)
1 1

(3a KOju Cy TPUTOHOMETPHjCKM PElOBY caMo moceGaH cny4aj) KoueepzZupa aii-
CONYHO U YHUPOPMHO U Tpegciliasa GyHKYU]y

b

Juf(rx)dt |

h

J. udt

a

(24) ®(x) =

38 0<x< %, rge M npepncrasiba HajBehy anconyTHY BpegHOCT pyHKUHjE u 3a ¢

usMeby a u b. Kan je pynkunja f(x) HenpekupHa n ¥Ma 27 Kao NEPHUOA, pa3BH-
TaK ce IIMPH HA CBAKY peasnHy BPeAHOCT NPOMEHILUBE X.

3a r = const. pen (23) cBopu ce, Ma KakBa Guna pyHKUHja 4, HA TPUTOHO-
METPHJCKH Pefl. Y clydajy IPOMEHIBUBOr I M Kaf je ¥ HENPOMEHJLHUBOT 3HaKa 3a
BPEAHOCTH NpOMeHIbUBE ! U3 HHTepBana (a,b), pex (23) npeacrasma pyHKLIHjy
obnuka f(ux), rae je p dpyHKIHKja MPpOMEHIBUBE X YMje BPEJHOCTH, KaJi X pacTe
Ofl — = 10 + oo, OCTajy W3Meby HajMame U HajBehe BpPENHOCTH KOje y3UMa
¢ynKumja r xaq ce t Mema n3meby a u b.

Wspaxasame XHOepreoMeTpHjckor pena (23) y o6nuky (24) n3nocu Ha BU-
€TI0 MHOroOpojHEe 0CcOGMHE OBUX PElOBa U NpeACTaBba H3BOP MHOTOOPOjHIX
o6pa3alla KOju YONINTaBajy OHe KOjU ce NPHAPYXYjY TpHI‘OHOMeTpPI]CKPIM
¢yukumjama. M. IleTposuh ykasyje, npuMepa papu, Ha oGpaciie
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Zlyz(nx) = lm-am.
n 2

( 1)n+l _ .ﬁ(Px) _L
z“n 7 A() 2 psin pn 2p2’

_1\n+l .
2 ¢ ‘) (nx) = —%— %(px),
2sin pn

KOjH YONINTABajy MO3HaTe TPUTOHOMETPHjCKE Da3sBUTKE (YHKUHja x,COS px,
. . 2n
sin px W of KOjux npBH Baxm 32 0< x < m a Apyra ABa 3a CBaKy peaJiHy Bpef-

HOCT IIPOMEHJILUBE X.

TpancuenpenTHe ¢yHkumje %(x), f(x), h(x) jaBBajy ce y pas3sHHM Ipo-
GeMHMa aHaln3e X apUTMETHKe, IITO [laje MOCEOHY BaXKHOCT HUXOBOM H3y-
YaBamy.

Taxko ce mHTErpanmja M3BECHUX Kinaca AudEepeHIMjaNlHuX UIH PYHKIMO-
HaJIHUX jefHaYHHA ocTBapyje y3 moMoh oBux ¢ynkuuja. Ha npumep, ako je
f(x) jemna TpaHcuenmenTHa ¢yHKNHja J(x) HeUHHCAHA CBOjUM €JIEMEHTHMA
(a, bu, r), ouga ce nuHeapHa gudepeHUUjaNHA jeXHAYMHA Ca KOHCTAHTHHUM
KoedunujeHTHMA

aOy(n) + aly("_l) +...+ an—ly, +a,,y = f(x)a
Kao M GYHKIUOHANHA jeHaIMHA
aMx+hy)+aMx+h)+.. . +aMx+h,) = f(x)

(y3 u3BecHa OorpaHuyYema 3a KOHCTaHTE a4, M h;) pemasajy nmomohy ¢yHkuuja
Jx) Koje opromapajy uctuM enemeHTHMA (a, b, u, r) dyHruMje f(x), H3y3es
€JIEMEHTa U.

Yocranom, Kako To nokasyje r. Ilerposuh, cBaka pyHkuyja f(x), KOHa4-
Ha ¥ HENpeKWAHA Y KOHAYHOM HHTEepBally NPOMEHJLHUBE X, MOXE Ce Y TOM HH-
TepBaly NpecTaBHTH, Ca XebeHoM TauHowhy, nomohy dynkumuja f(x), A(x),
% (x). TlpeTxonHe jenHayuHe ce, makie, NPUONUXKHO peulaBajy momohy 14,5
3a Ma KOjy aHaJUTHUYKY GyHKUMjY f(x).

JlannacoBa jenHayHHa
(@x + by)y™ + (a1 x + b)Yy + .. +(ax + b,)y=0

NONYIITA, Y ONMIUTHM ClydYajeBUMa, Kao MapTHKyJapHe MHTerpane ¢yHKIHje

J(x) unju ce enemenTH (a,b) KOGHUjajy KaO KOPEHH M3BECHE anrebapcke jefHa-

4uHe n-TOr pefa (MM Kao jefHa Of BPERHOCTH teo); ENIEMEHT u ce RobHja MHTe-

rpauujoM U3BeCHE NUHeapHe jefHaYMHe NMpPBOr Pefla, MPH YeMy je r =t.
OnpebeHn uHTErpan
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b
foe.
a

rfe je y onmmTH HHTerpan Halphen-oBe jemHaduHe,

(25) Ryy™ + Ry" V4. +R,y=0

(R; cy panmonanse ¢yHKIHje OX x, a OMIITH MHTerpan je yHudopMan) je, y3
H3BECHA JIAKO HCKA3WBa OrpaHH4eHa, IMHEapHa W XOMOTeHa KOMOMHANHMja vyia-
HOBa oOnuka J(0), rue cy O KOpeHH u3BecHe anrebapcke jefHadYMHE NPUAPY-
KeHe jepHa4MHH (25).
M. ITetposuh nokasyje jom ga Meby uenum yHknmjama
Oy 2., Oy 4

2
h=t 1-2x 1-2'3-4x

KOje YOIILTaBajy cosrx IIOCTOJH jefHa KJaca TPaHCIEHAEHTHHX (yHKIHja KoOje
ce, jeHIM BaXXHHM apUTMETHYKHM CBOjCTBOM, 8e3yjy y3 fpociiie 6pojeae. To cy
one meby ¢pyuxkuujama %(x) y KojuMa cy enemeHTtH (a,b) Heyeau NO3UTHBHH
6pojeBu ca 4 <a <burpe je

u= f(£)8(r),

npu 4emy je f(f) Ma kakBa (pyHKIHMja NPOMEHIbUBE f, PealiHa M XOJIOMOp¢Ha
MyX cerMeHTa a <t < b peanHe oce Ot, CTAJHOT 3HaKa lyX TOT CEIMEHTa, a

2
sin _nF(t)

8(1)=| —L—

sin —
t

®ynxnuja 0(f) umja je Be3a ca IPOCTHM GpojeBEMA MO3HaTa, noves of H.
Laurent-a, X0OJIOMOP(HA je y MOJypaBHH {-OBa Ca MO3UTHBHUM PEAJHMM [IETIOM

U, 3a ¢t u3meby a U b, cTalHO je MO3UTHBHA U Mamba Off

.o T
sin? =
b

M. Iletposuh je fokaszao cneneha apuTMeTH4IKa TBphemha BE3aHa 3a TakBe

dysruje % (x):
~1° Peq

H=oo

(26) Y sl@n-va]

n=1

KOHBEprupa u uma 3oup

-2 2 fpD,
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THE 1, P2, P3,... — 03HA4A8ajy ipocitie 6pojese koju ce narase usmeby au b.
2° Pen
N=o0
(27) > A(nm)

n=]

KOHBEprupa M uma 36up
1 o -
S| 2 s - £10)],

3° IToceGna TpaHcueHfeHTHA GYHKUMja %(x), Koja ofiroBapa KOeqmlm-
jeHTHMAa

b
a, = Ie(t)t"dt,

MMa BaXHy ocoOuHy fia je oaropapajyhin pen (26) KOHBEpreHTaH U i#0ay36up
My je 6poj iipocitiux 6pojesa xoju ce Haraze uameby au b.

M. TletpoBuh je M3HEO Ha BHAENO jeqHY APYTY Kiacy TPaHCUEHZEHTHUX
¢yHsxugja f(x) Koja je Takobe y 3aHNMIbHBMM ORHOCHMA ca Upociium 6pojesu-
ma. O3"Ha4uMoO ca P(t) IOJIMHOM CTeleHa m

P(ty=ay+ait+...+a, 1"

¥ Heka je k matu neo 6poj Behm o 4. O3HaunMo ca h Hyny, Kao Lieo [eo, Ipa-
heny HM3oM menmmaina 36Hpa Y.a, ca MHAEKCHMA n jegHakum Gpociium 6poje-
suma Koju ce Haaase y uniiepsany (k, m + k — 1). PasmaTpajMo m3meby Tpan-
CUEHRCHTHUX (PYHKIHUja J(x) OHE KOje OAroBapajy eleMeHTHMaA

a=0, b, u=Pu)}*, r=-t,

U Heka je L rpanuna xojoj texu J(x) Kapm ce b 6eckpajHo nosehasa.

Ceaxu Uy xag je dpouseog (n+Kk)a,,3a ceaxu xoeguyujenisi a,, yeo
6poj (osuiiusan uau Hezaitiusan), geyumaauu geo b6poja L jegnax je geyuman-
HoM geay 6poja h uau 1-h 3asucHo og wioza ga au je L Hezaiiuean uau do3u-
musan.

M. IlerpoBurh nocmaTpa joumr TpaHCHEHNAEHTHY (YHKIHjy Koja OArosapa
eleMeHTHMa

a=0, b, u=Pt-e"), r=te

M pasMaTpa meHy rpaHuny H 3a b = .o, O3HauaBajyhu ca g Hynmy, Kao Ieo Jieo,
npaheHy HU30M AenuMana 36mupa

za"(" + k)—(n+k—l)

ca MHJEKCHMA n jegHaxum ueaum Opojesuma xoju ce naaaze y uuitiepeany (k, m
+ k- 1), oH fokaz3yje cnenehe TBpheme.
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Ceaxu fym kag je dpoussog a,(n + k)™ %D 34 caaxu Koepuyujeniu a,,
yeo 6poj (flosuimiusan unau HeZaiusan), geyumailiu geo 6poja H jegnak je geyu-
mannom geay 6poja g uau l — g 3asucro og woza ga au je H neZaliusan uau
Hosuiiugan 6poj.

V. CTEIIEHY PEJOBU YUIM CY KOE®PUIIMIEHTH LEIIX BPOJEBU

Crenenn peposu umju cy KoedUUUjeHTH HeaH 6pOjeBU KOPHCTE Ce KOR
BeMMKOr 6poja muTama aHanu3e U Teopuje Gpojea. Tako cy oHM GUIM mpep-
MET BaXXHHMX pafioBa ca INIENUIIT], C jEfHE CTPaHE, AHANUTHYKe Npupone (yHK-
nuja xoje feduuumy (rr. Bopen, ®ary, IToma) u, ¢ Apyre cTpaHe, pacIpoCTH-
pama Ha OBE PefOBE je[[HOCTABHHX 3aKOHa KOju BJafajy UennM Gpojesuma
(r. Cahen).

M. TleTposuh je 3MHUCINO jefaH MOCTYNaK pa3Bujama y CTEeNeHe PEfoBe
NOTIMYHO Pa3NMYMUT Off MO3HATUX IOCTYNaKa W noceGHO MPUMEHJ/LHMB Ha CTEIEHe
penoBe ca UenMM KoedUNUjEeHTHMAa H Ha PEefoBe KOjU Ce Ha BHBHUX CBONE Ma
KakBOM TpaHchOpMalHjoM.

Hymepuiko pavyname KoeduiMjeHaTa jeJHOr pefa YMHH ce, yoOudaje-
HUM NOCTYNUHMa, OMJI0 padyHajyhm dojegunauno cBaku KoeHUIUjeHT a, U3
jemHe excmmuuuTHE QopMmyne

au:(p(n) (n=0,1,2,3,...),

6urno pauyHajyhu a, noMohy Hu3a Beh mo3HaTHX KoeUUUjEHATA @,_i, Qy.g, ...
u3 pexypenitine popmyae

(P(n,a,,,a,,_l,a,,_g,.. )=0

Citextupannu dociiyitaxk M. Ileiuposuka caciioju ce y pawyHary céux Koe-
dunujenaitia a, ogjegrom, usu Hax xemeHe Zpyile KoepuyujeHaiia Uil 4ax je-
gHE uAu euwe Yupapa HesmeHoZ panza jegnoZ koeuuujenitia, Homohy Husa
geyumana camo jegnoz 6poja S ipugpyxernoz ¢pynkyuju f(z) xoja ce passuja.

Bbpoj S, citexiiap dysxruyje f(z), padyHa ce, y ONIITEM cIydajy Ma Koje
dyukuuje f(z) Koja ce MOXe pa3BUTH y CTeIIEHH pef| ca LeJIIM Koe(puIHjeHTH-
Ma KOHBEPreHTaH y OKOJUHHU Tayke z = 0, y oOnIuKy ofpebeHOr MHTerpana
jenHe ompebeHe xoMOumHanmje GyHRUUje f(z). Y H3BECHHM ClIyiajeBHMa OBaj
WHTErpan MOXe OUTH 3aMeleH H3pa3uMa MO KOHAYHHM 4YIaHOBHMA 06paso-
BaHUM noMohy f(z). Kag ce jemHOM HM3padyHa cliekTap, 4, Ccy ompebeHH kKao
cerMeHTH (rpyle y3acTONHHUX AeunMana) 6poja S, U TO Ha jefaH HAYMH KOjH IO-
Ka3yje 3amamyjyhe CIMYHOCTH ca OHHM Kaj| CBETNOCHH CIEKTap, Y CHEKTPANHOj
XEMHjCKO] aHAJIN3W, OTKPHBA EJIEMEHTE HCIMTUBAHOL Tela.

HJoraba ce Takobe ga mocrynak Aaje OfjeAaHNyT, [OBOJLHUM IOHABIbAKEM
jemHOr MCTOT HYMEPHYKOr padyHama, BPENHOCTH TOJIHMKO KoedwulujeHaTa a,
KONUKO Ce€ KeJH, Kao W noce6HO cBaky mugpy jepHor koedunujenra. lllrasu-
mIe, o oMoryhasa fia ce ofipefie iduHe epegHociliu XebeHor Opoja xoedunyje-
HaTa noMmohy jenHe gosowHo fipubauire BpegHOCTH caMor Opoja §.
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Tako je, 3a pa3BuTak QyHKLIH]jE
f(x)=(1+x+x>)°,
3Hajyhu fa a, He mpemaruyjy 1000, noBOJBHO H3padyHATH 6POj

S = £(107) = 10751001001 = 1,0062105009012614112609005002106001

U TOfEJUTH HEeroB AelVMallHK [cO Ha JeJoBe Of MO TpH Hudpe: CBaKH Of
OBUX JIeJIOBa Jaje jeAaH KoedUIHujeHT a;. [JJoBOBHO je, Ha IpuMep, U3payyHa-
TH NIPBUX ABaHAECT Aenumaina Gpoja S Aa 6u ce [o6uiia Opea 4eTHPU KOESPUIM-
jeHTa pena. \

Jla 61 ce pazBmna panuoHanHA QyHKOHja f(z) ca UMEHHOLEM 4Hje Cy CBE
HyJie IPOCTE M MOJyJa jefaH, 3Hajyhu #a cy HemO3HATH KOe(HIMjEeHTH pa3Bu-
TKa HO3WUTHBHHU enn O6pojeBU, JOBOJBHO je H3payyHaTH palUoHanaH 6poj

S = f(10™),

rae je h norogHo u3abpaH mo3uTusaH neo 6poj. KoeduuujerT a, ce noxnana
ca uenuM GpojeM HAYMEBEHHM Of Ipyle AenuMana 6poja § Koja HOYHHE Ca He-
TOBOM [(n -Dh+ 1]-T0M a 3aBplIaBa nh-TOM AEUUMANOM; K-Ta Dudpa Koeduu-
jeHTa a, mara je (nh —k + 1)-Tom genumanom 6poja S.

Ha 6u ce y okonuuu tauke z = 0 pa3sBuia Ma Koja xojoMmopdHa yHK-
umja f(z) 3Hajyhu caMo fa cy a, TO3MTHBHH Ienu 6pOjeBH, MOBOBLHO je M3pa-
yyHaTy ofipebenn mHTETpan

S =%£3_12¢(avst)d[

rae ¢(r,0) o3HayaBa peanHu Aeo (yHKIHje f'(reei), aodp cy morogHO H3a-
6pane KoHcTauTe. Taja MOCTOjH jeflaH MO3UTHBAH Ieo Opoj ¢ Takas fa ako ce
IofeNn Hu3 fenuMmaia Gpoja S HA y3acTONHE AeNoBe Of ¢, 2¢, 3¢,... peuumana,
xoeUIMjeHT (L Ce MOKJama ca LeJuM feoM 6poja § a KoeduuujeHT g, ca
nenuM 6pojeM CauMI-eHMM Off 3HayajHUX uudapa n-TOT Off OBHX J€JIOBa.
ITocTynak ce jefHako NpHMemyje Ha CBaKHM CTENEHH pefl KOjU ce je[HOM
TpaHchopManujoM A(f) MoXe NPETBOPUTH Yy CTEIIEHM peq 4yyju cy KoeduuH-
jenTu nesnm 6pojeBu y oppeheHoj Be3u ca KoedHUHMjeHTHMA IIONA3HOT pena (Ha
IpuMep PeloBM Y KOjUMa a4, MMa CaMoO OrpaHuyeHr Gpoj feumMmana, pefiosH ca
pAlMOHATIHUM a, KOjH MOTHYYy H3 Pa3BUTKA Heke aiurebapcke (yHKumuje; TaKBU
PENOBH Na, H3a6paBLIA NOTOAHO ©,, TPOU3BON ,a, NOCTaHe Leo Gpoj, uTH.).

V1. IIPEICTABJLAILE AHAJIUTHUYKE ®YHKIWJE
JEOHUM [JEUUMAJIIHMM BPOJEM

Hanac je no6po mo3HaTa YHHEHHMA [1a jefaH 6poj ca 6ECKOHayHO MHOrO
neuuManHux nugapa Moxe GHUTH CIMKa CBUX MOryhnx (yHKIHOHAIHHX CIO-
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JKEHOCTH: OH MOXE INMpPHKAa3aTH TOJMKO PasHHYATOCTH M CAXETH TONHKO CIO-
’KEHOCTH KOJIMKO jefHa ¢yHKnMja Ma Kor 6poja mpoMeHbHBUX. Ha npenusnom
JE3MKY TeOpHje CKyIoBa TO Ce M3paxkaBa rosopehu pma, c jefHe cTpase, cKyn
¢ynknuja jegHe NpoOMEHbUBe MMa MOh HajBHIIe jegHAKy MOhM MO3MTHBHHUX
peanunx GpojeBa (4ax, ako ce KeJH, 6pojeBa Koju ce Hamase uamehy O m 1) a
Ia, ¢ Apyre CTpaHe, aKO ce Ha4YWHH alcTpakl{ja HEeNPEeKUTHOCTH NPECINKaBamha
u3Meby ABa HENpeKHIHA CKyNa, Hema OUTHe pa3iuke usMmeby jemHogumeH3no-
HHUX HENPEeKHIHNX CKYIOBa M n-IUMEH3MOHHMX HENPEKMIHUX CKYIOBa, Tj. U3Me-
by dyHkumja jeqHe npoMeHBLUBE U HYHKUHUja n IPOMEHI/EUBHX.

M. Ietposuh je nocraBuo ce6u 3anaTak cilisapHoZ dpegciliasmarba jegHe
anasuiiuuke ynxyuje jegrnum geyumannum Opojem u yiiaphusarba ogpebernoz
ogHoca uameby enemenailia xoju ogpebyjy (ynkyujy u nuda yugapa rkoju
gegpuruwe ibaj 6poj.

Teopuja nymepuuxux ciexiiapa'? je Ta xoja My je gana Mohan ocjoHau.
TpepcraBmame ce ocTBapyje nomohy ciiexitipa ¢hynkyuje y3 foRaTak Keasu-
fiafiugHuXx TONATaKa O HErOBUM OJHOCHMA ca (PYHKUUjOM KOjU Ce THYy 3HaKO-
Ba, HAYMHA IOfeJIe CIeKTpa Ha cerMeHTe KOju Ofromapa npobieMy, U ogHOCa
CIeKTpanHux cerMeHara ca ¢GyHrIujoM. OBH NOCIEARBH OTHOCH OCTajy HEIpO-
MeH/bUBY 32 (PYHKIUje Koje MpUNafajy ucToj KaiieZopuju pyHKnuja,

3a kareropujy dyurnHja f(z) Koje ce MOy pa3BUTH y CTEIEHH PEX 4UjH
cy KoeduuHjeHTy do3uiliuaHu yeau GpojeBu cuekTap je faT 6pojeM

2n .
_ 1 . i e_“
S=o- ;[f(re )e[—r ]dt,

9(2) — 2(]"2+MZ",
0

Iae je

a g, r, A Cy MOrogHo W3abpaHe KOHCTaHTe. Y Clydajy Kaj Cy KOC(hHIUjeHTH
dbynkunje f(z) ma kaxeu yeau GpojeBU (pEaqHH, WIK KOMIICKCHH, NO3UTHB-
HH WY HeraTWBHM), PYHKIHjy 6(z) TpeGa 3aMeHUTH (YHKIHMjOM

- 2
v (z) = zenqn +hngn ,
0

rme je €, jenad of detupu 6poja + 1, — 1, + i, — i

Axo je mossar 6poj S, csaku KoedunujentT byrEKuMje f(z) AaT je HU3OM
uucapa koje obpasyjy onpebeHH cerMeHT CHeKTpa S; CKyH OBHX koedunyje-
HaTa, U fpema wome cam 6poj S, ompebyjy dynkuujy f(z).

Hasusajyhu ¢pynkyujama (E) dynrxnuje f(z) xoje ce MOy pasBUTH Y CTe-
IIeHH pef| ca LenuM KoeduuujeHTuMa, I. [leTposnh 03HaYaBa Kao Hipaucgop-

12 Yanoxeno y nperxonnoM (cTp. 273-274, 22-28 u 68-70).
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MaAyujy A[f] cazaacry ca Uocmaiipanom ynxyujom f(z) caky TpancopMa-
IMjy M3pasuBy momoly OrpaHHYEHOr WM HEOTPaHHYEHOT Opoja oppebenux
omepanuja Koja dpeitieapa f(z) y jepny dynxuujy (E) yrepbyjyhu jenan oape-
ben penunpovan ogHoc u3meby enemenara xoju ofpebyjy f(z) u Huza xoedu-
uujeHara pesyaiiaitia wpancgopmayuje (E).

Taxo, Tparcdopmanmja

A[f] = Af(Bz), A=const, B =const

caryacHa je ca cakoM asze6apckom pyHKImjoM Koja ce MOXe pasBUTH y CTelle-
HE PeJl Ca payuonasnum KoepUIMjeHTIMa; TpaHchopMalyja

2n
8= [[mod rze] ar
]

caryiacHa je ca cBakoM (YHKIHjOM f(z) 4Mju cy KOeHULHMjEHTH j€IHAKH KBaf-
paATHHM KOpPeHuMa UeNuX OpojeBa; H3BECHa TpaHcOopMaluja A[ f] carJyiacHa je
ca CBakOM (pyHKIHMjOM y KOja 3af0BOJbaBa jefHY anreGapcky AU(epeHnnjaTny
jemHaYMHy 0O x, y H H3BOMMMA (DYHKHIHMje y IO x Kaj ce NPeTIOCTaBH fa Cy Koe-
dbunujerTy QYHKIUjE y pAyUOHAAHU, UTH.

To je moBeno r. ITerpoBuha 1o jemHOr moceGHOr pa3BpCTaBalkba aHAJINTH-
4kuX GyHKUHMja f(z) 3aCHOBAHOI HA HAYUHY HA KOJU Ce HUXO08U WEjaopo6CcKU
Koeuyujeniiu mozy aajegro wpancopmucaiu y yene 6pojese. OBaj HauuH ce
Haja3} caxeT y oOmuKy jefHOr A|f| cariacHor ca f: nBe yEKIMje f, u f, he
IpHUNAafaTy JEMHO] UCTO] cilekiipaarnoj KatdeZopuju (f) akKo IOCTOJU 3a CBaKy Of
BUX, jefHa Tayka z-pPaBHU Y 4HjO] OKONMHH oOe (PYHKIMje HMa]y jelaH HMCTH
A[ f] KOjH Ce pas3iyuKyje Off jefiHe MO Apyre (QyHKIHUje caMO HYMEPHYKHUM Bpel-
HOCTHMa H3BECHOT Gpoja mapameTapa Koje CagpxXH.

ITocmaTtpa ce, y jeTHOM TaKBOM pa3sBpcTaBaiby, a jegHa QPyHKNuja Ofro-
Bapa jeAHO] TauKU yHKyujcko2 ipocitiopa y xoMe he crnekTpalHa KaTeropuja
(f) Pdysxnuja mpepmcTaBbaTH jeRHO GyHKyujcko Hosme U TAE jefHa ofpebena
TpaHcdopMaluja A[f], NPUMEH/bUBA HA f, yTBphyje CTBapHO OfHOC u3Meby
tyrkunje n Tauke. TpaHcopMmanuja A[f], nmahe Tako 3a Tayke QYHKUMjCKOT
IpOCTOpa YJOry CIMYHY OHOj KOjy MMa TpaHcdopMaluja reOMETPHjCKOT IpO-
cropa. JegHO A[f] MOXe HMaTH cMHCcla W 6uTd AedMHUCAHO caMO y ofpebe-
HOM GYHKIHMJCKOM I10JbY, Ka0 IITO Yy 0OM4YHO] reOMETPHjH jefHa TpaHchopMa-
nuja Moxe 6HTH medpuHMCcaHa caMO 3a Tayke M3 Heke 06jacTH mpocropa, Heke
NOBPIUHX, HEKE JIUHH]E.

Tparchopmanuja A[f], IpUMemkeHa Ha (PYHKUU)Y f M carjacHa ca HOM,
naje Kao pesynrar jenny ¢ynkunjy (E) u yrepbyje Be3y usmeby fu (E). M. Ile-
TpoBuh O3HauaBa Kao ciexiiap Qynkyuje f dpugpyxcen Wpanchopmayuju A[f]
criekTap gobujene ¢pynkunje (E).

Crexrap, ca CKyHOM KBalHTAaTHBHMX IOKa3aresba KOjU MYy Ce NpPUApPY-
XYyjy, onpebyje yomurre jegny jepuny dyukuujy (E). Cama dyukuuja f(z) oa-
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pebena je Taga nocrojehium oprocoM u3meby fu (E). Tako, Ha npuMep, aHaTH-
THuKa QyHKuMja f(z) moTnyHo je oxpehena Kapa ce 3Ha ga je Tpancopmanuja

alf]= e fanar
0

carjlacHa ca ®BOM, [ia Cy TeJJIOPOBCKH KOe(UIUjeHTH HheHe ciuKe (E) peansu u
HNO3UTUBHU Lenu OpojeBd Mamu off 100 U fa meH CIeKTap IpUAPYKEH mocMa-
TpaHOM A[ f] U AebUHICAH MHTErPaIoM

o
S—'([e f(ﬁ)dt

HUMa Kao BPERHOCT %; jemuHa yHKUHMja KOja UCIYyHaBa OBE YCIOBE je

f(z) = 63¢ —1.

IIpo6neM, Ha npumep, ofipebuBama paBHe KpuBe y = f(z) uHuja ce cym-
TaHI'€HTa MOXe Pa3BUTH Y CTENEHH pef ca jeAHONU(PPEHUM LENUM ITO3UTUBHUM
Koe(puIUjeHTEMA U Koja mMa y Tauki x = 0,1, y = yg, AyXKUHY jegHAKY oOHMY
Kpyra nojynpedHuka 1, 3axBabyjyhH clieKTpanHOM METORY, jefaH je caBpIIEHO
onpeben npobnem. Kpusa je neduHucana jeMHaYMHOM

¢ (x)

Yy=Xo (p(O,l) s

rie @(z) o3HauaBa TPAHCIECHACHTHY (QYHKLHUjY

2
X X 31 2
o (x) 6 72 432x

npu 4yeMy je koeuuujeHT A, y3 x" ogpebeH peKypeHTHOM peslauujoM
(n + 1)M07\."+| + l’lM17\4” + (n - l)MZ)"n—l +...+ M”}\tl = )\fn,
e je My =6 a M, je jenHako n-Toj menuManu Opoja 2% KOj¥ TaKO IMpefcTa-

BJba CHEKTap CyNITAaHICHTE.

Yo6u4ajeny mocTynnu ogpebusama jeqHe aHaNUTHUKe QYHKIHjE guckpe-
[HUM YCAO8UMA 3AXTEBAjY, yONIITE, OECKOHAYHO MHOIO HYMEPUYKHX [OflaTa-
Ka Kao IITO ¢y, HA npuMep, KoeHIMjeHTH CTENEHOr pefia, TPUTOHOMETPHjCKOT
pena, EKCIOHEHIMjalHOT Pefia, HTA. KOju OAropapa QYHKIHMjU.
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I'. Bopen!3 je mokazao pasHe jmpyre HaumHe onpebuBama jegHE yeae
dyskumje f(z) momohy MHCKpeTHHMX yCloBa, Ha ImpuMep noMohy BpegHOCTH
XOje y3uMa f(z) 3a jeflaH UCKpETaH HA3 BPEAHOCTH MPOMEHJBUBE Z y3 TPHDY-
KuBame jegHor ckyna (C) HOmaTHHX YCIIOBa k@aauitiaifiieHe NPHPOJE KOJH ce
THYy HauMHA pacTera (pyHKIHje f(z) caz.

Y paHac mo3HATHM HauMHHMa ofpebuBama (yHKuuja nmoMohy crimaHmX
ycioBa Opoj HYMEpPHYKUX [ONlATaKa je 0Zparuder CaMO H3y3€THO, Y BeOMa IIO-
ceGHHM clyyajeBEMa IJie ce yHANpe[ 3Ha aHAMMTHYKH OOJHK (PYHKOHje A0 Ha
orpaHudeH Gpoj XKOHCTaHTH (Ha HpPUMEp Yy cly4dajy ce (PYHKLIHUja CBORM Ha jeaH
anre6apcki, eKCIOHEHINjaTHA, TPUTOHOMETPHUJCKH UTH. IOJIHHOM).

Naxne, ciuexiipasnu meitog 2. Ileitiposuha oilixpusa jegny OecxonauHoci
@ yuryuja wuje ce AOWAYHO HyMepUuKo ogpebusare céogu Ha iipobaem Koju
3asucu 0g oipanu4enoZ Gpoja apameiiapa NOJA YCIOBOM [1a My C€ NPHAPYXHU
jenan ckyn (D) ycnoBa keaauitiaitiusrne MIPHPOLE.

Jemna kateropuja (f) dyHKUHja EMa ce IIOCMATpaTH Kao Kaillezopuja ca m
dapameifiapa ako ce, najyhu ogpebeHe HyMepudyKe BPEGHOCTH 34 m INPOMEHIbH-
BUX OpojeBa, MehycoGHO He3aBUCHUX, Koje medHHUNMja KaTeropuje (f) ocra-
B/ba NPOM3BOJBHHUM, NPOM3BOAM jelHA HyMepHukH ofpebeHa dyHxkuuja xoja
npumaga KaTeropuju, U TO TaKO Aa ce cBaka (PyHKIHMja KaTeropuje MOXe Ipou-
3BECTH Ha OBaj Ha4MH.

Kaitiezopuja (E), Tj. ckyn pyHKIHja f(z) KOjeé CE MOTY Pa3BHTH y CTENEHU
pen ca yeaum KoeduIujeHTAMA M), CE Tajja IOCMaTpa Kao Kareropuja ca gea
fiapameimipa. To cy: 1° mo3utuBan 1eo 6poj B Behn WM jefHAK Of MO3UTUBHOT
nesor 6poja M (4uje je MOCTOjame OCATYPAHO YMIbEHULOM [a MOJYNpPEeYHUK
KOHBepreHlije pefa Huja Hyla) TaKBOT fa |M,,| WY [ax 4'/| M,,] He npemalia
10M nu 3a jemny Bpensoct Gpoja n; 2° cuekrap S ¢yHKuHje.

Ilpyre crnexTpanHe kareropuje (f) momymTajy TpaHchopManuje A[f] Koje
yTBpbyjy Be3y mameby dyHKUHja Te KaTeropuje u oHux u3 xareropuje (E): jen-
Ha TpaHcgopManyja A[ f] carsacHa ca f(z) mosnauM jegHy penaundjy (f, E) =0
u3Meby fu were ciuke (E) gobujeHe NPUMEHOM A[f]. OsBa penanuja MoXxe
yBeCTH M3BeCTaH 6poj NPOMEHIbHBHX MapaMeTapa Y; y dyHkuujy f(z) kojy on-
pebyje, a oBu mapameTpu Mory mpoucTehu u3: 1° mapameTapa caipXaHUX y ca-
MOj A[f]; 2° HeofpeheHMXx KOHCTaHTH Koje yBoju penaumja (f, E) = 0, Ha
IpUMep, MHTETPALUjOM, WIAHOBMMA pefla KOje jefiHa PeKypeHTHa penaluja oc-
TaBJba Heoxpehenum, UTA.

Bpoj ¢ mapamerapa ¥, je BUIIE WM Mamb€ BaXaH 3a CaMy KaTeropujy @,
3aBHUCHO Of] IPUMEHBEHOT A[f], 1 MOXe Ce MEHATH Of Hyle N0 OECKOHAYHOCTH.
I. HeTpoBuh yBOnuM mojaM cilekilipaanoZ uxgekca § Kateropuje (f): To je naj-
marou meby 6pojesuma g + 2 TaKO NPUAPYKEHUX KaTeropuju (f) pasmuvuTUM
A[f] carnacuM ca (f). Jegna kaiiezopuja (f) uma ce iaga cmalipaiiu Kao
Kaitiezopuja ca 6pojem Aapameitiapa jegHAKUM FHoeHOM CHEKIUUPANHOM UHGEKCY.

13E, Borel, Sur I'interpolation (Comptes rendus de 1’ Académie des Sciences, 1°7 seme-
stre 1897, p. 673-676).
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Osaj noxasyje 6poj TayHO MOTPEOHUX HYMEPUUKMX MOJATAKA 34 TMOTIYHO Hy-
MEpHMYKO ofipehuBaie jefHe nocebHe dyHKuMje f(z) U3 jenHe karteropuyje (f).

BpenHocT cnexTpanHor mHpexca GUTHO 3aBUCH Off C60jCiiasa apuilimeiiu-
"Ke epclie KOja KapaKTepuuly KOoeduIUjeHTe pa3BUTKa ONITe ByHKUHje HO-
cMaTpaHe xareropuje (f) y pep ompebeHor o6iMka y OKONHMHH HEKE Tayke z.
OBa cBojcTBa €y OHa KoOja ce ONHOCE Ha HAYUH Ha KOjH ce KOe(UIHjeHTH pefa
3ajeIHMYKM MpeTBapajy y uene Gpojese. Haunu ce caxuma y cam o6nuk jegror
A[ f] carnacsor ca (f).

CnexTpanuu unuexc Kareropuje GyHKIAjA KOje ce MOTY Y OKONHHU HEKe
TayuKe z = a Pa3BUTH Y CTEIEHH pefl ca KoedHIUjeHTHMa g, KOjU ¢y Leiu 6po-
jeBu je & = 2; 3a xaTeropujy QYHKIMja YMjA @, MMajy CaMoO OTpaHHYEH 6poj
feuumana je & = 3; 3a kaTeropujy (f) o6pa3oBany of anreGapcKux dyHKIMja ca
pPallMOHAIHUM a, WHJEKC je § = 4, uTy.

Kao mrro ce suny, r. Tletposuh je ymreo y teopujy ¢yHkuuja napamerpe
3a KOje Ce YMHH f1a Cy y CYNpPOTHOCTH Ca yOOMYajeHUM IIOjMOM IIPOMEHIBUBHUX
napamerapa. Mcro rako, xareropuja (E) ¢dyuxumja usriena, npema yobuda-
jeHHM CXBaTamMMa, Kao Aa 3aBUCH Of OeckoHaunoZ Gpoja mapameTrapa Koju cy
caMd KOeHUIMjeHTH TOT Pa3BHTKA, MOTYHEHEHHM CaMO YCIIOBY fia Cy uenu 6po-

jesm M, Taksu na ce 4| M, | He nosehaBa HeorpaHumuero ca n. Y merony r. ITe-

TpoBuha MOjaBIbyjy ce OBH HCTH IIapaMETPU Ka0 CeZMeHIiU JegHOZ UCITOZ geyu-
mannoz bpoja S, Ipu 4eMy je CBaKM CETMEHT CacTaBJbeH Off jefHe ofpebene rpy-
Ie y3acTOmMHUX fenuMana Gpoja S. Taj 6poj HHuje APYro mo cnekTap OcMaTpaHe
¢dyHKIMje; HAYMH CeTMEHTaumje, KojoM S faje, 1O Ha 3HaK, HU3 KoedulUjeHaTa
¢yHKnyje, MEBa Ce ca jeJHHM APYTUM NapaMmeTpoM [ KOju je MO3HTHBAH Iie0
6poj.

Jsa mapameTrpa S u  uMajy 3amcTa yJlory gBa NMpOMEHJbMBA NapameTpa
kareropuje (E) yHKuuja: BUXOBa MPOMEHA YHHM Mpesas ca jefHe MoceGHE
¢yurumje (E) KaTeropyje Ha HeKy APYry, ¥ cBaka (PYHKUH|ja KaTETOPHje MOXKE
OUTH MpoU3BefcHa Ha Taj HaumH. [TocToju 4Yak (RO Ha 3HAK KoeduuujeHara) je-
[aH o6ocTpaHo jeMHO3HavYaH ofHOC u3Mehy dyukmuja (E) u 6pojesa S, B: nsema
pasnuYATHM (yHKNKjaMa ONroBapajy ABa pasiuyduTa Iapa HyMEPHYKHX BpeQ-
HOCTH S, B U 06pHYTO.

MebyTuM, IpOTHBYPEYHOCT je caMO NPUBUHA: y CTBApM Hapameiiap S
caxcuma oZpanuder uau HeoZpanuden Opoj apameiiapa y camo jegan Hu3 yu-
¢apa. Y ommreM cnydajy, TO je HapaBHO O€CKOHAYHO MHOZ0 HYMEPHYIKHX IIO-
MaTaka fara CIeKTpoM S y BHAY CAMO jegHOZ YUjH IOTOJNHO pasfe/beHu CETMEH-
TH OTKPHUBAjy BPEOHOCTH Koje Tpeba NpumHcaTH jefHOM OeCKOHAYHOM mapa-
Mmetapa (KOju ¢y KoeduuujeHTH jegHor pepa). PeHOMEH ce Mayo PasluKyje Off
OHOT KOjH Ce jaBlba y BEHITHHM IpoGieMa—3aroHeTKH KojoM MabuoRHMYap 3a-
yac ofpeny suuie 3aMUIJbEHUX OpojeBa HA OCHOBY CAMO JegHOZ HYMEPUYKOr
OOjaTKa KOJH MY Ce CAOMINTH W YUjH My Pa3sHU CeTMeHTH OTKpHBajy TOIUKO
moflaTaka KONMHUKO HMa HENO3HATHUX.
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IIpenacrasmpame jenre HyHKOUje jeMHUM NEIUMaNTHIM GpOjeM MaJio je orpa-
Hu4YeHO Ha ofipebeHe kareropmje yHKIOHja. M Ilerposuh moxasyje, y ToMm mo-
riepy, cienehy Teopemy:

Caaxoj anaauiiuikoj ¢ynruyuju u gaiiom kpyzy C oducanom oko obu-
uHe auKe QyHKYUje moxce ce Ipugpyicuitiu cKkyii og jegnoZ geyumainoz u jeg-
HOZ {03UiliugH0? YeaoZ Opoja koju, y3 gogasarse jegHoz cKyia KeaAUATHUSHUX
flogaiiaxa, cagpicu cee enemenilie 3a ogpebusarve Ppynrxyuje y kpyzy C ca yna-
ipeq gaiiom Bpubauxcrouthy.

Pa3Hu KapakTepHCTHYHH €JEeMEHTH aHATUTHYKUX (PYHKIHja MOIy ce,
CHeKTparHuM MeTofoM I. IleTposuha, caxeTn y camo jeflad genumainal Gpoj u
y jeflaH CKyI KBaNMTATHBHHX moparaka. Takas je, Ha IpHMEp, CIydaj cuHZyad-
puitieiiia jenHe (yHKIMje KOjU ce Hajase y je[[HOM Kpyry ca LIeHTPOM Y OOMYHOj
Taukd (YHKIUje; UIU -TaK cIydaj Hyaa jefHEe (PyHKIMje KOje ce Hanaze y
jemHOM Kpyry, uth. Tako, ako je marta jemHa cdyHKnuja f(z), MOXe ce, IpeMa
jenHoj mo3uaroj Teopemu r. Bopenal4, ma 6u ce ofpenuIM BEHH CHHIYIApH-
TETH YHYTAp Ma KOr Kpyra ONKMCAaHOT OKO Ma Koje Off HEHUX OOMYHHUX Tayaka,
3aMeHHTH f(z) jemHoM (yukupmjoM (E). OHa uMa cmexkrap, na ce Tako pobuja
jegra seaa uameby 1(z) u jegnoz geyumaanoz 6poja Koju cagpicu cee esemeriiie
3a HomiyHo ogpebusarse cunzyaapuitieiia ¢pynxyuje f(z) y gaitiom kpy2zy. Victu

1 4 .
HOCTyHIaK IpUMEHeH Ha ?,f —a,f’, UTH., YCIIOCTaBIba CIMYHY Be3y u3Mmeby

f(z) m jemmor meuumanHor 6poja Koju OApebyje BPeOHOCTH NPOMEHJBHBE Z 32
Koje f(z) y3uMa BpeJHOCT HYJa, y3UMa AaTy BPENHOCT, JOCTHXE jEflaH MaKCH-
MyM HIM MUHHMYM, UTH.

CrexTpajgHd MeToj 6alja Tako japKo CBETJIO Ha YJIOTY KOJy UIpajy HelH-
manuu GpojeBu y oppebusamy dynkuuja. [JoOujeHO je, Y HElaBHUM pajoBHMa
y Teopuju ¢yHkuuja'’, ga cBu npobieMH KOjH Ce MOTY IIOCTABUTH NPH M3y4a-
Bamy QyHKUMja feUHUCAHN IPeOPOjUBAM YCIOBMMa MOTY OMTH NPETBOPEHH,
y OpHHLMMNY, y TIpoGieMe KOjH ce OfHOCE Ha fe(pMHUIHM]y CaMO JEJHOT JelH-
ManmHor 6poja; and OBO TEOPHjCKO TIIENUIITE HUje Off BEJUKe nmoMohH HOK ce
He fAedWHUINE HA CTBApaH HAyuMH Be3a m3Meby dyHkumje m genumansor Gpoja.
Haxne, meToq r. Ilerpouha HyAH, ynpaso, KEIOTBOPHO CPENCTBO Jia C€ YTBPAH
jenHa TakBa Be3a M TAKO YKJIOHM TNIaBHa Tellkoha y npoGieMy cTBapHOr CBObe-
’ha NpoydaBama jefHe (yHKUMje Ha NpOydYaBame jeAHOr peanHor Gpoja.

2

14 B Borel, Legons sur les fonctions méromorphes, 1903, p. 35-36.
13 E. Borel, Ibid. (Note III).
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aTeMaTHKa je 4yfaH CBeT y OBOM HameM cBeMupy. He 3Ha ce ko ra je

crBopuo — bor unu Yosex. CTora je HENO3HATO Aa M MareMaTH4ap

OTKpUBa Onha M muxoBe MebycoOHE OfHOCE Y HBEMY HIIH HX TBOPH.

Buno xaxko pma jecre, neno je u y36ynibuBO GUTH y TOM CBETY OHMMA
KOjH YME]y a Ta OTKPHjY U VKUBA]y Y IEMY.

Muxauno Iletposnrh je npoBeo MHOTE N€Tle YacoBe CBOT GOraTOr U PA3HOBP-
CHOT XMBOTa Y MAaTeMaTHYKOM CBETY, OTKpHUBajyhu uiau TBopeh, U OCTaBHO Ae0
cebe y meMy. Taj ceer je jequHcTBeH. Hberopa nopena Ha nojeguHe 061acTH, KOje
Ce YecTo y3ajaMHO OpOXHMajy, BHIIE je agMUHHCTpaTHBHa. MaTeMaTudap
Iletposuh 610 je BumectpaH. Mmao je cBOjuM IyTeBHMa 32 CBOjUM HAEjaMa H
BU3Ujama. HberoBu pafoBy, Kao 3amucy ca THX NyTOBama, HE MOTY YBEK OHTH CBp-
cTaHM y jefHy obmacT. BaxkHuje cy upeje Koje je ©Mao M HA4YMH Ha KOjH X je
OCTBapHBao.

Ia 6ucmo Bugenn kako je paguo M. IleTposnh, pasmMoTpuheMo IpBO ®HEroBy
pacupapy Teopema o kpusoaurujckum uniiezpasuna [274]! nz 1933. ropuse. Ona
HeMa cjaj 6nucraBujux ITeTpoBuheBux pafnoBa jep HHUje JOBOJBHO M30OpYILEHa, allu
¥Ma H CBOjY TEXXUHY U CBO]j >KMBOT [I0 JaHAINLUX JaHa.

ITeTpoBuh youasa npso JJapOyoBy TeopeMy:

axo je pyuxyuja £ xonomopgra gy iyitia L gyscune s, onga je

M I=[f@d=p-f®-s
L

3a Heko p u3 gucka floayipeunura 1 ca yenimipom y doueitiky u Hexo € ca ityitia L.

ITpu JTap6yoBuM NpeTnocTaBKama je, fakne, 1 ropma rpanuna 3a lpl w3 (1) u
HumTa sume. Ho, Ieiiposuh xohe Hewio sulue — gorby Zpanuyy 3a lpl, a tdume u
aa |1l. 3aTo Tpaxu ycnose P(r) 3a L,f n peanan 6poj 0 < r< 1 koju, popatu [Hap-
6yoBHM, fiajy nomy rpaHuny m(r) = r 3a lpl. Tako fomasu fo 3akbyuka r < lul < 1
ymecro lul € 1 (o KpyxHOTr npcTesa ymecro gucka). [pso nanasu ycnos P(1/ \2):
unitezpaanu esemenisi f(z)dz ne mersa gyx L xeagpanii 0Zpanuyien peaiHom u
UMAZUHADHOM 0COM, TIA TIaje IeTOBO TEOMETPH]CKO 3HAYEE.

Heiiposuh je umao pazeujer 2eomelipujcKLL Ho2aeg Ha MATIeMAUIUKY.

I Opakse o3nake ognoce ce na Gubanorpacdujy y kwusu: [ B. Tpudynosuh, Jeiio-
fiuc ycusoita u paga Muxau/za Heitiposuka, CAHY, Beorpan, 1969.
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Osa ocofuHa ce MOXE YOUHTH KOJi MHOTHX GEOTPajiCKUX MaTeMaThdapa,
HAPOYNTO Kafia yCMEHO H3JaxXy.

Harme ce ceha jenne cBoje HejeHakocTy u3 1917, ronguHe w3 pana [149] na je
yoniTasa fo ciefehe Koja HOCH BeroBo HMe:

ako ce Kominexcuu 6pojesu aj,a,,...,a, HAAA3€ Yy YIAYy ca THeMeHOM Y
fovelixy u mepom h <, oHga je '

(2) Zak 2 cos%ZIakl.

W3 (2), nomohy rpaHuvHe BPEJHOCTM UHTETPAlHMX CyMa 3a HHTérpan 1,
mobuja ycioB P(r) 3a r = cos%—: uninezpannu eaemeniu £(z)dz ne usnazu gyx L us

HEKOZ y2na ca ieMeHoMm Y Houeliky U Mepom A < T.

OH Haj3a mocMaTpa Kaga HacTynajy rpaHAdHE ciydajesd, |Wi=r u lpl=1,
Hanasehy ¥ reoMeTpHjcKy U aHANUTH4YKy Bedy m3Mmeby L u f; oBy Apyry majy
peuiema U3BECHUX AU EPEHINjalHIX jeJHAUNHA, \'

IleTpoBuh je cBOjy HejeIHAKOCT AOKa3a0 NPHUIMYHO KPAaTKO, alH MAaNo
KOMIUTHKOBaHO. Kao fa je Hamucao HeKu Off IPBUX JOKa3a KOjU Cy My Najad Ha
namer. M mokasm y MareMaTdlm UMajy cBojy nenory. IloHekap je morpebHO
BpeMena fia ce u3bpyce. J. Kapamara? je gao gpyru u kxpahut JOKa3 HejefHAKOCTH Y3
noMmoh T'aycoBor crapa (TeXHIITe CHCTEMa Maca KOHIEHTPHCAHUX Y KOHAYHOM
CKYIly Tadaka paBHY HAJa3¥ ce Y KOHBEKCHOM OMOTad4y TOT CKyIa), KOji OTKpUBa
BeHy npaBy npupofy. TpugeceT rogiHa nocie IpBor foiasy, 6e3 momeHa Ilerpo-
BuheBa MMeHa, HOCKeNbH 0Ka3 HejenHakocTH (2)? Koju, Kafia je OCMAaTpaHH yrao
CHMETpHYaH y OJHOCY Ha peajiHy OCy U cafpKaH y IE€CHOj ONMypaBHU*, riacu:

axo je lay | = py, argay =0, u 19, |£a<§ 3ak=1,2,...,n,0Hgaje

lay+a;, +...+a, | 2IRe(a; +a, +...+a,) |
=|p;cos0; +pycosO, +...+p,cos0, |
2 (coso)(py+p2 +...+pPy)

jep je cos®y = cos |6k| 2coso>03al1<k<n.
OBOMe ce CTBapHO HeMa IITa JOflaTH, a OfiaB/ie ce MOXe fo0uTH fa he jenna-

KOCT BaXXUTH aKO M CaMO aKo Cy CBU 6, je[IHAKHU O ¥ TP TOM j& Zpk = Zpk.
0,>0 9, <0

27 Kapamara, Teopuja u iipaxca Stieltjes-oa unitiezpara, Hayuna kmura, Beorpag,
1949, crp. 301.

3 H.S. Wilf, Some applications of the inequality of arithmetic and geometric means to
polynomial equations, Proc. Amer. Math. Soc. 14, 1963, 263-265.

4 Buperu u: [1. C. Murpunosuh, O jeghoj Hejegraxocitin, MaTemaTHuka 6ubnuoTeka
38 (1968), crp. 93-96.
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ITerposuhesa nejepnakoct nyryje 3aTum y Xunbeprose u Banaxose mpo-
cTope® a 61 ce 1995. rofMHe N0jaBUsIa Ca HEKMM CIIOPO ocuunyjyhuM HU30BUMa Y
HOPMHpaHHUM BEKTOPCKHM IIPOCTOpUMA’,

ITpumeTumo npeo na Tepmury nyT (le chemin) i nyk (1’arc) xoje ymorpe-
6ipaBa IleTpoBuh faHac MMajy MHOTO LIMpe 3Ha4eme. [JaHac je NyT y TONOJIOHIKOM
npocTopy £ CBakO HENPEKHMAHO NPECIMKABAME HEKOr HENMPAa3HOT KOMIAKTHOT
MHTEepBajNa Ha peanHoj npasoj y E, mok je nyk y E peo mpocropa E KojH je
xoMeoMoppaH TaKBOM HHTEPBaNy.

3akspydak [lap6yoBe TeopeMe (OBHE je Wieopema Npejaka ped) eKBHBa-
JieHTaH je TBpbemy ma je | I 1< Ms, Zge je M najeeha epegnociii hyrxyuje | f1 gy L.
To je o6nyna oco6uHa KPUBOIMHU]CKOT HHTErpana. HejacHo je yeMy ciyku npeT-
nocraBka o xonomopdHocTy dyHKUKjE f Iyx L Kapa je OBO/bHA HENPEKUAHOCT.
3axkmyyak [Terposuhese fonyrne [lap6yoBe TeopeMe €KBUBAJIEHTaH je TBphemy ma
je rms <111, 2ge je m Hajmarea apegrociu ¢yrkyuje Ifl gyx L. To nuje obuuna
OCOOHMHa KPUBOJHMHHUjCKOT MHTerpana. Ty je jegfHo BeoMa jeHOCTABHO, ajlil BaXHO,
of muTama Koja je [leTposuh nocrasmao.

A witia je ca gpyre citipare?

OnroBapajylin Ha OBakBa MUTakmba, ONA3M0 je 1O HOBUX pe3ynTara (Ao HOIYHA IO-
3HaTUX cTaBoBa). Meby muMa je u oHaj yyBeHH u3 1901. rogune 0 AOKBO] rpaHUIN
Mopyia Hyna Tejmoposor pena [58] koju unTanay Moxe Hahy y HapeHO] KIBU3U
oBux Cabpanux aena. Tako je IlerpoBuheBa HejefHAKOCT AONYHA HEjeJHAKOCTH
TpOYTJIa KOja je OCHOBa padyHa Y HOpMHUPaHUM BEKTOPCKUM IIPOCTOpHMA.

IMurame je 3amTo je [TeTposuh y 0BOM pajy NpBO Hagyradko [OKa3uBao, y3
0o6unaTo Kopuihewme TeopeMa O Cpefb0j BpEAHOCTH, TocebaH cny4aj, r =1/ V2,a
3aTHM BPJIO KPAaTKO ONIITH. Y OBOM APYrOM OH NOJa3M Off MHTErPAHUX CyMa

(3) S:=Zf(§k)(zk —Zp-1)
pay

3a maTerpan (1), npuMemyje Ha BHUX CBOjY HEjEHAKOCT U YMHHA TPAHUYHH Mpeias
no mopenama nyka L. OBie ce NoCTaBba jeAHO KJby4yHO mnmTame. Hexa cy o u

. 0 £\ < 7 peannu 6pojeBH U HEKa je O < argf(z)% <o+ A 3acBako z € L. [Ja nu
s

je Tama u o <arg f(§;)(z; — z;-;) <O+ A kana je Hajsehe Iz, —z;_ | JOBOIBHO
mano? Y pajy HeMa ofroBopa. JaHac ce 0BO IHTamE MOXE Apyraduje HOCTaBUTH.
Hexa je n 6eckonauan apupogar 6poj u (z;)ocr<n XUilepKOHA4aH HU3 TAKAB [ia je
Zpo1 = 24 (zp_) Je Geckonauno 6aucko zi)3ak =1,2, ..., n. [la nu ¢y mocMaTpanu

5 J. B. Diaz and F. T. Metcalf, A complementary triangle inequality in Hilbert and Banach
spaces, Proc. Amer, Math. Soc. 17, 1966, 88-97.

6¢. v, Stanojevié, D. L. Graser and K. M. Adams, Gauss-Petrovic functionals and slow
oscilation in norined linear spaces, Publ. Inst. Math. (Beograd), 58 (72), 1995, 85-92.
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aprymeHTH OecKOHaYHO ONHCKH 3a, Ha puMep, z = z,7 Tana ce makie pobuja
HOTBpRaH ONrOBOp, HpuMemyje ce HejemHakocT (2) Ha 36up (3) (Jlaj6munos
OpHWHIMUN), Ta ce Ha JoOuWjeHu pe3ynrar fenyje ciuangapguum geaom. OBO je
UCIPUYAHO JE3UKOM Heclllangapgre anaaude, koja y IlerposuheBo BpeMe HUje HH
[ocTOjana, 6ap 3BaHnyHo. Busto je 6eckonauno masux (ungunuiiesumana). Crapu
MajcTOpH Cy pajio padyHald ca BUMa H fobujanu fobpe pesynrare. Tako je
JIaj6nun fomao Ao cBOr AudepeHyujanrHor pavyHa. Tako je Ojnep passuo GpyHK-
yjy sin z y 6eckonavrn mpoussod. Huje ce, MebyTum, 3Hano mra croju u3za Tor
MuKpokocMoca. Korauso pememe gounno je roguue 19617, Cteap je 6mma y morn-
. BeckoHayHo Maie ¥ 66CKOHAYHO BeJNKEe BeIMUYUHE foOune Ccy npaso rpaban-
CTBa y MaTeMaTH4koM cBeTy. Hacrajana je HoBa maTematuka. Hu M. Ilerposuh
HMje Morao ofoneTu naduunTe3nManama. Y pany [143, crp. 160] on rosopu o Ge-
CrOHA®HO Masum Hoseharouma (accrossements infiniment petits), IUTO HAM Kazyje fa
UX je IMao y CBOM MaTeMaTH4KoM Ouhy.

3aHUMIBMBO je OBJIE, 4 ¥ Ha IPYTCHM MECTHMA, YouuTH ogHoc M. IleTrposuha
mpeMma HejegHarkocTuMa. OHe Cy je[Ha Of OCHOBa NOOpOr fAenaa MaTeMaTHyYKe
aganuse. CaMe 1o ce6u 0CTajy ycaMibeHe — Hemajy modus vivendi. Kop Ilerposuha
Cy OHE OCHOBA HAJ[ KOjOM OH fiaibe rpagu. OOHYHO IoNa3y Off jefHOCTABHUjUX Aa 61
UM I10CJIe BELITO HAIIA0 MPUMEHE Y aHANH3H, AuQepeHIjalHaM jefHaYnHaMa 1
Pa3HUM JPYIEM padyHuMa. JenHy BeJIM4rHy IpOLEmyje ca o0e cTpane, na goduje-
HY ABOCTPYKY HEjeZHAKOCT HuIle y OOJNKY JEMHAKOCTH H 30BE j€ eopemom o
Cpegrb0j 8pegrOCIlLL.

Tako je n y pagosuma [143]% u [144]°. OcHoBHy HejeHaxOCT M3 [PYTOT papa
yODIUTHO je, y3 noMmoh jegHor KapaMaTHHOT pe3yaTara 0, mocre mecHaecr rogmea
y pany [264]:

7 A. Robinson, Non-Standard Analysis, Proc. Roy. Acad. Amsterdam, ser. A, 64(1961),
432-440.

8 Bugerw u: I1. Bacuh, Ieomeiipujcke nejegnaxociiv y pagosuma Muxauaa Ieitipo-
sufia, Matemarnuka 6ubaunoreka, 38(1968), 105-111.
[IpumMeTHMO joiu Aa ce y HaBefleHoM papy [143, crp. 157-158] nanasu npenyr qokas

HEjeqHaKOoCTH
1
va? +bht +c? <—=(a+b+c)
V2

KOja BaXXH aKo ¢y a, b, ¢ CTpanuLe Tpoyrna. )
[podecop . Apamosuh je uzBeo kpahu 1 jenHocTaBruju foka3. Hasogumo ra:
(a+b+c)? —(a?+b%+¢2)=2(bc +ca + ab) > 2(bc cos o+ ca cosP + ab cos y) =
=a? +b% +c"°

. . 1 .
NPy YEMY NOCHEba jEAHAKOCT Cefy U3 KOcHHycHe TeopeMe. [1a je KoHCTaHTa ﬁ Haj 60-

/ba Moryha, BHM ce IOCMATPatbeM je[HaKOKPAKOT TPOYIJIA, UMja OCHOBULA TEXH HYIH.

9 Bunetw u: I1. Bacuh, Hejegraxociti Muxauna [Tefiposuha 3a kongexcre gynxuuje,
ucro, 101-104. )

10 J. Karamata, Sur une inéqualité relative aux fonctions convexes, Publ. math. Univ. Bel-
grade, 1(1932), 145-148.
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axko je ¢ynkyuja f xoneexcna na unitiepsany 1, Oel, x,>0,..., Xop>0 u
X=x;+...+x, €l,0ngaje

4 JOD+ .+ f(x) S f(X)+(n=1)f(0).
OBo ce Moxe JOOUTH IPOCTO U3

fx) = f0) o fX) - f(0)
Xy — 0 B X-0

I

mocne ocnoGabawa of MMeHWTalla, MHOXEHEM OpOjeM x; Ma cabupameM IO
k=1,...,n.

Pan O jegnoj eaxncrnoj xaacu yeaux pegosa [96]) uMao je BenukKor ycnexa Ha
MebyHnapogaom KoHrpecy MaTeMaTuvapa y Pumy 1908. roguse.

Cge je noueno ase ropune panyje. [lerpoBuh nocMarpa dyHkImjy

(5) f(2)=ag+az+azt +...,

KOMIUIEKCHE MPOMCHIBUBE, IIpH YeMy Cy KOeHIMjeHTH CTeNeHOTr pema y (5)
peasnu u HO3UMMUBHU, & CBAKU 1208 JeAUMULaH 30Up UMa CAMO pedaHe Hyae.
[Mpouemyjyhn xoedunujenTe a,, 3akbydyje Aa je f nena pyHKUHMja pofa HyJla unu
jenaH 4 ma je

(6) | f(2) 1< ag +a1rG(a‘—r],
2
npu yeMmy je r=lziu
‘ hnd n
7 G(z)=y —F—.
( ) ( ) Z(n+1)ll+l

n=0

Hajzan, nomohy cBor pesynraTta u3 paja [58] Hanasy fOwY IPaHULy MOAyJia HylIa
dyaKDHje f.

Cnenehn kopax [92] unnn nmouetkoMm 1908. Tpaxu, y3 HeGUTHY IpPETIOCTA-
BKY dg =@, =1, mOTpe6HE ¥ JOBOJbHE YCIOBE NOK KojuMa pef y (5) NMa NoMeHyTe
ocobune. [TocmaTpajyhn rpaduke jefHOr peKypeHTHO fe(UHUCAHOT HH3a IONH-
HOMCKUX (DyHKUHja, Hanasy Te ycloBe, Hajsehe BpegHOCTH A, 3a KOedUIHjeHTE
a, can 2?2, rpaHudHY (PYHKIUjY

8) f(2)=1+z4hz2 + 0327 +...

Hapopiehnu Heke meHe 0coOMHE M OCOGHHE HU3a A,.

Ocrao je jom, y OBOM pajly HajaBJbeH, Clydaj Kafa cy KoeUIUjeHTH a,
peaanu. TlocToju jefHa mpyUYa Aa je Ao peliema foIrao jefse 6ypHe Hohw y MaHa-
crupy Manacujall. ITa ma my je Bor momorao?

11 M. Munaukosuh, J. Muxaunosuh: Muxa Aarac, Kocmoc, Beorpag, 1946, crp.
93-94,
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Ilpaeu je TpeHyTaK fa MpOYNTaMO Aeo jenHor 3amuca J. Kapamare!2:

»Ha OMX UNaK IMTO BEPHHUje NPUKA3a0 HAYMH HEroBa HAYYHA Pajia, MACITHM,
fa hy To Haj6osbe mocTUhy aKo feTalbHHje aHAMM3UPAMO CaMO jeflaH off mpoGaema
KOje je mpoy4aBao, a KOjd je 32 METOX HeroBa paja jelal of HaJKapaKTepncm-
THUjUX.

ITpoGnem xoju cam uzabpao He crafa Meby Bberose Hajjade pafoBe, am TO je
jenaH Off (beroBMX pafgoBa KOjH je MOXJa 6MO HajBUIIIe KOMEHTAPHCAH U KOjH je a0
MOACTPECKA JPYrHM HAyYHMIMMa 3a falbM paj; ga HaoMeHeM camo MoHTena
Jlanpaya, ITospy, mopep MHOTHX APYTHX.

OBaj pafl je yTONNKO NPUCTyNAaYaH, IITO CBOjOM CaApPKUHOM M IIOjMOBHMa
KOjUMa ONlepUINE He M37a3K U3 OKBHUpDAa YHHBEP3UTETCKE HACTaBe, W U3HEHabyje
CBOjOM jeIHOCTAaBHOIIAY, alld je HIaK 33 HBEroBO pelllerhe GHO moTpe6aH jefaH ay-
KM HCTpajaH paf.

EBo y uemy ce o cacroju:

ITosmaro je ma Meby Baxsre npo6ieMe Teopuje QyHKIMja cafa npobieM
anpokcuManuje gare (pyHKIHje IONIXHOMEMA. Y3 OBaj MpoGIiieM Be3aH je 1e0 HH3
Mam-€ WY BHIIIE 3HAYajHUX UTamka, Meby Koje cllafia i IHTamke ¥ KaKBOj BE3H CTO-
j€ HyJle IOIMHOMA KOjUM aIPOKCHMHPAaMO AaTy (hyHKIHjY ca Hylnama came (pyHK-
nyje.

JemHO Off MpBHX NHTAKkA OBE BPCTE Ha KOje HAUNa3MMO jeCT fia ce HCIIUTa
KakBa Mopa 6UTH DpHpofa AaTe yHKIHUje, fa 6U ce 0Ha MOIVIa allpOKCHUMUPATH
IOJNHOMHUMA KOjUMa Cy CBe Hylle peallHe UIH, jOII CIelUjalHuje, pealHe H
NO3UTHBHE.

3aycraBUMO ce caMO Ha aHATHTHYHO] GyHImju f(z) maTo] cBojuM Tejnopo-
BHM pegoM

oo

f2)= ay"
v=0

L

lakne, Ha (pyHKLUjE KOje Cy aNpOKCHMIpaHe HU30M NOJIMHOMA 00JIMKa

n

py(z) = Zavzv .

v=0

Tpenusuo ¢opmynucan IleTposuheB npo6ieM CacTOju ce y TOME, Aa ce
npoHaby moTpeGHM M TOBOJHHY YCIIOBH KOje MOpa 3al0BOJbaBaTH faTa (pyHKLHja
na 61 CBH IIONUHOMH p,(z), IpemMa TOMe M IpaHUYHA (QYHKIHU]ja, HMAJIH CBE CBOjE
Hylle peanHe W MO3UTUBHE, MNH, aKO HPETIOCTAaBUMO fa Cy KOe(QHUHUjEHTH
IO3UTHBHH, Ia 61 CBe HyJle TUX NOJIMHOMA OHJie HEraTHBHE.

EBO Ha KaKo JIEN M caBpLIEHO jefHOCTaBaH HauuH, IleTpoBuh faje peuleme
OBoOr Npo6nemMa.

Be3 orpannyema MOXEMO NPETIIOCTABUTH fla Cy MpBa [Ba KoedulujeHTa
MoJMHOMa p,(z) jegHaKa jeqUHULH, Tj. Aa je

12 5 Karamata, Mikailo Petrovic, Glasnik mat., fiz. i astr., Zagreb, 1948, t. 3, str. 123-127.
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ap =aq, =1,
[UTa Ce MOf KOJUM he yCnoBUMa CBH IIONHHOMH
pu(z)=1+z+az% +...+a,z", n=273,..,

UMATH CBOje HyJIe peanHe U HeraTHBHE.

Y TOM clIy4ajy MOpajy ¥ DONUHOMHU

() =t"+t" v ayt" 4 ta, gt +a, =
= t(t”_l +t"_2 +a2tn—3
=tq,.1(t)+a, n=2,3,..,

+...+a,)+a, =

qije Cy HyJe peuMIpOoYHEe BPeJHOCTH HyJa NOJIMHOMA p,(z), Takobe uMaTtu cBe
CBOje HyJlE pealHe 1 HeraTHBHE,

Axo, MmebyTuM, nonuHoM ¢, ,(t) UMa n — 1 HEraTUBHHX Hyna, HEroB [Hja-
rpam Mopa uMaTti obnuk kpuse (I), mpeMa ToMe he gujarpaM nojJuHOMA fg,_1(f)
umaTn o6nuk kpuse (II). [la 6u jenHaunHa ’

Iqy-y (t) ==a,

UMana n pearHUX pelleka, Tj. fa 61 U OJIMHOM g, (!) UMao n HETAaTHBHUX HYJA, 4,
He cMe 6uTH Beh off anconyTHe BpeHOCTH —m, HajMamber MUHEMYMa m,, fujarpa-
Ma IoJIEHOMa tq,_(f). Y clydajy Kaga je

ay = =My,

HOJHMHOM ¢,(f) MOpa UMaTH jefHy BHIIECTPYKY HyJIy. Y TOM Clyd4ajy, faKie, be-
roBa JUCKpHUMHMHAHTA

D(ay,a3,...,ay-1,a,)
Mopa OHUTH jeflHaKa HYJIH.
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IIpema ToMe, akO y 0BOj AMCKPUMHUHAHTH KOEDUIMjEHAT a, 3aMEHIMO Ca X,
NOGHjaMo MONIMHOM ‘

) D(ay,as,...,a,_1,x),

duje ke Hyse maTH OHEe BpeHOCTH KOeUIMjEHTa a, 33 KOje MOIHHOM q,(t) numa
BUIIECTPYKHX Hyna. flakie, Taj Koedunujenat e cMe Gutn Behu on majMame
IO3UTUBHE HYyJe JUCKpUMMHAHTE (1) M caMO y TPaHHYHOM CNYYajy OH joj MOXe
OWTH jeHAK.

Otyna noGujamo pereme NOCTaBILEHOr IPOOIeMa, Tj. HoTpebaH U go80bak
ycao8, ga 6u ceu doauHomu p,(z) UMAAU C8e C80je Hyae HeZaiushe, je ga
Koeuyujeniiiu a, 6ygy marb 0g Hajmarse Go3uiiusie nyae oaurnoma (1)

Ilopen Tora, oBuM je pelemeM NOTHYHO ofpehbeHa u rpannyna dpynkuuja
f(z) 3a xojy je nocrasmenn npobaem Moryh. Ibere koeduumjenTe o6ujaMo ako
UX TIOCTENeHO offpebyjemMo, Tako fa oHu Oyly jeHAKK HajMarbO] IO3MTHBHO] HyIH
nonutoma (1).

Haxo je oBy rparu4Hy QHYyHKIH]Y, IO BeHO] AeDUHALM]H, TOTOBO HeMoryhe
onpenutH, [leTpopnh faje ca cKOpo HCTO TAKBOM JTaKOKOM LEO BU3 BeHUX 0COGH-
Ha, Off KOjux heMO HallOMEHYTH CaMo fIBe HajBaxKHMjE.

®ynkuuja f(z) je obnuka

eg(z),

rae je g(z) uena (pyHKUMja HYATOT pOfia, uuje Cy cBe Hyle < — 1 1, 1o amcoNyTHO]
BpPENHOCTH, He pacTy 6pxe Off

(n+1)(N2)"
KOoe(UIMjeHTH BbeHa Taylor-oBa pa3BUTKa Cy CBY MO3UTUBHE M MaHU Off

S S
pipn=D/2"

JegnocTaBHOCT 0Opafe ¥ NPeuu3HOCT Pe3yaTaTa U3NOXEHOT NpobieMa Hilje
CaMO OCHOBHA KapaKTepHCTH4YHA I[pTa UENOKYNHOr HayyHOTr paja Mmuxauna
[IeTposuha, Beh je To M BEpHO Oruegano wera Kao 4YoBeKa, OHaKBa Kakas je OMo y
CBOM NPHBAaTHOM XHBOTY — BEJIHK Yy CBOjOj IPHUCTYIaYHOCTH, CKDOMHOCTH H IIpO-
CTOAYIIHOCTH.

M. Tlerposuh mocmarpa dyuxuuje (5) u y cBoM pany Jegua spcitia 6pojrux
ke8azuuHeapujanaitia [325, ctp. 166—169]. Bpojna KBa3suMHBapHjaHTa jeAHOT CKyma
dyHKIYja je mpecnukaBame y > | Koje (PYHKIUjH y U3 TOr CKyNa NpHAPYXKYje
dyHkUMjy [ yMje ce BpegHOCTH Hanase y uHTepBany [0, 1]. [Ipn ToMe cKyn 4uHe
dyHKIIIje M3BECHE BpCTe, PELMMO pellelba HeKe gudepennujante jeAHaukne, 10K
je I maTo HeKUM aHANMUTHYKUM H3pasoM, penumo [ = f(x,y,y’,y”) xapga cy dyHk-
uje y pepuHCcane U Ba nyta gudepenunjabunHe Ha jeHoM oapeheHoM nuTepBa-
Ny peanse npase, '
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AKO ce, Ha IpUMEp, IOCMATpPajy CBH MOIMHOMH y ofipebeHor cTenena n > 2
qH]€ Cy CBe HyJIe pealHe, IPH YeMY je HajMama a 1 Hajeeha b, oHpa je

— Y
I=0=—-+,
y
rae je
a=——" B=—L, Kana je x <a,
n-1 n-1
a=—— B=1, Kafaje x > b.

n-1

Ospie IleTposuh naxo u cpeTHO Aaje npuMepe 3a /, TOCTaBlba MUTAbE Tpa-
HUYHUX KPUBUX U MUTAE. KOje 0OCOOMHE HMajy (YHKIIMjE y YHja je KBa3H-UHBAPHU-
janTa fgata? ORroBOpHM Cy caMO AETMMUYHHM jep Cy CTBApH CYBHLIE YOIIITEHO IO-
CTaBJbEHE.

Bparumo ce Josany Kapamarn (1902-1967), jemaom on IleTpoBuheBux yue-
HHMKA ¥ je[HOM Ofl HajI03HATHjHX CPICKUX MaTeMaTHyapa. UyBeH je merop gokas
Ha caMo fiBe cTpanuue, JlutTisynose Teopeme!3 koju ce mamasu y MEOrEM n03Ha-
TUM MoHOrpadHjaMa. UyBeHa je U IIOHA Berosa eopuja paguaio GpomeHbu-
sux ¢pynxyujal4 o KOJUMa je HallUCaHO, HAPOYUTO Off MeHeCeTHX FOAUHA, MHOIITBO
panoBa, a NoCHefmbIX HEKOIUKO TOfUHA HEKONHKO MOoHorpaguja. Crora ope me-
roBe peun o IleTposuhy uMajy BeMuKy TEXKUHY.

M. IlerpoBuh je ncTpaxkuBao kinace pyHkumja. IIpu ToMe cy My HapOYUTO
Ouie 3aHNMJbUBE TpaHHIE TUX Kiaca (yHKIHja (AN BUXOBHX MOAYyJa), Kao M
(pyHKIHje Koje ce Hala3ze Ha THM IpaHunaMa. Hana3uo ux je ¥ MCIMTHBAO jep cy
TO, 10 Tafa, 6HJie He MHOTO 3anaxeHe (DYHKIHje, aKO Cy yoIuuTe GHie IO3HaTe.
Taksa je, Ha npuMep, pyHkuuja (8) uuje je cykeme Ha pealiHy MpaBy MakCHMyM
oproBapajyhux cyxema yHrumja (5).

ITerposuhes nyT je Kpajie npupoAaH. Ako xoheMo la MajopupaMo Ha II0-
3UTHBHOM JIeJly peasHe oce (pyHKUH)y KOja je 36Hp CTENEHOT pefia ca O3UTHBHHM
KoehHIIHjeHTHMA, MajopupahieMo KoedHIIjeHTe HOBUM, ITa TOGUTH HOBY (hyHKILU-
jy. Taj xopax ce nonasba. Jokne? OGHYHO ce MILIO AOK HOBa ¢yHKIMja He Oyae
03HAaTa, INTO je peilaTHBHO. MoXe 3HAYHTH ,,JI0 ONIITEM MHIUbEHY" HIH IaK
»PYHKIHja KOja uMa cBoje uMme”. IleTpoBuh ce 3aycTaBjba KOjH KOpaK Mpe OBAKBOT
OuJba — OHAA Kajga My HH3 HOBUX Koe(HIMjeHaTa IIOCTaHE NOBOJLHO NpaBUJIaH.
INojaBibyje ce HOBA, HENO3HATa (PYHKIIHja, KOja ce NPUPORHO MDY HA KOMIUIEKCHY
paBan. IMao je fap na je ,,Buan®, fa je UCIATA ca pa3HUX cTpaHa (mocMarpajyhu je
U Ka0 MHTErpal ¢ MapameTpoM ako je moTpeGHO), Ha U a IPUOIIKHO U3pavyHa
HeKe HeHe BaxKHe BpefHocTd. YuHehu je mo3HaTOM, OH NOJAa3H IO HOBHX, [0 Ihera
HENO3HATHX, 6OJLHX FOPHUX IPaHUNA.

137, Karamata, Uber die Hardy-Littlewoodsche Umkehrung des Abelschen Stitigkeitssatzes,
Math. Zeitschrift, 32(1930), 319-320.

14y Karamata, Sur un mode de croissance réguliére des fonctions, Mathematica (Cluj),
4(1930), 38-53.
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IIpe HO mrTO 4yjemo ITeTpoBuhieBO MUNUBLERHE O OBOME, IOMEHIMO Jla Ce dy-
HKUHja G jaBba 1906. rogune u y pany [86] kao eneMenT jegue Knace ¢ yHKUHja.
3aHUMIBHBO je fa ce Ty I/IHJIYKIH/I]OM HoKa3yje u CI‘BI/ICTGHHI/I]a dyaxuyja (5).
Pyukuyja 0(z) =1+:2G(z), Tj.

2 3 = _n
9) 0(z)=1+2+ 42 4 =V I

14 7 i

ce meTajbHO mpoy4asa y pafy [98) us 1908. roguse, a yomnmrrasa o ¢hyHKIHje

oo

h
Aoy =3 =0,

n=0

Ifie je o KOMIUTeKCaH 6poj ca MO3HTUBHAM PealHuM felioM y [142].

ITocmarpajmo yBop y pan Huitiepitosayuja u uniiezpayuja Gomoky jegre
kaace ogpebenux uniiezpana [118, ctp. 1-4]. Ha noyeTky, y3 u3MeHy O3HaKe 3a
copmyny, croju: '

,Ha ofipebene unTerpane o6anKa

b
(10) J(x) = J.ue’“'dt,

a

TJE Cy u U r QYHKIMje HHTerpallione IPOMEHIbUBE f, HAUNA3H Ce, KaOo Ha KOPUCHe
noMoliHe padyyHCKe eJIeMeHTe, Y AOCTa MHOrOOpOjHIM NpobieMuMa MaTeMaTHYKe
aHanmze."

Y cpenunm, y3 H3MEHY O3HaKe 32 (OyHKHU)Y, THLIE:

»OCHM Tora, 3a MHOre TPAaHCUEHJIEHTE YHje Cy KapaKTepHUCTHYHe OCOOUHE
CKpPUBEHe KaJl Cy IpefCcTaB/beHE [PYIMM aHaIUTHYKUM HM3pa3uma, Te ocOOHHe
u3a3e came coOOM Ha BUAMK KaJl ce YyCIle fia ce TPaHCIEeHAEHTa MpefCcCTaBy y 06-
muky uaTerpana (10). ITogecaH mpuMep 3a TO je TpaHCUEHeHTa

e -
G(x)=1+= +—+—— =
(x) 4" 27" 256 2 (n +1)"+l

Yhje cy rIaBHE 0COGKMHE HCIHMTAHE Y MOjUM PaHHUjUM paclpaBaMa H KOjoj OAroBapa

unrerpan (10) o6nuka
I

G(x)= J.e’“'dt,
0
rae je
r= z‘logl “
t
Kpaj yBopa rmacu:
3 ceera he ce Tora Mohu BujeTH Oa cy HHTerpanu J OfHUCTa KOPHCHH

NOMOLHH pavyyHCKM eJIEeMEeHTH, ca KOjUMa je A0CTa JIaKO ONEepHCaTH U 3a Koje ce
MOXE CMaTpaTH, fia je jelaH AaT! aHATUTHIKH WM PayyHCKH Npo6ieM pelleH Kap
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ce Oyfie ycmeso fa ce HENo3HaTa KOJUYUHA Y BheMy fobuje y obIHKYy TaKBHUX
HHTErpana.”

3a Iletposuha cy, gakne, no3Hare cee pynkuuje J(x). To je unmak mano
npesuire. Ha novyeTky opesbka VI kaxe:

,Jlopen onmTux ocobuHa, HABENEHUX ¥ OfEIbKY V, KOje BaXe 3a CBE MHTe-
rpane J Ma KakBe Oune QyHKUHje u U 1y pasMaky usMebhy MHTErpaJHux IpaHULa,
IIOCTOjH jOlll BEJUKHK 6poj crienujanHux ocoO0uHa, Be3aHUX 3a OHe MHTerpane J 3a
Koje (PYRKUUJa U He merpa 3HAK Y HIOM URillepeany (pasmaxy).

Kao wto ke ce BugeTH, 0cO6MHE TaKBUX MHTErpajia MOTY Ce CMaTpaTH Kao
ZeHepaausayuja 0CO6UNRA OCHOBHUX eKCUOHEHUUJarHUX PYyHKYU]a, HA KOje CE CBOTE
TH UHTETPad U BUXOBEe KOMUGHHAIM]E Y CICHMjaHOM CIIy4ajy Kaf je r = const.”

ITocMmaTtpao je, y IOMEHYTOM ciy4ajy KpuBy y =J(x) (rfe je x peanHa mpo-
MeH/bUBA), 1A je YOUYHO [1a je OHa ,,aHaJIOrHa" KpUBOj y = '™ (The je r HeKa peanHa
xoncranta). Pynknmja J(x) ¥MMa, fakie, H3BECHE FEOMETPHjCKE M AHAIUTHYKE
oco6une dyHKIMje e'* 3G0r yera npBy cMaTpa yommuTermeM apyre. [lonasehu on
dyuxnuje J(ix), oH he y HapeHOM OfleJbKY, Ha NO3HAT HAYHH, YOIIITUTH TPUrO-
HOMETpHjcKe (PYHKUMje KOCHHYC U CHHYC M TIOCMAaTpaTH PENOBe MO HBHMa KOjH
ofrosapajy TpurooMeTpujckuM. OBO je H3IOXeHO y pagosuma [117, 120] rae je
yommrerme QyHKIMja e, cosrx, sinrx geduHMCaHO, y3 03HAKY | yMecTO J, peoM
OBAaKo:

Ty =1+2x+ 22524
I\ 2!
IpU Yemy je
b
Iur"dt
(11) ay, =a_b_’

I udt

a

Ime ¢y a ¥ b > a peannn 6pojeBH, a u K r HSIPEKUAHE peanHe (QyHKIHje Ha HHTEP-
b

Bany [a,b] ¥ IpUTOM je Judr =0,

a

| 1(x) =%(1(iX)+ I(-ix)), lz(X)=§1;(1(iX)—1(—iX)),

JIOK Cy YOIIITeHha TPUrOHOMETPH]CKUX PEAOBa, PefloBY 00mIHuKa
Ag+ 3 A (n) + Y Byl (nx),
n=1 n=1

Ierposuh je KacHUje IPOHAIIAO Be3e u3Mely CBEX OBUX cBOjUX (DYHKLIMja M MPO-
crux Gpojesa [159, 163 u 206].
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IpumeTnmo na dyHEKnMja /(x) HeMa KapaKTEPHCTHIHY OCOOMHY €KCHOHEH-
nujanse hyEKIHEje, e’ = e* - e”, a ropY peyi HHje, y ONIITeM CIIydajy, OpTOroHa-
naH. [locMaTpajyhn jegrakoct ‘ '

e = 1+£+x—2+...+x—"+...,
2! n!
BupuMo fia ce IlerpoBuhes npenas ca e* Ha /(x) cacToju y TOMe LITO ce n-TH YNaH
IPEeAXONHOT pefia IOMHOXH Gpojem o, ogpebennM dopmynom (11). pyra, ganac
npuxsahena uaeja jecTe fa ce yONIITH x — Aa U3 KOMIJIEKCHE PaBHHU Ofie ¥ HEKy
BanaxoBy anre6py. Tana he oner 6utu ¢**” = ¢* - ¢’ Kafa cy x 1 y KOMyTAaTHBHH.

3ax/pyuuMo jegHOCTaBHO fAa je ITerpoBuh oTKpHO jeAHy Kinacy (pyHKOHja U
noKasao, 6e3 003Mpa Ha TO Kako jy je Ha3Bao, fja jeé OHa KOpPHCHA IpH pellaBamby
M3BECHUX TMpoOGiaeMa. Morao 61ux TO MOCMAaTpaTH AEKapTOBCKH!S y ayXy gpyror
IpaBuia BHEroBe METOME KOja je aHanuthyke npupofe'. CxBaTam ra OBaKo: ako
xohem Aa pemmmin Heku npobneM, MOeNH Ta Ha TONHMKO Ipobnemunha KONMHMKO
MOXKEII ¥ KOJHKO TH je NOBOJbHO Aa Ou ra makiue pemno. Iletposuhy, ouuro,
¢yskuuje J(x) Hucy OMiie HUKaKaB IpoGieM.

 Jenna op IlerpoBuheBrx OMUbEHNX TeMa OHIIA je PEACTABIbalbe QYHKLH]a
noMohy uHTerpana, [Bugetu pap 65, cTp. 79-88] nnu nomohy peposa. To cy cra-
BOBH 0 pemnpe3eHTauuju. OH Ha TO IVIefia U ca Ipyre CTpaHe: ako je jenHa ¢hyHKuuja
jemHaka jeAHOM MHTerpany, OHfla c€ Taj MHTErpall MOXe padyHaTH ¥ moMohy Te
dysxumje. Ty je, HapaBHO 1 Be3a u3Meby penoBa u uHTerpana [9 u 65).

OBgpe heMo ce no3aGaBuTy pafgoM [67] ma 6MCMO BUAENH KaKO Ce YOIIITAaBajy
n3Becan Cruntjecon o6pacuu. Mcro ce unHE 1 y pany [62]. [Tonasumre je Komu-
jeBa hopmyna .

. 1 [ fQ@)d
fy=—|""
2mid t—z
c
rie je C 3aTBOpeHa, NO3UTMBHO OPHjEeHTHCAaHa, IPOCTa KPUBA y IPOCTO NIOBE3AHO]
o6acTd KOMIUIEKCHE PaBHH Y KOjoj je (yHKIHja f XonomOp(Ha, a z Nposa3y CKyI
D Tayaka Koje ce Hanase yHyTap kpuse C.
Ha fiecHOj cTpaHH IPeTXOfHE jeAHAKOCTH je, npu ¢ukcupanom C, HHTETpa-

7Ha TpaHcgopMaluja pyHKIHje fca je3rpoM %t—.K(z,t)t—l— ,rae je K(z,t)=1:
i -z

S f(t)adt
(12) f2)= 2ni£K(Z’t)—_t—z :

15 Rene Descartes, Discours de la méthode, Leyde, 1637, anonimno izdanje.

16 NekapToBo Haueno rnacH: ,Le second, de diviser chacune des difficultés que j'exa-
minerais en autant de parcelles qu'il se pourrait et qu’il serait pour les mieux résoudr*.
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Cruntjec je pokazao (12) xaga je, y3 gofaTHE mpeTnocraeke 3a f, C
UMaruHapHa oca, D monypasaH Rez >0, a y jesrpy je K(z,t)=—2—z UIm je
t+z

K(z,0)=-—2L.
t+z
Kop Tletposuha je C npasa napaJjejHa pealHOj 1M MMaruHapHoj ocH, D

jemHa off gBe monypaBHYU Kojuma je C py6, IOK je, Ha IpUMep,

_®(z1)

K0 =~

Kan je D monypaBad Rez > A; mpu ToMme je pynkumja P(z,t) xonoMmopdHa 110 ¢ U
lim ®(z,0)f(t)=0.

teD e

Ioxa3z je cacBuM jegHOCTaBaH — 3acHUBa ce Ha Kommujesoj dopmynu. He-
NOTPEGHO je fla ce MOMUEbY ROKa3H Y CBa YeTHPH Moryha ciydvaja jep ce U3 Je[iHOT,
poTanyjaMa go6ujajy OCTalH.

Ospe cnana 1 pap [301], mano apyraumje npupope, y kome M. Ilerposuh n J.
Kapamara ucnpasibajy jefuy Iloenkapeosy rpemky. To je jenuHu paj Koju je
TletpoBuh MOTNHCAO ca JOLI HEKKM.

Ha oBy Temy penpesedraunje Ilerposuh uma myHo upneja. [lomenyheMo npe.

Tlocrassba 3ajiaTax fa ce nomohy dyHKIHje

f(x)=ag +ax +ax% +...
n3pavyyHa GyHKIHja
o(x) = at +alx +a%x2 +....

3aTuM u3paxana g, y OOIHKY

a, = J.vu”dt,
L
IpH 9eMY Cy IIOTORHO M3abpaHy YK MHTeTpamyje L 1 yHKUuje 4 UV, 112 3aKbydy-
je na je
9x) = [ flavar

L

3a x KOje ce Hajasy yHyTap Kpyra ca UEHTPOM Y NOYETKY H IONYNpETHUKOM
jeHAKMM KOJWYHHKY MOJYIPeYHAKA UCKa Y KOMe je AehHRucana dyHKIyja f 1
MakcuMyMma Monyna ¢pysknuje u gyx L [111].
Y pany [296] pokasyje:
aKo je uy,u,,us,... HU3 6pojesa, pyrnxyuja
d(x) = uylog(x +1) + u, log(x +2) +uslog(x +3) +...

gegpunucana 3a x =0 (o 3HauM fa pex i logl+u, log2 + uzlog3 +..., KOHBEP-
rupa)
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F(x) = mx +upx? + s + ..

uf(1)=0, onga je (=) =0 u
®(x) = J e F(t)dt,
0 .

zge je F(t) = —f(e—t—t).

Beh cmo pexnu u Bupienu na ce IleTposuh 6aBro Hynama dyakiuja. Ilocne
BeJIUKOT papa u3 1901. ropuHe, OH faje y pagy [69] mowmy rpaHuLy MOfysia Hymla
enux dysakmmja ogpebenor poaa. Ty ce npuya o HyJlama He 3aBpIiaBa Beh gonasu
jemHa HOBa, Hpyrayuja [88 u 93].

ITonasu op peamse ¢pyHKNKje @(¢) KOja je HeMpeKUAHA HA HHTEPBANY peanHe
IpaBe ca NOYETKOM a ¥ KpajeM b U TakBa [la HHTerpain

b
g, = J‘ ©(t) cos nrdt
a

uMa cmucnazan=90,1, 2, ... 3aTuM TpaHCPOPMHUILE ¢ y HHTETPAI

b
I(x) = j(p(t)log(l _2xcost+ x2)dt.

a

Axo je p nmpupopan 6poj m g,#0 3a n<p, a g,=0 3a n>p, xaxe 72 ¢
3agosomasa ycaos [¢,a, b, p]. Iberos musm je cneneha

Teopema. Heka je f(z) mepomopdprna ¢ynryuja yryiiap kpyza C ioayipe-
YHUKA T CA YeHIIpoM Y HouelliKy U Ha HioM KpYyZy, peaand 3a peanne z, f(0) # 0 u He-
ka yuyigap C uma n myaa (0),0,...,0,) u m doaosa (By,B,,....Bn), pavynaiiux
OHOAUKO HYHla KOAUKU UM Je peg, a Hema ux Ha C.

Tapa je

b
n—-m= 1 o) F(r,t)dt,
8o,

Zge je

F(r,t) = ReZL(2)
f(2)

’
z=re'

a ¢(t) 6uno xoja pynkyuja koja 3agosomasa ycaos [¢,a, b, 0].
Taxo je, Ha IpUMep,

n—-m= g‘[mF(r,t)dt.
TIZ0 t
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ITox cTum npeTnocraBkama gokasyje opmyny

lOg fle)rn—m BlﬁZ-"Bm

o0, ... 0,

b
=L oM, 0a,
8o h

rae je
M(r,t)=logl f(z)__,.

Ho xpaja paja OH IOcMaTpa HEKe CUMETPHYHE M acUMeTpHuHe (yHKIHje
HyJa pyHKUMje f U u3paxapa ux nomohy uurerpana.

Haseneny TeopeMy yomurHo je, y usseciom cMucay, IT. MorTten 1.

Ho Iletposuh je xesneo na 6poj n — m uspasu nomohy 06HYHOT MHTerpana
peanne dyukuuje. M ycneo je. Y1 To Ha MHOTO HauMHa. 3alITO U He GH Kaj TAaKO
yMe fa u3pasu 6poj mpoctux 6pojeBa Koju ce Hamase usMehy fBa qaTa NO3MTHBHA
peanna 6poja [103].

Y pany [248] IleTposnh monasu on nosHate NeQUAMLH]E UILONCUOUA KOH-
sepZenyuje Hyna-uusa A, >0 peanHux G6pojeBa — TO je 6poj A >0 rTakas fa 3a

cBako € > 0 Baxku 2 A,’,“e =oo H 2 A,},"rE < oo ; KaJ] TAKBOT Opoja HeMa, CTaBba Ce
n=0 n=0
A = oo, YomnmTapa je 0BakKO: HU3 A, NO3UTHBHUX GpOjeBa je HU3 U3A0ICUAAUA

KoH8epZeHyuje HU3Aa A, aKO 3a CBako € > 0 BaXwu ZA}"(l‘E):oo u
' n=0

ZAZ‘"(”E) <o, OBaj mojaM ce NpeHOCH U Ha neide dyHxumje f(z)= Za,,z"
n=0 n=0
nocMaTpameM HHU3a A, = W. 3aTuM ce [ajy DpUMEpH HU30BA H3JOKUIAIA
KOHBEPreHIIMje UIIM HEKMX BUXOBUX aCHMIOTOTCKUX OCOOMHA 3a HeXe KJIace eux
¢pysknuja. OcHOBHa Hfeja je Ouna fa ce noMohy Hu3a A, GNHKE aCUMIOTOTCKU
Ofipeny HE3 a,, a OTyAa U ofiroBopajyhe ocobure ¢yskuuje f(z). Y pany Iletpo-
Buh nMa gocra npoGiema 360T muprHe nehUHANHje Hu3a A, — 9eCTO pajgy ca He-
KOM Yy>KOM KjacoM Hu3osa. Cryauja H. 1. Anamosuhial® je IoydaH MpuMep Kaxko
Tpe6a npuhu peny M. Ilerposuha — aHaNWTHYKY, KPUTHUIKK U cTBapanadku. Ha
cTp. 106 oH Kaxe:

,MaremaTnuxo (kao n dhunozodcko) Hacnehe Muxanna Ilerpopnha o6umHO
je ¥ MHOTHM CBOjUM f€lIOBHMa M AaHac MHCIIHPATHBHO, YECTO Hocie OImXKeT
MCTIUTHBabA aJIeKO BUIIE HETO IITO Ha MPBHU MOrNe] uariena. MebyTum, no Ha-
ImeM MUIJbEBY, Aa 6N ce U3 Hbera U3ByKia IIpaBa M MyHa KOPHCT, Tpeba My — y3

I5p Montel, Sur une formule de M. Michel Petrovich, Publ. math. Univ. Belgrade, VI-VII
(1938), 174-182.

16 11 11, ‘Apamosuh, O fojmy exciioHeniia KoHgepzenyuje kog Muxaunaa Ileitiposuha,
Cnomenuua Muxauno Ilerpopuh 1868-1943, Beorpag, 1968, cTp. 103-114.
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U3BECTaH CyX 3a cnenuduyurOocT cTuia IleTposuheBor MaTeMaTUYKOT MULIILEHA
7 BeroBe MaTeMaTH4Ke HHTYUIUje — MPHTa3UTH Y UCTH Max GpHKIBHBO U KPUTH-

113

YKH.

IIpumeTnmo joun jenHy ocobuny IleTpoBuheBrx pagoBa — MHOIUTBO IpUMe-
pa. Ty ocobuny HanaszuMo KOJ ciuenOeHnKa, Ha IPUMep, Y TIOMEHYTOj MOHOrpaduju
J. Kapamare wiu y yu6enuky C. Apanunha.l’

HoBu fBajieceTn BeK JOHOCH HOBY MaTeMaTHKy. Pabajy ce HoBe MaTemaru-
qKe CTPYKTYpe Y KeJbH fia ce 06yXBaTH CBE 0 Tafa OTKpuBeHo. [leTpoBuh upe
CBOJUM IIyTeM, 32 CBOjEM Bu3HjaMa. OTBapa MHore HOBe npoGnemMe. Peiiasa ux He-
CTPIUBHBO HE CTHXYhH 4eCTO 10 Kpaja. To BENMKOAYIUIHO NpenyIuTa ApyruMa. Y
CTAJTHOM je TpaXemy HeKe BHIlle Be3e u3Mehy MaTeMaTHKe U XUBOTa, HId Oap je-
nHOT Bmeropor gena. Ha xpajy n MaTeMaTHKa je XKUBOT.

Hpazony6 Apanbenosuh

17S. Aljan&ié, Uvod u realnu i funkcionalnu analizu, Gradevinska knjiga, Beograd 1968.
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O OBOM M3JIALY

BOj KIH3HU HAILJIK Cy CBOj IOM HEeKM off cnuca Muxauna ITerposnha xoju
IPETEXHO NpPUIanajy — OUIo TeMaTCKH, OUI0 METOACKH — MaTeMaTHUKO]
aHaJu3y y mupeM cMuciy. Iletposuh ce cno6ofHO KpeTao o MaTeMaTHIH
0e3 rpaHuIa 12 BeTOBH PajfoBy 3afUPy UECTO Y BUIIIE O6IIACTH.

Mozxe ce YMHHTHU [a je OBO BeOMa CKpOMaH H360p BEeroBUX CIUCa U3 aHAMM-
3¢ ¢ 003UpPOM Ha BUXOB YKynaH 6poj. MebyTuM, Tpeba umatu vy BURy na BehnHa
n3a0paHuX UMa CBOT [BOjHMKa — CPICKHU (HANMCAaH HA CPIICKOM) (ppaHUyCKOT U
o6pHyTO (IIpM dYeMy cy cpuckd o6GuuHo onmupHHUjH). Cem Tora, [letposuh je
NOHEKAaJ YUTaBe JIeJIoBe jeJHOr CBOjer CIuca NpeHocHo y Heky kKacHHju. Crora
0Be UMa 0ap JBOCTPYKO BHILE EBErOBHX TEKCTOBA HO HITO CE€ BUMIM Y KEbH3HL.

XKeneo cam ma ce BUAM KakaB je OHO Taj HAaIll MATEMAaTHYKY NIpefiak YHjH ce
U3BECHU YTHIajH, OUNIM MH TOr'a CBECHU UM He, joII ocehajy y Hac.

Bp3una xojoM je paguo u 00jaB/bHBA0 CBOjE PafOBE UMa CBOjy LeHy. 3aTo ce
OBfie MOT'Y YOUMTH GNHCTaBU, Mamke OJIUCTABH ¥ 3HATHO Mambe OJHCTaBU TPEeHYLH
HBErOBOI MATEMATHIKOT KUBOTA.

Tpynuo cam ce ga Behuna Tema xoje je IleTposuh o6pabuBao UMa o HEKA
paj, Kao CBOT NpefcTaBHUKA, Y OBOj Kwu3u. Kajy HHUje Tako, Kao LITO je, Ha
OpHUMED, CIIy4aj ca NpefcTaBbalkheM aHaIuTH4Ke PyHKIUjE jeAHAM NeNHMaTHUM
6pojeM, uuTanaln Moxe noraenatu Notice sur les travaux scientifiques de M. Michel
Petrovich (4ujH je meo IpeBeieH U Hala3H Ce Y OBOj KEHH3H).

PanoBe koju ce ofHOCe Ha Heje[HAKOCTH, TEOPEME O CPEAH0j BPEOHOCTH,
u3zabpao caM u3 Buule pasnora. HejemHakocTu cy jejHa Off OCHOBA JeHOT jeJia
ITerposrheBux pagosa. Heke off muX je B caM OTKPHO, IITO He GUCMO CMENH 3a60-
PaBUTH. Y MOMEHYTHM pPagoOBIMAa CE€ MOXKJ[a JIaKIlIe MOXKE YOUUTH TOK HETOBIX MU-
ciM Koje ce, mona3ehy oji cacBUM jeTHOCTaBHUX 06jekaTa M ofHoca, kpehy ka cse
CIIOKEHUJUM ¥ CIIOKCHUJIM.

PesynraTtu y MaTeMaTHIU jeCy BaskKHH, aJIM CYy BaXXHN M IMyTEBH KOjUMa C€ J0
BUX fona3u. Majo je BeJUKKHX TeopeMa, a MHOrO Ao0puX MaTeMaTH4apa — He MO-
K€ CBaKO UMaTH cBOjy. FIMa 1 myTeBa Koju ce maMTe. 3aro Tpeba oOpaTUTH NaXiby
u Ha IleTpoBuheBe nyTeBe. MoxKa OHH BOJie joII HEKyHa?

TexcToOBHM HayYHUX pacnpaBa Ha CPIICKOM e3UKy BEPHU Cy OPHIHHAINMA, Y3
[IOIITOBAKE CalalllbHX je3NIKHUX 3aKoHa. VcnpaBibeHE Cy yOUeHe ITaMIIapcKe U
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Heke Jipyre rpemke. [Ipesoau cy, BUIe HNK Malbe, YCHEIIHe KOMHje OPUrHHANA,
IIperobemeM caM nokymao ga ogysaM IleTposuhieB HauMH H3paKaBatba.

Onpebennm npumen6ama u cyrectujama npodecop dyman Anamosrh momMo-
rac MM je ga nobosmiam ofpebere aenose kmure. CojoM MoHOrpadujom Jeitio-
fuc wusoiia u paga Muxauna Ileitiposuha, Kao U ONIITAM YHYTCTBUMA JOIPHHOC
je nao npodecop Hparan Tpudgynosuh. ITpodecop Kapko Mujajnopuh noMorao
je UCKYCTBOM U JIEJOM MarepHjana Koju je cakynuo, pajgehu Ha oBuM Cabparnum
geauma. Ypenuuk XKapko Josuh je npaBoBpeMeHO npUIpeMac noTpebHe MUcaHe
Mareprjane ¥ 610 BeoMa CTPIUBHB ca MHOM, IITO 6anI # Huje OUIo NTako. AJeKcaH-
rap Casuh, acucrenT MaremaTnukor ¢akynrera y Beorpany, ycIemso je cse To
cnoxuo. IlpujaTra MM je Ty>KHOCT fa CBUMa BUMa yIIYyTHUM H3pase CBOje 3aXBaJHO-
CTH.

Tloce6HO 3axBambyjeM cBOjoj XeHH Pyxxunu, Koja MM je U3 CBOT HaJIeKOT, Me-
HY jOII HEJOCTYITHOr CBETa, HIOMOIJIA fia IpeBefieM ca (PpaHIycKOr je3uKa.

Hpazowyd Apanbenosuh
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