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НАУЧНЕРАСПРАВЕ 





УОПШТЕЊЕ ИЗВЕСНИХ 
СТИЛТЈЕСОВИХ ФОРМУЛА* 

У намери да извесне комбинације функције Г(z) представи одре

ђеним интегралима, у којима би подинтегрална функција била проста 

комбинација уобичајених функција, Stieltjes1 је доказао следећа два 
општиЈа резултата: 

1. Ако је функција .f(z) холоморфна за вредности z са позитивним 
реалним делом и ако интеграл 

f mod .f(z) dz 
z2 

узет дуж полукруга С описаног око тачке z = О као средишта десно од 
осе Оу тежи нули кад полупречник R круга С бесконачна расте, онда је 

(1) _!_ Ј~ z.f(ti) dt = f(z) 
7t t2 + z2 

и то за све вредности z са позитивним реалним делом. 
2. Ако је функција /(z) холоморфна за вредности z са позитивним 

реалним делом и таква да интеграл 

Ј mod f~z) dz, 

узет дуж полукруга С, тежи нули кад полупречник R бесконачна расте, 
онда Је 

(2) ј_ Ј-~ t.f(ti) dt = f(z) 
7t. t2 + z2 

* Наслов оритинала Generalisation de certains jormules de Stieltjes, Rendiconti del 
Ci1·colo Matematico di Palenno, Paleimo, 1903, t. XVII, р.р. 327-334. 

1 Sur /е developpement de log Г(а) (Journal de Mathematiques pures et appliquees, 1889, 
рр. 425-444). . 
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за исте вредности променљиве z. 
Очевидне су услуге које могу чинити ови резултати при рачунању 

одређених интеграла и доказивању разних теорема. Они су, на пример, 

довели Stieltjes-a2 и Hermite-a до важних образаца за функцију Г(z) з . 
Указаhу овде на неке теореме које уопштавају Stieltjes-oвe и воде, 

оне саме, другим занимљивим резултатима. 

* 
1. Нека су f(t) и Ф(z,t) две холоморфне функције за вредности z 

и t са реалним деловима веhим од дате вредности А и такве да производ 

f(t)Ф(z,t) 

тежи нули кад су реални делови променљивих z и t произвољне вредно
сти веhе од А и променљива t бесконачна расте. 

Tagaje 

(З) f(z) = __ 1 f~Ф(z,A+ti) f(A+ti) dt 
· 2n -~ Ф (z, z) А+ ti- z 

за сваку вреgносШ йро.менљиве z са реалним gело.м веhи.м og А. 
Да бисмо ово доказали, посматрајмо интеграл 

(4) Ј= - 1-. Ј Ф (z, t) f(t) dt 
21tl t- z 

узет дуж контуре С 1 састављене од одсечка АВ праве L дефинисане јед
начином х = А и полукруга о писаног над АВ десно од праве L. 

Ако је полупречник R полукруга довољно велики да би се тачка z 
нашла унутар контуре и ако је интеграл узет у директном смеру, онда је 

Ј= f(z)Ф(z,z). 

Интеграл Ј се може раставити на два интеграла 

Ј= Ј1 + Ј2 

од КОЈИХ Је први, Ј1 , узет дуж полукруга, а други, Ј2 , дуж одсечка АВ. 

За Ј1 је 

2 loc. cit. 

З Sиг une exrensiun de /а fuгmule de StiJ·!ing (Mathematische Annalen, Bd. XLI, 1895, рр. 
581-590). 
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t =А+ Re8
;, 

е n n . 
где расте од -- до -, тако да Је 

и отуда 

где Је 

2 2 

те 

2 8i 

Ј1 = - 1 f Ф(z,А + Re8;)f(A + Re8;) Re . d8 
2n А+ Re8

'- z 
те 

2 

те 

1 2 

modJ1 <- JPQde 
2n 

те --
2 

Ree; 
Q = mod . 

А+ Re8
' + z 

t =А+ yi, 

где у опада од +R до -R, тако да је 

R 
1 f . {(А+ ti) Ј2 = -- Ф(z,A+tz) · . dt. 

2n А +tz- z 
-R 

Ако сада полупречник R неограничено расте, онда је 

и отуда 

Jl =О, 

limP =О 
limQ = 1; 

1 Ј~ . {(А + ti) 
Ј = -- Ф(z A+tz) · dt 2 2 , '\ . , n ~~. +tz- z 

што доказује образац (3). 
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2. Нека су f(t) и Ф (z, t) две холоморфне функције за вредности 
променљивих z и t са реалним деловима мањим од дате вредности А и 
такве да производ 

f(t) Ф (z,t) 
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тежи нули кад су реални делови променљивих z и t произвољне вред
ности мање од А и променљива t бесконачна расте. 

Tagaje 

(5) f(z) = _1 ГФ(z,A+ti) f(A+ti) dt 
2n_~ Ф(z,z) A+ti-z 

за сваку вреgносiй йроменљиве z са реалним gелом мањим og А. 
Теорема he се доказати заменом претходне контуре интеграције 

контуром С2 састављеном од одсечка АВ праве х = А и полукруга опи
саног над АВ лево од те праве. 

З. Претпоставимо да су f(t) и Ф(z,t) холоморфне функције за 
вредности променљивих t и z са имагинарним деловима већим од дате 
вредности ).1 и да производ _ 

f(t)Ф(z,t) 

тежи нули кад су имагинарни делови променљивих z и t произвољне 
вредности веће од ).1 и променљива t бесконачна расте. 

Tagaje 

(б) f(z) = _1_ Ј~ Ф (z,t + Jli) f(t + Jli) dt 
2ni_ Ф(z,z) t+Jli-z 

за сваку вреgносiй йроменљиве z са има'iинарним gелом веhим og ).1. 

Теорема he се доказати заменом контуре С1 контуром С3 саста
вљеном од одсечка АВ праве у = Jl и полукруга описаног над АВ изнад 
те праве. 

4. Претпоставимо да су f(t) и Ф (z, t) холоморфне функције за 
вредности променљивих z и t са имагинарним деловима мањим од ).l и 

да производ 

f(t)Ф(z,t) 

• тежи нули кад су имагинарни делови променљивих z и t произвољне 
вредности мање од ).1 и променљива t бесконачна расте. 

Tagaje 

(7) f(z) = __ 1_ Ј~ Ф (z,t + Jli) f(t + Jli) dt 
2ni _ Ф (z, z) t + Jli- z 

за сваку вреgносiй йроменљиве z са има'iинарним gелом мањим og ).1. 

Замениће се, за доказ ове теореме, контура С1 контуром С4 са
стављеном од одсечка АВ праве у = Jl и полукруга описаног над АВ 
испод те праве. 
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5. Образац (З) обухвата као посебне случај еве наведене Stieltjes-oвe 
резултате. Тако, ако се узме 

Л= О, 
2z 

Ф(z,t) = -, 
t+ z 

тај образац даје први Стилтјесов резултат; за 

Л= О, 
2t 

Ф(z,t) = -, 
t+z 

он даје други од наведених резултата. 

Четири обрасца (З), (5), (б), (7) допуштају да се у коначном обли
ку израчуна бесконачна много одређених интеграла. 

Познато је, на пример, да за целу функцију X(z) нултог рода про
менљиве z производ 

ezx(z) 

тежи нули кад z бескрајно расте са таквим аргументом да и е' тежи ну
ли. У зимајући, дакле, 

f(z) = 1, Ф(z,t) = e-1X(t) 

и примењујући образац (З), долази се до обрасца 

(8) f~ х(Л + ti) e-ti ~t = -2neл.-zx(z) 
л+ tl- z 

који важи за .ма какву целу функцију x(z) нулШоz poga, за било коју 
реалну вреgносШ Л и сваку вpegнocill z са реалним gело.м веhи.м og Л. 

Узимајући у обрасцу (8) да је Л= О и диференцирајући обе њего
ве стране n пута по z, налази се формула 

(9) f~ e-tix(ti) dt = (-1)11 2n d" [e-zx(z)], 
~ (z- ti) 11 +1 1· 2 ·З· .... n dz" 

која показује да се коефицијенШ А" Taylor-oвoz pega 

zge је а .ма која вреgносШ са йозиШивни.м реалним gело.м, .може изрази
Ши у облику 

(10) 
( -1)'1 Ј~ e-ti . 

А=-- tt dt. 
11 2 < ')11+1 х< ) 1t а- tl 

~ 
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Мењајући t у -t, образац (9) се може написати у облику 

(11) Ј= eti Х( -ti) dt = ( -1)"-1 27t dn-1 [e-zx(z )] . 
_ (z + ti)" 1· 2 ·З· ... · (n -1) dz"-1 ' 

у ком он обухвата велики број познатих одређених интеграла и из кога 

се изводи бесконачна много других интеграла. 

Вратимо се обрасцима (З), (5), (6), (7). Раздвајајући реалне и има
гинарне делове, ови обрасци доводе до једне бесконачности образаца 

који изражавају дату функцију .f(z) у облику одређеног интеграла 

= 

Ј <р (z, t)dt, 

где ће функција <р бити реална. 
Ако је, сем тога, функција <р (z,t) парна по t, биће функција .f(z) 

представљена одређеним интегралом облика 

= 

Ј \jf (z, t)dt. 
о 

Тако, узимајући у формули (З) 

долази се до формуле 

(12) 

Л= О, 
2z 

Ф(z,t)=-, 
t + z 

.f(z) = l Ј= z<p (t) dt 
7t t2 + z2 

о 

коју је нашао Stieltjes (где <р (t) представља реални део функције .f(ti), 
који је увек парна функција променљиве t) и која важи за сваку 
функцију .f(z), холоморфну за вредности променљиве z са позитивним 
реалним делом и такву да количник 

z 

тежи нули кад z бесконачна расте са ма којим аргументом садржаним 
1t 1t 

између --и -. 
2 2 

Исто тако, стављајући у формули (З) 
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Л.= О, 
2t 

Ф(z,t) = -, 
t + z 

своди се ова на један други Stieltjes-oв образац 

(13) .f(z) = lJ~ t\jf(t) dt 
n t2+_2 u L. 
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(где \jf(t) представља имагинарни део у .f(ti), тако да је функција t\jf(t) 

парна) који важи за сваку функцију .f(z), холоморфну за вредности 
променљиве z са позитивним реалним делом, која тежи нули кад z бес-

п n 
коначно расте са аргументом садржаним између -- и -. 

2 2 
Диференцирањем обе стране једнакости (13) по z, добија се 

cl"f" 2Ј~ с/"( 1) -· =- t\jf(t)- clt. 
clz" n clz" t2 + z2 

о 

Али, по једном познатом обрасцу4, је 

d" ( 1 ) 1·2·3· ·11 [ t] -
2 2 

= ( -1)" .. · 
1 

sin (n+ 1)ю-ctg- , 
dz" t + z !.'.±.__ z 

t(t2 +z2) 2 

оgакле се gобија занимљив образац: 

(14) 

о ( t) ~ sш naгctg- ( l) 

f\jf(t) z dt = (-1)"-1 ~ .f "- (а) ' 

0 
~(t 2 +z2 )" 21·2·3· ... ·(n-1) 

који важи за сваку реалну и йози~Тtивну вреgносШ а и за сваку функцију 
f(z) која је холо.морфна за вреgносШи йро.менљиве z са йозиШивни.м 
реални.м gело.м, Шежи нули каg z бесконачна paciiie са .ма који.м арzу-

:ь. n n . . . 
.метuо.м саgржани.м из.ме,_" у - - и - и КОЈа ни; е реална за z = tl. 

2 2 
Одавде се, на пример, изводи следећи резултат: коефицијетu An 

Тауlог-ово2 pega 

(15) 

јеgне Шакве функције .може се найисаШи у облику 

4 Fгenet, Recueil d' exeгcies, 1891, р. 80. 
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(16) ( -1)"2 
А"= Ј" 

7t 

'igeje 

(17) 

Образац (16) води до неједнакости 

(18) 

која gойуш~uа ga се извуку релације измеЬу начина на који се мења има
'iинарни geo функције f(ti) зависно og йроменљиве t и pega величине 
коефицијенiiiа А11 TayloY-oвo'i развиiiiка (15) функције f(z). 

Наводим, примера ради, следећи резултат. 

Претпоставимо да је функција /(z), која задовољава претходне 
услове, реална за z =О. Функција \jf (t) узима тада вредност нула за 

t =О, холоморфна је за ту вредност као и за сваку позитивну реалну 
вредност променљиве t и тежи нули за t = оо. Апсолутна вредност ко-
личника \jf (t) остаће мања од извесног позитивног броја М кад t расте 

t 
од О до оо, тако да ће између граница интеграла (18) бити 

1\jf(t)l < Mt. 

Према томе је 

l А l < 2М f~ t dt 
n n+l ' 7t -

o(t2+a2)2 

или пак 

(19) 2М IA 11 1 < 1 (п -l)na"-
(n> 1). 

Коефицијеюuи Тауlог-ово'i pega (15) су, gакле, йо айсолуiiiној вреg
носШи мањи og og'ioвapajyhux коефицијенаШа Тауlог-ово'i pega функ-
цще 

2М ( z) --;- (z- а) log 1 - ~ . 

Приметимо такође да стављајући у образац (17) 



УОПШТЕЊЕ ИЗВЕСНИХ СТИЛТЈЕСОВИХ ФОРМУЛА 

овај узима облик 

~ 
2 

ai"ctg !__ = х, 
а 

(20) ] 11 = --1 Ј \jf (а tg х) sin (п+ 1) х cos"- 1 xdx, 
а" 

о 

19 

из кога се исто тако могу извуhи горње границе апсолутне вредности 

коефицијента А11 Тауlоi-овог реда (15). 



ПРОУЧАВАЊЕ ФУНКЦИЈА 
ПРЕДСТАВЉЕНИХ ОДРЕЂЕНИМ 

ИНТЕГР АЛИМА* 

Између разноврсних начина да се аналитички дефинише једна да

та функција променљиве z, један, који по својој генералности заслужу
је нарочиту пажњу, састоји се у томе да се функција представи каквим 

одређеним интегралом 

(1) F(z) =Ј R(t, z) dz 
L 

где је R рационална функција променљиве z, чији су сачиниоци функ
ције променљиве t, које уосталом могу бити ма какве и где је интеграл 
узет дуж каквога лука интеграције L. 

Пре свега, свака аналиLТtичка функција F(z) може се, и LТ!о на бес
крајно мно2о начина, изразиLТtи у облику инШе2рала (1). 

Тако, основни Caucl1y-eв образац 

.f(z) = - 1-. Ј .f(t) clt 
2ю t- z 

L 

припада типу образаца (1) где функција R, сматрана као функција про
менљиве z, има само просте полове. Ако се функција .f(z) изрази као 
линеарна комбинација каквих функција 

<р 1 ( z)' <р 2 ( z), <р, ( z), ... 

и неколико њихових узастопних извода (што је увек могуhно учинити 

интеграцијом извесних линеарних једначина), Caucl1y-eв образац дово

ди до извесног обрасца облика (1), где he под интегралним знаком фи-

*Српска краљевска академија, Глас, кљ. LXV, Први разред, књ. 25, Београд 
1903. стр. 79-1 62. 
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гурисати извесна рационална функција променљиве z, која ће имати 
вишеструке полове. 

Разноврсним трансформацијама могу се тако добијени обрасци 

изменити на бескрајно много начина, а да при том ипак задрже облик 

(1). Таквом једном трансформацијом Stieltjes је нпр. дошао до ових ре
зултата.1 

Ако је F(z) каква функција, холоморфна за све вредности z, чији 

је реални део позитиван, и таква, да кад се тачка z бескрајно удаљава у 
ма коме правцу са десне стране осовине имагинарних вредности, модуо 

количника F(z) тежинули, биће за све реалне и позитивне вредности z 
z 

(2) F(z) = 2 Ј~ z<p (t) clt, 
n t 2 +z 2 

о 

где <р (z) означава реални део функције F(ti). 
Ако при том и сама функција F(z) тежи нули, кад се z бескрајно 

удаљава у наведеноме правцу, биће за поменуте вредности z 

(З) F(z) = 2 Ј~ t\jf (t) clt, 
n t 2 + z2 

о 

где је \jf (t) сачинилац од i у изразу F(ti). 
У једној својој расправи2 ја сам генералисао ове резултате, про

ширивши их на још општије функције F(z), за које сам доказао да се 
могу на бескрајно много начина изразити у облику (1). 

У једноме своме ранијем радуЗ ја сам доказао још један резултат 
те врсте, коме се може дати овај облик: ма каква функција F(z), холо
морфна за 1 z 1 < 1, може се изразити у облику интеграла 

(4) 
2л: 

F(z) = _!_ f Л(t) dt, 
n 

0 
1 - 2z cos t + z 2 

где је Л (t) извесна проста комбинација функција sin t, cos t, реалног и 
имагинарног дела функције 

l Suгlc dcveloppcmcnt с/е log Г(а) (Jouгnal d. math. puгes et appliquees 1889 р. 425-444). 

2 О йреgсйlављању функција оgре/)еним инГйеzрали_л,rа (Глас LXIII, Срп. краљ. 
акад.). 

3 Quclqucs .foгnшles geneгales гelarives azt calcul clcz inregгales definies (Rendiconti del 
Ciгcolo mat. di Paleгmo 1897. р. 252.). 
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F ( cos t + i sin t) . 

Као што се види, обрасци (2), (3), ( 4) имају облик о коме је овде 
реч. 

Кад је каква функција F(z) представљена редом 

(5) 

дешава се да се сачинилац а" може написати у облику 

(б) а"= Ј A(t)[rCt)]
11

dt, 
L 

где су A(t) и r(t) какве познате функције променљиве t, или као збир 
интеграла таквога облика. 

Тако је нпр. за функцију 

~ 

F(z) = L,e-a"
2 
z" 

о 

(где је а ма каква константа са позитивним реалним делом), која игра 
важну улогу у теорији елиптичких функција 

за функцију 

оо ,'2 
1 f --а = -- е 4ae"ri dt· 

" .,Ј4атс -~ ' 

~ z" 
F(z) = LJ 

0 .Ја +bn 

(где је а> О, Ь >О) биhе 

~ 

0
11 

= 'f= Ј e-at
2 

e-IIIJ1
2 

dt итд. 
-у 7t u 

Општи задатак, да се један дати сачинилац а11 доведе на тај облик, 
своди се на проблем инверсије одређених интеграла и има бескрајно 

много решења. Једно од таквих решења, а за функције F(z) холомор
фне за z = О, представља Caucl1y-eв образац 

а = _1 Ј F(t) (l)"dt 
" 2ni t t 

L 

из кога се на познати начин изводи да је такође4 

4 В. нnр. Вогеl: Leџms suгles.f'onctions cnrieгes р. З. 
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1 е- 11 
2Jt ( . )" а"=~ [ Р(г,t) -

1
-_ dt, 

где је Р(1·, t) реални део функције F(ге 1;), а г ма какав реалан и позити
ван број мањи од полупречника круга конвергенције реда F(z). 

Поменути је општи задатак у непосредној вези са йроблемо.м мо

.менаШа, на коме су нарочито радили Stieltjes5, Borelб и Le Roy7. А кад је 
сачинилац а" на ма који начин изражен у облику (б), биhе 

(7) F(z) =Ј A(t) dt 
L 1 - zг(t) 

који образац опет има облик (1). 
Ако функција F(z) није холоморфна у близини тачке z =О, може 

се на место реда (5), уређеног по степенима променљиве z, узети одго
варајуhи ред уређен по степенима променљиве (z- а), где је а ма каква 

вредност, у околини које је функција F(z) холоморфна. 
За извесне специјалне класе функција могу се на разне специјалне 

начине наhи интегрални обрасци, који би такве функције изражавали у 

облику интеграла (1). Применивши нпр. идентички образац 

1 

F(z) = j[F(O) + zF'(zt)) dt 
о 

на функције 
F(z) = log R(z), F(z) = arctg R(z), 

где је R(z) каква рационална функција, те би функције биле изражене 
интегралом облика 

1 

F(z) = Ј Л(t, z) dt, 
о 

где је Л(t, z) извесна рационална функција променљиве z, па, дакле, 

потпада под тип (1). 
Познати интегрални образац8 

5 Memoiгe sur les.fi·actions continues (Ann. de !а Faculte de Toulouse t. 8-9. 1894-1895). 

6 Le~·ons SUJ' les seгies dil•eгgentes (Paris 1901). 

7 Sur les seгies di,,agentes etc. (Аnп. de !а Faculte de Tou1ouse 1900. р. З 17-4ЗО). 

8 He1mite: Couгs litlшgгapl1ie, 4-rne edition р. 11 З. 
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f dt = + 7t 

-~ At2 + 2Bt +С -)АС - В2 ' 

где А, В, С не зависе од t, даје могуhности да се квадратни корен ма ка
кве рационалне функције изрази у облику (1), итд. 

Лако је уверити се, да ако се на који било начин усйело, ga се јеgна 
gаСйа функција F(z) изрази инШе2ралом облика (1), мо2у се оgмах нahu 
бескрајно мно2о инШе2рала исШо2а Luuйa, који he йреgсШављаШи Шу 
исту функцију. 

Јер, као што је лако увидети, има бескрајно много функција 

R(t,z), рационалних по променљивој z, које имају ту особину, да за све 
вредности z, што припадају извесној области у бројној равни, буде 

f R(t, z) dt = О. 
L 

Тако, ако, је лук интеграције L каква затворена контура, а P(t,z) и 
Q(t, z) два по.Јru:нома по z, са сачиниоцима који су униформне функције 
променљиве t, и ако поред тога једначине 

P(t,z)=oo, Q(t,z)=O 

за 1 zl <а (где је а каква дата реална и позитивна вредност), немају ни
какав заједнички корен t, чија би се вредност налазила у унутрашљо
сти контуре L, биhе 

f P(t, z) clt =О, 
Q(t, z) 

1~ 

и то за све вредности (z) за које је 1 zl <а. 
У слу<rају кад се лук L поклапа са реалним размаком (0, оо), или се 

своди на овај каквом сменом променљиве t, може се за функцију R(t, z) 

узети функција 

1 Лz cos t - z _ 1 z t 2 ~ ( )" -- --- - COS/1 
1 + t 2 Л2 - 2Лz cost + z2 1 + t 2 ~ Л 

(где је Л ма какав позитиван број), јер he тада, према познатом обрасцу 

који вреди за све позитивне вредности 11, бити 

JR(t,z)clt=O 
() 
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за све вредности z, чији је моду о мањи од Л. 
Тако исто познато је да има бескрајно много разноврсних функ

ција q:>(t), које имају ту особину, даје за n= О, 1, 2 ... 

Ј q:>(t)t"clt = о9 
() 

и помоhу којих се може конструисати бескрајно много функција R(t, z), 
које he имати поменуту особину. 

Такве функције R постоје за ма какав лук интеграције L, а goga
jyhu функцији, шzТtо фиzурише йоg инГйеzралним знаком у наЬеном 
инzТtеzралу (1) колики се xohe број Шаквих функција, uмahe се колико 
се xohe разноврсних образаца облика (1) за аналиiuичко йреgсШа
вљање јеgне ucйle gaLТte функције F(z). 

А факт, који се у свему овоме што је наведено, нарочито истиче, 

јесте тај да одређени интеграли облика (1), према разним облицима 
функције што фигурише под интегралним знаком, моzу gефинисшТtи 

сваку аналшТtичку функцију йроменљиве количине z. Осим тога, баш и 
кад су функције променљиве t, што фигуришу као сачиниоци рацио
налне функције под интегралним знаком, веома просте, LТtакви umТte

zpaлu моzу geфuнucaLТtu бескрајан број нових, айсолуLТtно несвоgљивих 

LТiрансценgенаLТtа, за које такав један аналитички израз даје могуhности 

да се у појединостима проуче. Довољно је, за потврду тога, навести 

нпр. прост интеграл 

-at 2 

Ј е dt 
1- ze1

'
12 

() 

који дефинише несводљиву трансценденту 

Ј1( ~ z" . 
F(z)=-I~, 

2 0 а+ nb 

или интеграл 

Ј~ е-
1 - е- 1' 1 + ze-1' 1 (1 - e-at) dt 

1- ze-ar t 
о 

(где су а и Ь реални позитивни бројеви), који дефинише несводљиву 

трансценденту 

9 Воге\: Lc~:ons Sltг lcs seгics diPagcntcs (Paгis, 1901. р. 67-68). 
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~ 

F(z) = (1- z)L z" log(a + Ьп) итд. 
о 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

Преg.меШ ове расйраве биhе Шражење .мe~uoga за нейосреgно йроу
чавање функција F(z), gаШих оgреЬени.м инШе2рали.ма (1), без йоШребе 
ga се Ше функције ексйлицюuно изразе gанас йознаШи.м и йроучени.м 
Luрансценgеюuа.ма. 

Такво је експлицитно изражавање, уосталом, могуhно само у из
весним врло специјалним случајевима, и то је факт, који даје нарочита 

интереса тражењу метода за непосредно проучавања функција F(z) на 
самоме њиховом аналитичком изразу (1). 

РАЗВИЈАЊЕ ПРОУЧАВАНИХ ФУНКЦИЈА У РЕДОВЕ 

УРЕЂЕНЕ ПО СТЕПЕНИМА НЕЗАВИСНО ПРОМЕНЉИВЕ 

КОЛИЧИНЕ 

Нека је дат интеграл 

F(z) = Ј R(t, z) dt, 

L 

где је R рационална функција параметра z, чији сачиниоци могу бити 
.ма какве функције променљиве t. 

Може се десити да бројилац или именилац рационалне функције 

R садрже чинилаца облика (z- а)", где је р какав цео позитиван број; 

такви се чиниоци могу извуhи пред интегрални знак, тако да се може 

претпоставити да их и нема. 

Пошто тада вредност z =О није пол функције R(t, z), ова he бити 
холоморфна за z = О и за све вредности t, изузимајуhи, може бити, из
весне утврђене вредности t = ~ 1 , ~ 2 , ~3 , ••• променљиве t. Према позна
тој теореми за развијаље рационалних функција у редове, биhе за све 

вредности t (осим за t = ~;) 
п=сю 

(8) R(t, z) = L \jf(n,t)z" 
п= О 

где he \jf(n,t) бити збир извесног ограниченог броја чланова облика 

(9) Р, (п, t)[1; (t) ]" 

у којима функције 1; (n, t) не зависе од индекса n, а добијају се као ко

рени извесне алгебарске једначине са сачиниоцима, који су функције 
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променљиве t; функције ~-(n,t) су извесни полиноми по z, чији сачи
ниоци зависе рационално од сачинилаца функције R(t, z), сматране као 
функције променљиве z. Степен полинома Р; по n биhе А; -1, где А; 
означује ред корена z = 1;(t) поменуте алгебарске једначине. 

Према томе, \jf(n,t) he бити збир извеснога ограничног броја чла
нова облика 

(10) 

где функције Aj(t) и 1;(t) не зависе од индекса n и где је поред тога 
Ai(t) рационална, а 1;(t) алгебарска функција сачинилаца у R(t,z), сма
траној као функцији параметра z. 

Претпостављајуhи, дакле, да лук L не пролази ни кроз једну од 
сингуларних тачака ~; и да се може применити правило о интеграцији 
редова, сваки члан (10) даhе у интегралу f(z) по један члан облика 

(11) 

(12) J;(n) =Ј Aj(t)[г;(t)]"dt. 
L 

ОйшШи сачинилац а" pega 

у који се може развиШи йроучавана функција, биhе, gакле, збир о2ра
ничено2а броја чланова облика 

n"J(n), 

2ge је функција J(n) gaiiia обрасцем (12), а р је какав цео йозшuиван 
број. 

Одређиваље таквих сачинилаца своди се, дакле, на проучавање 

интеграла (12). 
Приметимо још то да се може десити да који од интеграла Ј(п) 

буде бескрајан или неодређен, поред свега тога што је функција f(z) 
холоморфна за z = О. Тај случај може наступити само онда кад неодре
ђености или дисконтинуитета два или више интеграла Ј(п) нестаје у 

збиру чланова, којима ти интеграли одговарају, а пошто ових мора не

стати за ма какву вредност индекса n, у свима таквим члановима мора 
фигурисати један исти изложилац р. У Шаквим се случајевима ogpef)u
вaњe сачинилаца an своgи на йроучавање инШе2рала облика 
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Ј { А1 (t) [гt (t) ]" + А2 (t) [г2 (t) ]" + .. . }dt, 
L 

zge је број сабирака йоg инйlеzралним знаком оzраничен. 
Један такав пример представља функција 

Лz) =Ј~[~- е-гr _,Ј dt 
1- z 1- ze t 

о 

КОЈОЈ одговара сачинилац 

Сваки је од интеграла, из којих се састоји сачинилац а," бескра
јан; међутим, сам је тај сачинилац коначан и има за вредност 

а 11 = log(n + 2) 

према једном познатом интегралном обрасцу. 

* 

Задржимо се на интегралима облика 

(13) .Ј(п) = Ј A(t)[г(t) ]" clt 
L 

на које се у ойиаuем случају cвogu израчунавање сачинилаца а". 

Пре свега, у извесним доста општим случајевима, ти се интеграли 

могу потпуно израчунати и изразити као експлицитне функције инде
кса n. Тако: 

I. Има нпр. извесних неодређених интеграла облика 

(14) И = Ј A(t) [г(t) ]" dt 

који се могу израчунати као функције променљивих n и t, а кад је то 
учиљено, лако је израчунати их дуж датога лука интеграције. Такав је 
нпр. случај са интегралима облика (14), кад се знају израчунати уза
стопни интеграли 
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Ј с/г 
Ап+ 1 = А11 - clt. 

clt 

Тада се делимичном интеграцијом налази да је 

а одатле се лако налази и сам одговарајуhи интеграл (13). 
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П. Претпоставимо нпр. да лук интеграције L представља какву за
творену контуру С. Кад би обе функције A(t) и 1·(t) биле холоморфне у 
унутрашљости те контуре, интеграл би .!(п) био раван нули за ма ка

кву вредност n, па, дакле, би се и проучавана функција f(z) идентички 
свела на нулу. Да тога не би било, мора, дакле, бар једна од функција 

A(t) и г(t) имати сингуларитета у унутрашљости те контуре. 
Претпоставимо најпре случај да је функција 1·(t) холоморфна у 

унутрашљости контуре, а да функција A(t) има у њој полова. Сваки 
пол даhе у интегралу .Т(п) по један члан раван остатку функције под 

интегралним знаком, према чему је лако уверити се да he се .Т(п) ca
ciiiojaiiiи из извесног о2раничено2 броја чланова, који he сви бшuи об
лика 

(15) n(n -1) ... (n -11) аЬ", 

zge су а и Ь сШални бројеви, независни ogn. 
Претпоставимо сад да се у унутрашљости контуре С налази и 

полова функције 1·(t), и нека је t =а један такав пол q-тог реда; он he у 
интегралу !(n) дати један члан раван остатку 

(16) 1 (/ 11
9-

1 
{ 1 } lim --

1 
(t-a)'щA(t)[г(t)]' за t=a. 

(nq -1)! dt'щ-

Лако се увиђа да овај израз може дефинисати бескрајно многе и 

бескрајно разноврсне функције индекса n: довољно је уочити случај 
кад Је 

1 
г(t) = -; 

t 

тада је а = О, q = 1 и израз се (16) своди на 

1 d"- 1 

lim --A(t) за t =О, 
(n-1)! dt"- 1 
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тј. на вредност С11_ 1 , где С11 представља општи сачинилац реда 

који би одговарао функцији A(t); ти сачиниоци могу, међутим, бити 
бескрајно разноврсни. 

У општем случају, кад контура С садржи у својој унутрашљости 

полова и функције A(t) и г(t), интеграл he Ј(п) бити састављен из зби
ра чланова облика (15) и (16). 

Ш. Велики се број интеграла J(n) може израчунати разним спе
цијалним методама или помоhу таблица познатих одређених интегра

ла. Тако помоhу веh познатих интегралних образаца налази се овај низ 

образаца за разноврсне интеграле Ј(п) горњега облика: 

f~ _,,r . dt а 
е sшat- = aгctg

t n 
о 

ctid 1t С ~ ( 1 )" 2 n-1 l а + ti е t = ----;;: 1 · 2 ·З · ... ·(n- 1) 

f7 1 )" dt = 2n(-1 )2n-1 n(n + 1) ... (2n -1) 
la 2 +t2 2а 1·2-З· ... ·(п-1) 

~ 

1 

f t2
" dt = n 1 ·З· 5 · ... · (2n -1) 
~ 2 2·4·6· ... ·211 

о 

f r(1)"d 2ni 
е ~ t = 1 · 2 ·З· ... · (п -1) 

(где је интеграл узет дуж ма каквог круга описаног око почетка) итд. 
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Међутим, у веhини случајева такво је експлицитно израчунаваље 

интеграла Ј (n) неизвршљиво, било с тога, што се ти интеграли уопште 
не могу ни изразити функцијама, којима данас располаже математичка 

анализа, било стога што би сам израз, који би се имао добити као ре

зултат, баш и кад је израчунљив, био компликован и рачунски неу

потребљив. 

У Шаквим случајевима могу, йри йроучавању функција f(z), чuни
LUU знаzТtне услуге извесне нејеgначине, које се могу наhи за uюuezpaлe 

J(n) и које би оgреЬивале gоње или горње границе т-ыtхових величина 
или величина њихових моgула. Ови интеграли, по самоме своме обли

ку, нарочито су згодни за истраживаља те врсте и поље за оваква ис

траживаља веома је пространо. Ја hy овде извести неколико таквих оп
штих резултата. 

А) За тражеље таквих неједначина може се корисно употребити 

меШоgа уйореЬивања, које би се принцип састојао у овоме: кад је дат 

интеграл 

(17) Ј(п) =Ј A(t)[г(t)]"dt, 
L 

ако је дуж лука интеграције L непрестано 

(18) IA(t)l ~ Л(t), lг(t)l ~ lu(t)l, 

биhе 

(19) 1 J(n) 1< Ј 1 Л(t) 1 [1 u(t) 1]" ds, 

L 

где s представља дужину лука интеграциЈе. 
Узимајуhи за функције Л(t) и u(t), са којима се врши упоређиваље 

функција A(t), разнолике функције променљиве t, али изабране тако 
да је могуhно израчунати интеграл на десној страни неједначине (19), 
имале би се разнолике неједначине за одредбу горљих граница модула 

проучаваних интеграла J(n). Ја hy навести неколико резултата, који се 
добијају таквим упоређиваљем. 

Тако, за интеграле, са којима he се упоређивати проучавани инте
грали J(n), могу се узети они у којима је 

г(t) = const. 

Означимо са М највеhи модуо, који може имати функција r(t) дуж 
лука интеграције L. Деформишуhи овај лук тако да интеграл Ј(п) не 
меља своју ;вредност, мељаhе се и величина максималног модула М. 



32 НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

Тада се може десити да за један извесни интеграциони лук L', екви
валентан луку L и добијен таквом деформацијом М добије најмању мо
гуhну вредност, тако да постане minimum тахiтогит. Darboux је пока
зао 10 како се за једну дату функцију може наhи таква вредност; ако се 
она означи са М, онда каg zog umuezpaл 

(20) Р= f A(t)dt 
L 

и.ма коначну и og нуле различну вреgносЩ бuhe 

(21) J(n) <РМ". 

У случају кад за функцију г(t) не постоји minimum maximoшm, 
може се за М узети највеhи модуо, који има та функција дуж лука L, 
или дуж ма кога од лукова добијаних поменутом деформацијом, само 
што тада нађена горња граница на десној страни неједначине (21) неће 
бити најмања између оних до којих је могућно доhи том методом. 

Применимо тај принцип нпр. на интеграле облика 

1 [ ]" Ј(п) = f A(t) t;l_-2 dt, 
о 

где је A(t) ма каква функција променљиве t, која задовољава ту погод
бу, да интеграл (20) има коначну и од нуле различну вредност, а Л 
представља ма какав сталан, реалан или имагинаран број. За функцију 

г(t) = t(l- t) 
t- л 

налази се 11 да између свију максималних моду ла, које та функција до
стиже при деформацији лука интеграције L, тако да овај непрестано 
пролази кроз крајње тачке t =О и t = 1, најмању вредност има онај чија 
Је вредност 

(22) м- 1 
- 1 - 2Л ± 2~Л(Л -1) 

1 о Memoiгe S/11' /'appгoximation c/es .f'onctions de rгes-џands nom!Jl'r!S er Sl/1' l/11r! classe 
crencluc с/с dc\•eloppcmcnrs сп scгie (Jouгnal clc mat/1. puгes ct uppliquees 1878. р. 5-56 i 
377-416). 

11 Daгboux: Јос. cit. 
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где знак пред квадратним кореном ваља узети такав да модуо именио

ца буде веhи од 1. Према томе he бити 

Ј(п) <РМ", 

где је Р одређено обрасцем (20), а М обрасцем (22). 
За одређиваље прецизнијих граница проучаваних интеграла Ј(п) 

могу се за компаративне функције узимати не константе, већ прfше 

функције променљиве t. 
У очима нпр. интеграле 

~ 

(23) J(n) =Ј A(t)[г<t)]"clt, 
о 

где су функције A(t) и г(t) реалне за све реалне и позитивне вредности 
t и задовољавају ту погодбу, да је за извесне, подесно изабране, реалне 
и позитивне вредности k, 11, а: 

ТЈ. 

апс. вред. A(t) :::; kt 

апс. вред. г(t) :::; 
11 

~а2 + t2 

Тада he бити за n > 2 

(24) 

~ 

f tdt 
апс. вред. .Т(п) < k/1" !.'. , 

O(a2+t2)2 

.T(n) < 
k/12 (1!:_)11-2 

апс. вред. 
n- 2 а 

Из те просте примедбе можемо узгред извести један резултат, 

који је од општијега интереса за теорију функција. 
Нека .f'(z) ма каква функција променљиве z, која задовољава ове 

погодбе: 1. да је реална за све реалне и позитивне вредности z; 2. да је 
холоморфна за све вредности z са десне стране осе имагинарних вред
ности; З. да тежи нули кад z бескрајно расте у ма коме правцу са те 
стране. У једноме раду12 ја сам доказао да ако је 

12 О йреgсШављању функција оgређени.м инШе2рали-"rа (Глас LXIII, Срп. краљ. 
акад., стр. 225-,-226). 



34 НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

.f(ti) = <р (t) + i'l' (t) 

и ако је а ма која реална и позитивна вредност, апсолутна вредност оп

шт~г сачиниоца А" реда 

(25) 

у који се може развити функција .f(z) у близини вредности z =а увек 
је мања ФД апсолутне вредности одређеног интеграла 

(26) 

где F(t) означава апсолутну вредност функције '1' (t). 
Пошто је функција .f(z) реална за све реалне и позитивне вред

ности z, па и за z =О, то је \ј/ (0) = О; а пошто је, поред тога, она холо-
морфна за све такве вредности z и тежи нули за z = оо, то количник 

\ј/ (z) остаје коначан за све вредности z у размаку од О до оо. Ако се ње-
z 

гова највеhа апсолутна вредност у томе размаку означи са N, биhе 

F(t) < Nt, 

што значи да се на интеграл (26) може непосредно применити неједна
чина (24), а тиме се долази до овога резултата: 

Айсолу(llна вреgносШ сачинио ца An (за n> 1) pega (25) увек је ма
ња og вреgносШи 

2N 
(n -l)rra"- 1 • 

Вратимо се сада општем случају кад је дат интеграл 

(27) Ј(п) =Ј A(t)[гCt)]"clt 
L 

и претпоставимо да је лук интеграције L каква затворена контура, која 
he бити еквивалентна једноме извесном кругу С, чије средиште нека је 
тачка t = а. Тај he лук тада бити еквивалентан и бескрајном броју кру
гова концентричних са кругом С и чије he вредности полупречника ле
жати између две утврђене вредности, нпр. R1 и R2 • 

Ако се стави да је 

t =а+ ре8;, 

налази се да Је 
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2Jt 

(28) I.J(n) 1 <р Ј TS"d8, 
о 

где је, краткоhе ради, стављено да је 

Т= modA(a + ре 8;) 

S = mod г(а + ре 8; ). 
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Нека су Л(р) и !!(Р) две функције саме променљиве р, такве да је 
за све вредности 8, које се налазе између О и 27t, и за све вредности р 
које се налазе између R1 и R2 

Т~ Л(р), S ~!!(р). 

Тада се, помоhу неједначине (28), налази да је 

(29) I.J(n) Ј< 2прЛ(р)(!!СР)]", 

и то за ма коју вредност р између граница R1 и R2 • Између свију тих 
вредности за р најпробитачније је узети ону за коју функција 

(30) 

достиже своју најмању вредност између оних које она има за R1<p< 
<R2 • Та he се вредност р уопште мењати са индексом n, и ако је озна
чимо са \jf(n), биhе 

(31) I.J(n) 1 < 27t\jf(n). 

Разликујмо сад ова два сЛучај а: 
1. Претпоставимо најпре да најмања вредност Ф(р) у размаку 

( R1, R2 ) одговара једној од граничних вредности р = R1 или р = R2 тога 

размака. У првом he случају бити 

(32) 

а у другом 

(33) 

2. Претпоставимо сад да најмања вредност Ф( р) одговара изве
сној вредности р, која се налази између граница R1 и R2 • Та вредност 

тада мора бити равна једноме од реалних и позитивних корена једна

чине Ф'(р) =О; она he увек зависити од n и ако се означи са ro(n), биhе 
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(34) 

за све вредности n, које су такве да је 

R1 < ro(n) < R2 • 

Иако је R2 =оо (што he бити случај, кад су функције A(t) и г(t) 
холоморфне у спољној области круга С), једначина he (34) важити за 
све вредности n веhе од R1• 

Ма који og ових случајева био, јеgна 2орња 2раница за вреgносШ 
.моgула инШе2рала J(n) биhе 27Пјf (n), 2ge је вреgносШ \jf (11) gефинисана 
јеgни.м og образаца (32), (33), (34). 

Применимо тај резултат на који специјалнији случај. Нека су A(t) 
и J'(t) две функције које задовољавају ове погодбе: да су холоморфне 
за све вредности ty спољној области једнога круга С описаног око поче
тка и да је за подесно изабране реалне и позитивне вредности k, !1, а, р 

1 

г(t) 1 ~ }2__ 
р" 

(где р означава модус променљиве t), и то за све вредности t у спољној 
области круга С. 

Приметимо да he, као што је познато из теорије целих функција, 
A(t) увек заgовољавтuи 2орњу йо2оgбу каg 2og је Шо каква цела функ
ција чији је pog (genгe) коначан: према једној познатој теореми Роiнса
л~-а број а имаhе тада вредност 1 +Л, где Л о зна чује род функције A(t). 

Тада he бити 

једначина Ф'(р) =О своди се на 

ара- пр+ 1 =О 

и има као реалан и позитиван корен вредност 

р ~ IO(n) ~ (пр; 1 ); , 

а лако се уверити заменом у другоме изводу функције Ф(р) да та вред
ност одиста одговара минимуму те функције. Тај минимум има за вред

ност 
np-i 

е а 
\jf (n )=klr" , 

(пр; 1 )"'~-' 
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са друге стране, ако се полупречник круга С означи са R, биhе ёi5(п) > R 
за све вредности n > Т] где Т] означује број целих јединица које садржи 
количник 

Дакле, йочевши og ранzа n = 11 биhе нейреаuано 

АВ" 
1 Ј(п) 1 < ---~~,-,_-,--1 ' 

(пр- 1) а 

zge су А и В две конаuаюuе, реалне, йозzиuивне, независне og н и gаШе 
обрасчима 

А= 2kтt 
1 ' 

ј! 

(а е)а 

Чинеhи разне друге претпоставке о функцијама A(t) и г(t), имао 
би се велики број резултата ове врсте, који би одређивали горње гра
нице модула проучаваних интеграла .J(n). 

Приметимо још и то да се истом методом упоређивања могу у ве

ликом броју случајева одређивати и gоње 2рающе за вредности инте

грала .!(п). Тако нпр. ако је лук интеграције део z-осовине од z =а до 
z = Ь, а функције A(t) и г(t) реалне и непрекидне у томе размаку, онда 
узевши за Л(t) и f.l(t) две такве функције, да је за а < t < Ь 

Л(t) ::; A(t), u(t)::; ,-(t) 

биhе 

,, 
(35) Ј(п) ~ Jлct)[иCt)]"dt 

а 

и ако се зна израчунати интеграл (35), имаhе се једна доња граница за 
Ј (п). 

Б) За одређиваље горњих и доњих граница интеграла Ј(п) може 

се корисно употребити и једна теорема, коју је доказао Ossian Bonнet 1 3 
. . 

и коЈа се сасТОЈИ у овоме: 

Ако је <р (z) каква функција, која у размаку (а, Ь) остаје позитивна 
и непрестано опада, а .f(z) ма каква функција коначна и непрекидна у 
томе размаку, биће 

1 З Picaгd: Analyse t. 1. р. 20 !. 
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,, с 

Ј .f(z) <р (z) clz =<р (а) Ј .f(z) dz, 
а а 

где је с једна извесна вредност, која се налази у размаку (а, Ь). 
Ако је функција <р (z) у горњем размаку позитивна, али непреста

но расте, биће 
h h 

Ј .f( z) <р ( z) dz = <р ( Ь) Ј Ј( z) dz. 
а 

Применом теорема на интеграл J(n), налази се да ако г(t) не ме

ња знак у размаку (а, Ь) (тако да се може узети као позитивна) и ако је 

извод г'(t) позитиван у томе размаку, а интеграл 

,, 
(36) А= Ј A(t)dt 

има коначну, одређену и од нуле различну вредност за све вредности t 

у размаку (а, Ь), биће 

. (37) J(n) = АВ", 

где А представља једну од вредности (36), а В константу, чија је вред
ност 1·(Ь); ако је, пак, извод г'(t) негативан, вредиће опет једначина 
(37), али he у њој А бити једна од вредности интеграла 

t 

А = Ј A(t) dt а < t < Ь, 
а 

а В he имати вредност г(а). 
Ако су, gакле, N u М јеgна zорња и јеgна gоња 'iраница вреgносLИи 

zuaкo gефинисаних инLИеzрала А, биhе 

(38) NB" < Ј(п) < МВ". 

В) Уочимо случај кад се лук интеграције L своди на један ограни
чен или неограничен део осовине реалних вредности, а нека су A(t) и 
г(t) ма какве функције, реалне, коначне и непрекидне између граница 
интеграције. Применимо на проучавани интеграл .Ј(п) познату 
Scl1waгz-oвy неједначину, према којој је уопште за ма какве функције <р 
и \lf, реалне, коначне и непрекидне14 

14 В. нпр. Роiпс<~ге: Т!н!огiе du poreпtielпe\\'fonieп (P<~ris 1899) р. 345. 



ПРОУЧАВАЊЕ ФУНКЦИЈА ПРЕДСТАВЉЕНИХ ОДРЕЂЕНИМ ИНТЕГРАЛИМА 39 

(39) 

па ма какве биле реалне границе интеграције, претпостављајуhи да су 

оне исте за сва три интеграла. 

Узевши даје 

<р = A(t), \jf = [г(t) ]" 

йрема zорњој нејеgначини бuhe 

(40) .J(n) < А~У(п), 

zge је А извесна консГuанШа, независна og n и чија је вреgносШ 

(41) 

а Y(n) извесна функција йроменљиве n, gmua обрасцем 

(42) Y(n)= f[гCt)] 2 "dt. 
L 

Тако нпр. ако је дат интеграл 

~ 

.Ј(п)= Jл(t)e-/11 2 dt, 
о 

где је A(t) ма каква функција, која задовољава горње погодl)е, а а ма 

какав реалан и позитиван број, биhе 

и према томе 

за интеграле 

биhе 

па, дакле, 

{it1 
Y(n)=---

2~ 

.Ј(п) <А~ те ; 
8an 

.J(n) = J~A(t)( 1 
2

)

11

dt 
а +bt 

у( ) 
_ те 1 . 3 . 5 ..... ( 4n - 3) 

n - ' -ГсЈ; 2. 4. б ..... ( 4n- 2) 
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J(n)< ~fij 1·3·5· ... ·(4n-3) 
-vab 2 · 4 · 6 · ... · ( 4n- 2) 

итд. 

Г) Између разноврсних начина на које се могу тражити горње или 
доње границе вредности интеграла J(n) навешhу још један, који у 
извесним случајевима доводи до граница пробитачнијих од оних, које 

бисмо добили на други који од наведених начина. 

Ако је <р (z) ма каква реална функција, чији први извод непрекид
но расте за све вредности z у једноме датом размаку (а, Ь) и ако су 

ма какви бројеви, који се налазе у томе размаку, а 

ма какви реални позитивни бројеви, биhе увек, као што је нашао 

НЬ1dег15 , 

(43) _а..с..1 <р.'.......:.( z..2.1c...) _+_._· ._+_а....:'"'-" <р.!.......-'.( z-"""-'-' ) > <р (а 1 z 1 + а 2 z 2 + ... + а 111 z"' ) . 
а 1 +а2 + ... +а111 а 1 +а2 + ... +am 

Претпоставимо да функције A(t) и г(t) задовољавају ове погодбе: 
1. да су обе реалне, коначне и непрекидне у размаку (а, Ь) и да не 

мењају знаке у томе размаку (тако да се ти знаци могу сматрати као 

позитивни); 
2. да је други извод 1·"(t) такође коначна и непрекидна функција 

истога знака, кога је и функција г(t) у размаку (а, Ь). 
Ако се у неједнат.iини ( 43) узме да је 

ZJ = t, z2 = t + dt, z, = t + 2dt 

а 1 = A(t)dt, а 2 = A(t + clt)clt, а3 = A(t + 2dt)clt ... 

(што се сме учинити, пошто су према учиљеним претпоставкама задо

вољене погодбе, за које вреди та неједначина), долази се до овог ре

зултата: јеgна gоња zраница инШеzрала 

,, 
Ј (n) = Ј A(t) [г(t) ]" clt 

а 

15 В. нпр. Bull. des Sciences matl1ematiCjues 1890. р. 96. 
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бuhe вреgноаТt МР" ige су М и Р консLТtанШе, независне og n и gmue oб
pacцulYta ,, ,, 

М = Ј A(t) clt, L = Ј A(t)tclt. 
(1 (1 

У специјалном случају, кад се функција A(t) своди на једну кон
станту 'А, биhе 

и према томе 

где Је 

М= (Ь-а)'А, 

.Т(п) > (Ь-а)[г(~)]"л, 

~=а+Ь. 
2 

СВОЂЕЊЕ ПРОУЧАВАНИХ ФУНКЦИЈА НА ПРОСТЕ ТИПОВЕ 

У одељку, што претходи, показано је да ако се функција R(t,z), 
која фигурише под интегралним знаком у проучаваном интегралу 
.f(z), развије у ред 

(44) 

општи сачинилац Ь11 биhе збир ограниченога броја чланова, од којих је 
сваки облика 

P(n, t) [гСt) ]", 

где су 1·(t) извесне функције само променљиве t, независне од n и које 
се добијају као корени извесне алгебарске једначине по z, чији су сачи
ниоци функције променљиве t; P(n, t) је известан полином по n, чији су 
сачиниоци рационалне функције сачинилаца у R(t, z), сматраној као 
функцији променљиве z. 

Лако се увиђа да се сваки п олин ом Р(п, t) може написати, и то са
мо на један начин, у облику 

Р(п, t) = А0 (t) + nA1 (t) + n(n -l)A2 (t) + ... , 

где he Ai(t) бити функције променљиве t, дефинисане системом ли

неарнихЈедначина 
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P(O,t) = А0 
P(l,t) = Лс1 + А1 
Р(2, t) = А0 + 2А1 + 2А2 
P(3,t) = А0 + 3А1 + 6А2 + 6А3 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

Према томе ће сачинилац Ь11 реда ( 44) бити збир ограниченога 
броја чланова, од којих ће сваки имати облик 

(45) n (n -1) ... (n- k)A(t) [г(t) ]", 

а општи сачинилац а" реда 

F(z) =Ј R(t,z)dt = а 0 +a1z+a2z 2 + ... 
L 

у који се може развити функција F(z) биће раван збиру ограниченог 
броја чланова, који су сви облика 

n (п -1) .. . (n- k)J(n), 

где Је 

(А) l(n) = Ј A(t) [г(t) ]" dt. 
L 

Функције A(t), што фигуришу у овим интегралима, не зависе од n, 
и то A(t) је увек раL{UОl-юлна, а г(t) увек алzебарска функција сачини
лаца у R(t, z), сматраној као функцији променљиве z. 

Сам, пак, проучавани интеграл F(z) биће збир ограниченога бро

ја чланова облика 
~ 

I, n( n -1) ... (п- k)J(n)z" 
о 

који се могу написати у облику 

lk-1 ~ 

zн ~ :L.,.r(n)z", 
clz 0 

а из тога се изводи ова основна теорема, која ће нам служити као по

лазна тачка за проучавање функција F(z): 
Ако се са 

означе разни uнiUezpaлu облuка (А), којu се оgносе на йроучавану 

функцију F(z), а са 
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разне функције 8(z) = I J(n)z" uuuo ogzoвapajy Lиuм иншеzралима, 
функција he F(z) бшuи збuр извесноz о2раничено2 броја чланова 

81 (z), 
с/8 1 2 d281 

7- z --
' - clz ' dz 2 

82(z), 
с/8 2 2 d282 z-- 7--

clz ' - clz 2 ' 

Према томе, функције 

играју према функцији .f(z) улогу једне врсте йросШих елемената и 
свака функција .f(z) проучаваног типа, ма како компликованој функ
цији R(t,z) она одговарала, своди се на комбинације функција 8;(z) и 
њихових узастопних извода: то су најпростији типови, на које је могуh

но свести проучаване функције F(z). 

Међутим, и ови су типови бескрајно разноврсни. Тако нпр. функ

ције .f(z), којима одговарају функције 

A(t) = e-at
2

, г(t) = е-!Ј/ 2

, 

а лук се интеграције L своди на реалну полуосу, своде се на комбина
ЦИЈе трансценденте 

и њених извода по z. 

~ 11 

е (z) = I --=z= 
0 ,Ја+ bn 

Кад су функције A(t) и г(t) облика 

A(t) = sinat, г(t) = е-1, 
t 

а лук L реална полуоса, улогу простога елемента игра трансцендента 

Ако је 

8(z) = f(aictg!!:._)z". 
о n 

A(t) = eat, 
1 

г(t)=-, 
t 
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а лук L ма каква затворена контура, која у својој унутрашљости обу
хвата почетак, одговарајуhа се функција .f(z) своди на комбинације 
разних степена променљиве z и експоненцијалне функције еа: итд. 

Од нарочитог је значаја при овоме свођељу то што бескрајно 

:многим функцијама .f(z), којима одговарају разне рационалне функ
ције R(t, z) одговарају једни исти прости типови е (z). А факт да су ове 
функције :много простије и удесније за проучаваље но саме дате функ

ције .f(z), и да се таквим свођеље:м: ова функција :м:еханички, без ду
бљег испитиваља, ослобођава сваке привидне ко:м:пликованости и сво-

о о о 

ди на оно што Је у ЉОЈ одиста даље несводљиво, даЈе нарочита интереса 

обради теорије функција е (z). Осим тога, свођеље:м: на те типове дола
зи се до тога да се читаве групе функција F(z) рачунају да припадају 
једноме истом типу функција, ако им одговарају исте функције е (z), 
тако да је довољно обрадити теорију овакве једне специјалне тран

сценденте, па да тиме и теорија једне велике групе функција .f(z) буде 
обрађена. 

Функције е (z) уопште су ГйpaHCl!el--lgeнrТlнe функције. Међутим, у 
извесним, нарочити:м: случајеви:м:а оне су рационалне функције промен

љиве z. Тако ако се функција г(t), што одговара једној функцији е (z) 
cвogu на какву консГйаюТtу, биhе 

Ј(п) =А а", 

где су А и а константе, а сама функција е (z) биhе облика 

~ А 

e(z) = L.,Aa"z" = --. 
0 

1- az 

Такав he исти случај бити каg је лук июТtе2рације L каква заГйво
рена конГйура, у унуlТtрашњосlТtи које је og2oвapajyha функција г(t) хо
ломорфна, а функција A(t) има о2раничен број йолова. Јер, као што је 
раније показано, интеграл he Ј(п) тада бити раван збиру ограниченог 
броја чланова, који су сви облика 

n (n -1) ... (n- k + 1)HK"-k, 

где су Н и К константе независне од n. Сваки такав члан даје у изразу 
за е (z) по један члан облика 

A---clk ( 1 ) 
clzk 1- Bz ' 

што показује да he функција е (z) одиста бити рационална. 
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О КОНВЕРГЕНЦИЈИ РЕДОВА 8 (z) 

Обрасци за свођење проучаваних функција .f(z) на просте типове, 
на КОЈе смо наишли у претходном одељку, показују да се питање о кон

вергенциЈИ редова 

(46) 

своди на питаље о конвергенцији редова 

8(z) = .J(O)+J(l)z+.l(2)z2 + ... 

који одговарају простим елементима 8 (z). Ако су 

(47) 

полупречници кругова конвергенције посебних функција е 1 , 82 , е,, ... 
на чије се комбинације своди проучавање функција .f(z) йолуйречник 
R кру2а конвер2енције ca.Nto2a pega (46) бuhe раван најмањем og йолу
йречника (47). Тако исто, ако су 

Л 1 , Л 2 , Л3 , ... 

доње границе полупречника ( 47), најмања og Lliux вреgносLТtи йреgсLТiа
вљаhе јеgну gоњу 2раницу само2а йолуйречника R. 

Задржимо се, дакле, на испитиваљу конвергенције редова 8 (z). 
Пре свега, ако је могућно експлицитно израчунати интеграл .Ј(п) 

као функцију променљиве n, биће могућно одредити и сам полупре
чник круга конвергенције одговарајућег реда 8 (z): овај he биГйи раван 
јеgној или gpy2oj og вреgноаТtи 

(48) 1
. Ј(п) 

р= llll ' 
.J(n+l) 

р= 1im1 1 
. 

Ј(п) 

Дешава се да и ако није могућно наћи експлицитан израз за Ј(п), 

ипак се може наћи асимLТtтТtна вреgносLТi тога интеграла за врло вели

ке вредности променљиве n, тј. таква једна функција И(п) те промен

љиве, да Је за n= оо 

lim Ј(п) = 1. 
U(n) 

У LТtаквом he случају йолуйречник кру2а конвер2енције pega е (z) 
биLТiи раван јеgној или gpy2oj og вpegнoauu 

(49) 1
. U(n) 

р= lffi ' 
И(п + 1) р= 1im1 U~n). 
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Напослетку, ако је немогуhно наhи ни тачан ни асимтотни израз 
интеrрала J(n) помоhу разноврсних неједначина за J(n), о којима је 
раније било речи, могу се наhи доње границе за полупречник р на овај 
начин: ако се нађе да је 

где је q> (п) каква позната, реална и позитивна функција променљиве n 
и ако се зна било полупречник Л круга конвергенције реда 

q> (О)+ q> (l)z + q> (2)z 2 + ... 

било бар једна доња граница r тога полупречника, вреgносШ Л, оgносно 
р, биhе јеgна gоња 'iраница йолуйречника р. 

Тако, ако је дуж датога лука интеграције L непрестано 

где је М каква стална количина и ако поред тога константа 

(50) Р = Ј 1 A(t) 1 cls 
L 

(где s означава дужину лука интеграције) има коначну и од нуле ра
зличну вредност, одговарајуhи ред е (z) биhе извесно конвергентан за 

Замислимо сад да се лук интеграције поступно деформише тако 
да при тој деформацији интеграл J(n) не мења своју вредност. Свако-

ме новом, тако добијеном луку одговараhе по једна вредност М и ако је 

r најмања између тих тако добијених вредности, ..!. представљаhе једну 
1.1 

доњу границу полупречника конвергенције р. 

Али у извесним oйLuLuим случајевима ова вреgносШ ..!. йреgсша-
1.1 

вља ц саму Шачну вреgносШ Шо'iа йолуйречника. 

Тако, Шај he случај бшuи каg 'iog су функције A(t) и г(t) реалне, 

коначне и нейрекиgне, а лук се uюue'ipaцuje L cвogu на јеgан о'iраничен 
или нео'iраничен geo реалне осовине, нйр. на какав размак (а, Ь) реал
них вpegнoauu. 

Да бисмо то доказали, претпоставимо најпре да функција г(t) не 

мења знак у размаку од t =а до t = Ь (и тај се знак тада може сматрати 
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као позитиван), а да је поред тога први извод те функције позитиван у 
томе размаку. Према обрасцу (37) биhе тада 

Ј(п) = АВ", 
где Је ,, 

А= Ј A(t) dt, В= г(Ь), а < t < Ь. 

Кад год је, дакле, вредност А коначна и од нуле различна, биhе 

а пошто се, према учиљеној претпоставци за функцију 1·(!) љена најве
hа вредност у размаку (а, Ь) поклапа са г(Ь), то је 

па, дакле, 

fl = l'(b), 

1 
р=-. 

fl 

Ако је извод г'(t) негативан у размаку (а, Ь), било би 

Ј(п) = АВ", 
где Је 

t 

А= JA(t)dt, В=г(а), a<t<b 
а 

и полупречник конвергенције био би 

1 
р--

- 1·(а) · 

А пошто се највеhа вредност функције г(t) у размаку (а, Ь) покла
па са г(а), то је опет 

1 
р=-. 

fl 

Претпоставимо напослетку да и функција г(t) и љен извод г'(t) 

мељају знаке у размаку (а, Ь). Тада се тај размак може поделити на не

колико маљих размака, у којима ти знаци остају непроменљиви. Сва

коме од тих размака одговараhе у интегралу J(n) по један члан облика 
АВ" и Ј(п) he бити раван збиру извесног ограниченог броја таквих 
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чланова. Асимтотна вредност интеграла Ј(п) биhе равна ономе од тих 
чланова у коме константа В има највеhу вредност. А пошто се та вред

ност поклапа са највеhом вредношhу функције г(t) у размаку (а, Ь), то 
he опет бити 

1 
р=-

!1 

тако да тај резултат важи за све случајеве ма какав био знак функције 
г(t) и њеног извода између интегралних граница. 

Приметимо узгред још и то да пошто је вредност J.l у свима таквим 
случаЈевима увек различна од нуле, то и полупречник р има увек изве

сну коначну вредност, што значи да: каg 2og се лук инШе2рације L cвogu 
на јеgан geo реалне осовине (о2раничен или не) и каg су функције A(t) и 
г(t) коначне и нейрекиgне на Шоме луку а итuе2рал 

f A(t) dt 
L 

има коначну и og нуле различну вреgносЩ og2oвapajyha функција е (z) 
мора имтuи син2улари{йеLТiа у равни йроменљиве z. 

Навешhу још један општи случај у коме he полупречник круга 
. 1 . 

конвергенциЈе имати за тачну вредност -,где р означуЈе максималну 

!l 
вредност функције 1·(t) дуж једнога од међусобно еквивалентних луко-

ва интеграциЈе. 

Нека је лук L реалан или имагинаран, али отворен; деформишимо 
га тако да пролази кроз једну извесну тачку t = а, која се не поклапа 
ни са једном крајњом тачком лука L и која би имала ове особине: 1. да 
буде г'(а) =О; 2. да тој тачки одговара највеhа вредност коју функција 
г(t) добија дуж новога лука интеграције. 

'Г +" --6- 1 
1 aga ne оиеш иши р=-. 

!l 
Јер према једној познатој теореми Daгboux-a 16 кад год су за један 

интеграл облика 

.Т (п) = Ј A(t) [г(t) ]" dt 
L 

испуљене горње погодбе, за врло велике вредности n биhе 

16 Loc. cit. 
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_ [г(а)]" 
J(n)-N ј;; (l+E11 ), 

n 

где је N извесна стална количина, независна од n, а Е 11 извесна функци
ја променљиве п, која тежи нули кад n бескрајно расте. Према томе је 

р = lim Ј (n) = _1_ ~n + 1 1 + Е" = 
J(n+1) г(а) n l+E11 +1 1·(а)' 

а пошто је г(а) највеhа вредност коју функција г(t) добија дуж екви
валентних лукова интеграције, то је горње тврl;ење доказано. 

* 

У опште, питање о конвергенцији редова 8 (z), па, дакле, и самих 
редова што одговарају проучаваним функцијама .f(z), тесно је везано 
са проучавањем асимтотних вредности интеграла J(n), или - што је 

једно исто - са одређиваљем њихових приближних вредности за врло 

велике вредности променљиве n. Ови интеграли самим својим обликом 
јако олакшавају истраживања те врсте и били су предмет неколиких 

значајних радова. О њима се бавио још Laplace, који је, претпоставља
јуhи реалност функција A(t) и г(t) и интеграционог лука L, дошао до 
овог обрасца, који носи његово име17 

где а означује извесну вредност променљиве n, за коју функција <р(а) 
достиже свој максимум, а Е 11 извесну функцију променљиве n, која те
жи нули кад n бескрајно расте. 

Dю~boux је прецизирао погодбе под којима је Laplace-oв образац 

употребљив, а у исто време и проширио му употребљивост и на случа

ј еве кад су функције под интегралним знаком, као и лук интеграције 
имагинарни18 . Исти је математичар доказао да ма каква била функ
ција A(t), ако је могуhно деформисати лук интеграције L тако да про
лази кроз једну тачку t = а, која се не поклапа ни са једном крајњом 
тачком тога лука, а за коју би било г'(а) =О и да функција r(t) има у 

17 Оеии·еs t. Ш. 
18 Loc. cit. 
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тој тачки највећу вредност између свију оних које добија на томе 
новоме луку, аси.мШоШна he вреgноаu июuе2рала Ј(п) биШи 

(51) 
[г(а) ]" 
г N, 

-vn 

2ge је N консШанШа независна og n, gaiiia обрасцем 

N = -2n г(а) . 
г"(а) 

У случају кад деформисани лук интеграције пролази кроз више 

тачака, које имају наведене особине тачке t =а, а чији афикси, међу
тим, задовољавају погодбу 

lг(t)l=lг(a)l, 

свака од тих тачака даће по један члан облика (51). Аси.мШОLuна he 
вреgносШ инШе2рала J(n) биШи равна збиру свију Шаквих <tланова. 

Кад је нпр. дат интеграл 

~ 

.J(n) =Ј tk(te-')''dt, 
о 

максимум функције г(t) на луку (0, оо) одговара вредности t = 1, а сам 
таЈ максимум има за вредност 

1 
г(l) = -. 

е 

Према томе ће асимтотна вредност интеграла бити 

1. {27t, 
е~--;-

а полупречник круга конвергенције одговарајуће функције 8 (z) 

р=е=2,7182 ... 

За интеграле облика 

1 [ ]" Ј(п) = J.f(t) t;l_-2 dt, 
() 

где је .f(t) ма каква функција променљиве t, коначна и непрекидна у 
размаку интеграције, а А ма какав стални број, налази се да ће им асим

тотна вредност бити 
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Af(a) 

В".[;{' 

а= -Л+/А(Л-1) 
1- 2Л + 2~Л(Л -1) 

А= l_~(l- B2)n 
2 

В = 1 - 2Л + 2~Л(Л - 1) ; 

полупречник круга конвергенције одговарајуhе функције 8(z) биhе 

р = 1- 2Л + 2~Л(Л -1). 

51 

Приметивши да се сваки интеграл .Ј(п), извесном сменом промен

љиве t, може свести на један или други од облика 

Ј .f(t) t"dt, Ј .f(t) (7 Ј clt 
с 

Flamme19 и Hamy20 су у својим радовима о приближним вредностима 
интеграла облика .Ј(п) нарочито проучавали интеграле последља два 

типа и показали како љихове асимтотне вредности зависе од аналити

чке природе функције F(t), а нарочито од природе љених сингулари
тета. 

Le Roy21 се бавио о одређиваљу асимтотних вредности интеграла 

~ 

(52) .J(n) =Ј A(t)e"1dt, 
о 

где функција A(t) задовољава извесне погодбе. Те се погодбе састоје у 
овоме: ако се стави да Је 

<p(t) = -logA(t), 

1. функција је <p(t) реална, позитивна и непрекидна за све вредно
сти t између О и оо, а тако исто и љен први и други извод; 

19 Recћeгcl1es des expгessions appгoclu!es etc. (These de doctorat, Paris 1887). 

20 Sиг /е developpement арргосЬl de lajonction peгtuгbatгice etc. (Journ. de math. pures et 
appl. 1894). 

21 Valeuгs asymtotiques de certaines seгies etc. (Bull. des Sciences Math. t. 24. 1900. р. 
245- 268). 
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2. функције 

<p(t), <p'(t), 
<p(t) 

t 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

расту до бескрајности кад t бескрајно расте. Аси.мШоШна he вреgносШ 
инШе'iрала J(n) Шаgа биШи 

(53) е --1/с-<р(с)~ТС 
<р"(с)' 

'ige је с реалан и йозиШиван корен јеgначине 

(54) <p'(c)=n. 

Тако нпр. кад је 

A(t) = е- 1 " 1 <р < 2 

једначина се (54) своди на 

и њен је реалан и позитиван корен 

( /1)p~l 
с= - ; 

р 

према томе, асимтотна he вредност интеграла бити 

An1'B"k, 

где су А, В, !1, k извесне константе, независне од n. 
На тип (52) своди се бескрајан број разноврсних интеграла Ј(п). 

Нека је нпр. функција г(t) таква да за t =а добија какву коначну вред
ност а, уосталом ма какву, а за t = Ь да постаје бескрајна. Ако се стави 
даЈе 

проучавани he интеграл 
,, 

(55) Ј(п) =Ј A(t)[г(t)]"dt 
а 

добити облик (52). 
Ја hy овде још показати како се може наhи асимтотна вредност 

интеграла 
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~ 

(56) J(n)= Ј A(t)e-mdt, 

а 

где је A(t) ма каква цела функција (холоморфна у целој равни) и нул
Шоz poga. Тада се A(t) може развити у ред 

(57) 

конвергентан за све вредности t у равни те променљиве. Множеhи 
једначину (57) са e-mczt и интегралеhи у границама (О, оо) (очевидно је 
да се може интегралити за сваку позитивну вредност n, осим за n = 0), 
добија се да је 

где Је уопште 

м = f tk ,-111 dt = 1 . 2. з ..... k 
k с k+l n 

а 

и према томе за n > О 

(58) Ј( ) 
_ ~ 1!а 1 2!а 2 

n - + 2 + ' + ... n n п-

Пошто је A(t) цела функција нултог рода, то he према једној по
знатој Роinсап5-овој теореми за такве функције бити 

liшk!ak =О за k =оо, 

што значи да he ред (58) бити конвергентан за довољно мале вредно-
1 . 

сти -,ТЈ. за довољно велике вредности n. 
n 
Ако је сад сачинилац а0 различан од нуле, биhе за n = оо 

liш Ј(п) = 1· 
ао , 

n 

ако је, пак, а0 = а2 = ... = а"_ 1 =О, биhе 

liш Ј(п) = 1 
1 ' р. а" 
п"+l 

што значи да: ако вреgносШ t =О није корен јеgначине A(t) =О, асим-

- - ь - - - Ј( ) б - А(О) . - t О июшна пе вpegнocutu uнzuezpaлa n иши --; ако ЈС, иак, = ко-
п 
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рен р-Шо2а pega за йо.менуйlу јеgначину, аси.мйlойlна he вреgносГй инйlе-
2рала бийlи 

Лако се уверити да је за ма који од ових случајева йолуйречник 
кру2а конвергенције og2oвapajyhe2 pega е (z) раван jegumщu. 

Познато је нпр. да је функција 

A(t) = sin Jt 
Jt 

цела функција нултог рода; пошто је тада А(О) = 1, асимтотна вредност 
интеграла 

J(n) = гsiftft e-1/(dt 

а 

биhе ..!_, а полупречник круга конвергенције одговарајуhег реда е (z) 
11 

биhе 1. 
На тип (56) своди се такође бескрајан број разноврсних интеграла 

J(n). Тако, кад је г(t) каква функција, која за t =а добија коначну, уо

сталом ма какву, вредност а, а за t = Ь вредност О, ако се стави да је 
г(t) = ае-= 

интеграл (55) добија облик (56); полупречник круга конвергенције од

говарајуhег реда е (z) биhе _!_. 
а 

Напослетку, разноликим специјалним методама, а према разним 

претпоставкама које се могу чинити за функције A(t) и г(t), могу се 

одређивати асимтотне вредности разноврсних класа интеграла Ј (п). 

Поље за оваква истраживања врло је пространо; међутим. сваки ре

зултат, добијен у томе правцу, непосредно би допринео развитку тео

рије функција F(z) чије је проучавање предмет ове расправе. Са позна-
. . 

вањем асимтотних вредности поменутих интеграла стоЈИ у непосредноЈ 

вези не само питање о конвергенцији редова, у које се могу развити 

функције F(z), веh и многе друге појединости теорије тих функција. 

* 

Између разноврсних функција 

(59) е (z) = .Т(О) + J(l)z + J(2)z2 + ... 
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од нарочитог су интереса оне које дефинишу какву целу функцију про

менљиве z, за које је ред (59) конвергентан у целој равни те промен
љиве. Стога је од интереса умети решити овај задатак: кад су дате 

функције A(t) и 1·(t), што фигуришу у интегралу 

Ј(п) = Ј A(t) [гсt) ]" clt, 
L 

распознати да ли је одговарајуhа функција е (z)' дефинисана редом 
(59), цела функција променљиве z. 

Опште би се решење задатка састојало у овој теореми, која се до

бија као непосредна последица познатог правила за одређиваље полу

пречника круга конвергенције каквога датог реда: 

Да би е (z) била цела функција, йтuребно је и gовољно ga буgе 
исйуњена јеgна или gpy2a og ових йо2оgаба 

Кад је нпр. 

lim~.J(n) =О, lim .Т(п + 1) =О. 
.Т(п) 

A(t) = e-ar', 1·(t) = е 1;, а > О, 

а лук се интеграције L своди на реални размак (-оо, оо), биhе 

и 
-n' -

J(n) = е 4а ' 

одакле Је 

lim~.l(n) =О, 

па, дакле, је и одговарајуhа функција e(z) цела функција. 
Ако није могуhно одредити експлицитан израз за .Т(п), веh само 

његову асимтотну вредност за врло велике вредности n, 2орња Шеоре
ма осШаје у важносШи и онgа каg се йрава вреgносШ J(n) смени својом 

асим~uтuном вpegнoULhy. 
Тако нпр. функција е (z) која одговара интегралу 

т( ) _ Ј~ sin -fi -nt дt 
.. n- -fi е и, 

а 

неhе бити цела, јер- као што је раније показано- асимтотна је вред-
1 

ност овога интеграла равна -. 
n 

Напослетку, ако није могуhно одредити ни праву, ни асимтотну 

вредност интеграла Ј (n), може се корисно употребити за решење по-
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стављеног задатка једна метода упоређивања, које се принцип састоји 
у овоме: 

Ако су A(t) и н(t) gве ~Тiакве функције ga июТiе'iралу 

Y(n) =Ј LR"dt, 

'igeje 

og'ioвapa каква цела функција 

У(О) + Y(l)z + Y(2)z2 + ... , 

а, међу~Тiим, је gуж z,~eлo'ia лука инШе'iрације 

функција 8 (z), шz,Тiо og'ioвapa инШе'iралу J(n), бuhe Шакође цела функ
ција. 

Поред те методе може се у великом броју случајева постављени 
задатак решити помоhу ове теореме: 

Kag 'iog је у июТiе'iралу 

.J(n)= Ј A(t) [г(t) Ј' clt 
L 

мо'iуhно geфopмucai:Uu лук uюue'ipmџtje L LТiако ga он - oauajyhu йри 
LТiом еквиваленГйан йрвобzпТiноме луку- буgе цео у бескрајносШи; ga 
моgуо функције г(t) gуж Шакво'iа бескрајно уgаљено'i лука буgе бескрај

но мали и ga, йореg шоzа, консшанша 

Р = Jl A(t) lds 
L 

има какву коначну и og нуле различну вреgносЩ og'ioвapajyha функ
ција 8 (z) бuhe цела функција йроменљиве z. 

Јер ако се највеhи модуо функције г(t) дуж једнога, ма кога, од 

еквивалентних лукова интеграције означи са М, биhе, као што је рани

Је показано 

I.J(n) 1 <РМ", 

а полупречник р круга конвергенције одговарајуhег реда 8 (z) биhе 

1 А . . 
веhи од - или раван овоме. ко, дакле, постОЈИ такав Један лук инте-

М 
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грације, да је дуж тога лука М= О, полупречник р биhе бескрајан, што 
значи даје 8(z) цела функција. , 

Нека је нпр. дат интеграл 

J(n) = J~A(t)(-1-.)
11

clt, 
а +t1 

где је а ма каква константа са позитивним реалним делом, а A(t) таква 
једна функција променљиве t, да нема никаквих сингуларитета на реал
НОЈ осовини ни изнад ње и да поред тога интеграл 

има коначну и од нуле различну вредност. Ако се за лук интеграције 

узме лук полукруга, описаног над реалном осовином око почетка као 

средишта, са бескрајно великим полупречником, овај he лук очевидно 
бити еквивалентан реалном луку интеграције (-оо,оо), пошто изнад 

реалне осовине ни једна од функција A(t) и г(t) немају сингуларитета. 
А пошто је дуж таквога лука модуо функције 

г(t) = - 1
-. 

а +t1 

бескрајно мали, Шо he ogzoвapajyha функција е (z) бийlи цела. 
Такав је нпр. случај кад је 

A(t) =<р (t)е-ш
2

, 

где је а ма каква функција са позитивним реалнцм делом, а <р (t) ма 
каква функција, која није непарна и која нема никаквих сингуларитета 
на реалној осовини нити изнад ове, а поред тога не постаје бескрајна 

кад t бескрајно расте у правцу било позитивне, било негативне реалне 
полу осе. Јер тада he интеграл 

као што је познато, имати коначну и од нуле различну вредност. 

Могуhно је доказати велики број оваквих резултата, који би 

прецизирали йmТtребне или довољне услове да би функција 8(z) била 
цела; ја hy навести још овај резултат, који излази као последица онога, 
што је доказано на стр. 46 ове расправе: 
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Функција е (z) не .може бzuuu цела функција ако се лук итuе-
2рације своgи на јеgан, о2раничен или нео2раничен geo реалне осовине, 
на коме су функције A(t) и I(t) холо.морфне, а оg2оварајуhи инШе2рал Р 
и.ма коначну и og нуле различну вреgносШ. 

МЕТОДЕ ЗА НЕПОСРЕДНО ПРОУЧАВАЊЕ ФУНКЦИЈА е (z) 

Функције 

(60) е (z) = Ј(О) + J(l)z + J(2)z2 + ... , 

где Је уопште 

(61) J(n) =Ј A(t)[г(t)]"dt, 
L 

на чије се комбинације своде проучаване функције F(z), по самоме 
облику аналитичкога израза, у коме се јављају, нарочито су подесне за 

проучаваље извесних љихових особина, и то како оних које су од 

интереса са гледишта теорије функција, тако и оних које је од потребе 

познавати у питањима где би такве функције нашле примена. При 

свем том што веhина тих функција представља сасвим нове, несводљи

ве трансценденте, за многе од љих могуhно је толико дубоко уhи у 

познаваље разних појединости које их карактеришу, да- као што he се 
видети из наl)ених резултата - извесне од таквих трансцендената могу 

се још и сад уврстити у ред испитаних функција и служити као рачун
ски елементи у питаљима, у којима би се на њих наишла. Таква би нпр. 

била несводљива трансцендента 

~ z" e(z)=L.. , 
0 ~а+ bn 

чије се особине могу у појединостима испитати методама које he бити 
изложене у овоме одељку. 

Оно што бих овде нарочито нагласио и што даје нарочита интере

са овој врсти функција јесу услуге, које извесни нови резултати у 

општој теорији редова 1\,югу да чине специјалној теорији функција 8 (z) 
и лакоhа са којом се ти резултати- чија је примена у веhини случајева 

или неизвршљива, или веома тешка - примељују специЈално на те 

функције. 

Функције е (z) могу се аналитички изразити или у облику редова 

(60), или у облику :интеграла 
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(62) e(z) =Ј A(t) clt 
L l-zг(t) 

који је образац последица образаца (60) и (61). 

Први аналитички израз представља функцију е (z) само у унутра
шљости једнога извесног круга, чији смо полупречник раније одређи
вали; други представља ту функцију у целој равни променљиве z, осим 
за извесне изоловане тачке или тачке што састављају једну извесну 

криву линију. Сваки од та два израза нарочито истиче на видик извесне 

појединости функције е (z), које представља тако да их треба оба упо
требити при обради теорије ових функција. Први израз нпр. допушта 

да се на те функције непосредно примене извесни резултати из теорије 

редова, уређених по степенима једне променљиве количине, до којих 

се дошло у последље време, као што су: релације између начина опа

даља сачинилаца са љиховим рангом и начина растеља функције, коју 

ред представља; релације између сачинилаца реда и вредности z, које 
функцију поништавају, њених сингуларитета итд. Други израз нпр. 

допушта да се на функције е (z) непосредно примене извесни резулта
ти из теорије одређених интеграла, затим да се лако одређују бројне 

вредности функција е (z) за дате бројне вредности променљиве z, што 
чини великих услуга при састављаљу бројних таблица за те функције; 

даље, да се лакше дође до извесних података о нулама тих функција 

итд. 

А) Функције e(z) представљене редовима 

Задржимо се најпре на проучаваљу функција е (z), кад су ове 
аналитички изражене у облику реда (60). 

Према разним претпоставкама, које се могу чинити о функцијама 
A(t) и г(t), имаhе се разни закључци о сачиниоцима Ј(п), а тиме и о 
самој проучаваној функцији e(z). А очевидно је да се испитиваља ове 
врсте и могу чинити само на тај начин тражеhи релације између изве

сних, унапред претпостављених особина функција A(t) и г(t), које се 
могу сматрати као унапред.дате,. и извесних појединости, које каракте

ришу функције e(z). 

* 

Показаhу најпре како се могу, кад су дате функције A(t) и 1·(t), од
редити горње и доље границе одговарајуhе функције е (z) за све вред-
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ности z у једноме извесном размаку или једној извесној области у равни 
променљиве z. 

Пре свега, очевидно је да ако смо на ма који начин успели одре

дити такву једну реалну и позитивну функцију ro(n), да је за целе и по-
зитивне вредности n 

\.J(n) 1 ~ ro(n), 

а да се, поред тога, може експлицитно и у коначном облику изразити 

збир реда 

џz) = .L ысп)z", 
онда ако се са г означи модуо променљиве z, функција ~(I) йреgсШа
вљаhе јеgну zорњу 'границу функције \е (z) \за све вреgноаuи z у уну
LuрашњосШи круzа конверzенције pega ~(z). 

У ранијем одељку, у коме је била реч о израчунавању интеграла 

.J(n) и о одреl)ивању њихових горњих и доњих граница, наведено је ви
ше начина на које се могу одређивати функције ro(n), које би задово
љавале горње погодбе; свакој од њих одговарала би по једна горња 

граница модула функције е (z). 
Тако, ако се са М означи највеhи модуо, који може имати функ

ција г(t) дуж датога лука интеграције L или дуж ма кога њему екви
валентнога лука, и ако константа 

Р= fjA(t)jds 
L 

има какву коначну и од нуле различну вредност, имаhе се једна функ

ција ro(n) ако се узме да је 
ro(n) =РМ" 

тако ga he рационална функција 

р 
~(z)=--

1-Mz 

йошшо се у њој z смени својим моgулом, йреgсШављтuи јеgну zорњу 
zранrщу Atogyлa функције е (z) за све вреgносШи z у унуШрашњоаТtu 

-- ----- 1 
круzа, ошtсаноz око иочешка са uолуuречнuком М. 

Ако су сад функције A(t) и г(t) реалне за све реалне и позитивне 
вредности t и такве, да је за извесне, подесно изабране вредности k, !1, а 

апс. вред. A(t) ~ kt 
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17 
апс. вред. 1·(!) ~ .Ј 

а2 + t2 

биhе, као што је раније показано, за n > 2 

kћ 2 ('1)"-2 
апс. вред. J(n) < -- -

n- 2 а 

Одговарајуhа функција Џz) овде би, дакле, била 

~(z) = J(O)+J(l)z+J(2)z 2 + f(z), 

и према томе Шрансценgеюuна функција 

61 

йреgсШављаhе јеgну 2орњу 2раницу .моgула йос.маzuране функције е (z) 

- - -- ··-- а 
за све вреgносzии z у унушраLuњосши круга, чщи Је иолуиречник -. 

11 
Користеhи се разноврсним неједначинама, које смо раније нашли 

за вредности Ј(п), према разној природи функција A(t) и 1·(t) и приме

њујуhи на њих горе истакнути принцип, имале би се разнолике релаци

је између тих функција и горњих граница функција е (z) што им одго
вараЈу. 

Показаhу још само са каквом се лакошhу примељују на функције 

е (z) извесни нови резултати теорије редова и доводе до одредбе гор
њих граница за модуле тих функција. 

Показано је у ранијем одељку како се може у доста општим слу

чајевима распознати да ли је једна дата функција е (z) цела функција 
променљиве z. Претпоставимо да су погодбе за то испуњене; тада, пре
ма познатој Hadamal'd-oвoj теореми, израз ~.J(n) тежи нули кад n бе
скрајно расте у позитивном смислу. Према томе he бити 

Ј(п) =[!Сп)]", 

где је f(n) извесна функција променљиве n, која тежи нули кад n бе
скрајно расте. То показује да увек постоји бескрајно много функција 

<р(п) таквих да: 1. то буду непрекидне, реалне и позитивне функције за 
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све позитивне вредности п; 2. да бескрајно расту за n = оо; З. да за изве
сне, по десно изабране реалне и позитивне вредности А буде 

(63) 

Нека је <р (п) једна, ма која, од функција са таквим особинама; ста
вимо даЈе 

(64) <p(n) = z 

и нека Је 

n=\jf(z) 

корен те Једначине, реалан и позитиван за реалне и позитивне вред

ности z (а очевидно је да увек има таквих корена, пошто је једначина 
(64) задовољена за извесне реалне и позитивне вредности n и z). Уочи
мо сад функцију 

(65) "" z" u(z) = LJ [ ]"; 
<р (n) 

ова припада типу функција, које је у последње време нарочито проу

чавао Hadamaid22 и за које је доказао да им модуо никада не може брже 
расти од функције 

p:z)d: 
е -

кад 1 z 1 бескрајно расте. Непосредна је последица те теореме и нејед
начине (63) овај резултат: 

. Увек се може наhи Шакав јеgан реалан и йозшuиван број К, ga за 
све вреgносШи z у равни Ше йроменљиве буgе 

(66) 

йошШо се на gесној сШрани нејеgначине z смени својим моgулом. 
Као што је казано, број је функција <р (n) бескрајно велики; горња 

граница одређена неједначином (65) биhе виша или нижа према узетој 
функцији <р (n). 

Ако се нпр. ма на који начин нађе да је 

22 Etucle suг les pгOfnieres des joпctioпs eпtieгes etc. (Jouгn. de math. pures et арр1., 1893. 
р. 171-215). 
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где су А и а две позитивне константе, биhе 

<р (11) = е"а, 1 
\jf(z) = -logz 

а 

и према томе моgуо ogzoвapajyhe функције е (z) биhе мањи og 

2ge је К извесна йозиШивна конаuаюuа. 
Најпростији такав случај имали бисмо кад је 

A(t) = e-ar, г(t) = е 1; 

(где је а каква константа реална и позитивна, или имагинарна са пози
тивним реалним делом), а лук се интеграције своди на реални размак 
(-оо, оо). 

Тако одређене доње границе уопште су приближније од оних, до 
којих би се дошло наведеном методом упоређивања. 

Сличан принцип ономе, који нам је служио за одредбу 2орњих 

граница, може се употребити и за одредбу goњux граница за модуле 

функција е (z), бар у извесним доста општим случајевима. Тако, ако је 
интеграл J(n) реалан и позитиван за реалне и позитивне вредности n, и 
ако се ма на који начин нађе таква једна реална и позитивна функција 

со(п) да је 

.Т(п) ~ со(п), 

а да се поред тога може израчунати у коначном облику збир реда 

~cz) = I юсп)z", 

функција ~(z) йреgсШављаhе јеgну gоњу 2раницу функције e(z) за све 
реалне и йозиШивне вpegнoca:tu z, за које је peg ~(z) конверzенШан. 

Раније је показано како се могу одређивати функције со(п), које 

би задовољавале горње погодбе; свакој од њих одговарала би по једна 

доња граница за е (z). 
Тако, ако је лук интеграције реалан, а дуж њега функције A(t) и 

г(t) реалне и позитивне, може се, на који од наведених начина, одре

дити једна функција со(п) облика 

co(n) =РМ", 

где су Р и М константе, независне од n. Taga he рационална функција 
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~(z)=-p-
l-Mz 

йреgаuављаШи јеgну gоњу iранциу ogioвapajyhe функције e(z) за све 

- - - 1 
иозишивне вреgноаии z .мање og -. 

м 

Ако је лук интеграције реалан размак (0, оо) и ако су у њему 
функције A(t) и г(t) реалне, позитивне и такве да је за подесно изабра
не вредности k, h, а 

A(t) ~ kt, 

~ирансценgенШна he функција 

~(z) = 1(0) + J(l)z + [.r(2)- k/1
2 

log (1- ':)Ј z2 

йреgсШављаШи јеgну gоњу ipamщy функције е (z) за све йозиШивне 

- а 
вреgносиш z .мање og - итд. 

11 

* 

Кад је проучавана функција е (z) цела функција променљиве z, 
може се пустити да z бескрајно расте и испитивати начин на који he се 
при томе растењу понашати сама функција е (z). 

Претпоставимо да је за једну такву дату функцију одређена једна 
од одговарајуhих функција <р (n), дефинисаних неједначином (63) и 
нека Је 

n= \j/(z) 

реалан и позитиван корен једна чине 

<p(n) = z; 

према поменутој наdаnш·d-овој теореми, каg 1 z 1 бескрајно paciiie, фун
кција he е (z) paciiiu сйорије og функције 

(67) 
Ј 1Џ <=Ј 

Ф(z) = е ---;-d= 

йошШо се у овој z с.мени својим .моgуло.м. 
Тако нпр. у раније поменутом случају, кад је 

1 .Т(п) 1 ~ Ас-а"2 ' 
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одговарајуhа функција 8 (z) расте спорије но функција 

Ставимо да је 

-logl Ј(п) 1 = Ы(п) 

и претпоставимо да тако дефинисана функција Ы(п) задовољава ове 

погодбе: 

1. да су та функција и њена прва два извода по n реалне, позитивне 
и непрекидне функције за све позитивне вредности п; 

2. да та функција и њен први извод бескрајно расту кад n бескрај
но расте, а да при том њен други извод тежи нули; 

З. да производ n2Ы"(n) представља какву позитивну функцију за 
позитивне вредности n, која бескрајно расте за n= оо. 

Према једној теореми, коју је у последње време доказао Le Roy23 , 

каg йро.менљива z буgе бескрајно расла у йравцу реалних йозиШивних 
вpegнoauu, функција he 8(z) аси.мШтuно Шежzпuи функцији 

(68) 
e"ro'(u)-ffi(u) 

Ј2 -ЈЮ"М ' 
zge је u реалан и йозиШиван корен јеgначине 

Ы'(и) = log z. 

Помоhу ове теореме може се у извесним, доста општим, случаје

вима тачно одредити начин понашаља функције 8 (z), кад променљива 
z бескрајно расте. Тако нпр. ако је 

Ј(п) = e_"r 1 <р< 2, 

биhе 
Ј 

w(n)=n~', и = ( 
lopg z );::1 

и при бескрајном растењу променљиве z одговарајуhа he цела функ
ЦИЈа 

~ 

8(z) = Ie_"rz" 
о 

23 Valeu;·s asymtotiques de ceгtaines series (Bull. Sc. math. 1900. р. 262). 
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асимтотно тежИти функцији 

a(log z )k e~(logz)'' ' 

;где су а, ~, k, !1 извесне константе, које је лако одредити. 
· Претпоставимо сад да проучавана функција 8 (z) није цела функ
'ција. Тада he џостојати извесан круг конвергенције реда 8(z), чији he 
полупречник бити коначан и у томе случају од важности је познавати 
начин на који се понаша функција кад се тачка z, удаљавајући се од по
четка, приближава периферији тога круга. О питаљима те врсте наро

чиrо се бавио Le Roy24 и резултати до којих је дошао у томе погледу 
моr:у се непосредно применити на редове који дефинишу функције 

e(z) и који имају нарочито подесан облик за такве примене. Ја hy овде, . . . 
примера ради, навести Један општиЈи случаЈ те врсте. 

Пре свега, кад дати ред е (z) има за полупречник круга конвер
генције какву вредност а, различну од јединице, сменивши z са az 
учиниће ,се да тај nолупречник буде раван јединици; ми ћемо сматрати 

да је то ~eh учињено са проучаваном функцијом e(z). Како he се 
понашати та функција кад се z, растући од О, приближује вредности 1? 

Претnоставимо даје интеграл Ј(п) реалан и позитиван за пози-

тивне вредности n и· да непрекидно опада кад n расте. Ако он при том 
за n= оо тежи 'Каквој од нуле различ~I;I,Ој граници Л, одузевши од 8 (z) 

израз~ добиће се нова ФУЈ;r::кЦЦја··~Ј;ј, за коју he одговарајући инте-
1- z .· '·;.~·-"·rj; -~-: · 

грал Ј(п) тежити-нули за. п= оо; м:И-Ј)~tЈ.о, дакле, сматрати да је то слу
чај са проучаваном функцијом e(z)·.>;~~·:.. 

Према једној теореми, коју је за такве случај еве доказао Le Roy25 , 

ако се са F(n) означи функција, чији је извоg йо n раван аси.мЛiоШној 
вреgносLТtи инШе'iрала Ј(п) за n = оо, онgа - каg z Шежи вреgносLТtи 1 -
функција he се е (z) йонаиtаШи као функција 

(69) cF(-1 ) 
1-z 

('ige је С извесна консШанГuа), која he јој йри Шо.м бшuи асиюuо[uна 

вреgносШ. 

Тако, кад је нпр. 

Ј 2 ~и Ј(п) = е_", dt =- -, 
2 11 

о 

24 Loc. cit. 

25 \la/errгs asymtotiques de ceгtaines seгies (Bull. Sc. matl1. 1900. р. 250). 
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асимтотна ће вредност функције 8 (z), за вредности z врло блиске вред
ности 1, бити 

cln 
~т-=-;. 

Раније је показано како се одређују асимтотне вредности инте

грала J(n); резултати, нађени том приликом, непосредно се, дакле, 

примељују на решавање питања, о коме је овде била реч. 

* 

Применивши на функције 8 (z) извесне теореме, КОЈе Је доказао 
Le Roy за редове уређене по степенима једне променљиве количине и 
за извесне класе одређених интеграла, може се доћи и до података о 

сингуларитетима тих функција, а тиме самим и до података о сингула

ритетима проучаване функције F(z). 
Означимо са а и Ь границе одговарајућег интеграла Ј(п) и прет

поставимо најпре да је за једну интегралну границу г(t) = О, а за другу 
1·(t) = 1. Ако се у интегралу Ј(п) изврши смена 

биће 

(70) 

х= г(t), 

1 

J(n) =Ј <р (х) х" с/х, 
о 

. A(t) 
где Је <р (х) оно што постаЈе количник -,- пошто се t смени решењем 

г (t) 

једначине г(t) = х; функција 8 (z) постаје тада 

(71) 
1 

8(z) =Ј <р(х) dx. 
1- zx 

о 

Али за функције облика (71) Le Roy је доказао овај резултат; оне 
не могу имати никаквих имагинарних сингуларитета, а ако их имају 
реалних, ови су или равни јединици или већи од јединице; ако је, при 
том, функција <p(z) холоморфна за О< z < 1, функција представљена 
интегралом (71) не може имати никаквих других сингуларитета осим 
z = 1 и z = оо . 

26 

26 Comptes rendus t. 127. р. 654-657; Annales de !а Faculte des Sciences de Toulouse t. П 
1900. р. 317-430. 
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Непосредном применом овога резултата на функције е (z), којима 
одговара интеграл 

,, 
(72) J(n) =Ј A(t)[г(t)]"dt 

а 

долази се до ове теореме: 

Kag zog је у инГйеzралу (72) функција I (t) Шаква, ga зајеgну og ин
йlеzралних zраница gобија вреgноаu О, а за gpyzy zраницу вреgноаu l, 
ogzoвapajyha функција е (z) не .може у целој равни и.маШи gpyzиx син

zулариLТlеШа осим z = 1 и извесних реалних вреgносLТlи веhих og jegzmи-

цe. Ако, йореg Шо'iа, количник A(t), йтиШо се у ње.му изврши смена 
I'(t) 

I (t) = z, буgе каква функzfија йро.менљиве z, холо.морфна за О< z < 1, 
функција е (z) не .може у целој равни и.маГйи gpyzиx син'iуларщuеШа 
осим z = 1 и z = оо. 

Ставимо у интегралу (72) да је 

(73) 

па ће он добити облик 

1·(t) =е-=, 

J(n) =Ј Л(z)e-mdz. 
о 

Ако је сад тако добијена функција Л(z) каква цела функција нул

lТiо'i poga, интеграл се Ј(п), као што је раније показано (в. стр. 53), 
може развити у ред 

1 
уређен по степенима променљиве -,а полупречник круга конверген-

п 

ције одговарајућег реда e(z) биће раван јединици. Међутим, Le Roy је у 
једноме свом раду27 о редовима уређеним по степенима једне промен
љиве количине доказао овај резултат: ако је општи сачинилац каквога 

реда 

<p(z) = а0 +a 1z+a2z2 + ... 

чији круг конвергенције има ~а полупречник јединицу, таква функција 
променљиве n, да се за довољно велике вредности n може развити у 

27 Comptes rendus t. 127. 1898. р. 655. 
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ред уређен по степенима од l, функција <p(z) има само један сингула
п 

ритет, и то z = 1. 
Непосредном применом тога резултата на функције 8(z) долази 

се до ове теореме: 

Kag 2og је у инШе2ралу (72) фуН!щија г (t) (uаква ga за јеgну og ин
Ше2ралних 2раница gобија вреgносШ О, а за gpyzy 2рающу вреgносШ 1, и 

каg, йореg Шоzа, функција A(t) сменом г (t) = e-z посШаје цела функ
г'(t) 

ција нулШо2 poga йроменљиве z, ogzoвapajyha функција е (z) uмahe у 

целој равни само јеgан син2уларий1еШ, и {йо вpegнociii z = 1. 
Тако нпр. трансцендента 

e(z) = J(l)z +J(2)z2 +Ј(З)z3 + ... , 
где Је 

·R1 ISШ og-
J(n) =Ј t t"dt 

о ~log~ 
има у целој равни само један сингуларитет, и то z = 1. 

Узмимо сад општији случај, кад функција г (t) добија за једну од 
интегралних граница вредност О, а за другу границу ма какву коначну 

и од нуле различну вредност k. Ако се стави да је 

г (t) = ku(t), kz = Ј, 
функција e(z) постаје 

81 (Ј)= L U(n)J", 

,, 
U(n) =Ј A(t)[иCt)]"clt. 

а 

Пошто сад функција u(t) за једну од интегралних граница добија 
вредност О, а за другу вредност 1, то се горњи резултати могу примени
ти и на овај случај тако да се долази до ове општије теореме: 

Kag 2og је у инШе2ралу J(n) функција r (t) Шаква ga за јеgну og ин-
Ше2ралних 2раница йociiiaje равна нули, а за gpyzy goбuja какву кона
чну и og нуле различну вреgносШ k, og'ioвapajyha функција е (z) н е 

. - - - -- 1 
може у целоЈ равни имаиш gpyzux синzуларишеша осим z = k и 

извесних реалних вреgносШи вehux og l. Ако, при том, функција ~(t) 
k /' (t) 
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сменом г(t) = z постаје холоморфна функција променљиве z за 1 zl < k, 

функција 8 (z) не .може и.маruи gpyzux син'iулариШеШа осим z = _!_ и 
k 

z = оо. А ако поменути количник сменом г(t) = е-= постаје цела функ
ција нултог рода, функција he 8 (z) и.маШи у целој равни само један 

- - - - 1 
cuнzyлapu~ueut, и Luo z = -. 

k 
Ове резултате наводим да би се видело са каквом се лакошhу, 

због нарочито подесног облика у коме се јављају сачиниоци редова 

8 (z), примељују општи резултати модерне теорије редова на функције 
о којима је овде реч. Као што се види, погодбе за примељивост тих ре

зултата везане су непосредно за особине функција A(t) и г(t), а ове се 
увек могу сматрати као дате. 

Навешhу још ga се Ши резул~uаШи йри.мењују и на случајеве каg 
функција г (t) за јеgну og инШеzралних 'iраница йоаuаје равна нули, а за 
gpy'iy бескрајна, као и онgа каg Ша функција йоаuаје бескрајна за обе 
июиеzралне 'iранице. 

Са таквом се истом лакошhу примељују на функције 8(z) и оп
шти резултати, до којих је у најновије време дошао Desaint28 тражеhи 
релације између сингуларитета функције a(t), где је a(n) општи сачи-
нилац каквога реда 

F(z) = I, a(n)z" 

и сингуларитета саме функције F(z), дефинисане таквим редом. Наве
шhу само ову теорему, као непосредну примену тих резултата. 

Нека је р полупречник круга конвергенције реда 

8 (z) = Ј(О) + J(l)z + J(2)z 2 + ... 

за који је раније показано како се одређује. Ако, каg йро.менљива t 

бескрајно расШе у ма коме йравцу са gесне cLupaнe осовине имагинар

них вреgносШи, функција J(t) има коначну и оgреЬену вреgносЩ ogzo
вapajyha функција 8 (z) може uмmuu само реалних син'iулариШеШа, и 
т-ыtхова се вреgнос1u налази измеЬу р ll оо. 

* 

Неједначине до којих смо дошли израчунавајуhи сачиниоце .!(п) 

редова, у које се могу развити функције 8 (z), дају могуhности да се до
ђе до података о вредностима променљиве z, које поништавају те 

28comptesгenclust.l32, !90l.p.!I02-1104. 
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функције; о вредностима, за које те функције достижу своје максимуме 

или минимуме, или за које оне добијају какву унапред дату вредност 

итд. 

Тако, у једној ранијој расправи29 ја сам доказао овај резултат. Не
ка Је дат ред 

. >-
где Је а 0 <::О и где сачиниоци а" могу бити реални или имагинарни, и не-
ка је г полупречник круга конвергенције тога реда. Сменимо сачинио

це а, сачиниоцима е0 ,е 1 ,е2 , ... , који би били такви даје 

(74) 

изберимо, поред тога, сачиниоце е, тако да буде могуhно изразити 

збир новога реда 

у коначном облику. Ако се променљивој z да ма каква реална вред
ност, која би се налазила између О и г, одговарајуhа вредност 

(75) 1-L = z~ Фе~z) 
представљаhе једну доњу границу модула вредности, које поништавају 
функцију ср (z). Осим тога, највеhа he вредност J.I, дата једначином (75) 

бити одређена на овај начин: ако је г = а она вредност променљиве z, 

за коју функција Ф ~z) достиже свој минимум, онда he бити 
z 

1-L = ,.~ ео ако Је за z = /' ~(~)<о 
(76) 

Ф(г) dz z2 

~ ~(~)>о. ако Је за z=г ~-t=a dz z2 

Mef)yiliuм, zii.aкo gефинисане вpegнociliu en gщue су нејеgначинама, 
које се оgносе на uнiliezpaлe J(n) и о којима је zоворено йриликом изра
чунавања ових uнiliezpaлa: вреgноаu en бuhe ма каква реална и йози

Шивна функL(ија йроменљиве n, равна квagpmuy раније наf)ених zорњих 
zраница за моgуо uюuezpaлa J(n) uлu веhа og овоz квagpailia. 

29 Прилоz теорији бескрајнцх реgова (Глас LXIII, Срп. краљ. акад., стр. 73-114). 
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Према томе, може се увек имати бескрајно много вредности е"; 
од њих треба у датоме случају изабрати оне за које је најлакше израчу

нати количину J.l. 
Претпоставимо нпр. да се лук интеграције своди на један ограни

чен или неограничен размак реалних вредности и да су функције A(t) и 
г(t), што одговарају проучаваној функцији е (z), реалне и холоморфне 
за вредности z између интегралних граница. Тада he, као што је раније 
показано, бити 

апс. вред. J(n) < А~У(2п), 

где је А позитивна константа, дата обрасцем 

А1 = f[л(t)] 1 
dt. 

L 

а У(п) функција променљиве n, дефинисана обрасцем 

Y(n) = f[г(t) ]" dt. 
L 

За вреgносш ел може се, gакле, узеши ма каква функција ro(n) 
йроменљиве п, која би била реална, йозийiивна и Шаква ga је за ~~еле и 
йозиШивне вpegнoauu n 

(77) 

а ga се, меЬуШим, збир pega 

(78) Ф (z) = w(O) + ro(l)z + ro(2)z 2 + ... 

може изразиluи у коначном облику; јеgна gоња zраница моgула вреgно

сШи z, које йоншиШавају функцију е (z), била би вpegнoCLu Jl, gаШа об
расцем (76), zge Ф (z) ~иреба сменшuи изразом (78). 

лика 

За трансценденте нпр. е (z), којима одговарају интеграли J(n) об-

~ 

Ј(п) =Ј A(t)e-"'dt 

о 

налази се на тај начин да су им модули вредности, које их поништавају, 
увек веhи од вредности а~З(l- а), где је а реалан и позитиван корен 
трансцендентнеЈедначине 

а+ 3(1- а) log(l- а)= О 

који се налази између граница О и 1. 
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Разноврсне неједначине, које смо раније извели за вредности ин
теграла Ј(п), довеле би до разних података о доњим границама модула 
вредности, које поништавају функције 8 (z). 

Применивши тако добијене резултате на функције 8 (z)- а, где је 
а каква дата вредност, имали би се подаци о вредностима променљиве 

z, за које проучавана функција 8(z) добија једну унапред дату вред
ност. А применом на изводе тих функција имали би се подаци о разма

цима променљиве z, у којима се функција 8 (z) мења у једноме истом 
смислу, непрестано растуhи или непрестано опадајуhи, о њеним макси

мумима и минимумима итд. 

Напослетку, применивши на функције 8 (z) резултате до којих је 
у последње време дошао Hadamaг<;l у теорији бескрајних редова, уре

ђених по степенима једне променљиве количине, имали би се подаци о 

максималном или минималном броју вредности, што поништавају дату 

функцију 8(z), у случају кад је то каква цела функција; о распореду 
таквих вредности у бројној равни итд. Лакоhа са којом се такви резул

тати примељују на функције 8 (z) долази од лакоhе са којом се налазе 
разноврсне неједначине, што се односе на интеграле J(n), а као што је 
познато у свима истраживањима Hadamю:d-a главну улогу играју нејед

начине, које се односе на сачиниоце редова, што се проучавају. 

Б) Функције 8(z) представљене юпегралима 

За извесна питања подесније је проучавати функције O(z) непо
средно на њиховом аналитичком изразу 

(79) O(z) =Ј A(t) dt 
1- zг(t) 

L 

него у облику редова, који их представљају. 
Пре свега, методе за приближно израчунавање бројних вредности 

одређених интеграла у великоме броју случајева доводе брже до резул
тата, но сумирање редова, у које се они могу развити. Израчунавање 

нпр. бројних вредности трансценденте 

= 11 

O(z) = L_z_ 
0 a+n 

за дате вредности z, веома је споро ако се врши помоhу тога реда, јер је 
ред веома споро конвергентан; оно је, напротив, врло брзо, ако се 

.врши на интегралу 
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1 

f 
ta-1 

e(z) = --dt 
1- zt 

о 

у облику кога се може представити функција е(z).зо 

НАУЧ.НЕ РАСПРАВЕ 

Осим тога, извесне особине функција е (z) лакше излазе на видик 
на одређеним интегралима, који те функције представљају, но на одго

варајуhим редовима. Примера ради навешhу неколико општијих резул

тата те врсте, који су готово очевидни кад се функције e(z) проучавају 
у облику интеграла. 

Нека је ,, 
Ј (n) = Ј A(t) [г(t) ]" dt 

(/ 

интеграл .Т(п), што одговара једној датој функцији e(z). Претпостави
мо да функције A(t) и г(t) имају у размаку између интегралних граница 
реалне вредности и да су непрестано истог знака (који се тада може 

сматрати као позитиван). Из обрасца 

,, 
е (z) = f A(t) clt, 

1- zг(t) 
а 

који представља функцију е (z) за вредности z у целој равни, непосред
но се види ga he функција е (z) за реалне и не'iаГйивне вреgносГйи z би

Ши йозшuивна и ga Lueжu нули каg z бескрајно расГйе било у йозшuив
но.м, било у неzаГйивном смислу; она he {йако uauo биLuи йозиГйивна и 

за све йозиШивне вpegнoauu z мање og _!__, 'ige М йреgсШавља највеhу 
м 

вpegнocLu коју .може и.маГйи функција r (t) у размаку измеЬу инйlе'iрал-

них 'iраница. 

Ставимо да је 

па he бити 
е с z) = и + i11 v, 

где Је 

30 В. нпр. Јапеt: Suг /а summatiun de cataines srгies реи com•eгgentes (Comptes Rendus 
t. 118, 1894. р. 239-241). 
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Пошто производ A(t) 1·(t) има позитивну вредност за све вредно

сти z у размаку између интегралних граница, вредност ће V увек бити 
различна од нуле. Да би, дакле, функција 8 (z) могла бити равна нули 
за какву вредност z = ~ + 11i, мора бити 11 = О, што показује да функ
~~ију 8 (z) не .моzу йонииаuаваШи никакве имагинарне вреgноаuи 

йро.менљиве z. А пошто интеграл И не може бити раван нули ако је 

~ < l_, то се изводи ga су вреgносШи, које йонишШавају функцију 8 (z), 
м 

- - h 1 
све реалне, иозииtивне и ве е og -. 

м 

Тако нпр. трансцендента 

= 11 

8(z)=I~ 
0 а +bn 

има ове особине: она је позитивна за све реалне вредности z, осим за 
вредности z > 1; та функција, кад z бескрајно расте било у позитивном, 
било у негативном смислу, тежи нули; једначина 8(z) =О нема ни има
гинарних ни реалних корена маљих од јединице; крива линија дефини

сана једначином у= 8(z) има праву z = 1 и апсцисну осовину за асим
тоте итд. 

Јасно је да је могућно доказати велики број резултата ове врсте за 

разнолике функције 8 (z), дефинисане интегралима проучаваног обли
ка, и да је област за истраживаља те врсте веома пространа. 

Додаћу још то да се извесни резултати до којих је дошао Le Roy, 
решавајући проблем аналитичког прошириваља функција дефиниса

них редовима, уређеним по степенима једне променљиве количине, 

веома лако примељују на функције 8(z) и свака од таквих примена 
доводи до позитивних резултата у погледу познаваља аналитичке при

роде тих функција и љихових особина. 

Као пример, за такве примене наводим овај случај: претпоста
вимо да је функција г(t) таква да за једну интегралну границу постаје 

равна нули, а да за другу границу добија какву коначну и од нуле ра-

зличну вредност k; претпоставимо, још поред тога, да функција ~(t) 
. г (t) 
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сменом г(t) = z постаје цела функција променљиве z. Раније је пока
зано да тада функција е (z) не може имати других сингуларитета осим 

1 
z = k и z = оо. Какве he аналитичке природе бити ти сингуларитети? 

Ако се стави да је 

функција е (z) постаје 

(80) 

где Је 

г(t) = ku(t) kz = ~' 

е, (z) = L U(n)~"' 

1 

U(n)= J<p(z)z"dz, 
о 

а <р (z) означује резултат који се добија кад се у функцији A(t) изврши 
г'(t) 

смена u(t) = z. 
За функције е,(~), дефинисане обрасцем (80), Le Roy31 је доказао 

да ако је функција <р (z) холоморфна у целој равни (а то he према учи
љеној претпоставци бити у случају, о коме је овде реч), таква функција 
е,(~) је мултиформна, са бескрајно много грана и таква да кад тачка ~ 
опише око тачке ~ = 1 какву затворену путању, вредност је функције 
увеhана или смаљена за 

2тri.!. <р(.!.) 
~ ~ . 

Према томе, и наше су функције е (z) мутuиформне функције 

йроменљиве z, са бескрајно мноzо zрана, и йериоgе Шакве јеgне функци
је, каg йроменљива z ойише какву заШворену йуШању око синzуларне 

Шачке z = .!. , биhе 
k 

2mтri ( 1 ) --<р-' 
kz kz 

zge је ш ма какав цео број; сuнzуларшuеШ z = .!. бuhe, gакле, лozapu
k 

Шамски кршuички синzуларшuеШ. 

То се потврђује нпр. простоме случају кад је 

31 Апn. de Ја Fac. des Scieпces de Toulouse 1900. р. 328. 
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Пошто је 

~ k"z" log (1- kz) 
e(z)=~-=- . 

0 n+ 1 kz 

1 

-
1
- =Ј z"clz, 

11 + 1 
о 
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то Је <р (z) = 1, што - према горњој теореми - значи да he периоде 

ф . е ( ) 1 2mrti ункциЈе z за сингуларну тачку z =-бити --,што се непосред-
k kz 

но потврђује на експлицитном изразу функције е (z). 
За општију трансценденту 

е (z) = ~ k" z"' -7' (n+ 1)1' 

где је р ма какав број са позитивним реалним делом, према познатом 
обрасцу 

1 1 
1( 1 )"-l -=--Ј log- z"- 1dz 

п" Г(р) z 
о 

биhе 

1 ( l)p-l 
<p(z)=-- log- , 

Г(р) z 

што - према горњој теореми - значи да he периоде функције е (z), за 
1 

сингуларну тачку z = -, бити 
k 

2mrti (1 k 1 )"-1 -- og '+ ogz , 
kz 

где т означава број обрта око те сингуларне тачке. 

* 
Као што се види из досадашњег излагања, веh према данашњем 

стању теорије редова и одређених интеграла могуhно је поставити 

опште методе за непосредно проучавање функција F(z). Изводеhи у . . . 
поЈединостима примене тих метода, Ја сам истакао на видик везе КОЈе 

постоје између главнога питања, које је предмет ове расправе, и изве

сних проблема из поменутих теорија, на којима се у последње време 

најживље ради. Сваки корак унапред, при решавању тих проблема, 

допринеhе непосредно упознавању простране класе функција, које су 

проучаване у овоме раду. 



ПРИМЕДБА О НУЛАМА ЦЕЛИХ 
ФУНКЦИЈА* 

Нека је F(z) цела функција коначног рода р. Означимо са М(г) 
максимум модула функције F(z) кад је модуо променљиве z једнак г, 
где Је ,. позитивна реална променљива. 

Зна се да, ма какав био реалан и позитиван број а, производ 

М(г)е-ш·r+l 

остаје мањи од извесног коначног броја N кад г расте од О до оо. 
Намеравам ga укажем како йознавање: 
1. јеgне 'iорње 'iранице броја N која og'ioвapa gаШој вреgноаuи за а; 
2. вреgноаuи коју узима F(z) за z = О; 

3. poga р функције F(z), 
goйyutШa ga се израчунавају gоње 2ранице моgула нула функције F(z) и, 
ойшLТtuје вреgносШи йроменљиве z за које F(z)yзuмa унайреg gmuy 
вреgноаu С. 

Најпре, неједнакост 

(1) 
,p+l 

М(г)е-ш < N 

повлачи, као што се зна, следеhе: ако се стави 

(2) 

добиhе се 

(3) 

где су с и р нумеричке константе са вредностима 

*Наслов ориrиflала Remaгque su1·/es u!гos desfoncrions enrieгes,. Bulletin de !а Societe 
mathematique de France, Paris, 1904, t. Х Х Х !Ј, рр. 1-3. 
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(4) с= _1 ~ = (асе)'". 
р+ 1' 
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С друге стране, према једном резултату који сам доказао у једном 

ранијем раду (Bulletin de !а Societi matblmatique cle Fmnce, t. XXIX, 1901, 
р. 303-312) важи: ако Л означава најмањи модуо нула реда (2) и ако се 
образује функција 

(5) 

биhе 

(б) 

за било коју вредност реалне и позитивне променљиве г. 

Неједнакост (б) остаје да важи очито ако се коефицијенти а 1 ,а 2 , 
а 3 , ... замене величинама дефинисаним другим чланом неједнакости 

(3), тако да се може узети 

(7) 1 1

2 
а N2 ~ 1. 211 

u(1·) = - 0 -+-" ill_L. 
,.2 /'2 L..,; п2нс ' 

1 

други члан у (б) даhе доњу границу за Л ма каква била реална и пози-

1 
тивна вредност 1·. И посебно стављајуhи г = ~ долази се до следеhег 

тврђења: 
Јеgна gоња zранича моgула нула функције F(z) gаШа је изразом 

(8) 
1 

zge К означава јеgну zорњ у zраницу за N, А је моgуо броја F(O); а и Ь су 
gве нумеричке консШанШе чије су вреgносШи 

1 

а = [(р + 1) е ]Р+! , ь=е(-2 ). 
р+1 

8(t) означава ШрансценденШну целу функцију 
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~ 

8(t) = I,п-"1 • 
1 

Константе а и Ь остају исте за све функције F(z) истог рода р и 
могу се лако израчунати једном заувек. Тако he се наhи: 

зар= О, 
а= е= 2, 7183; Ь = 8(2) = 1,0639; 

·зар= 1, 

а= 5е = 2,3316; Ь = 8(1) = 1,2913; 
зар= 2, 

а= V3e = 2,0128; ь =е(%)= 1,5383; ... 

Замењујуhи у (8) А са \ F(O)- С\. даје овај израз једну доњу 
границу модула вредности променљиве z за које F(z) узима дату вред
ност с. 



О ЈЕДНОЈ КЛАСИ ЦЕЛИХ РЕДОВА* 

Постоји бесконачо много редова 

(1) 

са позитивним реалним коефицијентима, таквих да су за било које k 
сви корени алгебарске једначине по z, добијене изједначавањем сану
лом збира првих k чланова реда (1), реални. Извесни Lаgнепе-ови ста
вови Suг les equations algehгiques (О алгебарским једначинама) 1 допу
штају да се из једног таквог реда изведе бесконачна много њих. 

Назовимо, скраhивања ради, реgом .Q (z) сваки ред (1) који задо
вољава претходне услове. Овде hемо указати на неке њихове особе

ности. Ако су ~~, ~ 2 , ... , ~~~ ознаке апсолутних вредности реципрочних 

вредности корена алгебарске једначине 

онда Је 

Ев_ = ~1~2 ... ~"' 
ао 

Е_!_ = ~1 + ~2 + ... + ~11. 
ао 

Количине ~; су све реалне и позитивне, па класичан став о геоме

тријској средини доводи до неједнакости 

.. rE: ~ .!. Е_!_' 
· ~ а0 n а0 

* Наслов оригинала Suг une classe de seгies entieгes, Comptes rendus, Paris, 1906, t. 
CXLIII, 4, рр. 208-210. 

1 Оеи1'геs, t. l, р. 33-36, 199-206. 
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одакле се закључује: коефицијенШ an свако2 pega .Q (z) највише је јеg
нак 

~(El__)" 
n" а0 

Према томе, сваки peg .Q(z) йреgсШавља целу функцију йромен
љиве z poga нула или јеgан. 

Претходна неједнакост чини видљивим да је за сваку реалну или 

имагинарну вредност променљиве z моgуо функције .Q (z) мањи og 

2ge је г = 1 z 1 и 2ge G (z) йреgсШавља ШрансценgенШну целу функцију 

= 11 

G(z) =~(п :l)"+l . 

Изражавање функције G(z) у облику 

1 1 

G(z) =Ј /logtdt 

о 

доводи тада до бројних резултата. Ево неколико најнепосреднијих од 

њих. 

Прво се добија неједнакост 

G(г)<е", 

која показује да израз 

gaje ШакоЬе јеgну 2орњ у 2раницу моgула функције .Q (z). 
Према једном познатом ставу2 коефицијенти реда I,.a 11 z" са по

зитивним коефицијентима који представљају целу функцију рода нула 

или јеgан мањи су од одговарајуhих коефицијената реда функције 

2 Borel, Le~·ons suгles jonctions entiei·es, р. 34-36. 
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Примеhујемо да су горње границе коефицијената а" и модула 
функције Q(z) које смо управо пронашли мање од оних које даје по
следљи став и, према томе, йрецизније од њих. 

Функција Q (z) неограничено расте за позитивно и неограничено 
растуhе вредности променљиве z. Дакле, примена класи'-ше Laplace-oвe 
формуле која се односи на вредности интеграла облика 

,, 
Ј u(t) [г(t) ]" clt, 
а 

за веома велико n доводи до асимптотске једнакости 

која спојена са претходним неједнакостима, показује да .ма који peg 
Q (z) расШе сйорије og функције 

zge су А и а консШанШе које и.мају вреgносШи 

А _ ~2roa0 
-а, ' 

еа 1 

Ј е дан раније доказани став З, спој ен са неједнакостима које прет
ходе, доводи до следеhих резултата: нуле .ма ко2 pega Q (z) су йо айсо
луШној вреgносШи веhе og 

2ge је С ну.меричка консШанШа 

1 
С = ft, --:= = О, 696 ... 

L,п-2" 
о 

и, на један општији начин, йроизвоg айсолуШних вреgносШи йрвих m 
нула pega Q (z) веhи је og 

З М. Petrovitch, Bull de la Soc. math. de France, t. XXIV. 1901, р. 303-312.- Е. Landau, 
Bull. de la Soc. math. de France, t. XXXIII, 1905, р. 251-261. 
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Закључује се, осим тога, лако да назначене неједнакости допу

штају многобројне примене скорашњих резултата о Тауlог-овим редо

вима на редове Q (z) о којима се овде ради. 



ТЕОРЕМА О ТЕЈЛОРОВИМ 
* 

РЕДОВИМА 

Реhи hемо да један ред 

(1) 

са реалним коефицијентима, конвергентан у читавој z-равни, има осо

бину (А) ако функција .f(z), као и сваки полином .t;Jz) образован од 
његових првих n + 1 чланова имају само реалне нуле. 

Намера нам је да истражујемо йоШребне u gовољне услове да би 
један дат ред (1) имао особину (А), ограничавајуhи се у овој ноти на 
случај йозиШивних коефиц:Ијената а11 , а случај у коме he бити негатив
них коефицијената намењен је једном следеhем Саопштењу. 

Искључујуhи случајеве а0 =О (који се може избеhи) и а 1 =О (у 
коме би полином .f2 имао имагинарне нуле), може се увек учинити да 

је а0 = 1, а 1 = 1. Означавајуhи са 

(2) rn (7) = 711 +zn-I +а 7n-2 + +а 't"ll - ..... 2.... о.. Ј/ 

трансформацију по l једначине .f11 (z) =О, могу полиноми <p 11 (Z) бити 
z 

дефинисани рекурентном релацијом 

(3) 

са <р 0 (х) = 1. Крива 

(4) у= <pn(z) 

ниЈе ништа друго до крива 

(5) 

* Наслов оригинала Tlu!oгi!me SUJ' les seгies de Тауlог, Comptes гendus, Paгis, 1908, t. 
CXLYI, б, рр. 272-274. 
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чија је Oz-oca померена паралелно самој себи за дужину а" према нега
тивниму. 

Конструишуhи постепено криве ( 4) полазеhи од веh констриуса
нихкривих 

(6) 

са <p 1(z) = z + 1, лако се уверавамо да: 1. ако крива (6) сече своју Oz-ocy у 
n -1 реалних тачака, онда је, да би крива ( 4) секла своју осу Oz у n реал
них тачака, потребно и довољно да помак -а" те осе не буде веhи од 

најмаљег помака ~~~ за који би је требало померити према негативним 

у да би додирнула криву (5); 2. ако је а 11 <~"'онда крива сече своју осу 
Oz у n различитих реалних тачака; З. ако је а 11 = ~~~, пресечне тачке су 
још увек све реалне, али се неке од њих поклапају. 

Дакле, ако се са 

(7) 

означи дискриминанта полинома (2), вредност ~~~ he бити најмаљи по
зитиван корен (чије је постојаље осигурана претходном конструкци

јом) алгебарске једначине по х, 

(8) 

која даје вредност х= а" за које полином <р 11 (х) има вишеструке нуле. 
Тако се долази, чисто интуитивно, до следеhе теореме: 

Да би јеgан peg са йозиШивни.м коефицијенШи.ма 

(9) 

илшо особину (А), йтТtребно је и gовољно ga коефицијенШ ап буgе .ма
њи или јеgнак og нај.мање'i йозиШивно'i корена јеgначине (8), и cuo за 
сваку вреgносШ n~ 2. Нуле полинома he бити, уосталом, све просте 
или he међу љима бити вишеструких према томе да ли је а 11 < ~~~ или 
пак а 11 = ~~~-

Између бесконачног броја свих редова (9) са особином (А) један 
заслужује посебну пажљу: zТto је peg 

(10) 

'ige сви коефсщијеюТtи goczТtuжy своју највеhу .мo'iyhy вреgносLТt. 
Коефицијент Л" (n=2,3, ... ) најмањи је позитиван корен алгебар

ске Једначине по х 

(11) 
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која увек има као корен х= О и бар један позитиван корен, како је 

указано претходном конструкцијом. Тако се налази 

А __ 1 
3 - 54' 

А - 1 
4 

- 2379,423 

а одговарајуhи полиноми ,f,,(z) су 

z2 1 
.f2 ( z) = 1 + z + 4 = 4 ( z + 2) 

2 
' 

f,(z)=1+z+~+ 23 
=-

1 
(z+6)2(z+l), 

- 4 54 54 2 
. z2 zз z4 

14 (z) = 1 + z +- + - + = 
. 4 54 2379,423 

= 1 (z + 19, 1172)2(z + 4,3225)(z + 1,5064). 
2379,423 

Ред (10) представља једну целу функцију променљиве z нултог 
рода чији је експоненцијални чинилац е-=. Она заслужује једно дубље 
истраживање и ја је йрейоручујем. йажњи аналисШа. Додаhу само да 
њен општи коефицијент А" задовољава неједнакост 

А < 1 
" n! ( Ј2 )11(11-I) 

која, на пример, показује да је њен модуо за z = ге8; мањи од Ф (1·Ј2), 
где Ф(z) означава трансцендентну целу функцију 

оо -СУ./12 

Ф(z) = L_e_z" 
о n! 

са а=_!_ log 2, као и да нуле ове функције, све реалне и мање од -1, 
2 

расту, по апсолутној вредности, са n брже од израза 

(n+ 1)( Ј2 )11
• 



ЈЕДНОСТАВАН ПОСТУПАК 

ПРИМЕНЕ РЕАЛНИХ ОДРЕЂЕНИХ 

ИНТЕГР АЛА НА АЛГЕБАРСКЕ И 
ТР АНСЦЕНДЕНТНЕ ЈЕДНА ЧИНЕ* 

I. - О ЈЕДНОМ ПРЕКИДНОМ РЕАЛНОМ ИНТЕГРАЛУ 

1. Нека је ср (t) реална функција за реално t, непрекидна у датом 
реалном интервалу (а, Ь) и таква да интеграл 

,, 
(1) g" =Ј cp(t)cosntclt 

а 

има смисла за сваку позитивну или нула, целу вредност n. 
Разматрам одређени интеграл 

,, 
(2) !(х)= Ј cp(t)log(1-2xcost+x2 )dt, 

а 

који he, због развитка 

(3) 
~ х" cosnt 

log(l- 2х cost + х 2 ) = -2 ,L; , 
l 11 

бити једна функција А( х) од х, дата за довољно мало 1 х 1 развитком 

(4) 

или пак интегралом 

* Наслов оригинала Ргосес/r! r!Њnentaiгe cl' application dcs intr!,r;гales cЩinics гr!elles mtx 
ецнаtiош af.r;Њгictнes er rгanscenclantes, Nouvel\es anna\es cle mathcmutiques, Paris, \908, 4о 
scгie, t. VIII, рр. 1-15. 



ЈЕДНОСТАВАН ПОСТУПАК ПРИМЕНЕ РЕАЛНИХ ОДРЕЂЕНИХ ИНТЕГРАЛА ... 

(5) 

са 

(б) 

.\ 

Л.(х)=-2fџ.(х) с/х 
х 

а 

= 

џ.(х) = I, 8"х". 

89 

Нека је R полупречник конвергенције редn (б) (чије се одређива
ље своди на одређиваље интеграла (1) за веома велико n). Тада, будући 
да је ред (3) униформно конвергентан по 1 х 1 ~ 1, важи: 

1. Ако је R ~ 1, интеграл /(х) he се подударити са функцијом Л.(х) 
за 1 х 1 < 1; с друге стране, идентитет 

log (1- 2х cos t + х 2 ) = 2log х+ log (1-l cos t + ~) 
х х 

показује да he се, за lxl > 1, I(x) подударити са функцијом 

(7) Q(x) = 2g0 logx+Л.(~). 

2. Ако је R < 1, /(х) се подудара са Л.( х) за 1 х 1 < R а са Q(x) за 

lxl>l. 
R 
Июuеzрал I(x) је, gакле, йрекиgна функција og х, која се йоклайа 

час са Л.( х), час са .Q (х), зависно og Шоzа ga ли се Шачка х налази у уну
ШртињосШи или у сйољаии-ьосiiiи извесног круzа или извесно2 кру

жно2 йраuена са ценШро.м у коорgинтuно.м йочеШку. 

2. Један посебно занимљив случај за оно што следи јавља се кад су 
функција <р (t) и границе а и Ь интеграла /(х) такве да је интеграл (1) 
буде стално нула чим цео број 11 премаши извесну вредност р, док је за 

11 ~р он одређен, коначан и различит од нуле. Казаhемо у овом случа

ју, краткоhе ради, да једна таква функција заgовољава услов [<р, а, Ь,р ]. 
Тако, <р = coпst. задовољава услов 

[<р, О, 2kn, О]. 

Функција 

<р= ( s~t Ј (k =позитиван цео број) 

задовољава услов [<р, О, оо, k -1]. 
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Функција 

<р __ (sint/1t)
2 

(11 = позитиван цео број) 

задовољава услов [<р, О, оо, 211 -1]. 
Свака непрекидна функција <р (t) са периодом 2n која се не анули

ра за t = О и чији развитак у тригонометријски ред не садржи косинусе 
задовољава услов [<р, О, 2n, О], итд. 

У свим овим случајевима се функција А(х) своди на полином р-тог 

степена по х 

(8) Л(х)=-2[g 1х+'~х2 + ... +'; х"} 

те је R =оо. Ако, посебно, функција <р задовољава услов [<р,а,Ь,О], онда 
је А(х) =О и отуда 

(9) I(x)={O заlх1~1, 
2g0 log х за 1 х 1 > 1. 

3. У случају кад су интеграционе границе О и 2п, а функција <р (t), 

непрекидна и са периодом 2n, таква да је 

~ ~ 

(10) <р (t) =Ао+ L А11 sinnt + L В11 cosnt, 
1 1 

биће 

(11) g0 = 2nA0 , g11 = 1tB11 , 

а одговарајућа функција Л(х) се може написати у облику 

(12) 

са 

(13) 

х 

Л(х) = -2пЈ Ф (х) clx 
х 

о 

~ 

Ф(х) = L"в"х". 

Тако ће, кад је <р (t) имагинарни део израза \jf (е 1;), где је \jf (z) хо
ломорфна функција за lzl < 1, биће А0 =О и В"= О и отуда 

,r;0 =О, А(х) =О. 
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Кад је <р (t) реални део од '1f(C1i), лако се налази да је 

.1" 

(14) ,~0 = 2n'1f(O), А(х) = -2nJ '1f(x):'1f(O) clx, 

о 

а полупречник R he бити мањи или једнак од 1. Стављајуhи, дакле, 

(15) ш(z)=--1 zf'(z), 
'~"' 2n · 

где је .f(z) једна холоморфна функција за 1 z 1 < 1, добија се 

,~0 =О, А(х) = .f'(x), 

што даје, на један сасвим једноставан начин, једно решење следеhег 
проблема: 

Ако је июuеzрал I(x) узейi у zрающама og О go 2n, ogpeguйiu 
функцију <р (t) која ogzoвapa gaйioj функцији Л(х), холоморфној за 
\х\< 1. 

Ово решеље састоји се у узимаљу за <р (t) реалног дела израза 

--
1
- zЛ'(z) за z = e1

i. Функција <р (t), одговарајуhа датој функцији !l (t), 
2n 

1 . 
биhе једнака реалном делу од -j..L(e1

'). 

n 
Приметимо такође да је интеграл I(x) једнак удвострученом 

интегралу истог облика, али узетом у границама од О до n. 

П.- РАЗЛИКА БРОЈА НУЛА И ПОЛОВА МЕРОМОРФНЕ 

ФУНКЦИЈЕ У УНУТР АШЊОСТИ ДАТОГ А КРУГ А 

Нека је .f(z) једна функција мероморфна у унутрашљости и на пе
риферији круга С полупречника г са центром у координатном почетку, 

реална за реално z и различита од нуле за z =О. Нека су а 1 ,а 2 , ... ,а" 

љене нуле, а ~~, ~ 2 , ... , ~m љени полови у унутрашљости круга С, прет

постављајуhи да се ниједна нула нити пол не налазе на С а рачунајуhи 

сваку нулу и сваки пол онолико пута колики им Је ред. 

У очима одређени интеграл 

,, 
(16) Н(г) =Ј <p(t)F(г,t)dt, 

а 

где F(г, t) означава реални део функције zf'(z) за z = ге 1i • 

.f(z) 
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Како се може написати 

f'(z) 
11 

1 
111 

1 
-· -= I--I-+x(z), 
.f(z) 1 z-a, 1 z-~k 

(17) 

где је функција X(z) холоморфна у С и на С, идентитети 

(19) 

а 

1 ( ге'i гe-ri ) 1 ---:- cos t 

2 ге'i -а+ гe-ri -а = 2а ' (а)2 
1--cost+ -,. ,. 

доводе до 

1 ak 1 ~k 
11 - - cos t Г/1 - - cos t 

(20) F(г,t)= L ,. 
2 
-I ,. 

2 
+\Џ"(г,t), 

1 1 2ak (ak) 1 1 2~k (~k) ---cost+ - --cost+ -,. ,. ,. ,. 

где \Џ"(г,t) означава реални део функције zx(z) за z = гeti. Према томе 
Је 

где В(х) представља одређени интеграл 

(22) 

,, 
B(x)=Jcp(t) 1-xcost clt, 

1- 2х cos t + х 2 

(/ 

и где Је 

,, 
(23) И(г) =Ј cp(t)\Џ"(г,t)clt. 

" 
Идентитет 

1- х cos 1 = 1- ~ .!{_ 1og (1- 2х cos t + х 2 ) 
1 - 2х cos t + х 2 2 clx 
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показује да he, остављајуhи по страни вредности 1 х 1 = 1, за сваку вред
ност х бити 

х cll 
В(х) = i~o --2-l . 

ех 

Отуда следи, према особинама интеграла !(х), да he за сваку 
вредност х унутар извесног круга С 1 бити (формуле (5) и (7)) 

В (х)= iio + !l(X), 

а да he за сваку вредност х ван извесног круга С2 бити 

В(х) = -11(~} 

где је !l(X) дато формулом (б); полупречниици R1 И R2 кругова С 1 и С2 
имаЈу вредности 

R1 = мања од вредности 1 и R, 
1 

R2 = веhа од вредности 1 и -, 
R 

где је R полупречник конвергенције реда (б). 
Изаберимо сада за <р (t) било коју функцију која задовољава услов 

[<р,а,Ь,О], па hемо имати 
ll(x)=O, R==, 

а како се кругови С 1 и С2 поклапају са С, биhе 

и отуда 

(24) 

B(x)=g0 за lxl<1, 
В(х)=О за lx1>1; 

~в( ~-k Ј= ng0 , 

~в(~~ Ј= mgo. 

С друге стране, како се функција x(z) може за 1 zl :::; г развити у 

ред 

биhе 

и отуда 

~ 

\jf с,., t) = 2 I. ь",.ll+l cos сп+ 1) t 
l 
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~ 

(25) И(г) = 2"" Ь а ,-n+l =О ,L..J n~..')n+l ' 
1 

тако да се интеграл Н(г) своди на вредност (n-m)g0 • 

Отуда овај резултат: 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

Разлика из.меЬу броја нула и броја йолова функције f(x) јеgнака је 
вреgносШи инШеzрала 

,, 
-
1 Ј~ (t)F(г, t) dt, 

gO а 

zде F(l', t) означава реалан geo израза zf'(z) за z = l'e ti, а ~ (t) је било кo
f(z) 

ја функција која заgовољава услов [~,а, Ь, О]. 

Тако, на пример, та разлика ће бити представљена интегралом 

_1 гsintF(г,t)dt, 
,fio о t 

где Је 

или ма којим интегралом облика 

21t 

-1 Ј ~(t)F(г,t)dt, 
gO а 

где је ~ (t) непрекидна функција са периодом 2тс, различита од нуле за 
t = О и са развојем у Foшiel'-OB ред без синуса; у овом случају ће бити 

g0 =n~ (0). 

Узимајући у последљем интегралу ~ (t) = 1, поново се налази фор-
мула 

21t 1t 

n-m=-1- JF(г,t) dt=lJF(г, t) dt. 
2n n 

о о 
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Ш. - ОДНОС ПРОИЗВОДА МОДУЛА НУЛА И ПОЛОВА 

Посматрајмо претходну функцију f(z) и пођимо од 

(26) f"(z) " ( z ) т ( z ) log-· - = Llog 1-- - Llog 1-- +~(z), 
ЛО) 1 ak 1 ~k 

где је функција Џz) холоморфна у унутрашљости круга С и на њему и 

има вредност нула за z = О. 
Образујмо интеграл 

,, 
(27) К(г) =Ј ~(t)M(г,t)dt, 

а 

(28) M(г,t)=logl/(z)l за z=l-e';. 

Идентитети 

(29) 

(30) 

доводе до 

(31) 

где Је 

(32) 

1 [ . . ] М(г, t) = l log Лге'') + log Ј(ге-'') , 

ге1' ге-" 2г г ( . ) ( . ) [ ( )21 log 1-~ + log 1-~ = log 1 - ~ cos t + а 

/1 [ ( )2] 1 2г г М(г,t) =- Llog 1--cost+ -
2 1 ak ak 

т [ ( )2] 1 21' г 
--Llog 1--cost+ ~ 

2 1 ~k 1-'k 

+ log ЈСО)+ \jf (г, t), 

~ 

\jf(г,t) = Iс11Г 11 cosnt, 
1 

а сп означава коефицијенте развитка 

~ 

~(z) = LC11 Z
11

, 

1 

који конверrира за 1 z 1 ~ г. 
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Зато lie интеграл К(!") имати вредност 

(33) 

1"( )1 111

() К(г) =-II _г --II _!_ 
2 1 ak 2 1 ~k 

" h + log .f(O) Ј ср (t) clt +Ј ср (t) \jf (1·, t) dt. 
а а 

Изаберимо сад за ср (t) било коју функцију која задовољава услов 
[ср, а, Ь, О Ј; обрасци (9) показују да је . 

(34) 

а како је, на основу (32), 

l! ~ 

(35) Ј cp(t)\jf(г,t)clt = Ic11 g11 1·" =О, 
а 1 

вредност К (г) се своди на 

(36) к (1·) = g0 log [.rсо)г"- 111 ~ 1 ~ 2 
· · · ~"' ]· 

а 1а 2 ... а" 

Изједначавање са К(1·) реалног дела другог члана у (36) доводи до 
следеhег резултата: 

Ма каква била функција cp(t) која заgовољава услов [ср,а,Ь,О], 
означавајуhи са М(г, t) ло'iариzТiам моgула функције f(z) gуж кру'iа йо

луйречника 1·, ogpebeнu uнiii.e'ipaл 

/Ј 

К(г) =Ј cp(t)M(г,t)dt 
а 

uмahe за вpegнoci:U 

(37) 

Такав је, на пример, случај са интегралом 

~ 

Ј si~ t М (г, t) dt, 
() 
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или са ма којим интегралом облика 

27! 

Ј q>(t)M(г,t)dt, 
о 

где је q> (t) непрекидна функција са периодом 27t којој одговара развитак 

q>(t) = А0 +А1 sint+A2 sin2t+ .... 

Узимајуhи у овом последљем случају 

~> = 1, А1 = А2 = А3 = ... =О, 

опет се налази теорема г. Jensena за случај у коме је f(z) реално кад је 
z реално. 

IV.- СИМЕТРИЧНЕ И АСИМЕТРИЧНЕ ФУНКЦИЈЕ НУЛА 

1. Нека је .f(z) полином по z степена n. Уочимо претходни инте-
грал 

h 

K(l') = f q>(t)M(r,t)dt. 
а 

Идентитети (29), (30) и 

(38) log f(z) = Llog(l-~) 
f(O) ak 

доводе непосредно до 

(39) 1 /1 ( ) K(r)=-Ll _Ј_ +g0 logf(O). 
2 I ak 

Дакле, према особинама интеграла /(х), ако су a 1,a2 , ... ,am нуле 
функције f(z) у унутрашљости круга С полупречника r, а am+J,am+2• 
... , а" љене нуле у љеговој спољашљости, биhе за k = 1, 2, ... , т 

(40) 

aзak=m+l, ... ,n 
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(41) 

тако даЈе 

где се збир L односи на унутрашље а збир L на спољашње нуле. 
(1) (2) 

Тако се gобија јеgна асимеШрична функција нула ai изражена йомоhу 
инШе2рала K(I"). 

Ако се за г узме једна доња граница у модула нула а;, збир L и 
(2) 

логаритамски члан у обрасцу ( 42) нестају и овај се своди на 

(43) К(у) = L л(lЈ + 8о log .f(O)' 
ak 

изражавајуhи Шако симеШричну функцију нула ai йомоhу K(I"). 

2. Симетричне и асиметричне функције нула а; могу се изразити 
и помоhу претходног интеграла 

,, 
Н(г) =Ј q>(t)F(r,t)dt. 

а 

Полазеhи од обрасца (21), који се овде своди на 

(44) 

и примеhујуhи да ако се претпостави да је полупречник конвергенције 

R одговарајуhег реда 

најмање једнак један, онда је 

В(х) = g0 + !l(x) за 1 xl < 1, 

В(х)=-!1(~) зalxl>l, 
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долази се до обрасца 

(45) Н(г) = ng0 + Lll(a_k)- Lll(-,. ), 
ОЈ ' (2) ak 

који изражава јеgну асимеLТtричну функцију нула а; йомоhу инLТtеzрала 
Н(г). 

Узимајући г= у, добиће се симеLТtрична функL~ија 

(46) 

pacйpocLТtp(ua на све а;, изражена йомоhу Н(г). 

Бирајући за <p(t) ма коју функцију која задовољава услов [<р,а, 

Ь,р], где је р позитиван цео број, биће функција j..l.(x) полином по х, 

збир Lll(_!__) распрострт на све ai, рачунаће се помоћу коефиције
аk 

ната функције .f(z) и добиће се симеLТtрична функција 

pacйpocLТtpLТta на а; у унуLТtрашњосLТtи круzа С, изражена помоћу H(r) 
и коефицијената функције .f(z). 

3. Могу се изразити симетричне и асиметричне функције нула ai 
и помоћу интеграла 

" (47) L(r) =Ј <р (t)Ф(г,t) dt, 
а 

где Ф(г,t) означава реалан део логаритамског извода функције f(z) 
дуж круга С; лако се налази да је 

са 

што доводи до формуле 

1 dl 
А(х) = -2 dx' 
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(48) 

која изражава јеgну аси.меШричну функцију нула ai йо.моhу L(r). Одав
де се извлачи и следеhи образац 

(49) 

који изражава јеgну си.меШричну функцију нула ai йо.моhу L(r), 
Узимајуhи за <p(t) ма какву функцију која задовољава услов 

[<р,а,Ь,О], вреgносШ инШе2рала 

(50) 1 
--L(r) 

go 

биhе збир рецийрочних вреgносШи нула ai које се налазе ван кру2а С; 
примењујуhи тврђење на полином 

z"t(~} 
вреgносШ og2oвapajyhe2 израза (50) биhе збир нула ai које су унуШар 
кру2а С. 

Приметимо такође, да бисмо завршили, да се веhина ових резул

тата примељује очито и на случај где је .f(z) трансцендентна цела 
функција нултог рода што води, између осталих последица, до разли

читих познатих или нових збирних образаца. 



ОЈЕДНОЈВАЖНОЈКЛАСИЦЕЛИХ 
* 

ФУНКЦИЈА 

1. Зваћемо йолино.м .Q(z) сваки полином по z са реалним коефи
цијентима који има ту особину да полином састављен од скупа било 

ког броја његових првих чланова има све нуле реалне. Ако је, дакле, 

(1) 

полином .0. (z), сви корени алгебарске једначине 

(2) 

су реални било какво да је n мање или једнако од р. 
Тражимо потребне и довољне услове да тако буде. Означимо са 

(3) ( ) 
11 11-1 + -о <р" z = a0 z + a1z + ... + a11 _ 1z а 11 -

трансформацију _!_ једначине .fr,(z) = ot. Полиноми <p 11 (z) могу бити де-
z 

финисани рекурентном релацијом 

(4) 

Крива 

(5) 

је исто што и крива 

<р 11 (z) = Z(/) 11 _ 1 (z) + an 
(/)o(z) =ао. 

У = <pn(z) 

* Наслов оригинала Suг une c/asse гетагqиаЬlе de seгies entie1·es, Atti de\ IV Congresso 
inteгnazionale dei Maternatici, Rorna, 1908, Sezione 1, vo\. 11, рр. 36-43. 

1 <p 11 (z}=z"f11 (~) кадје z'I'O, <р 11 (0)=а 11 (прим. прев.) 
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(б) у= z<p 11 _ 1(z) 

којој је z-oca помакнута паралено њој самој за дужину -а11 према нега
тивним или позитивним у зависно од тога да ли је а 11 позитивно или не
гативно. Конструишући корак по корак криве (5) полазећи од кривих 

(7) У = <рн-1 (z), 

лако се уверава да: 

1. Ако се оставе по страни криве 

при чему последља задовољава јединствен услов 

и ако крива (7) сече своју z-ocy у n-1 реалних тачака, да би крива (5) 
такође секла своју z-ocy у n реалних тачака, потребно је и довољно да 
помак а 11 те осе буде мањи илиједнакнајмањем помаку ~~~ за који је 
треба по мерити у смеру указано м знаком од - а11 да би додирнула кри
ву (6); 

2. Ако је по апсолутној вредности а 11 < ~"' крива (5) сече своју 
нову осу у n различитих реалних тачака; ако је а" = ~~~, ове тачке су 
ЈОШ реалне али се неке од њих могу поклапати; 

3. У случају да је помак - а 11 _ 1 имао своју највећу могућу вредност, 
помак -а" следеће криве могућ је само у једном смеру, позитивном 

или негативном зависно од тога да ли тачка додира криве (7) са њеном 
z-осом одговара једном минимуму или једном максимуму те криве; 

4. Ако z-oca која одговара кривој (7) додирује ту криву у више 
тачака, од којих су једне минимуми, а друге максимуми, никакав помак 

-а" није могућ. 
Ако је тако, означимо са L':l 11 (a 0 ,a1,a2 , ... ,а 11 ) дискриминанту пали

нама (3) и посматрајмо алгебарску једначину по х 

(8) 

чији реални корени дају величине помака -а" за које треба померити 

х-осу криве (7) да би она додирнула криву (5). 
Тако ће прве две једначине, одговарајуће за n = 3 и n = 4 и осло

бођене простог корена х = О заједничког свим овим једначинама, бити 

27абх + ( 4а~ -18а0а 1а 2 ) =О 
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Ако се са Л" означи најмањи позитиван корен једначине (8) а са 
f-1 11 најмањи (по апсолутној вредности) негативан корен исте једначине, 
очигледно је да је највеhи позитиван помак ~"једнак А11 а најмањи не
гативан помак ~"једнак f-1 11 • 

Тако се долази, на један веома интуитиван начин, до следеhе тео
реме: 

Да би йолином fP (z) био йолином .Q(z), йоШребно је и gовољно 
1. ga буgе 

а2 
а <-1_. 

2 4 ' 
ао 

2. ga сваки коефицијент an (2 <n~ р) буgе саgржан измеЬу gвеју 
ogzoвapajyhиx вреgносШи Лn и fln. 

У једном граничном случају две вредности Л" и f-1 11 могу имати 

заједничку вредност нула: у овом случају је вреgносШ an = О јеgина која 
заgовољава услове йроблема. 

Приметимо да у једном полиному .Q(z) не могу бити два узастоп
на коефицијента а; нула, нити може бити један коефицијент нула из

међу два коефицијента истог знака; сви коефицијенти су, уосталом, 

подвргнути услову 

(9) 

до кога се долази помоhу исказа да извод реда n- 2 полинома /,,(z) 
има две реалне нуле. 

2. Зауставимо се сада на посебно занимљивом случају у коме су 
сви коефицијенти а; позитивни. Претходна теорема узима тада следе

hи облик: 

Да би fP (z) био йолином Q(z), йоШребно је и gовољно ga коефи
цијент an буgе мањи или јеgнак og најмањеz йозиШивноz корена Лn ал
zебарске јеgначине (8), и Шо за све вреgносШи 2 ~n~ р. 

Пустимо сада р да расте бескрајно, а да је .~,(z) увек полином 

Q(z): fP (z) he имаШи као zраничну вреgносШ peg 

(10) 

конверzенШан у чиШавој равни йроменљиве z, имајуhи све своје нуле, 
којих је бесt<оначно на броју, реалне и неzтuивне, и йосеgујуhи, шШави-
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ше, Шу важну особину ga су сви корени ал'iебарске јеgначине, gобијене 
изјеgначавање.м са нулом било ко'i ње'iово'i gели.мично'i збира, реални и 
не'iаШивни. 

Довољно је, да би се то видело, показати да ред (10) конвергира за 
~ваку вредност z-a; то је доказано непосредно, на пример, помоћу не
Једнакости 

(11) а <ао (Е_!_)" 
11 1l . n а0 

којаје добија приметивши да ако се са ~ 1 ,~ 2 , ... ,~ 11 означе апсолутне 
вредности корена, свих негативних, алгебарске једна чине (3), онда је 

и отуда 

3. Неједнакост (11) показује истовремено да је род функције Q(z) 
мањи од 2. До једног прецизнијег резултата се долази употребом сле
деће Lageuпe-oвe теореме која се односи на једну широку класу целих 

функцијакојаобухвататакође овде посматране функције .Q(z). Нека је 

Ф"(z) = Ао+ A1z + A2z2 + ... 

цео полином степена n у коме су коефицијенти А; функције од n или не 

зависе од њега. Претпоставимо да, кад n бесконачна расте, Ф 11 (z) има 
за граничну вредност ред F(z) који конвергира за све вредности про
менљиве; претпоставимо сем тога да су за сваку вредност n корени 
једначине Ф11 (z) =О реални и истог знака; тада ће функција F(z) бити 
једнака производу једне целе функције нултог рода и једне експонен

цијалне функције облика eaz+t>, где су а и Ь константе2. 
Доказ теореме, такав какав је дао Lagueпe, битно претпоставља 

да су испуљена следећа два услова: 

1. кад n расте бескрајно, Ф 11 (z) конвергира целој функцији Ф(z); 
2. ако се нуле функције Ф11 (z), које су истог знака, уреде по вели

чини, збир њихових реципрочних вредности има коначну граничну . . 
вредност наЈвише Једнаку 

2 Lagueп·e, Oeu\lгes, t. Ј, р. 174. 
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1
. А, 

-а=- 1m- за n= оо. 
Ао 

Будуhи да су ови услови увек испуњени у случају функција Q(z), 
долази се до следеhе теореме: 

Свака функција Q.(z) је йроизвоg јеgне целе функције нулШо'i poga 
и јеgне ексйоненцијалне функције облика Ае"' 'ige консШатuе А и а 
имају вреgносШи 

А= а0 , а= El_ 
ао 

Исто тако је могуhе прецизирати помоhне неједнакости које задо

вољавају коефицијенти ai било ког реда Q.(z). Претходни услови 

(n -l)a~_ 1 - 2па"а"_ 2 >О 

воде до низа неЈеднакости 

а" n -l а"_ 1 --<----
а"_, 2n а"_ 2 

које, помножене члан по члан, доводе до 

и према томе до 

(12) а"< ( )

11 
а0 а 1 
11(11-I) а ' 

'2 2 о n. 

тако да се може исказати следеhе тврђење: 

КоефицијенШ an свакоzреgа Q.(z) заgовољава нејеgнакосШ 

(13) 

са 

1 
а= -log2, 

2 
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Позната неједнакост 

(n+ 1)11 
е" > --'------'-

n! 

допушта да се неједнакости (13) да и следеhи облик 

(14) 

са 

aoylle-all2 
а 11 < ---"-:____ __ 

(п+ 1) 11 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

Неједнакост (13) чини видљивим, на пример, да је за сваку вред· 
ност z = геЧ'i модуо било ког реда Q(z) мањи од вредности а08 (~1·), где 
8 (z) означава трансцендентну целу функцију 

(15) 
оо -an2 

8(z) = L,-e-z11
• 

о n! 

Неједнакост (14) чини видљивим, с једне друге стране, да су нуле 

сваког реда Q(z) све веhе по апсолутној вредности од ~'и да расту са 
al 

11 

n брже од 2 2 n . 
Могу се добити друга својства редова Q(z) упоређујуhи их са дру

гим одређеним редовима који се лакше проучавају и чији су чланови 

изнад другог члана у неједнакости (13). Такви he, између осталих, бити 
цели редови облика 

као и Besel-oвa функција 

L
~ z" 
-- итд. 

о (n! )2 

4. Лако је стварно направити неограничен број редова Q(z). La
gueпeЗ је показао како се могу образовати неограничени низови бро

Јева 

З Oell1'Гes, t. Ј, р. 33-36; р. 199-206 etc. 
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којИ: поседују ту важну особину да сваки пут кад су сви корени алгебар
скеЈедначине 

реални, такви су и сви корени једна чине 

Такви бројеви ffi 11 су, између осталих, следеhе функције од n: 
1. Било који полиноми Р(п) који имају само реалне и негативне 

нуле; 

2. Било које целе функције G(n) од n, рода нула или један, које 
имаЈу само реалне и негативне нуле; 

3. Функције облика e-an
2 

, где је а било који реалан и позитиван 
број; 

4. Производ било ког броја функција 1°, 2°, зо; 
5. Функције облика 

где су Л 1 (п) и Л2 (п) било које две међу функцијама 1°, 2°, 3°. 
Одавде следи да се од једног познатог реда 

O(z) = а 0 +a1z+a 2z2 + ... 

може направити бесконачна много њих облика 

.Q (z) = aoffio + ai(J)IZ + a2ffi2z2 + ... 

где су ffi 0 ,ffi 1,ffi 2 ... претходно наведене функције од n. 
Стварне примере редова Q (z) дају извесне трансцендентне целе 

функције које је проучавао г. G. Н. Haidy4, који је дошао, на пример, до 
следеhег резултата: 

Ако је Ь(х) функција од х, позитивна и растуhа за све вредности 

х, и ако Је 

ь( х+~)~ ЗЪ( х), 

4 Оп t!J.e zeгoes ој' а class ој' integгal.fimctions (The Messengei of Mathematics, Nov. 1904 
рр. 97-101) 
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Ь(п) = Ь", 

сви корени целе функције 

= 

""'а z" L..J IJ 

о 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

су реални и негативни; штавише, исто важи и за полином 

за све вредности т. 

Тако he бити, на пример, ако је 

као и ако је 

1 

у последљем случају услов 

. . 

1 q-:;.-
3 

ниЈе задовољен за мале вредности х, али Је лако допунити доказ. 

5. Може се, не умањујуhи општост, сваки ред о коме је овде реч 
написати у облику 

(16) 

Између неограниченог броја свих редова Q(z) записаних у овом 
облику један заслужује сасвим посебну пажњу: Шо је peg (16) са ну.ме
рички.м коефицијенШи.ма 

(17) 

2ge сви коефицијенШи bk gосШижу своју највеhу .мo2ylty вреgноаu. 
Коефицијент Ak овога реда је најмањи позитиван корен алгебар

ске Једна чине по х 

(18) 
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која увек има позитивне корене, као што је утврђено претходним гео
метријским разматраљима. Једначине које, на пример, дају Л2 ,Л3 ,Л 4 су 

одакле Је 

одакле Је 

одакле Је 

1 
л--· 3 - 54' 

~ 2 = 4х -1 =О 

~1 = 27 х 2 
- ~ = О . 2 

л - 1 
4 - 2379,423 итд. 

Са овим граничним вредностима bk полиноми .Q(z) се пишу у об-
лику 

z2 1 = 1 + z +- = - (z + 2)2 

4 4 

= 1 + z + i__ + _i_ = l_(z +6)2 (z +l) 
4 54 54 2 

z2 zз z4 
=1+z+-+-+ = 

4 54 2379' 423 

= 1 (z+19,1172)2 (z+4,3225)(z+1,5064). 
2379,423 

Ред (17) представља, према претходном, трансцендентну целу 
функцију нултог рода са експоненцијалним чиниоцем e-z, која има 
бесконачна много нула, све су реалне, негативне, веhе по апсолутној 

вредности од 1 и расту са n брже од израза п( Ј2 )". Њен моду о за 
z = ге'f'; је мањи од 8(ге-Ј2), где 8(z) означава трансцендентну целу 
функцију (15). Овај гранични ред .Q(z) заслужује једно продубљеније 
изучавање и ја допуштам себи да на њега скренем пажњу аналиста. 



ЈЕДНА СПЕЦИЈАЛНА 
ТРАНСЦЕНДЕНТА И ЊЕНА УЛОГА 
У МАТЕМАТИЧКОЈ АНАЛИЗИ* 

УВОД 

. Трансцендента дефинисана бескрајним редом 

z2 zз z4 
8(z) = l+z+-+-+-+ ... 

4 27 256 

у коме коефицијенат а" општега члана a11 z" има за вредност 

1 
а=
л n" 

заслужује пажње и сама по себи, бар по прастати закона формације 

љених коефицијената: она је једна од оних трансцендената, холомор

фних у целој равни променљиве z, којима одговарају најпростији могу
hни закони формације коефицијената а11 • 

Али она заслужује пажље и по улози коју може имати у много

бројним општијим питаљима математичке анализе и која he бити, бар 
у колико је то за сад могуhно, истакнута у току ове расправе. 

Стога сам држао да би било од несумљивог интереса проучити 

ову досад неиспитану трансценденту у љеним поЈединостима, а наро

чито онима које су најпотребније за прво оријентисаље о љеним особи

нама и за примене у оним питаљима при ЧИЈеМ се решаваљу наилази на 

ову функцију или љене комбинације. 
У овој he расправи бити саопштени први резултати таквог проу

чаваља. 

* Српска краљевска академија, Глас књ. LXXVII, Први разред, књ. 31, Београд, 
1909, стр. 1-44. 
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1. РАЗНИ АНАЛИТИЧКИ ИЗРАЗИ ЗА ФУНКЦИЈУ е И ЊЕНЕ 
ИЗВОДЕ 

Осим аналитичког израза 

(1) 
~ 11 

e(z)=L~ 
о n" 

у облику кога се може написати функција e(z), постоји и других обли
ка у којима се е (z) може изразити као функција променљиве z. За 
проучавање појединости ове функције нарочито су угодни њени анали

тички изрази у облику одређених интеграла. 

Ако се са д(z) означи трансцендента дефинисана редом 

(2) 

између е (z) и д(z) постоји проста релација 

(3) e(z)=l+zд(z). 

Међутим, из познатог интегралног обрасца 

где Је 

добија се да је 

и према томе 

(4) 

ИЛИ ЈОШ 

l 1 

fu"dt = --1
-
1
-·

(n+ 1)"+1 ' 
о 

1 
и= tlog-, 

t 

l 

--=--------:- = -- dt z" Ј (zu)" 
(n+l)"+1 n! 

о 

l 

д(z) = f Г21 dt 
о 

Шако ga се ШрансценgенШа е (z) за z у целој равни Ше йро.менљиве .мо
же изразиШи у облику оgређеноz инillezpaлa 
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(5) 
1 

e(z)= J(l+zezи)dt. 
о 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

Овај се интеграл може сменути и другим, у коме he интегралне 
границе бити О и оо: узевши 

обрасци се ( 4) и (5) претварају у ове 

(б) 

(7) 

где Је 

~ 

L'l(z) =Ј e-xeZI'dx 
о 

~ 

H(z) =Ј (l+ze-xez'')dx, 
о 

v = хе-х. 

Помоhу ових образаца лако је изразити и ма који извод функције 
е ( z) у облику одређеног интеграла. Пошто ј е из обрасца ( 4) уопште 

(8) 

а из обрасца (3) 

(9) 

то he бити 

(10) 

1 

L'l(k)(z) =Ј ukezv dt' 
о 

е'= Ll + z<'l' 
е" = 2<'1' + z<'l" 
em = 3<'1" + Zll 111 

1 

е'= Ј о+ zи)e1"dt 
() 

1 

е"= Ј u(2+zu)e1"dt 
о 

1 

em =Ј u2 (3+zu)e"'dt, 
о 
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тако да уопште k-ти извод функције е има за израз 

(11) 
1 

e<k) = f uk-l(k + zu)ezudt. 
о 

Горњом сменом лако је претворити овај интеграл у други чије he 
границе бити О и оо. 

Редови, пак, што одговарају k-тим изводима функција д и е јесу 

(12) 

(13) 

где Је уопште 

(14) 

(15) 

-
e<kJ = ""' А z" L..J fl 

о 

-
д<k) = ""' В z" L..J /1 ' 

о 

А = (n+k)! 
" n!(n+k)"+k 

В = (n+k)! 
" n!(n+k+l)"+k+I · 

П. ГОРЊЕ И ДОЊЕ ГРАНИЦЕ ФУНКЦИЈА дИ е 

Из облика редова који их дефинишу очевидно је да су обе функ
ције Ll и е холоморфне у целој равни променљиве z и да су то према не
Једначинама 

целе функције чији је pog (genre) нижи og 2.1 
Пошто функција 

. 1 1 
и= t og-

t 

1 Било би од интереса одредити тачно род ових трансцендената, што би се 
учинило нпр. дубљим проучавањем њихових нула или начина на који се понашају 
њихови лоrаритамски изводи кад 1 z 1 бескрајно расте. 
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за време док t расте од О до 1 и сама почиље расти од О, достиже свој 
максимум чија је вредност 

(16) 1 
м=-= 0,36788, 

е 

па затим опада до О, очевидно је да је 

1 1 г 

Ј е:" dt < Jl емz 1 dt = е~, 
о о 

где је 1· модуо променљиве z. Отуда према обрасцима (3) и ( 4) овај ре
зултат: 

За сваку било реалну, било и.ма'iинарну вреgносШ z .моgуо функL!и
је L1 увек је .мањи og .моgула функције 

е" ' 

а .моgуо функције е увек је .мањи og .моgула функције 

-
1 + ze". 

Пошто је пак 

1 1 

Ј L/eи'dt < 1 ем: IJ ukdt 
о о 

образац (8) показује ga је за сваку, реалну или и.ма'iинарну вреgноаu z 
.моgуо k-Шo'i извоgа функције д .мањи og .моgула функције 

k! е-; 
(k+1/+1 

' 

а последљи образац (9), према коме је 

1 е иЈ 1 < k 1 дU-IJ 1 + 1 zl1щ 1, 

показује ga је за сваку, реалну или и.ма'iинарну вреgносШ z моgуо k-Шo'i 
извоgа функције е .мањи og оg2оварајуће2 моgула функције 

J.;I -+ . - е" 
[ 

1 7 Ј -=-· е Ck+I)k+l · 
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А пошто је у исто време 

l l 

Ј uke"'dt <Mk Ј e'"clt 
о о 

(г = 1 z 1), то се изводи ga he ШакоЬе за све вpegнocLYiu z моgуо k-iuoza 
извоgа функције Ь. биШи мањи og вpegнocLYiu 

а моgуо k-LYioza извоgа функције е мт-ыt og вреgносШи 

. е (г) -1 
(ke+г)e-k , 

г 

У случају кад су вредности z реалне и позитивне, поред горњих 
неједначина важиће још и ове: пошто је 

l 

Ь.(z +а)= Ј e="ea"dt 
о 

l 

ь.(k) с z + а) = Ј uk ezu е а" dt, 

о 

то се с обзиром на неједначине (8) лако увиђа ga је за реалне и йози

Шивне вpegнocLYiu z и а 

а 

(17) Ь.(z+а) < е"Ь.(z) 

а 

(18) ь_U)(z+a) < e-;:ь_Ck)(z), 

а Шако иcLYio и 

-

(19) Ь.(z +а)< е е Ь.(а) 

(20) 

У исто време из неједначина (18) и (19), а према једноме од гор
њих резултата, за модуо извода ь_Ck)(z) изводе се неједначине 

(21) 
':!:__k 

ь_Ck)(z+a)<e" Ь.(z) 
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(22) 
E__k 

t:,Ck)(z +а)< е е д(а). 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

Из неједначина, пак, (17) и (19) и обрасца (3) добијају се и одгова
рајуhе неједначине за функцију е 

(23) 

(24) 

~ e(z)-1 
е (z +а) < 1 +е е (z +а)~-"----=

z 

Е- е(а)-1 
e(z+a)<1+e.'(z+a) , 

а 

а из (9), (18), (20), (21), (22) добијају се лако и разноврсне неједначине 
за изводе функције е (z). 

Тако нађене неједначине одређују 2орње 2ранице при варијација
ма функција f::. и е и њихових извода. Позната неједначина 

(n+ 1)" 
е" > .о.._____с__ 

n! 
из које је 

1 > е-" 

(n+ 1)"+1 (п+ 1)! 

доводи до једне gоње 2ранице при овим варијацијама: за све реалне и 

йозиШивне вреgносШи z бuhe 

(25) 

(26) 

z 
е -

f::.(z) >-(е" -1) 
z 

z 

e(z) > 1+е(е" -1). 

За реалне а негативне вредности z имали бисмо ове неједначине: 
пошто је за све такве вредности 

то he бити и 

(27) 

z 

ezu > ее' 

z 

f::.(z) >е" 
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а тако исто и 

z 

(28) e(z)>l+zec 

e<k\z) > k![-1 + z ]е~ 
е Ck + l)k+l 

тако да је нпр. 

Навешhу још и овај начин одредбе граница, који gaje у јеgно исйlо 
вре.ме и gоњу и 'iорњу 'iраницу функција/}. и е каg z и.ма реалне и йози
Шивне вреgносйlи. 

Из познате двогубе неједначине 

(29) 

која вреди за све целе вредности n веhе од n = 5, налази се да је за такве 
вредности n 

(30) 

Означивши са R11 остатак реда е (z), тако да је 

(31) е ( z) = Р" ( z) + R", 

где је P"(z) полином п-тог степена 

(32) 
z2 zn 

P"(z)=l+z+-2 + ... +-
2 n" 

биhе 
~ k 

R" = L ;-. 
n+l k 

Према неједначини (30) биhе за n > 5 

(33) 
~ (~)k < R < ~ (f)k. 
k.. k' 11 k.. k' 
n+l · 11+! ' 
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Међутим, суме што фигуришу у првом и треhем члану неједначи

не (33) нису ништа друго до остаци редова 

(34) 
i (~)k 
о k! 

= ее 

(35) 

Применом познатог правила да остатак једнога реда .f(z) има за 
вредност 

n+i 
z f(n+IJ(coz) 

(n+l)!' ' 

где Је 

O<co<l 

налази се да he остатак реда (34) бити 

(36) (n+ 1)! e2(n+IJ ' 

а остатак реда (35) 

(37) (n+ 1)! 22сп+IЈ ' 

где су со 1 и со 2 два реална броја чије вредности леже између О и 1. 
Из тога се изводи овај резултат: 

За све реалне и йозиШивне вреgносШи z биhе 

(38) 8(z) = P"(z) + R11 , 

'ige је Pn йолином n-Шo'i сШейена, gaLu 'iорњим обрасцем, и 'ige Rn за 
n 2: 5 заgовољава gво'iубу нејеgначину 

(39) 

Узевши n= 5 биhе, дакле, 
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где he ако се краткоће ради стави да је 

бити 

1 
А, = --

12 
= 0,000000008534 

б!е 

1 
А2 =б! 

2
,2 = 0,000000339084, 

WJZ W]Z 

A1z
6e-;:- < R5 < A2z6e 2. 

А пошто ј е за реалне и позитивне вредности z 

W]Z W2Z 

1:::::е", е 2 :::::е 2 , 

то се напослетку добија 

' 
A1z

6 < R5 < A2z6e2, 

а помоћу обрасца 

6.(z) = 8(z)-1 
z 

лако се тада налази и одговарајући остатак реда д(z). 

Ш. ПОНАШАЊЕ ФУНКЦИЈА дИ 8 ПРЕМА ТА ЧКАМА У 
БЕСКРАЈНОСТИ 

Из основних образаца 
1 

мz) =Ј ezudt 
о 

8(z) = 1 + zд(z), 

пошто функција и остаје непрестано позитивна за О< t < 1, очевидно је 
да: 

1. кад z бескрајно расте у ма коме правцу са десне стране осовине 
имагинарних вредности, модули функција ди 8 бескрајно расту; 

2. кад z бескрајно расте у ма коме правцу са леве стране осовине 
имагинарних вредности, модуо функције д тежи нули, а модуо функци

је 8 тежи граници 1. 
Према томе, кад z бескрајно расте у правцу позитивне или нега

тивне осовине реалних вредности, функције he д и 8 бескрајно расти у 



120 НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

позитивном правцу, или he ~ тежити нули, а е граници 1, према правцу 
у коме само z расте. 

У овоме другоме случају (кад z расте у негативном правцу) асим
тотна је вредност за функцију ~ нула, а за функцију е јединица. Остаје 

нам још да потражимо њихове асимтотне вредности за први случај 

(кад z расте у позитивном правцу). 
Проблем се може решити применом познате Laplace-oвe теореме 

која гласи: кад су у једноме интегралу облика 

h 

Ј(к) =Ј f(t)[<p(t)Г dt 
а 

функције f(t) и <р (t) непрекидне, реалне и позитивне за вредности t 
између такође реалних интегралних граница а и Ь, онда ако функција 

<р (t) за једну вредност t =А, што се налази између а и Ь, има један мак
симум, за велике позитивне вредности к биhе 

[<р(А)г 
Ј(к) =А -{; (1 +Е), 

где је А константа чија је вредн.ост 

А = /(А) -2n <р (А) 
<р"(А) 

(која је увек реална пошто је за t =А функција <р позитивна, а извод 
<р" негативан) а Е означује извесну функцију променљиве к која тежи 
нули кад х бескрајно расте у позитивном правцу. 

Применимо теорему најпре на функцију д(z). У томе је случају 

према чему Је 

f(t) = 1 

А=.!. 
е 

1 

<р(А) =е" 

t1og! 
<p(t)=e t 

к=z 

1+_!_ 
<р"(А) = -е е 

А=?.· 
Отуда овај резултат: за довољно велике позитивне вредности z 

функција д(z) имаhе за израз 
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z 

(40) [21t е" 
~(z) = {--;- .[; (1 +Е), 

где Е тежи нули кад z бескрајно расте у позитивном правцу. Према то
ме: аси.мЛiоШна вреgносШ функције ~(z) за бескрајно велике йозшuи
вне вреgносШи z йреgсШављена је изразом 

(41) 

Стална релација која постоји између функција~ и е тада показује 
да ће за велике позитивне вредности z функција е имати за израз 

(42) 
{2m~ 

е (z) =~----;-е" (l +Е) 

и да је, према томе, асимШоШна вреgносШ функције е (z) за бескрајно 
велике йозиШивне вреgносШи z йреgсШављена изразом 

(43) 

Уочимо сад изводе функција ~и е. Из образаца 

1 

~(k)(z) =Ј ukezudt 

о 

e<k) ( z )=k~(k-l) +z~(k) 

очевидно Је да: 

1. кад z бескрајно расте у ма коме правцу са десне стране осовине 
имагинарних вредности, модули ових извода бескрајно расту; 

2. кад z бескрајно расте у ма коме правцу са леве стране осовине 
имагинарних вредности, модули тих функција теже нули; 

З. кад z бескрајно расте у правцу позитивне или негативне осовине 
реалних вредности, ови ће Изводи или бескрајно расти у позитивном 

правцу, или тежити нули, према правцу у коме само z расте. У овоме 
последњем случају асимтотна је вредност тих извода равна нули; остаје 
још да се помоћу горње Laplace-oвe теореме нађе та асимтотна вред

ност за случај кад z бескрајно расте у позитивном правцу. 

Пошто је у томе случају 
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.f(t) = (t log ~Ј 
Л=.!_ 

е 
1 

<р(Л) = ее 
то he бити 

t logl 
<p(t)=e t 

K=z 

1+_!_ 
<р" (Л) = -е е 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

и према томе: кад z бескрајно расте у позитивном правцу, извод he t:..<k) 
имати за израз 

(44) 

z 

t:..<k)(z) = ~ е-;; (1 +Е) 
k+- {; 

е 2 

тако ga he acu.мiiioiiiнa вpegнociii Luoza извоgа бuiiiu 

(45) 

Да бисмо одредили асимтотне вредности функције 8, приметимо 
да се из обрасца 

и горњих образаца за изводе функције f:.. добија да је за велике позити
вне вредности z 

или пошто се израз 

у загради може занемарити 

(46) 

одакле се изводи да acuмiiioiiiнa вpegнociii k-iiioz извоgа функције 8 (z) 
има за израз 
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(47) -J2тrz ~ 
--,-е. 

k+
e 2 

IV. О НУЛАМА ФУНКЦИЈА Ь. И 8 

Пре свега доказаhемо ga свака og функција Ь. и 8 има бескрајно 
мноzо нула. То је лако доказати помоhу једне познате Hadamal"d-oвe 
теореме2 из теорије целих функција, којој се може дати овај облик: 

Ако се за једну функцију облика 

(48) P(z)eG(z), 

где је P(z) или какав полином по z или каква константа, а G(z) каква 
цела функција променљиве z, нађе да јој коефицијенат С11 реда 

што јој одговара, брже опада са бескрајним растењем ранга n но израз 

где је а какав позитиван број, тиме је у исто време доказано и то да је 

функција G(z) полином по z. 
Претпоставимо, дакле, да функција 8(z) нема ниједну нулу, или 

да има ограничен број нула. Тада увек постоји известан полином P(z) 
такав да количник 

8 (z) 

P(z) 

представља једну целу функцију променљиве z која не постаје равна 
нули ни за коју коначну вредност z и која се према томе може написати 
у облику 

8(z) = eG(z) 

P(z) ' 

2 Hadamard: Etude sш· les pгopl"ietes des.f"onctions entieгes etc. (Journal de math. pures et 
appliquees 1893). 
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где је G(z) цела функција променљиве z. Тада би се, дакле, сама функ
ција e(z) могла написати у облику 

е (z)=P(z) eG(z), 

а пошто за коефицијенат 

С=_!_ 
" n" 

функције е (z) важи неједначина 

1 
С"<-, 

n! 

горња Hadamard-oвa теорема довела би до тога резултата да је G(z) по
лином по z, што очевидно не може бити и чиме је доказано горње 
тврlјење о бескрај ности броја нула функције е (z). Неједначина, пак, 

1 < _!_ 
(n+1) 11+1 n! 

тада на исти начин показује да и функција д(z) има бескрајно много 

нула. А пошто интегрални елеменат 

ezudt 

у одређеном интегралу, којим је изражена функција д, остаје за 

О< t < 1 позитиван за све реалне било позитивне, било негативне вред
ности z, очевидно је да функција дне .може и.майlи нијеgну реалну нулу. 

Али се може ићи још даље: може се доказатИ ga се нијеgна og Ших 
бескрајно .мно'iих нула функције не налази у оној обласйlи у равни йро

.менљиве z = х+ yi шйlо се налази из.ме!:Ју gвеју йравих 

у = -1te, у = 1te. 

Јер из обрасца 

1 1 

д(х + yi) = Ј ещ cos uy dt + i Ј ехи sin uy dt 
о о 

види се да ће вредност z =х+ yi само онда бити нула функције д(z) 
ако је у једно исто време 

(49) 

(50) 

1 

Ј exu cosuy dt =о 
о 

1 

Ј ехи sinuy dt =О. 
() 
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Међутим, услов ( 49) немогуhно је задовољити ако је 

(51) -n< uy < 7t 

пошто је тада интегрални елеменат непрестано позитиван. У слов, пак, 
(51) биhе очевидно задовољен ако је 

-n< Му< n, 

где М означује највеhу вредност функције и у границама интеграције, а 
пошто Је 

м _Ј_ - ' 
е 

то се види да he услов (51) бити задовољен ако је 

-1te <у< 1te 

чиме је доказано горње тврђење. 

Приметимо, напослетку, да је могуhно оријентисати се унеколико 

и о закону по коме расту модули ових бескрајно многих нула са расте

љем њиховога ранга. За експоненцијалну функцију нпр. 

ЧИЈе су нуле 

а"= 2nni, 

модуо п-те нуле расте истом брзином којом и сам њен ранг n. За функ
цију L1 лако је доказати да моgуо њене n-Ше нуле не расйlе сйорије og 
само'iа ран'iа n. То излази непосредно из познате теореме Hadamard-a 
према којој ако коефицијенат с" једне целе функције 

при бескрајном растењу ранга n, опада брже од каквога израза 

нула п-тога ранга такве функције има свој модуо веhи од вредности 

(1-E)<p(n), 

где Е тежи нули кад n бескрајно расте. Пошто коефицијенат 

функције !!!. опада брже него израз 
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за модуо њене п-те нуле а" важиhе неједначина 

1 а" 1 > (1 +Е) (n+ 1) 

која показује да 1 а" 1 одиста не опада спорије од n. 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

Из свега се овога види да функција ~(z) има бескрајно много нула 

које су све имагинарне и налазе се у сйољној обласШи йравих у = -ne и 
у = 1te у равни йроменљиве z = х+ yi; осим Шога, моgуо нуле n-Шога 
ранга расШе исШом или веhом брзином но сам ранг n. 

На сличан је начин јасно, према изразу 

и коефицијенту 

реда 

. . 
КОЈИ, према неЈедначини 

1 

~(k)(z) =Ј uke"'dt 

о 

В = (n+k)! 
" n!(n+k+1)"+k+1 

= 

~(k)(z) = I, B
11
z" 

() 

(n+ k)! <(n+ k + 1)"+k+1 

1 
очевидно опада брже са растењем ранга n но израз -,да сви ови ре-

п! . 
зултати, нађени за нуле функције Mz), вреде и за нуле ма кога њенога 
извода: све су оне имагинарне и бескрајно многобројне; све се налазе у 
сйољној обласШи йравих у = -7te и у = ne и моgули им расШу исШом 
брзином као n или брже. 

Проучимо сад нуле функције 8 (z), за које је напред веh показано 
да их има бескрајно много. Модули тих нула очевидно не могу расти 

спорије са растењем њиховог ранга: то Је Јасно из онога што је казано 
о нулама функције Mz). Ми hемо доказати да меЬу овим нулама има 
их gве које су реалне и негативне, gок су ociuaлe све шшгинарне. 

Пре свега, функција 

(52) 

1 

\jf(z) = zM:) =Ј ze="clt 
() 

и.ма ове очевидне особине: 
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1. за време док z расте у позитивном правцу од О до оо, функција 
\ј! (z) је непрестано позитивна, растуlш непрестано у позитивном прав
цу ОД 0 ДО оо; 

2. за време док z расте у негативном правцу од О до- оо, функција 

је \ј! (z) непрестано негативна, почињуhи најпре да опада док не дости
гне један негативан минимум -N, после кога почиње расти, тежеhи при 
том нули као граничној вредности. 

За саму вредност N може се доказати ga је веhа og јеgинице. Јер 
ако се стави 

z =-х 

тако да негативним вредностима z одговарају позитивне вредности х, 
биhе за све негативне вредности z 

(53) 

1 

\ј! ( z) = -х Ј е-х и dt, 
о 

. . 
а пошто Је у границама интеграциЈе 

1 
о< u < -, 

е 

то he за све позитивне вредности х вредност е-ш бити позитивна и веhа 
х 

од е е и према томе 

1 l х х 

Ј е--'" dt > Ј е--;: dt = е--;: 
о о 

или 
х 

(54) -\jf(z)>xe е. 

Према томе, максимална апсолутна вредност функције \jf (z) за 
негативне вредности z биhе веhа од максималне вредности Р коју до
стиже функција 

хе е 

за позитивне вредности х. Елементарни рачун показује, међутим, да 
ова функција достиже свој максимум за х = е и да је сама вредност то
га максимума Р = 1, према чему је и N > 1, као што се и хтело дока-

зати. 

Ова дискусија показује, уосталом, и то да крива линија 

(55) у= х~(х) 
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за негативне вредности х, имајући о со вину Ох као асимтоту за х = -оо, 
секући је у тачки (х= О, у= 0), има ту особину да цела грана криве 

!_ 

у= -хее 

са леве стране осовине Оу лежи између ње и осовине Ох. Права у = -1 
сече, дакле, криву (55) у двема тачкама, пошто је минимум ове криве 
по апсолутној вредности већи од 1, и овим тачкама одговарају нега
тивне апсцисе, што значи да функција 

е(х) = 1 +х Ll(x), 

чиЈе су реалне нуле апсцисе тих пресечних тачака, има одиста две 

реалне нуле, које су негативне. 

Из свега тога изводи се овај резултат: функција е (z) има gве 
реалне, не'iаШивне, нуле и бескрајно мно'iо има'iинарних нула чији мо

gули не расШу сйорије og њихово'i ран'iа. 
А из онога што је горе казано за начин варијације функције z .il(z) 

Јасно Је и то ga извоg e'(z) као извоg функције 

1 + z .il(z), 

има све'iа јеgну реалну, и Шо не'iаШивну н ул у; осШале су нуле, у нео'iра

ниченом броју, све има'iинарне. 

ДоgаШак. Накнадним приближним рачунањем нађени су ови пре

цизнији бројни подаци: 
1. од напред нађених двеју реалних негативних нула функције 

е (z) једна лежи између 
-30 и -40, 

а друга између 
-1,405 и -1,406; 

2. једина реална нула нула извода e'(z) лежи између 

-5,718 и -5,719; 

3. вредност броја N, који са промењеним знаком представља вред
ност јединога минимума функције 

z .il(z), 

лежи између 
1,687725 и 1,687739. 
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V. ОБЛИЦИ КРИВИХ ЛИНИЈА 

у=~(х) и у=8(х) 

Довде нађене појединости функција~ и е дају могуhности да се 
конструишу криве линије 

(А) 

(В) 

у= ~(х) 

у=8(х) 

било само овлашно, било са прецизношhу која се буде тражила. 
Крива линија (А), представљена сликом 1, има осовину Ох као 

асимтоту за х = -оо; док х расте од -оо до +оо она непрекидно расте од 

0 ДО оо, 

у 

о 

Сл. Ј 

немајуhи при том ни максимума ни минимума, ни превојних тачака и 

секуhи осовину Оу у тачки у= 1. Крива линија 

х 

у= е" 

има такав положај према кривој (А) да је сече у тачки у = 1 и да је ис
под ње са леве стране осовине Оу, а изнад ње са десне стране те осови

не. Крива, пак, 
х 

е -
у= -(ее -1) . х 

за позитивне вредности х налази се испод криве (А). Напослетку, 
крива линиЈа 
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игра, према кривој (А), улогу асимтотне криве за врло велике позитив

не вредности х. 

Крива (В), представљена сликом 2, има праву у= 1 као асимтоту 
за х = -оо; док х расте од -оо до +оо, крива прво опада, се че о со вину Ох, 
постаје негативна, достиже један негативан минимум 1-N [где је -N 
минимум функције z ~(z)] почиње расти, сече понова осовину Ох, 
постаје позитивна и од тада непрекидно расте до бескрајности, секући 

осовину Оу у тачки у= 1. Крива линија 

Сл.2. 

х 

у= 1 + хее 

у 

има такав положај према кривој (В), да је сече у тачки (х= О, у= 1) и да 
је изнад ње са леве стране осовине Оу; а испод ње са десне стране те 

осовине. Улогу асимтотне криве за врло велике позитивне вредности х 

игра крива линија 

Г21U" 
У=~-----;-- е е. 

Из облика ових кривих линија може се имати података и о реал

ним коренима једначина 

(56) 

(57} 

~(z) +а= О 

8(z)+a=O, 

где је а ма какав реалан број. Пошто ти корени нису ништа друго до 

апсцисе пресечних тачака кривих (А) и (В) са правом у = -а, то се ла
ко изводе ови закључци: 

1. једначина (56) нема реалних корена ако је а 2: О; она увек има 
један реалан корен кад је а< О и тај је корен прост и позитиван или 
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негативан или раван нули према томе да ли је -а > 1 или -а < 1 или 
-а= 1; 

2. за једначину (57) треба разликовати ове случајеве: 
а) ако је а> N -1 >О, нема реалних корена; 
~) ако је а= N -1 >О, има један реюrан корен и он је двострук и 

негативан; 

у) ако је О <а < N -1, има два реална корена, оба проста и нега
тивна; 

8) ако је -1 <а< О, има два реална корена, оба проста и нега-
тивна; 

Л) ако је а = -1, има један реалан прост корен z = О; 
р) ако је а < -1, има један реалан корен и он је прост и позитиван. 
Обе једначине (56) и (57) имају, поред тога, бескрајно много има-

гинарних корена чији модули расту бар истом брзином којом расте и 

њихов ранг. 

VI. ЈЕДАН ПОГЛЕД НА ПРИМЕНЕ ТРАНСЦЕНДЕНАТА д. И е 

Разумљиво је да се може формирати бескрајан број специјалнијих 

проблема интегралног рачуна, чије би решење имало за аналитички 

израз функције д.(z), e(z) и њихове комбинације. 
На ове се функције, пре свега, своди велики број одређених инте

грала. На њих се наилази и при интеграцији извесних типова диферен

цијалних једначина, или при израчунавању извесних комбинација њи

хових интеграла. У томе погледу могу се, као пример, навести ових 

неколико случаЈева: 

I. Свака линеарна диференцијална једначина 

d 11 y d 11
-

1y -
/0 (х)- + f..(x)--

1 
+ ... + f,,(x)y- О 

dx 11 dx 11
-

(58) 

ма кога реда она била, која се трансформацијом 

xlogx =Х 

своди на једначину са сталним коефицијентима, има ту особину ga се 
йовршина og х= О go х = 1, о'iраничена осовино.м Ох и луком .ма ко2а 
њено2а инШе'iрала, израчунава йо.моhу ШрансценgенШе е (х) и њених 

извоgа. 

Јер ако је 

(59) 
d"y dn-1Y -

Ао--+А1--1 + ... +А"у -0 
dX 11 dX"-
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тако трансформисана једначина, ма који he њен интеграл бити збир 
чланова облика 

где је С интеграциона константа, k цео позитиван број, а r корен ка
рактеристичне алгебарске једначине 

(60) 

Одговарајуhи интеграл саме једначине (58) биhе, дакле, збир чла
нова облика 

гх log- 1 -гх log-1 ( )k 1 Ce х и С х log- е х, 

што значи да he површина 

бити збир чланова облика 

1 

Р= Ј ydx 
о 

х 

који се лако изражавају помоhу саме трансценденте е и њених извода. 
Тако нпр. диференцијална једначина првога реда 

dy +(а+ Ьlogx)y =О, 
dx 

где су а и Ь сталне количине и која се претходном трансформацијом 

Ь-а 

х= л~. л= е а 

своди на горњи тип, има ту особину да површина од х = О до х = Л, 
ограничена осовином Ох и луком ма кога интеграла те једначине, има 

за израз 

Сд.(ЬЛ), 

где је С интеграциона константа што одговара посматраноме инте

гралу. 

П. Целокупна површина са десне стране осовине Оу, ограничена 

осовином Ох и луком ма кога интеграла линеарне диференцијалне јед

начине (58), ма кога реда она била, а која се сменом 
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своди на једначину са сталним коефицијентима 

(61) 
d"Y d"- 1Y 

В0 --+В1 --1 + ... +В11У =О, dX" dX"-

увек је коначна и израчунава се йо.моhу ШрансценgенШе е (z) и њених 

извоgа. 

Јер, ако је (61) тако трансформисана једначина, ма који интеграл 
У биће збир чланова облика 

и 

Cx k 1Х С( -x)k гхе-х 
е = хе е , 

што значи да ће површина 

~ ~ 

Ј ydx =Ј e-xydx 
о о 

бити збир чланова облика 

C~(r) и C~CkJ(r), 

па, дакле, је коначна и своди се на извесну комбинацију трансценденте 

8(z) и њених извода. 

III. Систем симултаних једначина 

dx t-+p=O 
dt 

(62) dy +nxy =О 
dt 
dz -+my=O 
dt 

(где су т, n, р сталне количине ), чији се систем интеграла може напи
сати у облику 

(63) 

х= С5 -plogt 
-11pCl~ log_l_ 

у= С3е с, 
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игде између интеграционих констаната постоје релације 

с 
С5 = plog-1 

е 

С4=-~ 
mC1 

има ову интересантну особину: каg се у сисШе.му инШе2рала (63) смени 
t = С 1 , осШавивши све осШале количине, шШо у ње.му фиzуришу, не
йро.мењене, сисШе.м (63) йосШаје 

х =-р, 
с у= __ 2_ 

те! 

IV. Лако је било формирати и таквих проблема математичке фи
зике, а нарочито проблема о кретању електрицитета, чије би се реше

ње сводило на комбинације трансцендената L1 или е и њихових извода. 
Не би нпр. било тешко одредити закон по коме би се са временом t 
имао мењати електрични отпор R и коефицијенат аутоиндукције L, па 
да закон варијације интензитета i екстраструје, што постаје наглим 
нестанком електромоторне силе, одређен познатом диференцијалном 

Једначином 

или 

d(Li) + Ri =О 
dt 

. R+ dL 
d! + dt i =о 
dt L ' 

- буде изражен функцијом облика 

at logl 
Се 1 

где Је а извесна комбинација експерименталних констаната, тако да 

количина електрицитета 

1 

Q = f idt 
о 
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ш~о одговара размаку времена од t =О до t = 1 буде изражена функ
ЦИЈОМ 

Q = Ct-.(-a) =С 1- В(-а). 
а 

* 

Али оно што даје праве важности дубљем прочавању трансцен

дената !-.и е јесу извесна питања од много општијег значаја, у којима 

се јављају ове трансценденте као еле.менШи ко.мйарације за читаве 

велике, опште, класе функција. Ових неколико општијих питања та

кве врсте истаћи he на видик улогу која је у томе погледу одређена 
овим трансцендентама у математичкој анализи. 

1. У теорији целих фуннкција .f(z) нултог рода а каноничног типа 
познато јеЗ да почевши од једнога извеснога ранга n коефицијенат а 11 
реда 

опада брже са растењем самога ранга n него функција 

тако да је почевши од једне gовољно велике вредности n 

е" la"l<-. n" 

Али могућно је извести једну сличну неједначину која he вреgиШи 
за све йозиШивне вреgносШи n. Тако, означивши са 

нуле функција .f(z) и претпоставивши да је ова ослобођена нуле z =О у 
случају кад ова постоји, биће разлагањем на примарне факторе 

(64) 

Са друге стране, ако се са r означи модуо променљиве z, а са Pk 
модуо нуле ak, биће 

3 В. нпр. Е. Borel: Le~·ons sul·les.f"onctions entieгes, р. 62. 



136 НАУЧНЕ РАСПРАВЕ 

и према томе 

тако да Је за ма какву вр~дност променљиве z 

(65) 

Међутим, према познатој неједначини за геометријску и аритме

тичку средину позитивних бројева према којој прва никад не може 

бити већа од друге, лако се налази да је 

fi (1 +_с_) < lim[1 +_С_ f -1 ]m 
1 Pm т 1 Pm 

за т= оо, из чега се, у вези са неједначином (65) и једначином (64), не
посредно изводи да ма каква била реална и позитивна вредност r, мак
симални модуо M(r) функције .f(z) дуж круга полупречника r увек је 
мањи од вредности 

IЈГ 

е ' 

где је Ј.1 реалан и позитиван број, чија је вредност 

(66) ~ = i-1. 
1 Pk 

Позната општа неједначина из теорије целих функција 

1 1 

М(г) 
an <-,.n 

своди се, дакле, у нашем случају на неједначину 

(67) 
!Ј Г 

1 
an 1 < !!..__ 

/"11 

која важи за све позитивне вредности г. Тражећи, пак, ону специјалну 

вредност г за коју ће десна страна неједначине (67) имати најмаљу мо
гућну вредност, налази се да ће то бити за 
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n 
г=-

ll 

и да Је сама вредност тога минимума 

(~1е Ј 
Према томе за све позитивне n биhе 

(68) 1 а 1 < (!le)" 
" п" 

из чега се непосредно изводи овај резултат: 

Mogyo јеgне ма које целе функције f(z) нyлiiioz poga на ма коме 
круzу ойисаном око z =О у равни йроменљиве z, увек је мањи og вреg
ноаuи функције е (!ler), zge је r йолуйречник круzа а џ количина незави
сна og r и чија је вpegнociii gaiiia обрасцем ( 66). 

Наша трансцендента е (z) игра, дакле, према целокупној класи 
целих функција нултог рода улогу једне врсте граничне функције, дају
hи границе које не може за дату вредност Ј' преhи модуо ниједне од та

квих функција. И што је овде од нарочите важности, та је граница йре

цизнија од раније нађене границе е~'", пошто је, као што је напред 

показано, за реалне и позитивне вредности z 

z 

e(z) < ее, 
па, дакле, и 

П. Постоји бескрајно много функција 

(69) 

са позитивним коефицијентима, који имају ту особину да полином 
састављен од ма коликога броја првих чланова реда (69) има своје ко
рене реалне.4 

Означивши са 

4 У ранијој својој расправи (Bulletin de \а Societe mathem. de France t. 34. р. 165-177), 
као и у једној новој расправи, која he ускоро бити штампана, ја сам развио потпунију 
теорију таквих функција F(z). Овде су наведени само они резултати који непосредно 
истичу улогу трансцендената 8 (z) i !Ј. (z) у тој теорији, што и јесте циљ ових разма
траља. 
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~~·~2·····~11 
апсолутне вредности изврнутих вредности корена (који су очевидно 

сви негативни) алгебарске једначине 

биhе 

an - ј: ј: ј: 
-- '-.,J'-.,2···'-.,n 
ао 

Е.!..= ~] + ~2 + ... + ~~~-
ао 

Пошто су све количине ~~~ реалне и позитивне, биhе 

према чему је 

<ао (Е.!..)" а"-
n а0 

што значи да коефицијенти једне ма које функције F(z) никад не могу 
бити веhи од одговарајуhих коефицијената реда 

[ ( ) ( )
2 ] 1 a1z 1 a1z 

ао 1 + 1 - + -2 - + ... ' 
1 а0 2 а0 

а пошто овај ред није ништа друго до онај који се добија развијањем 

израза 

(70) 

у ред уређен по степенима променљиве z, то је тиме доказан овај ре
зултат: 

За сваку реалну или има2инарну вреgносШ z моgуо јеgне ма које 
функције F(z) увек је мањи og моgула функције (70) йтиШо се у овој z 
смени сво;им моgулом. 

Из тога је веh могуhно видети улогу коју може имати трансцен

дента 8(z) у теорији функција F(z). Важност те улоге може се оцени
ти и по томе што се велики број особина функција F(z) може извести 

применом напред проучених особина трансценденте е (z), која на тај 
начин у овој теорији налази једно пространо поље за своје примене. 
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Тако нпр. упоређиваљем коефицијената а 11 са одговарајуhим кое
фицијентима реда (70) изводи се непосредно ga су све функције F(z) 
холоморфне у целој равни йроменљиве количине z и ga им pog може 
биШи само О или l. 

А пошто је према особинама функције 8 (z) за реалне и позитивне 
вредности z 

8 ( :~z) <е:~:, 

то се поређељем са функцијом F(z), а према горљем основном резул
тату, долази до овога резлтата: 

За сваку реалну или има2инарну вреgносШ z моgуо јеgне ма које 
функције F(z) мањи је og моgула функције 

Тако исто, пошто при бескрајном растељу реалне променљиве ко

личине z у позитивном правцу мора и асимтотна вредност једне ма које 
функције F(z) бити маља од асимтотне вредности функције 

а међу тим асимтотна је вредност саме функције 8(z), као што је на
пред нађено 

то се долази до овога резултата: 

Асимптотна вредност једне ма које функције F(z) при бескрајном 
растељу променљиве z у правцу реалних позитивних вредности увек Је 
маља од 

Могао би се навести још велики број резултата ове врсте. Међу
тим, веh и из ових, који су наведени, може се оценити важност улоге 

трансценденте 8 (z) у општој теорији функција F(z) према којима она, 
као и у општој теорији целих функција нултог рода, игра улогу једне 
врсте граничне функције. 
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Ш. Навешhу, напослетку, још један општији резултат у коме 

трансцендента е (z) игра улогу сличну оној истакнутој под I и П. 
Уочимо једну, ма коју, трансцендентну целу функцију \jf(z) која 

би имала ту особину да су јој нуле а 1 ,а 2 ,а3 , ... по својим модулима ве

hе од модула изврнутих вредности одговарајуhих коефицијената 

а 1 ,а 2 ,а3 , •.• какве целе функције 

нултог рода а каноничног типа, тако да уопште буде 

Ja"J<I-1 1· 
а"_Ј 

Пошто тада ред 

има све своје чланове мање од одговарајуhих чланова конвергентнога 

реда 

то he и он сам бити конвергентан, што према познатом правилу из тео
рије целих функција показује да he функција \jf (z) бити и сама цела 
функција нултог рода. А кад је то случај, према једном напред доказа

ном резултату биhе за све вредности z 

где је вредност р дата обрасцем 

~1 
!l= ~-1 ·1 о а, 

и где је г= Ј z Ј. Са друге стране, пошто је f(z) цела функција нултога 
рода, биhе према једноме, такође напред доказаном резултату 

(Л.е )" 
Ј а" Ј<-, n" 

где Л. има вредност збира модула изврнутих вредности нула функције 
f(z), тако да је 

s <е (Л.е) 

и онда he утолико пре бити 
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11 < е(Ле) 
пошто је очевидно 

Отуда овај резултат: 

Mogyo ма које ШрансценgенШе целе функције чије су нуле йо сво
јим моgулима веhе og моgула изврнуШих вреgносШи ogzoвapajyhиx кое
фицијенаШа какве целе функције f(z) нyлLuoz poga увек је мањи og 
функције 

zge је r = 1 z 1 а Л означује консШанШу, независну ogr, чија је вреgносШ 
равна збир у моgула изврнуШих вреgносШи нула функције f(z). 

Из тога се, користећи се једном напред изведеном неједначином 

за функцију е (z), може извести још једна неједначина у којој фигу
ришу обичне експоненцијалне функције. Наиме, напред је доказано да 
је за реалне и позитивне вредности z увек 

z 

e(z)<l+zee. 

Према томе, моgуо zорње функције '1' (z) биhе, за ма какву вреg
носШ z, мањи og вреgносШи е ry, zge је у консШанШа независна og r и чи
ја је вреgносШ 

у = 1 + ЛеА+I. 

* 

Из ових резултата држим да се може увидети улога коју би могла 
имати трансцендента е (z) као елеменат компарације у математичкој 
анализи и интерес који би се имао од потпунијег познавања особина 
овога досад неиспитаног аналитичког елемента. 



ПОНАШАЊЕ ЈЕДНЕ 
ТР АНСЦЕНДЕНТНЕ ЦЕЛЕ 

ФУНКЦИЈЕ* 

Функција 

z z2 zз I~ zn 
e(z)=1+-+-+-+ ... = -

1 4 27 пп 
о 

се јавља у многим проблемима анализе, било као елемент свођења у 

интегралном рачуну, било као поредбени елемент за функције које се 

проучаваЈу. 

Тако је она елемент свођења за многобројне одређене интеграле. 

Површина, на пример, скупа ограниченог х-осам одговарајуhим орди

натама у х = О и х = 1 и луком ма ког интеграла линеарне једначине 

сводљиве сменом 

х log х= t 

на линеарну једначину са константним коефицијентима (Е), рачуна се 
помоhу функције е (z), њених извода и корена карактеристичне јед
начине придружене једначини (Е). 

Улога функције e(z) као поредбеног елемента показује се, на 
пример, у следеhим тврђењима: 

1. Модуо једне целе функције f(z) нултог рода и канонског типа 
је увек мањи од вредности израза е (ј.l.ег), где је г = 1 zl а 11 је позитивна 
реална константа чија је вредност једнака збиру реципрочних вред

ности модула нула функције f(z). 

* Наслов оригинала А//ш·е d' une transcendante entiere, Comptes rendus, Paris, 1912, 
t. CLIV, 8, рр. 499-501. 
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2. Ако је <р (z) једна функција са нулама чији су модули веhи од 
модула реципрочних вредности коефицијената истог ранга једне целе 

функције нултог рода и канонског типа, модуо функције <р (z) је увек 
мањи од вредности 

1·8(Ле) 

е ' 

где је г = 1 z 1 а Л је позитивна реална константа чија је вредност једнака 
збир у модула реципрочних вредности нула функције <р (z). 

Слична тврђења се доказују уобичајеним методама теорије целих 

функција; овде се наводе само да би се дао пример улоге функције e(z) 
као поредбеног елемента. 

Функција е (z) је цела функција променљиве z; овде hy назначити 
неке карактеристике њеног понашаља. Пре свега; она се може изра

зити помоhу одређеног интеграла 

1 

(1) e(z)= JCl+zeи')dt (u=-tlogt), 
о 

и њени узастопни изводи помоhу интеграла 

(2) 
k 1 

d е = f uk-l(k + zu)ezudt. 
d k z о 

Изрази (1) и (2) воде непосредно до неједнакости 

ИЛИ ЈОШ 

\
dke\ (k )е(г)-1 

k < е+г k ' 
dz ге 

где је ,, = 1 zl; тако има и других неједнакости за e(z +а), ek(z +а) или 
за горње границе функције е (z). 

Кад z тежи бесконачности у било ком правцу десно од имагинар
не осе, модуо функције е (z), као и модуо било ког њеног извода, пове
hава се бесконачна, за правце лево од ове осе, модуо функције 8(z) те
жи ка 1, а модуо било ког њеног извода ка нули. 

Кад се z бесконачна повеhава у правцу позитивних реалних вред
ности, 8(z) има као асимптотску вредност израз 

ј 
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а асимптотска вредност извода e<k)(z) he бити 

~ г:: - [21t 
~-te -v z са 11 - ~ ~ . 

Функција е (z) има две реалне нуле, обе су негативне и налазе се, 
једна између -1,405 и -1,406, а друга између -39 и -40; она има, с друге 
стране, бесконачна много имагинарних нула чији модули расту бар то

лико брзо као њихов ранг. 

Крива у= 8(х) има праву у= 1 као асимптоту за х= -оо; кад х 
расте од -оо до +оо, крива почиње опадањем, сече х-осу, достиже нега

тиван минимум у = -0,68772 ... , за једну негативну вредност промен
љиве х, од које почиње да расте, сече поново х-осу, затим у-осу у тачки 

у = 1 и расте бесконачна тежеhи асимптотски кривој 

х 

у= л-Гхе--;;. 



О ТР АНСЦЕНДЕНТНИМ ЦЕЛI1М 
ФУНКЦИЈАМА КОЈЕ УОПШТАВАЈУ 

ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНЕ И 

ТРИГОНОМЕТРИЈСКЕ ФУНКЦИЈЕ* 

Ако се у изразу 

h 

Ј Ul-"dt 

(1) а"= _"_a_h __ 

Ј udt 
а 

замене и и 1' различитим функцијама променљиве t, реалним, коначним 
и непрекидним за t из коначног реалног интервала (а, Ь), добија се 
неограничен број бесконачних низова 

Редови 

(2) 

повезани односом 

(З) 

који се, у посебном случају r = const., своде на елементарне функције 

* Наслов оригинала Sur des trenscendantes entieres generaeisant les fonctions ехро
nentielles et trigonQmetriques, Compies rendus, Paris, 1913, t. CLVI, 16, рр. 1213-1215. 
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!(х)= егх, !1 (х) = cosrx, /2 (х) = sinrx 

представљају, кад је r променљива, разне трансцендентне функције ко
је .мо2у, йо више веза, биШи йос.маШране као уойшШења ових функција. 

Најпре, одређени интеграли 

(4) 

ь 

!(х)= ~Ј иe1xdt, 
а 

ь 

11 (х) = ~ Ј и cos rx dt, 

ь 

L =Ј иdt, 
а 

ь 

Ј 2 (х) = ~ Ј и sin rx dt, 
а а 

помоhу којих се могу изразити /,/1,/2 , износе на видело следеhе чи
љенице: 

1. То су целе функције променљиве х, рода нула илијеgан. 
2. Функција !(х) има само ограничен број реалних нула и ограни

чен број максимума и минимума. Lagueпe-oвa тврђења о интегралима 
облика 

дају начин да се утврди горња граница ових бројева. Кад се х повеhава 
бесконачна, и /(х) се повеhава бесконачна или пак тежи нули, зависно 

од аргумента променљиве х. Све ово важи и за изводе било ког реда 

функције !(х) који су увек функције исте врсте. 

З. Ове функције /1 (х) и /2 (х) су осцилирајуhе за реално х, са не
ограниченим бројем осцилација, имају неограничен број реалних нула, 

позитивних и негативних, и ограничен број чисто имагинарних нула. 

Оне не премашају, по апсолутној вредности, извесну коначну границу 

ни за једну реалну вредност, коначну или бесконачну, променљиве х и 

теже нули кад се х повеhава бесконачна било преко позитивних, било 

преко негативних вредности. Све ово важи за изводе било ког реда 

функција /1 и /2 , које су увек функције ове исте врсте. 
4. Дубље аналогије са функцијама егх, соsгх, sinгx појављују се у 

случају кад је функција и непромељеног знака између а и Ь. У овом 

случају, означавајуhи са М и N највеhу и најмаљу вредност коју узима 
функција г у интервалу (а, Ь), изрази (З) износе на видело следеhе чи

љенице: 

а. Функција !(х) нема ниједну реалну нулу, нити имагинарну нулу 

ф . . k 2n 2n А . 
са кое ициЈентом уз 1 садржаним изме.;У - М и М . ко Је, истовре-

мено,. непромељеног знака у интервалу (а, Ь), реална крива у= !(х) се 
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мења непрестано у једном истом смеру кад се х мења од -оо до + оо тако 
да нема максимума, минимума ни превојних тачака, што важи и за 

било који извод функције !(х). Све нуле полинома који се добија зау
стављањем реда I(x) на било ком његовом члану парног степена су 

имагинарне. 

б. Вредност израза 

1 -log Ј( х) 
х 

је коначна и садржана између М и N за сваку реалну вредност промен
љиве х. 

в. Означавајуhи уопште са А функцију променљиве х чије су вред

ности за сваку реалну вредност х-а, коначне и налазе се између 1- h и 
1 + l, где је 

свака функција I(x) има за реално х једну адициону формулу облика 

I(x1 + х2 + ... + Х11 ) = I(x1 )л, I(x2 )л 2 ... I(x,Y" 

и једну мулШ.ийликациону формулу облика 

I(xlx2) = Ј(хlу2л2. 

г. Има одговарајуhих чињеница о функцијама /1 и /2 које се ме
њају само између + 1 и -1 са неограниченим бројем све више и више 
пригушених осцилација и имају неограничен број реалних нула а није
дну чисто имагинарну. Посебно скреhем пажњу на једну врсту уой
шШ.ене Moivre-oвe формуле: ако се стави 

ь 

Н1 (х) = I1(xi) = -1-Ји(е'·х +e-гx)dt, 
2L 

а 

ь 

Н2 (х) = I2 (xi) = -=iJu(e'·x -e-гx)dt, 
2L 

а 

(функције Н1 и Н2 уопштавају тако хийерболичке функције), биhе 

[Н1 (х)+iН2 (х)Г = H1(mA 1x)+iH2 (mA 1x), 

H 1(mx) + i H2 (mx) = [Н1 (А2 х) + i Н2 (А2х)Г, 

за сваку реалну вредност променљивих х и т. 



148 НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

Функције/, /1 и /2 се јављају у многим проблемима анализе (ин

теграција диференцијалних једначина, решавање диференцних једна

чина, свођење општих типова одређених интеграла, разни проблеми 

рачуна вероватноhе итд.), што даје посебну важност њиховом проуча

вању. 



ХИПЕРГЕОМЕТРИЈСКИ РЕДОВИ * 

У својој ноти Sиг des tгanscendantes entieгes gem?гalisant les fonctions 
exponentielles et tl'igonometгiques (Comptes rendus, 21 avril 1913, р. 1213) 
указао сам на сличности између широке класе целих функција 

{
Ј (х)= 1-- а2 х2 +~х4 - ... 1 

2! 4! ' 

Ј (х)= а х- аз хз + as xs - ... 
2 1 3! 5! ' 

(1) 

h 

Ј uг"dt 
(2) an = .Е_О_ь __ 

Ј udt 
а 

(и и г су функције променљиве t, коначне и непрекидне у реалном и 
коначном интервалу (а, Ь)) и елементарних тригонометријских функ

ција cosax и sinax. 
Сличности се настављају до развијаља у редове по овим функци

јама и ја ћу се овде бавити редовима 

~ ~ 

(3) Ао+ L.,A,,l1(nx)+ L.,B"J2 (nx), 
1 

од којих су тригонометријски редови само посебан случај. 

Нека је 

~ ~ 

(4) Ао+ L А" cosnx + L В11 sinnx 
1 1 

* Наслов оригинала Seгies hypeгtгigonometгques, Comptes rendus, Paris, 1913, t. CLVI, 
24, рр. 1823-1825. 
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развитак, важећи за х између О и 2n, једне функције Ј( х) ,коначне и 
непрекидне у том интервалу. 

Може се показати ga peg (3) има исШо Шако смисла и йреgсШавља 
јеgну оgређену функцију йроменљиве х за х из извесно'i инШејЈвала. 

У ту сврху, извршим о у интегралу 

ь 

Ј и cosrx dt 
а 

смену променљиве г(t) = ~ и нека је 
~1 

f "'(~) cos 9 d~ 
~о 

тако добијени интеграл. За било коју уочену грану функције '1' (~) мо
же се поделити интервал (~ 0 ,~ 1 ) на коначан број интервала (а',Ь') та
ко да у сваком од њих ова грана буде монотона. Применимо на сваки 

интеграл, над Једним таквим делимичним интервалом, теорему о сред

њој вредности у Ossian-Bonnet-oвoм облику. Добија се за сваки од њих 

један израз, где се n налази у имениоцу док множилац броја .!_ остаје 

коначан. Групишући ове интеграле и примећујући да је 

h ь 

f и cos гх dt = џ х) f и dt' 

(5) а а 

h h 

Ј и siыx dt = Ј 2 (х) Ј и dt, 
а а 

налази се да је по апсолутној вредности 

Џх) < r, 
n 

n 

где у и 8 не зависе од n. А тада, на основу онога што се зна о реду вели
чине А; и В;, peg (3) је айсолуШно и униформно конвер'iенШан и йреg
аuавља функцију 

(б) 

,, 
Ј иf(гх) dt 

ф (х)= _"_а-,,---

Ј udt 
а 



ХИПЕРГЕОМЕТРИЈСКИ РЕДОВИ 151 

за О < х < 2тс, где М означава највећу апсолутну вредност функције и 
м 

за t између а и Ь. 
Кад је функција f(x) непрекидна и има 2тс као период, развитак 

се шири на све реалне вредности променљиве х. 

За г= const. ред (3) се своди, ма каква била функција и, на триго
нометријски ред (4). У случају променљивог г и кад је и сталног знака 
за вредности t из интервала (а, Ь), ред (3) представља једну функцију 
облика Ј(џх), где је р. функција променљиве х чије вредности, кад се х 

мења од -оо до+ оо, остају између најмање и највеће вредности које 

узима 1· кад се t мења од а до Ь. 
Додајем да изражавање реда (3) у облику (6) износи на видело 

многобројне особине ових редова и представља извор многобројних 
образаца који уопштавају оне који су у вези са тригонометријским 

функцијама. 

На пример, обрасци 

= 1 1 L -l2 (nx) = -(тс-а 1 х), 
1 n 2 

~ (-1)"+ 1 Ј ( ) _ l 1(px) __ 1_ 
L.J 1 nx- , 

1 
n2 

- р2 2р sin ртс 2р 2 

= (-1)"+ 1n те L 
2 2 l 2 (nx) = . 12 (рх), 

1 
n -р 2sшртс 

уопштавају тригонометријске развоје функција х, cospx и sinpx; први 

2тс 
важи за О < х < - а друга два за све реалне вредности променљиве х. 

м 



ТЕОРЕМЕ О СРЕДЊОЈ ВРЕДНОСТИ 
БЕЗ ОГР АНИЧЕЊА* 

1. Нека су и и v две функције, реалне или имагинарне, промен
љиве х. Из идентитета 

(1) 

извлачи се 

h 

(2) Ј иvdx = V- 8, 
а 

где Је 

(З) 

а а 

,, 
(4) 8 =~Ј (и- v) 2 dx. 

а 

Под јединим ограничењем да пут интеграције буде реалан и кона
чне дужине, зна се: 

1. Ако и и v имају заједнички било реални део, било имагинарни 
део, израз (и- v) 2 је реалан и сталног знака у интервалу (а, Ь); след
ствено томе биће 

(5) 

* Наслов оригинала Тlu!ou!mes de /а moyenne sans гestгictions, Nouve\les annales de 
mathematiques, Paris, 1913, 4е serie, t. XIII, 4-9, рр. 400--406. 



ТЕОРЕМЕ О СРЕДЊОЈ ВРЕДНОСТИ БЕЗ ОГРАНИЧЕЊА 153 

са 

Х(х)=и-v, 

где је с нека вредност између а и Ь; 

2. Ако се и и v разликују истовремено по својим реалним и имаги
нарним деловима, израз (и- v) 2 је имагинаран и биће, према једном 
ставу г. Darboux-a, 

(б) Ь-а · 2 8 = -2-ее(Ј)/х(с) , 

где су е и m две реалне количине садржане: прва између О и 1, а друга 
између О и 2тс. 

Даље је 

,, 
(7) Ј иv dx = V- АХ(с)2 , 

а 

гgе је А чинилац чији моgуо не йремаша никаgа Ь -а своgеhи се на 
2 

Ь -а каg u и v имају зајеgнички било реални geo, било имагинарни geo. 
2 

Предност коју може представити овај облик теореме о средњој 

вредности састоЈи се у томе што он води разлагању интеграла 

,, 
(8) Ј иvdx 

{/ 

. . . 
на два од КОЈИХ Један зависи само од и а други од v са Једним поправним 
чланом коме се познају горња и доња граница, и Шо без икаквог 

ограничења за u и v сем оног ga иншеграли имају смисла. 
У случају да су и и v реални, интеграл (8) се налази између 

V _ Ь- а М2 и V _ Ь- а N2 
2 2 ' 

где су М и N највећа и најмања вредност коју узима апсолутна вредност 
разлике и- v кад се х мења између а и Ь. Узимајући, дакле, за (8) вред
ност 

(9) 

чини се грешка чија апсолутна вредност не премаша 
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(10) 

2. Идентитет 

(11) 1 (и v) 2 
иv = -(и+ v) 2 - -

4 4 

ь ь 

(12) Ј иv dx = i Ј (и+ v) 2 dx- ~, 
а а 

где Је 

/Ј 

(13) ~=iJ<и-v)2 dx. 
а 

СлеgсШвено ~иоме је 

(14) 
а а 

zде х(х), Л. и с имају значења из йреШхоgноz йараzрафа, и то без икак
вог ограничења за и и v сем оног да интеграли имаЈу смисла. 

У случају кад су и и v реални, стављајуhи 

/Ј 

(15) iJ<и+v)2 dx=W, 
(/ 

интеграл (12) се налази између 

W_ Ь- а М2 и W_ Ь- а N2 
4 4 ' 

тако да кад се за (12) узме вредност 

(16) W-(b-a)M2 ;N2' 

чини се грешка чија апсолутна вредност не премаша 

(17) 
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3. Интуитивне неједнакости 

(18) 
а а а 

h ,, 

(19) Ј uv dx < ±Ј 1 и + v 12 dx, 
а а 

са~ржане у претходним тврђењима, само су посебан случај општијих 
НеЈеднакости 

(21) Jи1u2 .•. U 11dx < n1"J(Iи1 1+ ... +1и"l)"dx, 
L L 

где је L лук интеграције а u1, u2 , ... , И11 произвољан број било каквих 
функција од х. Оне су непосредна последица релације неједнакости 

између аритметичке и геометријске средине било ког броја пози

тивних реалних количина. 

Направиhемо одавде следеhу примену. Нека су 

чланови, реални или имагинарни, једног реда, функције променљиве t, 
за ред се претпоставља да апсолутно и униформно конвергира за вред

ности t које припадају одређеном домену (D) у равни t. 
Посматрајмо ред 

(22) 

чији је општи коефицијент а" израз 

(23) а/1 = f ulu2 ... undt' 
L 

лук интеграције L је коначне дужине и садржан у области (D). Из 

(24) 
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где је 11 збир конвергентног реда 

(25) 

закључује се, на основу (21), да је 

(26) 
Sfln 

l aпl<-, nn 

. . 
где Је s дужина лука интеграциЈе. 

Одатле се најпре закључује: peg (22) йреgсШавља јеgну целу функ
цију og z, poga нула или јеgан, чији је моgуо, за све вреgносШи z, мањи 
og 

(27) 

'ige ~(z) означава целу ШрансценgенШу 

(28) 

а I моgуо og z. 

Како позната формула 

(29) 

води до формуле 

(30) 

f
1

(t loglt)n = n! 
(n+ on+l 

о 

1 1 

~(z) = z Ј /'log/ dt' 

о 

важеhе за сваку реалну и имагинарну вредност од z, увиђа се да је 

г 

(31) Мг) < гее, 

што показује: моgуо og f(z) је, за сваку вреgносШ z, мањи og 

(32) 

Одавде следи, на пример, да Jensen-oв интеграл 
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придружен функцији f(z), има вредност мању од 

одакле се могу извући закључци који се тичу нула функције f(z) садр

жаних у унутрашљости кружнице описане око z = О у равни t. 



О НЕКИМ ФУНКЦИЈАМА 
СТРАНИЦА И УГЛОВА ТРОУГЛА* 

I.- ЈЕДНА ФУНКЦИЈА УГЛОВА 

Нека су а, Ь, с странице једног троугла, а, ~. у њима наспрамни 
углови. Размотримо функцију углова 

А ~ sin 2 а + sin 2 ~ - 2 sin а · sin ~ · cos у 
<p(a,f-',y) = . . А • 

sшa+sшl-' 
(1) 

Стављајуhи, краткоhе ради, 

sina = ~. sin~ =ТЈ, 

идентитет 

претвара израз (1) у 

<р(а,~, у)= ~Л(l + cosy)- cosy, 

где је 

Неједнакост и једнакост 

показују да Је 

*Наслов оригинала Suг quelquesjonctions des cotes et des ang/es d'un tгiangle, L' En
seignement mathematique, Geneve, 1916, t. XVIII, 3-4, рр. 153-163. 
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l::;л::;1, 
2 

159 

1 
доња граница - бива достигнута за ~ = 11, а горња граница 1 кад је 

2 
једна од вредности~ и 11 занемарљива у односу на другу. 

Закључује се да је 

или ЈОШ 

Због тога је 

са 

или пак 

(2) 

са 

(3) 

/1 + COS у < ( А ) < 1 ~ 
2 

- cos у _ <р а,~--'' у _ , 

rr-y< (А )<1 cos-- _<р a,l-',y _ . 
2 

rr-y 
1+cos--

<p(a,~,y)= 2 ±8, 
2 

rr-y 
1-cos--

8::; 2 
2 

rr-y 
<р (a,~,y)=cos2--, 

4 

Једнакост (3) he бити: 1. за ~=Т); 2. кад једна или друга од 
количина~ и 11 постане занемарљива у односу на другу. Првом случају 
одговара 

rr-y rr-y rr-y 
<р(а,~,у) = cos2 -

4
--sin2 

-
4

- = cos-
2

-

а другом 

rr-y rr-y 
<р(а,~,у) = cos2 --+sin2 

-- = 1. 
4 4 

ОШуgа се закључује ga је 

(4) 
rr-y 

<р(а,~, у)= cos2 
-- (1 ±Е) 

4 
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'ige релаШивна 'грешка Е не йремаша никаgа величину 

НАУ:ЧНЕРАСПРАВЕ 

tg2 n- у· ова 
4 ' 

'грешка је нула у случају а = ~, а gосШиже свој максимум tg2 n- У каg 
4 

јеgан og gва у'iла а и ~ Шежи нули. 

Претходно тврђење је посебно занимљиво за троугао са Шуйим 

углом у. У том случају узимајуhи за <р (а,~' у) вреgносШ 

учињена релаШивна 'грешка не gосШиже никаgа вреgносШ 

tg 2 n =О 171 
8 ' 

и ова 'грешка ойаgа брзо каg се y'iao у йриближава 180°. 
Тако је 

за у> 120° Е< 0,070 
у> 140° Е< 0,040 

(5) 
у> 150° Е< 0,018 
у> 160° Е< 0,007 
у> 170° Е< 0,002 
у> 175° Е< 0,0003. 

n-y 
cos2 --

4 ' 

Троуглови за које је релативна грешка Е, по апсолутној вредно

сти, мања од унапред дате вредности Е' су они чији је угао у, изражен у 

деловима од n, веhи од разлике 

n-4arctg.JE' 
или, за довољно мало Е' 

у> n-4-JE'. 

Помоhу претходног се може, на пример, рачунати, са унапред по

знатом тачношhу, Шpefta сШраница jegнo'i Шроу'iла у коме се йознају 

само збир а+ Ь gвеју сШраница и Шуй y'iao у који оне заклайају. 
Заиста, означимо са l1 дати збир; из 

а +Ь = h, 

се извлачи 

1 sina 
а = 1 

sina + sin~' 
и отуда 

а sina = 
Ь sin~ 

Ь = 11 __ s_in_,~-
sina + sin~ 
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с= ~а 2 + Ь2 - 2аЬ · cosy = h<p (а,~, у). 

Ogaвge йроисШиче ga је 

(б) 
n-y 

с= (а +b)cos2 --(1 ±Е), 
4 

2ge је релаШивна 2решка Е она учињена на функцији <р која се баш йро
учавала. 

Узимајући 

(7) с = (а+ Ь) cos2 1t- У 
4 

чини се релативна грешка која за углове у веће од 140° не достиже 4%, 
за углове веће од 150° 1,8%, за углове веће од 160° 0,7%, за углове веће 
ОД 170° 0,2% ИТД. 

П. -ЈЕДНА ФУНКЦИЈА СТРАНИЦА 

Идентитет 

написан у облику 

(8) 

показује да за позитивне количине а, Ь, с, од којих једна или две могу 

бити нула, вредност количника 

(9) 

је увек садржана између .Јз и 1, доња граница .Јз бива достигнута за 

а = Ь = с, а горња граница 1 бива достигнута кад су две од ових трију 
количина занемарљиве у односу на трећу. 

У йосебном случају zge су а, Ь, с Шри сШранице jegнoz Шроуzла, 

zорња zраница 1 се замењ уј е са ~ . 
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Заиста, у овом случају је свака од трију величина а, Ь, с најмање 

једнака разлици, а највише једнака збиру осталих двеју. Нека је, одре

l)ености ради, 

ставимо 

тако даје 

(10) 

Јесте 

са 

а s Ь, Ь- а s с s Ь +а; 

с=х, а 2 +Ь2 =т, a+b=n, 

..Ј т+ х 2 

J..L= 
n+x 

11 ,_пх-т /'"" - _ ____:..:._' 
" n- Ј..L'и' 

J..L = 
и и 

тако да Jl има јединствен минимум достигнут за вредност 

т а 2 + Ь2 

х---

- n - а +Ь ' (11) 

која је очито садржана између Ь- а и Ь +а, а сама вредност овог ми

нимумаЈе 

(12) 
а2 +Ь2 

у- -
- - а 2 +Ь2 +(а+Ь)2 ' 

1 t_. 
достижући наравно вреднос'11 --:}З за а = Ь . 

Кад х опада од .... 

т 
х=-, ДО\ х= Ь- а, 

n 

Jl расте од своје јединствене вредности минимума (12) до вредности 

(13) 
~а 2 +Ь2 +(Ь-а)2 

1 а (а)
2 

J..L= 2ь = .fi 1 -ъ+ ь 

која је, због ~ s 1, највише једнака h. 
ь ~2 

Дакле: ако су а, Ь, с сШранице jegнo'i Шроу'iла, вреgносШ коли-

чника 
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је увек саgржана измеЬу gва броја 

1 
Ј3 = 0,5774 ... ' и 

1 ..fi =О, 7071 .... 

Ово се може изразити у облику једнакости 

(14) ~а 2 +Ь2 +с2 = (А+еВ)(а +Ь+с), 

zge су А и В нумеричке консШанШе имајуhи за вреgносШи 

(15) 1 
А= Ј3 = 0,5774 ... , 

1 1 
В = ..fi - Ј3 =О, 1297 ... , 

и zge е йреgсШавља број саgржан измеЬу о и 1. 
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Доња граница Јз (одговарајућа за е= О) је достигнута за јед-

накостраничне троуглове; горња граница ~ ( одговарајућа за е = 1) је 

достигнута кад је 

а= Ь, с= О. 

Примене. -Од претходног се могу начинити многе примене од 

којих ћемо, као на примере, указати само на следеће. 

I. Позната релација 

т2 + n2 + р2 = l (а2 + ь2 + с2) 
4 

између дужина т, n, р медијана једног троугла са страницама а, Ь, с 
води, према претходном тврђењу, до релације 

(16) 

где је ro број између 

! = 0,5000 ... , и ! fi=0,6124 .... 
2 2~2 

Дужина дијагонале L правоуглог паралелепипеда чије су ивице 
три медиј ане једног троугла једнака је, дакле, обиму S тог троугла по
множеном нумеричким коефицијентом који се увек налази између 

0,5000 и 0,6124. 
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Такође се види да су једини правоугли троуглови који могу имати 

катете једнаке дужинама L и S придруженим једном истом троуглу они 
чији се оштри углови налазе: један између 26°30' и 31 °30', други 
између 58°30' и 63°30'. 

11. Резултанта три вектора који могу да образују троугао и чији је 
збир скала р S, има вредност 'AS, где је А нумерички коефицијент из
међу 0,5774 ... и 0,7071 ... 

Ш. Ако су дате три функције 

f1(x), fz(X), fз(х) 

позитивне у интервалу од х = а до х = Ь и такве да је у том интервалу 

стално 

(17) /з - Л ~ fz ~ fз + /1 , 

биhе 

где су А и В нумеричке константе (15) и где је е број који се налази 
између О и 1. 

IV. Посматрајмо лук неке криве у тродимензионом простору дуж 
кога, пролазеhи га у одређеном смеру, све три координате х, у, z расту 
истовремено и на такав начин да њихови једновремени бесконачна ма
ли прираштаји могу у сваком тренутку да образују троугао. 

Дужина лука биhе јеgнака збир у коначних йрирашШаја коорgина
Ша, који ogl.oвapajy йролазу og jegнol. краја лука go gpy2o2, йо.множе
но.м ну.мерички.м коефицијенШо.м који се увек налази из.меЬу 0,5774 ... и 
0,7071 ... 

Када су, на пример, једначине криве 

f(x,y,z) =О, <p(x,y,z) =О 

претходни услови КОЈИ су 

О ~ dy - dx ~ dz ~ dy + dx 

(или наравно они који he се имати пермутујуhи х, у, z), претварају се у 
следеhе неједнакости које треба да буду задовољене за све тачке криве 

на посматраном луку: 
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(19) О< Р-Т <Q<P+T 
- т -т- т' 

где је 

дј дf дf дf дf дf 

(20) Р= дz дх Q= 
дх ду 

Т= 
ду дz 

д<р д<р , д<р д<р , д<р д<р 

дz дх дх ду ду дz 

Ш.- СИМЕТРИЧНЕ ФУНКЦИЈЕ СТРАНИЦА ИЛИ УГЛОВА 

Нека је f(x) функција од х која се у околини тачке х== О може 
развити у степени ред 

(21) 

при чему је сваки коефицијент ai позитиван или нула, а прва два ко
ефицијента а0и а 1 могу уосталом бити било који реални бројеви. 

Пођимо од следеће лако доказиве чиљенице: вредност односа 

(22) (x+y+z)l' 
хР +у!'+ zP , 

где су х, у, z, р позитивне количине, налази се увек између 1 и 3~'- 1 ; 
граница 1 је достигнута кад је р = 1 или кад су две од количина х, у, z 
занемарљиве у односу на трећу; граница 3~'- 1 је достигнута кад је 
x=y=z. 

За р= 2, 3, 4, ... добија се 

(23) 

(24) (k = 2,3,4, ... ) 

Претпостављајући да је збир х+ у+ z мањи од полупречника 
конвергенције реда (21), из (23) се извлачи 

(25) f(x) + f(y) + .f(z) ~ f(x +у+ z) + 2/(0), 

а из (24), замењујући ту Зх, Зу, Зz са х, у, z, изводи се најпре 

ak(x+~+z)k ~a;(xk+/+zk) 
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и помоhу овога 

1( х+ ~+z) ~ ~[Лх)+ f(y)+ f(z)] 

ИЈОШ 

(26) Ј( х)+ f(y) + f(z) ~ 3f (х+~+ z} 

Тако се има двострука неједнакост 

(27) 3f (х+~+ z) ~Ј( х)+ f(y) + f(z) ~Ј( х+ у+ z) + 2/(0), 

која се може изразити једнакошhу 

(28) Ј( х)+ Ј( у)+ f(z) = F(x +у+ z) + еФ (х+ у+ z), 

где је 

(29) F(t) = 3/(~ Ј Ф (t) = f(t)- 3/(~) + 2/(О) 

и где е означава коефицијент који је између О и 1. Ове две границе О и 
1 бивају достигнуте за произвољну функцију f(t) када две од количина 
х, у, z теже нули (е= 1), односно кад је х= у= z(e = 0). · 

Применимо сада тврђење у два следеhа случаја: 

Први случај: х, у, z су три странице jegнo'l троуzла. Означавајуhи 
са s обим троугла, формула (28) даје 

(30) f(a) + f(b) +Ј( с)= F(s) + еФ (s), 

где су F и Ф функције (29). Доња граница е= О је достигнута за јед
накостраничан троугао; горња граница е = 1 није никада достигнута. 

Дру'lи случај: х, у, z су три у'lла jegнo'l троу'lла изражени у gело
вима og n. Формула (28) даје 

(31) Ј( а)+ Ј(~)+ Ј( у)= F(n) + еФ (n), 

где су F и Ф функције (29). Доња граница е= О је достигнута за једна
костраничан троугао, а горња граница е = 1 за једнакокраки троугао 
са тупим углом блиским n. 

Формуле (30) и (31) gajy значајне изразе симетричних функција 
страница или у'lлова троу'lла. 
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Сетимо се да ове формуле претпостављају да се функција f(t) 
може у околини тачке t = О развити у степени ред 

(32) 

где је сваки коефицијент а; позитиван или нула, а прва два коефици

јента а0 и а 1 могу бити било који реални бројеви. Формула (30) прет
поставља конвергенцију реда (32) за t = s, а формула (31) конвер
генцију реда за t = 1t. 

Узимајући, на пример, 

f(t) =е', 

налази се да је за било који троугао 

е а. + е Р + е У = М + 8N , 

где су М и N две нумеричке константе са вредностима 

~ ~ 

М= 3ез = 8,54896 ... , N = 2+e1t -3е 3 = 16,59134 ... 

Примећујемо, завршавајући, да су формуле (27) и (28) само посе
бан случај једне опште теореме која изражава релацију између арит
метичке средине било ког броја позитивних количина и произвољне 

симетричне функције тих количина што ће бити изложено у једној 
другоЈ расправи. 



ТЕОРЕМА О АРИТМЕТИЧКОЈ 
СРЕДИНИ ПОЗИТИВНИХ 

* 
КОЛИЧИНА 

1. Нека је f(x) функција која се у околини тачке х= О може 
развити у степени ред 

(1) 

при чему је сваки коефицијент а; реалан и позитиван или нула, прва 

два коефицијента а0 и а 1 могу, уосталом, имати било какве реалне 
вредности. 

Нека су х 1 ,х2 , ... ,х11 реалне и позитивне количине чији је збир 
мањи од полупречника конвергенције реда (1). 

Означимо са 

/.1 = х 1 + ... +Х11 И М =.f(x1)+ ... +f(x11 ) 

n n 

аритметичку средину ).1 количина Х; и аритметичку средину М одго

варајуhих вредности функције f(x). 
Намеран сам ga изразим М као функцију og ).1 у облику јеgне Шео-

реме о среgњој вреgносШи. 

У ту сврху разматрам функцију n променљивих Х; 

(2) F( ) - р-1( р 1') ( )1' х 1 ,х2 , ... ,Х11 -n х1 + ... +х" - х 1 + ... +х" 

где је р било који реалан број, и примеhујем, као што се лако види 

уобичајеним поступком теорије максимума и минимума, следеhе: 

1. ако је р > 1, функција постаје најмања за 

(З) х 1 = х2 = ... = х11 ; 

* Наслов оригинала Tlu!on?me suг /а moyenne aгitlmu!tique de quantiufs positi1•es, 
L'Enseignement mathematique, Geneve, 1916, t. XVIII, 3-4, рр. 163-176. 
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овај минимум је нула, функција је позитивна за сваки други скуп пози

тивних вредности х;; 

2. ак? је р< 1, функција постаје највеhа за (3); овај максимум је 
нула, она Је негативна за сваки други скуп позитивних вредности х;; 

3. за р= 1 функција се своди идентички на нулу. 
Одатле се закључује да he се, означавајуhи са р вредност односа 

(4) 

имати 

(xl + ... +xn)P 

х!'+ ... + х!: 

р~ np-1 

р~ np-1 

р=1 

за р> 1 
за р< 1 
за р= 1 

С друге стране, очито је 

р ~ 1 за р > 1; р ~ 1 за р < 1 

при чему he бити једнакост само кад су х; занемарљиви у односу на 

Један од њих. 

Према томе: вредност р се увек налази између граница 1 и n"-1
; 

прва граница је достигнута кад је р произвољно а Х; су занемарљиви у 

односу на један од њих, или пак кад су х; произвољни а р = 1; друга 
граница је достигнута кад х; постану међусобно једнаки. 

Будуhи тако, отуда се извлачи за р = 2, 3, 4, ... низ неједнакости 

(5) ( )р > ( р + р ) арх1 + ... +х11 _арх1 + ... Х11 

које се своде на једнакости (идентитете) зар= О ир = 1. 
Из (5) се извлачи 

.f(x1 + ... +Х11 ) ~ .f(x1)+ ... + .f(x11 )-(n-1).f(O) 

и према томе Је 

(7) М ~ ..!_ [Лn!l) +(n -1)/(0)]. 
n 

Из ( 6) се извлачи, замењујуhи nx; са Х;, 

( х1 + ... +Х11 )Р <аР ( Р+ + Р) 
аР _ х1 ... х" 

n n 
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одакле је 

и према томе 

(8) f(Jl) ~м. 

Тако се стиже до двоструке неједнакости 

(9) f(Jl) ~М~ f(nJl) +(n -l)f(O) 
n 

која gaje најуже .мo'iyhe 2ранице за ариШ.меШичку среgину М изражену у 
функцији ариШ.меШичке среgине џ. 

Према претходном ове границе могу бити достигнуте за произ
вољну функцију .f(x). 

Двострука неједнакост (9) се може изразити у облику следеће 
теореме о средљој вредности коју смо имали у виду. 

Теорема. - АриШ.меШичке среgине 

М= .f(x1)+ ... +.f(x") и fl = х1 + ... +х" 
n n 

везане су релацијо.м облика 

(10) м = ф (Jl) + e'l' (fl)' 
'igeje 

(11) Ф(Јl) = f(Jl), 

(12) '1' (Jl) f(nJl) +(n -1)/(0) f(Jl) 
n 

и zge је е чинилац увек саgржан из.меЬу о и 1; :границе е= о и е= 1 су 
gосШи'iнуШе; йрва каg су сви Х; .меЬусобно јеgнаки, gpy'ia каg сви х; 
йосШају занемарљиви у оgносу на јеgан og њих. 

Такође се може трансформисати двострука неједнакост (9) у јед
накост на следећи начин: израз 

(13) _!_ [Лtfl) + (t -l)f(O)] 
t 

представља једну функцију променљиве t која се своди на први члан у 
(9) за t = 1, на трећи члан у (9) за t = n и стално расте кад t расте од 1 до 

п; према томе, замењујуlш у њему t са i, u.мahe се јеgнакосШ 
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(14) м = ~ 1( ~) + (1- ~)f(O), 

'ige је ~ јеgна количина која се налази измеЬу _!_ и 1, ове границе могу 
n 

бити достигнуте за произвољну функцију f(x), прва кад су сви х,. 

занемарљиви у односу на један од њих а друга кад су они међусобно 

Једнаки. 

Формула (14) даје такође решење обрнутог проблема: изразиШи 
ариШмеШичку среgину р йомоhу ариШмеШичке среgине М: биће 

Jl =~х 

где је х један од позитивних корена једначине 

Формула (10) своди тај проблем на решавање једначине 

Ф(х)+8Чl(х) =М, 

где је р један од позитивних корена ове једна чине по х. 
1 

Ако се у (14) х,. промени у n~; и ако се затим стави n~=~, стиже 

се до формуле 

(15) ј(х, + ... +х")~ ф(~)+ .. + t( х~ )]-(п~ -1)/(0) 

изражавајуhи извесну врсШу Шеореме о аgиШивносШи функције f(x) 
йосмаШрано'i Шийа у облику Шеореме о среgњој вреgносШи. Границе 

1 о 
~ = - и ~ = 1 су достигнуте у претходно назначеним случаЈевима. 

n 
Може се, дакле, потврддти да се вреgносШ 

(16) 

налази увек измеЬу 'iраница израза 

(17) 

и 
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(18) 

и ga .може, за йроизвољну функцију f(x), биШи јеgнака јеgној или gpy'ioj 
og ових 'граница. 

Једначина (10) чини видљивим да се симетрична функција 

(19) 

n позитивних количина чији збир има вредност s да увек написати у 
облику 

(20) А+8В 

где Је 

(21) 

А= nt(;;) 
В= f(s)- nt(;;) +(n -l).f(O) 

о~ е~ 1 

тако да се увек налази из.меЬу вреgносШи 

~r(;;) и f(s) +(n -l)f(O) 

уз .мо'iуhносШ ga буgе јеgнака јеgној или gpy'ioj og ових 'граница. 

2. Претходне једнакости и неједнакости су згодне за разне при
мене од којих ћу, као пример, назначити само неколико најнепосредни-

ЈИХ. 

Узимајући, на пример, 

f(x) =ех, 

налази се да се вредност збира 

може изразити у облику А+ ев, где је 

• s 

A=ne", B=e'+n-l-ne'1
, s=x1 + ... +x". 

Узимајући 
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где су а и х позитивне реалне количине, може се збир 

х х 2 х" 
а +а + ... +а 

изразити у облику А+ 8В, где је 

хх"-1 Х 11 -1 х.х"-1 x-
A=na"x-i, В=а x-i +n-1-na"x-1 . 

Узимајуhи 
. 2 2 

х 1 = sm х, х2 = cos х, 

налази се 

f(sin 2 х)+ f(cos 2 х)= А+ 8В, 

где Је 

А= 2/(~} В= /(1) + /(0)- 21(~). 

Ако су а,~, у углови троугла, имаhе се 

/(а)+/(~)+ /(у)= А+8В, 

А=ЗЈ(~Ј B=/(1t)+2/(0)-3f(~} 
тако да he за произвољан троугао, на пример, бити 

е а + е Р + е у = а + 8Ь , 

где Је 

~ л 

а=3е 3 =8,54896 ... , Ь=2+ел-3е 3 =16,59134 .... 

Ако је дата алгебарска једначина 

са реални.м коренима а 1 , а2 , ••. , а", онда he бити 

Ј( а [ ) + ... + Ј( а~) = А + 8В, 

( с
2 - 2с ) В = Ј( с[ - 2с2 ) +(n -1)/(0)- nf 1 n 2 

, 

тако да he се, стављајуhи 
S - р р 
Р- а1 + ... +а", 

имати 

173 
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Кад су сви корени реални и йозиШивни, тад he бити 

где Је 

тако да се, на пример, вредност симетричне функције 

где је r позитивна количина, налази увек између границе 

-~ 
ne n 

достигнуте у случају једначине 

и границе 

достигнуте у случају једначине 

xn- 1(x+c1)=0. 

У случају позитивних корена he такође бити 

sk = лst = Л(-с~i, ;_1 ::;; л::;; 1. 
n 

Било која рационална симетрична функција корена се изражава 
помоhу Sk, па се границе варијације могу добити помоhу с1 или 
с~- 2с2 • 

са 

За позитивне х; и реално р је 

log (х!' + ... + xi,) = р log s + о 

О::;; о::;; (1-p)logn ако је р< 1 
(1 -р) log n ::;; о ::;; О ако је р > 1. 

Узмимо, на пример, 
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Х; = еа;, р = и, 

где су al,a2•···•an било какве реалне количине а и реална и коначна 
функција променљиве t у посматраном интервалу од t =а до t = Ь и 
чије се вредности, за t из тог интервала, налазе између О и 1. Нека је v 
функција од t, реална и непроменљивог знака у интервалу (а, Ь). Из 
претходног следи да he интеграл 

ь 

Ј v1og(e 01
" + ... +e 0 "")dt 

а 

имати вредност 

ь h 

с Ј иv dt + eD Ј v dt, 
а а 

где С и D имају вредности 

С= 1og(ea1 +еа 2 + ... +еа"), D = (1-N)logn, 

где N означава најмању вредност функције и у интервалу (а, Ь), а е је 
чинилац који се налази између О и 1. 

У случају да су вредности функције и, за t из интервала (а, Ь), веће 
од 1, константа D he бити замељена са ( 1- М) log n, где М означава нај
већу вредност од и у интервалу (а, Ь). 

Учинимо и једну примену на рачун дужина лукова кривих у n ди
мензионом простору. Из претходног следи да за позитивне х,. јесте 

(22) ~х~+ ... +х~ =8(х1 + ... +х11 ), }п~е~l. 

То се уосталом види непосредно из идентитета 

i = l,2, ... ,n ј= l,2, ... ,n 
који показује да је 

при чему he бити једнакост само у случају где су сви х,. међусобно јед-

наки. 

Нека су х1 ,х2 , ••• ,х11 координате тачке М у n димензионом про
стору такве да је елемент лука једне криве посматране у том простору 

изражен са 
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Посматрајмо један део s коначне дужине лука дуж кога се свака 
координата Х; меља константно у једном истом смислу, растуhи или 

опадајуhи. Означимо са Х; апсолутну вредност коначног прираштаја 
координате Х; кад се прође од једног до другог краја лука. Тада he се 
имати следеhе тврђеље: 

Дужина s лука има вреgносШ 

(23) 

zде се чинилац е налази измеЬу Fn и 1. 

Довољно је, да би се то видело, заменити у претходној једнакости 

(22) Х; апсолутним вредностима од dx; па интегралити између два кра
ја лука уз примену теореме о средљој вредности у којој је присутан чи
нилац е. 

У посебном случају равне криве чинилац е је између ~ = 

=О, 7071 ... и 1; за криве у тродимензионом простору он се налази из-
1 

међу .fj = 0,5774 ... и 1 итд. 

3. Претходна теорема о аритметичким срединама даје исто тако 
теореме о средљој вредности за интеграле мноштва обичних диферен

цијалних једначина, парцијалних диференцијалних једначина или ди

ференцијално-диференцних једначина. Она даје начин изражаваља ин

теграла, који задовољавају доста широке услове, помоhу познатих 

функција независно променљивих и једног или више чинилаца е који

ма he се познавати границе у којима се налазе. 
Посматрајмо, на пример, једначину првог реда 

(24) s = f(x,y) 

на коју се своди општи проблем одређиваља равних кривих чији је лук 

s дата функција f(x, у) координата. 
Замењујуhи ту s са 

е[(х- Хо) +(у- Уо)] ИЛИ пак Са е[(х- Хо)- (у- Уо)], 

веh према томе да ли се посматрају реалне растуhе гране или реалне 

опадајуhе гране у посматраном интервалу, добиhе се, без интеграције, 

једначине ових грана у једном или другом од два облика 
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(25) 
f(x,y)-8[x+ у-(х0 + Уо)] =О 
f(x,y)-8[x- у-(х0 - Уо)] =О, 
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где је 8 чинилац чије се вредности могу мењати само између 0,7071 ... и 
1, и где почетна тачка (х0 , у0 ) игра улогу интеграционе константе. 

Посматрајмо као други пример једначину 

(26) 

која се јавља у општим проблемима геометрије и механике. Означава

јуhи са <.р (х) позитивну вредност од ~f(x), за коју претпостављамо да 
је коначна и непрекидна на интервалу од х = х0 до х = х1 , посматрајмо 

реалне интеграле који пролазе кроз дату почетну тачку М(х0 ,у0 ), 
смештену ( одређености ради) изнад х-осе; ова тачка се нужна налази у 
области D између х-осе и криве у = <.р (х), без чега би посматрана грана 
интегралне криве била имагинарна. 

Кроз М 0 пролазе две гране интегралне криве, једна позитивна 

растуhа У1 чији угаони коефицијент тангенте у М 0 има вредност 

друга позитивна опадајуhа са угаоним коефицијентом тангенте у М 0 

Једнаким 

ове две тангенте се поклапају кад се тачка М 0 налази на криво Ј 

у= <.р (х). 

За грану У1 биhе, према претходном, 

(27) 

па ова грана задовољава једну једначину облика 

(28) ~~+у= Л 1 <.р(х), 1-.:;, Л..:;, ...fi. 

Одавде се добија 

у= е-<х-хо)[Уо + {л.Јех-хо<.р(х)dх] 
х о 
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и, примењујуhи ту заједничку теорему о средњој вредности, 

(29) у = у0Ф (х, х0 ) + џ, 1Ч1 (х, х0 ), 

где Је 

х 

(30) ф (х х ) = е-(х-хо) 
' о ' Ч1 (х, х0 ) =е-х Ј ех <р (х) dx 

х о 

и где Џ, 1 означава чинилац, функцију од х, чија вредност остаје, дуж 
гране У1 , стално између 1 и -Ј2. 

Јеgначина (29) йреgсiйавља iрану У1 и йоказује ga се она сiйално 
налази из.меЬу ogioвapajyhиx 2рана gвеју кривих. 

(31) у= УоФ(х,х0 )+ ЧЈ(х,х0 ) и у= у0Ф(х,х0 )+-Ј2ЧЈ(х,х0 ). 

За грану У2 једначину (27) треба заменити са 

(32) 1 < 8 < 1 .Jl- 2-' 

што води до Једначине 

где су Ф и ЧЈ дати са (30), йреgсiйављајуhи 'грану У1 ; ова се ШакоЬе 
налази из.меЬу ogioвapajyhиx 'iрана gвеју кривих 

(34) 
у= у0Ф(х,х0 )- Чl(х,х0 ) 

у= у0Ф(х,х0 )-.Ј2ЧЈ(х,х0 ). 

Кроз тачку М~(х0 ,-у0 ), симетричну тачки М0 у односу на х-осу, 
пролазе исто тако две гране интегралне криве, једна негативна опада

ј yha и,, друга негативна растућа и 2 , обе симетричне гранама У1 и У2 у 
односу на х-осу. 

Гране У1 и У2 (исто као и, и и2 ) долазе наизменично једна за дру

гом спајајући се у тачкама где секу фиксирану криву 

i- f(x)= О, 

која представља место максимума и минимума интегралних кривих. 

У о чим о као трећи пример парцијалну једначину 

(35) ( дV)
2 

(дV)
2 

дх + ду = f(x,y) 
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и посматрајмо једну област D у равни хОу у којој је интеграл V реалан 
дV дV Н . . . 

и где су изводи - и - сталног знака. ека Је Е Јединица КОЈа оз-
дх ду 

дV дV . 
начава константан знак од - а ТЈ изводу - одговараЈуhа количина. 

дх ду 

У области D he интеграл V задовољавати једначину 

( дV)
2 

( дV)
2 

Едх + ТЈ ау = <р(х,у) 

са 

(36) <р(х,у) = -ЈЈ(х,у) 

или, према претходном, линеарну једначину 

(37) 
дV дV 

Е дх +ТЈ ау= 8<р(х,у) 

где је е чинилац који се налази између 1 и .fi. 
Тако се доводи до разматраља система 

(38) 

одакле се добија 

(39) 

(40) 

dx dy dV 
Е-=ТЈ-=-, 

1 1 8<р 

Е 
у=-х+С1 

ТЈ 

дV = Е8<р, 
дх 

где је С 1 произвољна константа. Ако се у другом члану из (40) у за
мени својом вредношhу (39), једначина (40) узима облик 

(41) дV ( Е ) - = Е8<р х,-х+С1 . 
дх ТЈ 

Функција <р је сталног знака, па he се применом опште теореме о 
средњој вредности добити 

(42) v = Е8' Ј <р (х,~ х+ С1 ) dx + С2 , 
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где је С2 једна друга произвољна константа, а 8' чинилац садржан из
међу 1 и -fi. 

С друге стране, из (39) и ( 42) се извлачи 

где Је 

тако да he тражени интеграл бити облика 

где је 'Р (t) једна, погодно изабрана, функција само једне променљиве t. 
Поступак се примењује, истом лакоhом, на општу једначину 

( дV)
2 

+ ... +(дV)
2 

= f(xl,x2, ... ,x") 
дх 1 дх 11 

и доводи до сличног израза за интеграл V у сваком домену простора са 
n независних променљивих х 1, ••• , х11 у коме је интеграл V реалан и где 

дV 
Је сваки делимичан извод - сталног знака; интеграл V се може 

дх; 

написати 

V='Р+8Ф 

где су 'Р и Ф функције променљивих х 1 , ••• , Х11 познатог облика и где је 8 
један чинилац садржан између 1 и .ј;;. 



ВЕЗА ИЗМЕЂ У ПРО СТИХ 
БРОЈЕВА И ЈЕДНЕ КЛАСЕ 
ТРАНСЦЕНДЕНАТА* 

У мојим ранијим радовима1 проучене су трансценденте представ
љене бескрајним редовима облика 

Ј(х) = 1+~х+ а2 х2 + аз хз + ... 
1! 2! з! 

(1) Ј!(х) = 1- а2 х2 + а4 х4- ... 
2! 4! 

l 2 (x) =~;х-~~ х3 + ~~ xs - ... , 

где је општи коефицијенат а 11 дефинисан обрасцем 

(2) 
h 

а =_!_Ј uг"dt 
" А 

а 

" А= Ј udt, 
а 

а где и и r означавају две ма које функције променљиве t које су реал
не, коначне и непрекидне за вредност t што се налазе у реалном и огра
ниченом размаку интеграције (а, Ь). 

Тада је очевидно 

* Српска краљевска академија, Глас, књ. СХХ, Први разред, књ. 55, Београд 1926, 
стр. 1-17. Приказано на скупу Академије природних наука 1. фебруара 1926. године. 

1 Suг des tгanscendantes entieгes gemimlisant les fonctions exponentielles et tгigonome
tгiques (Compt. rend. de I'Acad. des Sciences de Paiis, t. 156. NQ du 21. Avril 1913). Series 
hypeгtгigonometl"iques (Compt. J"end. de I'Acad. des Sc. de Paris, t. 156. NQ du 16. Juin 1913). 
ИнШерйола4ија и инШе'iра4и}а йо.моhу јеgне класе ogpebeнux инйlе'iрала (Глас XCI Срп. 
Краљ. Академије).- Fonctions entieгes se гattachant aux nombres premieгs (Compt. rend. de 
1 'Acad. des Sciences de Paris, t. 168. NQ du 17. Mars 1919). 
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!Ј 

Ј(х) = ~Ј u(t)e,.xdt 
а 

ь 

(З) Ј1 (х) =~Ј u(t)cosrxdt 
а 

ь 

Ј2 (х) = ~Ј u(t)smrxdt. 
а 

Функције (1) везане су релацијом 

(4) J 1(x)+il2(x)=J(xi), 

а у специјалном случају кад је г = const. своде се на елементарне функ
ЦИЈе 

(5) Ј(х) = егх Jl(x) = COSI"X Ј2(х) = sinrx. 

У случају кад је г функција променљиве t, те функције имају мно
ге особине сличне особинама функција ( 4) и могу се, са те тачке гледи
шта, сматрати као генерализације елементарних експоненцијалних и 

тригонометријских функција. 

У наведеним расправама показано је да су функције (1) корисни 
помоhни рачунски елементи, који се, између осталога, могу применити 

на тачну или приближну интеграцију појединих типова диференци

јалних, функционалних или мешовитих једначина. Оне су, по себи, по

десне за бројна израчунавања или за проучавање њихових разних осо

бина непосредно на њиховим аналитичким изразима (1) или (3). 
Предмет овога рада биhе једна пространа класа функција Ј 1 (х) и 

Ј 2 (х) чије особине сШоје у вези са йросШи.м бројевима. Добијени ре
зултати су, уосталом, више од аналитичког но од аритметичког инте

реса. Они he, међутим, имати нарочити аритметички интерес кад се бу
ду нашле практичне методе за бројно израчунавање функција Ј 1 (х) и 
Ј 2 (х) за дату вредност променљиве х, а са приближношhу каква се 

буде хтела. 

* 

Функције које се овде имају у виду јесу функције Ј 1 (х) и Ј2 (х) 
чији су коефицијенти а" реда (1) што им одговара дати општим обра
сцем 

(5) 
2тt 

а = _!_ Ј u(t)t"dt 
" А 

о 

2тt 

А= Ј u(t)dt, 
о 
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где је функција u(t) дефинисана на овај начин: 
Нека је f(z) једна ма која функција променљиве z, холоморфна у 

кругу С описаног са полупречником г= 1 око тачке z = О, као и на самој 
периферији тога круга, а за коју сви коефицијенти реда 

.f(z) = h0 + h1z + l12 z2 + ... 

имају свој реални део йозиLИиван. 

Нека је 

(б) 

један ма који низ реалних и йозиLИивних бројева такав да ред 

(7) 

буде конвергентан. 

Означимо са <р (t) реални део функције 

z2.f(z) променљиве z = re1
; 

на кругу С и узмимо за u(t) функцију 

п=х 

(8) u(t) = LA11+2<p[(n+2)t]. 
!1=0 

Образац (5) тада дефинише један низ бројева 

а ови, према обрасцима (1) или (3), дефинишу једну класу функција 
Ј1 (х) и Ј2 (х) које hемо означити са И(х) и V(x), тако да функцији И 
одговара други, а функцији V(x) треhи ред (1). Те се функције, према 
томе, могу изразити и одређеним интегралима 

(9) 

(10) 

где Је 

(11) 

21t 

И(х) =~Ј u(t)cosxtdt 
о 

21t 

V(x) =_!_Ј u(t)sinxtdt, 
А о 

21t 

А= Ј u(t)dt 
о 
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и оне су међу собом везане релацијом 

(12) И(x)+iV(x) = W(xi), 

где Је 

21t 

(13) W(x)'= _!_Ј u(t)ex1dt. 
А о 

Ми ћемо сад доказати ову значајну особину функција И и V: 
То су целе функције йроменљиве х, йрве врсШе (geme = 1), које йо

сШају јеgнаке нули за сваки йозиШиван или не'iаШиван йросШ број х, а 

gобијају вреgносШи различне og нуле за сваки йозиШиван или неzаШи
ван сложен број х. 

Да бисмо то доказали, приметимо да је <р (t) једна функција про
менљиве t коначна и периодична, са периодом 27t, непрекидна у разма
ку (0, 2n) променљиве t, и да ће за све вредности t имати за свој триго-
нометриЈски ред 

m=oo 

(14) <р (t) = L (ат cos mx + bm sin mx), 
m=2 

где је ат реални, а bm имагинарни део коефицијената hm_2 • 

Према томе је 

m=oo 

(15) u(t) = L,.L,.A11 (a 111 cosmnt+b111 sinmnt) 
m=2n=2 

тако, да ако се краткоће ради стави да је 

(16) 

(17) 

биће 

(18) 

где Је 

(19) 

21t 

Ck(x) = Ј cos kt · cos xt · dt = х2 2: k 2 sin 2nx 
о 

21t 

f . k d 2k . 2 S k (Х) = Slll t · COS Xt · t = 2 2 Slll 7tX 
k -х 

о 

И (х)= Р(х) + Q(x), 

Р(х) = ~ 'I'fa111A 11C 11"Jx) 
m=2 n=2 
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(20) 1 
т=~п=~ 

Q(x) =А I :Lьпл,sтпСх). 
m=2n=2 

Функција Sk(x) постаје једнака нули кад х има за вредност ма који 
цео број; функција Ck(x) постаје једнака нули за све целе бројеве х 
осим за х= k, у коме случају она има за вредност 2n. Према томе, функ
ција Q(x) постаје једнака нули за све целе бројеве х, а за функцију 
Р( х) то вреди само кад је х цео број. 

Тиме је показано да функција и (х) постаје једнака нули за сваки 
број х (позитиван или негативан), а да је различна од нуле за сваки 
број х (позитиван или негативан). 

Са друге стране, из обрасца (5) види се, пошто функција и (t) ос
таје коначна на периферији круга С, да је модуо коефицијента степена 
х 2 " у И (х) увек мањи од 

(21) 
M(27t)2n+l 

(2п + 1)! ' 

где М означава највеhи модуо функције u(t) на кругу С. Према по
знатој теореми из теорије функција то показује да је и (z) цела функ
ција нулте или прве врсте. Али, бескрајни ред S који има за чланове 
реципрочне вредности модула нула те функције састоји се из два дела: 

један састављен из нула које су прости бројеви, а други из осталих нула 

ако их буде било. Међутим, и сам први део представља један диверген

тан ред, пошто Је ред 

распрострт на све просте бројеве р, дивергентан. То показује да је и 

ред S дивергентан, па да према томе и (х) не може бити нулте врсте, 
тј. да је то функција йрве врсте, чије је горње тврђење доказано. 

На сасвим сличан се начин доказује исти резултат и за функцију 

V(x), само што тада треба претпоставити да је, на место коефицијента 
а111 , коефицијенат Ь111 позитиван. тј. да коефицијенти l1m реда 

(22) 

имају свој коефицијенат од i позитиван 
У погледу општега тока функција и (х) и V(x) за реалне вред

ности х, вреди оно што је у наведеним редовима доказано за функције 

Ј1 (х) и Ј2 (х) уопште, а то је: 
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Те су функције осцилаторне, са бескрајно многим осцилацијама и 

са бескрајно много реалних, позитивних и негативних нула; осцилације 

су све слабије уколико х по апсолутној вредности више расте, и обе 
функције теже нули за х= ±оо. То опадање бива истом брзином којом 

опада функција l. Обе функције не прелазе, по својој апсолутној 
х . 

вредности, једну одређену коначну границу за време док х варира од 
-оо до +оо. Све то важи и за изводе тих функција, који су функције 

исте класе. 

Као што је напред показано, функција И (х) има за своје нуле низ 

простих бројева 

(23) 1, 3, 5, 7, 11, 13, 17, ... 

а нема као нулу ниједан сложен број 2 .Ми hемо сад доказати да: 
Функција U(x) и.ма йореg нула (23) још и бескрајно .мноzо нула 

које су разло.мци, и Шо ga из.меЬу gва .ма која узасШойна сложена броја 
йосШоје разло.мци који су нуле Ше функције. 

Јер, према обрасцима (16), (18), (19), (20), ако се, краткоhе ради, 
стави даЈе 

(24) 

(25) 

функција 

(26) Н(х) = А И(х) 
2 х sin 21tX 

може се написати у облику 

(27) Н(х) = R(x)- Т(х). 

За један ма који сложен (нпр. позитиван) број с вредности 

Т( с- Е) И Т( с+ Е) 

(где је Е врло мали позитиван број) остају коначне, док су вредности 

2 Све што се доказује за функцију U(x), доказује се на сличан начин и за 
функцију VИ, са очевидном незнатном изменом. 
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R(c- Е) и R(c+E) 

врло велике, а супротно означене, и то прва негативно, а друга позити

вно. То показује, пошто је Н(х) негативна функција у размаку између 

два узастопна сложена броја с и с', да она мора бар једанпут проћи 

кроз нулу за извесну вредност х=~ што се налази у размаку (с, с'). 

Множењем функције Н(х) функцијом 

која постаје једнака нули за 

2 . 2 
-хsш 1tX 
А 

(28) n 
х=- (n= 0,±1,±2,±3, ... ) 

2 

вредност х= ~ остаје нула тако добијеног продукта U(x). Али то 
множење уводи у функцију U(x) још и других нула: то су све оне 
вредности (28) које су или прости бројеви, или разломци. Целокупан 
број нула функције U(x) што лежи у размаку (с, с') увек је йаран. То 
излази отуда што, према обрасцима (24) и (25), за ма који сложен број 
с продукат 

1:. х sin 27tX · Т(х) 
А 

постаје једнак нули, а продукат 

1:. х sin 27tX · R(x), 
А 

( . б о . 
па, дакле, и сама вредност И с), Јавља се у о лику -,за КОЈИ се лако 

о 

налази да му је права вредност 

(29) 
т 

где за т треба узети све делитеље броја с осим 1 и с. Та је вредност по
зитивна за ма који сложен број с, што показује да између х= с и х= с' 
функција U(x) мења знак паран број пута. 

У погледу нула те функције може се доказати још и овај резултат: 
Kag 'iog су сви коефицијенШи og'ioвapajyhe функције 

f(z) = h0 +h1z+h2z2 + ... 
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реални, све су нуле функције U(x) реалне. 
Јер, пошто су тада сви коефицијенти Ь"' једнаки нули, биhе 

(30) U(x) = 1_ х sin 2nx · R(v) 
А 

и сваки имагинарни корен х = а+ ~i морао би задовољавати једначину 
R(x)=O 

Ако за коефицијенат од i у вредности R( a+~i) налази се да би он 
тада био 

(31) 
2 ~_т=~ п=~ amAm 

- а ~~~(a2-~2-m2n2)2+ 4a2~2 
и он би могао бити једнак нули само кад је 

а=О или ~=0, 

тј. кад је корен или реалан, или чисто имагинаран. Претпоставивши 

овај последљи случај, добија се непосредно да је 

(32) 

а та вредност не може бити једнака нули ни за коју реалну вредност~, 

што показује да U(x) одиста нема имагинарних нула. 
Приметимо и то да се помоhу оваквих функција И(х), којима 

одговарају реални коефицијенти l1k, могу формирати целе функције 
променљиве х које, као реалне нуле, имају само йриродни низ йpociliиx 

бројева. 

Јер ако се, краткоhе ради, стави да је 

тако да Је 

добија се 

или 

1_ х sin 2 nx = G( х), 
А 

И( х)= G(x) · R(x), 
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што показује да цела функција 

(33) _1 (и dG _ G dU) 
2х dx dx 

йреgаuавља јеgну функцију [Uражене врсШе. Она има, као једине реал

не нуле, низ целих простих бројева (позитивних и негативних). 

Навешћемо, напослетку, и ову особину функције 

(34) 

која такође припада класи функција (1). Израз 

(35) 

представља једну мероморфну функцију променљиве х која има за 

полове природан низ целих сложених бројева. Она је коначна за х= р = 
цео прост број, за који она добија вредност 

(36) 

А како се она јавља и у облику 

(37) F(p) = U(p) =О = 1 dU 
2А sin 2np О 4An dp ' 

то се изводи оваЈ резултат: 

и dU - - б . д -
звоg -, за х = .ма ко.ме иросшо.м р о ју р, и.ма за в ре носш 

dp 

(38) 

што не вреди кад се за х узме какав сложен број. 

* 

Функција U(x) може се изразити још и у једном облику у коме 
фигурише непосредно функција f(z) од које она зависи и који је, 
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преко те функције, доводи у вези са генералисаним Lambert-oвим 

редовимаЗ. 
Према обрасцу (8) функција и (t) може се сматрати као реални 

део функције 

n=oo 

(39) L A11 Z
211 j(z11

) 

11=2 

из чега излази да је функција U(t) реални део израза 

(40) 

где је 

(41) 

Пошто је 

биће 

(42) 

n=oo 

LA11L 11 (x) 
11=2 

21t 

L"(x) =Ј z2"f(z 11 )cosxt·dt. 
о 

d 
. dz 

t=-t-, 
z 

L,/x)=-i Ј z211- 1j(z") zx ~ z-x dz, 

с 

за z = е1; 

за z=e1
; 

где се интерпретација има извршити дуж круга С описаног око тачке 

z =О са полупречником једнаким јединици. 
Интеграл ( 42) може се написати у облику 

(43) L ( ) = _. Н"(х)+Н"(-х) 
ll х l 2 ' 

где Је 

З За тај облик функције U(x) захвалан сам г. Јован Карамати, асистенту за тео
ријску математику на Београдском универзитету. 
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(44) Н11 (Х) =Ј z 211~ 1 f(z 11 )zxdz. 
с 
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Међутим (сл. 1) интеграл дуж круга С једнак је интегралу дуж 
контуре abcde, састављен из двеју правих паралелних осовини Ох и 
бескрајно блиске овој, и бескрајно малог круга који опкољава тачку 

z =о. 
Према томе је 

о 1 

(45) Н11 (Х) =Ј t 211
-

1j(t 11 )txdt + e2
7Ui Ј t 211

-
1j(t")txdt + R, 

о 

где R означује интеграл (44) узет дуж кружиhа abcde. 
Образац ( 45) предпоставља да је 

x>-2n (n=2,3,4, ... ), 

што he сигурно бити за све вредности х > -4. А тада интеграл R тежи 
нули кад полупречник кружиhа тежи нули, тако да се Н11 (х) своди на 
своја прва два члана у обрасцу ( 45). 

у 

Слика 1 

Израз за Н11 (-х) добија се кад се у обрасцу (45) промени знак 
променљивој х, што претпоставља да је 

x<2n (n=2,3,4, ... ), 

а то he сигурно бити кад је х< 4. 
Дакле, за све вредности х такве да је 
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-4<х<4 

према обрасцима ( 42) и ( 43) биhе 

1 

L"(x) =~Ј t2"- 1f(t")(t'' +Гx)dt 
о 

1 

_j_e2тui f t2n-lf(t")txdt 
2 о 

1 

-~e-2тui Ј t2"-lf(t")Гxdt, 
о 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

из чега се види да реални део функције L 11 (x) има за израз 

1 

(46) sin 2nx Ј t2"- 1f(t") tx- гх dt. 
о 2 

Из тога излази да ако се стави да је 

n=oo 

(47) е (t) = L A"f(t")t2"- 1dt 
11=2 

1 

(48) Ф(х) =Ј tx8(t)dt 
о 

функција се U(x) изражава у облику 

(49) 
Ф(х)- Ф(-х) 

U(x) = sin 2nx . 
2 

Досадашње извођење претпоставља погодбу 

-4<г(х)<4 

где г( х) означује реални део вредности х и десна страна једна чине ( 49) 
представља једну функцију те променљиве холоморфну у области што 

се налази између двеју правих 

г(х)- 4 =О и г(х) + 4 =О. 

Међутим, та се функција може аналитичким продужавањем про

ширити на целу раван променљиве х. Тако, нпр., кад би се десна страна 

обрасца ( 49) развила у ред по степенима те променљиве, тај би ред био 
конвергентан у целој равни у којој би представљао функцију U(x). 
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Функција Ф(х) може се представити и у облику 

(50) Ф(х) =Ј e-(нl)tece-1 )clt 
о 

који је представља у истој области као и образац (48). 

* 
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Приметимо још, завршујуhи, да функције U(x) и V(x) предста
вљаЈу реални и имагинарни део израза W(xi), где W(x) представља 
функцију 

(51) 
27t 

W(x) =~Ј u(t)ex1dt. 
о 

Функција W(x) је цела функција променљиве х, и то нулШе или 
йрве врсте. За ма коју реалну вредност х она има за вредност 

где су с и /1 два броја што леже између О и 2n. Она има ограничен број 
реалних нула, као и ограничен број максимума и минимума. Познати 

Lаgнепе-ови ставови о нулама интеграла облика 

ь 

Ј и (t)e-xt dt 

а 

дају могуhности да се одреди једна горња граница за број тих нула, као 

и максимума и минимума 4. 

4 Види наведену расправу у Гласу XCI Српске краљ. академије. 



О ИЗЛОЖИОЦУ КОНВЕРГЕНЦИЈЕ* 

ПРВИ ДЕО 

I. ИЗЛОЖИЛАЦ КОНВЕРГЕНЦИЈЕ БРОЈНИХ НИЗ ОВА 

Кад је дат низ позитивних бројева 

(1) 

који теже нули, тада је zранични изложилац конверzенције '"А тога низа 

дефинисан на следећи начинl: 
Ма колико мали био позитиван број Е, 

(2) ред L А,~+Е конвергира, а 

(З) реД I. л~- Е ДИВерГИра. 

На тај начин свакоме низу (1) одговара по један потпуно одређен 
број '"А, када још придодамо да је '"А= О кад је ред 

конвергентан, па ма колико мали био позитиван број Е, а да је '"А = = 
кад ред 

'L..A,~ 

дивергира, па ма колико велики био позитиван број М. 

* Српска краљевска академија, Глас, књ. CXLIII, Први разред, књ. 70, Београд 
1931, стр. 147-167. 

1 А. Pringsheim: Elementш·e Т11еогiе da ganzen tгanscendenten Funktionen von endlicl!eг 
01·dпung (Math. Ann. Bd. 58. 1904. s. 257-342). 

PO!ya-Szego. Aufgahen und Le!u·siitze, Bd. Ј. 1925. s. 19-20. 
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Кад год број А није ни једнак нули ни бескрајан, он у довољној ме

ри прецизира аналитичку природу низа (1) у погледу начина на који 
чланови овога прилазе нули кад n бескрајно расте. Такав је случај нпр. 

код низа 

или код низа 

или, још општије, код низа 

1 
А"=---т n 

1 
А"= k Ј n '(logn)' 

А =-1-
" nkl(n)' 

(гдеје А=±) 

(где је такође А= 1;) 

где Је /(n) једна споро растуhа функција од n,2 а у коме је случају та
кође 

Међутим, ако се има посла са једним од поменута два гранична 

случаја, тада се јавља много веhа разноврсност у горњем погледу, тј. у 
начину опадања низа (1). Тако нпр.: случај А= О обухвата ове, у томе 
погледу разноврсне низове 

А - e-(log/1)2 
11- ' 

А"= е-п, 

1 
А"=-, 

n! 

А" = е-" 2 

итд., 

из чега се види да се може формирати бескрајна скала низова који све 
брже теже нули, а који сви имају свој гранични изложилац А = О. 

Случај кад је А = = обухвата нпр. ове низове: 

1 
Ап=--, 

logn 
. 1 
А"= ' log logn 

1 
А"= ' log loglogn 

2 Чија се дефиниција може видети у расправи др. Јована Карамате: Sur un mode 
de cгoissance reguliere desjonctions (Mathematica, Vol. IV. р. 38-53, Cluj 1930). 
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или општије 

А =-l-
11 l(n)' 

где је l(n) горе поменута споро растуhа функција. Сви ови низови 
имају као гранични изложилац А = оо и очевидно се може формирати 
скала низова који све спорије теже нули. Али из претпоставке да 
А11 ~ О и према горљим примерима изгледа да је разноврсност таквих 
низова у горљем погледу маља од оне за А = О. То he се моhи видети 
ако, у оба ова гранична случаја, на место једног сШалног граничног из

ложиоца А уведемо један йроменљив изложилац А 11 који би омогуhио 
разликоваље нијанса у начину на који одговарајуhи низови теже нули. 
То се постиже на следеhи начин: 

Низ бројева 

(4) 

назваhемо изложиоцима конвергенције, а А11 изложиоцем конвергенци
је низа (1), ако 

(5) ред L А,~" О +Е) конвергира, а 

(б) ред :L. л> (1-Е) дивергира, 

па ма колико мали био позитиван број Е. 

Као што се види, гранични изложилац А само је један специјалан 
случај тако дефинисаних изложилаца конвергенције и одговара слу

чају кад су сви изложиоци коначни и веhи од нуле (што нпр. бива кад 

су сви они међу собом једнаки). У граничним случајевима, кад је А =О 

или А = оо, низ изложилаца конвергенције тежиhе нули или бескрајно
стии брзина опадаља, односно растеља, чланова тога реда чини могуh

ним разликоваље нијанса у брзини опадаља самога низа (1).3 
Додајемо још и ту примедбу да, док А 11 може произвољно брзо те

жити нули, тај број не може расти произвољном брзином. Та је брзина 

ограничена погодбом да израз 

З Напомињемо да је назив изложиоца конвергенције већ употребљен у теорији 
функција, у радовима наведеним већ под 1) као и у следећим: Von Schaper: /nauguгal 
Disseгtation, Gottingen 1898; Е. Borel: Le~·ons suг /es fonctions entieгes, Paris 1921. р. 18 et 26. 
Смисао у коме је тај назив овде употребљен шири је од овога и обухвата га као 
специјални случај. 
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(7) ~ 
logn 

увек мора тежити нули, а ово излази из услова да А11 тежи нули, што је 
лако увидети и што he се видети и из излагања у идуhем одељку ове 
расправе. 

П. ИЗЛОЖИЛАЦ КОНВЕРГЕНЦИЈЕ ЦЕЛИХ ФУНКЦИЈА 

Кад је дат ред 

(8) 

конвергентан у целој равни променљиве z и који, према томе, предста
вља једну целу функцију те променљиве, израз 

(9) А~~=~ 

тежи нули кад n бескрајно расте. Изложилац конвергенције Л" низа А11 
зваhемо тада изложиоцем конверzенције целе функције f(z). За тај 
изложилац можемо узети израз 

(10) 

zge an означује асимйШоШну вреgносШ израза 

(11) logla 11 1 . 

Јер је тада 

(12) logla11 1 = <Х 11 (1 + Е 11 ), Е 11 ~О, 

и према томе 

(13) 
nlogn 

А11 =- (1+Е11 ), 
logla 11 1 

па, дакле, 

1 Ал."= 
1/ nl+e" , 

према чему Је 

А Л." (l+e) = _1_ 
n 11 но" 
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и 

где Је 

8" = Е (1 + Е 11 ) + Е 11 

и 

8;,=Е (1 +Е 11 )-Е 11 • 

Ма колико мали био број Е, из тога што Е 11 ~О постоје увек такви 
бројеви N,8 >О и 8' >О даје 

8" > 8, 8;, > 8'' 

за све вредности n > N. Према томе је 

ред L,.A~"(I+E) конвергентан, а 

ред I. л> (1-Е) дивергентан, 

тако да израз Л", дефинисан обрасцем (10), одиста одговара дефиници-. . 
ЈИ изложиоца конвергенциЈе. 

Пошто је за велике вредности n број (11) увек негативан, то је из
ложилац конвергенције целих функција увек позитиван број. Он може 
бити сталан или се мењати са рангом п; у овоме йослеgње.м случају он, 

ако расШе, увек he расШи сйорије не'iо log n. 
Јер је, из једначине (13), 

(14) 

l+E 11 

''~=n-~ 
'\jiU 11 1 

па пошто тај израз тежи нули кад n~ оо, то његов логаритам 

тежи граници - оо, ТЈ. израз 

тежинули. 

1+Е 
---" logn 

л" 

~ 
log n 

Тако се исто лако види ga се изложилац конвер'iенције не .мења ни 
gеривацијо.м ни инШе'iрацијо.м функције. Јер се из једна чине 

где Је 
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а;, =(n+ l)a 11 + 1, 

види да се за велике вредности n израз ~ понаша као ~,тј. од

говарајуhи л;, понаша се као А11 ; дакле, ред је L., л:,л."он> конвергентан, 
ако је ред L A,~"<I+EJ конвергентан, а ред L л:,џн> је дивергентан ако 
је ред L., л> (1-Е) дивергентан. 

На исти је начин очевидно и то да се Л11 не мења ни интеграцијом 
реда. 

Упоредимо међу собом два реда 

.f(z) = а0 + a1z + a2z2 + ... 

и 

који представљају две целе функције .f(z) и <р (z). Нека су Л" и 11" њи
хови изложиоци конвергенције, па се налази да: 

Kag 2og је, йочевши og јеgне вреgносШи n, нейресШано lbn 1 < lan 1, 
биhе 11п ~ лn. 

Јер, означивши са а 11 и ~~~ асимптотне вредности израза logla11 1 и 
loglbnl, биhе 

Л =_n logn и 
11 

а" 

_ n logn 
1111-----. 

~// 

Ако је, почевши од једне вредности n, непрестано 1 Ь" 1 < 1 а" 1, онда 
пошто је, почевши такође од једне вредности n, непрестано 

la 11 1<l, lbпl<l, 

биhе по апсолутној вредности, за довољно велике вредности n 

loglb11 1 > loglanl, 

па, дакле, опет по апсолутној вредности 

~n> а", 

што показује да је 1111 < л/1. и обратно: 
Kag 2og је l1n < Л 11 , бuhe йочевши og извесне вреgносШи n нейре-

аuано lbпl < lanl. 
Јер, кад год је 11 11 <Л", мора бити В" > А11 , где је 

в,,=~, 
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тј. почевши од једне вредности n мора бити по апсолутној вредности 

loglbnl > loglanl. 

Па пошто је од извесног ранга n непрестано 

1 а11 1 < 1, 1 h11 1 < 1, 

биће, почевши од извесног ранга n непрестано 1 Ь11 1 < 1 а 11 1. 
То у исто време показује да: 

Kag гоg је изложилац конвергенције функције q> мањи og изложио
ца функције f, функција he q> биШи мајорирана сваком оном функцијом 
Ф којом буgе мајор ирана функција f. 

Очевидно је и то да: 

Kag гоg су логариШми коефицијенаШа а 11 и bn, за велике вреgно
сШи n, количине исшога pega, биhе А 11 = lln. 

Изложилац конвергенције А 11 може се непосредно узети за мери-
ло брзине конвергенције реда (8). Ред he утолико брже конвергирати, 

уколико је А11 мањи, тј. уколико је број -1
- већи за једну исту довољно 

"'" велику вредност n. 
Број 

(15) 

зваћемо, стога, брзином конвергенције реда (8); та брзина има, дакле, 
за израз 

(16) 
а 1: = __ 11_ 

11 
n logn 

АсимйШоШна вpegнociu логари~uма моgула коефицијенШа а" pega 
(8) јеgнака је Шако gефинисаној брзини конвергенције 1:" йомноженој 
изразом -n log n. 

То излази из обрасца (13) из кога је 

(17) 

(18) 
logla 11 1 _

1 1 - +EII-'). 
-111: 11 log 11 
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Ш. ПРИМЕРИ ИЗЛОЖИЛАЦА И БРЗИНЕ КОНВЕРГЕНЦИЈЕ 

Изложилац конвергенције за функцију 

~ z" 
Ј( z) = LJ ----z;;; 

n 

. . . 1 
сталан Је и Једнак броЈу -. 

а 

Тако исто, пошто је 

(а= const.) 

log(n!) 

за велике вредности n, количина истога реда као и 

log(n"), 

гранични изложилац Bessel-oвe функције 

~ z" 
f(z) = L; -( ')а, n. 

(а= const.) 

б . 1 т . 
сталан Је и Једнак роЈу -. ако нпр. изложилац експоненциЈалне 

а 

функције е= једнак је јединици. 
У оба ова примера изложилац конвергенције сталан је и поклапа 

се са граничним изложиоцем одговарајућег низа А". Напротив, за ели

птичку трансценденту 

изложилац је променљив и мења се по закону 

Л = _ logn 
" nlogq · 

Тако исто, пошто је, као што је познато, за функцију 

(19) 

модуо коефицијента а" мањи од 

и пошто за ред 
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изложилац има за израз 

(20) Л = Iogn 
" loglogn' 

изложилац функције (19) је мањи од вредности (20). 
И уопште, као што је познато4, за функцију 

(21) 

(где је број суперпонираних експоненцијалних функција једнак р), оп
шти је коефицијенат а 11 по своме модулу мањи од одговарајуhег кое
фицијента реда 

(22) L ( log log~ .. log n Ј z" 

(где је број суперпонираних логаритама једнак р-1). Па пошто је за 
ред (22) 

(23) Л = Iogn 
11 

loglog ... logn 

(где је број суперпонираних логаритама једнак р), то је изложилац 
конвергенције реда (22) мањи од вредности (23). 

Редови 

~ zll 

L. (n!)" 

. б 1 1 1 
конвергираЈу сталном рзином , -, -. 

а Р 

Ред 

конвергира једнако убрзано, тј. са сталним убрзањем а, јер је 

1 11 = an. 

4 Ј. Hadamard: Erude sш· fes pгopгietes des j'oncrions enrieгes etc. (Journal des mathemati
ques puгes et appliquees, 4-е seгie, t. IX. 1893. р. 184). 
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Ред 

за који је 

конвергира са униформно растуhим убрзаљем 2а n. 
Ред 

конвергира са растуhом брзином 

_ 11logq 
't/1 ----, 

log 11 
а са опадајуhим убрзаљем. 

Ред 

CJ.11(log11) 2 

.f(z) = L е loglog" z" 

конвергира са опадајуhом брзином 

_ а log log11 
't 11 - _ ___";__,"'---

logn 
и са опадајуhим убрзаљем. 

Као што се види из ових примера, ред може конвергирати са 

сiiiалном, paciiiyhoм или ойаgајуhом брзином; тако исто убрзање кон
верzенције може бити стално, растуhе или опадајуhе. За растеље брзи

не конвергенције не постоји никакво ограничеље: брзина може бес

крајно расти по каквом се год xohe закону и брже од ма које дате 
функције броја n. Али за ойаgање брзине постоји једно ограничеље 
као последица напред наведеног става за брзину растеља граничног 

изложиоца А 11 који, у случају кад је растуhа функција броја 11, увек 
расте спорије него log n. Према томе: 

Kag zog peg конверzира са ойаgајуhом брзином, ова ойаgа сйорије 

- 1 д неzо израз --. ругим речима: производ 

logn 
't 11 logn 

бескрајно расте кад n ~ оо. 
Приметимо такође да према ономе што је напред казано кад се 

међу собом упореде два реда 

f(z) = а0 +a1z +a2z2 + ... 
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и 

чије су брзине конвергенције 't 11 и 't;" излази да: 
Kag 'iog је, йочевши og jegнo'ia ран'iа n, нейресШано lbn 1 < lan 1, 

биhе и 'tn > 't~; и обрнуШо, каg 'iog је 'tn > 't~, йочевши og jegнo'ia ран'iа 
n, биhе нейресШано lbn 1 < lan 1. 

IV. ИЗЛОЖИЛАЦ И БРЗИНА КОНВЕРГЕНЦИЈЕ ЗА НЕКОЛИКЕ 
ОПШТЕ КЛАСЕ ЦЕЛИХ ФУНКЦИЈА 

I. Свака цела функција f(z), gефинисана канонским йроизвоgо.м 
йри.марних факШора коначне врсШе, и.ма јеgан коначан 'iранични изло
жилац конвер'iенције. 

Јер, као што се зна, за такве је функције 

(где су М и~ две позитивне константе), па је, дакле, 

-logla 11 1 > ~nlogn-nlogM, -а11 > ~nlogn, 

и према томе 

1 
л"< 13. 

П. Нека је .f(z) ма која функција за коју је коефицијенат а 11 каква 
детерминанта !1 11 , п-тога реда, чији елементи могу бити реални или 

имагинарни, али су такви да двоструки ред састављен од квадрата њи

хових модула конвергира; свака Шаква функција f(z) и.ма јеgан кона
чан 'iранични изложилац конвер'iенције. 

Јер, ако се са s~ означи збир квадрата модула елемената k-тог 

стуба детерминанте !1 11 , биће према Hadamard-oвoj теореми о максиму-

му детерминанте 

и утолико пре 

1/ 

1 1 
(s('+s2_'+ ... +sn 2 

а" < " 
112 

Ако се, дакле, са В 2 означи збир конвергентног реда 
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sj' + s~ + s~' + ... , 
биhе 

В" la 11 1<-, (n~l), 
11 

из чега излази да је 

А 11 < 2. 

За све функције .f(z), обухваhене ставовима I и П, улогу мајорен
тне функције игра трансцендента 

која је била предмет мојих ранијих испитивања5. 
Ш. Нека је .f(z) функција дефинисана редом 

са реалним позитивним коефицијентима и који има ту особину да сва

ка од Једначина 

2_0 a0 +a1z+a2z - , 
а0 + a 1z + a2z2 + a3z3 =О, 
а0 + a1z + a2 z2 + a3z3 + a 4z4 =О, 

има све своЈе корене реалне. 

За сваку Шакву функцију f(z) изложилац конвер'iенције не ойаgа 
сйорије не'iо 

а брзина конвер'iенције не расШе сйорије og 

n 

logn 

Јер ако се изрази да су корени квадратне једначине, која се добија 
ставивши да је једнак нули (п-2)-ги извод п-тога полинома (19), реал
ни, добија се неједначина 

5 М. Petrovitch: Une tгanscendante entiere et son гдlе d'e!t?ment de compaгaison (Annales 
de I'Ecole Normale Supeгieure, t. 31. 3-е serie, 1914. р. 441-454). 
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(n -1)а;_ 1 - 2na 11a 11 _ 2 >О, 

која доводи до низа неједначина 

_а_п_ < _n_-_1 _а_11 __ 1 

all-1 2n an-2 ' 
а 11_ 1 n- 2 а11_ 2 --<---
all-2 2(n -1) а11 _3 ' 

............................... 
а2 1 а 1 -<----
а1 2· 2 а0 

Међусобним множењем тих неједначина добија се неједначина 

!!.в_ < а11-1 
а 1 2"-1 na0 

коЈа доводи до 

( )

1/ 

ао а1 

11(11-1) а ' 
'2 2 о n. 

а ова се неједначина може написати у облику 

(24) 
2 

а h"e-8" 

а"< о ' ' n. 

где су h и g позитивне константе чије су вредности 

Неједначина 

претвара (24) у 

h = log2. 
2 

(n+ 1)" 
.о.._ _ _с_ < е" ' 

n! 

а с"е-8"
2 

а =~о __ _ 
" (п+ 1)" ' 

где је с позитивна константа. Одакле је 

и према томе 

-loga" > nlog(n+1)+gn2 -nlogc-loga 0 , 

2 
-а11 > gn , 
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па, дакле, 

n 
't/1 > g--. 

logn 

Мајорентна функција за све такве функције f(z) је трансцендента 

~ 

Ф (z) = L е-ал2 z" 
о 

која игра познату улогу у теорији елиптичких функција. То је цела 
функција нулте врсте, као и ма која њена линеарна комбинација са 
полиномима по z. 

IV. Изложилац конвер'iенције целих функција 

са рационалним коефицијенШи.ма an, које заgовољавају какву gиферен
цијалну јеgначину коначно'i pega, ал'iебарску йо 

dy dy 2 

z,y,-,--2 , ... , 
dz dz 

никаgа не ойаgа брже не'iо _l_; брзина конвер'iенције pega никаg не 
logn 

расШе брже не'iо log n. 
Став је непосредна последица теореме коју је доказао г. Р6lуаб да 

за такве редове израз 

logla" 1 
у// 2 

n(logn) n(logn)2 

остаје коначан кад n бескрајно расте; довољно је приметити да су у", 
А11 , 't 11 међу собом везани релацијама 

1 -~ 
у" =-'А" logn logn 

Према ономе што је напред казано, изложилац конвергенције за 
редове у не може, дакле, ни расти спорије од log n ни опада ти брже од 

б G. P6lya: Ueber das Anwachsen von ganzen Funktionen die einer Diff'erenzial-Gleichung 
genйgen (Vierteljahrschrift der Naturf. Ges. im Ziirich, Jahrg. 61. s. 531-545). 
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-
1
-. Тако исто, брзина конвергенције у не може ни опадати спорије 

logn 

1 
него --, ни расти брже од log n. 

logn 

* 

Изложилац конвергенције Л 11 представља један нарочити израз 
начина на који се понаша коефицијенат а" реда f(z) за велике вред
ности n. Он је у непосредној вези са асимптотном вредношћу тога кое
фицијента и природно је да се све оно што међу појединостима и осо

бинама реда и функције f(z), зависи од таквих елемената може раза
знати на самоме изразу Л 11 • 

Зна се нпр. да су са асимптотном вредношћу а11 у вези извесне оп
ште појединости функције .f(z), као што су: врста (genre) функције, бр
зина њеног растења кад z бескрајно расте, њене асимптотне вредности 
за велике вредности z, густина и распоред нула функције и др. Ове се 
појединости могу разазнати на самоме изразу Л," односно на изразу 

брзине конвергенције, и то са већом прецизношћу но кад се посматра 

сама асимптотна вредност а 11 • То долази отуда што, као што је напред 

казано, низ изложилаца 

чини могућним разликоваље нијанса у начину на који чланови реда 
.f(z) прилазе нули, кад њихов ранг n бескрајно расте, а које се нијансе 
не истичу на самоме изразу асимптотне вредности коефицијента а" 
који се обично посматра у истраживањима аналитичких појединости 

целих функција. 

Везе између особина целих функција f(z) и њихових изложилаца 
конвергенције Л 11 биће предмет другога дела овога рада. 



ТЕОРЕМА О КРИВОЛИНИЈСКИМ 
* 

ИНТЕГРАЛИМА 

1. Према добро познатој Darboux-oвoj теореми интеграл 

(1) Ј= Ј f(z)dz 
L 

узет дуж пута L на коме је функција f(z) холоморфна може се напи
сати у облику 

(2) J=Л·f(~)·s, 

где је s дужина пута, ~ афикс једне тачке тог пута а Л афикс једне тачке 
унутар круга полупречника 1 који има координатни почетак као цен
тар. 

Намеран сам показати да, под извесним условима, Darboux-oв фа

кШор Л може би Ши замењен јеgним йрецизнијим факШором р који йреg
сШавља афикс јеgне Шачке унуШар кружно2 йрсШена измеf;у gва кру2а 

фиксираних йол уйречника који имају коорgинаШни йочеШак као цен

Шар. 

Тако he се имати не само 2орња граница (она Darboux-oвa) но и 
gоња граница интеграла Ј коју не даје ниједна сада позната теорема. 

Шта више две границе кружног прстена су стварно достигнуте у 

посебним случајевима. 

Претпоставимо најпре да је пут интеграције L такав да дуж тог 
пута интегрални елемент f(z) dz 1 не мења квадрант омеђен ортогонал
ним осама координата хОу у равни променљиве z. 

Нека је 

* Наслов оригинала Theoreme sur les inu!grales curvilignes, Publications mathematiques 
de I'Universite de Belgrade, Belgrade, 1933, t. П, рр. 45-59. 

1 Другачије речено, аргумент броја f(z) dz . 
d.~ 



210 

где Је 

(3) 

z = х+ yi, f(z) = f(x + yi) = Р+ Qi, 
f(z)dz =М+ Ni, 

М= Pdx-Qdy, 
N = Qdx+Pdy. 

Ставимо, скраhивања ради, 

f М= f (Pdx-Qdy) =И, 
(4) L L 

f N = f (Pdy+Qdx) = V 
L L 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

и означимо са М', N', И', V' редом апсолутне вредности реалних коли
чина М, N, И, V. Биhе 

где је Л чинилац који се налази између ~ и 1. Због тога he бити 

(б) Ј 1 f( z) dz 1 = Ј Л( М' + N'), 
L L 

па, будуhи да су M',N' реални и позитивни, општа теорема о средњој 
вредности даје 

(7) fl f(z)dz 1 = е[Ј М'+ f N'], 
L L L 

где је е чинилац који се налази између ~ и 1. 

С друге стране he бити 

(8) 
1 1 1 = f (М + Ni) = f М + i f N = 1 И+ iV 1 = 

L L L 

= ~U2 + V 2 = ~U' 2 + V' 2 =е'( И'+ V'), 

где је е 'такође чинилац који се налази између ~ и 1. 

Како М и N не мењају знак дуж лука L, јесте 
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Ј М'= Ј val.abs.M = val.abs. Ј М, 
(9) 

L L L 

Ј N' = Ј val. abs. N = val. abs. Ј N, 
L L L 

И'= val. abs. И= val. abs. Ј М =Ј М', 
(10) 

L L 

V' = val. abs. V = val. abs. Ј N =Ј N', 
L L 

и отуда, на основу (8), 

(11) 

Делеhи (11) са (7), налази се 

1 
1

1 = е' =е" f 1 f(z) dz 1 е , 
L 

или 

(12) f f(z) dz = е" f 1 f(z) dz 1, 
L L 

где је е" чинилац који се налази између .,Б и .fi. Но, како први члан 

у (12) не премаша никада вредност 

Jl f(z)dz 1, 
L 

може се писати 

(13) Ј f(z) dz = 11fJ f(z) dz 1, 
L L 

1 
где се 11 налази између г;;; и 1. 

. -v2 
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С друге стране је 

l.t(z) dz 1 = 1 /(z) 1·1 dz 1 = l.f(z) 1 ds, 

где је ds елемент лука L. Биhе, дакле, 

s 

Ј 1 f(z) dz 1 = Ј 1 f(z) 1 ds 
L О 

па се интеграл из другог члана у (13) пише, на основу опште теореме о 
средњој вредности, у облику 

(14) Ј 1 f(z) 1 ds = 1 /(~) 1 s, 
L 

где је~ афикс неке тачке која се налази на луку L између његова два 
краја (х1 , у1 ) и (х2 , У2), а s дужина лука L између тих крајева. 

(13), 
Ако се тада са а означи аргумент интеграла /, биhе, на основу 

(15) Ј= 1 Ileai = ТЈеа; Jl f(z)dz 1· 
L 

Исто тако, означавајуhи са ~ аргумент од /(~), добиhе се 

/(~) = 1 /(~) 1 ер;, 
1 /(~) 1 =Ј(~) е-р;, 

и отуда, према (15) 

1=/l/(~)·s, 

Дакле, J.l је афикс неке тачке која се налази у прстенастој области 

(С) омеђено, двама круговима чији су полупречници ~ а 1 центри у 

координатном почетку.Тако се долази до теореме која следи. 
Сваки йуШ каgа gуж лука инШеzрације L инШеzрални елеменШ 

f(z) dz не мења кваgранШ омеЬен орШоzоналним коорgинаШним осама 
у z -равни, инШеzрал 

1= Ј f(z) dz 
L 
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и.ма за вреgносШ 

(16) 

zде је s дужина лука L, ~ афикс неке Шачке с.мешШене на L, а џ афикс 
неке L""йачке која се налази у унуШрашњосШи кружноz йрсШена из.ме!Ју 

круzова йолуйречника ~ и 1 са координаШни.м йочеШко.м као цен-

Шро.м. 

2. У слов претходне теореме, то јест услов да интегрални елемент 
не мења квадрант координатних оса, испуњаваће увек лук L дуж кога 
су промене х-а монотоне и који, кад му је једначина у= <р(х), не сече 

између својих крајева (х 1 , у 1 ) и (х2 , У2) ни једну ни другу од две криве 

(17) 
P(x,y)-<p'(x)Q(x,y) =О, 
Q(x, у)+ <р'(х) Р( х, у)= О. 

Овај услов he, на пример, испуљавати одсечек праве (z1,z2 ) који 

између z1 и z2 не сечу ни једну ни другу од две криве 

(18) 
P(x,y)-aQ(x,y) =О, 

Q(x, у)+ аР( х, у)= О, 

где константа а има за вредност 

а= Yz- У1. 
Xz- xl 

Посматрајмо пут L састављен од два одсечка правих, први је па
ралелан оси Ох и пролази кроз z1, други је паралелан оси Оу и пролази 

кроз z2 пута L. Дуж првог одсечка је 

М= Р(х,УЈ), 

N = Q(x,y1) 

а дуж другог 

кад: 

М= -Q(xz,y), 
N = Р(х2 ,у). 

Дакле, један такав пут he задовољавати услове теореме сваки пут 

1. ни Р( х, у 1 ) ни Q(x, у1 ) не мења знак док се х мења од х1 до х2 ; 

2. ни Р(х2 ,у) ни Q(x2 ,y) не мења знак док се у мења од у1 до Yz· 
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Исто тако се налази да ће исте услове испуљавати пут L састав
љен од два одсечка правих, први је паралелан оси Ох и пролази кроз z2 

а други паралелан оси Оу и пролази кроз z1, сваки пут кад:· 

1. ни Р(х1 , у) ни Q(x 1, у) не мења знак док се у мења од у1 до У2; 
2. ни Р( х, У2) ни Q(x, У2) не мења знак док се х мења од х1 до х2 . 

Један довољан услов да би један пут L био природе претпоставље-
не теоремом може се исказати у геометријском облику као што следи. 

Посматрајмо, у равни POQ функције f(z), криву G симетричну, у 
односу на осу OQ, кривој која представља f(z) (претпостављајући да је 
ортогонални систем POQ оријентисан тако да оса ОР буде паралелна 

оси Ох система хОу). 

Угао а вектора положаја тачке (Р, Q) криве G и угао ~ правца 
управног на тај вектор дати су формулама 

(19) tga =- Q 
р' 

р 

tg~ = -. 
Q 

Да се М не анулира дуж L довољно је да се дуж тог лука извод dy 
dz 

. р . . 
стално разликуЈе од Q, то Јест да се правац тангенте у свакОЈ тачки 

лука L разликује од правца управног на вектор положаја одговарајуће 
тачке криве G. 

. dy 
Да се N не анулира дуж L довољно Је да се дуж тог лука - стално 

dx 

разликује од - Q , то јест да се правац тангенте у свакој тачки лука L 
р 

разликује од правца вектора положаја одговарајуће тачке криве G. 
Зато: 

ИнШе'iрални еле.менШ неhе .мењаШи кваgранШ gуж чиШаво'i лука L 
gуж ко'iа нијеgна Шан'iенШа и нијеgна нор.мала Шо'i лука нису йаралелне 

векШору йоложаја og'ioвapajyhe Шачке криве G. 

3. Подсећам сада да сам у једном ранијем раду2 (13) доказао сли
чну неједнакост за коначне збирове, наиме: 

Kag су сви бројеви a 1,a2 , ... ,an с.мешШени у јеgан исШи кваgранШ 

коорgинаШних оса, Шаg је 

2 Module d'une somme (Enseignement mathematique XIX, р. 53-56 Geneve 1917). 
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(20) 

'ige је 11 јеgан чинилац који се налази између ~ и 1. 

Очито је да се из ове релације изводи релација слична (13) узима
јуhи 

(21) 

где су zk и ~k афикси тачака поделе пута L, такве да се ~k налази изме
ђу zk-l и zk. Довољно је пустити да n тежи бесконачности тако да сва 

растојања 1 zk- zk-l 1 теже нули. 
Међутим, релација (20) је погодна за следеhе уопштење које 

допушта да се уопшти релација (13). 
Kag су сви бројеви а 1 , а 2 , ... , an смешШени у јеgан y'iao оШвора 

Л < n са Шеменом у коорgинаШном йочеШку, важи gвосШрука нејеgна
косШ 

(22) 

Друга од ових неједнакости је очита. Да бисмо доказали прву, 

ставимо 

е; 1 2 ) а1 = p.ie 1 (Ј= , ,3, ... ,n 

и тражимо минимум израза 

кад Је 

и 

1 Pieel; + Р2ее2; + ... + р"ее"; 1 

Т= 
Р1 +р2 + ... +р" 

P.i ~О (Ј= 1,2,3, ... ,п) 

(23) а s 81 s а+Л s a+n (ј= 1,2,З, ... ,п). 

Претпоставимо најпре да су p.i фиксирани. Да би израз Т, и отуда 
израз 
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fl 

lsпl= LP/1
j 

i=l 

у 

о 

узео своју најмању вредност под условима (23), треба да е ј буду једна
ки а или а+ А. Заиста, како се то лако показује: 

1. аргумент од S,1 се исто тако налази између а и а + "А; 
2. како је S"_ 1 тачка са афиксом смештеним у тај исти угао, израз 

може узети своју најмању вредност само за 

е" = а или е" = а + "А. 

Отуда следи, ако се у том минимуму означи са р', односно р" 

збир модула елемената а ј чији су аргументи једнаки а, односно а+ "А, 

да се израз Т може написати у облику 

р'+ р" 

где Је стављено 

р'+ р" 

р" 
р=-. 

р' 

l+p 
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Зато he бити 

Т2 = 1 + 2р cos А + р 2 

(1 + р)2 

217 

а лако се уверити да овај израз узима своју намању вредност (за пози

тивне р) када ре р = 1, тај минимум cos2 А . 
2 

Дакле, под условима наметнутим бројевима ај, Т не може узети 

вредност мању од cos А, што доказује прву од неједнакости (22). 
2 

Ако се тада узму за а; изрази (21) и учини исти прелаз на 
граничну вредност као у претходном, долази се до следеhе теореме. 

Теорема.- Сваки йуШ каgа, gуж лука инШе'iрације L, инШе'iрални 
елем.енШ f(z) dzЗ не излази из неко'i у'iла оШвора А < 1t са Шем.еном. у 
коорgинаШном. йочеШку, иншеzрал 

Ј= Ј .f(z)dz 
L 

има за вреgносШ 

Ј= ~ ·IЛ~) 1· s' 

'ige је s gужина лука L, ~ афикс неке Шачке са L, а J.l афикс неке Шачке 
из унуШрашњосШи кружно'i йрсШена који се налази изм.еЬу кру'iова 

йолуйречника 

А cos- и 1 
2 

са коорgинаШним. йочеШком. као ценШром.. 

4. Гранични случајеви теореме, у погледу фактора J.l, су они у 
којима се таЧка афикса J.l налази 

А) или на крају полупречника 1; 
А 

Б) или на кругу полупречника cos-. 
2 

З Другачије речено, аргумент броја f(z) dz . 
· ds 
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У посебном случају кад интегрални елемент f(z) dz не мења квад

рант, јесте Л=~ па гранични круг у случају Б) има за полупре-
2 

1 
чник .Ј2. 

Могу ли гранични случајеви бити досегнути, и у којим условима? 
Да би се то видело, приметимо да се, за позитивне а и Ь, количник 

-Ја 2 + 2аЬ cos Л+ Ь2 

а+Ь 

л 
своди на 1 за Ь =О, а на cos- за а= Ь. Зато he се случај А) појавити 

2 
сваки пут када буде било М' = О, било N' = О, то јест сваки йуШ каgа 
лук инШе2рације заgовољава јеgну или gpy2y og gиференцијалних јеg
начина йрво2 pega 

(23) 
dy _ Р(х,у) 
dx- Q(x,y)' 

dy = Q(x,y) 
dx Р(х,у) 

Тако he, на пример, бити када је лук одсечак (х 1 , х2 ) реалне осе 

Ох или пак одсечак (y1,Yz) имагинарне осе Оу, а функција f(z) је 
реална или чисто имагинарна дуж тог одсечка. 

Дуж одсечка (х1 , х 2 ) јесте 

(22) М= P(x,O)dx, N = Q(x,O)dx, 

а дуж одсечка (y1,Yz) 

(23) М= -Q(O,y)dy, N = P(O,y)dy; 

те је једна или друга од вредности М и N, и зато такође од вредности М' 
и N', нужна нула. 

Исто тако he бити кад је лук неки од се чак (z1, z2 ) једне или друге 

бисектрисе у = х, у =-х углова између оса Ох и Оу, а реални део Р и 
имагинарни део Q функције f(z) су дуж тог одсечка једнаки по 
апсолутној вредности. Дуж одсечка (z1,z2 ) је или 

(24) dy = dx, М= (Р- Q) dx, N =(Р+ Q) dx 

или 

(25) dy = -dx, М = (Р+ Q) dx, N = (Q- Р) dx 

па једна од вредности М, N, а отуда и М', N', јесте нула. 
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Случај Б) he се појавити сваки пут када буде М'= N', то јест 
сваки йуШ каg лук инШеzрације заgовољава јеgну или gpyzy og gиферен
цијалних јеgначина йрвоz pega 

(26) 

dy _ Р( х, у)- Q(x, у) 

dx - Р(х, у)+ Q(x, у)' 

dy = P(x,y)+Q(x,y) 

dx Q(x, у)- Р( х, у) 

Тако he, на пример, бити кад је лук одсечак (х 1 , х2 ) осе Ох или пак 
од се чак (у,, У2) осе Оу а реални део Р и имагинарни део Q од f(z) су 
дуж тог одсечка једнаки по апсолутној вредности; тада је дуж одсечка 
M'=N'. 

Исто тако he бити кад је лук неки одсечак (z1, z2 ) једне или друге 
бисектрисе у= х, у= -х, а функција f(z) је реална или чисто имаги
нарна дуж одсечка. 

У слови придружени једном или другом пару диференцијалних јед
начина (23) и (26) могу се представити и у следеhем геометријском 
облику. 

У очиhемо крив у G посматрану у претходном ( симетричну слику 
криве f(z) у односу на осу .OQ) и симетричну слику G' криве (1 + i)f(z) 
у односу на OQ. Два односа· · " 

Q р 
-- и -
р Q 

су редом коефицијенти правца вектора положаја тачке (Р, Q) криве G 
и оног правца који је на њега управан. Два односа 

P+Q P-Q 
--и--

Q-P P+Q 

су редом коефицијенти правца вектора положаја тачке (P',Q') криве 
G' и на њега управне праве. 

Једначине (23), међусобно се искључујуhи, изражавају да је дуж 
лука интеграције или тангента или нормала на тај лук стално паралел

на вектору положаја одговарајуhе тачке криве G. 
Једначине (26), међусобно се искључујуhи, изражавају да је дуж 

тог лука или тангента или нормала паралелна вектору положаЈа 

одговарајуhе тачке криве G'. Према томе: 

Јеgан или gpyzи og zраничних случајева А) и Б) йојавиhе се сваки 
йуШ каgа је gуж йуШа инШеzрације или ШанzенШа или нор.мала на Шај 
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йуШ йаралелна векШру йоложаја ogzoвapajyhe йlачке јеgне или gpyze og 
gвеју кривих G и G'. 

5. Диференцијалне једначине (23) и (26) које дају граничне случа
јеве теореме из § 1 инШеzрале се све йомоhу квадраШура. 

1. Ради интеграције једначине 

(27) 

ставимо скраћења ради 

и уведимо нову променљиву t такву да се (27) раставља на две симул
тане једначине 

Одатле се добија 

dx + idy = Q + iP = i Р - Qi 
dt 11. 11. , 

то Јест 

dz = 
dt f(y), 

одакле се извлачи 

(28) t = -i Ј f(z) dz + const. 

Како је t битно реално, имагинарни део другог члана у (28) мора 
бити нула. Општи интеграл једначине (27) добија се дакле изједнача
вањем са произвољном константом имагинарног дела интеграла 

i Ј .f(z) dz, 

то јест реалног дела интеграла 

(29) Ј f(z)dz. 
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2. Ради интеграције једначине 

ставимо 

одакле је 

то Јест 

одакле се извлачи 

dy = _Q 
dx Р 

dx + idy = р - Qi 

dt L1 

dz 1 = 
dt f(z)' 

t= Jf(z)dz+const. 

221 

Општи интеграл се добија дакле изједначавањем са произвољном 
реалном константом имагинарног дела интеграла (29). 

З. Ради интеграције једначине 

(30) 

довољно је заменити у случају 1 функцију f(z) функцијом 

<p(z) = (1 + i)f(z) =(Р- Q) + i(P + Q). 

4. Ради интеграције једначине 

довољно је заменити у случају 1 функцију f(z) функцијом 

'Jf(z) = (1-i)f(z) = (P+Q)+i(Q-P). 

Путеви дуж којих he вредност интеграла Ј стварно достиhи једну 
или другу од граница одређених теоремом из §1 добијају се дакле 
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ИЗЈедначавањем са неком реалном константом реалног дела или има

гинарног дела извесног интеграла 

Ј Ф(z)dz. 

Како још треба да пролази кроз један крај z1 лука интеграције, 
тај пут he бити дат једначином која казује да је реални део, односно 
имагинарни део интеграла 

z 

Ј Ф(z)dz, 

једнак нули. Да би пут прошао и кроз други крај z2 лука L, и према 
томе ga би zраница била сШварно gосШиzнуШа, йоШребно је и gовољно 
ga реални geo, оgносно и.маzинарни geo инШеzрала 

Z2 

Ј Ф(z)dz 

буgе јеgнак нули. 



ИЗРАЖАВАЊЕ 
ДВОПЕРИОДИЧНИХ ФУНКЦИЈА 

ПОМОЋУ ОДРЕЂЕНИХ 
* 

ИНТЕГРАЛА 

I. РАЗНИ НА ЧИНИ ЗА ОПШТЕ ИЗР АЖАВАЊЕ 
ДВОПЕРИОДИЧНИХ ФУНКЦИЈА 

ОйшШе изражавање једне дате класе (ј) функција f(z) одређене 
аналитичне природе, о каквоме је реч у овој расправи, јесте изража

вање функција те класе каквим аналитичним изразом који би, на један 
одређени начин, исШи за све функције шШо йрийаgају класи, зависио 
од променљиве z и од једног о2раничено2 скупа произвољних конста
ната 

а који би имао ову особину: 

Свака функција класе (ј) једнозначно је одређена скупом кон
станата Ak, тј. свакоме таквоме скупу одговара по једна функција кла
се и обрнуто, свакој функцији класе одговара по један одређени скуп 

специфичних вредности Ak. Функције класе(() разликују се, према то
ме, једна од друге само специфичним вредностима констаната Ak. 

Тако дефинисано опште изражавање није изводљиво за ма коју 

класу функција ((). Оно нпр. није изводљиво за класу свих меромор
фних простоnериодичних функција. Али је оно, и Шо на више начина, 

извоgљиво за класу (f) сасШављену из свих мероморфних gвойериоgи
чних функција. 

До сада познати начини општег изражаваља ових функција јесу 

они при којима се оне изражавају: 

*Српска краљевска академија, Глас, књ. CLXV, Први разред, књ. 81, Београд, 
1935, стр. 137-152. 
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1) као рационалне функције елементарних функција snz и sn'z 
(Liouville) или елементарних функција p(z) и p'(z) (Weierstrass); 

2) као количник двају продуката функција 

(1) 

где Је 

(2) 

(3) 

- 1 _2 

cr(z)=zll(1- :)e;+z-:2
, 

w= nro + n'ro', 

п,}= 0,±1,±2, ... 
n 

осим пара 

и где су ro и ro' периоде; 

{
n= О 
n'= О' 

3) као линеарна комбинација ограниченог броја израза 
Ak~<k>(z- а) где је 

Џ z) = .!. + L (-1- + _!_ + ~) = cr' ( z) , 
z z-w w w 2 cr(z) 

Где је w дато обрасцем (2) а збир узет преко вредности (3) (Hermite-oв и 
Weierst1-ass-oв начин за разлагање мероморфних двопериодичних 

функција на просте елементе); 
4) као количник два израза облика 

GJP(Z + h) + a2p'(z + h) + ... + a 11p<"-1>(z + h), 

где су h и ak константе (Painleve); 
5) у облику одређеног интеграла 

(б) 

~ 

Ј <р с z. t) dt, 
о 

где је <р (z, t) рационална функција интеграционе променљиве t и 
ограниченог броја експоненцијалних функција eazr и еР1 (Poincare). 
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П. МЕТОДА POINCARE-a ЗА ОПШТЕ ИЗРАЖАВАЊЕ 
ДВОПЕРИОДИЧНИХ ФУНКЦИЈА У ОБЛИКУ ОДРЕЂЕНИХ 

ИНТЕГРАЛА 

Могуhност да се свака мероморфна двопериодична функција из

рази у облику одређеног интеграла облика (6), показао је први Poin
care1. Али, мада је метода у основи добра, велики математичар је пре
видео једну ствар и учинио неколико грешака које му и нађене обра

сце чине нетачним. 

(7) ~~( 1 1) H1 (z,a,~,a,b)= LL - , 
z-a-w z-A-w 

m=On=l 1-' 

w= та +nb. 

Poincare полази од функције где је 

(8) w= та +nb, 

која би функција била једна од четири компоненте двопериодичне 

функције 

f(z,a,~,a,b) = :L:L( 1 
- ~ ) = z-a-w z- -w 

11 т (9) 

где т и n добијају све целе вредности од- оо до + оо, осим пара т = n =О, 
а где су а и Ь њене периоде. 

Међутим, двоструки ред (7), што дефинише функцију Н1 , дивер
гира, што Poincare у тај мах није приметио, па се та омашка провлачи 
кроз целу његову методу. Применом интегралног обрасца 

~ 

(10) 1 = -А Ј e'J...t(z-y-w) dt ' 
z-y-w 

0 

(са у = а и у = ~), и бирајуhи константу А тако да интеграл на десној 
страни обрасца има смисла, тј. тако да буде 

(11) реални део [Л.Сz- у-w)]< О, 

за 

1 Poincare: Sur les invariants arithmetiques, Comptes Rendus du 10 me Congres de l'Assoc. 
Fraщ:. pour l'avancement des Sciences. р. 109-117 (1881). 
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(12) у=а, у=~. т=О,l,2, ... и n=l,2,3 ... , 

функција Н1 изражава се интегралом 

(13) 

који је интеграл, под претпоставком (11) конвергентан у близини гор
ње интегралне границе t = оо, али је услед дивергенције реда (7) дивер
гентан у близини доње границе t = О. 

Та се иста омашка јавља и при изражаваљу осталих трију компо

нената функције (9) у облику одређених интеграла. При томе аутор 
методе увек бира А, а и ~ тако да сва четири интеграла истовремено 
конвергирају у близини горње границе t = оо, али стално превиђа да 
сви ти интеграли дивергирају у близини доње границе t = О. 

Приметивши да се свака мероморфна двопериодична функција 

.f(z) може изразити у облику линеарне комбинације функције (9) и 
ограниченог броја њених извода, Poincare помоhу добивеног интеграл
ног обрасца за функцију (9) и из њега изведених интегралних образаца 
диференцирањем по z, изражава сваку функцију .f(z) у облику одре
ђеног интеграла исте врсте као што је интеграл (13). Како, међутим, 
интеграл (13) дивергира (иако његови формално узети изводи конвер
гирају), јасно је да и резултујуhи интеграли који треба да представљају 

двопериодичну функцију .f(z) неhе имати смисла. 
Изгледа да је доцније Poincare и сам приметио омашку у својој ме

тоди, јер у своме "Notice sur les travaux scientifiques" (1886, р. 48) не наво
ди више као полазну функцију (7), односно (9), веh функцију 

(14) 
~ ~( 1 1 z) 

P1(z,a,b) = L L --+-+-2 • 
n=l m=O Z-W W W 

са 

w= та+nЬ, 

а која представља једну од четири компоненте функције 

(15) 

где т и n имају све целе, позитивне и негативне вредности, осим пара 

т =n =О. Али ни ту, ни у коме од доцнијих својих радова, Poincar€- не 

развија даље своју тако исправљену методу. 
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Ш. ИЗМЕНА И ДОПУНА POINCARE-oвe МЕТОДЕ 

По примеру Poincare-a могли бисмо доhи до исправних резултата 
полазеhи од функције 

(16) L1 (z,a,~,a,b) = P1 (z-a,a,b)-~(z-~,a,b), 

где је Р1 функција дефинисана обрасцем (14). 
Функција L 1, има за аналитични израз 

и представља ректифицирану функцију н]. 

Са том функцијом Poincare-oв поступак остаје у важности и може 

се успешно применити. Међутим, приметимо најпре да за ово извође

ње није потребно уводити произвољне константе а и ~. јер се кон
вергенција горњих интеграла може постиhи увођењем једино констан

те Л, а у томе и лежи основна идеја Poincare-oвoг поступка. Друго, овај 

поступак постаје још једноставнији ако за полазну функцију узмемо 

непосредно први извод функције (15), тј. Weierstrass-oвy функцију 

(18) (
cr'(z)) 1 LL[ 1 1 Ј p(z)-- -- =-+ --

- cr(z) z2 
11 

т (z- w) 2 w2 
' 

и применимо Poincare-oв поступак на сваку од њене четири компоненте 

облика 

(19) ~ ~[ 1 1] P2 (z,a,b) = L L 2 --2 • 
(z -w) w 

11=! m=O 

w= ma+nb. 

За тај циљ пођимо од обрасца 

~ 

(20) 
1 --1-=Л2 J(e'Az1 -1)e"-w1tdt, w=ma+nb, 

(z- w)2 w2 
о 

где Л треба одредити тако да интеграл на десној страни конвергира; то 

he увек бити случај кад год је 

(21) 

и то за све вредности 

реални део [Л(z-w)] <О, 
реални део (Лw] <О, 
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(22) т= 0,1,2, .. . 
n= 1,2, .. . 

што he за све такве вредности т и n у један исти мах бити испуњено 
ако је 

(23) 
реални део [Ла] >О, 
реални део [ль] >О, 

и реални део [Л.(Ь-z)]>О. 

Да би постојао такав један број Л. за који he све три неједначине 
(23) бити задовољене, потребно је и довољно да троугао L1 чија су те-
мена 

а, Ь, b-z, 

не обухвата тачку z = О. То се лако увиђа узевши за Л. број 

јер је само у наведеном случају могуhе обрнути поменути троугао за 

један угао е тако да сва три његова темена буду на десној страни осо

вине имагинативних вредности. 

Под претпоставком да троугао L1 не обухвата координатни поче
так, сви интеграли (20) што одговарају вредностима (22) са подесно 
изабраним Л. имају смисла и замењујуhи их у обрасцу 

(24) ~ ~ [ 1 1 ] P2 (z,a,b) = L L 2 --2 • 
(z -w) w n=i m=O 

добија се функција Р2 у облику одређеног интеграла 

(25) р ( ь) '12 Ј~с Лz1 1) tе_ль, dt 
za =11. е - . 2 

' ' (1 - е-ма )(1 - e-"Aht) 
о 

Уочимо сад Weierstrass-oвy основну двопериодичну функцију 

(26) p(z)=~+ :LI[c 1 )2 -~]. 
z " т z-w w 

где т и n имају све целе вредности од- оо до + оо, осим пара n =т = О и 
раставимо је на њене четири компоненте Р2 у облику 

(27) 1 
р (z) = 2 + Р2 (z,a,b) + Р2 (z,b, -а)+ Р2 (z, -а,-Ь) + P2(z, -Ь,а). 

z 
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Ове четири компоненте моhи he се изразити у облику одређених 
интеграла облика (25) ако ниједан од четири троугла D-1, D-2, D-3, и D-4 са 
теменима 

D-1 : а, Ь, b-z, 
D-2 : Ь, -а, -a-z, 
Llз : -а, -Ь, -ь....:.z, 

Ll4 : -Ь, а, a-z, 

не обухвата координатни почетак. 

Ако се од темена троугла D- 1, одузме вредност Ь, од темена троу

гла д2 одузме вредност -а, код троугла д3 вредност -Ь, а код D-4 вред
ност а, то he горњи услови бити испуњени кад год 

троугао а-Ь, О, -z не обухвата тачку -Ь, 

троугао Ь+а, О, -z не обухвата тачку а, 

троугао -а+Ь, О, -z не обухвата тачку Ь, 

троугао -а-Ь, О, -z не обухвата тачку -а. 

Из слике се види да he сви ти услови бити истовремено испуњени 
ако се тачка -z (или тачка z) не налази ни у једној од четири прецртане 
области. А понаособ, то he увек бити случај кад год се тачка z налази у 
паралелограму чиЈа су темена 

(28) а + Ь, -а + Ь, -а - Ь, а- Ь. 

Поменуhемо узгред да је у Poincare-oвoj расправи та област чети
ри пута мање пространа; код њега је та област паралелограм чија су 
теме на 

а+Ь -а +Ь 
-2-, 2 

-а-Ь 

2 

а-Ь 

2 

Ако се, дакле, тачка z не налази у једној од четири прецртане об
ласти, постојаhе увек четири броја Л. 1 ,А 2 ,А3 и А4 тако да се може исто
времено свака од четири компоненте (27) функције р (z) изразити кон
вергентним интегралима облика (25), и стављајуhи 

A2(e'A. 1tz -l)е-л.,ьr л_2 (e'A. 2rz -l)e-Л.2 ar 
Ф (z t) = 1 + 2 + 

1 ' (1-е-Л. 1 аr)(1-е-Џ'r) (1-е-Л.2/н)(1-е'А.2аr) 

функција p(z) узима облик 
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(29) p(z)= 
2
\ +{Ф1 (z,t)tdt= {[л?eл.z1 +Ф 1 (z,t)]tdt=Ф(z,t)dt, 

о о 

где је још Л тако изабрано да буде реални део (Лz] <О. 
Како се, међутим, тачка z увек може заменити својом хомологом 

у којем било паралелограму периода, тј. z се може заменити вредно
шћу 

(30) z-pa -qb, 

где су р и q ма која два цела броја, а да тиме вредност функције чије су 
периоде а и Ь не буде измењена, то се бројевима р и q увек може распо
лагати тако да уочена тачка z, односно њена хомолога (30) буде у уну
трашљости наведеног паралелограма (28), тако да услови за конвер
генцију интеграла буду испуњени. 

Као што се види, функција р (z) се може за сваку вредност z у 
равни изразити одређеним интегралом (29), где је Ф рационална функ
ција променљиве t и разних експоненцијалних функција eaz1 и еР1 • 

Интегрисањем и диференцирањем обрасца (29) налази се да то 
важи и за све тако добивене функције. Међутим, свака се мероморфна 

двопериодична функција f(z) чије су периоде а и Ь, може изразити у 
облику 

F(z) =С+ L [ АоЏz- а)+ AUJ (z- а)+ A2p'(z- а)+ ... + A11_UJ<n- 2
) (z- а)], 

где су: 

а полови функције ју изабраном паралелограму периода, 

n ред пола а, 
С, Ао, А1 , ••• А11_ 1 по десно изабран скуп констаната, 
~(z) функција дефинисана двоструким редом 

1 ""'"'( 1 1 z ) ~(z) = -+ ~~ --+-+-2 • 
z z-w w w 

11 т 

w= та +nb, 

Ј~ 0,±1,±2,... осим т~ n~ О, 
тј. интеграл функције p(z), и где се сумирање односи на све полове а 
функције f(z). Према томе се меро.морфна функција .може изразиШи у 
облику ogpef)eнoz инШеzрала (29), zge је Ф рационална функција йро
.менљиве t и оzраниченоz броја израза eazt и еР1 • 



232 НАУЧНЕ РАСПРАВЕ 

IV. ИЗРАЖАВАЊЕ ДВОПЕРИОДИЧНИХ ФУНКЦИЈА У 
ОБЛИКУ КОЛИЧНИКА ДВА ОДРЕЂЕНА ИНТЕГР АЛА 

Начин изражаваља двопериодичних функција f(z) који hемо овде 
изложити нов је и у основи различан од оних до данас познатих. Он се 
састоји у својој основи у томе да се функција f(z) изрази у облику 
количника два криволинијска интеграла 

(31) 
f Ф ( z, t )Р1 ( t - z) dt 

F(z) = , 
Ј Ф(z,t)P2 (t-z)dt 

у коме Је 

1) Ф(z,t) једна мероморфна функција променљивих z и t, која 
зависи од елементарних периода а и Ь посматране функције f(z) и ос
Шаје исШа за све функције са јеgни.м исШи.м йаро.м йериоgа; 

2) Р1 (х) и Р2 (х) су полиноми по х са сталним коефицијентима, а 
који се .мењају og јеgне функције f(z) go gpyze; 

З) контура интеграције је једна ма која затворена линија С што се 
сва налази у ономе паралелограму периода Т у коме се налази уочена 

тачка z; интеграциЈа се има извршити у директном смислу. 
Мељајуlш облик контура С, долази се до многобројних и разновр

сних аналитичних израза за .f(z) у облику количника обичних, реалних 
одређених интеграла. 

Да бисмо извели начин представљаља функције .f(z) у облику 
(31), поhи hемо од факта да се .f(z) увек може изразити као количник 
двеју целих функција G1(z) и G2 (z), које се нпр. за основне елиптичне 
функције поклапају са Weierstrass-oвим функцијама Al(z). Потражимо 
општи аналитични израз таквих функција G при начину изражаваља 
функција f(z) који се овде има у виду. 

Painleve је показао2 да кад је дата мероморфна двопериодична 
функција f(z), чији је ред n (ред љених полова у паралелограму перио
да а и Ь) и узевши за р (z) нормалну елиптичну функцију са периодама 
а и Ь, увек постоје два израза 

(32) F1 (z) = а0р (z + h) + aiP'(z + h) + ... + a 11_1P(n-l)(z + h), 

(33) F2(z) = а~р (z + h) + aJ/(z + h) + ... + a:,_IP<n-O(z + h), 

2 Р. Painleve: SU/' /а гep1·esentation des fonctions e//iptiques, Bull. de Ја Soc. Mathem. de 
France. t. XXVII р. 301-302 (1899). 
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(где су щ,а~ и h подесно изабране константе) таква да F1(z) има за 
своје нуле само нуле функције f{z) садржане у паралелограму периода 
Т, а F2 (z) има за своје нуле полове исте функције f{z) садржане у Т. 

Обе функције F1 и F2 имају као заједничке полове 

(34) am,ll = -h + 2ma + 2пЬ, 

где Је 

(35) :} = 0,±1,±2, ... , 

а сваки од тих полова пол је (k+2)-ог реда за функцију p<kJ(z). 
У очима криволинијски интеграл 

(36) _1_ f р (t + h) dt 
2ni (t- z)k+1 

с 

који, према Кошијевом обрасцу, има за вредност 

(37) 

где L. R означује збир остатака функције р (t + h) за њене полове обу
хваћене контуром С. Пошто је за мероморфну двопериодичну функ

цију f{z) тај збир исти као и онај што би се добио сменом контуре С 
паралелограмом периода, који ту контуру обухвата, а за тај паралела

грам тај је збир једнак нули, то ће бити 

(38) _!_ p<k)(z + h) = _1_Ј p(t + h) dt, 
k! 2ni с (t- z)k+ 1 

што према обрасцу (32) значи да је 

(39) F
1 
( z) = -1- f р ( t + h) Р1 (t - z) dt , 

2ni (t- z)" 
с 

где Р1 означује полином (п-1)-ог степена 

(40) Р1 (х) = А11_ 1 + А11_2х + А11_3х 2 + ... + А1Х 11- 2 + Aoxn-1
, 

у коме коефицијенти имају вредности дате општим обрасцем 

(41) Ak = ~~ , k =О, 1, 2, ... , (n -1). 
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Тако се исто налази и да је 

(42) 

где је 

F2 (z) =~Ј p(t+h) P2(t-z)dt, 
2m с (t + z) 11 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

р ( ) - А' А' А' 2 А' 11-2 Ll, 11-1 2 Х - п-\ + II-2X + 11-ЗХ + ... + \Х + Г>QХ ' 

и где коефицијенти имају вредности 

(43) 
1 

А' = ak k О 1 2 ( 1) k k!' = , ' , ... ,n- . 

Означимо са А(х) целу функцију другога реда (genre) која има 
вредности ат,'" дате обрасцем (34) као своје просте нуле. Пошто обе 
функције F1 и F2 имају те вредности као своје полове п-тога реда, то 

ће сваки од продуката 

(44) 
G1(z) = [Aez)]"F1(z), 

G2 (z) = [Aez)]"F2 (z), 

представљати по једну целу функцију променљиве z. Према обрасцима 
(39) и ( 42) те се две целе функције изражавају интегралима 

( 45) 21ti G1 (z) = [Aez) ]"Ј Ф (z, t)P1 (t- z) dt, 

(46) 2niG2 (z) = (Л(z)]"Ј Ф(z,t)P2 (t-z)dt, 

где Је 

ф( ) =p(t+h) 
Z, t . 

(t- z) 11 

Количник 

је једнак мероморфној двопериодичној функцији 

(47) 

и сам је функција такве исте врсте. Па пошто он не постаје ни једнак 
нули ни бескрајан ни за коју вредност z, то се он своди на једну кон-



ИЗРАЖАВАЊЕ ДВОПЕРИОДИЧНИХ ФУНКЦИЈА ПОМОЋУ ОДРЕЂЕНИХ ИНТЕГР АЛА 235 

станту (за коју се увек може узети да је једнака јединици, јер се све ово 
што претходи не мења множењем функције f са каквом константом). 
Из тога излази да је 

(48) 

где су G1 и G2 представљени интегралним обрасцима (45) и (46), а то 
доказује напред наведени образац (31). 

Оно што је од нарочитог интереса у томе обрасцу јесте теорема 
која се из њега изводи, а то је ова: 

Све мероморфне gвойериоgичне функције јеgне йроменљиве коли
чине изражљиве су јеgни.м аналиШичким изразом чији ШрансценgенШан 

geo ociiiaje исШи за све функције са исШим йаром йериоgа, а ал'iебарски 
geo је јеgан йолином који се мења og јеgне функције go gpyze. 

Константе што фигуришу (у коначном броју) у томе изразу, изра
чунавају се помоћу констаната 

што фигуришу у обрасцима (32) и (33), а ове се одређују на начин који 
је дао Painleve у извођењу свога става. 

Интеграли што фигуришу у бројиоцу и имениоцу десне стране 

обрасца (31) могу се на разноврсне начине трансформисати. Они се, 
између осталога, могу и сменити обичним, реалним одређеним инте

гралима, нпр. на овај начин: 
Напред је показано како се нормална елиптична функција р (z) са 

периодама а и Ь да свести на збир од четири компоненте Р2 и једнога 

члана облика __!_,и како се сваки од тих сабирака може изразити јед
z2 

ним одређеним интегралом облика (25). Према томе се и свака од 
функција F1(z) и F2 (z) може изразити по једним интегралом облика 

(49) 
~ 

Ј <р (z, t) dt, 
о 

где ће <р (z, t) бити рационална функција променљиве t и ограниченог 
броја експоненцијалних функција облика 

Дакле, и свака се мероморфна gвойериоgична функција f(z) може 
иразиШи количником инШеzрала ( 49). 
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Навешћемо још да би се по методи Painleve-a константе 

одредиле на овај начин: 

Нека су а 1 , а 2 , ••• , а" нуле а ~ 1 , ~ 2 , ••• , ~" полови функције F(z) што 
се налазе у паралелограму Т. За њих се увек може претпоставити да су 

различити међу собом и да не постоји никаква релација облика 

па; - La = периода 
n~; - L~ = периода 

(егзистенција релације такве врсте може се увек избећи по десном хо

мографском трансформацијом, која не мења периоде функције и об

лик аналитичног израза горњег облика, а мења јој нуле или полове). 
Тада за h треба узети вредност 

h = _ La + 2та + 2т' Ь, 
n n 

што даје n2 могућих вредности за h, што одговарају вредностима 

т= О, 1, 2, ... , (п -1), 
т'= 0,1,2, ... ,(n-1). 

Кад се за h узме једна од тих n2 вредности и изрази да је израз (32) 
једнак нули за 

имаће се систем од n-1 линеарних и хомогених једначина за ak који 
нису сви једнаки нули; п-та нула а" биће вредност дата једначином 

-(nh+a1 +а2 + ... +а11_ 1 ) =а" +периода. 

На исти би се начин одредила и константа а!:, сменивши само ну
ле ak половима ~k· Вредност h треба узети ону исту која је изабрана за 
израчунавање констаната ak. 

Неодређеност која би се имала у изузетном случају кад би детер
минанта система била једнака нули, избегла би се подесном хомограф
ском трансформацијом. 
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МИХАИЛО ПЕТРОВИЋ О СВОЈИМ РЕЗУЛТАТИМА 
УМАТЕМАТИЧКОЈ АНАЛИЗИ* 

ОДРЕЂЕНИ ИНТЕГРАЛИ 

ИЗРА ЧУНАВАЊЕ ИНТЕГРАЛА ПРОИЗВОЉНИХ ФУНКЦИЈА 

Извесни типови одређених интеграла се могу рачунати било у екс

плицитном облику, у коначном облику, било у облику конвергентних 

редова, упркос општости претпоставки о функцијама које се јављају под 

интегралним знаком. Г. Петровиh је добио, у том погледу, различите оп

ште обрасце који омогуhавају израчунавање великог броја одређених ин

теграла. Тако: 

1 о нека су .f"(t) и Ф(z,t) две холоморфне функције за вредности z и t 
са реалним деловима већим од једне дате вредности Л, и такве да производ 

.f"(t)Ф(z,t) тежи нули кад реални делови променљивих z и t имају прои
звољне вредности веhе од Л, и променљива t расте неограничено. Биће 

(1) 

~ 

Ј Ф(z, Л,+ ti) /(Л.~ ti) dt = -27tj"(z)Ф(z, z) 
Л,+ tl- z 

за сваку вреgносШ йроменљиве z са реалним gелом веhим og Л.; 
2° нека су .f"(t) и Ф(z,t) две холоморфне функције за вредности z и t 

са реалним деловима мањим од једне дате вредности Л, и такве да производ 

j"(t)Ф(z,t) тежи нули кад реални делови променљивих z и t имају прои
звољне вредности мање од Л, и променљива t расте неограничено. ИнШе
'iрал (1) има вреgносШ 27tf(z)Ф(z, z) за сваку вреgносШ йроменљиве z са 
реалним gелом мањим og Л.; 

зо претпоставимо да су .f"(t) и Ф(z,t) холоморфне функције за вред
ности z и t са имагинарним делом већим од једне дате вредности р и да про
извод .f"(t)Ф(z,t) тежи нули кад имагинарни делови променљивих z и t има-

* У књизи Notice sur les travaux scientifiques de М. Michel Petrovitch, Paris 1922 М. 
Петровиh је Записао своје резултате до 1922. године. У посебном поглављу изложио 
је, свој рад из Математичке анализе. 
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ју произвољне вредности веће од р и променљива t расте неограничено. 
Биhе 

~ 

(2) J Ф(z,t+jli) j"(t~jli) dt=2nij"(z)Ф(z,z) 
- t+jll-Z 

за сваку вреgносШ йро.менљиве z са и.ма'iинарни.м gело.м веhи.м og р. 

4° претпоставимо да су j"(t) и Ф(z,t) холоморфне функције за вред

ности z и t са имагинарним делом .мањи.м од р и да производ j"(t)Ф(z,t) те
жи нули кад имагинарни делови променљивих z и t имају произвољне 
вредности мање од р и променљива t расте неограничено. ИнШе'iрал (2) 
има вреgносШ - 2ni f(z) Ф(z,z) за сваку вреgносШ йро.менљиве z са и.ма'iи

нарни.м gело.м .мањи.м og р. 

Раздвајајући реалне и имагинарне делове интеграла (1) и (2), форму
ле г. Петровића воде до једне бесконачности образаца који изражавају 

дате функције у облику одређеног интеграла који ће бити реалан за 

реално j"(z). 

Стављајући у образац (1) 

Л,= О, 

долази се до Стилтјесове формуле 

2z 
Ф(z,t) =-, 

t+z 

~ 

j"(z) =~Ј z<p(t) dt 
1t t2 +z2 

о 

(где <p(t) означава реалан део функције j"(ti) ), важеће за сваку функцију 

j"(z) холоморфну за вредности променљиве z са позитивним реалним де-

лом и такву да количник j"(z) тежи нули кад z расте неограничено са ap-
z 

1t 1t 
гументом између -- и -. 

2 2 
Исто тако, стављајући у образац (1) 

Л,= О, 
2t 

Ф(z,t) = --
t+z 

он се своди на једну другу Стилтјесову формулу 

(где 'Jf(t) означава имагинаран део функције j"(ti)) важећу за сваку функ

цију j"(z) холоморфну за вредности променљиве z са позитивним реалним 
делом која тежи нули кад z расте неограничено са ма којим аргументом 
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између - ~ и ~. Кад функција Лz) задовољава ове услове и није реална 
2 2 

за z = ti, г. Петровић извлачи отуда следећи резултат. 

КоефицијенШ An Taylor-oвoz pega 

Л z) = Ао + А 1 ( z - а) + А2 ( z - а) 2 + ... 

у оgносу на йроизвољну реалну и йозиШивну вpegнociii а .може се нaйucaiiiu 
у облику 

где је 

2(-1)" 
А" =---Јп 

7t 

_ ~ sin [(n+ 1)arctang~ Ј 
Ј,,- f\jf(t) ~ dt, 

о (t2 + а2 )"+1 

што се може изразити и у облику 

2!. 
2 

Ј,, = -___!__Ј \jf (а tang t) sin(n + 1) t cos"- 1 t dt. 
а" 

о 

Г. Петровиh отуда закључује, на пример, да коефицијент А" једне та
кве функције j"(z) реалне за z =О jeciiie йо айсолуШној вpegнociiiи увек .ма
њи og ogzoвapajyhez коефицијенШа Тејлоровоz pega функције 

2М ( z) -;-<z-a)log 1-~, 

где је М једна погодно изабрана позитивна константа. 

Ако је дата једна цела функција x(z) нyлiiioz poga, онда за сваку вред
ност Л. и сваку вредност z са реалним делом већим од Л. важе обрасци 

Ј~ e-tiX(ti) dt = (-1)" 27t d" [e-z (z)], 
_Jz- ti)"+1 1· 2 · 3 · ... ·n dz" Х 

f~etiX(-ti) dt = (-1)"-I 2n d"-\ [e-zx(z)], 
-~ (z + ti)" 1· 2 · 3 · ... ·(n- 1) dz"-

који, на пример, показују да се коефицијенШ An Тејлоровоz pega 

e-zx(z) = А0 + A1(z :-а)+ A2(z- а) 2 + ... , 

zge је а било која вpegнociii са йозиШивни.м реалним gело.м, .може изразиШи 
у облику 
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одакле се добијају различите неједнакости које се односе на А". 
Нека је <p(t) реална функција за реално t, непрекидна у реалном 

интервалу (а,Ь) и таква да интеграл 

h 

g" =Ј <p(t)cosntdt 

а 

има смисла за сваку позитивну целу вредност или нулу променљиве n. Ин
Ше'iрал 

ь 

Ј:х)= Ј <p(t)log(l- 2xcost + x 2 )dt 

а 

је йрекиgна функција йроменљиве х која се йogygapa час са функцијом 

час са функцијом 

зависно од тога да ли се тачка х налази у унутрашљости или спољашњости 

извесног круга са центром у координатном почетку. 

М. Петровић извлачи отуда разне интегралне обрасце који у облику 

одређеног интеграла дају: 

1 а разлику између броја нула и полова једне мероморфне функције у 
датом кругу; 

2° однос производа модула нула и полова у датом кругу; 
за разне симетричне функције корена алгебарске једначине. 

Ако је дата функција представљена редом 

/(z) = а0 + a1z + a2z2 + ... 

конвергентним у неком кругу полупречника различитог од нуле, назива 

се, према г. Борелу, њеном йриgруженом функцијом цела функција дефи

нисана редом 

а 2 3 _ a1z 2 z a3z 
F(z) -ао+-+--+--+ .... 

1 1·2 1·2·3 
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Сама улога коју игра придружена функција у савременој теорији Тау

\оr-ових редова даје значај йроблему йреgсiiiављања функције F(z) оgре/)е
ним инiiiе2ралима йомоhу функције f(z). 

М. Петровић је дао више решења овог проблема и изнео на видело 

односе који постоје између разних особености дате функције J(z) и особе
ности њене придружене функције F(z). 

ред 

Нека је ј"(х) функција која се за О< х< 21t може развити у Фуријеов 

~ 

л х)= I са" sin пх + ь" cos пх) 
о 

и ставимо 

~ 

<p(x,r) = Ica" sin пх + ь" cosnx)r", 
о 

где се за реалан део од r претпоставља да се налази између -1 и +1. 
Уочимо трансцендентну функцију 

11=00 

С(х,а) =-L[cota(n +х) +i], 
11=1 

коју је изучавао г. Апел1 , холоморфну за сваку вредност променљиве х са 
изузетком оних за које један од котангенса који се јављају као сабирци по

стаје бесконачан, и ставимо 

где је величина ~ реална или комплексна са позитивним имагинарним де

лом. 

М. Петровић доказује образац 

21t n=oo 

Ј J(z)Ф(z, ~)dz = 41ti L <p(n,e~i) 
о 11=1 

и, употребивши један познати резултат г. Шварца о Поасоновом интегра

лу, показује да образац важи и за ~=О, тако да је 

~ 2~ 

LiCn) = lim~ Ј j"(z)Ф(z,~)dz (за~= 0). 
1 41tl о 

1 Р. Арре1, Sur quelques applications de la fonction Г(х) et d' une autre fonction tran
scendante (С. R., Acad. Sc., t. 86, 1878, р. 953). 
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Он доказује, на пример, помоhу исте формуле, да се гранична вред
ност израза 

21t 

(З) Ј R(sin xz, cos хz)Ф (z,~)dz 
о 

за ~ = О, где је R рационална функција по sin xz и cos xz (кад та гранична 
вредност постоји, што he се умети препознати) изражава линеарно помоhу 
функција као што су 

С(а;,х), 

и функција као што су 

d 
-С(а;,х), 
da; 

d2 
-

2 
С(а;,х), ... 

da; 

e2k,x-.Г-I 

1- e2k,x-.Г-I' 

где су а; извесне константе а k; цели бројеви. Помоћу познате формуле 

Dlog81(ax) = р(-х,а)- р(х -l,a)-Р 

( 81 је помоhна елиптичка функција) г. Петровиh налази потребне и довољ
не услове које треба да задовољава R да би та гранична вредност интеграл
а (20) била мероморфна gвосШруко йериоgична функција променљиве х. 
Обрнуто, свака мероморфна двоструко периодична функција може бити 

изражена као гранична вредност неког одређеног интеграла (З) за ~=0. 

Ј е дна друга класа одређених интеграла линеарно изразивих помоhу 

једне одређене трансцендентне функције и њених узастопних извода, који 

имају улогу йросШоz елеменШа, коју је М. Петровиh изучавао у многим од 

својих расправа и бележака је ова која следи. 

Нека је за цело позитивно n 

h f xи"dt = <p(n), 

а 

где су и и х функције променљиве t; интеграл <p(n) је коначан и одређен 

за n = О, 1, 2, .... Нека је F(и) рационална функција променљиве и холо

морфна за вредности и чији је модуо мањи од највеhе апсолутне вредности 

коју узима реална функција и(t) кад се t мења од а до Ь. Ищuеzрал 

h 

Ј= Ј F(и)хdи 
а 

изражава се линеарно йомоhу функције 
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оо 

8(х) = L<p(n)x" 
о 

245 

и неколико њених узасШойних извоgа йошШо се у њима замени х коренима 

извесне алzебарске јеgначине йриgружене функцији F. 
На пример, за интеграл 

прост елемент је трансцендентна функција 

за 

~ х" 8(х) = .L...--; 
о Гп+1 

Ј= f[ е-1 F(l)- e-at F(e-1
)] ~t (а> О) 

о 

то је трансцендентна функција 

8(х) = L!og(a + п)х", 
о 

СПЕКТРАЛНИ НА ЧИН ИЗРА ЧУНАВАЊА 

ОДРЕЂЕНИХ ИНТЕГР АЛА 

Спектрална метода, коју је изумео М. Петровић и чији су принципи 

изложени у првом делу овога списа2 , примељује се на два различита на
чина у рачуну одређених интеграла. 

Први начин. - У случају коначног или бесконачног низа интеграла 
ЈЈ, Ј2, ЈЈ, .... (простих или вишеструких) таквих да је :l, цео број који се по
дудара са коефицијентом а" развитка познате функције 

ј"(х) =ао +а1х+а2 х 2 + ... , 

Ј,, су одређени као погодно омеђени сеzменШи једног нумеричког сйекШра 

придруженог функцији ј"(х). 

Тако, нека је j"(z) аналитичка функција, холоморфна у унутрашљо
сти круга С полупречника R са центром у тачки а. Сваки йуШ каg Кошијев 
,инШеzрал 

2 Односи се на стр. 231-236 у књизи 5. Майlе.майlички сйекйlри, Сабрана gела 
Михаила Пейlровиhа. 
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(4) " __ 1_Ј j'(z) d 
-'n- Z 

27ti (z- a)n+l ' 

има за n = 1, 2, 3, ... целе реалне и йозиШивне вреgносШи, .моi'у се Ј" израчу
наШи сви оgјеgно.м као сеi'.менШи jegнoi' Ше исШоi' gеци.малноi' броја S йри
gруженоi' функцији f(z). Број S се добија као вредност одређеног инте
грала 

(5) 
1 -11 21t ( . ) 

S= 
2

7t [ с:р(ре1;)Х е р dt, 

где је 

c:p(z) = ј'(а+ z)- ј'(а), 
n=oo 

x<z) = L,qn2+Лl•zn, 
п= О 

а р, Л, q су погодно изабране константе. 
Интеграл (5) може уосталом бити замењен разним другим који су му 

еквивалентни. У извесним случајевима може он исто тако бити замењен 

изразима по коначним члановима образованим помоhу j'(z) елементар
ним аритметичким операцијама. Тако, сваки пут кад Кошијев интеграл 

(4) има за n= 1, 2, 3, ... вредности једнаке целим бројевима саgржани.м из.ме
Ьу gва gаШа йозиШивна броја, постојаhе два позитивна и фиксирана цела 
броја М и N таква да се вредност ма ког интеграла :4 поклапа са целим 
бројем М+ Lk, где је Lk цео број састављен од групе децимала (сегмента) 
броја 

(6) ј'( а+ 10-N)- ј'( а)- М 
10N -1 

која почиње првом значајном цифром која следи (k-1) N-ту а завршава се 
kN-том децималом броја (6). 

Поступак се распростире и на случај кад су Ј,, .ма какви цели бројеви, 

реални или комплексни. Он се примењује једнако на сваки низ Jt,:h,,JJ, ... 
одређених простих или вишеструких интеграла таквих да се може устано

вити један одређен однос између тог низа и низа коефицијената једног сте

пеног реда са целим коефицијентима (реалним или комплексним). 

Друi'и начин. - Одређен интеграл може бити одређен као сйекШар 

неке познате функције j'(z). Тако се вредност интеграла 

1t 

2 2 2 
Ј=Л=- Ј 8(4 cos t)dt' 

1to 

где је 
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n=oo 

8(z) = Lq"2

-"z", 
11=0 

1 
q =м 

подудара са спектром 

s = 0,1020060020000700002520000924 ... 
функције 

j"(z) = ~(2nn)2 z". 
11=0 

Исто тако, означавајуhи са <p(r,t) реалан део, за z = re1
;, рационалне 

функције j"(z) која представља скуп од т < 100 првих чланова Ламберто
вог реда и стављајуhи 

а= 0,01, ~ = ~2log· nat ·10 
вредност интеграла 

подудара се са спектром 

s = 0,010002000002000000030000000002 ... 

функције j"(z) чији се децимални део пише, ређајуhи једну крај друге ну
меричке групе G1,G2 ,G3 , ... , где је Gk једнака броју делитеља броја k коме 
претходи толико нула колико их је потребно да би укупан број цифара у 

Gk био једнак 2k. 

ТЕОРЕМЕ О СРЕДЉОЈ ВРЕДНОСТИ 

М. Петровиh је утврдио више поступака који воде до Шеорема о среg

њој вреgносШи општих типова одређених интеграла. 

I. Први поступак је заснован на примедби: ако су величине х1 ,х2 , ..• , 

х" све реалне и йозrtШивне и ако је р реалан број, вредност 

(х1 + ... +х")Р 
р= р р 

х 1 + ... +х" 

се налази увек између граница 1 и nP-
1
; ове границе могу бити стварно до

стигнуте. 

М. Петровиh одатле извлачи најпре последице које се односе на 

интеграле облика 

h г--;:-----;:------;:-
f~i?+I}+ ... +j}dx, 
а 
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где су fi ма какве функције променљиве х, реалне у интервалу интегра
ције. Инiiiе2рал се може разложиiiiи на збир сабирака 

~ 

Ј jjdx 
а. 

(где се fi замењује својом апсолутном вредношhу) помножен фактором 8 

који се увек налази између· Jn и 1, где су а и ~ или саме границе а и Ь, или 

пак вредности променљиве х између а и Ь, за које бар једна од функција јј 

мења знак. 

Отуда: проистичу важне последице које се односе на лукове кривих у 
коначнодимензионим просторима, на површине површи, итд. Тако: 

1° нека су х 1 ,х2 , ... ,х11 координате тачке у п-димензионом простору, 
такве да је елемент лука криве у том простору изражен са 

ds 2 = L.dx?. 

Посматрајмо део s коначне дужине лука, непрекидан или изломљен, 
дуж кога лук има ciiiaлaн iiioк, тј. дуж кога се свака координата х; мења 

константно у истом смеру, растуhи или опадајуhи. Нека је Х; апсолутна 

вредност коначног прираштаја координате х; кад се прође од једног до 

другог краја лука. Дужина s има вредносiii 

.. ---··-~--~ s = eL,X;, 

1 
где је е чинилац који се увек налази између .Jll и 1. У посебном случају 

равне криве е се налаЗи између 0,7071 ... и 1; за просторне криве овај чини
пац се налази између 0,5774 ... и 1, итд. 

Може се на бесконачна много начина деформисати и истезати до из

весне границе дати лук са утврђеним крајевима и сталног тока, а да ток не 

изгуби своју особину сталности. Колико се може истезати једном таквом 

деформацијом? Одговор даје теорема М. Петровиhа. 
Јеgан лук ciiiaлнo2 iiioкa се може иciiieзaiiiи највише Гп йyiiia а ga се не 

йоквари ciiiaлнociii й:iока. Ова граница истезања је стварно достигнута у по

себном случају кад се лук s првобитно своди на део праве 

а; = const, Е;= ±1, 

а деформише се 'тако да се поклопи са изломљеном линијом, састављеном 
од n делова правих паралелних координатним осама, која спаја крајеве лу
ка s. 
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Посебно, може се истезати лук s једне равне криве највише {2 = 
= 1,4142 ... пута, а лук једне просторне криве највише .f3 = 1,7320 ... пута а 
да љегов ток остане сталан. 

Иста разматраља се проширују на криволинијске координате и дово

де до тврђеља сродних претходним. Она се једнако примељују у разним 

проблемима механике; 

2° посматрајмо површ Р коју чини лук s ма које равне криве обрта
љем око неке осе узете за осу Ох. Означимо: 

а. са А апсолутну вредност површине дела равни ограниченог луком 

s, осам обртаља Ох и ординатама крајева лука s; 
б. са В површину чија је вредност: или апсолутна вредност полураз

лике квадрата те две крајље ординате (у случају кад се крива меља стално 
у једном истом смеру између два краја лука s), или пак збир апсолутних 
вредности полуразлика квадрата узастопних ордината у крајевима делими
чних лукова који се увек мељају у једном истом смеру (на које се може 
разложити лук s у случају да се смер варијације меља између љегових кра
јева); 

в. са R страницу квадрата чија је површина А+ В. 
Претходна разматраља су довела М. Петровиhа до следеhе опште тео

реме. 

Површина йоврши Р јеgнака је йовршини кружне йоврши йолуйре

чника г= ЛR, 2ge је Л, чинилац који се налази измеЬу 9fi = 1,1892 ... и -fi = 

=1,4142 ... ма какви ga су йосма{йрана обрШна йоврш и лук s. 
Полупречник r кружне површи исте површине као Р, има вредност 

r=kR(l+E), 

где k означава бројну константу 

k = -fi + 9fi = 1, 3017 ... 
2 

а апсолутна вредност од Е не премаша никада вредност 

-fi-9fi 
r;:; 

4
r;:; = О, 0864 ... , 

-v.t.+-v2 

тако да, узимајуhи r = 1,3017R, учињена 2решка не gосШиже 9 йроценаШа ни 
за јеgну обрШну йоврш. 

Једна од знатних предности ових тврђеља састоји се у томе што она 
дају, помоhу обичне планиметрије и неких неправилности које би могла 
имати посматрана обртна површ, границе између којих се налази површи
на површи Р, као и одговарајуhи полупречник г. Тако добијене границе су 
најуже мо2уhе док се остаје у општем случају јер су оне стварно достигнуте 

за извесне посебне обртне површи. 

М. Петровиh је применио иста разматраља на једно мноштво одре
ђених интеграла. На пример, ако су три функције и, v, w променљиве х 
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реалне и позитивне у интервалу (а,Ь) и ако су т, п, р ма какве реалне кон
станте, онда је 

ь [ ь ь ] Ј w(um + v" )Р dx=e Ј wump dx +Ј wv"P dx , 
а а а 

'ige је е чинилац који се увек налази између 1 и 2p-I. 

Отуда се добијају обрасци 

а 

=е, [[ wudx+ [wvdx Ј 

=е,[{: dx+ {: dxJ 
'ige се 81 налази између 0,7071 ... и 1, а 82 између 0,3535 .... и 1. 

Ови обрасци допуштају, између других могуhих примена, да се упоре

де елийШички, хийерелийШички, итд. интеграли са интегралима рационал

них функција. На пример, интеграл 

а 

увек се налази између 

и 

Разлика између Јенсеновог интеграла 

и интеграла 

21t 

- 1- Jiogmod/(z)dt, z = pe'i, 
27t 

о 

21t 

- 1 Jiog(P+Q)dt, 
21t 

о 

где Р и Q означавају апсолутне вредности реалног и имагинарног дела 
функције j'(pe'i), увек се налази између 

1 - -log2 = -0, 3465 ... 
2 

и О; ове границе могу бити стварно достигнуте. 
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11 Један други поступак г. Петровића тиче се реалних или имагинар
них интеграла облика 

ь 

(7) Ј uvdx, 
а 

где су и и v две функције, реалне или имагинарне, променљиве х. Под једи
ним ограничењем, да пут интеграције буде реалан и коначне дужине, М. 

Петровић утврђује следећу теорему о средњој вредности: јесШе 

ь ь ь 

Ј uvdx=t Ј u2dx+t Ј v2dx- 8х(с) 2 , 
а а а 

ige је Х= u- У, с јеgна вреgносШ између а и Ь, а 8 јеgна вреgносШ чији .моgуо 
- Ь-а . Ь-а .. 

не ире.маша никаgа -
2
- и ко;а се своgи на -

2
- каg u и У и.ма;у ;еgнаке 

било своје реалне, било и.маiинарне gелове. 

Корист коју нуди овај облик теореме о средњој вредности састоји се 

у томе што он доводи до разлагања интеграла (7) на два, од којих један за
виси само од и а други од v, са једним поправним чланом коме се знају гор
ња и доња граница, и то без икаквог ограничења за и и v сем тог да инте
грали имају смисла. 

М. Петровић је једнако доказао образац 

,, ь 

Ј uvdx=i Ј (и+ v)
2 dx-81x(c)

2
, 

а а 

где х и с имају пређашње значење, 81 је чинилац чији модуо не премаша 

Ь -а 
никада --, и то такође без икаквог ограничења за и и v сем тог да инте-

4 
грали имају смисла. 

Што се тиче општијих интеграла, 

Ј= Ј u1u2 ... u11dx, 
L 

где су и; било какве функције променљиве х, а L лук интеграције, приме
ћујући да је 

1 Jl < :" Ј {1 и1 1 + · · · + 1 и" 1)" dx' 
L 

М. Петровић долази до разних занимљивих примена у израчунавању одре

ђених интеграла и у теорији Тејлорових редова. 
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Интегралу 
~ 

д =Ј иvdx 
о 

се придружује следеhа необична примедба која се дугује г. Петровиhу: 

Очито је да не постоји никаква функција и променљиве х таква да 

интеграл Ј има коначну, одређену и og нуле различиШу вредност па ма 
какав био полином v по х. Постоје, међутим, функције и променљиве х за 
које Ј има једну такву вредност па ма какав био полином v по х чији су 
коефицијенти алzебарск:и бројеви (цели, рационални или ирационални, 
реални или имагинарни, позитивни или негативни). Такав је, на пример, 

случај функције 

1 
u=---

e-.r; - 1 ' 

где квадратни корен -[; има своју позитивну детерминацију. 



ТЕОРИЈА ФУНКЦИЈА 

ФУНКЦИЈЕ ДЕФИНИСАНЕ СГЕПЕНИМ РЕДОВИМА 

М. Петровићева истраживања функција дефинисаних степеним редо-

вима 

(8) 

односе се пре свега на нуле, величину модула и асимптотске вредности 

функције /(z). 
Једна општа теорема, до које он долази подесном применом теореме 

г. Адамара о максимуму модула детерминанте на коефицијенте развитка 

функције ~·, даје начин да се рачунају доње границе вредности које анули-

рају дати степени ред кад се да закон образовања његових коефицијената. 

Теорема М. Петровића гласи: 

ако се начини функција 

(9) 

онgа функција f(z) нема нијеgне нуле унуШар кру'iа са ценШром у йочеШку 
и йолуйречником 

(10) 

и Шо за било које r мање og йолуйречника конвер'iенције R pega (8). 
Г. Ландау3 је већ указао на друге начине доказивања исте теореме али 

првобитни доказ М. Петровића има неоспорну предност да претпоставља 

3 Е. Landau, Sur quelques theoremes М. Petrovich sur les u?ros des j'onctions analy
tiques (Bulletin de la Societe mathematique de France, 1905). -Теорема је такође изложе
на у Е. Fouёt, Le~·ons elementaires sur la tblorie des j'onctions analytiques, 2° Partie, р. 187 
(у другом издању стр. 82). 
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само најпростије чињенице из опште теорије функција и да му је основа 
чисто алгебарска теорема о максимуму детерминанте. 

Теорема М. Петровиhа је несумњиво ойшШа и не претпоставља 
ништа о коефицијентима реда функције j'(z). Њена практична примена је 
веома лака: може се заменити а11 у коефицијенту реда и(z) другим 

коефицијентом с11 таквим да буде 

С11 2:: la"l 
и да се уме израчунати збир новог, тако добијеног, реда u(z). 

Кад је R бесконачан, реална функција u(z) почиње опадати док r ра
сте почев од нуле, достиже позитиван минимум L, после кога она стално 
расте; највиша могуhа вредност за 'А he се добити узимајуhи L као вредност 
за u(z). 

Кад је R коначан, највиша могуhа вредност за Л, биhе једна од вред-
ности 

lao 1 -- и 

.fL 

. ~ R 
зависно од тога да ли Је извод - позитиван или негативан за r = . 

dz 
Тако нађена доња граница за 'А је, у општем случају, најШачнија мozy

ha. Заиста, она је стварно достигнута нулом функције4 

. 2z -1 2 з j(z)=--=-1+z+z +z + .... 
1-z 

М. Петровиh примењује теорему на целе функције коначног рода. 
Означавајуhи са M(r) максимум модула једне такве функције F(z) кад је 

модуо од z једнак r, где је r позитивна реална променљива, зна се да, ма ка
кав био реалан позитиван број а, производ 

остаје мањи од извесног коначног броја N док r расте од О до оо. М. Петро
виh указује како познавање: 1 о једне горње границе броја N која одговара 
датој вредности а; 2° вредности коју узима F(z) за z =О; 3° рода р те функ
ције допушта да се рачунају доње границе модула нула функције F(z) и, 

много општије, вредности z за које F(z) узима једну унапред дату вред

ност. 

Између других примена навешhемо једну опште врсте која се односи 

на величину минимума моgула аналитичке функције дуж једног круга. 

Позната теорема г. Schou-a исказује једну неједнакост између макси
мума моgула M(z) дуж једног круга С, полупречника r са центром у поче-

4 Случај на који је указао г. Ландау (/ос. cit). 
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тку, једне функције /(z), холоморфне унутар С и на С, и броја р нула 
функције /(z) које се налазе у С. 

Резултат до кога је дошао М. Петровић, помоћу своје теореме о мин

имуму модула нула функције /(z), даје једну неједнакост између мин
имума модула функције /(z) дуж С и броја р и може се сажети у следећу 
теорему. 

Минимум моgула функције f(z) gуж С не йремаша никаgа вреgносШ 

(fJ, 2ge је Л. вреgносШ (10). 

Од ставова М. Петровића који се односе на границе, доње и горње, 

величина модула једног степеног реда наводимо следеће. 

1. Ако је општи коефицијент реда 2. A11 z" производ одговарајућих ко
ефицијената низа редова 

(11) 
11 11 11 

са реалним или комплексним коефицијентима, онgа је за сваку вреgносШ z 
која се налази унуШар круzа конвергенције зајеgничкоz реgовима (11) моgуо 

pega I.Anzn мањи og 

1 1 1 - - -
<p,(rl' )<pz(rP ) ... <pp(r~')' 

где је r = 1 z 1 и 

11 

11. За сваку вредност z за коју ред 2,a11z
11 са реалним или комплексним 

коефицијентима конвергира, моgуо pega I.a!:z" мањи је og вреgносШи 

где је 

1 11' 1 11' 1 11' 2 
<p(z)=a0 +а1 z+a2 z + ... 

Ш. Нека је 

(12) 

ред са реалним и позитивним коефицијентима, прва два коефицијента а0 
и а 1 могу, уосталом, имати ма какве реалне вредности. Нека су x,,xz, ... ,X11 

реалне и позитивне величине чији је збир s мањи од полупречника кон
вергенције R реда (12). 
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Важи образац: 

zge је е јеgан чинилац који се увек налази из.ме!Ју _!_ и 1. Границе _!_ и 1 су 
n n 

стварно достигнуте за произвољну функцију f(z) кад су количине х; зане-

марљиве у односу на једну од њих, или пак кад су међусобно једнаке. 

Тако!Је важи образац 

zдеје 

а е чинилац који се увек налази из.ме!Ју О и 1; ове границе су достигнуте у 
два горе поменута случаја. 

Г. Борел је упозорио на чињеницу да се дати развитак 

f(z) = а0 + a1z + a 2z2 + ... , 

може заменити (и то на бесконачна много начина) једним другим развит
ком 

чији су коефицијенти А11 рационални бројеви и који има исте сингулари
тете као f(z) у читавом делу равни где постоје обе функције5 . 

М. Петровић показује да се рационални А11 могу изабрати на такав 
начин да модуо разлике /(z)- q>(z) буде, у датом кругу, мањи од унапред 

датог броја Е. Он доказује тако следећу теорему. 

АналиШичка функција f(z) .може биШи йреgсШављена у околини сва
ке обичне Шачке z, и са жељено.м айрокси.мацијо.м, аuейени.м реgо.м q>(z) са 
рационалним коефицијенШи.ма чији су и.мениоци уре!Јени унайреg gаШи.м 

законима (уз извесна ограничења о конвергенцији). 

Може се располагати овим имениоцима тако да задовољавају разне 

жељене услове, као, на пример, ма који од следећих услова: 

1 о да две функције I и q> имају ис Ше синzулариШеШе у читав ом делу ра
вни где оне постоје; 

5 Е. Borel, Le~·ons sur les fonctions nufromo1·p!Jes, р. 36. 



ТЕОРИЈА ФУНКЦИЈА 257 

2о да <р буде степени ред, чији су коефицијенти цели бројеви, подеље
ни једним целим бројем; 

зо да се функција <р своди на један йолином по z, чији су коефицијен
ти цели бројеви, подељен једним целим бројем. 

Постоји бесконачна много степених редова ј"(х) са реалним коефи
цијентима који имају значајну особину да су све нуле њиховог n-Шoz gелим

ичноz збира 

(13) ј"()- 2 11 
11 х -а0 +а1х+а2 х + ... +а11х 

реалне за било које n. Стварне примере таквих редова дале су извесне 
трансцендентне функције које је изучавао г. Харду.б 

М. Петровиh, у својој расправи Sur иnе classe remarquaЬle de series 
entieres приказаној на Међународном конгресу математичара у Риму 1908, 
потпуно решава проблем налажења йоШребних и gовољних услова да тако 

буде и тако даје начин сШварноz образовања свих сШейених реgова са Шом 

особином. 

Нека је L\ 11 (a0 ,a1, ••. ,a11 ) дискриминанта полинома J;,(z) и образујмо 

алгебарску једначину по х 

(14) 

Означавјуhи са А11 најмањи позитиван корен једначине (14) а са Jl 11 

њен највеhи негативан корен, г. Петровић исказује следећу теорему. 
Да би peg f(z) имао йосмайlрану особину, йоШребно је и gовољно ga 

2 

буgе а2 <~ и ga се сваки коефицијенШ ал (2 < n) налази између gва ogzo-
4a0 

варајуhа корена Ал и llл. 

Коефицијенти а11 једног таквог реда задовољавају неједнакост 

(n -l)a~_ 1 - 2а11а11-2 >О 

која показује, на пример, да не могу два узастопна коефицијента а" бити 
нуле нити може бити нула коефицијент између два коефицијента истог 

знака. 

За редове са позитивним а11 теорема добија следећи облик. 
Да би peg f(z) имао исказану особину, йоШребно је и gовољно ga сва

ки коефицијенШ ал(2 ~n) буgе мањи или јеgнак og корена Ал. 
М. Петровиh доказује у овом случају да j"{z) јесШе цела функција йро

менљиве z јеgнака канонском йроизвоgу нулШоz poga йомноженоi јеgном 

6 Hardy, Оп the дros of а classe ој" integral j"unctions (The Messenger of Mathem., 
novembre 1904, рр. 97-101). 
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ексйоненцијалном функцијом eaz. До исте теореме је дошао г. Монтел при 
својим општијим истраживањима7. 

Модуо функције j'(z) је за сваку вредност z = r/; мањи од а0Ф(~r) где 
је Ф(z) цела функција 

оо -an2 
Ф(z) = L_e -,-zп, 

о n. 
1 

а= -log2 
2 

а ~ константа а1 -Ј2 . 
~ n 

Нуле функције f(x) расту са n брже од 22 n. Поља је доказао да 
трансцендентне функције j'(z) са позитивним рационалним коефицијен
тима an не заgовољавају нијеgну алzебарску gиференцијалну јеgначину 8. 

Лако је, уосталом, образовати неограничен број редова j'(z): постоји 
бесконачна много низова ro0 ,ro1,ro2 , ... таквих да ако је Ianzn један ред 
j'(z), онда је такав и ред Iro,.anzп. 

Трансцендентне функције j'(z) су, од радова М. Петровића, биле пре
дмет дубљих изучавања г. Поље9 и г. Монтела10 . 

20. Постоји исто тако бесконачност степених редова са реалним кое
фицијентима који имају особину да ни сам peg ниШи било који њеzов gе
лимични збир йарноz инgекса нема реалних нула. 

Такви су, на пример, елементарни редови 

Lzn, ~~. 
""-' n ! 

Означимо са Л.k одређени интеграл 

(15) 

где су границе а и Ь произвољне али реалне, и и v су две ма какве функције 
реалне променљиве t у интервалу (а,Ь) и и је сталног знака у том интер
валу. 

7 Р. Montel, Sur les familles normales de fonctions analytiques (Annales de 1 'Ecole 
Nonnale superieure, з• serie, t. XXXIII, 1916, р. 281). 

8 G. Рбlуа, Zur Utersuchung der Grossenordnung genzer Functionen die einer 
Dijferentialgleichung genйgen (Acta mathematica, Bd. XXXXII, 1920). 

9 G. Рбlуа, Ueber Anniiherung durch Polynome mit lanter reellen Wurzeln (Rendiconti 
del Circolo mat. di Palenno, Bd. XXXVI, 1913, р. 2); Ueber die Zusammenhang zwischen der 
konvergenz von Polynomfolgen und der Verteilung ihrer wurzelm (Rendiconti, t. XXXVII, 
1914). 

IO Р. Monte1, loc. cit.- Видети такође белешку r. R. Jentzsch-a у Comptes rendus de 
I'Academie des Sciences, numero du 16 mars 1914. 
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М. Петровиh показује да ако је l.anzn јеgан peg са изречено.м. особи
нам., онgа је Шакав и peg l.Л.nanzn. Он долази до разних тврђења о макси
муму модула таквих редова дуж датог круга, о минимуму модула њихових 

нула, о расподели њихових нула (као и нула збирова датог броја њихових 
првих чланова) у равни променљиве z, итд. 

П ЈЕДАН НАЧИН РАСГАВЉАЊА АНАЛИТИЧКИХ ФУНКЦИЈА 
НА ПРОСГЕ ЕЛЕМЕНТЕ 

Свака аналитичка функција се може представити, и то на бескрајно 
много начина, интегралима облика 

(16) Ј R(t,z)dt, 
L 

где је R рационална функција по z, који је дефинише у одређеној области 
равни z. 

Тако, основни Кошијев образац 

(17) j"(z) =~Ј j"(t) dt, 
21tt t- z 

L 

као и они који се из њега изводе диференцирањима, сменама променљиве 

или пута интеграције, дају аналитичке изразе за f(z) у облику (16). Одат
ле се једнако изводи једна бесконачност других образаца истог типа при

меном претходних на функције потчињене посебнијим условима (на при
мер познате Стилтјесове формуле 1 1). 

С друге стране, ако је функција j"(z) дата својим тејлоровским разви
тком, онда се општи коефицијент а" на бесконачна много начина може 

написати у облику 

(18) a"=J(n)=J ur"dt 
L 

(и и r су функције променљиве t) или у облику збира, таквих чланова, та
ко да he функција j"(z) бити представљена у облику (16). Позната су реше
ња проблема изражаваља а" у облику (18) за веома широке класе анали
тичких функција (гг. Борел, Ле Руа, Стилтјес). 

Дакле, ако се претпостави да је унапред дата функција f(z) у облику 
(16), г. Петровиh примеhује најпре да се коефицијент Ь" реда 

R(t,z) = Ь0 + b1z + b2z2 + ... 

11 Stieltjes, Sur le developpement de logГ(a) (Journal de Mathematiques pures et app
liquees, 1889, р. 424-444). 
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може изразити у облику збира ограниченог броја чланова облика 

n( n -l)(n- 2) ... (n- k)J(n), 

где k не зависи од n а J(n) је облика (18). Одговарајуhе функције и и r не за
висе од n а алгебарски зависе од функција променљиве t које се јављају 
као коефицијенти уз различите степене променљиве z у R. 

Ова проста примедба доводи г. Петровиhа до следеhе теореме:.Ако 
се са ~(n),~(n),JI(n), ... означе разни интеграли облика (18) придружени 
фуНКЦИјИ /(z), а Са 8J(Z),8z(Z),8з(z), ... разне фуНКЦИје 

-
(19) ek<z) = I~<n)zn 

о 

што одговарају тим интегралима, онда се функција f(z) може изразиши 
као линеарна комбинација са константним коефицијенiliима чланова 

(20) 

...... , ...... , 

Функције 8(z) имају тако улогу једне врсте йpociliиx елемената према 
функцији /(z) којој се придружују. Питање конвергенције редова 8(z) ус
ко је повезано са питањем асимптотских вредности интеграла J..n). Асимп
тотске једнакости Лапласа, Дарбуа, Фламиа, Амија, Поенкареа, Ле Руа као 

и разне неј~днакости које се односе на J..n), од којих је за неке, веома оп
ште, заслужан г. Петровиh, дају оно што је потребно да би се решио про

блем. Међу функцијама 8(z) има целих и г. Петровиh исказује правила за 
њихово препознавање у посматраним случајевима. 

Аналитички израз за функције 8(z) било у облику редова (19), било 
у облику интеграла 

(21) e(z) =J-и-dt, 
1- rz 

L 

погодан је за подробније изучавање особености тих функција, тиме што 

истиче односе који постоје између разних особености функција e(z) и ос
обености њима придружених фуflкција и и r. 

Израз за e(z) у облику (19) одређује e(z) у унутрашњости једнога 
круга; израз облика (21) даје аналитичко продужење у читаву раван. Сва
ки од њих истиче особености функције e(z). Први је, на пример, згодан за 
непосредну примену скорашњих резултата теорије степених редова који се 

тичу постојеhих односа између начина опадања J(n) са n и растења e(z) са 
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z; или пак односа између особености низа J(n) и сингуларитета функције 

8(z), њених нула, њених полова, итд. Други израз је често погоднији за 
нумеричко рачунање функције 8(z); он омогуhава изучавање особина 
функције 8(z) ван круга конвергенције одговарајуhег реда (19). Погодан 
је, на пример, при изучавању асимптотских вредности функција 8(z), рас
поделе њихових сингуларитета у z-равни, начина на који се понаша 8(z) 
кад се z приближава кругу конвергенције реда (19), или пак, једном од ње
них сингуларитета, или када се z обрhе око њега, итд. Расправе г. Петрови
hа садрже више значајних резултата у том погледу и показују да је могуhе 

изградити једну општу теорију веза између елемената (а, Ь, и, r) и анали
тичке функције j'(z) којој су придружени. 

Функције j'(z) појављују се непосредно у облику елемената (а, Ь, и, r) 
у многобројним проблемима анализе. Постоји, на пример, једна бескона

чност диференцијалних једначина 

(22) ј'( х, у, у') = О 

чији је општи интеграл облика 

F(Л.y,Cjl) =О (С= const), 

где су Л. и р функције променљиве х а F је рационална функција од С. 
М. Петровиh исказује потребне и довољне услове да тако буде. Интеграл 
Ј ydx, или, општије, Ј R(x, y)dx, где је R рационална функција по у а ма ка
ква по х, узет дуж датог пута L и посматрам као функција интеграционе 
константе С, представља се тада непосреднр помоhу својих елемената (а, Ь, 
и, r). Такав је, између осталих, случај ал:Zебарске јеgначине йрво:Z pega са 
сталним критичним тачкама и нулте врсте. Интеграл Ј ydx he бити об
лика 

Ј P(x,C)dx, 

L 

где је Р рационална функција по С, коефицијентне функције променљиве 
х алгебарски зависе од функција добијених интеграцијом једне Рикатијеве 
једначине и коефицијената који се јављају у датој диференцијалној јед
начини. Он се може, на претходни начин, раставити на просте елементе у 

којима he посредовати интеграли једне Рикатијеве једначине. У случају, 
на пример, сасвим просте једначине 

у'+ .ху2 -а2 х=О ( a=const.), 

изражава се интеграл 

помоhу трансцендентне функције 
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8(C)=i ь. 
0 "n+l 

Сетимо се још да, ако је а константа са позитивним имагинарним Де
лом, свака функција дефинисана степеним редом чији је општи коефици
јент рационална функција променљивих sinan и cosan допушта као прост 
елемент трансцендентну функцију 

п= оо 

Э(z) = IJcot(an + ~) + i]z" 
11=1 

(а и~ су константе) везану познатом функционалном релацијом са функ
цијом DlogЭ 1 (z) из теорије елиптичких функција. Ово води до једног на
чина йреgсШављања мероморфних gвойериоgичних функција у облику 

ogpebeнoi инШеiрала рационалних комбинација ексйоненцијалних функ
ција са инШеiрационим iраницама - оо и + оо (проблем је веh решио А. 
Поенкаре). 

Ш. ПОСЕБНЕ ТРАНСЦЕНДЕНТНЕ ФУНКЦИЈЕ У 

ОПШТИМ ПРОБЛЕМИМА. 

Било би релативно лако замислити и стварно направити толико ко

лико се xohe нових трансцендентних функција дефинисаних својим Тејло
ровим развицима које би, због облика свог општег коефицијента, биле 

погодне за проучаваље љихове различитих особина уобичајеним поступ

цима опште теорије функција. Али такве функције би биле од неког ства
рног значаја само ако би се могло учинити да имају улогу у питаљима оп

штијег реда, или пак ако се јављају као елементи рачуна у важним проб

лемима, као елементи свођеља за више или маље широке класе функција, 

итд. 

Многе међу новим трансцендентним функцијама на које је указао и 

које је изучавао г. Петровић добро испуљавају ове услове. 
Такав је, најпре, случај трансцендентне функције 

z2 zз z4 
Q.(z)=l+z+-+-+ + ... 

4 54 2379,423 

чији је коефицијент уз z" најмаљи позитиван корен бројне једначине 
п-тог реда по х 

у којој 11 11 означава дискриминанту полинома по z 

1 + z + Л. 2 z 2 + Л3z3 + ... + A11Z
11 
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у коме је Л" замењено са х. 

Ред .O.(z) на који је указао и проучавао га г. Петровиh представља јед
ну нову трансцендентну функцију. То је цела функција нулШо'i poga, 
једнака канонском производу нултог рода помноженим експоненцијалном 
функцијом е-'. Она има бесконачна много нула; све су реалне, негативне, 
мање од -1 и расту са n, по апсолутној вредности, брже од п( -fi )". Њен 
модуо за z = re'; мањи је од Ф(re-fi), где Ф(z) означава целу функцију 

- -wr2 1 
Ф(z)= :L-e--z", CX=-1og2. 

0 
n! 2 

Посматрајмо претходно наведене функције 

/(z) = а0 + a1z + a2z3 + ... 

које имају особину да су све њихове и нуле свих њихових скраhења п-тог 
реда 

J;,(z) =а0 +a1z + ... +a"zn (n= 1,2,3, ... ), 

реалне. Стављајуhи а0 = а1 = 1 (што никако не умањује општост), 2. ПеШро
виhева ШрансценgенШна функција Q(z) чини у функцијско.м йросШору 
неку врсШу 'iранице из.меЬу функцијско'i йоља функција f(z) са навеgено.м 
особино.м и осШаШка функција. Заиста, између функција Лz), ред Q(z) је 
онај чији коефицијенти а" gосШижу своју највеhу .мo'iyhy вреgносШ. 

Трансцендентна функција 

L- z" 
Ll(z,cx) = -

n w' 
о 

(где је ех константа са позитивним реалним делом), коју је такође проу
чавао г. Петровиh, занимљива сама по себи због једноставности закона 

свог општег коефицијента, јавља се у различитим питањима која се односе 

на целе функције. Дешава се да се извесне занимљиве особености проуча

ваних функција преводе неједнакостима између општег тејлоровског кое

фицијента а", придруженог функцији, и једне одређене функције његовог 

индекса n која се управо изражава помоhу општег коефицијента реда 
Ll(z,cx). Познате особине овога, због постојеhег односа између закона кое
фицијента а" и особености (начин растења, асимптотска вредност, грани
це промене, густина нула, итд.) одговарајуhе функције, могу тада довести 

до особина проучаваних функција. ТрансценgенШна функција Ll(z,cx) ја
вља се Шаgа као еле.менШ йореЬења и рачунања који може учинити истин

ске услуге. 

Међу тврђењима г. Петровиhа која истичу ову улогу указујемо на 

следеhа. 
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I. Модуо коефицијента an једне просте целе функције (то значи да у 
њеном развоју у производ примарних чинилаца нема експоненцијалног 

чиниоца) коначног рода је, почев од извесног n, стално .мањи og ogzoвapa
jyhez коефицијенiйа функције д.(Л.z,~), где су Л, и~ позитивне, од n неза
висне константе. За функције нултог рода та неједнакост се распростире 

на све коефицијенте an. 
Модуо једног реда 

чији је општи коефицијент bn једнак k-том степену општег коефицијента 
једне просте целе функције нултог рода, .мањи је og д.(hr,k), где је 

h = (J.le)k а 11 означава збир реципрочних вредности модула нула функције 
/(z). Модуо п-те нуле функције /(z) расте бар тако брзо као nk, итд. 

П. Трансцендентна функција д.(z,а) јавља се такође као поредбени 

елемент за сваки ред /(z) = Ianzn са реалним или комплексним коефици-

јентима, Шакав ga peg са ойшiйи.м члано.м 1 а:: 1 
1 конверzира. 

Ред /(z) представља тада једну целу функцију променљиве z чији је 
модуо, за сваку вредност z = re1

;, мањи од 1 а0 1 Ll(J.lr, 1), где је 11 претходна 
константа. То показује, на пример, да је вредност Јенсеновог интеграла 

придруженог функцији /(z) мања од 

logl а0 1 + log 1 + J.lre--;; ; ( 
fl/") 

да нуле функције /(z) расту бар тако брзо као њихов ранг, итд. 

Ш. На један општији начин, сваки пут кад постоји коначан, реалан и 

позитиван број а такав да ред са општим чланом 

1 

an+l~~ 
an 

конвергира, ред Iaпzn представља целу функцију променљиве z чији је 
модуо, за сваку вредност z = re 8;, .мањи og la0 1 Ll(yz,a), где су у и а позити
вне константе. 

IV. Нека је 
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ред чији је општи коефицијент а11 детерминанта реда n сачињена од реал
них или комплексних елемената таквих да двоструки ред образован од 

квадрата њихових модула конвергира униформно за неограничено расту

hе п; нека је 'А збир тог реда. 

Ред j'(z) представља целу функцију променљиве z чији је модуо, за 

сваку вредност z = re';, .мањи og д(rJf.,.l); овај модуо за неограничено ра-
2 

л,-2 

стуhе ,. расте сйорије од re 2е ; вредност Јенсеновог интеграла придруженог 

функцији j'(z) .мања је од log д(rJf.)); нуле функције Лz) расту бар Ша-
2 

ко брзо као квадратни корен њиховог ранга, итд. 

Г. Петровиh указује, осим тога, на многобројне класе функција за ко

је деловаље трансцендентне функције A(z,a) даје доње и горње границе 
њихових модула; начин растења, густину нула, итд. 

V. Трансцендентна функција д(z,а) јавља се и као елемент свођења 
за извесне класе одређених интеграла. Такав је, на пример, случај инте

грала помоhу којих се рачуна површина равне површи ограничене х-осам, 

одговарајуhим ординатама за х = О и х = 1 и луком ма које интегралне кри
ве једне хомогене линеарне једначине било ког реда, сводљиве сменом не-

зависне променљиве 

x\ogx = t 

на једначину са константним коефицијентима. Површина се изражава зби

ром чланова облика 

С д(-r,1) -1 
r 

и 
С dk [д(-r,1)-1] 

drk r 

који се односе на све корене карактеристичне једначине по r придружене 
линеарној једначини добијеној том сменом променљиве. 

Исто је са целом површином равне површи десно од осе Оу, ограни

чене осам Ох и луком ма које интегралне криве хомогене линеарне једна
чине било ког реда, сводљИве сменом 

хе-х = t, у= е-х z, 

на једначину са константним коефицијентима. 

Трансцендентна функција A(z,a), имајуhи и улогу корисног рачун
ског инструмента, заслужила је темељније изучавање и била предмет више 

расправа и бележака г. Петровиhа. То је цела функција променљиве z 
која својим начином растења припада типу 

1 k z 'egz , 
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где су h, g, k позитивне константе. Кад z неограничено расте у правцу пози
тивних реалних вредности, функција д тежи асимптотски функцији 

Она има бесконачна много нула и модуо р-те нуле расте са својим 
рангом р бар тако брзо као ра. 

Посебан случај 

L 
... z" 

д(z,1) = -, 
п" 

о 

који се јавља у многим општим проблемима, погодан је, захваљујуhи могу

ћности да се изрази помоћу једног веома простог одређеног интеграла, за 
једно темељније изучаваље. За сваку вредност z = re'; имамо 

,. 
lд 1 < re-; + 1, 

l dkдl<k'[-1 + r Је~· drk . е (k + 1/+1 

Кад z тежи бесконачности у ма ком правцу десно од имагинарне осе, 
модуо функције д(z, 1), као и било ког од љених извода, повећава се 

бесконачна али највише тако брзо као израз zee; за правце лево од те осе 
ови модули теже нули. 

Кад z неограничено расте у правцу позитивних реалних вредности, 
z 

д(z, 1) асимптотски тежи изразу Ае-; .fi, где је А бројна константа 

{2П 
А=~--;-= 1,52034 .... 

Крива у= д(z, 1) има праву у = 1 као асимптоту за х =-оо; кад х расте 
од - оо до оо, крива почиље да опада испод те праве, сече х-осу у једној 

тачки која се налази између х = -39 и х = -40, достиже негативан минимум 
у = - 0,68772 ... за једну негативну вредност х-а од које почиље да расте, 
сече поново х-осу у једној тачки која се налази између х = -1,405 и 
х = -1 ,406, се че затим праву у = 1 за х = О и расте неограничено тежеhи 
асимптотски кривој 

х 

у= А-/Хе-;, 

где је А наведена бројна константа. 

Функција д(z, 1) има две негативне реалне нуле (које се налазе изме
ђу управо назначених граница) и бесконачна много комплексних нула 
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које се све налазе ван траке између две праве у + e1t = О и у- e1t = О и чији 
модули расту бар тако брзо као њихов ранг. 

Функција а+ d(z, 1), где је а константа, има највише две реалне нуле; 
наиме, ако је Л. константа, односно Л. = 0,68772 ... , једнака минимуму функ
ције d(z, 1), онда важи: 1 о кад је а > Л., нема реалних нула; 2° кад је а = Л., 
има једну двоструку реалну нулу; 3° кад је а< Л., има две просте негативне 
нуле. 

IV. ЦЕЛЕ ФУНКЦИЈЕ КОЈЕ УОПШТАВАЈУ ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНЕ 
И ТРИГОНОМЕТРИЈСКЕ ФУНКЦИЈЕ 

Ако се у изразу 

ь 

Ј ur"dt 

С:Х - а 
~~--,,--

Ј udt 
а 

замене и и,. разним функцијама реалне променљиве t, коначним и непре
кидним за t из реалног и коначног интервала (а,Ь ), добија се неограничен 
број низова 

М. Петровић је изучавао редове 

J(z)=1+~z+ а2 z 2 +~z3 + ... , 
1 1·2 1·2·3 
с:х2 2 с:х4 4 

~(z)=1--z + z - ... , 
1·2 1·2·3·4 

.ћ(z) = ~z-~z3 + C:Xs z5 - .•• , 
1 1·2·3 1·2·3·4·5 

повезане односом 

J(xi) =~(х)+ i .ћ(х), 

који се, у посебном случају г= const., своде на елементарне функције 

Ј( х)= е•·х, ~(х)= соsгх, .ћ(х) = sin гх, 

представљајући, у случају променљивог ,. , разнолике трансцендентне 
функције које .моiу, збоi .мноiих веза, биШи йос.маШране као уойшШења 

ових функција. 



268 МИХАИЛО ПЕТРОВИЋ О СВОЈИМ РЕЗУЛТАТИМА У МАТЕМАТИ:ЧКОЈ АНАЛИЗИ 

То су целе функције променљиве х, рода нула или јеgан. Функција 

Ј(х) има само ограничен број реалних нула и ограничен број максимума 

и минимума. Кад се х повећава неограничено, повећава се Ј(х) такође 

неограничено или пак тежи нули зависно од аргумента са којим се х пове

ћава. Све ово једнако важи за изводе ма ког реда, који су увек функције 

исте врсте. 

Функције Ji(x) и Jz(x) су осцилујуhе за реално х, са неограниченим 
бројем осцилација, имајући неограничен број позитивних и негативних 

реалних нула и ограничен број чисто имагинарних нула. Оне не премаша

ју по апсолутној вредности извесну коначну границу, ни за једну реалну 

вредност, коначну или бесконачну, променљиве х. Све ово једнако важи 

за изводе било ког реда функција Ji и Jz које су увек функције ове исте 
врсте. 

Дубље сличности са функцијама е':х, cos rx, sin rx појављују се у случају 
кад је функција и сталног знака између а и h. У том случају, означавајући 
са М и N највећу и најмању вредност коју узима функција r у интервалу 
(а, Ь), г. Петровић долази до следећих резултата. 

Функција Ј(х) нема ниједну реалну нулу нити иједну комплексну 

21t 27t . 
нулу са имагинарним делом између -- и +-. Ако Је, истовремено, r 

м м 
сталног знака у интервалу (а,Ь), реална крива у= Ј(х) се мења стално у 

једном те истом смеру кад х расте од - оо до + оо немајући ни максимума, ни 
минимума, ни превојних тачака, и исто тако је и са било којим изводом 
функције Ј(х). Све нуле полинома добијеног заустављањем реда Ј(х) на 

ма ком члану парног степена имагинарне су. 

Израз !logJ(x) има коначну вредност која се налази између М иN за 
х 

сваку реалну вредност променљиве х. Означавајући, уопште, са /.. функцију 
променљиве х чије су вредности, за сваку реалну вредност х-а, коначне и 

налазе се између 1 - h и 1 + l, где је 

M-N l>h=--->0, 
м 

M-N l=-->0, 
N 

свака функција Ј(х) има за реално х један aguiliuвaн образац облика 

Ј( х, + х2 + ... + Х11 ) =Ј( х,/'' ЈСх2 )л 2 
••• Ј(х11 )л" 

и један мулШийликаШиван образац облика 

Ј(х,х2) = Ј( х, )Л2х1 = Ј(х2 )л,х, . 

Функције Ji и Jz мењају се тада само између -1 и 1, са неограниченим 
бројем осцилација, са неограниченим бројем реалних нула и ниједном 
чисто имагинарном нулом. Једна важна формула, коју је доказао г. Пе
тровић, уойшШава Муаврову: ако се стави 
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Н1(х) = .Я(хi), Н2 (х) = -ill(xi) 

(функције Н1 и Н2 су реалне и уопштавају хийерболичке функције), онда је 

[Н1(х)+iН2(х)Г = Hl(m'A1x)+iH2(m'A 1x), 

Н1 (mx) + i Н2 (mx) = ( Н1 ('А2х) + i Н2 ('А2х) Г 

за сваку реалну вредност променљивих х и т. 

Сличност са тригонометријским функцијама наставља се до развитка 
у редове по функцијама .Я(пх) и ll(nx). Нека је, на пример, 

- -
Ао + L An cos nx + L Bn sin nx 

1 1 

развитак, који важи за х између О и 21t, једне коначне и непрекидне у том 
интервалу функције ј'(х). 

М. Петровић показује да хипергеометријски ред 

- -
(23) Ао+ LАп.Я(nх) + LBпll(nx) 

1 1 

(за који су тригонометријски редови само посебан случај) конверzира ай
солуШно и униформно и йреgсШавља функцију 

(24) 

ь 

Ј иj'(rx)dt 
Ф(х)=-!!..0--

ь 

Ј иdt 
а 

за О< х< l1t, где М представља највећу апсолутну вредност функције и за t 
м 

из~еђу а и Ь. Кад је функција ј'(х) непрекидна и има 21t као период, раз~и
так се шири на сваку реалну вредност променљиве х. 

За r = const. ред (23) своди се, ма каква била функција и, на тригоно
метријски ред. У случају променљивог r и кад је и непроменљивог знака за 
вредности променљиве t из интервала (а,Ь ), ред (23) представља функцију 
облика j'(j..LX), где је џ функција променљиве х чије вредности, кад х расте 
од - оо до + оо, остају између најмање и највеће вредности које узима 
функција r кад се t мења између а и Ь. 

Изражавање хипергеометријског реда (23) у облику (24) износи на ви
дело многобројне особине ових редова и представља извор многобројних 

образаца који уопштавају оне који се придружују тригонометријским 

функцијама .• м. Петровић указује, примера ради, на обрасце 
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~ 1 1 .L.J-_ћ(пх) = -(1t- а1х). 

1 
n 2 

~ (-1)"+ 1 Я(рх) 1 ~ Я(nх)= --
~ n2

- р2 2psin p1t 2р2 ' 
~ (-1)"+1 1t . L 2 2 _ћ(пх) = 2 . _ћ(рх), 
1 

n -р sшp1t 

који уопштавају познате тригонометријске развитке функција х, cos рх, 
. . о 21t 
sш рх и од КОЈИХ први важи за < х < М а друга два за сваку реалну вред-

ност променљиве х. 

Трансцендентне функције Ј(х),Я(х),_ћ(х) јављају се у разним про

блемима анализе и аритметике, што даје посебну важност њиховом изу

чавању. 

Тако се интеграција извесних класа диференцијалних или функцио

налних једначина остварује уз помоћ ових функција. На пример, ако је 

ј"(х) једна трансцендентна функција Ј(х) дефинисана својим елементима 

(а, Ь и, r), онда се линеарна диференцијална једначина са константним 
коефициј ентима 

као и функционалнаједначина 

(уз извесна ограничења за константе щ и hk) решавају помоћу функција 
Ј(х) које одговарају истим елементима (а, Ь, и, r) функције ј"(х), изузев 

елемента и. 

Уосталом, како то показује г. Петровић, свака функција f(x), конач
на и непрекидна у коначном интервалу променљиве х, може се у том ин

тервалу представити, са жељеном тачношћу, помоћу функција Ј(х), Я(х), 
_ћ(х). Претходне једначине се, дакле, приближно решавају помоћу Ј.Я • .ћ 
за ма коју аналитичку функцију /(х). 

Лапласоваједначина 

(а0х + Ьо )у<п> + (а1 х + Ь1 )y<n-l) + ... + (апх + Ь" )у= О 

допушта, у општим случајевима, као партикуларне интеграле функције 
Ј(х) чији се елементи (а,Ь) добијају као корени извесне алгебарске једна
чине п-тог реда (или као једна од вредности ±оо); елемент и се добија инте
грацијом извесне линеарне једначине првог реда, при чему је r = t. 

Одређени интеграл 
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а 

где је у општи интеграл Halphen-oвe једначине, 

(25) 

( R; су рационалне функције од х, а општи интеграл је униформан) је, уз 
извесна лако исказива ограничења, линеарна и хомогена комбинација чла

нова облика Ј(а.), где су а. корени извесне алгебарске једначине придру

жене једначини (25). 
М. Петровић показује још да међу целим функцијама 

које уопштавају cos rx постоји једна класа трансцендентних функција које 
се, једним важним аритметичким својством, везују уз йросШе бројеве. То су 
оне међу функцијама ~(х) у којима су елементи (а,Ь) нецели позитивни 
бројеви са 4 < а < Ь и где је 

и= j'(t)e(t), 

при чему је j'(t) ма каква функција променљиве t, реална и холоморфна 
дуж сегмента а :5: t :5: Ь реалне осе Ot, сталног знака дуж тог сегмента, а 

[ 

. 1tГ(t)] 2 

sш--

Э(t) = t . 1t 
sш-

t 

Функција Э(t) чија је веза са простим бројевима позната, почев од Н. 

Laurent-a, холоморфна је у полуравни t-ова са позитивним реалним делом 

и, за t између а и Ь, стално је позитивна и мања од -
1
-. 

sin 2 ~ 
ь 

М. Петровић је доказао следећа аритметичка тврђења везана за такве 

функције ~(х): 

1° Ред 

n=oo 

(26) L~[(2n -l)7t] 
n=l 

конвергира и има збир 

-k:Lj'(pi), 
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где Р!, pz, Рз, ... - означавају йросШе бројеве који се налазе између а и Ь. 

2° Ред 

n=oo 

(27) L.7z(n1t) 
11=1 

конвергира и и.ма збир 

3° Посебна трансцендентна функција Jz(x), која одговара коефици
јентима 

ь 

а.1/ = f 8(t)t 11dt' 
а 

има важну особину да је одговарајуhи ред (26) конвергентан и йолузбир 
.му је број йросШих бројева који се налазе између а и Ь. 

М. Петровиh је изнео на видело једну другу класу трансцендентних 
функција Ј(х) која је такође у занимљивим односима са йросШи.м бројеви
ма. Означимо са P(t) полином степена т 

и нека је k дати цео број веhи од 4. Означимо са h нулу, као цео део, пра
hену низом децимала збира I.a 11 са индексима n јеgнаки.м йросШи.м броје
вима који се налазе у инШервалу (k, т+ k- 1). Разматрајмо између тран
сцендентних функција Ј(х) оне које одговарају елементима 

а=О, Ь, и=P(t)tk, r=-t, 

и нека је L граница којој тежи Ј(х) кад се Ь бескрајно повеhава. 
Сваки йуШ каg је йроизвоg (n+ k)a0 , за сваки коефицијенШ а 0 , ц е о 

број (йозиШиван или неzаШиван ), gеци.мални geo броја L јеgнак је gеци.мал
но.м gелу броја h или 1-h зависно og Шо'iа ga ли је L не'iаШиван или йози
Шиван. 

М. Петровиh посматра још трансцендентну функцију која одговара 

елементима 

а= О, Ь, и= P(t · е-1 
), r = te-r 

и разматра њену границу Н за Ь = оо, Означавајуhи са g нулу, као цео део, 
праhену низом децимала збира 

L,aп(n + k)-(п+k-1) 

са индексима n јеgнаки.м целим бројевима који се налазе у инШервалу (k, т 
+ k- 1 ), он доказује следеhе тврђење. 
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Сваки йуШ каg је йроизвоg ал (n+ k)-(л+k-l), за сваки коефицијенй1 ал, 
цео број (йозиШиван или неzаiйиван), gецимални geo броја Н јеgнак је gеци
малном gелу броја g или 1 - g зависно og Шоzа ga ли је Н неzаiйиван или 
йозиШиван број. 

У. СТЕПЕНИ РЕДОВИ ЧИЈИ СУ КОЕФИЦИЈЕНТИ ЦЕЛИ БРОЈЕВИ 

Степени редови чији су коефицијенти цели бројеви користе се код 
великог броја питаља анализе и теорије бројева. Тако су они били пред
мет важних радова са гледишта, с једне стране, аналитичке природе функ

ција које дефинишу (гг. Борел, Фату, Поља) и, с друге стране, распрости
раља на ове редове једноставних закона који владају целим бројевима 
(г. Cahen). 

М. Петровић је измислио један поступак развијаља у степене редове 
потпуно различит од познатих поступака и посебно применљив на степене 

редове са целим коефицијентима и на редове који се на љих своде ма 
каквом трансформацијом. 

Нумеричко рачунаље коефицијената једног реда чини се, уобичаје
ним поступцима, било рачунајући йојеgиначно сваки коефицијент а11 из 
једне експлицитне формуле , 

а11 = <p(n) (п= 0,1,2,3, ... ), 

било рачунајући а11 помоћу низа већ познатих коефицијената а11 _ 1 , а 11_ 2 , ... 

из рекуренШне формуле 

СйекШрални йосiйуйак М. Пеiйровића сасiйоји се у рачунању свих кое

фицијенаiйа ал оgјеgном, или йак жељене zруйе коефицијенаiйа или чак је

gне или више цифара жељеноz ранzа jegнoz коефицијенiйа, йомоћу низа 

gецимала само jegнoz броја S йриgружено2 функцији f(z) која се развија. 
Број S, сйекiйар функције j'(z), рачуна се, у општем случају ма које 

функције j'(z) која се може развити у степени ред са целим коефицијенти
ма конвергентан у околини тачке z = О, у облику одређеног интеграла 
једне одређене комбинације функције j'(z). У извесним случајевима овај 
интеграл може бити замељен изразима по коначним члановима образо

ваним помоћу j'(z). Кад се једном израчуна спектар, а11 су одређени као 

сегменти (групе узастопних децимала) броја S, и то на један начин који по
казује запаљујуће сличности са оним кад светлосни спектар, у спектралној 

хемијској анализи, открива елементе испитиваног тела. 

Догађа се такође да поступак даје одједанпут, довољним понављаљем 

једног истог нумеричког рачунаља, вредности толико коефицијената а11 
колико се жели, као и посебно сваку цифру једног коефицијента. Штави

ше, он омогућава да се одреде Шачне вреgносiйи жељеног броја коефиције

ната помоћу једне gовољно йриближне вредности самог броја S. 
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Тако је, за развитак функције 

знајуhи да an не премашују 1000, довољно израчунати број 

s = f'(10-3 ) = 10-3610010016 = 1,0062105009012614112609005002106001 

и поделити његов децимални део на делове од по три цифре: сваки од 

ових делова даје један коефицијент щ. Довољно је, на пример, израчуна

ти првих дванаест децимала броја S да би се добила прва четири коефици
јента реда. 

Да би се развила рационална функција j'(z) са имениоцем чије су све 
нуле просте и модула један, знајуhи да су непознати коефицијенти разви

тка позитивни цели бројеви, довољно је израчунати рационалан број 

где је h погодно изабран позитиван цео број. Коефицијент а11 се поклапа 

са целим бројем начињеним од групе децимала броја S која почиње са ње
говом [<п -1)h + 1]-том а завршава пh-том децималом; к-та цифра коефици
јента а11 дата је (пh- k + 1)-том децималом броја S. 

Да би се у околини тачке z = О развила ма која холоморфна функ
ција j'(z) знајуhи само да су а11 позитивни цели бројеви, довољно је изра
чунати одређени интеграл 

~ 

S =Јп Ј e-1 \p(a,~t)dt 
о 

где <р(г,8) означава реални део функције ј'(гее;), а а и~ су погодно иза
бране константе. Тада постоји један позитиван цео број с такав да ако се 
подели низ децимала броја S на узастопне делове од с, 2с, Зс, ... децимала, 
коефицијент а0 се поклапа са целим делом броја S а коефицијент а11 са 
целим бројем сачињеним од значајних цифара п-тог од ових делова. 

Поступак се једнако примељује на сваки степени ред који се једном 
трансформацијом С..(/) може претворити у степени ред чији су коефици
јенти цели бројеви у одређеној вези са коефицијентима полазног реда (на 
пример редови у којима а11 има само ограничен број децимала, редови са 
рационалним а11 који потичу из развитка неке алгебарске функције; такви 
редови да, изабравши погодно со 11 , производ со 11а11 постане цео број, итд.). 

VI. ПРЕДСТАВЉАЉЕ АНАЛИТИЧКЕ ФУНКЦИЈЕ 
ЈЕДНИМ ДЕЦИМАЛНИМ БРОЈЕМ 

Данас је добро позната чињеница да један број са бесконачна много 
децималних цифара може бити слика свих могуhих функционалних сла-
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жености: он може приказати толико различитости и сажети толико сло

жености колико једна функција ма ког броја променљивих. На прецизном 

језику теорије скупова то се изражава говореhи да, с једне стране, скуп 

функција једне променљиве има моh највише једнаку моhи позитивних 

реалних бројева (чак, ако се жели, бројева који се налазе између О и 1) а 
да, с друге стране, ако се начини апстракција непрекидности пресликавања 

између два непрекидна скупа, нема битне разлике између једнодимензио

них непрекидних скупова и п-димензионих непрекидних скупова, тј. изме

ђу функција једне променљиве и функција n променљивих. 
М. Петровиh је поставио себи задатак сШварноz йреgсШављања јеgне 

аналиШичке функције јеgни.м. gеци.м.ални.м. бројем. и уШврђивања оgређеноz 

оgноса између еле.м.енаШа који оgређују функцију и низа цифара који 

gефинище Шај број. 

Теорија ну.м.еричких сйекШара 12 је та која му је дала моhан ослонац. 
Представљаље се остварује помоhу сйекШра функције уз додатак квали

ШаШивних података о његовим односима са функцијом који се тичу знако

ва, начина поделе спектра на сегменте који одговара проблему, и односа 

спектралних сегмената са функцијом. Ови последњи односи остају непро

менљиви за функције које припадају истој каШеzорији функција. 

За категорију функција j'(z) које се могу развити у степени ред чији 
су коефицијенти йозиШивни цели бројеви спектар је дат бројем 

где је 
~ 

8(z) = L,л"2+Лt'z"' 
о 

а q, г, Л. су погодно изабране константе. У случају кад су коефицијенти 
функције j'(z) .м.а какви цели бројеви (реални, или комплексни, позитив
ни или негативни), функцију 8(z) треба заменити функцијом 

~ 

x(z) = LE/Iqn2+Nizll' 

о 

где је Е 11 један од четири броја + 1, - 1, + i,- i. 
Ако је познат број S, сваки коефицијент функције j'(z) дат је низом 

цифара које образују одређени сегмент спектра S; скуп ових коефиције
ната, и йре.м.а Шо.м.е сам. број S, одређују функцију j'(z). 

Називајуhи функцијама (Е) функције j'(z) које се могу развити у сте
пени ред са целим коефицијентима, г. Петровиh означава као Шрансфор-

12 Изложено у претходном (стр. 273-274,22-28 и 68-70). 
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мацију Ll[/] саzласну са йосмаШраном функцијом j'(z) сваку трансформа
цију изразиву помоhу ограниченог или неограниченог броја одређених 
операција која йреШвара j'(z) у једну функцију (Е) утврђујуhи један одре
ђен реципрочан однос између елемената који одређују /(z) и низа коефи
цијената резулШаШа Шрансформације (Е). 

Тако, трансформација 

Ll[/] = Aj'(Bz), А= const., В= const. 

сагласна је са сваком алzебарском функцијом која се може развити у степе
ни ред са рационалним коефицијентима; трансформација 

21t 

Ll[/] = 2~ f[mod/(ze1i)] 2 
dt 

о 

сагласна је са сваком функцијом /(z) чији су коефицијенти једнаки квад
ратним коренима целих бројева; извесна трансформација Ll[/] сагласна је 
са сваком функцијом у која задовољава једну алгебарску диференцијалну 
једначину по х, у и изводима функције у по х кад се претпостави да су кое
фицијенти функције у рационални, итд. 

То је довело г. Петровиhа до једног посебног разврставаља аналити
чких функција /(z) заснованог на начину на који се њихови Шејлоровски 
коефицијенШи моzу зајеgно ШрансформисаШи у целе бројеве. Овај начин се 

налази сажет у облику једног Ll[/] сагласног са .f": две функције fi и 12 ће 
припадати једној истој сйекШралној каШе2орији (f) ако постоји за сваку од 
љих, једна тачка z-равни у чијој околини обе функције имају један исти 

Ll[/] који се разликује од једне до друге функције само нумеричким вред
ностима извесног броја параметара које садржи. 

Посматра се, у једном таквом разврставаљу, да једна функција одго

вара једној тачки функцијскоz йросШора у коме ће спектрална категорија 

(ј) функција представљати једно функцијско йоље и где једна одређена 

трансформација Ll[/], применљива на ј', утврђује стварно однос између 
функције и тачке. Трансформација Ll[/], имаће тако за тачке функцијског 
простора улогу сличну оној коју има трансформација геометријског про

стора. Једно Ll[/] може имати смисла и бити дефинисано само у одређе
ном функцијском пољу, као што у обичној геометрији једна трансформа

ција може бити дефинисана само за тачке из неке области простора, неке 

површи, неке линије. 

Трансформација Ll[/], примељена на функцију I и сагласна са љом, 
даје као резултат једну функцију (Е) и утврђује везу између ји (Е). М. Пе

тровић означава као сйекШар функције f йриgружен Шрансформацији Ll[/] 
спектар добијене функције (Е). 

Спектар, са скупом квалитативних показатеља који му се придру

жују, одређује уопште једну једину функцију (Е). Сама функција /(z) од-
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ређена је тада постојеhим односом између ј' и (Е). Тако, на пример, анали
тичка функција /(z) потпуно је одређена када се зна да је трансформација 

6.[/] =Ј e-'j'(zt)dt 
о 

сагласна са љом, да су тејлоровски коефицијенти љене слике (Е) реални и 

позитивни цели бројеви маљи од 100 и да љен спектар придружен посма
траном 6.[/] и дефинисан интегралом 

има као вредност 2; једина функција која испуљава ове услове је 
11 

/(z) = 63ez -1. 

Проблем, на пример, одређиваља равне криве у= j'(z) чија се суп
тангента може развити у степени ред са једноцифреним целим позитивним 

коефицијентима и која има у тачки х = 0,1, у= у0 , дужину једнаку обиму 

круга полупречника 1, захваљујуhи спектралном методу, један је савршено 
одређен проблем. Крива је дефинисана једначином 

- <р(х) 
у- Уо <p(O,l), 

где <p(z) означава трансцендентну функцију 

х х 2 31 2 
<р(х)=1+-----х + ... 

6 72 432 

при чему је коефицијент А11 уз х" одређен рекурентном релацијом 

(n+ l)M0 Лn+l + nM1A 11 +(п -1)M2An-l + ... + M 11At = А11 , 

где је М0 = 6 а М11 је једнако п-тој децимали броја 21t који тако предста
вља спектар суптангенте. 

Уобичајени поступци одређиваља једне аналитичке функције gиск:ре

Шним условима захтевају, уопште, бесконачна много нумеричких подата

ка као што су, на пример, коефицијенти степеног реда, тригонометријског 

реда, експоненцијалног реда, итд. који одговара функцији. 
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Г. БорелlЗ је показао разне друге начине одређиваља једне целе 
функције /(z) помоћу дискретних услова, на пример помоћу вредности 
које узима /(z) за један дискретан низ вредности променљиве z уз 'придру
живаље једног скупа (С) додатних услова квалиiiiаiiiивне природе који се 

тичу начина растеља функције /(z) са z. 
У данас познатим начинима одређиваља функција помоћу сличних 

услова број нумеричких података је оzраничен само изузетно, у веома по

себним случајевима где се унапред зна аналитички облик функције до на 

ограничен број константи (на пример у случају се функција своди на један 
алгебарски, експоненцијални, тригонометријски итд. полином). 

Дакле, сйекiiiрални мeiiiog 2. Пеiiiровића оiiiкрива јеgну бесконачносШ 
функција чије се йоiiiйуно нумеричко оgреЬивање своgи на йроблем који 

зависи og оzраниченоz броја йapaмeiiiapa под условом да му се придружи 
један скуп (D) услова квалиiiiаiiiивне природе. 

Једна категорија (ј) функција има се посматрати као кaiiiezopиja са т 

йapaмeiiiapa ако се, дајући одређене нумеричке вредности за т променљи

вих бројева, међусобно независних, које дефиниција категорије (ј) оста
вља произвољним, производи једна нумерички одређена функција која 
припада категорији, и то тако да се свака функција категорије може прои

звести на овај начин. 

Kaiiiezopиja (Е), тј. скуп функција /(z) које се могу развити у степени 
ред са целим коефицијентима М11 , се тада посматра као категорија са gва 
йapaмeiiipa. То су: 1 о позитиван цео број ~ већи или једнак од позитивног 
целог броја М (чије је постојаље осигурана чиљеницом~полупречник 

конвергенције реда нија нула) таквог да 1 М11 1 или пак !{}1 М11 1 не премаша 
lОм ни за једну вредност броја п; 2° спектар S функције. 

Друге спектралне категорије (ј) допуштају трансформације д[/] које 
утврђују везу између функција те категорије и оних из категорије (Е): јед
на трансформација д[/] сагласна са /(z) повлачи једну релацију (f: Е)= О 
између .(и љене слике (Е) добијене применом д[/]. Ова релација може 
увести известан број променљивих параметара У; у функцију /(z) коју од
ређује, а ови параметри могу проистећи из: 1 о параметара садржаних у са
мој д[I]; 2° неодређених константи које уводи релација (ј', Е) = О, на 
пример, интеграцијом, члановима реда које једна рекурентна релација ос

тавља неодређеним, итд. 
Број q параметара У; је више или маље важан за саму категорију (ј), 

зависно од примељеног д[I], и може се мељати од нуле до бесконачности. 
Г. Петровић уводи појам сйекiiiралноz инgекса Ь категорије (ј): то је нај
мањи меЬу бројевима q + 2 тако придружених категорији (ј) различитим 
д[/] сагласним са (ј). Јеgна кmuezopиja (f) има се LТiaga cмaiiipmuи као 
кaiiiezopиja са бројем йapaмeiiiapa јеgнаким њеном сйекiiiралном инgексу. 

13 Е. Borel, Suг /' inteгpolation (Comptes rendus de 1 'Academie des Sciences, 1 er seme
stre 1897, р. 673-676). 
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Овај показује број тачно потребних нумеричких података за потпуно ну
меричко одређиваље једне посебне функције /(z) из једне категорије (ј). 

Вредност спектралног индекса битно зависи од својсГйава ариШмеШи
чке врсШе која карактеришу коефицијенте развитка опште функције по
сматране категорије (ј) у ред одређеног облика у околини неке тачке z. 
Ова својства су она која се односе на начин на који се коефицијенти реда 
заједнички претварају у целе бројеве. Начин се сажима у сам облик једног 
t.[I] сагласног са (ј). 

Спектрални индекс категорије функција које се могу у околини неке 
тачке z =а развити у степени ред са коефицијентима а" који су цели бро
јеви је 3 = 2; за категорију функција чији а" имају само ограничен број 
децимала је 3 = 3; за категорију (ј) образовану од алгебарских функција са 
рационалним а" индекс је 3 = 4, итд. 

Као што се види, г. Петровиh је уплео у теорију функција параметре 
за које се чини да су у супротности са уобичајеним појмом променљивих 
параметара. Исто тако, категорија (Е) функција изгледа, према уобича
јеним схватањима, као да зависи од бесконачно2 броја параметара који су 
сами коефицијенти тог развитка, потчињени само услову да су цели бро-

јеви М11 такви да се ~~М" 1 не повеhава неограничено са n. У методу г. Пе
тровиhа појављују се ови исти параметри као се2менШи јеgно2 исШо2 gеци
мално2 броја S, при чему је сваки сегмент састављен од једне одређене гру
пе узастопних децимала броја S. Тај број није друго до спектар посматране 
функције; начин сегментације, којом S даје, до на знак, низ коефицијената 
функције, мења се са једним другим параметром ~ који је позитиван цео 
број. 

Два параметра S и ~ имају заиста улогу два променљива параметра 
категорије (Е) функција: њихова промена чини прелаз са једне посебне 
функције (Е) категорије на неку другу, и свака функција категорије може 
бити произведена на тај начин. Постоји чак (до на знак коефицијената) је

дан обострано једнозначан однос између функција (Е) и бројева S, ~: двема 
различитим функцијама одговарају два различита пара нумеричких вред

ности S, ~ и обрнуто. 

Међутим, противуречност је само привидна: у ствари йарамеШар S 
сажима оzраничен или нео2раничен број йарамеШара у само јеgан низ ци

фара. У општем случају, то је наравно бесконачна мноzо нумеричких по
датака дата спектром S у виду само јеgно2 чији погодно раздељени сегмен
ти откривају вредности које треба приписати једном бесконачном пара

метара (који су коефицијенти једног реда). Феномен се мало разликује од 
оног који се јавља у вештини проблема-загонетки којом мађионичар за

час одреди више замишљених бројева на основу само јеgно2 нумеричког 

податка који му се саопшти и чији му разни сегменти откривају толико 

података колико има непознатих. 
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Представљаље једне функције једним децималним бројем мало је огра

ничена на одређене категорије функција. М. Петровић доказује, у том по

гледу, следећу теорему: 

Свакој аналиШичкој функцији и gаШом кру2у С ойисаном око оби

чне Шачке функције може се йриgружиШи скуй og јеgно2 gецимално2 и јеg
но2 йозиШивно2 цело2 броја који, уз gоgавање јеgно2 скуйа квалиШаШивних 

йоgаШака, саgржи све елеменШе за оgреЬивање функције у кру2у С са уна

йреg gаШом йриближношhу. 

Разни карактеристични елементи аналитичких функција могу се, 

спектралним методом г. Петровића, сажети у само један децималан број и 

у један скуп квалитативних података. Такав је, на пример, случај син2ула

риШеШа једне функције који се налазе у једном кругу са центром у обичној 

тачки функције; или ·пак случај нула једне функције које се налазе у 
једном кругу, итд. Тако, ако је дата једна функција /(z), може се, према 
једној познатој теореми г. Борела14 , да би се одредили љени сингулари

тети унутар ма ког круга описаног око ма које од љених обичних тачака, 
заменити /(z) једном функцијом (Е). Она има спектар, па се тако добија 
јеgна веза измеЬу f(z) и јеgно2 gецимално2 броја који саgржи све елеменШе 
за йоШйуно оgреЬивање син2улариШеШа функције f(z) у gаШом кру2у. Исти 

поступак примељен на у .Ј- а,ј"', итд., успоставља сличну везу између 

j"(z) и једног децималног броја који одређује вредности променљиве z за 
које /(z) узима вредност нула, узима дату вредност, достиже један макси
мум или минимум, итд. 

Спектрални метод баца тако јарко светло на улогу коју играју деци

мални бројеви у одређиваљу функција. Добијено је, у недавним радовима 

у теорији функција 1 5, да сви проблеми који се могу поставити при изуча

ваљу функција дефинисани пребројивим условима могу бити претворени, 
у принципу, у проблеме који се односе на дефиницију само једног деци
малног броја; али ово теоријско гледиште није од велике помоћи док се 
не дефинише на стваран начин веза између функције и децималног броја. 
Дакле, метод г. Петровића нуди, управо, делотворно средство да се утврди 

једна таква веза и тако уклони главна тешкоћа у проблему стварног свође
ља проучаваља једне функције на проучаваље једног реалног броја. 

14 Е. Borel, Le~·ons шг les fonctions nu!гomorpl!es, 1903, р. 35-36. 

15 Е. Borel, lbld. (Note Ш). 
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атематика је чудан свет у овом нашем свемиру. Не зна се ко га је 

створио - Бог или Човек. Стога је непознато да ли математичар 

открива биhа и њихове међусобне односе у њему или их твори. 

Било како да јесте, лепо је и узбудљиво бити у том свету онима 

који умеју да га открију и уживају у њему. 

Михаило Петровиh је провео многе лепе часове свог богатог и разновр

сног живота у математичком свету, откривајуhи или твореhи, и оставио део 

себе у њему. Тај свет је јединствен. Његова подела на поједине области, које 

се често узајамно прожимају, више је административна. Математичар 

Петровиh био је вишестран. Ишао је својим путевима за својим идејама и 

визијама. Његови радови, као записи са тих путовања, не могу увек бити свр

стани у једну област. Важније су идеје које је имао и начин на који их је 

остваривао. 

Да бисмо видели како је радио М. Петровиh, размотриhемо прво његову 

расправу Теорема о криволинијским инiйеzралима [274] 1 из 1933. године. Она 
нема сјај блиставијих Петровиhевих радова јер није довољно избрушена, али 

има и своју тежину и свој живот до данашњих дана. 

Петровиh уочава прво Дарбуову теорему: 

ако је функција f холоморфна gуж йуiйа L gужине s, онgа је 

(1) I :=Ј j'(z)dz = Ј.1. ·ј'(~)· s 
L 

за неко f.1 из gиска йолуйречника 1 са ценiйром у йочеiйку и неко~ са йуiйа L. 
При Дарбуовим претпоставкама је, дакле, 1 горња граница за lf.II из (1) и 

ништа више. Но, Пеiйровиh xohe нешiйо више- gоњу zраницу за lf.II, а iйиме и 
за III. Зато тражи услове P(r) за LJ и реалан број О < r-;;, 1 који, додати Дар
буовим, дају доњу границу m(r) =г за lf.11. Тако долази до закључка г-;;, lf.II-;;, 1 
уместо 11.11 -;;, 1 (до кружног прстен а уместо диска). Прво налази услов Р ( 1 1 Ј2): 
инiйеzрални елеменiй f(z)dz не мења gуж L кваgранiй оzраничен реалном и 
имаzинарном осам, па даје његово геометријско значење. 

Пеiйровиh је имао развијен zеомеiйријски йо'iлеg на маiйемаiйику. 

1 Овакве ознаке односе се на библиографију у књизи: Д. В. Трифуновић, ЛеШо
йис живота и paga Михаила ПеШровиhа, САНУ, Београд, 1969. 
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Ова особина се може уочити код многих београдских математичара, 
нарочито када усмено излажу. 

Даље се сећа једне своје неједнакости из 1917. године из рада [149] па је 
уопштава до следеће која носи његово име: 

ако се комйлексни бројеви a 1,a2 , .•• ,an налазе у уiлу са Шеменом у 
йочеШку и мером Л< 7t, онgа је 

(2) 

Из (2), 

до б иј а услов 

11 л fl 

I,.щ ;;::: cos- :I,1щ 1. 
k=l 

2 
k=l 

помоћу граничне вредности интегралних сума за интеграл /, 

P(r) за r = cos ~: инШеiрални елеменiii f(z)dz не излази gуж L из 
2 

некоi уiла са Шеменом у йочеiiiку и мером Л< 1t. 

Он најзад посматра када наступају гранични случајеви, 1 J..LI= r и 1 J..LI= 1, 
налазећи и геометријску и аналитичку везу између L и ј"; ову другу дају 
решења извесних диференцијалних једначина. · 

Петровић је своју неједнакост доказао прилично кратко, али мало 

компликовано. Као да је написао неки од првих доказа који су му пали на 

памет. И докази у математици имају своју лепоту. Понекад је потребно 

времена да се избрусе. Ј. Карамата2 је дао други и краћи доказ неједнакости уз 
помоћ Гаусовог става (тежиште система маса концентрисаних у коначном 

скупу тачака равни налази се у конвексном омотачу тог скупа), који открива 

њену праву природу. Тридесет година после првог долази, без помена Петро

вићева имена, поскедњи доказ неједнакости (2)3 који, када је посматрани угао 
симетричан у односу на реалну осу и садржан у десној полуравни4 , гласи: 

ако је lak 1 = Pk, argak = ek и 1 ek 1~ а<~ за k = 1, 2, ... ,n, онgа је 
2 

1 а 1 + а2 + ... + а11 1 ;;::: 1 Re ( а1 + а2 + ... + а11 ) 1 
=1 р 1 cos8 1 + р 2 cos82 + ... + р 11 cos8 11 1 
;;::: (cosa)(Pt + Р2 + ... +Р") 

јер је cos ek = cos 1 ekl;;::: cos а> о за 1 ~ k ~n. 
Овоме се стварно нема шта додати, а одавде се може добити да ће једна-

кост важити ако и само ако су сви 8 k једнаки а и при том је I,. р k = I,. р k. 

8,>0 8,<0 

2 Ј. Карамата, Теорија и йракса Stieltjes-oвa инШеzрала, Научна књига, Београд, 
1949, стр. 301. 

З Н. S. Wilf, Some applications of t!Je iпequality of al"itl1metic апd geometгic meaпs to 
polynomial equatioпs, Proc. Amer. Math. Soc. 14, 1963, 263-265. 

4 Видети и: Д. С. Митриновић, О јеgној нejegнaкociU.u, Математичка библиотека 
38 (1968), стр. 93-96. 
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Петровићева неједнакост путује затим у Хилбертове и Банахове про
сторе5 да би се 1995. године појавила са неким споро осцилујућим низовима у 
нормираним векторским просторимаб. 

Приметимо прво да термини пут (Је chemin) и лук (I'arc) које употре
бљава Петровић данас имају много шире значење. Данас је пут у тополошком 

простору Е свако непрекидно пресликавање неког непразног компактног 

интервала на реалној правој у Е, док је лук у Е део простора Е који је 

хомеоморфан таквом интервалу. 

Закључак Дарбуове теореме (овде је Шеорема прејака реч) еквива
лентан је тврђењу да је 1 1 1~ Ms, zge је М највеhа вреgносШ функције 1 Л gуж L. 
То је обична особина криволинијског интеграла. Нејасно је чему служи прет

поставка о холоморфности функције I дуж L када је довољна непрекидност. 
Закључак Петровићеве допуне Дарбуове теореме еквивалентан је тврђењу да 

је rms ~1!1, zge је m најмања вреgносШ функције lfl gуж L. То није обична 
особина криволинијског интеграла. Ту је једно веома једноставно, али важно, 

од питања која је Петровић постављао. 

А шШа је са друге сШране? 

Одговарајући на оваква питања, долазио је до нових резултата (до допуна по
знатих ставова). Међу њима је и онај чувени из 1901. године о доњој граници 
модула нула Тејлоровог реда [58] који читалац може наћи у наредној књизи 
ових Сабраних дела. Тако је Петровићева неједнакост допуна неједнакости 

троугла која је основа рачуна у нормираним векторским просторима. 

Питање је зашто је Петровић у овом раду прво надугачко доказивао, уз 

обилато коришћење теорема о средњој вредности, посебан случај, r = 1 1 -fi, а 
затим врло кратко општи. У овом другом он полази од интегралних сума 

11 

(З) S := Li(~k)(zk- zн) 
k=l 

за интеграл (1), примељује на њих своју неједнакост и чини гранични прелаз 
по поделама лука L. Овде се поставља једно кључно питање. Нека су а и 

О~ Л-< 1t реални бројеви и нека је а< arg/(z) dz <а+ Л- за свако z Е L. Да ли 
ds 

је тада и а< argЛ~k)(zk- ч- 1 ) <а+ Л- када је највеће 1 zk- zн 1 довољно 

мало? У раду нема одговора. Данас се ово питање може другачије поставити. 

Нека је n бесконачан йрироgан број и (zk )o~k~" хийерконачан низ такав да је 

zk-l ""zk ( zk-l је бесконачна блиско zk) за k = 1, 2, ... , n. Да ли су посматрани 

5 Ј. В. Diaz and F. Т. Metcalf, А complementaгy tгiangle inequality in HilЬert and Banach 
spaces, Proc. Amer. Math. Soc. 17, 1966, 88-97. 

6 С. V. Stanojevic, D. L. Graser and К. М. Adams, Gauss-Petrovicfunctionals and slow 
oscilation in normed linear spaces, PuЬI. Inst. Math. (Beograd), 58 (72), 1995, 85-92. 
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аргументи бесконачна блиски за, на пример, z = zk? Тада се лакше добија 

потврдан одговор, примењује се неједнакост (2) на збир (3) {Лајбницов 
принцип), па се на добијени резултат делује сШанgарgни.м gело.м. Ово је 
испричано језиком несШанgарgне анализе, која у Петровићево време није ни 

постојала, бар званично. Било је бесконачна .малих (инфиниШези.мала). Стари 

мајстори су радо рачунали са њима и добијали добре резултате. Тако је 

Лајбниц дошао до свог диференцијалног рачуна. Тако је Ојлер развио функ

цију sin z у бесконачни производ. Није се, међутим, знало шта стоји иза тог 
микро космоса. Коначно решење дошло је године 19617. Ствар је била у логи
ци. Бесконачна мале и бесконачна велике величине добиле су право грађан

ства у математичком свету. Настајала је нова математика. Ни М. Петровић 

није могао одолети инфинитезималама. У раду [143, стр. 160] он говори обе
сконачна .малим йовеhањи.ма (accгossements injlniment petits), што нам казује да 
их је имао у свом математичком бићу. 

Занимљиво је овде, а и на другим местима, уочити однос М. Петровића 

према неједнакостима. Оне су једна од основа доброг дела математичке 

анализе. Саме по себи остају усамљене- немају modus vivendi. Код Петровића 
су оне основа над којом он даље гради. Обично полази од једноставнијих да би 

им после вешто нашао примене у анализи, диференцијалним једначинама и 

разним другим рачунима. Једну величину процењује са обе стране, па добије

ну двоструку неједнакост пише у облику једнакости и зове је Шеоре.мо.м о 

среgњој вреgносШи. 

Тако је и у радовима [143]8 и [144]9. Основну неједнакост из другог рада 
уогштио је, уз помоћ једног Караматиног резултата 10, после шеснаест година 
у раду [264]: 

7 А. Robinson, Non-StandQJ·d Analysis, Proc. Roy. Acad. Amsterdam, ser. А, 64(1961), 
432-440. 

8 Видети и: П. Васиh, Геомейlријске нејеgнакосйlи у раgовима Михаила Пейlро
виhа, Математичка библиотека, 38(1968), 105-111. 

Приметимо још да се у наведеном раду [143, стр. 157-158] налази предуг доказ 
неједнакости 

која важи ако су а, h, с странице троугла. 
Професор Д. Адамовиh је извео краhи и једноставнији доказ. Наводимо га: 

(а+ Ь + с) 2 - (а 2 + Ь 2 +с 2 ) = 2(hc +са+ ah) > 2(hc cosa +са cos~ + аЬ cosy) = 

=a 2 +h 2 +c? 

д . 1 'б 
при чему последња једнакост следи из косинусне теореме. а Је константа -fi наЈ о-

ља могуhа, види се посматрањем једнакокраког троугла, чија основица тежи нули. 

9 Видети и: П. Васиh, НејеgнакосШ Михаила ПеШровиhа за конвексне функције, 
исто, 101-104. 

1 О Ј. Karamata, Suг une im!qualite гelati1'e а их j'onctions con~·exes, PuЬI. math. Univ. Bel
grade, 1(1932), 145-148. 
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ако је функција f конвексна на инйiервалу 1, О Е 1, х 1 > 0, ... , x n >О и 
Х = х 1 + ... + х n Е 1, онgа је 

(4) Лх1 ) + ... + Лх11 ) ~ ЛХ) +(п -1)ЛО). 

Ово се може добити просто из 

Лхk)- ЛО) < ЛХ)- ЛО) 
xk- О - Х- О 

после ослобађаља од именилаца, множењем бројем xk па сабирањем по 
k = 1, ... ,n. 

Рад О јеgној важној класи целих реgова [96] имао је великог успеха на 
Међународном конгресу математичара у Риму 1908. године. 

Све је почело две године раније. Петровић посматра функцију 

(5) 

комплексне променљиве, при чему су коефицијенти степеног реда у (5) 
реални и йозиШивни, а сваки њеzов gелимичан збир има само реалне нуле. 

Процењујући коефицијенте а", закључује да је ј' цела функција рода нула или 
један и да је 

(6) 

при чему је r =Ј z Ј и 

(7) L
~ z" 

G z) = . 
( n=O (n+ 1)"+1 

Најзад, помоћу свог резултата из рада [58] налази доњу границу модула нула 
функције ј: 

Следећи корак [92] чини почетком 1908. Тражи, уз небитну претпоста
вку а0 = а1 = 1, потребне и довољне услове под којима ред у (5) има поменуте 
особине. Посматрајући графике једног рекурентно дефинисаног низа поли

номских функција, налази те услове, највеће вредности А11 за коефицијенте 
а11 са n ;;:: 2, граничну функцију 

(8) 

наводећи неке њене особине и особине низа А.". 
Остао је још, у овом раду најављен, случај када су коефицијенти а11 

реални. Постоји једна прича да је до решења дошао једне бурне ноћи у мана
стиру Манасија 11. Да ли му је Бог помогао? 

11 М. Миланковић, Ј. Михаиловић: Мика Алас, Космос, Београд, 1946, стр. 
93-94. 
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Прави је тренутак да прочитамо део једног записа Ј. Карамате12: 
"Да бих ипак што верније приказао начин његова научна рада, мислим, 

да hy то најбоље постиhи ако детаљније анализирамо само један од проблема 
које је проучавао, а који је за метод његова рада један од најкарактеристи
чнијих. 

Проблем који сам изабрао не спада међу љегове најјаче радове, али то је 
један од његових радова који је можда био највише коментарисани који је дао 
подстрека другим научницима за даљи рад; да напоменем само Монтела 

Ландауа, Пољу, поред многих других. 

Овај рад је утолико приступачан, што својом садржином и појмовима 

којима оперише не излази из оквира универзитетске наставе, и изненађује 
својом једноставношhу, али је ипак за његово решење био потребан један ду
жи истрајан рад. 

Ево у чему се он састоји: 

Познато је да међу важне проблеме теорије функција спада проблем 

апроксимације дате функције полиномима. Уз овај проблем везан је цео низ 

мање или више значајних питања, међу које спада и питање у каквој вези сто

је нуле полинома којим апроксимирамо дату функцију са нулама саме функ
ције. 

Једно од првих питања ове врсте на које наилазимо јест да се испита 

каква мора бити природа дате функције, да би се она могла апроксимирати 

полиномима којима су све нуле реалне или, још специјалније, реалне и 

позитивне. 

Зауставимо се само на аналитичној фунцији j'(z) датој својим Тејлоро
вимредом 

.f'(z) = Lavzv 
v=O 

дакле, на функције које су апроксимиране низом полинома облика 

11 

p"(z) = Lavzv. 
v=O 

Прецизно формулисан Петровиhев проблем састоји се у томе, да се 

пронађу потребни и довољни услови које мора задовољавати дата функција 

да би сви полиноми p"(z), према томе и гранична функција, имали све своје 
нуле реалне и позитивне; или, ако претпоставимо да су коефицијенти 

позитивни, да би све нуле тих полинома биле негативне. 

Ево на како леп и савршено једноставан начин, Петровиh даје решење 

овог проблема. 

Без ограничења можемо претпоставити да су прва два коефицијента 

полинома p"(z) једнака јединици, тј. даје 

12 Ј. Karamata, Mihailo Petrovic, Glasnik mat., fiz. i astr., Zagreb, 1948, t. З, str. 123-127. 
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пита се под којим ће условима сви полиноми 

p"(z)=l+z+a2z 2 + ... +a"z", n=2,3, ... , 

имати своје нуле реалне и негативне. 

l 

У том случају морају и полиноми 

. 
!о 

,/ -an 
-т" 

li 

( ) n 11-1 n-2 q" t = t + t + a2t + ... + a"_ 1t +а" = 

= t (t"-1 + t"- 2 + a2t"-3 + ... + а"_ 1 ) +а" = 
=tq"_1(t)+a" n=2,3, ... , 

287 

х 

чије су нуле реципрочне вредности нула полинома p"(z), такође имати све 
своје нуле реалне и негативне. 

Ако, међутим, полином q"_1(t) има n- 1 негативних нула, његов дија
грам мора имати облик криве (1), према томе ће дијаграм полинома tq11 _ 1(t) 
имати облик криве (П). Да би једначина 

имала n реалних решења, тј. да би и полином q11 (t) имао n негативних нула, а11 
не сме бити већи од апсолутне вредности -m11 најмањег минимума m11 дијагра

ма полинома tq"_1 (t). У случају када је 

а" =-т", 

полином q11 (t) мора имати једну вишеструку нулу. У том случају, дакле, ње

гова дискриминанта 

D(a2 ,a3, ••• ,а"_ 1 ,а11 ) 

мора бити једнака нули. 
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Према томе, ако у овој дискриминанти коефицијенат а" заменимо са х, 
добијамо полином 

(1) 

чије ће нуле дати оне вредности коефицијента а" за које полином q"(t) има 
вишеструких нула. Дакле, тај коефицијенат не сме бити већи од најмање 

позитивне нуле дискриминанте (1) и само у граничном случају он јој може 
бити једнак. 

Отуда добијамо решење постављеног проблема, тј. йоШ.ребан и gовољан 
услов, ga би сви йолино.ми Pn(z) имали све своје нуле неzаШивне, је ga 
коефицијенШи an буgу .мањи og нај.мање йозиШ.ивне нуле йолино.ма (1). 

Поред тога, овим је решењем потпуно одређена и гранична функција 
/(z) за коју је постављени проблем могућ. Њене коефицијенте добијамо ако 
их постепено одређујемо, тако да они буду једнаки најмањој позитивној нули 
полинома (1). 

Иако је ову граничну функцију, по њеној дефиницији, готово немогуће 
одредити, Петровић даје са скоро исто таквом лакоћом цео низ њених особи
на, од којих ћемо напоменути само две најважније. 

Функција /(z) је облика 

где је g(z) цела функција нултог рода, чије су све нуле<- 1 и, по апсолутној 
вредности, не расту брже од 

(n+l)(-Fl")"; 

коефицијенти њена Taylor-oвa развитка су сви позитивни и мањи од 

n!2"(n-l)/2. 

Једноставност обраде и прецизност резултата изложеног проблема није 

само основна карактеристична црта целокупног научног рада ~ихаила 

Петровића, већ је то и верно огледало њега као човека, онаква какав је био у 

свом приватном животу - велик у својој приступачности, скромности и про

стодушности." 

~. Петровић посматра функције (5) и у свом раду Јеgна врсШ.а бројних 
квазиинваријанаШ.а [325, стр. 166-169]. Бројна квазиинваријанта једног скупа 
функција је пресликавање у н 1 које функцији у из тог скупа придружује 
функцију 1 чије се вредности налазе у интервалу [0, 1 ]. При томе скуп чине 
функције извесне врсте, рецимо решења неке диференцијалне једначине, док 

је 1 дато неким аналитичким изразом, рецимо 1 =/(х, у, у', у") када су функ
ције у дефинисане и два пута диференцијабилне на једном одређеном интерва

лу реалне праве. 



РАДОВИ МИХАИЛА ПЕТРОВИЋА У АНАЛИЗИ 289 

Ако се, на пример, посматрају сви полиноми у одређеног степена n ~ 2 
чије су све нуле реалне, при чему је најмања а и највеhа Ь, онда је 

где је 

n А n . 
а=---,..,=---, кадаЈе х<а, 

n-1 n-1 

а = _п_, ~ = 1, када је х > Ь. 
n -1 

Овде Петровиh лако и спретно даје примере за/, поставља питање гра
ничних кривих и питање: које особине имају функције у чија је квази-инвари

јанта дата? Одговори су само делимични јер су ствари сувише уопштено по
стављене. 

Вратимо се Јовану Карамати (1902-1967), једном од Петровиhевих уче
ника и једном од најпознатијих српских математичара. Чувен је његов доказ 
на само две странице, Литлвудове теореме13 који се налази у многим позна
тим монографијама. Чувена је и плодна његова Шеорија йравилн.о йромен.љи

вих фун.кција 14 о којима је написано, нарочито од педесетих година, мноштво 
радова, а последњих неколико година неколико монографија. Стога ове ње

гове речи о Петровиhу имају велику тежину. 

М. Петровиh је истраживао класе функција. При томе су му нарочито 

биле занимљиве границе тих класа функција (или њихових модула), као и 
функције које се налазе на тим границама. Налазио их је и испитивао јер су 

то, до тада, биле не много запажене функције, ако су уопште биле познате. 

Таква је, на пример, функција (8) чије је сужење на реалну праву максимум 
одговарајуhих сужења функција (5). 

Петровиhев пут је крајње природан. Ако хоhемо да мајорирамо на по

зитивном делу реалне осе функцију која је збир степеног реда са позитивним 

коефицијентима, мајорираhемо коефицијенте новим, па добити нову функци

ју. Тај корак се понавља. Докле? Обично се ишло док нова функција не буде 

позната, што је релативно. Може значити "по општем мишљењу" или пак 

"функција која има своје име". Петровиh се зауставља који корак пре оваквог 
циља - онда када му низ нових коефицијената постане довољно правилан. 

Појављује се нова, непозната функција, која се природно шири на комплексну 

раван. Имао је дар да је "види", да је испита са разних страна (посматрајуhи је 
и као интеграл с параметром ако је потребно), па и да приближно израчуна 
неке њене важне вредности. Чинеhи је познатом, он долази до нових, до њега 

непознатих, бољих горњих граница. 

13 Ј. Karamata, ЙЬеr die Hardy-Littlewoodsche Umkehrung des Abelschen Stiitigkeitssatzes, 
Math. Zeitschrift, 32(1930), 319-320. 

14 Ј. Karamata, Sur un mode de croissance regublre des fonctions, Mathematica (Cluj), 
4(1930), 38-53. 
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Пре но што чујемо Петровићево мишљење о овоме, поменимо да се фу
нкција G јавља 1906. године и у раду [86] као елемент једне класе функција. 
Занимљиво је да се ту индукцијом доказује и егзистенција функција (5). 
Функција 8(z) = 1 + zG(z), тј. 

(9) z z2 z3 L~ z" 8(z)=1+-+-+-+ ... = -
1 4 27 п" 

n=O 

се детаљно проучава у раду [98] из 1908. године, а уопштава до функције 

L
~ z" 

A(z,a)= -, 
па" 

п= О 

где је а комплексан број са позитивним реалним делом у [142]. 
Посматрајмо увод у рад Инiйерйолација и инiйе'iрација йом.оhу јеgне 

класе оgре!Јених инiйе'iрала [118, стр. 1-4]. На почетку, уз измену ознаке за 
формулу, стоји: 

"На одређене интеграле облика 

ь 

(10) .Т(х) =Ј ue•·xdt, 

а 

где су и и r функције интеграционе променљиве t, наилази се, као на корисне 
помоћне рачунске елементе, у доста многобројним проблемима математичке 

анализе." 

У средини, уз измену ознаке за функцију, пише: 

"Осим тога, за многе трансценденте чије су карактеристичне особине 

скривене кад су представљене другим аналитичким изразима, те особине 

излазе саме собом на видик кад се успе да се трансцендента представи у об

лику интеграла (10). Подесан пример за то је трансцендента 

чије су главне особине испитане у мојим ранијим расправама и којој одговара 

интеграл (10) облика 

где је 

Крај увода гласи: 

1 

G(x) =Ј e'xdt, 
о 

1 1 " r=t og-. 
t 

"Из свега ће се тога моћи видети да су интеграли Ј одиста корисни 

помоћни рачунски елементи, са којима је доста лако оперисати и за које се 

може сматрати, да је један дати аналитички или рачунски проблем решен кад 
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се буде успело да се непозната колИчина у њему добије у облику таквих 

интеграла." 

За Петровића су, дакле, познате све функције ./(х). То је ипак мало 

превише. На почетку одељка VI каже: 
"Поред општих особина, наведених у одељку V, које важе за све инте

грале .Ј ма какве биле функције и и г у размаку између интегралних граница, 

постоји још велики број специјалних особина, везаних за оне интеграле .Ј за 

које функција u не мења знак у Шом инiйервал у (размаку). 
Као што ће се видети, особине таквих интеграла могу се сматрати као 

2енерализација особина основних ексйоненцијалних функција, на које се своде 

ти интеграли и њихове комибинације у специјалном случају кад је г= const." 
Посматрао је, у поменутом случају криву у= Ј (х) (где је х реална про

менљива), па је уочио да је она "аналогна" кривој у= е'"х (где је г нека реална 
константа). Функција .!(х) има, дакле, извесне геометријске и аналитичке 
особине функције е'"х због чега прву сматра уопштењем друге. Полазећи од 

функције .l(ix), он ће у наредном одељку, на познат начин, уопштити триго
нометријске функције косинус и синус и посматрати редове по њима који 
одговарају тригонометријским. Ово је изложено у радовима [117, 120] где је 
уопштење функција е'"х, cos гх, sin гх дефинисано, уз ознаку Ј уместо .!, редом 
овако: 

при чему је 

(11) 

h 

Ј игndt 
afl =!!...a_h __ 

Ј иdt 
а 

где су а и Ь >а реални бројеви, а и и г непрекидне реалне функције на интер
ь 

валу [а,Ь] и притом је Ј иdt-:/. О; 
а 

!1 (х) = t(/(ix) + /(-ix)), /2 (х) = ~i (/(ix)- /(-ix)), 

док су уопштења тригонометријских редова, редови облика 

~ ~ 

А0 + L A"l1 (n.x) + L В,Ј2 (nx). 
n=l n=l 

Петровић је касније пр.онашао везе између свих ових својих функција и про
стих бројева [159, 163 и 206]. 
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Приметимо да функција !(х) нема карактеристичну особину експонен
цијалне функције, ех+ у =ех· еУ, а горњи ред није, у општем случају, ортогона
лан. Посматрајући једнакост 

х х х 2 х" 
е = 1+-+-+ ... +-+ 

1! 2! n! 

видимо да се Петровићев прелаз са ех на !(х) састоји у томе што се п-ти члан 

предходног реда помножи бројем С/. 11 одређеним формулом (11). Друга, данас 
прихваћена идеја јесте да се уопшти х- да из комплексне равни оде у неку 

Банахову алгебру. Тада ће опет бити ех+ У =ех· еУ када су х и у комутативни. 

Закључимо једноставно да је Петровић открио једну класу функција и 

показао, без обзира на то како ју је назвао, да је она корисна при решавању 

извесних проблема. Могао бих то посматрати декартовски15 у духу другог 
правила његове методе која је аналитичке природе 16 • Схватам га овако: ако 
хоћеш да решиш неки проблем, подели га на толико проблемчића колико 

можеш и колико ти је довољно да би га лакше решио. Петровићу, очито, 

функције Ј(х) нису биле никакав проблем. 

Једна од Петровићевих омиљених тема била је представљаље функција 

помоћу интеграла, [видети рад 65, стр. 79-88) или помоћу редова .. То су ста
вови о репрезентацији. Он на то гледа и са друге стране: ако је једна функција 

једнака једном интегралу, онда се тај интеграл може рачунати и помоћу те 

функције. Ту је, наравно и веза између редова и интеграла [9 и 65). 
Овде ћемо се позабавити радом [67) да бисмо видели како се уопштавају 

извесни Стилтјесови обрасци. Исто се чини и у раду [62). Полазиште је Коши
јева формула 

/(z) = _1 __ Ј /(t)dt, 
21tl t- z 

с 

где је С затворена, позитивно оријентисана, проста крива у просто повезаној 
области комплексне равни у којој је функцијај'холоморфна, а z пролази скуп 
D тачака које се налазе унутар криве С. 

На десној страни претходне једнакости је, при фиксираном С, интегра-

лна трансформација функције ј" са језгром - 1-. K(z,t)-
1
-, где је K(z,t) = 1: 

21tl t- z 

(12) /(z) = _1 __ Jкcz,t) /(t)dt. 
21tl t- z 

с 

l5 Rene Descartes, Discuuгs de /а nuftlшde, Leyde, 1637, anonimno izdanje. 

16 Декартово начело гласи: "Le second, de diviser chacune des difficultes que j'exa
minerais en autant de parcelles qu'il se pourrait et qu'il serait pour les mieux resoudr". 
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Стилтјес је доказао (12) када је, уз додатне претпоставке за ј; С 

имагинарна оса, D полураван Rez >О, а у језгру је K(z,t) = -~ или је 
t+z 

K(z,t) = _ _l!__. 
t+z 

Код Петровића је С права паралелна реалној или имагинарној оси, D 
једна од две полуравни којима је С руб, док је, на пример, 

K(z,t) =- Ф(z,t) 
Ф(z,z) 

кад је D полураван Rez >Л.; при томе је функција Ф(z,t) холоморфна по t и 

lim Ф(z,t)j'(t) =О. 
reD,Irl->~ 

Доказ је сасвим једноставан - заснива се на Кошијевој формули. Не

потребно је да се помињу докази у сва четири могућа случаја јер се из једног, 

ротацијама добијају остали. 

Овде спада и рад [301], мало другачије природе, у коме М. Петровић и Ј. 
Карамата исправљају једну Поенкареову грешку. То је једини рад који је 
Петровић потписао са још неким. 

На ову тему репрезентације Петровић има пуно идеја. Поменућемо две. 

Поставља задатак да се помоћу функције 

ј'(х).=а0 +а1х+а2 х 2 + ... 
израчуна функција 

Затим изражава а11 у облику 

а11 =Ј vи"dt, 
L 

при чему су погодно изабрани лук интеграције L и функције и иv, па закључу

је да је 

<р(х) =Ј j'(xи)vdt 
L 

за х које се налази унутар круга са центром у почетку и полупречником 

једнаким количнику полупречника диска у коме је дефинисана функцијај'и 
максимума модула функције и дужL [111]. 

У раду [296] доказује: 

ако је u 1, u 2 , u3 , ... низ бројева, функција 

Ф( х)= и1 \оg(х + 1) + и2 log(x + 2) + и3 \оg(х +З)+ ... 

gефинисана за х= О (што значи да ред и 1 logl + и2 log2 + и3 log3 + ... , конвер

гира) 
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и f(l) =О, онgа је Ф( оо)= О и 

zge је F(t) =- f(e-t). 
t 

Ф( х)= Ј e-xt F(t)dt, 

о 

Д. АР АНЂЕЛОВИЋ 

Beh смо рекли и видели да се Петровиh бавио нулама функција. После 
великог рада из 1901. године, он даје у раду [69] доњу границу модула нула 
целих функција одређеног рода. Ту се прича о нулама не завршава веh долази 

једна нова, другачија [88 и 93]. 
Полази од реалне функције <p(t) која је непрекидна на интервалу реалне 

праве са почетком а и крајем Ь и таква да интеграл 

ь 

g11 =Ј <p(t)cosntdt 

а 

има смисла за n= О, 1, 2, .... Затим трансформише <р у интеграл 

ь 

/(х)= Ј <p(t)log(l- 2xcost + x 2 )dt. 

а 

Ако је р природан број и g11 -:;t. О за n::;; р, а gn =О за n> р, каже да <р 

заgовољава услов [<р, а, Ь, р]. Његов циљ је следеhа 

Теорема. Нека је f(z) мероморфна функција унуШар круzа С йолуйре
чника r са ценШром у йочеШку и на Шом круzу, реална за реалне z, f(O) -:;t. О и не

ка унуШар С има n нула (cx 1,a2 , ... ,an) и m йолова (~ 1 .~z, ... ,~m), рачунаШих 
онолико йуШа колики им је peg, а нема их на С 

Тада је 

zge је 

,, 
n- т=_!_ Ј <p(t)F(r,t)dt, 

g() 
а 

F(г,t)=Re 2 !"(z)l , 
f(z) :=ге" 

а <p(t) било која функција која заgовољава услов [<р, а, Ь, 0]. 
Тако је, на пример, 

~ 

2 Ј sin t п-т=- --F(r,t)dt. 
n t 

о 
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Под истим претпоставкама доказује формулу 

где је 

М(г,t) = log 1 j"(z) С=,·е''. 

До краја рада он посматра неке симетричне и асиметричне функције 
нула функције/и изражава их помоћу интеграла. 

Наведену теорему уопштио је, у извесном смислу, П. Монтел15. 

Но Петровић је желео да број n -т изрази помоћу обичног интеграла 
реалне функције. И успео је. И то на много начина. Зашто и не би кад тако 
уме да изрази број простих бројева који се налазе између два дата позитивна 
реална броја [103]. 

У раду [248] Петровић полази од познате дефиниције изложиоца кон
вер2енције нула-низа А" > О реалних бројева - то је број Л, ~ О такав да за 

~ 

свако Е> О важи L А,~-е =оо и L А,~н <оо; кад таквог броја нема, ставља се 
11=0 11=0 

Л, = оо. Уопштава је овако: низ А." позитивних бројева је низ изложилаца 

конвер2енције низа А" ако за свако Е > О важи 

~ 

~ 

~ АЛ..,(l-Е) =оо и 
L..,; 11 

n=O 

LA,~.,(lн) <оо. Овај појам се преноси и на целе функције j"(z)= La"z" 
n=O n=O 

посматрањем низа А" = ~. Затим се дају примери низова изложилаца 
конвергенције или неких њихових асимптотских особина за неке класе целих 

функција. Основна идеја је била да се помоћу низа Л.11 ближе асимптотски 
одреди низ а", а отуда и одговорајуће особине функције j"(z). У раду Петро

вић има доста проблема због ширине дефиниције низа Л," - често ради са не

ком ужом класом низова. Студија Д. Д. Адамовиfiа16 је поучан пример како 
треба прићи делу М. Петровића - аналитички, критички и стваралачки. На 

стр. 106 он каже: 

"Математичко (као и филозофско) наслеђе Михаила Петровића обимно 
је и многим својим деловима и данас инспиративно, често после ближег 

испитиваља далеко више него што на први поглед изгледа. Међутим, по на

шем мишљењу, да би се из њега извукла права и пуна корист, треба му- уз 

15 Р. Montel, Sur une јогтиlе de М. Michel Petrovich, PuЬl. math. Univ. Belgrade, VI-VII 
(1938), 174-182. 

16 Д. Д. 'Адамовиh, О йојму ексйоненйlа конвер'iенције коg Михаила Пейlровиhа, 
Споменица Михаило Петровиh 1868-1943, Београд, 1968, стр. 103-114. 
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известан слух за специфичност стила Петровићевог математичког мишљења 

и његове математичке интуиције - прилазити у исти мах брижљиво и крити

чки." 

Приметимо још једну особину Петровићевих радова - мноштво приме

ра. Ту особину налазимо код следбеника, на пример, у поменутој монографији 

Ј. Карамате или у уџбенику С. Аљанчића.17 

Нови двадесети век доноси нову математику. Рађају се нове математи

чке структуре у жељи да се обухвати све до тада откривено. Петровић иде 

својим путем, за својим визијама. Отвара многе нове проблеме. Решава их не

стрпљиво не стижући често до краја. То великодушно препушта другима. У 

сталном је тражењу неке више везе између математике и живота, или бар је

дног његовог дела. На крају и математика је живот. 

Дра'iољуб Аран!Јеловић 

17 S. Aljancic, U110d u геа/пи i jimkcionalnu analizu, Gradevinska knjiga, Beograd 1968. 
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О ОВОМ ИЗДАЊ У 

вој књизи нашли су свој дом неки од списа Михаила Петровиhа који 

претежно припадају - било тематски, било методски - математичкој 

нализи у ширем смислу. Петровиh се слободно кретао по математици 

без граница па његови радови задиру често у више области. 

Може се чинити да је ово веома скроман избор његових списа из анали

зе с обзиром на њихов укупан број. Међутим, треба имати у виду да веhина 

изабраних има свог двојника - српски (написан на српском) француског и 

обрнуто (при чему су српски обично опширнији). Сем тога, Петровиh је 

понекад читаве делове једног својег списа преносио у неки каснији. Стога 

овде има бар двоструко више његових текстова но што се види у књизи. 

Желео сам да се види какав је био тај наш математички предак чији се 

извесни утицаји, били ми тога свесни или не, још ocehajy у нас. 
Брзина којом је радио и објављивао своје радове има своју цену. Зато се 

овде могу уочити блистави, мање блистави и знатно мање блистави тренуци 

његовог математичког живота. 

Трудио сам се да веhина тема које је Петровиh обрађивао има по неки 

рад, као свог представника, у овој књизи. Кад није тако, као што је, на 

пример, случај са представљањем аналитичке функције једним децималним 

бројем, читалац може погледати Notice sиг les tгavaux scientijiques de М. Micl1el 
Petmvic/1 (чији је део преведен и налази се у овој књизи). 

Радове који се односе на неједнакости, теореме о средњој вредности, 

изабрао сам из више разлога. Неједнакости су једна од основа једног дела 

Петровиhевих радова. Неке од њих је и сам открио, што не бисмо смели забо

равити. У поменутим радовима се можда лакше може уочити ток његових ми

сли које се, полазеhи од сасвим једноставних објеката и односа, креhу ка све 

сложенијим и сложенијим. 

Резултати у математици јесу важни, али су важни и путеви којима се до 

њих долази. Мало је великих теорема, а много добрих математичара - не мо

же свако имати своју. Има и путева који се памте. Зато треба обратити пажњу 

и на Петровиhеве путеве. Можда они воде још некуда? 

Текстови научних расправа на српском језику верни су оригиналима, уз 

поштовање садашњих језичких закона. Исправљене су уочене штампарске и 
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неке друге грешке. Преводи су, више или маље, успешне копије оригинала. 

Превођељем сам покушао да очувам Петровиhев начин изражаваља. 

Одређеним примедбама и сугестијама професор Душан Адамовиh помо

гао ми је да побољшам одређене делове кљиге. Својом монографијом ЛеШо

йис .живоШа и paga Михаила ПеШровиhа, као и општим упутствима допринос 
је дао професор Драган Трифуновиh. Професор Жарко Мијајловиh помогао 

је искуством и делом материјала који је сакупио, радеhи на овим Сабраним 

gелима. Уредник Жарко Јов:иh је правовремено припремао потребне писане 

материјале и био веома стрпљив са мном, што баш и није било лако. Алексан

дар Савиh, асистент Математичког факултета у Београду, успешно је све то 

сложно. Пријатна ми је дужност да свима љима упутим изразе своје захвално

сти. 

Посебно захваљујем својој жени Ружици, која ми је из свог далеког, ме

ни још недоступног света, помогла да преведем са француског језика. 

Дра'iољуб Аран!Јеловиh 
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