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HAYYHE PACIIPABE






O PUKATHUIEBOJ
INPEPEHIINIAITHOJ JEMHAYMHA
1N BbEHWM TTPUMEHAMA VY
XEMWIT

Osppne hy nmokasaTn HeKa, 3a IpUMEHY OMTHA CBOjCTBa jefHAauUnHE OO-
nnKa

d
=00’ + 0y + s,
X
Kojy hy mucaru y o6muky
d . .
(1) L=00-HO- 1),
X

rae cy ¢, fi, f> pyHKUHje Of x KOje HCHYaBajy OBE YCIIOBe:

1) ¢ je ¢pynkumja of x Koja je MO3UTHUBHA Yy MHTepBamy of x =0 70
X =0

2) fi 1 f, cy no3uruBHe, HepacTyhe (pyHKLUje Y TOM HHTEpBaly, Ta-
KBE J[a KpUBe

y=hH(x), y= folx),

aKo mponase Kpo3 KOOPANHATHY MOYETAK, HUCY HCTOBPEMEHO TAHTCHTHE
Ha x-0Cy.

IIpeTnocrasmhemo joll, Ha IpUMeED, [ia je y TOM HHTepBaly f, < f,.

ITocmaTtpajmo unterpan y(x) jemHaumue (1) Xoju ce aHynupa 3a
x = 0. On he umMaTH oBe ocobuHe:

I. 3a epegrociuiu x u3 unitiepsasa (0,0) uniliezpas je Ho3uluuean u
citiaano pacitie, asu ocitiaje marsu 0og fi(x).

HauMe, y He MOXe IIOUETH fja OomNajga y TOM MHTepBaly jep Ou Taga
OWI0 HEeraTHBHO, 4 CaMMM THM OM pa3jiuKe

* Hacnos opurunana Sur I'équation différentialle de Riccati et ses applications chimiques,
Véstnik Krdl Ceske spolednosti nauk, Praha, 1896, Tfida math. pfirodovédecks, t. XXXIX, pp.
1-25. Caommreno y Yenkoj akagemuju Hayka 20. Hopempa 1896.
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y=hH, y=1

d
Ouse HeraTUBHe, a H3BOJ EX HO3UTUBAH.
X
Axo ce HujenHa off ¢yHKIUja f; m f, He amynmpa 3a x =0, 3a Ty

BpegqHOCT x 1 3a y = 0 6uiro 6m
dy

(a—] = 0(0) £1(0) 12 (0).
A Jo

Kaxo je Ta BpeZHOCT NMO3UTHBHA, WHTErpall y, KOjU ce aHyJupa 3a
x =0, pacre noues off x =0, Te mpeMa ToMe ocTaje no3uTuBaH. CBe 0K je
y < fi, HHTErpaJ cTallHO pacTe jep je UCTOBpPEMEHO y < f,, a H3BOX Y’ je
no3utuBaH. MebyruM, pacryhu, oH He MoxXe fa npebe, a HH fa ROCTHTHE
onropapajyhy BpegHocT dyHKUHje fi(x) jep, yuM OH NIpellao BPETHOCT
f1(x), Mopao 6u fa onaja, ma 6u u3BOJ y’ G0 HeraTHBaH jep je y— f; >0,
y—f» <0. Anu, yum G 1oveo fa omaja, conycTuo Om ce ucnop fi(x), na
npema ToMme, 6ynyhu fa 6u y’ mOCTaNo MO3UTHBHO, MOPao OH IIOHOBO Jia
pacre, LITO fOKa3yje TBPAY. '

Axo ce fi(x) anynupa 3a x =0, y3 f,(x) # 0, y he mo4yeTn ga pacre
noues of x =0, anu pactyhu, ocrahe Mame o f(x) jep Ou MHa4e 3a fo-
BOJHHO Malle BpeJHOCTH x OMIO

y=-fH1>0, y-f,<0,

na 6u M3BOJl Y’ OMO HEraTHBAaH W HHTerpaj y OM onagao, IITO Huje Moryhe.
Cse JIOK je y < fj, y cTanHo pacte. MebyTuM, MOXKEMO ce TIOHOBO YBEPUTH
1a y He MoXe goctuhy BpegHocT fi(x) y unrepBany (0,0). On he, gakne, y
TOM UHTEpPBaIy CTAJIHO pacTy u 6uhe Mamu off f,(x).

TIpuMeTuMo fa ako KpuBa

y = fi(x)

HHje TAaHTEHTHA Ha X-OCy Yy KOOPAUHATHOM IIOUETKY, MHTETpalHa KPHBa
IMa MUHUMYM Y KOOPAMHATHOM IOYETKY jep ce fudepeHIuparmbeM jeHa-
yune (1) 32 x = 0 Hanasn

Yo=0, y5=0, y5=f10) f2(0),

a je, mpemMa ToMe,
I
yo > 0.

Kapna 6u, HacynpoT ToMe, KpuBa

y = filx)
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6mia TaHr€HTHA Y KOOPIMHATHOM IIOYETKY, KaKO je HONUpP jeTHOCTPYK,
KOODIMHATHY NOYeTaK O OHO fApesojra itiauka MHTErpaliHe KpuBe jep 61
Taja, rudeperupameM jegaaynne (1), 6uno

Yo=0, ¥ =0, y7=0, y'=£f(0)£,(0).

HamnocneTky, ako ce o6e dyHKIHje fi U f, HCTOBPEMEHO aHyIHpajy
3a x =0, a Kpusa

y=fa(x)

HUj€ TAHTEHTHA Ha X-0CY y KOOPJMHATHOM IIOYETKY, IpeMa jennaumnn (1),
3a x =0 Hanasu ce fa je y; = 0, IWITO NoKasyje fa MHTerpaHa KpUBa J0-
mupyje x-ocy y KooppuHaTHOM noueTky. Kako je, ¢ apyre crpane, f5(0)> 0,
Hajasy ce 1a je

[i(0-y,>0
AN jo1

d :
—_— = V)e=o > 0.
x (f2 = Y)i=0

Pasnmka f, —y, fakne, pacTe noues off x =0 H, Kako je 3a Ty Bpef-
HOCT x jeflHaKa HYyJH, 32 IO3UTUBHE, TOBOJFHO MaJle BPETHOCTH X CTaNHo he
outn y- f, <0. VI3 Tora ce 3aki/pyuyje fa je pa3nuka y - f; Takohe Hera-
tuBHA. [la Huje Tako, u3Box y* Ou, npema jegHaunnu (1), 6o HeraTupas,
na 6u y onagaio. [Jokazusame ce Tajia JOBPIIABA KA0 ¥ MaJIOyac.

ITprmeTumo Takobe fa je, y mocnegmeM cy4ajy, ako Hije[Ha Off KpH-
BUX

y:fl(x)5 y=f2(x)

He [OAHpYje x-0Cy Y KOOPAUHATHOM TIOYETKY, Ta TauKa je iipesojua ilawka
nWHTETpaNay jep je '

Yo=0, yp=0, yi=0, y”=2£(0)-£;0),

ma je crTora
7
o > 0.

AKO je, HApOTHUB, KpUBa y = fi(X) TAHIE€HTHA Ha X-0CY Y KOOPJAUHAT-
HOM IIOYETKY, KaKO je HORUp HEMapHOT pefa, UHTErpalHa KpiBa y uMa MU~
HUMYM.

Ako ce unitiepsaa (0,0) Hanrazu uameby x =0 u X =c0 u ako QyHk-
yuja f,(xX) acumitiioiticku ifiexu KOHA4HO] ZpaHuylu a, uHitiezpana y he iua-
xobe acuUMAOMICKIL THeNCUililL Ka a.

Hanme, xaxko y He MoXe fa Ipebhe BpegHOCT g B He onafja, u3sop y’
TeXM HYJIM Kajjla x HeOrpaHMYeHO pacTe, IITo npeMa jegHaumsd (1) no-
Ka3yje, Ja y aCAMIITOTCKH TeXHU TPpaHNUYHO] BpenHocTH a. To je, yocranom,
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CTlelWjaJIHU cay4aj jefHe mo3HaTe IloeHkapeoBe TeopeMe O T'PaHHMYHO]
BPEHOCTH, KOjO] TeKU OIIITH UHTErpall PUKaTHjeBe jefHauYnHe Kaja Hesa-
BHCHA TPOMEHJbHBA HEOTPAHUYEHO PACTE 3a MO3UTUBHE BPEJHOCTH.

1. ITocmatiipajmo gse Pukaitiujese jegnayuume

@) %z@(}’—fl)()’—fz)
n
(3) %up(Y—m(Y—m,

Koje ce pazaukyjy camo y yurkyuju fi, 3a kojy ce tipeititiociias.na ga 3ago-
soswasa zopive ycaoee. Axo je y unitiepsany (0,0) ciiaano

Ji(x) < Fi(x),
oHga ke y fiom unitiepeany 6uiiiu u

y<Y,

rie cy y u Y unrerpanu jequaunsa (2) u (3), Koju ce anynaupajy 3a x = 0.

C jegme crpane, nouer o x =0 He MOXe 6uTH Y < y jep, Kana Ou 3a
BPENTHOCT KOja je OBOILHO 6nu3y x = 0 6uno Y —y <0, 3a Ty BpegHoCT OM
HNCTOBPEMEHO OUIIO U

F‘>_f1, y>Y,
OfaKie je
4) F-Y>fi-y,
Kaou
fL=Y>f-y.

Kako cy, mpema npono3uiyju I, cBe ueTupn pasymke

F-Y, H-Y,
fi=y fa—y

no3uTHBHE, u3 jegHaunte (1) u us Hejepuakocty (4) u (5) 3aKmbyunno 6u ce
naje
ar

dx  dx
WIIH J12 je

d
— (Y -y)>0,
dx( »)
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Tj. a pa3nyuka Y — y pacTe NO4YeB O Te BpeRHOCTH x. A Kako je3a x =0 Ta
pas3iuKa jefHaka HyJH, IOYEB OF T€ BPENHOCTH, 6uio 6u Y > y, To je y
KOHTPAIMKIHAjU ca HCKa3aHOM MIPETIIOCTAaBKOM.

C npyre crpaHe, ga 6u pasnuka Y — y, Koja je 6una mOo3UTHBHA, MOTIa
lla IIOCTaHe HeraTHBHA II0YEB OJ BPEJHOCTH Xx =b u3 mHTepBama (0,0),
Tpeba fa ce anynupa 3a x = b. Kako 61 ce Ha OCHOBY NPETXOTHOI PE30HO-
Bama HAIIIO fia, MOYEB Off x = b pasnuka Y —y pacre, KOHTpaguKUHja je
OYEBHIHA, IIITO TOKa3yje MPONO3UIIH]Y.

II. Ako ce itocmaitipajy gae jegrayume

D o= f)0-h),

dx
9 _ oz )Z-F),

dx

(rme fi, />, F, 3agoBObaBAjy HaBeHeHe YCIIOBe) U ako je y unitiepsary (0,0
ClUANHO
f2(x) < Fy(x),

6ukbe cilianno u
y<Z

(tme cy y m Z nurerpany Koju ce aHynupajy 3a x = 0).

JlokazuBame 61 OUUTIIENHO OMII0 UCTO Kao U 3a npono3uiyjy I1.

Jemnocrapue HanoMeHe u3 nponosuiuja I, IT u I1I omoryhasajy ga ce
(hopmynuure Buile TeopeMa Koje Npelu3Hpajy AOHe W ropkme IpaHUle
u3Meby kojux he ce cramHo Halla3UTH BPEJHOCT IIOCMAaTPaHOr HHTETpalla y
y waTepBany (0,0 ). Tako ce MOXKe CTBOPUTH IIPEJCTaBa O TOKY HHTErpaaHe
KP¥BE 1 IPUOIMKHO OPENUTH.

To mMa HEKOJIMKO IOCTIENNIA:

Hexa cy, kao npso,

a,

(6) —d;=(P(Y1—F1)(Y1—F2)
n
(7) %w(n—fbl)(n—@z)

IBE jeHAuMHE KOje ce MOT'Y HHTEIPUCATH ¥ Takse [a je y unrepsainy (0,0)
CTAlHO

Fi(x) £ fi(x), Fy(x) £ fH(x),

D(x) 2 fi(x), Dy(x)2 fr(x),
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rne cy F,F,,®,,®, no3utuBHe u Heonagajyhe yHKUHje y WHTEpPBAIY
0, o).
Y idom unitiepsany itiaga he citianno 6uitiy

Yl<y<Y29

rae Y,,Y,,y o3HauaBajy unrerpaie of (6), (7) u (1), koju ce aHymupajy 3a
x=0.

Hpyra nocnenniia, Xoja 4ecTo MMa MpakTHIaH 3Ha4aj, JeCTE OBa.
Hexka cy y(x) u x(x) Be Mo3uTHBHE, Heonafajyhe dyHKIMje y UHTEpBAILY
(0,0, Koje ce anynupajy 3a x = 0, TakBe Jia je y TOM HHTEPBAIY

Y (x) < fo(x)
x(x) < falx)
U Ja cy e (pyHKIHje

’

__ Yy
v oW ~- 1)
"
X
x o(x— /)

takohe mozuTuBHe, Heonagajyhe u a 3a0B0/baBajy yCIoB

7

.
Vo
X s
x X - /) d

Taga he y unitiepsany (0,0) buitiu
Y (x) <y <x(x).

Haume, ako ce craBu fia je

4

\d =

- =F
Voew-1

X g
x o - 1) ?

W U Cy MHTEeTrpanu Je[HauYuHa
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dgle=(P(\|f_F1)(‘l/_f2),
X

% =o(X—P) - 1)
x :

Koju ce anynmpajy 3a x = 0. Capa je OBOJbHO IPUMEHUTH FOPH-E IIPOIO3HU-
nyje.

W3 Tora cnepe jolr HeKe MOCIERAIE.

Hawme, Heka je p HeK” napameTap, a ¢ U f ABe IPOU3BOJbHE (PyHKIH]jE

x. Kpatkohe pagu, craBEMO jolI fia je

Joto-prax
e()

e(x’f’p)':p 1- ¥

s Qlp—frdx
1+ pj @e° dx
0

Tapa ce nobuja cnepehu pesynrar.

Axo ce ca 1, u p, obenexce Hajmarba u Hajéeha epegHOCIlL Koje y3uma
f(x) y unitiepsany (0,0), ca 1,,p, anarozne spegrociiu f,(x), a ca'y
UHIleZpan jegHavuHe

%ﬂp(y—fl)(y—fz)
X

Koju ce anyaupa 3a x =0, onga je y unitiepsaay (0,0) cltiaano
(8) g(x,fZ?rl)<y<G(x’f27pl)
@(-foI’rZ) < Yy < G(Xa.fDPZ)'
Haume, nBe ¢pyHKLIH]E

y =0(x, f.1)
X =0(x,f2,p1)

Cy MHTETpaNu jeflHaYnHA

ﬂz Oy -nr)(y-f)
dx

9~ o -p - £)
dx ‘

Koje ce anynupajy 3a x = 0. To ce By aKo ce, Ha IpUMEP, CTaBH

Z=\V—I‘].
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Jemnaumna he ce Tako cBecTH Ha OBJIHK

dz 2
— =0z +P
dx ® z

u unTerpucahe ce Tako fa 6yne z = —n 3a x = 0. [Topep Tora, mpema mpo-
nosunuju I, pysxnmje y uy cy MO3UTHBHE U pacTy y uuTepsany (0,0) u
CTaJIHO OCTajy Mame off f,. VI3 jeqnakocTu

I
Voow-m ™"
I
x o(x—1fa) Pr

BHpH ce fa he ce, 3amemyjyhu 1, u p, ca f, po6utn

’

\d

Y-——<f,
(9) oy - f2) l
X/
X——"—>fi.
o —f)
Taya he, npema jeiHOj O TOPILUX TPONO3HUIH]a, OUTH
Y<y<y,

mTo fokasyje HejegHakocT (8). Ha mcTu HauuH ce fokasyje W HejemgHa-
koct (9).

[Ja 6ucMo moxasany gpyry IpuMeHy HpeTXOXHUX HAallOMEHa, IPeTIo-
CTaBUMO cafia fia je KoeuujerT ¢ (x) jefHaK jeqUHUIN 1 Ia ¢y KOHCTPYH-
caHe KpuBe

y=h(x),  y=f(x)
Heka cy

(AI) 'y=a1+b1x, y=da, +b2x

(rme je, Ha mpuMep, g, < d,) jefHaYNHe [Bejy NPaBUX YAjH Cy YTAOHH Koe-
(UIMjeHTH ¥ OpRMHATE MMO3UTHBHU Y KOOPIWHATHOM IIOYETKY U usMeby ce-
0e cagpske neo kpuse y = fi(x) y uaTepBany (0,0). Heka cy, 3aTnM,

(Ay) y=pit+bx, y=p,+bx

jeHaYMHE APYTHX IBE]y IpaBUX Koje Cy HapajieyiHe ca IIPBE ABE IpaBe U He-
Ka je u3Meby mux cafpxkaH fieo Kpuse y = f,(x) y unTepBany (0,0).
Kpatkohe pann, craBumMo
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|-

k=l

AMx,a,b,p)=a+bx+

2

ofa+B)-Bla+a)e*
a+B+(@+w) e°‘_ii
TAe Cy O 1 [} KODEHH jeHAYHHE APYIOT CTeNeHa
r2+(a-pr-b=0.

Tana ce mo6uja cepehu pesynrar.
Ako ce ca 'y obeaexcu unitiezpan og (1), koju ce anyaupaza x=0,y
uniepsany (0,0) je cilanmo

A(x,ay,b;,p) <y < Mx,a,,b,,p,).

Hanme, ako ce mocMaTtpajy Be jefiHauYHHe

(10) —ZY = (Y —ay — bx) (¥ = py - bx)
X

(1) 92 (7 -y~ byx)(Z - py — by)
dx

KaKo Cy YyeTHpH (PyHKIHje

a, +b1x, 1% +b]x,
(253 +b2x, Do +b2x

MO3UTHBHE ¥ pacTy y uatepsainy (0,0) ¥ Kako je, C Apyre cTpaHe, IpeMa
nedpunnumjn THX GYHKIM)ja

ay +byx < fi(x),

p1+bix < f(x),

a, +byx > fi(x),

P2 +byx > fr(x),

y unTepBany (0,0) je, npeMa HaBeJeHAM MPOMO3NIKjaMa, CTAHO
Y<y<Z, ‘

rne Y u Z o3nauasajy unrerpaie of (10), ogrocHo (11), xoju ce anynupajy
3a x =0.

Mebyrny, jepraunse (10) u (11) ce maTerpuury nomohy yHKIHja
AMx,a,b,p). Hamme, ako ce cTaBu fa je

Y=a +bx+u(x),

u he GUTH HHTErpal jefHaYNHE
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—4—L£=M2+(al—p,)u+b
dx

KOJH y3¥MMa BPe[JHOCT —a; 3a x = 0, IITO jiaje

X

o (a, +B)) — Bulay +a) e P

X

a, +B +(a, +o,)p™H

u(x)=

Ifie ¢y oy U 3, KOpeHH jefHaunHe IPYyror cTeneHa

r*+(a,—p)r—-b =0.
Haxne, 6uhie
Y =Mx,a,,b,p)).

Ha rctu Haywd Hanmasu ce u

Z = Mx,a3,b,p,),
IITO JOKa3yje TBPAIbY.

Hopajmo fa he pacrojame u3Meby ropmwe u jowme rpanune, fooujeHe
noMmohy ¢yHKIHja A, GUTH YTOINKO Mare YKOIAKO je Marha pas3iinka n3Me-
by opauHaTa KpUBHX

y = fi(x)

u

y = fax)

7 npaBux (A), ogHOCHO (A,), KOje MX OTpaHMYaBajy ca NOHE U ropihe
ctpase. M1360p TakBUX MpaBUX 3aBHCH Off clly4aja fo ciy4aja. Hajuenthe 3a
OBE Off THX IIpaBuX Tpeba y3eTH TAaHTeHTE HA KpUBE fi K f,.

IIpuMerumMo TO, Ha IpUMeD, HA jeTHAUYNHY

&y =(y+a+bx)(y+c+gx),
dx
e ¢y a,b,c,g HeraTUBHE KOHCTAHTe, a Iopey Tora je a <c¢, b < g.
Ospe je
NHx)=-a-bx, f(x)=-c—gx.

Ila 6ucMo IpPUMEHUIHN TOCIHeBU pe3yiaTar, 3a npase (A;) MoxeMo
y3€TH NIpaBe
y=—-a-gx, y=—a-—bx,
a 3a (A,) npase
y=—c—gx, y=-c—bx,
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Ia ce Hajia3¥ Jia je MHTerpal y , Koju ce anynupa 3a x = 0, cagpkaH usmeby

rpaHuIa
Alx,—a,—b,—c)
71
Mx,—a,—g,—c)

riae je pyHkmja A geduHEcaHa xao U Manoyac. Takobe, Moxe ce gofaTu
na he, kako (yHKIMja A HEIPEKHIHO pacTe Kafa — b pacre (To ce, Ha NpU-
Mep, BUIK aKO ce MpuMeHH npono3unuja I) 6urn

y = Mx,—a,-g,—Oh,~-c)
rie je © neku 6poj m3mMeby Ou 1, n
h=b-g.

Hagepumo Tpehy npuMeHy U310KEHUX IIPUHIAIIA.

Hexa je
u(x,p,m,C)

omurra uaTerpan (C je KoHCTaHTa nHTerpaiyje) PukarujeBe jenHaynHe

du

1'2 p)_m‘
dx

Koja ce uspaxkasa becen-®ypujeosuM TpaHCUEHAEHTaMA.
M3zabepumo neT KOHCTaHTH
g
o ahbl’kl’hl’ml
TaXBUX 712 j€
(al _b])2 +4kl = 0

u ja je y uarepsany (0,0) cranHo

fi(x)>a, +kx+hx™

A
A) fr(x)> b +kix+hx™.

Haj3ay, n3abepumo Apyrux neT KOHCTaHTH,

ay, by, ky, hy,my
TaKBUX 2 je
(ay —by)* +4k, =0
U [1a je y nHTepBaiy
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(B) .fl(x)<a2 +k2x '|'l’12.xm2
LX) <by +kyx+hyx™.
Kparkohe papgn, craBumo

a+b
2

+hkx+hx™ +u(x,—mh,m-1,C),

x(x,a, bk, hym)=

re je koHcranTa C ofpebeHa Tako ja je

a+b
o

u(0,—-mh,m-1,C)=—-

Tapma ce nobuja cnepehn pesynrat: y unitepsany (0,0) clianno he
ouitiu

X(x5alabl’klahl’ml) < y < X(x102$b2,k2’h2’m2)'

Hawnme, ako ce crasu

a)+kx+hx™ = F(x)
b+ kx + hx™ = Fy(x)
ay +kyx +hyx™ = ®(x)
by + kyx + hyx™ = @, (x)

1 aKO ce IoCMAaTpajy ABe jefHaYnHE

dr,

a‘ = -FR)Y-F)
Ly -0) -y,
cTaBlbajyhu
(12) Yy =a +kx+hx™+2Z,
(13) Y, =a, +kyx+hyx™ +Z,,

Z, 1 Z, 6uhe UHTErpaIn o

9z, =Z(Z,+a,—b)—k — mlhlxml‘l
dx

égz‘ = Zz(Z2 +a2 "bz)_ kz - mzhzxml_l.

dx

Axo ce jolll cTaBu
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a, —b

(14) Zy=u - 5

(15) Zy =y -2
2
Kafia ce y3my y o031p jefHaKOoCTH

4/{) +(a1 '—bl)2 = 0
4k, +(a, —by)* =0,

BUM ce na he u 1 u, OUTH HHTErpaNy jefHAUNHA

du _
=L =u? —mhxm!
dx
u
du _
_2 = M% - ”22h2xmz i,
dx

YWjU CY OIIITH HHTErPAITA

w=u(x,—mh,m-1,C,)
uy = u(x,—myhy, my —1,C,),

rae cy C; u C, KOHCTaHTe HHTerpaIyje.

AKo ce To 3aMeHH y jenHaurHama (14) u (15), a 3aTuM y jeqHaunHaMa

(12) u (13), nHanasmu ce ga je

Y =y(x,a;, b,k hy,my)
Y2 = X(xva2’b25k2sh27n12)’

Ila ce MHTeTpaJjy, KOjU ce aHynmpajy 3a x = 0, nobujajy ogpebuBameM KOH-

crautu C, u C,, Tako aa oyge

u(0,—mhy, m—1,C) =_91_;ﬂ
u(0, - myhy, my —1,C,) = _ﬁ_z_%éz_'

Kaxo je, Ha ocHoBy HejegHakocTh (A) u (B),

Fi(x) < fi(x)
Fy(x) < f,(x)
D,(x) > fi(x)
D, (x) > fL(x),
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peMa rOp\uM Ipono3nlyjaMa ouhe
Y <y<«l,,
LITO I0Ka3yje TBPALY. AKO ce m, U m, n3abepy Tako fna 6yay oOJuKa

__ 4
2n, +1°

_ 4
2m £1’

m my
rje ¢y n 4 n, MO3UTHUBHU Llenu OpojeBu, fobuhe ce rpanune u3Meby Kojux

. Y BapHpa, a Koje Cy H3paxeHe anreGapcKuM, JOTAPUTAMCKUAM U KPY3KHUM
dysxumjama. Y ocranuM ciydajeBuMa Te rpanune he 6utn uspaxkeHe be-
cen-$ypHujeoBIM TpaHCUCHAEHTaMA.

Y ommiteM cayuajy, ako ce fi(x) 1 f,(x) 3aMeHe gpyraM (pyHKIHTjaMa
Koje cy y uaTepBany (0,0) Mame u Behe o oHux Koje purypupajy y 1aToj
jemMHaUUHU U aKo ce Te PyHKImje u3abepy Tako fa ce [oOnjeHe jefHaYnHe
MOTY HHTEerpucarw, fjoéuhe ce rpannie u3Meby kojux Bapupa nocMaTpaHu
unTerpan. Pacrojame usmeby Tux rpanuna 6uhe Mame IITO je Mama pasii-
ka m3Meby yuxumja fi(x) u f,(x) u HOBUX (pyHKUHja. 1360p TUX PyHK- -
1ja 3apucuhie O NOceGHMX CllyuajeBa Koje Tpeba MCHUTaTH.

HanoMeHuMo jOIl fa Mpono3ulikje aHaJIOTHE IPETXONHUM NPONO3H-
[FjaMa BaXke ¥ 3a MHTerpalie Koju ce anynupajy 3a x = 0 OnmTHjuX jegHa-
IUHA

Y i)y =)ol =9,

dx
rae ¢y f; dyHknuje of x, Koje cy y unrepsany (0,0) NO3UTUBHE K HE ONafa-
iy, a ¢ je PyHKIHja OFf x KOja je y TOM MHTepBany nosuTusHa. Ha ucrn na-
YUH Ka0 ¥ MaJiovac Jokasyje ce jia:

1) 3a BpegHOCTH X 3 UHTEepBana (0,0), HHTErpall je MO3UTHBAH U Pa-
CTe, ald OcTaje Maibé Off HajMawe Meby dynkumjama f;(f) y TOM HHTED-
BAIY.

2) ako ce Ma Koja off pyHkuHja 3aMmeHn BehoM (pyHKIMjoM, HHTErpan y
he ce moseharn.

Te nanoMmene, Kao U oHe Manonpehauime, omoryhasajy jja ce HCKaxe
BIHIIIE TIPOTIO3UIIHja KOje MIpely3npajy rpanuie u3Mehy Kojux uHTerpan pa-
pupa kapa x Bapupa of 0 go o. Ha ToMe ce Hehy 3aupKaBaTi.

&
Hudepennujante jefHaunHe, 0 KojuMa je OHI0 peyqn, HEIIOCPENHO Ce

OpUMERY]Y Y XeMHUjCcKOj AuHamuu. OBy TpaHy MeXaHHKe OJJIMKYje Mpo-
MEHJBUBOCT Maca: y CBAKOM TPEHYTKY HeKa KOJWYUHA fAaTe MaTepHje Ha-
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cTaje Wi ce yTPOIIM KPO3 XEMH]CKY PEaKIjy, XeMHjcKa Maca Te MaTepuje
BpeMeHOM ce yBehaBa MM cMambyje 110 HEKOM 3aKOHY. YTpaBo Hactojehn
Na IpoHabeMo Taj 3aKOH y HEKVM OIIITHM clly4ajeBuma, cpehemo ce ca jen-
HaylHaMa KOje CMO pa3MaTpaliy.

ITocmarpajMo HOpMaary XeMH]JCKy peakliijy, Koja He HW3a3mBa CEKYyH-
JapHe peaklldje M Koja ce ofiBHja M3Meby n TEUHOCTH, mpeMa XeMH]jCKOj
jeTHaAInHI

(16) l’)’llAl + ﬂ12A2 +...+ nl"A" = plBl +p2B2 +... +pkB/\”

rge A, O3HavYapajy akKTHBHE MaTepHje, a B; obenexaBajy mpoiyKTe peak-
nmje.

Y cBaKOM TPEHYTKY cTBOpHhE ce HeKa KONHUNHA CBAKOT Off TIPOAyKa-
Ta B;; IpOMeHa Te KOJIMYHHE Yy BpEMEHY ie(UHNCaHA J€ 3aKOHOM Koju 61
ce, IpeMa jeiHoj (pyHlaMeHTAaJIHO] TEOPEMH U3 XeMHjCKe THHAMUKE, 70 GHO
HMHTETpanyjoM qudepeHIjaTHIX jeTHAYHHA

(17) %=Ci(0,(02...(1),, (l‘=1,2,...,k),

rje y; 03HayaBa KOJIMYUHY Ma KOT Off IpoiyKaTa B;, Koja ce TOKOM peak-
[[7je cTBapa y BpEMEHCKOM HHTepBany off (=0 1o ¢t =1, ®,,0,,...,0, Cy
KOJIMUNHE aKTUBHE MaTepHje A; KoOje HACY yTpOIIeHe y MOCMaTPaHOM Tpe-
HYTKY t, C; je Koe(UUIHjeHT KOju Bapupa ca IOCMaTPaHOM PEaKIijoM H .
3aBuCH off (PU3UYKHX yCIoBa (HIIP. O TeMIepaType) y KOjuUMa ce OHa Of[BH-
ja. T; ycoBu Mory fa OyRy U CTajJIHU 324 [aTy peakuujy.

Kosnmumnae ®; Mory ma Bapupajy y BpeMeHy He caMoO 3aTo IITO ce aK-
THBHE MaTepHuje A, y TOKy caMe peakllfje CTalHO Tpoule (To cy jepuHe [0
cajia pazMaTpase IpoMeHe y IpobieMumMa Te Bpere), Beh y3poun npoMena
MOTy fla OYly U CIOJballkhi, He3aBUCHU Ofl OHUX M3a3BAHMX XEMU)CKOM
peakumjoMm. IlpeTnocTaBuMO, Ha MPUMEP, Aa NpeMa II03HATUM 3aKOHHMa
pasIMyuTe TEUHOCTH A; YTHUY Y CY[ Y KOME ce Of[BHja IOCMaTpaHa peak-
Uja, 1 TO TaKo Jia CYy Y CBAKOM TPEHYTKY MO3HATE KOJNNINHE TEYHOCTH A
KOje Cy yIITe Y Cyj Off IoUYeTKa peaklyje [0 NoCMaTpaHor TpenyTka. Or-
Jeql c€ MOXE M3BPIIUTH TAKO Ja BHIE TEYHOCTH A, A,,... U3Ja3H IpeMa
laTHM 3aKOHWMa U3 cyfoBa V,V,,... u ynasu y cyn V, TAe ce ofiBUja peak-
- umja.

Heka cy
a,,a,,as,...,4,

HpBOGI/ITHe KOJIINYNHE TCYHOCTHU A,- , KOje Ce Halase y cyny v Yy TPEHYTKY
Kana je peaKHI/Ija noyea,
Z1,2952345-445 2y
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KOJIMYUHE TUX TCUYHOCTH KOje Cy yuuie y Yyl | % o1 MoUYeTKa peaKHI/Ije no
IIoCMAaTpaHor TPpECHYTKa rua
Xy Xy X350, X,

KOJIMYUHE THX TEYHOCTH YTPOILIEHE Yy PEaKIUjH ¥ TOM HCTOM BPEMEHCKOM
HHTEpBaJYy.
Tapa ce gobuja
O, =a;+2z,—x
W, =a, +2, — x,

Konmunne z,z,,...,z, cy pyHKIHje of ¢, Koje he 6uTH no3HaTe axo ce
II03Ha]y 3aKOHH O HCTHNAKY TEYHOCTH A; U3 cyjnoBa V;; To he 6uTu mo3n-
THBHE (DyHKIM]E KOje ce aHympajy 3a ¢ = 0.

AKO y OIIITEM CIIy4ajy CTAaBUMO Jia je

a;+z; = f,(t); (=12,..,n)),
- jennaumne (17) mocrajy

dy; )
18) =G lA0-allh0-x] [A0-x] G=12..n.
Anu, KonuumHe X; HUCY MebycoGHO He3aBUCHE; caMa IIPUPOJIa XSMH]-
CKHX peaklija je TakBa Jja Cy yTpolleHe KOJIMYAHE MaTepuje A; y CBaKOM
TpeHyTKy Mebyco6HO nponopuuoHanse, na je

o . — X

= = .., = s

m m m,

rae m; o3HadaBa (pUKCHE OpojeBe Koju ce ofpebyjy npeko xeMujcke jefHa-
yune (16) mocMaTpaHe peakumje.

W3 Tora ce uzponn

ni; .
(19) X =—tx (i=12,...,n).
m;

C npyre cTpaHe, y CBaKOM TPEHYTKY je M Ma Koja OJf KONUINHA Y,
MaTepHje B;, HacTaje TOKOM peakliije, IpOoIOpUMOHaIHa Ca KOIHYHHOM X
Marepuje A;, Koja ce yTpoIld y IOCMAaTpaHOM BPEMEHCKOM MHTEPBaLy.

Hakie, ako je

(20) yi=hx, (i=12,...k
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Ml—l"c K (i:l,z,...,k)
Ami”

(21) By =0;0) (j=1,2....,n),
m;

jemnaunne (18) cBone ce Ha

d .
ﬁ =K [0:(0)-x ][00 - x]..[o.()-x] =12k,
ofiakJie ce 3aKkJbyuyje fe je

Kl =K2 :"'=Kk'

JIOBOJBHO je, HakJie, 1a ce MHTErpHIIE jeHauYnHA

d.
(22) S =C@ =09 = 1) (9, = ).
AXo je mo3HaT meH uHTErpan x(t) xoju opropapa C = K| u Koju ce

aHyJiupa 3a ¢ = 0, ¥ aKo ce cTaBa

X = X(Z),

npexo dopmyna (19) u (20) Mory ce u3pauyyHaTH CBe KOIUYMHE X; U Y;
3aBUCHOCTH Off £ .
ITpo6nem Tpaxkema 3aKOHa y NMUTalky Tako he y NOTIYHOCTH GUTH

PeIIEH.

Dyuxuuje ¢;(¢) ce onpebyjy MO3HATHM METOflaMa XHUPONUHAMAKE.
IIpeTnocTaBuMO, Ha IIPEMEP, Aa TEYHOCT A; HCTHYE KpO3 JeflaH OTBOP, KO-
ju ce Hajla3u Ha gHy Base V), IOJ KOHCTAaHTHMM CIIOJbHUM IPUTHCKOM, U He-

Ka cy

u- NpOMEHJBMBA BUCHHA TOPH-ET HUBOA TEYHOCTH, KOja ce pauy-
Ha OJ] paBHU KOHTpaKuuje;
h - BUCHHA Y TPEHYTKY Kajla NCTHLAIhe 3aII0THE;

® (1) — NOBpPIINHA T'OPHE NOBPIIN TEYHOCTH, Koja he 6uTn dpyHKIHja
of u , Koja 3aBHCH Off 00nuKa cyfa V;

D - MOBPIINHA OTBOPA KPO3 KOjU MPOTHYE TEYHOCT;

p— Koe(uIMjeHT KOHTpaKuyje.

N3meby Bucune 1 n ogroBapajyher BpeMeHa ¢ TOCTOjH peJtanuja

<I>(u)

uﬂf
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IIpeTnocraBuMoO ia je Ta jefHAUMHA PellieHa Mo i U HEKa je
U=y (1)

Konnunna TEYHOCTH KOja je IPOTeKya y BpeMeHy ¢ 6uhe
t
7 = uQ2¢ [\ (O,
0

a oproBapajyha ¢yukimja ¢,(t) 6uhe
Q) =a,+z.

Cse dynkumje @;(f) 6uhe onpebene Ha Taj HauuH U npobneM he ce
CBECTH Ha HHTerpalyjy nudepeHuyjantue jepnaunne (22), rae cy byHKIHje
¢; TIO3UTUBHE U HE OMNajiajy y HHTepBany off ¢t =0 [0 ¢ = oo, IPH Y€MY HH-
Terpaj Mopa fia ce anymupa 3a ¢ = 0. ‘

Y cneniujaaHOM CIy4ajy T3B. OumonekyaapHe peakimje, rxe 6poj ak-
THBHUX MaTepHja U3Meby Kojux ce ofBHuja peakijuja U3HOCHU JiBa, POGIeM
ofipebnBama 3aK0HA NO KOjeM KOJUYMHE NPOAyKaTa peaklyje Bapupajy y
BpEMEHY CBOJU ce, IaKkJie, Ha HHTerpalyjy PukarujeBe jegHaunHe

£ = -9 (-9,
dt
TUTH, TIOJT IIPETIIOCTABKOM Jia Ce peaklidja Of[Bhja Ha CTAJIHO]j TeMIIepaTypH I

aKQO ce CTaBu
T=Ct,

Ha jefHauYuHy

ﬂ=(x—(p1)(x—(pz),

(23) It

IJie HHTerpay Mopa fa ce anynupa 3a T = 0.

Ta jegnauuna, Kao u jegnauuna (22), cilaga y KailieZopujy jegna1una
Ha Koje ce OgHOCe ZopHe HallomeHe U HpellixogHo goKasare ipoiio3uyuje y
IUMA HAAG3€ HEHOCPegHY UPUMEHY.

Axo ce morofgHo n3abepy ¢dyHKIMje 32 ynopebuBame, y CBakoM Tpe-
HYTKY heMo UMaTH JOWY ¥ TOpHY IPaHULY 3a KONWYAHE NPOAYKATA Peak-
muje u crehu hemMo npepcraBy o KpEBama Koje NpeAcTaBibajy IIPOMEHY THX
KOJIMUMHA Y BpEMEHY.

MebyTuMm, oOpHYTO, IpeMa MPETXONHO pedeHoM, Moryhe je mpume-
HUTHU U XeMUjCKY meiiogy y upubaunxcnoj uniiezpayuju Pukaiuujeee jeg-
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Hawune ¢a CULAAHUM UAY UpOMenbUsUm Koeuyujeninuma. Tlpuunun te
MeTofIe cacTojao 6u ce y ciuefieheM.

M3abepumo e Teunoctu A; m A, (Wnm pacTBOpe UBPCTHUX TeJIa) KOje
6u, Kafa ce IMOMeIIajy, u3a3Baje OUMOJIEKyJIapHy, HOPMAIHO AOBOJBHO
CIIOpY peaxlyjy Koja He NOBOAU IO CEKYHNApHUX peaklyja, Kao HH [0
OCETHW]e IPOMEeHe TeMIepaType. TH ycioBu ce OcTBapyjy y BeIukoM 6pojy
peakumja.

ITpetnocraBuMoO fla TEYHOCTH A, U A, yna3e y cyq V' y Kome ce ofBHja
peakiyja, ¥ TO TaKO IUTO IOJ CTATHAM CIOJbAallbIM NPUTHCKOM UCTHYY H3
cygoBa V| u V, Kpo3 OTBOpE KOJH CE Halla3e Ha JHY.

AKo ce ca
uy, Uy, by, by, @y (), @o (1), 821, €25, 10y, 1y

obenesxe KOJIMIMHE KOje Cy aHAJIOTHE MPETXONHUM KONWYAHAMA B KOje Ce
OIHOCE Ha TEUHOCTH A, U A,, Hajupe he ce gobutu penanuje

Dy (u,) dul

MQ \/—‘ l;[

q)Z (MZ) du Uy

MzQﬂ/— '[

oJaKie Cy, Ha IpuMep, ‘
Tuyp = (), uy =YL ().

Konuunne TeydocTH A, 0 A,, Koje cy yumie y ¢yf V'y BpeMmeny ¢, ouhe

(24) 7= m@in2g [ @ dr,
0
O{HOCHO
(25) 2, = 11,0028 [y () dr.
0

¥ aKO ce ca ¢, ¥ a, O3Hauye NPBOOUTHE KOJINYNHE TETHOCTH A} H A,, KOje
cy ce Hanasuie y cyfy V Ha MOYETKY peakumje, a ca m; U m, HPETXORHO Ae-
(MHHECaHE KOMMIHHE KOje IIPEACTaBibajy ORHOCE IPEMa KOjiMa Ce Te JiBe
TEYHOCTH YTPOILE Y PEAKIHjH, IO IPETIOCTABKOM fia Ce TEUHOCTH MEIIajy
NOBOJLHO Op30, TOK peaknuje 6uhe onpeben jemHAYIHOM
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(26) L < clx-g,0][x-0:00)]

rae je
Q) =a,+z,

0, (1) = "@‘(02 +23),
m,

IpH YeMy Cy z, U z, fehuHUCAHN jeqHaunHama (24) u (25).

Jennaunna (26) nogynapahe ce ca gaToM jefHaAYHHOM aKO CyloOBYA V| U
V, uMajy norofjal oOJIHK, KOji ce TOMOhY IIPeTXOTHO PEUYCHOT JIAKO MOXKe
OfpenuTH. Y MpaKCH je Haj6oJbe y3eTH IBa CyHa ca paBHIM, Mehyco6Ho ma-
paJIelInuM 3H[I0BUMa U ApYyTre iBe KpUBe 4hju je o6auK ofpeben nperxon-
HUM jeTHa4YMHaMa, Tako fa ce KoeHUujeHTH @,(f) H @, (f) MoKIanajy ca
Koe(uuujeHTuMa JjaTe jeqHadIHe.

AKO ce y3My TaKBH CYJJOBH U aKO C€ ITyCTHU Ja TEYHOCTH JIaTaHO YTHIY
y V, MeTogama KBaHTHTATUBHE XeMuje ofpenuhie ce KOMUYUHE jeJHOT Off
npojyKaTa peakuije Koja ce y cyAay oiBuja. Te KOMMUIMHE OATOBapajy pa-
3IMYATHM BPEMEHCKHM HHTEpBaluMa M Ha aujarpamy (x,t) npobuhe ce
Tayke KOje NpuIajgajy MHTErpajHO] KPUBO]j faTe jefHaUYMHe. A Kajia je
NpHOIMKHO ITO3HATa jefHa Of MHTETPANHMUX KPHMBHX, NoMohy jegHe oco-
6uHe PukaTujeBe jegHaunHe, Mohu he ce opennuTH cBe ocTalie HHTErpallHe
KpHBe, Ipu 4yeMy he ampokcumalyja 3aBUCHTH Off TOTa KOJIUKO he mpemu-
3HO OWTH M3BEJIeH eKCIepuMeHT. AnpokcuManuja he OUTH 60Jba ako cy
I03HaTe TOpH-€ IpaHulle rpeiaka y orneny. Te rpemke he, HapaBHO, 6UTH
Mame YKOJIMKO Cy YCIIOBH Y KOjUMa Ce OfiBHja eKCIePUMEHT OJIMXHU Habpo-
jaHUM yCIOBUMA.

Jla 6mcMO CXBAaTHIIH C KOJUM CTEHEHOM IPEUM3HOCTH OH ce BpIIWIa
TaKBa €KCIIEpHMEHTAIHA HHTeTpalunja, Hapemthy HeKe Off MHOTHX €KCIle-
puMeHaTa Koje je r. Xyn! usseo y umiby onpebusama koucraure C y peak-
naju u3Meby Kanmjym-xnopaTa u rBO3[eHOT cyidaTta y KUCEJIOM pacTBopY,
y Cleyujaniom cay4ajy y Kkome cy KoAuduHe Koje ¢y Haipeg O3HaveHe ca z,
u z, bune jegnake Hyau. .

(To cy mo capa jemuuu cay4ajeBr KojuMma je rocBehrBaHa Maxmba y
eKCIepUMEeHTHMa U3 XeMHjCKe THHAMHUKE. )

Peaxiyja ce ofBujana pemMa XeMujCKOj jeAHaYNHI

KCIO; + 6FeO = KCI + 3Fe, 0,

1 Phil. Mag. (5) 6, 371.
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U y XeJbeHOM TPeHyTKY momohy KanmjyMm-nepManrasara ojipebusana je
xonuuuHa FeO xoja o TOT TpeHyTKa HHja pearoBana.
Kaxo je y TEM excniepumeHnTEMA OHIO
©,(¢) = const. = a,
¢, (t) = const. = b,
npoOieM Tpaxerba penaigje u3Meby xommunne x ox FeO koja ce usmenuna
TOKOM peakumje ¥ BpeMeHa ¢ , CBOfM ce Ha PuKaTHjeBy jemaunny
dx
—=C(x—-a)(x-b)
dt

OfjaKJIe je, KaKo HHTeTpall MOpa Jia ce aHyaupa 3a ¢ = 0,

b(x—a)= _
log——a(x_b) (a-b)Ct.

. a .
Y Hu3y excnepuMeHaTa, OHUIIO je, Ha IpuMep, b = o a IpeMa TEOpHUjH

Tpebano je Hahu

x
)
—log 2 = const.;
t a—x
no6ujenu cy cnepehn pesymraTu: ’
X
a _——
t . a—x 1 log —2
t Ta-x
30,5 7,30 0,001965
55 5,98 0,002027
89 4,74 0,001970
112,2 4,06 0,001973
1432 3,30 0,002000
180,5 2,63 0,001996
206,8 2,30 0,001983
2375 1,93 0,001978
272 1,58 0,001998
336.3 1,14 0,001986
360 0,98 0,002020

Bpewne ce pauyna y munyitiuma, aozapuitimu cy bpuzosu a a je umanro epegrociu 9,45.
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Cnarame TeopHje U eKCIepHMEHTa Y OBOM HapTHKYJIAPDHOM CIy4Yajy,
IoKas3aHa yocTaJloM MHOIuM ojipebuBamuma koncrantu C, Koje OfroBapa-
Jy pasnuynTAM peakligjaMa, jacHO IT0Ka3yje NCIPaBHOCT IPHUHIMIIA TOPE W3-
JO0XKeHe METOJle XEMHUJCKe NHTerpanyje PukaTujeBe jefHaynne u Aaje uiejy
0 Ta4YHOCTH KOjy O 0Ba METOJ|a IMaJla y IPAaKCH PUOIILKHOT IpOoyJYaBarha
MHTErpalia, KojuMa ce Hajuelnhe He MOKe IPUCTYHHTH IMOCTYNIIAMA aHa-
auze.

Ha xpajy hy nogatu fa ce y Zeitschrift fiir physikalische Chemie mory
Hahm OpOjHE €KCIEPUMEHTH THNA O KojeM je OBJje OWJIO pedn, ajlu Ce CBU
OHH BE3Yjy 3a Je[JHHH JI0 cajla HCIIMTHBAHU CIIyYaj, Kajja ce peakiuja ofiBrja
0e3 NPUTHIAKa HOBUX KONMYNHA aKTUBHUX MaTepHja. Y THM ClydajeBuMa
IpUMERYje Ce XeMU)CKH MOCTYNaK 3a HHTerpanyjy PukaTujese jeqHadnHe
ca CTaJIHUM Koe(UIHjeHTHMA. AKO € eKCICPUMEHT M3BPLIN Ha HaBEACHH
HAYMH, TAKO Jla aKTUBHE MaTepHje JOTHYY Y CY[l Y KOME ce Of(BHja peakimja
mpeMa J[aTUM 3aKOHHMa, fobuhe ce XeMUjCKH IOCTYNAK 32 MHTETpPaInjy
jelHaunHe ca NPOMeH/LUBUM KoedunujenTuma, ™

e Pedepucano: M. Lerch y Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik (name y
oznanu FdM), B. 27, S. 256 1 anonumuu aytop y Revue sémestrielle des publications mathémati-
ques (ame y o3nauu Revue sémestrielle), 1897, t. V1. Y loguirmaky Cpricke Kpa/beBCKe aKa-
nemuje 3a 1897. r., k. XI, crp. 146, [lerposuh oBoj pacnpasu paje Kpahu caapxaj, a 6eo-
rpajcku yaconuc [leno npuka3s y 14 (1897), crp. 182. Munopan bepronuso kopuctuo ce
osom [lerposuheBom cTyaujoM y pany Solutions approximatives presque stables des équations
différentielles, Mar. Becuuk, 4 (1967), 1, crp. 71-74 (superu u gpyre pagose M. bepronuna o
ucroj remu). Y xibusu [1. Tpudynosnh, IIpoyuasarve mogeaosarse y geay Muxauaa Ileitipo-
suha, Beorpag 1976, ctp. 386, HeTasbHO je aHANM30BaHA ,XEMUjCKa MHTErpalyja’ Kao Tove-
tak ITeTposutiesor paa na aanoruum pauyHekum Mawusama (np. 1. T.).



O JIMHEAPHUM
OINOEPEHIINTATHWM
JETHAYMHAMA JPYI'OI' PEOA

1. ITocmaTtpajmo fudepeHLnjanny jeHaurHy

2
1) I 4 Py L4 (ayy =0
dx dx

¥ ofroBapajyhy jeqHauNHy IPYror cTeneHa
(2) P2+ P +0(x) =0

K0jy heMo Ha3BaTH teHOM KAPAKINePUCIUUYHOM JeGHAHUHOM.
IMocmarpajMo HHTEPBAN Off X =a A0 X = b, y KOjeM Cy KOpeHn

n= 00, n= ()

KapakTepUCTHIHE jeJHAa4YHHE DEallHH, PasjiuduuTH # Ife je Behu xopeH
f>(x) Hepacryha dynkumja.

Ca A u B o6enexuMo BPEHOCTH Koje HHTerpal y(x) W HeroB H3BOJ
y'(x) y3uMajy 3a x = a. Osge hy ce tiocebHo Gasuiliu unilleZpaiuma 3a Koje
itie iloveiline 8pegHOCIU 3ag080/ba8a]Y YCAOS

3) ﬁi > fla),

[Moxazahy kako ce mopebemeM THx HHTErpana ca HHTErpanluMa Ipy-
I'UX HHTETPAOHITHEAX je(HAYHHA MOXKE BIJICTH HUXOB TOK U KAKO Ce OHU MO-
'y HpUGITIKHO OJ[PENUTH y IIOCMAaTPaHOM HHTepBamy («, b).

Y TOM IMIBY, CTABIBA)YhH

J;\ fr(x)dx

n(x) = Ae*

* Hacnos opurunana Sur I'équation différentielle linéare du second ordre, Bulletin de la
Société mathématique de Frange, Paris, 1897, t. XXV, 8-9, pp. 221-235.
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IOKAKUMO HajIpe:

1) axo je A >0, unittezpan y je ciiaano iosuitiuear u sehu je og pyux-
yuje M(x) y uniuepsany (a, b);

2) axo je A <0, uniiiezpan je citiaaHo HeZalliusax u marslt je og M(x) y
oM UHIUEPBaNY.

Hamnwme, crasmajyhn

“fll(x)d,\'
4 y=Ae: |

¢bynkumja y 6uhe unTerpan jegHavynHe

du

5) i u? —P(x) u+Q(x)
by
WIH, TIAK, jeTHAYHHE
(©) L= )+ £).

KOJH 32 X = a y3uMa BPEHOCT — e

MebyTumM, 3a BpelHOCTH x W3 HUHTepBana (a, b) Tako feduHHCaHA
dbynkumja u(x) je cramro pacryha, anm je marsa of — f,(x) jep, ¢ jegue
CTpaHe, i He MOXe Jia I0YHe Jla ollafa y ToM HHTepBany 6ynyhu fa cy Beiu-
quHe

u(a)+ fila), u(a)+ fru),

HA OCHOBY HEjeIHAKOCTH

Jitx) < f2(x)

u (3) HeraTuBHe a u3BO[ i’'(a) no3uruBan. Cee OOK je u < —f,, PyHKIMja u
CTAJIHO pacTe jep je UCTOBPEMEHO u < —f; W H3BOA u e IO3UTHUBAH.
MebyTum, ok pacre, oHa He MOXKe fa mpebe Hu ja JocTUrHe ofprosapajyhy
BpegHOCT ~f,(x),jep uuM OU Ipelnsia Ty BpeJHOCT Mopasia O1 Aa MoYHe fa
omaga, KoK Om m3BOJN u’ Tajga GMO HeraTWBaH 3aTo IUTO je u+ f, >0,
u+f; <0. A uyam 6m pyHKUMja ToUesa Ja omama, oHa OM Ce ciycTuia
ucrop — f,(x) (kako pyHKIHja — f,(x) Huje onamajyha). Tume 6u uzson u’,
nocTajyhu MOHOBO MO3UTHBAH, OIIET MOPAo fla pacTe UTH.

C npyre crpane, Kako u(x) u — f,(x) He onajajy y uurepsany (a, b) u
KaKo je CTallHO

u(x) < =fo(x),

y UCTOM uHTEpBany Ouhe u
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X X
J u(x)dy < —J Hx)dx,
a a
WIIA jOIII
- j\ u(x)dx - J"\fﬂ_, () dx
e’ >e " ,

YHMe je JOoKa3 3aBPIICH.
* Taxobe ce MOXEMO YBEPHUTH Jia, axo ¢y A uB cyiipoitinoz 3naka,
unitiezpan y(x) je ciianno Hosuiliuear u oiagajyhu uau Hezaitiugau u pa-

citiyhu, iipema iiome ga au je A eehe uau mare og 0. Haume, ako je pasino-
: B B . .
Max — HEeraTHBaH, HOYETHA BPEJHOCT = dynxumje u(x) je MO3UTHBHA, &

ako je u(x) cramuo pacTyha, oHa he Takobe cranHo 6WTH NMO3UTHBHA ¥
uuTepBany (a, b). Ob6pasaxn (4), nakie, IoKasyje yupapo Taj pe3ysrTar.

2. ITocmaTpajmo cajia ABe jefHaunHe

) i )+ P < y L+ 0y =0,
dx?
d’z

(8) e + P(x ) +Q,()L)z =

Hexa cy fi(x) u f,(x), ofHOCHO ¢(x) U @,(X) KOpPEHHU KapaKTepH-
CTHYHUX jefHaunHa jeqHauuna (7) u (8); mpeTnocTaBuMo fa je

fi<fe @1 <0;.

IIpeTnocTaBUMO jOII la TH KOPEHHU 3a[[0BOJbABA]y YCIOBE U3 IPETXOH-
HOT maparpada. Yrmopegumo MebycoOHo unTerpane y(x) u z(x) jefHaunHa
(7) u (8), Koju 3a x = a y3¥UMajy BPETHOCT A ¥ 4nju U3Boxu y’ ¥ z’' y3uMajy
BpeHOCT B 3a x = g, T/Ie Cy Te BPEHOCTH TaKBe JIa j€ YCIOB

% > fya)

ucnymes. TBpaum pa:

Ako je y uniuepsany (a,b) clasHo

fi(x) 2 ¢i(x),
©) fo(x) 2 0;(x),

y tiom unitiepsany he 6uttiv u
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y>z akoje A> 0,

10
(10) y<z akoje A<0.

Jla 6ucMo TO OKA3aIH, CTABHMO

~ﬁdv
(11) y=Ae v
—ﬁw

(12) z=Ae ¢

HCBIIH\)OGCH@X@HH)HHT@FpaHej@HHaqHHa

(13) D s Y+ ),
dx
OJHOCHO
(14) % =(v+o)(v+9y)

KOju 33 X = a Y3UMajy BPELHOCTH - e

Iame, y warepBany (a, by cranno hemo umatu v < v. Haume, ¢ jengne
cTpaHe, (IOYEB Ofi X = a He MOXe ja 6yfe u > v jep, ako O TO BaKUio 3a
HEKY BPeHOCT X K0ja je JOBOJbHO ONM3y X =a, 3& Ty BPEJHOCT X KCTO-
BpeMeHo On OuIo

J2(x) 2 @, (x),
u(xy>v{x),

OfaKIe je
(15) U+ f >v+9,,

a ICTO TaKo H
(16} u+fi >v+o,.
Kaxo cy nmpeMa IpeTXOofHOM pe3yiTary QpyHKiugje

i+ fioou+fo,
VEQ, V+Qq,

HeraTusHe, u3 jepnaunna (13) u (14), xao u u3 nejegHakoctu (15) u (16),
33KJBYUHIIO OH ce 13 je

du_dv.

dx  dx
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WIIN
d
—(u-v)<0,
dx
Tj. 14 pa3i#Ka i — Vv ONafa MOYeB O Te BPeAHOCTA X. A KaKo je3a x =a Ta

pasznuKa jeflHaKa HyJlH, NOUeB Off T€ BPEIHOCTH UMalId OUCMO i < v, TITO je
Y KOHTPAAHKIHJU €2 TOCTABILEHOM XUIIOTE30M.

C npyre cTpaue, fa 6u pa3nuka i — v, Koja je 6uiia HeraTWBHA, MOTTIa
fia TMOCTaHe NO3WUTHUBHA MOYEB OJf HEKe BPENHOCTH X = 0. H3 HHTEePBaya
(a,b), ona 6u ce MOpaia aHYJIHPATH 32 X = O, [jep IpeMa IPETXOHO pede-
HOM (PYHKIMje 1 W v Cy KOHaUHe ¥ HEeIpeKNgHe y HHTepBany (a,b)] u Kaxo
6u ce, TpeMa H3JIOXKEHOM PE30HOBabY, HAIIIO Jja IOYEB Off X = O, Pa3HKa
u— v Olaja, KOHTPAAUKIHja je OYHIIefHa, IITO JOKa3yje TBPHLY.

Buhe, maxne, u < v; ogatie, Kafa ce uMajy y Bugy obpacum (11) n
(12), cnepe HejeHAKOCTH

y>z 3a A>0,
y<z 3a A<O,

mTo je u Tpebano JOKa3aTH.

3. To ofMax JJOBOJH O OBE IOCHENUIE.
ITocmaTtpajMo TPH jeHAYMHE

2
—%4- Pu)%wmy =0,
2
(17) IY o sy =0,
dx dx
2
%;%+Pz(x)%+Q2(x)Z -0,

npeTtnocrasikajyhu fa ce gpyra n Tpeha mory muTerpucary. IIpernocrasu-
MO J{a HajBehu KOpeHn

F2(3), ©2(x), Wolx)

HBUXOBHX KapaKTEPUCTUYHUX jJefHAYNHA, KA0 U IIOUETHE BPEHOCTH MHTE-
rpana y,Y,Z 3al0BOJbaBajy ycIoBe Hapelene y maparpady 1, npu yemy cy
HaJMabl KOPeHHA

Fi(x0), @i(x), W, (x)

UCTH 32 CBE TPY je[HAUMHE, Ha npuMep [ (x).
Tanma Baxu NpasiIoc:

Ako je y unitepsany (a,b) cltiaaro
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(18) Yo (x) < f(x) Sy, (x),

y itiom uniliepsany he Ouitiu u

(19) {Y<y<z akoije A>0,

Z<y<Y akoje A<O.

4. VI3 TuX pe3yaTata MOTY CE U3BECTH rOpIiha U [[OHa TpaHulia usmeby
kKojux he ce HalasuTH BPEeTHOCT HOCMATpAHOT HHTEerpajia yy HHTepBaly
(a,b). Mohu hemo Takobe ma cTekHeMO HpefcTaBy O TOKY MHTerpajHe
kpuBe 1 Mohu hemo fa je npubnuxHo ogpenumo. Haume, ako ce f,(x) 3a-
MeHH JpYIUM (yHKIMjaMa Koje ¢y y MHTepBally (a, b) mame uin seche of
(dhyHKUH]je KOoja je npejcraBibeHa BehiM KOpeHOM KapaKTepUCTHYHE jeiHa-
YKHE JlaTe je[lHAYNHe APYror pefia u ako ce e (pyHKIHje u3abepy Tako ja
ce gobujere jeHaYMHEe MOTY HHTETpHCATH, OHA he ce NOOUTH IpaHule u3-
Meby kojux he nocmaTtpanm wHTerpan Bapupati. lllTo je pasnuka usmebhy
pyuxrugje f,(x) 1 HOBAX (PYHKIH]jA, KOjIMa CMO j€ 3aMEHMJIN, IO ancojyT-
HOj BPEHOCTH Mama, 1 pacrojame n3Mely Tux rpanuna ouhe mame. M360p
~ TakBuX QYHKIHja 3aBUCcHhe Off MOjefMHHX CclyuyajeBa Koje TpeGa HCnuTaTy.

Crora hy Kao mpuMep HaBECTH OBY NPONO3ULHJY.

Heka cy 1, u r, najmarba u Hajeeha spegrociti kopena f)(x) y uniiep-
sany (a,b). Ako ce citiasu

X —{1],\'+J‘\f| (,\')d\}
(20) Y =Ae"0 4 (B=pA)et j el dx,
X -[Ij,\‘%»ffl (,\‘)t[,\':|
Q1) Z=A+(B-nA) [l ddx,
y [Wom unitiepsany citianHo fie buitu
(22) Y<y<Z ackoje A>0,
Z<y<Y akoje A<O.

HanmMe, ako ce mocMaTpajy ABeE je{HaunHe

2

(23) 4T+ 0] nf0Y =0,
2

(24) ith [’2+f2( )] +’2f1(/\)Z 0,

ILUXOBU MHTErpaly Cy PECNeKTUBHO
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X {:,w'[/,d\}
Y =e" C,+C2je o Hdx |,
a

-
) {/z)wj‘jld\}
Z =" C(+C§je o ddx |,

a

M aKO Ce OfIpeJie KOHCTAHTE HHTEerpallkje Tako fia je 3a x =«

Y=7=A,

Y'=27"=B,
Hanasze ce u3pasu (20) u (21).

C npyre cTpaHe, Kako Cy KOPCHH KapaKTePUCTUYHHX jelHAUYNHA 32 je-

puauvze (23) u (24) pecnekKTHBHO

r, o hilx),

T2, f] (X),
ca

n < fo(x) <ry,

npema naparpady 3, mporo3unyja je foKaszana.

5. TIpermocTaBuMoO cafia a ce y je[Ha iHHI

1y !
‘1 >+ PO @

P u Q 3aMemyjy IpyruM (pyHKquaMa P(x)wm Q(x),azatumuca P(x) u
0,(x), 3a Koje ce jeHaINHA MOXKE HHTETPUCATH, a KOje Cy TaKBE Jia KOpeHH
©,(z) 1 @,(x) (ca @, < ¢, ) KapaKTEePUCTUIHE je[[HAUNHE HOBE JeAHAYNHE

(25) +Q(A)y 0,

d’y dy

(26) P +Py(x ) +Q1(A)Y 0

M KOPEHH Y (X), ¥, (x) jeHauYnHE

d*z dz

(27) o +P2(A)——+Q2(X)Z 0

UCIYH-aBajy yCIOBe

(p] S fl S \Ijla
28
28) {‘Pzﬁfz Sy,
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U fa cy Behu kopeHn ¢, H ¥, Hepacryhe dyHKLIHje x v HHTEpBaNy (a, b).
Taga je y uniliepsaay (a,b) citiaano

(29) {Y<y<Z akoje A>0,

Z<y<Y akoje A<O.

W3 Tora Kao HENoCpeHa TOCNeNa CIIel OBa NPOIO3HULdja:
Axo ce ca (p,, p,) O3HAUe HajMarba M HajBeha BpeJHOCT KopeHa fi(x)
y uHTEpBANyY (a,b), a ca (1,1,) aHAJOTHE BpeHOCTH 3a pyHKUu]y f5(x),
Taja ke nejenHakocTH (29) GUTH 3aT0BOILEHE Ca
— 1 pilx—a) pax—a)
Y = [(Ap, = BYe” = — (Ap, = B)eP =],
P2 =01

Z — 1 [(AI2 = B)Cl‘](_\‘_n) . (A]_l _ B)Erz(’\“a)]’

I —hn

jep cy Tako uedunucaHe GyHKUNje I 1 Z HHTerpay jefHaYuHe

Y7 —(py+p)Y +pip¥ =0,

OJTHOCHO
Z” e ("l + D) )Z, =+ I‘ll'zz = O,

KOjI3a X = ¢ y3WMajy BPEAHOCT A I YHji MPBU H3BOJH y3UMajy BPEIHOCT B.
MebyruM, pacTojame n3mebhy rpaduna ¥ u
7 Moxke GHTH MHOIO Mamke aKo ce HMajy y BHUIY
HEKA pasMaTpama.
[IpeTnocTaBuMo 12 Cy KOHCTPyHCaHe Kpu-
Be (ci. 1)

y=hx) 1 y=f(x).

Hexka cy A u By, Ay m B, Tauke npeceka
THX KPHBUX Ca IpaBaMa X =a B X = b; CIIOJIMO
ux gyxuMa A B, u AyB,. [IoByIUMO 3aTHM TaH-
renty C;D, Ha KpUBY y = f, napaJenHy ca A5,

a b u tanrenty C,D, Ha KPUBY y = f, apameJyiny ca
Ay B, . Hexka cy:
Cauxal.
y=a,+bx jegHAUYHHA JyXKI A By,
y =d, +b,x jeAHaYHHA IyKHA Ay By,

y=A,+bx jegumauuHa tanrenre C,D,
y = A, +b,x jegHaunHa tanrenre C,D,.
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Oparne je
L _bh@=ai) , _ )= fi@)
! b-a ’ : b-a '
a0 = bfy(a) — af,(b) b, = f2(b) = fo2(a)
: b—a ’ : b-a ’
A= filoy) = by, Ay = f(00) = byoty,

rje je O, KOPEH TI0 X je[THaYiHE
fx)=b, =0
u3 uaTepsana (a, b), a o, KOPEH IO X Off

S (x)=b, =0
U3 MCTOT NHTEpBala.
ITocmaTpajMo AuQEepeHUUjaTHe jeTHAUMHE

2
d°Y d_Y+
dx

(30) ?_[x, +Ag + (b +by)x] [ [y + by + by )i+ bybyx?|¥ = 0,

2 .
1) LZ _[a, +a, + (b +b)x] % 4 [asay + (b +by)x +bippa? |Z = 0.
dx dx
KopeHn uX0OBIX KapakTePHCTHIHAX jeHaYNHA CY:

32 MPBY jefHAUYUHY

(.Pl(x):kl‘%‘b‘.x, (pz(.x):?\.«z '{"bzx,

a 3a APyry jelHauKuHy

vi(x)=a, +bx, Y (x)=a,+bx

Kako je (IToji MpeTIOCTABKOM Ia KPHBE y = fi U y = f, HMajy J10JI0-
Kaj KA Ha CIHLU; Kafa TO He GF BaKui1o, Guio OU Nako M3MEHUTH HEjeji-
HaxocTn u ciefiehe pesynrare)

o < fi <y,
®y < fo < W2,
y untepsany (a,b) Ouhe
Y<y<Z akoje A>0,
Z<y<Y akoje A<O.

Hame, jennaunte 3a ynopebusame (30) u (31) mory ce marerpucary,
Tj. MOTY ce u3pauyHaTH PpyHKIHje ¥ 1 Z Ha OBaj BAUMH. AKO Je
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Bia?

o+
Y =Ue z,
ﬁle

Ly X+
2

Z =Ve ,

rie U m V o3HauaBajy HOBe Hemo3HaTe (pyHKUMje a o, 0, 3,,B, KoHcTau-
Te, jegraunne (30) u (31) ce Tpancopmuiy y
dU

LRY +[(0L[31 +b +b)x+ (20, +a, +a2)]
dx? dx
+{[B2 + by + 520, + by, ]
+ (2008, + 04 (b, +b,) + By (ay +ay) +by +by |x
ot +B) +onla +ay) +aa, JJU =0

¥y aHAJIOTHY jefHauuHy 32 V.
Moryhe je yzetn o, 0,,B,,B, Tako 1a HecTaHy YIABOBH Ca X M ca Xx° Y

xoedunujenTuma y3 U n y3 V. Jeqnauyuse ce Tafa cBofie Ha OOIHK

2
d (2] + (I + klx)d—U+1,U =0,
X dx
AV oy + ko Yty =o.
dx dx

Axo ce y3Mme Jia je
t=h+kx 0 t=h +kx

Kao HOBa HE3aBUCHA HPOMEHILYBA, je):[Ha‘H/IHe CC CBOJIC Ha obnuK

2
(32) %+octihi+ﬁuz()
dt

U nHTErpuily 6uno moMmohy penosa, 6uno nomohy oapebenux uHTerpana

Taxo, ako ce craBU
N g BQoB (o B (2n=2) 0+ B) o,
®m0_1+§}4) ) £

S (@B BatB) . (21 =D o) 2
®A0“1+le) (2n+1)! o

oty waTerpai on (32) je o6nuka
U= Clq)l(t) + Czcbz(t),
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na ce pyakumje ¥ u Z Taga 1ako H3paIyHaBajy.
Amnpokcumanmja 6u 6una joi 6oiba Kajja 61 ce, YMECTO IPETXOJHUX
IpaByXx y3ene nmapabone

y=1l+mx+nx?+.. +qx",

YMECTO JIYKOBA KPUBHX y = f; U y = f, KOje ce Off (bHX pa3iuKyjy y Hajma-
o] Moryhoj mepu. ®yHkUHje 3a ynopebusame Y u Z tana 6u 6une garte
Kao WHTEerpaly jelHaurHe Koja he Mohu f1a ce nHTerpuIne noMmohy KoHBep-
TEHTHUX PElOBa.

6. HarmoMeHUMO jOII M OBO: HEKa je JlaTa jeflHauYnHa

Y +P(x)y +0(x)y =0
TakBa J1a KOpeHI/I

= f(x), 1= fx)
IbEeHE KapaKTEePUCTHUHE jefHaYIHE
P+ P +0(x)=0

¥Majy CTAJTHY pas3JiuKy, a TAKBHU CYy fla aKO Ce€ CTaBU

I‘l = O + 9 (.X),
r=B+6(x),
a_w.\' xX)dx
(33) = ve 2 +foc )d’
jeTHavYnHa [ocTaje
(34) v+ @ (x)v =0,
e je
LY,
(35) & (x) = 9’(x)—%-§L.

To ce mako MOXKe TTPOBEPUTH JUPEKTHUM PAaUyHOM.
OGpHYTO: KaJ| rOJ| ¢& MOKe HHTEIPUCATH jefHauNHA

v/ +®(x)y=0

U3 e Ce MOXKE M3BECTH HEKA JIpyra jef[HaunHa, Koja ce Takohe Moxe uHTe-

rpucaty, o0JIHKa
Y+ P(x)y +0Q(x)y =0,
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a TaxBa fla KOPEHHU HEHE KapaKTepHCTUUHE jeJHAUYWHE HMa]y CTanHy
pa3IuKy.
Hanwme, axo ce crasu f1a je

(36) 0(x) = & '4'3)2

X+ j o(x)dx,

T7ie je KOHCTaHTa HHTerpallije MpOon3BoJbHO n3abpaHa, a 3aTUM

- (H—B ,\‘—J. O(x)dx

(37) v=ye 2 ,
jefHaYnHA ce TpaHCchopMuIIe y
(38) y”~(oc+ﬁ+29)y’+[uB+(a+B)e+62]y:O,

pu 4EMY CY KOPEHHU IHEeHE KaPDaKTCPHCTHYHE jCHHa‘LII/IHG JaTH Ca

Hx)=o+8(x),
fr(x)=B+8(x).

Te nanomene omoryhagajy fga ce jja Benuku 6poj pesynTaTa o rpaHHu-
nama n3Meby kojux Bapupa unrerpan gate jeguaunne (1). ITobumo ox nse
OPON3BOJbHE NHTErpabIIHE jefHaYKHe O6INKa

2

(39) Sy ou=0,
A
2

(40) f(%-!—(ﬁ(x)v =0,

rae ¢y x (x) u ®(x) Herarusue (pyHKOHUje v HHTEpBany (a, b). MI3abGepumo
Tp¥ KOHCTaHTe A, [,V BE€3aHE peyiallijoM

4v—(A-p? =0,
TaKBe fia je y uaTepBany (¢, h) CTalmHO

filx)> A +86,(x),
roe cMo CTaBuIun

(41) 0,(x) = vx 4—jx(x)dxq

[IPH YeMy je KOHCTaHTa HHTeTpaluHje IPON3BOIEHO H3abpaHa.
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VizaGepumo 3aTUM ipyre Tpu KOHCTaHTe A',[1’, V', Be3aHe penanujom
4 (A - =0,
TaKkBe [ia je y MHTepBaly (a, b) cTamHo

filx) <A +8,(x),
Flx) > +6,(x),
ca

(42) 0,(x) = v'x +J6)(x)d,\-w

AXO ce oHfla CTaBu

%.(erl (x)dy
(43) U = le ! ?
(44) Vi=ve B

rie ¢y i u v uHTerpany jefuaunna (39) ognocuo (40), Xoju Xao U HUXOBI
U3BOJIK 32 X = ¢ Y3UMAajy OB BPEIHOCTH:

_7»+pa
u(a)y=Ae 2
A’
s a
(45) via)=Ae *
o [Mew|
w'iay=A’e 2 A dgm e
e P’;u’mz(a)] "
Vilay=A'e 2 -—-A em e
OHJIA je

U<y<V akoje A>0,
V<y<U akoje A<O.

W36op dbynknuja 3a ynopebupamwe U u V 3aB¥cu Of MOjeUHAX CIyIa-
jeBa xoje Tpeba ucnuraty. Te dpyuknuje Tpeba u3abpaTH Ha Taj HAYKHH Ja
paznuka n3Mehy dpyHkumja fi(x), f,(x) 1 HOBHX (PYHKIIH]a, KOjIMA CMO HX
3amMeHmIH, 6yje HajMama Moryha U a MOXKeMC [ja MHTeTpHileMO OJirORa-
pajyhe jemnaunne 3a ynopeburawme (39) u (40).

Tako, ako ce mobe of jenHaunua 3a ynopebusame
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rje cy o U [} KOHCTaHTe, OHfa je

8,(x) = (o +V)x,
8, (x) = (B+V)x,

a ofrosapajyhe ¢gpynxuuje Uu V ce uzpadyHasajy naxo. [Tocrynax ce cBogu
Ha TO Jia Ce JIYKOBH KPHUBHX y = fi(x) U y = f,(X) 3aMemwy]y Ay>KUMa, Ipu
geMy ce Hajuemhe 3a [BE O THX [[y3KU y3UMajy TAHTEHTE THX KPHBHX.
Hpyre dyrkumje 3a ynopehusamwe U u V gobujajy ce, Ha IpuMep, No-
Mohy HHTEeTpaOUIIHUX jeJHaYHHA
&y
X2
2

d—f—+(oc+[3x+yx2)y:0,
dx

+ox™y =0,

dy ky _
7T 2y2 T

dx® (o4 Px+yx7)

d’y y

meby KojuMa heMo n3aGpaTi oHy Koja je IOToj{Ha 3@ IOCMAaTPaHH ciydaj.””

*0 osoj pacnipasu Tletposuh je Hanucao kpahu cajpxaj y Fogummaky Cprcke
Kpamencke akafemuje 3a 1897. r., kv, XI, crp. 149, a XamByprep uznoxuo npukas y FdM,
B. 28, C. 284. Y Revue sémestrielle, 1897, t. VI, Takobe je npukazaHa pacnpasa, a 6eorpajcku
vacomuc Jleno porocr Kpahu pesume (Beorpag 1898, t. XVII, ctp. 519) ca HanoMeHOM jia je
Muxauno [Metposuth penoprn nxHoctpany wian JIpymursa paHLycKux maremaTnyapa (np.

ILT),



O JEOHOJ KIIACH
INOEPEHIINIAIIHUX JETHAUYMHA
I[TPBOI PEJA

JTaTa je muchepeniujanta jefHauNHa IPBOT pefa y 06Ky

M %:F(Lﬁ’fzwwﬁr)‘

rae je F anreGapcka MNu TpaHcueHgeHTHa pyukimja og x # f; { f; cy mare
dyuknumje of y). [IpeTnocTaBuMo fia cy UcnymweHn cieaehn ycnosn.

1) Ce cdyuKuHje f; ¥ BUXOBHU IPBA M3BOJH Cy PeajlHe, HEMPEKUHE U
ozZpanuyere dpyaruuje y. OHe ocTajy KOHAYHE 3a CBaKy peajiHy, KOHauHY
uin GeckoHauHy BpemHocT y. Ca M, um N, o3HaumheMO MakKCHUMalHY |
MUHUMAJTHY BpeHOCT yHKIMje f;(y), Kaja y Bapupa Off —eo 0 +oo.

2) dyukumja F v 1eHN NapHyjaaHil H3BOAH

F OF

oo,
Cy peasyiHd, KOHAYHHU 1 HENMPEKHUHH 32 CBAaKy BPEJHOCT x Cafip>KaHy y He-
KOM HHTEpBasy & ¥ 3a cBaky BpefHocT f; (i =1, 2, ..., n) cagpxany usmeby
M, u N,. .
ITox Tam ycroBrMa MORYJ (PyHKIH]e F ocTaje Mamu Off HEKE KOHaYHE
MO3ATHUBHE BPETHOCTU M 3a CBE BPEHOCTH X YHYTap HHTEPBaJa P U 3a CBE
KOHAuYHe UM O6CKOHAYHE BPEJHOCTH Of y.

C npyre cTpaHe, Kako je MaplyjalHi H3BOJ %f— npefcTaBbeH Kao
Y
o0, O,
dfy 9y df, oy

on he Takohe Gutm orpanuyeHa pyHKIH]ja y HHTEPBANY P 3a CBAaKy BpeJ-
HOCT Y.

¥ Hacnon opurunana Sur une classe d& équations differentielles du premier ordre, Rendi-
couti del Circolo Matematico di Palermo, Palermo, 1899, t. XIV, pp. 28-32; pocTaB/beHO pefak-
nuji yaconuca 23. jyna 1899. ‘
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W3 Tora ce, Ha OCHOBY jefiHe TO3HATE TeOpeMe, 3aKibyuyje a he uH-
Terpan Koji 3a X = X, y3uMa YHampeq 3aaTy BPEJHOCT y =y, (HOLITO Cy
Xo W Y, PEATHU ¥ WCIYIaBajy jefyHIl yCIIOB Jia X, MpHIajga HHTepBany d)
ocTaTd KOHAYaH M HENPEKHJaH y CBAKOM HHTEPBANy OF X = X, —Y [0
X = Xy + 7Y, KOJH ce U caM CaJip>Ku y NHTepBany d.

ITpeTnocraBuMo cajia ia cy UCHYFeHN U HONATHHU YCIOBH.

. . oF .
3) ®yuxumwja F ¥ meHd NapUujarHil W3BORU F7a (i=1,2 .., n)
Ji
3afprKaBajy cralaH 3HaK 3a CBE BPEJIHOCTH X YHyTap MHTepBala off X — Y
O X, + 7, Ma KakBe [la CYy BPeHOCTH Off f; camp:xkaHe usmeby M; u N,.

4) Axo ce ca
/Cl,k29...,/(,,

O3HaUe MPOU3BOJbHE KOHCTAHTE 34 KOje BaXKH

M, <k <N,

M, <k, <N,

MII < kll < NH7
Taga HHTETPal

J= jF(x,kl,...,k,,)dx

X

3a CBaKy BpPEOHOCT O] X, ¥ X, Koja ce Hanmasm usMehy x=x,-y #
X = X, +7, y3UMa caMo jeHY peasHy BpeJHoCT, Koja je Takobe KoHauna u
onpebena (amu MoXe [ja Ma BUILIC UMATHHAPHUK BPETHOCTH).

Hexka cy aa
i=1,23,...,h

oF
UHACKCH MO3UTHUBHUX U3BOAa ——, 4

o

i=h+Lh+2,...,n

MHEKCH HeTaTUBHUX M3BOA B HEKA je
Ry
MY, X0, Vo) = Yo + jF(x,Ml,...,Mh;N,,H,...,N,l)dx,

Xo
X

(X, Xg, Yo ) = Yo + IF(A‘,Nl,...7N,,;M,,+l,...,M,,)dx.

Ao
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Moske ce nokasatu ciesiehe.

Hritiezpan y og (1), koju 3a x = X y3uma epegrociii y =y,, ociuajyhu
KOHA4aH U HelpeKUugan 3a c8aKy 8pegHOCI X Cagpicany usmeby X, —7y u
Xg + Y, CHIAAHO 8apupa HA UCHIU HAYUH U HAAA3U ce Uameby gee (pyHKuiije

(X, X, Yo ) U (X, X0, ¥0)-
HawuwMme, mpema oHOMeE IITO je peyeHo o F, f; uy, pyHKIHja

F(x,fiseeis f)

MOIITO je y 3aMeeHo CBOjOM BpefHolthy y x, U3BefieHa U3 u3pasa 3a UHTe-
rpan, # cama he 6uTH KOHaYHa U HENPEKHU/HA 32
X()—Y<X<X()+Y
u 3agpxkahe cTanad 3Hax.
[Topep Tora, Kako ¢y U3BOAu

oF
Jf;

MO3UTHUBHU, aKO, KpaTKOhe pajiil, CTaBUMO fia je

(i=12,....h)

F(x’Ml""’Mh;ﬁHl""’fn) = Al’
F(X7N1""’Nh;f)1+l""’.fn) = A2,

ouhe
Ay < F(X, fisfaseen fu) <A,

C ngpyre cTpaHe, Kako Cy U3BOJH

oF (i=h+1,...,n)

of;

HeraTHBHY, aKO CTABUMO /1 je
F(X,Ml,...,M,I;N/H_l,...,N”) = Ql’
F(X,NI,...,N/I;M/Hl,...,M”) = Qz,

Ouhe
A >0y, A<,

U, CAaMUM THM,
Q< F(x, fi,.., ) <8y,

W3 Tora ce 3akibyuyje fa he ce uHTerpan

~[F(x,fl,..‘,f,,)dx,

Xo
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TIe je y 3aMebeHO CBOjoM BpepHourhy x, HanasuTu usMehy ogrosapajyhux
BPEJHOCTH iBa MHTErpayia

Ji(x) = j Qdx

Xo

1) = [Qudx,

X0

KOjH, Ha OCHOBY XHUIIOTe3e 4), 3a CBaKy BPERHOCT X cajipxkany usmeby x, —y
U X, +7Y HMajy caMo Je[iHy peajiHy BpeHOCT, Koja je KoHa4Ha u offpeheHa.
A Kako Ha WjeHTHYaH HAYMH HMAMO

y= yO + J-F(xv.fh"'!fn)dxy

X

7 kaxko yHKUHja F 3agp>kaBa cTallaH 3HaK u3Meby rpaHuua puHTErpaiuje,
IIPONO3HIIY]a j& [oKa3aHa.

Mozxke ce AecuTH fa ce MHTepBasn d IPOCTHpEe Ha CBe KOHAUHE BPE.-
HOCcTH x. Taga ce ipeilixogHa Upoilosuyuja ipumersyje 3a buro xoje tiove-
UiHe 8PEeqHOCTIU OF Xo U Vo U 84K 30 €8¢ PEANHE 8PEGHOCTIL X.

ITpumeTnMo fa he y 0BOM MOCHefBEM ClIyyajy aCUMIOTOTCKa Bpef-
HOCT IIOCMaTpaHOT MHTErpaja 3a X = +oo WIK 32 X = —oco OUTH KOHAYHA
unyn 6eCKOHayHa, IIpeMa ToMe fa i J, u J, TeXe Ka KOHAYHUM HIH OeCKO-
HaYHUM I'PAaHMYHEM BPeJHOCTUMA 3a x = feo. Kaga je acuMnToTCKa Bpef-
HOCT KOHA4Ha, OHa ce Hajasu usMeby

yo +imJ(x) # yy+lmJ,(x).
Ha npumep, uaTerpan qudepeHnujajine jefHauuHe
dy =ox?+ Be_l‘yz ,
dx

Ifie ¢y O ¥ [} MO3UTHBHE KOHCTAHTE, KOjH 32 X = X, Y3UMa y = Y, CTaJHO (3a
cBE pealHe BPEHOCTH x) ce Hanasu usmeby pyHkumja

oL o
Yo +~§(x3 —x)+P(x—x)) ®m +§(x3 - x3)

a HEroBe aCHMIITOTCKE BPERHOCTH Cy GECKOHAYHE.
3a pudepeHuujaHy jeTHaUNHY

2
—rx*

@
dx 1- ae—kx _ B e—lc\‘2 ~py?

YN
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(rme cy o,(B,k,p,r MO3UTHBHE KOHCTAaHTE ca o +[ <1) mHTerpan y ce
Hanasm usMeby pyHkimja

X
e—l)\‘
yO + j k.z dx’
o l—ae™

e"h\
Yo+ | —————dx.
o+ - (o +B)e ™’

Xo

Herose acnmnToTcKe BpeHOCTH Cy KoHauHe u ofipebene. Ako ce ca
@ O3HauW BpefHOCT y 3a x = 0, Ierosa acAMIITOTCKA BPEJHOCT 32 X = oo
Hanasmhe ce u3Meby

Jn J’E@(OHB),

a+—£6(oc) H a+—
2 2

rre ©(z) o3HavyaBa TPAHCUEHACHTY

Hi=oo

_ Z"
0= 2 T

n=0

Hcro Tako, acuMITOTCKa BPEJHOCT 3a X = —eo Hallasuhe ce u3Meby

n Vn

a—Te(a) u a——?G(OC-FB).

To cnepu n3

oo 2 j=o0

—~rX
e
J‘———;k‘_z dx = Z u,z"

0 I-ze n=0

u, = J‘e*(l'-f»kn),\‘z dx = % 1 nk .
V14 kn

0

ca

Hajzan, Mmoryhe je 3aMEHHTH yJIOTE X M y U NPETXOQHO PE30OHOBAILE
NPUMEHUTH Ha jeHAYIHY

d
“‘X = q)(y,(Pl,(Pz,---,(Pn),
dx

rae ¢y ©,,¢,,..., ¢, PYHKIHJE OF X, aKO CE Ha OfroBapajyhi HauMH H3MEHE
_ IPETXOJ[HO MPETIIOCTABILEHH] YCIOBH.

** Pechepucano y FdM, B. 31, S. 348 (Vivanti). (mp. [ T.)



O JETHOM HAYNHY
[TPOIIUPEHA TEOPEME O
CPENILUM BPEIHOCTUMA HA
NMUPEPEHIIMIAIHE JEMHAUYWHE
[IPBOT PEJIA’

1. ITo3HaTto je xakaB je NONPHHOC KIACHUHE {eopeme O cpegroum
8pegHOCiliuMA Y JOKA3NBAY PA3THIATIX TEOPEMa O OipeheHuM peanHuM
UHTErpaNuMa 1 y NpaKTUYHOM U3padyHaBamky THX HHTETpala.

ITocMaTtpajMo npocty audepeHnyjanny jefHaYHy

a

M dx

= F(x)

7 ca y O3HAYMMO FeH MHTETpaJ KOJU 3a X = X, y3UMa JaTy BPEJHOCT
y = y,. Teopema o cpegmuM BpeIHOCTHMA OMOryhyje fa ce uzabepy, u To
Ha 6e306poj HauMHa, Ipyre ABE je[lHAUnHE

du

(2) ;l;:Fl(x)a
(3) & o)
d.

U MHTEPBAJ KOjU Cafpku X = X, TaKO Jia JOK X BapHpa y TOM HHTEpBay,
WHTETpal y je cTanHo u3Meby ofgrosapajyhux BpeHOCTH WHTETpasia u u v
jegaaumHa (2) u (3), Koju 32 X = X, Y3UMAjy BPEJHOCT Uy = vy =y, U TO 3a
OHII0 KOje TIOYEeTHE BPEJHOCTH (X, Y,) OCHM 32 HEKE H30JI0BaHe W (PHK-
cHpaHe BPeTHOCTH X, Koje he yHampes 6utu nosHare. Tako ce Mory mpoy-

* .y 3y 2 s 3 4 ;
Hacnos opurudana Sur une maniére d' étendre le théoréme de la moyenne aux équations
différentielles du premier ordre, Mathematische Annalen, Leipzig 1899, t. 54, 3, pp. 417-436; no-
CTaB/LEHO PeHaKUUju Yaconuca 26. okrodpa 1899.
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YaBaTH W MPUOIMXKHO U3pAaYyHATH HHTErpanu fare jenxauvnse (1) ako ce
yIOpeNe ca HHTerpaanMa MPOCTHjUX jeHAUNHA.

ITocraBbam 3a UUB NPOIINPUBAKE THX MCTHX MOCTyNaka Ha IpPOH-
3BOJbHY JeAHAUNHY

d
) L= Fxy),
dx
anrebapcKy WM TPaHCUEHIEHTHY 110 X, ¥, TAaKO IITO hy OKa3aTH fia, ako je
JaTta jegHavnHA (4) M MOYETHA Tauka (X,,Y,) TPa’KEHOT PEalHOI HHTE-
rpaja, yBek MOTy Ha 06e30poj HaurHa fja ce uzabepy japyre ABe jeqfHauYnHe

(5) —j- = Fy(xu),
(6) & _ F(x,v)
dx

W HEKU MHTEPBAJ KOjU Cafip>Ku X = X, TaKo f1a ce, 3a CBe BPEJHOCTH X, KOje
ce Hallaze y TOM HMHTEpBaly, BPEAHOCT HHTerpasa y Hanasm usmeby onro-
Bapajyhux BpegHOCTH UHTerpana u 1 v jegHaunsa (5) u (6), koju 3a Bpej-
HOCT X = X, y3UMa]y BPERHOCT U, = V; = y,. 10 ofipebuBame NOHUX # TOpP-
WBUX I'paHula uHTerpana y 6mhe moryhHo 3a 6uno Kojy moYeTHY TauKy
(xg,Yo) TOJ YCIIOBOM Jla ce He Hanas3d Ha HEKHUM UKCUPAHIM KPUBAMA Y
paBHU (x, y) Koje he ynanpen OUTu rio3HaTe 3a [aTy jefHAYnHY (4).

2. Hexka cy (4), (5), (6) Tpu nate jefHaurHe. HanpTajMo y paBHE (x, y)
KpuBe D Koje orpaHn4anajy obaaciiiu OHe paBHH, Iyie CBaKa off (PyHKIHja

(7) F(X’Y)“‘Fl(/\',)’),
(8) F(x,y)- K, y)

nmocMaTpaHa Kao (pyHKI{Hja Off X U y, 3af{p>KaBa cTallaH 3HaK ¥ HEKa Cy:
A, 1 A, TO3UTHBHA ¥ HETATHBHA OGNACT PaBHH Y ofHOCY Ha DyHKIH]Y (7),
Q, u Q, MO3UTHBHA ¥ HETaTHBHA 00JIACT PABHY Y OfHOCY Ha PYEKUH]Y (8).
HamuprajMo Takobe y paBHH (x,y) CBe KpUBE — F€OMETpHUjCKa MecTa
cuHrynapureTa — (pyHkuuja F,F), F, 1 ca E 00eNeXMO CKYI THX KPUBHX.
Hexka je (x,,y,) Tauka Koja He OPUMAJa HHje[HO] Of KpuBKX D, E n
KOja Ce Halla3W y JleJly paBHU Oo3HaueHUM ca I1, Koju je 3ajefHHYKE obeMa
obnactuma A;, £, Koje umajy cynportad 3Hak. [IpeTtnocraBumo, Ha npu-
Mep, fia cy To obmacta A, €,. Ca y,u, v 03HAYAMO PeJIoM MHTerpane (¥iIu
rpate uaTerpana) ox (4), (5), (6), koju 3a x = x, y3UMajy 3ajeIHIUKY Bpe-
HOCT Uy = Vg = Y. :
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YBex he, fakne, IOCTOjaTH MHTEPBANl OKO X = X, YHja AYKUHA HHje
HyJla, Ha NPUMEpP, Of X = X, —ly 10 X = X, — /i, ¥ KOJH 32[J0BOJbaBa OBE
yCIoBE:

1) kapma x Bapwpa of x, — M 10 x, +h, 06e PYHKIHje u U v ¥ HAXOBA
IPBU U3BOAM Cy oApebeHn, KOHauYH 1 HEPEKU/THH;

2) HujenaH feo kpuBux D , E He HaJa3u ce HU Y YHYTPAUIOCTH HH Ha
kKoHTypu I', dpopmupaHO] KpuBaMa u,v W JBeMa IpaBamMa x = x, — A,
X = Xy +h, 4 Ta KOHTYpa ce y HeJIoCTH Haja3u y aeny I1 pasuu (x, y).

Tapa ce nokasyje cnenehn pesynrar.

Hox x eapupa og x, —h, go X, +h,, unitiezpan y je citianto ogpeben,
KOHAYaH, HelpeKUgaH U Ha1a3u ce usmeby ogzosapajyhux epeqHociiit u u v.

Hawmme, kako ce Tauka (xg,Yy,) Hala3®u y 3aje[[HUYKOM Jieny o6nacTu
A, 1 Q,,3a Ty TauKy Bax¥ HCTOBPEMECHO

(9) F(X,Y)—Fl(xa)’)>0
F(xa}’)—Fz(x,)’) < Oa

na je npeMa ToMe

—i(y—u) >0,
(10) dx
—(y-v)<0.
dx

C npyre crpase, 3a x = x; BaXKH
(11) (y-uw)=0, (y—v)=0,
na npeMa TOME

v<y<u 328 X=Xy —¢
Uu<y<v 33 X =X, +E,

(12)

7€ j€ € MO3UTHUBHO U JOBOJHHO MaJo.

[Mpono3wuiuja je, makire, TayHa 3a HEKH JOBOJBHO Malll HHTEPBall OKO
X = X,; aJIM OHA BaXKH 3a 1eo uHTepBan ( x, —hy, x, +h, ). HauMe, kaga To
He O0M BaXKUIO, CIEeIUNIo OH:

1) mnu ke kpuBa y UMATH 3aje[HUYKY TAUKY Ca JeJHOM Off KPHUBUX U H V
YHja ce aTiCiuca Hajlas3y y MHTepBaity (x, —hy, xo +hy );

2) WIW 332 HEKY BPEJHOCT X = ¢, U3 UCTOT MHTEPBAala U BPENHOCT

. dy
y = B, Koja ce Hanma3u usmeby u (o) m v(a), U3BOA o Ila IpeMa TOMe |
X

¢dpyukumja F(x,y) nocrajy wiu 6ecKOHaYHH, Wiu HeoapeheHn mim, nax, Me-
Hajy AeTepMUHAIIN]Y.
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Ycnos 1) je Hemoryh jep kafa 6m x =7y, y =490 Owie KoopauHaTe
jeHe 3ajeJHIYKe Tauke, Ha IpUMepP, KPUBUX y U U, KOja je HajOmKa Ta UKy
(x9,Y0), Kako ce Tauka (y,0) vamasm Ha KoHTypH [, fobunm GucMo 3a
x=v,y=29

FQx,y)=Fi(x,y) >0,
IIa npemMa TOMe H
d
I (y—u)>0,
azax=vy
y—u=0.
Wmanm 6ucMo, gaxne

y<u 32 X =7Y-—¢g,
y>u 38 X =7Y+E,

IITO je Y KOHTpauKIHUju ca HejenHakoctuMa (12).
Ycnor 2) je nemoryh jep ce HujegaH feo KpuUBe E HE Hajla3u HU Y

YVHYTpaUIHOCTH HU Ha KOHTYpHu I', Ia je IpeMa ToMe H3BOJ ? oapeben,
X
KOHAYaH M HEMPEeKHUJaH 3a cBe Tauke (o, fB).
Wurerpan y ce, gakKie, 3amcTa CTAJIHO Hanasu M3Meby u u v mopeq
Tora
1. — y mHTEpBaNy Off Xo — M 0O Xy HMaMO v < y < u;
2. — Y HHTEPBAIY Ol Xy A0 X, +h, ©MaMo u <y <v,
K40 IITO TIOKa3yje cnuka 1.

Y v y
i

i v

Cnuka 1 Cnuka 2

Kapa 6um ce Tauka (xg,y,) Hamasumna y obnactuma A,, ), IpeTXoaHe
HejeHaKOCTH OU IPOMEHHIIEe CMUCA0 B PACIOpe] KPUBHX u, v,y 6no 01 Kao
IIITO je TO O3HAYEHO Ha CIUIM 2.

Tako mo6ujaMo 0Baj OMIITH PE3YIATAT.
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Kag 2og iiauka (xy,y,) tpuitaga geay (X,y) pasHu KOju je 3ajegHuyKU
geema obaaciiuma (A;, Q) cyiipoitinoZ 3Haka, UHIlleZpan y, ok X eapupa
0g Xy —h, go x, +h,, 6ukie ogpeben, Konauan, Helipekugan u Hanrasuhe ce
uameby u uv.

Kpusa y nehe mohn na cedye Hu KpUBY ¥ HM v H3BaH X = X;; aJid, JIaKO
je BUleTH J1a He MOXKe OUTH HU flofupa u3meby y u Tux kpusux. Haume, ka-
na 6u ce, HAa HpUMEp, y U v JOTUPUBATIHN y TAYKH X = O, OUTI0 ON

d
—(y—-x),_, =0,
e (Y= X)iea

IITO je HeMoryhe peMa IpeTXoHO PEYCHOM.

[TpumeTnMo Takobe ma ako 3a csee iuayke (X,y) Koje ce Hanase yHy-
iap kouitiype U, pynxuyuja F(x,y) 3agprcasa citianan 3xak, unitiezpan 'y he
sapupaitiv yeex Ha uciiu Ha4ux (pamhe ako je F >0, omagahe axo je
F < 0) gok x eapupa y unitiepsany (xo —hy,xo +h,).

3. Heka je gara jeqHavunHa

(13) Cia F(x,y),
dx

KOjy MOKeMO, Ha 6e36poj Ha1H1HA, TUCATH Y OOIUKY

d
(14) L= F(xy,/)
dx
rie je f Heku KoeUUMjEHT O X, KOJH ce Haya3n y F ¥ Ha Koju hemo 1o-
ce6HO OOPaTUTH HaXKIbY.

[TpuMEHEMO TIPETXOAHO pasMaTparme Ha jepHauuny (14). IIperno-
CTABHMO JIa Cy 3a MOYETHY TauKy (Xxy,Y,) (PYHKIUja F ¥ HeH IMapuujalHy
U3BOJ —aa—? ofpebenn, KOHAYHY, HEPEKIMIH, {2 HE MEHba]y JIeTEPMUHALA]Y
¥ fa ce 3a Ty TauKy Taj Iaplujajian u3Boj He aHynupa. Tauke Koje He ucry-

aBajy TE€ YCIOBEe WIH NMPHUIajajy HEKUM (PHKCHpAHKHM KpHBaMa y PaBHU
(x, ), Koje hie yHanpey GuTH MO3HATE, HIIH CY N30J0BaHE U (PUKCHPaHe.

Mory ce usabpaTh, 1 TO Ha 6e36po] HaunHa, /IBe (PYHKIHUJE ¢ U Y KOje
3al0BOJbABAjY cienehe yciose:

1) ma cy ¢yukuuje ogpehene, KoHayHEe U HENPCKUIHE Y HHTEPBANY OX
X =Xy —a, B0 X = Xy +a,, KOjU je TOBOJbHO MAJH aJli HUj€ JeflHaK HYMH;

2) ma je y TOM HHTepBaly

(15) P<f<y;
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3) ako ce ca u ¥ v 0O3Ha4e HHTErpaldl jefHaYnHA

du

(16) — = F(x,u,Q),
dx
51
(17) CAl Fx,v,y),
dx

KOje 3a X = X, Y3UMajy 3ajeAHUYKY BPERHOCT Uy = V, = Yy, i€ CY PyHKIH]jE
unv onpebere, KoOHaUHe W HENpeKUAHE Y MHTEPBANY Of X = X, +b, JiO
X = Xo +b,, KOJHU je JOBOJLHO MAJIU aJIN HUje jeTHAK HYIIH.

AKo ce cajia y3my jegHaunHe (16) u (17) 3a jeguaunne (5) u (6) u3 § 1,
dyuxugje (7) u (8) uz nperxonuor naparpada nocrajy

(18) F(-xvy’f)_F(xvy’(p)z(f—(P)H(-xvy’Rl)a
(19) Fx,y, ) -F,yw)=(/-y¥)H(x,,R,),

rjae cMo, KpaTtkohe pagy, cTaBuIn

H(x.y.t) = %F(x,y,o,

Ri=9+(f-0)6,
Ry =y +(f-y)8,,

npu yemy cy 6, 1 6, gBa 6poja koju ce Hanaze u3mehy O u 1.
Moske ce nmokasati Aa he ce iauka (Xg,y) Hahu y jegHom geay (X,y)
PAsHU Koju je 3ajegHUYKU geema obaaciiiuma CyipoiuHoz 3HAKA Y OGHOCY HA

gse gyuxuyuje (18) u (19).
Hawnwme, xako je u3pas

H [x(, Yoo f (X0 )]
Pa3IUIUT Of] HyJle, aKO Ce CTAaBH fia je
f(xo)=p
MOTY ce OJPeJUTH IBe KOHCTAHTE ) U || TAKBE fia j&

A<p<pu

U [a, TOK ! Bapupa of t =X fo ¢t =U , dyukuuja H(x,,y,,!) HocMaTpaHa
kao (pyHKIMja Off ¢, ocTaje ofpebena, KOHayHa, HEMIPEKUAHA U Pa3Iu4nATa
on myne. Mza6epuMo gasbe npetxoaHe pyHKje @(x) ¥ Y(x) TaKo J1a je

O(xg)=A,  Y(xg) =W,
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IITO je YBeK MOryhe Ha OCHOBY HEjeTHAKOCTH
A<p<iU, o< f<wy,-

U youuMO nBe hyHKIH]e
H(x,y,R)) = G(x,8)),
H(x,y,R)) = G,(x,8,)

nocMaTrpasne kao (QyHkuuje ox x,9,,8,, momro cMo Yy, R, R, u3pasunn
nomohy x,6,,6,.

Te pBe ¢yrkuuje cy ogpebene, xkoHayHe U HENMpPEKHUAHE 32 X = X,
IIOPENi TOTa, je[HaYnHe

G1(x9,0,) =0, Gy(x0,6,)=0

peuieHe o 6, u 6, HeMajy Hujenan kopeH n3meby O u 1. To cnepu u3 Tora
ITO, oK 6, n 6, Bapupajy usmeby 0 u 1, Benuunne R, u R, Bapupajy us-
Meby A up, n u3 Tora wro ce, ¢ gpyre crpaue, pyukuuja H(x,y,,t), mocMma-
TpaHa Kao (PYHKLH]a Off 1, He aHyJIupa IOK f Bapupa u3Meby A u .
dyuxuuje
Gi(x,0)),  Gy(xy.6)

ce, akyie, He aHYJIMpajy 3a X = X, ¥ WMajy cTajJaH 3HaK, OHA] KOjU HMa X 32
6uio Koje BpepHocTu off 6, u 6, usmebhy rpanuna 0 u 1. A Kako 3a x = x
uMamMo

f()>o0(x), [f(x)<wy(x),

n3pasu (18) m (19) 6whe 3a x = x, CynpoOTHOr 3HAKa, IITO je U Tpebalo fo-
Ka3aTH.

INperxonHe ocobuHe dyukuuja G, u G, Koje BaxKe 3a BPEJHOCT
X = X, CBaKako he BaskWTH 32 BPEHOCTH X KOje Cce Hala3e y HEKOM HMHTEep-
Bamy oko (x,y), KOJH je JOBOJLHO MaJM alli Huje jeqHak Hynau. Haume, ysek
ke mocTojaTy HeKM WHTEpPBaJ, HA MPUMEP, Of X = Xo —C; O X = Xy + 3,
TaKaB JIa Cy 3a CBE BPEJHOCTH X, KOje Ce¢ Halla3e y TOM UHTEpPBany, u 3a

0<0, <1, 0<86, <t

dbyukmmje
G(x,8)), Gy(x,6,)

ompebene, KOHAUHE U HETIPEKHIHE, HE MeHajy AeTEPMUHAUN]Y U HE aHyIIu-
pajy ce. Ha npuMmep, fomy rpaHniy gy>X¥He TOT HHTEepBasa fobuleMo Tako
mITo heMo TpaskuTu WHTEPBAT O X, — g RO X + g, TaKas Jla, aKo ce ca
(M,,M,) u (N,,N,) o3naue rpanuue usmehy Kojux Bapupajy ¢yHKuuje
(¢, ) 1 (u,v) 32 x U3 TOT HHTepBana, pyHknuja H(x,y,t) ocraje ogpebena,
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KOHAYHA, HCTPEKUJHA U PA3NHYKTA Off HyJle, Kafia X Bapupa of X, — g, A0
Xg+g,yon Nyjno Ny utox M, o M,.

Hajsap, kako je gynkunja F(x,y, f), Tne je f dynkunja o x, ogpebe-
Ha, KOHAYHA ¥ HENPEKUIHA 32 X = X, y = Y, HOCTOjH MHTEPBAI Ha NPH-
MEp, Ot X = xq —d, 10 X = X, +d, TakaB fa, ako ce ca (N{,N}) o3nade
ropta 1 0a rpanulia u3Meby Kojux Bapupajy u u v, a ca (M|, M}) ropma
1 Joa I'paHulla u3Meby Kojux Bapupajy ¢ u v 3a

X()_dl <x<x0+d2

dbyuknuja F(x,y, f) u fame je ogpebena, KOHaUHA W HENpEKUIHA Kaja x
Bapupay TOM HHTepBaily, y uamMeby N{ u N; u fusmeby M| u M}.
Tako geuHrcana YeTUpH UHTEPBAA

(xg —ay, xy +ay),

(xg = by, xg +by),
(xg — €1, X0 +03),
(xg —dy, xo +dy),

KOJU cajipKe BPeJHOCT X = X, IMajy 3aJefHUYUKH Ie0 OKO X,: iiaj 3ajegHu-
4KU Ge0 UMA YA02Y UpellixogroZ unitdepsana (xy —hy, xq +hy).

Tapa, ako ce MpUMEHHU pe3yNTaT U3 NPETXORHOT naparpada, BUIHA ce
Xa 3a cee gpegHOCHiu X, Koje ce nHaaaze y unitiepsany (X, —h;,x,+h,),
unitiezpan 'y jegnauure (13), koju 3a x = X, y3uma gaitiy 8pegHociii y = yy,
jecitie ogpebeH, KOHAYaH, HEUPeKUgan 1 Harasi ce uameby ogzosapajyhiux
spegrociiu unitiezpaaa u u v jegnaquna (16) u (17), koje 3a x = x, ysumajy
UCTILY 8PEGHOCTIL Uy = Vo = V.

ITpumerumo ga ceaxoj qugpepenyujaaroj jegnauunu (13) 1 ceaxom
dapy foxeltiHux epegHociiitt (Xy,y,) (aKo ce ocTaBe MO CTpaHu ITAPOBHU KOJU
mpunanajy HekumM (pUKCHpaHuM KpraBaMa y paBHH xOy, KOjy CMO PETXOJ-
HO JedUHNCANN) ogzosapa illakas unitepsans (x, —h,,x, +h,) wuja gyxcu-
Ha, Koja je Beha mim Mamma, y 3aBUCHOCTH Off IIOCMATPAHOT Clydaja, HuKkaga
Hlije JegHaKa HYAl.

4. O IpeTXONHUX pe3yaTaTa MoXe ce fohn o IMIpUMeHa aHaTOTHUX
IpUMeHaMa KIACHIHE TEOPEME CPEIbUX BPeTHOCTH. 3a aTH THII jelHA Y-
Ha nucaHux, HOp. y o6nuky (13), Tpaxkuhe ce ie dpyurumje ¢ (x)m y(x)
KOje ce IITO Mare PasiivKyjy U Y OKOJIHHE Off X = X, 00yXBaTajy PyHKUH]y
f(x). One cy Takse ma cy o6e jernaunue (16) n (17), xoje um oxroeapajy,
UHTerpaGuiiHe WK ce 6ap MOTY HCIUTUBATH JIaKIlle Hero jaTa jeJHadnHa.
3amennheMo nocMarpauu 1yK f(x)npaBama, JJyKOBUMA mapaboiia uTj. KO-
J¥ Ta cajipsKe U MHTETPANH ¥ U V TAKO OOUjeHuX jelHaUMHAa mpeicTaBbahie
rpanune u3mehy Kojux he BapupaTH HHTErpal y , JOK X Bapupa y WHTep-
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Baly off X, —h; 70 x,+h,. AKO ce ca p o3Ha4yM HajBeha ancomnyTHa Bpej-
HOCT (pyHKIH]E

1
—(u—v)
2
y TOM MHTEPBAJY 3a x, Tala €€ MOXKC IIHCATH

1
=—(Uu+v)+¢
y 2( )

ca
lel <.

INopxceTumo fa cy ycnoBH 3a uHTEpBan (x, — hy, xo + h, ) npema Beh pe-
YEHOM OBM Yy TOM HHTEPBAy:
1) dpynkunje ¢ (x) 1 y(x) cy XonoMopdHe 1 3aT0BOJBABA]Y YCIOB

P (x) < flx) <y(x);
2) HHTETpaNK u ¥ v jeHaAYNHA

du

il F(x,u,9),
dv

= F ” 9 9
dx (v, ¥)

KOje 32 X = X, Y3UMa]y 3ajeJHUUKY BPEIHOCT Y, CY XOIOMOP(QHY;

3) dyukumje
Gi(x,8)) 1 Gy(x,8,)

cy XxonoMopdHEe U He aHYJIUPajy ce HU 3a jefHy BPERHOCT of 6, u 6, HiMme-
byOul;

4) pyukmmja F(x,y,t) je xonomopdHa oK y Bapupa uzMeby N{ u N3,
tusmeby M, m M,, rie (M{,M;) o3Ha4aBajy [OWmY U TOPHY I'PAHULY U3Me-
by xojux Bapupajy ¢ u ¥, a (N{,N;) o3HauaBajy A0y U rOpHY I'PaHULY
m3Meby Kojux Bapupajy u u v, IOK x Bapupa usmeby x, —/ u xy +h,.

Hy>xwuna Tor uutepBana (x, — hy, x, +h,) Bapupahe y 3aBHCHOCTH 0Of
THIIA TOCMATpaHUX jefHAYWHA; 3a JaTW THII OHA BapHpa y 3aBUCHOCTHU Of
MOYETHIX BPETHOCTH (Xg,Y,) ¥ u3abpanux noMohHuX pyHKIHja @ (x) H
Y (x). Y HEKHM ONIUTHM crnydajeBuMa Mohnu he ce y3eTu MpoU3BOJBHO Be-
JUKA AHTEPBAJL

5. Hasepumo, xao puMep, HEKE POCTe IPUMEHE NIPETXOJHHX PE3YII-
TaTa.
ITpeu upumep. Tlocmarpajmo Puxartujesy jefHauUnHY
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(20) Dy s pa.

IIpeTnocraBuMo Jja ce BpEHOCT X = X, HE ITOKJIATA HU CA je(HUM CHH-
rynaputeToM QyHKumuje f(x), Koja je fakne HeMpeKuAHa Y HEKOM HHTeD-
Bany (0,,0,) OKO x = x,. Kako ce ¢pynknuja H(x,y,t) oBle csonu Ha 1,
AMaMo

G(x,0)) =1, Gy(x,0,)=1

U ocTaje jemuHo fa ce onpenu uaTepnan (B,,B,) ca
o SBy<xy < By S0y,

y KojeM 6 (pyHKLHje 3a yropebusame 1 1 v 6usne xonoMopgHe.

Ha 6u ¢dysrnumje 1 u v 6uie HajupocTuje, npeTnocrasnheMo fa y uH-
TepBany (0.,0,) hyHKIHja f(x) 3afp>KaBa cTaJIHM 3HAK. Tajga pasmukyje-
MO JIBa CIIy4aja.

1. cayuaj: f(x)>0. Axo ce Tafa ca M, u M, (M, < M,) o3Haue nBa
no3uTuBHA O6poja, n3Meby Kojux ce Hanas3u pyHKIHja f(x), Kaga x Bapupa y
HHTEpBaTy (0,0, ), X aKO Ce y3Me fia je

o(x)=M,, y(x)=M,
nobuhe ce

_ )%)\/E‘*‘Ml tg(x—xo)\/—M—l
\/E*’)’O tg(x—xo)\/ﬁ] ’

= >YOw/M’2 + M, tg(x — xp )\ /M,
My + Yy tg(x — xg )\ /M, ,

onakie ce jako oxpebyjy rpaunue nnrepsana (§,8,). ¥ Tom unTepBany
uHTerpan y 6whe xonomopdan u Hanasuhe ce usmebhy oarosapajyhux Bpes-
HOCTH (pyHKUH]a 1 U v feprancanux ca (21).

2. cayuaj: f(x) <0.Tapma, ako —M; 1 —M, IMajy IpeTXogHa 3HAUEIHA
W aKO Ce y3Me Jia je

21)

o(x)=-M,, Yv(x)=-M,,
nobuhe ce

u= r Yo + M, +(yg — /M) e oMy
+\/—~ (Yo — \/7)(32(\ for(iy

Yo +\/M2 + (Yo =M, M,)e*™ £y

Yo+ \/—M; = (Yo - \/E)C’M-'YO)\/MZ -

(22)

v =.M,
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Y cBaKOM MHTEpBAIly OKO X = X, y KOM€ Cy Tako feduHucane GyHK-
nuje u # v XxonoMopdHe, HHTErpani y je U caM XoJoMop(aH 1 Hamasm ce
n3Mmeby oarosapajyhux Bpegnocty u u v. CnenujanHo, ako ce MOYeTHA
BpEHOCT y = y, UHTerpana Hanasu usmeby — M u+ \/~A/T , QyHKIH]E U 1
v Cy XoIoMop(He 3a CBe KOHAYHE U pealiHe BPEJHOCTH X.

Apyeu ipumep. [TocmaTpajMo jelHAUNHY

d 2
(23) ﬂl]+ﬁ=fu>
dx

3a KOjy je JOBOJbHO MPOYUYNTH jenHy O]l IeTepMHHALITja U3BOAA, HIIP.
d
==
Ja 6u paTerpan 610 peanat, NOTpeGHO je Aa Oyne

Y6 < fx)

u ja je ¢pyuknuja f(x) NO3UTHBHA y HOCMATPAHOM HHTEPBANY. Y OYMMO He-
KM HHTEPBAT Off X = 0, 0 x = O, (0 < X, < 0,), Y KojeM dyHkuuja f(x)
ocraje XonoMop(pHa ¥ NO3UTHBHA U ca M| U M, O3HAYMMO [Ba IIO3UTUBHA
Opoja TakBa fia 3a 0 < x; < Ol UIMaMO

M, < f(x)<M,.
AKo ce y3me
e(x)=M, y(x)=M,

cyHKIHje 3a ynopebusame 1 1 v Ouhe

u =M, —y&sin(x~xy)+ y, cos(x — x,),
(24) 7
v =M, = yg sin(x = xp) + yp cos(x — Xg)

u one ke 6Gutn HenpexupHe 3a cBe Bpenuoctu x. C Apyre crpane, oBjie je

1
2R (x,8,) — 1

1
2R, (x,0,)—v?

Gi(x,8) =

(25)
GZ(X» e2) =

ca
Ri(x,8)) = M, +[f(x)- M,]8,
Ry(x,8,) = My +[f(x) - M, ]8,,
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mkako3a 0< 8, <1, 0<8, <1 cranHo nmamo
Rz=2M, R,2f(x),

dyaknuje G, 1 G, ocrajy XxoJloMopdHe y HHTepBany off x =3, 1o x = f3,
(B, < xy <B,) TaKBOM a ¥ HbEMY BasKH
(26) f(x)=v*>0
jep heMmo Tajfa ICTOBpEMEHO UMaTH
F(x)—u?>0.
Hame, Kako ce MOXKe IucaTy
V= Msin(x—xo +C)

ca
Yo

sinC = — ,
N M

ycnoB (26) 6uhe 3aJOBO/BEH aKO je
M, - M, sin® (x —x, +C) > 0.

Taxohe, moxke ce nahu nnrepsan (B,,B,) u kaxo ¢gysxuHja

NGBS

ocraje xooMopgHa gok Bapupa usmeby M, u M,,n y Bapupa usmeby Haj-
Mame 1 HajBehe BpeHOCTH Koje (PYHKIHje 1 U v MOTY Jla UMajy y HHTep-
Bany (B3,,B,), 3a cBe BpeHOCTH X, KOj€ Ce Hala3e y 3ajeJHHUYKOM Jely HH-
TepBana (o,,0,) u (B;,B,), narerpan y 6uhe xomomopan n Hanasuhe ce
nameby BpenHoCcTH (24).

Hpyra gerepMuHaimja

- _Jf -y

dx
mana 6d KpUBY KOja je CHUMETPHYHA ca MPETXOXHOM KPHUBOM Y OFHOCY Ha
x-0cy.
Tpehu iipumep. 3a jeqHayuny
2
d :
27) (—y) -y = fl0),
dx

Takobe nMaMo JBe CHMETPUYHE KPHBE Y OJHOCY Ha X-0CY M JIAKO Ce BUM fia
y CBaKOM HHTEpBaJy X OKO II0YETHE BPEIHOCTU X = Xy, Y KoMe je f(x) He-
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TpeKuHa U MO3UTHBHA, alICONyTHA BPeXHOCT Off y Hanasuhe ce uameby an-
COJIyTHE BPEAHOCTH (PYHKIH]jA

u=-+—/\Ce" ——e
2 I
(28)
V= (M C, ‘—*—1—6"‘ ,
2 C,

rie ¢y koucraure C, u C, ofpehene Tako fa cy Te (pyHKIH]je jeqHaKe y, 3a
X =X

6. Yommre y3eB, HeKa je JjaTa jegfHaunHa o0IuKa

dy _

i =F(y,f)

(29)
e je f mata yukumja of x, ako M; u M, o3HadaBajy ABa Opoja u3sMmeby
Kojux Bapupa (yHKIHja f Kaga x BapHpa y HHTepBany (o,,¢,) ca
o < Xy < Oy, B aKO Ce y3Me Jia je

ox)=M,, Y(x)=M,,

nobuhe ce, kao dyHknwje 3a ynopehusatbe, PyHKIHje u 1 v Koje cy nedu-
HHCaHe MHBEP3UjoM MHTErpana

X=Xy = J_——F(M,Ml) ,
(30) Yo

v

e = J._CLV__
"I Fo My

BpenmHocTH x 32 KOje u H v IocTajy OecKoHauHe jecy

x0+jF(tM)

J FQ, M2

opyu YeMy T ofipeheHn HHTerpain MOTy Jla HMajy BULIE Off JeAHE Peajine
BpegrocT. J[Ipyri CHHTYJIAPATETH Off u U v U3BOJE CE NUPEKTHO M3 jelHa-
qIHA
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du
—=Fw,M,),
dx (u,My)
dv
—=F0,M
R (v,M,)

n Mohu he ce ofpenuTH HEKN UHTEPBAN O X = X, —/, 0 X = x, +h, XKoju

3aJl0BOJbaBa MPETXOJHO HAaBEJIEHE YCIIOBE, 4 TAKAB JIa je, JIOK X Bapupa y TOM

WHTEepBaly, “HTEeTpas y CTaIHO XomoMopdaH 1 Hanas3m ce u3meby u uv.
CraBuMo fa je

a

dt
¢ =X+ | ——,
S JF(r,Mo
a dt
g = Ko+ | ———,
il 0 J>F(I,M2)

Yo

(mpm uemy oppebeHM MHTerpasd MOTY fa UMajy BHUINIE Of jefHe pealiHe
BpegHOCTH)! Il je a yHampeyn 3afaTa BPEHOCT, H MPETIOCTABUMO JIa CY
sBpepnocta &,, 1M, nopebaHe y pacryhem pefy Tako ma [elie MHTEpPBal
(xg —hy, x4 + hy) Ha BUIIE NETUMUYHEX UHTEPBANA.

Ceaxu geaumuyHy UHILep8aA, KOJUL He CagpXU 8DEgHOCIIL Xy U KOjJUL Je
ozZpanuyen epegroctiuma &, a i 1,, Cagpicl Hajmarse jeguy 8pegHoCii X 3a
KOJY UHIHEZPAA 'y YIUMA 8PEGHOCIU a.

Hamnme, ako ce mocMaTpa jefaH Takas MHTepBal, HIp. of x =&, 1o
X =7n,, HEJeIHAKOCTHI

u§y§v
3a x = &, moBone 1o
asSy,
asa x =1, io
ySa,

na he crora, y , KOje je KOHAYHO M HEMPEKUIHO 3a &, < x < 1),, GUTH CUTYp-
HO jefHAKO ¢ 3a HajMame jefHy BPEHOCT Off X M3 TOT HHTEpBana.

akne, ako ce crasu « =0, BUNU C& ga Heku UHIIep8an, OZPAHUYEH
spegrociiiuma &y 1 M, xoje cy ogpebene ca

I Moxe, HIp., GITH peaHuX NEPHOJA.
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dt
=xp+ | —=——,
& Oy'[F(t,Ml)
Y
= Xn + -
Mo 0 J.F(I,MZ)

Yo

CagpIcu HajMarse Jeguy Hyay UHiieZpanay.

Y OpeTXOoAHNM pasMaTpambuMa (PYHKIHU]Y f 3aMEHHUIIU CMO KOHCTAH-
TaMma. AJy, y celyjalHiuM cnydajeBuMa uMaheMo npenn3Huje Ipono3nia-
je aKko f 3aMeHHMO pyrumM (pyHKnHjaMa of x, u3Meby Kojux oHa Bapupa n
Koje ¢y u3abpaHe Tako fia ce JoOujeHe HOBe jeHA4YnHEe MOTY HHTErPHCATH.
M360p TakBux (yHKHMja 3aBucuhe Off TUMA jefHAYNHE KOjH Ce MOCMATpA.

IIpumeTnmo ma ce gpobujeHu pe3ynTaTu Takohe MOry NIpUMEHUTH Ha
jemHaYnHe

L Py,
rje je r IPOMEHJbUBY IlapaMeTrap, M Jia ce MOXKe WCHUTATH BapHujamnyja
WHTeTpalla y Kaja Taj napaMerap Bapupa.

7. Jo caga cmMo ob6pahanu naxiby Ha AudepeHnnjalHy je[[HaUnHy ca
camo jemHIM KoedunujeHToM. MebyTnMm, MoxKe ce [lecuTH Jia je[HaunHe 3a
yriopebuBame HACY MHTErpalOUITHe KaJja ce caMo jeflaH KoeUIHjeHT f 3ame-
Byje ApyruM dpyHKnzjama, 1 To 6MI10 Kako aa cMo ux u3abpamu. Taga hemo
MOHABIBATH MCTH TIOCTYHAK yY3aCTOIMHO Ca APYTUM KOe(UIMjeHTHMA CBE IOK
poGujeHe jefHaYNHE HE TOCTaHy HHTerpaGIlTHe.

[IpeTrnocTaBuMO fia je jeHaYnHa MHcaHa Y OOJIHKY

dv _
X

F(xa))’fhfZ’f.%'--)

U 3aMeHHMO n Koedunujenara fi, f,,..., [, Hajipe PyHKIAjaMaA @, P,,...,
©,, 2 3aTUM (pYHKITjaMa |, V5,..., ¥, TaKBUM [1a y TOCMATPaHOM MHTEP-
BaJIy X AMAMO

0 < Jfi < Wi

Heka ¢y u, 1 v, PECIEKTHBHO MHTETPAJIH TaKO KOOUJEHHX JeHAUNHA.
Kaxko he ce y y okonuHM x = x, Hana3suTH u3Meby u, ¥ v;, a TH HHTEIPaIK
usmeby u, u v, utn., uarerpan y he ce nanmasurtu usmeby u, u v,. Murep-
BAJI O] X, 32 Koju hemo 6UTH CUTYpHH Jia he TO U fia/be BasKUTH, ONpenno 6u
ce KOpak I10 KOpakK Tako IITo 01 ce Oipeiuo 3a jefHaYnHe ca

(l/ll,Vl),(M2,V2),...,(u,,,v,, *
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Jlomy rpaHuMIy Ay>KHHE TOT HHTepBaia JoOuIM GHCMO Ha HAUMH aHa-
JIOTaH CNy4Yajy TAe Ce caMo jeflaH KOoedHuIHjeHT 3aMemyje ApyrumM yHK-
nujama.

8. ITocmaTpajMo cajia jepHauuHy 06IMKa

dy
—__=F ) 1
e (x,y,0)

rie je ¢ mata ¢yHkuuja of y. Ha my ce IMPEKTHO MOTrY IPUMEHUTH pe-
3yaraTh u3 § 1 W MCIWTaTH BapHjallkja HHTErpaja y Kaja ce ¢ 3aMeHu Apy-
ruM ¢yHKIIjama off y. Moryhe je, kopucrehu ucre npeje, y3 pazaudure Xu-
note3e o dpyHKUHjaMa F U @, JaTH NpEeuusHyje NpOoIo3ulije O o6IUKY
UHTEerpallHe KPUBe.

ITocmarpajmo, Ha IPUMEP, jeHAYNHY

d
31) 2= F(x,9),
dx
rae je ¢ nata GpyHKumja Of y U MPETHOCTaBUMO A2 F 1 @ 3ai0BOJbaBajy OBe
yCIOBE:!

1) dynkumja @ (y) u BHEH NIPBU U3BOJ Cy peallHe, HENPEKUIHE U 02pa-
HuveHe (pyHKLHje Off y, KOje OCTajy KOHaUyHE 3a CBE peajiHe, KOHaAUHe WJIH
6eckonaune BpegHoctd y . Ca M u N o3naunhemo HajBehy # HajMamy Bpef-
HOCT @ (y) HOK y BapHpa O —o° 10 + oo}

2) ¢pyskuyuja F 1 meH NaplyjadHy U3BOJ S—F Cy peallHd, KOHAaYHH U
¢

HETIPEKUIHM 32 CBEe BPETHOCTH X M3 HEKOr MHTepBana (0) M 3a cBe Bpel-
HOCTH ¢ u3Meby M u N.

ITox TeM ycrtoBEMa MOARYJI Off ' ocTaje MakH Off HeKe KOHAuHe I03H-
THBHE BPEHOCTH 3a CBE BPEIHOCTH X U3 HHTepBaia (J) M 3a CBE KOHayHe

uu GeCKOHAYHE BpeTHOCTH y. MICTO BaxXkul ¥ 3a NaplyjajiHd H3BOJ 5 jep
Y

je OH JaT MPOU3BOJOM

oF 09

9 9y

W3 Tora ce, mpeMa jefHOj MO3HATO] TEOpEMH, 3aKibydyje Aa he urTe-

rpai, KOju 3a x = X, y3UMa YHanpe[ 3afaTy BpeJHOCT y = y, (Imge ¢y xo H
Yo PeallHu U MOpajy fa UCIYH-aBajy jeANHHU YCIIOB Aa C& X, HaJla3| y UHTEP-
BaJIy 8), OCTaT! KOHAYAH M HEIIPEKUAAH Yy CBAKOM HHTEPBANY Off X = X; — /i
IO X = X +h, KOjU ce ¥ caM cafipKu y uarepsainy (8).2

270 je nocnepuia TeopeMe U3JoXKeHe y papy r. Picard-a, y kwusu G. Darboux, Le¢ons
sur la théorie générale des surfaces et les applications géométriques du calcul infinitesimal, Paris
1887, t. IV, p. 432.
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HpeTHOCTaBI/IMO cajla ia Cy UCIYILEHN U TONATHH YCIOBHU!

3) dyHKUMja F 1 ®BeH NapuujaiHi n3Bof %E 3afipKaBajy CTAJIHU 3HAK
¢

3a CBe BPENHOCTHU X U3 MHTEpBalia Of X, —h A0 x, +#h 3a OWIO KOjy Bpef-
HOCT () KOja ce Hanasu uzmeby M u N.
4) axko ce ca k 03Ha4u NPOU3BOJbHA KOHCTAHTa KOja ce Hajlasu usMmeby

M u N, uaTerpan
b

J = jF(x,k)dx

a

3a CBAKy BPENHOCT X, KOja ce Hanasum usMeby x, —h U x, +h, uma camo
jemHy peanHy BpPeIHOCT Koja je KoHayHa u ofpebeHa (anu Moxe fa uMa BH-
[IIe IMATHHAPHUX BPEIHOCTH).

Axo ce Tana, kparkohe panu, craBn

M, X0, Y0) = Vo + _[F(x,M)a’x,

X0
W(x, xg,Y0) = Yo + JF(X»N) dx,

unitiezpan y jegnauuwe (31), koju 3a x =X, y3uma epegrocili y =Y,
ocifiajyhu KOHA4ar U HelipeKugan 3a cee 6pegHOCiil X, KOje ce HaAa3e udme-
by xo—h u x, +h, 8apupa Ha uciiu Hauun u Hasasu ce usmeby gee QyHk-

yuje M(X,Xq,¥o) U WX, Xo,Yo)- _
Hanme, dpyukiyja F(x, @), DOWITO je y 3aMEHEHO CBOJOM BPeHOILIhY
Off x, 6nhe W camMa KOHaUHA ¥ HETMPEKUAHA 32

Xo—h<x<xy+h

oF
u 3ajipxkake cTanas 3HaK. ITopen Tora, H3B0ON E Takobhe 3anpskaBa cTanan
¢

3HaK 3a Te BPEXHOCTH o x U 3a M < ¢ < N. IlpeTnocrasumo, Ha npumep,
na je sHak nosutusai. ®yHkuEja F je Taga pactyha no ¢, ma je

F(x,M)< F(x,9) < F(x,N),
crora he ce uHTErpan
[Fex,pdx,

TIOLITO j€ y 3aMEBEHO CBOjoM BpeHowthy Off x, Hana3uTu u3Mehy onrosapa-
jyhuX BpeHOCTH JBajy HHTErpana
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Ji(x) = fF(x,M)dx,

Xo

B
To(x) = jF(x,N)dx,
X
KOju, Ha OCHOBY 4. XUIOTE3€e, 32 CBE BPEJHOCTH X KOje ce Halasze u3Mehy
Xo—h m xq+h, ©Majy caMmo jeHy peasiHy BPEJHOCT, KOja je KOHaYHa U
ogpebena. Ilpomno3uiyja je, gakyne, foxkazana. OHa Ou Ha HCTH HAYMH GUia

. d
JOKa3aHa akKo 6u ce IIpETOOCTABUIIO 1A J€ U3BOK 5—— HEeratTusBaH.
¢

Mosxke ce mecuTH fa ce MHTepBan (§) NpOIIMpH Ha CBe KOHAUHE
BpenHocTH x. [Ipeilixogua iipoilo3uyuja ce itiaga ipumersyje 3a 6uno Koje
foueiliHe 8PEGHOCIUU Xy U Yo U 8ANCU 30 C8€ peqnHe 8PEGHOCLIL X.

IIpumeTnmo fa he y TOM HOCHERHEM CIydajy aCHMITOTCKAa BPEXHOCT
MHTerpaia 3a x = +oo WIK 32 X = —co OUTH KOHAaYHa Uan O€CKOHAYHa, Ipe-
Ma Tome ma i J, w J, TexXxe Ka KOHaUHUM W1 OeCKOHAaYHAM IPaHMIHUM
BpeqHOCTHMA 32 X = oo, Kajla je OHa KOHauHa, Hanas’ ce u3Meby

Yo +limJ(x) # y, +limJ,(x).
Ha npumep, unrerpan gudepeHlnjanHe jefHauIHe
Doy Be
dx

I7ie Cy 0L U [} MO3UTHBHE KOHCTAHTE, KOJU 32 X = X, Y3UMa BPEJHOCT y = Yo,
Hajas’ ce (3a cBe peajHe BpeFHOCTH x) n3Meby (pyrknyja

o
yo+%<x3—x3>+ﬁ<x—xo> oy D)

U BEIOBE aCUMITTOTCKE BPETHOCTH ¢y 6eCKOHAYHE.
3a gudpepeHnmjanty jeqHaYnHY

2
-rx

@ _ e
dx 1 _ a/e—k,\'2 _ Be—k,\‘z—pyz ’

e ¢y o,B, k,p,r MO3UTHBHE KOHCTAHTE, ca O + [ <1 UHTerpan y ce Hanasn
usmeby pyHKIHja

X 2
e-—l',\‘
Yo + J. 1- Ote_k"l dx’
Yo

2
x

X e__l
+[—C yax
Yo J 1 (o +B)e ™’
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ACHUMIITOTCKE BPEOHOCTH CYy KOHAYHE U o;:[peljeHe. AXo ce ca a 03Ha-
¥ BPEIHOCT y 3a X = 0, merosa acHMIITOTCKA BPEIHOCT 3a X = oo HAJIa3H-

he ce mameby
n %E— 6 (0 +B),

a+7n6(oc) " a+

rae 6(z) o3HavaBa TPaHCUEHOECHTY

=0

_ Z”
0= L

n=0

HcTo Tako, aCHMITOTCKA BPEHOCT 3a X = — oo Hanasuhe ce uameby

n ﬁe(owﬁ).

I
VT o) u oa-IT
a-—- 8@ m a-=

To cnemu u3 TOra mWITO je

oo N=co

2

-rXx-
e — n
.[_——-sz dx = E u,z

0 1—ze™ n=0

- ca

oo

PR 1 T
u, = J’e (rekma? g L '
0 2\Nr+kn

9. TakBO pe3cHOBaE MPUMEYje ce TaKobe Ha jefHaurHy

(32) D o P19 90),
: dx

rie je F anreGapcka Wi TpaHCUEHAeHTHA QYHKIMja OF X M ¢; jare hyHK-
nuje of y, Kajia cy UCIywheHn cnenehn ycnopu:

1) cBe dyHKIHUje @; ¥ BUXOBY NPBU U3BOMY CY PEAJIHU, HEIPEKUJHU 1
OZPAMUHEHILTIO Y,

2) ako ce ca M;, N; osHaue HajMama 1 Hajseha BpegHOCT QyHKIM]E
©,(y) 0K y Bapupa Off —e [0 +oo, GyHKIMja F U HEHU MapLUjaIHi U3-
BOZIH

OF  OF
geeey
a(pl a(pn
Ccy peaJIHI/I, KOHAYHU 1 HCHpeKI/IIIHI/I 3a CBE BpeHHOCTI/I X KOjC CE Halasc y

mexoM nHTepBany (8)3 u 3a cee Bpeguoctu of ¢; (i = 1,2,...,n) Xoje ce Ha-
na3e wsmeby M, u N,.

(33)

3 Taj nHTEepBaN je CUMETPUYAH y ORHOCY Ha Xg.
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3) dyuknuja F u menn napuujanuu u3sonn (33) 3aapskasajy cranan
3HaK 3a CBE BPEJHOCTH x H3 HHTepBana (&) 3a IpOM3BOJLHE BPENHOCTH
dyuxumja ¢, nameby M, u N,.

4}y ako ce ca

ki ky,... k

n
03Haue OMJIO KOje KOHCTaHTe TakBe fla je

M, <k <N,
M, <k, < N,,
Mll < kl' < NII
HHTerpaln
J= JF(x,kl,kz,...,k,l)dx

Xo

3a CBe BPeJHOCTH x W3 HHTepBana (§) mMa caMo je[Hy BPEJHOCT Koja je
peainna, Konauna u ofpebena (amu MoxKe fja nMa BUIlIC HMATHHAPHUX BPEJI-

HOCTH).
AKO Cy TH YCIIOBY UCTIYHEHH, aKO CY

i=1,23,...h

oF
HHICKCH IMIO3UTUBHUX U3BOHAA ——, A

i=h+1,h+2,...,n

HMHJICKCH HEraTHuBHUX U3BOJA H aKO €€, KpaTKOhe panu, CTaBu

7\’(-X,-X(MyO) = }’0 + JF(-vah'“’M/z;Nh+l""’Nn)d-x»

Xo

HOE X0, 30) = Yo + [ FOLNy e N My, M)

Ao

JIaKO ce JoKasyje ciaepgehu pesynrTar.

Hnitiezpan 'y (32), koju 3a x = X, y3uma 8pegHOCill Y =Y,, je KOHaA4aH
U HellpeKugar 3a cée 8pPegHOCITiU X Koje ce Hanaze y unitiepsany (), cilianHo
8apUPA HA UCTHU HAYUH 1 HAAA3U ce U3mehy

7\'(-)C»)CO’.Y()) " H(X,xo,)’o)-
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10. ITpumeTuMO HA Kpajy fa 9ak ¥ Y CIIyYajy Kajia je HHTerpanuja are
jemHaynHe Moryha, 4ecTo ce geuraBa fla ce 0OJIMK HHTerpaliHe KpuBe 60Jbe
BHNM aKO Ce HMajy y BUAY HaTe NPOCTE HAMOMEHE, Hero Kpo3 AUPEKTHO
KOHCTpYHCame, Koje 61 JOBEJIO 10 IYyror pauyHatba. Tako ce u3payyHaBajy
HEKE 3HayvajHe TayKe KpHBE W jOIN HEKOJHKO JPYTHX Tadyaka, ako je
noTpeOHO, Koje O ciyxuiie Kao ucxonuire. Hexn koedunujenTa f,, f5,. ..,
KOjH ce Hanasze y quepesnujanto]j jefHaYMHA 3aMEHIIIA O ce JeTHOCTaB-
H7juM QYHKII]jaMa, Tako n3abpaHnM aa ce fobujy ¢pyHKugje 3a ynopebu-
Bame U U v, KOje CYy Je[HOCTaBHH]je Hero eKCIUTMIUTHY u3pas 3a y. [locty-
najyhu Tako 3a cBaK¥ MHTEPBAX KOjU HaM je noTpeban, foOpo heMo younTu
HoHAallamke KpUBE y U rpaHnna u3Meby Kojux oHa Bapupa y faTUM HHTEp-
BaluMa X, UTH.

Haj3an, decTo je KOpUCHO IPUMEHHTH T¢ HAllOMEHE Ha TpaHcgop-
Manuje fate jegHaunHe. AKo O ce OHe, Ha NpuUMep, IPUMEHHIIE Ha TPaH-
cchopMangje y moJlapHUM KOOpJIMHATaMa, ToOWIu OX ce HHTEPBANH 3a IOo-
NMapHH Yrao, e KpUBa CTAlTHO OCTaje YHyTap HeKor Kpyra. AKo je Taj uH-
TepBaJl OJf —oo JIO + o, KpUBa he ce y HeJIOCTH Hala3uTH yHyTap TaKBOT
kpyra. Takobe he ce goOutu mogaiy o Taukama Mpecexa HHTerpane Kpu-
BE ca JaTHM KPyrom uTi.”™

** OBom [TerpouheBom pacnpaBom xopuctuo ce E. Cotton, Sur I'intégration appro-
chée des équations différentielles, Acta mathematica, Stockholm 1908, t. XXXII, a Hamburger je
nao nprkas pacnpase y FdM, B. 32, S. 336-337 (np. 1. T.).



O JEIHOJ KJIACU
MU®EPEHIIVIATTHUX JETHAYMHA
[IPBOT" PETIA’

1. Mocroju GeckoHAYHO MHOTO AH(EPEHNINjATHUX JefHAYMHA IPBOT
pefa duju je ONIITH HHTerpal obiuKa

(1) y=fOOMX)+o(CHu(x)

e cy fu ¢ pyukumje KoHcTanre uaTerpanuje C, a A 1 | cy QyHKLHjE OF X,
WK TIaK, HITO Ce CBORH Ha UCTO, O0IUKA

2) y = CA(x)+ G0 (x),
rie ¢y koucraute C, u C, MebycoGHO 110BE3aHe pelalyjoM
3) @ (C,,C,)=0

Tako jenHaunHa
Y4yt =1
uMa 33 OTIIITH WHTETpall
y=Csinx++1-C” cosx,
a jeHauynHA
2y —6xyy —x*y +9y* +2xy=0

uMa 33 MHTerpan

y=Cx’+Cx*,
a jemHavYnHa

Yy -y +et =0
[ONIYIITa KA0 HHTErpall

* Hacnos opurunana Sur une classe d’ équations différentielles du premier ordre, V&stnik
Kril. deské spoleCnosti nduk, Praha, 1901, Tfida math. pnrodovedecka t. XXXI, pp. 1-20.
Caonurreno y HYenikoj akafgeMuju Hayka 5. jyna 1901,
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1 .
=C+—=¢", UTH.
TTETC
CBH TH OIIITH HHTErPaH Cy TUMA (2).
Kpatkohe pann, jegrauurom (E) 3BahemMo cBaky jefHaAYUHY NPBOT pe-
lla KOja MMa HaBe[eHy OCOOMHY M yIIpaBo Te jefHa4yuHe he OMTH IpeaMmer
OBOT paja.

2. Hajnpe mocTaBuMO 32 Wb JIa PENo3HaMo Aa I je JaTa jefiHauiHa
4 F(x,y,y)=0

jennaunHa THna (E). Y Ty cBpXy nNpHMeTHMO Aia je, ia 6M TO BaXXHUio, HO-
Tpe6GHO U [OBOJLHO [1a ONUITH HHTErpa (2) Te jefiHaulHe 3aJ0BOJbaBa HEKY
JTMHEapHY XOMOTEHY je[ITHaYNHY APYror pefa

©) Y =@ (x)y +0,(x)y

(rme cy @, U ¢, Hemo3HaTe (PyHKIHje O X) U f1a C& OH M3Be[e U3 ONIITEr
naTerpana off (5) Kaga ce ycrnocraBH pesanuja u3Mehy KOHCTAHTH UHTE-
rpanyje Koje ce y mwemy jaBrbajy. MiHterpan y Tpeba, gakie, 1a HCTOBpe-
MeHO 33j10BOJbaBa (4) U jeflHaunHy

9F _ OF oF _,

6 Bt L ’ 7 ,
(6) . 3 Y+ (9 +9,) 5

nobujeny gudepennupameM jegnaunne (4) u3amewyjyhn y” Bpeguonthy

(9).

Hla 6u gaitia jegnauuna (4) 6uaa jegnauuna iuiia (E), doltipebro je u
goB0.BHO ga ce pyHKYUje ©, 1 ¢, MOZY ogpeguitiu ako ga ce jegrauuna (6)
ceege Ha ugeHiiuilielll ako ce yame y 063up (4).

AKO je Taj ycioB ucnymheH, 6uhie mosnare gpyHkimje ¢, 1 ¢, u dop-
mupahe ce nuHeapHa jefHaurHa (5) Kojy he 3ajoBospaBaTh y. [IpeTnocra-
BUMO [Ia je Ta jeflHaUNHa HHTeTplcaHa U HeKa je

(7) y=Cu+C,v

IheH ONIITH HHTErpajl. AKO ce Taj HHTErpali 3aMeHH y jeflHa4uHy (4), oHa
he ce cBectn Ha penauujy

®(C,,C,)=0
u3Mehy KOHCTaHTH HHTErpanuje Koja OfroBapa faToM CIIydajy.

3. [lpuMeHUMO Te HallOMEHe Ha JefiHAYNHY

(8) YE+uyy +uy +uyt +uy+us =0,
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THE CY U, Uy, Uy, U, , Us IPOU3BOIbHE (PYHKLH]E Off X M MOTPAKAMO YCIIOBE KOje
tpeba fa 3aj0BobaBajy Te ynKuyje fa 6u jegHaunHa (8) OGmia jefHaunna
tuna (E).

Jepnaymna (6) je oBje

(u, + 2(P1)y,2 + (uf + 2u, + QO+ 20,) yy' + (1 ‘*'“j +
Q) Y+ (1 + Qo) ¥+ (ug +Q,Uy) y+us = 0.

©)

[la 6u Ta jenHaduHa 6uiia ucToBeTHa ca (8), cTaBipajyhu

4
U
i T Vs
Us
moTpebGHO je 1 JOBOJBHO fa Oyfe
Uy + 2(p1 = Vs
M{ + (plul + 2”3 + 2(P2 = UyV5
(10) I/[é -+ Ll4 -+ (pluz = u2V5

4 —
Uz + Pl = UsVs
I/l;; + (.pzuz = UyVs.

Enumunanmjom ¢, 1 ¢, nobujajy ce Tpu jefHaUHHE

uyuty — Uy = (Uplts — Ulhy ) Vs
(11) ui, —2u; —2u, =0
w, — iy + 2u,uy — Ui, — 2u; = —2u,v;

KOje m3paxkaBajy TpaxkeHe ycrnose. AKO Cy OHU UCHYHeHH, To6uheMo ofiro-
Bapajyhy dbyskImjy ¢, U3 OpBe, a @, U3 YeTBpTe WK nete jegHaunne (10).
Onmrru naTerpaln he ce fOOUTH UHTErpalyjoM JIUHEAPHE jeTHATHHE

Y =0y +o,
u 6uhe o6muKa
y =Clk(x)+C2u(x).

Axo ce oH cTaBu y (8), Ta jeqHaunHa he ce cBecTy HA penanyjy Apyror pega
KC}+K,CC,+K,C}+K,C,+K,C,+K, =0

n3Mely KoHCcTaHTH nHTErpanyje, rae cy KoeduuujeaTn K, KOHCTAaHTHH.

Y moceGHEM ciydajeBEMa, Ifie Cy HeKU Koe(pUUUJeHTH [l; jefHaKkH
myna, penanyje (10) ce ynpourhaBajy 1 foBojie Ao penauuja u3Meby v, xoju
Cy Pa3IMYUTH Off HyJe U Yiju je Opoj MawH of 3.

Taxko 3a jeqHaununy

(12) Yi+uyy +us =0
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nMaMoO

a jennaumHe (10) ce cBope Ha

Uy + 20 = vs
(13) Ui+ Quuy = uyvs
@1y = 0.

W3 Tora ce m3Bopu ¢, = 0 U Kajja ce eNUMUHUNIE ¢, ©3MEDHY npBe BE
jenHaunHe, fobuja ce caMo penanuja

(14) 2u — = u,vs

usMeby Koedunujenarta u, u u;. AXO je OHa UCIyHeHa, iMaheMo

(15) ¢ =
us U
n y he 6uTu garto ca
w_fUus u) o,
y'= (—5 - —‘j Y
us U
OfaKJyIe ce U3BOAN
(16) y=K, %dx+K2,
1

rie cy K, u K, koucraure. C pyre crpane, u3 (14) ce uzponu

’ ’
2 =M
1 = 5
u, us
ojflaKie je
— | updx
17 us = ute J ,

rie je a koncranTa. 3amemyjyhu u; y (16), nmahemo

—ju]z/x

(18) y=Ce +C,.

Ipema Tome, yeek kaga je jeguaquna (12) itiuita (E), roen oluiti uH-
miezpan je o6.auxa (18). Koncrante C, u C, cy NOBE3aHE PEIALH)OM

C,C, = const.,

IITO MOXKEMO MpoBepHTH Tako mto y (12) 3amenumo y Bpepuomthy (18)
Bojehn pauyna o penanuju (17).
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Tako, Ha npuMep, y CHEeNHUjaHOM CIy4ajy, Ie je
u =-1, u;=e",
ycnos (14) je 3a0BOJbEH a ONIITH HHTETpas ofrosapajyhe jeqnaunme je

y=Ce +C,
ca
CC, =1.

Axo ce MIpEeTXOAHO U3JIOXKEHO IIDUMEHHA Ha jeHHa‘-II/IHy

Y4yt = [,
JIAKO Ce HaJia3| [1a je jeMHY cITyJaj y KoMe je Ta jefHauyuHa Trna (E) ciyvaj

f(x)=const.=a;
MHTETpall je y TOM CIIy4ajy
y=C;sinx+C, cosx
ca
Cl+Ci =a.

4. [Ta 6ucmo dopmupanu cee jegHaunHe (E), IPEIMETHMO Aa ce U3 jefi-
HaynHa

=CA+C,U,
(19) oAl
y =CA + o,
W3BOIH
Ry —py’
C ==L
u/?\‘_“}\’l
20 , ,
( ) _ Ay —Ay
2 LL’}\,—!,Q\,/

n, Kako xoHcrante C, u C, Tpeba fa 6yny Be3aHe nomMohy

d(C,.C)=0,

nuchepernpjanta jefHaunsa he umaTe 06K

Wy-wy' Ay-Ay" ) _
21 0 ) =0
( ) (LL/K _ u?\‘/ H/}\, — u;\(/\]

AXo ce crasu
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4

oy ey M -

u/)\’ _ l-l}\'/ «, u/)\’ _ }*0\', B’
N A

M;}\’ _ IJJ\«, ? u/x _ “;\1,

(22)

OfjaKJe ce M3BONHU HajIpe

(23) o_ W Yo_M
T
a 3aTuM
VeVt =%
W= —2 =P

“By-as ' ws-py
013K Ce [0 pe3yiTarTa fia ceaka jeguaquna (E) moxce ga ce ceege Ha 06auk
(25) @ (oy +By’, Yy +8y) =0

zge je © 6uno Koja yHxyuja gee ipomeHvuse; o, B Y, & cy @yHKUUje og X
mebycobHo tiosesane peaayujama

-l
(26) By —ad  dx|ad-Py

o _df B
By-od dx|lad-By)

IMowrro ce gyukmuje o, B, v, 8 Koje ofropapajy HeKOj AaTO] jeHAYNHY
(E) oppene, u3 (23) he ce uszsecrn

oo|-< mlﬂ

S5
27) f

a OIIILTH UHTerpal jefHadynHe Ouhe

_J‘Q‘_L/X —J'ldx
(28) y=Ce P +Ce’?,
riae cy Koucraure C, 1 C, TIOBe3aHe PellanijoM

(I)(Cl,cz) =0
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Jlo mcror pesynrara ce foJIa3y ako ce nocmatpa caefehu npobreM.
AKo je gaTa IuHeapHa je[lHAYNHA [PYror pefia

(29) Y= QY +ay,
cdhopmuparu ce jenHaumHe (£) Koje joj oaroapajy. Axo je

(30) F(x,y,y)=0
jenia Taxpa jegnavnHa, GyHKIHMja F Of TpH MPOMEHJBHBE X,Y,y Guhe faTa
WHTETPALHjOM TaplyjaaHe jefHauynHe

’ ’ F
(31) —+—y +(@Qy +(P2)’)’a'_,=0-
v dy dy

Ta jemHaumHa ce CBOM Ha CHCTEM

dx _dy dy’

’

Ly ey +0,y
eKBHUBAJICHTAH CI/ICTeMy

dy _ ., dy ,
— = s — == -+ N
dx Y dx Oy +¢,y

YHjU CY HHTETpaH 06JInKa

y = CA(x)+ ol (x),
¥ = C M (x) + Cop'(x).

U3 tora ce ussoge C, u C, y o6nuxy (20) u obenexasajyhu ca ¢
NpOM3BOJbHY PYHKIH]Y, 32 HajomuTH]y ¢ysxunjy £ nodukhe ce

¢ (oy + By’ vy +8y"),

TJle cy, Kao m Manouac, o, B, v, & mosesann penanujama (26).
Taxo, ako ce yaMme
o=sinx, [=cosx,
Yy =—cosx, O=sinx,
Qu,v)=ur+v,
dbopmupahe ce jefHaunHA

y’2 cos? x + 2yy’sinx cos x + y’sin x + y* sin* x — ycosx = 0,
KOja Kao OIIIITH HHTErpal HMa

y=Csinx+C?cosx.
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Axo ce cTasm

’Y:

W

ou,v)=u>+v -1
noowuhe ce jegHavnHA

(xy' =y’ +2xy -y - x* =0,
YW j€ ONIITH UHTErpaj

y=Cx*/xV1-C* .

y=CAx)+Cu(x)

5. 3 u3pasa

3a OHIUTH MHTErPas BHNU CE fa CYy CBU IHETOBY CHUTYIAPUTETHA HE3ABHCHU
OJf KOHCTaHTe UHTeTpanuje. AKo, faKie, IOCMATpaHa je[lHAauYnHa punana
THUIy O KOME Je OBfie ped, oHa Tpeba Hajupe Na 33J0BOJbABA YCIOBE
r. Pykca Koju ce ofjHOCce Ha (bUKCHpaHe KPITHYHE TAUKE; 3aTHM, OHA Tpeba
na uMa OecKkoHavHe UKCHpaHe BPeHOCTH HHTerpana. Taj nocuenmu ye-
JIOB je BPJIO J1aKO IIPOBEPUTH Ha faTo] jefuaurHu. OH ce cacToju y clefe-
hem.
Jara je jenHauuHa

S Ry =0,
i=0

rie cy F, OMMHOMHE N0 y, YHjH Cy KoePUIIjeHTH G0 Koje (pyHKILHje O X.
Jla 6u 6eckoHavyHe BPEIHOCTH ONMUITET HHTErpana 6unu GUKCHpaHe, IoTpe-
6HO je W JOBOJLHO [ia, aKO cé ca K, 03Hauu CTeleH IMOoNnHOMa F, 10 Y,
UCTOBPEMEHO OYAe

KI—K() Sl
K,-K,<2
K,—Ky,<m

Te nanomeHe 4ecTo MojeJHOCTAaRIbY]Y NUTAahE NPENO3HaBaha [ja JId je
nara jennaunna tana (E). O#e Takobe omoryhasajy fa ce mpenusupajy jeq-
umaunne (E) Koje Npunajajy HeKoM ONIIITeM THIY jefHaYnHa HPBOT pefa.

Taxo, OHe TUPEKTHO IOBOJIE {0 PE3YIITaTa IO KOME 0F C8UX jef[HaunHa
OPBOT pejia U IPBOT CTEHEHA

. P(x,y)

YT oGy
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2ge ¢y P u Q dloaunomu o'y, jequua jeguauuna koja je iwiuia (E) jeciiie au-
HeapHa jegHa4uUHA.

ITorpaxkumo, ucro Tako, cee jegnaunte (E) Koje npunagajy tamy 6m-
HOMHYX je[HaunHa

m_ P(x,y)
32 _ Py
(2 R TE

Hajnpe, O He MOXe cafip>KaTH y U CTeTleH off P 10 y je HajBHIIIe jeHaK
m. Hexa je y = ) kopen o P(x,y) =0, 3a koju ce y’ pedpuHUCAHO IPEKO
(32) rpana. Ilpema ycnoBuMa r. @ykca, y =n Tpeba 1a Oyie UHTErpai of
(32), m npu ToM Tpeba ja UMaMo

_
¢ dx’
rie ca { o3HauaBaMo 3ajeJHAYKH KOPeH Y’ 3a JIBe jefHaunHe
y"—-P(x,y)=0

«a@—[y'"' —P(xr.y)]=0,
Y

a Kako je Taj koped y’ = 0, ro6uhe ce

an_g
dx

T}. T} j& KOHCTaHTa.

ITpema ToMe, yBeK Kafa MONMUHOM P (x,m) cajip>xu akTope o0ImKa
y—m, rae je n pyskumja of x, Tauka y = 1 (rge ce cMaTpa Jia je x KOHCTaH-
Ta) HUje Tayka rpaHama off y’, necunucanor ca (32). I3 Tora crenu na,
aKo TakBH (PaKTOPH IIOCTOje, CBH OHHM MOpajy OUTH CTeleHa jeHaKor m
WA HEKOM YMHOIIKY Off /. AJIU, KaKO CTeIleH IOJIMHOMa P 10 y He MOXKe
Ia mpebe m, ako TakaB (haKTOp MOCTOjH, OH j€ je[UHCTBEH U P Mopa Jla nMa
0o0nuK

Plx,y)=x(x)(y-m";

y TOM ciy4ajy jerHaunna (32) ce CBOJH Ha INHEApHY jeTHAYNHY
y =8x(x)(y-n).
Ila ce To He 6m goroguno Tpeba, Aakie, fa P uMa oOIuK
P(x,y)=%(x)S(),

r7ie je S IONMHOM T10 y ca KOHCTaHTHHM Koe(puIijeHTIMa, CTENEHA KOjU He
npesnasy m . AKO ce CTaBi ‘
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(33) | nh (Vs = dz,

jemmaunHa (32) mocraje

@Y _
(34) ( dzj S).

Ja 61 KpuTHUYHE Tayke Off y, KOje ce mocMaTpajy Kao QpyHKIyje off X,
6une ukcupane, NOTPeGHO je W NOBOJLHO Na OomINTH WHTerpan of (34)
6yne yaudopman. [{akne, Mmeby TunoBuMa GuHOMHUX jefHavmHa (34), Koje
cy uHTerpabmine nomohy yundopMunx ¢pyHkIgja I Koje Cy Npenu3upaim
bpwo u byke, nma camo iBa Tuna

_d_Xm: _ \m-1
(dzj g(y—a),

DY by
(dzj =g(y—a)(y—-b),

(35)

. IRe ¢y a, b, ¢ KOHCTaHTe YHjH ONIITH HHTETPAld HEMajy HUjelaH CHHIY-
JapUTET KOJU Bapupa ca KOHCTAHTOM HHTerpanuje. AKo ce dz 3aMeHH CBO-
jom Bpepuothy (33), npBoj jeqHaunuu (35) oprosapahe jegHaunHa

(36) (QJ 0w (y-ay
dz

KOja 3a OIIIITH WHTEeTPAJ uMa
y :a+[c+—1-jm@(x) a’x} ,
m
a mpyroj he ofropapaTy jefHaulHA

d 2
(37) (d—y) = 0(x)(y—a)(y-b)
Z

YKjH je ONMIUTH UHTErpas
dx f v
J yor) | (a -b)’ ¢ J Yoln
4C

ITocmaTpana jeanaunna 6u Moria fa Gyxe tana (E) camo 3am = 1. Ja
6u (37) 6una Tuna (E), noTpeGHO je U JOBOJBHO Jia je

a+b=0.

y=%(a+b)+Ce
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W3 Tora ce n3Bogu cnefehu 3akipyyaxk.
Meby ceum GuHOMHUM JegHauUHAMA

m_ P(x,y)
Q(x,y)’

axKo ce ociuasu o CHIPAHU AUHEAPHA JeGHAYURA, JeqUHA JegHa1uHa Koja je
iauiia (E) jecite jegnavuma
Y2 =0 +K)

(rme je K xoHcTaHTa, a © NpON3BOIbHA (PYHKIMjA Of X), YHjH j& ONIITH
HHTErpan

dx _[_dx
y — CeJ‘m@(X) + E_e J’IH@(X) .
C

JTako je BupeTu fa parz jeguaqunre (E) ito y u 'y’ nHe 6u mozao ga 6yge
jegrnax jegruyu. Hamme, kafa 61 paHr 6mo 1, Kako ONIUTH HHTETpal jefHa-
yuHe UMa (pUKCHpaHe KpUTUIHE Tauyke, IIpeMa no3HaToj reopemu r. [Tloen-
Kapea, Taj mHTETpan 6u 6mo pannoHanHa QyHKUAja [Unju ¢y KoeuIujeHTH
anrebapcke pyHKIHje KoeduumjeHaTa @,(x) caMme jefHaynHe] obauka

Ay (x)dx +C,

rje cuMOOT A 03HaYaBa MEPOMOPQHY ABOCTPYKO NEPHOANIHY (PYHKUH]Y, a
x (x) je anmre6apcka ¢yakumja KoepuuujeHata ¢,(x). larerpan 6u, fakie,
AMao IIOJIOBE KOju OM Bapupanu ca KOHCTAHTOM WHTerpanuje, a garta jef-
HavxHAa He Om Moryia 1a Gyae jeqHaumHa thma (E).
Kapa je peu o penanuju
D (C,,C,)=0

u3Meby KOHCTaHTH MHTErpanyje, MOKe ce IPUMETUTH a he oHa yBeK OUTH
anrebapcka ako je nmocMaTpaHa fudepeHIjalHa jefHaYNHa | caMa aJire-
Gapcka o y u y’. lllTaBuie, Xafa ce jefHaYNHA TOBENE HAa OOINK

(38) 2 (x) y"y™ =0,
crened anrebapcke kpuse ¢ =0 6uhe HajBuIIe jefHak Hajseho] BpegHOCTH
m, +n,. Nnaue ce penaunja @ = 0 He 61 MOTJIa CBECTH Ha jegHaunHY (38)
JIMHEAPHOM CMEHOM '

Cl = a'y+Byl’

(39) C, =yy+0dy.

JomajMo jour jegHy OMIITY HAIIOMEHY KOja ce OJHOCH Ha aHAJTUTHUKY
MpUPOAy ONIUTEr MHTeTpasia Heke jeqHaunHe (E), KOju ce MocMaTpa Kao

¢yHKIITja Of X.
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[Tomwro ce o, B, y, & morogHo usabepy u ako y Aaroj je[HAYMHHA U3BD-
MO cMeHy (39), eKBUBaJICHTHY ca

3 B
- C - c
as-PBy | ad-PBy °

, o Y
= C, - C,,
od-By ' od-Py

y
(40)

y

jemHayuHa Tpeba #a ce cBefie Ha penamujy @ (C,,C,) = 0. [Ipema Tome, a,
B, v, & cy anreGapcke xoMOuHanuje PYHKIAja O X KOje Ce eKCIUIMIUTHO Ha-
nase y fartoj jenHaunnn. MiMajyhu y Buny jeqHaunsy (28), u3 Tora ce 3akiby-
4yje ma: oiwiiiu uMiliezZpan ceux anrzebapckux jegnavuna wuia (E) uma
obauk

y= Cler(x)dx +C26flll(A‘)dx’

2ge cy ¢ uy anzebapcke KOMGuHaL;uje Koeguyujeraitia jequa4uHre.

6. AKo je naTa Heka jeqHaunHa (E), IpeTIOCTaBAMO JIa CMO OJ[PERUIN
dyskimje ¢,(x) 1 @,(x) Koje joj ogrosapajy u fa cMo (popMHpaNHA OAro-
Bapajyhy nuHeapHy jeqHAYMHY APYTOT pefa

(41) Y =@y +’(pz}’-

CBaxoj mpomo3HuIHji KOja ce OXHOCH Ha mHTerpane jefpHaunne (41)
oarosapahe mponosunmja Koja ce OHOCH Ha MHTerpale faTe jeflHauuHe
(E).

CrenpjanHo, ako je ¥ HapTUKYJIapHU UHTErpal jenHaunHe (E), oH he
tTakohe GuTH uMHTErpan onronapajyhe jemnaunte (41). Kako je ommrtn n-
Terpan Te jefHaYnHe

fordx

(42) y=C1u+C2u'[eu2 dx,

omuTu nHTErpain of (E) he ce mobutn ako ce y (42) usmeby C, u C, ycno-
craBy Heka penanmja @ = 0. To je penanuja Ha Kojy he ce cBectn farta
nudepeHIjaHa jefHaunHa Kafia ce y 3aMenH ca (42).

AXO Cy u U v [[Ba MapTHKyJIapHa uHTerpana oy (E), HeH OIIITH HHTe-
rpain ke 6uTH

y=Cu+C,v,

ca ©(C,,C,)=0.

Kaxo cy jeqrauune (E) TecHO NoBe3aHe ca XOMOTE€HNM JHMHEApHAM
jenHauYMHaMa ApYyror pefa, MoXe ce AaTH HEKONMKO anre0apCKuX Halo-
MEHa y BE3H ca BPeJHOCTAMA KOje aHy/IHpajy BIXOBE HHTErpae.
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Taxo, BUIIECTPYKE HyJIE O y HE BapHpajy ca KOHCTAaHTOM MHTETpalli-
j€ U, y cIydajy ia TaKBE HyJI€ 3alCTa IIOCTOje, OHE ce Haslase Meby CHHryJia-
puTeTHMA Jef[He off PYHKIH]ja ¢, X ¢, , KOje ce Haja3e y jegHauwnu (41).

ITocmaTpajmo cafa mpocTe HyJle, KOje Bapupajy ca KOHCTaHTOM HHTE-
rpaiuje. AKO ce CTaBu

y= Ze%j(pl dx,
jemHaumHa (41) mocraje
(43) Z7+®(x)z=0
ca
(44) 6(x)=—;-<p(—%<pf—¢z-

Ynopegumo Hajupe Mehyco6Ho naTerpane iBe jegHaude (E,) u (E,),
rje npsa ofrosapa GyHkumju ®,(x), a apyra Gpyukuuju ®,(x). AKo cy y
WHTEPBAY Off X = a Io x= b dyHKUHje ®, 1 &, KOHAYHE ¥ HENPEKUIHE U
aKko je, Mopefn Tora,
@, (x) < @,(x),

OHJIa J[BE y3aCTOIHe HyJe OmIITer mHTerpaina of ( E) caipsxke HajMame
jenuy "yny unarerpana of (E,). To HemocpegHo npomnsnasm U3 IO3HATE
ItypMoBe TeopeMe, MpUMeheHe Ha jeHauynHy (43).

Heka je, satum, ® (x) ¢pyuxuuja nedpunncana no (44), xoja ogrosapa
natoj jepuaunnn (E). Ilogennmo patu uHTepBan (a, b) Ha HOFMHTEpBAJIE
(o, B) y xojuMa ® (x) 3aapskaBa cranHd 3HaK. Ha ocHOBY OHOra IITO je 1mo-
3HATO O XOMOTEHUM JIMHEAPHAM je[(HauMHaMa RPYror pefia, TIaKo ce folasu
po cnexehux pesynrara.

1) ¥ cBakom unrepBany (o, B) y koMe pyHkumja @(x) ocraje KoHa-
YHa, HEMPEKMTHA U CTAJTHO HeraTHBHA, HHTErpal y He MOXe J1a ce aHyJIupa
BHIIE Off JeaHIIyT.

2) Axo je y uarepsany (¢, B) dyskmmja @ (x) KOHaUHA, HEMPEKUHA 1
IIO3UTUBHA, H aKo ce ca M u N o3Haye HajBeha u HajMara BPEIHOCT KOjy Ta
(yurHja y3uma y TOM HHTepBay, Opoj Hyja HHTerpala y, KOje ce Hajase
u3meby o u § 6uhe HajMase jeqHak HesaoM 6pojy cafp>KaHOM y

B-ow)N
1'C b

a Hajsuie he GUTH jeHAK 1eI0oM OPOjy CafipKaHOM Yy

B-oM
T
1 TAKO PETIOM.
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7. IIpo6nem kxoju cMo obpabuBany MoKe ce yOIITHTH Ha cleachn
HAaY¥H.
Axo je yHanpep fata pyHKIIH]ja

(45) . F(C,,C,,x)

on C, u C,, udju cy KoeulujeHTn NIpON3BOJbHE (DYHKIIKje Of X, Taja Io-
cToju GECKOHYHO MHOTO I ePeHIjaTHiX jefHaYMHa IPBOT pefja

(46) F(x,y,y)=0
YWj¥ je ONMIITH HHTErpal o6auKa

(47) y=£(C.C,,x)
ca HEKOM peIanujoM

(48) ®(C,,C,)=0

n3Meby KOHCTaHTH.
Tako, jeqHauYnHa
' =(x+y)y+1=0

NpuIaga TAY jefHAYNHA YHUjH ONIITH HHTErPall uMa 00K

A(x)+Cl(x)
v(x)+VCn(x)

[IpH YEMY j€ BEH HHTErpall
x+C

NG

. 1
AXo ce y Ipon3BoibHOj jegHaunuy (E) y 3aMeHH ca —, HHTeTpal HoBe
y

jemHaunHe O6uhe
1

T O + G (x)

y

ca ©(C,,C,) urn.

Kana je mata ¢ynkuuja (45) og C, u C,, TTie ce X jaBlba Ha NPOU3BO-
JbaH HAaYUH, MOXE Ce TIOCTaBUTH LUb:

1) ma ce mpeno3Ha fia nu fiata jendaynHa F (x,y,y’) = 0 uma nHTErpai
y o6nuky (47);

2) na ce (bOpMEPpAjy cBe jefHAaYMHE IPBOT pefia Koje 3a10B0JbaBajy Taj
JCIIOB.

IIpBu mpoGiiem Morao 6 fa ce pellasa Ha cnefehn Hauun. Popmupa-
jMo HajommTHjy AudbepeHuujanny jeqHAYHHY APYTOT pefa Koja uma (47)
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Kao ONIUTY MHTErpas, Ipu 4yemy cy Koeduunujerts o x og C, u C, npou-
3pospHM. To MOXeMO fla ypaguMo ako enumuHumemo C, u C, u3 TpH jefi-
HaunmHe

y=f(C,Cy, %),

49) yod s

‘ dx’ dx?’
Pesynrar he 6uTn Heka jeHaunHa gpPYTroOT pefa
(50) ¥ (x,5,y,y") =0,

q1ju cy KoeduIHjeHTH Iponu3BoibHe QyHKIMje Off x, Koje MehycoGHO Mory
fa Oyay noBe3aHe U3BECHUM AudepeHIjalHiM pealajaMa

(51) X,=0 (i=1,23,..).

Ha 6u jennaunHa F = 0 uMana onmmuTi uHTErpan obnuka (47), norpe-
OHO je ¥ JJOBOJLHO Jla Taj HHTETrpal 3a70BOJbaBa HCTOBPEMEHO [BE jeTHa-
YUHE IPBOT pefia

F(x,y,y)=0,

52
( ) H(xsyuy,):()a

r7e je Apyra jegHaunHa fobujeHa enuMuHaNUjoM y” u3 F = 0 U jeqHavunHe
(49). Camum Tm mohum he ce oapenuTu KoeduuujenTn jegaaunHe (50), Ko-
ju ce Takobe Hamaze y H =0, Tako wto he ce H =0, ako ce ©Ma y BUAY fia je
F = 0, cBecTH Ha HJEGHTUTET U IITO OHU MCTOBPEMEHO 3aJJ0BOJHABAJY
penanmje (51) y cinygajy fa OHe 3aKcTa HOCTOje.

ITomTo je Taj ycioB HCHyleH, 6uhe mo3HaTH KoeHUUJEHTH jel-
Haumie (50). Kako je Ta jeqHaunHa HHTeTpHCcaHa U aKo je (49) mweH onuTu
uHTerpan (HauuH Ha KOjU X yia3u y f OBOT IyTa je mo3HaT), oH he mucro-
BpeMeHO GUTH ONIITH WHTETpall AaTe jefHauYnHe ca KOHCTAaHTaMa Koje cy
nmoBe3aHe HeKoM penanujoM. To je penanyja Ha Kojy he ce cBeCTU HIEHTH-
YHO faTa AudepeHnrjarHa je[HaUlHa NOIITO ce y Uy’ 3aMeHe HUXOBUM
u3pasuma fatum y (49).

Tako, a 6 OMITH UHTETpan jegHaunHe F (x,y,y’) = 0 6mo obmuka

(53) y=v(x)+ fIOOAX)+o(C)n(x),
noTpeGHO je ¥ JOBOJLHO Jla MOTY Jla ce ofpefie TpH PyHKIMje
Q,(x), ©,(x), @;(x)
TaKO Jla ce jeHaunHa

dF dF dF
Ay @y + @,y + =0
A dy Y (@Y + 9,y +05) dy ‘
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CBEJie Ha UJCHTHTET Kafia ce y3me y o63up penauuja F (x,y,y’) = 0. ITomro
ce Te Tpu (PYHKIH]je ofpeae, ONIITH UHTErpal JjaTe jefnavynte gobuhe ce
HHTETpalydjoM JHHEapHE JelHAaYNHe APYTror pefia ca APYTUM WIAHOM

Y=y +@,y+9,

ako ce m3Meby meHe JBe KOHCTaHTe MHTerpanfje YCIOCTABH H3BECHA
peJraumja.

ITpnMmehyjyhu ga, ako gara jeqHavmHa 3aOBO/baBa MPETXONHO gaTe
yCIIOBE, CBH CHHIYNAPHUTETH HEHOT OMUITET WHTerpania cy (PUKCHpAHHU H,
aKo ce II030BEMO Ha pPe30HOBame U3 §5, mako yTepbyjemo fa og ceux 6uno-
MHUX JegHAYUHA

m - P(x,y)
Q(x,y)

JeguHe jegnavuure wuju oluwiliu unitiezZpan moxce ga ce iiutie y obauxy (53) —
aKko ce ocitiasy o clUpanu AUHEeAPHA jegHAYUHA — jecy caegehie jeqHayvlHe

Y=y —a)™!
y2=xx)(-a)(y->b),

2ge cy a, b Koucitianilie, a Y(X) HpoussobHa pyHKYUJe 0F X.

ITpoGnem dopMupama CBUX jefHAYNHA MPBOT pefla Koje OAropapajy
natoj gpyukiuju (45) 6no 6u pelreH ako ce uzpauyHajy C, u C, U3 IIpBe iBE
jemuaunne (49) Tako ja je, Ha IpUMep,

Cr=x(xyY)
Cy =% (x, 3, Y).

CBaxa jeqHaurMHa KOja 3a[J0OBOJbaBa TPAsKeHH YCIIOB IpUIIaja THITY

qD(Xan) =0,

npu yeMmy je @ npousBospHa PyHKIM]A.
Tako, cBaka jefHAYNHA TPBOT Pefja YAjH ONIITH HHTErPpal MOXe fia ce

nuure y oOIuKy :
_CA®)+p(x)
Cv()+n(x)’

rae cy C, u C, mehycoOHO noBe3any,npAnaga TUIY

’ 2 ’ 2
(54) q)(Ay + By’ +Dy My +Ny +PJ:O’

Ey+Gy = Ey +Gy
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rae ¢y A,B,D,E,G,M,N,P npou3soibHe PyHKLH]je Of x, Mehyco6HO nose-
3aHe udepeHIujalHuM peralyjaMa Koje je nako ¢opmupartu. Y moce6-
HOM cnyuajy y kome je pyakuuja ¢ (C,,C,) nuneapHa y ogaocy Ha C, u C,,
jennaunua (53) ce ceonu Ha PukaTujeBy jefHauuHy. Y octaioM, GUIIO Koja
PukaTujeBa jenaunta, MpUIaga THITY O KOJEM je OBJie ped.



INPEPEHIIMIAIIHE JETHAYMHE
CA OCLHHUIIATOPHHUM
NHTEI'PAITNIMA-

YBOJI

Kap jemna ¢yukumja f(x), KOHaYHA ¥ HENPEKUAHA Y jeTHOME JaTOM
pa3Maky IPOMEHJbUBE BEJIMUMHE X , MEHha BUIIE IyTa 3HAK y TOMe pa3Ma-
Ky, IITO MOXe GUTH caMO IIPOJACKOM Kpo3 BpeqHocT (), 0OHa Y IeMy UMa Oc-
yuaraiiopar kapaxinep. Yecitiuna ocnunanuja y pasmaky (a, b) ogpebena je
OpojeM Hyna (yHKIHje Y TOME pa3Maky; puilias ocumianmja oupeben je
pacnopefioM Tux Hyna. [lo3naBame Ta [jBa eJleMeHTa: YeCTHHE U PUTMa OC-
MUIangja jefHe QyHKIHje ca OCHHIATOPHUM KapakTepoM jecTe Gamnl OHO
TO je o OUTHE BasKHOCTH 3a K6aAUiliailiiiéHO TIO3HABAE TaKBe (DyHKIIH]E.

Y cnyyajeBuMa Kaj c€ TH €1E€MEHTH OJHOCE Ha KOHAYHE U HENPEKH-
NiHE HTerpalie ugepeHIUjaHIX jelHAUYnHA, IbHXOBO je 03HaBamke eKBH-
BANIEHTHO K6AAUIUAIUUBHO] UHIleZpaluji TAKBUX je[HAYNHA, KOja y MHO-
TUM CIy4ajeBUMa MOXKe 3aMEHUTH HEOCTBAPIbUBY UIIN 3aMETHY K6aHIAUILA-
iHiusHy uriezpayujy.

Hajaxxuuju tun gudpepeHunjalHnx je[HaYnHa, KOje UMajy 3a HHTe-
rpaine (pyHKIHje ca OCHINIATOPHAM KapakTepoM, IPeAcTaBlbajy, 6e3 CyMmbe,
TuHeapHe jemHaumHe apyrora pepa. Ilosuaro je fa je TakBa jefHa jefHa-
YHHA eJleMeHTapHOM TpaHc(OpMalljoM cCBeleHa Ha 00JIMK

y'+f(x)y=0.

1) Kap rop je pyukmuja f(x) y jefHOM IaTOM, {OBOJEHO IPOCTPAHOM,
pa3Maxky NpPOMEHJBMBE X KOHAYHA, HENPEeKNHa U MO3UTHBHA, HHTETPalu
TakBe jeJHaYMHE YOMIITe Cy OCHIIaTOpHe (PYHKLHUJE TE€ NPOMEHJBUBE Y
TaKBOM Pa3Maky.

2) YecTuHa ¥ puTaM OCIMIIAIMja MOTY ce Y TaKBOM JEJIHOM pa3Maky
ONPENUTH HEMOCPETHO W3 MO3HABAA HAYMHA Ha KOjH ce dyHKuHja f (x)
MeHa Y TOME pa3MaKy.

¥ Cpricka xpa/beBcKa akafemuja, [nac, kib. LXXVIL IpBu paspen, k. 31, beorpap,
1909, ctp. 45-65. Caommrrenc y Axajgemnju npuponuux Hayka (game y Texcry AITH) 17.
HoBemOpa 1900.
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Y oBoj he pacnpaBu, MebyTuM, 6UTH TOKa3aHO fa ce IIOMEHYTH eJie-
MEHTH MOTY IIPOYYHUTH ¥ Ha MHOTO T€HEPATHUjUM TUIIOBHMA KudepeHu-
jaHUX jefHa4YHHA CBU}Y pefoBa, (pOpPMUPAHUM Ha jelaH M3BECHM HAYWH,
HamMe, Ha jeHaYnHaMa o0JInKa

(1) Y Ay, y ..y =0,

e ¢pyakuyuja ¥ 3aoBoibaBa HapouuTe noroade o KojuMma he mMano gasme
6uTH ped, a Koje 00yXBaTajy JMHEeapHe jeHAUMHe [pyrora peja Kao Clely-
janHum ciyyaj.
3a jemHaumHe TaKBOTA THIIA, Ma KOTa pefia oHe Guiie, Guhe JokasaHo:
1) a uM oHm WHTerpany, KOju Cy KOHAYHH ¥ HENMPEKUIHH Y jeqHOME
aTOM TOBOJEHO MPOCTPAHOM pa3MaKky X —a, Kao ¥ lbUXOBH Y3aCTOIHH U3-
BOJIU IO H-TOT 3aKJbYYHO, YOIIIITE HMajy OCUIIATOPAH KapaKTep;

2) ma ce YeCTHHA U PUTaM OCHMJIAIMja y aTOM Pa3MaKy MOTY NpoydH-
TH HENOCPeHO 3Hajyhu caMO HaYWH HA KOjU ce m3BecHe (PyHKIH]e, IITO
¢purypurry xao koedunujeHTn y ¥, Membajy ca x-OM y TOME pa3MaKy.

Ha Taj naunH MoryhHO je hopMupaTn unMTaBe Kijace fudepeHnuja-
HUX jefHAYMHA CBH]Y PeOBa, KOJ KOJHX j€ 3a KOHAUHE U HEeTIPEKUHE MHTE-
rpane y IaToM pa3MaKy OCTBap/b¥Ba KBaJNTaTHBHA UHTETpalyja, WIH KON
KOjuX ce 6ap MOTY y J{OBOJbHO] MEPH NIPENU3UPATH OHHU EIEMEHTH KOJH Cy
Off OMTHE BasKHOCTH NPH TaKBO] HHTETPALHjIL.

OdOPMUPAILE MUPEPEHIIMIATHUX JETHAYMHA (1) CA
OCHUIIATOPHUM MHTEIPAITIMMA

ITocroju 6eckpajuo MHOTO M 6€CKpajHO pa3HOBPCHUX, KaKo ajrebap-
CKHUX TaKO M TPAHCUEHACHTHHX, (OyHKIH}a

F(x’yO’yl?yZ""’yn)

ca n + 2 HE3aBUCHO NMPOMEHIbUBE BENINYMHE KOj€, Kajl CE IPOMEHIbUBA X 0Y-
e Membaja y je[lHoOMe TaToM pa3Maky (a,b), ocTajy HEIpecTaHO MO3UTHBHE
u Behe Off jeqHOoTra CTATHOT IO3UTHBHOT 6poja N, Ia Ma KOJHM CHCTEMOM
peasHuX BPEXHOCTH CMEHMNHN y (DYHKIHMJU OCTa/e IPOMEHIBUBE Yo, Y1, V2,

e Yno
TaxBa Ou Hiop. Meby anre6apckuM (yHKLIH]jaMa IPOMEHIBUBHX Yo, V),

V2,..+, Y, OUNa pyHKUH]A
F =P(x,)’o:)’u)’z,---’yn)+f(x),
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rfie je P Ma KakaB ITOJIMHOM KOjH CafpsKu CaMo fapHe CTENeHe NPOMEHIbH-
BUX Yo,Y15Y25--» Yy €4 KOE(UIHJEHTHMA KOJU Cy WK CTAJIHE [TO3UTUBHE Be-
MUYHHE UK Ma KakBe (PyHKIWje NPOMEHJbHBE X MO3UTHUBHE Yy pasMaky
(a, b); HamocneTKy f (x) je Ma KakBa (PYHKIIM]ja IO3UTUBHA Y TOME Pa3MaKy.
JepgaH cneunjanas npuMep Te BpCTe NpeacTaBibajia 6u (pyHKIHja

F =a+by! +cyhy7,

rae ¢y a, b, c mo3UTHBHE KOHCTaHTe; (PYHKI[H]a 3a CBE peallHe BPEOHOCTH
X, ¥, Y, Y, OCTaje MO3UTUBHA 1 Beha of a.
$yuknyja
F=x*-1+(x-2)y*yi - (x* -16)y},

Kap ce x Oyfie Memwano HIp. y rpanunama (3, 4), ocraje mo3utuBHa u Beha of
8 3a cBe peasHe BPETHOCTH Yo, Vi, Yay--«» Yu-
Opn TpaHcueHAeHTHHX (PYHKIH]a OBaKBe BpcTe HaBemheMo HIIp. pyH-
KLHjy
F = f (x)+ ¢ (x) e P yoyiyaayn) ,

rae je P omeTt Koju of ropwkhuX nonuHoMa, a f (x) ¥ ¢(x) Ma KakBe (PyHK-
mje x —a KOHayHe, HepeKuJHe U MO3UTHBHE Y pa3Maky (a, b).

Taxo ucro nocroju 6eckpajHo MHOTO U GECKPajHO Pa3HOBPCHHX, Kako
anre6apCcKuX Tako ¥ TPaHCUESHACHTHUX (PYHKIH]ja

D (X, Y0, Y15 Y2045 V)

TaKBHX JIa IOK ce x Oy/le MEeHalo y jeMHOM JaTOM pa3Maky (a, b), BpeqHOCT
(yHKUHje je HenpecTaHo NO3UTHBHA U Haas3y ce u3Meby nBa cTanHa nosu-
TUBHA 6poja M u N, ma Ma KakBUM CUCTEMOM PEaJIHUX BPEHOCTH CMEHMIIN
TPOMEHIBUBE Vg, V15 Vas-c-s Vp-

TakBa 6u HIp. 6una anrebapcka QyHKIH]A

0 = S+ 0102
= -,
2 (xX)+@2(x) yi

rae ¢y fi, f2,9,, ¢, WU CTaNHe NO3UTHBHE BEJIMYUHE, HJIH KOHAYHE, HElIpe-
KUJIHE ¥ MO3UTHBHE (PYHKIHM;e x-a ¥ pa3Maky (a, b). Taksa 6u Guna u rope
HaBejleHa TPaHCIeHIeHTHa (JpyHKuHja F.

Kpatkohe pagu mu hemo oBe ABe BpcTe PpyHKUIH]a 3BaTH (PyHKIMjaMa
Fud.

Judepennnjanue jegHavdnHe, Koje he OuTA npegMeT OBe pacmpase,
jecy jenuaumse tuna (1), momro ce y (1) cmenn V¥ jennoM pyHkIujoM F unu
jemHoM ¢yHKImjoM @, 11a ce y OBOj CBaKa 0ff HPOMEH/LIBUX
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v, (k=0,1,2,...,n)

CMEHM k-THM H3BOAOM (PyHKIHjE y MO HE3aBUCHO NPOMEHIbVBO] BEIUYH-
HH X.

Y cBuMa H3BOhemNMa H pe3ylaTaTHMa, Ha Koje he ce Hammaszutu y ma-
JbEM H371aramy, [I0f] HHTErpaaiMa y IpoyJaBaHe jefHaunHe moapa3syMenahe
Ce YBEK OHM MHTETPaNH KOJH Cy, Kao ¥ IbUXOBHUX 1 NIPBUX M3BOJIa, KOHAYHE U
HellpeKHuaHe (PyHKIHje x-a y JaTOM pa3Maky (a,b).

OCHUIIATOPAH KAPAKTEP MHTETPAJIA JENHAYNWHA (1).
YECTHHA 1 PUTAM OCLHUITAIINTA

Youumo Hajupe audepeHnujanty jefHaunHy

1) Y +yF(x,9,Y,..,y")=0

topmupany nomohy jenHe Ma Koje off rope fAeduHucaHux Gpyukuuja F.
OznaunMo ca N CTaJHH K N03UTHUBaH O6poj mTo ofroBapa pyHkuuju F Kao
jemHa IeHa [oiba TPaHMIla BapHjaldje 3a BPEIHOCTH X Y [aTOM pa3Maky
(a, b) y rope HaBEIEeHOM CMHCITY.

ITobumo o nBejy jeAHaYMHA

2 y’'+yF =0,
3) z”+yN =0,

e je (2) mara jegnauwHa (1) a (3) nuHeapHa jefHauYMHa pyrora pefa ca
CTaTHUM KoedunujeHToM N.

TTOMHOXHMO TIPBY je[HAYMHY Ca z, APYTY ca y ¥ OAY3MHUMO IIPBY TaKO
no6ujeHy jeqHaUMHY Off ApYyTe, Ia ce fobnja

4) yz” —zy” = yz(F = N).

Wurerpanehu y rpanunamMa i 1 x fobuja ce

(5) yz’—zy'=C+J-yz(F—N)dx,
h
e je
(6) C =0z —zy')eh-

Bpennocr xoucrante C 3aBHCH Off IOCMaTPaHOT MHTErpasa y jefHan-
ge (1) u z jequauune (3). Kap je npsu yTBpbeH, Ta he BpegHOCT 3aBUCHTH je-
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JHAHO OJ] Y3€TOr WHTErpasna z 06yxBaheHOr ONIUITHM HHTErpallHuM oGpa-
creM

(7) Z=C|Sin(x——C2)\/N,

rae ¢y C, u C, uHTerpanioHe KOHCTaHTE.
HuTerpan z uma 6eckpajHo MHOTO HYyJa, KOje BapHpajy ca KOHCTaH-
ToM C,, oOyxBaheHux onmrumM obpacuem

nn
N

Hexa cy o 1 3 ABe TakBe y3acTOmHe HyJe MITO ce Halase y pa3Maky
(a,b). Mu hemo foxazatu ga ce uameby o. u P mopa Harasuitiu 6ap jegra
Hyaa uHiiezpana y.

Jep xam To He Gu 6mno, nomro 6u y pasmaky (o.+¢€, B—¢€), rie je €
KaKaB BPJIO Mall NO3UTUBAH 6poj, cBaka off PyHKIHja y U z IMajia HENpo-
MEH-UB 3HAK, IPOU3BOJ zy MMao OM y TOMe pa3MaKy jeflaH UCTU 3HaK, KOjI
6u ce YBEeK MOrao CMaTpaTH Kao foauitiusar (jep 61 y IPOTHBHOM CIIydajy
NOBOJLHO GHIIO y3€TH MHTErPall —z KOji HMa MCTe HyJle Kao U z). Pa3nukyj-
MO Tafia OBa YETUPH Cliydaja:

I. ITpeTmocTaBuMo fa HA O HY 3 HHCY HyJe HHTerpana y. Y3MUMO
h = o +¢&, Tako faje

X=C2+

(8) . C:zy[z——y—} .
z y x=h+e

IMomTo 32 x = 0.+ € U3pas

L =N ctg(x—a)/N
z

UMa BPJIO BEIIHKY MO3UTHBHY BPeTHOCT, TO he U koHcTanTa C OUTH OYEBHUA-
no no3uruBHa. Ca pyre cTpaHe, IOIITO je y [esoM pa3Maky (o +¢&,B —€)
HEMPECTaHo, A Ma KAKBE peajlHe BPeHOCTH UMain y,y’,y” ..., y"

zy>0, F-N20,
1o he uHTErpan

)] J;yz(F—N)a’x

o+E

GUTH MO3UTHBAH Y IOMEHYTOMeE pa3Maky. JeHaunHa (5) Taga nokasyje aa je
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(10) yz'—zy’ = K (x),

rae je K (x) u3BecHa ¢yHKIHja IPOMEHJ/bUBE X NO3UTHBHA 3a CBE BpPE[-
HOCTH x y pa3Mmaky (o + €, — €) n xoja He Moxe jgocruhn Bpeguoct 0 Hu 3a
KOJy BPENHOCT X Y TOME Pa3MaKy.

3a x=0+¢& u x=p—¢ y uHTerpany he x UMaTH BpEOHOCTH BPIIO
6mncke Hynu, MebyTuM, TO Hehe 6UTH ciryyaj ca U3BOAOM z’, OLITO O U 3
He Mory O6uTH BHIIecTpyke Hyine ¢dpyukuuje z. Tako ucro to Hehe Gurn
Clydaj HE ca (pyHKIMjOM y, IOIITO ¢ M 3 HUCY HyJie Tora uHTerpana. Jepn-
HaurHa (10) Tama mokasyje fahensa x=o+en3a x =B —¢ Gurn

(11) yz’ > 0.

Heo6om nejennaunte (11) ca yz, Koje je o MPeTHOCTABIH NO3UTUBHO
3a 00e ropme BPEIHOCTH IIPOMEHJBUBE X, HAJIa3U Ce f1a JIOTAPUTaMCKH M3-

’
Z .
BOJ = Tpeba f1a je MO3UTUBAH M 33 X = O+ & M 3a X = [ — €, ITO OYEBUIHO
z

HUj€ CcIy4aj, TIOMITO IpeMa II03HaTOj OCOOMHY JIOTAPUTAMCKIX H3BO[A Tpe-
6a na je

4

Z—>0 33 X=0+¢
z

£ <0 3a x=B-¢.
z
ITpowussoy yz He MOXKe, fakje, OUTH HENPECTAaHO MO3UTHBAH Y pa3Ma-
Ky (o.+¢&, B—¢) unpema Tome y y pa3maky (0, B) Mopa 6ap jegaHmyT npo-
MEHUTH 3HaK, Tj. Ipohu Kpo3 Hyy.
II. IIpeTnocTaBUMO fia je O HyJIa HHTerpania y, a ja, MebyTum, To Huje
cnyuaj ca . Ysepun h = o 6uhe C = 0, Tako f1a ce jegHaunHa (5) cBOfH Ha

(12) yz’—zy’:Jyz(F—N)dx.

3a x = [~ & uHTErpaN Ha JiecHoj cTpaHu jegHauyvHe (12) mo3uTHBAH

j€, Tako fa je
3a x=PB-¢ yz’>0.

Heo6om ca u3pa3oM yz, KOjU je IO NPETHOCTABIM IIO3UTHBAH 32
x =B —¢, mobuja ce fa je

’

z
3a x=0-¢ =—>0,
z

IITO HHje TaYHO, IIOIITO IMpeMa ocoOHHaMa JIOTapUTaMCKOr M3BOfa MOpa
OUTH HeraTHBaH 32 BPETHOCTH X MAJIO Maibe Off jefiHe Hyie (pyukumje z. [la-
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KJIe, yz HEe MOXKe OUTH HENIPECTaHO TO3UTHBHO ¥ pasMaxky (o, ) u mpeMa To-
Me y Mera 0ap jeiHOM 3HaK y TOMe pa3MaKy.

HI. IIpeTnocrasuMo fAa je B HyJa MHTerpana y, ald He U o. ¥Y3eBIn
h =B 6uhe C =0, Tako na ce jegnauusa (5) cBoxU Ha

p
(15) yz'—zy' = —'[yz(F—N) dx.

3a x = o +¢ 6uhe zy” Bpiio Maio, Tako fia ce u3 (15) obuja fna je
3a x=o0+¢ yz’ <0.

JIeo60oM ca MO3UTHUBHOM KOJTMIHHOM yz MMaNId OMCMO, TaKJe, fia je

’

z
33 x=0+¢e —<0,
zZ

LITO HHj€ TAYHO, IOIITO je JIOTapUTaMCKH H3BOJ, 32 BPEHOCTH X Majo Behe
oyl jepHe Hyzne ¢yHKIHje no3uTuBaH. [Ipon3Boy yz, ma, fakie, 1 caM HHTe-
rpaJ y Mopa IpOMEHHUTH 3HaK y pasMaxy (o, B).

IV. Heka cy u o u B Hyne uHTerpana y. ¥Y3eBlH h = ¢ Halasy ce
C=0m

(16) yz’—zy’=_[yz(F—N)dx.

Kap 6u y (16) 6uno wenpecrano yz >0, uaTerpan 6u Ha JecHOj cTpa-
HHU OBe jeJHauYMHE OO 32 x = [3 OYEeBUIHO MO3UTUBAH, 2 HUKAKO HE paBaH
HYJIH, 114, IaKkJe, ¥ u3pa3 Ha JIeBOj CTpaHM jefHaunHe He Ou Morao GUTH pa-
BaH HyJH 32 x = [§, Kao mrro 6u Tpebano fa 6yle NOLITO j& Ta BPEHOCT X
3ajefHAYKA HyJIa HHTerpasa z u y.

U3 cBera ce oBora By

1) ma y cBuMa ciydajeBuMa jBe Ma Koje Off 6eCKpajHO MHOTHX y3a-
CTONHHUX HyJa PyHKIH]e z o6yxBaTajy O6ap 1o jeqHy Hylly HHTerpana y,

2) ma Kaj TOf y M z WMAjy jedHy 3ajeIHHUKy HyJy, Kaj x Oyae pacio
TOYEBIIN Off Te Hyse, NpBo he mpu Tome pamhermy Hauhu Ha jeqHy HYIy
HHTETpaJIa y, [la TeK OHJla MOXKe HaWhH Ha jeIHy Hyly DPyHKuHje z.

MebytuMm, ¢pyukiuja z fedunncana jeguaunHoM (7) ¥Ma y pa3Maky

(a,b) OHOMHKO HYyJa KOJHUKO je MyTa BPEXHOCT % cafipkaHa y pa3iuiu

b —a, Tj. OHOJIUKO TyTa KOJHUKO MMa eNIKX jeANHALA Y BPERHOCTH
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(b—anN

a7) :

IIpema ToMe: unitezpan y uma y pasmaxy (a, b) Hajmarbe oHoauKo HY-
24 KOAUKO UMa ueaux jequruya y spegrocitu (17).

AKo je, gakie, pasMak [JOBOJbHO NPOCTpaH, csu he uHiiezpaau y
UMATHU Y FbeMy OCYUAAULOPAaH Kapakiuep.

ITpumeTuMoO ¥ TO ga Kaj Ccy ACIUMHUYHE U3BOAM (PyHKUHje F 1O
POMEH/LMBAMA X,Y,Y’,...,y" CBU KoHauwe (pyHKIHMje 3a CBAKH peanaH U
KOHAYaH CUCTEM BPEAHOCTH ¥,y ,...,y"” W 3a CBE BPENHOCTH X y pa3MaKy
(a,b), uninezpan y iipu Upoasacky Kpo3 Céaxy C60jy Hyay merad 3HaAK. Jep U3
jerHaYnHe

y'+Fy=0

y3acTONHUM AuepennyjabemeM Jo0uja ce Hu3 jeHaunHa 06InKa

y'+Fy=0
v+ Hy +H,y=0
YWHGY + Gy + Gy =0

rne cy H, 1 G, GyHKUHje NPOMEHBHBHX X,,Y’,...,y" Koje ocTajy KoHaUHE
3a CBe KOHAYHE BPEJHOCTH Y,Y’,...,y""” u 3a BpegnocTH x o6yxBahene pa-
3MakoM (a, b).

Opaj HK3 jeHAYMHA TI0Ka3yje J1a Kaj je 3a jeJlHy BPEJJHOCT X Y JeJHO
ucro Bpeme ny =0 u y" =0, oHa Cy ¥ CBM y3aCTOIIHK H3BOAM HHTErpana y
Takobe paBHU HyNM 32 TY.BPEJHOCT X; TaKas OM MHTErpaj, XOJIoMopgaH y
pasMaxky (a, b), OMO UIEHTHYKHA PAaBAH HYIIH.

Hnitiezpan vy llocmattipane gpcilie mooice, gaKae, UMAiiu y pasmaxy
(a, b) camo pociiux Hyaa, merbajyhiu 3Hak céaku Wyl ipu ipoaacky Kpo3
Jegry ma KOJy c80jy HYAY.

Y cayvajeBumMa xaj (pyHKIHMja F 3a0BOJbaBa HANPE] HaBeJeHE NOro-
n0e 3a cBe peanHe BpegHocTH x (I0To he HIp. 6UTH Kaj OHA HE CaApKH X
EKCIUTHITITHO ), U3 TOPHUX pe3yiTaTa fo0Kja ce 0Baj 3aKbyYaK:

Ceakxu uHitiezpan y uma OeCKpajHo MHOZ0 PEanHux HyaAq, KAKO [Ho3U-
[ueHUX fHako u HezaiiusHux. CBH Cy HHTErpaly y, JAKIe, OCOUIATOPHE
dhyHKIHje TOpMEHJBEBE X ca OECKpajHO MHOTO OCLMIanuja.

TaxBa je HIIp. jefHaUUHa Apyrora pejxa

y”+ay+by3 =0,

rjge ¢y a u b mo3uTHBHE KOHCTAHTE U KOja ce MHTerpaiu noMohy enuntu-
ykuX PyHKIHja ca 6eCKpajHO MHOTUM PEATHUAM HO3UTHBHUM U HETaTHBHUM
HyJaMa. ‘
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Younmo caj nudpepeHIjaNHy jeHAYHHY

(18) V' +y®(x,y,y,...,y")=0

hopmupany nomohy jeare Ma koje o ropmux pyakngja ¢. O3naunmo ca
M u N crande u no3uTHBHE OpojeBe MITO oAroBapajy pyakuuju ® xao meHa
ropra 1 [0mba TpPaHuIla BapHjaliyja 32 BPEHOCTH X y pa3Maky (a, b) y rope
HaBEICHOM CMUCHy. Yriopenumo jefHaunky (18) ca ABema jegHaunmHaMa KO-
je uMajy cTajHe KoeduijeHTe

(19) u”+Mu=0
(20) v+ My =0.

Ynopebemewm ca (20), Kao 1ITO je TO rope yYMIbEHO, Halas3u ce ja
CBaKH mHTEerpan y jefuadune (18) a oBfe mocMaTpaHe BPCTE UMa y pa3Maky
(a,b) Hajmarbe OHOMUKO HYJIa KOJIMKO MMa [EJIAX jefHHULA Y BPEXHOCTH

(b-a)WN

€3y, .

Ynopebusamen, 1nak, ca (19), y kome ciyyajy y u u Urpajy oGpHyTe
yJIOTe OHHMA IITO CYy WX MAJIO Tpe UMAJIH y H v, HAJTA3’ Ce Jja U § pa3MaKky
(a, b) nMa HajMarbe OHOJMKO HYJIAa KOJMKO KX UMa Y, Tj. fa y MOXe Y TOMe
pa3Maky MMaTH Hajelulie OHOJIUKO HYJa KOJIUKO WX MMa i, UIIH jOII caMo
jefiHy BUIIIe, ITa, aKJie, HAJBUILE OHOJIMKO HyJa KOJIMKO HUMa LeNuX je-
HHULA ¥ BPEIHOCTH

(22) 1+ M_
T

A W3 TOra ce U3BOMM OBaj pe3yJTar.

Bpoj nyaa unitiezpana y y pazmaxy (a, b) aesxcu uzmeby bpojesa A u p,
2ge ) osnauasa 6poj yeaux jequuuya cagpaxcux y epegrociiu (21) a p 6poj
ueaux jequruya cagpxcanux y epegrociiiu (22).

AKO je, jakie, pa3Mak JOBOJLHO MPOCTpaH, HHTerpanu y he 6uTu oc-
nuaropHe QyHKIMje x-a y ToMe pa3Maky. bpoj ociunanyja 6uhe Geckpa-
jaH xaj pyukumja O 3a0BORaBA HANPe]| HaBEeHE MOro0e 3a CBE peajHe
BPEIHOCTH X, Kao HITO je HIIp. clly4aj Kajj OHa HE CapyKH X EKCIUIMIUTHO.

IIyctuMo cap ma ce maTu pasMak (a, b), ocrasBibajyhu My nmpoctpaH-
CTBO HENIPOMEI-EHO, IIOCTYIIHO ITOMePa y>K OCOBHHE PEANIHUX BPEJHOCTH.
Tapa hie ce u oprosapajyhu 6pojesu M u N Takohe IIOCTYIIHO MEHaTH U CBa-
KOM IIOTIOKajy pa3smaka (a, b) ogrosapahe no jegan map spegHoctu (M, N).
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Te BpegHOCTH, yOCTANOM, MOTY y H3BECHUM CIIy4YajeBUMa OCTATH U jeJIHE
MCTE 3a CBE BEJIMYMHE U IOJIOXKA]e pasMaka (a, b), Kao IITO je HIIp. ciyJaj
Kop jepHaunHa (18) Koje He cafipXKe X eKCIUNIMIUTHO. Y ONIITEM CIIy4ajy
OHe ce Memajy ca MoNoXajeM pa3Maka (a,b)H MOTy ce cMaTpaTh Kao
MakcuMaliHa U MUHUMajiHa BPEJHOCT jefHe ucre ¢GyHrumje f(x), Kojy je
JaKo Mpeuu3upaTy 3a CBaKM JlaTH cnenujanal cinydaj. Kaxae he Ouitiv pa-
ciopeg UHIEZPAAHUX HYAA 3a pa3He Loaoxcaje iux pasmaxa?
Heka je o jeHa HyJIa HHTETpasia y M y3MUMO 32 KOMITApaTHBHE WHTE-

rpaiie u U v HHTeTpale

u=C,sin(x—o)M

v=_C, sin(x—oc)«/ﬁ

KOju Takohe mMajy 3a Hyly x = Q.

ITpema ropwmuM pes3yaTaTuMa Kajg x OyAe pacio MoYeBIIX Off O, IIPBO
he ce nanhu Ha jegny HyMy A PYHKIOHjE 1, 33TUM Ha jeHY HYJly HHTErpaiua y
W Hajrocse Ha jefHy Hyny | ¢yHKImje v. AKO ce, jlakie, ca 0 O3Hadd OHa
HyJIa HHTeTpalia y IITo [0Ja3H HeloCcpegHo nu3a o, ouhe

(23) A<ao <p.

AJnn je OYeBUHO

(24) ho=ot

(25) ‘ L=o+

u Taja, mpema (23)

(26) —\/%<oc—oc'<—\/%.

Hejepqmaunna (26) gaje MOTYhHOCTH fa ce IPOYYHM KaKO Ce Memajy pa-
CTOjara y3acTONMHUX Hylla MHTEeTpalla y KaJ{ X pacTe ¥ JeJHOM HIIH JPyTOM
IpaBIy, Tj. CaM pacropef THX Hyna. Y TOMe NU/bY HOJENUMO pasMaxk (a, b)
HA Mare pa3Make, TAKBE Jja y CBAKOM Off iuX f(Xx) Bapupa HEMPECTaHO Y
JEMHOM HCTOM CMUCIY, pacTyhn uin onafajyhn. PasmukyjmMo Taga oBa jBa
ciyJaja:

V. IIpernocraBuMo fa pyHKUHUja f(x) HENPECTaHO pacTe Y TaKBOME
jemnome pasmaxy. M3 (26) nobuja ce fia je

’ T

2 -a'= :
(27) o -0 m
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rae je 8’ jegHa BPERHOCT X ILITO ce Haya3y u3Meby oo u o,
Hexa cy
(x a/ ali al//
9 ki ? e

y3aCTOIIHE HyJie HHTerpaa y y IoCMaTpaHOMe pa3Maky, a
e e/ 6// ell/
ofiroBapajyhe BpegHOCTH 0 1ITO ce Hanaze y pa3Manuma

(o, o), (o, 0”), (a”, &™), ...
na he 6utnu

(28) RN ICER
T

ITomrro hyHKIMja f (x) pacre, 6uhe
fO)<fO®)<f®)<...<M
U MpeMa ToMe

29 oc—oc’>oc’-oc”>oc”—oa”’>...>-—n——,
) i

IITO MoKa3yje Ja pasiuka geejy y3aciiolHux Hyaa uHitdezpaara 'y iocilaje

_ _ o — T
c8e Marbd, anlu ga Upu Lome He MoXe HOCUALUU MaAHba 0F 8PEGHOCULL W

VI. IIpetnocraBamo fa pyHKUMja f(x) HENMpECTaHO olaja y rnocma-
TpaHoMe pa3maky. Tafa he Outn

£ > f(8”)> F(8")>...>N
1 IIpeMa ToMe

T
(30) o-ao' <o —a’" <o’ -a” <. <=,
VN
IITO TTOKA3yje la pasauka geejy ysactioiiHux nyaa ilocitiaje cee eeha, anu ga

_ — R — I
UpuU liome He Moxce uocudauin seha 0g spegrHoCcULU K
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IpetnocraBuMo caj aa ce pyHKuyja f(x), IOYEBIIM O jeAHE BPEN-
HOCTH X = @ I1a IO X = o> HEIPECTAHO MeHa y jefHOME HCTOM cmucity. Kakas
he buitiu 6poj u pacilopeg Hyaa y pazmaky og a go ?

PasnukyjMo omeT oBa ABa clydaja IpeMa ToMe ja au pyHkumja f(x)
Y pa3Maxy (a, o) HEIIpeCcTaHo OIafa Wi pacTe.

IIpsu cayuaj. Hexa f(x) oiiaga. I'ope je Ioka3zaHo ia y TOMe CIydajy
pasiuka u3Meby IBEjJy y3acTONHHX HyNla MHTerpana y nocraje cse Beha, anu

He nipenasehn upu ToM —\/%— AKxo cap ipu 6eckpajHoM painhemny MpoMeH-

’buBe x PyHKHuUja f(Xx) acCMMITOTHO TEXHU jeJHO] KOHA4YHO] U ofpebenoj
TpaHUIM P, HHTeTpal y he y pa3aMaxky (a, ) IMaTn GecKpajHo MHOI'O HyJIa ¥

. . T
pasnuka m3Meby [Bejy y3aCTONHHUX HyJa TeXHhe CTAIHO] IpaHUIH :/:

Kap ce, nakne, 6yfe u3pauyHaJI0 HEKOIUKO BPETHOCTH HAjMaKUX Y3aCTOM-
HHUX HyJa o, OcTaje HyJe, Koje foja3e 3a OBMMa, nMahe ce MpUGNUKHO

nomohy obpacija
(1) Oy = O = —=.
VP

Pactiopeg nysa nHa 6eaukoj ganunu iiocitiaje, gaxkae, yHUpopmar.

IMpermocraBuMo caf fa pyHKIMja f(x) MpPH CBOME ONafarby acHMII-
TOTHO TeKH Hynu. Tana je p = 0 M ropmu pe3ynTaTi He JOBOJE HHU [0 KaK-
BOT 3aKk/byuka. [Ja 61 cMo ucnuTanu 6poj U paciopey Hyja y TOMe CIy4ajy,
y3eheMo 3a KoMIapaTHBHE je[fHAUHHE M3BECHE jeHAYNHE Ca MPOMEHJbU-
BUM KOe(DHIUjeHTHMA.

IIpe cBera, MOXe ce NECUTH Ja U3Pa3

(x —a)~/f(x)
T

(32)

BecKkpajHO pacTe 3a X = oo lHlaga UHIleZpan 'y UMA Y PA3MAKY (a, o) beckpaj-
Ho mHOoZo myaa. OcTaje, Hakie, ja ce HCIUTAjy ClyvajeBn Kaj u3pas (32)
MMa 3a FPAHUYHY BPETHOCT KaKBY KOHAUHY BPEJHOCT A (KOja, yocTauoMm,
MosKe OUTH paBHa ¥ HyJI#). PasnukyjMo Tafga oBe cliydajese:

1) Hexa je

K<—l—.
2n

Tapa je moryhHo Hahu TakaB jeflaH JOBOJLHO BEJMKY AJIM UITaK KOHa-
yaH 6poj /1, la 3a cBe BPEJHOCTHA X > h Oyxe ‘
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) < %
j.

1
(33) flx)< PR

AKO Tajla y3MeMO 3a KOMIapaTUBHY jeqHAUNHY,

(34) u”+4%u:0,
X
7aKo ce JoKasyje, Ha OHaj HCTH HAYWH KOJUM CMO Ce CIIYKHJIH IPU KOMIIa-
panuju ca jepHaunaoM (3), Aa Kajx ce x OyAe Mo Off i 7O oo, HHTETPAT y
MO3Ke UMaTH HajBUILIEe OHOJMKO HYJIa KOJIUKO WX GyIe MMaJIo i, ITa Ma KOju
TO 61O MapTUKYIAPHU HHTETpan jefHaunse (34). A MONITO OBa jeHauUnHA
IMa Kao jeflaH TaKaB HHTerpas PyHKIHU]y

. KOja HeMa HHje[lHe HyJe y pa3Maky (&, ), To je nehe mMatu Hu y. IIpema
TOMe: 6poj Hyaa Y pasmaky (a, ) je oZpanutier. A IpeMa OHOME IIITO je ro-
pe IOoKas3aHo, itie he Hyqe, paciiyhu, 6uiliu cée gamve jegHa og gpyze.
2) Heka je
1
A>—.
27
Tama ce 3a cBaku pasMmak (a, b) 1OUYEBUIN Off jefHE NOBOJLHO BEIHUKE
KOHAdYHE BPENHOCT X = /i, MOXe HahH jefjlal Takas MO3UTHUBAH M [JOBOJLHO
Manu 6poj €, TaKap ia y TOME pa3Maky Oyjie

XA/ f(x) > %+8,

1o

(35) flx)> 22—
X

j.

Y3MHUMO Tajla 3a KOMIIapaTHBHY JeHAYUHY

2
3+
~te
(36) p 422 v=0.

X2
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Ha ncrn HauwH Kao u panuje nako ce ysuba fa he unrerpan y y pas-
Maxy (h, eo) UMAaTH HajBUIIE OHONHKO HYJIa KOJIMKO UX Oyfie HUMao jefaH Ma
KOJM MHTETpaN v jegHayuHe (36). A IOIUTO OBa jefHAYMHA MMa KAo jefaH
NapTUKYJIAPHHA WHTETPAl

v =[x cos[/e + &> log x]

4Hje cy Hylle faTe OMuTUM obpaciemM

» 2n+h)n
o = 62\/.2%z

n
1 KOja, faKJne, uMa 6eCKpajHO MHOTO HyJa Y pasMaxky (h, =), iio fe u unitie-
Zpan 'y umaiiiu OecKkpajHo MHOZO Hyaa y pasmaky (a, o) u ilie ¢y Hyae cae
gasme jegra og gpyze.
3) Heka je

Y Tome cnyuajy:
a) axo je 3a BPeJJHOCTH X KOje pacTy IIOUEBIIN O] jeJlHE TOBOJHHO Be-
JIAKe BPERHOCTH /i HEIIPECTAHO

N
F <

pmahe ce CTH cityyaj Kao nof 1);
6) aKo je MOoUeBIH Off /1 HeIlpecTaHo

3+

fx)> 222,

7 je € MO3UTUBHO, HMahe ce ICTH ciiy4aj Kao 11oj 2);
B) aKO HHje HHjEaH Off OBa [[BA CIIy4aja, MUTalhe 0CTaje HEPEIIEHO.
Hpyzu cayuaj. Hexka f(x) pacitie. T'ope je IOKa3aHo fla y TOME ClIy4ajy
pasimKa JBejy y3aCTOIHMX HyJa CBE BuIlle Olaja, alny He rpenasehu npm
T .
TOM BPEJHOCT W Axo npu ceoMe pamheny (yHKIHEja aCHMITOTHO

TEXU jeJ[HOj rpaHuuy p, uHTerpan y he y pasmaxy (a, «o) umati 6ecKpajHO

: T
MHOI'O HyJIa ¥ pa3jaiKa IbHX0Ba Texnhe CTaJIHO) TPaHuINn :—/—:’ TaKO Ia he
p

3a HyJIe MOBOJHHO BUCOKOT PAHTa BpefeTH jelHaurHa

Oy — O = —=
i+1 i_\/’
P
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i paciiopeg Ha 6eauroj gamuHru Oihe oliei YHUGOPMAH.

AKoO, mak, pyHkumja f(x) nmpu cBoMe paurherhy HeMa HUKAKBE aCHMII-
TOTHEe BpefHoCTH, Beh OeckpajHo pacte 6poj Hyna y pasmaxy (a, o) he
onet O6uTH OecKpajaH, alaK BbEXOBE Y3aCTOMHE Pasiinke Texe Hyau. Hyae cy
cee Oaudice jegua gpyzoj yKOAUKO paciily u Huxoda mebycobra pacitiojarsa
iociiajy marea 0g Kakeoz ce xohe manoz bpoja.

Y crenujamHoM ciy4ajy Kaj ce gpyukiupja ® ceonu Ha jexuy naty dhyH-
K1)y f(x), IIITO 3aBUCH CaMO Off IPOMEHIBUBE X U KOja je TMO3UTUBHA Y pa3-
Maxky (a, b), jenraunna (18) ce cBopu Ha auHeapHy HudepeHIIjaHy jefiHa-
YUHY Apyrora peaa

Y+ fx)y=0

Kao Ha jeflaH CBOj cuelnujaial cinyvaj. Harmpes HaBeleHH pe3yaTaTu NoKJia-
najy ce Taja ca nosHatuM lITypMoBHM pesysiTaTuMa IITO CE& ONHOCE Ha
OCLUNIATOPHE UHTErPalie TAKBUX JIMHEAPHUX JelHAUNHA.

ITpuMeTMO, HamOCIETKY, ¥ TO 1a CE OBU PEe3yATaTH NPHMEHhY]y B Ha
cBe anrebapcKe U TPAaHCICHACHTHE jeTHAUNHE

f‘(){, y’ y/’ y//’ o, y(n)) —_ O
CBH]y PEloOBa, Koje O uMmane Ty ocCoOUHY [la Kaj ce Y je[HaYMHI CMEHHI
y// - 7\,}]

ocTarsbajyhu cBe ocTane MpoMeHJLUBE HENPOMEhEHeE, 11a ce TaKo fobujeHa
jeMHAYMHA PEIly 110 A, TAKO [a je HIOp. U3 Hhe

A=0(xy,Y,....y")

n3Mebhy OBaKBHX JeTepMHUHAlUja 6 UMa MX U TaKBUX KOje HMajy ocoOHHE
dyuxumja F unn ©. Murerpanu y TakKBUX jefiHAYHHA LITO OfrOBapajy TOj
JeTepMHUHAL]K a KOju O — Kao W HUXOBUX /1 Y3aCTOIIHUX W3BOJA — OUIK
KOHAYHW W HEIPEKUAHN Y pasMaky (a, b), yOHIITe Cy OCHUNATOPHE PYHK-
nuje y ToMe pa3Maky M MOTY ce y MOJeAMHOCTHMA IIPOYYHMTH Ha HaIpef
HaBeJeHH Hauud.™"

% pagy Josana Crojanosuha, O Riccati-esoj gughepenujanro] jegruavuini
¥y’ +y? =x", Tnacuux Jyrocnosenckor npodecopckor apyirsa, Georpag 1929, t. 1X, 9, crp.
591398, na BuIlle MecTa Cy HaBefieHn pesyntaTu us [Terposuhese pacnpase (np. [1. T.).



NMITNTNLOWTHE OCLHNJIIATOPHE
®YHKIIMNIE

1. lltypmoBe TeopeMe O HHTeTpaluMa JNUHeapHe AuepeHIujanue
jeHauYrHe IyTor peaa
Y+ fx)y=0

u3pakaBajy penanuje m3Meby ocobuna (3Hax, o6nact Bapujaiyje, UTH.)
peaaiiiusHe spegHOCIiL gpy2zo2 U380ga 0g Y, iij. 6PEgHOCIE PASAOMKA

14

AGy) =2
Y

y mocMaTpaHoM WHTepBany (a, b) He3aBUCHE IPOMEHIBUBE X U HOHAUARA
WHTeTpaNa y KOjH je KOHauaH i HENPeKuAaH y TOM HHTEPBaly.

Hamomenyo 6ux ga ce eneMeHTapHa pa3MaTpama Koja JOBOJE A0 THX
TeopeMa IPOIINPYjy Ha OMILUTHje Kilace jeflHaulHa Ma KOjer pefja ¥ JOBOJE
10 0CcOoOMHA pealiHKX WHTerpana KOju Cy KOHAUHH M HEeNpeKupHu (Kao u
HUXOBU U3BOMHU) ¥ TOCMATPAHOM HHTEPBAIY Of X.

2. Hexa je para anre6apcka Wid TPaHCIeHAEHTa (yHKIM]ja
O (x,&,815000,8,)

OJl n+ 2 MPOMEHIBYBUX, KOje C& MEHajy NPOM3BO/LHO WM 3aJ0BOJbaBa]y
ycnose (C) u3paxkere noMohy jelHaKOCTH UK HejefHakocTu. [Hakne:

1) y unrepsany (a, b) mpoMenmuBe x, GYHKIH]A j€ 0ZpaHi1ena faTOM
dyurumEjoM W(X) ¢ Zopre ciipane, ROK X Bapupa OJf a A0 b, BpeHOCT
¢bynxuuje ¢ ocraje mama of W(x) 3a cBe cucreme Bpepsoctn &,.§,,....€,
Koju ¢y cariachu ca ycinosuma (C);

2) y unrepBany (a, b), dyEKUHja je oZpanuyeHa JaToM PyHKIAjOM
L (x) ca gomwe citiparne, ako x BapHpa oJ a 10 b, BpegHOCT Of ¢ ocTaje Beha
ox A (x) 3a cBe cucreme BpenHoctu &, &,,...,&, carnacue ca ycnosuma (C).

* Hacnos opurunaia Fonctions implicites oscillantes, Proceedings of the Fifth Internatio-
nal Congress of Mathematicians, Cambridge, 1912, vol. 1, pp. 295-302.
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IMomuHOM P KOjH CajipXl CaMo iidpHe cTeneHe of &, Yhju Cy CBU KO-
euIijeHTH TIO3UTHBHY 32 X H3Meby a U b je PyHKIMja OFpaHUYEHA C IOHE
CTpaHe CBOJUM WIaHOM ¢ (x) Koju He 3aBucu off &,. [ToniHOM je orpaHnveH
C TOpIbE CTpaHe THM WIAHOM aKO Cy CBH KOE€(DHIIMjeHTH HETaTUBHH.

o1 . I
Pynkupja - orpaHHYeHa je ca $ C OWE WU FOPILE CTpaHe mpema
TOME Ja JIX Cy HEHU KOe(UIHJEHTH, 3a KOje ce IIPETIOCTaBJba fAa Cy CBH
HCTOT 3HaKa, HEraTUBHU WA HO3UTUBHH.
dyHKIMja
2
q) — f; + q)l&k
2
‘f2 + q)l&k

rae cy fi, f,, ¢, 0, KoHayse PyHKIM]e, TaKBe Aa f; U ¢, UMajy UCTH 3HAK €, a
f>» 0, AMaJy UCTH 3HAK € 3a X Koje ce Haja3u u3Meby a u b, orpaHnyena je
C IOE U FOpHe cTpaHe PyHKIHjama

LS

£y
f2 0,

n OOpHYTO, Y 3aBUCHOCTH Of] 3HaKa Off € OJ{HOCHO off £’.
Anwnarnorad je ciyyaj ca (pyHKLIHjOM

o= f+6e",

r7e je P jemaH ojf MPeTXOMHUX MOJMHOMA YUjH Cy CBU KOC(PULHjEHTH Hera-
THBHe (PYHKIHje 3a X Koje ce Hanasn u3Mehy « u b, rae cy f 1 ¢ KCTor 3HaKa
y TOM WHTEpBaJTy. AHAJIOTaH je U cayYaj ca (pyHKInjama

o =2 fEL,
e &, Tpeba a ucmymanajy yciuoB obauKa

pu 4emy ¢y f;,,,\ nosutuBHe (PyHKIHje Off x y HHTEpBany (a, b) uty.

3. Hexa je pmat cucrem pudepeHimjanuux jeqaaunta (E) Ma Kojer pe-
Ma, KOju KepUHHUIIIE /1 IPOMEHIBUBUX

)’\»)’2’---’)),;

kao (PYHKIIH]Y HE3aBUCHO TPOMEHIbUBE x. Moxe nocrojaTé (yHKUHja 0,
KOja 3aBUCH OJT X, O y, U HHUXOBHX Y3aCTOINHUX H3BOJA U KOja € Ha OCHOBY
jennaunna (E) jefHaka penaTuBHO] BpegHOCTH A(y,) APYror U3Boja H je-
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JIHE OJf IPOMEHIBUBUX Y, , TAKBA JJa Oyie OrpaHUyYEHa Y HHTEepBaIy of a 70 b
C O WIIH IOpH-e CTpane (yHKIHjaMa Off X KOje HE MEmajy 3HaK y TOM

HHTEPBATY.
Ho Tora ce fonasu, Ha HpUMeEp, Y CIIyvajy jefHaYnHe IPBOT pefa
y'=f(xy),
Kaja je u3pas
y\ox dy

C IOIbE WU I'OPI-E CTPaHe OrpaHuyeH TakBOM (pyHKuHjoM. [la 61 To Baxku-

JI0 3a TUHEeapHY jefiHaduHy
Yy =My+N,

rne cy M u N ¢dpyHKugje o x, TOTpeGHO je ¥ JOBOJLHO Jia je

m=-x
N

u na pyskmuja
M +M?,

KOja je Taja jeqHaka ca A(y), He Mema 3HaK y uaTepBany (a, b). la 6u 1o

BaXKWJIO W 32 JeJHAUNHY
y = My++P+Ny*,

noTpeOHO je ¥ JOBOJBHO J1a je HCTOBPEMEHO

N’ +4MN =0,

P’ +2MP =0,
u na pyHKImja

M +M?*+N,

Ha KOjy ce Taja cBojiu n3pa3 A(y), He Mea 3HaK y uHTepBaiy (a, b).
Jepnaunne, 6UII0 KOjer peja, o6auKa

Y+ y0(x, Yy ") =0,
YU je cCaMO jefiad Crelujaniad clyyaj IMHeapHa JelHauiHa
'+ fx)y=0,
IPHUIIAJIajy ITOCMaTpaHoOM THITY jeflHaunHa. TakBa je, Ha mpuMep, jeJHaulHa
Yy +my' +ny=0

(tme cy m, n KOHCTaHTe UCTOI' 3HaKa) KOja ce UHTETpHLIEC eJUNTUIHUM
pyHkumjama.
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Cucrem
dy,
—— X, seres Ya
I Sy 90)
dy,, .....................
= n x’ LA AW /]
dx JRERT Vi)

npejicraBiba cucTeM (£) Kaj rofl je HajMame jeflaH off u3pasa

RN - Ifi
(ax +Zfi a}’i]

(byHKIM]a ¢ OrpaHNyYEHa C JOHE WU FOPIhe CTPAHE.
Ha mpumep, To je ciryuaj, Kog cucrema

i = My, + Ny,
dx

d
) = Py, +0y,,
dx

rae cy M, N, P, Q ¢pyHKIEje O] X Be3aHEe peNaiujom

N +NM+Q)=0,
naxo (pyHKImja
M’ +M?* + NP
Ha KOJy ce Taja cBOAu u3pa3 A(y) He Mema 3HaK 3a x KOje ce Halasd

uzmeby a u b.
Y cnyyajy cucrema

Y1
-t = R
dx Y2 Y3
dy,

—= =7 s
dx Vi3
dyy _

dx PY1Y2»

Koju ce cpehe y npo6neMy KpeTama YBPCTOT Tejla H KOjU ce MHTEerpulle
noMmohy enuITHYHIX (PYHKIW]a, fobuhe ce

A(y) = m(py; +ny3),

TaKO Jla CHCTEM IIpHUIlaja NoCMaTPaHOM THITY KaJ TOJ CY mp W min UCTOT 3Ha-
Ka M Kaja cy y,Y,,y; (Kao ¥ lUXOBH H3BOJIM) PEaJTHH, KOHAYHH ¥ HETPEKH-
IHU y gHTepBany (a, b); HauMe, A(y,) 61 MOTJIO J1a Ce aHYJIMPA 33 BPEHOCT
X =0, caMO aKo OH 3a Ty BPETHOCT X UCTOBPEMEHO OHIIO
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» =0, y,=0.

Y ToM cnyuajy, Ha OCHOBY JelHaUHdHA CHCTEMA U jefHaunHa Koje ce nobujajy
nrdepeHIupambeM jeflHaYlHA CUCTEMa, CBY Y3aCTONMHH U3BOAU Of y, OUIn
OU HyJIE 32 X = .

Y puHAMHIW, JelIaBa ce Ja ce y je[[HaYMHH SKUBe CIUIe Hajase yCIOBU
HEJeJHaKOCTH, Ha OCHOBY KOjUX CE€ y CHCTEMY je[JHaUMHa ApYroT peja, Ha
Koje ce mpo0OieM CBOAM, 32 je[iHy WJIM BHIIE KOOpAMHATA ¢ HAJIa3W H3paj3
A(g) KOju je C OmE WIH TOPHE CTPAHe OrpaHNYEH.

4. 3a HeKy (pYHKIHM]Y y O X Kaxe ce Jia je ipasuiHa y UHTePBay Of
X = a 1o x = b axo je OHa, Kao ¥ CBU IbeHH H3BOJU, pEaTHa, KOHAYHA W
HETPeKIIHA ¥ TOM HHTEPBaJTy.

Axo gatu cucteMm (F) jeqHaunHa geUHUINE PENATHBHY BPEJHOCT
A (y) Ipyror u3Bofia HHTErpasia y Kao (OyHKIHU]Y ¢ OTpaHHUICHY C JOHE WIH
ropie cTpaHe, OHJIAa MOCTOje Besde m3Meby ocoOMHa (3HAK, HAYMH pacra,
oGnacr Bapujanuja uTn.) GyHknuje y uaTepsany (¢, b) m pacnopega Ipo-
CTHX HYJIa CBAKOT MPABWJIHOT HHTErpasia y y TOM HHTepBaiy. Tu ogHocu ce
MOI'y YKPaTKO u3j10kuTH nomohy unmenunua (a) u (6).

(a) IpernoctaBumo 1a je PyHKIHjA O ¢ gorbe CHIpaHe 0ZpaHu4eHa
dbyuxImjoM A (x), Koja je KOHaYHA W HEeNpeKuaHa y nHTepBany (a, b); Hexa
je u IPOM3BOIbAH HHTETPAJI jefHAUNHE

U’ —A(x)u=0.

Hee yzaciiioline tipocitie Hy/ae og U koje ce Haaaze y (a, b) cagpce Haj-
gullLe jegry Hyay 0g y; gee ipocilie Hyae 0g y cagpiuce Hajmarse jegHy Hyay og
u. AKO Y U U UMAJy JegHY 3ajegHUYKY HYAY X = O, UpoMmeHbuUsa X he, pa-
citiyhut 0g o, gocitiuhu Hajiipe HyAy 0g U, 4 3aiUUM 1L HYY OF Y.

(6) ITpeTmocTaBymMo fia je ¢ ¢ ropmbe cTpaHe OTPaHUuYEHO (DYHKIMjOM
1 (x) KOja je KoHauHa U HenpeKuaHa y (a, b) 4 HeKa je v IPOU3BOJ/baH HHTe-
rpan jefHaunHe

vi—p(x)v=0.

Hee iipocitie Hyae og v Koje ce Harase y (a, b) cagprce najmarse jegry
HYAy 09y, g6e y3aciioiine Upocilie Hyae 0g 'y cagpxce Hajeuuie jegny Hyay og
v. AKO y u Vv umajy jeguy 3ajegruuky Hyay X = O, lpomensmusa x he, pa-
citiyhu og o, gocitiuhu Hajitpe HyAy 0 'y, 4 3alliim 1 HYay Og V.

Te npono3uumje, Koje Hucy HumTa Apyro go Illltypmose Teopeme 3a
JMHeapHe jelHaYnHEe APYTOT pefia, JoKa3yjy ce Ha MO3HAT eJeMEHTApHHU Ha-
YHUH, TAKO IITO Ce MPETIOCTaBe CaMO Heje[HAKOCTH

M) <o spx)
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¥ IPaBUJIHOCT MHTerpana yy (a, b).

AKo ce 3a pyHKIHje 3a ynopebuBame u U v y3My pa3nudute pyHKIuje
0 KOjuMa je MO3HAT, C jefiHe CTpaHe, HAaUMH Ha KOjU BapHpajy pelaTHBHE
BPETHOCTH BUXOBHX IPYIHX U3BONA, a C IPYre CTpaHe, pacIlopeq Hyna y fa-
TOM uHTEepBany (a, b), fobuhe ce nmpomo3unHje Koje HCTUYY OfHOCce U3Mehy
ocobmHa (pyHKIHje ¢ Koja OfroBapa HEKOM HHTErpaly y u3 cucrema (E),
KOju je ipaBunaf y (a, b) 1 pactopefi BpeJHOCTH Off X, KOje ce Hamase y TOM
HHTEpBally, 3a KOj¢ y Metha 3HaK aHyIupajyhu ce.

1) dynkumja 3a ynopebusame

u=e",

KOja Kao A(u) WMa BPEIHOCT 1, JOBOAM IO OBOT IIPpaBWIA: ako je ¢ ¢ gorbe
cllipare 0Zpanudeno yHKUuujom Koja je ciiasno dosuitivera y (a, b), uniiie-
2pan '’y He Mera 3HAK 8Ule 0f jeqaHitytil y ilom uHILepa8any.

2) ®ynkumja 3a ynopebupame

= sin x«/ﬁ (N = const.)

Koja 32 A (v) uMa BpegHOCT —N, TOBOJH JIO OBOT IPAaBUIIA: Ko je § ¢ Zoprve
ciipane o0Zpanuveno yHKyUjom Koja je citianno HezaitiuseHa y (a, b) 2ge Kao
Zopby Zpanuuyy uma —N, uHiliezpan 'y y iom UHiiepeany mera 3HaK Hajma-
1€ OHOAUKO HYIa KOAUKO UMA JeqUHLLA Y

(b—a)/N
PRI

dyHKUM]a 32 ynopehuBame
u = sin x\/M (M = const.)

Koja 3a A (u) mMa BpeHOCT —M, TOBOAH 0 OBOT IpaBUIia: dKo je ¢ ¢ gorbe
ciipane 0zZpaHuveHo (pyHKUUjom Koja je citlaaHo HezaitiueHa y (a, b), 2ge
Kao gomby Zpanuyy uma —M, unitiezpan 'y y iiom urniliepsany merba 3HaK Haj-
BULULE OHOAUKO HYTHA KOAUKO UMA JeGUHULA Y

__(b—a)W +2.
T

To cy mosnara IlITypMoBsa mpaBuiia 3a CHelHjalaH Clydaj JINHEAPHE
jenHa4YrHe IPYyror pena, Koja ce Takohe MOry IIpHMEHUTH Ha APyre TUIIOBE
jeqHaYMHA.

3) ®yukuumje 3a ynopeburame obnuka

x'7*" sin px
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(rme ¢y m u p NO3UTHBHE KOHCTAHTE), KOje 3a PENATUBHY BPEAHOCT APYTor
W3BOJIa UMAjy B3pas
C — Dx*"
x
ca
m? -1
C= I D =p'm?,

ROBOJie O OBOT NpAaBWIA: ako ce fosuiiugHe xouciilaniie C, D usabdepy
iaxo ga je y (a, b) ¢ ¢ Zopree cilipare 0ZpanuveHo QYHKUUJOM

C — D.sz
2 b
i
Koja je HeZaitiusHa y (a, b), ¥ y HioM URIIEPBANRY MEHA 3HAK HAJMATHE OHO-
AUKO UYIHA KOAUKO UMA UeAUX JeqUHULA Y

bm —- am
21

D
=+14+4C, = .
" p 1+4C

Hlcro Tako, axo ce fosuitiusre koncitanitie C', D’ uzabepy iako ga je
y (a, b) ¢ ¢ gome citipare 0Zpanureno QyHKULOM

p,

rje cy

C’'—D'x*"
x2
Koja je y (a, b) HeZalliuHa, y y THOM UHINePB8ALY MeHbA 3HAK HAJ6ULLE OHO-
AUKO HYIHa KOAUKO UMA JeqUHULA Y

bm' _am'
—p'+2,
2n P

rae cy

m =A1+4C", p’'= b

1+4C"

Ha npumep, y clyuajy nrHeapHe jefHaYuHe
»” 3 2 )
= +4x° |y,
Y ( 4x* Y

npaBuio 2) 3a uarepsan (1, 4) ca N = 63,9 naje 6poj 9 xao ropry TpaHuIly
Opoja mpoMeHa 3HaKa Of y; IpaBUIIc 3) ca
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C’=§, D/_é’
4 4
ofaKie
m' =2, p’=§,
4

Kao Topmy rpanuny paje 7. Mcro Tako, 3a fomy rpanuiy Tor 6poja mpa-
BuIO 2) maje 1, a mpaswurio 3) maje 2.
4) ®yuxnuje 3a ynopebusame 061nKa

e—kx sin (pey\z\-)

(rme ¢y k ¥ p MO3UTHBHE KOHCTAHTE), KOje 3a PENIaTHBHY BPEJHOCT JpPyror
U3BOJIA UMajy U3pas
A— Be**,
ca
A=k* B=4p'k’,

NIOBOJIE 71O OBOT MPABIUIA: KO ce HOo3uiliueHe KOHCIHanie A u B usabepy
- fhako ga je y (a, b), ¢ ¢ Zopre cllipane 0Zpanu1eHo PYHKUUJOM.

A_ Be4kx,

Koja je nezaltiugHa y (a, b), y y fiom UHIHEPBANY Merba 3HAK HAJMAFHE OHO-
AUKO HYHIA KOAUKO UMA JeGUHULA Y

L(ezhﬁ _eZm/-A_)\/E_
2n A

Hcro Tako, ako ce iosuitiuere koHcitianitie A’,B’ uzabepy ga y (a, b),
O ¢ gorve ciltipane 6yge 0ZpaAHUUEHO PYHKULJOM

’ [y oY
A" — B'e*™,

Koja je Hezaitiusna y (2, b), y mera 3HAK HajeULie OHOAUKO HYIHA KOAUKO

UmMa jeguHUYA y
2+L(€2bﬁ-—€2aﬁ) _E_:
2n VA

Ha npumep, y ciryuajy nuHeapHe jefHa4YdHE

Y =(1-4e")y,
aKo ce y3Mme
A=1, B=l,
A=1, B'=9,
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Hanmasu ce fa y uarepsany (0, 3) y Mopa na mpomeHHu 3HaK HajMambe 62, a
Hajsumie 188 myTta, ok npasmiio 2) gaje rpanune 1 u 740.

5) ®yrkmje 3a ynopebupatse 06mmKa ~/x sin (p log x) (rne je p no3u-
THBHA KOHCTaHTa), KOj& 3a PEJaTHBHY BPEIHOCT APYror U3BOAa MMajy
n3pas

A
e
ca

1

A=p’+-=
Py

[OBOJE A0 OBOT IIpaBWIA: AKO ce HO3UliusHe KOHCTaHile A u A’ usabepy
mako ga je y (a, b) ciiaano
A A

—— <P <,
x2¢x2

Opoj iipomena 3naxa 'y y (a, b) Harasu ce uameby gse apegrociiu

4A-1 b
log—
21 a
u
24441 log—l2
21 a
Ha npumep, ako ce y ciy4ajy JTHHEapHE jefHaunHe
n_ _ 65 y
4x?
y3me
A= g4
2 2

Hajaswu ce jga y wareppany (1, 100) y Mopa a mpoMeHH 3HaK HajMame 2 a
HajBumie 4 myTa; npasuio 2) naje 1 1 128 kao rpanuie Tor 6poja.

5. ITpeTxonHa npaBmiIa, HAa IPUMED, C€ MIPUMEIY]Y HA jeAHAUYNHE MIp-
BOT pefia
Y =f(p),

_1(of  ,Of
¢—y[3x+fay)

3a KOje je u3pas

OrpaHmyeH jenHoM of (hyHKIH]ja 3a ynopebusamwe A unu p. Ha npumep, nu-
PEKTHOM IIPOBEPOM NOKa3yje ce fa jeflHaunHe o0NnuKa



114 HAYYHE PACIIPABE

y=-LP PPy

2P

(rme je P QyHKIHMja O x WM KOHCTAHTAa, U T7I€ je k KOHCTAHTa) UMajy Kao

OIIIITH HHTETPA
1

T

I 2 V4
é[f_) _k2p2__1__P___
4\ P 2 P

IIpuMemeHa Ha jeHAYUHY APYTOT pena
y'+ fy+oy* =0,

rae ¢y f u ¢ mo3uTHBHE (PYHKIHje Of x, Ta IPABAJA HCTUIY OCHIIATODHH
KapakTep NIpaBWJIHUX HHTeTpala u ofpebyjy Homwy rpaHuny 6pojy ocumia-
IMja THX HHTeTpajia y JaToM MHTepBany of x, ogrosapajyhu uspas ¢ je ¢
FOpHE CTPaHe OTPaHHYEeH CTATHO HeraTuBHOM (pyHKIuUjoM —f (x). [IpaBu-
. JIa ce JUPEKTHO IIPOBEPABAjY HA CHENHjalTHOM CNy4ajy jelHaYnHe

sin(k | Pdx + C),

a Kao ¢ u3pas

y'+Ay+ By’ =0

(rme cy A m B NO3UTHBHE KOHCTAHTE), KOja Ce MHTErPUUIEC eIUNTHIHUM
¢yHK1ITjaMa.
IIpuMereHa Ha cuCcTEM

dy, .

_dxl = f(x,9,....y,), (=12,...,n)
Ta IpaBUiia NCTUYY OCHIUIATOPHU KapakTep CBUX HETOBUX IIPAaBUIIHUX WH-
Terpana 3a Koje je u3pas

—(af‘ > f; af*) i=1,2,....n

C rOpHbE CTpaHe OrpPaHUYEH HETaTHBHOM (pyHKUMjOM. AKO CE 3Ha jeJHa
¢ysxumja 3a ynopebupame |, Moxe ce Hahu goma rpanuna 6poja ocuuia-
Iwja Koje ce Hanase u3Mmeby matux rpanuna ox x. [lpaBuina ce nposepasajy
IAPEKTHO Ha CUCTeMy O6IuKa




MMITUOUTHE OCHUJIATOPHE @ YHKIIHUIE 115

rae cy M, N, P dpyHKIuje Off x TaKBe [ia je u3pas
M’ +M?*+ NP,

Ha KOjH CE CBOJM H3pa3 ¢ KOjH ce OJTHOCH Ha HHTETPAN y, CTAJIHO HETATUBAH,
TO Ce oceGHO OfHOCH Ha clydajeBe rae cy M, N, P xoucranTe. "

o Pedbepucano y Revue sémestrielle, 1913, t. XXIL. Pesynrare u yueuthe Ha KoHrpecy
y KemGpuny Ilerposuh je usnoxuo y Cpnckom KreuxesHom rnacuuky 29 (1912), 6, ctp.
480. — TIpumeTtumo fa IleTposuh y oBOM pany ilo iipsu ilyiil yBOAH pENaTHBAH H3BOJ (gugpe-
penyujaanu aazopuitiam) A,(y)=y”/y wro he Tex 1936. ronuHe pasBUTH y MHTaBY MOHO-
rpacnjy Jegan gugpeperyujanrie anzopuitiam u rezose ipunmere, Beorpap 1936, crp. 235 (nip.

A.T)



JEMHA BPCTA MHBAPUJAHATA
KPUBUX NTUHUJA TEPUHNCAHNX
MU ®EPEHLINI ATHUM
JEMHAUYMHAMA'

Ilop uneapujanitiom S jefHe Kilace KpUBHX JIMHHUja, KOje ce Jo6Hjajy
BapHjallijoM jeJHOT WK BHIIIE TapameTapa

a,a,as,...
y OMIITO] jeHAYUNHH

(1) f(xvy’al’a2va3v--)=0

Te KJlace KpUBHUX JIMHUja y PaBHH, oApa3syMeBalieMo cBaKy TaKBY KOHAUHY,
nuepeHIIjaHy WK HHTETPATHy KOMGUHALHjy Q KoopauHaTa (x, y), umje
IpoMeHe IMPHINKOM IIpesiacka off jemHe tauke M (x;,y;) Ha APYry Tauky
M,(x,,y,) Yy paBHH, 3aBHCE caMO Of Ionoxaja M, u M,, a HIKaKo U Of
nyTa KOjUM Ce WIILIO Off jeflHe Tauke Ka JpYroj, HATH off BPeIHOCTH Koje ce
IIpH TOM IIpenacky OyAy NpupaBajie nIapaMeTpuMa a,,d,,ds,.... BpeqHocTn
jenHe HHBapHjaHTe TaKBe BPCTe MOKIANajy ce, Jakie, ca BpeAHOCTHMA KOje
no6mja jenHa oapebena u 3a cBe kpuBe (1) jengHa mcra dyHKUEja A (x,y)
KOOpAMHATA Tayke, HE3aBHUCHA Off IapaMeTpa a,, l1a IaKkJie He3aBKCHa U Off
TOTa Ha KOjy ce of KpuBux (1) mocMaTpana uHBapyujaHTa { OJHOCH.

Tako, Ha mpuMep, 3a KJacy KpUBUX JHHUja o6yxBaheHux ommuToM jef-
HAYMHOM

jenHa TakBa MHBapHjaHTa KoMOMHanuja Ouia 6m X K0JjO] OATOBapa Kao
y

(pyHK1UM]ja KOOpAWHATA

(2) Alx,y)=1;

* .
Cpncka xpakeBcKa akafemuja, I'mac, k. XCIII, [Ipsu paspen, kw. 39, Beorpag,
1921, crp. 75-84. M. [Terposuh je 0BY pacnpasy cacimuTHo y AKafeMuji NPUPOJHAX HAyKa
25. HoBem6Gpa 1913,
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Taxko OM Ce MCTO Kao MHBApHjaHTa HMaJla KOMGHHALHT]a
X
J vdx,
a

K0jOj Kao (pyHKIHja OArOBapa KOOPAUHATA

A(x,y)=y
UM KOMOUHaLTja

X"+ yy = xy?,
KOjoj ofroBapa
A(x,y) = y?, uTn.

3a kJacy KpHBHX JM¥HHja 06yxXBaheHHUX OMIIITOM jelHAYMHOM
ytae™ +ae™ =0

’”

jenHa UHBapujaHTa 6m 6myia KoMOUHAITja 17 K0joj ofiroBapa
y

A(x,y)=a?,
unu koMOrHanFja y” K0joj ofrosapa

A(x,y) =a’y,
J‘y—dx
Jy

A(x,y) =a’x, urn.

1 < 1 _
==|age*+—e
Y 2( a )

WM KoMOUHALT]a

K0jOj ofiroBapa

3a kpuse

jenHa muBapujaHTa € 6una O6u caMm U3BOJ Y, a OBOMe OU, Ka0 HHBAPWjaHTH,

OJIrOBapPaIo , :
A(x,y) =yt -1.

JIaxo ce Moxe IPOBEPUTH Jla CBaka Kiaca KpuBux juHHuja (1) uMa
OeckpajHO MHOTO HHBapHjaHaTa fe(pMHECAHUX Ha TOPHH HAUUH — CBaka Ko-
HayHa, frdepeHnyjanta Uik HHTerpagia KoMOuHanuja KOOpAUHaTa X 1 y,
KOja je TakBa fa npema jefHaunHu (1) mocMarpase Kilace KPHBUX He cajp-
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KU HUjelaH Off mapaMeTapa d,,d,,ds,... @ 3aBUCH CaMO Off KOOPAMHATA Ta-
yke, Ouhe mHBapHjaHTa Te Kjlace KPUBUX y ropmeM cMuciy. IIpema Tome:

1. — kapa je Q nHBapujaHTa JaTe Kyace KpuBux, 6uhe Takobe nHBapu-
jaHTa ¥ Ma KakBa (pyHKIHja

(3) - D(x,y,Q);

2. — xafa onrosapajyha ¢dyukumja A (x,y) jemHe mHBapujanTe  He 3a-
BUCH Off y, UHBapujanTa he 6uTH 1 Ma KakBa KOMOHHAaI®ja KOOPAKWHATA X, Y,
u3pa3sa €2 ¥ BeTOBUX M3BOJA 110 X ¥ MHTETpala Ma Kora pefia;

3. —kapa cy Q,,8,,Q;,... HHBapHjaHTe faTe KiIace KPUBUX, Ma KaKBa

pynkumja
(4) q)(x,y,Ql,Qz,Q3,...)

Takobe je jenHa BUXOBa MHBAPUjaHTa.

Camo onpebrBame nHBapHujaHaTa UMa J{Ba HAUNHA.

1. — Kapa je maTa eKCIVIMIUTHA jefHaYNHA TIOCMaTpaHe Klace KPUBUX
nuHuja y o6nuky (1), oBy Tpeba gudepeHnnjabemheM, HHTErpakbeheM |
eTMMHUHAIN]OM TapaMerapa o,,0,,0;,... TpaHC(OPMHUCATH Y jeHAUUHY
uyyja JecHa cTpaHa Hehe 3aBUCHTH OJ] THX HapaMmeTapa M OHTH WM jefHa
oapebeHa xoHcTaHTa, WK jeHa ofpebena ¢hyHKIUja caMora x MiId caMora
y, unu o0ejy oBuX KooppuHaTa. MI3pa3 Ha JIeBOj CTPaHU JeHAaYUHE IIpef-
craBibahe Tafa uaBapmjanty Q kpuBux (1), a moMohy oBe, NpUMEHOM rop-
IbUX MPaBMIIa, MOXKeE ce OpeuTH 6eCKpajHO MHOT'O TaKBUX MHBApHUjaHaTa.

2. — Kap je maTta gudpepeHuujaiba jeqHaunHa jeHe Klace KpUBHX, Ha
npuMep

(5) O (x,3,y,y"..)=0,

y KoM OM cIy4ajy yJlore mapamerapa o.,,0,,0;,... IMale HHTErpaluoHe
KOHCTaHTe, jefHaunHy Tpeba Ha Ma Koju off 6ecKpajHo MOro HaYyHHa TPaHC-
tpopmucaTh y o6IuK

(6) O +n(x,y)y +E(x,y) =0,

rae je © koHauHa, fudepeHnrjaNiHa WiK HHTErpalHa KoMOuHanuja npo-
MEHJBPUBHUX X ¥ y, a 1) K & qBe (PyHKIH]je caMO THX KOOPAHHATA, TAKO fia je

) S-a,

Hszpas
(8) ~E(x,y)dx = (x,y)dy
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Tajla je TOTalHu gudepeHnujan jeqae GpyHxugje A (x,y) caMux KOOpAUHATA
X My, TaKO fia u3pas

) j 4(I)dx

IpeJcTaBba JeiHy HHBAapUjaHTy £ Kllace KpUBUX feuHuACaHuX gudepeH-
nujansoM jegaaunHoM (5). ITomohy me je onpa nmako dhopmupatu 6e36poj
[PYTHX.

Ersucrenuuja TakBUX HHBapHjaHaTa 3a aTy nupepeHIInjaIHy jerHa-
YuHy fo6uja CBOjY HApOUUTY Ba’KHOCT y ciyuajeBUMa Kaja WHBapHujaHTa
nma ofipebeHo reoMeTpHjCKO 3Hauehe U 03HayaBa ogpebeH reoMeTpujcKu
thaxkTop A. Y TakBOM ce ciny4ajy BennunHa (pakTopa MOXKEe H3padyHaTH 32
Ma KOJy HHTETPAJIHY KpUBY flaTe JU(EepeHLH]jalTHE jeTHATNHE, a 1a CE 3a TO
He MOpa jeflHaupHa HHTeTpaNnTh. JacHo je OHfa Of KakBOT je TO MHTepeca
3a ciydvajeBe Kajja je MHTerpalyja jeflHaunHa HeMoryha min KOMIUIAKO-
BaHa; OHA je, yOCTaJIOM, 3a M3pauyHaBame TUX (PaKTopa HemoTpeGHA U OH-
na xay Om O6muna axo u3BOAIbMBA. OCHM TOra, er3UCTEHIMja U TO3HABAKE
TakBUX (pakTOpa W HUMa ofropapajyhux ¢pyuknmja A (x,y) MOBIAYM 3a CO-
60M H II03HABaH¢ M3BECHUX reOMeTPHjCKHX 0COOMHA MHTErpaa, Koje Tpe-
6a 3HATHU U OHja Kaja ce MHTerpal He MOTY eKCIUIMIUTHO OJPEAUTHL.

Ogspe he mpuMepa pagu OUTH HaBefeHH (aKTOPU A 32 HEKOIUKO TH-
nmoBa audepeHIjaTHIX jefHaunHa IpBora pefa.

I. 3a iuHEapHy jefHAYMHY IIPBOTa pefa

(10) Y +y+f(x)=0

jeqHa je reOMeTpHjCKa HHBapHjaHTa IIOBPIIMHA OTPAHUYEHA X-0COM, ABEMa
KpajiiM OpJMHaTaMa 1 JYKOM UHTerpaliHe KpuBe JuHUje jegHaunHe (10).
Onrosapajyha dpyskimja A (x,y) oBfie je

Mxy)=y= [ Fo0dx.

I1. 3a PukaTujeBy jeqHauNHy
(11) Y +y2+f(x)=0

jenHa je reoMeTpHjcKa HHBapHjaHTa 3allpeMUHA OIMCaHa o0pTameM poTa-
[[MOHEe MOBPIIMHE MHTETpajiHe KPUBE JHHHje OKO x-0ce; ofirosapajyha
(yHKIMja A Tana je :
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Alx,y) = —n{y+_l‘f(x)dx}.

Hcra jegHaynHa UMa jeHY MHBapujaHTy £ W MOBPIINHY MOJIAPHOT
_ .CEKTOpa OrPaHMYEHOT JIYKOM MHTErpajHe KpHBe JUHHUje U CMaTpaHOT 3a
(hyHKIH]y IIONIApHOT YITa x M moTera y; yHKUuja A Taja je

x(x,y)=——;{y+jf<x>dx}.

II. Jemnauuna

(12) Yi+y - f(x)=0,

Ha KOJy ce Hamjla3d y BEIHKOM 6pOjy reOMETPHUjCKUX I MEXaHUIKUX MPOO-
JeMa, IMa Kao reoMETPHUjCKy HHBAPHUjaHTy AY>KUHY JIYKa UHTETpanHe KpHU-
Be JIMHYUje, CMaTpaHor 3a (DYHKIM]jY MOJapHOT yIia X ¥ II0Tera y; pyHKIHja
A Tana je

K(x,y)zjdxq/f(x).

Wurerpanse kpuse jegquauune (12) (xkoja ce, Kao mWTO ce 3Ha, Y OI-
HITeM CIydajy He MOKe UHTETPAJUTH) uMajy, faKkiie, AHTePECaHTHY I'eo-
METpHjCKY OCOOHUHY Jla u3Meby mpeceyHnx Tayaka ca JBeMa Ma KOJHM Ipa-
BaMa Koje IpoJiase Kpo3 oYeTaK, IMajy jefHy UCTY Hy>KHUHY JIyKa, Koja ce
He Merba KaJla Cy Te IpaBe HeNIOKPETHE.

1V. Jepnaynna
(13) Yy?r+y - f(x)=0

Ma Kao UHBAPHjaHTY POTAI[MOHY NMOBPIINHY ONKCaHy 0OpTameM UHTETpa-
JHe KPUBE JINHAje OKO x-0ce; QYHKIHja A Tajga je

A(x,y) = 2nj derF(x).

V. Vcra 6u nHBapHjaHTa OMiia U 32 ONIUTH]Y jeHAYNHY
(14) Yy +y? =lhy' + f(0)F =0,

rae je h jaTa KoHCTaHTa, caMo MITo OM Tafga pyHKuMja A 6uiia
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Ax,y) = 27t[hy+jf(x)dx}.
VI. 3a jegHaunny

(15) ¥ =y’ + f()F +1=0,

rfe je h KOHCTaHTa, HHBapHujaHTa 61 Ouiia 3anpeMHHCKa pasnuka V, —V,,
rie je V| 3anpeMuHa napanenolnunefa ynja je fy>kvHa jegHe crpase 1, npy-

T .. . .
re " a Tpehe jemHaka gy>KWHM TyKa s HHTeTpaJIHe KpUBE JuHAje; V, je 3a-

IpeMHHa POTAlOHE MOBPUIMHE ONHCAHE OOPTAIeM JIyKa § MHTETpajiHe
KpHUBe JIHHMje OKO x-oce. PyHKIHK]a A je y TOM cinydajy

Mxy) =T fxyds.
hﬂ
VII. Jernayuna

(16) 2=y 4 2f(x)y— f(x)* +1=0

y=Al+y? = f(x)

ACTUYe WHBAPHWjAHTY je[[HAKy pas3/iIM MOBPIINHE OTpaHMYCHE JYKOM §
UHTETpalHe KPHBE, X-OCOM U [IBeéMa KpajlbVMM OpAMHAaTaMa U MNOBPUIMHE
IpaBOYraoHWKa Yyja je OCHOBHLA jefIHaKa Jy>XUHH JIyKa s, a BucuHe 1, of-
roBapajyha ¢pyakumja A je

HaIMcaHa y obIuKy

Aey) = [ Fonax.

Wurerpanue kpuse jeqnaunne (16) Mory ce, naxie, KBagpapaTH PeK-
TH(UKAII]OM BUXOBOT JIyKa.
VIIL. Kap y omuroj pude peHIjanio] jefHaunHy MPBOT pefa

(17) F(x,y)y =¢0(x,y)=0
(yukumje F 1 @ 33710BOTbaBajy NOroxoy
oF 09
18 ———=0,
(18) ox dy

HeHa JIeBa CTPaHa je TavaH u3Boj pyHkuuje F (x,y) 10 NIPOMEHIBHBO] X, a
HEeH OMIITH UHTETpal je ‘
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F(x,y)=C.
Kap je ymecro noropGe (18) 3agoBosbena moroa6a

oF 09
19 — =
(19) ox dy “

I7ie Je a KOHCTaHTa PasnuyiuTa Off Hylie, jefHAURHY je Y OIITEM CIyYajy He-
Moryhe MHTErpaIuTH, ajly ce UIIaK MOXKe YOUHTH OBa OIITAa TeOMETPHjCcKa
0co0vHa MHTETpalia TAKBUX JeIHAUNHA — aKO Ce pa3NinKa

(20) F(x,y)—ax
03HauM ca Y (x,y), jenHaunna (17) MoxKe ce HaIMCATH Y OGIUKY
(1) axy’ = =y (x,y)y' = ¢ (x,y)

ollakiiec je JNECIHUMAYHOM I/IHTCI‘paIII/IjOM JIEBE CTpaHe

1 ,
(22) xy—J.ydx=——;J'[w(x,y)y +@(x,y)]dx.
C opyre cTpaHe, NOIITO je
ox Ox
TO je, mpeMa jegHaunnu (19), sagoBoibena morogoa
W _99 _g
ox dx

IIpema ToMe, MHTErpal je HA JICCHO] CTpaHU jeqHayuHe (22) u3BecHa
dynKMja caMmo KooparHaTa (X, y).

IIpema Tome, kan roj KoedunujeHTH f u @ ommTe gudepeHIjaaHe
jeqHaunHe npBor pena (17) 3agoBomasajy morop6y (1), jeqHaynsa uMa 3a
UHBapujaHTy £ pa3iuky u3Meby HOBpIIHHE IpaBOYraoHHUKa 4YHje Cy CTpaHe
ny>kuHe KoopauHaTa (x, y) W ofrosapajyhe KpHBOJIHMHHU]CKE NOBpIIMHE
OTpaHMYEHE JIYKOM MHTErpallHe KpuBe JHHAje; GyHKIHja A (x,y) Taja je

1 ,
Mwy) == [I(f ax)y +oldr,
rje je u3pas Mo HHTET'PATHAM 3HAKOM Taja IIOTIYH AupepeHujal.

IX. CBaka jeflHauYKHa IpBOTA pefa
(23) F(x,y,y)=0
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rMa Kao MHBApHjaHTY ) NOBPLIMHY P OrpaHHYEHY X-OCOM, BEMa KPajibuM
OpAMHATaMa ¥ JIyKOM KDHBE JIMHHUjE KOja IpeficTaBlba 3aKOH BapHjanuje
KPHBHHE T WHTErpallHe KpHBe IMHUje jeqHaunne (23) TOKOM Membarba alc-
nwuce x. To ce BUAM OTyfa 1ITO je

P:j’cdxzj’(l—_'_i%#.

Jakne, noBpimHa P jegHaka je pa3nuiy Kojy fobuja jegna opgpebena
(byHKLKja H3BONA y V IBEMaA KPajHbAM TauykaMa MHTerpaliHe KpuBe. A 1o-
mTo je y’, upema jenHaumnu (23), ogpebena ¢yHKIMja KOOpAUHATA X, Y, TO
je P opucra mHBapujaHTa MOMEHYTE BPCTe.

Y opyrom jegnoM paay 6uhe mokasaHo KakBa ce KOPHCT MOXe M3BYhH
U3 MO3HABaMka TAKBUX HHBapHjaHaTa £ 3a npoyuaBamhe mHTErpana gude-
pEHIMjaTHAX jeHAYMHa Ha Koje ce oHe ojfHoce.™”

- Pedepucao Binagumup Bapuhax y FdM, B. 48,5.515 (np. 1. T.).
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Y Teopuju nuHeapHuX A epeHnrjalHiX jefHaunHa 03HAT je PaKkT
Ia ce jefaH dapiiuxyaapHu MTHTeTpal jeqHa YinHe

dn—:i;s
dxn—l

(1) £

0 dxn

d
+fi +"'+fn—l—y+fny=F(x)
dx ‘
KOjy heMo, 0O3HaYuBIIN KEHY JIEBY CTpaHy cuMO0I0oM A (y,x) HamucaTH y
ckpaheHoM 06NHKY

2 Aly,x]1=F (x),
MO3Ke U3BECTH U3 oliluilieza AHTErpalla jefIHayinHe
3 Aly,x]=0

7 To nmoMohy KBafpaTypa y KOjuMa WHTerpaliHe TpaHulie 3asuce og upo-
MEHBUBE X.

JlarpanxoBa MeTofa BapHjanHje HHTeTpalIOHNX KOHCTaHaTa oapeby-
jé TakaB MapTUKyJIapHHU WHTerpasn nomohy n kBagpatypa, a Kommujesa me-
Tona nomMohy camo jemHe KBagpaType.

Osjie hie 6utu usHeTa jegHa HOoBa ocobuna jequaunHe (1) Koja ce ca-
cToju y cieneheM.

Hnma ciieyujasnux ¢pynkyuja r(x,o) ipomeHmuse X U jegHoz Upomer-
/bUBOZ Hlapameitipa a Koje ocitiajy ucilie 3a cee jegraqune (1) u xoje umajy
iy ocobumny ga ce jegan tapiiukyaapHu unitiezpan jegnaqune (1) moxrce
u3secitiy U3 jegHo2a UapiluKyAapHoz uHillezZpana jeQHa1une

(4) Aly,x]=A(x,0)

ila ma kakea 6una ¢pynxyuja F(x).

¥ Cpucka kpabeBcKa akafgemuja, I'nac, xib. XCIX, I1pBu paspen, k. 42, Beorpap,
1922, erp. 1-6. CaomureHo y AkageMujn npupoaHux Hayka 31. janyapa 1921.
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OcuMm Tora, TakaB ce NMapTUKYNapHU WHTerpan gobuja y o6nuKy
jemHora oOWYHOTr offpeheHor HHTerpaa Yije Cy HHTEerpaliHe TPAHULE aico-
AYUHIHe KOHCIHIaHille, HE3aBYCHE Off o6uKa jexHaunHe (1).

Taj je pesynTaT 3acHOBaH Ha (PaKTy ja ce jefjHa IPOU3BOJLHA AHAJIMTH-
yKka (pyHKIHja F (x) MOXKe NPEACTaBUTH y OONIUKY ogpebeHor nHTerpana

b
(5) F(x) = J' F(O)M(x,1)dt,

rae je A(x,t) uW3BecHa crendjanHa (YHKIMja TPOMEHJBHUBHX X U f, KOja
ocitiaje ucitia 3a cee ¢pyHkyuje F(x), a a 4 b iBe KOHCTaHTHE MHTETpaIHe
r'paHuIle.

AKxo ce Tajja 3a y y3Me u3pas

b
(6) y=[vxna,
rye je ¥ Hermo3HaTa (PyHKIWja NPOMEHIJbUBYX X U £, jegHaunHa (1) naje
b b
(7) JA[\u,x]dtsz(t)y(x,t)dt.

ITpema Tome, ako ce 3a Wy (x,f) y3Me jejlaH NapTUKyJIapHU HHTErpall
THHEeapHe jeTHaINHe

(8) Ay, x1= F(OM(x,1),

(rme ¢ urpa ysory mpoMeHJBHBOT apaMeTpa), PyHKLHja y, febuHICaHa jefl-
HaurHOM (6), mpeTnocTaBibajyhil a je HHTErpall Ha JeCHOj CTPaH| Te Jefi-
HauMHE KOHAYaH 1 ofgpebeH, mpeacrasibahie jefjad NapTUKyJIapHA HHTErpani
nare jeqHaunse (1).

CraBuBIIA A2 je

9 v = uF (1),

I7ie je u HoBa Hemo3HaTa (PYHKUYja MIPOMEHIbUBUX X U ! M cMaTpajyhn ¢ Kao
jellaH IPOMEH/BUB MapaMeTap a, oApenda NapTUKYIapHOT UHTErpana y jefi-
maunue (8) cBOJHU ce, faKie, Ha Ofpendy jefHora TaKBOra MHTErpasa jef-
HaYuHE

(10) Alu,x1=A(x,a),

Kao IITO ce | XTeNIo mokasaTH. PyHKumja A (x,a) ocraje UCTa 3a CBE aHAJIH-
tiuke pyHrImje F(x) xomomopdue 3a x = 0. ¥ ciyvajeBuma Kajia je x = 0
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CHHTyJIapuTeT (pyHKIHje F(x) mpobleMm ce CBOAU Ha FOPHBU ClIydaj CMEHH-
BILIU X cax + a, T je a cTajaH, MoflecHo u3abpaH 6poj.
Axo je

(11) u=y(xa)
jeflaH napTUKyIapHu uaTerpan jennaunne (10), onpa je
(12) v =x (x50 F(@)

ofroeapajyhu unterpan jegHaunse (8).

Kag Zog unitiezpan (6), dowitio ce y rwemy cmeru Y (x,t) uspasom
(12), uma cmucaa, iwj. uma KOHaA4Hy U ogpebeny 8pegHOC, OH Upegciliasba
jegan dapiiuxysapHu unitieZpan jeguayune (1).

To Moxe 6uTH WM 3a cBe MOryhe BPEHOCTH X, MJIM 3& BPEAHOCTH X
Koje ce Hanase y ogpebernM obnacTiuMa 6pojHe paBHH.

TopmeM dakTy MOry ce JaTH Pa3sHy NPEeU3HUjU OONHMIHK IpeMa ToMe
Ha KOju je HaumH (yskimja F(x) npencrasibena y o6muky (4). Tako ce mo-
J1a3¥ JI0 pe3yaTaTa Koju he oBjie 6UTH H3TOKEHM.

Y jemHoM MoMe paHHMjeM pafy! moxasaH je oBaj pe3yiTar.

Hekaje F(a) Ma KakBa (pyHKI[Hja IPOMEHIbHABE X KOja ©Ma TauKy x = 0
Kao OOWYHY TauyKy M KOja uMa Koeduuujenre ceora MakIOpEeHOBOT pefia
cBe peasiHe. AKo ce ca F(t) 03Haum peayHu Aeo (PyHKIHje

_aF'(1)
T

3a g=e"

Guhie 3a BPEAHOCT a Y YHYTPAIIBOCTH Kpyra XonoMopdrocTa C GyHKIHje
F(a) onucagor oko a =0,

(13) F(a)=M+J<I>(t)log(1—2acost+a2)dt,
0
rae je M KOHCTaHTa
1
M =——F (0).
5 ()

M. Herposuh, Hellocpegna fpumena peasnux ogpebenux unitiezpara na aszebap-
cKke U fmpanciengenitine jegiasune, Cpricka KpasbeBcka akagemuja, I'nac, ki, LXXIII, TTpsu
paspen, k. 29, beorpan 1907, crp. 1-76.
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Onpen6a jeguora mapTUKyJIapHOI HHTETpasa AudepeHnnjante jeqHa-
yure (1) cBopm ce, fakiue, Ha ofpefly IO jeTHOT NMapTUKYJIAPHOTr HHTe-
rpajia CBake OJf IBejy jefHaunHa

(14) Aly,x1=M
(15) Aly,al = fq)(t)log(l—2xcost+x2)dt.
0
Y3esun u3 jegraunHe (15) 3a y u3pas o6nuka
(16) y:fqn(t)udt,
0

rJe je 1 HoBa Helo3HaTa (PYHKIUja MPOMEHIbHBHX X U f, pyHKIHja u Tpeda
la 3aOBOJHY AU(pEpEHLIH]jaHY jEAHAUNHY

(17) Alu,x] = log(l —2x cost + x?),

rae ce f cMaTpa NPOMEHJbUBUM MapaMeTpoM. AKO je u TaKaB jefaH MHTe-
rpain jeguaunue (17), meMy he, Kao mapTHKYJIapHU HHTerpal jeHaunHe
(15), ogroBaparu n3pa3 (16) mourTo ce y meMy 4 CMEHH CBOjOM Tako Habe-
HOM BpepHolithy. 36up TakKBOI HapTHKYyJapHOT HHTErpaina jegHaunue (14)
U MapTHKYJIapHOT HHTerpana jegHaunue (15) 6mhe mapTukymapHu uHTe-
rpai jegnaqune (1).
C mpyre cTpaHe, CMEHOM
: y=z+M

jennauwnna (14) cBopu ce Ha
Alz,x]=0.

Ogpegba jegrnoza tlapiiuxyaapro? unitiezpana jegnaqune (1), 2ge je
F(x) ma kaxea ¢pyHkyuja iomenyidie spcitie, c60giL ce Ha ogpegby iio jegnoza
unitiezpana geejy jeguauuna uciiioza obauka (1), aau 'y kojuma je B(x) cme-
FeHO Jeqanilyili HyAoM, a4 gpyau iyiti pyrkyujom obauxa

log(1-2ax + x?).

Ilpu tuome ce a uma cmatiipatiii Gapameiipom.

I

Hexka je F(x) Ma KakBa (pyHKI¥ja IPOMEHJBUBE X KOja 3al0BOJbABA
noron6e HaseneHe oy I 1 Heka je ca () o3HaUEH peasinu feo GhyHKIH]e
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F(x)
T

3a x=¢",

ITpema mo3natumM ITyacoHoBUM MHTErpaJHUM oOpaciuMa 3a BPEIHO-
CTH X Y YHYTpamrskocTh Kpyra C 6uhe

— Xxcost?
I—x zdt
1-2xcost+x

F(x)=N+jcp(r)
1]

T .
F(x)= —N+jc1>(z)—-ﬂ9’—2dr,
0 1—-2xcost+x

riae je N KOHCTaHTa
N =F(0).

Ogpegba jegroza flapitiukyaapHo? unitiezpana jegnaqune (1) ceogu ce,
gaxae, Ha ogpegby 1o jegroZ HapIUUKYAAPHOZ UHIEZPANa §8e]y JegHaUNA
uciioza obauka (1), aau y kojuma je F(x) cmerveno jeqanityiti Kyaom, a gpy-
Zu @yl jegHoM UALL GPYZOM OF DAUUOHAAHUX PYHKYL]A

1—ax X
I-2ax+x%" 1-2ax+x?

Zge je a tiapameifiap. O4YeBHIIHO je fa ce Taj nap GyHKUH]a OPUIEKOM HHTE-
rpanyje MoXe CMEHUTH ITapOM
1 X
1-2ax+x% 1-2ax+x?

I

Jemna mpocrpana xiaca pyHKIHja F(X) MOXKE Ce U3PA3UTHA y OOIHUKY
onpebeHor uHTETpaIa :
b
(18) F(x) = j ue'dt,

rae ¢y u u r pyHKIOuje NpoMenspuBe ¢. Tako je, Ha TIpuMep, 3a BPEIHOCTH X
ca MO3UTUBHUM peaTHUM AeIIOM

1 fe"""dt ,

g
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3a o0 >0, B >0 u3axca MO3UTHBHUM PEATHUM JISTIOM je

—(a+px)® dt

2],
“Ja+Bx \[TE()
3a Ma KakBe BPEJJHOCTH d, b, X je

X b
e” —e” .
—— Je"‘dt HTH.
X
a
Y akeum ce cayuajesuma ogpegba jegroza UapIUUKYAAPHOZ UHILe-
Zpana jegnaqune (1) ceogu Ha ogpegdy HApIUUKYAAPHOZ UHILEZPAAQ JegHa-
yune ucittoza obauxa, anu 'y kojoj je gpyuxyuja F(x) cmerena exclioHeHl-
jaaHnom pyHryujom e,
Tako ce, Ha TpUMEp, HANA3W jelaH MapTUKYJIapHU MHTErpan jegHa-

YUHE

d_”X _ eb,\‘ —p™
dx" X
y OBIUKY
b
et,\‘
= | —dt.
=] G
Yomirre, Kaj TOJ je V jeFHOME n-CTPYKOM HHTETpaly
(19) y= [ JFreods

Moryhuo uspasuru Gpysruujy F(x) y o6muky (18), uspauynasarse uniiie-
zpana (19) moiwce ce ceecili Ha U3PaAHyHABAIbE jegHOZ UPOCUIOZ ogpebheHo?
unitiezpana.”™

o OnmmpHuje npukazao ¥ KoMentapucao Biagumup Bapuhak y FdM, B. 48, S.
515-516; nornenatu 1 npuxas y Revue sémestrielle, 1927, t. XXXIII (np. . T.).



MUPEPEHLIMIATIHE JETHAYUHE
[TIPBOTA PEJA CA
OCLMJIATOPHUM WHTETPAJIUMA'

Hajpaxxnuju tan audepeHunjanHux jeflHaudHa ca OCIUIaATOPHUM WH-
TerpajauMa IIpeJicTaBibajy, 6e3 CyMibe, XOMOTeHe JINHeapHE je[HaYnHe Apy-
rora pexa. Kap je TakBa jefHaunHa CBefleHa Ha OBINK

1) Y +®(x)y=0

' IIO3HATO je Ja, Xaj rof je pyHknuja ® (x) y jeAHOME JaTOM, JOBOJHHO IPO-
CTPaHOM pa3MaKy IPOMEHJbUBE X KOHAYHA, HeIPEKUAHA U {O3UiliU6Ha, NH-
terpanu jegHaunne (1) yomure cy ocyusaitiopHe PyHKIU]E TE TPOMEH-
JbUBE y TOME pa3Maky. JecTHHa ¥ pUTaM ocluiaillja MOry ce, y TaKBOM je-
JIHOM pa3sMaxy, OAPEJAHTH HEMIOCPEJHO U3 KBAJUTATUBHAX NOJaTaKa O Ha-
YHHY Ha Koju ce PyHKIH]ja O (x) Melba y TOM pa3Maxy.

MebyTtum, jeqaaunny (1) 3a0BO/baBajy H WHTErpaIH IOJeAUHUX U~
(hepeHIMjaTHIX jefHAYKHA [IPBOTa pefa

) Y =[xy,

TaKo fa, Kaj roj ofrosapajyha yEKja ® (x) 3a0BOJbaBa IOrog6e Be3a-
He 3a OCIMNIATOPHHU KapakTep UHTerpana jegnaumue (1), u maTerpanm
jemHaunue (2) Cy OCHMIATOPHH.

Koje cy o jegnauune (2) wuju oflwitin unilieZpan 3agosomasa jegHy
jegrawumy obaura (1)?

W3 jenqnaunne

" o_ af 4 af —
yi=a oty 3 o (x)y

nny
* Cpncka kpambeBcka akaaemuja, Imac, ki, CX VL TIpBu paspen, kb, 52, Beorpan,

1925, ctp. 11-23. M. IleTposuh je 0BY pacnpaBy caoniuTHo Y AKageMHUjH IPUPOIHUX HAYKA
26. janyapa 1925.
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3) Iy 5 L w5y =0,
ox dy

Koja ce fobuja n3 jennaunna (1) u (2), sugu ce ga cy o one jegrnauune (2)
3a Koje ce u3paa

1{df of
4 | =+f==
@ y (ax / 3y)
c80gU HA QYHKUUJY camo [pomeHspuse X, TaKo Aa y (4) He durypnie y.
OBa (pyHKUHja mpencTaBba Tajga GyHKIHjy —o (x) WTo (PUrypHine y jen-

wauunw (1), a ofroBapa mocMaTpaHoj jelHAYMHY IPBOT pefia (2).
Taxo, 3a jeqHaAYUHY

(5) yi+yt =9 ((x)

u3pa3s (4) uma 06K

7

6 @
© 239~y

na 61 OH OWOo He3aBUCAH Off y, MOTPeGHO je ¥ JOBOJBHO Aa Oyae

._.1’

(¢ = const.,

yeMy ofroBapa .
®(x) = const. = 1.

Jenuua jennaunua (5), Unju ONIITH UHTETpal 3a0BOJbABA JENHY jel-
naunny (1), jecte, fakie, jefHaUNHA

(7 y'2+y* =a, (a=const.),
a 0] ofrosapa jegnaunta (1) o6muka
(8) Y +y=0.
Omru uHTerpan jeqHaunte (8)
x=Cysinx+C, cosx

je ocumnaropat, na he, fakie, To OUTH CIy4aj U Ca ONIUTHM MHTETPAJIOM
jennaumHe (7), KOJU yOCTalIOM IIIacH:

y=Csinx+~a*-C?* cosx.

Jla 6m nuHeapHa jeflHauYKHa IIPBOTa pefa
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Y =uy+v,

rae ¢y u 1 v (pyHKIHje NIPOMEHJbUBE X MPHUMafajia UCTO] KJIACH jeHAUHHA
npBOora pefa, NoTpebHO je ¥ ROBOJLHO Jia Gynie

v

Uu=—-—
v
U fa ofrosapajyha pyHKIH]a

®(x) =u +u?
Oyme ocumiIaTopHa.
Jla 6u Takap cnydaj OUO U ca jeHaUXHOM

Y = uy+qv+wy?,
(rme cy u, v, w pyHKIHje TPOMEHIbUBE X) TOTPEeOHO je ¥ JOBOJBHO fia Oyfie

w +4duy =0,
v+ 2uw =0

~uJia ogrosapajyha dyHkiuja
o) =u +ut+w
6yme ocuunaTopHa. JeHaYnmHa TaKBE BPCTE, Ha IPUMED

, 1o
Y = =2y o - ko?)?

20
(rne je ¢ dyHKOAja TPOMEHILHBE X) NMa 32 OIIITH MHTETPas
y = kfgsin(k[gar+C),

a pyHKIFja O (x) uMa OOIUK

2
© =;°’__(_’L/ —k2p? —
=32 ¢

II

BagpsKuUMO Ce Ha 3a[aTKy: ogpeguiliu cee jegradure (2) Koje 3agoso-
masajy jegraquny obauxa (1).

TIpoGiieM ce CBOJIM HA MHTETpaNHjy mapuyjanHe fudepeHnujaine jef-
Ha4yHe [pBOra pena
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oz dz —
9 RNy g
9 8x+28y oy,

rme je ® ¢pyHKIHFja caMo IPOMEHJbHBE X. JegHayHa ce CBOJY Ha CHCTEM

(10) b _d
1 z Wy
€KBUBAJICHTAH CHCTEMY
dy dz —
11 —— =z, —=-0Y,
(1) dx : dx Y

Koju ce cBoau Ha jeguaunny (1). Axo cy

5 py+qy =Cy,
(12 ry+sy’ =Cy,

(p, g, r, s byHKIM]e TPOMEHILHBE X), IBA NpBa UHTerpana jeqnaunne (1) (a
OBH Ce, Kao IITO je MMO3HATO, MOTY M3BECTH U3 jeJJHOT MapTHKYIapHOT HHTE-
rpana ucre jeflHaunHe), OHAA he jenHaunHe

py+qz=0C,
ry+sz=0C,,

IPeCTaBbATH [{Ba UHTErpalla jefHaunHe (9), a \BeH oty HHTerpan 6uhe
CO0(py+qy,ry+sy)=0,

rie je ¢ mpomsBosbHA (PyHKIHja ABe]y TpoMenbuBuX. [IpeMa Tome:
Hajoluiiiuju 00auK jegHaquna ipeoia pega
(13) | Y= 1),
yuju ofuiTiy UHITLeZPan 3ago80masa auneapry jegraquny (1), jecitie onaj 3a
koju ogzosapajyha ¢pynxyuja tf 3agosowasa jegranury
(14) O(py+qf,ry+sf)=0.
o pemema ucror npobiemMa oas3y ce U Ha oBaj HauuH, [TomTo on-

urru mHTerpan jenHavnne (13) uma pa sagoBospu jenHaunny (1), ynju je om-
IITH HHTErpaj o0nuK

(15) y=CA+Col,

rje ¢y A U | [Ba ¥eHa NapTHKyJTapHa HHTerpana, To jefuaunne (13), xoje
3a0BObaBajy jeqHavyuny (1), jecy oHe YMjM je OMILUTU MHTeTpas o0IauKa
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(15), tme cy mnrerpanuone Koucrante C, u C, Mehy co6oM Be3ane peya-
1) OM

(16) ¢(C1,C2):0-

IIpobnem oppebuBama OBUX jeHAUMHA NPBOTa peja, Koje uMajy
TaKBe OIIITE MHTETPAE, PACIPABIbAH je y jeTHOM MOM paHdjeM papy,! rie
ce y TOMe IOTJIey JouuIo 1o cuepeher pesynrara.

Craka gudepeHnrjanHa jefHaulHa IIPBOTa Pefia, YHJH j€ OIIITH HHTe-
rpan o6nuka (15), rme ¢y C, u C, nBe Mehy cobom BezaHe KOHCTaHTe, MO-
e ce TOBeCTH Ha O0JIIK

17) o (oy + By, yy+8y) =0,

r7ie je ¢ pyHKIHja [Bejy IPOMEHIBHBHX; 0., 3, ¥, & ¢y PyHKIH]jE IPOMEHIbUBE
x, Meby co6oM BezaHe penaiugjama

v g_[_S_J
(18) By —od  dx | od—PBy
o _d B
By—od dxlod—Py)

Axo je (o, B, v, 8) ckyn TakBUX ()YHKIHUja, ONMIITH HHTErPAI IIOCMa-
TpaHe jeqHaulHe IPBOra pefia Guhe
jgd/“ —Jl(lx

(19) y= Cle— p + Cze 8 y

e cy C; u C, Be3aHe pesalyjoM

ITpo6reM fa ce Ha jeiHO] aTo] jefHaYnHE IIPBOT pefia Paclo3Ha 1a JIu
OHa HCIYH-aBa ropme Ioroade, MOXKe Ce 3HaTHO YIPOCTUTU HEMOCPETHUM
IpoyYaBameM CHHIYJIapUTeTa HheHora ommrer uaTerpana. [omro jen-
HauuHe KOje 3a70BOJbaBajy Te Iorofde uMajy ONIITH HHTerpam o0auKa
(15), rye cy koucrante C, u C, Be3aHe je[HOM PENaNujoM, TO CY C6u UuHilie-
Zpannu CuUHZyaapuitieilii 3a WaKee jegHavune Clldanu, [j. He3A8UCHU 0F
UHTleZpayoHe KoHCIianilie. A y aHaTATIYKO] TEOPHjH NUEPEHIII]ATHIX
jemHauMHa NPBOT pefa Mo3HaTe Cy MeTofe noMohy KOjuX ce 3a aTy jefHa-

' M. Petrovitch, Sur une classe d équations différentielles du premier ordre, V&stnik Kral.
&eské spolednosti nduk, Praha 1901, T¥ida math. piirodovédecka, t. XXXI, pp. 1-20.
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YPHY YBEK MOXKE paclO3HaTH J1a JIF je TaKaB ClIydaj Uiy HHje, Ca IbeHUM OTl-
IITUM HHTETPATIOM.
IMomohy Tux METORA Ce, Ha TIPEMeEp, 0Ja3H 10 ciefehnx pesynraTta?
Meby cBruM jeHaUMHaMa MPBOTa pefia i NPBOT CTeNeHa

,_ P(xy)
21 =2y
@D O(x,y)

rje ¢y P u Q MOMMHOMY 10 Y, jeANHa Koja UCIIyHhaBa ropibe moronde jecre
JTUHEeapHa jefHA4YHHa IIPBOra pefa.
Meby cBuM jefHa4YnHaAMa 00JIHMKa

m_ P(x,y)
22 - Py
22) YT 0y

rjge je m 1eo mo3uTuBaH 6poj, jeiuHe KOje 3a0BOJbaBajy HCTE HMOrogte
OCHM JIMHEeapHe, jecy /Be jefHaYHHE!

(23) y/m =@ (x)(y _ a)m—l

(24) Yi=ex)(y-a)y-b),

e CY a 1 b cranHe KONHIUHE, a @ (X) Ma KaKBa (PYHKI]a IPOMEHIBUBE X.
Wurerpan npee jefHauuHE je

y=a+[C+LI%(lx} ,
, m

a mHTerpai apyre

[Joax  (a=b)* -[oar

_ 1
==(a+b)+C
Y 2(a )t e 4C

CMeHUBIIN y €A y + a, NpBa je[IHAYNHA Ce CBOJM Ha JeflHaUMHy HCTOra
THTIA, YUjH j€ OIUITH HHTETPAll

— l_ m .
y—-C+mJ\/6dA.

a+b

Jlpyra cMmeHOM y ca y + CBOJIM Ce Ha je[[HAaYMHy UCTOTra THUIa, KOja uMa

34 OIIIITH MHTETrpall

2 M. Petrovitch, Sur les zéros et les infinis des intégrales des équations différentielles algé-
brigues, Gauthier — Villars, Paris, 1894, p. 32.
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Jods | (a=b)* -[Joar

_cel
yee 4C

AXo ce Ha HaBeJleHu Ha'uuH Habe [ja jaTa jeHaunHa IPBOTA pefa
(25) V= f(x,y)
I/ICHYH)EIB& HOFOH6€ BC3aHEe 3a OGHI/IK

y=CA+Cyu
$(C,,C,)=0

OIIIUTEr HHTETpalla, OHAA je TUME YTBpheHo [ja oBaj HHTerpa 3a[0BObaBa
XOMOreHyY JHHeapHy nugepennujanny jepnavnny obnuka (1). Taga, xan
rop je oprosapajyha pyskumja ® (x) y OBOj MOCHENH0] jefHAUNHY Y aTOM,
NOBOJLHO HNPOCTPAHOM pa3MaKy NPOMEHJbHBE X KOHA4YHA, HENPEeKHuHa 1
TIO3ATHUBHA, Olutiliu UHillezpas Hocmaiipare jegnaquure tipeoza pega buhe
OCUUAATHOPAH Y TOM PAZMAKY. '

I

Aunm, jeqnaunna (1) Huje jenuna gudpepeHInjanna je[HauYuHa Jpyrora
pena ¢ OCUMIATOPHUM MHTETpaluMa Taksa Jja ce Ta] OCUUIATOPHH Kapak-
Tep MO’Ke PACIO3HAaTH Ha CaMoj jefHAYuH. Y je[HOM MOM paHHjeM pajys
MOKA3aHO je J1a je UCTHU CIIyYaj M ca GecKpajHo MHOrO THIOBA AU(EpeH-
[jaTHAX jeHauYnHa CBUX pefoBa. OBle je mHTepecaHTaH ciefehn daxr.
ITocroju GeckpajHo MHOrO KaKoO anreGapckux TaKo U TPaHCIEHJACHTHIX

pyHKIH]2
(27) F(x,y)

KOje, Kafa ce npoMersbuBa x kpehe y jenoMe aTom pasmakyy (a, b), ocra-
jy HeTpecTaHo TO3NTUBHE U Behe off jefHora cTaJHOT MO3UTUBHOT 6poja N,
Ta Ma KaKBOM peanHoM Bpeprolirhy (KOHaYHOM MU GECKPajHOM) CMEHIIIH
y (27) npoMeHbUBY y.

Taxsa 6u, Ha npumep, Meby anreGapckum pyHKkImjamMa OMnna (pyHK-
uuja F(x,y) Koja je monmuHOM P (x,y) IO IPOMEHIBUBO] y, @ Caip>XKH CaMo
[lapie CTeleHe Te NMPOMEHIbUBE, ca Koe(WIUjeHTHMa KOJH Cy, Kao H
P (x,0), mnu cTanHe TMO3WTHBHE BEJIMUYNHE, WIK Ma KaKBe (PYyHKIHje TIPO-
MEHJbHBE X [IO3UTHBHE Yy pasMaxy (a, b).

3 M. Petrovitch, Fonctions implicites oscillantes, International Congress of Mathematicians,
Cambridge 1912, vol. I, pp. 295-302; y oBoj Kiu3n (c1p. 104-115). OBa pacnpasa je y npeBo-
AY M3I0XKeHa.
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Meby TpancienfenTHIM (yHKIHjaMa TakBa 61 Guia 1 pyHKIHja
(28) F(x,y) = f(x)+9(x) e,

rae je P(x,y) Manonpebanimy DoIuHOM, 2 f ¥ ¢ Ma KakBe (PyHKIHjE TPOo-
MEHJbMBE X, KOHAUHE, HENIPEKHUIHE K NIO3UTHBHE Y pa3Maky (a, b).
Tako ucro nocroju ¥ 6ecKpajHO MHOTO pa3HOBPCHUX (DYHKIH]a

(29) o (x,¥),

KaKo ajnreGapcKUX TaKO M TPAHCUCHIEHTHUX, TAKBUX Jja JOK CE X Mema y
natoM pasmaky (a, b) BpegHOCT (PYHKIHjE je HEIPEeCTaHo NO3UTHBHA U Ha-
nasu ce u3Meby aBa cranHa 6poja

NuM (N<M)

na Ma KaKBOM pearHoM BperHoIrhy (KOHAUHOM WiIN OGeCKpajHOM) CMEHHITN
npoMeHJbUBY y. TakBa 61, Ha IpuMeDp, Ouiia PyHKLTja

u+vy?
W+ sy*

(30) : q)(xvy) =

TIe Cy u, v, w, s WU CTalHe IO3ATHBHE KOJHUYHNHE WM KOHaYHe, HENPEKA-
He W MO3UTHBHE (PyHKIHje MPOMEHIBYBE X ¥ pasMaky (a, b).
Taxpa 6u 6una u pyHK1zja

u® +viy*
(u+vy?)?

(31) ¢ (x,y) =

WM TpaHcuenaenTHa GyHknuja (28) uTh.
3a ceaky og gugepeHLUjarHUX jegHavUna gpyzoia pega

(32) Y +yF(x,y)=0
(33) | Y +yd(x,y)=0

8e3aHe Cy 08¢ 0COOUHE HUXOBUX LtHLTteipaﬂa.4

1) Craku muTerpal, Kaj TOJl Cy OH U I-Er0Ba IIpBa [|Ba U3BOJia KOHA-
YHE W HEMPEeKWJHE (PYHKIUje MPOMEHJBbUBE X Y IOBOJLHO NPOCTPAHOM Pa-
3Maxky (a, b), y flom pasmaxy uma ocyuiaiiopan Kapaitep, Tj. caMo npo-
cTe HyJe, Memajyhu 3HAK CBaKM MyT IPHU NPOJACKy KPO3 Ma KOJy Of THUX
Hyma.

4 M. Petrovitch, HaBegeHo.
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2) Axo ce ca N o3na4u gora rpanuna GyHkmje F(x,y) 3a BpeTHOCTH
x 'y pa3maky {a, b) 4 3a cBe peajHe BPEJHOCTH Y, unitezpaa jegnaiure (32)
Mera c80] 3HaK y pasmaxy (a, b) Hajmarbe OHOAUKO UYIHA KOAUKO Ce YT
8peqHoCIl

i1
(34) TN

cagpxcu y pazaunu (b — a).

3) Axo ce ca N u M o3Haue jefiHa gorba U jeHa Zopra TpaHnla (PyHK-
maje ¢ (x,y) 3a MOMEHYTe BPETHOCTH X ¥ y, UHIeZpan jegnaqune (22) meroa
y paamaky (a, b) c80] 3Hax Hajmarbe OHOAUKO [yilla KOAUKO ce iYlila speg-
Hocit (34) cagpxcu y pasauyu (b — a), a Hajéulte OHOAUKO UYIA KOAUKO ce
8pegHOCIU

(35) ﬁ

cagpic 'y UCHLO] pasaulyy, Uall jegaHilyiu suuie.
Tako, Ha IpuMep, jeTHAYNHI

(36) y +oy+By’ =0

(rpe cy o U 3 TO3UTHBHE KOHCTAHTE), KOja ce MHTErpajd noMohy eNHuIITH-
YHUX (PYHKIHF]a, Ofropapa GyHKIHja

37) F(x,y) = o+ By’
Tmja je BpeJHOCT yBeK Beha off o; ien uHTerpan he, nakiue, y pasmaky (a, b)

: 11
MPOMEHNUTH 3HAK Ha]MahC OHOJIUKO ITyTa KOJIHKO CE BPEIHOCT T Caipxu
o

y pasiunu (b - a).
Jegnaunnn

(38) (u+vy?)y” +y iyt +u® =0,

I Cy U U v WIHK CTaNHe TMO3UTUBHE KOMUYMHE WIH (PYHKIHje TPOMEHTbHBE
X KOje Cy KOHa4dHe, HEMPEKUIHE U ITO3UTHBHE Y pa3Maxy (a, b), ogrosapa

yHnkzja
N

u+vy?

(39) O(x,y) =

THja BPEJHOCT, 33 CBE BPETHOCTH X y pa3MaKxy (a, b) u 3a cBe peasiHe BpeJ-

. 1
HOCTH Yy, JIEXKH, Ka0o UITO je Mo3HaTo, u3Mehy BpegHoCTH ﬁ u 1. Tlpema
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TOME MHTeTpaln jenHauune (38) Merwa y pasmaky (a, b) cBoj 3HaKk HajMaibe

OHOIIMKO IyTa KOIMKO C& BPEHOCT T\/2 cafipxu y pasnuuu (b — a), a Haj-
BYIIIe OHOJIMKO ITyTa KOJHMKO ce GpOj T Cajip>Ku Y TO] PA3IUIM HIH jE[aHITy T

suiie. Bpoj npomena 3Haka uuTerpana y pasmaxy (a, b) jegHax je, naxume,
6pojy LEeNuX jeAUHIIA CAfPKaH y BPEIHOCTH
1+-L

1+—§i’2—(b-a)=1+0,27169(b-—a)
T

ca IpeIllKoM KOja HH Y KOM CITyyajy He Ipenasu 6poj LUennx jefiuHunIa caap-

JKaHUX Y BPEJHOCTHA

1= —
1+ \/7(}) a)=1+0,04661(b—a).

v

Jla 61 onmITH WHTETPAJI jelHe jeJHaUMHEe IIPBOTa pefa
(40) Y= f(xy)

3agoBolbaBao jepuaunne (32) win (33) fodipebro je u gosowbHO ga pyHK-
yuja f(x, y) s3agosomasa iozogby ga ce u3pas

‘ 10 , ;o
“) y (8x I ay]

ceege na pynrkyujy (27) uau (29). Hajommrnja pyHKIHja TaKBe BpCTe IO~
fuja ce MHTETPANUjoM TTaplyjaaHe je[HaunHe IpBora pefa

dz | oz

7= = yA
(42) Fye % yA(x,y),

rae je A(x,y) jenna on dyuxmmja (27) nnu (29). Jepnaunua ce CBOLU Ha CU-
creM

dx _dy dz
43 ax _ 4y
(43) Lz Axy)
CKBHUBAJICHTAaH CUCTCMY
(44) Doy oy

dz dx
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WJIU jefHaunHT
d?y
Hexa je
(46) ®(x,y,y) =C,

OpBHU uHTerpan jegHauynne (45); raga ce momohy kBagparype Moxe Hahu
jOUI jeflaH HEeH IPBYU HHTETPAJ

(47) 02(x,y,y) = C,.
Omnurty uaTerpan jexHavynne (46) 6uhe
8(¢1,0,)=0,

rje je 8 mpon3BosbHA PyHKUHjA ABE]Y npOMeHJLI/IBI/Ix, a Hajotiuiiuja GyHK-
1[1ja TpaxKeHe BPCTE jecTe f = z, e je z jefjlaH KOpeH jefHaYnHe

(48) e[(Pl(x,y,Z), (p2(xvy3z)]:0-

Taxo, kag pyskmmja f(x,y) 3a0BOJbaBa HOTOROY
(49) 1(a—f +f a—fJ ~ (%),
yi\0x dy

rre je ¢ dynknnja obnuxa (39), ceaku unrerpan jeguaunne (40) [koju 6wu,
Kao U HEerosa [jBa IpBa H3Boja, OHO KOHAYAH U HENPEKHJAH y pa3Maxy
(a, b)] jecre ocnmaTopHa (PYHKIH]A IPOMEHBUBE X M MEHhA 3HAK Y TOM
pa3sMaky HajMam€e OHOJIMKO IyTa KOJMUKO MMa IIeJINX je[lMHAIA ¥ BPETHOCTH

b-a

2
a HajBHIIIe OHOJMKO IIyTa KOJHMKO HMa LeNHX JEAMHHIA Y BpEAHOCTH

1+279 1403183 (b -a).

1

=0,2251(h—a)

Y onmrtujeM caydajy, Kap $pyHknmja f(x,y) 3afoBO/baBa MOrof0y
(49), rue je

(50) d(x,y)=y ut vy

1
(up + vpyZp )p



IMPEPEHIIMIATIHE JETHAYWHE IMPBOT'A PEJJA CA OCUMIATOPHUM MHTETPAITMMA 141

(rme je p Ma KakaB peasaH IO3UTHBAH Opoj), HOLITO 32 IO3UTUBHE BPEJIHO-
CTV X, ¥ X, BPEIHOCT H3pa3a
(x +x,)"
xf + x5

yBek nexu usmehy 1 m 277!, unrerpan jepnaunne (40) je ocuunaropad u
Merba 3HaK y pasMmaky (a, b) HajMarme OHOJMKO IyTa KOJNHKO ce 6poj T
campxu y pasnuiw (b — a), a HajBUIIE OHOJIUKO IIyTa KOMHKO ce 6poj

T
p-1

22/)

CaJpsKM Y TOj Pa3NIuLH, WK 32 JefIHy Je[UHHIy BHILIE.

v

Hcre MeTonme majy MOTyhHOCTH 1a ce U 33 HaTH CHCTEM CHUMYJITAHNUX
jeiHaYnHa IPBOTA pefa

d
1 1Y Y2 00 V)
dx
dy, _

(51) —E= HE )
R
e = fn(X,yl,yz,...,y”)
dx

UCTaKHE eZaucilieHyuja ocyuaraimioprux unitiezpaaa. To je ciydaj Kaj ce
6ap jenan o n u3pasa

1 ( df; . I :
52 — £+ s i=12,...,n
(52) yk(ax >t 5| ¢ )
CBOAM Ha (PYHKIH}y caMO MPOMEHIBUBE X, HETATHBHY y II0CMAaTPaHOM pas-
maxy (a, b) unu Ha Kojy off PyHKIH]ja

(53) F(X’)’l»)’m---’yn)

K0ja, Kajia ce MpOMeHJbHBA x Oy/ie Merana y faToM pa3Mmaky (a, b), Henpe-
CTAaHO OCTaje Marba O CTANIHOT HeraTHBHOT 6poja —N, ra Ma KaKBUM C€ CKY-
[IOM PeaTHUX, KOHAYHHX UIH OECKPajHUX BPEJHOCTH CMEHUIIE IIPOMEHIBHBE
YisV2,...,Yy, ¥ F. Tama ce xobuja jepHaynHa
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d*y,

(54) .

- =0

HA KOJOj ce 3a WHTeTpas, npeMa HalpeJ HaBe[eHHM noroabama, Moxe pac-
MO3HATH HBEIOB OCIUIATOPHH KapakTep y pa3Maky (a, b).
Takas je, Ha IpUMEP, CIIy4aj ca CHCTEMOM

dy, _
e uy, +vy;
(55) *
dy, _
= wyp + Y2,
dx

TIe ¢y u, v, w, s (pyHKINje MPOMEHIBUBE X BE3aHE PenalijoM
V+vu+s)=0,

y KOM ce ciyuajy ofrosapajyha ¢yHxiuja F 3a HHTETpas y; CBOJAYU Ha
F=u+u®>+ww

CaMoO NMPOMEHILUBE KOITMYIHE X.
3a cucreMm
dy, dy, dyy
=05, — = DYs, == YVY2,

dx dx P dx
Ha KOjU Cce Hamia3h y npobiieMy KpeTama UYBPCTOr Tella U KOJU ce WHTeE-
rpaid noMohy enunTHUHNX (YHKIK]a, HAa3} ce la HHTETpaliy y; OiroBa-
pa ¢yHKIHja

2 2
F=o(y; +Byi)

Ha KOjy je Nako MpHMEHHTH FopH-e pesynraTe.””

M Pedepucao Josan Kapamara y FdM, B. 51, S. 332, a unpu npuka3s usnoxeh y Re-
vue sémestrielle, 1927, t. XXX (np. [1. T.),



JETHA OCOBUHA JTMHEAPHE
MN®EPEHIINIATHE JEMTHAYMHE
MPYTOTA PEIIA

Younmo Hu3 PyHKIMja
(1) Xo, X1, Xs,...

jefiHe He3aBHCHO MPOMEHJbUBE BETNYMHE X, [e(PUHICAHUX PEKYP3UBHOM pe-
JaljOM

2
30X, 1 X
2 Xy =X, +>| 20| = 2n
() ntl 4(X”j 2X”

rie je jemHa, 6miro Koja o pyHKImja X,, IpOU3BOJLHO laTa PyHKIUja IPO-
MCHIBHIBE X.
Penammja (2) Mo3Ke ce, yoCTallOM, HallMCaTH U Y OOIUKY

1(x:Y 14(x
) Xpi = X, 7(}.“_) 57(7)
Kapa je
X, = ae™
ouhe
o b
X =ae™ + 1
Kapa je
X, =ax
Oouhe
Xei ax+~3~.
4x

¥ Jugoslavenska akademija znanosti i umjetnosti, Rad, knj. 232, Razred matemati¢ko-priro-
doslovni, knj. 70, Zagreb, 1926, str. 99-107. Saopsteno u Razredu 4. decembra 1925.



144 HAYUYHE PACIIPABE

3a
X, =ax™
ouke
X,. =ax" + 3mx —3m(m-1) ‘
4x?
3a
X, = axe’
ouhe
X, = axe’ -I-"z—;f;\—ﬁ
3a
X,=alogx
nobwuja ce
X, =alogx +£§3—;g%._
Jla 6u 6uno

X, =AX, A= const,
HOTPeOHO je ¥ JOBOJBHO fia X, 6yzie uHTerpan gudepeHinjaTHe jefHaunte
2yy” =3y +4(A -1y =0,

Yuju ce OMIUTH HHTETpal fobuja moMohy jiBe KBaipaType.
[ucpepennujanta jequaunHa

4) 2" =3y +¢(y) =0,

Ha KOjy ce Hamiasm y npoGremumMa ofpebusama dynkuuja (1), 3a onmtw
nHTeTpas uMa (hyHKIHY)Y y ofipebeHy nuBep3mjoM uHTETpana

dy‘
Coy—y[ 224 ’
y 2y y y4 y

rne cy C, 1 C, NPOK3BOJLHE KOHCTAHTE.

Kapa je X, xoHcTaHTa, anrebapcka (pPyHKUH]a IPOMEHIBUBE X HIIH
OpoMeHJbHBE ¢™ WM, NaK, MPOMEHIBUBUX Sinax, cosax, TO he OUTH ciaydaj
u ca ceEMa pyHkunuja X, .

Tako ucro, kafa je X, pauroHanHa (pyHKINja IPOMEHIBUBE X, YHH-
copmHa IpocTo HeprofuYHa WK YHU(pOpMHa ABOTY60 NEpHOANYHA (PYHK-
nuja x, To he OuTH cry4vaj u ca ceuMa gyukumjaMa X, ., .

5) x+C =
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Kao mrro ce Buau, Hu308H yrknuja (1) mory 6uru 6eckpajuo pasHo-
BPCHH, a Ta Pa3sHOBPCHOCT [OJIa3H Off IPOU3BOJBHOCTH jeHE Off BUX, KOja
ce MOXKE 110 BOJbH OUpaTH.

HuTepec dynximja (1) nexu y oBoj ocobunn GMHOMHe RuepeHIu-
jasTHE jefHavYuHe pyrora peja.

U3 jegnoZ? apitiukyraproza uxitiezZpana jegre

’” )
(6) y - Xxy =0
MaA K'Oje jegHaltuHe, MOMNCE ce UIBECULLL OULULIU l/lee?_p[l/l c8dakKe OQjEQHLILlMHCl
”
(7) V' =-X,y=0

u o 6e3 ujegre keagpailiype n> Yy, a iomohy ¥ —n keagpailypa 3a n < .
Ta oco6una pe3ynTupa u3 Tora mITo ce u3 jepHaunte (6) nudepenun-

jambemeM obuja
Y =Xy -Xy=0.

Opatie ce, CMEHUBIIH y I,eTOBOM BpegHOLThY

¥ M3BPIINBIIA 3aTHM CYIICTUTYHH]Y

(8 Y =X,

no6uja jefHa4YnHA

9 W -o(x)u=0,

e je
2
XI X/I
D (x) =X, 32 +1—X,
4| X, 2 X,
a TO MCKasyje fa je
P(x) = Xy

Wsmeby ommrer murerpana y jegHauynHe (6) U ONUITEr HHTErpana u
jeTHaYNHE

(10) W —-X,  u=0
IOCTOjH, laKlle, Be3a nckasana penanujoM (8). 3Hajyhn jenan mapTukymap-

HY HHTerpal jejHa4quHe (6), 3Hahe ce W WEH ONIITH HHTErpal, a noMohy
oBora fo0uja ce oty uHrerpan jegnavnte (10), xoju rnacu
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(11) y= L

o

ITomohy mera fobuja ce uHTETpaN jeqHAIMHE

(12) V' =X, v =0
y OONMUKY
w1 4y |
) " P o 5( X, J
HHTETpAalN jeJHaAYNHE
(14) w’ =X, aw =0
y 06ImKy

15y w= v 1 d) 1 df y ATH.
WXz X di| X ax (X,

HHTerpan jeqae Ma Koje off jeflHa4YnHa

(16) z"-X,Z =0,

e je n >y, nobuja ce Ha Taj HAUMH 6e3 ujegHe Keagpaiiype.
Hanportus, nurerpan jefHAYNHE

(17) w -X, u=0,
KOJH je ¢ MHTerpasioM jegHavynHe (6) Be3aH pesainjoM
(18) =%,
no0Ouja ce U3 HHTerpana y KBafpaTypoM
(19) u= Jy X, ydx;
AHTErpal Je[IHa4YnuHe
(20) v'=X, ,v=0

nobuja ce y 06IuKy

(21) v= Ju X, pdx = J‘[J‘ y\/ﬁdx]JX_X_de UTH.
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Murerpan jegne Ma xoje of jegHaunHa (16), 3a n < gobuja ce omo-

hy x —n keagpaitiypa.
T'opmwa ocobnna OMHOMHE NHHEapHe jefHauiHe ApYyrora pefia faje Mo-

ryhHOCTH fa Kaj ce, MOIIABINH Off jeTHAYNHE
(22) y' = f(x)y=0,

I7ie ce y3uma fia je

f(x) =%,
npema obpacuy (2) popMEpa HU3 jefHAUYAHA
(23) uw”’-Xu=0 (n=12,3,.)

moMohy MHTerpana jefHe Ma Koje off jenHaunta (23), ogpegu oduiiiiv uritie-
Zpaa tpeobuitine jegnaqune (22). O6pHyTO, noMohy HHTerpana jefHaunHe
(22) moke ce unHiliezparuiiiu jegrna ma Koja jegnavuna Huaa (23).

ITobumo, Ha mpuMep, Off jeNHAYKHE

(24) y’'—ax"y =0,
rae je m paumoHanaH 6poj o6IuKa

4n
25 - ,
(25) 1T

7€ je n Ma Kakas IieJi Opoj IO3UTUBAH WM HETaTUBaH. 3Ha ce fia ce jefHa-
uynHa (24) MOXKe MHTETPalUuTH y KOHAYHOM OOMIHKY noMohy anre6apckux u
TPUrOHOMETPHjCKUX (pyHKIH]ja. AKO ce y3Me fia je

Xo =ax™
u (hopMupa jefHaYHHA
u” - Xlu =0 y
rzie je, mpeMa obpacny (2)
my 3mx — 2m(m—1),

X, =ax
! 4x?

YHj¥ je ONMIITH UHTerpas

/

u=—L ,
v X
monasu ce fo cneneher pesynrara.
Kayp rop je m panuonanad 6poj o6muka (25), oNIITyH NHTErpal jefHa-
YrHe
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- {ax'” + 3mx — 2n12(m - l)}u —0
4x

6uhe xoMOuHaNMja anre6apcKuX U TPATOHOMETPHjCKUX (PyHKIH]a.
ITo3HaBame HHTErpana jefHaunHe
y” —ae”y =0

NOBJIAYX COOOM HHTEI'PAlM]y jeqHaYnHE.
W3 unTerpana jenHaumnHe
yll - xy — O

MOZ2Ke C€ U3BECTH UHTErpal jeIlHa‘-II/IHe

u”—(x-i—i]u:O.
4x

ITourasim off jefHAYNHE
y"—ay=0 (a = const.)
U y3eBlH fia je X, = a dyHruuja X, Ouhe unTerpan jefHa4YnHe
2yy” =3y’? =4y’ +ay? = 0.
WnTerpan jeqHaynne

U’ —Xu=0

6uhe, makne,
u= C,Je*'“/;«/Xodx +C2J.e‘“/5 Xodx,

rae ¢y C, u C, HHTErpallioHe KOHCTAHTE.
Kao o ce sunu, GyHKIHje Be3ane penanujoM (2) RoBoAe A0 clefie-
her pemema aHaTUTHYKOT Ipobema.

Onpenutu pyHxuujy ¢ (x) Tako ga, Kaj Iof ceé MOXe UHTETPaluTH
jemHavYrHA

(26) y” - fy =0 ’
MOXKe ce, 6e3 KBaJpaTypa, HHTCIrpalIuTyd U jeJIHa‘{I/IHa
27) y'=(f+9)y=0.

Pelremse ce cacToju y ToMe fia ce 3a ¢ (x) y3Me pyHKIHja
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2
_3( ) 1
(28) cp(x)—4(fj 2

O6nuk ¢ysKuHje ¢, ofipebene Ha Taj HAUNH, 3d6UCU 0g 00AUKA PYHK-
uuje f(x), ca KojoM je BezaHa penanujoM (28). MebyTum, cyncrurynujom

(29) x=@), y=zy(@)

pelaBa ce ¥ mpo6ieM OBaKBe BPCTe.

Oppeputu dyuknuje A(x) U u(x), He3asucHe og 0bauka ¢pyHkyuje
f(x), Tako 1a, Kaj roji ce MOXKe HHTErpalnTH jeqHaunHa (26), MoXe ce UHTe-
TFPAJIATH U jefHAaYAHA

(30) Y+ +uy=0

u To 6e3 KBagpaTypa.
KomGunosana ynorpe6a dpyukuuja X, u cyncruryuuje (29) goBopu
no byukuuja @ y jexHaunnn (27), koja he ©MaTH pasHe gpyre oOIHKe.
HamnocneTky, HaBeguMO Jia 03HaTa Beza u3Meby jepHauuse (26) u
jenHaYnHa

(31) y”+f|y’+f2y=0
Y+ +hy+fH=0

YHHY []a Ce TOPH-HI PE3yJITATH MOTY IIPUMEHHTH ¥ Ha jefHaunse (31).
Tako ce, Ha IpuMep, y morneny Puxartujese jefHaunHE
1

dy 2
32 —=+y°+
(32) dx Y e —1

=0

nomasu go ciepeher pesynrara:
Y3eswmmu y vu3y (1) na je

cee he cynkmmje X, 6uTH panuoHanHe (PYHKIUje TPOMEHIbIBE e, a UH-
Terpaj Ma Koje Off ofrosapajyhux jefHaynHa

£il+y2+X,,:0
dx

6whe xoM6unanuja pyuHkuuje A (e™") WHEHHX H3BOAA M pal[iOHaNHe (yHK-
Iyje IPOMeHIbYBE e, THE j&

FQ_,
E)

arne F u E 03HAUYjy eMUNTHYHE HHTErPAJIE IIPBE U APYre BPCTe

A =

>
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>
F(x)=j
§ x sin® @

3
EQ) = j1/1 —y2sin? ¢ do.
0

To npousnasu u3 nosuaror dakral ga A () 3agoBo/baBa jeHAUNHY

dk 52 _ X

o 1-x°

KOja Ce CYIICTATYIHjOM ¥ = e * cBOQH Ha jemHaunHy (32).""

1 G. F. Childe, The Messenger of Mathem. 1889-1890, pp. 155-164.

Y ckpahenom o6nuky oBa [erposuhesa pacnpasa o6jaB/beHa je M Ha DPaHIYCKOM
jesury Une propriété de I équation différentielle linéaire du second ordre (1zveica, sv. 21, Zagreb
1926, str. 15-17), a Joan Kapamara je uznoxuo npukas y FdM, B. 52, S. 447, TlerpoBuhennm
pesynraruma y oBoj pacnpasu kopuctuo ce [1. C, Mutpunosuh y pany Hekoauko ciiasosa
o Riccati-esoj gupepenyujannoj jegnanunu, CKA, I'nmac, k. CLXXXI, Beorpan 1939. crp.
169-236; suneru u ipyre Murpuuosunhese pagose o 0Boj Temu. (ip. 1. T.),



O PEAJTHUM WHTETPAIIIMA
TUHEAPHE JEMTHAYUHE
NMPYTOT PETA’

1. Jemmauunga

D y” =ay (a=peanHa const.)

UMa OCIWJIATOPHE WM HEOCHMJIATOPHE MHTETpAlle IpeMa TOME fia ITH je
KOHCTAHTA HeraTWUBHA WM MO3UTHBHA.
AXO ce y OmuITeM HHTErpairy

(2) y=Ce + e,

KOju OATOBapa HO3UMUEHOM a, 32 KOHCTAHTE MHTErpalje y3My KOHCTAHTe
Xy ¥ Yo, Koje cy ca C; m C, NoBe3aHe penangmjama
1 L 1 a
Ci==we M/a, Cy == ehfa,
2 2
OHOCHO

c,
(3) 2( log s Yo =24CCy,

Tafa ce Taj HHTerpaj MoXe HCaTH y OOJIHUKY

@ y= 2o e,
rae je
(5) X =(x—xoWa.

Hacnos opurusana Sur les intégrales réelles de I équation linéaire du second ordre,
Bulletin de 1a Société mathématique de Frange, Paris, 1926, t. LIII, 1-4, pp. 127-134



152 HAYYHE PACIIPABE

Komncranra x,, Koja ce MOXKe KpeTaTH Of jeJHOT 10 APYToT MapTHKY-
JapHOT MHTETpaJa, Kajia je pealiHa, MpejCTaBiba BPEIHOCT X 3a KOJy y JO-
CTYXKE CBOj JeIMHCTBEHN MAaKCHMYM WJIM MUHUMYM; KOHCTAHTa y, IPejcTa-
BJba MOKPETHY BPETHOCT TOT eKCTpeMa.

AKo je y, >0 mHTerpan y y Tauki x = x, UMa IO3UTHUBAH MHHUMYM;
3a BPEIHOCTH X < X, WHTErpaj je MO3UTUBAH U CTAJHO OMNaja; 3a X > X,
MHTErpas je IO3UTHBAH U CTAJIHO pacTe.

Axoje y, <0,y y Taukn x = X, IMa HETaTUBAH MaKCUMYM; 3a X < X
HHTETPAJI j¢ HeTaTUBAH U CTANHO PacTe; 32 X > X, HHTEerpan je HeraTuBaH
CTaJIHO OTafa.

AKO cajia y OIIITeM HHTETPay

(6) y=C,sinxJo +C, cosxJo. (o= —a)

jeqHaumne (1), Koja OfroBapa HezaliusHOM a, 332 KOHCTAHTE MHTerpaluje
y3MeMO KOHCTaHTe X, U Yy, Koje cy ca C, u C, Be3aHe pejanyjaMma

Cl =Y Sm .Xo’\/a,
C, =y cosxoxfo-c,
OTHOCHO
o Yo :’\/Clz +C3
7

X =Larctg—c—l
0 ﬁ C2 9

Taj HHTEIrpall C€ MOXe ITUCATU Y OGJII/IKy

(8) y =y, cosY,
rzie je
) Y:(x‘“xo)\/a-

Koncranra x,, Koja je yBeK peajlHa H MOXe ce KpeTaTH O] JefHOT JI0

IPYror NapTUKyIapHOT WHTerpaa, NpejicTaB/ba BPeTHOCT X 3a KOJy y [O-
CTHIKE CBOj MAKCAMYM M MHHUMYM Y,. VIHTerpanHa Kpusa Ce CacTOJH Off

IOJIyTaNaca Koju Cy Hau3MEeHHYHO MO3UTHBHH W HETaTHBHH U KOJH HMajy
ACTY aMILTUTYRY Y,. VIHTerpan Merma 3HaK CBaKy IyT Kaja ce anyaupa. [ly-

T
SKMHA HHTepBaia u3Mebhy iBe y3acTOIHe HyJIE Off y H3HOCH Te
o

2. /o aHaA0ZHUX YU eHULA JOAA3U Ce Y CAYHA]Y JegHa1UHe

(10) Y= f(x)y.
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Jla 6ucMo TO NMOKa3ajy, HeKa [IPBO x IpUIlafa MHTepBany (a, b) y Kome
je pyskimja f(x) peanHa, KOHAYHA, HEpeKUgHa 1 ilo3uitiusHa. Hexka je x,
HOKpPEeTHA BPEIHOCT X, KOja IIpUIIajfa TOM HHTEPBAJY ¥ KOja aHyJIHpa U3BOJ
y’ uHTerpana y. Kako cy, npema (10), y” u y UCTOT 3HaKa 3a CBe BPEHOCTH
X cajipXaHe y uHTepBaiy (a, b), HHTETpal y Y TOM HHTEPBAIY HE MOXE Ja
IMa HY MO3UTHBHE MaKCHMyMe HH HeraTmBHe MuHuUMyMe. C apyre cTpaHe,
IIOKpeTHa BPETHOCT X = X, He OM MoIJa jja aHynupa y” jep 6u npema (10)
Taja aHyJIupaia ¥ y 1 Ouia Ou BUIIECTPyKa HyJa Of y, a TIO3HATO & Ja Ccy
TakBe Hyle pukcHe. [Ipema Tome:

1) ako je y, >0,y he y Taukm x = X, AMaTH HO3UTUBAH MUHUMYM; 3a
BPEHOCTH X U3Meby @ M x, HHTEerpan je MO3UTHBAH U CTATHO ONaya; 3a X
n3Meby x, u b UHTETpas je MO3UTUBAH U CTAIHO PacTe;

2) ako je y, <0,y he y x = x, IMaTH HEraTHBaH MaKCHMYM; 32 X U3-
Meby a u x, uHTerpai je HeraTUBaH M pacTe, a 3a x uameby x, m b uHTE-
rpaj je HeraTHBaH U olajia.

W3 Tora cnepn ga npousBox yy' y unteppany (g, b) Memwa 3HaK caMo y
Tadkd X = Xg.

Axo ce jepnaunsa (10) moMHOXH ca y’dy W MHTerpHIille u3Meby rpa-
HMI@A X U X, e je a < x < Xx,, ¥ aKO ce IMa Y BUALY fia je y; = 0, jobuja ce

2
(n L= [ reowx,

13 Jera mpou3ia3u
(12) y’z .:f(&)(yz_}’g) (x <& < xp),

na je npemMa ToMe
(13) y=2 e e,
e je

14 x=[Jf®dr= (-2 FO)  (x<0<x).

Axo ce caja jeguaunna (10) momMHOXH ca y’dx U uHTerpuile u3meby
rpaHulia x, 1 X, I7e je X, < x < b, fobuja ce

72

(15) ’

= [ fowa,

onakie ce mMory n3secru u3pasu (13) u (14) ca x, <0 < x.
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W3 Tora mpouctrye ciegeha npomosunuja.
Csaxu peansru unitiezpan jegnavune

(16) y" = f(x0)y
yuju ce UpsU U380g aHyAupa y Wauku X, u3 unitiepsana (a, b) y kome je
Gdyrryuja f(x) tioauiliueHa, moxe ce Haiucaiu y 06AUKY

(17) y= —yzﬂ(e"' +e™),

Zge je
(18) X=(x—x )«/f(&),

ipu wemy je & epegrocii cagpycarna uzmeby X, U X, U o 3d CBAKY 8PEGHOCI
a<x<b.

Kaxo uzsoy unrerpana (17) Mema 3HaK caMo 3a X = X, 3aKJby4yje ce
fla 3a 8pegHOCiliu X cagpicare y unitiepsany (a, b), uniliezpan y je ciiiasHo
cagpycaH uamehy

(19) y—o(ex‘ +e) m X’—(eXZ +e %2,
2 2
Imie je
(20) X, =(x—x,WN, X, =(x-x)M,

npu yeMy N 1 M 03Ha4aBajy momy i ropmwy rpanuny ox f(§) 3a BpegHocTu
n3meby x, 4 x, M TO 3a cBE BPEJHOCTH X TakBe faje a < x < b.

3. Heka gasmpe x mpumnaga uarepsany (a, b), y KoMme je pyHKumja f(x)
peanHa, KOHaYHa, HENPEKUAHA U HeZailiuena. IT03HATO je Aa y TOM ciaydajy
MHTETrpal y Merha 3HaK YBeK Kajia ce aHylIupa U Jia, Kako je uHTepsan (a, b)
JIOBOJHHO BEJIMKH, HHTETPAIHA KPUBA y OCIIIY]e Jep ce cacTOJ’ Off MoJyTa-
71aca KOJU CY HAau3MEHUIHO MMO3UTUBHHI U HETaTHBHA.

HocmaTpajmo Hajupe dosuinusar noayranac. [Ipema caMoj jeHaYnHI
(10), xako je u3BOX y” HEraTUBAH [y jeHOT TAKBOT IOJIyTanaca, OH MO-
Ke Jla IMa caMo jelaH MaKCHUMYM.

Hexka je x = x, BPeOHOCT X 3a KOjy je Taj MaKCUMYM AOCTUTHYT, a X; U
X, BPEIHOCTH X KOje lepUHMUIITY ABE KPajibe TauKe IoyTanaca.

Kapa x Bapupa o x; 10 x,, OpAMHATA y je CTAIHO IO3UTHBHA U PACTy-
ha; 3a x Koje Bapupa ofi x, A0 X, OHa je CTAJIHO IO3UTUBHA U onajajyha.
Jlakye, y cBaKkoM Off Ta JiBa MHTEepBala (x;,X,) U (x,,Xx,) Mpoussoy yy’
3a/[pXaBa CTaJIHHU 3HaK.
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ITocmaTpajMo MHTETPANHy KPHBY ¥ HHTEPBANY (x,X,). AKO ce jef-
naynna (10) TOMHOXMY ca y'dx M MHTerpuine H3Mely rpanuua x 4 x,, TAe je
x; < x < Xy, poduja ce

) Ao

(21) == [ FCoyyde = (5§ =y,

X

I7le je A HEKa BPENHOCT KOjy f(¢) y3uMa 3a HeKo f cagp>kKaHo usMeby x u x,.
W3 Tora ce ussonu

(22) y=ypcosX,
rae je

(23) X = (x—xo)=f(E),

npu ueMy je & Heka BpefgHOCT u3Meby x U x;, U TO 3a CBe BPEJHOCTH X,
TakBe fla je x; < x < X,.

AKO ce mocMaTpa HHTETpaliHa KpHBa y MHTepBany (x,,x,), (10) ce
IIOMHOKH ca y’dx W MHTerpullle u3Meby rpanuna x, u x rae je x, < x < X,
pobuja ce

12 X

(24) y2 = [ reowyde = 6% - ybn,

X0

I7e je p BpegHoCT Kojy f(f) y3uma 3a t usmeby x, u x. VI3 Tora ce ussonu
jemHauuHa y o0muky (22) Koja BaxkW 3a CBe BPETHOCTH X TAaKBE fa je
X <X < Xy,

Jlakne, cBaky MO3WTHMBHU IOJIyTallac MOXe Ce HAllMCaTH Y OOIUKY
(22) u TO 3a CBe BpeIHOCTH X cafip>Kane y narTepsany (a, b).

'‘TlocmaTtpajMo cafa nezaitiusar nonytanac. Kako je u3Boy y” mo3utu-

BaH JyX YMTABOT IOJIyTaaca, OH MOXKe Jla IMa caMo jefian MuHuMyM. Heka
Cy X, M X, Kpajibe TayKe IOyTajaca 1 HeKa je X, alcIiuca MEHAMYMa TOT
nonyTanaca. Kaga x Bapupa of x; o X,, OpAHHATA y J€ CTAJHO HETATHBHA
n onanmajyha; 3a x Koje Bapupa off x, 0 X, OHa je CTaJIHO HEeTaTUBHA ¥ pa-
cryha. [Takie, y cBakOM Off Ta [iBa UHTepBana (x;,x,) u (xy, X, ) MPOU3BOJ
yy’ je cramuor 3Haka. Taja ce Ha UCTH HAUMH Ka0 ¥ MAJI04ac MOXKeMO yBe-
PUTH Jla HeraTUBaH NOJyTajJac Takohe Moxke GUTH IPECTaBbeH N3Pa3oM
(22) 3a cBe BPEXHOCTH X TaKBE fia je X, < X < X;.

W3 Tora npousnaszm ciefeha nponosuuyja.

Csaku foayiianac uHitiezpana y, 6uao o3uitiugaH, 6unro HezatluéaH,
Hag unitiepsasom (a, b) y kome je pynxyuja f(x) HeZailiusna, moxce ce iuca-
i y 064uUKy ‘



156 HAYYHE PACITPABE

(25) y=ypcosX, X =(x—xo}-f(E),

zge ce & Hanasu usmeby X, U X.
W3 Tora cnepu fa je mosyTanac y UeJoCTH cafpxkaH u3Mebhy iBe Kpuse

(26) y=YyycosX, H y=y,cosXy,
Tne je
(27) X, = (X—xo)\[ﬁ, X, = (X-xo)\/ﬁ,

npu yemy N u M 03HavaBajy [0y U rOpbY rpanuily of —f(x) 3a x Koje
BApHUpPA Ol X; IO X,.
U3 (25) cnepu

'

X = Xg — —7———,

T

RERTL G

IITO TIOKas3yje Aa je gyxura (x, — x,) 6uno Koz doayiiasaca éefia og /—‘7;4 u

T
Mara og Nith
Axo ce 3a N u M y3My ioha M TOpa Tpanuia of — f(x) y nenom uH-
tepsany (a, b), BURH ce aa je:
6poj Goayiiasaca cagpycanux y unitiepsany (a, b) Hajmarse je jegHak
6pojy jeOuHULa cagpIaHUX Yy 8PegHOCITIU

(29) b-aWN ‘T‘C)W -1

U HajeuLe je jegrak 6pojy jeOUHULA CAgPHCAHUX Y 8PEGHOCTILL

(30) (b=arM —?W ,

IITO je carnacHo ca no3uatum llTypMoBuM pesynrarumMa.
ITopen Tora, uctuM myTeM ce Moxke pohm go ppyrux IllTypmosux
[IPOTO3UIMja O XOMOTEHO] JIMHEAPHO] JeTHaYlHU APYTor pefia.

4. 'ope u3M0KeHO MOXKe Cce IIPUMEHNTH U Ha jeHaYuHY

(31) Y+ o)y +y(x)y =0.
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Ta jepnaunHa ce MO3HATOM CMEHOM

A foar
(32) y = ze 2l

TpaHcgopMuIe y
(33) 2 = f(x)z,

rae pyHrnyuja f umMa 06K

(34) =+ L oy

13 4era ce 3akjbydyje:
ceaku peaaru urnitiezpan jegruauune (31), wiaxas ga ce lipsu uzsog og

e—;—J¢dx

(35) y

AHYAUpA Y HeKO] [lauku X = X, U3 unitiepsasa (a, b) y kome je pynxyuja
(34) tio3uitiusHa, moxce ce Hailucailiu y 0OAUKY

—EJ.(pdx
(36) y= y;“(e" +e*ye v
ca
(37) X =(x—x [ (),

z2ge je & Heka spegrocill uameby Xq U X, 34 C8AKY 8PegHOCIE a < X < b.
Wurerpanua xpusa ce Hanasu usMeby ase kpuse obnuka (36) rue X
PECIIEKTUBHO UM2a BPEJHOCTH

(38) (x=x )N mwm (x—xWM,

nopu 4eMy M u N AMajy NpeTXOfHa 3HaYeba.

Hajzan, kana je dyuknuja f(x) Hezailiugna y TocMaTPaHOM UHTEPBa-
ny (a, b), uHTerpanHa KpuBa OCLUNYyje, C 003UPOM fla Ce CacTOJu U3 NOINy-
Tajaca Koju ¢y Hau3MeHHYHO TO3UTHBHY U HETaTHBHH.

Ceaku tioayiiianac, 6uso HOUTUBAH, OUNO HeZATUUBAH, MONCE Ce HA-

ducaitiv y 004uUKy

4 @dx
(40) y=ye 2 cosX

ca
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X = (x=xo)y=f(8),

Zge je & meka epegrocil uameby X U X.

Bpoj nonyranaca cafpxkaHux y uaTepBany (a, b) AaT je y IpeTXOgHO]
MIPONO3UIMjH Y K0joj 6pojeBu N u M Mopajy Aa ce OfHOCE Ha (PyHKIH]Y
f(x) nedpunmcany nzpazom (34).

IIpumetnheMo Takobe fa ce Ta pasMaTpama NpUMEIbY]y ¥ Ha HeKe
THIIOBE HeAUHeapHUX jefHAYMHA, ITO he GUTH MpeMeT PYror paja.™™

FCON

—fo

** Pedpepncano y FdM, B. 52, S. 439-440 (Grunsky) u Revue sémestrielle, 1927, t.
XXXIII; nornenatu u cryqujy Munopapa Bepronuna, Ilpumegba y se3u ca jegnum citidéom
Muxauaa Ieitiposuha, Becnuk Opywirsa mar. u ¢us. HPC, Beorpan 1958, vol. X, 1-4, cTp.
115-118. (mp. 4. T.).



I[TPBM MHTEI'PAJIN
CA OTPAHUYEBNMA™

MOHOI'PA®UITA

Hacnos opuruHana Intégrales premiéres d restrictions, Académie royale de Serbie, Edi-
tions spéciales, t. LXXII, Sciences mathématiques et naturélles, 1. 19, Paris, 1929, p. 50, 16 X 25.
Caomnre HO y AKageMuju IPUPOIHNX Hayka 29. ampuna 1929,



O6unnuje u snauajuuje monozpaghuje Muxauna Ieitiposuha Cpiicka kpabescka axagesmija wiian-
iiana je y Iapusy na dpparyyckon jeauxy. punep je sorozpaguja Ipeu unitezpasn ca
ozpanusesuna (Ilapus 1929). - Hazaeq nacaosme ciipare OpuzunaHe Krblize.



ITPBU OOEJbAK

PASHE BPCTE IIPBUX MHTEI'PAJIA

1. Ilpeu unitiezpanu 6e3 ozpanuversa. — Xan je nar uexku uspas F Koju
3aBHCH OJf HE3ABHUCHO NPOMEHJBMBE X, HEMO3HaTe (DYHKIHje y, W3BOMA
y,y",...,y"" pyHKUHM]e y N0 X U Off IOYETHHX YCIOBA Xg,Y0, Y, Ves- .., jEHA-
YuHA

) F = const.

HA3MBa ce IPBUM HHTETPaNIoM AuepeHIjalHe jefHaunHe

(2) Fxy, Y.y y"y=0  (n>p)

axo F y3uMa BPEJIHOCT KOja He 3aBHCH Off X KaJ Ce y 0] y 3aMEHH OTIITAM
uHTEerpanoM jegHaunte (2).

OBo je yobuuajena aepuHHIM]ja IPBOT HHTETpaANa, IpeMa Kojoj ce
u3pas F cBOAY Ha KOHCTAHTY 3d C8AKU ILOCMATUPAHU UADIUUKYAAPHU UHIiie-
Zpan jegruaqure (2).

Tako, Ha IpuMep, jeflHadYnHa IPyror peja
Y (y+2xy)+ 2y =0
3a IPBYW WHTETPAI Ma
vy’ + xy’* = const.
[udepenunjanta jeaHa4ynia KOHYCHUX Tpeceka
9y 2y — 45y”y'”y(4) +40y" =0

uMa TIPBU UTHErpas
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78
b

(Sy//y(4) . 5y///2)3

Hcro Tako, ako je JaT CHCTEM jejHauUnHa

= const.

Gy =0,
(3) fz(x,)’m)’ﬁ,---’y(z”))=0,

IpsuM UHILEZPANom 06802 Cucitiema Ha3UBa ce (pyHKUHja F IpeTXogHe Bp-
cTe KOjy jeqHaunue (3) YrHe KOHCTAHTHOM.

Tako he, y cnyyajy KaHOHHYHUX jeJHaYMHA JUHAMUKe HAIHCAHUX Y
006Ky

dc]l dqn dpl dp

4 R R . (R o I /T

O w T T T T "
I p, dq, 9q,

jelaH IpBY UHTErpan cucreMa OuTH cBaka (pyHKIH]a
OG5 sGys P1sP2s-+>Dy)

KOja IIocTaje KOHcTaHTa 300r jeHauynHa Kperama. Ha mpumep, y jenHo-
CTABHOM CITy4Yajy NMpHUBIAYCIha W3 HEMOKPETHOT [eHTpa II0CToje /iBa MpBa
HHTErpaia — HHTEerpall HOBPUIMHA M WHTETpasl JKUBUX CHIIA.

IToznaTe ommTe MeTOJe JOBOJE IO HPBUX MHTErpala npobiaema gu-
HaMUKe ¥ YHHE BHAJBUBUM HBUXOBe ocoOmHe. Heke fpyre MeToje, Koje
notudy ox beprpana, Macujya, Bypa, Mopuca Jlesuja 1 M. Kennrca, nma-
jy 3a 0Mb OOpHYTH Npo6IiIeM — Tpajkeihe npobiieMa JHHAMUKE KOJH JOIy-
mTajy AaTH IPBU HHTErpall, Ha NpuUMep, HeKd anreGapcKu u3pas of
pl s ’pH "

ITo3HaBame jelHOT WU BUIE NPBUX MHTETPAJNA 33 JefHY jeHAUNHY
IJIN 3a CUCTEM je[[HauMHa, T0jeJHOCTaBIbYje HUXOBY HHTErpanujy u UCIu-
THBaE IHUXOBUX CBOjCTaBa. Y OIIIITE, OHO CBOJHU IIPOGJIEM HHTerpamuje Ha
npobiieM TpaXKema 3ajefHHUKUX pellckha jeJHe WIN BHllle AudepeHInja-
HUX jelHaYNHA, IITO OMOTYhyje CHUKaBalbe HUXOBOT pefla. AJd, Y HEKIM
OIIIITHM CIIyYajeBuMa, OHA MpyKa MOryhHOCT MOTIyHEe HHTerpangje jef-
Ha4yMHE WJIW CHCTEeMA.

Ha npuMep, YKONIHUKO Ce 3Ha jefaH MPBU HHTErpa
(5) ¢(x,y,y’) = const,

jenHaynHe



[TPBM UHTEIPAJIH CA OTPAHUYEHBUMA 163

Y=y,

ocTaTak MHTEerpalyje 3aBpllaBa ce KBagpaTtypama JakooOu.

Jenqpaunna
Y)Y +w(xy)=0

MOXKe C€ TIOTILYHO MHTErpanuTy noMohy KBaipaTypa UnM ce 3Ha jeJiaH heH
npBH uHTerpan oénuka (5) bpacun.
Jemnaunte

if(x,y’)Jr\lf(x,y)=0
dx

d , ,
— f(xy)+y(xy)y =0
dx

UMajy UcTy ocobuny Manmcren.
Ha 6ucMmo yka3aly Ha IPUMEpP KOJH C& OFHOCH Ha CHCTEME jelHaYnHa,
HEKa je

(pl(ql»"-’qn;pl""’pn) = const.

(6) e
(Pn(f[u---,qn§ pl""’pn) = const.,

n IPBUX MHTETpaja KaHOHUYHUX jefnavyuHa (4), He3aBUCHUX oOff ¢, Meby Ko-
jEMa ce Hayas3yW U WHTETpall XUBUX cuna H = const., ¥ MPeTIOCTABAMO Aa
jenHaynHe o6pa3yjy CHCTEM 3a KOJH ce cBe 3arpafe (¢;,¢,) aHymupajy. Ta-
na ce MoxXe Hahm n Apyrux NpBUX MHTeTpala noMohy KBajpartypa Jinysum,
Ofl TUX 1 TPBUX MHTETpala, UK n — 1 He 3aBUCH O] f, a jelaH 3aBUCHU Of ! .
Tako ce y mpuMepy ciydaja HeHTpaJIHUX CHAJa 3HAjy ABa HHTErpasia, a uMa
UX YKYIHO YETHpH; aKo Ta JIBa HMHTErpaja 3aq0BOJbABAjy jeqHAUMHY
(¢,,0,) =0, pemraBame npobiemMa Moxe OUTH JoBpuIeHo Npema Jlyusnino-
BOj TEOpEMH, a TO Ce, y CTBapH, 1 foraba.

2. [Ipsu unitiezpaau ca ozpanudersuma. — IIpBe nHTErpase mpeTxogHe
BpCTe M1ajy m3pas3u F KOju ce CBOJie Ha KOHCTAHTY 300r rmocMaTpama fude-
peHIyjaTHe jefHaunHe WIH CHcTeMa JefHauYnHa, Oul0 Koju BapitiukysapHu
UHILleZpan og 08UX ga je fo cpegu.

Ho, mopeyn TakBUX NPBHX HHTETpasa, YMECHO je pa3MaTpaTl Apyre
KOJU umajy omeHyitio c8ojcitiso camo 3a unillezpane gugepenyujarie jeg-
HaduMe (Uau cuctliema) Koju uciiyrbasajy gaitie ycaoee y B€3u ca aHaJUTH-
YKOM MPHPOJOM THX MHTerpana Kao (yHKIHja WIM ca MHTETpaluOHUM
KOHCTaHTaMma.

Taxo ce, 3a OIMIITE THIIOBE jeHAaUNHA GHIIO KOT pejla (AU cucTema je-
MHAYMHA), MOXE 3aKJbYYUTH, ¢ 003MPOM Ha OMUITA CBOjCTBA (PyHKIM]ja je-
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JHe ofipehene aHaMUTHYKE IPUPOJE, fia jefiHa (PYHKINja ¥ HE3ABUCHO TIPO-
MEHJbHUBE X, (DYHKUHK]E y Off X ¥ OF HEKOJINKO H3BoAa hyHKIHje y 1Mo x (a Ko-
ja Takobe Moxke 3aBHCHTH Off MOYETHHX YCIOBA) CBOJAM HA KOHCTAHTY WK
Ha HEKY palliOHamHy, anrebapcky uUTj. (PyHKLHI]Y Kajl ce Y 0] y 3aMeHH He
O6uno Kojum MHTETPANIOM IH(EpEeHINjaTHe jelHAUNHE, HETO UHIHeZpaiima
HeKe Hapo4ulile aHaiuliuyke ipupoge.

Mory ce, Ha npuMep, TocMaTpaT NpBU uHTErpanu ¥ Koju Baxe camo
3a MHTETpale fudepeHujante jefHadnne Koju 61 G mene PyHKIHje off
X, WU YyHUpOpMHE, MepomoppHe, arzebapcke, jegHOCIUP YKO WU G8OCIUpy-
ko illepuoguyre pynkuuje ury. lltaBuie, jefal Takap MPBU HHTErpas MO-
rao 61 OWTH y BaXXHOCTH CaMoO 3a BPEAHOCTH HE3aBUCHO MPOMEHIBUBE KOje
npunanajy oapebenoj o6mactu pasHu.

Heka je, Tako, f=0 jequa anreGapcka jefHaudna 1o x,y,y’,...,y"” u R

HeKa paluoHanna pyHKiuja of x,,y ..., " . AKO MocToje TpU KOHCTaHTE
a, b, ¢, TakBe fla TPH jefHAUNHE
) R-a=0, R—b=0, R—c=0,

MOIITO CE Y IbHMA y 3aMEHH HEKUM MepOMOP@HUM HHTETPANOM jeHaUNHE
f =0, mMajy camo XoHauaH 6poj KopeHa 1o x (360r came jepHauuue f = 0),
nucpepennujania jeqHauyuHa uMmahe 3a npsBu uHTerpan R =r(x), rme je
r(x) panmoHaHa (PYHKIHM]a Off X, U TO 33 CBAKH MEPOMOP@HU UHTEIPAT y.
Axo jepnauune (7) HeMajy KopeHa Ha KOHAYHOM pacTojamy, JU(EpeHIH-
jasiHa jegHa4YMHA MMa 3a NMpBH HHTerpan R = const. OBO nmpousnasu u3
teopeme I. [Inkapa o Hynama yHHGOpMHUX (PyHKIHja Oe3 3aceKa.

Hcro Tako, mocmarpajMo jeauauuny f = (), 6umo Kor pepa, Koja He
cafipX¥ X eKCIUTUIATHO U pyHKIHM]Y R of y,Y,...,y'” Koja, OWTO ce ¥ 10j
y 3aMEHHU MepOMOpPHUM M gBOCIUPYKO HepUogUYHLIM UHTETPAJIOM jefi-
maunHe f = 0, HemMa HyJa HH II0JIOBa HA KOHAYHOM pactojamy. Tana he jen-
Haurna [ = 0 uMaTH IpBU HHTEerpan R = const. 3a CBe MHTErpaje OBaKBe
npupone. OBO M37a3d U3 YABEHUIE 1a MepOMOp(dHa U IBOCTPYKO IEPH-
opuyHa (QYHKIMja He MOXKe OHTH y 11eJI0] paBHH XOJIOMOpP(gHA U pa3iuunTa
OJ] HyJIE YKOIIMKO ce He CBOJY Ha KOHCTAHTY.

[IpBu uaTerpanu 6e3 orpaHnyueha IpefcTaBibajy jeflHy BpCTy HHBApU-
jaHaTa Koje ce OHOCE Ha c8e UHIiezpane jefHAYUHE, KaKBa I'Ofl [ia je hH-
XOBa aHANMUTHUKA npupona. [IpBu uHTErpanu ca orpaHuYeHUMa J1ajy OHja
BPCTY HHBApHjaHATa KOje ce OJHOCE Ha ogpebery xaacy uniiiezpana jegna-
yuna f= 0.

3. Keaauiuaitiusnu iipeu uHiliezZpaai ca ozpaidersuma. — Kap je ped
caMo o peanrum WHTerpanuma jegHavyune f = 0, Moxe OUTH Ol KOPUCTH
pasMaTtpamke jefiHe gpyre BpcTe NpBHUX uHTerpana. Takas jefaH uHTEerpan
u3pakaBao Ou UMILCHHLY Jla ce HeKH u3pa3 @, KOju 3aBUCH Ofl X,y H Off He-
KOJMKO HU3Bofa yHKIWjE y 110 x (IpH YeMy je Moryha 3aBUCHOCT U Of HO-
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YEeTHHX YCIOBA), CBOAH, 300T jegHaunHe f = (), He Ha KOHCTAHTY HeZo Ha je-
gHy Helio3Halily ¢pyHKUUJY 8 09 X uuje ¢y keaauitiatiusHe 0cobeHOCU 3d X
Koje sapupa usmehy ogpehere gee epegrociti a u b ifosnaitie. OBe 0COGEHO-
CTH MOTY Ce cacTOjaTH y 3HaKy (yHKIH]e O, FpaHulaMa y KojuMa oBa (hyHK-
1[Hja Bapupa, MocTojamy ocuunanyija u3Meby x = ¢ u x = b, KOHKaBHOCTH

W KOHBEKCHOCTH KPHBE
y=08(x)....

Ha npuMmep, unibeHUNA [a 3a x KOje Bapupa usMeby « u b, pyukuuja 0
Bapupa uzmeby nBe nmosznare BpegHocTH A, 1 A, (KOje cy KOHCTaHTHE, UK
(OYHKIHje Of X WK Off MOUSTHIX yCIIOBA) H3Paskapa ce jeJHAUNHOM O0NuKa

D=0, a<x<b A <O<A

Koja jjaje jegHy BpPCTy Keéaauitaiiuenoz iipao? uHitiezpana gpynxyuje f = 0,
KOJH BasK¥ 33 peaslHe, KOHAUHe U HenpeKugHe uHTerpae jeqHaquue f= 0y
nHTepBany (a, b) 3a x, MU MOXJa 3a MO3UTHBHE, MOHOTOHE HUTH. UHTE-
rpare.

Tako, Ha npuMep, jefHauYnHa

yE+yt=f(0)

3a CBOje pealiHe WHTETpalle KOjU pacTy MOYeB Of X = X, H OATOBapajy
NO3WTHUBHO] IeTePMUHALMJH U3pasa -/ f (X) WMa OpBH HHTErpal

%:e, Xg < x < +oo, 1<8</2.
J(x

Jemnauywna r. Ilennenea
Yy =6y +x

UMa, 3a CBOje peayHe ¥ Yy HEKOM MHTepBany (a, b) 3a x MOHOTOHE HHTE-
rpase, IpBY HHTETpal

72 02 (3 2
y y =6 — Yo =0, a<x<b, 2x,<6<2x.

Y=Y

Jenmayuua
Y =(a+be™ )y, (a>0, b>0)

3a CBOje peaJiHe MHTEerpase, iMa IPBY HHTErPall OOIHKA

y—=e, —co< ¥ <+, ag<B<a+b.
Yy
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Cucrem
dy, _ dy, _ dy; _

A4 , =% = , = k2
dx Y23 i Yiya i Yiya

HAMa, HOPEN OCTAJIUX, IPBUA UHTETpall 3a CBOje peaige uHTerpaie

rae je M HeKu mo3uTuBaH 6poj.

Y rnasama Koje crefie nokaszahemo HaunHe 00pa3oBama IIPBUX UHTE-
rpasa ca orpannuersuma ¥ u @ 3a onire TUoBe AU epeHIMjaTHIX jefHa-
YPHA ¥ BUXOBUX CHCTeMa. Y KazaheMo, UCTO Tako, Ha KOPHCT KOja ce MOXKe
73 OBHUX U3BYhH y TpaxKemy MHTErpaita THX jeJ[HaYlMHa ONIITHX WX NapTH-
KyJNapHHX, ca ogpebeHoM aHAIUTHYKOM NPUPOAOM, KAO U y UCIHTHBAY
OCOOCHOCTH IUXOBUX pPealliuX HHTErpaa.



JPYT OOEJbAK

IIOMORHE TEOPEME O
JUPEPEHHUIAIIHUM JETHAYMHAMA

4. Kapakiliepuciiu4Ha i0AUZOHAAHA KORILYPA [H0A080 UHITEZPALd. —
Ha moyeTky hemo MOACETHTH Ha HEKOIHKO HoiipeOHUX YCIOBa ia UHTE-
rpan HeKke jefHauuHe OUJIO KOT pefia UMa HOoKpeliHe MONOBeE, Tj. MOJOBE
KOjH ce MEHajy 3ajelHO ca MHTErpalHoOHNM KoHcTaHTama. [TosMroHanHa
KOHTYpa, unjy heMo KOHCTpyKuHjy, moMohy ekcrioneHaTa Heto3Hate (yH-
KIFje U IHeHUX M3BOJA Y WIAHOBMMA NuepeHUHjalHe jeqHauynHe, caja
OIMcaTH, y ToMe urpa (pyHgaMeHTaIHY yJIOTY.

Heka je nata jegnaunna f = 0 pefa p Hanmcana y o61uKy

i=y

2 (P,'(X) ymo,-y/ml,- y//nm L y(p)mni — O,
i=1

rjpe ¢y m, MO3UTHUBHHU CTENEHM TAaKBH J1a 34 [IBa PAa3JINYNATa HHIEKCA { I/I] HE
BaXK UCTOBPEMEHO
My, = n’l()‘/', my = nllj,. vy nlpi = ml,j,

IIpA YeMy ¢y ¢; OHII0 KaKBe (PyHKIHUjE Off X.
dopmupajmo ciefehux 2s TO3UTHBHUX LeNnux Gpojesa.

k=p
Mi My, + ’/n” +...+ ”ll),' = 2 my,

k=0

) i
N; =my; +2my; +...+pm, = kak,.

k=0

TToyuMo y paBHH JiBe oce, ocy 6pojesa M u ocy OpojeBa N u obene-
KHMO s Tavdaka (M;,N;), Bogehu pauyHa o TOME fa OpeJ CBAaKe Off HUX
Oyne HamucaH WeH UHAEKC /. AKO ce J[Be WU BHUILIE Tadyaka Iofynape, 1Io-
peq jeliHe TakBe BHIIECTPYKE Tauyke cTaBHhe ce MHAEKCH CBUX Tayaka Koje
Cy ce Y ¥0] OKJIOIHUIIE.



168 MOHOTPADHIA

Caural

Koncrpynmumo nonurosansy koHtypy I koukasny npema OM,
3aTBOpPEHYy ABeMa npaBaMa L, u L, ynpasHuM Ha ocy OM u caMOM TOM
0COM, a KOja y CBOjOj YHYTPAllhOCTH U Ha CBOjO] Iepudepuji cagpsku cBe
Tayke (M;,N;), ceM Tora, CBE CTpaHe KOHTYpa, ocuM oce OM n npaBux L;
L,, ob6aBe3Ho nponase HajMamwe Kpo3 fse Tauke (M;,N;). Temena (o) u (3)
KOHType Ouhe HazBaHa excilipemHo lieme NECHO U JIEBO, a HajylalbeHUje Te-
Me o1 OM Ouhe flieme ®; aKO MOCTOJM BHIIIE Off jefHOT TeMeHa OM Ha UCTO)]
napanend ca OM, iMaheMo TakBoO IECHO U JIEBO TEME.

Yrao DBD’ 6uhe Hassa gomerom remera (B); yrao D’B’D” gomeHOM
temeHa (B’); yrao D”B”D” pmomenom temena (B”),...; Haj3ag, yrao Ao’
noMeHoM TeMmeHa (o). Pehu fa je 6poj A cagpacan y gomeny Hekoz tiemeHa
3HAYW Ja ce A TTOIyfapa ca yriIoBHUM Koe(pHIjeHToM IPaBe Koja nposasu
KpO3 TO TeMe M cafpskaHa je Y Yy KOj! IPefiCTaB/ba BEroB JOMEH.

TewMe je ca Ho3UILUBHUM JOMEHOM UITU CA HEZAIIUBHUM JOMEHOM TIPE-
Ma TOME JIa JI Cy BPEJHOCTH Cajip>kaHe Y BEroBOM JOMEHY MO3UTHBHE UK
HeraTuBHe. CBa TeMeHa JIEBO OJf JIEBOT TEMEHA M Cy ca O3UTUBHUM JOMe-
HOM; CBa TeMeHa JIECHO Off IECHOT TeMeHa ® Cy Ca HETaTHUBHUM JOMEHOM.

CraBumo
Yoi = my; + ani +...+ ]71[”',
(10) Yy = My + 0y 4+,
Yo = Mgy T F My
a 3aTumMm

A= Ao (=D (A =27 (A —p+ I)YIJ—H ’

rJe je A Ipou3BobaH 6poj.
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Mozxe ce noropguTn fa Koutypa Il uma jeHO UK BUIE TeMeHa y KO-
juMa ce [iBe WJHW BHUuIe Tavyaka (M;,N;) nopyaapajy; TakBa TeMeHa Has3-
BaheMo suleclipyKum illemeHima. Y OUAMO JeIHO TaKBO TeMe U HeKa Cy
0, 0,...,0, HHACKCH YJIAHOBA (PYHKLHUjE f KOJU CY Ce Y IbeMy MOKJIONUIIH.
O6pa3syjMo jefHauHy

(11) A, Qa, (@) + Aq, @y, (@) +...+ Ay @y (a) =0,

rae je a npousBosbaH Opoj. OHa mpejcTaBba anrebapcky jefHAYNHY 1O A
yiju KoeduuujeHTy 3aBuce of a; Ha3BaheMo je jegnauunom iio A mosesa-
HOM €a BHIIIECTPYKHUM TEMEHOM (0l;,0,,...,0, ). CBAKOM BUIIECTPYKOM Te-
MeHY OJiroBapa jefHa jefHavynHa 1o A oonuka (11). Taksa jefHaUNHa TOBe-
3aHa ca jefJHOCTPYKUM TeMEHOM HHJEKca i cBOAH ce Ha A; = 0, T]. Ha

Ao (=1 (A= p+ 1) =0,

Yxazahemo Ha popme KoHType Il xoje opropapajy HeKuM ONILITHM
THIIOBUMA jefTHAUNHA.
Ipeu upumep. — Hexa je

f=Py)y"+0(xy),

rae cy P u Q MOJTMHOMH TI0 y, ¥ HeKa ¢y m U m’ HajBehM U HajMambH eKCIo-
HEeHT CTeleHa IPOMeHIbUBe y Y P, a n u n’ aHanmorse BeanmuuHe 3a Q. ITo-
JIMHOM f IMa JB€ BPCTE UNAaHOBA!

1. umanoBe o6muka y'y” (i=m',m’ +1,...,m—1,m) Koju jajy Tauke
M, =i+1,N;, = 2, cMelmiTeHe Ha npaBoj N = 2;

2. unanoBe obGmuka y* (k=n',n"+1,...,n—1,n), Koju RKajy Tauke
M, = k,N, =0, cMerutene Ha oc OM.

O n’ m42 m+2 n M

Cauxa 2

IIpema ToMme, onmTe 061UK KoHTYpe I1 y 0BOM ciyuajy nIpefcTaB/beH
je cnukoM 2. Ha mpaBoj N = 2 Hanasm ce HajMame jeHO TeMe; PacIopes u
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Opoj TeMeHa, Kao M O0JNNK KOHType MOTY, yOCTaloM, BapupaTh. AKO je
m=m’, TeMe © Onhe ABOCTPYKO; BUJIN Ce TaKohe j1a KOHTYpa MOXKe UMAaTH
HAjBHIIE jeTHO BUIIECTPYKO TEME.,

Apyeu upumep. — [1a 6u ce mobuna Kourypa I'l kap je
f=y"+P(xyy),

Tpeba KoHcTpyucaTd KOHTYpy I1"3a P (x,y,y’); 3aTHM CIOJUTH JECHO TeMe
® OBe KOHType ca TauykoM S(M = v,N = 2v) npaBoM D U CIIyCTUTH U3 S
HopmMmany A Ha OM.
AKo je Kpajie JeBO TeMe KOH-

@ type IT" neBo ox A unu Ha A, KOH-
- i Typy I1 06pa3syjy npase A, D, cTpaHa

i op Il" ca HeraTWBHUM JJOMEHOM H
L ' """""""""""""""" jemHEM ofceuykoM oce OM; ako je

i Kpajike JeBO TeMe J[EecHO of A,
: ' crpaHa A 6uhe 3aMemeHa IpaBOM

0 1 m+l n M goja crmaja Tauky S ca THM KPajHUM
temeHoM. Kapa je, Ha npumep, v = 1
Cauka 3 -

P(x,y,y)=P(x,y)y +0(x,y),

3afip>kaBajyhu nmpeTxopHa 3Hauewa 3a m, m’, n, n’, iMaheMo jefaH HIK
npyru op ciepehnx o6muka kourype (cn. 3 u 4), npema Tome fa nm je 1’ > 0
mnu n’ = 0. Bugu ce ga KOHTypa He MOXKE€ HMATH BHUIIECTPYKUX Tayaka.
O6yuK KOHTYpEe MOXKe ce MeWaTH, alfl TeMe O YBEeK ocTaje Ha IpaBoj

N=2.

Tpetiu ipumep. — Hexa je

N
2 F=P(x,y")+Q(x.y).
I O R— ITocroje aBe Bpcre wranosa. To
cy:
1. gmanoBu ca y” (i=m',....m),
0 ) m+l n M Xoju pajy tauyke M, =i,N; = 2i, pac-
nopebeHe Ha PAaHUYHO] IPABOj A = 2;
Cauxa 4 2. unanoBu ca Yy (k=n',...,n),

Koju majy tauke M, =k,N, =0, pac-
nopebene na ocu OM.
Omuty 00NHK KOHTYpe NMpHKa3yje CIHKa 5, OH MOXKe BAPHUPATH, alll
TeMe (O YBEK ce Halasu Ha npasoj N = 2 m.
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5. losomHu ycaosu 3a HeipomeH-
/bUBOCUL [HOA08A U HYAQ UHIHeZpaad. —
Besa koHTYype P ca NOJIOBMMa HHTErpaa
nugepeHnujaate jeffHaYuHe CaCTOJH ce Y
cneneheM.

Hexka je x = a mon pefa A jegHaunHe
f=0.VY merosoj oKOIMHA MOXKE ce uca-
TH

(12) y=x-a)e(x),

O m m n M

A = HeraTHBaH 1eo 6poj,
rae je @ (x) dyHKIEja Koja TeXH Ka Ofi- Cauxa’5
pebeHoj, KOHAYHO] W Off HyJI€ pa3JInInuTO]
TPaHUIM Kaf X TeXHU Ka a. 3aMEHNMO OBaj u3pa3 3a y, Kao H Ofroeapajyhe
n3pase 3a U3BOJie oBe (PYHKIH]E, Y HOJNHOMY f; pe3yJTaT OBE 3aMeHe Mopa
UCHTUYKN OUTH jefHAK HYIM 3a CBAKO X M3 OKOJHHe Tauke x = a. Ca
O3HaKaMa U3 TIPeTXOHOT naparpada, ONIITH ulaH uspasa f mobuja o6amK

(13) ©:(x) (x =@M N AQ ()M +6,(x)],
rje je 6;(x) MoIMHOM TI0
(14) ¢ (x),(x—a)@'(x),...,(x —a)’ ¢ (x)

y KOMe HeMa YJlaHa KOJy 3aBUCH Je[JUHO ol ¢ (x).

Younmo y f ckyn T unaHoBa 3a Koje je eKCIIOHEHT AM, — N; creneHa
X — a u3iBojeHor Kao daxkTop Hajcnabuju. [a 61 uIaHOBH ca MHAEKCcHMA ¥,
9, €, ... mpunand ckyny 7, NoTpeGHO je ¥ JOBOJLHO Jla Oyie MCTOBPEMEHO

(15) MM, ~ N, = \M5 — N =AM, — N, =...,
(16) AM., — N, < AM; = N;,

KaJl ce MHIEKCY | 1ajy CBe IeJie BPeFHOCTH Off 1 10 s pasnuuuTe off MHIeKCa
WIaHOBA KOjI TIpunafajy ckymy 7.
VYenos (15) Moxe ce HanmcaTh y 006IMKY
— NY_N5 — NS_NE
M,—Ms Ms-M,

oy

(17) A

OflaKJjie ce BUM Jfa A Mopa OWTH jefiHaK YIJTIaBHOM KOe(HUUU]eHTY Mpase
(Y, 8) xoja cmaja Tauke (M, N) ca mHjeKcuMa y 1 O, ¥ fa ce Ta4yke Koje OiAro-
Bapajy pasnMuUTHM 4aHOBMMA 13 T Mopajy Hala3uTH Ha TO] IIPasoj.
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C npyre crpane, BpefHOCT A M; — N,, KaJi ce y 10] A 3aMEHH BPEJTHO-
why (17), npepcraBba OPARHATY Y TOYETKY S, ;, Ca H3MEHCHUM 3HAKOM,
Ipase Koja mpoJyia3u Kpo3 Tauky (M,,N;) u uMa yriosuu Koeduuujenr A.
Opnarire, ga YnaHoBY ca UHAEKCHMA Y, J, €,... IpUnanajy ckymy 7 morpedHo je
1 ROBOJBHO fia:

1. rauke (M, N) ca uanexcuma v, §, €,... 6y/ly Ha KCTOj MPaBoj u jia A Gy-
JIe JeHaKO YIIIOBHOM KOe(pUlHjeHTY Te TPaBe;

2. oppuHaTa y Ho4eTky npase (Y, 6) 6yxe Beha o opypuHaTe GMII0 KOje
Ofl IpaBa mapalerHux ca (¥, 8) xoje nmpenase kKpo3 Tauke (M, N) mTo ce He
Hajase Ha npasoj (7, o).

Axo cy cee Tauke (M, N) jeqHoCTpyKe, IIpaBal] cBake mpase (Y, ) je
HNOTIYHO OfipeheH U 3a Te Tauke ycioB (15) Moke OUTH HCIYHEH caMo 3a
jeJHY BpERHOCT A. AT, aKO je TayKa BUIIECTPYKa M OJrOBapa, peHUMO, HH-
fexcuma I, J, k,.., mpagart npasux (i, j), (j, k), ... je Heoxpeben a ycnos (15) je
UCIYHEH 3a GUIIO KOJy BPETHOCT A; 32 OBE Tayke OCTaje caMo Jia ce Ipo-
Bepe HejegHaxkoctH (16). :

Osne uaTEepBeHUmIe KOHTypa I1 monnHOMa f 1, Kako je 3a x = a H 3a
CBAKHW UHJEKC I

lim8;(x) =0,

jemsocraBro pacybusame! gosonu no cnepgehe Teopeme.

Teopema 1. — Kan ropn unrerpan jeguaqyune f = 0 Koju cagp>Ku jefHy
WU BUIIE HHTErPAMOHNX KOHCTAHTH HMAa MTONOBE KOJHU CE& MEHajy ca THM
KOHCTAaHTaMa, HCIIYILEH je JeflaH WK JPYTHu off cnefehux yciosa:

1. kouitiypa 11 uma jegny uau suuie Cipana ca HeZAiUGHUM UeAUM
YZAOBHUM KOeuuUjenifiuma, a peq ioaa jegHax je jegHom og itiux Koegui-
Jenaitia,

2. xouittypa Il uma jegro uau sulie guuieciipykux iilemena ca Heza-
[HUBHUM GOMEHOM U THAKBUX a jegHaYURA o A KOJa 0gZo8apa 080M itieme-
HY UMA HAJMAFb€ JegaH KOPeH KOJi He 3a8UCU OF a It JeGHAK Jeé HEKOM Heaom
6pojy cagpycarom y gomeny UCio? ilemena; peg itoaa iaga je jegnax jeg-
HOM 0 HIAKBUX KOPEHA.

Kag Hu jegan Hu gpyeu 0g 08UX YCA08a Hlje UCliyrbeH, H0A06U UHIlie-
Zpana He merbajy ce ca UHIneZpayuoHumM KoHciianiiama. Takas je, Ha IpH-
Mep, cIy4aj Kaj je AeCHO TeMe () Y HCTH MaX Kpajihe AeCHO TEME U NPH TOM
j€ OHO JeHOCTPYKO, WY, YKOIHMKO je BHIIECTPYKO, OiroBapajyha jejHayn-
Ha TO A HEMa HUjeJlaH KOPEH NMPETXOIHE BPCTE.

1 M. Petrovitch, Sur les zéros et les infinis des intégrales des équations différentielles algé-
brigues, Gauthier-Villars, Paris 1894, p. 109,
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Ananuiniiia ieopuja gudepenyujaanux jegnaiuna ciieyuguryje iiog
OBUM YCAOBUMA BPEGHOCILL X KOje MOZY Oullin ciliaanit 10A08U uniTiezpana
gaitie jegnauure.?

IToce6Ho, Kaj HUCY HCIYHEHH YCIOBU 1 U 2 TeopeMe, CBAKH IIOJ HH-
Terpasa y NOAyfapa ce OWiIo ca HEKMM KOPEeHOM, GHIIO ca TIOJIOM 6ap jenue
o ynkumja @;(x), 6MWIO ca je[HUM Off KOpeHa 10 a U3BECHE jelHAYNHE 110
A. [TpetmzHnje:

HeKa je /1 HHAEeKC IeCHOT TeMeHa, M, h,,... HHAEKCH TeMeHa Koja ce
Hanase JIeCHO Off TeMeHa (O U Off KOJUX CBAKO y CBOM JIOMEHY CajpsKi Haj-
Mame jefflaH HeraTuBaH 1eo 6poj (ako TakBux TeMeHa uMa). Tapga:

a. Kaj roJ je A HeraTUBaH 1eo 6poj cafp>kaH y JOMEHY jeJHOT Of
jegHociipyxux TemeHa hy,h,,..., WIH MaK TeMeHa (h) MOJ MPETIOCTaBKOM
a je euueciipyko, oM X = a aHyJupa OHy of pyHKIMja ¢,(Xx) YHjH je UH-
NIeKC jeTHaK MHIEKCY OHOT TeMeHa y YHMjeM je JOMEHY CafipsKaHO A, WIIH
YMHHA OECKOHAYHOM jefiHY Off MpeocTanux pyHKuma ¢;(x).

b. Kag rog je A HeraTtuBaH Lieo Opoj cajip>kaH y TOMEHY JETHOT Of
BUIIIECTPYKUX TeMeHa Ay, h,,..., WX TeMeHa (h) Mo TPeTIOCTaBKOM Jia je
BHIICCTPYKO, ITOJI X = ¢ je OUIIO JeffaH KOPeH Mo a jefHadYnHe 1o A Koja ce
OIIHOCH Ha TO Teme (Yujil JOMEH CajipXKu 1), Kajia ce y TOj jefHaYuHu A 3a-
MEHHU HEKHM OJ] HETaTHBHUX LEeINX OpojeBa caipKaHuX y JOMEHY TeMeHa,
OWJIO BPEJHOCT KOja YNHNA OeCKOHAYHAM HeKe Ofl (PyHKIHja Koje He Of[ro-
Bapajy OBOM TEeMeHy.

IMpetnocraBumo nia jegHaunHa f = 0 He cafip:KH eKCINIMIUTHO X. AKO
HHTErPaJ y UMa MoJ, OH UMa U 6€CKOHAaYHO MHOTO HUX KOJU Bapupajy 3a-
jeTHO ca MHTErpanuoHOM KOHCTAHTOM KOja ce cabupa ca x. [la 6u Tako
6wiro, noTpebHo je Aa KoHTypa I1 uMa Gap jeiHy cTpaHy ca yriIOBHUM KO-
e(pULUjeHTOM jeIHAKUM HEKOM HETaTHUBHOM IienoM 6pojy U Jia pef A moia
Oyjie jeHaK jeTHOM OJf OBHX KoedulMjeHaTa; UId fa NOCTOJH JeJHO HIIH
BUIIE BUIIECTPYKHX TEMEHA TaKBUX Ja JeflHaUNHa 110 A IMa HEraTHBHE Lie-
e KOpeHe cajipykaHne y fOMEeHy TeMeHa (Taza je A jefHaKO je[JHOM Off THX
KOpeHa). AKo HujegaH 0g 08UX YCAOBA HUJe UCIHYHEH, UHIIeZDas Hemd
nHono8da.

JOBOJBHO je MPUMEHUTH MPETXONHE pe3yiTaTe Ha jeHauuHy 10OH-

. . . 1

jery on jepuaunne f = 0 3aMeHOM y ca — Aa Ou ce [oOU/IM aHaJIOTHU HCKa3H
Y

KOjU ce OgHOCe Ha HyAe HHTerpana. Y 0CTajloM, MHBAPHjaHTHOCT HyJa MOXKe

ce YCTAaHOBHTH M HENOCPEIHO, pa3sMaTpameM CTPaHa ca IIO3UTUBHUM YIJI0-
BHUM KOe(UIHjEeHTOM U TeMeHa ca MO3UTHBHUM AoMeHoM Koutype IT jeq-

Haumne f = 0.

2. Ierposuh, loc. cit., crp. 89-9(.
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Y ciydajy JefHauMHa MPBOT pefia, YCIOBU NPOMEHIBUBOCTH MM HeE-
NPOMEHJHLUBOCTH I10JIOBa U HYJIa HHTErpaja y HCTH MaX Cy JefHOCTaBHUJU U
IOTIYHHH. Y TOM IIOrnely iMamo crefiehe Teopeme.>

Teopema 2. - [la uniuezpan y jegnaqune f = 0 uma iionose xoju ce me-
Fajy ca UHIeZPaAyUOHOM KOHCILAHIIOM, HOHpe6HO fe U gosomHO ga 0gZo-
sapajyha KOMIlypa uma Hajmarbe jegHy Clupary 4uju je yZaoeHu koepuuyu-
Jerii HezZailiusar yeo 6poj.

AKo [iaj yca06 Huje UCilyreH, Hoa08l UHIHeZpania He Merbajy ce ca
URIeZpayUOHUM KOHCIaHIUama U TIOAyapajy ce ca HEKUM Off Hyna QyHK-
nuja @;(x) Wiz off Tayaka y KOjUMa OHE y3UMajy 6eCKOHaYHe BPEJHOCTH.
bmuxe pedyeno, non he Oury Hyna gyHkuHje @,(x), WK Tayka GeCKOHa-
YHUX BPEJHOCTH ocTanux pyHKIHja ¢;(x), rjae i 03Hauyapa HHAEKC TeMEeHa
koHType I1 Koje onpebyje pex nmona. AKo cy, crielnjalHo, cBe (pyHKLH]je
¢, (x) uene, 1oxn je Hyna pyHKIHje ¢,(x), a ako je @,(x) KOHCTaHTa, UHTe-
rpajl HeMa KOHAYHUX I10JI0Ba.

Teopema 3. — [la ce Hyae yenoz pega unitiezpana jegnaduwre f =0 He
MEHA]Y Ca UHIHEZPAUUOHOM KOHCIIaHIOM, HOIpebHO je U GOBO/bHO §a KOH-
iwtypa I1 Hema nujegry citiparny wuju je yZaoenu koeguyujeriti Losuiliuean
yeo 6poj.

OsBakge HyJIe MoAyAapajy ce 6uio ca Hyiaama gyakumje ¢,(x) (rue h
03HaYaBa HHAEKC OHOT TeMeHA YUjH JIOMEH Cafip>ke 6poj A JefiHaK peny mo-
7a), 6WII0 ca TaukaMa y KOjuMa Heke Apyre ox ¢yHKIMja ¢;(x) y3umajy
0eCKOHa4YHE BPEAHOCTH.

Teopema 3 Moxe ce Takobe uckaszaTu y o6IUKY y KOME Ce He 110jaB-
mwyje kouTypa I1. Kapa jepnaunny f = 0 HanmmeMo y o6IuKy

k=m
(18) S fa )yt =0

k=0

Baxkn cnefeha TeopemMa.

Teopema 4. — Iotipeban u gososban ycaos ga ce Hyae UHiliezpanra 'y
He Merbajy ca KOHCIAaHIoM URIleZpayuje Je ga, kag ce ogciipane 3ajegHu-
uku axitiopu gynryuja £, (x,y), cearo f,, cem f,, cagpycu kao gaxitiop y"
cahzk

Kap je Taj yciroB ucnysmeH, KOHaYHe HyJIe HHTerpajia y HoAyprapajy ce
ca uynama yukmuje f,(x,0), wim ca TaukaMma y KojuMa gpyre (pyHKIMje
fi(x,0) y3uMajy 6eCKOHAYHE BPEHOCTH.

PacybuBame Koje, y aHaIUTU4KO] TEOPUjH jeJHAYMHA IIPBOT pefa,
JOBONH JIO [OilipeOHUX U OBOHLHUX YCA08A 32 NHBAPUJaHTHOCT HyJIa | IO-
J0Ba MHTErpaia HE MOXKE CEe Y YNTaBOM CBOM OONMKY IPOILUPHUTH Ha all-

3IM. ITerposuh, loc. cit., crp. 23-24.
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rebapcke jeqHaunHe Burer pefa. To, ¢ jegHe cTpaHe, [ONa3y oOjf TOra LITO
3a JelHA4YMHE BUIIET PENla TPAHCUEHAEHTHH CHHTYIapUTETH MHTErpajia MO-
Ty BApHPaTH ca HHTETPAlHOHUM KOHCTaHTaMa, ILITO ce He lellaBa y ciayda-
Jy jeanaunna npsor pefa. C gpyre cTpane, y cliy4ajy jejiHaunHAa IPBOT pefa,
CBe JIeTepMUHalje U3Boja ¥ Cy II03HaTe anrebapcke pyHKUuje Off y 33 KO-
je ce Mory Hahu UMpKyNapHH” KOPEH! U UCIUTATH HAYMH HA KOjU & CBAKH
OJ] THX KOpEHa MOHAllla Y OKOJIUHY TaUKe X = X,y = Y.

Yomuite y3eB, OBO BHIIE HE BaXKH 3a jef[HaUMHe BHIIeT pepa. Mure-
rpal, Kao U BeroB H3BOJ, MOXKe [TOCTaTH HeoApehen 3a 610 Koje BpegHO-
CTH X,; OH MOXKE HMaTH 3aceKe KOJU ce MeHajy ca MHTEIrPalMOHUM KOH-
CTaHTaMa, a Takobe U CHHTYIapHe JTUHHje HEAaHANUTAYHOCTH KOje Ce HCTO
TaKO MEmajy ca KoHcTaHTama. OBe Temkohe oHemoryhyjy npormmupemne
METOJIe KOja yCIeBa y CiIy4ajy jefHaynHa MpBOT pefa.

Anm, 3a Wb KOjH ¢MO ceOHt IIOCTAaBIIIH Y OBOM Pajly IOBOJLHO HaM je
MO3HABAIbE JOBO/LHUX YCA084 32 WHBAPH]JAHTHOCT {01084 U HY.Ae Uea0Z
pega WHTETpana y IpeTXOTHOM OOJINKY, KOjH I03BOJbABA, KOJ pa3MaTpaHuX
THIIOBA AU(EepeHINjalHAX jefHauYnHa, ja Ce JAKO YCTAHOBH jecy JIU OHHU
HCTIyE-EHH.

ITpumMeTIMO JOIII Ia ce OBHU gOBO/bHIL YCA0SU TIPEHOCE HA CUCTEME jei-
HauymHa GHII0 KOT Pefia, a IoceGHOo Ha je[HaunHe TuHaMuKke.

* Vinu: yukanasn (IpUM. Tipes.).

4 M. Petrovitch, Remarques sur les équations de la Dynamique et sur le mouvement tauto-
chrone; American Journ. of Mathem., vol. XVIII, ne 2, pp. 135144,



TPERU OJEJLAK

IMIPB1 MHTEI'PAJIV KOJU CE OJHOCE HA
MEPOMOP®HE MHTEI'PAJIE TMOPEPEHIMIAIIHE
JEMHAYNHE

6. ITpunyuii mettioge. — TeopeMe Koje CMO H3JIOXKHUIU Y OHOME IITO
IPETXON a OTHOCE CE Ha IIOJIOBe U HyJle HHTerpana nudepeHujalHux jey-
Ha4dHa, 3aJe[HO ca HEKOJIHNKO CTAaBOBA OMILTE TeopHje (PyHKIHja, OMOTryhy-
J¥, ¥ IPOCTPaHUM KJacama clydajeBa, ga ce Haby mpBU HHTErPalid KOJU ce
ofiHOCE Ha MepoMopdHe HHTerpasne jefuaurte (GUIO Ja cy OBU NapTUKYTa-
pHH, GIIIO [a 3aBHCE Off U3BECHOT OpOja MHTETPALMOHUX KOHCTAHTH), Jla ce
VIIPOCTH TPaXKeI:e THX MepOoMOop(¢HUX HHTErpasa, a 4aK U Jja Ce CBH OHH ¥
HOTIIYHOCTH U3pavyyHajy y HeKHM TIOTOJJHUM NapTUKYJIAPHUM CIIy4ajeBAMA.

OHO IITO HETOCPEIHO CIeIM 3aCHUBA ce Ha ciefiehe aBe neme xoje ce
OJIHOCe, IIpBa Ha TPaXkeme MEpOMOp(pHIX HHTerpana yoIIlTe, a Jpyra Ha
TpaxXere JBOCTPYKO MEePUOANYHIX MEpOMOp(HIX HHTETpaa.

Jema I. - Hexa je

(19) fxy,y,....y")y=0

anrebapcka mudpepeHimjaina jefHaunHa, y jeflal MepoMOphHIL UHTETpall
jemnaunue (19) u

(20) R(x,v,y ..., 9'")
panmonanHa yHKUMja off X,,y',...,y»'?. Axo ce Mmory Hahu TpH KOHCTaHTe
a, b, c TaKBe [la TPH je{HAUNHE

(21) R-—a=0, R-b=0, R—c=0

(IIOIITO je MPeTXOoaHo y ¥ R 3aMEmEeHO IIOCMAaTpaHUM HHTETPAlIOM) UMajy
caMo KOHa4aH O0poj KopeHa, jeghauuna (19) aa osaxee y uma jegar upeu u-
itiezpan obauxa

(22) R(x, v,y ...y = r(x),

2ge je 1(X) Heka pauuoHanrna QyHKyuja og x.
AKko jemaaunne (21) Hemajy KOpeHa, IPBH HHTETPAl NOCTaje
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Umo wanasy w3 reopeme r, Huxapa o Hynama yuadopmunx gy HKHH] &
fes sacera,

AXO ce, NOJ NPETHOCTABKOM Ja je ¥ eas QYyHRKUE]a Of x, Mory nakp
NBE KOHCTAHTE @ ¥ b TAKBE [a jeNHAYRHE

24) R-a=0, R~b=0

o=

- HMA]Y camM0 KoHayal Opoj KopeHa, jeguayuna (19) uma 3a ceoje yeae uniiie-
ipane lipeu unitiezpan obauka

(25) R(x,y,5,...,9'9) = P(x),

z2ge je P(x) iioaurnom og x.
Hajzap, axo jegnaunue (24) Hemajy KOpeHa, dpeu unitiezpan ociiidje
(23).
OBo je nocnepuna TeopeMe r. [Tukapa o HyjaMma menux QyHKImja.
Jema 2. — Heka je

(26) F3Y,y=0

anrebapcka gudepeHunjanta je[[HaUMHa ca KOHCTAHTHUM KoepulujeHTH-
Ma, y Mepomophan u geociipyko ilepuoguyar WHTETpas jefHavynte (26) u

(27) R,y 7')

pavuonasta GyHKLHjA OF ¥,y ,..., ¥ ca KOHCTAaHTHEM KOe(DHIAjEeHTHMA.
Axo ce dynkumja R, 36or jegHaunHe (26), He aHyIHpa HE 3a Je[HY KO-
HaYHY BPeJHOCT MPOMEHJbUBE X, MM aKO OHA HEMa KOHAYHMX MOJIOBA, jeg-
HawuHa (26) uma 3a céoje mepomopgHe U geoClIpyKo fepuoguure umilie-
zpane upsu UHezZpan
(28) R = const.

OsBo criegu u3 JInyBunose TeopeMe 0 HyJlaMa H IIOJIOBIMA MEPOMOP-
(bHEX 1 ABOCTPYKO NEPUONAIHAX (PYHKLIH]A. '
[Tpumena oBUX 1eMa TOBOIM IO IIPBUX MHTETpalia o0auKa

(29) R=r(x), R=P(x), R=const.

YKONAWKO je Takap jefaH MHTEerpall MOo3HAT, TPaKemhe HHTerpana y
MPEeTIOCTaB/hbeHe aHANNTHYKE NMPUPONE CBOMU Ce Ha 3ajefHUUKa pelierha
nBejy pudepeHnnjanHnx jefHauynHa, [ITO ce BpPIIM AudepeHnyupamiMa 1
eMTUMUHALAjaMa Y3aCTONHUX M3BOa (DYHKIH]E y.

Tapa ce mojaBibyjy gBa ciydaja.
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Ilpsu cayuaj. — Tlocrynak ce 3aBpiaBa JOJAXEHEM 0 jefHAYMHA
HYJITOT pejia, a OHJa ce CTBap CBOJHU Ha eJIeMeHTapHU NpobJieM Halaxkerba
3ajeIHMYKAX pellerba ABe alreGapcKe jefHAUMHe; OBa pellieiba cafa Cy
o6Gape3Ho anrebapcka 1o x. Ceaku mepomoppru uniliezpan faga je payuio-
HANAH.

Apyzu cayuaj. — ®yuknyja r(x), P(x) WIn KOHCTAHTA Y IPBAM HHTE-
rpanuMa (29) Mory ce uzabparu Tako fja ce jegHaunne u3 Husa (4), noven
O]l M3BECHOT paHra m, CBoJe Ha uaeHTHTeTe. CBAaKy 3ajeMHUYKH WHTETpas
jepnaunna (1) w (29) je unTerpan jepnauune (m — 1); jeguauuna (1) ne
MONCE UMATHIU GPY2UX MEPOMOPDHUX UNHITIEZDARA Cem OHUX JeUHLICAHUX ca
(m —1). da 6m ux jegnaunHa (1) umana, noTpeGHO je U JOBOJLHO [a KX UMa
jemHaumHa (m — 1) 1 ga Meby TuM wHTerpanuMa MMa OHHX KOJH 3a[(0BO-
mwaBajy (1). Tpaxxeme mepomopdunx (na, npeMa ToMe, W HeNnX) HHTerpa-
7a 3ajiaTe JefHaUNHE C80gU Ce, gaK.ne, Ha MIaK8o Hipaxcerbe 3d jegry jegHa-
HUHY HUMCEZ pega. :

AKoO, Ha TIpHEMED, OBa IIOCNeba JefHaUYuHa CalpKU caMo x, y, y’, 3a-
flaTa jefHa4YnHa He MOXKe IMaTH Kao HHTeTpale ipyre MepoMopdHe TpaH-
CLIEHJIEHTE, OCHM OHUX Ae(pMHICAHNX jefHAUYNHAMA TIPBOT pefja (To ¢y pa-
yoHanHe (PYHKLHUje Off X, AN Off ¢™, WJIu Off sn ax U Chl ax).

AKO nocneima jefHaunHa cagpxu camo x,y,y’,y”, Mohu he ce, Ha
npuMep, MeTofama I. [lennesea, Koje ce OHOCE Ha jelHAYNHE FPYTrOr pena,
YCTAaHOBUTH Jla JH jefHaunHa [ = O gomnyimra MepoMopdaH HHTErpan Koju
anre6apcKHU 3aBUCH OJ ABE UHTETpalOHe KOHCTauTe. Y TOM ciy4ajy he ce
Taj HHTerpal u3padyyHaTd 6mio anrebapcku, 6WiIo KBagpatypama, GHIo
HHTErpalyjoM jefHe TUHeapHe jegHauynHe Tpeher pepa.

ITopceTnmo fa ce mpBU MHTerpanu 6e3 orpaHMYerha MOTY cMaTpaTH
jeIHOM BPCTOM WHBAapWjaHaTa Koje ce OHOCE Ha cee UHIlleZpane jeTHaulHe,
6WJI0 KaKBa Jla Je BUX0Ba aHANNTHIKA Npupofa. [IpBu HHTErpanu npeTxo-
nHe BpcTe 6mnu OM OHja MHBApUjaHTE KOje CE OJHOCE Ha ogpebeny kaacy
unitiezpasa. Ca TOT CTAHOBMIITA, pa3iinka U3Mehy Te [Be BpCTe MHBapHja-
HaTa noficeha Ha pas3iuKy Koja mocToju u3Meby JiBe BpcTe UHBapHjaHaTa y
TEOPHUjU NNHEAPHUX JeTHaYNHa, H3Mehy OHHX Koje je pa3maTpao AndeH, a
KOje Bake KakBa I'OJf ia je npupofa QpyHKIHKja Koje ynase y CyICTHTYIH]Y, U
WHBapHWjaHaTa crelyjaniuje npupone, KojuMa ce 6aBuo IToeHKkape, Kof KO-
jux dyHKIMjE Koje yhas3e y CyNCTUTYLHje Hucy Ouino Kakse, Hero panuo-
HaJIHE TIO0 X.

7. Hexonuxo fiuiiosa jegnauuma xoje goilywiniajy anzebapcke iipée
uHiliezpane 3a wiuxose mepomopdue uniiezpane. — IlokazaheMo Kaxo ce
[oJIa3y o pa3MaTparka IPBUX WHTErpaia NPETXONHE BPCTE U KaKo Ce MOTY
(popmMupaTH ONIITH TUIIOBY jeTHAYKHA 32 KOje ce MOTY NpEeNo3HaTH TaKBH
HHTErpaii.
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Hexa je R(x,y,)’,...,y'”) nara pannomamna ¢gyskumja og x,y,y’,
..,y<‘1)ca KOHCTaHTHUM aJu Heofipehennm koedunmjenTuMA ay,a,,...,d4,. ¥
MaToj jeqHAYNHA

(30) F(x,y,y,...,y%")=0
U3BPIIAMO CMEHY

1
R—o

(31) z=

(rme je o HEOApeheHa KOHCTaHTa), y3uMajyhu z 3a HOBY byuxuujy. Heka je
i=s
(32) ¥ (X, z, Z,, AN Z(S)) = Z lljizno Zm Z(s)”mq*l
i=1

HOBa jelHAYNHA, TTIe CY ; TOIMHOMU 10 X, dy,d,,...,d; U Ol
IlpermocTaBUMO fa je KOHCTpyHCcaH ckyn A tauaka (M, N) Koju ce
omgHOCH Ha (32) U Heka je :

(33} (Mh17N/11)> (Mhz ’th )"-"(th’Nhj)

CKYI Tadaka KOjH MpefcTaBlba Ae0 CKylla A M Takap [a, KaJ Ce Herose
TayKe MCKIJbYyYe, IPEOCTaIn CKYIl He MCIyHkaBa HUje[jaH Off YCIOBa Teope-
me 1 (ctp. 172)

Kag zog jegrauuna

(34) \Ilhl :O’ th :0""7w11j =0

3a Hajmaree Upu 8pegHoCiilL O, 0y, Oy HApaMeipa o, uMa CUCiiem pelierba
[0 a;,2a,,...,a, Koja He 3asuce og x, jeguaquna (30) 3a ceoje mepomopgpre
uHezpane uma Upeu uniiezpan

(35) R(x, v,y ..., YY) = r (%),

2ge je 1(x) payuonasna QyHKYUA og X U 2ge ce cumboau 2y, Koju uzypu-
wy y R, 3amersyjy itium CUciflemom peutersa.

Jep, yronuko je y MepoMopdHu nuTerpal jenHaunue (30), murerpan z
jeqnaumbe (32), xoju My ofrosapa, Takobe je MepomopdHa pysKumja, a
aKo ce TMapaMeTap ¢ 3aMEHH JelHOM Off BpEIHOCTH 0, 0, U O3, HeofpeheHu
Koeduuujentn ¢; y R BpefHOCTHMa HabeHWM Kao pemierma cucreMa (34)
uiye3aBajy 4iaHosu jefHadnse (32) Xoju ofropapajy ckyny tavaxa (33).
Kontypa IT jeqnaunue (32) He UCIOymbaBa ycIoBe TeopeMe 1, ITo 3HaYH fa
ce TIOJIOBY MHTETpaja z He MEHajy ca HHTerpalioHnM KOHCTaHTaMa 1 aHy-
JUpajy Unu yuHe OeCKOHAYHOM HajMambe jeqHy Off PyHKIMja Y, , OfaKie ce



180 ‘ MOHOIPAGUIA

U3BOJH 3aKJby4akK fa je 6poj THX NonoBa orpannyeH. OfaBie U3Masu Ja u
jeqHauynHe
R—OLI =O, R—-OL2 =O, R—O(q =0

AMajy caMmo orpaHudeH 6poj KopeHa. [Ipema Tome, uzpas

R, 3, .., Y'P),

Kaj ce y HeMy y 3aMEHH HEKUM MEpOMOp(QHUM HHTEIPaNOM jeIHAYNHE
(30), cBopm ce Ha paIOHaTHY (byHKIH]Y OF X, IITO je u Tpebalio foKa3aTH.
Ha ucru nayus fokasyje ce cnepnehn cras.
Kag zog jegnauune (34) 6ap 3a gee spegrociuiu o U 062 iapameitipa o.
umajy cucitiem peuierba a,,a,,...,a, He3asUCaH og X 34 yene uHiliezpane
Jjegrauune (30) docilioju tpsu unitiezpan

R=P(x),
zge je P nexu fioaunom og x.

Kaga x ne ¢uZypuwe excisuyuitino y jegnavunu (30), dorurom P
C80gU Ce Ha KOHCITIaHIy.

8. Cayuaj jegnauuna iipsoz pega. — Y ciydajy IpoCTpaHUX Kiaca jefi-
Ha4yHUHa IIPBOT pefia Moryhe je ¢opMupaTu u3pase R KOjH 3aBHCE Of He3a-
BHCHO IIPOMEHJBUBE X U Off jeAHOr UK BHILE MApTUKYJIapHUX HHTETpala
Y12 Y2, Y3,-.. Ogpebene anasuiliutke ipupoge, a CBOJe Ce 3a T€ HHTerpane Ha
anzebapcky WIA payuoHaHy QyHKYUjy Ol x, UK TaK Ha KoHciianiiy. Ona-
TJIe ce OHIa MOTY H3BYhH 3aKIBYUIM O IPUPORHU OBUX HHTETpana y,, 0 6pojy
takBux Mebyco6Ho paznuuuTEX HHTErpasna (HauMe, OHUX KOjH HUCY MOBe-
3aHM HUKAKBOM anreGapCcKOM pelalijoM ca anrebapcKuM KoepuuujeHT -
Ma Off X) HUTH.

ITpumep koju crnepn fake HaMm o TOMe oaroBapajyhy uaejy.

ITocmatpajmo jepHadYnHY

,_ P(x,y)
A - T s
(&) 0(x,y)

rae cy P u Q MOJMHOMHE IO y peflOM cTemeHa m # m’, ca Koe(UIujeHTAMA
Koju cy anreGapcke (pyHKUHEje O X, H Pa3MOTPUMO HBEeHE YHUPOPMHe HHTe-
rpa’e.

Ia 6u jegHauuHa MOIJIa UMATH (lipaHcyeHgeHiline yHA(OPMHE UHTE-
rpalie, HIOTpeGHO je, peMa jeHO] TI03HATOo] TEOpEMH, fja u3pasu P u Q Oyny
palioHaIHH 110 X; OHH Ce, lakJle, MOTY CMaTpaTH InonrHoMuMa o x. lra-
BuuIe, oarosapajyhoM xoMmorpadgckoM TpaHchOpMaLUjoOM YBEK Ce MOXKE
noctuhu fa jeqHauYnHA 3a[JOBOJBH YCIOB m = m’ + 2, Koju heMo crora cMa-
TpaTu ucnymheHuM. Taja je y = co 06u4Ha BpegHocT, To he pehu na je, ako
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1 .
ce CTaBM y = —, HHTErpayn z(x), Koju 3a x = x, y3UMa BpeXHOCT z = 0, Xomno-
z

MOpdaH y OKOIIUHE TadKe x = X, (IPOM3BOJBHO u3abpane).
1) HpernocraBumMo oHfja fa anreGapcka jeqHaunHa 110 y

(B) Q(x,y)=0
UME sUlie 0g gea pazauyiuiila Kopexa y; = ¢,(x) 1 Hexa cy
i =01(x), Y2 = @a(%), y3 = @3(x),

6HUJI0 KOja TPM Off THX KOpEHa; OHH, YOCTAJIOM, MOTY GUTH IpaHe je[lHe UCTE
anre6apcke pyHKIH]E.

YHuugopman uHTerpan y jefHaunHe (A) HeMa 3aceka U MOXKE UMaTH
CaMO M3BECHE €CeHIIMjajlHe CUHTYJIapUTETEe KOjH CY YHANPE] IIO3HATH; HEKa
je x = a TakasB jeflaH CHHTYIapUTeT. AKO jé X = g YjeHO i KPUTHYHHA CHUHTY-
JapuTeT (PpyHKIMja ¢, P, ¥ (3 MOKE Ce, CBAKAKO, CTABUTH

(o) x-a=g

(rme je v meo 6poj) Tako fa @y, @, U Q5 NOCTaHy Tpu yHUPOpMHE DYHKIHT]E
on & y oxonuny Tauke & = 0; OHE ce cTOra yBeK MOTy cMaTpaTu yHIUhOpM-
HHM Y OKOJIMHHA TAYKe X = d.

C 063upoM Ha 0BO, TOCMATPajMO U3pa3

(Pl_(pS y_(pl =R(.x,y)-
Q-0 Yy— 3

ITowro ce y weMy yHEGOPMHHE UHTETPAN y 3aMEHU BETOBHM H3pa3oM
no x, R he mocratu QyHKUMja z(x) KoOja, y3 M3y3eTak HEeKONHKO (PUK-
CHpaHUX BPEJHOCTH IPOMEHJBUBE X Y OTPAHIYEHOM Gpojy, Y3UMa TPHU Bpej-
HocTH 0, 1 M oo, caMo 3a BpPEeJHCCTH X KOjé Cy PECIeKTUBHO KOpPEHH jefi-
HauyMHa

Y(X) =@ (x)=0, y(x)—0,(x) =0, y(x)=¢;(x)=0.

Ho, oBu XOpeHH cy, HCTO TaKo, H3y3€THE BPEFHOCTH 33 X Y KOHAYHOM
6pojy. Pyukumja z (x) 61, gakie, 6una QpyHKIMja Koja IMa TauKy X = a Kao
ECEHIMjaHH CUHTYJIAPHUTET, IpH yeMy O 6una yHuOpPMHA y IOMEHY Te
Tauke U Y HeHO] oKoNnuHu 61 BpegHocTH 0, 1 1 co y3uMana caMo KOHAaUaH
6poj nyra. ®ysxuumja z(x), IpeMa TOME, HE MO¥KEe UMATH €CEHIM]jalHUX
cHHTryNapuTeTa (KOHAYHMX HY OECKOHAYHMX); OHA je, HaKie, paloHaIHa
dyuxumja r(x), Taxo aa hemo mmaTn

R(x,y) =r(x).
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Opaspe ce U3BOAY 3aKIby4yak Ja jegHauura (A) Hema yHUDOPMHUX
P aHCYEHGEeHITHUX UHITieZpana.

2) IlpetnocraBuMo fa jeguaunna (B) uma camo gea pasauquiiia Ko-
peHa

Y=01(x), y=9,(x)
¥ CTaBUMO
LY=o
Yy=9;

dynkumja z(x) HAje HY>KHO YHUPOPMHA, jep ¢, U ¢, HE Mopajy GUTH
panuoHaniHe (PyHKUHje; allk aKo je x = ¢ KPUTHIHA Tauka (PYHKIH]E z, TO
NOTHYE Off TOTa LITO je OHa aNrebapcka KpUTHYHA Tauyka (PYHKIMjE @) WIK
¢,, na hemo crora, nocie Tpanchopmauuje (o), 6utm curypHu fa he
pyuxumja z 6uTy yEudOopMHa Y OKOJIUHE Tauke z = 0,

ITop Tom mpeTnocTaBKoOM 06pa3yjMo audepeHnnjany jefHauYnHy up-
BOT Pefa ca HeMmo3HaTOM (PYHKIH]OM Z M HEKA CY z, U Z, OHE iBe (DYHKIHje
Off X KOje OfiroBapajy fBaMa YHA(OPMHUM HHTErpajanuMa y, 4 y, jefHaYnHe
(A). TlocmaTpajmo u3paz

Z _ =920 -9 _ R(x,y1,¥2)-
zr =)0 —9,)

Kapa ce y meMy y, ¥ y, 3aMeHe ofroBapajyhum u3pasumMa II0 X, 0Baj U3pa3
he ouTmusBecHa pyHKIIK]A OFf X Ca KOHAUHNM OpOjeM BPEeIHOCTH 1 0€3 eceH-
UjalIHIX CUHTYNapUTeTa — KOHAUHUX U OeckoHauyHuX. Jep, Kaj 0 Tauka
X = a 6uNa eceHUUjaTH! CHHTYJapuTeT 3a R, ¢ 063upoM Ha TpaHchop-
Manmnjy (o), MOXe ce YBeK NMPEeTNOCTABUTH fa je Ta dhyHKuja YHR(pOPMHA
OKO TadyKe x = ¢. 3aTuM, pasMaTpamiuMa CIUYHIM OHHMA Koja CMO YIIPaBo
U3JIOXWIIK fioKa3yje ce fa ce R Moxe m3jefHauuTd ca 0, 1 unm oo camo 3a
KoHavyaH 6pOj BPEJHOCTH IPOMEHIBUBE X YV OKOJIMHYA Tauyke x = g. Jlakie,
X = g HUje eCeHLUjalIHi CHHTYIapuTeT (pyHKIUje R, na cTora Baxu cnefiehe:

R(x,y,,y,) = anrebapcka QyHKIAja OF X.

Opatne u3nasu fa jegravura (A) He moxce umailiv géa pasau1uita
YHUDOPMHA TUPAHCYEHYEeHTUHA UHIeZpand.
3) IpeTrnocrasumMo xa jeguaunsa (B) uMa caMo jefjal KOpEH
y=0(x)
¥ CTaBAMO
z=—",
y=0
Heka ¢y y,,y, u y;Tpu yaudopMHa uHTerpasa jenHaunne (A), a z;,z,
U z; OITOBapajyhu WHTErpany jegHavunHe 1o z. [locMaTpajmo u3pas
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L= Y= ¥ 9 = R(X, )1, Y25 )
=z NN -9 )

Kako je dynkuuja ¢ panuonansa, R je yaudopmua dpyHknmja off x 6e3 3a-
Ceka, I1a ¢e, Kao y MPETXOJ{HOM ClIy4ajy, foKa3yje Jja TPH jeIHaYnHe

R=0, R=1, R=w
HMajy caMo KOHaudaH Opoj KopeHa; fakJje:
R(x,y1,¥,,y;) = panuoHansa QyHKIH]a O] X .

Onasne cnenn fa jenHavuHa (A) He Moxce umailin sutue og gea pa-
3AUMUIIA YHUGDOPMHA TUPAHCYeHGeHTIHA UHITIeZpana.

4) Axo Q He cafipn y, (A) je Puxarujesa nin JuHeapHa jeJlHA4YMHA.
Y mpBoOM ciy4ajy, MOTy 1ocrojaTd 1, 2 unm 3 pasnuynTta yHugopMHa TpaH-
CUEHJECHTHA UHTErpalia; y BPYroM ciydajy Moxe ux 6urn 1 unm 2.

Hcra pacybuBama 1 UCTH 3aKIBY UM MOTY C& TOHOBUTH.

A. 3a o x yHudopMHe UHTErpase jefHaunHa

F (X,y,yl) = O’

re je F MOIMHOM KOjH je HECBOMJBYB O X, y U Y’ a HYJITOr Poja 1o yu y’.
B. 3a o (x, X) yaudopMHe MHTETpaie jefHAYNHA

d(x,X,y,y)=0,

rae je @ MonuHOM KOJ¥ je HECBOIJBHB IO X, X, y, y' W 4uju je pof jefiaH, ABa
WUIF TPHU, TPH yeMy cy x B X BE3aHH HEKOM anre0apcKkoM pellanujoMm
¢ (x,X) = 0; unu yak, omMmTHje, 3a CBE je[HaUnHe XANEePEeTUITHIKE BPCTE.

9. Tuliosu jegnawuHa xoje umajy idpee LHilieZpane 3a mepomopgHe u
g8OClUpyKo Hepuoguure unitezpane iux jeghayuna. — Kaj je maT ommTH
TUI AudepeHIdjaite jeJHaYnHE

(36) FOY,Y,. Y =0,

Ko0ja je 610 XOTr pefla a He CafpsKi eKCINTHIUTHO X, MOXKE Ce TMMOCTAaBUTH
3afaTak ofpebuBara, y U3BECHO] MEPH, JeJHAUYNHE KOje NIPHUIAfajy TAKBOM
THILY, & MOTY HX 3aJJOBOJbUTU MepOMOp (hbHE ABOCTPYKO MEPHOANIHE (DYHK-
1%je, Kao ¥ OHE KOje He MOTY PUNAfJaTH TO] KaTerOpHjH je[HAauNHA.

Hajnpe, npeTxofHa pasmMaTpama JOBOAe o cinepeher crasa.

Kag zog jegnauuna (36) uma mepomopgpue u geociupyko ilepuoguyie
unitiezpane, oHa ilocegyje caegeha ceojcitisa: uau koriiypa Il aa ¢pynxuyujy {
uma 6ap jegry ciipany ca yno8HUM KoeuyujeHillom KOju je He2aitiuean
yeo 6poj, UAlL OHA UMA HAJMAHE JegHO 6ULLECTUDYKO Hieme [HaKeo ga 0g2o-



184 MOHOTPASIIA

sapafyha jegnauuna Fo A Gouyuiiiao Kao KOPeHe Jegan ual aullie neiniiiua-
HUX yenux Opojean aﬁymu,«w;ﬁw GOMEHOM 0T {Hlemenn.
Opaj cTas y BendKoM 5pojy ciyuajera omoryhyie na ce }’ﬁ}“’mi:“{ﬁ{i TPa-

Ketee YorOBa Na NaTH THO jegHavnna (30) nmocepyie uHTErpaie y OBIE pas-

MATPAHE HPHPOJE.
Ha npaMep, TOWTO ce youn ga koutypa H jennavune

PO+ Q() =0

(rre cy P &  HOMMHOMH PEROM CTENSHA M B A} MOXKE HMATH CAMC

CTRAaHY ¢4 HeTaTHBHUM YITIOBHMM "E(OE“LEHM U]{}MTOM oA TH; KOG
b
LH . 3
HEHOGCH -, BHIH CC R jepHAYMHA HEe 08 MOTTa UMATH MEDOMODOHS |
-

AROCTPYIO NePUORNYEE HUTErPale caMo aro je 2m KeibHB0 Ca i — m.
fie mx eQeKTHBHO HMATH, Ha npeMe], kagje m=1an =2 iy n =
G100 KAKBUM KOSUUMAjCHTAMA NONUHOMA F 1 {J, anw Tarobe xag

e
WSEHD

, O

LaF e

gn =4y s =0, 3 xoedrumjerty ponuHoMa P g Q ¢y norofEo uialpans

WL ‘
Ommvaie, pa On jegdauuna

POV 40 () =0

#Maia HETerpane noTpebuo je ga mp Gye De/bUBG €a n — .
Kap ce npuMery ga xortypa [T jepuaynne

P{VU)' + )y =0

Yihges Canily ji"’f[wi’” CTPAHY €4 GeUM HOraTHBHEM R@EE;@HHI/I]'GHTOM Hu pga je OH

mp -
jenHay ~-~~—” -

", BEH CE [ja HOCTOjATE METETPala IOCMAaTpaHe BPCTE 3a-
+L-m
XTEBA T4 mp -~ 1 Oyge peisupo ca n + | ~m. na he 6UTH e(PEKTHBHO UH-
Terpal WITHA TAKBHM (pyHRuujaMa, Ha npaMep, akojep =3, m=1nn =1
=24, 8 hOL(i)I/IHI/I]eHTI/I nonHOMa P 1 Q ¢y GMIIO KaKBU.
YEOIEKO je ped O je[[HaYHHI

f(:.y)=0,

na Ou oHa OWJa MHTerpabuiiHa MEPOMOPGHKUM H ABOCTPYKO NEPHONHIHIM
(dpyHKIEjaMa, TOTPeGHO je fa meHa KonTypa I1 uma 6ap jeAHy cTpaHy umju
je YIJIOBHE KoepUIUjeHT HeraTuBaH 1eo 0poj i Takobe Gap JefHy cTpaHy
ca yrIioBHOM KOe(HUIHjeHTOM KOjH je TIO3UTUBAH 11eo 6poj, Kao U Ja HeMa
CTpaHa YHjU Cy YIIOBHY KOe(UIHjeHTH pa3ioMIbEHH OPOjEBH.

ITpoyuaBame KouType Il K0ja ofrorapa jegHa4uuy f = 0 6uo Kor pe-
Ia IpysKa AOCTa HauWHa Aa ce (opMUpajy THIOBU jefHAYHHA KOje JIOIy-
mITajy, 32 MEPOMOpP(QHE U [BOCTPYKO NEPUORARYHE HHTEIpaie OBUX (YKOIU-
KO OHH TOCTOje, NPBEe HHTETpajie IPETXOTHE BPCTE).



T

HHTEeTpa-

{44) ©=8, a<x<b A <O<A,.

" L

g

Taxas jenal WHTETpall U3paskasa YHHEHULY fia ce u3pas @, Koju 3aBu-
¢ OF ¥, ¥ ¥ OF HEeKOJIMKO u3Bofa pyHKUHje y 1o x (a Mo3ke Takobhe 3aBucH-
TH Off IOYETHHX YCIIOBa), ¢ 003UPOM Ha faTy JudepeHnnjanny jeHadnHy
f =0, unu Ha gatH cucteM (f), CROMU Ha HEKY HENMO3HATY (PYHKIM]Y 6 of x
KOja, Kaf x Bapupa u3Meby BpelHOCTH x = g B x = b, y3UMa caMoO BPEIHOCTH
n3Meby MO3HATHX rpaHuia A, B A, (KOje ¢y KOHCTaHTHe Wid (PYHKIHjE Off
X, WIN Off MOYETHAX YCIIOBA).

AKO TakBa YHHEHHUIA IIOCTOJH CaMoO 3a peajHe WHTerpale y NOjBp-
IHyTE N3BECHHAM YCIIOBUMA, Ha IPEMEP, fia CY KOHAYHH, HEPEKUIHY, 03N~
THBHH, MOHOTOHH, pacTyhy, OCIMIIaTOPHY UTH., Y HHTePBany (a, b) He3aBu-
CHO TIPOMEHJbHBE X, jefiHaunHa (44) naje jegan kearuitiaitiuean upeu uHitie-
Zpan ca ozpanudersuma 3a jeqHaqnny f = 0 i 3a cucteM (f).

Mapa jepan mHTerpay oBe BpCTe He M3paskaBa HEeKy NPeNu3Hy MaTe-
MAaTHYKYy YMILEHUIY, OH 3aTO HE yKasdyje HHIITA Mame Ha U3BECHY OKOJI-
HOCT KOja O1 MOTJIa JONPVHETH UCNUTHBAY HHTETpasa aTe jeffHaYnHe U
YaK TMOHeKaJ BOXUTH IO NPEHU3HAKX pe3yJITaTa KOjH ce OHOCE Ha M3BECHa
cieunryHa CBOJCTBa OBUX MHTerpana. Iloce6HO, TAKBY NPBY HHTErPAIIH
Najy, y BEJIHKOM Gpojy cliydajeBa, [OBY H I'OPY FPaHULY KOjUMa ocTaje
obyxBaheH mHTerpal y AOK X BapHpa y nocMarpanHoM uHTepBany. Onn,
UCTO Tako, oMoryhyjy ma ce m3Beqy 3aK/bY4Ill KOJH CE€ OHOCE Ha peaHe
HyJIe WHTerpaja, Ha HBUXOB Opoj y MocMaTpaHOM HMHTEpPBally, Ha IUXOB
pacropeyi y TOM UHTEPBaJy; 3aTUM Ha MaKCUMyMe U MUHUMYyM€e HHTerpana,
Kao W Ha HeroBe HauwHe panthema ca x. YOIIITe y3eB, NPBU HHTErpany,
TakBu f1a (44) omoryhyje ncnuTHBaWke KBATUTATHBHUX OCOOEHOCTH HHTE-
rpania y, MOTY Jia IOCIy>Xe Kao MohaH OcCJIoHal| y TpeTupamwy npobiema He-
IPUCTYIAYHUX 32 TOCTYIKE CTPOrHX pavyyHa. ‘
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HamepaBamo 1a 0BO yKpaTKO MOKaXKeMO 332 HEKOJIMKO THIIOBA Aude-
pPeHIHUjaJIHUX jeHAUNHA W CHCTeMa KOju WMajy IpBe HHTEerpase jeffHOCTa-
BHHX 00NHKa.

11. Ocobenocitiu unitiezpana y cadpicare y obauky Upeoz unitiezpana
O =0.

A. Obnur L-=9. - ITocTojame pBOT UHTErpaia 00NIHuKa
y

/

(45) Y =9, a<x<bh, A<6<B
Y

HETIOCPeNIHO 0BONHK o chuefeher pe3ynraTa: 3a CBakKy BPENHOCT IPOMEH-
TbUBE X CAJIpXKaHy y MHTEpBaNy u3Meby a u b, pealHi MHTETpan KOju 3a
X = X, y3UMa BPEHOCT y = y, MOE CE HalUCATH ¥ OOJIHKY

(46) y = yoe 7,

KOJU UCTHYE Ha BUJEJIO YHEHCHALY Ja Ce MHTErpal He aHyJIupa HU 32 JelHy
peasHy BPEeIHOCT x cafip:kKaHy y UHTepBainy (a, b) u a je OH y TOM HHTEp-
BaJy CTAJHO cafgpkaH usMmeby

eA (x=xg) B(x—xy) .

Yo " Yoe

Axo je oBaj uarepsa (0, ), HHTETPAN TEXHU HYJIN WIH pacTe Kao e™
(rme je oL MO3WTUBHA KOHCTAHTA KOja IIpHIaja NHTEpBaty usmeby A u B), y
3aBHCHOCTH OJf 3HaKa GpojeBa A u B. CrimyHe YHHEHULE jaBlbajy ce y CiIy-
qajy Kap uaTepsan (a, b) uMa rpasuue — oo 1 0 wiu 0 1 + o.

Kao mpuMep jefHadynMHA KOje MMajy MpBU HHTErpan obnmka (45),
HapeltheMo jeHauYnHy

(47) (@+yy?)y? — (0> +y?y")y? =0,

e ¢y ¢ u Y 6mno KakBe (pyHKUHje KOje Cy KOHaYHe U ITO3UTHBHE Y HEKOM
unTepsany (a, b) npoMenspuse x. Kaj ce youw fa 32 Te BpeIHOCTH 32 X ¥ 32
GUJIO KOJy BPERXHOCT 3a y BPEJHOCT U3pasa

NOEERTES
o+yy’
ocraje u3Meby rpaHuna —\/1~2~ u 1, [onasu ce {0 MPBOT MHTETPaJa JefHAYHHE

(47) (3a cBe weHe y IOCMATPaHOM MHTEDPBANY PeajiHe U MO3UTHBHE MHTE-
rparne):
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y—:@, a<x<b, %<9<1 wim a<x<b, —1<9<—%

Y
IpeMa IeTepMUHALK]I KOpeHa.
Jemnaunna

Y =(a+be™ )y (@>0, b>0),

3a CBE CBOJj€ peasiHe UHTerpale, Kao MpBU HHTETpal uMa

7

-y—ze, —o<x<o, a<B8<ag+bh.

Y
B. O6aux (y'£y)¢ = 6. — IlpBu uarerpan o6nuka
(48) (Y+y)o=8, a<x<b A<8B<B

(rme je ¢ ¢yHKIMja Off x) MOBNAYH clieflehy YMILEHUIY: 32 CBAKY BPETHOCT X
cafgpskaHy u3Meby @ M b pealHu HHTETPAX KOjH 32 X = X, Y3UMa BPEJHOCT
y =y, (rhe je a < xy < b) MOXKe ce HaIIcaTH Y OGIHKY

y = e W0y +Be0 ‘J‘i dx
¢

X

Y ToM mHTepBay 3a X, OH j& CTaJIHO caip>XaH n3Meby

X .

iex x, [ €
e Wy A0 dex

. O

Xo

X .
e . e,\
e~ TX0)| y o 4 BeY0 Jﬂgdx :

Xo

OflaTIIe Ce JIAKO M3BOJE 3aKJBYUIM KOJU c& OHOCE Ha TOK MHTEerpallHe KpH-
BE, Ha HAYKMH ILeHOT pamherba, Ha Hylle HHTErpasna, Ha leroBe MakKCuMyMe
1 MEHUMYME,..., Y 33aBECHOCTH Off IPAPOfie HaTe (PyHKIHjE .

AHAIOrHY 3aKIbYYNH MOTY Ce M3BECTH U3 IPBOT HHTETpana o0IuKa

(49) (Y -y)9=6, a<x<b, A<8<B,

Y KOM CIIy4ajy ce MOKe HAIHCATH

y — e,\'__,\'() yo + ee,\‘() JQ dx
P

EY)
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Meby jemiaunramMa DppoOT pefa Koje ONyIUTajy MPBU HHTErpan o6uin-

xa (48) manasw ce jepHaymnHa
Y24yt = fx),

KOja ce IOJaBbyje v pasayauTamM npodieMuMa PeOMeTpHje I MEXaHHUKe.

YamMuMo, Hajape, 3a ¢ MO3NTHRHY AeTePMEHALMY H3pasa +/ f (x), mo
UPETIGCTABLIN POANIHY, KOHAYHY U HeNPEeKH{HY Y HHTepBamiy (a, b) NpOMEH-
BHBE X, M HOCMATPAIMO HEKY peaial HHTerpall KOju 3a X = X, Y3HMa Bpefl-
Hoetr y =y, [Hpernocrasnmo, oapeberocTn papmm, fa ce mara Tadka
M (xy,y,) HaJlla3® U3HAJ X-0CE; OBA Ta4yKa MOpa ce HanasuTu y obnactu D,
cMellTeHo] n3Meby x-oce u kpuBe y = 4/ f (x), jep OM Y CYIIPOTHOM TIOCMa-
TpaHa rpaHa HHTErpasiHe KpuBe Onja IMaruHapHa.

Kpos Tauky M, mponase [[Be TpaHe UHTeIrpajlHe KpUBE, OF KOJHX je
jemHa mo3uTHBHA M pacTyha Y|, ca BpegHolrhy yrioBHOT KoedHIHjeHTa

TaHreHTe v M, ,
\/f(xo)_yg )

a npyra Y, je mosuTwBHA U onajgajyha, ca yrIIOBHEM KOCS(MUUMjEHTOM TaH-

reHre y M, jeqHaKuM
—\/f(xo)“yg ;

OBe TaHT'eHTE ce NMOKJIaNajy Kaj Tauka M, ey Ha KpUBO]
y=~f(x).
I'pana ¥, 3a mpBu MHTerpan uMa (48), raoe je

1

1
= e, A:—’
MNP NG

IITO 3HAYH 1A Ce OHa Y HHTepBaly (a, b) CTaNHO Hajla3y u3Mehy KpHBUX

B=1,

Y= yoe T + % [erF s,

)
Y= yoe U 47 j e[ (x)dx.

Xo
T'pana Y, 3a npeu uaTerpan uma (49), ca

1

1
=L A=-1, B=-—f},
"o 72
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na ce, IpeMa ToMe, y mHTepBany (a, b) cranHo Hanasu usMehy kpupux

Y= yoe' T = e”*je"«/f (x)dx,

y = yOeX—Xo - f/—% J’e,\' lf(x)dx.

Kpo3 Ttauky My(xg,—Y), CHAMETPHUHY ca TaukoM M, y OfHOCY Ha
X-0Cy, HCTO TaKO IIpoJia3e (Be I'PaHe WHTeTpallHe KPUBE, OF KOjUX je jelHa
U, HeraTuBHa 1 onajajyha, a gpyra U, HeraTHBHa U pacTyha; oHE CY peEOM
CEMETPHUYHE, ¥ OFHOCY Ha OCY X, ca KpuBaMa Y| u Y,, a Huje TelmKo Hallu-
caTé BUXOBE jeJHaYNHEe Y IPETXOHOM OOIIHKY.

Kapa je uatepsan (a, b) pamupen 10 66CKOHAYHOCTH, OHO IIITO Hpe-
TXO[Y YHHU OUYHUIVIEAHVM HauWH palnherma HHTerpana y Kajg x 6eCKOHa4yHO
pacre, faje OfaTKe O paclopeny HyJia UTH,.

17

C. O6aux 2 =9. - ITocmaTpajMo MpBH HHTErpal obanKa

(50) Y =9, a<x<b A<O<B.
y

JIako je yBepuTH ce ia, akKo Ccy A ¥ B KOHayHU OpOjeBH, HHTErpai y,
uymja ce KOHAaYHOCT U HENPEKHUIHOCT Y MHTepBany (a, b) NpeTnocTasiba, He-
Ma peallHuX Hyjla ofjpeheHor pefia pa3uuaTor Off je{UHUIE, a HU [I0JI0Ba
ogpebeHOr KOHAYHOT pefa. 3alcTa, y OKOJHMHHU JEHE TaKBE BPEJHOCTH
X = a pepa k umanu 6UcMo

(51) y=(x-a)o(x),

re @ He T0CTaje HU HyJia HU OECKOHAYHOCT 32 X = ¢, 114 C€ OHJa JIaKO yCTa-
HOBJbABA fla MIPON3BOY (X — a)*6 Texu xa rpanuuy k(k — 1) 3a x = a; Kaxo je,
360r KOHAYHOCTH (pyHKIHje O, oBa rpaHulia HyJa, 3aKJbYdIyjeMoO [ja Mopa
6utu k = 0 mnm k = 1. OpaBpe U3na3u fa y MeHha 3HaK CBaKH YT Kaj x [Ipo-
7a37 Kpo3 HEKY HyNly u3Meby a u b.

Pasnuxosahemo caga cnegeha fBa ciayyaja.

IIpeu cayuaj. A > 0, B> 0. — Heka je x = x, jefHa BpeIHOCT IPOMEH-
JbUBE X KOja je cafpskaHa y uHTepBaiy (a, b) 1 Koja aHyIupa U3BOJ y' Kao
Ierosa jegHocTpyka uyna. Kako cy, npema (50), ¢pyrkuuje y u y” ucror
3HaKa 3a CBaKy BPETHOCT x W3 MHTepBana (a, b), HHTErpan y HE MOXe Y
uHTepBANy (a, b) IMATY HY TO3MTHBHUX MAKCYMYMA HU HETATHBHEX MHUHH-
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myMa. ITpema ToMe, yKONHKO je ca y, 03HaUeHa BPEHOCT KO}y y y3UMa 3a
X = Xg:

1) ako je y, >0,y y Ta4ku x = x, JOCTUXKE TO3UTHBAH MUHUMYM; 32
BpPEIHOCTH NIPOMEHIBUBE X U3MehY a U x, HHTerpaJl je MO3UTHBAH U Ollajia-
jyhn, a 3a x m3meby x, u b OH je MO3UTUBAH U pacTyhi;

2) akoje yo <0,y y Tauk\ x = X, OCTHXE HETAaTHBAaH MAKCHMYM; 32
x u3sMeby a u x, HHTerpal je HeraTHBaH U pacTyhnm a 3a x nusmeby x, u b
HeTaTWBaH je 1 onajajyhu.

Y cBakoM ciy4ajy, IpOMEHa 3HaKa M3BOJ[a HACTYIIa CaMOo 38 X = X,.

Mmuoxehu jeguaunny (50) ca y’dx, naterpanehu satuM u3meby rpa-
HULA X U Xy, THE Je a < x < x4, ¥ Bofichu pauyna o Tome pa je y; =0, fo-
6uja ce

) o

Y ’
(52) 5= Jeyy dx.

By

Kaxo npoussoyn yy’ He Mema 3Hak K3Meby rpaHula HHTErpanuje, Io3HaTa
TeopeMa O CpeJib0j BPEAHOCTH NMpHMelbeHa Ha [EeCHY CTpaHy Je[HaKOCTH
(52) npeTBapa OBy y jeTHAUNHY

y? =003 -y"), A<6<B,
onakye ce fobuja

(P) y=yo£—~+2i—,
e je
Q X = [Bdr=(x—x),

Ipy Yemy je A W3BecHa BpeJHOCT u3Meby KBajpaTHUX KODEHa HajMaIbe H

najpehe BpegmocTH K0jy y3uma axTop 6 xan x Bapupa usMeby xu x,.
Axo ce, mebyTuM, jequaunna (50), IpeTXONHO TIOMHOXeHa ca y'dx,

HHTETpaIu u3Meby rpanuna x, u x, rae je x, < x < b, gobuja ce

i
= J’ny’dx,
2

X0
ma Xako yy He Mema 3HaK W3Mehy rpanmia mwHTerpangje, IOHOBO Ce O0-
naszu go jegHakoctu (P) m (Q) ca x, < x < b. Opatne u3nasu ciuenchu pe-
3yJITAT.
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AKo je para audepenunjanta jefHaunHa GUIo KOT pefa Koja 3a ceoje
y U3BECHOM HHTepBaNy (a, b) MPOMEHIBUBE X pealHe, KOHaYHe M HENpPeKH-
JHE MHTETpalle y RONMYIUTa NPBH WHTETpas oOIHKa

124

Y =g, a<x<b A<@<B, A>0, B>0
y

C6AKU UHIleZpan y 08aKee Upupoge, i ce U3sog AHYAUpa y Hexoj auku
X = X, cagpwcanoj y unitiepsany (a, b), mooce ce nafiucailiu y 0o6.auxy

e()'—A'())X +e—(,\‘—z\'o)l

2 :yOCh(x_xO)k)

Y=Y

Zge je A Hexa epegHOCI cagpicana uameby KeagpatliHix KOpeHa HajMarse U
Hajeehie 0g spegrociiiu KoJy y3uma gakitiop 8 kag x sapupa usmehy X, U X,
u o 3a c8aky epegHocii a < X < b.

VnTerpan ce, npema ToMe, Hanasu usmehy

e(-\'—«\‘o)\/Z + e’“(«\"‘*’u)*/Z
2

Yo = yoch(x - /\'0)\/Z

e(,\"-)(())\/E +e—(x—,\‘g)«/§
2

Yo =J’00h()f—xo)@
3a CBaKy BPEIHOCT x U3 uHTepBana (a, b). 32 BpEeAHOCTH MPOMEHILUBE X
6mke 6pojy x, mHTErpain je o6yxsaheH nmapadonaMa

A B
)’=YO{1+5()~'—X0){|» y=)’0|:1+‘2f(x_xo)2],

KOje mpoJia3e Kpo3 Tauky (Xg,Yy)-
CBe 0BO NIpUMEY]€ Ce, Ha IPUMep, Ha JTUHEAPHY jeHAYNHY

y'=f(x)y

y cBakoM uHTepBany (a, b) y xome je ¢dpyHkuuja f(x) CTaANHO NO3UTUBHA.
Bpennoctu A u B cy HajMama ¥ HajBeha off BpDEIHOCTH Koje y3uMa (PyHKIH-
ja f(x)y oBOM HHTEPBAIY 32 X.
Y cnydajy jeqHavuHe
Y+ ey +yy =0,
KOja, nocye CMeHe

1 )
_yJee
y=ze ,

penasu y



iy ﬁfﬁf?«’@}l{fihﬁ PRIYHTAT,

v
' Cpaxu peanan wirer

aHynIEpa y HeKOj Taykd x = X, cajpxkanc v uurepsany {a, b} v
dyukumja (53) no3uTHBHA, MOKeE Ce HAMCATH y OCIHEY
Lfgar
=2k +eMye 2

rae je

Y= (x = xo)/f(8),

el
97 POHOTPADITIA

oioj je

pu uemy je & m3BecHa BpemHOCT H3Meby X, M X, ¥ TO 32 CBaKy BPEXHOCT

a<x<b.
Jenwauwsa n-Tor pega

[x2h oy by 2y )y [P 4y ey Y@ ]y =0

[OMYIITa, 3a CBE CBOje peayHe UHTeTpae, IPBU UHTerpasl

y_:e, —oo L ¥ < oo, 1<9<(”+1)k_1’
y

IIITO NNPOU3JIA3Y U3 YHIHLCHUIE id CC BPENHOCT OIHOCA

(aj+ay +...+a,)
af +af+...+a}

(ca mosuTMBHEM OpojeBuMa ¢;) yBeK Hamasu m3Meby 1 m p*~!. Omatne
W3Na3’ fa je CBaKM peajlaH MHTerpan, KOJH je KOHayaH M HEIpeKHpaH y
M3BECHOM UHTEPBanNy (a, b) mpoMeHIbHBe X, CTANHO 00yXBaheH rpaHuIiaMa

. _y_()[e»\'*xo _*_e—(«\"«\‘o)]
2

= ket
Y0 | Jax) ) 2 =mxo) D) 2

2
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Hpyru cny4aj. A < 0, B < 0. — llItypMoBe MeToffe, IpUMEILEHE HA jefi-
Ha9WHY

(54) Yy’ =8y, (8<0),

NOBOJE [0 pe3ylITaTa MpeMa KOME, Y J0BOJBHO IMIMPOKOM HHTepBany (a, b),
peanaH, KOHa4yaH U HEIPEeKUAaH MHTErpaj y IMa OCIUIALNje OKO X-0ce U
Mema 3HaK CBAaKW MYT Kaja ce aHyiupa. VHTerpaina KpuBa cacToju ce of
IoJryTajiaca KOjH cy Hau3MeHWIHO MMO3UTHUBHU W HETaTHBHIL

IIocMmaTpajMo Hajupe jefaH Hosuiltiusax monytanac. IIpema (54,
Oynyhu na je apyru M3BOR y” HEraTWBAH JyX TOT MOJyTallaca, 0Baj MOXKE
UMaTH caMo jenas MakcuMyM. Heka je x = x, BPEeIHOCT IPOMEHIbUBE X 3a
KOjy je Ta] MaKCMMyM ROCTHUTHYT M HEKa Cy X; U X, BPENHOCTH 3a x KOje
onapebyjy KpajeBe monyTanaca.

Kay x Bapupa o x, 10 X, HHTErpal je cTalHo IIO3UTUBAH U pacTyhu;
3a X KOje Baphpa Off X, A0 X,, OH je CTaJlHO NMO3WUTUBAH u omafajyhu. Y
cBakoM of maTepBana (x;, x,) U (x,, X,) IPOU3BON yy 3aApKaBa UCTHU
3HAK.

IMocMarpajMoO MHTErpanHy KpuBy y mHTEepBany (X, xq). MHoxehn
jennaunny (54) ca y’dx u mHTerpanehu je moToM y rpaHHHaMa Of X 0 Xy,
rie je x, < x < x,, rodéuja ce

72 X0
(55) - y2 = J.ny’dx.

Kaxo yy’ He Mema 3HaK u3Mehy rpanuna unrerpangje, (55) nmosmaun
Y= -y,

rme 0, o3HayaBa M3BECHY BPEIHOCT M3Meby HajMaihe 1 HajBehe ancomyTHe
spegHocTu M; 1 M, Koje y3uma daxTop 6 Kaf x Bapupa ofx [0 x,. Oxa-
TIIe U3Na3%

(56) Y = Yo cos(x = xg) A (Fneje\/ﬁl<7»<4/M2),

M TO 32 CBE BPEIHOCTH X TaKBe fla je X; < X < Xg.
ITocmaTpajMo cafia WHTEerpalHy KpUBY ¥ MHTEpBany (x,, x,). MHoxe-
hu jennaunny (54) ca y’dx n Bpmehn unTerpanujy nsmeby rpanuna x, # X,
rmeje x, < x < x,, robéuja ce
72 &
VS JG "dx
) Yy ax,

Xg

oflaKJIe TOHOBO M37Ia3H jefuadnna (55), Te je onpa jepnaunHa (56) (x, <0 <
< x) Takohe 3a0BOIbCHA 3a CBE BPETHOCTH X TAKBE fla je Xy < X < X,.
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Hlakie, cBaky MO3UTHBAH IIOJyTalac MOXKeE ce IPHKa3aTH y OOIuKY
(56), u TO 33 CBaKy BPEAHOCT X TAKBY Jia je x| < X < X,.

Pasmorpumo caja jepan mezaitiusarn noinytanac. Kaxko je ussop y”
NO3UTHBAH, IIOIyTadac MOXe UMaTH caMo jefjaH MmuaumMyM. Hexka cy x, x,
I X, PEOOM JIBE Kpajibe anCUuce U arcljca MUHUMYyMa OBOT TOJIyTajaca.
JIOoK x Bapupa o X, IO X,, HHTETpaj y CTAJHO je HeraTuBaH U onajajyhu;
3a x KOje Bapupa off X, [0 X, OH je cTajHO HeraTupas u pacryhu. ITpons-
BOX yy’ MMa, IpeMa TOMe, cTajaH 3HakK y CBAKOM Off MHTepBana ( x;, x,)
(xg, x,). OpaTiie ce OHJA, HAa NPETXOTHU HAYHH, U3BOAK crnefehn 3akiby-
Yyak: HeTaTUBaH IonyTanac obyxsahen uHrepBanom (a, b) Moxe ce IIpHKa-
3aTu hopmynaoMm (56).

Oparne n3nasu ciuepfehn pe3ynrar:

3a ceaxu Honaymianac, HOUHUBAH UAU He2alllusaH, oOyxeaheH uHiliep-
gaaom (a,b) eaxcu popmyaa

(57) y =Yy cos(x—xg)A,

2ge je A Heka 8pegHOCIl usmehby keagpailiHUX KOpeHa Hajmarbe U Hajeehe
spegroctuu M u N koje yauma alicoayiiina spegrnociti pynkyuje 0 kag x
sapupa usameby X, u X,.
U3 (57) uznazu
g
i B x2 = .X() + — B
22 2\

X=Xy —

IITO 3HAYH J1a Ce yKUHA X, — X, IIoJIyTayNiaca Hanasy usmeby

Ty
N7
[Tomohy oBora Mory ce goxkasaTu pa3nHuuTH Beh MO3HATH CTaBOBH O
6pojy ¥ pacnofeNu pealHuX HyJla HHTerpana y y uaTepsany (a, b).
Buynu ce, Takobe, ma je ceaku nmomyranac ¢pyHkunje y odyxpahen nse-

Ma KpHBama
Y = Yo cos(x— xo)\/ﬁ, Y = Yo cos(x— X())\/M-

3a BpejHOCTH NIPOMEHIbHBE X OJIUCKE BPEJHOCTH X4, OHE CE Hajase
u3meby aBe mapabone

M N
y= )’o[l“‘i‘(l‘—xo)z], y= Y()[I—E(X*A‘o)z}

KOje TIpoJiasze Kpo3 Tauky (X, o).
OB¥ CTaBOBH HEIOCPEJHO Ce MOTY NPUMEHNTH Ha JIMHeapHy jefHa-

YUHY
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Yy =fx)y

3a CBaKkM WHTEpBai (a, b) MpoMeH/bUBE X Y KoMe je pyHKImja f (x) HeraTu-
BHA. YJIOTry BpegHOoCcTH M B N Tafja Hrpajy A0mba U ropika rpaHuia QyHKIm-
je f(x)y ToM HHTepBaly.

Y cnyudajy jegHavdnHe

Y +oy+By =0 (a>0, B>0),

KOja ce mHTerpanu noMmohy ocumnupajyhux enunruanux pyskugja, npu de-
MY je (a, b) MHTepBal (— oo, + o), KA0 NPBH MHTErpas foobuja ce (50), roe
yaory BeawunHe M U3 MPEeTXONHUX pasMaTpamwa urpa o. [ly>kusa nomyra-

Jlaca Mama je of —}— OfflaKJIe M3MIa3u fa 6poj momyTanaca CafpsKaHAX y MH-
o
Tepsaiy (a, b) nuje Mamu o Hajseher 1enor 6poja cagpKaHOT Y BPEJHOCTH

(b-a)o
B —
Jennaumna

Y@ +Be )y =0 (>0, B>0)

takobhe nMa npsu wHTerpan obnuka (50); ynory Bennunaa M u N 1IpH TOM
urpajy o u o + .
OnuTy wHTErpas jefHAUNHE

Y@y +yy=0
3a CBaKy BPEJHOCT X, Koja (PyHKIH]Y

Sy
f)=y==-==

YMHA HETaTUBHOM, MOXKE CC HallMCaTH Y OGHI/IKY

Y
y=yoe 2" cos(x = 2T E),

riie je & Hexa BpegHOCT U3Meby x, u x. CBaKu MONyTaNac HHTErPaIHe KPU-
Be Hajasu ce n3Meby KpuBux

1

dx
y=yoe ? ’ COS(X"X())\/—N,

dx
y=yse ? ’ cos(x — xp)WM,
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riecy NuM HajMafba 4 Hajseha anconyTHa BpegHOCT yHKIHjE [ (X) y UH-

tepsany (a, b). ysxuHa ogrosapajyher nonyranaca nanasu ce nsmeby ﬁ

Jennauuna
x4y 4y ey Iy 2+ y 4y Y™ ]y =0

34 CB€ pE€alHe HHTEerpali€, UMa NNpBU HHTErpall
r”

Y =8, —w<x<oo, —(n+)F'<B<1,
y

U3 KOra Ce BHJU Jla CBaKH pealiaH, KOHAYaH ¥ HENPEKUJaH UHTErpall y uMa
HeorpaHmyeH Opoj ocumnanyja u fa npu ToM O6poj momyranaca obyxBakhe-
HUX IPOU3BOJBHUM MHTEPBAJIOM (g, b) HUje Mamu of Opoja ueaux 6pojeBa

(b—a)

caipxkaHuX y ———=, a Hje Behu off 6poja nenux 6pojesa cafip>KaHux y
T

k-1
2

WCETIIGESY
T

C. O yeaum ¢pyuxyujama ca kojuma ce gosogu y 6e3y HeKu ipsu uHilie-

’”

zZpan obauxa Y =9 - Meby MHOrMM nocieauliaMa YHLEHUILE TOCTOjamba
Yy

KBAJIUTATUBHOI UHTCIpalla obnmka

”

Y 29, —e<x<o, —N<O@<-M, M>0, N>0,
y

ykaszahemo Ha ciepiehe Koje ce ofHOCe Ha yesne UHTerpale jefHauYnHe UK
crucreMa.

Jegrawuna, uau cuciliem, He Moxce UMATHU 34 UHILeZpan y HUegHY ueny
P yHKUUJY HYATIOZ poga.

IIa 6ucMo oBo ycraHosmay, mofceruMo ce HITypmosor crasa, mpema

1

KOMe, aKO Y HeKOM uHTepBany (a, b) 3a x OgHOC Y_ cranmo ocraje Mamn
y

of ofroBapajyhe BpegHOCTH U3BEeCHe (PYHKIHje W (X) H YKOIHMKO Vv O3Haya-
Ba GHJIO KOjH MHTETpall jefHAYNHE

Vi—(x)v =0,
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u3Meby nBe y3acTONHE jefHOCTPYKe Hyle hYHKIHje v, cafpKaHe y HHTe-
rpany (a, b), Hanasu ce 6ap jeAHa Hyla (PyHKUHjE y; aKO y U v HMAjy y UH-
TepBany (a, b) 3ajefHIUIKyY HyIy x = B, Tafla IPOMEHJBHBA X JOK pacTe [I0UEB
Ofl BPEIHOCTH [3 He HaMJIa3W Ha HeKy Hyny (yHKIHje v a ga Ipe Tora He
Haube Ha HyJIy (PyHKIHje y. A KaKo je

Y =9<-M ,

Y

y3aCTONIHE peanHe Hyle (PyHKIH]e y pacTy, IO alcolyTHO] BPETHOCTH, ca
CBOjMM HNHK O6pOjeM Hajsuuie AICTOM OP3MHOM Kao HyJie HHTerpaa

Vv = sin x\/ﬁ

v+ Mv =0,

jeqHaunHe

KOje caMe pacTy HCTOM Op3MHOM Kao IUXOB paHr. Peq udju cy WIaHOBH
peLuIpoyHe BPEOHOCTH MOJyJia pealHuxX Hyla pyHKuuje y 6uhe, maxie,
IWBEPreHTaH, a OH he OHfla, IOrOTOBY, OMTH TakaB KaJ ce MONYHH YJIaHOBH-
Ma KOj¥ MOTUYY Of MMAaruHapHUX Hyna (PYHKIH]E y, ITO CBAKAKO 3HAYM fia
pon dyHKUHje y HUKaj HHje HyJa.

OgRaj pof, yBeK jefiHaK JeqUHNLHN UIN off e BehH, jegHak je jequnuuyu,
Ha IIpUMep, y clIy4ajy jefHaunHe

yyfll — y/yll - 0
KO0ja, 3a OCHMJIATOpHE MHTErpane y = asin(b + cx), uMa IpBU UHTETpall

r”
Y= _¢* (c - peanna KoHCTaHTa).
y

Y Besu ca oBHM, ioKa3yje ce ciuenehy ONMIITH pe3yiTaT YHjd je caMo
CIIEUYjaTHY CIIy4aj IPETXONHHU IIPUMED.

Ceaku unilieZpan y Koju Hema UMAZUHADHUX HYAA UAU UX UM CAMO Y
0ZpaHuueHom OpOJy umMa KOHAYHU HpOU3BOY UpumapHux ¢akiliopa pega
jegan.

Ogpo uznasu u3 lITypMoBor craBa, npeMa KOMe, ako je y HHTepBally

”

(a, b) omHoOC Y_ cranuo sehn of ogroeapajyhe BpegHocTH Heke (pyHKIHje
y
A (x) ¥ aKo 1 03HavaBa OWIIO KOjU MHTETpal jefHAUYNHE
' —A(x)u=0,

taja ce u3Meby fBe y3acTomHe jemHOCTPyKe Hyle yHKUUje u, cafipxKaHe y
nHTepBany (a, b), Hanas3u HajBUIIE jefHA HyJa (pYHKUH]E y; aKo y B u UMajy
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y (a, b) 3ajemnuuky Hyny x = f, IpOMEHJBHBA X, JIOK PACTE TTOYEB O] BPEJ-
HOCTH 3 He Moxe Hamhy Ha Hyny hyHKUHMjE y a ja TPETXOAHO He Hamhe Ha
HEKY HyIly (DyHKLH]E 1. A KaKo je

Y =0>-N,

y
y3aCTOIHE peanHe HyJe PacTy MO alCoNYTHO] BPENHOCTH, HAJMAIbe UCTHLOM
Op3uHOM KAO HYJIe HHTErpaa

u = sinx~/N

u +Nu=0.

jeHaYHHE

A Kako OHE MCTOBPEMEHO PaCTy Hajeuuie UCiion OP3UHOM KAO HYIIE
(byBKLH]E v, OHe UMajy peg 8ealtuline c80Z panza n.

Pen yuju cy 4aHOBH pelUIIPOYHE BPEIHOCTH KBapaTa MOLyJIa pea-
HHUX Hyna QyHKLHUje y, faKie, KOHBEprupa; a oH he HMaTH UCTO CBOjCTBO
KaJl ce NOIyHHM YIaHOBHUMAa KOJH IIOTHYY O MMarmHapuux Hysna. OBuM je
TBpbeme JokazaHo.

Onaspge Takobhe n3nasn:

Kag zog Hexu yeo uniliezpan y uma KaHOHU4KU HPOU3B0g poga p > 1,
06aj UHIlleZpan uma 6eCKOHAYHO MHOZO DEeAAHUX U OECKOHAYHO MHOZO UMA-
ZUHADHUX HYAQ, MOGYAU UMAZUHAPHUX HYAQ PACILY UCHIOM OP3UHOM KAO
(p + 1)-8u kopen wuxosoz panza. AKo OM OHHU Pacid MakOM HIM BehoMm
6p3uHOM, pop 61 610 Behu, OTHOCHO MamH Off p.

12. Keaauinaiiiuenuu iipsu uniliezpaau 3a cucilieme jegHauura. — Cu-
cTeM

(60) EQCL:Xf (i=12,3,....n)

dt
CHUMYNTAHUX je[[HAYNHA Ca 1 HEIIO3HATHX (DYHKIH]A X, X,,..., X, HE3aBUCHO
IPOMEHJBHBE !, IJe ¢y X; dYHKIHje O x; ¥ f, MOXKE UMATH, 3a CBOje pean-
He, KOHauHe ¥ HEIIPeKUHEe UHTerpane x;, NpBe HHTerpaie o0auka

(61) H=0, a<t<b, M <b<M,,

rae je H oppebena ¢ynkuuja jeqne unu Bume PyHKIUja X; ¥ HE3ABHCHO
IPOMEHJBUBE !, Ka0 U H3BOJA Off X; IO f, a TaKobe MoxKe 3aBUCHUTH Of IO-
YETHHUX YCIIOBA.
Tako, Ha tpuMep, Kaj rox ce meby jegnaumnama (60) Hamasm jenHa
UM BUIIE jefHa4YNHa 06NuKa
dx,

(62) I = X frs
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rae je f, pyHKImja of (pyHKIMja x; ¥ MPOMEHIBUBE £, Koja je Beha off (puk-
CHpaHOT MO3UTHBHOT Gpoja M 3a GHIIO Koje peajiHe BPEIHOCTH Koje YV O]
thuryputy, cucreM MMa UCTO TOJUKO IIPBUX MHTErpana o6iuka

1 dx

=0, —oco<ft<oo, M<B<o
xk d[

KOj¥ MMajy 3a MOCHeulle pa3nnuuTe 0coOeHOCTH HHTETpaa y: HHTerpall
X, KOJH 32 ¢ = t, y3UMa BPENHOCT X, 3a CBaKy pPeajiHy BPEIHOCT / Behu je
10 ATICOIYTHO] BPEJHOCTHU Of
Mt—tp).
Xpo € (t "0),
OH, 3aTHM, HEMa peaHuX HyJia UTH.
Hcro Tako, Kaj| Tof je jenaH of u3pasa

(9 I
xk(at +Z‘fk at)

(wnmu BUILIE HBUX) 32 a < X < b (PyHKIHja ca TOPE CTpaHe OrpaHHYeHa He-
raTuBHUM GpojeM N a ca flolme HeraTHBHUM OpojeM M, CHCTeM HMa UCTO TO-
JIMKO IIPBUX HHTETpana 061uKa

1 d*x,

--=0, a<x<b -M<B<-N,
X dt

a TO MMa 3a NOCHENUIY OCHUIATOPHY MPUPOAY UHTETpana Xx;, HOCTOjamke
peaNHux Hylla OBOTa HHTErpana y uHTepBaly (a, b) uuju 6poj Huje Mamy Off

mesor fena 6poja
(b—ar-N
Tc 3

a Huje Behu off restor fea 6poja

1+_(_l.7__:g_‘)— “_]‘4’
T

Takas je, Ha IpUMEP, CIIyYaj CHCTEMA

ﬂ:Mxl+Nx2,
t

dx,

—= = Px; + Qx,,
o 1+ 0%,

rge cy M, N, P u Q byHKUHje OX f Be3aHe penanujoM
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dN
—+N(M+Q)=0,
@ M +0)
Ipu yeMy ce (pyHKIH]ja

am

A M2+ NP
dt

cTaiHo Hanasyu u3Meby ABa ukcHpaHa HeraTHBHA Gpoja.
Y cnyyajy cucrema

dx dx dx
(63) —L =oxnx, —*= OyX( X3, —- = OlaXX;
dt dt dt

(rme cy 0,0, B O3 KOHCTAHTE), KOjU Ce jaBiha y IpoOleMy KpeTamwa YBp-
CTOT T€J1a ¥ KOjM Ce HHTerpanu noMohy eunTuyHEX PyHKIHja, fobuja ce

1 d*x
x, dr?

Kao ¥ aHAJIOTHE je[HAUNHE 32 X, U X;.

Kap cy 6pojesu o, u 03 HcTOr 3HaKa, u3pas (64) Morao O6U ce aHYIH-
paTH 3a HEKY BPEHOCT ! =, caMO aKo OM UCTOBpEMeHO 6mino x, =0 u
x3 =0. Ho, jegnaunne (63), ¢ 063upom Ha ofrosapajyhy Teopemy ersu-
CTEeHIMje, IMajy JeANHCTBEHHU CHCTeM HHTEerpalna x,, X, ¥ X3 KOJI Cy XOJ0-
MOpP(GHH y OKOJIUHHA BPEHOCTH ! =1, U aHyJIHpajy Ce 3a UCTy BPEJHOCT
npomenspuBe ¢, C Ipyre cTpase, 3060r jegHaunHa (63) U CBUX KOj€ CE U3 HBUX
nobwujajy y3acTOmHUM audepeHnupamuMa, CBU u3BoaY (pyHKUHje X, OUIn
Ou jemHaK¥ HYJIH 34 t = 1, Ta OW MHTerpan x,, KOju ce aHyJupa 3a ! = ¢,
610, faKye, HeHTHYKY jelHaK Hyau. VIHTerpamu x, U x; HE MOTY ce, CTO-
ra, ICTOBPEMEHO aHYJIHPATH; leCHa CTpaHa jegHaynHe (64) OHJa 3a CBaKy
BPEIHOCT ! 110 ancOJIYTHO] BPETHOCTU ocTaje Beha off HEKOr MO3UTUBHOT
6poja M, TaKo jja CHCTeM UMa IIPBU HHTErpan

_1_de1_
x, dt?
—co<Lf<oo, —M<B<oo HWIH —oo<f<oo, —oo<B<-M

(64) = o (03X5 + 0px7),

(65

i

(mpemMa TOMe KaKaB je 3ajeflHMYKM 3HaK 33 O, U 03), IITO IOBIAYH
OPETXONHO IOMEHYTE TOCIEeHLe.

OBe JYHILEHHIIE Cy, YOCTANIOM, CaMO CIICIHjaTHU CIIy4ajeBH jefHE OIl-
IITHje YUEHEHNIE, O K0jo] he OMTU pedyr y OHOME ILTO CIENH.

ITpema jeqHoj 3HauajHO] TeopeMH IT. Anenpota 1 JIaryTuHCKOT?, c6a-
KU CUCITLeM anZebapckux guepeRyujaaix jeghavuna Ounio Koz pega moxce
ce ceeciiu Ha cuciliem 0b6auUKa

5 Communications 4 la Sociéte mathématique de Mosou (Recueil mathém., t. 23, 1902; t. 27,
1909; 1. 32, 1924).
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Di_yo, (=1,2...,m)

(66) o

2ge je ® auneapHa popma
(I)l. =ayy +ayy, +...+a,;y,

Ca KOHCUUAHTUHUM KOeQUUUJEHTIUMA A, ; JegHAKUM Yeaum Opojesuma Koju
Hucy marol og —1.

I'. Anmenpor je 4ak pefiykoBao nuHeapHe dhopme O, Ha OHe uuju cy
ceu koepuyujeniiiu jegraxu 1 uau 0 (loc. cit.).

IlraBumie, oBe pefykuuje ce Bpille cMeHaMa HeIo3HATHX (PYHKIH]a
0e3 cmere He3a8UCHO [poMeHblge.

Ha npumep, cucrem

dx dx
—_— = .XZX3, 22 = _.xl.xs, =3 = k2XIX3,
dt dt dt
KOjH 3aI0BOJbABAjy TPHU EIUITHIHE (DYHKUH]jE

X, =snt, x,=cnt, x;=dnt,

Kall c€ CTaBH

y,=ilogxl, y2=£logx2, yq——‘ilogx%
dt dt Toodt )

CBOJIM CC Ha CHCTEM

dy,
=L =y (=y + v, + W),
o V(=Y +y, +y3)
dy,
Ll e — + ,
d Y2 (i = Y2 +y3)
dy
2 = + - .
” 3O +Y2 = 0)

TeopeMa IT. AnenpoTa u JIaryTHHCKOT OTBapa mupoke MoryhuocrTu
3a IpUMeHe MPETXOHUX pe3ynrara.

Tako, Ha IpuMep, jefHaunHa (66) TOKa3yje Aa, ako je yi,Yo,..., Y, je-
MaH chucTeM y uHTepBany (a, b) KOHAYHUX WHTErPaa, Tajga 3a CBaKH Off THX
HHTEerpaa [oCTOju PBU HHTETpal

1 dy;

. =0, a<it<b, A<O6<B,
y; dt

rae ¢y A v B pukcupase KONUYKHE, IITO noBinayu ciefche nocnepune. Hu-
jelaH UHTerpal CIUCTeMa HeEMa pealTHuX Hyla y uaTepsany (a, b) (wrasuie
HI MMaruHapHUX Hyna y OHIIO KOM KPYTY XOJIOMOP(HOCTH); CBAKH HHTE-
rpan y (a, b) cranHo ce Hana3u u3Meby fBe ekcrnoHeHUHjaTHe GYHKIH]jE
Ce™ u Ce® urn. ‘
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Hudepenuupamenm jegraunna (66) no 1, no6uja ce

d?y,
67 —L = iHi
(67) i
rae je H; m3pecHa kBajipaTHa opMa 10 Yy, V,,..., Y, €2 KOHCTAHTHUM KO-
eUIIjeHTUMA.
C apyre crpane, ¢popma H; je 36up KBagpaTa m (PyHKIHU]a JIHNHEAPHIX
o yy,...,Y,, IpA Y€MY je 6poj m HajBHIle jegHaK Gpojy n:

2 2 2
H,- =Y'1 +Y2 ++Ym

Kag zog cy auneapne ynkuyuje Y, peanne, a jegnaqune Y, =0, ...,
Y., =0 rucy mebycobro cazaache, cuciiem (66) uma iipsu unitiezZpan

— 22l =0, —w<f<oo, M<O<oo,

2ge je M guxcupan iioauitiuean 6poj. :

Hujepman unTerpan y, cucreMa Taja HUje OCHUIATOPAH; CBAKN HHTeE-
rpan y, Koju je (3aje[{Ho ca CBoja Ba MpBa M3BOJIa) KOHAYAH U HENPEKUIAH
3a CBaKy KOHA4HY BPEIHOCT IPOMEHIBHBE £, a II0UYEB Off U3BECHE BPEJHOCTH
3a t, pacTe ocTajyhn NO3UTHUBAH, UK Oliafa ocTajyhu HeraTuBaH.

Kag 2og auneapre yuxyuje Y\, 3a peaste 8pegrHOCIUL Yi,Y2,... Yy,
Y3uMmajy wuciiio umazuxapie epegrociiiu a jeguavwune Y, =0, ..., Y, =0 ¢y
mebycobHo HecazaacHe, cucitiem (66) uma ipsu UHIlleZpan

i dz)’i
¥, dt?

2ge je M iosuitiusar Opoj.

Cpaku vHTerpal y; KOjH je KoHaYaH U HEelIpeKHaH (3ajeJHo ca cBoja
IpBa JIBa U3BOJia) 3a CBAKY PEAJIHy BPEIHOCT ! OCHUIATOPAH j€, ca Heorpa-
HUYCHHM OpojeM ocumialuja oKo Hylle. AKO je OH liena (pyHKIja Of 1,
e poft je Behn oy uyne ur. ™

=0, —0o<f<oo, —co<O<-M,

o Ipu xopuuthermy oBe MoHorpaguje KoHcynToBaru 1 nocnenmwy IleTposuhey pa-
cnpasy Adition ou mémoire sur les équations différentielles algébrigues, Publ. de I’Institut math.,
Belgrade 1947, t. I, pp. 1-4. — Fiznoxena MoHorpaduja je BeoMa ONMpHO NpUKa3aHa U Ko-
MeHTapucaHa y FdM, B. 55, S. 863-865 (M. Pinl). Ogpegnuuama n3 OBe KibHFe KOPUCTHIIHN CY
ce [1. C. Murpusosuh, Hosu cayuajesu unitiezpabuauitieitia jegre guhepenyjanne jegra -
He ipgoza pega, CKA, I'nac, k. CLIV, Beorpapn 1933, crp. 145-152, kao u M. BepronuHo,
Procédés de I"encadrement des solutions des équations différentielles, Becuuk [Ipyurrsa mat. u
¢us. HPC, 9 (1957), 3-4, crp. 261-268. — TTomennmo f1a je [I. C. Mutpunosrh Meby cBojuM
nocneawmuM pajopuma o0jaBio nonemudku unanax o [leTposnheBum pesysraruMma y oBoj
mouorpaduju: Muxauao Iefliposuh u Afieapoitiosa flicopena Publikacion Enexrporexuu-
ykor ¢axyarera 6poj 2, 1991. roguna, crp. 95-99 (np. 1. T.).



APUTMETUYKE OCOBWHE
MHTETPAJIA JEIHE KJIACE
MU®EPEHLUMIATTHUX JETHAUYMHA'

1. Younmo kiacy 6eckpajuo MHOTO nudepeHIjaTHuX jelHaYrnHa 00-
uKa
00 | xy* 9D _

(1) [y +(x—a)y +be"V]—+

=0,
oY Y dy

e ¢y IpOMeHJbUBE y U ¥ Be3aHe Mehy co00M J1aTOM anrebapckom peJlanu-
joMm

(2) O(y,Y)=0
u e je
,_dy o, _dYy
Y dx’ Y Cdx?

To cy jeHadHe IPYrora peaa, arzebapcke no

77

3) X, Y, Yy
U 110 TapaMeTpuMa a U b.
Taxsa 61, Ha npuMep, Ouna jefHaYnHAa

’2

T g

xy'+(x—a)y +bey—

KOja ofrosapa (QyHKIUJH
D=Y-y,

WM jeHauYnHA

¥ Cpncka kpabeBeka akagemuja, Lnac, k. CLXIIL, TTpeu paspen, k. 80, Beorpar,
1934, crp. 71-87. M. Ilerposuh je 0By pacnpaBy caomuTHO Y AKafeMuju NPHPOIHUX HayKa
26. nenem6Gpa 1933.
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[oy” +(x—a)y +be™ 1=y J(1 - y*) = xyy" = 0

Koja ofgroBapa GyHKIHUjA
®=Y?-y? -1 wurn.

Ceaka og iaKeux jegHavunHa moxce ce uHitieZpaauitiu Lomohy keagpa-
iiypa. OBe he OUTH MOKa3aHO Jja CBaka Of BbUX HUMa OBY HHTEPECaHTHY
ApUTMETHYKY OCOOUHY.

Ha 6u jegnauurna umana 6ecKpajHo MHOZO C80jux uHiliezpaad, ca jeg-
HOM UPOU3BOHLHOM UHIHEZPAUUOHOM KOHCIUAHIHOM, 4 YUja je acUmMiitioi-
cKa 8pegHocini (o) jegnaka ioueitinoj apegrocitu y(0) uxiezpana ual pa-
3auquitia og ose, iipema iome ga au je a + 1 Hexu fo3uitiuean ocosHu 6poj
uAU HOIUUBAH CAOMCEHU OPOj, HOUUPEeOHO je U gOBOWLHO ga UHEep3uja

(4) y=0(z)
Abenoso? unitiezpana
dy
5 =|-=,
(5) 2= [

6€30HOZ 3a peﬂauujy
(6) (I)(y’ Y) = O’

byge fiepuoguyuna ynkyja ipomeHvuse Z U ga KOHCIHIanita b uma 3a speg-
Hocil

am
a+1’

7 b=

Zge  03HAa4A8a eneMeHIliapry flepuogy yHkyuje ¢(z).
Jla 6ucMo To TOKa3anu, CTaBUMO J1a je

iX:dz,
OffaKke je
Y _dz _
Y dx ’
ma ce u3 Tora gobuja fia je
Y/
8 II__ /____YZII:O’
(8) e

Tre je
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y=%
dx

ITomrro je

D, 9D,
9P 0Py g
o oy

OflakJie je

jennaunHa (8) naje

IIpema penanuju

Ouhe

0P

(x~a)y’a—Y = (x—a)Yz’—a—()L

oy’

na geo6om jeguaunne (1) ca

o0
y 22
oY
OBa Ce CBOJY Ha
9) xz”+(x—a)z’+ée‘*' =0.
a

IIpBoM uHTErpanyjoM jefHaunHe (9) noduja ce

(10) z' = e"“(C’x” + [)_)
a
(rme je C’ WHTErpanyoHa KOHCTAHTa), a OfaTIIe je
(11) z= Je"‘(C’x" +2)dx+C
a

0

(tne je C npyra HHTErpaluoHa KOHCTAHTa).
Axo je, nakne, (4) nusep3nja AGenoBor nHTerpana (5), ONLITH MHTe-

rpan jeguaunte (1) 6uhe
(12) Y=o+,

T7ie je, KpaTKohe pajii, CTaB/bEHO fla Je
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(13) u= J‘e‘*'(C'x" +é) dx.

0 a

TToueTHa M acUMITOTCKA BPEAHOCT HHTETpAlla CY

y(0) =9 (C), ‘
y(e==)=@(C+2A,),

e je
(14) j ( )d/\“c I(a +1)+—
0

Jegrakocr Bpegnoctn y(0) 1 y(eo) cBOJHM CE Ha
(15) O(C+2,)=0(C).

Ha 6u To 6110, MOTpebHO je U HOBOLHO a (yukiuja @ (z) Oyme nepuo-
nu4Ha ¥ 1a A, Gyde MpOM3BOJ eleMEeHTapHe NepHofie  Te PYHKLUje ca Ka-
KBUM 11euM 6pojeM. OBaj nocleqmy yciuoB Ouhe HCIyHmheH Kala Cy UCILy-
weHa crefieha Tpu ycnosa:

1) ma 6yne

(16) cr=-2_.
a+1

2) naje

17 p=2,

(17) a+1

3) na neo nmo3uTHBHYU 6poj a + 1 6yie ocHosar 6pOJ.

Kap cy ycrosu 1) u 2) ucnymenn, y(e~) he ce pasmuxkosartu of y(0)
Kajl TOx je a + 1 Heku caoxcer 6poj; TO je mocneauna Bunconose (Wilson)
APUTMETHUKE TEOPEME.

Kao wrro ce Bunu, unitiezpaau jeguawune (1) xoju umajy fiomenyity
apuilimeitiuyky ocobury, gaiiu cy obpacuem

— O‘) 1 —X a -
(18) y=¢ C+————a+10je (x* +1)dx |,

zge je C fipoussomna Kouciianiia, a ¢ ursepauja unitiezpana (5).
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2. Memajyhn anrebapcky dhyuxiumjy O no6uja ce 6ecKkpajHO MHOTO -

(epenimjanHux jefHAYNHA Ipyrora pefia Koje cacrasibajy knacy (1). Tako,
Ha IpuMep:

1) ¢pynxumju ¢ obnuka

O=Y-y

ofiroBapa ,

0P _ o0 _

e, 17 N —'1 3

oY dy
npema Tome, jenHaunHa (1) o6muxa

72
(19) Xy +(x—a)y +be™y -2 =0;

Abenos unrerpan (5) uma o6nIuK

z= jd—y = logy,
Y
a IeTOBa MHBEP3Hja je
y=e
oprosapajyhu uarerpanu (18) cy o6muka

2m

xe"‘ (x* +1)ydx
(20) y = Ce*lo ;
2) dyukumju ¢ obnuka
bd=Y?- y2 -1
ofroBapa

9P _ gy =21-y2,

oY

o _

dy
npema Tome, jenraunta (1) obnuka

21) [+ -a)y +be 1=y 1=y —ayy? =0

AGenos unrterpan (5) aMa 00IHK

7= J. d__ arcsin y,
| I-y?
ca MHBEP3HUjOM
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y =sinz;

ofrosapajyhu unrerpanu (18) cy ob6nuka

(22) y = sin [C + 2 jxe""(x2 + l)dx}
a+lg
3) dyurunju O obnuka
D=1 -A(®y),
r7e je
A)=Q10-y)A-k*?, 0<k<l,
ofroBapa
oD
92 = 2v = 2 A (),
o )
9 _dA_ 2(1+k%)y -4k,
dy dy

npema ToMme, jegHadnHa (1) oGiuka
(23) [xy” +(x—a)y +2be* JA(MIA(Y) —[(1 + k%) xy? = 2k*xy*1=0;

Ao6enos uaterpai (5) umMa o6IuK

y=snz,

ca UHBEp3UjoM

a ogroBapajyhu uaTerpanu (18) cy obnuka

(24) y= snl:C +-2 f‘.e_"'()c2 +l)dx},
a+ 10
e je
I
dy
w=4 .
OJ’ VA (Y)

3. 13 cBera oBOTa BURM Ce [1a Hociioje gqugpepeHyujante jegnavute
F =0 gpyzoza pega, anzebapcke iio
x, eX’ y, y’, yll

U o jegHome flapameifipy a, Huju UHIeZpaiu uUmMajy Hasegery apuitimeiu-
4Ky OCOOUHY.
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EnvMunaimjoM ekcrioHeHnyjanHe QyHKunje e* U3 IBejy jeiHaYnHa

arF _
dx

F=0n1n 0,

[OJa3u ce MO jegHavuHe iipeheza pega, arzebapcke iio
(25) X, y’ y/, y//, y/// ,

Yuju uniieZpanu umajy ucilly apuiimeiiuvxy ocobuny. Tume je moxaszama
er3UCTeHIN]a JefHaYNHA
P (x’y’yl’y”’ yl//) — 0

ca ICTOM apUTMETHIKOM OCOOGHMHOM, Ifie j€ P IIONIMHOM IO CBUM NPOMEHIbH-
BUM (25).
Anm, Ta ersucTeHIja MOKe ce JOKa3aTH U Ha HETIOCpejaH HauynH.
ITomohy pate anre6apcke penanmje

DO(y,Y)=0
copmupajmo u3pas
a
YL YOy
(26) u ; + Y 90
aY
¥ yOUUMO JefHAYHHY
d u+l _a-1

27 —1 =
27) dx © a—x{u+1) X

To je qudbepenimjanta jefHaunHa Tpehera pefa
(28) ‘P(a’x,y,)",}’",)’m)'—'o

Koja ce modxce UHTeZp aruiiu iilomohy keagpaiiiypa.
Ha 61 ce To BUjENO, ToMohy penanmje

a0
dy _ Y
@y
oY

u3pas (26) Tpeba HamucaTH y OOJIAKY

y’/ Y/—d yl
29 =YY _dg,y
(29) “EYTY Tax By
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C opyre CTpaHe, u3 (27) ce no6uja

1
Io LS S a —1)log x + const.,
8 i @ Dloex
npeMa 4emy je
?, a—1
(30) w=Ce
1+C%°

rae je C’ UHTerpanuoHa KOHCTaHTA.
U3 (29) u (30) pobuja ce

’

logy? =log(1+C’x")— x + const.,

a ojarie

’

y7 =C"e(1+Cx")+C

(rme cy C u C” ppyre JBe HHTErpalioHe KOHCTAHTE).
Os3HraymBIIN, KAa0 W HampeJ, HHBep3ujy AbernoBor nHTerpana (5) ca
¢ (z), onmuTH wHTErpan jeguaunne (28) 6uhe

(31) y= (p[C +C"jxe‘”(1 - C’x")a’x}.
0

OH he MaTV TOMEHYTY apUTMETHUKY OCOOMHY Kaf je (PyHKIHja @ 1e-
pUOMYHA U Kajja je

c'=1 c"=—2,
a+l

4. I'maBHHU yclOB fa mHTerpamu fudepeHnujanaux jeqaadnsa (1) u
(28) nMajy HaBejieHy apUTMETHUKY OCOOHHY jecTe Taj fia Abenos uniiiezpan

dy
32 ——
(32) =[5
8€3aH 3a gatity anzebapcky pesayujy
(33) @(y,Y)=0.

UMA C80JY Hepuoguyry uHeep3aujy ¢(z).

Onmnirra Teoprja AGenoBEX HHTETpaJia fjaje ycIoBe 3a TO. 3a OHO LITO
ce OBJie ¥Ma y BHAY, Off HAPOUUTOra Cy MHTEepeca JOBOJLHH YCIOBH fa O
dbyakunja ¢ (z) 6una go6po oxapebera (Tj. Ka y cBakoj Ta4yKH z HMa OTPaHH-
yeH 6poj BpeaHocTH) 1 nepuoaryna. OBjie he OuTH HaBEeHH YCTIOBH 3a Ta-
KaB CIy4aj.
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Osnaunmo ca o, u B, KoedunujenTe BesaHe 3a gary penanujy (33) u
neduHNCaHe Ha OBaj HAUKH.
1) Koedunujenrn

(34) Oy, 0,y,0s,...

cy BpenHOCTH (KOHAYHe Wi Geckpajue) Koje faje jexHavnua (33) 3a % Kaf

y unm Y noctany GeCKpajHO BEJIMKH; MCKa3aHO Te€OMETPH|CKH, TO Cy PelH-
IPOYHEe BPEIHOCTH yraoHuX KoedunjeHaTa aCAMITOTCKUX MpaBalia KpuBe
muuuje (33) kag ce y cMaTpajy 3a amncumce, a Y 3a opimHATE TadaKka Te
KpHUBE.

2) Koedumjentn

(35) BI’BZ’BS’--'

Cy peluIpoYHe BPEJHOCTH H3BOJa %—K y Taukama y kojuma je Y = 0; To cy,
y

JlakJie, pelunpoOYHe BPEHOCTH YraOHNX Koe(uijeHaTa JupKke Ha KPABO]
(33) y Taukama y KojuMa oHa ceue ocy Oy.
Kapa y uMa GeckpajHo BelduKy BpeaHocT, y (33) craBbamo

(36) y=-

dv .
u ca V o3HauaBaMO U3BOJ = maje
- dz

37) V =-1v;
Tako ce nomohHa jefHaunHa
(38) (Dl(v’v) =Oa

nobuja Kao pesynraT TpaHchopmanuje jenHaunHe (33) noMohy cMeHe

(39) y=1, y=-2
Vv Vv

Kap rop je ¢pysxmuja ¢ (z) fo6po oxpebena u nepuojuvta, OHa Ce U3~
pakasa:

1) nnm kao anreGapceka ¢yHKIHja u3pasa e, rae je r ogpebena crasn-
Ha KOJIMYMHA; OHA j€ Tajja IPOCTO NEPHOANYHA;

2) uiam xao anre6apcka yHKIUja M3pa3a sn rz U sn'rz; oHA je Tajga
nBOTy00 NEpUOfUYHA. ‘
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Y teopnju AGenoBUX HHTETpaia, y TOM MOTJey MO3HATH CY CTABOBH.

I. Kap rop je dyHkumja ¢ (z) go6po oapebeHa u ipocitio iiepuoguyna,
koedunujentn (34) u (35) cy cBU KOHAYHU, aNy HUCY CBU jefHAKH HYJIH;
oHu Meby mrMa Koju HHCY jefHaKY Hyan (opMupajy HU3 OpojeBa dnju cy
KOJIMYHUIIY PAllHOHAHA GPOjeBH.

II. Kap rop je ¢dyHkuuja ¢ (z) fobpo ogpebena u gsozybo iepuogu-
yHa, cBu KoedurmjenTn (34) u (35) jeqnaku cy Hymm.

Te ce TeopeMe MOTY UCKa3aTH U Ha IPYT'H HAYMH.

I'. Kag rop je ¢ (z) no6po onpebena u iipocitio iiepuoguuna pyHkgja,
KopeHu jenHaunte (33) 1o HeMO3HATO] Y, KOjU CY jefHAKA HYJIN 3a KOHaYHE
BpEHOCTH Y, a TaKO WCTO U KOopeHH jeqHauynte (38) mo Hemos3HaToj V, xoju
Cy jemHaxu Hyn® 3a v = 0, HHKeT Cy pefa Off je[WHUIle I Cy jefHAKH
jenuHuny; 6ap Ba Of TAaKBUX KOPEHA UMajy CBO] peX jelHaK jeAUHUIIM.

IT'. Kapg rog je ¢ (z) no6po oxpebena u gsozybo fiepuoguyura GyHKun-
ja, cBu Kopenu jegHaunHa (33) u (38) momenyTH 1107, I' HIDKeT cy pepia of je-
pueAne. ! :

Te TeopeMe Aajy ycnoBe doitipebre na 6u pyHKIMja ¢ (z) 6una go6po
onpebena u mepropuuHa. [IBe HaBeeHe TeopeMe NpelU3upajy ciiydajeBe
KaJl Cy TN HCTH YCIIOBH Y HCTH Max 1 JOBO/bHUL.

1. Kap je xpuBa nunuja (33) HynrTora pefa, a koedunujeatn (34) u
(35) cBU KOHAYHM U TaKBHU Ja ¢y UM MebycoOGHU KOJIMYHUIM PalliOHAIHU
6pojern, pyHKkuHja @ (z) je mo6po oxpebhena u NpocTo NepuofnYHa.

IV. a 6u dysxunja ¢ (z) 6mwia yHudOpMHa U UpOCIio lepuoguyna,
MOTPeGHO je u JOBOJBHO Ja jefHaunua (33) ncnymwasa OBe YCIIOBE:

a) ma cu koedungjentu (34) u (35) 6yny KOHAYHH;

6) ma cBu Kopenu jepHaunse (33) mo Hemo3HaToj Y, Koju cy jefHaKK
HYJIF 33 KOHAYHE BPEJHOCTH Yy, a UMajy pef jeqHaK JeAUHUIH, Kao U CBH KO-
penn jegnadmye (38) mo HemosHaToj V KoOjH cy jefHaKu Hynu 3a v = 0, a
HUMajy CBO]j pefl jeflHaK jeANHUnM, 06pa3yjy cBera ABa Kpy»KHa CHCTEMA;

B) ma xpuea (33) Oyne HynTora pega.

Kay cy cBH TH yCIOBY UCHYILEHH, @ (2) je paljioHaIHa (PYHKIKja U3pa-
3a ¢'*, IJie je r CTaJIHa KOJMYMHA.

V. Ha 6u ¢ysrnumja ¢(z) 6mia yuudopMHa ¥ geozybo iiepuoguyna,
OTPeGHO j& U IOBOJHHO:

a) ma cu koeduuujentu (34) u (35) 6yay jemHAKH HYJIH;

6) na pen kpuBe (33) Gyne jepunuia.?

Kap cy Tu ycnosu ucnywmenu, ¢ (z) je panuoHaiHa QyHKIH]ja H3pasa
snrz | sn'rz.

Ly, Raffy: Recherches algébriques sur les intégrales abeliennes, These de doctorat, Paris
1883, p. 20-22.
2 L. Raffy: ibid. p. 81-82.
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5. Ilpumepa papn, opfie he ONTH HaBEJEHO HEKOJIUKO anrebapckux pe-
manuja

(40) D (y,Y)=0,
KojuMa ofiroBapajy fobpo oppebexe u nepuoandHe pyHknmje @ (z), Tako
na oxrosapajyhe um pudepenunjanue jenHaunHe (1) n (28) umajy Hampep
HaBeJleHy apUTMETHUYKY OCOOMHY CBOjUX MHTErpaa.

Penaruju (40) o6nuka
y-(y-kr)y =0

OJIrOBapa MpOCTO NEepHoANYIHA (PYHKIM]A

o(=——
(k + €3y
Pemanuju obnuka

4 4
VY22 (1-2y2+2y)  +— =0,
27( y y') 7

ofiroBapa mpocTo IepHoguiHa (pyHKIHja

2
0(2) = ltgkz§1+tg kz),
1+—tg*hz
A

rie A o3HaYaBa UMarvHapHy KOHCTAHTY

Penanuju o6nnka
Y4377 +y°-4=0

ofiroBapa gBory6o ImepuoandHa PpyHKIHja

1
L2844 Loy,

- 28

y
snz

e ¢ 03HaYaBa peasyiHy OpOjHy KOHCTaHTy

_ 1

8= a3
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Penamyju o61mKa
Y3-3Y2-2(y -2 +4=0

ofroBapa ABOry00 IepiuoAnyHa pyHKIHja
y=snz(asn’z+bsn’z+c),

r7e ¢y a, b, ¢ ofipebene OpojHe KOHCTaHTe.
Meby penaunjama (40) o6nuka

Y"-P(y)=0,

rae je P(y) mMoJuHOM MO y, HMa HX jefaHaecT KOJEMa OJroBapajy yHHU-
dbopmue u 1Bory6o nepuonnyne GpyHkuuje ¢ (z).3

CeakoM oj] HaBeJleHHX ClIyyajeBa OfroBapa IO jefHa jefHa4ynHa 00-
muka (1) u (28), uuju UHTETpaNd UMajy MOMEHYTY apUTMETHYKY OCOOUHY.

6. OBpe he GuTH HaBe[eH, Y HCTOM pey MAeja, U jefaH TuIl anrebap-
CKHX mu(pepeHnjaqTHuX jefHaunHa [pyrora peaa, wuje ¢y acumiliiiomicke
8pegrOCIiU Uniliezpana iiaxkobe y 6e3u ca ipocitium 6pojesuma.

YounMo jeHaYruHy

(41) Y o)y + f(x)y =0,

e je ¢ (y) mara QpyHKIMja IpOMEHbUBe y, a f(x) faTa ¢PyHKIH)a IPOMEH-
muBe x. CMEHOM

(42) y' =zv¥,
ofaKie je
(43) y’ =Yz +YY'2?,

jepaaunHa (41) mocraje
(44) Z+ Y +9Y)z2+ f2=0.
Hzabepumo Y Tako fa Oyae
45) | Y +oY =0,

Tj. TaKo ja je

3B. pacnpasy Briot et Bouqget, Mémoire sur I' Intégration des équations différentielles au
moyen des fonctions elliptiques, Journal de 1'Ecole Polylechnique, 36. cahier, 1856. pp. 199-254.
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(46) Y = e—J(P(y)dy,
na ce jenravnna (44) ceoau Ha

(47) Z+ f(x)z=0.

OmHa 3a onITH MHTETPAN EMAa

@ o

rae je C’ mHTerpauroHa KOHCTAaHTA.
Ilpema obpacumma (42), (46), (47) u (48) ommrTn mATETpA jeTHAUMHE
(41) je

(49) y=¢ !C +C J e d}
0
rae y = @ (f) 03HAUYaBa WHBEP3Mjy HHTErpaja

(50) [ Ao gy

Younmo crienijanan cydaj, Kaf je:
1) uuBep3uja ¢ (¢) mepuoxuyHa (OyHKIYja IPOMEHJBUBE f;
2) dbyukimja f(x) nMa oOIUK

P(x)

(51) ‘ f(x)=1—;':1—(;‘)‘,

rge P, o3nauyaBa monuHOM (m — 1)-or cTeneHa

- 2 m—1
(52) P x)=l+2+2 4 42—
2 3 m

HMmennonn cabupaka Cy UIaHOBM NPHPOJHOT HM3a LEluX OpojeBa
KOju He TpeMartyjy m — 1.
Tapa je
Jf(x) dx = x —log P,(x),

ma je mpemMa ToMe

e_'ffwdx =eP,(x).

Jakne, oniury uarerpan jeqnaunne (41) rmacu
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(53) y=4?+cjmu%ﬁw}
0
a ACHMIITOTCKA BPETHOCT y(eo) MHTErpaa 3a x = oo je
(54) y(=)=@(C+C,),
rae je

L,=L+L,+..+L,

¢ -1
L, = lJ‘e_‘x”"dx Ly
0

n n
Iomrro je
— 2
3a n = mMpocT 6poj (=2t _ M- ~1-,
n n
-1
3a n = CIOXeH 6poj (ocuM 4) (=D _ N,

n

—_ 1
san=4 OZDI_o_ 1
n 2

>

(M u N cy uenu 6pojesn), To he 6utu
y(=) = (C+C’s, —-CA),
rae je A ueo 6poj, a s, 03Ha4aBa OpOJHY KOHCTaHTY

LI e

(55) =4t
3 5 7 11 13

jenHaKy 30Hpy PENUIPOYHHUX BPEAHOCTH IPUPONHOT HU3a MPOCTUX OpojeBa
Koju He mpemaryjy m — 1.

AKO ce y3My y 063Up HHTErpaiy y KOj# OAT0OBapajy BPENHOCTH MHTE-
rpalnnoHe KOHCTaHTe

(56) C'=w,

7€ je ® eleMeHTapHa nepuoaa pysknmje ¢ (1), 6uhe
(57) () = @(C +ws,),

13 yera ce n3Boau ciefichu 3akbydak.

AnzZebapcka jeguavuna gpyzoza pega (41), kag ce y 1woj anzebapcke
pyrryuje f(x) u O(y) usabepy na HasegeHu HAYUH, UMA OECKPAJHO MHOZO
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uHteZpana y Koju 3asuce og unitiezpayuone koucitanitie C u wuja ce acum-
UioucKa 8pegrOCild U3paxcasa omohy Upupognoz Husa ipocitux 6pojesa
Mmarux og jegHoz ogpebenoz 6poja.
Takas je, Ha TpuUMep, CIy4aj ca jeFTHAYMHOM
O+ A=y +yy?) =0,

Kaf je f pauuoHansa (pyHKIMja npoMensbuBe x o6nuka (51). Toj jennaannn

OHFOBapa
¢(y) = I_yyz, Y=1-y2, ¢(@)=sins,

TAKO J]a j¢ HhEH OIILITH HHTErpan
‘ X
y=sin|C+C’ j e~ P, (x)dx |.
0

HMaTerpany Te jegHaunHe KOju OfroBapajy BpegHoct# C’ = 27T KOH-
craHTe C’ WMajy HaBe[eHy apUTMETHUKY OCOOMHY: IbHXOBA aCHMIITOTCKA
BPEIHOCT je

y (o) = sin(C + 2ms,,).*™"

**Y wemro kpahem o6umy oBa IlerpoBuhesa pacnpasa objaB/beHa je M Ha (ppaHIly-
CKOM je3uKy Propriété arithmetique des intégrales d’une classe d’ équations différentielle (Bulletin
A, Académie royale de Serbie, No. 2, Belgrad 1935, pp. 73-79). Pedpepucano y FdM, B. 61, S.
1229-1330 (M. Miiller), kao u y Zentralblatt fiir Mathematik und ihre Grenzgebiete (name y 03-
nauu Zbl), B. 11, S. 348 (Haupt) (mp. J1. T.),



JEIHA TEOPEMA O PUKATHUIEBOJ
JETHAYVHIN

1. Hajonmtuja PukaTujesa jeqHaunHa

(1) Y+ 0y +P; =0

Iae cy @, P,,¢;AaTe pyHKIHje He3aBUCHE IPOMEHIBUBE X, CMEHOM

2 P - B Y
@ y=zmge 1= [ouds

CBOJY CE Ha je[THAYNHYy 00JIMKa
(3) y =yt + f(x).

Mu hemo 3a jequaunny (3) mokasatu cnenehy Teopemy.
Haitioj unitiezpabuanoj jegruavuni (3) modxce ce pugpyxcuitiu 6eckona-
4aH HU3 pyHKYUja og X

4 Mohg, s,
axas ga ceaxa jegHaviuna
(5) Y =y +(f+A)

byge ilaxkobe unitiezpabuana, u itio 6e3 ukakee gogaiine Keagpaiiype.
Y Ty cBpXy mocMaTpajMo OeCKOHAUHN HU3

(6) Xo0. X1, Xs,...

dbyHKIM]a of x GPOPMUPAHUX HAa OCHOBY PEKYPEHTHE (popMyIie

’ 2 14
™) X, = Xy + 5| 2= | L A
4 Xn—l 2 Xn—l

* Hacnos opurunana Théoréme sur I équation de Riccati, Publications mathématiques de
I’Université de Belgrade, Belgrade, 1935, t. IV, pp. 169-180.
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3a Ipou3BOJbHO X,. AKO ce uMa y BUALY fia je

(2] (2]

penammja (7) Moxke ce IPEJCTaBUTH ¥ OGIHKY

2
1| d 1 d°
9 X, =X, +=|—logX, | ————logX,_,.
%) 1 4|:dx g ]:| 2 dx? 0g A,
ITomohy Tako aedunuCaHUX d)yHKqua X,, bopmupajMo GecKOHaUaH
Hu3 pyHKOHja (4), IpeMa peKypeHTHO] (hopMyIIH
(10) }“n = Xn - Xn—l'

Axo ce 3a X, y3me ¢pynrunja f(x) u3 jequaunne (3), Ta jeqnaunna he
UMaTH oMeHyTy ocobuHy. [la 6ucMo To mokasany, y jexHauwHu (3) U3Bp-
IIEMO CMEHY

(11) y:%mUJwﬁw}

rfe je y, HoBa Hemo3HaTa (pyHkuuja. Ta cMeHa je eKBUBaJeHTHA TPHMA y3a-
CTONHUM CMeHaMma

(12) y= —Lﬁ,
u
(13) u= J vafdx,
(14) vl
IIpBa cMena (12) Tpancgopmuie jexnauuny (3) y
(15) u” = fu
Npyra cmena (13) tpancgopmuute (15) y
(16) vi=0ov,
rae je
3 f/ 2 1 f/l
17 = + =] A — .

. o=r+3(5) 55
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Hanwme, xana ce (15) pudepeHtpa U TOTOM u CMEHU CBOJOM BPEAHO-
urhy ‘

u3pegerom u3 (15) u craBmameM u’ = z, jeTHAYNHA IOCTaje
(18) z"—{c—z’—fz =0,

a OBa jefHaYMHA CMEHOM

2= wF

nocraje (16).
Hajsagn, cmena (14) npersapa jeguaynty (16) y

(19) Y=y +e,

rae je ¢ maro uspasom (17).
Hakine, cmena (11) mperBapa jegaauunny (3) y (19).
¥Y3MuMo cafia f1a je npBu WiaH HU3a (6) pyHKUM)a

X0:f.
Ha ocuoy uspasa (17) 3a ¢ u jepuauuse (7) Bupu ce fa je
2
3( Xg 1 X¢
20 =X, +2| 20| 220 =
0) o-x+ (5] 1Ky

TaKo fia TpanchopMIcaHd u3pas Aat jegHadnHoM (19) mocraje
(21) yi =y +X,.
Haxne, y, ce n3paxasa npexo y oopacuem (11), mro maje
d Yy
22 = y+—log—.
(22) =y loe
Axo, nonasehu op (21), HU3BPUIMMO CMEHY

(23) i = ?j; log(] e SN dx),

rje je y, HOBa Helo3HaTa dbyukumja, jenradnna (21) he ce Tpancdopmu-
catuy
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(24) ¥s =5+ X,

YWju ce MHTErpaln u3paxana noMohy y, obpacuem

d y
25 = +—1o 2 .
(25) Y2 =¥ wfgﬁﬁ
AXO HacTaBuMO Tako, fohu heMo qo0 6€CKOHAYHOT HA3a jefHaYNHA
Vi =i + X,
(26) yO :)’» XO =f(x)a
k=0,1,2,...

KOje MMajy OBy OCOCHHY: uriiiezpan y, y jeguauunu (26) uspaxcasa ce iio-
MOBY UHTEZpana Yy _, U3 JegHa“uHe

(27) Yic1 = Vit + Xiy
peaayujom
d -1
28 =y +—1lo ,
(28) Y = Vi dx g X,

Jlakiie, ako ce cTaBU fAa je

2
3( X, 1 X7
29 == —==t =1,
(29) 4(X,,J 2 X, H
HITH jOTI
2
1| d 1 d°
(30) My, = Z[?d; lOan:| “dez IOan

nobwuhe ce HU3 jeJHAYNHA

Xi =X+ Hy-ns
Xyoy = Xpog + g2,
(31) Xpg = Xpos + s,

Xy =Xo+Ho = f+Ho
1 aKO Ce Te jefHaunHe caGepy WIaH 110 4wiaH, fobuja ce
(32) Xe=f+M

e je
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(33) M=o+l +. .

Haxne, pyHKIUja A, U3 IOCTaB/bEHE TEOpeMe H3paxKasa ce oGpacleM

(34) kkzg XO T _|_Xkl 1 X0+ _‘_Xkl,
4\ x, X ) | 2|x, X,

HIH, TaK, obpacteM

2 2
1{( d d 1 d?
(35) 7\,]( = Z|:(*d—;‘10gX0) ++(Elogxk_l) :I— d V2 lOg(X()Xl X/(—l)’

rae cy pyukuuje X, nepunucaHe peKypeHTHOM (POPMyYJIOM

4 2 ”
(36) Xk = Xk-l +_§ Xk—] ___1_ Xk_l .
4 X/(—l 2 X/\’—l

Haxane, pynrkyuje © Husa (4), ipugpyrcerne Pukaitiujesoj jegnasunu
(3), ogpebyjy ce iiomohy pynxyuje f(x) aszebapckum oiiepayujama u K6ag-
paiiypama.

Huaterpain jeqHaunHe

(37) Yo = Vi + X,
M3pavyHaBa ce KOpaK [0 KOpak moMohy Hu3a u3pasa
d y
=y+—log—=,
=y o g \/]7
d Y1
=y +—log —,
(38) y2 Y dx g —\/Xil

d Ya
=y, +—Ilo ,
V=22 dx g«/XZ

7€ je y HHTerpal je[HaunHe

(39) y =y + f(x).

Taj pauyn, monasehu of y, 3axTeBa camo anrebapcke olepanyje 1 u-
(pepenmpama, IITO fOKa3yje U3NOKEHY TEOPEMY.

1. iipumep: 3a jeIHAYUHY

(40) y = y? +ax
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Halla3in ce

3 =3

452’

a kako ce (40) unrerpmmie momohy Becenosux ¢pynxnmja, ucto he Baxutu
¥ 3a jeTHaYuHY '

3
41 "=yt tax+—.
(41) y=y ™

2. iipumep: 3a jefHAUNHY
(42) y =y? +ax"

Halla3u ce

_ 3mx +2m(m—1)
4x? '

A

Haxie, jeqnaunna (42) ce HHTErpullle MyTeM eeMEeHTAPHUX (PYHKIH-
ja yBex Kaza 6poj m uMa 06K

—4k
m=
1F2k

(k je mo3uTHBaH 11€0 6PO])

na he rcTo BasKWUTHU U 3a jeTHAYAHY

3mx +2m(m—1)
4x? '

(43) y = yr +ax" +

2. ITpeTxonHa TeopeMa ce Be3yje 3a cnefehu npo6iem.
AKo Je gaitia unitiezpabuana Pukxaitiujesa jegnauuna

(44) Yy =y + f(x)

useecitiu HeoZpanuyder Opoj gpyzux jegHayuHa Koje cy ilakobe uHitiezpa-
6unHe.

IIpo6nem momyurta U fApyra pelema, fpyradnja of OHOT Koje je Ipu-
xasano. ManoxuheMo jeno pemerse 3acnoBano Ha Jlap6yosoj Teopemu! o
TuHeapHUM CMHOMHEM je[{HauYnHaMa ipyror pefa. Heka je jeqnaunna

! G. Darboux: Legons sur la théorie générale des surfaces, 11 deo, 1899, str. 196.
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(45) | 2 =[p(x)+a]z
KOja je MHTErpabuIIHa 32 CHelHjaTHy BPeJHOCT KOHCTAHTE 4, 3a KOjV je
z=v(x)
naptuxynapuu narerpai. Heka je game
u=w(x,C,C,)
OTIIITH MHTETPAIl jefHaAYNHE
(46) W =[0(x)+bu,

I7e je b KoHcTraHTa pasnuunTta of a. [JJapbyoBa TeopeMa ce CacTojH y clie-

nehem.
Oiiwiniu unitiezZpan jeguavuHe

(47) y’ = v(l) +b—aly

Je

(48) y=w —w.

v

Ta Teopema omoryhyje fga ce cBakoj jequauntu (45), Xoja je mHTETpa-
OuiHAa 3a CBe BPEJHOCTH g, NMPHUAPYXH HeOTpaHWYeH OpOj NHHEeapHUX
OMHOMHUX jeHaYMHA Jpyror pefa koje he Takobe 6uTn mHTErpabUHe 3a
CBE BPEJHOCTH 4. Y3aCTOIHE jefHauuHe he ce CBe BHILE yla/baBaTH Off
nodeTHOT o0nmKa U mocTajahe cBe cnoxenuje. Mimak, Nocroje U3y3eTHH
CIIy4ajeBH y KOjuMa ce 00JUK jefAHaYnHe 3apyKaBa Kaja ce MapTHKYJIapHU
HHTEerpanu v(x) MOrofHO n3abepy Tako fa ce IOMOhY HHX MOXE BPIIHTH
npeJa3ak ca jefHe jeAHauYnHe Ha JPYTY.

Ha Taj HaumH, aKO 32 IOYETHY JefHAYNHY Y3MEMO

(49) 7" =az

OHa Kao IAPTUKYJIAPHH UHTerpas (3a creiujanHy BpegHocT a = 0) gomy-
nrra pyHKIzje
z=v(xX)=x

Koje foBoye 1o jenHaunue (48) o6nuka

(50) y”=(l—'32—+h)y (h=b-a)
X
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Koja je uHTerpabuiHa 3a cBaky BpefiHocT /. Ha npumep, 3a 4 = 1 wen oun-

IITH HHTETPAJ THaCh
y= Clex(l - l) + Cze"“(l + l)
X X

A jepnauuna (51) 3a & = 0 Kao mapTUKyTapHH UHTETPaJ IMa
y=v(x) = x?,

IITO IOBOJHM JI0 MHTETrpabuUiIHe jefHaYnHE

” 23
y 3(—2‘”1))’
x

Koja 3a & = 1, Ha ipuMep, Kao ONIUTH UHTErPAN UMa

y= Cle*‘(l _3 +%)+ c2e“*'(1 +§+%).
X X X X

AKOo ce HacTaBH TaKO, JONA3H| CE IO MHTETrpabuiTHe jefHaYnHE

” "'1
y :[_nﬂjzz_)_'_h}y’

rie je m OWI0 KOjU MO3UTHBAH 1ie0 6poj.
Ta TeopeMma ce OUNMIJIE[HO MOXKe IPUMEHUTH Ha PukarujeBy jenHa-
IHHY

(51) Y =y +[p(x)+4]
KOja ce CMEHOM
ZI
y=-
z

CBOIM Ha jefHaunHy (45).

AKo ce nobe o Heke nHTerpabuiHe jegHavynee (51), MOXe ce H3BECTH
GeckoHaual 6poj Apyrux Takohe HAHTErpaGUNHUX jefHAUYNHA OOHIHOM UTE-
paIyjoM rope HaBe/IeHOT oCTyIKa. ™

** Pepepucano y Zbl, B. 14, S. 113 (Rellich) u FdM, B. 61, S. 1227-1228 (W. Quade).
Osum Herposutiesum pagom kopucrunu cy ce . C. Mutpunosuh, Hexoauxo ciliasoaa o
Riccati-esoj gugpepenuyujaanoj jegnawunu, CKA, I'nac, kw. CLXXXI, beorpan 1939, cTp.
169-236 u Vipan Bauguh, On a Recurrent Linear Differential Equations of the Second Order,
Glasnik mat.-fiz i astr., Zagreb 1957, t. 12, 3, str. 181187 (np. 1. T.).



NMUPEPEHLIMIAIIHE JEMTHAYWHE
[IPBOT PEIA CA OT'PAHMYEHUM
WMHTETPAJIIMA

1. ITocToju MHOIITBO AU EepEHIUjATHIX jeAHAYNHA IPBOT pefia unje
ce cBe UHTErpajHe KpUBe Halla3e y HeKoj 06JacTH paBHU OTPaHUYEHO] Be-
Ma KpHBaMa Koje ce MOTY YHamIpe[ OfpeluTH 6e3 NpeTXONHe HHTerpaIuje
jemHaYnHe.

To je, Ha mpuMep, ciIy4aj ca CBUM jeflHaYnHaAMa KOje Ce MOTY MHCATH Y
o0NHKy

(1) F(x,y,y,Y)=0,

rae je:

1. — Y dyHKIHja o x Uy Koja je peallHa caMo 3a y KOje ce Hajlasn
usMeby nBe onpebene gynxumje A, (x) # A,(x);

2. — CBaKM KOPEH je{HauMHE 110 Z

2) F(x,y,y,2)=0

pealnaH 3a CBaKé CHCTEM PealHUX BPEHOCTH X,y,Y’ .
CBaka peallHa MHTeTpaiHa Kpusa jeguHaunte (1) Tapa je y memoctn
CMeNITeHa y 00IacTi paBHH Cap>KaHo] u3Meby Te ABe (PUKCHE KpHUBe

y=Mx) 1 y=2h(x).
JepHOCTaBaH npuMep je AaT jefHaYHHOM
ey +@(x)y+y(x)=0,
TIpu 4eMy ¢y (PyHKIHje @ U | TaKBe Jia 32 CBAKO PEaJIHO X KMaMO
0* — 4y > 0.

JepHauwHa ce numie y 06JIuUKy

* Hacnos OpUT'HHAIA Equations différentielles du premier ordre d intégrales bornées, La
Revista de Ciencias, Lima (Peru), 1936, t. XXXVIII, 418, pp. 109-114.
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yl2_Y2 :0,

meje Y =/(y—A)(hy —y) 1

My =‘%(@—\/M),
A =—%(cp+«/<pz - 4y),

IIa Cy CBE peajHe HHTerpalHe KpUBe cafjpxKaHe u3Meby cnenehe nse kpuse
y=A m y=A,.

Y oBoM pagy ucumTuBaheMo jeflaH APYIH OMIUTH ClIy4aj, KOju je aHa-
JIOTaH MpeTXofHOM ciy4dajy. To je cnyuaj audepeHnujaine jefHadYnHe

) F(x,y,y)=0

rie je F upenyuubunad NOAMHOM IO y U Y, a lapan 1o y’.

Ca Fy(x,y,y’) o3naunhemo cKyI WiaHoBa u3 F Koju cajpke caMmo iiap-
He cTerieHe off y, a ca F,(x,y,y") CKYII 4JIaHOBA KOJU CaipsKe CaMo HellapHe
creniere of y. Heka je onpa:

1) f; ;(x)xoedunujent oy y'i y HONHHOMY 1O Y KOjH MHOXH y/ y i

2) ¢; ;(x) KoeduuujerT ofy y” y MOMMHOMY 10 y* KOjE MHOXH y'y F,.

IToxazahewmo ma:

y8ek Kaga cy, 3a peasro X, pyHKyuje ©;,; UClioZ 3HAKA U 8PEGHOCTUU
pasnomka

_fiy(x) i=0,2,4.6,...

4 .
( ) (pl',j(x) j=032,4,6,...

ocitiajy cagpicane usmeby spegrociliu geejy ogpebenux gynxuyuja h(x) u
A, (x), cee peanne unitiezpasne kpuee u3 (3) ce y yeaocitiu Hanrase y obaa-
CilU pAsHU KOJa je 02PAaHUYeHa geema Kpusama

(5) y=M(x), y=2(x).

HamMe, Kaja ce IapHH I HeIApHA CTeIeHH Off y PPYIMINY, jeflHaunHa
(3) mobmja o6IHK

©) yo Po P2y eyt ...
2 4 ?
o +q2y" +qay +...

Te Cy p; 4 ¢; HapHU TONAHOMH 10 y’
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=D = fro() + fia ()Y * + fia(0)y™ +...
% =010 (D) + 912Ny + Pra(x)y™ +...

@)

Kako ¢, mMa HCTH 3HaK 3a CBaKO pealHo x, APYrd wiaH u3 (6) Guhe
cajipxkan u3sMeby HajMamwe 1 Hajeehe BpeqHOCTH pa3IoMKa

~Pi (;=0,2,4,.).
q; '

C npyre cTpase, U3 HCTOT pa3iiora W caMa BPEJHOCT pa3ioMKa b gy
4q;

he cagp:xana n3meby nHajmame u Hajsehe BpegHOCTH pasnoMka (4), a camum
TUM 1 u3Meby 1Be BpegHoCTH A, (x) U A,(x), IOTO {OKA3yje TBPAKY.
Taxas je, mpuMepa paju, ciy4aj ca jeTHaIMHOM

ALY + LY+ fiy+fo =0,

rie ¢y f; ¥ f; MapHU MONWHOMHM 1O y' ca KoeuuujeHTHMa Koju ¢y (pyHK-
nuje off x, UCTOT 3HaKa; f, W f, cy Takobe mapHU MOJNMHOMU 110 y’, alu ca
KoeuujeHTIMa Koju ¢y pyHKImje x OO KOT 3HaKa.

2. ITpetniocTaBuMo cajja fia je TONMHOM F fapax NCTOBPEMEHO ¥ 1O y’
u o y. Tapa he nmocrojatu nieo 6poj p 21 rakas ga he F 6UTH HOTUHOM IO
u = y*’ HellapHOZ CTENEHA IO u, ITO oMoryhyje 1a ce jeguavnna (3) nuie
y OONHKY

g tnut gt 4.

® So + syut +sut +.
Ife Cy 4 W §; IapHYU NOJMHOMH 1O y’ KOJH Ce IIOKJIaNajy ca IPEeTXONHUEM
NOJIMHOMUMA p; U g;.
Osnaunmo ca &; ; koeduumjent y3 y”/ y 1, a ca n; ;(x) KoedumujenT
y3 ¥y s;. Jo6uhemo cnenehu pesynrar.
Yeex kaga cy, 3a peaano x, cee pyurkuyuje &, (x) u n,;(x) dosuiliuene u
passomuyu
E,(0) i=0,2,4,..
n,(x) J=02,4,..

octtiajy cagpycanu uameby gee pyuxyuje A(x) u A,(X), ceaxa peasna un-
imezpaana kpusa (3) ce y yeroctiu Harasw y o6aaciii pasHu 0ZpaHuyene
HiUM gB8ema Kpusama

) y=2h(x) 1 y=h(x).
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Takas je, Ha IpUMep, cIy4aj ca jefHAINHOM

Y+ Ay + Ayt + £ =0,

rae ¢y fi, f2. /3, f4 TapHU NOJMHOMH IO Y’ , YHJH CY KOS(UIH]jeHTH TTO3UTH-
BHE QyHKIH]E 10 X. '
Y cnyyajy na jeqHaunHa (3) eKCINIAIUTHO HE CA{PXKHU X, IIPU 4EMY CY
IPETXONHH YCIOBHU UCIYH-€HH, CBE peallHe UHTerpalHe KpuBe he ce Hala-
3UTH y 00JIaCTH OrpaHHYeHo] ABeMa ofipeheHNM ITpaBaMa IapaseTHuM ca y
OCOM. :

3. Wcnurajmo Takobe, Kao Apyru OMIUTH CIydaj, jefHAYUHY IPBOT
pefia ¥ IPBOT CTeIeHA

s P(x,
(10) y =222,
0(x,y)
T je P HellapHu TIOJIMHOM 110 y, a Q dlapHu TIONHUHOM II0 Y.
JennaumHa ce MOKe HalucaTU y OOJIUKY
Y _ % + 5,92 +syt + L
Y @otaqytHaaytt

rhe Cy s; ¥ ¢; AaTe (PyHKIH]E Off X.
Kao u manouac, gfokasyje ce fa, Kajja cy 3a pealHo x QyHKUHjE ¢
HCTOT 3HAKA W KajJa BPEeJHOCTH pa3IoMKa

L(i=0,2,4,..)
q;

CTanmHO ocTajy cajgpxane m3Mmeby mse dyHkumje A (x) u A,(x), Taga he

BPEJTHOCT 2 rakobe ocraru mameby Tux rpamuma. [Ipema Tome,
y

ceaxa peanra unitiezpaara kpusa (10) y yenocitiu ce nanrasu 'y obaacitiu
PasHU cmeuiiiieHo] uamehy gee Kpuee

X X
jx,(,\«) dx sz () dx
Y= Yoe® oy =yee? ,
2ge (Xg,Yo) 03HAYABA HEKY HIA4KY HOCMALpaHe URIeZpaAaHe Kpuee.

Taxas je, Ha IIPUMeEP, CIyUaj ca JefHaUNHOM

’_ Ay + fay

y =
' +r
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The ¢y f; B f, GyHKIHje Off X HCTOT 3HAKA 3a PeaHo X, & f; U f, cy PyHK-
nuje o x OWJIO KOT 3HaKa, IPH YeMy Cy pa3IOMIH

hogh
hi f

orpanmuere pynkumje.””

** Pedepucano y Zbl, B. 16, S. 112 (W. Stepanoff) n FdM, B. 62, S. 1261-1262 (Max Mii-
lier) (mp. . T.).



APUTMETUYKE HATIOMEHE O
JEAHOJ NU®EPEHIIUIATIHOJ
JENHAYMHU TIPBOT PEJIA’

1. IlpenmeT oBor paja je fudepeHnynjaiHa jeqHaurHa IPBOT pefia
(D Y= fxy),

T je f MONMHOM IO X,y 4YHjU Cy KOe(bHIHjeHTH enn 6pojeBu (IO3UTHBHE
UM HETaTUBHH).

ITocMatpajmo Tauky M, Ha y-OCH, 4Hja je opAuHaTa neo 6poj k (1o-
3UTHBAH WM HETATHBAH).

Hrnitezpan 'y uz (1) xoju tiposasu kpos twiauky M, moxce ce paseuitiu
Y KOHBepZenitinu peq y oauaunu x = 0:

(2) y=ay+ax+a,x*+...,

2ge je koeguyujeniit y3 X" yenobpojuu ymMHoNax Koeguyujenitia y3 x" y
Tejaoposom passojy ¢pynkyuje e*; ognoc usmeby osa gea Koeguyujeniia je
yeo 6poj Koju lio aiconryitinoj epegHocitiu He pacitie 6pxce og n".

Hawuwme, nomro je gpyrz wiad u3 (1) xonomopd y 6nusunm x = 0,
y = k, UHTeTpan y Nposasu Kpo3 Tauky M, U MOXKe ce pa3BHTH y pex (2),
reje a, =k n

1
(3) a, = ; [ﬁz»l]’
Ipu 4eMy Cy f; WIAHOBH 6€CKOHAYHOT HU3a q)y'HKIII/I]a onm x,y

(4) fl’f2’.f?""

Koje Cy fepuHrcaHe peKypeHTHOM pemalyjoM

* Hacnos opuruHana Remarques arithmétiques sur une équation différentielle du premier
ordre, Union matemdtica Argentina, Buenos Aires, 1938, No. 3, pp. 17-21; gocraskeHO pefak-
muju yaconuca 25. gpeuem6pa 1937.
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| _ ofi-y dy
5 L= il
(5) i e +f8ﬁ_,

ca
fo=f(xy) i=123,...,

rje, YOIIITE Y3€eB, [(p (x,y)] osnadaBa 0poj Koju ce gobmja xajga ce y
¢(x,y)crasd x =0, y=k.

Tako pecdunncane Qpyrkumje (4) Cy MOTMHOMHE IO X, y YHjU Cy Koedn-
nyjeHTH nena 6pojesu. bpojesu (f;) cy iieniy, TAaKBH J|a BasKH

(6) A, =1,

C gpyre crpaHe, Kako je IOIYyIPEeYHHK KOHBepreHuyje pega (2) pa-
3JIMYAT O HyJe, To je lim. sup. of 4/la,!, 3a n TexXu 6ECKOHAYHOCTH, KOHA-
4aH, WTO IIoKa3yje fa ’{/m He pacTe Opxe of 4/n!, Tj. ox n. Y3 Tora crenu
Jla alcoJyTHA BPEHOCT Off W, He pacTe Gpxke of ", IITO je U Tpebao mo-
Ka3aTH. ‘

H3pas3 (6) uctuue cnepehy unmbenny.

Tejaopos koegpuyujeniti a, uHilieZpansa y ceeger Ha Hajipocitiuju 06-
| MUK Je pauUoHasan 6poj Huju UMEHUAAY, HemMa KAO geaunay, HUujegaH upocii
6poj sehu og n.

TejnopoB pen, YUju Cy jegaH WiIN Builie Koe(HIjeHaTa HPAIHOHAIHH
WM palliOHANIHU OpOjeBHU YHjH je UMEHMIIAI] ieJbUB IPOCTHM OpojeM Behum
Ofl paHra Koe(uuujeHTa, He MOXEe HY 3a jeAHy AudepeHIajanny jefHauuHy
(1) mpepcTaBBaTH HEHY HHTETPAIIHY KPUBY KOja Ipoja3d Kpo3 Tauky M.

Mozxe ce Takohe IPUMETHTH Jia ¥ cAy4ajy ga je y yeaa pyHKuuja og x,
neo 6poj [, WK He pacTe, WK pacTe crnopuje of #". HauMe, y ToM citydajy
M TEXKU HyJIH Kafia X TeXKMU OECKOHAYHOCTH.

2. ITocmarpajmo ciydaj y KOMe je HHTerpan y aqzebapcka GyHKITja
on x. Ileo 6poj W, Tama mMa OBy apUTMETHYKY OCOOHHY.

Iocttioju ¢uxcupanu yeo 6poj X ipugpyxcer jegrnanunu (1), iiakas ga
je yeo 6poj W, gewus Upou3sogom ceux yeaux 6pojesa marbux ogn u Koju
ce He [0gygapajy ca cllieiieHOM HUjegHOZ ApOoCilioZ geauoya og A.

Ja 6ucMo TO TMOKa3zainy, MOACETUMO Aa, Kako je y anrebapcka QyHK-
I#ja ca cCaMepJBUBUM KOe(PUIHjeHTAMA a,, TOCTOj! 1{eTT0OpOojHa KOHCTAHTa
(Aj3eHIITajHOB 1[eo 6pOj) TaKBa fia je MPOU3BOJ

(7) aﬂ?\‘n — ul!xl

n!

neo 6poj 3acBako n=1,2,3...
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Hakne, X' nuje HEKafa AeJbUBO ca n! jep Taj (akTOpHUjes yBeK uMa
Gap jepan ¢hakTOp KOjH je IIpocT O6poj M KOjU ce TY jaBiba CaMoO jeaHIlyT,
oK 6m ce y A" mojaBuo n myTa. Mebyrum, X' Moxke 1a MMa 3ajefHAYKE Ae-
nmone ca n. Kako pasnomax (7) Tpe6a fia ce cBene Ha 1eo 6poj, W, Tpebda
fa Oyfe fe/buBO IIPOU3BOJIOM CBHX LeNuX OpojeBa KOju ce Kao YMHMOLY Ha-
naze y nl, yuMe OW ce U3 BUX CKPATWUIM TH 3ajefHUUYKH JEIMOLH, IITO 10-
Ka3yje MpeTXOIHY TBPAY.

AjJ3eHIITajHOBA TeopeMa JOBORHU Takobe u io cnepeher 3akipyuka.

Koeguyujenin y3 x" unitiezpasa y 3an =1, 2,3, ... je yeaobpojuu ym-
HoMcak Koeguyujeritia y3 X" y pazeojy ¢pyrkyuje

X
3
a—-x

fipu wemy je o yeo, ozZogHo ogpeheH 6poj; ogHoc usameby taxea gea Koe-
Guyujenitia je yeo 6poj Koju o allcoryiliHO] 8pegrOCIiu He pactiie 6pace 0g
n-iioz ciliefiena HeKkoZ YUKCHOZ Opoja.
Hauwme, moiro je mpoussop a,A" neo 6poj A, , AtMaMo
)\'H

all ’
h

H

npu Yemy je h, koeduuujeHT y3 x" pyHKIuje . C opyre crpase, Kako

je TIoNyNnpeYHnK KOHBEPIeHIHje O y Y OKoNuHu x = 0 pasnu4ur of Hy’ne,

n3pas
tfia, = 4,

a mpema Tome u lim. sup. ox 4/lk,| je KoHadaH, IITO MOKa3yje Aa A, MO almco-
JYTHO] BPETHOCTH He pacTe Op>Ke HETO n-TH CTEIIEH HEKe KOHCTaHTe.

M3 Tora ce, mpemMa TeopeMH KOjy caM J0oKa3ao y JeXHOM Off IPETXOJ-
Hux pagosa,! sakibyuyje, fa unitiezpan y dpuilaga kaacu QyHKyuja Koja ce
HEGBOCMUCAEHO MONCE OGP eGUITIL CAMO JeGHOM HYMEPUHKOM 8pegHOULhy He-
KOZ ogpebenoz unitiezpana ipugpyrenoz QyHKyuju, Upu yemy je spegrocil
oz unitiezpana aicoayiian 6poj.

3. [TocMmaTpajMo cafia peluIpoYHy BPEJHOCT 1 HHTETpana y jefHa-
y

umHe (1) Koju mponasu Kpo3 Tauky M,. Crasmajyhn

L M. Petrovitch: Théoréme sur les fonctions algébriques a coefficients tayloriens commen-
surables, Revue mathématique de 1’Union interbalcanique, t. L. sv. 1, 1936.
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Y =aq +alx+azx2 +...

l=b0+blx+b2x2+...

y

nobuja ce MO3HATU HU3 penanuja koje onpebyjy b, momohy a,.
3a Tauky M, KoeULHjeHT a, jefHaK je 1, Te ce gobuja

by =1
b =—aq
®) b, = —a, +a?
by = —ay +2a,a, — a;
by = —a4 +2aa, — ai —3a,a? —ay
bs = —as + 2a4a, — 2a3a, — 3azal —3aia, + dayai —aj,

rae nocroje ciepehn 3akoHN hopMuparba:

1) b, ce cacToju o CBEX WIAaHOBA pefia hn Koju ce MOTy (pOpPMEpaTH ca
@; 3aKIbYUHO €A a,;

2) TH YMHUOUM Cy MO3WTHBHU WJIM HETATWBHH, IPeMa TOME fa JIH je
OpoOj BUXOBUX YNHHAJIALA TTAPAH WX HEeMapaH,;

3) xoe(unujeHT cBaKOT YaHa jef(HaK je TIONIMHOMMjATHOM Koe(huIin-
JEHTy Koju O Taj 4JlaH UMao, ¢ 003ApOM Ha OpOj YHHHIIALA KOje CaPsKU I
Ha BUXOBE EKCIOHEHTE.

3a Omno Kojy Tayky M, ciydaj ce CBOAW Ha CIyuaj ca TauykoM M,

a .
TaKo IITO C€ ¢, 3aMeHH ca 7” M LITO ce NOOHjeHy pe3ynTaT HOoJenu ca
ag = k. [akie,
. . . 1 . .
Kaxo je npsu KoedHUIMjeHT b, jenHaK = KoeduuujeHt b, ce pobuja

TaKo IWTO ce opMuUpa UCTH U3pa3 3a Taj KoedHUHjeHT Kao y CIy4Yajy ca
TavykoM M), 3aTHM ce [OBeJle Ha n-TU cTeneH momohy umHmONa g, =k, a

OTOM ce mofienn ca ajt! = k"', Ha npumep, nmaheMo

by = % (— ask* + 2a,a,k* + 2a,a,k® = 3azalk® - 3aiak* + dayaik - af).

AKO ce oBie @, 3aMeHY CBOjUM u3pa3oM (6), fobuja ce KoeduiujeHT

b, y 0OGIIUKY MpaBoT Pa3joMKa, YHjH je UMEHWIal IPOU3BOJ off k"' u pa-

3MUYUTUX pakTopHjea :
I,2,3...,n

YHju ¢y €KCIIOHEHTH Lienn OpojeBU KOju He mpejase n. VI3 Tora cnepu cie-
nehe.
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Koeguyujeniu y3 x™ peyuiipoure spegrocitiu l, unitezpana y uz (1),
y

Koju fiponasu kpo3s iwauky My, Kaga ce ceege Ha Hajupocitiuju 06Uk, jecilie
payuoransan O6poj Huju UMeHUAQY Hema 34 geaunay, Hujegad bpociti 6poj
6ehu 0g 1 Koju ce He HOKAALA ca geauoyem K.

Taxkobe ce BuAM fla je HIMEHHIIAI] CBAKOr YiaHa KOJH YWHU b,, TIpe
cBObema pa3iioMKa Ha HajIIPOCTHjH U3pas3, MIPOU3BOJ CTeNeHa PAa3IMIATHX
tpakTopujena

it jha, ...

nenux 6pojesa i, j,h,... KOJH Cy jeAHAaKU MHAEKCUMA Of a; Of KOjHX IOoTHYe
Taj WiaH, IpU YeMy je eKCIOHEHT CBAKOr Of THX (paKTopHjesa jeqHaK eKc-
TMOHEHTY ofiroBapajyher a,. ITopen Tora,

1) kako ce cTeneH dakTopHjeNa padyHa Kao YHHUIIAL OHOMUKO MyTa
KOJIMKO TO IIOKa3yje HeroB eKCIOHEHT, 6p0j THX YAHIIIALA je[HaK je 1,

2) 36up i+ j+k+... nenux 6pojesa yuju ce ¢pakTOpHjeNH Hanase y
TOM MMEHHOIY Takobe je jeqHax .

3 rora cnenm fa dakTopujen ;! He MOXKe a ce N0jaBH Y HMEHHOIY

o b, BHIlle TMyTa HETO IITO UMA jeUHUILIA § YATABOM Jieny Opoja 2 To
m

omoryhyje ma ce ogpenu lim. sup. 6pojy Koju 03HadaBa KOJIHUKO IIyTa NpOCT
Opoj MoXe Jla ce I0jaBH Kao Aesual y TOM UMEHHUOLLY.
3aspmnhy ca HamoMeHoM fa je PukaTnjeBa jenHaurnHa (ca CBUM CIIe-

nujaHuM o6nunuMa) jequHa jefHadnHa (1) Koja ce cMEHOM y = 1 TpaHC-
z

dopmure y jegnaunny (1). 3a uHTErpan y jefiHe TakBe jefHAUMHE, KOjH
IpoJIa3d Kpo3 Tayky M,, KoepHIHjeHT y3 x" He caMO pa3Boja CaMOT HHTE-

1 . . .
rpaja, Hero 4 Off BPEJHOCTH —, jecTe palMoHanaH OpOj Yuju MMEHUIAL,
y

Kaja ce CBefle Ha HajIpOCTHjI U3pa3, HeMa 3a JieJInnal] HiujeAaH IpocT 6poj
Behiu ot n; weros Gpojuian je neo 6poj kKoju He pacre 6pxe of n”. M3 Tora
ce Takohe MOTy M3BECTH 3aKJbYUIM aHAJOrHH NPETXOHNMA, KOJH BaXke 3a
cIyyaj anreGapcKuX WHTErpana jefiHe Takse AugepeHnyujante jegHaanne.””

o Pedepucano y Zbl, B. 22, S. 22 (Giovanni Sansone) (mp. 1. T.).



APUTMETHUYKE OCOBHVHE
AJITEBAPCKHUX
IMPEPEHIIMIATHUX JETHAUYNMHA"

Hexe oy ananuTHYKUX YHH-CHALIA Be3aHUX 3a anrebapcke gudepen-
[UjajHe jefHa4YMHE UMajy OCOOMHE YHCTO apuTMeTH4yKe rpupone. Hude-
peHIjaiHa je[HaunHa, Yhja CTPYKTypa U Iuju KoedHUIUjeHTH He OTKpHBa-
Jy HUjegHy YUILEHUIy Te€ BPCTE, MOXe KCIUIMIMTHO Aa WX Cajip>KH, ajid
TaKo fla ce T€ apUTMeTUUYKe OCOOMHE MOjaBIbyjy caMO y HHTeTpally jegHa-
JHHE. .
Besa n3meby aHanuTHUKHX B apUTMETHYKUX YUIHEHHUIIA j€ TeMa Koja
6u 1 cama Morfa fa 6yfie IpefMeT 3aHNMIBUBOT NTOTJIaBsba ¥ Teopuju fude-
peHIjaHuX jeqHaurHa. To je CyBHIlIe IMpoKa TeMa fia OU ce Y TOKY caMo
JEAHOT IpefilaBama 0 H0] MOTao IaTu CUCTeMaTH4aH nperiaes. Moj num je
y>XH, carilacad BpeMeHy KOjuM pacnonaxkemo. IToceOHO Oux xKeneo fa BaM
TOBOPUM O HEKHUM 0COOUHAMA UHITEZpara aizebapcKux gugepeHyujaHux
JegHauuHa y Kojuma cy 3HaxajHu gpociiu 6pojesu.

C TiM y Be3Hu, Ha3HauYno OMX Heke ocobmHe TejnopoBux Koeduiuje-
HAaTa WHTErpaja, ClIydajeBe y KojuMa ce iipocitiu 6pojeBH 10jaBIby]y Y Bpef-
HOCTH KOJy WHTErpas y3uMa 3a lye.ie BpeJHOCTH HE3aBUCHE IIPOMEHIBHBE,
clly4ajeBe y KojuMa ce mpocTu OpOjeBH NO0jaBibyjy Kao JefHHE pealHe Hyle
WM Kao OeCKOHAYHe BPEeJHOCTH MHTErpana uil, ak, cilydyajese y KojuMa
Ce acMMIITOTCKa BPEJHOCT HHTerpana u3paxkasa IIoMohy npoctux 6pojeBa
UTH.

L. ITocmaitipajmo najiipe bpuo-Bykeose jegrauune
¢y fny)=0,

rie je f momuHoM o y 1 y’. Murerpan xoju 3a x = 0 y3uma BpegHocTt y =0
nmobuja ce Kao uHBEep3nja aGeIOBCKOT HHTETpana

Hacnos opurunana Particularités d ordre arithmétique rattachées aux équations
différentielles algébriques, Bulletin Mathématique de la Société Roumaine des Sciences, Bucuresti,
1938, t. 40,1-2, pp. 1-12.
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,
2) X = j Ydy,
0

rjge cy y u Y Be3aHu anreb6apckoM jelHaYnHOM

() frg]-o

ITocmaTpajmo Tafa caydaj y Kome Cy:

1) xoeduuujenTn nonuHOMA f 11EITH GPOjEBU;

2) dynkuwja Y necdunucana perxagujom (3) je xonoMopdhHa y OKONIHHA
y = 0, npm 4eMy oHa 3a y = 0 y31Ma BPEHOCT KOja je pa3nuyuTa of HyJe U
jelHaKa HEKOM CaMepILHBOM { palliOHANTHOM ) GpOjy.

Jloka3ao cam fia ce IoJ| THM YCIIOBAMA:
UPOMERBUBA X MONE PA3BUTHU Y peg

(4) X=b1y+b2y2+b3y3+...,

2ge je koeduyujeniti b, jegrnax koeguyujenitiy y3 y" pazeoja exciionHeHyu-
jasue pyHKyUje

Yy
5 Yok
5) ;
(dipu yemy je k tiozogno usabpar gurcupar yeo 6poj), LOMHOMEHOM YU-
HUoUuem Koju je yeo 6poj Kag zog je n caoxcer O6poj; ako je iwiaj uunusay, pas-
AoMmeH OPoj, 1o 3Ha4U ga je n Upociil 6poj.

II. Hocmaitipajmo caga jegHavuny
(6) Y =f(xy),

r7ie je f MOMMHOM TIO X,y Yujul ¢y KoeduujeHTH 1iemu opojesu. MaTerpan y
Koju 3a x =0 y3uMa BPeJHOCT jefHaKy 1eJaoM 6pojy, MOXKe Ce Y OKOJMHHI
x =0 pa3BuTH y pex

N y=ag+a, x+axt+...

JIaxo ce fmokasyje ja je KoeuUHUjeHT a, caMepibuB O6poj Koju ce
opukyje cnegehom ocobuHOM: ceaku iipocili 6poj, Koju geau umeHUAaY, a,,
MarbU je Ul jegrax n.

JToBOJBHO je fla IMEHHIIAI[ caMo JeJHOT KoeduuujeHra a, Oyne upa-
IMOHANAH 6pOj Wi, TaK, Ia My je ielmnal npoct 6poj sehn oy n, ma fa Mo-
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KEMO TBPAUTH fa mocMaTpanu pep (7) He 3agoBOJbaBa HUJEIHY je/lHa-
quHY (6).

[Iponosunuja ce MOXe NPUMEHUTH Ha [udepeHInjaiHe je[HaulHe
6uI10 KOT pena p

(8) (1)) f(A ¥, y .. ’y(lf—l)),

rfie je f MOJIIHOM I10 NPOMERBUBUMA KOje CaipKH, ca KoedHIIjeHTIMA Ko-
ju cy jepHaku uenum GpojeBmMa (Ca OYCBHIHAM YCIOBHUMA 3a IIOUETHE
BPENHOCTH y,y’,y” ...,y ™).

III. ¥ ofiwitiem cayuajy anzebapcke gugeperyujante jegnauume

9) F(x,y,y,...,y")=0

rje ce OUMIIIEHO YBEK MOXKe IMPETIOCTABATH fia je F MONHHOM IO IIPOMEH-
JbUBUMA KOje Cajip3KH, MPOIO3HI¥je HUCY TaKO je[[HOCTaBHE, Te je Heol-
XOJIHO CIIPOBECTH CYNTIJIHHKja ucTpaxknBama. CynTIIIHOM I AyOOKOM aHa-
nu3oM XypBHIL je YOUHO ONIITY OCOOMHY apUTMEeTH4Ke Nnpupofe Koedn-
nujenata pepa (7) ca caMepibuBUM KoeUIHjeHTHMA KOjU 3aJ{[OBOJbABA]Y
jennaumny (9).

T'omes Texcupa ce npeu (1887) Gasuo npobiemuma Te Bpcre. OH je
BEPOBAO [ia O TUM NpobiIeMIMa MOKe UCKa3aTH MPOCTY U OIIITY NPOIO3H-
uujy. Tepama ce cactojana y tome na pen (7) nehe 3aOBOBUTH HUjETHY
pudepennujanny jeqHavudy (9) Kaga cy genuonu MMeHunana Koeduu-
jeHaTa

(10) ap+hap+27ap+3,"'

(Ma KONIKO BeJIUKO OO p) MIPOCTH v6p0j6BI/I Behuon p+1,p+2,p+3,...
Xypsut je orkpuo (1889) neraunoct Teopeme I'omes Tekcupe u 10 je
1I0Ka3ao Ha NpUMepYy pesa

N=oo

an =2 G =gl e )

n=0

KOjU 3aI0BOJbaBa MPOCTY anre6apcky pucepeHnujanty jeAHaYuHy IpBOT
pena, a la OH IPH TOM He HICIYHkaBa yCIOBe TEOPEME.

Xypeuiosa Teopema, Koja 3aMmemyje TeopeMy I'omes Tekcupe, cno-
KeHHja je 1 MOXKe ce u3pas3uTu y cinefeheM oOmuKy:

Yeex kaga nexu peg (7) 3agosowasa Heky gugepeHyujarry jeqraiumy
(9), Giocitioju yeo guxcupar 6poj h u Hu3 yeaux b6pojesa

Bo:BisBss-.
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iwakeux ga, ako ce ca P,(z) o3nauu iioaurom cilleiiena n
(12) P(z)=Bo +Biz+Brz% +...+B,2"

CBH IIPOCTH OpOjE€BY KOjH JieJie IMEHUOIIE Of
(13) Ay Apt150342 + -

Hanase ce meby geauoyuma yeaux 6pojesa pasanuuuinux og Hyae
(14) P, P,V)-P,(A+1), P,(A)-P(A+1)- P, (A +2),...

TeopeMa BcTHYe XUIEPTPAHCUESHASHTHH KapakTep MHOIITBA (PYHKIA-
ja npeacraBbennx TejnoposuMm pegoBuMa. XypBHI Kao MpAMep HABOAH

yHKIIH}Y y IPEACTaBILEHY PEfOM

15 _ = " ’
(15) y E(n,,)!

n=0

KOja He 3aJ0BOJbaBa HUjeHHY anrebapcky AudepeHjaliHy jefHaYnHYy.

Morio 6u fa 6yje 3aHEMIJBMBO U3Pa3HTH Te UHIEHHUIE J€3UKOM Ca-
BpeMeHHX TeopHuja. AKO ce ca p, 03Hauyu Hajsehu mpocT 6poj Koju fenun
UMeHmIal ¢, O d,, XypPBHUIIOBa TeOpeMa, JONyHEeHa CKOPH]OM TEOPEMOM
r. Pély-e, m3paxkasa ce y OOIIUKY

(16) logp, = 0(logn),
v - logt, = O[n(logn)z].

Jegnaunna (16), xojy je mao Xypsul] rOBOpH fia Hajeehiu pocili 6poj y
UMeHUoOuy og a, He pacitie opice 0§ HeK0Z cilieileHa n.

Jepuaunna (17), koja m3paxasa Teopemy . Ilorke, faje orpannuemne
3a pejl BeIMUHMHe HMEHHWONa Off a,. M3 Tora ce 3aKkiby4uyje ia, Ha IPHMED,

pea

(18) y=204"x",
n=0
I7ie je ¢ pauMoHaNaH pa3lioMaK MakbH off 1, He 3a10BOJbaBa HUjE/[HY ajre-
Gapcky nudepeHnjalHy jefHaYlHY.
AKO ce IOBEXKY ca pe3ylITaTHMa 0 KOJUX caM [oINao Y IOrNeny pe-
noBa (7) umje mapiyjanHe cyme

(19) ag +ax +ax* +...+a,x" (n= 2,3,4,..)
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nUMajy cBe peaiHe Hyxe, jeqHauuue (16) u (17) moBoge g0 Tora fma jexan
takas pej| (7) Takobe He 3aM0BOIbABA HUjeTHY anreGapcKy AuepeHIujar-
HY jeqHAYKHY.

ToMm Kpyry ufeja npunajga go6po mo3naTa TeopeMa, Koja o caja jour
HHje y OTIYHOCTU AoKa3aHa ( Yebuuiesmesa Teopema). OHa ce OJHOCH Ha
clIydaj y KOMe Ce MHTerpaJj H3paskaBa KOHaUYHAM WIAHOBAMA, Tj. MOMOhy
anre6apcKuX, eKCIOHEHIUjalHiX U JJorapuTaMckux hyHkuuja. CaMepibuBI
KoedunujenT a, pa3Boja HHTerpalia o[uIHKyje ce Taga cienehom aputMme-
THYKOM OCOOMHOM: HajBehH IpocT 6poj KOjH ey IMeHuNal a, H, ofe-
JbEH ca 1, TEXKW KOHAYHO] TPAHHIM Kaja n 66CKOHAYHO pacTe.

IV. ITozabaBuMo ce cajfia BpeIHOCTHMA KOje MHTerpall y3uma 3a yeae
BPEIHOCTH He3aBHCHE MPOMEHIbUBE.
ITocmatpajmo pynkunje

(20) y=®(x)
KOje, Kafia je x eo MO3UTHBaH Opoj m , y3UMajy PalHOHAIHy BPETHOCT

® (m). Heka je L BPERHOCT CBEeJIeHa Ha HAJIpOCTHjH OOIUK, IPH 4eMy
q

cy p 1 g uenu 6pojeBu. O3naunhemo:

1) ca A(x) cBaky dpyukumjy @ (x) TakBy ga P (m) y3uma yeny Bpef-
HOCT YBEK Kajia je m ipocii 6poj, a paznommeny BPERHOCT Kafia J& m CA0-
xer 6poj;

2) ca p(x) caky ¢pyuriujy @ (x) TakBy ga @ (m) y3uma yeay Bpef-
HOCT Kajia je x caoxeH O6poj, a pasiommeHy BPeIHOCT Kafa je m Upocii
6poj.

Tako je, Ha npuMep, HyHKIH]a

(21) @ (x) = 1+T(x)
jenHa pyukumja A(x), a pyHrumnja
(22) ®(x)= LX)
X

dyrkumja w(x) (3a x > 4).

Cse no capa no3nate GpyHrnuje A(x) u WU(x) Cy XUIEPTPAHCLEHEH-
THE, Tj. HE 3a[[0OBOJbABa]y HUjeHY anrebapcky fudepeHlnjanty jefHaYnuHy.
MebyTuM, 3aHAMIBUBO je TIPAMETHUTH Ja TOCTOje (PYHKIHUjE KOJE 3a X Malbe
ON IIPOM3BOJBbHO H3abpanor 6poja M 3a0BOJbaBajy BeOMa IPOCTe anredap-
cke judpepeHnyjande jeflHaYune, YaKk ¥ JIHHeapHe je[HaunHe IPBOT pefa.
Takas je, Ha IpUMeD, cAy4aj ca eJIeMEeHTapHOM (DYHKIHjOM
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(23) y:l(le‘“—l) sa x <341,
x\2
T7ie je O KOHCTaHTa
(24) o=1In2=0,693147...,

Ta (PYHKIM]a 32710BOJbABA JIMHEAPHY jeJHAYMHY TIPBOT Peja
(25) xy'+(1-ow)y-o=0.
ITocmatpajmo, name, pyakun)y
(1 o r .
(26) y:—(—e —1)+—R(x)sm27‘cx,
x\2 27
rfe je r IpOU3BOJLHO H3abpaH paLnnoHalaH Opoj u rae R(x) o3Ha4yama pa-
LUOHANHY (PYHKIH]Y

1 4 1 1

X—¢ XxXx—0 X —c,

(27) R(x) =

Opu yeMy ¢y ¢, IeJH MO3UTUBHU OpojeBu m3abpaHu Ha clefehm HauyuH:
WAECHTHYKH je

r=1
(28) l(le“" ~1j 2 -l

x\2 X

u npema $epmMaoBoj TeopeMn OpojuiIall je [eJbUB Ca X = m YBEK Kajia je m
npoct Gpoj, anu MocToje Takobhe u cJIoXKeHU OpOjeBH x KOJU AMajy UCTY
ocobuHy; coxeHe 6pojeBe Te Bpcre o3HaunheMo ca ¢;. Tu 6pojeBH cy pe-
TKHU 1 paspebenn; HajMamu Off BUX je

¢, =341 =11-31.
Ha xonrpecy nonynapre marematuke (ITapus, jyn 1937) r. IToxn Iymne

npefcTaBuo je Tabeny Koja faje ckyl OpojeBa ¢, cafpxkaHux usMeby 0 u
100,000.000. I'To To} Tabenu

mmeby 0 m 1.000 mma 3  6poja ¢
0 m 10.000 22
0 = 100.000 79
0 = 1,000.000 247
0 m 10,000.000 750
0 m 100,000.000 2037
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ITourro cy uenu 6pojeBu ¢, Tako feduHHCAHH, HEKA Cy
C1,C2,C35enesCpys

Opojesu KOju HE mpejase AaTo Heno6pojuo M. Ogzosapajvha gynxyuja
(26) ysehe epegrociti jegnaxy yeaom 6pojy 3a ceaxo X Koje je ipocii 6poj;
Qyrryuja hie yseitiu paznommweny 6pegHOCIIL 3a c8aKu cAoxeHU 6POj X Koju
He lpena3u M. '

MebyTtum, Ta dynxuuja (26) 3afoBombasa udepeHInjanHy jefHaYnHy
Apyror pena obnuKa

(29) Py"? +0y”+8§ =0,

rge ¢y P,Q,S NoNuHOME HO y ¥ ', ca Koe(pUIMjeHTAMA KOjH CY MOJIHHOMHI
O X, YMjU Cy KOePHUUUjeHTH Heu OpojeBu. P je Ipyror CTENeHa 1o y | io
¥’, Q je Tpeher, a § yeTBpTOT CTEHEeHA O TUM IPOMEHILHBHUMA.

Y cnydajy kaga je M <341, npyru unan ¢ysxuuje (26) mecraje, y ce
ceonu Ha GyrkuHjy (23) u 3a0B0IbaBa IHHEAPHY AU(EPEHIAjATHY jeIHA-
IHHY IpBOT peaa (25).

Iociuoje, gakne, pynkyuje og x Koje 3agosomasajy arzebapcky qughe-
PEHUUJaNry jegHauumy Upe0Z uiu gpyzoz pega u Koje y3umajy ueay epeg-
HOCI Kaga je X Upociti 6poj, a pasnommery 8peqHOCi Kaga je X cAONCeH
6poj Koju He fipeaasu gaiiu yeo 6poj.

V. ®yukiyje pasMaTpale y IpeTXoHOM aparpady Halasze npuMeRy
y cnepeheM npobnemy.
ITocroju 6eckoHaYHO MHOTO (BYHKIM]A

y=0(x),

YHH(POPMHUX Y YATABO] PaBHY, peallHUX M XOJIOMOP(HHUX 32 CBAKY pEaJIHy
7 IO3UTHUBHY BPERHOCT X, KOje 3a HYNLy MMajy CBaKH iipociii Opoj a pasiu-
YUATE CY Off HyJIC 32 CBAKU CA0M eHl OPOJ.

Taxo, nocroje peanne ¢pynxuuje f(¢) Takse fa o06a UHTETpana

2r 2r
(30)  Ux)= j f()cosxt-dt, V(x)= jf(z)smxz-dt
0 0

6yny ¢pynkuuja 6 (x).

Y jepnom caonmrewy [lomckoj akagemuju Hayka y KpakoBy EasHa-
Yho caM ONIUTH HauyuH dopMuUpama TakBuxX QpyHKUMja f(f), Ie je moKa3a-
HO fa cy dpyHkumje U(x) u V(x) yese dpyHKIHjE OF X.

OueBUIHO je, YOCTaJIOM, a je ceaka yeaa pyuxyuja 8(x) panza eehez
og Hyse. To MpoucTAYE U3 YNELEHUIE Na 30Up S PEelUIPOYHUX BPEJHOCTH
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MORyJIa HyTa ¢byuxmje puBeprupa. Ha ocrosy Tora, o (pyHKuHJama 8(x),
KOje ce MOTY TpefcTaBUTH HHTerpammma (30), MOXe ce TBPIUTH fa cy cée
one panza jegan. Haume, mony Tejmoposor KoedunmjenTa a, jegHe Taxse
(byHKIHje CTANHO OCTaje MambK Off H3pa3a

(XBH

nl

(tne cy oo u B koHauHe 1 pUKCHpaHE KOHCTAHTE), 2 361p S [UBEprupa,

Kako nujenna fo cafa mosHata pyHKu@ja 6 (x) He 3a0BOIbABA anTe-
Gapcky mucepernujanHy jefHauMHy, CBE OHE Cy XHIEPTPAHCUECHIEHTHE
byukumje. Minak, mocroje mu TakBe (HyHKUHje KOje, AMajyhn TOMEHYTY Ka-
PaKTepHCTHYHY apUTMETHYKY ocobuny hyrkumja 6(x) 3a x koje He iipeaa-
3u gatiiu yeo Uosuniusar 6poj M, 3aj0BOIbaBajy Ty jenHAUMHY?

Ogzosop je nioiiepgan. Ilperxopne dbyukuuje A(x) najy Mmoryhuocr 3a
dopmuparme anreGapckux AuepeHIVjaTHIX jefHAUNHA YAj¥ WHTETPANIT
Mory pa Gyny Takse dyHKIMje 6(x). AKO ce, Ha puMep, nobe o jeqHayun-
He IIPBOT pefia

N2
Yy 2 :1
(31) (f') +y* =1,

7€ je A jefHa o IPeTXONHMX (PYHKIHMja A(x) #, noceGHO, jefHa Of PYHK-
umja (23) unu (26) (6e3 daxTopa 2m), enuMuHanujoM 2* 1 sin2nx u3 (31)
U JeflHaulHa Koje ce fobujajy BaMa y3aCTOTHAM U3BOMMA, JOOH]ja Ce ajire-
Oapcka jefHa4nHa Tpeher pefa xojy he 3ajoBoipaBaTH TocMaTpaHa (pyHK-
muja 8(x). 3a x < 341 jegHaunHa ce CBOAM HA jeJHAUNHY IPYTOT pefaa.

MebyTtum, dpyarnuja 8(x) y ToM npumepy, nopep npoctux GpojeBa
Koju He mpernasze M, nMmajy 6eCKOHAYHO MHOTO IpYTHX PEANTHUX MO3UTHUBHUX
Hyna. [Tocroje mu dynkuuje 6(x) Te BpCTE KOje 3aj0BOIbaBajy anrebapcky
nudepeHIujanty jefHAYAHY U umMajy Hu3 iipocitiux 6pojesa koju He ipeaase
M kao jegune peaane Hyae?

Ogzosop je otieiil tioilispgar. Ha nipumep, pyHKIMja

(32) y =2 —cos2nx — cos A(x)

je Taxsa dyHKUMja 6 (x) K Ta DYHKIT]A 32l0BOJbaBA anre0apcKy jeTHAYnHY
YEeTBPTOT pefia.

VI. AcumnroTcka BpeHOCT MHTerpana Takobe Moxe fa Gyfe y 6mn-
CKOj BE3H Ca MpOCTUM OpojeBnmMa.

Taxko mocroje kiace anrebapckux gudepeHIjaTHux jefHauYnHa Guno
KOT pefja, uydja ce aCHMITOTCKa BPefHOCT ONMIITET MU NAPTUKYNAPHOT WH-
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Terpala uspawasa nomohy dpocitiux 6pojesa Koju He ipenase Quxcupar
6poj M.
TakBa je, Ha IPEMEP, jefHAYNHA [PYTOT peaa

(33) Y=oy + f(0)y,

y K0joj je:
1) f(x) pamuoHanHa pyHKIM]jA

P’
3 puvn _
(34) Jx)=1 i

rge P o3Havyasa MOIAHOM cTenena M — 1

-2 M-1
35 Px)=l+2+2 4. +2 ,
(35) (x) St 3 "

Tfie Cy MMEHHONHU CTEeNeHa X YWIAaHOBY MPHPOJHOT Hu3a OpojeBa Koju He
npenase M,

2) dyuknmja ¢ (y) je morapuTaMcKy H3BOJ anrebapcke QyHKLmje ¥ of
y, TAKBa [la HHBEeP3Uja

y=y()
aGeJIOBCKOr HHTErpana
)’dy
(36) |7

6yme MeprofrYHa (OYHKLU]a Of f.
Jemuaunna (33) pomymura 6eckoHavaH Gpoj HHTErpana Koju Bapupajy
ca KoHCTaHTOM HHTerpaunje C ¥ 4uja je acumilliioiicka pegHoCil 3a X = oo

(37) y(e0) = Yy (C +®S),

Zge je ® enemenitiapra tepuoga Qyrryije Y (t) u
(38) S =

Zge ce cabuparee epuil Upexo ceux upociiux 6pojesa koju He iipeanze M
(axo ce uayamy 1 u2).
Hajnpocruja qudepennujaina jefHauAHa Te BPCTE e

(39) (1= yH)y" + 29y + f0)A=y)y =0

Koja mMa OeckoHa4yaH 6poj HHTErpana oONuKa
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X

(40) y =sin|C + an e~ P(x)dx

0

4yja je aCHMIITOTCKA BPEHOCT
(41) y(ee) = sin(C + 2%S).

ITocroje Takobe Knace pudpepeHnujanHux anreGapcKux jejiHadMHA
OMII0 KOT pefia Koje caiprke NPOMEH/bYBY TIapaMeTap a U 4uja fie ce acum-
uiionicka epegnociil y (o) unitiezpana HoKAGNUALHL ca O4eiliHOM 8PegHO-
why y(0) wau he ce og mwe pasnuxosailiu ipema iwome ga au je a +1 fipocii
uau caoxcer 6poj.

Hasemhy caMo HajipocTHjy jefHAYNHY Te BpCTe

.2

(42) Y+ (x—a)y +bhey - =0,
e je
2aTi
43 b= .
(“43) a+1

JepHaumHa uma 6ecKoHavaH Opo] HHTErpalia KOju 3aBuce Off KOHCTAH-
Te uHTerpanyje C U uMajy oOnuK

. X
2Lk (L
a+l

(44) - y=Ce ° ,
a aCUMIITOTCKa BPEJHOCT CBAKOT HHTerpalna Inoknanahe ce ca MOYETHOM
BpenHohy

y0)=C

yBEeK Kafia je a +1 mpoct 6poj, a o mbe he ce pa3nukoBaTH YBEK Kaja je
a +1 croxeH 6poj.

VII. PasnuunTe reoMeTpHjcke HHTEpNpeTanuje Bunconose aputMe-
THYKE TeopeMe JJOBOfie BO anredapCKux fudepeHunjaTHux jefHadnHa, YAjI
Cy Pa3NUYUTH JIEMEHTH UHTErpajHe KPUBE Y YCKO] BE3HU ca IPOCTHM Opo-

jeBAMa.
Hagenrhy xao npuMep caMo ciyuaj InHeapHe jeJHaYnHe IPBOT pexa

(45) Ay +By+H =0,

roe ¢y A, B, H dysxumje of x
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| B_ o
(46) A:xex, B:i(xe“')’ H=—i ;x,_.*i_ ,
dx dx\ x-1

rge cy oo 1 B (o < B) mBa mena mosuTuBHA Gpoja Beha op 4. Kpusa nedu-
HYUCaHa IIapTUKYJIapHUM HHTETPAIOM

X
—X

(47) y=2

*o

X = xo

dx
x -1

Iposa3yd Kpo3 KOOPAHMHATHH MOYETaK, AeCHO of Oy-0oce MMa MO3UTHBHU
MaKCHMyM, a Ox-0ca joj je acUMIITOTa. YKyNHa IOBPUIKHA S, IeCHO off Oy-
-oce uMa ciefichy apuTMETHYKY OCOGUHY.

Yeex kaga je ilia HoBpUIUHA PA3AOMBEH OPO], HeH GeyUMAAHIU geo e
goUYHA o JeguRuye geyUmartioz geaa 3bupa peyuilpo4Hux spegrociii iipo-
ctiux 6pojesa cagpxcanux uameby o u f3.

TTopex Tora, genpManay neo 36upa HHBEp3Hja IPOCTHX OpojeBa caap-
skaHnx n3Meby marta jgBa neia 6poja o u (4 < o < B) y IOTIyHOCTH je jen-
HaK JONYHH [0 JeAHHUIIE AICIIMMAaIIHOT JieJia IOBpUIKHE S.

VIII. Aputmernyka ocobuHa, KOJy heMo Ha3HaYUTH Y OBOM Maparpa-
&y, Be3aHa je 3a oty audepeHIjaiHy jefHadlHy IPBOT pefa

(48) Y = f(xy).
dopMmupajMo QYHKIH]Y

(49) =@ (x,u1,y")

flx,u+xu’)y—2u

u nomohy me Hu3 PyHKIH]ja

(50) P01, P2, 93,...
TPUjy IPOMEHIBUBUX X, U, 1, Ne(PUHICAHNX PEKYPEHTHAM 3aKOHOM
a(p -1 a(P -1 .,,7 a‘P -1
51 — H + H + n
(1) P o0x ou wre ou’
ca
(52) (p0 = (P(x’”,”’)~

[MocMmatpajmo HU3 6pojeBa
(53) ALA A,

rae A, o3HauaBa 6poj Koju ce fobuje ako ce y ¢,_, CTaBU
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(54) x=0 u=0 u’:%f((),()).
Hexa je
(55) y=ax +ax* +azx’ +...

uHTerpain oy (48) xoju 3a x =0 y3mma BpegHoct y = 0. Msmeby fBa un3a
6pojera

AL Ay, A,

ay,dy,ds,...

IIOCTOJU OJIHOC apUTMETHYKE IPUPOJe, KOJH ce n3pakana cnegehom nporro-
3UIAJOM:

Ako je bpoj A, (k> 4) peyuiipouan Hexom yesom 6pojy (fioauitiu-
BHOM UAU HEZATHUBHOM), ga Ou o ucitio eaxcuno 3a ogzosapajyhu Koegu-
yujeHil a,, HoitipebHO je u go8omHO ga jegan og caeqehux apuilimeiliuKux
yeaosaa b6yge 3ago80omen:

1) uau je k+1 geaunay, og AL;

k

2) uau k Huje iipociti 6poj ymarser 3a jegruly.

Jemuy ocoGuHy McTe pUpoJe UMa 1 U3Bof y' HHTeTpana y of (48) ko-
ju 3a x = 0 y3uma BpegHocT y = 0.

Momao 6mx Ha Kpajy fa U3 U3IO0XEHOT HUKaKO He Npou3inasu fa he ce
MohH U3BeCTH 3aKJBYULM 3aHUMJBUBH 32 TEOPH]y OpojeBa. 3Hauaj Koje 61
IMajie Te YUI-eHNIe cacTojao 6 ce Ipe y caMoM IIOCTOjamy Besa u3Meby
BE Pa3HOPOJIHE TeopHje — Teopuje AudepeHrjalHuX jefHaYnHa U TeOpU-
je 6pojeBa. ¥ cBakoM ciyuajy, y IpoydaBarmbliMa T€ BPCTE OTBapa ce 11oce-
OHO TPUBIAYHO MOJbE HCTPAKMBakha, Ha KOje caM y3e0 cIo00/y Jia IIPUBY-

JyeM NMaxKiby KoJlera ydecHuKa KoHrpeca. ™

** Opa IMerpoeuhesa pacnpara o6jaB/beHa je U y KOHIpecHOM Matepujany Comptes
rendus du Congrés interbalkanique des mathématiciens (Bucarest 1937) xao ITerposnheBo usna-
rawse on 12. anpuna 1937. — Pap je pecdepucan 'y Zbl, B. 19, S. 407 (E. Kamke) u FdM, B. 64, S.
1131 (O. Perron) (mp. 1. T.),



NOTEHLINIAITHNU PEITOBU KOJU
N3PAXABAITY OITIITU UHTETPAII
MU PEPEHLINIAIHE JETHAYUHE
ITPBOT A PETIA’

I. Omrru weTerpan gudepeHiijaline jeHauYrHe TPBOT Peja
M Y = flxy),

Tj. lbCH UHTErpal KOjU 32 MPOU3BOJbHY BPETHOCT X = X, [0o0Hja NPON3BOTb-
HY BPERHOCT y = Y, M3PasKeH je¢ penalujom

(2) F(L)’sxo,yo):(),
rpe je F pyHKimja YeTUpH TPOMEHIBIBE
(3) X, ¥ X0, Yo

¥ K0jOj ce X MOXKe TIepMYyTOBaTH €a X, y €A Y, & fia NpA ToMe GYHKIHja He
HPOMEHH CBOJY BPENHOCT.

Kap nap BpegHOCTH (X,y,) HE NpejcTaB/ba HAKaKBY CHHTYJIapHY Ta-
uky pyukuuje f(x,y), ONIITH HHTErpaj y MOXe Ce H3pa3uTl y OOINKY I10-
TeHIHjaTHOT pefia

rae cy koegunujenTa A, GyHKIuje TPOMEHIBUBUX X, Vg .
Jeman nponsBospHO y3eT pefd (4) mosxe (anyw He MOpa) OHTH OMNINTH
UHTErpaj HeKe jefHavYnHe npBora peya. Tako, Ha IpuMep, pell y KoMe je

Ay =y, A, = Xy, +(n—1)x5Y5,

HUje ONIITA HHTerpal jegHaynne (1); HANPOTHUB, Pefi y KOME je

* Cpricka kpasbeBcka akagenmuja, nac, kib. CLXXVIIL TIpsu paspen, k. 83, Beo-
rpaj, 1939, crp. 31-42. M. [leTporuk je oBy pacnpaBy caomuTHO Y AKajeMHji NPHUPOJHUX
Hayka 29. HoBeMOpa 1937.
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— _ 2o
AO = Yo An - _'
n
OTIILITH j& WHTETPAJI jefHaUnHe
’
y =Y.

Y 0oBOM pafly IIOCTaBJbEHA Cy U MOTIIYHO PELIEHA [IBAa MUTAMbA:

1) kakee ioilipebre u gososmHe ycaose iipeba ga uciiyHe Koeguiji-
jeniuu A, pega (4) fia ga Waj peg tipegciliasna ofuiiin UHMIeZpan Heke gu-
Qeperyujante jeguauune fipeoza pega;

2) y cayuajesuma Kag ¢y iy ycaosu uciiyrbenu, kaxo Hahu gugepen-
yujaany jeguauwurny 3a kojy tiaxae peg (4) uaparcasa roer oHuLiiy UHile-

apaa.
Heka je (1) jeppaunna unju je omurty uHTerpai pep (4). Taga je
A() = Yo
5 d
©) 4= 2|~ = 1w,

rie u3pas [¢] o3HavyaBa BpefHOCT KOjy foOuja PYHKLUH]A ¢ TPOMEHIBUBE X
3a X = X, WA QPYHKIH]jA [BE]Y IPOMEHIBUBUX X, Y 34 X = X4,Y = Y.
dopmupajMo HEOTpAHUYEH HU3 (PYHKIM]A

(6) fl’f27.f%'--
IIPpOMECHIBUBHUX X, Y, IICCPI/IHI/][CB;HI/IX PEKYPEHTHOM penaquOM

o

(7) o = "+ff (1=1,2,3,.),

I7ie je movyeTHa (PyHKIH]a

(8) f() = f(x,)’),
na he 6urn
(9) A,,=Ilj[f,,_,] (n=1,2,3,...).

ITowrTo ce x, y MOTY IEPMYTOBATH Ca X, Y, penanuja (7) Moxe ce Ha-
MICAaTH U y OONHKY

(10) ﬁM]{Wﬂ w{“}

u3 4gera ce, mpema (5) u (9), nobuja
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0A dA
(11) (n+1)An+l =—J+f(x()7y0 -
0% 9o
To noxasyje pa uspas
(n+DA,,, - %41
12 A= alt
(12) 5,
Yo

UMa jeflHy UCTy BPEJHOCT 3a CBE BpefHOCTH n = 1, 2, 3, ... ¥ 1a ce Ta Bpef-
HOCT mokJiamna ca f(x,,y,). [pyra jennaunna (5) Taga mokasyje fia ¢y x, u
Yo Be3aHH fUpePEHIMjaIHOM je[HAYNHOM

(13) % = f(x0,¥0)
X0

Tj. ia Cy X ¥ y BE€3aHA jeAHAYNHOM

(14) —;’l = f(x,y).
X

BpepHoct m3pasa A je ucra Kao U BpeHOCT KoeduuujenTa A, a To je
f(x0,Y0). Jennaunna (14) goGuja ce, fakme, Kaj ce y jeqHAYAHA

d
o _ 4
dxy
CMEHH X, Cax, ypcay,a %‘ ca -d—y
de dx

Ha 1aj maumu wabenu cy toitipebru ycnosu na 6yne pex (4) omurn
naTerpan jefHaumHe (1). Jlako ce pgokasyje ga Ccy TO y MCTO BpeMe U
§080ObHU YCIIOBY 32 TO; OKA3 je MCTOBETAH ca KITACHYHUM JJOKa30M J1a Kafia
ce KxoeduiujeHTa pega

y=dg+ax+a,x’ +...

u3padyHajy ysacTonHum pudepennujabemeM jegaaunne (1) u qeobom
noGujennx u3Bopa ca n!, Takas peg GOpMaIHO 3a0BobaBa jegHaunHy (1).
Ha Taj HauuH no6ujeHo je pellerme IOCTaB/bEHNX NUTamba y 00Ky
Ba CTaBa.
I crae. — [a 6u peg (4) dpegcitiaspao ofwiliy unitiezZpan Heke guge-
peHyujansHe jegHavure iipeoza pega, HoitipebHo je u go8omHo ga uspaz A
uma jegry ucilly epegrocin 3a cee epegrocitiun=1,2,3...
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Kapa je Taj yclnos HCIymeH, pellieibe APYror HOCTaB/beHOT MUTAHA
raTo je cuepxehuM craBom.

IT craw. — Jugepenyujanna jegnanuna, wuju je olwitiv unitiezpan u3-
paxcer pegom (4), gobuja ce kaga ce y koeuyujenitiy A, cmenit X, ca X, y,

cay, ia ce pe3yaiilaiil yjegHawu ca %

X

Y cnydajy Kaj ce Tpaxu fia fucdepernujanna jegnaunsa (1), ynjn omn-

LITH MHTErpan Tpeda fa 6yne pen (4), He cagpKu eKCIUTHIUTHO NPOMEHbH-
BY X, jenHauuHa (7) CBOHA ce Ha

_ 9
f;1+l - f ay ’
a jennayuna (10) na
)
[fonr]= [f]lii},
dy
IIpH YeMmy je
(” +1)An+l = .f(xO’y())?!La
Yo

¥3 4era Cneiu HOBU CTaB.

III crar. — [a 6u peg (4) tipegcitiasnao oiwiniu uniiieZpan Heke gige-
peHyujante jeguadure fpeoza pega Koja He cagpicu eKCUAUWUITHO He3d-
BUCHO HPOMEHDUBY 8EAUHUHY X, HOTPEOHO Je 1 gO8ObHO ga U3pa3s

_ (DA,
94,
9,

A

uMma jegry UCily 8peqHocili 3a cse gpegrociiun=1,2,3...

W y Tom cnyuajy oprosapajyha gudepennyjanta jegHaunna ogpebena
je craBom II.

Hakie, na nu he gatu pen (4) 6ury nnu nehe Gury oMIUTH HHTETpaT
HEeKe jeflHauiHe IPBOra pefa, 3aBUCH UCKIbYUYHBO Of] TOTa ga aAu he wezosu
Koeguyujenitiu A, 3a uHeapujariily umaitiv u3paa A; kaga je o cayuaj, gu-
Qepenyujanna jeguavuna itioza pega gobuja ce u3 came spegHoCiiil tile UH-
gapujanilie.

3a pen (4), Ha IpuMep, 3a KOjU je

AO = Yo Anzy_(:'v
n

MHBApHjaHTa je
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A= yy;
3a pef 32 KOju je

1-3-5-...-(2n
2" nt

Ay =Yy, A= =D (Vo = xo + 1",
oHa je

A= %(yo —xg+ 1’ +1;
3a peft 3a KOjH je

A0=y()v

WAV - -2 - \n—4
A, =Y, (2x¢) + (2x) + (2x¢) o
nt n-2)t 21(n-4)!

oHa je
A=2x0Y0;
3a pef Iye je
Ao = vy A = =D"'@2n=-2)!
T a =Dy Y
OHa je
1,
A=—;
Yo
3a Pefi 3a KOjH je
Ay = Yo,
- _Jo gy = — Jo
4 e (4n+2)!
4y, =m0 o iy
T dn+ D! YT ne 3y

HAaJas3m| ce Jia je
A=A1-y3.

2. OBO WITO je HATpeN M3IOXEHO, MOXe Ce IPEe[CTaBUTH U Ha OBaj
HAYWH.
Yommre, dhyHKIH]a

(15) y:(p(xacl‘?CZ):

KOja cajpKu BE MpPOu3BO/bHE KOHCcTaHTe C| U C,, ONIUTH J& HHTETpall
jenne gudpepeHInjanHe jefHaYlHe APYyrora pefia Koja He cafpu He C) Hu
C,. Ta ce jequaunba CBORM Ha jeflHAUNHY NMpBOTa pefia Kajfa ce usmebhy
IBejy KOHCTaHTH YCIIOCTABH HEKa pejaiyja
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Tako, Ha pumep, dpyHKIHIja
y=Csinx+C, cosx

OTIUTH je HHTETpaJs jeHaYnHE
Yy +y=0;
TO j&, MebyTuM, ONITH HHTErpast u jeHaunHe
y2+yt-1=0
KaJia ce Meby KOHCTaHTaMa YCIOCTaBY pelialyja
Cl+C;-1=0.

Amu, dysknuja (15) Moxxe OWTH ONMIITH HHTErpaN jeHAYNHE NPBOT
pena (koja He cafpxu Hu C| Hu C,) a fa KoHctante C, u C, HE MPECTaHy
OuTH NpOU3BOJBHE, Tj. la He Mopajy 6utu Meby coGom Besane. Takas je
ciydaj ca (PyHKIIjOM

Y =¢(x,%0,Y)

KOja MpefcTaBlba MHTETpal jefiHaUKHe NIPBOTA Pefa KOju 33 MPOU3BOILHY
BPERHOCT X = X, Mo0#ja HPOU3BOJEHY BPEJHOCT y = Y,; IOBOJBHO j& y3eTH
xo =Cy, yo =Gy
Tako, Ha IpuMep, PyHKIH]jA
y=Cperc:

OTIITH j& WHTErpal jegHavuuHe
a7 y'-y=0;

dhyskumja
y=sin(logCix+C,)

OTIIITH & MHTETPAJ jeJHAUNHE

(18) 22yt +y?~-1=0.

Oty pas3nor Takpora (akTa je oueBufaH — y TAKBAM ClydajeBuMa
yBEK MOCTOju jefiHa oApehena pyHxnuja

(19) MCLCY)

neejy koucrantu C, u C,, TakBa fAa, Kaj ce crasu na je A(C,,C,) = C, obe
koucrante C, u C, HECTajy y M3pasy OMIITET MHTerpana y, KOju I0CTaje
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dyHKnmja TpOMEHIbUBE X B KOHCTaHTe C; OBa Taja UMa yJIOTy jelMHE WH-
TETpalyoHe KOHCTaHTe.
Y cnyyajy jeqnaunne (17), koncranta C je u3pas

C = Cle_C2 5
3a jequaunny (18) oHa je
C = IOgCI +C2.

YounMo caf jJefaH ONIITH HPOOIIeM.
Kapa je gaT moTeHnujanuu pej

(20) y=Ay +A(x—A)+ Ay (x~ A +...,

rae ¢y A, Ay, AL A,,... pyEKOHje BEjy TPOU3BOJLHUX KoHCcTaHT! C; U C,,
Hahm:

1) doitipebre u gosomie ycaose 3a e23UCTeHYU]Y jegHe gudbepenyu-
janme jegnauure upsoza pega koja He cagpwu C, u C, u wuju he oiwiniu un-
iiezpan 6uitiv uapaxcer peqom (20);

2) gughepenyujanny jegrauuny y cay4ajy Kag ona Goctioju.

AKO ce cTaBu 1a je

A(C,Cy) =0,
Ap(C),Cy) = Bv

napaMeTpu o 1  6uhe nosnare pynkumje koHcranata C, 1 C,. CmeHuB-
IITY 1bUMa Te KOHCTaHTe, (DYHKIM]ja y TIocTaje

1)

(22) y=B+B(x—a)+By(x—0a)* +...,

riae he xoedunmjeHTn By, B,, B;,... 6uTH no3Hare QpyHKIH]je MapamMeTapa o
u 3 1 npoOieM ce CBORU Ha OHAj pellieH y IPeTXoAHoM naparpady: y Tpeba
na Oyge MHTeTpal Heke jeqHaywHe IpBoTa pefa KOju 3a x = ¢ jfobuja
BpenHocT y = f3.

Ha nu ke pen (20) 6uru unu vehe GUTH ONIITH UHTETPAlN jefHAYUHE
NpBOTa pefa, 3aBUCH Off TOra fia nu he meroBu KoeuuyjeHTH B, UMaTH 32
nHBapujanTy u3pa3 A (y xome A, TpeGa cMeHuTH ca B,) unm je Hehe
nMatTH. A Kaj je To ciuyuaj, audepeHnHjanHa jefHaurMHa ce Joluja
eJMMUHAHIjOM [IBe]y KoHcTanata C; u C, U3 TPH jeHaYKHE!

A(Clac2) =X,

(23) Ap(C,Cy) =y,
d

A(C,,C) =2

dx
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Ha 6ucmo oppenunu xoucraury C momohy C, m C,, Xoja he umaTu
yIOTY jefHHe MHTErPalMOHE KOHCTAHTE Y OIINTEM WHTETpany y,
npumeTuMo fa cy C, u C,, Mafa ¢y UM BPEHOCTH IPON3BOJbHE (KA0 MITO
je u cny4aj ca xg,Y,), Besanu qudepeHInjanHoM peanujoM Koja ciefyje
13 OffHOCA

B 4c,cy= 28, 94 4G
do, oC, dC, dC,
To je nudepennujanna jefHaunHa
dC
24 —2 =®(C,,C,),
(24) Rl IGHEY

rae je @ onpebena dynknuja koucranta C; u C,, Koja UMa 3a u3pas

9 _ et

25) oo
AC,Cy))————
1( 1 2)8C2 acz

0 TOME ce yBepaBaMo JudepeHlujabekheM IPBUX [Bejy jenHaunua (23) u
cMeHOM fobujernx dx u dy y Tpehoj on Tux jenHaunua.
Kag ce ofiwitiu unitiezpan jegnauune (24) natiuue y o6auxy

(26) W(Cy,C;,) = const.

u3pas p uma yaozy korcivaride C.
3. [TpumennMo pe3ynTaT U3 MPBOT Naparpada Ha ciiy4aj Kaja peqn

(27) y= Ay + A (x—x)+ A (x—xp)% +...

NpefCTaBIba WIPAHCYEHGEHIUNY Ueay QyHKUU]y TPOMEHIBABE X, KOja 33]10-
BOJbaBa KaKBY aizebapcky fAGEPEHIT)aIHY je[HAUHHY.

[la 6um oBa jegHaumHa 6una anre6apcka, NOTpeGHO je W JOBOJBHO fia
koedunmjenat A, 6yge anrebapcka QyHKIUja IPOMEHIBEBHX X, Y, (pa3y-
Me ce, ITOfl MPETIOCTaBKOM Jla Koe(puIujeHT:H A, UMajy 3a HHBApPHjaHTY
u3paz A). Tapa ce yBeK MOXKe U3pa3uTH y OGJIHKY penalyje

(28) W (X9,Y0,.41) =0,

T7ie je ¥ HeKH Hec8og/blig TIONMHOM O y, U Aj, ca KoeduuujeHTnMa KOoju cy
anre6apcke (PyHKIH]e IPOMEHIBUBE X .

Osnauumo ca L anre6apcKy KpUBY Koja ce foOHja Kafa ce y jegHaqn-
Hu (28) y, m A, cMaTpajy 3a KOOpAUHATE jeHe IOKpeTHe Tauke M(yy,A;) v
pasHu y,0A4,. ‘
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Jia 6u q)yHKIiHja y, fedunucana pepoM (27), 6una uena QpyHKUHja
NPOMEHIBHBE X, IOTPEOHO je ¥ JOBOJBHO Jia U3pa3

"4,

TE3KH HyJIH Kaja n 6ecKpajHO pacTe, ¥ TO Ma KAKBE BPEIHOCTH UMAJTH X, H
Yo. TakaB ciydaj HacTyma Kaja, Ha IpUMeEp, NPUIAKOM GecKpajHOT pa-
mhema HHAEK A 1 JeflaH U APYTH JOTaPUTAMCKHU H3BOJ

d

d
P oga, 1 LlogA,,
Pt ay ¢

pacTy CIopHje HeTo 1, M TO 32 Ma KaKBE BPENHOCTH Xq,Yy; TO Ce BUAN W3
uspasa (11) xoju gaje

A/z+l - 1 _a__logA” + f(x(hy())ilOgA”.

A n+1ox n+1 dy

n

Kapnaje, npu ToMe, niena ¢pyHKIMja y TpaHCHEHAeHTHA, II03HATH CTABO-
BU U3 aHAJIUTHYKE Teopuje anrebapckux AucpepeHUUjalHuX jefHaunHa
npBOra pefia JOBoJe 10 Tora fiapenannja (28) ucnyimasa cueiehe ycnose:

1) anre6apcke (pyHKUMje TPOMEHIbUBE X, Koje (DUrypHINy Kao Koe-
dhunujenTn y jegnaunuy (28) yBeK Cy MOTUHOME IO X(;

2) kapna ce y jeqHaunHm (28) cmeHe

- Vs
X0,Y0.A; ca Xx,y,y

nobujena pudepeHIyjanHa jefHavYnHa HeMa HUKaJ IIOKPEeTHUX MHTerpan-
HUX KPUTHIKHAX CHHTYJIapHUTETa;
3) kama Ccy TH MHTErpaiHy CUHTYJIAPUTETH HEOKPETHHU, anrebapcka

KpuBa L yBeK je yHuKypcanHa.™"

y ckpahenom npesony Série taylorienne exprimant I’intégrale générale d’une équation
différentielle du premier ordre pacnpasa je o6jaBmena y Bulletin A, Académie royale de Serbie,
N®. 5, Belgrade 1939, pp. 21-23 u 6una je pedpepucana y FdM, B. 65, 8. 369-370 (H. Wiitich),
Zbl, B. 21, 8. 225 (Herald Geppert) 1 Mathematical Revains (fame y o3uanu MR), t. X1, 4, p. 247
(P. Franklin) (mp. 1. T.).



JEIHA 3AJE[JHMYKA OCOBHMHA
MHOIITBA NTUOEPEHIIMIATIHMNX
JETHAYMHA'

I

ITocTojn MHOIITBO AU EpPEHIN]ATHNX Je[HAUNHA CBUX pefloBa Koje
uMajy OBy OCOOHHY:
Kag ce 3na jegrna ogpebena pyrkuyuja

(1) U(x,y,y2)

Koja 3asucu og gea HapliiukKyaapHa uHiieZpasa y, U y, jegraxume, Kao
Gyurxuuja 6(x) He3a8UCHO HPOMEHDUBE BEAUUUHE X, MONCE Ce 3HATIHU U C6a-
Kui locebuuye og iiakea gea uHiiieipana y, U y,.
Taksa he ocobnna, kpaTkohe pajau, y oBoMe pajy OWTH Ha3BaHa 0CO-
b6urom (P). '
JIako ce MOXEMO YBEPUTH fIa OUCTa NMa AU(EPEHIM]aIHAX jefHaAYH-
Ha ca ocobunoM (P). Tako, younMo jefHauYNHY TPBOT peAa

(2) F(x,y,y)=0,

rae je F ¢pynkuuja Koja numa cnejehe ocobune:
1) na ce pa3nuka

(3) F(x, 0,90 = F(x,52,93),
u3paxkasa y o0NUKY
4) O (x,U,V, V),
roe ¢y U u V pBe ¢dyHKUHje Koje 3aBHCE OF X,y;,y, U Tie V' o3HayaBa

n3BOR (pyHKIHAjE V 110 X;
2) na je pudpepeHIyjanHa JeffHaurHa IPBOL pefla

* Cpricka kpabeBcka akajemuja, Inac, k. CLXXVI, Ipsn paspeq, k. 88, Beo-
rpap, 1939, crp. 227-240. M. [Tetposuh je oBy pacnpaBy caomuTuo y AKageMuju npupo-
Hux Hayka 16. geuemOpa 1938.
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(5) | ®(x,0,V,V)=0

HHTeTrpabuiiHa 11a Ma KakBa Omsia Mpou3BosbHa pyHKIHMja 6 (x).

Taga he jeguauuna (2) umaitiv ocobury (P).

Ha 6ucmo ce y To yBepunu, Heka je (1) dyHRIHMja ABa NapTHKYIApHA
HHTEerpaja y, U y, jefHaunte (2) gara xao mosHata ¢gpynknuja 6(x) mpo-
MCHJBHBE X, TAKO Jia je

(6) U(x’yl’yZ):e(-x)-

[TomTo je ncTOBpEeMEHO

F(x5yl’yl,) = 0’
™ ,
F(x,y,,593) =0,
ouhe u
(8) F(x,y1,50) = F(x,9,,¥5) = 0,

HITO Cce, upema ocobunu (pyHKIMje F, n3paxkasa y oONUKY jeqHauInHe (4).
" ITo mpernocraBum, Ta jeqHaynHa je WHTerpalbuiHa; HeKa je T (x) meH
HHTErpa’ KOjH 3a JIaTy TIOYETHY BPEJHOCT X = Xy JoOHWja OHY BPEJHOCT
Kojy nobuja uspas

©) V{x,y1,52)
3a x = X,. [IBe jemHavuHe
V(x,y1,y2) = n(x),
U(x,y1, ) = 0(x)

(10)

onpebyjy Taga (y onmrteM ciayuajy) IBe HENO3HATE y; U y,, LITO IIOKa3yje
na jenHaunHa (2) opucTa nMa ocoGuHy (P).

Pasne nudepenimjanue jeqnaunue (2), Koje HUCY UHTerpabuUIHeE, a
Meby KojumMa ce Hanaze U HeKe je[lHaYMHEe Off HAPOYHUTE BAXKHOCTH Y IPHUMe-
HaMa, UMajy TakBy ocoOuMHy. ¥ OBOME HITO ClIef TO he OMTH U MTOKA3aHO
Ha HEKWMAa Off IbHX.

I

Yo4uuMo No3HaTy HEMHTErPAGUIIHY jefIHaYHHY

(11) yi+y +f(x)=0,
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Ha KOjy ce Hamia3y y npobieMuMa qudepeHdjarHe reOMETPHU)e U MEXaHN-
Ke, U IPeTHOCTaBAMO Jia jOj ce 3Ha 30up [[Ba MapTUKYyJIapHa HHTeTpajia y, U
y, Kao ¢pyukuuja 6 (x) npomensuse x. Mspas (3), xoju je oBpe

/2 2 02 2
NEN Y =Y
MO3KE Ce HaImcaTy y OOIUKY

Gr =y 01+ y)+ O = y2) (i +y2),
Tj. y OONHUKY

(12) Ve +Vve,
rme je

(13) V=y-».

Jepuaumna (5) oBpe riacu

(14) Ve +ve=0

U IeH HHTErpal je
—j—g;dx
(15) V=4 |,

rie A 0O3HayaBa KOHCTAHTY UHja je BPEJHOCT OHA KOjy fiaje pPasiuKa y; — Y,
3a X = Xg.
W3 nBejy jennaunHa (10), Koje cy oBfe

1 —j-g;dx
) yl had —(9+A€ 0 ),
16 - 2
0
1 —j?d/\
Yo = E(G_Ae ),

13 KOJUX Ce BU[Y Aa ce ofjpenla HHTerpana y, U y, U3BpIlaBa iiomohy jegre
Keagpaiiype.
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Hcroseran ciryyaj 6u 6o u oHa Kaj 61, yMecTo 36upa, Omiia mo3Ha-
Ta pasiuKa y, —y, ABalapTHUKyNapHa nHTerpana jegHaunse (11). CraBusium
Tana fa je

V=y +y,,
17) 1 T2
( 8=y -y

3a openly ¢yukumje V gobuja ce ucra gudepennujanna jequaunna (14) n
npoOieM ce JaKo IOBpIIaBa.
YounMo Kao IpUMep ¥ jefHaYuHy o6nnka

(18) Y+ fpM+e(x)y+y(x)=0.
Kapa cy y, 1 y, IBa HeHa MapTUKYJIapHa HHTErpana, OHja je
+fEpO)+e)y+y(x) =0,
Y2+ () p()+9(x)y, +y(x) =0,
OffaKIIe ce ofy3rMarmeM fobuja
Y=y + @) -pOII+ () —y,) =0.
ITpernocTaBuMO Jia ce 3Ha pasiuKa
(19) pOD=p () =0(x)
Kao (pyHKIHja 6 IpOMEHIbYBE X. AXO Ce CTaBH Ja je
n-»=V,
3a ofgpenly ¢yukuuje V nobuja ce NuHeapHa jeAHAYUHA
(20) V' +oV +p6=0.

O3znauuBing ca 1 (x) OHaj HeH WHTerpal KOjH 3a II0YETHY BPEJHOCT
X = xo fo6uja UCTY BPETHOCT KOjy fo6uja pasinKa y, —y, 3a X = x, iMahe
ce JBe jeqHaAYNHE

1 Y=y =nx)
@D PO =D O2) = B(x),

Koje onpebyjy ABa mapTHKyJapHa MHTerpana y, u y,. Onpenba Tux wHTe-
rpana u3BpliaBa ce IoMohy Be KBafpaType.
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I

U omnra PukaTujeBa jegnaunna

(22) Y+ 0y +o(x)y+y(x)=0

Hanasu ce Meby onnmMa xoje umajy ocobuny (P).
1) IpernocraBumo fa ce 3Ha 36up y, +y, OBa HeHA MapTUKYyIapHa
UHTerpana Kao gpyHkuuja 6 (x) mpoMenmbuBe x. 3 aBejy jeqHaunHa

(23) yl,+fYI2+(PYI+U:I:0’
Y2+ 3+ @y, +y =0,
CTaBWBILH fa je
Ny =V,

ofy3uMameM ce [o0uja
V+(f8+9)V =0,

OflaKJIe je
—J;(f9+cp)dx
V=AW, roeje W=e " ,

r1e je A KOHCTaHTa jef[HaKa BPEeJHOCTH KOjy gobuja pasnuka y, —y, 3a
HOYEeTHY BPEJHOCT X = X, IPOMEH/bYBE X. [[BE jeqHaunHe

V=Y = AW’
yi+y, =8
onpebyjy mapTukynapHe uHTErpane y, 1 y, y OGIHKY

y = %(9+AW>,

1
Y2 = 5(9— AW).

(24)

Ta gea unTerpana onpebyjy ce lomohy jegre keagpailiype. Kaxo ce momohy
[Ba NMApTHUKyIIapHa MHTerpana PukaTujeBe jefHAYNHE MOXKE OfPENUTH H
HeH ONIUTH WHTEerpall, X TO JeAHOM KBagpaTypoM, TO ce [OJa3’ A0 OBOTa
cTaBa.

Kaga ce 3na 36up gea lapiuuxyaapHa uniiezpana Pukailiujese jegra-
uUHe, MOXCe jo] ce ogpeguitiu u ofluiiiu uHillezpan iomohy gee keagpaiiype.

2) IIpernocraBuMo fia ce 3Ha pasnuka y, —y, Kao gyHkumja 6 (x). U3
nBejy jenHaunHa (23), cTaBUBINY fia je

Yty =V,
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ORY3UMAareM ce 11061/1ja

(25) 0"+ fO8V +¢8 =0,
oJlaKJye je
_9_1¥
fore’
Ia ce U3 JBejy jelMHauynHa
)’1‘)’2—9,
Nty =V,
nobwuja fia je
n-o-4[35-2).
_ 1 1(16 o
Yp =8l
2 2\fe6 f

Haxie, iBa mapTUKyJIapHa HHTErpana y, u y, [obwujajy ce bes keagpa-
iniypa. To noBoau no cneneher crasa.

Kaga ce 3na pasauka gea fapitiuxyrapra unitiezpana Pukailiujeae jeg-
HAwUHe, Moxce Jo] ce ogpequiniy u olwiiiu uMiiezpan, U o iiomohy jegHe
Keagpatiype.

3) IpeTmocTaBUMO Ja ce 3Ha pasjinka KBajpaTa yi — y; [Ba HapTHKY-
JapHa WHTerpasna kao ¢pyHkuuja 8 (x). AKo ce CTaBH Jia je

=y, =V,

ofy3UMareM ce fobuja jeqHaunna (23)

V' +oV +f6=0,
OfaKyIe je
—f(pdx X f(pdx
(27) V=ev |A- J.e"" - f8dx |,

X0

r7e je A KOHCTaHTa jefHaKa BPEeJHOCTH KOjy fo6uja pa3nuka V 3a x = x.
C gpyre crpaHe, IOILITO je
0=y —yi = +y)V,

TO Cy HHTEerpaia y, u y, ogpebenu gsemMa jeqHaunHaMa
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=y =V,

0

Y1ty =Tv“s

W3 KOjuX je
N =%(E+VJ,
(28) v

e
2 2 v 5

rie je V pato obpacuem (27). Ta gBa unTerpana y, 4 y, fobujajy ce, faxie,
ilomohy gee keagpaitiype. V13 Tora ce go6uja oBaj cTas.

Kaga ce sna pazauka xsagpaiilia gaa apitiuxkysapra urinezpana Puka-
ifijese jegHauiine, Moxce joj ce ogpequitiv 1 Oduiiliy UHIieZpan u o Uo-
MORY ipu K8agpaiiiype.

4) IpeTmocTaBUMO fia ce 3Ha 30Up KBajpaTa y; +y; ABa HapTHKY-
JapHa WHTerpana Kao ¢gpysxkuuja 6(x). AKo ce cTasu fia je

Nty =V,

cabupameM jefHaunHa (23) 3a V ce Hala3u je[HauNHA
Vi+oV +(f0+2y)=0,
u3 Koje je

—j\(pdx X f(pdx
(29) V=en |A-[et (fo+2y)dx),

Xo

I7le je A KOHCTaHTA jefHaKa BPEJHOCTH KOjy mobuja 30up y; +y, 38 x = Xx.
Warerpanu y, u y, fo0ujajy ce Taga nomohy jeejy jefiHauMHA

B4 +y2 = V’
yi+y; =6,
ojaxJe ce Hanasy fia je

1
Yiy2 = ‘2‘(V2 -0).
ITpema ToMe, y; H y, Cy KOPEHH KBajjpaTHe jeHAYNHE
(30) y2—Vy+%(v2—e)=o,

pelere no y, a rae V uma spegroct (29). Orypa crepu cTas.
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Kag ce 3na 36up ksagpailia gea tiapitiukysapra unidezpana Pukaitiu-
jese jegnauume, moxce joj ce ogpequitiu U OWUAIHU UHIeZpaa U O Homohy
wpu keagpaiuype.

v

HocraBuMo cajga nuTame.
Kaxea ttipeba ga 6yge ¢pynkuyuja W(x) y jegnaquni
(31 Y+ +y(x)=0

ua gd 36up gea rweHa Hapiiukyaapua utitiezZpana y, +y, oyge jegHak gaiiioj
Gdyrryuju 8(x) pomermvuge x?

ITobumo ox o6pa3zana (24), Koju 3a yOUEHH cityuaj HMajy oOIuK

1

¥ == (8+ AW),
(32) :
Y2 = 5(6 - AW),
rze je
—f()d,\'
(33) W=e™

JudepenurjamemeM ce fobuja

¥ = %(e' — ABW),

¥, = %(e' + ABW).

(34)

Ha 6u cdyrkuuja y, 6Wia napTHKyJIAapHE HHTEerpan jeguauune (31),
Tpeba aa je
yi+yE+w =0

u3 dera ce cvenama (32), (33) u (34) nanasu fa je

1o 14 1 4000
g=-te_Llgr Ly
v ) 2 4 4

(35) -2 fed\‘
_lAze X0
4 4
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Taxo ce ucTo, nN3pas’uBIlM y, Kao NApTUKYJIapHA HHTETPAJI jeHAYNHE
(31), mobmja ycioB U3 Kora ce omeT 3a Y (x) Hamasm uctu u3pas (35).
OTyja 3aKIbyYaK:

ga 6u 36up gsa iiapitiukysapHa uniliezpana jeguaqure (31) 6uo jegrax
jegHoj gaitioj pynkyuju 6(x) iipomenmuse X, hynkyuja \y iipeba ga uma
obaux (35).

Kao mrro ce Bupm ycloB je u norpebaH 1 JOBOJbAH.

Ha nctn HauuH ce pemasa u caefehu npotiem.

Kaxea eeza itipeba ga iiociioju uameby koegpunujenaiia f, ¢,y oiiwitie
Pukainujese jegnavune

(36) Y+ Oy +e(x)y+y(x)=0,

fa ga pasauxa gea weHa HapiiuxkyaapHa unidezpana oyge jeguaxka gaitioj

Gpyuxyuju 6(x).
ITobumo o o6pazana (26), n3 Kojux ce foéuja

(37) ,
y :_lef_li(iﬂ_Jr_(B],

Cmenowm Bpepuoctu (26) u (37) y jeqHaunnaMa Koje A3pakaBajy ia y,
U y, 3amoBosbaBajy PukarujeBy jepHaumay (36), mocne moTpeGHOT CBO-
hema, 3a 06a nHTErpana y U y, Hala3} Ce jeJlaH HCTH YCJIOB, a TO je

_1d(10,0) 1, 11(60) 10
(38) W(X)"zdx(feijJ 5 7° 4f(6) i

W3 Tora cneny 3axibydaK.

Mla 6u pazauka gea dapiiukysapHa uniiiezpana jegnaiune (36) 6una
jegnaxa jegnoj gaitioj pyuxyuju 8(x) pomensmouse X, usmehy Koeguuyuje-
naitia £, Q,  jegnaqune (36) fipeba ga ociioju 8e3a UCKA3AHA JeGHAYUHOM
(38).

Hcrn 61 ce MOCTyNIak NPUMEHHO U Ha ocTale ciydyajese 3a PukaTu-
jeBY jefHAUYMHY.

3a cnyvaj PukaTtujeBe jefHauMHe CBE[JeHE Ha KAHOHCKH OGIUK

(39) Y +y?+y(0)=0,
dyHxIMja ¥ Tpebda fa iMa 00Uk

1 d? 1d 1.0
=24 jop0-2 % 1opp 202,
Ve BT BT
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v

YouuMO OHINTY JIMHEeapHy XOMOTeHy AudepeHnujandy jegqHavuny
Apyror pena

(40) Y +e(x)y +y(x)y=0.
CMeHoMm
(41) Yo,

y

OHa ce TpeTBapa y PuxarujeBy jegnaunmy
(42) uw+ut +ou+y =0,

Hexa cy y, u y, iBa napTuxynapHa unrerpana jeanaunne (40), ma he

(43) =2 m u2:y—2
M1 Y2

6uTH [{Ba ofiroBapajyha napTukyjaapHa gHTerpana jefHagnne (42).

IIpeTnocraBuMo ja ce 3Ha MPOU3BOJ y,y, IOMEHYTA [Ba HHTErpana
Kao yHKnmja 0 (x) nmpoMeHmuBe x; Taja he ce 3HaTU U 36Up | + U, OATO-
Bapajyhux UM uHTerpana jegHaunse (42) jep je

d 0’
44 u +u, =—1o =—.
(44) i = - -logyy, =
3uajyhu, qakmie, 36up JBa MapTHKYJIapHa HHTErpaia Puxarujese jen-
HaunHe (42), mpema oBOMe ILITO IMpeTXo/H 3Hake ce U CBaKH MOCEOHIIE Off
TUX MHTErpaia, u TO nmomohy jenne kBagparype. [Ipema o6pacunma (24),
[IpUMeEHIM Ha jefHaunny (42), Guhe

1
u = — (0" + AW),
i 26( )

1
= — (8" — AW),
Uy 26( )

(45)

naje

- j\v(p dx
(46) W=e® |,
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I7ie je A KOHCTaHTa jefjHaKa BPEJHOCTH KOjy A0OHja pasnuka u; —u, 3a
X = Xo Tj. JefHaKa Pa3luLy BPETHOCTH KOje 06Hjajy IOrapuTaMCcKi H3BO-
I¥ ABa MapTUKyllapHa HHTETpana y; 1 y, jegHaumue (40) 3a x = x,. [Towrro
je

y= efudx

3

HHTErpalu y, U y, Onhe ogpebenn jemHaunHamMa

Il .,
uydx — | (0" +AW)dx
fu - ezje

9

y=e
- (47) ‘ L1,
J‘ugd,\‘ "2‘_[5(9 —~AW)dx

Yo =€ =€

]

rie je W nedunucano uspasom (46).

Orypa cnegehu

Cuiae. — JIuneapna xomozena gugpepeHyujaita jeguavuna gpyzoza pe-
ga uma iy ocobuHy ga, kag ce 3Ha IpouU3soy gea rweHa NapiiuKyAapHa H-
iiezpana, 3nahe ce u rweH oWty uHilleZpan, u o Homohy gse Keagpa-
mype.

IIpuMeHOM OHOTa IITO je Ka3aHO y OflelbKy IV MOKe ce peluT npo-
6i1eM: KakBa Besa Tpeba la mocToju u3Mehy koeduuujeHTa ¢ u y jen-
HaumHe (40) ma ga mpom3BON HEHA [Ba MapTUKyJIapHA WHTerpana Gyge
jemHak faToj pyHKUMjK 6 (x) TPOMEHIBUBE X.

HanocneTky Tpeba [OfAaTH Ja ce OBO IITO NPETXOAH NpUMEmYje, ca
noTpeOHUM H3MeHaMa, Ha MHOIITBO Pa3sHOBPCHUX APYIHX JudepeHunjan-
HEX jegHaunHa.” "

o Ckpahen npeBop oBe pacnpaBe Propriété commune d une multitude d’équations
différentielles, oGjaBmen je y Bulletin A, Académie royale de Serbie, N®. 5, Belgrade 1939, pp.
49-56 n Guna je pecpepucana y MR, t. X1, 4, p. 247 (P. Franklin) u FdM, B. 65, S. 371 (W.
Quade) (np. 1. T.).



OCETJbMIBA MECTA OBMYHUX 1
MU®EPEHIIUIATTHUX JEMTHAUNHA"

OO6uyHa je cTBap fja KakBa jegHaYnHa, OOMYHA WK AUepeHIjanna,
y K0joj purypullle Kakap mapamerap o, gaje jefjal pe3yaTaT 3a BPeJHOCTH
O, Marbe Off JeTHOTa CTATHOT 6poja a, a {PYTH pe3yaTaT, OUTHO PasinduT Off
IPBOTA, 32 BPERHOCTH 0. 8efie Off d.

Tako HIIp. jeHaYnHA

2 +y*+oa=0

NpEJiCTaBba CUCTEM KOHIEHTPUYHMX KPyrosa kaf je o < 0, a Tauky x = 0,
y = 03a o = 0. CanuaHs je ciyuaj 4 ca YHBbeHnLaMa Koje pe3ysITUpajy u3 Ju-
HeapHe AudepeHnujamte jefHaurHe Jpyrora pena

HIP. y [0jaBU eJIeKTPHYHEX (DIYKTyalurja IpH HCIPakibaBamky eleKTPH-
YHUX KOHjeH3aTopa. BpegHocr y (enekTpuyuHo ontepeheme) je mepumonu-
yHa (PYHKIH]a BpeMeHa ¢ Kaj je 0. > 0, a MoHOTOHA yHKUKja Kaf je o. < 0.

Anu je Marbe oOWYHA CTBAp J2 jefHAYNHA [OBOJHU [0 JENHOT Pe3yl-
TaTa 3a O = a, a [0 APYIor, U3 OCHOBE GUTHO PA3IHMYUTOT 34 Md KOJY gpyzy
8pegHoCil o, 6uno Behy, GUI0 Mamsy Off a, A U 32 OBY OECKpajHO ONICKY
BpegHOCT o = a €.

Tako, IpeTIocTaBUMO HIIp. fla jegHaunHa IITO Be3yje ABE NPOMEHIbH-
BE X W y Cafip>K¥ jelHy KOHCTAHTYy O UHWjy BPEIXHOCT HE IIO3HA]EMO TadHO,
Beh caMo npuGNMKHO, TaKo fla ce Ha MECTO IbeHE MPaBe BPENHOCTH O 3Ha
IbeHa IprONmsKHa BpefHocT 0. Tama ce MoXe AeCUTH 1a, Ma KOJIMKO Mana
Guila pasnuKa O — O = €, Y3CBIIX ¢ HA MECTO O, MEIba c¢ OUTHO OOJIHK
Be3e A(x,y)=0 m3Meby x m y, Tako fa HOp. 3a BPENHOCT O KpHUBa

* MaremaTudxu BECHUK, Y[pyXKebe cryfeHara Martemarnke, beorpan 1939, 6p. 5-6,
crp. 8-11.
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A(x,y) =0 uma ilepuoguuan, OCOUIATOPAH, KaPaKTEP, a 3a O MOHOTOH
KapakTep UiIu OOpHYTO.
Taxko HIIp. moBpIIKHA

z =[o(y~x)+1][a*y? + (y - sinx)?]
uMa, Kaj je o = 0, 3a mpojexujy y paBuu xOy CHHYCOUTY
y=sinx

a KaJ| je O pa3auuaTo Off HyJie, TO je IpojeKiumja npasa

HIIH CKYII Ta49aKa

x =0,zw, 27, £37, ...

Nma anre6apckux qupepeHimjantux jefHavYnHa MPBOra pefa
flxy,y,0)=0

YUjU Cy CBUM MHTeTpaly NepHofudyHe (PYHKIMje NPOMEHJbUBE X 32 jelHY
BpeHOCT apaMerpa o, a MOHOTOHe (PYHKIIM]je 3a CBE OCTAJe BPETHOCTH O,
Takas je ciy4aj ca jeqHaYuHOM

y2+y? =1+0u(x)
rae je u(x) XakBa MOoHOTOHA pyHKIHjA. 3a o = (} OIIITH je UHTEerpal

y=sin(x+C) C = const.

W OH je mepHoAnJaH. 3a Ma KOjy ApYyTy BpelHOCT o fobuja ce fudepeHn-
janemem ~ ‘

20" +y)y =ou'(x);

[OIUTO je (DYHKIMja ¥ MOHOTOHA, HeH U3BON 1 HeMa peaHuX HyJia, Ia ux
Makjie HeMa HH y’, TaKo Jia y He MOXKe IMaTH HU MakCHMyMa Hi MHHEMYyMa,
Beh pacre unn onajga MOHOTOHO.

W3 TakBuX npmMepa ce BUAU ia C& MOXKe NEeCUTH 0BO: oGpasal Koju
u3paXkaBa Kakap aHANUTHYKA, MEXaHUYKHU, PU3NIKH UT]. PaKT, MOXKe uMa-
TH KaKBO CBOje ocelli/bU80 Mecilio, ¥ KOje aKo ce caMo IupHe, PakT H3 oc-
HOBE Meba CBOj OMTHH KapakTep. To, ca MaTreMaTHIKo-(heHOMEHOIOIIKOT
TUIEUINTA aje HHTepecaHTaH IpUMep cllyyajeBa y KOjUMa JefiHa, KOJIUKO ce
xohe He3HaTHA M3MeHA jeHOTa (pakTopa y IMOjaBH, N3a3uBa HECpa3MepHO
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BEJIMKY IPOMeHy OMTHOTa KapaKkTepa oBe. Tako ce u3 0BoTa HITO IPETXONH
BUJU A2 HIP. OCyUA4ifiopar TOK NOjaBe TaKBOM, MAHHMAJIHOM H3MEHOM
(akTopa, ofijefHOM ¥ 6e3 UKaKBOT KOHTUHYAIHOT NPEeJIacka, i3 OCHOBE Ce
U3Meryje U Npesiasy y MOHOWOH TOX, 6€3 HKAaKBa Tpara Of Ma KaKBHX, 1a
u Hajcnabujux ocuunanuja. M1 Ta HecpasMepHoCT edekTa ocTaje 3a CBe
BpeMe Tpajama Il0jaBe, I1a Ma M3MeHa (paKTopa OCTalla 3a CBE TO BpeMe
KOJHKO ce rof xohe cnaba.

Jepna dusnyxa mojasa, y K0Ojoj Taj aHaNUTHYKK (DAKT HAJIA3HU CBOjy
MaTepHjalu3upaHy, KOHKPETHY HpUMeHy, 6iia G4 HIIp. mojaBa (QayKTya-
I¥ja IHHEAPHOr eJeKTPUYHOr pe3oHaTopa. Te ¢y ¢paykTyanyje, a npy mo-
fecHoM u300py jefNHULIE MEPE 3a BpeMe f, Macy ¥ IECKPUNTHBAH elleMeHaT
y II0jaBH, peryiucane AudepeHInjaHOM je[HAUNHOM IIPBOTra pefia

2
(ﬂ) +y% = const.
dt

KoOja m3paxKaBa fa je 36up KUHeTHUIKE U NMOTEHIHjaJIHe eHepruje y N0jaBh
cTajlaH 32 CBe BpeMe IbeHOT Tpajarba. ®nyKTyalyje ¢y OCHuIaToOpHe, NepHu-
ognyHe U (IIpU MOMEeHyTOM U360py jeAUHUIA Mepa) NMajy 32 IePHORY 2.

MebyTrM, ako ce yTHI@jeM KaKBUX CHOJbHAX Y3POKa YYHHHU [ja TOTal-
Ha eHepruja pe3cHaTopa ITOYHe Ma M Hajcinabuje, KONMUKO ce xohe crnopo,
a1 MOHOTOHO PacTH y TOKY BpeMeHa, rmojasa he ofjeiHoM, i 6€3 HKakBoOT
KOHTWHYAIHOT Tpejacka, U3TyOuTH He caMO CBOjY MEPUOJUYHOCT, Beh u
caM OCHWJIATOPHU KapakTep U uykTyanuja he y 1oj OUTH MOHOTOHA.

TakBe BpcTe 1OjaBa [ajy, y HCTO BpeMe, U HHCTPYKTUBaH IIpAMEpP He-
CUTYPHOCTH 3aKJby4aka U3BEJICHHX Pe30HYjyhU itiauHo Ha jeHauuHu KOja
6u Guna camo Hpubauxcra, a TpUOTIKHa 01 6uia ¢ Tora LITO je IpH Hbe-
HOM (POPMHUpPAaY WU HEHO] YIOTPEeOU HeIITO HITO C& CMaTpPallo Kao BPJIO
cnabo u 3aHeMapIbHBO, cdhaxTHIKY ¥ 3aHeMapeHo. Ma KoIuKo ce Maso Mpu-
ONMXKHA je[HaY¥MHA pa3jiuKkoBana off TayHe, pe3yaTaT MOXKe 6uTH GUTHO
PA3NIYAT O OHOTA IITO OH CE IMAO0 €A TAYHOM jeHAIHHOM. "

SR

_.+

** Ynanax noxomen y kwu3u M. [etposuh, Yaanuyu, Opymiteo MaT. u dhus. HPC,
Beorpag 1949, crp. 59-61. [lonpo6uujy aHanu3y ose pacnpase yunnuo je XKusojun hynym,
Yaanax Muxauaa Hetliposuha Ocellinusa mecilia 0OUHHUX 1L QuibeperRyUjatnux jegnavuna
fdocmaitipan y caeitiay caspemere gusuxe, Cnomennua Muxauna ITerposnha, Beorpan 1968,
crp. 135-140 (np. 1. T.).
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MUXAWNIIO ITETPOBHU'R
O CBOJUM PE3YITATHUMA:-

HEITOCPEOHO MCIIMTUBABE PEATHMX
HUHTEI'PAJIA

JEMHOM OJf CBOJHX NpBUX pafosa, I. IleTposuh ce GaBH peasHuM BpeIHO-
CTUMa X = X HE3aBUCHO IPOMEHIBHBE X 32 KOje pedanii HHTETPaNu HEKE
anreGapcke jefHaurHE IPBOT pefla y3uMajy H3BECHY YHANPER AaTy Bpew-
HOCT Yy = yj.

Moxe ce, He orpanudaBajyhu npo6iaeM, IpeTIOCTaBUTH A je Ta (PUKCcUpaHa
BpPEOHOCT y = y, jegHaka Hynu. Taga monuroH r. Tlerposuha nosesaH ca jegHayun-
HOM II0Kasyje ia JId BPeAHOCTH X = X BapUpajy WM He BapHpajy ca HHTErpanno-
HOM KOHCTAaHTOM M OMOTyhyje U3pauyHaBame PefioBa HOKpeliHUX Ta9aKa X = Xg
Kao Hyna naTerpana. KomOunyjyhu npaBuna o Hynama 1o KOJUX TOBOIH IOCMATPA-
e MOJINTOHA ca eNeMEHTapHUM NPaBHIINMA U3 TEOpHje anreGapckyx je/IHATHHA,
r. [TeTposuh gonasu o pasnUUUTHX Pe3yNTaTa KOjU C& OHOCE Ha HoKpeiline Hyae
u fonose yHUOPMHUX PEATTHUX HHTETrpaja cafgpXane y (a, b).

Taxo, yKOIHUKO je jefHaulHa Hanucana y oOIHKy

ne=U
S fnynytT =0,

n=0

U aKO 32 BPCAHOCTH IPOMEHIBHBE X U3Meby a U b CBe OfI HyJIe pasinyuTe QyHKIHjEe
fi(x,0) uuju cy MHEEKCH [ UCTe NapHOCTHW MMajy CTANHO MCTH 3HaK, M y3 TO je
fu(x,0) # 0, Tana ce usmeby uBe y3acTomHe Hysae GHIIO KOT MAPTUKYIAapPHOT HHTE-
rpana, peajHor u yHuQOpMHOr y HHTEpBany (a, b), Hara3u najmarse jegarn ioa
UCIIO? UHIiezZpaad; y OBOM MHTEPBaly X0oIoMopdaH HHTETPall MONE Ce HAjELLLEe
Jeganiiyiti anyaupaii y UCHIOM URIepBay.

Kaja mosnuron jegHavide HeMa HUjEHY CTpaHy YHjd je KoeULUjeHT NpaBna
[MO3UTHBAH 1e0 6Poj, TOJOBH dy,dy,ds3,... CBAKOT YHU(DOPMHOT NAPTHKYJIaPHOT UH-
Terpana cy HellokpeifiHu U yHaOpeN MO3HATH. AKO Ce OHa IPETIOCTABH fla Cy
NPETXOJ[HU YCIOBH HCIYILEHH ¥ YKOJINKO e ca k 03Ha4H 6pOj BPEJHOCTH ¢; u3Meby
a u b, Tajla ce HUjemaH YHU(OpMaH peaniaH UHTErpaln ne modxce sutie og k + 1 ityiua
anyaupaitiu y unitepgaay (a, b).

¥V kiwusn Notice sur les travaux scientifiques de M. Michel Petrovitch, Paris 1922. M.
[Terposuh je omucao cBoje pesyarare fo 1922. ropuHe, Te je y noceGHOM NOINaBlby
M3JIOXKHO CBOj paf u3 pucepeHumjanaux jegnaduna. Ipodecop je o cebu nucao y tpehem

auuy (mp. 1. T.).
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Hcre npumenbe Takobe ce NPUMEILY]Y HA peallHe BPEIHOCTH NIPOMEHJbHBE X
3a KOje YHU(OPMHHI PeallHi HHTETPAN ROCTHXKY MaKCUMYM WIH MAHAMYM, Kao K
Ha IHUXOBE IIPEBOJHE TAuKe, Ha BbUXOBE aCHMIITOTCKE IPABIE, HTT.

Takobe ce, 3a MHOre xjace jeqHadYMHA NPBOT pefa, AOJA3U JIO JOBOJbHUX
YCJIOBA [1a Ce HYJIE U IIOJIOBH Y JaTOM HHTEPBaJy PEAHOT U MEPOMOP(HOT HHTEp-
Balla y3ajamHo pasgseajajy y fom UHIlepsasy Ha UCHIU HAYUH KAO Y CAYYA]y (hyHK-
yuje tang x. I'. TleTpoBuh foBOAM 7O Kpaja OBO MpoyuaBame 3a PukaTujeBy jenna-
YUHY U 0Ja34 [0 MpaBMIa KOja Iperu3Ho oapebyjy pacnoneny peanHux Hyla I
6eCKOHAYHOCTH PEallHUX HHTErpaia y JaTOM HHTEPBaNy MPOMEHIBUBE X.

IITypmoBu cTaBOBY O Hyllama NUHeapHE jeJHavuHe Ipyror pepa 6e3 gecHe
cTpaHe 3HaTHO OJIaKIIaBajy je[[HO TAKBO NpOydaBame 3a PUKATHjeBY jeqHAYUHY.
I'. ITerposuh je npommpuo OBe cTaBOBE Ha BPJIO IIPOCTpaHe Kilace fudepeHunjal-
HUX jegHA4UHA C6UX peqosa U Ha cucllieme cumyailianux jegnavuna. Hanme, ako je
[AT CHCTeM n IudepeHIujatHux jenHa4una (£) 6uio Kor pefa, Koju AerHNLIE 1
OPOMCHIBUBHX Y{, V3,..., ¥, K20 (DYyHKIMjE jefHe HE3aBUCHO NPOMEHIBUBE X, UCIO-
CTaBba ce na je jeana oapebena xombunamuja @, koja 3aBucH of, GyHKIMjA Y, K
BUXOBUX M3BOMA ¥ jeNHAKA je, 360T caMuX jeAHaunHa (E), jelHOM Of n3pasa

3a BpEIHOCTH IPOMEHIBHBE X CapKaHe ¥ HeKOM HHTepBany (a, h):

1. win ca Zoproe cilipane 0Zpanudenda HEKOM MO3HATOM (PYyHKUHjOM U(X), Yy
TOM CMHUCITY IITO BpefHocT dyukiuje ® ocraje Marma of W(x) 3a CBe peanHe Bpe-
HOCTH Y|, Y2, Yn'

2. WJIM 0ZPAHUYEHA C §Obe CilipaHe jefHoM o3HaToM dyHKIMjoM A(x) (koja
ce y maTepBany (a, b) He aHynupa), y TOM cMHECNy 11TO BpefHocT of @ ocraje Beha
ofl A(x) 3a CBe peallHe BPENHOCTH Yy, ¥2,..., Yy’

3. WY je UCTOBPEMEHO UCIYEKeHOo 1. u 2.

Y cnydajy 2, yKOJIHKO ce ca 4 03Haul OHII0 KOjU HHTErpal jelHaYuHe

u = AMxXu=20,

U aKoO j¢ y; jelaH peaNHy MHTETpas KOjH je KOHAaYyaH ¥ HENPEKUIaH y HHTePBaIy
(a, b) Kao U CBU KHErOBHU M3BOAM, Tafa ce: uameby gee ysdciloline ipociie Hyne
pynryuje u cagpacare y (a, b) Haraszu Hajeuute jegua nyaa gynxyuje Yy uameby
gee dpocilie Hyae (yHKyUje Yy HAAA3U HAjgulie jegna nyaa ¢gynkyuje u; kaga
pynkyuje y, 4 u umajy aajeguuqky nyay x =, mpomenmusa x he, pactyhu 1o-
qeB Off 0L, gocifiuhu iipeo jegry nyay (pyuryuje, ia Goitiom Hyay pynxyuje yi.

VY cny4ajy 1, yRKONKKO je ca v 03HaueH OMII0 KOjU HHTETPANl jeHAYNHE

v —uw(x)v=10,

uamehy gee fipocitie nyae Qynruyuje v, cagpacare y uniiepsany (a, b), Harasu ce naj-
Marbe jegna nyaa ynKyuuje y 3aitium usmeby gee Gpocitie Hyne GyHKyUje yy
HAAA3U Ce HAjsuuLe JegHa HyAa yHKUUfe v, kaga QyHKyUje Yy U V uMajy 3ajegnu-
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UKy HyAY X = O, Upomenmusa x he, paciiyhu tioues og o, gocitiuhiu Hajiipe jegHy
HyAay @yHxuuje yy, da 3aiium Hyay (pyHKyUje v.

Y cnyuajy 3 umahe ce o6a pesynrara 1 u 2 v ucTu Max.

Y3umajyhu 3a nopenbene QyHKUMje u ¥ v pa3miunTe QyHKIH]e 3a Koje je, ¢
JeRHe cTpaHe, IO3HAT HAUMH Ha KOjHU Bapupajy u3pasu A(u) u A(v), a ¢ Apyre cTpa-
He, pacrofena Hyja y garoMm uaTepsaiy (a, b), r. [lerposuh ykasyje ma ognoce
mMeby ocoGernoct pyaxmje © Koja ofroBapa HEKOM HHTErpany y, cucrema (E),
3a KOjU je MPpeTIOCTaB/bEeHO JIa je peallad, KOHa4yaH ¥ HenpeKunaH y (g, b), Xao u Ha
yYECTaloCT OCIUNaNnyja HHTerpana y, oko oce Ox. VMiMamo, Ha npumep, ciencha
IIpaBHia.

1. Axo je @ ¢ gome cTpaHe OrpaHMYEHO Y HHTEpBaly (a, 6) HEKOM CTaIHO
MIO3UTHBHOM (DYHKLUJOM, Tala UHIIeZpan Yy y MIOM UHILIePEARY HAJSLLULE JeQanily it
MEH:A 3HAK.

2. Axo je ® c ropme CTpaHe OrPaHUIEHO HEKOM CTalHO HEFATMBHOM (QYHK-
nujom y nHTepBany (g, b), y KoMe OHa UMa FOpiY rpanuny —N, Tafa unilieZpas yy
Mera Y oM UHIIepeany 3HAK HAJMARE OHOAUKO Hyid KOAUKO UM UEAUX
jedunuya y 6pojy

(b=arN
- .

3. Ako je @ ¢ fome cTpaHe OrpaHUueHO HEKOM CTaJIHO HEraTHBHOM (DYHKIIU-
jom y urTepBany (¢, b), y KOMe OHAa UMa ROWY rpaHuily —M, Taga uniiiezpan yy y
[IOM URITIEPBANY MEFhd JHAK HAJBLULE OHOAUKO HYIIA KOAUKO UMA LEAUX JeguHlua
y 6pojy
b—a)M
(h-anm

T

4. Ako cy nosutuBHe KoHcrarnre C u D uzabpane tako fna @ y (g, b) Oyne ¢
ropbe CTpaHe OrpaHMIeHO (DYHKLHjOM

2m
C - Dx
(52) -,
X
KOja je HEraTuBHA ¥ (a, h), Taga LLHL—Lzeip[l/l Y Y oM LlHLL_lepBCIﬂy MeHd 3HAK H[l].~
MAHE OHOAUKO ﬁylﬁ[l KOAUKO UM UEAUX jengHLlHa y 6p0]y

bm — am

(53) TP,

T D
= 1+4~’ = [—=
" “ PETyac

VicTo TaKo, YKOMKO Cy [MO3UTHBHE KOHCTAHTE A U B u3abpaHe Tako ja y UH-
TepBany (a, b) uspas ® 6yae ¢ ome cTpane orpaHuyeH dpynkuujom (52), Herarus-
HOM y TOM HHTEPBAJY, Ta[la y 080M UHILePEALy UHILIEZPAL Y| Merbd 3HAK Hajeliue
OHOAUKO AYTTa KOAUKO Uma ueaux jegunuya y 6pojy (53) dayc 2.

Tae je
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5. Axo cy mo3uTHBHE KOHCTaHTe A u B n3zabGpane Tako gay (a, h) @ Gyge ¢
ropme CTpaHe OrpaHIYCHO (PYHKIHOM

(54) A- BeVr,

HEeraTHBHOM ¥ {a, b), Tafla y, y HioM UHIEPBAAY MEHA 3HAK HAJMAHE OHOAUKO Y-
ia KoAuKo uma jeguruya y 6pojy

1 opda _ 2adB) | B
(55) Lot - )\/; .

Hcro Tako, YyKOJIUKO Cy MO3UTHBHE KOHCTaHTe u3abpaHe Tako na & Gyme y
nuTepBaiy (a, b) ca nowe CTpaHe OrpaHuyeHo (PyHKUHjOM (54), HeraTUBHOM Y
(a, b), Tana y, Merba 3HaK Hajulile OHOAUKO Hyilia KOAUKU Je OpOj yeaux jegunuua
y (55) ysehar 3a 2.

6. AKO Cy mosuTHBHE KOHCTAaHTe A 1 A’ u3abpane Tako ja je y (a, b) cranaHo

’
A cp<c A
2 27
X X

Tasia ce 6poj mpomeHa 3Haka (pyHKuuje y y uarepsany (a, b) Hanasu usmehy

AT by g AL b
2r a 2n a
I'. ITeTpoBuh Tako YHHHA OUHATIEAHUM OCHUAAUHOPHY UPUPOQGY PEaTHuX, KO-
HAYHWX ¥ HETIPeKUHUX HHTETpana MHOTHX KJlaca jeJHAYMHA CBHX PElOBa.

OBa npaBuia ce IpuMeyjy, Ha IpUMep, Ha jeAHAYHHY NPBOT pefia

f(x,3,y)=0,
Kaj rof je uspas
1{df ,of
O = —| - i
y(ax *J ayj

ca ropH-e WK ca IOKe CTpaHe OrpaHuYeH HeKOM (DYHKIHMjOM A, OIHOCHO p.
[TpnMeweHa Ha jefHauUuHy JpYyror pena

y”+fy+(Py3:O,

rie cy f u @ nosutusHe (PyHKIHje OF X, Ta IPaBHIa OTKPHUBAjy OCLHUIATOPHY IPUPO-
My HHTErpajia i Aajy fome rpaHule Opoja ocuuianuja Kaj He3aBUCHO IPOMEHbIBA
x Bapupa y laTOM MHTepBaily; ogrosapajyhu m3pas @ ca ropiwe CTpaHe je orpaHu-
YeH CTANHO HeraTHBHOM (PYHKIMjoM —f(x). OBHU 3aK/by4LH HETIOCPEJHO Ce NPOBe-
paBajy Ha NapTUKYJIADHOM CIy4ajy jefiHaYnHE

y"+Ay+By3 =0,

rae cy A ¥ B MO3UTHBHE KOHCTAHTeE, KOja ce penrasa NOMOhy elHnTHYKIX (pyHK-
Mja.
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Y cayuajy cucrema

dy, dy d

= 2 3

=my¥s =N Yi1ys, - =

dx ’ dx dx PYY2,

Ha KOJW ce HaWJIa3| y Be3H ca Npo6IeMOM KpeTarma UBPCTOT Tella W KOjU ce HHTE-
rpajid noMohy enUNTHYKHX (pYHKIHja, nMahke ce

Aly) = m(py} +mi),

TaKo jla ce IpaBuila NPUMERY]Y Kajl I'ofl ¢y 6pPOjeBH p U 1 UCTOT 3HAKA; 3aWCTa, U3-
pas A(y;) MOXKE ce aHyJIHPaTH 3a HEKY BPEJHOCT X = O CaMO KaJ j& HCTOBPEMEHO
v, =0H y; =0,y KOM clIydajy ¢y 3a X = O CBU U3BOAM (PYHKIHjE Y, JeIHAKU HYIIH.

Y cnyuajy npoGieMa qHHAMHUKe, felllaBa ce [1a jefHauMHa XUBHX CUIa faje
YCIIOBE HEjeHAKOCTH ycsel KOjUX j€ 3a Je[IHy MJIN BHIIe KOOPIUHATa ¢; Of{roBapa-
jyhu u3pa3s A(g;) ca gorbe HIH FOPH-e CTPaHE OTpaHute, TaKo [a Ce OCHUJIaTOpHA
IpUpoOa KOOPAIUHATE ¢; NIOKa3yje JUPEKTHO Ha CaM¥M jefiHaYMHaMa ipobiema.

ITpumeTnmo Takobe pa npasuna r. [leTposnha, npuMemeHa Ha JIMHEAPHY
jeTHaYMHY APYroT pesa, Aajy, OIIITe, JOhe WIH FOpIhe Ipanule 0poja OCHuIann-
ja xoje cy dpeyusnije of OHUX o Kojux gosogu IITypMOBO NpaBmio.

*

VY sume Genewku U pacrnpaga r. IleTposuh ce 6aBno npobnemMoM yoksupasa-
Ha URITieZpanda y 1aTOM UHTEepBany (a, b) Bapupama He3aBIUCHO IPOMEHIBHUBE X; OH
CE CACTOjM y paxcerby IPAHUYHUX KPUBUX udmeby Kojux ce Hatasu Zpagur
unitiezpana ok x sapupa y unitiepsaay (a, b).

YKOIMKO ¢y NOCpefu jefiHaunHe IPBOr peAa, foduo je crefehy omurty Me-

TOJY.
Jara jefHayMHa MOKe C€, I TO Ha BUIIE HAYUHA, JOBECTH Y O0GIUK

Y =F(xy. /),

rjie je f m3BecTaH KOe(pHIHjEeHT Y3 X KOjH ce jaBlba y U3pasy F, a kome he ce nokna-
IbaTH NoceOHa naxma. Heka je (xg,yp) IOUYETHA Tayka MHTErpana 3a Kojy Cy

(dyurkunja F 1 BEH NAPUHjaNTHi H3BOX g—F onpeheHH, KOHAUHY, HENPEKUIHY, HE
y

Mehajy AeTepMHUHALH]Y 1 [IPH TOM Ce OBaj NaplujaJHy H3BOJ HE aHyyupa (Tauke y
KOjUMa TH YCJIOBY HICY HCIYH-EHH IPUIIa[ajy U3BECHUM CTATHIM KpHBaMa y PaBHU
Oxy Koje ce yHanpej| 3Hajy, WJIN Cy H30JIOBaHE U CTAIHE).

Mory ce uzaGpary, 1 TO Ha GeCKOHAYHO MHOTO HauMHa, ABe (pyHKIHjE @ (x)
1 (x) Tako na Oyay UCIymeHH caefiehn YCIoBy:

1) na oBe dynKuHje Oyny oapebene, KOHaYHe ¥ HENPEKHIHE Y HEKOM MHTEP-
BaJly KOj¥ je HOBOJBHO MAllM JIM HUj€ HYJITE JyXHHE, y TPAHULEAMaA O X = Xg —
O X = Xo +a, (e Cy a; U a; MO3UTHBHE KOHCTAHTE );

2) ma je y TOM UHTEDPBAIY
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O< f<wy;
3) na, yKOJIHUKO Cy U ¥ v PeIOM UHTErPAJIH jelHaYMHA

(58) %=F(x,u,(p), %=F(x,v,\p),

KOjH 32 X = X( y3UMAjy UCTy BPEHOCT Uy = vy = Yo, Tafa cy GYHKIHje i U v Offpe-
bene, KoHaYHe ¥ HEIPEKUAHE Y HEKOM UHTEPBANY KOJH j€ IOBOJLHO MAJH ally HHje
HyJITEe Jy>KHHE, U IPOCTHPE Ce O X = Xy — b 40 X = xg + by (tHe ¢y b, u b, n03u-
THBHE KOHCTAHTE). ‘

IBa uHTepBana (xg —aj, xy +ay) U (xg — by, xo + b, ), Koju 06a cangpke Bpef-
HOCT X, UMAjy yBeK jefaH 3ajeIHIYIKN feo (xg — Ay, Xg + Ay ) uuja je gyrcuna seha og
Hyse 1y Be3U ca KojoM T. ITeTpoBuh foxasyje cBojy TeOpeMy O CpPelb0j BPETHOCTI
3a gudepenuyjanHe jefHauuHe IPROT pefa.

3a ceaky epegnocili x, u3 unitiepsana (xy —hy,xg +h,), unitiezpaa y jegua-
yune (56) koju 3a X = X y3uma apegHociii y = yq ogpeben je, konawan, neipexu-
gan u Hanasu ce uzmeby ogzosapajyhux épegrociiiu UHIeZpAAa u U vV jegHavUNnd
(58) roju 3a x = X y3umajy epegHociti uy = vy = Y.

Baxno je oBe IpUMETHTH J1a C8AKO] gupepeHyujaino] jegnavunu iipsoz pe-
ga u ceaxom apy (Xg,Yyo) Houellinux spegrocitiit (OCTaBIbAjVHE Ha CTPaHy H3y3eT-
He IapoBe KOjH Cce HaJla3e Ha U3BECHUM CTaJIHUM KpHBaMma y paBHH x(Oy, a Koje Cy
yHanpeq IO3HATEe) O[IoBapa Takas jefaH HHTepBaa (xg — fiy, xg + Ay ) IMja MysKUHA,
Beha uIIM Mama IpeMa CiIydajy, HuKdag Huje jegHaka Hyau.

OBo ce MOXe MPUMEHUTH Ha CIMYaH Ha4YUH Kao KJacH4Ha TEOPEMa O cpefl-
HB0] BPEIHOCTH KOja ce ONHOCH Ha ofipebene uHTerpane. 3a gaTu THI jefHaYUHA,
Hanucal y o6nuxy (56), norpaxuhe ce gBe GpyHKIOUje @ U Y KOje, Y OKOIHHHA TauKe
X = X, YOKBUpaBajy QYHKIH]Y f(X) K Of HE ce UITO je Mamke MOryhe pasnukyjy u
TakBse cy fa cy obe jegHaunHe (58) nHTerpabunue. Tako ke ce, Ha npaMep, IocMa-
TpaHHU JIyK rpaduka ¢pyHKIdje f(x) 3aMEHUTH [IpaBaMa, JyKOBUMa napaboira Ty,
KOju ra YOKBHpaBajy, a Tako A00UjeHr WHTerpanu u 1 v jenHa4dnHa (58) mpencra-
Bibake rpanune m3mehy xojux ke BapupaTy uHTErpasn y 0K X BApUPa y KHTEPBANY
(xg = hy, xg +hy).

I". ITeTpoBuh npruMen-yje cBOjy METORY Ha jeIHAYHHE

Y=y 4 f(x), yr4yt=fx), Y-yt = fo,...

W Hajasd, Ha IpHMep, 3a [PBY jeHAYMHY FpaHuIe u U v y OGNKKY jegHE palMo-

HaJTHEe KOMOHHaruje (hyHKIHje tgp (X — Xo), umn nak ¢yukmuje ¢”* ™), mpema To-

Me [1a Jin je PyHrurja f(x) y NoCMaTpaHOM HHTEpBally IO3UTHBHA WK HEraTHBHA.
TIpumMeryjyh je Ha ONIITH)Y jeAHAYNHY

Y =F(y, 1),

L Oge pesyarare r. [lerpoenha uckopucruo je r. E. Koton y cojoj pacnpasu O fpu-
bawrHoj unitiezpayugu Ougbepenujarnux jegraquna, Acta mathematica, t. XXXII, 1908.



MHXAHNIO NETPOBWH O CBOJMM PE3YIITATHMA 279

rfe je f gata pyHKU#ja of x, o (pOpMyJulle BUINE Pe3yaTaTa KOji Ce OHOCE Ha
rOpIC WIH NOKkE TPaHille HHTErPaja, Ha BPEIHOCTU IPOMEHIBUBE X 33 KOje MHTe-
Tpai y3uMa, y AaTOM HHTEpBally 3a X, YHalpes AaTy BPEJHOCT, d ACHMIITOTCKE
BpEHOCTH WHTErpana, uTh. Ha npuMep, 3a gudpepernujanty jefHaunay

1- ek,\" (OL + Bep)’" ) y' _ el:x2 =0,

rae ¢y o, B, k, p, r 1 1—o — P HeraTMBHE KOHCTAHTE, ACUMIITOTCKE BPEJHOCTH
MHTErpaja 3a x = +eo U X = —eo KOHAYHE CY U Ofipehene ako ce ca a 03Ha4u Bpes-
HOCT (pyHKIHje y 3a x = 0, a ca 6(z) TpaHCUEHAEHTA

H=co

0(z) = _z
0= 2

n=0
ACUMIITOTCKA BPEAHOCT 34 X = +eo HAJlA3H CE HBMeby

n ﬁe(a+B).

a+—n6(0c) n a+-—-
2 2

¥ cnyuajy Pukarujese jefHauHe
Y =@y + 92y + 93,

r. ITerposuh yrasyje Ha jeflaH APYTH NOCTYMAK YOKBUpAaBAlba MHTEIPANa, 3aCHOBAH
ua crnepeho) npumenou.
HamumyMo jegHadyuty y o0nuKy

(59) Y =0 -fG-h)

W MIPETIIOCTABAMO Jia Cy cBe TpH (pyHKIHMjE ¢, f; ¥ f, ON X IO3UTHBHE Y HHTEPBATTY
opx =070 x = o, npu yemy cy GyHKIHje fi u f, Heonmanajyhe y ToM HHTEpBANy, a
KpuBe y = f; U y = f, He gonupyjy 00e HCTOBPEMEHO X-0Cy Y MOYETKY. ITperno-
CTaBUMO jou, ofipebeHocTH pany, fa je f; < f, y Tom uHTepBany. Heka cy

(60) Y=o - )Y, - F),
(61) Yi =Y, - @) (Y, - Dy),

1B jejHaUMHE KOje ce MOTY HHTErPAJHTH M TakBe Cy Aa je y unrepsany (0,0)

CTATTHO
<A, 12 sz_,
D, 2f, Dy2z2f.

Taga he y unitiepsany og x =0 go x = o citiaano Ouitiu

Yi<y<Y,,
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rgecycay, Y} u Y, o3Hadenu pefom UHTErpanu jefHaduHa (59), (60) u (61) xoju ce
apyaupajy 3ax = 0.
Y3nmajyhu 3a nopenGene wianose

y=H, y=Y, y=d¢, y=0

[ieJIoBe MpaBuX, Hapabona pa3Jd4YMTUX CTeleHa HTH. KOjU YOKBHPABajy KpHBE
y=f u y=f,, r IlerpoBuh npennuzupa paznuiuTe cny4ajeBe KPUBUX KOjuMa ce
YOKBHpaBAa UHTETPAIT y.

Hcru nocrynak npuMemwyje ce Ha jeflHaunHe o0IuKa

Y =0(fi—n(fh=y)...(fu =),

rie cy pyHKuuje f; of X IO3UTUBHE M Heonaxajyhe y maTepBany (0,a), a @ je y uc-
TOM HHTEPBa/y IO3UTUBHA (PYHKI]a.

Hajzap, r. IleTpoBuh IpuMemyje UCTH MOCTYIAK Nopehema Ha THHEapHY jefi-
HaYMHy ApPYyTOr pefa

(62) Y+ [0y +e(x)y=0,

KOJ| Koje ynory pyHKIuja f; ¥ f, Urpajy [Ba KOpeHa jefHaqyuHe Mo 1 APyror cre-
neHa

(63) P24 f(x)r+ Q(x)=0.

IIpumenba koja citegyt, KOMOWHOBAHa ca IPETXONHUM IOCTYIKOM, Aiaje pa-
37IMYHTA [IpaBAsa Koja ce OfHOCE Ha IpaHMyHe KpuBe 3Meby KOjuxX Bapupa HHTe-
rpan y jeqHadnae (63): Kaj roj je Moryhe uHTerpajsnTH HEKY jeJHavuHy OOIHKa

v+ m(xhv=0,

I3 e CC MOXE M3BECTH jef(Ha Ipyra JIMHEapHa jejHaulHa Ipyror pefa 6e3 fecHe
cTpase 3a Kojy he xopeHu KBajpaTHe jeHauune (63) UMaTH KOHCTaHTHE pa3iiKe
u Koje he ce MohM HHTErpasuTH, 08a HOB4A jegnauuna gaje iiopegbene eaemeniiie y
UpeltixogHom HOCIUYUKY.

Jeman mocTynak yokBUpaBama jefHauuHa OMIIO KOT pefia, NpakKTHYaH u yHo-
6an y mpuMeHama, oMoryhyje gBocrpyka anrebapcka HejeITHaKoCT Kojy T. IleTpo-
Brh KOPHCTH y pa3sHUM IpobiieMUMa aHaTH3e, TeOMETPH]jE U MEXaHUKeE; Taj IOCTy-
nak OHO je M3JI0KEH y IPBOM [IeJly OBOT Mamer CIUCA.

Tako, Ha mpuMep, YUHEHULA A ce, Kaj| CY BENIUUUHE X; HEFATHBHE, BPEJHOCT
Of{HOCa

(X +...+x,) (p — pearno)
x4+ Xl
Hanmasu n3Meby rpannna 1 u n”~' (Koje MOTY GMTH JOCTHTHYTE) IOBORH [0 TIOCTY-
KA KOjUM C€ WHTEerpaly pasHux xjaca fudepeHuujalHuX jefHauYnHa JOBOJE Y
o0muK
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Y =0(x) +69y(x),

e ¢y pyHKumje @) 0 @, No3HaTe, a 6 je aKkTop UHje ce BPENHOCTH HATa3e u3Me-
by nBe yitiephene nymepuine spegrocitu, Ipu 9eMy Cy Te MPAHULE HajIpENu3Huje
Moryhe, jep Mory 6UTH €(PEKTHBHO JOCTHIHYTE.

IIpumeren, Ha NpUMeEp, Ha jeJHAYNHY TIPBOT pena

s = f(x,y),

Ha KOJy ce CBOAM OIILTH IIpobiaeM oapebuBama paBHUX KPUBUX IHjH je YK s [aTa
¢ yHKIHja KOOPAMHATA X U y, OBAj TOCTYNaK AOBOK A0 MOTYRHOCTH fa ce HamuIIe,
0e3 uHTerpanmja, jenHavnHa rpana QyHKIHjE y KOje ¢y pearyne U pactyhe y mocma-
TPAHOM HHTEPBaNy y 0OIUKY

Fley)=0[x = y—(xg - y9)] = 0,
a jefHa4YuHe onafajyhux rpasa y o6auky

flx,y) - 6[,\‘ +y—(x0 — o )] =0,

rge ce (hakTop O yBeK Haltasu usmeby % =0,707t... m 1, a (xg,yy) je moyeTHA

BPEIHOCT.
AKo je nara jegHa4MHa

2,2 g
Yo+t =),
I0CMATPajMO pEATHe HHTETPane KOjH NPOXa3e Kpo3 NOYETHY TAuKy
M(xq, ),

Koja ce (ompebeHoCcTY panu) Hamasy U3Haj x-oce y o0nacTi D cMemTeHo] nameby
X-0CE M KpHBe y = @(x), [Ae @(x) O3HaYaBa NO3UTHBHY JeTepMHHaW]y (PyHKIHjE
A/ f(x), 32 KOjy je IPeTIOCTaBJbEHO 1A je KOHAYHAa U HEIPEXHAHA Yy HEKOM HHTEp-
BAJy Off BpeTHOCTU X = Xy 710 BPEJHOCTH X = x| KOjH je caipxaH y 0BOj 06IacTu
(u3Ban obnactu D Hema peanHux mHTerpana). Kpos Tauky M, nponase peainn
HHTETpany, o KOjux je jefan pacryhu a jemad omagajyhu; oHM MoOry OUTH Ipef-
CTaBJbEHH jeIHAYMHOM

y = ypet T £ g J‘E—YCP(,\‘) dx,

Ao
e ce daxrop O Hanasn uzMeby spenHoctd 1 u V2 =1,4142....
IMocTynak ce, HCTO Tako, NpUMEmYje Ha IaphujamHe u3Bope. Ha mpumep,
YKOJHKO je faTa jeqHavunHa

vy,
axl

2
+£'8'Y“J = FOu x50 %),
o, |
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y CBAKOj 06NacTH HpocTopa (X, Xxs,...,X,) ¥ KOME je HHTerpan V peanaH u y KoMe

. aV
je cBakW Off M3BOJAa —— CTANHOT 3HAKa, MHTETPAJ C& MOXKe MoCcTynKoM T. Ilerpo-
i
Buha ffoBecTH y 0OIHK
V=F+0Y,

zge cy V u F ¢hyuxyuje og x,,Xx,,..., X, H03HaAUI0Z 06auka, a § je gaxifiop quje ce
epegnociiu nasase usmeby 1 u n.

CBOBEBE TUPEPEHIIMJATHUX JEHHAYMHA
I'. ITerpoBuh je mao jeman nmorynax cBobemwa jeJHaUnHE
(64) Q)Y + Yy +x(0)y? + f(x) =0

HA KaHOHHYHH O6JIUK

(65) y = F(t)+y'.

Hcra oBa jeliHaYMHA CBOJIU Ce, CMEHOM IIPOMEHIBUBE Ha KOjy je yKa3ao TI. ITe-
TpoBuh, HA jefHAYHHY

(66) v 4yt =),

Ha KOjy ce HaWjasu y BHUIlle TpoGieMa MeXaHHKe U BUIIE TEOMETPH]E.

Jepnaunny (65) npoyuasao je y cBojuM panosuma r. 2Kosed Juysun?, nocma-
tpajyhy je ca HEKONNKO CTAHOBHIITA M HAIIABIIY BHHIE CyyajeBa MHTErpaGui-
HOCTH, Kao # I'. AIleN3, KOjH je 0 HWOj Hammicao jefiHy npoxy6ibeny crynujy. Osu
pe3yiaTaTH Tako MOCTajy IPUMEH/BUBH U Ha jenHauuHe (64) u (66); MoXe ce, Ha
nprMep, U3CPARUTH U jefHA TeOpHja HHBAapUjaHATA THX jelHAMHHA.

Kacrmje je r. M. Xajman? moxasao jenan ApyK+uju HauuH cBobema jefHaqn-
He (64) Ha o6nuk (66).

Hexa je aTa JJuHe€apHa jCJIHa‘{I/IHEl Ca JECHOM CTPaHOM

i d”y .dn—ly ) dy o )
Jo P + /i P +"'+.fu—ld_x+fny“F(J\)

HarcaHa y ckpaheHoMm 06Ky

2 Comptes rendus de I'Academic des Sciences, 6. cenrembpa 1886. u 12. centemGpa 1887.
3 Journal de Mathematiques,pures et appliquées, 4. cepuja, T. V, 1889.
4 Journal fiir reine und angew. Mathematik, Bd. 119, Heft 111, 1898.
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(67) Alx,y] = F(x).

Ilosnaro je pa ce MOXe POPMUPATH jeflaH AapiliuKyAapHU WHTETPA jefHa-
qure (67) nomohy oniirer uuTerpana jeqHavuuHe

A[x,y]zO

KBafipaTypama, UpH YeMy TPaHuile HHTETPANa 3aBUCe O IPOMEHbUBE x. Jlarpan-
’KOBa METOfIA Jlaje TakaB MATErpan nomohy n KBagpatypa, 1ok ra Kommujesa uzpa-
*KaBa nnomohy camo jegHe KBagpaType.

T". Tletposuh w3HOCH Ha BujesIoO clefchy YubeHNIy.

Tocitioje ciieyujaane hyuruuje A(x,0) fpomenmsuse x u IpomeHsbUs0Z tapa-
Melipa o koje ociiajy uciie 3a cee jeguadune (67) u umajy ceojciiieo ga je mozyhe
obpazoseailiu jegar HapitiuKyaapHu URIEZPAA 08¢ Jegrauune y3 Gomoh dapiiury-
AAPHOZ UHILEZPAana jegravune

A[x, y] =Mx,0),

6uno kaxea ga je gecra cilipana jegnavune (67).
Meby opakBuM (pyHKIMjaMa A(x,0l) Halase ce, Ha npuMep, PyHKImje

1 X
1=200 + x2 1-20x + x%

log(1 — 20w + x2),

OnpebvBame napTHKyJIapHOr HHTerpaia jegHadune (67), rue je F(x) Ouno
Koja (hyHKIH]ja IIPOMEHIbHBE X Koja uMa x = 0 Kao oOH4HY TauKky ¥ pealiHa je 3a
peaHo x, CBORM ce Ha ofipebuBame Mo JeMHOr NApTHKYNApHOT HHTErpaia CBake Off
IIBejy jeqHavnHa ToOujeHnX 3aMerbuBameM y (67) pyHRumje F(x) jemHOM HyJIOM 2
IpYyTH TyT, Ha TpuMep, u3paszoM log(l — 2o + x?). UHrerpan jepmauune (67) Taga
ce gobuja y o6nuKy ofpebeHor HHTErpana YMje Cy rpaHuile ancojJyTHe KOHCTAaHTe,
He3aBUCHe off 06IuKa jenHa4unHe (67).

JETHA KIIACA MTHBAPUJAHATA MHTEI'PAITHUX
KPUBMX

Kan je nara jennaunna
(68) fxy,y,..)=0,

MOTY MOCTOjaTd M3pa3u £ ca AuQEepeHIUjanHuM U HHTETPATHUM YIaHOBHMA,
10 x, Koju, mpeMa jeHaunsy (68), Kag ce ca jefHe Tauke M| npebe Ha Ipyry Tauky
M, paBHH (x, y), IpeKO U3BECHE HHTETPAHE KPHUBE, BAPHPA]JY CAMO ca IOJI0XajeM
OBUX Ta4aKa, a He 3aBHCce Off T¢ MHTETPaNHe KPUBE.

W3pas Q npepcrasiba HEKY BPCTY MHBApHjaHTE 3a jeAHa4uuHy (68), y ofjHOoCy
Ha IeHE NapTuKyIapHe uHTerpane. O4UrIeNHo je, yoCcTanoM, fia IOCTOjamke jefHe
wHBapujaHTe {2 MOBJIAYHN NOCTOjalke 6ECKOHaYHO MHOTO APYTHX.
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OBakse uHBapHujaHTe cy moceGHO 3Ha4YajHE Kaja NpeEfCcTaBbajy oapebene
reoMmeTpujcke objexrte. Taja ce Moxe OfpEeANTH BETHUUHA TAKBOT jJeAHOT 00jeKTa
6e3 moTpebe fga ce MHTeTpaty jegHaunHa (68), TAKO c& MOTY YYHHHUTH OYMIJIEHIM
pasHe reoMeTpHjcke 0COGUHE HHTETPATTHUX KPUBUX, UTH.

I'. ITerpornh yka3yje Ha je[lHOCTABHE CIIydajeBe y KOjHMa ce JIaKo yo4yaBajy
TakBe MHBapHjanTe. Ha npuMep, y ciydajy kaj ce jegHaunHa (68) MOXKE NOBECTH y
06JIUK

@ +n(x, )y +&(x,y) =0,

rae je © u3BecTaH M3pa3 ca WIAHOBHMA, fUEpEeHIH)ATHAM WM UHTEIPAHIM, Of
Xy, y,y",..., a gpyaxuuje £ 1 m 3aBuce caMo Off X U y 1 HCNYEHaBajy yClioB

9% _n
dy ox’
W3pas
j D dx

Xg

npepcrasbahe jeHy HHBAPHjaHTy 3a jefHaunHy (68).
3a PukaTujeBy jeqHavYNHY

Y+ yE = f(x)

TaKBa UHBAPW]jAHTA j¢ BENIYMHA NOBPUIKHE KOjy IPOU3BOIU POTAIWja HHTETPATHE
KpHBe OKO X-0Ce.
3a jeqHa4uHy
242 = £y
Yyt =)
jelHa TaKBa MHBApWjaHTa je NYK HHTErPANHE KPUBE, IOCMATPaH Kao QYHKIHja

MONAapHUX KOOpANHATA X =0 U y = p.
Cpaxa jefiHauKHa [IPBOT pejia

flx,y,y)=0

UMa 3a UHBapHjaHTy () IMOBPIIHHY OTPAHMYEHY X-OCOM, YIJIOM KpHBE y = (@ (X)
KOja IpefcTaB/ba 3aKOH BapHpatba ca X KPUBMHE HHTErpaliHe KpPUBE U IBeMa Opfiu-
HaTaMma Ha KpajeBuMa TOT JIyKa.



INETPOBUHEBO [JMPEKTHO
I[TPOYYABAE PEHIELA
OVNPEPEHIINIAITHMUX JEMHAUYMHA

HOTOOPOjHU pe3yNTaTd 10 Kojux je Muxawro ITerposuh gomao y o6sa-
CTH KBAJIMTATHBHE aHANHU3E pellena AU(epeHINj THIX jeHAYNHA BEO-
Ma Cy MHTEPECAHTHHU, HHCIIUPATUBHY, BEPOBATHO M Haj3HAUAjHUJU Of
BUX HEIOBUX MaTEMATHUKUX Pe3yJTaTa. ¥ pagoBUMa KOjH CY U3I0XKe-
HE y 0BOj Kiu3n, M. Ilerposuh Hajuelrthe moyasy o HEKUX CBOjcTaBa quepet-
nujanHe jefHavnHe (WM HeKuX (PYHKIMja Koje yaze y camy fupepeHnnjangy jem-
HAYHHY), a 3aTHM, BP0 BeIITO KopucTchu jefHOCTaBaH MaTeMaTHIKH allapar,
IOIAa3u A0 HU3a MHTESPECAHTHUX PE3ylTaTa BE3aHUX 3a pelleme (Mu pelleiha)
noJIasHe fuepennyjanie jefHaunte. OnucaHyu NOCTYIAK je U CYIITHHCKA | OMILTA
KapaKTepHUCTHKA Pajia y KBATUTATHBHO] aHANH3Y IHbepeHIUjaTHIX jeqHaunHa. Y
B0j ce He Tpaxu pellerne fudepeHnyjanie jefHadnHe, Koje ce Hekajga ¥ He MOXKe
Hahu, a HeKafja MOXKe ajd je BeOMa KOMINIMKOBAHO, I1a je, Kao TaKBO, HEYIIOTpe-
6:b1BO, Beh ce mokylnaBa gaTH INTO je Moryhe Bullle HH(pOpMAaNHja O TOM, HENO-
3HATOM pelleiby Ha 6a3y KapakTePUCTHKA caMe jefHauYHHE.
ITpeTxoHO pevdeHo ce MoXKe HaycTposatu cnefehum npumepom. Hexka je ma-
Ta qudpepeHnnjanHa jefHaYHa
4
Dy yr=x 3,
dx
OBna crenujanda PuxkaTyjeBa jegHavYMHa MOXKE C€ PEIIUTH MTOCIE BEIHKOT
6poja ynorpetibenux cMeHa. Kana ce pemm, gedunATHBHO ce foOHja fa je mEHO
OIIILITE pellee

y@A: +xPy+3
yoxP —Py_3 ce
7In y OONIUKY
3™ +1)
C'€6X1/3 (3x2/3 _ xl/3) _ 323 3

y:

OuursefgHo je Aa ce, HAKO je JOOHjEHO OIINTE pellenhe MOJa3He jegHaYHHe
y = y(x,¢), 0 TOM pellemby MOKe HMATH BPJIO MAlIo HH(OpMalHja.
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Muxamno Ilerposuh je y Hu3y pagosa (unp. [4], [8], [1], [151%, Bemvan) mpoy-
4aBao PukaTujeBy jefHauuHy. Y KOHAYHOM OGJINKY

Doy pn

dx
U 34 IbCHO pellehe KOHCTATOBAO HIM3 HHTCPECAHTHUX CBOjCTaBa, MITO Ce BUAHM U3
HABEJEHUX PajloBa.

Hauun nucama M. Ilerposuha, ¢ MaTeMaTHIke Tayke ITEIUNITA, HAJE UCY-
Bullle npenusad. CTUI My je 3aHIMIBUB, a TEKCT IIyH ueja (4ecTo HelpeuusHux I
HEJIOBPILEHNX ), 11a je Guo, a BepoBaTho he u yoynyhe 6uTw, UHCOUPATUBAH 33 HOBE
HayuHe paguuke. Huje 3aT0 uynno, Beh je HOTIYHO JIOTMYHO, IITO CY BEFOBUM PY-
KOBObemeM, JOKTOpHUpala IBaHaeCTOPHIa CPICKUX MaTeMaTiHdapa. To cy: Mna-
neH bepnh, ca Temom ,, PurypaTnBEN MONMArOHY [U(DEPEHIM]ANHUX jeIHAUNHA TIP-
BOI' pefla ¥ IUXOBA Be3a ca ocobuHaMa uHTerpana”, 1912; Cuma Mapxosuh: ,,On-
mra PukaTujesa jeppadnHa npsor pepa”, 1913; Tapuja Iejosuh: ,,Hosn ciaydajesu
HHTEerpabUNHTETa jefHE BaXKHe audepeHNHjanHe jefHAUYMHE NPBOT pena’,
6.2.1923; PagiBoje Kamannn: ,,0 aHATATIIKAM OOIHIMa MyITH(POPMHUX PYHK-
mmja®, 20. 11. 1924; Josan Kapamara: ,,O jegroj BpcTi TpaHHLA CIUYHUX ofipebe-
HUM uHTerpanuma‘“, 22. 3. 1926; Munom Papojunh: ,,AHamuTudke pyHKIMjC Opeq-
CTaBJbeHe KOHBEPIEHTHUM HU30BUMa anrebapcke ¢pyrkumje”, 30. 1. 1928; JIparo-
cnas Mutpunosnh: , McTpaxusame 0 jefHoj BaXHO] AU epeHIMjalHOj je[HAIUHY
npsor pena‘, 24. 10. 1933; Nagnno Muxmernh: ,,CTpyKkTypa napuujasHux jeqHaqn-
Ha ca [aT¥M HHTerpanuMa kapakrepucrtura“, 21. 3. 1934; Koncrantur Opros:
LZAPUTMETHUKE ¥ aHANHUTHYIKE MPEMEHEe MaTeMaTwdIKuxX crmekTapa®, 6. 12. 1934;
Ilerap Mysen: ,,O 06azama HenpekugHux pyHkuuja“, 22. 4. 1937; [Iparomwsy6o Map-
koBuh: ,, I'pannne kopeHa anrefapckux jeggaduna’, 25. 3. 1938.

Op cBux HaBeJleHHX JJOKTOpa Hayka jepuHOo ce Mumom Papojauh u Ilerap
Mysen nucy GaBunu gucepernujannum jeguaundama. CBH OCTANH jeCy, Y Mamoj
nu Behoj Mepu. IIpuposHo je aa ¢y w HekH of yuenuka Muxauna [Tetposuha uma-
1 cBojux yueHuka. To ce HapouuTo ofHocH Ha Tamujy Ilejouha, Jopana Kapama-
Ty, Jdparocnasa Murpunosnha u Koncraatuna Opnosa. Tako je genoBamem
M. Ierposnha HacTana u IOCTOjajia U y CBETY YyBeHA U IpU3HATA ,,{eorpafgcka
K012 fHdepeHuUjaiHnx jefHaTInHa

CmupenocT IpoeCUOHAIHOT pHOOI0Ba, U3y3eTHA 00pa30BaHoCT, pafo3Ha-
JIOCT HCTPaXkKUBaya, CKDOMHOCT HacliebeHa o ona Hukonuma, gokTopa Teosnoruje,
KpeaTUBHOCT YMETHUKA Kao M Apyre OpuibaHTHe KapakTepuctuke Muxauna Ile-
Tposuha YIMHIIE CY Ta allCONYTHAM CTOXepOM ,,6e0rpajcKke IMKoIe AuhepeHI-
jATHUX jefHAYMHA" | ,,IpUYHCIAiIe” V BeIHKAHe Hallle HayKe.

PesyaraT o Kora je gomao Muxanno [Tetposuh v paay [4] (roju je nyGnu-
KOBAH y IPECTUKHOM yaconucy Mathematische Annalen 1899. ropune y Jlajnmury)
BeoMa je unTepecanTan. He Memajyhin My cyniTusy, Beh cacBUM HE3HATHO QOPMY,
MOXKe Ce POPMyJIHCATH ¥ IOKa3aTH Ha cliefichn HaumH.

* bpoj y 3arpagu je nosus HalletpoBuheBy pacnpaBy HaBefieHy Yy capkajy OBe
KHbUTE.
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Heka je para oGnact Q u Heka cy dyukunje F(x,y), F(x,y) u F(x,y) He-
NPEKHIHE HAa TOM CKYIY, IPH YeMmy je

1) R(x,y) < F(x,9) < F(x,y)  (x,y) eQ.

Heka cy, pame, y(x) y(x) u y,(x) penom pememna aucepesunjasHux jei-
HavymHa

2 Y =Ry y =Fy) 1y =FRixy),
xofa 3a10B0JbaBa]y 3ajeIHHYKH OYETHH YCIOB

3) yi(xg) = y(xg) =ya(xg) = (o) (xg,y9) € Q.
Tapaje3a x > x, y obinactu Q

4) Yi(x) < y(x) < y,(x).

Jokas.
Joxaxumo jeflHy of HBOCTpyKe HejemHakocTH. Hexa je, ma Q, F(x,y) <
F)(x,y) nHeKRacy y(x) U y,(x) pelliema je[{Ha4NHA

dy dy,
— = F(x, u —==FKx»),
= (x,y) e 2(x,¥2)

Y(x0) =y2(x0) =y0, (xp,yp) € 2.
Tagajesa x = xg

d d
[ﬁ ——yj = Fy(x0, y2(x0)) = F(x0, y(x0)) = F2(x0,30) = F(x0,%0) > 0.
de dx),_,,

AKO ce youH (pyHKIIHja
a(x) =y (x) = y(x),

JIaKO CE€ KOHCTATyje Aa OHa 3a[J0BOJbaBa YCIOBE
a) ofx) =0,
6) o'(xg)>0,

naje o(x) pacryha y Manoj OKOJIUHE X, Tj.

o(x) >0 = yo(x) = y(x) > 0 y(x) > y(x)
3a X > Xxg.
(Obparno, 32 X < xg je y,(x) < y(x)). [Takne, HejegHAKQCT (4) Basku y OKO-
miHu X = xg (X > xp)-
IIa 6u ce mokaszano ma HejegHakoct (4) BaXHu y cBoj obnacTu ), MOXe ce
npeTnocTaBuTi cynpoTHo. Hexka je Tauka (xy,y;) (x| > xo) IpBa Tauka y K0joj je
HApyIIeHa HejegHakoct (4), Tj. TakBa fa je y,(x)) = y(x;).
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Tana je
) Iy
(%_%)X=-VI = By (72 () = Flxp, y () = By (xy, y(x0)) = F(xy, y(x0)) > 0.

Wmajyhu y BURy fa je 3a x = x4
. N = d . .
y2(x)=y(x)=0 u E()’z(i)—)’(«\))>0

crlefiyje, Ha OCHOBY MHpPETXONHO J[OKa3aHor, fia je 3a x<x; (GIUCKO x;)
Y2 (x) = y(x) <0 & y(x) < y(x), WITO je CYOPOTHO TIPETHOCTABIY Aa je (x),y)
IpBa Tavka ,,JeCHO" Ofl X, V KOjoj je Hapymiena nejenuakoct (4). Jakne, Taksa ta-
YKa HE [TOCTOJH Uy 00sacTu L2 je 38 x > xg y(x) < y(x).

Hauomena. — JIpyra cTpasa IBOCTPYKE HCjeTHAKOCTH MOXKeE ce OKa3aTH Ha
AHAJIOTaH HAYMH.

Hejennakoct tuna (1)-(4) jasma ce y pany [1] Muxauna I[Terposuha, nyGnu-
KOBAHOM TDU FORuHE paHuje, 1896, rogune, y IIpary, anu He y omurreM o6IuKy Kao
y pany [4]. ¥ ToM pany ce gokasyje cneaeha reopema.

Hexka cy pare Tpu fucepennujagHe jefHaunHe

(5) —[%=(P(v\')(yl_Fl(x))(Yl - R (),
(6) %:(p(x)(y—fl(x))(y—fz(x))a
ar,

) "2 = 0(n(F = 0y (12 ~ P2 (),

3a xoje y mHTepBany (0, o) Baxku
A S OSP(x) 1 F(x) < fH(x) S Py(x),

rae cy F(x), Fy(x) , ®(x) 1 &,(x) no3urdBHe, Heonanajyhe, PyHKUnje y HATEP-
Bany (0, a). Heka cy, game, Y(x), y(x) u ¥,(x) penom pelnema audeperyjai-
Hux jenHavnHa (5), (6) u (7), Taksa f1a je

(8) Y,(0) = y(0) = ¥,(0) = 0.

Tapajesza O0<x <o
Yi(x) <y(x) <Yp(x).

Osaj pesynTar je crienujanad ciyJaj HejefHAKOCTH U3 pafa [4], wTo ce jacHo
BUH aKO ce yrnopepe fiecHe crpane audepenuujanuux jepuaaunna (5), (6) u (7) u
[IpY TOM UMajy Y BUAY ycnosH (8).

Hejennakoctima ucror Tuna noceehen je u pan [2] n3 1897. ropure. Y memy
ce [oKasyje HeKONUKO TBphelba, Ipu 4eMY je, BePOBATHO, HAJUHTEPECAHTHH]E ClIE-
nehe.
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ITpeTnocraBumo cafa fa ce y jeHa'unHA
(o) Y+ P(0)y +0(x)y =0,

P u Q 3aMmemyje npyrum dyrrumjaMa P(x) 1 Qi(x), 3atuM ca P(x) m O, (x), 3a
KOj€e ce jeflHauYnHa MOX€e HHTErpaluTH, a KOJE CYy TaKBe Aa KOpeHn @;(x) U @,(x)
(ca @, < @, ) XapakTepUCTHYHE jeHAYHHE HOBE jeHAUMHE

(B) W’ + B’ + 0y (x)u =0
U KOpeH: Y (X)) ¥ Wo(x) (Y| < ) jefHaduHe

) v+ Py ()Y + Qs (v =0
HCNYH-aBajy yCIOBE

5 (PISfI‘S\Vl
(3) {‘Pz <hsvy,

(fi m f, cy KOpeHU KapaKTepUCTHUYHE je[[Ha4YMHE 32 jefHaYuHY (O) Tj. peumemna
jemmaumne r2 + P(x)r +Q(x) = 0 u na cy Behu Kopenn ¢, n Y, HepacTyhe yHK-
nuje y uaTepBany (a, b).

Tapa je y unrepsany (a, b) cranso

u<y<vakoje A>0
v<y<u arkoje A<O0,

rae je y(a) =ufa) =v(a)=A.

Haiiomena. — Vimajyhu y BURy no3HaTy Be3y PukaTujese jeflHaqlHe W ITUHER-
pHE XOMOTeHe ubepeHIIjalTHe jefHaqiHe IPYror pefia (0t), pe3yaITaTi JO KOJUX je
roirao Muxauno Ilerposuh y pagosuma [1] u [2] cy, noruyno, nosesany.

Hakne, pagosu [1] u [2] ce MOTy cXBaTHTH KaO HajaBa WU3BAHPEHOT pe3yiTa-
Ta flo Kora je gomao Muxawio ITerposuh y pany [4].

Y MaTeMaTH4KOj IUTepaTypH, oceGHO COBjeTCKe, OIIHOCHO PyCKe POBEHH-
jenmuje, ogomMahmio ce fa ce HejepHakocTn obnuka (1)—(4) Besyjy 3a pyckor mare-
matugapa C. A. Hannurusa.

Papu ce o Tome na je Yamnurun 1919. rogure ny6aukosao paf: OcHo8aHUA
HOB02a Cnoco6a NPUBAUNCEHO20 UHMEPUPOBANUA OUGhhepeHYUANbHUX YyPABHEHUU
y KoMe, u3Meby ocranux, fokasyje cnefiehe Tephetbse.

., Heka cmo Hatmv pyHKUM}Y ¢ = t(x) ca cnefiehnmM cBojcTBUMA:

1) to = yo 32 x = xg;
2) Ha uHTEpBANy (X0, X) 3@ X > X PE3YNTAT 3aMEHE { YMECTO y ¥ jeqHAuUUHY

) idil — F(x,y) =0,
X

Behu je off Hyne, Tj.
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(10) ' dr _ f(x,1)>0.
dx

[MpernocraBuMo falbe la Ha MHTEPBANy (xg, X) TPaskeHO pelewme y u PyHK-
Uuja t HeMajy CHHTYIapHuX Tadaka. Taja 3a ceako x Behe o xj, a Mame oxn X Ba-
sxnhe HejegHAKOCT

(11) r>y.

Ouurnefso je fa je oBa HEjeHHAKOCT CYIUTHHCKH OJIUCKa HEjeHAKOCTH
(1)—(4) Muxauna IMerposuha. OBy CAMYHOCT je IPUMETHO HAII MaTeMaTuyap Mu-
nopafg bepronuro, na je y pany ,,Hexe ¢dynrunonanHe HejegHAKOCTH [OOHjeHe
npuMmenoM Yannuruaose mMerofe U ynopebupame ca pesynratuma M. IeTposu-
ha*, Becnuk [lpymrrsa mat. u ¢dus. HPC, 1X, Beorpan, 1957, 87-94, Hageo ITeTpo-
BrheBy TeopeMy, 6e3 fokasa, 1 Hanmcao: ,,¥Y IlerposnheBoj kwu3n ,,PauyHame ca
6pojunM pasManuMa“, Beorpan 1932, HaBegena je, u3meby ocramux, cnegeha reo-
pema, ONILITHja Off IPETXOfHe, & Yuju je cagpicaj ucili kao kog Yailauzunose itieo-
peme yuiiupane Ha ioveltiky ogoza paga* (npumenda Jb. IT.).

‘HMeceT roguna xacuuje, Munopan bepronusao ce Bpaha 0BUM Heje[HAKOCTH-
Ma y pagy “Priorité de Michel Petrovitch relative an théoreme de Tchaplyguine sur les
inégalités différentielles du premier ordre”, Maremarnuku BecHuK 4 (19), Beorpag
1967, cTp. 165-168. ¥ TomM panmy ce yTBpbyje npuopureT pesynrara Muxanna [ler-
posunha y OflHOCY Ha 1O Taja Ha3BaHy ,,YaIlsIMTHHOBY HejeqHaKOCT”. Y meMy
M. bepTonuHo objalimkbaBa [ja NUTake IPHOPUTETA HUjE Pa3pEIIno ¥ pajfy myOmu-
KOBAaHOM JIECET TOlMHA paHKje 3aTo IITO My Taja Huje OHO mosHaTt pajg Muxanna
TTerpoBuha “Sur une maniere d'étendre le théoréme de la moyenne aux équations diffe-
rentielles du premier ordre”, Math Annalen, 54 Band, 3 Heft, pp. 417-436, 1899. rop.,
Beh (moxasana ce ygenTuYHA) TEOpeMa YHETA ¥ KIHTY , PauyHame ca GpojHuM pa-
amanuma’ u3 1932. rogune. bepTonuHo y oBoM Texcry nuie: ,JMHTEepecanTHO fa
cMo mpukasanu oBy Ilerposuheny Teopemy y Hamem pany.” ,,Heke dpynxiuonanse
HEjeqHaKOCTH fo0ujeHe TpUMeHoM YalnuruHoBe MeTofe H ynopebuBame ca pesy-
arataMa M. [Terposuha®, 6e3 na cMo ce of[BaKIIK Aa FOBOPHMO O IPHOPUTETY jep
cMo 1957. ropune nMaH y BUfy KBTIy Muxanna Ilerposuha , Payyname ca 6poj-
HUM pa3MaluMa‘ y Kojoj OH He faje 6ubnuorpadujy (cBojux pagosa) cienehn cso-
je (ytBpbene) naBuke*.

Ha remy npuopurera nejeguakocty tuna (1)—(4) u (9), (10) u (11) Munopag
Bepronuno u Jparan Tpudynosuh nanucamu cy 4nasax Sur le Théoreme fondamen-
tal de S. A. Capligin sur l'inégalité différentielle du premier ordre, Mathematica balkani-
ca, Beorpan, 1971. roa., ctp. 11-18. ¥ memy, y3 goxas ga pesynraT Muxauna Ile-
TpoBuha u3 1899. roguHe MMa NPUOPHUTET ¥ OfHOCY Ha JanmIUIMHOB pe3yinTar U3
1919. romuHe, TOKA3aHO je U Jla TpHOpUTeT Ha HejegHakoctH (9), (10) u (11) 1puna-
na Ieany (1858-1932), 1j. ia je OH {0 THX HejefHAKOCTH jjouao 1886, rogune K my-
6smkoBao ux y pajy “Sull' integrabilita delle equazioni differenziali di primo ordine”,
Torino 1886.

TpeGa HarnacuTi Aa yTBphenn npuopurtetn Muxauna IMerposuha u Ileana
He yMamyjy OUTHO BENHKY yiIory Jaminrasa, Koju je goniao Ko GyHaaMeHTalHor
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pesynrara Be3aHOT 3a [uepeHurjaiHy HejeHaKOCT KO HEHHeapHuX FudepeH-
IMjaTHuX jefHa4YnHa n-TOr pefa (n € N, n>1). Yanmurud je u TBOpal no3naTe
,» JalyIMrMHOBE METONIE" 3a HallaXXere MPUONIKHUX pelllerha Nu(epeHIrjanHnx
jenHayrHa Koja ce CyIITHHCKH 6a3upa Ha MOMEHYTUM Heje[lHAKOCTHUMA a Koja ce,
360r uzBanpenHe Op3uHe KOHBEPreHuuje, U cafja KOpucTy 6e3 o63upa Ha ofipebene
Telikohe xoje ce jaBibajy y nenoj npuMenn. O HeKuM npobileMuMa MPH Peanuzo-
Bamy YannuruHOBe METOME H NPeIHOCTHMA MeToge Pudapacona y ofHOCY Ha by
MO¥XKe ce leTa/bHuje BUAETH HOpP. y unanky Hdymana Tomuha u JbyGomupa ITpoTu-
ha “Global Error Estimation in Ordinary Initial Value Problems Based on Two-Sided
Approximation”, ZAMM Z, Math. Mech. 66 (1986) 5, pp. 332-334.

Muorn Hamy MaTeMaTHYapy Cy y CBOjUM UCTPaKMBambUMa KOPHCTHIIN Hejefl-
naxoct Muxanna ITerposuha (1)-(4). Hajupe, y nssecaom cmucny, Cuma Mapko-
Buh Y €BOjOj JOKTOpPCKOj fucepTanuju 1913, rogune (wecr roguna npe Yanuru-
Ha), anu He muTHpajyhu y nureparypu M. ITerposuha.

Munopapn Bepronuso, Koju je cBakako o 6eorpagckux MaTeMaTHdapa Haj-
BHLIE TIPOyYaBao U HajOOIbE II03HABAO pajfioBe U3 AU(EepeHUUjaTHNX jeTHaYnHA
Muxauna IleTposuka, y ABafeceTak CBOjJHX pafoBa KOPHUCTHO je Ha Pa3fIHIUTE
HauyrHe HejegHakocT (1)-(4). Hajuewrhe je wa 6a3m KxoMOapaTWBHUX jegHAUHHA
FOJIa3K0 [0 HHU3a CBOjCTaBa pelliciba NnojiasHe audepeHuyjanye jeqHaunae. Ocum
Tora, nosesyjyhu Merony perpakra Taneyma Bamesckor (Tadeusz Waz'evski) ca
HejeguaxocTumMa obnuka (1)-(4) porurao je fo cneunuIHe CHHTE3€ THX METO/A,
KOPUCHE 3a IIPOyYaBame pellickha AuepeHIMjaTHAX jefHaYNHa. Y HEeroBUM Ipoy-
4YaBawyMa cy, Hajuelthe, pyOoBH 11eBH (KOjH CE NOjaBJBYjy Y METOOM peTpaKTa) Ofi-
pebenn xoMnapaTHBHUM jeHaUNHAMA TOOUjeHNM Ha 6a3u HejeguaxkocTu (1)—(4).
Huz cnenbennka Munopana bepronuna y cBojuM pagoBuMa KopucTH Takobe Ile-
TpoBuheBy HejelHAKOCT, He TIpeTeHAyjyhu Ha notnyHocT. Hasemumo fa cy, Bumie
WM Malbe, pafoBe Tor Tuna nyonukosanu Papusoje Munomeswnh, 3Be3nana Pana-
muH, boxko Bppomak, JbySomup IIporuh, J1asa Pagosuh, Jbumana Credpanoscka
u Crean bojosuh.

Y pany [4], a notom u y kiu3u , PadyHame ca 6pojHIM pasMaluMa‘, pasma-
Tpa ce nuepeHIjanHa jeqHaYMHa

(12) Y = F(x,y,f(x).
3a »y ce goKasyje ja ako noy ofpebeHUM yCI0BUMa BAXKH Aa j&
(13) @(x) < f(x) < W(x)
uakocy u(x) 1 v(x) pellema AuQepEHINjaNnHIX jeTHAYNHA
(14) W = Flxu@(x), v =F(xv,yx),
KOja 3aJJ0BOJbABAjy 3aj6AHUYKH [IOUYETHH YCIOB
(15) u(xg) = y(xp) =v(xg),

(y(x) je peieme jepHaunne (12)),
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Tafa3a x € {xj —/11,350 -@-hé) (hi,hy > 0) Baxm HejéﬁHaKOCT
(16) - u(x) < y(x) <v(x).

Hakne, ako cy gate mudepenumjanue jeguadune (12) u (14), u ako Baxu He-
jemnakoct (13), Taga Muxano ITetposuh fokasyje ja, y OKOJNMHE Xg, BaXH U He-
jemHaKocCT 3a pemema (16).

OBe HejeqHaKOCTHU Cy HHTEPeCaHTHE ajli, YHHU HaM Ce, NMAjy Mamby YIoTpe-
6HY BpeHOCT Hero HejemHakOCTH (1)—(4). Yocranom, u caMo folakemne 10 Hejel-
naxkocru (16) u3 nejequakocru (13), npema [NeTpoBuheBuM pednma, camo je NpH-
MEHa pe30HOBamka P HoKa3uBamy HejemHakocTH (1)—(4). IlerpoBuh, noxasyjyhu
" OBe HejeBHAKOCTH y pany [4], nocmosHo numre: ,, JIpuMennMo npeTXoqHa pa3MaTpa-
ma (1]. foka3s jenHakocty (1)—(4) npum. Jb. I1.) Ha jeguauuny (12).“

Kanoncxu o6nuk PukaTtujese jeHavynHe

(17) Y =y + f(x)
U BEHO yOHIIlTeI—bC O6JII/IKa
(18) o oy =yt f(x)

npucyTHU ¢y ¥ dnanmma [4], (5], [8], [15], [18] u [19] Muxauna [lerposuha my6mu-
KOBaHMM Y OBOj KiH3U. ¥ pagosuma [10], [11], [15] u [18] mpoyuaBa ce nuHeapHa
jenHauynHAa APYror peaa o6IuKa '

(19) : Y = f(x)y,

KOja ce; Kao IITO je IMO3HATO, OiroBapajyhoM cMeHoM cBonu Ha jegHaunny (17).

VY Behnnu THx paposa jeguauune (17), (18) u (19) nocmy>kuie cy Kao puMe-
PH 1 mycTpanyje fo6HjeHNx, ONITHjUX, Pe3y/ITaTa.

Y paposuma [10], {11], [15] u [19] reTamHuje ce mpoyvaBajy HATEIPATHY CITy-
JajeBM HEKUX O THX jefHadIuHA. Y THM tmammma ce MoKasyje 1 HA3 MHTEepecaH-
THHX pe3ynarara. HaBemumo fBa.

a) Hexa je mata maTerpaGuina jefHaYnHa
Y =yt f0).

aToj MHTerpabuiIHOj jeHAYHHN MOKe e IPUAPYXKUTH GeCKOHAYHN HE3 (Y-
HKIHja Off X
Xi, X2, X3,.00,
Taxas jja CBaka jejHaynHa
2 "y
Y=y +(f(“\) +7“n)

Takobe Oyne naTerpabuinna u To 6e3 MKaKkBe NofaTHe KBafpaType.

6) Heka je natra HemHTerpaGuiHA jeAHAYHHA

() +y*+ f(x)=0
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3a KOjy ce 3Ha 30up ABa NMapTHKyJapHA I/IHTeI‘paJIa ¥y H.y,. AKO ce O3HaYM ca
0=y, +y,Tagaje

A - constanta
(A € const.)

Tj. y1 B y, ce go6mjajy nomohy jenne xBajgpatrype.

Wncnupucann pagosuMa Muxauna Ilerpopuha, MEOTH Georpacku MaTeMa-
TUYapH Cy, KacHuje, NpoydaBanu nudepennujante jegraqnne (17), (18) u (19) (je-
muaunHa (18) je, 300r TOra, Y XaproHy Ha3uBaHa U ,,0e0rpajicka AudepeHuujantua
jennaumHa®). [ToMeHNMO HEKE Ofl ayTOpa KOju Cy u3ydyapany Te jegHavune; Cuma
Mapxkosuh (y gokTopckoj nucepranuju); Tanuja ITejosuh (y gokTOpCKO] IucepTa-
IUjH ¥ Y HEKOJMKO panosa); [parocnas Murpurosuh (y AOKTOPCKOj FUCEpTAL]jH
M y OKO [iBafieceT neT pafgoa); Munopayg Bepronuno y gecerak panosa. M. Beprto-
JIMHO je Ipoy4yaBao M FeHepanucaHy jeAHaudnHy, jegHaunHe (18), Tj. jemHaunny
Y+ y" = f(x); f(x)>0, (n,me N). YBogehu nmojam ,,30He KBAJINTATUBHOT YTHU-
Iaja“ 3aBUCHO Of cBojcraBa yHKnuje 41 f(x) (y pany “Zone d'influence qualitative
de certaines fonctions figurant an deuxiéme membre des équations différentielles” Bull.
sci RSF Yougoslavie, Section A—Zagreb, 1967, cTp. 2, [ona3u ce J0 HX3a UCTHX CBOj-
cTaBa pelllera NpoydaBaHe gudepeHINjanHe jeqHa4nHe. BepoBaTHo fa ce oBa
ufieja M. Bepronuaa Moxe NDUMEHUTH U Ha Apyre ciydajeBe gudepeHUjalHuX
jemraunua ob6nmka (12), rae pyHkIHja f(x) nocenyje HeKa KBaJXUTATHBHA CBOjCTBA
(THna: orpaHNYEeHOCTH, KOHBEPTeHIHje, MOHOTOHOCTH UTH. ).

Y unauky [6], [9], [11], anu u y pagoBuMa “Intégrales premiéres i restrictions”,
Académie royale de Serbie, Paris 1929. u “Intégration qualitative des équations différen-
tielles”, Mémorial des sc. math. Paris, 1931, M. ITeTposuh npoy4asa audepeHUyjat-
Hy jequaumuy (19). 3a »y Hokasyje na TBphema (3aBUCHO Off TOra fa U je (pyHK-
maja f(x) MO3WTHBHA UM HEraTHBHA). JeqHO Off Ta Ba TBphema,je cenehe.

Csaxu peannn uuterpan y(x) jegHaumte (19), 4uju ce IpBH M3BOJ aHYIHpPA
y Ta4KK xo U3 UHTepBana (a, b), y kome je dynkuuja f(x) > 0, MOXKe CE HaIUCaTH
y 00Ky

y=20 e +e™),

rae je X = (x— xg)/f(&), & € (xq,x), M TO 3a CBAaKy BpemHOCT a < x < h. ITopex
TOTa, 3a OCIIJIATOpHA Pellierha ce Hokadyje Na usMeby IBe y3acTolHe HyJIE x|, X,
uMajy obIuK y=yjcosx, The je X = (x —x9) f(&), &e(x,x;) omakne je

f\l_x()_— F&), xp =x0+= \/f(

HpO6JIeMI/I BE3aHU 32 ocunnaTopHa peme}La IPOLINPY]y ce Ha Heke Hoiikaa-
ce OmuITe jefHAYNHE NPBOT pefa y’ = f(x,y), HoceGHO u3noxeHe y [9].
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Y ckopuje BpeMe, OBaj pe3ynTar je HaBe[ieH Y 03HaTO] Kiu3u Benmana (R.
Bellman, “Stabillity theory of differential equations”, McGrow-Hill, New York, Toronto,
London 1953, ch. 6. Ex. 16, Ex. 17).

HTpumegda. — Axo cy M u N KOHCTaHTe TakBe Jia je

N<f@EsM 3a §elxg,x),
Taja je uHTerpan y(x) yoKBHPEeH KPUBOM

—)éﬁ(exl +e X1y 1§ %O—(exl +e %2y,

e je X, =(x = xo)WN , X; = (x = x0)VM .

Muxauno Ilerposuh fokazyje oBaj pe3yirar (Kao U aHanorad 3a f(x) < 0)
KopucTehH TEOpEMY O Cpefi0j BPENHOCTH HHTErpaa.

Munopapn BepronuHo je 1958. rogune y wianky , JIpuMenda y Be3n ca jeHAM
craBoM Muxanna Ilerposuha®, Becnuk JpymTsa Mat. u ¢us. CPC, X, brr., crp.
115-118, noka3ao ucTH oBaj pe3ynrar kopucrehn apyraunjy Texnuxy. Ilpeseo je
jennauuny (19) na PukaTujey jeqnaunny z’+z° = f(x), a 3aTHM KOPHCTHO KOM-
napaTuBHe jefHaumHe z' = M —z% n z’= N -z? (rne M u N uMajy BCTH cMuCao
Kao y NPeTXOfHOj mpuMenbH) Koje Cy jeHaumHe ca pa3fBOjeHNM IIPOMEHIbUBHM.

Herm aytop je ucre pesynrare nobuo u KopumhemeM METOAe peTpaxTa
(BumeTn “Sur la limite (finie on infinie) d'application des inégalités de Tchapliguine de
second ordre”, Ann. di Mat. pura ed appl. (IV), Vol. LXII, pp. 113-126, Bologna, 1965).

IMerposuh je 1929. roguae 06jaBhoO ONCEXHY paclpaBy y Kojoj je, cnepehn
CBOje Hfeje U3 PAHMjHX PAfoBa O AHAJUTUUIKO] TCOPHUjU, YBEO NOjaM IPBOr HH-
Terpaja ca OrpaHuvebuMa, Kao U 10jaM KBalIUTATHBHOT [IPBOT HHTerpana (IUTo je
IOMEHYO y fieny ,,PadyHame ca GpojHuM pasManuma’, BULH KUY 8 OBOT H3Jlamba,
crp. 23-26).

Hexa je F GhyHKITja TPOMEHIBHBUX X, Y,Y',...,y"’, rie je y = y(x), u moue-
THHUX YCIOBA X, Ygs---, Vg -

Axo je

(20) F =const.,

LYK CBAKOL peliema y fugepeHLyjante jeffHa Y lHe

(21) 9y, .,y =0 n>p,

onpa [erposuh npeysumajyhu taga yoGudajedy gedunnnujy, penauujy (20) nasu-
Ba npsH unTerpai. Ilpuponsuje je u Gorbe 3a pazyMeBarbe BETOBOT pafa (PyHKIujy
F ca ocobunom (20) sBatn npeuM uHTerpanoM, mro IlerpoBuh pouHMje # caM
HHHA.

O mpBUM HHTETPaNNMa OH KaXe:

,JIo3HaBawe jeJHOr WY BHUIle MPBUX MHTErpaja 3a jefHy jefHauYnHy. Uin 3a
CHCTEM jelHauMHa, 0jeJHOCTaBIbYje HBUXOBY uHilieZpayujy U HCIUTHBAILE BUXO-
BUX CBOjCTaBa.”

IMojam npBor yHTErpaina 3Havajad je y Mexannn jep (20) u3paxkasa 3akoHe
KOH3epBalyje (HIp. eHepruje).
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IleTpoBuh yBOAM I0jaM IPBOT MHTErpaja ca OrpaHMYCHUMA TaKO MITO 3a-
xTeBa fa ocobuna (20) Baxu camo 3a HeKe off unTerpana jeanayuse (21) koju nma-
JY U3BECHY aHAUTHIKY OCOOHHY, Ha MpuMep Aa OyRy Lelie win MepoMopdHe yH-
KLuje, UTH.

Taj nnojam my omoryhyje na obuje Hose HHGOPMaUHje O HITP. MEPOMOP (HHIM
UHTErpanuMa anrebapcke fugepeHiujante jeTHATnHe

(22) 25y, y") = 0.

IIpumepa pagu HaBoguMO OBaj pe3yartar. Heka je R(x,y,y’,...,y(”)) panuo-
HanHa (PyHKIHja 10 CBUM NPOMEHJBHBUM Ca KOHCTAHTHHM KOC(HUIHjEHTHMA aj.
ITerporuh maje ycnose 3a KoeUIHjeHTe dy, Aa jefHaduHa (22) 3a CBOje MEPOMOP-
¢bHEe UHTErpasie UMa IPBYU UHTErpal R(x,y,¥ ..., y"") = r(x), e je r(x) panmoHa-
THa PyHKIH]A.

Cnuuan pe3ynTaT faje ce M fa NPBU HHTerpan Gyfe IOJMHOM, KOjU Ce, ¥
crIyJajy Kafa jemHaunHa (22) He cafipsKu eKCIUTHITUTHO X, CBOJY HA KOHCTAHTY.

Merop gokasuBama THX pe3ylTaTa, Moped Tora mTo kopuctH jeany [Iuka-
POBY TeopeMy o HyJlama YHUGOPMHUX (PYHKIH]a, Y HOTIYHOCTH CE OCNambha Ha I10-
crynak u3 IlerpoBuheBe Tese (BUAM HPBY KUY OBOT H37[alka), KOJH ce U OBHE
H3Naxe y DOTPeSHO] MEepH.

Kapna je peu camo o peanHUM HHTerpanuma jefHaqmHe (21), anu u cucrema
¥i = fi(x, v, ¥,), i =1,2,...,n, yBOIY CE U I10jaM KBAIMTATHBHOT NIPBOT MHTETpa-
na. Ioy Tum ce noppasymeBa, yMmecto penaunje (20) (omgHocHo dhyHkmyje F), pena-
auja

F=6(x)
rae je 8(x) gedunucana y pasmaxy (a, b) v uMa ofpebene ocodune (Hup. orpasu-
YEeHOCT, MOHOTOHH]A, ...). OBLe ce, MehyTuM, Ho3BombaRa fa (yHkunja F cagpXu
H3BOJ[ HCTOT pefia Kao U caMa Au(epeHLyjanHa jefHaulHa.

Kpanurarusan mpBu uuTerpat Ilerposrh KOpUCTH 3a KBaIUTATHBHY aHAH-
3y NOjeqUHNX THIOBA jefHAYNHA U Jo0Hja HeKe OCOOHHE pelleha, MaXOM OKBUPHE
KpuBe, 6poj HyJla ¥ BUXOBO pacrojambe, ITO je Beh JoKa3ao M y paHMjUM pafo-
BHUMaA.

OBa pacnpaBa, ka0 KOPHCHO ONMYHCKO IITHBO, HABOAHM ce y Kwu3u F. Tricomi,
“Differential equations”, Blackie & son, London, 1966.

Pantosu [14], [15] n [17] noceehenu cy Be3n usmeby teopuje nudeperimja-
HUX je[IHAYWHA ¥ apUTMETHYKYX OcOOHHaA pelera. Te ocobune mpeTeXHo ce of-
HOce Ha npocte O6pojese, I1a ce Tako fobuja Be3a ca TeopujoM Opojesa. Tume ce,
cmatpa ITeTposuh, orBapa noceGHO NPUBIAYHO NOJBE HCTPAKUBAKA, HAKO HE MU-
e a ke ce Mohn ga u3Bey 3aKJbYUIM 3aHUMIBUBH 3a TeopHUjy OpojeBa. Mebytum,
pe3yaTaTu Koje faje jecy 3aHUMIBHBH. JeflaH Off lbHX Ka3yje Aa IOCTOj€ aHATUTHYKE
(byskumje (HABOOH U IIpEMeEpE) KOjH 3a[j0BOIbABAjy HEKY anre6apcKy jefHaYAHy U
HMajy Kao jej[uHe peanHe HyIe pocTe 6pojeBe Mame Off HeKe KOHcTauTe, Jpyru
pe3ynTaT Koju HaBOIHUMO je cnefehu.

ITocroje xinace anrebapckux AugepeHIIjaNHUX jefHauuHa OUNO KOT pefa
YHj{ ONMIITH WM NAapTHKYJIAPHA HHTErPAll TEXKH 338 X — oo TPAHUIHO] BPEIHOCTH
KOja ce u3paxkana noMohy mpoctux 6pojesa KojH He Npenase PHKcHu 6poj m.
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Ha npumep, 3é peliema y(x) jemHadYmHE
(I=yy" +2yy + f)1 - y*)y = 0,
BaXun y(x) = sin(c+2n8m), x — oo}
OoBJiE je ) =1=F(x)/ Pu(x),
m-1

2
Px)=1+2+2 4+ 4 ,
2 3 m

Sy = 1 + 1 .t
35
rae ce cabupame BPIIHM OPEKO MPOCTHX OpojeBa Koju He Tpeliase m.

Bpno meTepecanTan je Manu wianak Muxauna Ilerposuha ,,OceTmuBa Me-
cTa OOHYHUX U AuepeHIjaTHuX jefraduna’, Mar. Bec. Bry., Maj 1939. rop. ¥ me-
MY Ce, Ha HellyHe TpH CTpaHe, pa3MaTpajy (KakKo MX Ha3uBa ayTop) OCET/hUBA Me-
cTa 00myYHHX ¥ nucepeHIUjaTHAX jenHaduna. Pajgu ce; y crBapu, 0 TOMe Jla Kafa cy
maTe HEeKe jefHadnHe Koje y ceCu cafpske HEeKU mapamerap, Hip. o, Taja je Moryhe
la penIersa jeflHaYHa UMajy H3BeCHEe KapaKTePHUCTUKE [IPU Ol # @, & MOTIYHO JIPY-
radmje 3a 0L = a, YaK ¥ Kajia ce O BPJIO MaJio pa3iukyje of d.

Heka je, €Hnp., aTa fudepesunjanHa jeqHaAYNHA

(23) Y24yt =l+au(x),

T je 0. peanaHn napameTap, a ¥(x) HeKa MOHOTOHa (PYHKIH]a.

Ha npeu norzneq 6u ce pexno Aa he mpupopa pemema nudepeHINjaTHe
jennauwne (23) 6utm ucra (unu cnwvHa) 3a, peunmo, o =—0,00...01, o0 =0 wn

9 myna
o =+0,00...01. Muxauno IleTporuh Aoka3yje ga je IPeTXONHO peYeHO HETAYHO.
9 Hymna

Ow Bpno naxko mokasyje jga he 3a csako o (ma ¥ GIMCKO HYJIX) OBA pellema fude-
peHnnjanaux jegraynna (23) 6uty MoroTOHA (pacryha winu onanajyha), ang u ga
ke 3a o = 0 6mTU cacBUM paznudUTe IpUpose — 6uhe nepuonnune pynkuyje. ITpu
TOME My je loKa3 U3y3eTHO jefHOCTaBaH u myH ayxa. Hnp., na 6u fokasao fa cy 3a
o #0 cpa periema MOHOTOHA, OH JA(epeHIHjalHy jeHAYNHY ,,3aKOMILTHKY]je"
nudepeHIupameM, a IOToM, KopucTehn Ty jefHAYUHy fPYTOT pefa, foIa3n fo 3a-
KJby9Ka O MOHOTOHOCTH pellema (Ty je 3aucra cBe jeAHOCTABHO CaMo Ce TPebalo
ceTnTH!).

Vimajyhu oBakse npumepe y Buny, Muxanio Ilerposuh nuime: ,,... o6pa3an,
KOjU W3PakaBa KaKaB aHAIUTHYKM, MEXAaHMIKHU, (GU3UIKHE UTH. PakT MOXKE UMATH
KaKBO CBOje OCETIBUBO MECTO Y KOje, caMo ako ce AUpHe, (hakT U3 OCHOBA MEH:a
CBOj OGMTHE KapakTep. ...(HMa) clydajeBa fa HE3HATHA M3MEHA jeHOr (akTopa y
[10jaBy H3a3uBa HecpasMEepHO BENMKy MpoMcHy OHTHOT KapakTepa obe.” Hajsagp,
3aKk/bydyje: ,,TAKBE BPCTE I10jaBa flajy, y UCTO BPeMe, ¥ MHCTPYKTUBAH IIPUMED He-
CHATYPHOCTH 3aKJbyUaKa U3BENCHUX pe3oHyjyhu itlauHo Ha je[lHaYMHu Koja Ou Ouia
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caMo ipubauxcna, a TpUOIMKHA 61 GUyTa CTOra IUTO je NPU BeHOM (POPMUEpPaKLY
WX $EHO] YIOTPeOH HELITO MITO Ce CMATPANO BPIIO C1afo U 3aHeMapIbuBo (hak-
THYKH 1 3aHeMapeno. Ma KonmmKo ce Majo MpubIUKHA je[HAYNHA PA3ITMKOBANA O
TAYHE, PE3yATaT MOXE OUTH OUTHO Pa3IMYUT Off OHOTa ITO GH Ce MMAO Ca TaAYHOM
jeMHaYMHOM.

AyTOp OBOT npHKa3a Morao 6u a gofa u cnegehe. Yecru cy cnydajesu aa ce,
HITP., CACTEMH HEINHEAPHUX AU EPEHIH]aTTHAX je[HAUNHA 3aMEbY]y BUXOBUM JIH-
HeapHUM anpoKcuManyjama (y TeOpHjH CTabHIHOCTH UTH.) jep Ce OBE MOCIekhe
JIaKIle aHalu3upajy, ajdd UMa H cnydajesa (Hajuemrhe!) xama peansu Mofen Huje
IOTIYHO MO3HAT UCTPaXHBady, Beh cy My mo3HaTe caMo AOMHHAHTHE KapakTe-
PHCTHKE.

Hneja Muxajuna IleTposuha npeseHTHpaHa y OBOM pajy WHCHOEPHCANA je
M. bepronuna fa ra fieTa/bHO aHAIM3KUpPA Ca MATEMAaTHYKE TadKe IJIefuinTa (Buje-
T ,, JleTpoBuheBo gUPEKTHO NpOyUYaBake pelekha fudepeHIijanHux jeHaYnHa ",
Muxanno Iletposuh 1868-1943) u XKusojuna hynyMa (BumieT unaHak Muxauna
ITeTpoBuha ,,OceTbrBa MecTa OOMYHEX U I EePEHIMjanHuX jeqHauuna’, ,, Muxan-
1o Ierposuh 1868-1943%, crp. 135-140) Koju geTalbHO aHANN3UpA TY HAE]Y Ca ac-
nexra ¢usuke Ha npumepy lllpenunrepose jegHavnHe.

HMma cMucna mopesaTu pasMullbamba Muxauna Iletposuha usmoxena y
OBOM WJAHKYy ca IIIcalmeM 3HadajHor Hemadkor ¢msuyapa Bantepa Xajruepa
(Walter Heitler). ¥ xmu3n “Die Natur und Gottliche”, Verlag, Klett, Balmer, Zug. 1967,
XajTaep Hajupe KOHCTATyje jefHOCTaBHY YHibeHuny: ,,Jla ce pu3muku 3aK0HK u3pa-
3KaBajy Ha MaTeMaTH4K# HauuH." 3aTuM mume: ,,OHO ITO ce faHac Npoyyasa y
(pU3NLHM CY CTBAPHW KOje I0CTOje caMo IOJ BelTaukuM ycmosuma®. Hajzan, Xajr-
nep kaxe: ,,Hujenan npupofHu 3aK0H Ce He CIIake CACBUM TAavHO (HUje CACBUM Ta-
vaH).” Caumaso XajTiepy TBPAU U BEroB IpHjaTess U capaHuK HoGemoBan Xaj3eH-
6epr (Heisenberg): ,,IIpupona ce yskacaBa IMOTHOYHE TAUHOCTH ¥ IPEUU3HOCTH H3HAJ
csera.” '

Jlakne, oBe hu3NvIKe jegHAYHHE CY, npeMa XajTiepy u Xajzenbepry (anu u
APYTUM ayTopuMa) caMo NpHONMKHE, a Kako je yrspauo Muxauno ITetposuh, 3a-
KIBYUIM O pelickhiMa TaKBUX jefHAUNHA Cy Kpajibe HECUTYPHH, a CMO MM CBH ¥
CUTyalHji la PEajHO HE NO3HajeMo (pU3K1IKa akTa.

VinTepecaHTHO je YIOpeOuTH OBe 3aK/bydKe MaTeMaTHdapa U (u3nyapa ca
KOHCTaTalujoM Teonora snaguke Hukonaja Bemumuposuha: ,,Mu He 3namo usu-
IKe 3aKOHE jep OHM U He NocToje™, Tj.: ,,(pM3UUKH 3aKOHU CAMO Cy CHMBOIIU MOpa-
naux 3akona* (Bmaguka Hukonaj, ,,Homonoruja“, Mza6pana nena, k. II1, I'nac
ypkee 1996).

Jepnauuny

(24) Y = 0(0)[fi(x) =] [ £ - y]s

Koja ce momube y pany [1] Muxaumna ITerpoBrhia, Ha3uBa XEMHjCKOM je{HAYMHOM,
360r menux npuMena y xemuju. O4nriiefso je na ce u3 jeqaunne (24)zan=1,2,3
moGwujajy muHeapHa PukaTujeBa n AGeyoBa jelHaUYNHA NPBE BPCTE, KOje Cy JOCTa
npoydaBaHe Yy MAaTEeMATHIKO] INTEPATYPH. AKO ce YOUH je[JHOCTaBHa je[HauuHa
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Y =-D(y-2)

(xoja je cnenujanan cayu4aj jeguaunte (24) npu n = 2) peJaTHBHO JaKO ce KOH-
crartyje (uMajyhu y Bany na je yY>03a y>2 u y<1, kKao u a je y’ <0 3a
1< y<2) pma ce cBa pellema youeHe jeflHAaUMHE, KOja 32 X = X 3a[l0BOJbaBajy
YCIOB y(x¢) <2, ,,IpROJINKABajy" TPHBHjAIHOM pelllehy y = 1 Te jefHaqune Kajga
x ~> +oo. Takobhe ce MOXe KOHCTaTOBATH a C& APYIOM TPUBHjaHOM pelICHY,
y =2, He ,,npuGnnuKaBajy" peuewa youeHe jeffHauMHe Kajja x — +oo,

Hexka je, name, faTa gudepennujanta jeqHaunHa

Y =[y- @]y - L),

rge ¢y fi(x) 1 fo(x) HempekupHe ¥ AudepeHnujaGuiHe QpyHKIHUjEe 32 x 2 xy, IPH
4eMy je fi(x) MOHOTOHO pactyha, a f,(x) MmonoToHO omanajyha dyHKIuja. Heka
H(x) r fr(x) ucnymwanajy u cnenehe ycnose

\‘l_imm]‘i(x):Cl, \_l_i)lfrlmfz(x)=cz u fi(xg)> fr(x0);

Tajga, CIUYHO HPETXOJHOM, MOXKEe Ja Ce AOKaXe N1a NMOCTOjH GECKOHAYHO MHOTO
pellena Koje uMajy cBojcTBO faje lim y(x) = C,.
X—>+oo

_ CyuITuna je y ToMe [ja ce IoKaxXe [ia ce CBa pellierba PETXOHHE JudepeHIy-
janHe jegHadHMHEe, KOja 3a X = x; 3aJ0BOJBABajy yclnoB y(xy) < fi(xy), Kaga je

x> xo NpuOIMXKaBajy KPUBOj f>(x) (eBEHTYaNHO ce CeKy ca HBOM) U 3ajelHo ca
BOM Texe KoOHCTaHTH C,, Kajga x —> +oo. [Ipu TOM y = fo(x) HHje peliewme IpeT-
XOJHe jefHaunHe (3a PasiuKy rnpase y = 1 y IpeTXONHOM IpuMepy), jep 61 Mopalo
outu f;(x)=0, 1j. f>(x) = const., OITO IPOTUBYPEUN IPETIOCTABLH Aa je f5(x)
MOHOTOHO onafajyha pyHKIHja.

CBojcTBO Heke AudepeHnnjaiHe jefHaurHe fa nocraje GyHKOHja y = @(x)
KOja HHje pelliemke T¢ fHdEepeHInjalHe jefHauuHe, a KOjOj ce, Kaia X — +oo IPHU-
GrnusKaBajy apyra peliera Ucre jefHaunHe, GUII0 je HHCIHpanyja (y3 IpoydaBame
orpaHHueHNX peniea) Munopany BepTonuny ma neduuuiIe jefHy HOBY BDPCTY
cTaGMIIHOCTH, T3B. ,,CKOPO CTaGIIIHO OpUGIMKHO peuletbe” (BupeTH: Bertolino M.,
“Sulutions approximatives presque stables des équations differenticlles”, Matematicki ve-
snik 4 (19) 1967, pp. 71-74). Kacuuje yonureme ,,cKOPO CTaGUITHOT IPUOIUKHOT
pemema’ off crpade Jb. Ilpotuha (Bupetu Ilporuh Jb. ,,Pazne nedununuje crabu-
JHOCTH U NPOIICHA pelllelha OONYHUX AU EpeHINjaTHMX jeHaYnHa", MATUCTapCKU
pan, Beorpan 1970) uiino je y cMepy 3aMmeHe dyHKIHje y = @ (X) jeIHAM 10jacOM.

Paposu [10] u3 1926. u [15] u3 1935. roguue Muxania [Terposuha nocsehenn
Cy foNlaxeny 0 WHTerpabunHux ciaydajea jegHauusa (17) u (19). Y creapwu, y
THM je[lHAYKHAMA ce Pajiy O (CYMITUHCKY) HCTUM pe3yNITaTHMa UMajyhul y BURY Be-
3y jemwaunna (17) u (19). OcuHoBuu pesysrart Ao Kora je gomao M. Ierposuh y
TAM pafoBUMa je cnefehH.

Heka je mara murerpabunna Pukatujesa jegnaduna (17). 3a my nocroju
Heckonayvad HU3 GyHRIMja X (x), X5 (x), X3(x),... Takas fa je cBaKa Off jefHa4YMHA

(25) Yo =i +(f(x)+Xn(-\')), (neN)
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Takobe uHTerpaduita, i To 63 HKakBUX KBagparypa. ®ynaknuje X,(x) dopmnupa-
jy ce Ha peKypeHTaH Ha4lH

2
N3l X () _r
Xll(“\)_ 4|:X”_l(x)] 2 X”_l(x), X()(x) f(x)? (f’l EN)7

a pemema auepenyjante jegaqune (17) padyHajy ce no gopmynu

— i yfxwl(x)
Yu(x) yzz»l(x)+dxlogm~

Pajpiu ce, ounrieHo, 0 HHTEPECaHTHOM pe3ylTaTy Koju oMoryhasa ga ce, 1o-
nazehu on pemmBe Pukarujese jepuatmue (win jennaunse (19)) obe mo 6eckona-
gHOT 6poja HHTeTpaluiIHUX claydajeBa UCTe jefHa4duHe. IIpy ToM 3a fobujame pe-
mera cefehinx jeqHaunHa HUCY noTpeOHe HAKaKBe nHTerpanuje (Beh camo pude-
penuupame). Kypercku je Tpu ropuse Kacugje (ugetu M. Kourensky: “Sur 'équa-
tion de Riccati, Rendiconti della R. Accademia dei Lincei”, (6) 9 (1929), pp. 950~957)
IOIIa0 JO UCTOT pe3ynraTa He3aBucHO of Muxanna Ilerposuha. parocias Mut-
puHOBHh je y pagoBuma “Théoréme sur 1'équation de Riccati”, C. R. Acad. Sci, Paris,
208 (1939), pp. 156-157, u ,,Hekonuko cTaBoBa o Riccati-eBoj guchepennujainoj je-
nrauman®, Tac Cpricke akagemuje 181 (1939), crp. 171-236, peluo OMIITHjH IPO-
6s1eM, KOj! IJIacu:

nonasehy of uHTerpabunne Puxarujese jemHaunHe (17) oGpasoBaru Gec-
KpajHu HU3 APYrUX PHKaTHjeBUX jefHAYNHA UCTOT OOMNKA, Y, + y? = £,(x), xoje he
OuUTH MHTErpaCUNHE.

PesynraT 0 KOjer je JIoIIao je KOMIUTHUKOBAH M MPaKTHYHO HEYNOTPESIbUB,
any je, yHeKOINKO, HHTEPECAHTHY]ja je[fHa IOCIENUIIA TOT OIIITEr PE3YITaTa, a TO
je: .

ako ce nobe of jemHe wnTerpabunue Puxkatujese jegHauune (17), Moxe ce
o6pasoBaTy GecKpajaH HU3 HHTETPaOHIHIX je[HaYMHa Y, + y? = f£,(x), e je

2
Jn1(x) _ fio1(x)
J.fn—l(x)dx Jf}l_l(x)dx
yn—l(x)J‘f;z—I(x)dx Foo1 (X)
[ fadx =y, [ faGods

Ju(x) = fuoa(X) +2

2 Jo(x) = f(x),y0(x) = y(x).

yn(x) =

Bupu ce ja je 3a pauyHame f,(x) n y,(x) noMohy OBUX peKypeHTHUX (op-
MyJia OCHOBHH IPOOJIEM payyHarbe HHTErpana (Ha CBAKOM KOpaKy) IITO HHUje IIPHU-
CyTHO y pesynrary Muxanna IletpoBuha. OBa YHI-EHHIA, Y TPAKTHIHOM CMHCIY,

YHHH JIa CE OBa [[Ba pe3ynTaTa GUTHO Pa3muKyjy.
Jbybomup Hpoitiuh
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Théses présentées a la Faculté des Sciences de Paris, No. 823, Gauthier-Villars, Paris,
1894, p. 109; 21,3 x 26,6. (1)

Sur les intégrales uniformes des équations du premier ordre et du genre zéro
Comptes rendus, Paris, 1894, t. CXVIII, 22, pp. 1190-1193.

[Caommreno y ®panuyckoj akafeMuju Hayka (mame y Texcry ITTAH) 28. maja
1894; mpukasao npod. E. Picard.] (2)
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upeoia pega

Cpncka xpameBcka akagemuja, ['nac, k. L, IIpBu paspen, xw. 17, beorpap,
1895, crp. 43, 16,2 x 23,5,

[CaommTeno y AxkageMmuju npupopgnHux Hayka CpIicKe KpalbeBCKe aKafeMuje
(mame y Texcry ATTH), 1. maja 1895; pedpepar npodh. Jumutpuja Hemrnha. ] (4)
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Comptes rendus, Paris, 1895, t. CXXI, 19, pp. 632-635.
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[Caonmureno y ITAH, 1. jyna 1896; mpukazao npod. E. Picard.] (11)
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* Y kwusu 15 Cabpanux geaa Muxauna Ieitiposuha u3noxeda je nornysa 6ubnu-

orpadja yKynHe AenaTtHOCTH npodecopa Muxauna Ilerposuha. Ospe cy natu oGjaBbeHn
panoBu u3 AudepeHUNjaTHuX jepHauuHa, 3HaKkoM [J o0enexeH je paj 00jaB/beH y 1. KibU3y,
a3Hakom A pap oGjaBiben y 2. kmn3u Cabpanux gena Muxauaa [eitiposuha. Ha xpajy cake
jemuHunLle cTaB/beH je Gpoj y 3arpalu Koju je NMo3uB Ha NMOAaTak y NoTnyHoj 6udnuorpaduju
y 15. k»usm.
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1889, cTp. 207-277.

[Caomreno y ATTH, 9. ¢gebpyapa 1898.] (33)

22 Extension du théoréme de la moyenne aux équations différentielles du premier
ordre

Comptes rendus, Paris, 1899, t. CXXVIII, 16, pp. 981-984.
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Comptes rendus, Paris, 1916, t. CLXIII, 4, pp. 81-84.

[Caomureno y ITAH, 24. jyna 1916; mpuka3zao npod. E. Picard.] (146)

Jegna epciua uneapujanaiia Kpusux Aunuja gepunucanux gudpepenyujan-
HUM JegHaYuHama

Cpncka xpammeBcka axkafiemuja, I'mac, k. XCIII, IIpsu paspen, k. 39, Beo-
rpan, 1921, ctp. 75-84.

[Caomrreno y AITH, 25. HoBemGpa 1913.] (17%)

Jegna ocobuna auneaprux gupepenyujarnux jeguaiuna

Cpncka kpaibeBcka akapemuja, I'mac, xm. XCIX, IlpsBu paspen, k. 42,
Beorpan, 1922, cTp. 1-6.

[Caommrreno y AITH, 31. jaryapa 1921, c HacnoBom Ha (ppaHL. je3uky.] (178)
Problémes arithmétiques sur les équations différentielles

Bulletin de la Société mathématique de France, Paris, 1924, t. LII, pp. 514-519. (184)

41% Juchepenyujanne jegnaqune iipsoia pega ca ocyunraiioprum unigeIpasuma

Cpncka xpameBcka akafemuja, I'mac, xw. CXVI, Ilpsu paspen, xm. 52,
Beorpap, 1925, crp. 11-23.
[Caommreno y ATTH, 26. janyapa 1925; ¢ pesumeom (¢ppanr.).] (192)
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42* Jegna ocobuna Jiuueapne gugpepenyujanne jeguauune gpyzoia pega

Jugoslavenska akademija znanosti i umjetnosti, Rad, knj. 232, Razred matematicko-
-prirodoslovni, knj. 70, Zagreb, 1926, str. 99-107.

[Caonmreno y Razredu, 4. retiemGpa 1925.] (204)
432 Sur les intégrales réelles de Iéquation linéaire du second ordre

Bulletin de Ia Société mathématique de France, Paris, 1926, t. LI, 1-4, pp. 127-134.
(207)

44 Séries de puissances représentant les fonctions inverses des intégrales abeliennes
Vestnik Krdl, Ceske spolenosti nduk, Praha, 1927, Trida math. prirodovedecka, t. II,
pp. 1-8&.
[Caommteno y Yemkoj akafeMuju Hayka, 14. (peGpyapa 1927.] (216)

45 IIpumegbe o Kanonckom Apoulgogy apumaprux axigopa

Cpncka Kpa/beBcka akapemuja, I'mac, xw. CXXVIIL, IIpsu paspepn, km. 59,
Beorpan, 1927, crp. 163-169.

[Caomreno y AITH, 26. fenemopa 1927; ¢ pesumeom (dpamni.).] (220)

46 Fonctions entiéres engendrées par les équations différentielles algébriques du pre-
mier ordre

Comptes rendus du Congres de 1’ Association franceaise pour I’avancement des sci-
ences, s. Mathématiques, Constantine, 1927, pp. 48-50. (221)

47 Jegno uuiuaree 0 1€0ge3ujCKUM NUHUJAMA HOBPIIUNG

Jugoslavenska akademija znanosti i umjetnosti, Rad, knj. 234, Razred matematicko-
-prirodoslovni, knj. 71, Zagreb, 1927, str. 189-195.

[Caonmiteno y Razredu, S. anpuina 1927.] (223)
48 Sur un nombre absolu rattaché aux géodésiques des surfaces

Atti del Congresso Internazionale dei Matematici VI, Bologna, 1928, pp. 347-352.
(231)

49 Remarque sur les fonctions entiéres engendrées par les équations différentielles
linéaires du second ordre

Bulletin de la Société mathématique de France, Paris, 1928, t. LVI, 2, pp. 22-24. (233)
50 Problémes d’intégration qualitative en astronomie,

Annuaire pour I’an 1930, Pubications de I’Observatorie astronomique de I’Université
de Belgrade, Belgrade, 1929, t. 11, pp. 121-124. (236)

512 Intégrales premiéres & restrictions

Académie royale de Serbie, Editions spéciales, t. LXXII, Sciences mathématiques et
naturelles, 1. 19, Paris, 1929, pp. 50, 16 x 25.

[Caomurreno y AYTH, 29. anpuna 1929.] (237)
52 Egquations de comparasion dans la théorie des équations différentielles

Comptes rendus du 1 Congrés des Mathématiciens des Pays Slaves, Warszawa, 1929,
pp- 129-133. (238)

53  Equations différentielles & courbure intégrale fixe

Comptes rendus du Congrés de 1" Association franceaise pour I’avancement des sci-
ences, s. Mathématiques, Alger, 1930, pp. 40-43. (245)
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56
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594

60

61
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63"

64

65

Q yeaum diyma;ujama Kao uniieipanuma aaiebapckux gupepenyujainux
Jjegnavuna ipeoi pega

Cpncka kpabeBcka akafeMuja, Lnac, k. CXLIII, IIpBu pazpen, xw. 70, Beo-
rpag, 1931, crp. 193-200.

[Caommreno y AITH, 23. mapra 1931; ¢ pesumeonm (¢ppanm.).] (249)
Intégration qualitative des équations différentielles

Mémorial des Sciences mathématiques, Paris, 1931, fasc. XLVIII, pp. 58; 16,5 x
25,3, (255)

Un probléme sur la chaleur rayonnante

Publications mathématiques de 1’Universit€ de Belgrade, Belgrade, 1932, t. 1, pp.
1-7. (263)

Remarque sur les équations différentielles des fonctions elliptiques

Comptes rendus du Congres international des mathématiciens, Ziirich, 1932, pp. 1-2.
(266)

Sur une classe d’ équations différentielles du premier ordre

Comptes rendus du Congrés de I’ Association franceaise pour ’avancement des sci-
ences, 8. Mathématiques, Chambery, 1933. (282)

Apuiumeiiuike ocobune unigezpana jegne xaace guepenyujannux jegna-

"YUHA

Cpncka KpambeBcka akafiemmja, I'mac, k. CLXIIL, Idpsu paspen, Xm. 80,
Beorpan, 1934, crp. 71-87.

[Caommreno y ATTH, 26. neuemGpa 1933.] (283)

Sur une classe d’équations différentielles algébriques du second ordre

Bulletin de I’Académie Polonaise des Sciences et des Lettres, Série A: Sciences
mathématiques, Cracovie, 1934, str. 1/2, pp. 9-13. (287)

[Caommuteno y ITomckoj akafneMuju Hayka, 5. ¢ebGpyapa 1934.]

Remarques arithemétiques sur les intégrales abeliennes a coefficients tayloriens
commensurables

Publications mathématiques de 1’Université de Belgrade, Belgrade, 1934, t. 111, pp.
1-12. (292)

E'quations différentielles en rapport avec les nombre premiers

Bulletin de la Société royale des Sciences de Liége, Liége, 1934, 5, pp. 103-108. (293)
O exciipemuma unigezpana anszebapckux guepenyujannux jegnaquna
Cprcka xpasbescka akagemuja, I'mac, xmw. CLXV, Hpeu paspen, km. 81,
Beorpan, 1935, crp. 53-70.

[Caomureno y ATTH, 22. oktoGpa 1934.] (297)

Jegna kaaca iipeux uniezpansa gugepenyujarnux jegnavuna gpyzoia pega
Cpricka Kpamescka akagemuja, [mac, ks, CLXV, Ilpsn paspen, xm. 81. beo-
rpan, 1935, crp. 93-105.

[Caonmreno y ATTH, 24. neuemGpa 1934.] (298)

Hciupancusarve geo-itepuoguynux gynkyuja iomohy ogpehenux unidezpasa
Cpmcka xpameBcka akagemuja, I'mac, km. CLXV, IlpBm paspefn, Km. 81,
Beorpay, 1935, crp. 137-152 (ca J. KapamaTom).

[Caonmreno y AITH, 6. deGpyapa 1935.] (301)
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66 Jegan guchepenyujannu asriopuinam u mweiose Upumene
Cpricka kpamescka akafemnja, [loce6uo m3name, k. CXI, TIpuponmauku u
MaTeMaTH4ky cnucy, Kis. 30, Beorpan, 1936, ctp. V + 235, 16 x 24,
[CaomiTeno y Akanemuju npuponunx nayka CKA, 21. okto6pa 1935.] (303)
67 Sur une suite de polynomes rattachés aux équations différenticlle,
Publications mathématiques de I'Université de Belgrade, Belgrade, 1935, t. IV, pp.
139-148. (304)
682 Théoréme sur Iéquation de Riccati

Publications mathématiques de 1’Université de Belgrade, Belgrade, 1935, t. IV, pp.
169-180. (307)

69 O jegnoj xnacu gudepenyujarnux jegnasuna iipgoia pega
Cpncka kpameBcka akamemuja, mac. xm. CLXXII, Ilpsu paspen, km. 85,
Beorpan, 1936, crp. 23-36.
[Caomrteno y AITH, 23. mapTa 1936.] (309)

70 Heogpebene gudpeperiyujanne jegnasune

Cpncka kpabeBcKa axkagemuja, I'nmac, k. CLXXII, Ilpsu paspen, k. 85,
Beorpan, 1936, crp. 171-180. '

[Caommreno y AITH, 8. jyra 1936.] (312)
712 Equations différentielles du premier ordre & intégrales bornées
La Revista de Ciencias, Lima (Peru), 1936, t. XXXVIIL, 418, pp. 109-114. (320)
72 Rapport arithmétique entre deux suites de nombres rattachées aux equations dif-
férentielles du premier ordre
Revue Mathématique de I’Union interbalkanique, Athénes, 1936, t. 1, 2, pp. 167-171.
(321)
73 Jegna epciua Gpojuux K8asu-uHsapujanavia

Cpricka kpambeBcka akafiemuja, I'nmac, kw. CLXXV, Ilpsu paspen, km. 86,
Beorpan, 1937, crp. 137-174.
[Caonmeno y AITH, 19. oxro6pa 1936.] (325)

742 Remarques arthmétigues sur une équation différentielle du premier ordre
Union matemética Argentina, Buenos Aires, 1938, No. 3, pp. 17-21.

[Hocrasiseno 25. genembpa 1937.] (337)

75 Huiuerpayuja gudepenyujasnux jeguavuna iomohy pegosa
IpenaBama na Beorpanckom yHUBEp3uTeTy, u3fame 3apyxoune Jlyke he-
nosuha TpeGumia, Beorpan, 1938, ctp. 219; 15,2 x 23,3. (349)

762 Sur les équations différentielles algébriques du premier ordre engendrant des fone-
tions entiéres
Publications mathématiques de I’Université de Belgrade, Belgrade, 1938, t. VI-VII,
pp. 1-12. (351)

77 Equations différentielles algébriques d’ ordre fini a intégrales réelles bornées
Publications mathématiques de I’Université de Belgrade, 1938, t. VI-VII, pp. 65-76.
(352)

78 Théorémes généraux sur les équations différentielles algébrigues
Publications mathématiques de I'Université de Belgrade, Belgrade, 1938, t. VI-VI]I,
pp- 290-325. (353)



OBJABJ/BEHHW PAIIOBH M. METPOBHURA U3 JUGEPEHUMIANHUX JEAHAYUHA 307

794
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812

824

83
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85

864

Particularités d’ordre arithmétique rattachées aux équations differentielles
algébriques

Bulletin Mathématique de la Société Roumaine des Sciences, Bucuresti, 1938, t. 40,
1-2, pp. 1-12. (354)

Howenyujannu pegosu wilo uspaxcasajy oiutivu uniiezpan xaxse gude-
penyujanne jeguauune upsoia pega

Cpncka xpamkeBcka akajgemuja, I'mac, k. CLXXVIIL, Ipeu paspef, K. 88,
Beorpan, 1939, cTp. 31-42.

[Caommreno y ATTH, 29. HoBemGpa 1937.] (356)

Jegna sajegnuuxa ocobuna Mrowiilea gudepenyijarnuy jegnasuna

Cpncka Kpamepcka akagemuja, I'mac, k. CLXXVII, IIpBu paspen, K. 88,
Beorpan, 1939, crp. 227-240.

[Caonmreno y AITH, 16. neuem6pa 1938.] (358)

Oceiivusa meciua oOUHUY 1 gughepenyujarnux jegnavunsa

MaremaTHukn BecHuk, beorpap, 1939, 6p. 5-6, ctp. 8-11. (363)
Keanruuaniusna unitnetpayuja gudepenyujasnux jegnaiuna

Cprcka Kpabencka axajemuja, Caommrema AXauemuje NpHPOIHUX HayKa,
Beorpanp, 1939, 25 mt. Tabaka; 21,3 x 29,4

[Caomwrreno y ATTH, 20. nosem6pa 1939.] (367)

Jegan ouwinu navun UapamMeuiapcKo? U3paycasarba WpancyeHgenaua Kona-
YHOI pega

Cpricka KpabeBcka akagemnja, I'mac, xm. CLXXXV, Ilpsu paspen, xm. 92,
Beorpan, 1940, ctp. 83-97.

[Caomureno y AITH, 21. okroGpa 1940.] (378)

Hexoauke ocofune jegiie gughepenyujanue jegnadune og 6adiuCHOCHiN y upo-
Onemuma enexigpuyuiliena

Hayxa n texunka, Beorpan, 1941, t. I, 1, cTp. 25-36. (382)

Addition au mémoire sur les équations différentielles algébriques

Académie Serbe des Sciences, Publications de 'Institut mathématique, Belgrade,
1947, t. 1, pp. 14.

MR, X, 6, pp. 378. (390)
Hpazan Tpugynosuh



O OBOM UBIAKY

Y oBoj apyroj kwusu Cabpanux geaa Muxauna Ieiliposuha Kao ¥ y NPBO]
U3JIOKEHE Cy CTyAHje H3 o6nacTy fudepeHIHjallHuX jeqHadnta. YIoTpeOIbeHy CHH-
TarMy ,,calpana pena‘“ Tpeba ycloBHO cxBaTHTH. Pagn ce o Tome a 61, 6ap mro ce
TH4e AH(epeHNyjalHuX jefHAYNHa, OHI0 IPEln3HUje OBE JBE KEHUIe Ha3BATH
~A3a0pana fena“. 3ancra, Muxanno ITerposuh je Hammcao TONUKO pajoBa U3 06-
nacTy AugepeHInjal X jeqHaYnna na ¢y npupebusatn ose Kmure (360r HEMOTY-
hHOCTH fla ce CBH TH pafjoBH 00jaBe) MMaN BeJIUKH, KOMIUTHKOBAH, TeXAaK U OfTO-
BOPAaH II0CA0 [1a HampaBe TaKas u300p U3 paclpasa Koju he HajOoIbe UIyCcTPOBATH
Ierposuhesa gocrurayha us Te o6nactu. [fogatay Temkohy npyu u3bopy wiaHaka
npefcTaBbaio je u To wro je M. ITetposuh gecTo ueTy (WIH CIHYaH) WIAHAK
IIKMcao y ABe BeEp3Hje: Ha PPAHIYCKOM U CPICKOM je3uKky. BeposaTHo je TO 4MHUO
3aTO fa OH II0jelnHe CBOje Pe3yJITaTe IPEeACTAaBHO CBETCKHUM, aJld M CPIICKAM MaTe-
MaTHYaPpHUMa, Off KOJHX MHOI'H HUCY 3HaNU (PPaHIYCKH je3UK.

CrpmbuBo capiabyjyhu nomenyre Temkohe goLIIu cMo o oBor uzbopa pa-
[OBa KOjW HyJUMO YHATAOLMMA, HEC cMaTpajyhu, cBakako, fa je Hajoomn. [Jedunn-
THBaH CyJ 0 TOMe flahe, YUTaOIu ¥ BpeMe.

Behuna pagosa y 0BOj KE:H3H NpHUIaja KBaJIUTATHBHO] aHaIU3K PELICHA U~
depeHIjanHuX jeflHauNHa, aJli MMa 1 PajjoBa KOjH cy IocBeheHy perapamy 1oje-
IMHUX K7aca (THNOBa) AU epeHMjalHiX jelHaYlHa, jefHaInHEaMa ca OCIIIaTop-
HUM HHTEerpaluMa, HHBapHjaHTaMa fupepeHIyjalHux jeflHaunHa ury. OpHoc pa-
ROBa U3 IOMEHYTHX 06J1acTH, 06jaB/BECHUX ¥ OBOj KIBU3H, OTIPUIKMKE Olpa)Kapa i
onHoc pagosa M. Ilerposuha y HerOBOM IIEJIOKYITHOM OIYCY.

Tpymunu cMo ce fa moITyjeMo Ha4nH m3narama M. Iletposrha. Ha m3Bop-
HOM TEKCTy U3BpLIEHE Cy CaMO HEOIXOJHE H3MEHEe: 3aMEHEHM CY HEKY MOTIYHO
apXaWdHU M3pa3d, HCTIPaB/bEHE MITaMIIapcKe IPellKe M HeKe HeTadHe dopmyie.
TIparomuc je mpunarobeH faHamrmeM, any TEPMHHOJOIMja HUje OUTHO MEHaHa
(rme ron Huje GWUIIO HEOIIXONHO).

Kopuctamo npunuky fa u3pa3suMo BeJIUKy 3axBannoct gp Jparany Tpudy-
HOBUhY, KOjH je aKTUBHO YUeCTBOBAO y CBUM (pazama HacTajama OBe Kibure. Tako-
be cmo Beoma 3axBanHU akageMuky boromyby Cramkosuhy, mpupebusauy npse
kwure Cabpanux fera (Y K0joj ¢y paioBU U3 aHANATHIKE TeopHje 1. j.), KOoju je ¢
HaMa O[] Io4eTKa pajio Ha HajoCETIbUBUjEM MUTABY — NONENH WIaHaKa Ha IDBY U
opyry kmury. M3yseTHy 3axBamsocT nyryjemo npod. 2Kapky Josuhy u Anekcas-
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npy Casmhy, acucrenty Marematnukor akynrera y beorpagy, 6e3 daje npeny-
CpeTIbUBOCTH U cBecpfHe nomohu y cBuM hazama paja He 61 HE OHIIO OBE KIBHUTE.
3axBanmHoCT, Takobe, ayryjemo np 2Kapxy Mujajiosuhy, Koju HaM je a0 HU3 KOPH-
CHHIX cyrecTuja y TOKY paga. Ca CBUM TOMEHYTHM KoJjierama GuiIo je 3afOBOBCTBO
1 IIpUBWIIETH]jA capabuBaTH.

IMomennmo, Ha Kpajy, aa o3Haka (mp. [I. T.) y 0BoOj KibU3K 3HAYM JIa je Taj Ae0
TekcTa Hamucao [Iparas Tpudyrosuh.

Bojucaas Mapuh n Jby6omup Ipoitiuk
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