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НАУЧНЕРАСПРАВЕ 





О РИКАТИЈЕВОЈ 
ДИФЕРЕНЦИЈАЛНОЈЈЕДНАЧИНИ 

И ЊЕНИМ ПРИМЕНАМА У 
ХЕМИЈИ* 

Овде hy показати нека, за примену битна својства једначине об-
лика 

коју hy писати у облику 

(1) 
d
dy = <р (у - ;; ) (у - .12), 
х 

где су <р, .ft, .f2 функције од х које испуњавају ове услове: 

1) <р је функција од х која је позитивна у интервалу од х= О до 

х= а; 

2) .f1 и .f2 су позитивне, нерастуhе функције у том интервалу, та­

кве да криве 

ако пролазе кроз координатни почетак, нису истовремено тангентне 

нах-осу. 

Претпоставиhемо још, на пример, да је у том интервалу .f1 < .f2 • 

Посматрајмо интеграл у(х) једначине (1) који се анулира за 
х = О. Он he имати ове особине: 

I. За вреgносШи х из инГйервала (0, а) инШеzрал је йозий:tиван и 
аuално р ас Ше, али осШаје мањи og f 1 (х). 

Наиме, у не може почети да опада у том интервалу јер би тада 

било негативно, а самим тим би разлике 

* Наслов оригинала Sиг /' equation dijjeгentialle de Riccati et ses applications c!Jimiques, 
Vestnik Kral Ceske spo\ecnosti nauk, Praha, \896, Тfida math. prirodovedecka, t. XXXIX, рр. 
1-25. Саопштено у Чешкој академији наука 20. новемра 1896. 



12 

биле негативне, а извод dy позитиван. 
dx 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

Ако се ниједна од функција / 1 и .f2 не анулира за х= О, за ту 

вредност х и за у = О било би 

Како је та вредност позитивна, интеграл у, који се анулира за 

х = О, расте почев од х = О, те према томе остаје позитиван. Све док је 
у< .f1, интеграл стално расте јер је истовремено у< Л, а извод у' је 

позитиван. Међутим, растуhи, он не може да пређе, а ни да достигне 

одговарајуhу вредност функције .f.. (х) јер, чим би прешао вредност 
.М х), морао би да опада, па би извод у' био негативан јер је у- .f1 >О, 

у - .f2 < О. Али, чим би почео да опада, спустио би се испод .f1 (х), па 

према томе, будуhи да би у' постало позитивно, морао би поново да 

расте, што доказује тврдњу. 

Ако се .f1(x) анулира за х= О, уз .f2 (x) *О, у he почети да расте 
почев од х= О, али растуhи, остаhе мање од .f1(x) јер би иначе за до­
вољно мале вредности х било 

у - ii > О, у- / 2 < О, 

па би извод у' био негативан и интеграл у би опадао, што није могуhе. 
Све док је у < .f1, у стално расте. Међутим, можемо се поново уверити 

да у не може достиhи вредност .fi(x) у интервалу (О, а). Он he, дакле, у 
том интервалу стално расти и биhе мањи од .f..(x). 

Приметимо да ако крива 

у= .fi(x) 

није тангентна на х-осу у координатном почетку, интегрална крива 

има .мини.му.м у координатном почетку јер се диференцирањем једна­

чине (1) за х= О налази 

Уо =О, у~ =О, у~= /{(0) · /2 (0), 

па је, према томе, 

у[;> о. 

Када би, насупрот томе, крива 

у= .fiCx) 
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била тангентна у координатном почетку, како је додир једнострук, 
координатни почетак би био йревојна iuачка интегралне криве јер би 
тада, диференцирањем једначине (1), било 

У о = О, у~ = О, yf: = О, yf:' = /{(О)· .f~ (О). 

Напослетку, ако се обе функције .fi и / 2 истовремено анулирају 
за х = О, а крива 

није тангентна на х-осу у координатном почетку, према једначини (1), 
за х = О налази се да је yfJ = О, што показује да интегрална крива до­
дирује х-осу у координатном почетку. Како је, с друге стране, /{(0) >О, 
налази се да Је 

ИЛИ ЈОШ 

.f{(O)- у~ >О 

cl 
-(/z- у)_,·=о >О. 
dx 

Разлика .f~ -у, дакле, расте почев од х = О и, како је за ту вред­
ност х једнака нули, за позитивне, довољно мале вредности х стално he 
бити у- / 2 <О. Из тога се закључује да је разлика у- / 1 такође нега­

тивна. Да није тако, извод у' би, према једначини (1), био негативан, 
па би у о падало. Доказиваље се тада довршава као и мало час. 

Приметимо такође да је, у последњем случају, ако ниједна од кри-

БИХ 

не додирује х-осу у координатном почетку, та тачка је йревојна Шачка . . . 
интеграла у Јер Је 

о ' О " О у"' -- 2 -r1'(0) · ! 2'(0), Уо = , У о = , У о = , Ј 1 

па Је стога 

у[{'> о. 

Ако је, напротив, крива у= .fi(x) тангентна на х-осу у координат­
ном почетку, како је додир непарног реда, интегрална крива у има .ми­

нимум. 

Ако се инШервал (0, а) налази из.меЬу х =О и х = оо и ако функ­
ција f1 (х) аси.мйШоШски Шежи коначно ј 'iраници а, инШе'iрал у he Ша­
коЬе аси.мйШоШски ШежиШи ка а. 

Наиме, како у не може да пређе вредност а и не опада, извод у' 

тежи нули када х неограничено расте, што према једначини (1) по­
казује, да у асимптотски тежи граничној вредности а. То је, уосталом, 
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специјални случај једне познате Поенкареове теореме о граничној 

вредности, којој тежи општи интеграл Рикатијеве једначине када неза­

висна променљива неограничено расте за позитивне вредности. 

П. Пос.майlрајмо gве РикаШијеве јеgначине 

(2) 
d
dy = <р (у- ј~) (у- .fz) 
х 

и 

(3) dY - = <р(У -F1)(Y- _t;), 
dx 

које се разликују само у функцији f1, за коју се йреШйоаuавља ga заgо­
вољава zорње услове. Ако је у инШервалу (0, а) сiUално 

h(x) < F;(x), 

онgа he у Шом инiUервалу бuiUu и 

у< У, 

где су у и У интеграли једначина (2) и (3), који се анулирају за х= О. 
С једне стране, почев од х =О не може бити У < у јер, када би за 

вредност која је довољно близу х= О било У- у< О, за ту вредност би 

истовремено било и 

одакле Је 

(4) 

као и 

Како су, према пропозицији I, све четири разлике 

F1 -Y, 
.t;- у, 

.fz- У, 

.fz- у 

позитивне, из једначине (1) и из неједнакости (4) и (5) закључило би се 
даЈе 

или да Је 

dY dy ->­
dx clx' 

d 
-(У-у)>О, 
с! х 
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тј. да разлика У- у расте почев од те вредности х. А како је за х =О та 

разлика једнака нули, почев од те вредности, било би У> у, што је у 
контрадикцији са исказаном претпоставком. 

С друге стране, да би разлика У- у, која је била позитивна, могла 

да постане негативна почев од вредности х= Ь из интервала (О, а), 

треба да се анулира за х = Ь. Како би се на основу претходног резоно­
ваља нашло да, почев од х = Ь разлика У- у расте, контрадикција је 

очевидна, што доказује пропозицију. 

Ш. Ако се йос.мтuрају gве јеgначине 

dy--d - <р (у-/,) (у- /z ), 
х 

dZ = <p(Z- .M(Z- F2 ), 
dx 

(где k / 2 , F2 задовољавају наведене услове) и ако је у интервалу (0, а) 
аиално 

/z (х)< F2 (х), 

биhе сШално и 
y<Z 

(где су у и Z интеграли који се анулирају за х= 0). 
Доказиваље би очигледно било исто као и за пропозицију П. 

Једноставне напомене из пропозиција I, П и III омогуhавају да се 
формулише више теорема које прецизирају доље и горље границе 

између којих he се стално налазити вредност посматраног интеграла у 
у интервалу (О, а). Тако се може створити представа о току интегралне 

криве и приближно одредити. 

То има неколико последица: 

Нека су, као прво, 

(б) 

и 

(7) 

две једна чине које се могу интегрисати и такве да је у интервалу (0, а) 
стално 

F1(x)::; .f1(x), 
Ф 1 (х) 2 f 1(x), 

F2 (x)::; /2 (х), 
Ф 2 (х) 2 /2 (х), 
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где су F1 ,F2 ,Ф 1 ,Ф2 позитивне и неопадајуhе функције у интервалу 
(О, а). 

У Шом инШервалу Шаgа he аuално бийlи 

где У1 ,У2 ,у означавају интеграле од (6), (7) и (1), који се анулирају за 
х= о. 

Друга последица, која често има практичан значај, јесте ова. 

Нека су \jf(x) и х(х) две позитивне, неопадајуhе функције у интервалу 
(0, а), које се анулирају за х= О, такве да је у том интервалу 

\jf(x) < f2(x) 

х (х) < .f2 (х) 
и да су две функције 

и 

такође позитивне, неопадајуhе и да задовољавају услов 

х- ( -f)~.ft. 
<р х . 2 

Taga he у июuервалу (О, а) бити 

\jf(x) <у< х(х). 

Наиме, ако се стави да је 

\jf и х су интеграли Једначина 
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који се анулирају за х= О. Сада је довољно применити горње пропози­

ЦИЈе. 

Из тога следе још неке последице. 

Наиме, нека је р неки параметар, а <р и.fдве произвољне функције 

х. Краткоhе ради, ставимо још да је 

- f J<j>(p-/)dx Ј 
ео 

0(x,.f,p)=p 1- , · 
х Ј <p(p-/)dx 

1 +р Ј <ре 0 dx 
о 

Тада се добија следеhи резултат. 

Ако се са r1 и р 1 обележе нај.мања и највеhа вреgносi/1 које узима 
f1 (х) у интервалу (0, а), са r2 , р 2 анало2не вреgности f2 (х), а са у 

интеzрал јеgначине 

dy - = <р (у- .fJ) (у- .fz) 
dx 

који се анулира за х = О, онgа је у интервалу (0, а) стално 

(8) 
0(x,.f2 ,гl) <У< 0(x,.fz,PI) 
0(x,.f1,1'z) <у< 0(x,.fi,pz). 

Наиме, две функције 

су интеграли једначина 

'1' = е (х ,.fz ' ,.1 ) 
Х= 0(x,.fz,pi) 

које се анулирају за х= О. То се види ако се, на пример, стави 
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Једначина he се тако свести на облик 

dz 2 - = cpz +Фz 
dx 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

и интегрисаhе се тако да буде z = -1·1 за х = О. Поред тога, према про­
позицији I, функције \jf и х су позитивне и расту у интервалу (0, а) и 
стално остају мање од / 2 • Из једнакости 

види се да he се, замењујуhи г1 и р 1 са .ft, добити 

(9) 

Тада he, према једној од горњих пропозиција, бити 

\jf<y<x, 

што доказује неједнакост (8). На исти начин се доказује и неЈедна­

кост (9). 
Да бисмо показали другу примену претходних напомена, претпо­

ставимо сада да је коефицијент ср (х) једнак јединици и да су конструи­

сане криве 

у= /1 (х), у= /2 (х). 
Нека су 

(где је, на пример, а 1 < а2 ) једначине двеју правих чији су угаони кое­
фицијенти и ординате позитивни у координатном почетку и између се­

бе садрже део криве у= .f1(x) у интервалу (О, а). Нека су, затим, 

једначине других двеју правих које су паралелне са прве две праве и не­

ка је између њих садржан део криве у= .f2 (x) у интервалу (О, а). 
Краткоhе ради, ставимо 
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х 

а(а + А) - А(а + а) е а-~ 
А( х, а, Ь, р) = а + Ьх + -'---'--~"-'---'-~"-'----'--­

х 

где су а и ~ корени једна чине другог степена 

r 2 +(а- р)г- Ь =О. 

Тада се добија следеhи резултат. 

Ако се са у обележи инШеzрал og (1), који се анулира за х= О, у 
инШервалу (0, а) је сШално 

Л(х,а 1 ,Ь1 ,р 1 ) <у< А(х,а2 ,Ь2 ,р2 ). 

Наиме, ако се посматрају две једначине 

(10) 

(11) 
dZ - = (Z- а2 - Ь2 х) (Z- р2 - Ь2 х) 
dx 

како су четири функције 

позитивне и расту у интервалу (0, а) и како је, с друге стране, према 
дефиницији тих функција 

а 1 +Ь1 х < .ft<x), 
Pt +Ь1х < fz(x), 
а2 +Ь2х > !t(x), 
Р2 + bzx > fz(X), 

у интервалу (О, а) је, према наведеним пропозицијама, стално 

Y<y<Z, 

где У и Z означавају интеграле од (10), односно (11), који се анулирају 
за х= О. 

Међутим, једначине (10) и (11) се интегришу помоhу функција 
Л(х,а,Ь,р). Наиме, ако се стави да је 

У=а 1 +Ь1х+и(х), 

и he бити интеграл једна чине 
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du 2 ( -=и + а 1 -p1)u+b 
dx 

који узима вредност -а 1 за х= О, што даје 

х 

и(х) = а1(а1 +~1)-~1(а1 +al)~a~-~~ , 

а1 +~1 +(al +а2)Ра 1 -~ 1 

где су а 1 и ~ 1 корени једна чине другог степена 

Дакле, биће 

На исти начин налази се и 

што доказује тврдњу. 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

Додајмо да ће растојање између горње и доње границе, добијене 

помоћу функција Л, бити утолико мање уколико је мања разлика изме­

ђу ордината кривих 

у= fi(x) 

и 

и правих (~ 1 ), односно (~2 ), које их ограничавају са доње и горње 

стране. Избор таквих правих зависи од случаја до случаја. Најчешће за 

две од тих правих треба узети тангенте на криве / 1 и / 2 • 

Применимо то, на пример, на једначину 

dy =(y+a+bx)(y+c+gx), 
dx 

где су a,b,c,g негативне константе, а поред тога је а< с, Ь < g. 
Овде је 

Да бисмо применили последњи резултат, за праве (~ 1 ) можемо 
узети праве 

y=-a-gx, у=-а-Ьх, 

а за (~2 ) праве 

y=-c-gx, у=-с-Ьх, 



О РИКАТИЈЕВОЈ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНОЈ ЈЕДНА ЧИНИ И ЊЕНИМ ПРИМЕНАМА У ХЕМИЈИ 21 

па се налази да је интеграл у , који се анулира за х = О, садржан између 
граница 

Л(х,-а,-Ь,-с) 

и 

Л(х,-а,-g,-с) 

где је функција Л дефинисана као и малочас. Такође, може се додати 

да he, како функција Л непрекидно расте када -Ь расте (то се, на при­
мер, види ако се примени пропозиција I) бити 

у= Л(x,-a,-g,-0h,-c) 

где је е неки број између О и 1, и 

ћ = Ь- g. 

Наведимо трећу примену изложених принципа. 

Нека је 
u(x,p,m,C) 

општи интеграл (С је константа интеграције) Рикатијеве једна чине 

du 2 - " 
-=и +рх"'" 
dx 

која се изражава Бесел-Фуријеовим трансцендентама. 
Изаберимо пет константи · 

таквих даЈе 

и да је у интервалу (0, а) стално 

(А) 
/ 1 (х)> а 1 + k1x + ћ1хт1 

f 2 (x) > Ь1 + k1x + h1xm1
• 

Најзад, изаберимо других пет константи, 

таквих да Је 

и да је у интервалу 
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(В) 
.f1(x) < а 2 + kzx + h2xmz 
.fz(x) < Ь2 + k2x + h2xmz. 

Краткоhе ради, ставимо 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

Х(х,а, Ь, k, h, т)= а +Ь +kx +hxm +и(х,- тh, т -l,C), 
2 

где је константа С одређена тако да је 

а+Ь 
и(О,-тh,т-1,С) = ---. 

2 
~ 

Тада се добија следеhи резултат: у инШервалу (О,а) сiиално he 
би Ши 

Наиме, ако се стави 

. . 

a1+k1x+h1xm1 =F1(x) 
Ь1 +k1x+h1xm 1 =F2 (x) 
а2 + k2x + h2xm2 = Ф 1 (х) 
bz + k2x + h2xmz = Ф2 (х) 

и ако се посматраЈу две Једна чине 

стављајуhи 

(12) 

(13) 

Z1 и Z2 биhе интеграли од 

dZ1 z (Z Ь) k h m~-1 - = 1 1 + а1 - 1 - 1 - т1 1Х 
dx 

dZz = Zz(Zz +az -bz)-kz -тzhzXml-1. 
dx 

Ако се још стави 
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(14) 

(15) Z - а2- Ь2 
2 - u2- 2 ' 

када се узму у обзир једнакости 

4k1 +(а 1 -Ь1 ) 2 =О 
4k2 + (а 2 - Ь2 )2 = О, 

види се да he u1 и u2 бити интеграли једначина 

и 

ЧИЈИ су општи интеграли 

u1 = u(x,- m1h1, т1 -1, С1 ) 

и2 = u(x,- m2h2, т2 -1, С2 ), 

где су С1 и С2 константе интеграције. 
Ако се то замени у једначинама (14) и (15), а затим у једначинама 

(12) и (13), налази се даје 

}] = x(x,al,bl,kl,hl,ml) 
У2 = X(x,a2,b2,k2,h2,m2), 

па се интеграли, који се анулирају за х= О, добијају одређиваљем кон­

станти С1 и С2 , тако да буде 

Како је, на основу неједнакости (А) и (Б), 

F1(x) < .f1(x) 
F2 (x) < .f2 (x) 
Ф1 (х) > .f1(x) 
Ф2 (х) > .f2 (x), 
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према горњим пропозицијама биhе 

што доказује тврдњу. Ако се m1 и m2 изаберу тако да буду облика 

т = _4_n"'--z-
2 2n2 ± 1' 

где су n1 и n2 позитивни цели бројеви, добиhе се границе између којих 

у варира, а које су изражене алгебарским, логаритамским и кружним 

функцијама. У осталим случајевима те границе he бити изражене Бе­
сел-Фуријеовим трансцендентама. 

У општем случају, ако се f 1 (х) и .f2 (х) замене другим функцијама 

које су у интервалу (0, а) мање и веhе од оних које фигурирају у датој 
једначини и ако се те функције изаберу тако да се добијене једна чине 

могу интегрисати, добиhе се границе између којих варира посматрани 

интеграл. Растојање између тих граница биhе мање што је мања разли­

ка између функција .f1(x) и .f2 (x) и нових функција. Избор тих функ­
ција зависиhе од посебних случајева које треба испитати. 

Напоменимо још да пропозиције аналогне претходним пропози­

цијама важе и за интеграле који се анулирају за х =О општијих једна­
чина 

dy--d - <р Cf1 - У) Uz - У) · .. ({,, - У)' 
х 

где су .{; функције од х, које су у интервалу (0, а) позитивне и не опада­
ју, а <р је функција од х која је у том интервалу позитивна. На исти на­

чин као и малочас доказуЈе се да: 

1) за вредности х из интервала (0, а), интеграл је позитиван ира­
сте, али остаје мањи од најмање међу функцијама ,{;(t) у том интер­
валу. 

2) ако се ма која од функција замени веhом функцијом, интеграл у 
he се повеhати. 

Те напомене, као и оне малопређашње, омогуhавају да се искаже 

више пропозиција које прецизирају границе између којих интеграл ва­

рира када х варира од О до а. На томе се неhу задржавати. 

* 

Диференцијалне једначине, о којима је било речи, непосредно се 

примељују у хемијској динамици. Ову грану механике одликује про­

менљивост маса: у сваком тренутку нека количина дате материЈе на-
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стаје или се утроши кроз хемијску реакцију, хемијска маса те материје 

временом се увеhава или смањује по неком закону. Управо настојеhи 

да пронађемо тај закон у неким општим случајевима, среhемо се са јед­

начинама коЈе смо разматрали. 

Посматрајмо нормалну хемијску реакцију, која не изазива секун­
дарне реакције и која се одвија између n течности, према хемијској 
Једна чини 

(16) m1A1 + m2A2 + ... + m11 A11 = р1В1 + р2 В2 + ... + PkBk, 

где Ai означавају активне материје, а Bi обележавају продукте реак­
ЦИЈе. 

У сваком тренутку створиhе се нека количина сваког од продука­

та Bi; промена те количине у времену дефинисана је законом који би 
се, према једној фундаменталној теореми из хемијске динамике, добио 

интеграцијом диференцијалних једначина 

(17) dyi---Ciro1ro 2 ... ffi 11 (i=l,2, ... ,k), 
dt 

где Yi означава количину ма ког од продуката Bi, која се током реак­
ције ствара у временском интервалу од t =О до t = t, ro 1,ro 2 , ... ,ro11 су 

количине активне материје Ai које нису утрошене у посматраном тре­
нутку t, Ci је коефицијент који варира са посматраном реакцијом и 
зависи од физичких услова (нпр. од температуре) у којима се она одви­
ја. Ти услови могу да буду и стални за дату реакцију. 

Количине roi могу да варирају у времену не само зато што се ак­
тивне материје А; у току саме реакције стално троше (то су једине до 
сада разматране промене у проблемима те врсте), веh узроци промена 

могу да буду и спољашњи, независни од оних изазваних хемијском 

реакцијом. Претпоставимо, на пример, да према познатим законима 

различите течности Ai утичу у суд у коме се одвија посматрана реак­
ција, и то тако да су у сваком тренутку познате количине течности А; 

које су ушле у суд од почетка реакције до посматраног тренутка. Ог­
лед се може извршити тако да више течности А1 , А2 , ••• излази према 

датим законима из судова V1,V2 , ... и улази у суд V, где се одвија реак­
ЦИЈа. 

Нека су 

првобитне количине течности Ai, које се налазе у суду V у тренутку 
. . 

када Је реакциЈа почела, 
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количине тих течности које су ушле у суд V од почетка реакције до 
посматраног тренутка t и 

хi,х2,хз, ... ,х" 

количине тих течности утрошене у реакцији у том истом временском 

интервалу. 

Тада се добија 

roi = al + Z1 - Х1 

СО2 = а2 + Z2 - Х2 

ro" =а" + Z11 - Х11 • 

Количине z1, z2 , ••• , Z 11 су функције од t, које ће бити познате ако се 
познају закони о истицаљу течности А; из судова V;; то ће бити пози­
тивне функције које се анулирају за t =О. 

Ако у опште м случају ставимо да је 

а; +z; = /;(t); (i = 1,2, ... ,n), 

једначине (17) постају 

(18) 

Али, количине Х; нису међусобно независне; сама природа хемиј­

ских реакција је таква да су утрошене количине материје А; у сваком 
тренутку међусобно пропорционалне, па је 

~=~= =ЬЈ_ 
т 1 т2 т11 

где т; означава фиксне бројеве који се одређују преко хемијске једна­

чине (16) посматране реакције. 
Из тога се изводи 

(19) 
т. 

Х; = -' х1 (i = 1, 2, ... ,n). 
т; 

С друге стране, у сваком тренутку је и ма која од количина У; 

материје В;, настале током реакције, пропорционална са количином х1 
материје А1 , која се утро ши у посматраном временском интервалу. 

Дакле, ако је 

(20) 
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т2тз ... т" с. = к. (. 1 2 k) 
'\ 11-1 1 1 l = , , ... , 
л;т1 

(21) 
m-
-1 .fj(t)=<p/t) (J=l,2, ... ,n), 
m.i 

једначине (18) своде се на 

одакле се закључузе де Је 

Довољно је, дакле, да се интегрише једначина 

(22) dx 
-=С (<р 1 - х)(<р2 - х) ... (<р 11 - х). 
dt 

Ако је познат њен интеграл x(t) који одговара С = К1 и који се 
анулира за t = О, и ако се стави 

х 1 = x(t), 

преко формула (19) и (20) могу се израчунати све количине х; и У; у 
зависности од t . 

Проблем тражења закона у питању тако ће у потпуности бити 

решен. 

Функције <p;(t) се одређују познатим методама хидродинамике. 
Претпоставимо, на пример, да течност А; истиче кроз један отвор, ко­

ји се налази на дну вазе V1, под константним спољним притиском, и не­

ка су 

и - променљива висина горњег нивоа течности, која се рачу­

на од равни контракциЈе; 

11- висина у тренутку када истицање започне; 

Ф (и) - површина горње површи течности, која ће бити функција 

од и , која зависи од облика суда V1; 

Ф - површина отвора кроз КОЈИ протиче течност; 

р- коефицијент контракције. 

Између висине и и одговарајућег времена t постоји релација 

,, 
t- 1 Ј Ф(и) dи 
-~o..fii {;; . 

1/ 



28 НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

Претпоставимо да је та једначина решена по и и нека је 

U=\jf(t) 

Количина течности која је протекла у времену t биhе 

t 

z, = J.10.-J2i f ~\jf (t)dt' 
о 

а одговарајуhа функција <p 1(t) биhе 

<p 1(t) = а 1 + z1• 

Све функције <p;(t) биhе одређене на тај начин и проблем he се 
свести на интеграцију диференцијалне једначине (22), где су функције 
<р; позитивне и не опадају у интервалу од t = О до t = оо, при чему ин­
теграл мора да се анулира за t = О. 

У специјалном случају тзв. бимолекуларне реакције, где број ак­

тивних материја између којих се одвија реакција износи два, проблем 
одређиваља закона по којем количине продуката реакције варирају у 

времену своди се, дакле, на интеграцију Рикатијеве једначине 

или, под претпоставком да се реакција одвија на сталној температури и 

ако се стави 

't = Ct, 

на Једначину 

(23) 

где интеграл мора да се анулира за 't = О. 
Та јеgначина, као и јеgначина (22), сйаgа у каШеzорију јеgначина 

на које се оgносе zорње найомене и йреШхоgно gоказане йройозиције у 

њима налазе нейосреgну йримену. 

Ако се погодно изаберу функције за упоређиваље, у сваком тре­

нутку hемо имати дољу и горљу границу за количине продуката реак­

ције и стеhи hемо представу о кривама које представљају промену тих 

количина у времену. 

Међутим, обрнуто, према претходно реченом, могуhе је приме­

нити и хе.мијску .мeiiiogy у йриближиој uuiiieipaцuju Puкaiiiujeвe jeg-
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начzи:ке са сiiiалним или iiромеиљивим коефицијеиiiiима. Принцип те 

методе састојао би се у следеfiем. 

Изаберимо две течности А1 и А2 (или растворе чврстих тела) које 
би, када се помешају, изазвале бимолекуларну, нормално довољно 

спору реакцију која не доводи до секундарних реакција, као ни до 

осетније промене температуре. Ти услови се остварују у великом броју 

реакцир. 

Претпоставимо да течности А1 и А2 улазе у суд Vy коме се одвија 
реакција, и то тако што под сталним спољашњим притиском истичу из 

судова V1 и V2 кроз отворе који се налазе на дну. 

Ако се са 

обележе количине које су аналогне претходним количинама и које се 

односе на течности А1 и А2 , најпре fie се добити релације 

одакле су, на пример, 

Количине течности А1 и А2 , које су ушле у суд V у времену t, биfiе 

1 

(24) ZJ = /.Џli-fiif ~'!fl(t) dt, 
о 

односно 

1 

(25) Zz = llzOz-fiiJ ~'1'1(t) dt. 
о 

и ако се са а 1 и а2 означе првобитне количине течности А1 и А2 , које 
су се налазиле у суду V на почетку реакције, а са m1 и m2 претходно де­

финисане количине које представљају односе према којима се те две 
течности утроше у реакцији, под претпоставком да се течности мешају 
довољно брзо, ток реакције биfiе одређен једначином 
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(26) 

где је 

<p 1(t) = а 1 + z1, 

<pz(t) = !?2L(az +zz), 
mz 

при чему су z1 и z2 дефинисани једначинама (24) и (25). 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

Једначина (26) подудараhе се са датом једначином ако судови V1 и 
V2 имају погодан облик, који се помоhу претходно реченог лако може 

одредити. У пракси је најбоље узети два суда са равним, међусобно па­

ралелним зидовима и друге две криве чији је облик одређен претход­

ним једначинама, тако да се коефицијенти <р 1 (t) и <р 2 (t) поклапају са 
коефицијентима дате једначине. 

Ако се узму такви судови и ако се пусти да течности лагано утичу 

у V, методама квантитативне хемије одредиhе се количине једног од 
продуката реакције која се у суду одвија. Те количине одговарају ра­

зличитим временским интервалима и на дијаграму (х, t) добиhе се 
тачке које припадају интегралној кривој дате једначине. А када је 

приближно позната једна од интегралних кривих, помоhу једне осо­

бине Рикатијеве једначине, моhи he се одредити све остале интегралне 
криве, при чему he апроксимација зависити од тога колико he преци­
зно бити изведен експеримент. Апроксимација he бити боља ако су 
познате горње границе грешака у огледу. Те грешке he, наравно, бити 
мање уколико су услови у којима се одвија експеримент ближи набро­

Јаним условима. 

Да бисмо схватили с којим степеном прецизности би се вршила 

таква експериментална интеграција, навешhу неке од многих експе­

римената које је г. Худl извео у циљу одређиваља константе С у реак­
цији између калијум-хлората и гвозденог сулфата у киселом раствору, 

у сйецијалном случају у коме су количине које су найреg означене са z1 

и z2 биле јеgнаке нули. 

(То су до сада једини случајеви којима је посвеhивана пажња у 

експериментима из хемијске динамике.) 

Реакција се одвијала према хемијској једначини 

КСЮ3 + 6Fe0 = KCl + 3Fe 20 3 

1 Phil. Mag. (5) б, 371. 
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и у жељеном тренутку помоћу калијум-перманганата одређивана је 
количина FeO која до тог тренутка нија реаговала. 

Како је у тим експериментима било 

<p 1(t) = const. =а, 
<р 2 (t) = const. = Ь, 

проблем тражења релације између количине х од FeO која се изменила 
током реакције и времена t , своди се на Рикатијеву једначину 

dx 
-=С(х-а)(х-Ь) 
dt 

одакле је, како интеграл мора да се анулира за t =О, 

Ь (х- а) 
log =(a-b)Ct. 

а (х -Ь) 

У низу експеримената, било је, на пример, Ь = !!:... , а према теорији 
2 

требало је наћи 

х a--
lrog--2- = const.; 
t а-х 

добиј,ени су следећи резултати: 

х 
а--

t а-х 1 2 -log--
t а-х 

30,5 7,30 0,001965 

55 5,98 0,002027 

89 4,74 0,001970 

112,2 4,06 0,001973 

143,2 3,30 0,002000 

180,5 2,63 0,001996 

206,8 2,30 0,001983 

237,5 1,93 0,001978 

272 1,58 о 001998 

336,3 1,14 0,001986 

360 0,98 0,002020 

Време се рачуна у минуШима, лоzариШми су Бриzови а а је имало вреgноаu 9,45. 
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Слагање теорије и експеримента у овом партикуларном случају, 

доказана уосталом многим одређивањима константи С 1 које одговара­
ју различитим реакцијама, јасно показује исправност принципа горе из­

ложене методе хемијске интеграције Рикатијеве једначине и даје идеју 

о тачности коју би ова метода имала у пракси приближног проучавања 

интеграла, којима се најчешhе не може приступити поступцима ана­

лизе. 

На крају hy додати да се у Zeitscћгift .fiiг pћysikaliscl7e Cћemie могу 
наhи бројни експерименти типа о којем је овде било речи, али се сви 

они везују за једини до сада испитивани случај, када се реакција одвија 

без притицања нових количина активних материја. У тим случајевима 

примењује се хемијски поступак за интеграцију Рикатијеве једначине 

са сталним коефицијентима. Ако се експеримент изврши на наведени 

начин, тако да активне материје дотичу у суд у коме се одвија реакција 

према датим законима, добиhе се хемијски поступак за интеграцију 

једна чине са променљивим коефицијентима. ** 

** Реферисано: М. Le1-ch у Jahrbuch Uber die Fortschritte der Mathematik (даље у 
ознаци FdM), В. 27, S. 256 и анонимни аутор у Revue semestrielle des puЬlications mathemati­
ques (даље у ознаци Revue semestJ·ielle), 1897, t. Vl. У Годишњаку Српске краљевске ака­
демије за 1897. г., књ. XI, стр. 146, Петровић овој расправи даје краhи садржај, а бео­
градски часопис Дело приказ у 14 (1897), стр. 182. Милорад Бертолино користио се 
овом Петровићевом студијом у раду Solutions appгoximatiJieS pгesque stah/es des equations 
d(fjёгentielles, Мат. весник, 4 (1967), 1, стр. 71-74 (видети и друге радове М. Бертолина о 
истој теми). У књизи Д. Трифуновић, Проучавање моgеловање у gелу Михаила ПeLТtpo­
вuha, Београд 1976, стр. 386, детаљно је анализована ,,хемијска интеграција" као поче­
так Петровићевог рада на аналогним рачунским машинама (пр. Д. Т.). 



1. Посматрајмо диференцијалну једначину 

(1) d 2 y cly 
-+P(x)-+Q(x)y =О 
Llx 2 с/х 

и одговарајућу једначину другог степена 

(2) г 2 + Р(х)г + Q(x) =О 

коју ћемо назвати њеном картаuерисiТiичном јеgначином. 

Посматрајмо интервал од х= а до х= Ь, у којем су корени 

караi<:теристи"{_rне једначине реални, различити: и где је веhи корен 

/ 2 (х) нерастућа функција. 

Са А и В обележимо вредности које интеграл у(х) и његов извод 

у'(х) узимају за х= а. Овgе hy се йосебно бавиiТiи uюuezpaлu.~vta за које 
~ие йоче~uне вреgносиш заgовољавају услов 

(3) 

Показаћу како се поређељем тих интеграла са интегралима дру­

гих интеграбилних једначина може видети њихов ток и како се они мо­

гу приближно одредити у посматраном интервалу (а, Ь). 
У том циљу, стављајући 

.\ 

Ji2(x)c/x 

11 (х)= Ае" 

* Наслов оригинала Suг/'equation dijjeгentielle lineaгe du sccond огdге, Bulletin de Ја 
Societe шatl1eшatique de Fraщ:e, Paгis, 1897, t. XXV, 8-9, рр. 221-235. 
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покажимо НаЈпре: 

1) ако је А> О, umuezpaл у је аuално йозитиван и вehu је og функ­
~~ије 11 (х) у итuервалу (а, Ь ); 

2) ако је А< О, интеzрал је аuално неzативан и мањи је og 11 (х) у 
том интервалу. 

Наиме, стављајуhи 

(4) 
- s'и(х) с/х 

у= Ае " 

функција у биhе интеграл једначине 

(5) du 2 -=и -P(x)·u+Q(x) 
dx 

или, пак, Једначине 

(б) 

. в 
КОЈИ за х = а узима вредност - А . 

Међутим, за вредности х из интервала (а, Ь) тако дефинисана 
функција u(x) је стално растуhа, али је мања од - .f2 (x) јер, с једне 
стране, и не може да почне да опада у том интервалу будуhи да су вели­

чине 

u(a)+.fj(a), u(a)+.f~(u), 

на основу неЈеднакости 

и (3) негативне а извод u'(a) позитиван. Све док је и< -.f~, функција и 
стално расте јер је истовремено и< -.fi и извод и' је позитиван. 

Међутим, док расте, она не може да пређе ни да достигне одговарајуhу 

вредност -.f2 (х), јер чим би прешла ту вредност морала би да почне да 

опада, док би извод и' тада био негативан зато што је и+ .f2 > О, 
и+ .f1 <О. А чим би функција почела да опада, она би се спустила 
испод - .f2 (х) (како функција - .f2 (х) није опадајуhа). Тиме би извод и', 

постајуhи поново позитиван, опет морао да расте итд. 

С друге стране, како u(x) и - .f~(x) не опадају у интервалу (а, Ь) и 

како Је стално 

у истом интервалу биhе и 
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х х 

Ј и (х) dx < -Ј .f2 (х) dx , 
а а 

или ЈОШ 

-Ји (х) clx - {.f', (х) dx 
е(/ >е а 

чиме је доказ завршен. 

Такође се можемо уверити да, ако су А и В cyupoutнo'i анака, 
umue'ipaл у(х) је сШално йоашuиван и ouagajyhи или неzаШиван и pa­
cШyhu, йрема Шоме ga ли је А веhе или мање og О. Наиме, ако је разло-

В Вф . . 
мак- негативан, почетна вредност-- ункциЈе u(x) Је позитивна, а 

А А 
ако је и(х) стално растућа, она ће такође стално бити позитивна у 

интервалу (а, Ь). Образац (4), дакле, показује управо тај резултат. 

2. Посматрајмо сада две једна чине 

(7) 
d 2 d 
___l:'_ +Р( х) ___1_ + Q(x)y =О, 
clx 2 clx 

(8) 

Нека су .f1(x) и .f2 (x), односно <р 1 (х) и <р 2 (х) корени карактери­
стичних једначинаједначина (7) и (8); претпоставимо да је 

.ft<.f2, <pt<(/)2· 

Претпоставимо још да ти корени задовољавају услове из претход­

ног параграфа. Упоредимо међусобно интеграле у(х) и z(x) једначина 
(7) и (8), који за х =а узимају вредност А и чији изводи у' и z' узимају 
вредност В за х = а, где су те вредности такве да је услов 

испуњен. Тврдим да: 

Ако је у инШервалу (а, Ь) аuално 

(9) 

у Шом инШервалу he биШи и 

.ft (х);::: <р 1 (х), 

.f2 (х);::: (/)2 (х), 
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(10) 
y>z 
y<z 

ако Је А> О, 

ако је А< О. 

Да бисмо то доказали, ставимо 

' 

(11) 
-Ј udx 

у= Ае" 

.. 

(12) 
- J1•dx 

z = Ае" 

и са и и 11 обележимо интеграле једначина 

(13) 

односно 

(14) 

. . в 
КОЈИ за х = а узимају вредности -- А . 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

Даље, у интервалу Ь) стално hемо имати и< 1:. Наиме, с једне 

стране, почев од х =а не може да буде и > 11 јер, ако би то важило за 

неку вредност х која је довољно близу х = а, за ту вредност х исто­
времено би било 

.f~(x)2q; 2 
и > v 

одакле Је 

(15) 

а исто тако и 

(16) 

Како су према претходном резултату функције 

и + /1 , и + .!2 , 
1! + q; 1, ј!+ Чl2, 

негативне, из једначина (13) и (14), као и из неједнакости (15) и (16), 
закључило би се да је 

du clv -<-
dx clx' 
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или 

cl 
-(U-11)<0, 
dx 
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тј. да разлика и- 11 опада почев од те вредности х. А како је за х= а та 
разлика једнака нули, почев од те вредности имали бисмо и < 11, што је 
у контрадикциЈИ са постављеном хипотезом. 

С друге стране, да би разлика и- v, кој а је била негативна, могла 
да постане позитивна почев од неке вредности х = а из интервала 
(а, Ь), она би се морала анулирати за х= а [јер према претходно рече­

ном функције u и 11 су коначне и непрекидне у интервалу (а,Ь)] и како 

би се, према излож:еном резоновању, нашло да почев од х = а разлика 
. . . 

и- 11 опада, контрадикциЈа Је очигледна, што доказуЈе тврдњу. 

Биhе, дакле, и< v; одатле, када се имају у виду обрасци (11) и 
(12), следе неједнакости 

што је и требало доказати. 

у> z за А> О, 

у< z за А< О, 

3, То одмах доводи до ове последице. 
Посматрајмо три једначине 

cly 
-+Q(x)y =О, 
с/х 

(17) 
cl2Y с!У 
~· ~2 + Р1 (х)- + Q1(x)Y =О, 
clx clx 

cl2Z clZ 
-

2 
+P2 (x)-+Q2 (x)Z=0, 

clx clx 

претпостављајуhи да се друга и треhа 

мо да највеhи корени 

интегрисати.Претпостави-

њихових карактеристичних једначина, као и почетне вредности инте­

грала y,Y,Z задовољавају услове наведене у параграфу 1, при чему су 
НдЈМЮЪИ корени 

исти за све три једначине, на пример .f1(x). 
Тада важи правило: 

Ако је у июuервалу (а, Ь) cili.aлнo 
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(18) 

у Шо.м инШервалу he бшuи и 

(19) {у< у< z 
Z<y<Y 

ако је А> О, 

ако је А< О. 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

4. Из тих резултата могу се извести горња и доња граница између 
којих he се налазити вредност посматраног интеграла у у интервалу 
(а, Ь). Моhи hемо такође да стекнемо представу о току интегралне 

криве и моhи hемо да је приближно одредимо. Наиме, ако се f 2 (x) за­

мени другим функцијама које су у интервалу (а, Ь) мање или веhе од 

функције која је представљена веhим кореном карактеристичне једна­

чине дате једначине другог реда и ако се те функције изаберу тако да 
се добијене једначине могу интегрисати, онда he се добити границе из­
међу којих he посматрани интеграл варирати. Што је разлика између 
функције / 2 (х) и нових функција, којима смо је заменили, по апсолут­

ној вредности мања, и растојање између тих граница биhе мање. Избор 

таквих функција зависиhе од појединих случајева које треба испитати. 

Стога hy као пример навести ову пропозицију. 
Нека су I 1 и I 2 нај.мања и највеhа вреgноаu корена f2 (х) у июuер­

валу (а, Ь). Ако се auaвu 

(20) 
а 

(21) 
х -llzX+ {il (x)clxl 

z = А е~"2 (х-а) +(В- ,.2А) е~"2 (х+а) f е L " dx' 

у ~и о .м инШервал у аuално he бщuи 

(22) {у < у < Z ако је 
Z <у< У ако је 

а 

А> О, 

А <0. 

Наиме, ако се посматрају две једна чине 

(23) 

(24) cl2Z [ ) c/Z . 
-

2
- г2 +.f2 (x) -+г2.fiCx)Z =О, 

dx dx 

љихови интеграли су респективно 
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х - г1 х+ fi1(/x 

r 
l ,. l 1 у= ег,х с! + С2 I е ., clx , 

. . 
и ако се одреде константе интеграциЈе тако да Је за х =а 

налазе се изрази (20) и (21). 

У= Z =А, 
У'= Z' =В, 
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С друге стране, како су корени карактеристичних једначина за је­

дначине (23) и (24) респективно 
~'1' .fJ (х), 
12, /1 (х), 

са 

/"1 < .f2 (х) < 12 ' 

према параграфу З, пропозиција је доказана. 

5. Претпоставимо сада да се у једначини 

cl2y cly 
-+P(x)-+Q(x)y =О, 
clx 2 dx 

(25) 

Р и Q замењују другим функцијама Р1 (х) и Q1(x), а затим и са Р2 (х) и 
Q2 (х), за које се једначина може интегрисати, а које су такве да корени 

<р 1 (z) и <р 2 (х) (са <р 1 < <р 2 ) карактеристичне једна чине нове једна чине 

cl2Y с/У 
-

2 
+PI(x)-+Q1(x)Y = 0 

clx dx 
(26) 

и корени \jf 1(x),\jf2 (x) једначине 

d 2Z clZ 
-

2 
+P2(x)-+Q2(x)Z =О 

clx dx 
(27) 

испуљаваЈу услове 

(28) 
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и да су већи корени <р 2 и \jf 2 нерастуће функције х у интервалу (а, Ь). 

Taga је у итuервалу (а, Ь) стално 

(29) {у < у < Z ако је А > О, 
Z < у < У ако је А < О. 

тога као непосредна последица следи ова пропозиција: 

Ако се са (р 1 , р 2 ) означе најмања и највећа вредност корена f 1(x) 
у интервалу (а, Ь), а са (г1 ,г2 ) аналогне вредности за функцију /~(х), 

тада ће неједнакости (29) бити задовољене са 

Z = ~l-[(A12 -B)c'l(x-a) -(Агl -B)c'z(x-a)], 
,.2 -г! 

јер су тако дефинисане функције У и Z интеграли једначине 

У"- (Р!+ Р2)У' + PIP2Y =О, 

односно 

који за х = а узимају вредност А и чији први изводи узимају вредност В. 
Међутим, растојање између граница У и 

А2 Z може бити много мање ако се имају у виду 
нека разматрања. 

Претпоставимо да су конструисане кри­

ве (сл. 

У= f1(x) и у= .f~(x). 

а Ь 

Нека су А1 и В1 , А2 и В2 тачке пресека 
тих кривих са правама х= а и х= Ь; спојимо 
их дужима А1 В 1 и А2В2 • Повуцимо затим тан­

генту C1D1 на криву у = / 1 паралелну са А1 В 1 
и тангенту C2D 2 на криву у= .f~ паралелну са 

А2В2 . Нека су: 
Слика1. 

у= а 1 +Ь1х .1едначина дужи А1В 1 , 

у= а 2 + Ь2 х једначина дужи А2В2, 

у= +Ь1 х једначина тангенте c,D,, 

у= +Ь2х једначина тангенте C2D2. 
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Одатле је 

а 1 = hfi(a)-a!J(Ь), 
Ь-а 

а _ bf2 (a)-af~(b) 
2- ь ' 

-а 

. . 
где Је а 1 корен по х Једна чине 

ьi = .fJ ( ь) - /i (а) ' 
Ь-а 

ь _ .12 ( Ь) - / 2 (а) 
2 - ' 

Ь-а 

из интервала (а, Ь), а а2 корен по х од 

из истог интервала. 

Посматрајмо диференцијалне једначине 

Корени њихових карактеристичних једначина су: 

за прву Једначину 

а за другу Једначину 

\ј! 1 (Х) = а Ј + bi Х, \[! 2 (Х) = а 2 + Ь2 Х. 
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Како је (под претпоставком да криве у = / 1 и у = .f2 имају поло­
ж:ај као на слици; када то не би важило, било би лако изменити нејед­
накости и следеhе резултате) 

у интервалу (а, Ь) биhе 

<pl < .fJ < 'tfl, 
cp2<.f2<\)!2, 

У < у < Z ако Је А > О, 
Z < у < У ако Је А < О. 

Даље, једначине за упоређиваље (30) и (31) могу се интегри:сати, 
тј. могу се и:зрачунати функције У и Z на овај начин. је 
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р ,.2 
а 1 х+-1 "-

У = ие 2 , 

а"х+~2х2 
Z = Ve - 2 

НАУЧНЕ РАСПРАВЕ 

где и и V означава ју нове непознате функције а а 1 , а2 , ~ 1 , ~ 2 констан­
те, једначине (30) и (31) се трансформишу у 

+[(а~, +Ь1 +Ь2 )х+(2а 1 +а 1 +а2 )] c!U 
rlx 

+{[М +(Ь1 +Ь2 )~ 1 +Ь1Ь2 ]х 2 

+[2а 1 ~ 1 +а 1 (Ь1 +Ь2 )+~ 1 (а 1 +а2 )+Ь1 +Ь2 ]х 
+[af +~ 1 +а 1 (а 1 +а2 )+а 1а 2 ]}и =О, 

и у аналогну једначину за V. 
Могуhе је узети а 1 , а 2 , ~ 1, ~ 2 тако да нестану чланови са х и са х 2 у 

коефицијентима уз и и уз V. Једначине се тада своде на облик 

Ако се узме да је 

као нова независна променљива, једначине се своде на облик 

(32) 

и интегришу било помоhу редова, било помоhу одређених интеграла. 

Тако, ако се стави 

Ф,(t) = 1 + f (-l)" ~(2а + ~)(4а + ~) ... ((2n- 2)а + ~) t 2", 

, (2п)! 

Ф2(t) = 1+ f(-1)" (a+~)(3a+~) ... ((2n-l)a+~) t2"+', 
1 (211 + 1)! 

општи интеграл од (32) је облика 
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па се функције У и Z тада лако израчунавају. 
Апроксимација би била још боља када би се, уместо претходних 

правих узеле параболе 

у = l + mx + nx 2 + ... + qx 111
, 

уместо лукова кривих у = .1; и у = .f2 које се од њих разликују у најма­

њој могућој мери. Функције за упоређиваље У и Z тада би биле дате 
као интеграли једна чине која ће моћи да се интегрише помоћу конвер­

гентних редова. 

6. Напоменимо још и ово: нека је дата једначина 

у"+ P(x)i + Q(x)y =О 

таква да корени 

њене карактеристичне Једначине 

г 2 + Р(х)г + Q(x) =О 

имају сталну разлику, а такви су да ако се стави 

(33) 

једначина постаје 

(34) 

где Је 

(35) 

г1 =а+ 8(х), 
12 = ~ + 8(х), 

а+Рх+ Ј 8(x)dx 

у= )Је 2 , 

)Ј" +w(x)v =О, 

То се лако може проверити директним рачуном. 

Обрнуто: кад год се може интегрисати једначина 

)J"+m(x)v=O 

из ње се може извести нека друга једначина, која се такође може инте­

грисати,облика 
у"+ Р(х)у' + Q(x)y =О, 
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а таква да корени њене карактеристичне Једначине имаЈу сталну 

разлику. 

Наиме, ако се стави да је 

(36) 
(a-r:t)2 Ј 

8(х)= 4 ~--' х+ &(x)clx, 

где је константа интеграције произвољно изабрана, а затим 

(37) 
СХ+~ ј' --· -х- 8(х){/х 

11 = уе 2 , 

једначина се трансформише у 

при чему су корени њене карактеристичне једна чине дати са 

.fJCx) = а+8(х), 

./2(х) = ~+8(х). 

Те напомене омогућавају да се да велики број резултата о грани·­

цама између којих варира интеграл дате једначине (1). Пођимо од две 
произвољне интеграбилне једна чине облика 

(39) 

(40) 

d 2u --+ 
clx 2 

=О, 

d 2
JI -

-
2 

+ m (x)v =О, 
с/х 

где су Х И (Ј) 

три константе 

негативне функције у интервалу (а, Ь). Изаберимо 

v везане релаци.Јом 

такве да Је у интервалу 

где смо ставили 

4v-(A-J-1.)2 =0, 

Ь) стално 

.f1(x) > А+8 1 (х), 

./2(х) > f-1. + 8 1 (х), 

(41) е,(х) = vx -1- f 
при чему константа 
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Изаберимо затим друге три константе , џ', , везане релациЈОМ 

4v'- (Л' -џ')2 =О, 

такве даје у интервалу (а, !Ј) стално 

са 

(42) 

Ако се онда стави 

(43) 

( 44) 

fj(x) <Л' +82 (х), 
.f~(x) > џ' +8 2 (х), 

+Ј ысх)с!х. 

А+~ s' -2--\+ 8t(\)(/\ 

и= ue " 

Л.'+fl' ·' --х+Је, (х)с/х 2 -
V = ve " , 

где су и и 11 интеграли једначина (39) односно ( 40), који као и љихови 
изводи за х = а узимаЈу ове вредности: 

(45) 

онда Је 

А+~ 
--п 

и(а) = Ае 2 

Л.'+~' 
---п 

v(a) = Ае 2 , 

_Л.+~п [A+~+8t(a)l 
u'(a) =А' е 2 -А 2 Је-(А+~Ја, 

_ Л.'+Јl' а [A'+J.I' +8о(а)Ј 
1/(а) = 2 -А 2 - е-(Л.'+Јl')а, 

и<у<V 

v <у< и 
ако Је А> О, 

ако Је А< О. 

Избор функција за упоређиваље U и V зависи од појединих случа­
ј ева које треба испитати. Те функције треба изабрати на тај начин да 

разлика између функција .fj(x),/~(x) и нових функција, којима смо их 

заменили, буде најмања могуhа и да можемо да интегришемо одгова­

рајуhе једна чине за упоређиваље (39) и ( 40). 
Тако, ако се пође од једначина за упоређиваље 



46 

где су а и ~ константе, онда је 

8 1 (х) =(а+ v)x, 

8 2 (х) = (~ + v)x, 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

а одговарајуће функције Ии V се израчунавају лако. Поступак се своди 
на то да се лукови кривих у= .f1(x) и у= .f2 (x) замењују дужима, при 
чему се најчешће за две од тих дужи узимају тангенте тих кривих. 

Друге функције за упоређиваље И и V добијају се, на пример, по­
моћу интеграбилних једначина 

међу којима ћемо изабрати ону која је погодна за посматрани случај.** 

** О овој расправи Петровиh је написао краћи садржај у Годишњаку Српске 
краљевске академије за 1R97. г., књ. XI, стр. 149, а Хамбургер изложио приказ у FdM, 
Б. 28, С. 284. У Revue semestrielle, 1897, t. Vl, такође је приказана расправа, а београдски 
часопис Дело доноси краћи резиме (Београд 1898, t. XVII. стр. 519) са напоменом да је 
Михаило Петровић редовни инострани члан Друштва француских математичара (пр. 
Д. Т.). 



О ЈЕДНОЈ КЛАСИ 
ДИ Ф ЕРЕНЦИЈ АЛI-IИХ ЈЕДНА ЧИНА 

ПРВОГ РЕДА* 

Дата је диференцијална једначина првог реда у облику 

cly _ _ 
-d - F(x,ft,Jz, ... ,f"). 
х 

(I) 

где је F алгебарска или трансцендентна функција од х и /; ( /; су дате 
функције од у). Претпоставимо да су испуњени следеhи услови. 

1) Све функције /; и њихови први изводи су реалне, непрекидне и 
о'iраничене функције у. Оне остају коначне за сваку реалну, коначну 

или бесконачну вредност у. Са М; и N; означиhемо максималну и 
минималну вредност функције .t,:(y), када у варира од-= до+=. 

2) Функција F и њени парцијални изводи 

дF дF 
д+' , ... 'д+ 
'Ј! .11! 

су реални, коначни и непрекидни за сваку вредност х садржану у не­

ком интервалу 8 и за сваку вредност .f (i = 1, 2, ... , n) садржану између 
М; И N;. 

Под тим условима модул функције F остаје мањи од неке коначне 
позитивне вредности М за све вредности х унутар интервала р и за све 

коначне или бесконачне вредности од у. 

с ' . . ~ 
друге стране, како Је парциЈални извод - представљен као 

ду 

он he такође бити ограничена функција у интервалу р за сваку вред­
ност у. 

* Наслов оригинала Sиг une classe d' equations d!fj'eгentielles du ргетiег огdге, Rendi­
couti del Circolo Matematico di Palermo, Paleгmo, 1899, t. XIV, рр. 28-32; достављено редак­
цији часописа 23. јула 1899. 
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Из тога се, на основу једне познате теореме, закључује да he ин­
теграл који за х= х0 узима унапред задату вредност у= у0 (пошто су 
х0 и у0 реални и испуљавају једини услов да х0 припада интервалу 8) 
остати коначан и непрекидан у сваком интервалу од х = х0 -у до 

х == х0 + у, који се и сам садржи у интервалу 8. 
Претпоставимо сада да су испуљени и додатни услови. 

3) ф . . дF ( . 1 2 ) , ункциЈа F и њени парциЈални изводи ~{; 1 = , , ... , n 

задржавају сталан знак за све вредности х унутар интервала од х0 -у 

до х0 +у, ма какве да су вредности од .t; садржане између М1 и N,. 

4) Ако се са 

означе произвољне константе за коЈе важи 

тада интеграл 

Mt < kt < Nt 
М2 < k2 < N2 

х, 

.Ј= jF(x,k1, ••• ,k11 )clx 

за сваку вредност од х 1 и х2 која се налази између х = х0 - у и 

х= х0 +у, узима само једну реалну вредност, која је такође коначна и 
одређена (али може да има више имагинарних вредности). 

Нека су 
i = 1,2,3, ... ,/1 

дF 
индекси позитивних извода -, а 

д{; 

i = !1 + 1,!1 + 2, ... , n 

индекси негативних извода и нека Је 

х 

Л(х,х0 ,у0 ) = у0 +Ј F(x,M1, ••• ,M1,;N1,+ 1, ••• ,N11 )Clx 1 

х 

~-t(x,x0 ,y0 ) = Уо +Ј F(x,N1, ••• ,N11 ;M1,+ 1, ••• ,M11 )dx. 
Х о 
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Може се показати следеhе. 

ИнШеzрал у og (I), који за х= х0 узима вреgноаu у= у0 , ocLuajyhu 
коначан и нейрекиgан за сваку вреgноаu х саgржану између х0 -у lt 

х0 +у, сШално варира на исти начин и налази се између gве функције 
А( х, х0 , У о) и Џ,(х, Хо, У о). 

Наиме, према ономе што је речено о F, .f и у, функција 

F (х, / 1 , .•• , .t;, ) 

пошто је у замењено својом вредношhу у х, изведена из израза за инте­

грал, и сама he бити коначна и непрекидна за 

х0 - у < х < х0 + у 
и задржаhе сталан знак. 

Поред тога, како су изводи 

дF 

д.t; 
(i=l,2, ... ,11) 

позитивни, ако, краткоhе ради, ставимо да је 

биhе 

F(x,M1, ••• ,Mil;.f,+l•···•f,,) = дl, 
F(x,N1, ... ,N,,;.f,+l•· .. ,f") = дz, 

С друге стране, како су изводи 

дF 

qf 
(i = 11+l, ... ,n) 

негативни, ако ставимо да Је 

F(x,M 1, ••• ,M11 ;N11+1, ... ,N") = Ql, 
F(x,N1, ... ,N1,;Mii+1, ... ,M11 ) = 0.2 , 

биhе 

и, самим тим, 

Из тога се закључује да he се интеграл 

х 

Ј F(x,/1, ... ,/11 ) с/х, 
Х о 
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где је у замењено својом вредношhу х, налазити између одговарајуhих 
вредности два интеграла 

х 

1 1 (х) = Ј 0.1dx 
х о 

х 

12 (х) =Ј 0. 2dx, 
Х о 

који, на основу хипотезе 4), за сваку вредност х садржану између х0 - у 

и х0 +у имају само једну реалну вредност, која је коначна и одређена. 
А како на идентичан начин имамо 

х 

У= Уо +Ј F(x,.fl, ... ,/11 ) dx, 
ха 

и како функција F задржава сталан знак између граница интеграције, 
пропозициЈа Је доказана. 

Може се десити да се интервал 8 простире на све коначне вред­
ности х. Taga се йреШхоgна йройозиција йримењује за било које йоче­
Шне вреgносШи og х0 и у0 и важи за све реалне вреgносШи х. 

Приметимо да he у овом последљем случају асимптотска вред­
ност посматраног интеграла за х = +оо или за х = -оо бити коначна 
или бесконачна, према томе да ли 1 1 и 12 теже ка коначним или беско­

начним граничним вредностима за х= ±оо. Када је асимптотска вред­

ност коначна, она се налази између 

Уо +liml1(x) и Уо +liшl2 (x). 

На пример, интеграл диференцијалне једначине 

dy = ах2 + ~е-'тz' 
dx 

где су а и ~ позитивне константе, који за х = х0 узима у = у0 стално (за 
сне реалне вредности х) се налази између функција 

у + а (х3 - х3 ) +А( х- х ) и у + а (х3 - х3 ) 
о З о f-' о о З о' 

а његове асимптотске вредности су бесконачне. 

За диференцијалну једначину 
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(где су a,~,k,p,1· позитивне константе са а+~< 1) интеграл у се 
налази између функција 

х -гЈ:2 

Уо + Ј 1 е -k\2 dx, 
-ае 

х о 

х -гх2 

Уо +Ј е .2 dx . 
. 1-(а+~)е-ь 

·'о 

Његове асимптотске вредности су коначне и одређене. Ако се са 

а означи вредност у за х = О, његова асимптотска вредност за х = оо 

налазиhе се између 

где е (z) означава трансценденту 

'I'== z" EJ(z)= . 
.,Ј г+ kn 

п= О 

Исто тако, асимптотска вредност за х= --оо налазиhе се између 

Гп Гп а--ЕЈ(а) и а--ЕЈ(а+~)о 
2 2 

То следи из 
оо ') n=oo 

Ј е-гх- dx = ~ и z" 
1 -h2 ~ " 

О - z е п= О 

са 

Ј= -(г+k11)х 2 d 1 ~ 
и"= е х=- --. 

0 
2 1 + kn 

Најзад, могуhе је заменити улоге х и у и претходно резоноваље 

применити на једначину 

dy--- Ф(y,<pt,<pz, .. o,<p"), 
dx 

где су <р 1 , <р 2 , о. о, <р" функције од х, ако се на одговарајуhи начин измене 
** претходно претпостављени услови. 

** Реферисано у FdM, В. 31, S. 348 (Vivanti). (пр. Д. Т.) 



О ЈЕДНОМ НАЧИНУ 

ПРОШИРЕЊА ТЕОРЕМЕ О 
СРЕДЊИМ ВРЕДНОСТИМА НА 
ДИФЕРЕНЦИЈАЛНЕ ЈЕДНА ЧИНЕ 

ПРВОГ РЕДА* 

1. Познато је какав је допринос класичне uteopeм.e о среgњи.м 
вреgносШи.ма у доказиваљу различитих теорема о одређеним реалним 

интегралима и у практичном израчунавању тих интеграла. 

Посматрајмо просту диференцијалну једначину 

(1) dy = F(x) 
dx 

и са у означимо њен интеграл који за х = х0 узима дату вредност 
у= у0 . Теорема о средњим вредностима омогуhује да се изаберу, и то 

на безброј начина, друге две једначине 

(2) 
du - = F(x) 
d l ' 
х 

(3) 

и интервал који садржи х= х0 тако да док х варира у том интервалу, 
интеграл у је стално између одговарајуhих вредности интеграла и и v 
једначина (2) и (3), који за х= х0 узимају вредност и0 = 1;0 = Уо и то за 
било које почетне вредности (х0 , у0 ) осим за неке изоловане и фик­

сиране вредности х0 , које he унапред бити познате. Тако се могу проу-

* Наслов оригинала Suг une тапiсге d' ctendгe le tћсогсте de !а тоуеппе а их cquations 
dijjeгentielles du ргетiег огdге, Mathematische Anпalen, Leipzig 1899, t. 54, З, рр. 417-436; до­
стављено редакцији часописа 26. октобра 1899. 
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чавати и приближно израчуна ти интеграли дате једна чине (1) ако се 
упореде са интегралима простијих једначина. 

Постављам за циљ проширивање тих истих поступака на прои­
звољну Једначину 

(4) 
d
dy = F(x,y), 
х 

алгебарску или трансцендентну по х, у, тако што ћу показати да, ако је 

дата једначина ( 4) и почетна тачка (х0 , у0 ) траженог реалног инте­
грала, увек могу на безброј начина да се изаберу друге две једначине 

du - = F1(x,u), 
dx 

(5) 

(б) 

и неки интервал који садржи х = х0 тако да се, за све вредности х, које 
се налазе у том интервалу, вредност интеграла у налази између одго­

варајућих вредности интеграла и и v једначина (5) и (6), који за вред­
ност х = ха узимају вредност и0 = v0 = Уа. То одређиваље дољих и гор­
љих граница интеграла у биће могућно за било коју почетну тачку 

(х0 , Уа) под условом да се не налази на неким фиксирани.м кривама у 

равни (х, у) које ће унапред бити познате за дату једначину ( 4). 

2. Нека су ( 4), (5), (б) три дате једна чине. Нацртајмо у равни (х, у) 
криве D које ограничавају обласГii.и оне равни, где свака од функција 

(7) 

(8) 

F(x,y)-F1(x,y), 

F(x, у)- F2 (х, у) 

посматрана као функција од х и у, задржава сталан знак и нека су: 

д 1 и д 2 позитивна и негативна област равни у односу на функцију (7), 
Q 1 и Q 2 позитивна и негативна област равни у односу на функцију (8). 

Нацртајмо такође у равни (х, у) све криве- геометријска места 

сингуларитета- функција F,F1,F2 и са Е обележимо скуп тих кривих. 

Нека је (х0 , у0 ) тачка која не припада ниједној од кривих D, Е и 
која се налази у делу равни означеним са П, који је заједнички обема 

областима д;, Qk које имају супротан знак. Претпоставимо, на при­

мер, да су то области д 1 , Q 2 • Са у, и, 11 означимо редом интеграле (или 

гране интеграла) од (4), (5), (6), који за х= х0 узимају заједничку вред­
ност и0 = v0 = Уо· 
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Увек he, дакле, постојати интервал око х = х0 чија дужина није 
нула, на пример, од х = х0 -171 до х = х0 -l12 и који задовољава ове 

услове: 

1) када х варира од х0 - h1 до х0 + 172 обе функције u и \Ј и њихови 
први изводи су одређени, коначни и непрекидни; 

2) ниједан део кривих D, Е не налази се ни у унутрашљости ни на 
контури Г, формираној кривама u, v и двема правама х= х0 -111, 

х= х0 + l12 и та контура се у целости налази у делу П равни (х, у). 

Тада се доказује следеhи резултат. 

Док х варира og х 0 - h1 go х0 + h2 , июuе2рал у је сШално ogpel)eн, 

коначан, нейрекиgан и налази се изме!)у og2oвapajyhux вреgносШи u и v. 
Наиме, како се тачка (х0 , у0 ) налази у заједничком делу области 

L'1 1 и Q 2 , за ту тачку важи истовремено 

(9) 

па Је према томе 

(10) 

F(x,y)- F1(x,y) >О 
F(x,y)-F2 (x,y) <О, 

d -(y-u) >О, 
dx 
d -(y-v)<O. 

dx 

С друге стране, за х = х0 важи 

(11) 

па према томе 

(12) 

(у- u) =О, (у- v) =О, 

v<y<u 
U <у< )Ј 

за х= х0 - Е 

за х= х0 +Е, 

где је Е позитивно и довољно мало. 

Пропозиција је, дакле, тачна за неки довољно мали интервал око 

х= х0 ; али она важи за цео интервал ( х0 - 171, х0 + l12 ). Наиме, када то 

не би важило, следило би: 

1) или he крива у имати заједничку тачку са једном од кривих u и \Ј 
чија се апсцисаналазиуинтервалу (х0 -ћ1 ,х0 +172 ); 

2) или за неку вредност х= <Х, из истог интервала и вредност 

у = ~, кој а се налази између u (<Х) и v (<Х), извод dy , па према томе и 
dx 

функција F(x, у) постају или бесконачни, или неодређени или, пак, ме-
. . 

њаЈу детерминациЈу. 
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У слов 1) је немогуh јер када би х = у, у = 8 биле координате 
једне заједничке тачке, на пример, кривих у и и, која је најближа тачки 

(х0 ,у0 ), како се тачка (у,8) налази на контури Г, добили бисмо за 

х=у, у=8 

па према томе и 

а за х= у 

Имали бисмо, дакле 

F(x,y)-F1(x,y) >О, 

у<и 

у>и 

y-u=O. 

за х= у- Е, 

за х= у+ Е, 

што је у контрадикцији са неједнакостима (12). 
Услов 2) је немогуh јер се ниједан део криве Е не налази ни у 

унутрашљости ни на контури Г, па је према томе извод dy одреl)ен, 
dx 

коначан и непрекидан за све тачке (а,~). 

Интеграл у се, дакле, заиста стално налази измеl)у и и 11 поред 

тога 

1.- у интервалу од х0 -l11 до х0 имамо v <у< и; 
2. - у интервалу од х0 до х0 + l12 имамо и < у < v, 

као што показује слика 1. 

у 

1' 
у 

ll 

--+----------х 
о о 

Слика1 Слика 2 

Када би се тачка (х0 , у0 ) налазила у областима д2 , 0 1, претходне 

неједнакости би промениле смисао и распоред кривих и, 11, у био би као 

што је то означено на слици 2. 
Тако добијамо овај општи резултат. 
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Kag zog Шачка (х0 , у 0 ) йрийаgа gелу (х, у) равни који је зајеgнички 

gвема облааuима (д;,.Оk) суйроШноz знака, uнШеzрал у, gок х варира 

og х0 - h 1 go х0 + h2 , бuhe оgређен, коначан, нейрекиgан и налазиhе се 

између u и v. 
Крива у неhе моhи да се че ни криву и ни 11 изван х = х0 ; али, лако 

је видети да не може бити ни додира између у и тих кривих. Наиме, ка­

да би се, на пример, у и v додиривали у тачки х = а, било би 

d 
-d (у- х),=а =О' 
х 

што је немогуhе према претходно реченом. 

Приметимо такође да ако за све Шачке (х,у) које се налазе уну­

щар конщуре функција F(x,y) заgржава сШалан знак, инШеzрал у he 
варира{йи увек на uauu начин (рашhе ако је F >О, опадаhе ако је 
F <О) gок х варира у июuервалу (х0 -h1,x0 +h2 ). 

3. Нека је дата једначина 

(13) 
cly 
-d = F(x,y), 
х 

коју можемо, на безброј начина, писати у облику 

(14) 
d
dy = F(x, уЈ) 
х 

где је .f неки коефицијент од х, који се налази у F и на који hемо по­
себно обратити пажљу. 

Применимо претходно разматраље на једначину (14). Претпо­
ставимо да су за почетну тачку (х0 , у0 ) функција F и љен парцијални 

дF . . 
извод - одређени, коначни, непрекидни, да не мељаЈу детерминациЈУ 

(){ 

и да се за ту тачку тај парцијалан извод не анулира. Тачке које не испу­
љавају те услове или припадају неким фиксираним кривама у равни 
(х, у), које he унапред бити познате, или су изоловане и фиксиране. 

Могу се изабрати, и то на безброј начина, две функције <р и \ј! које 
задовољавају следеhе услове: 

1) да су функције одређене, коначне и непрекидне у интервалу од 
х = х0 - а 1 до х = х0 + а 2 , који је довољно мали али НИЈе Једнак нули; 

2) да је у том интервалу 

(15) <p<.f<\jf; 
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З) ако се са и и 11 означе интеграли једначина 

(16) clu 
- = F(x,u,<p), 
dx 

и 

(17) 
d1! 
- = F(x, v, 'Jf), 
dx 

које за х = х0 узимају заједничку вредност u0 = 110 = у0 , где су функције 

и и v одређене, коначне и непрекидне у интервалу од х = х0 + Ь1 до 
х= х0 + Ь2 , који је довољно мали али није једнак нули. 

Ако се сада узму једначине (16) и (17) за једначине (5) и (б) из § 1, 
функције (7) и (8) из претходног параграфа постају 

(18) F(x,yJ)-F(x,y,<p) =(Ј -<p)H(x,y,R1), 

(19) F(x, уЈ)- F(x, у, 'Jf) = U- 'Jf) Н (х, у, R2 ), 

где смо, краткоће ради, ставили 

д 
H(x,y,t) =-F(x,y,t), 

дt 
R1 = <р+(/-<р)8 1 , 

R2 = 'Jf+U -\jf)82, 

при чему су 81 и 82 два броја који се налазе између О и 1. 
Може се показати да he се Luачка (х0 ,у0 ) нahu у јеgном gелу (х, у) 

равни који је зајеgнички gвема обласШима суйроШно2 знака у оgносу на 

gве функције (18) и (19). 
Наиме, како је израз 

Н [ Хо, Уо, Лхо)] 

различит од нуле, ако се стави да Је 

.fCxo)=p 

могу се одредити две константе х и 11 такве да Је 

и да, док t варира од t = Л до t = 11 , функција Н(х0 , у0 ,t) посматрана 
као функција од t, остаје одређена, коначна, непрекидна и различита 
од нуле. Изаберимо даље претходне функције <р( х) и \jf(x) тако да је 
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што је увек могуhе на основу неједнакости 

и уочимо две функције 

л < р < J.L, <р < I < 'V, · 

H(x,y,R1) = G1(x,8 1), 

H(x,y,R2 ) = G2 (x,82 ) 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

посматране као функције од х,8 1 ,8 2 , пошто смо y,R1,R2 изразили 

помоhу х, 81,82 • 

Те две функције су одређене, коначне и непрекидне за х= х0 ; 

поред тога, Једна чине 

решене по 81 и 82 немају ниједан корен између О и 1. То следи из тога 
што, док 81 и 82 варирају између О и 1, величине R1 и R2 варирају из­

међу Л и )1, и из тога што се, с друге стране, функција H(x,y0 ,t), посма­
трана као функција од t, не анулира док t варира између Л и )1. 

Функције 

се, дакле, не анулирају за х = х0 и имају сталан знак, онај који има х за 
било које вредности од 81 и 82 између граница О и 1. А како за х= х0 
имамо 

.f(x) > <р(х), .f(x) < \jf(x), 

изрази (18) и (19) биhе за х = х0 супротног знака, што је и требало до­
казати. 

Претходне особине функција G1 и G2 које важе за вредност 

х = х0 свакако he важити за вредности х које се налазе у неком интер­
валу око (х, у), који је довољно мали али није једнак нули. Наиме, увек 

he постојати неки Интервал, на пример, од х = х0 - с 1 до х = х0 + с2 , 

такав да су за све вредности х, које се налазе у том интервалу, и за 

о < 81 < 1, о < 82 < 1 

функције 

одређене, коначне и непрекидне, не мељају детерминацију и не анули­

рају се. На пример, доњу границу дужине тог интервала добиhемо тако 

што hемо тражити интервал од х0 - g1 до х0 + g2 такав да, ако се са 

(М1 ,М2 ) и (N1,N2 ) означе границе између којих варирају функције 
(<р, \ј!) и (и, 11) за х из тог интервала, функција Н(х, y,t) остаје одређена, 
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коначна, непрекидна и различита од нуле, када х варира од х0 - g1 до 

х0 + g2, у од N1 до N2 и t од М1 до М2 . 

Најзад, како је функција F(x, у, .f), где је .f функција од х, одређе­
на, коначна и непрекидна за х= х0 , у= у0 , постоји интервал на при­

мер, од х= х0 - с/1 до х= х0 + d2 такав да, ако се са (N(,N~) означе 

горња и доња граница између којих варирају и и 11, а са (М(,М~) горња 

и доња граница између којих варирају <р и 'Ј! за 

функција F(x, уЈ) и даље је одређена, коначна и непрекидна када х 
варира у том интервалу, у између N( и N~ и .{између м; и М~. 

Тако дефинисана четири интервала 

(х0 -а 1 ,х0 +а2 ), 

(Хо -ЬЈ,Хо +Ь2), 
(х0 - с 1 , х0 + с2 ), 

(х0 -d1,x0 +d2 ), 

који садрже вредност х= х0 , имају заједнички део око х0 : Шај зајеgни­

чки geo и.ма улоzу йpe~uxogнoz инШервала (х0 - 111, х0 + 112 ). 

Тада, ако се примени резултат из претходног параграфа, види се 

да за све вpegнoauu х, које се налазе у шиuервалу (х 0 - h1, х 0 + h2 ), 

инШеzрал у јеgначине (13), који за х = х 0 узи.ма gщuy вреgносШ у ,;:: у0 , 
jeaue оgре!Јен, коначан, нейрекиgан и налази се из.ме!Ју ogzoвapajyhux 
вреgносШи umuezpaлa u и v јеgначина (16) и (17), које за х = х 0 узимају 
исщу вреgносш u0 = v0 = У о . 

Приметимо ga свакој gиференцијалној јеgначини (13) и свако.м 
йару йочеШних вpegнoauu (х0 ,у 0 ) (ако се оставе по страни парови који 
припадају неким фиксираним кривама у равни хОу, коју смо претход­

но дефинисали) ogzoвapa tuакав uнLuервал (х 0 - h1, х 0 + h2 ) чија gужи­

на, која је веhа или мања, у зависности од посматраног случаја, никаgа 

није јеgнака нули. 

4. Од претходних резултата може се доhи до примена аналогних 
применама класичне теореме средњих вредности. За дати тип једначи­

на писаних, нпр. у облику (13), тражиhе се две функције <р(х)и 'Jf(x) 
које се што мање разликују и у околини од х = х0 обухватају функцију 
/(х). Оне су такве да су обе једначине (16) и(17), које им одговарају, 
интеграбилне или се бар могу испитивати лакше него дата једначина. 

Замениhемо посматрани лук .f(х)правама, луковима парабола итд. ко­

ји га садрже и интеграли и и 11 тако добијених једначина представљаh.е 

границе између којих he варирати интеграл у , док х варира у интер-
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валу од х0 -111 до х0 + 112 • Ако се са 11 означи највеhа апсолутна вред­
ност функције 

1 
-(U-11) 
2 

у том интервалу за х, тада се може писати 

са 

1 
y=-(u+v)+E 

2 

1 El < /1· 

Подсетимо да су услови за интервал (ха -!11, ха + 112 ) према веh ре­

ченом ови у том интервалу: 

1) функције <р (х) и \lf (х) су холоморфне и задовољавају услов 

<р(х) </(х)< \lf(x); 

2) интеграли и и v једначина 

du - = F(x,u,<p), 
dx 
d\1 - = F(x, v, \lf), 
dx 

које за х= х0 узимају заједничку вредност Уа· су холоморфни; 
3) функције 

су холоморфне и не анулирају се ни за једну вредност од 81 и 82 изме­

ђу о и 1; 
4) функција F(x,y,t) је холоморфна док у варира између N~ и N~, 

t између М1 и М2 , где (М~,М~) означавају доњу и горњу границу изме­

ђу којих варира ју <р и \lf, а (N~, N~) означава ју доњу и горњу границу 

између којих варира ју и и 1i, док х варира између х0 -!11 и х0 + 112 . 

Дужина тог интервала (х0 -171, х0 + 112 ) варираhе у зависности од 

типа посматраних једначина; за дати тип она варира у зависности од 

почетних вредности (х0 , Уа) и изабраних помоhних функција <р (х) и 

\lf(x). У неким општим случајевима моhи he се узети произвољно ве­
лики интервал. 

5. Наведимо, као пример, неке просте примене претходних резул-
тата. 

Први Посматрајмо Рикатијеву једначину 
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(20) dy = у2 + f(x). 
dx 

61 

Претпоставимо да се вредност х= х0 не поклапа ни са једним син­
гуларитетом функције .f(x), која је дакле непрекидна у неком интер­
валу (а 1 ,а 2 ) око х= х0 • Како се функција H(x,y,t) овде своди на 1, 
имамо 

и оста ј е ј е дин о да се одреди интер вал (~ 1, ~ 2 ) са 

al ~ ~~ < Хо < ~2 ~ а2, 

у којем би функције за упоређиваље и и 11 биле холоморфне. 

Да би функције и и v биле најпростије, претпоставићемо да у ин­
тервалу (а 1 ,а 2 ) функција .f(x) задржава стални знак. Тада разликује­
мо два случаЈа. 

1. случај: Ј( х)> О. Ако се тада са М1 и М2 ( М1 < М2 ) означе два 

позитивна броја, између којих се налази функција .f(x), када х варира у 
интервалу (а 1 ,а 2 ), и ако се узме даје 

добиће се 

(21) 

одакле се лако одређују границе интервала (~ 1, ~ 2 ). У том интервалу 
интеграл у биће холоморфан и налазиће се између одговарајућих вред­

ности функција и и 11 дефинисаних са (21). 
2. случај: .f(x) <О. Тада, ако -М 1 и -М2 имају претходна значења 

и ако се узме да Је 

добиће се 

(22) 

јМ; Уо + ЈМ: + (Уо - ЈМ:) е2(х-хоЈfМ: 
и= + Гј;f ( rx:f) 2(x-.1'0J{i:J: ' 

Уо \/ш 1 - у0 - \f1v1 1 е 

м Уо + -ЈМ 2 + (Уо - JNi;) e2(.'-·'oJ{ii1; 
)1 = јМ; __ --'--:-:=-с-----'-=с:=:::::----,----

+ ГNI ( ГМ") 2(х-х0 ),/М, 
у0 \f1v1 2 - у0 -\f1v1 2 е 
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У сваком интервалу око х = х0 , у коме су тако дефинисане функ­

ције и и v холоморфне, интеграл у је и сам холоморфан и налази се 
између одговарајуhих вредности и и v. Специјално, ако се почетна 
вредност у = у0 интеграла налази између -~ и + јм:;, функције и и 
v су холоморфне за све коначне и реалне вредности х. 

Дpyiu iipuмep. Посматрајмо једначину 

(23) 

за КОЈУ Је довољно проучити једну од детерминација извода, нпр. 

dy = ~.f(x)- /. 
dx 

Да би интеграл био реалан, потребно је да буде 

и да је функција Ј( х) позитивна у посматраном интервалу. У о чим о не­

ки интервал од х= а 1 до х= а2 (а 1 < х0 < а2 ), у којем функција f(x) 
остаје холоморфна и позитивна и са М1 и М2 означимо два позитивна 
броја таква да за а 1 < х0 < а2 имамо 

Ако се узме 

функције за упоређиваље и и v биhе 

(24) 
и= ~М1 - уЈ sin(x-x0 )+ у0 cos(x-x0 ), 

11 = ~М2 - уЈ sin(x-x0 )+ у0 cos(x-x0 ) 

и оне he бити непрекидне за све вредности х. С друге стране, овде је 

(25) 

са 

R1(x,8 1) = М1 +[f(x)-Mt]el 

R2 (x,82 ) = М2 + [Лх)- М2 ]82 , 
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и како за О < 81 < 1, О < 82 < 1 стално имамо 

функције G1 и G2 остају холоморфне у интервалу од х= ~ 1 до х= ~ 2 
(~ 1 < х0 < ~2 ) таквом да у њему важи 

(26) .f(x)-v2 >0 

јер ћемо тада истовремено имати 

.f(x)- u2 >О. 

Даље, како се може писати 

v = .fi/i; sin(x-x0 +С) 
са 

sin С = - ___lQ_ 
.fi!i;' 

услов (26) биће задовољен ако је 

М1 -М2 sin2 (х-х0 +С)> 0. 

Такође, може се наћи интервал (~ 1 , ~ 2 ) и како функција 

~.f(x)- у2 

остаје холоморфна док варира између М1 и М 2 , и у варира између нај­
мање и највеће вредности које функције и и v могу да имају у интер­
валу (~ 1 , ~ 2 ), за све вредности х, које се налазе у заједничком делу ин­

тервала (а 1 ,а 2 ) и (~ 1 ,~ 2 ), интеграл у биhе холоморфан и налазиће се 

између вредности (24). 
Друга детерминација 

дала би криву која је симетрична са претходном кривом у односу на 

х-осу. 

Треfш йри.мер. За једначину 

(27) (~~)2- /=/(х), 
такође имамо две симетричне криве у односу на х-осу и лако се види да 

у сваком интервалу х око почетне вредности х= х0 , у коме је .f(x) не-
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прекидна и позитивна, апсолутна вредност од у налазиhе се између ап­

солутне вредности функција 

(28) 

и= ~ ( С1е-'- ~~е--'} 

где су константе С 1 и С2 одређене тако да су те функције једнаке у0 за 
х= х0 . 

6. У опште узев, нека је дата једначина облика 

(29) dy = F( /') dx у,_ 

где је .f дата функција од х, ако М1 и М 2 означавају два броја између 
којих варира функција .f када х варира у интервалу (а 1 ,а 2 ) са 

а 1 < х0 < <Х 2 , и ако се узме даје 

добиhе се, као функције за упоређиваље, функције и и v које су дефи­
нисане инверзијом интеграла 

(30) 

и 

f сlи 
х- Хо = F(и,М!), 

)'о 

f
,, dv 

х-хо= F(v,M
2
). 

У о 

Вредности х за које и и 11 постају бесконачне јесу 

-ј-оо 

Ј dt 
х= Хо + F(t,M!), 

У о 

-ј-оо 

х- х + f dt 
- о F(t,M2)' 

)'о 

при чему ти одређени интеграли могу да имају више од једне реалне 
вредности. Други сингуларитети од и и v изводе се директно из једна­
чина 
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и моћи ће се одредити неки интервал од х = х0 -171 до х = х0 + 112 који 

задовољава претходно наведене услове, а такав да је, док х варира у том 

интервалу, интеграл у стално холоморфан и налази се између u и v. 
Ставимо да је 

а 

~ f clt 
-х + 

а - о F(t,MJ), 
У о 

а 

f dt 
-х + 

"lla- ° F(t,M2)' 
У о 

(при чему одређени интеграли могу да имају више од једне реалне 

вредности) 1 где је а унапред задата вредност, и претпоставимо да су 
вредности ~а, "lla поређане у растућем реду тако да деле интервал 
(х0 - h1, х0 + !12 ) на више делимичних интервала. 

Сваки gелимични итuервал, који не cagpжu вреgносШ х0 и који је 
о2раничен вреgноаuима ~а а и ТЈа, cagpжu н.ајмање јеgну вреgносШ х за 
коју umuezpaл у узима вpegнoci:U а. 

Наиме, ако се посматра један такав интервал, нпр. од х = ~а до 
х = "lla, неЈеднакости 

за х = ~а доводе до 

а за х= У!а до 

па ће стога, у , које је коначно и непрекидно за ~а < х < "lla, бити сигур­
но једнако а за најмање једну вредност од х из тог интервала. 

Дакле, ако се стави а = О, види се ga неки июuервал, оzраничен 
вреgноаuима ~о и ТЈо које су оgређене са 

1 Може, нпр., бити реалних периода. 
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о 

): -х + f dt 
':>О- о F(t,MI)' 

У о 

о 

f 
dt 

llo = Хо + F(t,M2) 
У о 

cagpжu најмање јеgну нулу инШе2рала у. 

НАУЧНЕ РАСПРАВЕ 

У претходним разматраљима функцију .f заменили смо капетан­
тама. Али, у специјалним случајевима имаћемо прецизније пропозици­

је ако .f заменимо другим функцијама од х, између којих она варира и 
које су изабране тако да се добијене нове једначине могу интегрисати. 

Избор таквих функција зависиhе од типа једна чине који се посматра. 

Приметимо да се добијени резултати такође могу применити на 

Једна чине 

dy = F(x у г) 
d , ' ' 
х 

где је г променљиви параметар, и да се може испитати варијација 

интеграла у када таЈ параметар варира. 

7. До сада смо обраhали пажљу на диференцијалну једначину са 
само једним коефицијентом. Међутим, може се десити да једначине за 
упоређиваље нису интеграбилне када се само један коефицијент .fзаме­

њује другим функцијама, и то било како да смо их изабрали. Тада hемо 

понављати исти поступак узастопно са другим коефицијентима све док 

добијене једначине не постану интеграбилне. 

Претпоставимо да је једначина писана у облику 

d1J 
-d = F(x, у, Ј; Ј2, .fз, ... ) 
х 

и заменимо n коефицијената / 1 ,.f2 , ... , ,!,, најпре функцијама <р 1 , <р 2 , ... , 

<р", а затим функцијама \jf 1,\jf2 , ... ,\Jf 11 таквим да у посматраном интер­

валу х имамо 

<[); < /; < \Jf;· 

Нека су u11 и 1111 респективно интеграли тако добијених једначина. 

Како he се у у околини х= х0 налазити између u1 и 1l1, а ти интеrрали 

између u2 и У2 итд., интеграл у he се налазити између и" и 1l11 • Интер­

вал од х, за који hемо бити сигурни да he то и даље важити, одредио би 
се корак по корак тако што би се одредио за једначине са 
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Доњу границу дужине тог интервала добили бисмо на начин ана­
логан случају где се само један коефицијент замењује другим функ­

ЦИЈама. 

8. Посматрајмо сада једначину облика 

dy--- F(x,y,<p), 
dx 

где је <р дата функција од у. На њу се директно могу применити ре­
зултати из § 1 и испитати варијација интеграла у када се <р замени дру­
гим функцијама од у. Могуhе је, користеhи исте идеје, уз различите хи­
потезе о функцијама F и <р, дати прецизније пропозиције о облику 
интегралне криве. 

Посматрајмо, на пример, једначину 

(31) ddy = F(x,<p), 
х 

где је <р дата функција од у и претпоставимо да F и <р задовољавају ове 
услове: 

1) функција <р (у) и њен први извод су реалне, непрекидне и о2ра­

ничене функције од у, које остају коначне за све реалне, коначне или 

бесконачне вредности у . Са М и N означиhемо највеhу и најмању вред­
ност <р (у) док у варира од - = до + =; 

2) функција F и њен парцијални извод дF су реални, коначни и 
д<р 

непрекидни за све вредности х из неког интервала (о) и за све вред­

ности <р између М и N. 
Под тим условима модул од F остаје мањи од неке коначне пози­

тивне вредности за све вредности х из интервала (о) и за све коначне 

б и . дF . 
или есконачне вредности у. сто важи и за парциЈални извод -,Јер 

ду 

је он дат производом 

дF д<р 

д<р ду 

Из тога се, према једној познатој теореми, закључује да he инте­
грал, који за х = х0 узима унапред задату вредност у = у0 (где су х0 и 
у0 реални и морају да испуњавају једини услов да се х0 налази у интер­
валу о), остати коначан и непрекидан у сваком интервалу од х = х0 - h 
до х= х0 + h, који се и сам садржи у интервалу (о).2 

2 То је последица теореме изложене у раду r. Picard-a, у књизи G. Darboux, Le~·ons 
suг /а theoгie genemle des sm:f'aces et les applications geometгiques du са/си/ injlnitesimal, Paris 
1887, t. IV, р. 432. 
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Претпоставимо сада да су испуњени и додатни услови: 

3) ф . F . дF . 
ункциЈа и њен парцирлни извод - задржаваЈу стални знак 

д<р 

за све вредности х из интервала од х0 - ћ до х0 + ћ за било коју вред­
ност <р која се налази између М и N. 

4) ако се са k означи произвољна константа која се налази између 
М и N, интеграл ,, 

Ј= Ј F(x,k)dx 
а 

за сваку вредност х, која се налази између х0 - ћ и х0 + /1, има само 
једну реалну вредност која је коначна и одређена (али може да има ви­

ше имагинарних вредности). 

Ако се тада, краткоhе ради, стави 

х 

Л(х,х0 ,у0 ) = Уо +Ј F(x,M)dx, 

х 

/l(X,Xo,Yo) = Уо +Ј F(x,N)dx, 
Х о 

иншеzрал у јеgначине (31), који за х= х0 узи.ма вреgносш у= у0 , 
осШајуhи коначан и нейрекиgан за све вреgносШи х, које се налазе из.ме­

l)у х0 - h и х0 + h, варира на исШи начин и налази се из.меl)у gве функ­
ције Л(х,х0 ,у 0 ) и !l(x,x0 ,yo). 

Наиме, функција F(x,<p), пошто је у замењено својом вредношhу 
од х, биhе и сама коначна и непрекидна за 

х0 -!1 < х < х0 + /1 

дF 
и задр:жаhе сталан знак. Поред тога, извод - такође задр:жава сталан 

д<р 

знак за те вредности од х и за М < <р < N. Претпоставимо, на пример, 
да је знак позитиван. Функција F је тада растуhа по <р, па је 

F(x,M) < F(x,<p) < F(x,N), 

стога he се интеграл 
х 

Ј F(x,<p)dx, 
х о 

пошто је у замењено својом вредношhу од х, налазити између одговара­

јуhих вредности двају интеграла 
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х 

Ј 1 (х) =Ј F(x,M)dx, 
х о 

х 

Ј2 (х)= JF(x,N)dx, 
Х о 
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који, на основу 4. хипотезе, за све вредности х које се налазе између 
х0 - 11 и х0 + 11, имају само једну реалну вредност, која је коначна и 

одређена. Пропозиција је, дакле, доказана. Она би на исти начин била 

б . дР 
доказана ако и се претпоставила да Је извод - негативан. 

д<р 

Може се десити да се интервал (5) прошири на све коначне 
вредности х. ПреШхоgна йройозиција се Шаgа й.римењује за било које 

й.очеШне вреgносШи х0 и у0 и важи за све реалне вреgносШи х. 
Приметимо да he у том последљем случају асимптотска вредност 

интеграла за х = +оо или за х = -оо бити коначна или бесконачна, пре­
ма томе да ли Ј1 и Ј 2 теже ка коначним или бесконачним граничним 

вредностима за х = ±оо. Када је она коначна, налази се између 
у0 +limJ1(x) и Уо +limJ2 (x). 

На пример, интеграл диференцијалне једначине 

dy 2 А -k)• 2 

- = схх +f-le 
dx 

где су а и ~ позитивне константе, који за х = х0 узима вредност у = у0 , 

налази се (за све реалне вредности х) између функција 

у0 +а(х3 -х6)+~(х-х0 ) и Уо+а(х3 -х6) 
з з 

и његове асимптотске вредности су бесконачне. 

За диференцијалну једначину 

dy = е-гх2 
dx 1- ae-kx2 - ~e-k,\'2-py2 , 

где су а,~. k,p, г позитивне константе, са а+~ < 1 интеграл у се налази 
између функција 

х e-l·x2 

уо +Ј 2 dx, 1- ae-kx 
х о 

Ј
х е-гх2 

+ , )dx. Уо хо 1- (а+ ~)e-kx-
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Асимптотске вредности су коначне и одређене. Ако се са а озна­

чи вредност у за х= О, његова асимптотска вредност за х= оо налази­

hе се између 

a+-[ii8(a) и a+-[it8(a+~), 
2 2 

где е (z) означава трансценденту 
ll=CX! 11 

8(z) = I z . 
n=O .)г+ kn 

Исто тако, асимптотска вредност за х = -оо налазиhе се између 

а- -[ii 8(а) и а- -[ii 8(а+~). 
2 2 

То следи из тога што је 

ОО ? Jl::=.OO 

f е-гх- dx = Iu z" 
1 - ze-k_,.2 " 

О п=О 

са 

_ f~ -(г+kn)x 2 d _ 1 ~ U11 - е х-- --. 
0 

2 г+ kn 

9. Такво резоновање примењује се такође на једначину 

dy--- F(x,<pi,<pz, ... ,<pn), 
dx 

(32) 

где је F алrебарска или трансцендентна функција од х и <р; дате функ­
ције од у, када су испуњени следеhи услови: 

1) све функције <р; и њихови први изводи су реални, непрекидни и 
о'iраничени по у; 

2) ако се са М;, N; означе најмања и највеhа вредност функције 
<р;(у) док у варира од -оо до +оо, функција F и њени парцијални из­
води 

(33) 
дF дF 
д<рl , ... , д<pll 

су реални, коначни и непрекидни за све вредности х КОЈе се налазе у 

неком интервалу (8)3 и за све вредности од <р; (i = 1,2, ... ,п) које се на­
лазе између М; и N;. 

З Тај интервал је симетричан у односу на х0 . 
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З) функција F и њени парцијални изводи (33) задржавају сталан 
знак за све вредности х из интервала ( 8) за произвољне вредности 
функција <р; између М; и N;. 

4) ако се са 

означе било које константе такве да је 

интеграл 

х 

Mi < ki < Ni, 
м2 < k2 < N2, 

м"< k" < N" 

1= JF(x,k1,k2 , ••• ,k11 )dx 
х о 

за све вредности х из интервала (8) има само једну вредност која је 
реална, коначна и одређена (али може да има више имагинарних вред­

ности). 
Ако су ти услови испуњени, ако су 

i=1,2,3, ... 11 

дF 
индекси позитивних извода -, а 

д<р; 

i = h + 1,/1 + 2, ... '11 

индекси негативних извода и ако се, краткоhе ради, стави 

х 

Л(х,х0 ,у0 ) = Уо +Ј F(x,M 1, ... ,M1,;N1,+1, ... ,N")dx, 
х о 

х 

/l(x,x0 ,y0 ) = Уо +Ј F(x,N1, ... ,N1,;M1,+1, ... ,M11 )dx, 
х о 

лако се доказује следеhи резултат. 

ИнШеzрал у (32), који за х= х0 узима вреgносШ у= у0 , је коначан 

и нейрекиgан за све вpegнoc[uu х које се налазе у инzТlервалу (Б), сйlално 
варира на исШи начин и налази се између 
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10. Приметимо на крају да чак и у случају када је интеграција дате 
једначине могуhа, често се дешава да се облик интегралне криве боље 

види ако се имаЈу у виду дате просте напомене, него кроз директно 

конструисање, које би довело до дугог рачунања. Тако се израчунавају 

неке значајне тачке криве и још неколико других тачака, ако је 

потребно, које би служиле као исходиште. Неки коефицијенти .А, .f~, ... , 
који се налазе у диференцијалној једначини заменили би се једностав­

нијим функцијама, тако изабраним да се добију функције за упоређи­

ваље u и 11, које су једноставније него експлицитни израз за у. Посту­

пајуhи тако за сваки интервал који нам је потребан, добро hемо уочити 

понашање криве у и граница између којих она варира у датим интер­

валима х, итд. 

Најзад, често је корисно применити те напомене на трансфор­

мације дате једначине. Ако би се оне, на пример, примениле на тран­

сформације у поларним координатама, добили би се интервали за по­

ларни угао, где крива стално остаје унутар неког круга. Ако је тај ин­

тервал од -оо до +оо, крива he се у целости налазити унутар таквог 
круга. Такође he се добити подаци о тачкама пресека интегралне кри-
ве са датим кругом итд. ** 

** Овом Петровићевом расправом користио се Е. Cotton, Suг /' inte,r:гation аррго­
с!?ее des equatioпs dijjeгentielles, Acta mathematica. Stockholm 1908, t. XXXII, а Hambuгgeг је 
дао приказ расправе у FdM, В. 32, S. 336--337 (пр. Д. Т.). 
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ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХ ЈЕДНА ЧИНА 
ОГ РЕДА* 

1. Постоји бесконачна много диференцијалних једначина првог 
реда чији је општи интеграл облика 

(1) у= .f(С)Л(х)+<р(С)џ(х) 

где су.fи <р функције константе интеграције С, а Л и 11 су функције од х, 
или пак, што се своди на исто, облика 

(2) 

где су константе С, и С2 међусобно повезане релацијом 

(3) 

Такоједначина 

има за општи интеграл 

у = с sin х+ ~1 - С 2 cos х' 
а Једначина 

има за интеграл 

аЈедначина 

у'2 - уу' +ех = о 
допушта као интеграл 

* Наслов оригинала Suг une classe d' equatiuns diffeгentielles du ргетiег игdге, Vestnik 
Kпil. ceske spolecnosti niiuk, Praha, 1901, Tfida math. pi'irodovedeckii, t. XXXI, рр. 1-20. 
Саопштено у Чешкој академији наука 5. јула 1901. 
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у = С +_!_ех ИТД 
с , . 

Сви ти општи интеграли су типа (2). 

НАУЧНЕ РАСПРАВЕ 

Краткоће ради, јеgначином (Е) зваћемо сваку једначину првог ре­

да која има наведену особину и управо те једначине he бити предмет 
овог рада. 

2. Најпре поставимо за циљ да препознамо да ли је дата једначина 

(4) F (х, у, у') = О 
једначина типа (Е). У ту сврху приметимо да је, да би то важило, по­

требно и довољно да општи интеграл (2) те једначине задовољава неку 
линеарну хомогену једначину другог реда 

(5) у"= <р 1 (х)у' +<р 2 (х)у 

(где су <р 1 и <р 2 непознате функције од х) и да се он изведе из општег 
интеграла од (5) када се успостави релација између константи инте­
грације које се у њему јављају. Интеграл у треба, дакле, да истовре­

мено задовољава ( 4) и једначину 

(6) дF дF , ( , ) дF О 
дх +ду У + Ч'1У + Ч'zУ ду' = 

добијену диференцирањемједначине ( 4) и замењујући у" вредношћу 

(5). 
Да би gаШа јеgначина ( 4) била јеgначина Шийа (Е), йоШребно је и 

gовољно ga се функције <р 1 и <р 2 моzу ogpeguШu Шако ga се јеgначина (6) 
свеgе на иgенШиШеШ ако се узме у обзир ( 4). 

Ако је тај услов испуњен, биће познате функције <р 1 и <р 2 и фор­
мираће се линеарна једначина (5) коју he задовољавати у. Претпоста-
вима да је та једначина интегрисана и нека је 

(7) 

њен општи интеграл. Ако се тај интеграл замени у једначину (4), она 
he се свести на релацију 

између константи интеграције која одговара датом случају. 

3. Применимо те напомене на једначину 

(8) 
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где су и1 , и2 , и3 , и4 , и5 произвољне функције од х и потражимо услове које 
треба да задовољавају те функције да би једначина (8) била једначина 
типа (Е). 

Једначина (б) је овде 

(9) (и1 + 2<р 1 ) у' 2 +(и(+ 2и3 + <р 1 И1 + 2<р 2 ) уу' +(и; + и1 + 
+<р 1 и2 ) у'+ (и; + <р 2 и1 ) У 2 +(и; + <р 2 и2 ) у+ u5 = О. 

Да би та једначина била истоветна са (8), стављајуhи 

потребно је и довољно да буде 

(10) 

и 1 + 2<р 1 = V5 

иr + (j)1U1 + 2uз + 2<р2 = U1V5 

u~ + и4 + <р 1 и2 = и2 v5 

и~ + <p2ul = из Vs 

и~ + <р2и2 = u4 Vs. 

Елиминацијом <р1 и <р 2 добијају се три једначине 

и2 и; - и1 u; = (u2 и3 - U1U4 ) v5 

(11) и1 и2 - 2u;- 2u4 =О 

u(u2 - и1 и; + 2и2 и3 - U1U4 - 2u; = -2u4 v5 

које изражавају тражене услове. Ако су они испуњени, добиhемо одго­

варајуhу функцију <р1 из прве, а <р 2 из четврте или пете једначине (10). 
Општи интеграл he се добити интеграцијом линеарне једна чине 

и биhе облика 

Ако се он стави у (8), та једначина he се свести на релацију другог реда 
К1С12 +К2С1С2 +K3Ci +К4С1 +К5С2 +К6 =О 

између константи интеграције, где су коефицијенти К; константни. 

У посебним случајевима, где су неки коефицијенти /1; једнаки 
нули, релације (10) се упрошhавају и доводе до релација између и; који 
су различити од нуле и чији је број мањи од З. 

Тако за једначину 

(12) 
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имамо 

u2 =О, u3 =О, 

а једна чине (10) се своде на 

(13) 
u1 + 2<р 1 = 115 

ur + <j)1U1 = U1V5 

<р 2 и 1 =О. 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

Из тога се изводи <р 2 = О и када се елиминише <р1 између прве две 
једначине, добија се само релација 

(14) 

између коефицијената u1 и u5 • Ако је она испуњена, имаhемо 

(15) 

и у he бити дато са 

" _ (и; и;) , 
у - --- у, 

Us ul 

одакле се изводи 

(16) 

где су К1 и К2 константе. С друге стране, из (14) се изводи 

2u; и~ 
--и~=~, 

ui Us 

одакле Је 

(17) 

где је а константа. Замењујуhи u5 у (16), имаhемо 

(18) 

Према томе, увек каgа је јеgначина (12) Шийа (Е), њен ойшШи ин­
Шеzрал је облика (18). Константе С1 и С2 су повезане релацијом 

clc2 = const., 

што можемо проверити тако што у (12) заменимо у вредношhу (18) 
водеhи рачуна о релацији (17). 
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Тако, на пример, у специјалном случају, где је 

услов (14) је задовољена општи интеграл одговарајуhе једначине је 

са 

Ако се претходно изложено примени на једначину 

у' 2 + i = f(x), 

лако се налази да је једини случај у коме је та једначина типа (Е) случај 

.f(x) = const. = а; 
. . 

интеграл Је у том случаЈу 

у = cl sin х +с 2 cos х 

са 

4. Да бисмо формирали све једначине (Е), приметимо да се из јед­
начина 

(19) 

изводи 

(20) 

у= сlл + с211, 
у'= С1Л' + С2 џ,', 

с - џ,'у -џ,у' 
l - /') "\ 1' 

ll'' -Џ,л 
С _ Л'у-Лу' 

2 
- џ,'Л - џ,Л' 

и, како константе С1 и С 2 треба да буду везане помоhу 

диференцијална једначина he имати облик 

(21) Ф( џ,'у -џ,у' Л'у- Лу') = 0 
~L'Л- џ,Л' ' џ,'Л- џ,Л' . 

Ако се стави 
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(22) 

1'\ '\ 1 =у, 
11 л -11л 

одакле се изводи најпре 

(23) 

а затим 

(24) 

а= _11' 
~ 11 

Л'= у , 
~у-а8 

11'- а 
-~у -а8' 

]_ __ Л' 
8 л' 

л= 8 ' 
а8-~у 

11 = ~ ' 
а8-~у 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

долази се до резултата да свака јеgначина (Е) може ga се свеgе на облик 

(25) Ф (ау+ ~у', уу + 8у') =О, 

'ige је Ф било која функција gве йроменљиве; а, ~, у, 8 су функције og х 
меЬусобно йовезане релацијама 

(26) 

Пошто се функције а, ~'у, 8 које одговарају некој датој једначини 
(Е) одреде, из (23) he се извести 

(27) 

а општи интеграл једна чине биhе 

(28) 

где су константе С1 и С2 повезане релацијом 
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До истог резултата се долази ако се посматра следеhи проблем. 

Ако је дата линеарна једначина другог реда 

(29) 

формирати све једначине (Е) које јој одговарају. Ако је 

(30) F(x,y,y')=O 
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једна таква једначина, функција F од три променљиве х, у, у' бнhе дата 
. . . 

интеграциЈОМ парциЈалне Једначине 

(31) дF дF , ( , ) дF О 
-+-у+ <i'1Y +<р2у- = · 
дх ду ду' 

Та једначина се своди на систем 

еквивалентан систему 

dx = dy = cly' 
1 у' <р! у'+ <i'2Y 

dy- 1 

-d -у, 
х 

чији су интеграли облика 

у= С1Л(х)+С2 !1(х), 
у'= С1Л'(х) + C21l'(x). 

Из тога се изводе С1 и С2 у облику (20) и обележавајуhи са <р 
произвољну функцију, за најопштију функцију Е добиhе се 

<р (ау+ ~у', уу +оу'), 

где су, као и малочас, а, ~,у, о повезани релацијама (26). 
Тако, ако се узме 

формираhе се једначина 

а= sinx, ~ = cosx, 
у = - cos х, о = sin х, 

<р(и, 11) = u2·+v, 

у' 2 cos2 х+ 2уу' sinx cosx +у' sinx + у 2 sin2 х- у cosx =О, 

која као општи интеграл има 

у = С sin х+ С 2 cos х. 
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Ако се стави 

добиhе се једначина 

ЧИЈИ Је општи интеграл 

5. Из израза 

а=--1 ~=_!_, 
х 2 

' х 
') 

у=-=-;, 8=-1, 
х 

<p(u, v) = u2 + 11
2 -1 

у= Cx 2 -f~-JI- С 2 IITД. 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

за општи интеграл види се да су сви његови сипгуларитети независни 

од константе интеграције. Ако, дакле, посматрана једначина припада 

типу о коме је овде реч, она треба најпре да задовољава услове 

г. Фукса који се односе на фиксиране крптичне тачке; затим, она треба 

да има бесконачне фиксиране вредности интеграла. Тај последњи ус­

лов је врло лако проверити на датој једначини. Он се састоји у следе­
hем. 

Дата је једначина 
i=m 

LF;(x,y)y'"'-1 =О, 
i=O 

где су F, полиноми по у, чији су коефицпјенти било које функције од х. 
Да би бесконачне вредности општег интеграла били фиксиране, потре­

бно је и довољно да, ако се са К, означи степен полинома F, по у, 
истовремено буде 

К 1 - К0 ::::;; 1 
К2 -К0 ::::;; 2 

Те напомене често поједностављују питање препознавања да ли 

дата једначина типа (Е). Оне такође омогуhавају да се прецизирају јед­

начине (Е) које припадају неком општеы типу једначина првог реда. 
Тако, оне директно доводе до резултата по коме og свих једначина 

првог реда и првог степена 

, Р(х,у) 
у = ' Q (х, у) 
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2ge су Р и Q йолиноми йо у, јеgина јеgначина која је Шийа (Е) јесШе ли­
неарна јеgначина. 

По:rражимо, исто тако, све једначине (Е) које припадају типу би­
номних Једначина 

(32) у'"'= Р(х,у). 
Q(x,y) 

Најпре, Q не може садржати у и степен од Р по у је највише једнак 
т. Нека је у = 11 корен од Р (х, у) = О, за који се у' дефинисано преко 
(32) грана. Према условима г. Фукса, у= 11 треба да буде интеграл од 
(32), и при том треба да имамо 

r = d11 
':> dx' 

где са ~ означавамо заједнички корен у' за две једна чине 

у'"' -Р(х,у) =О 

~[у'"'- Р (х, у)]= О, 

а како је тај корен у'= О, добиhе се 

d11 =о 
dx ' 

ТЈ.11 Је константа. 

Према томе, увек када полином Р (х, 11) садржи факторе облика 
у -ТЈ, где је 11 функција од х, тачка у = 11 (где се сматра да је х констан­
та) није тачка гранања од у', дефинисаног са (32). Из тога следи да, 
ако такви фактори постоје, сви они морају бити степена једнаког т 
или неком умношку од т. Али, како степен полинома Р по у не може 

да пређе т, ако такав фактор постоји, он је јединствен и Р мора да има 

облик 

Р(х,у) = х(х)(у-Т])"'; 

у том случају једначина (32) се своди на линеарну једначину 

у'= ~х(х)(у-ТЈ). 

Да се то не би догодило треба, дакле, да Р има облик 

Р(х,у) = X(x)S(y), 

где је S полином по у са константним коефицијентима, степена који не 
прелази т . Ако се стави 
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(33) ~x(x)dx = dz, 

једначина (32) постаје 

(34) (
d )т Ј: = s (у). 

Да би критичне тачке од у, које се посматрају као функције од х, 

биле фиксиране, потребно је и довољно да општи интеграл од (34) 
буде униформан. Дакле, међу типовима биномних једначина (34), које 
су интеграбилне помоhу униформних функција и које су прецизирали 

Брио и Буке, има само два типа 

(35) 
(iz)m = g(y-a)m-1, 

(izY = g(y-a)(y-b), 

где су а, Ь, g константе чији општи интеграли немају ниједан сингу­
ларитет који варира са константом интеграције. Ако се dz замени сво­
јом вредношhу (33), првој једначини (35) одговараhе једначина 

(36) (
d )т Ј: =8(x)(y-a)m-l 

која за општи интеграл има 

а другој he одговарати једначина 

(37) (iz)2 

= 8(х)(у-а)(у-Ь) 
чији је општи интеграл 

f dx Ј dx 
1 18(х) (а- Ь )2 

- 1е[х) 
у=-(а+Ь)+Се + е . 

2 4С 

Посматрана једначина би могла да буде типа (Е) само за т= 1. Да 
би (37) била типа (Е), потребно је и довољно да је 

а +Ь =О. 
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Из тога се изводи следеhи закључак. 

МеЬу свим биномним јеgначинама 

y'm = Р(х,у), 
Q(x,y) 
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ако се осШави йо сШрани линеарна јеgначина, јеgина јеgначина која је 
Шийа (Е) јесШе јеgначина 

у' 2 = 0(x)(i +К) 

(где је К константа, а е произвољна функција од х), чији је општи 
интеграл 

Ј dx Ј dx 
'1је(х) К - '!је(х) 

у=Се +-е . 
с 

Лако је видети да ранi јеgначине (Е) йо у и у' не би моiао ga буgе 
јеgнак јеgници. Наиме, када би ранг био 1, како општи интеграл једна­
чине има фиксиране критичне тачке, према познатој теореми г. Поен­

кареа, тај интеграл би био рационална функција [чији су коефицијенти 

алгебарске функције коефицијената <р;(х) саме једначине] облика 

Чfx(x)dx+C], 

где симбол/... означава мероморфну двоструко периодичну функцију, а 

х (х) је алгебарска функција коефицијената (/);(х). Интеграл би, дакле, 

имао полове који би варирали са константом интеграције, а дата јед­

начина не би могла да буде једначина типа (Е). 
Када је реч о релацији 

између константи интеграције, може се приметити да he она увек бити 
алгебарска ако је посматрана диференцијална једначина и сама алге­

барска по у и у'. Штавише, када се једначина доведе на облик 

(38) 

степен алгебарске криве Ф = О биhе највише једнак највеhој вредности 
т;+ n;. Иначе се релација Ф= О не би могла свести на једначину (38) 
линеарном сменом 

(39) 
С1 =ау+ ~у', 
С2 = уу+ Бу'. 

Додајмо још једну општу напомену која се односи на аналитичку 

природу општег интеграла неке једначине (Е), који се посматра као 

функција од х. 
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Пошто се а, ~, у, 8 погодно изаберу и ако у датој једначини извр­
шимо смену (39), еквивалентну са 

(40) 

једначина треба да се сведе на релацију Ф(С1 ,С2 ) =О. Према томе, а, 
~, у, 8 су алгебарске комбинације функција од х које се експлицитно на­
лазе у датој једначини. Имајуhи у виду једначину (28), из тога се закљу­
чује да: ойшШи инШе2рал свих ал2ебарских јеgначина Шийа (Е) има 
облик 

у = Ce)q>(x)dx +С ef'lf(X)dx 
1 2 ' 

2ge су <р и \jf ал2ебарске комбинације коефицијенаШа јеgначине. 

6. Ако је дата нека једначина (Е), претпоставимо да смо одредили 
функције <р1 (х) и <р 2 (х) које јој одговарају и да смо формирали одго­
варајуhу линеарну једначину другог реда 

(41) 

Свакој пропозицији која се односи на интеграле једначине (41) 
одговараhе пропозиција која се односи на интеграле дате једначине 

(Е). 

Специјално, ако је и партикуларни интеграл једначине (Е), он he 
такође бити интеграл одговарајуhе једначине (41). Како је општи ин­
теграл те једначине 

(42) 

општи интеграл од (Е) he се добити ако се у (42) између С1 и С2 успо­
стави нека релација Ф= О. То је релација на коју he се свести дата 
диференцијална једначина када се у замени са ( 42). 

Ако су и и v два партикуларна интеграла од (Е), њен општи инте­
грал he бити 

са Ф(С~>С2 ) =О. 
Како су једначине (Е) тесно повезане са хомогеним линеарним 

једначинама другог реда, може се дати неколико алгебарских напо­

мена у вези са вредностима које анулирају њихове интеграле. 
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Тако, вишеструке нуле од у не варирају са константом интеграци­

је и, у случају да такве нуле заиста постоје, оне се налазе међу сингула­

ритетима једне од функција <р 1 и <р 2 , које се налазе у једначини ( 41). 
Посматрајмо сада просте нуле, које варирају са константом инте­

грације. Ако се стави 

једначина ( 41) постаје 

(43) 

са 

(44) 

.!.Ј 'Р! dx 
у= ze 2 , 

z" + ro (х) z = о 

-( ) 1 1 1 2 
(1) х = 2 <р, - 4 <р, - <р2. 

Упоредимо најпре међусобно интеграле две једна чне (Е,) и ( Е2 ), 

где прва одговара функцији ro,(x), а друга функцији ro2(x). Ако су у 
интервалу од х = а до х= Ь функције ro, и ro 2 коначне и непрекидне и 
ако Је, поред тога, 

ro,(x) ~ ro2(x), 

онда две узастопне нуле опште г интеграла од (Е,) садрже најмање 
једну нулу интеграла од (Е2 ). То непосредно произлази из познате 
Штурмове теореме, примењене наједначину (43). 

Нека је, затим, ro (х) функција дефинисана по ( 44), која одговара 
датој једначини (Е). Поделимо дати интервал (а, Ь) на подинтервале 

(а,~) у којима ro(x) задржава стални знак. На основу онога што је по­
знато о хомогеним линеарним Једначинама другог реда, лако се долази 

до следеhих резултата. 

1) У сваком интервалу (а,~) у коме функција ro(x) остаје кона­
чна, непрекидна и стално негативна, интеграл у не може да се анулира 

више од Једанпут. 

2) Ако је у интервалу (а,~) функција ro (х) коначна, непрекидна и 
позитивна, и ако се са М и N означе највеhа и најмања вредност коју та 
функција узима у том интервалу, број нула интеграла у, које се налазе 

између а и ~ биhе најмање једнак целом броју садржаном у 

ф-а)ГN 

а највише he бити једнак целом броју садржаном у 

и тако редом. 
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7. Проблем који смо обрађивали може се уопштити на следеhи 
начин. 

Ако је унапред дата функција 

(45) 

ОД С1 И С2 , ЧИјИ су коефицијеНТИ ПрОИЗВОЉНе функције ОД Х, тада ПО­

СТОјИ бескончно много диференцијалних једначина првог реда 

(46) F(x,y,y')=O 

чији је општи интеграл облика 

(47) 

са неком релацијом 

(48) 

између константи. 

Тако, једначина 

ху' 2 - (х+ у) у'+ 1 =О 

припада типу једначина чији општи интеграл има облик 

при чему је њен интеграл 

A(x)+Cf.l(x) 
у-

- 11(Х)+-ЈСТЈ(х)' 

х+С 
у= 

х+Гс' 

Ако се у произвољној једначини (Е) у замени са l, интеграл нове 
у 

једначине биhе 

са Ф(С,,С2 ) итд. 

Када је дата функција ( 45) од С1 и С 2 , где се х јавља на произво­
љан начин, може се поставити циљ: 

1) да се препозна да ли дата једначина F (х, у, у') = О има интеграл 
у облику ( 47); 

2) да се формирају све једначине првог реда које задовољавају тај 
услов. 

Први проблем могао би да се решава на следеhи начин. Формира­

јмо најопштију диференцијалну једначину другог реда која има ( 47) 
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као ОПШТИ ИНтеграл, при чему су коефицијеНТИ ПО Х ОД С1 И С2 прои­
ЗВОЉНИ. То можемо да урадимо ако елиминишемо С1 и С2 из три јед­
начине 

(49) 
У= f(Cl,C 2 ,x), 

у'= dJ' у"= d2f. 
dx dx 2 

Резултат ће бити нека једначина другог реда 

(50) 'Р(х,у,у',у")=О, 

чији су коефицијенти произвољне функције од х, које међусобно могу 
да буду повезане извесним диференцијалним релацијама 

(51) Х;=О (i=1,2,3, ... ). 

Да би једначина F =О имала општи интеграл облика (47), потре­
бно је и довољно да тај интеграл задовољава истовремено две једна­
чине првог реда 

(52) F(x,y,y')=O, 
Н(х,у,у') =О, 

где је друга једначина добијена елиминацијом у" из F = О и једначине 
( 49). Самим тим моћи he се одредити коефицијенти једна чине (50), ко­
ји се такође налазе у Н= О , тако што he се Н= О, ако се има у виду да је 
F = О, свести на идентитет и што они истовремено задовољавају 
релације (51) у случају да оне заиста постоје. 

Пошто је тај услов испуњен, биће познати коефицијенти јед­

начине (50). Како је та једначина интегрисана и ако је ( 49) њен општи 
интеграл (начин на који х улази у f овог пута је познат), он he исто­
времено бити општи интеграл дате једначине са константама које су 

повезане неком релацијом. То је релација на коју ће се свести иденти­

чно дата диференцијална једначина пошто се у и у' замене њиховим 

изразима датим у ( 49). 
Тако, да би општи интеграл једна чине F (х, у, у') =О био облика 

(53) у= v(x)+ f(C)Л(x)+<p(C)!l(x), 

потребно је и довољно да могу да се одреде три функције 

<р 1 (х), <р 2 (х), <р 3 (х) 

тако да се Једначина 

dF dF, ( , )dF О 
-+-у+ <piy +<р2у+<р3 -, = 
dx dy dy 
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сведе на идентитет када се узме у обзир релација F (х, у, у') =О. Пошто 
се те три функције одреде, општи интеграл дате једначине добиће се 

интеграцијом линеарне једна чине другог реда са другим чланом 

ако се између њене две константе интеграциЈе успостави извесна 
релациЈа. 

Примећујући да, ако дата једначина задовољава претходно дате 

услове, сви сингуларитети њеног општег интеграла су фиксирани и, 

ако се позовемо на резоноваље из §5, лако утврђујемо да og свих бино­
мних јеgначина 

'm Р(х,у) 
у = 

Q(x,y) 

јеgине јеgначине чији ойшШи инШе2рал .може ga се йшие у облику (53)­
ако се остави йо сШрани линеарна јеgначина -јесу cлegehe јеgначине 

y'm = x(x)(y-a)m-1 

у' 2 = Х(х)(у-а)(у-Ь), 

2ge су а, Ь консШанШе, а Х( х) йроизвољна функције og х. 
Проблем формирања свих једначина првог реда које одговарају 

датој функцији (45) био би решен ако се израчунају С, и С2 из прве две 
једна чине ( 49) тако да је, на пример, 

С, =х, (х, у, у') 

с2 = Xz(X,y,y'). 

Свака једначина која задовољава тражени услов припада типу 

при чему је Ф произвољна функција. 
Тако, свака једначина првог реда чији општи интеграл може да се 

пише у облику 

где су С, и С 2 међусобно повезани, припада типу 

(54) Ф(Ау' +Bi +Dy, Му' +Ni +Р)= О, 
Еу'+ Gy Еу'+ Gy 
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где су A,B,D,E,G,M,N,P произвољне функције од х, међусобно пове­
зане диференцијалним релацијама које је лако формирати. У посеб­

ном случају у коме је функција Ф (С1 , С2 ) линеарна у односу на С1 и С2 , 

једначина (53) се своди на Рикатијеву једначину. Уосталом, било која 
Рикатијева једначина, припада типу о којем је овде реч. 



ДИФЕРЕНЦИЈАЛНЕ ЈЕДНА ЧИНЕ 
СА ОСЦИЛАТОРНИМ 
ИНТЕГР АЛИМА* 

УВОД 

Кад једна функција .f (х), коначна и непрекидна у једноме датом 
размаку променљиве величине х , меља више пута знак у томе разма­
ку, што може бити само проласком кроз вредност О, она у љему има ос­

цилаШоран каракШер. ЧесШина осцилација у размаку (а, Ь) одређена је 

бројем нула функције у томе размаку; риШам осцилација одређен је 
распоредом тих нула. Познаваље та два елемента: честине и ритма ос­

цилација једне функције са осцилаторним карактером јесте баш оно 

што је од битне важности за квалиШаШивно познаваље такве функције. 

У случајевима кад се ти елементи односе на коначне и непреки­

дне интеграле диференцијалних једначина, љихово је познаваље екви­

валентна квалиШаШивној инШеzрацији таквих једначина, која у мно­

гим случајевима може заменити неостварљиву или заметну кванШиШа­

Шивну инШеzрацију. 

Најважнији тип диференцијалних једначина, које имају за инте­
грале функције са осцилаторним карактером, представљају, без сумље, 

линеарне једначине другога реда. Познато је да је таква једна једна­
чина елементарном трансформацијом сведена на облик 

у" + .f (х) у = о. 
1) Кад год је функција .f (х) у једном датом, довољно пространом, 

размаку променљиве х коначна, непрекидна и позитивна, интеграли 

такве једначине уопште су осцилаторне функције те променљиве у 

таквом размаку. 

2) Честина и ритам осцилација могу се у таквом једном размаку 
одредити непосредно из познаваља начина на који се функција .f (х) 
меља у томе размаку. 

* Српска краљевска академија, Глас, књ. LXXVH, Први разред, књ. 31, Београд, 
1909, стр. 45-65. Саопштено у Академији природних наука (даље у тексту АПН) 17. 
новембра 1900. 
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У овој he расправи, међутим, бити показано да се поменути еле­
менти могу проучити и на много генералнијим типовима диференци­

јалних једначина свију редова, формираним на један извесни начин, 

наиме, на једначинама облика 

(1) 11 \ТЈ ( 1 lf (п)) _ О 
у +ут х,у,у,у, ... ,у -, 

где функција 'Р задовољава нарочите погодбе о којима he мало даље 
бити реч, а које обухватају линеарне једначине другога реда као специ-
. . 
Јални случаЈ. 

За једначине таквога типа, ма кога реда оне биле, биhе доказано: 

1) да им они интеграли, који су коначни и непрекидни у једноме 
датом довољно пространом размаку х- а, као и њихови узастопни из­

води до п-тог закључио, уопште имаЈу осцилаторан карактер; 

2) да се честина и ритам осцилација у датом размаку могу проучи­
ти непосредно знајуhи само начин на који се извесне функције, што 

фигуришу као коефицијенти у 'Р, мењају са х-ом у томе размаку. 

На тај начин могуhно је формирати читаве кЛасе диференцијал­
них једначина свију редова, код којих је за коначне и непрекидне инте­

грале у датом размаку остварљива квалитативна интеграциЈа, или код 

којих се бар могу у довољној мери прецизирати они елементи који су 

од битне важности при таквој интеграцији. 

ФОРМИРАЊЕ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХ ЈЕДНА ЧИНА (1) СА 
ОСЦИЛАТОРНИМ ИНТЕГР АЛИМА 

Постоји бескрајно много и бескрајно разноврсних, како алгебар­

ских тако и трансцендентних, функција 

F (х, Уо, У1, Yz' · .. 'Уп) 

са n+ 2 независно променљиве величиде које, кад се променљива х бу­
де мењала у једноме датом размаку (а,Ь), остају непрестано позитивне 

и веhе од једнога сталног позитивног броја N, па ма којим системом 
реалних вредности сме нили у функцији остале променљиве У о, у1 , у2 , 

···•Уп· 
Таква би нпр. међу алгебарским функцијама променљивих у0 ,у1 , 

Yz, ... , Уп била функција 
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где је Р ма какав полином који садржи само йарне степене променљи­
вих У о, у 1 , Yz, ... , у", са коефицијентима који су или сталне позитивне ве­
личине или ма какве функције променљиве х позитивне у размаку 

(а, Ь); напослетку f (х) је ма каква функција позитивна у томе размаку. 
Један специјалан пример те врсте представљала би функција 

F - ь2 22 - а + У; + СУ; у,, ' 

где су а, Ь, с позитивне константе; функција за све реалне вредности 

x,y;,yk,y1, остаје позитивна и веhа од а. 
Функција 

кад се х буде мењало нпр. у границама (3, 4), остаје позитивна и веhа од 
8 за све реалне вредности у0 , у 1 , Yz, ... , у". 

Од трансцендентних функција овакве врсте навешhемо нпр. фун­

КЦИЈУ 

где је Р опет који од горњих полинома, а f(x) и <р(х) ма какве функ­
ције х- а коначне, непрекидне и позитивне у размаку (а, Ь). 

Тако исто постоји бескрајно много и бескрајно разноврсних, како 

алгебарских тако и трансцендентних функција 

Ф (х,у0 ,y1,Yz, ... ,у11 ) 

таквих да док се х буде мењало у једном датом размаку (а, Ь), вредност 

функције је непрестано позитивна и налази се између два стална пози­

тивна броја М и N, па ма каквим системом реалних вредности сменили 
променљиве у0 , у 1 , Yz, ... , у". 

Таква би нпр. била алгебарска функција 

где су /1 ,/2 ,<р 1 ,<р 2 или сталне позитивне величине, или коначне, непре­
кидне и позитивне функције х-а у размаку (а, Ь). Таква би била и горе 

наведена трансцендентна функција F. 
Краткоhе ради ми hемо ове две врсте функција звати функцијама 

FиФ. 

Диференцијалне једначине, које he бити предмет ове расправе, 
јесу једна чине типа (1 ), пошто се у (1) смени Ч' једном функцијом F или 
једном функцијом Ф, па се у овој свака од променљивих 
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Yk (k=0,1,2, ... ,n) 

смени k-тим изводом функције у по независно променљивој величи­
ни х. 

У свима извођењима и резултатима, на које he се наилазити у да­
љем излагању, под интегралима у проучаване једначине подразумеваhе 

се увек они интеграли КОЈИ су, као и њихових n првих извода, коначне и 

непрекидне функције х-а у датом размаку (а, Ь). 

ОСЦИЛАТОРАН КАРАКТЕР ИНТЕГРАЛА ЈЕДНА ЧИНА (1). 
ЧЕСТИНА И РИТАМ ОСЦИЛАЦИЈА 

У очима најпре диференцијалну једначину 

(1) " F ( ' <п>) - О у +у х,у,у, ... ,у -

формирану помоhу једне ма које од горе дефинисаних функција F. 
Означимо са N стални и позитиван број што одговара функцији F као 
једна њена доња граница варијације за вредности х у датом размаку 

(а, Ь) у горе наведеном смислу. 

Пођимо од двеју једначина 

(2) 

(З) 

у"+ yF =О, 

z" + yN =О, 

где је (2) дата једначина (1) а (З) линеарна једначина другога реда са 
сталним коефицијентом N. 

Помножимо прву једначину са z, другу са у и одузмимо прву тако 
добијену једначину од друге, па се добија 

(4) yz"- zy" = yz (F- N). 

Интегралеhи у границама h и х добија се 

(5) 

где Је 

(б) 

х 

yz'- zy' =С+ Ј yz (F- N) dx, 
ћ 

С = [yz'- zy']x=h· 

Вредност константе С зависи од посматраног интеграла у једна чи­

не (1) и z једначине (З). Кад је први утврђен, та he вредност зависити је-
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дина од узетог интеграла z обухваћеног општим интегралним обра­
сцем 

(7) 

где су С 1 и С2 интеграционе константе. 
Интеграл z има бескрајно много нула, које варирају са констан­

том С 2 , обухваћених општим обрасцем 

Нека су а и ~ две такве узастопне нуле што се налазе у размаку 
(а, Ь). Ми hемо доказати ga се измеЬу а и ~мора налазиШи бар јеgна 
нула uнiiieipaлa у. 

Јер кад то не би било, пошто би у размаку (а+ Е,~- Е), где је Е 

какав врло мали позитиван број, свака од функција у и z имала непро­
мењив знак, производ zy имао би у томе размаку један исти знак, који 
би се увек могао сматрати као йозиШиван (јер би у противном случају 

довољно било узети интеграл -z који има исте нуле као и z). Разликуј­
мо тада ова четири случаЈа: 

I. Претпоставимо да ни а ни~ нису нуле интеграла у. Узмимо 
h = а+ Е, тако да је 

(8) [
z' у'] C=zy --- . 
z У x=h+E 

Пошто за х = а +Е израз 

{__ = ffi ctg(x- a)-fi\i 
z 

има врло велику позитивну вредност, то he и константа С бити очевид­
но позитивна. Са друге стране, пошто је у целом размаку (а+ Е,~- Е) 
непрестано, па ма какве реалне вредности имали у, у', у", ... , у< п Ј 

zy > О, F - N ~ О, 
то ће интеграл 

х 

(9) Ј yz(F- N)dx 
а+Е 

бити позитиван у поменутоме размаку. Ј едначина (5) тада показује да је 
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(10) yz'- zy' =К (х), 

где је К (х) извесна функција променљиве х позитивна за све вред­

ности х у размаку (а+ Е,~- Е) и која не може достиhи вредност О ни за 
КОЈУ вредност х у томе размаку. 

За х = а+ Е и х = ~-Е у интегралу he х имати вредности врло 
блиске нули, међутим, то неhе бити случај са изводом z', пошто а и ~ 
не могу бити вишеструке нуле функције z. Тако исто то неhе бити 
случај ни са функцијом у, пошто а и~ нису нуле тога интеграла. Јед­
начина (10) тада показује да he и за х= а+ Е и за х=~- Е бити 

(11) yz' >О. 

Деобом неједначине (11) са yz, које је по претпоставци позитивно 
за обе горње вредности променљиве х, налази се да логаритамски из-

' вод !.___ треба да је позитиван и за х= а+ Е и за х=~- Е, што очевидно 
z 

није случај, пошто према познатој особини логаритамских извода тре­

ба да је 

z' 
->О за х= а+Е 
z 

z' - < О за х = ~ - Е. 
z 

Производ yz не може, дакле, бити непрестано позитиван у разма­
ку (а+ Е, ~-Е) и према томе у у размаку (а,~) мора бар једанпут про­
менити знак, тј. проhи кроз нулу. 

П. Претпоставимо да је а нула интеграла у, а да, међутим, то није 

случај са ~· Узевши h = а биhе С= О, тако да се једначина (5) своди на 

х 

(12) yz'- zy' = Ј yz (F- N) dx. 
а 

За х = ~-Е интеграл на десној страни једначине (12) позитиван . . 
Је, тако да Је 

за х = ~ - Е yz' > О. 

Деобом са изразом yz, који је по претпоставци позитиван за 
х=~- Е, добија се да је 

1 

за х=~- Е !.___>о 
' z 

што није тачно, пошто према особинама логаритамског извода мора 

бити негативан за вредности х мало мање од једне нуле функције z. Да-
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кле, yz не може бити непрестано позитивно у размаку (а,~) и према то­
ме у мења бар једном знак у томе размаку. 

III. Претпоставимо да је ~нула интеграла у, али не и а. Узевши 
h = ~ биhе С= О, тако да се једначина (5) своди на 

~ 

(15) yz'- zy' = -Ј yz (F - N) dx. 
х 

За х= а+ Е биhе zy' врло мало, тако да се из (15) добија да је 

за х = а + Е yz' < О. 

Деобом са позитивном количином yz имали бисмо, дакле, да је 

за х= а+Е 
z' 
-<0, 
z 

што није тачно, пошто је логаритамски извод за вредности х мало веhе 

од једне нуле функције позитиван. Производ yz, па, дакле, и сам инте­
грал у мора променити знак у размаку (а, ~). 

IV. Нека су и а и~ нуле интеграла у. Узевши h =а налази се 
С=Ои 

х 

(16) yz'- zy' = Ј yz (F - N) dx. 
а 

Кад би у (16) било непрестано yz >О, интеграл би на десној стра­
ни ове једначине био за х=~ очевидно позитиван, а никако не раван 

нули, па, дакле, и израз на левој страни једна чине не би могао бити ра­

ван нули за х = ~, као што би требало да буде пошто је та вредност х 
заједничка нула интеграла z и у. 

Из свега се овога види 

1) да у свима случајевима две ма које од бескрајно многих уза­
стопних нула функције z обухватају бар по једну нулу интеграла у; 

2) да кад год у и z имају једну заједничку нулу, кад х буде расло 
почевши од те нуле, прво he при томе рашhењу наиhи на једну нулу 
интеграла у, па тек онда може наиhи на једну нулу функције z. 

Међутим, функција z дефинисана једначином (7) има у размаку 

(а, Ь) онолико нула колико је пута вредност }N садржана у разлици 
Ь- а, тј. онолико пута колико има целих јединица у вредности 
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(17) 
(b-a)ffi 

n 

97 

Према томе: umuezpaл у и.ма у размаку (а, Ь) нај.мање онолико ну­

ла колико и.ма целих јеgиница у вpegнoauu (17). 
Ако је, дакле, размак довољно простран, сви he инШеzрали у 

u.мa~uu у ње.му осцилаШоран карактер. 

Приметимо и то да кад су делимични изводи функције F по 
променљивима х,у,у', ... ,у<"> сви коначне функције за сваки реалан и 
коначан систем вредности у,у', ... ,у<"> и за све вредности х у размаку 
(а, Ь), uюuezpaл у йри йроласку кроз сваку своју нулу мења знак. Јер из 

Једна чине 

у" +Fy =О 

узастопним диференцијаљењем добија се низ једначина облика 

у" +Fy =О 
уш + Н1у' + Н2у = О 
у""+ G1y" + G2 y' + G3y = О 

где су Н; и G; функције променљивих х,у,у', ... ,у<"> које остају коначне 
за све коначне вредности у,у', ... ,у("> и за вредности х обухваhене ра­
змаком (а, Ь). 

Овај низ једначина показује да кад је за једну вредност х у једно 

исто време и у = О и у' = О, онда су и сви узастопни изводи интеграла у 
такође равни нули за ту вредност х; такав би интеграл, холоморфан у 

размаку (а, Ь), био идентички раван нули. 

ИнШеzрал у йосмаШране врсШе .може, gакле, и.маШи у размаку 

(а, Ь) само йросШих нула, .мењајуhи знак сваки йуШ йри йроласку кроз 

јеgну ма коју своју нулу. 

У случајевима кад функција F задовољава напред наведене пого­
дбе за све реалне вредности х (што he нпр. бити кад она не садржи х 
експлицитно), из горњих резултата добија се овај закључак: 

Сваки инШеzрал у и.ма бескрајно .мноzо реалних нула, како йози­

Lilивних Шако и неzаШивних. Сви су интеграли у, дакле, осцилаторне 

функције порменљиве х са бескрајно много осцилација. 

Таква је нпр. једначина другога реда 

у" + ау + ьу' = о , 
где су а и Ь позитивне константе и која се интеграли помоhу елипти­

чких функција са бескрајно многим реалним позитивним и негативним 

нулама. 
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* 

У о чим о сад диференцијалну једначину 

(18) 11 ф ( 1 (11)) - о у +у х,у,у , ... ,у -

формирану помоhу једне ма које од горњих функција Ф. Означимо са 

М и N сталне и позитивне бројеве што одговарају функцији Ф као њена 
горња и доња граница варијација за вредности х у размаку (а, Ь) у горе 

наведеном смислу. Упоредимо једначину (18) са двема једначинама ко­
је имају сталне коефицијенте 

(19) 

(20) 

и"+ Ми= О 

v" + Mv =О. 

УпореЈ;ењем са (20), као што је то горе учињено, налази се да 
сваки интеграл у једнаЧ:ине (18) а овде посматране врсте има у размаку 
(а,Ь) нај.мање онолико нула колико има целих јединица у вредности 

(21) 
(Ь -a)ffi 

n 

Упоређиваљем, пак, са (19), у коме случају у и и играју обрнуте 
улоге онима што су их мало пре имали у и v, налази се да и у размаку 
(а, Ь) има најмање онолико нула колико их има у, тј. да у може у томе 

размаку имати највzиие онолико нула колико их има и, или још само 

једну више, па, дакле, највише онолико нула колико има целих је­

диница у вредности 

(22) 1 + (Ь-а)Гм. 
n 

А из тога се изводи овај резултат. 

Број нула инШе2рала у у размаку (а, Ь) лежи из.меf)у бројева Л и Jl, 
2ge Л означава број целих јеgиница саgражних у вреgносШи (21) а Ј.1 број 
целих јеgиница саgржаних у вpegнociuu (22). 

Ако је, дакле, размак довољно простран, интеграли у he бити ос­
цилаторне функције х-а у томе размаку. Број осцилација биhе бескра­

јан кад функција Ф задовољава напред наведене погодбе за све р(:алне 

вредности х, као што је нпр. случај кад она не садржи х експлицитно. 

Пустимо сад да се дати размак (а, Ь), остављајуhи му простран­

ство непромељено, поступно помера дуж осовине реалних вредности. 

Тада he се и одговарајуhи бројеви М и N такође поступно мењати и сва­
ком положају размака (а, Ь) одговараhе по један пар вредности (М, N). 
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Те вредности, уосталом, могу у извесним случајевима остати и једне 

исте за све величине и положаје размака (а, Ь), као што је нпр. случај 

код једначина (18) које не садрже х експлицитно. У општем случају 
оне се мењају са положајем размака (а, Ь)и могу се сматрати као 

максимална и минимална вредност једне исте функције .f(x), коју је 
лако прецизирати за сваки дати специјалан случај. Какав he биШи ра­
сйореg инШе2ралних нула за разне йоложаје Ших размака? 

Нека је а једна нула интеграла у и узмимо за компаративне инте-

грале и и v интеграле 

и= cl sin(x- а)Гм 
v = с2 sin(x- a)ffi 

који такође имају за нулу х= а. 

Према горњим резултатима кад х буде расло почевши од а, прво 

he се наиhи на једну нулу Л функције и, затим на једну нулу интеграла у 
и најпосле на једну нулу 11 функције v. Ако се, дакле, са а' означи она 

нула интеграла у што долази непосредно иза а, биhе 

(23) Л< а'< 11· 

Али је очевидно 

(24) 

(25) 

и тада, према (23) 

(26) 
n , n 
--<а-а<--. 

Гм ГN 

Неједначина (26) даје могуhности да се проучи како се мењају ра­
стојања узастопних нула интеграла у кад х расте у једном или другом 

правцу, тј. сам распоред тих нула. У томе циљу поделимо размак (а, Ь) 
на мање размаке, такве да у сваком од њих ј'(х) варира непрестано у 

једном истом смислу, растуhи или опадајући. Разликујмо тада ова два 

случаЈа: 

V. Претпоставимо да функција ј'(х) непрестано расте у таквоме 
једноме размаку. Из (26) добија се да је 

(27) а-а'= n 
~/(8')' 
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где је е' једна вредност х што се налази између а и а'. 

Нека су 
а, а', а", а"', ... 

узастопне нуле интеграла у у посматраноме размаку, а 

е, е', е", 8 111
, ••• 

одговарајуће вредности е што се налазе у размацима 

(а, а'), (а', а"), (а", а111 ), ... 

па ће бити 

а- а'= n 
~.f (8') 

(28) 
а'- а"= n 

~.f (8") 

а"- а"'= n 
~.f (811/) 

Пошто функција .f (х) расте, биће 

.f(8') < .f(8") < .f(8"') < ... < м 
и према томе 

(29) а- а' > а'- а" > а"- am > ... > Ги, 

што показује да разлика gвеју узааuойних нула инШе2рала у йосШаје 

-- --- -n 
све мања, али ga ири шо.ме не .може иосшаши .мања og вреgносши Гм. 

VI. Претпоставимо да функција .f(x) непрестано опада у посма­
траноме размаку. Тада he бити 

.f(8') > .f(8") > .f(8"') > ... > N 
и према томе 

(30) а- а' < а'- а" < а"- am < ... < }Jv, 
што показује да разлика gвеју узааuойних нула йоаuаје све веhа, али ga 

йри Шо.ме не .може йосШаШи веhа og вреgносШи ffi . 
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Претпоставимо сад да се функција .f(x), почевши од једне вред­
ности х = а па до х= оо непрестано мења у једноме истом смислу. Какав 
he биШи број и расйореg нула у размаку og а go оо? 

Разликујмо опет ова два случаја према томе да ли функција f(x) 
у размаку (а, оо) непрестано опада или расте. 

Први случај. Нека .f(x) ойаgа. Горе је показано да у томе случају 
разлика између двеју узастопних нула интеграла у постаје све веhа, али 

не прелазеhи при том }н. Ако сад при бескрајном рашhењу промен­

љиве х функција .f(x) асимптотно тежи једној коначној и одређеној 
граници р, интеграл у he у размаку (а, оо) имати бескрајно много нула и 

разлика између двеју узастопних нула тежиhе сталној граници ~. 

Кад се, дакле, буде израчунало неколико вредности најмаљих узастоп­

них нула ai, остале нуле, које долазе за овима, имаhе се приближно 
помоhу обрасца 

(31) 

Расйореg нула на великој gаљини йосШаје, gакле, униформш-t. 

Претпоставимо сад да функција f(x) при своме опадању асимп­
тотно тежи нули. Тада је р = О и горњи резултати не доводе ни до как­
вог закључка. Да би смо испитали број и распоред нула у томе случају, 

узеhемо за компаративне једначине извесне једначине са променљи­

вим коефицијентима. 

Пре свега, може се десити да израз 

(32) 
(x-a){iW 

тr 

бескрајно расте за х= оо; LТtaga инШе2рал у има у размаку (а, оо) бескрај­

но мно2о нула. Остаје, дакле, да се испитају случајеви кад израз (32) 
има за граничну вредност какву коначну вредност Л (која, уосталом, 
може бити равна и нули). Разликујмо тада ове случајеве: 

1) Нека је 
1 

'Л<-. 
2тr 

Тада је могуhно наhи такав један довољно велики али ипак кона­

чан број !1, да за све вредности х > ћ буде 
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ТЈ. 

(33) 

x~f(x) < _!__ 
2 

1 
f(x) < -

2
. 

· 4х 

Ако тада узмемо за компаративну једначину, 

(34) " 1 о и+--2 и=, 4х 

. . . 

НАУЧНЕ РАСПРАВЕ 

лако се доказуЈе, на онаЈ исти начин КОЈИМ смо се служили при компа-

рацији са једначином (З), да кад се х буде мењало од l1 до оо, интеграл у 
може имати највише онолико нула колико их буде имало и, па ма који 

то био партикуларни интеграл једначине (34). А пошто ова једначина 
има као један такав интеграл функцију 

која нема ниједне нуле у размаку (h, оо), то је неhе имати ни у. Према 
томе: број нула у размаку (а, оо) је оzраничен. А према ономе што је го­

ре доказано, ~ие he нуле, pacШyhu, биШи све gаље јеgна og gpyze. 
2) Нека је 

1 
Л>-. 

2n 

Тада се за сваки размак (а, Ь) почевши од једне довољно велике 

коначне вредност х= l1, може наhи један такав позитиван и довољно 
мали број Е, такав да у томе размаку буде 

ТЈ. 

(35) 

x~f(x) >_!_+Е, 
2 

( 
1 )2 
-+Е 

Ј( х ) > ---'--2----:----"-­
х2 

Узмимо тада за компаративну једна'Чину 

(36) 
( 

1 )2 
-+Е 

v" + 2 
v =О. 

х2 
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На исти начин као и раније лако се увиђа да ће интеграл у у раз­

маку (11, оо) имати највише онолико нула колико их буде имао један ма 
који интеграл v једначине (36). А пошто ова једначина има као један 
партикуларни интеграл 

11 = ~ cos[~c:+c: 2 logx] 

чије су нуле дате општим обрасцем 

(2n+l)n 

а = е2.ЈЕн 2 

/1 

и која, дакле, има бескрајно много нула у размаку (/1, оо), Шо he и инШе-
2рал у uмmuu бескрајно мноzо нула у размаку (а, оо) и Ше су нуле све 

gаље јеgна og gpyze. 
3) Нека је 

У томе случају: 

'Л.=-1. 
2тс 

а) ако је за вредности х које расту почевши од једне довољно ве­
лике вредности 11 непрестано 

1 
.f(x) < -2, 

4х 

имаће се исти случај као под 1); 
б) ако је почевши од ћ непрестано 

( 1 ) -+с 

.f(x) > 2 ' 
х2 

где је с: позитивно, имаће се исти случај као под 2); 
в) ако није ниједан од ова два случаја, питање остаје нерешено. 
Дру2и случај. Нека .f(x) расШе. Горе је показано да у томе случају 

разлика двеју узастопних нула све више опада, али не прелазећи при 

том вредност Ги. Ако при своме рашћењу функција асимптотно 

тежи једној граници р, интеграл у he у размаку (а, оо) имати бескрајно 

много нула и разлика њихова тежиће сталној граници ~ , тако да ће 

за нуле довољно високог ранга вредети Једначина 
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и расйореg на великој gаљини бuhe ойе{й униформан. 

Ако, пак, функција .f(x) при своме рашhењу нема никакве асимп­
тотне вредности, веh бескрајно расте број нула у размаку (а, оо) he 
опет бити бескрајан, али њихове узастопне разлике теже нули. Нуле су 

све ближе јеgна gpyzoj уколико расту и њихова меЬусобна расLИојања 
йосLИају мања og какво2 се xohe мало2 броја. 

* 

У специјалном случају кад се функција Ф своди на једну дату фун­

кцију Ј (х), што зависи само од променљиве х и кој а ј е позитивна у раз­
маку (а, Ь), једначина (18) се своди на линеарну диференцијалну једна­
чину другога реда 

у"+ .f(x) у= О 

као на један свој специјалан случај. Напред наведени резултати покла­

пају се тада са познатим Штурмовим резултатима што се односе на 

осцилаторне интеграле таквих линеарних Једначина. 

Приметимо, напослетку, и то да се ови резултати примељују и на 

све алгебарске и трансцендентне једначине 

t'( ' 1 11 (11)) - о . х,у,у ,у , ... ,у -

свију редова, које би имале ту особину да кад се у једначини смени 

у"= Лу 

остављајуhи све остале променљиве непромељене, па се тако добијена 

једначина реши по Л, тако да је нпр. из ње 

'\ -е ( ' 1 (n)) 
1\,- х,у,у , ... ,у 

између оваквих детерминација е има их и таквих које имају особине 

функција F или Ф. Интеграли у таквих једначина што одговарају тој 
детерминацији а који би - као и њихових n узастопних извода - били 

коначни и непрекидни у размаку (а, Ь), уопште су осцилаторне функ­

ције у томе размаку и могу се у појединостима проучити на напред 

** наведени начин. 

* * У раду Јована Стојановиhа, О Riccati-eвoj gиференцијалној јеgначини 
у'+ у 2 =х", Гласник Југословенског професорскоr друштва, Београд 1929, t. !Х, 9, стр. 
591-598, на више места су наведени резултати из Пстровиhеве расправе (пр. Д. Т.). 



ИМПЛИЦИТНЕОСЦИЛАТОРНЕ 
ФУНКЦИЈЕ* 

1. Штурмове теореме о интегралима линеарне диференцијалне 
Једначине дугог реда 

у"+ .f(x)y =О 

изражавају релације између особина (знак, област варијације, итд.) 

релаШивне вpegнoauu gpy2o2 извоgа og у, ~иј. вреgносШ разло.мка 

11 

д(у) = L 
у 

у посматраном интервалу (а, Ь) независне променљиве х и йонтиања 

интеграла у који је коначан и непрекидан у том интервалу. 

Напоменуо бих да се елементарна разматраља која доводе до тих 

теорема проширују на општије класе једначина ма којег реда и доводе 

до особина реалних интеграла који су коначни и непрекидни (као и 

њихови изводи) у посматраном интервалу од х. 

2. Нека је дата алгебарска или трансцендента функција 

ф(х,~0 ,~1 , ••• ,~") 

од n+ 2 променљивих, које се мељају произвољно или задовољавају 
услове (С) изражене помоhу једнакости или неједнакости. Дакле: 

1) у интервалу (а, Ь) променљиве х, функција је о2раничена датом 
функцијом Jl(x) с 2орње cillpaнe, док х варира од а до Ь, вредност 

функције ф остаје мања од Jl(x) за све системе вредности ~о,~~, ... ,~" 
који су сагласни са условима (С); 

2) у интервалу (а, Ь), функција је о2раничена датом функцијом 
Л (х) са gоње аuране, ако х варира од а до Ь, вредност од ф остаје веhа 
од Л (х) за све системе вредности ~о,~~, ... ,~" сагласне са условима (С). 

* Наслов оригинала Fonctions implicitcs osci/lantes, Proceedings of the Fifth Internatio­
nal Congress of Mathematicians, Cambridge, 1912, vol. Ј, рр. 295-302. 



106 НАУЧНЕ РАСПРАВЕ 

Полином Р који садржи само йарне степене од ~i чији су сви ко­
ефицијенти позитивни за х између а и Ь је функција ограничена с доње 

стране својим чланом ф(х) који не зависи од ~i· Полиномје ограничен 
с горње стране тим чланом ако су сви коефицијенти негативни. 

ф . 1 . 1 
ункциЈа - ограничена Је са - с доње или горње стране према 

р ф 

томе да ли су њени коефицијенти, за које се претпоставља да су сви 

истог знака, негативни или позитивни. 

Функција 

где су .ii, / 2 , ф 1 , ф 2 коначне функције, такве да .t; и ф 1 имају исти знак Е, а 
.f2 , ф 2 имају исти знак с:' за х које се налази између а и Ь, ограничена је 

с доње и горње стране функцијама 

и обрнуто, у зависности од знака од Е односно од с:'. 

Аналоган је случај са функцијом 

где је Р један од претходних полинома чији су сви коефицијенти нега­

тивне функције за х које се налази између а и Ь, где су ји ф истог знака 

у том интервалу. Аналоган је и случај са функцијама 

где ~k треба да испуљавају услов облика 

при чему су .fk, фk, \jf позитивне функције од х у интервалу (а, Ь) итд. 

3. Нека је дат систем диференцијалних једначина (Е) ма којег ре­
да, који дефинише n променљивих 

YI,Y2•··· ,у/1 

као функцију независно променљиве х. Може постојати функција ф, 

која зависи од х, од Yk и њихових узастопних извода и коЈа Је на основу 
једначина (Е) једнака релативној вредности L1 (yk) другог извода и је-
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дне од променљивих yk, таква да буде ограничена у интервалу од а до Ь 
с доње или горње стране функцијама од х које не мењају знак у том 
интервалу. 

До тога се долази, на пример, у случају једначине првог реда 

у'= .f(x,y), 
када Је израз 

_!_ ( ~f + .f ~f ) 
у дх ду 

с доње или горње стране ограничен таквом функцијом. Да би то важи-

ло за линеарну једначину 
у'= My+N, 

где су М и N функције од х, потребно је и довољно да је 

N' 
M=--

N 
и да функција 

која је тада једнака са д (у), не мења знак у интервалу (а, Ь ). Да би то 
важило и за Једначину 

потребно је и довољно да је истовремено 

N' +4MN =О, 
Р'+2МР =О, 

и да функција 

М' +М 2 +N, 

на коју се тада своди израз д(у), не мења знак у интервалу (а, Ь). 
Једначине, било којег реда, облика 

у"+ уф(х,у,у', ... ,у<">) =О, 

чији је само један специјалан случај линеарна једначина 

у"+ .f(x)y =О, 

припадају посматраном типу једначина. Таква је, на пример, једначина 

у"+ ту' +n y = О 

(где су т, n константе истог знака) која се интегрише елиптичним 
функцијама. 
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Систем 

представља систем (Е) кад год је најмање један од израза 

функција ф ограничена с доње или горње стране. 

На пример, то је случај, код система 

dyt = Myt + Nyz 
dx 

dyz =Ру +Qy 
d 

1 2' 
х 

где су М, N, Р, Q функције од х везане релацијом 

N' +N(M +Q) =О, 
иако функција 

М'+М 2 +NP 

на КОЈУ се тада своди израз д (у1 ) не мења знак за х које се налази 

између а и Ь. 

У случају система 

dyl =ту у 
d 

2 3• 
х 

dY2 = ny у 
d 

1 3• 
х 

dy, 
-d· =РУ1У2• 
х 

који се cpehe у проблему кретања чврстог тела и који се интегрише 
помоhу елиптичних функција, добиhе се 

тако да систем припада посматраном типу кад год су mp и mn истог зна­
ка и када су у1 , у2 , у3 (као и њихови изводи) реални, коначни и непреки­
дни у интервалу (а, Ь); наиме, д (у1 ) би могло да се анулира за вредност 

х = а само ако би за ту вредност х истовремено било 
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У2 =О, Уз =О. 

У том случају, на основу једначина система и једначина које се добијају 

диференцирањем једначина система, сви узастопни изводи од у1 били 
би нуле за х = а. 

У динамици, дешава се да се у једначини живе силе налазе услови 

неједнакости, на основу којих се у систему једначина другог реда, на 

које се проблем своди, за једну или више координата q налази израз 
д(q) који је с доње или горње стране ограничен. 

4. За неку функцију у од х каже се да је йравилна у интервалу од 
х = а до х = Ь ако је она, као и сви њени изводи, реална, коначна и 
непрекидна у том интервалу. 

Ако дати систем (Е) једначина дефинише релативну вредност 
11 (у) другог извода интеграла у као функцију ф ограничену с доње или 
горње стране, онда постоје везе између особина (знак, начин раста, 

област варијација итд.) функције у интервалу (а, Ь) и распореда про­

стих нула сваког правилног интеграла у у том интервалу. Ти односи се 

могу укратко изложити помоhу чињеница (а) и (б). 
(а) Претпоставимо да је функција ф с gоње сШране ограничена 

функцијом Л (х), која је коначна и непрекидна у интервалу (а, Ь); нека 
. . 
Је и произвољан интеграл Једна чине 

и" - Л (х) и = О. 

Две узасШойне йроаuе нуле og u које се налазе у (а, Ь) саgрже нај­
вшие јеgну нулу og у; gве йросШе нуле og у саgрже најмање јеgну нулу og 
u. Ако у и u имају јеgну зајеgничку нулу х = а, йроменљива х he, ра­
сШуhи og а, goauuhu најйре нулу og u, а заШим и нулу og у. 

(б) Претпоставимо да је ф с горње стране ограничена функцијом 

1.1 (х) која је коначна и непрекидна у (а, Ь) и нека је 11 произвољан инте­

гралЈедначине 

v" - 1.1 (х) v = О. 

Две йроаuе нуле og v које се налазе у (а, Ь) саgрже најмање јеgну 
нулу og у; gве узасШойне йросШе нуле og у саgрже највшие јеgну нулу og 
v. Ако у и v имају јеgну зајеgничку нулу х = а, йроменљива х he, ра­
сШуhи og а, gocШuhu најйре нулу og у, а заШим и нулу og v. 

Те пропозиције, које нису ништа друго до Штурмове теореме за 

линеарне једначине другог реда, доказују се на познат елементарни на­

чин, тако што се претпоставе само неЈеднакости 

Л(х):::; ф:::; /.l(X) 
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и правилност интеграла у у (а, Ь). 

Ако се за функције за упоређиваље и и v узму различите функције 
о којима је познат, с једне стране, начин на који варирају релативне 

вредности љихових других извода, а с друге стране, распоред нула у да­

том интервалу (а, Ь), добиhе се пропозиције које истичу односе између 
особина функције ф која одговара неком интегралу у из система (Е), 

који је правилан у (а, Ь) и распоред вредности од х, које се налазе у том 

интервалу, за које у меља знак анулирајуhи се. 

1) Функција за упоређиваље 

и= е'·х, 

која као д(и) има вредност г 2 , доводи до овог правила: ако је ф с gоње 
сШране оzраничено функцијом која је сШално й.озиШивна у (а, Ь ), иmue­
zpaл у не мења знак више og јеgанй.уШ у Шом инШервалу. 

2) Функција за упоређиваље 

v = sin хГN (N = const.) 

која за д(v) има вредност -N, доводи до овог правила: ако је ф с zорње 
сШране оzраничено функцијом која је сШално неzа~uивна у (а, Ь) zge као 
zорњу 2.раницу има -N, umuezpaл у у Шом инШервалу мења знак најма­
ње онолико й.уШа колико има јеgиница у 

(Ь-а)ГN 
1t 

Функција за упоређиваље 

и = sin хГм (М = const.) 

која за д (и) има вредност -М, доводи до овог правила: ако је ф с gоње 

сШране оzраничено функцијом која је аuално неzаШивна у (а, Ь), zge 
као gоњу zраницу има -М, инШеzрал у у Шом итuервалу мења знак нај­

више онолико й.уШа колико има јеgиница у 

(Ь-а)Гм + 2 . 
1t 

То су позната Штурмова правила за специјалан случај линеарне 
једна чине другог реда, која се такође могу применити на друге типове 

Једначина. 

3) Функције за упоређиваље облика 

х1 - 2 "' sinpx 
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(где су т и р позитивне константе), које за релативну вредност другог 

извода имају израз 

са 

доводе до овог правила: ако се йозиШивне конаuанШе С, D изаберу 
Шако ga је у (а, Ь) ф с 2орње сШране о2раничено функцијом 

која је не2аШивна у (а, Ь), у у Шом инШервалу мења знак најмање оно­

лико йуШа колико има целих јеgиница у 

ьт -ат 

2n 
р, 

где су 

т= -JI+4C, р ГD = ~1+4С о 

Исто тако, ако се йолаuивне конаuаюuе С', D' изаберу Шако ga је 
у (а, Ь) ф с gоње сШране оzраничено функLЏtјом 

која је у (а, Ь) не2аШивна, у у Luoм итuервалу мења знак највище оно­

лико йуШа колико има јеgиница у 

где су 

ьт' -ат' ' 
---р +2, 

2n 

т' = -Ј1 + 4С', ~~ р=~~-

На пример, у случају линеарне једначине 

у"= (-3-+4х2)у, 
4х2 

правило 2) за интервал (1, 4) са N = 63,9 даје број 9 као горњу границу 
броја промена знака од у; правило 3) са 
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C'=l 
4' 

одакле 

т'= 2, 

D' = 25 
4' 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

као горњу границу даје 7. Исто тако, за доњу границу тог броја пра­
вило 2) даје 1, а правило З) даје 2. 

4) Функције за упоређиваље облика 

(где су k и р позитивне константе), које за релативну вредност другог 
извода имаЈу израз 

A-Be4kx, 

са 

доводе до овог правила: ако се йозzаuивне конаuанlТiе А и В изаберу 

Luaкo ga је у (а, Ь), ф с zорње сШране оzраничено функцијом. 

А- Be4kx' 

која је неzаlТiивна у (а, Ь), у у zuoм инlТiервалу мења знак најмање оно­

лико йytua колико има јеgиница у 

_1_ (е21>ГА _ е2аГл) Гв. 
2n ~А 

Исто тако, ако се йозиiПивне консlТiанШе А', В' изаберу ga у (а, Ь), 
ф с gоње аuране буgе оzраничено функцијом 

А' - В' e4k'x' 

која је неzаlТiивна у (а, Ь ), у мења знак највzаие онолико йуШа колико 
има јеgиница у 

2 + _1_ (ен П: - e2aiA') {В'. 
2n ~А( 

На пример, у случају линеарне једначине 

ако се узме 

у" = (1 - 4е4 
' ) у , 

А= 1, В= 1, 
А'= 1, В'= 9, 
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налази се да у интервалу (0, З) у мора да промени знак најмаље 62, а 
највише 188 пута, док правило 2) даје границе 1 и 740. 

5) Функције за упоређиваље облика{;: sin(plogx) (где је р пози­
тивна константа), КОЈе за релативну вредност другог извода имају 
израз 

А 

са 

доводе до овог правила: ако се йозиШивне консШанШе А и А' изаберу 

Шако ga је у (а, Ь) сШално 
А' А 
--<ф<-

х2 - - х2 , 

број йромена знака у у (а, Ь) налази се између gве вреgносiuи 

и 

~4А-1 1 Ь --'---- og-
2rr а 

2 ~4А' -1 l Ь + og-. 
2rr а 

На пример, ако се у случају линеарне једна чине 

узме 

11 65 
у =--у 

4х2 

А= 25 
2' 

А'=_±.! 
2' 

налази се да у интервалу (1, 100) у мора да промени знак најмаље 2 а 
највише 4 пута; правило 2) даје 1 и 128 као границе тог броја. 

5. Претходна правила, на пример, се примељују на једначине пр-
вог реда 

у'= .f (х, у), 
за које је израз 

ф = _!_ ( д.f + .f дј") 
у дх ду 

ограничен једном од функција за упоређиваље Л или ll· На пример, ди­
ректном провером показује се да једна чине облика 
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(где је Р функција од х или константа, и где је k константа) имају као 
општи интеграл 

а као ф израз 

у= 1
/n sin(k f Pdx +С), 

k-vP 

Примењена на једначину другог реда 

у" + .fv + ф уз = о' 

где су f и ф позитивне функције од х, та правила истичу осцилаторни 
карактер правилних интеграла и одређују доњу границу броју осцила­

ција тих интеграла у датом интервалу од х; одговарајуhи израз ф је с 
горње стране ограничен стално негативном функцијом -f(x). Прави­
ла се директно проверавају на специјалном случају једначине 

у"+Ау+Ву3 =0 

(где су А и В позитивне константе), која се интегрише елиптичним 
функцијама. 

Примењена на систем 

d; = .{;(х,ур ... ,у"), (i = 1,2, ... ,п) 

та правила истичу осцилаторни карактер свих његових правилних ин­

теграла за коЈе Је израз 

ф= _!_(дfk + _Iii д.fk), i = 1,2, ... ,n 
Yk дх ду,. 

с горње стране ограничен негативном функцијом. Ако се зна једна 

функција за упоређиваље /1, може се наhи доња граница броја осцила­
ција које се налазе између датих граница од х. Правила се проверавају 

директно на систему облика 

dyl =Му +Ny 
dx I z, 

___h_=Py- М+- у d ( N') 
dx 1 N 2

' 
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где су М, N, Р функције од х такве да је израз 

М'+М2 +NP, 

на који се своди израз ф који се односи на интеграл у, стално негативан, 

то се посебно односи на случајеве где су М, N, Р константе.** 

** Реферисано у Revue semestrielle, 1913, t. XXII. Резултате и учешће на конгресу 
у Кембриџу Петровић је изложио у Српском књижевном гласнику 29 (1912), б, стр. 
480. - Приметимо да Петровић у овом раду йо йрви йуй1 уводи релативан извод (gифе­
ренцијални алzоршuам) ,3. 2 (у) =у" /у што ће тек 1936. године развити у читаву моно­
графију Јеgан gиференцијални aлzopuiliaм и њеzове Примене, Београд 1936, стр. 235 (пр. 
Д. Т.). 



ЈЕДНА ВРСТА ИНВАРИЈАНАТА 

КРИВИХ ЛИНИЈА ДЕФИНИСАНИХ 
ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИМ 
ЈЕДНА ЧИНАМА* 

Под инваријанШо.м Q једне класе кривих линија, које се добијају 
варијацијом једног или више параметара 

у општој једначини 

(1) 

те класе кривих линија у равни, подразумеваћемо сваку такву коначну, 

диференцијалну или интегралну комбинацију Q координата (х, у), чије 
промене приликом преласка од једне тачке М1 (х 1 ,у 1 ) на другу тачку 
М 2 (х2 , у2 ) у равни, зависе само од положаја М1 и М 2 , а никако и од 

пута којим се ишло од једне тачке ка другој, нити од вредности које се 

при том преласку буду придавале параметрима а 1 ,а2 ,а3 , .... Вредности 

једне инваријанте такве врсте поклапају се, дакле, са вредностима које 

добија једна одређена и за све криве (1) једна иста функција Л (х, у) 
координата тачке, независна од параметра а 1 , па дакле независна и од 

тога на коју се од кривих (1) посматрана инваријанта Q односи. 

Тако, на пример, за класу кривих линија обухваћених општом јед­

начином 

у -аех =О 

једна таква инваријанта комбинација била би L, којој одговара као 
у' 

функција координата 

(2) Л (х,у) = 1; 

* Српска краљевска академија, Глас, књ. ХСIП, Први разред, књ. 39, Београд, 
1921, стр. 75-84. М. Петровиh је ову расправу саопштио у Академији природних наука 
25. новембра 1913. 
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тако би се исто као инваријанта имала комбинација 

х 

Ј ydx, 
а 

којој као функција одговара координата 

А(х,у)=у 

или комбинација 

хуу" + уу'- ху2 , 
којој одговара 

А(х,у) = у 2 , итд. 

За класу кривих линија обухваhених општом једначином 

11 

једна инваријанта би била комбинација L којој одговара 
у' 

А(х,у)=а 2 , 

или комбинација у" којој одговара 

или комбинација 

f
xy" 
-dx 

а У 

којој одговара 

А (х, у)= а 2 х, итд. 
За криве 

једна инваријанта Q била би сам извод у', а овоме би, као инваријанти, 
одговарало 

А(х,у) = ~у2 -1. 

Лако се може проверити да свака класа кривих линија (1) има 
бескрајно много инваријаната дефинисаних на rорњи начин - свака ко­

начна, диференцијална или интегрална комбинација координата х и у, 

која је таква да према једначини (1) посматране класе кривих не садр-
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жи ниЈедан од параметара а 1 ,а 2 ,аз, ... а зависи само од координата та­
чке, биhе инваријанта те класе кривих у горњем смислу. Према томе: 

1. - када је Q инваријанта дате класе кривих, биhе такође инвари­
јанта и ма каква функција 

(3) Ф(х,у,Q); 

2.- када одговарајуhа функција Л (х, у) једне инваријанте Q не за­

виси од у, инваријанта he бити и ма каква комбинација координата х, у, 
израза Q и његових извода по х и интеграла ма кога реда; 

3.- када су Q 1 ,Q2 ,0з, ... инваријанте дате класе кривих, ма каква 
функција 

(4) 

такође је једна њихова инваријанта. 

Само одређивање инваријаната има два начина. 

1. - Када је дата експлицитна једначина посматране класе кривих 

линија у облику (1), ову треба диференцијаљењем, интеграљењем и 
елиминацијом параметара и 1 , и2 , Из, ... трансформисати у једначину 

чија десна страна неhе зависити од тих параметара и бити или једна 

одређена константа, или једна одређена функција самога х или самога 

у, или обеју ових координата. Израз на левој страни једначине пред­

стављаhе тада инваријанту Q кривих (1), а помоhу ове, применом гор­
њих правила, може се одредити бескрајно много таквих инваријаната. 

2.- Кад је дата диференцијална једначина једне класе кривих, на 

пример 

(5) <р(х,у,у',у", ... ) =О, 

у ком би случају улоге параметара и 1 , и 2 , Из, ... имале интеграционе 

константе, једначину треба на ма који од бескрајно мога начина транс­

формисати у облик 

(б) Ф+Т)(х,у)у' +Џх,у) =О, 

где је Ф коначна, диференцијална или интегрална комбинација про­
менљивих х и у, а 11 и~ две функције само тих координата, тако да је 

(7) 

Израз 

(8) 

д~ = дТ) 
ду дх. 

-~(х, у) dx -Т) (х,у) dy 
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тада је тотални диференцијал једне функције Л (х,у) самих координата 
х и у, тако да израз 

х 

(9) Ј Фdх 
а 

представља једну инваријанту Q класе кривих дефинисаних диферен­
цијалном једначином (5). Помоhу ље је онда лако формирати безброј 
других. 

* 

Егзистенција таквих инваријаната за дату диференцијалну једна­

чину добија своју нарочиту важност у случајевима када инваријанта 

има одређено геометријско значеље и означава одређен геометријски 

фактор д. У таквом се случају величина фактора може израчунати за 

ма коју интегралну криву дате диференцијалне једначине, а да се за то 

не мора једначина интегралити. Јасно је онда од каквог је то интереса 

за случајеве када је интеграција једначина немогуhа или комплико­

вана; она је, уосталом, за израчунаваље тих фактора непотребна и он­

да кад би била лако изводљива. Осим тога, егзистенција и познаваље 

таквих фактора и љима одговарајуhих функција Л(х,у) повлачи за со­

бом и познаваље извесних геометријских особина интеграла, које тре­

ба знати и онда када се интеграли не могу експлицитно одредити. 

Овде ће примера ради бити наведени фактори д за неколико ти­

пова диференцијалних једначина првога реда. 

I. За линеарну једначину првога реда 

(10) у'+ у+ ј( х)= О 

једна је геометријска инваријанта површина ограничена х-осом, двема 

крајљим ординатама и луком интегралне криве линије једначине (10). 
Одговарајуhа функција Л(х,у) овде је 

х 

Л(х,у) =у- Ј f(x)dx. 
а 

П. За Рикатијеву једначину 

(11) y'+y2 +f(x)=O 

једна је геометријска инваријанта запремина описана обртаљем рота­

ционе површине интегралне криве линије око х-осе; одговарајуhа 

функција Л тада је 
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А(х,у) = -п[у+ Ј f(x)dx Ј 
Иста једначина има једну инваријанту .Q и површину поларног 

сектора ограниченог луком интегралне криве линије и сматраног за 

функцију поларног угла х и потега у; функција А тада је 

А(х,у) = -Ну+ Ј f(x)dx Ј 
Ш.Једначина 

(12) y' 2 +/-f(x)=O, 

на коју се наилази у великом броју геометријских и механичких проб-
. . 

лема, има као геометрИЈску инвариЈанту дужину лука интегралне кри-

ве линије, сматраног за функцију поларног угла х и потега у; функција 
А тада је 

х 

А(х,у) =Ј dx-Jf(x). 
а 

Интегралне криве једначине (12) (која се, као што се зна, у оп­
штем случају не може интегралити) имају, дакле, интересантну гео­
метријску особину да између пресечних тачака са двема ма којим пра­

вама које пролазе кроз почетак, имају једну исту дужину лука, која се 

не мења када су те праве непокретне. 

IV. Једначина 

(13) 

има као инваријанту ротациону површину описану обртањем интегра­

лне криве линије око х-осе; функција А тада је 

х 

А(х,у) = 2пЈ dx-)f(x). 
а 

V. Иста би инваријанта била и за општију једначину 

(14) 

где је !1 дата константа, само што би тада функција А била 
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Л.(х,у) = 21t[hy+ Jf(x)dx Ј 
VI. За једначину 

(15) 

где је h константа, инваријанта би била запреминска разлика V1 - V2 , 

где је V1 запремина паралелопипеда чија је дужина једне стране 1, дру-

ге л:, а треће једнака дужини лука s интегралне криве линије; V2 је за-h 
премина ротационе површине описане обртањем лука s интегралне 
криве линије око х-осе. Функција Л је у том случају 

х 

Л(х,у)= ~J.f(x)dx. 
а 

VП. Једначина 

(16) у' 2 - i +2/(х)у- f(x) 2 +1 =О 

написана у облику 

у-~1+у'2 = .f(x) 

. . 
истиче инвариЈанту Једнаку разлици површине ограничене луком s 
интегралне криве, х-осом и двема краЈЊИМ ординатама и површине 

правоугаоника чија је основица једнака дужини лука s, а висине 1, од­
говарајуhа функција Л је 

х 

Л(х,у) = J.f(x)dx. 

Интегралне криве једначине (16) могу се, дакле, квадрирати рек­
тификацијом њиховог лука. 

VПI. Кад у општој диференцијалној једначини првог реда 

(17) F (х,у) у'= <р (х, у)= О 

функције F и <р задовољавају погодбу 

(18) дF- д<р =О 
дх ду ' 

њена лева страна је тачан извод функције F (х,у) по променљивој х, а 
њен општи интеграл Је 
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F(x,y)=C. 

Кад је уместо погодбе (18) задовољена погодба 

(19) дF д<р 
---=а 

дх ду ' 

где је а константа различита од нуле, једначину је у општем случају не­

могуhе интегралити, али се ипак може уочити ова општа геометријска 
особина интеграла таквих једначина - ако се разлика 

(20) F (х,у) -ах 

означи са \ј! (х, у), једначина (17) може се написати у облику 

(21) аху' = -\ј! (х, у) у'- <р (х, у) 

одакле је делимичном интеграцијом леве стране 

(22) ху- Ј ydx =-~Ј [\ј/ (х,у) у'+ <р (x,y)]dx. 

С друге стране, пошто је 

д\јf дF 
---=а 

дх дх 

то је, према једна чини (19), задовољена погодба 

д\јf- д<р =о. 
дх дх 

Према томе, интеграл је на десној страни једначине (22) извесна 
функција само координата (х, у). 

Према томе, кад год коефицијенти .fи <р опште диференцијалне 

једначине првог реда (17) задовољавају погодбу (1), једначина има за 
инваријанту Q разлику између површине правоугаоника чије су стране 
дужине координата (х, у) и одговарајуhе криволинијске површине 

ограничене луком интегралне криве линије; функција А (х, у) тада је 

А (х, у) = - ~ Ј [ (.f - ах) у' + <р] dx , 

где је израз под интегралним знаком тада потпун диференцијал. 

IX. Свака једначина првога реда 

(23) F (х, у, у')= О 
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има као инваријанту Q површину Р ограничену х-осом, двема крајњим 
ординатама и луком криве линије која представља закон варијације 

кривине 't интегралне криве линије једначине (23) током мењања апс­
цисе х. То се види отуда што је 

д 1 

р= J'!dx =Ј у 
(1 + у'2 )3/2. 

Дакле, површина Р једнака је разлици коју добија једна одређена 
функција извода у у двема крајњим тачкама интегралне криве. А по­

што је у', према једначини (23), одређена функција координата х, у, то 
је Р одиста инваријанта поменуте врсте. 

У другом једном раду биhе показано каква се корист може извуhи 

из познаваља таквих инваријаната Q за проучавање интеграла дифе-
. . . ** 

ренциЈалних Једначина на КОЈе се оне односе. 

** ( ) · Реферисао Владимир Вариhак у FdM, В. 48, S. 515 пр. Д. Т .. 



ЈЕДНА ОСОБИНА ЛИНЕАРНИХ 

ДИ Ф ЕРЕНЦИЈАЛНИХ ЈЕДНА ЧИНА* 

У теорији линеарних диференцијалних једначина познат је факт 

да се један йарШикуларни интеграл једначине 

d"y d"- 1y dy _ ~ 
.fo-+ .ft --_-1 + ... + .f"-1- +/,,у- F (х) 

dx" dx" dx 
(1) 

коју ћемо, означивши њену леву страну симболом Li(y,x) написати у 
скраћеном облику 

(2) Li[y,x]=F(x), 

може извести из ойшШе2а интеграла једна чине 

(3) Li [у,х] =О 

и то помоћу квадратура у којима интегралне границе зависе og йро­
менљиве х. 

Лагранжова метода варијације интеграционих констаната одређу­

је такав партикуларни интеграл помоћу n квадратура, а Кошијева ме­
тода помоћу само једне квадратуре. 

Овде he бити изнета једна нова особина једначине (1) која се са­
стоји у следећем. 

Има сйецијалних функција Л.(х,а) йроменљиве х и јеgно2 йромен­

љиво2 йарамеLuра а које осШају исШе за све јеgначине (1) и које имају 
Ш у особину ga се јеgан йарziiикуларни инШе2рал јеgначине (1) може 
извесШи из jegнo'ia йарШикуларно2 инШе2рала јеgначине 

(4) д[у,х] = Л.(х,а) 

йа ма каква била функција F (х). 

* Српска краљевска академија, Глас, књ. XCIX, Први разред, књ. 42, Београд. 
1922, стр. 1-6. Саопштено у Академији природних наука 31. јануара 1921. 
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Осим тога, такав се партикуларни интеграл добија у облику 

једнога обичног одређеног интеграла чије су интегралне границе айсо­

луШне консШанШе, независне од облика једначине (1). 
Тај је резултат заснован на факту да се једна произвољна аналити­

чка функција F (х) може представити у облику одређеног интеграла 

h 

(5) F(x)= Ј F(t)Л(x,t)dt, 
а 

где је Л (х, t) извесна специјална функција променљивих х и t, која 
осШаје исШа за све функције F (х), а а и Ь две константне интегралне 
границе. 

Ако се тада за у узме израз 

/Ј 

(б) у = Ј \jf с х, t) dt, 
а 

где је \jf непозната функција променљивих х и t, једначина (1) даје 

h /Ј 

(7) Ј Ll[\jf,x]dt =Ј F(t)y(x,t)dt. 
а а 

Према томе, ако се за \jf(x,t) узме један партикуларни интеграл 
линеарнеЈедначине 

(8) Ll[\jf,x] = F(t)Л(x,t), 

(где t игра улогу променљивог параметра), функција у, дефинисана јед­
начином (б), претпостављајући да је интеграл на десној страни те јед­

начине коначан и одређен, представљаће један партикуларни интеграл 

дате једначине (1). 
Ставивши да је 

(9) \jf = uF(t), 

где је и нова непозната функција променљивих х и t и сматрајући t као 
један променљив параметара, одредба партикуларног интеграла \jf јед­
начине (8) своди се, дакле, на одредбу једнога таквога интеграла јед­
начине 

(10) д[и,х] = Л(х,а), 

као што се и хтело показати. Функција Л (х,а) остаје иста за све анали­

тичке функције F(x) холоморфне за х= О. У случајевима када је х= О 
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сингуларитет функције F(x) проблем се своди на горњи случај смени­
вши х сах+ а, где је а сталан, подесно изабран број. 

Ако је 

(11) и= х(х,а) 

један партикуларни интеграл једначине (10), онда је 

(12) \jf = Х (х, t) F(t) 

одговарајуlш интеграл једна чине (8). 
Kag 'iog инШе'iрал (6), йошШо се у њему смени \jf(x,t) изразом 

(12), има смисла, (йј. има коначну и оgреЬену вреgносШ, он йреgсШавља 
јеgан йарШикуларни инШе'iрал јеgначине (1). 

То може бити или за све могуhе вредности х, или за вредности х 

које се налазе у одређеним областима бројне равни. 

Горњем факту могу се дати разни прецизнији облици према томе 

на који је начин функција F(x) представљена у облику (4). Тако се до­
лази до резултата који he овде бити изложени. 

I 

У једном моме ранијем раду 1 доказан је овај резултат. 
Нека је F(a) ма каква функција променљиве х која има тачку х= О 

као обичну тачку и која има коефицијенте свога Маклореновог реда 

све реалне. Ако се са F(t) означи реални део функције 

aF'(t) 1; --- за а=е 

1t 

биhе за вредност а у унутрашљости круга холоморфности С функције 

F(a) описаног око а= О, 

1t 

(13) F (а)= М+ Ј Ф(t)log(l- 2а cost+a 2 )dt, 
о 

где је М константа 

1 
М= --F(O). 

2 

1 М. Петровиh, Нейосреgна йримена реалних ogpe!Jeнux инШе2рала на ал2ебар­
ске и ШрансценgенШне јеgначине, Српска краљевска академија, Глас, књ. LХХШ, Први 
разред, књ. 29, Београд 1907, стр. 1-76. 
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Одредба једнога партикуларног интеграла диференцијалне једна­

чине (1) своди се, дакле, на одредбу по једног партикуларног инте­
грала сваке од двеЈу Једначина 

( 14) д [у, х] = м 

л: 

(15) д[у,а]= Ј Ф(t)1og(l-2xcost+x 2 )dt. 
о 

Узевши из једначине (15) за у израз облика 

(16) 
л: 

у= JФ(t)иdt, 
о 

где је и нова непозната функција променљивих х и t, функција и треба 
да задовољи диференцијалну једначину 

(17) д [и, х]= log (1- 2х cos t + х 2 ), 

где се t сматра променљивим параметром. Ако је и такав један инте­
грал једначине (17), њему he, као партикуларни интеграл једначине 
(15), одговарати израз (16) пошто се у њему и смени својом тако на!)е­
ном вредношhу. Збир таквог партикуларног интеграла једначине (14) 
и партикуларног интеграла једначине (15) биhе партикуларни инте­
грал једначине (1). 

С друге стране, сменом 

у= z+M 
једначина (14) своди се на 

д[z,х]=О. 

Ogpegбa jegнoza йарiйикуларно2 инiйеzрала јеgначине (1), 2ge је 
F(x) ма каква функција йоменуiйе врсiйе, cвogu се на ogpegбy йо jegнoza 
инШеzрала gвеју јеgначина исiйо2а облика (1 ), али у којима је F(x) сме­
њено јеgанйуШ нулом, а gpyzu йуШ функцијом облика 

log (1 - 2 ах + х2 
). 

При {йоме се а има смаШраШи йарамеШром. 

п 

Нека је F(x) ма каква функција променљиве х која задовољава 
погодбе наведене под I и нека је са Ф(t) означен реални део функције 
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F(x) . 
-- за х=е". 

n 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

Према познатим Пуасоновим интегралним обрасцима за вредно­

сти х у унутрашљости круга С биhе 

1t 

F(x)=N+JФ(t) 1-xcost dt 

0 
1 - 2х cos t + х 2 

1t • 

F(x) = -N +Ј Ф(t) х sшt dt' 

0 
1-2xcost+x2 

где је N константа 
N = F(O). 

Ogpegбa јеgт-ю2а йарШикуларно2 инШе2рала јеgначине (1) своgи се, 
gакле, на ogpegбy йо јеgно2 йарШикуларно2 инШе2рала gвеју јеgначина 

исШо2а облика (1), али у који.ма је F(x) с.мењено јеgанйуШ нуло.м, а gpy­
zи йуШ јеgно.м или gру2о.м og рационалних функција 

1-ах х 

1- 2ах + х2 ' 1- 2ах + х2 

2ge је а йара.меШар. Очевидно је да се тај пар функција приликом инте­
грације може сменити паром 

1 х 

l-2ax+x 2 ' l-2ax+x2 
· 

ш 

Једна пространа класа функција F(x) може се изразити у облику 
одређеногинтеграла 

h 

(18) F(x) =Ј ue,.xdt, 
а 

где су и и r функције променљиве t. Тако је, на пример, за вредности х 
са позитивним реалним делом 
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за а> О, ~ > О и за х са позитивним реалним делом је 

за ма какве вредности а, Ь, х је 

,, 

х 
=Ј e1

'dt итд. 

а 

У Шаквим се случајевима ogpegбa jegнoza йарШикуларноz инШе­

zрала јеgначине (1) cвogu на ogpegбy йарLuикуларноz инШеzрала јеgна­
чине ucШoza облика, али у којој је функција F(x) смењена ексйоненци­
јалном функцијом е ах. 

Тако се, на пример, налази један партикуларни интеграл једна-

чине 

у облику 

d"y - е''х -е ах 

dx" х 

,, 
у= Ј etx dt. 

t" 
а 

Уопште, кад год је у једноме п-струком интегралу 

(19) у= Jf .. .J F(x)dx" 

могуiшо изразити функцију F (х) у облику (18), израчунавање umue­
zpaлa (19) може се cвeauu на израчунавање jegнoz йpoCLuoz ogpebeнoz 

- - ** июиеzрала. 

** Опширније приказао и коментарисао Владимир Варићак у FdM, В. 48, S. 
515-516; погледати и приказ у Revue seшestrielle, 1927, t. ХХХШ (пр. Д. Т.). 



ДИФЕРЕНЦИЈАЛНЕ ЈЕДНА ЧИНЕ 

ПРВОГА РЕДА СА 
ОСЦИЛАТОРНИМ ИНТЕГРАЛИМА* 

I 

Најважнији тип диференцијалних једначина са осцилаторним ин­

тегралима представљају, без сумње, хомогене линеарне једна чине дру­

гога реда. Кад је таква једначина сведена на облик 

(1) у" +со(х)у =О 

познато је да, кад год је функција со (х) у једноме датом, довољно про­

страном размаку променљиве х коначна, непрекиднаи йозиШивна, ин­

теграли једначине (1) уопште су осцилаШорне функције те промен­
љиве у томе размаку. Честина и ритам осцилација могу се, у таквом је­

дном размаку, одредити непосредно из квалитативних података о на­

чину на који се функција со (х) мења у том размаку. 

Међутим, једначину (1) задовољавају и интеграли појединих ди­
ференцијалних једначина првога реда 

(2) у'= .f(x,y), 

тако да, кад год одговарајуhа функција со (х) задовољава погодбе веза­

не за осцилаторни карактер интеграла једначине (1), и интеграли 
једначине (2) су осцилаторни. 

Које су йlо јеgначине (2) чији ойшШи инШеiрал заgовољава јеgну 
јеgначину облика (1)? 

Из једначине 

" at· ,ar -с ) у = -· +у -'- = -0) х у 
дх ду 

или 

* Српска краљевска академија, Глас, књ. CXVI, Први разред, књ. 52, Београд, 
1925, стр. 11-23. М. Петровиh је ову расправу саопштио у Академији природних наука 
26. јануара 1925. 
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(З) ~f +fдf +ffi(x)y=O, 
дх ду 

која се добија из једначина (1) и (2), виgи се ga су Шо оне јеgначине (2) 
за које се израз 

(4) !(~t + f ~t) 
у дх ду 

cвogu на функцију само йроменљиве х, тако да у (4) не фигурише у. 
Ова функција представља тада функцију -ro (х) што фигурише у јед­
начини (1), а одговара посматраној једначини првог реда (2). 

Тако,заједначину 

(5) 

израз ( 4) има облик 

(б) <р' -1· 
2у~<р- у2 ' 

да би он био независан од у, потребно је и довољно да буде 

<р= const., 

чему одговара 

ro (х)= const. = 1. 

Једина једначина (5), чији општи интеграл задовољава једну јед­
начину (1), јесте, дакле, једначина 

(7) у' 2 + у2 =а, (а= const.), 

а њој одговара једначина (1) облика 

(8) у"+у=О. 

Општи интеграл једначине (8) 

х = С 1 sin х + С 2 cos х 

је осцилаторан, па ће, дакле, то бити случај и са општим интегралом 

једначине (7), који уосталом гласи: 

у = С sin х ± ~а 2 
- С 2 cos х . 

Да би линеарна једначина првога реда 
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у'= иу + 11, 

где су и и 11 функције променљиве х припадала истој класи једначина 

првога реда, потребно је и довољно да буде 

ј/ 
и=-­

v 
и да одговарајуhа функција 

со(х) =и' +и2 

буде осцилаторна. 

Да би такав случај био и са једначином 

у' = иу + ~ v + w/ , 

(где су и, v, w функције променљиве х) потребно је и довољно да буде 

. и да одговарајуhа функција 

w' +4иv =О, 
v' + 2иw =О 

ro(x) =и' +и2 +w 

буде осцилаторна. Једначина такве врсте, на пример 

1 1 <р' ~ 1 2 2 
у =---у+ <p-t(<p у 

2 <р 

(где је <р функција променљиве х) има за општи интеграл 

а функција ro (х) има облик 

- 3 <р' 2 2 1 <р' 
( )

2 

со(х)=4" q;- -k <р - 2 -q;-. 

п 

Задржимо се на задатку: ogpeguШu све јеgначине (2) које заgово­
љавају јеgначину облика (1). 

Проблем се своди на интеграцију парцијалне диференцијалне јед­

начине првога реда 
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(9) 
дz дz --+z- =-соу 
дх ду , 

где је w функција само променљиве х. Једначина се своди на систем 

(10) 

еквивалентан систему 

(11) 

dx _ dy _ 

1 z 
dz 
-, 
соу 

dz 
-=-соу, 
dx 

који се своди на једначину (1). Ако су 

(12) 
py+qy' = С1, 
гу+ sy' = С2 , 

(р, q, г, s функције променљиве х), два прва интеграла једначине (1) (а 
ови се, као што је познато, могу извести из једног партикуларног инте­

грала исте једначине), онда he једначине 

py+qz = С1 , 

гу+ sz = С2 , 

представљати два интеграла једначине (9), а њен општи интеграл биhе 

ф(ру+qу', ry+sy') =О, 

где је ф произвољна функција двеју променљивих. Према томе: 

најойщLuији облик јеgначина йрво2а pega 

(13) у'= .f (х, у), 

чији ойщйlи инйlе2рал заgовољава линеарну јеgначину (1), јесйlе онај за 
који og2oвapajyha функција f заgовољава јеgначину 

(14) Ф (ру + qf, гу + s/) = О . 

До решења истог проблема долази се и на овај начин. Пошто оп­

шти интеграл једначине (13) има да задовољи једначину (1), чији је оп­
шти интеграл облик 

(15) 

где су Л и џ, два њена партикуларна интеграла, то једначине (13), које 
задовољавају једначину (1), јесу оне чији је општи интеграл облика 
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(15), где су интеграционе константе С1 и С2 међу собом везане рела­
ЦИЈОМ 

(16) 

Проблем одређивања ових једначина првога реда, које имају 

такве опште интеграле, расправљан је у једном мом ранијем раду,l где 
се у томе погледу дошло до следеhег резултата. 

Свака диференцијална једначина првога реда, чији је општи инте­

грал облика (15), где су С 1 и С2 две међу собом везане константе, мо­
же се довести на облик 

(17) ф(ау+~у', уу+8у') =О, 

где је ф функција двеју променљивих; а,~, у, 8 су функције променљиве 
х, међу собом везане релацијама 

(18) 

у - d ( 8 ) 
~у - ао - dx а8 - ~у 

а _ d ( ~ ) 
~у - ао - dx а8 - ~у . 

Ако је (а,~, у, о) скуп таквих функција, општи интеграл посма­

тране једна чине првога реда биhе 

(19) 

где су С1 И С2 везане релаЦИЈОМ 

(20) 

Проблем да се на једној датој једна чини првог реда распозна да ли 

она испуњава горње погодбе, може се знатно упростити непосредним 

проучавањем сингуларитета њенога општег интеграла. Пошто јед­
начине које задовољавају те погодбе имају општи интеграл облика 
(15), где су константе С 1 и С2 везане једном релацијом, то су сви итuе­
zрални синzулариLИе~uи за LИакве јеgначине сLИални, Lllj. независни og 
инLИеzра~~ионе консLИанLИе. А у аналитичкој теорији диференцијалних 
једначина првог реда познате су методе помоhу којих се за дату једна-

1 М. Petгovitch, Sиг une c/asse d' equations difjёгentie/les du pгemia огdге, Vestnik Кгаl. 
ceske spolecnosti nauk, Praha 1901, Trida math. pliгodovedecka, t. XXXI, рр. 1-20. 
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чину увек може распознати да ли је такав случај или није, са њеним оп­

штим интегралом. 

Помоћу тих метода се, на пример, долази до следећих резултата2. 
Међу свим једначинама првога реда и првог степена 

(21) у'= Р(х,у), 
Q (х,у) 

где су Р и Q полиноми по у, једина која испуњава горње погодбе јесте 
линеарна Једначина првога реда. 

Међу свим једначинама облика 

(22) 
,т Р (х,у) 

у = ' 
Q(x,y) 

где је т цео позитиван број, једине које задовољавају исте погодбе 

осим линеарне, јесу две једначине: 

(23) у""= <р(х)(у-а)т-1 

(24) у' 2 = <р(х)(у-а)(у-Ь), 

где су а и Ь сталне количине, а <р (х) ма каква функција променљиве х. 

Интеграл прве једначине је 

[ 1 ]
111 

у = а + С +-;;·;Ј 'fч)clx , 

а интеграл друге 

1 Ј -{ч)dх (а- Ь) 2 -Ј -{ч)dх 
у=-(а+Ь)+Се + е . 

2 4С 

Сменивши у са у + а, п11ва једначина се своди на једначину истога 
типа, ЧИЈИ Је општи интеграл 

у = С + _!__Ј 'fq}dx . 
т 

а+Ь . · 
Друга сменом у са у+-- своди се на Једначину истога типа, коЈа има 

2 
за општи интеграл 

2 М. Petmvitch, Suг les и!гоs et les infinis des integгa/es des equations dijjeгentielles alge­
hгiques, Gauthieг- Villaгs, Pш·is, 1894, р. 32. 
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с Ј ,f{Pdx (а- Ь i -Ј ,f{Pdx 
у= е + е . 

4С 

Ако се на наведени начин нађе да дата једначина првога реда 

(25) у'= Ј(х,у) 

испуњава погодбе везане за облик 

у=С1Л+С21l 
ф(С1 ,С2 ) =О 

општег интеграла, онда је тиме утврђено да овај интеграл задовољава 

хомогену линеарну диференцијалну једначину облика (1). Тада, кад 
год је одговарајућа функција m (х) у овој последљој једначини у датом, 
довољно пространом размаку променљиве х коначна, непрекидна и 

позитивна, oйuдuu um71ezpaл йос.маШране јеgначине йрвоzа pega бuhe 
осцилсп71оран у ~71о.м размаку. 

ш 

Али, једначина (1) није једина диференцијална једначина другога 
реда с осцилаторним интегралима таква да се таЈ осцилаторни карак­

тер може распознати на самој једначини. У једном мом ранијем радуЗ 
показано је да је исти случај и са бескрајно много типова диферен­

цијалних једначина свих редова. Овде је интересантан следећи факт. 

Постоји бескрајно много како алгебарских тако и трансцендентних 

функција 

(27) F(x,y) 

које, када се променљива х креће у једноме датом размакуу (а, Ь ), оста­
ју непрестано позитивне и веће од једнога сталног позитивног броја N, 
па ма каквом реалном вредношћу (коначном или бескрајном) сменили 

у (27) променљиву у. 
Таква би, на пример, међу алгебарским функцијама била функ­

ција F (х,у) која је полином Р (х, у) по променљивој у, а садржи само 
йарне степене те променљиве, са коефицијентима који су, као и 

Р(х,О), или сталне позитивне величине, или ма какве функције про­

менљиве х позитивне у размаку (а, Ь ). 

З М. PetJ"ovitch, Functions implicites oscillantes, lпteгnatioпal Coпgгess of Mathematiciaпs, 
Cambridge 1912, vol. I, рр. 295-302; у овој књизи (стр. 104-115). Ова расправаје у прево­
ду изложена. 
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Међу трансцендентним функцијама таква би била и функција 

(28) F(x,y) = .f(x)+<p(x)e-P(x.y!, 

где је Р(х,у) малопређашњи полином, аfи <р ма какве функције про­

менљиве х, коначне, непрекидне и позитивне у размаку (а, Ь). 

Тако исто постоји и бескрајно много разноврсних функција 

(29) ф(х,у), 

како алгебарских тако и трансцендентних, таквих да док се х мења у 

датом размаку (а, Ь) вредност функције је непрестано позитивна и на­
лази се између два стална броја 

NиМ (N <М) 

па ма каквом реалном вредношhу (коначном или бескрајном) сменили 
променљиву у. Таква би, на пример, била функција 

(30) 
2 

ф(х,у) = и+ vy 
w+s/ 

где су и, v, w, s или сталне позитивне количине или коначне, непрекид­
не и позитивне функције променљиве х у размаку (а, Ь). 

Таква би била и функција 

(31) 

или трансцендентна функција (28) итд. 
За сваку og gиференцијалних јеgначина gpy'io2a pega 

(32) 

(33) 

у"+ у F (х,у) =О 

у" +у ф (х, у) = о 

везане су ове особине њихових инШе'iрала. 4 

1) Сваки интеграл, кад год су он и његова прва два извода кона­
чне и непрекидне функције променљиве х у довољно пространом ра­

змаку (а, Ь ), у LТlо.м размаку и.ма осцилшuоран каракШер, тј. само про­
сте нуле, мењајуhи знак сваки пут при проласку кроз ма коју од тих 

нула. 

4 М. Petюvitch, наведено. 
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2) Ако се са N означи gоња граница функције F(x,y) за вредности 
х у размаку (а, Ь) и за све реалне вредности у, umue2paл јеgначине (32) 
мења свој знак у размаку (а, Ь) најмање онолико uyziia колико се йу~uа 
вреgноаu 

(34) 

cagpжu у разлици (Ь - а). 

З) Ако се са N и М означе једна gоња и једна 2орња граница функ­
ције ф (х, у) за поменуте вредности х и у, umue2paл јеgначине (22) мења 
у размаку (а, Ь) свој знак најмање онолико йyLYia колико се йyLua вреg­

ноаu (34) cagpжu у разлици (Ь - а), а највише онолико йyLYia колико се 

вреgноаu 

(35) 1t 

Гм 

cagpжu у ucLYioj разлLщи, или јеgанйу~u вULue. 
Тако, на пример, једна чини 

(36) 

(где су а и ~ позитивне константе), која се интеграли помоћу елипти­

чних функција, одговара функција 

(37) F(x,y) =а+ ~у2 

чија је вредност увек већа од а; њен интеграл ће, дакле, у размаку (а, Ь) 

. 1t 
променити знак наЈмање онолико пута колико се вредност Га садржи 

у разлици (Ь- а). 
Једна чини 

(38) 

где су и и v или сталне позитивне количине или функције променљиве 

х које су коначне, непрекидне и позитивне у размаку (а, Ь), одговара 

функција 

(39) 

чи ј а вредност, за све вредности х у размаку (а, Ь) и за све реалне в ред­

ности у, лежи, као што је познато, између вредности ~ и 1. Према 
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томе интеграл једначине (38) мења у размаку (а, Ь) свој знак најмање 

онолико пута колико се вредност тr-fi садржи у разлици (Ь- а), а нај­
више онолико пута колико се број n садржи у тој разлици или једанпут 
више. Број промена знака интеграла у размаку (а, Ь) једнак је, дакле, 
броју целих јединица садржан у вредности 

1+-1-
1+ {2 (b-a)=l+0,27169(b-a) 

2тr 

са грешком која ни у ком случају не прелази број целих јединица садр­

жаних у вредности 

1--1-

1+ {2 (Ь-а) = 1+0,04661(Ь-а). 
2тr 

IV 

Да би општи интеграл једне једна чине првога реда 

(40) у'= .f(x,y) 

задовољавао једначине (32) или (33) йоШребно је и gовољно ga функ­
ција f(x, у) заgовољава йо2оgбу ga се израз 

(41) l_(дt + .f ~t) 
у дх ду 

свеgе на функцију (27) или (29). Најопштија функција такве врсте до­
бија се интеграцијом парцијалне једначине првога реда 

(42) 
дz дz 
-д +z-д = уЛ(х,у), 
х у 

где Је Л (х,у) једна од функција (27) или (29). Једначина се своди на си­
стем 

(43) 

еквивалентан систему 

(44) 

dx dy dz 
---=---
1 z Л(х,у) 

dy = z 
dz ' 

dz " = 1\,(х,у) 
dx 
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илиЈедначини 

(45) 

Нека је 

(46) 

први интеграл једначине (45); тада се помоћу квадратуре може наћи 
ЈОШ Један њен први интеrрал 

(47) 

Општи интеграл једна чине ( 46) биће 

где је е произвољна функција двеју променљивих, а најойшШија функ­

ција тражене врсте јесте .f = z, где је z један корен једна чине 

(48) 

Тако, кад функција .f(x,y) задовољава погодбу 

(49) _!_ ( д.f + I ~f) = Ф (х, у), 
у дх ду 

где је ф функција облика (39), сваки интеграл једначине ( 40) [који би, 
као и његова два прва извода, био коначан и непрекидан у размаку 

(а, Ь )] јесте осцилаторна функција променљиве х и мења знак у том 
размаку најмање онолико пута колико има целих јединица у вредности 

Ь-а 
г;;= 0,225l(b-a) 

n-v2 

а највише онолико пута колико има целих јединица у вредности 

1 +.t_--::_E_ = 1 +0,3183(Ь-а). 
n 

У општијем случају, кад функција .f(x,y) задовољава погодбу 
(49), где је 

(50) 
и+ vy2 

ф (х' у) = у -----"----1 

(и" + v"i" )" 
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(где је р ма какав реалан позитиван број), пошто за позитивне вредно­

сти х1 и х2 вредност израза 

(х 1 +х2 )" 

х(' +х';_ 

увек лежи између 1 и 2~'- 1 , интеграл једна чине ( 40) је осцилаторан и 
мења знак у размаку (а, Ь) најмање онолико пута колико се број те 

садржи у разлици (Ь- а), а највише онолико пута колико се број 

те 

р-1 

2 2р 

. . . 
садржи у ТОЈ разлици, или за Једну Јединицу више. 

v 

Исте методе дају могуhности да се и за дати систем симултаних 

Једначина првога реда 

(51) 

ddy" = f,,(x,yJ,J2, ... ,y") 
х 

истакне е2зисШ.енција осцилаШ.орних ш-tШ.е2рала. То је случај кад се 

бар један од n израза 

(52) _!_(~tic ~ t: ~tk) (' = 1 2 ) + L...·, 1 , , ... ,n 
Ук дх дуi 

своди на функцију само променљиве х, негативну у посматраном раз­

маку (а, Ь) или на коју од функција 

(53) 

која, када се променљива х буде мењала у датом размаку (а, Ь), непре­
стано остаје мања од сталног негативног броја -N, па ма каквим се ску­
пом реалних, коначних или бескрајних вредности смениле променљиве 

у1 , У2, ... , у" у F. Тада се добија једначина 
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(54) 

на којој се за интеграл, према напред наведеним погодбама, може рас­

познати његов осцилаторни карактер у размаку (а, Ь). 
Такав је, на пример, случај са системом 

(55) 
dy1 = иу1 + VY2 
dx 

dY2 = wy + sy 
d 

1 2, 
х 

где су и, v, vi', s функције променљиве х везане релацијом 

v' +v(и+s) =О, 

у ком се случају одговарајуhа функција F за интеграл у1 своди на 

F =и' +и2 + vw 

само променљиве количине х. 

За систем 

dуз -ууу -d - 12, 
х 

на који се наилази у проблему кретања чврстог тела и који се инте­

грали помоhу елиптичних функција, налази се да интегралу у1 одгова­
ра функција 

. . ** 
на КОЈУ Је лако применити горње резултате. 

** Реферисао Јован Карамата у FdM, В. 51, S. 332, а шири приказ изложен у Re-
vue semestгielle, 1927, t. ХХХШ (пр. Д. Т.). 



ЈЕДНА ОСОБИНА ЛИНЕАРНЕ 

ДИФЕРЕНЦИЈАЛНЕ ЈЕДНА ЧИНЕ 
ДРУГОГА РЕДА* 

Уочимо низ функција 

(1) 

једне независно променљиве величине х, дефинисаних рекурзивном ре­

лацИЈоМ 

(2) Хп+l = Xn +l_(_x;,)2 _ _!__х::, 
4 х" 2 х" 

где је једна, било која од функција Х11 , произвољно дата функција про­

менљиве х. 

биће 

биће 

Релација (2) може се, уосталом, написати и у облику 

(3) 

Када је 

Када је 

х =х +_!_(х:,)2 _ _!_~(х:,)· 
n+l 11 4 Х 2 d· Х 

11 х 11 

х '" ь2 n+l = ае. +4. 

х/1 =ах, 

3 
xn+l =ах+-. 

4х 

* Jugoslavenska akademija znanosti i umjetnosti, Rad, knj. 232, Razгed matematicko-pгiro­
doslovni, knj. 70, Zagгeb, 1926, str. 99-107. Saopsteno u Razredll 4. decembra 1925. 
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За 

xll =ах"' 

биће 

х _ ,т 3mx-3m(m-l) 
n+l -ах + 2 • 

4х 
За 

xll = ахе-' 
биће 

_ , х 2 + 2х +З 
xll+l- ахе + 2 

4х 
За 

xll =а logx 
добија се 

3х+2 
xn+l =а log х+ 2 • 

4х logx 
Да би било 

Л= const., 

потребно је и довољно да Х11 буде интеграл диференцијалне једначине 

2уу"- Зi + 4(Л -l)y3 =О, 

чији се општи интеграл добија помоhу две квадратуре. 

Диференцијална једначина 

(4) 2уу"- 3у' 2 +<р (у)= О, 

на коју се наилази у проблемима одређивања функција (1), за општи 
интеграл има функцију у одређену инверзијом интеграла 

(5) х +CI = f dy 
у С2у- уЈ <р (у) dy 

у4 

где су с! и с2 произвољне константе. 

Када је Х11 константа, алгебарска функција променљиве х или 
променљиве еах или, пак, променљивих siпax, cosax, то ће бити случај 
и са свима функција Х"+х· 

Тако исто, када је Х" рационална функција променљиве х, уни­

формна просто периодична или униформна двогубо периодична функ­

ција х, то he бити случај и са свима функцијама Х"+х· 
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Као што се види, низови функција (1) могу бити бескрајно разно­
врсни, а та разноврсност долази од произвољности једне од њих, која 

се може по вољи бирати. 

Интерес функција (1) лежи у овој особини биномне диференци­
јалне једначине другога реда. 

Из jegнo'i йарШикуларно'iа инШе'iрала јеgне 

(б) 

ма које јеgначине, може се извесШи ойшШи инШе'iрал сваке og јеgначина 

(7) у"- Х"у =О 

и Шо без ujegнe кваgршuуре n> Х а йомоhу Х- n кваgраШура за n< Х· 
Та особина резултира из тога што се из једначине (б) диференци­

јаљењем добија 

"' Х ' Х' О у - хУ - хУ = . 

Одатле се, сменивши у његовом вредношhу 

у" 

Fx 
и извршивши затим супституцИ]у 

(8) у'= ијХ; 

добија једначина 

(9) и" - Ф (х) и = О, 

где Је 

( ]

2 
з х~ 1 х; 

Ф(х)=Х +-- +--
х 4Х 2Х' 

х х 

а то исказуЈе да Је 

Између општег интеграла у једначине (б) и општег интеграла и 

Једна чине 

(10) 

постоји, дакле, веза исказана релацијом (8). Знајуhи један партикулар­
ни интеграл једначине (б), знаhе се и њен општи интеграл, а помоhу 

овога добија се општи интеграл једна чине (10), који гласи 
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(11) 

Помоhу њега добија се интеграл једна чине 

(12) v"- Xx+z11 = О 

у облику 

(13) v=--=--- _у_. u' 1 d ( Ј 
~Хх+1 ~Хх+1 dx Fx ' 

интегралЈедначине 

(14) 

у облику 

(15) w~~:;:-; ~ {1," :х [ ~1, .. :х (~х;- ЈЈ итд 
Интеграл једне ма које од једначина 

(16) Z" -XnZ =О, 

где је n> х, добија се на тај начин без ujegнe кваgраШуре. 
flапротив,интегралједначине 

(17) u"- Хх_ 1 u =О, 

који је с интегралом једначине (б) везан релацијом 

(18) u' = y-fxx-1' 

добија се из интеграла у квадратуром 

(19) 

интегралЈедначине 

(20) v"- Xx_ 2v =О 

добија се у облику 

(21) v =Ј u~Xx_2 dx = Ј[Ј y~Xx_ 1 dx]~xx_2 dx итд. 
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Интеграл једне ма које од једначина (16), за n < х добија се йо.мо­
hу Х- n кваgраiйура. 

Горња особина биномне линеарне једначине другога реда даје мо­

гуhности да кад се, пошавши од једначине 

(22) у"- f(x)y =О, 

где се узима да је 

f(x) = Х0 

према обрасцу (2) формира низ једначина 

(23) и"- Xnu = О (n = 1, 2, З, ... ) 

помоhу интеграла једне ма које од једначина (23), ogpegu ойшiйи инiйе-
2рал йрвобиШне јеgначине (22). Обрнуто, помоhу интеграла једначине 
(22) може се инШеzралиШи јеgна .ма која јеgначина низа (23). 

Пођимо, на пример, од једна чине 

(24) 

где је т рационалан број облика 

4n 
(25) m=--

1- 2n' 

где је n ма какав цели број позитиван или негативан. Зна се да се једна­
чина (24) може интегралити у коначном облику помоhу алгебарских и 
тригонометријских функција. Ако се узме да је 

и формира једначина 

где је, према обрасцу (2) 

х т 3тх-2т(т-1) 
1 =ах+ 2 , 

4х 

чији је општи интеграл 

долази се до следеhег резултата. 

Кад год је т рационалан број облика (25), општи интеграл једна-
чине 
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" [ т 3mx-2m(m-1)] 0 и-ах+ 
2 

и= 
4х 

биhе комбинација алгебарских и тригонометријских функција. 

Познаваље интеграла једна чине 

у" - ае1"'·у = О 
повлачи собом интеграцију једначине. 

Из интеграла једна чине 
у"- ху =о 

може се извести интеграл једна чине 

и" -(х + :х) и = О . 
Пошавши од једна чине 

у"- ау =О (а = const.) 

и узевши да је Х1 =а функција Х0 биhе интеграл једначине 

2уу"- 3у' 2 - 4у' +а/ =О. 

Интегралједначине 

и"- Х0и =О 
биhе, дакле, 

где су С1 и С2 интеграционе константе. 

Као што се види, функције везане релацијом (2) доводе до следе­
hег решења аналитичког проблема. 

Одредити функцију <р (х) тако да, кад год се може интегралити 

Једначина 

(26) у"- ју= о' 

може се, без квадратура, интегралити и једначина 

(27) у" - (f + <р) у = о. 

Решење се састоји у томе да се за <р (х) узме функција 
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(28) 

Облик функције <р, одређене на тај начин, зависи og облика функ­
ције f(x), са којом је везана релацијом (28). Међутим, супституцијом 

(29) Х = <р (t), у = Z\lf (t) 

решава се и проблем овакве врсте. 

Одредити функције А(х) и u(x), независне og облика функције 
f(x), тако да, кад год се може интегралити једначина (26), може се инте­
гралити и Једначина 

(30) y"+(Aj+u)y=O 

и то без квадратура. 

Комбинована употреба функција х/1 и супституције (29) ДОВОДИ 
до функција <р у једначини (27), која he имати разне друге облике. 

Напослетку, наведимо да позната веза између једначине (26) и 
Једначина 

(31) 
у" + f,y' + .f2Y = О 

у'+ /,у 2 + .f2Y + .f, =О 

чини да се горњи резултати могу применити и на једначине (31). 
Тако се, на пример, у погледу Рикатијеве једначине 

(32) 

долази до следеhег резултата: 

Узевши у низу (1) да је 
х __ 1_ 

о - е2х -1' 

све he функције Х11 бити рационалне функције променљиве е2х, а ин­
теграл ма које од одговарајуhих једначина 

dy +у2 +Х =О 
dx 

11 

биhе комбинација функције А(е-х) њених извода и рационалне функ­
ције променљиве е·', где је 

Л (Х) = F (Х) - 1 
Е(Х) ' 

а где F и Е означују елиптичне интеграле прве и друге врсте 
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.!!_ 

2 d 
F (Х)= f <р 

о ~1-x2sin2<p 
7t 

2 

Е (Х) = f ~1- Х 2 sin2 <р d<p. 
о 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

То произлази из познатог факта 1 да Л (Х) задовољава једначину 

која се супституцијом х = е-х своди на једначину (32). ** 

1 G. F. Childe, The MessengerofMathem. 1889-1890, рр. 155-164. 

** У скраhеном облику ова Петровиhева расправа објављена је и на француском 
језику Une ргоргiеtе de 1' equation dijjeгentielle lineaiгe du second огd1·е (Izvesca, sv. 21, Zagreb 
1926, str. 15-17), а Јован Карамата је изложио приказ у FdM, В. 52, S. 447. Петровиhевим 
резултатима у овој расправи користио се Д. С. Митриновиh у раду Неколико сШавова 
о Riccati-eвoj gиференцијалној јеgначини, СКА, Глас, књ. CLXXXI, Београд 1939. стр. 
169-236; видети и друге Митриновиhеве радове о овој теми (пр. Д. Т.). 



О РЕАЛНИМ ИНТЕГР АЛИМА 

ЛИНЕАРНЕЈЕДНАЧИНЕ 
ДРУГОГ РЕДА* 

l.Једначина 

(1) у" = ау (а = реална const.) 

има осцилаторне или неосцилаторне интеграле према томе да ли Је 

константа негативна или позитивна. 

Ако се у општем интегралу 

(2) 

који одговара йозиШивном а, за константе интеграције узму константе 

Хо И Уо, КОје су Са Cl И С2 ПОВеЗаНе релацијама 

с 1 х{а-
2 = 2 Уо е ' 

односно 

(3) 

тада се тај интеграл може писати у облику 

(4) 

где Је 

(5) Х= (х- х0 ){;. 

* Наслов оригинала Suг les integ1·ales гeel/es de /' equation lineaiгe du second огdге, 
Bulletin de la Societe mathematique de Fraщ:e, Paris, 1926, t. LIII, 1-4, рр. 127-134 
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Константа х0 , која се може кретати од једног до другог партику­

ларног интеграла, када је реална, представља вредност х за коју у до­

стиже СВОЈ Јединствени максимум или минимум; константа у0 предста­

вља покретну вредност тог екстрема. 

Ако је у0 > О интеграл у у тачки х = х0 има позитиван минимум; 
за вредности х < х0 интеграл је позитиван и стално опада; за х > х0 
интеграл Је позитиван и стално расте. 

Ако је у0 <О, у у тачки х= х0 има негативан максимум; за х< х0 . . 
интеграл Је негативан и стално расте; за х > х0 интеграл Је негативан и 

стално опада. 

Ако сада у општем интегралу 

(б) y=C1 sinxГa+C2 cosxГa (а=-а) 

једначине (1), која одговара неzаШивно.м а, за константе интеграције 
узмемо константе х0 и у0 , које су са С1 и С2 везане релацијама 

с! =Уа sinxoГa, 
с2 = Уо соsхоГа, 

односно 

(7) 

тај интеграл се може писати у облику 

(8) у= у0 cosY, 

где Је 

(9) 

Константа ха, која је увек реална и може се кретати од једног до 

другог партикуларног интеграла, представља вредност х за КОЈУ у до­

стиже свој максимум или минимум у0 • Интегрална крива се састоји од 

полуталаса који су наизменично позитивни и негативни и који имају 

исту амплитуду у0 . Интеграл мења знак сваки пут када се анулира. Ду-

п 
жина интервала између две узастопне нуле од у износи Га. 

2. До аналоzних чињеница gолази се у случају јеgначине 

(10) у"= .f(x)y. 
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Да бисмо то показали, нека прво х припада интервалу (а, Ь) у коме 

је функција f(x) реална, коначна, непрекидна и йозzпuивна. Нека је х0 
покретна вредност х, која припада том интервалу и која анулира извод 

у' интеграла у. Како су, према (10), у" и у истог знака за све вредности 
х садржане у интервалу (а, Ь), интеграл у у том интервалу не може да 
има ни позитивне максимуме ни негативне минимуме. С друге стране, 

покретна вредност х = х0 не би могла да анулира у" јер би према (10) 
тада анулирала и у и била би вишеструка нула од у, а познато је да су 

такве нуле фиксне. Према томе: 

1) ако је у0 >О, у he у тачки х= х0 имати позитиван минимум; за 
вредности х између а и х0 интеграл је позитиван и стално опада; за х 
између х0 и Ь интеграл је позитиван и стално расте; 

2) ако је у0 <О, у he у х= х0 имати негативан максимум; за х из­
међу а и х0 интеграл је негативан и расте, а за х између х0 и Ь инте­
грал Је негативан и опада. 

Из тога следи да производ уу' у интервалу (а, Ь) мења знак само у 

тачки х= ха. 

Ако се једначина (10) помножи са у' dx и интегрише између гра­
ница х и х0 , где је а< х< ха, и ако се има у виду даје у~= О, добија се 

(11) 
2 хо 

_У2 = jfCx)yy'dx, 
х 

из чега произлази 

(12) 

па Је према томе 

(13) 

х 

(14) Х= Ј ~f(~)dx =(х- ха)~/(0) (х< О< х0 ). 
х о 

Ако се сада једначина (10) помножи са у' dx и интегрише између 
граница ха и х, где је ха < х < Ь, добија се 

(15) 
t2 х 

~ = Ј .f(x)yy' dx, 
х о 

одакле се могу извести изрази (13) и (14) са х0 <О< х. 
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Из тога проистиче следеhа пропозиција. 

Сваки реални инйlе'iрал јеgначине 

(16) у"= f(x)y 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

чији се йрви извоg анулира у Шачки х0 из интервала (а, Ь) у коме је 
функција f(x) йозиLilивна, може се найисайlи у облику 

(17) 

'igeje 

(18) Х = (х- х0 )~f(~), 

upu чему је ~ вреgносйl саgржана између х0 и х, и Шо за сваку вреgносйl 
а< х< Ь. 

Како извод интеграла (17) мења знак само за х= х0 , закључује се 

да за вреgносйlи х саgржане у июuервалу (а, Ь ), июuе'iрал у је сйlално 
саgржан измеђ у 

(19) 

где Је 

(20) xl = (х- Хо )ffi, Xz = (х- Хо )Гм, 

при чему N и М означавају доњу и горњу границу од f(~) за вредности 
између х0 и х, и то за све вредности х такве да је а < х < Ь. 

3. Нека даље х припада интервалу (а, Ь), у коме је функција f(x) 
реална, коначна, непрекидна и не'iтuивна. Познато је да у том случају 

интеграл у мења знак увек када се анулира и да, како је интервал (а, Ь) 
довољно велики, интегрална крива у осцилује јер се састоји од полута­

ласа КОЈИ су наизменично позитивни и негативни. 

Посматрајмо најпре йозшuиван полуталас. Према самој једначини 
(10), како је извод у" негативан дуж једног таквог полуталаса, он мо­
же да има само један максимум. 

Нека је х= х0 вредност х за коју је тај максимум достигнут, а х 1 и 
х2 вредности х које дефинишу две крајње тачке полуталаса. 

Када х варира од х 1 до х0 , ордината у је стално позитивна и расту­

hа; за х које варира од х0 до х2 она је стално позитивна и опадајуhа. 
Дакле, у сваком од та два интервала (х1 , х0 ) и (х0 , х2 ) производ уу' 

задржава стални знак. 
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Посматра ј мо интегралну криву у интервалу (х 1 , х0 ). Ако се јед­
начина (10) помножи са у' dx и интегрише између граница х и х0 , где је 
х 1 <х < х0 , добија се 

(21) 
t2 хо 

_У2 = Јлх)уу'dх=(уб-/)Л, 
х 

где је Л нека вредност коју .f(t) узима за неко t садржан о између х и х0 . 
Из тога се изводи 

(22) у= у0 cosX, 

где је 

(23) Х= (x-x0 )~-.f(~), 

при чему је ~ нека вредност између х и х0 , и то за све вредности х, 
такве да је х 1 <х< х0 . 

Ако се посматра интегрална крива у интервалу (х0 ,х2 ), (10) се 
помножи са у' dx и интегрише између граница х0 и х где је х0 < х < х2 , 
добија се 

(24) 
t2 х 

~ = Јлх)уу'dх = (/ -уб)~-t, 
Х о 

где је р вредност коју f(t) узима за t између х0 и х. Из тога се изводи 
једначина у облику (22) која важи за све вредности х такве да је 
х0 <х< х2 . 

Дакле, сваки позитивни полуталас може се написати у облику 

(22) и то за све вредности х садржане у интервалу (а, Ь). 
· Посматрајмо сада не'iаШиван полуталас. Како је извод у" позити­

ван дуж читавог полуталаса, он може да има само један минимум. Нека . . 
су х 1 и х2 краЈЊе тачке полуталаса и нека Је х0 апсциса минимума тог 

полуталаса. Када х варира од х 1 до х0 , ор дина та у је стално негативна 

и опадајуhа; за х које варира од х0 до х2 она је стално негативна ира­
стуhа. Дакле, у сваком од та два интервала (х 1 ,х0 ) и (х0 ,х2 ) производ 

уу' је сталног знака. Тада се на исти начин као и малочас можемо уве­

рити да негативан полуталас такође може бити представљен изразом 

(22) за све вредности х такве да је х 1 < х < х2 • 
Из тога произлази следеhа пропозиција. 

Сваки йолуШалас инШе'iрала у, било йозиШиван, било не'iаШиван, 

наg инШервалом (а, Ь) у коме је функција f(x) не'iаШивна, може се йиса­
Шиу облику 
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(25) у= Уо cosX, Х= (x-x0 )~-.f(~), 

zge се ~ налази из.меЬу х0 и х. 
Из тога следи да је полуталас у целости садржан између две криве 

(26) у= у0 cosX1 и у= у0 cosX2 , 

где Је 

(27) х] =(х- Xo)-fi\i, Xz =(х- Хо)Гм' 

при чему N и М означавају доњу и горњу границу од - .f(x) за х које 
варира од х1 до х2 • 

Из (25) следи 

(28) 

што показује да је gужина (х2 - х 1 ) било коz йолуШаласа веhа og Гм и 

7t 
.мања og -fj,j' 

Ако се за N и М узму доња и горња граница од - .f(x) у целом ин­
тервалу (а, Ь), види се даје: 

број йолуШаласа саgржаних у инШервалу (а, Ь) нај.мање је јеgнак 

броју јединица саgржаних у вреgносШи 

(29) 
(b-a)-fi\i _

1 
7t 

и највише је јеgнак броју јединица саgржаних у вреgносШи 

(30) 
(Ь-а)Гм 

7t 

што је сагласно са познатим Штурмовим резултатима. 

Поред тога, истим путем се може доhи до других Штурмових 

пропозиција о хомогеној линеарној једначини другог реда. 

4. Горе изложено може се применити и на једначину 

(31) у" +<р(х)у' +\jf(x)y =О. 
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Та једначина се познатом сменом 

(32) 

трансформише у 

(33) 

где функцијајима облик 

(34) 

из чега се закључује: 

--ч<рdх 
у= ze 2 

z" = .f(x )z, 

2 1 

.f(x) =~+_<.е_- \jf 
4 2 
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сваки реални иmue'lpaл јеgначине (31), ~иакав ga се йрви извоg og 

(35) 

анулира у некоЈ шачки х = х 0 из инШервала (а, Ь) у коме је функција 
(34) йозиШивна, може се найисаШи у облику 

(36) 

са 

(37) Х = (х- х0 )~/(~), 

'lge је ~ нека вреgносШ изме~у х0 и х, за сваку вреgносШ а < х < Ь. 
Интегрална крива се налази између две криве облика (36) где Х 

респективно има вредности 

(38) (х- x0 )J"ii или (х- х0 )Гм, 

при чему М и N имају претходна значења. 
Најзад, када је функција .f(x) не'lаШивна у посматраном интерва­

лу (а, Ь), интегрална крива осцилује, с обзиром да се састоји из полу­

таласа који су наизменично позитивни и негативни. 

Сваки йолуШалас, било йозиШиван, било не'lаШиван, може се на­

йисаШи у облику 

(40) 

са 
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Х = (х- х0 )~-.f(~), 

zge је ~ нека вреgносШ између х0 и х. 
Број полуталаса садржаних у интервалу (а, Ь) дат је у претходној 

пропозицији у којој бројеви N и М морају да се односе на функцију 
f(x) дефинисану изразом (34). 

Приметиhемо такође да се та разматраља примељују и на неке 
. h б ** типове нелинеарних Једначина, што е ити предмет другог рада. 

** Реферисано у FdM, В. 52, S. 439-440 (Grunsky) и Revue semestrielle, 1927, t. 
XXXIII; погледати и студију Милорада Бертолина, Примеgба у вези са јеgним ставом 
Михаила ПеШровиhа, Весник Друштва мат. и физ. НРС, Београд 1958, vol. Х, 1-4, стр. 
115-118. (пр. Д. Т.). 
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оiраничењима (Париз 1929). - Изiлеg насловне сйlране ориiиналне књиiе. 



ПРВИ ОДЕЉАК 

РАЗНЕ ВРСТЕ ПРВИХ ИНТЕГР АЛА 

1. Први итuеiрали без оiраничења. - Кад је дат неки израз F који 
зависи од независно променљиве х, непознате функције у, извода 

1 // (р) ф . ,- "{_ ' 11 • 
у ,у , ... ,у ункцще у по х и од по Iетних услова х0 ,у0 ,у0 ,у0 , ... , Једна-

чина 

(1) F = const. 

назива се првим интегралом диференцијалне једначине 

(2) f ( . 1 11 (n)) - о . х,у,у ,у , ... ,у - (n> р) 

ако F узима вредност која не зависи од х кад се у њој у замени општим 
интегралом једначине (2). 

Ово је уобичајена дефиниција првог интеграла, према којој се 

израз F своди на константу за сваки йосмаШрани йарШикуларни инШе­
iрал јеgначине (2). 

Тако, на пример, једначина другог реда 

у" (у+ 2ху') + 2у' 2 = О 

за први интеграл има 

уу' + ху' 2 = coнst. 

Диференцијална једначина конусних пресека 

има први итнеграл 
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y"s __ __::.. ____ = const. 
(3у"у<4) - 5у"'2 )3 

Исто тако, ако је дат систем једначина 

(З) 

йрвим инШеzралом ово2 cucilieмa назива се функција F претходне вр­
сте коју једначине (З) чине константном. 

Тако he, у случају каноничних једначина динамике написаних у 
облику 

(4) = dq,, -~= 
дН дН 

= dpll = dt 
дН ' 

др!/ дqll 

један први интеграл система бити свака функција 

<р (t,q1, .•• , q11 ; р1 ,р2 , ••• ,р11 ) 

која постаје константа због једначина кретања. На пример, у једно-
о о 

ставном случаЈу привлачења из непокретног центра постоЈе два прва 

интеграла - интеграл површина и интеграл живих сила. 

Познате опште методе доводе до првих интеграла проблема ди­

намике и чине видљивим њихове особине. Неке друге методе, које 

потичу од Бертрана, Масијуа, Бура, Мориса Левија и М. Кенигса, има­

ју за циљ обрнути проблем - тражење проблема динамике који допу­

штају дати први интеграл, на пример, неки алгебарски израз од 

Pl•···•PII· 
Познаваље једног или више првих интеграла за једну једначину 

или за систем једначина, поједностављује њихову интеграцију и испи­

тиваље њихових својстава. У опште, оно своди проблем интеграције на 

проблем тражења заједничких решења једне или више диференцијал­

них једначина, што омогуhује снижавање њиховог реда. Али, у неким 

општим случајевима, она пружа могуhност потпуне интеграције јед­

начине или система. 

На пример, уколико се зна један први интеграл 

(5) <р (х, у, у')= const. 

Једна чине 
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у"= .f(x,y), 

остатак интеграције завршава се квадратурама Јакоби. 
Једначина 

у"+ .f (х) у'+ \jf (х, у)= О 

може се потпуно интегралити помоhу квадратура чим се зна један њен 

први интеграл облика (5) Брасин. 
Једначине 

и 

_!]_ .f(x,y')+\jf(x,y) =О 
dx 

_!]_ .f(x,y')+\jf(x,y)y' =О 
dx 

имају исту особину Малмстен. 

Да бисмо указали на пример који се односи на системе једначина, 

нека је 

(б) {:~ :~~ ... ·.·.·:.~:~: .. ~.~ ... ·.·.· .'.~:'?. :. ~.~~.st. 
<p"(ql,··· ,q", Pl•··· ,р11 )- const., 

n првих интеграла каноничних једначина ( 4), независних од t, међу ко­
јима се налази и интеграл живих сила Н= const., и претпоставимо да 
једначине образују систем за који се све заграде (<pi,<pk) анулирају. Та­
да се може наhи n других првих интеграла помоhу квадратура Лиувил; 
од тих n првих интеграла, њих n - 1 не зависи од t, а један зависи од t . 
Тако се у примеру случаја централних сила знају два интеграла, а има 

их укупно четири; ако та два интеграла задовољаваЈу Једначину 

( <р 1 , <р 2 ) =О, решавање проблема може бити довршена према Луивило­

вој теореми, а то се, у ствари, и догађа. 

2. Први инШеzрали са оzраничењи.ма. - Прве интеграле претходне 

врсте дају изрази F који се своде на константу због посматраља дифе­
ренцијалне једначине или система једначина, било који йарШикуларни 

инШеzрал og ових ga је йо среgи. 
Но, поред таквих првих интеграла, умесно је разматрати друге 

који и.мају йо.менуШо својство са.мо за инШеzрале gиференцијалне јеg­

начине (или сисШе.ма) који исйуњавају gаШе услове у вези са аналити­

чком природом тих интеграла као функција или са интеграционим 

константама. 

Тако се, за опште типове једначина било ког реда (или система је­
дначина), може закључити, с обзиром на општа својства функција је-
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дне одређене аналитичке природе, да једна функција \ј! независно про­

менљиве х, функције у од х и од неколико извода функције у по х (а ко­

ја такође може зависити од почетних услова) своди на константу или 

на неку рационалну, алгебарску итд. функцију кад се у љој у замени не 

било којим интегралом диференцијалне једначине, него uнiTiezpaлuмa 

неке нарочzаuе аналzаuичке йpupoge. 

Могу се, на пример, посматрати први интеграли 'Р који важе само 

за интеграле диференцијалне једначине који би били целе функције од 

х, или униформне, мероморфне, алzебарске, јеgноаТiруко или gвосШру­

ко йериоgичне функције итд. Штавише, један такав први интеграл мо­

гао би бити у важности само за вредности независно променљиве које 

припадају одређеној области равни. 
Нека је, тако, .f= О једна алгебарска једначина по х, у, у', ... ,yl"! и R 

нека рационална функција од х, у, у', ... ,/"). Ако постоје три константе 
а, Ь, с, такве да три једначине 

(7) R -а = О, R - Ь = О, R -с = О, 
пошто се у њима у замени неким мероморфним интегралом једначине 

.f = О, имају само коначан број корена по х (због саме једна чине/= 0), 
диференцијална једначина имаће за први интеграл R =г (х), где је 
г (х) рационална функција од х, и то за сваки мероморфни интеграл у. 

Ако једначине (7) немају корена на коначном растојању, диференци­
јална једначина има за први интеграл R = const. Ово произлази из 
теореме г. Пикара о нулама униформних функција без засека. 

Исто тако, посматрајмо једначину .f = О, било ког реда, која не 
садржи х експлицитно и функцију R од у, у', ... ,ylq! која, пошто се у љој 
у замени мероморфним и gвосШруко йериоgичним интегралом јед­

начине/= О, нема нула ни полова на коначном растојању. Тада ће јед­

начина .f = О имати први интеграл R = const. за све интеграле овакве 
природе. Ово излази из чиљенице да мероморфна и двоструко пери­

одична функција не може бити у целој равни холоморфна и различита 

од нуле уколико се не своди на константу. 

Први интеграли без ограничења представљају једну врсту инвари­

јаната које се односе на све июТiеzрале једначине, каква год да је љи­

хова аналитичка природа. Први интеграли са ограничењима дају онда 

врсту инваријаната које се односе на оgређену класу umuezpaлa јеgна­

чина.f= О. 

3. КвалиШаLuивни йрви инШеzрали са оzраничењима.- Кад је реч 

само о реалним интегралима једначине / = О, може бити од користи 
разматрање једне друге врсте првих интеграла. Такав један интеграл 

изражавао би чиљеницу да се неки израз Ф, који зависи од х, у и од не­

колико извода функције у по х (при чему је могућа зависност и од по-
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четних услова), своди, због једначине I =О, не на константу не2о на је­
gну нейознаШу функцију е og х чије су квалzпuа~uивне особеносШи за х 
које варира између ogpef)eнe gве вреgносШ а и Ь йозна~uе. Ове особено­

сти могу се састајати у знаку функције е, границама у којима ова функ­

ција варира, постојаљу осцилација између х = а и х= Ь, конкавности 
или конвексности криве 

у=е(х) .... 

На пример, чиљеница да за х које варира између а и Ь, функција е 

варира између две познате вредности Л 1 и Л 2 (које су константне, или 
функције од х или од почетних услова) изражава се једначином облика 

Ф = е, а < х < Ь, Л 1 < е < Л 2 

која даје једну врсту квалиi:UаШивно2 йрво2 umue2paлa функције/= О, 
који важи за реалне, коначне и непрекидне интеграле једна чине .f = О у 
интервалу (а, Ь) за х, или можда за позитивне, монотоне итд. инте­

грале. 

Тако, на пример, једначина 

у' 2 + / = I (х) 

за своје реалне интеграле који ~асту почев од х = х0 и одговарају 
позитивној детерминацији израза I (х) има први интеграл 

у' +У - е 1 е г;:;2 х0 <х<+ оо, < < \1.!... 
л-w-, 

Једначина г. Пенлевеа 

у"= 6/ +х 
има, за своје реалне и у неком интервалу (а, Ь) за х монотоне инте­
грале, први интеграл 

у'2- У2- (у~- У62) =е 
, а< х< Ь, 2хо <е< 2х. 

у- Уо 

Једначина 

у"= (а +Ье-х'-/ )у, (а> О, Ь >О) 

за своје реалне интеграле, има први интеграл облика 

-оо< Х< +оо, а<е<а+Ь. 
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има, поред осталих, први интеграл за своје реалне интеграле 

-оо< Х< оо, м< 8 <оо, 

где је М неки позитиван број. 

У главама које следе показаћемо начине образоваља првих инте­

грала са ограничењима 'У и Ф за опште типове диференцијалних једна­

чина и њихових система. Указаћемо, исто тако, на корист која се може 

из ових извући у тражењу интеграла тих једначина општих или парти­

куларних, са одређеном аналитичком природом, као и у испитиваљу 

особености њихових реалних интеграла. 



ДРУГИ ОДЕЉАК 

ПОМОЋНЕ ТЕОРЕМЕ О 
ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИМ ЈЕДНА ЧИНАМА 

4. КаракйlерисШична йолиzонална кomuypa йолова инШе2рала. -
На почетку hемо подсетити на неколико йтuребних услова да инте­

грал неке једначине било ког реда има йокреШне полове, тј. полове 

који се мењају заједно са интеграционим константама. Полигонална 

контура, чију hемо конструкцију, помоhу експонената непознате фун­

кције и њених извода у члановима диференцијалне једначине, сада 

описати, у томе игра фундаменталну улогу. 

Нека је дата једначинаf =О реда р написана у облику 

i=s I <р; (х) уто; y'ml; y"m2; ... i")mP, = О, 
i=l 

где су m;k позитивни степени такви да за два различита индекса i и ј не 
важи истовремено 

при чему су <р; било какве функције од х. 

Формирајмо следеhих 2s позитивних целих бројева. 

(9) 

k=p 
М;= m0; +mli + ... +rnp; = Imи, 

k=O 
k=p 

N; = mli +2m2; + ... +pmp; = Ikmk;· 
k=O 

Повуцимо у равни две осе, осу бројева М и осу бројева N и обеле­
жимо s тачака (M;,N;), водеhи рачуна о томе да поред сваке од њих 
буде написан њен индекс i. Ако се две или више тачака подударе, по­
ред једне такве вишеструке тачке ставиhе се индекси свих тачака које 

су се у њој поклопиле. 
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N 

·D 

.. л" 
(w) ····· .. ~ 

(~) 

(а):··. 

! ···· .. ,!!,. 

1 

о м 

Слшш 1 

Конструишимо полигоналну контуру П конкавну према ОМ, 

затворену двема правама L1 и L2 управним на осу О М и самом том 

осам, а која у својој унутрашљости и на својој периферији садржи све 

тачке (М1 , N1 ), сем тога, све стране контура, осим осе ОМ и правих L1 и 

L2 , обавезно пролазе најмање кроз две тачке (M1,N1). Темена (а) и(~) 
контуре биће названа ексШремно Шеме десно и лево, а најудаљеније те­

ме од ОМ биhе Шеме со; ако постоји више од једног темена ОМ на истој 

паралели са ОМ, имаћемо такво десно и лево теме. 

Угао D~D' биће назван gоменом темена (~);угао D'~'D" доменом 
темена (~'); угао D"~"D"' доменом темена (~") , ... ; најзад, угао !!,.а!!,.' 

доменом темена (а). Рећи да је број Л саgржан у gомену некоz Шемена 

значи да се Л подудара са угловним коефицијентом праве која пролази 

кроз то теме и садржана је у углу који представља његов домен. 

Теме је са йозиШивним gоменом или са неzщuивним gомено.м пре­

ма томе да ли су вредности садржане у његовом домену позитивне или 

негативне. Сва темена лево од левог темена w су са позитивним доме­
ном; сва темена десно од десног темена w су са негативним доменом. 

Ставимо 

(10) {
Уо; = mli +m2; + ... +mpi• 

~ :i .. :. ~1·2·i. ~ -~~3-i. ~ .·: .· -~- :1.1 ~·i ' 
Ум- m"+I.i + ··· + mpi• 

а затим 

А, =ЛУо;(Л-l)У1;(Л-2)У2; ... (Л-р+l)У"-н, 

где је Л произвољан број. 
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Може се догодити да контура П има једно или више темена у ко­

јима се две или више тачака (М;, N;) подударају; таква темена наз­
ваhемо вuuteciiipyкuм йlеменима. Уочимо једно такво теме и нека су 

а 1 , а 2 , .•• , СХ 11 индекси чланова функције .f који су се у њему поклопили. 
Образујмо једначину 

(11) Аа 1 (ј)а 1 (а)+ Ла, (ј)а 2 (а)+ ... + Аа" (ј)а" (а)= О, 

где је а произвољан број. Она представља алгебарску једначину по А 

чији коефицијенти зависе од а; назваhемо је јеgначином йо Л повеза­

ном са вишеструким теменом (а 1 ,а 2 , ... ,а 11 ). Сваком вишеструком те­
мену одговара једна једначина по А облика (11). Таква једначина пове­
зана са једноструким теменом индекса i своди се на А; =О, тј. на 

АУ о; (А -l)Yii ... (А_ р+ 1) Yp-li = 0. 

Указаhемо на форме контуре П које одговарају неким општим 

типовима Једначина. 

Први йри.мер. -Нека је 

/ = Р(х,у)у" +Q(x,y), 

где су Р и Q полиноми по у, и нека су т и т' највеhи и најмањи експо­

нент степена променљиве у у Р, а п и n' аналогне величине за Q. По­
лином.fима две врсте чланова: 

1. чланове облика у'у" (i = т', т'+ 1, ... , т -1, т) који дају тачке 
М; = i + 1, N; = 2, смештене на правој N = 2; 

2. чланове облика/ (k=n',n'+l, ... ,n-l,n), који дају тачке 
Mk = k, Nk =О, смештене на оси ОМ. 

N 

2 .................... ~ . .---------;'Ш 

о п' m'+2 m+2 n м 

Слика 2 

Према томе, општи облик контуре П у овом случају представљен 

је сликом 2. На правој N = 2 налази се најмање једно теме; распоред и 
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број темена, као и облик контуре могу, уосталом, варирати. Ако је 

т = т', теме ro биhе двоструко; види се такође да контура може имати . . 
наЈвише Једно вишеструко теме. 

Дpyiu йри.мер. -Да би се добила контура П кад је 

.f =у"'' +р (х, у, у'), 

треба конструисати контуру П' за Р(х,у,у'); затим спојити десно теме 

w ове контуре са тачком S (М = v, N = 21)) правом D и спустити из S 
нормалу L\ на ОМ. 

N m 

2 -------·---, 

Ј - г ------ ---
Ако је крајње лево теме кон­

туре П' лево од L\ или на .6., кон­
туру П образују праве .6., D, страна 
од П' са негативним доменом и 

једним одсечком осе ОМ; ако је 

крајље лево теме десно од L\, 
страна L\ биhе замељена правом 

о ј 

Слика 3 

m+l n М која спаја тачку S са тим крајњим 
теменом. Када је, на пример, 1! = 1 
и 

Р(х,у,у') = Р(х,у)у' +Q(x,y), 

задржавајуhи претходна значења за т, т', n, n', имаhемо један или 
други од следеhих облика контуре (сл. З и 4), према томе да ли је n' >О 
или n' = О. Види се да контура не може имати вишеструких тачака. 
Облик контуре може се мењати, али теме ro увек остаје на правој 
N=2. 

N 
2 .......... ~ 

су: 

Tpehu йри.мер.- Нека је 

F =Р (х,у") + Q (х,у). 

Постоје две врсте чланова. То 

1. чланови са y"i (i = т', ... ,т), 
о 1 nнl n м који дају тачке Mi = i, Ni = 2i, рас-

поређене на граничној правој Л = 2; 
Слика 4 2. чланови са / (k =n', ... ,n), 

који дају тачке Mk = k, Nk =О, рас­
поређене на оси ОМ. 

Општи облик контуре приказује слика 5; он може варирати, али 
теме ro увек се налази на правој N = 2 т. 
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5. Довољни услови за нейро.мен- N 
љивосШ йолова и нула инШе2рала. - 2т 

Веза контуре Р са половима интеграла 

диференцијалне једначине састоји се у 

следеhем. 

Нека је х = а пол реда Л једна чине 
Ј= О. У његовој околини може се писа­

ти 

(12) y=(x-ai'<p(x), 

Л= негативан цео број, 
О п' т' т 

где је <р(х) функција која тежи ка од- Слика5 

ређеној, коначној и од нуле различитој 
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11 м 

граници кад х тежи ка а. Заменимо овај израз за у, као и одговарајуhе 

изразе за изводе ове функције, у полиномуЈ; резултат ове замене мора 

идентички бити једнак нули за свако х из околине тачке х = а. Са 
ознакама из претходног параграфа, општи члан израза/добија облик 

(13) 

где је (Џх) полином по 

(14) <р (х), (х- а) <р'(х), ... , (х- a)l' <р(Р>(х) 

у коме нема члана који зависи једино од <р(х). 

Уочимо у Ј скуп Т чланова за које је експонент ЛМ; - N; степена 
х- а издвојеног као фактор најслабији. Да би чланови са индексима у, 

Б, Е, ... припали скупу Т, потребно је и довољно да буде истовремено 

(15) лмr- Nr = лм8 - N8 =лм Е- NE = ... , 

(16) ЛМу -Ny <ЛМ; -N;, 

кад се индексу i дају све целе вредности од 1 до s различите од индекса 
чланова који припадају скупу Т. 

У слов (15) може се написати у облику 

Л= Ny-N'6 = N'6-NE = 
Му -М8 М'6 -МЕ 

(17) 

одакле се види да Л мора бити једнак углавном коефицијенту праве 

(у, Б) која спаја тачке (М, N) са индексима у и Б, и да се тачке које одго­
варају различитим члановима из Т морају налазити на тој правој. 
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С друге стране, вредност Л М; - N;, кад се у њој Л замени вредно­
шhу (17), представља ординату у почетку S;.л., са измељеним знаком, 
праве која пролази кроз тачку (М;, N;) и има угловни коефицијент Л. 
Одатле, да чланови са индексима у, 8, Е, ... припадају скупу Т потребно је 
и довољно да: 

1. тачке (М, N) са индексима у, 8, Е, ... буду на истој правој и да Л бу­
де једнако углавном коефицијенту те праве; 

2. ордината у почетку праве (у, 8) буде веhа од ординате било које 
од права паралелних са (у, 8) које прелазе кроз тачке (М, N) што се не 
налазе на правој (у, 8). 

Ако су све тачке (М, N) једноструке, правац сваке праве (у, 8) је 
потпуно одређен и за те тачке услов (15) може бити испуњен само за 
једну вредност Л. Али, ако је тачка вишеструка и одговара, рецимо, ин­

дексима i, ј, k, .. , правац правих (i, ј), (ј, k), ... је неодређен а услов (15) је 
испуњен за било коју вредност Л; за ове тачке остаје само да се про­

вере неједнакости (16). 
Овде интервенише контура П полинома I и, како је за х= а и за 

сваки индекс i 
lim е i (х) = о ' 

једноставно расуђивање1 доводи до следеhе теореме. 

Теоре.ма 1. - Кад год интеграл једна чине .f = О који садржи једну . . 
или више интеграционих константи има полове КОЈИ се мењаЈу са тим 

константама, испуњен је један или други од следеhих услова: 

1. кoнiiiypa П и.ма јеgну или више сШрана са не2.шuивни.м цели.м 
у2.ловни.м коефtщијенlТi.и.ма, а peg йола јеgнак је јеgно.м og тих коефицz.t­
јенаlТi.а; 

2. конШура П и.ма јеgно uли вшие вutueaupyкux iUе.мена са не2.а­
Шивни.м gо.мено.м и LТi.аквих ga јеgначина йо Л која оg2.овара ово.м Ше.ме­
ну и.ма нај.мање јеgан корен који не зависи og а и јеgнак је неко.м цело.м 
броју саgржано.м у gо.мену исШо2. Llle.мeнa; peg йола Шаgа је јеgнак јеg­
но.м og Шаквих корена. 

Kag ни јеgан ни gpy2.u og ових услова није исйуњен, йолови инШе-
2.рала не .мењају се са ит-иuе2.рациони.м консШанiliа.ма. Такав је, на при­

мер, случај кад је десно теме m у исти мах крајње десно теме и при том 
је оно једноструко, или, уколико је вишеструко, одговарајуhа једначи­

на по Л нема ниједан корен претходне врсте. 

1 М. Petгovitch, Suг les zeгos et les inf/nis cles integгales des equations dijjeгentielles a(~e­
hгiques, Gautl1ieг-Vi11aгs, Paris 1894, р. 109. 
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АналиШичка Ш ео рија gиференцијалних јеgначина сйе~(ификује uog 
овим условима вреgносШи х које мо2у бий1и ci"iiaлнu йолови итuе2рала 
gшue јеgначине. 2 

Посебно, кад нису испуљени услови 1 и 2 теореме, сваки пол ин­
теграла у подудара се било са неким кореном. било са полом бар једне 

од функција <pi(x), било са једним од корена по а извесне једначине по 
Л. Прецизније: 

нека је ћ индекс десног темена, /1 1,/12, ... индекси темена која се 
налазе десно од темена со и од којих свако у свом домену садржи нај­
мање један негативан цео број (ако таквих темена има). Тада: 

а. кад год је Л негативан цео број садржан у домену једног од 

jegнoaupyкux темена 111,112 , ••• , или пак темена (11) под претпоставком 
да је вииtесШруко, пол х= а анулира ону од функција <pi(x) чији је ин­
декс једнак индексу оног темена у чијем је домену садржано Л, или 

чини бесконачномједну од преосталих функција <pi(x). 
Ь. Кад год је Л негативан цео број садржан у домену једног од 

вишеструких теме на 11 1, 112 , .•• , или теме на (17) под претпоставком да ј е 
вишеструко, пол х =а је било један корен по а једначине по Л која се 

односи на то теме (чији домен садржи Л), када се у тој једначини Л за­

мени неким од негативних целих бројева садржаних у домену темена, 

било вредност која чини бесконачним неке од функција које не одго­

вараЈу овом темену. 

Претпоставимо да једначина .f = О не садржи експлицитно х. Ако 
интеграл у има пол, он има и бесконачна много њих који варирају за­

једно са интеграционом константом која се сабира са х. Да би тако 

било, потребно је да контура П има бар једну страну са угловним ко­

ефицијентом једнаким неком негативном целом броју и да ред Л пола 
буде једнак једном од ових коефицијената; или да постоји једно или 

више вишеструких темена таквих да једначина по Л има негативне це­

ле корене садржане у домену темена (тада је Л једнако једном од тих 

корена). Ако нијеgан og ових услова није исйуњен, инШе2рал нема 
йолова. 

Довољно је применити претходне резултате на једначину доби-

јену од једна чине I =О заменом у са _!_ да би се добили аналогни искази 
у 

који се оgносе на нуле интеграла. Уосталом, инваријантност нула може 
се установити и непосредно, разматраљем страна са позитивним угло­

вним коефицијентом и темена са позитивним доменом контуре П јед-

начине/= О. 

2 М. Петровиh, !ос. cit., стр. 89-90. 
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У случају једначина првог реда, услови променљивости или не­

променљивости полова и нула интеграла у исти мах су једноставнији и 

потпунији. У том погледу имамо следеhе теореме.з 
Теорема 2.- Да инШе?рал у јеgначине f =О има йолове који се ме­

њају са инШе2рационо.м консШанШо.м, йтuребно је и gовољно ga og2o­
вapajyha кomuypa и.ма нај.мање јеgну сШрану чији је у2ловни коефици­
јент не2аШиван цео број. 

Ако Шај услов није исйуњен, йолови июuе2рала не .мењају се са 

инШе2рациони.м консШанШа.ма и подударају се са неким од нула функ­

ција <р;(х) или од тачака у којима оне узимају бесконачне вредности. 
Ближе речено, пол he бити нула функције qЏх), или тачка бескона­
чних вредности осталих функција <р;(х), где /1 означава индекс темена 
контуре П које одређује ред пола. Ако су, специјално, све функције 

<р;(х) целе, пол је нула функције <р11 (х), а ако је <р 1,(х) константа, инте­
грал нема коначних полова. 

Теорема З. -Да се нуле цело2 pega инШе2рала јеgначине f = О не 
.мењају са инШе2рационо.м консШанШо.м, йтuребно је и gовољно ga кон­
Шура П нема нијеgну сШрану чији је у2ловни коефицијент йозиШиван 

цео број. 

Овакве нуле подударају се било са нулама функције <р1,(х) (где 11 
означава индекс оног темена чији домен садржи број А једнак реду по­

ла), било са тачкама у којима неке друге од функција <р;(х) узимају 
бесконачне вредности. 

Теорема З може се такође исказати у облику у коме се не појав­

љује контура П. Кадаједначину.f= О напишемо у облику 

(18) 

важи следеhа теорема. 

k=m 
L.fk(x,y)y'm-k =О 
k=O 

Теоре.ма 4. - ПоШребан и gовољан услов ga се нуле инiйе2рала у 
не .мењају са консШанiйо.м инiйе2рације је ga, каg се оgсiйране зајеgни­
чки факiйори функција fk(x,y), свако fk, се.м f0, саgржи као факiйор yh 
са ћ?: k. 

Кад је тај услов испуњен, коначне нуле интеграла у подударају се 

са нулама функције .f0 (x,O), или са тачкама у којима друге функције 
fi (х, О) узимају бесконачне вредности. 

Расуђиваље које, у аналитичкој теорији једначина првог реда, 

доводи до йоiйребних и gовољних услова за инваријантност нула и по­

лова интеграла не може се у читавом свом облику проширити на ал-

3 М. Петровиh, Јос. cit., стр. 23-24. 
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гебарске једначине вишег реда. То, с једне стране, долази од тога што 

за Једначине вишег реда трансцендентни сингуларитети интеграла мо­

гу варирати са интеграционим константама, што се не дешава у случа­

ју једначина првог реда. С друге стране, у случају једначина првог реда, 

све детерминације извода у' су познате алгебарске функције од у за ко­

је се могу наhи циркуларни* корени и испитати начин на који се сваки 
од тих корена понаша у околини тачке х = х0 , у = у0 . 

У опште узев, ово више не важи за једна чине више г реда. Инте­

грал, као и љегов извод, може постати неодређен за било које вредно­

сти х0 ; он може имати засеке који се мељају са интеграционим кон­

стантама, а такође и сингуларне линије неаналитичности које се исто 

тако мељају са константама. Ове тешкоhе онемогуhују проширеље 

методе која успева у случају једначина првог реда. 

Али, за циљ који смо себи поставили у овом раду довољно нам је 

познаваље gовољних услова за инваријантност йолова и нуле цело2 

pega интеграла у претходном облику, који дозвољава, код разматраних 
типова диференцијалних једначина, да се лако установи јесу ли они 

испуљени. 

Приметимо још да се ови gовољни услови преносе на системе јед­

начина било ког реда, а посебно на једначине динамике.4 

* Или: циклични (прим. прев.). 
4 М. Petrovitch, Remaгques SUI" les equations de !а Dynamique et suг /е moU\Iement tauto­

ci7ГOne; Аmегiсап Journ. of Mathem., vol. ХVШ, n• 2, рр. 135-144. 



ТРЕЋИ ОДЕЉАК 

ПРВИ ИНТЕГРАЛИ КОЈИ СЕ ОДНОСЕ НА 

МЕРОМ ОРФ НЕ ИНТЕГР АЛЕ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНЕ 

ЈЕДНА ЧИНЕ 

6. Принций мeLuoge. - Теореме које смо изложили у ономе што 

претходи а односе се на полове и нуле интеграла диференцијалних јед­

начина, заједно са неколико ставова опште теорије функција, омогуhу­

ју, у пространим класама случајева, да се нађу први интеграли који се 

односе на мероморфне интеграле једначине (било да су ови партикула­

рни, било да зависе од извесног броја интеграционих константи), да се 
упрости тражење тих мероморфних интеграла, па чак и да се сви они у 

потпуности израчунају у неким погодним партикуларним случајевима. 

Оно што непосредно следи заснива се на следеhе две леме које се 

односе, прва на тражење мероморфних интеграла уопште, а друга на 

тражење двоструко периодичних мероморфних интеграла. 

Ле.ма 1.- Нека је 

(19) f( . ' (р))-0 . х,у,у , ... ,у -

алгебарска диференцијална једначина, у један мероморфни интеграл 

једначине (19) и 

(20) R(x,y,y', ... ,y(qJ) 

рационална функција од х, у, у', ... , y<qJ . Ако се могу наhи три константе 
а, Ь, с такве да три једначине 

(21) R- а = О, R - h = О, R - с = О 

(пошто је претходно у у R замењено посматраним интегралом) имају 
само коначан број корена, јеgначина (19) за овакве у има јеgан йрви zm­
Luezpaл облика 

(22) R(x,y,y', ... ,y<q>) =;·(х), 

zge је I (х) нека рационална фунюџtја og х. 
Ако једначине (21) немају корена, први интеграл постаје 
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R ) = COПS't. 
излаэи из о 

3асека. 

се, под у цела ОД Х, 

дне константе а и Ь такве да 

Я ·-а = О, R - Ь :::: О 

саNю коначан U.fiM1 за своје целе инiйе-

йрви инiйе2рал облика 

(25) R(x,y,y 1
, ••• ,y<q)) = Р(х), 

2ge је Р( х) йолино.м og х. 
Најзад, ако једначине (24) немају корена, йрви инй1е2рал йосiйаје 

(23). 
Ово је последица теореме г. Пикара о нулама целих функција. 
Ле.ма 2. -Нека је 

(26) Ј ( 1 (р))- о у,у, ... ,у -

алгебарска диференцијална једначина са константним коефицијенти­

ма, у .меро.морфан и gвосiйруко йериоgичан интеграл једна чине (26) и 

(27) R( 1 (q)) 
у,у , ... ,у 

рационална функција од у, у', ... , y<q) са константним коефицијентима. 
Ако се функција R, због једначине (26), не анулира ни за једну ко­

начну вредност променљиве х, или ако она нема коначних полова, јеg­

начина (26) има за своје .меро.морфне и gвосiйруко йериоgичне инiйе-
2рале йрви инiйе2рал 

(28) R = const. 

Ово следи из Лиувилове теореме о нулама и половима меромор­

фних и двоструко периодичних функција. 

Примена ових лема доводи до првих интеграла облика 

(29) R = г(х), R = Р(х), R = const. 

Уколико је такав један интеграл познат, тражење интеграла у 

претпостављене аналитичке природе своди се на заЈедничка решења 

двеју диференцијалних једначина, што се врши диференцирањима и 

елиминацијама узастопних извода функције у. 

Тада се појављују два случаја. 
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Први случај. - Поступак се завршава долажењем до једначина 

нултог реда, а онда се ствар своди на елементарни проблем налажења 

заједничких решења две алгебарске једначине; ова решења сада су 
обавезно алгебарска по х. Сваки мероморфни инШеzрал Шаgа је рацио­
налан. 

Друzи случај.- Функција 1· (х), Р (х) или константа у првим инте­

гралима (29) могу се изабрати тако да се једначине из низа (4), почев 
од извесног ранга т, своде на идентитете. Сваки заједнички интеграл 

једначина (1) и (29) је интеграл једначине (т- 1); јеgначина (1) не 
може имаШи gpyzиx мероморфних ит-пuеzрала сем оних gефинисаних са 

(т- 1). Да би их једначина (1) имала, потребно је и довољно да их има 
једначина (т- 1) и да међу тим интегралима има оних који задово­
љавају (1). Тражење мероморфних (па, према томе, и целих) интегра­
ла задате једначине своgи се, gакле, на Шакво ~uражење за јеgну јеgна­

чину ниже2 pega. 
Ако, на пример, ова последња једначина садржи само х, у, у', за­

дата једначина не може имати као интеграле друге мероморфне тран­

сценденте, осим оних дефинисаних једначинама првог реда (то сура­

ционалне функције ОД Х, ИЛИ ОД еах, ИЛИ ОД Sll ах И СП ах). 

Ако последља једначина садржи само х,у,у',у", моћи ће се, на 

пример, методама г. Пенлевеа, које се односе на једначине другог реда, 

установити да ли једначина f = О до пушта мероморфан интеграл који 

алгебарски зависи од две интеграционе константе. У том случају ће се 

тај интеграл израчунати било алгебарски, било квадратурама, било 

интеграцијом једне линеарне једначине трећег реда. 

Подсетимо да се први интеграли без ограничења могу сматрати 

једном врстом инваријаната које се односе на све инШеzрале једначине, 

било каква да је њихова аналитичка природа. Први интеграли претхо­

дне врсте били би онда инваријанте које се односе на оgреЬену класу 

инШеzрала. Са тог становишта, разлика између те две врсте инварија­
ната подсећа на разлику која постоји између две врсте инваријаната у 

теорији линеарних једначина, између оних које је разматрао Алфен, а 

које важе каква год да је природа функција које улазе у супституцију, и 

инваријаната специјалније природе, којима се бавио Поенкаре, код ко­

јих функције које улазе у супституције нису било какве, него рацио­

налне по х. 

7. Неколико Шийова које gойушШају алzебарске йрве 

инШеzрале за њихове мероморфне инШеzрале. - Показаћемо како се 

долази до разматраља првих интеграла претходне врсте и како се могу 

формирати општи типови једначина за које се могу препознати такви 

интеграли. 
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I;Ieкa је R(x,y,y', ... jqJ) дата рационална функција од х,у,у', 
... ,y:q. са константним али неодређеним коефицијентима а 1 ,а 2 , •.. ,ak. У 
датоЈ Једначини 

(30) F ( 1 (р))- о х,у,у , ... ,у -

извршимо смену 

1 
z=--

R-a 
(31) 

(где је а неодређена константа), узимајуhи z за нову функцију. Нека је 

i=s 

(32) \jf(x,z,z', ... ,z(s)) = L \ji;Z"0 z'"1 ... z(s)"p+q-J 

i=l 

нова Једначина, где су \ј!; п олин о ми по х, а 1 , а 2 , ... , ak и а. 

Претпоставимо да је конструисан скуп д тачака (М, N) који се 
односи на (32) и нека је 

(33) 

скуп тачака који представља део скупа д и такав да, кад се његове 

тачке искључе, преостали скуп не испуњава ниједан од услова теоре­

ме 1 (стр. 172) 
Kag zog јеgначина 

(34) \ј/ 1, 1 = О, \ј/ 1" = О, ... , \ј!;,. = О 
- Ј 

за најмање Шри вреgносШи а 1 , а 2 , а3 йарамеШра а има сисШем решења 
йо а 1 , а 2 , ... , ak која не зависе og х, јеgначина (30) за своје мероморфне 
инШеzрале има йрви иншеграл 

(35) R(x,y,y', ... ,/q)) = г(х), 

zge је I(x) рационална функција og х и 2ge се симболи ak, који фиzури­
шу у R, замењују Шим сисШемом решења. 

Јер, уколико је у мероморфни интеграл једначине (30), интеграл z 
једначине (32), који му одговара, такође је мероморфна функција, а 
ако се параметар а замени једном од вредности а 1 , а 2 и а3 , неодређени 

коефицијенти а; у R вредностима нађеним као решења система (34) 
ишчезавају чланови једначине (32) који одговарају скупу тачака (33). 
Контура П једначине (32) не испуњава услове теореме 1, што значи да 
се полови интеграла z не мења]у са интеграционим константама и ану­
лирају или чине бесконачном најмање једну од функција \ј/;, одакле се 
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изводи закључак да је број тих полова ограничен. Одавде излази да и 
једна чине 

R-a1 =0, R-a2 =0, R-a3 =0 

имају само ограничен број корена. Према томе, израз 

R ( ' (q)) х,у,у , ... ,у ' 

кад се у њему у замени неким мероморфним интегралом једначине 

(30), своди се на рационалну функцију од х, што је и требало доказати. 
На исти начин доказује се следеhи став. 

Kag 2og јеgначине (34) бар за gве вреgносШи а 1 и а2 йарамеШра а 
имају сисШем решења а 1 , а 2 , ... , ak независан og х за целе инШе2рале 
јеgначине (30) йосШоји йрви инШе2рал 

R = Р(х), 
2ge је Р неки йолином og х. 

Kaga х не фи2урише ексйлициШно у јеgначини (30), йолином Р 
своgи се на консШанШу. 

8. Случај јеgначина йрво2 pega.- У случају пространих класа јед­
начина првог реда могуће је формирати изразе R који зависе од неза­
висно променљиве х и од једног или више партикуларних интеграла 

у1 ,у2 ,у3 , ... оgреЬене аналиШичке йрироgе, а своде се за те интеграле на 

ал2ебарску или рационалну функцију од х, или пак на консШанШу. Ода­

тле се онда могу извући закључци о природи ових интеграла Yk• о броју 
таквих међусобно различитих интеграла (наиме, оних који нису пове­
зани никаквом алгебарском релацијом са алгебарским коефицијенти­

ма од х) итд. 
Пример који следи даће нам о томе одговарајућу идеју. 

Посматрајмо једначину 

(А) у'= Р(х,у), 
Q (х,у) 

где су Р и Q полиноми по у редом степена т и т', са коефицијентима 
који су алгебарске функције од х, и размотримо њене униформне инте­

грале. 

Да би једначина могла имати ШрансценgенШне униформне инте­

грале, потребно је, према једној познатој теореми, да изрази Р и Q буду 
рационални по х; они се, дакле, могу сматрати полиномима по х. Шта­

више, одговарајућом хомографском трансформацијом увек се може 
постићи да једначина задовољи услов т= т'+ 2, који hемо стога сма­
трати испуњеним. Тада је у = оо обична вредност, што he реhи да је, ако 
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се стави у=.!., интеграл z (х), који за х= х0 узима вредност z =О, холо­
z 

морфан у околини тачке х= х0 (произвољно изабране). 
1) Претпоставимо онда да алrебарска једначина по у 

(В) Q(x,y)=O 

има више og gва различита корена У; = <р;(х) и нека су 

било која три од тих корена; они, уосталом, могу бити гране једне исте 
алгебарске функције. 

Униформан интеграл у једначине (А) нема засека и може имати 
само извесне есенцијалне сингуларитете који су унапред познати; нека 

је х= а такав један сингуларитет. Ако је х= а уједно и критични сингу­
ларитет функција <р 1 , <р 2 и <р3 може се, свакако, ставити 

(а) х-а=~'' 

(где је v цео број) тако да <р 1 , <р 2 и <р 3 постану три униформне функције 
од ~ у околини тачке ~=О; оне се стога увек могу сматрати униформ­
ним у околини тачке х = а. 

С обзиром на ово, посматрајмо израз 

Пошто се у њему униформни интеграл у замени његовим изразом 

по х, R ће постати функција z(x) која, уз изузетак неколико фик­
сираних вредности променљиве х у ограниченом броју, узима три вред­

ности О, 1 и оо, само за вредности х које су респективно корени јед­
начина 

у (х)- <р 1 (х)= О, у (х)- <р 2 (х)= О, у (х)- <р 3 (х) =О. 

Но, ови корени су, исто тако, изузетне вредности за х у коначном 

броју. Функција z(x) би, дакле, била функција која има тачку х= а као 
есенцијални сингуларитет, при Чему би била униформна у домену те 
тачке и у њеној околини би вредности О, 1 и оо узимала само коначан 
број пута. Функција z(x), према томе, не може имати есенцијалних 

сингуларитета (коначних ни бесконачних); она је, дакле, рационална 
функција ,. (х), тако да ћемо имати 

R(x,y) = r(x). 
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Одавде се изводи закључак да јеgначина (А) нема унифор.мних 
ШрансценgенШних umue2paлa. 

2) Претпоставимо да једначина (В) има само gва различиШа ко-
р ена 

и ставимо 

z = у- <р] . 
у- <р2 

Функција z(x) није нужно униформна, јер <р 1 и <р2 не морају бити 
рационалне функције; али ако је х = а критична тачка функције z, то 
потиче од тога што је она алгебарска критична тачка функције <р 1 или 
<р 2 , па ћемо стога, после трансформације (а), бити сигурни да he 
функција z бити униформна у околини тачке z =О. 

Под том претпоставком образујмо диференцијалну једначину пр­

вог реда са непознатом функцијом z и нека су z1 и z2 оне две функције 

од х које одговарају двама униформним интегралима у1 и У2 једначине 
(А). Посматрајмо израз 

!.1.. = (у 1 -<р 2 )(У2 -<р 1 ) = R(x,y
1
,Y2). 

Z1 (yl-<pl)(y2-<p2) 

Када се у њему у 1 и У2 замене одговарајућим изразима по х, овај израз 
he бити извесна функција од х са коначним бројем вредности и без есен­
цијалних сингуларитета- коначних и бесконачних. Јер, кад би тачка 

х = а била есенцијални сингуларитет за R, с обзиром на трансфор­
мацију (а), може се увек претпоставити да је та функција униформна 

око тачке х= а. Затим, разматрањима сличним онима која смо управо 

изложили доказује се да се R може изједначити са О, 1 или оо само за 
коначан број вредности променљиве х у околини тачке х= а. Дакле, 

х= а није есенцијални сингуларитет функције R, па стога важи следеће: 

R(x,y1,Y2) = алгебарска функција од х. 
Одатле излази да јеgначш-tа (А) не .може и.маШи gва различиШа 

унифор.мна ШрансценgенШна инШе2рала. 

3) Претпоставимо да једначина (В) има само један корен 

у= <р(х) 

и ставимо 

1 z=--. 
у-<р 

Нека су у 1 ,У2 и у3 три униформна интеграла једначине (А), а z1,z2 

и z3 одговарајући интеграли једначине по z. Посматрајмо израз 
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Како је функција <р рационална, R је униформна функција од х без за­
сека, па се, као у претходном случају, доказује да три једна чине 

R = О, R = 1, R = оо 

имају само коначан број корена; дакле: 

R(x,y1,J2,y3 ) =рационална функција од х. 

Одавде следи да једначина (А) не може имаШи вшие og gва ра­
зличиШа униформна ШрансценgенШна инШеzрала. 

4) Ако Q не садржи у, (А) је Рикатијева или линеарна једначина. 
У првом случају, могу постојати 1, 2 или 3 различита униформна тран­
сцендентна интеграла; у другом случају може их бити 1 или 2. 

Иста расуђиваља и исти закључци могу се поновити. 

За по х униформне интеграле једначина 

F (х, у, у')= О, 

где је F полином који је несводљив по х, у и у' а нултог рода по у и у'. 
В. За по (х, Х) униформне интеграле једначина 

Ф(х,Х,у,у') =О, 

где је Ф полином који је несводљив по х, Х, у, у' и чији је род један, два 

или три, при чему су х и Х везани неком алгебарском релацијом 

<р (х, Х)= О; или чак, општије, за све једна чине хиперелиптичке врсте. 

9. Тийови јеgначина које имају йрве umuezpaлe за мероморфне и 
gвосШруко йериоgичне umuezpaлe Ших јеgначина. - Кад је дат општи 

тип диференцијалне једначине 

(36) f( 1 11 (р))-0 . у,у ,у , ... у - , 

која је било ког реда а не садржи експлицитно х, може се поставити 

задатак одређиваља, у извесној мери, једна чине које припадају таквом 

типу, а могу их задовољити мероморфне двоструко периодичне функ­

ције, као и оне које не могу припадати тој категорИЈИ Једначина. 

Најпре, претходна разматраља доводе до следећег става. 

Kag zog јеgначина (36) има мероморфне и gвосШруко йериоgичне 
инШеzрале, она йосеgује cлegeha својсШва: или конШура П за функцију f 
има бар јеgну сШрану са уzловним коефю~ијенi:Uом који је неzаШивт-t 

цео број, или она има најмање јеgно вuиtесШруко йlеме Шакво ga ogzo-



р +Q =0 

р и (l пошшоми 
са негативним угловнvнvi КС:iеС!)ИПИ1еi1ПОМ .и да 

"'т износи -"" --, види се да 
n·-m 

с.:: 4 или n = б, а 
ИТ,Ц. 

да 

р 

р 

не м.оrла има'rи 

полинома Р 

+·Q =0 

i'VH)HOГPAФH.IA 

са целим негативним кос:;фицијентом и да је он 

посматране врсте за-

хтева д;а nzp ~- n+ 1- ш. ће бити ефективно ин-

таквим на пример, ако је р = З, т = 1 и n = 1 
а коефицијенти полинома Р и Q су било какви. 

. ' 
Је реч о Једначини 

.f (у,у') =О, 
да она била интеграбилна мероморфним и двоструко периодичним 

функцијама, потребно је да њена контура П има бар једну страну чији 
је угловни коефицијент негативан цео број и такође бар једну страну 

са угловним коефицијентом који је позитиван цео број, као и да нема 

страна чији су угловни коефицијенти разломљени бројеви. 

Проучавање контуре П која одговара једначини.f =О било ког ре­

да пружа доста начина да се формирају типови једначина које допу­

штају, за мероморфне и двоструко периодичне интеграле ових (уколи­

ко они постоје, прве интеграле претходне врсте). 



овом одељку бавиhемо се ~штегра-

= е, а < х < Ь, А 1 < е < Л2 • 

интеграл изражава чињеницу да се израз Ф, који зави­

у и од неколико извода функције у по х (а може такође зависи­

ти од почетних услова), с обзиром на дату диференцијалну једначину 

Ј= О, или на дати систем (!), своди на неку непознату функцију 8 од х 
која, кад х варира између вредности х= а их= Ь, узима само вредности 

између познатих граница А 1 и А2 (које су константне или функције од 
х, или од почетних услова). 

Ако таква чињеница постоји само за реалне интеграле у подвр­

гнуте извесним условима, на пример, да су коначни, непрекидни, пози­

тивни, монотони, растуhи, осцилаторни итд., у интервалу (а, Ь) незави­

сно променљиве х, једначина (44) даје јеgан квалиШаШиван йрви uт-nue­
zpaл са оzраничењима за једначину Ј= О или за систем (ј). 

Мада један интеграл ове врсте не изражава неку прецизну мате­

матичку чињеницу, он зато не указуЈе ништа мање на извесну окол­

ност која би могла допринети испитивању интеграла дате једначине и 

чак понекад водити до прецизних резултата КОЈИ се односе на извесна 

специфична својства ових интеграла. Посебно, такви први интеграли 

дају, у великом броју случајева, доњу и горњу границу којима остаје 

обухваhен интеграл у док х варира у посматраном интервалу. Они, 

исто тако, омогуhују да се изведу закључци који се односе на реалне 

нуле интеграла, на њихов број у посматраном интервалу, на њихов 

распоред у том интервалу; затим на максимуме и минимуме интеграла, 

као и на његове начине рашhења са х. У опште узев, први интеграли, 

такви да (44) омогуhује испитивање квалитативних особености инте­
грала у, могу да послуже као моhан ослонац у третирању проблема не­

приступачних за поступке строгих рачуна. 
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Намеравамо да ово укратко покажемо за неколико типова дифе­

ренцијалних једначина и система који имају прве интеграле једноста­

вних облика. 

ОсобеносШи ш-tШе'iрала у садржане у облику йрво2 инШе'iрала 

Ф=8. 

' Облик L = е. - Постојање првог интеграла облика 
у 

(45) у' = е, а < х < Ь, А < е < В 
у 

непосредно доводи до следећег резултата: за сваку вредност промен­

љиве х садржану у интервалу између а и Ь, реални интеграл који за 

х = х0 узима вредност у = у0 може се написати у облику 

(46) 

који истиче на видело чињеницу да се интеграл не анулира ни за једну 

реалну вредност х садржану у интервалу (а, Ь) и да је он у том интер­

валу стално садржан између 

Ако је овај интервал (0, оо), интеграл тежи нули или расте као еах 
(где је а позитивна константа која припада интервалу између А и В), у 
зависности од знака бројева А и В. Сличне чињенице јављају се у слу­
чају кад интервал (а, Ь) има границе- оо и О или О и+ оо. 

Као пример једначина које имају први интеграл облика ( 45), 
навешћемо једначину 

(47) 

где су <р и \ј! било какве функције које су коначне и позитивне у неком 

интервалу (а, Ь) променљиве х. Кад се уочи да за те вредности за х и за 

било коју вредност за у вредност израза 

~<р2 + \jf2y4 

<р+ \ј// 

. ћ 1 1 . 
остаЈе изме,;У граница -fi и , долази се до првог интеграла Једначине 

(47) (за све њене у посматраном интервалу реалне и позитивне инте­
грале): 



ПРВИ ИНТЕГРАЛИ СА ОГРАНИЧЕЊИМА 

а< х< Ь, ~ < е < 1 или а < х < Ь, 

према детерминацији корена. 

Једначина 

у'= (а +be-x'-v' )у (а> О, Ь > 0), 

за све своје реалне интеграле, као први интеграл има 

у' = е, -оо < х < оо, а < е < а+ Ь. 
у 

В. Облик (у'± у) <р= е. -Први интеграл облика 

1 -1<8<--
Jl 

(48) (у'+у)<р=е, а<х<Ь, А<е<В 

187 

(где је <р функција од х) повлачи следећу чињеницу: за сваку вредност х 

садржану између а и Ь реални интеграл који за х = х0 узима вредност 
у = у0 (где је а < х0 < Ь) може се написати у облику 

у = е-(х-хо)[Уо + ее-·'о Ј~ dx] . 
-'о 

У том интервалу за х, он је стално садржан између 

и 

одатле се лако изводе закључци КОЈИ се односе на ток интегралне кри­

ве, на начин њеног рашћења, на нуле интеграла, на његове максимуме 

и минимуме, ... , у зависности од природе дате функције <р. 
Аналогни закључци могу се извести из првог интеграла облика 

(49) (у'-у)<р=е, а<х<Ь, А<е<В, 

у ком случају се може написати 
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геометрије и механике. 

детерЈ\П!.н:ацију израза ..Ј f (х) , по 
у интервалу (а, Ь) промен-

'"'""'·'"'"""' интеграл КОЈИ за х = х0 узима вред­
одређености ради, да се дата тачка 

М (х0 ,у0 ) налази изнад х-осе; ова тачка мора се налазити у области D, 
смештеној између х-осе и криве у= ..J.t (х), јер би у супротном посма­
трана грана интегралне криве била имагинарна. 

Кроз тачку М 0 пролазе две гране интегралне криве, од којих је 

једна позитивна и растућа Ј], са вредношћу угловног коефицијента 

тангенте у М 0 

а друга У2 је позитивна и опадајућа, са угловним коефицијентом тан­
генте у М0 једнаким 

ове тангенте се поклапају кад тачка М 0 лежи на кривој 

y=..Jf(x). 

Грана У1 за први интеграл има ( 48), где је 

1 
А= -fi' в= 1, 

што значи да се она у интервалу (а, Ь) стално налази између кривих 

х 

у= Уое-<х-хо) + ~ Ј ех ..J.f (x)dx, 

х о 

х 

у= Уое-(х-хо) +е-х f ex..J.r (x)dx о 
Х о 

Грана У2 за први интеграл има (49), са 

<р= ..J.t (х) , 
1 

А= -1, 
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па се, према томе, у интервалу (а, Ь) стално налази између ...... ,лшп.,," 

х 

у= Уоех-хо -е-х f ех ~.f (x)dx, 

ха 

х 

у= Уоех-хо _:е;;. Ј ex~.f(x)dx. 
х о 

Кроз тачку М6(х0 ,-у0 ), симетричну са тачком М0 у односу на 
х-осу, исто тако пролазе две гране интегралне криве, од којих је једна 

И1 негативна и опадајуhа, а друга И2 негативна и растуhа; оне су редом 
симетричне, у односу на осу х, са кривама Ј] и У2 , па није тешко напи­

сати њихове једна чине у претходном облику. 

Када је интер вал (а, Ь) раширен до бесконачности, оно што пре­

тходи чини очигледним начин рашhења интеграла у кад х бесконачна 

расте, даЈе податке о распореду нула итд. 

/1 

С. Облик L = 8. - Посматрајмо први интеграл облика 
у 

(50) 
у" - = 8, а < х < Ь, А < 8 < В. 
у 

Лако је уверити се да, ако су А и В коначни бројеви, интеграл у, 

чија се коначност и непрекидност у интервалу (а, Ь) претпоставља, не­

ма реалних нула одређеног реда различитог од јединице, а ни полова 

одређеног коначног реда. Заиста, у околини једне такве вредности 

х = а реда k имали бисмо 

(51) у= (x-a)k<p(x), 

где <р не постаје ни нула ни бесконачност за х = а, па се онда лако уста­
новљава да производ (х- а)2 8 тежи ка граници k(k- 1) за х= а; како је, 
због коначности функције 8, ова граница нула, закључујемо да мора 
бити k = О или k = 1. Одавде излази да у мења знак сваки пут кад х про­
лази кроз неку нулу између а и Ь. 

Разликоваhемо сада следеhа два случаја. 

Први случај. А> О, В> О.- Нека је х= х0 једна вредност промен­
љиве х која је садржана у интервалу (а, Ь) и која анулира извод у' као 
његова једнострука нула. Како су, према (50), функције у и у" истог 
знака за сваку вредност х из интервала (а, Ь ), интеграл у не може у 
интервалу (а, Ь) имати ни позитивних максимума ни негативних мини-
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мума. Према томе, уколико је са у0 означена вредност коју у узима за 
х= х0 : 

1) ако је у0 > О, у у тачки х = х0 достиже позитиван минимум; за 
вредности променљиве х између а и х0 интеграл је позитиван и опада­
јући, а за х између х0 и Ь он је позитиван и растући; 

2) ако је у0 < О, у у тачки х = х0 достиже негативан максимум; за 
х између а и х0 интеграл је негативан и растуhи а за х између х0 и Ь 
негативан је и опадајуhи. 

У сваком случају, промена знака извода наступа само за х= х0 . 

Множећи једначину ( 50) са у' dx, интегралећи затим између гра­
ница х и х0 , где Је а< х< х0 , и водећи рачуна о томе да је уЬ =О, до­

бија се 

(52) 
t2 хо 

--т= Ј Oyy'dx. 
х 

Како производ уу' не мења знак између граница интеграције, позната 

теорема о средњој вредности примењена на десну страну једнакости 

(52) претвара ову у једначину 

у' 2 =8(у5-/), А<О<В, 
одакле се добија 

(Р) 

где Је 

х 

(Q) Х = Ј Је dx = (х- х0 ) Л, 
х о 

чему је Л извесна вредност између квадратних корена најмање и 

највеће вредности коју узима фактор е кад х варира између х и х0 • 
Ако се, међутим, једначина (50), претходно помножена са y'dx, 

интеграли између граница х0 и х, где је х0 < х < Ь, добија се 

t2 х 

~=Ј Oyy'dx, 
Х о 

па како уу' не мења знак између граница интеграције, поново се до­

лази до једнакости (Р) и (Q) са х0 <х< Ь. Одатле излази следеhи ре­
зултат. 
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Ако је дата диференцијална једначина било ког реда која за своје 
у извесном интервалу (а, Ь) променљиве х реалне, коначне и непреки-
дне интеграле у допушта интеграл облика 

11 

L = 8, а < х < Ь, А < 8 < В, А > О, В > О 
у 

сваки иншеграл у овакве йрироgе, се извоg анулира у некој Шачки 

х= х0 саgржаној у инШервалу (а, Ь ), може се найисаШи у облику 

е(Х-Хо)А + е-(Х-Хо)А 
у=уо ==уосh(х-х0 )Л, 

2 

zge је Л нека вреgносШ саgржана између кваgраШних корена најмање и 
највеhе og вреgносШи коју узима факШор в каg х варира између х0 и х, 
и Шо за сваку вреgносШ а < х < Ь. 

Интеграл се, према томе, налази између 

и 

за сваку вредност х из интервала (а, Ь ). За вредности променљиве х 
ближе броју х0 интеграл је обухваhен параболама 

које пролазе кроз тачку (х0 , у0 ). 

Све ово примењује се, на пример, на линеарну једначину 

y"=.f(x)y 

у сваком интервалу (а, Ь) у коме функција .f (х) стално позитивна. 
Вредности А и В су најмања и највеhа од вредности које узима функци­

ја .f (х) у овом интервалу за х. 
У случају једначине 

у" + <ру' + 'I'Y = О, 
која, после смене 

-Ч <pdx 
у= ze 2 , 

прелази у 



4 

у такав да се I1t3BOД 

анулира у некој тачки х = х0 садржаној у пп·'Nдћ''" 
функција (53) позитивна, може се написати у 

где је 

У= (х- х0 )~.f (~), 

МОНОГРАФИЈЛ 

у 

при чему је ~ извесна вредност између х0 и х, и то за сваку вредност 
а< х< Ь. 

Једначина п-тог реда 

[x2k + y2k + y'2k + ... + y<n> 2
k ]у"_ [х2 + у2 + у'2 + ... + y<n> 2 ]у= 0 

допушта, за све своЈе реалне интеграле, први интеграл 

11 

L = е, -оо < х < оо, 1 < е < (п+ l)k-l, 
у 

што произлази из чињенице да се вредност односа 

(а 1 +а2 + ... +ap)k 
k k k 

а 1 +а2 + ... +ар 

(са позитивним бројевима а;) увек налази између 1 и р н. Одатле 
излази да је сваки реалан интеграл, који је коначан и непрекидан у 

извесном интервалу (а, Ь) променљиве х, стално обухваhен границама 

и 

Уо [ех-х0 +е-(х-х0 )] 
2 
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Други случај. А< О, В< О.- Штурмове методе, примењене на јед­
начину 

(54) у"= еу, се< о), 

доводе до резултата према коме, у довољно широком интервалу (а, Ь), 

реалан, коначан и непрекидан интеграл у има осцилације око х-осе и 

мења знак сваки пут када се анулира. Интегрална крива састоји се од 

полуталаса КОЈИ су наизменично позитивни и негативни. 

Посматрајмо најпре један йозиШиван полуталас. Према (54'), 
будуhи да је други извод у" негативан дуж тог полуталаса, овај може 

имати само један максимум. Нека је х = х0 вредност променљиве х за . . . . 
КОЈУ Је таЈ максимум достигнути нека су х1 и х2 вредности за х коЈе 

одређују крајеве полуталаса. 

Кад х варира од х 1 до х0 , интеграл је стално позитиван и растуhи; 

за х које варира од х0 до х2 , он је стално позитиван и опадајуhи. У 
сваком од интервала (х 1 , х0 ) и (х0 , х2 ) производ уу' задржава исти 

знак. 

Посматрајмо интегралну криву у интервалу (х1 , х0 ). Множеhи 

једначину (54) са у' dx и интегралеhи је потом у границама од х до х0 , 

где је х 1 <х< х0 , добија се 

(55) 
t2 хо 

-~=Ј eyy'dx. 
х 

Како уу' не мења знак између граница интеграције, (55) повлачи 

у' 2 = (уб- /)е,, 

где е, означава извесну вредност између најмање и највеhе апсолутне 

вредности М1 и М 2 које узима фактор е кад х варира од х до х0 . Ода­

тле излази 

и то за све вредности х такве да је х 1 <х< х0 . 
Посматрајмо сада интегралну криву у интервалу (х0 , х2 ). Множе­

hи једначину (54) са y'dx и вршеhи интеграцију између граница х0 и х, 
где је х0 < х< х2 , добија се 

t2 х 

~=Ј eyy'dx, 
.ха 

одакле поново излази једначина (55), те је онда једначина (56) ( х0 <е< 
< х) такође задовољена за све вредности х такве да је х0 < х < х2 . 
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Дакле, сваки позитиван полуталас може се приказати у облику 

(56), и то за сваку вредност х такву да је х 1 <х< х2 • 

Размотримо сада један неzаГйиван полуталас. Како је извод у" 

позитиван, полуталас може имати само један минимум. Нека су х 1 , х2 
и х0 редом две краЈње апсцисе и апсциса минимума овог полуталаса. 

Док х варира од х 1 до х0 , интеграл у стално је негативан и опадајући; 

за х које варира од х0 до х2 он је стално негативан и растући. Произ­
вод уу' има, према томе, сталан знак у сваком од интервала ( х 1 , х0 ) и 

( х0 , х 2 ). Одатле се онда, на претходни начин, изводи следећи закљу­
чак: негативан полуталас обухваћен интервалом (а, Ь) може се прика­

зати формулом (56). 
Одатле излази следеhи резултат: 

За сваки йолуШалас, йозиШиван или неzаШиван, обухваhен июuер­

валом (а, Ь) важи формула 

(57) у= Уо cos(x-x0 )A, 

zge је А нека вреgноаu измеf)у кваgраШних корена најмање и највеhе 
вреgноаuи М и N које узима айсолуШна вреgноаu функције 8 каg х 
варира измеf)у х 1 и х 2 • 

Из ( 57) излази 
n 

х 1 =х0 --, 
2/с 

n 
х2 = Хо +-, 

2/с 

што значи да се дужина х2 - х1 полуталаса налази између 

Помоћу овога могу се доказати различити већ познати ставови о 

броју и расподели реалних нула интеграла у у интервалу (а, Ь). 

Види се, такође, да је сваки полуталас функције у обухваћен две­

ма кривама 

у= Уо cos(x- x0 )ffi, у= Уо cos(x- х0 )Гм. 

За вредности променљиве х блиске вредности х0 , оне се налазе 

између две параболе 

y=yo[l-~ (х-х0 ) 2 Ј y=yo[l-~ (х-х0 ) 2 ] 
које пролазе кроз тачку (х0 ,у0 ). 

Ови ставови непосредно се могу применити на линеарну једна­

чину 
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у"=/(х)у 

за сваки интервал (а, Ь) променљиве х у коме је функција .f (х) негати­
вна. Улогу вредности М и N тада играју доња и горња граница функци­
је .f (х) у том интервалу. 

У случају једначине 

која се интеграли помоhу осцилирајуhих елиптичних функција, при че­

му је (а, Ь) интервал (-оо,+ оо), као први интеграл добија се (50), где 
улогу величине М из претходних разматрања игра а. Дужина полута-

ласа мања је од Ја, одакле излази да број полуталаса садржаних у ин-

тервалу (а, Ь) није мањи од највеhег целог броја садржаног у вредности 

(b-a)J(i 

n 
Једначина 

такође има први интеграл облика (50); улогу величина М и N при том 
играју а и а + ~-

Општи интеграл једна чине 

у" + <ру' + 'VY = О 

за сваку вредност х, која функцију 

чини негативном, може се написати у облику 

-Ч !ј) dx Гi[f:\ 
у=у0е 2 cos(x-x0 )1f.f(~), 

где је ~ нека вредност између х0 и х. Сваки полуталас интегралне кри­
ве налази се између кривих 
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где су N и М најмања и највеhа апсолутна вредност функције .f (х) у ин­

тервалу (а, Ь). Дужина одговарајуhег полуталаса налази се између Ги 

1t 

и rн· 
Једначина 

за све реалне интеграле, има први интеграл 

11 

L =е, -оо< х< оо, -(n+li-1 <е< -1, 
у 

из кога се види да сваки реалан, коначан и непрекидан интеграл у има 

неограничен број осцилација и да при том број полуталаса обухваhе­

них произвољним интервалом (а, Ь) није мањи од броја целих бројева 

садржаних у (Ь- а), а није веhи од броја целих бројева садржаних у 
1t 

k-1 

1+ (b-a)(n+l) 2 
• 

1t 

С. О целим функцијама са којима се gовоgи у везу неки йрви инШе-

" 2рал облика L =е.- Међу многим последицама чињенице постојања 
у 

квалитативног интеграла облика 

11 

L = е, -оо < х < оо, - N < е < -М, М > О, N > О, 
у 

указаhемо на следеhе које се односе на целе интеграле једначине или 
система. 

Јеgначина, или сисШе.м, не .може и.майlи за инШе2рал у нијеgну целу 

функцију нулШо2 poga. 
Да бисмо ово установили, подсетимо се Штурмовог става, према 

" коме, ако у неком интервалу (а, Ь) за х однос L стално остаје мањи 
у 

од одговарајуhе вредности извесне функције ll (х) и уколико v означа­
ва било који интеграл једна чине 

v" -ll (х) v =О, 
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између две узастопне једноструке нуле функције v, садржане у инте­
гралу (а, Ь ), налази се бар једна нула функције у; ако у и v имају у ин­
тервалу (а, Ь) заједничку нулу х= ~. тада променљива х док расте почев 
од вредности ~ не наилази на неку нулу функције v а да пре тога не 
наиђе на нулу функције у. А како је 

узастопне реалне нуле функције у расту, по апсолутној вредности, са 

својим или бројем нajвuULe истом брзином као нуле интеграла 

v = sinxГм 
Једна чине 

v" +Mv =О, 

које саме расту истом брзином као њихов ранг. Ред чији су чланови 

реципрочне вредности модула реалних нула функције у биhе, дакле, 

дивергентан, а он he онда, поготову, бити такав кад се допуни чланови­
ма који потичу од имагинарних нула функције у, што свакако значи да 

род функције у никад није нула. 

Овај род, увек једнак јединици или од ње веhи, јеgнак је јеgиници, 

на пример, у случају једначине 

уу"'- у' у" =о 

која, за осцилаторне интеграле у = а sin (Ь +ех), има први интеграл 
11 

L = -с 2 (с- реална константа). 
у 

У вези са овим, доказује се следеhи општи резултат чији је само 

специјални случај претходни пример. 

Сваки инШе2рал у који не.ма и.ма2инарних нула или их и.ма са.мо у 

о2раничено.м броју и.ма коначни йроизвоg йри.марних факШора pega 
јеgан. 

Ово излази из Штурмовог става, према коме, ако је у интервалу 

" (а, Ь) однос L стално веhи од одговарајуhе вредности неке функције 
у 

Л (х) и ако и означава било који интеграл једна чине 

и" -Л(х)и =О, 

тада се између две узастопне једноструке нуле функције и, садржане у 

интервалу (а, Ь), налази највише једна нула функције у; ако у и и имају 
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у (а, Ь) заједничку нулу х=~. променљива х, док расте почев од вред­
ности ~ не може наиhи на нулу функције у а да претходно не наиђе на 
неку нулу функције и. А како је 

11 

L=в>-N 
' 

у 

узастопне реалне нуле расту по апсолутној вредности, нај.мање uauo.м 

брзино.м као нуле интеграла 

и= sinx-fii 
Једна чине 

и"+Nи=О. 

А како оне истовремено расту нajвuute исто.м брзино.м као нуле 
функције v, оне и.мају peg величине свог ранга n. 

Ред чији су чланови реципрочне вредности квадрата модула реал­
них нула функције у, дакле, конвергира; а он he имати исто својство 
кад се допуни члановима који потичу од имагинарних нула. Овим је 

тврђење доказано. 

Одавде такође излази: 

Kag гоg неки t<eo итuеграл у и.ма канонички йроизвоg poga р > 1, 
овај итuеграл и.ма бесконачна .много реалних и бесконачна .много има­

гинарних нула; .моgули имагинарних нула paauy исто.м брзино.м као 
(р+ 1)-ви корен њиховог ранга. Ако би они расли мањом или веhом 

брзином. род би био веhи. односно мањи од р. 

12. Квалиmаmивни йрви инmеграли за сисmе.ме јеgначина. - Си-

сте м 

(60) dxi = х. ( · 1 2 3 ) , 1 = , , , ... ,n 
dt 

симултаних једначина са n непознатих функција х 1 , х2 , ••. , Х11 независно 
променљиве t, где су Xi функције од xi у t, може имати, за своје реал­
не, коначне и непрекидне интеграле xi, прве интеграле облика 

(61) Н = в, а < t < Ь, М1 < в < М 2 , 

где је Н одређена функција једне или више функција xi и независно 
променљиве t, као и извода од xi по t, а такође може зависити од по­
четних услова. 

Тако, на пример, кад год се међу једначинама (60) налази једна 
или више једначина облика 

(62) 
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где је .fk функција од функција xi и променљиве t, која је већа од фик­
сираног позитивног броја М за било које реалне вредности које у њој 

фигуришу, систем има исто толико првих интеграла облика 

_1 dxk =е, 
xk dt 

-оо< t <оо, М<е<оо 

који имају за последице различите особености интеграла у: интеграл 

xk, који за t = t0 узима вредност xk,O, за сваку реалну вредност t већи је 
по апсолутној вредности од 

Х eM(/-to). 
k,O , 

он, затим, нема реалних нула итд. 

Исто тако, кад год је један од израза 

(или више њих) за а< х< Ь функција са горње стране ограничена не­
гативним бројем N а са доње негативним бројем М, систем има исто то­
лико првих интеграла облика 

_1_ cl
2
xk =е 
2 , а< х< Ь, -М< е< -N, 

xk dt 

а то има за последицу осцилаторну природу интеграла xk, постоЈаље 
реалних нула овога интеграла у интервалу (а, Ь) чији број није мањи од 

целог дела броја 

(Ь -a)f=N 
n 

а није већи од целог дела броја 

(Ь-а)~ 
1+ ' .... 

n 

Такав је, на пример, случај система 

dx 
- 1 =Мх +Nx dt 1 2> 

dx 
-

2 =Рх +Qx dt 1 2> 

где су М, N, Р и Q функције од t везане релацијом 
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dN +N(M +Q) =О, 
dt 

при чему се функција 

dM +Mz+NP 
dt 

стално налази између два фиксирана негативна броја. 

У случају система 

(63) 
dx 
-1 -ахх dt - 1 2 З• 

МОНОГРАФИЈА 

(где су а 1 , а 2 и а3 константе), који се јавља у проблему кретања чвр­
стог тела и који се интеграли помоhу елиптичних функција, добија се 

(64) 

као и аналогне Једна чине за х2 и х3 • 

Кад су бројеви а2 и а3 истог знака. израз (64) могао би се анули­
рати за неку вредност t = t0 само ако би истовремено било х2 =О и 
х3 =О. Но. једначине (63), с обзиром на одговарајуhу теорему егзи­
стенције, имају јединствени систем интеграла х1 , х2 и х3 који су холо­
морфни у околини вредности t = t0 и анулирају се за исту вредност 

променљиве t. С друге стране, због једначина (63) и свих које се из њих 
добијају узастопним диференцирањима, сви изводи функције х 1 били 
би једнаки нули за t = t0 , па би интеграл х1 , који се анулира за t = t0 , 

био, дакле, идентички једнак нули. Интеграли х2 и х3 не могу се, сто­
га, истовремено анулирати; десна страна једначине (64) онда за сваку 
вредност t по апсолутној вредности остаје веhа од неког позитивног 
броја М, тако да систем има први интеграл 

(65 _!_ dz х 1 = е 
Х1 dt 2 

' 

-оо < t < оо, -м < е < оо или -оо < r < оо, -оо < е < -м 

(према томе какав је заједнички знак за а2 и а3 ), што повлачи 
претходно поменуте последице. 

Ове чињенице су, уосталом, само специјални случајеви једне оп­

штије чињенице, о којој he бити речи у ономе што следи. 
Према једној значајној теореми гг. Апелрота и Лагутинског5 , сва­

ки сисШем алzебарских gиференцијалних јеgначина било коz pega може 
се свесШи на сисШем облика 

5 Communications а Ја Societe mathematique de Mosou (Recuei1 mathem., t. 23, 1902; t. 27, 
Ј 909; t. 32, 1924). 
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(66) 
dy. 
_1 =у.ф. 
dt 1 1 

(i = 1,2, ... ,т), 

'ige је Ф линеарна форма 

Ф;= aliyl +az;Yz + ... +amiYm 

са консШанШним коефицијенШима am.i јеgнаким целим бројевима који 
нису мањи og -1. 

Г. Апелрот је чак редуковао линеарне форме Ф; на оне чији су 
сви коефицијенШи јеgнаки 1 или О (loc. cit.). 

Штавише, ове редукције се врше сменама непознатих функција 
без смене независно йроменљиве. 

На пример, систем 

dx 
-1 -хх dt - 2 З> 

dx 
- 2 --хх dt - 1 З> 

dx ____]_ = k2 х х dt 1 З> 

који задовољавају три елиптичне функције 

х1 = snt, х2 = cnt, Хз = dnt, 
кад се стави 

d 
у 1 = -logx1, 

dt 

d 
У2 = -logx2 , 

dt 

d 
Уз= -logx3 , . dt . 

своди се на систем 

dy, 
dt =у, (-у,+ У2 +Уз), 

dYz dt = У2 (у, - У2 +Уз), 

dуз - у (у + у - у ) dt - з 1 2 3 • 

Теорема гг. Апелрота и Лагутинског отвара широке могуhности 

за примене претходних резултата. 

Тако, на пример, једначина ( 66) показује да, ако је у 1 , Yz, ... , Ут је­
дан систем у интервалу (а, Ь) коначних интеграла, тада за сваки од тих 
интеграла посТОЈИ први интеграл 

l_ dy; = 8 а < t < Ь, А < 8 < В, 
У; dt , 

где су А и В фиксиране количине, што повлачи следеhе последице. Ни­

један интеграл система нема реалних нула у интервалу (а, Ь) (штавише 

ни имагинарних нула у било ком кругу холоморфности); сваки инте­

грал у (а, Ь) стално се налази између две експоненцијалне функције 
Селr и Се 81 итд. 
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Диференцирањем једначина (66) по t, добија се 

(67) d2yi -
dt2 -У; Н;, 

где је Н; извесна квадратна форма по УЈ, У2, ... , Уп са константним ко­
ефициј ентима. 

С друге стране, форма Н; је збир квадрата т функција линеарних 

по УЈ, ... , Ут, при чему је број т највише једнак броју n: 

Н; = 1\z + Yz2 + ... + У,,~. 

Kag гоg су линеарне функције Yk реалне, а јеgначине УЈ =О, ... , 
Ут = О нису међусобно сагласне, сиаuем ( 66) има йрви июuеграл 

.l d2yi =е 
У; dt 2 , 

-оо< t <оо, 

гgе је М фиксиран йозшuиван број. 

м< е< оо, 

Ниједан интеграл У; система тада није осцилаторан; сваки инте­

грал У; који је (заједно са своја два прва извода) коначан и непрекидан 
за сваку коначну вредност променљиве t, а почев од извесне вредности 
за t, расте остајући позитиван, или опада остајући негативан. 

Kag гоg линеарне функције Yk, за реалне вpegнoauu YJ,y 2 , ... ,yn, 
узимају чиаuо имагинарне вpegнoci71u а јеgначине УЈ =О, ... , У111 =О су 
међусобно несагласне, cucLlieм (66) има йрви инШеграл 

.l d
2

yi = е -оо < t < оо, -оо < е < -м, 
У; dt2 , 

гgе је М йозиГйиван број. 

Сваки интеграл У; који је коначан и непрекидан (заједно са своја 
прва два извода) за сваку реалну вредност t осцилаторан је, са неогра­
ниченим бројем осцилација око нуле. Ако је он цела функција од t, 
њен род је већи од нуле итд.** 

** При коришhељу ове монографије консултовати и последљу Петровиhеву ра­
справу Adition ou memoiгe SUI' les equations dijjel"l'ntielles al,r;Њгiques, PuЬI. de ] 'Institut math., 
Belg1-ade 1947, t. I, рр. 1-4.- Изложена монографија је веома опширно приказана и ко­
ментарисана у FdM. В. 55, S. 863-865 (М. Pinl). Одредницама из ове кљиге користили су 
се Д. С. Митриновиh, Нови случајеви инГйе2рабилтТiеtТiа Јеgне gиференцијалне Јеgначи­

не йрво2а pega, СКА, Глас, кљ. CLIV, Београд 1933, стр. 145-152, као и М. Бертолино, 
Pгocedes de 1' encadгement des so!utions des equations dijjeгentielles, Весник Друштва мат. и 
физ. НРС, 9 (1957), 3-4, стр. 261-268. -Поменимо да јеД. С. Митриновиh међу својим 
последљим радовима објавио полемички чланак о Петровиhевим резултатима у овој 

монографији: Михаило ПеГйровиh и АйелроlТiова Шеорема PuЬlikacion Електротехни­
чког факултета број 2, 1991. година, стр. 95-99 (пр. Д. Т.). 



АРИТМЕТИЧКЕ ОСОБИНЕ 
ИНТЕГР АЛА ЈЕДНЕ КЛАСЕ 

ДИ Ф ЕРЕНЦИЈАЛНИХ ЈЕДНА ЧИНА* 

1. Уочимо класу бескрајно много диференцијалних једначина об-
лика 

(1) [ " ( ) ' Ь _,.У] дФ ху'2 дФ О 
ху +х-а у+ е -+----= 

дУ у ду ' 

где су променљиве у и У везане међу собом датом алгебарском релаци­

ЈОМ 

(2) 

и где Је 

Ф(у,У) =О 

1- dy 
у --d, 

х 

То су једначине другога реда, ал2ебарске по 

(З) \. ' /1 
х, е·, у, у, у 

и по параметрима а и Ь. 

Таква би, на пример, била једначина 

' 12 
ху" +(х- а) у'+ ье-·'у- .:2'__ =о 

у 

која одговара функцији 
ф= у -у, 

илиЈедначина 

* Српска краљевска академија, Глас, кљ. CLXIII. Први разред, књ. 80, Београд, 
1934, стр. 71-87. М. Петровиh је ову расправу саопштио у Академији природних наука 
26. децембра 1933. 
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[ху" +(х- а) у'+ ье--'.[17 ](1- у 2 )- хуу' =о 

која одговара функцији 

Ф = У2 
- у2 -1 итд. 

Свака og Шаквих јеgначина може се инШе'iралиШи йомоhу кваgра­
Шура. Овде he бити показано да свака од њих има ову интересантну 
аритметичку особину. 

Да би јеgначина имала бескрајно мно'iо својих инШе'iрала, са јеg­

ном йроизвољном итuе'iрационом консШанШом, а чија је асимйШоШ­

ска вpegнoCLu у( оо) јеgнака йочеШној вреgносШи у(О) инШе'iрала или ра­

зличиШа og ове, йрема Luoмe ga ли је а + 1 неки йозzиuиван осовни број 
или йозиШиван сложени број, йтuребно је и gовољно ga инверзија 

(4) у= <p(z) 

Абелово'i итuе'iрала 

(5) z =Ј dy 
у' 

везано'i за релацију 

(б) Ф(у,У) =О, 

буgе йериоgична функција йроменљиве z и ga консШанШа Ь има за вреg­
носй1 

(7) Ь = aro 
а +l' 

'ige ro означава елеменi71арну йepuogy функције <p(z). 
Да бисмо то доказали, ставимо да је 

dy = clz 
у ' 

одакле Је 

у' = dz = z' 
У dx ' 

па се из тога добија да је 

(8) у"- у' ~ - Yz" = О, 

где Је 
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Пошто је 

одакле је 

једначина (8) даје 

Према релацији 

биће 

У'= dY. 
dx 

дФ , + дФ У'= О 
ду у дУ ' 

дФ 

У'- ду 1 

-- дФ у' 

дУ 

"+ х 12 дФ у 11 дФ 
ху -у -=х z -. 

у ду дУ 

у'= Yz 1 

(х-а)у1 дФ =(х-а)Уz1 дФ 
дУ дУ' 

па деобом једначине (1) са 

ова се своди на 

(9) 

удФ 
дУ 

11 ( 1 ь х xz + х- а) z +-е- = О. 
а 

Првом интеграцијом једна чине (9) добија се 

(10) z' =е-·'( С'ха + ~) 
(где је С' интеграциона константа), а одатле је 

(11) 
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z =!е-х( С' ха + ~) dx +С 

(где је С друга интеграциона константа). 
Ако је, дакле, ( 4) инверзија Абеловог интеграла (5), општи инте­

грал једначине (1) биће 

(12) у= <р (и+ С), 

где је, краткоће ради, стављено да је 
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(13) u = fe-x(c'x" + !!_) clx. 
о а 

Почетна и асимптотска вредност интеграла су 

у(О) = <р(С), 
у(оо) = <р(С + А0 ), 

где Је 

Једнакост вредности у (О) и у (оо) своди се на 

(15) 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

Да би то било, потребно је и довољно да функција <р (z) буде перио­
дична и да Ла буде производ елементарне периоде (Ј) те функције са ка­

квим целим бројем. Овај последљи услов биће испуљен када су испу­

љена следећа три услова: 

1) да буде 

(16) 

2) да је 

(17) 

С'=~· 
a+I' 

Ь = а(Ј) . 

а +1' 

З) да цео позитивни број а+ 1 буде основан број. 

Кад су услови 1) и 2) испуљени, у (оо) ће се разликовати од у (О) 
кад год је а+ 1 неки сложен број; то је последица Вилсонове (Wilson) 
аритметичке теореме. 

Као што се види, инШеzрали јеgначине (1) који имају йомену~uу 
ариШмеШичку особину, gaШu су обрасцем 

(18) 

zge је С йроизвољна консШанШа, а <р инверзија инШеzрала (5). 
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2. Мењајући алгебарску функцију Ф добија се бескрајно много ди­
ференцијалних једначина другога реда које састављају класу (1). Тако, 
на пример: 

1) функцији Ф облика 
ф =У-у 

одговара 

дФ = 1 
дУ ' 

дФ = -1· 
ду ' 

према томе, једначина (1) облика 

(19) 
' t2 

ху" +(х- а) у'+ Ье-ху- !L___ =О; 
у 

Абелов интеграл (5) има облик 

а његова инверзиЈа Је 

z =Ј cly = logy, 
у 

одговарајући интеграли (18) су облика 

(20) 

2) функцији Ф облика 
ф= у2- /-1 

одговара 

~~=2У=2~, 
дФ 
дУ= -2у, 

према томе, једначина (1) облика 

(21) [ху" +(х- а) у'+ ье-х~](l- /)- хуу' 2 =о 

Абелов интеграл ( 5) има облик 

z =Ј ћ = aгcsiny, 

са инверзиЈом 
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у= sinz; 
одговарајуhи интеграли (18) су облика 

(22) у= sin[c +~ {е-х(х 2 +l)c/x]; 
а+ 10 

3) функцији Ф облика 
ф= у2- д.(у), 

где Је 

д.(у) = (1- /)(1- k2
/), о< k < 1, 

одговара 

према томе, једначина (1) облика 

(23) [ху" +(х- а) у'+ 2Ье-х ~д(у)]д (у)- [(1 + k2
) ху2 - 2k2 xi] =О; 

Абелов интеграл (5) има облик 

z- f dy 
- ~д(у)' 

са инверзијом 

у= snz, 

а одговарајуhи интеграли (18) су облика 

(24) у= sn[c +~ {е-х(х2 +l)clx], 
а +lo 

где Је 
l 

(Ј)= 4f dy 
о ~д(у). 

3. Из свега овога види се да iloauoje gиференцијалне јеgначине 
F = О gpy2o2a pega, ал2ебарске йо 

Х, ех, у, у', у" 

и йо јеgно.ме йара.меШру а, чији инШеzрали и.мају навеgену ариШ.меШи­

чку особину. 
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Елиминацијом експоненцијалне функције ех из двеју једначина 

dF 
F=O и -=0 

dx ' 

долази се до јеgначине Шpehe'ia pega, ал'iебарске йо 

(25) 1 11 111 

Х, у, у' у ' у ' 

чији инШе'iрали имају исШу ариШмеШичку особину. Тиме је доказана 

егзистенција једначина 
р ( 1 " "') о х,у,у ,у ,у = 

са истом аритметичком особином, где је Р полином по свим променљи­

вим (25). 
Али, та егзистенција може се доказати и на непосредан начин. 

Помоћу дате алгебарске релације 

формирајмо израз 

(26) 

и уочимо Једначину 

(27) 

Ф(у,У) =О 

дФ 

-у" у' ду 
U--+--

y у дФ 

дУ 

d
1 

u+l а-1 
- og = 
dx а- x(u +1) х 

То је диференцијална једначина трећега реда 

(28) \f (а, х, у, у', у", у"') = О 

која се може инШе'iралиШи йомоhу кваgраШура. 
Да би се то видело, помоћу релације 

дФ 

ду - У' 
дФ --~ 

дУ 

израз (26) треба написати у облику 

(29) 
у" У' d у' 

и=---= -log-. 
у' У dx У 
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С друге стране, из (27) се добија 

и+l log =(а -1) log х+ const., 
a-l(u+l) 

према чему Је 

С' аха-! 
и= -1, 

1 + С'ха 
(30) 

где је С' интеграциона константа. 
Из (29) и (30) добија се 

а одатле 

' logL = log(l+C'x0 )-x+const., 
у 

' L = C"e-x(l + С'ха) +С 
у 

(где су С и С" друге две интеграционе константе). 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

Означивши, као и напред, инверзију Абеловог интеграла (5) са 
<p(z), општиинтегралједначине (28) биhе 

(31) у= <р [С+ C'Ie-x(l- С'ха) dx Ј 

Он he имати поменуту аритметичку особину кад је функција <р пе­
риодична и када је 

С'= 1, С"= __JQ_. 
а +1 

4. Главни услов да интеграли диференцијалних једначина (1) и 
(28) имају наведену аритметичку особину јесте тај да Абелов инШе'iрал 

(32) z = f dy 
. у' 

везан за gailiy ал'iебарску релацију 

(33) Ф(у,У) =О. 

има своју йериоgичну инверзију <p(z). 
Општа теорија Абелових интеграла даје услове за то. За оно што 

се овде има у виду, од нарочитога су интереса довољни услови да би 

функција <р (z) била добро одређена (тј. да у свакој тачки z има ограни­
чен број вредности) и периодична. Овде he бити наведени услови за та­
кав случаЈ. 
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Означимо са ak и ~k коефицијенте везане за дату релацију (33) и 
дефинисане на овај начин. 

1) Коефицијенти 

(34) 

су вредности (коначне или бескрајне) које даје једначина (33) за 1:'. кад 
у 

у или У постану бескрајно велики; исказано геометријски, то су реци­

прочне вредности угаоних коефицијената асимптотских праваца криве 

линије (33) кад се у сматрају за апсцисе, а У за ординате тачака те 
криве. 

2) Коефицијенти 

(35) 

dY . . О 
су реципрочне вредности извода -у тачкама у КОЈИма Је У= ; то су, 

dy 

дакле, реципрочне вредности угаоних коефицијената дирке на кривој 

(33) у тачкама у којима она сече осу Оу. 
Када у има бескрајно велику вредност, у (33) стављамо 

(36) 

dv . 
и са V означавамо извод -, па Је 

dz 

1 
y=-

v 

(37) V = -Yv2
; 

тако се помоhна једначина 

(38) 

добија као резултат трансформације једна чине (33) помоhу смене 

(39) 
1 

у=-, 

v 

v 
У=----т· 

v 

Кад год је функција <р (z) добро одређена и периодична, она се из­
ражава: 

1) или као алгебарска функција израза е'').·, где је r одређена стал­
на количина; она је тада просто периодична; 

2) или као алгебарска функција израза sn rz и sn'rz; она је тада 
двогубо периодична. 
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У теорији Абелових интеграла, у том погледу познати су ставови. 

I. Кад год је функција <р (z) добро одређена и йросШо йериоgична, 
коефицијенти (34) и (35) су сви коначни, али нису сви једнаки нули; 
они међу њима који нису једнаки нули формирају низ бројева чији су 

количници рационални бројеви. 

П. Кад год је функција <р (z) добро одређена и gвоzубо йериоgи­
чна, сви коефицијенти (34) и (35) једнаки су нули. 

Те се теореме могу исказати и на други начин. 

I'. Кад год је <р (z) добро одређена и йросШо йериоgична функција, 
корени једначине (33) по непознатој У, који су једнаки нули за коначне 
вредности у, а тако исто и корени једначине (38) по непознатој V, који 
су једнаки нули за v = О, нижег су реда од јединице или су једнаки 
јединици; бар два од таквих корена имају свој ред једнак јединици. 

П'. Кад год је <р (z) добро одређена и gвоzубо йериоgична функци­
ја, сви корени једначина (33) и (38) поменути под I' нижег су реда од је­
динице.1 

Те теореме дају услове йоШребне да би функција <р (z) била добро 
одређена и периодична. Две наведене теореме прецизирају случајеве 

кад су ти исти услови у исти мах и gовољни. 

Ш. Кад је крива линија (33) нултога реда, а коефицијенти (34) и 
(35) сви коначни и такви да су им међусобни количници рационални 
бројеви, функција <р (z) је добро одређена и просто периодична. 

IV. Да би функција <p(z) била униформна и йросШо йериоgична, 
потребно је и довољно да једначина (33) испуњава ове услове: 

а) да сви коефицијенти (34) и (35) буду коначни; 
б) да сви корени једначине (33) по непознатој У, који су једнаки 

нули за коначне вредности у, а имају ред једнак јединици, као и сви ко­

рени једначине (38) по непознатој V који су једнаки нули за v = О, а 
имају свој ред једнак јединици, образују свега два кружна система; 

в) да крива (33) буде нултога реда. 
Кад су сви ти услови испуњени, <р (z) је рационална функција изра­

за e,.z, где је ,. стална количина. 
V. Да би функција <р (z) била униформна и gвоzубо йериоgична, 

потребно је и довољно: 

а) да сви коефицијенти (34) и (35) буду једнаки нули; 
б) да ред криве (33) буде јединица.2 
Кад су ти услови испуњени, <р (z) је рационална функција израза 

sn rz и sn' гz . 

1 L. Raffy: Rechaches algeh1·iques sur les integгales abe/iennes, Tbl~se de doctorat, Paris 
1883, р. 20-22. 

2 L. Raffy: iЬid. р. 81-82. 
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5. Примера ради, овде he бити наведено неколико алгебарских ре­
лациЈа 

(40) Ф(у,У) =О, 

којима одговарају добро одређене и периодичне функције <р (z), тако 
да одговарајуhе им диференцијалне једначине (1) и (28) имају напред 
наведену аритметичку особину својих интеграла. 

Релацији ( 40) облика 
/ - (у - kY)3 = О 

одговара просто периодична функција 

Релацији облика 

z 

ek 
<p(z)=---

z 

(k+еЗk)з 

одговара просто периодична функција 

где Л означава имагинарну константу 

Релацији облика 

л- _ _]Ј_ 
- з~· 

У3 + 3У2 + у6 
- 4 = о 

одговара двогубо периодична функција 

1 2 g 1 1 - sn z- - +- sn z 
у= 2g 2 2 

snz 

где g означава реалну бројну константу 
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Релацији облика 

У3 
- 3У2 

- 2 (/ -1) 2 + 4 = о 

одговара двогубо периодична функција 

у= snz(asn2z+bsп'z+c), 

где су а, Ь, с одређене бројне константе. 

Међу релацијама ( 40) облика 

ут_Р(у)=О, 

где је Р (у) полином по у, има их једанаест којима одговарају уни­

формне и двогубо периодичне функције <р (z). з 
Сваком од наведених случајева одговара по једна једначина об­

лика (1) и (28), чији интеграли имају поменуту аритметичку особину. 

6. Овде he бити наведен, у истом реду идеја, и један тип алгебар­
ских диференцијалних једначина другога реда, чије су асимййlойlске 

вреgносйlи инйlеzрала йlакоЬе у вези са йросйlим бројевима. 

Уочимо једначину 

(41) у" +<p(z)y' 2 + f(x)y' =О, 

где је <р(у) дата функција променљиве у, а f(x) дата функција промен­
љиве х. Сменом 

(42) у'= zY, 

одакле Је 

(43) у" = Yz' + YY'z 2
, 

једначина (41) постаје 

(44) z' +(У' + <рУ) z2 + fz = О. 

Изаберимо У тако да буде 

(45) У'+ <рУ= о, 

тј. тако да је 

3 В. расправу Briot et Bouqet, Memoi1·e sur l'lntegгation des equations diffeгentielles au 
moyen des.fonctions elliptiques, Journal de l'Ecole Polylechnique, 36. cahier, 1856. рр. 199-254. 
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(46) у = е-Ј <p(y)dy , 

па се једначина ( 44) своди на 

(47) z' + .f(x) z = О. 

Она за општи интеграл има 

(48) 1 -ЈЛх)dх z =С е , 

где је С' интеграциона константа. 

Према обрасцима ( 42), ( 46), ( 47) и ( 48) општи интеграл једначине 
(41)је 

(49) [с C'fx -J/(x)dx] 
у=<р + е ' 

о 

где у = <р (t) означава инверзију интеграла 

(50) Ј f<p(y)dyd 
е у= t. 

Уочимо специјалан случај, кад је: 

1) инверзија <р (t) периодична функција променљиве t; 
2) функција .f(x) има облик 

(51) f(x) = 1- Р~(х) 
· Рт(х)' 

где Pm означава полином (т- 1)-ог степена 

(52) 
х х2 xm-1 

Pm(x) = 1+-+-+ ... +--. 
2 з т 

Имениоци сабирака су чланови природног низа целих бројева 

који не премашују т - 1. 
Тада је 

j.fCx)dx = x-logPm(x), 

па је према томе 

-J.f(x)dx -•·р ( ) 
е =е· mX. 

Дакле, општи интеграл једна чине ( 41) гласи 
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(53) 

а асимптотска вредност у (оо) интеграла за х = оо је 

(54) 

где Је 

!т = L1 + ~ + ... + Lm' 

L _lf= -х 11-ld _(n-1)! 
11 -- е х х- . 

n
0 

n 

Пошто је 

за n = прост број _:с( n~---'-2.:_)! = М _l_, 
n n 

за n =сложен број (осим 4) (п -1)! = N 
' n 

4 
(n-1)! 

2 
1 

за n= = --
n 2' 

(М и N су цели бројеви), то he бити 

у(оо) = <р(С +C'sm -С'А), 

где је А цео број, а sm означава бројну константу 

(55) 
1 1 1 1 1 

s = -+-+-+-+-+ ... 
т з 5 7 11 13 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

једнаку збиру реципрочних вредности природног низа простих бројева 
који не премашују т -1. 

Ако се узму у обзир интеграли у који одговарају вредности инте­

грационе константе 

(56) С'= (Ј)' 

где је (Ј) елементарна периода функције <р (t), биhе 

(57) 

из чега се изводи следеhи закључак. 

Ал2ебарска јеgначина gpy2o2a pega ( 41), каg се у њој ал2ебарске 
функције f(x) и <р(у) изаберу на навеgени начин, има бескрајно .мно2о 
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инШеzрала у који зависе og инШеzрационе консШанШе С и чија се асим.­
йШоШска вреgносШ изражава йомоhу йрироgноz низа йросШих бројева 

мањих og jegнoz ogpebeнoz броја. 
Такав је, на пример, случај са једначином 

(у"+ Ју') (1- у2 + уу'2) =О, 

кад је.fрационална функција променљиве х облика (51). Тој једначини 
одговара 

<р(у) = -
1 

У 
2

, У=~' <p(t) = sint, 
-у 

тако да је њен општи интеrрал 

Интеграли те једначине који одговарају вредности С' = 2n кон­
станте С' имају наведену аритметичку особину: њихова асимптотска 

вредност је 

у(оо) = sin(C + 2nsn,).** 

** У нешто краhем обиму ова Петровиhева расправа објављена је и на францу­
ском језику Ргоргiеtе aгitlm1etique des integгales d' une c/asse d' equations dijjeгentielle (Bulletin 
А, Academie royale de Serble, No. 2, Belgrad 1935, рр. 73-79). Реферисано у FdM, В. 61, S. 
1229-1330 (М. MШler), као и у ZentralЬiatt ftir Mathematik und ihre Grenzgeblete (даље у оз­
наци ZЬI), В. ll, S. 348 (Haupt) (пр. Д. Т.), 



ЈЕДНА ТЕОРЕМА О РИКАТИЈЕВОЈ 
ЈЕДНА ЧИНИ* 

1. Најопштија Рикатијева једначина 

(1) 

ГДе су <i'1, <j}z, <ј}з сда те фуНКЦИје НеЗаВИСНе ПрОМеНЉИВе Х, СМеНОМ 

(2) 

своди се на једначину облика 

(З) у'=/+ f(x). 

Ми hемо за једначину (З) доказати следеhу теорему. 
ДаШој инШеzрабилној јеgначини (З) може се йриgружиШи бескона­

чан низ функција og х 

(4) 

Шакав ga свака јеgначина 

(5) 

буgе ШакоЬе инШеzрабилна, и Шо без икакве gоgаШне кваgраШуре. 

У ту сврху посматрајмо бесконачни низ 

(б) 

функција од х формираних на основу рекурентне формуле 

(7) xfl = xn-1 + l (-x_;, __ l )2 -! x;,~l 
4 xn-1 2 xn-1 

* Наслов оригинала Т!и!01·ете sur 1' equation de Riccati, PuЬ!ications mathematiques de 
I'Universite de Belgrade, Belgrade, 1935, t. IV, рр. 169-180. 
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за произвољно Х0 . Ако се има у виду да је 

(8) 

релација (7) може се представити у облику 

(9) 1 [ d ]
2 

1 d
2 

Х"= Х11_ 1 +- -logX11 _ 1 ---2 
logX11 _ 1• 

4 dx 2 dx 

Помоћу тако дефинисаних функцијаХ," формирајмо бесконачан 
низ функција (4), према рекурентној формули 

(10) 

Ако се за Х0 узме функција Ј( х) из једначине (3), та једначина he 
имати поменуту особину. Да бисмо то показали, у једначини (З) извр­

шимо смену 

(11) d l (Ј Ј Y1dx Гifd ) у=- og е 'УЈ х , 
dx 

где је у1 нова непозната функција. Та смена је еквивалентна трима уза­
стопним сменама 

(12) 

(13) 

(14) 

и' 
у=-, 

и 

и= Ј v{ldx, 

fy1dx 
v=e . 

Прва смена (12) трансформише једначину (3) у 

(15) и"= Ји 

Друга смена (13) трансформише (15) у 

(16) v" =<р v, 

где је 

(17) 3 ( f' )
2 

- _1 /" <р=/+47 2/ 
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Наиме, када се (15) диференцира и потом и смени својом вредно­
шћу 

и" 
и=-

! 

изведеном из (15) и стављаљем и' = z, једначина постаје 

(18) z" - .f' z' - -Fz = О .f Ј• ' 

а ова Једначина сменом 

z = v{l 

постаје (16). 
Најзад, смена (14) претвара једначину (16) у 

(19) 1 2 
У1 = У1 +<р, 

где је <р дато изразом (17). 
Дакле, смена (11) претвара једначину (З) у (19). 
Узмимо сада да је први члан низа (6) функција 

Хо = f. 

На основу израза (17) за <р и једна чине (7) види се да је 

(20) <р = Х + l(Xo )2- _!__Х({= Х 
0 4 Х0 2 Х0 

1
' 

тако да трансформисани израз дат једначином (19) постаје 

(21) 1 2 х 
У1 =у1 + 1· 

Дакле, у1 се изражава преко у обрасцем (11), што даје 

(22) - d у 
У1 - у+ -log гс . 

dx -v.f 

Ако, полазећи од (21), извршимо смену 

(23) у1 = ix log(J efY2dx~dx} 

где је У2 нова непозната функција, једначина (21) he се трансформи-
сати у 
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(24) 

чији се интеграл изражава помоћу у1 обрасцем 

(25) d l YI 
У2 = У1 +- og гv · 

dx -уХ1 

Ако наставимо тако, доћи ћемо до бесконачног низа једначина 

(26) 
' 2 х Yk = Yk + k 

Уо =у, Хо = f(x), 
k = 0,1,2, ... 

221 

које имају ову особину: инШе2рал Yk у јеgначини (26) изражава се йо­
.моhу инШе2рала Yk-I из јеgначине 

(27) 1 2 х 
Yk-1 = Yk-1 + k-I 

релацијо.м 

(28) d 1 Yk-1 
Yk = Yk-I +- og гv- · 

dx -уХн 

Дакле, ако се стави да је 

(29) l(x:,)2 _!х;,'-
4 Х 2 Х -/lп, 

ll 11 

или још 

(30) 1 [ d ]
2 

1 d
2 

/l
11 
=- -logX11 ---

2 
logX11 

4 dx 2dx 

добиће се низ једначина 

(31) 

xk = xk-1 + llk-1, 

xk-1 = xk-2 + 1-Lk-2, 
xk-2 = xk-3 + llk-3• 

Х1 = Ха + 1-lo = .f+ llo 

и ако се те једначине саберу члан по члан, добија се 

(32) 

где Је 
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(33) 

Дакле, функција Ak из постављене теореме изражава се обрасцем 

(34) Л,k = l[(X6)
2 

+ ... +(Xk-1)
2

]-_!_[X~ + ... + Xk'-1], 
4 Х0 Хн 2 Х0 Хн 

или, пак, обрасцем 

1 [( d )
2 

( d )
2

] 1 d2 (35) Ak =- -logX0 + ... + -logXн ---
2

log(X0 X1 ... Xн), 
4 dx dx 2 dx 

где су функције xk дефинисане рекурентном формулом 

(36) 

Дакле, функције Ak низа (4), йриgружене РикаШијевој јеgначини 
(3), ogpef)yjy се йомоhу функције f(x) ал'iебарским ойерацијама и кваg­
раШурама. 

l1нтегралједначине 

(37) 1 2 х Yk = Yk + k 

израчунава се корак по корак помоhу низа израза 

(38) 

d у 
У1 = y+-log Гi' 

dx 'lf 
d l У1 

У2 = У1 + - og гv , 
dx '1Х1 
d l У2 

Уз = У2 +- og rv ' 
dx '1Х2 

где је у интеграл једна чине 

(39) у'= i + f(x). 

Тај рачун, полазеhи од у, захтева само алгебарске операције и ди­

ференцираља, што доказује изложену теорему. 

1. йример: за једначину 

(40) у'= у2 +ах 
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налази се 

з 
АЈ =--2' 

4х 

223 

а како се ( 40) интегрише помоћу Беселових функција, исто ће важити 
и за Једначину 

(41) у'= i +ах+-3-. 
4х2 

2. йример: за једначину 

(42) 

налази се 

Л 1 = 3тх+2~(т-1)_ 
4х 

Дакле, једначина ( 42) се интегрише путем елементарних функци­
ја увек када број т има облик 

-4k m=--
1 + 2k 

(k је позитиван цео број) 

па ће исто важити и за једначину 

(43) , 2 т 3mx+2m(m-1) 
у=у+ах+ 2 • 

4х 

2. Претходна теорема се везује за следећи проблем. 
Ако је gаШа инШеzрабилна РикаШијева јеgначина 

(44) у'= у2 + .f(x) 

извесШи неоzраничен број gpyzux јеgначина које су Шако!Је инШеzра­
билне. 

Проблем допушта и друга решења, другачија од оног које је при­

казано. Изложићемо једно решење засновано на Дарбуовој теореми1 о 
линеарним биномним једначинама другог реда. Нека је једначина 

1 G. Darboux: Ler;ons suг la tlu!oгie geneгale des suгj"ace.~. П deo, 1899, str. 196. 
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(45) z" = [<r(x)+a]z 

која је интеграбилна за специјалну вредност константе а, за коју је 

z=v(x) 

партикуларни интеграл. Нека је даље 

општи интеграл једна чине 

(46) и" = [<р (х) + Ь] и , 

где је Ь константа различита од а. Дарбуова теорема се састоји у сле­

деhем. 

ОйшШи инШе2рал јеgначине 

(47) 

је 

' (48) ' v y=w -w-. 
v 

Та теорема омогуhује да се свакој једна чини ( 45), која је интегра­
билна за све вредности а, придружи неограничен број линеарних 

биномних једначина другог реда које he такође бити интеграбилне за 
све вредности а. Узастопне једначине he се све више удаљавати од 
почетног облика и постајаhе све сложеније. Ипак, постоје изузетни 
случајеви у којима се облик једначине задржава када се партикуларни 

интеграли v(x) погодно изаберу тако да се помоhу њих може вршити 
прелазак са једне једна чине на другу. 

На тај начин, ако за почетну једначину узмемо 

(49) z" = az 

она као партикуларни интеграл (за специјалну вредност а= О) допу­
шта функције 

z = v(x) =х 

које доводе до једна чине ( 48) облика 

(50) у" = с~22 + h) у (/1 = ь- а) 
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која је интеграбилна за сваку вредност h. На пример, за h = 1 њен оп­
шти интеграл гласи 

А једначина (51) за 11 =О као партикуларни интеграл има 

у= v(x) = х 2 , 

што доводи до интеграбилне једначине 

у" = ( 2х} + 11) у 

која за 11 = 1, на пример, као општи интеграл има 

с x(l З З ) С -x(l З З ) у = 1 е - ~ + ~ + 2 е + ~ + ~ . 

Ако се настави тако, долази се до интеграбилне једначине 

"_ [т(т-1) 11] у - 2 + у, 
х 

где је т било који позитиван цео број. 
Та теорема се очигледно може применити на Рикатијеву једна­

чину 

(51) 

коЈа се сменом 

своди на једначину ( 45). 

у'= у2 +[<р(х)+а] 

z' 
y=-

z 

Ако се пође од неке интеграбилне једначине (51), може се извести 
бесконачан број других такође интеграбилних једначина обичном ите-

. ** рациЈОМ горе наведеног поступка. 

** Реферисано у ZЬI, В. 14, S. 113 (Rellich) и FdM, В. 61, S. 1227-1228 (W. Quade). 
Овим Петровиhевим радом користили су се Д. С. Митриновиh, Неколико ставова о 
Riccati-eвoj gиференцијалној јеgначини, СКА, Глас, књ. CLXXXI, Београд 1939, стр. 
169-236 и Иван Бандиh, Оп а Recштent Lineaг Dijj'aential Equations о/ the Second Огdег, 
Glasnik mat.-fiz i astr., Zagreb 1957, t. 12, З, str. 181-187 (пр. Д. Т.). 



ДИФЕРЕНЦИЈАЛНЕ ЈЕДНА ЧИНЕ 
ПРВОГ РЕДА СА ОГР АНИЧЕНИМ 

ИНТЕГР АЛИМА* 

1. Постоји мноштво диференцијалних једначина првог реда чије 
се све интегралне криве налазе у некој области равни ограниченој две­

ма кривама које се могу унапред одредити без претходне интеграције 

Једначине. 

То је, на пример, случај са свим једначинама које се могу писати у 

облику 

(1) F(x,y,y',Y) =О, 

где Је: 

1. - У функција од х и у која је реална само за у које се налази 

између две одређене функције А 1 (х) и А2 (х); 
2. - сваки корен једна чине по z 

(2) F(x,y,y',z) =О 

реалан за сваки систем реалних вредности х, у, у'. 

Свака реална интегрална крива једначине (1) тада је у целости 
смештена у области равни садржаној између те две фиксне криве 

Једноставан пример је дат једначином 

у' 2 + у 2 +<р (х)у + \jf (х)= О, 

при чему су функције <р и \jf такве да за свако реално х имамо 

Ј едначина се пише у облику 

* Наслов оригинала Equations difjerentielles du pгemia огdге а integ/·ales bornees, La 
Revista de Ciencias, Lima (Peru), 1936, t. ХХХVШ, 418, рр. 109-114. 
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y'z _yz =О, 

А1 = -~(<р-~<р2 -4\lf), 

Л2 = -~(<р+~<р2 -4\lf), 

па су све реалне интегралне криве садржане између следеhе две криве 

У овом раду испитиваhемо један други општи случај, који је ана­

логан претходном случају. То је случај диференцијалне једначине 

(3) F(x, у, у') =О 

где је F иредуцибилан полином по у и у', а йаран по у'. 

Са F1(x, у, у') означиhемо скуп чланова из F који садрже само йар­
не степене од у, а са F2(x,y,y') скуп чланова који садрже само нейарне 

степене од у. Нека је онда: 
1) /;,i(х)коефицијент од y'i у полиному по у' који множи yi у F1; 

2) (\);,ј( х) коефицијент од у'; у полиному по у' који множи /у F2 • 

Показаhемо да: 

увек каgа су, за реално х, функције <l>i,j исiйо2 знака и вреgносiйи 
разломка 

(4) 
/;, 1 (х) i = 0, 2,4,6, ... 
(\);, 1 (х) ј= О, 2, 4, 6, ... 

осiйају саgржане између вреgносiйи gвеју оgређених функција А 1 (х) и 
Л2 (х), све реалне инiйеzралне криве из (З) се у целосiйи налазе у обла­
сiйи равни која је ограничена gвема кривама 

(5) 

Наиме, када се парни и непарни степени од у групишу, једначина 

(3) добија облик 

(б) 
2 4 _ Ро +Р2У +р4у + ... 

у- 2 4 , 
qo +q2y +q4y + ... 

- 1 
где су Р; и q; иарни полиноми по у 
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(7) 
-pi = !Ј.о(х)+ iJ.2(x)y' 2 +.f1.4(x)y'4 + ... 

ql = <f'I.o(x)+q)c2(x)y'2 +<р 1 , 4 (х)у'4 + ... 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

Како q; има исти знак за свако реално х, други члан из (б) биhе 
садржан између најмање и највеhе вредности разломка 

(i = 0,~,4, ... ). 

С друге стране, из истог разлога и сама вредност разломка Р; би­
q; 

he садржана између најмање и највеhе вредности разломка ( 4), а самим 
тим и између две вредности Л 1 (х) и Л2 (х), што доказује тврдњу. 

Такав је, примера ради, случај са једначином 

где су .f1 и .fз парни полиноми по у' са коефицијентима који су функ­
ције од х, истог знака; .f2 и .f4 су такође парни полиноми по у', али са 
коефицијентима који су функције х било ког знака. 

2. Претпоставимо сада да је полином F йаран истовремено и по у' 
и по у. Тада he постојати цео број р~ 1 такав да he F бити полином по 
и = /Р нейарно2 степена по и, што омогуhује да се једначина (З) пише 
у облику 

(8) 

где су r; и s; парни полиноми по у' који се поклапају са претходним 

полиномима Р; и q;. 
Означимо са ~i.J коефицијент уз y'i у li, а са 'll;,;(x) коефицијент 

уз y'i у s;. Добиhемо следеhи резултат. 
Увек каgа су, за реално х, све функције ~i./x) и 'lli./x) йозиШивне и 

разло.мци 

~;.i(x) 

'll;,J(x) 
i = 0,2,4, .. . 
}=0,2,4, .. . 

осШају саgржани измеf)у gве функције Л 1 (х) и Л2 (х), свака реална ин­
Ше2рална крива (3) се у целосШи налази у обласШи равни о2раничене 
Шим gвема кривама 

(9) у= 21Л 1 (х) и у= 21Л2 (х). 
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Такав је, на пример, случај са једначином 

fзУ6 + .f2Y4 + /1/ + .fo =О, 

где су / 1, .f2, f,, / 4 па рни полиноми по у', чији су коефицијенти позити­

вне функције по х. 

У случају да једначина (3) експлицитно не садржи х, при чему су 
претходни услови испуљени, све реалне интегралне криве he се нала­
зити у области ограниченој двема одређеним правама паралелним са у 

о со м. 

3. Испитајмо такође, као други општи случај, једначину првог 
реда и првог степена 

(10) у'= Р(х,у), 
Q(x, у) 

где је Р нейарни полином по у, а Q йарни полином по у. 
Ј едначина се може написати у облику 

где су s; и q; дате функције од х. 
Као и малочас, доказује се да, када су за реално х функције q; 

истог знака и када вредности разломка 

!Ј_ (i=0,2,4, ... ) 
q; 

стално остају садржане између две функције Л 1 (х) и Л 2 (х), тада ће 

вредност у' такође остати између тих граница. Према томе, 
у 

свака реална инШеl.рална крива (10) у целосШи се налази у обласШи 
равни смешШеној измеЬу gве криве 

·' 
Ј Л. 1 (x)dx {л. 2 (x)dx 

и у= Уое'о У= Уое-'~' 

l.ge (х0 ,у0 ) означава неку Шачку йосма(йране инШеl.ралне криве. 

Такав је, на пример, случај са једначином 

у' = .f,i + .f4Y 
.fii + .f2 
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где су fз и / 4 функције од х истог знака за реално х, а .fз и !Ј су функ­

ције од х било ког знака, при чему су разломци 

ф . ** ограничене ункциЈе. 

** Реферисано у ZЬI, В. 16, S. 112 (W. Stepanoff) и FdM, В. 62, S. 1261-1262 (Мах MU­
l!er) (пр. Д. Т.). 



АРИТМЕТИЧКЕ НАПОМЕНЕ О 
ЈЕДНОЈ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНОЈ 
ЈЕДНА ЧИНИ ПРВОГ РЕДА* 

1. Предмет овог рада је диференцијална једначина првог реда 

(1) у'= f(x,y), 

где јеј'полином по х, у чији су коефицијенти цели бројеви (позитивни 
или негативни). 

Посматрајмо тачку Mk на у-оси, чија је ордината цео број k (по­
зитиван или негативан). 

ИнШе2рал у из (1) који йролази кроз Шачку Mk може се раз виШи 
у конвер2енШни peg у близини х = О: 

(2) 

2ge је коефицијенШ уз xn целобројни умножак коефицијенШа уз xn у 
Тејлоровом развоју функције е\ оgнос између ова gва коефицијенШа је 
цео број који йо айсолуШној вреgносШи не расШе брже og nn. 

Наиме, пошто је други члан из (1) холоморф у близини х= О, 
у= k, интеграл у пролази кроз тачку Mk и може се развити у ред (2), 
где је а0 = k и 

(З) 

при чему су Ј; чланови бесконачног низа функција од х, у 

(4) 

које су дефинисане рекурентном релацијом 

* Наслов оригинала Remm·ques aгitlmu!tiques sиг ипе equation dijjeгentiel/e du pгemier 
огdге, Union matem:itica Argentina, Buenos Aires, 1938, No. З, рр. 17-21; достављено редак­
цији часописа 25. децембра 1937. 
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(5) 

са 

!о= f(x,y) i = 1,2,3, ... , 

где, уопште узев, [<r(x,y)] означава број који се добија када се у 
<р(х,у) стави х= О, у= k. 

Тако дефинисане функције (4) су полиноми по х, у чији су коефи­
цијенти цели бројеви. Бројеви (/;) су цели, такви да важи 

(б) All = lln· 

С друге стране, како је полуп ечник конвергенције реда (2) ра­
зличит од нуле, то је lim. sup. од 11 1 а11 1, за n тежи бесконачности, кона­

чан, што показује да ~ не расте брже од !![;!,тј. од n. Из тога следи 
да апсолутна вредност од /1 11 не расте брже од n 11

, што је и требало по­
казати. 

Израз (б) истиче следеhу чињеницу. 
Тејлоров коефицијент an инШе'iрала у свеgен на најйросШији об­

лик је рационалан број чији и.менилац не.ма као gелилац нијеgан йросШ 

број веhи og n. 
Тејлоров ред, чији су један или више коефицијената ирационални 

или рационални бројеви чији је именилац дељив простим бројем веhим 

од ранга коефицијента, не може ни за једну диференцијалну једначину 

(1) представљати њену интегралну криву која пролази кроз тачку Mk. 
Може се такође приметити да у случају ga је у цела функција og х, 

цео број lln или не расте, или расте спорије од n11
• Наиме, у том случају 

~ тежи нули када х тежи бесконачности. 

2. Посматрајмо случај у коме је интеграл у алzебарска функција 
од х. Цео број /1 11 тада има ову аритметичку особину. 

ПосШоји фиксирани цео број А йриgружен јеgначини (1), Шакав ga 
је цео број lln gељив йроизвоgо.м свих целих бројева .мањих og n и који 
се не йogygapajy са сШейено.м нujegнoz йpocilio'i gелиоца og А. 

Да бисмо то показали, подсетимо да, како је у алгебарска функ­

ција са самерљивим коефицијентима а11 , постоји целобројна константа 

(Ајзенштајнов цео број) таква да је производ 

(7) а л:· = llnЛ:' 
11 1 n. 

цео број за свако n = 1, 2, 3 ... 
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Дакле, /.!' није никада дељиво са n! јер тај факторијел увек има 
бар један фактор који је прост број и који се ту јавља само једанпут, 
док би се у /.!' појавио n пута. Међутим, /.!' може да има заједничке де­
лиоце са n. Како разломак (7) треба да се сведе на цео број, lln треба 
да буде дељиво производом свих целих бројева који се као чиниоци на­
лазе у n!, чиме би се из њих скратили ти заједнички делио ци, што до­
казуЈе претходну тврдњу. 

Ајзенштајнова теорема доводи такође и до следеhег закључка. 
Коефицијент уз xn иншеграла у за n = 1, 2, З, ... је целобројни ум­

ножак коефицијенШа уз xn у развоју функције 

х 

0:-Х 

йри чему је а; цео, йогоgно оgређен број; оgнос између Шаква gва кое­

фицијенШа је цео број који йо айсолуШној вреgносШи не расШе брже og 
n-Шог сШейена неког фиксног броја. 

Наиме, пошто је производ а11 /.!' цео број h11 , имамо 

/.!' 
ап=-, 

1111 

при чему је h
11 
коефицијент уз х" функције _х_. С друге стране, како 

А-х 
је полупречник конвергенције од у у околини х = О различит од нуле, 
израз 

а према томе и lim. sup. од цjlhJ је коначан, што показује да h11 по апсо­
лутној вредности не расте брже него п-ти степен неке константе. 

Из тога се, према теореми коју сам доказао у једном од претход­

них радова,! закључује, да инШеграл у йрийаgа класи функција која се 
неgвосмислено може оgреgиШи само јеgном нумеричком вреgношhу не­

ког оgређеног иншеграла йриgруженог функцији, йри чему је вреgносШ 

Шог инШеграла айсолуШан број. 

о 1 о 
3. ПосматраЈМО сада реципрочну вредност - интеграла у Једна­

у 

чине (1) који пролази кроз тачку Mk. Стављајуhи 

1 М. Petrovitch: Theoreme sur les.f'onctions a/gehгiques а coejjlcients tayloгiens commen­
suгah/es, Revue mathematique de I'Union interbalcanique, t. I. sv. 1, 1936. 
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у = а0 + а 1х + а 2 х 2 + ... 
1 - = Ь0 + Ь1 х + Ь2 х 2 + ... 
у 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

добија се познати низ релација које одређују Ь11 помоhу а11 • 

За тачку М1 коефицијент а0 једнак је 1, те се добија 

Ь0 = 1 
bl = -al 

(8) 
ь2 = -а2 +аГ 
Ьз = -а3 + 2а2а 1 - af 
ь4 = -а4 +2азаl -а~ -3a2ar -af 
bs = - а5 + 2а4а 1 - 2а3а2 - 3a3ar - 3aia1 + 4a2af - ai, 

где постоје следеhи закони формирања: 

1) Ь" се састоји од свих чланова реда n који се могу формирати са 
ai закључио са а11 ; 

2) ти чиниоци су позитивни или негативни, према томе да ли је 
број њихових чинилаца паран или непаран; 

3) коефицијент сваког члана једнак је полиномијалном коефици­
јенту који би тај члан имао, с обзиром на број чинилаца које садржи и 
на њихове експоненте. 

За било коју тачку Mk случај се своди на случај са тачком М1 
а б . тако што се а11 замени са _д и што се до ИЈени резултат подели са 
k 

а0 = k. Дакле, 

Како је први коефицијент Ь0 једнак l, коефицијент Ь11 се добија 
k 

тако што се формира исти израз за тај коефицијент као у случају са 

тачком М1 , затим се доведе на п-ти степен помоhу чинио ца а0 = k, а 

потом се подели са а0+ 1 = k"+1
• На пример, имаhемо 

Ако се овде а 1 замени својим изразом (6), добија се коефицијент 
Ь11 у облику правог разломка, чији је именилац производ од k"+1 и ра­
зличитих факторијела 

1! ,2! ,З!, ... ,n! 

чији су експоненти цели бројеви који не прелазе n. Из тога следи сле­
деhе. 
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КоефицијенШ уз xn рецийрочне вреgносШи _!_, инШеzрала у из (1), 
у 

који йролази кроз Шачку Mk, каgа се свеgе на најйросШији облик, јесШе 
рационалан број чији именилац нема за gелилац нијеgан йросШ број 

веhи og n који се не йоклайа са gелиоцем к. 

Такође се види да је именилац сваког члана који чини Ь," пре 

свођења разломка на најпростији израз, производ степена различитих 

факторијела 
i! ,ј! ,h! , ... 

целих бројева i,j,h, ... који су једнаки индексима од ak од којих потиче 

тај члан, при чему је експонент сваког од тих факторијела једнак екс­

поненту одговарајуhег ak. Поред тога, 

1) како се степен факторијела рачуна као чинилац онолико пута 
колико то показује његов експонент, број тих чинилаца једнак је п; 

2) збир i +ј+ k + ... целих бројева чији се факторијели налазе у 
том имениоцу такође је једнак n. 

Из тога следи да факторијел т! не може да се појави у имениоцу 

од Ь" више пута него што има јединица у читавом делу броја !!:... То 
т 

омогуhује да се одреди lim. sup. броју који означава колико пута прост 
број може да се појави као делилац у том имениоцу. 

Завршиhу са напоменом да је Рикатијева једначина (са свим спе-

цијалним облицима) једина једначина (1) која се сменом у=_!_ транс-
z 

формише у једначину (1). За интеграл у једне такве једначине, који 
пролази кроз тачку М1, коефицијент уз х" не само развоја самог инте-

грала, него и од вредности l, јесте рационалан број чији именилац, 
у 

када се сведе на најпростији израз, нема за делилац ниједан прост број 

веhи од п; његов бројилац је цео број који не расте брже од n". Из тога 
се такође могу извести закључци аналогни претходнима, који важе за 
случај алrебарских интеграла једне такве диференцијалне једначине.** 

** Реферисано у ZЬl, В. 22, S. 22 (Giovanni Sansone) (пр. Д. Т.). 



АРИТМЕТИЧКЕ ОСОБИНЕ 
АЛГЕБАРСКИХ 

ДИ ФЕРЕНЦИЈАЛНИХ ЈЕДНА ЧИНА* 

Неке од аналитичких чињеница везаних за алгебарске диферен­

цијалне једначине имају особине чисто аритметичке природе. Дифе­

ренцијална једначина, чија структура и чији коефицијенти не открива­

ЈУ НИЈедну чињеницу те врсте, може експлицитно да их садржи, али 

тако да се те аритметичке особине појављују само у интегралу једна­

чине. 

Веза између аналитичких и аритметичких чињеница је тема која 

би и сама могла да буде предмет занимљивог поглавља у теорији дифе­

ренцијалних једначина. То је сувише широка тема да би се у току само 

једног предавања о њој могао дати систематичан преглед. Мој циљ је 

ужи, сагласан времену којим располажемо. Посебно бих желео да вам 

говорим о неким особинама инШеzрала алzебарских gиференцијалних 

јеgначина у којима су значајни йросШи бројеви. 

С тим у вези, назначио бих неке особине Тејлорових коефиције­

ната интеграла, случајеве у којима се йросШи бројеви појављују у вред­

ности коју интеграл узима за целе вредности независне променљиве, 

случајеве у којима се прости бројеви појављују као једине реалне нуле 

или као бесконачне вредности интеграла или, пак, случајеве у којима 

се асимптотска вредност интеграла изражава помоћу простих бројева 

итд. 

I. ПосмаШрајмо најйре Брио-Букеове јеgначине 

(1) .f(y, у') = о' 

где је.fполином по у и у'. Ичтеграл који за х= О узима вредност у= О 

добија се као инверзија абеловског интеграла 

* Наслов оригинала Paгticu/aгites d' огdге arithmetique rattacbles aux equations 
difjeгentielles algehгiques, Bulletin Mathematique de Ја Societe Roumaine des Sciences, Bucuresti, 
1938, t. 40,1-2, рр. 1-12. 
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(2) 
у 

х= Ј Ydy, 
о 

где су у и У везани алгебарском једначином 

(З) 

Посматрајмо тада случај у коме су: 

1) коефицијенти полиномаfцели бројеви; 
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2) функција У дефинисана релацијом (З) је холоморфна у околини 
у = О, при чему она за у = О узима вредност која је различита од нуле и 
једнака неком самерљивом (рационалном) броју. 

Доказао сам да се под тим условима: 

йроменљива х може развиШи у peg 

(4) 

'ige је коефицијенШ bn јеgнак коефицијенiuу уз yn развоја ексйоненци­
јалне функције 

(5) 

(йри чему је k йо'iоgно изабран фиксиран цео број), йомноженом чи­
ниоцем који је цео број каg zog је n сложен број; ако је Шај чинилац раз­
ломљен број, Шо значи ga је n йросШ број. 

11. ПосмаШрајмо caga јеgначину 

(б) у'= f(x,y), 

где је Јп олин ом по х, у чији су коефицијенти цели бројеви. Интеграл у 

који за х= О узима вредност једнаку целом броју, може се у околини 

х = О развити у ред 

(7) у=а0 +а, 

Лако се доказује да је коефицијент а11 самерљив број који се 
одликује следеhом особином: сваки йросШ број, који geлu именилац an, 
мањи је или јеgнак n. 

Довољно ј е да именилац само једног коефицијента an буде ира­
ционалан број или, пак, да му је делилац прост број веhи од n, па да мо-
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жемо тврдити да посматрани ред (7) не задовољава ниједну једна­
чину (6). 

Пропозиција се може применити на диференцијалне једначине 
било ког реда р 

(8) /Р)= f(x,y,y', ... ,y<P-1)), 

где јејполином по променљивима које садржи, са коефицијентима ко­

ји су једнаки целим бројевима (са очевидним условима за почетне 
, " (р-1)) вредности у, у ,у , ... ,у . 

111. У ойшillем случају ал2ебарске gиференцијалне јеgначине 

(9) F( , (р))-0 
х,у,у , ... ,у - , 

где се очигледно увек може претпоставити да је F полином по промен­
љивима које садржи, пропозиције нису тако једноставне, те је неоп­

ходно спровести суптилнија истраживања. Суптилном и дубоком ана­

лизом Хурвиц је уочио општу особину аритметичке природе коефи­

цијената реда (7) са самерљивим коефицијентима који задовољавају 
једначину (9). 

Гомез Тексира се први (1887) бавио проблемима те врсте. Он је 
веровао да о тим проблемима може исказати просту и општу пропози­

цију. Тврдња се састојала у томе да ред (7) неhе задовољити ниједну 
диференцијалну једначину (9) када су делиоци именилаца коефици­
јената 

(10) 

(ма колико велико било р) прости бројеви веhи од р+ l,p + 2,р + 3, ... 
Х урвиц је открио (1889) нетачност теореме Гомез Тексире и то је 

показао на примеру реда 

(11) 
n== 11 1 

у= I-x- = -(ei.< +е-Ј.<) 
11
=0 (2п)! 2 

који задовољава просту алгебарску диференцијалну једначину првог 

реда, а да он при том не испуњава услове теореме. 

Хурвицова теорема, која замењује теорему Гомез Тексире, сло­

женија је и може се изразити у следеhем облику: 
Увек каgа неки peg (7) заgовољава неку gиференцијалну јеgначину 

(9), йocillojи цео фиксиран број Л и низ целих бројева 

~о'~~, ~2' · · · 
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Шаквих ga, ако се са Pn (z) означи йолином сШейена n 

(12) 

сви прости бројеви који деле имениоце од 

(13) 

налазе се меЬу gелиоцима целих бројева различитих og нуле 

(14) ~/А), ~,(А)· Р"('л + 1), Р"(''л) ·~,(А+ 1) · Р"(Л + 2), ... 

Теорема истиче хипертрансцендентни карактер мноштва функци­

ја представљених Тејлоровим редовима. Хурвиц као пример наводи 

функцију у представљену редом 

(15) 
n=oo 11 

y=I(x")'' 
n=O n ' 

која не задовољава ниједну алгебарску диференцијалну једначину. 
Могло би да буде занимљиво изразити те чињенице језиком са­

времених теорија. Ако се са Pn означи највеhи прост број који дели 
именилац t" од а11 , Хурвицова теорема, допуњена скоријом теоремом 

г. Poly-e, изражава се у облику 

(16) 

(17) 

logp11 = O(logn), 

logt" = o[n(logn)2
]. 

Једначина (16), коју је дао Хурвиц говори да највеhи йросШ број у 
имениоцу og an не расШе брже og неко2 сШейена n. 

Једначина (17), која изражава теорему г. Поље, даје ограничење 
за ред величине имениоца од а11 • Из тога се закључује да, на пример, 

ред 

(18) 
n=oo 

у= Iq"2 х"' 
n=O 

где је q рационалан разломак мањи од 1, не задовољава ниједну алге­
барску диференцијалну једначину. 

Ако се повежу са резултатима до којих сам дошао у погледу ре­

дова (7) чије парцијалне суме 

(19) (n= 2,3,4, ... ) 
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имају све реалне нуле, једначине (16) и (17) доводе до тога да један 
такав ред (7) такође не задовољава ниједну алгебарску диференцијал­
ну Једначину. 

Том кругу идеја припада добро позната теорема, која до сада још 

није у потпуности доказана (Чебишевљева теорема). Она се односи на 
случај у коме се интеграл изражава коначним члановима, тј. помоhу 

алгебарских, експоненцијалних и логаритамских функција. Самерљиви 

коефицијент а11 развоја интеграла одликује се тада следеhом аритме­
тичком особином: највеhи прост број који дели именилац а 11 и, поде­
љен са n, тежи коначној граници када n бесконачна расте. 

IV. Позабавимо се сада вредностима које интеграл узима за целе 
вредности независне променљиве. 

Посматрајмо функције 

(20) у= Ф (х) 

које, када је х цео позитиван број т , узимају рационалну вредност 

Ф (т). Нека је 12 та вредност сведена на најпростији облик, при чему 
q 

су р и q цели бројеви. Означиhемо: 
1) са Л(х) сваку функцију Ф (х) такву да Ф (т) узима целу вред­

ност увек када је т йросШ број, а разломљену вредност када је т сло­

жен број; 

2) са !l(x) сваку функцију Ф (х) такву да Ф (т) узима целу вред­
ност када је х сложен број, а разломљену вредност када је т йросШ 

број. 

Тако је, на пример, функција 

(21) Ф(х)=l+Г(х) 
х 

једна функција Л(х), а функција 

(22) Ф(х)= Г(х) 
х 

функција !l(x) (за х> 4). 
Све до сада познате функције Л(х) и Щх) су хипертрансценден­

тне, тј. не задовољавају ниједну алгебарску диференцијалну једначину. 
Међутим, занимљиво је приметити да постоје функције које за х мање 

од произвољно изабраног броја М задовољавају веома просте алгебар­

ске диференцијалне једначине, чак и линеарне једначине првог реда. 

Такав је, на пример, случај са елементарном функцијом 
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(23) _ 1 ( 1 ах l) у-- -е -
х 2 

за х< 341, 

где је а константа 

(24) а= ln2 = 0,693147 ... , 

та функција задовољава линеарну једначину првог реда 

(25) ху' + (1- ах)у- а= О. 

Посматрајмо, даље, функцију 

(26) у = _!_ (_!_ еа.' -1) + -1
-· R(x) sin 2nx, 

х 2 2n 

где је г произвољно изабран рационалан број и где R(x) означава ра­

ционалну функцију 

(27) R(x) = _1_+_1_+ ... +-1-
х- с 1 х- с2 х- С11 

при чему су с11 цели позитивни бројеви изабрани на следеhи начин: 
идентичкиЈе 

(28) 

и према Фермаовој теореми бројилац је дељив са х = т увек када је т 
прост број, али постоје такође и сложени бројеви х који имају исту 

особину; сложене бројеве те врсте означиhемо са ck. Ти бројеви су ре­
тки и разређени; најмањи од њих је 

с, = 341 = 11 . 31. 

На конгресу популарне математике (Париз, јул 1937) г. Пол Пуле 
представио је табелу која даје скуп бројева ck садржаних између О и 

100,000.000. По тој табели 

између о и 1.000 има 3 броја ck 
о и 10.000 22 
о и 100.000 79 
о и 1,000.000 247 
о и 10,000.000 750 
о и 100,000.000 2037 
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Пошто су цели бројеви ck тако дефинисани, нека су 

бројеви који не прелазе дато целобројно М. Ogzoвapajyha функција 
(26) узеће вреgносШ јеgнаку целом броју за свако Х које је йросШ број; 
функција ће узеШи разломљену вреgносШ за сваки сложени број х који 
не йрелази М. 

Међутим, та функција (26) задовољава диференцијалну једначину 
другог реда облика 

(29) Ру"2 + Qy" + S =О, 

где су P,Q,S полиноми по у и у', са коефицијентима који су полиноми 
по х, чији су коефицијенти цели бројеви. Р је другог степена по у и йо 
у', Q је треhег, а S четвртог степена по тим променљивима. 

У случају када је М:::; 341, други члан функције (26) нестаје, у се 
своди на функцију (23) и задовољава линеарну диференцијалну једна­
чину првог реда (25). 

ПосШоје, gакле, функције og х које заgовољавају алzебарску gифе­
ренцијалну јеgначину йрво2 или gpy2o2 pega и које узимају целу вреg­
носШ каgа је х йросШ број, а разломљену вреgносШ каgа је х сложен 

број који не йрелази gаШи цео број. 

V. Функције разматране у претходном параграфу налазе примену 
у следеhем проблему. 

Постоји бесконачна много функција 

у= 8(х), 

униформних у читавој равни, реалних и холоморфних за сваку реалну 

и позитивну вредност х, које за нулу имају сваки йросШ број а разли­

чите су од нуле за сваки сложени број. 

Тако, постоје реалне функције .f(t) такве да оба интеграла 

(30) 
27С 

U(x) =Ј f(t)cosxt· dt, 
о 

буду функција 8(х). 

27С 

V(x) = Ј f(t) sin xt · dt 
о 

У једном саопштењу Пољској академији наука у Кракову казна­

чио сам општи начин формирања таквих функција .f(t), где је показа­
но да су функције U(x) и V(x) целе функције од х. 

Очевидно је, уосталом, даје свака цела функција 8(х) ран2а веће2 

og нуле. То проистиче из чињенице да збир S реципрочних вредности 
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модула нула функције дивергира. На основу тога, о функцијама 8(х), 
које се могу представити интегралима (30), може се тврдити да су све 
оне ран2а јеgан. Наиме, модул Тејлоровог коефицијента а11 једне такве 
функције стално остаје мањи од израза 

а~" 

n! 

(где су а и ~коначне и фиксиране константе), а збир S дивергира. 
Како ниједна до сада позната функција 8(х) не задовољава алге­

барску диференцијалну једначину, све оне су хипертрансцендентне 
функције. Ипак, постоје ли такве функције које, имајући поменуту ка­
рактеристичну аритметичку особину функција 8(х) за х које не йрела­

зи gаШ.и цео йозиШ.иван број М, задовољавају ту једначину? 

Оg2овор је йоШ.врgан. Претходне функције Л(х) дају могућност за 
формирање алгебарских диференцијалних једначина чији интеграли 
могу да буду такве функције 8(х). Ако се, на пример, пође од једначи­
не првог реда 

(31) 

где је Л једна од претходних функција Л(х) и, посебно, једна од функ­
ција (23) или (26) (без фактора 2n), елиминацијом 2х и sin2nx из (31) 
и једначина које се добијају двама узастопним изводима, добија се алге­
барска једначина треh.ег реда коју h.e задовољавати посматрана функ­
ција е (х). За х::; 341 једначина се своди на једначину другог реда. 

Међутим, функција е (х) у том примеру, поред простих бројева 

који не прелазе М, имају бесконачна много других реалних позитивних 

нула. Постоје ли функције 8(х) те врсте које задовољавају алгебарску 

диференцијалну једначину и имају низ йросШ.их бројева који не йрелазе 

М као јеgине реалне нуле? 

Оg2овор је ойеШ. йоШ.врgан. На пример, функција 

(32) у= 2- cos 2nx- соsЛ(х) 

је таква функција е(х) и та функција задовољава алгебарску једначину 

четвртог реда. 

VI. Асимптотска вредност интеграла такође може да буде у бли­
ској вези са простим бројевима. 

Тако постоје класе алгебарских диференцијалних једначина било 

ког реда, чија се асимптотска вредност општег или партикуларног ин-
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теграла изражава йомоhу йросйlих бројева који не йрелазе фиксиран 

број М. 

Таква је, на пример, једначина другог реда 

(33) у"= <p(y)y'z + f(x)y', 

у којој је: 

1) f(x) рационална функција 

(34) 

где Р означава полином степена М- 1 

(35) 
Х Х2 ХМ-1 

Р(х) = 1+-+-+ ... +--, 
2 з м 

где су имениоци степена х чланови природног низа бројева који не 

прелазе М; 

2) функција <р (у) је логаритамски извод алгебарске функције У од 
у, таква да инверзИЈа 

y=\jf(t) 

абеловског интеграла 

(36) 

}' 

t = f dy 
о у 

буде периодична функција од t. 
Једначина (33) допушта бесконачан број интеграла који варирају 

са константом интеграције С и чија је аси.мйШоШска вреgносШ за х = оо 

(37) у (оо) = '!f (С + roS), 

'ige је со еле.менШарна йepuoga функције \ј! и 

(38) 
1 1 1 1 1 s = -+-+-+-+-+ ... , 
з 5 7 11 lЗ 

'ige се сабирање врши йреко свих йросШих бројева који не йрелазе М 
(ако се изузму 1 и 2). 

Најпростија диференцијална једначина те врсте је 

(39) 

има 

(1- у2 

број 

+ 2уу' 2 + f(x)(l- i =О 
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(40) 

ЧИЈа Ј е асимптотска вредност 

(41) у(оо) = sin(C + 2nS). 

Постоје такође класе диференцијалних алгебарских једначина 
било ког реда које садрже променљиви параметар а и чија he се асим­
йШоШска вреgносШ у (оо) июuе2рала йоклайаШи са йочеШном вреgно­

шhу у (О) или he се og ње разликовати йрема Шоме ga ли је а+ 1 йросШ 
или сложен број. 

Навешhу само најпростију једначину те врсте 

(42) 

где Је 

(43) 

' t2 
у" +(х-а)у' +Ье-ху-~ =О, 

у 

Ь = 2ani. 
а +1 

Једначина има бесконачан број интеграла који зависе од констан­

те интеграције С и имају облик 

(44) 
l!E_J·'e-·' (l+x" )dx 
a+l 

у= Се о , 

а асимптотска вредност сваког интеграла поклапаhе се са почетном 

вредношhу 

у(О) =С 

увек када је а +1 прост број, а од ње he се разликовати увек када је 
а + 1 сложен број. 

Различите геометријске интерпретације Вилсонове аритме­

тичке теореме доводе до алгебарских диференцијалних једначина, чији 

су различити елементи интегралне криве у уској вези са простим бро­

Јевима. 

Навешhу као пример само случај линеарне једначине првог реда 

(45) Ау'+Ву+Н=О, 

где су А, В, Н функције од х 
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(46) А=хех, В= ~(хех), H---_ d (х~- ха) 
dx х-1 ' 

где су а и ~ (а<~) два цела позитивна броја веhа од 4. Крива дефи­
нисана партикуларним интегралом 

(47) 
х 

е-х Ј х~- ха 
у=- dx 

х х-1 
о 

пролази кроз координатни почетак, десно од Оу-осе има позитивни 

максимум, а Ох-оса јој је асимптота. Укупна површина S, десно од Оу­
-осе има следеhу аритметичку особину. 

Увек каgа је Ша йовршина разло.мљен број, њен gеци.мални geo је 
gойуна go јеgинице gеци.мално2 gела збира рецийрочних вреgносШи йро­
сШих бројева саgржаних из.меЬу а и ~-

Поред тога, децимални део збира инверзија простих бројева садр­

жаних између дата два цела броја а и ~ ( 4 < а < ~) у потпуности је јед­
нак допуни до једнице децималног дела површине S. 

VПI. Аритметичка особина, коју hемо назначити у овом парагра­

фу, везана је за општу диференцијалну једначину првог реда 

(48) у'= /(х, у). 

Формирајмо функцију 

(49) f(х,и+хи')-2и' ( ') 
~_:_ ___ ...:._ __ = <р х, и, у 

х 

и помоhу ње низ функција 

(50) 

трију променљивих х, и, и', дефинисаних рекурентним законом 

(51) ((\ = д<f'п-1 + д<f'п-1 и'+((\ д<f'п-1 
't"n дх ди '~'" ди' 

са 

(52) <р 0 = <р(х,и,и'). 

Посматрајмо низ бројева 

(53) 

где А11 означава број који се добије ако се у </) 11 _ 2 стави 
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(54) х= О u =О u' = ~ /(0,0). 

Нека је 

(55) 

интеграл од ( 48) који за х = О узима вредност у = О. Између два низа 
бројева 

А1 ,А2 ,А3 , .•• 

а 1 ,а2 ,а3 , ... 

постоји однос аритметичке природе, који се изражава следеhом пропо­

ЗИЦИЈОМ: 

Ако је број Ak (k > 4) реций.рочан неком целом броју (й.озиШи­
вном или не2аШивном), ga би Шо исШо важило за оg2оварајуhи коефи­
L~ијенШ ak, й.оШребно је и gовољно ga јеgан og cлegehux ариШ.меШичких 
услова буgе заgовољен: 

1) или је k + 1 gелилац og -
1
-; 

Ak 
2) или k није й.росШ број умањен за јеgницу. 
Једну особину исте природе има и извод у' интеграла у од (48) ко­

ји за х = О узима вредност у = О. 

* 

Додао бих на крају да из изложеног никако не произлази да he се 
моhи извести закључци занимљиви за теорију бројева. Значај које би 

имале те чињенице састојао би се пре у самом постојаљу веза између 

две разнородне теорије -теорије диференцијалних једначина и теори­

је бројева. У сваком случају, у проучавањима те врсте отвара се посе­

бно привлачно поље истраживања, на које сам узео слободу да приву-

чем пажњу колега учесника конгреса. ** 

** Ова Петровиhева расправа објављена је и у конгресном материјалу Comptes 
гendus du Congгes interbalkanique des mathematiciens (Bucarest 1937) као Петровиhево изла­
гаље од 12. априла 1937.- Рад је реферисан у ZЬI, В. 19, S. 407 (Е. Kamke) и FdM, В. 64, S. 
1131 (0. Perron) (пр. Д. Т.). 



I. Општи интеграл диференцијалне једначине првог реда 

(1) у'= .f(x,y), 

тј. њен интеграл који за произвољну вредност х= х0 добија произвољ­
ну вредност у = у0 , изражен је релацијом 

(2) 

где је F функција четири променљиве 

(3) X,)i,Xo,Yo 

у којој се х може пермутовати са х0 , у са у0 , а да при томе функција не 

промени своју вредност. 

Кад пар вредности (х0 ,у0 ) не представља никакву сингуларну та­

чку функције .f(x,y), општи интеграл у може се изразити у облику по­
тенциЈалног реда 

(4) 

где су коефицијенти А11 функције променљивих х0 ,у0 . 

Један произвољно узет ред (4) може (али не мора) бити општи 
интеграл неке једначине првога реда. Тако, на пример, ред у коме је 

Ао = Уо, А" = ХоУо +(n -1) х5уб, 

није општи интеграл једначине (1); напротив, ред у коме је 

* Српска краљевска академија, Глас, кљ. CLXXVШ, Први разред, књ. 88, Бео­
град, 1939, стр. 31-42. М. Петровић је ову расправу саопштио у Академији природних 
наука 29. новембра 1937. 
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~Ј= Уо, А = Уо 
" n! 

. . 
општи Је интеграл Једначине 

у'= у. 

У овом раду постављена су и потпуно решена два питања: 

1) какве йоШребне и gовољне услове Lupeбa ga исйуне коефLщи-
јенШи An pega ( 4) йа ga peg йреgаиавља оиLиLии инше2рал неке gи-
ферен цијалне јеgначине йрвоzа pega; 

2) у случајеви.ма каg су LUU услови како gиферен-

Lјијалну јеgначину за коју Шакав peg ( 4) изражава њен. ойшLuи инШе-
iрал. 

Нека је (1) једначина је општи интеграл ред ( 4). Тада 

~ =уо, 
(5) А1 = [~~] = [/(х,у)] = Лхо,Уо), 

где израз [<р] означава вредност коју добија функција <р променљиве х 

за х = х0 или функција двеју променљивих х, у за х = х0 , у = у0 . 

Формирајмо неограничен низ функција 

(б) 

променљивих х, у, дефинисаних рекурентном релацијом 

(7) 
дt' д+ 

,t,,+l = -д·" + I _д.Ј" (n= 1, 2,3, ... ), 
х у 

где је почетна функција 

(8) .fo = .f(x,y), 

па he бити 

(9) 
1 

А"= 1[/11 _ 1] (п= 1,2,3, ... ). 
n. 

Пошто се х, у могу пермутовати са х0 ,у0 , релација (7) може се на­
писати и у облику 

(10) 

из чега се, према (5) и (9), добија 
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(11) ( 1) А _ дА11 f( ) дА11 n+ n+i- -+. Хо,Уо -. 
дхо дуо 

То показује да израз 

(12) 

има једну исту вредност за све вредности n = 1, 2, 3, ... и да се та вред­
ност поклапа са .f(x0 ,y0 ). Друга једначина (5) тада показује да су х0 и 
у0 везани диференцијалном једначином 

(13) 

тј. да су х и у везани једначином 

(14) 
d
dy = .f(x,y). 
х 

Вредност израза д је иста као и вредност коефицијента А1 , а то је 

.f(x0 ,y0 ). Једначина (14) добија се, дакле, кад се у једначини 

dyo = А1 
dx0 

dy0 dy 
смени х0 са х, у0 са у, а- са -. 

dx0 dx 
На тај начин нађени су йтuребни услови да буде ред ( 4) општи 

интеrрал једначине (1). Лако се доказује да су то у исто време и 
gовољни услови за то; доказ је истоветан са класичним доказом да када 

се коефицијенти реда 

израчунају узастопним диференцијаљењем једначине (1) и деобом 
добијених извода са n!, такав ред формално задовољаваједначину (1 ). 

На тај начин добијено је решење постављених питања у облику 

два става. 

1 став. - Да би peg ( 4) йреgсШављао ойшШи инШе2рал неке gифе­
ренцијалне јеgначине йрво2а pega, йоШребно је и gовољно ga израз д 
и.ма јеgну исШу вреgносШ за све вреgносШи n= 1, 2, 3 ... 
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Када је тај услов испуљен, решење другог постављеног питања 
дато је следеhим ставом. 

11 став. - Диференцијална јеgначина, чији је ойипuи инШе2рал из­
ражен реgом (4), gобија се каgа се у коефицијеюuу А 1 смени х0 са х, у 0 
са у, йа се резулШаШ ујеgначи са dy. 

dx 
У случају кад се тражи да диференцијална једначина (1), чији оп­

шти интеграл треба да буде ред (4), не садржи експлицитно променљи­
ву х, једначина (7) своди се на 

.r -rд.t 
Јп+!-. ду' 

а једначина (10) на 

[ дf Ј u;,+l Ј = [ЈЈ дУ , 
при чему Је 

из чега следи нови став. 

ЈП став.- Да би peg (4) йреgаuављао ойшШи июuе2рал неке gифе­
ренцијалне јеgначине йрво2а pega која не cagpжu ексйлициШно неза­
висно йроменљиву величину х, йоШребно је и gовољно ga израз 

Д = (n+l)An+l 

дА" 
ду о 

има јеgну исШу вреgносШ за све вреgносШи n= 1, 2, 3 ... 
И у том случају одговарајуhа диференцијална једначина одређена 

је ставом П. 

Дакле, да ли he дати ред ( 4) бити или неhе бити општи интеграл 
неке једна чине првога реда, зависи искључиво од тога ga ли he ње2ови 
коефицијенШи An за инваријанШу имаШи rдраз д; каgа је Шо случај, gи­
ференцијална јеgначина Шо2а pega goбuja се из саме вреgносШи Ше ин­
варијанШе. 

За ред (4), на пример, за који је 

А = Уо 
11 '' n. 

инвариЈанта Је 
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за ред за који је 

А = YrJ' А = 1. З. 5 ..... (2n -1) ( -х + 1)2n+I 
L '{) " 2" 1 У о о , n. 

ОНа Је 

за ред за који је 

Ао= Уо, 

_ [(2х0 )" (2х0 )"-
2 (2х0 )"-

4 
] 

А"- Уо + + + ... , 
n! l!(n-2)! 2!(n-4)! 

она Је 

за ред где Је 

она Је 

за ред за који је 

налази се да Је 

Ао= Уо, 

А _ Уо 
4п-(4п)!' 

11 = 2хоуо; 

(-l)"- 1(2n- 2)! 
А"= 2 1, n! (n -1)! (2у0 ) n-

11 = __!___. , 
У о 

А _ Уо 
4n+2 --(4n+2)!' 

-~ 
~n+l- (4n+l)!' 

А - ~ 
4n+3-- (4n+3)!, 

2. Ово што је напред изложено, може се представити и на овај 
начин. 

Уопште, функција 

(15) 

која садржи две произвољне константе С 1 и С2 , општи је интеграл 

једне диференцијалне једначине другога реда која не садржи ни С 1 ни 
С 2 . Та се једначина своди на једначину првога реда када се између 

двеју константи успостави нека релација 
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(16) 

Тако, на пример, функција 

у = С 1 sin х + С 2 cos х 

. . 
општи Је интеграл Једна чине 

у"+у=О; 

то је, међутим, општи интеграл и једна чине 

у' 2 + / -1 =о 

када се међу константама успостави релација 

с? +С} -1 =О. 
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Али, функција (15) може бити општи интеграл једначине првог 
реда (која не садржи ни С 1 ни С2 ) а да константе С1 и С2 не престану 
бити произвољне, тј. да не морају бити међу собом везане. Такав је 
случај са функцијом 

која представља интеграл једначине првога реда који за произвољну 

вредност х = х0 добија произвољну вредност у = у0 ; довољно је узети 

Х о = С,' У о = С2. 
Тако, на пример, функција 

. . 
општи Је интеграл Једначине 

(17) у'- у= О; 

функција 

. . 
општи Је интеграл Једна чине 

(18) 

Општи разлог таквога факта је очевидан -у таквим случајевима 

увек постоји једна одређена функција 

(19) 

двеју константи С 1 и С2 , таква да, кад се стави да је Л(С 1 ,С2 ) =С, обе 

константе С 1 и С2 нестају у изразу општег интеграла у, постаЈе 
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функција променљиве х и константе С; ова тада има улогу једине ин­
теграционе константе. 

У случају једначине (17), константа С је израз 

за једначину (18) она је 

У очимо сад један општи проблем. 

Када је дат потенцијални ред 

(20) 

где су А,Ао,А1 ,А2 , ... функције двеју произвољних константи С1 и С2 , 
наћи: 

1) йоШребне и gовољне услове за е'iзисШенцију јеgне gиференци­
јалне јеgначине йрво'iа pega која не саgржи С 1 и С2 и чији he ойшШи ин­
Ше'iрал биШи изражен реgом (20); 

2) gиференцијалну јеgначину у случају каg она йосШоји. 
Ако се стави да је 

(21) А(С 1 ,С2 ) =а, 

Ao(CJ,Cz) = ~, 

параметри а и ~ биће познате функције констаната С1 и С2 • Сменив­
ши њима те константе, функција у постаје 

(22) 

где he коефицијенти В1 , В2 , В3 , ••• бити познате функције параметара а 

и ~ и проблем се своди на онај решен у претходном параграфу: у треба 

да буде интеграл неке једначине првога реда који за х = а добија 
вредност у = ~· 

Да ли he ред (20) бити или неће бити општи интеграл једначине 
првога реда, зависи од тога да ли he његови коефицијенти В11 имати за 
инваријанту израз д (у коме Ak треба сменити са Bk) или је неће 
имати. А кад је то случај, диференцијална једначина се добија 

елиминацијом двеју констаната С1 и С2 из три једначине: 

(23) 
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Да бисмо одредили константу С помоhу С1 и С2 , која he имати 
улогу Једине интеграционе константе у општем интегралу у, 

приметимо да су С 1 и С2 , мада су им вредности произвољне (као што 

је и случај са х0 ,у0 ), везани диференцијалном релацијом која следује 
из односа 

То је диференцијална једначина 

(24) 

где је Ф одређена функција константи С1 и С2 , која има за израз 

дАо дА 
~-AI(CI,Cz)~ 

дА дАо ' 
AI(CI,C2) дСz - дС2 

(25) 

о томе се уверавамо диференцијаљењем првих двеју једначина (23) и 
сменом добијених dx и dy у треhој од тих једначина. 

Kag се ойшйlи инйlе2рал јеgначине (24) найише у облику 

(26) 

израз џ им.а уло2у консШанШе С. 

3. Применимо резултат из првог параграфа на случај када ред 

(27) 

представља ШрансценgенШну целу функцију променљиве х, која задо­

вољава какву ал2ебарску диференцијалну једначину. 

Да би ова једначина била алгебарска, потребно је и довољно да 

коефицијенат А1 буде алгебарска функција променљивих х0 , у0 (разу­
ме се, под претпоставком да коефицијенти А11 имају за инваријанту 
израз д). Тада се увек може изразити у облику релације 

(28) 

где је \Џ' неки несвоgљив полином по у0 и А1 , са коефицијентима који су 
алгебарске функције променљиве х0 • 

Означимо са L алгебарску криву која се добија када се у једначи­
ни (28) у0 и А1 сматрају за координате једне покретне тачке М(у0 ,А1 ) у 
равни у00А1 • 
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Да би функција у, дефинисана редом (27), била цела функција 
променљиве х, потребно је и довољно да израз 

n!IA.I 
\}llA/1 1 

тежи нули када n бескрајно расте, и то ма какве вредности имали х0 и 
у0 . Такав случај наступа када, на пример, приликом бескрајног ра­

шћења индекса n један и други логаритамски извод 

д д 
-logA11 и -logA11 , 

дх ду 

расту спорије него п, и то за ма какве вредности .k0 ,y0 ; то се види из 

израза (11) који даје 

An+l = _l_l_logA + f(xo,Yo) l_logA 
д 11 д n· 

А11 n+ 1 х n+ 1 у 

Када је, при томе, цела функција у трансцендентна, познати ставо­

ви из аналитичке теорије алгебарских диференцијалних једначина 

првога реда доводе до тога да релација (28) испуњава следеће услове: 
1) алгебарске функције променљиве х0 које фигуришу као кое­

фицијенти у једна чини (28) увек су п олин о ми по х0 ; 

2) када се у једначини (28) смене 

добијена диференцијална једначина нема никад покретних интеграл­

них критичких сингуларитета; 

3) када су ти интегрални сингуларитети непокретни, алгебарска 
крива L увек је уникурсална.** 

**У скраћеном преводу Serie tayloi"ienne expгimant l'integra!e genei"ale d'une equation 
diffeтentie\le du ргеmiег oгdre расправа је објављена у Bulletin А, Academie royale de SerЬie, 
N°. 5, Be!gгade 1939, рр. 21-23 и била је реферисана у FdM, В. 65, S. 369-370 (Н. Wittich), 
ZЬl, В. 21, S. 225 (Heгald Geppeгt) и Matl1ematical Revains (даље у ознаци MR), t. XI, 4, р. 247 
(Р. Fгanklin) (пр. Д. Т.). 



ЈЕДНА ЗАЈЕДНИЧКА ОСОБИНА 
МНОШТВА ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХ 

ЈЕДНАЧИНА* 

I 

Постоји мноштво диференцијалних једначина свих редова које 

имају ову особину: 

Kag се зна јеgна ogpef)eнa функција 

(1) 

која зависи og gва йарLиикуларна итиеграла УЈ и У2 јеgначине, као 

функција 8(х) независно йроменљиве величине х, може се знаШи и сва­

ки йосебице og й1аква gва инй1еiрала у 1 и У2· 
Таква he особина, краткоhе ради, у овоме раду бити названа осо­

бином (Р). 

Лако се можемо уверити да одиста има диференцијалних једна чи­

на са особином (Р). Тако, уочимо једначину првог реда 

(2) F(x,y,y') =О, 

где је F функција која има следеhе особине: 
1) да се разлика 

(З) 

изражава у облику 

(4) Ф (х, U,V,V'), 

где су И и V две функције које зависе од х,у1 ,У2 и где V' означава 
извод функције V по х; 

2) да је диференцијална једначина првог реда 

* Српска краљевска академија, Глас, књ. CLXXVШ, Први разред, књ. 88, Бео­
град, 1939, стр. 227-240. М. Петровиh је ову расправу саопштио у Академији природ­
них наука 16. децембра 1938. 
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(5) Ф(х,е, V, V') =О 

интеграбилна па ма каква била произвољна функција е (х). 

Taga he јеgначина (2) uмmuu особину (Р). 
Да бисмо се у то уверили, нека је (1) функција два партикуларна 

интеграла у 1 и У2 једначине (2) дата као позната функција 8(х) про­
менљиве х, тако да Је 

(б) 

Пошто је истовремено 

(7) 

биhе и 

(8) 

F(x,y1 ,y~) =О, 

F(x,y2 ,y~) =О, 

што се, према особини функције F, изражава у облику једначине (4). 
По претпоставци, та једначина је интеграбилна; нека је 11 (х) њен 
интеграл КОЈИ за дату почетну вредност х = х0 добија ону вредност 
коју добија израз 

(9) 

за х = х0 . Две једна чине 

(10) 
V(x,y1,J2) = ll(X), 

U(x,y1,J2) = 8(х) 

одређују тада (у општем случају) две непознате у1 и У2, што показује 
да једначина (2) одиста има особину (Р). 

Разне диференцијалне једначине (2), које нису интеграбилне, а 
међу којима се налазе и неке једначине од нарочите важности у приме­

нама, имају такву особину. У овоме што следи то he бити и показано 
на некима од њих. 

п 

У о чим о познату неинтеграбилну једначину 

(11) у'2 +i +.f(x) =О, 
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на коју се наилази у проблемима диференцијалне геометрије и механи­

ке, и претпоставимо да јој се зна збир два партикуларна интеграла у1 и 
у2 као функција 8(х) променљиве х. Израз (3), који је овде 

,z 2 12 2 
Yt + Yt - У2 - У2 , 

може се написати у облику 

тј. у облику 

(12) v'e' + ve, 

где је 

(13) V = Yt- У2· 

Једначина (5) овде гласи 

(14) v'e' + ve =о 

и њен интеграл Је 

(15) 
-J"'~dx 

В' 

V = Ае "'" 

где А означава константу чија је вредност она коју даје разлика у1 - у2 
за х= х0 • 

Из двеју једначина {10), које су овде 

-J·'~dx 
е• 

Yt- У2 = Ае ха 

Yt + У2 =О, 

за партикуларне интеграле у1 и У2 добијају се изрази 

1 - f f,dx 
Yt = 2 (8 + Ае "'" ), 

-J·'~dx 
1 . 8' 

у2 = 2 (8- Ае '" ), 

(16) 

из којих се види да се одредба интеграла у1 и у2 извршава йомоhу јеgн.е 
кваgраiйуре. 
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Истоветан случај би био и онда кад би, уместо збира, била позна­

та разлика у1 - у2 два партикуларна интегралаједначине (11). Ставивши 
тада да Је 

(17) V = У1 + Yz, 
е= YI- Yz, 

за одредбу функције V добија се иста диференцијална једначина (14) и 
проблем се лако довршава. 

У о чим о као пример и једначину облика 

(18) у'+ f(x)p(y)+<p(x)y+'lf(x) =О. 

Када су у1 и у2 два њена партикуларна интеграла, онда је 

у;+ f(x)p(y1)+<p(x)y1 +'lf(x) =О, 

у~+ .f(x)p (у2 ) +<р (х) у2 + \lf (х)= О, 

одакле се одузимањем добија 

Претпоставимо да се зна разлика 

(19) 

као функција е променљиве х. Ако се стави да је 

У1- Yz = V, 

за одредбу функције V добија се линеарна једначина 

(20) V' + <pV +ре = О. 

Означивши са 11 (х) онај њен интеграл који за почетну вредност 
х = х0 добија исту вредност коју добија разлика у1 - Yz за х = х0 имаhе 
се две једначине 

(21) У1- Yz = Т\(Х) 
p(yi)-p(yz) = е(х), 

које одређују два партикуларна интеграла у1 и у2 • Одредба тих инте­

грала извршава се помоhу две квадратуре. 
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ш 

И општа Рикатијева једначина 

(22) у'+ f(x)y 2 +<p(x)y+\jf(x) =О 

налази се међу онима које имају особину (Р). 

1) Претпоставимо да се зна збир у1 + У2 два њена партикуларна 
интеграла као функција 8(х) променљиве х. Из двеју једначина 

(23) 
1 fy2 о YI + 1 + <f'YI + \jf = , 

У~ + !Yi + <f'Y2 + 'Jf = О, 

ставивши да Је 

YI- У2 = v, 
одузимаљем се добија 

v 1 + (ј8 + <р) v = о, 
одакле је 

·' 
-Ј (f9+<p)dx 

V = AW, где је W= е '0 

где је А константа једнака вредности коју добија разлика у1 - У2 за 

почетну вредност х= х0 променљиве х. Две једначине 

YI -у2 = AW, 
YI + У2 = 8 

одређују партикуларне интеграле у1 и У2 у облику 

(24) 

1 
YI = -(8+AW), 

2 
1 

У2 = -(8-AW). 
2 

Та два интеграла одређују се йо.моhу јеgне кваgраШуре. Како се помоhу 
два партикуларна интеграла Рикатијеве једначине може одредити и 

њен општи интеграл, и то једном квадратуром, то се долази до овога 

става. 

Kaga се зна збир gва йарШикуларна инШе'iрала РикаШијеве јеgна­
чине, .може јој се оgреgиШи и ойиtШи инШе'iрал йо.моhу gве кваgраШуре. 

2) Претпоставимо да се зна разлика у1 - У2 као функција 8(х). Из 

двеју једначина (23), ставивши да је 

YI + У2 = v, 
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одузимањем се добија 

(25) 

одакле Је 

па се из двеју једначина 

добија да је 

(26) 

е'+ jeV +<ре= О, 

<р 1 е' v = -----! f е, 

УЈ- У2 =е, 

У1 + У2 = V, 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

Дакле, два партикуларна интеграла у1 и У2 добијају се без кваgра­
Шура. То доводи до следеhег става. 

Kaga се зна разлика gва йарШикуларна инШеzрала РикаШијеве јеg­
начине, може јој се оgреgиШи и ойшШи инШеzрал, и Шо йомоhу јеgне 

кваgраШуре. 

3) Претпоставимо да се зна разлика квадрата у~ - Yi два партику­
ларна интеграла као функција е (х). Ако се стави да је 

У1- Yz = V, 

одузимањем се добија једначина (23) 

V' + <pV +је= О, 
одакле Је 

(27) 
-{pdx[ х {pdx Ј 

V = е '0 А -1 е' 0 
• .fedx , 

где је А константа једнака вредности коју добија разлика V за х~ х0 • 

С друге стране, пошто је 

е = у[ - Yi = СУ1 + Yz) v, 
то су интеграли у 1 и Yz одређени двема једначинама 
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из КОЈИХ Је 

(28) 

YI- У2 = V, 
е 

YI + У2 = v, 

263 

где је V дато обрасцем (27). Та два интеграла у1 и Yz добијају се, дакле, 
йомоhу gве кваgраШуре. Из тога се добија овај став. 

Kaga се зна разлика кваgраШа gва йарШикуларна инШе2рала Рика­
{йuјеве јеgначине, може јој се ogpeguzilu и ойшШи umue2paл и Шо йо­
моhу Шри кваgраШуре. 

4) Претпоставимо да се зна збир квадрата yf + Yi два партику­
ларна интеграла као функција е(х). Ако се стави даје 

YI + У2 = V, 

сабирањем једначина (23) за V се налази једначина 

V' + <pV + (.fe + 2\jf) =О, 

из које је 

_ fq>dxr х fq>dx 1 
(29) V = е ·'0 А -1 е' 0 ·(Је+ 2\jf) dx , 

где је А константа једнака вредности коју добија збир у 1 + Yz за х= х0 . 

Интеграли у1 и Yz добијају се тада помоћу двеју једначина 

одакле се налази да Је 

YI + У2 = V, 
yf + Yi =е, 

1 2 
YIYz = -(V - 8). 

2 

Према томе, у1 и Yz су корени квадратне једначине 

(30) 

решене по у, а где V има вредност (29). Отуда следи став. 
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Kag се зна збир кваgраШа gва йарШикуларна итuе2рала РикаШи­
јеве јеgначине, може јој се ogpegшuи и ойшiiiи инШе2рал и Luo йомоhу 
Шри кваgраШуре. 

IV 

Поставимо сада питање. 

Каква Шреба ga буgе функција \ј!( х) у јеgначини 

(31) 

йа ga збир gва њена йарШикуларна инШе2рала у 1 + У2 буgе јеgнак gаШој 
функцији 8(х) йроменљиве х? 

Пођимо од образаца (24), који за уочени случај имају облик 

(32) 

где Је 

(33) 

1 
YI=-(8+AW), 

2 
1 Yz = -(8- AW), 
2 

·' 
-Ј 8dx 

W=e чЈ 

Диференцијаљењем се добија 

(34) 
' = _!_ (8'- A8W) У1 

2 
, 

у~ = _!_ (8' + A8W). 
2 

Да би функција у1 била партикуларни интеграл једначине (31), 
треба да је 

из чега се сменама (32), (33) и (34) налази да је 

\jf(x) = _ _!_8' _ _!_8 2 _ _!_A2W 2 

2 4 4 
(35) 



ЈЕДНА ЗАЈЕДНИЧКА ОСОБИНА МНОШТВА ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХ ЈЕДНА ЧИНА 265 

Тако се исто, изразивши Yz као партикуларни интеграл једначине 
(31), добија услов из кога се опет за \jf(x) налази исти израз (35). 
Отуда закључак: 

ga би збир gва йарШикуларна инШеiрала јеgначине (31) био јеgнак 
јеgној gaйloj функцији 8(х) йроменљиве х, функL~ија \ј! Шреба ga има 
облик (35). 

Као што се види услов је и потребан и довољан. 

На исти начин се решава и следеhи проблем. 

Каква веза Шреба ga йосШоји између коефицијенаШа f, <р, \ј! ойшШе 

РикаШијеве јеgначине 

(36) у' +.f(x)y2 +<p(x)y+\jf(x) =О, 

йа ga разлика gва њена йарШикуларна инй1е2рала буgе јеgнака gаШој 
функцији 8(х). 

Пођимо од образаца (26), из којих се добија 

(37) 
у~ = ~ 8' - ~ ~ ( .~ ~ + ; } 

у~ = - ~ 8' - ~ ~ ( ~ ~ + ; } 

Сменом вредности (26) и (37) у једначинама које изражавају да у 1 
и У2 задовољавају Рикатијеву једначину (36), после потребног сво­
ђења, за оба интеграла у1 и У2 налази се један исти услов, а то је 

1 d ( 1 8' <р) 1 2 1 1 (8')
2 

1 <р 2 
(3S) \jf(x)=2dx .re+ .f -4.f8 -4.r е +4!' 

Из тога следи закључак. 

Да би разлика gва йарШикуларна инШеiрала јеgначине (36) била 
јеgнака јеgној gаШој функцији 8(х) йроменљиве х, између коефиције­
наШа f, <р, \ј! јеgначине (36) Шреба ga йосШоји веза исказана јеgначином 
(38). 

Исти би се поступак применио и на остале случајеве за Рикати-

јеву једначину. 
За случај Рикатијеве једначине сведене на канонски облик 

(39) y'+y2 +\jf(x)=O, 

функција \ј! треба да има облик 

1 d2 1 d 1 2 \11 = --log8---log8--8 . 
2 dx 2 4 dx 4 
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v 

Уочимо општу линеарну хомогену диференцијалну једначину 

другог реда 

(40) у" +<р(х)у' +'lf(x)y =О. 

Сменом 

(41) 

она се претвара у Рикатијеву једначину 

(42) u' + u2 + <ри + '1' = О. 

Нека су уј и Yz два партикуларна интеграла једна чине ( 40), па ће 

(43) и -у; и u -у~ 
ј- z-

yj У2 

бити два одговарајуhа партикуларна интеграла једна чине ( 42). 
Претпоставимо да се зна производ ују2 поменута два интеграла 

као функција е (х) променљиве х; тада he се знати и збир иј+ u2 одго­
варајућих им интеграла једна чине ( 42) јер је 

(44) d е' 
иј+ u2 = -logyYz = -. 

dx е 

Знајући, дакле, збир два партикуларна интеграла Рикатијеве јед­

начине ( 42), према овоме што претходи знаhе се и сваки посебице од 
тих интеграла, и то помоhу једне квадратуре. Према обрасцима (24), 
примењеним на једначину (42), биће 

(45) 

(46) 

Иј= _l (е'+ AW), 
2е 

u2 = -1 (е'- AW), 
28 

' 
-Ј <pdx 

W=e ч' 



ЈЕДНА ЗАЈЕДНИЧКА ОСОБИНА МНОШТВА ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХ ЈЕДНА ЧИНА 267 

где је А константа једнака вредности коју добија разлика u1 - u2 за 
х= х0 тј. једнака разлици вредности које добијају логаритамски изво­
ди два партикуларна интеграла у 1 и У2 једна чине ( 40) за х = х0 • Пошто 

Је 

fudx 
у= е ' 

интеграли у1 и У2 биhе одређени једначинама 

(47) 
fu1dx lJl(e'+AW)dx 

YI =е = е2 е ' 

fu,dx lJl(e'-AW)dx 
У2 =е - = е2 е , 

где је W дефинисано изразом ( 46). 
Отуда следеhи 

Ciiiaв. -Линеарна хомо2ена gиференцијална јеgначина gpyl.o'ia pe­
ga има Шу особину ga, каg се зна йроизвоg gва њена йарШикуларна ин­
Ше2рала, знаhе се и њен ойшШи инШе2рал, и {uo йомоhу gве квagpa­
iuype. 

Применом онога што је казано у одељку IV може се решити про­
блем: каква веза треба да постоји између коефицијента <р и \ј! јед­

начине ( 40) па да производ њена два партикуларна интеграла буде 
једнак датој функцији е (х) променљиве х. 

Напослетку треба додати да се ово што претходи примењује, са 

потребним изменама, на мноштво разноврсних других диференцијал-
. ** них Једначина. 

* * Скраhен превод ове расправе Ргоргiеtе commune д une multitude d' equations 
difje1·entiel/es, објављен је у Bul\etin А, Academie royale de Serble, N". 5, Belgrade 1939, рр. 
49-56 и била је реферисана у MR, t. XI, 4, р. 247 (Р. Franklin) и FdM, В. 65, S. 371 (W. 
Quade) (пр. Д. Т.). 



ОСЕТЉИВА МЕСТА ОБИЧНИХ И 
ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХ ЈЕДНА ЧИНА* 

Обична је ствар да каква једначина, обична или диференцијална, 
у којој фигурише какав параметар а, даје један резултат за вредности 

а мање од једнога сталног броја а, а други резултат, битно различит од 
првога, за вредности а веhе од а. 

Тако нпр. једначина 

представља систем концентричних кругова кад је а < О, а тачку х = О, 
у =О за а= О. Сличан је случај и са чињеницама које резултирају из ли­

неарне диференцијалне једначине другога реда 

d2y +ау= О 
dt 2 

' 

нпр. у појави електричних флуктуација при испражњавању електри­

чних кондензатора. Вредност у ( електрично оптереhење) је периоди­
чна функција времена t кад је а> О, а монотона функција кад је а< О. 

Али је мање обична ствар да једначина доводи до једног резул­

тата за а =а, а до другог, из основе битно различитог за ма коју gpyzy 
вреgносйl а, било веhу, било мању од а, па и за ову бескрајно блиску 

вредност а' = а ± Е. 
Тако, претпоставимо нпр. да једначина што везује две променљи­

ве х и у садржи једну константу а чију вредност не познајемо тачно, 

веh само приближно, тако да се на место њене праве вредности а зна 

њена приближна вредност а'. Тада се може десити да, ма колико мала 

била разлика а'- а = Е, узевши а' на место а, мења се битно облик 
везе Л (х, у)= О између х и у, тако да нпр. за вредност а крива 

* Математички весник, Удружење студената математике, Београд 1939, бр. 5-6, 
стр. 8-11. 
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А(х,у) =О има йериоgичан, осцилаторан, карактер, а за а' моноШон 
карактер или обрнуто. 

Тако нпр. површина 

има, кад је а = О, за пројекцију у равни хОу синусоиду 
у= sinx 

а кад је а различито од нуле, то је пројекција права 

1 
у= х--, 

а 

или скуп тачака 

х = О, ±n, ±2n, ±З п, ... 

Има алгебарских диференцијалних једначина првога реда 

f(x,y,y',a) =О 

чији су сви интеграли периодичне функције променљиве х за једну 

вредност параметра а, а монотоне функције за све остале вредности а. 

Такав је случај са једначином 

где је и (х) каква монотона функција. За а= О општи је интеграл 

у= sin(x+C) С= const. 

и он је периодичан. За ма коју другу вредност а добија се диференци­

Јалењем 

2(у" +у) у'= аи'(х); 

пошто је функција и монотона, њен извод и' нема реалних нула, па их 

дакле нема ни у' , тако да у не може имати ни максимума ни минимума, 
већ расте или опада монотоно. 

Из таквих примера се види да се може десити ово: образац који 

изражава какав аналитички, механички, физички итд. факт, може има­

ти какво своје осеШљиво месШо, у које ако се само дирне, факт из ос­

нове мења свој битни карактер. То, са математичко-феноменолошког 

гледишта даје интересантан пример случај ева у којима једна, колико се 

хоће незнатна измена једнога фактора у појави, изазива несразмерно 
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велику промену битнога карактера ове. Тако се из овога што претходи 

види да нпр. осцилаШоран ток појаве таквом, минималном изменом 

фактора, одједном и без икаквог континуалног преласка, из основе се 
измељује и прелази у моноШон ток, без икаква трага од ма каквих, па 
и најслабијих осцилација. И та несразмерност ефекта остаје за све 
време трајања појаве, па ма измена фактора остала за све то време 
колико се год xohe слаба. 

Једна физичка појава, у којој тај аналитички факт налази своју 

материјализирану, конкретну примену, била би нпр. појава флуктуа­

ција линеарног електричног резонатора. Те су флуктуације, а при по­

десном избору јединице мере за време t, масу и дескриптиван елеменат 
у појави, регулисане диференцијалном једначином првога реда 

( ~) 
2 

+ i = const. 

која изражава да је збир кинетичке и потенцијалне енергије у појави 
сталан за све време њеног трајања. Флуктуације су осцилаторне, пери­

одичне и (при поменутом избору јединица мера) имају за периоду 2n. 
Међутим, ако се утицајем каквих спољних узрока учини да тотал­

на енергија резонатора почне ма и најслабије, колико се xohe споро, 
али монотоно расти у току времена, појава he одједном, и без икаквог 
континуалног преласка, изгубити не само своју периодичност, веh и 

сам осцилаторни карактер и флуктуација he у њој бити монотона. 
Такве врсте појава дају, у исто време, и инструктиван пример не­

сигурности закључака изведених резонујуhи Шачно на једначини која 

би била само йриближна, а приближна би била с тога што је при ње­

ном формираљу или њеној употреби нешто што се сматрало као врло 

слабо и занемарљиво, фактички и занемарено. Ма колико се мало при­

ближна једначина разликовала од тачне, резултат може бити битно 

различит од онога што би се имао са тачно м једначином. ** 

** Чланак поновљен у књизи М. Петровиh, Чланци, Друштво мат. и физ. НРС, 
Београд 1949, стр. 59-61. Подробнију анализу ове расправе учинио је Живојин Ћулум, 
Чланак Михаила Петровиhа Осетљива месШа обичних и gиференцијалних јеgначина 
йосматран у светлу савремене физике, Споменица Михаила Петровиhа, Београд 1968, 
стр. 135-140 (пр. Д. Т.). 







МИХАИЛО ПЕТРОВИЋ 
О СВОЈИМ РЕЗУЛТАТИМА* 

НЕПОСРЕДНО ИСПИТИВАЊЕ РЕАЛНИХ 

ИНТЕГРАЛА 

једном од својих првих радова, г. Петровић се бави реалним вредно­

стима х = х0 независно променљиве х за које реални интеграли неке 
алгебарске једначине првог реда узимају извесну унапред дату вред­

ност у= у0 . 

Може се, не ограничавајући проблем, претпоставити да је та фиксирана 

вредност у= у0 једнака нули. Тада полигон г. Петровића повезан са једначи­
ном показује да ли вредности х = х0 варирају или не варирају са интеграцио­
ном константом и омогућује израчунаваље редова йокрейiних тачака х= х0 
као нула интеграла. Комбинујући правила о нулама до којих доводи посматра­

ље полигона са елементарним правилима из теорије алгебарских једначина, 

г. Петровић долази до различитих резултата који се односе на йокреiuне нуле 

и йолове униформних реалних интеграла садржане у (а, h). 
Тако, уколико је једначина написана у облику 

II=J.l 

L.fi(x,y)y'll-i =О, 
н=О 

и ако за вредности променљиве х између а и h све од нуле различите функције 
.fi(x,O) чији су индекси i исте парности имају стално исти знак, и уз то је 
.f~ (х, О)* О, тада се између две узастопне нуле било ког партикуларног инте­

грала, реалног и униформног у интервалу (а, /Ј), налази нај.мање јеgан йол 
uauo2 инШе2рала; у овом интервалу холоморфан интеграл може се нajвuute 
јеgанйуШ анулиртuи у uauo.м июuервалу. 

Када полигон једначине нема ниједну страну чији је коефицијент правца 

позитиван цео број, полови а1 ,а2 ,а3 , ..• сваког униформног партикуларног ин­

теграла су нейокреШни и унапред познати. Ако се онда претпостави да су 

претходни услови испуљени и уколико се са k означи број вредности а; између 
а и h, тада се ниједан униформан реалан интеграл не МОЈ/се вище og k + 1 йуШа 
анулиртuи у июuервалу (а, Ь ). 

*У кљизи Notice sur les travaux scientifiques de М. Michel Petrovitch, Paris 1922. М. 
Петровић је описао своје резултате до 1922. године, те је у посебном поглављу 
изложио свој рад из диференцијалних једначина. Професор је о себи писао у трећем 
лицу (пр. Д. Т.). 
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Исте примедбе такође се примељују на реалне вредности променљиве х 

за које униформни реални интеграли достижу максимум или минимум, као и 

на њихове превојне тачке, на њихове асимптотске правце, итд. 

Такође се, за многе класе једначина првог реда, долази до довољних 

услова да се нуле и полови у датом интервалу реалног и мероморфног интер­

вала узајамно разgвајају у Шом июuервалу на исйlи начин као у случају функ­

ције tang х. Г. Петровић доводи до краја ово проучавање за Рикатијеву једна­
чину и долази до правила која прецизно одређују расподелу реалних нула и 

бескона чности реалних интеграла у датом интервалу променљиве х. 

Штурмови ставови о нулама линеарне једначине другог реда без десне 

стране знатно олакшавају једно такво проучавање за Рикатијеву једначину. 

Г. Петровић је проширио ове ставове на врло простране класе диференцијал­

нихјеgначина свих реgова и на системе симутuаних јеgначина. Наиме, ако је 

дат систем n диференцијалних једначина (Е) било ког реда, који дефинише n 
променљивих УЈ, У2, ... , у11 као функције једне независно променљиве х, испо­
ставља се да је једна одређена комбинација Ф, која зависи од функција Yk и 
њихових извода и једнака је, због самих једначина (Е), једном од израза 

за вредности променљиве х садржане у неком интервалу (а, h ): 

1. или са zорње сШране оzраничена неком познатом функцијом !l(x), у 
том смислу што вредност функције Ф остаје мања од !l(x) за све реалне вред­

ности УЈ' У2 ' ... ' yl/ ; 
2. или оzраничена с gоње сйlране једном познатом функцијом /с(х) (која 

се у интервалу (а, h) не анулира), у том смислу што вредност од Ф остаје већа 
од Л( х) за све реалне вредности УЈ, У2, ... , Y n; 

3. или је истовремено испуњено 1. и 2. 
У случају 2, уколико се са и означи било који интеграл једначине 

и"- Л(х)и =О, 

и ако је Yk један реални интеграл који је коначан и непрекидан у интервалу 
(а, h) као и сви његови изводи, тада се: измеЬу gве узааuойне йроаuе нуле 
функције u саgржане у (а, Ь) налази највише јеgна нула фуню{ије Yk; измеЬу 
gве йросШе нуле функције Yk налази највшие јеgна нула функције u; каgа 
функције Yk и u имају зајеgничку нулу х=~' променљива х ће, растући по­
чев од ех, gocШuhu йрво јеgну нулу функције, йа й01uом н ул у функције Yk. 

У случају 1, уколико је са'' означен било који интеграл једначине 

,," - !l( х )v = О, 

измеЬу gве йроаuе нуле функције v, саgр.жане у июuервалу (а, Ь), налази се нај­
мање јеgна нула функције Yk; зтuим измеЬу gве йроссuе нуле функције Yk 
налази се нajвuute јеgна нула функције v; каgа функције Yk и v имају зајеgни-
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чку нулу х =а, йроменљива х he, pacUiyhu йочев og а, gocUiuhu најйре јеgну 
нулу функције Yk, йа зтТtим н ул у функције v. 

У случају 3 имаће се оба резултата 1 и 2 у исти мах. 
Узимајући за поредбене функције и и'' различите функције за које је, с 

једне стране, познат начин на који варирају изрази д(и) и д(v), а с друге стра­

не, расподела нула у датом интервалу (а, h ), г. Петровић указује на односе 

између особености функције Ф која одговара неком интегралу Yk система (Е), 
за који је претпостављена да је реалан, коначан и непрекидан у (а, h ), као и на 
учесталост осцилација интеграла Yk око осе Ох. Имамо, на пример, следећа 
правила. 

1. Ако је Ф с доње стране ограничена у интервалу (а, б) неком стално 
позитивном функцијом, тада инШе2рал Yk у Шом инШервалу највшие јеgанйуШ 
мења знак. 

2. Ако је Ф с горње стране ограничена неком стално негативном функ­
цијом у интервалу (а, h), у коме она има горњу границу -N, тада июТtе2рал Yk 
мења у Шом июТtервалу знак најмање онолико йуШа колико има целих 

јединица у броју 

(h- a)ffi 

n 

3. Ако је Ф с доње стране ограничена неком стално негативном функци­
јом у интервалу (а. h), у коме она има доњу границу -М, тада июТtе2рал Yk у 
Шом июТtервалу мења знак највшие онолико йуШа колико има целих jegшtUL(a 

у броју 

(h- а)-[М 
-'--~'---+а. 

4. Ако су позитивне константе С и D изабране тако да Ф у (а, h) буде с 
горње стране ограничена функцијом 

(52) 

која је негативна у (а, h), тада инШе2рал Yk у Ш.ом интервалу мења знак нај­
мање онолико йуLТtа колико има целих јеgиница у броју 

(53) 

где је 

т= .,)1 +4с, р- ГD 
-~1+4С' 

Исто тако, уколико су позитивне константе А и В изабране тако да у ин­

тервалу (а, h) израз Ф буде с доње стране ограничен функцијом (52), негатив­
ном у том интервалу, тада у овом июТtервалу шиТtе2рал Yk мења знак највище 
онолико йуLТtа колико има целих јеgиница у броју (53) йлус 2. 
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5. Ако су позитивне константе А и В изабране тако да у (а, h) Ф буде с 
горље стране ограничена функцијом 

(54) А- Beif; 
' 

негативном у (а, h), тада Yk у йlом инйlервалу мења знак најмање онолико йу­
Ша колико има јеgшища у броју 

(55) 
2

1n (е21,.ЈА -е2а.Јв)ј1. 

Исто тако, уколико су позитивне константе изабране тако да Ф буде у 

интервалу (а, h) са доље стране ограничена функцијом (54), негативном у 
(а, h ), тада Yk мења знак највище онолико йуйlа колики је број целих јеgщаща 
у (55) увеhан за 2. 

6. Ако су позитивне константе А и А' изабране тако да је у (а, h) стално 

тада се број промена знака функције у у интервалу (а. h) налази између 

-J4A-=Il h 2 -дл'-=1 l h og- и + og-. 
2тс а 2n а 

Г. Петровиh тако чини очигледним осцилщuорну йpupogy реалних, ко­

начних и непрекидних интеграла многих класа једначина свих редова. 

Ова правила се примељују, на пример, на једначину првог реда 

.f'(x,y,y') =О, 

кад год је израз 

са горље или са доље стране ограничен неком функцијом Л, односно )Ј. 
Примељена на једначину другог реда 

у" + Ју + <р i = о , 

где су I и <р позитивне функције од х, та правила откривају осцилаторну приро­
ду интеграла и дају доље границе броја осцилација кад независно променљива 

х варира у датом интервалу; одговарајуhи израз Ф са горље стране је ограни­
чен стално негативном функцијом -.f'(x). Ови закључци непосредно се прове­

равају на партикуларном случају једна чине 

у" + Ау+ Bi = О, 

где су А и В позитивне константе, која се решава помоћу елиптичких функ­

ција. 
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У случају система 

dy, =ту у 
d 

2 3· 
х 

dYz 
-- = 11 YIYJ, 
dx 

dy, 
-d- = py,yz, 
х 
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на који се наилази у вези са проблемом кретаља чврстог тела и који се инте­

грали помоћу елиптичких функција, имаће се 

тако да се правила примељују кад год су бројеви р и n истог знака; заиста, из­
раз ~(у1 ) може се анулирати за неку вредност х= а само кад је истовремено 

Yz = О и у3 = О, у ком случају су за х = а сви изводи функције у 1 једнаки нули. 
У случају проблема динамике, дешава се да јеДначина живих сила даје 

услове неједнакости услед којих је за једну или више координата qi одговара­
јући израз ~(qi) са доље или горље стране ограничен, тако да се осцилаторна 

природа координате qi показује директно на самим једначинама проблема. 
Приметимо такође да правила г. Петровића, примељена на линеарну 

једначину другог реда, дају, уопште, доље или горље границе броја осцилаци­

ја које су йреt{изније од оних до којих доводи Штурмово правило. 

* 

У више белешки и расправа г. Петровић се бавио проблемом уоквирава­

ња uнiiiezpaлa у датом интервалу (а, h) варираља независно променљиве х; он 
се састоји у Гйражењу zраничних кривих измеЬу којих се налази zрафик 

uнi:Uezpaлa gок х варира у инШервалу (а, Ь). 
Уколико су посреди једначине првог реда, добио је следећу општу ме­

тоду. 

Дата једначина може се, и то на више начина, довести у облик 

у'= F(x, уЈ), 

где је /известан коефицијент уз х који се јавља у изразу F, а коме ће се покла­
љати посебна пажља. Нека је (х0 , у0 ) почетна та ч ка интеграла за коју су 

ф . . дF ~о 
ункцИЈа F и љен парциЈални извод - одре9ени, коначни, непрекидни, не 

ду 

мељају детерминацију и при том се овај парцијални извод не анулира (тачке у 
којима ти услови нису испуљени припадају извесним сталним кривама у равни 

Оч које се унапред знају, или су изоловане и сталне). 
Могу се изабрати, и то на бесконачна много начина, две функције <р(х) 

и \jf(x) тако да буду испуљени следећи услови: 

1) да ове функције буду одређене, коначне и непрекидне у неком интер­
валу који је довољно мали али није нулте дужине, у границама од х = х0 - а 1 
до х = х0 + а2 (где су а 1 и а2 позитивне константе); 

2) да је у том интервалу 
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<p<f"<\jf; 

З) да, уколико су и и v редом интеграли једначина 

(58) du 
- = F(x,u,<p), 
dx 

dv 
- = F(x, v, \ј/), 
dx 

који за х = х0 узимају исту вредност u0 = 110 = у0 , тада су функције и и v одре­
ђене, коначне и непрекидне у неком интервалу који је довољно мали али није 

нулте дужине, и простире се од х= х0 - h1 до х= х0 + h2 (где су h1 и h2 пози­

тивне константе). 

Два интервала (х0 - а 1 , х0 + а2 ) и (х0 - h1, х0 + h2 ), који оба садрже вред­

ност х, имају увек један заједнички део (х0 -/11, х0 + /1 2 ) чија је gужина веhа og 
нуле и у вези са којом г. Петровић доказује своју теорему о средљој вредности 

за диференцијалне једначине првог реда. 

За сваку вреgносШ х 1 из шtГйервала (х 0 - h1,x 0 + h 2 ), инШеzрал у јеgна­

чине (56) који за х= х 0 узима вреgносШ у= у 0 ogpel)eн је, коначан, нейреки­
gан и налази се између ogzoвapajyhux вреgноаТtи инШеzрала u и v јеgначина 
(58) који за х= х 0 узимају вреgноаТt u0 = v0 = у 0 . 

Важно је овде приметити да свакој gиференцијалној јеgначини йрвоz pe­
ga и сваком йару (х 0 ,у 0 ) йочеLТtних вреgноаТtи (остављајући на страну изузет­

не парове који се налазе на извесним сталним кривама у равни хОу. а које су 

унапред познате) одговара такав један интер вал (х0 - 11 1, х0 + 17 2 ) чија дужина, 

већа или маља према случају, никаg није јеgнака нули.! 
Ово се може применити на сличан начин као класична теорема о сред­

љој вредности која се односи на одређене интеграле. За дати тип једначина, 

написан у облику (56), потражиће се две функције <р и \ј! које, у околини тачке 
х= х0 , уоквиравају функцију .f'(x) и од ље се што је маље могуће разликују и 
такве су да су обе једначине (58) интеграбилне. Тако ће се, на пример, посма­
трани лук графика функције .f'(x) заменити правама, луковима парабола итд. 
који га уоквиравају, а тако добијени интеграли u и v једначина (58) предста­
вљаће границе између којих ће варирати интеграл у док х варира у интервалу 

(х0 - 11,, хо + l7z). 
Г. Петровић примељује своју методу на једна чине 

у'= i + .f'(x), у' 2 + i = .f'(x), у' 2 - i = .f'(x), ... 

и налази, на пример, за прву једначину границе u и 11 у облику једне рацио­

налне комбинације функције tgp(x- х0 ), или пак функције ер(х-,о), према то­
ме да ли је функција Л х) у посматраном интервалу позитивна или негативна. 

Примељујући је на општију једначину 

у'= F(y,j'), 

1 Ове резултате г. Петровића искористио је г. Е. Котон у својој расправи О йри­
ближној uнLТiezpaцuju диференцијалних јеgначина, Acta mathematica, t. ХХХП, 1908. 
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где је/ дата функција од х, он формулише више резултата који се односе на 

горње или доње границе интеграла, на вредности променљиве х за које инте­

грал узима, у датом интервалу за х, унапред дату вредност, а асимптотске 

вредности интеграла, итд. На пример, за диференцијалну једна<rину 

[ 1 - ekx' (а + Р еРУ' ) ) у' - е'" 2 
= О, 

где су а, р, k, р, г и 1 -а- р негативне константе, асимптотске вредности 

интеграла за х = += и х = -оо коначне су и одређене ако се са а означи вред­
ност функције у за х= О, а са 8(z) трансцендента 

Jl=oo 

I z" 8(z) = , 
-Ј г+ kn 

n=O 

асимптотска вредност за х = += налази се између 

У случају Рикатијеве једначине 

г. Петровиh указује на један други поступак уоквиравања интеграла, заснован 

на следеhој примедби. 

Напишимо једначину у облику 

(59) у' = <р (у- fi) (у- 12) 

и претпоставимо да су све три функције <р, fi и .12 од х позитивне у интервалу 
од х= О до х= а, при чему су функције .fi и .12 неопадајуhе у том интервалу, а 
криве у= .fi и у= .12 не додирују обе истовремено х-осу у почетку. Претпо­
ставимо још, одређености ради, да је .fi < .12 у том интервалу. Нека су 

(60) 

(61) 

У{ = <р ( У1 - F1 ) ( У1 - F2 ) , 

У2 =<р (Yz -Ф,) (Yz - Фz), 

две једначине које се могу интегралити и такве су да је у интервалу (О,а) 

стално 

F, -:;" .fi, 
Ф, ?. .fi, 

Fz -:;" .12, 
Фz ?. .f2. 

Taga lte у инiТiервалу og х = О go х =а сiuално бui'Uu 
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где су са у, Yt и У2 означени редом интеграли једначина (59), (60) и (61) који се 
анулирају за х= О. 

Узимајући за поредбене чланове 

делове правих, парабола различитих степена итд. који уоквиравају криве 

у= I и у= .12, г. Петровић прецизира различите случај еве кривих којима се 
уоквирава интеграл у. 

Исти поступак примељује се на једначине облика 

/ = <r<.ti- y)Cf2- y) ... u;,- у), 

где су функције .fi од х позитивне и неопадајуће у интервалу (О, а), а <р је у ис­
том интервалу позитивна функција. 

Најзад, г. Петровић примељује исти поступак поређеља на линеарну јед­

начину другог реда 

(62) у"+ Ј(х)у' + <р(х)у =О, 

код које улогу функција .fi и .f2 играју два корена једначине по г другог сте­
пена 

(63) г 2 + Ј(х)г + <р(х) =О. 

Примедба која следи, комбинована са претходним поступком, даје ра­

зличита правила која се односе на граничне криве између којих варира инте­

грал у једна чине (63): кад год је могуће интегралити неку једначину облика 

11" + т(х)11 =О, 

из ље се може извести једна друга линеарна једначина другог реда без десне 

стране за коју ће корени квадратне једначине (63) имати константне разлике 
и које ће се моћи интегралити, ова нова јеgначина gaje йореgбене еле.менШе у 
йре{йхоgно.м йосШуйку. 

Једанпоступак уоквираваља једначина било ког реда, практичан и уда­

бан у применама, омогућује двострука алгебарска неједнакост коју г. Петро­

вић користи у разним проблемима анализе, геометрије и механике; тај посту­

пак био је изложен у првом делу овог маљег списа. 

Тако, на пример, чиљеница да се, кад су величине х; негативне, вредност 

односа 

(х 1 +···+х")" (р- реално) 
х(' + ... +х{; 

налази између граница 1 и np-t (које могу бити достигнуте) доводи до посту­
пка којим се интеграли разних класа диференцијалних једначина доводе у 

облик 
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где су функције <р 1 и <р 2 познате, а е је фактор чије се вредности налазе изме­
ђу две у{uврf)ене нумеричне вреgноаuи, при чему су те границе најпрецизније 
могуће, јер могу бити ефективно достигнуте. 

Примељен, на пример, на једначину првог реда 

s = .f'(x,y), 

на коју се своди општи проблем одређиваља равних кривих чији је лук s дата 
функција координата х и у, овај поступак доводи до могућности да се напише, 

без интеграција, једначина грана функције у које су реалне и растуће у посма­

траном интервалу у облику 

/(х, у)- е[х- у- (Хо- Уо)] = 0, 

а једна чине опадајућих грана у облику 

.f'(x,y)-8[x+ у-(хо- Уо)] =О, 

1 
где се фактор 8 увек налази између -fi = 0,7071 ... и 1, а (х0 ,у0 ) је почетна 

вредност. 

Ако је дата једначина 

посматрајмо реалне интеграле који пролазе кроз почетну тачку 

која се (одређености ради) налази изнад х-осе у области D смештеној између 
х-осе и криве у= <р(х), где <р(х) означава позитивну детерминацију функције 

,j.f'(x), за коју је претпостављена да је коначна и непрекидна у неком интер­
валу од вредности х = х0 до вредности х = х 1 који је садржан у овој области 
(изван области D нема реалних интеграла). Кроз тачку М0 пролазе реални 
интеграли, од којих је један растући а један опадајући; они могу бити пред­

стављени једначином 
х 

у= Уое(х-хо) ±е е-х f е·' <р( х) dx' 

Х о 

где се фактор е налази између вредности 1 и -fi = 1, 4142 .... 
Поступак се, исто тако, примељује на парцијалне изводе. На пример, 

уколико је дата једначина 
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у свакој области простора ( х 1 , х2 , ••. , х11 ) у коме је интеграл V реалан и у коме 

. дV 
Је сваки од извода - сталног знака, интеграл се може поступком г. Петро-

дх; 

вића довести у облик 

V=F+B'V, 

zge су v и F функције og х 1, Xz, ... , X n йoзнaiiioz облика, а е је фаюТtор чије се 

вpegнocrТtu налазе између 1 и -Ј;;. 

СВОЂЕЉЕ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХ ЈЕДНА ЧИНА 

Г. Петровић је дао један потупак свођеља једна чине 

(64) <р(х)у' 2 + \jf(x)yy' + X(x)i +/(х)= О 

на канонични облик 

(65) у'= F(t) +уз. 

Иста ова једначина своди се, сменом променљиве на коју је указао г. Пе­

тровић,наједначину 

(66) у' 2 + i = Ф(t), 

на коју се наилази у више проблема механике и више геометрије. 

Једначину (65) проучавао је у својим радовима г. Жозеф Лиувил2, посма­
трајући је са неколико становишта и нашавши више случајева интеграбил­

ности, као и г. АпелЗ, који је о љој написао једну продубљену студију. Ови 
резултати тако постају применљиви и на једначине (64) и (66); може се, на 
пример, изградити и једна теорија инваријаната тих једначина. 

Касније је г. М. Хајман4 показао један друкчији начин свођеља једначи­
не (64) на облик (66). 

* 

Нека је дата линеарна једначина са десном страном 

. d 11 y . dn-IY . dy . _ . 
./о-+/,--1 + ··· + .fn-1- + .lnY- F(x) 

dx 11 dx"- dx 

написана у скраћеном облику 

2 Comptes гemlus de /'Academie des Sciences, 6. септембра 1886. и 12. септембра 1887. 

З .louгnal de Mat!Jematiques,puгes et appliquees, 4. серија, т. У, 1889. 

4 .louгnal.fi:iг гeine und Gl1,1iCИ'. Matlшnatik. Bd. 119, Het't Ш, 1898. 



МИХАИЛО ПЕТРОВИЋ О СВОЈИМ РЕЗУЛТАТИМА 283 

(67) д[х,у] = F(x). 

Познато је да се може формирати један йарШикуларни интеграл једна­
чине ( 67) помоћу опште г интеграла једна чине 

д[х,у]=О 

квадратурама, при чему границе интеграла зависе од променљиве х. Лагран­

жова метода даје такав интеграл помоћу n квадратура, док га Кошијева изра­
жава помоћу само једне квадратуре. 

Г. Петровић износи на видело следећу чиљеницу. 

Поаuоје сйецијалне функције Л(х,а) йроменљиве х и йроменљивоz йара­

меШра а које осШају uc[ue за све јеgначине (67) и имају својсШво ga је мozyhe 
образоваШи јеgан йарШикуларни инШеzрал ове јеgначине уз йомоh йарШику­
ларноz umuezpaлa јеgначине 

д[х,у] = Л(х,а), 

било каква ga је gесна аuрана јеgначине ( 67). 
Међу оваквим функцијама Л( х, а) налазе се, на пример, функције 

1 х log(1 - 2ах + х 2 
), , • 

1-· 2ах + х 2 1- 2ах + х 2 

Одређиваље партикуларног интеграла једначине (67), где је F(x) било 
која функција променљиве х која има х= О као обичну тачку и реална је за 

реално х, своди се на одређиваље по једног партикуларног интеграла сваке од 

двеју једначина добијених замељиваљем у (67) функције F(x) једном нулом а 
други пут, на пример, изразом Jog(l - 2ах + х 2 ). Интеграл једна чине ( 67) тада 
се добија у облику одређеног интеграла чије су границе апсолутне константе, 

независне од облика једна чине ( 67). 

ЈЕДНА КЛАСА ИНВАРИЈАНАТ А ИНТЕГР АЛНИХ 

КРИВИХ 

Кад је дата једначина 

(68) .f'(x,y,y', ... ) =О, 

могу постојати изрази Q са диференцијалним или интегралним члановима, 

по х, који, према једначини (68), кад се са једне тачке М 1 пређе на другу тачку 
М2 равни (х, у), преко извесне интегралне криве, варирају само са положајем 
ових тачака, а не зависе од те интегралне криве. 

Израз Q представља неку врсту инваријанте за једначину (68), у односу 
на љене партикуларне интеграле. Очигледно је, уосталом, да постојаље једне 

инваријанте Q повлачи постојаље бесконачна много других. 
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Овакве инваријанте су посебно значајне када представљају одређене 

геометријске објекте. Тада се може одредити величина таквог једног објекта 

без потребе да се интеграли једначина (68), тако се могу учинити очигледним 
разне геометријске особине интегралних кривих, итд. 

Г. Петровић указује на једноставне случајеве у којима се лако уочавају 

такве инваријанте. На пример, у случају кад се једначина (68) може довести у 
облик 

Ф+ Т]( х, у)у' +~(х, у)= О, 

где је Ф известан израз са члановима, диференцијалним или интегралним, од 

х, у, у', у", ... , а функције~ и 11 зависе само од х и у и испуљавају услов 

Израз 
х 

Ј Фdх 

представљаће једну инваријанту за једначину (68). 
За Рикатијеву једначину 

у'+ i =/(х) 

таква инваријанта је величина површине коју производи ротација интегралне 

криве око х-осе. 

Заједначину 

једна таква инваријанта је лук интегралне криве, посматран као функција 

поларних координата х = е и у = р. 
Свака једначина првог реда 

/(х,у,у')=О 

има за инваријанту Q површину ограничену х-осам, углом криве у= <р(х) 

која представља закон варирања са х кривине интегралне криве и двема орди­

натама на крајевима тог лука. 



ПЕТРОВИЋЕВО ДИРЕКТНО 

ПРОУЧАВАЊЕРЕШЕЊА 
ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХЈЕДНАЧИНА 

ногобројни резултати до којих је Михаило Петровић дошао у обла­

сти квалитативне анализе решења диференциј алних једначина вео­

ма су интересантни, инспиративни, вероватно и најзначајнији од 

вих његових математичких резултата. У радовима који су изложе­

ни у овој књизи, М. Петровић најчешће полази од неких својстава диферен­

цијалне једначине (или неких функција које улазе у саму диференцијалну јед­
начину), а затим, врло вешто користећи једноставан математички апарат, 

долази до низа интересантних резултата везаних за решење (или решења) 

полазне диференцијалне једна чине. Описани поступак је и суштинска и општа 

карактеристика рада у квалитативној анализи диференцијалних једначина. У 

њој се не тражи решење диференцијалне једначине, које се некада и не може 

наћи, а некада може али је веома компликовано, па је, као такво, неупотре­

бљиво, већ се покушава дати што је могуће више информација о том, непо­

знатом решењу на бази карактеристика саме једначине. 

Претходно речено се може илустровати следећим примером. Нека је да­

та диференцијална једначина 

d _± 
_l_+i=xз. 
dx 

Ова специјална Рикатијева једначина може се решити после великог 

броја употребљених смена. Када се реши, дефинитивно се добија да је њено 

опште решење 

или у облику 
бхi/3 ) 

З(се + 1 
у - ---"-----'-----'------

- себх!/3 (3х2/3 - xl/3)- зх2/3 - xl/3 . 

Очигледно је да се, иако је добијено опште решењеполазне једначине 

у= у(х,с), о том решењу може имати врло мало информација. 



286 Љ.ПРОТИЋ 

Михаило Петровић је у низу радова (нпр. [ 4], [8], [1], [15]*, Белман) проу­
чавао Рикатијеву једначину. У коначном облику 

dy = i + f'(x) 
dx 

и за љено решеље констатовао низ интересантних својстава, што се види из 

наведених радова. 

Начин писаља М. Петровића, с математичке тачке гледишта, није ису­

више прецизан. Стил му је занимљив, а текст пун идеја (често непрецизних и 

недовршених), па је био, а вероватно ће и убудуће бити, инспиративан за нове 
научне раднике. Није зато чудно, већ је потпуно логично, што су љеговим ру­

ковођељем, докторирала дванаесторица српских математичара. То су: Мла­

ден Берић, са темом "Фигуративни полигони диференциј алних ј едначина пр­

вог реда и љихова веза са особинама интеграла", 1912; Сима Марковић: "Оп­
шта Рикатијева једначина првог реда", 1913; Тадија Пејовић: "Нови случајеви 
интеграбилитета једне важне диференцијалне једна чине првог реда", 

6. 2. 1923; Радивоје Кашанин: "0 аналитичким облицима мултиформних функ­
ција", 20. 11. 1924; Јован Карамата: "0 једној врсти граница сличних одређе­
ним интегралима", 22. З. 1926; Милош Радојчић: "Аналитичке функције пред­
стављене конвергентним низовима алгебарске функције", 30. 1. 1928; Драго­
слав Митриновић: "Истраживаље о једној важној диференцијалној једначини 

првог реда", 24. 10. 1933; Данило Михљевић: "Структура парцијалних једна чи­
на са датим интегралима карактеристика", 21. З. 19З4; Константин Орлов: 

"Аритметичке и аналитичке примене математичких спектара", 6. 12. 1934; 
Петар Музен: "0 базама непрекидних функција", 22. 4. 1937; Драгољуб Мар­
ковић: "Границе корена алгебарских једначина", 25. З. 19З8. 

Од свих наведених доктора наука једино се Милош Радојчић и Петар 

Музен нису бавили диференцијалним једначинама. Сви остали јесу, у маљој 

или већој мери. Природно је да су и неки од ученика Михаила Петровића има­

ли својих ученика. То се нарочито односи на Тадију Пејовића, Јована Карама­

ту, Драгослава Митриновића и Константина Орлова. Тако је деловаљем 

М. Петровића настала и постојала и у свету чувена и призната "београдска 

школа дифереицијалиих једиачииа". 

Смиреност професионалног риболовца, изузетна образованост, радозна­

лост истраживача, скромност наслеђена од оца Никодима, доктора теологије, 

креативност уметника као и друге бриљантне карактеристике Михаила Пе­

тровића учиниле су га апсолутним стожером "београдске школе диференци­

јалних једначина" и "причислиле" у великане наше науке. 

Резултат до кога је дошао Михаило Петровић у раду [4] (који је публи­
кован у престижном часопису Mathematische Annalen 1899. године у Лајпцигу) 
веома је интересантан. Не мељајући му суштину, већ сасвим незнатно форму, 

може се формулисати и доказати на следећи начин. 

* Број у загради је позив на Петровиhеву расправу наведену у садржају ове 
књиге. 
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Нека је дата област Q и нека су функције F1 (х, у), F(x, у) и F2 (х, у) не­
прекидне на том скупу, при чему је 

(1) F1(x,y) < F(x,y) < F2 (x,y) (х, у) Е Q. 

Нека су, даље, у1 (х) у(х) и У2(Х) редом решења диференцијалнихјед­
начина 

(2) у'= FJ(x,y), у'= F(x,y) и у'= F2(x,y), 

коЈ-а задовољавају заједнички почетни услов 

Тада је за х > х0 у области Q 

(4) У1 (х) < у (х) < У2 (х). 

Доказ. 

Докажимо једну од двоструке неједнакости. Нека је, на Q, F(x,y) < 
F2 (х, у) и нека су у(х) и У2 (х) решења једначина 

cly = F(x у) и dY2 = F (х у ) 
dx ' dx 2

'
2

' 

Тада је за х = х0 

Ако се уочи функција 

а(х) = У2(х)- у(х), 

лако се констатује да она задовољава услове 

а) а(х0 ) =О, 

б) а'(х0 )>0, 

па је а(х) растуhа у малој околини х0 , тј. 

а(х) >О<:::> У2(х)- у(х) >О<:::> У2(х) > у(х) 
за х> х0 . 

(Обратно, за х< х0 је У2(Х) < у(х)). Дакле, неједнакQст (4) важи у око­
лини х= х0 (х> х0 ). 

Да би се доказало да неједнакост ( 4) важи у свој области Q, може се 

претпоставити супротно. Нека је тачка (х 1 ,у1 ) (х 1 > х0 ) прва тачка у којој је 

нарушена неједнакост ( 4), тј. таква да је У2 (х 1 ) = у(х 1 ). 
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Тада је 

Имајући у виду да је за х== х1 

У2(х)- у(х) =О и _Е_(У2(х)- у(х)) >О 
dx 

Љ.ПРОТИЋ 

следује, на основу претходно доказаног, да је за х< х1 (блиско х 1 ) 

у2 (х)- у(х) <О<=> У2(х) < у(х), што је супротно претпоставци да је (х 1 ,у 1 ) 

прва тачка "десно" од х0 у којој је нарушена неједнакост (4). Дакле, таква та­
чка не постоји и у области Qje за х> х0 у(х) < У2(Х). 

Найо.меиа.- Друга страна двоструке неједнакости може се доказати на 

аналоган начин. 

Неједнакост типа (1)-(4) јавља се у раду [1] Михаила Петровића, публи­
кованом три године раније, 1896. године, у Прагу, али не у општем облику као 
у раду [4]. У том раду се доказује следећа теорема. 

Нека су дате три диференцијалне једначине 

(5) 

(б) 

(7) 

clY1 = <р (х) ( У1 - F1 (х)) ( У1 - F2 (х)) , dx 

d
dy = <р(х)(у- .fi(x))(y- .f2(x)), 
х 

за које у интервалу (0, а) важи 

где су F1(x), F2(x), Ф 1 (х) и Ф 2 (х) позитивне, неопадајуће, функције у интер­
валу (0, а). Нека су, даље, У1 (х), у(х) и У2 (х) редом решења диференцијал­
них једначина (5), (б) и (7), таква да је 

(8) У1 (0)=у(О)=У2 (0)=0. 

Тада је за О< х < а 

Овај резултат је специјалан случај неједнакости из рада [4], што се јасно 
види ако се упореде десне стране диференцијалних једначина (5), (б) и (7) и 
при том имају у виду услови (8). 

Неједнакостима истог типа посвећен је и рад [2] из 1897. године. У њему 
се доказује неколико тврђења, при чему је, вероватно, најинтересантније сле­

деће. 
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Претпоставимо сада да се у једначини 

(а) у"+ Р(х)у' + Q(x)y =О, 

Р и Q замењује другим функцијама Р1 (х) и Q1(x), затим са Р2 (х) и ЉСх), за 
које се једначина може интегралити, а које су такве да корени <р 1 (х) и <р 2 (х) 
(са <р 1 < <р 2 ) карактеристичне једначине нове једна чине 

(~) и"+ ~(х)и' + Q1(x)u =О 

и корени \jf 1(x) и \jf 2 (x) (\ј/ 1 < \ј/ 2 ) једначине 

(у) џ" + Р2 (х)џ' + Q2 (х)џ =О 

испуљавају услове 

(8) 

Ui и .f2 су корени карактеристичне једначине за једначину (а) тј. решења 
једначине r 2 + P(x)r + Q(x) =О и да су веhи корени <р 2 и \ј/ 2 нерастуhе функ­
ције у интервалу (а, h). 

Тада је у интервалу (а, h) стално 

гдеје у(а)=и(а)=џ(а)=А. 

{и< у< ll ако је А> О џ < у < и ако је А <О, 

Найомена.- Имајуhи у виду познату везу Рикатијеве једначине и линеа­

рне хомогене диференцијаЛне једна чине другог реда (а), резултати до којих је 
дошао Михаило Петровиh у радовима [1] и [2] су, логично, повезани. 

Дакле, радови [1] и [2] се могу схватити као најава изванредног резулта­
та до кога је дошао Михаило Петровиh у раду [4]. 

У математичкој литератури, посебно совјетске, односно руске провени­

јенције, одомаhило се да се неједнакости облика (1 )-( 4) везују за руског мате­
матичара С. А. Чаплигина. 

Ради се о томе да је Чаплигин 1919. године публиковао рад: Основания 
новоzа сп особа приближеноzо интеzрирования дифференциальних уравнении 
у коме, између осталих, доказује следеhе тврђење. 

"Нека смо нашли функцију t = t(x) са следећим својствима: 

1) t0 = у0 за х= х0 ; 

2) на интервалу (х0 ,Х) за х> х0 резултат замене tуместо у у једначину 

(9) 

већи је од нуле, тј. 

d
dy- .f'(x,y) =О, 
х 
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(10) 
d
dt - .f'(x,t) >О. 
х 

Љ.ПРОТИЋ 

Претпоставимо даље да на интервалу (х0 , Х) тражено решење у и функ­
ција t немају сингуларних тачака. Тада за свако х веће од х0 , а мање од .Х ва­
жиће неједнакост 

(11) t >у. 

Очигледно је да је ова неједнакост суштински блиска неједнакости 

(1)-(4) Михаила Петровића. Ову сличност је приметио наш математичар Ми­
лорад Бертолино, па је у раду "Неке функционалне неједнакости добијене 

применом Чаплигинове методе и упоређивање са резултатима М. Петрови­

ћа", Весник Друштва мат. и физ. НРС, IX, Београд, 1957, 87-94, навео Петро­
вићеву теорему, без доказа, и написао: "У Петровићевој књизи "Рачунање са 

бројним размацима", Београд 1932, наведена је, између осталих, следећа тео­
рема, општија од претходне, а чији је саgржај исШи као коg Чайлиzинове (йео­

ре.ме циШиране на йочеLuку овоzа paga" (примедба Љ. П.). 
Десет година касније, Милорад Бертолино се враћа овим неједнакости­

ма у раду "PI"ioгite de Michel PetJOvitch 1·elative an th6oi"eme de Tchaplyguine sш les 
inegalites diffeгentielles du premieг шdi"e", Математички весник 4 (19), Београд 
1967, стр. 165-168. У том раду се утврђује приоритет резултата Михаила Пет­
ровића у односу на до тада названу "Чаплигинову неједнакост". У њему 

М. Бертолино објашњава да питање приоритета није разрешио у раду публи­

кованом десет година раније зато што му тада није био познат рад Михаила 

Петровића "Suг uпе maпieJ·e d'eteпdi"e Је theшeme de Ја mоуеппе aux equations diffe­
гentielles du ргеmiег огdге", Math Аппаlеп, 54 Band, З Heft, рр. 417-436, 1899. год., 
већ (показала се идентична) теорема унета у књигу "Рачунање са бројним ра­

змацима" из 1932. године. Бертолино у овом тексту пише: "Интересантно да 
смо приказали ову Петровићеву теорему у нашем раду." "Неке функционалне 

неједнакости добијене применом Чаплигинове методе и упоређивање са резу­

лтатима М. Петровића", без да смо се одважили да говоримо о приоритету јер 

смо 1957. године имали у виду књигу Михаила Петровића "Рачунање са број­
ним размацима" у којој он не даје библиографију (својих радова) следећи сво­
је (утврђене) навике". 

На тему приоритета неједнакости типа (1)-(4) и (9), (10) и (11) Милорад 
Бертолино и Драган Трифуновић написали су чланак Suгle TbloгemeJ'ondamen­

tal de S. А. Capligin suгl'ineisalite dijjeгentielle du ргетiег огdге, Mathematica balkani­
ca, Београд, 1971. год., стр. 11-18. У њему, уз доказ да резултат Михаила Пе­
тровића из 1899. године има приоритет у односу на Чаплигинов резултат из 
1919. године, доказано је и да приоритет на неједнакости (9), (10) и (11) припа­
да Пеану (1858-1932), тј. да је он до тих неједнакости дошао 1886. године и пу­
бликовао их у раду "Sull' iпtegraЬilita delle equazioпi differenzia\i di primo ordine", 
Тогiпо 1886. 

Треба нагласити да утврђени приоритети Михаила Петровића и Пеана 

не умањују битно велику улогу Чаплигина, који је дошао до фундаменталног 
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резултата везаног за диференцијалну неједнакост код нелинеарних диферен­

цијалних једначина п-тог реда (n Е N, n > 1 ). Чаплигин је и творац познате 
"Чаплигинове методе" за налажење приближних решења диференцијалних 

једначина која се суштински базирана поменутим неједнакостима а која се, 
због изванредне брзине конвергенције, и сада користи без обзира на одређене 

тешкоhе које се јављају у целој примени. О неким проблемима при реализо­

вању Чаплигинове методе и предностима методе Ричардсона у односу на њу 

може се детаљније видети нпр. у чланку Душана Тошиhа и Љубомира Проти­

hа "Giobal Епш Estimation in 01·dinary Initial Value ProЫems Based on Two-Sided 
Approximation", ZAMM Z, Math. Mech. 66 (1986) 5, рр. 332-334. 

Многи наши математичари су у својим истраживањима користили нејед­

накост Михаила Петровиhа (1)-( 4). Најпре, у извесном смислу, Сима Марко­
виh у својој докторској дисертацији 1913. године (шест година пре Чаплиги­
на), али не цитирајуhи у литератури М. Петровиhа. 

Милорад Бертолино, који је свакако од београдских математичара нај­

више проучавао и најбоље познавао радове из диференцијалних једначина 

Михаила Петровиhа, у двадесетак својих радова користио је на различите 

начине неједнакост (1)-(4). Најчешhе је на бази компаративних једначина 
долазио до низа својстава решења полазне диференцијалне једначине. Осим 

тога, повезујуhи методу ретракта Тадеуша Вашевског (Tadeusz Wa:ievski) са 
неједнакостима облика (1)-(4) дошао је до специфичне синтезе тих метода, 
корисне за проучавање решења диференцијалних једначина. У његовим проу­

чавањима су, најчешhе, рубави цеви (који се појављују у методи ретракта) од­
ређени компаративним једначинама добијеним на бази неједнакости (1 )-( 4 ). 
Низ следбеника Милорада Бертолина у својим радовима користи такође Пе­

тровиhеву неједнакост, не претендујуhи на потпуност. Наведимо да су, више 

или мање, радове тог типа публиковали Радивоје Милошевиh, Звездана Рада­

шин, Божо Врдољак, Љубомир Протиh, Лаза Радовиh, Љиљана Стефановска 

и Стеван Бојовиh. 

У раду [4], а потом и у књизи "Рачунање са бројним размацима", разма­
тра се диференцијална једначина 

(12) у'= F(x,yJ(x)). 

За њу се доказује да ако под одређеним условима важи да је 

(13) <р(х) < ј'(х) < 'ljf(x) 

и ако су и(х) и 11(х) решења диференцијалнихједначина 

(14) и'= F(х,и,<р(х)), v' = F(x,1','\jf(x)), 

која задовољавају заједнички почетни услов 

(15) и ( х0 ) = у ( х0 ) = 11 ( х0 ) , 

(у(х) је решење једначине (12)), 
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тада за х Е (Ч -111, х0 + 112 ) (h1, h2 > 0) важи неједнакост 

(16) u(x) < у(х) < v(x). 

Дакле, ако су дате диференцијалне једначине (12) и (14), и ако важи не­
једнакост (13), тада Михаило Петровиh доказује да, у околини х0 , важи и не­
једнакост за решеља (16). 

Ове неједнакости су интересантне али, чини нам се, имају маљу употре­

бну вредност него неједнакости (1)-(4). Уосталом, и само долажеље до нејед­
накости (16) ·из неједнакости (13), према Петровиhевим речима, само је при­
мена резоноваља при доказиваљу неједнакости (1)_:(4). Петровиh, доказујуhи 
ове неједнакости у раду [4], дословно пише: "Применимо претходна разматра­
ља (тј. доказ једнакости (1)-(4) прим. Љ. П.) на једначину (12)." 

Канонски облик Рикатијеве једначине 

(17) у'= i +/(х) 

и љено уопштеље облика 

(18) 

присутни су у чланцима [4], [5], [8], [15], [18]и [19] Михаила Петровиhа публи­
кованим у овој кљизи. У радовима [10], [11 ], [15] и [18] проучава се линеарна 
једначина другог реда облика 

(19) у"= .f'(x)y, 

која се, као што је познато, одговарајуhом сменом своди на једначину (17). 
У веhини тих радова једначине (17), (18) и (19) послужиле су као приме­

ри и илустрације добијених, општијих, резултата. 

У радовима [10], [11], [15] и [19] детаљније се проучавају интегрални слу­
чајеви неких од тих једначина. У тим чланцима се доказује и низ интересан­

тних резултата. Наведимо два. 

а) Нека је дата интеграбилна једна чин а 

у'=i+Лх). 

Датој интеграбилној једначини може се придружити бесконачни низ фу­

нкција од х 

х 1 ,х2 ,х3 , ••• , 

такав да свака једначина 

такође буде интеграбилна и то без икакве додатне квадратуре. 

б) Нека је дата неинтеграбилна једначина 

(у')2 + i +/(х)= О, 
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за коју се зна збир два партикуларна интеграла у 1 и . У2. Ако се означи са 
8 = У1 + У2· тада је 

1 - ffdx 
у 1 =-(8+АеЧ1 ) 

2 

f·'.!i.dx 
1 8' 

У2 = - (8 - А е •u ) 
2 

А - constanta 
(А Е const.) 

тј. у 1 и у2 се добијају помоhу једне квадратуре. 
Инспирисани радовима Михаила Петровиhа, многи београдски матема­

тичари су, касније, проучавали диференцијалне једначине (17), (18) и (19) (је­
дначина (18) је, због тога, у жаргону називана и "београдска диференцијална 
једначина"). Поменимо неке од аутора који су изучавали те једначине: Сима 

Марковиh (у докторској дисертацији); Тадија Пејовиh (у докторској дисерта­
цији и у неколико радова); Драгослав Митриновиh (у докторској дисертацији 
и у око двадесет пет радова); Милорад Бертолино у десетак радова. М. Берто­
лино је проучавао и генералисану једначину, једначине (18), тј. једначину 

у'"+ ут= /(х); /(х)> О, (п, т Е N). Уводеhи појам "зоне квалитативног ути­
цаја" зависно од својстава функције ~/(х) (у раду "Zone d'influence qualitative 
de certaines fonctions figшant an deuxieme membre des equations differentielles" Bull. 
sci RSF Yougoslavie, Section A-Zagieb, 1967. стр. 2, долази се до низа истих свој­
става решења проучаване диференцијалне једначине. Вероватно да се ова 

идеја М. Бертолина може применити и на друге случајеве диференцијалних 

једначина облика (12), где функција /(х) поседује нека квалитативна својства 
(типа: ограничености, конвергенције, монотоности итд.). 

У чланку [6], [9], [11], али и у радовима "lntegrales premieies а IestJ·ictions", 
Academie royale de SerЬie, Paris 1929. и "Integration qualitative des equations differen­
tielles", Memщial des sc. math. Paris, 1931, М. Петровиh проучава диференцијал­
ну једначину (19). За њу доказује два тврђења (зависно од тога да ли је функ­
ција /(х) позитивна или негативна). Једно од та два тврђења,је следеhе. 

Сваки реални интеграл у(х) једначине (19), чији се први извод анулира 
у тачки х0 из интервала (а, h), у коме је функција /(х)> О, може се написати 
у облику 

где је Х= (х- х0 )~/(~), ~Е (х0 ,х), и то за сваку вредност а< х< h. Поред 

тога, за осцилаторна решења се йоказује да између две узастопне нуле х 1 , х2 
имају облик y=y0 cosx, где је Х=(х-х0 )~/(~), ~Е(х1 ,х2 ) одакде је 

х,= хо -~~Л~), х2 = Хо +~~/(~). 
Проблеми везани за осцилаторна решења проширују се на неке йоiitкла­

се опште једначине првог реда у'= /(х, у), посебно изложене у [9]. 
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У скорије време, овај резултат је наведен у познатој књизи Белмана (R. 
Bellman, "Stabillity theory of differential equations", McGrow-Hill, New York, Toronto, 
London 1953, ch. б. Ех. 1 б, Ех. 17). 

Примеgба.- Ако су М и N константе такве да је 

тада је интеграл у( х) уоквирен кривом 

~о (ех 1 + е-Х 1 ) И ~Ј (ех' +е-х,), 

гдеје xl =(х-хо)Гн, х2 =(х-ха)Гм. 
Михаило Петровић. доказује овај резултат (као и аналоган за ј'( х)< О) 

користеhи теорему о средљој вредности интеграла. 

Милорад Бертолино је 1958. године у чланку "Примедба у вези са једним 
ставом Михаила Петровиhа", Весник Друштва мат. и физ. СРС, Х, Бгд., стр. 

115-118, доказао исти овај резултат користећ.и другачију технику. Превео је 
једначину (19) на Рикатијеву једначину z' + z2 = ј'(х), а затим користио ком­
паративне једначине z' =М- z2 и z' = N- z2 (где М и N имају исти смисао 
као у претходној примедби) које су једначине са раздвојеним променљивим. 

Исти аутор је исте резултате добио и коришћ.ељем методе ретракта 

(видети "Suг la limite (finie on infinie) d'application des inegalites de Tchapliguine de 
second oгdre", Аnп. di Mat. pura ed appl. (IV), Vol. LXII, рр. 113-12б, Bologna, 19б5). 

Петровић. је 1929. године објавио опсежну расправу у којој је, следећ.и 
своје идеје из ранијих радова о аналитичкој теорији, увео појам првог ин­

теграла са ограничељима, као и појам квалитативног првог интеграла (што је 

поменуо у делу "Рачунаље са бројним размацима", види кљигу 8 овог издаља, 
стр. 23-26). 

Нека је F функција променљивих х, у, у', ... , i"1, где је у= у( х), и поче­
(рЈ 

тних услова х0 , у0 , ... , у0 . 

Ако је 

(20) F = const., 

дуж сваког решеља у диференцијалне једна чине 

(21) ј'(х,у,у', ... ,у< 11)) =О n> р, 

онда Петровић. преузимајућ.и тада уобичајену дефиницију, релацију (20) нази­
ва први интеграл. Природније је и боље за разумеваље љеговог рада функцију 

F са особином (20) звати првим интегралом, што Петровић. доцније и сам 
чини. 

О првим интегралима он каже: 

"Познаваље једног или више првих интеграла за једну једначину или за 

систем једначина, поједностављује љихову инzТtе2рацију и испитиваље љихо­

вих својстава." 

Појам првог интеграла значајан је у механици јер (20) изражава законе 
конзервације (нпр. енергије). 
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Петровић уводи појам првог интеграла са ограничењима тако што за­

хтева да особина (20) важи само за неке од интеграла једна чине (21) који има­
ју извесну аналитичку особину, на пример да буду целе или мероморфне фун­
кције, итд. 

Тај појам му омогућује да добије нове информације о нпр. мероморфним 

интегралима алгебарске диференцијалне једначине 

(22) g(x,y,y', ... ,/"1) =О. 

Примера ради наводимо овај резултат. Нека је R(x,y,y', ... ,y<PJ) рацио­
нална функција по свим променљивим са константним коефицијентима щ. 

Петровић даје услове за коефицијенте ak, да једначина (22) за своје меромор­
фне интеграле има први интеграл R(x,y,y', ... ,_v<PJ) = г(х), где је г(х) рациона­
лна функција. 

Сличан резултат даје се и да први интеграл буде полином, који се, у 

случају када једначина (22) не садржи експлицитно х. своди на константу. 
Метод доказивања тих резултата, поред тога што користи једну Пика­

рову теорему о нулама униформних функција, у потпуности се ослања на по­

ступак из Петровићеве тезе (види прву књигу овог издања), који се и овде 

излаже у потребној мери. 

Када је реч само о реалним интегралима једначине (21), али и система 
yf = .fi (х, у 1 , ... , Уп), i = 1, 2, ... , n, уводи се и појам квалитативног првог интегра­
ла. Под тим се подразумева, уместо релације (20) (односно функције F), рела­
ција 

F = 8(х) 

где је 8(х) дефинисана у размаку (а, h) и има одређене особине (нпр. ограни­
ченост, монотонија, ... ). Овде се, међутим, дозвољава да функција F садржи 
извод истог реда као и сама диференцијална једначина. 

Квалитативни први интеграл Петровић користи за квалитативну анали­

зу појединих типова једначина и добија неке особине решења, махом оквирне 

криве, број нула и њихово растојање, што је већ доказао и у ранијим радо­

вима. 

Ова расправа, као корисно допунско штиво, наводи се у књизи F. Tгicomi, 
"Differential equations", Blackie & son, London, 1966. 

Радови [14], [15] и [17] посвећени су вези између теорије диференцијал­
них једначина и аритметичких особина решења. Те особине претежно се од­

носе на просте бројеве, па се тако добија веза са теоријом бројева. Тиме се, 

сматра Петровић, отвара посебно привлачно поље истраживања, иако не ми­

сли да ће се моћи да изведу закључци занимљиви за теорију бројева. Међутим, 

резултати које даје јесу занимљиви. Један од њих казује да постоје аналитичке 

функције (наводи и примере) који задовољавају неку алгебарску једначину и 

имају као једине реалне нуле просте бројеве мање од неке константе. Други 

резултат који наводимо је следећи. 

Постоје класе алгебарских диференцијалних једначина било ког реда 

чији општи или партикуларни интеграл тежи за х ~ = граничној вредности 

која се изражава помоћу простих бројева који не прелазе фиксни број т. 
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На пример, за решења у(х) једначине 

(1- i)y" +2уу' 2 + .f'(x)(l- у 2 )у' =О, 

важи у(х) ~ sin(c+2nSт), х~ оо; 

овде Је .f'(x) = 1- Р;,(х)/ Рт(х), 

х х 2 хт-Ј 
Pm(X) = 1+-+-+ ... +--, 

2 3 т 

1 1 s =-+-+ т 3 5 ... , 

где се сабирање врши преко простих бројева који не прелазе т. 

Врло интересантан је мали чланак Михаила Петровића "Осетљива ме­
ста обичних и диференцијалних једначина", Мат. вес. Бгд., мај 1939. год. У ње­
му се, на непуне три стране, разматрају (како их назива аутор) осетљива ме­

ста обичних и диференцијалних једначина. Ради се; у ствари, о томе да када су 
дате неке једначине које у себи садрже неки параметар, нпр. а, тада је могуће 

да решења једначина имају извесне карактеристике при а 7:- а, а потпуно дру­

гачије за а =а, чак и када се а врло мало разликује од а. 

Нека је, нпр., дата диференцијална једначина 

(23) y' 2 +i=1+au(x), 

где је а реалан параметар, а u(x) нека монотона функција. 
На први поглед би се рекло да ће природа решења диференцијалне 

једначине (23) бити иста (или слична) за, рецимо, а= -0, 00 ... 01, а= О или 
~ 

9 нула 
а= +0, ОО ... 0 1. Михаило Петровић доказује да је претходно речено нетачно. 
~ 

9 нула 
Он врло лако показује да ће за свако а (па и блиско нули) ова решења дифе­
ренцијалних једначина (23) бити монотона (растућа или опадајућа), али и да 
ће за а = О бити сасвим различите природе - биће периодичне функције. При 

томе му је доказ изузетно једноставан и пун духа. Нпр., да би доказао да су за 

а 7:- О сва решења монотона, он диференцијалну једначину "закомпликује" 

диференцирањем, па потом, користећи ту једначину другог реда, долази до за­

кључка о монотоности решења (ту је заиста све једноставно само се требало 

сетити!). 
Имајући овакве примере у виду, Михаило Петровић пише: " ... образац, 

који изражава какав аналитички, механички, физички итд. факт може имати 

какво своје осетљиво место у које, само ако се дирне, факт из основа мења 
свој битни карактер .... (има) случајева да незнатна измена једног фактора у 
појави изазива несразмерно велику промену битног карактера ове." Најзад, 

закључује: "такве врсте појава дају, у исто време, и инструктиван пример не­

сигурности закључака изведених резонујуhи Шачно на једначини која би била 
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само йриближна, а приближна би била стога што је при љеном формираљу 
или љеној употреби нешто што се сматрало врло слабо и занемарљиво фак­
тички и занемарено. Ма колико се мало приближна једначина разликовала од 

тачне, резултат може бити битно различит од онога што би се имао са тачном 
једначином." 

Аутор овог приказа могао би да дода и следеhе. Чести су случајеви да се, 
нпр., системи нелинеарних диференцијалних једначина замељују љиховим ли­

неарним апроксимацијама (у теорији стабилности итд.) јер се ове последље 

лакше анализирају, али има и случајева (најчешhе!) када реални модел није 

потпуно познат истраживачу, веh су му познате само доминантне каракте­

ристике. 

Идеја Михајила Петровиhа презентирана у овом раду инспирисала је 

М. Бертолина да га детаљно анализира са математичке тачке гледишта (виде­

ти "Петровиhево директно проучаваље решеља диференцијалних једначина", 

Михаило Петровиh 1868-1943) и Живојина Ћулума (видети чланак Михаила 
Петровиhа "Осетљива места обичних и диференцијалних једначина", "Михаи­

ло Петровиh 1868-1943", стр. 135-140) који детаљно анализира ту идеју са ас­
пекта физике на примеру Шредингерове једначине. 

Има смисла повезати размишљаља Михаила Петровиhа изложена у 

овом чланку са писаљем значајног немачког физичара Валтера Хајтлера 

(Walter Heitler). У кљизи "Die Natш und Gottliche", Verlag, Кlett, Balmei·, Zug. 1967, 
Хајтлер најпре констатује једноставну чиљеницу: "Да се физички закони изра­

жавају на математички начин." Затим пише: "Оно што се данас проучава у 

физици су ствари које постоје само под вештачким условима". Најзад, Хајт­

лер каже: "Ниједан природни закон се не слаже сасвим тачно (није сасвим та­

чан)." Слично Хајтлеру тврди и љегов пријатељ и сарадник нобеловац Хајзен­

берг (Heisenberg): "Природа се ужасава потпуне тачности и прецизности изнад 
свега." 

Дакле, ове физичке једначине су, према Хајтлеру и Хајзенбергу (али и 

другим ауторима) само приближне, а како је утврдио Михаило Петровиh, за­

кључци о решељима таквих једначина су крајље несигурни, па смо ми сви у 

ситуацији да реално не познајемо физичка факта. 

Интересантно је упоредити ове закључке математичара и физичара са 

констатацијом теолога владике Николаја Велимировиhа: "Ми не знамо физи­

чке законе јер они и не постоје", тј.: "физички закони само су символи мора­

лних закона" (Владика Николај, "Номологија", Изабрана дела, кљ. Ш, Глас 

цркве 1996). 
Једначину 

(24) у'= <p(x)[fi(x)- у] ... [Ј;,(х)- у], 

која се помиље у раду [1) Михаила Петровиhа, назива хемијском једначином, 
због љених примена у хемији. Очигледно је да се из једна чине (24) за n= 1, 2, З 
добијају линеарна Рикатијева и Абелова једначина прве врсте, које су доста 

проучаване у математичкој литератури. Ако се уочи једноставна једначина 
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y'=(y-l)(y-2) 

(која је специјалан случај једна чине (24) при n = 2) релативно лако се кон­
статује (имајуhи у виду да је у'> О за у> 2 и у< 1, као и да је у'< О за 
1 < у < 2) да се сва решења уочене једна чине, која за х = х0 задовољавају 
услов у(х0 ) < 2, "приближавају" тривијалном решењу у= 1 те једна чине када 
х -t +=. Такође се може констатовати да се другом тривијалном решењу, 
у = 2, не "приближавају" решења уочене једна чине када х -t +=. 

Нека је, даље, дата диференцијална једначина 

у' = [у - .ti (х)] [у - .12 (х)]' 

где су .fi(x) и .f2(x) непрекидне и диференцијабилне функције за х~ х0 , при 

чему је .fi(x) монотоно растућа, а .f2(x) монотоно опадајуhа функција. Нека 
.fi (х) и .12 (х) испуљавају и следеће услове 

lim .fj(x)=C1, lim /2 (х)=С2 и .fj(xo)>/'z(xo); 
Х-Н-оо х-Н= 

тада, слично претходном, може да се докаже да постоји бесконачна много 

решења које имају својство даје lim у(х) = С2 . 
X---*f-oo 

Суштина је у томе да се докаже да се сва решења претходне диференци­

јалне једначине, која за х= х0 задовољавају услов у(х0 ) < .fj(x0 ), када је 

х> х0 приближавају кривој ./2(х) (евентуално се секу са њом) и заједно са 

њом теже константи С2 , када х -t +=.При том у= .f2(x) није решење прет­
ходне једначине (за разлику праве у= 1 у претходном примеру), јер би морало 
бити .fi,(x) =О, тј . .f2(x) = const., што противуречи претпоставци да је /z(x) 
монотоно опадајућа функција. 

Својство неке диференцијалне једначине да постаје функција у= <р(х) 

која није решење те диференцијалне једначине, а којој се, када х -t += при­
ближавају друга решења исте једначине, било је инспирација (уз проучавање 

ограничених решења) Милораду Бертолину да дефинише једну нову врсту 
стабилности, тзв. "скоро стабилно приближно решење" (видети: Be!'tolino М., 
"Sulutions approximatives presque staЬies des equations differentielles", Matematicki ve­
snik 4 (19) 1967, рр. 71-74). Касније уопштење "скоро стабилног приближног 
решења" од стране Љ. Протића (видети Протић Љ. "Разне дефиниције стаби­

лности и процена решења обичних диференцијалних једначина'', магистарски 

рад, Београд 1970) ишло је у смеру замене функције у= <р(х) једним појасом. 
Радови [10] из 1926. и [15] из 1935. године Михаила Петровића посвећени 

су долажењу до интеграбилних случајева једначина (17) и (19). У ствари, у 
тим једначинама се ради о (суштински) истим резултатима имајући у виду ве­

зу једначина (17) и (19). Основни резултат до кога је дошао М. Петровић у 
тим радовима је следећи. 

Нека је дата интеграбилна Рикатијева једначина (17). За њу постоји 
бесконачан низ функција Х 1 (х),Х2 (х),Х3 (х), ... такав даје свака одједначина 

(25) у;,= у,~ +(Лх)+Х11 (х)), (n Е N) 
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такође интеграбилна, и то без икаквих квадратура. Функције Хп(х) формира­

ју се на рекурентан начин 

1 х::-1 (х) 
2 Xn-l(x)' 

Х0 (х) =/(х), (n Е N), 

а решења диференцијалне једначине (17) рачунају се по формули 

( ) ( ) d ] Yn-1 (х) 
Уп х = Уп-1 х +- og ~ о 

dx Хп-l(х) 

Ради се, очигледно, о интересантном резултату који омогуhава да се, по­

лазеhи од решиве Рикатијеве једначине (или једначине (19)) дође до бескона­
чног броја интеграбилних случајева исте једначине. При том за добијање ре­

шења следеhих једначина нису потребне никакве интеграције (веh само дифе­
ренцираље). Куренски је три године касније (видети М. Kourensky: "Sш l'equa­
tion de Riccati, Rendiconti della R. Accademia dei Lincei", (б) 9 (1929), рр. 950-957) 
дошао до истог резултата независно од Михаила Петровиhа. Драгослав Мит­

риновиh је у радовима "Theoгeme sur l'equation de Riccati", С. R. Acad. Sci, Paris, 
208 (1939), рр. 156-157, и "Неколико ставова о Riccati-eвoj диференцијалној је­
дначини", Глас Српске академије 181 (1939), стр. 171-236, решио општији про­
блем, који гласи: 

полазеhи од интеграбилне Рикатијеве једначине (17) образовати бес­
крајни низ других Рикатијевих једначина истог облика, у;,+ у; =;;,(х), које he 
бити интеграбилне. 

Резултат до којег је дошао је компликован и практично неупотребљив, 

али је, унеколико, интересантнија једна последица тог општег резултата, а то 

је: 

ако се пође од једне интеграбилне Рикатијеве једначине (17), може се 
образовати бескрајан низ интеграбилнихједначина у;,+ у;= ;;,(х), где је 

ј. ( ·) = f' ( ·) 2[ ;;,_!(х) ]2 .t;;_l(x) 
Jl х . n-1 х + Ј . Ј , 

iп-l(x)dx ;;,_ 1(x)clx 

Yn- 1(x) Ј .t;,_1(x)dx / (х) 
Уп(х) = - п-! Јо(х) = /(х),уо(х) = у(х). 

J.t;,_ 1 (x)dx-Yп-l(x) J.t;,_l(x)dx 

Види се да је за рачунање .t;,(x) и Уп(х) помоhу ових рекурентних фор­
мула основни проблем рачунање интеграла (на сваком кораку) што није при­
сутно у резултату Михаила Петровиhа. Ова чињеница, у практичном смислу, 

чини да се ова два резултата битно разликују. 
Љубомир Пртuић 



ОБЈАВЉЕНИ РАДОВИ МИХАИЛА ПЕТРОВИЋА ИЗ 
ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХ ЈЕДНА ЧИНА* 

1° Sur les zeros et les infinis des integrales des equations differentielles algehriques 
Theses presentees а Ја Faculte des Sciences de Paгis, No. 823, Gauthier-Villars, Paгis, 
1894, р. 1 09; 21 ,З х 26,6. (1) 

2° Sur les integrales uniformes des equations du premier ordre et du genre zero 
Comptes гendus, Paris, 1894, t. СХVШ, 22, рр. 1190-1193. 
[Саопштено у Француској академији наука (даље у тексту ПАН) 28. маја 
1894; приказао проф. Е. Picard.] (2) 

3° о acu.мiiiiioiiiлu.м вpeguociiiu.мa umueipaлa gифереuцијалиих јеgиачшка 
iipвoia pega 
Српска краљевска академија, Глас, књ. L, Први разред, књ. 17, Београд, 
1895, стр. 43, 16,2 х 23,5. 
[Саопштено у Академији природних наука Српске краљевске академије 
(даље у тексту АПН), 1. маја 1895; реферат проф. Димитрија Нешића.] (4) 

4° Sur l'equation difjfrentielle Ыпоте du premier ordre 
Comptes гendus, Paгis, 1895, t. CXXI, 19, рр. 632-635. 
[Саопштено у ПАН, 4. новембра 1895; приказао проф. Е. Picard.] (5) 

5 Sur rme equation difjfrentielle du premier ordre 
Comptes rendus, Paris, 1896, t. СХХП, 22, рр. 1261-1263. 
[Саопштено у ПАН, 1. јуна 1896; приказао проф. Е. Picard.] (11) 

6 О gифереицијалти.м јеgиачшш.ма iipвoia pega које се .моiу iрафички 
uuiiieipaлuruu iio.мohy i. Kлepuheвoi шeciiiapa 
Српска краљевска академија, Глас, књ. LI, Први разред, књ. 18, Београд, 
1896,стр. 313-316. 
[Саопштено у АПН, 15. јуна 1896; реферат проф. Љубомира Клерића.] (12) 

7° Sur les residus des fonctions definies par les equations differentielles 
Mathematische Anna1en, Leipzig, 1896, t. 48, рр. 75-80. (14) 

* У књизи 15 Сабраних gела Михаила ПeiUpoвuha изложена је потпуна библи­
ографија укупне делатности професора Михаила Петровиhа. Овде су дати објављени 
радови из диференцијалних једначина. Знаком О обележен је рад објављен у 1. књизи, 
а знаком Ll рад објављен у 2. књизи Сабраних gела Михаила ПeiUpoвuha. На крају сваке 
јединице стављен је број у загради који је позив на податак у потпуној библиографији 
у 15. књизи. 
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8° Contribution а la tluforie des solutions singuliers des equations differentielles du 
premier ordre 

Mathematische Annalen, Leipzig, 1896, t. 50, 1-3, рр. 103-112. (15) 

9 Remarques algebriques sur les fonctions definies par les equations differentielles 
du premier ordre 

Bulletin de Ја Societe mathematique de France, Paris, 1896, t. XXIV, рр. 58-80. (16) 

106 Sur l'equation differentielle de Riccati et ses applications cblmiques 

Vestnik Kral Ceske spolecnosti nauk, Praha, 1896, Tridimath. priюdovedecka, t. 
XXXIX, рр. 1-25. 

[Саопштено у Чешкој академији наука, 20. новембра 1896.] (17) 

11 О кapaкiiiepuciiiuчnu.м кривим лшшја.ма gиферепцијалпих јеgиачшш 
iipвoia pega 
Српска краљевска академија, Глас, књ. LIV, Први разред, књ. 19, Београд, 
1897, стр. 105-142. 

[Саопштено у АПН, 18. фебруара 1897; реферат проф. Димитрија Не­
шића.] (18) 

12° О jegnoj класи gиференцијалиих jeguaчuua gpyioia pega 
Српска краљевска академија, Глас, књ. LIV, Први разред, књ. 19, Београд, 
1897, стр. 143-194. 

[Саопштено у АПН, 18. фебруара 1897.] (19) 

13 Sur un procede d'integration graphique des equations dzfferentielles 

Comptes rendus, Paris, 1897, t. CXXIV, 20, рр. 1081-1084. 

[Саопштено у ПАН, 17. маја 1897; приказао проф. Р. Appell.] (21) 

146 Sur l'equation diffirentielle lineare du second ordre 

Bulletin de \а Societe mathematique de F1-ance, Paris, 1897, t. XXV, 8-9, рр. 
221-235. (24) 

15 О елекiiiричии.м осцилација.ма iipu исiiражњавању кoнgeuзaiiiopa 
Српска краљевска академија, Глас, књ. L VI, Први разред, књ. 20, Београд, 
1898, стр. 27-111. 

[Саопштено у ПАН, 3. новембра 1897.] (26) 

16° Ј edan pogled па prirodu transcendenata definisanЉ diferencijalnim jednaCinama 
prvoga reda sa promjenljivim parametrima 

Jugoslavenska akademija znanosti i umjetnosti, Rad, knj. 135, Razred matematicko­
-prirodoslovni, knj. 25, Zagreb, 1898, stc 57-108. 

[Саопштено у Razredu, 11. јануара 1898; с резимеом (франц.).] (27) 

17° Sur les residus de.~ fonctions definies par les equations diffirentielles d' ordre 
superieur 

Vestnik kral. Ceske spolecnosti nauk, Praha, 1898, Trida math. priюdovedecka, t. VI, 
рр. 1-24. 

[Саопштено у Чешкој академији наука, 11. фебруара 1898.] (28) 

18 Хиgрауличиа uuiiieipaцuja 

Српски технички лист, Београд, 1898. (30) 
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19 Sur ипе propriite des equations differentielles integraЫes а l'aide des fonctions 
meromorpћes douЬlement periodiques 
Acta mathematica, Stockholm, t. 22, рр. 379-386. 
[Достављено 4. марта 1898.] (31) 

20 Sur l'integration ћydraulique des equations differentielles 
American Journal of Mathematics, Baltimore, 1898, vol. ХХ, No 4, рр. 293-300. (32) 

21 Прилози хе.мијској кuнeiiiuцu 

Српска краљевска академија, Глас, књ. L УП, Први разред, књ. 21, Београд, 
1889,стр. 207-277. 

[Саопштено у АПН, 9. фебруара 1898.] (33) 

22 Extension du Њeoreme de la moyenne aux equations diffirentielles du premier 
ordre 
Comptes rendus, Pю·is, 1899, t. CXXVIII, 16, рр. 981-984. 
[Саопштено у ПАН, 17. априла 1899; приказао проф. Е. Picaгd.] (35) 

23 Theorie de la diclzarge des conducteurs а capacite- risistance et coefficient de self 
- induction variaЬles 
L'Eclait-age electгique, Paгis, 1899, IV-V (1899), рр. 1-12. 

[Достављено 22. априла 1899.] (36) 
24"' Sur une classe d'equations differentielles du premier ordre 

Rendiconti del Ciгcolo Matematico di Paleгmo, Paleпno, 1899, t. XIV, рр. 28-32. 

[Достављено 23. јула 1899.] (38) 
25"' Sur ипе maniere d' etendre le tћeoreme de la moyenne а их equations diffirentielles 

du premier ordre 
Mathematische Annalen, Leipzig, 1899, t. 54, 3; рр. 417-436. 
[Приказано 26. октобра 1899.] (40) 

26 Appareil а liquide pour l'intigration grapblque de certains types d' equations dif­
ferentielles 
Ameгican Joшnal of Mathematics, Baltimoгe, 1899, vol. ХХП, 1, рр. 1-12. (42) 

27 Intigration graphique de certains types d'iquations differentielles du premier 
ordre 
Bulletin de Ја Societe mathematique de Fгance, Paris, 1899, t. XXVII, рр. 200-205. (43) 

28"' Sur une classe d'equations differentielles du premier ordre 
Vestnik Kлil, ceske spolecnosti шiuk, ћаhа, 1901, Тl'ida math. priгodovedecka, t. 
XXXI, рр. 1-20. 
[Саопштено у Чешкој академији наука, 5. јула 1901.] (56) 

29 При.меgбе о uнiiieipaлu.мa gиференцијалних јеgиачшш iipвoia pega 
Српска краљевска академија, Глас, књ. XVII. Први разред, књ. 26, Бео­
град, 1903, стр. 1-31. 

[Саопштено у АПН, 13. маја 1903.] (66) 

30 Sur certaines transcendantes entieres 
Bulletin de Ја Societe mathematique de France, PaJis, 1906, t. XXXIV, рр. 165-177. 

Trentlein: FdM, В. 37, S. 430. 
Encyclopedie de1· Math. Wissenschaften, В. Ш, n. 4, S. 428. (86) 
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31"' Диференцијалне јеgиачине са осцилаiйории.м uн.iiieipaлu.мa 
Српска краљевска академија, Глас, књ. LXXVП, Први разред, књ. 31, 
Београд, 1909, стр. 45-65. 
[Саопштено у АПН, 17. новембра 1908.] (99) 

32 Kpeiiiaњe .маiйеријалне Шачке у случајеви.ма каg oiiiйop cpeguнe зависи 
og брзине и йоложаја Шачке 
Српска краљевска академија. 

[Саопштено у АПН, 28. маја 1909; необјављен рукопис.] (101) 

33 Jegua oйшiiia особшш коефицијеиаiйа Маклореиових реgова који 
заgовољавају алiебарске gифереицијалие jeguaчuue 

Српска краљевска академија, Глас, књ. LXXIX, Први разред, књ. 32, Бео­
град, 1909,стр. 178-185. 
[Саопштено у АПН, 12. октобра 1909.] (102) 

34 Иuiiieipaлu jegue класе gифереицијалиих јеgиачшш c.мaiiipamt као 
функције иuiiieipaцuoue кonciiiauiiie 

Српска краљевска академија, Глас, књ. LXXXVII, Први разред, књ. 36, 
Београд, 1912, стр. 161-189. 
[Саопштено у АПН, 5. априла 1912.] (110) 

35"' Fonctions implicites oscillantes 
Proceedings of the Fifth Inteшational Congress of Mathematicians6, Combridge, 
1912, vol. l, рр. 295-302. 
Revue semestrielle, 1913, t. ХХП (Н 1 Ь). (113) 

36 Реgукiйивнш аиалиiйичю1 eлe.мeuiiiu 

Jugoslavenska akademija znanosti i umjetnosti, Rad, knj. 202, Razred matematicko­
-pгiгodoslovni, knj. 56, Zagгeb, 1914, str. 132-176. 
[Саопштено у RaZiedu, 19. јануара 1914.] (136) 

37 Relations d'integalite entre les moyennes aritћmetiques et geometriques 
Comptes гendus, Paris, 1916, t. CLXIП, 4, рр. 81-84. 
[Саопштено у ПАН, 24. јула 1916; приказао проф. Е. Picard.] (146) 

38"' Јеgна вpciiia uнвapujauaiiia кривих линuја gефшшсаних gиференцијал­
иш.м јеgиачшш.ма 

Српска краљевска академија, Глас, књ. XCIII, Први разред, књ. 39, Бео­
град, 1921, стр. 75-84. 
[Саопштено у АПН, 25. новембра 1913.] (lЂ.) 

39"' Jegua особшш лuueapuux gифереицијашшхјеgиачииа 
Српска краљевска академија, Глас, књ. XCIX, Први разред, књ. 42, 
Београд, 1922, стр. 1-6. 
[Саопштено у АПН, 31. јануара 1921, с насловом на франц. језику.] (178) 

40 ProЬlemes arithmetiques sur les equations differentielles 
Bulletin de !а Societe mathematique de Fгавсе, Pal'is, 1924, t. LII, рр. 514-519. (184) 

41"' Диференцијалне јеgиачшке йрвоiа pega са осцилаiйорни.м ииiйеiрали.ма 
Српска краљевска академија, Глас, књ. CXVI, Први разред, књ. 52, 
Београд, 1925, стр. 11-23. 
[Саопштено у АПН, 26. јануара 1925; с резимеом (франц.).] (192) 
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4211 Јеgна особииа линеарие gифереицијалиејеgиачшtе gpyioia pega 
Jugoslaveпska akademija zпaпosti i umjetпosti, Rad, kпј. 232, Razгed matematicko­
-piirodoslovпi, kпј. 70, Zagreb, 1926, str. 99-107. 

[Саопштено у Razгedu, 4. децембра 1925.] (204) 

43~ Sur les intigrales reelles de l'equation lineaire du second ordre 

Bulletin de \а Societe mathematique de Fraпce, Paris, 1926, t. LIП, 1-4, рр. 127-134. 
(207) 

44 Siries de puissances reprisentant les fonctions inverses des intigrales abeliennes 

Vestпik Kпil, ceske spo\ecпosti шiuk, Praha, 1927, Trida math. prirodovedecka, t. П, 
рр. 1-8. 

[Саопштено у Чешкој академији наука, 14. фебруара 1927.] (216) 

45 При.меgбе о каиоиско.м iipouзвogy iipu.мapuux фaкiiiopa 

Српска краљевска академија, Глас, књ. CXXVIII, Први разред, књ. 59, 
Београд, 1927,стр. 163-169. 

[Саопштено у АПН, 26. децембра 1927; с резимеом (франц.).] (220) 

46 Fonctions entieres engendrees par les equations diffirentielles algibriques du pre­
mier ordre 

Comptes rendus du Congres de 1 'Association franreaise pour 1 'avaпcemeпt des sci­
ences, s. Mathematiques, Coпstaпtiпe, 1927, рр. 48-50. (221) 

47 Jeguo iiuiiiaњe о iеоgезијски.м лииија.ма iioвpшrma 
Jugoslaveпska akademija zпaпosti i umjetпosti, Rad, knj. 234, Razred matematicko­
-prirodos\ovni, knj. 71, Zagгeb, 1927, stг. 189-195. 

[Саопштено у Razredu, 5. априла 1927.] (223) 

48 Sur un nombre absolu rattaclli аих geodisiques des surfaces 

Atti del Coпgresso Interпazioпale dei Matematici VI, Bologna, 1928, рр. 347-352. 
(231) 

49 Remarque sur les fonctions entieres engendries par les iquations diffirentielles 
lineaires du second ordre 

Bulletin de \а Societe mathematique de France, Paris, 1928, t. LVI, 2, рр. 22-24. (233) 

50 ProЬlemes d'intigration qualitative en astronomie, 

Aппuaire pour \'ап 1930, Pubicatioпs de \'Obset·vatorie astronomique de I'Univeгsite 
de Belgrade, Belgrade, 1929, t. П, рр. 121-124. (236) 

5111 Intigrales premieres а restrictions 

Acactemie шуа\е de Serbie, Editions specia\es, t. LXXII, Scieпces mathematiques et 
пatШ'elles, 1. 19, Pal'is, 1929, рр. 50, 16 х 25. 

[Саопштено у АПН, 29. априла 1929.] (237) 

52 Equations de comparasion dans la thiorie des iquations diffirentielles 

Comptes гeпdus du l Coпgt·es des Mathematiciens des Pays Slaves, Warszawa, 1929, 
рр. 129-133. (238) 

53 Eqиatioпs differeпtielles а courbure integrale Jixe 

Comptes Iendus du Congres de l'Associatioп fгaпreaise роuг l'avancement des sci­
ences, s. Mathematiques, Alger, 1930, рр. 40-43. (245) 
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54 О целиЈи фущщија.ма као lmiiieipaЛilJUa алiебарсюкх gифереицијашшх 
јеgиачтш йрвоi pega 
Српска краљевска академија, Глас, књ. СХLШ, Први разред, књ. 70, Бео­
град, 1931, стр. 193-200. 
[Саопштено у АПН, 23. марта 1931; с резимеом (франц.).] (249) 

55 Integration qualitative des equations differentielles 

Memoгial des Sciences mathematiques, Paгis, 1931, fasc. XLVIII, рр. 58; 16,5 х 
25,3. (255) 

56 Un proЬleme sur la cllaleur rayonnante 
PuЬiications mathematiques cle \'Univeгsite cle Belgrade, Belgгade, 1932, t. I, рр. 
1-7. (263) 

57 Remarque sur les equations differentielles des fonctions elliptiques 

Comptes гendus du Congгes intematioпal cles mathematiciens, Zilгich, 1932, рр. 1-2. 
(266) 

58 Sur une classe d' equations differentielles du premier ordre 

Comptes гenclus du Coпg1·es de 1 'Associatioп fгanceaise pour 1 'avaпcement des sci­
ences, s. Mathematiques, Chambeгy, 1933. (282) 

596 АриШмеШичке особтке шкШеiрала jegue класе gифереицијалиих jegua­
чuna 

Српска краљевска академија, Глас, књ. CLXIII, Први разред, књ. 80, 
Београд, 1934, стр. 71-87. 
[Саопштено у АПН, 26. децембра 1933.] (283) 

60 Sur une classe d' equations difjerentielles algebriques du second ordre 
Bulletin de 1 'Academie Polonaise cles Scicnces et des Lettгcs, Seгie А: Sciences 
mathematiques, Cгacovie, 1934, stг. 1/2, рр. 9-13. (287) 

[Саопштено у Пољској академији наука, 5. фебруара 1934.] 
61 Remarques ariЉemetiques sur les integrales abeliemzes а coefficients tayloriens 

commensuraЫes 

Publicatioпs mathematiques de 1 'Uпiversite de Belgгadc, Belgгade, 1934, t. Ш, рр. 
1-12. (292) 

62 Equations differentielles еп rapport avec les nombre premiers 
Bulletin de \а Societe myale cles Scieпces cle Liege, Liegc, 1934,5, рр. 103-108. (293) 

63° О ексШреми.ма rmШeipaлa алiебарских gифереицијатшх јеgиачтш 
Српска краљевска академија, Глас, књ. CLXV, Први разред, књ. 81, 
Београд, 1935, стр. 53-70. 
[Саопштено у АПН, 22. октобра 1934.] (297) 

64 Jegua класа йрвих rшШеiрала gифереицијалиихјеgиачшш gpyioia pega 
Српска краљевска академија, Глас, књ. CLXV, Први разред, књ. 81. Бео­
град, 1935,стр. 93-105. 
[Саопштено у АПН, 24. децембра 1934.] (298) 

65 ИсШраживање gво-йериоgичткх фуикција йо.моhу ogpe!yeuux ииШеiрала 
Српска краљевска академија, Глас, књ. CLXV, Први разред, књ. 81, 
Београд, 1935, стр. 137-152 (са Ј. Караматом). 
[Саопштено у АПН, 6. фебруара 1935.] (301) 
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66 Jegau gифереищијални aлiopuiiia.м. и њеiове iipu.м.eue 
Српска краљевска академија, Посебно издање, књ. CXI, Природњачки и 
математички списи, књ. 30, Београд, 1936, стр. V + 235, 16 х 24. 

[Саопштено у Академији природних наука СКА, 21. октобра 1935.) (303) 
67 Sur rme suite de polynomes rattaches aux equations diffe,·entielle, 

PuЬlications mathematiques de \'Uпiveгsite de Be\gгade, Be\gгade, 1935, t. IV, рр. 
139-148. (304) 

681'. Theorimze sur l'equation de Riccati 
PuЬ!ications mathematiques de 1 'Universite (le Belgгade, Belgгade, 1935, t. IV, рр. 
169-180. (307) 

69 О jeguoj класи gифереицијалних jeguaчuua iipвoia pega 
Српска краљевска академија, Глас. књ. СLХХШ, Први разред, књ. 85, 
Београд, 1936, стр. 23-36. 
[Саопштено у АПН, 23. марта 1936.] (309) 

70 Heogpeljeue gифереицuјалиејеgиачшке 
Српска краљевска академија, Глас, књ. СLХХШ, Први разред, књ. 85, 
Београд, 1936,стр. 171-180. 
[Саопштено у АПН, 8. јуна 1936.] (312) 

71 L'. Equatioпs differentielles du premier ordre а iпtegrales bomees 
La Revista de Ciencias, Lima (Pe1·u), 1936, t. XXXVIII, 418, рр. 109-114. (320) 

72 Rapport aritlкmetique entre deux suites de nombres rattaclzees aux equations dif­
jerentielles du premier ordre 
Revue Mathematique de I'Union inteгbalkanique, Atbl:пes, 1936, t. I, 2, рр. 167-171. 
(321) 

73 Jegua вpciiia бројиих квази-ктваријанаiiiа 
Српска краљевска академија, Глас, књ. CLXXV, Први разред, књ. 86, 
Београд, 1937, стр. 137-174. 
[Саопштено у АПН, 19. октобра 1936.] (325) 

741'. Remarques artlunetiques sur une equation differentielle du premier ordre 
Union matemetica Aгgentiпa, Buenos Aiгes, 1938, No. З, рр. 17-21. 
[Достављено 25. децембра 1937.) (337) 

75 Иuiiieipaцuja guфepeuцujaлuux јеgиачшка iio.мohy реgова 

Предаваља на Београдском универзитету, издање Задужбине Луке Ће­
ловића Требињца, Београд, 1938, стр. 219; 15,2 х 23,3. (349) 

76° Sur les equations difjerentielles algebriques du premier ordre engendrant des fonc­
tions entieres 
PuЬiications mathematiques de l'Univeгsite de Belgгade, Belgi-ade, 1938, t. VI-VП, 
рр. 1-12. (351) 

77 Eqиatioпs differeпtielles algebriqиes d' ordre Jiпi а iпtegrales reelles ьornees 
PuЬ!ications mathematiques de l'Univeгsite (te Belgгade, 1938, t. VI-VII, рр. 65-76. 
(352) 

78 Tbloremes generaux sur les equations differentielles algebriques 
PuЬiications mathematiques de I'Universite de Belg!'ade, Belgi-ade, 1938, t. VI-VП, 
рр. 290-325. (353) 
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796 Pm·ticularites d'ordre aritllmetique rattacћees aux equations differentielles 
algehriques 
Bulletin Matblmatique de Ја Societe Roшпaine des Sciences, Bucuгesti, 1938, t. 40, 
1-2, рр. 1-12. (354) 

806 pegoвu шiiio изражавају oйшi'iiu uuiiieipaл какве gифе-
реицијалие jeguaчuue йрвоiа pega 
Српска краљевска академија, Глас, књ. CLXXVШ, Први разред, књ. 88, 
Београд, 1939, стр. 31-42. 
[Саопштено у АПН, 29. новембра 1937.] (356) 

816 Jegua зajeguuчrш особшш .л-moшiiiвa 
Српска краљевска академија, Глас, књ. CLXXVШ, Први разред, књ. 88, 
Београд, 1939, стр. 227-240. 
[Саопштено у АПН, 16. децембра 1938.] (358) 

826 Oceiiiљuвa .rrкeciiia обuчиих и guфepemџsjaшmx jeguaчuua 

Математички весник, Београд, 1939, бр. 5-6, стр. 8-11. (363) 
83 Kвaлuiiiaiiiuвua guфepeuцujaлuux jeguaчuua 

Српска краљевска академија, Саопштења Академије природних наука, 

Београд, 1939, 25 шт. табака; 21,3 х 29,4. 
[Саопштено у АПН, 20. новембра 1939.] (367) 

84° Ј еgан oйшiiiu иачии iiapa.rrкeiiiapcкoi изражаваља iiipaucцeнgeuaiiia коиа­
чиоi pega 
Српска краљевска академија, Глас, књ. CLXXXV, Први разред, књ. 92, 
Београд, 1940, стр. 83-97. 
[Саопштено у АПН, 21. октобра 1940.] (378) 

85 Неколике особиие jegue gиференцијалие јеgиачшке og вaжuociiiu у iiро­
блемuма eлeкiiipuцuiiieiiia 

Наука и техника, Београд, 1941, t. I, 1, стр. 25-36. (382) 
86° Addition au memoire sur les equatiom differentielles algebriques 

Academie SегЬе des Sciences, PuЬlications de I'Iпstitut mathematique, Belgi-ade, 
1947, t. I, рр. 1-4. 
MR, Х, б, рр. 378. (390) 

Драiан Трифуновиh 



О ОВОМ ИЗДАЊУ 

У овој другој кљизи Сабраних gела Михаила Паuровиhа као и у првој 

изложене су студије из области диференцијалних једначина. Употребљену син­

тагму "сабрана дела" треба условно схватити. Ради се о томе да би, бар што се 

тиче диференцијалних једначина, било прецизније ове две кљиге назвати 

"изабрана дела". Заиста, Михаило Петровић је написао толико радова из об­

ласти диференцијалних једначина да су приређивачи ове кљиге (због немогу­

ћности да се сви ти радови објаве) имали велики, компликован, тежак и одго­

воран посао да направе такав избор из расправа који ће најбоље илустровати 

Петровићева достигнућа из те области. Додатну тешкоћу при избору чланака 

представљало је и то што је М. Петровић често исти (или сличан) чланак 
писао у две верзије: на француском и српском језику. Вероватно је то чинио 

зато да би поједине своје резултате представио светским, али и српским мате­

матичарима, од којих многи нису знали француски језик. 

Стрпљиво савлађујући поменуте тешкоће дошли смо до овог избора ра­

дова који нудимо читаоцима, не сматрајући, свакако, да је најбољи. Дефини­

тиван суд о томе даће, читаоци и време. 

Већина радова у овој кљизи припада квалитативној анализи решеља ди­

ференцијалних једначина, али има и радова који су посвећени решаваљу поје­

диних класа (типова) диференцијалних једначина, једначинама са осцилатор­

ним интегралима, инваријантама диференцијалних једначина итд. Однос ра­

дова из поменутих области, објављених у овој кљизи, отприлике одражава и 

однос радова М. Петровића у љеговом целокупном опусу. 

Трудили смо се да поштујемо начин излагаља М. Петровића. На извор­

ном тексту извршене су само неопходне измене: замељени су неки потпуно 

архаични изрази, исправљене штампарске грешке и неке нетачне формуле. 

Правопис је прилагођен данашљем, али терминологија није битно мељана 

(где год није било неопходно). 

Користимо прилику да изразимо велику захвалност др Драгану Трифу­

новићу, који је активно учествовао у свим фазама настајаља ове кљиге. Тако­

ђе смо веома захвални академику Богољубу Станковићу, приређивачу прве 

књиге Сабраних дела (у којој су радови из аналитичке теорије д. ј.), који је с 
нама од почетка радио на најосетљивијем питаљу- подели чланака на прву и 

другу кљигу. Изузетну захвалност дугујемо проф. Жарку Јовићу и Алексан-
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дру Савићу, асистенту Математичког факултета у Београду, без чије преду­

сретљивости и свесрдне помоћи у свим фазама рада не би ни било ове књиге. 

Захвалност, такође, дугујемо др Жарку Мијајловићу, који нам је дао низ кори­

сних сугестија у току рада. Са свим поменутим колегама било је задовољство 

и привилегија сарађивати. 

Поменимо, на крају, да ознака (пр. Д. Т.) у овој књизи значи да је тај део 
текста написао Драган Трифуновић. 

Војислав Mapuh и Љубомир ПроШиh 
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