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рбија је у двадесети век ушла са створеном државом. Али она 

је пре многих држава које су своје друштвено уређеље раније 

учврстиле, ушла и у културну и научну историју овог века. По

следља деценија прошлога века није само обележена уставним 

борбама за друштвени преображај Србије, веh и љеним великим на

претком на културном и научном пољу. 

Успех на пољу природних и математичких наука је дело неколи

цине професора оновремене Велике школе - доцније Филозофског 

факултета Универзитета у Београду: Јовщrа Жујовиhа, Симе Лозани

hа, Михаила Петровиhа, Јована Цвијиhа и нешто млађих Милутина 

Миланковиhа и Ивана Ћаје. Њихово дело, не само да остаје присутно у 

нашој и светској науци, веh оно припада и нашој националној баштини. 

Они су својим научним радом, али и целим својим животом, обележили 

један део културног и научног напретка Србије. 

Михаило Петровиh је оснивач наше математичке науке, али и 

учитељ и васпитач читавих нараштаја наших математичара. Ако се то 

на први поглед и не види, љегов утицај се ocehao и много година после 
љегове смрти. До Петровиhа се могло говорити само о доброј настави 

и покушају научног рада у области математике. Са њеzовим gоласком 

на Велику школу йочиње развој наше маШемаШичке науке, веh на йо

чеШку са зайаженим усйехом og вреgносШи и 2ласа. 

Петровиh је ступио на Велику школу у доба када је интелигенција 

Србије веh раскрстила са омладинским романтизмом. Тимочка буна и 

Српско-бугарски рат отворили су очи новом нараштају и помогли му 

да се ослободи многих предрасуда. Више него икад до тада нови нара

штај је схватио да истина и објективност морају бити изнад лажног на

ционалног заноса. Научни рад добија тада посебну вредност, али и уве

реље да мора бити оцељиван европским мерилима. 
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После завршене Велике школе Петровиh одлази у Париз и поста

је ученик чувене Више нормалне школе (Ecole Normale Supeiieшe). До 
тада су наши стипендисти природне и техничке науке учили на аустро

угарским школама. У време када се Петровиh школовао у Паризу, 

француска .маШ.е.маШ.ичка школа била је на гласу и по резултатима ко

ји су отварали нове проблеме и нове области али и по обиљу нових 

идеја. Један од твораца савремене математичке науке, Анри Поенкаре, 

ишао је скоро 20 година испред математике свога доба. Он је јасно 
видео не само будуhност математике, њен утицај на остале науке, веh и 

њене нове путеве. Петровиhев професор Пол Пенлеве међу првима је 

схватио значај нових идеја и можда једини у Француској пратио Поен
кареове идеје. Али и остали Петровиhеви професори- Пикар, Ермит, 

Апел, Дарбу и други - дали су резултате од трајне научне вредности, 

који су отварали нову еру у математици. У такву једну средину, пуну 

научног заноса и стваралачког замаха, научних откриhа и нових про

блема које су она отварала, дошао је млади Петровиh. 

Beh сама чињеница да је Петровиh ушао у Вишу нормалну школу 
представља подухват ако се зна како су изгледали испити за улаз у ту 

Школу. У време Петровиhевог школовања Виша нормална школа, за

једно са Политехничком школом у Паризу, представљала је врхунац 

математичке наставе тога времена, и то не само због својих професора 

веh и због својих ученика, будуhих славних имена француске и светске 

науке. Петровиh је завршио Вишу нормалну школу као један од најбо

љих у својој класи. Ово показује не само његов дар веh и изузетну 

вредноhу и савесност. На првим корацима у науци види се љегова дубо

ка оданост научном раду. Он је на последљој години студија у Францу

ској веh започео свој научни рад, који неhе оставити до последњих да

на свога живота. 

И пре него што кажемо нешто више о љеговом научном раду, на

ведимо неколико карактеристичних обележја тога рада која га издва

јају од многих научника онога времена. Пре свега, он је врло йлоgан 

йисац. За првих десет година научног рада он је објавио преко педесет 

радова. Он дела у разним областима математике. Љегова саопштеља 

на међународним конгресима привлаче пажљу многих научника. Ље

гове радове други уопштавају и она су често подстицај за даља истра
живаља и то од стране научника од вредности. Глас Српске академије 

наука се пуни љеговим радовима у коЈима детаљно излаже резултате 

својих кратких саопштеља из Извештаја париске академије. Љегово 

име се појављује у водеhим иностраним математичким часописима. 

Први научни резултат, који је Петровиh објавио док је још био ђак на 

последљој години Више нормалне школе, љегов професор Емил Пи

кар уноси у свој уџбеник из анализе. Појава Петровиhевог резултата у 
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том чувеном уџбенику, који се сматрао тада библијом оновременог ма

тематичког знаља, учинила је познатим Петровиhево име и у најши

рим математичким круговима. 

Београд није остао равнодушан на овај научни успех Михаила Пе
тровиhа. У својој 31. години он постаје редовни члан Српске краљев
ске академиЈе наука. 

Оно што карактерише тај први, сигурно и најзначајнији период 
љеговог научног рада је ориzиналносШ љегових идеја. Он је математи

чар идеја и проблема који су извирали из тих идеја. Многи љегови ра
дови су били подстицај за даља истраживаља. Са извора велике науке, 

француске математике са краја 19. века, он је примио неке од љених 
најлепших особина: једна од љих је ga са.1vю нове ugeje воgе ка аuвар
ном найреLuку науке. За пажљива, дуготрајна и систематска истражи

ваља, везе између појединих проблема, генерализације познатих резу

лтата, прецизне доказе и љихова упрошhеља Петровиh није имао стр

пљеља. Поенкареова реч: мисао је муља у мрачној ноhи, огледа се си

гурно и у математичком истраживаљу. Без те муље нема стварног от

криhа али та муља ипак није све. Тек онда када се наслути решеље, на

стаје тежак пут ка циљу. Тада настају и нови проблеми, а често крајљи 

резултат није оно што се очекивало у почетку. Када је рад завршен, 

нико сем аутора и не зна које су тешкоhе биле на том путу и колико је 

времена то трајало. Петровиh је имао врло често среhну, оригиналну, 

неочекивану, па чак и изванредну мисао. Његове идеје нису биле про

сте имитације. И скоро увек је у љеговим радовима основна мисао би

ла најлепши и најдубљи део љегова оствареља. 

* 

Михаило Петровиh је започео свој научни pag са gифереицијал
ии.м jeguaчzma.мa. Његов последљи рад, који се појавио после љегове 

смрти, пола В"ека касније, био је исто тако из диференцијалних јед

начина. 

Основна идеја љегове тезе коју је одбранио 1894. године на Сор
бони, пред комисијом у којој су били Ермит, Пикар и Пенлеве, састоји 

се у тврђељу да начин како улазе константе интеграције у општи инте
грал алгебарске диференцијалне једначине зависи у суштини само од 

начина како функција и љени изводи улазе у алгебарску диференци
јалну једначину, другим речима - битно зависи само од групе експоне

ната различитих чланова у том алгебарском склопу који чини дифе

ренцијалну једначину. Ломоhу ових група експонената- целих пози

тивних бројева он образује геометријске фигуре- фигуративне попи
гоне, како их је он назвао. Облик ових полигона, нагиб љихових стра-
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на, веh даје низ особина из којих се види како константе улазе у општи 
интеграл. Из тих полигона он изводи особине нула, полова и екстрем

них вредности општег интеграла. Тако, на пример, да би општи инте

грал алгебарске диференцијалне једначине првога реда имао покретне 

нуле реда k, потребно је и довољно да полигон има једну страну са на
гибом једнаким k. За полове овај пад мора бити k. Из ових фигуратив
них полигона он изводи и особину - колико једноставну толико и ва

жну- даје услов: да нуле и полови општег интеграла алгебарске дифе
ренцијалне једначине првог реда не варирају са константама. На про

блему само по изгледу сличном - о положају и утицају критичких та

чака и трансцендентним сингуларитетима, раде тада најпознатији ма

тематичари онога времена: Поенкаре, Фукс, Пикар и Пенлеве. Приро

да њихових резултата захтева читаве теорије, па чак и нове области, 

као што је то показао Поенкаре. Петровиhеви резултати следе из 

особина простих геометријских фигура. Али из овога се види и ga је у 
Шо време ПеШровиh paguo савремену маШема~uику. Његови професори 
Емил Пикар и Пол Пенлеве, тада веh славни математичари, који су 

били и у комисији за оцену његове тезе, сигурно су запазили неке 

основне особине тога рада: једноставност, пресликавање аналитичког 

проблема на распоред геометријских фигура, могуlшост исказа потре

бних и довољних услова макар и у преносном значењу. Сигурно је да су 

Пикар и Пенлеве, који су и сами дали значајне резултате у области ди

ференцијалних једначина, уочили нов допринос у развоју квалитативне 

интеграције, који се огледа пре свега у растављању једног аналитичког 

израза на линеарне комбинације које представљају праве линије и од

ређиваљу њихове заједничке непокретне тачке. Тај проблем који се 

наслуhивао и овде, макар само у деловима, биhе у општем облику је

дно од најзначајнијих откриhа математике првих година 20. века. 
Као што смо поменули, међу најзначајније Петровиhеве радове 

долази резултат који је Емил Пикар унео у свој уџбеник из анализе, 

где је и предмет читаве једне главе. То је студија о партикуларним уни

формним интегралима. Тај лепи и значајни резултат даје услов да алге

барска диференцијална једначина има униформне трансцендентне ин

теграле. Штавише, на основу тог услова извршена је и класификација 

алгебарских диференцијалних једначина првог реда, према томе да ли 

она Iп.ra један, два или три таква интеграла. Једноставан услов, изра

жен у чињеници да десна страна диференцијалне једначине буде ра

ционална функција по х и у, као и резултат, да ако та једначина има три 

различита унифорЈ\ша интеграла да је она тада неопходно Рикатијева 

једначина, сигурно је у то време био колико леп толико и неочекиван 

резултат. За дпференцијалну једначину п-тог реда Петровиh даје гор

љу границу броја униформних интеграла. У иизу радова он уводи нове 
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трансценденте, стављајуhи у општи интеграл да променљива има кон
стантну вредно~т и посматрајуhи овај интеграл као функцију параме
тра, а затим даЈе услов када се те нове трансценденте могу појавити. 

Из низа Петровиhевих радова из области квалитативне интеграције 
диференцијалних једначина поменимо: радове о раздвајаљу нула у да
том интервалу, ограничеља интеграла у размаку одређеним кривама. 

За диференцијалне једначине првога реда ове криве су партикуларни 
интеграли једноставних диференцијалних једначина које се изводе из 
дате једначине. Овај поступак је користио Петровиhев школски друг 
са Више нормалне школе Емил Котон у своме раду о приближној ин
теграцији диференцијалних једначина. Тиме је Котон започео једну 
област која he имати велике примене. Петровиh је према томе прису
тан и у приближној интеграцији диференцијалних једначина. Нови 

проблеми увек привлаче пажљу Петровиhа: свођење диференцијалних 
једначина на простије облике, инваријантност интегралних кривих, би
номне диференцијалне једначине. Запажен је био и Петровиhев рад у 

коме је показао да се Кошијеви остаци (резидууми) могу израчунати и 
онда када функција није дата експлицитно, веh као решеље диферен
ЦИЈалне Једначине. 

Петровиh је за своје време био европски образовани математи

чар. Он је пратио савремену литературу и био упуhен у најновија и нај
значајнија откриhа у математици онога времена. Он је умео те нове ре
зултате да искористи и да их повеже са својим оригиналним идејама. У 

раду објављеном у познатом шведском часопису Acta mathematica 1898. 
године он користи метод својих фигуративних полигона и један позна

ти став Пикара да би доказао својства диференцијалних једначина реда 
n које се могу интегрисати помоhу двопериодичних мероморфних фун
кција. Па ипак ове побројане области не садрже све проблеме из дифе

ренцијалних једначина на којима је Петровиh радио. 

Петровиh је отварао нове проблеме, имао обиље математичких 

идеја, али како је био плодан писац, често и изнад граница дозвољеног, 

он је исто тако лако прелазио преко проблема које је отворио или 

наслутио. Beh његов први рад, који је привукао пажњу, био је предмет 
изучаваља познате школе И. Бендиксона, И. Малмквиста и других. 

Они су, полазеhи од тог проблема, од почетних Петровиhевих резулта

та створили читаву теорију. Проста природа Петровиhевих резултата 

захтевала је и дубља истраживања за која он није имао ни времена ни 

стрпљеља. Он се никад није упуштао у трагању за свим последицама и 

резултатима који су потицали из основног става. Они који су се заинте
ресовали за љегов резултат видели су после дуже студије тог проблема 

и љегову праву природу, а често и неслуhени извор нових резултата. 

Љегов рад је пре указивао на место где се налази благо него на начин 
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како да се благо извади. Из тог разлога потољи истраживачи скоро и 

да нису обраћали пажљу на онога који је први указао или наслутио где 
се налази проблем. Петровић је врло.често у најједноставнијем приме

РУ из диференцијалних једначина видео општу особину, али када би то 
исказао - задовољио би се још само да укаже да је та особина последи

ца неколико других једноставних чиљеница. Када је требало ту особи

ну која је отворила проблем извести као теорему са најмаљим бројем 
услова, он је то препуштао другима. Свакоме који дуго ради у једној 
области, на неком проблему, потребна је на путу истраживаља, и то 

онда када све стане, само једна нит да би кренуо даље. Понекад, само 

неки пример је довољан да би се видело зашто ствар не иде. Петровиh 

је другима отварао врата и прелазио на нове проблеме, не водећи мно
го рачуна о вредности проблема који је сам створио. Али то је све учи

нило да се љегов први занос за новим открићима полако гасио, љегов 

лепи дар, замах и полет су се дробили у мозаик и минијатуре. Рад се тај 

на пољу диференцијалних једначина у времену између два рата свео на 

интеграцију помоћу квадратура и бројне примене таквих интеграција. 

Па ипак у многим од тих радова осећала се љегова некадашља инге

ниозност. Осеhало се да он пише само кад има нешто ново да каже, и 

да Је то плод љеговог размишљаља а не литературе. 

* 

Нешто слично се десило и са облашћу у којој је постигао најле

пша достигнуhа и најоригиналнија оствареља - са аиалиiiiичком iiieo
pujoм функција. Петровиh је започео рад у тој области вероватно под 

утицајем Ермита. Он је и овде испољио оригиналност, и то не само у 
резултатима веh и у љиховим доказима. Пример таквог рада пружа 

нам љегова расправа из 1900. године, о кругу у коме функција пред
стављена Тејлоровим редом нема нула. Познати немачки математичар 

Едмунд Ландау је четири године касније детаљно студирао овај Петро

виhев резултат и показао да се он може доказати и помоhу тако

званог Јенсеновог става, који се појавио после Петровиhевог рада, и 

који представља једну од централних теорема класичне теорије функ

ција. И поред тога Петровиhев резултат није директна последица тога 

става. Тај Петровиhев рад и проблеми у вези са њи:ме били су доцније 

предмет истраживања неколико математичара: Хардија, Фејера, Мон

тела. Не са!\ю да је резултат од значаја веh, како Ландау каже, и сам 

доказ је леп. Још лепше илуструје једноставност, оригиналност али и 

вредност љегових резултата рад у коме се дају услови да би сви дели

мични збирови Тејлоровог реда имали све своје нуле реалне. Мало је 

тако лепих резултата који су, исто тако, доказани једноставно и елега-
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!-IТНО. Тај рад, приказан на конгресу у Риму 1908. године, заинтересовао 
је многе математичаре, као што су Поља, Линдварт и други. Крајњи 

домет из тог круга проблема започетог Петровиhем била је знаменита 

теза Роберта Јенча. У уводу своје тезе Јенч наводи Петровиhеву идеју 

из ове групе истраживања, и то међу првима. Специјалне целе функци

је које је увео и испитао Петровиh представљају граничне функције за 
класу целих функција које имају бескрајно много реалних негативних 

нула, и чији раст иде одређеном брзином. Независно од Петровиhа, 
такве функције је посматрао и Geoгg Poly-a и створио читаву теорију 
целих функција назначене класе. Поменимо и рад где се из распореда 

нула целе функције може установити брзина раста функције у неком 

правцу. То је проблем којим су се доцније много занимали математича

ри Данжоа и Алфорс. Много касније, у Гласу, Петровиh се осврнуо на 

запажене и значајне резултате Алфорса, помињуhи свој давно заборав

љени рад у коме је овај савремени проблем био предмет и љеговог ис

траживања. И ту је први и последњи пут он поменуо да је пре свих, и 

то давно, уочио један проблем, али да је то остало непримеhено. 

* 

Од бројних Петровиhевих радова из теорије алгебарских једна чи
на, или како се данас назива та област - 2ео.меШрија нула йолино.ма, 

издваја се рад који се и данас наводи, и који је у своје време био пред

мет даљих уопштења.од стране неколико математичара: Ландауа, Фе

јера, Монтела. То је прстен у коме алгебарска једначина има бар један 

корен. Петровиh је први посматрао овај проблем као проблем матема

тичке анализе независно од Рушеове теореме. Његов рад из 1899. годи
не, објављен у Извештају париске академије, први је рад који одређује 

број корена садржаних у датом кругу. Проширење овог проблема, где 

се место круга посматра полураван, и које је уследило после Петрови

hа, имало је и велике примене. У ову област долази и аналогон једног 

Лагеровог става: одредити низ фактора којим треба умножити коефи

цијенте да би једначина са имагинарним коренима имала опет све ко

рене имагинарне. 

* 

Више од десет радова Петровиh је посветио такозваном свођењу 

одређених интеграла са произвољном функцијом (параметром). У тим 
радовима он је извео опште обрасце који своде та испитиваља на по

знате случајев~. На тај начин добијају се вредности многих· одређених 

интеграла. Његови општи обрасци за израчунавање одређених инте

грала у коначном облику или преко потенцијалних редова садрже по-
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знате Стилтјесове обрасце. Међу сличним проблемима долази и одре
ђиваље Борелове трансформације за широку класу потенцијалних ре
дова. 

Из свега овога се види да велики број разноврсних проблема није 
дозвољавао Петровиhу да се систематски посвети једној области, а још 

маље једном проблему у тој области. Петровиh је био француски ђак. 
Немачке школе и њихове математичаре он је познавао само из литера
туре. Баш у време када је он интензивно радио на теорији функција и 
геометрији нула полинома, низ немачких математичара радило је на 
сличним проблемима, али много систематичније, и у сталном међусоб

ном контакту и кореспонденцији. Петровиh је био усамљен, далеко од 

научних центара.и од људи од струке са којима би могао да дискутује. 

У то време, у Београду, он је једини и радио математику. Можда се 

много шта из живота Петровиhа као научника може објаснити том 
потпуном научном усамљеношhу. Он је доцније, како нам је казивао 

проф. Тадија Пејовиh, зажалио што је радио у више области, можда је 

зажалио што није дуже окретао проблем са свију страна, што није из 

њега извукао све последице, што је тако расипао свој лепи дар. Ако је 

истина да има ствараоца који су своје благо исковали у ситан новац и 

тако га растурили - онда то важи и за Петровиhа. Али и тако како је 

дато оно вреди више него дело многих КОЈИ су стрпљиво и пажљиво 

радили. Такав начин рада можда најбоље обележава и то да је било 

радова који су написани у току једне ноhи и није без разлога он рекао 
својим ученицима касније: како ·напишете свој први рад тако hете на

писати и све остале. 

* 

Немогуhе је говорити о Петровиhу а да се не помене љегова Фе

номенологија, последље значајно дело из прве фазе љеговог стварала

чког рада, 1894-1914. године. Али овога пута, за разлику од многих 
других радова, Петровиh је на овоме проблему дуго радио и још дуже 

размишљао. Он познаје добро математику тога времена, он види љена 

стремљеља и oceha значај уопштавања које приближава разне теорије 
и тиме упрошhава математичку мисао. Он познаје Поенкареове идеје 

о вредности науке и љеног значаја не само са гледишта примене веh и 

њене филозофске последице. На београдској Великој школи за про

фесора филозофије Петровиh је имао умнога Љубомира Недиhа. И на 

Вишој нормалној школи он је слушао неколико познатих имена оно

вреrлене француске филозофске школе. Можда је то разлог да је он 

врло рано почео да размишља о примени математичких принципа на 

многобројне природне феномене. Beh у својој приступној академској 
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беседи, 1900. године, О мсиТtеЈ11дLТtuчкој Шеорији аюТtивносШи узрока, 
он уводи један нов појам, који се до тада, како он каже, јављао само у 

логици: aкiiiuвzaueiu у.зрока. "То је сваки фенm.·rен који тежи да меља 
какво стаље или уноси пертурбације у какав други феномен. Његов ак

тивитет је љегова динамичка страна оличена у тој тежљи апстрахо
вана од свог супстрата и дефинисана као у аналитичкој динамици сво

јим смислом и интензитетом." Да би могао да посматра природне и не 

само природне феномене, он уводи појам мтТtемаLТtичке аналогије, и то 

илуструје поређељем разноликих појава приказаних истим матема

тичким језиком. Основни постулат те нове теорије гласи: "Кад је дат 

какав физички феномен F ако се у овоме знају улоге појединих фак
тора или врсте акциЈе узрока, што га производе, па ма узроци и не 

били познати по својој интимној природи могуhе је наhи такав меха

низам за чије he кретаље важити исти математички закон што важи и 
за феномен F." Између кретаља таквог система и феномена F постоји 
тада потпуна математичка аналогија. О овоме проблему, на коме је 

интензивно радио пуне три године, Петровиh је објавио обимно дело 

преко 700 страна - у издаљу Академије наука: ЕлеметТtи маШемаШи

чке феноменолоzије (1911. године). Из основне формулације се види да 
је Петровиh хтео да Феноменолоzију сведе на АналиШичку gинамику и 

на љену основну математичку интерпретацију -на систем диференци

јалних једначина. Његов активитет узрока по ја чини и смислу одговара 

механичком појму силе. Према Петровиhу, свака аналогија састоји се у 

егзистенцији једног минималног скупа F чиљеница које у потпуности 
репрезентују шири скуп G чиљеница. Тај минимални скуп је језгро 
аналогије. Постоји начин да се униформизирају језгра аналогија, тј. да 

се изрази тај основни скуп у облику који би био исти за све различите 

феномене садржане у једној аналогији. На тај начин, ма какав био фе

номен, љегово понашаље се одсликава у начину кретаља једне фигура

тивне тачке феномена. Сличност понашаља групе феномена огледа се 

у јединственом кретаљу фигуративне тачке. Еволуција феномена ка 

дефинитивном стационарном стаљу изражава се приближаваљу фигу

ративне тачке асимптотском положају; периодичност феномена- про

лазу фигуративне тачке кр·оз исти положај у једнаким интервалима 

времена. 

Петровиhеве феноменолошке диференцијалне једначине су у ст

вари Хамилтонове једначине, а крајљи математички апарат су дифе

ренцијалне једначине динамике према Апеловој формулацији. Приме

ри који треба да покажу разне аналогије су проблеми механике, термо

динамике, електрицитета, хемијских реакција. Неколико наших аутора 

(М. Стојаковиh, Д. Трифуновиh, Б. Поповиh), а и неки совјетски исто
ричари наука, налазе да је Пeiiipoвuheвa Фено.менолоiија iipeiiieчa 
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Винерове Кибернеiiiш,е. По општим идејама, Петровиhева Феномено
логија, са применама од економије до филозофског феноменолошког 
пресликаваља и алегорија, далеко је општија. Али по конкретној реа
лизацији и математичкој интерпретацији она није дефинитивно мате
матички уобличена. Такав математички апарат тада није ни постојао. 

Најопштији систем диференцијалних једначина аналитичке динамике 
изгледа да није довољан за такво тумачеље појава, изузев код изолова

них примера. Творац савремене кибернетике, Норберт Винер, полази 

од сличног проблема: да делимичне информације које познајемо могу 

у многим случајевима да дају и целокупну слику појаве. Винер је пред 

собом стално имао слику хармонијске анализе, у којој је дао значајне 

резултате и коју је изванредно познавао. Карактеристично је да је 

Винер имао за пример нервни систем и љегову трансмисију делимич

них информација. Математички апарат к;оји је он користио: Хевисај

дов симболички рачун и Винер-Хопфова интегрална једначина, дао је 

одговор на питаље математичког представљаља поЈава и љихових по

следица. Сужаваље проблема уз адекватан математички апарат довело 

је до научне теорије. И поред свега Петровиh је имао смелости и мате

матичке интуиције да 1900. године наслути нову еру у будуiшости ма
тематичких наука. Он је предвидео, и то на потпуно исправан начин, 

употребу математике у областима за које се тада није могло ни наслу

тити да ће је користитит. Најсавременији данашљи научио-филозоф

ски погледи иду у једном правцу тако далеко да тврде да ако се приро

да схвати као један савршен рачунар тада природни закони постају 

прости алгоритми. Петровић није знао за савремене рачунаре и љихо

ву револуционарну примену, али Је врло давно предвидео овакву могу

hност униформизације природних закона. Неколико критичара љегове 

феноменологије са филозофског гледишта, и то са метаријалистичким 

схватаљем, означили су оваква Петровићева разматраља као механи

цистички поглед на свет. Данас су таква Петровићева схватаља поново 

актуелна. 

Петровић је сувише рано, нажалост, и пре него што је математи

чки апарат и био створен дошао до визије математичке будућности 

описиваља појава, па чак и пре него што су се многе науке и развиле. У 

време постанка Петровпћеве Феноменолоzије сигурно је изгледала као 
бесмислена игра мисао о аналогији између терЈ\юдинамике и љених 

елемената: притиска, те~->шературе, количине топлотс 11 енергиЈе, са Је

дне стране. и економије са понудом, потражљом, капиталом и финан

снјском снагом, са друге стране. И како се могло и помислити на ана

логију са познатим Геј-Лисаковим законом када се економија сводила 

на науку о финапсијама са неколико друштвених закона? Али се данас 

види да је Петровићева замисао о примени математике на бројне фе-
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ноысне, како природне тако и друштвене, била исправна, Он се тада, 

1911. године, налазио у предворју научне будуhности коју је јасно са
гледао, али време за љу још није било дошло. Сем тога, он је то писао 
на нашем језику. Његова француска, скраhена верзија Фено.менолоzије 
бнла је више популарна него егзактна и зато није доживела онај успех 
који је заслужила. Она је у иностранству више посматрана са фило
:юфског становишта него као математичка теорија са својим бројним 
применама. 

* 

И друге Петровиhеве идеје нашле су много доцније оправдаље 

ако не и примену. Данас се у Сједиљеним Америчким Државама при 

прелазу у разне рачунарске системе, при грубој оцени непотребних де

цимала, много користе просте неједнакости повезане линеарним веза

ма. Пре више од пола века у Београду се појавио Петровиhев Рачун са 

бројнији разЈvtсщи.ма (Београд 1932) који тачно садржи све ове чиљени
це. Истина, нико од оних ко то данас користи и не слути да је то давно 

у Београду Петровиh објавио и не мислеhи да то представља неки до

принос науци ... Неоспорно, Петровиh је оснивач посебне области, ин
Сйервалне ЈvtаШе.мтuике, данас неопходне рачунарству. И овим не би 

био исцрпен опис љегове плодне стваралачке делатности у области 

теорИЈСКе математике. 

* 

На Вишој нормалној школи, осим математике, сви ученици мора

ли су да слушају и предавања из механике, физике и хемије. Чак и при 

одбрани тезе усмени део испита састојао се из механике или физике. 

Петровиh је у Вишој нормалној школи био одличан из ових наука што 

сведочи и о његовој вредноhи, будуhи да из Београда сигурно није по

нео велико знање из физике и хемије. У првој фази свог научног рада 

Петровиh је написао и неколико радова из ових наука, као што су 

својства једначина динамике, акција дуж различитих трајекторија, при

нцип минимума у електродинамици, пражњење кондензатора, хемиЈ

ска динамика, рачун грешака у квантитативним хемиЈским анализама. 

Сви ови радови објављени су у иностраним часописима. Оно што нас 

нарочито изненађује је чињеница да Петровиh често једновремено 

ради више проблема не само из више области математике веh и из ви

ше наука. Из тих првих година његовог научног рада он једне године 

скоро једновремено пише радове о диференцијалним једначинама, о 

механичкој интеграцији, аналитичкој динамици, о пражњењу конден-
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затора, коренима алгебарских једначина садражним у датом кругу. Кад 

ово помињемо, треба се подсетити да је Петровић радио увек сам. Да

нас је тешко замислити чак и промену проблема, још теже прелаз из 

једне области у другу, а камоли једновремени рад на више проблема у 

тако диспаратним областима. Најзначајнији Петровићев рад из приме

љене математике без сумње је његов механички интегратор за дифе

ренцијалне једначине, детаљно описан у познатом Америчком журна

лу за маШемаШику из 1898. године. Прост принцип по коме се ниво те
чности мења у зависности од облика суда и потопљеног тела послужио 

је Петровићу за оригиналну замисао да успостави везу између висине 

нивоа течности и висине потопљеног тела помоћу диференцијалне 

једначине. Већ и овде се види његова идеја о аналогији различитих 

феномена, љегово феноменолошко пресликавање. Апарат израђен на 

том принципу био је предмет изучавања више аутора: В. Прајса, Х. 
Морена, Л. Јакоба, а био је приказан и награђен на изложбама у 

Паризу 1900. и Лондону 1907. године. 

* 

Тај човек са богатим математичким даром, који је расипао своје 
мисли и идеје, био је скроман, чак врло скроман човек. За доба у коме 

је живео он је био имућан човек али се то није видело ни на њему ни у 

његовом понашаљу. Скроман и повучен, он је био врло савестан као 
наставник. Нараштаји који су студирали математику на Београдском 
универзитету пре Првог светског рата и између два рата памтили су 
пут увођеља у вишу наставу, тај прелаз од елементарне до више мате

матике. А колики је то био напор и труд види се и из тога да је дуги низ 
година, до Првог светског рата, Петровиh држао сам целокупну наста

ву математике. 

Његово велико задовољство била су путоваља. Са тих путоваља 
остали су у Српској кљижевној задрузи љегови путописи из поларних 

области, са далеких океанских острва, из некадашљег царства гусара. 

У TJII\1 путописима једино се не види љегова личност. Дани и ноhи које 
је провео са рибарима на Дунаву били су само привидно време одмора. 

У мислима, у подсвести, он је и тада био са математиком, која је била 

.ЈС,rџши смисао његовог живота. 

У Пстровиhево време наука није имала такав значај као данас. 

Математичке науке развијале су се тада скоро као уметност. Развој тај 
био је дело појединих научника који су своје мисли и идеје, своја 
открнhа и резултате саопштавали у релативно малом броју часописа. 
Настава је имала одређен правац, где се излагало градива старо скоро 

један век. То је нарочито био случај са техничким вишим школама. И 



!'.!ИХАИЛО ПЕТРОIЗИЋ И ЊЕГО13 ДОПРИНОС У РАЗВОЈУ МАТЕМАТИЧКИХ НАУКА 21 

природно је што су наши математичари пре Петровића, ученици так
вих школа Нешић, Клерић, Гавриловић, имали велико знање, али 

оно је код њих била једна затворена целина. Петровић је био ђак једне 

од највећих математичких школа онога времена, и то школе са новим 

погледима, идејама, и новим путевима развоја. Али то је била школа 

индивидуалних талената. Сваки ученик те школе сам је тражио пут, 

сам се борио са тешкоћама. Угледање и имитација није била особина 

ученика те школе. И то је било научио обележје и младог Петровића. 

Али, за разлику од својих другова из Француске, он дела у једној сре

дини где егзактне науке скоро и да нема. Дубоко одан тој средини, ње

гова научна мисао Је изван ње, а његово дело има вредност само ако га 

цени светска наука. И у тој средини он научио напредује и улаже напор 

за још веће подухвате, а које је прекинуо Први светски рат. И он мора 

да је био велики таленат кад није потонуо у тој средини и када је за 

кратко време ушао у светску науку. 

Петровић је не само најплоднији већ и најоригиналнији наш мате

матичар. Он је учинио и највећи продор у науку, који треба ценити и 

по времену када се појавио. Он је створио углед нашој математичкој 
' . 

науци у свету и на таЈ начин, са ЈОШ неколико исто тако познатих на-

ших имена, делом, и углед Србије у свету. Ако је ствараље наше мате

матичке науке његова прва заслуга, не мања Је заслуга што се поста

рао да у нашу математику дође нов нараштај научних прегалаца. За 

разлику од неких својих савременика, он је сматрао да наша математи

ка не треба са њим да се заврши. А пут ка том циљу није био лак. Годи

не 1919. он је остао сам на математици са преко 100 студената на чети
ри године студија, без и једног асистента. Па ипак, он је обновио наста

ву, обновио Глас Академије наука, тада наш једини научни часопис. 

Михаило Паuровиh је значајна личносШ не само нaute научне веh 

и кулШурне иаuорије са краја 19. и йрве йоловине 20. века. Његов жи
втu и његово gело осШавили су виgнога Шрага на Београgски универ

зиШеШ, на нарашШаје нauatx маШемаШичара. Његов gap, найор и усйех 
учинили су ga је наша маШемшuичка наука йрешла границе наше зем
ље. Ако су йрви корш{и у науци најLuежи, они су и најзначајнији. Он је 

зайалио онај йламен који ни ршuови нису могли ga угасе. Његов йример 
слеgили су и многи његови ученици, а Шо је оно Lиilio чини найреgак 

науке, и Llla невиgљива заслуга ПеШровиhева исШо је Шако значајна као 
- * и његово gело. 

Миоgраг Toмuh 

* Зборник Филозофског факултета Универзитета у Београду, Београд 1990, стр. 
11-20. 





ДИФЕРЕНЦИЈАЛНЕ ЈЕДНА ЧИНЕ 





ДОКТОРСКА ДИСЕРТАЦИЈА 



У йрвој књизu раgова Михаила Пейlровића из области gиференци

јалних јеgначшш goюТiopoar gucepzТiaцuja и.ма йосебно мeciiio. Уз фоzТiо

Шийско изgање оригинала ЈШ француско.м језику, йрви йуzТt се објављује у 

йревоgу тш срйски језш<. То је учињено uз више разлога. Навеgимо са.мо 

три. 

РезутТtати објављени у gucepzТtaцuju йреgиТtављају важне каршсе 

ШШЛlllltll'lKe теорије guфepeHЦUjaЛHLLXjegнa'lllHU, без KOjllX та теорија Не 
би била F<о.лнlлетна. 

ДисерzТtација верно оgсликава ugeje, Ateтoge исzТtра.жшзања и резул
ттТtе zТtаленzТtова11ог .лtлаgог .лtтТtе.лшzТtичара који Aty lllliJIO.Лt оzТiварају сва 
вртТtп у tТto вреЈне воgеhег .лtmТtе.лшzТtuчког цетТtра Париза. 

He.лtoгylie је разу.лtеzТtи u йраzТtшТtu научни pag Михаила ПеzТtрови!щ 
беа По:з11mюња његm>е gucepzТtaцuje. У њој су ca.жetТtu сви корени gаљег 

његтюг paga из области .лtтТtе.лшzТtике. 
На.жалост, сачувшю је са.лtо носолш<о йрzшершш Пе1Тtровићеве gu

ceptТtrщuje, go l<ojux је тешко u goћu. Верује.лю ga ћс се ње11Шt објављшю
њс,н у тюј юы1аu goйpu11etТtu бољс.лt ра:зу.лtевању и l<оришhсњу резулzТiа

tТtа 11 .лtсtТtщ;п puga Михаила ПctТtpormfш. 



r-;p. налога 
1-:2:1 

ТЕЗЕ 
које је 

Господин 

МИХАИЛО ПЕТРОВИЋ, 

ученик Више школе, 

дипломирани студент матсматичких наука и физичких наука, 

поднео 

ФАКУЛТЕТУ НАУКА У ПАРИЗУ 
ради стицаља 

степена доктора математичких наука 

l.теза 

О НУЛАМА И БЕСКОНА ЧНОСТИМА 

ИНТЕГРАЛА АЛГЕБАРСКИХ 

ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХЈЕДНАЧИНА 

2.теза 

ЗАДАТАК КОЈИ ЈЕ ДАО ФАКУЛТЕТ 

САВРЕМЕНИ РАДОВИ О ПРИНЦИПУ НАЈМАЊЕГ 

ДЕЈСТВА 

Одбрањено 29. јуна 1894. пред Испитном комисијом 

Господа 

ЕРМИТ (председник), ПИКАР и ПЕНЛЕВЕ (испитивачи) 

Париз, 1894 



НАСТАВНО ОСОБЉЕ НАУЧНОГ ФАКУЛТЕТА 

ACADE)IIE DE PARIS. 

FACULTE DES SCIENCES DE PARIS . 

DOYEN ............................ . 

PROFESSEURS RONORAIRES •. 

PROFESSEURS .. 

PR.OFESSEURS ADJOIN'I'S ...... . 

SECR.tTAIRE .. 

.1\Ш. 

DARBOUX............... Geoшetr·ie supeгieut·e. 

PASTEUR. 
Dt:CHARTRE. . . . . • . . . . . . Botanique. 

• DE J.ACAZE-DUTНIERS. 

HEIOIITE .............. . 
TROOST ............... . 
FRIEDEL ............... . 
T!5SERAND-., ......... . 
LIPP.,lANN ............. . 
Н А t:TEFEUI I.LE ........ . 
BOuTY ................ . 
APPEI-L ................ . 
Dl"CLAOX .............. . 
BOl'SSINESQ .......... . 

PICARD ................ . 

POl:\CAIН!: ............. . 

Упs DEI.AGE ........... . 

BO\:\IER .............. . 
DA5TRE ............... . 
lJJTTE ................. . 

Zoologie, Anatoшie, Physio-
logie comptt!'te. 

Algehre super·ieur·e. 
Chiшie. 

Chimie oгganiquc. 
A>tгonornie. 

pJ,~·sique. 

,,liner·alogie. 
Physique. 
lll~caniqu,; гatioлпelle. 

CJ,imie blologique. 
~Jecarrique piiysique et expe-

J'inlcnrale. 
Calcul difГer·cnticJ et Calcul 

inttgтn). 

Calcul des pro!Jabilitcs, pJ,y
sique matlн'matique. 

Zoolot::ie: Aпatomic, PIJ_y~io
}ogie сот рс гСс. 

Botanique. 
Pl>ysiologie. 

Ч l':\!ER~ CIHLЧAS..... Gcologic. 
GJARD .......... ,....... Zoologie, EYolution <ics ёtres 

orgaпis~5. 

\\'OLF .................. Astгonomie. 

! 

СНА ТЈ\' ................ . 

ЈОЈ. У ................... . 
PELLA Т ................ . 

FOlSSEHEAU. 

Zoologie, Analorлie, PJ>ysio
logie сошрагес. 

CJ,imie. 
Pћysi<jue. 

211)::11 PAkiS.- IIIPfii)IГcПIE GA[TIIIE!<-\'ILL.HIS ~Т FILS, Ql'.\1 DE8 GR\'iDS-.\t'Gt:STJ;>;S, 55. 



Господи Ж. Т АНЕРИЈУ и П. ПЕНЛЕВЕУ 

као знак захвалности 

М. ПЕТРОВИЋ 



1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 



ПРВА ТЕЗА 

ОНУЛАМАИ 
БЕСКОНА ЧНОСТИМА ИНТЕГР АЛА 

АЛГЕБАРСКИХ 
ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХЈЕДНАЧИНА 

УВОД 

У овом раду разматрам неколико питаља која се односе на не

посредно изучаваље нула, бесконачности, максимума, минимума итд. 

интеграла (решеља, прим. прев.) алгебарских диференцијалних једна
чина и нађене резултате примељујем на изучаваље интеграла са стано

вишта опште теорије функција. 

Када се у општем интегралу у(х,С 1 , ... ,С1,) диференцијалне јед
начине р-тог реда мељају интеграционе константе С 1 , ••• , С", са љима 

се, у општем случају, Jvteњajy вредности за х, које анулирају овај инте

грал, које га чине бесконачним, које му дају максималну или мини
малну вредност итд. Уопште, када се меља било која константа С,. која 

се јавља у изразу општег интеграла, мењаhе се такође вредности 

х= х0 које анулирају дату везу \јf(х,у,у', ... ,уи)) независно променљи
ве х, интеграла у и више његових извода. Датој кривој Г1 у равни кон
станте С1 одговара једна или више кривих Ь1 у равни х0 , тако да ако 

константа С1 опише крив у Г1 , једна вредност х0 описаhе једну од кри
вих ь,.. 

Може се поставити задатак да се нађу услови да се криве сведу на 

изоловане тачке, то јест услови да се вредности х0 не мељају са кон
стантама интеграције, и да се у том случају све израчунају. 

Овај проблем, када је дата веза \ј!, своди се на тражеље услова ga 
се нуле или бесконачносй1и ойш~uе2 инй1е2рала gиференцијалне јеgна

чине не мењају са инй1е2рационим консй1анй1аЈvtа и на непосредно изра

чунавање нула или бесконачности овог општег интеграла, што су све 

проблеми веh сами по себи интересантни. Господа Ф укс (Fuchs), 
Поенкаре (Poincaн~), Пикар (Picard) и Пенлеве (Painleve) бавили су се 
аналогним проблемима који се односе на алгебарске критичне тачке и 

трансцендентне сингуларитете општег интеграла. Ако је чињеница о 
непокретности сингуларитета од битног значаја са становишта теорије 

функција, није мање тачно да чињеница о непокретности вредности 

означених са х0 , дода тих оној о непокретности трансцендентних сингу

ларитета, може да има великог значаја у применама диференцијалних 
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једначина. Заиста, у овим применама извесне особености, као макси
муми, минимуми, нуле, асимптоте криве која представља физички или 

механички феномен, оно је што је најзначајније да се упозна. 

Дајем потпуно решеље проблема у случају алгебарских једначина 

првог реда. Потребни и довољни услови да се нуле или бесконачности 

општег интеграла не мељају са интеграционом константом су врло 

једноставни и увек је лако утврдити да ли су они испуљени за дату јед

начину. Ако су нуле (или бесконачности) непокретни, указујем на на
чин да се све израчунају, а тада методе Бриоа (Briot) и Букеа (Bouquet) 
омогуhују да им се нађе ред, у случају када ред постоји, и да се изучи 

интеграл у љиховој околини. Ако су покретне, омогуhавам да им се 

одреде редови, који су увек самерљиви. Овај се рачун врши графички, 

на врло погодан начин, помоhу одређеног полигона чија конструкција 

захтева само познаваље степена од у и у' на левој страни једначине ко

ја је дата у облику полинома по у и у'. Разматраље овог полигона у 

овом изучаваљу уводи се на природан начин, што се види из следеhих 

те оре ма: 

Да би инйlеzрал имао йокрейlних нула pega Л, йойlребно је и gо
вољно ga (йај йолиzон има сйlраницу коефицијенйlа йравца Л; ga би 
имао йокрейlних бесконачноаuи pega Л, йтuребно је и gовољно ga йо
лиzон има аuраницу коефицијеюuа йравца -Л. 

У случају једначина вишег реда било ми је немогуhе да дам исто 

такво потпуно решеље проблема. Ипак, дајем gовољне услове када су 

нуле или бесконачности непокретне, претпостављајуhи да су непокре

тни трансцендентни сингуларитети посматраних интеграла; овако 

изражене теореме имају примену, на пример, при израчунаваљу меро

морфних интеграла једначине за коју се неhе јавити тешкоhе што се 

тиче трансцендентних сингуларитета. Тако наведени gовољни услови 

компликованији су него у случају једначина првог реда, али је увек 

лако на самој диференцијалној једначини утврдити да ли су они испу

љени или нису. Ово утврђиваље своди се на конструкцију полигона 

који је аналоган оном у случају једначина првог реда и на тражеље 

корена алгебарске једначине (која зависи од дате диференцијалне јед

начине), који се налазе у датом реалном интервалу или у појасу огра

ниченом са две праве у имагинарној (комплексној, прим. прев.) равни. 

Коефицијенти правца страница полигона и неки корени ове алгебар

ске једначине представљају једино могуhе редове покретних нула и 

бесконачности интеграла. 1 Ови редови могу бити непроменљиви (са-

1 Али се тада, у општеы случају, не зна не постоје ли покретне тачке х у којиыа 
. ily 

се у анулира ка11а Је ~ неодређено. 
clx 
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мерљиви или несамерљиви) или чак имагинарни (комплексни, прим. 

прев.) или зависити од интеграционих константи: показујем довољне 
услове да сви они буду непроменљиви, као у случају првог реда. 

Могуhе примене тако добијених резултата су бројне и различите. 
Неке од љих наводим у овом раду. 

Рад је подељен на два дела: први, који се односи на једначине пр
вог реда, и други, на Једна чине вишег реда. 

У Првој глави Првог дела утврђујем потребне и довољне услове 

да нуле или бесконачности општег интеграла буду независне од инте

грационе константе и у случају када су оне покретне, дајем начин да се 

израчунаЈу њихови редови. 

У Другој глави наводим неколико примена претходних принципа. 

Најпре долазе неке примене теорема прве главе на сингуларитете 
општег интеграла. Трансцендентни сингуларитети интеграла не меља

ЈУ се никада са интеграционом константом, према теореми господина 

Пенлевеа. Господин Фукс је дао услове да то исто буде и са алгебар

ским критичним тачкама и довољно је да се мало промене услови го

сподина Фукса да бисмо имали услове за непокретност свих могуhих 

сингуларитета, рачунајуhи и полове. Када су ови услови испуљени, јед

начина се интегрише (решава, прим. прев.) алгебарским операцијама 
или највише са две квадратуре (интеграције прим. прев.) 

Ове услове примењујем на извесне опште типове једначина, тра

жеhи све једначине које припадају типовима чији интеграли имају све 

сингуларитете непокретне. 

Резултати прве главе такође 'омогуhују неколико примедаба на 

поларне периоде интеграла једначине F(y,y',y") =О када је она дефи
нисана инверзијом Абеловог интеграла. 

Друга глава завршава се применом на униформне партикуларне 

интеграле; нарочито наводим обимне класе једначина код којих сваки 

униформни интеграл треба да је рационална функција. У случају када 

постоје трансцендентни униформни интеграли, одређујем горљу гра

ницу бројева тих йосебних интеграла и указујем на алгебарске везе 

које постоје између два или три ма која од ових интеграла. Глава се за

вршава примедбом на резидууме интеграла који одговарају помичним 
простим половима. 

У другом делу, где се испитују једначине вишег реда, најпре наво

дим довољне услове (претпостављајуhи да су трансцендентни сингула

ритети посматраних интеграла непокретни) за непокретне нуле и бе
сконачности интеграла. У случају када су ти услови испуљени, указујем 

на начин на који се могу израчунати те нуле или те бесконачности. У 

случају када су покретне одређујем љихове могуhе редове. 
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Потом (у Другој глави овог дела) наводим неколико примена уни

формних интеграла. 

Када полигон који одговара једначини испуљава извесне услове, 

изучаваље униформних интеграла своди се на изучаваље холоморфних 

интеграла једне друге једначине. Скрећем пажљу на генерализацију 

особине, на коју је указао господин Пикар, мероморфних интеграла 

алгебарских једначина другог реда у којима се х не јавља експлицитно. 

Ова се особина састоји у томе што је интегралу могуће дати облик 

количника две целе функције које задовољавају познате диференци

јалне једначине. 

Али најважнија примена је следећа: у многобројним случајевима 

могуће је наћи йрве инШеzрале за униформне инШеzрале једначине. 

Тако називам (односи се на прве интеграле, прим. прев.) функције по х, 
у и по неким љиховим изводима, коЈе се своде на константу или на 

рационални разломак по х, када се у љој у замени једним униформним 

интегралом дате диференцијалне једначине. Познаваље таквих првих 

интеграла упрошћава тражеље униформних интеграла сводећи га на 

посматраље једначина нижег реда. Ова чиљеница допушта да се у број

ним случајевима препозна да ли једначина има или нема униформних 

интеграла и да се сви они израчунају, у случају да постоје. Указујем 
како се а piioii могу саставити типови једначина за које he се знати 
љихови први интеграли и за које је могуће одредити све униформне 

интеграле. 



ПРВИ ДЕО 

ЈЕДНА ЧИНЕ ПРВОГ РЕДА 

ПРВА ГЛАВА 

О НУЛАМА И БЕСКОНА ЧНОСТИМА 
ОПШТЕГ ИНТЕГРАЛА 

1. Нека је 
i=s 

F = L <р;(х)у"!; ·у'"; 
i=l 

1 dy б . 
полином по у и у =-,где су т; и n; позитивни цели роЈеви такви да 

dx 
није истовремено т; = mi, n; = ni за i *ј и где су <р; било какве функ-

ЦИЈе од х. 

Саставимо двострану таблицу од 2s следеhих позитивних целих 
бројева 

и повуцимо у равни две осе: на једној hемо рачунати М;, а на другој N;, 

и убележимо s тачака (M;,N;), водеhи рачуна да поред сваке од њих 
упишемо њен индекс i. 

Нека је (Ma,Na) тачка најудаљенија од осе ON; ако их има више, 
·које су на истом растојаљу од ON, посматраhе се она међу њима која је 
најудаљенија од осе ОМ. Нека је, исто тако, (Mp,Np) тачка најближа 
оси ON. У случају да постоји више тачака на истој правој паралелној 
оси ON која пролази кроз тачку (Mp,Np), поштоваhемо исти договор 
као за тачку (Ma,Na). 

Од тачке (Ma,Na) повуцимо полуправу паралелну и истог смера 
са ON. Обрhимо је око (Ma,Na) у смеру супротном сказаљци на сату, 
здесна налево, све док не сретне неку тачку (М а', N а') и тада се ту зау
ставимо. Нека је (Ma',Na') тачка у којој се полуправа зауставила; ако 
би их било више на истој правој, узела би се најудаљенија од (Ma,Na). 
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Спојимо тачке (Ма, Na) и (Ма·, Na·) помоћу дужи, продужимо неогра
ничено ову дуж у смеру од (Ma,Na) према (Ma·,Na·) и обрћимо овај 
продужетак око (М а', N а') док не сретне нову тачку (М а", N а"); спо
јимо тачке (Ма·, Na') и (Ма", Na") помоћу дужи и понављајмо прет
ходну радњу све док се не сретне тачка (M~,N~), што he се неопходно 
догодити. Тако he се уобличити полигонална конвексна линија која 
полази од (Ma,Na) и допире до (M~,N~); затварајући је двема парале
лама са осам ОNкоје полазе од врхова (Ma,Na) и (M~,N~) и делом ОМ 
обухваћеним између ове две паралеле, добиће се полигон који hy, 
краткоће ради, назвати полигон П од F. 

Према самом начину на који је конструисан, овај he полигон има
ти следеће особине. 

1. Ако се кроз једну тачку, ма коју међу тачкама (Mi, Ni), повуче 
паралела са једном од страница полигона која не пролази кроз тачку 

(Mi, Ni), ордината у координатном почетку (од се чак на оси О N, прим. 
прев.) добивене праве увек је мања но ордината у координатном поче

тку посматране странице. И више, међу свим правим које се могу пову

ћи спајајући две и две тачке (Mi,Ni), странице полигона су једине пра
ве које имају својство да ако се кроз ма коју тачку (Mi, Ni) повуку њи
ма паралеле, ордината у координатном почетку сваке од ових паралела 

Је мања од оне странице полигона. 

2. Ако се кроз ма коју тачку (Mi, Ni) која није теме полигона по
вуче права D ма ког правца, увек постоји бар једно теме полигона та
кво да ако се кроз тај врх повуче паралела L1 са D, ордината у коор
динатном почетку праве L1 биће већа од оне D. И више, темена полиго
на су једине тачке (Mi, Ni) које имају ово својство. 

Договоримо се, краткоће ради, о следећем: 

а. тачку (Mi,Ni) означићемо са (i); 
!Ј. дуж која спаја две тачке (i) и (ј) означићемо са (i,j); 
с. ординату у координатном почетку праве КОЈа пролази кроз та

чку (i) и која има коефицијент правца А означићемо са Su,; 

cl. темена (ех) и (~) назваћемо ексГйремна йlемена, а остала умейl
нуша ше.мена; 

е. највише издигнуто теме полигона назваћемо 1Тiеме w; ако их 
има два на истој паралели са ОМ, разликоваћемо теме w лево и десно; 

I најзад, облас1Тi тачке (Mi, Ni) (слика 1) назваћемо највећи инте
рвал (А 1 )~, 2 ), такав да, ако А варира у том интервалу, права коефици

јента правца /с и која пролази кроз тачку (Mi, Ni) има ординату у коор
динатноЈ\f почетку стално већу од оне која припада правој КОЈа има 

исти правац и пролази кроз ма коју другу тачку (М,, Ni ). 
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N о о 0" 

... ··· 

~ ~ ... ...-, .. ··(IV~·······~· 
ј ,: 1(\"1 lu') ······~ ... 

· .. ь." v(J'I (а\.·. 
((\) ! ·· ... ь.' 

о~------------------~6~----м 

Слика 1 

Према особини полигона, област тачке (М;, N;) која није теме је 
нула. Напротив, лако се види да је: 

1 о област темена (~), најближег ОМ, интервал од 

ДО Л=+оо; 

2° област темена (ех), најудаљенијег од ОМ, интервал од 

ДО Л= -оо; 

3° област уметнутог темена (i), обухваhеног теменима (i') и (i") 
Је интервал од 

1 N-N., 
ДО l'v = 1 1 • 

М;-М;" 

На слици се област врха (~) може представити углом D~D', она 
врха (~')са D'~'D" ... , најзад, она врха (ех) углом дехд'. 

Реhи hy да је неко теме йозиШивне или не2аШивне обласШи према 
томе да ли су све вредности за Л обухваhене у његовој области позити

вне или негативне. Сва темена лево од темена w лево су у позитивној 
области; сва она десно од w десно су у негативној области. Ако се два 
темена w поклапају, једно такво теме w има један део своје области 
позитиван, а други негативан; то је једини случај када област једног те

мена може бити подељена на два дела различитих предзнака. Најзад, 

ако полигон има само једно теме (што наступа када се он сведе на па

ралелу са ON), то he бити јединствено w, а његова област је интервал 
од·Л =оо до Л= -оо. 

Конструкција полигона који се односи на дати полином F врши се 
врло лако помоhу коцкастог папира. Исто је тако лако наћи облик 
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полинома F који одговара датом систему тачака (М;, N;); треба само, 
да би ово имало смисла, да систем (М;, N;) буде сав у углу који чини 
позитивни део од ОМ и део симетрале угла NOM који је обухваhен тим 
углом. 

Сваки полином степена f.1 по у' има свој полигон цео смештен у 
траци обухваhеној осом ОМ и паралелом са осом ОМ постављеном на 

растојаљу f.1 од ОМ; осим тога, он је постављен у углу који чине си
метрала угла NOM и оса ОМ, а постоји бар једно теме на паралели р са 
ОМ. Обратно: сваком систему (M;,N;) који је садржан у претходном 
углу и који је постављен сав између ОМ и паралеле са ОМ на растојаљу 

р од ОМ, а који има теме на тој паралели, одговара полином по у и у' 

степена р по у'. 

Полигон полинома F степена О по у' своди се на део осе ОМ. 
Ако су Р(х,у) и Q(x,y) два полинома по у, највеhи степени по у 

нека су т и n, а најмањи т' и n', општи облик полигона за 

F = Р(х,у)у' + Q(x,y) 

представљен је на слици 2. 

Ј ШШШZ,.---------"1 1~ 
n~ m'+J rн•~ н 

м 

Слика 2 

За полином 

F = Р(х,у)у' 2 + Q(x,y)y' + R(x,y), 

где је р највеhи степен од R по у, а р' најмањи, општи облик полигона 

представљен је на слици 3 итд. 

N 

Слнка 3 

Најзад, додаhу две примедбе које hy после искористити. 
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1. Да би полигон Пр за Р() .. ,у,)/) у исто време био полигон за 
Р(х,у,у') + Q(x,y,y'), потребно је и довољно да полигон Пс за Q нема 
ниједно теме изван полигона Пр. Тако, када Q не садржи у', услов се 

своди на то да највеhи и најмаљи степен од Q по у буде садржан у ин
тервалу апсциса два екстремна темена од Пр. 

1 2. Када се у = - стави у 
z 

ј :::::;с Ј 

F(x,y,y')= I,<r1 (x)y'"' ·у"'', 
i=l 

овај he полином постати 

Ф (х, z, z') = i- \ј! (х, z, z'), 
z 

где је о највеhа вредност збира М1 + N1 који се односи на F и где је \ј! 
полином по z и z' облика 

j:;:::s 

\jf(x,z,z') = I,C-1)"' <p,(x)zo-(m;+2n,)z'"'. 
i=l 

Свака тачка (М(, N() која се односи на \ј! симетрична је одгова

рајуhој тачки (М1 , N1 ) која се односи на F у односу на праву М = о, јер 

према томе, полигон П,v од \jf симетричан је полигону Пр од F у одно
су на праву М= о. 

2. Пошто је ово сређено, посматрајмо диференцијалну једначину 

(1) 
i=s 

F = I,cp1(x)y 111'y"'' =О; 
i=l 

нека је х= а вредност за х таква да, када је у интеграл за (1) и Л кон
станта коначна и различита од нуле, однос 

х 

и његов први извод по х теже одређеним и коначним границама када х 

тежи а. То he се увек догодити када је а вредност која анулира или чи
ни бесконачним интеграл у, сем ако се ова вредност не поклопи са 
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неким од трансцендентних сингуларитета интеграла, сингуларитета 

који су непокретни и унапред познати. Стављајуhи 

у= (х- а)л.f(х), 

одакле Је 

општи члан he постати 

где је 81 (х) полином по .f(x) и (х -a).f'(x) са константним коефици
јентима, али у коме нема члана који зависи само од .f(x). Биhе, дакле, 

i=s 

F = I,<p1 (x)(x-ai"''+n,)Л-"'[A'''I"''+"'(x)+81 (x)]. 
i=l 

Посматрајмо у овом збиру скуп Т чланова за које је експонент 

Л(щ + n1)- n1 за (х- а), степена који стоји као чинилац, најмаљи. Пре

ма вредностима за щ,п1 ,Л, скуп Т биhе састављен од само једног чла
на, од два или више чланова, а ја hy тражити потребне и довољне усло-

. . . 
ве КОЈИ одговараЈу овим различитим случаЈевима. 

У опште, да би чланови индекса i', i", i"', ... чинили део од Т, потре
бно је и довољно да су симултано испуљени следеhи услови: 

(1) 

(2) 

А(т1 • + n1·)- 11i' = А(щ .. + n1 .. )- 11;" = ... ; 

А(т1 • + 11;·) -n1• < Л(щ + n1 ) -n1; 

пошто се припишу индексу i на десној страни неједнакости сви цели 
бројеви од 1 до s, различити од i',i",i"', ... , услов (1) може се написати 

(З) 

Види се, дакле, да А мора бити једнако коеф:ицијенту правца пра

ве (i', i") и да све тачке које одговарају различитим члановима из Т 
треба да су на овој правој. 

Сз друге стране, величина АМ1 - N1, пошто се у љој /,замени вред

пошћу (3), представљз ордшшту у координатном почетку, промељеног 
знака. праве која пролази кроз тачку (i) и коефицијента правца А, 
ордпната коју C!IIO обележили са S1.i,· 

Према томе, да би чланови индекса i',i",i"' били део скупа Т, 
потребно је и довољно: 
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1 о да су тачке индекса i', i'', i111
, ••• на истој правој и да је А једнако 

косфицијенту правца ове праве~ 

2о да је S;·.\ > Su, за све вредности i од 1 до s, различите од 
i', i", i

111

, •• • , то he реhи да ордината у координатном почетку праве 
(i',i'

1

) буде веhа но она ма које праве наралелне са (i',i"), а која про
лази кроз тачку (i) која се не налази на правој (i',i"). 

Да би чланови који одговарају двема тачкама (i') и (i") припада
ли Т, коефицијент правца А праве (i', i 11 )треба да има вредност из ре
лације (3). Обратно, нека је А погодно изабрано, ма какве да су две та
чке (i'), (i

11

), услов (1) се увек може задовољити само ако те тачке нису 
на истој правој паралелној са ОМ или ON, јер се претпоставља да је), 
ограничена и различито од нуле. 

Остаје још да се задовољи услов (2). Дакле, према особинама 
полигона, да би овај услов био испуњен, потребно је и довољно да дуж 

(i'), (i 11
) буде страница полигона која није паралелна са осама. Види се 

да је, да би Т било састављено од најмање два члана, потребно и 
довољно да А буде коефицијент правца ма које странице полигона која 

није паралелна са осама; индекси чланова који се јављају у Т су од 

те мена полигона који се налазе на страници чији је коефицијент правца 

једнак са (3). 
Сада се овај резултат може употребити да би се за Т дали извесни 

облици који he нам у даљем користити. 

А. Претпоставимо да полигон за F нема ниједне странице која ни
је паралелна са осама или, ако их има, да дати број А није једнак ни са 

једним коефицијентом правца ових страница. Скуп Т је, тада, састав

љен од једног јединог члана, а индекс овог члана једнак је индексу 

темена у чијој се области налази А. 
Нека је (11) то теме и ставимо, краткоhе ради 

<p;(x)[A";/(x) 111
;+ll; +8;(х)] = .!::Џх); 

тада се F може написати у облику 

знак I простире се на све тачке (i) различите од (/1). Сви експоненти 
S1,,л.- Su, који се јављају на десној страни су позитивни, јер, према 
самој дефиницији члана индекса, 11 је Sџ > Sџ, (у оригиналу стоји 
Sџ < S;,л., прим. прев.) за све тачке (i) различите од (/1). 

В. Претпоставимо да полигон има страница које нису паралелне 

са осама и да је А једнако коефицијенту правца једне од тих страница. 
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Т he тада бити збир свих чланова који одговарају индексима тачака 
које се налазе на страници чији је коефицијент правца Л. 

Договоримо се да обележимо са: 

L: сабирање које се простире на индексе свих тачака (i) коЈе 
(I,J) 

леже на правој (i, ј); 
L:. сабираље које се простире на индексе свих тачака (i) које не 

-(I,J) 

леже на правој (i, ј). 
Нека је (у, о) ма која страница полигона која није паралелна са 

осама; када је Л једнако коефицијенту правца ове странице, тада је 

Т= (х- a)-sr.л L: ОЈ х) 
(у.8) 

и F he се моhи написати у облику 

где су сви степени Sу.л - S1 .л позитивни. 
Али ма који облик, I или П, који he F узети, треба да је F = О 

идентички у (некој прим. прев.) околини од х= а за ма коју вредност а; 
дакле, у тој околини биhе идентични или 

или 

према томе да ли у околини х а, F узима облик I или П, тј. према томе 
да ли је испуњен услов А или В. 

3. Претпоставимо сада да х тежи а; функција I (х) која је дата од
носом у са (х- а) 1', као и њен извод .f'(x), тежиhе коначним и одређе
ним границама, а како су сви 81 (х) полиноми по I (х) и по (х- a).f'(x) 
у којима недостају чланови који зависе само од I (х), за х= а биhе 

liш81 (x)=O (i=l,2, ... ,s). 

Дакле, за све вредности а, сем 1\ЮЖда за извесне вредности а' које 
су посебне и које се могу препознати из саме диференцијалне једначи
не, за које функције <t\(X) постају бесконачне, биhе 

liшQ1 (x) = Л"'<р 1 (а)р (i = l,2,3, ... ,s), 
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где је р граница I (-':) за х= а. 
Водеtш рачуна да су експоненти S1,.i, - Su, позитивни, види се, дак

ле. да за сваку вредност а која се не поклапа ни са једном од посебних 
вредности а': 

А. ако полигон нема страница које нису паралелне са осама, или 

(у супротном случају) ако А није једнако ни са једним коефицијентом 
правца страница полигона, биhе: 

А''''<р 1,(а)рм,, =О, 

а како је р различито од нуле, а мора да је корен од <р1,(а) =О, што 
показује да а не зависи од константе интеграције. Што се тиче индекса 
lz, то је индекс темена у чијој се области налази А: 

В. ако полигон има страница које нису паралелне са осама и ако је 

А једнако са коефицијентом правца такве странице (у, 8), биhе: 

2: А'''<р 1 (а)рм, =0, 
<у.о) 

где се сумирање протеже на све тачке (i) на страници (у, 8). Ма каква 
била вредност приписана за а, ова једначина, коју hy назвати јеgначина 
йо р за страницу (у, 8), има бар један корен р коначан и различит од ну
ле, јер сви М1 који се јављају у збиру 2: су различити и вредност за а 

(у,о) 

може зависити од интеграционе константе. 

Из тога се могу извуhи следеhи закљ учци. 

1. Кад год општи интеграл има покретне бесконачности, полигон 
од F има једну или више страница са негативним коефицијентом пра
вца и ред ма које од ових бесконачности једнак је једном од ових кое

фицијената правца. 
2. Кад год општи интеграл има покретних нула, полигон од F има 

једну или више страница са позитивним коефицијентом правца и ред 

ма које од тих нула једнак је једном од тих коефицијената. 

Следи најпре да је ред покретне бесконачности или нуле увек 

самерљив, што се могло предвидети према теореми господина Пенле

веа о непокретности трансцендентних сингуларитета интеграла. 

Као друго, из овога се закључује и следеhе. 

з. Ако десно ОД темена ro десно полигон нема темена, бескона
чности интеграла су непокретне и истовремено морају бити било тран

сцендентни сингуларитети интеграла, било нуле функције <р11 (х) (11 оз
начава индекс темена ro десно), било, најзад, бесконачности неке фун
КЦИЈе <р1 различите од <р1,. 

4. Ако лево од темена ro лево полигон нема темена, нуле инте
грала су непокретне и налазе се међу одговарајуhим вредностима оних 

из претходног случар. 
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4. Тако смо добили довољне услове за непокретност бескона
чности и нула општег интеграла. Али тврдим да су услови и потребни, 

тј. ако десно од темена & десно постоје друга темена, општи интеграл 
има сигурно покретне бесконачности, а ако лево од темена & лево 
постоЈе темена, интеграл има покретне нуле. 

Покажимо то, на пример, за бесконачности. Претпоставимо да 

има других темена десно од & десно; да би тако било, потребно је и до
вољно да, ако се диференцијална једначина напише у облику 

(1) 
k=~ 

" t' ( ) 1~-k о L..J.k х,у у = ' 
k=O 

где су .fk полиноми по у, ту постоји бар један полином .fk такав да, ако 
се обележи са 11k степен по у од .fk, важи 11k- v0 > k. 

Стварно, ако се једначина (1) напише у облику 

;=s 

L<pi(x)ym'y"'' =О, 
i=l 

тачке (Mi, Ni) дефинисане су координатама 

Mi mi +ni, Ni ni. 

Теме & десно које има максималну ординату f.1 долази од члана 
полинома .t;1(x,y) у'"' који има највиши степен по у; долази, дакле, од 
члана у''" у'~, 110 је степен .1;1 по у. 

Да би постојала темена десно од тог темена &, потребно је и до
вољно да бар једна права 6. која спаја тај врх са другим тачкама (i) има 
негативан коефицијент правца; ова права не може да пролази ни кроз 

једну тачку (i) која долази од чланова полинома .t;1(x,y)y' 11
, јер су све 

те тачке на истој правој паралелној са ОМ, а која пролази кроз теме & 
десно. Претпоставимо, дакле, да пролази кроз неку тачку која долази 
од чланова полинома .f~(x,y)y' 11 -k. Ако је т степен од у у посматраном 
члану тог полино11rа, коефицијент правца праве L'.. је 

(110 -f.l)-(m-f.l+k) _ 

fl (fl+k) 

-m+k 

k 

Да бп он био негативан, потребно је п довољно да је 111 1' 11 > k п, 

пошто је m::; \'k· треба, aj(n·tion·, да је 11k- ''о > k. 
Овај је услов такође довољан да десно од те!lrена w десно постоје 

друга темена; јер, на пример, коефицијент правца праве која спаја тe!lre 

w десно са тачком која следи из члана у"' , тада Је негативан. 
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Претпоставимо, дакле, да на левој страни једначине (1) постоји 
један или више чланова _t;,(x,y)y'fl-il таквих да је 1•1, 110 >!Ј и ставимо 

1 . h 
у= -; Једначина не постати 

z 

i=jl 
2 ~11-i 

(2) I =О, 
i=O 

где су <р; (х, z) полиноми по z који не садрже z као фактор. Тврдим да се 
општи интеграл z од (2) анулира за коначне вредности х и да се ове 
вредности мељаЈу са интеграционом константом. 

Да то покажемо, ставимо z' = _;:_; једначина (2) постаЈ·е 
t . 

(З) 

а када помножимо са z11 +'' . t 11 , 

(4) 
i=jl 

<p 0 (x,z)+ LЧJ;(x,z)zi+>'o-'''t; =О. 
i=l 

Како међу експонентима i + v0 - v; има најмаље један негативан (зах
ваљујући чиљеници да има бар један индекс 11 такав да 1117 - ЈЈ0 > 11) и ка
ко ниједна функција <р; не садржи z као фактор, ова једначина (4), ал
гебарска по t и z, допушта један или више корена t који се анулирају са 
z. Ови корени чине један или више кружних система, а корени једног 
истог кружног система биће, у околини х= х0 , представљени развоЈеМ 

облика 

а+! а+2 

t = Az" + Bz " + Cz " + ... , 

где су а и n позитивни цели бројеви бар једнаки јединици; А, В, С, ... су 
функције од х и А није идентички једнако нули. 

Посматрајмо један од тих корена. Последња једначина, у односу 

на оваЈ корен, може се написати 

1 z' 1 
z r.!: а+! а+2 

Az" +Bz" +Cz " + ... 

а стављајући z = и", она постаје 
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(5) dи 
n 

dx иа.- 1 (А +Ви+ Cu 2 + ... ) · 

ЈЕДНА ЧИНЕ ПРВОГ РЕДА 

Обележимо са (Р) скуп сингуларитета (полова, алгебарских кри

тичних тачака, трансцендентних тачака) функција А, В, С, ... , сингу
ларитети који се очигледно не мењају са интеграционом константом, и 

разликујмо два случаја према томе да ли је а= 1 или а> 1. 

Први случај: а = 1. - Тада је dи холоморфно у околини х = х0 , 
dx 

u =О, и то ма каква да је вредност х0 , само да се не поклопи са неком 

вредношhу (Р). Према томе, једначина (5) допушта један и само један 
интеграл који је холоморфан и који за х = х0 узима вредност и = О; и 
више, овај интеграл не може бити идентички једнак нули, јер А није 

идентички једнако нули, и остаје коначан за х= х0 . Дакле, и сама јед-

начина (2) допушта један интеграл z који се анулира за х= х0 , а који се 

не своди идентички на нулу. Како је х0 произвољно, нуле од z се меља

ју са интеграционом константом u према томе, бесконачности од у су 
покретне. 

Пошто се интеграл и анулира за х = х0 и пошто је холоморфан у 
околини ове вредности, то је х0 пол интеграла у, а како је х= х0 

(
. du ) . 

проста нула од и Јер се - не анулира , то Је нула п-тог реда за z и пол 
dx 

п-тог реда за у. 

. Т сlи . б О . Друzи случщ: а> 1.- ада постаЈе есконачно за u = , али Је 
dx 

clx 
љегова обрнута вредност - холоморфна у околини х = х0 , и = О само 

clu 
ако се х0 не поклапа са неком вредношhу обухваhеном у скупу (Р). 

clx Како се свиузастопни изводи - по х (по и, прим. прев.) све до реда 
du 

а - 1 анулирају за х= х0 , и = О, једна чин а (5) има интеграл и који се 

. . 1 п 
анулира за х = х0 и за КОЈИ Је ова вредност нула реда -. рема томе, 

а 

11 
х х0 биhе бесконачност реда - за у, а ова се бесконачност меља са 

а 

интеграционоЈ\f константом. 

Према томе, да би бесконачности интеграла у биле непокретне, 

треба да је испуљен услов 

11k -110 ::; k (k = 1,2, ... ,/l) 
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илн бар треба (што се видело у претходном) да полигон који се односи 
на леву страну једначине нема ниједно теме десно од темена w десно. 

Исказани услов о непокретности бесконачности је, дакле, неоп

ходан; видели смо, са друге стране, да је он и довољан. У то се може 

уверити и на други, следећи начин. Када десно од темена w десно нема 
других те мена, ниједан експонент i + v; -''о у једна чини ( 4) није нега
тиван и једначина не допушта ниједан корен t који се анулира са z. Из 

1 

овога следи да је 1 холоморфна функција било по z, било по и= z-;; t . 

(где је n број корена једначине (4) који припадају истом кружном 
систему, када z тежи нули) у околини z =О (или и = О) и за сваку 
вредност х0 која се не поклапа ни са једном вредношћу обухваћеном 
скупом (Р). Према познатој теореми, једини интеграл z (или и) који се 
анулира за такве вредности х0 је z = О (и= 0), тј. у= оо; општи интеграл 

у задате једначине не може, дакле, постати бесконачан до за извесне 

утврђене вредности х које припадају скупу (Р). 
Може се, према томе, изрећи следећа теорема: 

Теорема I. -Да се бесконачносШи ойшй1е2 umuezpaлa алzебарске 
јеgначине йрво2 pega F (х, у, у') = О не мењају са инШеzрационом кон
сШанШом, йоШребно је и gовољно ga йолиzон og F нема нијеgно Шеме 
gесно og сво2 Шемена w gесно. 

Ако је једначина F =О написана у облику 

i=Jl 

'I,.t;(x,y)y'Jl-i =О, 
i=O 

где су .t п олин о ми по у и где је степен од .t = '';, овај услов постаје 

V;- Vo '!:. i (i = 0,1,2, ... ,/l). 

5. Пошто се видело да интеграл од F = О допушта покретне беско
начности, сада се ради да се нађе ред вишеструкости ових бескона

чности. 

ида 

Видели смо да када постоје покретне бесконачности, тада је а > О 

1 о ако је а= 1, х = х0 је пол реда n за у; 

2° ако је а> 1, х= х0 је бесконачност реда !.!:__ за у. 
а 
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п . . б 1 
рема томе, у општем случаЈу х0 Је есконачност реда - за у, 1 

'Т 

обележава инфинитезималан ред корена t у односу на z у једначини (З). 
Обратно, свакој вредности 1 која представља инфинитезимални ред 

једног кружног система корена t једначине (З) у односу на z одговарају 

б . . 1 
покретне есконачности за у КОЈе имаЈу ред вишеструкости -. 

'Т 

Потражимо, дакле, ове вредности 1. Оне се могу добити класи

чном Пуизеовом (Puiseux) конструкцијом применом на једначину (З), 
. . 

али полигон КОЈИ смо ми претходно користили даЈе директно ове вред-

ности. Стварно, ако се једначина F (х, у, у') О доведе на облик 

i=s 

L<J\(X)ym'y"'' =О 
i=l 

1 ' 1 . . 
и ако се стави у = -, у = --, КОЈе користи да се оствари раниЈа смена 

z zt 

у=_!_, z' =!._,добија се једначина 
z t 

i=s 

2.:,C-l)"'<p 1 (x)z-(m,+",JГ"' =О, 
i=l 

или 

i=s 

(б) 2.:,С-1)"'<р 1 (х)z-м,ГN' О. 
i=l 

Ако се стави 

а1 М ш- М1 , ~~ = Nш- N1, 

где су М ш и Niп координате темена m десно полигона П од F, једначина 
(б) постаје 

i=s 

(7) 2.:,C-l)"'<p 1 (x)zrz't~' =0, 
i=l 

где су п1 и ~~ цели позитивни бројеви. 
Једначина (7), према поступку како је састављена, је једначи:на 

(З). Обележавајуhи са 1 инфинитезимални ред од t за z, оншти члан од 
(7) бн!lе пнфшштезималног реда п1 + ~ 1 1, а добиhе се све могуhе вpeд
IIOCTJI за 1 изједначавајуhи (упоређујуhи, прим. прев.) П1 + ~ 1 1 са једниl\r 
друпш, аналогним пзразом ai + ~i'Т и бирајуhн међу свим тако добије
ним врсююстима за 1 оне који задовољавају услове 

a 1 +~ 11~u 1 +~ 1 1 (i l,2, ... ,s, j=l,2, ... ,s). 
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Пошто је 

ai- мi -М 1. 
----"--- . 

~i- ~ј N-N' 
1 ./ 

претходни услови показују да су вредности за 1 инверзне и промељеног 

знака у односу на коефицијенте правца страница са негативним кое

фицијентом правца полигона П од F и да, обратно, свакој страници од 
П са негативним коефицијентом правца одговара једна вредност за 1. 

Према томе, ред Л помичне бесконачности од у једнак је коефицијенту 

правца промељеног знака једне странице од П десно од темена w десно 
и обратно: свакој од ових страница одговарају помичне бесконачности 

од у чији је ред вишеструкости коефицијент правца ове странице про
мељеног знака. Може се, дакле, изрећи следећа теорема: 

Теорема 11.- Да би ойLиШи иншеграл og F(x,y,y') =О и.м.ао йокре
Шне бесконачноаuи које и.м.ају gаШи број Л као peg, йоШребно је и gо
вољно ga йолигон П og F и.м.а аuраницу gесно og свог Ше.м.ена w gесно 
коефицијенLuа йравца -Л. 

Увек када ред бесконачности од у није једнак са коефицијентом 
правца такве странице, та се бесконачност поклапа било са трансцен

дентном сингуларном тачком од у, било са неком од нула или беско

начности функција <рЈх). То he биШи, йре свега, нула og <ph(x) или бе
сконачносШ gругих <pi(x), гgе h означава инgекс Ше.м.ена йолигона Ц 
чијо.м. је облтиhу -Л обухваhено, као што следи из оног што смо виде

ли на почетку ове главе. Ако су, у посебном случају, све функције 

<pi(x) холоморфне, х0 је нула од <р 11 (х), а ако је <р 1,(х) константа или, 
општије, функција која се не анулира ни за једну коначну вредност од 

х, интеграл у не може постати бесконачан ни за једну коначну вред

ност ОД Х. 

Из свега се изводи и следећа теорема: 

Теорема 111. - Kag гоg иншеграл јеgначине F (х, у, у') = О која је ал
гебарска йо х,у,у' и.м.а своје бесконачносШи независне og итuеграцио
не консШанШе, Ше бесконачносШи су у коначно.м. броју. 

Најзад, Бриоове (Briot) и Букеове (Bouquet) методе увек ће дозво
лити да се реши да ли је нека од датих нула за <р11 (х) бесконачност само 
једног интеграла или бесконачност заједничка коначном или беско

начном броју интеграла. 

6. Примељујући резултате који претходе на трансформацију по l 
у 

од F (х, у, у')= О и подсећајући се да је полигон ове трансформације 
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симетричан, у односу на извесну паралелу са ON, са полигоном од F, 
постоЈе за нуле интеграла у искази аналогни претходно наведеним за 

његове бесконачности. 

Теорема IV.- Да би нуле иmuezpaлa F(x,y,y') =О биле нейо
крейlне, йойlребно је и gовољно ga Шеме m лево йолиzона П og F буgе 
лево ексшремно LТiеме овоz йолиzона. 

Теорема V. -Да би инйlеzрал имао йокрейlне нуле gaйloz pega А, 
йтuребно је и gовољно ga йолиzон п има лево og йlемена m лево сйlра
ницу коефицијетuа йравца А. 

Теореми IV могу се дати различити облици. Ако се, на пример, 
F = О напише у облику 

i=fl 

Lf(x,y)y'fl-i =О, 
i=O 

где су .h полиноми по у, йойlребан и gовољан услов за нейокрейlносйl 
нула за у је ga, йmULТio се укину сви факШори зајеgнички за све f;(x, у), 
свако f; cagpжu факШор ућ, zge је h ~ i. 

Међутим, до ове теореме долази се лако следеhим непосредним 

расуђивањем. 

Да би нуле од у биле непокретне, потребно је и довољно да се све 
вредности од у' анулирају за у = О ма какво било х и, осим тога, да сва 
развијаља за у' по степенима од у почињу чланом реда бар једнаким 1. 

Стварно, пре свега треба све вредности за у' да се анулирају за 
у =О; иначе би било интеграла који секу праву у О за ма какво х. 

Пошто је ово утврђено, развијмо једну од грана од у'= I (х, у) по 
степенима од у према Пуизеовом правилу: 

л 

ако се стави z yfl 

?::. 

у= А(х)у~1 + ... ; 

~z' = А (х) zЛ-Jl+I + ... 

Овај развој показује да има интеграла z (х) који нису идентички 
нула и који се анулирају за неку произвољну вредност х0 од х само ако 

је А-~+ 1 >О, или пак ако Је !:_ ~ 1, одакле одмах следи претходна 
~ 

теорема. 

Кад год ред А неке нуле од у није једнак коефицијенту правца не
ке странице полигона, ова нула се поклапа било са сингуларном тран-
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сцендентном тачком интеграла, било са нулом од <р1,(х) (11 означава 
индекс те мена у чијој је области А обухваћено ), било, најзад, са беско
начношћу других коефицијената <pi(x). Следи да ако интеграл једна
чине F =О која је алгебарска по х, у, у' има нуле које не зависе од кон
станте интеграције, те нуле су у ограниченом броју. 

Наводим као пример једначину па којој је лако потврдити све што 
претходи 

[у'+/(х)у]'"+<р(х)у" О 

(где су т и n позитивни цели бројеви), чији је општи интеграл 

т 

У= e-II<xJc/.,[ С+ т~ n Ј ~-<р (х) e<т-п)/f(x)d'dx Ј'н1 , 

где је С интеграциона константа. 

7. Може се десити да интеграл неке једначине истовремено има 
непокретне и нуле и бесконачности. Према ономе што претходи, може 

се изрећи следећа теорема: 

Теорема VI.- Да би ойLИШи инйlе2рал og F(x,y,y') =О исйlовреме
но имао нейокрейlне и нуле и бесконачноаuи, йойlребно је и gовољно ga 
йоли2он П og F буgе йравоу2аоник, или ga се свеgе на йаралелу са ON. 

Да би се полигон П свео на праву паралелну са ON, потребно је и 
довољно да једначина буде хомогена по у и у' и, према томе, сводљива 

на линеарне једна чине првог реда. Што се тиче случаја када је П право

угаоник, на њега hy указати са неколико примера. 
У случају једначине првог реда 

Р(х,у)у' +Q(x,y) =О 

потребни и довољни услови да се полигон сведе на правоугаоник су 

n' :::; т' + 1 и n :2: т + 1 

(знаци неједнакости треба да су обратни, прим. прев.); први је услов 
потребан и довољан за непокретност нула, а други за непокретност бе

сконачности. 

За једначину 

Р (х,у) у' 2 + Q (х,у) у'+ R (х,у) =О 

услови да полигон буде правоугаоник су следећи: 

р' :::; n' + 1 :::; т' + 2 и р :2: n + 1 :2: т + 2 
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(и овде знаци неједнакости треба да су обратни, прим. прев.), што се 
види из општег облика полигона једна чине (слика 3). 

Завршићу са примедбом да се на претходне проблеме лако могу 

свести проблеми изучавања пресецаља интегралних кривих са унапред 

датом утврђеном кривом, максимуми и минимуми интегралних кривих, 

њихове превоЈне тачке итд. 



ДРУГА ГЛАВА 

НЕКОЛИКО ПРИМЕНА 
ПРЕТХОДНИХ ТЕОРЕМА 

ЈЕДНА ЧИНЕ СА НЕПОКРЕТНИМ СВИМ СИНГУЛАРИТЕТИМА 

1. Сингуларитети који се могу јавити код интеграла алгебарске 
једначине првог реда су: 

1 о алгебарски сингуларитети (полови и алгебарске критичне та
чке); 

2° трансцендентни сингуларитети (логаритамске критичне тачке 
и есенцијалне тачке). 

Ови се последљи не мењају са интеграционом константом, док се 

први, у општем случају, мењају. Али има случајева када су сви могуhи 

сингуларитети интеграла непокретни, као што се то дешава, на при

мер, код линеарне једначине; из теорема прве главе и теореме господи

на Фукса, које изражавају услове да алгебарске критичне тачке инте

грала буду непокретне, лако се изводе потребни и довољни услови да 

се ова околност појави. 

Да критичне тачке буду непокретне, потребно је и довољно, како 

се зна, да: 

1 о извод у', одређен датом једначином, не постане бесконачан ни 
за једну вредност од у и да овај услов буде задовољен и за једначину 

1 
трансформисану са -; 

у 

2° сваки систем (х0 ,у0 ) за који се две вредности од у' измењују 

одговара обичној тачки интеграла који за х = х0 узима вредност 
У= Уо· 



54 ЈЕДНА ЧИНЕ ПРВОГ РЕДА 

Први услов се враhа на: када се диференцирана једначина доведе 
на облик 

i=ll 

F (х, у, у')= L".f(x,y)y'll-i =О, 
i=O 

степен сваког полинома .fk(x,y) по у не надмашује 2k. 
Други услов се може изразити различитим облицима, на пример у 

следеhем облику, који је дао господин Поенкаре. 
а.Једначине 

одређују сингуларне интеграле једначине F =О. 
Ь. Идентичкије 

где су Р и Q полиноми по у и у' са коефицијентима који су било какве 
функције од х. 

Овим условима је довољно додати оне из Теореме I, Прве главе 
да бисмо имали потребне и довољне услове да су сви сингуларитети 

интеграла непокретни. Ови услови су следеhи. 

А. СШ.ейен йолино.ма fk (х, у) (k = О, 1, 2, ... , џ.) йо у не йре.маша k. 

То he реhи да се теме w полигона од F налази на симетрали угла 
NOM и да десно од љега нема ниједно теме. 

В. Услови (а) и (Ь) су испуљени. 

Обележимо са р род за F(x,y,y') =О по у, у'. Господин Поенкаре 
је показао да, ако једначина F О има непокретне критичне тачке: 

1 о па је р = О, у је рационална функција од и (са коефицијентима 
који су алгебарске функције коефицијената ср;(х) из F = 0), где је и оп
шти интеграл Рикатијеве (Riccati) једначине са коефицијентима који су 
алгебарске функције од ср;(х); 

2° па јер= 1,у је рационална функција ОД л[Ј x(x)clx+c] (са алге-
барсКИ!\1 коефицијенти111а по ср;), где је Л симбол за двопериодичну ме

роморфну функцију, а х(х) алгебарска функција од ср;; 

З о па је р > 1, у је алгебарска функција од ср;. 

Следи: 

1 о ако су услови А и В испуљени, тада је р§ 1; 
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2° ако је р= О, Рикатијева једначина коју задовољава и своди се на 
линеарну једначину првог реда (претпоставља се да су услови А и В 
пспуњени). 

Одакле имамо следеhу теорему: 

Увек каgа су услови А и В исйуњени, јеgначина F =О се ал2ебарски 
шиuе2рали или са највщие gве квagpmuype. 

Ако је, на пример, једначина F(x,y,y') =О алгебарска у односу на 
х,у,у' и ако су задовољени алгебарски услови, општи интеграл у је 
алгебарска функција од х и рационална од 

f W(x)clx f f w(x)clx 

е , Х (х) е с/х, 

где су W(x) И Х(Х) алгебарске функције ОД Х. 
Додаhу примедбу која се односи на алгебарске функције ro(x) и 

х(х), под претпоставком да је F(x,y,y') несводљив полином по х, у, у'. 
Нека је т степен тога полинома по у'. Ако се интеграл добије помоhу 

претходне две квадратуре, то је када је једначина по у и у' нултог рода. 

Изразимо у и у' рационалном функцијом параметра Л. 

R1 и R2 су рационалне функције по Л и алгебарске по х. Познато је, 

према важној теореми господина Heтepa(Notheг) 1, да: 
1. Ако је т непарно, може се изабрати параметар Л тако да прет

ходно параметарско представљаље не уводи никакву ирационалност у 

односу на коефицијенте <pi у F, тј. да су R1 и R2 рационалне функције 

не само по Л веh и по х. 

2. Ако је т парно, увек постоји параметарско представљаље које 
не уводи ирационалности у односу на коефицијенте <pi(x) у F различи
те од квадратног корена полинома по <pi(x). 

Са друге стране, коефицијенти по х у линеарној једначини првог 

реда, коју задовољава Л, јесу рационалне функције коефицијената по х 
који се јављају у R1 и R2 • Дакле, ако је т непарно, две функције ro(x) и 
х( х) биhе рационални разломци по х; ако је т парно, оне су облика 

где су sl и s2 рационални разломци, а р полином по х. 

1 Math. Anna1en, Т. Ш. 
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Следи да, ако је т непарно, интеграл Ј w(x)dx се изражава алге
барским и логаритамским функцијама; ако је т парно, то је Абелов 

хиперелиптични интеграл. 

2. Потражимо, сада, међу једначинама које припадају општим тип о-
вима Једначина оне чији интеграл има све сингуларитете непокретне. 

Одмах је јасно да међу свим једначинама облика 

, Р(х,у) 
у = 

Q(x,y) 

једино линеарна једначина има ту особину. 

Потражимо услове да општи интеграл биномне једначине 

(1) 
tm Р(х,у) 

у = 
Q(x,y) 

има све сингуларитете непокретне. 

Најпре, Q не може да садржи у, а степен од Р по у је највише јед
нак т. Нека је у= УЈ корен од Р(х,у) =О за који се у', дефинисано са 
(1), разграњава. Према условима господина Фукса, у= УЈ треба да је ин
теграл од (1) и још треба да је 

где је са ~ обележен заједнички корен по у' за две једна чине 

y'm- Р(х,у) =О, д~' [y'm- Р(х,у)] =О, 

а пошто је тај заједнички корен у' = О, биhе 

тј. УЈ = const. 

dYj =о 
dx ' 

Према томе, кад год полином Р(х, у) садржи чиниоце облика 
у -УЈ, где је 11 функција од х, тачка у= УЈ (где се х посматра као кон
станта) није тачка гранања од у' дефинисаног са (1). Следи да, ако по
стоје такви чиниоци, сваки од њих треба да је степена т или више
струка т; али како степен од Р по у не може да пређе т, ако би посто

јао такав чинилац, он је јединствен и Р је облика 

Р(х,у) = Х(х)(у-УЈ)"', 



НЕКОЛИКО ПРИМЕНА ПРЕТХОДНИХ ТЕОРЕМА 57 

У том случају једначина (1) се своди на линеарну једначину 

Да то неби било тачно, треба, дакле, да је Р облика 

Р(х,у) = X(x)S(y), 

где је S полином по у константних коефицијената чији степен не пре
лази т и, стављајући 

једначина (1) постаје 

(2) 

~x(x)dx = clz, 

(
cly)m = S(y). 
clz 

Да би критичне тачке од у, који посматрамо као функцију од х, 

биле непокретне, потребно је и довољно да општи интеграл y(z) од (2) 
буде униформан. Дакле, за биномне једначине облика (2) Брио и Буке! 
су указали на све типове који се могу интегралити униформним функ

цијама. Међу љима има 11 типова који се могу интегралити помоћу 
двопериодичних мероморфних функција, које треба оставити по стра

ни, јер интеграл у који им одговара има полова променљивих са инте-
. . 

грационом константом, а типови КОЈИ тада преостаЈу су: 

I 

п 

ш 
dy - = g(y-a)(y-b), 
dz 

IV 

(где је g константа) и љихови трансформати који се добијају ставља

јући у= а+ l., где је а константа. Прве две једначине, као и оне које се 
и 

добијају љиховом трансформацијом, интеграбилне су помоћу рацио-

1 Tluioгie des jonctions elliptiques, 1875, р. 389. 



58 ЈЕДНА ЧИНЕ ПРВОГ РЕДА 

налних функција, а две последње помоhу простопериодичних функ

ција. Али се лако види да су међу свим тим једначинама једине које 

задовољавају услове проблема којим се бавимо: 

(izJ' = 8(y-~)m-l, 

(izJ = 8(у-~)(у-у); 
1 

прва је изведена из П, а друга из IV када се у замени са а +-. 
у 

Тако имамо следеhи резултат: 

МеЬу свим јеgначинама облика 

(
d )111 Jz = R(x,y), 

zge је R рационална функција йо у, а било каква йо х, јеgине јеgначине 
чији инШе2рали имају све син2улариШеLuе нейокреШне су линеарна и 

cлegehe gве: 

__1_ =x(x)(y-a)m-t, 
(

d )т 
dx 

(
cly)2 = Х(х)(у-а)(у-Ь), 
clx 

2ge су а и Ь консШанШе, а х( х) било каква функција йо х. 

Интеграл прве једна чине је 

а друге 

Ј'Јх 2 Ј'Јх 
y=l(a+IJ)+Ce ~ХС'> +(а-Ь) е- ~х<х). 

2 4С 

Посматрај11ю још једначину 

(З) р(х,у)у' 2 +Cf(x,y)y' + s(x,y) =О, 

где су р, Cf, s полиноми по у. 
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Да би критичне тачке интеграла биле непокретне, потребно је и 
довољно да су испуљени следеhи услоRи. 

1 о р, q, s су респективно највише с-~епена О, 2, 4 по у. 
2° Дискриминанта .6. (х, у)= q2

- 4ps од (3) у односу на у', посма
трана као полином по у, јесте: или потпун квадрат (и тада се једначина 
(3) раставља на две Рикатијеве једначине), или таква да једначина 
.6. (х,у) О има двоструки корен по у и два друга различита (једначина 
(3) је нултог рода), или таква да .6. (х,у) =О има четири различита 
корена (једначина (3) је рода 1). 

3° Сви корени од .6. су интеграли од (3). 

Када су полови од у такође непокретни, СЈ и s су највише степена 1 
и 2, респективно; дискриминанта .6. (х,у) је полином другог степена по 
у и једначина (3) је нултог рода; услов 2° је тада увек испуљен. Према 
томе, потребни и довољни услови да би сви сингуларитети интеграла 
били непокретни су следеhи. 

1. р, q, s су респективно највише степена О, 1, 2 по у. 
2. Крива .6. (х,у) =О је интеграл од (3). 

Ако су два корена по у од .6. =О једнака, једначина (3) се раставља 
на две линеарне Једначине; ако су корени различити, она се своди на 

линеарну једначину трансформацијом облика: 

где су R1 и R2 рационални разломци по Л. 

На једначину (3) се, како је познато, наилази када се траже аси
мптотске линије или линије кривине површина чије се координате 

изражавају као рационалне функције параметра u (и на ма који начин 
другог параметра v). Ако су ранији услови А и В испуљени, ове се 
криве добијају, дакле, са највише две квадратуре. 

3. Даhу овде примену теорема из Прве главе на асимптотске пра
вце општег интеграла од F(x,y,y') =О, где је F полином по х, у, у', која 
примена може бити корисна при изучаваљу ових интеграла. 

Потражимо потребне и довољне услове да се ови правци не мења

ју са интеграционом константом и да, у том случају, израчунамо њихо-

ве коефицијенте правца. Ако се стави Л = 1_, коефицијенти правца 
х 

асимптота које нису паралелне са у-осом, су коначне вредности за Л за 

које х постаје бесконачна када се у једначини у= Л х,у замени општим 

интегралом од F =О. Дакле, замењујуhи у F =О, у са Л х и у' са 
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добија се једначина 

Л+~ 
dx' 

dЛ. 

( dx) \ј/ Л., х, dЛ. =О, 
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а потребан и довољан услов који се тражи је да се бесконачности 

Л.,, Л. 2 , ••• , А;, ... од х које се сматра општим интегралом од '1' = О не ме
љају са интеграционом константом. Према томе: 

Да се асимййlойlски йравци не мењају са итuе2рационом консйlан

~иом, йойlребно је и gовољно ga йолиzон og \ј/ = О нема нијеgну сйlрани
~~у gесно og Шеме на ro gесно. Ако се са <р(Л.) обележи коефицијенШ чла
на og2oвapajyhe2 Шоме Шемену, коефицијенйlи йравца асимйШтuа које 

нису йаралелне са Оу су корени јеgначине <р(А) =О. 

Показаћу, узгред, примену ове теореме на алгебарске једначине 

F(y,y',y") =О (где се х не јавља) у случајевима када је њен општи инте
грал простопериодична или двопериодична алгебарска функција са 

коначним бројем вредности (што се може препознати помоћу метода 

господе Пикара и Пенлевеа). У овом случају, једначина првог реда 

(2) 

има општи алгебарски интеграл Х(у,р,С) =О и добија се инверзијом 

Абеловог интеграла 

х= Ј cly. 
р 

Посматрајмо р и у као апсцису и ординату тачке; асимптотски 

правци који нису паралелни са осама криве Х(у,р,С) =О су 

а; lim 1:'_ за у = оо; 
р 

коефицијенти правца (коначни и различити од нуле) тангената на тој 
кривој у реалним и имагинарним тачкама у којима се она cycpehe са у 
осом су 

~; = lim cly за р = О. 
р 

У теорији Абелових интеграла је познато да су вредности 
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до на фактор цео број, поларне периоде Абелових интеграла х= Ј clp 
р 

(х= Ј;, прим. прев.) које одговарају простим логаритамским бе
сконачностима, тј. вредностима у = а за које х постаје бесконачна и 

. 1 д . б 
његов извод Је реда као и --. акле, ако Је интеграл у алге арски 

у-а 

или двопериодичан, не постоје вредности а; и ~; коначне и различите 

од нуле; ако је у простопериодично, вредности а; и ~; чине низ међусо

бно самерљивих бројева, а периода од у је тада, до на један цео број као 

фактор, једнака највеhем заједничком делитељу за а; и ~; помноже

ним са 2ni. 
Када је то тако, ставимо у (2) 

р= "Ау, 

и нека Је 

(З) 

трансформисана једначина која се тако добије, где је \ј! дато у облику 
полинома. Ако се са Л; обележе вредности за Л, коначне и различите 

од нуле, које чине интеграл у(Л) од (З) бесконачним, биhе 

1 
а;=-. 

Л; 

Дакле: ga би инШе2рал у og F(y,y',y") =О мо2ао биШи алzебарски 
или gвойериоgичан, йоШребно је ga йоли2он og (З) нема нијеgно Шеме 
gесно og & gесно и ga се коефицијенШ члана који ogzoвapa Шом Шемену 
своgи на консШанШу. 

Претпоставимо да полигон од (З) нема ниједно теме десно од 

темена & десно и да је коефицијент члана \ј! који одговара том темену 
функција <р(Л) од Л. Тада: 

Да би у мо2ло бийlи йросйlойериоgична функција og х, йоШребно 
је ga корени Л 1 , Л 2 , ••• јеgначине <р(Л) =О чине низ међусобно самерљи

вих бројева. 
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Слична тврђења добијају се када се посматрају вредности ~,.;када 

се једначина (2) напише у облику 

k=~ ( ) dp ~-k -IJk y,d р -о, 
k=O у 

~,. су корени једна чине 

(4) 

где је у0 ма која нула општег интеграла р(у) једначине (2). 

Ако је у( х) алzебарски или gвойериоgичан инйlеzрал, јеgначина ( 4) 
не може имай1и нијеgан корен ~; коначан и различийl og нуле. 

Претпоставимо да ова једначина допушта коначне корене ~,. не

зависне од у0 или пак ако би они од њега зависили, да полигон од (2) 
има теме & лево као лево екстремно теме (у ком се случају у0 не мења 
са интеграционом константом) и нека је 8(у) коефицијент члана који 

одговара том темену. Означимо са (~;.Yi) различите системе корена 
. . 

заЈедничких двема Једначинама: 

ако је июuеzрал у(х) йроаuойериоgичан, вреgноаuи ~i чине низ бројева 
који су самерљиви меЬусобно и са коренима Лi og <р(Л) =О; йериоgа је 
Шаgа јеgнака 2rcip go на факШор који је [~ео број~ zge је р највеhи зајеg
liички gелилац за ~i и лi. 

Потврдимо све то на простом примеру 

уу" + ау' 2 + Ьуу' = О, 
где су а и Ь константе. 

Овде је: 

F(y,p,p dp) =у dp +ар+Ь, 
cly dy 

\lf(Л,y, dy) = (Чl +а) +Ь] d; +у, 
dЛ d~ 

l+a 
а.=---' ь ' 
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Према претходном, ако је у алгебарско, тада је Ь = О; ако је у про
стопериодична функција, а је нула или самерљиво и периода је тада 

једнака 2
ni до на фактор који је цео број. 
ь 

или 

или 

Ово се потврђује самим посматрањем општег интеграла, који је 

1 

у= C(l + С'е 1н)!+"; 

1 

у= C(l + C'x)l+a, 

према томе да ли је Ь 7:- О или Ь =О. 

Неколико примена у изучавању униформних интеrрала 

1. Нека је F(x,y,y') =О једначина првог реда, где је F полином по 
у, у', алгебарска по х. 

Када хоhемо да дознамо да ли је општи интеграл такве једначине 

униформан, најпре утврђујемо да ли су испуљени потребни и довољни 

услови господина Фукса да алгебарске критичне тачке интеграла буду 

непокретне. Ако је тако, једначина се алгебарски интеграли помоhу 

теорије бирационалних трансформација алгебарских кривих у њих 

саме, или помоhу једне квадратуре, или се своди на Рикатијеву једна

чину, према томе да ли је р> 1, р= 1 или р= О, где је р род од F О по 

у, у'. Када се то учини, само остаје да се испита да ли тако добијен ин

теграл има стварно критичне тачке. Што се тиче аналитичке природе 

униформних функција које се јављају при интеграцији једначине као 

што је F = О, следи: 
1 о ако је р >1, то су рационалне функције по х; 
2° ако је р= 1, то су рационалне функције по х и то Л(Ј), где је Л 

симбол за мероморфну двопериодичну функцију, а Ј је Абелов инте
грал; 

3° ако је р= О, то су трансценденте дефинисане Рикатијевом једна
чином која има алгебарске коефицијенте по х. 

Када х не фигурише експлицитно у једначини, униформне функ

ције које се јављају при њеној интеграцији могу бити рационалне фун

кције било по х, било по еах, било по sn(ax) и cn(ax)dn(ax). 
Ако је општи интеграл од F = О холо.морфан у целој равни, pog р 

је различит og јеgинице (иначе би било покретних полова) и тада: 
1 о ако је р> 1, интеграл је полином по х; 
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2° ако је р = О, то је полином по х, е1(х), е-Ј(х), Ј x"e1 <x)dx 

(n= 0,1,2, ... ), где је .l(x) Абелов интеграл. И водеhи рачуна о ономе 
што смо рекли о природи интеграла .l(x) (йоzлеgај параграф о сингула
ритетима интеграла), лако се види: 

а. ако је степен т од F = О по у' непаран, интеграл је полином по 
х, еР(х), е-Р(х), Ј x"eP<x)dx (n= 0,1,2, ... ), где је Р(х) полином по х; 

Ь. ако је степен т паран, Абелов интеграл .l(x) је хиперелиптичног 
типа. 

2. Али, чак и у случају да општи интеграл није униформан, једна
чина може имати један или више партикуларних униформних интегра

ла. Методе које служе да се утврди да ли је општи интеграл унифор

ман уопште нису применљиве када се испитује да ли једначина допу

шта партикуларне униформне интеграле, проблем, уопште узев је, 

компликованији но први. Исто тако, може се препознати аналитичка 

природа општег интеграла, за који се претпоставља да је униформан, 

дате једначине, а да се не зна решити аналоган проблем за партику

ларне интеграле. 

Одатле интерес да се траже типови једначина које имају одређену 

општост, а у вези с којима се могу разматрати слична питања. Тако из 

теореме господина Пенлевеа l следи да, ако у једна чини 

, Р(х,у) 
у = ' 

Q(x,y) 

где су Р и Q полиноми по х и у, именилац Q не садржи ниједан фактор 
облика х -а, а је константа и, ако још и степен од Q по х прелази нај
мање за две јединице одговарајуhи степен бројиоца Р, сваки унифор

мни интеграл једначине је рационална функција од х. 

Општије, нека је дата једначина 

i=ll 

L/;(x,y)y'll-1 =О, 
i=O 

ако .f0 (x,y) не садржи фактор облика х -а, а је константа и, ако још и 
степен од .fo (х, у) по х прелази за најмање 2k јединица одговарајуhи сте
пен коефицијента .f

11
_k(x,y) (k = 1,2, ... ,Џ-), сваки униформни интеграл 

Је рационалан. 

l Anпalcs lic Ја Faculte dc Toulouse, ( 1888), р. 43. 
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Партикуларни униформни интеграли једначине F(x,y,y') =О, ал
гебарске по х, у, у', могу бити алгебарски или трансцендентни; у овом 

другом случају кажемо да су два или више униформних интеграла 

у1 , У2, ... различиШи ако међу њима не постоји никаква алгебарска ре
ла ција са алгебарским коефицијентима по х. 

Намеравам да покажем, комбинујуhи поступак који је употре
бљавао господин Пенлеве у изучавању рационалних интеграла са по

знатим теоремама господина Пикара о нулама униформних функција 

и о раду алгебарских кривих чије се координате изражавају помоhу 

униформних функција једног параметра, како се за широку класу јед

начина може прецизирати 2орња 2раница броја различиШих унифор

мних инШеzрала, као и облик једначине у случају када она допушта 

трансцендентне интеграле; у овом последљем случају указаhу такође 

на алгебарске релације које постоје међу таквим интегралима који ни

су различити. 

3. Докажимо најпре општу теорему за униформне интеграле јед
начине F(x,y,y') =О, где је F несводљив полином по у и у' са алгебар

ским коефицијентима по х. Таква једначина увек се може написати у 

облику 

(1) F(x, Х,у,у') =О, 

где је F несводљив полином по х, Х, у, у', а х и Х нека су везани алге

барском релацијом 

G(x,X) =О. 

Истичуhи степене по Х, једначина (1) може се написати 

(2) Fo(x,y,y') + F1(x,y,y')X + ... + Fm_ 1(x,y,y')xm- 1 =О, 

где је т степен од G по Х. Кажем: 

Сваки униформни инШеzрал og (1) је зајеgнички за т gиференци
јалних јеgначина 

(3) F0 =О, F1 = 0, ... , Fm-1 =О. 

Стварно, заменимо у (2) у и у' посматраним униформним ин

тегралом и његовим изводом, тако се добија релација Н(х, Х) = О изме
ђу Х и х степена највише т - 1 по Х. Ако коефицијенти од Н = О нису 
идентички нула, два полинома G и Н по Х треба да имају заједнички 
фактор К(х,Х), полином по х и Х, јер он дели G. Дакле, једначина 
G(x,X) =О неhе бити несводљива. Према томе, треба да су идентички 
Fj =О. 
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Како F,· не допуштају заједничке факторе (иначе би једначина (1) 
била сводљива), једначине (3) или су несагласне (у ком случају нема 
униформних интеграла), или дефинишу алгебарску релацију међу х и 

у. Одакле следеhа теорема: 

Нека је gaiii.a јеgначина F(x,y,y') =О, zде је F несвоgљив йолино.м 
йо у и у', а алzебарски йо х; ga би она .моzла и.маШи ШрансценgенШ.не 
униформне инШ.еzрале, Шреба ga је F рационална йо х. 

Ако овај услов није испуњен, сваки униформни интеграл од F = О 
је рационалан и ти интеграли се увек могу израчунати јер су они зајед

нички једначинама (3). 

4. Када је то тако, разликујмо следеhа два случаја. 

1. Случај: Јеgначина F =О и.ма нейокреШ.не криШичне Шачке.- Обе

лежимо са р род за F =О по у и у'. Тада 

1 о ако је р> 1, сваки униформни интеграл је рационалан; 

2° ако је р 1, стављајуhи 

У= R(y,y', х) 

(где је R рационално по у, у', а алгебарско по х), F = О своди се на 
облик 

(4) dY 
-г======= H(x)dx, .[(1- у2 )(1- k2Y2) 

где је k константа, а Н(х) алгебарска функција по х. Ако је један инте
грал у 1 (х) од F =О униформан, интеграл У1 (х) који одговара за (1) има 
само коначан број вредности. Да би тако било, треба да су периоде 

Абеловог интеграла Ј H(x)clx периоде sn(x, е); када је тако, општи 
интеграл У(х, С) од ( 4) имаhе само коначан број вредности, као и у(х), 
али остаје да се одреди да ли међу овим интегралима има таквих који 

he бити униформни. Ако их има више, они нису различити; они се 
и.зра.жавају ал zебарски у функцији og х и jegнoz og ЈЫIХ. 

Стварно, У(х,С) алгебарски се изражава у функцији од У1 (х) пре
Ј,ла адиционој теореми елиптичних функција 

r = rl ЈРСс) + с ЈРСУ:5 
1- k2C2}j2 ' 

где је р( У)= (1- У 2 )(1- k 2Y 2
) и, према томе, у(х) се изражава алгебар

ски по у 1 (х) и по С. 
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Дакле, ако је р= 1, не би никаgа zuребало ga йoczuoju вшие 1-10 јеgан 

разлuчшТi унифорЈvtни инiТiеzрал. 

3° Ако је р= О, једначина F =О алгебарски се своди на Рикатијеву 
једначину по У, стављајуhи У= R(y,y', х), где је R рационално по у,у', а 
х се јавља рационално или под квадратним кореном. Ако је у 1 (х) 
униформно, одговарајуhи интеграл У1 (х) Рикатијеве једначине има 
коначан број значеља. За' Рикатијеву једначину се зна како наhи 

алгебарске интеграле или са датим бројем значеља, али се не зна, у 

општем случају, препознати да ли има униформних интеграла или да 

ли је љен општи интеграл униформан. Како год било, може се десити 

да Рикатијева једначина има један, два или три униформна интеграла 

(или са п-значења); ако их има три, општи интеграл У(х) је униформан 

и изражава се рационално у функцији три партикуларна интеграла. 

Првобитна једначина F = О може, дакле, допуштати О, 1, 2 или 3 
различита униформна интеграла, али не и више. 

2. Случај: Јеgначина F =О има йокреLТiне криiТiичне zuачке.- У том 
случају постоји одређен број значеља 

(5) 

таквих да најмање једна од одговарајуhих вредности за у' (на пример 

у;) буде нерегуларна (бесконачна или критична) и интеграл у(х), који 
за х= х0 узима вредност у 1 (х0 ) и има извод у;(х), допушта х= х0 као 
критичну тачку. Ограничиhемо се да посматрамо једначине за које се 

све вредности од у' понашају као у; за одређену детерминацију (5). 
Другачије речено, претпоставиhемо да постоје функције (5) такве да 
сваки интеграл који за х= х0 узима вредности у 1 (х0 ) допушта х= х0 
као критичну тачку, осим за одређене партикуларне тачке које задо

вољавају одређени алгебарски услов. То he се увек догодити за једна
чину првог степена по у' (која није Рикатијева или линеарна једна

чина) 

у'= Р(х,у), 
Q(x,y) 

где су Р и Q полиноми по у, а алгебарски по х; стварно, свака вредност 
У; = <р;(х) која анулира Q има претходне особине. То he се још дого-

• 1 
дити за Једначину другог степена по у 

1 А(х,у) + ,/В(х,у) 
у = , 

С(х,у) 

где су А, В, С полиноми по у, а алгебарски по х. Стварно, вредности 

У;= <р;(х) које анулирају В, а које нису ни двоструки корени, нити 
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сингуларни интеграли, имају особину о којој је реч. Кад год су сви ко

рени н~парног реда Yi = <pi(x) од В =О сингуларна решења, више није 
тако и Једначина више не спада у посматрану класу, сем ако пак вред

ности Yk = <pk(x), корени од С= О, не чине бесконачним две вредности 
ОД у'. 

Исто he тако биномна једначина 

y'm = Р(х,у) 
Q(x,y) 

имати особине о којима је реч за све вредности Yi = <pi(x) које су ко
рени од Р О или од Q = О чија вишеструкост није цео број помножен 
сат. 

Уопште, услов који је у питању биhе испуњен када постоје вред

ности Yi = <pi(x) које чине бесконачним или су критичне тачке за све 
детерминације од у', а да нису сингуларни интеграли једна чине. У свим 

тимслучајевимафункције Yi = <pi(x) бuhe алzебарске йо х. Стварно, оне 
задовољавају добијену једначину анулирајуhи коефицијент највишег 
степена по у' у F = О, или пак дискриминанту од F = О у односу на у'. 

Расправимо најпре једначину првог степена по у'. 

Једначина првог степена 

Нека су Р(х,у) и Q(x,y) два полинома по у степена т и т', респе

ктивно са алгебарским коефицијентима по х, и посматрајмо диферен

цирлну Једначину 

(6) у'= Р(х,у). 
Q(x,y) 

Да би једначина имала униформних трансцендентних интеграла, 

потребно је да су Р и Q рационалне функције по х; може се претпо
ставити да су полиноми по х. И више, једном хомографском тран

сформацијом једначина се увек може довести да задовољава услов 

т= т'+ 2, који hемо, дакле, сматрати испуљеним. Вредност у= оо је, 

дакле, обична вредност; тј. ако се стави у= l, интеграл z(x) који за 
z 

х = х0 узима вредност z = О је холоморфан у околини х = х0 (узето на-
сумице). Разликујмо следеhа четири случаја: 

1 о Q =О goйyuuiia вшие og gва различшuа коре1-ш Yi = <pi(x) и не
ка су 
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три ма која од ових корена; они, уосталом, могу бити гране исте алге
барске функције. 

Тврдим: Сваки униформни uнШеzрал (<р) је рационалан. 

Стварно, он може имати само извесне унапред познате есенци
јалне тачке; нека је х= а таква тачка. Ако је х= а критична тачка за 

<р 1 , <р 2 или <р 3 , увек можемо ставити х -а = ~ ,. тако да <р 1, <р 2 , <р 3 постану 
три униформне функције по ~ у околини ~ = О. Можемо, дакле, увек 
претпоставити да су <р 1 , <р 2 , <р 3 униформне у околини х= а. Пошто је то 
тако, заменимо променљиву у са променљивом z, дату са 

2 
= C<r2 -<рз)(у-<р,). 

(<р2 -<р,)(у-<р]) 

Када је у= <р 1 (х), тада је z =О; када је у <р 2 (х), тада је z = 1 и када 
је у= <р3 (х), тада је z = оо. Са друге стране, интеграл за који се йреГй

йоаТtавља ga је униформан може се изједначити са <р 1 , <р 2 или <р 3 само 
за коначан број посебних вредности х. Функција z(x) биh.е, дакле, 

функција за коју је х= а есенцијална тачка, која је униформна у обла

сти ове тачке и која у околини х= а узима три вредности О, 1, оо само 
коначан број пута. Униформна функција у(х) не може, дакле, имати 

есенцијалних тачака (на коначном или бесконачном растојању): она је, 

gакле, рационална функција йо х. 

2° Q =О gойушШа gва различиШа корена у 1 = <р 1 (х) и у2 = <р 2 (х). 
Ставимо 

у- <р, z = ---. 
у- <р2 

Функција z(x) није неопходно униформна, пошто <р 1 и <р 2 нису 
неопходно алгебарске; али ако је х= а критична тачка од z, а то h.e 
бити ако је она алгебарска критична тачка од <р 1 или <р 2 и, према томе, 
стављајуh.и х- а=~~· (v је цео број), сигурно је да h.e z бити униформно 
у околини z = о. 

Претпостављајуh.и ово, саставимо једначину по z и нека су z1 и z2 

две функције од х одговарајуh.е за два интеграла једначине (б). Тврgим 

ga је количник ~ алzебарска функција og х. Стварно, то је функција 
z, 

са коначним бројем вредности која нема есенцијалних тачака на кона

чном или бесконачном растојању. Јер, ако је х= а есенцијална тачка од 

~, помоh.у смене х- а = ~ '' увек се може претпоставити да је овај из
Zt 

раз униформан око х= а. Са друге стране, ~ може бити једнако О, 1, оо 
z, 
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само за коначан број вредности х у околини х = а. Дакле, х = а није 
есенцијална тачка од .2 и, према томе, тај израз је алгебарска функ

zi 

ЦИЈа од х. 

Следи да једначина (б) не .може и.мати gва различита унифор.мна 
трансценgентна интеzрала. 

з о Q = О има само један корен у1 = <р 1 (х). Функција <р 1 (х) је тада 
неопходно рационална. И стављајуhи 

z=·-1_ 
' у- <р! 

једначина (б) се своди на облик 

(7) z' = Т(х, z), 

где је Т полином по z. У овом случају једначина (б) не .може и.мати ви
ше og gва различита унифор.мна иmuezpaлa и, чак ga gойушLТiа виLие og 
gва унифор.мна интеzрала, сваки унифор.мни интеzрал је рационалан. 

Да бисмо то доказали, претпоставимо да једначина (б), а према 
томе и једначина (7), има три униформна интеграла и нека су z1, z2, z3 
одговарајуhи интеграли за (7). Када саставимо израз 

zi- z2 • 
v(x) = , 

zi- Zз 

одмах се види да је функција v(x) униформна функција без прекида и 

таква да три Једначине 

11(х) =О, 11 1 (х) = 1, 11(х) =оо 

имају само коначан број корена; према Пикаровој теореми, 11(х) је 

тада рационална функција по х. 

Из тога се закључује да су LТipu интеzрала z1, z2 , z3 йовезана рела

цијо.м облшш 

(8) 

zge су S1, S2 , S3 Полино.лш йо х ll они йовезани оgносо.м 

са 

(8') 

!!!Ј_ dz 2 clz3 Диференцирајмо везу (8) два пута по х, замењујуhи 
с/х ' с/х ' с/х 
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ш.шћелю две везе 

са 

(9) 

(10) 

71 

Лако је видети да су везе (8), (9), (10) увек међусобно различите. 
Стварно, стављајући 

из веза (8) и (9) добијамо 

и (х _ ll2 + llз) + и (х .:!.11_) + и (х Уз) = о 
1 , s 2 's 3 's , 

1 2 3 

везу коЈа се може свести на идентитет само: 

1. ако је иk(x,zk) линеарно по zk, што је немогуће ако Т није ли
неарно по z; 

2. ако би један од полинома Sk био идентички нула, што је немо
гуће на основу везе (8) и (8') ако су три интеграла z1, z2 , z3 различита. 

На исти начин би се видело да су везе (8) и (10), а затим и (9) и 
(10) исто тако међусобно различите. Следује да ове релације дефи
нишу z1,z2 ,z3 , а према томе одговарајуће интеграле од (б) као рацио

налне функције од х. 
4о Q не саgржи у. Једначина (б) је тада Рикатијева или линеарна. 

Рикатијева једначина може имати 1, 2 или З различита униформна ин
теграла; линеарна једначина их може имати 1 или 2. 

Тако долазимо до следеће теореме: 

Свака јеgначина у' = R(x, у), 2ge је R рационална йо х и у, не може 
имати више og З различита униформна инте2рала. 

Ако их има З, онgа је Рикатијева јеgначина. 

Ако их има 2, онgа је линеарна или Рикатијева, или се йак своgи 
на облик 
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zge је Р йолино.м йо х и у сШейена m + 2 йо у, а <р 1 рационалан разло
.мак йо х. 

Ако има l, она се своgи на јеgан og ранијих облика, или на облик 

, _ Р(х,у) · 
у - )k( •)k' ' (y-<pl у-<р2 

zge су <р 1 и <р 2 алzебарске функције йо х и Р йолином йо х и у сШейена 
k + k' + 2 йо у. 

Ова последља чиљеница је јасна када се примети да ако би степен 

од Р по у био веhи од k + k' + 2, вредност у = оо имала би улогу 
У; = <р;(х), то he реhи, када се стави у=_!_ (претпостављајуhи да <р 1 и z 
<р 2 нису идентички нуле), постојале би три вредности 

1 1 
z=O z=- z=-

, <pl ' <р2 ' 

које играју улогу У; = <р;. Ако би, напротив, овај степен био мањи од 
k + k' + 2, у = оо био би интеграл, што he реhи да би у једначини по 

1 z = z = О био интеграл и да општи интеграл z може имати вредност 
у 

z =О само за коначан број посебних вредности за х; z =О била би, 
дакле, и треhа вредност која игра улогу У; = <р;(х). 

Све uauo смо caga рекли за јеgначину йрвоz сШейена важи за све 
јеgначине F(x,y,y') =О, zge је F несвоgљив йолином йо х, у, у' и нулШоz 
poga йо у и у'. 

Предложимо сада много општији проблем од претходног. Посма

траЈМО Једначину 

(11) 
, D(x, Х,у) 

у = ' 
Q(x,X,y) 

где су Р и Q полиноми по х, Х, у, а х и Х су везани алгебарском везом 
G( х, Х) =О. Видели смо да ако степен од G по Х прелази 1, сваки је уни
формни интеграл (по х) од (11) рационалан по х; ал ц могу йocШojaziiu 
IТipшicцeтlgcтнТillll шнТiсzрали og (11) униформни йо х и Х. То су инте
грали који!\tа hемо се сада бавити. 

Претходна резоноваља могу се поновити претпостављајуhи да за 

свакн пар вредности (х, Х), постоје узастопно три, две или једна вред

ност У; = (р;(х) које имају наведене особине, то he реhи такве да у' 

постаје бесконачна за )'; = <р; и да, и више, интеграл у( х, Х), који је за 



Н!:::КОЛИКО ПРИМЕНА ПР!ОТХОДНИХ TIOOPEMA 73 

(х0 ,Х0 ) једнак са <.р 1 (х0 ,Х0 ), има х0 као критичну тачку, сем за извесне 
вредности х0 које су посебне и у коначном броју. 

Под овим условима, ако постоје 3 вредности у1 = <.р 1 , uнLТlezpaл у је 

рационалан йо (х, Х), и то према истом резоноваљу као у претходном 
случају: он не може имати есенцијалних тачака х= а на коначном или 

бесконачном растојаљу. Стављајући х- а ~',ако је а била критична 
тачка од <.р 1 или од Х(х), тако да z постане униформна у околини ~=О, 
где Је 

z = (<.р2 -<.p,)(y-<.pl) 

(<.р2 -<.pl)(y-<.p,)' 

доказ се довршава као у претходном случаЈу. 

Исто је у случају када има два или једну вредност у1 = <.р 1 (х,Х). 
Закључци који су се односили на униформне интеграле по х могу 

се, дакле, поновити за униформне интеграле по (х, Х). Не йоаuоје ни

каgа вшие но LТtpu LТlаква различиLТlа umuezpaлa. Ако их постоји три, 

једначина (11) је Рикатијева једначина итд. 
ИсLТlи мeLТlog и закључци йримењују се йри изучавању унифор

мних umuezpaлa йо (х, Х) јеgначине F(x,X,y,y') =О, zge је F йолином 
poga нула йо у, у', а рационалних коефицијенаLТtа йо (х, Х), zge су х и Х 
везани алzебарским оgносом G(x, Х) =О. 

Једначина другог степена 

Таква се једначина увек може написати у облику 

(12) 
, А( х, Х,у) + B(x,X,y)~R(x, Х,у) 

у = ' 
С(х,Х,у) 

где су А, В, С, R полиноми по х, Х, а х и Х су везани алгебарском везом 
G(x, Х) = О. Обележимо са Л степен од R по у и претпоставимо да јед
начина (12) нема сингуларних интеграла. 

Најпре, када је Л ~ 2, једначина по у и у' је нултог рода и враћамо 
се на претходни случаЈ. 

Ако је Л > 2, сваки униформни uнLТlezpaл йо (х, Х) је рационалан 
йо (х, Х). Стварно, R =О тада има бар три корена у1 = <.р;(х, Х), таква да 
сваки интеграл који за х = х0 ( х0 је узето насумице, сем одређених 
посебних вредности којих има у коначном броју) добија вредност 
<.р 1 (х0 ,Х0 ), има критичну тачку х= х0 • Ако се успостави веза 
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ова функција не би смела да има есенцијалних тачака (на коначном 
или бесконачном растојаљу) и, према томе, у је рационално под прет

поставком да је униформно по (х, Х) (размишљаље је аналогно оном из 
случаја првог степена). 

Једначина (12) (рода веhег од нуле) могла би да има трансценден
тних униформних интеграла по (х, Х) само када су вредности 
у1 = ср 1 (х,Х) које анулирају R синzуларни инШеzрали, изузев, .може би
Lии, наЈвшие gва. 

На случај јеgначине gpyzo'i сШейена своgе се све јеgначине poga 1 
или 2 йо у, у' и, ойщШије, све јеgначине хийерелийШичке врсШе; прет

ходни резултати важе, дакле, за све ове Једначине. 

Приметимо да када постоје само две вредности у1 = ср;(х, Х) које 
нису сингуларне, не може се више поновити размишљаље као у случају 

првог степена, Јер ово последље размишљаље почива на чиљеници да 

ма која два интеграла могу бити једнака само за коначан број констан

тних вредности за х; чиљеница која не важи у случају другог степена. 

Приметимо још да корени у1 = Х1 (х,Х) од С О не могу имати 

исту улогу, у општем случају, као корени од Q =О у случају једначине 
првог степена, јер обично само једна вредност од у' постаје бескона

чна за корене С= О. Стварно, када се једначина (12) напише у облику 

Су' 2 + Dy' +Е = О 

(где су С, D, Е функције од х, Х, у) за С О, D је обично различито од 
нуле и само једна вредност од у' постаје бесконачна. Кад год С и D 
имају заједнички фактор К(х,Х,у) и када овај фактор има три разли

чита корена по у, сваки унифор.мни инШе'iрал йо (х, Х) је рт~ионалан. 

Биномна једначипа другог степена 

Можемо је написати у облику 

(13) 
у'= В( х, X,y)jR(x, Х,у)

С(х,Х,у) 

где су В, R и С полиноми по х, Х, у. Сваки сингуларни интеграл 

у, = ср, (х, Х) који анулира R, па према томе и у', мора да је константа и 
обратно. Ако би пак у, ср, анулирала R и С, то би било место крити
ЧНЈIХ тачака интеграла. 

Када је то тако, ако укупни број различитих вредности 

у, = <р 1 (х, Х) које или анулирају С или пак R, а које нису константе, пре-
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лази две, сваки Yi-lllфopмнu umue2paл йо (х, Х) је рацитшлан. Стварно, 

сваком интегралу који за х= х0 има вредност <р1 (х0 ,Х0 ), х0 је крити
чна тачка, сем за извесне посебне тачке којих има коначан број, и 

размишљаље би се завршило као у случају првог степена. 

Разликујмо, дакле, више случајева, примеhујуhи да се увек може 

претпоставити да је степен Л од R по у паран (помоhу хомографске 
трансформације), Л 2~L. 

Ако је fl ::::; 1, једначина је рода нула и своди се на случај првог 
степена. 

Ако је fl > 1, разликујемо корене од R, и то ~L' константних коре

на и f-L" корена који су функције од х. Да ниједан униформни интеграл 
по (х, Х) не буде рационалан, треба, према претходном, да је f-L" = О, 1 
или 2. 

Нека је, најпре, f-L" = О. Тада се може претпоставити да је R пали
нам по у са константним коефицијентима, обележимо га са р(у). Ако 

је у униформни интеграл по (х, Х) од (13), исто тако је униформан 
интеграл и корен 

~р(у) = С(х,Х,у)у' 
В(х,Х,у) 

То је могуhе само ако је полином р(у) чеШврLuо2 CLlleйeнa йо у. 

Стварно, у (за који се претпоставља да није рационалан) има најмање 

једну есенцијалну тачку х= а. Ако Х(х) није униформно по х у околини 

а, ставља се х -а = ~ ,. и тада су у и ~ р(у) две униформне функције од ~ 
у околини ~=а и имају есенција7у тачку ~=О. Према теореми го
сподина Пикара, однос између у и р(у) је неопходно нултог или првог 

рода. Дакле, р(у) је четвртог степена. 

Да би једначина (13) имала униформних интеграла по (х, Х) који 
нису рационални, треба да је облика 

, В(х,Х,у)~ 
у = k k' ' 

(у- <pl) (у- <pz) 

где је степен од В по у једнак са k + k' и где је р(у) полином четвртог 
степена по у константних коефицијената. 

У случају да је f-L" = 1 или f-L" = 2, више се не може одредити сте-
пен поткореног полинома, али he се добити однос између степена по у 
бројиоца и имениоца, водеlш рачуна о услову да би могао постојати 
трансцендентни униформни интеграл по (х, Х) z = О не сме да буде ин-

теграл једначине по z = l, без чега ће (ако род једначине није нула) 
у 
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постојати најмање три вредности У;= <р;(х,Х) (рачунајуhи у= оо за јед

ну такву вредност). 

Ово што претходи може се допунити у специјалним случајевима, 

и то када В = О има константне корене У; = а;, јер тада интеграл разли
чит од У; = а; може узети вредности а; само за коначан број посебних 
вредности х. Таква једна вредност а; има улогу (/); и размишљаље се 
завршава без муке. 

Додајем на крају ga се ucilie .меШоgе и закључци йри.мењују на ой
шШу бино.мну јеgначину .ма које2 pega йо у'. 

5. Ево сада теореме која омогуhава да се конструишу општи типо
ви једначина првог реда за које је сваки униформни интеграл рацио

нална функција по х. 

Нека су <р(х,у,у') и \jf(x,y,y') два полинома по х,у,у', такви да су 
темена OS десно њихових одговарајуhих полигона постављена на истој 
правој нормалној на ОМ и да десно од те праве ни један ни други поли

гон немаЈу темена. 

Нека је, најзад: 

Р(х,у,у') ма какав полином по х,у,у'; 
Ш( а, Ь) полином хомоген по а и Ь са константним коефицијентима; 

Х(х,а,Ь) полином хомоген по а и Ь, истог степена хомогенитета р 

као и OS(a, Ь), са коефицијентима који су алгебарске функције од х и 
посматрајмо једначину првог реда 

(1) OS(<p, \jf)P(x,y,y') + Х(х,<р, \ј!)= О. 

Xohy да покажем следеhе. 
Ако број корена а који су различшТtи и различиШи og нуле, јеgна

чшtе m(a, 1) = О йрелази gва, сваки унифор.мни июТtе2рал og (1) је р а
lЏlОЈюлан. 

Да бисмо то доказали, напишимо једначину (1) у облику 

(2) 

Ако би унифорi\!НИ интеграл од (1) био заједнички за (1) и за \ј!= О, 
он би се добио елиминацијом у' из \ј!= О и 

OS(cp,O)P(x,y,y')+X(x,cp,O) О 

и доказ би био завршен. Претпоставимо, дакле, да наш интеграл у не 

зад~вољава \ј! О, он he тада задовољавати 



НЕКОЛИКО ПРИМЕНА ПРЕТХОДНИХ TEOPEIV!A 77 

(3) ы(:, 1 )Р(х,у,у') +х( х,:, 1) =о. 

Нека је а корен једна чине w(a, 1) =О; најпре тврдим да има кона
чан број корена х = а Једначине 

<р(х,у,у')- а= О 
\jf(x,y, у') ' 

када се у њој у замени посматраним униформним интегралом. Јер, 
према (3), вредности као х= а треба да се поклопе: 1 о или са половима 
интеграла у; 2° или са трансцендентним сингуларитетима од у; 3° или са 
бесконачностима коефицијената по х у Р; 4° или са коренима по х ал
гебарске једна чине х( х, а, 1) =О. У последља три случаја има их сигур

но коначан број, али ја xohy да докажем да их је исто толико и у првом 

случају. За то је довољно да се покаже да израз ~ може да тежи 
\ј! 

граници а само за коначан број полова од у. 

У околини пола х = а од у биhе 

у= (х- а)л.f(х), 

где је Л цео негативан број, а .f(x) функција од х која није ни нула ни 

бесконачна за х= а. Ако се <р и \ј! напишу у облику 

i==s 

<р= L<p;(x)ynчy'"•, 
i=l 

i=t 

\ј! = L \ј!,.( Х )ут! у"'; ' 
i=l 

у околини х= а биhе, према обележавању у Првој глави, и када се оз

начи са (W') десно теме од \ј! 

<р= (х-а)sы.~.[nы(х)+ ~(x-a)5"'·~,-s;,).Q 1 (x)]; 
-(ю) 

\ј!= (х- а)5 ~· [n&.(x) + L (х- а)5 &·.~. -s;.~. .о;(х)Ј. 
-<&'Ј 

Дакле, у Првој глави смо видели да је, када х тежи ка а 
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lim.Q;(x)=O (i=1,2, ... ,s, сем i=m), 
lim.Q;(x)=O (i=l,2, ... ,t, сем i=Ш), 
lim.Qю(x) = Л""'Ч>ю(а)Ј(а), 
lim.Qю·(x) = л:•fu·\jfю·(a)f(a) 

(где nю и nio· означавају експоненте од у' у члановима од q> и \ј! респек
тивно, а који одговарају теменима w и Ш). 

Разликујмо три следеhа случаја. 

1. случај: Теме Ш је ucйog й1емена &. -Како S;,'A и S(,'A представ
љају ординату у координатном почетку правих које имају коефицијен

те правца Л, а које пролазе респективно кроз тачке (М;, N;) које при
падају q> и \ј!, види се да је Sю,'А > Sю','А за све негативне Л. Према томе, 
ако Л није корен алгебарске једначине 

Ч>ю(а) =О 

(а ако би било такво, број вредности а био би коначан и доказ би био 

завршен), када х тежи ка а, израз ~ тежи ка нули, а не ка граници а. 
\ј! 

Овај израз може, дакле, тежити корену а од m(a,l) =О за пол х а од у 

само ако је тај пол корен једна чине \јfю·(а) =О; дакле, број таквих 

полова Је ограничен. 

2. случај: Теме w је изнад темена &. Тада је Sю,'А < Sю','А за све 
негативне вредности Л; према томе, ако а није корен Ч>ю(а) =О, однос 

~ се повеhава неограничено када х тежи ка а. Овај однос, дакле, мо
\јf 

же тежити граници а само када се посматрани пол од у поклопи са ко

реном алгебарске једначине 

Ч>ю(а)=О, 

што показује да је број вредности за а ограничен. 

3. случај: Темена w и w' се йоклайају. - Тадаје Мю =М~·, 
N,7, = N~. и, према томе, Sю), = S;;,·.л за било које Л; дакле 

Ова граница треба да је а и, према томе, (Х треба да је корен алге

барскеједначине 
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број вредности а тада је такође ограничен. Једини случај када би ово 
могло бити нетачно је посебан случај када је величина 

цео број независан од а и када је Л једнако томе броју. 

Као закључак следи да једначина 

<р(х,у,у') 

\jf(x,y,y') 
-а= О, 

када се у њој замени у униформним интегралом једначине (1) и а ма 
којим кореном једна чине w(a, 1) =О различитим од нуле, може имати 

само коначан број корена х. И пошто је, када је у униформно, израз ~ 
\ј! 

такође униформна функција од х, следи да, ако број различитих корена 

а који нису нуле прелази два, ~ треба да је рационалан разломак, као 
\ј! 

што је и у (претпостављајући да оно што следи из (1) и из ~ = R(x) у 
\ј! 

односу на у' није идентички нула). 
Ако, на пример, <р, \ј! и х не садрже х експлицитно и ако је Р по-

лином по х,у,у', једначина ~-а= О не може имати корене на кона
\јf 

чном растојаљу и, ако број корена а једначине w(a,l) =о прелази два, 

тада Је 

<р(х,у,у') = const. =С. 
\jf(x,y,y') 

Интеграл у, за који се претпоставља да је униформан, може бити 

само рационалан и добиће се елиминацијом у' из две једначине 

<р (у, у')- C\jf (у, у') = О, 
Р(х,у,у')+С' =О, 

где су константе С и С' везане односом 

w(C,l)C'-X(C,l) =О. 

Може се, на пример, узети да је <р= у', \ј!= у и једначина (1) he 
бити облика 

w(y,y')P (х, у, у')+ Х(х,у,у') =О, 
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где су & и Х хомогени полиноми по у и у' истог степена хомогенитета. 

6. У неколико честих случајева које смо претходно посматрали, 
рационални интеграли су једини могући униформни интеграли једна

чине и, када се они израчунају, сигурно је да су тада то сви униформни 

интеграли Једначине или се може констатовати да таквих интеграла 

нема. 

Питање да ли је општи интеграл алгебарске једна чине првог реда 

рационалан своди се, према методи господина Поенкареа, на алгебар

ске операције, или на квадратуру, или на питање да се препозна да ли 

је интеграл Рикатијеве једначине рационалан, што се увек зна утвр

ди_ти. 

Али, када се ради о партикуларним рационалним интегралима, 

проблем је тежи и захтева специјалне методе. Господин Пенлевеl је 
дао једну која омогућава да се са сигурношћу одреде сви рационални 

. . 
интеграли за врло опште класе Једначина првог реда и КОЈа се може 

. . 
применити на све случаЈеве коЈе смо претходно разматрали. 

Додаћу с<tмо неколико примедаба које се односе на упрошћавања, 

а које се често могу користити посматрањем полигона П дате једна

чине. 

Претпоставимо да полигон нема ниједну страницу са коефицијен
том правца који је цео позитиван број. Тада ће се знати низ вредности 

а 1 , а 2 , .•. , а" таквих да ниједан рационалан интеграл не може имати 

нула различитих од а,. Ако се стави 

постојаће цео позитиван број Ј.1 такав да функција 

1 [ ~ ]~l и=- со(х) 
у 

буде полином по х и, ако би се знала горња граница од р, тражење свих 

рационалних интеграла свело би се на тражење полинома који 
задовољава диференцијалну једначину по и, што је релативно лакше. 
Горња граница овог броја може се одредити на следећи начин. Брио
-Букеовом методом може се познати да ли дата једначина има 
холоt.юрфних интеграла који, на пример за х = а,. имају вредност у= О 
и за ове интеграле одредити развој за у по степенима од (х- а); одатле 

ће се извести закључак о могућем максималном реду А1 нуле а1 од у. 
Када се изврши овај рачун за све нуле а 1 , ... ,а" и када се са А1, означи 
највећи од целих бројева, А1 , А 1 , ће бити горња граница од р. 

l Аппа!сs clc l'Ecolc Nопла!е ( I ~92), р. 305; Comptes гепсlнs, Т. СХ, р. 34. 
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Када низ а 1 , ••. , а" не постоЈИ, Је полином по х. 
у 

Ако полигон једначине нема ниједну страницу чији је коефици

јент правца цео негативан број, претходни рачун he се применити на 

једначину трансформисану помоhу l и тада he се тражење рационал
у 

них интеграла свести на тражење целих интеграла. 

Ако полигон нема ниједну страницу чији је коефицијент правца 

цео број, истовремено he се знати све могуhе нуле и полови рационал
них интеграла; нека су а; њихове нуле, а ~; њихови полови. 

Пошто формирамо једначину <р(х,и,и') =О, која се добије када се 

дата једначина F = О трансформише помоhу и = i_, потражиhемо ра
у 

ционалне интеграле те једначине на следеhи начин. Полови ма ког од 
ових интеграла и су увек прости полови и, када се стави 

W(x) = (х-а 1 )(х-а2 ) ... (х-а11 ), 

Х(Х) = (Х-~Ј)(х-~2) ... (Х-~т), 
биhе 

v 
11=~ ' m(x)x(x) 

где је v полином по х. Када се једном сви ови полиноми v1, v2 , ..• , vk нађу 
и када се скрате фактори (х- а;) и (х-~;) који су заједнички за v и за 
со(х)х(х), имаhемо све рационалне интеграле ul,u2, ... ,uk за 
<р( х, и, и')= О. Да би једначина F =О имала рационалних интеграла, по
требно је и довољно да међу разломцима и; постоји бар један који за

довољава следеhе услове. 

1 о Степен бројиоца од и; мањи је но степен имениоца. 
2° Резидууми од и; за њихове полове (који су сви очевидно прости 

полови) сви су цели бројеви. 
Када су сви ови услови испуњени, сви рационални интеграли за 

F= О дати су формулом 
Ј u;dx 

У;= е . 

7. Посматраље полигона П једначине може користити не само 
при израчунавању рационалних интеграла веh и, општије, при изуча
вању трансцендентних мероморфних интеграла, дозвољавајуhи да се 
овај рачун сведе на онај, релативно лакши, холоморфних интеграла у 

целоЈ равни. 
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Тако, када полигон нема ниједну страницу чији је коефицијент 
правца цео и позитиван број, знаhемо низ вредности а 1 , ... ,а 11 таквих 
да ниједан мероморфни интеграл једна чине не може имати нула разли
читих од а;. Према теореми о разлага~у мероморфних функција на 
примарне чиниоце, може се писати 

_ [П(х- а;)]~ eG(x) 

у- П(х-~;) ' 

где ~; означава полове од у и оне од а; који нису стварно нуле реда Jl 
од у; Jl је цео позитиван број једнак или веhи од највеhег реда нуле а; 
од у; G(x) је холоморфна функција у целој равни. 

Према томе, када се стави 

и he бити холоморфна функција у целој равни, која he задовољавати 
диференцијалну једначину која се лако саставља помоhу дате једначи

не, а познаваље ове функције и повлачи за собом познаваље функције 

за у. Број Jl се може израчунати на исти начин који смо раније изнели 
за рационалне интеграле. 

Исто тако he се, на начин који смо претходно изнели, поступити и 
када је ма који од следеhих услова испуљен. 

1 о Полигон нема ниједну страницу коефицијента правца који је 
цео негативан број. 

2° Полигон нема ниједну страницу која за коефицијент правца 
има цео број. 

8. Завршиhу овај низ примена примедбом на резиgууме oCшuuez 
uюuezpaлa који се оgносе на йросLТlе йокреLТlне йолове. 

Када општи интеграл од F(x,y,y') =О има простих покретних по
лова, полигон П од F има страницу коефицијента правца ( -1). Граница 
р производа (х- а)у, када х тежи ка а, јесте корен који није нула ал

гебарске једначине по р за страницу коефицијента правца (-1); према 
томе, резидууми општег интеграла простих помичних полова су коре

ни ове једначине по р. Ако су коефицuјеюuи <ј);(х) у F О чланова који 

ogzoвapajy овој сШршищи консzuанzТlе, ови се peзugyyivlll Ne мењају са 
IIHlUCZfiOЦllOI-IOM консШанГйом. 

Нека је F(x,y,y') =О једначина са непокретним критичним тачка
ма. Увек се може распознати да ли је или није општи интеrрал такве 

једначине мероморфан у унутрашљости дате контуре Г комплексне 
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равни; претпоставимо да је тако. Ако полигон од F = О има само једну 
страницу десно од свог темена Ш десно и ако су услови од малопре (ко
ј н се односе на ову страницу и на једначину по р, која њој одговара) 

нспуњешr, иншеzрал 

Ј )1(x,C)clx 

(где је у општи интеграл једна чине), узе Ш gуж конГйуре Г, јеgнак је ну

ли или о~тоzосГйрукосГUи јеgне og y~uвpf)eнux количина 

zge су р 1 , р 2 , р 3 , ... корени који нису нуле јеgначине йо р за си1раницу 

л= -1. 
Ако је, на пример, у(х, С) општи интеграл Рикатијеве једна чине 

dz =а/ +/(z)y+<p(z) 

(где су f и <р полиноми по z, а а константа), интеграл Ј y(z,C)dz, узет 
дуж ма које контуре у равни z, јесте нула или вишеструка вредност 2тсi, 
што се може потврдити примеhујуhи да је функција 

интегралЈедначине 

-а Ј yclx 
u=e 

d 2u du - + f(z)-- a<p(z)u =О 
dz 2 · dz 

и, према томе, да је холоморфна у целој равни; интеграл Ј ydz може 
2тсi 

имати само периоду --. 
а 



ДРУГИ ДЕО 

ЈЕДНА ЧИНЕ ВИШЕГ РЕДА 

ПРВА ГЛАВА 

О НУЛАМА И БЕСКОНА ЧНОСТИМА 

ИНТЕГРАЛА 

1. Расуђиваље које нам је помогло да дођемо до потребних и 
довољних услова да нуле и бесконачности интеграла једначине првог 

реда буду непокретне не проширују се у својој потпуности на једначи

не вишег реда. Са једне стране, то је због тога јер се трансцендентни 

сингуларитети једначине вишег реда мељају са интеграционим кон

стантама, што није био случај с једначинама првог реда. Са друге стра

не, у случају једначина првог реда, све су детерминације извода у' биле 

познате алгебарске функције од у за које се могао наhи кружни систем . . 
корена КОЈИ се анулираЈу са у и изучити како се сваки од тих корена 

понаша у околини х = х0 , у = У о. 
У општем случају то више не важи за једначине вишег реда. Ин

теграл такве једначине, као и љегов извод, могу бити неодређени за ма 

коју вредност х0 . Он може имати и прекид е који се мењају са интегра

ционим константама, или још и сингуларне неаналитичке криве, које 

се такође мељају са константама (интеграције, прим. прев.). Ове те

шкоће и многе друге околности спречавају проширење методе која је 

успевала за Једначине првог реда. 

Али метода допушта извесно проширење у неким од следеhих 

случаЈ ева: 

1 о када се из саме дате диференцијалне једначине може познати 
да се трансцендентне тачке интеграла и његових извода не мењаЈу са 

интеграционим константама; 

2° када се ограничи на изучаваље интеграла (партикуларних или 
који зависе од произвољних констаната) који имају есенцијалне сингу

ларитете дате унапред, на пример, мероморфне функције; 

зо уопште, када се изучавају ма који интеграли, али када се огра

ничи на нуле и бесконачности, и то оне код којих су интеграл и љегови 
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юводи до р-тог реда одређеног :инфинитезималног реда у љиховоЈ 

околини (р је ред једначине). 

Што се тиче услова 1°, подсетићу на неке резултате господина 
Пенлевеа 1 који се односе на једначину другог реда 

(1) F(x,y,y',y") =О, 

а који се проширују на једначину ма кога реда. 

Једначина (1), узета насумице, нема покретних есенцијалних тача
ка; да би их могла имати, потребно је да су извесни услови испуљени, 

од којих су следећи најпростији. Нека је S(x,y,y') =О услов да вредност 
од у", дефинисана са (1 ), буде бесконачна или да се размељују две вре
дности за у". Ако интеграл од (1) има покретних есенцијалних тачака: 

1 о полином S садржи фактор облика S1(x,y), где се у сигурно ја

вља; 

2° једначина (1), где се х посматра као функција, за ма које х0 
има интеграл х = х0 . 

Ако ниједан од ових услова није испуљен, есенцијалне йlачке ин

Шеzрала и свих њеzових извоgа су нейокрейlне. Постоје аналогни 

резултати за једначине реда вишег од 2. 

2 п . 1 11 (р) . осматраЈМО полином по у,у ,у , ... ,у 

i=s 

р = L <р; (х )уто; у""и y'"n2; ... y<p)mp;, 

i=I 

где су т позитивни цели бројеви такви да није истовремено за два ра

зличита индекса i и ј 

а <р;(х) су произвољне функције од х. 
Формирајмо двоструку таблицу од 2s следећих позитивних целих 

бројева 
k=p 

М;= то; +тli + ... +тр; = Lтki• 
k=O 

k=p 

N; = тli +2т2; + ... +ртр; = Lkтki. 
k=O 

Повуцимо у равни две осе, једну за М, а другу за N, и обележимо s 
тачака (М;, F;) ((М;, N;), прим. прев.), водећи рачуна да поред сваке од 

1 Comptes гendus, Т. CXVI, (1893), р. 362 et. рр. 566-569. 
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њих ставимо њен индекс. Може се десити да се две или више тачака 

(Mi, Ni) поклопе; тада he се поред сваке такве вишеструке тачке ста
вити индекси свих оних тачака које су се у ЊОЈ СЈединиле. 

Конструишимо полигон који је конкаван према ОМ и који у својој 

унутрашљости или на свом рубу садржи све тачке (Mi, Ni), исто онако 
као што смо га конструисали за једначину првог реда, задржавајуhи 

исте конвенције и исте дефиниције, само са следеhом разликом: може 

се десити да се више тачака (М, N) поклопи у истом темену полигона; 
ако је број ових тачака ћ, то he бити вишесйlруко Ше.ме pega h. 

Одмах се види да је цео полигон обухваhен углом који чине пози

тивни део осе ОМ и део праве која пролази кроз координатни почетак, 

чији је коефицијент правца р (р је ред диференцијалне једначине), и то 
онај део који је обухваhен углом NOM. Надаље hемо ту праву звати 
zранична йрава. 

Назначиhу неколико облика полигона који се односе на извесне 

опште типове Једначина. 

Први йри.мер: Нека је 

F = Р(х,у)у" + Q(x,y), 

где су Р и Q полиноми по у и нека су т и т' највеhи и најмањи степен 
од у у Р, а n, n' аналогне величине за Q. П олин ом F тада садржи две вр
сте чланова: 

1 а чланове облика /y"(i = т', т'+ 1, ... , т -1, т) из којих добијамо 
тачке Mi = i + 2, Ni = 2, које се налазе на правој N = 2; 

2° чланове облика /(k =п', п'+ 1, ... ,n -1,п) из којих добијамо та-
чке Mk k,Nk =О, које се налазе на оси ОМ. 

7 .................. ы..--____ ,_г.:. 

Слика 4 

Дакле, на слици 4 дат је општи облик полигона. На правој N = 2 
постоји најмање једно теме; међутим, распоред, број темена и облик 

полигона могу се мењати. Ако је т= т', теме & he бити двоструко; 
види се исто тако да полигон не може имати више од Једног вишестру

ког теl\!ена. 
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Дpyzu йршtер: Да бисмо добили ПОЛИГОН П ОД 

F у"'+Р(х,у,у'), 

конструисаће се полигон П' од Р(х,у,у'); спојиће се правом D теме w 
десно овог полигона са тачком S(M = 11, N = 211) и из S спустиће се 
нормала L1 на ОМ. Ако је лево екстремно теме од П' лево од L1 или на 
L1, полигон чине праве L1, D, страница негативне области од П' и један 
део осе ОМ; ако је лево крајље теме десно од L1, замениће се страница L1 
са страницом која спаја тачку S са тим крајљим врхом. Када је, на при
мер.'' =1 и 

Р(х,у,у') = Р(х,у)у' + Q(x,y), 

а т, т', п, n' имају претходна значеља, полигон he имати један од обли
ка (сл. 5 и 6), 

N N 

m+J n М 
oL_~L_ ______ m~.-,jn_~м 

Слика 5 Слика б 

према томе да ли је n'> О или n'= О. Види се да полигон не може има
ти вишеструких тачака. Облик полигона може се мељати, али теме w 
остаје увек на правој N = 2. 

Tpehu йри.мер: Нека је 

F = Р(х,у") + Q(x,y). 

Постоје две врсте чланова: 

1° чланови по y"i(i=m', ... ,m), од 
којих се добијају тачке Mi = i, Ni = 2i, које 
леже на граничној линији Л = 2; 

2° чланови по /(k = n;, ... ,n) од којих 
се добијају тачке М k = k, Nk = О, које леже 
на оси ОМ. 

Општи облик полигона је на слици 7; 
он се може мењати али се теме со налази 

увек на правој N = 2m. 

>m N Г.. 
"""""""""""""")\ 

1 " 
•т' ......... / 

0 п" m'' m 1L м 

Слика 7 



88 ЈЕДНА ЧИНЕ ВИШЕГ РЕДА 

ЧеШврШи йри.мер: Полигон линеарне једначине реда р без сло

бодног члана своди се на праву паралелну са ON, а координате темена 
ro су (р, р); за једначине са слободним чланом полигон је правоугли 
троугао чије су координате темена (0, 0), (1, 0), (1, р). 

За састављаље примера (за оно што следи), важно је знати наћи 

диференцијалне једначине датог реда које одговарају датом систему 
тачака (M;,N; ). То доводи до решења система линеарних једначина у 
целим и позитивним бројевима. Да би се нашао члан једна чине реда р 

који одговара датој тачки (М;, N;) потребно је решити систем од две 
Једна чине 

М;= m0; +mli + ... +mp;, 

у целим, позитивним бројевима, а да би проблем био могућ, потребно 

је и довољно да рМ;- N; ~О. Може постојати више система решеља 
који одговарају једној истој тачки (М;, N;), али је број ових система ог
раничен и сваки од љих даје начин за састављаље члана једна чине који 

одговара датој тачки. Када се конструишу /1 чланова једначине који 
одговарају различитим системима решења за једну исту тачку (М;, N;), 
ова ће тачка бити вишеструка, реда h, за тако конструисану једначину. 

Да би се олакшало тражеље примера, дајем овде таблицу тих ре

шеља за једначине реда мањег од 5, а коју треба применити на сваку 
тачку (М;, N;) која је дата у равни NOM (индекси i су изостављени). 

р= 2: 

или пак 

1 N-M ~ m2 ~-N, 
2 

м 
1 

N ~ m0 ~ М -- N, 
2 

m1 = 2М N- 2m0 , 

р= 3: 

N 

или пак 

1 
N- 2М ~ 1љ, ~ - N, . 3 

1 
М- 2m" ~ т2 ~ - (N- 3m" ), . 2 . 

1 
M-N~m0 ~M--N, 

3 
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р= 4: 

3 1 3 
2М - N - 2m0 ::;; m1 ::;; -М -- N-- m0 , 

2 2 2 

1 m3 = 2 (N- М+ m0 - m2 ). 

1 N - 3М ::;; m4 ::;; - N, 
4 

1 N-2M-2m4 ::;;т, s;-(N-4M), 
. 3 

1 N- М- 2m3 - 3m4 ::;; m2 ::;; 2(N- 4m4 3т3 ), 

3. Када је то тако, ставимо у претходни полином F 

у= (х-а)л f(x), 

89 

где су а и Л две константе које су коначне и различите од нуле, а .f(x) 
функција од х. После узастопних диференцираља добијамо: 

у'= Л( х- a)Jc-I I +(х- а)л.f' 

у"= Л(Л -l)(x- а)л- 2 I + 2Л(х- a)Jc-I.f' +(х- а)л .f" 

у"' = Л( Л -l)(Л- 2)(х- а )л-з .f + 3Л(Л- l)(x- а )л-z .f' 

+ 3Л(х- а)л- 1 .f" +(х- а)л.f'", 

Ако се, краткоће ради, стави 

У Oi = mli + mzi + · · · + mpi 
Yli = mzi +mзi + ... +mpi 

општи члан од F имаће облик 

где је 8i(x) полином по 
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/(х), (х- a).f'(x), (х- а)2 .f"(x), ... , (х- а )1' /Р) (х), 

у коме нема члана који зависи само og f, најзад 

Биhе, дакле, 

i=s 

F = L <р;(х)(х- а)лм,-н, [ А;.f(х)м' + 8;(х)Ј. 
i=l 

Посматрајмо у овом збиру скуп Т чланова за које је експонент 

ЛМ;- N; од (х- а), стављених као чинитељ, најмањи. Према вредно
стима за М;,N;,Л, скуп Т he бити састављен од само једног члана, од 
два или више, а ја hy тражити потребне и довољне услове који 

. . 
одговараЈу за те различите случаЈеве. 

Уопште, да би чланови индекса у,8,Е, ... били део од Т, потребно 
је и довољно да су следеhи услови симултано испуњени: 

(1) 

(2) 

ЛМу Ny = ЛМ8 -Nв = ЛМе -Ne = ... , 

ЛМу-Nу <ЛМ;-N; 

за све целе вредности индекса i од 1 до s различите од индекса чланова 
који су део од Т. 

У слов (1) се може написати 

(З) Л= Ny- Nв - Nв- Ne = 
Му -Мв Мв -Ме 

Види се, дакле, да Л треба да је коефицијент правца праве (у,8) и 

да тачке које одговарају различитим члановима од Т морају бити на тој 

праВОЈ. 

Са друге стране, количина ЛМ;- N;, када се у њој Л замени вред
ношhу (3), представља ординату у координатном почетку, S;,л, про

мељеног знака, праве која пролази кроз (i) коефицијента правца Л. 
Према томе, да би чланови индекса у,8,Е, ... били део од Т потре

бно је и довољно: 

1 о да су тачке индекса у, 8, Е, ... на истој правој и да је Л коефи
ЦИЈент правца те праве; 

2° да је s.0 , > Si,), за све индексе i од 1 до s који су различити од 
у,о,Е, .... тј. даје ордината у координатном почетку праве (у,о) веhа но 
она ма КОЈе праве паралелне са (у, 8) и која пролази кроз тачку (i) која 
није на правој (у, о). 
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Ако су све тачке (M;,N;) једноструке, правац сваке праве (у,8) је 
нотпуно одређен и, према томе, за те тачке услов 1 о је задовољен само 
за једну вредност Л. Али ако је тачка (М;, N;) вишеструка и одговара, 
на нри/\rер, индексима i,j, k, ... , правац правих (i,j), (ј, k), ... биhе потпуно 
неодређен и може бити ма какав; према томе, за вишеструке тачке ус

лов 1 о увек је испуњен, ма каква била вредност за Л, реална или имаги
нарна (комплексна, прим. прев.); за ове тачке остаје само да се покаже 

да су неједначине 2° задовољене. 
Разликоваhу, дакле, два случаја, да ли су све тачке (М, N) једно

струке или их има вишеструких. 

1. слу•шј: Све су Шачке (Mi,Ni) йроаuе.- Да би чланови који од

говарају тачкама (у) и (8) били део од Т, коефицијент правца праве 
(у, 8) треба да има вредност из (3). Обратно, нека је Л подесно изабра
но, ма какве да су две тачке (у) и (8), услов (1) се увек може задо
вољити, само ако ове тачке нису на истој правој паралелној са ОМ или 

са ON. 
Остаје још да се задовољи услов 2°. Дакле, за ово, према особи

нама полигона, потребно је и довољно да права (у,8) буде страница 
полигона која није паралелна са координатним осама. Види се, дакле, 

да би Т било састављено од најмање два члана, потребно је и довољно 

да је Л коефицијент правца ма које странице полигона која није па
ралелна са осама; индекси чланова који тада фигуришу у Т су они од 

темена полигона који се налазе на страници коефицијента правца 

датог у (3). 

2. случај: ПосШоје вщиесШруке Шачке (Mi,NJ.- За те је тачке 

услов 1 о испуњен ма какво да је Л, реално или имагинарно, и да би чла
нови са индексима у,8, ... вишеструке тачке (My,Ny) чиниле део од Т, 
потребно је и довољно да Л добије вредност која he задовољавати 
услов 2°. 

Најпре се лако види да, ако вишеструка тачка (My,Ny) није теме 
полигона, ма какву реалну вредност дали Л, услов 2° се не може никада 
задовољити. Заиста, да би услов Sу,л > Su ... могао бити задовољен за све 
индексе i различите од индекса вишеструке тачке (у), треба да је Л у 
области тачке (у), а како је домен ма које тачке која није теме поли

гона нула, услов 2° је испуњен само за теме полигона. Међутим, свако 
теме полигона задовољава 2° ако се за Л узме ма која вредност која 
припада његовој области. 

Ако је пак Л имагинарно, реhи hy да је експонент ЛМ у- Ny веhи, 
једнак или мањи од ЛМ; - N; према томе да ли 

mod(X- а)(ЛМу-Nу)-(ЛМ;-N;) 
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тежи нули, коначној граници или се повеhава бесконачна када х тежи 

ка а. Према тој дефиницији, ако се са R(Л) означи реални део од Л, да 
би било 

потребно је и довољно да 

а видели смо да, да једна таква једначина буде задовољена за све инде

ксе i различите од оних који припадају вишеструкој тачки (у), потре
бно је и довољно да та тачка у буде теме полигона и да се R(Л) налази 
у области тога темена. Дакле, та област није никада нула и представ

љена је коначним интервалом ако је теме уметнуто, бесконачним у 
једном правцу ако је теме екстремно или дата интервалом од Л = -оо 
до Л = оо ако је то једино теме полигона. 

Може се, дакле, уопштено реlш: да би члан индекса који припада 

вишеструкој тачки (My,Ny) био део од Т, потребно је и довољно да ова 
вишеструка тачка буде теме полигона и да реални део од Л буде у об

ласти тога темена. Ако су ови услови испуњени, Т he бити збир свих 
чланова који одговарају индексима вишеструке тачке, и то када R(Л) 

није нека од граничних вредности интервала која дефинише област 

темена; а уз ове чланове доhи he и они који одговарају индексима об
лижњег темена, када је R(Л) гранична вредност тог интервала; у овом 

случају пак Л је коефицијент правца странице КОЈа посматрано 

вишеструко теме спаја са оближњим теменом. 

Претходно се може сажети у две следеhе леме. 

Лема 1.- Да би се Т састојало само од једног члана, потребно је и 
довољно: 

1 о да полигон нема ниједну страницу која није паралелна са осама 
или, ако их има, да Л није коефицијент правца ниједне од тих страница; 

2° да полигон нема вишеструких темена или, ако их има, да R(Л) 
не буде у области ниједног од тих темена. 

Лема П.- Да би се Т састојало од два или више чланова, потребно 

је и довољно да је бар један од следеhих услова задовољен: 

1 о полигон има непаралелних страница са осама и Л је једнако 
коефицијенту правца једне од тих страница; Т he тада бити збир члано
ва од F који одговарају индексима тачака на правој чији је коефици
јенат правца Л; 

2° полигон има вишеструких темена, а R(Jc) је у области једног од 
овпх темена; Т he тада бити збир свих чланова који одговарају индекси
ма посматраних темена. 
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4. Искористимо сада ове две леме да бисмо за F дали облике који 
he нам касније користити. 

А. Прей1йоаТiавимо да су исйуњени услови 1 о и 2° Леме I- Скуп т 

је тада састављен само од једног члана, а индекс овог члана биhе ин

декс простог темена у чијој је области R(A). Нека је h тај индекс и ста
вимо, краткоће ради, 

тада се F може написати у облику 

знак L се простире на све тачке (М1 , N1 ) различите од (М1,, N 11 ); треба 

још приметити да су сви експоненти S1,,л. - S1 .л. позитивни, јер је, према 
самој дефиницији члана индекса /1, Sџ > S1 ,л. за све тачке (М,, N1) ра

зличите од (М1" N1,). 

В. Пре~ТiйосШавимо ga је исйуњен услов 1 о Леме П- Скуп Т је тада 

збир свих чланова који одговарају индексима тачака на страници кое

фицијента правца Л. 

Договоримо се да са L представимо сабирање по свим индекси
u.л 

ма оних тачака (М1 , N1) које су на правој (i, ј); са L сабираље по ин
-u.л 

. . 
дексима свих оних тачака различитих од оних КОЈИ леже на правоЈ 

(i, ј). 
Нека је (у, 8) ма која страница полигона која није паралелна са 

осама; тада је, када је Л коефицијент правца те странице, 

т= (х-а)-sу.л LQ1(x) 

(у,8) 

и F се може написати у облику 

или 

F =Т+ L.cx-a)-sr.'-Q1(x) 
-(у,8) 

(П) F = (x-a)-sr.•[L,n,(x)+ I,cx-a)sr.л-s;.лQ,(x)], 
(у,8) -(у,8) 

где су сви експоненти Sу.л. - S1 ,л. позитивни. 
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С. ПреШйосШави.мо ga је исйуњен услов 2° Ле.ме П- Т he бити 
збир свих чланова који одговарају индексима вишеструког темена у 

чијем је домену R(Л). Договоримо се да са L представимо сабирање 
(у) 

по индексима свих тачака сакупљених у вишеструко теме чији је један 

индекс у ; са L сабирање по свим индексима i од 1 до s различитих од 
-(у) 

оних тачака које су сакупљене у теме (у). 

или 

Дакле, ако је R(Л) у области врха (у) биhе 

Т= (х- a)-sr.л L"n;(x), 
(у) 

F =Т+ L"cx-a)-sr.лr.џx) 
-(у) 

(Ш) F =(х- a)-sr.л [L .О.;(х) + L (х- а)5r.л -s;,л f.Џх)], 
(у) -(у) 

са свим позитивним експонентима Sy) .. - S;,л. 

Може се још приметити, пошто сума L треба да се односи на 
(у) 

све индексе свих тачака сакупљених у (у) и пошто све ове тачке имају 

исте координате, а посебно исте апсцисе, да he, ако се ова апсциса обе
лежи са )1, бити 

L".O.;(x) = .f(x)~ L А;<р;(х) + L <р;(хЩ(х). 
(у) (у) (у) 

5. Претпоставимо сада да је х = а нула или бесконачност интегра

ла у једначине F =О, и то таква да за одређену вредност Л 

у 

тежи ка одређеној граници, коначној и различитој од P".r::e ка ца х тежи 
ка а. Ако је R(Л) позитивно, а ће бити нула интегра.ла реда R(Л); ако је 

R(A) негативно, а ће бити бесконачност интеграла реда- R(Л). 

У околини х = а може се написати 

у= (x-aif(x), 
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где је /(х) функција која тежи одређеној граници р, коначној и разли
читој од нуле када х тежи ка а. 

Заменимо у у F; F he бити облика (I), (П) или (Ш), према томе да 
ли су услови (А), (В) или (С) испуљени. Ма какав облик да узме F ре
зултат замене у у F треба да је идентички нула, ма какво х било у 
околини .У а, јер је у интеграл од F О. Према томе, у околини х = а 
биhе идентички или 

или 

"'\:"' S -S .('Џх)+ ц(х-а) 11' ;лQ;(х) =О, 

<у.о) -<у.о) 

или 

L Q;(x) + L (х- а)Sул -S;л Q;(x) =О, 
(у) -(у) 

према томе да ли је F у околини х= а облика (I), (П) или (Ш). 
Претпоставимо да х тежи ка а. У случају једна чине првог реда мо

гли смо тврдити да he .f(x) тежити коначној и одређеној граници р и да 
he бити 

(Е) 

за све вредности х= а од х, сем можда за известан број утврђених и уна

пред познатих вредности коЈе су трансцендентни сингуларитети инте

грала. У општем случају, то није тако за случај једначине вишега реда. 

У свему овом што следи претпоставиhемо преhутно да су тран

сцендентни сингуларитети посматраног интеграла и његових извода, 

све до реда р, непокретни. У случају када то није тако, оно што hемо 

реhи односиhе се само на партикуларне интеграле (или који зависе од 

констаната), а који имају само унапред дате трансцендентне сингула
ритете, на пример, на мероморфне интеграле једначине или на инте

грале који имају, што се тиче покретних сингуларитета, само полове и 

алгебарске критичне тачке (као и њихови изводи) и, уопште, на 

инШеzрале који су (као и њихови извоgи go pega р) ogpebeнoz инфини
Шезималноz pega у околини йокреШних вреgносШи х које их анулирају 
или чине бесконачним, тако да, ако је интеграл у инфинитезималног 

реда Л, његов k-ти извод је реда Л- k (k = 1, 2, ... ,р). 
У овим случајевима услови (Е) биhе испуњени а да се не учини 

никаква додатна претпоставка, а како су 8; полиноми по 
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Ј, (x-a)f', (x-a)f", ... ,(x-a)l' /Р) 

у којима недостају чланови који зависе само од ј, за х= а биhе 

lim8i(x) =О (i = 1,2, ... ,s). 

Дакле, за све вредности а, сем за извесне партикуларне вредности 

а' за које функције <ј\(Х) постају бесконачне, а које he се увек унапред 
препознати,биhе 

Пр.ема томе, када се зна да су сви експоненти Sk,Л.- Si,Л. и Sу,л.- Sџ 
позитивни, види се да he за све вредности а које нису партикуларне 
вредности а': 

А. ако су услови 1 о и 2° Леме I испуњени, бити 

А1,<р 1,(а)рм,, =О; 

В. ако је услов 1 о Леме П испуњен, бити 

где треба ставити 

L Аi<рЈа)рм, =О, 
(у,о) 

а А заменити коефицијентом правца посматране странице (у, о). Н а
зваhу ову јеgначину јеgначина йо р за aupamщy (у, о). 

С. Нека је услов 2° Леме П испуњен, биhе 

LA/1\(a) =О. 
(у) 

Пошто се Ai замени њеним изразом по А, добија се алгебарска 
једначина по А 

(с<1 коефицијентима Si који су функције од а), коју hy назвати:јеgначи
Јtа йо А аа вшиеаТlруко clle.мe (у). 

Једпачина по !с за просто теме (i) своди се на Ai =О или 

б. До сада нисам прецизирао да ли је а нула или бесконачност 

шпегр<1л<1; р<1зликујмо сада та два случаја. 
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I. -Вредност а је бесконачност интеграла 

А. Најпре претпоставимо да су испуљена следећа два услова: 

1 о полигон нема ниједне странице негативног коефицијента 
правца или, ако их има, А није ниједан од тих коефицијената; 

2° полигон нема ниједно вишеструко теме негативне области или, 
ако их има, R(A) није у таквој области. 

Тада се види, узимајући у обзир Лему I и да А треба да је негати-
вно,даЈедначина 

мора постојати за све вредности а које нису бесконачности а' функ

ција <р1 (х); и, како је р различито од нуле, а једначина А11 =О, која је 

нема негативног корена по А, а је корен једна чине 

Одатле се закључује: ако су услови 1 о и 2° испуљени, а не зависи 
од интеграционе константе и анулира или чини бесконачном бар једну 

од функција <р1 (х). 

В. Претпоставимо, затим, да полигон има страница са негативним 

коефицијентима правца и да је А један од тих коефицијената. 

Ако су (у) и (о) два темена која ограничавају страницу чији је кое
фицијент правца А и ако а није ниједна вредност а', тада бисмо имали 

L А1 <р 1 (а)рм; =О. 
(у,о) 

Ма какву вредност имало а, ова једначина има најмаље један 

корен по р, коначан и различит од нуле, јер су све вредности М1 које се 
јављају на левој страни једначине различите, и бесконачност а може 

зависити од интеграционих констаната. Види се, такође, да је граница 
р од Ј( х), када х тежи ка а, алгебарска функција од <р1 (а). Посебно, 
када је једначина F = О алгебарска не само у односу на у и на љегове 

изводе већ и по х, ова граница је алгебарска функција од а. Најзад, ако 
су <р 1 (х) константе В1 (ако, на пример, F = О не садржи х експлицитно), 

граница р се не меља са интеграционим константама и она је корен ал

гебарскеједначине 

L,.лдрм; =о, 
(у,о) 
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из које најпре треба изоставити све корене који су нуле. 

С. Претпоставимо, најзад, да полигон има вишеструка темена са 
негативном облашћу и да је R('A) у једној таквој области. 

Тада, имајуlш у виду Лему П, за све вредности а које се не покла

пају са а' биће 

(
I,Ai<pi(a) =О, пимр. прев.]; 
(у) 

сабираље се односи на све индексе вишеструког темена чији је у један 

од индекса. У претходном смо ову једначину назвали једначина по Л за 

вишеструко теме (А) ((у)прим. прев.); напишимо је у облику 

8('А) = /.;" + S1 (а)/.;"-
1 + S2 (а)/.;"-

2 + ... + Sm-l (а)'А + Sm(a) =О. 

Ако сви корени Л ове једначине зависе од а, када се а меља са 

интеграционим константама, мељаће се и Л; али то није неопходно ка

да су један или више корена независни од а. Ако, у посебном случају, 

ниједан корен не зависи од а, ред Л бесконачности а сигурно се не меља 

са интеграционим константама. То се дешава, на пример, у једначи

нама у којим х не фигурише експлицитно и за те једна чине (нека су ус

лови за трансцендентне сингуларитате испуљени) ред ма које покретне 
бесконачности једнак је корену, увек утврђеном, једначине по Л (када 

се та једначина не сведе на идентитет) чији је реални део негативан и у 

области вишеструког теме на (у). 
У опште, може се реhи, да би бесконачност а могла бити покретна 

и љен ред Л непокретан и обухваhен у области вишеструког темена (у), 

потребно је да једначина по Л за то теме има бар један корен чији је 

реални део независан од а и у области овог темена; Л је тада реални део 

Једног од тих темена. 

Ако се полином (полигон, прим. прев.) сведе на једно једино 

вишеструко теме (праву), област тог темена је интервал од Л= -оо до 
Л= оо; у том случају, да би бесконачност а могла бити покретна а љен 

ред А непокретан, једначина по А за то теме треба да има бар један ко

рен чији је реални део негативан и независан од а. 

Из претходног се могу извуhи следеhе теореме. 1 

Теорема I. Kag zog инГйеzрал og F = О има йокреГйних бескона

чносiТiц, бар јеgан og cлegehux услова је исйуњен: 

1 У СВI!М ошш тсоремама радићс се, разуме се, о бесконачностима (или нулама), 
таквим да пос~1атрани ннтеграл (као и љегови изводи реда р) буде одређеног инфи
ннтезЈЈмалног per\a у љеговој околини. 
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1 а полигон има једну или више страница негативног коефицијента 
правца и Л је један од тих коефицијената; 

2° полигон има једно или више вишеструких темена са негати
вном облашћу и постоји део S равни а, који се не своди на изоловане 
тачке, ограничен или неограничен и такав да за све вредности а које се 

налазе у овом делу једначина по Л за једно такво теме има бар један 

корен чији је реални део негативан и у области тога темена; Л је тада 

реални део једног од таквих корена и бесконачност а припада делу S. 
Да би се боље разумео смисао ове теореме, применимо је, на при

мер, у 

F = y'sy"2 + 'РI(х)уу''у''з + 'Р2(х)ун + <p,(x)y"s + 'Р4(х) =О. 

Полигон од F је на слици 8; теме В је двоструко, индекса 1 и 2, а 
темена А и С, индекса З и 4, проста су темена. 

Коефицијент правца странице АВ је _l, од ВС је -9. Област 
2 

1 
темена В је интервал од Л = -9 до Л = - . 

2 
N 

10 ...... _,_" ____ ,. 

Слика 8 

Једначина по Л за то теме је 

коЈа има корене 

Л= О, л= 1, 

1 
Ако покретна бесконачност а интеграла није реда - 2 или -9, 

реални део од 1 је негативан и обухваћен интер в ал ом (-9, _l); 
1+<р 1 (а) 2 

ако није тако, бесконачност а је непокретна. Ставимо 
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а = ~ + Т)i, 
1 

(~ ') = &(~,Т))+ iX(~, Т)); 
+<р, +Т)z . 

покретна бесконачност а (ако није реда - _!_ или -9) остаје стално у де-
2 

лу равни (~,Т)), заједничком за два дела 

&(~, 11) > -9 - ): 1 и rо(..,,Т))<--. 
2 

Ван овог дела равни свака је бесконачност од у која није реда - .!_ 
2 

или -9 непокретна. 

Теорема П. - Kag zog инШеzрал има йомичних бесконачносШи 
које имају нейокреШан peg "А, бар јеgан og слеgеhих услова је исйуњен: 

1. полигон има једну или више страница негативног коефицијента 
правца и Л, је један од тих коефицијената; 

2. полигон има један или више вишеструких темена са негативном 
облашhу, и то таквих да једначина по Л, за то теме има бар један корен 

чији је реални део независан од а, негативан и обухваhен облашhу тога 

темена; Л, је тада реални део једног од тих корена. 

Из Теореме I изводи се као закључак следеhе: 

Теорема ПI. - Kag zog је Шеме & gесно йолиzона у исШо време ек
сШремно gесно Lueмe и каgа је Шо Шеме йросШо, или йак ако је више

сШруко, а ga му у равни а не ogzoвapa нијеgан geo S gефинисан као у 
Теореми 1, бесконачноаuи иmuezpaлa не мењају се са инШеzрационим 
конаианШама. 

Осим тога, ако је /1 индекс темена & десно и ако је то просто те
ме, свака је бесконачност интеграла било корен једначине <р 1,(х) =О, 
било бесконачност других функција <р;(х); ако је то вишеструко теме, 
свака је бесконачност интеграла било бесконачност функција <р;(х) 

различитих од оних што одговарају том темену, било нека од изолова

них тачака на коју се своде делови S који одговарају темену, у случају 
да такве тачке постоје. 

То је лако видети примеhујуhи да се за ма коју вредност Л, која 

има реални део негативан скуп Т своди на члан индекса 11, ако је теме 
просто, а збир је свих чланова који одговарају свим индексима темена, 

ако је овај вишеструк. У овом последљем случају, за изоловане тачке 

на које се своде делови S који одговарају темену, једначина по Л, не до
пушта ниједан корен чији је реални део негативан и у области темена, 

!\Ш каква била вредност додељена за а. 
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Теорема IV.- Чак и каgа теме w gесно није gесно ексШремно й1е
.ме, ако А није коефицијетu йравца неке og стратща йолиzона gесно og 
врха w gесно, или ако јеgначине йо А за Шемена gесно og Luoz Lueмeт-ta w 
и.мају корене йо А независне og а који се не йоклайају са gщuuм А йосма
Luране бесконачноаuи, ова бесконачноаu мора анулираШи <р 1, (х) (или 
yчumauu ga јеgна og дpyzux функција <р 1, (х) йоаuане бесконачна), zge h 
означава инgекс Luемена у чијој облааuи је -А. 

Из претходног се види да, једино изузев случаја када се полигон 

своди на једно једино вишеструко теме, и то такво да је лева страна 
једначине по А за то теме идентички нула, ма какво да је а и А, каg 2og 
је peg йокраuне бесконачносШи уLuврЬен, он је алzебарска функција 
нумеричких конаuанщuа које се јављају на левој аuрани gифертци

јалне јеgначине. Посебно, пошто су те константе алгебарски бројеви, 

ред А је такође алгебарски број. Најзад, кад год услов 2° Теореме 1 није 
испуњен, ред сваке покретне бесконачности је број који се не мења са 

интеграционим константама, и више, он је самерљив. 

Из Теореме 1 може се извуhи и следеhа примедба: 
Претпоставимо да је теме полигона w десно у исто време десно 

. . 
екстремно теме, а и да Је вишеструко теме; претпоставимо ЈОШ да део 

S, који је дефинисан у Теореми 1 и који се односи на то теме, не садржи 
целу раван а, и обележимо са -S цео део равни а који се не садржи у S. 
Из Теореме 1 следи да интеграл у делу -S може да има само изоло
ваних бесконачности које се не мењају са интеграционим константама. 
Ако, у посебном случају, овај део -S на реалној оси хвата ограничене 
или неограничене делове ове осе, ни у јеgном og ових gелова инШеzрал 
не може имаШи реалних йомичних бесконачносШи. И ако се цела реал

на оса налази у делу -S, све су реалне бесконачности интеграла непо
кретне и поклапају се са бесконачностима функција <р;(х), различитих 

од оних које одговарају индексима темена w десно. Постоје, тако, gо
вољни услови ga су реалне бесконачности инШе2рала нейокреШне и, 
ако су ови услови исйуњени, ове бесконачносШи се моzу сматраШи ga
Luим. У великом броју случајева моhи he се распоредити коефицијенти 
који фигуришу на левој страни једначине тако да су све реалне беско

начности непокретне. Најзад, лако се конструишу општи типови једна

чина у коЈима су претходне околности реализоване. 

Применимо ове резултате на јеgначине у којима се х не јавља екс

йлициLuно. 

За ове једначине ниједан корен једначине по А за неко вишестру

ко теме не зависи од а; према томе, ред покретне бесконачности инте

грала не мења се са а. Са друге стране, како се у општем интегралу 

увек јавља адитивна константа уз х, свака се бесконачност интеграла, у 
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случају да такве бесконачности постоје, мења са интеграционим кон

стантама. Према томе, за ове једначине, каg 2og је неки инй1е2рал бес
коначан за коначну вреgносй1 og х, бар јеgан og услова 1° и 2° Теореме 
П је исйуњен. 

Најзад, изузев јединог случаја када се полигон своди на вишестру
ко теме, и то такво да се лева страна једнаЧине по Л за то теме иденти

чки анулира за ма какво Л, ред ма које бесконачности интеграла увек 

је корен алгебарске једначине чији су коефицијенти линеарне и хомо

гене функције коефицијената који се јављају на левој страни диферен

цијалне једначине, или је пак коефицијент правца странице полигона. 

Када су бројне константе које фигуришу у диференцијалној једначини 

алгебарски бројеви, ред ма које бесконачности је такође алгебарски 

број. 

П. - Вредност а је нула интеграла 

Довољно је да применимо претходна тврђења на F =О трансфор-

мисану помоћу 1 да бисмо добили тврlјења која се односе на нуле 
у 

интеграла. У свим овим тврђењима посматрају се само странице са 
негативним коефицијентом правца и темена која су са негативним об

ластима; али обавештења о нулама могу се добити посматрајући стра

нице са позитивним коефицијентом правца и темена која су са позити
вним областима полигона П од F = О а да се не мора конструисати по-

лигон трансформисане једна чине. 

Претпоставимо, на пример, да су испуљена следећа два услова: 

1 о полигон нема ниједну страницу позитивног коефицијента прав
ца или, ако га има, Л није ниједан од тих коефицијената; 

2° полигон нема ниједно вишеструко теме са позитивном области 
или, ако га има, Л није у тој области. 

Тада, водеhи рачуна да Л треба да је позитивно и о Леми I, види се 
даЈеЈедначина 

задовољена за све вредности а које нису бесконачности од <р 1 (х). Ова 
једначина је задовољена било вредностима а- коренима за <р 1,(а) =О, 
било вредностима Л- коренима једна чине 

Према томе: Ако су услови 1 о и 2° исйуњени и ако А није јеgан og 
целих бројева 1, 2, З, ... , (р-1), а је 1-1ейокреШно и а1-1улuра или чинu 
бесктшч !IOAt бар јеgну фу1-1кцију <р 1 (х). 
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Сваком ранијем тврђењу које се односи на бесконачности одго

вара тврђење за нуле интеграла у које улазе странице позитивног кое
фицијента правца или темена позитивне области; само, ова тврђења 
имаhе карактер мање прецизиран но прва, јер се овде коефицијенти 

А;, у општем случају, анулирају за целе позитивне вредности А, а ред А 

посматране нуле може бити једнак тачно једном од тих целих бројева, 

у ком случају се не може ништа реhи о непокретности такве нуле. 

Али, потребно је додати још услов да би странице са позитивним 

коефицијентом правца и темена позитивне области дали еквивалентне 

резултате онима које смо нашли у случају бесконачности. 

Нека је 15, индекс темена у чијој је области правац 

А= k (k = 1,2, ... ,р), 

где је р ред дате једна чине F =О. 
Назовимо ова темена 15k; може се десити да исто теме истовреме

но задовољава више ових услова (да његова област обухвата више це

лих бројева 1, 2, ... , р), па чак да једно одговара свима. ПреШйосШави.мо 
ga у F скуй чланова који оg2оварају инgекси.ма 15 1, 15 2 , ... , 15" саgржи само 
х, у, у'. Тврдим да: 

Kag 2og су услови Ле.ме I исйуњени, нула а је нейокреШна и анули
ра јеgну og функ~~ија 

или чини бесконачно.м јеgну og gpy2ux функција <pi(x). 
Стварно, Т се тада своди на један члан и биhе, ако је 11 индекс тога 

члана, 

(1) 

Најпре, јасно је да ако А није један од целих бројева 1, 2, ... , р, по
следља једначина захтева да а анулира <ph(a). Али је то исто тако и 
када је А један од тих целих бројева; јер је тада индекс 11 неопходно је
дан од индекса 15 1,15 2 , ... ,15" (јер је, према самој дефиницији темена, 

15k, S8џ > Sџ..), а како се у члановима који имају ове индексе јављају 
само х,у,у', за ове чланове је 

и Једначина А11 =О може бити задовољена само за А= О, дакле 
<р11 (а) =О. 

Следи да he за све једначине у којима чланови који одговарају ин
дексима темена 15k садрже само х,у,у' постојати, на основу посматра-
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ња темена лево од темена со, тврђења аналогна онима које нам је дало 
посматраље темена десно од темена со. Некорисно је да се овде наводе 
тврђења која су потпуно аналогна онима које се односе на бескона

чности интеграла и која се врло лако исказују. Да би се она добила, у 

тврђењима која се односе на бесконачности треба само заменити нега

тивне коефицијенте правца позитивним, вишеструка темена негати

вних области онима позитивних области итд. 



ДРУГА ГЛАВА 

НЕКОЛИКОПРИМЕНАНАУНИФОРМНЕ 

ИНТЕГРАЛЕ 

1. Методе господина Поенкареа, које допуштају да се тачно одре
ди аналитичка природа униформних трансцендената датих општим ин

тегралом алгебарске једначине првог реда, не преносе се непосредно 

на једначине вишег реда. Узрок за ово, како га је изнео господин Пе

нлеве, јесте што су трансцендентни сингуларитети једначина првог ре
да непокретни и, према томе је биуниформна трансформација криве 

F(x,y,y') =о у F(x0 ,yo,J~J) =О 

неопходно бирационална- чињеница која не важи за једначине вишег 

реда, што потпуно мења карактер ове теорије. И поред тога ове ме

тоде се проширују на случај другог реда када је одговарајуhа биуни

формна трансформација бирационална, што придодато другим разма

траљима господе Пикара и Пенлевеа чини да је данас теорија унифор

мних трансцендената, произведена интеграцијом алгебарских једна чи

на другог реда, потпуна из више разлога. 

Подсетиhу на неке основне познате резултате о општем интегра

лу једначине другог реда, алгебарске по х, у, у', у", када је тај интеграл 

униформна функција од х. 

Ови интеграли, што се тиче сингуларитета, могу имати полове и 

непокретне и покретне есенцијалне тачке, али никада немају прекиде. 1 

То је та огромна разлика која дели једначине другог реда од оних ви

шег реда. Тако, униформни интеграли врло простих једначина треhег 

1 Painleve, Comptes rendus, Т. CXVI, (1893), рр. 362-365. 
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реда имају прекиде и чак се ови прекиди мењају са интеграционим 
константама. 

У својим радовима о једначинама F(y,y',y") =О, алгебарским по 
х, у', у" и где се х не јавља експлицитно, господин Пикар 1 је показао да, 
када је општи интеграл униформан и алгебарски зависи од две инте
грационе константе, алгебарска површ која је представљена једначи

ном, допушта бирационалну трансформацију у саму себе и тада се 

може распознати природа општег интеграла. Аналитички облик тог 

интеграла биће различит већ према природи бирационалне трансфор

мације. Интеграл за који се претпоставља да је униформан рационалан 
је било по х, било по еах, било по sn(ax) и cn(ax), dn(ax) или је пак че
твороструко периодична функција ОД две променљиве ах+ cl' Ьх + с2' 
где су а и Ь погодно одређене константе, а С 1 ,С2 две интеграционе 
константе. У овом последљем случају интеграл може да се сведе на 

рационалну функцију било по е ах и е 1'х' било по х и еах. 
У случају када се не допушта да интеграл за који се претпоставља 

да је униформан алгебарски зависи од интеграционих констаната, 

питање да се позна да ли је општи интеграл униформан и да се 

прецизира његов аналитички израз показује се много тежим. Господин 

Пикар је уобличио потребне услове за све случајеве (али који нису 
довољни) за униформност интеграла. Он је нарочито посматрао случај 
у"= R(y,y'), где је R рационално по у и у', и показао да, кад год је оп

шти интеграл униформан, он се моЖе написати у облику количника 
две униформне функције, које су без полова и које задовољавају дифе

ренцијалне једна чине, које се лако састављају помоћу дате једначине. 

Недавно је господин Пенлеве2 дошао до резултата за једначину 
у"= R(y,y'), где је R рационално по у' и алгебарско по у, да је општи 

интеграл, када је униформан, комбинација рационалних функција, 

експоненцијалних, двопериодичних или да зависи од Рикатијеве једна
чине са периодичним коефицијентима. Осим тога (када је интеграл 
униформан), интеграционе константе се увек могу тако изабрати да 

интеграл алгебарски зависи бар од једне од тих констаната. Метода 

која уосталом, допушта да се препозна да ли је општи интеграл дате 

једначине стварно униформан је осетљива да би се могла проширити 

на све алгебарске једначине по у,у',у" и да би дозволила да се 

предвиди да теорема слична претходној важи за све једначине. 

1 Mcmoiгe s1n /а tbloгic dcsfimctions аЈ.~Њгiцисs clc clcux \'aгiahlcs, 1889 

2 Corлptcs rcпcltJs, Т. CXVII, (IR93), рр. 21 l-214 
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Ако се х у F(x,y,y',y") =О јавља експлицитно и ако се претпоста
ви да је биуниформна трансформација која трансформ:ише површину 

F(x,y,y',y") =о у F(x0 ,y0 ,y[),y[;) =О, 

у исто време и бирационална, господин Пикар је показао да се методе 

господина Поенкареа за први ред генералишу и омогуhују да се пре
цизира природа интеграла који се претпоставља да је униформан (или 

општије, са непомичним критичним тачкама). Тада се овај интеграл 
своди на униформне трансценденте које дефинишу алгебарске једна чи

не првог реда, линеарне једначине и четворопериодичне функције од 
две променљиве. 

Господин Пенлеве је показао да he то бити кад год се могу иза
брати интеграционе константе тако да униформни интеграл алгебар

ски зависи од једне или од обе константе. Када је у трансцендентна 
функција једне једине интеграционе константе, диференцијална једна
чина се своди, у најнеповољнијем случају, на Рикатијеву једначину чији 

коефицијенти и сами зависе од Рикатијеве једначине са алгебарским 

коефицијентима.l Ако две константе алгебарски улазе у у, једначина F 
=О се интеграли или алгебарски или квадратуром, или се пак своди на 

линеарну једначину треhег реда.2 Међутим, методе господина Пенле-. . 
веа,кадаЈедатаЈедначина 

F(x,y,y',y") =О, 

омогуhују да се позна да ли је општи интеграл униформна функција од 

х која алгебарски зависи од интеграционих констаната. 
Долази се тако до овог општег закључка: док у на трансцендентан 

начин не садржи две интеграционе константе (ма како их изабрали), 

општи интеграл, када је униформан, изражава се познатим трансцен

дентама до којих доводе теорија једначина првог реда и линеарне јед

начине. Али није више исто када је интеграл трансцендентна функција 

две константе; једначина F(x,y,y',y") =О тада може да дефинише нове 
трансценденте, што показују извесни примери које је недавно саставио 

господин Пенлеве. 

2. Компликације се још повеhавају када се прелази са другог на 
виши ред. То је зато јер модуларне и Фуксове функције, интеграли 

врло простих једначина треhег реда (где х не улази експлицитно) имају 
прекиде који су променљиви са интеграционим константама. Тако 

1 Comptes rendus, Т. CXVI, (1893), р. 566. 

2 Љid., Т. CXVI, (1893), р. 173. 
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једначине трећег реда уводе, дакле, суштински нове трансценденте, 
што се не јавља код другог реда. 

Разлика је још много већа када се х јавља експлицитно у једначи
ни. Ипак, када се ограничи на ма који ред једначине у којој х може да 
се јавља, интеграл које једначине је униформан и алгебарски зависи од 
констаната, горе наведене теореме, лако се проширују у случају једна

чина другог реда. 

Али, сви резултати које смо до сада навели тичу се само ойшШеz 

интеграла, а не казују ништа о йарШикуларним униформним интегра

лима. Одређиваље ових интеграла и њихове аналитичке природе ком

пликованији је проблем но аналогни проблем за општи интеграл. То 

даје неки интерес за резултате који следе. 

Показаћу нека упрошћавања која омогућују да се претходне тео

реме о нулама и половима интеграла користе при изучавању унифор

мних интеграла ( општих или партикуларних) обимних класа диферен
цијалних једначина било ког реда. Помоћу ових теорема и неких тео

рема опште теорије функција изучавање униформних интеграла за 

доста опште врсте једначина, моћи ћемо свести на аналогно изучавање 

једначина нижег реда или на изучавање холоморфних интеграла дру

гих једначина. Указаћу на опште облике једначина ма ког реда за које 

ће бити сигурно да униформни трансценденти који су настали инте

грацијом нису различити од познатих трансцендената и за које ће се 

знати распознати да ли има униформних интеграла или не. 

У свему овом што следи реч је о униформним интегралима који 

имају само унапред дате есенцијалне тачке које су изоловане и у кона
чном броју, а посебно о мероморфним функцијама. 

О нулама и половима мероморфних функција 

1. Ред ма које бесконачности или нуле, непокретне или покретне, 
унифор~шог интеграла увек је утврђен и цео број. Према томе, водећи 

рачуна о претходним теоремама, може се исказати следеhе тврђење: 

I. Ако униформни интеграл од F =О који садржи једну или више 
интеграционих константи има покретних бесконачности, бар један од 

следеhих услова је испуњен. 

1 о Полигон од F има једну или више страница коефицијента пра
вца који је цео негативан број и А. је један од тих целих бројева. 

2° Полигон има бар једно вишеструко теме чија област садржи 
један или више целих негативних бројева n1, п2 , п~, ... , тако да једначина 
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по А за то теме има бар један корен независан од а и једнак једном од 
целих бројева n1, n2 , n3 , ••• ; ред А је један од тих бројева. 

П. Ако је у униформни интеграл од F = О, било да садржи или не 
интеграционе константе и када није испуњен ниједан од услова 1 о и zo 
из тврђења I, сваки пол од у је: било корен, било пол бар једне од фун
кција <pi(x) или пак корен одређене једначине по А. Ево како се још 
могу тачно одредити ове вредности. 

Нека је !1 индекс темена w десно, l11 ,/12 , ... индекси оних темена 
који су десно од темена (/1) и који сваки у својој области обухвата бар 
један негативан цео број, ако таква темена постоје. Тада: 

1 о Кад год је А цео негативан број који је у области неког од йро
сСйих темена l11, l12 , ••• или у области теме на ћ за које се претпоставља 

да је йросШо, пол а анулира ону функцију <pi(x) чији је индекс једнак 
индексу темена у чијој је области А или чини бесконачним једну од 
осталих функција <pi(x). 

zo Кад год је А негативан цео број који се налази у области једног 
од вишесйlруких темена 111,112 , ... , или у области темена ћ за које се 

претпоставља да је вишесШруко, пол а је: било корен једна чине по А за 
то теме (у чијој области је А), када се у тој једначини А замени негатив

ним целим бројем који је у области темена, било бесконачност функ

ција <pi(x) које не одговарају том врху. 
Претпоставимо да једначина F =О не садржи х експлицитно. 
Ако има један униформни интеграл, има их бесконачна много ко

ји зависе бар од једне интеграционе константе. Да би неки од тих инте

грала могао постати бесконачан за коначну вредност х, потребно је да 

полигон има бар једну страницу коефицијента правца који је цео нега

тиван број и да је А један од тих коефицијената, или пак да постоје јед

но или више вишеструких темена, и то таквих да једначина по А има 

негативне целе корене који су у области темена; тада је А један од тих 

корена. Ако ниједан од тих услова није испуњен, сваки .меро.морфни 

инШе2рал је холо.морфан у целој равни. 

Најзад, сва ова тврђења је лако претворити у аналогна тврђења 

за нуле униформних интеграла. 

2. Ставимо у датој једначини 

(1) F(x,y,y', ... ,/"))=О 

1 . k . ф 
у = -+а, где Је а неодре.;ена константа; Једначина се транс ормише у 

z 

i=t 

Ф(x,z,z', ... ,z<")) = L 'Vi(x,a)i0.iz' 5џ ... z<P)sp.; =О, 
i=l 
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где су Si,J цели позитивни бројеви, а \jfi(x,a) полином по а чији су кое
фицијенти функције од х. 

Претпоставимо да је конструисан систем (Mi, Ni) за Ф. У овом he 
систему бити најмање један скуп тачака (Mi, Ni) таквих да, када се 
уклоне, полигон П од преосталог система не испуњава услове 1 о и 2° 
претходног тврђења I. Нека је 

(М1'~ , N 111 ), (М1,2 , Nh
2 

), ••• , (М11 , , Nh, ) 

један такав скуп. Ако kјеgначина 

имају зајеgнички корен а који не зависи og х, вреgносШи за х које су 
корени јеgначине у(х)- а =О (где је у било који униформни интеграл) 
уй1врђене су и унайреg йознаШе. 

Ако је број ових корена а веhи од 2 и ако се х јавља алгебарски у 
F = О, сваки мероморфни инШеzрал (или, ойшШије, са коначним бројем 
есенцијалних Шачака) јесШе рационалан разломак йо х. 

Ставимо у једначини (1) у= l +и, где је и неодређена функција од 
z 

х; ова he једначина постати: 

i=t 

\jf(x,z,z', ... ,z<">) = L.,niz5"·;z'5 l.i ... /")Sp,; =О, 
i=l 

ГДе су Si,j ЦеЛИ ПОЗИТИВНИ бројеВИ, а Qi ПОЛИНОМИ ПО И, u', ... , U(p) ЧИјИ 
су коефицијенти функције од х. Нека су индекси h.1 ,/12 , ... , hk дефини
сани као малопре, ако k gиференцијалних јеgначина 

имају зајеgнички мероморфни инШеzрал u = х(х), корени йо х јеgна
чине у(х)- х(х) =О (zge је у било који мероморфни uюuezpaл og (1)) 
уLuврђени су 11 унайреg йознтuи. 

3. Нека је F(y,y', ... ,/"J) =О једначина у којој се х не јавља ек
сплицитно; ако она има један мероморфни интеграл, има их тада бе

сконачна много. Ако полигон од F = О нема странице коефицијента 
правца који је цео негативан број и ако једначина по Л за теме w десно 
нема за корен цео негативан број, сваки мероморфни инШеzрал је хо

ло.люрфан у чшuавој равни. 

Претпоставимо сада да су испуљени следеhи услови 
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А. Полигон r.tfvta јеgну и само јеgну сСйраницу не2шuивно2 коефици
јеюuа йравца који је цео број и овај коефицијент је јеgнак -1; и више, 
.лtеЬу ruеменима са не2muивном облашhу нема Шаквих ga јеgначшtа йо Л 
за Шо Шеме има целих не2аШивних корена и ga се mtu налазе у обласШи 
iiio2 Liie~vteнa. 

Тада, ако мероморфни интеграл у има полова, то су прости поло

ви. Граница р израза _у_ за х = а је резиgуул1 од у за такав пол и тај 
х-а 

резидуум Је Један од корена р који није нула једначине по р 

(1) L,лдрм, =0 
(у.оЈ 

за страницу коефицијента правца -1, где у Ai треба ставити Л = -1. 
Према томе, ови резиgууми су независни og инШе2рационих конаuан
Ши и увек he бити йознаiU.и. 

В. Једначина по р (претпоставља се да је испуљен услов А) има 

само један корен који није нула или, ако их има више, сви љихови од

носи два по два су увек позитивни и самерљиви. 

Приметимо да је лако уверити се да ли је тако, а да се не решава 
једначина по р, јер када се напише у облику 

ниједан од коефицијената ~, ... , Tm не може бити нула и, ако се ова јед

начина трансформише са а= _е_, ова трансформација мора имати све 
ТЈ 

корене <J 1,a2 , ... ,<Jm реалне, негативне и самерљиве, Јер ако се са 

Wi,l, Wi,2, ... , Wi,m ОЗНаче ОДНОСИ, СВИ самерЉИВИ И ПОЗИТИВНИ, корена 

P1,p2, ... ,pm са pi, биће 

<Ј = EL = Pi 
' Т k=m 

1 -LPk 
1 

-,.-k=-"-, -- = број који је негативан и самерљив. 
L.roi,k 

k=l k=l 

Лако he се израчунати сви корени једначине по а и, према томе, и 
они једначина по р, или he се пак констатовати да услов В није испу
њен. 

Нека су испуњени услови А и В, постојаће број Т реалан или има

гинаран, такав да 
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где су /l; позитивни цели бројеви, међусобно прости. Интеграл ~ Ј ydx 

тада може имати само поларне периоде које су производи целих бро

јева са 2тсi и функција 

_!_Ј ydx 
G(x) =ет 

he биШи цела функција og х. Мероморфни интеграл у тада се може на
писати у облику 

у= Т _Е_ log G(x), 
dx 

где је G(x) цела функција која уойшШава (у случају каgа је инШеzрал 
сШварно мероморфан) функције Al(x) zосйоgина ВајершШраса (Weie
гstгass) или функције 8 из Шеорије елийШичких функција. Тако имамо 
представљаље интеграла у количником две целе функције, а G(x) за
довољава једначину реда р + 1, која се лако саставља помоhу дате 
једначине по у. 

Да то проверимо на простом примеру 

у" 2 - 4у'(1- y')(l- k 2y') =О; 

лако је потврдити да су испуљени услови А и В и да једначина по р за 

једину страницу негативног коефицијента правца, чији је коефицијент 

правца -1, има једини корен р = - ~. Према томе, функција 
k 

-k 2 Ј ydx 
G(x) =е · 

је цела функција од х ако је у мероморфно, што је овде случај, јер је оп

шти интеграл Једначине 

и функција G(x) је баш, до константног фактора, функција 

'' 
-k 2 Ј Jsn 2

xdx
2 

Al(x) =е 1111 

господина Вајерштраса, која је стварно цела функција од х. 



НЕКОЈ!ИКО ПРИМЕНА НА УНИФОРМНЕ ИНТЕГРАЈ!Е 113 

4. Може се десити да једначина F = О не задовољава услове А и В, 
али када се стави 

- R( 1 (СЈ)) Z- у,у, ... ,у ' 

где је R рационална функција од у,у', ... ,у<чЈ са константним и неод
ређеним коефицијентима ai, ови коефицијенти се могу тако уредити 

да буду испуљени услови А и В за диференцијалну једначину по z која 
се добије овом сменом функције. А како је, када је у мероморфно, z 
такође мероморфно, то he се увек моhи наhи константа Т таква да 
функција 

l JR( ' ·'"')d· - у,у , .... ) ,\ 
G(x) =ет , 

пошто се у њој у замени било којим мероморфним интегралом од 

F О, йоСLuане и,ела функи,ија og х која задовољава једначину реда 
р+ q, а која се изводи из предложене једначине по у. 

Ове функи,ије G(x) уойшШавају оне на које је указао 2осйоgин Пи
!Шр 1, а које се оgносе на јеgначину 

у" = R(y' у') 

каgа јој је инШе2рал мероморфан. 
Господин Пикар је показао и то да се, када је интеграл у једна-

чине 

(З) у" + ау3 + bi +су + d + kyy' = О 

(где су а, Ь, ... , k константе) мероморфан, може одредити девет кон
станата А, В, С, т, n, р, q, г, s, и то тако да, када се стави 

израз 

У= Ai +Ву+Су', 
F = тУ3 + nY2 +рУ+ q(Y +г )У'+ sY'2

, 

JFdx 
G(x) =е 

буде цела функција од х која задовољава једначину треhег реда, која се 
лако саставља, а која у том случају треба да има целу функцију за 
општи интеграл. 

1 Theorie des jonctions algЊriques de deux variahles, Journal de Mathematiques pures et 
appliquees, 1889, рр. 283-287. 



114 

N 

2 ··········"' 

1. г; ........ в 

с 

3 м 

Слика 9 

ЈЕДНА ЧИНЕ ВИШЕГ РЕДА 

До овога резултата може се доhи и 

помоhу оног што претходи, а може се још 

додати следеhа примедба за једначину (3). 
Полигон једначине је као на слици 9, где 
теме на А, В, С имају индексе респективно 

i = 1, б, 2. Услов А је дакле испуњен, а 
једначина по р која се односи на страницу АС, 

пошто се изоставе корени КОЈИ су нуле, 

постаЈе. 

ар2 
- kp + 2 = О. 

Према томе, каg zog је величина 

k- ..Jk 2
- 8а 

k + ..Jk 2
- 8а 

реалан йозиШиван и са.мерљив број, .може се наhи консШанШа К Шаква 

К Ј ydx 

ga G(x) = е буgе цела функција og х каgа се у њој у замени било ко-
јим .меро.морфни.м инШ.еzрало.м og у (од х, прим. прев.). 

Посматрајмо једначину 

(4) у"+ Р(у)у' + Q(y) =О, 

где су Р и Q полиноми по у степена т и n. Видеhе се лако да је, ако је 

n= т+ 2, т> 1 и када се са а0 ,Ь0 означе коефицијенти степена у"' и у" 

!:.!'..Ј ydx 

у Р и Q, израз е 00 цела функција од х за све мероморфне интеграле 

ОД ( 4). 
Ако је т= 1, имали бисмо претходно наведени пример господина 

Пикара. Ако је т -:;t 1 и n -:;t т+ 2, полигон од ( 4) нема ниједну страницу 
коефицијента правца који је цео и негативан број; у овом случаЈу 

интеграл у, ако је мероморфан, цела је функција. 

О једној класи првих интеграла 

1. Зовемо, у општем случају, йрви.м umuezpaлoм за дату диферен
цијалну једначину F(x,y,y', ... ,i~')) =О функцију независно променљи
ве х, опште г интеграла у и неких његових извода, која остаје констан

тна у односу на једначину F О и таква да се, када се диференцира овај 

израз по х, добија једначина F = О. Таква функција се своди на констан
ту ма какав био партикуларни интеграл који се посматра, а вредност 
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ове константе се мења са овим партикуларним интегралом. Ове су 

функције нека врста инваријаната за интеграле једначине, вреде за све 
њене интеграле ма каква била њихова аналитичка природа. 

Али, осим ових првих интеграла, могу се посматрати други, који 

важе са.мо за инейе2рале оgре!)ене аналщuичке йрироgе.Тако постоје 

обимне класе једначина било каквог реда за које се, на основу општих 

особина функција одређене аналитичке природе, може закључити да 
функција Ф(х,у,у', ... jk>) треба да се сведе на константу, на алгебар
ску функцију од х итд., када се у њој у замени не ма којим инейе2ралом 
јеgначине F =О, веh инейе2ралом gаейе йpupoge. Такви he интеграли, на 
пример, бити интеграли са n вредности, униформни или периодични 
итд., било да су интеграли партикуларни или да зависе од одређеног 
броја интеграционих констаната. 

Обични први интеграли могу се посматрати као нека врста ин

варијаната за све интеграле једначине ма какве били природе. Први 

интеграли, такви као Ф, били би тада инваријанте за одређену класу 

интеграла. Са те тачке гледишта, разлика између ове две врсте инва

ријаната подсеhа на разлику која постоји између две врсте инварија

ната у теорији линеарних једначина, међу којима су оне које је посма

трао Алфен (Halphen), које важе ма каква била йрироgа функција које 
улазе у смену, и инваријанте много особеније природе, које је посма

трао господин Поенкаре, где, напротив, функције које улазе у смену 

нису ма какве, веh рационалне по х. 

Намеравам да укратко покажем како претходно изнете теореме о 

нулама и половима униформних интеграла, заједно са неким тврђењи

ма из опште теорије функција, дозвољавају да се у распростраљеним 

случајевима нађу први интеграли за униформне интеграле једначине 

(који могу бити партикуларни или да зависе од одређеног броја инте

грационих констаната), да се упрости тражење униформних интеграла, 
па чак и да се потпуно израчунају, у извесним посебним случајевима 

када постоЈе. 

Све што следи почива на следеhе две леме, од којих he прва 
омогуhити налажење мероморфних двопериодичних интеграла, а 

друга, у општем случају, униформних интеграла који имају, као и 

њихови изводи, само коначан број есенцијалних сингуларитета. 
Лема I. - Нека је F(y,y', ... ,y<~'>) =О алгебарска једначина по 

у,у', ... ,у<Р> константних коефицијената; у двопериодични мероморфни 
интеграл од F =О, а R(y,y', ... ,y<q>) рационална функција по y,y', ... ,y<q> 
константних коефицијената. 

Ако се функција R не анулира ни за једну коначну вредност од х 
или ако и нема полова на коначном растоЈаљу, посматрани интеграл у 

је заједнички за две једна чине 
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F( 1 (р))-0 
у,у, ... ,у - ' 

R( 1 (q))- с 
у,у , ... ,у - ' 

где је С произвољна или прикладно изабрана константа. 

Ово произлази из Лиувилове (Liouville) теореме о нулама и поло
вима мероморфних двопериодичних функција. 

Лема П. - Нека је F(x,y,y1
, ... ,y<~')) =О алгебарска функција по 

х,у,у 1 , ... ,у<Р\ у униформни интеграл од F = О који нема прекида, а 
R(x,y,y1

, ... ,y<q)) рационална функција од х,у,у1 , ... ,y<q). Ако се могу на
. hи три константе а, Ь, с, и то такве да три једна чине 

(1) R- а= О, R- Ь =О, R- с= О 

(пошто се у R смени у са посматраним интегралом) имају само коначан 
број корена, интеграл у је заједнички за две једначине 

F(x,y,y1
, ... ,y<P)) =О, 

R(x,y,y1
, ... ,y<q)) = r(x), 

где је r(x) рационална функција по х. 
Ако три једначине (1) немају корена, у је заједничко за 

F =О, R = const. 

Ово следи из познате теореме господина Пикара о нулама уни

формних функција које немају прекид. 

Примена ове две леме довешhе, дакле, до првих интеграла 

R = const. или R = r(x); када су ти интеграли једном познати, тражење 
униформних интеграла једначине F = О своди се на тражење заједни
чких решења за две диференцијалне једначине, што се врши диферен

цирањем и елиминисањем сукцесивних извода од у. Ако је, на пример, 

р> q, диференцираhе се једначина R = r(x) (или R = const.) р- q пута 
по х и када се у<р) елиминише из 

(1) 
и 

(2) 

F=O 

dp-q 
--(R-1·) =О, 
dxp-q 

добиhе се једначина (3) реда мањег од р, која допушта сва заједничка 
решења за (1) и (2). Када се са (2) и (3) поступи као са (1) и (2), једна од 
тих једначина замениhе се другом нижег реда и тако даље. Добиhе се 

тако Један низ 

(1), (2), (3), ... , (т- 2), (т -1), т, ... 

диференцијалних једначина и тада се могу јавити два случаја. 
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Први случај. - Ма какав да је рационални разломак г(х) (или С), 

све се завршава добијаљем једначина нултог реда. Своди се, тако, на 

следеhи елементарни проблем: Наhи заједничка решеља за две алге

барске једначине; та решеља су тада неминовно алгебарска по х. Да би 

F = О имало униформних интеграла, потребно је и довољно да међу 

овим алгебарским решељима има бар један рационалан који задово

љава једначину F = О. Тада је сваки униформни интеграл рационалан. 
Ако, у посебном случају, F и R не садрже х експлицитно, могу посто
јати само униформни интеграли у= const. 

Дру2и случај. - Може се изабрати неодређен рационални размак 
(или С) тако да се једначине из низа (6.), почев од одређеног ранга, 
сведу на идентитете. Нека је (т) прва од једначина овог низа која се 
своди на идентитет. Сваки интеграл заједнички за F = О и R = г(х) тада 
је интеграл једначине (т-1); дакле, Р О не мQже имшuи униформних 

июuе2рала, сем оних gефинисаних са (m-1). Да би F =О gойушШало 
Шакве июuе2рале, йтuребно је и gовољно ga их -gойуиtШа јеgначина 
(m-1) и ga меf)у овим инШе2ралима има оних који заgовољавају јеgна
чину F = О. Тражеље униформних интеграла предложене једначине 

свеgено је, gакле, на изучавање јеgначине ниже2 pega. 
Ако, на пример, једначина (т-1) садржи само х, у, у', дата једна

чина за интеграле од униформних трансцендената може имати само 

оне који су дефинисани првим редом. 

· Знаhе се, на пример, препознати да ли F = О има униформан инте
грал који зависи од интеграционе константе и израчунати тај интеграл 

у случају да он постоји. Такав интеграл је рационална функција било 

по х и по <p[l(x)] (где је <р двопериодична мероморфна функција, а Ј(х) 
Абелов интеграл), било по х и и, где је и интеграл Рикатијеве једна

чине алгебарских коефицијената по х. 

Ако једначина (m-1) садржи само х, у, у', у", знаhе се, на пример, 
препознати методама господина Пенлевеа за једна чине другог реда, да 
ли F =О има униформни интеграл који алгебарски зависи од две ин
теграционе константе; у овом he се случају израчунати овај интеграл 
било алгебарски, било квадратурама, или пак интеграцијом линеарне 

једначине треhег реда. 

Уопште, познаваље првог интеграла, као што је R = r(х)или 
R = const. за интеграл одређене аналитичке природе, упрошhава изуча
ваље љегових интеграла и често дозвољава да се потпуно израчунаЈу. 

2. Указаhу овде како је дошло до посматраља таквих првих инте
грала и показати како се могу саставити општи типови једначина за 

које he се знати сви интеграли. 
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Нека је R(x,y,y', ... ,y<q)) дата рационална функција од х, у, у', 
(q) ћ ф . . ... , у константних и неодре.;ених кое ици]ената а 1 , а2 , ••. , ak и у датоЈ 

једначини F(x,y,y', ... ,y<q)) =О извршимо смену 

1 z=--------
R( 1 (q)) х,у,у, ... ,у ·-а 

(где је а неодређена константа), узимајући z за нову функцију. 
Нова ће једначина бити 

i=t 

(2) \ј!( х, z, z', ... , z<p+q)) = L \jf1(x, а, а 1 , ... ,ak )z"01 z'"и ... z(p+q)"<p+q); =О, 
i=l 

гдесу \ј/ 1 полиномипо x,a 1, ... ,ak (по х,а 1 , ... ,аk,прим.прев.). 
Претпоставимо да је састављен систем (М;, N,.) за (2) и нека је 

(3) 

скуп тачака овога система такав да када се оне изоставе полигон П 

система који остаје не испуњава ниједан од услова 1 о и 2° из Тврђења I. 
Тада: 

Ако ј једначина 

(4) 

\ј/ 1, 1 (х,а,а 1 , ... ,ak) =О, 

\ј/ 112 (х,а,а 1 , ••• ,ak) =О, 

за три вредности а 1 , а 2 , а3 за а допуштаЈу исти систем решења 

(5) 

(неке од а,. могу бити произвољне) независних од х, дата једначина 

F = О као први интеграл за све мероморфне интеграле има 

R(x,y,y', ... ,y<q)) = 1·(х), 

где је г(х) рационални разломак по х. 

Јер, нека је у мероморфни интеграл од F =О, интеграл z од \jf =О, 
који му одговара, такође је мероморфна функција и ако а добије неку 

од вредности а 1 ,а 2 ,а3 и неодређени коефицијенти а,. у R добију вред
ности из (5), чланови од \ј!= О, који одговарају скупу (3), нестају. Поли
гон П система (М1 , N1) од \jf = О не задовољава услове 1 о и 2° који су 
мало пре цитирани, што показује да су полови интеграла z непокретни 
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и да анулирају или чине бесконачном бар једну функцију \)f;; одакле се 
закључује да су ови полови у коначном броју. Следи да три једна чине 

R сх 1 О, R- сх 2 = О, R- сх3 = О, 

имају само коначан број корена. Према томе, R(x,y, ... ,iцЈ) своди се на 
рационалан разломак по х када се у смени са мероморфним интегра

лом једна чине F О, што је требало показати. 

Ако ни F ни R не садрже х експлицитно, а систем (5) постоји, тада 
Је први интеграл 

(7) R( . (Cf)) _ t 
х, у, ... , у - cons . 

Претпоставимо, у посебном случају, да се ради о двопериодичним 

мероморфним интегралима у. Тада, ако једначине (4) имају систем ре
шења 

(7) he бити први интеграл. Тражење интеграла у упрошhава се, тада, и 
често се потпуно остварује. Тако, на пример, ако једначина (т-1) низа 

(д) (стр. 116) садржи само у и у', ово се тражење потпуно остварује. 
Показаhу сада један од начина за састављаље општих типова јед

начина за које he се знати први интеграли онакви какви су мало пре 
дефинисани. 

3. Нека су <р(у,у',у", . .. ) и 'lf(y,y',y", .. . ) два полинома таква да те
мена m десно њихових полигона имају исте координате, да су проста 
темена и да десно од тога темена ни један ни други полигон немају 

теме на. 

Нека је, најзад, .f(z, z', z", ... ) такав полином да лево од темена m 
лево нема ниједно теме и да једначина по Л за то теме m нема ниједан 
цео и позитиван корен. 

Заменимо у.fнеке или све константне коефицијенте уз z,z',z", ... 
потпуно неодређеним полиномима по у,у',у", ... сем коефицијената уз 
чланове који одговарају темену m десно, који he остати константни. 
Нека је F(z,z',z", ... ;y,y',y", ... ) полином који се тако добије. Тврдим да 
је сваки .меро.морфни gвойериоgичан инШеiрал сисШе.ма 

F( ' 11 ' 11 ) о z,z ,z , ... ;у,у ,у , ... = ' 

<р(у,у',у", ... ) 
z = -'-("'------''--, '--//--'--) ' 

'1' у,у ,у , ... 

исШовре.мено је зајеgнички за gве јеgначине 
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F(C,O,O,O, ... ;y,y 1 ,y11
, ••• ) =О, 

( 
1 11 ) 

<р у,у ,у , ... =с 
( 

1 11 ) ' \ј! у,у ,у , ... 
2ge је С консШат-tШа. 

Да бисмо то доказали, посматрајмо једначину 

F(Z,Z 1 ,Z11
, ••• ;y,y 1 ,y11

, ••• ) =О, 

у којој се, према претпоставци, у,у 1,у 11 , ••• не јављају у члановима који 

одговарају темену &; једначина по Л за то теме имаhе, према томе, све 
константне коефицијенте уз степене по Л. Како лево од темена w од! 
(па према томе и F) нема темена и једначина по Л за то теме нема није
дан цео и позитиван корен, према Тврђењу П (стр. 109), нуле од z(x) 
треба да учине бесконачним бар један коефицијент уз z, Z

1
, z", ... у F ко

ји не одговара темену &; а како су ови коефицијенти полиноми по 
у,у 1,у 11 , ••• константних коефицијената, свака нула од z(x) је пол од 
у( х). 

Алије 

( 
1 11 ) ""\:"' ауто; y1 mii 

<р у,у ,у ,... L,; 1 ••• 
z- -

- ' " - ~ по; '"!i ' \jf(y,y ,у , ... ) L,;biy у ... 

где су ai и bi константе. Ставимо 

и договоримо се да снабдемо индексом w све величине ai, bi, Mi, Ni итд. 
које се односе на теме &. Како десно од темена w од <р и '!f, која су про
ста темена, нема других темена и како ова два темена имаЈу исте коор

динате (М ш, N ш) у околини х = а и за ма какво Л цело и позитивно, 
према обележавању из Друге главе, биhе 

(х- а г'·" [n.(x) + Icx- а) 5"'·"- 5' 1' Qi(x)] 
2 

= (х-аг'·"[n:сх)+ Icx-a)s,;,,-s:~.n;cx)]. 

Познато је (Прва глава) да је за х= а 

liш.Qш(x) = Ашашх(а)м"', 
liш.Q~(x) = А'whшх(а)м"', 
liшQi(x) =О, 

liш n; (х) = о 
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за све индексе i различите од i = OS. Дакле, за х= а 

(1) 
A-a

limz =~ 
А~Ьш 
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и, како је ова вредност различита од нуле, види се да се z(x) не може 
анулирати за пол од у(х). Дакле, треба да је z = const.; вредност ове 
константе дата је једначином (1), што даје први интеграл 

<р(у,у',у", ... ) = Ашаш 
\jf(y,y',y", .. . ) А~Ьы 

Тврђење је на тај начин доказано. 

Посматрајмо, на пример, једначину 

F = Р<р +\ј! = О, 

где је Р ма какав полином по у,у',у", ... , а <р и \ј! претходни полиноми. 
Може се писати 

F = \ј!( Р~+ 1) 
\ј! 

и сваки мероморфни интеграл од F = О је заједнички било за <р = О, 

\ј! = О, било за Р = О, \ј!= О, било за 
1 

Р+-= O,<p-C'I' =О, 
с 

где је С константа. У претходном сам показао колико ова околност 

упрошhава тражење таквих интеграла. 

4. Нека су <р(х,у,у', ... ) и \jf(x,y,y', ... ) два полинома по х,у,у', ... , и 
то такви да њихови одговарајуhи полигони немају десно од темена OS 
десно странице чији су коефицијенти правца цели бројеви и, више, да 

се ова два темена OS и Ш поклапају или да права која их спаја нема 
коначан, различит од нуле и негативан коефицијенат правца. Овај по

следљи услов претпоставља да ако се, на пример, кроз Једно од темена 

OS десно (који одговара за <р и \ј!) повуку паралеле са ОМ и ON које деле 
раван N О М на четири квадранта, друго теме со десно не налази се у 

квадрантима (2) и ( 4) 

Слика10 
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Некаје f(z,z',z", ... ) полиномпо z,z',z", ... константнихкоефици
јената, такав да његов полигон нема лево од његовог темена ro лево 
других темена и да једначина по л за то теме ro нема целих и позити
вних корена. 

Заменимо у .f више или све константне коефицијенте уз z, z', ... 
потпуно произвољним полиномима по у,у',у", ... чији су коефицијенти 
константни или алгебарске функције по х, али оставимо константним 

коефицијенте уз чланове који одговарају темену ro лево. Означимо са 
F(x,y,y', ... , z, z', ... ) полином који се тако добије. 

Нека је, најзад, 8(а) ма какав полином по а који има више од два 
корена различита од нуле и која нису нула. Може се изреhи следеhа 

те оре ма: 

Сваки унифор.мни инШе'iрал у који U/vta само коначан број есен
цијалних Шачака сисШе.ма 

(1) F(x,y,y', ... ,z,z',z", ... ) =О, 

(2) 

истовремено је зајеgнички инШе'iрал за gве јеgначине 

(3) F(x,y,y', ... ,R1(x), dRt , ... )=О, 
dx 

~ = R(x), 
\jf 

'iде су R 1 и R2 (R, прим. прев.) два рационална разло.мка йо х везана 
релацијо.м 

(4) 

Да бих то показао, тврдим прво да су, ако је а корен од е(а) О, 

корени х = а једначине 

(5) <р(х,у,у', ... )- а= О 
\jf(x,y,y', ... ) 

(када се ту у замени интегралом дефинисаним мало пре) у ктшчно.м 
броју. Да то покажемо посматрајмо једначину (1) и приметимо да је 
сваки корен х= а од (5) и корен једна чине z(x) =О и обратно. 

За једначину (1) посматрану као једначину по z полигон је исти 
као за /(z, z', z", .. . ) и још више, једначина по А за теме ro лево за F је 
иста као зај'. Како лево од темена ro лево одfнема ниједно теме и ка
ко ова једначина по А нема ниједан позитиван и цео корен, корени од 
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z(x) О треба (према једном тврђељу Прве главе) да учине бескона

чним бар један коефицијенат из z,z', ... у F, који су полиноми по у,у', ... 
алгебарских коефицијената по х. Дакле, сваки од ових корена треба да 

је или бесконачност ових алгебарских функција по х, или пол по у. У 

првом случају вредности х= а су сигурно у коначном броју; показаhу да 
. . 

их Је исто и у другом случаЈу. 

У близини пола х= а од у биhе 

где је А цео негативан број, а х(х) не постаје ни нула ни бесконачна за 

х = а. Нека се <р и \jf напишу у облику 

i=s 

<р= L<p;(x)ymu;y'mu ... y(p)mp;' 

i=l 
i=t 

\jf = L \!f;(x)y"o'y"'u ... /ct)n,,,' 

i=l 

у околини х= а (према ономе што је изнето у Првој глави и када се са 

OS' обележи теме OS десно од \!f) биhе 

<р= (х-а)-sш.л[.Оы(х)+ 4,.Сх-а)sш.л-s;,л.О;(х)], 
-((Ј)) 

\!f = (x-a)-Si>·.л[.o&,(x)+ L(x-a)Sio·.л-sl.л.o;(x)]. 
-<ro') 

Када х тежи ка а, тада је (погледати Прву главу) 

lim.Oы(x) = Аы<ры(а)х(а)мш, 

limQiЂ,(x) = А&Ј'\!f&'(а)х(а)м&, 

limOы(x)=O (i=l,2, ... ,s, сем i=m), 

lim.OiЂ(x) =О (i = l,2, ... ,t, сем i =Ш). 

Разликујмо сада три следеhа случаја: 

1. случај: Те.ме OS је, у оgносу на Ш, у кваgраШу (1) или на йрава
.ма које za оzраничавају. -Тада је Sы.л > SбЈ,,л за све негативне правце Л; 
према томе, како једначина Аы = О нема негативних корена А, ако х = а 

није корен од <ры(а) =О, однос ~ се повеhава неограничено када х те-
\!f 
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жи ка а. Овај однос може, дакле, да тежи граници Л само ако се пол а 

од у поклапа са кореном од <р 00 (а) = 0: број Шаквих йолова је, gакле, 
оzраничен. 

2. случај: Теме ro је, у оgносу на ro', у кваgраШу (3) или на йрава
ма које za оzраничавају. -Тада је Sю,л < S&,,л за све негативне правце Л. 

Пошто једначина А[о = О нема ниједан негативан корен Л, однос ~ не 
\ј! 

може тежити граници а када х тежи једном полу а од у, сем ако се а по

клопи са једним кореном од \јfю·(а) =О; број Шаквих йолова је, gакле, 

исШо оzраничен. 

3. случај: Врхови ro и ro' се поклапају. Тада је Мю = М[о.,Nю = N[o. 
и, према томе, Sы.л = Sю·,л ( S&·,л прим. прев.) за било које Л; дакле 

lim~ = Аю<рю(а) . 
\ј! А[о·\јfю·(а) 

Ова граница треба да је једнака корену а од 8(а) =О, дакле, а 

треба да је корен алгебарске једначине 

(6) 

што показује да је број вреgносШи за а оzраничен. Једини случај када 

ово може бити нетачно је када једначина (6), пошто се Аю и А&· смени 
изразима по Л, има корен Л 1 који не зависи од а, који је цео негативан 
број и када је ред Л пола а од у овај корен. 

Укратко, једначина (5) може имати само коначан број корена. 
Према томе, ако једначина 8(а) =О има више но два корена који нису 

нуле, а који су међусобно различити, постојаhе први интеграл 

<р(х,у,у:, ... ) = R(x), 
\jf(x,y,y , ... ) 

где је R(x) рационални разломак по х. 
Теорема је, дакле, доказана. 

Ако <р, \ј! и F не садрже х експлицитно, једначина (5) нема корена 
<р А-<р-

на коначном растојаљу; биhе, дакле, - = const. = ,w w први инте-
\ј/ Аю·\)fы· 

грал и сваки униформни интеграл система (1) који нема коначан број 
есенцијалних сингуларитета је заједнички интеграл за две једна чине 

F( · ' Аы<рiо О О О ) -О х,у,у, ... , f ''' , ••• - ' 

Ањ·\)f w' 
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<р (х, у, у', ... ) _ Аш<рш 

\jf(x,y,y', ... ) А&-,\јfш' 

Може се још приметити, у овом последљем случају, да ако се 
темена Ш, и Ш' не поклапају, сваки меро.морфни иmuezpaл og (1) је 
холо.морфан у целој равни. Ово садржи чиљеницу да, ако је разлика 

Sш.л- Sш',Л ( S~'.Л прим. прев.) различита од нуле, однос~' када х тежи 
\jf 

једном полу а од у, и сам тежи или ка нули или ка бесконачности, а 

никада ка коначној граници различитој од нуле. Како је ~ = С први 
\jf 

интеграл где је С константа коначне вредности и различита од нуле, у 

не може имати полова. 

Претходни принципи обухватају велики број резултата које ми је 

немогуhе овде да изнесем. Додаhу само да је лако, на основу примедаба 

у почетку прве главе, да се оформе општи случајеви на које се могу 

применити претходне теореме. 
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PREMIERE THESE. 

SUR 

LES ZEROS ЕТ LES INFJNIS DES INTEGRALES 
DES 

EQUATIONS DIFFJ!;RENTIELLES ALGEBRIQПES. 

INTRODUCTION. 

Dans се travail, је traite quelques questions concernant J'etude di
recte des zeros, des infinis, des maxima, des minima, etc., des inte
grales des equations differentielles algehriques, et j'applique les re
sultats trouves а l'etude des iпtegrales en me pJщ~ant au point de vue 
de la theorie generale des fonctions. 

Lorsque dans l'integrale generale у (х, С 10 ••• , Ср) d'uпe equatioп 

differentielle d'o.1'dre р, оп fait varier les constantes d'inte~ration 
С 1 , ••• , Ср, les valeurs de х qui annulent cette inte~rale, celles qui Ia 
reпdent infinie, celles qui la l'endent maxima ou minima, etc., varient 
generalement а!Јес les constantes d'integration. D'une maniere generale, 
lorsqu'on fait varier une constante quelconque С; figurant dans l'ex
pression de l'integrale generale, les valeurs х= х0 qui annulent une 
comЬinaison donnee W(x,y,y', ... , у'">) de la variaЫe independante х, 
de l'integraley et de plusieurs de ses derivees, varieront aussi. А une 
courbe donnee quelconque Г; dans le plan de Ia constante С; correspon
dent une ou plusieurs courbes kl; dans le plan des х0 , de telle sorte qпс, 

Р. 
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si la constante Ci decrit la courbe Гi, une valeur х0 decrira l'une des 
courbes !::.i. 

On peut se proposer de chercber les conditions pour que ces courbes 
Ai se reduisent а des points isoles, c'est-a-dire les conditions pour que 
les valeurs х0 ne varient pas avec les constantes d'integration, et dans 
се cas les calculer toutes. 

Се probleme, une fois la comЬinaison W donnee, se rаш!ше а la 
rechercbe des conditions pour que les zeros ou les injinis de l'integrale 
generale d' une equation differentielle ne vanent pas аџес les constantes 
d'integration, et au ealcul direct des zeros ou des infinis de cette inte
grale generale, р1·оЬlешеs deja suffisamment inte1·essants par eux
memes. ММ. Fucћs, Poineare, Pieard et Painleve se sont occupes de 
proЬlemes analogues concernant les points critiques algebriqнes et les 
singularites transcendantes de l'integ1oale generale. Si le fait de la fixite 
des singularites est d'une importance capitale au point de vue de la 
theorie des fonetions, il n' en est pas moins vrai que le fait de la fixite 
<1CS yaJeurs designees par Х0 , joint а celui Је Ја fixite des singularites 
transcendantes, peut avoir une graпde importaпce dans les applicatioпs 
<les equations differeпtielles. Daпs ces applicatioвs, en effet, certaiнes 
particularites telles que les maxima, les miнima, les zeros, los asym
ptotes de la courbe qui represeнte ur1 pblnomene pЬysique ou meca
niqпe, sont souvont се qu'il impor·te Је plus de connaitre. 

Је doнne la solution complete dн proЪleme dans le cas Jes equations 
algebriques du p1·emier orJre. Les coнditions necessaires ct suffisantes 
pour quo lcs zeros ou lcs infinis Је l'integrale gE'шerale ne varient pas 
avec la constante d'integration, soнt tres simplcs, et il est toнjours fa
cile Је verifier si elles sont remplies poue uнс equation Јоnвее. Si les 
zeros (он les infinis) soвt fixes, j'incliqнe le mоуев Је les calculer 
toнs, et les metl1odes de Briot et Boнquet permetteвt alors do trouver 
leнrs ordres dans le cas ou ces ordres existeвt et d'etшlier l'integeale 
(Ians lcнr voisinage. S'ils sont moЪiles, је donne le moyen de tгouver 
leurs orrll'es, qui soвt toujours des nошЬгеs coшmensнгaЬlcs. Се cal
cнl se fait grapћiquement, rl'une maнiere tecs соmшоЈе, au moyen 
(l'нn ceгtain polygone rlont Ја construction n'exige qне \а connaissance 
(\es exposaпts de у et у daпs le premier шешЬге de l'equation, mis 
sous la forme (l'нn polyнome en у ct у'. La consideratioн Је се poly-
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gone s'introduit d'une fa.;on natureJle dans cette etude, comme on peut 
s'en renclre compte par les theoremes suivants : 

Pour que l'intr!grale ait des zr!ros mobiles d' oгdre Л, il faut et il suffit 
q ue се poly gone ait un cote de coejficient angulaire Л; р о иг q и' elle 
ait des injinis mobiles d' огdге ),, il faut et il suffit que le polygone 
ait un cole de coejjicient angulaiгe - Л. 

Dans le cas des equations d'oгdre supe!'ieur, il m'a ete impossiЬle 
de donner une solution aussi complete du proЫeme. Neanmoins, је 
clonпe des conditions sujfisantes pour que les zeros ou les infiпis de 
l'integ1·ale soieпt fixes, en supposaпt les singularites transcendaпtes 
des integгales envisagees fixes; les theoremes ainsi enonces trouvfшt, 
par exemple, leur application dans l'etude des integrales meromorpћes 
de l'equation, pour lesquelles les difficultes rela!ives aux singularites 
transceпdantes ne se preseпtei·ont pas. I,es conditions sujfisantes ainsi 
trouvees soпt plus compliquees que dans le cas des equations du pre
mier ordre, mais il est toujours facile de verifier sur l'equation diffe
rentielle elle-meme si elles sont remplies ou non. Cette verification se 
reduit а la coпstructioп d'un polygone analogue а celui du cas des 
equatioпs du premier ordгe et а la rесћеrсће des racines d'une equa
tion algebrique (dependant de l'equation differentielle donnee), com
pris dans tШ intervalle reel donne ou dans une Ьапdе limitee par deux 
<Jroi tes dans le plan des imaginai•·es. Les coefficients angulaires des c6tes 
du polygone et certaines racines de cette equation algebrique repr·esen
tent les seuls ordres possiЬles des zex·os et des infiпis mobiles de l'inte
grale С)· Ces ordres peuvent etre invariaЬles (commensuraЬles ou in
commensuraЬles), ou meme imaginaires, ou dependre des constantes 
d'integration; j'indique des conditions suffisantes pour qu'ils soient 
tous invariaЬles, comme dans le cas du premier ordre. 

Les applications que l'on peut faire des resultats ainsi obtenus sont 
nombreuses et variees. J'en donne quelques-unes dans се travail. 

Le travail est partage еп deux Parties, la premiere concernant les 

( 1 ) Mais on ne sait pas alors en geш)ral s'il n'existe pas des points х moЬiles ou т 

, 1 dy ' . d' . ' s annu е, dx etant ш etermшee. 
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equations du premier Ol'dre et }а seconde les equations d'ordre supe
Гleur. 

Dans le premier Cћapitre de la prerniere Partie, j'etaЬlis les condi
tions necessaires et suffisantes pour que les zeros ou les infinis de l'in
tegrale generale soient independaпts de la constante d'integration, et, 
dans le cas ou ils sont rnoЬiles, је donne le moyen de calculer leurs 
Ol'dres. 

Dans le second Cћapitre, j'expose quelques applications des prin
cipes precedents. 

En premier lieu, viennentquelques applieations des tћeorernes du pre
m ier Cћapitre aux siпgularites de l'integrale generale. Les singularites 
transcendantes de l'iпtegrale ne varient jamais avec la constante d'inte
gration, d'apres un tћeoreme de М. Painleve. М. Fucћs а donne les con
flitions pour qu'il en soit de meme des points critiques algehriques, 
et il suffit de modifier legerement les conditions de М. Fucћs pour 
avoir celles de la fixite de toutes les singularites possiЬles, у cornpris 
les pOles. Lorsque ces conditions sont rernplies, l'equation s'integre 
par des operations algebriques ou par deux quaflratures au plus. 

J'applique ces conditions а certains types generaux d'equations, en 
cћercћant toutes les equations appartenant а ces types, dont les inte
grales ont toutes leurs singularites fixes. 

Les r·esultats du premier Cћapitre donnent aussi lieu а quelques re
rnarques relatives aux periodes polaires de l'integrale de l'equation 
F (у, у', у")= о, quand elle est definie par l'inversion d'une integrale 
ahelieпne. 

Се second Cћapitre se termine par une application а l'etude des in
tegrales particulieres uniforrnes; је cite notarnment des classes eten
flucs d'equations ou toute integrale uniforrne doit etre une fonction 
гationnelle. Dans les cas ou il у а des integrales uniforrneR transcen
(lantes, је determine la lirnitc superieuгe du nomb1·e de telles inte
grales distinctes, et је signale les relations algebriques qнi existent 
eнtre deux ou trois quelconques de oes integralcs. Le Chapitre se ter
mine par une rernarque relative aux residus des integrales correspon
clant aux poles sirnples mobiles. 

Dans la seconde Partie, ayant роuг objet l'etude des equations d'or
rii'e SL!perieur, је donne en prernier lieu lcs conditions suffisantcs (en 
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supposant les singularites transcendantes des integrales considerees 
fixes ), pour que les zeros ou les infinis des integrales soient fixes. Dans 
!е cas ou ces conditions sont remplies, j'indique le moyen de calculet· 
ces zeros ou ces infinis. Dans le cas ou ils sont mobiles, је determine 
leurs ordres possiЬles. 

Је donne en second lieu ( dans le second Chapitre de cette Partie) 
quelques applications а l'etude des integrales uniformes. 

Lorsque le polygone correspondant а l'equation remplit certaines 
conditions, l'etude des integrales uniforrnes se reduit а celle des inte
grales holomorplles d'une autre equation. Је signale une generalisation 
d'une propriete, indiqш'Je par М. Picard, des integrales meromorphes 
des equations algebriques du second ordre, ou х ne figure pas explici
tement. Cctte propriete consiste en la possiЬilite de mettre l'integrale 
sous la forme du quotient de deux fonctions entieres, satisfaisant а 
des equations differentielles connues. 

Mais l'application la plus importante est la sпivante : on peut dans 
des cas etendus trouver des integrales premie'res relatives aux integrales 
uniformes de l'equation. J'appelle ainsi une fonetion de х, de у et 
de quelques-unes de ses derivees, qui se reduit а une constante ou 
а une fraction rationnelle en х, lorsqu'on у r·emplace у par une integrale 
uniforme de l'equation differentielle donnee. La connaissance de telles 
integrales premieres simplifie la recћerclle des integrales uniformes, 
en la ramenant а la consideration d'equations d'un ordre moins eleve. 
Се fait pщmet, dans des cas etendus, de reconnaitre si l'equation diffe
rentielle admet ou non des integrales unit'ormes, et de ]es calculer 
toпtes daпs le cas ou eHes existent. J'ai indique le moyen de cun
struire а prion' des types d'equations ou l'on connaitra ces integrales 
p1·emieres, et ou la determination de toutes les integrales пniformes 
est possiЬle. 
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PREMIERE Р ARTlE. 

EQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 

•soc-

CHAPITRE l. 
SUR LES ZEROS ЕТ LES INFINIS DE L'INTEGRALE GENERALE. 

1. Soit 

i=t 

н n polynome en у et tn у'= ~~, ou les т; et n; sont des entiers posi

tifs tels qн'on n'ait pas а la fois т;= тј, n;= nj pour iт!:-ј, et ou Ies 
9i sont des fonctions quelconques de х. 

Formons Је douЬie taЬieau de 2s nombres entiers et positifs sui-
vants 

et trщ;ons dans le plan deux axes : sur l'un, noпs compterons les Mi 
et sur l'autre les Ni, et marquons les s points (Mi, N;) en ayant soin 
d'inscrire а c6te de chacun d't3ux son indice i. Soit (Ма., Ncx:) le poiпt le 
plus eloigne de l'axe ON; s'il у en а plusieurs situes а la meme dis
tance de ON, on envisagera celui d'entre eux qui est le plus eloigne de 
l'axe ОМ. Soit de meme (М~, N~) le point le plus rapproche de ON; 
nous ferons la meme convention que pour le point (Ма., Ncx:) dans le cas 
ou il у aurait plusieurs points sur une meme parallele а ON passant par 

point (М~, N~)· 
Par le point (Мсх:, Na) faisons passer une demi-droite paraШ:le а ON 

et de meme sens. Faisons-la tourner autour de (Мсх:, Ncx:) d;шs le sens 



inverse des aiguilles d'une montre, de droite а gaucl1e, jusqu'a се 
qu'elle vienne rencontrer un point quelcoпque (Ма'• Na) et arretons-la 
alors. Soit (Ма·, Na) le poiпt ou l'оп s'est arrete; s'il у en avait plu
sieurs sur une meme droite, on preпdra le plus eloigne de (Ма, Na)· 
Joignons les points (Ма, Na) et (Ма·, Na') par uпе portion de clroite, 
pro]ongeons cette droite indefiniment dans le sens de (Ма, Ncx.) vers 
(Ма'• Na) et faisons tourner се prolongement autour de (Ма·, Na) jlls
qu'au moment ou il vient гencontrer un nouveau point (Ма"• Ncx."); joi
gnoпs les deux points (Ма·, Na·) et (Ма"• Na") par une portion de droite 
et repetons l'operation precblente jusqu'a се qu'on rencontre le point 
(М~, N~), се qui arrivera necessairement. On aura form~) alors une 
1 igne polygonale convexe partan t de (Ма, Na) et aboutis_san t а (М~, N~); 
en !а fermant par deux paralleles а ON menees par les sommets (Ма, N") 
et (М~, N~), et la portion de О~ comprise entre ces deux paralleles, on 
aura un polygone, qпе j'appellerai, pour abreger le langage, le poly
gone П de F. 

Par la maniere meme dont il а ete constrпit, се polygone jouira des 
proprietes suivantes : 

I 0 Si par uп poiпt quelconque parmi les points (М,, Ni) on mi:шe 
ппе parallele а uп des cOtes du polygoпe, пе passant pas par le point 
(М,, N,), l'ordonnee а l'origine de la droite obtenue est toujours plus 
petite qне l'ordonnee а l'origine du сбtе considere. De plus, parmi 
toutes les droites qu'on ренt tracer en joignant dепх а deux les points 
(Mi, N,), les cOtes du polygone sont les seules droites jouissant de 
cette propriete que, si par un quelconque des points (М,, Ni) on leпr 
mi:шe des paralleles, l'ordonnee· а l'origine de cћacune de ces paral
leles est plus petite que сеНе du cote; 

2° Si par un point quelconqпe (Mi, Ni) qпi ne soit pas un sommet 
(lu polygone, on mene une droite D de direction quelconque, il existe 
toпjours au moins un sommet du polygone tel que, si par се sommet 
on mene une parallele А а D, l'ordonnee а l'origine de la droite А soit 
plus g1-ande que celle de D. De plus, les soшmets du polygone sont les 
seul~ points (Mi, Ni) jouissant de cette propriete. 

Faisons, pour abreger le langage, les conventions suivantes : 
а. Le point (М;, N;) sera designe par ( i); 
Ь. Ladroite joignant deux points ( i) et (ј) sera designee par (i, ј); 



( 8 ) 
с. L'ordonnee а l'origine de la dr·oite passant par le point (i) et 

ayant Је coefficient angulaire Л sera designee par Sџ; 
d. I .. es sommets (ос) et (~) seront appeles sommets extremes, les 

autres sommets intermediaires; 
е. Le sommet le plus eleve du polygone sera appele sommet m; .s'il у 

en а deux sur une meme parallele а ОМ, on distinguera les sommets m 
en droit et gauche; 

f. Enfin, j'appellerai. domaine d'un point (Mi, Ni) (Jig. 1) Је plus 
grand intervalle (Л 1 , Л 2 ) te! que, si Л varie dans cet intervalle, la droite 

D D' 

(~) 

Fig. '· 

D" 

................ 
--····· 

(/.ij) 

(а})··· .... 
-----~ •.. l:i. f1 ···-

(а.):·· .. 
ј • •• 

1 ······ ... ~· 

0~----------------~-----М 
6 

de coefficient angulaire Л et passant par ie point (М;, Ni) а son ordon
nee а. l'origine constamment plus grande que сеНе d'une droite ayant 
Ја meme di1·ection et passant par l'un quelconque des autres points 
(М;, Ni)· 

D'apres les proprietes du polygone, Ie domaine d'un point (Mi, Ni), 
autre qu'un sommet, est nul. Au contraire, оп voit facilement que : 

I 0 Le domaine du sommet (р), le plus rapproche de ОМ, est l'inter
valle de 

Л=+оо. 

2° domaine du sommet (ос) le plt!S eloigne de ОМ est l'inter-
valle de 

л-- оо. 

Зо domaine d'un sommet intermediaire ( i), compris entre les 
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soшmcts (i') et (iN) est J'iпteпallc cle 

, N,- N1· 
i. - --~--- il 

м,-м" 

Sш ЈСЈ figш·e, Је clomaiпe clu sommet (~) peut etr·e r·epr·6ser1t6 pCJt' 
l'шlgle or~o', ccllli clu sommct (~') par· D'~'DN, ... , спfiп ccJui clu 
sommet (а) par l'ang·le Llad'. 

Је dirai qн'un sommet est c't (lотш'пе posittj он ne'в·atij, suiyaпt чuе 
to Ll tcs 1 cs va 1 еш·s с\ с Л со ш р гi ses сlав s sоп с] ошаi в с sоп t pos i ti vcs он 
вcgativcs. Tolls lcs somшets а gaнclre du soшmet G1 gallcllc soпt а 
clomaiпe positif; tous сснх it ()гoitr, dtJ sошшеt u:r c]roit soпt it сlошСЈiвс 
пegatif. Si Jcs clcux somшets G1 co'iпciclcnt, tш tel somшct u:r а шrс 

par·tic <lt~ son Joшaine positive et uпе al\tre negativc; c'cst lc setJl cas 
oiJ Је clomainc d'ttll sommct peut etr·e paгtagr~ сп deux pat·ties cle 
signcs ()iffcr·ents. Enfin, si Је polygoпe п'а qu'tш seнl sonнnet (се чui 

aпivc чнаn<Ј il sc I'C!luit. а lii1C pat·allele а ON), се sera Је somшet GJ' 

1111iqtte, ct son 1loшaine est J'intcrva11e cle Л= +:t:> i1 Л=- х,, 

Јд coпstrнctioп <lu роЈуgопе relatif а н п polyпomc F <loпne sc fait 
tt·es facilement au mоуеп cl'uп papier qнadгille. Il est f'acilc ega!emeпt 
cle troнYCI' la formc clu polynome F correspondant а uп syst(~me de 
points (М,., N,.) <lonne; iJ f'aut sculemeвt, рош· que ceci ait du sens, 
чпе Је systeme (1\-1,., N,.) soit tout entier compris dans Ј'ипg\е forme 
par Ја partie positive de 0:\i et Ја partic de la Ьissectr·ice de l'angle 
NOM чui est comprise dans cct aпgle. 

Tout роlупоше cle dcgre fl. en у' а sоп polygone situe toнt eпtiee 

1Јапs la ЬаrнЈе compeise entre ОМ et \а parallele а 0)1 sitш\e а Ia dis
tance fl. de ОМ; il cst situe en outгe dans l'aнgle forшe ра1· Ia Ьissec

tr·ice cle l'angle N0:}1 et l'axe ОМ, et il у а uп sommet au moiпs sнr \а 
pal'allele fJ. а ОМ. Iпversemeпt: а ch::~qtJe systeшe (М,, N,) compгis 
dans l'angle precblent, situe tout entier· entre 0:\Ј et une paralle!e а 

ОМ а la distaпce fl. de ОУ/, et ауапt uп somшet sш· cette parallele, 
correspoпd uп polyпome сп у et у', с\ е degre fl. сп у'. 

Le polygone d'tш polyпome ['' de degгc о сп у' se reduit а uве рог
tiоп de l'axe ОМ. 

Si ~(.r, у) et Q(x, у) soпt tleнx polyвomes ен у, les plнs graпds 
exposants de у etaпt т et n, et les plнs petits т' et n', la forшe 

Р. 2 
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gt'шerale du polygone de 

F = Р(х, у)у' + Q(x, у) 

est celle de \а fig. 2. Pour le polynome 

1<'= Р(х, у)у' 2 + Q(x,y)y'+ R(x, у) 

Fig. 2. 

ou \е plus grand expos:шt dc R en .r est р et Је plus petit р', \а f01·me 
gene1·ale du polygone est celle (]с la.fig. 3, etc. 

v'ig. з. 

N 

J'ajoute enfi11 les <1eux remarques sui~·antes, rJont ј'аш·аi а f'aire 
нsage dans la sпite. 

1° Роuг qне le polygone Пr <lc Р( х, у, у') soit en нн~ше teшps Је 

poJygonc rJe Р( х, у, у')+ Q (.х, у, у'), il faut et il sпffit que Је poJy
gonc П0 dc Q n'ait aucuн sommct cn dehors (]u poJynr)me Пr· Ainsi, 
loгsquc Q ne conticпt pas у', la condition se 1·eduit а се que le plus 
gгanrl ct !е plus petit exposant dc Q еп у soient compгis <laпs l'inteг

vallc (\es a\)scisscs <lcs dенх sommcts extгemes de Пr· 

2° En posant у = ~ <lans 
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СР polyпome Jevieп(Jra 

Ф(х·, z, ::;') = ~ tJ.i'(x, z, z'), 
,.:;0 

ou ~ est la plus gt·aшle ya\eur cle Ја sошше М 1 + N1 t•elatiYe i1 l~. et 
Ol1 чr est LШ роlупоше С/1 z et :-: de Ја f'or·me 

ЧГ (.r, .:;, .:;') (-I)n'?;(J');;0~(m 1 +~11 1 J.:;'n,. 

Cl1aqlle poiпt (М;, N;) relatif а W cst symctгique (lll poiпt (i\1 1, N1) 

corтespon<laпt clc F par t•apport а la <lгoite М= 8, са1· 

N;=n 1 =N1 ; 

ра1· consequeпt /е po(vgone Пчr de ч~ est symetn'que rlu po{ygone Hl' rle ~, 
раг mpport а la dгm'te м= 6. 

2. Ceci pose, eпvisageoвs l'equation clifferentielle 

l•' = ~ c:p;(x)ym•y'"•= о; 
i=-1 

et soit х= а une ya\eur cle х telle que, у etaпt l'iпtl~gt·ale de ( 1) ct ), 
tJne constante finie et clifferente Је zero, Је rappoгt 

у 

et sa Jerivee premiet·e par rapport а х tendent vers des lirnites fiпies 
et deterшinees, lorsque х tend vers а. 11 ев sera aiвsi toutes les fois 
que а est une valeur qt~i annule оп rend intinie l'integrale у, pouГYLJ 
чне cette valeur ne colncide pas avec ш1е des siпgпl:нites transceп

dantes de l'integi·ale, singulaгiU~s qui sont fixe;;; et coпnues а l'avat~ce. 
Еп posant 

y=(.x:-a)l.j(x), 

d'ou 
у'- Л(r- а)Л-t ј( х)+ (х-- а)Л Ј'( х), 
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Је terшe giшeral <le F deviendra 

oi1 О;(х) est un polynoшc en .f(x) ct (;,е- a).f'(x) а coefficieпts 
coпstaпts, шais daпs lequel il n'y а pas <le terшe depeпdant uпiqнс
шепt de.f(x). Оп aura dопс 

i=.~ 

··.,, = I ср;(х) (х- а)<т,+п,Ј)-п, [Л"'/"',+",(.z·) + 6 1 (х)]. 
i=t 

E11visageoпs <laпs cette sошше l'enseшЬie Т <le tcrшes JIOUI'iesquels 
l'exposant Л(m;+ п;)- n; de la puissance de (х- а) шise сп Љc

teur cst. le plus faiЬle. Suivant les valeu•·s <les т;, n 1, Л, l'eпseшblc Т 

sега сошроsе d'tш seul terшc, cle t!eux он <lc plusieuгs te!'шcs, et је 
vais с\Iсгсћсг lcs COIH}itions necessaii'CS ct suffisantcs COI'l'CS[101H]aпt i.\ 
ccs divers cas. 

En geпeral, рошqне les te1·шes d'iпdices i', i", i"', ... fasseпt partic 
<lc Т, il fatJt et il suffit que les coпclitioпs suivantcs soieпt l'eшplies 
siшн\t:шешепt : 

Ч т;·+ n;·) -n;·= Л(т;" +n;")- n;·• =· .. , 

/,(т;·+ п,..) nc <Л( т! + llf)- n 1 ; 

lorsqu'oп ntt1·iЬue 3 l'iпclice i daпs lc sccoп<l mcшl)l'c toutes lcs vn
leш·s cпtiCI'CS de I 3 s, aUli'CS чuе i', i", i"', 

Са corнlitioп (т) peut s'ecriгc 

Оп voit сlопс CJUC ), cloit et1·c (:gnl au coefficieпt aнgulait·c de ln 
clгoitc (i', i"), ct чuс lcs poiпts coгrespOiн]aпt aux Jivecs tсгшеs Је Т 
<loiveпl bl1·c tous St!Г ccttc Jгoite. 

D'ntJLI'C рагt, Ја чuaпtite ),М;-- N1, loгscpt'oп у l'cшplacc Л par la 
valcш (3), rcpгeseпt.e l'о•·<lоппес 3 l'oгigiпc, cl!aпgee <le sigпe, cle la 
clгoitc passaпt pa1·le point (i) et <le coc~ffi<;il'пt апgнlаiгс Л, огLiоппсе 
(]UC понs avoпs <lcsignce р~н· S 1,л. 
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Par· cortsbcJLlCПl, ронг (\L1C les tcrтнes cl'iпcliee i', i", i"' f'asseпt partit: 
<le Т, i l Ганt et il sнf'fit: 

1" QLHo les poiвts cl'i11Jice i', t", i"', ... soieпt sш· ш1е теше rlгoite, 
et. чне Л soit e~al ан coef'ficie11t aпgulaiгe de cettc clr·uite; 

2° Que s,.,), > So. роuг toнs les iпr!iccs i tle 1 il s aLILI'CS (\LIC i', i", 
i"', .. . , c'est-iнlir·e чuе \'огсlошн\е it l'oi·igi11e clc la tlt·oite (i', i") soit 
plus gгапсlе чuе celle <l'tшe чue!coпque des cJr·uites par·aШ~Ies it 
(i', i") et passaнt раг les poiпts (i) 11011 sittJ()s sш· Ја d1·oite ( i', i" ). 

Роuг CjLIC fes tегшсs corгespoпdaпt ан х dснх poiпls ( i') ct ( i") t':J.s
setlt pa1·tie rle Т, i! f'aнt qнс le coefficieпt angLJiaii'C )\ lle la clroitc 
(i', i") ait JIOLII' vа!сш· !а valcш· tiree dc !а гelatioп (3). Hec;ipt·oquc
mcпt, Л 6taпL СО11VСпаћ!сшепt cf1oisic, fJLH~ls CJUe soient \cs lieux 
poiпts (i'), (i"), 011 pcut toнjoLII'S satisf'aiгc it !а co11clitioп (r), poll!'YLt 
C[Lie ces poiпts 11е soieпt pas sitнcs SLII' нос шеше cli·oite paгallele it 
ОМ ct ON, cat· оп а sнppose }[, valcнr cle Л fi11ie ct cliffere11te dc zего. 

flr·cstc спсоi'е it s:~tisfait·c i1 Ја coпditioп (2). Ot·, ll'api·es les pt·o
pгieti~s сlн polygoпc, рош· чuс cettc conclitioп soi t гсшрliс, il f'aнt et 
il stJffit чне Ја dгoitc (i', i'') soit l!П cOte dн polygone 110!1 paгallelc 

:н1х axes. Оп voit tloпc qне, рош чне Т soit compose d'ан moiпs сlенх 
tсгшеs, ill'aut ct il suffit fJllC Л soit egal ан coef'ficieпt aвgнlaii'e d\111 
сбtе чнelconчLIC dн polygoпe, nоп paгallelc анх axes; les imlices cles 
te!'шcs qнi figш·cпt dans Т soпt сенх des sommets dн polygoпe qнi 
se t1·ouveпt sнr lc cote doпt Је cocf'ficieпt angнlaiгc est egal ~~ (3). 
Оп ренt шаiпtспапt ut.iliseг се гesultat рош· dоппст· а Т ccгtaiвes 

foгmcs qнi пous sсгопt utilcs daпs la sнite. 
А. Supposoпs чне (lans lc polygoпe dc F il п'у ait ансuп colc поп 

pai·allele aux axes, он, s'il у сп а, quc Је пошЬгс dоппе Л пе soit 
egal а ансш1 Jes coefficieпts.aпgнlaires de ces cбtes. L'е11sсшЫе Т est 
alors compose d'uп teгmc l!пique, et l'iпclice cle се teгme est egal а 
l'iпdice du somшet cloпt !с сlошаiпе compreпcl Л. 

Soit (h) се soшmct et posoвs, ронr aЬreger, 

Cfi(x)[Л";j(x)m;+n,+ е,(.х)] = Q,(ст); 
он peut aloгs ccl'iJ·e F soнs Ја foгmc 

I. 
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Је signe ~ s'eteп(]ant а tous les points ( i) auti'CS qне le poiпt (h ). Тонs 
les exposants S1,,~.- S,,л figuraпt dans Је second membгe sont positiГs, 
саг, ра1· sнitc de defiнition meme dн terme d'indice /z, on а Sџ. < Sџ. 
рош· toнs les points (i) aut1·es que (h). 

В. Sнpposons que le polygone ait des cOtes non paгalleles анх axes, 
et que Л soit egal au coefficient aпgulairc d'нn de ces cOtes. Т sега 
aloгs la somшe cle tous \es termes coiтespoшlaпt aux indices <ies 
points situes SLJr Је c6te (lc coeПicient :шgнlаiге Л. 

Coпyenons tlc l'epгesenteг par· : 

~Ја s()шmatioп eteпdue aux itнlices de toнs lcs points (i) sitнes sш· 
(;,ј) 

l а <!го i te ( i, ј) ; 

~ Ја somm:ltioп etcп<lue aux iп<lices t!e tous les points ( i) поп situcs 
-li,j) 

su1·\a <lroite (i, ј). 

Soit (у, 6) н п cOte quс\сопчне <lн polygoпe, поп paгallelc aux axes; 
011 а, lоr~чне Л est egal au coeftlcieпt angнlaiгe de се cote, 

Т= (х- а) -S-1,;,~ Q;(x), 

<~t l" рошта s'ecгir·e 

11. Ј<'= (х- a)-s,.;. [ ~ Q;(x) +~-(х- a)5 r·,.-s .. ;~~;(.г)J, 
(у, rJ) -("(,О! 

Otl tOLIS lcs exp()saпts s(".-- S,), soпt positif's. 
:\lais, quelle qoc soit el'lle <les fогшеs I r,t 11 ЧliC l'' ргепd1·а, оп <Joit 

aYoi1· i<leпtiчlleшeпt, tlaпs \е yoisiнagc de х= а, r' =о, ЧLJclle (jllP 

soit \а Yalcllr lle а; ра1· сопs<·чнспt, <laлs се voisiпage, оп анга itleпti
ljliCIПCilt, soit 

soit 

~ Q;(x) +~(х- a)s,,,;_-s,,;_Q;(.:c) =о, 
1у, r;} -(у, о1 

suivaпt чuе, (\апs \е Yoisiпage (\е х= а, }<' pr·eпrl la foгmc I 0!1 Il, 
<~'est-1нlil'e SLJivaпt CJUC \а COП(\itioп rempJie cst Л Oll В. 
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3. Suppo~oпs rnainteпaпt que х teпde veгs а; la Љпсtiопј(а::), (jtli 
est Је rapp01·t cie у а (х а)\ aiпsi Ч LJC sa cleгivee ј' (х), tcпcli'OIJI 
vcr·s cles liшites fiпies et deteгminees, et cornшe toнs lcs Ol(x) so1Jt 
1les polyпomes епј(х) et еп (х- а)ј'(х), clans lesчtJels les teгrne:-; 
Мрепсlа п t 1111 iqucrneп t с] е ј( х) ш апq uеп t, оп а uга, роtн· х = а, 

liшi) 1 (J·) =о (i-1,2, ... ,s). 

!)оне, рош· toutcs les valetн·s de а, sauf peut-etr·e рснн· certaiпcs 
.-aleuгs а' pat·ticнlicrcs et гecoпnaissaћles sнr· l'eqttatioп clitJ't>гcntiellt· 
сllе-пн~rпе, рош· lcsqнclles lcs fonctioпs Cfi( х) clevieп11eпt iпfiпies, 011 

atJI'a 
liш!2,(x) = A11 ·rp,(a)p (i = 1, 2, З, ... , s), 

oiJ р est Ја liшite dcf(x) рош·х а. 

Еп tenaпt corпpte cle се чuс les cxposaпts S11 ,л- S0 , soпt positif's, 
on voit, par coпsequeпt, que, рош· toute valeur de а ne colпciclaпt 
avec aucunc (/cs valeшs paгticubl~гcs а': 

А. Si le polygonc n'a aucun cotc поn paгallele aux axes, ou ( dans 
Је cas contгaiгe) si Л n'est egal а ансtш dcs coefficieпts angнlaiгes dr,s 
e6tcs dн polygoпe, on анга 

ct, comme р est different de zero, а doit eti·e racine de ср 11 (а) о, се 

(/Ui шontre que а ne depend pas cle /а constante d'iпtf>gгatioп. Qпant 
а l'indicc ћ, c'est l'iпdice сlн sommet daпs le doшaine dнqucl St:' 

tгопvе Л; 

В. Si !е polygoпe а clcs cbles поп parallele!» анх axes, et si Л est 
t'~gal au coefficieпt апgнlаiгс d'on tel cote (у, 8), оп аш·а 

~л~~, ср;(а) Рм'= о, 
1у,61 

ou \а sommatioп s'etend а tous les points (i) sнг /е cOte (у, 6). Quelle 
que soit la valeuг attr·iЬнee а а, cette equatioп, que j'appelleгai 

l'equation en р I'elative au cOte (у, 6), а au шоiпs нnе гасiпе р finie ct 

tlifferente de zего, саг toнs les Mi figuгant dans la sоrпше ~ soлt 
1у,о1 

distiпcts, et la valeш· а ренt cleperнlгe rle la constante d'integ1·ation. 
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On pcut еп cleduire les coпsequences suivantes : 
I

0 Toutes les fois qпе l'iпtegrale generalc а des infinis шobiles, Је 

polygone de F а l111 Oll plпsieurs c6tes а coefficient angolairc пegatif, 
et l'orclre d'оп qoelcoпqпe de ces infinis est egal а l'ш1 de ces coeffi
cients angнlaiгes. 

2° Toutes les fois qoe l'integrale geлer·ale а (les ze1·os шoЬiles, Је 

polygoпe cle F а un оо plosiellrs cOtes ~i coefficieпt aпgulaiгc positif, 
ct l'or<l1·e cl'on (jlielconчпe de ees zet·os est t'•gal iJ. l'llп <lc ces coeffi
cicнls. 

Il s'cnsнit Li'<I.IJOI'<l f!lie l'or·cli·e сЈ'оп iпfini оо cl'tш zeJ'O шobile est 
toнjol1l'S COIШПCilSUt'aЬJe, се qнi ctait i1 JHCVOil' Ll'apг(~s Је tbl•OI'CШe <Је 
.,r. Paiпleye sш· Ја fixite !les siнgпla1·ites ti'aпscciнlaпtes <lc l'iпU•gr·:.~lc. 

Ен seconu licн, or1 ен coпclot чне : 
3° Si i1 cli·oite dп soшrr.et GJ' Llr·oit lc polygo11C н'а аuснп somшet, l<~s 

iпtiпis cle l'iпtegr·ale sont fixes et cloivcнt с!Ј'С сп шсше teшps, soit 
siпgula1·ites traпscenc\aпtes Lle l'integтa\c, soit zei'os de la foпctioн 

у 1,(х) (А Llesigшшt l'iп<lice сlн sошшеt GJ' cii·oit), soit eпfin iпfiпis 

< 1' ll n е f о п с t i о п )!Ј 1 а н t r·e Ч LI е ср 1,. 
1~ 0 Si а gallcile с\н soшmet. u:r gauclle le polygoпc п'а аuснп sош

шеt, les ze1·os dc l'iпtcgl:ale sont fixes et se tr·otiVCIJt рагшi lcs v:.~lcoгs 
aпalogнes i1 eelles clLI cas pi·ceecleпt. 

1. On а ainsi des coпditions sl\Шsaпles poLJI' \а fixit(~ <los iпfiпis ct 

tlos zei·os Је l'iпt<~gt·ale geпerale. Mais је clis ЧLЈС los eoпclitioпs sont 
aussi пecossaiгcs, e'est-~нJiro, si а di'Oite clll soiJlmct GJ' rlгoit il у а 
<J'aнtr·cs soшmcts, l'iпtcgrale geпcralc а e<·I·taiпcшoпt clcs iпfiпis 

шoiJiles, et si iJ. gанеlн~ du sошшеt GJ' gaLJciJe il у а <les soшшotf;, 
l'iпtcgrale а <les zeros moЬiles. 

l)(~шoпtroпs-le, par ехсшрlе, pour les iпfiпis. SL1pposoпs чo'il у ait 
i1 <lroite Uti sошшеt w1lгoit rl'aпtres soшmets; pour· чo'il cn soit aiпsi, 
il f'at1t ct il surfit f!LJe, si l'on eeгit l'eqllatio11 <lit'f'r'~т·cпtielle sotis la 
f'oi'Ш!~ 

( r) /k (.х' у)/ џ.-k -- о) 

k=U 

о ti 1 е s .ftr s о п t cl е s р о 1 у п о ш е s с 11 у, ј 1 у а ј t а н т о i п s 11 п 1l е s р о 1 у п о m с s 
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f~r tel que, si J'on designe par v~r Је clegre de.ft, en у, оп ait 

En effet, si l'on ecrit l'equation (т) sous la forme 

i=s 

~ cp;(x)ym;y'"'= о, 
i=t 

les points (М,., N,.) sont definis par les coordonnees 

Le sommct m droit, ayant l'ordonnee maxima fl-• provient du te1·me 
Ju polynome/0 (x,y)y'!i ayant le plus grand exposant en у; il provient 
clonc du terrne enyv,y'li,v 0 etant ledegre de/0 eny. 

Pour qu'il у ait des sornmets а droite de се sornrnet m, il Љut et il 
suffit qu'au moins une droite .:l joignant се sommet aux autres points 
( i) ait son coefficient angulaire negatif; cette droite ne peut passer 
par aucun des points (i) provenant des termes du polynorne 
f 0(x,y)y'!i, car tous ces points sont sur une meme droite parallele а 
ОМ et passant par le sornmet т droit. Supposons donc qu'elle passe 
par un <.les points provenantdes terrnes du polynome fi,(x,y)y'iJ.-k. Si 
т est l' exposant de у dans le terme considere de се polyпome, le coef
ficieпt angulaire de ta droite .:l est 

(v 0 -p.)-(m-p.+k) v0 -m+k 
p.-([l+k) = k • 

Ропr qu'il soit пegatif, il faut et il suffit qне т- v0 > k, et, comrne 
on а т;;vk, il faut, afortiori, que v11 - V0 > k. 

Cette conclition est aussi suf'fisante pour qu'a droite du somrnet r;)" 

droit il у ait d'autres somrnets; car, par exemple, le coefficient angн
laire de la droite joignant le somrnet m droit au poiнt provenant dtt 
terrne enyvky'Џ.-k est alors negatif. 

Supposons donc que, daпs le premier membre de l'equation (1), il у 
ait un ou plusicurs termesfл(x,y)y'!J.-h, tels que v11-v 0 > h, et fai-

P. 3 
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sons у=;; l'equation deviendra 

i=O 

ou les 9i(x, z) sont des polynomes en z ne contcnant pas z en fac
teur. Је dis que l'integrale generale z de ( 2) s'aпnule pour des valeшs 
finies de х, et que ces valeurs varient avec Ја constante d'integration. 

Pour \е montrer, posons z' = ~; l'equation ( 2) devient 

( 3) 

i=fL 

~ 
rp 1(:r, z) ---------- -= о 

tfL- 1 zfL-1 +v.-

et, ен mu\tipliant par zfL+Y,LfL, 

(4) 

i=fL 

rp 0 (x, z) + ~ rp,.(x, z)z1+Y,--v,t1= о. 
i== 1 

Сот ше parmi les exrosants i + Vo- V; il у en а ан moiпs uп de negatif' 
(g1·ace а се fait чu'il у а au moiпs un indice h tel que vh- v0 > h ). et 
comme aucune foпction tpi ве coвtient z en facteur, cette eчuation (4), 
algebriчue cn t et en z, admet. une он plusieurs racines t s'annulant 
avec z. Ces raciпcs formeпt Ul1 ou plusieш·s systemes circu\aires, et 
les I'aciпes rl'uп meme systeшe circulaii'e seront, daпs le voisinage de 
х= х0 , representees par un developpement (\е Ја forme 

С1. 0:+1 0:+2 

l=Az;;-+B.:: n +Cz n+ ... , 

ou rx et n sont des eпtiers posi tif's ан moins egaux а l'onite; А, В, С, ... 
soпt dcs fonctions <le х, et А п'est pas identiquemcnt nulle. 

Eпvisageoпs \'uпе dc ccs racincs. La deгniere eguation relative а 
cctte гасiпе peut s'ecгi1·e 

-
t 

z' 
z 

r.x"+t-·-~- Ci.-i 2--, 

Az" + Вz-п + Cz --;, + ... 
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et, en posant z =и", elle devient 

( 5) 
clll 1 
n--------------~-~-· 

({.;с -u'1-l(A-t-Bи-t-Cи 2 + ... ) 

Desigпons par (Р) }'ensemЬ\e de singlllarites ( poles, points cr'rtrqнes 
algehriчues, points transcendants) <les fonctions А, 13, С, ... , singн
\aгites qui, evi(\emment, ne vaгient pas avec \а constantc d'intcgr·ation, 
ct <-listinguons deux cas, suivant quc ех.= 1 ou ех.> 1. 

Premier cas: ех.= I. - Alors cllu est Ьо\оmогрЬе daпs \с voisiпagc (\е 
(Ј) 

.r = х0 , и= о, ct ccla qнcllc quc soit Ја valcuг х0 , роuпн (/ll'ellc 11е 
coiпcidc ;~vec aucunc des ya\cuгs (Р). Par coпsequcпt, l'eчuatioп ( 5) 
atlmct uвс integralc, et une scule, Ьolomorplte cllc-memc, чui, р(НН' 

.х·= х0 , prcntl la valeur' и= о; tle plпs, ccttc integгalc пс peut pas 
etre itleпtiqucшcnt nulle, car А п'est pas i(lentiчucmcпt пн\lс ct reste 
fiпie рош х= х0 • Donc l'cчuatioп ( 2) elle-шeme atlmet нпе iпte
grale z s'aпnulant pour .r = х0 et пе se rCL!uisant pas identiquement а 
zero. Соmш'е Ха est ar·bitraire, les zeгos de z vaгieпt ceгtaineшeлt 
avec \а constante d'integгation, et, par suite, lcs infinis de у soпt mo
Ьiles. 

L'integrale и s'aппulaпt pour х= Хо et et:шt ћolomorphe dans \е 
voisinage de cette valeш·, х0 est un рО!е de l'integraley, et, comme 

' · 1 1 ( du ' l ) ' ' х= х0 est un zero ыmр с <е и cal' dx ne s 311Пu е pas , с est uп zero 

d'ordre n pour z et, par suite, un рО!е d'orclгe n pour у. 

·' Al du d · · fi · · Deuxteme cas : ех.> r. - ors dx eyreпt ш шrе pour и= о, mars 

sоп inverse ~~ est holomorphe d3ns le voisinage de х= х0 , и= о, 
pourvu que х0 пе coincide avec aucune valeur coшprise daпs l'en

semЫe (Р). Comme toutes les derivees successives de ~~ par rapport 

а Х jusqн'a ceJle d'ordre СУ.- I inc\USlVCШCПt s'anвuJent рОUГ Х= Х0 , 

и= о, l'equation ( 5) admet une iпtegrale и s'aпnulant pour х= х0 

et ауапt cette valeur соmше zero d'ordre 2. Par coпsequent х= .х· 0 
ос 
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sега un infiпi d'огdге :!:. рош у, et cet infiпi varic avec la constante 
С( 

d'integration. 
Par consequent, pour que les infinis de l'integrale у soient fixes, il 

f'aut que la condition 

(k=I 1 2,3, ... ,р.) 

soit remplie ou еnсоге (comme on l'a vu plus haut), il f'aut qпе le 
polygonc, relatif au premier membre de l'equation, n'ait аuспв sommet 
а dгoite du sommet {;ј dгoit. 

La condition enoncee роuг la fixite des infinis est donc necessaiгe; 
nous avons vп d'autre рагt qп'elle est aus.si sпJfisantc. Оп репt s'en 
rendгe compte d'une autre fщ~on de Ia maniere suivante. I.orsquc, а 

,1 " 

droite сlп sommet 1:iJ' dгoit, il n'y а pas d'autres sommets, aucun expo-
sant l + Vi- V 0 clans J'equation (4) n'est negatif, Ct J'equation n'admet 

aucнnc гacine t s'aпnulant avec z. П en resulte qнс ~ cst une fonctioп 
1 

llolomorpћc, soi t е11 z, soit en и= zп ( ou n est Је n0mlнe des гacines t 
de l'equation (4) appaгtenant а un meme systeme circulaire lorsqнe 
.:: teпd vcгs zero) claпs Је voisinage de z =о (он и= о) et de toute 
valeнr х0 ne colвcidant avec aucune valeuг comprise clans l'en
semЬie (Р). D'apres ш1 tћeoreme connu, \а seule iпtegrale::; (ou и) 
s'anпнlant pour de telles valeнrs х0 est z =о (и о), c'cst-a-dire 
у= оо; l'integi"ale generale у de l'equatioп ргороsее nc peut dопс 
devcniг iпfiпie qнс pour certaiпes valeuгs fixcs de х, appal·tenant а 
l'cпsemЬle (Р). 

On рснt, d'api"es cela, enoпcei" le tћео1·еше sнivant : 

Tнt~OI\EME Ј. - Роиr que les injinis de L' integrale gr!nem!e de L' eqиa
tion alg·ebn"qиe du premL.er ordre F(x,y,y') =о ne van'ent pas аџес !а 
constante d' ~·ntegration, il .faut et il sиjfit que !е zюly gone de F n' ait 
aucun sommet а droite de son sommel W' droit. 

Si l'eчuation F =о est ecritc SOllS Ја f'orme 

=Џ. 

""" ' ...,;;... f 1 ( .r, )') y'!L-'-= о, 
f_;;;;O 
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ou lcsj; sont dcs polynoшes cn у, ct ou le Јеgгс clcj, cst '1 1 , cette eoп
ciitioп Jcvieпt 

< . 
Vj- V 0 ·[ ( i == о, r, 2, ... , [Ј.). 

5. Il s'agit шаiпtепапt, apres avoiг гссош1u que l'iпtcgr·ale Је 

Ј<'= о aJrnet cles iпfiпis mobiles, de troLJvcг lcs oгclr·cs cle multiplicitc 
de ces infinis. 

Nous avoпs vu que, loгsqu'il у а dcs iпfiпis mobiles, on а а> о, et 
que: 

Ј 0 Si а= I, .r = .r0 est un polc cl'ordгe n Је у; 

2° Si а> 1, х= х0 cst LШ iпfiпi сl'огdге '.!:.. de у. 
а 

Раг conscqucпt, d'uпc fа<;оп gcneгale, Хо est UI1 iпfiпi Ll'oгclгe ~ 

cle у, 't dcsignant l'огсlгс iпfinitesimal cle la raciпe t par гаррогt а.:; 
dans l'eчuation ( 3 ). lnveгsemcлt, а toLJte valeuг 't' гepгesentaпt 

Ј'сн·dге iпtiпitcsimal Ll'uл systemc ciгculaiгe cle гacincs t cle l'eqlla
lioл (3) раг гарр01·t а z, corгespondeлt des infiпis mol1iles cle у ауапt 

~ comme ordгe de multiplicite. 

Chercћoлs donc ces valeuгs 't. On peLJt les оЬtепiг par la coпstгLJc
tion classique de Puiseux, appliquee а l'equatioп (3), шais lc poly
gone dont nous noнs sommes servi precedcmmcпt с]оппе diгectemeпt 
ccs valeuгs. En effet, si l'on met l'equatioп F(.r, у,у') =о SOLlS !а 

for·me 

~ r:p;(x)y"''Y'"'= о, 
i=1 

. l' 1 1 1 • • ' ff 1 h et st on pose у= z, у = - zt' се qш гev1ent а е ectLJer· es cнange-

ments precedents у= ~' z' = ~· on obtient l'eqнation 

~ (- r)"; r:p;(x)z-(m,+n;) t-";= о 
i=1 

(б) ~ (- 1)"' r:p;(x)z-M, t-'N; =о. 

i=1 
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Si l'on pose 

ou ~Ir;r, Nr;r sont les eoor·doппees du somшet m droit du polygone П 
Је F, l'equation (6) devient 

i=s 

(7) 
i-:::=1 

ou rx1 et ~~ sont (!es eпtiers positifs. 
L'equatioп ( 7 ), J'apres sa forшatioп, n'est autr·e que l'eq11atioп (З). 

En desigпant par" l'orJI·e infiпitesimnl Је t par rapport а z, le terшe 
general de (7) sera J'or·Jre infiпitesimal ос 1 + ~~"· et !'оп aur~ t-outes 
les valeurs possibles Је" en egalant ОС;+~~" а uпе autr'e expr·essioп 
analoglle ос1 + ~Ј"• et en ehuisissaпt parmi toutes les valeш·s Је " 
arnst obteпLtes eelles qui reшplisseпt les eoнJitioпs 

Comme l'оп а 

(i=I, 2, ... , S, j=I, 21 ••• , s). 

r:x;- r:xj _l\I;-M; 
р;- р ј- N;- Nj' 

les conJitioпs preeedentes font voir· qt~e les valeшs de " soпt les 
iпver'ses des eoefflcieпts aпgt~laires (}es eotes а coefficieпt aпgulair·e 

нegatif du polygoпe п de f', el1aпges Је sigпe, et чuе гeeipi·oчueшent а 
el1aчue eote с! е П, а eoeffieieпt aпglllaiгe ncgatif, corтespoпrl Llпe valeш· 
cle "· Раг сопsечuепt, \'огЈ,·е Л Ј'uп iпfini moЬile cley estegal all coef'
ficieпt aпgulaire, el1aпge Је sigпe, Ј't~п e6te Је П 11 clroite dll som
rnet m Jroit, et iпveгsernent: а chaeur1 Је ces cotes coпesponJeпtdes 
iпfiпis шoЬiles de у ауапt \е eoeffieient aпgulair·e Је ее e6te, еЬапgе 
cle signe, eornme огdге Је multiplicite. 

Оп peut Јове епоnсег le tblot·eшe suivaпt : 

ТпЕ:ою~}IЕ II. - Pour que l'intigrale ginirale de F(x, у, у')= о 
m·t rles ilifinis mobiles ayant un nombre donni Л comme ordre, il jaut et 
il Sl~jjz't que le polygone П rle F ait шz ciJti, с} rlroite de son sommet ш 
dгoit, de coe.fjz'cient angulaire igal с} -Л. 

Toнtes les f'ois чuе l'o,·dre Ј'uп infiпi de у n'est pas egal ан coefti-
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cieлt aпfSulaire d\ш tel c6te, cet iпfini colпcide, soit avec нn poiпt 
siлgulier transceпdaпt cle у, soit avec uп des ZCI'OS ou des iпfiпis c!es 
Гопсtiопs ср 1 (х). Се sera notamment un zero de ср 11 (х) ou un infini cles 
autres ср 1 (х), 1~ designantl'z'nclice du sommet du polygone те dans le do
maine duquel -Л est compгis, comrne il resulte <le се qt~e пous avoпs 
vu au cornmeпcement de се Cl1apitre. Si, en paJ'ticLJlicг, tous lcs ср 1 (х) 
soпt des Гoпctions ћolomorpћes, х0 est ш1 zего de ср 11 (х), ct si ср 11 (х) 
cst uпе coпstaпte, он plus geпeralemeпt unc Гonctioп пе s'aпnulanL 
рпш ансuпе valeнr fiпie de х, l'iпtt~grйle у пе ренt Llevcпi1· iпfiпie 

pour ансuпе valeнr fiпie de х. 
On en dcllпit aпssi le tЪеогеmе sнivaпt: 

тш::оRf:МЕ 111. - Toules les Jois que l'z'ntegгale d'une equalion 
f'(.r, у, у')= о, algebrt'que en х, у, у' а ses infinis independants de la 
constante d'integгation, ces injinis sont en nombгejini. 

Епfiп, les meЊodes де Briot et Bouquet permettront toujoнrs <le 
<lccilleг si пn zero de <р 11 (х) Llonпe est пn infiпi d'нпе seнle integrale 
()LI uп intlni commнn а tш noшbre fini он а нnе iпfiпite d'integrales. 

6. Еп appliquant les rcsultats qui precbleпt а Ја transforшee en -'-
у 

de F( х, у, у')= о et ел se гарреlапt que Је polygoпe de cctte tt·ans-
foгmee est symetrique, par гapport а une certaiпe parallele а ON, dн 
polygone de F, on а рош les zeros de l'iпtegrale у des propositioпs 
analogues aux propositioнs pгecedentes гelatives а ses infinis: 

THEOREIIIE IV. - Pour que les zeгos de l'integгale de F( х, у, у')= о 
soient Jixes, il faut et i! su:ffit que !е sommet w gaucl1.e du po{yg'Ol~e П 
de F soit le sommet extгt!me gauche de се poly gone. 

ТнЕ:оюt11ш V. - Роиг que l'integrale ait des zeros mobifes d'un ordгe 
donne )., il faut et i! sujjit qu' а gauche du sommet 'W gauche !е po(ygone п 
ait un cote de coefficient angulaire Л. 

Au theoreme IV on репt doпner differentes formes. Si l'оп ecrit, 
раг ехешрlе, F =о soнs Ја forme 

i=Џ· 

!.Ј;(х, y)y'tJ.-i =о, 
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ouJ,. sont des polyпomes en у, la condr:tion necessaire et suffisante pour 
la fixite des zeros de у est, qu' apres aџoir supprime tous les facteuгs com
muns ашr: ./Ј х, у), chaque .f1 contienne enjacteur yh ou h ~ i. 

On arrive d'ail\eurs facilement а се tblюreme par le raisonnement 
clirect suivant. 

Pour que les zeros de у soient fixes, il faut et il suffit que toutes 
les valeurs de у' s'annulent pour у= о quel que soit х, ct, en outre, 
que les developpements de у' sнivant les puissances de у commencent 
tOUS pat' UП tcrme J'oгdre au moins egal а I. 

En effet, il faut d'aboi'cl que toutes les valeurs de у' s'annulent 
pour у= о; sinoп il у aurait des integi·ales coupant Ја droite у= о 
pour х quclcoпque. 

Ceci pose, developpons une des branches у'= ј(х, у) suivaпt les 
puissaпces dey, d'ap!'Cs l::t regle dc Puiscux: 

л 

у= A(x)yii + ... ; 
л 

si l'оп pose :; = yiL, оп tt'OtJve 

р.::;'- А (.:с) ::;J·-~·+t + .... 

Се devcloppemeпt moпtre qu'il у а des iпtcgгalcs z( х) qui п е soпt 

pas identiчucmeпt пulles et qui s'annнlent ронг ш1е valeш х0 qнеl-

сопqне de х, il moiлs чuе A-[L+I>o, Ol\ Ьicn <]l!C ~::;Ј, cl'otl 

s'eпsuit immediat.emeлt Је tlн'югеmе ргссесlелt. 

Toutes les fois qнс l'oгdrc Л d'un zего Је у п'est pas egal ан cocf'fi
cient aпgulaiгe d'un c6te du polygoлe, се zсго colncicle soit avec un 
poiлt siпgulieг tгaпscendant dc l'iпtegrale, soit avec uп zer·o de yh(x) 
(/~ clcsigпaлt l'in(\icc clu sommet daпs le domaine duчuel est compгis 
/,), soit enfin avcc UIJ iпfiпi dcs анtгеs coefficients rp 1 (х). Jl s'eпstJit 
f(tie, si l'iпU;gгale d'une eчuatioп F =о algebгiquc cn .т, у, .r' а ses 
z(:ros indcpcп<laпts dc la coпstaпte d'iпtegгation, ces zeros soпt еп 
пошЬrс liшit{;. 

Је citc, i1 titrc d'cxemple ou ]'оп ve!'itie facilement toнt се qui pгc
cclle, l'cчнation 

[у'+ ј(.:с) у ]m + ср (х) у"= о 
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( ott т el n sont des entiers positifs), dont l'integгale generalo est 

y=e-fJ(x),lx С-+---._ . [ т n;· 
lll 

С etaпt Ја constante d'integratioп. 

7. Il peut aггiver que l'integra!e d'нne equatioп ait а la fois scs 
zcгos et ses infiпis fixcs. D'apгcs се qui ргессdе, оп peut eпoncor lc 
tbloгcme suivant : 

тш::оRЕМЕ VI. - Pour que l'integrale ginerale de F(x,y,y') =о 
ait ses zeгos et ses injinis jixes а lafoz·s, il faut et il sufftt que le poly
g·onc П de F soit и п гcctangle о и qu' il se гeduise а une droite paгalle'le 
а ON. 

Pour qне le polygone П se redнise а uпе dгoite paгallele а ON, il 
f'aut et il sнffit qне l'eqнation soit ћomogene en у et у' et, par conse
qнent, reductiЬle анх equations lineaiгes dн premier oгdre. Qнant 
ан cas oi1 П est нn гectangle, j'en iпdiqнeгai qнelques exemples. 

Daпs Је cas (le l'eqнation du premier clegгe 

р (х' у) у'+ Q (х' у) =о 

(se reporter а la 10 page pour la forme geneгale du polygone), les 
conditions necessaiгes et sнffisantes pour que le polygoнe se reduise 
а пn rectangle soпt 

п';т'+r et п;;m+r; 

la preшiere condition est necessaire et suffisante pour la fixite des 
zeros, et la secoнde pour la fixite des infinis. 

Pour l'equation 

Р(х, у)у' 2 + Q (х, у)у' + R (х, у)= о, 

les conditions ронr que le polygone soit un rectangle soнt les sш-
vantes : 

р'; п'+ I; т'+ 2 et 
Р. 4 
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Gomme on le voit d'apres la forme gt'шerale du polygone (le l'equation 
(fig. 3 ). 

Је terminerai par la remarque qu'on ramene facilemeвt aux pt·o
Ыemes prececlents le proЬleme de l'etude de l'intersection des courbes 
integrales avec une courbe fixe donnee а l'avance, des maxima ou des 
шinima des courbes integrales, de leurs points d'inflexion, etc, 

CHAPlТRE П. 

QUELQUES APPIJCATIONS DES THEOREMES PRECEOENTS. 

EQUATIONS А TOUTES LES SINGULARITES FIXES. 

i. Les singularites que peut presenter l'integrale d'une equation 
algebrique du premier ordre sont : 

I 0 Singularites algebriques (p6les et points critiques algebriqucs); 
2° Singularites transcendantes ( poinls critiques logarithmiques, 

poin ts esscn tiels). 
Ccs derniercs ne varicnt pas avec la coпstante d'integration, tandis 

чuе les preшiers varient gEшcralement. Mais il у а des cas ou toutes 
les singular·ites possiЬles de l'integrale sont fixes, comme cela arrive 
par exemplc pour l'equation lineair·e; des tl1eoremes du Cl1apitre 1 et 
clu tћeoreme de М. Fucl1s expriшant les conditions pour que les points 
critiques algebriques de l'integrale soient fixes, on cleduit facilement 
lcs conditions necessai1·es ct suffisantes pour que cette circonstance 
sc prescnte. 

Роuг CJUC les points cгitiques soieпt fixes, il faut et il suffit, comme 
on sait, que : 

1° La clcгivee у' defiпie ра1· l'equatioп diffeгentielle donnee пе 

clevienпe infinie роuг aucune valeuг finie de у, et que cette conditioп 

soit aussi rcmplie pour Ја transformee еп _: de l'equatioн; 
у 
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2" Tout systeme (х0 ,у 0 ) pour lequel deux valeurs de у' s'ccl1angeпt 

correspoпd а uп poiпt ordiпaire de l'iпtegrale qui, pour х- х0 , prend 
la valeuг у= У о· 

La ргеmiеге conditioп гevient а celle-ci : l'equation diffbгeпtielle 
btant mise sous \а t'oгme 

i=fL 

F(x,y, у')=~ fi(x,y)y'fL-i= о, 
i=O 

!е dе~те de cl1aque polyпome /k( х,у) е п у ne sш·passe pas 2 k. 
La seconde condition peut s'expгimeг sous differ·entes formes, ра1· 

exemple sous la foгme suivante, donnee par М. Poincю·b: 
а. J~es equatioпs 

дР 
F= ду' =о 

(lefinisseпt les iпtegгales singulieгes de l'equation !<'=о; 
Ь. Оп а ideпtiquemeпt 

дF у'+ дF = PF + Q д.l<'' 
ду дх ду 

ou Р et Q soпt des polynomes еп у et у' а coefficients fonctions qпel
conques de х. 

11 suffit d'ajouteг а ces conditions celle du tћеогеmе I du Cћapitl'e I 
pour avoi!' les conditions necessaires et suffisantes pou!' que toutes les 
singularites de l'integгale soient fixes. Ces coпditioпs sont les sui
vantcs : 

А. Le degre du polynome fk( х,у) (k =о, 1, 2, ... , fL) еп у ne sur
passe pas k. 

Ceci revient а dire que le sommet 'G'J' du polygone de F se t!'ouve 
suг !а bissectrice de l'angle NOM et qu'a sa dt'oite il n'y а аuспп 
sommet. 

В. Les conditions (а) el ( Ь) sont гemplies. 

Desigпoпs раг р le geпre de F(x,y,y') =о eny,y'. М. Poincaгe 
а montre que si l'eqпation F =о est а points critiqпes fixes : 

I" Si р= о, у est une foпction rationnelle [а coefficients fonctions 
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algebriques des coefficients tp,.( х) dans F =о] de и, и etant l'integrale 
giшerale d'une equation de Riccati а coefficients fonctions algebriques 
des tp;(x); 

2° Sip = 1 ,у est une fonction rationnelle (а coefficients algebriques 
еп tpi) de л [Јх(.х) dx +С], л etant le symbole d'une fonctioп mero
morphe douЬlement periodique, et х (х) une fonct.ion algebrique 
destp;; 

зо Si р> r, у est une fonction algebrique des q>;· 
Il s'ensuit que: 
I 0 Si les conditions А et В soпt remplies, оп а р~ 1; 

2° Si р= о, l' equation de Riccati а laquelle satisfait и se reduit а 
нпе equatioп lineaire du preшier ordre (les conditions А et В etaпt 
supposees remplies ). 

D'ou le theoreшe suivant: 

Toutes les fm"s qие les conditions А et В sont remplies, l'equation 
F =о s'inte'gre algebriquement ou раг deux quadratuгes au plиs. 

Si, рах· exemple, l'equatioп F(.x, у, у')= о est algebrique cn х, у, 
у', et les conditions algebriques remplies, l'integrale generale у est 
uпе fonction algebrique de х et rationnelle en 

еfй (х) dx 

' 
ј'х(х) efй(x)clxdx, 

ou GJ(x) et х(х) sont des fonctions algeЬriques de х. 
J'ajoнterai une remarque relat.ive а ces fonctions algeЬriqнes m(x) 

et х(х) en supposaвt que F(x,y, у') soit нн polynome irrc(luctiЬ\c 
en х, у, у'. Soit т le degгe de се polynome cn у'. Si l'integrale s'ob
tient par lcs deux quadraturcs precedeнtcs, c'est que le gcnre de l'e
чнation en у et у' cst egal а zero. Expriшons у et у' сп f'onction ra
tioпnelle d'нn paramctre л 

В 1 ct R2 etaвt des fonctions гationnelles (le л et algeЬriques en х. On 
sait, d'apres ш1 impoгtant theoгeme (le М. Nоtћсг С), чuе : 

1° Si т est iшраiг, оп peut cl1oisie uв paгametrc ), de tclle soгte 

-~· ~-~----~--~-- ~--- .. ----·---~-

(') jf!atfl. Annalcn, t. Ш. 
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q ue Ја repгesentation parametrique precedente n'introduise aucunc 
irratioпnalite par rapport aux coefficieвts f!Jx) daпs F, c'est-~1-diгe que 
R1 et Н2 soient des fonctions ratioппelles поn seulement сп Л, шais 
ausSt сп х. 

2° Si т est раiг, il existe toujours uпе гepreseпtatioп parametriqнe 
n'iпtroduisaпt cles in·atioпnalites раг rapport анх coefficieпts f! 1( х) 

dans F autгes qu'нпе raciпe саггее d'uп polyпome en coefficients 
9,(х). 

D'aнtrc part, les coefficieпts ев х dans l'equation lineaiгe clu pre
mier огdгс а laqнelle satisfait Л sont fonctions rationnelles des coef:
ficients cn х figшant dans Н 1 et R3 • Раг conseqнent, si т est impaiг, 
lcs с\енх fonctions {;)'(х) et х.(х) seгont cles fractions гationnellcs 

en х; si т cst раiг, elles sont dc !а foгme 

ou st et s2 sont des f'ractions rationnelles et р un polynomc сп х. 
Il s'ensuit que, si т cst impair, l'integrale Ј {;ј( х) dx· s'expгimc pat· 

des fonctions algebriques et logaritl1miques; si т est раiг, c'est tше 
integrale abllienne dн genre hyperelli ptique. 

2. Clн~rcl10ns maintenant, parmi les equations appartenant а quel
ques types generaux d'equations, ceiles dont l'integrale а toutes ses 
singularites fixes. 
н est d'abord evident que, paгmi toutes les equatioпs de la forme 

,_ Р(х,у) 
у- Q(x,y)' 

l'i~quation lineaire est !а seule joнissant de cette propriete. 
Cћercћons les conditions pour que l'integrale generale de l'equation 

binome 

'm- P(.x,,r) 
у - (Ј(х,у} 

ait tou tes ses singulari tes fixes. 
D'abord Q ne peut pas renfermer у, et le degre de Р en у est а п plus 

egal а т. Soity =УЈ une racine de Р (х, у)= о, pour laqпelle у' de-
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finie par ( r) se ramifie. D'apres les conditions de М. Fuchs, у= УЈ 
doit etre une integrale de ( 1 ), et, de plus, on doit avoir 

'= dYi' dx 

en designant par (Ја racine commuпe en у' aux deux equatioпs 

y'm-P(x,y)=o, 
д 
ду' [y'm- Р(х,у)] =о, 

et, cette racine commune etant у'= о, on aura 

dYi 
dx _о, 

c'est-a-di1·c УЈ= const. 
Par coпsequent, toutes les fois que le polynome Р(х,у) renfe1·me 

des facteurs de la forme у- УЈ• ou УЈ est une fonction (le х, Је point 
у= УЈ (ou l'on considere х comme constaпt) n'est pas un point de ra
шification de у' definie par (r). Il s'ensuit que, s'il existe de tcls fac
teurs, cћacun d'eux doit etre eleve а unc puissance egale а т ou а un 
mнltiple de т; mais, comme le degre (}е Р en у ne ренt pas sur·pas
ser т, s'il existc нn tel f'acteur, il est unique, et Р doit etre de Ја 

forme 
Р(х,у) = х.(х) (у- Yi)"', 

dans quel cas l'equation (1) se reduit а l'equation lineaire 

y'='v:x.(x)(y Yi)· 

Pour qu'il n'еп soit pas aiпsi, il faut donc que Р soit de Ја foгmr 

Р(х,у) _;::(х) S(y), 

ou S est un polynome сп у а coefficicnts constants, dont !с degгe nc 
suгpassc pas т, ct en posant 

l'equatioп (1) devient 

(?.) 

'v :х. (х) dx = dz, 

(dy)m d'; - S(y). 
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Рош· que les points cгitiques de у, consideгe comme fonction de х, 
soient fixes, il faut et il suffit que l'integrale geneгale y(z) de (2) 
soit нniforme. Or, роuг les equations Ьinomes de la fогше (2), Briot 
et Bouquet овt indique tous les types integгaЫes раг les fonctions 
tшifoгmes (' ). Рагшi eux, il у а onze types integгaЫes раг des fonc
tions meromoгphes douЬ\ement peгiodiques, qu'il faut laisser de c6te, 
са1' l'integrale у qui leuг coггespond а des pбles vari:шt avec Ја con
stantc d'intf~gration, et aloгs les types гestants sont 

I. 

11. 

ш. 

lY. 

dy - о-(у- а)2 
dz ь ' 

(
dy)m clz - g(y- a)nt+I(y- Ь)"'-', 

d~ _ g(y а)(у- Ь), 

CtY =g(y-a)2(y-b)(y-c) 

({5' etant unc coпstante) et lcurs transfoгmecs obteпues en posant 

Ј 
у=а+-, 

и 

ou rx est uпе constaпte. Les deux pгcmieres equations, ainsi que lepгs 
tгansformees, sont integгaЬles par des foвctions гationпelles, et les 
deux demieгes ра1' des fonctions simplement peгiodiques. Mais on 
voit facilement quc, рагшi toutes ces equations, les scules satisfaisant 
aux conditions du proЬleme qui nous occupe sont: 

(Yz)m =g(y- ~)m-1, 

(:i:Y =g(y- ~)(у- у); 

la premieгe est deduite de II et la seconde de IV en changeant у 
1 

en а+-· 
у 

(1) Theoгie des fonctions elliptiques, р. 38g; r87S. 
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On а ainsi le resultat suivant: 

Parmi toutes les equations de !а forme 

(dy)"' dx = R(x,y), 

ой R est une fonction rationnelle en у et quelconque en х, les seules 
equations dont les integrales ont toutes leurs singularites fixes son-t 
l' equation lineaire et les deux equations suivantes : 

(
dy)m dx = х(х)(у- a)m-1, 

(dy)2 dx =х(х)(у-а)(у-Ь), 

ой а et Ь sont des constantes et у_(х) unefonction quelconque de х. 

J/integrale de \а premiere equation est 

[ 
1 Ј ]т у=а+ C+;;z ''1/x(x)dx , 

et celle de la seconde 

Envisageons encore l'equation 

(3) р(х, у)у' 2 + q(ст:, у)у'+ s(x, у)= о, 

ou р, q, s sonl polynomes en у. 
Рош que les points critiques de l'integгale soient fixes, il faut et il 

suffit que les conditions suivant,es soient remplies: 
1° Les degres respectifs de р, q, s en у sont au plus egaux а о, 2, 4; 
2" I~e clisct·iminant д(х,у)= q2

- 4ps de (З) par rapport ау', соп
si(Јеге соmше polynome en у, est : soit un carre paгfait [ et aloгs l'equa
tion (З) se flecompose еп deux equations de Riccati], soit tel que 
l'{~quatioп L'.(x,y)= о ait une raciпe clouЬle епу et deux autгes dis
tiпctes [l'cчuation (З) est du geпre е], soit tel que д(х, у)= о 
эit ses CJLJ<ttre r<tcines distiпctes [l'equatioп (З) est clu genгe 1 Ј. 

за ToLJtes les гacines cle L'. о soпt des iпtegгales de (З). 
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I-orsque les poles de у sont egalement fixes, les degres respectifs 

de q et S SOПt au p/us egaux а I et 2; Је discriminant .1( х,у) est Ull 

polynome du second degre en у et l'equation (З) est du gcnre о; la 
condition 2° est alors toujours remplie. Par conseqпent, les conditions 
necessaires et suffisantes pour que toutcs les singularites de l'inte
grale soient fixes sont les suivantes : 

1° Les degres respectifs de р, q, s eny sont au plus egaux а о, I' 2; 

2° La courbe д(х,у) =о est une integrale de (З). 
Si les deux racines ен у de .1 =о sont egales, l'equation (3) est 

decomposaЬle en deux equations lineaires; si ces racines sont dis
tinctes, elle se ramiшe а une eqнation lineaire par une transformation 
de la forme 

ou R1 et R2 sont des fractions ratiorшelles en Л. 
L'equation (З) se rencontre, cornme l'on sait, quand on cћer·che les 

lignes asymptotiqнes ou les lignes de courbнre des surfaces pour les
quelles les coordonпecs s'expriment еп fonctioп rationnelle d'un para
metre и ( et d'une fa~;on quelconque d'un aпtl'e parametre џ). Si les 
coпditioпs А et В precedeпtes sont reшplies, ces ligпes s'obtiennent 
donc par deux quadr·atures ан plus. 

3. Ј 'ajouteгai ici une application des tlleoremes du Chapitre I relative 
aux directioпs asyrnptotiques de l'iпtegrale generale de F( х,у, yl) =о, 
ou F est un polynome en х,у,у1 , qпi peut etre utile dans l'etude de 
ccs integrales. 

Proposoпs-noнs de cћercher les conditioпs ш'Jcessaires et sнffisaпtes 
ропr que ces directions ne varient pas avec la constante d'integration, 
et de calculer dans се cas leurs coefficients angнlaires. Si l'on 

pose Л=~' les coefficients aпgulaires des asymptotes non paralleles 

а l'axe des у sont les valeurs finies de л pour lesquelles х devient 
iпfini, lorsque dans l'equation у= Лх on rernplace у par ћntegrale 
generale de F =о. Or, en rernpla.;ant, dans F =о, у par Лх ety1 par 

Р. 

Л+_!?_, 
dx 
dЛ 

5 
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on obtient une equation 

( dx) W Л, х, dЛ =о, 

et la condition ш'Jcessaire et suffisante cher·chee est que les infinis Л 1 , 

л2, ... ' лi, ... de х, considere comme integrale generale de w= о, 
ne varient pas avec la constante d'integration. Par consequent: 

Pour que les directions asymptotiques de у пе varieпt pas аџес !а coп
staпte d'iпtegratioп, ilfaut et il su.f!it que le polygoпe de W= о п'ait 
aucun cote а droite de son sommet ur droit. Si l' оп desigпe par 9 (Л) /е 
coif.!icient du terme соттеsропdапt а се sommet, les coif.!icients aпgulaires 
des asymptotes поп paralle'les а Оу soпt racines de l'equatioп 9(Л) =о. 

Је signale, en passaнt, uве applicatioн de се tblюreme, relative а 
J'equatioв algebrique F(y, у', у")= о ( ou х ве figurc pas) d:шs Ies 
cas ou sов iвtegrale geнerale est uне fonetion algcbrique, simplemeнt 
periodique OU do.uЬJemeпt i)eeiodique а Ul1 nombr·e fiпi de valeпrs (се 
que les metћodes de мм. Picard et Painleve permetteпt de I'econ
naitre ). Dans се cas, l'equation du premier o1·dre 

(2) ~· (у' р' р ::; ) = о 

а son integrale geпerale х.(у,р, С)= о algebrique, et у s'obtient par 
l'iвversioв de l'integeale ahelienne 

Considerons р et у comme l'ahscisse et l'ordonnee d'uв poiпt; les 
directions asymptotiqпcs, non paralleles апх axes de !а courbe 
х. (у, р, С)= о, soнt 

ai=liml 
р 

pour у=оо; 

les coefficients angulaiees (finis et differents de zero) des tangentes а 
cette courbe aux points reels ou imaginaires ou elle rencontre l'axe 
dcs у sont 

р, -1" dy 
t-'i- lffi dp pour р=о. 
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(Ј cst connu dans la tblorie des integrales ablliennes que les valeuгs 

soпt, а un facteuг entier pres, les perioclcs polaires dc l'integrale abl

lieпne х= Је~, corrcsponclaпt aux iпfiпis logaritћmes simples, c'est

a-dire aux Yaleurs у= а, pour lesчuelles х devicnt iпfJпi ct sa derivee 

est dc l'ordre de У~ а. Par coпs6qucпt, si l'integralc у est algebгique 

ou doublcrncпt p6гiodique, il п'у а pas (}е valcuгs а 1 et ~~ fiпies ct 
diff61'cntes dc z6го; siy est simplcment periodiчue, les valeurs а 1 et ~~ 
Љгment une suite dc nombres commensuraЬles eпtrc eux, ct Ја periode 
dey est alors, а 1111 facteur entier pres, egale au plнs gгапd diviseuг 
commuп aux а 1 et ~~ multiplie par 2тr:i. 

Ceci etant, posoпs daпs ( 2) 

р-Лу, 
dp у 
--=Л+-·-, 

1 dy r:!:r. 
dЛ 

et soit 

(3) ( dy)-чr л, у, dЛ -о 

Ја transformee ainsi obteпue, W etant mis SOHS la foгme d'un poly
nome. Si l'on designe par )ч les valeнrs, finies et diffeгeпtes de zero, 
de Л qui rendent iпfinie l'integrale у(Л) de ( 3), оп анrа 

Par consequent: pour que l'integrale у de F(y,y',y'1 ) =о puisse 
etre algebrique ou douЬlement periodr'que, ilfaut que le polygone de (3) 
n' ait aucun sommet а droite de son sommet w droit et que le coefficient 
du terme correspondant а се sommet se reduise а une constante. 

Supposons que, le polygone de (3) n'ayant аuснп sommet а droite 
dн sommet w droit, le coetficient dп terme daпs W correspoпdant а се 
sommet soit пn е foпction ср (Л) de Л. Alors: 

Pour que у puisse etre une fonction simplement periodique de х, il 
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faut que les racines Л 1 , Л2 , ••• de Г equation (ј) (Л) = о forment une 
suite de nombres commensuraЬles entre eux. 

On obtient des propositions analogues en considerant les valeurs ~;; 
en ecrivant l'equation (2) sous la forme 

les ~; sont racines de l'equation 

(4) 

ou У о est un zero quelconque de 1 'integrale generale р(у) de l' equa
tion (2). 

Si l'integrale у( х) est algebrique ou douЬlement periodique, l'equation 
( 4) ne peut aџoir aucune racine ~1finie et dijferente de zero. 

Supposons que cette equation admette des racines finies ~;. inde
pendantes de у0 , ou encore, si elles en dependaient, que le polygone 
de ( 2) ait son sommet UJ' gauche comme sommet extreme gaucl1e ( dans 
qнel cas Уо ne varie pas avec Ја constante d'integration), et soit 6(у) 
le coefficient du tcrme correspondant а се sommet. Designons pat· 
(~;,уј) les differents systemcs de racines communes aux deux equa-
tions 

6(у) =о; 

н· l'integrale у( х) est simplement pe'r·iodique, les valeurs ~;forment une 
suite de nombrcs commensuraЬles entre eux et аџес les racines ),; de 
rp (л) о; la periode est alors, а un facteur ent~'er pre's, egale а 2 7t i р. р 

etant le plus grand diџiseur commun aux ~; et Л;. 

V eгifions tout ceci sur l'exemple simplc 

уук + ау' 2 -t- Ьуу' =о, 
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ou а et Ь sont des constantes. On а ici 

( 
dp) dp F y,p,pdy -Ydy+ap+b, 

( 
dy)- dy W Л,у'dЛ -[Л(I+а)+Ь]dЛ +у, 

т+а 
сх;----ь-· 

D'apres се qui precede, si у est algebrique, on а Ь =о; si у est une 
fonction simplement periodique, а est nul ou commensuraЬle, et alors 

la periode est egale а 2 ~i, а un facteur entier pres. 

Ceci se verifie а la seule inspection de l'integrale generale qui est, 
soit 

soit 

1 

У= C(I +С' ehx)1+a, 

1 

y=C(I+C'x)-;:-:;:a, 

suivant que Ь 7Z" о ou Ь =о. 

Quelques applications а l'etude des integrales uniformes. 

f. Soit F( х, у,у') =о une equation du premier ordre, ou F est un 
polynome eny,y', algebrique en х. 

Quand on veut reconnaitre si l'integrale generale d'une telle equa
tion est uniforme, on verifie d'abord si les conditions necessaires et 
suffisantes de М. Fuchs, pour que les points critiques algebriques de 
l'integrale soient fixes, sont remplies. S'il en est ainsi, l'equation s'in
н~gre algebriquement au moyen de la tblorie des transformations Ьira
tionnelles des courbes algehriques en elles-memes, ou par une quadra
ture, ou se ram!:шe а une equation de Riccati, suivant que р> 1' р= I 
oup =о, р etant le genre de F =о eny, у'. Ceci fait, il ne reste qu'a 
verifier si l'integrale ainsi ob"tenue n'a reellement pas des points criti-
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ques. Quant а la nature analytiqнe des fonctions нniformes qн'engendre 
l'integration d'une equation telle que F =о, 

т о Si р> 1, се sont des fonctions rationnelles en х; 
2° Si р= r, се sont des fonctions rationnelles en х et en Л( Ј), Л 

etant le symbole d'нne fonction meromorphe douЬlement periodique 
et Ј etant une integrale abllienne; 

3° Si р= о, се sont les tl·anscendantes definies par une eqнation 
de Riccati а coefficients algebriques en х. 
Lмsque х ne figнrc pas explicitement dans l'equation, les fonctions 

нniformes engendrces par son integration peнvent etre des fonctions 
ratioнпellcs soit сп х, soit en еах, soit en sn(ax) et cn(ax)dn(ax). 

Si l'iпtegrale geпc1'alc de F =о est lюloтorphe daпs tout le рlап, 
le genгe р est dijferent de l'unite ( sans quoi il у aurait des pбles moЬiles) 
et alors : 

I 0 Si р> r, l'integrale est пn polynome еп х; 
2° Si р= о, c'cst un polyнome en х, eJ 1r 1, e-JI.rl, Ј xn eJ 1x 1dx 

(n= о, I, 2, ... ), ou Ј (х) est пnе iпtegrale abllienпe. Et en tenant 
compte de се que понs avons dit relativemeпt а la nature de l'inte
gra\c Ј (х) ( voir le paragi"aphe sш lcs singularites de l'iпtegrale ), on 
voit facilement quc : 

а. Si le clcgt·e т de F =о сп у' est impair, l'integrale est tш poly~ 
nomc ен х, еР 1 х 1 , e-Pix 1, Ј x"er 1x 1dx (n= о, I, 2, ••• ), ou Р(х) est 
ш1 polynome еп х. 

Ь. Si le degre т est pair, l'integrale ahelienne Ј(х) est dн genre 
ЪypcrcJ\ip tiqнe. 

2. Mais, meme dans le cas ou l'iнtegrale generale п'est pas нni
forme, l'eчuation ренt admettre нnе он plнsicurs iпtegrales particн
lieres ннiformcs. Lcs mctЬodcs servaнt а rcconnaitre si l'integf'ale 
generale est нпifof'me ne s'appliqнent point lorsqн'il s'agit de recon
naitee si l'eqпatioн adшet clcs integra\cs p:нticulieres uniformes, 
proЫeme genel'alcment plнs compliqнe qне le preшiee. De meme on 
sait rcconnaitre la natнre analytiqнe de l'iпtegrale generale sнpposee 
нвifоrшс сl'нвс cчнation donnee, mais оп ne sait pas resoudre le 
ргоЬiеmс analogue ронr les integrales paeЪculiercs. 

De la l'interet cle cl1eпher des types d'equations ayant нnе certaine 
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generalite, pour lesquels on peut traiter de pareilles questions. Ainsi, 
il resulte d'un tlн~oreme de М. Painleve С) que, si dans l' equation 

1
_ Р(х,у) 

у- Q(x,y)' 

ou Р et Q sont polynomes en х et у, le deпominateur Q по renfei·me 
aucun facteur de la forme х- а, а ctaпt uпе coпstaпte, et si, de plus, 
le degrc de Q сп х surpasse d'au moiпs deux unitcs Је degгe corтes

pondaпt du nuшcrateur Р, toute iпtegгale uпifoгme de l'equatioп est 
une foвction rationnelle de х. 

Plus gencralemeпt, ctaпt doпnee l'cчuatioп 

i.=fL 

~ f 1(x, y)y'l'-- 1= 6, 
i::::::::.O 

sif0 (x, у) ne coпtieпt аuснп facteur de la forme х- а, а etaпt une 
coпstante, et si, de plus, le degt'c de / 6 (х,у) en х surpasse d'au 
moins 2k unitcs le (legre coпcsponclant du coef'ficient /~'--"(х, у) 
(k = 1, 2, ... , fi-), toпte iпt6gra1e uniforme est rationnelle. 

Les integrales particu1ieres uпiformes д'uпс 6qпatioп F(x,y,y') =о, 
algebriчпe en х,у,у', peнvent Ctre rationnellcs ou transcendantes; 
dans се dernier cas nous (lirons r1не dепх OLJ plнsieurs integrales нni
formes у 1 , у 2 , ••• sont distinctes s'il n' existe entre elles анснnе I'elation 
algebriqнe а coefficients algcћriчпes en х. 

Је me pr·opose de rnontrer, еп comЬinant un procede employe par 
М. Painleve dans l' etшle dcs integrales rationnelles avec les tћeoremes 
connнs de М. Picard sш· les zeros des fonctions tшiformes et sнr le. 
genre des coнrbes algeћriclнes dont les cooruoпnces s'exprimcnt en 
fonction пniforme d'нn paramCtre, comment on р~нt, ронr des classes 
eteпdues d'e(}Uation, prcciser la limite superieure Ји nombre des inte
grales uniformes distinctes et la forme de l'eчuation dans le cas ou elle 
admet des integrales пniformes transcendantes; dans се dernier cas, 
је signalerai aussi les relations algebriqпes qнi existent entre telles 
integrales non distinctes. 

( 1 ) Annales de la Faculte de Toulouse, р. 43; I 888. 
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3. Demontrons d'abord un theoreme general relatif aux integ1·ales 

uniformes des equations F( х, у,у') =о, ou F est un polynome irre
ductiЬle еп у ety', а coefficieпts algebriques en х. On peut toujours 
ecrire une telle equatioп sous la forme 

F(x, Х, у, у')= о, 

F etant un polynome irreductiЬle en х, Х, у, у', et х et Х etant lies 
рю· une relation algebrique 

G(.т, Х)= о. 

En mettant en evidence les puissances de Х, l'equation ( 1) ренt 
,, . 

s ecrtre 

т etant le degre de G en Х. Је dis que : 

Toute integrale uniforтe de ( I) est соттипе а т equations dijferen
tielle 

( 3) F0 =o, ... , Fm- 1 =о. 

En effet, rempla«;ons dans ( 2) у et у' par l'integrale uniforme consi
deree et sa derivee, on oЬtient ainsi une relation Н(х, Х)= о, entre 
х et х, de degre au plus egal а т-- Ј en х. Si les coefficients de 
Н= о ne sont pas identiquement nuls, les cleux polynomes G et Н en 
Х doivent avoir un facteur commun К(х, Х), polynome en х et Х, 
puisqu'il divise G. Donc l'equation G(x, Х)= о ne serait pas irreduc
tiЬle. Par consequent, on doit avoir identiquement les F, =о. 

Comme les F, n'admettent pas de facteurs communs [ sans quoi 
l'equation (I) serait reduetiЬle], Ies equations (3), ou ћiеп sont in
compatibles ( dans quel cas il n'y а pas d'integrales uniformes), ou ћien 
definissent une relation algeћrique entre х ety. D'ou le theoreme sui
vant: 

Etant donnee une equation F(x, у, у')= о, ou F est un polynoтe 
irreductiЬle en у et у', et algebn'que en х, pour qu' elle puisse admettre 
des integrales uniformes transcendantes, zi faut que F soit rationnel 
сп .т. 
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Si cette condition n'est pas remplie, toute integrale uniforme de 
F =о est rationnelle, et l'on saura toujours calculer ces integrales, 
car elles sont communes aux equations (З). 

4. Ceci etant, distinguons les deux cas sнivants : 

ler CAS: L'equation F =о est а points critz"quesjixes.- Designons 
par' р Ie genre de F =о en у et у'. Alors 

I 0 Si р> r, toute integrale uniforme est rationnelle; 
2° Si р= I, en posant 

У= R(y, у', х) 

( ou R est rationnel en у, у' et algtЊrique en х), F =о se ram(шe а la 
forme 

(4) 

ou k est une constante et Н(х) algebrique en х. Si une integrale 
у 1 (х) de F о est uniforme, l'integrale У1 (х) correspondante de (1) 
n'a qu'tш nombt'e fini de valeџrs. Pour qu'il en soit ainsi, iJ faut que 

les periodes de l'integrale ·abllienne Ј н (х) dx soient les periodes de 

sn(x, k 2
); quand il en est ainsi, l'integrale generale У(х, С) de (4) 

n'aura qu'un nombre fini de valeurs у( х) egalement, mais il restera а 
verifier si, parmi ces integrales, il у en а qнi seront uniformes. S'il еп 
existe plusieurs, elles пе sont pas distiпctes: elles s'expriment algCЬri
quement е п fonction de х et de l' une d' entre elles. 

En effet, У(х, С) s'exprime algebriquement en fonction de У 1 (х) 
d'apres Ie tbloreme d'addition des fonctions elliptiques 

avec р(У) = (r- У2 ) (1- k2 Y2
), et, par suite, у( х) s'exprime alge

briqoement en у1 (х) et en С. 
Donc, si р= r, il ne saurait jamais exister plus d'une integrale uni

forme distincte. 
зо Si р= о, l'equation F =о se ramene algcbriquement а une 

Р. б 
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equatioп de Riccati еп У, еп posaпt У= R(y, у', х), ou R est ratioп
пel е11 у, у' et х figuгaпt гatioппelleme11t ou par uп radical carre. Si 
уј(х) est tшifoгmc, l'i11tt'gгale coггesponda11te У 1 (х) de l'equatio11 
de Riccati est а Ul1 11оmЬгс fini de valeuгs. Pour une equatioп de Ric
cati, 011 sait tгouve1· des integгales algelн·iqпes оп а uп пошЬге donne 
de valeuгs, mais 011 nc sait pas, en ge11ei·al, reconnaitгe si elle а des 
i11tegeales uпifoгmcs, ou si sоп iпteg1Ћle gt'шerale est unifoгme. Quoi 
qп'il е11 soit, il peut aeгiver чне l'equatioп de Riccati ait une, dепх ou 
trois iпtegгales uпifoгmcs (ou а n valeurs); s'il у en а trois, l'iвtegrale 
geneгale У(х) est u11iforme et s'exprime гationnellement еп foвc.tion 
de tгois iпtegгales particublн·es. 

L 'eqilation primitil'e F = о peul donc admelli'C о, I' 2 ou з integrafes 
uniformes distincles, mais pas daџantage. 

2е CAS : L' equation F = о est а points critiques moЬiles. Dans се cas, il 
existc uп certaiп nomЬre Је valeurs 

( 5) . о.' Уп= <f>n (х), 

telles quc l'uпe au moins des valeпrs correspondaпtes de у' (par 
exempley',) soit iпegulieгe (iпfiпic ou critiqoe), et l'integralc у(х) 
qui, роuг х= х0 , ргепd Ја valeш· у 1 ( х0 ) et aLlmet ронr derivee у; (х), 
aL!met х= .т0 сошmс poi11t critiquc. Nous nnнs Ьоrпегопs а coпsiderer 
les cqнatioлs pour lesqнellcs toutes les valcurs de у' se comportcnt 
comme у', pour cet·taiпes rles <letermiпatioпs ( 5 ). А нtremeпt Jit, пous 
supposcrons qu'il existe dcs foпctioпs ( 5) tellcs que toutc integt·ale 
qui, ропг х= .т 0 р!'Спd la valeur у, (xu), aJmet х= Х0 eorпme point 
cгitiquc, sauf pour certains points pa1·ticulieгs, satisfaisant а une сег
tаiпе conclition algeЬгiqнe. C'cst се чui aггivera toujours pour une 
equation dн prюniel' degгe en у' ( n'etant pas unc equation de Riccati 
он !iпеаiгс) 

'-р (.x,.r) 
у- Q (х,у)' 

oi1 Р et Q sont polynomes е п у, algehгiques en х; en effet, toute valeu r 
= cpi(x) annulaпt Q jouit de la pгopriete precedeпtc. C'est се qнi 
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arrivera encOI'e pour нnе cqнation dн second degrc еп у' 

1 _ А(х,у) +~~~У) 
У- С(х,у) ' 

А, В, С ctant des polynomes en у, algcbricrues en х. Еп effet, les 
valeurs у1 = rp 1( х) qui anпuleпt В sans etre ni racines doubles п[ 

intcgrales singulieгcs, joнisscnt dc la propгietc en чocstion. Toutc
fois, qu:шd toutcs Ics гасiпсs d'ordre impaiг у1 = 91 (х·) (]с В= о sont 
solutioпs singulieгcs, il п'сn est plus aiпsi, ct l'equatioп пс rепtге 
plus daпs Ја classe coпsideгee, а moiпs рошtапt чне des valcнrs 

Yk= '?k(x) raciпes dc С= о nc гспdепt iпfiпics lcs (/енх valeuгs 
dey'. 

De meme l'equatioп Ьiпоmс 

'm- р (х, у) 
у - (Ј(х,у) 

jouira des proprietes cn 'questioп pour toutes les valcurs у1 = rp;( х), 
racines dc Р= о ou de Q о, dont Ја multiplicite п'est pas ш1 mul
tiple entier de т. 

D'нnc maniere geпerale, la condition еп questioп sera remplie 
quand il existeгa des valeuгsy1 = rp 1(x) гепdапt infinies ou critiчues 
toutes les detei·miпations de у' saпs etrc des integгalcs siпgulieгes de 
l'eqнation. Dans tous ces cas, les fonctioпsy1 = rp 1(x)seront desfonc
tionsalgrЉn'ques de х. Еп effet, elles satisf'ont а l'equation obtenue еп 
annulant le coefficient de Ја plнs ћaute puissance de у' daпs F =о, 
ou Ьien le discгimiпant clc F =о раг rapport а у'. 

Traitons cl'abord lc cas de l'eqнation du premieг degre сп у'. 

Equation du preтier degre. 

Soient Р( х, у) et Q(x,y) deux polynomes en у des degres гespec
tifs т et т' a.?oefficients algebriques en х, et envisageoпs l'equation 
differentielle 

(б) 1 _ Р(х,у) 

Y-Q(x,y). 

Pour que l'eqtiation puisse admettre cles integrales uniformes trans-
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cendantes, 1.1 faut que Р et Q soient rationnels en х; on peut les sup
poser polynoшes en х. De plus, par une transforшation hoшogra

phique, on peut toujours raшener l'equation а satisfaire а la condition 
т= т'+ 2, que nous supposerons donc reшplie. la valeur de у= оо 

est alors une valeur ordinaire; c'est-a-dire. que, si l'on pose у=.:, 
z 

l'integrale z (х) qui ропr х= х0 prend la valeur z =о est holoшorphe 
au voisinage de х= х0 (pris au ћasard ). Distinguons les quatre cas 
suivants: 

I 0 Q =о admet plus de deux racines у;= ср;( х) distinctes, et soient 

trois qнelconques de ces racines; elles peuvent d'ailleurs etre des 
Ьranches d'unc шеше foпction algebrique. 

Је dis que: toute integrale uniforme de (б) est rationnelle. 
Еп effet, elle пе peut avoir que eertains points esscntiels conпus а 

l'avance; soit х= а un tel point. Si х= а est un point critiquc de 
q>u ср 2 ou ср 3 , nous pouvons toujours poser х-а= ~v, de Љ11оп que ср., 
ср 2 , ср 3 deviennent trois fonctions uпiforшes de ~ daпs le voisinage de 
~=о. Nous pouvoпs donc toujours supposer ср., q:> 2 , ср 3 uniforшes dans 
le voisinage de х= а. Ceci pose, а la variaЬie у substituoнs la va
riaЬle z dоппее par 

__ (rp2-rpз)(y-cp.) 
~- (ср2- <'Pt)(y- Сfз). 

Pour у= rp 1 (х), оп а z =о; pour у= rp 2 (x), on а z = r, et pour 
у rp 3 , on а z =оо. D'autre part, uпе integrale у supposee uniforme пе 
peut etre egale а ср.' ср2 ou срз que pour les valeurs exceptionnelles 
de х en nombrefini. la fonctioп z(x) serait donc uпе fonctioп adшet
tant х= а сошше point esseпtiel, etant нniforme dans le dошаiпе de 
се point et ne prenant daпs le voisiпage de х= а les trois \'aleпrs о, 
I, оо qu'un nombl'e fiпi de f'ois. la fonction unifol'шe у( х) ne peut 
done admettre de poiпts essentiels (а distance finie ou infinie): c'est 
donc ипе fonction rationnelle de х. 

2° Q о admet deux racmes у. ср 1 (х) et ћ = ср 2 (х) distinctes. 
Posons 

-у- ср. 
z --· 

У- Cfz 
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La fonctioп z(x) 'n'est pas пecessairemeпt нпiforme, pнisqнe ср 1 et 
92 ne soпt pas necessaiгement alg6bгiчнes; mais si le poiпt ,х= а est 
нп poiпt сгitiчне de z, c'est ЧLie c'est нп poiпt cгitiчLie algeЬгiqнe ас 
9 1 Oll de ср 2 , et, раг SLiite, еп posaпt х-а= ~v (u Напt uп eпtier·), 
оп est sur чuе z sега нnifoгme dans Је voisiпage (Је z =о. 

Cela suppose, formoпs l'eqпation сп z, et soieпt z 1 et z 2 les dcl!x 
f'oпctions de х qui coпespondent а cleux iпtegr·ales uпiЉгmes Lle 

l'eqнation (6). Је dis qне le rapporl ~ est unefonction algrЉrique clex. 
-"'! 

En effet, c'est une fonction а ш1 nomb!'e fini de valcLirs n'ayaпt pas с!с 
poiпts cssentiels а distance fiпic Oll iпfiпie. Car, si х=а etait uп poiпt 

esscпtiel de ~, а l'aiJe du cl1ang·emeпt х- а= ~v оп peut toujol!гs 
~~ 

sнpposer се rapport нniforme aнtour de х= а. D'autre part, ~ пс 
~1 

peut etre egal а О, I, ОО CfUC pOUI' lll1 ПOmbre fini dc vaJeurS UC Х daBS 
lc voisinagc de х= а. Donc х= а n'est pas tШ poiпt esseпtiel f1C 

?' et, par suite, се rapport est нпе f'onctioп alge!JriqLie clc ::с. 
~~ 

Il s'ensuit quc l'eqLiation (6) ne peut шюiг deux integrales um-
formes transcendantes dl:~tinctes. 

3° Q =о п' а qu'une racine у 1 = ср 1 (х). La fonction ср 1 (х) est alors 
пecessairement rationпelle. En posant 

z== --, 
у- 'Pt 

on ramf:me l'eqнэtion (6) а Ја forme 

ou Т est un polynome en z. Daпs се cas l'eqнatioп (6) ne peut ad
mettre plus de deux integгales uniformes distinct~s, et, de plus, si elle 
admet plus de deux integrales uniformes, toute integrale uniforme est 
ratio nnelle. 

Pour le moпtrer, admettons que l'cquatioп ( 6 ), et par suite aussi 
l'equatioп ( 7 ), admette trois integrales ппiformes, et soieпt zi' z 2 , z 3 

les iпtegrales cotтespondan tes de ( 7). Е п form:ш t Ј' expressi оп 
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on voit aussitot que la fonction r (х) est une fonction uniforme sans 
coupure et telle que les trois equations 

џ(х) =о, џ(х) = 1, џ(х) =оо 

в'овt qu'un воmЬrе fini de raciнes; ев vertu du theoreme de М. Pi
CIO'Ll, џ(х) est dовс uве foвctioв ratioввelle de х. 

Оп еп сопсlпt que les tгois inte'gтales zu Z2 , z3 sont liees par une rela
tion rle /а Jorme 

( 8) 

ой S 1 , S2 , Sa sont des polynomes еп х lles eux-memes par la relation 

( 8') 

Differcntioпs Ја I'elatioв (8) Lleux f'ois par rapport а х, cn rcmpla-
dz1 dz, dz 3 • 

.-;апt -d ~ -,-, -
1
- respect1vement par 

Х (Х (Х 

оп aura les deux relations 

(g) 

(1о) 

avec 

U1 (x,z 1 ) + U2 (x,z2 ) + U3 (x,z3 )=o, 

vl (х, ;:;1) + V,(x, Zz) + Vз(.х, z 3) =о 

dS~c 
U~c= -d z~c+ S~cT(x,z~c), 

х 

V d' S 1с dS 1с 1, ( S (дТ ЈТ т) 
~с( х, zk) = -d·· z~c+ 2 х, zk) + 1с -д +-Ј· 

-Xk Х ~ o=zk 

Il est f'acile de voir чне les trois relations (8), (g), (ro) soвt tou
joнгs distinctes cпtrc elles. En effet, en posaпt 

оп tire des t·elatioпs ( 8) et (9) 

П 1 (х,- ~,+~з)+ П, (х,~:)+ Пз (х,~:) -о, 

гclatioв чui пс peut se гeduire а uпе identite чне : 
I

0 Si Ok(x, zk) est lineaire еп zk, се qui est impossiЬle si Т n'est 
liпcaiгe ев z; 
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2° Si l'uп des роlупошсs Sл etait пul iclcпtiчucшcпt, се CJtli cst. iш

possible еп veгtu de сlенх re!atioпs (8) et(8') si les tгois iпtegгaleszp 
z 2 , Z 3 soпt distiпctes. 

Оп veпait cle Ја шеше f<JQOП CJUC les l'clatioпs (8) ct (1о), et eп
stlitc (9) ct (ro) soпt egalcшeпt clistiпctes eпtrc e!les. Il s'eпsoit qш~ 
ces rclatioпs defiлisseпt z 1 , .:: 2 , zэ, ct, par SLtilc, lcs iпt1)gтalcs corтes
pondantcs dc (G) сошmе fonctioпs ratioплelles clc х. 

4° Q ne contient pas у. L'eciLiation (G) est aloгs опс CCJtlation tlc 
Hiccati ou lineaii·c. Рош l'cqllatioп de Ricc<Jti, il рснt cxisteг т, 2 OLI 
3 integralcs tшifot·шcs <listiпctcs; pour l'eqt~ation liп6aiгc, il pcot у сп 
3VOIГ I OU 2. 

Оп aпivc aiпsi а се tћеог(;mс : 

Toute equation у'= R(.т, у), oz't R est rationnel en х et у, ne peut acl
mettre plus (le trois inte grales un~formes rlistinctes. 

Si elle en arlmet 3, с' est шzе equation rle Biccati. 
Si elle en admet 2, с' est une equation de Riccati ou lineaire, ou bien se 

ramene а la forme 
,_ Р(х,у) 
У- [у- ср!(х)]т' 

ou Р est un polynome en х et у de degre т + 2 en у, et ср 1 une fraction 
rationnelle en х. 

Si elle en admet I' elle se rame'ne soit а l'une des formes precedentes, 
soit а la forme 

1 Р(х,у) 

У- (y-cpl)f·(y-cpz)k'' 

ou ср 1 et ср 2 sont algiЬriques en х et Р un polynome en х et у, de degre 
k + k' + 2 епу. 

Се dernieг fait est evident en remarquant que, si le degre de Р en у 
etait superieur а k + k'+ 2, la valeur у= оо joue le role de у;= 9i(x), 
c'est-a-dire qu'en posant у=~ ( en supposant ср 1 et ср 2 pas identique

ment nuls ), оп aurait trois valeurs 

z=o, I z=-, 
ср! 

1 .z==-, 
о/2 
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jouant le rOle de у;= <р;. Si, au contraire, се degre etait inferieur а 
k + k' + 2, у= оо serait une integrale, c'est-a-dire dans l'equat.ion en 

z = !.., z =о serait une integrale, et l'integrale generale z ne peut 
у 

prendre la valeur z =о que pour des valeurs exceptionnelles de х en 
nombre fini; z =о serait donc encore une troisieme valeлr jouant le 
role de у;= <f!i· 

Tout се que nous ·oenons de _ dire pour l' equation du premier degre est 
valaЫe pour toutes les equations F (х, у, у') = о, ou F est un polynome 
irreductiЫe е п х, у, у' et du genre zero е п у, у'. 

Proposoпs-nous maintenant un proЬleme рlш; general que lc prece
dent. Envisageons l'equation 

, Р(х, Х, у) 
у- ' Q(x,X,y) 

ou Р et Q sont des polynomes en х, Х, у, et х et Х etant lies par une 
relation algebrique G(x, Х)= о. Nous avons vu que si le degre de G 
cn Х surpasse I, toute integrale uniforme ( en х) de ( r r) est ration
пelle en х; mais il peut у aџoir des integrales transcendantes de (Ј Ј) 

uniformes en х et en Х. C'est de telles integrales que nous allons nous 
occuper maintenant. 

On peut repeter les raisonnements precedents, en supposant succes
sivemcnt qu'il existe pour chaque сонрlе de valeurs (х, Х) З,2 ou r 
valeнrs у;= rp;(x, Х) jouissant -de la proprietc indiquee, c'est-a-dire 
telles qне у' devienne infinie рош у; rp; et quc de plus l'integrale 
у(х, Х), qнi pour (хо, Хо) est egale а rp;(Xo, Хо), admet Хо comme 
point critique, sauf pour certaines valeurs х0 exceptionnelles et en 
вombre fini. 

Dans ces conditions, s'il existe З valeurs у1 rp 1, l'integгale у est 
ratzonnelle en (х, Х), et cela par la meme raison que precedemment : 
е le nc ренt admettee de points essentiels х= а а distance finie ou 
infinie. En posant х- а ~V, si а etait point cгitique des rp 1 ou de 

(:r), de manieгe а rendr·e z uniforme clans le voisinage de ~=о, ou 

~ _ ( о/2- 'fз )(У - 'ft) 
"' (rpz-!ft)(y-rpз)' 

оп la demonstration comme precedemment. 



( l,g ) 

De meme dans le cas ou il у а 2 ou r valeur у1 = ~ 1 ( х, Х). 
I"es conclusions enoncees pour les integrales uniformes en х peu

ven t donc se r·epeter pour les integrales uniformes en (х. Х). Л n' existe 
jamais plus de З telles intigrales distinctes. S'il en existe З, l'equa
tion ( I 1) est une equation de Riccali, etc. 

Les memes mithodes el conclusions s' appliquent а l' itude des intigrales 
uпijormes en (х, Х) relatives aux iquations F(x, Х, у, у')= о, ou }<' 

est un polynome du genre ziro en у, у'' а coefficients rationnel~ en 
(.r, Х), х et Х itant liis par une relation algibrique G( х, Х)= о. 

Equation du second degri. 

Uпе tclle equatioп peut toujours etre mise sous Ја forme 

,_ А(х, Х, у)+ В(х, X,y)yR(x, Х.у) 
у- с х ' (х, 'у) 

ou А, В, С, R sont des polynomes en х, Х, у et х et Х etant lies ра1· 
une relation algebrique G(x, Х)= о. Designons par А le degre de R 
en у, et supposons que l'equation (12) n'admette pas d'integrales siп
gulieres. 

Tout d'abord, si А~ 2, !е gcnre de l'equation en у et у' est nul, et 
l'on rentre dans 1е cas precedeпt. 

S i А > 2, toute integrale uniforme е п (х, Х) est rationnelle е п (х, Х). 
En effet, R =о admet alors au moins trois racines у;=~;( х, Х) telles 
que toute integrale qui, pour х= х0 ( х0 etant pris au ћasard, sauf 
certaines valeurs exceptionnelles de х en nombre fini ), prend la va
leur ~i( х0 , Х 0 ), admet х= х0 comme point critique. Si donc on forme 
Ја comhinaison 

__ ( q>2- Сf>з) (у- o/t) 
~- (ср2- o/t)(y- срз)' 

cette Љnction z( х) ne saurait admettre de points essentiels (а dis
tance fiпie ou inflnie ), et, par consequent, у, supposee uniforme en 
(х, Х), est ratioппelle (le raisoппement analogue а celui du cas du 
premieж· degre ). 

L'equation ( 12) ( d'uп genre plus grand que zero) ne saurait dопс 
admettre d'iпtegrales uпiformes traпscendaпtes еп (х, Х) que si les va-

P. 7 
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leurs у;= (ј);( х, Х) qui annulent R sont des integrales singulieres, а l'ex
ception peut-etre de deux au plus. 
А и cas de l' equation du second degri se rame'rtent toutes les equa

tions du genre I OU 2 en у, у' et, plus generafement, toutes /es equations 
de l'espe'ce hyperelliptique; les t•esultats precedents sont donc valaЬles 
pour toutes ces equations. 

Observons que, quand il existe seuleщent deux valeurs у;= (j)i(x, Х) 
non singulieres, on ne peut plus repeter le raisonnement fait dans le 
cas du premier degre, сю· се dernier I'aisonnement repose sur се fait 
que deux integrales quelconques ne peuvent devenir egales que рош 
les х fixes en nombre fini, fait qui ne subsiste pas dans le cas du se
cond degre. 

Obscrvons encore que les racines Yi = х.Ј х, Х) de С= о ne peuvent 
plus jouer le meme r6le, en gencral, que les l'acines de Q =о dans le 
cas dп premier degre, саг, generalement, une seule valeur de у' devient 
infinie pour les racines de С= о. En effet, en ecrivant l'equation ( 12) 
sous la forme 

Су'2 + П у'+ Е= о 

( ou С, D, Е sont des fonctions de х, Х, у). pour С= о, D, genel'ale
ment, est different de zero et une seule v:.tleur de у' devient infinie. 
Toutefois, si С et D ont un facteur commun К(х, Х,у), et·si се facteul' 
а trois racines distinctes en у, toute ~·ntigrale uniforme en (х, Х) est 
rationnelle. 

Equation binome du second degтe. 

nn peut \а mettre sous la forme 

, В(х,Х,у)у~Х~ 
у- с х ' (х, 'у) 

otl В, ]{ et С sont polynomes en х, Х, у. Toute integrale singulierc 
у1 - у 1 (х, Х), annulant R et, par suite, у', doit etrc une constaпte, et 
reciproquement. Si toutefois Yi = tp 1 aпnulait R et С, се serait пn lieu 
с]е points critiques des integrales. 
C~i etaпt, si \е пошЬrе total de valeurs distiпctes у1 = ср 1 (х, Х) qui, 

он Ьien anпнlent С ou Ьien annнlent R sans etre (les constaпtes, de-
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passe 2, toute integrale uniforme en (х, Х) est ra.tionnelie. En effet, 
toute integraJe qui, pour х= х0 , prend la valeur ср;(х 0 , Х 0 ) admet х0 
comme point critique, sauf pour certains points х0 exceptionneJs en 
nombгe fini, et Је raisonnement s'acћeveгait comme dans Је cas dн 
premicr degre. 

Distinguons donc plнsieнrs cas, en obseгvant qн'on рснt toujoнгs 
supposer le degre Л de R en у pair (а l'aide <l'нne transformation ћo
mo~raphiqнe ), Л= 2 fl-· 

Si fl- ~ r, le genгe р de l'equation est nul, et J'on est ramene ан cas 
<lн premier degre. 

Si fJ- > r, distingнons les гacines de R en [Ј-' racines constantes et 
[Ј-" racines fonctions dc х. Pour que toute integrale uniforme en (х, Х) 
ne soit pas rationnelle, il faнt, d'apres се qui precede, qне [Ј-"= о, 
I OU 2. 

Soit d'aboгd fJ-" =о, R peut alors etre suppose polynome ен у а 
cocfficients constants, soit р (у). Si у est une integгale unil'orme en 
(х, Х) (}е (1З), le radical 

. 1-(-)- С(х, Х,у)у' 
уру В(х,Х,у) 

l'est egalement. Ceci n'est possiЬle que si le polynome р (у) est du 
quatrie'me degre en у. En effet, у ( supposee non rationnelle) aclmet, 
au moins, нn point essentiel х= ·а. Si Х (х) n'est pas uniforme en х 

autour de а, on pose х- а= ~v et alors у et Vp (у) sont deux fonc
tions de ~ uniformes autour de ~=о et admettent ~=о comme point 
essentiel. Or, d'apres un theoreme de М. Picard, la I'elation entre у et 

VP (у) est necessairement du genre zero ou un. Donc р (у) est du qua
trieme degre. 

L'equation (1З), pour qu'elle puisse admettre des integrales unifoi·
mes en (х, Х) non rationnelles, doit donc etre de la forme 

, _ В (х, Х, у) 1/РТУ) 
у -- (у - о/1 )k (у :....._ '1'2 )k'' 

ou le degre de в en у est egal а k + k', et ou р (у) est un polynome 
du quati·ieme degre en' у а coefficients constants. 

Dans le cas ou 11-" =т оп 11-" = 2, on ne peut plus preciser Је degre 
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du polynome sous le radical, mais оп aura une relation entre les de
gres en у du numerateш· et du denominateur, en teнant compte de la 
condition que, pour qu'il puisse exister des integrales uniformes en 
(х, Х) transcendantcs, il faut que z =о ne soit pas une integralc de 

l'equation en z = .:, sans quoi (si le genre de l'equation n'est pas nul) 
у 

il у aura au moins trois valeurs у;= <р; (х, Х) ( en comptant у= со 
comme une telle valeur ). 

On peut completer се qui precede dans certains cas particuliers, 
notamment quand В= о admet des racines у;= сх.; constantes, сю· 
alors нnе integrale autre que у= rx; ne џeut prendre les valeur·s сх.; que 
pour les valeurs exceptionnelles de х, en nombre fini. Une telle valeur 
rx; јоне donc le rOle des <р; et le raisonnement s'acћeve sans peine. 

J'ajoute, enfin, que les memes methodes et conclusions s'appliquent а 
l'equation binome generale, d'un degre quelconque eny'. 

5. Voici maintenant un tћeoreme permettant de construire des types 
generaux d'equations du premier ordre pour lesquelles toute integrale 
uniforme est une fonction rationnelle en х. 

Soient ср (х, у,у') et t (х, у,у') deux polynomes en х, у, у', tels 
que les sommets 1:iJ droits de leurs polygonPs respectifs soien t situes 
sur une meme perpendiculaire а ОМ, et qu'a droite de cette perpen
cliculaire ni l'un ni l'autre des polygoпes n'aient de som mets. 

Soient ensпite : 

Р (х, у, у') un polynome qпelconque en х, у et у'; 
1:iJ (а, Ь) un polynome homogene ен а et Ь а coefficieпts constants; 
;t_(x, а, Ь) un polynome homogene еп а, Ь, de meme degre d'ћomoge-

rн~ite fL que 1:iJ (а, Ь ), а coefficients fonctions algebriqпes de х, 

et envisageons l'equatioп du premicr ordre: 

( I) r.J (ср, ~) Р (х, .У, у' ) + Х (.х, ср, ~ ) = о. 

Је ше proposc de clemontreг que : 

Si le nombre rle racines а distinctes et dijferentes de ::;ero de l'equation 
1:iJ (а, 1) = о surpassp 2, toute integra!e uniforme de ( I) PSl rall·onnelt е. 
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Рош le moвtrer, ecr·ivoвs l'equation (r) sous la forme 

( 2) 

Si tше integrale uniforme de ( ') etait coшmune а ( I) et 11 'f =о, оп 
\'oЬtienclrait par l'elimiвation de у' entre ~=о et 

u:1(cp, о)Р(х,у,у')+х.(х, ср,о)=о, 

et \а demonstration serait асћеvее. Supposons donc que notl'e intt~

grale у nc satisfasse pas а ~ = о; elle satisfera alors it 

( 3) 

Soit а unc racinc dc l'equation G1(a, r) =о; је dis d'aЬoJ'cl que lcs 
l'acines х= Q( de l'equation 

ср(х, у, у') -
~(х,у,у') -а-о, 

lorsqu'oп у remplace у par l'integrale uniforme considere, soпt еп 
поmЬrс fini. Car, d'apres (3 ), les valeurs telles que х= Q( doivent 
colncider : I 0 soit avec les p61es dc l'iпtegrale у; 2° soit avcc les 
siпgularites tгaпsceпdaпtes de у; 3° soit avec les iпfiпis dcs cocfficieпts 
еп х dans Р; 4° soit avec les raciпcs еп х de l'equatioп algebriqнe 

х( х, а, 1) =о. Daпs les trois derпiers cas \еш· nomЬrc cst ccrtaiпc
meпt fiпi, mais је vais montre1· qu'il en est de memc daпs \е prem ier cas. 

Pour cela, il suf'fit de montrer que l'expl'essioп $ ne peut tentire vers 

Ја limite а que pour un nomb!'e fiпi (}е poles de у. 
Dans le voisinage d'uп pOie х= Q( de у, on aura 

у= (х- сх)Л ј( х), 

ou Л est un entier negatif et /(х) une fonction de х ne tlevenant ni 
nulle ni infinie pour х= 0(. Si l'on met ср et ~ sous la forшe 

ср= ~cp;(x)ym;y'n;, 
i:.:::l 

i=t 
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on аша dans le voisinage de х= а, d'apres les notations du Chзpitre I, 
et en appelзnt ( m') le sommet droit de 'f, 

rp =(x-a)s.,,,·[Q"' (х)+~ (х-- a)s.,,,-s,,~. Q;(x)J, 

-INI 

<f = (х- a)s:.,. [Q;".( х)+~ (х-- а)s:. .. л- s;,л Щ(х)Ј. 
-(<Ј~ -

Or, nous avons vu dans le Chзpitre l que, lorsque х tend vers а, on а 

liш.Q;(x)=o (i=I,2, .о ,s, saufi=m), 
1 i ш Q~ ( х ) = о (i = 1 , 2, о о о , t, sa u f i = ui' ) , 

lim Q"' (х)= ).n., 'for( а)/( а), 

lim.Qor·(x) = лп:.,. <fGJ·(a)j(a) 

( ou n"' et п'оr. designcnt les exposants de у' dans les termes respectifs 
de if et ф correspondзnt aux sommets m et m' ). 

Distinguons maintenant les trois cas suivants : 

1 е,- CAS : Le sommet r;s' est au-dessous du sommet Ф о - Comme Si,), et 
s;,), met les ordonnees а l'origine des droites ayзnt le coefficient angu
laire А et passant respectivement par les points (М;, N;) appartenant 
а 9 et а ф, on voit que Sor,л> Sor·,л pour tous les А negatifs. Par conse
quent, si А n'est pas une racine de l'equation aJgebrique 

'for(oc) =о 

( et s'il en ctait ainsi, Је nombre des а serait fini et Ја demonstгation 

асћеvее ), Је гаррогt ~ tend vers zero, et nоп pas vers !а limite а, 

loгsque х tenrl vers а. Се rapport ве peut donc tendre vers Ја 

гacinc а dё m(a, т)=о pour un pole х=а de у, quc si се роЈе 

colncide avec unc racine de l'equation 'fu:r·( а)= о; donc le nomЬre (]с 
tels poles est Jimite. 

2е CAS: Le sommet m' est au-dessus du sommetm. Alors Sor,л<SGJ·,). 
роuг toпs les А ш~gatifs; par coпsequent, si а в'cst pas une racine de 

9'"( rx) ==о, !е гаррогt ~ augmeвte indefiniment lorsque х tencl veгs а. 

Се гаррогt пе рспt donc tendгe veгs la Jiшite а qпе si Је рбlе consideгe 
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de у co'incide avec une raciпe de l'equation algelнique 

<pfiJ(cx) о, 

се qui moвtre que le nombre des а est limite. 

зе CAS : Les sommets U1 et rir' coi"ncident. - On а alors MfiJ- м~ .. 
NfiJ = N~ .• et par consequent SfiJ,л = SfiJ·,л quel que soit Л; donc 

Cette limite doit etre egale а а, et par suite а doit etre une rасше 
cle l'equation algebriqнe 

лп,.-п;.. <pfiJ(cx)- а tfiJ'(cx)- о; 

le nornbre des а est dunc encore limite. Le seнl cas ou ceci pшsse 
tomber en defaнt est"le cas exceptionnel ou la quantite 

est ЈШ nombre independant de а et entier, et lorsque Л est egal а се 

nombre. 
En resнme, l'equation 

<р (х' у' у') - а - о 
lj;(x,y,yt) - ' 

apres у avoir remplacey par пnе integrale uniforme de (1) et а par 
пне racine quelconque nоп nulle de u:r (а, i) =о, ne peut avoir qu'un 
nombre limite de racines х. Et comme, у etant unifoi'me, се rapport 

~ est aussi пnе f'onction пniforme de х, il s'ensuit que, si le nombre de 

racines а distinctes et non nulles surpasse deux, ~ doit etre пnе f'rac

tion rationnelle, aiпsi qпе у [ en supposant que le resпltant de ( 1) et 

de ~ = R (х) par rapport ау' n'est pas identiquement nul]. 

Si, par exemple, ср, ф et Х ne contiennent pas х explicitement, et 

si Р est un polynome en х, у, у', l'equation ~ -а= о ne peut pas 
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avoir de racines а dist:шce finie, et si le nombre de racines а de l'equa
tion m (а, r) = о sш·passe deux, on а 

ср(х,у,<) =const.=C. 
tj;(x,y,y) 

L'integ1·ale у, supposee uniforme, ne peut etre que J'atioпnelle et 
s'obtiendrait par l'elimination de у' entre les deux equations 

ср (у, у')- с tj;(y,y') =о, 

Р(х, у, у')+ С' =о, 

ou les constantes С et С' sont liees par la relation 

m(C, 1)С'-х(С, I)=o. 

On peut, par exemple, prendre qJ =у', ~=у, et l'equation ( r) aurait 
la forme 

u:r(y, у') р (х, у,у') + х(х,у, у')= о, 

ou m et х. sont des polynomes ћomogiшes en у, у' de meme degre 
d 'homogiшeite. 

6. Dans quelques cas etendus consideres precedemment, les. inte
grales rationnelles sont les seules integrales uniformes possiЬles de 
l'equation, et, en les calculant, on sera certain d'avoir ainsi toutes les 
integrales uniformes de l'equation, ou de constater qu'elle n'admet 
pas de telles integrales. 

La question de reconnaitre si l'integrale gencrale d'une equation 
algebrique du premier ordre est rationnelle se ram(шe, par la methode 
de М. Poincare, а des operations algebriques ou а une quadrature ou 
а \а question de reconnaitre si l'integrale d'une equation de Riccati est 
rationnelle, се qu'on saura toujours reconnaitre. 

Mais, quand il s'agit des integrales particнlieres rationnelles, le 
proЬleme est plнs difficile et exige des methodes speciales. М. P::tin
leve ( 1

) en а donne нnе qнi permet de determiner sureшent toнtes les 
in.tegrales rationnelles pour des classes tres d'E:quations du 

( 1 ) Anllales de l'Ecole Normale, 1892, р. Зо5; Comptes rendus, t. СХ, р. 34. 
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premier ordre, et qui peut s'appliquer clans tous les cas que nous 
avons consideres precedemment. 

J'ajouteгai seulement quelчнes геmагчнеs гelatives aux simplifi
cations qu'on peut tireг assez soпvent par la coпsicleгatioп du poly
gone П cle l'equation doпnee. 

Supposons qне le polygoпe п'ait aucun c6te а coefficieпt angulaiгe 
entier et positif. Оп connaitгa alors une suite cle valeurs ех~> ех 2 , ••• , 

exn te!Jes qu'aucune integгale rationnelle ne puisse avoir cle zeros dif'
ferant des ех,.. Si l'on posc 

w(x)=(x-cx1)(x-cx2) ... (::t'~-:x"), 

il existera un nombr'c entier positif fJ. tel que Ја foпction 

1 
11 = ~ [w(x)]fL, 

у 

soit un polynome en х, et, si l'on conпaissait t:ne limite superieuгe 
de f-1-• on ram(шeгait la recheгche de toutes les integrales rationпelles 
а celle, relativement plus facile, des polynomes sat.isfaisant а l'equa
tion diffeгentielle en и. On peut determiner une limite superieшe cle 
се поmЬге par la methode suivaнte. On sait гeconnaitre раг les methodes 
de Bгiot et Bouquet si l'eqнation donnee admet des integrales holo
morphes prenant, раг exemple, ронr х= ех; la valeur у= о et deter
miner pour ces integrales le developpement de у, suivaпt les puis
sances de (х- а); on en deduir·a l'ordre maximum possiЬle Л,. du 
zегоа; dey. En faisant се calcul pour tous les zeros ех., ... , ап et en 
de~ignant par Ал le plus grand des entiers Л,., Ал sera une limite supe
rieure de fJ.' 

Loгsqнe la suite а, ... , t:1.. 11 n'existe pas, ~ est пn polynome en х. 
у 

Si le polygone de l'equation n'a aнcun cote а coefficient angulair·e 
entier negatif, on appliquera les calculs precedents а Ја transformee 

en ~ de l'equation, et l'on reduira еnсоге la I'echerche des integгales 
у 

rationnelles а сеНе des integrales entieres. 
Si le polygone n'a aнcun cote й coefficient angulaire entier, on con

naitra en meme temps tous les zeros et tous les poles possiЬ\es des 
integrales rationнelles; soieнt r.x,. ces zeros et ~i ces poles. Apres 

Р. 8 
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avo1r forme l'equation q:.(x, и, и')= о, transformee en и.= .r' de 
у 

l'equation donnee F =о, on cherchera les integгales rationnelles de 
cette eqнation de la fac;;on sнivante. Les pOies de l'нne qнelconque 
de ces integrales и sont toujours des poles simples et, en posant 

on aura 

ur(x) =(х- а 1 )(х- а2 ) ••• (.r- а,.), 

Х (Х) = (Х - f3t) (Х - f32) · · · (Х - f3m ) , 

џ 

u= ' ur(x)x(x) 

ј) etant un polynome en х. Une fois tous ces polynomes џ 1 , џн ... , џk 

trouves et apres avoir sнpprime les facteurs (х- а,.) et (х-~,.) 
communs aux 11 ct а й(х)х_(х), on ::~нrа toutcs les iпtegJ•ales ration
nelles и., и2 , •• • , uk de q:.(x, и, и')=--= о. Рош· que F =о a<lmeLte des 
integrales rationnclles, il faut et il sнffit que, parmi les fractions и,., il 
у ait au moins l'нne satisfaisant aux conditioпs suivantes : 

t 0 Le degre du nпmerateur de и; est moindre que celui dп deпo
minateur; 

2° Les residus de и,. relatifs а ses poles ( qui sont evidemment tous 
des poles simples) sont toнs des entiers. 

Ces conditions remplies, toutes les integ1·ales rationnelles de F =о 
soпt donnecs par \а formule 

7. I~a consideration dп polygone П dc l'equation рспt etrc нtile non 
sculement dans Је calcнl des integ1·ales rationnellcs, mais зussi а celнi 
plus gcncгal (les integrзlcs tгзnscendantcs mегоmогрћсs, en peгmet
tant de ramener се calcul а celui r t·elзtivement plнs Љсi\е, des inte
gгales llolomoгphes dans tout le plan. 

Ainsi, loгsque lc polygonc n'a aucun сбtе а coefficient angulзiгe 
entier posilif, on connaitra нnе suite de valcuгs rx, ... , rxn telles qu'au
cнnc intcgrale meromorp!te de l'eqпation ne pнisse зvоiг de zeros diffe
гant des rx,. D'apres !е tћеогеmс suг la decomposi t.ion des fonctions 
mct·omoгphes cn fctcteurs pгimctiгcs, on pcut alors есгiге 
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ou les ~' dcsignent les pOies de у et ceux parmi les а, qui пе soпt pas 
effectivemeпt les zer·os (l'ordгe fh dey; fh est uп епtiег positif', egal ou 
supeгieur· au plus gгаш] огсlге Jes zeros а, de у; G(x) est uпе f'onc
tioп l1olomorpl1e daпs tout le рlап. 

Раг сопsечuепt, еп posant 

1 
u =- [П(з·- а; )]fi, 

у 

и sега uпе f'onction holomorpћe dans tout le plan, satisЉisaпt а tше 
eчuatioп diffeгentielle facile а formeг au mоуеп de l'iщuatioп doпnee, 
et Ја connaissaвce de cette fonctioв и eвtгaiпerait cellc dey. On peut 
calculer Је nomЬre fJ. d'unc maniere identiчuc а celle indiчuee pltls 
ћaut dans Је cas des integrales rationnelles. 
Оп pгocedcra aussi d'une maniere analogue а celle чuс пotrs avoпs 

indiчuee precedeшmeпt, lorsque l'une qнelconчue dcs conditions sнi 
vantes est remplie : 

1" Le polygoпe п'а aucun c6te а coefficient aпgulaire entier пegatif; 
2° Le polygone n'a aucuп c6te а coefficieпt angulaire entier. 

8. Је terminerai cette serie d'applications раг une remaгqнe coп
cernant les residus de l'integrale generale relatifs а ses p6les simples mo
Ьiles. 

Lorsчнe l'integ,·ale generale de Ј<'(х,у,у') =о admet des poles 
simples moЬiles, le polygone П de F а un co"te а coefficient angulairc 
egal а - I. La limite р du produit (х- а )у, lorsqнe х teпd veгs а, 

est uпе racine non nulle de l'eчuation algebrique en р, гelative au 
cQte а COefficient anguJaire -- I; par COПsequent, Jes residus Је \'inte
grale genei·a\e, relatifs aux pO!es moЬiles simples, soпt racines dc 
cette eqнation en р. Si les coefficients q;,( х) dans les tet·mes de F = о 

correspondant а се cote sont constants, ces residus ne varient pas аџес la 
constante d'integration. 

Soit F(x, у, у')= о пnе equation а points critiqпes fixes. On sait 
toujours reconnaitre si ћntegrale geш'Jrale d'une telle equation est ou 
non meromorphe а l'interieur d'un contour donпe Г, daпs le рlап des 
imagiпaires, et supposons qu'il е п est ainsi. Si le polygone de F =о n'a 
qu'un seul cOte а droite de son sommet Ф droit, et si les coпditioпs de 
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toнt а lЪенrе (relatives а се сбtе et а l'eqнation en р qui lui corres
pond) sont remplies, l'integrale 

Ју(х, С) dx 

( ou у est l'iпtegrale generale de l'equatioп ), prise le long· d'un tel con
tour г' est egale а zero ou а un multiple de l' une des quantites jixes 

... , 

P·t· р 2 , р 3 , ••• etant les racines поп nulles de l'equation en р relatiџe au 
с6tеЛ =- I. 

Si, par exemple, у (х, С) est l'iпtegrale gcnerale de l'equation de 
Riccati 

( ou Ј et tp sont <les polyпomes en z ct а une constante ), l'iпtegrale 

./.r( z, С) dz, prise le long d'un contour ~uelconque daпs le рlап des z, 

est пulle ou egale а un шultiple de 
2 :t, се qп'on verifie еп remar

quant que !а fonction 
11 = e-afydx 

est l'iпtegrale de l'eqнatioп 

d' u du 
-d. +J(z)-d -ar.;;(.::;)u=o, 

:;2 z 1 

par suite, qu'elle est holomorpl1e clans tout le plan; l'iпtegrale 

у Jz пе peut tlonc avoir d'aнtres periocles qне 2
; t. 
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DEUXIEME PARTIE. 
EQUATIONS D'ORDRE SUPERIEUR. 

SUH LES ZEROS ЕТ LES INI<'INIS DES INTEGRALES. 

t qui nous а а trouver les 
les zeros et 

er 
ensemЫe aux equations ur. 
pour les equations d'ordre superieur les si 
varieпtavec les constantes d'integra , се ne se presente 
les eqпations du ordre. D'autre part, dans le cas premier 
ordre, toutes les deterшinations dc la derivee у' etaient des fonctions 
algeћriques connues de у, pour lesquelles on pouvait trouver les sys
temes circulaires de racines s'annulant ave·c у et etudier la faQon dont 
chacune ces racines se comportait dans le voisinage х= х0 , 

У=Уо· 
Giшeralement, ceci ne subsiste pas les equations d' ordre supe-

t·ieur. L'integrale d'une telle equation, ainsi que sa del'ivee, peut de
venir indeterminee pour des valeш'S х 0 quelconques; elle peut avoir 
aussi des coupures variaЬ!es avec les constantes tegration, он 

encore des lignes singulieres non analytiques, variaЫes ega!ement 
avec constantes. Ces difficulles еmресћенt, comme daпs Ьiен 

d'autres circonstances, l'extension de metћode qui nous а reussi 
рош les equations du premier orclre. 
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Mais la methode permet une certaine extension dans un que1conque 
des cas suivants : 

I 0 Lorsqu'on peut reconnaitre sur l'equation differentielle donnee 
elle-meme que les points transcendants de l'integrale et de ses deri
vees ne varient pas avec les constantes d'integration; 

2° Lorsqu'on se borne а etudier les integrales (particulieres ou de
pendant des constantes arbitraires) ayant les points essentiels cloлnes 
а l'avance, par exemple les integralcs meromыphes; 

за D'une maniere geneJ·ale, en etнdiant les integrales quelconqнes, 
mais en se bornant aux zeros, et les infinis tels quc l'integrale et ses 
derivees, jнsqu'a l'ordrc р. soicnt d'un Ol'dre inЉJitesimal deter·miп{~ 

dans leur voisiпage (р etant l'orclre de l'equation). 
А l'egard de Ја coпclition r", је rappelle quelques resultats dus it 

М. Pain\eve (' ), r·elativement а l'equation сiн second ord1'e 

l"(.x:, у, у', у")= о, 

et qui s'eteпdcnt aussi aux equations d'un or·dre quelconque. 
Une equatioв (r), prise au ћаsагd, n'a pas de poiпts essentiels 

mobiles; pour qн'elle puisse еп aYoie, il faнt que cei'taiпes coпcli

tioлs soieпt J'cшplies, dont les plus simples sont les sui\'aпtes. Soit 
S(x,y,yr) =о la conclitioп pour qu'uпe valcur clcy11

, deflвie рш· (1), 
soit iпfinie, ou ронr que cleux valeurs cle у// sc perшuteпt. Si l'inU·
grale cle (r) а dcs points esscnticls moЬiles, 

1° Le polynoшe s coвtient UB facteur cle !а foгme sl (х, у), ou у 
figнre certaiпeшeлt; 

2° I/eqtJatioп (1), ou l'on regaгde х comme Ја foлction, ac!met, quel 
que soit .х 0 , l'iпtegrale .х:== .х: 0 • 

Si aucuпe с! е ces coп(litioпs п'est гешр\iе, les poznts essentiels de l'in
tegтafe et toutes ses rleriџc'es sontfixes. Оп а des resultats aiJalogues рош· 
]es equatioпs u'uп ОГUГС St!p(~гieur ~t 2. 

2. Eпvisageons пn роlупоше епу,у,у~, ... ,)IP! 
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ou les т sont des entiers positifs, tcls qu'on n'ait pas а Ја fois pour deux 
iпdiccs i etj differeпts 

et \es C[Ji( Х) etant des fonctions que\conqlleS de Х. 
FOI'mons le douЬle taЬleau cle 2s пombres eпtiers et positifs sш-: 

va п ts 
Лс= р 

М;- m 0;+ m 1;+ ... +- П~рi- m~c;, 

k о 

k~cp 

N;= m 1;+ 2П~ 2 ;+ ... + pnip;= km~c;. 

k:::::O 

TraQoпs dans le р\ап deux axes, cclui des М ct dcs N, et marqпoпs les 
s points (М,., F,.) еп ау:шt soin d'iпscr·ire а cOte de cllacun (l'ellx son 
indicc. Il peut arrivc1' que deux оп plusieurs poiпts ( M,.,Ni) coincicleпt; 
оп шettra aloгs а cOte d'un tel poiпt multiple les indices de tous les 
points qui у soпt confondus. 

Coпstruisons Је polygone, concave vers ОМ et conteпant daпs son 
inteгieuг ou suг sa peгipblrie tous les points (Mi, Ni ), сошmс nous 
l'avons fait роuг les equatioпs du premieг oгdre, en adopt.aпt les шешеs 
conventions et les шешеs definitions, avec la seule diff'er·encc suivante: 
il рошrа aпivel' que plusieuгs points (:М, N) soient confonclus en 
uп mеше soшmet du polygoпe; si le пombl'e de ces poiпts est h, се sега 
Шl sоттеt multi'ple d' ordre h. 
Оп voit aisemeпt qне lc polygoпe tou.t entieг est compгis dans 

l'aпgle foгme рю·lа par·tie positive de l'axe ОМ et la partie de !а dгoite 
passant pal' l'origine et ayant le coefficieпt aпgulail'e egal а р (р etant 
l'oгdl'e de l'equatioп diffeгeпtielle ), qui est comprise daпs l'aпgle NOM. 
Cette dl'oite sel'a appelee Jans la suite la droite liтite. 

J'indiqueгai Jes formes des polygones relatifs а quelques types gene
raux d'eqпatioп. 

Premier exemple. -- Soit 

F = Р(х,у)у" + Q( х,у), 

oil Р et Q sont dенх polynomes е п у, et soient т et т' le plпs graпd 



( бЦ ) 
et le plus petit exposant de у dans Р, et n, n' les quantites analogues 
relatives а Q. Le polyпome F presente deux sortes dc termes : 

I 0 Les termes de la forme yi у" ( i = т1 , т'+ I, ... , т- т, т), qui 
donnent Ies points М; i +ј. N; = 2, situes sнr Ја droite N = 2; 

2° Les termes de Ја forme yk (k =п', п'+ 1, ... , n- r, n), qui don
nent Ies points Mk = k, Nk =о, situcs sur \'ахе ОМ. 

Fig. 4· 

Par consequeвt, la forme gener;tle du polygone est celle de lafig. 4. 
Sur Ја droite N = 2 il у а au moins un sommet; la disposition, le nom
bre de sommets et la forme du polygone peuvent d'ailleurs varier. Si 
т = т', le sommet {;}' sera douЬle; on voi t egalement que !е polygoпe 

ne pas presenter d'un sommet multiple. 

Deuxie'me exemple. obtenir le polygone П de 

l•' =y"v+ Р(х, у, у'), 

Р(х,у, 

le sommet GJ" 

une droite D, et 
Si le sommet ех

П est сеlш 
ne et d'une 

uche est а droite de 
le S i1 се sommet 

(х, у)у' + Q( у), 

on аш·а 
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moltiples. La forme do polygone peut varier, mais \е sommet u:r reste 
tонјошs sш la c1roite N = 2. 

Fig. 5. }'ig. 6. 

N N 

GJ 2 .......... GJ 

1 .. 1 .......... 

QL-_J--------~--~~-
m+l n- М 

Troisieme exemple. So i t 

1<'- Р(х, у")+ Q(.r, у). 

11 у а deox sortcs -de termes: 
I" I~es termes en y"1(i=m', ... , т), donnant les points ~1 1 -l, 

N1= 2isitнes sнrla droite limite А= 2; 

2° Les termes en yk(k=n', ... ,n), clonnant Ies points Mk=k. 
Nk =о, situes sur l'axe ОМ. 

La forme g{merale du polygone est сеНе de lajig. 1l; elle ренt varier, 
mais le sommet u:r se trouve toujout·s sur Ја (]roite N = 2m. 

Fig. 7· 

2m -~--------·----. G> 

Quatrieme exemple. - Le polygone d'une eqнation lineaiгe d'огdге р 
saпs secoнd membre se reduit а нnе droite parallele а ON, et les coor
donnces du sommet u:r sont (р, р); pour les equations avec le second 
membre c'est tш triangle rectangle, dont les coordonnees des sommets 
sont (о, о), (r, о), (r, р). 

Р. 9 
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Pour la construction des exemples (relatifs а се qui va suivre ), il 
impot·te de savoir t1·ouver les equations differe~tiel\es d'un ordre 
donne, correspondant а un systeme de points (М,., N,-) donne. Ceci 
revient а la resolution d'un systerne d'equations lineaires en nombres 
entiers et positif's. Pour trouYer Је terme (\е l'equation d'ordre р cor
respondant au point donne (М,-, N,-), il faut resoudre Је systerne dc 
deux equatioпs 

M;=m 0;+ mti+· . . + mp;, 

N;= mti+ 2m2;+ ... + pmp;, 

en пomЬr·es entiers positifs, et, pour que Је proЬierpe soit possiЬ\e, il 
faut et il suffit que р М,.- N,.~ о. П pcut у avoir· plusieurs systemes de 
solutions correspondant а un meme poiпt (М,., N,-), mais \е nomhl'e 
de ces systemes cst lirnite et chacun d'eux dоппе un mode <lc constl'uc
tioп du terme de l'equation correspondaпt au point dоппе. Еп con
stl'uisant h termes de l'equation correspondant aux <liffereпts systemes 
<le solutions relatifs а tш meme poiпt (М;, N,.), се point sera uп point 
multiple d'or<!re h pour l'equat1oп ainsi coпstruite. 

Pour facilitei' Ја reche!'che des exemplcs, је donne ici Је ТаЬ\еаu de 
ces solutioпs pour les equations d'un ord!'e inferieur а 5, el qu'il faut. 
appliqucl' а chacun <les poiпts (М,, N,) donnes (\ans Је plan NOM (les 
indiccs i sont sllppr·imes). 
р= 2: 

N-M~m,~tN", 

m 1 =N-2m2 , m0 =M-l'l+m2 

Oll CllCOI'C 

N - 2 М; m 3 ; ± N, 

0\1 СПСОI'С 

M-l'l;m 0 ;M-~l'\, 

2l\1 - N - 2 m 0 ; т 1 <%М - ~ N - ~ то, 

111 3 - i ( N- М + m 0 - т,). 



р =4: 
N - З~~~ т, с: t 
:'-i 2 М - 2 т,~ m 3 < ~ ( N - 4 ~~). 
N-l\I-2m3 -3m,~m2 <}(N-{fm> 3m 3 ), 

m 1 = ,\;- 211l 2 - 3m 3 - 4m,, 

3. Ceci et;шt, posoпs dans le polynoшe precedeпt. F 

у= (:х:- а)Лј(х·), 

oi1 а et Л soпt deux coпstantes finies et differeпtes de zero, et Ј( х) 
une foпctioп de х. Ра1· les differentiations successives оп tt'ouve 

у' -Л(х-а))·- 1 Ј+(х-а)'лј', 

у" =--=Л (Л- 1)(х- а)'л- 2 ] + 2Л(х·- а)'л- 1 Ј' +(х- а)Л Ј", 

у'"- Л(Л- 1) (Л- 2)(х-а))·- 3ј + ЗЛ (Л- 1) (х-а)Л- 2/' + ЗЛ (х-а)Л-IЈ" +(х- а)Лј'', 

Si l'on pose, рош· abl'e~el', 

{ui =ти+ m 2; +.,. +mpio 

{11 =т,;+ mзi+· .. +mpi, 
•••••••• о •••••••••• о •••• , 

•••••••••••••• о ••••••••• , 

Је tегше geпeral de r' prend ra \а f'orшe 

ср 1 (х) (х- a)),!I;-N•[AJ(x)м'+ 1Э 1 (х)], 

ou Oi(a·) est un polynoшe en 

ј( х), (:r- а)ј' (х), (х- a)2f"(x) ... (х- а)Р ј<РЈ(х ), 

dans lequelt'l n'y а pas de terme dipendant uniquement de ј, ensuite 

Ai =А Yoi(A- i)У,;(Л- 2 )У,; •'•. (А- р+ I)Yp-Pi, 

Оп aura donc 

F = 1: ср 1 (х)(х- а)ЛМ;-N; [А1ј(х)М'+ IЭ;(х)]. 
i=1 

Envisageons dans cette somme l'ensemЬle Т de termes pour lesquels 
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l'exposant ЛМ;- N; <le la puissance (х- а) шise en facteur est le 
plus faiЬie. Suivaht les valeurs des М;. N;, Л l'ensemЬle Т sera compose 
d'un seul terme, de dенх он de plusieurs termes, et је vais chei·cћe•· 

les conditions necessaires et suffisantes correspondant а ces divers cas. 
En general, pour que les termes d'indices у, ~. е:, ••. fassent partie 

de Т, il faнt et il suffit qне les conditions suiva11tes soient remplies 
simнltanement : 

Л Му- Ny== ).Мв- Nв= Л Ме- Ne=· .. , 

).Му- Ny< Hf; -N;, 

Jorsqu'on attribue а l'indice i toнtes Jes vaJeurS' entieres de I а S 

autres qнecelles des iпdices des tcrmes Љisant partie cle Т. 
La condition (r) peut s'ecl'ire 

(3) 
Ny- No Nв-N, 

), = Му Мо = Мо- Ме = .... 

On voit donc quc Л doit etre egal au coefficieпt aпgнlaire de Ја 

droite (у,~) et qне les points corl'espondant aux divers termes de Т 
doivent etre sш· cette dr·oite. 

D'aнtre part, Ја quantitc ЛМ;- N; lorsqн'on у remplace Л par la 
valeur (3), represente l'ordonnee а l'origine si,).• сћапgее de sтgne, 

de la di"oitc passant par (i) et de coefficient angнlaire Л. 
Pai' conseqнent, рош que les teJ•mes d'iпdice 'У· ь, Е, ••• fasseлt 

pal'tie de Т, il faнt et il suffit : 
r0 Que les poiпts d'iпdices у, ь, Е, •.. soicпt sш uпе memc droite, 

et que Л soit egal au cocfficicпt aпgulair·c clc cettc cll'oite; 
2° QueSy,л>So.poнrtouslesiпdicesicle I as aнti'Csqнcy,~.E, ... , 

c'est-a-dii'e qне l'oi'UOЛПee а l'o!·iginc de Ја clroite (у, ь) soit pll!s 
graлcle qrie celle d'une quclcoпquc de UI'Oites pal'alleles а (у, 6) et 
passaпt pa1·les points (i) nоп situes sш !а cll'oite (у, 6). 

Si tous les points pii, Ni) sont siшples, Ја clii·ection fle toнtc 

(ll'oite (у, 6) cstbien detel'шiпec, et, par сопsечuспt, рош· ces poiнts 
Ја coпditioп I 0 nc peut еtт·е vel'iflee чuе pour uпе scнle valeuг de Л. 
Mais si !е point (Mi, Ni) etait rnultiple et coпcspoп(lait, ра1· exemple, 
aux iпdices i,j, k, ... , la di1·cctioп des dr·oites ez-,j), (ј, k), ... serait 
СОШрlеtСШСПt iПL\etыmiпee Ct pourrait etre чнеlсоnqне; раг СОПSС-
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qtient, роuг les points multiples, la conditioп (1°) est toujolll's Yer·ibl~e. 
qнelle qне soit la valeш ае Л, reelle Otl imagiпaiгe; рош ces poiпts 
ilпe reste qне les iпegalites 2° а verifieг. 

Је distiпgueгai donc deux cas, sнivaпt que toнs lcs poiпts (М, N) 
soпt simples, ou qн'il у en ait de multiples. 

Ier CAS: Tous les points (М;, N;) sontsunpies. - Pour quc les tcгmes 
coпespoпdant aux deux points (у) ct (6) Љsseпt pa1·tie (]е Т, il faut 
qне le cocfficieпt angulaire Л de la droite (у, 8) ait Ја уа\сuг tir·ec de 
(З). Recipгoqнement, Л etant cooveпaЬlement clюisi, quels que soieпt 
les deux points (у) et ( 8), on peut t.oujoшs satisf'air·e а !а conditioп ( r ), 
poшvu que ces points ве soient pas situes sнг unc memc (\гoitc paгal
lele а ом ou а ON. 

Il гcste еnсогс а satisfaiгe а Ја condition 2°. Or·, рош cela, cl'apгf.•s 
les pгoprieti~s du polygonc, il faut et il suftit que la dгoite (у, 8) soit 
нn c6te du polygoпe nоп paгallele анх axes. Оп Yoit (Јове qне, роог 
qне Т soit compose d'au moins dенх termes, il Љut et il suf'fit que Л 
soit egal au coefficient angulaiгe d'uп cote qне!сопqнс du polygoпe, 
non paгallele aux axes; les iodices dcs teгmes чнi figш·ent aloгs (]апs 
Т sont сснх des sommets dн polygoвe qui se tгouvcвt suг Је cote doпt 
Је coefficient angulaii'C est egal а (3). 

2е CAS: /1 у а de.f poinls (М;, N;) muuipies. - Pour ccs poiнts la coп
ditioп 1° est satisfaite, quel чuе soit Л, ћ~еl Otl imaginaiгe, et poul' 
qне les termes aux iвc]ices у. 8, ... dн point multiple (Му, Ny) fassent 
paгtie de т. il faut et il sнffit чuе l'on dопве а л нnе valeuг qui per
mette de satisfaiгe а Ја condition 2°. 

Il est d'abord facile de voir que si пn poiпt шultiple (:Му, Ny) n'est 
pas un sошшеt du polygone, quelle que soit !а valeuг гeelle qu'oп at
tribue а Л, овпе ренt jamais satisfaiгe а la ~.;on(litioп 2°. En effet, рош 
que la condition Sу,л> S;,л pнisse еtге satisfaite ронг tous les iпdices 
i autгes qне сепх qui appartieвпenL au poiпt multiple (у). il faut чuе ), 
soit coшpris dans le domaine du рошt (у), et, соmше le domaiпe d'нп 
point quelconque qui п'est pas uп soшmet du polygoлe est nul, la 
conditioп 2° ne peut etre satisfaite чuе pour нn sommet dн polygoпe. 
D'ailleнrs cћaque sommet du polygone satisfait а 2° si l'on doвne а Л 
uпе valeпr quelconque compгise dans sоп dошаiпе. 
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Si maintenant Л etait imaginaire, је conviendrais de dire que l'expo
saвt ЛМr- Nr est superieur, egal ou inferieur а l'exposant ЛМi- Ni, 
suivant que 

tend ver·s zero, vers une limite finie, ou augmente indefiniment lorsque 
х tend vers а. D'apres cette definition, si l'on designe par R(Л) la 
partie reelle de л, pour que l'on ait 

Л Му- Ny< ЛМi- Ni, 
il faut et il suffit que 

R(Л) Му- Ny< R(Л) Mi- Ni, 

et notJS ayons vu que pour qu'une telle equation soit satisfaite poue 
tous les indices i autres que ceux qui appartiennent au point multiple 
(у), il faut eL il· suffit que се pointy soit un sommct du polygone et 
que R(Л) soit comprise dans !е domaine de се sощ met. Or·, се domaine 
n'est jamais nul et il est represeпte par un intervalle fini si le somшet 
est. un sommct intermediaire, par tШ iпtervalle iвdefiпi dans uв sens 
si c'est uв sommet extreme, et pe~r l'iвtervalle dc Л=- оо а Л=+ оо 

si се sommet est l'unique sommet du polygone. 
On ренt donc dire d'une fщ:on generale que : pour qu'un ter·me 

ayant un indice qui appartient а uп point multiple (Му, Ny) fasse par
tie de Т, il fat1t et il suffit que се poiпt шultiplc soit un sommet Ju po
lygoпe, et que Ја partie ћ')elle de Л soit compl'isc (Јапs Је domaiпe de 
re sommet. Si ces conditioпs soпt remplics, Т scra Ја somme de tous 
les terшes coпespoпdant aux inclices du poiпt шultiple, lorsque R(Л) 
n'est egaJe а aUClli1C des vaJCUГS JimiteS LIC l'iпtcrva\Je qui Jefiпit Је 
domainP du sommet; et а tous ces tel'mcs s'ajouteront еnсоге les 
termes coпespondant aux iвdices dп sommet voisiп, lorsque R(Л) 
prencl une des valeнгs limites de cet iпtcrvallc; dans се cas, d'ailleurs, 
Л devicпt egal au coefficieпt aпgпlaire du c6te joignaпt le sommet 
multiple considel'e au sommet voisin. 
Оп peut restJmeг се qпi pi'ccCde еп deux lemrnes suivaпts: 

Lonme Ј. - Pour чuс Т se compose d'пn seul terme, il faпt et il 
sutfit: 

о Quc le polyp;one л'ait aucu11 сбtе 11011 pare~llele aux axes, ou, s'il 
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en а, qне Л ne soit egal а анснn des coefficients aпgнlaires cle ces 
cOtes; 

2° Qне le polygoпe n'ait aнcun sommet mнltiplc, он, s'il сп а, que 
R(Л) ne soit compгisc claos lc ciomainc d'aut;нn cle ces sommets. 

Lemme ЈЈ. - Рош qне Т se compose cle dснх OLJ de plusicuгs 

tcrmes, il faut et il suffit que \'нпе au шоiпs des coпcli tioпs sнivantes 
soit remplie : 

1" Le polygoпe а des c6tes поп paralleles aux axes et Л est egal ан 
coefftcieпt aпgulail'c d'нп de ces cOtcs; Т sera aloгs la somme de toLts 
les teгmes cle F coпespomlant анх iпcliccs des poiпts sitнcs suг le cOte 
doпt le coef'ficicпt aпg11laiгe est cgal а Л. 

2° l,e polygoпe а des sommets шultiplcs, et Н(Л) est. compгise d:шs 
le domaiпe d'нп clc ces soшmets; Т sега alors la sошше cle toLJs les 
termes coпesporнlaпt анх iпdices c!LJ soшmet coпsicieгe. 

4. Utilisoпs maiпtcпaпt crs dcux lcmmes poLJr сlоппеr i1 ~, ccJ·taiпes 

forrnes qui noLJs sегопt нtiles daпs Ја sнite. 

А. Supposons remplz'es les conditions Ј 0 et 2° du lemme Ј. - L'ell
semЬle Т sега alOI's cornpose cl'нn terme uniqнe, et l'iпclice de се 

terme sera celLJi dLJ sommet simple dans le domaiпe duqнel R (Л) cst 
compr·ise. Soit h cet ioclicc et posoos, pour aћreger, 

оп peut alors ect·i1·e F sous Ја forme 

(l) F =(х- a)-s,,,, [Q1,(x) +~(х- a)s,.,,-s"J.Q;(x)J, 

Је signe ~ s'etendaпt а tous les poiпts (М,, N,) autres qне (Мл, Nл); 
il f'aut encore reшarqнer que tous les exposaпts Sџ,- Si,). sont posi
tifs, cal' d'apres la definitiuп шеше du tышс d'indice h on а Sџ> Sџ, 
pour tous ]es poiots (Mi, NJ autres que (Мл, Nл)· 

В. Supposons remplie la condition 1 о du lemme П. - L' епsеш Ьlе Т 
sera alors ]а somшe de toпs Jes termes corre~poпdaпt анх iodices dcs 
points situes sur le cOte de coeftlcient angu1aire Л. 
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Convenoвs tle representer par 

~ Ia soшmation etendue aux indices de tous les points (Mi, Ni) 
1 i, i 1 

situes sнr la droite ( i,j); par 

~ la sommation etendue aux indices de tous les points autres que 
-(i,j) 

ceux situes sur Ја droite (i.J)· 

Soit (у,~) un cOte quelconque du polygone, non parallele aux axes; 
on а, lorsque Л est egal au coef'ficient angulaire de се cOte, 

Т= (х- a)-s·r•Л ~ Q1(.r), 

et F peut s'ect·ire 

ou 

l<' =Т+~ (х- a)-s,.;. Q1 (J') 

-ry,o1 

(Il) [•'=(x-a)- 5y•i.[ , Q 1 (x)+ ~- (x--a)s·1 ·л-S,,;.Q1 (x)J, 
IY, 01 - ry, 01 

ou tous les exposaвts Sу,л- Si,Л sont positifs. 

С. Supposons remplie la condition 2° du lemme П. - Т sera la soшrnc 
de tous les termes correspondaпt aux indices du sommet multiple dans 
!е domaine dнqucl R(Л) est comprise. Convenons de represcnter· ра1· 

~ la sommation eterнlue aux indices de tous les points confondнs au 
IYI 

somшet multiple dont у est l'uп des indices; par 

~ la sommation etendue а toнs les indices i de r а s aнtr·es que сен х 
-IYI 

des points confoпdнs ан sommet (-у). 

On аша donc, IOI'sque Н(),) est comprise llaпs le Јошаiпе Ju 
sommel ( '( ), 

Т=(.х- a)-s·I'J·~ 
IYI 

(х- а)-5 .,лQ 1 (а:) 

IYI 



Oll 

(Ш) ~2 1 (х) (х- a)5 r>л-s,,, Q1(x)J, 

-IYI 

avec toпs les exposants Sy,).- Sџ positifs. 

ll est encore а remarqпeг que, puisqпe la somme c/oit eti'C 
IYI 

(~ ue aux iпdices de Loпs les points coni'oпdus au somшet ('(), et 
е toнs ces poiпts опt les memes coordonпces et, еп particolier, la 

mеше abscisse, si 'оп designe cette abscisse par f-J-, on aura 

(х)= .x)ft А 1 ср 1 (х) ср 1 (х) 0 1 (х). 

IYI IYI 

5. Supposons maintenant que ,т= а soit un zero ou un infiпi de 
ntegrale у dc uation F о, et tel que, pour une valcнr detel'

minec с1с Л, Је rappot·t 

tende vers пnе limite deteгminee, finie et cliffer·ente zсго, lo1·sque 
х tend vers а. Si R(Л) est positive, а sera un z.ero de 'ntegrale 
d'ordгe R(Л); si R(Л) est ne;?;ative, а sera un iпfini de ntegralc 
d'ordгe- R(Л). 

Dans le voisinage de х= а, on peut ccк·ire 

ou ј( х) est une fonction ten(laпt vers uпе limite detcк·m р, finic 
el differente de zer·o, lorsqпe х tend vers а. 

Remplal,)ons у dans F; F prendra l'une <les forшcs (1), (Н), (Ш) 
sпivant que les conditions (А), (В) ou (С) seron t I'emplies. Qпelle 

qпе soit cclle des for·mes que l<' pгcnclr·a, le resпltat de la suЬsti 
de у clans F doit etre identiquemeпt nul quel que soit х dans le voisi
nage х= а, car у est l'integi·ale de F =о. conseqпent, dans le 
voi8inage (le х= а, on aura identiquement, soit 

Р. 10 
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soi t 

~ Qi(x) +~(х- a)8r•Гs,,, Qi(x) =о, 
ry,a1 -1у.а1 

soit 

~ Qi(x) +~(х- a)8r•.,_-s,,,Qi(x) =о, 
IYI -IYI 

suivant qu~. dans le voisinage de х= а, F prend la forme (1), (II) 
ou (ПI). 

Supposons que х tende vers а. Dаш; Је cas du premier ordre, nous 
avons pu affirmer que /(х) tendra vers une limite р finie et deter
miпee, et que l'on aura 

(Е) 

lim[(x-a) ј'(х)] =о, 

lim [(х- а) 2 ј''(х)] =о, 

о ••••••••••• ', •••••••• ; 

pour toute valeш· х= а de х, sauf peut-etre pour un certain nombrc 
de valeurs fixes et connues а l'avancc, qui co'incident avec les singu
larites transceпdantes de "ntegrale. Il n'cn est plus, en general, ainsi 
dans le cas des equations d'ordre superieur. 

Dans tout се qui va suivre, nous supposerons implicitement que les 
singulaJ•ites transcenclantes Је l'integrale consideree et de ses derivees 
jusчu'a l'ordre р soient fixe~. Daпs !е cas ou il п'еn est pas aiпsi, се 
que nous diгuns s'appliquera seu]ement aux integгales particuiЊ·es 
(он dependaпt des constaпtes) n'ayant чне des singu!arites transcen
<lantes donnees а l'avance, par exemple aux iпtegra!es meromorphes 
(le \'equation ou aux iпtegrales n'ayant, en fait de singularites moЫ!es, 
чне cies pOles et des points critiqu,;s algebriques (ainsi que leurs м~
l'ivees), et, d'une favon generale, aux integrales qui sont (ainsi que leu.rs 
derirvees jusqu' а l' ordre р) d 'un ordre injinitesimal determine dans le voi
sinage d'une ?Jalenr de х moЬile, qui les annule ou. qui les rend injinies, 
(le tclle suгte que, si l'iпtegralc у cst d'or(ire infinitesimal Л, sa clt~ri
''ec d'огdгс k est d'огdгс Л- k ( k = r, 2, ... , р). 

Dans ces cas, les conditioos (Е) seront гemplies sans faire aнcune 
ћypotbl~se plнs, et сопш1е lcs 01 sont dcs polynomes en 

.f, (х - а) .f', (.т - а 
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dans lesquels les termes dependant uniquement de / manqшmt, оп 

::tura, pour х= а, 

limB;(x) =о (i=I, 2, ... , s). 

Donc, on анrа роuг toнte valeuг de а, saut' роuг cet·taiнcs valeuf's pat·
ticulieres а', роuг lesquelles les fonctions ср 1 (х) cleviennent infinics 
ct que l'on гeconnaitгa toujours d'avance, 

(i= 1, 2, ... , s). 

Par conseqпent, on voit, ев tenant compte ue се ЧLЈе toLJs lcs expo
saнts Sџ S1,л et Sу,л- S 1 ,л sont positifs, que, роuг toute уаЈеш de а, 
nc coinciclant avec aucнne (lcs valeuгs partiet~liercs al: 

А. Si les conditions I 0 et 2° du lemme 1 sont remplies, on aur·a 

В. Si la condition I 0 du lemme П est remplie, on aure~ 

I А; ср;(а) Рм'= о, 
!у, о) 

OLI il faut poser 
А;= /..Yoi(A- !)Y•i ... (А- р+ 1 )Ур-Р•, 

et reшplacer Л раг le coefficient angпlaire du сбtе (у, 6) eonsiclere. 
J'appellerai cette eqпation l'equation en р relatiџe au cote (у, б). 

С. Si Ја condition 2° du leшme II est remplie, on аша 

I А; ср;(а) =о. 
\У) 

En у reюplar;ant А,. par son expression en Л, оп аша une equatio11 
;~.lglЉrique en Л 

(а coefficients s1 fonctions de а) qпе j'appellerai : l' equation en Л 
relatire au sommet multiple (у). 

L'eqпation en Л relative а tш somюet siюple (i) se reduit а А 1 = о 
оп 

AYoi(A- I)Y•i,., (А- р+ !)Ур-Р•= О. 
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6. Jнsqu'a present је n'ai pas specifie si а etait пn zero ou un infini 
de l'integrale; distinguons maintenant ces deux cas. 

{. - LA VALEUR а EST UN INFINI DE L'INTEGRAI.E. 

А. Supp()sons d'abord les deux conditions suivantes remplies : 
I 0 Le polygone n'a aucuн сбlе а coefficient angulaire ш~gatif, ou, 

s'il en а, Л в'est egal а aucun de ces coefficients. 
2° polygone n'a aнcun sommet multiple а domaiнe нegatif', ou, 

en а R(Л) н'est pas coшprise dans Шl tel domaine. 
Alors, en ayant et~-ard au lemme I et а се qне Л doit etre negat.if, on 

l'equation 

toutes les valcurs dc а qui ne coincideнt pas avec 
cpi(x); comme р est. une qшшtite diffe-

n'a aucune 
tion 

en Л 

== о, est la suivante 

а etre une rасше 

tp 1, (а)= о. 

en conclut que : ы 
depcпd pas des constantcs d'' 
moins l'une ). 

som ets 
, et si а ne е avec 
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loгsque х tend veгs а, est une f'onction algebгique des ср 1 (а). En par·
ticulieг, loгsque J'equation f' =о est algeЬгiчue non seLJ!ement ра1· 

гаррогt 3 у et а ses deгivees, шais aussi, раг гаррогt а х, cctte limite 
est uпе f'onction algeЬI'iЧLJe (]е а. Enfiл, si ces ср;(х) soпt cles coп
staпtes В, (pai' exemple si F =о ne coпtieпt pas .т explicitemeлt), la 
limite е ле vaгie pas avec les coлstaпtcs cl'iлtegl'atioл, ct elle cst unc 
гасiпе de l'eчuation algЊI'ique 

~ А 1 В 1 р)1 •= о, 
iy,r;l 

(\алs laquclle il f'aнt d'aЬo!'d sнppeimei' toutes lcs I'aciпes пullcs. 
С. Supposons спfiп quc !с polygoпe ait des sommcts multiples i1 

domaiпe ш~gatif ct чuе R(Л) soit comprise dans uп tcl domaiпe. 
Aloi's, en ауапt ega1·d au lemme Н, рон!' toнtes les valeuгs а ne co'iв

ciclant pas avec lcs а', оп aur·a 

~ А 1 ср(а) =о, 
IYI 

la sommation s'etendant а tous lcs indices du sommet multiple doпt у 
cst un des indices. Nous avons appele precedemmeпt cette equation : 
l'equation ен Л !'clative au sommct multiple (Л); ecrivons-la soпs Ја 
foгme 

Si toпtes les гacines Л de cette eчпation depenclent cle а, lorsque а 
varie avec les constantes d'integration, Л varicгa aussi; mais il п'еn 
est pas neccssaiгement ainsi loгsqu'uпe ou plпsicшs I'aciпes sont iпde
pendantes de а. Si, en paгticulier, aucuпe racine ne depend. de а, 

l'огdге Л cle l'infini а ne vю·ie certainemeпt pas avec les coпstantes 
d'integration. Ceci arrive, раг exemple, pour les equations ou х ne figuгe 
pas explicitemeпt, et pour ces eqпations (les conditioпs гelatives анх 
singнla,·ites tгansccndantes etant remplies ), l'ordre d'нn infiпi moЬile 
qнelconque est egal а une racine, toнjoнrs fixe, de l'equation en Л 
(lorsque cette eqнation llC SC к•edнit pas а Ш1С ideпtite), dont la partie 
t·eelle est negative et comprise dans 1е doшaine clu sошшеt mнltiple (у). 
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On репt dire, d'une fa«;on gt'шerale, qпе, pour qпе l'infini а pпisse 
etre moЬile et son ordre Л fixe et cornpris dans le dornaine d"uп som
rnet шпltiple (у), il faut qпе l'equation en Л, relative а се soшrnet, 
admette ап moins пnе racine dont la· partie reelle soit independante 
de а et cornpri se dans le domaine de се somrnet; Л est alors egal а la 
part.ie reelle d'une de CAS racines. 

Si le polynome se reduit а un seнl somrnet mнltiple ( une droite), le 
domaine de се sommet est represente par l'intervalle de Л=- оо а 

Л=+ оо; dans се cas, pour qпе l'infiпi а puisse etre moЬile et son 
o1·dre Л fixe, il faut qпе l'equation en Л relative а се sommet admette 
ан rnoins une racine dont la partie reelle soit negative et independante 
(\с а. 

De се qui precede оп deduit les tbloremes suivants С): 

TшtoREME Ј. - Toutes les fois que l' integrale de F = о а des injinis 
mobiles, une au moins des conditions suiџantes est remplie : 

1 о Le polygone а un ou plusieurs c6tes а coej]icient angulaire negatif, 
et л est egal а un de ces coej]icients; 

2° Le polygone а un ou plusieurs sommets multiples а domaine nega
t(f, el il existe une region s du plan des а, ne se reduisant pas а des 
points isoles, limitde ou illimitee el telle que pour toute 'l.юleur de а com
prise dans cette rigion, l' equation en л гelatiџe а un tel sommet adrnet 
au moins une racine dont !а partie reelle est negatiџe et comprise dans le 
domaine de се sommet; л est alors egal а la partie reelle d'une de ces ra
cines, ei l'iпjini а appartient а la region s. 

Pour rnettгe bicn e\·ideпce Је sens de се theoreme, appliquons-lc а 
l'exemple 

F -Y'5y"z+ 'Рt(~с)уу'зупз + o/2(x)ys + <:рз(х)у"5 + ср,(х) :-::о. 

r"e polygonc dc F (flg. 8) est cclui de la figнre; le sommet В est 
(]ouЬle ct d'indices 1 ct 2, et les sommets А et С, (l'indices 3 et 4. sont 
(les sommets simplcs. 

( 1 ) Daпs tous ccs tl1coreшcs il s'agira, !Jien eпteпdu, des infiпis ( ou des zcros) tels 
1р1с l'iпt.egralc coпsidercc ( aiпsi qнс scs dcrivees d'ordrc р) soit d'нn ordre iпfiпitcsi
шal dcteJ·miпe dans lcur voisiпage. 
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Le coefficient angulaiгe du cOte АВ est - ~. cclui (le ВС est -- 9· 
Le domaine du sommet В est l'inteгvalle de Л=- 9 а Л=-~-

Fig. 8. 

10. А 

9 --

J/equation en Л relative а се sommet est 

ayant роuг raciпes 

А=о, л = -----:--:-
1 + rp 1 а 

Si uп infini mohile а do l'integrale n'est pas d'ordre- i ou- g, la 

partie I'CClie de I ( CSt negatiVC Ct COffirrise danS l'interya\Je 
r+rp 1 а) 

(- g, - ~); s'il n'en est pas ainsi, l'infini а est fixe. Posons 

--=([i:' ') = m ц, '1/) + ix ц, '(ј) ; 
1 + о/1 "+'(ј l 

l'infini mohile а (s'il n'est pas d'ordre- i ou - g) reste constamment 
compris dans la portion du plan (~,УЈ) commune aux deux regions 

m(~, '11) >- 9 et mЦ, 1Ј) <- t. 

En delюrs de cette portion du plan, tout intini de у n'etant pas 
d'ordre - ~ ou -- 91Jst tixe. 

ТнЕою'.мЕ П. - Toutes les fois que l' integrale а des injinis mobiles 



( ~о ) 

ayant un ordre Ajixe, une au moins des conditions suir;antes est rem
plie: 

Ј о Le polygone а un ou plusieurs cotes а coefficient angulaire negatif, 
et А est egal а ип de ces coejficients; 

2° Le polygone а un ои plusieurs sommets multi'ples а domaine negatij 
et tels que l' equation еп А relatiџe а се sommet ait au mm~ns ипе racine 
dont !а partie reelle est independante de а, negatiџe et comprise dans le 
domaine de се sommet; А est alors egal а la partie reelle d' ипе de ces ra
cmes. 

Du tlн~oreme I on deduit comme corollaire le suivaпt: 

Тш~ОRЕМЕ III. - Toutes les joi's que le sommet t:J droit du polygone est 
en meme temps le sommet extreme droit, etlorsque се sommet est simple, 
ou Ьi'en, si loгsqu'il est multiple il ne lui correspond dans le plan des а 
aucune region S dijinie comme dans le theoreme Ј, les injinis de l'inte
grale ne varient pas ar;ec les constantes d'integгation. 

De plus, si h est l'indice du soннnet m droit, et si c'est un sommet 
simple, tout infini de l'iнtegrale est, soit une racine de l'equation 
9п(х) =о, soit пn infini des autгes fonctions o/i(x); si c'est ш1 som
met multiple, tout iпfini de l'iпtegгale est, soit un infiпi cles foпctions 
q; 1(x) aut1·es que celles correspoпclaпt а се somшet, soit uп des poiпts 
isoles auxquels se reduiseпt les regioпs S correspondaпt au sommel, 
<1апs le cas ou de tels points existeпt. 

On \е voit facilemeпt en remarquant que pour uпе valeur quclcoпqнe 
tle А, ауапt sa partie reelJe ш~gative, l'ensemЫe Т se reduit au ter·me 
<l'indice h, si Је sommet est simple, et qu'il soit egal а la somme des 
tei·шes coпespoпdant а tous les iпdices du sommet, si celui-ci est mul
tiple. Dаш; се flernier cas, а par·t les points isoles auxquels sc гedui
scпt les гegioпs S coггcspoпclant au sommet, l'equatioп еп А п'admct 
aL1cunc гacine doвt Ја paгtie гeelle est negative et compгise dans le dо
шаiпе dп somrnct, qпelle que soit la vа\епг attгibнee а а. 

тш::ОRЕ~IЕ IV. - м е те lorsque lE sommet t:J dгoit n' esl pas /е sommet 
e:r:tгcme droit, si А n'est pas egal аи coefficient angulaire d'un des cдtes 
1iu po~ygone а droite du sommet GJ dгoit, ои si les equations еп А гelatiџes 
aux sommets а droite de се sommet m ont leurs racines en Л indepen-
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daпtes de а, ne coincidaпt pas арес Л сlоппе de l'iпfini consldere, cet in
fini doit annuler ([!h( х) [ ou rendre infinie l'une des autres fonctions 
ср; (х)], 1~ desigпaпt l' iпdice du sommet doпt !е domaine comprend - Л. 

Се qui precede fait voir que, excepte le seul cas ou le polygone se 
reduit а un seul sommet multiple et tel que Је premier membre de 
l'equation en Л relative а се sommet est identiquement nul, quels que 
soient а et Л, toutes les fois que l'ordre d'uп injini mobile estfixe, il est 
ипе fonction algr!Ьrique des coпstaпtes numeriques figurant dans /е pre
mier membre de l'equatioп differentielle. En particulier, lorsque ces 
constantes sont des nombres algehriques, l'ordre Л est aussi un nombre 
algebrique. Enfin, toutes les fois que la condition .2° du tћeoreme I 
n'est pas remplie, l'ordt·e de tout infini mobile est un nombre ne ya
riant pas avec les constantes d'integration et, de plus, commensu
raЬ\e. 

On peut tirer du theoreme I encore la remarque suivante : 
Supposons que le sommet u:J droit du polygone soit en meme temps 

!е sommet extreme droit et qпе се soit un sommet multiple; supposons 
de plus que la region S definie dans le theoreme I et relative а се 
somшet ne coшprenne pas le plan des а tout entier, et designons par 
- S toute region du plan des а non coшprise dans S. Il resulte du 
tbloreшe l que dans la r·egion - S l'integrale ne peut avoir que des 
infinis isoles, ne variant pas avec les constantes d'integration. Si, en 
particulieJ', cette region - s intercepte sur l'axe des reels des portions 
liшitees ou illimitees de cet ахе, dans aucune de ces portions l'integrale 
ne peut aџoir des iпfiпis reels mobiles. Et si l'axe des reels se trouve tout 
entier dans la region ~ s, tous les infinis reels de l'integrale sont fixes 
et colncident avec un infini des fonctions ср;( х) autres que celles cor
respon(iant aux iпdices du sошшсt t:i1 droit, Оп а aiпsi des coпdt'tioпs 

suffisaпtes pour que les infiпis reels de l' iпtegrale soient fixes et, si ces 
coпditions sont remplies, оп peut considerer ces infiпis comme (/onnes. 
Dans un grand nombre de cas on pourra disposer des coefficients figu
rant dаш: le premier meшbre de 1' equatioп, de sorte que tous les infi
nis reels soient fixes. Enfin on peut facilemeпt construire des types 
gl'шei·aux d'equations ou les circonstances precedentes s'y realisent. 

Appliquoпs ces r·esultats aux equations ou х пе .figure pas explici
temeпl. 

Р. l I 
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Pour ces equations, aucune racine de l'equation en Л relative а ш1 
sommet multiple quelconque ne depend de а; par consequent, l'ordre 
d'un infini moЫle de l'integrale ne varie pas avec а. D'autre part, 
comme dans l'integrale generale il у а toujours une constante additive 
а х, tout infini de l'integrale, dans le cas ou ces infinis existent, varie 
certainement avec les constantes d'integration. Par consequent, pour 
ces equations : 

Toutes les fois qu'une integrale deџient in.finie pour une valeur .finie 
de х, une au moins des conditions I 0 et 2° du theore'me П est remplie. 

Enfin, excepte le seul cas ou le po1ygone se reduit а un seul sommet 
multiple et tel que le premier membi·e de l'eqнation en Л relative а се 
sommet est identiquement nul quel que soit Л, l'ordre d'un infini 
quelconque de l'integrale est toujours racine d'une equation alge
brique dont les coefficients sont des fonctions lineaires et homogenes 
des coefficients figurant dans le premier membre de l'equation diffe
rentielle, ou bien egal au coefficient angulaire d'un cble du polygone. 
Lorsque les constantes numeriques figurant dans l'equation differen
tielle sont des nomb1·es algebr·iques, l'o1·dre d'un infini quelconque est 
egalement un nombre algeЬrique. 

Il. - LA VALEUR а EST UN ZERO DE L'INTEGRALE. 

Il suf'fit d'appliquer les propositions precedentes а Ја transf'ormee 

de F =о en ~ pour obteпir tles propositions concerпant Ies zeros cle 
у . 

l'integrale. Dans toutes ces propositions, les cбtes а coefficient angu
laire negatif et lcs sommets а domaine negatif sont seuls а considerer; 
mais on peut aussi avoir des renseignements sur les zeros par Ја consi
cleration cles cOtes а coefficicnt angulaire positif et des sommets а 

domaine positif du polygone П de F =о sans etre oЬlige de construire 
le polygone de la traпsformee. 

Supposoпs, par exemple, les deux conditions suivantes remplies : 
r0 Le polygone n'a aucun сбtе а coefficient angulaire positif, ou, s'il 

сп а, Л n'est egal а aucun de ces coefficients; 
2° Le polygone n'a aucun sommet multiple а domaine positif, ou, 

s'il en а, Л n'est pas coшpris dans un teJ domaine. 
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Alors, en ayant egard а се que Л doit etre positif et au lemme I, оп 
voit quA l'equation 

doit etre satisf:J.ite pour toute valeur de а ne coiпcidant pas avec les 
infiпis а des !f1(x). Cette equation est satisfaite soit par les valeurs 
de а racines de !j)h(a) =о, soit par les valeurs de Л racines de l'equa
tioп 

Par consequent : Si les conditions I 0 et 2° sont remplies, et si Л n'est 
pas egal а Un des entiers Ј, 2, 3, ... , (р- 1), а estjixe et annu/e OU 
rend injinie au moins une des fvnctions !ј) 1 (х). 

А chacune des profюsitions precedentes relatives aux infinis corres
pond uпе proposition relative aux zeros de l'integrale et dans laquelle 
interviennent les c6tes а coefficient angulaire positit' ou les sommets 
а domaine positif; seulemeпt ces propositions auraient un caractere 
moins decisif que Ies premieres, car ici les coefficieпts А 1 geпerale
ment s'aппuleпt pour des valeurs de Л entieres et positives, et l'ordre Л 
du zero considere peut etre egal precisemeпt а Ш1 de CCS eпtiers, auque\ 
cas on пе peut rieп dire sur la fixite d'uп tel zero. 

Mais il suffit d'ajouter encore une condition pour que les c6tes а 

coefficient angulaire positif et les sommets а domaine positif doпnent 
des resultats equivalents а ceux que nous avons trouves dans le cas 
des infinis. 

Soit ~k l'indice du soшmet dont le domaine comprend la direction 

Л=k (k=I,2,3, ... ,p), 

р etant l'ordre de l'equation differentielle donnee F =о. 
Appelons ~k ces somшets; il peut arriver qu'un шеmе sommet satis

fera а Ја fois а plusieurs de ces conditions ( que son domaine comprend 
plusieurs enticrs 1, ... ,р) et meme qu'un seul sommet satisfasse а 
toutes. Supposons que dans F l' ensemЬle des termes qui correspondent aux 
indz'ces ~~, 62 , ••• , ~Р ne contienne que х, у, у'. Је dis que: 

Toutes les fois que les conditions du lemme 1 (р. 70) sont remplies, le 
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zero а est fixe et annule une des fonctions 

rpa, (х), rpa, (х), ... , tfop (х) 

о и rend infinie une des autres fonctioris (ј) i (х). 

En effet, Т se reduit alors а un seul tet·me et l'on aura, si h est l'in
dice de се terme, 

( 1) 

D'abord, il est evident que, si Л ne colncide avec aucun des entiet·s 
positifs к, 2, ••• , р, la derniere equation exige que а annule (ј) л( а). 

Mais il en est ainsi meme si Л est egal а un de ces entiers; car alors 
l'indice h est necessairement egal а un des indices о 1 , о2 , ••• , ор 
(puisque d'apres la definition meme des sommets ok on а Sa

1
,), > Sџ.). 

et comme, dans les termes qui ont ces indices ne figurent que х,у,у', 
pour ces termes on а 

Аа,= ).Уоа,, ... , 

et l'equation Ал= о ne peut etre satisfaite que pour Л= о. Dопс on 
3.(ј)л(а)=о. 

п s'ensuit que pour toutes les equations dans lesquelles les termes 
correspondant aux indices des sommets ok ne contiennent que х, у' у'' 
on aura par Ја consideration des sommets а gauche du sommet u:r des 
propositions analogues а celles que nous а fournies Ја consideration des 
sommets а droite du sommet u:r. П est inutile d'ecrire ici ces proposi
tions, tout а fait analogues а celles relatives aux intinis de l'integrale 
et tres faciles а enoncer. Pour les obtenir il n'y а qu'a remplacer·, dans 
les propositions concernant les infinis, les coefficients angulaii'es ne
gatifs par les positifs, les sommets multiples а domaihe negatif par 
ceux а domaine positif, etc. 
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CHAPIТRE П. 

QUELQUES APPLICATIONS AUX INTEGRALES UNIFORMES. 

i. Les metllodes de М. Poincare, permettant de preciser la nature 
analytique des transcendantes uniformes representees par l'integrale 
generale d'une equation algebrique du premier ordre, ne s'etendent 
pas immediatement aux equations d'ordre superieur. La raison de се 
fait, mise en €vidence par М. Painleve, est que pour les equations du 
premier ordre les singularites transceнdantes sont fixes et que, par 
suite, la transfor·matioн Ьiuniforme de la courbe 

F(.Т, у, у')= о en F(.xo, Ј'о• у~)= о 

est necessairement birationnelle, fait qui ne subsiste pas pour les 
equations d'ordre superieur, се qui change completement le caracH~I'e 
de cette tћeorie. Neanmoins ces methodes s'etendent au cas du second 
ordre lorsque la transformation Ьiнnit'orme correspondante est bira
tionnelle et ceci, joint а d'autres consideratioпs dнes а ММ. Picard et 
Painleve, а fait que la theorie des transcendaпtes нniformes, eпgen
drees par l'integratioп des equations аЈ gebriqпes du secoпd ord1·e est 
aujourd'hпi complete sur plusieшs points. 

Је rappellerai quelques resultats fondamentaux connus, relatifs а 
l'iпtegrale generale d'une equation du second ordre, algebrique en х, 
у., у', у", lorsque cette integrale est une fonctioп uniforшe de х. 

Ces integrales peuvent presenter, en fait de siпgularites, des pOles 
et dcs points essentiels fixes ou moЬiles, mais elles ne presentent 
jamais de coupures С). C'est Ht une profonde diffe1·ence qпi separe Је 
cas dп second ordre de celпi des ordres supeтieurs. Ainsi les integrales 
uniformes des equations tres simples du troisieme Ol'dre presenteпt 

( 1 ) PA!NLEVE, CQmptes rendus, t. cxvr, Р· 362-365 ј x8g3. 
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des coupures, et de plus ces coupшes varient avec les constantes 
d'integration. 

Dans ses travaux sur les equations F(y, у', у")= о, algebriques ен 
у, у', у" et ou х не figure pas explicit.ement, М. Picard ( 1 ) а moнtr.:, que 
quand l'iнtegrale generale est uniforme et depend algehriquement de 
deux constantes d'integration, Ја sul'face algebrique representee pai' 
l'equation admet пnе traнsformatioн Ьirationnelle ен elle-meme et он 
peut alo!'s !'econnaitre la нature de l'integrale generale. La f'orme ana
lytique de cettc integrale sera differente suivaнt Ја nature de la trans
f'ot·mation bil'ationnelle. L'integl'ale, supposee пнiforme, est ration
nelle soit en х, soit en еах, soit en sn(ax) et cn (ах), dn(ax), оп bien 
est une fonction qпadruplement гeriodiqпe de deux variaЫes ах+ С 1 , 

Ьх + С2 , ou а et Ь sont deux constantes convenaЬlement detex·minees 
et С 1 , С 2 les deux coпstantes d'integration. Daпs се dernier cas l'in
tegl'ale репt se redпire а une fonction rationпelle soit de е"х et е6х, 
soit de х et еах 

Dans le cas ou l'on n'admet pas que l'integrale, supposee uпifo!'me, 
depcпde algebl'iquement des coш;taпtes d'integ,·ation, la questioп de 
reconпaitl'e si l'integrale generale est ппiforme et de pi'eciser sa na
tшe analytique appai'ait comme beaucoup plus difficile. М. Picard а 
f'orme des conditions necessaires dans tous les cas ( mais nоп suffi
santes ), рош qпе l'integrale ftit uniforme. Il а notarnment conside!'e 
Је cas у"= R(y, у'), ou R est I'ationnel en у, у', et mont!'e qне, toнtes 
les fois qпе l'intcgrale gencl'ale у est unifoi'me, on ренt la rnettr·e sous 
la forme d'un quotient de deux fonctions uniformes, mais n'ayant pas 
<ie pOles, et satisfaisant а des equations differentielles faciles а former 
au rnoyen de l'eqнation donnee. 

Plнs receюment М. Painleve (2) est arrive а се resнltat, relative
ment а l'equation у"= R(y, у'), ou R est rationnel eny' et algebrique 
en у, que l'intcgrale genera\e, quancl elle est uniforrne, est пnе eom
Ьinaison de foлctions гationnelles, exponeнtielles, douЬlernent perio
diqнes он clE~pend d'une eqнation de Riccati а cocfficients periodiques. 
De plпs, on peut toujours (IOI'sque l'integгale est unifoгme) ehoisir les 

( t) Memoirc sur la tl1coric dcs fonctions alg"f!l;riques de deux variaЬles; 1889. 
(2) Comptes reщlu.r, t. CXVII, р. 211-214; 189З. 
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constantes d'inte~ration de faQon que l'integrale depende algehJ·iqll~
ment de l'une au moins de ces constantes. La metћode qui ре1·шеt 
cl'ailleurs de recrшnaitre si l'integrale generale d'une equation donnec 
est effectiveшent uniforme est susceptiЬle d'etre etendue а toutes le~ 
equations algehl'iques en у, у', у" et permet de prevoir qu'un tblo
reme analogue au precedent s'applique а ces equations. 

Si х figure expliciteшent dans F(x,y,y',y") о, et si l'on sup
pose que la transformation Ьiuniforme qui transforme la surface 

F (:Х, у,у',у") =о en 

soit en meme temps birationnelle, М. Picard а montre que les meЊodes 
de М. Poincare, relatives au cas du premier ordre, se gene1·alisent et 
permettent de preciser la nature de l'integrale supposee uniforme ( ou 
plus generalement а points critiques fixes ). Cette integrale se ramene 
alors aux transcendantes uniformes que deflnissent les equation~ 
algebriques du premier ordre, les equations lineaires et les fonctions 
de deux variaЬles quad•·uplement periodiques. 

М. Painleve а montre qu'il en sera ainsi toutes les fois que l'on 
peut cћoisir les constantes d'integration de sorte que l'integrale uпi
forme depende algehriquement d'une constante ou de toutes les deux. 
Lorsque у est fonction transcendante d'une seule constante d'inte
gration, l'equation differentielle se ramiшe, dans le cas le plus defavo
raЫe, а une equatioп de Riccati, dont les coefficients dependent eнx
memes d'une equation de Riccati а coefficients algehriques С). Si les 
deux constantes entrent algehriquement dans у, l'equation F =о 
s'integre soit algehriquement, soit par quadrature, ou bien se ram{шe 
а une equation lineaire du troisieme ord're е). Les methodes de 
М. Paiпleve permettent d'ailleurs, etant donnee une equation 

F(x,y,y',y") =о, 

de reconnaitre si l'iпtegrale generale est une fonction uniforme de х, 
dependant algebriquement des constantes d'integration. 

( 1 ) Comptes rendus, t. CXVI, р. 566; r8g3. 
( 2 ) /Ьid., t. CXVI, р: 17З; 18gЗ. 
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On ютivе ainsi а cette conclusion giшfч·ale: tant quey ne reпferшe 
pas d'une fa<;on t1·ar1scendante les deux constantes d'integration ( de 
quelque maniere qu'on les choisisse ), l'integrale gimerale, qпand elle 
est uniforme, s'exprime au mоуеп dcs ti·ansceпdantes connucs, aux
quelles conduisent la theorie des equatioпs du premier ordre et celle 
des equations lineaires. Mais il n'en est plus de шеmе lorsque l'inte
grale est foпction transcendaпte des deux constantes; l'equation 
F (х,у,у',у") =о peut alors definir des traпscendaпtes nouvelles, 
comme le montrent certains exemples formes recemmeпt par М. Pain
leve. 

2. Les complications s'accroissent encore quand оп passe du secoпd 
ordre aux ordres superieнrs. C'est ainsi qпе les fonctions modulaires 
et fuchsiennes, integrales d'eqнations du troisieme ordre tres simples 
( ou х ne figнre pas explicitement) admettent dcs сонрнrеs variaЬles 
avec les con staп tes d 'in tegгa tioп. De telles еqна tioп s du troisi е ше 
ordre iпtroduiseпt donc des transcendantes essentiellemeпt пouvelles, 
се qпi n'a pas lieu dans le cas du second ordre. 

La difference est encOI'e bien plus grancle loгsque х figure explici
tement dans l'cquation. Neanrnoins, quand on se borne а considerer 
les equations d'ordre quelconque, oiJ х peut figurer, dont l'integrale 
est uniforme et depend algcbriquement des constantes, les theoremes 
enonces plus haut, dans le cas du second ordre, s'etenflent sans peine. 

Mais toнs les resultats que nous avons enumeres jusqu'ici ne con
cernent quc l'integrale generale, et н'indiquent гien sur la recherche 
des integгa1es нniformes particulieres. La deteгrnination de ces inte
gгales ct (Је leur nature analytique est uн ргоЬlеmе plus complique 
que le ргоЬ\еше an::tlogue гelatif а l'integrale gene1'ale. C'est се qui 
donne qнelquc inteгct aux гesultats qui sнiveнt. 

Је vais indiqueг quelques simplific::ttions que les theoremes pre
ceclents sur les zeros et les poles cJes integrales permettent cl'apporter 
а l'etпc1c cles integr·ales uniformes (paгticulieres ou generales) de 
cJasses etcnducs dcs eqнations c!iffeгentielles d'un orcii'C que\conque. 
А l'aide de ces theoremes et (le que1ques theoremes de la tblю1'ie 

geneгale cles fonctions, nous pol!l'rons reduiгe, роuг des types assez 
gеnеганх cl'equations, l'etude des integгales нпifогшеs а l'etude ana-
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logue relative а des equations d'ortlre iпferieur, ou а l'etude (les iлte
grales hoJomorplleS des autres equations. J'indiqueгai des types 
generaux d'equations d'ordre quelconque, pour lesquelles on sera 
certaiл que les ti·ansceпdantes unif'oгmes engendrecs раг l'integгation 
ве sont pas distinctes des transceпdantes coпnues, et ронг lesquelles 
оп sauгa гeconnaitгe s'il у а des integгales unifoгmes ou non. 
Daпs tout се qui va suivгe, il s'agiгa des integгales unif'ol'lnes 

п'ayant que des points esseпtiels (lonnes а l'avance, isoles et еп 
nombгe fini, et en paгticнlier, des integrales meгomorpћes. 

SUR LES ZEROS ЕТ LES POLES DES INTEGRALES UNIFORMES. 

1. J/ord1•e d'нn infini OU d'нп zего quelcoпqнe, moЬile Oll fixe, ({'нnе 
iпtegrale uniforшe est toujours fixe et egal а un noшbre entier. Ра1· 
consequeпt, en tenant сошрtе des tbloreшes precedents, on peut eпon
cer les propositions suivantes : 

I. Si une integr::~le uпiforme de F =о, contenant une ou plusieuгs 
constantes d'integratioп, а des iпfinis moЬiles, une au moins des con
clitions suivantes est reшplie: 

I 0 Ј,е polygoпe de F а un ou plusieurs c6tes a-coefficient angulai!'e 
egal а un пош~ге eпtier negatif, et l'ord!'e л est egal а un de ces en
tiers; 

2° Le polygoпe а au moins un sommet шultiple, dont le doшaine 
COmprend Uil OU plusieurs ilOШbres entiers negatifs П11 n 2 , n3 , ••• , et 
tel qне l'equation en Л relative а се somшet adшet au шoins une racine 
independante de а et egale а lШ des entiers n 1 , n 2 , n 3 , ••• ; l'or(fl'e 
л est alors egal а un de ces entieгs. 

11. Si у est une integrale uniforшe de F =о, contenant ou non des 
constantes d'integration, et lorsqнe aucune des conditions ru et 2° de 
la p1·oposition 1 n'est reшplie, tout pole de у est: soit une racine, soit 
un роЈе d'au шoins une fonctioп ~i( х), ou bien une racine d'une cer
taine equation en Л, et voici comment on peut preciser davantage ces 
valeurs. 

Soient h l'indice du sommet m droit, h 1 , h2 , ••• les indices de ceux 
des sommets qнi sont а droite du sommet ( h) et qui comprennent сћа-

Р. 12 
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cun dans leur domaine au moins un nombt·e entier negatif, s'il existe 
de tels sommets. Alors : 

I 0 Toutes les fois que Л est un entier negatif compris dans le do
maine d'un des sommets h,, h 2 , ••• simples, ou du sommet h suppose 
simple, le pOle а :шnule сеНе des fonctioпs (/Ji( х) dont l'indice est egal 
а celui du sommet dans le domaine duquel Л est compris, ou rend in
finie l'uпe des autres fonctions tpi(x). 

2° Toutes les fois que Л est un eпtier пegatif compris da.ns le do
maine d'нn des sommets h1 , h2 , ••• multiples, ou dп sommet h sпppose 
multiple, le pole а est: soit une racine de l'equation сп Л relative а се 
sommet ( dont lc domaiпe compгend Л), lorsque dans cette equation 
оп remplace Л par пn des entieгs negatifs qui se tгопvепt compris 
dans Је domaine dп somшet, soit un infini des fonctions rpi(x) necor
respondant pas а се somшet. 

Supposons que l'equation F о ne contienne pas х expliciteшent. 
Si elle admet ·une integгale uniformc, elle сп admet alors une infi

nitc, clepenclant d'ан шoins une constante arhitraire. Ронr qн'une telle 
integra]c puissc deveniг infinie pour unc valcпr finie dc х, il faut que 
le polygone ait au moins uп cote а coefficient angпlaire egal а пn en
tier negatif, et que л soit egal а un de ces coefficicnts; ou bien qu'il у 
ait пn ou plusieurs somшets multiples tels que l'eqнation en Л admette 
des racines entieres negatives et comprises dans le doшaine du som
met; alors Л cst egal а l'нne de ces racines. Si aucune de ces conditions 
n' est rempl ie, toute integrale meromorphe de l' equation est holomorphe 
dans tout le plan. 

Enfin, il est facile de transformer toutes ces propositions en propo
sitions analogues concernant.les zeros des integrales пniformes. 

2. Posons dans l'eqнation donnee 

F(x,y,y', .. . ,yiP)) _о 

у=~ +о:, ou о: est une constante iпdeterminee; l'equatioп se traпs
forme сп 

t=l 

Ф(.r, z., z.', ... , ;:;IP))-

i=1 
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ou les s1,j sont des entiers positifs et les ф 1 ( х, r:x) des polynomes ен r:x 

dont les coefficients sont fonctions de х. 
Supposons coвstгuit le systeme (М,, N,) de Ф. Dans се systeme il у 

aura au шoins un ensemЬle de poiвts (М 1 , N1) tels, чu'en les sнppri
maвt, le polygone П du systemc qui reste ne remplisse pas les condi
tions 1 о et 2° de !а pгoposition pгecedente I (р. 8g). Soit 

... , 

llП tel ensemЬle. Si les k eqиations 

(А) IJГh,(x, ех)= о, ... , 

ont ипе racine r:x, commиne et independante de х, les valeиrs dex, racines 
{le l'eqиation у(х)- r:x =о [ou у est une integrale нniforшe quel
conque ], sont fixes et соппиеs а l' al'ance. 

Si le nombt·c dc ces racines r:x surpasse 2, et si х figure algebrique
ment dans F =о, toиte integrale meгomorphe ( Oll plus gem!ra{ement а 
un nombre jini de points essentiels) est ипе fraction rationnelle en х. 

Posons dans l'equation (т) у=;+ и, и etant une fonction dc .Х' iп

determinee; cette cquation dcviendra 

i=l 

нr(х ~ ~' ~(р))_ ~ r. ~s ·z's . -(p)s ._ 0 '::1:' ,,IO),AJ,,,.,,._, -~Wblj..VO,I 1 11,,,...., р 1!_' 

i=1 

ou les s1,j sont des entiers positifs et les 0 1 des polynomes en и, и', ... , 
u(PJ dont les coef'ficients soвt fonctions de х. Les iвdices h 1 , h2 , ••• , hл 

etant defiпis comme tout а l'lнщre, si les k equations diflerentielles 

... , 

ont ипе integrale mcromorphe и = Х. (х) commиne, les racines en х de 
l' eqиation у (х) :- х. (х) = о [ ou у est ипе integrale meromorphe qиel
conqиe de (1)] sontjixes et connиes а l'avance. 

3. Soit F(y, у', . .. ,у(РЈ) =о uве equation ou х ne figure pas explici
temen t; si elle admet une in tegrale rneromorphe, elle en admet une 
infiвite. Si lc polygone de F =о n'a aucun сбtе а coefficient angu-
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laire entier ш'Jgatif, et si l'equation en Л relative au sommet GJ' droit 
n'a aucune racine entiere et negative, toute integrale meromorphe est 
holomorphe dans tout le plan. 

Supposoпs mainteпaпt que les coпditions suivaпtes soieпt rem
plies : 

А. Le polygone а un, et un seul, cote а coejficient angulaire entier 
et negattj, et се coefficient est egal·a - 1; de plus, parmi les sommets а 
domaine negatif, il п'у en а aucun tel que !' e'quatiun en Л relatiџe а се 
sommet ait des racines entieres, negatiџes et comprises dans le domaine 
de се sommet. 

Alors, si une iпtegrale merornoi·pbe у а dcs pOles, се sont des pOles 

simples. La limitc р du rapport х У а pour х= а est le residu de у 

re]atif а un tel pOle, et се residu est egal а une des raciпes р nоп nulles 
de l'equatioп en р 

!. Ai Bi р 11 ' =о, 
!у, ђ) 

relative au cOte а coefficient angulaiгe - 1, ou il faut poser dans les А,. 
л=- I. Par consequent, ces residus sont independants des constantes 
d'integration et seront toujours connus. 

В. L' e'quatioп en р ( la condition А etant supposee remplie) n' а qu' une 
seule racine поп nulle, ou, s'il у en а plusieurs, leurs rapports deux а 
deux sont tous posittfs et commensurables. 

Remarquons qu'il est facile de s'assurer s'il en est ainsi sans re
sou(!re l'eчuation en р, car ен Ia mettabt sous la forme 

allCllll dcs cocrficients тј> ... , Ттп ne ренt etre nul, et si l'он forme Ја 

tтansformee еп (ј= .;1 de cette eчuation, cette tJ'ansformee doit avoiг 

toutes ses J'aciнes (ј!' 0'2, ••• ' О'тп гeelles' negatives et commensu
raЬies, car si l'on desigнe par rn';, 1 , rn';, 2 , ••• , rn';,m les гаррогts, tous 
coшmensнraЬles et positifs, des гасiпеs р,, р 2 , ••• , Pm а la гасiпе р;, 
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on aura 

Pi Pi 
ai- т1 = 1=;:- =- -k=_m __ = nombre negatif et commensuraЬle. 

- ~Pk ~ Шџ 
k=l k=! 

On calculera donc facilement toutes les racines de l'equation en r1, 

et par suite celles de l'equation en р; ou bien on constatera que Ја 
condition В n'est pas remplie. 

Les conditions А et В etant remplies, il existera un nombre Т ( reel 
ou imaginaire ), tel que 

... , Рт=[Ј-тТ, 

les /J-i etant des entiers positifs, premiers entre eux. L'integrale 

f Ј у dx ne peut alors avoir que des periodes polaires, qui sont dcs 

multiples entiers de 21ti, et la fonction 

sera une fonction entie're de х. L'integrale meromorphe у peut alors 
etre mise sous la forme 

d 
·у= Т dx logG(x), 

G(x) etant une fonction entiere generalisant (dans les cas oct l'integrale 
est e.ffecti~ement meromorphe) les fonctions Al (х) de М. Weierstrass ou 
les fonctions 0 de !а theorie des fonctions elliptiques. Оп а ainsi Ја re
presentation dey par un quotient de deux fonctions entieres, et G(x) 
satisfait а UllC equation d'ordre р+ I facile а former au moyen de 
l'cquation donnee en у. 

Verifions-le sur l'exemple simple 

у"2 - 4y'(r- у') (r- k 2y') =о; 

on yerifie facilement que les conditions А et В sont remplies et que 
l'equation en р relati\'e au seul c6te а coefficient angulaire negatif, 

lequel coefficient est egal а - 1, а une seule racine р =- -h · Par 
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consequent, la fonction 

G(x) =е 
-k•Jrdx 

est une fonction entiere de х, si у est meromorpћe, се qui est ici le 
cas, car l'integrale generale de l'equation est 

у= j[sn(x+C1,k))2dx+C2 , 

et la fonction G(x) n'est autre, а un facteш· constant pres, que \а 

fonction 
.r х 

-k' Ј. Ј. sn'xdx" 
Al(x) =е • ' 

de М. Weierstrass, laquelle est bien une fonction entiere de х. 

4. ll peut arriver que l'equation F =о ne satisfasse pas aux condi
tions А et В, mais qu'en posant 

z = R(y,y', ... , y<q>), 

ou R est une fonction rationnelle de у, у', ... , y(q) а coefficients ai 

constants et indetermines, on puisse disposer de ces coefficients, de 
sorte que Ies conditions А et В soient remplies pour l'equation diffe
J'entiel\e en z, obtenue par се changement de fonction.- Et comme, у 
etant meromorplle, z l'est aussi' on pourra trouver une coпstante т 
telle que la fonction 

G 
~Ј R (.У, у', .... y(g) 1 d.r· 

(х)= е , 

apres у avoir Pemplace у par une integpa\e meromorphe quelconque 
de F =о, de'џienne ипе fonction entie're de х, satisfaisant а uпе equa
tion (l'ordre р+ q qui se deduit de l'equatioп proposee en у. 

Ces fonctions G (х) giniralisent ainsi celles signalees par М. Picard ( 1 ) 

et relatiџes а /' equation 
у"= R(y,y'), 

lorsque son integrale est meromorphe. 

( t) Tlzeorie des fonctions algebriqaes de deux variaЫes (Jourrzal de Matlu!matiques 
pures et appliqur!es, р. 28З-287; 188g. 
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Picaгd а montгe, notamment,, que loгsque l'integгale у de 

l'equatioп 

( 3) у"+ ау 3 + Ьу 2 + су+ d + kyy'= о 

( oi1 а, Ь, ... ,· k soпt des constaпtes) est meгomorpl1e, оп peut deteг
miпer neuf coпstaпtes В, С, т, п, р, q, r, s, cle telle soгte чu'еп 
posaпt 

=Ау' +Ву -t-Cy', 

l'cxpression 
G(x) = efFdx 

оп entieгc de х, satisfaisant а une equation du troisieme 
ile а avoiг, c1ans се cas, pour integrale 

precede, et l'on peut, de 
uation (З). I~c 

somшets С 

Fig. g. 
N 

on.t pour indices respectifs i = r, б, 2. La condition А est donc rem
, et l'equation en р, x'elative au cote АС, apres la suppression de 

la racine nulle, est 
ap2 -kp+2=o. 

Par со n seq u en t, toutes les fois 

est un reel, 

k-yk 2
- 8а 

k +vk2
- sa 

оп trquџer une COfls 
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stanle К telle que G( х)= eКfydx soit une fonction entie're de х, quand оп 
у reтplace у par une integrale тeroтorphe quelconque de у. 

Considerons l'equation · 

(4) у"+ Р(у)у'+ Q(y) =о, 

ou Р et Q soпt des polynomes en у de degre т et n. On verra sans 
peine que si n= т+ 2, т> I, et en designant par а0 et Ь0 les coeffi-

''•f 
cients des puissancesy"' etyn dans Р et Q, 1'expression еа; yd.r est tше 
fonctioп eпtiere de х pour toutes Ies iпtegrales у meromorplles 
de (4). 

Si т= Ј, on aurait l'exemple precedemmeпt cite de М. Picard. Si 
т~ I et n~ т+ 2, le polygoпe dc (4) п'а апсuп cOte а coefficieпt 
angulaire entier et пegatif; dans се cas, l'integrale у, si elle est mero
morphe, est eпtiere. 

SUR UNE CLASSE D'INTEGRALES PREMIERES. 

!. On appelle geпeralement integrale preтiere relative а uпе equa
tion differeпtielle donnee F(x,y,y', ... ,у(Р)) =о une fonction de Ја 
variaЬle independante х, de l'integrale generale у et de quelques-пnes 
de ses derivees, qпi reste constante en vertu de l'equation F о et 
teJie que, par !а differentiation de cette expression par rapport а х, 
on retrouve l'equatioп F =о. Uпе telle foпction se reduit а une con
stante, quelle que soit l'iпtegi·ale particuliere consideree, et c'est la 
valeur seule tle cette constante qui varie avec cette integrale particu
liere. Ces fonctions sont une sorte d'invariants relatifs aux integrales 
de l'equation, valaЬles pour toutes ses integrales, quelle que soit leur 
natuгe analytique. 

Mais, outre ces integrales premieres, оп peut en coпsiJere1' J'autгes 
1•alaЬles seulement pour les integrales d' une certaine nature analytique. 
Aiпsi, il у а des classes eteпdues d'equations d'un ordre quelconque, 
oi1 l'on peut concluгe, en vertu des proprietes geпerales des foпctioпs 
(l'tшe certaiпe паtuге analytique, qu'uпe foпction Ф(х,у,у', ... ,y(k)) 
doit se г6duire а uпе constante, а une fonctioп algelнique de х, etc., 
Iorsqн'on у гe.mplace у, поп pas рат ur1e integrale quelconque de l'equa-
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tion F =о, mais рат les iпtegrales d'une nature donnee. Ces iпtegralcs 
sегопt, раг exemple, lcs iпtegrales а n valellгs, les intcgr·ales uni
fмmes Oll per·iocliqlles, etc., qll'clles soient inl!~gгales par·ticlllier·es 
ou qu'elles dt~peпdeпt d'un ceгtain nombre de coпstantes d'iпtegra
ti оп. 

I~es iпtcgr·alcs pr·emier·es uг<liлair·es pellveпt etr·e consideгees comme 
lll1C SOГte d'iлvar·iaлts гeJatifs а tOlltCS les integгales de J'equation, 
qllelle qlle soit lellг natuгe. I~es iлtegrales pгemieгes telles que Ф 
seгaicпt alors des invariants гelatifs а uлс classe dcteгminee cl'iпte-
1-!"alcs. А се point de vlle, la diffef'cпce entre ces cleux sol'tes d'iпva
t•iaпts гappclle Ја cliffeгeпce CJlii cxiste епtге les deux soгtes cl'inva
l'iants dar1s la tlleor·ie des eqнations lineaires, епtге сенх coпsideres 
pal' Halpћen, valaЫes quelle que soit la nature des fonctioпs eпtraпt 
dans !а sul)stitution, et les iпvariaпts d'une natнre plпs spcciale, con
sider·t~s par М. Poiпcare, ou, ан coпtrai1·e, lcs fonctions qlli entreпt 
dans la sul)stitution ne sont pas quelcoпчues, mais rationnel!es en х. 

Је rne p1·opose dc mопtгсг Ьгievemeпt commeпt lcs theoгemcs ex
poses pгecedemmcвt sпr les zeгos ct les polcs cles integr·ales uпif'oгшcs 
joints а quelques pr·opositioвs de la tћeor·ie gener·ale des functioпs 
pcгmettent, clans dcs cas f>,tendus, cle trouver des integrales preшie1·es 
J·elat.ives анх integrales uniformes de l'equation ( qн'elles soient par·
ticuliei·cs ou qн'elles depenclent cl'un certaiп nomiН'e de coнstaпtes 
d'integгatioп), de siшplifier la rесћеrсЬе de ces integтales uniforшe11, 
et meme с1е les сйlснlег toнtes coшpleteшent, dans ceгt.aiпs cas paг
tieulieгs quand il en existe. 

Tout се qui va suivгe героsе sur les deux lemmes suivaпts~ dont !е 
preшier nou·s pet•rnettra la rесЬегсће des integrales merornorpћes dou
bleшent peгiodiques, et le secoпd la rесће,·сће des iпtegrales uпi

formes en geпeral, n'ayant, ainsi qне leurs derivees, qu'un nombr·e 
tiпi (Је siпgнlaгites essentie\les. 

Lemme Ј.- Soient F(y,y', ... ,у<"')= о нnе eqпatioп algcbriqпe сп 
у, у', ... , у'"Ј а coef'ficients coпstants; у ппе iпtt:)gr·ale meromorpћe 
(iouЬlemeпt peгiodique de F =о et R(y,y', .. . ,y<qJ) une fonction r·a
tionпelle eny, у', ... , y<qJ а coefficients constants. 

Si la fonction R не s'anпule роuг aueпne valeur finie de х, он en-
P. 1З 
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core si elle n'a pas de poles а distance finie, l'integrale consideree у 
est commune aux deux equations 

F(y,y',. о .,у(Р)) =о, 

R(y,y', о о o,yrqJ) =С, 

ou С est une constante arbitraire ou convenaЬlement choisie. 
Ceci resulte immediatement du tbl~oreme de Liouville sur les zel'OS 

et les poles des fonctions meroшorphes douЬlernent periodiques. 

Lemme Ј!. - Soient F(x, у,у', ... ,у(РЈ) =о une equation algebrique 
en х, у, у', ... , у:РЈ; у une integrale uniforme de F =о et sans cou
pures, et R(x,y, у', ... ,ycqJ une fonction rationnelle de х, у, у', о •• , 

yrqJ. Si l' on peut trouver trois constantes а, Ь, с telles que les trois 
equations 

Н-а=о, R- Ь=о, 

( аргеs avoir remplace dап~ R у par l'integrale considim§e) n'aient 
qu'un nombre fini de racines, ntegrale у est cornmune aux deux 
equations 

F(x,y,y-', . о. yrPJ) =о, 

R(x,y,y', о о o,yrqi) = г(х), 

г( х) est une fonction rationnelle de х о 
trois equations (r) n'ont pas de racines, у est commune а 

F=o, R = consto 

Ceci resulte du theoreme connu de Picard sur zeгos fonc-
s unit'oi'mes sans coupureo 

licatioп de ces detJX leшmes conduira (lопс aux iпtegrales 

pr·emicres ll = consto ou R = r(x); une fois ces шtegrales preшiet·es 
coппties, la t•ecllerche des integrales unifo1·mes de l'equatioп F =о 
se гатепе а celle des solutioпs communes а deux equations differeп-
·cllcs, се qu'on fera рае diffeeentiatioпs et шinations des deeivees 

ceessives Је у. · , р> on diffe1·entiera 1 lion 
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R = r(.x) [ ou R = const.] р- q fois par rapport а х, et en t'~lirninant 
y<r! entr·e 

et 

( 2) 
dp-q 
-- (R-r)=o, 
с/х Р-Ч 

on aura une equation (3) d'un ordre inferieш а р, adrnettant toutes 
les solutions communes а ( r) et ( 2 ). En operant sur ( 2) et ( 3) cornrne 
sur ( 1) et ( 2 ), on remplacera l'une de ces equations рю· tше autrc 
d'un ordre moindre, et ainsi de suite. On obtient ainsi une suitc 

(~) (1), (2), (3), ... , (m-2), (m-1), т, 

d'equatioпs differeнtielles, et deux cas peuvent alors se pr'escntct·. 

Premier cas. - Quelle que soit Ја fraetion гationnclle r(x) ( ou С), 
on finit par' tomber sur dr.s equations d'oгrlre zero. On est гamcne :1IOJ's 
:1u ргоЬ!еmе elementaire suiv:1пt : Trouveг les solutions cornmtшes 
а dепх equations algehгiques; ces solutions sont aJors nectJssaiгcшent 
algebгiques en х. Pour qне F' о adrnette dcs integrales tшifoгmes, 
il faut et il suftit que parmi ces solutions algebl'iqпes il у en ait ав 
moins uпе de !'atioппelle et satisfaisant а F =о. Toute integrale шu·
forme est alors ratL'onnelle. Si, еп pal'ticulier, F et R пе coпtienпent pas 
х explicitement, il ne репt у avoil' d'integl'alcs uпifol'mes autl'es qoe 
у= const. 

Deuxie'me cas. - On peut cћoisir la fraction rationnelle iiнletet·
шinee (он С) de sorte que les equations de la suite (~)а partir tl'нn 
certain rang se reduisent а des identites. Soit (т) la preшiel'C tles 
equations de cette suitc se reduisant а une identite. Toute integr'ale 
commune а F =о et R = r( х) est alors integrale de 1' equation (т -1 ); 

par consequeпt, р= о ne peut a!loir d'itltegrales unijorтesautres que 
celles d1finies par (т - I ). Pour que F = о admette de telles integrales, 
il faut et il suifit que l' iquation (т - 1) en admette, et que parmi ces 
integrales ily еп ait qui satisfassent а I<' =о. La x·ecћercl1e des inte-
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grales uniformes cle l' equation proposee se trouve donc ramenee а 
l'etude d'une equation Ll'un ordre moindre. 

Si, pat· exemple, l'equation (т- r) ne contient que х, у, у', l'equa
tioп proposee F =о ne ренt adшettre d'autres ti·anscendaпtes uni
formes comme iпtegrales que celles dMinies par le premier ordre. 

On saпra, par exemple, rcconnaitre si Ј<'= о admet une integrale 
uнiforme depeпdaпt d'une constante d'integratioп, et de calculer 
cette integrale daпs le cas ou clle existe. Uпе telle integrale est uпе 
fonctioп ratioпnel\e: soit en х et en 9 [Ј (х)] [ou tp est uпе foпction 
meromorphe doнhlement pcriodique, et Ј (х) une integrale abllienne], 
soit en· .х et en и, и Ctaпt integrale d'une eqнation de Riccati а coef
ficieпts :.tlgebriques en х. 

Si l'equation (т- 1) ne contient que .х,у,у',у", on saura, par 
exemple, reconnaitre, par les metl1odes de М. Painleve relatives aux 
equations du second ordт·e, si Ј:<'= о adrnet une integrale uniforme 
dependant algehriquement de deux. coпstantes d'integration; on cal
culera, dans се cas, cette integrale soit algebriquement, soit par qua
dratпres, оп bien par l'integration d'une eqпation lineaire du troisieme 
ordre. 

D'une maпiere generale, la coпnaissance d'пne integ1·ale pt·emiere, 
telle qпе R = r( х) ou R = coпst., relative aux. iпtegrales d'une cer
taiпe пature analytique, simplifie l'etude de ces integrales et souvent 
permet de les calculer completement. 

2. Је vais indiquer ici comment оп est condнit а considet·er de telles 
integrales premieres et moпtrer commeпt оп peut former des types 
geпeraux d'equations ронr lesquelles он coпnaitra ces integrales. 

Soit R (х, у,у1 , ... ,ylq)) une Љnction l'ationne\le donпee de х, у, 
х'' ... ,ylq) а coefficieпts coпstaпts et indetermines а,' а2, ... ' ak, et 
effectнoпs dans l'equation doпnee F(x,y,y', ... ,yiP:) о Је c!Jange
meвt 

1 

"' - Jf(x:vv, .r'' . :-:-;у(;/) -- rx 

( ou rx est нпе constante iпdeterminee ), en prenant z comme nouvelle 
fonction. 
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I~a nouvelle equation sera 

l = l 

( 2) "Г(х ~ -' - 1 РН7))-~·'··(х ~а а•)'"' ~ 1 "•' ziP+'l>",•нJ·'-o ...... , ..... , ..... ,0 .. ,..... -~'t't ''Л' 1, ... , ,,; ..... •.. ' 

i=x 

ou lcs ф 1 soпt c]es роlупошеs en а.·, а 1 , ••• , ak. 

Supposons construit \е systeшe (М1 , N;) relatif а (2) et soit 

(з) 

un ensemЬie de points de се systeme, tel qu'en les supprimaпt le poly
goпe П du systeme qнi reste ne remplisse aucune des conclitions 1" 

et 2° dc !а proposition 1 (р. 8g). Alors: 

Si les ј equations 

(4) 

( ~ 11 ,(х, а, а 1 , ... , а~с)-о, 

\ •1·t,.(.r, а, а 1 , .. • , а~с)=(), 
< '!' -

t ф;,,·(·.~.~-.·~~·.·::::~~·)· о·~: 

pour lrois valeurs с.:,' (Х"' (Х3 de с.:, admettent un meme syste'me de solu
tions 

(5) а1, а2, ... , ak 

( quelques-uns des а1 pollvant etre arbitraires) independantes de х, 
l' equation proposee F = о admet comme integrale premie're relatiџe а 
toutes ses integrales meromorphes 

(б) R(x, у, у', ... , yr'l>) =!'(х), 

ou r( х) est une fraction rationnelle е п х. 

Car, у etant une integrale meromorphe de 1<' =о, l'integrale z de 
W= о qui lui correspond est aussi une fonction mer·oшorphe, et si 
l'on donne а С( l'une des valeurs C(t. с.:2, <'Хз et анх coefficients indetel'
mines а1 dans R les valэшs ( 5), \es termes cle W= о correspondant а 
l'enseшЬie (3) disparaissent. Le polygone П dн systeme (М1 , N;) de 
W= о ne satisfait pas aux conditions I" et 2" citees toнt а l'heнre, 
се qui montre que les poles de l'integr·ale z sont fixes et annнlent он 
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rendent infinie l'une au moins des fonctions ·-k; d'ou l'on conclut que 
ces poles sont еп nombre limite. 11 s'ensпit que les trois equations 

н- ::х2= о, l{- (Х3 = о 

n'ont qн'пn nomћre Iimite de racines. Par consequent, R(x,y, ... ,ylqJ) 
se reduit а une fl'action l':o~tionnelle еп х lorsqu'on у remplace у ра•· 
une integralc meromorpћe qoelconque de F =о, се qu'il fallait de
montr·er. 

Si ni F ni R ne conticnnent х explicitement, et si Је systeme ( 5) 
cxiste, оп а, comrne integralc premiere, 

( 7) П(у, у', ... , у'чl) = const. 

Supposoпs, en particulicr, qu'il s'agisse des int<~gt·ales у meromor
pћes et 1JouЬlement pcriodiqucs. Alors, si les equations ( 4) ont un 
systeme tlc solutions 

r.x, а 1 , n 2 , .•• , а~,:, 

on аш·а ( 7) commc l'integrale premiere. La recllercћe des iнtegrales у 
sc simplitic alor·s ct sон\•снt s'effectuc completement. Ainsi, par 
cxemplc, si l'cчuation (т 1) de \а sнite (д) (pagc 99) ne contient 
чне,у ety', cettc J'ccller·cllc s'efi'cctue completemcnt . 

.J'incliqt1er:o~i шaintcпaвt нпе (les maпier·es de former clcs types gene
r·atJx cl'eчнatioпs, poul' lesчнcllcs on соппаit!'а des iпtegl'alcs pl'c
шii·I·es tellcs чн'оп les а clcfinies ргесеdешmепt. 

:з. Soicnt ;:;(.у, .У', у", ... ) et ф(у, у', у", ... ) cleux polynomes tels 
чне lcs somшets w droits dc lcнr·s polygoпcs aicпt memes cooгtloп
nees, qн'i\s soicнt dcs sommets simples, et чн'i1 droitc tle се somrnct 
пi l'tш ni l'atJtгe polygoнe п'aient dcs sommcts. 

Soit cnsнite ./(:::;, :::;', :::;", . .. ) llll polynome tel qu'a gauc\1c dc son 
sorпшet w gauclн: il n'y ait ансuп sommet, et чне l'(~чuation en Л, !'cla
tive i1 се sошшсt ш, п'ait ансLшс гасiпе entieгe et positive. 
Нешрlщ~опs tlaпs / plLJsicuгs он toнs les coefficieпts constants clc 

:::, :::;', :::;", ... ра1· <lcs polynomes aЬsoluшeпt aгЬitr·aiJ'es еву, у', у", ... , 
saLif' les eocffieieпts cles tегшсs соггеsропdапt ан soшmet ш clгoit, чui 



( I03 ) 

гesleroпt constants. Soit F(z, z', z", ... ;у, у', у", ... ) !е polyпome aiпsi 
obteпu. Је dis que: 

Toute integrale meromorphe douЫement periodique du systeme 

l<'(z,z',z", ... ;у,у',у", ... )-о, 

-- rp(y,y',y", ... ) 
~ ф(у, у', у", ... ) ' 

est en m~me temps commune aux deux equations 

F(C, о, о, о, ... ; у, у', у", ... )= о, 

Р._()'•.У',у", .. . ) -с 
tji(y, у', у"; ... )-- ~. 

ой С est une constante. 

Pour le demontгeг, conside1·ons l'equatioп 

.,(.:, ::;', ::.", о •• ; .У, у', ,У\ ... ) ==о, 

dans laquclle, ри Ьypotbl~sc, у, у', у", ... ne figureпt pas claпs les 
tегшсs correspoпdaпt au sommet GJ; l'equatioп сп Л гelative а се 

sommct аш·а par consequcnt tous les coefficients des puissaпces cle Л 
constants. Comme а gaucћe Ј u sommet r;:; Је ј ( et раг suite с1е F), il 
n'y а aucun sommet, et qне \'t'щuatioп сп Л гclative а се sommet 
n'admet aucunc racine eпtie1·e et positive, d'apгes Ја pгopositioп 11 
(р. 8g), les zeгos dc z(x) cloivent геndгс infiпi al! moins нп des 
cocfficieпts de z, z', z", ... dans F, вс correspoпdant pas ан sommet r;:;; 

ct, commc ces cocfficients soпt des polyпomes en у, у', у", ... а coef:... 
ticieнts constants, tout zero de z (.т) est un p6le de у( х). 

Mais on а 
- о/ (у, у', у", ... ) -~а; ут" у' т,, ... z ----- ----' ~-- -~----- --- ' 
- ·'·(· 1 11 ) - ')' ь 11. ," 'i'y,y,y, ... ...., 1У"У "··· 

ou а,. et bi sont constants. Posons 

у=(х-а)'лх(х), 

ct convenons d'afftJcter de l'iпdice ( r;:;) toнtcs les quantites ai, Ь,-, Mi, 
Ni, ctc., relatives au sommet r;:;. Comme 3 dгoitc des sommets r;y de Ч! 

et ~. qui sont dcs sommets simples, il n'y а pas d'autres sommets, et 
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сошшс ces deux somшets ont les memes coordonпees (Jf"', N"')' on 
aur::~, dans Је voisin::~ge de х= а et quel que soit Л entier et positif', 

(х- a)-s,..,, [!:!,;r( х)+ l:(x- a)s,..,J,-s,,, !:!;(х)] 
z == -' 

(х_ a)-s,..., [.Q~(x) + l:(x _ a)s:..л-s:,л.Q;(.:r)] 

d'apres les notations du Cћapitre Н. Оп sait (Сћ::~р. Ј) que, ропr 
х=а, 

lim Q"' (х) =А"' а"' z (а )~1 
... , 

lim Q~ (х)= А~ Ь'" z ( а)\1 ,.., 

lim ~-.Ц х) =о, 

liш.Q~(x) =о 

poul' tous les iпclices i ::~utгcs чuе i = r;). Par conseчuent, оп а, pour 
.т= а, 

( 1) 1. А'" а'" 
1111::; = -.. ,--!--' 

.. '-l.r,т )GJ 

et, comme cette qu::~ntite est differente clc zero, on voit que z(..г) r1c 
peut s'апnнlсг роuг uп рО!е de у( х). Оп doit clonc ::~voir z = coпst.; 

Ја valeнr de cette const::~nte est donnee par l'equation ( r ), се qlli clonпe 
l'integr::~le pгemiere 

ср(у,у',у" .. . ) _ А'"а"' 

У,(у,у',у" ... ) л~ь"'· 

La proposition est ainsi demontree. 
Considerons, p::~r exemple, l'equ::~tion 

F= Р ср+ ~=о, 

OLr Р est un polynome quelconчue en у,_/. у", ... et? et ~ lcs poly
nomes precblents. On pcut ecrire 

~' - у, (р ~ + 1) - о, 

ct totrte integr::~le meromorpћe douЬ\ement periodique de t' =о cst 
communc soit а ср= о, ~=о, soit а Р= о,~ о, soit а 

l 
р+ С =о, ср-СУ,=о, 
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ou С est une coвstante. J'ai indique precedemmeпt соmЬiеп cette cit·
eonstaпce simplifie Ја rесћегсће de telles iпtegгalcs. 

4. Soieпt ;о(:х:,у,,у', .. . ) et 'f(x,y,y', ... ) clcux polyпoшesenx,y, 
у', ... tels quc leuгs polygones гespectit's п'аiепt pas ~~ droitc de lенгs 
sommets u:r dгoits (lcs cбtes а cocШcient aпgнlaire cпtier, et, de plнs, 
qне ces dенх sommets u:r et u:r' colпcidcnt, он qне Ја droite qнi les joiпt 
п'ait pas son соеШсiепt angulaire fiпi, ditferent de zего ct пegatit'. Ccttc 
clcгпierc conditioп revient а sнpposer qне si, par exemplc, par l'нп c!es 
sommcts UJ' deoits ( corгcspoпdaпt а r et а ф) 011 mene des pai'allelcs 
it ОМ et ON, qнi paetageпt \е plan NOM en quatr'e quadraпts, l'aotre 
sommct u:r dl'oit ne se tгонvе pas daпs les qнaclгaпts ('·) ct (!~). 

}~ig. IO. 

S · /( , " ) 1 1 
" , rn · ort z, z, z , . . . нп ро ynome en z, z, z , ... а сое Icrents coн-

stant, tel qне son polygone п'ait а gaoche de son somшet u:r gансће 
d'aнtres sommets, et quc l'eqнation en Л I'elative а се sommet u:r n'ait 
aucune eacine entiere et positiye. 

Rempla«;ons dans Ј plнsieшs ou toнs les coeШcients constaнts cle 
z, ,:;', ... pal' des polynomes absoloment al'Ьiteaires eny, у', у11 , ••• а 

coefficients constaпts ou Љnctions algebriqнes de х, mais en laissant 
constants les coeШcients des ter·mes coпespondant au sommet u:r 
gaнche. Designons par F(a:,y, у', ... , z, z', ... ) Је polynome aiпsi 
obtenн. 

Soit enfin 6( ~) un polynome quelconque en I'X, ayant plпs de dепх 
гacines distinctes et non nпlles. On peut enoncer le tћeoreme suivant : 

Toute integrale uniforme у, n' ayant qu'un nombre jiiii de points essen
tiels, du systeme 

( I) 

(2) 

Р. 

F(x,y,y' ... z, z', z" .. . )=о, 

z- е($) =о, 
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.est en meme temps une intigтale commune aux deux iquations 

(3) F(x,y,y', ... ,R1(x), ~~', ... )=о, ф= R(x), 

ou R, et R2 sont deux fractions rationnelles en х liees par la relation 

( 4) 

Pour le шontrer, је dis d'abord que, si ех. est une racine de О (ех.)= о, 
les racincs х= а de l'equatioн 

( 5) ср (х' у, .r' · · ·) -- ех = о 
у;(х,у,у' ... ) 

( lorsчu'on у rempl:эce у par l'integrale deflnie tout а l'heure) sont en 
nombre limiti. Pour Је montrer, envisageons l'eчuation (r), et remai'
quoпs чuе toute racine х а de ( 5) est aussi une racine de l'equatioп 
z(x) о, et inverseшent. 

Pour l'eчuation ( 1 ), eonsidet·ee сошше equation en z, le polygone 
est le шсше que celui def(z, z', z", .. . ), et, de plus, l'equation en Л 
rel:~tive au sошшеt ur gauche рош F est Ја шеmе que pour ј Сошmе 
а gauche du sommet ur gaucћe de Ј il n'y а aucun sommet, et que 
cette equation en Л n'admet aucuпe raciпe entiere et positive, les r:э
cines de z(x)= о doivent (d'apres une proposition du Cl1apitre I) 
l'eпdre iпfini au шoins un des coefficients de z, z', ... daпs F, qui sont 
polynoшes en у, у', ... а coefficients algebriques en х. Par consequent, 
cl1acune de ces racines doit Ctre soit un infiпi de ces fonctions algebt·i
чues en х, soit un pOie en у. Daпs le premier cas, les valeurs х= а 
sont certainement en nombre limite; је vais montre!' qu'il еп est de 
mcme daнs le second cas. 

Dans !е voisinage d'un p6le х= а dey, on аша 

у= (х- а)'· х_(х ), 

ou Л est LШ entieг negatif et Х (х) ne devenant ni nulle ni iпfinie роuг 
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х= а. Si l'on met ср et ~ sous ]а forme 

i=S 

i=i 

i=t 

~ = ~~;(x)ynoiy'"" ... yi 1J)n,1,, 

i=1 

оп aura ( d'apres les notations Ju Cћapitre 1 et сп appelanl щ' lc soш
met щ droit de ~), dans le voisinage de х = а, 

ср- (х - а) -s",i. [Q'" (.х) + ~ (х а ) 5"•i.-s,,)_ Qi (х 
- (GJ) 

,,, ( )-s;,.,J. [ "' ( ) _. )s;, .. i.-s; Ј. 
't' _ .х --а "'GJ' х :х - а 

- -lr.I'I 

х tend vers а, on а ( voir le Ci1apitre I) 

liш.Q'"(x) =А'" ср'"(а) х(а)~'", 

Jim.Q~.(x)- А~. ~GJ· (а) х(а)м~., 

liш.Q 1 (х) _о 

Jim (х) =о 

(i=,, 2, ... , s, sau('i=u:r), 

(i=I, 2, ... , t, saufi=u:r'). 

Distinguons maintenant les trois cas suivants : 

l С!' CAS : Le sommet 1:i1 est' а 1:i1
1

' le ( I) о и 

sur les dгoit.es ·ze · On а alors Sr.т,л >S~·.л pour toutes les 
directions Л ш~gatives; par coпsequent, сошmе l'equation Аr.т =о п'а 
aucune racine Л ш'Jgative, si х= а n' est pas une racine de ср'" (а)= о, 

le rapport ~ augmente indefiniment lorsque х tend ve1·s а. Се rappoгt 

ne peut donc tendre veгs la limite ех:, que si le pOle а de у coiпcide 
avec une raeine de cpor( а) = о : le nombre de tels poles est donc limite. 

2е CAS : Le sommet 1:i1 est, par rapport а 1:i1'' dans le quadrant ( 3) ou 
sur les droites le limitent. - Qn а alors Sor,Л < s~·.л pour toutes les 
directions Л negatives. Cornme l'equation А~= о aucune racine), 
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negative, le l'apport ~ ne peut tendre vers la limite r:x lorsque х tend 

vers un pOle а de у, que si а co'incide avec une racine de ~o:r·( а) =о; 
le nombre de tels p6les est donc encore limitr!. 

зе CAS : Les sommets U1 et u:r' coincident. On а alors МОЈ= м~ .. 
No:r = N~ .• et, par consequent, So:r,л = So:r',л quel que soit Л; donc 

lim :f.- Ao:r 'f,;r(a) • 
~-А~. ~o:r·(a) 

Cette limite doit etre egale а \а racine r:x de О ( r:x) =о; donc а c1oit 
etre egal а une racine de l'equation algebrique 

(б) 

се qtli шontrc quc les а sont en nombre limite. Le seul cas ou ccci ренt 
lomber en defaut est celui ou l'equation (6), apres avoir rcmplace А"' 
et А~. par les expressions en Л, admet нпе racine Л 1 independante Је 
а, entiel·e et negative, et lorsqнe l'ordre л dн p6le а de .У est egal ~l 

сеНе racine. 
En rcsume, l'eqнation ( 5) ne peut avoir qu'un поmЬrе fini de ra

cines. Par consequent, si l'eqнation О( r:x.) =о а plus de dенх racines 
поn nullcs ct clistiпcLes entre elles, оп aura comme integrale pre-
шiere 

rp(x, ,У, .r;. ... ) =R(x), 
~(х, у, у' ... ) 

ou R (х) es t une fraction rationnelle en х. 
Le tbloreme est donc deшontre. 
Si ср,~ ct F ne contienncnt х explicitemeпt, l'equation ( 5) n'a pas 

de racines а distance finie; on аша donc comme integrale premiere 

ср А'"ср"'" · · 1 ·r · 
1 = const. =-А' ,,, , et toute шtegra е нш orme n ayant pas tш 
~ Llf''t'GJ' 

nomЬre infini de singularites essentielles dн systerne ( 1) est une 
iпtegrale cornmнne aux dенх eqнations 

п ( , А"'" ср'" ) ,. х,у, у, ... , А-;т.--' о, о, о, ... =о, 
,;r' 'j'N' 

ср(х,у, .r', ... ) _ A,;rcpr;т 

~(:.с,у,у', ... ) -А~~"'".' 



( 1 og ) 

On peut encore remarquer, dans се dernier cas, que, si les sommets 
ti1 et ti1' ne co1ncident pas, toute integrale meromorpl~e de ( I) est holo
morphe dans tout le plan. Ceci tient а се fait que, si !а difference 

So:r,л S01 ·,л est differente de zero, le rapport ~' lorsque х tend ver·s un 

pOle а dey, tend lui-meme soit vers zero, soit vers l'infini, et jamais 
vers une limite finie et differente de zero. Et comme on а l'integrale pre-

miere ~=С, ou С est une constante finie et differente de zero, у ne 

peut pas avoir de poles. 
Les principes qui precedent embrassent un assez grand nombre de 

l'esultats qu'il m'est impossiЬle de developpe1· ici. J'ajoute seulement 
qu'il est f'acile, d'apres Ies remarques dп commencement du premier 
Chapitre, de former des cas generaux ou les tbloreшes precedents soпt 
ар р! icaЬles. 

Vu et appr·ouџe: 

Paris, le 21 mai 189~. 

L11 DoYEN DE LA FлcuLтE: DES ScJENCEs, 

G. DARBOUX. 

Vu et peгmis d'imprima: 

PЋris, le 21 mai r8g4. 

I~E VIcE-RECTEUR DE L'AcADEMJE DE Рлюs, 

GREARD. 





SECONDE THESE. 

PROPOSIТIONS DONNEES PAR LA FACULTE. 

Des travaux recents sur le principe de la шoindre action. 

Ј! и et pamis d' imprima : 

Paris, le 21 mai 1 8g4. 

Lн VIcн-RнcтEun DE L' АслnйМIЕ DR Pлn1s, 

GREARD. 

Jlu et approuџe : 

Paris, le 21 mai 18g4. 

LE DoYEN DE LA I<'лcuLТE DES ScшNcEs, 

G. DARBOUX. 

~102.2 Pnris. - lmprimerie Gлuт&IER-VILLARS вт FILs, quai des Grands-Augustins,55. 
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О УНИФОРМНИМ ИНТЕГРАЛИМА 
ЈЕДНА ЧИНА ПРВОГ РЕДА И 

НУЛТОГ РОДА* 

Посматрајмо најпре једначину 

(1) dy _ Р(х,у) 

dx Q(x,y)' 

где су Р и Q полиноми по у респективно степена т и n и алгебарске 
функције по х. Увек се може, захваљујуhи погодној хомографској тран

сформацији, претпоставити да је 

т= n+ 2, 

тако да је у = оо обична тачка интеграла. 
Може се десити да једначина има униформне партикуларне инте

грале, рационалне или трансцендентне; у овом последљем случају, 

реhи hy да су два таква интеграла, или више њих, различити ако изме
ђу њих не постоји никаква алгебарска релација са коефицијентима 

алгебарским по х. 

Пре свега, може се доказати следеhи резултат: 

Да би јеgначина (1) имала ШрансценgенШне униформне инШеzра
ле, йоШребно је ga функције Р и Q буgу рационалне йо х. 

Под претпоставком да је тај услов испуњен, имам намеру да пока

жем како поступак који је г. Пенлеве1 употребио у проучавању рацио
налних интеграла једначине (1), једнако као и једна позната теорема 
г. Пикара о нулама униформне функције у околини есенцијалне тачке, 

* Наслов оригинала: Suг /es integгales unifoгmes des equations [dif.feгentielles] du рге
тiег огdге et du genze zего, Comptes rendus des seances de l'Academie des Sciences, Paris 1894, 
t. CXVIII, 22, рр. 1190-1193; приказао у Париској академији науке 28. маја 1894. профе
сор Емил Пикар. 

1 Comptes rendus, Т. СХ, р. 1890. и Annales de l'Ecole Normale Superieure 1892, р. 305. 
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омогуhује прецизно одређиваље једне горње границе броја различитих 
униформних трансцендентних интеграла једначине (1). 

1. Q = О има више og gва различита корена Yi = <pi(x) 
(i = 1, 2, 3, ... ) . Тада је сваки униформни интеграл рационалан. Заиста, 
кад би једначина имала есенцијални сингуларитет х =а, могло би се 
увек претпоставити да су функције <р 1 ,<р 2 , и <р3 униформне у околини 
тачке а, јер ако би тачка а била критична за функције <р1 , тада би се 

оне, будуhи да су алгебарске по х, могле учинити униформним у око

лини тачке а, стављајуhи х=~,,, где је v цео број. Посматрајмо израз 

z = (<р2- <рз)(у- <pi). 
(<р2 -<pl)(y-<p2) 

За у= <р 1 (х) имамо z =О; за у= <р 2 , z = 1; за у= <р 2 , z =оо. С друге 
стране, уколико се претпостави да је у униформна функција, она може 

бити једнака функцијама <р 1 , <р 2 или <р3 само за изузетне вредности, у 
коначном броју, променљиве х. Дакле, z(x) је функција са ограниче

ним бројем вредности, има есенцијалну тачку х =а, униформна је у 

околини те тачке и три вредности О, 1 и оо узима само коначан број пу
та. Функција у не може, дакле, имати есенцијалних сингуларитета (на 

коначном или бесконачном растојаљу); она је, према томе, рационална 

функција од х. 

2. Q О има gва различита корена Yi = <р/х) (i = 1, 2). Ставимо 

За однос ~ два интеграла једначине по z који одговарају двама 
z2 

униформним интегралима једначине (1) може се претпоставити да је 
униформна функција у околини неке есенцијалне тачке и овај однос 

може, у околини те тачке, узети вредности О, 1 и оо само ограничен 

број пута; у, дакле, не може имати есенцијалних сингуларитета. Према 

томе, (1) не може имаГйи gва различшuа униформна ию71е2рала. 

3. Q =О има само јеgан корен у= <р(х). Тада је <р(х) нужна рацио-

ф . с . 1 
нална ункциЈа. тавимо да Је z = -- и нека су z1, z2 и z3 три уни-

у- <р\ 

формна иптеграла једначине по z који одговарају трима различитим 
униформним интегралима једначине (1). Израз 
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је тада у читавој равни, без засека, унифор!\ша функција и вредности О, 
1 и оо може узети само ограничен број пута; она је, дакле, рационална 
функција од х. Према томе, (1) tte .люже uмmuu вщие og gва различшuа 
унифор.мна июuеzрала. 

4. Q не зaвLtcu og у. Тада имамо Рикатијеву или линеарну једначи
ну. Рикатијева једначина има највише три, а линеарна једначина најви
ше два различита униформна интеграла. 

Може се, дакле, формулисати следећа теорема: 

legttaчLma (1) не може нuкаg и.маШи вииtе og LТLpu различи&Тlа уни
формна инШеzрала. 

Ако их има 3, она је Риктuијева јеgначина. Ако је њихов број 2, йо 
cpegu је Рикшuијева или линеарна јеgначина, или јеgначина облика 

cly _ Р(х,у) 

dx - (у- <р)" ' 

zge је р UОЛиНОМ UO у СLUейена П+ 2, рШ{ионалан UO Х, gок је <р( х) функ

ција рационална йо х. 

Ако има само јеgан унифор.мни инШеzрал, она има јеgан og йpeLТL
xogнux облика, или йак облик 

cly _ Р(х,у) 

clx (у- <Ј'1 /(у- <Ј'2 /' ' 

zge су <р 1 и <р 2 алzебарске функције og х, а Р је сШейена k + k' + 2 йо у. 

У случају кад су Р и Q алгебарске (али не рационалн'е) функције 
по х, једначина (1) не може имати униформних и трансцендентних ин
теграла. 

Једначина (1) тада се може написати у облику 

F(x,X,y, dy) =О, 
с! х 

где је F по х, Х, у и у' несводљив rюлином и где су величине х и Х веза
не једном алгебарском једначином G(x, Х)= О. Taga .могу йocLТiojaLТiu 
унифор.мни йо х и Х трансценgенШни uнLТiеzрали; расуђиваље слично 
претходном доводи до једне теореме сличне оној коју смо управо 

формулисали: број различитих униформних по (х, Х) интеграла никад 
не може бити веlш од 3 итд. 
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Најзад, йреШхоgне .меШоgе и закључци .моzу се йри.мениШи на било 
коју јеgначину йрвоz pega која је алzебарска йо х, у и у' и нулШоz poga 
йо (у, у').** 

** Ова Петровићева расправа у Париској Акадо1Ији наука, као и докторска 
дисертација, ОЈ\Мах је скренула пажљу научне јавности. Прво је Хамбургер у Jahгbucl1 
Ubcr clie Foгtschгitle clcr Matl1ematik (Fc!M), В. 24, S. 557-55R пружио неопход110 саопштен,е 
о расправи. Нешто доцније, Емил Пикар у свом познатом делу Fmitc ci'Analyse (Paгis 
1 R96, рр. 356-359) уноси ове Петровићеве резултате. У Revue geneг<J!e cles Scieпces (Paгis 
1896, р. ! 06) Ото н екснозиторпо излаже кратак увид у Петровићсве унифор~tнс интс
грале. У кругу берЛiшских матешпичара Валенберг је анализовао Петровићеву тезу, 
па и овај рад у ПАН са поређељима у рапо131ша Фукса, Пснлевеа, Поенкареа, па 11 Ал

фена (Commuпication ii !а Bcr!iпcr matl1. Gcscl!scllaft, SitzLшg, arn 26. fcb. ! 902). Ова успела 
Вален(Јергова анализа методе фигуративних полигона објављена је у Arcl1iv сlег Matl1. 
LIПC! Pllysik, Вегliп 1902, В. 111.- по~!СШ!МО, да је НОД Петровићевим утицајем Младен Бе
рић Ј\Окторирао у Београду (1912. г.) на фигуратившш полiiгошша: Фи2ураiПив11u 
Поли2тш gифереицuјалиих јеgиачшт йрвоz pe,qa 11 !Ыtхосю веза са особшm,\tа шиТiе2ра

лп стр. 99 (пр. Д. Т.). 



О АСИМПТОТНИМ ВРЕДНОСТИМА 
ИНТЕГР АЛА ДИ Ф ЕРЕНЦИЈАЛНИХ 

ЈЕДНА ЧИНА ПРВОГ А РЕДА* 

Више пута је у применама диференцијалних једначина од важно

стм знати не сам интеграл једначине веh аси.мйй1оШне вреgносШи љего

ве, тј. границу којој тај интеграл тежи кад прапроменљива бесконачна 

расте. Често се у механичким или физичким проблемима који се своде 

на решаваље диференцијалних једначина, услед каквих нарочитих 

услова исказаних у проблему, овај може сматрати као решен кад се 

знају асимптоте интегралних кривих које представљају механички или 

физички феномен, мада се исте криве и не могу наhи. Па баш и у слу

чајевима кад се једначина може интегралити, посао интеграције оби

чно је врло тегобан и било би од интереса имати једну методу која би 
допуштала директно израчунавање поменутих граница а да се не мора 

проhи кроз теретне интеграционе операције. 

У једноме своме ранијем раду (Sиг les zeгos et les inj'inis cles integгales 
de equations diffeгentielles a(~ebгiques, Pal'is 1894) ја сам се бавио сличним 
питањима, али која се односе на вредности које поништавају интегра

ле дате диференцијалне једначине, или их чине бесконачним, или за 

које ови постају максимум или минимум итд. Теореме на које сам том 

приликом наишао могу се применити на решење неколиких питаља из 

теорије асимтотних вредности интеграла, а која су предмет овога рада. 

Општи интеграл у једне диференцијалне једна чине првога реда 

F(x,y, ~~)=О 

* Српска краљевска академија, Глас, књ. L, Први разред, књ. 17, Београд 1895, 
стр. 43; 16,2х23,5; саопштио у Академији природних наука 1. маја 1895. професор Дими
трије Нешиh. 
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је извесна функција прапроменљиве х и једне интеграционе константе, 

која функција, стављена наместо у-а у диференцијалној једначини, сво
ди ову на идентитет ма какве биле вредности х-а и интеграционе 

константе. Асимтотне вредности интеграла у варира ју уопште са вари

јацијом интеграционе константе и закон те варијације уопште не може 

бити познат док се једначина потпуно не Интеграли. Али, има значај-. . 
них случаЈева у КОЈИМа те асимтотне вредности не зависе од интегра-

ционе константе; тада те вредности остају једне и исте за све посебне 

интеграле добијене спецификовањем те константе у општем инте

гралу. 

Тако, нпр., за диференцијалну једначину 

[ах 2 (у +а)- х] dy- у- а= О, 
dx 

(где су а и а стални бројеви), чији је општи интеграл представљен об

расцем 

а(у +а) [С- а log(y +а)] -1 =О 

(С означује интеграциону константу), границе којима тежи у при бес

коначном рашhењу х-а очевидно су 

с 

у = -а и у = с а - а, 

па дакле варирају са варијацијом константе С. 

Напротив, за једначину 

[а(у +а)- х] с/у -у- а= О, 
clx 

чији је општи интеграл 

a(y+a)-alog(y+a)+C =0 

у може тежити само граници -а, која је независна од С. 

Намеран сам показати у овоме раду како се уопште та околност, 

независност асимтотних вредности општега интеграла од интеграцио

не константе, може распознати на самој датој диференцијалној једна-
с!)' . 

чини кад је ова алzсбарска у односу на х, у,-~ , и како се у томе случаЈу 
с! х 

~югу израчунати те вредности. Затим hy применити исту методу за 
решавање сличних питаља која се односе на асимтоте опште интеграл

не криве. 

* 
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Нека је дата алгебарска диференцијална једначина првога реда 

(1) F(x,y, cly) О, 
с/х 

, · F б t. · clv . rде Је дата алге арска с1Јункцща х-а, у-а и извода-· . Таква Једначина 
с/х 

може се увек написати у облику 

(2) 
( )

111 ( )111-1 . . dy . . cly . . dy . 
.fo(x,y) -

1 
+ .ft(x,y) -- + ... + .lm- 1(x,y)- + /,11 (х,у) =О, 

с х clx dx 

где су .foJt, ... ,_t," полиноми по у са сачиниоцима који су алгебарске 
функције х -а, и које не постају бесконачне ни за коју коначну вредност 
х-а. 

У поменутоме своме раду ја сам доказао, између осталих, ове две 
теореме (које важе и у општијем случају кад је F ма каква трансцен
дентна функција х-а): 

Теорема 1. Да би вреgносШи х-а, које йониипuавају oйunuu uн

LТlezpaл gиференцијалне јеgначине (1), биле независне og июuеzрационе 
конаuан~uе, йоLТlребно је и gовољно: ga свака og функција fk (х, у) 
(k = 1, 2, ... , m), оси.м f0 (x,y), cagpжu као чинит~а у йoguzнyiii на аuейен 
раван инgексу k или вehu og овоzа. 

Теорема 2. Kag zog йо.менуШе вреgносLТlи не зависе og июuеzра
ционе консLТlаюuе, оне .морају биLТlи: или х = оо, или корени јеgначине 

(З) .f0 (x,y) =О 

peLUeнe йо х. 

Пошто су те две теореме основа свих резултата овога рада, то 

наводим укратко њихов доказ основан на :Извесним теоремама из тео

рије алгебарских функција и диференцијалних једначина првога реда. 

Замислимо једначину (2) решену по изводу dy; према познатој 
dx 

Пуизеовој теореми, свако од тих решења може се написати у облику 

(а) 

Л Л+! Л+2 d - - -
_I = А(х)у 11 + В(х)у 11 + С(х)у 11 + ... , 
clx 

где су А(х),В(х),С(х), ... функције х-а, које алгебарски зависе од сачи
нилаца десне стране једначине (2), и А (х) није идентички равна нули; Л 
и Jl су цели и положни бројеви, од којих Л може бити раван и нули. 
Ставимо 
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z = VJ; 
једначина (а) постаје 

(Ь) 1-l dz = A(x)z'--iнi + B(x)z'--11+2 + C(x)z'--11+3 + ... 
dx 

Означимо са (Р) скуп свих вредности х-а у близини којих се функ
ције А, В, С, ... не могу развити у бесконачан ред по Тејлоровом (Тауlш) 
обрасцу. Такве вредности х-а очевидно не зависе од интеграционе кон

станте. Разликујмо ова два случаја. 

Први случај: Л -11 + 1 =О. Једначина (Ь) тада постаје 

(с) 
dz 

11- = А(х) + B(x)z + C(x)z + ... 
dx 

Десна страна једна чине (с) може се развити у бесконачан ред уре

ђен по степенима х-а и z-a и збирљив у близини вредности z = О, х = а, 
где је а ма каква повољна вредност х-а, али која не припада скупу (Р). 

Према томе и према познатој основној теореми из теорије дифе

ренцијалних једначина првога реда, једначину (с) извесно задовољава 

један, и само један посебни интеграл (добијен спецификовањем 

интеграционе константе у општем интегралу), који тежи нули кад х 
тежи граници а. Тај интеграл не може бити идентички раван нули, 

пошто функција А(х)није идентички равна нули. Дакле, ма каквој, по

вољно узетој, вредности х-а одговара по један посебни интеграл који 

није идентички раван нули и који постаје раван нули за х= а. А то по-
. . . . 

казуЈе да вредности х-а КОЈе поништава]у општи интеграл Једначине 

(с), и према томе такође и општи интеграл једначине (2), извесно 
. . . 

варираЈу са варщациЈОМ интеграционе константе. 

т clz . б 11 + 1 < О. ада извод - постаЈе есконачан за 
clx 

Други случај: Л 

~ О и не може се развити у бесконачан ред у близини вредности z = О, 

clz 
али љегова изврнута вредност - извесно се може развити у такав 

с! х 
ред, збирљив у близини вредности z =О и х= а., где је а, као и малочас, 
Ј\1а к<1ква вредност х-а, йли која не пршыда скупу (Р). Према томе и 

према једној познатој Брио-Букеовој теореми, извесно постоји једюr 

интеграл (но који има више грана) који тежи нули кад х тежи граници 
а .. Из тога се изводи, као и у првоме случају, да вредности х-а које по
шшпавају општи интеграл једначине (2) зависе од интеграционе кон
стюпе. 
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Према тor."re, да би те вредности биле независне од константе, йо

Гйребно је да буде 'А !l + 1 > О или А ;:::: 1. Но, лако је доказати да је то 
!l 

у исти мах и повољан услов. Јер кад је он испуњен, једначина (Ь) може 
се написати у облику 

(d) !l _!_ clz = A(x)z1·-JJ + B(x)z)'-f'+ 1 + С(х)zЛ-џ+ 2 + ... , 
z с/х 

где су сви изложиоци z-a на десној страни положни. Замислимо да је на 
. . 

десноЈ страни Једначине z замењено општим интегралом саме те 
Једначине и означимо са х = а једну од вредности које поништавају тај 
интеграл; тада he бити 

' 

(е) 

f[ A(x)~i.-p + В(х)~Л-р+l + .. ] с/~ 

zџ =е" 

Пустимо да х тежи граници а. Лева страна једначине (е) тежи 

нули, а да би тако исто могло бити и са десном страном, потребно је, 

пошто су сви изложиоци z-a положни, да бар један од услова 

(f) А(а) =оо, В(а) =оо, С(а) =оо, ... 

буде испу:њен. А пошто су корени ма које од једна чине (f) независни од 
интеграционе константе, тако he исто бити и са вредностима х = а. 
У слов је, дакле, довољан. 

Према томе, да би вредности х-а које поништавају општи инте

грал једначине (2) биле независне од константе, потребно је и довољно 
. cly б А 1 да за сва решења те Једначине по - уде испуњен услов ;:::: . 

с/х !l 
Из овога непосредно следује теорема 1. 
Теорема 2 такође постаје очевидна, јер сви коначни корени а ма 

које од једначина (/) извесно задовољавају једначину 

(g) .f0 (x,0)=0 

према особини корена алгебарских једначина са променљивим сачи

ниоцима да остају коначни све дотле док сачинилац највишега степена 

у једначини не постане раван нули. 

Претходне теореме чине могуhим потпуно решење проблема: 

Н аhи йоГйребне и gовољне услове ga би асимГйтuне вреgносГйи ой
LuГйеzа инГйеzрала јеgначине (1) биле независне og итuеzрационе кон
сГйанГйе и у Luoмe случају израчунтuи Lue вреgносГйи без йреГйхоgноzа 
йознавања ойшГйеzа инГйеzрала Гйе јеgначине. 
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Јер, ако се стави 

1 
х=-

~' 

и ако се, после те смене, једначина (1) напише у облику 

где су <р 0 ,<р 1 ,<р 2 , .•. ,<р 111 полиноми по~ са сачиниоцима који су алге
барске функције у-а и које не постају бесконачне ни за коју коначну 

вредност у-а, границе којима тежи у кад х расте бесконачна, јесу 

вредности у-а које поништавају општи интеграл једна чине ( 4) кад се у 
овој у сматра као прапроменљива, а ~ као његова функција. 

Применом теорема 1 и 2 долази се тада до ових резултата: 

Теорема 3. -Да би zранице којима Шежи ойшШи инШеzрал у 
јеgначини (1), каg х бесконачна расШе, биле независне og инШеzрационе 
консi11анi11е, йоШребно је и gовољно ga свака og функција <pk осим <р 0 
cagpжu као чиниоца ~ 11 , zgeje !1 ::0:: k (k = 1,2,3, ... ,m). 

Теорема 4. - Kag zog су йоменуLuе zранице независне og иmuezpa
L!иoнe конпuанШе, ogpef)eнe и коначне, оне су корени алzебарске јеgна

чине <р 0 (у, О)= О реLиене йо yl . 

Потврдимо те две теореме, нпр., на диференцијалној једначини 

(h) xf(y)~-<p(y) -х~' <р(у)2 =0, 
[ 

l ]т [ d ]т 
dx dx 

где су Ј( у) и <р(у) полиноми по у. Ако се стави 

1 
х=-

~' 

Једначина се претвара у 

l Прши:guа: Наглашава~1 да ове теоре~1е важе само онда ако ннтеграл одиста 
има одређену границу, коначну 11Ли бесконачну, јер се може деснти да је он у близини 
вредности х= ос поп1уно неодређен, као што је, нпр., случај са трнгонометријсюш 
функцијама. У томе је случају вредност х= ос есенцнјалнн сингуларнтет интеграла и 
познате метщ1е у аналнтнчкој теоријн диференцијалннх једначина првога реда дају 
начина на се та окол1юст још унаиред расиозна на датој диференцијалној једна чини. 
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(i) 

Да би асимтотне вредности у-а биле независне од интеграционе 

константе, према теореми З потребно је и довољно да буде р~ т, и кад 

год су те вредности независне од константе, оне морају бити корени 

алгебарске једна чине <р(у) =О. А то се може потврдити и непосредно 

на изразу општега интеграла једначине (11), који се добија на овај на
чин: једначина (i) написана у облику 

с!~+ /(у)~ 
с! у <р(у) 

2m-p 

<р(у)~ т ' 

припада типу Бернулијеве (Beшoнlli) диференцијалне једначине 

z' +P(x)z = Q(x)z 11
, 

ЧИЈИ Је општи интеграл 

[ 

(1-п)Ј Рс/\] 1 ~ 11 
z=e-)pJ, C-(n-l)Jdx·Qe 

Општи интеграл једначине (i) биhе, дакле, 

т-р 

~=е- ;cy)dy С+р:lт Ј <р(у)е-;;;- q>(y) Ydy ' 5 /(у) [ р-т 5 /(у) d ]-;;;-

а интеграл једначине (h) 

flJ1ldy[ p-mflJ1ldy]l':l11 
(5) х= е <Ј>( У) С+ р~ т Ј dy ·е 111 

q>(y) 

За р < т границе којима тежи у при бесконачном рашhењу х-а 
корени су алгебарске једначине <р(у) =О и трансцендентне једначине 

(б) 

р-1115 /(у) d 
--У' 

С + Р - т Ј dy · <р(у )е т q>(y) . = О 
т 

решених по у. Оне, дакле, варирају са варијацијом константе С. Напро
тив, ако је р~ т, те границе могу бити само корени алгебарске једна
чине <р(у) = О. Оне су, дакле, независне од С. 
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* 

Претходне теореме дају потпун одговор на постављено питање. 

Но, у појединим случајевима могуhе је иhи још даље и решити про-

блем и у случају кад су сачиниоци од у и dy у датој једначини ма какве 
dx 

трансцендентне функције х-а. Као један од многобројних таквих случа
јева навешhу чувену Рикатијеву једначину, на коју се тако често наи

лази како у аналитичкој теорији диференцијалних једначина, тако и у 

њиховим геометријским, механичким и физичким применама. Та је 

Једначина 

(7) 

где су <р 1 , <р 2 , <р3 функције х-а, за које hy, да би докази били простији, 
претпоставити да су униформне функције. 

Сменом функције 

једначина (7) прелази у 

(8) 

где Је 

dlu + u2 +.f1(x)u +/~(х)= О, 
GX 

Ограничимо се на реалне вредности х-а, пустимо да х расте беско

начна и разликујмо два случаја. 

Први случај: f 1 (х) и f2 (х) Шеже коначни.м и og нуле различни.м 

2раница.ма. Нека су 

{ liшt'i(x) = а 1 
!Jmfz(x) а2 

те границе; ја велим да, каg х бесконачна расШе, 2рающа којој Гйежи 

општи шuliezpaл јеgначине (8) не зависи og инiТiеzрационе конС!ТiанШе: 
она је uли йоz/iйуно неоgреЬена, йа .ма какву вреgносШ gaлu консzuан

/Пи, uлu је равна јеgној og вреgносй1и 
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Јер, кад се у једначини (8) стави х = ~ и кад се узме за прапромен

љиву и а за нову функцију ~. иста се једначина може написати у облику 

(10) 

Нека је ~ = \јf(и) општи интеграл ове последље једначине. Асим
тотне вредности функције и за х = +оо нису ништа друго до вредности 
које та функција добија за ~=О и, према томе, могуhна су ова два 
случаЈа: 

1. Функција и, дефинисана диференцијалном једначином (10) нема 
никакву одређену вредност за ~ = О, тј. вредност ~ = О представља 
есенцијални сингуларитет функције и(~) дефинисане једначином (10). 
У томе случају и асимтотна вредност те функције потпуно је неодређе
на: интеграл не тежи никаквој одређеној граници. 

Такав је, нпр., случај са Рикатијевом једначином 

(*) du 2 
-+и +1=0· 
dx ' 

једначина(10)овдеје 

ЧИЈИ Је општи интеграл 

и = - tang( {- + С} 
где је С интеграциона константа. Вредност ~ = О есенцијални је сингу
ларитет функције и и вредност tang (+оо), тј. асимтотна вредност оп

штега интеграла једна чине (*),потпуно је неодређена. 

Наводим, узгред, да се, по познатим методама из аналитичке тео

рије диференцијалних једначина првога реда, може увек на самој датој 

једначини и без претходне интеграције распознати да ли је вредност 

~ =О есенцијални сингуларитет општега интеграла или не, па према 
томе и то да ли дата једначина потпада под случај 1 или под идуhи 
случаЈ. 

2. Вредност ~=О није есенцијални сингуларитет функције и(~) 
дефинисане једначином (10). Асимтотне вредности интеграла и тада 
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нису ништа друго до корени Јј једна чине <р(г) = О решене по 1·. Нека је г 

такав Један корен. 

Напишимо једначину (10) у облику 

f' ljf(и)du 

(11) 
. 't'(l) 't·(l) \јf(и) =е' и-+ 1 -;;; и+. 2 -;;; 

и пустимо да и тежи граници г. Тада he лева страна једначине (11) те
жити нули, да би тако исто било и са десном страном, потребно је да 

буде 

У слов (12) захтева да г буде корен алгебарске једна чине другога 
степена 

(Е) 

и став је тиме доказан: и извесно тежи једној од граница (9). И према 
томе: асимтотне вредности интеграла у дате једначине (7) не зависе од 
интеграционе константе и добијају се кад се једна од вредности (9) 
подели границом којој тежи <р 1 (х) при бесконачном рашhењу х-а. 

Али се може иhи још даље. 

Кад је af - 4а 2 =О две вредности (9) једнаке су и интеграл и тежи 
љиховој заједничкој вредности. Но, ако је af - 4а2 ~О, те су две вред
ности различне међу собом и у томе случају могу се доказати неколике 

значајне теореме, од којих је на неке први наишао г. Поенкаре (Suг les 
cquations lincaiгes aux diffeгentielles oгdinaiгes et аих diffeгencesfinies, штам
пано у Ашегiсап Јоuгпаl of Matl1eшatics, Vol. VII, NQ 3) и за које hy овде, 
допунивши у исти мах саме теореме, изнети нове и простије доказе, 

али претпоставивши да су вредности сачинилаца /1 (х) и /2 (х) реалне 
за довољно велике и положне вредности х-а и ограничивши се на 

реалне интеграле, који су, уосталом, од највеhега интереса у приме

нама. 

Разликујмо ова два подслучаја. 

Први йоgслучај: af - 4а 2 >О. 
Тада су корени квадратне једначине (Е) реални. Означимо их са 

сх 1 и а. 2 , претпоставивши да је сх 1 > сх 2 • Уочимо затим квадратну јед

начину 
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решену по и, и нека су 

њени корени, који he бити функције прапроменљиве х. Тада, претпо
стављајуhи да је, почевши од једне извесне, довољно велике вредности 
х-а непрестано 

биhе 

lim0 1(x) = а 1 
lim02 (x) = <Xz' 

х= +оо. 

Али, ове две функције 0 1 и 0 2 , тежеhи при рашhењу х-а грани

цама а 1 и а2 , могу то чинити на два начина: растуhи или опадајуhи. 

Испитајмо засебно сваки од ових случајева. 

Претпоставимо најпре да је за велике положне вредности х-а. 

el(x) > al 

дакле да 0 1 тежи граници а 1 опадајуhи. Уочимо један посебан инте
грал и (х) једначине (8), који за једну довољно велику, вредност х= х0 
задовољава услове 

и пустимо да х расте од х= х0 до х= +оо. Из једначине (8), написане у 
облику 

(13) 

види се да he за то време први извод dи бити негативан, тј. да функци-
dх 

ја и(х) опада. Но, у томе опадаљу њене вредности непрестано остају 

веhе од одговарајуhих вредности функција 0 1 и 0 2 , јер чим би насту

пио моменат у коме би било 

извод dи постао би позитиван, тј. функција и(х) отпочела би да расте, 
dx 

што би било апсурдно пошто би она одмах, чим почне да расте, наново 

достигла вредност функције 0 1 (х), престигла је и од тога тренутка на-

ново опадала (јер извод наново постаје негативан): функција би, дакле, 

наизменце и за бесконачна блиске вредности х-а опадала и расла. 
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Функција u(x), дакле, непрестано опада, али остајуhи непрестано 

по вредности веhа од 0 1 (х), па дакле не прелазеhи границу а 1 • То веh 

показује да u(x), при бесконачном рашhењу х-а, тежи извесној граници 

која не може бити мања од а 1 . Али, пошто према теореми коју смо 

малочас доказали, а и према једна чини (8) написаној у облику 

(14) 

та граница мора бити или а 1 или а2 (без чега би лева страна једначине 
(14) била бесконачна, а десна не) и пошто је према претпоставци 
а 1 > а2 , то је 

limu(x) = а 1 . 

ИнШеzрал, gакле, Шежи веhем корену кваgраШне јеgначине (Е), и 

то на начин показан сликом (1). 

и 

о 
х= х1, 

Слика 1 

х 

Тако he исто бити и ако је за довољно велике позитивне вредно
сти х-а 0 1 (х) < а 1 , дакле ако 0 1 тежи граници а 1 растуhи. Јер, ако као 
и малочас уочимо један посебан интеграл и(х), који за једну довољно 

велику вредност х = х0 задовољава услове 

. ( ) dи . 
из Једна чине 13 , види се да док х расте од х0 до +""', извод - остаЈе 

dx 
негативан, тј. функција и(х)опада. Но, у томе опадању њена вредност 

не може постати мања од одговарајуhе вредности функције 0 1 (х), Јер 
би у томе случају извод постао позитиван, тј. функција и почела би ,':(а 

расте, што би било немогуhе из истих разлога као и малочас. Ова 
функција, дакле, непрестано опада, али остајуhи при томе непрестано 
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веhа од одговарајуhе вредности функције 0 1 (х), која је опет и сама, по 

претпоставци, веhа од а 1 • Из тога се веh увиђа, као и малочас, да и(х) 

тежи граници а 1 • 

Дакле, сви интеграли који су, почевши од једне извесне вредности 

х0 на до х= +оо, веhи од одговарајуhих вредности функције 0 1 (х), 
извесно теже граници а 1 кад х тежи граници +оо. 

Ја велим да he исти резултат важити и за оне интеграле који не 
задовољавају поменути услов, али који су такви да њихова вредност, за 

довољно велике вредности х-а лежи између 0 1 (х) и 02 (х), само што 
he тада такви интеграли тежити граници а 1 растуhи. Јер, према 

једна чини (13), за такве вредности х-а извод du биhе позитиван, дакле 
clx 

функција и расте. Па пошто је њена првобитна вредност u(x 0 ) веhа од 

одговарајуhе вредности функције 0 2 (х), то она при своме рашhењу не 

може тежити граници а2 , а пошто, према ранИЈОЈ теореми, граница 

функције и, која у овоме случају извесно постоји, мора бити или а 1 или 
а2 , то Је очевидно 

lim и( х) = а 1, 

као што је и требало доказати, а ток функције за велике вредности х-а 

биhе претпостављен сликом (2). 
Остају нам, напослетку, они интеграли и(х)за које је, почевши од 

једне извесне, довољно велике, вредности х-а, непрестано 

Тада има само један изузетан случај у коме и(х) може опадати 

док х варира од х0 до +оо: то је онда кад је у исти мах 

тј. кад 0 2 тежи својој граници а2 опадајуhи и кад је 

а2 :::; и(х0 ):::; 0 2 (х0 ). 

Тада је, пошто је веh по претпоставци 

и(хо) < el(xo), 
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и 

о 
Х= Ха х 

Слика 2 

на основу једначине (13), извод du негативан, дакле и(х) опада. У то-
dх 

ме опадању могућна су два случаја: или u(x) опадајући непрестано 

тежи граници а2 , или прелази ту границу, и у томе случају мора опада

ти до -оо, пошто због знака извода не може никако отпочети да расте, 

а међутим, по ономе што претходи не може имати друге границе 

између а2и- оо. У овоме последљем случају, кад функција и( х) опада

јући пређе границу а2 , она опада, дакле, до -оо, а образац (13) показу

је да ће она добити ту вредност за извесну коначну вредност х-а. Но, из 

истога се обрасца види да ће за ту исту коначну вредност х-а функција 

и(х) у исти мах имати и вредност +оо. Претпоставка u(x) < 0 1 (х) и 
и(х) < 02 (х) захтева тада да и функције 0 1 и 0 2 постану бесконачне 

за ту вредност х-а. 

п о ~ 
ошто Је, почевши од те вредности, извод - опет негативан, то 

dx 
и( х) опада од +оо до извесне границе, али у томе опадању не може 

прећи границу а 1 , пошто би у томе моменту извод постао позитиван и 

функција би наново расла до извесне границе; ако би ова граница била 

+оо (за х= оо), то би било у супротности са једначином (14), чија би 
лева страна била бесконачна, а десна не; тако би исто било и кад би та 

граница била коначна, јер би она тада очевидно била различна од а 1 и 
а2 , које су једине вредности за које десна стране може бити бесконачна. 

Функција u(x) не може, дакле, у своме опадању преhи границу а 1 • 

Из тога се, као и малочас, закључује да и( х) тежи граници а 1 , и то на 

начин означен сликом (З). 
За интеграле пак који расту док х варира од х0 до +оо, лако се 

доказује, као и досад, да у томе рашћењу не могу преhи границу а 1 и 
да теже саМОЈ ТОЈ граници. 
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Из свега овога изводи се ова теорема: 

Kag l.og је а f - 4а 2 > О, асимйlойlна вреgносйl ой~шuеl.а инйlеl.рала 
и јеgначине (8) равна је, уойш~uе, веhем корену кваgрайlне јеgначине 
(Е); изузаuно, и за извесне сйецијалне umuel.paлe, йlа асимйlойlна вреg

ноаu може бийlи равна мањем корену исйlе јеgначине. За које пак ин

теграле, и под којим условима може наступити овај последњи случај, 
види се из овога што претходи. 

Друl.и йоgслучај: af- 4а2 <О. 
Тада су корени квадратне једначине (Е) имагинарни и, према то

ме, за ма какву реалну вредност х-а, позитивну и довољно велику, по

лином 

и 

al~----------------------+---~========= 
а2~ ______________________________ ,_ ________________ __ 

х= х0 

о х 

Слика З 

мора имати позитиван знак, што показује, према једначини (8), да 
функција u(x), почевши од извесне довољно велике вредности х-а, 
непрестано опада. Но, у томе своме опадању она не може имати ни

какву одређену и коначну границу. Јер, пошто имамо посла са реалним 

интегралима, та би граница морала бити стварна и ако је р таква 
граница, према једначини (14), морало би бити 

pz +alp +az =О, 

што је немогуhе пошто иста квадратна једначина нема реалних ко

рена. Та граница не може бити ни и= -оо, за х= оо, јер би то било у 



150 НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

супротности са обрасцем (14), који се за врло велике вредности х-а 
своди на 

f
z dи 

х- Хо =- 2 ' 
и +а 1и+а2 zo 

или на 

1 р-и 
х +С= -arctang--, 

q q 

где су р и q реални и имагинарни део имагинарних корена квадратне 
једначине (Е), а С интеграциона константа. За х= оо, и= -оо, лева 
страна једначине постала би бесконачна велика, док би десна остала 

коначна. 

Та је граница, дакле, потпуно неодређена, што може доhи само 

отуда ако је вредност х= оо есенцијални сингуларитет функције и(х), 

дефинисане једначином (8), и тада, пошто та функција, као што је при
меhено, непрестано опада за велике вредности прапроменљиве, то he 
варијација њена за велике вредности х-а бити представљена сликом 

(4). 
Но, о томе се можемо уверити још на један интересантан начин, 

помоhу извесних особина линеарних диференцијалних једначина дру

гога реда, помоhу којих се могу унеколико прецизирати и саме вред

ности х-а за које функција и( х) има ск окове од -оо на +оо. 

Ако се у једначини (8) стави 

(15) 
1 dv 1 

и=--+- !1(х), 
v dx 2 

ова се претвара у линеарну Једначину 

d 2v ~ - + co(x)v =О, 
dx 2 

где Је 

Почевши од једне извесне, позитивне и довољно велике вредно

сти х= х0 , функција ro(x) биhе коначна и имаhе константно један и 

а2 
исти знак, и то знак константе а 2 - -

1 
, пошто је 

4 

и тај знак биhе позитиван, пошто је а 12 - 4а2 < О. 
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и 

х 

о 

Слика 4 

У исто време, пошто за те вредности х-а функција ffi(x) остаје 
коначна, према особинама линеарних једначина и сам интеграл v оста
Је у томе интервалу коначан. 

Послужимо се сад једном познатом Штурмовом (Stuпn) теоремом, 

односно теоремом линеарних једначина другога реда, кој а се састоји у 

овоме: 

Нека су дате две једна чине 

d 2v ~ 
-

2 
+ co(x)v =О, 

dx 
(А) 

(В) 

где су функције m(x) и х(х) холоморфне за све вредности х-а у једноме 
датом интервалу од х = а до х = Ь, и такве да је за све те вредности х-а 
непрестано 

(С) m(x) = Х(Х). 
Тада између две вредности х-а које поништавају интеграл једна

чине (В) мора лежати бар једна вредност х-а која поништава интеграл 
једначине (А). (Штурм: Memoiгe suг les equations diffeгentielles lineaiгes du 
second огd1·е, Journal de Liouville, t. I, 1836.) 

Пошто функција m(x) при бесконачном рашhењу х-а тежи пози-
2 

тивној и од нуле различној граници а2 - ~, то се увек може изабрати 
4 

вредност х0 , тако да је у интервалу од х= х0 до х= оо најмања вред-
ност те функције различна од нуле и позитивна. Означимо са N ту 
њену најмању вредност и применимо горњу Штурмову теорему на јед

начине (А) и 
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(D) d2w +Nw =О 
dx 2 

Пошто је у интервалу (х0 оо) непрестано 

OS(x) > N, 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

то између две узастопне вредности х-а које поништава ју функцију w, 
мора лежати бар једна вредност која поништава функцију v. Али, оп
шти је интеграл једначине (D), пошто је N >О, 

w= С1 sin(xffi +С2 ), 

где су С1 и С2 интеграционе константе, и тај интеграл постаје у ин
тервалу (Х= Хо,Х =оо) беСКОНаЧНО МНОГО пута раваН НУЛИ, За ВреДНОСТ 

х-а чија је узастопна разлика стална и равна броју Јн. Према томе, и 

функција v мора постати бесконачна много пута равна нули у истоме 
интервалу, и узастопна разлика између две такве вредности које је 

поништавају очевидно мора бити мања од ffi . А из тога, према обра
сцу (15), излази да функција u(x) постаје бесконачна много пута бес

коначна у интегралу (х0 оо), и то за вредности х-а чија је узастопна 

2n 
разлика мања од Гн . 

1 d\1 
У исти мах очевидно је и то да, пошто логаритамски извод 

11 dx 
за х= х 1 - Е (где х 1 означава једну, ма коју од вредности која пони-
штава 11 1 а Е бесконачна мали позитиван број) има вредност -оо, а за 

х = х 1 +Е има вредност +оо, функција u осцилује бесконачна много 

пута од -оо до +оо, са скоковима од -оо на +оо. 

Из свега тога изводи се ова теорема: 

Kag zog је а~- 4а 2 <О, acu.лaumuнa вреgносLИ uшuezpaлa и йоLИ
йуно је неоgре!)ена; uшuezpaл осцилује бесконачна много йуLИа og -оо 
go +оо, са скоковима og -оо на +оо. 

Као прост пример у коме се може видети како се и кад напред све 

поменуте околности јављају, наводим једначину 

clu 2 -+и +аи+Ь =О, 
с! х 

где су а и Ь реалне константе. Квадратна једначина (Е) овде је 
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и 2 +аи + Ь =О, 

чији корени нека су а 1 и а 2 , са претпоставком да је а 1 > а2 • 

Према горе изведеним теоремама, ако је а 2 - 4Ь >О, интеграл 
и (х) тежи граници а 1, а само извесни интеграли могу изузетно тежити 

граници а 2 . Ако је, напротив, а 2 - 4Ь <О, интеграл не тежи никаквој 
одређеној граници, веh осцилује бесконачна много пута од -оо ка +оо. 

А све се то потврђује на општем интегралу једна чине, који је 

где је С интеграциона константа. 

Ако је а 2 - 4Ь >О, корени а 1 и а2 су реални, разлика а2 - а 1 не
гативна и интеграл очевидно тежи граници а 1 • Граници а2 тежи само 
један једини посебни интеграл, који одговара вредности интеграционе 

константе С = оо и који се идентички своди на и = а2 • 
Нап,22.тив, ако је а 2 - 4Ь <О, тј. корени а 1 и а2 имагинарни и рав

ни р± q-J -1 , општи интеграл једна чине може се написати у облику 

и =р- q tang(qx- С'), 

који израз очевидно не тежи никаквој одређеној граници, имајуhи 

вредност х = оо као есенцијални сингуларитет. У исти мах се види да 
интеграл осцилује бесконачна много пута од -оо ка +оо, и то за вред

ности х-а чији је узастопни размак раван броју 

те те - или 

q 

што све потврђује горње теореме. 

Најзад, навешhу једну доста општу, интересантну класу Рикати

јевих диференцијалних једначина у којима се поменуте теореме могу 

такође непосредно потврдити: то је случај кад су fi(x) и .f2 (x) рацио
налне функције х-а и кад је општи интеграл једначине раван лога

ритамском изводу какве униформне функције. 

Ако се та униформна функција означи са и, онда је 

1 dи 
и=--

и dx 

и функција и биhе интеграл линеарне диференцијалне једначине дру

гога реда 

(16) 
d2и dи 
-2 + .fi(x)-+ .fz(x) =О. 
dx dx 
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Послужимо се сад једном теоремом коју је доказао Алфен (Hal
phen) 1886 г. (Comptes Rendus de l'Academie des Sciences, Т. 101, р. 1238) и 
која се састоји у следеhем. 

Нека је дата линеарна диференцијална једначина п-тог реда 

где су S1,S2 ,S3 , ... рационалне функције х-а, од којих ниједна не расте 

бесконачна при бесконачном рашhењу х-а. Кад год је општи интеграл 

такве једне једначине униформна функција, он мора бити оваквог 

облика 

-()а.'" ()Рх ()бх у - R1 х е + R2 х е + ... + R11 х е , 

где су R1, R2 , ... , R11 рационалне функције х-а, а а,~' у, ... корени алге
барске једна чине п-тог степена 

(F) 

у којој је уопште 

Применимо ову теорему на нашу функцију И. Пошто су / 1 и / 2 по 

претпоставци рационалне функције х-а које теже коначним границама 

а 1 и а2 и пошто се Алфенова алгебарска једначина (F) у томе случају 
своди на нашу ранију квадратну једначину (Е), чији су корени а 1 и а2 , 
то мора бити 

где су R1 и R2 извесне рационалне функције х- а. 

Општи интеграл Рикатијеве једначине (8) може се тада написати 
у облику 

Пустимо да х бесконачна расте. Ако су корени а 1 и а2 реални, 
разлика а2 - а 1 је одречна и према томе је 

1. ( R clR2 ) <а,-а,)х _О 1m а 2 2 + -- е - , 
dx 
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1 c/R1 • 
Тако исто логаритамски извод --,КОЈИ се увек може предста-

R1 clx 
вити као збир извеснога коначног броја израза 

тежи нули, па дакле и тежи граници а 1 • Међутим, може се десити да се 
. . 

за Једну извесну, специЈалну, вредност интеграционе константе рацио-

нална функција R1(x) сведе идентички на нулу; за такве специјалне ин
теграле асимтотна he вредност бити а2 . 

Ако су корени а 1 и а2 имагинарни, експоненцијална функција 
е<а, -а 1 )х своди се на сину с и косинус реалних количина и функција и (х) 
нема никакву одређену вредност за х = оо. 

* 

Претходним теоремама одређена је граница којој тежи и (у слу
чају кад та граница постоји). Граница функције у, дефинисане дифе
ренцијалном једначином (7), биhе 

1
. limи(x) 
lffi у = ---'-"-

lim<pl(x) 

У случају кад и тежи граници а 1 , ако <р 1 тежи извесној коначној 

граници Ь, у тежи граници ~;ако то није случај, општа интегрална 
ь 

крива (7) има као своју асимтотну криву 

<pl(x)y-a1 =О. 

Слични резултати вреде и за оне специјалне интеграле који теже 

граници а2 • 

Ако пак и нема одређене границе, тако he исто бити, уопште, и са 
интегралом у. 

Други случај: Џх) и f2 (х) не Шеже обе коначним 'lраницама, или 

ако Шеже, Ше су обе 'iранице равне нули. Кад је једна од тих граница 

бесконачна, граница интеграла и извесно је бесконачна. Кад су обе 

границе равне нули, у општем случају не може се наhи граница инте

грала и, али у специјалним случајевима то је често могуhно. 
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Тако, кад су <р 1 (х) и <р 2 (х) алгебарске функције х-а ваља једначи
ну (7) написати у облику 

f\jfk(Ylx)(~xJm-k = 0, 
k=O у 

где су \jf 1, \jf 2 , ... , \jf т полиноми по х и у, са сачиниоцима који не постају 
бесконачни ни за коју коначну вредност у-а, и на тако уређену 

једначину применити теореме 1 и 2. 

* 
Теоремама З и 4 решен је проблем о сталности асимтота паралел

них х-ној оси за једначину 

(А) F(x у dy) =О· 
' 'dx ' 

исти принцип очевидно важи и за асимтоте паралелне у-ској оси: до-

. . 1 1 вољно Је учинити у Једначини смену у =- и применити теореме и 2 
z 

на тако добијену једначину 

Остаје нам још да решимо овај проблем: 

Расйознтuи на gaLИoj gиферею~ијалној јеgначини (А) ga ли асим
ШоГйе ойzиШе инШеzралне криве, које нису йаралелне коорgинаШним 

осама х и у, варира ју са варијацијом инШеzрационе консШаюuе или не, 

и нahu zue acu.мЉozue у случају каg су оне аuалне.2 
Ради тога ставимо 

Л=l_ 
х 

и учинимо у датој једначини (А) ову смену променљивих: сматрајмо Л 
као нову прапроменљиву а х као функцију од Л. Ако се у (А) стави 

у= ''Ах, dy =Л+~, 
dx clx 

с/Л 

2 Примедба о есенцијалним сингуларитетима, учиљена раније код теорема о 
асимтотннм вредностима интеграла, очевидно важи и овде, као и свуда при сличним 

истраживањима. 
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добија се нова једначина 

(16) \fl (л clx) = 0 'у, cllc · 

Угаони сачиниоци асимтота опште интегралне криве у (једна чине 

А), које нису паралелне координатним осама, нису ништа друго до 
коначне вредности Л за које општи интеграл х диференцијалне једна

чине (16) постаје бесконачан. Означимо са А; те угаоне сачиниоце; ако 
се у једначини (16) стави 

и ако Је 

(17) 

1 
х=

' z 
dz dx=-
z2 

нова једначина тако добијена, вредности А; нису ништа друго до вред

ности Л које поништавају општи интеграл z диференцијалне једначине 
(17), и ако се иста једначина напише у облику (што је увек могуће) 

(dz) 111 (dz)m-I dz 
<po(A,z) dЛ +<р 1 (Л,z) dЛ + ... +<pm_ 1(A,z) dlc +<p 111 (A,z) =О, 

где су <р 0 , <р 1 , ... , <р 111 п олин о ми по z са сачинио цима који не постају бес
коначни НИ за какву КОНачну вредност х-а, примена теорема 1 И 2 ДО
ВОДИ до овога резултата: 

Теорема 5. -Да би у2аони сачиниоци Л; били независни og инiiiе-
2рационе консШанШе, йоШребно је и gовољно ga свака og функција 
<pk(Л,z), оси.м <р 0 (Л,z), саgржи као чиниоца zh, 2ge је h?:: k 
(k = 1, 2, ... ,т). 

Теорема 6. - Kag 2og су у2аони сачиниоци А; независни og инше-
2рационе консШанШе, они су корени ал2ебарске јеgначине 

решене йо Л. 

Потврдимо ове теореме на једноме простом примеру: нека је дата 

диференцијална једначина 

(р) х 2 dy- ху- (ау+ Ьх)2 =О. 
dx 

Ставивши узастопце 
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у= Лх, 

1 
х=-, 

z 

dy =Л.+~ 
dx dx' 

dA. 

dz dx=--
2 ' z 

једначина (17) је у овоме случају 

(аЛ.+ Ь) dz + z = О. 
dA. 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

Услови теореме 5 испуњени су, што значи да угаони сачиниоци 
асимтота не зависе од интеграционе константе, а према теореми 6 ти 
су угаони сачиниоци равни једноме и истоме броју 

ь 
Л.=--

а 

, 

што значи да су асимтоте свих посебних интегралних кривих паралел

не међу собом. А све се то потврђује непосредно на општем интегралу 

једна чине (р), који је 

( 
1 ) х у= -Ь-

а logx +С а 

Теореме 5 и 6 тичу се угаоних сачинилаца асимтота; но да асимто
те не би зависиле од интеграционе константе, потребно је да и орди

нате од почетка тих асимтота буду независне од С. Проблем да се на 

датој диференцијалној једна чини распозна да ли је тако или не, решава 

се лако применом теорема 1, 2, 5 и 6. 
Нека је Л, ма који од корена малопређашње једначине <:р 0 (Л.,О) =О; 

ордината од почетка асимтоте, чији је угаони сачинилац Л., равна је 

граници КОЈОЈ тежи израз 

1l =у- Лх, 

кад се у њему у замени општим интегралом дате једначине (15) и кад се 
затим пусти да х бесконачна расте. 

Ако се, дакле, у једначини (15) стави узастопце 

и ако је 

y=ll+Ax, 

1 
х=-, 

z 

cly = dll + А, 
dx dx 

dz 
dx=--

z2 
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(19) 

где се 11 сматра као прапроменљива а z као његова функција -тако до
бијена једначина, ординате 11 нису ништа друго до вредности 11 које 
поништавају општи интеграл z једначине (19). Примена теорема 1 и 2 
решиhе тада потпуно проблем. 

Интеграли оних једначина (15) чије трансформисане једначине 
(19) задовољавају услове теорема 1 и 2, имају врло интересантне гео
метријске особине, које заслужују дубљега испитиваља и које мислим 

извести у другоме једном раду. Тако, за те једначине, баш и кад су 

вредности Л променљиве, а вредности 11 које поништавају z не зависе 
од Л, што се све може распознати непосредно на једначини, асимтоте 

свих посебних интеграла пролазе кроз извесне сталне тачке (које се 

увек могу наhи) на у-ској оси, и кад се пусти да интеграциона констан

та варира, асимШтuе се обрhу око Luux сШалних Шачака. А из тога се 
факта може извести више интересантних особина. 

* 
Наводим једну важну примену коју претходни резултати налазе у 

аналитичкој теорији алгебарских диференцијалних једначина другога 

реда 

(20) ( 
dy d

2
y)-F у,-,--2 -О, 

dx dx· 

у којима х не фигурише експлицитно. 

Уочимо случајеве кад је општи интеграл једначине (20) ал2ебар
ска, йросШойериоgична или gво2убойериоgична функција х-а, али са 
коначним бројем вредности за сваку дату вредност х-а. Пошто таква 

једна функција, као што је познато, има ту особину да између ње и ње

нога првог извода мора постојати алгебарска релација, то he се у тим 

случајевима, ако се у једначини (20) узме у као прапроменљива, а dy 
dx 

као функција те прапроменљиве 

~~ = р(у), 
једначина (20) претворити у 

(21) ( dp)-F у,р,р dy - О, 
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једначину првога реда, чији општи интеграл 

(22) р= Х(у,С) 

мора дефинисати р као алгебарску функцију у-а. Тада he се општи ин
теграл у једна чине (20) добити као инверзија Абеловог интеграла 

(23) х= f dy 
Х(у,С). 

Замислимо конструисану алгебарску криву (22), сматрајуhи р као 
апсцису, а у као ординату једне тачке; та крива he се деформисати ва
ријацијом интеграционе константе С. 

У теорији А бел ових интеграла познати су ови ставови. з 

1. Ако се означе са 

(24) 

угаони сачиниоци асимтота криве (22) које нису паралелне координат
ним осама; са 

(25) 

угаони сачиниоци тангената (такође непаралелних осама) на исту кри
ву у оним тачкама (реалним или имагинарним) у којима она сече орди
натну у-ску о су, онда вредности 

2na 1~, 2na2~, ••• ,2nai~• 
2n~ 1~, 2n~ 2~, ..• ,2n~k~ 

помножене каквим целим бројем, представљају поларне периоде Абе

ловог интеграла (23). 

2. Ако је инверзија у истога Абеловог интеграла алгебарска или 
двогубопериодична функција х-а, вредности (24) и (25) не постоје; ако 
је у простопериодична функција са коначним бројем вредности, вред

ности (24) и (25) постоје и имају један и исти заједнички делилац, тако 
да, ако се овај означи са р, мора бити 

а 1 = m1p, а 2 = m2p, ... ,ai = mip 
~~ = nJp, ~2 = n2p,. · ·, ~k = nkp 

З В. нпр., Raffy: Rес!Јегсћеs ali;ehгiques SliГ les intc,~гales abeliennes, Annales de I'Ecole 
Nonnale Superieure, 2me serie, Т. XII. 
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где m 1, ••• , m1 и n1, ••• , nk о зна чују целе бројеве. Периода простопериоди
чне функције у мора тада бити 

2МтсрД, 

где М означава какав цео број. 

Послужимо се тим ставовима и теоремама 5 и б. Ставимо у једна
чини (21) узастопце: прво 

Р= Лу, 

а затим 

1 
у=-, 

z 
и нека Је 

dz 
dy=--2 , 

z 

(dz)m (dz)m-l dz (26) <р 0 (Л,z)- +<р 1 (Л,z)- + ... +<pm-I(Л,z)-+<pm(Л,z) =О, 
dЛ dЛ dЛ 

нова тако добијена једначина, у којој се z сматра као функција пра
променљиве Л. Ако се са Л 1 , Л 2 , ••• , Л1 означе вредности коначне и 
различне од нуле, које поништавају општи интеграл z(Л) једначине 

(26), онда је уопште 

/..,. = limЛ (ј= 1,2, ... ,i) за z =О, тј. за у= оо, 
.1 

или, из релације р = 'Ау 

Л.= limE. 
Ј ' 

у 

у= оо, 

Са друге стране, угаони сачиниоци а 1 ,а 2 , ... ,а1 могу се дефини
сати општим обрасцем 

па је, дакле 

а.= liml. (ј= 1,2, ... ,i), у= оо 
.1 р 

а1. = _!_ (Ј = 1, 2, ... , i). 
л. -

1 

Према теоремама 5 и 6, закључује се онда ово: да вредности а ј не 
би зависиле од интеграционе константе, потребно је и довољно да 

сваки од полинома <ph(Л,z), осим <р 0 (Л,z), садржи као чиниоца zn, где је 
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n 2 h (h = 1, 2, ... , т) и, кад год је тај услов испуљен, вредности а. биhе 
Ј 

корени алгебарске једначине 

(27) 

решене по а. 

На основу тога и узевши у обзир малочас поменута два става о 
Абеловим интегралима, може се извести ова теорема: 

Да би ойшШи инШеzрал јеgначине (20) моzао биШи алzебарска или 
gвоzубойериоgична функција х-а, йоШребно је ga се функција <р 0 (Л,О) 
своgи на јеgну консШанШу, различну og нуле и независну og Л, и ga 
свака og функција <ph (Л, z) (h = 1, 2, ... ,m) саgржи као чинилац zn, zge је 
n2h. 

Претпоставимо да је овај последњи услов испуљен, али да се фун

кција <р 0 (Л,О) не своди на константу независну од Л. Тада општи инте
грал у не може бити алгебарска или двогубопериодична функција, али 

може бити простопериодична функција х-а. Тада једначина <р 0 (Л,0)=0 
решена по Л има известан број корена и, према овоме што претходи, 

може се за тај случај извести ова теорема: 

Да би у моzао биШи йросШойериоgична функција х-а са коначним 

бројем вреgносШи, йоШребно је ga корени ај јеgначине (27) решене йо а 
имају зајеgнички gелилац. 

До сличних се теорема долази и посматраљем вредности угаоних 

сачинилаца ~~. Те се вредности могу дефинисати општим обрасцем 

~· = lim dy (ј= 1,2, ... ,k) за р= О. 
Ј dp 

Према томе, ако се једначина (21) напише у облику 

тако да лева страна буде уређена по степенима р-а, угаони сачиниоци 

корени су алгебарске једна чине 

(28) 

решене по ~' где G представља ма коју од вредности у-а које поништа
ва ју општи интеграл р(у) једначине (24). Дакле: 
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Да би у мо'iло биШи ал'iебарска или gво2убойериоgична функчија, 
јеgначина (28) решена йо ~ не може имаШи нијеgан корен коначан и 
различан og нуле. 

Ако једначина (28) има корена ~Ј који не зависе од е, али су ко
начни и различни од нуле, општи интеграл у не може бити алгебарски 

или двогубопериодична функција. 

Да би у мо'iло бшuи йроаuойериоgична функција х-а са коначним 

бројем вреgносШи, йоШребно је ga Шакви корени ~ј јеgначине (28) има
ју јеgан зајеgнички gелилац р, који би у ucLuo време био и зајеgнички gе
лилац корена а ј јеgначине (27); йериоgа функције у бuhe Шаgа 

2Nтrр-.Г-Ј., 

2ge N означава какав цео број. 
У слови исказани у овим те ор е мама такве су природе да се увек на 

датој диференцијалној једначини може распознати да ли су они ис

пуљени или не. Исте теореме могу бити од велике користи при реша

вању питања о аналитичкој природи општега интеграла, као и за тра

жење интегралних периода. Потврдимо их бар на једноме простом 

примеру. 

Нека је дата диференцијална једначина 

(29) 

где а и Ь означују две константе. Једначина (21) постаје овде 

а једначина (26) 

(Л(l +а) +Ь] :~- z =О. 
Једначина (27) овде је 

чији је једини корен 

l+a 
а=---, 

ь 

а једначина (28) 

чији је једини корен 
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1 
~=--. 

ь 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

Према претходним теоремама, да би у било алгебарска функција 
х-а, мора бити Ь = О; да би било простопериодична функција са кона
чним бројем вредности, мора бити или а = О или 

1+а 
--ь- = тр, 1 

z;=np, 

где су т и n цели бројеви и одакле је 

m+n 
-а=---, 

n 

тј. а мора бити рационалан број; периода тада мора бити 

2MnH 
nb 

где М означава такође какав цео број. 

А све се то потврђује непосредно на изразу општега интеграла 

једна чине (29), који је 

или 

или 

1 

у= C(l +С' ehx)т.t;;" 

1 

у= C(l + C'x)l+a, 

према томе да ли је Ь~О или Ь =О; С и С' означују интеграционе кон
станте. 

* 
Претходне теореме могу наhи интересантних примена и у рацио

налноЈ механици. 

Уочимо, нпр., праволинијска кретање једне тачке под утицајем 

какве силе која је алгебарска функција брзине и времена. Брзина коју 

he тачка имати у једноме даноме тренутку зависи уопште од њене по
четне брзине и мењаhе се са варијацијом ове последње. Али, има зна

чајних случајева у којима, ма са којом се почетном брзином покренула 

тачка, она he по истеку једнога извесног интервала времена задобити 
увек једну и исту брзину, факт аналоган ономе са којим се има посла у 

класичном проблему таутохронизма. Исто тако, има случајева у који

ма брзина, кад време бесконачна расте, тежи једној извесној и сталној 

граници, која he увек бити једна и иста ма са каквом се почетном брзи
ном тачка покренула. 
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Претходне теореме дају начина да се те значајне околности у 

датоме проблему предвиде још пре његовога потпуног решења, па и 

онда кад је то решење немогуће због несавладљивих интеграционих 
тешкоћа. Јер, ако се брзина покретне тачке означи са v, њена маса са 
т, а сила која је креће са F, и ако је та сила дата алгебарска функција 
Ф(t, v) времена и брзине, решење проблема своди се на интеграцију 
алгебарске диференцијалне једначине првога реда 

d 2s dv 
F = т- = т- = Ф(t v) 

dt 2 dt ' , 

која се увек може написати у облику 

где јејполином у односу на v и dv. Лако се увиђа да у проблему улогу 
dt 

интеграционе константе игра сама почетна брзина покретне тачке и 

да, према томе, наше теореме дају начина да се изнађу они елементи 

кретања који остају стални, независни од почетне брзине.** 

** Београдски математичар Милорад Бертолино проучавао је овај Петровиhев 
обиман рад и користио се њиме у раду Theoгemes sщ· !е compm·tement asymtotique des solu
tions de certaines equations difj'eгentielles, Весник Друштва мат. и физ. НРС, Београд 1961, 
vol. XIII, 1-2, стр. 23-33. У својој књизи Dif'erencijalne i integralne jednacine и Jugoslaviji, 
Beograd 1979, Бертолино наставља са анализом ове Петровиhеве расправе, а што је ви
дно пренела и совјетска наука- професор Јеругин у часопису Дифф. уравнения (пр. Д. 
Т.). 



О БИНОМНОЈ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНОЈ 
ЈЕДНА ЧИНИ ПРВОГ РЕДА* 

Посматрајмо једначину 

(~~Т= R(x,X,y), 

где је R рационална функција од х, Х и у, при чему се претпоставља да 
су величине х и Х везане алгебарском једначином G(x, Х) = О. Ј е дна чи
на се, уосталом, може свести на облик 

(1) 
dy _ Р1 (х,Х,у)~Р2 (х,Х,у) 
dx Р,(х, Х,у) 

где су Р1 Р2 и Р, полиноми по х, Х и у. Униформни и трансцендентни 

интеграли по х не могу постојати сем уколико је полином G по х и Х 
степена 1 по Х; ако то није случај, сваки интеграл униформан по х је 
рационалан, али .моzу йосй1ојай1и унифор.мни и й1рана{енgенй1ни инте

грали по х и Х, па чак и општи интеграл може бити такве природе. 

Позабавимо се најпре случајем кад је општи интеграл једначине 

(1) униформан по (х, Х). Ако је тако, једначина (1) има сталне крити
чне тачке. Кад се на њу примени теорема г. Фукса, долази се до резул

тата према коме једначина (1), под претпоставком да је несводљива, 
мора бити или степена т < 3 и облика 

(2) 

* Наслов оригинала Sm· !' equation dijjeгentielle hin6me du ргетiег огdге, Comptes 
rendus des seances de I'Academie des Sciences, Paгis 1895, t. CXXI, 19, рр. 632-635. Овај рад је 
приказао у Париској академији наука професор Емил Пикар 4. новембра 1895. 
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(З) 

(4) dy '\ '\ 2 - = /\. 1 (у-/\. 2 ) (у-а)(у-Ь), 
dx 

где су Л 1, Л2 и Л3 функције само од х, а а и Ь су константе, или, уко
лико је т :2: 3, облика 

(5) ( l )"' ~~ = f(x)R(y), 

где је R(y) полином по у. Штавише, кад се једначина (5) сведе на облик 

(б) _1. = R(y), ( d )"' 
dx 

може се приметити да је, ако општи интеграл једначине (5) има сталне 
критичне тачке, тада је општи интеграл једначине (6) униформан, па 
се, према Бриоу и Букеу, могу знати сви типови једначина (6) који се 
могу интегралити преко униформних функција. Тако he се добити 
следеhа таблица једначина [којој треба додати (2), (З) и ( 4)] чији општи 
интеграл може бити униформан по (х, Х): 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(~~)
2 

= Л(у-а)(у-Ь)(у-с)(у-d), 

( d )
3 

d~ = Л(у-а)2(у-Ь)2(у-с)2, 

( ~~) 4 = Л(у -а )2 (у - Ь )з (у- с )з' 

(~~Ј= Л(у-а)2 (у-Ь)4 (у-с)5 , 

Л је функција од х, а а, Ь, с и d су константе. Ови облици су међусобно 
различити; може се, уосталом, добити и други помоhу хомографских 

трансформација. 
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Једначина (2) је линеарна; (3) је Рикатијева; ( 4) се своди на једну 
Рикатијеву једначину и на једну квадратуру; све једначине (7), (8), (9), 
(10) и (11) интеграле се квадратурама. 

Претпоставимо сада да општи интеграл није униформан по (х, Х), 

мада партикуларни интеграли могу бити такве природе. Пређимо на 

прецизирање типова једначина (1) који могу имати такве интеграле. 
Сваки сингуларни интеграл у= <р(х,Х) који анулира Р2 , па стога и 

у, мора бити константа, и обрнуто. Ако би ипак у = <р анулирала Р2 
или f>з, одговарајуhа крива би била геометријско место критичних та

чака интеграла. 

С обзиром на изложено, ако је укупан број различитих вредности 

У; = <р;(х,Х) које или анулирају Рз, или анулирају Р2 а нису константе
веhи од два, iilaga је сваки йо (х, Х) униформни инiile'ipaл рационалан 
йо (х, Х). Заиста, сваки интеграл који за х= х0 узима вредност 
<р;(х0 ,Х0 ) има х0 као критичну тачку, сем за извесне изузетне вредно
сти х0 у коначном броју. Интеграл у, под претпоставком да је унифор
ман по (х, Х), може, дакле, бити једнак са <р 1 , <р 2 или <р3 само за изузе
тне вредности променљиве х у коначном броју, па се расуђиваље завр
шава као у случају једначине првог степена, којим смо се бавили у 

једној ранијој ноти.l 
Означимо са Л број вредности У; = <р;(х,Х) које анулирају Р2 а 

нису константе. Да би интеграл био униформан и трансцендентан по 

(х, Х), потребно је, према претходно изложеном, да буде Л= 0,1, 2. 
Нека је, најпре, Л = О .Тада је Р2 , који hемо означити са W( y), по

лином по у са константним коефицијентима. Ако је у трансцендентан и 

по (х, Х) униформан интеграл, корен 

~W(y) = Р,(х,Х,у) 
Р1 (х,Х,у) 

такође је такав. Да би то било тако, потребно је, према једној теореми 
г. Пикара, ga крива zm = OS(y) буgе poga О или l. (Специјално, ако је 
т = 2, степен полинома со(у) мора бити мањи од 5.) С друге стране, 
број вредности променљиве у које чине количник бесконачним (укљу
чујући и вредност у = оо) не може бити већи од 2. Стога једначина 
мора бити облика 

dy _ P1(x,X,y)'1Wbl 

dx- (у- <pl)k1 (у- <!'2i2 
' 

Ј М. Petrovitcl1, Suг les inte,gгales unij'onnes des equations du pгemier огdге et du gепге ze
,·o, Comptes reпdus des seaпces de I'Acaclemie des Scieпces, Paris 1894, t. CXVIII, 22, рр. 
1190-1193. 
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па hемо имати једну релацију између степена броји оца и имениоца, при 
чему треба водити рачуна да z =О не може бити интеграл једна чине по 

1 . б . ( z =-,Јер исмо иначе имали наЈмање три вредности У; =<р; рачуна-
у 

јуhи и у= оо као такву једну вредност). 

Ако је Л = 1, једна од вредности <р 1 и <р 2 мора акумулира ти Р2 . 

Ако је Л= 2, обе вредности <р 1 и <р 2 (уколико постоје) морају 
акумулира ти Р2 • 

Најзад, ако једначина Р1 = О има решења у = const., та решења 
играју исту улогу као решења У; = <р;, тако да се може реhи да, уопште 
узевши, укупан број тачака бесконачности У;= <р;(х,Х), неконсШан

Шних нула йолинома Р2 и консШанШних нула йолинома Р1 мора биШи 
мањи og3. 

Додајем напомену да је довољно претпоставити рационалност 

функције Х да би се све што претходи могло применити на интеграле 

биномне једначине који су униформни по х.** 

** Ову Петровићеву расправу реферисао је Hamburger у FdM, В. 26, S. 372-373, а 
сам професор је често користио у потоњим својим радовима (пр. Д. Т.). 



О РЕЗИДУУМИМА ФУНКЦИЈА 
ДЕФИНИСАНИХ 

ДИ ФЕРЕНЦИЈАЛНИМ 
ЈЕДНА ЧИНАМА* 

Циљ ми је да покажем како се на једноставан начин могу израчу

навати остаци (резидууми) функција које задовољавају алгебарске 

диференцијалне једначине првог реда када једна таква једначина задо

вољава неки општи услов који је могуће препознати на свакој једна

чини. Одатле ће произићи један ефикасан и удобан начин израчуна

ваља различитих вредности које извесни општи криволинијски инте

rрали могу узети дуж дате контуре. 

Полови општег интеграла неке диференцијалне једначине првог 

реда могу варирати са интеграционом константом или бити стални. 

Остаци таквог интеграла, који се односе на непокретне или покретне 

полове, могу и сами бити стални или мељати се са интеграционом 

константом од интеграла до интеграла. Намера ми је, на првом месту, 

да покажем како се резидууми мељају кад су полови на које се они 

односе йрости полови општег интеграла који варирају са интегра

ционом константом и како се може препознати да ли су сами ти рези

дууми стални или зависе од вредности додељених ТОЈ константи. 

Почеhемо подсеhаљем на један општи и практичан поступак 

КОЈИМ се установљава да ли општи интеграл алгебарске једначине 

првог реда 

има или не111а просте полове који се мељају са интеграционом кон

стантом. 

Наслов орнrннала: Suг les гesidus des j!mctions cMj/nies раг /es eqzюtions dijjeгen
tielles, Mathematiscl1c Anna!en, Leipzig Ј R96, t. 48, рр. 75-80. 
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Формирајмо табелу од 2s позитивних целих бројева 

~; = т; + n; ' Т]; = n;; 

повуцимо у равни две осе О~ и ОТ] и обележимо у њој s та чак а (~;,Т];). 
Спојимо потом, оси ОТ] најближу и од ње најдаљу тачку полигоналном 
линијом чије је свако теме једна од тачака (~;,Т];) таква да нема 
нщедне од тих тачака изнад ње. 

У својој докторској дисертацији (Париз 1894) доказао сам следећу 
општу теорему: 

Да би иuiiieipaл и.мао йoкpeiiiue iiiaчкe бескоиачиосiiiи pega А, 
йoiiipeбuo је и gовољио ga йpeiiixogua йолиiоиалиа линија има ciiipa
uy чији је коефицијеиiii йравца јеgиак -А. 

Да би итuе2рал и.мао йокрпuне йросйlе йолове, йойlребно је и gо
вољно, gакле, ga йоли2онална линија и.ма сйlрану чији је коефицијенШ 
йравцајеgнак -l. 

Околност коју имамо у виду: постојање покретних простих поло

ва, препознаје се, дакле, врло лако на датој једначини само помоћу 
1 • • 

експонената степена променљивих у и у на њеноЈ левоЈ страни. 

Нека је х =а један такав пол; у његовој околини биће 

у= А +\ј!( х), 
х-а 

где је А тражени остатак а \jf(x) у околини тачке х= а холоморфна 
функција. Ако се стави 

имаће се 

.f(x) =А+ (х- a)\jf(x), 

у= (х-а)- 1 /(х), 

dy =(х-а)- 1 /'(х)-(х-а)-2 /(х), 
dx 

па општи члан израза F добија облик 

-(т; +2n; J[(-l)"i J(x)"'i+"i +8;(х) Ј 
<р;(х)(х- а) , 

где је 8;(х) полином по .f(x) и (х- a)f'(x), са константним коефици
јентима и без члана који би зависио само од Ј( х). 

Скуп чланова израза F у којима је експонент -(т; + 2n;) најмањи 
управо је збир свих чланова дате једначине који одговарају индексима 

тачака (~;,Т];) на страни са коефицијентом правца -1. Одатле излази 
да, ако се усвоЈИ означавање са: 
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1:1 сабирања преко индекса свих тачака које леже на страни са 
коефицијентом правца -1, 

1:2 сабирања преко свих осталих тачака, 
F се може написати у облику 

(1) F = (x-a)м[L: 1fЏx)+L:2 (x-a)N; 01 (х)], 

где су М и N1 цели, позитивни и сви од нуле различити експоненти и 

где Је 

Како је функција у интеграл једначине F = О, израз у загради у 
формули (1) мора идентички бити једнак нули; дакле, 

(2) 

Претпоставимо сада да х тежи ка а. Сви изрази 81 (х), према њихо
вој дефиницији, теже нули, а функција /(х) тежи ка А, па имамо 

lim 0 1 (х) = ( -1)"; <р 1 (а )Am;+n;. 

Формула (2) постаје, стога, при прелазу на границу 

(З) 

тако да је Шражени осШаШак А корен ал2ебарске јеgначине (З) из које 
су йреШхоgно искључени корени јеgнаки нули. Очигледно је, уосталом, 

да једначина има бар један корен различит од нуле, јер су експоненти 

т; + n1, који одговарају индексима тачака што леже на страни са 

коефицијентом правца -1, сви међусобно различити. 
Тако, пошто је установљено да општи интеграл има покретне 

просте полове, имамо следеће просто практично правило за израчуна

ваље остатака који одговарају тим половима. 

Претпоставимо да је полигонална линија која се односи на леву 

страну Једначине конструисана и нека су 

а.~. у, ... , к 

индекси чланова који одгоьарају тачкама (~ 1 , Т);) на страни са коефи
цијентом правца -1; тражеш~ остаци су од нуле различити корени ал
гебарскеједначине 

решене по А. 
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Ти остаци су, дакле, алгебарске функције функција <р;(а) које од
говарају индексима тачака што леже на страни са коефицијентом пра
вца -1; да би они били алгебарске функције ових покретних полова, 
потребно је и довољно да однос било које две од ових функција <р;(а) 
буде алгебарска функција од х. Да резиgууми у йиШању не варирају са 
инШеzрационом консШанШом, йоШребно је и gовољно ga сви ови оgно
си буgу независни og х. 

Оно што претходи често омогуhава да се израчунају различите 

вредности које криволинијски интеграл Ј y(z,C)dz (где је у општи ин

теграл неке једначине првог реда, а С је интеграциона константа) мо
же узети дуж дате контуре, а да при том не буде потребно експлицитно 

познаваље функције у и њених полова. 

Нека је, тако 

једначина са утврђеним критичним тачкама. Увек he се моhи установи
ти да ли општи интеграл такве једне једначине јесте или није меромор

фан у унутрашњости дате контуре Г у комплексној равни; претпоста

вимо да је то случај. Ако су, сем тога, полови функције у прости (што 

се, на основу претходног, лако може утврдити), интеграл 

Ј y(z,C)dz, 

узет дуж једне такве контуре Г, једнак је нули или целом умношку јед

не од количина 

где су А1 , ... , An од нуле различити корени алгебарске једна чине ( 4). А 
ако су, специјално, односи било која два од коефицијената <р;(х) који 
одговарају страни полигоналне линије функције F са коефицијентом 
правца -1 независни од х, тада су остаци А; стални и вредност претход
ног криволинијског интеграла дуж Г неhе се мењати са интеграционом 

константом. Тако he нам, дакле, бити познате све вредности које 
интеграл може узети дуж контуре Г. 

Ако је, на пример, y(z,C) општи интеграл Рикатијеве једначине 

dy = а.у2 + f(z)y + <p(z), 
dz 

где је а константа, аfи <р су полиноми по х, једначина (4) своди се на 
аА -1 =О; претходни криволинијск:й: интеграл, узет дуж било какве 
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. . б . 2пд 
контуре у z-равни, Једнак Је нули или неком умношку роЈ а ; ово 

а 

се, уосталом, може проверити кад се примети да је функција 

-а f udz 
и= е , 

интегралЈедначине 

d2u du 
dz2 + .f(z) dz - a<p(z) =О, 

због чега интеграл Ј ydz може Имати само период 

Узмимо за други пример функцију 

у = sn [Л х) +С], 

која задовољава једначину 

(~:У- [f'(x)]
2
(1- у 2 )(1- k

2i) =О. 
Полигонална линија има само једну страну са негативним коефи

цијентом правца и тај коефицијент је -1; сви покретни полови су, 
дакле, прости. Једначина (4) овде је 

где је а покретан пол, што даје два остатка 

А=+ 1 
- kf'(a)' 

при чему је а, као функција константе С, дато формулом 

.f(a)+C = пол од sn. 

Али, нарочито кад се траже остаци мероморфних и једноструко 

или двоструко периодичних функција које имају само йроаuе йолове, 

претходи" правило је од користи. Тада се формира једначина 

F( du) =О у, dx ' 
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коју задовољава таква функција, и на њу се непосредно примељује 

правило. Полови општег интеграла те једначине биће сви покретни и 

прости; коефицијенти <f\(a) који фигуришу у једначини (4) тада су кон
стантни, па су стога остаци независни од интеграционе константе и 

дати као корени једначине ( 4). Штавише, за те рачуне није потребно 
знати полове функције. 

Потражимо, на пример, остатке функције 

- 1- sn2 х+ 1 cn х· dn х- К 
у= 2g 2 2 

snx 

где је sn х дефинисано са 

(~;)z = g(l-uz)(l-euz). 

Бирајући на погодан начин g и k постиже се да функција у задово
љава Једначину 

Полигонална линија има темена са координатама 

(~l = 3,111 = 3), 

(~з = 6, 11з = 0), 

(~4 =О, 114 = 0), 

па стога у нема простих полова. Темена која се налазе на страни са 

коефицијентом правца -1 имају индексе 1 и 3. Једначина (4) овде је, 
дакле, 

А3 -l =О, 

те су зато остаци функције у кубни корени јединице.** 

1 Видети Briat et Bouquet, Journal de 1'Ecole Po1ytechnique, cahier 36, Tome XXI, (1856), 
р. 239. 

** Ову Петровићеву расправу реферисао је анонимни аутор са псеудонимом 
(Hlg3) yRevue semestrielle des puЬlications mathematiques (5(1896)), а Хурвиц у FdM, В. 27, 
S. 308. У књизи Ј. Hadamard, Serie de Taylor et son prolongement analytique, "Scientia", 
Е. Phys. math., NQ 12, на стр. 67 цитиран је овај Петровићев рад, а посебно услов ,да ос
таци не варирају са променом интеграционе константе" (пр. Д. Т.). 



ПРИЛОГ ТЕОРИЈИ СИНГУЛАРНИХ 
РЕШЕЊА ДИ ФЕРЕНЦИЈАЛНИХ 
ЈЕДНА ЧИНА ПРВОГ РЕДА* 

Посматрајмо алгебарску диференцијалну једначину првог реда 

(1) F(x,y,y') =О, 

где је F полином по у и у' и уочимо неку функцију у(х) која ову једна
чину задовољава. Ако је, за једну вредност х-а и одговарајуhу вредност 

у-а, извод у' дефинисан једначином (1) униформна и непрекидна функ
ција од х и у у околини тих вредности, решење које нас занима добиhе 

се у околини посматране вредности променљиве х применом фун

даменталне теореме о егзистенцији интеграла и биhе један партику

ларни интеграл једначине. Али ако, за вредности (х, у) које одговарају 

једном решењу, извод у' дефинисан једначином (1) није нигде унифор
мна и непрекидна функција од (х, у), применом фундаменталне теоре

ме ова функција неhе се моhи развити у ред ни за једну вредност про

менљиве х. 

Таква решења добијају се кад се напише услов да једначина (1), 
посматрана као једначина по у', има двоструки корен, тј. кад се елими

нише у' из две једначине 

Нека је 

(2) 

F(x,y,y') =О, дР =0. 
ду' 

Q(x,y) =О 

тако добијени резултат. Ако функција y(z) задовољава једначину (2) а 
не задовољава једначину F О, доказује се да крива (2), уопште узев, 
представља геометријско место повратних тачака интегралних кривих 

које се односе на једначину (1). Ако, напротив, крива (2) задовољава 

* Наслов оригинала: ContгiЬution д /а tlu!oгie des solutions siщ;ulieгes des equations 
dijjeJ-enrielles du pгemier ordJ·e, Mathematische Annalen, Leipzig 1896, t. 50, 1-3, рр. 103-112. 
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једначину (1), доказује се да она, у ойииuем случају, представља сингу
ларни интеграл те једна чине и обвојницу љених интегралних кривих. 

Међутим, може се десити да крива (2), мада задовољава једначину 
(1), није ни сингуларни интеграл, ни обвојница љених интегралних 
кривих. Такав је случај, на пример, једначина 

(2х- у') 2 +х( у- х 2 )(2х- у')+ (у+ х 2 
) 3 =О; 

крива у = х 2 истовремено задовољава обе једначине 

F =О и дF =О 
ду' ' 

а она ипак није ни сингуларни интеграл једначина F = О, јер се добија 
из општег интеграла 

х 2 +Сх3 +С 2 

у=-----

1 +Сх 

за С = О, ни обвојница партикуларних интеграла, будуhи да ниједна дру
га интегрална крива нема са љом заједничких тачака на коначном ра

стоЈаљу. 

Намера ми је да овде докажем једну општу теорему која се ,односи 
на ове случајеве изузетака и да из ње изведем неколико последица које 

се тичу интеграције неколико типова једначина првог рсща, или траже

ља интеграла извесне аналитичке природе. 

У том циљу позовимо се најпре на доказ теорем13 према којој, ако 

нека функција у(х), дефинисана једначином, истовремено задовољава 

. F О дF О . - - · 
Једначине = и - = , она Је тада у оишшем случа;у сингуларно 

ду' 

решење и обвојница интегралних кривих једначина F = О. 1' 

Уочимо произвољну тачку х= а, у=~ криве Q(x,y) =О. За ове 
вредности једначина F = О, посматрана као једначина по у', има Еише
струки корен; претпоставиhемо да је тај корен gвосШрук. Једначина 

F = О има, дакле, за х = а, у = ~ двоструки корен и два корена те једна
чине пермуту]у се око тих вредности х и у. 

Како су збир и производ тих корена униформне функције од х и у 

у околини тачке (а,~), у' се може сматрати као ~орен једнеједначине 

другог степена чији су коефицијенти холоморфне функције од (х, у) у 
околини тачке (а,~). Може се стога писати · ~ · · · 

(З) у'= А(х,у) + С(х,у).,јВ(х,у), 

где су А, В и С редови одређени по степенима величина х - а и у- ~. 

1 Picard, Tгaite d'Analyse, Paris 1896, Т. Ш, Chap. 8. 
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1 
Потражимо интеграле једначине (З) који за х = а узимају вред

ност у = ~. Међу тим интегралима налази се, прво, функција УЈ (х), де
финисана једначином (2), која се може развити по степенима од х- а. 

Онда се доказује да, сем тог решења, у општем случају постоји и друго 

решење 

у= УЈ+ z' • 

које додирује ово решење. 

Најпре, како за решење у= УЈ(х) имамо 

то, ако се у једначини (З) стави 

у= УЈ+ z, 

она постаЈе 

где су функције <р;, \ј!; редови уређени по степенима од х- а, и при том 

се \ј!Ј(х), уойшйlе узев, не анулира за х= а; сем тога, вредност С(а,~) 
zенерално је различита од нуле. 

Међу интегралима z једначине (4) који се акумулирају за х= а 
увек се налази очигледно решење z = О; али поред њега, у општем слу
чају, постоји још једно. Да би се то увидело, ставимо 

што доводи до једначине 

па како је, уойшйlе 

(б) 

десна страна је холоморфна у околини тачке х= а, а= О, те једначина 
(4), према фундаменталној теореми, даје интеграл и као ред уређен по 
степенима од х- а, тако да добијамо 

и= р( х- а)+ q(x- а) 2 + ... 
и одатле 

z =а( х- а)2 + Ь(х- а)3 + ... , 
ТЈ. 



ПРИП ОГ ТЕОРИЈИ СИНГУПАРНИХ РЕШЕЊА ДИФ. ЈЕДНА ЧИНА ПРВОГ РЕДА 179 

(7) у= у1 +а( х- а) 2 + Ь(х- а)3 + ... , 

онда је очигледно да крива Q(x,y1) =О у тачки (а,~) додирује криву 
представљену једначином (7), што је и требало доказати. 

Али, ово расуђиваље битно претпоставља да су услови (6) испу
љени за произвољну тачку (а,~) криве Q(x, у)= О. Резултат је сасвим 
друкчији ако један или други од услова (б) није испуљен. Јер у том слу

чају десна страна једна чине (5) садржи и као фактор, тако да се та јед
начина може довести у облик 

l_ сlи = Ф(х и) 
и dx ' ' 

где је функција Ф(х,и) коначна за х= а, и= О. За те вредности про

менљивих х и и, логаритамски извод на левој страни постаје бескона

чан, док десна страна остаје коначна. Функција и, уколико није 

идентички једнака нули, не може се анулирати за х= а, па стога кроз 

тачку (а,~) пролази само крива у1 , дефинисана са Q(x,y1) =О. 

Тако се, у претходно наведеном примеру, решавајуhи једначину 
по у', добија 

а функција 

у х2 
С(х,у) = -

2
-

анулира се у свим тачкама криве у = х 2 , која се добија као заједничко 

. О дР 
решеље Једначина Р= и - = О. 

ду' 

Из онога што претходи види се да нека крива Q(x,y) =О, мада је 

б · · ' . Р О дР О до ИЈена елиминациЈоМ променљиве у из Једначина = и - = и 
ду' 

уз то задовољава једначину Р= О, не мора бити сингуларно решеље јед

начине Р = О ни обвојница љених интегралних кривих, а одатле излази 
следеhи резултат. 

Када једначина Р= О, која се решава по у', има двоструки корен, 

крива Q(x,y) =О је: или сингуларно решеље једначине Р =О и уједно 
обвојница партикуларних интегралних кривих, или крива која пресеца 

ове интегралне криве у утврђеним тачкама, које се не мељају са инте

грационом константом. 

Међутим, може се десити да корен у' једначине Р = О буде тро
струк, четворострук итд. Поставимо стога себи следеhи општи про

блем: 
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Усй1ановий1и ga ли за gaйly алzебарску gиференцијалну јеgначину 
йрво2 pega йосйlоје у равни (х, у) криве Г које инй1е2рали јеgначине 
F = О секу са.мо у уйlврЬени.м йlачка.ма и наhи Ше криве у случајеви.ма 
каg оне йосйlоје. 

Пре свега, јасно је да је једна таква крива Г увек партикуларни ин

теграл једначине F =О. Наиме, кроз сваку тачку (х, у) пролази најмање 
један партикуларни интеграл ове једначине, па онда, будуhи да кроз 

тачке криве Г ( стављајуhи на страну неке фиксиране тачке) не прола
зи ниједна интегрална крива различита од Г, сама та крива Г мора 

бити једна интегрална крива једна чине F =О. 
Потрудимо се да установимо да ли једначина F = О ефективно до

пушта такве криве Г. 

Проблем се може решити помоhу фундаменталне теореме о по

стојаљу интеграла; али он се једноставније решава коришhењем резул

тата до кога сам дошао у једном ранијем раду. 2 

Нека је 
F(x,y,y') =О 

дата једначина, у којој је F доведено у облик несводљивог полинома по 
у и у' и чији су коефицијенти било какве функције од х, и означимо са 

т и n највеhе експоненте са којима у и у' фигуришу у F. Нека је 
у 1 = и(х) крива која има разматрано својство у односу на интеграле 
једначине F =О. Кад се стави 

F=и(x)+z, 

једначина F О постаје 

(9) 
" 8 111 . 11 (х,и,и') , .L...; 1' 1 zmi z 11; 

1 . 2 ..... щ . 1 . 2 ..... 11; 
=0 {т;= 0,1,2, ... ,т 

11; = 0,1,2, ... ,n, 

где Је 

(10) 
, д"';+";F(х,у,у') 

8 (х и и)= . 
m;,n; ' ' дт· д". 

'и 'и 

Да би крива у 1 = и(х) имала особину о којој је реч, потребно је и 
довољно да се вредности х= а; које анулирају општи интеграл z(x,C) 
једначине (9) не мењају са константом интеграције С. Но, у наведеном 
раду доказао сам једну општу теорему с овим у вези, теорему КОЈОЈ се 

може дати следеhи облик. 

Да се нуле општег интеграла једначине првог реда, доведене у 

облик 

2 Sиг les ZCI'OS et les infinis des intcgгales des cquations dijjerentielles al_r;Chгiques, Paris 
1894. 
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(11) I,<p1(x)z"'•z'"• =О, 

не мењају са интеграционом константом, потребно је и довољно да, 

уколико се са т и n означе највећи експоненти степена од z и z' (11), 
буде 

(12) т, +n1 :2: n, 

за све вредности 

m1 = 0,1,2, ... ,m, 
n1 = 0,1,2, ... ,n 

које одговарају истим индексима i. 
С друге стране, ако вредности променљиве х које анулирају z не 

зависе од интеграционе константе, оне се и подударају: 

1. било са тачкама бесконачности коефицијената <р 1 (х), 
2. било са нулама коефицијента уз члан z'", пошто је у њему став

љено z =О. 
Применимо ове резултате на проблем којим се бавимо. Приме

тимо најпре да члан са z'" увек постоји у једначини (9), на било који 
начин да се изабере функција и(х). Јер, ако је т, = 1-L највећи експо-

. . 
нент степена непознате у КОЈИ се налазе у скупу чланова КОЈИ садрже 

z'", једначина he садржати члан 

д"+"'F(х, и, и') 

ди~ ди"' 

који се своди на функцију само од х или на константу, ма шта била 

функција и(х). 
Онда се види следеће: да би вредности х = а1 биле непокретне, по

требно и довољно изабрати функцију и(х) тако да коефицијенти 

em;,/1; (х, и, и') 

свих оних чланова једначине F = О за које услов (12) није испуњен 
постану идентички једнаки нули. Функција и(х) треба, дакле, да буде 

заједничко решење свих једначина 

у КОЈИМа Је 

дт;+"1 F(х,и,и') =О 

дит,.ди' 11 ; 

т, +n1 <n. 

Кад се функција и(х) изабере тако да у (9) остану само чланови у 
коЈима Је 
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т; +n; 2': n, 

вредности х = а; биће непокретне и подудариће се: било са тачкама 
бесконачности а; коефицијената у једначини F = О, било са тачкама 
бесконачности ~; функције и(х), било са нулама У; функције 
е0 , 11 (х,и,и') кад се у њој и замени управо нађеном функцијом. 

Имамо, међутим, 

' дnF 
ео ,,(х,и,и) = --' , ди'п 

па се стога полином е0 . 11 своди на полином Р(х,и) по и, који представ
ља скуп .f(х,и) чланова израза F(х,и,и') који као фактор садрже сте

пен и' 11 • Вредности У; су корени по х једна чине 

(13) .f[х,и(х)] =О. 

Из свега овога изводи се следећа теорема: 

Да би gаШа јеgначина F =О gойушШала криве Г, йоШребно је и gо
вољно ga јеgначине 

(14) дm;+";F(x,y,y') =О 

дут; ду"'; 

у којима је щ +n; < n имају зајеgничка решења. Ако је u(x) Шакво јеgно 
решење, крива у= u(x) је Шражена крива Г. НейокреШне Шачке йресека 
ове криве са инШеzралним кривама моzу биШи само: 1. било вреgносй1и 
а;; 2. било вреgносШи ~;; 3. било вреgносШи У;· 

Ова теорема у потпуности решава постављени проблем и своди 

тражење кривих Г на тражење заједничких решења неколико једначи

на првог реда, што захтева само алгебарске операције. 
Приметимо да ако је n= 1, једначине (14) своде се на F =О, што 

значи да све интегралне криве ове једначине играју улогу кривих Г, . . 
што Је, уосталом, очигледно, као што Је очигледан и реципрочни ре-

зултат. 

Ако је, сада, n> 1, међу једначинама (14) увек се налазе две 
следеhе 

F =О, дF =О. 
ду' 

Ако у том случају једначине (14) имају заједничко решење, оно 
није сингуларно решење, као што то захтева општа теорија таквих ре

шења, него крива која остале интегралне криве једначине F = О сече 
само у фиксираним тачкама. 
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Лако је, на пример, у претходно наведеном примеру уверити се да 

крива у = х 2 истовремено задовољава три једна чине, 

F =0, дF =О 
ду' , 

и стога је, због претходне теореме, једна од кривих Г у односу на оста

ле интеграле, што се и непосредно проверава на љеном општем инте

гралу, чију смо формулу горе записали. 

Из претходне теореме изводи се, такође, следеhа последица. 

Ако је n > 1 и ако су коефицијенти у F алгебарске функције од х, 
криве Г су, уколико постоје, алгебарске и број љихових пресечених 

тачака са интегралним кривама увек Је коначан. 

Постојаље кривих Г за дату диференцијалну једначину често ола

кшава испитиваље љених интеграла. У неким општим случајевима оно 

омогуhује потпуно решаваље дате једначине; у другим случајевима оно 

даје могуhност одређиваља партикуларних интеграла са датом анали

тичком природом. Имам намеру да ово укратко покажем. 

Нека је F(x,y,y') =О једначина са нейокраuним крщuичним Ша
чкама, која уз то, у односу на своје интеграле има криву Г, чија је јед

начина у= u(x). Ако се стави 

одакле Је 

једначина F = О постаје 

1 
у= u(x) + -, 

z 

' ' '( ) z у=их+ 2 , 
z 

Ф(x,z,z') =О. 

Према самој дефиницији криве у= u(x), корени једначине 

у(х,С)- u(x) =О 

независни су од интеграционе константе, што значи да вредности про

менљиве х за које општи интеграл z(x,C) једначине Ф= О постаје бес
коначан не зависе од С. Сви сингуларитети овог интеграла су, дакле, 

не покретни. 

-Али тада, према ономе што се зна о природи интеграла једначина 

са непокретним критичним тачкама: 

1. род једна чине Ф =О не може бити једнак 1; 
2. ако је род једнак нули, Рикатијева једначина, на коју се одгова

рајуhом бирационалном трансформацијом своди једначина Ф =О, мо
ра се редуковати на линеарну једначину првог реда; 
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. 3 .. а;ко је род веhи од 1, једначина се решава помоhу алгебарских 
операциЈа. 

Но, радови једначина F =О по (у,у') и Ф= О по (z,z') једнаки су, 
Јер се променљиве (у,у') изражавају рационално помоhу (z,z'), 
формулама 

1 
у= и+-, 

z 
, , z' 
у= и --т, 

z 

а такође се променљиве (z, z') могу рационално изразити помоhу 
(у,у'). 1 

Тако се може извести следеhа теорема: 

СваЈ<а а:Лzебарска јеgначина йрвоz pega са нейокреiйним криiйи
чним iйачкама која gойушiйа криве Г инiйеzрали се било алzебарски, 

бИло йомоhуgве кваgраiйуре. 

Претпоставимо да је дата једначина F = О алгебарска не само у 
оДносу fla у и у' него и у односу на х. Њен ойшiйи инiйеzрал биhе iйaga: 
бuлЬа.Лzебарска функција og х, било рт~ионална функција йо 

ef i(x)dx, f <р(х )ef f(x)dx 

(где су <р иј алгебарске функције од х) са коефицијенiйима алzебар

ским йо х. 

Ако је F(x,y,y') полином који је несводљив не само по у и у' него 
и по х, може се још више прецизирати аналитичка природа функција 

које представљају општи интеграл, служеhи се једном значајном тео

ремом госпође Нетер (Noether) која се односи на параметарско при
казиваље уникурзалних кривих. Ако се општи интеграл једначине 

F = О добија квадратурама, тада род те једначине мора бити једнак 
нули. Изразимо у и у' као рационалне функције једног параметра Л, тј. 

нека Је 

у= R1 (х,Л), 
у=R2 (х,Л) 

и нека n означава степен једна чине F = О у односу на у'. Гђа Нетер је 
доказала да: 

1. ако је n непарно, параметар Л може се изабрати тако да прет

ходно параметарско приказиваље у једначину F = О не уведе никакву 
ирацИоналност у односу на коефицијенте <р 1 (х), што he реhи да су R1 и 
R2 рационалне функције не само по Л него и по х; 

2. ако је n парно, увек постоји параметарско приказиваље које у 
једначину F = О не уводи никакве друге ирационалности у односу на 
коефицијенте <р 1 (х) сем једног квадратног корена неког полинома по 
коефицијентима <р1 (х). 
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С друге стране, коефицијенти уз х у линеарној једна чини по х коју 

задовољава Л рационалне су функције коефицијената уз х који 
фигуришу у R1 и R2 . Према томе, ако је т непарно, обе функције <р(х) 

и f(x) су рационалне по х; ако је т парно, оне су облика 

где су sl и 52 разломљени рационални изрази, а р је полином по х. 

Одатле излази да се, ако је т непарно, интеграл Ј f(x)dx изра-

жава помоhу алгебарских и логаритамских функција; ако је т парно, 

то је Абелов интеграл хиперелиптичког рода. 

Показаhу, најзад, како постојаље криве Г облика 

у= г(х), 

где је г( х) рационална функција од х, за дату једначину 

F(x,y,y') =О 

поједностављује проблем установљаваља да ли ова једначина има ра

ционалне или, општије, мероморфне партикуларне интеграле. 

Означимо са С1 ,С2 , ... ,Ck различите вредности за х које се подуда
рају са вредностима а;,~;, У; дефинисаним у претходној теореми. Како 

се, према тој теореми, нула разлике у- г( х) морају поклопити са вред

ностима С;, то, уколико се стави 

постоји позитиван цео број )Ј такав да је, уколико је партикуларни 

интеграл у1 (х) једна чине F = О рационалан по х, функција 

(15) 

полином по х, а ако би се познавала нека горља граница броја )Ј, тра

жеље свих рационалних интеграла могло би се свести на, релативно 

лакше, испитиваље полинома који задовољавају диференцијалну јед

начину по и. Једна горња граница тог броја може се одредити на следе

hи начин. 

Стављајуhи у датој једначини F =О 

у= z+г(х), 

добиhе се нова једначина по z 
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\ј!( х, z, z') =О. 

Брио-Букеовим методама може се установити да ли ова једна чи

на имахоломорфнеинтеграле који за х= с; (i = 1, 2, ... , k) узимају вред

ност z = О и за те интеграле одредити развој функције z по степенима 
од х = с;. Одатле се може извести максимални ред Л; нуле С; од z. Ако 
се тај рачун изврши за све нуле С 1 , .•• , С k и са Л1, означи највеhи од 
целих бројева Л 1 , ••• , Лk, тај број Л17 he бити једна горља граница од J.l· 

Иста разматраља примељују се на проблем свођеља одређиваља 

мероморфних партикуларних интеграла на, релативно лакши, про

блем налажеља интеграла холоморфних у целој равни. Ако је у 1 (х) 
мероморфни интеграл дате једначине, претходна функција и, дефи

нисана са (15), биhе, према теореми о разлагаљу мероморфне функ
ције на примарне факторе, холоморфна функција, уколико је Jl погод
но изабрано. Заиста, будуhи да се разлика у 1 (х)- г(х) може анулирати 

само за једну од вредности С;, имамо 

[ П(х- С; )'А;] eG(x) 

у (Х) I'(X) - ~-----='------
! - - П( х- Ь; )''; ' 

где је G(x) у читавој равни холоморфна функција; бројеви Ь; су полови 

функције у 1 (х)-г(х), а Л; и V; су редови нула и полова те функције. 

Одатле непосредно излази да је, за погодно изабрано J.l, функција и, де
финисана са (15), холоморфна у читавој равни; она, уосталом, задо
вољава једну једначину првог реда коју је лако формирати помоhу дате 

једначине, а познаваље те функције и повукло би познаваље функције 

у. Број Jl би се могао израчунати на начин истоветан оном који смо 
. ** претходно, у случаЈу рационалних интеграла, изложили. 

** Рад је реферисан у FdM, В. 28, S. 281-282 (Haшburger) и у Revue seшestrielle des 
puЫications шathcшatiчucs 1897, t. УЈ (Н2Ь, с). Познати ыатематичар Хадсон посветио је 
доста позитивне пажње Петровиhевоы прилогу теорије сингуларних решеља 

(R. W. Н. Т. Hucison, Proceec!ings of tl1e Loпdon Matheшatical Society, t. 36, рр. 761-763; t. 37, 
рр. 380-403). Занимљиво је приметити да је познати београдски часопис Дело донео 
приказ ове Петровиhсве расправе. Београд 1898, t. XYII, стр. 519 (пр. Д. Т.). 



О КАРАКТЕРИСТИЧНИМ КРИВИМ 
ЛИНИЈАМА ДИ Ф ЕРЕНЦИЈАЛНИХ 

ЈЕДНА ЧИНА ПРВОГА РЕДА* 

Нека је дата општа диференцијална једначина првога реда 

(1) ( dy)-F х, у, dx -О, 

где је F полином по у и у' са сачиниоцима који могу бити ма какве 

функције х- а и нека је 

(2) f(x,y,C) =О 

њен општи интеграл, где је С интеграциона константа. Варијацијом 

ове константе добијају се бесконачна многи партикуларни интеграли 
. . 

КОЈИ састављаЈу прамен интегралних кривих. 

Замислимо у равни (а, у) конструисану једну дату криву 

(3) <p(z,y) =О 

и уочимо њене пресеке са бесконачна многим кривима поменутога 

прамена. 

Ако је крива (3) ма каква произвољна крива, ови пресеци варира
ју од једне криве прамена до друге, мењајући се са мењањем интегра

ционе константе С и свака тачка криве (3) може се сматрати као 
пресек ове криве са једном од интегралних кривих. 

Али, може се десити, према природи дате једначине (1), да ура
вни (х, у) постоји таква једна стална крива (3) да ова сече све инте
гралне криве у сталним тачкама, које се не мењају од једног интеграла 

до другог, варијацијом интеграционе константе; ове сталне тачке, 

* Српска краљевска академија, Глас, књ. LIV, Први разред, књ. 19, Београд 1897, 
стр. 105-142; саопштио у Академији природних наука 18. фебруара 1897. професор Ди
митрије Нешиh. 
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уосталом, могу се налазити на коначној даљини, или бити у бескона

чности. 

Тако, нпр., парабола у= z2 сече све интегралне криве диференци
Јалне Једначине 

чији је општи интеграл 

C 2x 2 +Cx3 +l 
у = ---=-----

С2 +Сх 

у бесконачна удаљеној тачки, и то је једина тачка пресека. 

Та иста парабола сече све интегралне криве једна чине 

чији је општи интеграл 

. . . . 
у ЈедноЈ сталноЈ тачки и та Је у координатном почетку. 

Овакве сталне криве (3), које секу интегралне криве само у стал
ним тачкама, не постоје за ма какву дату диференцијалну једначину 

(1), веh само за једначине које задовољавају извесне услове. Међутим, 
егзистенција такве криве, коју hy у овоме раду краткоhе ради назвати 
каракйlерисйlичном кривом дате једначине (1), од значаја је за ближе 
упознаваље интеграла, нарочито у ономе великоме броју случајева у 

. . 
КОЈИМа се Једначина не може интегралити. 

Ј а сам наме ран потпуно решити у овоме раду задатак. 

Расйознайlи на gmuoj gиференцијалној јеgначини (1) ga ли ова има 
каракйlерисйlичних кривих и наlш ове у случају ако их има а ga се јеg
начина не мора йpeLuxogнo инй1е2ралий1и. 

Пре свега, лако се увиђа да караюuерисйlична крива јеgне јеgначи

не мора и сама бийlи јеgан йарйlикуларан инй1е2рал ове йослеgње. Јер, 

према једној основној теореми из теорије диференцијалних једначина 

првога реда, кроз сваку тачку (х,~) у равни (х, у) пролази бар по једна 
интегрална крива једначине (1) . .J(I, према томе, пошто кроз тачке које 
припадају карактеристичној кривој те једначине, изузимајуhи оне 

сталне тачке на љима кроз које пролази прамен интегралних кривих, 

не пролази никаква интегрална крива дате једначине, карактеристична 

крива мора сама бити један интеграл ове последље. 

Потражимо сад услове које треба да испуљава једначина (1) па да 
има карактеристичних кривих и покажимо како се оне налазе у слу

чаЈу кад их има. 
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Ставимо да је 

(4) у= z +и; 

апсцисе тачака у којима интегралне криве секу криву у= и(х) могу 

бити: или вредности х-а које поништавају функцију z(x), или вредности 
х-а за које функције у(х) и u(x) постају у исти мах бесконачне. О овим 
последљим вредностима нећемо водити рачуна пошто се траже 

пресеци поменутих кривих на коначно] даљини. 

Сменивши у једначини (1) у његовом вредношћу (4), једначина се 
претвара у 

F( , ') Ф( ') Lem .. n.(x,u,u') т , 11 . 
xz+иz+u = xzz = '' z'z' 

' ' ' ' 1 1 ' т;.n;. 

где Је уопште 

и где т;, и; имаЈу целе вредности 

(5) т;= 0,1,2, ... ,т 
n;= 0,1,2, ... ,п 

т и n означујући највише степене полинома F у једна чини (1) по у и у'. 

У једноме своме ранијем раду 1 ја сам доказао ову теорему. 
Да би вредности z-a које поништавају општи интеграл z какве 

Једна чине 

L<l';(x,z)z'"-1 =О, 

где су <р; полиноми по z, биле независне од интеграционе константе, 
потребно је и довољно да, пошто се скрате сви заједнички чиниоци 

сабирака на левој страни једначине, сваки полином f 1(x,y) садржи као 
чинио ца у", где је h ~ i. 

Узмимо диференцијалну једначину 

Ф(x,z,z') =О 

или 

где је m;,n; из (5). 

1 Sur les 21?ros et les inj'inis des integrales des equations differentielles algebriques, Paris 
1894. 
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Да би вредности х= ај, које поништавају њен општи интеграл 

z(x), биле независне од интеграционе константе, према горњој теореми 

потребно је и довољно да, означивши са т и n највише степене једна
чине по (z, z') буде 

(7) 

кад се щ и ni буду смељивали вредностима (5). 
Приметимо да члан са z'" мора увек постојати у једначини (6) и 

да, ма како изабрали функцију и(z), сачинилац тога члана не може 

бити идентички раван нули. Јер, ако је щ = 11 највеhи изложилац 
променљиве у који фигурише у скупу чланова полинома F(x,y,y') =О 

што садрже у'" као чиниоца, у једначини (6) биhе један члан облика 

где Је 

е ( ') f! '" f!,/1 х,и,и z z ' 

, дfl+nF(x,и,и') 
е (х и и ) = ----'----'---'----'--

f!,/1 ' ' диflди" 

и ова функција е очевидно се своди или на једну функцију, што зависи 

само од х- а, или на какву сталну количину, па ма каква била функција 

и(х). 

А, из тога и из горње теореме изводи се ово: да би вредности 

х= ај биле сталне, потребно је и довољно да функција и(х) буде тако 

изабрана да сачиниоци 

e/l;,m; (х, и, и') 

свих оних чланова за које услов (7) није задовољен буду идентички 
равни нули. Функција и треба, дакле, да је тако изабрана да буде 

заједнички интеграл свих диференцијалних једначина 

(8) 
дт;+" 1 F(х,и,и') =О 

дum; ди1п1 

које се добијају кад се mi и ni смене свима могуhим целим вредностима 
за које услов (7) није задовољен. 

Са друге стране, у поменутоме своме раду ја сам доказао да кад 

год су вредности променљиве х које поништава ју општи интеграл једне 

једначине првога реда написане у облику 

""' \1{ (х)= Z
1111 z'"; =о ,L..J 'r т1 ,11; 

независне од интеграционе константе, оне се поклапаЈу: 
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1. или са вредностима х-а за које један од сачинилаца \jf постаЈе 
бесконачан; 

2. или са вредностима х-а за које сачинилац 'Vo. 11 (z) највишега сте
пена по изводу z' постаје раван нули. 

Применимо овај резултат на диференцијалну једначину (6). 
Према њему, вредности х = а i морају бити или корени једначина 

(9) 1 = о 
е", 1/• (z, и, и') ' ,. ' 

где т; и n; ваља сменити свима целим вредностима за КОЈе Је 

т; +n;, ... , n, кад се у њима смени и поменутим заједничким интегралом 
једначина (8), или корени једначине 

(10) ео. 11 (Х,и,и') =О, 

кад се у њој и смени тако нађеним заједничким интегралом. 

Функције 

, д"'' +n; F(x и и') 
е (х и и)= ' ' 

111;,11; ' ' д т·а lll· 
и ' и ' 

јесу извесни полиноми по и, и', са сачиниоцима који су равни са чинио

цима променљивих у и у' у једначини (1), помноженим са извесним 
сталним и целим бројевима. 

Према томе, једна чине (9) могу имати као корене: 
1. вредности х= bi за које сачиниоци од у и у' у једначини (1) по

стају бесконачни; 

2. вредности х= ci за које функције и(х) или њен извод и'(х) 

постају бесконачни. 
Но, пошто је овде реч само о пресецима интеграла и карактери

сти-сше криве на коначној даљини, то се ове вредности z = с1 имају 
одбацити. 

Лева пак страна једначине (10), која се може написати у облику 

д"' F(x, и, и') = 0 
дu'n; ' 

своди се на један известан полином Р(х,и) по променљивој и, и овај 
полином није ништа друго до скуп чланова f(х,и) полином F(х,и,и'), 
који садрже као заједнички чинилац и", пошто се Ј( х, и) помножи 

факторијелом 

1 · 2 · 3 · ... · n; 

и и смени малопређашњим заједничким интегралом. Једначина (10) 
своди се, дакле, на 
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(11) .f[x,и(z)] =О 

и њене ћемо корене означити са х = е .. 
.1 

НАУЧНЕ РАСПРАВЕ 

Тиме се долази до ове опште теореме КОЈа потпуно решава 
постављени задатак: 

Теорема 1. -Да би јеgначина (1) имала каракШерисШичних кри
вих, йоШ.ребно је и gовољно ga gиференцијалне јеgначине 

(12) 
д 1111 +п; F(x и и') , , =о 

ди1111 ди"' 1 
' 

које се gобијају каg се щ и n; смене свима моzуhим целим вреgносШима; 
за које је щ +n; < n, имају бар јеgан зајеgнички инШеl.рал u(x). Криве 
у = u(x) јесу Шаgа Шражене каракШ.ерисШичне криве. СШ.алне Шачке 
йресека инШ.еl.ралних кривих са каракШерисй1ичном кривом моl.у се 

налазиШ.и само у йресецима каракШ.ерисШичне криве: 

1. или са йравама х= Ьј, l.ge су Ьј вреgносШ.и х-а за које сачиниоци 
og у и у' у јеgначини (1) йосШају бесконачни; 

2. или са йравама х= еј, l.ge су еј коренијеgначине (ll),решене йо 
х, йошШ.о се у њој u(x) смени йреШ.хоgно наl)еним зајеgничким инШ.е
l.ралом gиференцијалне јеgначине (12). 

Тражење карактеристичних кривих за дату једначину своди се, 

дакле, на израчунавање заједничких интеграла двеју или више једна

чина. Ово је израчунавање, као што се зна, веома просто. Ако је р број 

диференцијалних једначина (12), ваља елиминацијом извода и' из њих 
образовати р- 1 једначина, које садрже само х и и, па затим испитати, 
да ли оне могу све у исто време постојати. Ако то није случај, онда јед

начине (12) немају заједничких интеграла; ако могу све у исто време 
постојати, онда he тражени заједнички интеграл, у случају кад постоји, 
бити представљен ма којом од тих р- 1 једначина. А да би се видело да 
ли тај интеграл одиста постоји, треба испитати да ли је ма која од јед

начина (12) идентички задовољена кад се у њој и смени својом вред
ношhу добијеном из ма које од поменутих (р 1) једначина. 

Као пример за примену ових резултата потражимо потребне и 

довољне услове да би диференцијална једначина првога реда 

где су <р 1 , <р 2 , .Ч' 7 , дате функције променљиве х, имала карактеристи

чних кривих и нађимо ту криву у случају кад она постоји. 

Овде је т = 4, 11 = 2 и услов щ + 11; < 2 задовољавају ови пар ови 
вредности ( щ n;) 

(0, 0), (0, 1), (1, 0), 
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којима одговарају диференцијалне једначине 

F =О, 

ТЈ. 

(14) 

дF 

ди' 
О, дF =О 

ди ' 

Да би једначине (14) имале карактеристичних кривих, потребно је 
и довољно да крива дефинисана треhом јеДначином (14) буде заједни
чки интеграл прве и друге Једначине и тада сама та крива представља 

тражену карактеристичну криву. Потражимо какви услови морају по

стојати између сачинилаца <р 1 , <р 2 , ... ,<р 7 па да ови услови буду задовоље-
ни. Из друге од једначина (14) добија се да је 

и ова вредност мора задовољавати прву и треhу од једначина (14). 
Написавши да су ове једначине задовољене, добијају се два односа који 

тада морају постојати између сачинилаца <р 1 ,<р 2 , .. ,(/)7 и, кад је то случај, 

тражена карактеристична крива дате једначине (13) биhе 

Тако, нпр., у случају кад је 

1 

<р2 = 2х6(а2- х2)2' 
(/)з = -~, 

1 

<р4 = а+4~(а2 -х2)2, 
1 

<р5 = -6~(а 2 - х 2 )- 3а(а 2 - х2 )2, 
3 

<р 6 = 3а(а 2 - х2 ) + 4~(а 2 - х2 )2, 
3 

<р7 = х4(а2- х2Г1- ~(а2- х2)- а(а2- х2)2' 

где су а, ~, а сталне количине, горњи су услови задовољени и једначина 
има за карактеристичну криву круг 
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који партикуларне интегралне криве исте једначине могу сеiш само у 
сталним тачкама х = О, у = ±а . 

Ово се, уосталом, потврђује и непосредно на изразу општега ин
теграла, који је у овоме случају дат обрасцем 

1 2 2 

( )

2 

у- у +х -а =О, 

где је, краткоhе ради, стављено да је 

у = с ( 1 - 2ffi log х) - с4
2

: - ( ffi + ~ log х) log х. 

Вратимо се теореми 1. 
Раније је показано како се из једне основне теореме из теорије 

диференцијалних једначина првога реда може извести да карактери
стична крива једне једначине (1) мора и сама бити интеграл те једначи
не. Добро је приметити да исти резултат излази и као последица 

теореме 1. Јер, међу оним паровима вредности (m;,n;) који задовоља
вају услов т; +n; < n увек се налази и пар (0, 0), коме одговара дифе
ренциЈална Једначина 

80 , 0 (х,и,и') =О, 

а ова није ништа друго до дата диференцијална једначина 

F(x,y,y') =О, 

кад се у овој у и у' смене функцијом и и њеним изводом и'. Каракте

ристична крива, дакле, у случају кад постоји, мора се налазити међу 

интегралним кривим ове последље. 

Приметимо и то да ако је дата једначина (1) линеарна по изводу 
у', а ма кога степена по у, свака њена партикуларна интегрална крива 

игра улогу карактеристичне криве за ту једначину, тј. да тачке пресека 

(на коначној даљини) свих интегралних кривих са једном, произвољно 
узетом, али тада утврђеном интегралном кривом Г, не варира ју од 

једнога интеграла до другога, са варијацијом интеграционе константе, 

веh да зависе једино од узете криве Г и да су сталне, кад је ова утвр

ђена. 

Јер, тада од свих парова вредности (т;, n;) једино пар (0, О) задо
вољава услов (7), који је у овоме случају 

т; +n;< 1, 
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томе пару одговара диференцијална једначина 

F(x, и, и')= О, 

дакле сама дата једначина, и онда, према теореми 1, сваки њен парти
куларни интеграл игра улогу карактеристичне криве за остале парти

куларне интеграле. 

И обратно, да би свака партикуларна интегрална крива једне дате 

једначине (1) играла улогу карактеристичне криве за ту једначину, по
требно је да једначина (1) буде линеарна по изводу у'. Јер, ако је n нај
виши степен полинома F по изводу у', међу паровима вредности 

(т;, n;) који задовољавају услов т; + n; < n увек he се налазити и ови: 

(0, 0), (1, 0), (2, 0), ... , (п -1, О) 

којима одговарају диференцијалне једначине 

(15) F =0, дF =О 
ди' ' 

дF ап-1р 

ди'2 =О, ... ' ди'"-1 =О. 

Пошто се за једначину F = О претпоставља да је несводљива, то, 
по самој дефиницији несводљивости, једначине (15) не могу имати све 
интеграле заједничке ако је број тих једначина веhи од 1. Из тога, и по
што, да би све интегралне криве једначине F = О биле карактеристичне 
криве за ту једначину, једначине (15) морају имати као заједничке све 
партикуларне интеграле једначине F =О, види се да мора бити n= 1. 

Може се, дакле, сматрати као доказана ова теорема: 

Теорема 2. - Између свих алzебарских gиференцијалних јеgначина 

йрво'iа pega јеgине јеgначине чије све инШе'iралне криве и'iрају уло'iу 
каракШерисШичних кривих јесу оне облика 

Р(х,у) dy + Q(x,y) =О, 
dx 

zge су Р и Q йолиноми йо у са сачиниоцима који моzу бити ма какве 
функције йроменљиве х. 

Вратимо се општем случају, кад је степен једначине (1) по изводу 
веhи од јединице. Тада је, према теореми 1, број карактеристичних 
кривих ограничен и ове се криве добијају као заједнички интеграли 

више диференцијалних једначина. А пошто се овакви интеграли увек 

добијају елиминацијом првога извода из датих једначина, дакле помоhу 

чисто алгебарских операција, то је тиме доказана ова теорема: 

Теорема 3. - Kag 'iog је сШейен gailie јеgначине (1) йо извоgу у' ве
hи og јеgинице каракШерисШичне криве за Шу јеgначину моzу се gоби
Ши алzебарским раgњама без икаквих инШеzрационих ойерација. 
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Према томе, кад год су сачиниоци од у и у' у једначини (1) алге
барске функције х-а, и карактеристичне криве те једначине увек су 
алгебарске функције х-а. А пошто су тада и вредности х = Ь;, за које ти 
сачиниоци постају бесконачни у коначном броју и пошто је једначина 

f[x,u(x)] =О 

тада алгебарска по променљивој х, дакле број њених корена х = е; та
кође је коначан, то се, према теореми 1, види да: 

Kag zog је сШейен јеgначине (1) йо у' веhи og јеgинице, а сачиниоци 
og у и у' су алzебарске функције йроменљиве х, број йресечних Шачака 
каракШерисШичне криве са йарШикуларним инШеzралним кривим увек 

је коначан. 

У специјалном случају, кад су сачиниоци од у и у' у датој једначи
ни (1) стални, независни од х, карактеристичне се криве своде на изве
сне праве, паралелне апсцисној осовини и њих не сече ниједна инте

грална крива на коначној даљини. Ове се праве добијају решењем из

весне алгебарске једначине, коју је лако образовати на основу тео

реме 1. 
Задржимо се овде на једноме питању које је од великога значаја и 

за теорију о којој је овде реч, и за теорију сингуларних интеграла ди

ференцијалних једначина првога реда. Пре свега, очевидно је, према 

самој дефиницији карактеристичних кривих, да таква једна крива 

никад не може бити сингуларни интеграл дате једначине, пошто је 

крива што представља сингуларни интеграл обвојнице кривих што 

представљају партикуларне интеграле, а међу тим карактеристична 

крива додирује или сече партикуларне интегралне криве само у изве

сним сталним тачкама. Међутим, из теорије сингуларних интеграла 

једначине F = О зна се да се ови добијају као заједнички интеграли две
ЈУ Једначина 

(16) F =0, дF =0 
ду' , 

а, са друге стране, према теореми 1, кад год је степен полинома F по у 
веhи од јединице, карактеристичне криве добијају се као заједнички 

интегралиједначина 

(17) д'"'+"'F 
---=0 
ду т, ду"'' 

што одговарају вредностима Ст;, 11;) за које је т; + 11; < n. Међу једна
чинама (17) увек се налазе и једначине (16) које одговарају паровима 
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(0. О) и (0, 1) вредности (щ, ni )и, према томе, изгледало би да се међу 
заједничким интегралима једначина (17), дакле међу карактеристи
чним кривим дате једначине, налази и њен сингуларни интеграл, што 

је очевидно немогуће. Случај је веома интересантан и он указује на 

јеgну йразнину у обичној теорији син'iуларних интеzрала, поред свега 

тога што је ова теорија веома пространо разрађена. Стога ћу се мало 

више на љему задржати. 

У теоријама сингуларних интеграла, па и у најбољим2 и најпотпу
нијим, сматра се као основна дефиниција сингуларних интеграла и 

полазна тачка за целокупну теорију следећа дефиниција. 
За једну функцију у(х), дефинисану једном датом релацијом 

(18) Р(х,у) =О, 

каже се да је сингуларни интеграл једне диференцијалне једна чине пр
вога реда 

F(x,y,y') =О 

ако та функција задовољава у исто време две диференцијалне једна
чине 

(19) F =0, дF =0. 
ди' 

За такве функције у(х) доказује се да се не могу извести из оп

штега интеграла спецификовањем интеграционе константе и да је ин
тегрална крива коју оне представљају обвојница прамена партику

ларних интегралних кривих једначине F = О. 
Као што је познато, једначина Р(х,у) =О добијена елиминацијом 

извода у' из једначина (19), не мора бити сингуларни интеграл једна
чине F = О, и у томе случају доказује се да она представља геометриј
ско место завратних тачака партикуларних интегралних кривих 

једначине F = О. Али се, тако исто, доказује и то да кад год функција 
y(z), дефинисана једначином Р = О, задовољава дату једначину F = О, 
она је увек сингуларни интеграл те једначине и конструисана пред

ставља обвојницу интегралних кривих исте једначине. 

Ја сам намеран овде показати у чему лежи непотпуност и нета

чност ових основних резултата и како их треба допунити па да они 

буду апсолутно тачни. Тога ради, доказаћу, прво, ga јеgна функција 
у(х) gефинисана релацијом може у исти мах заgовољавати обе јеg
начине (19) йа ийак не бити син'iуларни интеzрал јеgначине F = О, тј. 

2 В., нпр., Picard, Tгaite d'Analyse, Paris 1896, Т. Ш, рр. 44-52. 
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да се ипак може извести из општега интеграла спецификовањем инте

грационе константе и да не буде обвојница партикуларних интеграл

них кривих ове једна чине. 

Уочимо методу којом се најдубље улази у теорију сингуларних 

интеграла, методу која се састоји у томе да се докаже да ако за један 

систем вредности (х, у) који задовољава једначину (18) диференцијална 
једначина F =О, решена по изводу у', има један вишеструки корен, он
да функција у(х), дефинисана једначином (18), мора бити сингуларни 
интеграл једначине F = О и обвојница њених партикуларних интеграл
них кривих. з 

Нека је х= а, у=~ једна произвољна тачка криве 

(18) Р(х,у) =О, 

потражимо облик оних интеграла једначине F = О који за х = а доби
јају вредност у=~ и који су такви да вредност извода у' што им од

говара за х = а, у = ~ буде баш равна вишеструком корену једна чине 
F = О решене по у'. За овај корен ради скраhења доказа узеhемо да је 
двојни корен. Тада се тај корен у' може сматрати као дефинисан изве

сном једначином облика 

(19) у'= А(х,у) + В(х,у)~С(х,у), 

где су А, В, С извесне функције које се могу развити у ред по степенима 

разлика х- а и у-~. Функција С(х,у) мора бити идентички равна ну

ли за х = а, у = ~, пошто се за ове вредности обадве вредности извода 
у' дефинисане једначином (19) морају поклопити у једну. Са друге 
стране, пошто је функција у интеграл једначине (19), која није ништа 
друго до једначина F =О написана у другом облику, то за ма коју тачку 
криве Р(х,у) =О морају бити задовољене ове две једначине 

(20) С(х,у) =О, у'= А(х,у). 

Помоhу ових резултата доказује се да, поред интеграла у(х) 
дефинисаног једначином (18), кроз тачку (х = а, у = ~ ,) пролази још 
један интеграл једначине F =О који је партикуларни интеграл те једна
чине и који додирује криву Р(х,у) =О у тој тачки. Доказ се састоји у 

овоме. 

Ставимо да је 

(21) у= у+ z, 

З Picard, loc. cit. 
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где је у функција х- а дефинисана једначином (18) и покушајмо одре
дити облик променљиве z тако да функција У буде интеграл једначине 
F =О и да за х= а добије вредност У=~· Сменом променљиве у функ
цијом У у једна чини (19), ова постаје 

(22) dy + dz = А(х,у + z) + В(х,у + z)~C(x,y + z). 
dx dx 

Ако развијемо функције А и С у ред уређен по степенима промен
љиве z, добија се 

(23) A(x,y+z) = A(x,y)+A1(x,y)z+A2 (x,y)z 2 + ... , 

(24) С(х,у + z) = С(х,у) + C 1(x,y)z + C 2 (x,y)z 2 + ... , 

где су А1 ,А2 , ••• ,С 1 ,С 2 , ••• холоморфне функције х-а и у-а за х= а, у=~' 

изузимајуhи, можда, извесне сталне вредности тих променљивих. Заме

ном ових вредности и водеhи рачуна о једначинама (20), једначина (22) 
своди се на 

Ставимо затим да је 

(26) 

једначина (25) постаје 

(27) 2 dи = А1 (х, у)и + А2 (х, у)и2 + ... +В( х, у+ и2 )~С1 (х, у)+ С2 (х, у)и 2 + ... 
dz 

Пошто је веh у=~ З(l. х= а, то да би било У=~, за х= а, потре
бно је и довољно да интеграл у(х) једначине (27) постане раван нули 
за х= а. Ако је 

онда десна страна једначине (27) представља извесну холоморфну 
функцију променљивих х и и у близини вредности х= а, и = О, што, 
према једној основној теореми из теорије диференцијалних једначина, 

значи да једначина (27) има један партикуларан интеграл и(х), који по
стаје раван нули за х =а и који се може развити у Тејлоров ред об

лика 

и= р( х- а)+ q(x- а)2 + r(x- а)3 + ... 
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Према обрасцу (26), тада је 

z = а(х- а)2 + Ь(х- а)3 +с( х- а)4 + ... 

и, према обрасцу (21), биhе 

(28) У= у+а(х-а)2 +Ь(х-а)3 +с(х-а)4 + ... 

НАУЧНЕ РАСПРАВЕ 

На тај начин кроз тачку (х= а,у = ~) пролазе два, један од дру-
гога различна интеграла једна чине F = О, и то: 

1. интеграл у(х) дефинисан релацијом Р(х,у) =О; 
2. интеграл У(х) дефинисан обрасцем (28). 

А, из обрасца (28) јасно се види да се две интегралне криве што 
представљају те интеграле додирују у тачки (а,~). Па пошто је та 

тачка произвољна тачка криве Р(х,у) =О, то је у свакој тачки додирује 

по један партикуларни интеграл једначине F = О. Тиме је доказано да 
крива Р(х,у) =О представља сингуларни интеграл једначине F =О и да 
је она обвојница партикуларних интегралних кривих те једначине. 

Али, за извоЬење ових резулШаШа било је йреШйосШављено ga је 

В( х, у) =F- О, С1 (х, у) =F- О 

за све тачке (а,~) што припадају кривој Р(х,у) =О. Лако је уверити се 

-а Шу баш лежи нейоШйуносШ обичне Шеорије- ga крива Р(х,у) =О 

није Шаgа синzуларни инШеzрал јеgначине F = О, ниШи обвојница йар
Шикуларних инШеzралних кривих, веh ga кроз .ма коју Шачку Ше криве 
- изузи.мајуhи, .можgа, извесне сШалне Шачке на њој - не йролази ни

јеgна инШеzрална крива Ше јеgначине, оси.м са.ме Ше криве Р(х, у) =О. 

Да бисмо се у то уверили, уочимо опет диференцијалну једначину 

(27) и претпоставимо да је за све тачке (а,~) криве Р(х,у) =О у исто 
време и 

(29) В(х,у) =О. 

Ако се тада функција В( х, у+ и 2 ) развије у ред уређен по сте
пенима променљиве и, водеhи рачуна о једначини (29), добија се да је 

где је \fl(x,y,и) извесан полином по у и и, иједначина (27) постаје 

2 du = А1 (х,у)и+А2 (х,у)и3 + ... +'fl(x,y+и)u2 ~C 1 (x,y)+C2 (x,y)и3 + .... 
dz 

Деобом са и добија се 
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1 dи ~ 2 - = Ф(х,у,и)+и\f(х,у,и) Q(x,y,u), 
и clx 

где су Ф, \f, Q полиноми по у и и. 
За х = а, и =О, логаритамски извод на левој страни последље јед

начине постаје бесконачан, док израз на десној страни задржава ко

начну вредност, што значи да интеграл и(х) једначине (27) не може би
ти раван нули за х = а (изузимајуhи известан број сталних вредности 
х- а, за које се може десити да који од сачинилаца, који су функције 

променљиве х, у полиномима Ф и \f постане бесконачан). А то пока
зује да, осим интеграла у(х) дефинисаног кривом Р(х,у) =О никакав 

други интеграл не пролази кроз тачку (а,~). Крива Р(х,у) =О није, да
кле, обвојница партикуларних кривих једначине F = О и није сингу
ларни интеграл; интегралне криве могу је сеhи или додиривати само у 

извесним сталним тачкама. 

Такав he исти бити случај и онда ако Је за све тачке криве 
Р(х,у) =О у исто време и 

Јер, тада једначина (27) постаје 

2 ~: = А1 (х,у)и+А2 (х,у)и 2 + ... +В(х,у+и2 )и~С2 (х,у)+С3 (х,у)и 2 + ... 

или деобом са и 

1. dи = Р1 (х,у,и)+Q1 (х,у,и)~Q2 (х,у,и), 
и dx 

где су Р1 , Q1, Q2 п олин о ми по у и и. Логаритамски извод на левој страни 
постаје бесконачан за х= а, и =О, док израз на десној страни остаје 
коначан, што значи да и не може бити раван нули за х = а. А то значи, 
као и малочас, да крива Р(х,у) =О није сингуларни интегралједначине 

F=O. 
Тако, у раније наведеном примеру, кад је дата диференцијална 

Једначина 

решењем по изводу у' добија се да је 

у'= 2х- х(у- х2) ±у- х2 ~х2(у- х2)2- 4(у- х2). 
2 2 

Малопређашња функција В(х,у) овде је 



202 НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

у х2 
всх,у)=Т, 

а С(х,у) = х2 (у- х2 
)

2
- 4(у- х2 

). 

Крива у = х2 , за коју се лако налази да представља заједнички 
иннтеграл двају једначина 

Р =0, 

идентички задовољава једна чине 

дР =0 
ду' 

С(х,у) =О, В(х,у) =О 

и онда, према овоме што претходи, није сингуларни интеграл дате јед

начине. У то се, уосталом, непосредно уверавамо из тога што се инте

грал у = х 2 добија из општега интеграла једначине, који је 

х 2 +Сх3 +С2 

у= 

l+Cx 

спецификовањем интеграционе константе С, и то за С= О. 

А из свега овога јасно се види да иако једна крива Р(х,у) =О у 

исти мах задовољава две једначине (19), дакле, добија се елиминацијом 
извода у' из тих двеју једначина и, поред тога, опет задовољава једна

чину Р = О, ипак не мора бити сингуларни интеграл једна чине Р = О, она 
представља геометријско место тачака у равни кроз које (изузимајуhи 
известан број сталних тачака на њој) пролази само један једини инте

грал једна чине Р = О, и тај интеграл јесте сама крива Р(х, у) = О. 
Тиме је попуњена празнина у теорији сингуларних интеграла о 

којој је била реч и објашњен поменути привидни парадокс на који се 

наилази поређењем наших претходних резултата са онима који су 

познати у теорији сингуларних интеграла. И као што се види из свега 

овога што претходи, може се извести ова општа теорема, КОЈОМ се 

допуљује та теорија. 

Кад год једна функција у( х) задовољава једначине 

Р =0, дР= О 
ду' ' 

али у исто време и све диференцијалне једначине 

д"';+n;р 
---=0 
д"'' ду"'; 
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што одговарају вредностима (т1 ,n1 ), за које је т1 +n1 <n (где n озна
чава степен једначине Р= О по изводу у'), та функција није сингуларни 
интеграл једначине Р = О, веh конструисана представља геометријско 
место тачака у равни кроз које (изузимајуhи известан број сталних 

тачака на њој) пролази само један интеграл једначине Р О, и тај 
интеграл јесте сама крива представљена том функцијом. 

Тако, у горњем примеру услов т1 + n1 < n задовољавају парови (0, 
0), (1, 0), (0, 1), којима одговарају диференцијалне једначине 

Р = (2х- у') 2 +(у- х 2 ) 2 (2х 2 - ху') +(у- х2 ) 3 = О, 

дР = 2х(у- х 2 ) + (2х- у')+ 3(у- х 2 ) 2 =О, 
ди 

дР = 2(2х- у')- х(у- х 2 ) =О, 
ду' 

и пошто функција у = х 2 задовољава све три ове једначине, то она није 
сингуларни интеграл једначине Р = О, о чему смо се и другим путем 
уверили. 

· Објаснивши на тај начин поменути привидни парадокс, вратимо 
се теореми 1. 

Приметимо да та теорема даје услове и за сталност оних вред

ности х-а за које општи интеграл једначине Р = О постаје раван нули 
или, уопште, за које овај општи интеграл добија извесне сталне уна

пред дате вредности, нпр. у= а. Јер, да би такве вредности х-а биле 

независне од интеграционе константе, потребно је и довољно да права 

у= а игра улогу карактеристичне криве за једначину (1). А, према 
теореми 1, за ово је потребно и довољно да једначине (12) имају у = а 
као заједнички интеграл. 

Може се десити да једначине (12) имају више од једног заједни
чког интеграла облика у = а, нпр. 

(31) у= а, у= Ь, 

где hемо представити да су а и Ь реални бројеви и а< Ь. Тада, кад год 

не постоји ниједна реална и коначна вредност х = Ь1 за коју бар један 
од сачинилаца од у и у' у датој једначини F = О постаје бесконачан и 
кад год једначине (11), које су у овоме случају 

.f(x,a) =О, .f(x,b) =О, 

немају реалних коначних корена, ниједна интегрална крива не сече 

праве (31) на коначној даљини. 
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Поделимо тада раван (х, у) на три области: једну испод праве 
у= а, другу која се налази између правих у= а и у= Ь, и трећу изнад 

праве у= Ь. Тада није могућно, идући по једној, ма којој, интегралној 

кривој једначини F = О, прећи из једне од ових области у другу и једно 
тело, које би се кретало по таквим условима да му је трајекторија 

дефинисана датом диференцијалном једначином F = О, за све време 
кретања мора остати у једној истој области. За све партикуларне инте

гралне криве које имају једну тачку у другој области, оној која се нала

зи између правих у= а и у= Ь, може се тврдити да њихове ординате 
могу варирати само у границама а и Ь, кад х варира од -оо до +оо, а по

знато је од колике користи може бити такав један податак за израчу

навање самих интеграла по апроксимативним методама. 

Може се, такође, десити да једначине (12) имају као заједнички 
интеграл једну реалну затворену криву у= и( х). 

Тада, кад год не постоји ниједна реална и коначна вредност х = Ь; 
за коју бар један од сачинилаца од у и у' у датој једначини постаје бе

сконачан и кад год једначина (11) решена по х нема коначних реалних 
корена, ниједна интегрална крива не сече криву у= и(х). И ако тада 

поделимо раван (х, у) на две области: унутрашњу и спољну област те 

криве, један, ма који, интеграл који има једну своју тачку у унутрашњој 

области мора имати све своје тачке у тој области. Једно покретна тело 

које би се кретало под таквим условом да му трајекторија буде дефи

нисана датом једначином F = О, а почетни положај да му је ма где у 
унутрашњој области криве у= и(х), мора за све време кретања остати 

у тој области. Оно ће, дакле, увек остати у близини свога првобитнога 

положаја и на тај начин његово ће кретање имати карактер нарочито

га кретања, познатог у рационалној механици и астрономији под 

именом сШабилно2 кретаља. Резултати што претходе дају начина да се 

конструишу читаве класе диференцијалних једначина првога реда које 

имају за карактеристичну криву такву затворену криву, а ја ћу овде 

навести један принцип на основу кога се могу образовати читаве класе 

различних кретаља по кривим површинама које ће имати карактер 

стабилних кретаља. 

Нека је 

(32) F(x,y,y') =О 

једна, ма каква, једначина првога реда која задовољава ове, малочас 

наведене, услове и има једну затворену карактеристичну криву 

у= и(х). Замислимо да се једна материјална тачка креће по сталној 
површини 

(33) F(x,y, z) =О 
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под утицајем сила чија резултанта има као компоненте у правцу 
х- у- z - осовине силе Х, У, Z, које по оваквим законима зависе од 
координата (х, у, z) покретне тачке: 

Свакој површини (33) одговара по један систем компонената (Х, 
У, Z) дефинисаних једначинама (34) и тада се може доказати да he под 
утицајем таквих сила кретање покретне тачке, ако јој је првобитни 
положај у унутрашљости карактеристичне криве у= u(x), имати кара
ктер стабилноrа кретања. 

Јер, пошто је према основним једначинама динамике, узевши да је 

маса покретне тачке равна јединици 

(35) 

то he једна чине (34) бити идентички задовољене ако се стави да је 

dx дF = 
dt дz' 

(36) dy дF 
-=-z-
dt дz , 
dz дF дF 
-=--+z-, 
dt дх ду 

пошто се једначине (34) добијају, што се лако може проверити, дифе
ренцијалеhи једна чине (36) и водеhи рачуна о једначинама (35) и (36). 

Једначине (36) дефинишу законе по којима компонентне брзине 
варирају са координатама покретне тачке и, ако брзина варира по тим 

законима, деобом прве и друге једначине (36) добија се да је 

dy = z 
dx ' 

што значи да се трајекторија пројекције покретне тачке у равни (х, у) 
добија као интеграл диференцијалне једначине првога реда 
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(37) F(x,y,y') =О. 

Исти резултат излази и деобом треће и прве једначине (36), чиме 
се добија да је 

= 
дF +zдF 
дх ду. dz 

dx дF 

дz 

ова је једначина идентички задовољена ако се узме да је z = у' а да у 
задовољава једначину (37), пошто је тада идентички 

дF + z дF = дF + , дF = !!:_ F(x ') _ дF dy' 
дх ду дх у ду dx ,у,у ду' dz ' 

дF дF = 
дz дх' 

dz _ dy' 
---, 
dx dx 

што значи да се једначине z =у' и F(x,y,y') =О могу сматрати као ре
шења диференцијалне једначине (34) и та решења дефинишу трајек
торије покретне тачке. 

Уочимо цилиндар чије су генератрисе паралелне z-осовини и чија 

је основица поменута карактеристична крива у= и(х). Он he на по
вршини F(x, у, z) =О од сецати једну затворену површину и покретна 
тачка, ако је њен првобитни положај у тој затвореној површини, оста

ће једнако у њој. Координата z биће у свакоме тренутку равна угаоном 
сачиниоцу дирке на пројекцији трајекторије у равни (х, у). 

Напослетку, завршујући овај рад, остаје ми да покажем какве се 

користи могу извући из познавања карактеристичних кривих извесне 

класе диференцијалних једначина првога реда за саму њихову инте

грацИЈу. 

Нека је дата диференцијална једначина 

F(x,y,y')=O 

са сШалним криШичним й1ачкама. По познатим методама г. Фукса, за 

дату једначину увек се може унапред распознати да ли су јој те тачке 

сталне или се померају са варијацијом интеграционе константе. 

Нека је у= u(x) карактеристична крива ове једначине. Ако се 
стави да Је 
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(38) 

одакле Је 

једначина F О постаје 

y=u(x)+l, 
z 

у'= u'(x)- z~; 
z 

Ф(x,z,z') =О. 

Пошто, према самој дефиницији функције и( х), корени једначине 

у(х,С)- и(х) =О 

не зависе од интеграционе константе што фигурише у општем инте

гралу у( х, С), то према обрасцу (38), вредности х-а за које функција z 
постаје бесконачна, такође не зависе од ове константе. Са друге стра

не, из истога је обрасца очевидно да пошто интеграл у има сталне кри
тичне тачке, тај исти случај мора бити и са интегралом z. Општи инте
грал z(x, С) једна чине Ф = О мора, дакле, имати све интегралне сингу
ларитете сталне. 

Али, у поменутоме своме раду ја сам доказао ову теорему: 

Кад год једна алгебарска диференцијална једначина првога реда 

има све своЈе сингуларитете сталне, она се може интегралити или само 

помоћу алгебарских операција, или се помоћу таквих операција своди 

на једну линеарну једначину првога реда и, према томе, може се инте

гралити помоћу једне или две квадратуре. 

Из ове се теореме непосредно изводи да се једначина Ф = О увек 
може на тај начин интегралити. А кад је извршена та интеграција и на

ђен њен општи интеграл z(x, С), општи интеграл једна чине F =О биће 

(39) у(х,С) = u(x)+-
1-

z(x,C) 

И отуда ова теорема: 

Kag zog јеgна gиференцијална јеgначина й.рвоzа pega са сШалним 
криШичним Шачкама има каракШерисШичних кривих линија, она се мо

же инШеzралиШи й.омоhу алzебарских ой.ерација или й.омоhу јеgне или 

gве квagpaiiiype. 

У овој се теореми јасно огледа важност карактеристичних кривих 

за интеграцију диференцијалних једначина. Али се може ићи још даљ~ 
и прецизирати и сам облик интеграла једначина о којима је реч. 

У своме ранијем раду ја сам доказао и ову теорему: 
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Кад год једна алгебарска диференцијална једначина има све своје 

сингуларитете сталне, њен pog (genre, Gattung) мора бити или раван 
нули, или већи од јединице. 

А према познатој теореми г. Поенкареа, кад год једна алгебарска 

диференцијална једначина има сталне критичне тачке а род јој је већи 

од јединице, њен је општи интеграл алгебарска функција сачинилаца 
од у и у' што фигуришу у самој диференцијалној једина чини. 

Применимо ове резултате за једначину F = О са сталним крити
чним тачкама и претпоставимо да је лева страна једначине какав 

полином по у и у' са сачиниоцима који су алгебарске функције промен

љиве х. Тада, ако она има карактеристичну криву у= и(х), та крива, 

према једној малочас доказаној теореми, мора бити алгебарска. Лева 

страна једначине Ф = О тада ће бити известан полином по z и z' са са
чиниоцима који су алгебарске функције х-а. Род једна чине Ф = О раван 
је роду једначине F = О пошто се, према обрасцима (38), променљиве у 
и у' изражавају као рационалне функције променљиве z и z' по 
обрасцима 

1 
у=и+-, 

z 

и обратно, променљиве z и z' изражавају се рационално помоћу у и у' 
по обрасцима 

1 
z=--, 

у-и 

1 1 

z' =- у -и 
(у- и)2 ' 

а, према познатој Клебшовој (Clebsc\1) теореми, род ови кривих (у, у') и 
(z, z') у таквом случају једнаки су. Са друге стране, пошто једначина 
Ф = О има све интегралне сингуларитете сталне, то по горе наведеној 
теореми њен род мора бити или раван нули, или већи од јединице. 

Отуда теорема: 

Pog јеgне gиференцијалне јеgначине йрво2а pega са сйlални.м 
крийlични.м йlачка.ма, која и.ма каракйlериаuичних кривих линија, не 

.може бийlи раван јеgиници. 

Претпоставимо, прво, да је род једна чине F = О по (у, у') већи од 

јединице. Тада је и род једна чине Ф= О по (z, z') већи од јединице и, 
према горњој теореми г. Поенкареа, њен општи интеграл z(x,C) мора 
бити алгебарска функција х-а. Образац (38) показује да ће тада и оп
шти интеграл у(х,С) једначине F =О бити алгебарска функција х-а. 

Претпоставимо, затим, да је род једначине F = О по (у,у') раван 
нули. Тада је и род једна чине Ф= О по (z, z') раван нули и, као што је 
познато за уникурсалне криве, координате z и z' могу се изразити као 
функције једнога параметра А, са сачиниоцима који he бити алгебарске 
функције променљиве х, тако да he бити 
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(40) 

где су R1 и R2 рационалне функције параметра Л а алгебарске функ
ције променљиве х. Из прве од једначина ( 40) добија се да је 

clz дR1 дR 1 dЛ -=-+--
clx дх дЛ clx ' 

одакле се, поређељем са другом једначином ( 40) налази да је 

R - дRI 
(д = 2 дz 
llX дRI 

дЛ 

где је R3 извесна рационална функција параметра Л, алгебарска по про
менљивој х. Но, ја сам раније доказао (loc. cit.) да кад год једна једна
чина Ф= О има све интегралне сигуларитете сталне, функција R3 (х,Л) 
што јој одговара, мора бити линеарна по параметру Л, тако да је 

(42) dЛ = f(х)Л + <р(х), 
dx 

где су f(x) и <р(х) алгебарске функције променљиве х. Интеграцијом 
једна чине ( 42) добија се да је 

(43) 1 Јлх)dх[ Ј ) JICxJ{/zd Ј л = е С+ <р(х е х . 

Са друге стране, из образаца (38) и ( 40) добија се да је 

1 
у= u(x)+---

R1(x,Л) 

и упоређењем са обрасцем ( 43) долази се до ове теореме: 
Kag 2og јеgна gиференцијална јеgначина йрво2а pega, ал2ебарска 

йо z,y,y', са сШални.м криШични.м Шачка.ма, и.ма каракШерисШичних 
кривих линија, њен ойLиШи инШе2рал увек је или ал2ебарска функција 

йро.менљиве х или је рационална функција израза 

Јлх)dх Ј ( ) Jлx)dxd 
е и <рхе х 

(lge су f и <р ал2ебарске функције х-а) са сачиниоци.ма који су ал2е

барске функције х-а. 
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У случајевима кад је у једначини F = О лева страна полином не 
само по у и у' веh и по х, мож~ се још дубље прецизирати облик опште
га интереса у користеhи се једном примедбом коју је учинио г. Noether у 
својим радовима о уникурсалним кривим линијама.4 

Означимо са т степен једна чине 

F(x,y,y') =О 

по изводу у'. Координате у и у' криве, представљене том једначином, 

могу се на бесконачна много начина изразити у облику ( 40), тако да 
оне буду рационалне функције параметра Л, али функције R1 и R2 биhе 
уопште алгебарске ирационалне функције променљиве х. Г. Нетер је 

доказао да 

1. ако је т непарно, увек је могуhно представити у и у' у таквоме 
облику да функције R1 и R2 , које фигуришу у обрасцима ( 40), буду ра
ционалне не само по параметру Л веh и по променљивој х; 

2. ако је т парно, увек ј~ могуhно учинити тако да функције R1 и 
R2 буду рационалне по Л, х и Р(х) где је Р(х) какав полином по х. 

Применимо ове примедбе на случај о коме је реч и разликујмо два 

случаЈа. 

1. Ако је т непарно, сачиниоци f(x)y диференцијалној једначини 
( 42) рационалне су функције променљиве х. Према томе, интеграл 

Т= Ј f(x)dx 

биhе раван з биру алгебарских логаритамских функција х- а, тако 

даЈе 

Т= R(x) + L Ak log(x- ak), 

где је R(х)рационална функција х- а, Ak и o:k извесне константе. 
Отуда је 

(44) efJ<x)dx = (х-о:ЈА 1 (х-а2 )А 2 ••• (x-ak)A'eR(x), 

а из тога 

Општи интеграл у једначине F =О биhе, дакле, рационална функ
ција променљиве х и израза ( 44) и ( 45). 

4 Matl1cmatiscl1e Annalen, Т. Ш. 
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2. Ако је т парно, функ~ије f(x) и <р(х) биhе рационалне функ
ције променљиве х и израза Р(х), где је Р(х) какав полином по х. А 
такве се функције на познати начин увек могу свести на облике 

f(x) = S1 (x)+S2 (x)~P(x), 
<р(х) = S3 (x) + S4 (x)~P(x), 

где су S1,S2 ,S3 ,S4 полиноми по х. 

Из тога се лако изводи да he интеграл у( х) бити рационална фун

кциЈа променљиве х и израза 

где Је L известан хийерелийШички интеграл, КОЈИ се у специјалним 
случаЈевима може свести и на елиптични интеграл или и на саме ци

клометријске функције. 

А из свега овога јасно се види колико сам факт да дата једначина 

са сталним критичним тачкама има карактеристичних кривих линиЈа, 

упрошhава интеграцију и од колике је он користи за дубље познавање 

аналитичке природе функција које се добијају интеграцијом таквих 

Једначина. 

Ј е дна чине са сталним критичним тачкама нису једине код којих 

егзистенција карактеристичних кривих олакшава интеграцију. Такве 

криве, као што hy другом приликом показати, у великоме броју слу
чајева дају начина да се потпуно реше ова питања: 

1. распознати да ли дата једначина има партикуларних рационал
них интеграла и, у случају ако их има, израчунати их; 

2. распознати да ли једначина има мероморфних интеграла и из
рачунати их ако их има.** 

** Кратак садржај ове обимне расправе, Петровиh је објавио у Годишњаку Срп
ске краљевске академије за 1897. годину, књ. Xl, Београд 1899, стр. 150 (пр. Д. Т.). 



О ЈЕДНОЈ КЛАСИ 
ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХЈЕДНАЧИНА 

ДРУГОГА РЕДА* 

Једначине о којима he бити говора у овоме раду су облика 

(1) F(y,y',y") =О, 

где у' и у" означују изводе 

1- dy 
у - dx' 

непознате функције у по независно променљивој х, а F означује ма ка
кав полином по изводима у' и у", хомоiен у оgносу на Ше извоgе, са 

сачиниоцима који могу бити ма какве алiебарске функције у-а. 

Општи интеграл једначине (1) биће облика 

(2) 

где су С 1 и С2 интеграционе константе, од којих је једна адитивна, тј. . . 
додаЈе се променљива) х. 

Једначина (1) своди се, као што је познато, на једну једначину 

првога реда ако се стави да је у'= dy =р, па се р сматра као нова непо
dх 

зната функција, а у као независно променљива функција, јер тада је 

d 2y _ cly' dy _ dp 
---·--p-
dx2 dy dx cly' 

и једначина (1) се своди на једначину првога реда 

*Српска краљевска академија, Глас, књ. LIV, Први разред, књ. 19, Београд 1897, 
стр. 143-194; саопштено у Академији природних наука 18. фебруара 1897. 
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или на 

(3) F(y,l, dp) =О, 
cly 

која се добија деобом последље једначине са р", где је n степен хомо
гености п олин о ма F. 

Кад је једначина (3) интеграљена, и ако је 

(4) Р= cl + .f(y) 

љен општи интеграл, интеграл (2) дате једначине (1) биhе предста
вљен инверзијом Абеловог интеграла 

(5) х +С2 = f dy . 
cl + .f(y) 

То би био обичан начин на који се поступа при интеграцији јед

начине (1). Али, лако се увиђају тешкоhе на које се наилази при ова
квој интеграцији и које су, изузимајуhи веома мали број случајева, у 

пракси несавладљиве. Израчунавање и функције р из једначине (3) и 
функције у из једначине (5) своди се на израчунавање инверзије Абело
вих интеграла, које је инверзије у веhини случајева немогуhе добити у 

експлицитном облику. Међутим, тражени општи интеграл у великоме 

броју случајева може бити релативно простога облика, тј. могуhно га 

је експлицитно изразити помоhу данашљих обичних трансцендената; 

тада Је од важности умети то распознати и у датоЈ Једначини израчуна

ти сам општи интеграл у експлицитном облику помоhу тих трансцен

дената. 

Уочимо, нпр., оне случајеве у којима је интеграл у униформна 

функција променљиве х. У својим радовима о једначинама облика (1), 
где је F ма каква алгебарска функција променљивих у,у',у", г. Пикар 1 

је дао неколико општих и основних теорема о аналитичкој природи 

општега интеграла за случај кад је овај униформна функција х-а. Пре

ма овим теоремама, кад год је могуhно изабрати интеграционе кон

станте тако да оне на алгебарски начин фигуришу у изразу општега 

интеграла, овај је 

1. или рационална функција променљиве х; 
2. или просто-периодична функција х-а и може се изразити као 

рационална функција израза еах, где је а какав сталан број; 

1 Memoire suгla theoгie des.f'onctions algehriques de deux variaЬles, Paris 1889. 
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З. или двогубо-периодична функција х-а и може се изразити као 
рационална функција израза sn(ax), dn(ax), где је а какав сталан број; 

4. ИЛИ раЦИОНаЛНа фуНКЦИја ДВа ИЗраза Сах И СЬх, ГДе су а И Ь СТаЛ
НИ бројеви, чија је размера рационална; 

5. или рационална функција променљиве х и израза е 1ЈХ; 

6. или је четворогубо-периодична функција двају израза ах+ С1 и 
Ьх + С 2 , где су а и Ь извесне одређене константе, а С 1 и С 2 интегра
ционе константе. 

За случај пак кад обе константе не фигуришу алгебарски у оп

штем интегралу, г. Пенлеве2 је доказао ову основну теорему, која уо
сталом обухвата као специјалне случајеве горње г. Пикарове теореме: 

каg zog је ойшШи инШеzрал јеgначине F = О униформна функција 
х-а, он се своgи на комбинације рационалних, йросШо-йериоgичних и 

gвоzубо-йериоgичних функција х-а, или се јеgначина може свесШи на 

извесну линеарну gиференцијалну јеgначину gpyzoza pega са сачинио
цима који су йериоgичне функције йроменљиве х. 

Ове су теореме, по својој генералности, од врло великог значаја, 

јер је њима данас решено питање о томе какве униформне функције 

могу уопште задовољавати једначине облика (1). Али, питање да се у . . 
датом конкретном случаЈу, у датоЈ Једначини, распозна да ли Је њен 

општи интеграл униформна функција х-а, и, ако је, који he од поме
нутих разних аналитичких облика имати, па кад се тај облик нађе, да 

се и сама једначина потпуно интеграли, веома је заметно не само због 

великога броја трансформација и рачуна са којима је оно скопчано, 
већ, и то понајвише, стога што још нема детаљно разрађених метода 

које са сигурношhу воде циљу. 

И ту ваља додати још и ово. Методе г. Пикара и Пенлевеа, не 

узимајуhи у обзир заметност посла и веома велику компликованост 

рачуна на које оне наводе, дају начина да се реши постављено питање 

о аналитичкој природи интеграла јеgино за ойшШи инШеzрал, који 

зависи од две интеграционе константе. Од ових констаната, једна је 

адитивна и додаје се променљивој х, тако да ако је у= <р(х) један инте

грал дате једна чине, функција у= <р (х+ С) такође је њен интеграл. 

Друга пак константа С2 може фигурисати у интегралу на ма какав 
начин. И онда, може се десити да општи интеграл не буде униформна 

функција променљиве х, али да се спецификовањем интеграционе кон

станте С 2 добије једна класа униформних партикуларних интеграла у 

којима фигурише само једна интеграциона константа С 1 • 

Тако, нпр., општи интеграл једначине 

2 Comptes rendus de l'Acad. dcs Scicnces, Т. CXYII. (1893), рр. 211-214. 
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КОЈИ Је 

није униформна функција х-а, али за С2 =О добија се једна класа пар
тикуларних униформних интеграла, представљених општим обрасцем 

у= С'е 0' и који зависе од једне интеграционе константе С'. 

Од интереса би, дакле, било умети распознати на датој једначини 

(1) да ли је са њом такав случај, тј. да ли за њу постоје партикуларни 
униформни интеграли. А очевидно је да ако постоји један такав инте

грал, постоји их бесконачна много, који се добијају додајуlш промен
љивој х једну интеграциону константу С и пуштајуhи да се ова мења. 

Ј а сам намеран у овоме раду, користеhи се оним што је до данас 

познато о инверзијама Абелових интеграла, детаљно разрадити једну 

методу за решавање сличних питања, која се односе на један специјал

ни тип једначина (1), на тип једначина у којима је функција F хомоген 
полином по изводима у' и у" са сачиниоцима који су ма какве алгебар

ске функције у-а, и показати како се за те једначине једино помоhу 

онога што се зна из теорије Абелових интеграла могу свагда у датом 

конкретном случаЈу решити ова питања: 

1. расйознати ga ли је ойшти инLuе2рал такве јеgне јеgначине 
рационална или униформна и йериоgична функција йроменљиве х; 

2. у случају каg ойLити иmuezpaл то није, расйознати ga ли је он 
алzебарска фуню{ија йроменљиве х; 

3. расйознаLuи ga ли gщua јеgначина има йартикуларних иmuezpa
лa овакве аналитичке йрироgе; 

4. у случају каg је исйуњен јеgан og услова навеgених у l., 2., 3., из
рачунати сам иmuezpaл. 

* 

Пре свега, између ма какве рационалне или униформно периоди

чне функције и њенога првога извода постоји увек алгебарски однос. 

Према томе, ако је општи интеграл у таква једна функција, општи ин

теграл 

(б) 

једначине (3), коју hy написати у облику 

(7) 
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где је .fполином по у и изводу ~;,мора дефинисати у као алгебарску 

функцију променљиве р. 

Потражимо, дакле, како се на датој једначини (7) може распозна
ти да ли је њен општи интеграл (6) алгебарска функција променљивих 
р и у. То hемо учинити одредивши pog (genre, Gattung) алгебарске криве 
дефинисане једначином (6), кад се р и у сматрају као координате ма 
какве њене тачке, затим одредивши највише степене променљивих р и 

у са којима они фигуришу у једначини (6) и, напослетку, израчунава
јуhи сачиниоце те једначине из услова да једначина (7) мора бити 
индентички задовољена кад се у њој смени у својом вредношhу израчу

натом из једначине (6). 
У теорији Абелових интеграла позната је теорема да кад год је 

интеграл 

z =Ј dи 
и' 

где су и и И везани датом алгебарском релацијом 

.f(и, И)= О, 

алгебарска функција променљиве и, тако да између променљивих z и и 

постоји алгебарски однос 

<p(u,z)=O, 

род алгебарске криве <р = О раван је роду кривеј" =О. 
Из једначине (7) добија се да је 

р= fi' 
где су у и У везани алгебарском релацијом 

(8) /(у, У)= О, 

која се добија из (7) стављајуhи да је 

у= cly. 
dp 

И онда, применом горње теореме налази се да ако је крива (б) ал
гебарска, њен род мора бити раван роду криве (8) кад се у једначини 
(8) у и У сматрају као координате једне тачке. Али, пошто се једначина 
(8) добија из једначине (1) пошто се ова напише у облику (3), бирацио
налном трансформацијом 
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у= у, 
dy = _!_ 
clp У 

које трансформације не мењају род, то се изводи ова теорема: 

217 

Kag zog је umuezpaл (6) алzебарски, pog криве йреgсШављен.е јеg
начшюм (6) раван је pogy криве (1), каg се у њој у' смаШра као сШално, 
а у и у" као коорgинаШе йокреШне i:Uачке. 

Тиме је решен задатак, односно род криве (б). Али, за саму одред

бу криве (6) од највеhе је важности умети унапред одредити највише 
степене т и n једначине (6) по променљивим у и р јер, кад су ови 
степени познати, да би се видело да ли је интеграл (б) алгебарски, до
вољно је написати најопштију алгебарску једначину т-тог степена по у 

и п-тог степена по р, па одредити у њој сачиниоце тако да диференци

јална једначина (7) буде задовољена, или доказати да је то немогуhно, 
из чега би се закључило да интеграл (б) није алгебарски. 

У томе погледу, уопште за Абелове интеграле облика 

р= Је;. 
где су у и У везани алгебарском релацијом (8), зна се да ако између 
променљивих р и у постоји алгебарски однос (б), степен једна чине (б) 
по променљивој р раван је степену једначине (8) по променљивој У. 
Теорема је, уосталом, непосредна последица тога што интеграл 

f dy 
у' 

апстрахујуhи његове вредности које долазе од интегралних периода, за 

сваку вредност променљиве у мора имати онолико вредности колики Је 

број корена једначине (8) решене по У, тј. колики је степен полиномаf' 
по У, претпостављајуhи, очевидно, да је последља једначина несвод

љива. 

Потражимо још степен по у. 

Ставимо у једна чини (7) да је 

dy =у 
dp 

и образујмо затим ове две алгебарске једначине 

(9) 

(10) 

.f'(у,Лу) =О, 

~t' +11 ~/' =0 
ду r дУ ' 
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са 

(11) f(y, У)= о. 

Елиминишимо из једначина (10) и (11) променљиву У и нека је 

(12) Ф(у./1) =О 

тако добијена једначина. Означимо са k број заједничких корена (ко
начних или бесконачних) двеју једначина (9) и (12), решених по у, за 
'А = О, 11 = О. Тада је, као што се зна из теорије А бел ових интеграла: 
сШейен јеgначине (б) йо у раван броју k. Теорема би се могла извести 
непосредно из примедбе да је, кад је дат један алгебарски однос 

<р(у,р) =О између променљивих у и р, степен једначине <р= О по ура

ван броју вредности променљиве у (које могу бити коначне или беско

начне), што одговарају једној, ма којој, вредности променљиве р за ко

ју бисмо вредност изабрали р = СХЈ. Али се она може нај лакше извести 
из једне веh доказане теореме у теорији Абелових интегралаЗ, која се 
може исказати на овај начин: 

Кад год је интеграл 

z =Ј du 
и' 

где су и и И везане алгебарском релацијом f(и, И)= О, алгебарска 

функција променљиве и, степен по и релације која тада постоји између 

и и z, уређене тако да је њена лева страна полином, раван је броју вред
ности (коначних или бесконачних) које у исти мах задовољавају две 

Једна чине 

(13) и 
-=оо, 

и 

dи 
-=оо. 

dU 

Применом ове теореме на наш случај, ако се стави да је 

у= 'Ау, 
dY 
dy = /1. 

и ако се узме у обзир то да су у и У везани релацијом (8) из које се ди
ференцијаљењем добија 

3 RаПу: Rec!Jac!Jcs a(r;Chn'цues suг !cs intcgгalcs abl/icnпes, Апп. de I'Ec. Norm., 1882. 
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лако се увиђа да се једначине (13) своде на (9) и (12), кад се у овима 
стави да је Л = О, р = О, и број заједничких корена тих једначина биће 
по горљој теореми раван степену интеграла (б) по променљивој у. 

Према томе, степен тога интеграла и по р и по у може се увек уна
пред наћи помоћу врло простих алгебарских операција. Због важности 
овога истраживања степена за израчунавање самога интеграла, ја ћу 

овде истаћи практично правило, које се изводи из претходних теорема: 

Ако је ойшй1и инЩе2рал (б) јеgначине (7) ал2ебарски, cilleйeн 

релације (б) йо р раван је cilleйeнy јеgначине (7) йо извоgу dy, а cilleйeн 
dp 

иcille релације йо у раван је броју зајеgничких корена (коначних или 

бесконачних) јеgначина (9) и (12) рещених йо у, за Л =О, fl = О. 
Приметимо и то да ако су сачиниоци извода у' и у" у једначини 

(1) рационалне функције у-а, степен једначине (7) по изводу dy раван 
dp 

је степену хомогености функције F и, према томе, у томе случају сте
пен релације (б) по р раван је степену хомогености функције F. 

Кад су на тај начин одређени и степени т и n интегралне једна
чине (б) по променљивим у и р, посао распознаваља да ли је интеграл 

(б) одиста алгебарски и траже ље самога интеграла своди се на ово: 

ваља написати најопштију алгебарску релацију између у и р, и то 

т-тога степена по у а п-тога степена по р, са неодређеним сачиниоци

ма, па затим одредити ове сачиниоце тако да диференцијална једначи

на (7) буде идентички задовољена кад се у љој смени у својом вредно
шћу добијеном из једначине (б), или доказати немогућност ове одред

бе, а тиме и то да интеграл (б) није алгебарски. Ово је одређиваље 

сачинилаца доста заметан посао, али неизбежан у рачунима овакве 

врсте. 

Наводим да често у пракси може упростити посао теорема коју је 

дао г. Рафи (Raffy). Кад год је интеграл 

р= fi 
алгебарски, крива представљена једначином 

t(y, ~~)=О, 
кад се у овој сматрају вредности извода dy као апсцисе, а вредност 

dp 

функције у као ординате, мора имати бар једну асимптоту паралелну 
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ординатној осовини или бар једну дирку у тачкама у којима сече 
апсцисну осовину паралелну ординатној осовини. Стога је корисно пре 

израчунаваља поменутих сачинилаца испробати на датој једначини (8) 
да ли је овај услов испуљен или није; ако није, интеграл (б) извесно 

није алгебарски и задатак је тиме решен, јер је на тај начин доказано 
да интеграл у(х) дате једначине другога реда (1) не може бити ни 
униформна и периодична, ни алгебарска функција независно промен

љиве х. Ако су пак условИ горље теореме испуљени, онда ваља при

ступити одређиваљу степена интегралне једначине и израчунаваљу 

самога интеграла (б) на раније показани начин. 
Приметимо и то да би ово одређиваље било још простије кад би 

се претходно одредио и peg алгебарске криве дефинисане једначином 
(б), подразумевајуhи под реgом једне алгебарске криве (б) степен јед
начине по t, која се добија кад се у једначини криве стави да је у= at, 
р = ~ t, где су а и ~ сталне, од t независне величине. Познаваље реда 
криве (б) зато олакшава израчунаваље сачинилаца који у љој фи
гуришу, што, ако се напише најопштија релација т-тог степена по у и 

п-тог степена по р [где су т и n највиши степени променљивих у и р у 
једначини (б), који се одређују по напред наведеним методама], и ако 
се у њој стави да је у = а t, р = ~ t, сачинио ци свих оних степена про
менљиве t који су веhи од реда криве (б), морају бити равни нули. Тиме 
је број сачинилаца који се имају израчунати знатно смањен и одре

ђиваље осталих утолико олакшано. 

Одређиваље реда једне алгебарске криве 

<р( и, z) =О, 

дефинисане инверзијом Абеловог интеграла 

z =Ј du 
и' 

где су и и И везани алгебарском релацијом F(u, И)= О, било је предмет 
једнога рада г. Цејтена (Zeuthen)4, који је дао једну методу за то одре
ђиваље. Метода је теоријски савршена, али је у пракси доста заметна. 

Г. Рафи је у поменутоме своме раду показао да: каg zog су сви 
yzamш сачиниоци iUанzенаГйа криве 

Ли, И)= О 

у шачкама у т-сојима она сече U-осовину равни нули, peg алzебарске 
криве 

4 Comptes гeпdus de l'Acйd. clcs Scicпces, Т. ХС (1880), р. 114. 
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<p(u,z) =О 

раван је највииtем сi71ейену јеgначине f =О йо йроменљивој U. 

Овом се теоремом треба увек послужити кад год су на датој јед
начини задовољени услови љене употребљивости и тек онда присту

пити одређиваљу сачинилаца једначине <р(у,р +С)= О по методи нео
дређених сачинилаца. 

Ако се при томе израчунаваљу покаже да интеграл <р= О није 

алгебарски, задатак је довршен и резултат је негативан: тражени 

општи интеграл у(х) једначине (1) није онакве аналитичке природе 
каква Је претпостављена. 

Али, ако <р О буде алгебарски интеграл, функција у(х), сматра-

на као функција х-а дефинисана једначином (1), може бити такве при
роде, што се има решити дубљим испитиваљем, и то на овај начин. 

Сменимо у једначини 

<р(у,р +С)= О 

променљиву р љеном вредношhу р = dy , па се опет добија диферен
dх 

цијална једначина првога реда 

(14) 

за коју сад ваља испитати да ли јој је интеграл (општи или партику
ларни) униформна и рационална, или униформна и периодична, или 

неуниформна и алгебарска функција независно променљиве х. Испи

тиваља овакве врсте била су предмет класичних радова Бриоа и Букеа; 

ја hy због примене у задатку што нас овде занима навести само крајљи 
резултат досадашљих истраживаља у томе правцу, давши му онакав 

облик какав ми изгледа да је најпогоднији за непосредну примену у 

пракси. 

Сматрајмо у једначини (14) у и вредности извода dy као коорди
dх 

• 1 ~ 
нате Једне покретне тачке, и то извод у = dx као апсцису, а у као 

ординату, и замислимо конструисану алгебарску криву <р(у,у' +С)= О. 

Означимо са: 

- q род те криве, опоменувши се да је према претходном род q 
раван роду алгебарске криве (1) кад се у овој у и други извод у" 
сматрају као координате покретне тачке; 
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- а 1 , а 2 , ... , а 11 угао не са чини оце (реалне или имагинарне) њених 
асимптотних праваца; 

- ~~, ~ 2 , ••• , ~т угао не сачиниоце њених тангената у тачкама 
(реалним или имагинарним) у којима она сече ординатну осовину. 

Сачиниоци а; и ~; добијају се у пракси на овај начин. 
Сачиниоци а; јесу корени алгебарске једначине 

(15) .t(y,~)=o, за у= оо 

решене по а; сачиниоци пак ~; јесу корени једна чине 

(16) Х(у',~) =О, за у'= О 

која се добија елиминацијом променљиве у из двеју једначина 

(17) .f(y,y') =О, 

Ако је ова елиминација у датом специјалном случају заметна, мо
же се из ових двеју последњих једначина елиминисати извод у' и, ако је 

(18) 

резултат те елиминације, сачиниоци ~~ биhе корени једначине (18) кад 
се у овој у буде смењивало коренима једначине .f(y,O) =О решене по 

променљивоЈ у. 

Поред ових једначина, уочимо још и малопређашње две једна чине 
(9) и (12), где је (12) резултат елиминације променљиве У из двеју јед
начина 

.f(y,Y) =О, 

Критеријум за распознаваље аналитичке природе униформних 

интеграла једна чине (1) састоји се тада у овоме: 
1. Да би инйЈеzрал у(х) био рационална функција йро.менљиве х, 

йойЈребно је и gовољно ga буgу исйуњени ови услови: 
а) Најмање један од сачинилаца а; и ~; бесконачан је, а ниједан 

од њих није коначан и различан од нуле. 

б) За А= О, f1 =О, једначине (9) и (12) решене по у, имају само 
о о 

Један заЈеднички корен. 

в) Тај корен може бити коначан или бесконачан. Ако је коначан, 

нпр. у= а, и ако k корена једна чине (14) решене по изводу у', теже ну
ли кад у тежи граници а и имају инфинитезимални ред веhи од 1, тих k 
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корена образују један Пуизеов (Puiseux) кружни систем (systeme circu
laire ), и кад се сваки од њих, по познатој Пуизеовој методи развије у 
бесконачан ред облика 

1 2 
- -

~> + А1 (у - Ь) k + А2 (у - Ь) k + ... , 

сачиниоци ~>,A1 , ... ,Ak морају бити равни нули, као и сачинилац Ak+2 , 

а, међутим, сачинилац Ak+I мора бити различит од нуле. 
Ако је, напротив, корен у = а бесконачан, онда решивши једна

чину 

(19) ( 
1 v' ) <р ---+С =0 
v v2 

по v, ако s корена те једначине теже нули, кад v тежи нули и имају 
инфинитезимални ред веhи од јединице, тих s корена образују један 
Пуизеов кружни систем и, ако се сваки од њих развије у Пуизеов ред 

1 2 3 - - -
В0 +B1vs +B2 11s +B3vs + ... , 

мора бити 

В0 = О,В1 = 0, ... , В,= О,В,+ 2 =О и Bs+1 :f. О. 

г) Мора бити q =О, тј. крива <р(у,у') =О мора бити уникурсална. 
2. Ако је инШе2рал унифор.мна и йериоgична функција х -а, ова 

.може бити йросШо или gвоzубо-йериоgична. И онда 

А) Да би инШе2рал био йросШо-йериоgична функција х-а, 
йоШребно је и gовољно: 

а) да ниједан од сачинилаца ai и ~i није бесконачан; 
б) да корени једна чине <р (у, у'+ С) =О, решен е по у који теже 

нули, за неке коначне вредности у-а чији би инфинитезимални ред био 

раван јединици, и корени једначине (19), решене по v', који теже нули 
кад v тежи нули и имају инфинитезимални ред раван јединици, 
образују свега два кружна система; 

в) да род q буде раван нули. 
Б) Да би инШе2рал био gвоzубо-йериоgична функција х-а, йоШреб-

но је и gовољно: 

а) да сви сачиниоци ai и ~i буду равни нули; 

б) да род q буде раван јединици. 
Може се десити да ниједан од услова, исказаних у овим теоремама 

не буде задовољен за ма какву вредност константе С која фигурише у 

интегралној једначини (14), али да један од њих буде испуњен за једну 
извесну вредност ове константе. У томе случају једначина (1) извесно 
има једну класу партикуларних униформних интеграла чија је анали-
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тичка природа одређена природом оних претходних услова које једна

чина (1) буде задовољавала. 
Овим правилима и ранијим теоремама потпуно је решен проблем: 

распознати да ли је општи интеграл једначине (1) униформна и рацио
нална, или униформна и периодична функција х-а и, ако то није, да ли 

једначина има партикуларних интеграла овакве природе. Приметимо 

да према претходним теоремама јеgначина F = О може само онgа има
Ши йlаквих инйlе2рала ако је њен pog йо у и у" раван нули или јеgи
ници. О томе се, уосталом, уверавамо и на овај начин. 

Напишимо једначину F =О у облику 

(20) 

и претпоставимо да је у униформна функција х-а; тада he то исто бити 

случај и са количником у". Према последљој једначини, између ових 
у' 

11 

двеју униформних функција у и > постоји алгебарски однос (20), а 

према једној познатој Пикаровој теореми, кад год између двеју уни

формних функција постоји алгебарски однос, род алгебарске релације 
која тада између њих постоји раван је нули или јединици. Са друге 

11 

стране, род криве (20), кад се у и L сматрају као координате, раван је 
у' 

роду криве F(y,y',y") =О кад се у и у" сматрају као координате, чиме 

је теорема доказана. 
Покажимо сад како се израчунава сам интеграл кад је задовољен 

један од услова (1), (2, А), (2, Б). Разликујмо ове случајеве. 
1. Претпоставимо да су задовољени услови 1. Пошто је q =О, то се 

координате у и dy криве (14) могу изразити као рационалне функције 
dx 

једнога параметра t, тако да је 

(21) 

(22) 
dy _ C1(t) 

dx - Q1(t)' 

где су P,Q,P1,Q1 полиноми по t. Из (21) добија се диференцијаљењем 
даЈе 
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dy _ QP'- PQ' clt 
dx- Q2 . dx' 

а одатле, поређељем са (22), 

(23) dx = S(t) 
dt R(t)' 

где су S и R полиноми по t. Интеграцијом се добија да је 

(24) х= f S(t) dt 
R(t) 

и пошто једначина (14) задовољава услове из 1, то интеграл (24) мора 
бити облика 

(25) х = r(t), 

где је г(t) рационална функција параметра t, а елиминацијом овога па
раметра из једначине (21) и (25) мора се добити једна једначина облика 

(26) 

где је R1(x) рационална функција х-а. Функција у, дефинисана једначи
ном (26), јесте тражени интеграл дате једначине (1). 

2. Претпоставимо да дата једначина (14) задовољава услове (2, А). 
Тада је такође q = О и имали бисмо исте рачуне као и малочас, само са 
том разликом што интеграл (25) тада мора бити облика 

~- (27) х = а log A(t), 

где је а стална величина, а A(t) каква алгебарска функција параметра 
t, и елиминацијом тога параметра из једнач:Ина (21) и (27) мора се до
бити једна једначина облика 

(28) 

!_ 

где. је R2 рационална функција израза е а. Функција у дефинисана 

једначином (28) јесте тражени интеграл једначине F = О. 
3. Претпоставимо, напослетку, да дата једначина (14) задовољава 

услове (2, Б). Тада се, према једној познатој Клебшовој теореми, 

пошто је тада род q = 1, координате у и dy криве (14) могу изразити 
dx 
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као рационалне функције једнога параметра t и једнога квадратнога 
корена облика 

тако даје 

(29) 

(30) 

у= \j/[t,~(1- t 2 )(1- k2t2
) ], 

~~ ~ rt[t,~(1-t2 )(1-k2 t2 )], 

где \ј/ и 11 означују рационалне функције. Из (22) добија се диферен
цијаљењем да је 

dy = R (t, ~(1- t2 )(1- k 2t2 
)) .Е!_ 

dx dx 

и поређ~њем са (30) налази се да је 

где R и~ такође означују извесне рационалне функције, а одатле је 

(31) 

Пошто је претпостављене да су задовољени услови (2, Б), то 
интеграл у(х) једначине (14) мора бити униформна и двогубо-перио
дична функција х-а, а да би то било, према познатим теоремама из 

теорије елиптичних функција и према обрасцима (31) и (29), функција 
~ мора бити облика 

где је а стална величина. Из обрасца (31) добија се тада да је 

t = sn(~} 
и заменом у обрасцу (29) налази се да је 

(32) 

Функција (32) биће тада тражени интеграл једначине F =О. 
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Покажимо ове резултате на неколико примера. 

Први пример: Нека је дата једначина другога реда 

(33) 64 у _r - 27 _r -а _]_ = О; (d )3 (d d 2 )

3 

dx dx dx 2 

227 

пита се да ли има интеграла који су рационалне или униформне и 

периодичне функције променљиве х. 

Једначина (14) овде је 

(34) 64у(~; Ј- п(~; -а Ј= О; 
да би интеграл у(х) једначине (32) био тражене аналитичке природе, 
потребно је, пре свега, да интеграл у(р) једначине (34) буде алгебар
ски. Према ранијој теореми, степен релације <р(у,р) =О по променљи-

вој р биhе 3, јер је толики степен једначине (34) по изводу dy. Да би-
dр 

смо одредили њен степен по у, ваља образовати једначине (9) и (12), за 
које се у овоме случају налази да за /... = О, ll = О, имају четири заједни
чка корена у = оо • 

Интегрална једначина <р = О мора, дакле, бити треhега степена по 

изводу dy , а четвртог степена по у. А одређујуhи саму ову једначину 
dp 

по напред показаноме начину, налази се да је она облика 

(35) 

где још треба р смањити са р- С, чиме се добија 

(36) / +(ар+аС-у)3 =0. 

Род криве (36) раван је нули, јер се координате у и р могу изрази
ти као рационалне функције једнога параметра t по обрасцима 

што показује да интеграл у(х), ако је униформна функција х-а, мора 

бити или рационална или просто-периодична функција х-а. 
За угаоне сачиниоце а; асимптотних праваца криве (36) налази се 

да су сви равни нули. 
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Сачиниоци ~ј, тј. угаони сачиниоци тангената криве (36) у тачка
ма у којим~ она сече ординатну осовину (у-ску осовину), добијају се 
као корени Једна чине 

27(~-а)з -64у~з =О 

кад се у овој у смени коренима једначине <р(у,О,С) =О, која је у овом 

специјалном случају 

у4 +(Са-у)з=О. 

Са чини оци су ~ј, дакле коначни, што показује да интеграл не мо

же бити рационалан. 

Да бисмо довршили дискусију и доказали да за једначину (36) 
ефективно постоји једна класа партикуларних интеграла, који су уни

формне и просто-периодичне функције х-а, упростимо је, претпоста
вивши да је прва интеграциона константа С равна нули. Једначина (36) 
своди се тада на (35), а сачиниоци ~ биће тада корени једначине тре
ћега степена 

27ф-а)з-64у~з =0, 

кад се у овој у смени коренима једна чине у4 - i = О, који су 

(37) У1 = У2 =Уз =О, У4 = 1. 

Првим трима вредностима одговарају сачиниоци ~ 1 = ~ 2 = ~з =а, 
а четвртој ~4 =-За. 

Из једначине (25), написане у облику 

..!. 
у (1- уЗ) 

р= ' 
а 

dy . 
види се да извод р = - постаЈе раван нули за вредности у-а предста-

dх 

вљене обрасцима (37) и да за прве три од тих вредности једначина (35) 
има три корена, чији је инфинитезимални ред раван јединици и који 
образују један кружни систем; за вредност пак у= у4 =-За једначина 
(35) има само један корен р = О, и то првога реда. 

Једначина (19), која је у овоме случају 

_1 _ (av' + v)3 

= 0 
v4 vz 

или 
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1 3_ _!_ 

v' =- v 3 (1- v3 ), 
а 
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показује да ниједна вредност променљиве v' која тежи нули кад v тежи 
нули, нема инфинитезимални ред раван јединици. 

Из целе ове дискусије види се да једначина (35) задовољава све 
потребне и довољне услове за егзистенцију униформних просто-перио

дичних интеграла и, према томе, дата једначина (33) мора имати једну 
. . 

класу партикуларних интеграла КОЈИ садрже Једну интеграциону кон-

станту и који су униформне просто-периодичне функције х-а. И одиста, 

лако је верификовати да једначина (33) има једну класу таквих инте
грала представљених једначином 

где је К интеграциона константа. 

Друrи пример: Нека је дата једначина 

(38) 

једначина (14) овде је 

(39) 

Према ранијим упутствима, налази се да, ако је у овоме случају 

једначина (14) алгебарска, њен степен по р мора бити З, а степен по у 
мора бити 4. А, одређујуhи ову једначину, налази се да је она у овоме 
случају облика 

(40) 

где још ваља сменити р вредношhу р+ С, чиме се добија 

(41) 

Алгебарска крива четвртог степена (41) има две сингуларне (за
вратне) тачке, дефинисане координатама 
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и, према томе, њен род q = 1. То показује да њен интеграл у(х) не може 
бити рационалан и да, ако је он униформна и периодична функција х-а, 
та функција мора бити двогубо-периодична. 

Потражимо угаоне сачиниоце а; и ~;. 

Угаони сачиниоци а; биhе корени једна чине 

( ~ +С Ј -(1- ау 2 
)

2 = О, за у = = 

. 1 . 
или, ако се стави да Је у=-, корени Једначине 

v 

за v = О и, према томе, ма каква била вредност константе С, сачиниоци 
а; сви су равни нули. 

Сачиниоци пак ~; добијају се као корени једначине (18), која је у 
овом специјалном случају 

(42) 

пошто се овде смени у коренима Једначине (41) за р = О, а ови су 
корени 

Заменом ова се једначина ( 42) своди на 

3 3 

±64a3(1±k)2 ~3 +C2 =0, 

из чега се види да he сачиниоци ~; само онда бити равни нули ако је 

С= О. 

Према томе, и ако се узме у обзир све ово што претходи, за С = О 
интеграл једначине (38) мора бити униформна и двогубо-периодична 
функција х-а, а за С~ О њен интеграл не може бити униформан. Општи 
интеграл, дакле, једначине (38) није униформан, али једначина мора 
имати једну класу партикуларних униформних интеграла који су дво

губо-периодичне функције х-а и у којима фигурр:ше једна интеграцио
на константа. 
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А ово је последље лако и емпирички верификовати, јер Брио и 
Буке5 су интегралили диференцијалну једначину првога реда 

(43) (~~У -(1 - ау2 )2 = о 
и нашли да је њен општи интеграл облика 

(44) у= Asn3 (x) + Bsn(x) + D sn(x) · d sn(x), 
dx 

где су А, В, D извесне, одређене константе и где променљивој х ваља 
додати једну интеграциону константу. Једначина ( 43), идентична једна
чини (40), јесте први интеграл дате једначине (38) и, према томе, ова 
одиста има једну класу униформних двогубо-периодичних интеграла 

дефинисаних обрасцем ( 44), као што је било предвиђено. 

* 

Претпоставимо сад да се претходним испитиваљем за једну дату 

једначину нашла да јој интеграл није ни рационалан ни униформно-пе
риодичан. Тада се може десити да је он алzебарска функција х-а, а 

испитиваље тога да ли је он одиста такав садржано је веh у овоме што 

претходи. Да би интеграл дате једначине (1) био алгебарски, потребно 
Је и довољно да интеграл 

<р(у,р+С) =О 

једначине првога реда (З) буде алгебарски и да, такође, интеграл 

\jf(x,y,C,C') =О 

Једначине првога реда 

буде алгебарски. Ако је последљи интеграл такав за ма какву вредност 

константе С, онда је општи интеграл једначине F =О алгебарски; ако је 
то случај само за извесну специјалну вредност ове константе, онда јед

начина F =О има једну класу алгебарских интеграла што зависе од јед
не интеграционе константе. А о томе како се распознаје да ли једна 

диференцијална једначина првога реда у којој независно променљива 

5 Journal de l'Eco\e Polytechnique, Cahier XXXVI. 
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не фигурише експлицитно, има алгебарски интеграл или не, било је 

говора у овоме што претходи. 

Приметимо само да кад су сачиниоци извода у' и у" у једначини 

F = О рационалне функције у-а, ако је 

\Џ"(х,у) =О 

алгебарски интеграл те једна чине написан у таквоме облику да је \11 по
лином по х, у, лако се доказује да је сйlейен јеgначине \Џ" = О йо х раван 
сйlейену хомо2еносйlи йолинома F. Теорема излази као непосредна 
последица тога што је степен релације <р= О по р раван степену једна-

чине (3) по изводу dp, а овај је очевидно раван степену хомогености 
dy 

дате једначине другога реда F = О. Са друге стране, степен интегралне 

једначине \Џ" = О по х раван је степену једначине <р =О по изводу dy, 
dp 

чиме Је теорема доказана. 

* 
У доста великом броју случајева може се за једначину (1) решити 

и ово питање: 

Расйознайlи ga ли је њен инйlе2рал ( ойшйlи или који йарйlикулар

ни) мулйlиформна йросйlо-йериоgична функција х-а са о2раниченим 

бројем вреgносШи за јеgну и исШу вреgносШ х-а. 

Ако је интеграл у(х) такав, онда се он може представити као ко

рен какве алгебарске релације 

(45) \Џ"(у,еах) =О, 

где је \Џ" полином по променљивим у и еах и а извесна одређена кон

станта. Елиминацијом променљиве е ах из једна чине ( 45) и 

д\Џ" dy +аУ д\Џ" =О, 
ду dx дУ 

где је У е а', и која се добија диференцијаљењем једна чине ( 45), доби-
ја се извесна алгебарска релација 

<р (у,р) =о 

( где је р = dy) између функције у и њенога извода р. А то показује да 
с/х 

у томе случају интеграл 

(46) <р (у,р) =о 
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Једна чине 

(47) F( 1 clp Ј= О 
у, 'dy) 

мора бити алгебарски и да интеграл једначине 

( 48) 
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мора бити облика (45). Први део задатка, тј. испитиваље да ли је инте
грал ( 46) алгебарски, решен је претходним резултатима. Уочимо, да
кле, једначину ( 48) и испитајмо, за случајеве кад је то могуhно, услове 
под којима he њен интеграл бити облика ( 45), користеhи се, као и до
сад, познатим резултатима из теорије Абелових интеграла. 

У својим радовима: Recheгches algtЊгiques su,- les integгales abllien
nes6 и Sиг les qиadmtигes algtЊгiques et logшithmiqиesl г. Рафи је решавао 
овај проблем из теорије Абелових интеграла: 

Кад је дата једна несводљива алгебарска једначина 

(49) f(и,U) = /0 (и)Ит + ft(u)Um-I + ... + fm-I(и)U + fт(и) =О, 

где су / 1, / 2 , ••• , fm п олин о ми по и, наhи под кој им he условима функција 
z, дефинисана као Абелов интеграл 

(50) 

бити облика 

(51) 

z =Ј du 
и' 

z = AlogF(u), 

где је А каква констана а F(u) каква алгебарска функција промен

љиве и. 

Једначина 
.f(и, И)= О 

мора тада, по г. Рафију, задовољавати ове услове: 

1. Ако се са Pk означи степен полинома fk(u) по променљивој и, 
мора бити 

8m ~ -k+Ok k = 0,1,2, ... ,m-1 

6 Annales de l'Ecole Normale, 1882. 

7 Annale de l'Ecole Normale, 1885. 
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2. Ако је и = Л један, ма који, корен р -тога реда једна чине 
fm(и) =О, он мора бити у исти мах корен најмаље (р - 1)-вог реда за 

једначину .fm-J(u) =О итд. и, уопште, корен најмаље (р- h- 1)-ог реда 
за једначину fт-h(u) =О. 

З. Ако се са а; означе угаони сачиниоци асимптота криве 

.f(и, И)= О (кад се у овој И и и сматрају као апсциса и ордината), а са ~; 
угаони сачиниоци тангената ове криве у тачкама у којима ова сече 

ординатну осовину, онда сачиниоци а; и ~; морају сви бити коначни и 
међу собом мерљиви, тј. мора постојати такав један број р (реалан или 
имагиниран, рационалан или ирационалан, који може, уосталом, бити 

раван и јединици) да сви количници 

~ az ./h .lh ' , ... , ' , ... 
р р р р 

буду рационални, позитивни или негативни, бројеви. 

Ови су услови увек йойlребни да би Абелов интеграл (50) био об
лика (51), а г. Рафи је показао ga су ови услови и gовољни ако је крива 
f(u, U) = О уникурсална. У случају пак кад крива није уникурсална, пи
таље је у погледу довољних услова за данас нерешљиво. 

Применимо ове резултате на задатак о коме је овде реч: на тра

жеље услова под којим he интегралједначине (48) бити облика (45). 
Ако се једначина ( 45) реши по е ах тако да је из ље 

еах = Ф(у), 

где је Ф(у) извесна алгебарска функција променљиве у, онда је 

(53) х= Ј dy 
у' 

где су у и У везани релацијом 

(54) <р(у,У +С)= О. 

Проблем на који је сведено питаље што нас овде занима јесте, 
дакле, управо онај чије је решеље (односно потребни услови) садр

жан о у горљим условима 1, 2, 3. ПреСййосйlавимо ga је крива 

F(y,y',y") =О, каg се у и у" смаШрају као коорgинщuе, уникурсална; 
тада he, према једној ранијој примедби, и крива (54) бити уникурсална. 

Уредимо једначину (54) по степенима променљиве У тако да она 
буде написана у облику 

ym.fo(y,C) + ут-'.f,(у,С) + ... + Yfm_,(y,C) + .fm(y,C) =О, 
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па означимо са ()k степен полинома fk(y,C) за k = 1, 2, 3, ... , т. 
Тада, према овоме што претходи, да би интеграл у (х) једна чине 

(1) био облика (45), потребно је и довољно да буду испуљени ови ус
лови: 

А) да је 

Б) да, ако је у = А ма који корен р-тога реда за једначину 
fm(Y) =О, та вредност буде у исто време корен најмање (р - k- 1)-ог 

реда за једначину .fm-k(y) =О (k =О, 1, 2, ... , т- 1). 
В) да сачиниоци а; и ~; који се односе на криву (53) буду сви 

коначни и међу собом мерљиви. 

Услови А) и Б) такви су да се одмах на датој једначини F =О може 
распознати да ли су они задовољени или не. За услов В) потребна је 
мало дубља дискусија, која се своди на овај задатак: 

Коначни сачиниоци а; биће корени извесне алгебарске једначине 

(55) 

(за коју је раније показано, како се образује) решене по z, где су 
а 1 ,а 2 , ... стални и познати сачиниоци; коначни сачиниоци ~; биће коре

ни извесне Једначине 

(56) 

решене по и, где су Ь1 ,Ь2 , ... такође стални и познати сачиниоци. И он

да услов В) тражи да корени једначина (55) и (56) буду сви међу собом 
мерљиви. А испитиваље тога бива на овај начин. 

Означимо са z1,z2 , ... ,zm корене једначине (55), за коју можемо 
претпоставити да је ослобођена од корена који су равни нули. Ако су 

сви они међу собом мерљиви, онда постоји такав један број р да је 

z, = Ј...,р, z2 = А2р, ... ' Zm = Amp, 

где су /.. 1, /.. 2 , ... , А111 рационални бројеви. 
Претпоставимо, прво, да је а 1 ~О. Онда је 

-а 1 = z1 +z2 + ... +zm = (А 1 +А2 + ... +Am)P 

и ако се у једна чини ( 55) стави да је 

(57) 

тако да се једначина (55) претвори у извесну алгебарску једначину 

(58) xU) =о, 
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онда ова једначина (58) има све своје корене рационалне јер према 
обрасцу (57) њени су корени 

tk= Лk , (k=O,l,2, ... ,m) 
Л, +А2 + ... +Ат 

а из алгебре је познато како се решавају једначине са рационалним 
коренима. 

Претпоставимо сад даје а 1 =О. Трансформација (57) тада је немо
гућна, али ако се у једначини (55) стави даје 

z = -Jt, 
у новоЈ Једначини 

(59) ~(t) =о 

збир корена t1 + t2 + ... + t111 не може бити раван нули, пошто је 

_12 2 _12 2 _12 2 
t, - ~~,,р , t2 - 11,2Р , · · · ,tm - ~~,т Р ' 

одакле Је 

У једначини, дакле (59), сачинилац другога члана не може бити 
раван нули, и онда се са том једначином може учинити оно исто што је 

малочас учиљено са једначином (55), у случају кад је а 1 ~0. Једначина 
(59) истога је степена кога и (55), а пошто је t = z2

, то и њени корени 
морају бити међу собом мерљиви ако је то случај са коренима једна

чине (55). Али, не вреди и обрнути закључак, већ кад су израчунати 
корени t1, t2 , •.• ,t111 једна чине (59), ваља према обрасцима 

за тако нађене корене z1, z2 , ..• , Z111 испитати да ли су међу собом мер љи

ви или не. 

Према томе, увек се може распознати да ли су корени једначине 

(55), а тако исто и они једначине (56), међу собом мерљиви. Ако је то 
случај, онда још ваља деобом ма кога корена једначине (55) са ма ко
јим кореном једна чине (56) испитати да ли су први мерљиви са другима 
или не и тиме је онда испитано да ли је горњи услов В) задовољен за 

дату једначину. Приметимо да, као и досад, ако су услови А), Б), В) 

испуљени за ма какву вредност константе С, општи је интеграл једна

чине Р = О облика ( 45); ако је то случај само за извесну вредност те 
константе, онда једначина F = О има једну класу партикуларних инте-
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грала облика ( 45), у којима фигурише само једна интеграциона кон
станта. 

Вредно је узгред напоменути да се на услов В) наилази у доста 
великоме броју питања из интегралнога рачуна. Тако, на распознава

ље тога да ли једна дата алгебарска једначина има све своје корене 
међу собом мерљиве, своде се ови општи проблеми: 

1. распознати да ли каква линеарна диференцијална једначина Le
gendie-oвoг облика има алгебарски интеграл; 

2. распознати да ли су интеграли двеју линеарних једначина са 
сталним сачиниоцима везани међу собом каквом алгебарском рела

ЦИЈОМ; 

З. распознати да ли каква линеарна диференцијална једначина са 

променљивим сачиниоцима има за интеграл какав полином по еах, или 

по sinax и cosax, са сачиниоцима који су рационалне функције х-а итд. 
Но, вратимо се једначини (1) и претпоставимо да она задовољава 

све побројане услове који се траже да би интеграл био облика 

(45) 

Израчунавање самога интеграла бива тада на онај исти начин ко

ји смо навели при израчунавању интеграла у случају кад је он унифор-

мна и просто-периодична функција х-а. Ваља изразити у и dy везане 
dx 

релаЦИЈОМ 

као рационалне функције једнога параметра t; из тако добијених обра
заца образовати једначину 

dx S(t) 
dt R(t)' 

где су S и R полиноми по t и интегралити је, тако да је 

(60) х= Ј S(t) dt. 
R(t) 

Пошто интеграл у(х) мора задовољавати једначину облика (45), 
то интеграл на десној страни обрасца (60) мора бити облика 

р logx(t), 

где је x(t) каква алгебарска функција параметра t, а р стална величина. 
Ваља, дакле, извршити интеграцију рационалне функције 
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S(t) 

R(t) 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

и на тај начин одредити функцију X(t) и сталну величину р. Кад су оне 
познате, онда из обрасца · 

х = р log x(t), 
написаног у облику 

х 

где је ~(е Р) алгебарска функција променљиве е Р и обрасца који изра

жава у као рационалну функцију параметра t, ваља елиминисати t; ре
зултат елиминације биће тражени интеграл ( 45) дате једна чине другога 
редаF =О. 

Као пример наводим једначину 

(у+ а) 2 d
2
y- Ci + 2ау + Ь) dy =О. 

dx 2 dx 

Једначина F (y,l,:) =О овде је 

(у+ а )2 У- Ci + 2ау + Ь) = О 

(где је У = ~~) и њен је род раван нули, јер се координате у и У могу 
изразити као рационалне функције параметра t по обрасцима 

у= t2 + 2at +Ь 
t+a 

у= t, 

Први је интеграл <р = О алгебарски и облика 

(р + С - у )(у +а) +а 2 
- Ь = О. 

Ова је крива, кад се р и у сматрају као координате, такође уникур

сална и координате се могу изразити као рационалне функције пара

метра t по обрасцима 

у= t, 
(t-C)(t+a)+a 2 -Ь 

р= t+a 

или ако се са а и ~ означе корени квадратне једначине по t 
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биће 

(t-C)(t+a)+a 2 -Ь =О 

у= t, Р= (t- a)(t- ~). 
t+a 
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Применом претходних теорема предвиђа се да општи интеграл не 

може бити облика '!f(y, е ах) = О, али да једначина мора имати једну или 
више класа партикуларних интеграла тога облика, и то за оне вред

ности константе С за које су корени а и ~ међу собом мерљиви броје

ви. А то се непосредно потврђује на експлицитноме изразу општега 

интеграла, који се, пошто су у и р изражени као рационалне функције 

параметра t, лако добија по горњем упутству које је облика 

За све вредности константе С (која фигурише у коренима а и~) 

за које су а и~ међу собом мерљиви бројеви, тј. за које је количник ~ 

раван каквоме рациона·лном разломку т, бројеви 

т 
=--и 

а-~ т-п 

n 

-~-=_п_ 
~-а п-т 

рационални су и интеграл се своди на облик 

(у- a)m- С'(у- ~)"е<т-пЈх =О, 

дакле на тражени облик. За све остале вредности константе С које не 
задовољавају поменути услов, интеграл није оваквога облика. 

Учинимо једну општу примедбу која се односи на род и степен 

алгебарске криве 
\f(y,Z) =О, 

која се добија кад се у интегралу 

\f(y,eax) =О 

смени еах променљивом Z и кад се затим у и Z сматрају као координате 
једне покретне тачке. У томе погледу може се доказати ова теорема: 

Kag zog јеgначина F(y,y',y") =О йосмаШ.раноzа Шийа има инШе
zрал облика \f(y,eax) =О, pog криве \f(y,Z) =О раван је pogy криве 
F = О каg се у овој јеgначини у и у" с.маШрају као коорgинаШ.е йокреШ
не тачке. 
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Јер, раније је показано да ако је први интеграл 

<р(у,р +С)= О 

дате једначине другога реда алгебарски, род криве представљене том 
једначином раван је роду криве F = О. Са друге стране, г. Рафи8 је дока
зао ову теорему: кад год је инверзија и( х) једнога Абеловог интеграла 

х= Ј dи 
и' 

где су и и И везани каквом алгебарском релацијом 

F(и, И)= О, 

алгебарска функција израза е ах, где је а каква стална величина, тако 

да Је идентички 

(где 'У означује какав полином по и и ет), род криве 

'У(и, Z) =О 

раван је роду криве F(и, И) = О кад се и и И сматрају као координате. 
Применом ове теореме доказује се непосредно наша горња тео

рема. 

Слична примедба може се учинити и у погледу степена једначине 
'У(у, С 0х) =о по изразу еах и доказати ова теорема. 

СШейен йолино.ма 'У йо изразу е"х раван је стllейену хо.моzеносШи 

gaтlle gиференцијалне јеgначине F (у, у', у")= О. 
Теорема се доказује као непосредна последица онога што је рани-

. . 
Је казано о степену Једначине 

<р(у,р+С) =О 

и једне познате теореме из теорије Абелових интеграла, која се може 

исказати на овај начин: кад год је инверзија и (х) Абеловога интеграла 

х= Ј du 
и' 

где су и и И везани релацијом F(u, И)= О, алгебарска функција израза 
е ах, тако да је идентички 

8 Loc. cit. 
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Р(и,е"')=О, 

степен полинома Р по изразу е"' раван је степену полинома F по про
менљивој И. 

Најзад, од интереса је узгред приметити и то да довде изложени и 

примењени резултати налазе једну важну примену у извесним питаљи

ма из теорије симултаних линеарних диференцијалних једначина. Нека 

је дат систем од n симултаних једначина 

(61) 

dy" r[ ] - = а"1У1 + а112У2 + · ·. + а""у" , 
clt 

где су уопште a1k сталне величине, а У једна алгебарска функција неза

висно променљиве величине t, дефинисана једном алгебарском релаци
ЈОМ 

(62) F(t,Y) =О, 

чији је pog раван нули. Тада се помоћу резултата што претходе може 
потпуно решити овај проблем: 

РасйознаШи ga ли су ой~иШи инШе2рали сисШе.ма (61) ал2ебарске 
или ШрансценgенШне функције йро.менљиве t и наhи ексйлициШне изра

зе инШе2рала. 

Јер, ако се стави да је 

z = f Ydt, 

једначине(61)пост~у 

dyl-
-- а11У1 +a12Yz + ... +a!nYn, 
clz 

Уочимо карактеристичну једначину 

а 11 - А а12 аlз а1п 

а21 azz -А аzз azn 
(64) азЈ азz азз -А а з п 

anl an2 апз а 1111 -А 

=о. 
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Ако су Л 1 ,Л 2 , .•. ,Л 11 корениједначине, а р1 ,р2 , ••. ,р11 њиховиредо
ви, систем (63) имаhе партикуларне интеграле облика 

или [zfkeЛ.;z ]k Ј } k =О, 1, 2, ... '(р; -1), 
Ydt ел. 1 Ydt 

из којих је лако на познати начин образовати и сам систем општих 

интеграла. 

Из ових се израза види да су ово потребни и довољни услови да би 

сви општи интеграли у1 , У2, ... , у" система ( 61) били алгебарске функци
је променљиве t. 

1. Корени Л 1 , Л 2 , •.. , Л" карактеристичне једна чине (64) морају сви 
бити једнаки и међу собом мерљиви. 

2. Ако се означи са р највеhи заједнички делилац тих корена, ин-

теграл Ј У dt мора бити облика 

1 
log A(t), 

р 

где је A(t) каква алгебарска функција променљиве t. 
Први је услов потребан зато што, ако је k > О, тј. ако је р,. > 1, 

израз 

никад не може бити алгебарска функција променљиве t. Напротив, 
израз 

то може бити, а за то је потребно и довољно да буде 

Л 1 = т1 р, Л 2 = т2 р, ... , Л" = m11 p, 

где су т 1 , m2 , ••• , m11 рационални бројеви а р ма какав број, и да је 

f Ydt = _llog A(t), 
р 

где Је A(t) каква алгебарска функција променљиве t. Тада је 
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дакле сви партикуларни интеграли су алгебарске функције промен

љиве t, а према томе то he бити случај и са општим интегралима. А из 
овога што претходи јасно је да се за обадва услова, 1 и 2, на датој једна
чини увек може испитати да ли су задовољени или не и, ако јесу, да се 

Једначина може експлицитно интегралити. 

Као пример за испитиваље ових услова навешhу систем 

cly, = У[ ау 1 + ЬЈ2 + су3 ], 
clt 

dt = У[а'у 1 +Ь'У2 +с'Јз], 

t:lћ У[ 11 bll 11 ] ··d; = а У1 + У2 + с Уз , 

где је У алгебарска функција променљиве t, дефинисана једначином 

27t(tY 1)3 + (3tY- 2)' =О. 

с ~ б . ф . . 
меном У = до ИЈа се ди еренцирлна Једначина 

dt 

(66) ( 
dt )

3 

( dt )
3 

27t t- dz + 3t- 2 dz = О. 

Крива дефинисана овом једначином је уникурсална. Угаони сачи

ниоци њених асимптота Јесу 

dt 
а угаони сачиниоци тангената у тачакама у коЈима она сече --осови

dz 

нуЈесу 

~~ = 1, ~2 = ~з = ~4 = ~. 

Према томе, а на основу ранијих теорема, интеграл једначине (66) 
мора бити облика 

где је 'Р п олин ом по t и е=, а према томе he бити 

z = logA(t), 

где је A(t) извесна алгебарска функција променљиве t, и општи инте
грали система (55) биhе алгебарски. 
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Саме интеграле израчунаћемо на овај начин. Изразивши да су t и 

dt, везани релацијом (66), рационалне функције једнога параметра и, 
dz 
добија се да је 

(67) 

(68) 

t = __ (-'-3_-_5_и-'-)3_ 
27(1- 2и)3 

' 

dt = и(З- 5и)3 

dz 27(и -1)(1- 2и)3 
' 

одакле Је 

или 

dz dz dt и(З - 5и )3 1 З 2 
-=-·-=- =----+--. 
dи dt dи и(З - 5и )(1 - 2и) и и - 11 и - з/ 12 /5 

Интеграцијом се добија да је 

(69) 

и( и- з/)2 
С+ z = log 15 

(и- х)з 

С' е: = _ 8и(З- 5и) 2 

25(1- 2и)3 

Елиминацијом параметра и између једначина (67) и (69) добија се 

е'= K(t+W), 

као интеграл једначине (66), где је К интеграциона константа. Пошто 
је овде број р раван јединици, то је, да би општи интеграли система 

(65) били алгебарски, потребно и довољно да корени Л 1 ,Л 2 )~,3 каракте
ристичне једначине трећега степена 

а- Л Ь с 

а' Ь'- Л с' =О 

а" Ь" с" - Л 

буду неједнаки и рационални и онда he тражени општи интеграли бити 
представљени обрасцима 

Yi = clpl + ci2u2 + СЈзИз, 

У2 = С21И1 +С22И2 +С23Из, 
Уз = Сз1И1 + Сз2И2 + СззИз, 
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где је краткоhе ради стављено да је 

и,= cr+W>"', 
И2 =(t+Vt2 )1

' 2
, 

и1 cr+W>" 3
, 
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и где C1k представљају константе, од којих су три произвољне. 

Ако сва три корена нису рационална, веh само један или два, оп

шти интеграли нису алгебарски, али онда има партикуларних алгебар

ских интеграла. 

Напослетку, завршујуhи, додајем да се испитиваља која су била 
. . 

предмет овога рада могу распрострти и на извесне општиЈе типове Јед-

начина 

(70) F(y,y',y") =О. 

Тако, ако је једначина F О хомогена по изводу у' и изразу 

х(у')у", где је х(у') каква дата алгебарска функција извода у', ставља
јуhи да је у' =р, једначина добија облик 

(71) 

и ако се онда стави да Је 

(72) z = f X(p)dp, 

Једначина се своди на 

(73) 

Аналитичка природа интеграла у(х) зависиhе од природе инвер

зије Абеловог интеграла (72) и интеграла z(y) диференцијалне једна
чине првога реда (73), а напред наведени резултати дају могуhности да 
се у великоме броју случајева реши питање о облику интеграла и да се 

овај одреди у експлицитноме облику. 
Тако, нпр., ако је Х(Р) таква функција променљиве р да је инте-

грал Ј Х(Р) dp алгебарска функција те променљиве дефинисана, нпр., 

релаЦИЈОМ 

(74) \jf(p, z) =О, 
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онда да би интеграл y(z) био алгебарска или периодична функција 
променљиве х са коначним бројем вредности за сваку дату вредност 

х-а, потребно је и довољно 

1. да интеграл 

(75) G(y,z) =О 

једначине (73) буде алгебарски; 
2.даједначина 

(76) Ф(у,р) =О, 

која се добија као резултат елиминације променљиве z из једначина 
(74) и (75), буде таква да је интеграл y(z) диференцијалне једначине 

(77) Ф(у, ~~)=О 
алгебарска, односно периодична функција х-а са коначним бројем 

вредности. 

Ако је Х(Р) таква функција да се интеграл Ј X(p)dp изражава по
моhу једног логаритма, тако да је 

z = f X(p)dp = ~ log А(р), 

где је а каква стална величина, а А(р) каква алгебарска функција про

менљиве р, онда је, да интеграл у(х) једначине F =О буде алгебарска 
или периодична функција х-а са коначним бројем вредности, потребно 

И ДОВОЉНО 

1. да интеграл једна чине (73) буде облика 

где је Л алгебарска функција по у и е''=; 

а б . 2. да количник буде рационалан роЈ; 
ь 

3. да једначина (77), која he у овоме случају бити алгебарска, по-

што је !!.. рационалан број, буде таква да јој је интеграл алгебарска, од
Ь 

носно периодична функција х-а са коначним бројем вредности. 

Напослетку, ако је функција Х(Р) таква да се интеграл Ј X(p)clp 

своди на један елиптички интеграл прве врсте у коме наместо про-
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менљиве фигурише каква алгебарска функција В(р) променљиве р, 

чије елементарне периоде нека су со и со', да би интеграл у(х) једна

чине F =О био алгебарска или периодична функција х-а са коначним 
бројем вредности, потребно је и довољно: 

1. да интеграл једначине (73) буде облика 

P[y,sn(z)] =О, 

где је Р какав полином по у и sn (z), чије елементарне периоде нека су 
'Т и 'Т'; 

со со' 2. да количници и - буду рационални бројеви; 
'Т 'Т' 

3. да једначина (77), која ће тада, према познатој теореми из 
теорије елиптичких функција, извесно бити алгебарска, буде таква да 

јој је интеграл у(х) алгебарска, односно периодична функција х-а са 

коначним бројем вредности. 

А у овоме што претходи изложен је начин верификације ових 

услова у случају кад је та верификација за данас уопште могућна. До

дајем само да ће у сва три набројана случаја тражени интеграл једна

чине (70) бити представљен интегралом једна чине (77), која се из дате 
једначине (70) изводи на горе поменути начин. 



ЈЕДАН ПОГЛЕД НА ПРИРОДУ 
ТР АНСЦЕНДЕНАТА 
ДЕФИНИСАНИХ 

ДИФ ЕРЕНЦИЈАЛНИМ 
ЈЕДНА ЧИНАМА ПРВОГ А РЕДА СА 
ПРОМЕНЉИВИМ ПАРАМЕТРИМА* 

За једну се величину каже да је израчуната у експлицитном и 
коначном облику ако је њено израчунавање сведено на коју од дана

шљих елементарних функција или на комбинације више таквих функ

ција. А под елементарним функцијама или аналитичким елементима 

подразумевају се најпростији типови функција са испитаним и позна

тим особинама, несводљиви један на други или на комбинације више 

таквих типова. Израз "комбинација" ваља узети у његовом ширем сми-
. . . . 

слу; операЦИЈе коЈе се под тиме подразумеваЈу Јесу: четири основне 

аритметичке операције, затим оне у којима је садржан сам аналитички 

смисао таквих елемената и напослетку инверзиЈа, и то кад су ове 

операције употребљене у коначном броју и у ма коме било реду. 

Број аналитичких елемената којима се данас служи математичка 

анализа веома је мален према броју функција које се у рачунима ја
вљају. У ове се елементе за данас урачунавају, нпр., функције: Х 111 , е"Х, 

основне елиптичне функције, модуларне, Клајнове (Кlein), Фуксове и 

Беселове трансценденте, функције Г(х), Li(x) (интегрални логари
там) итд. Све су то међу собом независни, један на други несводљиви 

типови функција, чије су особине испитане и на чије се комбинације 

своди веома велик број функција са којима се има посла у математи

чкоЈ анализи. 

Међутим, и број функција уопште, и број таквих несводљивих 

типова бесконачна је велик и могуhно их је дефинисати на разне 

начине: 

Наслов орнпшала: Ј alan poцlcd па pгiгoclu tmnscendcnata di.'}i"nisani/1 clzjcгcncijalnim 
jcclna6nшnaJH\'I!_t;a гсс/а sa pгomjcn!ji'•imJюгшnctгima, Jugoslaveпska akaclemija zпaпosti i urn
jctпosti, Racl, kпј. 135, Raпctl matematicko-priгocloslovпi, kпј. 25, Zagгeb 1898, stг. 57-1 08; сао
ПIЈЈТСIЮ у Разреду 11. јануара 1 Х9Х. 
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1. Помоhу бесконачних редова разноврсних облика. Овакав је на
чин дефинисаља трансцендената веома генералан, пошто се зна да се 
свака аналитична функција може развити у Тејлоров ред, ако не за све 

вредности независно променљиве величине, а оно бар за вредности ко

је се налазе у извесним областима бројне равни. 

2. Помоhу каквих нарочитих особина за које се тражи да их има 
функција. Тако се, нпр., експоненцијална функција ех може дефини

сати као функција u(x) холоморфна у целој равни која има периоду 
2n~ и која је таква да свакој вредности и такве функције одговара 
бесконачна много вредности независно променљиве величине х које се 

разликују за 2n~. Исто тако, елиптичне функције могу се дефини
сати као униформне функције у целој равни са две периоде чији је 

количник имагинаран. Абелове функције и специјални типови у које 

ове дегенеришу, могу се дефинисати као функције за које вреди алге

барска адициона теорема итд. 

3. Помоhу диференцијалних једначина. Велик број данас познатих 
и испитаних трансцендената задовољава алгебарске диференцијалне 

једначине првога или вишега реда. Под овај би се начин могло под

вести и дефинисање функција помоhу диференцијалних једначина које 

садрже какав параметар, а интеграл се сматра као функција тога па

раметра. 

Дефинисање помоhу бесконачних редова нарочито је згодно за 

израчунаваље бројних вредности које функција или њени узастопни 

изводи добијају за дате вредности независно променљиве величине, 

али је врло неугодно за проучавање основних особина функције, те 

најзнатније особине таквих функција остају скривене. У појединим 

специјалним случајевима то је проучавање покаткад још и могуhно, 
као нпр., за редове који приказују функције е·', G(x), Г(х), Беселове 
трансценденте итд. У новије су време нарочито чиљени покушаји за та

кво испитиваље функционалних особина помоhу бесконачних редова у 

које су оне развијене. Познате су значајне Ајзенштајнове (Eisenstein) и 
Чебишевљеве (Чебышев) теореме о редовима који приказују алгебар
ске функције или функције које се добијају комбинацијама алгебар

ских, експоненцијалних и логаритамских функција. Господа Адамар и 

Коен (Cahen) дали су у последње време неколико општијих резултата у 
томе погледу. 

Слаба је страна оваквога начина дефинисања и та што уопште 

нема никакве карактеристичне везе између сачинилаца реда једнога 
простог типа функција и других сложенијих функција које се своде на 
комбинације тога простога типа, тако да баш и кад би биле испитане 

особине таквога типа то би било без ширега интереса и не би се знало 

проучавање којих се функција може свести на проучавање тога беско-
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начног реда. Извесно је да је могућно изабрати бесконачна много 
функција дефинисаних редовима веома простога облика, а који до сад 
нису били испитивани, и међу овима извесно би их било и таквих, код 

којих је могућно проучити и основне особине нове трансценденте, коју 
они дефинишу. Али, поред свега тога, ствар би била од незнатнога 
интереса и остала би нерешена баш ова битна питања: 

1. Да ли је тако образована трансцендента одиста нова, или се 
може свести на комбинације већ проучених трансцендената? 

2. Ако је одиста нова и несводљива, које се сложеније функције 
могу свести на њене комбинације и у којим би питањима математичке 

анализе таква нова трансцендента чинила услуге и била са успехом 

употребљена? Јер од свакога новог аналитичког елемента тражи се, 

између осталих, и тај основни услов, да његово увођење у анализу 

допринесе решењу каквих општијих питања и да такав елеменат буде у 

исто време и елеменат редукције за читаве групе питања. Трансцен

денте Г(х) и Li(x), нпр., уведене су у науку баш с тога, што се на њих, 
као елементе редукције, своди израчунавање читавих класа одређених 

интеграла. Напротив, трансцендента нпр. 

= 11 

G(x)=L~ 
t n" 

дефинисана је бесконачним редом, конвергентним за све вредности 

променљиве х и била би нова, несводљива, до сад неиспитана транс

цендента и извесне би јој се особине могле распознати на самоме 

бесконачном реду, којим је приказана; али за сад је немогућно наћи ни 

једно општије питање, у коме би се она појавила и у коме би њено уво

ђење, као аналитичког елемента, учинило каквих услуга. 

Дефинисаље трансцендената помоћу унапред импозираних функ

ционалних особина утолико је од користи, што, ако је успело према 

таквој дефиницији наhи још и других особина исте функције и тиме је 
што боље одредити, тиме је познато баш оно, што је код једне функ

ције и најглавније знати. Али баш тако прецизирање функције према 

унапред импозираним особинама задаје огромне тешкоће и радови 
гг. Апела (Appell)1, Пикара2, ПоенкареаЗ, Кенига (Koenigs)4 и Гревија 
(Gгevy) на томе пољу довољно показују колике су те тешкоhе, поред 

1894. 

1 Jouгna1 clc Matl1cmatiques puгcs et app1iцuecs, 1891. 

2 Acta mat11ematica 1894. 

3 Јоuгпаl clc Matl1ematiцucs pures et appliqшScs 1890. 

4 Аппа1сs cic I'Ecolc Nоппа1с Sl!peгicLtrc 1887-1894.; Rccuic1 clcs Savaпts Etrangers ctc. 
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свега тога, што су особине од којих су поменути математичари пошли, 
од најпростијих могуhних функционалних особина. 

Напослетку, дефинисаље трансцендената помоhу диференцијал

них једначина обухвата веома простране класе функција и до сада се 

показало као обилат извор нових аналитичких елемената које је могу

hно дубље испитати и чије увођеље у математичку анализу чини ствар

них услуга у великоме броју питања од општијег значаја. Довољно је 

навести услуге које је увођеље елиптичних Беселових, Фуксових, 

Клајнових итд. функција учинило у разноликим питаљима математи
чке анализе, нерешивим пре тога. 

Овај начин дефинисаља функција има и ту добру страну што се 

помоhу диференцијалне једначине и сама функција може развити у 

бесконачан ред, који he бити различитог облика према природи вред
ности независно променљиве величине за коЈе се тражи да ред важи, а 

у исто време у великом броју случајева могу се и у појединостима 

испитати најважније особине тражене функције. То је испитиваље 

било предмет класичних радова г.г. Брио, Букеа, Пикара, Поенкареа и 

Фукса о методама за развијаље интеграла диференцијалних једначина 

у бесконачне редове, о облицима ових редова према разним вред

ностима независно променљиве величине и о основним особинама 

функција дефинисаних таквим диференцијалним једначинама. 

Знатност оваквога начина дефинисаља функција и у томе је што 

се љиме дошло до елемената редукциЈе пространих класа трансцен

дената дефинисаних диференцијалним једначинама и што се показало 

да се проучаваље таквих класа трансцендената своди на проучаваље 

неколиких простих и несводљивих типова. Тако, показано је да се све 
униформне трансценденте које постају интеграцијом алгебарских 

диференцијалних једначина првога реда у којима не долази експлицит

но независно променљива величина, своде на рационалне комбинације 

експоненцијалне или елиптичне функције. У случају кад независно 
променљива х долази експлицитно у једначини, показано је да се уни

формне трансценденте, кад зависе од интеграционе константе, своде 

на комбинације елиптичних функција, извесних функција добијених 
квадратурама из сачинилаца дате једначине и униформних трансцен

дената које настају интеграцијом Рикатијеве једначине. Слични су 

резултати добијени и за мултиформне функције са коначним бројем 

вредности, а које задовољавају алгебарске диференцијалне једначине 
првога реда за униформне трансценденте које се добијају интеграци

јом линеарних једначина итд. 

А такве редукције један су од главних циљева модерне матема

тичке анализе. Извесно је да се данас све више oceha потреба за уво-
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ђењем нових несводљивих трансцендената као елемената редукције у 

рачунима. Веома је велик број рачуна који се не могу привести крају 

помоhу до данас испитаних и у анализу уведених трансцендената. Али, 
увођење нових елемената тражи: 

1. да се знају питања у којима се јавља стварна потреба таквога 
увођења и да се тачно зна од чега долази немогуhност њиховог реша

вања помоhу данашњих аналитичких елемената; 

2. да се знају извори нових трансцендената, обиље таквих извора . . 
и начин на КОЈИ ваља из њих изводити поЈедине нове елементарне 

трансценденте. 

Као што је поменуто, за диференцијалне једначине зна се да су 
одиста обилат извор трансцендената, сматрајуhи интеграл било као 

функцију независно променљиве величине, било као функцију параме

тара што у диференцијалној једначини долазе, било, напослетку, као 

функцију интеграционих констаната. 

Ја сам намеран у овоме раду, ограничивши се на једначине првога 

реда, учинити неколико примедаба које иду у прилог расветљаваљу 

оваквих питања и извести неколико података о аналитичкоЈ природи 

трансцендената које су у таквим једначинама скривене. 

* 

Нека је дата општа алгебарска диференцијална једначина првога 

реда 

(1) F(x,y, dy ,а,~, у, ... )= О, 
dx 

· б ф · ф . cly где Је F алге арска ункциЈа непознате ункцИЈе у и њенога извода -
с/х 

по независно променљивој величини х (ова се функција увек може 

замислити да је написана у облику полинома по у у изводу), а ма каква 
функција х-а и параметара а,~' у, ... , која се своди на комбинације дана-
шњих испитаних функција. 

Замислимо најпре ове параметре као сталне и сматрајмо општи 

интеграл једначине као функцију интеграционе променљиве х. Каква 

he тада бити аналитичка природа уншјюрмних трансцендената које 
приказују општи интеграл и који су елементи редукције на чије се 

комбинације могу свести такве трансценденте? 

За случај кад х не долази експлицитно у диференцијалној једна
чини, Bгiot и Вонqнеt су нашли да се ове трансценденте своде или на 

рационалне комбинације експоненцијалне функције е"', или на рацио-
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н ал не комбинације елиптичне функције sв (ах) и њенога извода по х 
(где је а каква стална и одређена величина). Као елем.енСйи реgукције у 
iiioм.e случају јављају се, gакле, ове gве йросйlе и несвоgљиве йlранс
ценgетuе е"х и sв (ах). 

За случај кад х долази у једначини, г. Поенкаре5 је показао да се 
униформна трансцендента која показује интеграл своди: 

1. или на алгебарске комбинације сачинилаца <.р 1 (х,а,~,у, ... ) који 
долазе у диференцијалној једначини (1); 

2. или на алгебарске комбинације сачинилаца <.р 1 и трансценденте 

(2) sв(f Ф( х, а,~, у, .. . )dx], 

где је Ф извесна алгебарска комбинација сачинилаца <.р 1 или 
3. на алгебарске комбинације сачинилаца <.р 1 и трансцендената 

G(x) дефинисаних Riccati-jeвoм једначином 

(З) clG+fG2+fG+f. =0 dx . 1 . 2 з , 

где су функције / 1, .f2 , .13 извесне алгебарске комбинације сачинилаца <.р 1 . 

Елем.енйlи реgукције за i:Uaj случај су, gакле: 
1. најйроаuије несвоgљиве й1рансценgенй1е које ексйлицийlно gо-

лазе у самој gиференцијалној јеgначини; 

2. й1рансценgенй1а (2); 
3. йlрансценgетuе е gефинисане Рикайlијевом. јеgначином. (3). 

Ако је диференцијална једначина алгебарска и по променљивој х, 

интеграл 

Ј Фdх 

биће известан Абелов интеграл, који не може имати више од две пе

риоде, и ове, у случају кад постоје, морају бити равне периодама елип

тичне функције Sn или тим периодама помноженим каквим целим бро
јем. У извесним специјалним случајевима ови се Абелови интеграли 

своде на рационалне функције х-а или на логаритме; елементи редук

ције тада су трансценденте 

Sn[(x-a)111
), Sn(alog(x-b)), 

где су а и Ь константе а т какав цео, позитиван или негативан број. 

5 Acta mathematica, 1885. 
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Трансцендента е биhе интеграл извесне Рикатијеве једначине са 

алгебарским коефицијентима. Између трансцендената, које тада могу 

приказивати функцију е, налазе се експоненцијалне функције и њихо

ве рационалне комбинације, Беселове, елиптичне и хипергеометријске 

трансценденте итд. За данас још нису у појединостима испитане све 

основне, несводљиве трансценденте које се добијају интеграцијом Ric
cati-jeвиx једначина са алгебарским сачиниоцима, али се зна да њихов 

број није велик и да су оне у исто време и елементи редукције за све 

униформне трансценденте које се добијају интеграцијом алгебарских 
диференцијалних једначина првога реда, код којих је род (genre, Gat
tung) релације између непознате функције и њенога извода раван нули, 
а тако исто и за све неуниформне трансценденте са сталним крити

чним тачкама добијене интеграцијом таквих једначина. 

За случај кад полови униформних трансцендената добијених ин

теграцијом једначине првога реда не зависе од интеграционе констан

те (што се лако разпознаје на самој датој једначини), ја сам доказаоб да 
се те трансценденте своде: 

1. или на алгебарске комбинације трансцендената <р; које експли

цитно долазе у датој једначини; 
2. или на алгебарске комбинације трансцендената <р; и оних до ко

јих се долази операцијама 

Ј iЛ(x)dx f Ј iЛ(x)dx 
е , х(х)е dx, 

где су w(x) и хСх) опет алгебарске комбинације трансцендената <р;. 

Ако је диференцијална једначина алгебарска и по интеграционој 
променљивој х, функције w и х су алгебарске и трансценденте које до
лазе у општем интегралу су рационалне комбинације променљиве х и 

трансцендената 

где је .!(х) известан Абелов интеграл, за који сам доказао да 

1. ако је степен једначине по изводу непаран, .!(х) се своди на 

збир алгебарских и логаритамских функција и тада се интеграл своди 

на рационалне комбинације трансцендената 

6 Suг /cs :~ms er lcs inflnis cles inr~.~гa/cs des ~(Jllalions [JifNгenriel/es al.~ihгicJUCS, Paris 
1894. 
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где је R(x) каква рационална функција х-а, а т цео позитиван или 
негативан број или, што Је Једно исто, на рационалне комбинације 
израза 

sinR(x), cos R(x), 

Ј X(x)sinR(x)dx, Ј X(x)cosR(x)clx. 

Као елеметuи реgукције јављају се Шрансценgетuе 

е(х-а)'" И Ј (х- b)"eR(x)dx 

или 

sin(x- a)m, cos(x -аУ', 

Ј (х- Ь )" sin R(x )dx, Ј (х-Ь)" cosR(x)dx, 

где су т и n цели, позитивни или негативни бројеви. 
2. Ако је поменути степен паран, Абелов инШе2рал Ј(х) своgи се 

на извесшан хийерелийШични инШе2рал. 

Према овим се разултатима може прецизирати и аналитичка при

рода холоморфних трансцендената које се добијају интеграцијом ди

ференцијалних једначина првога реда. Тако, ако је једначина алгебар

ска по х и ако је њен степен по изводу непаран, њен ће ойшШи итuе-

2рал, каg је он холоморфна функција х-а, биLuи извесШан йолином йо х 

и йо изразу еР(х) или йо sin Р(х), cosP(x), 2ge је Р(х) какав йолином йо х; 
ако је степен паран, природа интеграла зависиhе og хийерелийШично2 
инШе2рала Ј(х). 

Г. Пенлеве је доказао7, да се г. Поенкареови елеменШи реgукције 
јављају и у случајевима, каg је ойшШи инШе2рал мулШиформна функ

ција инШе2рационе йроменљиве величине, али са коначни.м бројем вре
gносШи. Уосталом, униформне и мултиформне функције са коначним 

бројем вредности приказују најзнатнији део аналитичних функција; 

оне, а нарочито униформне функције, заузимају најважније место у мо

дерној теорији функција и један нарочити факт, пронађен у последње 
време, учинио је да се увећа значај униформних трансцендената и да се 

целокупна теорија функција сведе на њихово проучавање. Тај се факт 

састоји у значајноме резултату, до кога је у последње време дошао г. 

Поенкаре8: да се увек ма каква функција и њена независно променљи
ва величина могу изразити као униформне функције једнога параме

тра и да се на тај начин изучавање свих мултиформних функција може 

7 Memoiгe suг les equations dijjeгentielles du ргетiег ordгe, Paris 1892. 
8 Bulletin de 1а Societe mathematique de France, 1883. 
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свести на изучавање униформних функција. Тиме је доказано да се 

тежиште целокупне теорије функција налази у теорији униформних 
трансцендената. 

Малочас је казано какве се униформне трансценденте добијају 

интеграцијом диференцијалних једначина првога реда у случају кад 

такве трансценденте зависе од интеграционе константе. У овоме што 

претходи прецизирана је аналитичка природа таквих униформних . . 
трансцендената и показано да елементи редукциЈе, на ЧИЈе се ком-

бинације оне своде, нису веома многобројни. 

Али, може се десити да диференцијалну једначину задовољавају 

једна или више униформних функција које не зависе од интеграционе 

константе. Другим речима, може се десити да општи интеграл једна

чине није униформан, али да постоји један или више партикуларних 

униформних интеграла. Каква је тада аналитичка природа таквих уни

формних трансцендената и какви у тим случајевима могу бити елемен

ти редукције? 

Питаље је, према данашљем стаљу математичке анализе, нереши

во. У опште, проучавање партикуларних интеграла диференцијалних 

једначина повезано је са много веhим тешкоhама него што је проуча

ваље општега интеграла и досад добијени резултати у томе правцу 

сасвим су недовољни да расветле питање о коме је реч. Г. Пенлеве9 је 
дао једну методу за распознаваље да ли једначина има рационалних 

партикуларних интеграла и за љихово израчунаваље у случаЈу кад по

стоје, али је та метода немоhна за истраживаље Г"йрансценgенШних уни

формних интеграла. Ја сам доказао 10, у случају кад је род једна чине по 
непознатој функцији и њеноме изводу раван нули, а кад је једначина 

алгебарска по х, у, у', овај резултат: Шаква јеgначина не може имаСйи 

више og Сйри йарLuикуларна униформна uюuezpaлa који би били йри
казани LТiрансценgенШама различним меl}усобно, Шј. измеl}у којих не би 
йосйАојао какав алzебарски оgнос. Али, каква је аналитичка природа 

ових трансцендената и који су елементи редукције за њих, данас је не

могуhно знати. 

Ја сам за извесне опште случајеве показао 11 (нпр., кад су вредно
сти које поништавају или чине бесконачним општи интеграл незави

сне од интеграционе константе, што се увек распознаје непосредно на 

датој диференцијалној једначини) како се, помоhу Вајерштрасове 

9 Cornptcs rendus clc \'Acadernic des Sciences dc Paris, Т. СХ, 1890; Annales de l'Ecole 
Noгrn. Sup., !892. 

1° Cornptcs rcпdus clc 1' Acadernie des Scieпces dc Paris, Mai 1894; Picard, Tгaire d' Analy
se, Т. 11!, рр. 3.56-359. 

11 Suгlcs zcms er les infi'nis cles inre,r;гa/es ... , Paris 1894. 



ЈЕДАН Г! ОГЛЕД НА ПРИРО)\У ТРАНСЦЕНДЕНАТА. .. 257 

(Weieгstгass) теореме о разлагању униформних функција на примарне 
чиниоце, тражење yнuфopivtнux трансцендената које приказују парти
куларне интеграле диференцијалних једначина првога реда може све
сти на израчунавање једне извесне холо.люрфне функције, која се опет 

добија као интеграл једне диференцијалне једначине првога реда. Ово 
израчунавање могуhно је само помоhу бесконачних редова, а из њих је 
немогуhно сазнати нешто о особинама и природи трансцендената коју 
ред приказује и о њеним елементима редукције, чијом је комбинацијом 
добијена. 

Но, поред свега тога, на основу горе наведених резултата и свега 

онога што се данас зна о диференцијалним једначинама облика (1), где 
у F долазе обичне данашње функције, може се тврдити да, каg се 
инШе2рал с.маГuра као функција инШе2рт~ионе uро.менљиве х, број 

несвоgљивих, еле.метuарних LYipaнcцeнgeнaLYia go којих се gолази њи
хово.м итuе2рацијо.м није велик и да се велик број до данас испитаних и 

у анализу уведених трансцендената не налази у броју оних које се доби-
. . 

Ја,] у интеграЦИЈОМ таквих Једначина. 

Тако, нпр., за трансценденту Г(х), Фредхолмову (Fiedholm) транс
ценденту 

= 

(4) Л(а,х) = L.,a"x"
2

, lal< l,lxl< 1, 
о 

Фуксове, Клајнове модуларне функције и њихове комбинације зна се 

да се никад не могу добити интеграцијом диференцијалне једначине 

(1). Уосталом, за неке од ових трансцендената, као нпр. за функције 
Г( х) и Л(а, х), доказано је да се не могу добити интеграцијом никакве 

алгебарске диференцијалне једначине, па ма кога реда она била. 

* 
Али, уочимо сад једначину (1) са друге њене стране: сматрајмо 

интеграл не као функцију интеграционе променљиве величине х, веh 

као функцију једнога од параметара а,~, у, ... који у једна чини долазе 
дајуhи променљивој х неку сталну вредност х = а. 

И површним посматрањем лако се уверити да једначина тада по

стаје веома богат извор трансцендената и да се међу њима налазе и · 
оне које је немогуhно имати сматрајуhи интеграл х као независно про

менљиву величину. 

Тако, ако се у општем интегралу просте диференцијалне једна-

чине 

dy + ау +е-х = О, 
dx х 

КОЈИ .Је 
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стави да је х= оо, производ хау постаје извесна функција 0(а) пара
метра а, и то облика 

0(а) =К- Г( а+ 1), 

где је К интеграциона константа независна од а. 

Функција Г, која не може постати интеграцијом никакве алгебар

ске диференцијалне једначине, добија се, дакле, интеграцијом једне од 

најпростијих једначина првога реда, али кад се у интегралу параметар 

сматра као променљива величина, а х као стална. 

Исто тако, ако се у општем интегралу једначине 

dy 1- ~ cosx о 
-+аху+ = , 
dx 1 - 2~ cos х + ~ 2 

који је 

_ -~
2

[с 1-~cosx ~
2

d] 
у-е - е х, 

1 - 2~ cos х + ~ 2 

-
стави да Је х= оо, производ уе 2 постаје функција 0(а,~) параметара 

а и ~ дефинисана обрасцем 

где Л(а, х) приказује Фредхолмову трансценденту, дефинисану обра

сцем ( 4). Ово произлази непосредно из интегралног обрасца 

~ , П[ l 4 2 9 Ј ] 1 - е· cos ' (Х -+z -+z -+z 

Ј - q _eшz-dq=2 --1+е4а +е4а +е4а + ... 
1 - 2е· cos q + е 2• n 

о 

који важи за вредности а и z за које jel2 iez 1< l,lea 1< 1. 
У о чим о Е р мито ву трансценденту 

1 "( 1 1 1 ) Z(a)=Aa+-+ LJ --+-+-, 
а a-.Q .Q .Q2 

где је .Q = ат+ bn, т, n = О, ±1, ±2, ±3, ... од којих је вредности искључен 

само пар (т= О, п= О) и где је количник ~комплексан број. Издвоји
Ъ 

мо шест констаната Л 1 , Л 2 , Л 3 , ... , Л6 тако да за дате вредности а буде 

!2 Глас LI, Краљевска српска академија, стр. 175. 
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-А 1а <О -А 1Ь < 0 

-А 2а <О -А 2 Ь <О 

А3а <О -А3Ь <О 

А4а <О А4Ь <о 

А5 а <О А5 (а +а)< О 

А6а <О А6 (а + Ь) <О 

А 1 (а-а-Ь)<О 

А 2 (а-а)<0 

А3 (а- Ь) <О 

А 4 (а+а+Ь)<0 
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Имајуlш на уму да је Z периодична функција променљиве а и да се 
не меља кад се тој променљивој дода величина ka, где је k ма какав 
цео, позитиван или негативан број, лако се увиђа да је одредба конста

ната А;, што задовољавају горље погодбе, увек могуhна, па ма каква 

била вредност променљиве а. И кад су те константе на тај начин из

двојене ја сам показаоiЗ да, ако се стави да је 

биhе 

Z(a) = Aa+.l+ j(CI+x)F(x)-Ф(a,x)]dx. 
а о 

Према томе, може се сматрати да је трансцендента Z(a) добијена 
интеграцијом једне извесне диференцијалне једначине првога реда у 

којој су сачиниоци непознате функције и љеног извода рационалне 

комбинације променљиве х, експоненцијалних функција ове промен-

13 Глас LI, Краљевска српска академија, стр. 236. 
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љиве и параметра а, пошто се у добијеном интегралу стави да је х = оо 
и кад се параметар а сматра као променљива величина. 

И ако се има на уму да се свака мероморфна двогубо-периодична 

функција 'Р(а) линеарно изражава помоћу трансценденте Z(a) и не
колико њених узастопних извода по а, тако да Је 

где је С извесна константа, а 1 ,а2 ,а3 , ... , полови функције 'Р(а), k ин
финитезимални ред пола а;, а Ali, А2;, •.. , Aki константе, онда ј е тиме 
доказано да свака мероморфна двогубо-периодична функција може до

бити интеграцијом извесне диференцијалне једначине поменуте врсте, 

кад се у интеграл стави да је х= оо, а параметар а сматра као про

менљива величина. 

И модуларна функција <р( а) може бити дефинисана на сличан на

чин помоћу диференцијалних једначина првога реда са једним промен

љивим параметром. Тако, уочимо диференцијалну једначину 

(~;У =4t
3
-27y(l+t), 

у КОЈОЈ Је у као параметар и ставимо да Је 

u(y) = z(t)- z(l)} за t =оо 
1;(у) = z(t)- z(O) ' 

где z(t) означава интеграл једначине (5). Модуларна функција <р(а) 

може се дефинисати као инверзија функције 

u(y) 
а--

- v(y). 

Ово излази отуда што, као што се зна, модуларна функција 
у= <р(а) постаје инверзијом функције а(у) дефинисане количником 

два одређена интеграла 
~ 

f dt 

а= 0 ~4t3 -27t(l+t) =~2 (у). 

f
~ dt col(y) 

0 ~4t
3 - 27y(l + t) 

Тако исто, интеграција диференцијалне једначине првога реда 
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( 
cly )2 = у(у- l)(y- а), 
с! х 
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кад се у интегралу х сматра као стална, а а као променљива величина, 

доводи до познате униформне трансценденте Ш(а), која је веома 
замашна у теорији двогубо-периодичних функција, а коју би такође би

ло немогуhно добити интеграцијом какве једна чине првога реда у којој 

долазе обичне функције х-а, кад би се у добијеном интегралу х сма

трало као променљива величина. 

Из ових специјалних случајева и ако се при томе узме у рачун и 

то да је помоhу њих лако образовати читаве класе диференцијалних 

једначина првога реда чији би интеграли, сматрани као функције пара

метара, били комбинације малопређашњих трансцендената веh се 

види колико је генералан овај начин дефинисаља трансцендената и 

уколико би била оправдана нада да he он довести до нових несводљи
вих функција, корисних за математичку анализу. 

Ј а hy се овде нарочито задржати код овога начина дефинисаља 
аналитичких трансцендената и извести неколико општИЈИХ резултата 

који се тичу функција параметара који се јављају као границе инте

грала алгебарских диференцијалних једначина првога реда са промен.

љивим параметрима, а кад интеграциона променљива величина х тежи 

извесној сталној, коначној или бесконачној граници. 

Уочимо, дакле, општу алгебарску диференцијалну једначину 

првога реда 

(1) dy -F(x,y,-,a,~,y, ... )- О, 
dx 

. dy . 
где Је F полином по у и изводу -, са сачиниоцима КОЈИ су ма какве 

dx 
функције х-а и параметара а,~, у, ... Општи интеграл једна чине биhе 

извесна функција 

у= <р(х,С,а,~,у, ... ), 

где је С интеграциона константа. 

Пустимо да х тежи каквој одређеној (коначној или бесконачној) 
граници х= а; интеграл у постаhе извесна функција 

у= 8(С,а,~,у, ... ) 

параметара која може зависити или бити независна од интеграционе 

константе С, што he зависити од природе дате једначине (1) и од вред
ности х = а, којој тежих. Тако, нпр., ако је дата једначина 
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чији је општи интеграл 

dy +у2- а= О 
dx ' 

Ја 1_ Ce2x-Ia 
у = - а 1 с 2х-!а ' + е . 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

функција 8(а) која се јавља као граница интеграла у, кад х тежи как
вој коначној граници х = а, трансцендентна је функција параметра а и 
зависи од константе С; напротив, функција 

'8(а) =--Га 

која се јавља као граница истога интеграла за х= оо алгебарска је и 
независна од С. 

У случају Рикатијеве једначине са променљивим сачиниоцима 

~~ + / + .f(x, а)у +<р( х, а)= О, 

функција 8(а) за х= оо је независна од интеграционе константе: она 

је или неодређена, или бесконачна или равна једноме од израза 

где је 

р= lim.f(x,a)} 
за х= оо 

q = lim <р( х, а) · 

У погледу аналитичке природе функција добијених на овај начин, 
може се, пре свега, доказати ова општа теорема: 

Kag 2og за јеgну вреgноаu х= а, функција 8(а,~,у, ... ) utШo јој 
оg2овара не зависи og июuе2рационе консШанШе, Lua he функција биШи 
извесна алгебарска комбинација оних фуню~ија йарамеШара а,~. у, ... , 
које ексйлициШно gолазе у gаШој gиференцијалној јеgначини. 

И у специјалном случају, кад су сачиниоци диференцијалне једна

чине ал2ебарске функције параметара а,~. у, ... (а ма какве, алгебарске 
или трансцендентне функције х-а), функција е биhе и сама извесна 

ал2ебарска функција тих параметара. 

Да бисмо теорему доказали, претпоставимо најпре да је вредност 

х= а коначна и ставимо да је х- а = t, дата диференцијална једначи
на,постаhе 

(б) dy -Ф(t,у,-,а,~,у, ... )- О, 
clt 
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где је Ф известан п олин ом по у и изво ду dr. Функција е( а,~, у, ... ) при
казиваhе тада границу којој тежи општи интеграл 

(7) y(t, С, а,~, у, ... ), 

за t О. Другим речима: ако се у једначини (6) сматра у за независно 
променљиву величину, а tкао њена функција, е(а,~,у, ... ) није ништа 
друго до она вредност у која поништава интеграл 

(8) t(y,C,a,~,y, ... ) 

једначине (б), написане у облику 

(9) ( 
clt ) \fly,t,dy'a,~,y, ... =0. 

У случају кад би вредност х = а, за коју се тражи одговарајуhа 
вредност е, била х = оо, ставили бисмо да је 

х= ' 
dy = -t2 dy 
dx dt 

и нека је опет (9) нова диференцијална једначина, где се у сматра као 
независно променљива величина а t као њена функција. 

У оба случаја, било да је вредност х =а коначна или бесконачна 

велика, тражење функције е своди се на тражење вредности у за које 

општи интеграл (8) једначине (9) постаје раван нули. Али, из анали
тичке теорије диференцијалних једначина првога реда познато је да 

. . 
кад год вредности независно променљиве величине коЈе поништаваЈу 

општи интеграл једне једначине првога реда не зависе од интегра

ционе константе, оне поништавају у исто време и један известан сачи

нилац извода у диференцијалној једначини, пошто се у овоме сачинио

цу стави да је тај интеграл раван нули. Тако сам за случај кад је једна

чина 

алгебарска по непознатој функцији у и њеноме изводу dy и ако се на
dх 

пише у облику 

fo(x,y) _l + ft(x,y) _l + ... + fm-t(x,y)_l + fт(х,у) =О, (d )m (d )m-1 d 

dx dx dx 
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где су .fk(x,y) полиноми по у, доказао ове две теореме14: 
1. Да би вредности независно променљиве величине х које пони

штавају општи интеграл у биле независне од интеграционе константе, 

потребно је и довољно да свака од функција .fk(x,y), осим .f0 (x,y), 
садржи као чиниоца у подигнут на степен раван индексу k или веhи од 
њега. 

2. Кад год поменуте вредности не зависе од интеграционе кон
станте, оне морају бити или х==, или корени једначине .f0 (x,O) =О 
или вредности за које једна или више функција .fk(х,у)постају беско

начне. 

У свима овим случајевима вредности независно променљиве доби

јене на такав начин зависе алгебарски од сачинилаца дате једначине, 
па, дакле, и од функција параметара које у тим сачиниоцима долазе, 

чиме Је горња теорема доказана. 

Из ове се теореме непосредно изводи да се йоменуШим начином 

йосШанка ШрансценgенаШа само онgа може gohи go ШрансценgенШал
них функција различних og оних шilio ексйлициШно gолазе у gailioj 
gиференцијалној јеgначини, ако оне зависе og итuеzрационе кон
сшатие. 

Теорема се потврђује и горњим примерима, а ја hy овде показати 
да овакав начин дефинисаља трансцендената одиста доводи до нових 

несводљивих трансцендената и да су такве трансценденте, добијене 

овим путем, одиста веома мног9бројне и разноврсне. Задржимо се пр
во на линеарној једначини првога реда, која је у иcilio време и елеме

наШ реgукције за све оне gиференцијалне јеgначине йрвоzа pega које је 
моzуhно иmuezpaлиiliu йомоhу квagpailiypa. 

Уочимо, дакле, једначину 

(10) dy =Р( х, а)у + Q(x, а)= О, 
clx 

где су Р и Q две функције интеграционе променљиве х и параметра а 
(резултати изведени за случај једначина са једним параметром, оче

видно, и за ма колики број таквих параметара). Њен је општи интеграл 

_ {Р,Јх[ .\ {Pdx ј 
у е "0 С - Ј Qe"" clx , 

ао 

14 Sиг /es :егоs et lcs injinis cles inre,~гalcs ctc., Paгis 1894. 
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где је а0 ма каква произвољно узета вредност х-а, чијом се вариЈа
цијом, очевидно, мења само вредност интеграционе константе С. 

Пустимо да х тежи једној извесној граници х= а и нека је 

' 

-Ј Pcl.t 

(11) liшe "" =/(а) 
за х= а. 

(12) 

' 

х Ј Рс/х 
liш Ј Qe"" clx = <р(а) 

Интеграл у тежиhе граници 

(13) /(а)[С <р (х)]. 

Може се десити да функција Ј Pdx за х= а0 буде равна вредности 
+оо или -оо. Тада се граница у(а,С,а) одређује овако: 

Нека је а 0 коначно и претпоставимо да израз 
х 

Ј P(x,a)dx, 
х о 

за х0 = а0 , има вредност ±оо. Тада, ако се стави да је 

(14) Ј P(x,a)dx =w( x, а),. 

општи се интеграл може написати у облику 

(15) у = e-iOCx,o:)[c- j'QeiO(x.a) dx] = Ј( а)[ С- <р( а)] 
о: о 

и функција у(а,С,а) биhе дата обрасцем 

(16) у(а,С,а) = e-iOca,o:)[c- f QeiOCx.a)dx]. 

ао 

Ако функција со( х, а) и за х= а тежи граници +оо или -оо, фун

кција у(х,С,а) тежи нули или бесконачна великој граници. Ако при 

томе одређени интеграл 

(17) 
ао 
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има коначну вредност <р( а), производ 

(18) yero(a,a) 

имаhе коначну вредност и биhе функција параметра а приказана из

разом 

(19) С- <р( а). 

Претпоставимо, дакле, ма који од ових случајева и нека је и(х) 

једна, ма каква функција х-а, а И максимална вредност коју добија мо

дул те функције кад х варира од а0 до а. Претпоставимо, затим, да се 
функција Q(x, а) може написати у облику 

(20) Q(x, а) = F(и, а), 

где је F каква функција променљиве и холоморфна за све вредности и 
чији је модул мањи од И, па ма каква била вредност а у кругу вредно

сти тога параметра које се посматрају. Функција <р(а) .може се Шаgа 

развийlи у бесконачан peg на овај начин. 
По једној познатој теореми, функција F може се развити у беско

начан ред уређен по степенима променљиве и и конвергентан за све 

вредности те променљиве чији је модул мањи од И, тако да је 

F(u,a) = L \jf(n,a)u". 

Према томе, а пошавши од обрасца 

а 

(21) <р(а) =Ј Q(x,a)cro<x.a)dx, 

добија се даје 

<р (а)= L[\jf(n, а) f u"ero<x.a)dx]. 
ао 

Одређени интеграл 

а 

(22) Ј= Ј u"/i:JC,.a)dx 

ао 

биhе извесна функција променљивих n и а; нека је за све целе и пози-
тивне вредности n 

Ј= Е>(п,а). 
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Функција <.р (а) LТiaga he бюuи развијена у peg облика 

(23) <.р(а) = L \jf(n,a)G(n,a), 

коме још у свакоме специјалном случају ваља испитати област кон
вергенцИЈе. 

Може се десити да је функцију Q(x,a) немогуlшо написати у 
облику (20), али да је могуlшо написати 

(24) Q(x,a) = F1 (u 1 ,a)+F2 (и2 ,a)+ ... +Fk(uk,a), 

где су и 1 , и 2 , ... , щ ма какве функције х-а, а F1 ,F2 , ... , Fk функције тих 
променљивих холоморфне за све њихове вредности чији су модули 

мањи од највеhих моду ла које и 1 , и2 , ••. , uk могу имати кад х варира од 
а0 до а. 

Тада се, према горњим разлозима, може написати 

и према томе he бити 

F1 (и 1 , а) = L \jf 1 (n, а)и!', 

F2 (u2 ,a) = L \jf 2 (n,a)и2, 

(25) <.р с а) = I [ \jfj сп, а) е! cn, а)+'~' 2 сп, а) е2 сп, а)+ ... + \jf k сп, а) еkсп, а) Ј, 

где Је уопште 

а 

(26) е (n а) = f и" ero(x.a) dx 
р ' р . 

ао 

На сличан се начин у извесним општим случајевима и функција 

.f(a) може paзвuiii.u у бесконачан йроизвоg. Јер, пошавши од обрасца 

- {r(x ,a)dx 

.f(a) =е "" 

ако се претпостави да се Р(х,а) може написати у једном од малопре

ђашњих облика у коме смо написали Q(x, а), нпр., у облику 

Р( х, а) = Ф( и, а), 
и ако је, као и малочас 

а 

Ф(и,а) = Iхсп,а)и", Ј u"dx = ro(n), 
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биhе 

f(a) =п е-w(п)х(п,а), 

коме само у сваком специјалном случају ваља проучити област кон

вергенциЈе. 

У великоме броју случајева тако добијене функције .f(a) и <р(а) 
биhе нове, несводљиве трансценденте и оно што је овде од нарочитога 
интереса јесте то што су ове трансценденте на тај начин тројако дефи

нисане: 

1. као границе којима тежи интеграл једне диференцијалне једна
чине која зависи од једног параметра кад интеграциона променљива 

величина тежи извесној одређеној граници; 

2. помоhу одређених интеграла; 
3. помоhу бесконачних редова или производа. 
А познато је колико то доприноси познаваљу једне трансценденте 

кад смо је у стању дефинисати на више разних начина. 

Приметимо и то да у специјалним случајевима, кад Р(х, а) не за

виси од а, а функција 
Q(x, а) = F(u, а) 

може се написати у облику Ф(аu), где је Ф(~) каква холоморфна 

функција променљиве ~ за све вредности од ~о до ~ 1 , трансцендента 
<р( а) може се развити у ред уређен по степенима од а, конвергентан у 

интервалу од 

а0 = ~ до а 1 = -~-1 -. 
u(~ 0 ) u(~ 1 ) 

Јер, тада је за све вредности променљиве ~од ~о до ~ 1 

Ф(~)= L \jf(n) ~"' 
ТЈ. 

(27) F(u, а)= L \jf(n) a"u", 

па, дакле 

\jf(n, а)= \jf(n)a" 

и, према томе, 

(28) <р( а) L G(n )\jf(n )а", 

где Је 
а 

(29) G(n) =Ј u"ew<x)clx. 
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Наведимо неколико типова трансцендената добијених на тај на-
чин. 

1. Нека је дата диференцијална једначина 

(30) dy - 2аху + F( а, е_,,,, ) = О, 
clx 

где је F(a,u) каква функција параметра а и израза и= е_,,,, холоморф
на за све вредности и у интервалу од и О до и = 1 и за вредности а од 
а0 до а 1 ; а и Ь су какви реални и позитивни бројеви. Потражимо гра

ницу којој тежи израз уеш' за х = оо. 
Овде је 

(31) со(х, а)= Ј Pclx = -ах 2 

и,акоЈе 

(32) F(a,u) = L \jf(n,a)u", 

биhе 

(33) 

Узмимо да је а 0 (које је произвољно и чијом се варијацијом само 
мења вредност интеграционе константе) равно нули, па he бити 

(34) 

Према томе је 

(35) <р( а)= _Јп" \jf(n, а) , ј( а)= О, 
2 L. ~а +bn 

а израз уеах' за х = оо тежи граници 

(36) 

и ред he бити конвергентан за све вредности параметра а у интервалу 
од а0 до а 1 . 

Тако у специјалном случају, кад је диференцијална једначина об-
лика 

dy 1 
--2аху+ .z =О, 
dx l- ае-1)). 
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биће 

дакле Је 

~ 

F(а,и) = L.,а"и", 
о 

'lf(n, а) = а", 

и, према томе, израз уе0х
2 

за х = оо тежи граници 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

и ред је конвергентан за све вредности параметра а чији је модул мањи 
од јединице. 

У случају кад је диференцијална једначина облика 

(37) dy 2 ае-1"'2 О -- аху+е = , 
dx 

биће 

(38) 
~ а"и" 

F(а,и) = I, , 
0 l·2·3· ... ·n 

дакле Је 

(39) а" 
'lf(n, а) = , 

l·2·3· ... ·n 

и, према томе, граница израза уе 0х
2 

биће 

(40) {i( ~ а" 
C--L... , 

2 0 1· 2 ·З· ... · n-,Ja + bn 

а ред је конвергентан за све могућне вредности параметра а. 

2. Нека је дата једначина 

(41) 

где је F(а,и) холоморфна функција променљиве и за све вредности те 

променљиве од и =О до и = 1 и за вредности а од а0 до а 1 , а за коју су 

и =О и и = 1 прости корени. Тада he бити:* 
Потражимо угаоне сачиниоце асимптота интегралне криве лини

је, тј. границу којој тежи количник L за х = оо. 
х 

* Наставак реченице испуштен и остаје непознат (пр. пр.). 
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Ставимо да је 

Ф(а,и) = F(a,u) -F'(a,O), 
и 
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па he функција Ф бити холоморфна у истим границама у којима и фун
кција F(a,u). Одатле је 

F(a,u) = и[F'(а,О) +Ф(а,и)], 

а пошто Је F(a,l) =О, 

то је F'(a,O) = -Ф(а,l), па дакле 

F(a,u) = и[Ф(а,и)-Ф(а,l)]. 

Приметимо да, пошто је и = О прост корен једна чине 
F(a,u) =О, 

то је F'(a,O), па је, дакле, и Ф(а,l) различно од нуле. 
Овде је 

ro(x,a) = -f ~ = -logx 

и, ако се функција Ф( а, и) развије у ред тако да је 

(42) Ф(а,и) = L \jf(n,a)u", 

биhе 

(43) F(a,e-x) = L \jf(n,a)e-<n+l)x- Ф(а,l)е-х = 

= -L \jf(n, а)[ е-х - e-<n+l)x]. 

Према томе, ако се општи интеграл једна чине напише у облику 

( 44) у = е -•<•.•'[ С - [ F ( «, е-' )е"''·"' d.x Ј = 

= + + 2, '1' (n,«)(' - :_,".,,, d.x Ј 

и ако се примети, да је, према познатом интегралном обрасцу, 

f
x е-х - e-(n+l)x 

..:..._..:..._ __ dx = log(n + 1), 
о х 
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налази се да су угаони сачиниоци асимптота интегралних кривих при

казани општим обрасцем 

(45) Л= С+ I, \jf (n, а) log(n + 1), 

који вреди за све вредности параметра а у области конвергенције реда 

( 42). Угаони сачинилац асимптота, сматран као функција параметра а, 
јавља се, дакле, у једном нарочитом облику бесконачног реда на који 

се не наилази код обичних, познатих трансцендената. 

У специјалном случају, кад дата диференцијална једначина има 

облик 

биhе 

дакле 

и, према томе, 

dy у ае-х ае-х 
---+ ---=0 
dx х 1- ае-х 1 -а ' 

Ф(а,и) =_а_= ai,a"u", 
1- au 0 

\jf(a,n) = аа", 

= 

Л = С+ а I, а" log(n + 1), 
о 

који образац важи за све вредности параметра а чији је моду л мањи од 

Јединице. 

Ако је једначина облика 

биhе 

дакле 

и, према томе, 

dy У + ае-·' -х а-х _ О --- е -е - , 
dx х 

= a"u" 
Ф(а,и) = еа" = I, , 

о 1·2·3· ... ·11 

а" 
\ј/(11, а) = , 

1·2·3· ... ·11 

Л = С+ L log(11 + 1) а", 
1·2·3· ... ·11 

и овај образац важи за све могуhне вредности параметра а. 

Приметимо да је у овоме што претходи претпостављена да се 

функција F(a,u) може развити у Тејлоров ред, конвергентан за посма
тране вредности променљивих а и и. Али, и кад то није могуhно, у 

великоме броју општих случајева може се F развити у ред другога 
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каквог облика, нпр., у тригонометријски ред, или уопште у ред уређен 

по каквој функцији променљиве и; и у тим се случајевима, истим пу
тем, као и малочас, долази до нарочитих облика бесконачних редова у 

које се могу развити трансценденте добијене на малопређашњи начин. 
И код тих трансцендената ваља нарочито истаhи ту интересантну 
страну што се код њих функције које долазе под знаком .г::, добијају од 

обичних, познатих трансцендената помоhу интеграционих операција. 

* 

Вратимо се опет општоЈ линеарнО] диференцијалној једначини 
првога реда 

(46) 
d 
dy+P(x,a)y+Q(x,a)=O 
х 

и задржимо се на знатном и генералном случају кад је функција Q(x, а) 
каква рm{ионална функција F(u, а) друге једне, ма какве функције 
и (х) са сачинио цима који зависе од параметра а. Претпоставимо да је 

ова функција F(и,а) холоморфна функција променљиве и за све вред

ности и чији је моду л мањи од највеhег моду ла који има функција и (х) 

за време док х варира од х = а0 до х = а. 
Ј а hy показати ga се Шрансценgетuе gобијене на малойреf)шињи 

начин могу cвeauu на извесне Шийове йомоhу чијих се комбинm{ија оне 

све могу goбuLuи, Шако ga све ШрансценgенШ.е које оg2оварају јеgној ис
Шој функцији Р(х, а), u(x) и јеgној вреgносШ.и х = а, у ма каквој рацио
налној функцији F, линеарно изражавају йомоhу јеgне исШ.е Шрансцен
gенШ.е и неколико њених узасШ.ойних извоgа15. 

Пре свега, функција F(и, а), према ономе што је о њој казано, 

може се развити у ред облика 

(47) 
= 

F(и, а) = I, \Џ"(n, а)и" 
о 

конвергентан за све вредности и чији је моду л мањи од највеhег моду ла 

који има функција и(х) у интервалу од х= а0 до х= а. 
Према једној познатој теореми за разлагање рационалних функ

ција у Maclaurin-oв ред, општи сачинилац \Џ"(n, а) имаhе облик 

15 Метода разлагања, којом hy извести ову теорему, јесте она коју сам употре
био у своме раду: MeLТioge за LТiрансформацију бесконачних реgова у оgреЬене инLТiеzра
ле, Глас LI, Краљевска српска академија. 
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(48) 

где г1 , г2 , .•. , ,.k означују корене извесне алгебарске једна чине 

(49) G(Y) =О; 

Р1 ,Р2 , • •• ,Pk означују извесне полиноме по n, и то такве да је уопште 

полином f>t степена Л1 - 1, где Л1 означује инфинитезимални ред коре
на г1 једна чине ( 49). Алгебарска· једначина ( 49), која се у теорији ра

ционалних функција назива јеgначино.м zенераШрисо.м дате функције 

F(u, а), постаје кад се у једна чини, која се добија ставивши да је имени-

1 б . лац у F(u, а) раван нули, и замени са - и кад се потом тако до ИЈ ена ,. 
једначина ослободи имениоца, који he бити известан степен 1·-а. 

Према томе, пошавши од обрасца (21) 

а 

<р( а)= Ј F(u, a)e05<x.a)dx, 

ао 

добија се да је 

(50) <р(а) = f[f \jf(n,a)и"]e';,<x.a)dx =Ј= 
ао О 

Ставимо да је 

а 

(50)' f U11Cw(x.a)clx = x(n, а), 

па уочимо први сабирак збира (50), који he бити облика 

(51) Ј 1 = I, Р1 (n, а) х Сп, а)гi'. 
() 

Пошто је Р1 полином :\ 1 -1-ов степена по n, то се увек може на
писати да Је 
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(52) Р1 (п, а) = А0 + A 1n + A2n(n- 1) + ... + 

+А), 1 _ 1 п(п-1) ... (п- А 1 + 2), 

где су А, сачиниоци који зависе само од параметра а и који се могу 
израчунати на овај начин: стављајући у (52) узастопце 

п = О, 1, 2, 3, ... , А 1 - 1 

добија се систем линеарних једначина 

Р1 (0, а)= А0 
P1(l,a) = А0 +А1 

(53) Р1 (2, а)= А0 + 2А1 + 2А2 

из којих се лако израчунавају сачиниоци А1 , А2 , ••• , Ал, _1 помоћу вред-

ности 

Замислимо, дакле, те сачиниоце израчунате; они ће бити извесне 

алгебарске комбинације оних функција које експлицитно долазе у 

датој диференцијалној једначини и, према обрасцу (51), биће 

(54) 

~ ~ 

Ј, = Аоi,хсп,а)гi' +A,I,nx(n,a)гi' + 
о о 
~ 

+ А2 I, n(n -l)x(n, а)гi' + ... + 
о 

~ 

+ Aл,- 1 I,n(n-l) ... (n-A 1 +2)Х(n,а)г{'. 
о 

Разликујмо сад ова два случаја. 

Први случај: нека је вредност х( О, а) коначна и одређена, зависе

ћи или не од а. Уочимо тада функцију 

(55) 
~ 

0(г,а) = I,x(n,a)г" 
о 

и претпоставимо да се сви корени г1 , г2 , ... , гk једна чине генератрисе ( 49) 
налазе у кругу конвергенције реда (55). Тада ће бити 
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(56) 

~ 

I, хс п, a)l-{1 =е (г1' а), 
о 

f.,пx(n,a)l·{ = 1.1 dd есг1,а), 
о Г1 
~ 2 

I.,п(n -l)X(n,a)г{ = 1} dd 2 е(г1 ,а), 
о ~ 

и, према томе је 

где је, краткоће ради, стављено да је 

d(k) = е (1- а) = e(k) (г а) 
d k 1• 1• ' 

г1 

а сам интеграл Ј биће дат обрасцем 

(58) 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

где се сваки посебни интеграл f; односи на корен li и има облик 

Друrи случај. Нека је количина Х(О, а) бесконачна или неодре

ђена. Тада, ако је F(O, а) S О, претходни резултати немају смисла, по
што је први члан реда (55) тада и сам бесконачан или неодређен, али, 
као што he се видети из овога што следује, ако је 

F(O, а)= О, 
они важе и у томе случају. 

Означимо са р ред корена и О једначине 

F(u, а) =О 

решене по и; тада се може написати да је 

(60) 
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где F1 означује извесну рационалну функцију променљиве и која није 

равна нули за и= О. Ако, као што смо малопре радили са функцијом F. 
развијемо функцију F1 у ред уређен по степенима од и, тако да је 

(61) 
= 

F1(u,a) = I, \ј/ 1 (п,а)и", 
о 

функција \ј! 1 (п, а) биhе дефинисана обрасцем 

(62) \j/ 1(n,a) = Q1(n,a)p;' +Q2 (n,a)p~ + ... +Qk(n,a)pj', 

у коме Q;(n,a) и Р; имају исто значеље које и P;(n,a) у обрасцу (48). И 
овде бисмо, као и малопре, имали да је 

а 

(63) <р(а)=.Т= JuflF1(u,a)ew(x.ci)clx .Т 1 +.Т2 + ... +Јk, 

где Је уопште 

(64) 

ао 

= а 

.Т; = L Q;(n, а)р!' Ј un+fl/jj(x.a)dx, 
о 

или, према обрасцу (50)' 

(65) 
~ 

.Т; = I, Q;(n, a)x(n + f..!.)p;'. 
о 

Према томе, службу малопређашње функције е (г, а) овде чини 

функција 

(66) 
~ 

eflcг,a) = I,хСп+f..!.,а)г 11 , 
о 

која се, уосталом, и сама, па ма какво било J..l, своди на збир једнога 

1 ф . 
извесног полинома од - и ункцИЈе 

г 

(67) 
~ 

есг,а) = I.xcn+l,a)г 11 , 
о 

помножене са ,.I-fl, јер је идентички 
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и, према томе 

= 

L х Сп+ 1, а)г" = Х(1, а)+ Х(2, а)+ ... 
о 

= 

+ Х(/1-1, a),,ll-2 + ,.1-1-
1 I, хС п+ /1. а)У" 

о 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

у оба ова случаја функција есг,а) дефинисана обрасцем (55), 
или функција 0 1 (г,а) дефинисана обрасцем (67), јесу као йросйlи еле~ 
меюuи за трансценденте <р(а) добијене на раније изложени начин; све 

трансценденте <р(а) које одговарају једној истој функцији u(x) и 

Р( х, а) и једној вредности х= а, могу се, дакле, линеарно изразити по

моhу такве једне функције и њених извода, и Luaj йросйl елеменайl ос
Шаје иаuи йа ма каква била рационална функција F(u, а) која јој ogzo
вapa. 

Тако, за диференцијалну једначину 

d
dy- 2аху + F(a,e-''-'

2
) =О, 

х 

где је F(a,u) ма каква рационална функција променљиве и која је та
ква да су модули корена њене једначине генератрисе G(г) =О сви мањи 

од јединице йpoauu елеменай1 за све й1рансценgенй1е <р( а) које ogzoвa

pajy разним рационалним функцијама F и вреgносШи х = оо, јесШ Шран
сценgаииа 

оо ,. 11 

еl(г,а) = I, Га -. 
0 а+ bn 

(69) 

Јер максимални модул који функција и= е- 1''
2 

може имати за вре
ме док х варира од О до +оо јесте и= 1 и функција F(a,u) извесно је хо
ломорфна за све вредности и чији је модул мањи од јединице, пошто 

корениједначинегенератрисе 

G(г) О, 

чији су сви модули, по претпоставци, мањи од јединице, нису ништа 
друго до изврнуте вредности корена једначине која се добија кад се 

стави да је именилац у Ф раван нули и која даје оне вредности u које 
чпне функцију F прекидном. С друге стране, корени једначине гене-
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ратрисе налазе се сви у унутрашљости круга конвергенције 9
1

, пошто 

се елементарним методама налази да је полупречник тога круга раван 
Јединици. 

Тако исто, за диференцијалну једначину 

cly· у• ---- + F(a,e-') =О, 
clx х 

где је F ма каква рационална функција променљиве и која постаје ра
вна нули за и= О и и= 1 (за ове корене претпоставиhемо да су прости), 
а која је коначна за све вредности и између тих граница, йpocйlt-lJvt еле
мениюЈvt за све шрансценgенz.ие <р( а), које оg2оварају вреgносШи х= оо, 

јесШе Шрансценgппuа 

(70) G(г,а) = I,г"log(n+l). 
() 

Корени једначине генератрисе извесно he се налазити у кругу 
конвергенције овога бесконачног реда чији је полупречник раван једи

ници. Ово долази отуда што су ти корени равни изврнутим вредности

ма оних величина за које функција F престаје бити коначна и од којих 
се, по претпоставци, ниједна не налази између О и 1. 

Познато је из других теорија од колике је важности за проучава

ље појединих општијих типова функција познаваље љихових простих 

елемената. Корист од познаваља таквих елемената редукције састоји 

се поглавито од рачунских олакшица које се добију разлагаљем функ

ције на љене просте елементе и од упрошhених начина за испитиваље 

аналитичке природе сложенијих типова функција. Таквим се разла

гаљем функција ослобађа сваке привидне компликованости и своди на 

оно што је у љој одиста есенцијална и што је битно карактерише. 

Осим тога, редукција на просте елементе доводи до тога да се рачуна 

да читаве групе функција припадају једноме истом типу функција ако 

имају исте просте елемепте, тако да је довољно разрадити теорију 
функције која приказује тај елеменат па да тиме и теорија једне велике 

групе функција буде разрађена. 

Приметимо да се одређиваље трансцендената <р( а) своди: 

1. На израчунаваље корена г1 ,г2 , ... ,гk једна чине генератрисе 
G(г) =О, а према самом начину постанка ове једначине очевидно је да 

he корени !i бити ал2ебарске комбинације оних функција параметра а 
који експлицитно долазе у функцији F(и, а). 

2. На одређиваље функције G(г,а), односно G 1 (г,а), дефинисане 
обрасцем (55), односно (67). 
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Ови елеменШи pegy кције е (г, а), односно е 1 (1·, а), могу се каткад 
изразити помоhу обичних, данас познатих и испитаних функција, као 

што су: алгебарске, експоненцијалне, логаритамске, елиптичне итд.; у 

великоме броју случајева то he, напротив, бити нове несвоgљиве 
ШрансценgенШе. Проблем да се за једну дату трансценденту распозна 

да ли је нова или сводљива на комбинације других познатих трансцен

дената, спада, као што је познато, у најтеже проблеме данашње мате

матичке анализе. 

Ј а hy показати како се оваква питања понекад могу решавати за 
трансценденте <р(а), добијене на горе наведени начин, у извесним оп-

. . 
ШТИЈИМ случаЈевима. 

У о чим о диференцијалну једначину 

dy -P(x)y+F(u,a) =О 
dx 

и претпоставимо да сачинилац Р(х) не зависи од параметра а. Ста

вимо да Је 

f P(x)dx = m(x) +С 

и претпоставимо да је количник одређених интеграла 

(/ f uneiii(x)dx 

(71) Л( п) 
(/ 

Ј umero(x) dx 

што одговарају истој константи С, а ма каквим целим и позитивним 

вредностима т и 11, рационалан број. Тада: 
1. Да би фун~<:ција <р(а) могла бшУш1<:аква алгебарска комбинаци

ја оюtх фунхција йарамеШра а које ет<сйлицшliно gолазе у gmlioj gифе
ренцијалтюј јеgначини, йоШребно је ga именилац рационалног броја А, 
каg n бесконачна paalie а m осШаје сШално, не cagpжu бестшначно мно

го йpoc!Iiux чшшлаца. 

Теорема се може извести као последица једне познате Ајзен
штајнове теореме о бесконачним редовима, што приказују алгебарске 
функције. Јер, пошто је количник (70) по претпоставци рационалан 
број за ма какве вредности т и 11, то је 

а 

(72) Ј z/'cil5<x>cJx = рА(11), 
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где је Чп) какав рационалан број а р какав рационалан или ирациона
лан број~ али независан од индекса n. Према томе је на основу обра
заца (50) и (55) 

(73) е (х, ех)= р L,).,(n)x". 
о 

Али, према Ајзенштајновој теореми за редове уређене по степе
нима једне променљиве величине х, а са рационалним сачиниоцима да 
би ред (73) могао приказивати какву алгебарску функцију променљиве 
х, потребно је да или сачинио ци Л( О), Л(l), Л(2), ... буду цели бројеви, 
или да постоји такав један цео и коначан број /1 да су величине 

Л( О), Л(l)/1, Ч2)/7 2 , ... цели бројеви. Другим речима, потребно је да 
имениоци бројева Л(п) не садрже бесконачна много простих чинилаца 
кад индекс n бесконачна расте. 

Са друге стране, пошто су корени једначине генератрисе G(г) =О 
алгебарске комбинације функција параметра ех које експлицитно дола

зе у F, то да би функција <р( ех) била алгебарска комбинација ових 

функција, потребно је да, према обрасцима (50), (55), (58) и (59), функ
ција е (х, ех) буде алгебарска функција променљиве х, чиме је горња 

теорема доказана. 

2. Да би функција <р( ех) .могла биШи каква комбинација извесног 
коначног броја алгебарских, ексйоненцијалних, Сйригоно.м.еШријских, 

логари~uа.м.ских и ЦUI<ЛО.М.е~uријских функција оних ШрансценgенаШа 

које ексйлициШно gолазе у gифереm(ијалној јеgначини, йоШребно је ga, 
ако се са Џ-(11) означи нajвeftu йpoauu чинилац који gолази у и.м.ениоцу 

броја Л(11), израз 

~ueжu каквој коначној граници (која .може биШи и равна нули), каg 11 

бесконачна расШе. 
Теорема се изводи као последица познате теореме г. Чебишева 16 

за Тејлорове редове са рационалним сачиниоцима, а која се може 

исказати на овај начин: да би какав бесконачни ред 

_'LЛ(n)x", 

где су сачиниоци Л(п) рационални бројеви, могао приказивати какву 

функцију, сложену на ма који начин од извеснога коначног броја алге

барских, експоненцијалних, тригонометријских, логаритамских и ци-

16 Heгmite, Соигs д !а Faculte des Sciences de Paгis, Paгis1891, р. 197. 



282 НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

клометријских функција променљиве х, потребно је да највеhи прости 

чинилац који долази у имениоцу броја Л(n) кад n бесконачна расте, не 
буде бесконачна велика величина вишега реда наспрам n. 

Помоhу теореме 1 може се у великоме броју случајева доказати 
да дата трансцендента <р( а), добијена на раније изложени начин, није 

сводљива ни на какве алгебарске комбинације оних функција параме

тра а које експлицитно долазе у диференцијалној једначини. 

Помоhу теореме 2 може се често распознати да је трансцендента 
<р(а) несводљива на комбинације поменутих елементарних трансцен

дената у коначном броју. 

Претпоставимо сад да количник (71) није за све целе и позитивне 
вредности т и n рационалан број. Познато је и емпиријски, а може се и 
доказати17 помоhу елементарнога правила за диференцијаљење по
редних функција и помоhу Лајбницовог (LeiЬnitz) обрасца за тражење 

виших извода, да кад год се каква функција, сложена на ма који начин 

од данашњих елементарних функција и свих до данас испитаних транс

цендената развије у бесконачан ред уређен по степенима независно 

променљиве величине, у сачиниоцу општег члана или су извршене са

мо рационалне операције ( сабирање, одузимаље, множење, дељење, 
подизање на степен, који је цео број) са п-ом, или је тај сачинилац ра

ционална функција израза а",Ь",с", ... , са сачиниоцима у којима су са 
п-ом извршене само рационалне операцще. 

Al<o су, gal<лe, у l<OЛUЧHUJ<y (71) извршене l<al<вe ойерације са йро
.менљиви.м ш и п различне og оних zope навеgених, за Uipaнcцeнgemuy 
<р( а) l<oja ogzoвapa LТtаl<во.м случају .може се UiвpguUiu ga је несвоgљива 
на l<О.мбинације go gанас ucйuUiaнux u у анализу увеgених Uiрана?енgе
наша. 

Тако, у случају диференцијалне једна чине 

dy- 2,r;xy + F(a, е- 1'' 2 ) =О, 
clx 

а за а = оо, количник (71) биhе 

Л( п) 

у случаЈу Једна чине 

с/)1 )' -- --+F(a.,e-')=0, 
clx х 

17 На ово~1е hy се ЈIЈПању више задржатн у другоыс једном раду. 



ЈЕДАН ПОГЛЕД НА ПРЮ'ОДУ ТРАНСЦЕНДЕНАТА ... 

тај he количник за а оо бити 

Л( п) = log(n + 1) 
log(m + 1) 

2Ю 

У оба случаја са променљивим т и n извршене су операције, раз

личне од оних горе наведених и, према томе, трансценденте <р(сх) које 

им одговараЈу несводљиве су на данашње трансценденте. 

Досад смо претпостављали да је у диференцијалној једначини 

с/у 
-+P(x,a)y+Q(x,a) =О 
с/х 

функција Q каква рационална функција друге једне ма какве функције 
и(х), са сачиниоцима који зависе од параметра а. Претпоставимо сад 

да је исти случај и са функцијом Р( х, а), тј. да је и она каква рацио

нална функција Ф(1Ј,а) једне, ма какве функције \!(х) са сачиниоцима 

који су функције параметра а. Претпоставимо, затим, да је ова функ

ција Ф(1Ј,а) холоморфна функција променљиве\! за све вредности Ј! 

чији је модул мањи од највеhег модула који има функција Ј!(х) за вре

ме док х варира од х = а0 до х = а. 
Тада се истим разлагањем као и малопре уверавамо да се и транс

ценденте 

а 

-Ј P(x,a)clx 

.f(a) =е ао 

могу свести на извесне типове помоhу чијих се комбинација могу 

добити све такве трансценденте које одговарају једној истој функцији 

\!(х) и једној истој вредности а а ма каквој рационалној функцији Ф. 

Јер, тада се одређени интеграл 

а 

Ј= Ј Р(х, a)dx 

може написати у облику 

где је уопште 

Ji = N08 (1i, а)+ N 1Ji8'('i, а)+ ... + N,,J/'GU')(ri, а), 

dme 
еи')=--. 

dJ/'' 

У овоме су обрасцу величине 'i и Nk извесне алгебарске комби
нације оних функција параметра а које експлицитно долазе у диферен-
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цијалној једна чини, а е (г, а) извесна функција чији облик зависи једи

но од облика функције v(x) и вредности х= а, а никако не и од облика 
рационалне функције Ф. Функција .f(a) биhе, дакле, производ извесно
га коначног броја чланова, који су сви облика 

еN 1,е<'' 1 (г1 ,а) 

и о сводљивости ове трансценденте на комбинације данашљих испи

таних функција важи све оно што је казано за трансценденте <р( а). 

* 

Beh по овоме што је довде казано за линеарне диференцијалне 
једначине првога реда може се оценити колико је обилат извор нових 
трансцендената кад се оне дефинишу помоhу диференцијалних једна

чина првога реда са Једним или више променљивих параметара и кад 

се добијени интеграл сматра као функција ових параметара. Само про

учавање и налажење експлицитнога облика ових трансцендената зада

је у великом броју случајева за данас несавладљивих тешкоhа и може 
се извршити готово искључиво у оним, уосталом доста генералним 

случајевима, у којима је могуhна експлицитна интеграција једна чине у 
коначном облику или помоhу интеграционих знакова Ј, или кад се јед
начина помоhу каквих трансформација може свести на Рикатијеву јед

начину, или кад у датоЈ Једначини 

(74) F(x,y, dy ,а,~, у, ... )= О, 
clx 

долази више параметара, али тако да се Једначина 

(75) (
, cly ) _ F х,у,-,а,Ь,с, ... -О, 

с/х 

добијена из (74). за какве специјалне вредности параметара 

~ = Ь, у= с, ... 

. . . 
идентички своди на Један од типова Једначина КОЈе се могу на номенути 

начин интегралити. Тада је могуtшо имати експлицитни израз (било у 
коначном облику, било у облику реда или одређеног интеграла) транс
цендената е (ех), које се добијају кад у опште м интегралу једна чине 
(74) независно про111енљива величина х тежи каквој одређеној граници, 
параметри ~,у, ... теже границама Ь, с, ... , а интеграл се сматра као 
функција параметра а. 



ЈЕДАН ПОГЛЕД НА ПРИРОДУ ТРАНСЦЕНДЕНАТА ... 2Н5 

Приметимо да се велик број диференцијалних једначина првога 
реда, помоhу смена променљивих и помоhу алгебарских трансформа
циЈа, своди на линеарне диференцијалне једначине првога реда и да се 

тада на њих може применити све оно што је казано за интегралс ових 

једначина, сматране као функције параметара. 

Тако, ја сам доказао18 да се све алгебарске диференцијалне јед
начине првога реда за које су сви интегрални сингуларитети независни 

. . с/у 
од интеграционе константе и ЧИЈИ Је род по у и - раван нули, помоћу 

с! х 

извесне трансформације облика 

у= R(x,a,~,y, ... ,Y), 

где је У нова непозната функција, а R извесна рационална функција 
променљиве У, своде на линеарне једначине облика 

dY 
+Р(х,а,~,у, ... )У +Q(x,a,~,y, ... ) =О, 

с! х 

где су Р и Q алгебарске функције сачинилаца од у и dy у датој дифе-
с/х 

ренцијалној једна чини (74). Према томе, трансцендента е (а), добије-
на кад се у општем интегралу пусти да х тежи каквој одређеној грани
ци, а интеграл сматра као функција једнога од параметара, нпр. а, биhе 

извесна алzебарска комбинација оних фуню~ија йара.мейlра а које ек

сйлицийlно gолазе у јеgначини и оних йlрансценgенайlа G(a) на које 

с.мо наишли у йlеорији линеарне јеgначине. 

А увек се непосредно, на самој датој једначини, може распознати 

да ли су сви њени интегрални сингуларитети независни од интеграцио

не константе или не. Тако, ако се једначина (74) напише у облику 

i=fl (dy)ll-i 
I..t;(x,y,a,~,y, ... ) - =О, 
i=O dx 

где су /; полиноми по у, да би једначина припадала категорији о којој 
је реч, потребно је и довољно да за њу буду задовољени познати Фукс

ови услови за сталност критичних тачака општега интеграла и да, 

осим тога, степен полинома fk за k =О, 1, 2, .. , џ, не буде веhи од ње-

18 Sиг les zeгos et les inj/nis etc., Pю·is 1894. р. 28. 
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говог индекса k, а род једна чине по у и dy да буде раван нули или веhи 
dx 

од јединице.19 

Уочимо, нпр., случај кад дата једначина припада тој категорији и 

кад, поред тога, задовољава и ова два услова: 

1. да је њен степен по изводу dy непаран; 
dx 

2. да су у њој сачиниоци непознате функције и извода рационалне 
комбинације функције е0' (параметри а, ~,у, ... могу долазити на какав 
било начин). 

Тада, ако је род једначине веhи од јединице, једначина се, као што 

је показао г. Поенкаре, може интегралити алгебарским путем и општи 

интеграл биhе извесна алгебарска комбинација сачинилаца једначине, 
па, дакле, алгебарске комбинације функције еах и оних функција 

<р,(а,~, ... ), <р 2 (а,~, ... ), <Ј)з(а,~, ... ), ... 

параметара који експлицитно у једначини долазе. И ако се у интегралу 

х сматра за сталан, а један од параметара, нпр. а, као промењив, функ

ција е (а), Ш ако gобијена, биhе извесна ал2ебарска комбинација оних 

функција <р;(а) йара.меШра а које gолазе у са.мој јеgначини. У таквоме 

случају интеграција не доводи до трансцендената различних од оних 
. . 

КОЈе су експлицитно дате сачиниоцима Једначине. 

Исти бисмо случај имали, уосталом, и кад је степен f1 паран, јер и 
тада вреде горе поменути резултати о интеграциЈИ Једначине, прет

поставивши да је њен род раван јединици. 

Претпоставимо, дакле, да је род једначине раван нули. Тада, ако 

је степен једначине по изводу непаран, по једној теореми Нетерове, 

могућно је у и dy изразити као рационалне функције једнога параме-
dх 

тра А, са сачиниоцима који ће бити рационалне комбинације самих 

сачинилаца дате диференцијалне једначине, а, према томе, и рационал

не комбинације функције е"', тако да је, нпр., 

где су R1 и R2 извесне рационалне комбинације променљивих u = е"' и 
А, са сачиниоцима који су алгебарске комбинације функција <р;(а). 

Из прве се једна чине добија да је 

19 !Ьi(l., р. 26. 
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ely еЩ elR2 еГА -=au-+----
clx elu еГА cl~t: 

287 

и упо~еђењ~м са другом једначином налази се да Л задовољава дифе
ренцщалнуЈедначину 

R 
e/R1 

Л 2 au-
el = __ ____,e=l~,_t = RJ(u, Л), 
с/х dR1 

сlЛ 

где је R3 извесна рационална функција променљивих и и Л. За ову ра
ционалну функцију ја сам доказао да се она увек кад су задовољени 
горе наведени услови, своди на облик 

Р(и)Л+Q(и), 

где су Р и Q извесне рационалне функције променљиве и, са сачинио
цима који алгебарски зависе од функција <р;(ех). Променљива Л биће, 
дакле, интеграл линеарне диференцијалне једначине првога реда 

(76) 

и трансценденте е (ех), које се добијају кад се у опште м интегралу дате 

Једна чине 

(77) F ( 
ах dy R ) _ 0 е ,y,-,ex,f-J,y, ... - , 

dx 

сматра х за стално, а параметар ех као променљива величина, своgе се 

на ал'iебарске комбинације Шрансценgенай1а f( ех) и <р (ех) које се оgносе 

на јеgначину (76), а о којима је било йре 'iовора, и функција <р;(ех) које 
ексйлициШно gолазе у јеgначини (77). 

Извесни типови једначина првога реда своде се на једначине овога 

типа. Тако, ако једна једначина задовољава услове за сталност инте

гралних критичних тачака и ако су при том вредности коЈе поништа

вају њен општи интеграл независне од интеграционе константе, довољ

но Је учинити смену 

dy _ 1 dY 

dx -"f"l dx' 

где је У нова непозната функција, па да се једначина сведе на другу је

дну, за коју су сви интегрални сингуларитети независни од интеграцио

не константе. А, пре је казано како се непосредно на датој једначини 
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може распознати да ли она задовољава услове за сталност интегра

ционих критичних тачака и вредности независно променљиве величи

не које поништавају њен општи интеграл. 

Претпоставимо сад да за једну дату диференцијалну једначину 

(77) нису задовољени услови за сталност свих интегралних сингулари
тета, али да она задовољава Фуксове услове за сталност интегралних 

критичних тачака. Разликујмо тада ове случајеве: 

1. случај: нека је род дате једначине 

(78) 

раван нули. Тада је општи интеграл једначине алгебарска функција 
њених сачинилаца и једне функције u(x) која се добија као интеграл 
извесне Рикатијеве једначине 

(79) 

где су \jf 1,\jf 2 ,\jf3 извесне алгебарске функције сачинилаца једначине 
(78). Према томе, и функција е (а), која се добија сматрајуhи интеграл 
једначине (78) као функцију параметра а, биhе ал2ебарска комби
нација оних функција тщје се gобијају cмaLupajyhu сачинит(е јеgначине 
(78) и ойиаuи umue2paл Рикайlијеве јеgначине (79) као функције Luo2a 
йарамеLUра. 

Прве су функције веh саме по себи дате у експлицитном облику; о 
облику функције која се добија сматрајуhи интеграл једначине (79) као 
функцију параметра а, не може се реhи ништа општије, изузимајуhи 
случај кад се за сталну вредност која се даје независно променљивоЈ 

величини х узме х==. А, у томе случају, зна се ово. 

Ставимо у једначини (79) 

па ће ова преhи у 

и 
у=-, 

\lfl 

clu 2 1. f 0 -+и + 1 и +. 2 = , 
clx 

Сачин:иоци / 1 и .f2 биће алгебарске комбинације оних функција 
параметра а које експлицитно долазе у једначини (78). Тада 
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1. Ако / 1 и .f~ за х= оо теже коначним и од нуле ра3ЛИЧIШ11! грани
цама, тако да је 

liш/·1 = Х 1 (а), liшf2 = Х 2 (а), 

функција А(а) = liшu(x) биhе дата једним или другим од образаца 

/с(а) = -~[Х 1 (а)+~Х 1 (а) 2 -4Х 2 (а)], 

/с(а) = -~[x~Ca)-fx~ca)2-_::_4x~Ca)]. 

Ово излази из познате теореме о границама којима тежи инте

грал Рикатијеве једначипе кад интеграциона променљива бесконачна 

расте. 

2. Ако .1; и ./~ пе теже обе коначним границама, или ако теже, те 

су обе границе равне нули, функција је А (а) у првоме случају беско

начна, а у другоме се не може увек одредити. У специјалнијем случају, 

кад је Рикатијева једначина (79) алгебарска и по променљивој х- што 

he бити ако је и дата једначина (78) алгебарска по х- може се једначи

на (79) написати у облику 

I:\jfk(y,x,a,~, ... )(dx)m-k =О 
k=O cly 

и по томе облику могу се на њу применити правила за тражење асимп

тотних вредности интеграла која сам извео у једноме пређашњем ра
ду20. 

2. случај: нека је род једначине (78) раван јединици. Према позна
тој теореми г. Поенкареа, општи интеграл једначине биhе извесна 

алгебарска комбинација њених сачинилаца и функције 

Sn[J (х)], 

где је Ј(х) известан интеграл облика 

Ј Ф(х,а)dх 

и где Ф означује једну алгебарску комбинацију поменутих сачинилаца. 

Ако се променљивој х да каква специјална вредност х = а и инте

грал сматра као функција G(a) параметра а, интеграл 
а 

Ј(х) =Ј Ф(х,а)dх 

20 Глас L, Краљевске српске академије. 
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биhе и сам извесна функција х (а) тога параметра, а функција 

Sn[.J (х)] 

Sn[x (а)], 

где још ваља имати на уму да и периоде функције Sn могу зависити од 
а. ТрансценgенШе е (а) биhе, gакле, извесна алzебарска комбинација 
функција <р1 (а) gобијених с.маШрајуhи сачиниоце јеgначине као функ
ције йара.меШра а и ШрансценgеНLuе 

Sn[x(a)], 

где Је 

а 

(80) Х(а) = f Ф(х,а)dх. 
О функцијама х (а) добијеним интеграцијом једне функције која 

садржи променљив параметара било је пре говора и показано је како 

се многобројне трансценденте могу на тај начин дефинисати. У случа

ју, нпр., кад је Ф (х, а) каква рационална комбинација једне функције 

и(х), функција х(а) може се разложити на просте чиниоце на раније 

показан начин и, водеhи рачуна о адиционој теореми за елиптичну 

функцију Sп, лако се увиђа ga се {iipaнa~eнgeНLua е (а) .може изразиШи 
йо.моhу извесне алzебарске комбинације функција <р1 (а) и LYipaнcцeн
geнazua 

(81) 

Sп [А0е (г, а)], Sп [А1 е'(г, а)], 

Sп[А2 е"(г,а)], Sn[A3e"'(г,a)], 

где су А0 , А 1 , А2 , •.. и г извесне константе а е (г, а) један од про стих еле

мената дефинисаних приликом речи о линеарн~ једначини првога 
реда. 

Помоhу онога што је казано о тој једначини, лако је нпр., образо

вати опште типове диференцијалних једначина са сталним критичним 

тачкама, за које he трансцендента е (а) бити алгебарска комбинација 
функција <р 1 (а) и трансцендената (81), где се јавља као прости елеме
нат е (1·, а.) трансцендента 

n::::oo 

1
_

11 

е(г,а) = L--;=== 
11=О + lm 

}/::::оо 

или е(г,а)= :Lг 11 log(n+l) итд., 
11=0 
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на које смо раније наишли. 

У специјалном случају, кад је Ф(х,сх) х"- 1 е' и а= оо, трансцсн
дента G(cx) биhе алгебарска комбинација функција <р;(сх) и трансцсн-
денте 

Sп[Г(сх)) итд. 

3. случај: нека је род једна чине (78) веhи од јединице. Према тео
реми г. Поенкареа, једначина се може тада интегралити помоhу чисто 

алгебарских операција, тако да he општи интеграл бити извесна алге
барска функција сачинилаца једначине. ТрансценgенГйа G(cx) биће, gа
кле, алzебарска комбинација оних функција <р;(СХ) које gолазе екс
йлицшuно у сачиниоцима јеgначине. 

* 

Ови се резултати могу генералисати и на друге, много општије 

класе диференцијалних једначина првога реда са променљивим пара

метрима. Тако је г. Пенлеве показао да се г. Поенкареови елементи 

редукције јављају и онда кад критичне тачке општега интеграла нису 

сталне, али интеграл има ограничен број вредности кад интеграциона 

променљива величина обилази око таквих покретних критичних тача

ка. Исти је математичар дао и методе по којима се може на датој једна

чини распознати да ли њен општи интеграл задовољава овај услов или 

не. И кад се то доведе у везу са довде изложеним резултатима, види се 

да се они могу распрострти на веома простране класе диференцијал

них једначина првога реда и да елементи редукције за трансценденте 

са КОЈИМа смо имали посла у овоме раду, вреде у исти мах као елементи 

редукције и за врло простране класе аналитичких трансцендената. У 

исто време, ти резултати истичу оно што сам понајвише и хтео истаhи 

у овоме раду, а то је: обиље трансцендената дефинисаних помоhу јед

начина првога реда са променљивим параметрима и могуhност љихо

вог свођеља на комбинације извесних, уосталом, веома многобројних 
трансцендената до којих би било немогуhно доhи кад би се интеграл 

. ** сматрао као функциЈа интеграционе променљиве величине. 

** За ову Петровиhеву расправу, професор Владимир Варићак је састапио кра
так садржај на немачком језику који је објављен у Izvjesca о raspravama Matematicko-pri
гodoslovnoga гаzгеdа JAZU, 1867-1914, Zagreb 1916-1917, стр. 34-37 (пр. д. Т.). 



О РЕЗИДУУМИМА ФУНКЦИЈА 
ДЕФИНИСАНИХ 

ДИ Ф ЕРЕНЦИЈАЛНИМ 
ЈЕДНА ЧИНАМА ВИШЕГ РЕДА* 

У многим истраживањима важно је умети израчунати остатке 

функција имплицитно дефинисаних датим диференцијалним једначи

нама, а да при том нема потребе ни начина да се функција изрази у ек

сплицитном облику. У једном ранијем раду 1 бавио сам се овим пита
љем за случај функција дефинисаних једначинама првог реда и при 

том сам показао како се могу израчунати остаци тих функција који се 

односе на йокрейlне йросГйе йолове (чије се постојаље непосредно пре

познаје на датој једначини), како се може установити да ли се ти оста

ци мељају или не мељају са интеграционом константом итд. Мој циљ је 

да овде проширим ова истраживања на једначине вишег реда. Добије

ни резултати мање су потпуни од оних у случаЈу првог реда, али ипак 

могу бити од користи у извесним истраживањима. 

Почнимо подсеhањем на извесне неойхоgне услове да једначина 

било ког реда има йокреШне полове одређеног реда. 

Нека је дата једначина р-тог реда 

(1) F ( ' 1 11 (р)) - о 
х,у,у ,у , ... ,у - ' 

која се може написати у облику 

i=.l' 

(2) ~ ( J"'r• _L.<J);(x)ymo;y""'' ... у 1' =О, 

i=l 

где су щ1 по·3итивни цели бројеви такви да за два различита индекса i и 
ј није истовреЈ\rено 

Наслов орнпшала: Suг lcs гesiclus cics foпctioпs c!Cfiпics раг lcs Cl]lJatioпs cliffeгcпtiellcs 
с1 'сжlгс supcгicuг, V cstпik kпil. ccskc spolccпosti п<luk, Ргаl1а 1 ~98, Тгiсlа mat\1. pгiгoclovccleck[!, t. 
УЈ, рр. 1-24; саопштсно у Чсшкој академији наука 11. фебруара 1898. 

1 Math. Аппаlсп, Вс!. 4R ( 1 R96). 
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а <р 1 (х) су било какве функције од х. 
Фор11шрајмо двоструку табелу следеhих 2s позитивних целих бро

Јева 

k=p 

М1 = m 01 + mli + ... + 111"1 = L mki, 
k=O 

k=p 

N1 = т11 + 2m21 + ... + pm1" = L kmu. 
k=l 

Повуциr-.·ю у равни две осе, осу бројева М и осу бројева N, и обеле
жимо s тачака (M1,N1), при чему hемо поред сваке од њих записати 

њен индекс. Може се десити да се две тачке (М1 , N1), или више њих по

клопе; тада he се поред једне такве вшиес!Тiруке Шачке ставити индекс 
свих тачака које су се у њој подудариле. 

о 

ID 
! 
1 

i 
i 
1 

/D' 
1 

1 

,'/ ........ .-· ................. 

t ' t 

1 tP> 
1 
1 rp, 

Слика 1. 

м 

Конструишимо полигоналну линију П која је конкавна у односу 
на ОМ и у својој унутрашљости или на својој периферији садржи све 

тачке (М1 , N1). Назовимо gоменом неке тачке (М;, N;) нај шири интер
вал Л 1 ,Л 2 такав да, кад Л варира у том интервалу, права која има кое
фицијент правца Л и пролази кроз тачку (М;, N1) у почетку има стално 

веhу ординату него било која права повучена кроз неку другу од тача

ка (М;, N1 ) и са истим коефицијентом правца. 

Очигледно је да је домен тачке (М;, N1) која није теме полиго

налне линије П једнак нули. Супротно овоме, лако се увиђа да је: 

1. домен темена (~) најближег оси ОМ интервал од 

Nп.-Nn., 
Л = f' f' ДО Л = +оо; 

м~ -м~, 
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2. домен темена (ех) најближег оси ОМ је интервал од 

Л= Na- Na' ДО Л= -оо; 
Ма -Ма' 

3. домен једног међутемена (i), које се налази између темена (i') и 
(i 11

) представља интервал од 

1 N-N, 
/\."- / 1 

М;-М;' 

1 N-N" 
до f\, = 1 1 • 

М;-М;" 

На слици је домен темена (~) представљен углом D~D', домен 
темена (~') углом D'~'D 11 

, ... ,најзад домен темена (ех) углом ~и~~. 
Ставимо ради краhег писања 

Уо; = m!i +m2; + ... +mP;' 

(3) 
Yii = m2; +mз; + ... +mp;, 

У l!i = 11111+ li + /112; + · · · + 111 pi ' 

па затим 

и посматрајмо једначину 

(5) L:A;<p;(a) =О, 

где знак L: показује да се сабираље простире на индексе свих тачака 
(М;, N;) које се поклапају у вишеструком темену, где је у један од ин
декса и где је а произвољан број. Једначина (5) је алгебарска по Л, а 
њени коефицијенти зависе од а; њу hемо назвати: јеg1-шчшюм йо Л која 

се ogнocu Ј/П вuшeciiipyкo zТiеЈне (у). СвакоЈ\r вишеструком темену поли

гоналне линије П одговара једна једвачина по Л дефинисана са (5). 
У вези са овим, у једном свом ранијем раду2 доказао сам следеhу 

теореыу: 

Kag zog ойшiТiи шиТiеzрал јеgначиие (1) и.ма йокреiТiне Гйачке бес
коначнос!Тill фиксираноz pega k, исйуњен је бар јеgан og слеgећих усло
ва: 

1. йолиzонална линија П и.ма страну чији је коефицијеюТi Правца 
jegнm< - k; 

2 ДокГПорска gиссрГПација, Париз 1894. 
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2. йолиzонална линија П и.ма вишесШ.руко Ш.ел1е чији gшtен cagpжu 
вреgносzТt - k и Ш.акво је ga јеgначшщ йо Л која се ogнocu 1ш то Гйе~не 
llkta, за бuло које а, корен чији је реалан geo јеgнак а k. 

Интеграл. дакле. може имати просте непокретне полове само ако 

је испуљен један или други од следећих условil: 

1. полигоналнil линијil П имil страну са коефицијентом правца 1: 
2. линија П има вишеструко теме чији домен садржи вредност - 1 

и такво је да једначина по Л кojil се односи на то теме има, за било које 

а, корен једнак а- 1. 
Ова теорема истовремено даје могућност дil се формулишу до

вољни услови да сви покретни полови, у случаЈу кад они заиста по

стоје, буду само прости полови. 

Претпоставићемо да су испуљени горе формулисани услови, не

опходни Зil постојаље покретних простих полова. Интеграл тада може 

имilти такве полове; ilKO их нема, остаци су Једнаки нули; ilKO их имil, 
остаци се могу израчун<1ти на следећи начин. 

Нека је х = а покретан пол интеграла; ставимо 

(6) у= _Р_+ \jf (х), 
х-а 

где је р тражени остатilк а \jf(x) је функцијil која остаје ограничена за 

х= а. Ако се стави 

(6 ') .f'(x) = p+(x-a)\jf(x), 

имаћемо 

у= (х -a)-1 f(x), 

у'= (x-a)- 1.f"(x)-(x-a)-2 f(x), 

у" = (х- а )-1f"(x)- 2(х- a)-2 f'(x) + 2(х- а)-3 /(х), 

у"' = (х- a)-1.f"'(x)- З(х- а)-2 .f"(x) + 6(х- а )-3 /'(х)- 6(х- a)-4 f(x ), 

тако да општи члан у (2) узима облик 

<р;(х)(х -a)-(M;+N;)[AJ (х)м; + 8;(х)], 

где је 8;(х) полином по 

f ( ~) ( . ) t''( ·) ( ~ )2 f'"( ·) ( . - )1' t'(p) ( ·) . х,х-а. х,.х-а .. х, ... ,х а. х 

у коме нема члана који би зависио само од .f (х) и где је 
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при чему су бројеви Уы дефинисани са (3). Имаhемо онда 

i=s 

F = I, cpi(x)(x- a)-(M,+N,)[AJ (х)м, +ЕЦ х)]. 
i=l 

Уочимо у том збиру скуп Т чланова за које је експонент 

-(Mi + Ni) степена од х- а, фактора сабирака, најмањи. У зависности 

од вредности бројева Mi и Ni, скуп Т састоји се од само једног, од два 
или од више чланова. Уопште, да чланови са индексима у, 8, Е, ... 

припадају скупу Т, уколико се индексу i додељују све вредности од 1 до 
s различите од индекса чланова који припадају скупу Т, потребно је и 
довољно да истовремено буду испуњени следеhи услови 

М у + N у = М о + N о = Mi + Ni = ... 

Тада се, расуђивањем сличним ономе које сам раније употребио у 

испитиваљу нула и тачака бесконачности интегралаЗ, лако добијају 
следеhи резултати: 

I. Да се скуп Т састоји само од једног члана, потребно је и довољ
но да полигонална линија П нема страну са коефицијентом правца -1, 
а такође да нема вишеструко теме чији домен садржи вредност -1. 

Индекс јединог члана који образује скуп Т тада he бити индекс 
простог темена чији домен садржи вредност -1. 

П. Да се Т састоји од два или више чланова, потребно је и довољно 

да буде испуњен бар један од следеhих услова: 

1. или линија П има страну са коефицијентом правца -1; Т је тада 
збир свих чланова у F који одговарају индексима тачака на тој страни; 

2. или ова линија има вишеструко теме чији домен садржи вред
ност -1; Т је тада збир свих чланова који одговарају индексима тог те
мена. 

Искористимо сада те резултате да бисмо левој страни F једна чине 
(2) дали извесне облике који he нам бити потребни у ономе што следи. 
Најпре, будуhи да у случају кад је испуљен услов I нема покретних 
простих полова, тај случај he!\10 оставити по страни. 

Претпоставимо онда да је испуљен услов (II, 1). Скуп Т he тада 
бити збир свих чланова који одговарају индексима тачака на страни са 

коефицијентом правца -1. Договоримо се да означимо са 

3 Дoюltopcl{ll !)uccpllilli(Uja, Парш !Н94. 
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(l:.. сабираље преко индекса свих та чак а (М1 , N1 ) на пр;:шој кроз 
1,/) 

тачке са индексима i и ј, а са 

l: сабираље преко индекса свих тачака различитих од тачака на 
-(t.j) 

правој која пролази кроз тачке (i, ј). 

Нека су у и о индекси две тачке на страни полигоналне линије са 
коефицијентом правца -1; тада је 

(10) Т=(.·- )-(My+Ny! " п.(·) .х а ,L.., :>t., х , 
<у.оЈ 

са 

(11) Q 1(x) = <.р 1 (х)[АЈ (х)м' + 8 1 (х)Ј, 

а F се може написати у облику 

или 

F =Т+ l: (x-a)-(M,+N,!Q
1
(x), 

-(у.оЈ 

(12) -<М +N Ј[ п ( м +N -м -N п Ј F=(x-a) r У L_:>-'; х)+ l:_(x-a) У У ' ':>";(х), 
-<у.ьЈ -(у,оЈ 

а треба приметити да су експоненти 

који фигуришу на десној страни једна чине, сви позитивни и да је Т тада 

скуп свих тачака са IШЈМањим експонентом степена од х а. 

Претпоставимо сада да је испуљен услов (П, 2). Тада је Т збир свих 
чланова који одговарају индексима вишеструког темена у чијем је до

мену садржана вредност -1. Договоримо се да означимо са 
l: сабирање преко индекса свих тачака које се поклапају у више
<У> 

струком темену чији је један од индекса у; а са 

l: сабираље преко свих индекса i од 1 до s различитих од тачака 
-(у) 

које се поклапају у темену у. Тада he бити 

и одатле 

или 

Т= (х- a)-(My+Ny) L Q 1(x) 
(у) 

F =Т+ l: (x-a)-(My+NyJQ1(x), 
-(у) 
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(13) F ( -(М +N )["'п ( "' ( М +N -М·-N·п Ј = х-а) У У ,:;.,::..!.;х)+ L- х-а) У У ' '::..!.;(х), 
(у) -(у) 

са свим експонентима 

позитивним. Треба још приметити да he, стога што збир L: треба да се 
(у) 

простире преко индекса свих тачака које се подударају у темену са 
индексом у и што све те тачке имају исте координате и, посебно, исту 

апсцису, ако се та апсциса означи са р, према формули (11), бити 

(14) L: .О;(х) = .f (х)" L: А;<Р;(х) + L: <р;(х)8;(х). 
(уЈ (у) (уЈ 

Зауставимо се сада на оним формама које F узима у околини та
чке х а. Каква год да је ова форма, резултат уношења у F функције 
у, дефинисане са ( 6), треба да буде идентички једнак нули за свако х из 
околине тачке х= а, јер је у интеграл једначине F =О. Имаhемо, према 
томе, у тој околини идентички било 

(15) п "' М +N -M·-N· п ( ) О L: ::..!.;(х)+ "-'(х-а) У У ' '::..!.;х = , 
(у.6) -(у.6) 

било 

(16) М +N -М -N п О L:Q;(x)+ L:(x-a) У 1 ' '::..!.;(х)= , 
(у) -(у) 

према томе да ли F у околини тачке х = а узима облик (12) или облик 
(13). У том случају, за који важи једначина (16), збир 

L Q;(X) 
(у) 

биhе приказ;:ш једначином (14), а у осталим случајевима (11). 
Претпоставимо сада да х тежп ка а. Како је ова вредност прост 

пол функције у. према формули (6), добијамо 

iimf(x) =р, 

iim(x- а) /'(х)= О, 

liш(x- a) 2 f"(x) =О, 

за сваку вредност а. А како су изрази 81 (х) полиноми по 



О РЕЗИДУУМИМА ФУНКЦИЈА ДЕФИНИСАНИХ ДИФ. ЈЕДНА ЧИНЛМА ВИШЕГ РЕДА 299 

/(х), (х-а)/'(х), ... , (х a)''I(''J(x) 

у који1-.1а нема чланова који зависе једино од х, за х= а имаhемо 

lim81(x)=O (i=1,2,3, ... ,s). 

Одатле, за сваку вредност а, сем за неке посебне вредности а за 
које функције <р1 (х) постају бесконачне и које he нам увек унапред 
бити познате, имаhемо 

(17) liшQ1 (x) = А1 <р 1 (а)рм; (i = 1,2,3, ... ,s). 

А водеhи рачуна о неједнакостима 

за сваку вредност а различиту од свих утврђених вредности а' добиhе 

се следеhи резултати: 

А) Ако је исйуњен услов (П, 1) и уколико се са D и 8 означе ин
декси два темена која ограничавају страну са коефицијентом правца 

-1, имаhемо 

(18) I: А1 <р1 (а)рм; = 0. 
(у,оЈ 

Ово је алгебарска једначина по р са коефицијентима који зависе 

од а: назваhемо је јеgначином йо р која се ogнocu на страну са коефи

цијетuом йрав~(а -1. Она увек има најмање један коначан и од нуле ра
зличит корен по р, јер се међу бројевима М1 који фигуришу на њеној 
левој страни налазе бар два међусобно различита. Ови корени су ~ира

жени оаиаци. 

Имамо, дакле, за случај кад је испуњен услов (П, 1), следеhе прак
тично правило за израчунавање остатака интеграла: 

Треба конаuруисшuи йолиzоналну лzmujy П gazue gиференцијалне 
jegнaчzme и образоваLТtи jegнaчzmy йо р која се ogнocu на сLТtрану ~ие ли

није чujzt је коефzщијеюu йравца -1; корени различшuи og нуле ове jeg
нaчzme йреgаuављају zТtражене oczТtazТtкe. 

Одатле се, даље, изводе следеhи резултати: остаци су алгебарске 

функције функција <р 1 (а) које одговарају индексима тачака на страни 
чији је коефицијенат правца -1; да они буду алгебарске функције 
покретних полова, потребно је и довољно да односи између било које 

две од функција <р 1 (х) буду алгебарске функције од х. 
Да се осLТiшџt не мењају са инzТtеzрационим консLТiанzТtама, йтuреб

но је и gовољно ga Ши ogнocu буgу независни og х. 
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Тако ће бити, на пример, кад год у диференцијалној једначини х 

не фигурише експлицитно. У том случају су, уосталом, сви полови по

кретни стога што се тада појављуЈе Једна адитивна, уз х интеграциона 

константа. 

Применимо претходно правило на неколико општих типова јед

начина. 

Први пример: једначина 

Р(х,у)у" +Q(x,y) =О, 

где су Р и Q полиноми по х. Нека су т и т' највећи и најмањи степен 

експонента степена од у у Р, а n и n' одговарајући бројеви за Q. Поли
ном F има две врсте чланова: 

1. чланове облика 

<pi(x)/y" (i=т',m'+1, ... ,m-1,m), 

који дају тачке 

Mi = i +1, 

које се налазе на правој N = 2; 
2. чланове облика 

(k = n',n' +1, ... ,n-1,n), 

КОЈИ даЈу тачке 

Пошто се конструише полигонална линија која одговара овим та
чкама, лако је уверити се да ће услов за постојаље покретних простих 

полова бити испуњен ако је 
n'= т+ 3, 

и да су, кад је тај услов испуњен, сви покретни полови прости. 

Ако се полиноми Р и Q напишу у облику 

Р(х,у) = <р 0 (х)у"' +<p 1(x)ym-l + ... , 

Q(x,y) = \jf 0 (x)y" +\jf 1(x)y"- 1 + ... , 

чланови израза F који одговарају страни полигоналне линије са ко
ефициј енто~>I правца -1 су 

<р 0 (х))'
111 )'

11 

н \\f 0 (x)y". 

За први члан имамо 

M=m+l, N=2, 

Yo=l, Y1=l, У2=О, ћ=О, ... 
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и одатле 

А= 2. 
За други члан имаhемо 

М= n, N =О, 

Уо=У1=У2=··· О 
и одатле 

А 1. 

Једначина по р, пошто се подели са pm+l, биhе, дакле, 

\jf 0 (a)p 2 + 2ср 0 (а) =О. 

Остаци у покретним половима, према томе, биhе 

а ако Је однос 

сро(х) 

\)fo(x) 

независан од х, ови остаци биhе независни од интеграционих кон

станти. 

Друrи пример: једначина 

у" +Р(х,у)у' +Q(x,y) =О. 

Дајуhи вредностима т, т', n и n' претходна значења, лако се уста
новљава да полигонална линија П не може имати вишеструких темена 

и да она има највише две стране са негативним коефицијентима прав-

ца, наиме, страну са коефицијентом правца - 1 и ону са коефици-
т 

јентом - 1 . За постојаље покретних простих полова потребно је 
п-т-1 

и довољно, дакле, да буде 
n= т+ 2. 

У партикуларном слу.:шју, кад је т= 1, n =З, постоји само једна 
страна са негативним коефицијентом правца и тај коефицијент једнак 

је -1. Сви покретни полови тада су прости. Ако се Р и Q напишу у об
лику 

Р(х,у) = ср 0 (х)у+ср 1 (х), 

Q (х' у) = \jf о (х) у3 + \jf 1 (х) / + \jf 2 (х) у + \jf 3 (х)' 
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чланови израза F који одговарају страни са коефицијентом правца -1 
су 

у", <р0 (х)уу' и \јf 0 (х)уз. 

За први члан имамо 

М= 1, N = 2, 

У о = У1 = 1, Yz =Уз = ... =О, А= 2. 

За други члан 

М= 2, N = 1, 
Уо = 1, У1 = Yz =Уз= ... = О, А= -1. 

Најзад, за треhи 

М= 3, N =О, 
Уо = У1 = Yz = ... =О, А= 1. 

Једначина по р, пошто се подели са р, биhе, дакле, 

\jf 0 (a)p2 -<р 0 (а)р+2 =О, 

а остаци у односу на покретне полове биhе 

Трећи пример: једначина 

у"" +P(x,y)y'ct =О, 

где је Р полином по у. Ако се са т и т' означе највеhи и најмањи екс
понент степена од у у Р, лако је уверити се да: 

1. полигонална линија П не може имати вишеструких темена; 
2. она не !\юже имати више од једне стране са негативним коефи

цијентом правца; да би та страна постојала, потребно је и довољно да 

буде испуљен један од услова 

или 

g_<p<m+cJ 
2 

g_>p>m+cj, 
2 
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а у том случају њен коефицијент правца једнак је 

2р- Cf 

m+cJ р 

Одатле, да тај коефицијент буде једнак -1, потребно је и довољно 
да буде 

3р =т+ 2сЈ. 

Под претпоставком да је тај услов испуљен, сви покретни полови 

су прости. Ако се тада Р напише у облику 

Р(х,у) = <ро(х)у/11 +<pl(x)ym-I + ... , 

чланови израза F који одговарају страни са коефицијентом правца -1 
Јесу 

За први члан имамо 

М= р, N 2р, 

Уо=р, У1=р, У2=Уз= ... =О, А=2", 

а за други 

м= 111 + Сј, N = q, 

Yo=q, У1=У2= ... =О, A=(-lY'. 

Једначина по р, претходно подељена са pm+q, према томе, биhе 

а остаци у покретним половима биhе 

где су бројеви а; корени биномне једначине 

Одатле излази да су, ако је коефицијент <р 0 (х) независан од х, 
остаци интеграла независни од интеграционих константи. 

Вратимо се сада на општи случај. 
Б) ПреШйосй1авимо ga је исйуњен услов (П, 2) и означимо са у ин

декс вишеструког темена чији домен садржи вредност -1. Тада hемо 
имати 
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(19) 

где се сабираље врши преко свих индекса вишеструког корена чији је 

један од индекса у. Ова једначина није ништа друго до једначина по А 
која се односи на теме (у), уколико је у њој А= -1. 

Ако ниједан од коефицијената који одговарају темену (у) не са

држи х, лева страна једначине (19) представља константу К, независну 
од а, а тада: 

1. уколико је К?< О, интеграл не може имати покретне просте 
полове; 

2. уколико је К = О, одатле се не може добити никакав резултат 
који би се односио на просте полове и на остатке у њима. 

Ако, сада, бар један од коефицијената <Ј\(Х) који одговарају теме

ну (у) садржи х, тако да једначину (19) не може задовољити било које 
а, нема покретних простих полова; прости полови тада се могу подуда

рити само са утврђеним вредностима а' или са коренима једначи

не (19). 
Због тога jeguнu случајеви у којима се реализује околноаu коју 

имамо у вugy јесу случајеви йосШојања йокреLТtних йросГйих йолова, у 

којима: 

1. или йолиzонална линија П gaLТie gиференцијалне јеgначине има 
czupaнy са коефzщијенШом йравца , при чему смо установили како се 
израчунаваЈу остаци; 

2. или zua линија има вшиесШруко Шеме чији gомен cagpжu -1 и 
zТtакво је ga 1ьеzова јеgначина йо А за корен има вреgноаu -1 за било 
које а; у овом случају остаци остају неодређени. 

* 

Претходни резултати, мада непотпуни, могу се искористити у 

извесним истраживањима, посебно у онима код којих је важно да буду 

познате све вредности које могу имати остаци функција дефинисаних 

датом диференцијалном једначином а да при том није потребно позна

вати ове функције у љиховом експлицитном облику. Чак и у случају 

кад је функција експлицитно дата, понекад је удобније, због једностав

ности претходног правила, да се формира диференцијална једначина 

коју задовољава функција о којој је реч и да се непосредно на љу при

мени правило за израчунавање остатака. 

Овде hy дати једну примену тих резултата, занимљиву са станови
шта испитиваља мероморфних интеграла извесних општих типова 

диференцијалних једначина. 



О РЕЗИДУУМИ1v!А ФУНКЦИЈА ДЕФИНИСАНИХ ДИФ. ЈЕДНА ЧИ НАМА ВИШЕГ PtHA 3()5 

Претходна правила не могу, очигледно, пружити ниједан под;:пак 

о постојаљу мероморфних интеграла за дату диференцијалну једначи
ну; али у случају каgа је шtГйеzрал ефекГйивно Јvtероморфан, ова прави

ла дозвољавају, на пример, да се учини очигледном нека значај на окол

ност у вези са интегралима ове природе. 

Познато је да свака мероморфна функција може бити предста

вљена као количник две функције G(x) и Н (х) холоморфне у целој 
равни. Одређиваље те две функције понекад се врши веома лако; та

кав је, на пример, случај једноструко или двоструко периодичних меро

морфних функција. Али кад је реч о функцијама које су имплицитно 

дефинисане помоћу диференцијалних једначина, није само немогуће -
сем у крајље ретким случајевима - да се потпуно одреде функције 

G (х) и Н (х) него је чак немогуће, да се образују обичне диференци-
јалне једначине које те функције треба да задовоље. Показаћу како се 

за неке опште типове једначина, образоваљем диференцијалних једна

чина које оне задовољавају, на неки ближи начин помоћу претходних 

расуђиваља могу ближе одредити ове одговарајуће функције G(x) и 
Н (х). Тражеље мероморфних интеграла дате једна чине тако ће бити 

сведено на одређиваље у целој равни холоморфних интеграла који . . . 
задовољаваЈу Једну другу Једначину. 

Претпоставимо да је за дату једначину 

F ( 1 " (р)) - о у,у ,у , ... ,у - ' 

која експлицитно не садржи х, установљено ga су сви йолови инГйе
zрала, уколико ефекШивно йоаuоје, йросГйи и ga су ogнocu осШаШака у 
њима, узеШих gва йо gва, сви реални, йозиШивни и рационални. Да би 

било тако, довољно је - према претходном - да полигонална линија П 

израза F има једну и само једну страну са негативним коефицијентом 
правца и да тај коефицијент буде једнак -1; сем тога, да међу више
струким теменима нема ниједног таквог да једначина по Л која се 
односи на то теме има целе и негативне корене садржане у домену тог 

темена; затим, да једначина по р која се односи на страну са коефици

јентом правца -1 има само један корен различит од нуле, или, ако их 
има неколико, да односи два по два од љих буду сви реални, позитивни 

и рационални. 

Приметимо да је лако проверити да ли је последљи услов ис

пуљен, без решаваља једна чине по р, будући да, кад се она доведе у об

лик 

pm + Tlpm-1 + Tzpm-2 + ... + Tm = О 

(коефицијенти Т; су константе, независне од покретних полова, јер ко
ефицијенти диференцијалне једначине не зависе од х), тада ниједан ко-
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ефицијент ~ не може бити једнак нули, а ако се образује трансформи
сани облик, сменом 

х = _е_ 
Tt 

ове једначине, овај облик мора имати све корене 

Xt,X2,···,Xm 

реалне, негативне и рационалне, јер ако се означе са 

со,., 1, со,., 2 , со,., 3 , •.. , co,.,m, 

односи, који су сви позитивни и рационални (по претпоставци), корена 

и корена р,., биhе 

-,--k=-,-
11
-- = негативан и рационалан број. 

I щ.k 
k=i k=l 

Лако he се, према томе, израчунати сви корени једначине по х, па 
стога и сви корени по р; или he се констатовати да тражени услов није 
испуљен. 

Кад се претпостави да су услови испуљени, постојаhе број (реалан 

или имагинаран) такав да је 

где су /-1; позитивни цели бројеви. А како се у околини покретног пола 
(сви су полови покретни, јер постоји једна адитивна интеграциона кон

станта) 

у= _Р;_+ \jf (х), 
х-а 

при чему је функција \Jf (х) холоморфна у околини тачке х= а, има
hемо 

Ј yclx =р,. log(x а)+ CV (х), 

где је такође функција CV (х) холоморфна у околини тачке х= а. Ода
тле излази да интеграл 

1 Ј 1 yclx = ~l; Iog(x-a)+ CV(x) 
111 111 
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може имати само поларне периоде који су цели умношци броја 2тri, 
тако да he 

(20) G(x) = а 1 
,\'(/.\' 

као функција og х, бити холо.морфна у целој равни. 
Одатле се добија 

(21) 1 G'(x) 
у= Т G (х) ' 

па стога, ако би се могла израчунати функција G (х), мероморфни ин
теграл у био би доведен у облик количника две функције холоморфне 

у целој равни. Но, диференцирајуhиједначину (21) р пута, налази се 

G' 
у=тс, 

, GG"- G' 2 

у =T---::----
G2 

" GG/11- ЗGG'G" + 2G'3 

у =т 1 , 
G· 

а замењујуhи ове вредности у датој диференцијалној једначини 

F ( 1 " (р)) - о у,у ,у , ... ,у - , 

добиhе се нова једначина реда р+ 1 коју задовољава функција G. Ако 
је интеграл у првобитне једначине мероморфан, интеграл нове једна

чине he бити холоморфан у читавој равни и добиhе се помоhу редова. 
Ове функције G(x), каgа ефекСйивно йосГйоје, йреgаuављају уой.

zиmења ВајерLиLuрасових функL(ија Al (х) и функција е из Lueopuje ели
йШичких функција. 

Лако је, на пример, изложеним поступком препознати Вајерштра

сову функцију Al (х). Посматрајмо општи тип једначина 

у"" + Q (у')= О, 

где је Q полином по у' степена n. Ако се n налази између р и 2р, поли
гонална линија има страну са негативним коефицијентом правца и тај 

коефицијент једнак је 

_ 2p-n 

п-р 
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Да он буде једнак -1, потребно је и довољно да је 

3р = 2n, 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

а при том услову сви су полови интеграла прости (лако је уверити се да 

нема вишеструких темена). 

Једначина по р' која се односи на страну са коефицијентом прав

ца -1 овде је 
2~'p'P-Il +(-lY'h =О, 

где /1 означава коефицијент уз највиши степен променљиве у' у Q. 
Остаци су, према томе, 

где су бројеви а; корени биномне једначине 

ар-п+ 1 =О. 

У партикуларном случају, кад је 

р= 2, n= 3, 

услов 

3р- 2n =О 

испуњен је и тада постоји само један остатак, ЧИЈа Је вредност 

4 
р=--. 

h 

Одатле, ако је функција у мероморфна, тада је функција 

,, f 
G (х)= е4 ,,,,х 

холоморфна у целој равни. Ово проверавамо на једначини 

(23) у" 2 - 4у' (1- у') (1- k 2y') =О, 

која припада проученом типу. Овде је h = 4е, а резултат је 

стога функција 

(24) G (х) =е_,, f \'''-' 
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мора бити холоморфна у читавој равни, уколико је функција у у љој 

мероморфна, што је овде случај, будући да је општи интеграл једна
чине (23) 

а функција G (х) није ништа друго него до на једну константу Вајер
штрасова функција 

' ' 
-k 2 Ј ctxJ sn 2 л/x 

Al(x)=e 0 0 

која је, свакако, холоморфна у целој равни. 

Може се десити да задата једначина 

F=O 

не задовољава услов поседоваља само полова интеграла КОЈИ су прости 

и такви да су односи између по два њихова остатка сви реални, пози

тивни и рационални, али да се при том, кад се стави 

(25) _ R( ' <цЈ) Z- у,у, ... ,у ' 

где је R рационална функција од у,у', ... ,/'1) са константним и нео
дређеним коефицијентима ai, може располагати тим коефицијентима 

тако да претходни услови буду испуљени за нову диференцијалну јед

начину по z добијену овом заменом функција. А како је, уколико је у 
мероморфна функција, z такође таква, може се наћи константа Т таква 
да функција 

(26) 
_1_ Ј R(y.y' ..... /Ч')clx 

G(х)=ет , 

пошто је у њој у замељено било којим мероморфним интегралом јед

начине F = О, постане у читавој равни холоморфна. 
Из (26) се узастопним диференцирањем добијају једнакости 

G' _ 1 R ( , (qJ) --- у,у, ... ,у ' 
G Т 

GG"- G'
2 = _!_ [дR , + дR "+ + дR (q+IJ] 

G2 т ду У ду' У .. · д/q) У ' 

--------..,:;-----=-- -y'+ ... +--y(q+!) ' G2G111
- ЗGG'G" + 2G'3 1 d [дR дR ] 

G3 Т dx ду ду<qЈ 
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помоhу којих је могуhе формирати једну једначину реда р+ q коју 
задовољава функција G(x). 

Ове функције G (х) су уойшШења оних на које је скренуо йажњу 
2. Пикар4, а које се оgносе на јеgначину 

(27) Р(у,у')у" +Q(y,y') =О 

(zge су Р и Q йолиноми йо у и у') каgа је њен инШеzрал мероморфан. 

Г. Пикар је показао, посебно, да ако је интеграл у једначине 

(28) у" + ау3 + Ь/ + су + d + kyy' = О 

(где су а, Ь, .. , kконстанте) мероморфан, тада се константе 
A,B,C,m,n,p,q,г,s 

могу одредити тако да, кад се стави 

(29) 
У= Ау2 +Ву+Су', 

R = mY3 + пУ 2 +рУ+ (qY +г) У'+ sY'2
, 

израз 

(30) G (х)= е f /1{/X 

постане функција од х која је холоморфна у целој равни и задовољава 

једну једначину трећег реда, која се може лако формирати. 
Ови резултати добијају се и нашим методама, а може се, штави

ше, додати следећа примедба која се односи на једначину (28). Полиго
нална линија једна чине има три темена А, В и С Чије су координате 

А(О,О), В(1,2), С(З,О). 

Страна ВС има, дакле, коефицијент правца -1 и она, поред два 
темена В и С који је ограничавају, садржи још тачку D(2,1). Три тачке 
В, С и D које се налазе на тој страни потичу од чланова 

у", ау3 , kyy', 

те је стога једначина по р која се односи на ту страну 

ар 2 
- kp + 2 = О, 

чији су корени 

4 Јошпаl clc matiJcmatiчucs puгcs ct appliчuccs (li'-i89), рр. 2I0-2R7. 
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k+ 
Р1 =-----

2а 

Према ономе што претходи, кад год је однос 

k-11?~-

k+ - 8а 

реалан, позитиван и рационалан број, може се наhи константа Т таква 

даЈе 

_l_f 1'{/Х 
С (х)= е 1 · 

цела функција од х, уколико је у њој у замељено мероморфним инте

гралом једначине (28). 
На завршетку, додаhемо да је лако конструисати опште типове 

једначина било ког реда р на које се могу применити претходни резул
тати. 

Најпре he се тако унапред дати полигонална линија П која има 
само једну страну са негативним коефицијентом правца, при чему је 

тај коефицијент једнак -1, и тачке (M;,N;) које та линија обухвата. 
Одређиваље чланова који одговарају овим тачкама своди се онда на 

решавање система линеарних хомогених Једначина по целим пози

тивним бројевима. Да би се нашао члан једначине реда р који одговара 

датоЈ тачки (М;, N;), потребно је решити систем две једна чине 

М;= m0; +mli + ... +т";' 

N; = mli + 2m2; + ... +р т"; 

по позитивним целим бројевима, а да проблем буде могуh потребно је 

и довољно да је 

рМ; -N;:;::: О. 

Овде може бити више система решеља која одговарају једној ис

тој тачки (M;,N;), али број тих система је ограничен и сваки од љих 
даје по један начин конструисаља члана једначине који одговара датој 

тачки. Конструишуhи ћ чланова једначине који одговарају различитим 

системима решеља која се односе на исту тачку (М;, N;); ова тачка he 
онда бити вишеструка тачка реда /1 за тако конструисану једначину. 

Да би се олакшали рачуни, овде дајем табелу ових решеља за јед

начине другог и треhег реда; њих треба применити на сваку од тачака 

(М;, N;) које смо унапред изабрали у равни N О М (индекси i су иза
стављени). 
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1. за gpyzu peg: 

ИЛИ ЈОШ 

2. за Шpehu peg: 

ИЛИ ЈОШ 

1 N-M:::; т2 :::;-N, 
2 

т1 = N- 2т2 , 

т0 =М -N+т2 , 

1 
М- N :::; т0 :::; М --N, 

2 
т1 = 2М-N- 2т0 , 

т2 = N -М +т0 ; 

1 N- 2М :::; т, :::; - N, - 2 
1 N- М- 2m1 :::; т2 :::; - (N- 3т1 ), 

- 2 -
т1 = N- 2т 1 - 2т3 , 

m0 = М - N + т2 + 2m3 , 

1 
М - N :::; т0 :::; М -- N, 

2 
3 1 з 

2М - N- 2т0 :::; т1 :::; -М -- N- rn0 , 
2 2 2 

m2 = 3М - N 3т0 - 2т1 , 

1 
т, =- (N- М+ т0 - m2 ). - 2 

НАУЧНЕРАСПРАВЕ 

Кад се експоненти функције у и њених извода једном израчунају, 
испред сваког од тако израчунатог члана ставиhе се произвољан ко

ефицијент Ч\(Х). Укупан збир свих тако добијених чланова који одго
варају различитим унапред изабраним тачкама представљаhе леву 
страну диференцијалне једна чине која одговара једном таквом систему 

** тачака. 

** Рад рефсрисан у Rcvuc semcstгiclle dcs puЫications matl1cmatiчues 1898, t. YII, 
Hlg,З (пр. Д. Т.). 



О ЕКСТРЕМУМИМА ИНТЕГР АЛА 
АЛГЕБАРСКИХ 

ДИ Ф ЕРЕНЦИЈ АЛНИХ ЈЕДНА ЧИНА* 

Под eкcГUpe.!vtaлнuJ\i вреgносГйима једне реалне функције у(х) под

разумеваhемо њене праве максимуме и минимуме, тј. оне коначне и 

реалне вредности те функције за које је њен први извод једнак нули, и 
сви су јој узастопни изводи коначни, а извод најнижег реда, који је ра

зличан од нуле, парног је реда. Тачке (х, у) криве линије што предста

вља функцију у(х), у којима она достиже своје екстремалне вредности, 

означиhемо као ексГUремуме функције. 

Екстремуми интеграла једне диференцијалне једначине ма кога 

реда могу бити нейокрСLuни, тј. не мењати се од једног партикуларног 

интеграла до другог са променама интеграционих констаната; они 

могу бити и йокреГйни, тј. мењати се са тим константама. 

Тако, нпр., екстремуми интеграла једначине 

ху'- 2у+ 2 =О 

Јесу непокретни; таЈ Је интеграл 

у= 1 + Сх 2 (С = const.) 

и има свој екстремум само у сталној тачки х= О, у= 1. 
Напротив, интеграл једна чине: 

у'2+у2=а, 

коЈи Је 

у= Га sin(x+C), 

као и интеграл Једначине 

y"+.f(x)y=O, 

где је .f (х) функција позитивна за све позитивне вредности х, које има
ју своје интегралне екстремуме покретне. 

* Српска краљевска академија. Глас, књ. CLXV, Први разред, књ. 81, Београд 
1935, стр. 53-70; саопштено у Академији природних наука 22. октобра 1934. 
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Предмет he овога рада бити проблем да се непосредно, на самој 
датој диференцијалној једначини, без потребе да се ова интеграли, ра

спозна да ли су екстремуми њених интеграла непокретни. У том по

гледу истакнута су два интуитивна факта која дају gовољне услове за 

непокретност екстремума и обухватају бескрајан број диференцијал

них једначина са непокретним екстремумима. Први факт се односи на 

једначине ма ко:Zа реда, а други на једначине йрво:Zа реда. Затим he би
ти дато опште и потпуно решење проблема: расйозншuи на јеgној gа

Гйој ал2ебарској јеgначини йрво2а pega ga ли су йlачке (х, у), у којима 
йрви извоg umue:Zpaлa йосйlаје јеgнак нули, за gaйly gиферет~ијалну јеg

начину йрво:Zа pega нейокраuне или се йомерају са йроменама инйlе
zрационе консШанйlе. 

1 

Нека је дата једначина р-тога реда 

(1) F ( ~ ' (р))- о х,у,у , ... ,у - ' 

где је F полином по у, у', ... ,/~') са коефицијентима који могу бити ма 
какве, алгебарске или трансцендентне функције независно промен

љиве количине х. 

Теорема 1. - Kag :Zog F не cagpжu у' на йрвом сШейену, а скуй 

чланова који никако не саgрже у' сасШоји се og збира gвеју функција, 
og којих јеgна зависи само og х, а gpy2a само og у, екаuремуми oйuaue2 
ш-аuе2рала јеgначне (1) су нейокреШни. 

Јер. тада се F може написати у облику 

(2) Ф(х,у,у', ... ,у<РЈ)у"" +/(х)+ср(у) =О, 

где је Ф полином по у, у', ... ,/~'Ј. а т цео позитиван број веhи од једи
нице. 

Диференцијалењем једна чине (2) по х добија се 

(З) у"" с/Ф+ ту""- 1Ф +/'(х)+ ср'(у) у'= О, 
с! х 

ГДе је ф ПОЛШ!ОМ ПО 

у,у', ... ,/f'),_/f'+l). 

Ако је х= а једна вредност х за коју функција у добија један свој 

максимуЈ\I или минимум. и ако се х не поклапа ни са којом од вредности 

х = а', за коју једна од функција од х што фигуришу као коефицијенти 
с/Ф . б . . (З) 

у полиному - постаЈе ecкpaJI-Ia, Једначина се за х= а своди на: 
с/х 



О ЕКСТРЕМУМИМА ИНТЕП'АЈIА АЛГЕБАРСКИХ ДИФС:РЕНЦИЈАЛНИХ ЈЕДНАЧИНА З 15 

(4) /'(а)= О. 

Такве вредности а поништавају, дакле, први извод функције I (х), 
па су, према томе, независне од интеграционих констаната. А пошто 

ни вредности а' не зависе од тих констаната, то су вредности х за које 

општи интеграл у достиже своје максимуме или r-,шнимуме сСйалне. 

С друге стране, пошто се за такву једну вредност х= а једначина 
(2) своди на 

(5) /(а)+<р(у) О, 

то су и вредности у= ~,добијене решењем једначине (5) по у, такође 
сишлне, независне од интеграционих констаната, па су, дакле, инте

грални екстремуми нейокреПiни. 

Једини изузетак, који може наступити кад су испуљени услови 

теореме 1 јавља се у случајевима кад се једна или друга од функција 
.f (х) и <р (у) или обе те функције, своде на константе. Тада је: 

l.кадје 
.f (х)= coпst. =а, 

лева страна једначина (З) своди се за х= а идентички на нулу и не на

меhе никакве погодбе непокретности вредности а. Једначина (2) тада 
показује да се сви екстремуми интеграла у налазе на правама у = ~' где 
су~ реални корени једна чине 

<р(у)+а =О, 

али се они тада могу налазити ма где дуж тих правих. Кад једначина 

нема реалних корена у једноме посматраном бројном размаку, инте

грал у нема ниједан максимум ни минимум у томе размаку вредности х; 

2.кадје 

<р (у) = coпst. = Ь 

једна чине (2) и (З) за х= а своде се на 

(6) .f(x)+b=O, /'(х)=О, 

што показује да се екстремуми интеграла у налазе на правама х= а, где 

је а један вишеструки корен прве једначине (6), а да се могу налазити 
ма где дуж тих правих. Кад та једначина ( 6) нема вишеструких корена 
у једноме посматраном размаку, интеграл у нема у томе размаку ни 

максимума ни минимума; 

3. кад се обе функције .f (х) и <р (х) своде на константе, једначине 
(2) и (З) не намеhу никакве услове непокретности ни вредностима х, ни 
вредностима у. Али, једначина (2) намеhе услов да те две константе 
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морају бити једнаке, а супротно означене; ако тај услов није испуњен, 

интеграл у не може имати ниједан максимум ни минимум од х=- оо до 

х=+ оо .Такав је, нпр. случај са једначином 

(7) у' 2 + / - .f (х)= О, 

која има своје максимуме и минимуме непокретне, изузимајући једини 
случај кад се функција .f (х) своди на константу, нпр. а, њен је oйшillu 
uнLuezpaл Шада 

у = -Ј:; sin (х+ С), 

па његови екстремуми зависе од константе С, али се сви налазе дуж 

двеЈу правих: 

у = .ј;; и у = --Ј:;. 

Очевидно је да теорема 1, иако врло општег карактера, даје само 
gовољне, али не и йтuребне услове за непокретност интегралних ек

стремума. Да то нису и потребни услови, види се из простога примера 

Једна чине првога реда 

(8) ху'-2у+2=0; 

која не задовољава те услове, а за општи интеграл има, међутим 

(9) 

њен је једини екстремум обележен вредностима х = О, у = 1 и он је 
непокретан. То he бити максимум за све партикуларне интеграле за 
које је интеграциона константа негативна, а минимум за све интеграле 

за које је та константа позитивна. 

Претпоставимо да диференцијална једначина, ма кога реда она 

била, задовољава услове теореме 1, а не потпада под горе наведени 
изузетан случај. Екстремуми њених интеграла су непокретни; вредно

сти х= а, за које су они достигнути, корени су једна чине 

(1 О) .f'(x) =О. 

Из тога излази непосредно да: 

Kag zog у јеgноме размаку (а, Ь) Променљиве х јеgначш-lа (10) не.ма 
rшјеgш1 корет1, нијеgан йарzТ!икуларни инй1еzрал јеgначuне не.ма у zuo.мe 

раз.маку Hll о\ШКСUМума Hll минимума. 
И према томе: 

Kag јеgначшю (10) нема уойzшuе реалних т<:орена, нијеgан инiuе
zрал не може шшши ни максu.мума ни минимума за вреgносиш х =-оо 

go х=+ оо. 
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Свака грана интегралне криве која остаје коначна и непрекидна у 
таквоме једном размаку (а, Ь ), има у њему моноГйтщ ток, непрестано 
растуhи, или непрестано опадајуhи. Та монотоност тока може преста
ти само проласком вредности х кроз какав реални сингуларитет инте

грала што се налази у посматраноме размаку, али никако проласком 

кроз какав максимум или минимум. 

2 

Теорема 1, примељена на алгебарске диференцијалне једначине 
првога реда показује да he екстремуми интеграла бити независни од 
интеграционе константе за све такве једна чине које, написане у облику 

полинома по у и у' једнаког нули, не садрже у' на првоме степену, а 

где је члан независан од у' једнак збиру двеју функција Ј (х) и <р (у). 

При томе, коефицијенти полинома могу бити ма какве функције про

менљиве х. 

Једини се изузетак јавља у случају кад се једна од функција Ј (х) 

или <р(у), или обе те функције, своде на константу. У свима осталим 

случајевима екстремуми могу бити достигнути само за вредности х које 

су корени Једна чине 

(11) .f'(x) =О 

и ако та једначина нема корена у једноме датом размаку (а, Ь ), ни један 
интеграл диференцијалне једна чине нема у томе размаку ни минимума 

ни максимума. Он у томе размаку може изменити монотоност свога 

тока само проласком вредности х кроз какав реалан ситуларитет х = Л 
интеграла у што се налази у томе размаку. 

Напоменуhемо узгред да се и за такве вредности х = Л увек може 
непосредно на самој датој диференцијалној једначини распознати да ли 

се они мењају или не са интеграционом константом. 

Тога ради елиминишемо у из дате једначине 

(12) F (х, у, у')= О 

и оне што се добија њеним тоталним диференцирањем по х, па нека је 

\jf(x,y',y") =О 

резултанта те елиминације која се сменом 

у' = z, у" = z' 

своди на алгебарску диференцијалну једначину првога реда 

(13) \jf(x,z,z') =О. 
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Ако је х= А трансцендентан сингуларитет интеграла у једначине 

(12), он he бити такав исти сингуларитет и за интеграл z једначине (13). 
Према познатој теореми из аналитичке теорије алгебарских диферен-. . 
ЦИЈалних Једначина првога реда, такви су сингуларитети независни од 

интеграционе константе. Сингуларитет х = А, кад би био покретан, мо
рао би, дакле, бити само или пол интеграла или његова алгебарска 

критичка тачка. Међутим, у општој теорији диференцијалних једна чи

на првога реда познати су йоШребни и gовољни услови за непокрет

ност како интегралних полова, тако и интегралних алгебарских крити

чких тачака; да ли су ти услови испуњени или не за једну дату једначи

ну (13), може се распознати непосредно на самој једначини, без по
требе да ова буде претходно интеграљена. 

3 

Поред све своје генералности, став 1 не обухвата све случајеве ал
гебарских диференцијалних једначина првога реда чији су екстремуми 

непокретни. То се веh види и по самом примеру (8), који не испуњава 
погодбе тога става, па ипак нема покретних интегралних екстремума. 

Постоји, дакле, и других општих случајева непокретности тих екстре

мума, и један такав општи случај обухваhен је ставом који следује. 
Свака се диференцијална једначина првога реда 

(14) F (х,у,у') =О, 

која садржи х експлицитно, може на разне начине написати у таквоме 

дF 
облику да делимични извод зависи само од х. То би се, нпр., умно-

дх 
гобројним случајевима учинило решивши једначину F = О по једној да
тој функцији р (х) променљиве х и написавши је у облику 

(15) F(x,y,y') = р(х)-сЈ(у,у') = 0. 

И та)~а се лако доказује ова теорема: 

т 2 к дF - - .. 
еорема . - ag zog gелимични извоg ду' иосша;е ;еgнак нули, а 

дF - · ' О - б gели.мични извоg ос1иа;е коначан за у = , ua ма каква ила реална 
ду 

11 коначна вpegнocili у, ексiuрему.~vш oйualieza шt!Тiеzрала у не мењају се 

са шиliеzрационом консГйаю/iом. 

Јер,изједначине 

(16) дF + дF у'+ д~ у" = О, 
дх ду ду . 
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види се да кад год су испуљени услови става, вредности х = а за које 
интеграл у достиже који од својих екстремума мора бити један корен 
Једна чине 

(17) дF =О 
дх ' 

па пошто делимични извод (17) зависи само од х, вредност а не зависи 
од интеграционе константе. 

Са друге стране, екстремуми интеграла увек се налазе на линији 

(18) F(a,y,O) =О, 

која се састоји од скупа правих линија у=~, где се вредности~ добијају 
решељем Једна чине 

(19) F (а,~, О) = О. 

Екстремуми су, дакле, сви непокретни. 

Једини изузетак који може наступити кад су испуљени услови ста

ва 2 јавља се у случају кад се лева страна једна чине (19) своди на нулу 
за а = корену једначине (17), па ма каква била реална коначна вред
ност у. Тада се екстремуми интеграла мељају са интеграционом кон

стантом, али се сви налазе на непокретним прав ама х = а 1 , где су а 1 
реални корени једначине (17). Међутим, ипак, кад та једначина нема 
реалних корена, интеграл у не може имати НИЈедан максимум ни мини

мум. 

Између општијих типова алгебарских диференцијалних једначина 

првога реда које испуљавају услове теорема 2, навешhемо једначине 
облика 

(20) 

где су .1;1, .1;, .f2 полиноми са сталним коефицијентима, а међу којима 

полином .f2 (у') има вредност у' =О као своју вишеструку нулу. 
Интегрални екстремуми су сй1алне тачке 

(21) х=а1 , у=~1 , 

где су а1 реални корени једна чине 

(22) 

а ~~ реални корени једна чине 

(23) 
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решене по у. 

Кад било једначина (22), било једначина (23) нема реалних коре
на, интеграл у не може имати ни максимума ни минимума од х = - оо до 

х=+ оо. 

Као прост пример поменутог изузетка навешhемо једначину 

(24) уу'- .f (х)= О, 

где су све нуле полинома Ј (х) вишеструке. Наведени факти потврђују 

се и непосредно на изразу општег интеграла који је 

(25) y=~C+2J~.t(x)dx. 

4 

Као један важан специјалан случај алгебарске диференцијалне 

Једначине првога реда са непокретним интегралним екстремумима на

вешhемо једначину 

(26) 

на коју се наилази у понеким општијим проблемима више геометрије и 

рационалне механике, а која се може интегралити само у једноме 

ограниченом броју специјалних случајева. 

Једначина има реалних интеграла само за оне вредности х за које 

је функција Ј (х) позитивна. Из неједнакости 

/ s; .f(x) 

види се да се свака интегрална крива налази у области D између двеју 
кривих 

y=~.f(x) и y=-~f(x), 

симетричних према оси Ох. Свакој почетној тачки М0 (х0 ,у0 ) интеграл

не криве одговара у области D друга једна тачка MfJ(x0 ,y0 ) те криве, 

симетрична тачки М0 према оси Ох. 
Претпоставимо, нпр., да се почетна тачка М0 налази изнад осе 

Ох. Она је тада у области између те осе и криве 

y=~.f(x). 

Кроз М0 пролазе две гране интегралне криве, једна позитивна и 
монотоно растуhа У1 , која има за коефицијенат правца дирке у М0 
вредност 
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(х)- у(~, 

друга позитивна и монотоно опадајуhа У2 , чији је коефицијенат правца 

дирке у М0 вредност 

Тако исто, кроз тачку MfJ, која се тада налази у области између 
осе Ох и криве 

пролазе две гране интегралне криве, једна негативна и монотоно опа

дајуhа и,, друга негативна и монотоно растуhа и 2 , обе симетричне 
кривима У1 и У2 • 

Једначина (26) испуљава у једно исто време услове теорема 1 и 2. 
Према томе: 

Максимуми и минимуми сваке og umuezpaлнux zрана У1 ,У2 ,и 1 ,и2 
не мењају се са итuеzрш~ионом консШанШом и сваки се од њих покла

па са по КОЈОМ од сталних тачака 

где су х= ak реални корени Једначине 

(27) f'(x)=O. 

Кад год у једноме размаку (а, Ь) променљиве х функција .f(x) има 
монотон ток, НИЈедна од интегралних кривих у нема у томе размаку ни 

максимума ни минимума. Сваки од лукова тих кривих који остаје кона

чан и непрекидан у таквоме једном размаку (а, Ь), има у Шоме размаку 

монтuон Шок. И кад размак (а, Ь) обухвата све реалне вредности х, 

што наступа кад једначина (27) нема ниједан реалан корен, свака од 
интегралних кривих нейресШано paaue или нейрекиgно ойаgа gок х ра
сШе og - оо go + оо. 

Из једне моје опште, раније доказане теореме о нулама алге

барских диференцијалних једначина првога реда, примењене на јед

начину (26), следује ga се йросШе нуле инШеzрала у Ше јеgначине мењају 
са инШеzрационом консШанШом. 

Из саме једначине (26) види се да интегрална крива, пролазеhи 
кроз такву једну покретну нулу х= о, има у њој за коефицијенат правца 

дирке Једну или другу од вредности 

~f(o) или -~.f(o), 
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према томе, да ли, прошавши кроз нулу 8, крива расте или опада. Ме
ђутим, такође се из саме једначине (26) непосредно види и то да су ви
шеструке нуле интеzрала у нейокретне и ga се йоклайају са нулама 
саме функције f(x). Штавише, свака нула функције f(x) вишеструка је 
нула свакога интеграла у, јер кад год је f(x) = О, мора бити и у = О, 

у'=О. 
Тако се исто лако увиђа на самој једначини (26) и то ga су вреgно

сти х за које интеzрал у йостаје бескрајан тако!)е нейокретне, јер за 
такве вредности х мора и вредност .f(x) бити бескрајна. Кад функција 
.f(x) остаје коначна за све реалне вредности х, тако he исто бити и са 
ма којом интегралном кривом у: она he остати коначна у целоме 
размаку og х = - оо go х = + оо • 

Све те појединости знатно олакшавају квалитативну интеграцију 

диференцијалне једначине (26). Ова је још више олакшана једним оп
штим фактом, доказаним у једноме моме ранијем раду! , а који се са
стОЈИ у овоме: 

Грана УЈ интегралне криве увек се целокуйна налази у области 

изме!)у gвеју сталних кривих 

у= е-х[А+ J'e-'~.f(x) dx], 
,\о 

у= е-х[А + .fi f ex~.f (х) dx] , 
,\о 

где А означује константу 

која зависи само од почетне тачке посматраног интеграла у. 

Тако исто, грана У2 интеграла криве увек се целокуйна налази у 
области изме!)у gвеју сталних кривих 

у= ех[в- fe-x ЈЈС:) dx] , 
х о 

где В означава константу 

која такође зависи само од почетне тачке интеграла у. 

Остале две интегралне криве ИЈ и U2 су симетричне према 

гранама У1 и У2 у односу на осу Ох. 

1 !nte,~гa/es pгcmieгcs д гcstгictions, EcJit. spec. сЈе 1'Acad. гоуа1с SегЬс, Paгis 1929. 
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Један занимљив факт, везан за једначину (26), а у ве'ЗИ са напред 
доказаном непокретношћу интегралних максимума и миниму1>1а и са 

монотон?шћу тока интегралне криве кад су испуљени означе-ни усло
ви, састОЈИ се у овоме: 

Општи интеграл 

y=.f;sin(x+C) 
Једна чине 

у' 2 + / =а, (а const.) 

је периодична осцилаторна функција променљиве х и има као периоду 
број 2n, па ма каква била интегрална почетна тачка. 

Али, ако се позитивној константи а придода члан Е<р(х), где је 

<р(х) једна ма каква монотона функција променљиве х, таква да <р'(х) 

нема реалних нула, онда, ма како споро било мењање ове функције, тј. 

ма колико се она мало разликовала од константе и ма колико мала 

била вредност позитивне константе Е, једначина 

у'2 + у2 =а+ е<р(х), 

не само да неће више имати ниједан осцилаторан периодични интеграл 

већ he сваки њен коначан интеграл непрестано расти или непрестано 
опадати, не пролазећи никако из рашћења у опадање, или из опадања у 

рашћење. 

То, према раније доказаном, излази из факта да је 

Ј (х)= а+ Е<р(х), 

.f'(x) = Е<р'(х), 

па да, према томе, .f'(x) нема реалних нула. 
Једначина (26) даје, дакле, са фено.менолошкоi iлeguшiiia интере

сантан пример случаја где јеgна, колико се xohe незна(йна из.мена jegнo
za факйlора у йојави .може изазвати несразмерно велику йро.мену Шо
ка йојаве и йойlйуну gисконй1инуалносй1 Шоzа Шока, тако да се, нпр., 

осцилайlорни ток таквом минималном изменом фактора одједном и 

без икаквог континуалног преласка из основе измењује и прелази у 

.монтuони ток, без и трага од каквих, па и најслабијих осцилација. И та 

несразмерност ефеката фактора остаје за све време трајања појаве, па 
ма измена фактора остала за све то време колико се xohe слаба. 

Једна физичка појава у којој тај аналитички факт налази своју 

конкретну примену била би, нпр., појава флуктуација линеарног ре
зонатора. Те су флуктуације, а при подесном избору јединице мере за 

време t, масу и дескриптивни елеменат у појаве, регулисане диферен-
. . 

ЦИЈалном Једначином 
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( dr У + / = const., 

која изражава да је збир кинетичке и потенцијалне енергије у појави 

сталан за све време њеног трајања. Флуктуације су осцилаторне, пери

одичне и (при поменутоме избору јединица мера) имају за периоду 2п. 
Међутим, ако се утицајем каквих спољних узрока учини да то

тална енергија резонатора почне ма и најслабије, колико се хоће спо

ро, али монотоно расти или опадати у току времена, појава ће одједном 

и без икаквог континуалног преласка изгубити не само своју периоди

чност већ и сам осцилаторни карактер и флуктуације ће у њој бити 

монотоне. 

Појава gaje, у иciiio време, и врло инсiiiрукiiiиван йример uecи
iypuociiiи закључака извеgеиих резоиујуhи iiiaчuo, али на јеgначини 

која би била само йриближиа (јер је йри њеиоме йосiiiављаљу нeшiiio 

шiiio се cмaiiipaлo као врло слабо и занемарљиво занемарено), йа ма 

т'олико се Шаква йрибли;нспаједначипа мало разликовала og Шачие2 . 

5 

Приступимо сад решењу проблема за алгебарске диференцијалне 

једначине првога реда: наћи йоL71ребне и gовољне услове (који би се 
могли проверити непосредно на датој једначини, без потребе да се ова 

претходно интеграли) да би реалне или имагинарне тачке х= а,у = ~ 
у којима први извод интеграла у(х) постаје једнак нули, биле нейо

креШне. 

Проблем се своди на ова два посебна питања: 

1. Кад ће вредности х= а, које поништавају извод у'(х) општега 
интеграла у бити независне од интеграционе константе? 

2. Кад ће вредности у= ~. које добија општи интеграл за х= а, би
ти независне од те константе? 

Нека је дата једначина 

(27) .f(x,y,y') =О 

алгебарска по х, у, у' и нека је 

2 Један факт такве врсте био је предмет дискусије математичара и физичара у 
Француском физичком друштву у Паризу (седница од 5. јула 1918. год.). О овоме ви
дети и Петровиhев рад Ос'еiПљива .места обuчm1х u gиференцијалних jegiiO'Illlm, Мат. 
весник, 5-6, Београд 1939, стр. 8-11 (пр. пр.). 
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(28) ( с/и) <р х, и,- =О 
с/х 

резултанта елиминације променљиве у из једначине (27) и оне која се 
добија љеним тоталним диференцијалењем по х пошто се у тој резул
танти смени 

11 clu 
у =-

с/х 
у'= и, 

Са друге стране, диференцирањем једна чине 

(29) /(х,у,и) =О, 

ПО промеНЉИВОЈ х, 

11 dy' clu dy dи 
у =-=--=и , 

dx dy clx dy 

добија се једначина 

(30) 
дf' дf дf du 
-·-+и-· +и-·- =О. 
дх ду ди dy 

Нека је 

(31) ~(y,u, ~~)=О 
резултат елиминације променљиве х из једначина (29) и (30). Вредно
сти а поклапају се са нулама општег интеграла и(х) једначине (28), а 
вредности~ су нуле општега интеграла u(y) једначине (31). Оба се, да
кле, проблема о непокретности вредности а и ~ своде на један исти 
аналитички проблем: наhи потребне и довољне услове да би нуле оп

штега интеграла једне дате диференцијалне једначине првога реда 

(32) 

du 
алгебарске по t, и,-, биле независне од интеграционе константе. 

dt 
Тај је проблем у свој својој потпуности решен у мојим ранијим 

радовима и решење му је садржано у овој oiiшiuoj Шеореми: 

Нека је једначина (што се увек може учинити) написана у облику 

(33) 
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где су Pk полиноми по t и и, а т највиши степен једначине (32) по из
dи 

воду Тt' 

ПоШребан и gовољан услов за нейокреШносШ нула ойшШе2а ин

Ше2рала u(t) јеgначине (32) јесШе Шај ga, каg се gеобом буgу уклонили 
сви зајеgнички факШори йолинома 

сваки йолином Pk осим р0 , саgржи као факШор uh, 2ge је h 2:: k. 

Непосредном применом теореме на једначине (28) и (31) добија се 
решење питања под 1 и 2, а тиме и йоШйуно решење йроблема о непо
кретности тачака (ех, ~). 

Разуме се по себи да, кад је реч о правим, реалним максимумима и 

минимумима интеграла, од интереса су само реалне тачке (ех, ~).** 

**Ова Петровнћева расправа објављена је у скраћсном облику и на француском 
језику Sиг /cs cxrгcmums clcs inre.~гa/cs clcs eчuarions cli}j'Cгeпricllcs ai.~C/JгicJt.tcs, Acacteшie royale 
cte Scrbic, Bt!llctin А, N~ 2, Bclgraclc 1935, рр. 145-149, а о њој је похвално писао Ј. Н. Fisc11cг 
у часопису FdM, В. 61, S. 1229 (пр. Д. Т.). 



О АЛГЕБАРСКИМ 
ДИ Ф ЕРЕНЦИЈАЛНИМ 

ЈЕДНА ЧИНАМА ПРВОГ А РЕДА 
КОЈЕ ПРОИЗВОДЕ ЦЕЛЕ 

ФУНКЦИЈЕ* 

1. Диференцијална једначина првог реда може имати целе функ
ције за интеграле било ойzшТtе, било йарLТtикуларне. Тако једначина 

у'- 2ху =О 

има општи интеграл целу функцију 

аЈедначина 

(1 + х 2 ) у'- ху- а = О, 

која има општи интеграл мултиформну функцију 

у = ах + С~ 1 + х 2 
, 

има партикуларни интеграл целу функцију 

у= ах. 

Напишимо једначину у облику 

(1) .f(x,y,y') =О, 

где јеfнесводљив полином по у и у', са коефицијентима који су алге

барске функције по х. 

У случају када једначина допушта да интеграли (општи или пар

тикуларни) буду L{еле ШрансценgетТtне функL{ије по х, полиному.fпо у и 

у' намењене су извесне особености, од којих hемо указати на следеhе. 

* Наслов оригинала: Suг les equations dijjeгentie/les algehгiques du ргетiег огdге en
gendгant des.fonctions entieгes, PuЬlications mathematiques de I'Univeгsite de Belgrade, Belgrade 
1938, t. VI-VII, рр. 1-12. 
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I. Алzебарске функције које се јављају као коефицијенШи ciiieйeнa 
йо у и у' у f своgе се на йолиноме йо х. 

Заиста, пошто је .f алгебарска по х, једначина се увек може напи
сати у облику 

(2) F(x,X,y,y') =О, 

где је F несводљив полином по х,Х,у,у', променљиве х и Х су везане 
алгебарском везом 

(3) G(x,X)=O, 

где је G несводљив полином по ове две променљиве. 
Када се истакну степени од Х, једначина (2) се може написати: 

(4) Fo(x,y,y')+F1(x,y,y')X + ... +F111 _ 1(x,y,y')Xm-l =О, 

где је т степен од G по Х. И тада: 
Сваки инiiiezpaл og (2), који је цела фуню~ија, зајеgнички је за m 

gиференцијалних јеgначина 

(5) F0 =О, F1 = 0, ... , F111 _ 1 =О. 

Јер ако се у (4) у замени интегралом који је цела функција по х, 
лева страна ове једначине постаје полином по ирационалној алгебар
ској функцији Х са коефицијентима Fk које су целе функције по х. Ако 
ови коефицијенти не би били нуле, два полинома (3) и (4) по Х имали 
би заједнички фактор који је свакако полином по х и Х, јер он дели G. 
Једначина (3) не би била несводљива и, према томе, мора да је иден
тички 

(б) Fk = О ( k = О, 1, ... , т - 1). 

Како Fk не допуштају заједничке факторе (без чега би једначина 
(2) била сводљива), једначине (5) или су несагласне (у коме случају 
нема целих интеграла), или дефинишу алгебарску везу између х и у, 
тако да функција у не би могла бити трансцендентна, што је и требало 

доказати. 

Претпостзви11ю, тзда, да су испуљени услови тврђеља I; f he бити 
несводљив полином по х, у, у'. Са становиштз које нзс интересује, тз
кве једнзчине биле су предмет истрзживзља многих истраживачз (Пе
нлеве, Малмквист (MalшqLiist), Петровиh итд.) и главни резултати о то

ме могу се изразити следеhим тврђељимз. 
Кад год једнзчина до пушта интеграле (опште или партикуларне) 

целе трансцендентне функције: 



О АЈIГЕБАРСКИМ ДИФЕРЕНЦИЈАЈЈНИМ ЈЕДНАЧИНАМА ПРВОГА РЕДА ... 

П. Јеgначина никаgа нема йокреГйне криiii.ичне iii.aчкe. 

То следи из теореме коју је доказао Малмквистl. 
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Ако једначина није са непокретним критичним тачкама, сваки ин
теграл са коначним бројем грана и са коначним бројем покретних кри

тичних тачака неминовно је алгебарска функција. 

III. Јеgначина са нейокреСйни.м кршuuч!i.и.м LIЈ.ачкама је нyлiii.o'i po
ga й.о у и у'. 

Заиста, ако је њен род веhи од један, према Поенкареовој теоре

ми о Једначинама првога реда са критичним непокретним тачкама, оп

шти интеграл је алгебарска функција по х; сваки униформни интеграл 

је рационалан и, према томе, сваки интеграл који је цела функција је 
полином по х. 

Ако је рода један, према истој теореми, општи интеграл у је ра

ционалан по 

Л[Ј(х)+С], 

где је Л ознака за двопериодичну мероморфну функцију, 1 је Абелов 
интеграл, а коефицијенти степена по Л су алгебарске функције по х. 

Интеграл (општи или партикуларни) не би могао бити цела функција. 

Из овога следи да је једини случај који може произвести за инте

грале трансцендентне целе функције онај када је род диференцијалне 

једна чине једнак нули. У том случају једначина се сменом променљиве 

у своди на Рикатијеву једначину или на њене дегенерације, Бер-. . 
нулИЈеву или линеарну Једначину. 

У ранијим радовима указао сам на део који се може користити за 
проблем који се овде посматра, теореме господина Пикара о вредно

стима које узима цела функција за коначан број вредности независно 

променљиве. Посебно сам показао да се за опште типове алгебарских 

диференцијалних једначина првог реда на самој једначини може ди
ректно препознати да интеграл не узима извесне вредности за било 

коју коначну вредност од х. У тим условима, ако је униформна, она је 

свакако рационална, а пошто је цела функција, она се своди на поли

ном пох2 . 

2. За извесне типове једначина, не познајуhи целу функцију која 
се јавља у изразу општег или партикуларног интеграла, познат је на-

1 I. Malmquist: Suг les .fimctions а U/1 потЬге .fini de Ьгапсћеs satis/aisant а une equation 
dijjeгentielle dllfJI"emieг огdге, Acta mat11em. ( 1920), Т. 42, р. 319. 

2 М. Petrovitcl1, Suг les zeгos et les i11finis dcs integгales des equations dijjeгentiel/es alge
bгiques (Tl1ese de doctOJ"at, Paris 1894). 
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чин на који се она ту јавља, као и извесне особености које ова функ
ЦИЈа има. 

Такав је случај са Рикатијевом једначином 

(7) у' + i + <р (х) = о' 

која је елеменат редукције у бројним проблемима који се везују за 

много општије диференцијалне једначине. 

Тврђења која следе односе се на случај каgа је функција <р (х), 

која се јавља као коефицијент у јеgначини (7), реална, коначна, разли
чиШа og нуле и йозиШивна за вреgносШи х које йрелазе јеgан уШврЬен 
йозиШиван број (а у посебном случају, када је <р коначна, различита од 

нуле и позитивна за све реалне вредности х). У том случају: 

Kag zog је инШеzрал (ой~иши или йарШикуларни) og (7) лоzари
Шамски извоg целе функције, она је poga вehez og нуле. 

Стварно, ако се стави 

z' 
у=-, 

z 

функција z задовољава линеарну једначину 

(8) z" +<p(x)z =О. 

Претпоставимо да је почев од једне позитивне вредности за х, 

стално 

<р (х)> N, 

где је N утврђен позитиван број, коначан и различит од нуле. Познато 
тврђење о нулама интеграла биномне диференцијалне једначине дру

гога реда доводи до следеhег резултата: 

Две узастопне нуле ~k и ~k+J функције 

и= sinxГN 

обухватају бар јеgну нулу а; функције z; ако се нула а; поклопи са 

неком од нула ~k' променљива х, растуhи почев од а;, достиhи he неку 
другу нулу а;+Ј од z пре но стигне до следеhе од нула ~k за 11. Ред који 
ИI\Ia за чланове инверзне модуле реалних нула од z биhе, дакле, guвep
zeнfiiaн, а биhе такав из више разлога када се допуни члановима који 

долазе од евентуалних имагинарних нула, што показуЈе да род по z ни
када ниЈе нула. 

Када се запази да, у случају да је 

<p(x)=l, 

функција z је 
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Sll1 Х, 

види се да род од z може стварно бити један. Ова последља функција 
нема имагинарних нула и доказује се, с обзиром на то, следеll.и општи 
резултат: 

Kag zog је инiТlеzрал (ойи.иТtи uлu йщпТtикуларни) og (7) лozapu
iТlaмcкu извоg целе фующије која Jteлuz llAtazuнapнux нула или их илш 

само у коначном броју, канотtчюt йроизвоg йрилmрних фаюТiора ове 
целе функције је poga јеgан. 

Заиста, претпоставимо да је, почев од једне позитивне вредности 
х, стално 

<р(х) <М, 

где је М утврђен позитиван број, коначан и различит од нуле. Према 
познатом тврђељу, две узастопне нуле, ~' и ~ы, функције 

11 = sinxГм 

обухватају највише једну нулу ai функције z; ако се нула ai поклопи са 
неком од нула ~''променљива х, када расте почев од ai, не може до
стиll.и другу нулу ai+l од z, а да претходно не достигне једну нулу од v. 
Ред чији су чланови инверзне вредности квадрата модула реалних нула 

од z биll.е конвергентан, а биll.е и даље конвергентан када се допуни 
члановима који долазе од евентуалних имагинарних нула (у коначном 

броју) од z. Род функције z је, дакле, једнак јединици. 
Из овог, исто тако, следи следеll.е тврђење: 

Kag zog је инiТlеzрал ( ойшШи или йарLТiикуларни) og (7) лоzа
риLТiамски извоg целе функције чији йроизвоg йримарних факiТlора је 
poga вehez og јеgан, ова цела функција има бесконачна мноzо реалних 
нула, као и бесконачна има'iинарних нула. 

Дешава се да посматрани интеграл једначине (7) није логаритам
ски извод целе функције, вell. одређена комбинација таквог извода. 

Такав је случај, на пример, са једначином 

2 1- 4х 
у'+у +--=0, 

4х2 

чији је партикуларни интеграл функција 

1 г z' y=--+-vx-, 
2Гх z 

где је z Беселова трансцендента 
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(9) х х2 х3 

z=--+--+--+ (1! )2 (2! )2 (3! )2 ... 

Исто је са једначином 

, + 2 _ 4х 2 + 1 _ 0 у у 4х 2 -

која је задовољена функцијом (9), где је z Беселова трансцендента 

(10) 

Када је у линеарна комбинација логаритамског извода целе функ
ције, позната трансформација која триномну диференцијалну једначи
ну другог реда преводи на биномну једначину, свешће такве случајеве 

на претходни. 

3. У овом што следи посматраћемо алгебарске диференцијалне 
једначине првога реда које производе целе функције са позитивним 

Тејлоровим коефицијентима. 

У том случају цела функција 

(11) 

која испуљава тај услов и диференцијална једначина са реалним ко

ефицијентима 

(12) Ј(х,у,у') =О, 

коју задовољава у, сем општих услова набројаних у претходном делу, 

испуљаваЈу ЈОШ и услове назначене у оном што следи. 

Најпре, једначина (12), према претходном, може се написати у 
таквом облику да{ буде несводљив полином по х, у, у'. И тада: 

I. Реални uнiiiezpaл у није никаgа цела фуюсција бест{оначт-l02 poga; 
њен pog је највише јеgнак сШейену f йо х йовеhан за јеgиницу. 

То је последица познате теореме о брзини раста алгебарских 

диференцијалних једначина првог реда када се независно променљива 

х повеl1ава преко позитивних реалних вредности. Посебно, нека је у 

реалан интеграл од (12), непрекидан за велике позитивне вредности за 
х. Господин Лш-rделефЗ (Liпdelof) показао је да ће, почев од једне до
вољно велике вредности за х, по апсолутној вредности стално бити 

3 Е. Ciпclclbl, Su1· !а aoissancc cies inre,чгaies cles CCJliUiions cii!fJгcmicilcs clu Jn·emicг 
rmlгc, BLtll. clcs sc. matlюлat., Т. 1 (Ј ~99). 
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(13) у(х) s:; ес,"'+', (1 y(x)l s:; еСх""', прим. прев.) 

где је т степен полинома по х, а С одређена константа везана за тај 
полином. Биhе, дакле, за велике вредности г 

(14) ly(x)ls:;ec,"'+', г=lxl, 

одакле се на добро познат начин закључује да род функције у не пре

лази број т+ 1. 
Тврђење обухвата само интеграле, целе функције, диференцијал

них једначина првог реда. Тако, на пример, цела функција бесконачног 
рода 

у= ес'Р(х), 

где је Р полином позитивних коефицијената, задовољава алгебарску 

диференцијалну једначину другог реда. 

Са друге стране, једначине (12) могу имати за интеграл целе фун
кције било ког рода. То се види на примеру једначине 

у'2 + (1 _ у2) р2 x2(p-I) = 0 

(р = цео позитиван број), који за партикуларни интеграл има целу 
функцију рода р 

1 .р .р • х 2 ~' х 4 ~' х6 Р 
у= -(е' +е-' ) = cos(zx~') = 1 +--+--+-+ ... 

2 2! 4! 6! 

Приметимо, такође, да горња граница за род од у може бити 

стварно достигнута. То је тако, на пример, за целу функцију рода т + 1 

xm+l 

у=е ' 

која задовољава диференцијалну једначину 

у'- (т+ 1) xmy =О. 

У случају да се х не јавља експлицитно у диференцијалној јед

начини, тада је т = О и род од у је нула или један. То је сагласно са по
знатом теоремом о Једначини 

f(y,y') =о. 

Интеграл је полином по еах, где је а константа. Господин Линде

леф је указао на начин да се одреди константа С за дату једначину (12). 
Ставимо у тој једначини 
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(15) 

(16) 
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cxm+l 
у= е , 

. . 
и групишимо ту чланове КОЈИ после ове смене садрже наЈвиши степен 

експоненцијалне функције (15). Групишимо, затим, у том скупу члано-. . . 
ва оне КОЈИ садрже наЈвиши степен од х и напишимо да Је скуп ових 

чланова нула. Добиhе се алгебарска једначина по С и за вредност С he 
се узети било која позитивна вредност која је веhа од највеhег корена 

те Једначине. 

Тврђењу 1 може се дати и следеhи облик: 
П. СШейен йо х йолинома f, каgа јеgначина (12) има инШеzрал у 

који је цела функција poga р, најмање је јеgнак р- 1. 
Неједнакост (14) доводи до следеhег тврђења, које се односи на 

коефицијент а11 интеграла у: 
Ш. КоефицијенШ а 11 не йрелази никаgа вреgносШ 

(17) 

zge су а, А, В иогоgно оgабране консШанШе које не зависе og n, а 
йосебно је: 

(18) 
1 

а=--. 

m+1 

Стварно, према неједнакости (14), која је ваљана за г довољно ве
лико,биhе 

(19) 
c,-m+l 

<А е а"_ --
г" 

за било коју позитивну вредност г. Мењајуhи г десна страна од (19) 
достиhи he свој минимум за 

г=[ст:11)СЈ:. 
а тај минимум је 

(20) 

где В означава константу 

(21) В= [(m+l)CeГ', 
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што доказује тврђење. 

Из тога се такође закључује да: 

IV. Mogyo инШеграла у gуж круга lxl r нцкаgа не йрелази преg-
носш 1 

А8(Вх), 

где 8 (х) означава целу трансценденту 

Из тврђења Ш изводи се такође следеhе тврђење, које се везује за 
нуле од у: 

V. Нуле итuеграла у не pac&Uy J-tUJ<:aga сйорије, заједно са cвojuJvt 
ранzом, него u.uuo је вреgноаu og па. 

Јер, према тврђењу III, вредност ~ не опада спорије но вред-
I 

ност п-а, што показује да вредност а 11 " не расте спорије но па. Следи, 

према теореми господина Адамара, да модуо нуле /;
11 
не расте спорије 

НО ВредНОСТ ОД па. 

Као што се види, нуле 1;" нису гушhе но што су бројеви па за n = 1, 
2, 3, ... Али ови нису гушhи но чланови природног низа позитивних 
целих бројева, што доводи до следеhег тврђења: 

VI. Диференцијална јеgначина (12) нема никаgа за umuezpaлe у 
целе функције са йозиШивним Тејлоровим коефицијен&Тlима чије би 

нуле биле гушhе но чланови йрироgног низа йози&Тlивних целих бро
јева. 

Посматрајмо сада диференцијалне једначине (12) које производе 
целе функције са Тејлоровим коефицијен&Тlима йозиLТi.ивним и самер

љивим. Осим тврђења I- VI која се односе на овај случај без измена, 
интеграл у има особину која важи само у посебном случају. 

Зна се да алгебарске диференцијалне једначине не дозвољавају 

сувише велике брзине опадања коефицијената а11 • Ова брзина је огра

ничена теоремом господина Поља4 (P6lya). 
Ако цела функција 

(22) 

4 G. P6lya, Ueheг das anwacl1sen von ganzen Funktionen die eineг Differentielgleicluщr; 
geniigen, Vieгteljahгschrift dег Natшfoгsch. Geselschaft in Ztirich, Jahrg. 61 (1916), рр. 531-545. 
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са коефицијентима који су самерљиви бројеви задовољава диференци

јалну једначину 

коначног реда, однос 

F (х,у,у',у", ... ) =О 

logla11 1 

n(logn) 2 

остаје коначан када се n бесконачна увеhава. Како је коефицијент а11 , 

1 
у случају који се овде посматра, реалан, позитиван и тежи нули са 

то се своди на то да однос 

loga11 

n(logn) 2 

1 
log 

а" 
n (logn) 2 

n 

не прелази неки позитиван број ~' коначан и утврђен. Из тога се за

кључује да а 11 опада спорије но број 

што he реhи да је за сваку вредност за n 

где је К утврђен број, кона"'rаН и позитиван. То показује да је за пози

тивне вредности х стално 

~ 

у> а0 +KI,e-~"(log")
2 х", 

n=l 

што доводи до тврђења 

УП. ИнШеzрална крива у је расШуhа крива у кваgранШу са йози

i"йивним коорgинаШама равни хОу 11 Шу се налази аuално обухваhена 

gвема кривима 

(23) 

(24) 

где су .f1 и .f2 трансценденте 

= 

у= а0 + Af2 (х), 

= 

(25) .fi(x) = I,e-rJ"(JognJ' х", .f2(x) = L,е-п" !ognx", 

n=l n=l 
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где су а, ~' А, В, К константе независне од n, назначене у претходном. 
Доље ограничеље (23) важи у случају једначине било ког реда. 

док горље ограничеље (24) важи само за једначине првог реда. 
Завршићемо примећујући да сва тврђеља доказана у овом пара

графу важе и за све функције у чији модули Тејлорових коефицијена
та (реални или имагинарни, позитивни или негативни) не прелазе оне 
од неке функције z која задовољава алгебарску диференцијалну једна
чину првог реда. 

Заиста, сва ова тврђеља заснивају се на неједначини (13) госпо
дИна Линделефа, која важи такође за модуо од у, јер он не прелази 

модуо ОД Z. 

У том циљу било би добро још подсетити се да П.Qстојање алге

барске диференцијалне једна чине 

(27) F(x,y,y') =О, 

коју задовољава функција z, нема за последицу постојаље једне такве 
једначине која би за интеграл имала саму функцију у. Тако их, према 

Фату (Fatou) - Пољаовој теореми, функција z која нема прекида јер 
задовољава једначину облика (27), може имати пошто се погодно из
мене знаци њених Тејлорових коефицијената; тако измељена она неће 

задовољавати ниједну једначину (27).** 

** Рад реферисан: MU!ler, ZЬl, В. 20, S. 234 и L. Bieberbach, FdM, В. 64, S. 1131 (пр. 
д. Т.). 



ЈЕДАН ОПШТИ НА ЧИН 
ПАР АМЕТАРСКОГ ИЗР АЖАВАЊА 

ТРАНСЦЕНДЕНАТА КОНАЧНОГ 
РЕДА* 

1 

Под ШрансценgенШо.м коначног: pega р има се разумети свака тран
сцендентна функција у променљиве х која задовољава какву диферен

циЈалну Једначину р-тога реда 

(1) F(x,y,dи, ... ,d~'y)=o, 
dx dx~' 

где је F алгебарска функција променљивих 

du d~'y 
х,у,-, ... ,--, 

dx dx~' 
(2) 

а не задовољава никакву једначину (1) реда нижега од р. 
Под реgо.м једне трансценденте у има се, дакле, разумети ред ал

гебарске диференцијалне једна чине најнижег реда коју задовољава у. 

Тако би, на пример, трансценденте 

у= e',sinx,cosx,logx 

и све 11rероморфне двопериодичне функције биле трансценденте првог 
реда;трансценденте 

у е(}\ ,e(.'S11\\ ,e(!L\!'i\ 

као и Беселове и Пенлевеове трансценденте биле би другога реда; кад 

је tp (х) трансцендента k-тог реда, функција 

* Српска краљевска академија, Глас, кљ. CLXXXV, Први разред, књ. 92, Београд 
1940, стр. 111 1 35; саопштено у Академији природних наука 21. октобра 1940. 
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у= е<р(х) 

је уопште трансцендента k + 1-ог реда (каткад и нижег) итд. 
Функције 

у Г(х), 

= 

у = L а/' 2 

х", 1 а 1 < 1 
11=0 

и 

L
= х" 

у- --
(n!)" 

11=0 

не задовољавају никакву алгебарску диференцијалну једначину кона

чног реда; ТО су {'йрансценgеюuе бескрајноz pega ИЛИ XUUepLupaнcцeн
geHUlC. 

Изразити параметарски једну функцију 

(3) у= /(х), 

значи изразити х и у у облику 

(4) х = <р (t), у = \ј! (t). 

Најопштији резултат у проблему параметарског изражаваља 

трансцендената, за који се до данас зна, то је позната теорема Поенка

реа према којој се свака аналитичка функција (3) може изразити у об
лику (4), где су <р и \ј! униформне функције параметра t. 

Али се не зна ничега општег о самом аналитичком облику тих 

функција <р и \ј!. Међутим, то се ипак зна бар за поједине, више или ма

ње опште класе аналитичких функција, алгебарских или трансценден
тних. Тако, нпр., за алгебарске функције (3) Поенкаре је показао да се 
z и у могу изразити као Фуксове функције параметра t. Кад врста (gе
ше, Gattung) функције не премаша број 2, функције <р и \ј! имају сасвим 
одређен облик. За функције нулте врсте то су рационалне функције 

параметра t; за функције прве врсте то су функције рационалне по 

(5) t и ~P(t), 

где је Р (t) полином треhега или четвртог степена по t; за функције 
друге врсте <р и \ј! су рационалне по (5), али где је Р (t) полином петога 
или шестог степена по t. 

На први поглед изгледало би да у томе постоји један општи закон 

за параметарско изражавање алгебарске функције ма које врсте. Али, 
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као што је познато, није тако: у општем случају, кад је врста функције 
већа од 2, променљиве х и у не изражавају се више као рационалне 
функције израза (5) да би Р (t) био какав полином по t. 

У случају кад је функција у алгебарска, могућно је изразити је и у 
таквом облику ( 4), да су функццје <р и \јЈ униформне, тако да одговарају 
теореми Поенкареа о униформизацији аналитичких функција. Тако: 

1. Кад је у функција нулте врсте, функције <р и \јЈ су рационалне 
функције, које се могу трансформисати и у мероморфне просто пери
одичке функције параметра t; 

2. Кад је у функција прве врсте, функције <р и \јЈ су мероморфне 
дво-периодичне функције параметра; 

3. Кад је у функција врсте веће од 1, то су Фуксове функције 
параметра. 

У аналитичкој теорији линеарних диференцијалних једначина 

d~'y d~'- 1y dy -
<рР--+ <рр-1 --1 + · ·· + <р1- + <ј)оУ- О 

dx~' dxP- dx 
(б) 

такође је познат један општи начин параметарског изражаваља љи
хових интеграла, у случају кад су функције 

алгебарске функције променљиве х. Поенкаре је показао да се х и у 

увек могу изразити у облику ( 4), где су <р и \јЈ зета Фуксове и тета 
Фуксове функције параметра t. 

Новији резултати о трансформацијама диференцијалних система 

и о каноничном облику који је могућно дати свакоме алгебарском та

квом систему, доводе до могућности да се јако прошири област анали

тичких функција за које ће се познавати један општи начин љиховог 

пар?метарског изражаваља. 

У овоме he pagy бшuи йриказан јеgан LИакав начин који се расйро
сLИире на све LИранщенgеюuе коначноz pega. Начин је основан на једној 
општој теореми о трансформацији алгебарских диференцијалних си

стема, коју су први доказали руски математичари Апелрот (Аппель

рот) и Лагутински (Лагутинский), а на коју је потписани наишао на 

други начин и у другом облику, и применио је на аналитички проблем 

о коме је овде реч. 

2 

У о чим о систем од р симултаних диференцијалних једначина 
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(7) 

сlи 1 
clt 

у коме сваки од коефициената Ek има за вредност О или 1. 
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За сваки дати цео број р број таквих система (7) је ограничен, као 
што је ограничен и број функција и које се добијају интеграцијом свих 
тих система. Сваки од тако добијених низова 

(8) 

одређен је таблицом од р 2 елемената 

што низу одговара; број таквих таблица такође је ограничен. Пове

ћавање броја р има за ефекат додавање нових функција и онима што 
одговарају мањим бројевима р. 

Сви низови и, што одговарају једноме датом броју р, одређују се 

интеграцијом свих могуlших система (7) што одговарају томе броју р. 
Свака од тих функција и садржаће по извесан број произвољних кон

станата, уведених интеграцијом система, а чије ће вредности бити од

ређене почетним вредностима функција и, нпр., онима за t = О. 
Скуп функција и, дефинисаних свим могућним системима (7), са

ставља једну таблицу (И) елемената са три индекса, од којих један оз
начава систем (7) који задовољава функција и, а остала два индекса оз
начују хоризонталну линију и стуб којима припада тај елеменат у таб

лици (7) што карактерише тај систем. Тада се, на познати начин у тео
рији скупова, ти елементи са три индекса и!ik могу нумерисаШи помоћу 

низа узастопних целих позитивних бројева, и то тако, да два разна 

елемента имају различите нумере и да сваки елеменат има само једну 

нумеру. На тај би начин таблица (И) била претворена у низ елемената 
и1 ,и2 ,и3 , ... у коме сваки члан има своју потпуно одређену нумеру. Тај 

се низ може једном за свагда одредити за један произвољно узет цео 

позитиван број р= q, и он ће тада важити и за сваки број р < q, у томе 
смислу што ће чланови и низа, добијати интеграцијом система (5) за 
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р < q, бити обухваhени низом што одговара броју р = q. Тај последњи 
низ може се, дакле, сматрати као потпуно утврђен за све системе (5) 
чији ред не премаша број q. 

Један тако добијен, утврђен низ и сматраhе се као канонички низ 

за интеграле алгебарских диференцијалних једначина 

(8) ( 
dy d~'y)-F х,у,-, ... ,-- -О 
dx dx~' 

јер, као што he се видети из овога што следује, свака јеgначина (8) 
.може се инШеzралиШи йо.моhу оzраниченоz броја чланова Шоzа низа. 

Из тога разлога сисrем облика (7) могу се сматрати као канонични 
сисШе.м за скуп алгебарских диференцијалних једначина коначнога 

реда. Свакој једначини тога скупа одговара по један број р; за све јед

начине скупа, за које тај број не премаша један цео позитиван број q 
произвољно узет, остаје у важности један исти утврђен канонички низ, 

одређен једном за свагда, а који је везан за тај број q. 

3 

Са таквим дефиницијама каноничких низова и каноничких си

стема, употребимо једну теорему о трансформацији алгебарских дифе

ренцијалних система коју су Апелрот и Лагутински исказали на овај 

начин: 

Сваки алгебарски диференцијални систем, подесном сменом про

менљивих и потребним повеhањем броја непознатих функција, може 

се свести на систем облика 

(9) 

dy, 
dx 

cly111 _ Ф 
-

1
-- Ут 111' 

ех 

где су Ф 1 ,Ф 2 , ... ,Ф 111 линеарни облици по променљивима у 1 ,У2, ... ,у111 
чији су коефицијенти цели бројеви, од којих ни један није мањи од -1. 

Тако, нпр., систем 

dy, 

clx 
clY2 

clx 

CfYJ = k 2 )' IC\ 

Ј Ј у 2' 
ех 

O<k<l 

који има за интегралс три основне елиптичке функције 
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сменом 

своди се на систем 

у 1 = sn(x+C1), 

У2 = cn(x+C2 ), 

УЈ = dn (х + С 3 ) , 

r1 
2 1 = -logy1, 

dx 
d 

2 2 =-logJ2, 
с/х 

с/ 
21 = -logy,, 
- dx -

d2 1 - = 2 1 (-21 +22 +23 ), 
dx 
с/2 2 - = 2 2 (21 - 2 2 + 23 ), 
с/х 

с/21 -- = 23 (21 +z2 -z3 ). 
dx - -
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Према другој једној теореми, коју је доказао Апелрот, то свођеље 

је могућно извршити тако, да коефицијенти линеарних облика Ф k буду 

сви једнаки нули или јединици. 

Не знајући начин на који су руски математичари доказали ове 
теореме, потписани је на сасвим елементаран начин дошао до ове тео

реме, КОЈа се може извести и као последица горе поменутих теорема: 

Сваки алгебарски диференцијални систем, подесном сменом про

менљивих и потребним повећањем броја непознатих функција, своди 

се на један од каноничких система (7). 
Одговарајући број р одређен је самом трансформацијом и једнак 

је броју једначина њоме добијеног канонског система. Он не зависи од 

реда посматране диференцијалне једначине или система; тај број зави-. . 
си од начина на КОЈИ променљиве улазе у састав левих страна Једна чи-

на, пошто ове буду сведене на такав облик да постану полиноми по ти

ма променљивим. Број р, нпр., везан за једну диференцијалну једна

чину првог реда може бити већи од броја р везаног за једну једначину 

вишега реда. 

Треба још приметити да се од система (9) може прећи непосредно 
на одговарајући канонски систем (7) простом сменом променљивих Yk 
са logщ. 

Непосредна примена трансформације, о којој је овде реч, на оби
чне алгебарске диференцијалне једначине, доводи до ове опште тео-
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реме која решава проблем параметарског изражаваља трансцендената 
коначног реда: 

Свака ШрансценgенШа коначног pega који не йре.маша јеgан йро
извољно узеШ број q 

(10) у= .f(x) 

изражава се као функција јеgног йара.меШра t обрасцима облика 

(11) 

гgе су Ф 1 и Ф 2 линеарне функције (са коефицијенШи.ма који су цели 
бројеви) йо ограничено.м броју израза 

(12) Ј е"' dt k=1,2,3, ... 

а гgе су uk чланови каноничног низа везаног за број q. 
Осим тога, оставивши на страну један тачно познат изузетан 

случај, десне стране образаца (11) изражавају се йо.моhу чланова кано
ничког низа без квagpmuypa и то на начин изражен овом теоремом: 

ЛогариШ.ми йро.менљивих х и у изражавају се као линеарне функ

ције ограниченог броја чланова каноничног низа. 

Те теореме доводе, дакле, go јеgног ойшШег начина йара.меШар
ског изражавања ШрансценgенаLuа коначног pega. 

4 

У погледу самих функција и, чланова каноничног низа, а на које 

се своди горе изложени начин параметарског изражаваља, може се 

реhи ово што следује. 

Пре свега, приметивши да никакав линеаран израз по 

где би и" биле алгебарске функције, не може бити алгебарска функ-
. . . . . 

ЦИЈа, саме Једначине КОЈе састављаЈу канонични систем показуЈу да су 

функције uk трансцендентне. 

Најпростији пример система (7), онај што садржи само Једну 
функцију 11 и само једну једначину, а то је 

du 1 "' -=е 

clt ' 
чији је општи интеграл 

и 1 =-log(C-t), 

као и систем 
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cluJ = eul 
clt ' 

clu2 -- = eul +eu' 
clt ' 

ЧИЈИ су општи интеграли 

и 1 log (С 1 - t), 
и2 -log(C1 -t)-log[C2 +log(C 1 -t)], 

истичу на видик егзистенцију покретних логаритамских сингуларитета 

функција и. 

Међутим, потписани је у погледу холоморфности тих функција 

доказао оваЈ резултат: 

Свака функција и кога било коначног низа, која за t =О има кона
чну и одређену вредност, холоморфна је у једноме кругу који има за 

центар t = О и за који се увек може одредити његов полупречник; за 

вреgноаuи t у унуШраиtњосШи Шоzа круzа функција н се може развити 

у peg 

и = а0 + a1t + a2t2 + ... 

за који ће се познавати структура љегових коефицијената. Peg he наси
zурно биШи конверzенШан за све вреgносШи t у круzу йолуйречника 

R=-1-
peo ' 

где р означује ред каноничног система, а 8 је највећа вредност реалних 
почетних вредности функција и одговарајућег каноничног система. 

У погледу структуре коефицијената а 11 горњег реда, потписани је 
доказао оваЈ резултат: 

Произвоg n! а 11 је јеgна форЈиа n -~71о2 pega йо извесним консШ.ан
Шама с 1 , с 2 , с3 , ... , сР у оzраниченом броју: коефицијенШи Ше форме су 

цели бројеви, сви йозиШивни или јеgнаки нули. 

Ти резултати дају могућност да се за дату трансценденту кона

чног реда 

y=f(x), 

х и у изразе у облику реда уређеног по степенима параметра t и да се 
познаје структура коефицијената тога реда, као и његов полупречник 

конвергенцИЈе. 

5 

Из овога што претходи види се улога функција и у проблему 

параметарског изражаваља трансцендената коначнога реда. Било би 

од интереса проучити појединости тих функција, као, нпр., ове: 
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1. проверити да ли се оне изражавају у коначном облику помоhу 
данас познатих и испитаних трансцендената (као што је, нпр., случај са 

онима што одговарају бројевима р = 1 и р = 2 и које се изражавају по
моhу логаритамских функција), или показати да се, кад се број р буде 

повеhавао, јављају нове трансценденте; 

2. проучити сингуларитете функција и, начин на који се те функ
ције понашају у бескрајности итд. У томе погледу треба навести да је, 

проучавајуhи коначни систем Апелрота и Лагутинског, Костицин (Ko
stitzin) дошао до важних резултата о сингуларитетима алгебарских 
диференцијалних једначина. Проф. Пејовиh је испитивао начин на који 

се понашају функције и каноничног система (б) у бескрајности. 
Треба, напослетку, поменути да се ШрансценgенШни канонички 

систем (7) сменом 

е"' = Yk 

трансформише у алzебарски систем, који се поклапа са каноничким 

А л . dиk 
системом пелрота и агутинског, у коме Је сваки извод -- израже-

dt 
ни као квадратична форма по променљивима у 1 ,У2, ... ,у" у којој сваки 

коефицијенат има за вредност 1 или О. Али систем (7) има над овим 
другим то преимуhство, што непосредно даје могуhност да се функције 

uk, па докле и х и у, развију у ред по степенима параметра t за који се 

зна и полупречник његове конвергенције и структура његових коефи

цщената. 
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ДОДАТАК РАСПРАВИ О 
АЛГЕБАРСКИМ 

ДИ Ф ЕРЕНЦИЈАЛНИМ 
ЈЕДНА ЧИНАМА* 

У мојој расправи под насловом Oйuuue Uieopeмe о aлzeбapcкuJvt 

gиференцијалним јеgначинама l доказана је следеhа теорема: 
ИнUiеzрација сваке алzебарске gиференцијалне јеgначине 

(1) ( 
dy d

2
y ) -F х,у,-,--2 , ... -О 

clx dx 

врши се йреко о2раничено2 броја уLТtврЬених йарШикуларних функција 

(2) и 1 (t), и2 (t), и3 (t), ... , 

које се моzу ogpegщuu jegнoJvt за све случајеве и йомоhу којих се 

изражавају независно йро.!vtенљива х и инLТtеzрал у ( ойилuи или йар
Шикуларни) као функције йарампuра t. 

Функције щ, чланове каноничко2 низа (2), генерише канонички 
сиаuем 

(З) 

du 
__ Р= Еје" 1 +Е~е"2 + ... +с;;еиР. 
dt 

Променљиве х и у изражавају се у облику 

(4) 

где су Ф 1 и Ф 2 линеарне функције (са целим коефицијентима) од кона
чног број а израза 

* Наслов оригинала: Addition au memoiгe SUI" les equations dijjeгentielles algehгiques, 
Academie SегЬе des Sciences, Publications de l'Institut mathematique, Belgrade 1947, t. I, рр. 1-4. 

1 Pubiications mathem. de l'Universite de Belgrade, Т. VI-VII, (1937), стр. 290--325. 
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(5) 

Штавише, уколико се један изузетан случај, иначе егзактно проу

чен, стави на страну, х и у се изражавају помоhу t без квадратура: ло2а
риШми Ше gве функције изражавају се линеарно йомоhу коначно2 броја 

чланова каноничко2 низа. 

Као што сам то у својој расправи показао, г.г. Апелрот и Лагу

тински веh су били извршили свођеље алгебарских диференцијалних 

једначина на извесне каноничке форме. Али, како нисам био у могуh

ности да видим љихове расправе и да се тачно упознам са љиховим 

теоремама и доказима, нисам се љима могао користити. Сада, будуhи 

да поседујем те расправе, хитам да укажем на удео који руским мате

матичарима треба приписати у третираљу проблема редуковаља једна

чине која је у питаљу и система алгебарских диференцијалних једна

чина и да признам љихов приоритет у решаваљу овог проблема. Наи

ме, двоЈица руских математичара доказала су да се: 

Сваки сисШем алzебарских gиференцијалних јеgначина, йо2оgном 

сменом йроменљивих и неойхоgним йовеhањем броја нейознайlих функ

ција, cвogu на сисйlем облика 

dy! - ф dy/11- ф 
-- YI !•····--- Ут т• 
dt dt 

(б) 

2ge је Фi линеарна форма 

(7) 

чztju су коефицијеюuи aki консzТtаюТtни и јеgнаки целим бројевима не 

мањим og -1. 
Настављајуhи упрошhаваља, г. Апелрот је свео линеарне форме 

(7) на такве форме чији су сви коефицијенйlи aki јеgнаюt luлu 0.2 

Са алгебарског система (б) прелази се на трансцендентни систем 

(З) простом сменом 

(8) z, = ещ. 
Али, систем (З), иако трансцендентан, има ту предност да пружа 

Јlюгућност лакшег испитиваља функција щ из каноничког низа. Посеб

но, као што је то у мојој расправи изложено, он дозвољава развијаље 

функција 11; у Тејлорове редове са познатом структуром коефиције
ната, за које he бити познат и круг конвергенције. Исти систем (З) 

2 СпоПшГПс1ьп у Мпсковсколt лmiiieлmГiiu'IKШt gpyuuТiвy (Математичка збирка, Т. 
23 (1902), т 27 (1909), т 32 (1922). 



ДОДАТАК РАСПРАВИ О АЛГЕБАРСКИМ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИМ ЈЕДНАЧИНАМА 349 

чини очигледном трансцендентност ових функција, постојаље љихових 

покретних сингуларитета, начин љиховог понашаља итд. 

Подсетиhу још да је г. В. Костицин, испитиваљем система (6), до
шао до неких значајних резултата који се односе на међусобну саглас

ност стабилних сингуларних интеграла алгебарских диференцијалних 

једначина.З 
С друге стране, г. Т. Пејовиh је доказао једну теорему о начину на 

који се понашају функције и; каноничког низа (2), генерисане систе
мом (3), када се независно променљива бесконачна увеhава преко ре
алних вредности, под претпоставком да су те функције реалне, непре

кидне и одређене4. 
На крају, користим се приликом да додам једну примедбу коју 

дугујем предусретљивости г. професора Е. Котона (Е. Cattoп); она he 
исправити једну малу грешку, која ми се поткрала у вези са једним мо

ментом секундарног значаја у примеру наведеном на страни 322 моје 
расправе. По среди је једна функција е од t за коју сам рекао да је про
извољна; у ствари, она треба да буде решење извесне диференцијалне 

Једна чине. 

Заиста, као што излази из једначина (63) и (68) у овој расправи, 
важи 

одакле Је 

1 de = (m
1 

_ 1)1._ dy1 + m
2 

_1 dY2 , 
е dt У1 dt У2 dt 

а онда је, према (68) и (69), 

(10) 
de 2 1+..!. - = (m1 -l)A1e + т2А2е а 
dt 

Разматрани пример припада групи примера који су навели г. про

фесора Котона да испитује системе диференцијалних једначина код 
којих се ефективно појављују решења која зависе од произвољних 

функција, али која се објашњавају кад се тражи да се ти системи сведу 

на класични облик на који се примељују теореме егзистенције. Систем 
(63) у наведеном примеру своди се на једну такву форму.** 

3 Compt. rend. de l'Acad. de Sc. de Paris, седница од б. фебруара 1939, стр. 411. 
4 Compt. rend. de l'Acad. de Sc. de Paris, седница од 20. марта 1939, стр. 9б0. 
** Рад је реферисан: G. Sansone, ZЬI, В. 32, S. 280 i MR, Х, б, р. 378, а цитиран је у 

раду Т. Peyovitch, Sиг 1' integгation d' un systeme d' equations difjeгentiel/es, Academie Serbe des 
Sciences, PuЬ!ications de 1 'Institut mathematique, Belgrade 1948, t. 11, рр. 176-189 (пр. Д. Т.). 
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ПЕТРОВИЋ О СВОЈИМ 
РЕЗУЛТАТИМА У АНАЛИТИЧКОЈ 

ТЕОРИЈИ 

ДИ Ф ЕРЕНЦИЈАЛНИХ ЈЕДНА ЧИНА* 

м 
ихаило Петровиh је пружио бројне доприносе аналитичкој 

теорији диференцијалних једначина, проучавајуhи, модер

ним методама и довитљивошhу која му је својствена, осо

бине интеграла као таквих, не бавеhи се љиховим експли

цитним приказиваљем, које је, уосталом могуhе само у ограниченом 

броју случајева. 

Фундаментална и једноставна идеја која му је послужила као 

основа састоји се у следеhем: проблеми који се односе на начине на 

који интеграционе константе улазе у општи интеграл алгебарске ди

ференц~алнеједначине 

(1) F(x,y,y',y", ... ) =О, 

(где је F полином по у, у', у", ... ) суштински зависе од начина на који 
у,у',у", ... улазе у F, йа сШоzа биШно зависе og zруйа ексйонентuа ра
зних чланова у изразу F йо у, у', у", ... . Помоhу ових група позитив
них целих бројева, г. Петровиh образује извесне ieoмeiiipиjcкe фи

iуре налик на Њутнове (Newton) и Брио-Букеове йолиiоиалпе линије 
у теорији алгебарских функција и диференцијалних једначина првог 

реда. Ове фигуре у извесном смислу представљају и сажимају начин 

на који функције у,у',у", ... улазе у F и тако дају елементе неопходне 
за препознаваље да ли општи интеграл има или нема неку особину у 

вези са интеграционим константама. Поступак који г. Петровиh у 
том циљу користи садржи клицу једне опште и плодне методе испи-

* У књизи Nutice suг les tгavaux scientifiques de М. Michel Petгovitch (1894-1921 ), 
Academie royale de Serble, Editions speciales, t. XLIII, Sciences mathematiques et naturelles, 1. 
10, Paris 1922, р. IX+152,- Петровиh је описао своје резултате до 1922. г., те је у 
посебном поглављу изложио и своје радове у области аналитичке теорије диферен
цијалних једначина. Професор је о себи писао у треhем лицу (пр. Д. Т.). 
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тиваља особина интеграла на геометријским фигурама на погодан 

начин довођен је у везу са диференцијалном једначином и зависним 

од поменуте групе целих бројева. 

Г. Петровић овом методом третира различита питаља која се 

односе на директно испитиваље нула, бесконачности, максимума и 

минимума, итд., интеграла алгебарских ди_Ференцијалних једначина 

било ког реда и примељује резултате добијене у проучаваљу инте

грала стављајући се на становиште опште теорије функција. 

Када у општем интегралу у (х, С1 , ••• , СР) неке једна чине реда р 

мењамо интеграционе константе С 1 , ••• , СР, тада се вредности про

менљиве х које анулирају тај интеграл, оне које га чине бескона

чним, оне које му дају максималну или минималну вредност, итд . .ме
њају, уойщШе, зајеgно са инШеzраL~иони.м конаuатuа.ма. Уопште 

узев, ионако мењамо било коју константу С; која фигурише у изразу 

за општи интеграл, вредности х = х0 које анулирају дату комбинаци
ју \f:' (х, у, у', у", ... ) независно променљиве х, интегралу у и неколико 
љених извода мељаће се такође. Било којој датој кривој Г; у равни 

константе С; одговарају тада једна или више кривих 1'1; у равни про

менљиве х0 тако да, ако константа С; описује криву 1ј, једна од 

вредности х0 ће описивати једну од кривих 1'1;. 
Г. Петровић је себи поставио задатак да потражи услове под 

којима се ове криве 1'1; своде на изоловане тачке, тј. услове под који
ма се вpegнoauu х0 .мењају каgа се .мењају инШе2рационе l<aнauamue, 
као и ga их у Шо.м случају све израчуна. Кад је већ комбинација \ј! да
та, проблем се своди на Luражење услова йоg којима нуле и бескона
чноаuи oйunueza шаuеzрала не варирају са инШеzрационо.м консШан

Шо.м, и на директно израчунавање нула или бесконачности овога 

интеграла, што су већ по себи довољно занимљиви проблеми. Госпо

да Фукс, Поенкаре, Пикар и Пенлеве су се бавили аналогним про

блемима који се односе на алгебарске критичне тачке и на трансцен

дентне сингуларитете општега интеграла. Ако је чињеница непро

менљивости сингуларитета од капиталне важности са становишта 

теорије функција, није мање тачно да чињеница сталности ових 

вредности означених са х0 , придода та чињеници сталности тран

сцендентних сингуларитета, може имати велику важност у примена

ма диференцијалних једначина. 

Г. Петровић даје потпуно решење проблема у случају алгебар

ских једначина ирвог реда. Потребни и довољни услови да се нуле и 

бесконачности општих иптеграла не мењају са интеграционом кон

стантом врло су Једноставни и увек се лако може проверити да ли су 

они испуљени за дату једначину. Уколико су нуле (или бесконачно

сти) непроменљиве, г. Петровић показује начин израчунавања свих 
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љих, а r,rетоде Бриоа и Букеа омогуhавају онда да се одреде rы1хови 

редови у случајевима кад ти редови постоје и да се испитује пнте

грал у љиховим околностима. Ако су оне покретне, г. Петровић даје 

начин одређиваља љихових редова, који су увек рационални бројеви. 

Овај рачун се обавља графички. на веома удобан начин, помоћу јед
нога полигона који се може конструисати само на основу позrrавања 

експонената степена функција у и у' на левој страни једначине, до

ведене у облик полинома по у и у' изједначенога са нулом. Посма

траље тог полигона уводи се на природан начин у ово испитиваље, 

као што се види из следеhе Петровиhеве теореме: 

Да би июuеzрал UJvtao йокреLТiне нуле pega Л. йоLТiребно је и gо
вољно ga ogzoвapajyhu йoлuzmt има cLТipmty чији је коефицијенаLТi йра
вца Л; ga би он имао йокреLТiне бесктшчносiii:и pega Л, йоLТiребно је 11 

gовољно ga LТiaj йолиzон uJvta сLТiрану са коефицијенLТiо.м йравца јеg
наким -А. 

Иста разматраља доводе до следеhе теореме. 
Претпоставимо да је једначина написана у облику 

(1) 
i=ll 

~ /:( . ) 'll-1 =о LJ.,x,yy , 
i=O 

где су изрази .t; полиноми по yi, при чему .1; има степен vi. Теорема 
гласи: 

Да би нуле инLТiеzрала јеgначине (1) биле нейроменљиве, йоГйреб
но је и gовољно ga, йосле оgсLТiрањивања свих зајеgничких f;(x,y) 
факLТiора сваки израз fi cagpжu факLТiор yh, zge је h ~ i. 

Да би бесконачносГйи инLТiеzрала јеgначищ (1) биле нейро.менљи
ве, йоLТiребно је и gовољно ga буgе vi - v0 ::::; i за i = 0,1, 2, ... , ј.!. 

Да би нуле и бесконачносLТiи биле у исLТiи мах нейроменљиве, йо
Luребно је и gовољно ga јеgначина буgе хомогена йо у и у', или ga йо
лиzон буgе йравоуzаоник. 

У случају једначине вишег реда, није могуће дати решење проб
лема које би било онолико потпуно као претходно. Г. Петровић је 

ипак формулисао неке gовољне услове да нуле или бесконачности 
општег интеграла буду неnокретне, под претпоставком да су тран

сцендентни сингуларитети посматраних интеграла непокретни; тако 

исказане теореме налазе примерке, на пример, у проучавању меро

морфних интеграла једначине, код којих се не јављају тешкоће у 

вези са трансцендентним сингуларитетима. Овако нађени довољни 

услови компликованији су од оних у случају једначина првог реда, 

али увек је могуће проверити на самој диференцијалној једначини да 
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ли су они испуљени или нису. Ово провераваље своди се на констру

кцију полигона аналогног ономе у случају једначине првог реда и на 
тражење корена једне алгебарске једначине (повезане са датом ди

ференцијалном једначином) садржаних у датом реалном интервалу 

или у некој траци ограниченој двема правама у интегралној равни. 

Коефицијенти правца страна полигона и извесни корени поме

нуте алгебарске једначине представљају једине могуhе редове про

менљивих нула и полова интеграла (али тада се не зна, уопште узев, 

да ли постоје покретне променљиве) тачке х у којима се у анулира, 

док у' остаје одређено. Ови редови могу бити непроменљиви (и при

том рационални или ирационални), или чак и интегрални, или зависни 

од интеграционих константи; г. Петровиh даје gовољне услове да они 

сви буду ней.ро.м.енљиви, као у случају једначина првог реда. 

* 
Примене ових резултата многобројне су и разноврсне. Једна од 

њих даје й.тuребне и gовољне услове ga ой.шШ.и инШ.е2рал алzебарске 

јеgначине й.рво2 pega и.м.а са.м.о ней.окреШ.не син2улариШ.еШ.е. Према по
знатој теореми г. Пенлевеа, трансцендентни сингуларитети интегра

ла никад се не мењају са интеграционом константом. Г. Фукс је дао 

услове под којима исто важи за алгебарске критичне сингуларитете, 

те је довољно прикључити им услове г. Петровиhа под којима су бе

сконачности непокретне - да би се дошло до услова за непокретно

сти свих сингуларитета, укључујуhи полове. Кад су ти услови испу

љени, једначина се решава алгебарским операцијама или највише 

двема квадратурама, а г. Петровиh тачно одређује чак аналитички 

облик интеграла у том случају. Он све услове примељује на разне 

опште класе једначина првог реда тражеhи све једначине из неке од 

тих класа чији интеграл има само непокретне сингуларитете. 

Исти резултати доводе до потпуног решеља следеhег проблема: 

усйЈ.ановиШи ga ли за неку ал2ебарску јеgначину йрво2 pega йосШ.оје у 
равни (х,у) !{риве Г које йарШикуларни инШе2рали секу са.м.о у 

нейокреШни.м. Гйачка.м.а и наhи Ше криве каg оне йосШоје. 

Кад је дата алгебарска једначина првог реда 

F(x, у, у')= О 

која, као једначина по у', има вишеструких корена, нека је 

Q(x,y) =О 

()р 
резултат елиминациЈе извода у' из једна чине F =О и -=О. Кад 

ду' 

функција у(х), која задовољава једначину Q =О, не задовољава јед-
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начину F =О, доказује се да крива Q =О представља, уопште, гео
метриЈско место повратних тачака интегралних кривих 

Р О; ако, напротив, крива Q О задовољава једначину F =о, до
казује се да она, уойииТtе, представља сингуларни интеграл те једна

чине и обвојницу љених интегралних кривих 1. Међутим, један при
мер на који је г. Петровиh скренуо пажљу јасно показује да се може 
десити да крива Q(t) =О, мада задовољава једначину Р =О, Ј-Шје m1 

синzуларно рещење 1/l.t обвојюща uщТtеzралних кривих ове једначине. 
Г. Петровиh је доказао једну општу теорему која се односи на ове 
изузетне случајеве показујуhи да је, у том случају, крива Q =О јеgна 
крива Г 1соју Ll!-tLТtezpaлu јеgначине F = О секу са.мо у нeйoкpeLТtmtJvt LТta
чкaJvra: 

Да би јеgначина F =О gозвољавала криве Г, йmТtребно је и gо
вољlю ga јеgначина 

am,.+nip 
---=0 
()у111;()у'"; ' 

zge је шi + ni <n (йри чему је n највеhи og ексйоЈ-!.енаШа сШейена извоgа 
у' који фиzуршиу у F), имају зајеgничка решеља; ако је u(x) LТiакво 
јеgно решење, крива у = u(x) је LТtражена Г крива. 

Постојаље Г кривих за дату диференцијалну једначину често 

олакшава испитиваље интеграла. У неким случајевима доста велике 

општости, оно поједностављује одређиваље партикуларних интегра

ла задате аналитичке природе (мероморфних, рационалних интегра

ла, итд.). На пример, свака алгебарска једначина првог реда са непо

кретним критичним тачкама, а која има Г криве, решава се било ал

гебарски, било једном или двема квадратурама; г. Петровиh је пре

цизирао аналитички облик таквог једног интеграла. 

* 
Најзначајнији резултати истраживаља г. Петровиhа у области 

аналитичке теорије диференцијалних једначина су они који су везани 

за проучаваље уиифорлтих йарiuикулариих ииШеiрала. Чак и у слу

чају кад општи интеграл није униформан, једначина може имати 

један или више униформних партикуларних интеграла. Методе који

ма се установљава да ли је ойшШи интеграл униформан не примељу

ју се кад је по среди утврђиваље да ли једначина има униформне йар

LУiикуларне интеграле, што је, уопште узев, проблем компликованији 

1 Е. Picaгd, Tгaite d'Analyse, Paгis 1896, t. Ш, Chap. Ш. 
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од претходног. Исто тако, уместо да препознамо аналитичку приро

ду општег интеграла дате једначине, под претпоставком да је он 

униформан, али нисмо у стању да решимо аналогни проблем за пар
тикуларне интеграле. 

Два или више трансцендентна униформна партикуларна инте

грала у 1 , У2, ... треба сматрати различи.Ши.м ако они нису везани ника
квом алгебарском релацијом чији су коефицијенти алгебарске функ

ције од х. Комбинујуhи један поступак који је г. Пенлеве употребио у 

проучавању рационалних интеграла алгебарске диференцијалне је

дначине првог реда са класичним теоремама г. Пикара о нулама уни

формних функција и о роду алгебарских кривих чије се координате 

изражавају као униформне функције једног параметра, г. Петровиh 

показује како се може прецизирати јеgна zорња zраница броја разли

чи.Ших унифор.мни.х uн~uezpaлa једне такве једначине. Он је показао 

облик једначине које имају трансцендентне униформне интеграле и 

такође указао на алгебарске релације којима су међусобно повезани 

интеграли КОЈе не сматрамо различитим. 

На тај начин, уколико је дата једначина F(x, у, у')= О, где је F 
полином по у и у' чији су коефицијенти алгебарске функције од х, ga 
би она моzла и.мспuи ~ирансценgенШ.не униформне ищuеzрале й.оШреб

но је ga F буgе рационална функција йо х. (Уколико овај услов није 
испуњен, тада је интеграл рационалан и увек израчунљив.) У овом 

случају имамо следеhе. 

1 о Ако су критичне тачке једна чине F = О непокретне, она мо
же имати највшие Шри различита унифор.мна инШеzрала. Специ

јално, ако је једначина нултог реда, она се алгебарски своди на Рика

тијеву једначину и може имати О, 1, 2 или 3 различита униформна 
интеграла, али не више њих. Кад је једначина реда 1, она никад не 
може имати више од једног таквог интеграла; ако је реда веhег од 1, 
сваки њен униформни интеграл је рационалан. 

2° Ако једначина има покретне критичне тачке, нултог је реда 
по (у, у') и није сводљива на Рикатијеву једначину или на линеарну 

једначину првог реда, тада она има највшие gва различиiТiа унифор

.мна иншеграла. 

Проучавајући ближе једначину 

(2) у'= R(x, у), 

где је R по х и у рационална функција, г. Петровић је дошао до сле

деhе потпуније теореЈ\fе: 

Јеgиачина (2) не мт1се и.мтТtи вшие og zТtpu различиzТtа yuuфop
AIIHZ li!/Uie2j)({Л{l. 
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Ако их LIJ\ta iiipu, йо cpegu је Рикайlијева јеgтzчшш. 

Ако ux илш gва, 01-ш је ил1t Puf({nТtujeвa, uлu је линещнш, uлu се 
ALOJ!ce goвecйlu у облик 

у' 
Р(х,у) 

(х- (j))m , 

zge је Р йолш-zоо~t йо х и у сйlейена т+ 2 йо у, а <р рационална фуllк
ци;а og х. 

Ако ш .. щ са.мо јеgан овакав инГйеzрал, своgи се било на jegшt og 
ГtpeiПxogl-lltX облика, било на облuк 

у' = --·--'---'-"-':__ __ 
(y-tpr)''(y-<p2)'' 

zge су <р 1 и <р 2 рационалне функције og х, а Р је йолином йо х и у сйlе
йена /1+k+2 йо у.2 

Све ово такође остаје у важности за Једначине F(x,y,y') =О, 
где је F несводљив полином по х, у и у' и нултог реда по у и у'. 

У случају једначине 

(З) F(x, Х, у, у')= О, 

где је F полином нултог реда по у и у' чији су коефицијенти рацио
налне функције од х и Х, где Х означава извесну алгебарску функ

цију од х, сваки униформан интеграл је рационална функција; али 

могу постојати LТiрансценgенйlни uнLТiezpaлu унифорЈvtни йо х и Х. 

Г. Петровиh. је доказао да не Jvtazy йocLТiojaLТiu вuLue og Шри различи

Ша Шаква инШеzрала; ако их има три, једначина се своди на Рика

ПIЈеву Једначину. 

Исте методе проширују се на једначине (З) реда 1 или 2 по у и 
у', а применивши их на једначину првог реда и другог степена 

г. Петровиh. је успео да тачно одреди типове таквих једначина које 

могу имати по х, или по (х, Х) униформне интеграле. 

Што се тиче проблема установљаваља да ли је ойLиLТtи ишТtеzрал 

неке алгебарске једначине првог реда рационална функција, он се 

своди, Поенкареовом методом, на алгебарске операције, или на једну 

2 Теорема г. Петровиhа тема је Поглавља VIII у Секцији В (О yнuфopJvtltиJvt 
ШрансценgенiUи.ма које заgовољавају јеgначине йрвоz pega и йрвоz сШейена) из Тома 
Ш дела T1·aite d'Ana/yse г. Е. Пикара (стр. 356-359). 

Г. Малмквист (Acta mathematica, t. XXXVI) и г. Ремундос су ову теорему проши
рили на интеграле са коначним бројем грана. Г. Валенберг саопштио је овај резул
тат у Берлинском математичком друштву (Седница одржана 26. фебруара 1902). 
Видети такође анализу г. Л. Отона у Revue generale des Sciences, Paгis, 1896, стр. 105. 
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квадратуру, или на питаље установљаваља да ли је општи интеграл 

Рикатијеве једначине рационалан, што се увек може учинити. Али 
кад су у питаљу рационални йарШикуларни инШе2рали, проблем 

постаје тежи и захтева специјалне методе. Г. Пенлеве је дао једну 
такву методу, која омогућује да се са сигурношћу одреде сви 

рационални интеграли за простране класе једначина првог реда. Г. 

Петровић указује на упрошћаваља које у проблем уводи посматраље 

љеговог полигона. Метода се чак може проширити на општији 

проблем ШрансценgенШних мероморфних инШе2рала, тиме што 

дозвољава да се љихово израчунаваље сведе на релативно лакше 

израчунаваље холоморфних интеграла у читавој равни. 

* 
У опште узев, методе за директно испитиваље интеграла алге

барских једначина првог реда не примељују се на јеgначине више2 

pega. Разлог за ово је, с једне стране, то што за такве једначине 

трансцендентни сингуларитети варира]у са интеграционим констан

тама. С друге стране, у случају једначина првог реда све детермина

ције извода у' су познате алгебарске функције од у, за које се могу 

наћи кружни системи корена који се анулирају заједно са у' и про

учити начин на који се сваки од њених корена понаша у околини 

почетних услова х= х0 и у= у0 . Ово, сем у изузетним случајевима, 

не важи за једначине вишег реда. Интеграл, као и љегов извод могу 

постати неодређени за било које вредности х= х0 и у= у0 ; интеграл 

може такође имати засене који се мењају са интеграционим констан

тама, или неаналитичке сингуларне линије, које такође варирају са 

тим константама. Те тешкоће спречавају, као и у многим другим при-
. . . 

ликама, проширење на ово подручЈе метода КОЈе су успеле у случаЈу 

Једначине првог реда. 

Ипак, поступци г. Петровића омогућују извесно проширење у 
. . 
Једном од два случаја: 

1 о кад је }.Югуће утврдити на основу саме диференцијалне јед
начине (на пример методом Г. Пенлевеа) да се трансцендентни син

гуларитети интеграла не мењају са интеграционим константама; 

2° кад се ограничавамо на проучавање интеграла (партикулар
них или зависних од интеграционих констаната) који имају унапред 
дате есенцијалне сингуларитете; А1.ерсмtорфтшх июuе2рала, на при

мер. 

Г. Петровић најпре указује на поједностављења која ове тео

реме о аулама и бесконачностима интеграла, заједно са посматра

љем његовог полигона придруженог Једначини, доносе испитиваљу 
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yнuфopJitrшx инй1е2рала (партикуларних или општих) широких класа 
једначина било ког реда. Уз помоh тих теорема и неких познатих ре
зултата теорије функција, може се. за доста опште типове јсдначи

на. проучаваље униформних интеграла свести на аналогна проуча

ваља кор се односе на ЈеДirачине нижег реда. или на проучаваље 

холоморфних интеграла неких других једначина. Г. Петрониh пока
зује опште типове једначина било ког реда за које се може тврдити 
да су униформне трансценденте произведене љиховом интеграцијом 
не разликуЈу од до данас познатих трансценденти. 

Обично се йрвим шиТtеzралом диференцијалне једначине 

F(x,y,y',y", ... ) =О назива нека функција Ф независно променљиве х, 
интеграла у и неких љегових извода која се због једначине F =О 
своди на константу за било који йосАиtГйрани йарШикуларни шtГйе

zрал, при чему само вредност те константе варира са овим партику

ларним интегралом. Г. Петровиh указује на могуhност формираља 

оваквих првих интеграла који важе само за инГйеzрале са извесном 

анали~uичком йрироgом. Наиме, има пространих класа једначина би

ло ког реда код КОЈИХ се може закључити, посматраљем полигона 

г. Петровиhа који им одговарају, и с обзиром на опште особине 

функција извесне аналитичке природе, да се одређени израз 

F(x,y,y',y", ... ) обавезно своди на константу, на рационалну или 
алгебарску функцију од х, итд., и то не за било који интеграл, него за 

интеграл gаГйе йрироgе. Овакви интеграли су, на пример, униформни, 

мероморфни и просто или двоструко периодични, интеграли са n 
вредности, итд., и то како партикуларни интеграли, тако и интеграли 

који зависе од интеграционих констаната. Кад су нам ти први 
. . 

интеграли познати, тражеље интеграла Једначина своди се на заЈед-

ничка решеља две дате диференцијалне једначине, па с тога и на 

испитиваље љене једначине нижег реда. 

Овај поступак омогуhује, на пример, да се знатно упрости тра

жеље услова под којима дати тип једначина било ког реда има gво

сШруко йериоgичне мероморфне инmеzрале, што води ка налажељу 

првих интеграла који се односе на интеграле овакве природе. Тако 

се, без икаквог рачуна, успоставља да једначина 

Р(у") = Q(y), 

где су Р и Q полиноми степена т и n респективно, не може имати та-
. 2т . k 

кве интеграле уколико Је n облика т+ Т' где Је неки делилац 

броја 2т. Она he их ефективно имати ако је, на пример, т= 1, n= 2 
или 3, при чему Р и Q имају било какве коефицијенте; или, такође, 
кад је т = 2, n = 4 или б, са погодно изабраним коефицијентима. Ис-
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тим поступком може се увидети да постојаље двоструко периоди

чних мероморфних интеграла једначина 

б 1 mp -l . k б . 
захтева да уде n= т- +---,где Је неки делилац рор mp -1; 

k 
једначина се може ефективно интегралити преко тих функција, на 

пример у случају кад су коефицијенти у Р и Q било какви и притом је 
р= З, т= 1, n= 2 или З. За једначину 

./(у, у')= О, 

неопходан услов за постојаље таквих интеграла је да њен полигон 
има бар једну страну са негативним целим и бар једну са позитивним 

целим коефицијентом правца, као и да нема страна са разломљеним 

коефицијентом правца. 

Примењујуhи овај поступак, у случаЈу посебног примера, на 

Једначину 

./(у, у', у") =О, 

где је .f по у' и у" хомо ген полином чији су коефицијенти алгебарске 
функције од у, г. Петровиh даје потпуно решење следеhих проблема: 

1) уаuановиГйи ga ли је oйuauu инШеzрал рационална функција 
og х, или можgа униформна и йроаuо или gвосГйруко йериоgична 
фую.сција; 

2) усLТtановиLТtи ga ли је ойш!Uи инШеzрал алzебарска функција 
og х; 

3) ус1uановшТш ga л11 јеgначина и.лш йарLТtикуларне инШеzрале 

овакве йpupoge; 

4) ogpegшТiu uнLТiezpaл у случајевима каg је исйутьен јеgан og ус
лова 1), 2) и З). 

* 
У разним истраживаљима важно је умети израчунати резиgуу.л4е 

функција дефинисаних диференцијалним једначинама, без потребе 

или могућности да се функција изрази у експлицитном облику. Уко

лико су у питаљу једначине првог реда, г. Петровић је показао како 

се могу за ове функције израчунати резидууми који се односе на 

покретне просте полове (чије је постојаље утврђено непосредно на 

јед:начини уз помоћ Петровиhевог полигона) и како се може устано-
. . 

вити да ли се ти резидууми мељају или не мељају са интеграц:иОIЮЈ\1 

константом. Добијени резидууми дају један ефикасан и удобан начин 
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нзрачунавања вредности које дуж контуре С узима криволшшјски 
интеграл 

Jлz,C)clz, 
(С) 

где је I општи интеграл једна чине првог реда са покретним простим 
половима. Правило г. Петровиhа показује се веома корисним када 
се, на пример, траже резидууми мероморфних функција које су дво

струко периодичне и дефинисане су диференцијалном једначином пр
вог реда коју задовољавају. 

Г. Петровиh је своја истраживања о резидуумима интеграла 

проширио на једначине вишег реда. Најпре, полигон повезан са ди

ференцијалном једначином даје йтТiребне услове да нека једначина 
било ког реда има йокрпТiне полове одређеног реда, као и gовољне 

услове да сви покретни полови буду йросШи (јеgноаТiруки) полови. 

Уколико су ови услови испуљени, резидууми општег интеграла до

бијају се као корени извесне алгебарске једначине доведене у везу 

са полигоном који одговара једначини, а йо!Тiребни tt gовољни услови 

да ови резидууми не варираЈу са интеграционом константом, или да 

они буду алzебарске функције покретних полова, лако се из тих ус

лова изводе. 

Овим поступком може се, уз остале примене, открити једна зна

чајна чиљеница која се односи на мероморфне интеграле једначине 

(4) F [ 
1 11 (р)] - о 

у, у ,у , ... ,у -

било ког реда: кад за неки трансформитет 

у - R[ 1 (цЈ] - у,у , ... ,у 

једначине (4), где је R рационална функција од y,y', ... ,y<<tJ полигон 
једна чине ( 4) испуљава извесне услове, који се лако могу проверити, 
тада постоји константа А таква да израз 

_1_ Ј R [у, у' .... ,)'( ч'] с/: 
G(z) = еА , 

пошто се у њему у замени било којим мероморфним интегралом је

дначине ( 48), постаје L!ела функција од z. Ове функције G(z) тако 
уопштавају Вајерштрасову функцију 

-k2 f yd: 
Al(z) = е , 
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која одговара једначини 

у"2 
- 4y'(l- y')(l- k2y') =О, 

као и функцију 

fRdz 
G(z) =е , 

на коју је скренуо пажњу г. ПикарЗ и која одговара једначини 

Р(у, у') у"+ Q(y, у')= О 

(где су Р и Q полиноми по у и у') кад је њен општи интеграл унифор
ман, при чему је R полином од у са погодно изабраним константним 
коефицијентима. 

* 
Познато је да униформне функције генерисане алгебарским 

диференцијалним једначинама првог реда, као и њихови општи или 

партикуларни интеграли, нису нарочито разноврсне, ТЈ. да су њихови 

редуктивни елементи малобројни. Ови елементи или се подударају 

са неким елементарним функцијама или се из њих изводе квадрату

рама, или се пак поклапају са трансцендентима произведеним њеном 

Рикат~евомједначином. 
Ово није случај онда када се, дајуhи интеграционој променљивој 

неку константну вредност, интеграл сматра функцијом йарамеШара 

а; који фигуришу у коефицијентима једначине. Трансценденте које 

није могуhе добити интеграцијом неке алгебарске диференцијалне 

једначине било ког реда производе и веома једноставне једначине 

уколико се интеграл сматра функцијом параметра. Такав је случај са 

функцијом Г(z), трансцендентом г. Фредхолма (Fredl10lm), Ермито
вом функцијом Џz), модуларним функцијама, итд. које производе је

дна чине првог реда у којима, у улози трансцендената, фигуришу ca
JIIO експоненцијалне функције. 

Г. Петровиh открива велико мноштво разноврсних трансцен

денти које се на тај начин добијају од алгебарских диференцијалних 

једначина првог реда. 

Најпре, таква једна трансцендента у(а,С) која одговара парти

куларној вредности х= а може зависити или не зависити од инте

грационе константе С. Г. Петровиh даје йоШребне u gовољне услове 

3 Е. Рiсагс!, Tl1coгic с/с .flmctions a(Jiclnicfucs clc clcux ,·aгicablcs, Још·паl с!с Mat!Jcma
tiцucs pt1гcs ct appliчuccs, IXt\9, рр. 2Ю-287. 
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за ову зависност. У случају када у(сх,С) не зависи од С, ова тран
сцендента ће бити извесна алгебарска комбинација коефицијената 
једна чине пошто је у њој претходно стављено х а. Нове й1ран
сце1-1gенй1е .моzу, gакле, бшuи йроизвеgене са.мо у случају каg у( ех, С) 
зависи og С. 

Један случај алгебарских једначина првог реда чији општи интс
грал zt.мa само нейокреiТtне синzуларшuейЈ.е а која може да произведе 

нове трансценденте је случај јеg1-шчина нyлLuoz poga. Извесна 
трансформација 

(5) 

(где је У нова непозната функција, а R нека рационална функција по 
У) своди у овом случају дату једначину на линеарну једначину првог 
реда чији су коефицијенти алгебарске функције коефицијената саме 
једначине. Може се добити увид у разноврсност трансцендентних и 
хипертрансцендентних функција које тако настају примећујући, на 

пример, да се асимптотска вредност општег интеграла линеарне Јед

начине 

у'- 2аху + R( ех, е- 1"
2

) = О 
' (где су а и Ь позитивне константе, а функција R рационална по е"·'-) 

изражава линеарно помоћу несводљиве трансценденте 

(б) 
JI::=oo 11 

8(сх)= L~ 
n=O а+ bn 

и ограниченог броја њених извода по а; да је затим асимптотска 

вредност функције у дефинисане једначином 

у' -L+R(cx,e-x) =О, 
х 

улогу редуктивног елемента игра несводљива трансцедента 

n=oo 

(7) 8(сх) = Llog(n+l)·cx", ... 
n=O 

Када су све криШичне LТiачке једначине нейокреШне (при чему 

полови могу бити покретни), једини случај у коме могу бити прои

зведене нове трансценденте је случај јеgначина нулШоz poga или po
ga јеgан. У случају нулШоz poga, функција у( ех, С) произведена так

вом једном једначином изражава се алгебарски помоћу коефицијена-
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та једначине и функције sn[8(a)], где је 8(а) једна од трансцендена
та добијених квадратуром изведеном на извесној алгебарској комби

нацији коефицијената једначине; она може, на пример, бити транс

цендента (6) или (7) или функција Г(а), итд. 



АНАЛИТИЧКА ТЕОРИЈА 
ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХЈЕДНАЧИНА 

МИХАИЛА ПЕТРОВИЋА 

УВОД 

Михаило Петровиh је једна од оних личности која је својим целокупним 
активностима и своји11,1 делима, научним и стручним једнако као и литерарним 

и другим, снажно утицала на културни и научни напредак Србије. Зато и није 

чудо што је о љему, љеговом животу и раду доста писано. И ови редови 

прикључују се тој богатој литератури. Али они he бити само један делиh веh 
изграђеног великог мозаика о Петровиhу. Покушаhемо да критички и са 

више детаља сагледамо љегов допринос аналитичкој теорији диференцијал

них једначина, квалитативној обради диференцијалних једначина са стано

вишта теорије аналитичких функција. То је део љеговог математичког опуса 

којем је, у оквиру Сабршшх gела, посвеhена и ова прва кљига. Надамо се да he 
то, поред објављиваља оригиналних радова и љихових превода, допринети 

бољем познаваљу Петровиhевих резултата којима је он обогатио математику 

у целини. 

Немогуhе је анализирати један део мозаика, а немати при том у виду ље

гову целину. Одређене карактеристике целине одражавају се на уочени део. 

Зато неhу моhи избеhи да се не користим веh реченим и написаним о Петро

виhу и да не укажем у којој мери су опште констатације применљиве на овај 

део љеговог рада, резултата и личности. 

Први пут је Петровиhев допринос математици и љеним применама до 

1922. године свеобухватно сагледан у Nutice suг les tгavaux scientijiques de М. 
Micltel Petгuvitc/11. Та кљига је посебно значајна јер ју је сам Петровиh саста
вио, па садржи и љегов поглед на властите радове. 

Обимна и исцрпна монографија Драгана Трифуновиhа2 , објављена 1969. 
на јасан и упечатљив начин анализира Петровиhев живот и рад. Указаhемо на 

1 Nutice suгles tгm,aux scientijlques, de М. Mic!Jel Petгm,itc/J, Gauthier-Villars, Paris 1922. 

2 Драган В. Трифуновиh, Лейlойис живойlа и paga Михаила Пейlровиhа, Српска 
академија наука и уметности, Београд 1969. 
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још три касније објављена чланка. Већа временска дистанца омогућила је М. 
Томиfiу3 потпунији критички осврт, посебно на математичко стваралаштво. 

И у овим редовима наћи ће се одраз наведених кљига и чланака, што је 
неминовно и природно. 

ОПШТЕ КАРАКТЕРИСТИКЕ ОБЈАВЉЕНИХ РАДОВА 
МИХАИЛА ПЕТРОВИЋА 

Миодраг Томић је верно оцртао стаље у Србији пре повратка Петровића 
из Париза и непосредно по повратку, када у Београду организује универзитет

ску наставу и научни рад из математике. Та слика средине помаже да се 

реално сагледају љегов животни пут и токови љеговог стваралаштва. Какав 

је то контраст! Париз, који је у то време био водећи центар за математичка 

истраживаља, и Србија, која је једино на Великој школи у Београду имала ви

сокошколску наставу! Повезиваља са светским токовима математике, до ље

говог доласка, није ни било. М. Томић пише: "Михаило Петровић је оснивач 

наше математичке науке, али и учитељ и васпитач читавих нараштаја наших 

математичара. Ако се то на први поглед и не види, љегов утицај се осећао и 

много година после љегове смрти. До Петровића се могло говорити само о 

доброј настави и покушају научног рада у области математике. Са љеговим 

доласком на Велику школу почиље развој наше математике, већ на почетку 

са запаженим успехом од вредности и гласа."4 
Усамљен, далеко од научних центара са којима је све ређе имао контак

те, без стваралачке атмосфере и свакодневне размене мишљеља, на које усло

ве је навикао у Паризу, љегов рад, посебно из области аналитичке теорије 

диференцијалних једначина, све маље је носио новог, што га је већ уврстила 

међу водеће математичаре из те области, а све више представљао разраду 

знаља стеченог у Паризу. Али, и то је било довољно да се још дуго Петрови

ћеви радови из ове области задрже у самом врху математичког стваралаштва. 

Можда је та љегова почетна усамљеност утицала да је све радове (сем 
једног са Јованом Караматом5) написао сам, иако је временом створио читаву 
школу и око себе окупио скоро све математичаре који су тада нешто ства

рали. 

3 МrюЩЈШ' Томић, Mali'teAtailiuчкe 1шуке, СрПска aкa,qeAtuja 11аука 11 yAteililiociliu и 
разrюј иауке и yлtctТilloclТiu у Срба (Ј). Београд 1989, стр. 13-34; Миодраг Тош1ћ, Mu
xmLлo ПеtТtровu/1 11 њеzов ,qойршюс у развоју .маlТiеАtmТtичких 11аука, Зборник Филозоф
ског факултета, 150 година Филозофског факултета, Београд 1990, стр. 11-20; Јован 
Д. Ке'!кић, Михаило ПеlТiровиl! Алас (1868-1943), Жив01Тt и ,qело срйских иаучника, 
Српска академија наука и уметности, Београд 1997, стр. 325-370. 

4 Миодраг Томић, наведено, стр. 11. 

5 Михаило Пстровић, Јован Карамата, Израчунавање ,qвойерио,qичних фу11кција 
йо.люl1у o,qpebellux шиТtеzрала, Глас, К1ь. CLXV, 81, Београд 1935, стр. 137-152. 
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Драган Трифуновић је анализирао успоне и падове љегове научне про
дукције с обзиром на број радова. Показао је тачност оцене о опадаљу ква
литета радова из математике. Он, поред осталог, изводи и следећи закључак: 

"Понављаље резултата у радовима једна је од општих карактеристика 
која прати Петровићево ствараље. Наиме, Петровић је редовито имао две: 
верзије својих научних радова: домаћу и страну. За Петровићево време овај 
начин објављиваља научних резултата био је неопходан." И даље закључује: 
"Да је Петровић своје резултате задржао само на подручју нашег језика, као 
што је то био случај са Нешићем, Гавриловићем, Живковићем и Клерићем, 
љегов улазак у науку не би имао данашље димензије." 6 

О понављаљу у резултатима Михаила Петровића расправљао је и Јован 
Кечкић 7. Напомиљем да је у Српској академији наука, односно у Српској ака
деМИЈИ наука и уметности до пре десетак година важио устаљен поступак да 

се детаљна верзија рада штампа у Гласу ћирилицом, а скраћена у Bu/letin-y на 
једном од светских језика, баш из разлога који је Драган Трифуновић добро 
уочио. Comptes Renclus Париске академије користио се и користи се за објављи
ваље главних резултата и доказа без детаља, а комплетни резултати и докази 

штампају се у неком текућем часопису за математику. То је у своје време и 

Петровић користио. И данас неки часописи међу којима је и PгoceeclilЧtS of' tl1e 
Ј арап Academy, прихватају радове до 3 странице. 

Сагледавајући "понављаља" у радовма из области аналитичке теорије 

диференцијалних једначина, пре бисмо рекли да, што се љих тиче, има радова 

који се један на други надовезују или даље разрађују претходне резултате, 

некад с маље, некад са више оригиналности и значаја. 

Овакво стаље навело је приређивача ове кљиге да из сваког таквог 

"ланца" бира, по својој оцени, радове карактеристичне или по резултату или 

по коришћеним методама. Да је и неки други избор извршио, то не би из

менило укупну представу о вредности и значају Петровићевог математичког 

опуса. 

Наведимо и анализирајмо још неколико обележја која карактеришу 

Петровићев рад из области аналитичке теорије диференцијалних једначина. 

Неоспорно је да је Петровић математичар оригиналних и плодних идеја. 

Рекао бих да је та љегова особина посебно дошла до изражаја у радовима о 

којима је овде реч. Његова докторска дисертација је преплављена идејама ко

је се односе на нова истраживаља и на примену већ добивених резултата. Ско

ро сви радови из ове кљиге, као и неки који у љу нису ушли, везани су за док

торску дисертацију. На ту везу ћемо посебно касније и указати. 

Констатација М. Томића8 да Петровић није увек имао стрпљеља да своје 
идеје доведе до краја, по мом мишљељу, не односи се у пуној мери на ову об

ласт. У овим радовима је посебно дошла до изражаја оригиналност и свежина 

љегових идеја. Он се укључио у научни рад када је париска математичка 

6 Драган В. Трифуновиh, наведено, стр. 434-445. 

7 Јован Д. Кечкиh, наведено, стр. 335. 

8 Миодраг Томиh, наведено. 
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школа аналитичку теорију диференцијалних једначина већ довела до врхунца. 

Свежина љегових идеја импресионирала је љегове професоре9. Његов први 
научни рад (унет као први рад и у ову кљигу) ушао је тада у најзначајнију 
кљигу математичке анализе 1 о, а касније у Енциклопедију11. То се исто десило 
и са љеговом докторском дисертацијом, штампаном исте године 12 . 

Михаило Петровић своје радове није писао по шеми: Дефиниција, лема, 
теорема, доказ и последица. Тадашљи стил француске школе, који је и он 

прихватио, много је слободнији. Он уочава проблем, анализира га, тражи ра

није резултате који се бар делом односе на љега, тражи пут до решеља, а 

теорема долази као крај тога пута. 

При читаљу дела Петровића може сметати и то што он врло шкрто на

води литературу којом се служио, као што могу засметати и понекад дуге и 

сложене реченице, које отежавају праћеље љегове мисли. 

Савремена математика се враћа идејама коришћеним у времену интен

зивног изучаваља аналитичких особина решеља диференцијалних једначина, 

идејама које је користио и Петровић. Као што смо видели, у аналитичкој тео

рији диференцијалних једначина изучава се понашаље решеља у околини 

сингуларних тачака на основу особина саме диференцијалне једначине. У 

суштини то је локална анализа. Последљих година у изучаваљу уопштених 

решеља диференцијалних једначина, обичних и парцијалних, све више се ко

ристи сноп микрофункциј а 13, при чему се концентрише само на сингуларне 
тачке решеља. Могло би се размишљати о томе како би се у овој теорији ко

ристиле свеже идеје које је Петровић унео у тадашљу локалну анализу. Веру

јем да би се примена компликоване теорије микрофункција тиме могла и не

што поједноставити. 

РЕЗУЛТАТИ КОЈИ ПРЕТХОДЕ ПЕТРОВИЋЕВИМ РАДОВИМА 

Када је Петровић започиљао своју научну каријеру, аналитичка теорија 

диференцијалних једrычина била је у свом зениту. Њоме су се бавили најпо

знатији математичари тога времена. Наводимо само нека имена: Е. Пикар, П. 

Пснлеве, Л. Фукс, Х. Поенкаре, Ш. Ермит. Није било лако почетнику проби

ти се у круг овако истакнутих математичара. 

Навешћемо неке резултате који претходе резултатима Петровиhа. Ос

нов<~ иcтpaжiiВZIЊZI била је везана за проблем да ЛЈI за дату алгебарску дифере

нциј<~лну јспначину 11 дати почетни услов постоји решење и, ако га има, како 

9 Драган Тр11фуновиl;, ДrжГйорс!(а .r;ucrptТtaцuja JVfuxauлa Пciiiprюu/,a, Нова са-
знаља 1. ,.Архнмснсс", Bcogгacl 1994. 

1 О Е. Рiсагс!, Tгaili; ii'Analysc 111, Paгis 1 Х96, рр. 356-359. 

11 Encyclopiirlir с/сг Mat!1Cinariscl7cn ~Visscnsclmjicn, ТсLЈl)ПСГ, Lcipzig, В !!, 2, s. 569. 

12 I!Jici., В 11, 1. А, 4а, S. 214. 

13 М. Kasl1iwaгa, Т. Kawai ашl Т. KimLJгa, f·'mmclarioп ој' А!!Јс!наiс Ana!ysis, Ргiпссtоп 
Uпivcгsity Pгcss, Ргiпссtоп l9X6. 
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се оно понаша у околини почетног услова. Посебно је 1вучавана 3;шас 1юст 
сингуларитета решеља диференцијалне једначине од почетног услова и пона
шање решеља у околини сингуларитета. 

Према Пенлевеу 14 сингуларитети диференцијалне једначине су подсљс
ни у две групе, на следећи начин. 

Посматрајмо систем 

clyi - !' ( - ' ' -. i X,)j, ... ,)n), 
с/х 

i = 1,", Ј 11 Ј 

где су I у околини (х0 , у~1 , ... , у,?) облика f1 1 Q и где су Р, и Q холоморфне 
функције. Нека је Q нула у тачки (х0 ,у~1 , ... ,у,(;) Ако бар за једно i, 
р( () ()) ' ' б , xo,YI , ... ,у11 НИЈе нула, сингуларитет система Је о ичан. Ако су сви 

Р,(хо,у~1 , ... ,у;;) =О, i 1, ... , п, сингуларитет пије обичан. Испитивана је да ли 
систем има решеља када се почетни услов поклопи са неким од те две врсте 

сингуларитета. 

За диференцијалну једначину првог реда 

(*) у'(х) = Р(х,у) 
Q(x, у) 

сингуларне тачке су: 

1. сингуларне тачке функција по х које су коефицијенти по у полинома Р 
иQ; 

2. нуле (х0 ,у0 ) од Q(x,y), за које је Р(х,у) '/:-О. При томе се разликују 
два случаја: 

а) Q(x0 ,y) =О за изоловане вредности у= у0 . Тада решеље диференци

јалне једначине, које за х= х0 постаје у(х0 ) = у0 , има алгебарску тачку гра

нања. Унутар одређене области та тачка гранања може да се креће у зависно

сти од интеграционе константе; 

б) Q(x0 , у)= О, где х0 не зависи од у. Тачка х0 је тада непокретна син
гуларна тачка решења; 

3. заједничке нуле (х0 ,у0 )за Р(х,у) и Q(x,y); 
4. оне сингуларне тачке које се добијају за z = О када се изврши смена 

z = 11 у у диференцијалној једначини. 
Сингуларне тачке диференцијалне једначине из 1, 2 б и 3, као и одгова

рајуће које се добију из 4, непокретне су. Обележимо их са~· Два главна резул
тата тога времена су: 

ФУКСОВА ТЕОРЕМА 15. У свакој тачки х која се не поклапа са~ сва
ко решење једначине (*) које је коначно или бесконачна у х јесте алгеброид. 

14 Encyclopadic dсг Mat17cmatiscl7cn Wissensc!Ja.fien, Teubner, Leipzig, В II, 1 А, 4а, SS. 
206-229. 

15 L. Fucl1s, Йhсг Dijjeгentialgleicћungen dacn lntegгale.feste Veгzweigungspunkte hcsit
zen, Beгlin Вег. \884, s. 699. 
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ПЕНЛЕВЕОВА ТЕОРЕМА 16. Све сингуларне тачке решеља једначине 
(*)које нису алгебарске добијају се из скупа тачака ~ (непокретни сингулари
тети). 

Други важан Пенлевеов резултат односи се на облик зависности реше
ља од интеграционе константе. 

Сви ови резултати пренети су и на општИ облик алгебарске диферен

цијалне једначине F(x, у, у')= О где је F полином по у и у', чији су коефици
јенти аналитичке функције по х. 

Посебно су изучаване диференцијалне једна чине чији је општи интеграл 

алгебарска функција интеграционе константе која нема непокретне тачке 

гранаља или су, ако их има, са коначним бројем грана. 

За диференцијалне једнач:ине вишега реда изучавани су исти проблеми, 

само су они у овом случају знатно компликованији и резултати маље ефика

сни17. Навешhемо само следеhи важан резултат: 
Ако општи интеграл од F(x,y,y',y") =О алгебарски зависи од у0 ,у0 ,у0 , 

тада се F може превести алгебарском трансформацијом 

у" + р 11_ 1 (и", и', и, х)у"- 1 + ... + р 0 (и", и', и, х)= О, 

где су р рационалне функције и,и',и", у једначину G(и",и',и,х) =О. При томе 

је G п олин ом по и", и', и, чији се коефицијенти алгебарским путем могу рачу

нати из оних из F. 
Напоменимо даје Пенлеве дао пример диференцијалне једначине другог 

реда чији је општи интеграл трансцендентна функција обе интеграционе кон

станте. То показује да се Пенлевеова теорема не може доказати за диферен

цијалне једна чине реда веhег од један. 

ДОПРИНОС МИХАИЛА ПЕТРОВИЋА АНАЛИТИЧКОЈ ТЕОРИЈИ 

ДИ Ф ЕРЕНЦИЈАЛНИХ ЈЕДНА ЧИНА 

У овом делу покушаhемо да скренемо пажљу на главне резултате које је 

Петровиh постигао у свом раду као и на љегов приступ проблемима, што га је 

учинило познатим и признатим математичарем. Beh у Notice ... (стр. 78-92) 
истакнути су по утврђеном реду, главни резултати из области аналитичке 

теорије диференцијалних једначина. Наш приступ и редослед навођеља резул

тата биhе нешто другачији. Водиhемо рачуна и о мишљељу израженом у No
tice ... и о оцјеку који је ова кљига имала у математичкој литератури. Најзад, 
од помоhи ће нам бити и временска дистанца са које данас посматрамо љегов 

рад. 

16 Р. Painlcvc, Suг ics li.~ncs sin.~ulicгcs clcsflmctions analyticJucs, Thcse, Ђю!оusс Ann. 
! XIOI. 

!7 Encyclopiiilic ricг Mat!ICinatiscl/cn ~Vissensclmficn ... , В 11, 2, S. SRS. 
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Подсеhамо да смо у прилогу О ово_л,t и.зgању скренули пажљу на терми
нологију коју Петровиh употребљава, што може да користи и код читаља 
ових редова. 

Убеђени смо да свако ко жели да сагледа и анализира целокупни до
принос Михаила Петровиhа аналитичкој теорији диференцијалних једначина 
или љегов допринос решељу појединих проблема, увек мора поhи од љегове 

докторске дисертације или се на њу вратити. Зато hемо је детаљно обрадити и 
посебно указати на то како из ље извиру скоро сви радови који чине садржај 
ове кљиге. 

Докторска дисертација се односи на интензивно испитиваље особина 
решеља диференцијалних једначина из саме једна чине. Рађена је, као што смо 
навели, у тада водеhој париској школи. Б раљена је пред комисијом у то време 

најистакнутијих математичара: Ермит, Пикар и Пенлеве. Њени резултати 
цитирани су на више места у Encyclupiiclie сlег Mat/7ematiscl1en Wissensclюften, као 
и у другим чланцима и кљиrама.l8 

Теза просто ври од резултата и идеја за решаваље врло широке лепезе 
проблема и за љихову примену. Иза сваке теореме навиру могуhности даљег 

изучаваља и развијаља нових резултата и љене нове примене, које је могуh

ности Петровиh само делимично сам искористио. 

Чиме се бавио у својој тези најјасније каже сам Петровиh у љеном уводу: 
"У овом раду разматрам неколико питаља која се односе на директно изуча
ваље нула, бесконачности, максимума, минимума, ... интеграла (решеља) алге
барских диференцијалних једначина и нађене резултате примељујем на изуча
ваље интеграла са становишта опште теорије функција. 

Када у општем интегралу у(х,С1 , ... ,С") диференцијалне једначине реда 
р мељамо константе интеграције С1 , ... , С", вредности х= х0 , које анулирају 

овај интеграл, које га чине бесконачним, које му дају максималну или мини

малну вредност итд., мељају се у општем случају са интеграционим констан

тама." 

М. Петровиh је себи поставио задатак да нађе услове да се поменуте 

вредности х0 не мељају са константама интеграције и да то утврди из саме ди
ференцијалне једначине, не тражеhи експлицитно љена решеља. То, заправо, 

значи да се нађе могуhност да се из саме диференцијалне једначине "чита" ка

да наведене особине решеља неhе зависити од почетних услова, што је веома 

важно у примени. 

Тај проблем он поставља и знатно општије. Уместо испитиваља зави

сности општег интеграла од интеграционих константи, посматра се нека дата 

веза F(x,y,y', ... ,yCk)), k <р. 
Петровиh у потпуности решава проблем алгебарске диференцијалне 

једначине првог реда. У шест теорема даје потребне и довољне услове да нуле 

или бесконачности не зависе од интеграционе константе. Поред тога, ако су 

1 8 Драган В. Трифуновиh, ЛеШойис живота и paga Михаила ПеШровиhа, 
САНУ, Београд 1969, стр. 447. 
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нуле или бесконачности непокретне, даје начин на који их је могуће израчу

нати. Ако су покретне, израчунава њихов ред. 

Ако се зна да већ наведена Пенлевеова теорема тврди да трансценден

тни сингуларитети решења алгебарске диференцијалне једначине првог реда 

не зависе од интеграционе константе, ако се још узме у обзир Фуксов резул

тат који даје услове да критични сингуларитети не зависе од интеграционе 

константе, онда Петровићеви резултати комплетирају резултате за све сингу

ларне тачке и нуле решења алгебарске диференцијалне једначине првог реда. 

У случају када је диференцијална једначина вишега реда, није више било 

могуће дати тако комплетно решење. Основни разлог је и тај што за дифе

ренцијалне једначине вишега реда више не важи Пенлевеова теорема о тран

сцендентним сингуларитетима. Ипак, Петровић и за диференцијалне једна чи

не вишега реда даје довољне услове да нуле или бесконачности решења буду 

независни од интеграционих константи. 

Посебно је интересантно како се "читају" његови резултати са дифе

ренцијалне једначине. Да би дао визуелну слику и олакшао коришћење својих 
резултата и нематематичарима, он уводи полигон П који одговара алгебар

ској диференцијалној једначини F 

,\' 

Р(х,у,у')= LЧJi(x)y111;y'"; =0, 
i=l 

где су щ и ni цели позитивни бројеви, такви да није истовремено щ =тЈ, 

ni = п Ј за i ::F ј, а где су ЧЈi, i = \, ... , s, функције од х, којима се по потреби дају 
нека ограничења. 

Уверимо се како је једноставно конструисати полигон П који одговара 
диференцијалној једначини Р, а са којега се на потпуно једноставан начин 

читају резултати ове тезе за диференцијалну једначину Р. 

N 

о 

(М СХЈ 'N И. Ј) 

(Mcx,Na) 

(Мс1 ,0) М 

Обележимо са Mi = щ + пi и Ni = ni, i = Ј, ... , s, целе позитивне бројеве, 

који одговарају диференцијалној једначини /''. У раван MON унесимо тачке 
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(М;, N;), i = 1, ... , s. Нека је ( М,1 , N") она од ових тачака која се доGшза тако 

што прво утврђујемо тачке које су најудаљеније од осе ON. Ако их има више 
таквих, (Mu,Nu) је она која је истовремено најудаљенија од ОМ-осе. Истим 

поступком се одређује и та ч ка ( м13 , N13 ) само ако се реч "најудаљеннја" 

замени речју "најближа". 

Обрћимо праву која пролази кроз тачку (Mu,Nrx) и тачку (Mu,O) у 

позитивном смеру док не додирне неку од тачака (М;, N;) i = 1, ... , s. Обеле

жимо ту тачку са (Ми,, Nu, ). Сада поновимо исти поступак са правом која 

пролази кроз тачку (Ма, ,N,,,) и тачку (Мп,Nй) итд. док не стигнемо до та

чке (Mr3,NrJ). Тако је добивен полигон П: (Mu,O), (Mu,Ncx), ... , (Mp,Np), 

(Мр,О) као на слици. Највише теме полигона П обележимо са со. Ако има 

више темена полигона П на истом растојаљу од ОМ, разликоваћемо со десно и 

со лево. 

Једном нацртан полигон П за једначину f' дозвољава да се сва тврђеља о 
покретним и непокретним нулама и бссконачностима (види теореме !-У! у 

дисертацији) могу директно читати са полигона П, без икаквог знаља о дифе

ренцијалним једначинама. Илуструјмо то примером Тсореме I. 
ТЕОРЕМА I. Да бц бесконачносLuц oйzLnueZ. шuueZ.paлa (решења) алZ.е

барске gиференцијалне јеgтшчине йрвоZ. pega F(x, у, у') О биле независне og 
щиuеZ.рационе кoтtc!Тtaнiiie, йтТtребтю је 11 gовољно ga йолиZ.отt П og F тteAta 
ШeAtella gесно og 1Тtеметш со gесно. 

Напомиљемо да када су нуле (бесконачности) непокретне Петровић 

указује на могућност да их све израчуна. Бриова и Букеова метода дозвољава 

да им се одреди ред и да се интеграли испитају у љиховој околини. Ако су 

нуле (бесконачности) покретне, Петровић указује на начин на који може да 

се одреди љихов ред, и то тако да се чита са полигона П. 

Као што смо већ напоменули, закључци о диференцијалној једначини 

првог реда F не могу се директно пренети на диференцијалне једначине вишег 
реда. Један од главних разлога је неважеље теореме о непокретности транс

цендентних сингуларитета када је реч о решељу диференцијалне једначине 

вишег реда. Ипак, коришћене методе за диференцијалне једначине првог реда 

могу се пренети, у извесним случајевима, и на диференцијалне једначине ви

шега реда, што Петровић користи у другом делу тезе. 

Полигон П за диференцијалну једначину F 

F(x,y,y', ... ,y<P))= t<p;(x)ymo.iy'ml.iy<P/''r.i =0, 

i=1 

где су тџ, k = О, ... , р и i = 1, ... , s, цели позитивни бројеви, и то такви да за 
две различите вредности i, ј није истовремено 

афункције <р;, i=1, ... ,s,каснијесеодређују. 
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Обележимо са 

р р 

М,· = ~ mk · и са N = ~ k mk · i = 1, ... , s. L..J ,l l L..J ,1 ' 

k=O k=O 

Полигон П за диференцијалну једначину вишега реда F саставља се сада 
као и за диференцијалну једначину F првога реда. Разлика је у томе што је 
могуће да се две или више тачака (М;, N;) поклопе. 

Довољни услови да су нуле и бесконачности решеља диференцијалне 

једна чине F независни од интеграционих констаната и сада се читају са одго
варајућег полигона П, све под претпоставком да се зна да су сви трансценден

тни сингуларитети решеља независни од констаната интеграције или их ре

шеље и нема. 

Примене које Петровић обрађује у самој тези су бројне. Наведимо неке. 

Кда се утврди да су сингуларитети решеља диференцијалне једначине 

првог реда сви независни, једначина се решава алгебарски или са највише два 

интеграљеља. 

Посебно је интересантна примена на изучаваље униформних партику

ларних интеграла диференцијалне једначине првог реда. То су и резултати 

који су врло цељени у математичкој литератури. 

Петровић указује на широке класе једначина првог реда чији је сваки 

униформни интеграл рационална функција. Или, када има интеграле који су 

униформне функције са могућим трансцендентним сингуларитетима, одређује 

горљу границу различитих (по љеговој дефиницији) таквих интеграла и даје 

алгебарску везу међу љима. И у случају диференцијалних једначина вишега 

реда примељује своје резултате на изучаваље униформних интеграла. 

Ако интеграли имају просте полове, указује на могућност израчунаваља 

резидуума за те полове када су они покретни. 

Код диферепцијалних једначина вишега реда уводи појам првог интегра

ла за униформне интеграле. То је функција од х, од у и од неких од извода која 

се своди на константу или на рационалну функцију по х када се у љој у смени 

униформним интегралом дате диференцијалне једначине. Познаваље првих 

интеграла упрошћава тражеље интеграла за дату диференцијалну једначину. 

На крају, даће!\ю неку врсту "водича" кроз резултате М. Петровића из 

области аналитичке теорије диференцијалних једначина. указујући на везу 

тих резултата са онима у докторској дисертацији. 

Као што смо већ навели, Петровић је у својим радовима разрађивао, пре 

свега. идеје из докторске тезе. У овој првој кљизи су издвојени, по нашем ыи

шљењу. карактеристични радови, а указано је и на оне који су везани за њих. 

Бројке у угластим заградама код наведених радова односе се на целокупну 

библиографију диференцијалних једначина, а која се налази у прилогу кљиге 

2. Сабраних дела Михаила Петровића. 
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У радовима [4] 1 Ч, [297], (16], (110] и [243] непосредно су примењсш: тсо
реме из докторске тезе. У раду под бројем [ 4] изучава се зависност аснмптот
ских вредности (ако их има) интеграла алгебарских диферепцијашшх једшt
чина првог и другог реда од интеграционих констаната. Ту зависност Петро

ви!'! повезује са резултатима у тези о зависности нула од интеграционих кон
станата тако што уводи смену 

х 

cly = -~ 2 (/у . 
(/х cl~ 

У раду под бројем (297] испитује зависност од интеграционих констаната 
строгих екстремума интеграла алгебарских диференцијалних једначина првог 

и вишег реда. Како је изучаваље екстремума везано за нуле извода, то се не

посредно могу користити резултати тезе. У расправи [16] проучава реалне 
вредности које су нуле или бесконачности алгебарских диференцијалних јед

начина првог реда и то примељује на Рикатијеву диференцијалну једначину. У 

расправи (110], поред осталог, разматра и зависност критичних тачака инте
грала диференцијалне једна чине од интеграционе константе. У расправи [243] 
разматра зависност кривина интегралних кривих диференцијалне једначине 

првог и другог реда од интеграционих констаната. 

Посебно су значајни радови везани за униформне интеграле алгебар

ских диференцијалних једначина. Ови резултати заузимају велики део тезе, а 

односе се на диференцијалне једначине првог и вишег реда. Од радова из ове 

области у ову кљигу ушли су они под бројевима [2], [5] и [19]. У раду под 
бројем [2] разматра се број могућ.их, апгебарски независних, униформних 
трансцендентних интеграла које може имати алгебарска диференцијална је

дначина првог реда. У раду број [5] диференцијална једначина је алгебарска 
по х, Х, у и у', где између х и Х постоји алгебарска веза.У раду број [19] та ис
питиваља се односе на диференцијалне једначине другог реда. 

Ако се знају полови интеграла диференцијалне једначине, природно је 

да се поставе и питаља резидуума за те полове. Та истраживаља започета су у 

докторској дисертацији (види у овој кљизи Т!Jeses ... , стр. 59-60), а настављена 
су у радовима под бројем [18] и [351 ]. 

На 26. страни у Tblses ... Петровић. скрећ.е пажљу да се теорема о зави
сности нула интеграла диференцијалне једначине може лако повезати са изу

чавањем пресека интегралних кривих са датом утврђеном кривом. О томе ра

справља у раду број [18]. Изучаваље сингуларних решеља диференцијалних 
једначина има посебан значај јер се они у општем случају не могу добити као 

партикуларна решеља. Зато их он посебно изучава. Његов резултат је забеле-

19 Број у загради позива на Петровиhеву расправу у библиографији радова из 
диференцијалних једначина објављена у књизи 2 и 15 Сабраних gела Михаила ПеГuро
вцftа. 
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жио П. Пенлеве20 , а он се односи на случајеве када интеграли истовремено 
могу бити и партикуларни и сингуларни. 

У раду број [15] изучава сингуларне интеграле и сингуларне интеграле у 
вези са проблемима третираним у раду број [18]. 

На крају докторске дисертације веома обимно је разматрано постојаље 

првих интеграла диференцијалних једначина вишег реда (види у овој књизи 

Tblses ... , од 96. странице па надаље). Веома обиман рад под бројем [237] посве
ћен је том проблему, а нешто касније и рад [298]. 

У тези се расправља и о томе какве се трансценденте јављају као инте

грали диференцијалних једначина ако су нуле или полови покретни или непо

кретни. Идеју даље реализује у радовима број [27] и [378], а касније и у [353]. 
Као последица изучавања сингуларитета, природно следи расправа о це

лим функцијама као интегралима алгебарских диференцијалних једначина. 

То Петровић чини у радовима [351], [221], [233] и [249]. 
Поменућемо још неке Петровићеве радове који делимично задиру у ана

литичку теорију диференцијалних једначина. У расправи [356] даје потребне и 
довољне услове да потенцијални ред представља решење диференцијалне 

једначине првог реда. У расправи [309] конструише диференцијалне једначине 
првог реда на којима се могу проверити разне аналитичке особине интеграла 

диференцијалне једначине. У расправи [287] показује класу диференцијалних 
једначина другог реда које могу имати покретне есенцијалне сингуларитете. 

То потврђује да Пенлевеова теорема о непокретности трансцендентних кри

тичних тачака интеграла диференцијалне једначине првог реда не важи и за 

једначине вишег реда. У расправи [353] показује да се свака алгебарска дифе
ренцијална једначина, без обзира на њен ред, може свести на посебан систем, 

назван канонички систем, који одређује канонички низ функција користан за 

решавање диференцијалних једначина. 

Рад под бројем [390] унет је у ову књигу не због резултата, већ због ко
ректног начина на који Петровић расправља о приоритету о објављеним ре

зултатима. Ради се о његовим резултатима из рада под [378] и рад [353]. 
Надам се да овај мали преглед кроз бројне радове Михаила Петровића о 

аналитичкој теорији диференцијалних једначина може да послужи као прва 

информација. 

Боzољ у б СzТiан кови!t 

2О Encyclopiblic с/а Marlюnatisclicn Y\lisscnsclюficn ... , В. Il А 4а, S. 214. 
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Извори којима се служио Михаило Петровиh у оствариваљу својих резу
лтата у областима обичних диференцијалних једначина завређују посебну па

жњу. Овде се ова литература :излаже у следу њеног појављиваља у овој књизи 
Дифереllцuјалне јеgначине Први geo, те пружа кориснику књиге прегледну 
слику извора на којима је Петровиh себе изградио. 

Дакако, анализа литературе којом се Петровиh служио и начина њеног 

коришhења, одсликава научников однос према туђим, као и својим резулта

тима. 

Наведимо неколико особености Петровићевог рада на литератури, а о 

чему he бити више речи у 15. књизи Сабраних gела Михаила ПаТtровића. 
Ако се изузму класична дела Бриоа, Букеа и Штурма, лако је утврдити 

да се Петровић користио савременом, за своје време најновијом литературом, 

не старијом од 5 до 10 година. Актуелност у постизаљу резултата и жеља да се 
находи у првим савременим редовима науке, очигледна је код младог Петро

вића. У научној средини Краљевине Србије по први пут се јавља математичар 

оваквих назора. Било му је веома важно да не губи корак са светом. Све је ово 

било ново, благотворно. Али, како су године пролазиле овај "научни темпо" у 

Петровиhа се полако губио. Тако је у првој половини 20. века Петровић но
сио науку прошлог века, да би на крају у целости био "застарео". 

Друго. Литература показује да се у докторској дисертацији Петровиh 

користио необимним изворима (навео је само осам извора). Највише је ци

тирао радове својих професора и ментора Пенлевеа и Пикара. Ово је и оправ

дано, имајући у виду садржај Петровићеве дисертације. 

У одабраним Петровићевим расправама из диференцијалних једначина 

за ову 1. кљигу Сабраних gела Михаила ПаТtровиhа утврђен је веhи број цити
ране литературе страних математичара, као и цитираља својих резултата. 

Овде уочљиво доминира Петровићева докторска дисертација, носи највећи 

број цитираља. Овај податак чисто библиографски потврђује став приређива

ча ове кљиге академика Богољуба Станковиhа, да су скоро сви Петровићеви 

радови из аналитичке теорије диференцијалних једначина настали из профе

сорове докторске дисертације браљене на Париском факултету наука 29. јуна 
1894. 

Овде смо литературу изложили у две целине. Први део садржи изворе 

којима се млади Петровић користио при изради своје докторске дисертације, 
а други део доноси литературу у Петровићевим изабра~им радовима који се 

објављују у овој кљизи. 
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О ОВОМ ИЗДАЊ У 

Прва књига из области диференцијалних једначина садржи радове 
Михаила Петровића у којима се бавио аналитичком теоријом диференцијал

них једначина. Бар су два разлога определила приређивача да баш овим ре

зултатима посвети прву књигу. Прво, у књизи Notice suг les tгavaux scientijiques 
cle Micl7el Petmvitc/7 1 у чијем припремаљу је М. Петровић лично учествовао, 
овим радовима почиње део о диференцијалним једначинама и тај део је и нај

исцрпније обрађен. Друго, Петровић је почео своју веома успешну каријеру 

радовима из ове области математике. Ту спада и његова докторска дисерта

ција чији резултати су ушли у Математичку енциклопедију2 као најважнији 
допринос М. Петровића светској математици. 

Нема сумње да се у целокупном опусу Петровића који се односи на ди

ференцијалне једначине, непосредно или посредно осећа утицај његових ре

зултата из области аналитичке теорије диференцијалних једначина, а посебно 

оних резултата из његове докторске дисертације. Није било лако одабрати 

радове за ову књигу, а још теже је било, будуhи да се ради о великом броју ра

дова, одлучити које изоставити. Зато је уведен додатни критеријум за одабир. 

Главне Петровиhеве идеје и резултати из аналитичке теорије диференци

јалних једначина објављени су у његовој докторској дисертацији. Кроз радове 

из прве књиге може се пратити како је он резултате из тезе даље развијао и 

разрађивао. Овакав начин одабирања радова који he уhи у прву књигу је 
субјективно опредељење приређивача у којем је до краја поштовано и виђење 

самог Петровиhа изражено кроз Notice ... l 
Ево и кратког приказа прве књиге. Читалац се прво упознаје са прево

дом и фототипијом докторске дисертације као централне теме. Треба истаhи 

да је посебно значајно што he теза постати доступна веhем броју читалаца ма
тематичке литературе. Јер, у садашњој Југославији постоји само неколико 

примерака докторске дисертације, који се с поштовањем и с разлогом добро 

чувају. Затим следе одабрани радови. по наведеном критеријуму, из аналити

чке теорије диференцијалних једначина. Како се Петровиh у више радова 

враhао на исту проблематику, то су међу њима одабрани они који су посебно 

значајни пошто представљају одређене резултате или су интересантни по ко

ришhеним методама и комплексности обраде. Редослед радова је по времену 

љнховог штампања. На првом 1-.1есту је први штампани Петровиhев научни 

l Noгicc stu· lcs tummx scicnгiflчucs clc Mic!tcl РсГгО\'itс/1 ( 1894-1921 ), Gaut!1icг-Vi!!aгs et 
С". Paгis 1922. 

2 t..'nc)•klof)('iilic с/а mor!tcmarisc!Jc/1 1,\fisscnsc!liljicn, Tclllщcг, Lcpzig, В 11, 2, s. 569. 
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рад, а који се односи на унифор/\Ше интсгралс дифсрснцијалннх једначшrа 
првог реда. Последњи рад у овој књизи, Доgшuак расйраии о алzебирсА:tш gu
фepeiщujшmuAt jegfl(t'lШtшta, илуструје Петровићев однос према утврђнваљу 
првенства на резултате у математици. Он, такође, показује rьегов стил у по

лемици о првенству и ауторству резултата управо из ове области. 

Поглавље Прило.зи у овој књизи има за циљ да допуни слику Петрови
ћевих резултата из апалитичке теорије диференцијалних једначина и укаже 
на њихов оцјек у математичкој литератури. 

Скрећемо пажњу на неке термине и ознаке којима се Петровић користи 
у својим радовима из области диференцијалних једначина, а који се cpehy и у 
ОВОЈ кљизи. 

Михаило Петровић пише: "интеграл диференцијалне једначине", док се 

данас више користи "решење диференцијалне једначине". Он каже: "изврши

ћемо квадратуру", док би се данас рекло: "интегралићемо". Његов "имагинар

ни број" је у данашљој терминологији "комплексан број". Термин "униформна 

функција" одговара данашњем термину "функција". Под нулама интеграла 

(решеља) у( х) диференцијалне једначине он подразумева вредности х0 које 
анулирају овај интеграл. То значи да ту спадају и критични сингуларитети у 

којима се у(х) анулира. Под бесконачностима интеграла (решења) у(х) ди

ференцијалне једначине подразумева оне тачке х0 у чијој свакој околини 
функција у(х) не остаје ограничена. Термином "род" неке функционалне везе 

(француски "gеше", немачки "Gattuпg", енглески "kiпd", руски "род") користи 
се у наведеном раду у овој кљизи, .legaн йо2леg lta йpupogy ~ирансценgентuа gе

фшщсаних gиференцијалним jegнa'tU/tШvta йрвоz pega са йјЈОАtенљивим йараме
Гйрима, а термином "врста" у наведеном раду О алzебарски.м gиференцијал

нuАt јеgначшtаАtа йрво2 pega које йроизвоgе целе функције. Од ознака помени
мо само sп и, сп и, dп и ознаке за елиптичне функције: Siпus amplitщliпis, Cosiпus 

amplitudiпis и Delta amplitudiпis.з 
На крају, верујемо да ће читалац, уз већ дате напомене, лако и са ужи

ваљем читати оригиналне текстове или љихове преводе иако математички 

језик Михаила Петровића садржи и изразе који се данас ређе употребљавају. 

Радови Михаила Петровића у овој, као и у свим кљигама Сабраних gела 

Михаила Паuровића, објављују се у веродостојном препису. Ако је преводи

лац или приређивач приметио неку штампарску грешку, то је наведено уз по

себну ознаку. 

Дугујем велику захвалност на сарадљи Жарку Јовићу, уреднику у Заводу 

за уџбенике и наставна средства, као и Александру Савићу, асистенту 

Математичког факултета у Београду. 

Професор Д. Трифуновић приложио је своје коментаре о одјеку Петро

вићевих расправа, што је у фуснотама назначено са (пр. Д. Т.). 

Богољуб Оuанковић 

З Михаило Петровиh, ЕлийШичке функције, 9. књига Сабраних gела Михаила 
ПеШровића. 
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