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Hoxropexy muceprauyjy Muxauna [etposnha O nyaama u
beckonauHoCiuMa unidezpana aszebapekix gugepenyujasnux
Jeguauuna, xao v pacnpasy O anzebapcius queheperuujansun

Jegrauunama ipsoza pega koje ipoussoge yeae Gynxyje IPEBeo je ca
(ppaHIycKOr je3uKa
np BOTObYB CTAHKOBHh, npo. ynus.
Ocrane pagose y Kmu3u npeseo je ca (PpaHILycKor jesika
np AYIAH AJIAMOBIR, npod. ynus.



MIXAWNJIO IIETPOBWR 1 lbET'OB
HOITPMHOC Y PA3ZBOJY
MATEMATHUYKMNX HAYKA

pbOuja je y ABajfieCeTH BEK yIJa ca CTBOPEHOM JApKaBoM. Ay OHa

je Ipe MHOTHX ApsKaBa Koje Cy CBOje JpPYUITBEHO ypeheibe panmje

YYBpCTHUIIE, YIITIA M Y KYITYPHY ¥ Hay4HY HCTOPH]Y OBOI BeKa. [To-

clefrba JelieHHja IpoIuIora BeKa Huje caMo o6elieskeHa yCTaBHUM
6opbamMa 3a ppymTBeHu npeobpaxkaj Cpouje, Beh U BEHUM BeIUKUM Ha-
IPETKOM Ha KyJITYPHOM ¥ HAyYHOM IIOJBY.

Ycnex Ha II0JbY HPUPONHUX U MaTeMaTHUYKUX HAYKA je AeN0 HeKOJIH-
uHe npogecopa oHoBpeMeHe Benuke mkone — gounuje dunosodekor
cdakynrera Yuusepsurera y Beorpany: JoBana XKyjosuha, Cume JTozanu-
ha, Muxanmna Iletposuha, JoBana IIpujuha u HemTo Mmabux Munyruna
Munankosuha u Msana baje. Fbuxoso gesno, He caMo [Ja ocTaje NPUCYTHO Y
HAILO] X CBETCKO] HAaylH, Beh OHO Ipunafa U Halllo] HalMOHATHO] OAIITHHA.
OHU Cy CBOJUM HayUHUM PajiOM, alli ¥ LeJIHM CBOJUM KMBOTOM, 00ETIEXIIIH
jeflad feo KyJITYPHOT M Hay4JHOT HanpeTka Cpbuje.

Mpuxamno ITeTpoBuh je ocHuBay Halle MaTeMaTHYKe Hayke, ald U
yYUTEIb M BACIUTAY YATABUX HApalllTaja HAlIMX MaTeMaTu4apa. AKO ce TO
Ha NIPBY NOTJIE]l ¥ He BUW, HETOB YTUIa) ce ocehao 1 MHOT'O rofinHa 1ocie
mwerose cMptH. [Jo Ilerposrha ce MOIIO rOBOPUTH CaMoO O FOOpOj HACTaBH
U IOKYIIa]y HAayYHOT pafa y 00jacTu MaTeMaTuke. Ca Hezosum goaacKkom
Ha Beauky wixoay fouurse pazsoj Haue mailiemaitiuike Hayke, eeh Ha ilo-
YeUUKY Ca 3AUANCCHUM YCUEXOM OF epeguocmu U 2aaca.

IMeTposuh je crynuo na Benuky mkomny y fo6a Kaga je HHTeIUTeHIH]a
Cp6uje Beh packpcTmiia ca OMIIAJUHCKUM POMaHTU3MOM. TuMouka OyHa 1
Cprcko-6yrapcku paT OTBOPHIIM CY OYM HOBOM HapallTajy ¥ IOMOIIU My
a ce ocnobou MHOTHX Ipefipacyfa. Buuie Hero ukaj g0 Taga HOBH Hapa-
IITaj je CXBATHO J{a ICTUHA ¥ O0jeKTHBHOCT MOpajy OMTH M3HAJ| Ia¥KHOI Ha-
HUOHATHOT 3aHoca. Hayynu paj gobuja Tafa moceGHy BPERHOCT, ald U yBe-
peme Ja Mopa OUTH OLebMBaH EBPOIICKMM MEPUINMA.
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ITocne saBpmiene Benuke mkone Iletposuh opnasu y ITapus u mocra-
je yuenmk uysene Bume nopmanue mkomne (Ecole Normale Superieure). [To
Tafa Cy Hallld CTUIEHAKUCTH IIPUPOJIHE W TEXHUYKE HAYKe YUMIH Ha ayCTPO-
yrapckum mkonama. Y BpeMme Kafa ce IleTposuh mkonosao y Ilapmsy,
¢panyycka maiiemailiuika uikoaa OUIa je Ha TI1acy U [0 pe3yiITaTuMa KO-
jU cy OTBapanu HOBe NpPOGJieMe W HOBE OGNACTH alld U 10 O6HIbY HOBHX
uneja. Jegan off TBOpana caBpeMeHe MaTeMaTudke Hayke, AHpu [ToeHKape,
umao je ckopo 20 rofuHa UCIpe; MaTeMaTuKe cBora fob6a. OH je jacHo
BHJEO HE caMo OyayhHOCT MaTeMaTHKe, HeH YTHIA] Ha ocTale Hayke, Beh u
m-eHe Hose nyTese. [lerporuhes npodecop ITon ITennese meby npeuma je
CXBAaTHO 3HAaua] HOBHX Mpeja ¥ MoXpa jegunu y ®paniyckoj npatuo Iloen-
kapeose uneje. Anu u ocranu Ilerposuhesn npodecopu — [Tuxap, Epmur,
Anmnen, Jap6y u Apyru — fanu cy pe3yirare Off TpajHe HayuyHe BPeIHOCTH,
KOJH Cy OTBapajil HOBY epy y MaTeMaTHIH. Y TaKBY JeAHY CPEeUHY, IyHY
Hay4HOT' 3aHOCA B CTBapajIauykor 3aMaxa, Hay4YHUX OTKpuha U HOBUX NPO-
61eMa Koje cy OHa OTBapana, fomao je miagu [lerposuh.

Beh cama yumenuna ga je Iletposuh ymao y Buiry HopMangy mKony
IpeficTaBiba MOAYXBAaT aKO Ce 3HA KAKO Cy U3TJIefalld UCIWTH 32 yia3 y Ty
HIxony. ¥ BpeMe IleTposuhesor mkonosawa Buina HopManHa ImKona, 3a-
jenuo ca ITomurexHwykoM mKkonoM y ITapusy, npencrasmbana je BpXyHall
MaTeMaTH4Ke HacTaBe Tora BpeMeHa, M TO He caMo 300T CBOjUX npodecopa
Beh 1 360r cBOjUX yueHuka, 6yIyhux clraBHEX UMEHa (PpaHIyCKe I CBETCKE
Hayke. [TeTpoBuh je 3aBpimo Buury HopMaiiHy KOy Kao jeflad o Haj6o-
JbUX y cBOjoj kiacu. OBO ToKa3yje HE caMO HeroB fap Beh u nm3yseTHy
Bpennohy u caBecHocT. Ha npBruM KopanuMa y HayL{ BUIK ce H-eroBa 1y6o-
Ka oflaHOCT HayuyHoM pany. OH je Ha rmocnenmbo] roguHu cryauja y ®paniuy-
cKoj Beh 3amo4eo CBOj Hay4YHM paj, KOJu Hehe ocTaBuTH KO NMOCHeILuX fa-
Ha CBOIa >KMBOTA.

W mpe Hero mTo KaXXeMOo HEllITO BAIIE O H-eTOBOM Hay4YHOM pajy, Ha-
BEMMO HEKOJIMKO KapaKTepUCTHUHUX obelieKja Tora pafa Koja ra u3jBa-
jajy o MHOTHX HAyYHWKA OHOTa BpeMmeHa. IIpe cBera, oH je BpJIO UA0gaH
fiucay. 3a IPBUX JleceT FOJ{HHA HAYYHOT pafia OH je 00JaBhO NPEKO NEeJECET
paposa. OH mena y pasHuM obnactuMa MaTemaTuke. Iberosa caonmrema
Ha MebyHapOoIHUM KOHTpecHMa NpHuBiIave NMaxXmhy MHOTHX HayuHuKa. Ibe-
roBe pajioBe APYru yOMIUTaBajy ¥ OHa Cy YeCTO IMOJNCTHIA] 3a falba HcTpa-
SKWBarba U TO Off CTpane Hay4yHHKa of BpepgHocTu. I'mac Cpricke akapeMuje
HayKa ce IMyHH HeroBUM pajjoBAMa y KOjUMa eTalbHO H3Nlake pe3yiraTe
CBOJUX KPaTKHX caonmTera u3 VI3BelnTaja napucke akagemuje. beroso
JIMe ce TojaBibyje y BOmehnM MHOCTpaHMM MaTEMaTHUYKHM YacONMCHMA.
IMpsu Hayunu pesynrat, koju je [TeTposuh 00jaBro 0K je joil 610 bak Ha
TOCTEeN b0} TONUHE Billle HOpManHe mKoje, lheros npodecop Emun In-
Kap yHocu y cBOj yubennk u3 ananuse. Ilojasa IlerposuhieBor pesynrara y
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TOM IyBEHOM YIIOCHHUKY, KOJH CE CMATPao Tafa OHOIIHjOM OHOBPEMEHOT Ma-
TEMATHYKOr 3Harba, yUuHuIa je no3natuM [leTposrheBo uMe u y HajuIu-
pUM MaTEMATUIKUM KPYrOBUMa.

Beorpan nuje ocrao paBHOfyIIaH Ha 0Baj HayyHu ycrnex Muxanna [e-
TpoBuha. ¥ cBojoj 31. rogunu oH mocraje pegosuu unad Cprcke Kpajbes-
CKE akajleMH]e HayKa.

OHO WTO KapaKTepulle Taj NPBU, CUTYPHO ¥ HAJ3HAYAJHU]U HEPHON
I-ETOBOT HAYYHOI pajia Je opuzuHaaHocili werosux uneja. OH je MaTeMaTH-
gap mjeja u npobieMa Koju Cy H3BUPANH U3 THX Hpeja. MHOTH Hherosu pa-
[OBHU Cy OWNK MOACTHIA] 3a la/ba UCTpaxKuBama. Ca u3BOpa BElNKe HayKe,
(ppaHilycKe MaTeMaTHKE ca Kpaja 19. Bexa, OH je IPUMHO HEKE Of HEeHUX
HajJIeNuuX 0cobuHa: je[Ha O WBHUX J€ ga camo Hose ugeje 80ge Ka ciiieap-
HOM Haupeliiky Hayke. 3a NaXKJbUBa, IyroTpajHa U CHCTEMATCKa MCTPayXKu-
Baba, Be3e u3Mehy nojequnux npobnema, regepanusanuje N03HaTUX pe3y-
JTaTta, NpelusHe foKas3e U mpuxosa ynpowhewa IleTposuh Huje umao crp-
mbema. [loenkapeosa ped: MHCao je Mywa y Mpa4Hoj Hohu, oriefa ce cu-
TYPHO U Y MaTEMaTHYKOM UCTPakKMBamy. be3 Te Myme HeMa CTBApHOr OT-
kpuha any Ta Myma HIIak HUje cBe. Tek oHma Kaja ce HaClIyTH pellebe, Ha-
cTaje TeXak IyT Ka Luiby. Tafa HacTajy ¥ HOBH IPO6JIEMH, @ YECTO KPajihi
pe3yiTaT HHje OHO INTO ce OYeKHBano y mouetky. Kapga je pax 3aspuiew,
HHUKO CEM ayTopa M He 3Ha Koje ¢y TellKohe 6umie Ha TOM IyTy ¥ KOJIHKO je
BpeMeHa TO Tpajarno. [Terposuh je mMao Bpio yecto cpehHy, OpUTHHANHY,
HEOYEeKMBaHY, Ia Yak ¥ W3BaHpegHy Mucao. lberose ujeje nucy 6uire npo-
cre umuTanuje. 1 ckopo yBeK je y ’beTOBUM PajjoBAMa OCHOBHA MHcao Ou-
Ja HajJeny U HajayoJbH Ie0 HberoBa OCTBapemha.

&

Murxawmiio IleTposuh je 3armo4eo cBoj HayUHU pag ca gugepenyujan-
num jegnauunama. theros mocnenmy paj, KOjU e MOjaBHO MOCTIE HEroBe
CMpTH, IOJIa BeKa KacHuje, O6HO je HCTO TaKo U3 AudepeHIujaaHux jesl-
HAYUHA.

OcHoBHa upieja weroBe Te3e Kojy je onbpanno 1894. rogune na Cop-
GOHHU, TIpeNT KOMUCHjOM Y Kojoj cy 6unu Epmur, ITukap u Ilennese, cacroju
ce y TBphey la HauMH KaKo yiia3e KOHCTaHTe UHTerpauyuje y ONIITH HHTe-
rpai anre6apcke gudepeHyjalHe jeTHAUNHe 3aBUCH Y CYIUTHHA caMO O
HauMHa Kako (PYyHKIHja W HeHU U3BOAH yiade y anrebapcky pudepenu-
jaNHy jeHAYNHY, APYTUM pednMa — OUTHO 3aBUCH CaMO Off TpyTie eKCIOHe-
HATa PA3MYUTHX WIAHOBA Y TOM anrebGapcKoM CKJONY KOju YuHM Aude-
peHImjanny jenHaunHy. [loMohy oBHX Ipyla eKCIOHEHATa — [ENHX MO03H-
TUBHUX GpojeBa oH o6pasyje reoMeTpujcke purype — burypaTupHe I0JIH-
roge, Kako uX je oH Ha3Bao. OOGIMK OBUX IIOJIMIOHA, HATUO HUXOBUX CTpa-
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Ha, Beh Jlaje HA3 0COOMHA U3 KOJUX Ce BUM KAKO KOHCTAHTE yJIa3e y OMILTI
uHTerpa. M3 Tux mojmMroHa oH M3BOAM OCOGMHE HYJIA, II0JI0BA H EKCTPEM-
HUX BPETHOCTH OIITer HTerpana. Tako, Ha mpuMmep, ga 6¥ ONLITH HHTE-
rpan anrebapcke nudepennujante jefHavYrHe IPBOTa pefa UMao MOKPETHE
HyJIe pefa k, moTpeOHO je 1 JOBOJLHO []a NOJIUTOH MMa jeHY CTPaHy ca Ha-
rubom jepHakuM k. 3a 1onoBe 0Baj mag Mopa 6utH k. 113 oBux durypaTus-
HUX ITOJIMTOHA OH M3BOJM M OCOOMHY — KOJIHMKO JETHOCTaBHY TOJIMKO ¥ Ba-
>KHY — Jlaje YCIIOB: 1a HyJle U IOJIOBY OMILTET HHTerpaja anrebapcke aude-
peHunjante jefHaYnHe IPBOT Pejla He BapHupajy ca KoHcranTama. Ha mpo-
GsieMy caMO IO U3ITIEfly CIUYHOM — O HOJIOXKAjy ¥ YTHIA]Yy KPUTHIKHX Ta-
Yaka ¥ TPAaHCUEHJIEHTHUM CHHIYJIapUTETHMA, pajie Tafa HajIO3HATHjH Ma-
TeMaTudapu oHora BpemeHa: Iloenkape, ®yxkce, [Tukap u ITeunese. ITpupo-
lla BUXOBHUX pes3yiTara 3axTeBa YHTaBe TeOpHje, a YaK M HOBe 00JIACTH,
Kao WTo je To nmokaszao Iloenkape. IleTpoBuhern pesynraTu ciege u3
0ocoOuHa POCTHX reOMeTpHjcKuX durypa. Ay U3 OBOra ce BUIU U ga je
iio speme Ileitiposuh paguo caspemery matiemaiiuxy. lberosu npodecopu
Ewmun ITuxap u ITon Ilennese, Taga Beh ciaBHH MaTeMaTHyapH, KOjU Cy
OUNM M Yy KOMHCHJH 32 OIIeHy H-eTOBE Te3e, CUT'YPHO Cy 3aras3uiii HekKe
OCHOBHE OCOOMHE TOra paja: [efHOCTABHOCT, IPECIUKaBakhe aHATUTUIKOT
npobiema Ha pacnopesi reoMeTpujckux (purypa, MoryhHOCT HcKasa morpe-
OHUX U JOBOJLHUX YCIOBA MaKap U y MIPEHOCHOM 3Hauewy. CUT'YpHO je fia ¢y
ITukap u [1ennene, KOju Cy U caMU JiajIi 3HavajHe pe3yirare y o0lIacTu Ju-
(hepeHIMjaNHUX jeHAYNHA, YOUMIHA HOB JOIIPUHOC Y Pa3BOjy KBalNTATHBHE
HHTerpauuje, KOji ce orjiefa Ipe CBera y pacTabibaiby jJeJHOT aHANUTHIKOT
u3pasa Ha JuHeapHe KoMOuHalmje Koje IpefcTaBibajy IpaBe JUHUje U OfI-
pebuBamy BHUXOBE 3ajeHNUKe HEMOKpeTHe Tauke. Taj mpobiem koju ce
HacnyhuBao u oBe, Makap caMo y fesioBuMa, Ouhe y onmrem oONHKY je-
JTHO OJ1 Haj3HAUajHUjuX OTKpuha MaTemaTHKe npBux roguna 20. Bexa.

Kao mwro cmo momenyiau, Mmeby HajsHauajuuje IleTposuhese papose
nonasu pesynrar Koju je Emun [Iukap yHeo y cBOj yIOEHHK U3 aHAJM3E,
r7ie je ¥ mpeMeT yuTase jefHe riase. To je cTyauja o NapTUKYJIapHUM YHH-
cpopmHuM uHTerpanuma. Taj Jenu u 3HayajHI pe3yaTaT jjaje yCloB [ja ajre-
Gapcka pudpepeHiyjanta jejHaYHHa uMa yHI(OpMHE TPAHCIEHIEHTHE HH-
terpane. lllTaBumre, Ha OCHOBY TOT yCclIOBa M3BPLIEHA J€ U KNacuuKauuja
anreGapckux qupepeHuujagHiX jejHaunHa IpBor pefia, IpeMa ToMe Ja JIn
OHa WMa jeflaH, JiBa WK TPU TakBa HHTerpajia. JefHoCTaBal ycjioB, npa-
SKEH Y UMIeHMIM [a JlecHa cTpaHa JudepeHuyjante jeqnaqdine oyjge pa-
IMOHAIHa (DYHKII]a 110 X 1 y, KAO M Pe3yNITaT, la ako Ta JeHaunHa UMa TpH
pasnuunTa yHHQopMHa HHTErpaia jia je OHa Taja HEONXONHO PukaTujesa
jeJIHauHHa, CHI'YPHO je y TO BpeMe OHO KOJIMKO JICI TOJHMKO U HEOUEKHUBAH
pesynrar. 3a qudepenunjanyy jeqHaunny n-tor pefa [lerposnh naje rop-
by rpaHuly 6poja yHH(OPMHIX HHTErpania. Y HH3y pajjoBa OH YBOJAH HOBE
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TPaHCUEHACHTE, CTaBibajyhu y ONIUTH HHTETPaN fa IPOMEHIBUBA UMA KOH-
CTAaHTHY BPEHOCT U rocMartpajyhu oBaj uHTerpan Kao (GbyHKIHUjy napame-
Tpa, & 3aTUM Jlaje yCJIOB Kafia Ce Te HOBE TPAHCUEHNEHTE MOIY MOjaBHUTH.
M3 mn3a IlerposutieBux pajgoa u3 061acTH KBaIHTATHBHE HHTETDAL]e
fudepeHtujantux jefHaYnHa IOMEHIMO: PafOBE O Pa3[Bajarby HYIa y 1a-
TOM MHTEPBaJly, OrpaHUYCHa HHTErpana y pasMaky ofpebesum kpusama.
3a gucepenuujaie jefHaUMHe IPBOra pefla 0Be KPUBE Cy MapTUKYIapHHU
HHTEIPaiy JeIHOCTaBHUX RU(DEPEeHIHjaHAX jeAHAYMHA KOje Ce M3BOJe U3
pare jeguadumne. OBaj mocrymak je kopuctuo IleTpoBuheB WIKOICKH FPYT
ca Buine Hopmasne mkone Emun KoToH y cBoMe pafy o IpHOIHKHO] HH-
Terpauuju pudepennujanuux jegnavynna. Tume je KoTon 3anoveo jegny
obnact Koja he umaTu Bemuke npumMene. IleTposuth je npema Tome mpucy-
TaH ¥ Y NPUGIMKHO] MHTErpalyju RudepeHnujanaux jequaynaa. Hosu
npoGneMu ysek npusnaue naxmwy ITerposuha: ceobemwe qudepenimjanamx
Je[HaYMHa Ha NPOCTHje OOIUKe, HHBAPHjaHTHOCT HHTETPANHAX KPUBHX, GHI-
HOMHe Jiupepennujanye jefHaynte. 3anaxeH je 6uo u [letposuhes pay y
KOMe Je 1oKa3ao fa ce Komujesn ocranu (pe3uayyMmun) Mory u3spauyHaTH U
OHIa Kana GyHKIHMja HUje faTa eKCIUTMIMTHO, Beh Kao peiewe qudepen-
LUjaTHE JeHaYHHE,

ITerpoBuh je 3a cBoje BpeMe GO eBPOICKY 06pa30BaHH MaTEMaTH-
yap. OH je npaTHO caBpeMeHy IUTepaTypy u 610 ynyheH y HajHOBHja ¥ Haj-
3HavajHHja oTKpuha y MaTeMaTuIy oHora Bpemena. OH je yMeo Te HOBe pe-
3yJaTaTe la MCKOPUCTH U [ja UX MOBEXEe ca CBOJHM OPUI'MHAJIHUM njejama. Y
pany 00jaBJb€HOM y TO3HATOM IIBENCKOM Yacomucy Acta mathematica 1898.
TOAMHE OH KOPUCTH METOJ| CBOjUX (PUTYpaTUBHUX NONHUIOHA ¥ jeflaH [TO3HA-
Tu cras [Tukapa fa 6u foka3zao cBojcTBa fUQEepeHIUjATHIX jeHaYnHAa pea
n KOje e MOTy UHTErpHcaTH IOMOhY ABOIEPUOAMYHIX MEPOMOP(MHUX DYH-
xnuja. Ila unak oBe mo6pojane o61acTy HE cafipsKe CBe IMpobieMe u3 gude-
PEHIMjaHUX jefHaYNHa Ha KojuMa je IleTpoBuh paguo.

ITerposuh je oTBapao HOBe IpobieMe, UMa0 00UbE MATEMATUIKHX
ujeja, anm Kako je OMo IUIOflaH Micall, 4eCTO U M3HAJ I'PaHuIa JO03BOJBEHOT,
OH je MCTO Tako JaKo INpenasuo Npeko IpobieMa Koje je OTBOPHO HIIH
HacnyTuo. Beh meros npeu pajy, KOju je MpUByKao Naxmy, OKO je mpeaMeT
n3yuaBama mosHare mkone M. Benpgukcona, 1. ManMkBuCcTa B Opyrux.
Onu cy, nonasehu o Tor npoGnema, of modetHux IlerposnheBux pesymnra-
Ta CTBOPUIHN UuTaBy TeopHjy. [Ipocra npupopa IleTpoBuheBux pesynarata
3axTeBasa je 1 Ay6rba UCTpaXkKuBama 3a KOja OH HUje MMAao HU BPEMEHa HU
crpmberba. OH ce HUKaj HHje YIYIITao y Tparamy 3a CBUM IOCIERHIaMa |
pe3ynTaTHMa KOjU Cy MOTHULIATK U3 OCHOBHOT ctaBa. OHHU KOJHU Cy Ce 3auHTe-
pEeCcoBal 3a HeroB pe3yyITaT BUIEIHU Cy MOCIe AyKe CTY[Hje TOT mpobiema
U BETOBY IPaBy NPUPOY, & YeCTO M HeclyheHu M3BOP HOBHUX pe3ylTaTa.
Iberos pap je npe yka3uBao Ha MeCTO I'e ce Hayja3n 61aro Hero Ha HaunH
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Kako fa ce 6saro uspaju. M3 Tor pasiora IOTOEWU UCTPAKABAYHN CKOPO K
na Hucy obpahany maximy Ha OHOra KOjH je MIPBU YKa3a0 WX HACTYTHO THE
ce Hanmasu npobiuem. IleTposuh je BPO 4ecTO Y Hajje{HOCTABHUjEM IIPHME-
py u3 gudepenIujaTHux je{HaYrHa BUAEO OIIUTY OCOOMHY, ald Kafga 61 To
MCKa3ao0 — 3a[0BOJLYO OH Ce jOIl caMo jja yKaxKe jia je Ta 0COOMHa Iocequ-
12 HEKOJIMKO JPYIuX Je[HOCTaBHUX uumbenuna. Kana je tpe6ano Ty ocobu-
HY KOJa je 0TBOpuUIIa MPOoOIeM U3BECTH Ka0o TeOpeMy ca HajMarbuM OpojeM
yCII0Ba, OH J€ TO Mpenymrao gpyruma. CBakoMe KOjH AYTO paju y jeXHO]
o6nacTu, Ha HEKOM IpobiieMy, IToTpebHa je Ha YTy UCTPaKuBaka, U TO
OHfla KaJia cBe cTaHe, caMo jefHa HUT Ja OM KpeHyo jake. [Tonekan, caMo
HEKH IPUMED je A0BOJBaH fa Ou ce BUAeso 3amTo crBap He uie. [lerposuh
je ApyruMa OTBapac BpaTa u Ipesia3uo Ha HOBe mpobieMe, He Bojehn MHO-
ro padyHa O BPEJHOCTH IIpo6iieMa KOJH e caM CTBOPUO. AJIM TO je CBE yUH-
HUJIO [1a CE HETOB IIPBU 3aHOC 3a HOBUM OTKpHWAhNMa MOJIAaKO racho, Heros
JIETIM [ap, 3aMax ¥ IMOJIeT Cy ce MpOoOHIN Yy MO3auK U MUHUjaType. Paj ce Taj
Ha NoJpy AudpepeHInjaTHIX je[[HAaUYlHA Y BpeMEHY u3Meby fiBa paTa cBeo Ha
“HTerpauujy nomohy xpagparypa 1 6pojHe IPUMEHEe TaKBUX MHTETpPaly]ja.
ITa ummak y MHOTHM Off THX pafoBa ocehana ce merora HeKajalllkba MHIe-
Hro3HocT. Ocehano ce fa OH nullle camMo Kajl HMa HEIITO HOBO Ja Kaxe, H
Jia je TO IUION HEeroBOT pa3sMulilbarka a He JIUTEpaType.

Hewro cnuuro ce gecwio u ca obnamhy y X0joj je IoCTHrao Hajie-
mua gocturayha u HajopuruHamHAja OCTBAPEha — Ca AHANUULUYKOM Weo-
pujom pynxyuja. Netposuh je 3amoyveo paj y Toj 061acTd BEPOBATHO IOJ
ytuiiajem Epmura. OH je ¥ OBJie UCIOJBHO OPUTHHATHOCT, X TO HE CaMO Y
pesynraruMa Beh n y wuxoBuM noxkasuMa. [IpuMep TakBor papa mpyyka
HaM meropa pacrnpasa u3 1900. roguHe, 0 Kpyry y KoMe (pyHKuHmja Ipej-
crasibeHa TejnoposuM pegoM HeMma Hyna. [To3HaTu HeMayKu MaTeMaTHyap
Enmysn JTangay je ueTupu rofguHe KacHuje feTalbHO CTyAupao osaj IleTpo-
BuheB pesyiraT W noxKazao fa ce OH MOKe AoKa3aTH U momohy Tako-
3BaHor JeHceHoBOT cTaBa, KOju ce nojasuo nocne Ilerposuhesor pana, u
KOJU MpeJicTaBba jef{Hy Off IEHTPAIHIX TeopeMa KIacHIHE Teopuje QMyHK-
uuja. VI nopey tora Iletposulie pe3ynraT HUje AUPEKTHa NOCIEUlla TOTa
crasa. Taj [TetposuhieB pan n mpobieMu y Be3n ca mbumMe OUIM Cy JOUHHTje
IpejMET HCTPaKiBakha HEKOMUKO MaTemaTnyapa: Xapnnja, ®ejepa, Mon-
tena. He camo Jia je pesynrat of 3Hayaja Beh, xaxo Jlangay xaxe, u caMm
JOKa3 je Jer. JOuI nenie mwiycTpyje jeiHOCTABHOCT, OPUIMHANIHOCT ali |
BPETHOCT IETOBUX pesyyrarta paj y KoMe Ce fajy YCIOBHU Jla O CBU Jeln-
MuuHK 36upoBu TejnopoBor pefla MMaJIK CBE CBOje HyJe peanue. Mano je
TaKO JIEMHX pe3ysTaTa KOjU Cy, HCTO Tako, JOKa3aH! jeJlHOCTABHO U eJlera-
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ntHo. Taj paj, npukasan Ha Kourpecy y Pumy 1908. ronune, 3aunrepecosao
je MHOre MaTeMaruyape, Kao wro cy Iloma, Tungsapt u npyru. Kpajmu
JIOMET U3 TOr Kpyra npobiema 3anoyeTor IlerposuheM Guna je 3HaMeHuTa
Te3a PoGepra Jenuya. ¥ ysony csoje Tese Jenu Hasopu [lerposuliesy upuejy
U3 OBE IPyIie HCTPaXKuBaa, U TO Meby npauMa. Crnennjanse neie pyHKIU-
je Koje je yBeo u ucnuTao Iletposuh npepcrassbajy rpanudne GpyHKIHje 32
Kjacy ueux QyHKIuja Koje uMajy 6ecKpajHO MHOIO pealHuX HeraTHBHUX
HyJa, ¥ yuju pact uge oppehenom 6p3unom. Hesasucno oy [letposuha,
TakBe QyHkumje je nocMatpao u Georg Poly-a u cTBOpHO YUTaBy TEOpH]y
uenux QpyHkuuja HasHavyeHe knace. [IoMeHNMO 1 paji Ifie ce u3 pacuopesa
Hyla yese (pyHKUyje MOXe yCTAaHOBUTH Op3uHa pacta PYHKIUHjE ¥ HEKOM
npasuy. To je mpo6reM KOjuM cy ce TOLHI]je MHOTO 3aHUMAaNI MaTeMaTHda-
pu Hamxkoa u Andopc. Muoro kacuuje, y I'macy, [lerposuh ce ocBpayo Ha
3anaxkeHe ¥ 3HadajHe pesynrate Andopca, nomutbyhi CBOj TaBHO 3a60pas-
JbEHH pajl y KOME je OBaj caBpeMeHH NpobiaeM OHO NPEAMET U HheTOBOT UC-
Tpaxusarba. M Ty je NpBY U NOCHeBH YT OH IIOMEHYO A je Ipe CBHUX, U
TO JABHO, yOUHO jeflaH Mpo0bieM, ajllu fia je TO ocTalo Henpumeheno.

*

Op 6pojuux IlerpouheBux pagosa U3 Teopuje anredGapCKuX jeHa du-
Ha, WJIM KaKO Ce JaHac Ha3WBa Ta 00NacT — 2eomellipuja Hyaa HOAUHOMA,
U3JIBaja ce pajl KOjHU ce W JaHac HAaBOJH, W KOjH je y CBOje Bpeme 6Wo npej-
MET Jla/buX YOIIIITEHA.0f] CTPaHe HEKOJNUKO MaTteMaTndapa: Jlangaya, ®e-
jepa, MonTtena. To je npcreH y KoMe anrebapcka jeqHadnna uMa 6ap jegan
kopen. ITerposuh je mpBu mocMaTpao oBaj NpoOJeM Kao IpobieM MaTeMa-
THYKE aHanu3e He3aBucHo off Pymeose Teopeme. theros pag u3 1899. rogu-
He, 00jaBibeH y MI3BeluTajy mapucke akajgemuje, IIpBH je paj Koju onpebyje
Opoj KopeHa cafp>kaHuX y fatoM Kpyry. Ilpommpeme oBor npobiema, rie
ce MeCTO Kpyra IocMaTpa MmolypaBaH, u Koje je ycnepuino nocie [letposu-
ha, umano je u Benuke npuMeHe. Y OBy 00JIacT JONA3H M aHAIOTOH jeTHOT
JIarepoBor craBa: ogpeuTu HU3 (pakTOpa KOJuM Tpeba yMHOXHUTH Koeu-
yujeHTe fa O jeqHAYMHA ca MMarnHapHUM KOpPEHHMa MMaJja ONeT CBe KO-

PEHE HMaruHapHe.
*

Bume op gecet paposa IleTpoBuh je NOCBETHO TaKO3BAHOM CBOHEBY
oppebeHnx mHTErpana ca Npou3BOILHOM (PYHKIH]jOM (HapaMeTpoM). Y THM
PajgoBHMa OH je W3BEO OIILUTe o0paclie KOju CBOJE Ta WCIUTHBAKA Ha I10-
3Hare cydajesg. Ha raj HaunH fobujajy ce BpeHOCTH MHOTHX ofipeheHnx
uHTerpana. herosu omurn o6paciy 3a u3padyHaBame ofipeheHux nHTe-
rpajia y KOHaYHOM OOJIMKY WJIW IIPEKO MOTEHIHjaTHUX PefoBa cajip¥ke I0-
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3Hate CrunrjecoBe obpacue. Meby cnmuyHAM poGIeMnMa [oTa3u 1 ofpe-
busame Bopenose TparcdopManuje 3a MUPOKY KIACy MOTEHIN]ATHIX pe-
ji(o):ER

W3 cBera opora ce BIIH fa BEIUKH OPOj pasHOBPCHUX NpOOGIIeMa HEje
[03BOJbaBao IleTpoBuhy fa ce cucTeMaTCKH IOCBETH jeHO] OOIACTH, a jOII
Mame JeHOM nmpobneMy y Toj obnacru. Ilerposuh je 6uo dbpannycku hak.
Hemauke mxkose 1 lBUXOBE MaTeMaTHYape OH je II03HABAO CaAMO U3 JIUTEPa-
Type. bam y BpeMe Kafa je OH HHTEH3UBHO pafyo Ha TeOpHju (YHKIHja 1
reOMETPHjH HyJa IIONXHOMA, HA3 HEMayKUX MaTeMaThyapa pajuio je Ha
CIIMYHUM NPOOIeMHMa, aJld MHOI'O CHCTEMaTHYHUje, U Y cTanHoM Mebyco6-
HOM KOHTaKTy U KopecnoHjeHuuju. IleTposuh je 6uo ycaMibeH, Tanexo of
HayYHUX IeHTapa.u Off JbyAH Off CTPYKe ca KOjuMa GM MOTao ja JHCKYTYje.
Y To Bpeme, y Beorpany, oH je jeMHM ¥ pagHo MaTeMaTHKy. Moxkpia ce
MHOro mTa u3 XxuBora [TerpoBmha Xao HayYHHKaA MO3Ke OGJaCHHTH TOM
IIOTIYHOM Hay4yHOM ycamibeHolhy. OH je goIHHje, KaKo HaM je Ka3uBao
npod. Taguja ITejosuh, 3axkanuo MWITO je pagyuo y BHIIE 06JIACTH, MOXKIIA je
3aXKaJlno IUTO HHje MyxKe OKpeTao IpoOieM ca CBHjy CTpaHa, ITO HUje H3
H-era U3ByKao CBe MOCIefulle, UITO je TaKO pPacuIiao CBOj JIeTH fap. AKO je
HCTHHA Jla ¥Ma CTBapaola KOju Cy CBOje 6Jaro MCKOBAJIU y CHTaH HOBAIl U
TaKo Ia pacTypHJIM — OHfla TO BaxKu M 3a [Terposmha. Anm u Tako Kaxko je
JKAaTO OHO BPEAH BHILIE HEr'O S0 MHOTUX KOJH CY CTPIUBHBO M HaXKJbHBO
pagunu. TakaB HauMH paja MoXpa HajObolbe obenexaBa M TO Ja je GuiIo
pajgoBa KOjH Cy HallUCaHU y TOKY jefHe Hohu u Huje 6e3 pasiiora OH pekao
CBOJUM y4YEHHUIMMa KacCHHje: KaKo HaluIIeTe CBOj IPBM paj Tako herte Ha-
ITUCATH U CBE OCTAleE.

Hewmoryhe je ropoputu o IleTpoBuhy a ga ce He moMeHe werora Pe-
HOMEHOA0ZU]a, TIOCTIE[[Ie 3HA4aJHO JEeJI0 U3 IpBe (ha3e HBEroBor cTBapana-
ykor papga, 1894-1914. ropune. Anu oBora Iyra, 3a pasjidky Off MHOTHX
npyrux paposa, [letposuh je Ha oBoMe npo6ieMy Oyro pafiio U JOII [yxKe
pasMuieao. OH no3Haje fo6po MaTeMaTHKy TOra BpeMeHa, OH BUY HeHa
cTpeMibema 1 oceha 3Havaj yonmuraBama Koje IIpubIiKaBa PasHe Teopuje
u TuMe ynpourhasa MaremaTwuky mucao. OH nosHaje IToenkapeose upeje
O BPEHOCTH HAYKe U HEHOT 3Hayaja He caMo ca IVIeUIITAa IpuMeHe Beh n
weHe dunoszodceke mocnenune. Ha 6eorpaackoj Bennkoj mwkonu 3a npo-
tbecopa dunozoduje [lerposuh je nmao ymuora Jby6omupa Hepguha. Y na
Bui10j HOpMaITHO] IIKOJY OH je CIYIIao HEKOJHKO ITO3HATHX HMEHa OHO-
Bpemene (ppanuycke ¢punosogere mrone. Moxpa je TO pasmior jia je OH
BPJIO paHO IIOYEO Ja pasMHUIIJba O IPUMEHH MAaTEMaTHYKUX DPHUHIHIIA Ha
MHOTOOpOjHE Npuponne enomene. Beh y ¢B0joj NpHCTYIHO] akaeMCKO]
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oecenu, 1900. ropune, O wmaitiemaitiuikoj Weopuju axiiuerociiu y3poxa,
OH YBOJIU JE€laH HOB 110jaM, KOju ce JI0 TaJja, KaKO OH KaXe, jaB/bao caMo y
NMOTHLM: aKusuideid yapoka. ,,To je cBaku (PeHOMEH KOjH TeXH fa MeHba
KaKBO CTarb€ MM YHOCH NepTypOaluje y KakaB Apyru gpenomen. Hberos ak-
THBUTET J€ HErOBa MHAMMYKA CTPaHA OJMYEHA y TOJ TEXHU allCTPaxo-
BaHa OJ] CBOT CYIICTpaTa M Ae(PUHUCAHA KA0 Yy aHATIUTHYKO] THHAMHULY CBO-
JUM CMHCIIOM H HHTeH3uTeToM. Jla 61 Morao fa mocMarpa MpupojHe U He
caMO NpHPOJHe (PeHOMEHE, OH YBORHU [10jaM MallieMaliiuiKke aHanozije, i TO
HIycTpyje nopebemeM pasHONMKUX MOjaBa NPHKA3aHUX HCTUM MaTeMa-
THUKUM Je3uKoM. OCHOBHHU MOCTYJIAT T€ HOBe TeopHje ruacu: ,,Kay je pat
KakaB (pu3MIKu (PeHOMEH F aKo ce y OBOME 3Hajy yJIOTre IOjeuHuX (pak-
TOpa WM BPCTE aKUHje y3pOKa, IITO r'a NPOU3BOJE, Ma Ma Y3POUH U He
OMIIM TO3HATHU IO CBOjOj MHTUMHO] npupoau Moryhe je nahu takas mMexa-
HU3aM 32 yhje he KpeTame BaXKUTH UCTH MAaTEMATHYKH 3aKOH IUTO BaXKH M
3a (peHoMen F.* Msmeby kperama TakBOr cucTeMa ¥ (peHoMeHa F 1ocToju
Taja IOTIYHa MaTeMaTH4Ka aHajoruja. O oBome mpobiieMy, HA KOME je
HHTEH3UBHO pajyuo NnyHe Tpu roauHe, Ilerposuh je 06jaBrmo 06GMMHO 1eJI0
npexo 700 crpana — y u3namy Akajemuje HayKa: Eaemenitiu matliemaitiu-
uke ghernomernonozuje (1911. roguue). VI3 ocHoBHE hopMynanmje ce BIH Ja
je ITerpoBuh xTeo fa Penomeronoujy ceene Ha AHAAUTUYKY QUHAMUKY T
Ha IeHY OCHOBHY MaTeMaTHUKy HHTEpHpeTauyjy — Ha CUCTeM AU epeHu-
janHux jegHaunHa. Hberos ak THBHTET y3pOKa IO JaUMHI U CMECITY OJroBapa
MexaHH4KoM 1nojMmy cuite. [Ipema Iletposuhy, cBaka aHaJIormja cacToju ce y
Er3UCTEHIUJU JeJHO MUHUMATHOT CKyna F yimeHHIa KOje Y TOTIYHOCTH
pelnpesenTyjy mupy cKyn G yumeHuua. Taj MEHHMAaNHH CKYI je je3rpo
aHanoruje. Ilocroju HaumH fa ce yHU(POPMU3HPA]jy je3rpa aHAJIOTH]a, Tj. fa
ce U3pasy Ta] OCHOBHHU CKYI Y OOJINKY KOjU 6 OMO UCTH 3a CBE pa3INuuTe
denomene canpxkane y jenHoj ananoruju. Ha Taj HauuH, Ma Kakas 610 (e-
HOMEH, HBEeroBo MOHAlllakhe ce OfIC/INKaBa y HaulHy KpeTamwa jefiHe Qurypa-
THBHE Tauke (peHoMeHa. CIUIHOCT NOHalllakha rpyne (peHoMeHa ornefa ce
y JEAMHCTBEHOM KpeTamy (urypaTusHe Tauke. EBonyuuja ¢peHOMEHa Ka
fe(PMHUTHBHOM CTALMOHAPHOM CTalby H3pakaBa ce NpuOIuKaBamy pury-
paTHBHE TayKe aCHMIITOTCKOM IT0JIOXKA]y; NEPHOANIHOCT (heHOMEHA — IIPO-
na3y urypaTuBHe Tauyke KPO3 MCTU IIOJIOXKA] Y JE[lHAKUM MHTEpPBalIUMa
BpeMEeHa. ‘

ITeTpoBuheBe henoMeHononke AudepeHjaIHe jefHaulHe Cy Y CT-
Bapu XaMHUJITOHOBE jefJHAUMHE, a Kpajlbu MaTeMaTHIKHU anapar cy fuade-
peHLMjaTHe jefHauYnHe AMHAMUKE ITpeMa Anenosoj dopmynauuju. Ipume-
p¥ Koju Tpeba ga MoKaXy paszHe aHaJloruje ¢y mpoOiieMu MEXaHUKe, TEPMO-
JMHAMUKE, eJIEKTPUIITETA, XeMHjCKHAX peaklja. Hexonuko Hamux ayropa
(M. Crojakosuh, [I. Tpudyuoruh, B. [Tonopuh), a 1 HEKH COBjETCKH HCTO-
pudapy Hayka, Hanase na je Ileiuposuhesa Penomenonotuja upeideda
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Bunepose Kubepneiwure. I1o omurum unejama, Iletposuhena denomeno-
Joruja, ca MpEMeHaMa Off eKOHOMHje 10 (uo30(cKor GeHOMEHOTOMIKOT
IpEeCIMKaBarba i aJleropyja, Jaleko je OMITHja. AJH II0 KOHKPETHO] pea-
JU3alAjM ¥ MaTEMAaTHIKO] HHTEePIPETAlHji OHa HUje Ne(DUHUTUBHO MaTe-
MaTHYKHK yoOnudeHa. Takap MaTEMaTHIKH alapar Taja HUje HU MOCTO0jao.
Hajonmruju cucrem audepeHINjalHuX jeTHAYNHA aHATUTHYIKE JUHAMUKE
U3T7Iea [a Hije TOBOJbaH 32 TAKBO TyMavehe M0jaBa, H3y3eB KOJ H30JI0Ba-
Hux npuMepa. TBopan caspeMmene kubepHeTuke, Hopbept Bunep, momasu
OJl CIIMYHOT NpobieMa: fa AeIUMHIYHe HHPOopManHje KOje TO3HajeMO MOTY
y MHOTHM CITy4JajeBUMa [a J1ajy U LEeJOKYIHYy CIUKY I1ojaBe. Buuep je mpepn
COOOM CTaJIHO UMAO0 CIUKY XapMOHU]CKEe aHaJu3e, y KOjoj je [ao 3HavajHe
pesyniTare M KOjy je M3BaHpegHO mo3HaBao. KapakTepucTuuho je ga je
Burep umao 3a npumep HEPBHH CUCTEM M HETOBY TPAHCMUCH]Y HETUMUY-
HUX MHpOpManuja. MaTeMaTHUKK alapatr KOjH jé OH KOPHCTHO: XeBucaj-
OB cuMOONMUKY pauyH 1 Busep-Xordosa HHTerpaHa jefHaYNHA, 140 je
OJrOBOP Ha ITHTaE MATEMATUUIKOT MPEJICTaBbaba 110jaBa U HUXOBHUX I10-
cnepuna. CyskaBame npobiema y3 ajleKBaTaH MaTeMaTHUKY anapat JOBEJIO
je mo HayuHe Teopuje. M nopey ceera ITerposuh je nmao cMenocT u MaTe-
MaTtuuke ueTynuje ga 1900. ronpuHe HacayTH HOBY epy y OypyhHocTn Ma-
TeMaTHYKuX Hayka. OH je IpeABujeo, U TO Ha IOTIYHO UCIpaBaH Ha4MH,
yrnoTpeby MaTeMaTiKe y 00JIaCTHMa 32 Koje ce Tafa HUje MOIJIO HU Hacwy-
tuTH fa he je kopucruTuT. HajcaBpeMeHU]H JaHALUIBU Hay4YHO-(DHI030(h-
CKH TIOTJIENIH UJY Y Je[lHOM IIpaBlly TaKo AaJeKO fa TBPJE [a ako ce MpHpo-
[la CXBaTH Kao jeflaH CaBpIlUeH padyyHap — Taja NPUPOAHH 3aKOHU NOCTAajy
npoctu anroputmu. [leTporh HHje 3HAO 3a caBpeMeHe pauyHape U HBUXO0-
BY PEBOJIYIMOHAPHY PUMEHY, allil je BP0 AaBHO MNPEIBUJEO OBAKBY MOLY-
huoct yandopmuszanuje IpUpoOHIX 3aKoHa. HEKONMIKO KpATHYapa Herose
(peromenosnornje ca pmro30(hCKOr MIEAUILITa, X TO Ca METAPH]aTHCTHUKIM
cxBaTameM, O3Haunan cy oaksa Ilerposnhesa pa3maTpama Kao MeXaHH-
UCTHYIKY 1Tore] Ha ceeT. Jlanac cy Taksa [letposuliesa cxpaTama IIOHOBO
aKTyelHa.

ITerposuh je cyBuile PaHO, HAXKAJIOCT, ¥ IIPe HErO LITO J€ MaTeMaTH-
YKH anapar M 6MO CTBOPEH J0ILIA0 O BU3Mje MaTeMaTuuke Oyayhmocrn
ONUCHBALA TI0jaBa, 1la Uak ¥ Ipe HEero LITO Cy CE MHOTE HayKe 1 paspune. Y
Bpeme nocranka ITetposihese PeHoseronoziije CUTYPHO J€ M3rIIefjana Kao
OecMuCaeHa Hrpa MHCAO O aHANOTHjH u3Mehy TEPMOAMHAMMKE I HEHUX
eJleMeHaTa: NPUTHCKA, TeMIIepaType, KONNYHHE TOIIOTE U eHepruje, ca je-
JIHE CTpaHe, H — EKOHOMHJE €a MOHYLOM, NOTPAKILOM, KallMTaIoM i (puHaH-
CHJCKOM CHAaroM, ca apyre crpase. ¥ Kako ce MOTJIO ¥ TOMUCINTH Ha aHa-
norujy ca nosHatuM Iej-JIncakOBHM 3aKOHOM Kajia C& EKOHOMHU]a CBOAMIIA
Ha HAYKYy O (pMHAHCH]aMa ca HEKOJMKO JIPYIUTBEHHX 3aKona? Anu ce anac
pugy 1a je ITetpoBuhena 3aMucao o mpuMeHH MaTEMATHKE Ha Opojue de-
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HOMEHE, KaKO NPUPOJIHE TAaKO M ApYyWITBeHe, Ouia ucrpasna, On ce Tana,
1911, ropuie, HalA310 y NpeABOpP)y Hay4yHe OYAyhRHOCTH KOjy je jacHo ca-
riejiao, aji BpeMe 3a by jow Hije 6uto gounto. CeM TOTa, OH je TO MHCcao
na Hauiem jesuxy. tberosa ppannycka, ckpahena sepsuja @enomernonoiuje
Omta je BHIIE [ONYyJapHa HETO er3akTHa M 3aTO HUje JOXKIBEa OHaj yCrex
Koji Je 3aciayxuna. OHa je y HHOCTPAHCTBY BHILIE TOCMaTpana ca (himo-
30(pCKOr CTAHOBHIUTA HEIO KAO MAaTEMATHUKa TEOpHja ca CBOJUM GPOjJHIM
puMeHaMa.

1 ppyre Ilerposuhese upeje Hale Cy MHOTO JOUHH]E ONpPaBahe
axo He u npumeny. Hanac ce y CjepumbeHum AMepuukum [Ipxkasama mpu
npeiasy y pasHe padyHapcKe CHCTEME, NTpU Ipy0oj OLEHH HENOTpe OHUX Je-
HUMalia, MHOIO KOPHCTE IIPOCTE HEejeJHAKOCTH [I0BE3aHEe JTHHEAPHUM Be3a-
ma. ITpe Buire o nona sexa y beorpany ce nojasuo Ilerposuhkes Pauyn ca
opojHum pasmayuma (Beorpan 1932) Koju TauHO Cajip3KU CBE OBE UHH-CHU-
ue. MlcTuna, HUKO Off OHMX KO TO flaHAaC KOPUCTH H HE CIYTH 4 je TO JaBHO
y beorpany Ilerposuh o6jaBuo u He Muciiehn fa To mpejcTaBiba HEKH JO-
npuHoc Hayuu... Heocnopno, IleTposuh je ocHuBau noceGue o6nactu, uH-
itiepsanne maitiemailiiike, faHac HEOIXOJHE pauyHapcTBy. M oBumM He Ou
610 UCLPIIEH OINKC HEroBe IJIOJHE CTBapaladke AeNaTHOCTH y 00JIacTH
TEOPH]CKE MaTEMATHUKE.

Ha Bumoj HopManHoj HIKOIM, OCUM MaTeMAaTUKE, CBU YISHHUIIT MOPa-
JM Cy fa CIyIlajy M IpefaBama u3 MexXaHuke, pusuke u xemuje. Yax u upu
ogOpaHy Te3e YCMEHH Jie0 MCIUTA CacTojao ce M3 MEeXaHHKe MU (PU3UKe.
ITeTposuh je y Buiroj HopManHoj MIKOAM OHO OfJINYaH M3 OBHX HAyKa IITO
CBEOUM ¥ O HeroBoj BpenHohu, 6ynyhu ga u3 beorpaga curypHo Huje I10-
HEeO BeNWKO 3Hame M3 (pu3uKe ¥ xeMuje. Y IpBoj (pa3u cBOr HayqHOr paja
Iletposuh je mammcao m HEKOJMKO pajoBa U3 OBUX HAykKa, Kao IITO Cy
CBOJCTBA jeHAYMHA JUHAMIKE, aKIH]ja YK Pa3InIUTHX TpajeKTopHja, IpHU-
HIIUII MEUHUMYMA Y €JNEeKTPOANHAMUIIY, NTPaKibhelhe KOHAeH3aTopa, XeMHj-
CKa AMHAMMKA, pAUyH rpelllaka y KBaHTHTATHBHIM XEeMUjCKUM aHaIn3aMma.
Csu 0oBM pajoBu 06jaBJbeHN Cy Y HHOCTpaHUM YacomucuMa. OHO 1UTO Hac
HapouuTo W3HeHabyje je uumenuna fga [TeTposuh 4decTo jegHOBpEMEHO
paju Bule mpodieMa He caMoO W3 BHUIlle 00NacTH MaTeMaTuke seh u u3 Bu-
ule Hayka. M3 TeX IpBuX rOfMHA HETOBOI HAYYHOI paja OH Je[He TofiuHe
CKOPO jeTHOBPEMEHO IIMIlle pagoBe O AudepeHunjaqTHuM jefHauYnHama, o
MEXAHNYKO] MHTErpaliju, aHATUTHYKO] AHHAMALY, O IPaXKibeby KOHECH-
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3aTOpa, KOpEHUMa anrebapcKux jefHauYHa CafpakHuM y faToM kpyry. Kapg
OBO NOMHILEMO, Tpeba ce nofceTuTH Aa je Ilerposuh paguo yeex cam. [la-
HAC j€ TeUIKO 3aMUCIHUTH YaK ¥ MpOMEHY npoObieMa, JOolll TeXe mpenas U3
jemHe 00JIacTH y APYTY, a KaMOJIM JefHOBPEMEHH paj| Ha BHILle IIpobiema y
TaKo JucnapaTHuM ob6nacruMa. Hajsnauajauju IleTpoBuhes pap u3 npume-
beHe MaTeMaTHKe 0e3 CYMIbe je HheroB MEXaHIIKYM HHTerpaTop 3a gude-
peHIjante jefHaunHe, [eTalbHO ONKCaH y IMO3HATOM AMepUtKom JypHa-
ay 3a maidemainiuxy u3 1898. rogune. IIpocT mpuHIKI IO KOME Ce HUBO Te-
YHOCTH MEa Y 3aBUCHOCTH Of] OOJIUKA Cyfa U NOTOIJLEHOT Tella MOCITYKHO
je IleTpoBuhy 3a OpUTHHAIIHY 3aMHCA0 la YCIOCTaBHU Be3y usMeby BucHHE
HUBOA TEYHOCTH H BHCHHE MOTOIbEHOT Tena noMmohy gudepeHnujanHe
jennaumne. Beh u oBfe ce BUpM Wmerosa Mjueja O aHAJOTH]H Pa3IHYUTHX
(deHoMeHa, BeroBo (peHOMEHOIIOLIKO IpeciuKaBame. AnapaT uspaben na
TOM NpHHIEIY OHO je mpeaMeT u3ydaBarba puule ayropa: B. Ilpajca, X.
Mopemna, JI. Jako6a, a 6uo je mpukasaH u Harpaben Ha uznoxGama y
IMapu3zy 1900. u JIongony 1907. rogune.

*

Taj yoBek ca HoraTumM MaTeMaTHUKAM JApOM, KOJU je PaCuNao CBOje
MIUCIIHN U Mfieje, OMO je CKpOMaH, 4yaK BPIIO CKpOMaH 4oBeK. 3a 1o6a y KoMe
je uBeo OH je 610 umyhaH YOBEK Al ce TO HUJE BAJEIIO HU HA HeMY HH Y
1beroBOM IoHamary. CKpOMaH # [OBYYEH, OH je OMO BPJIO CABECTAH Kao
HacTaBHMK. Hapaluraju Koju ¢y cTygupanu MaTeMaTuky Ha beorpagckom
yHuBep3uTeTy npe [IpBOr CBETCKOT paTa W u3Meby jBa pata mamMTumiu cy
nyT yBoberba y BUIy HACTABY, Taj IPeas Ojff eNeMEHTapHe JI0 BUIIIE MaTe-
MaTHKe. A KOJHKH je To GHO HATIOp H TPYJ BUAM CE M U3 TOTa Jia je YTy Hu3
ropuna, fo [Ipsor ceeTckor pata, IleTposuh fp>kao caMm IENOKYNHY HacTa-
BY MaTeMaTHKE.

HberoBo BEINKO 3a0BOBCTBO Oua cy myToBama. Ca THX IyTOBamka
ocranu ¢y y Cprickoj KIbHXKEBHO] 3alpy3H HEerOBU MYTOMHCH M3 MOJTapHMIX
obnacTy, ca ganekux OKeaHCKHX OCTpBa, M3 HEKaJallber apcTea rycapa.
Y THM IYTOTIHCHMA je[MHO CE HE BHM HeroBa JMYHOCT. [Tanu n Hohu xoje
je nposeo ca pubapuma Ha [JyHaBy Ouiin Cy caMO IIPUBUIHO BPEME OMODA.
Y MHCIuMa, y MOJACBECTH, OH je 1 Taja Ouo ca MaTeMaTHKOM, Koja je 6ua
JE[IMHH CMICA0 HEerOBOT JKUBOTA.

Y IMeTposuheBo BpeMe HayKa Hije MMajla TaKaB 3Hayaj Kao jaHac.
MaTemaTHUKe HayKe pa3BHjajle Cy ce Tajja CKOpo Kao YMETHOCT. Pa3Boj 1aj
61O je [eNo TOjelMHIX Hay4YHUKA KOji Cy CBOJe MMCIH M Heje, CBOja
oTkpiha it pesynraTe caomuTapaay y peaTHBHO MalioM GpOjy Yacorica.
Hacraga je nmana ofgpeben npagart, Tjie c€ U3Iarajo rpajiiBo CTapo CKopo
jenan sex. To je HApOUNTO GUO CIIyyYaj ca TEXHHUKIM BUIIUM IIKOnama. K
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NpHPOAHO je IITO Cy HalIM MateMmaTHyapu npe [letposuha, yuenuuu Tax-
pux wkona — Hewnh, Knepuh, laspunosuh, uManyu Benuko 3Hame, anu
OHO Je KOJI IbiX Ouila jena 3aTsopeHa lenuHa. [Tetposuh je 6uo hax jemne
Ol HajBehnx MaTeMaTHUKUX IIKOJIa OHOTa BPEMEHA, H TO HIKOJIE ca HOBHM
roruefuMa, HiejaMa, 1 HOBUM ITyTeBUMa pa3Boja. AlM TO je Ouila mKoJa
HHAMBHAYAIHUX TaneHaTa. CBakM yUeHHK Te€ ILIKONE caM je TPakuo MyT,
caMm ce 60pHo ca Teuikohama. Yriegame U UMHTALH]a HEje 6una ocobuna
ydeHmKa Te wKone. 1 To je 6uno HayuHo o6enexje u mnagor ITerposuha.
AT, 3a Pa3sNMKy Of CBOJUX Ipyrosa u3 PpaHI[ycKe, OH feNa y JeHO] cpe-
[MHU [€ er3sakTHe HayKe CKOpo U ja Hema. [IyboKO OflaH TO] CPeHHH, Hhe-
roBa Hay4Ha MHCao je U3BaH e, a IbelOBO [IeJI0 UMa BPEIHOCT CaMO ako ra
[[CHU CBETCKa Hayka. M y TOj cpeuHM OH Hay4HO HaIpeAyje H yaaske Hanop
3a jolu Behe momyxBaTe, a Koje je npekunyo I1psu ceetcku pat. Y1 on Mmopa
fia je OMO BEJUKHM TAJIEHAT KaJl HUje NIOTOHYO Y TO] CPEUHU M Kaja je 3a
KpaTKO BPEME YIIIA0 y CBETCKY HAYKY.

ITeTpoBuh je He caMo HAJIIOAHUJU Beh M HaJOPUTHHAIHUJU HALIl MATe-
matudap. OH je yunHuo U HajBehu nmpojop y HayKy, Koju Tpeba LeHUTH H
10 BpeMeHy Kafia ce nmojasuo. OH je CTBOPHO yIyiefl Hallo] MaTeMaTHIKO]
HAYLH Y CBETY M Ha Taj HAYWH, ca JOII HEKOJMKO MCTO TAaKO IIO3HATUX Ha-
WX UMeHa, flesioM, u yrien Cpbuje y cBeTy. AKO je cTBapame Hallle MaTe-
MaTHUKE HayKe HeroBa IpBa 3acilyra, He Mama J€ 3aciyra IITO ce HocTa-
pao fa y HaOly MaTeMaTHKy Aobe HOB HapallTa] HayYHHX Hperanana. 3a
pasiMKy Off HEKHX CBOJUX CABPEMEHHKA, OH J€ cMaTpao fla Hallla MaTeMaTH-
Ka He TpeOa ca UM J{a ce 3aBPIUU. A IYT Ka TOM Iuiby Huje 6uo nax. I'ogu-
He 1919. on je ocrao cam Ha maTematulm ca npeko 100 crygenaTa Ha yeTH-
pu rofuHe cTyRuja, 6e3 u jegHor acucTeHTa. I1a unak, o je 06HOBHO HacTa-
BY, 06HOBHO ['mac Akajemuje HayKa, Tafla Hall jJeAHHA HayYHHU YaCOIC.

Muxauno Ileitiposufi je 3Ha4ajHa AUMHOCTL He CamO Hauie Hay4He ek
u Kyattiypte uctiiopuje ca xkpaja 19. u ipee iionosure 20. eexa. Ibezos sxcu-
80IlL U 12080 geno ociliasuil cy sugHoza iupaza Ha beozpagcku yHusep-
3uilieill, Ha Hapawiiiiaje Hawux mailemaitivuapa. Hhezoe gap, naitlop u yciiex
YUUHUAU CY §a Je Hauia maitiemaliiuika HayKa upeuina epanuye Have 3em-
me. Ako cy Gpsu kopayu y Hayyu Hajiiexcu, oHu cy u Hajsnaqajuuju. On je
3atlanuo oHaj liaamen Koju HU paitiosu Hucy mozau ga yzace. Ibezos iipumep
caeqguAU CY U MHOZU He208U YHEHULU, a WO Je OHO W0 HUHU HAlpegak
Hayke, u itla Hesugsmusa 3acayza Ileitiposufiesa UCiio je AKO 3HAYAJHA KAO
U 12060 geno.”

Muogpaz Tomuh

* 36opuuk dunoszodekor dakynarera Yuusepsurera y Beorpany, Beorpag 1990, crp.
11-20.
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Y iipsoj kwuau pagosa Muxauaa Ilettiposuhia uz obaactiu gugepeniyii-
Jaanux jegravuna goxiiopcra gucepiiiayiija uma docebro seciiio. Y3 ¢hoitio-
[UCKO U3Garbe OPUZUHAAD HO PPAHUyCKOM Je3UKY, Upelt iyl ce objasmyje y
iipesogy Ha cpiicku jeaux. To je yuurbeno us suie paznoza. Hasequmo caso
ipu.

Peayataitiu objasmenu y gucepiliayliju Upegeitiasoajy saxcre kapuxe
aHaauitiuyKe dieopuje gugeperyujariux jegrnaquna, 6e3 Kojux ma iteopuja He
Ou buna Komiaeina,

Hucepifiayuja gsepro ogeauxasa ugeje, meioge UCTUPANUBAFLA U pe3ya-
[Hatiie [HAAeHILOBAHOZ MAAGOZ MATTleMATTUNADd KOJIUL MY WUPOM OTTlaapajy caa
spaitia y o speae gogehez matlemattiuko? yenitipa — Ilapuaa,

Hewmozyhe je pazyseiiiu u Gpartuitiv Hayunu pag Muxauaa Iefliposuha
Oe3 Ho3nasarba Hezoge gucepiiiayuje. Y woj ¢y caxceliiit C6U KOpeHU gasme?
HeZ0s0? pagd u3 obaactiiu Maiiemaiiivke.

Haxcanocitl, cavysano je camo nexoauxo tpusepara [leitiposuhese gu-
ceprtiauitje, go kojux je dicuxo u gohu. Bepyjemo ga he ce wenum objasmusa-
HeM Y 080] KHU3U golpuHeiit Gomea pazysesary u kopuuithiersy pesyaiia-
itia 1 settioga paga Muxauna Ileitiposuha.
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[TPBA TEZA

O HYJIAMA U
BECKOHAYHOCTUMA MHTET'PAITA
AJII'EBAPCKMX
HUPEPEHIUMNIATHNX JETHAYMHA

YBO/

Y OBOM pajly pasMaTpaM HEKOJNHKO MHTara KOja ce OJHOCE Ha He-
MOCPEIHO M3yyaBame Hyaa, 66CKOHAUYHOCTH, MAKCHMyMa, MUHEMYMa HT,
HHTErpaia (pelesa, MpUM. peB.) anre6apckux qudepeHuujanHux jeqna-
yuHa U HabeHe pe3ynTaTe NIpuUMerbyjeM Ha U3ydaBambe HHTeTpaja ca CraHo-
BHUILTA OIIITE TeopHje (PyHKIH]ja.

Kana ce y omwrrem unrerpany y(x,Cy,...,C,) aucepenuujanse jef-
HAYHHE p-TOT pejia Merbajy MHTerpauuone koucrante Cy,...,C,, ca muma
ce, y OIILUTEM CIy4ajy, Merbajy BPERHOCTH 3a X, KOJe aHyJIMpajy OBaj MHTe-
rpai, Koje ra yuHe OECKOHAYHUM, KOje MY J1ajy MaKCHMallHy UM MUHHU-
MaJIHy BpEHOCT UT/. Y OIIITe, Kaja ce Memka OMI0 Koja KoHCcTaHTa C; Koja
ce jaB/ba y U3pasy ONINTET MHTerpala, Mewahe ce takobe BpegnocTu
X = x, KOje aHynupajy garty Besy Y (x,y,y’,...,y") HesaBuCHO mpoMeHIBU-
BE x, MHTETpalla y ¥ BHILE HeroBUX U3Bofa. JJaToj kpusoj I; y paBHE KOH-
crauTe C; OfTOBapa jefHa WIM BUIIE KPUBUX A; Y PaBHH X;, TAKO Jla aKO
KoncranTa C; onmiue KpuBy I}, jefHa BpeHOCT x, omucahe jegHy o Kpu-
BHX 4.

Moske ce mocTaBUTH 3afjaTak fa ce Haby YCIIOBH [1a ce KpUBE CBEJy Ha
M30J10BaHe Tauke, TO jeCT YCIOBH Jia C& BPEHOCTH X, HE MEHaJy ca KOH-
CTaHTaMa MHTerpanuje, d fa ce y TOM cllydajy CBe U3padyHajy.

Ogaj npo6GrieM, Kajia je faTa Be3a Y, CBO[IU ce Ha TPAXKEWHE yca08a ga
ce Hyae uau becKOHA4YHOCHIU oluLilie? Uniliezpana gugepenyujanme jegra-
YUHE He Merajy ca UHIUeZPAUUOHUM KOHCIUAHIdama A Ha HETIOCPEHO U3pa-
YyHaBame HyJa WM 6eCKOHAYHOCTH OBOT OIIITEr MHTETpalla, IUTO Cy CBe
npo6iemn Beh camu mo ce6u mHTepecanTHH. ['ocmona ®ykc (Fuchs),
IToenkape (Poincaré), [ukap (Picard) u Ilennese (Painlevé) 6aBuim cy ce
aHaAJIOTHUM Ipo0IeMiMa KOJU ce OHOCE Ha anredapcke KpPUTHYHE TauKe U
TPaHCHECHJCHTHE CHHTYJIApPUTETe ONIITEr HHTErpana. AKO je YHhEeHHIa o
HEIIOKPETHOCTH CHHTYIapuTeTa off OUTHOT 3Ha4aja ca CTAHOBHUIITA TEOpHje
(pyHKIMja, HUje Malbe TAYHO fla YHIbEHHUIA O HENOKPETHOCTH BPETHOCTH
03HAYEeHHX Ca X, JOJATUX OHOJ O HEIOKPETHOCTH TPAHCIEHAEHTHUX CHHTY-
JapUTeTa, MOXKe Jla MMa BEeNMKOT 3Hauaja y IpuMeHaMa AudepeHIjamHnx
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jeaHaymHa. 3ancra, y OBUM NMPUMeEHaMa U3BECHE OCOGEHOCTH, KA0 MaKCH-
MYyMH, MEHUMYMH, HyJI€, aCUMITOTE KPUBE KOja NMPECTaBba (PUINIKN UK
MeXaHU4KN (DEHOMEH, OHO e HITO je Haj3HauyajHuje Ia ce YIO3Ha.

HajeM nmoTnyHo pelreme npodiiemMa y cliy4ajy anreGapckux jeHaunsa
npsor peja. IloTpeGHI ¥ JOBOJBHU YCIIOBHU fla Ce HyJIe WIH GeCKOHAYHOCTH
OIILITEr WHTETpaNa He MEMajy Ca MHTErpalliOHOM KOHCTAHTOM Cy BPJIO
JEJHOCTaBHU M YBEK € JIaKO YTBPAUTH Jla JI¥ CYy OHU HCIVECHU 32 [aTy jefi-
Ha4uHy. AKO Cy HyJe (nnu 6ECKOHAYHOCTH) HEIIOKPETHH, yKa3yjeM Ha Ha-
YMH Jla Ce CBE M3pavyHajy, a Taga MeTofie bpuoa (Briot) n Bykea (Bouquet)
oMoryhyjy fa UM ce Habe pefi, y ciydajy Kafia pefi IOCTOjH, U Jla ce U3y4u
UHTErpasl y HbUX0BO] OKOJIMHA. AKO Cy IOKpeTHe, oMoryhaBaM fa UM ce
ojipefie PeoBH, KOjU Cy YBeK caMepibuBU. OBaj ce pauyH BpINA rpaduuki,
Ha BPJIO MOTOflaH HauuH, noMohy ofipebeHor nonurona ynja KOHCTPYKIUja
3axTeBa caMo IO3HaBarbe CTeNeHa Ol y U ¥’ Ha JIEBOj CTPaHHM je{HAYNHE KO-
ja je maTa y oOGnuKy mongHOMA 10 y H y'. PadMaTpame OBOr IOJUroHa y
OBOM M3y4aBamwy YBOIW CE€ Ha NPUpPOJAaH HAa4MH, IUTO ce BUIH U3 cienehux
TeopeMa:

Ha 6u unitiezpan umao UokpetiHux Hyaa pega A, HoipeOHO je u go-
80/bHO ga [iaj HOAUZOH UMa CIUpaHuLyy KoeguyujeHiia fipasuya A; ga 6u
UMAao HOKpeitiHux 6eckonayHociu pega A, HoiipebHo je u gosomHO ga tio-
AUZOH UMA CHAPAHUUY Koeduyujeritia pasya — .

Y cnyuajy jeqHauMHA BHUIUET pefla 6MIIO MU je HeMoryhe fa jaM ucrTo
TaKBO TMOTNYHO pellewme nmpobnema. Mnax, najeM gogo.ste yciloBe Kayia cy
HyJe WM 0eCKOHAYHOCTH HEIIOKPETHE, IPeTHNOCTaBbajyhe ia Cy HENOKpe-
THU TPAHCIEHAEHTHU CHHIYJIApPUTETH IOCMAaTPaHUX MHTErpaa; OBako
u3paxkeHe TeopeMe UMajy NpuMeHy, Ha IpUMep, IPU H3pavyHaBamby Mepo-
MOp(HHUX UHTEerpayia jefHauYMHe 3a Kojy ce Hehe jaBuTH Temxkohe mTo ce
THYE TPaHCHEHACHTHUX CHHTyJapuTeTa. Tako HaBENEHH JOBO/MLHI YCAOBU
KOMIUTMKOBAHU]U CY HEro y Cliyyajy jeflHauMHa NPBOT pefa, ajH je yBeK
7aKo Ha camoj gudpepeHIHjanio] jJefHaYMHUA YTBPAUTH fa JU Cy OHH HCHY-
weHn uiu Hucy. OBo yTBpbhuBame CBOAM ¢ Ha KOHCTPYKLHM]Y TOJUTOHA
KOJU je aHaJoraH OHOM y CNy4ajy jeflHavyuHa NPBOT PEla M Ha TPakeme
KopeHa anrebapcke jefHauMHe (KOja 3aBUCH Off aTe NudepeHIujante jef-
HauMHe), KOJU Ce Haja3e y JaTOM peaJlHOM MHTepBally MM y 110jacy orpa-
HHUEHOM Ca JIBe paBe y HMaruHapHoj (KOMIITIEKCHO], IPHUM. NIPEB.) paBHH.
Koedunyujent npasua cTpaHulia MoJUroHa U HEKM KOpeHn oBe anrebap-
CKe JefiHauMHe NpejicTaBsbajy jeJuHO MOoTyhe pefoBe NMOKPETHHX Hyla H
GeckoHavHOCTH uHTerpana.! OBy penoBu MOTY GUTH HEIPOMEHILYBH (ca-

' Anvi ce mana, y onwren cayuajy, ne 31a He MOCTOje J1H NOKPETHE TAUKe ¥ Y KOjiMa

.ody
ce y aHyimpa Kaja je ‘]—) Heoppebeno.
dx
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MEDJLUBH WITH HECAMEPJLUBH) HIIM YaK MMATHHAPHH (KOMIUIEKCHHU, NIPHM.
MpEB.) WINM 3aBUCATH OJ HHTETPALHOHNX KOHCTAHTH; IOKA3yjeM LOBOILHE
yCIOBE 1a CBI OHU Oyfly HENPOMEHJBUBH, K0 y CIIYUa]y PBOT pefia.

Moryhe npumMene Tako JoOHJEHUX pe3yaTaTa cy 6pOjHE U pa3NuunuTe.
Heke off IsUX HABOJUM Y OBOM pajy.

Paj Je nopespen Ha ABa fesa: NPBHU, KOJU Ce OJHOCH HA jefiHaYKHe np-
BOT pefia, ¥ IPYTH, Ha JefHaUHHEe BUIIIETr pefa.

Y Ilpsoj rnasu IIpsor gena yrBpbyjem norpeGHe u 1OBOBHE YCIOBE
fla Hyne wix 6eCKOHaYHOCTH ONIITEr HHTErpasna OyAy He3aBUCHE Off HHTE-
rpaluoOHe KOHCTaHTe Uy Cllydajy Kajja Cy OHe MOKPETHE, ajeM HauuH Ja ce
H3padyHa]y IUXOBH PEIOBH.

Y [pyroj rmasyu HaBOTUM HEKOJIMKO NPHMEHA IPETXONHUX IPUHIHINA.

Hajnpe gonase Hexe IpuMeHe TeopeMa NpBe IIIaBe HA CHHTYJIapUTETe
onwTer uHTerpana. TpaHCUeHTeHTHH CHHTYJIAPUTETH HHTErpala He Memha-
]y ce HHKajia ca MHTErpaloHOM KOHCTAHTOM, peMa TEOPEMH TOCIIOAMHA
ITennesea. I'ociogun Pyxc je gao ycrnose fa TO UCTO Oye ¥ ca anredap-
CKHUM KPUTHYHUM TayKaMa U JIOBOJBHO j€ la C& Majo IPOMEHE YCIOBH I'0-
cnopguna Pykca fa OUCMO HMAH YCIOBE 33 HENMOKPETHOCT CBUX MOryhux
CHHTYJIAapHTETa, pauyyHajyhu u monose. Kafa cy oBU yCIIOBY UCTTYE-CHU, jefi-
HauydHa ce MHTerpuie (peurasa, IpUM. IPeB.) anreGapckuM ollepanujaMma
UM HajBUUIE ca IBe KBajipaType (MHTerpauuje IpyuM. Ipes.)

OBe ycnoBe NMpUMEWYjeM Ha U3BECHE OIILITE TUIIOBE jelHAYNHA, Tpa-
’)kehu cBe jepHauMHE KOje Mpunajajy THIIOBUMA YUJU MHTETPalid UMajy CBe
CHHTYJIADUTETE HEIIOKPETHE.

Pesynratu npse rnaBe Takobe oMoryhyjy HeKonmko nmpumepmaba Ha
NoJIapHe IEPHOMiE UHTerpaia jeRHadnHe F(y,y’,y”) =0 xaja je oHa nedu-
HUCaHa MHBEP3HjOoM AGEI0BOT HHTErpana.

JIpyra riaBa 3aBplliaBa ce NIPMMEHOM Ha YHH(OPMHE NapTUKYIapHE
UHTErpane; HapO4YUTO HaBOXUM OOMMHE KJace jeflHauMHa KO KOJUX CBAaKH
yHEU(OPMHHE HHTerpan Tpeba jia je pauuoHanHa pyHKUMja. Y caydajy Kama
IOCTOj€ TPAHCHEHAECHTHHN YHU(OPMHU HHTETPANH, ofipebyjeM ropmy rpa-
HULy OpojeBa TUX HoceOHuX MHTETpaNla U yKasyjeM Ha anredapcke Bese
KOje mocToje u3Meby gBa MM TpU Ma Koja Off OBHX HHTerpana. I'nasa ce 3a-
BpIlIaBa IPUMe0OM Ha pe3uiyyMe HHTerpana KOJH Of[roBapajy HOMHYHUM
IIPOCTUM ITOJIOBUMA.

Y npyrom meny, THe ce UCIUTY]Y jefHaYNHe BUIIET pefa, Hajipe HaBO-
JIAM TOBOJbHE YCIIOBe (IIPETIOCTaBbajyhe 1a Cy TPAHCIEHEHTHH CHHIYJIa-
PHTETH ITOCMATPAHUX MHTETPAsia HEIIOKPETHN) 33 HETIOKPETHE Hyle U Oe-
CKOHAYHOCTH MHTErpaina. ¥ ciy4ajy Kajja cy TH yCIOBY UCIYHEHH, yKa3yjeM
Ha Ha4WH Ha KOJU C& MOTY M3padyHaTH T€ Hyle WX Te OeCKOHAYHOCTH. Y
clydajy Kajia ¢y HokpeTHe ofipebyjeM wuxose Moryhe penose.
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ITorom (y [Ipyroj riaBu OBOT fieNa) HABOAUM HEKOJIMKO IIPUMEHA YHU-
cpopMHUX HHTErpaa.

Kapna nosnurox xoju ofrosapa jefHauYUHH HCIYyHaBa U3BECHE YCIIOBE,
H3yuaBarbe YHU(OPMHUX HHTETpasa CBOAH ce Ha U3ydYaBarbe XOIOMOp(hHUX
uHTerpaiua jefne gpyre jeqHaduHe. CkpeheM naxmwy Ha TeHepanusamnujy
ocobuHe, Ha KOJy je yKazao rocnofuH I1ukap, MepoMopHUX HHTETpala
anreGapCcKuX jeHauYMHA IPYTOT pefa y KojuMa ce X He jaBJba eKCIUTHIUTHO.
Oga ce oco6uHA cacToju y TOMe INTO je MHTerpainy moryhe gatu oGnux
KOJWYHHUKA [IBe Lese (PyHKIM]e Koje 3a0BOJ/baBajy MOo3HaTe NU(epeHIu-
jasHe jefHaunHe.

Anu HajBaxKHWja puMeHa je clefeha: y MHOroOpOjHUM cityyajeBuMa
Moryhe je Hahwu ipse unitiezpane 3a yHUQOpMHe UHIleZpase JeTHATNHE.
Taxo HazwBaM (OJHOCH ce Ha IpBe MHTErpalle, IpUM. IIPeB.) PyHKHH]E 110 X,
y ¥ [0 HEKHMM FbMXOBUM M3BOAUMA, KOj€ CE€ CBOJE HAa KOHCTAHTy WU Ha
pauMoHAaIHi Pa3jIOMaK 1o X, Kafa ce y H0j y 3aMEHHU JEHUM YHUDOPMHUM
MHTerpajoM fare pudepennujanue jegnaunde. [lo3HaBame TaKBUX NPBUX
uHTerpana ynpourhasa Tpaxkeme YHE(POPMHUX HHTeTpala ceofehn ra Ha
nocMaTpame jeTHaunHa Husker pefia. OBa YHieHMLa JOIyITa fia ce y 6poj-
HUM CITy4YajeBMMA Mpero3Ha fa Ju jef[HaYflHa UMa MU HeMa YHU(DOPMHUX
WHTerpaja M la ce CBU OHM U3padyHajy, y clydajy Aa mocroje. YKasyjeM
KaKo ce a priori MOTy cacTaBUTH THIIOBH jeflHAUMHA 3a Koje hie ce 3HaTH
ILUXOBU TPBU MHTErpay U 3a Koje je Moryhe ompenuTu cse yHupopMHe
HHTerpase.



I[TPBU IEO

JEITHAYMHE ITPBOI' PEJJA

ITPBA TJIABA

O HYJIAMA 1 BECKOHAYHOCTUMA
OIIIITEI MHTEI'PAJIA

1. Heka je

F =Y gy

i=1

d .
MOJMHOM O y ¥ ¥y’ = d—y, TJe Cy m; W 1; TIO3UTHBHU Uelin OPOjeBU TaKBH Jla
X

HUje MCTOBPEMEHO m; = m;, n; =N, 3a i # | M Iie CY @, OMIO KakBe (hyHK-
ugje ox x.
CacraBuMo fBOCTpaHy Tabiuuy of 2s ciefehux MO3UTHUBHUX IieJIHX
6pojeBa
M, =m +n;, N,

i =1

¥ TIOBYIIUMO y PaBHH JIBE Oce: Ha jefHo] hemo pauyHaTu M,, a Ha ipyroj N,
u ybenexumMo s Tadaka (M;,N,), Bogehu padyHa fja mopej CBake Off HUX
YIAIUEMO HbEH UHIEKC .

Hexka je (M,,N,) Tauka HajymasbeHHuja off oce ON; aKO UX UMa BHIIIE,

"KOje Cy Ha UCTOM pacTojamwy of ON, nocMmaTpahe ce ona Meby muMa koja je

Hajygamenuja og oce OM. Heka e, ucto tako, (Mg, Ny) Tauka HajOmuKa
ocu ON. Y cnyyajy ga IIOCTOjH BHIIIE TayaKa Ha MCTO] PaBoj IapaleiHoj
ocu ON Koja nponasu Kpo3 Tauky (Mg, Np), momroatieMo MCTU JOTOBOP
Kao 3a Tauky (M, N,).

Op Ttauke (M,,N,) TOBYIEMO IONyIIpaBy NMapajiellHy ¥ UCTOT cMepa
ca ON. O6phumo je oko (M,,N,) y cMeEpPY CyIPOTHOM CKasalbLd Ha caTy,
37lecHa HaJIeBO, CBE [JOK HE CpeTHEe HeKy Tauky (M, ,N, ) ¥ Taja ce Ty 3ay-
craBumo. Hexa je (M, , N, ) Tadka y K0jo] ce IIOJyIpaBa 3aycTaBuia; ako
On mx OWIIO BUIlle HA UCTO] MPaBoj, y3ena 6u ce HajygabeHuja of (M, N, ).



36 JEQMHAYMHE [IPBOT PENIA

Cnojumo Tauke (M, N, ) 1 (M, N, ) momohy Ayxu, mpoxyXxumo Heorpa-
HUYCHO OBY YK y cMepy of (M,,N,) npema (M, ,N, ) n o6phumo 0Baj
npopyxerax oko (M,:, N, ) IOK HE CpETHE HOBY Tauyky (My.,N,.); cio-
jumo tauke (M, ,Ny) u (My»,N,») TOMOhY Ay:KH M TOHABJHAjMO IIPET-
XOJIHY pajiiby CBe IOK ce He cpeTHe Tauka (Mg, Ng), iuTo he ce HeonmxogHO
poroputh. Tako hie ce yoONMUWTH NOIMIOHANHA KOHBEKCHA JIMHUjA KOja
nonasu of (M, N,) u gonupe fo (Mg, Ny); 3arBapajyhu je Bema napaiie-
maMa ca ocoM ON Koje nonase off Bpxosa (My, N, ) u (Mg, Ny) n nenom OM
oGyxsahennm usmeby oBe [Be mapanene, fo6uhe ce momuron xoju hy,
kpaTtkohe pangu, HazBaTu nmonuroH I1 ox F.

IIpema camoM HaUYMHY Ha KOju je KOHCTPYHUCaH, OBaj he monuron uma-
TH cnegehe ocobune.

1. Ako ce xpo3 jefHy Tauky, Ma Kojy Meby Taukama (M;,N,), oByde
napaiesna ca Jef[HOM OJf CTPAHMIa IIOJIUTOHA KOja HE MPOJIa3u KPO3 TAuKy
(M;,N;), oppuHaTa y KOOPIUHATHOM MOYETKY (oficedak Ha ocu ON, mpum.
npeB.) JoOMBEHE NpaBe YBEK je Makha HO OPJMHATA Y KOOPIHHATHOM II0Ye-
TKY nocMaTpaHe crpanune. Y sume, Meby cBIM npaBuM KOje ce MOTY ITOBY-
hu cnajajyhu aBe u e Tauxke (M, N;), CTpaHHUIE NONATOHA CY jefIUHe Tpa-
BE KOj€ MMajy CBOJCTBO Jla aKO ce KpO3 Ma KOJy Tauky (M,, N;) MOBYKY HH-
Ma napasese, OpAiHaTa y KOOPAUHATHOM IIOYETKY CBaKe OJf OBHUX Mapajesa
j& Marba Of] OHE CTpaHHUle OJIUTOHA.

2. Axo ce kpo3 Ma Kojy Tauky (M;, N;) Koja HHje TeMe IIOJIUrOHa I10-
ByUe MpaBa D Ma KOT IPaBIa, yBeK NMOCTOjU 0ap jefHO TeMe IIONUIroHa Ta-
KBO Jla aKO ce KpO3 Taj BPX MOByde mapanena A ca D, opauHaTa y KOOp-
AUMHATHOM No4ueTKy npase A 6uhe Beha og one D. M Buie, TeMeHa IMOJIATO-
Ha cy jepuHe Tauke (M;, N;) Koje mMajy 0BO CBOJCTBO.

Horosopumo ce, kpaTkohe pajy, o cnefehem:

a. tauky (M,,N;) osnaunhemo ca (i);

b. nyx Koja cnaja ise Tauke (i) u (j) o3naunhemo ca (1, j);

C. OPAMHATY Y KOOPAMHATHOM TOUYETKY IIpaBe KOja Nposia3u Kpo3 Ta-
4Ky (i) ¥ Koja uMa KoeduuUjeHT npasua A o3Hauynhemo ca S, ;;

d. Temena (o) u () HazpaheMo excitipemHa liemeHa, a OCTala yMell-
HYyIia Hiemenda,

¢. HAJBIIIEC M3AUTHYTO TEME TOJIUTOHa HasBaheMo ilieme ®; ako ux
MMa J[Ba Ha UCTO] mapanenu ca OM, pasnukoBaheMo Teme O JIeBO U JIECHO;

f. Haj3an, obaaciu Tauke (M,;,N;) (cnuka 1) HasBahemo Hajsehu nHTE-
pBan (A, %,), Takas Jia, ako A Bapupa y TOM UHTEPBAy, NpaBa Koehuiu-
jeHTa IpaBla A ¥ Koja Mpojiasu Kpo3 Tauky (M;,N;) nMa opiuHaTy y KOop-
JUHATHOM NOYETKY cTanuo Behy of oHe Koja IpuIaja IpaBoj Koja UMa
HCTH paBal i NpoJia3u Kpo3 Ma KOjy Ipyry Tauky (M, N;).
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Ciuxka 1

IIpema ocobunu monuroHa, obmact rauke (M;,N;) Koja Huje TeMe je
nyna. Hanportus, mako ce Buiu fa je:
1° obmnacr TemeHa (f), najonusker OM, UHTEPBAT Off
_ Mg~ Ny
Mg — M

A 0O A = teo;

2° obmact TeMeHa (o), HajypasseHujer o OM, MHTEpBaJ O

— Ny = Ny

0 A=—eo
M, -M, "

3° obmact yMeTHyTOT TemeHna (i), 06yXBaheHor Temenuma (i) u (i”)
jé mHTepBai Of
N[—N[' N,'“N,'”
=—t—0L g0 A=—"Ft——.
M; — M;, M, - M,

Ha cnumu ce o6nact Bpxa (B) Moxke mpeicraButu yriaom DD, ona
Bpxa () ca D’B’'D”..., naj3aym, oHa Bpxa (o) yriaoM AcA’.

Pehu hy f1a je Heko Teme fosuitiueHe UK HezalliusHe obaactiiy ipeMa
TOME JIa JIU Cy CBe BpPEIHOCTH 3a A o0yxBaheHe y HeroBoj o6yacTi No3uTH-
BHE wiu HeraTupHe. CBa TEMeHa JEBO Off TEMeHA O JIEBO Cy Y IIO3UTHBHO]
06JIaCTH; CBA OHA HECHO Off ® HECHO CYy Y HeI‘aTI/IBHO] obnactu. AKo ce IBa
TeMeHa O IOKJIanajy, jelHO TaKBO TeMe (O MMa jeflaH [e0 CBoje obnacTu
NIO3UTUBAH, a IPYTH HETaTUBAH; TO je JeUHHU Ccy4aj Kafa 00IacT JeqHOr Te-
MeHa Moxke OUTH IOfle/beHa Ha JIBa Jiesla pa3iIudyuTHX npen3Haka. Hajsap,
aKO MOJIMI'OH UMa Camo jelHo TeMe (IITO HACTYTA Kajia e OH CBeJle Ha TTa-
panexny ca ON), To he 6uTH j JERMHCTBEHO ®, a Heropa 06JIACT je HHTepBal
OII'A = o0 IO A = —oo

KOHCprKm/I]a MOJINTOHA KOJU ce OHOCH Ha [aTH IIOJIMHOM F BpIIHN ce
BpJIO TaKO noMohy komkacror namupa. Mcro je tako jgako Hahm 0067uK
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nmonuHoMa F KOju OfroBapa aToM cucreMy Tavyaka (M, N;); tpeba camo,
fa OM OBO MMaJlo cMucia, fa cucrteM (M;,N;) 6yae caB y yriy KOju YMHH
MTO3UTHUBHE feo of OM u feo cumeTpane yriaa NOM koju je o6yxBahen Tum
YIJIOM.

Cpaky OIMHOM CTeIleHa L 0 y’ MMa CBOj JIOJITOH Ie0 CMEIITeH Y
Tpanu obyxsaheHoj ocom OM u nmapasnesaom ca ocoM OM IOCTaBBLEHOM Ha
pacrojamy L o OM; ocuM TOra, OH je IOCTABIbeH y YIIIy KOjU UMHE CH-
MeTpasna yria NOM u oca OM, a nocroju 6ap JefHO TeMe Ha Napaliesid 1 ca
OM. OGpatHO: cBakoM cucTeMy (M;,N;) KOjH je cagpkKaH Y IPETXOTHOM
yIJIy B KOJHU je IOocTaBIbeH caB udmeby OM u mapanene ca OM Ha pacrojamy
p ox OM, a KOjU UMa TeMe Ha TOj Napaliesi, Ofrosapa IOJUHOM 110 y 1y’
cTeTeHa p 1o y’.

IMonuron nomuuoMa F crernena 0 1o y* cBojiu ce Ha jieo oce OM.

Axo cy P(x,y) m Q(x,y) IBa moinmHOMa IIO y, HajBehu cremeHn 1O y
HeKa Cy m | n, a HajMawu m’ | n’, ONUTH OONHK [TOJUTOHA 3a

F =P(x,y)y +0(x,y)

IIPENCTABIbEH j€ Ha CIIULH 2.

Cnunka 2
3a [IoIHHOM

F=Px,y)y? +0x, )y + R(x,y),

rje je p Hajsehn crenen o R Mo y, a p’ HajMamy, ONIITH OOJUK MOTUTOHA
TIpeiCTaBIbEH j& Ha CITHLH 3 UTH.

M

m+2z

Cnuka 3

Hajsan, nopahy nse npumenbe xoje hy 1mocie nCKOpHCTUTH.
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1. da 6u momuron IT, 3a P(x,y,y’) y UCTO BpeMe GHO NOJHTOH 3a
P(x,y,y) + Q(x,y,y"), 0OTpeGHO je U OBOJBHO A IOIHIOH [T, 3a Q nema
Hpjeano Teme u3Ba nomurona Il,. Tako, kaga Q He cafpxku y’, ycnos ce
CBOJAM Ha TO Jla HajBehu U HajMamH CTereH of O 1o y Oy/e cajipsKaH Y HH-
TepBally anciuca gBa ekcrpemua remesa ofg I,.

2. Kapace y= 1 CTaBH Y

Fxyny) = D o (ay™ -y,
i=]

oBa] he MOJIMHOM TTOCTaTH
(D . AN l ~ ’
(/\7272)"?W<A72az)7

rpe je & Hajseha BpegnocT 36mpa M, + N; Koju ce OfHOCH Ha F u rje je
[IOJIMHOM TI0 z 1 z' OOJIMKa

i=s

v (X,Z, Z’) — 2 (_1)11, (pi(x)zﬁ—(m,-JrZ/J,)Z/n,- )

i=1

Csaxka Tauka (M/,N/) xoja ce OZHOCH Ha Y CHUMETPHYHA je& OroBa-
pajyhoj Tauku (M;, N;) xoja ce ofHOCH Ha F y OfHOCY Ha paBy M =8, jep

M| = [6—(171,- +2n,-)]+n, =0-M;, N/=n =N,

npeMa Tome, nonuron IT, ox y cumerpuyan je monurony I, og F y ofHO-
Cy Ha mpaBy M = 0.

2. ITomTo je 0BO cpebeno, mocMaTpajMo JuepeHyjanHy JefHAYUHY

I=s
(1) F =Y ¢x)y"y" =0;
i=1
Heka je x = ¢ BpeIHOCT 3a X TaKBa Jia, Kajia je y uaTerpan 3a (1) u A KoH-
CTaHTa KOHAYHA ¥ PA3IAIUTa Off HyJIe, OJJHOC

X
(x —a)*
¥ IBETOB IIPBHU U3BOJ 11O X TEXKE OHpebeHHM 1 KOHAYHHUM I'DaHHIaMa Kajga x

Texn’ a. To he ce yBek oroguTH Kajia je @ BpeJHOCT KOja aHyIupa Wil Uu-
Hy OeCKOHAYHHUM HHTETpall y, CeM aKO Ce OBa BPEJHOCT HE IOKJIOIM ca
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HEKHUM O] TPaHCUEHAEHTHUX CHHIYJIapUTeTa MHTEerpala, CHHIyJIapuTeTa
KOJH Cy HEIIOKpeTHH U yHanpen no3uatu. Crasibajyhu

y = (=) fx),

OJIaKJIe je
Y = Mx—a) T fO)+ (x = a) f1(x),

onmITu WiaH ke nocraTtu
(P[(X)(X i a)(mf 1 Y- [7\’” fm,»+n,- (X) + e,(X)] ,

rae je 6;(x) monumHoM 1o f(x) u (x —a)f’(x) ca KOHCTAHTHUM KoeHuIu-
JeHTHUMa, aJI¥ y KOMe HeMa 4JiaHa Koju 3aBucH camo ol f(x). buhe, gaxme,

i=s

F =Y @00 =)™ b= [ f7 () +.6,()|

i=1

ITocmaTpajMo y oBOM 30upY cKyn 7 UnaHOBa 3a KOj€ je eKCIIOHEHT
A(m; +n;)—n; 3a (x —a), cTeleHa KOj| CTOjU Kao YMHMiIAl, HajMamwu. [Ipe-
Ma BpepHocTuMa 3a m;,n;, A, ckyn T O6whe cacTaB/beH Off caMo jeHOT ua-
Ha, Of] IBA UJIM BHUIIIE WIAHOBA, a ja hy TpaskuTu norpedHe U [OBOJBHE yCIIO-
BE KOjU OJiroBapajy OBUM Pa3IMIUTHM CITyuyajeBUMa.

Yomurre, ga 6u uwianosu uHgekca i’,i”, i, ... yuHUIA geo ox T, noTpe-
GHO je ¥ IOBOJLHO Jla CY CUMYJITAHO UCIyH-eHH ciefehn ycaosu:

(1) AMmy +n0)—ne = Mg + 00 ) = = ..
(2) Ay 40— e < Aoy + ;) — g

MTOIITO Ce MPUNMILY MHIEKCY [ Ha JeCHOj CTpPaHM HejeJHAKOCTH CBU IIeNn

11y

Gpojesu op 1 o s, pasmuuuru o i',17,i”,..., ycios (1) MOXe ce HamucaT

oo Ni=No _ Nio=New
M, ~Mp My~ M.

(3)

Buan ce, gakise, fa A Mopa GUTH jeHAKO Koe(UUHU]eHTy NpaBua mpa-
Be (i',i”) ¥ na cBe Tauke Koje OAroBapajy pasiMuUMTHM WiaHOBHMa H3 T
Tpeba fia Cy Ha OBOJ IPaBoj.

Ca ppyre crpaue, Benuuuna AM,; — N;, HOLITO ce Yy HO] A 3aMeHH Bpef-
wowhy (3). npejgcraBmkba OpAMHATY Y KOOPAMHATHOM ITOUETKY, IIPOMEHEHOT
3HaKa, JIpaBe Koja Mposasm Kpo3 Tauky (/) u xoeduuujeHTa npasua A,
opAMHaTa KOJy cMo obenesxuni ca S ;.

[Tpema ToMe, ga O umaHOBH HHAekca i',i
noTpebHO je 1 JOBOJBHO:

1

(7 6w pgeo ckynma T,
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Ay

1° ma cy Tauxe ungexca i',i”,i"”,... Ha UCTO] MPaBO] U [a je A jeHaAKO
KOe(HIMJEHTY IpaBlia OBE MMpaBe:;
2° ma je S5 > S, 3a cBe BPEJHOCTH [ of 1 MO s, pasmuuuTe Of
70", 1o he pehu fla oppauMHATa y KOOPAHHATHOM MOUYETKY NMpaBe
/

(i',i”) Oyne seha HO oHa Ma Koje mpase mapasente ca (i’,i”), a Koja mpo-
nasu Kpo3 Tauky (/) Koja ce He Hanasu Ha npasoj (i’,i”).

Ha Ou unanosu koju ogrosapajy apema Taukama (i') u (i”) npunapa-
mu T, xoedunujenT npasua A npase (i',i”)Tpeba ga ©Ma BPEJHOCT U3 pe-
nanuje (3). O6paTHO, HeKa je A MOrofgHO U3abparo, Ma KakBe fla Cy BE Ta-
ke (i),(i"”), ycnos (1) ce yBek MOXKe 3a0BOJLHTH CaMO aKO Te TAUuKe HHCY
Ha UCTOJ MpaBoj mapanentoj ca OM win ON, jep ce IpeTnocTasiba a je A
OIPAHUYEHO U PA3ITHUUTO Off HYJIE,

Ocraje jomwr ga ce 3agoBosmbu yciuos (2). [Takme, npeMa ocoOuHama
IIOJIATOHA, f1a 0¥ OBaj YCIIOB 6MO UCIYHEH, MOTPEOGHO je U JIOBOJBHO fia AY3K
(i"),(i”) Oyne cTpaHUIla MONUIOHA KOja HUjE mapaJsieliHa ca ocama. Bugu ce
na je, na 6u T 6o cacTaB/beHO Off HajMame [Ba wiaHa, MOTPe6HO u
JOBOJBHO Jia A Oylie KoepUIujeHT IpaBlja Ma Koje CTPaHHIe MOTUTOHA KOja
HHje mapajiejHa ca 0caMa; MHAEeKCH WIaHOBa KOju ce jaBibajy y T cy of
TeéMEHa IOJUTIOHA KOJU Ce Halla3e Ha CTPAHUIU UHjH je KoeUIHjeHT npasia
jenHak ca (3).

Capa ce oBaj pe3ynTaT MOXe yrnoTpeburtu ja 6u ce 3a T janu U3BECHI
o0Onuuy Koju he HaM y faljbeM KOPUCTUTH.

A. ITpeTnnocraBuMO f1a IOJUTOH 3a F HeMa HUjeJHEe CTpaHuIle KOja Hu-
je mapaJiesHa ca ocama WJIM, aKO UX UMa, 1a TaTu 6poj A HHje jeHaK HH ca
jeHuM KoeduuujeHToM mpaBia oBux crpanuua. Ckyn 7T je, Taja, cacTas-
Jb€H Off JEHOT Je[MHOT UjaHa, a MHAEKC OBOT WiaHa jJeJHAK je WHAEKCY
TeMEHa y UMjoj ce 06IacT Hajdas3u A.

Heka je (h) To Teme u cTaBuMO, XpaTKohe paau

@ (X[ f ()™ +0,(x)] = € (x);
Tajga ce F MOXe HAamucaTh y OOIUKY
I F = (x—a) " [Q,(x)+X(x —a)™ 5+ Q,(x)];

3Hak T mpoctupe ce Ha cBe Tauke (i) paznuunre o (h). CBU eKCIOHEHTH
Sy —S;, KOju ce jaBJbajy Ha JIeCHO] CTpaHu Cy NO3UTHBHH, jep, npemMa
caMmoj meduHULM|M YnaHa WHEEKca, h je S, > S, (y opuruHamy croju
Sy < S5, IPHEM. TIpeB.) 3a cBe Tauke (¢) pasnuaute of (h).

B. IIpeTnocTaBuMO [1a IOJUTOH MMa CTPAaHUNA KOje HUCY IapalesiHe
ca ocaMa 1 fia je A jefHaKO KoedUUHjeHTy IpaBla JefiHe O] THX CTpaHuIa.
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T he Tapma Outu 36Up CBHX WIAHOBA KOJM OATOBapajy MHAEKCHMA Tadyaka
KOje ce HajJa3e Ha CTPAHUIM YHjH je KoeUIujeHT IpaBua A.
Jorosopumo ce fa 00eNnekuMo ca:

¥ cabuparme Koje ce IIpOCTHpPe Ha MHAEKCE CBHX Tayaka (i) Koje
(W)

nexe Ha npasoj (1, j);

3 cabupame Koje ce IPOCTHPe Ha HHAEKCE CBUX Tavyaka (i) Koje He
-(id)

nexe Ha 1pasoj (7, j).
Hexka je (y, 8) Ma Koja cTpaHHUIA ITOJIATOHA KOja HUje ITapajiesiHa ca
ocama; Kajia je A jemHako KoeduuujeHTy Ipasya OBe CTPaHUIE, Taja je

T=(x —a)r % Q,;(x)
(7.9

u F he ce mohu HanmcaTu y 0OIHKY

II F=x-a) [ Q)+ = (x—a)" " * Q)]
(v.® —(v.9)

I'7ie Cy CBU CTENEHH S, — S; 5 MO3UTUBHI.

A ma xoju obnuk, 1 nnn 11, koju he F y3ern, Tpeba na je F = 0
HAEHTUUKH y (HEKO] IIPUM. MIPeB.) OKOIMHH Ol X = d 32 Ma KOJy BPEJHOCT a;
JaKie, y TO] OKOJHMHA 6uhe MIeHTHYHHN HIn

Q) +Z(x —a)" 7 Q(x) = 0,
HIKn
T Q0+ = (x—a)" T Qix) =0,
(v.9) -(v.8)

pemMa TOME Jia JIM 'y OKONUHE X = a, I y3uma o6nuk I unn II, T]. IpeMa ToMe
Ia K je UCIyrbeH ycnos A unn B.

3. I[IpeTnocTaBUMO cajia a X TeXH d; dpyukimja f (x) Koja je gaTa ofi-
HOCOM y ca (x —a)*, Kao u meH u3Bof f'(x), Texxnhe KOHAUHNM U ofipebe-
HIIM I’paHullaMa, a Kako ¢y csu 6, (x) moJMHOMH 110 f(xyuano (x—a)f'(x)
Y KOjHMa HeJoCTajy YWIaHOBM KOjU 3aBuce camo ofi f (x), 3a x = a Cuhe

Iim6,(x)=0 (=12,...,5).

Jaxue, 3a cBe BPEAHOCTH ¢, CEM MOKJIA 33 U3BECHE BPEJHOCTH a’ xoje
cy noceGHe I KOje ce MOTY IPEeNo3HaTH i3 caMe Andepeniujaine jefHauu-
He, 3a Koje pynkumje ¢, (x) nocrajy 6eckonaune, onhe

ImQ (x) =A@ (a)p (i=1,2,3,...,5),
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rie je p rpaHuna f(x)sax =a.

Bogehu pauyna fja cy eKCoHeHTH S, — S, MO3UTHBHY, BUAY Ce, TaK-
ae, fa 3a CBaKy BPEQHOCT ¢ Koja ce HE IOKJIaNa HU ca Je{HOM Of I10ce GHMX
BpEAHOCTH a”:

A. aKo MOJUIOH HeMa CTpaHHULA KOje HUCY MapasieiHe ca ocaMa, Uil
(y cympOTHOM clyuajy) ako A HHje Je[[HaKO HH Ca Je[lHIM KOoehULujeHTOM
npaBlla CTpaHyLa IOJTUroHa, buhe:

N @y(a)p™r =0,

a Kako je P paslMYUTO O HyJle, ¢ MOpa fia je KopeH of ¢,(a) =0, mTo
floKasyje la ¢ He 3aBHCH Off KoHcTaHTe unrerpauuje. Illto ce Tuue nurgexca
h, TO Je HHIEKC TeMeHa Y Uijoj ce 0GIacTu HalasH A;
B. ako monuron uMa cTpaHulia Koje HUCY IapasieliHe ca ocaMa i ako je

A jegnako ca KoeUIUjeHTOM NpaBla Takse crpanuie (v, 8), buhe:

% Kigia)p™ =0,

.8
rjie ce CyMHpame IpoTexe Ha cBe Tauke (/) Ha cTpanunu (y, §). Ma kakBa
Ouna BpE[HOCT NPUIHMCAHA 32 ¢, OBA Je[JHAYNHA, KOJy hy Ha3BaTH jegHauuna
ifo p 3a cTpa”HuLy (Y, 0), ©Ma Gap jeflaH KOPeH p KOHAYaH U Pa3IuduT Of HYy-
1e, jep ¢cBH M; KOju ce jaBibajy y 36upy (YES) CYy PasIMUNUTH 1M BPEAHOCT 34 d

MO3K€ 32BHCUTH Off HHTETrpalHoOHe KOHCTaHTe.

W3 rora ce mory u3Byhu cinepehu 3akibyyi.

1. Kag rog ommTy HHTErpai uMa MOKpeTHe G6ECKOHAYHOCTH, MTOJUTOH
on F uMa JegHy WM BUIIE CTPAaHMIA ca HETaTUBHUM KOe(ULUjeHTOM mpa-
BILIa ¥ pe Ma KOje OJI OBUX GECKOHAYHOCTH Je[HAK J& JeTHOM Off OBUX KOe-
cunmjenaTa npasua.

2. Kaj roj onmuTy MHTErpaj iMa NOKPETHHUX HYJa, IOJIUTOH Off F uMa
jeHy WIKM BUIIEe CTPAaHMIA ca MMO3UTUBHUM KOe(UIHMjeHTOM IpaBLa H pef
Ma KOje O THX HyJIa je[lHaK je jJefHOM OJf THX Koe(HuIujeHaTa.

Crnenu Hajmpe nia je pej MOKpeTHe O0ECKOHAYHOCTH UM HYJIE YBEK
caMmepIlbUB, HITO Ce MOTJIO NPEABUAETH NIpEMa TEOPEMHE rocnofuna Ienne-
BE€a O HEIMIOKPETHOCTH TPAHCIEHAEHTHUX CUHTYJIapUTETa MHTErpana.

Kao pmpyro, u3 oBora ce 3akipyuyje u ciepche.

3. AKO [eCHO O] TeMeHa (O JeCHO IIOJIUTOH HeMa TeMeHa, 6ecKOHa-
YHOCTH MHTETpasia Cy HeIOKpeTHE ¥ HCTOBPEMEHO MOpajy OATH OMIIO TpaH-
CUEHIEHTHU CHHI'YJIapUTEeTH HHTErpana, 6uio nyne ¢pynkuuje ¢,(x) (h o3-
HayaBa MHJEKC TeMeHa (@ JiecHo), 6ui0, Haj3a)], 06CKOHaYHOCTH Heke (pyH-
KIHje @; Pa3anyuTe Of ¢.

4. AKO JIeBO OJf TeMeHa ® JIEBO MOJIMIOH HeMa TeMeHa, HyJjle HHTe-
rpajia cy HelOKpeTHe U Haylaze ce Meby ogrosapajyhum BpefHOCTIIMa OHHX
U3 IIPETXOMHOT CITy4aja.
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4. Tako cMO OoOMIHM HOBOJbHE YCIOBE 32 HEIIOKPETHOCT OeCKOHa-
YHOCTH M HyJa ONIITEr HHTerpana. AJIM TBPAUM Jla Cy YCIOBH U MOTPeOHH,
Tj. aKO IECHO Off TeMeHa @ JeCHO MOCTOoje Apyra TeMeHa, OIMITH HHTErPaT
HMa CHT'YPHO MOKpeTHe GeCKOHAYHOCTH, a aKO JIEBO O TeMeHa M JEeBO
NOCTOj€ TeMEHa, HHTEeTPall IMa MOKPETHE HyJIe.

[ToxkaxkuMo To, HA TpuUMep, 3a OecKkoHauHocTH. IlpeTnocTaprmMo a
HMa IPYTUX TEMEHA IECHO Off O IECHO; 1a 61 TaKo GMmI0, TOTPEGHO je U 1O-
BOJBHO /14, aKO ce qudepeHIjania jefHauiHa HaluiIe y 00JIuKy

k=u
ey > fley)ytt =0,
k=0

e cy f; NONMHOMHE 10 y, TY IIOCTOjH Gap jeaH NONMHOM f; TaKaB Aa, aKo
ce O0ENeXH ca v, CTEIEeH 1O y Off fi., BaXXH Vv, — Vg > k.
CrBapHo, aKo ce jeguaunna (1) Hanuue y o0auKy

E(Pi(x)ym"ymi =0,

i=]
Tayke (M,, N;)aedunucane cy KoopguHaTaMma

M.

=, Np=ng

Teme @ [gecHO KOje UMa MaKCHMAIIHYy OPAMHATY [l JOJa3d Off diaaHa
nomuHOMa fy(x,y)y’" KOju MMa HaJBUIIM CTEIEH II0 y; NOJa3u, Jakje, O
yrana y"y™*, v, je crenes f, noy.

fla 6u 1ocTojana TeMeHa JIECHO OJf TOT TeMeHa ®, MOTPeOHO je I [10-
BOJBHO fia Gap jeiHa nmpasa A Koja craja Taj BPX ca IpyruM Taukama (i) uMa
HeraTuBan KoeUIMjeHT MpaBLa; oBa IIpaBa He MOXKE 1a IPOJIa3u HI Kpo3
jenny Tauky (/) Koja Hona3y off YyJaHOBa ITOJHMHOMA Ffolx,y)y™, jep cy cre
Te Tavyke Ha KCTOj MPaBoj Mapajientoj ca OM, a Koja Iposasu Kpo3 TeMe O
necno. ITpeTnocTasumMo, fakie, fia Nporasn Kpo3 HEKY TauKy Koja onasi
on uianoBa mosuHoMa f,(x,y)y’* ", AKo je m cTerneH of y y oCMaTpaHoOM
YnIaHy TOT MOAMHOMa, KOoe(UIHjeHT npasla npase A je

(vo =) —(m—p+k) vy— mAk

L= (L + k) k
Ja 6u on 6o HeraTHBaH, MOTPEGHO je 1 JOBOJLHO Aa Je m— vy > k 1,
nowmTo je m < vy, tpeba, a fortiori, paje v, — v, > k.

Ograj je yc10B Takohe 0BOJbaH J1a IeCHO OJf TEMEHA 0 IECHO TOCTOje
Apyra TeMeHa; jep, Ha IpunMep, KoeHIUjeHT NpaBia rnpase Koja cnaja Teme
& JecHo ca TAuKOM Koja cien u3 ynana y' y** tapa je nerarusan.
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[TpernocraBumo, flakne, fa Ha nepoj crpann jegHauude (1) nocroju

rL=h

je[lad WM BHIIE YiaaHoBa f,(x,y)y TaKBUX fa Je v, — Vv, > h U CTaBUMO

1.
y = —;jeaHavyuHa ke nocraru

@ (x,z) M
(2) 2 S = 0
i=0 z
rpe ¢y (P,-(A ) ITOJIMHOMMU 110 Z KO]I/I HE CafipXe z Xao CbaKTOp TBPI[I/IM ga ce

ONIUTH MHTErpasn z o (2) aHyaupa 3a KOHaUYHe BPEJHOCTH X U [a C& OBE
BPEHOCTU MEHA]y Cca HHTEIPALHOHOM KOHCTAHTOM.

z . .
J_Ia TO MOKa¥KeMoO, CTaBUMO z’ = = jenHavyuHa (2) nocraje
f
i=p
(P[(X, Z) -
(3) ey =0,
i=0
Kty il
a Xxajga MOMHOXKUMO ca z -1,
i=p
(4) 9o+ Y @, (0,2) 20t =0,

i=]

Kaxo meby ekcnoHenTuMa i + v, — v; IMa HajMawe jeflad HeraTuBaH (3ax-
BaJbyjyhul YMILEHUIM 1A ©Ma Oap jeaH HHIEKC /i TakaB jia v, — vy > h) 1 Ka-
KO HujeHa (PYHKIH]ja ¢; He cafpsku z Kao (akTop, oBa jegHaunHa (4), an-
reGapcka Mo ¢ 4 z, JONYLITa jeflaH WIK BUIIe KOPEHa f KOJU ce aHyJImpajy ca
z. OBH KOpPCHHU YWHE je[laH WM BUIIle KPYXKHUX CUCTeMa, & KOPEHU JelHOT
UCTOT KPY>XXHOT cucreMa 6uhe, y OKOJIMHH X = X, IIPEICTABILEHH Pa3BOjeM
obnuka

o o+l a+2

t=Az"+Bz " +Cz " +...,

rje ¢y o0 U n MO3WTHBHM Lenu 6pojeBH Oap jemHaku jequHuny; A, B, C,... ¢y
pyxmje of x 1 A HEje HAEHTUIKY JeHAKO HYJIH.
ITocMmaTpajmo jeman on TuX KopeHa. [locnenma jeqHayrnHa, y OfHOCY
Ha 0Baj KOPEH, MOXEe Ce HalucaTh
1_7z 1

- b p ki

t z [ ol a+2
Az" +Bz " +Cz " +...

a craBspajyhu z = u", oHa nocraje
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(5) ndu - L .
dx  u* YA+ Bu+Cu®+..)

OGenexuMo ca (P) ckyn cuHTynapuTeTa (II0J0Ba, anre6apckux Kpu-
THYHAX Tavaka, TPAHCIEHIeHTHUX Tadaka) (¢pyHKIHja A, B, C,..., CHHTY-
JApUTETH KOJU Ce OUUITIENHO He MeHajy ca HHTEerpalliOHOM KOHCTaHTOM, H
Pa3mUKyjMO JIBa cliydaja mpema ToMe fa Jd je o = 1 mmm o > 1.

Ipesu cayuaj: oo = 1. — Tapa je %Lf XOJIOMOP(MHO Y OKOJIUHU X = X,
X

u =0, ¥ TO Ma KakBa [la je BPeHOCT X;, CAMO [la C& He MOKJIONHU ca HEKOM
spenuomthy (P). [lpema Tome, jeqHaunHa (5) HOMyIITa jeflad U CaMo jefiaH
UHTErpai Koju je xonoMopdaH 1 KOju 32 X = X, y3UMa BpegHocT u = 0; n

BHILIE, OBAj HHTErPANl He MOKe OWTH HAEHTUYKHU JefHaK HyJH, Jep A HHje
UIEHTUUKHY je[HAKO HYJIM, M OCTaje KOHAYaH 3a X = X,. JJakie, n cama jex-

HaynHa (2) JOMYIITA jelaH MHTErPall z KOjU ce aHyJIupa 3a X = X, a KOJH ce
He CBOM WIEHTHYKHN Ha Hy1y. Kako je x, IpOu3BOJBHO, HyJIE Off Z CE MEha-

jy ca MHTErpaltoOHOM KOHCTAHTOM U IIpeMa TOME, OECKOHAYHOCTH Off y CY
ITOKPETHE.
ITowwTo ce MHTErpa i aHyJIupa 32 X = X, U IOMITO je XonoMopdan y

OKOJIMHU OBE BPEJHOCTH, TO je x, IIOJI MHTerpama y, a Kako je x=x,
. du .
npocra Hylla ojf u (jep ce d_ He aHynupa), TO je HyJla n-TOT pefia 3a z 1 MOJ
X
n-TOT pefia 3a y.

Hpyzu cayuaj: o.> 1. — Tapa %L—l nocraje 6eckoHayHo 3a u = 0, anu je
X

dx
Heropa 0OpHyTa BpeJHOCT 7 XOJNIOMOpP(HA Y OKOIIMHU X = X, u = 0 camMo
u

aKko ce x, He NMOKJama ca HekoM BpejHoinhy oGyxsahenom y ckymy (P).

dx
Kako ce cBM y3acTOTHE M3BOJAU - o x (1o u, IPUM. IIPEB.) CBE O pefa
u

o — | anynupajy 3a x = x,, u = 0, jegHaynya (5) UMa MHTErpas U KOjU ce

. 1
aHynupa 3a X = x, M 3a KOjJU je oBa BpeJHOCT Hyna pepa —. lIpema Tome,
o

n
x = x, 6uhe GecKOHAYHOCT pefla — 3a y, a 0Ba ce GECKOHAYHOCT MeHa Ca
o

MHTErpaliOHOM KOHCTAHTOM.
[Tpema ToMe, 1a 6u GECKOHAUYHOCTH MHTErpana y Oune HemoKpeTHE,
Tpeba fa je HCNYHEeH YCIoB

ve=vy <k (k=12,...,1)
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wi 0ap Tpeba (1UTO ce BUEIO Y MPETXOJHOM) JIa MOMUTOH KOjH Ce& OfHOCH
Ha JIEBY CTpaHy jeflHAaYMHE HEMA HU]E[JHO TeMe NeCHO Off TEMeHA O AeCHO.
Mckaszany ycrnoB 0 HENOKPETHOCTH GECKOHAYHOCTH je, JaKJle, HEeOIl-
XOJlaH; BUAEJHN CMO, Ca JIpyre cTpaHe, [a je OH U AOBOJBAH. Y TO C& MOXKE
YBEPHTH H Ha pyry, ciegehu naunn. Kana necto of TemeHa ® fiecHO HeMa
[IPYTUX TEMEHa, HUjeflaH eKCIIOHEHT i + v, — Vv, Y JefHa4YuHHU (4) Huje Hera-
THUBAH M JeHAYMHA HE JONYLITA HUjelaH KOpPEeH ¢ KOJU ce aHyupa ca z. 13
] A !
oBOTa CHEJH fia e p xonomopdHa dpynkiuja Ouno no z, OUIO Mo u = z”~

(rge je n Opoj kKopeHa jepHaumHe (4) KOju TpHIAgajy HCTOM KpPY:KHOM
cucTeMy, Kajia z TexXM Hyjau) y okonuuu z =0 (unn v = 0) ¥ 3a cBaky
BPEIHOCT X, KOja ce He IIOKJala HU ca jefHOM BpefHowhy o0yxBaheHomM
ckynom (P). TIpeMa mo3HaToj TeOpeMH, jeiIHI HHTeTpal z (MK 1) KOjU ce
aHyJIHpa 3a TAKBE BPETHOCTH X; je z = 0 (u =0), Tj. y = e} OIIUTH HHTETPAI
y 3ajaTe jeHauMHe He MOKe, [akje, IIocTaTH 0eCKOHaYaH 0 3a U3BECHE
yTBpheHe BpegHoCTH X Koje npunapnajy ckymy (P).
Moske ce, mpema ToMme, u3pehu cnefeha reopema:

Teopema 1. — [a ce beckonaunociiu oiwiliez uniliezpana aszebapcke
jegrauune iipsoz pega F(X,y,y’) =0 He merajy ca UHUIEZPAYUOHOM KOH-
citianitiom, Hoiipebro je u gososmsHOo ga oauzon og F nema nujegno iveme
gecHo og c802 iliemeHa O gecHo.

Axo je jeqnauyuna F = (0 HanucaHna y o0IuKy

i=p
3 i)yt =0,

i=0
Ilie Cy f; HOMMHOMM IO y ¥ IJIe je CTeIeH Off f; = v;, OBaj YCIIOB IOCTaje

yi—ve S0 (i =0,1,2,...,10).

5. TTomTo ce Bujeso fa uHTerpai ox F = 0 gomyinTa nOKpeTHE OECKO-
HAuHOCTH, cafa ce pajy jja ce Habe pejl BUIIECTPYKOCTH OBHX (GeCKOHa-
YHOCTH. '

Buesn cMo Ia Kaja IoCToje IOKpeTHe 6eCKOHAYHOCTH, Taja je o > 0
unga

1°akojea=1, x

I

X, je IIoJ pefa n3ay;

2° aKo j I, x=x,]e0 n
je o> 1, x = xy je 6ECKOHAYHOCT pefia " 3ay.
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. . 1
IIpema Tome, y ommuTeM ciaydajy x, je OECKOHAa4YHOCT pefa — 3a y, T
T

obenexasa HH(MOAHUTE3UMANIAH PENl KOPEeHa ¢ Y ONHOCY Ha z Y jegHauwnnu (3).
OO6paTHO, cBaKO] BPEHOCTH T KOja HPeJCTaB/ba HH(MUHUTE3UMAJIHU PE

jeAHOr KPY>KHOT CHCTeMa KOpeHa ! jegHaunHe (3) y OTHOCY Ha z OfroBapajy

) . 1
NOKpeTHe OECKOHAYHOCTH 32 y KOJ& UMajy pefl BUIIECTPYKOCTH —.
T

[ToTpaxkxumo, fakie, oBe BpegrocTy T. OHe ce MOTy TOOHTH KJIacH-
gHoM [Tym3eoBom (Puiseux) KOHCTPYKIIMjOM NPUMEHOM Ha jegHauuHy (3),
aJIY TIOJIUTOH KOJU CMO MH TIPETXOIHO KOPUCTUIIN laje AMPEKTHO OBE Bpejl-
Hoctu. CTBapHO, ako ce jefHaunHa F (x,y,y’) = 0 goBene Ha OOIUK

i(pi(x)y’"’y’m =0
=1

4

1 1 ‘ :
M aKO ce CTaBh y = —, y’ = —— KOje KOPUCTH Jla c& OCTBAPH paHuja CMEHa
z zt

1 z . .
y=—, z' ==, pobuja ce JefHaunHa
z t

i=s
2 (_lylf (P/(«\') Z—(m, +11,<)[—n,< — 0’

i=1
AU
(6) > (=1 gz M = 0.
i=]
AXo ce craBu
a[:M(T)_Mi» Bi:Nﬁ)_N/,

rne cy Mg u Ng xoopaupaTe TeMena ® gecHo nomurona IT ox F, jennadunna
(6) nocraje

i=g

7 > 1y ) 2t =0,

i=1

rae ¢y o, u [, uenu mo3uTHBHH OPOjEBH.

Jepuaunna (7), npeMa IMOCTYIKY KakKo jeé cacTaBibela, je jefHaduHa
(3). Obenexanajyhu ca T ”HPUHNTE3UMANIHN PeJl O / 3a z, ONMIITH YNIaH Off
(7) 6ulie nudunnresumantor pefa o, + 0,1, a gooéuhe ce ce Mmoryhe Bpesi-
HOCTH 3a T usjeanavasajyhu (ynopebyjyhu, npum. npes.) o, + ;7 ca jeguum
APYTHM, AHATOTHIM H3pa3oM o, + BT 1 6upajyhn Meby cBiM Tako gobuje-
HUM BPEIHOCTHMA 3a T OHE KOJU 3al0BOJbaBAajy yClIoBe

o BTz, BT (=128 j=12,000).
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[Towrro Je
o, =0; M -M,

—_ ! J

B-B;, N -N,

J

?

PETXOAHH YCIIOBH MOKA3y]y 1a CYy BPEJHOCTHU 32 T HHBEP3HE U IPOMEILEHOT
3HaKa y OJHOCY Ha KoeuUUUjeHTe MpaBlia CTPaHUIa Ca HEraTUBHUM KOe-
cunujenTom npasua nonurona I1 o F u ga, o6paTHO, CBAKO] CTPAHMILH OF
[T ca HeraTuBHUM KOe(UUUJEHTOM IIpaBlla OroBapa jefHa BPEMHOCT 3a T.
ITpema Tome, pept A ToMIUHe 6eCKOHAYHOCTH Off Yy jeAHAaK je KOe(HIHjeHTy
npaBla IPOMEWBEHOr 3HAaKa jefHe cTpaHuue of I1 [ecHo o TeMeHa M IECHO
i 00paTHO: CBAKO] Off OBUX CTpaHuIla OroBapajy MoMU4YHe 6€CKOHAYHOCTH
Ofl y UMJH J€ peJ] BUILECTPYKOCTH KOe(UUH]EeHT IpaBlia OBe CTPAHHIE IPO-
MEHEHOT 3HaKa. Moxe ce, nakie, u3pehu cnegeha reopema:

Teopema II. — Ja 6u oiiwitiv unitiezpan og F(x,y,y’) = 0 umao ioxpe-
iline beckoHayHocliu Koje umajy gaitiu 6poj h kao peg, iolipebHo je u go-
gomHo ga tioauzon I1 og F uma cilipanuyy gecHo og 802 liiesmeHa  gecHo
koeghuyujenitia ipasya —A.

YBek Kafia pej 66CKOHAYHOCTH Of y HUjE jefHaK ca KOe(UIUjeHTOM
nmpaBlia TakBe CTpaHUIe, Ta ce 68CKOHAYHOCT MOKIana OMIo ca TpaHCLEH-
JIEHTHOM CHHTYJIapHOM Ta4yKOM Off y, OHUJIO ca HEKOM Off HyJa uiu 6ecKo-
HauHOcTH yHKIWja ¢;(x). To ke b6uitiu, iipe caeza, Hysa og ¢n(X) uau be-
cKOHauwHoCH gpyzux ¢©,(X), 2ge h o3nawasa ungekc iwemena uoauzona 11,
uujom je obaawhy —h o6yxeahero, Kao IITO CIEQH U3 OHOT IIITO CMO BUJE-
¥ Ha MOYETKY OBe IilaBe. AKO Cy, Y HoceOHOM Cily4ajy, cBe (PyHKIHje
@;(x) xonmoMopdHe, x, je Hyna of ¢,(x), a ako je ¢,(x) KOHCTaHTa UIIH,
omiuTHje, (PyHKIHja Koja ce He aHyJIMpa HHU 3a JeAHy KOHAYHYy BPENHOCT Off
x, HHTETpan y He MOXe mocratu OECKOHauyaH HH 32 je[Hy KOHAa4yHy Bpef-
HOCT Off X.

W3 cBera ce n3Bopu u cnefeha Teopema:

Teopema III. — Kag zog unitiezpan jegnauurne F(x,y,y") =0 xoja je an-
Zebapcka o X,y,y’ uma ceoje 6eCKOHAYHOCTUU HE3ABUCHE 0OF UHILEZDAUUO-
He KOHCUIarilie, ilie 6eCKOHAYHOCIU CY Y KOHAUHOM 6POJy.

Hajzap, Bpuoose (Briot) u Byreose (Bouquet) MeTope yBek hie go3so-
JIUTH Jla ce PEIlH Ja JIM je HeKa Off JaTHX HyJIa 3a @,(x) 6eCKOHAYHOCT CaMO
jemHOT HHTerpaja Wid 6ecCKOHAYHOCT 3aje[HMYKa KOHAYHOM MK GeCcKOo-
HayHOM OpOjy HHTErpana.

. . . 1
6. IIpnmemyjyhu pesynraTe KOju NIPeTX0OAe Ha TpanCHOPMaLH]jy 0 —
y

on F(x,y,y’)=0 u nogcehajyhu ce na je momuron ose TpaHchopMmanuje
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CUMETPHUYaH, Y OJHOCY Ha M3BECHY mapaneny ca ON, ca IOJUTOHOM off F,
IIOCTOje 3a HyJle HHTerpajia y HCKa3yW aHAJOIHK IIPETXOHO HaBeJEeHUM 3a
Berose 0eCKOHAYHOCT.

Teopema IV. — Jla 6u wnyne unitiezpasa F(x,y,y) =0 6uae neiio-
Kpetline, HoMipebHO je u gosomHo ga iteme ® aeso Hoauzona I1 og F 6yge
€60 eKCUIPEMHO liheme 0802 UOAUZOHA.

Teopema V. — /la 6u unitiezpas umao iokpeitine Hyae gaitio? pega A,
doitupebHo je u gosomro ga iioauzon I1 uma neso og femena ® aeso cilipa-
HUWYy Koepuuujenita dpasya A.

Teopemu IV Mory ce faTi pasnuyuTH oONHIH. AKO Ce, Ha IPUMED,
F =0 nanuuie y o6nuKy

i=p .
> )y =0,

i=0

rJie Cy f; MOJIMHOMH TI0 Y, Holipebar u go8omar YCA08 3a HEUOKD eUUHOCHL
HYAQ 3a Y Je ga, Howiilio ce YKUHY C6U Qaxitiopu 3ajegru4ku 3a cse fi(x,y),
ceaxo f, cagpxcu gpaxitiop y", zge jeh 2 1.

MebyTum, o oBe TeopeMe Joasu ce JNako ciefehnM HemocpenHum
pacybuBameM.

Ia 6u Hyne of1 y Guile HEIIOKPETHE, IOTPEOHO j€ U JOBOJLHO Jla Ce CBE
BpeHOCTH O ¥ aHynupajy 3a y = 0 Ma KakBo OMJIO X ¥, OCHM TOTa, J{a CBa
pasBujama 3a y’ 10 CTENeHnMa Off y HOUMIbY WIaHOM pefa 6ap jeqnakum 1.

CrsapHo, nipe cpera TpeGa cBe BPENHOCTH 3a Y’ Jla ce aHylIupajy 3a
y = 0; ngaue Gu 6GUI0 MHTErpana Koju cexy npasy y = 0 3a Ma KakBo x.

ITourro je 0BO yTBpheHO, pa3BHjMO jelHy Off rpaHa off ' = f(X,y) 110
creneHuMa o y npema IlynzeoBoM npasuiy:

A
y=AX)y" +..;
L3
ako ce crasu z = y*
ne' = A(x) M

OBaj pa3Boj MOKa3syje Aa HMa HHTerpasa z(Xx) KOJH HUCY MAEHTHYKH
HyJIa M KOjH Ce aHYJIMpPajy 3a HEKY IIPOM3BOIbHY BPEIHOCT X, OJf X CAMO aKO

je A—u+1>0, uu nax axo je A > 1, ojakie ofMax Clefy NpeTXO[Ha
) u

Teopema.
Kap rop pes A Heke HyJe Off y HIj€ jeiHaK KOe(UIMJEHTY NpaBla He-
Ke CTpaHMIle MONUTOHA, OBA HyJIa ce TToKJjana Ouiio ca CHHIYJIapHOM TpaH-
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CLUEHIEHTHOM TaukOM HMHTEerpana, Ouao ca HylIoM of ¢,(x) (h o3Hauasa
HHIEKC TEMEHA y uHjo] je obrmacTu A o6yxsakieHo), 6110, Haj3af, ca GecKo-
HayHomhy apyrux koedunnjenara @;(x). Cnenu ga axo nHTErpa jefHa-
quHe F = 0 Koja je anrebapcka mo x,y,y’ UMa HyJe KOje He 3aBHCe Of KOH-
cTaHTe MHTEerpaluje, Te HyJe Cy y OrpaHiHueHOM Gpojy.

Hapopum xao npuMep jegHaYHHy Ha K0jO] je JTaKO MOTBPAUTHU CBE ILTO
peTXoaH

'+ £ (0" +@(x)y" =0

(rge ¢y m ¥ n MO3UTHBHYU Lesu OpOjeBH), YU j€ ONUITH MHTErpas

m
y= e—f,f<(.\')(1,\‘|ic + m-n J- m e(m_”)Jf("')d"'dX:!mw”,
m

rjie je C MHTerpaloHa KOHCTaHTa.

7. Moxe ce JeCUTH [la HHTerpall HeKe JeJHaUMHe HCTOBPEMEHO UMa
HETIOKpPETHE U HyJie U OecKoHaYHOCTH. IIpemMa OHOME ITO IPEeTXOMIH, MOKe
ce n3pehu cnepeha reopema:

Teopema VI. — [[a 6u ofiwitiv unitiezpan og F(x,y,y") = 0 uctiiospeme-
HO UMA0 HellOKpeluHe U Hyae U OeCKOHAYHOCIIY, HoTpebHO je U go8omHO ga
iloauzon Il og F 6yge tipasoyzaonuk, uau ga ce céege Ha iapaneny ca ON.

Ila 6u ce monuroH I cBeo Ha mpaBy napajnensy ca ON, noTpeGHO je u
[OBOJBHO J1a jefHaYHHA OyJie XOMOreHa o y ¥y’ U, IpeMa TOMe, CBOAJbHBA
Ha TUHeapHe jegHauyunHe npeor peaa. llITo ce Tude cnydaja kapa je I npaso-
yraoHWK, Ha ¥era hy yka3zaTu ca HEKOJIUKO IpuMepa.

Y ciydajy jeflHauHHE IPBOT pefa

P(x,y)y" +0Q(x,y)=0

NOTPEeGHA ¥ JOBOJHHYU YCIOBH a ce TIOJUIOH CBefie Ha IPaBOYTaOHHK Cy
n<m+l 1 nzm+l

(3HauM HejegHAKOCTH Tpeba fja ¢y 06paTHH, IIPUM. IIPEB.); IIPBH je YCIOB
notpe6aH 1 JOBOJbAH 3a HENOKPETHOCT HyNa, a APYTH 34 HEIIOKPETHOCT Ge-
CKOHAYHOCTH.

3a jegHaYNHY

P(x,)y*+0Q(x,»y +R(xy)=0
YCIIOBH Jla TONUTOH OyJie IpaBOYraoHUK Cy ciefehn:

pE<n+1<m'+2 u p2n+l2m+2
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(1 oBpe 3Hamu HejemHakoCTH Tpeba fa ¢y oOpaTHHU, IPUM. TIPEB. ), IIITO CE
BHIU U3 OIILITEr 00JINKA MTOJIMTOHA jeHAYNHE (CIIuKa 3).

3aBpmmhy ca npuMenOoM a ce Ha IIpeTXofHe IpobieMe JIaKo MOTyY
CBECTH IPOOIEMH H3yyaBama Ipecellatba HHTErPaJHuX KPUBUX ca YHAIpe[
JaTOM YyTBpHEeHOM KPHBOM, MaKCUMYMH U MUHUMYMH MHTETPaTHUX KPHUBUX,
BUXOBE NPEBOjHE TAUKe UT]. ‘



OPYTI'ATIABA

HEKOIIMKO ITPUMEHA
I[MPETXOOHNX TEOPEMA

JEOJHAYMHE CA HEITOKPETHHUM CBUM CUHI'YJTAPUTETHMA

1. CunrynapureTs KOju ce MOTY jaBUTH KOJ MHTerpaina anrebapcke
jefHaYnHe IPBOT pefia cy:

1° anreGapcku cHHTYIapuTeTH (MOJOBYU U anrebapcke KPUTAIHE Ta-
qKe);

2° TpaHCUEHJeHTHHI CHHIYJIapUTETH (JTOrapuTaMcKe KPUTHIHE TaUKe
U €CeHIIU]aTHe TAYKe).

OBH ce IoCNebu He MErhajy ca MHTErpalliOHOM KOHCTaHTOM, JIOK Ce
NIPBH, Y OMIIUTEM CIIyYajy, MEajy. Alu UMa ciaydajeBa Kaja ¢y CBE Moryhu
CHHI'YNAapUTETH WHTErpaja HeMOKPeTHHU, Kao IITO Cce TO felllaBa, Ha IpHU-
Mep, KOJI INHeapHe jefHaYMHe; U3 TeopeMa IIpBe IVIaBe U TeopeMe TOCIOu-
na Pykca, Koje u3pakapajy yciioBe a anre6apcke KpUTHYHE TayKe WHTeE-
rpaia Gyny HeIOKpeTHE, TaKOo ce U3BOJE MOTPEOHH U JOBOJBHU YCIOBH fa
ce 0OBa OKOJIHOCT II0jaBH.

Ila kpuTHaHe TauKe GYNy HEMOKpEeTHE, IOTPEOHO je U JOBOJLHO, KaKO
ce 3Ha, fa:

1° u3Box y’, ogpeben maTom jeqHAYMHOM, HE TIOCTaHe O€CKOHAYaH HU
3a JeiHy BPEIHOCT Of y W Jia OBaj] YCIOB Oyae 3aJJOBOJbEH M 3a JeHAUNHY

TpaHcOpMHUCaHy ca l;
Y

2° cBakmM cucTeM (X(,Yy) 3a KOjU ce Be BPENHOCTH Off y’ H3MEIY]Y
OfiroBapa OOWMYHO] TayKW HMHTerpaja KOJH 3a X = X, y3uMa BPEJHOCT

Y= Yo
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ITpBu ycinoe ce Bpaha Ha: xafa ce qudepeHIApana jefHAUNHA JOBE/E
Ha 00JIUK

i=p
F(xy.y) = ieny* =0,

i=0

CTEIeH CBAaKOT IOMHOMa f,(x,y) 1O y He HagMatyje 2k.
Hpyru ycinos ce MOXKe M3Pa3sHTH Pa3sIHIUuTHM OOIUIAMA, HA TTPAMED Y
ciefehieM 06MHKy, KOji je gao rocrnopun [ToeHkape.
a. JemHaunue
_9F _
dy’

F 0

oxpebyjy cuHrynapHe unTerpane jegnauynne F = 0.
b. UnenTHyky je

dF JF

— Y +—=PF+

dy Y ox ¢

oF
dy’

rre cy P u Q monuHOMM 1o y My’ ca KoeUIMjeHTUMA KOju Cy OUI0 KaKBe
dysxIHje Of X.

OsuM ycnosuma je JoBoJbHO nomaTi oHe u3 Teopewme I, I1pBe rimase
fa OucMO MMasy moTrpebHe U JOBOJbHE YCIOBE [a Cy CBHM CHHTYJIAPUTETH
uHTerpasia HenokpeTHu. OB ycnosu cy cnenehn.

A. Citietien tioaunoma f,(x,y) (k=0,1,2,...,L) o y He lipemauia k.

To he pehu na ce Teme ® monuroHa of F Haja3W HA CUMETPANH yria
NOM u na iecHO Off lhera HeMa HUJEeTHO TeME.

B. Ycnosu (a) u (b) cy ncnymweHn.

O6enexumo ca p pop 3a F(x,y,y)=0 o y,y". l'ocnoguu IToenkape
je ToKas3ao 1a, ako jegHaynHa F = 0 iMa HENIOKPETHE KPUTUYHE TaUKe:

1° na je p =0, y je panuonanua gpyskuuja of u (ca KoeuuujeHTNMA
Koju cy anrebapcke pynkunje koeduiujeHara ¢;(x) us F =0), rae je u on-
mwTH yHTerpan Pukarujese (Riccati) jeqHaunHe ca KoeUuIU]eHTHMA KOJH Cy
anrebapcke pyHxkumje o ¢, (x);

2°maje p = 1,y je paunoHanHa (hyHKLUH]A O KU x(x)dx + C} (ca anre-

6apckuM KoeUIHjeHTHMA IO ¢, ), THIe je A cuMOOJI 3a [BONEPUOANUHY Me-
poMopdHy PyHKIH]Y, a ¥(x) anrebapcka PyHKUH]A O @;;

3°mnaje p>1,yje anrebapcka hyHKUHja OF @,.

Crenn:

1° axo cy yclIoBM A i B ucnymenn, Taja je pS1;
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2° ako je p = 0, Pukartujepa jefHauMHa KOjy 3a[0BOJbABA U CBOJH CE Ha
NMHEAPHY Je[[HaUMHY NMPBOT pefa (IPETHOCTaB/ba CE Ja Cy YCIOBH A 1 B
HCITYHCHH).

Opakie umamo crefiehy Teopemy:

Yeex kaga cy ycaosu A u B ucityroenu, jegnawuna F = 0 ce anzebapcku
uHiliezpanu Ul ca Hajeuule gee keagpaiiype.

AKO Je, Ha IpuMep, jeAHauuHa F(x,y,y’) = 0 anre6apcka y ofHocy Ha
x,y,y’ ¥ aKo Cy 3aJOBOJbEHH anreOapCKH YCIOBH, OMIITH MHTErpaj y je
anreb6apcka (PyHKIMja Ofl X ¥ pALlMOHAIHA Off

J‘ ®(x)dx J- o(x)dx
e

rje ¢y ®(x) u y(x) anrebGapcke PyHKLHjE O X.

Honahy npuMenGy xoja ce ogHocH Ha anrebapcke GyHKuuje O(x) u
x(x), HOJ IPETIOCTaBKOM fia je F(x,y,y’) HECBOAJbUB MOJUHOM 11O X, Y,y .
Hexka je m creneH Tora nojiuHoMa 1o y’. Ako ce uHTerpai gobuje nomohy
NpeTXOJHE [IBE KBajpaType, TO je Kajia je je[HaYNHa 110 y ¥ y' HyJTOT pojia.
W3pa3uMo y 1 y’ paumoHaaHOM (DYHKIM]OM HapaMeTpa A.

dx,

S alx)e

y:Rl(xak)7 y,:R2<X,7\'),

R, w R, cy panuoHanHe ¢yHkruuje no A u anrebapcke no x. ITozgaro je,
npema BaxHoj Teopemu rocnopuna Herepa(Néther)!, na:

1. AKo je m HenapHo, MOXe ce U3aGpaTu apaMeTap A Tako fa IpeT-
XOJHO MapaMeTapcKo MPeCTaB/balbe He YBONU HEKAKBY MPaUHOHATHOCT Y
ofiHOCY Ha Koeduimjente @; y F, Tj. fa ¢y R, ¥ R, pauuoranne QyHKIH]je
He caMo 1o A Beh 1 11o x.

2. AKO je m mapHoO, yBeK MOCTOJH IapaMeTapcKo NPECTABIbabe KOoje
He YBOJIM MPAlIHOHAIHOCTH Y OFHOCY Ha KoeduuujenTe ¢;(x) y F pasnuyu-
Te Off KBaJ[paTHOT KOPEHa IIOJIMHOMa IO ¢, (x).

Ca mipyre crpase, Koe(pUIHjeHTH IO X Y JTUHEAPHO] jeAHAaYMHI IPBOT
pena, Kojy 3a{0BoJ/baBa A, jecy paluoHalige yHKIHje KoeduujenaTa 1o x
KOjH ce jaBibajy y R, u R,. [lakune, ako je m HemapHo, ABe (yHKIHje B(x) I
v(x) OGuhe panuoHaIHU Pa3IOMIM 110 X; aKO je /1 IapHO, OHE Cy 00NIuKa

S1(x) + Sy () P(x),

rie cy S, 1 S, panyoHa HU pa3’oMIH, a P IIOJIMHOM II0 X.

I Math. Annalen, T. IIL.
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Crnenu fa, ako je m HelmapHO, HHTErpall J(T)(x)dx ce m3paxasa ajire-

OapCKUM W JIOrapuTaMcKuM (QyHKIMjaMa; ako je m MapHo, TO je AOeloB
XHUMEPENITATHY HHTETPaJ.

2. TToTpasxkumo, cafia, meby jegHaunHaMa KOje IIpHUIajajy ONIITHM THIIO-
BUMA jeJHAUNHA OHE YMj! HHTETPAJ UMa CBE CHHTYJIADUTETE HEIIOKPETHE.
OnMax je jacHo ga Mebhy cBuM jegHaunHaMa o0IuKa

r_ Py)
O(x,y)

jeIMHO JIMHeapHa JeflHaYnHa HMa Ty OCOOHHY.
[ToTpaXkuMO yCIOBE 2 ONIUTH HHTErpan GMHOMHEE jelHaYNHe

y

o _ P(X,)
1 =)
@ Q(x,y)

UMa CBE CHHTYJIAPUTETE HEIIOKPETHE.

Hajmpe, Q He MOXe Jla Cafipu y, a CTeIeH Ofi P 1o y je HajBuile jejt-
nak m. Hexa je y = 1 xopen off P(x,y) =0 3a xoju ce y’, fepuHICaHO ca
(1), pasrpamapa. [Ipema ycosumMa rocropusa ®ykca, y =1 tpeba ja je un-
terpain of (1) u jour Tpeba fa je

_dn
t= dx’

rze je ca { obesexeH 3ajeHIYKN KOPEH 110 Y 3a /IBe JefHaulHe

2y - pay]=0,

'm_ P(x,y) =0,
y (x,y) 3y

a TIOWITO je Taj 3ajejunuky Kopes y’ = 0, 6uhe

n_
dx
Tj. M = const.

IIpema Tome, Kaj rojl MOJHHOM P(x, y) cafip>XH UYMHHOLE OONHKa
y—1, rje je M dysknuja of x, Tauka y =1 (rAe ce x mocMarpa Kao KOH-
cTaHTa) HHje Tauka rpaHama ofi y’ pedunncanor ca (1). Crepn ja, ako 1o-
cTOje TaKBH WHHHMOLM, CBAKM Off HIX Tpeba [a je CTeNeHa n UM BHILe-
CTPYKO /1, alli KaKo CTelleH off P 1o y He MoXe fa npebhe m, ako 61 mocro-
jao TakaB UMHMIIAL, OH je jefHHCTBEH U P je o6nuKa

P(x,y) = x(x)(y =",
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Y tom cnyuajy jegnaunna (1) ce cBOQH Ha IMHEAPHY jefHAYHHY
Y = 0 =),
Ha To Hebu 6uno Tauno, Tpeba, fakie, na je P o6nuka
P(x,y) = %(x)S(y),

rae je S MOJMHOM MO y KOHCTAaHTHUX Koe(HILHjeHaTa YMji CTEMEH He Mpe-
Ja3d m 4, cTaBibajyhu

Wy (x)dx = dz,
jenHadnHa (1) mocraje
l nt
©) (ﬂj = S0).
dz

Jda Ou KpuTHYHE Tauke Of y, KOJU TocMaTpaMo Kao (PYHKIH]Y Of X,
Ourne HEIOKPETHE, TOTPEOHO je U JOBOJBHO J1a OMILITH HHTerpan y(z) ox (2)
6yne yuudopman. [lakie, 3a Gunomue jeguauune oonuka (2) Bpuo u Byke!
Cy yKas3alH Ha CBE THIIOBE KOJU C& MOTY HHTETPAIUTU YHU(OPMHUM (PYHK-
nujama. Meby wuMa uma 11 TUIIOBA KOjH Cce MOTY MHTETpaluTH moMohy
NBONIEpUORUYHEX MepoMOopdHUX PYHKIH]a, KOje Tpeba OCTaBUTH 110 CTpa-
HH, jep HHTerpan y KOju UM Of[roBapa MMa M0JI0Ba IPOMEHJBUBHX Ca HHTe-
IpalliOHOM KOHCTAHTOM, a THIIOBU KOJH Tafa IIPeocTajy cy:

dy 2
1 A A _ ,
e gy —a)
I (iy_j — g(y_a)m-%-l(y__b)m—l,
dz
11 9 g(y—a)(y-b),
dz
J 2
v (—yj = g(y—a)*(y=b)(y—¢)
dz

(rme je ¢ KOHCTaHTa) W HUXOBH TpaHCOPMATH KOjH ce obmjajy cTaBiba-

. 1 . . .
jyhu y = o + —, rjie je o koncranTa. [IpBe [[Be jefHaunHe, KO ¥ OHE KOj€e Ce
u

no6ujajy ®BUXOBOM TpaHChOpMAaLUjoM, HHTErpabuiine ¢y moMohy paruo-

U Théorie des fonctions elliptiques, 1875, p. 389.
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HajnHuX (PyHKUY]a, a JBE MOCIENke IIOMOhy NpOCTONEepUORNUIHAX (PYHK-
nuja. Anu ce Tako BUAM fa ¢y Meby cBUM THM jefHauMHaAMa jeluHe Koje
3aI0BOJBABA]y yCIOBE MpobieMa KOjuM ce 6aBUMO:

<] fb)_ ! — _ Rym—1
1 ( dz) g(y—=p),
d 2
2° (d—y) =g(y-B)y=7vk%
- z

. 1
npsa je u3sepeHa us Il, a ppyra us IV kaja ce y 3aMeHu ca  a +—.
y

Taxo umamo cienehin pesynrat:
Meby ceum jegnanunama obauxa

dy m
- = R (s ’
(dzj (x,)

zge je R payuonanna ¢yrkyuja o'y, a 6uro Kaxea io X, jegune jeguaqure
Yuju UHIeZPAAU UMAJY C6€ CUHZynapulliellie HelloKpeliHe ¢y AUHeapHa U
caegehe gae:

(%) = Ay -,

2
[‘l—y) = 1)y —a)(y = b),
dx

2ge cy a ub konciianitie, a  (X) 6un0 Kakea yHKyUja Lo X.
WuTerpan npee jefHaunHe je

y=a +[C + 1 J 'J’lx(x)dx} ,
m

a ipyre

1 j' adxv (a — [))2 _j /d(\)
y==(a+b)+Ce CAS IR Gl AR A
2 4C

[TocmaTpajMo jolll jefHAUHHY
(3) p )y +q(xy)y +5(xy) =0,

rje ¢y p, ¢, s TOJMHOMMU TI0 y.
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Ha 6u KpuTHUYHE Tauyke HHTerpasa Guiie HEMOKpPETHe, noTpebHO Je |
JIOBOJBHO J1a Cy MCIYILeHU caefehu yenoruy.

1°p, g, s cy pecnexTuBHO HajBuIe ¢ienena 0, 2, 4 10 y.

2° Muckpumunanta A(x,y) = ¢> —4ps on (3) y ogHocy Ha y’, mocMa-
TpaHa Kao IIOJIHHOM 110 y, [eCTe: UM HOTIYH KBaapatT (M Tafa ce jegHaunHa
(3) pacrasiea Ha ABe PHKaTHjeBe jelHAauYMHE), WM TakBa fa jefHAUYNHA
A(x,y) =0 uMa JBOCTPYKH KODEH IO y U iBa Apyra pasnuuuta (jefHaqnna
(3) je mynror popma), wiu TakBa fa A(x,y) =0 uma YeTHPH pa3IuvduTa
kopeHa (jeqHavnua (3) je popa 1).

3° Csu xopeHu off A cy unterpainu of (3).

Kapna cy monosu off y Takobhe HEMOKPETHHU, ¢ U s Cy HajBUILE cTeneHa 1
1 2, peCEeKTUBHO; JUCKPUMHUHAHTA A (X,y) je IIOJIMHOM JIPYror CTeneHa mno
y ¥ jeqHaumua (3) je HyaTOT pofa; yclos 2° je Taja yBeK ucnymeH. Ilpema
TOME, IOTPEOHM U JOBOJLHHM YCIIOBHU Jla OM CBU CHHTYJIAPUTETH MHTErpasa
OWJIU HENOKPETHHU ¢y cnefehn.

1. p, ¢, s cy pecriexTuBHO HajBuie crenena 0, 1,2 o y.
2. KpuBa A(x,y) =0 je unrerpan og (3).

AKo ¢y iBa KopeHa 110 y off A = 0 jepHaxa, jerHauuHa (3) ce pacraBiba
Ha [IBe JIMHeapHe jefIHaulHe; aKo Cy KOPEHH Pas3IndUTH, OHA Ce CBONM Ha
NMHEApHY JefHAYMHY TpaHCchOopMalujoM o6IuKa:

y=R(x,A), Y =Ry(x,A),

rge ¢y R, ¥ R, palldoHaIHH PAa3IOMIM IO A.

Ha jegnaunny (3) ce, Kako je NO3HATO, HAaWwIasH Kaja ce Tpake acH-
MIITOTCKE JIMHHUje WM JUHUje KPUBUHE NMOBPIIHHA YHje Ce KOOpAHHATE
n3paxkaBajy Kao paudoHanHe (pyHKUuje mapameTpa u (1 Ha Ma KOju HaYuH
IpYyTror mapameTpa v). AKO Cy paHMjU YCIOBH A M B HCIyWmeHH, OBe ce
KpuBe o6ujajy, 1akiie, ca HajBUIIe ABE KBajpaType.

3. lahy oBme nmpumeny Teopema u3 [IpBe IimaBe Ha aCUMITOTCKE Ipa-
BIle OMILTer uHTEerpana of F(x,y,y") = 0, rae je F MIOIUHOM O X,y,y , KOja
IpUMeHa MOXKe OMTH KOpHCHA IPH U3y4YaBamy OBUX MHTErpana.

TToTpaxkumo nmoTpeGHe U JOBOJbHE YCIOBE fla C€ OBU IIPABIY HE MEHha-
jy ca HHTErpaliOHOM KOHCTAHTOM M J{a, y TOM ClIy4ajy, u3padyyHaMo HBUXo-

Be Koe(uumjeHTe mpasia. AKO ce CTaBH A = 2 xoedunmjentn IpaBlia

acCHMIITOTA KOje HUCY MapaJiesHe ca y-0CoM, Cy KOHauHe BpeJHOCTH 32 A 3a
KOje x TocTaje 6eCKOHAYHO Kajla ce Y JefHAYMHU y = A X,y 3aMEHHU ONIITHM
uHTerpanoM of F = 0. Jakne, 3amewyjyhny F =0,yca Ax u y ca
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A+,
dx

dh

w(h,x,ﬂ) =0,

pobuja ce jegHaUMHA

dn

a noTpebaH X AOBOJbAH YCIOB KOJHU Ce TPaXW je Aa ce GECKOHAYHOCTH
AAs,.. k... OO X KOje ce cMaTpa OMIITAM WHTETPasioM off ¥ = 0 He Me-
1ajy ca HHTerpalioHOM KOHCTaHTOM. IIpema Tome:

Ha ce acumilitiolticku iipasyu He merbajy ca UHILEZPAUUOHOM KOHCILAH-
itiom, HoltipebHo je u gosowHO ga foauzon og ¥ = 0 Hema Hujegry citiparu-
Uy gecHo og iliemena ® gecro. Axo ce ca O(A) obenexcu koepuyujeniu wia-
Ha ogzosapajyhe? itiome iemeHy, KoeuyujeHiiu Hpasya acumMiiioia Koje
Hucy itapaneare ca Oy cy kopenu jegnauune @A) = 0.

ITokasahy, y3rpepn, IpuMeHy OBE TeOpeMe Ha alredapcke jegHadnHe
F(y,y’,y”) =0 (rge ce x He jaBiba) y cllydajeBUMa Kaja je HEH OMILTH HHTE-
rpal IpOCTONEePHOAMYHA WIH BOIEpHOANYHA anrebapcka (yHKIHja ca
KOHAYHUM Opojem BpeHOCTH (IITO Ce MOXKe Mpeno3HaTu noMohy mertona
rocnope [Tukapa u [lennepea). Y oBOM ciy4ajy, jefHaunHAa IIPBOT pena

d
(2) F (y, 2% —dﬂj =0
y

uMa omuTHu anre6apceku uarerpan y(y,p,C) =0 u gobuja ce HHBEP3HjOM
Abenosor uurerpana

xzjfll)l.

ITocMaTpajMo p M y Kao aNncuucy M OpJMHATy Ta4yKe, aCUMITOTCKHA
TIpaBLHM KOJH HUCY NapajieHu ca ocama kpuse x(y,p,C) =0 cy

Y
p

o, = lim 33 y = oo

KoedUIMjeHTH NpaBua (KOHAYHN ¥ PA3JINIUTH Off HyJle) TaHTeHaTa Ha TOj
KPHUBO] Y peamHiM ¥ MMarnHapHUM Taukama y KojuMa ce oHa cycpehe ca y
OCOM CY

B, = Iim%y 3a p=0.

Y teopuju AGENOBUX HHTErpala je NO3HaTO [a Cy BPEIHOCTH
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2mio;, w21,
no Ha daxkTop neo 6poj, nonapHe nepuone AOGENOBUX HHTerpana X = jéfl
p
dy

(,\' = J*— IpUM. npeB.J KOje OATOBapajy IMPOCTHM JIOTApUTaMCKUM Oe-
p

CKOHAYHOCTHMA, Tj. BPEIHOCTHMA y = ¢ 3a KOje x mocraje 6ECKOHAYHO U

IETOB M3BOJ j€ pefa Kao u . HaxJie, ako je HHTerpan y ajrebapcku

y—a
WIH ABOIIEPHOAHYAH, HE IOCTOje BPENHOCTH O; ¥ P; KOHAYHE ¥ pa3iyuTe
Of HyJI€; aKO je y IPOCTOIEPUOANYHO, BPEAHOCTH o, U 3, yune Hu3 Mehyco-
6HO camepsbUBUX OpojeBa, a mepuofa of y je Tajfa, [0 Ha jefjaH neo 6poj kao
¢paxTop, jenHaka HajpeheM 3ajeIHUUKOM JEIUTEbY 3a o, U [3; ITOMHOXKE-

HUM ca 27l
Kapa je To Tako, craBumo y (2)

p =AYy, @=k+ Y

dy dy
dh
U HeKa je
dy
3 A, Y, =0
(3) uf( y dx)

TpancgopMuCcaHa jefHauYMHA KOja ce TaKo Jobuje, rje je Y maTo y OONuKy
HoNMHOMA. AKO ce ca A; ofeliexxe BpeJHOCTH 3a A, KOHAYHE W pa3lIuuTe
onl HyJe, Koje yuHe uHTerpan y(A) ox (3) 6eckonaynuM, 6uhe

o - L.
Ay

Haxne: ga 6u uniiezpan 'y og F(y,y’,y”) = 0 mozao 6uiiiu anzebapcku
Ul geoiiepuoguian, dottipebro je ga doauzon og (3) Hema HujegHo Tieme
gecHo 0g ® gecHO U ga ce KoepuyujeHili YAaHa Koju 0gzoeapa iom liemery
C80gU HA KOHCUHLARILY.

IpeTnocraBuMo fa noJaurod oj (3) HeMa HHjeJHO TeMe AECHO Off
TeMeHa () JECHO M J1a je Koe(pHIMjeHT WIaHa Y KOjH OfroBapa TOM TeMEHY
dbynxmmja ¢(A) ox A. Taga:

Ha 6u y mozao 6uitiu iipocitiotiepuoguyiHa yHKyuja og X, HoipebHo
je ga koperu Ay, A,,... jegnawune Q(A) =0 uune Hu3 mehycobHO camep.ou-
eux bpojesa.
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Cnmuna TBphema fo0Hjajy ce Kajia ce rocMaTpajy BpegHocta B;; xajga
ce jeqHa4nHa (2) Hamuie y 06Ky

k=1 d
Z‘fk(y, fjpu—k = O,
k=0 Y ‘
B; Cy KOpeHH jeHAuMHE

4 £ [yﬁl] _o,

I7IE je yo Ma KOja HyJIa ONIITer HHTerpaa p(y) jenHaunue (2).

Axo je y(x) anZebapcku uau geoilepuogu+ar uritiezpaan, jegnaqura (4)
He Moxce UMATHL HUjeqan KopeH B; KOHA4aH u passuduill 0g Hyae.

IIpeTnocTaBuMO fa OBa je[lHAYMHA JOIYIITa KOHAYHe KOpeHe 3, He-
3aBUCHE OJ Y, WM IaK aKO OM OHU Off Hera 3aBUCHIIM, Aa IHOIUroH oj (2)
nMa TeMe ( JIEBO Kao JIEBO eKCTPEMHO TeMe (Y KOM Ce CIIy4ajy y, He Memba
ca MHTerpalMOHOM KOHCTAaHTOM) U HeKa je O(y) KoedulHjeHT uIaHa KOju
opropapa ToM TeMeHy. O3Hauumo ca (f;,y;) pasnuuuTe CUCTEME KOPEHa
3aje[[HIYKHX [BEMa jeflHaYnHaMa:

fu(y, B,) 0, ©@)=

aro je unitiezpan y(x) pocilioliepuoguian, epegrocitiu B; uune Huz b6pojesa
Koju ¢y camepwpusu mebycobro u ca kopenuma h; og ¢(A) = 0; depuoga je
ifaga jeguaka 2mip go Ha ¢axiiop Koju je yeo O6poj, zge je p Hajeehu 3ajeg-
HUYKU geaunay 3a B; u ;.

IToTBpAMMO CBE TO Ha IPOCTOM IIPUMEPY

" +ay’? +byy =0,
rjie ¢y a U b KoHCTaHTe.
Oszpe Je:

F y,p,pélZ zyﬁllnhapﬂ—b,
dy dy

dy

dy
w(x ”, dx) = [X(1+a)+b]ﬁ+y,
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IIpema npeTXonHOM, aKo je y anre6apcko, Taga je b = 0; ako je y npo-
CTONEPUONHYHA (PYHKIHM]A, @ Je HyJa UM CaMepIbHBO U NEpUofa je Taja

. 21 .. .
jeHaKa -—b—- 1o Ha (haxTOop KOjH je 1eo 6poj.

OBo ce moTBphyje caMuM nmocMaTpameM ONIITEr HHTETrpana, KOju je

Wi
1

y=C(L+CleP)i*a
HIIH

1
y=C(+Cx)l*a,

npeMa ToMe fia i je b= 0 unu b = 0.

Hexonuko npuMeHa y H3yyaBalby YHU(OPMHHX HHTErpaja

1. Hexa je F(x,y,y’) =0 jeqHauuHa npBOT pefa, Tie je F MOJTHHOM TI0
y,y’, anrebapcka 1o x.

Kapa xoheMo fa mo3HaMo fia ¥ je OIIITH WHTErPA TAaKBe jeJHauYnHE
yHudopMaH, Hajipe YTBphyjeMo fa i ¢y UCIyHeHn NOTPeOHN U [OBOJBHY
ycnosu rocrioguda Pykca fa anrebapcke KpUTHUHE Tayke WHTErpana 6ymy
HENOKpETHE. AKO Je TaKo, JefHaUMHa ce anrebapcku MHTerpasn nomohy
TeopHuje OMpalMOHAIHUX TpaHchopManyja anreb6apckux KpUBUX Y HUX
caMe, UM noMohy jemHe KBajjpaType, WK ce CBOfX Ha PukartujeBy jeHa-
yyuHY, peMa Tome fa nu je p > 1, p = 1 wum p = 0, rae je p pop ox F = 0 1o
y,y". Kapa ce To yunHm, caMo ocTaje fa ce HCIUTA Ja JIU TaKo K00ujeH MH-
Terpall ¥Ma cTBapHo KputuyHe Tauke. llTo ce Tiye aHANTUTHYKE MPHPOJIE
yHrdOpMHUX (PYHKUH]a KOje Ce jaBbajy PU HHTErpalyjy jefHaYNHE KAO
wro je F =0, cnenu:

1° ako je p >1, To cy pauuoHanHe (PyHKIL]E 1O X;

2° ako je p = 1, To cy paumoHanHe yHKIHje 1o x U To A(J), rHe je A
cuMb0I1 32 MepoMop(dHY BONepHOANYHY DYHKIHU]Y, a J je AGenoB HHTe-
rpa;

3° ako je p =0, To cy TpaHcUeHeHTe feduHucaHe PukaTnjeBoM jeiHa-
YMHOM Koja uMa anredapcke KoeuIjeHTe 110 X.

Kapa x He ¢urypuiiie eKCINIMIUTHO V je(HaUYNHY, YHH(POPMHE (PYHK-
1Mje Koje ce jaBibajy MpH BeHO] HHTerpaliju Mory OMTH pallioHaIHe (PyH-
KIyje GwIro mo x, 6uio mno e, 6miro mo sn(ax) u cn(ax)dn(ax).

Axo je ommtr mHTerpan of F = 0 xoaomopghan y neinoj pasuy, pog p
je pazauquill og jequnuye (MHAYe 6U OUITO MOKPETHUX IOJIOBA) B Taja:

1° akoje p > 1, uHTErpas je MONMHOM IIO X;
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2° ako je p = 0, To je monmHOM TO X, €', /W Jx"e’(*)dx

(n=0,1,2,...), rae je J(x) Abenos unrerpan. 1 Bogehu pauyna o onome
IITO CMO PEKIM O MPHUPOAX MHTerpana J(x) (flozaegaj maparpad o cusrysa-
pUTEeTHMA HHTETpasia), Jako ce BUIU:

a. aKo je creneH m off F = 0 mo y’ HemapaH, HHTErpal je NOJITHOM 110
e, e | x"eWdx (n=0,1,2,...), rie je P(x) HOIMHOM 10 x;

b. aKo je creneH m napas, AGeloB HHTETpal J(x) je XUIepeNuuTHYHOT
THIIA.

X,

2. Anu, yax # y ciyd4ajy fia ONIITH UHTETPaJ HUje YHudOpMaH, jeqHa-
YMHa MOXKE UMATH jeflaH WIK BHIIe TapTUKYIApHUX YHU(POPMHHUX HHTETpa-
na. MeTofie Koje ciayke JIa ce YTBPAHU fa JI¥ je OIIITH HHTerpan yHadgop-
MaH yOIIUTEe HUCY MPYMEHJbUBE KaJa ce UCIUTYje Aa JIY JefHauYnHa TOIy-
IITa NapTUKyJapHe YHU(OpMHE HHTerpaje, IpodieM, YOIIITe y3eB je,
KOMIUJIMKOBaHM}U HO NpBU. VICTO Tako, MOXeE Ce NMPENO3HATH aHATUTHIKA
IIPUpOJAa ONIUTEr HHTErpana, 3a KOju ce IPEeTHoCTaB/ba fa je YHudopMaH,
faTe jeflHauuHe, a Ja Ce He 3Ha PelllMTH aHaJoraH IpoOieM 3a MapTHKY-
JlapHEe UHTerpae.

Opatiie HHTEpEC la ce Tpaske TUIIOBY jeHAYNHA KOoje uMajy ofpeheny
OMILUTOCT, a y BE3M ¢ KOjuMa ce MOTY pa3MaTpaTH CIMYHa NuTama. Tako u3
teopeme rocnopuna Ienneseal cniegu pa, ako y jeqHayunn

, P(x,y),
0(x,y)

rae cy P u Q TONMHOMM IO X U y, UMeHmIalL O He cafp:Ku HujefaH pakTop
00JIMKa X — @, @ je KOHCTAHTa U, aKO JOII ¥ cTeleH of O IO x Npeas3y Haj-
Mame 3a J[Be jefuHuIe ofropapajyhu crenen Opojuona P, cBaku yHUOP-
MHH HHTErpaJl jeflHaunHe je payioHanHa (pyHKLHja Of X.

Omrryje, Heka je fata jefHauYnHa

i=y

> iy =0,

i=0
axko fy(x,y) He caipxu hakTop OONMKa X —a, d J&é KOHCTaHTa M, aKo JOllI H
cTeneH ofi fy(x,y) Mo x mpenasy 3a HajMamwe 2k JeIMHALA oAroBapajyhu cTe-
nen koeduumjenra f,_,(x,y) (k=1,2,...,1), cBaku YHU(DOPMHH HHTErpall
je panHoHamaH.

I Annales de la Faculté de Toulouse, (1888), p. 43.
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IMapTuxkynapuu yHu()OPMHH HHTErpaiy jefHaunte F(x,y,y") =0, an-
rebGapcke 1o x,y,y’, MOry 6uTH anre6apcKu HiIH TPAHCLUEHAEHTHI, Y OBOM
ApYroM cilyvajy KaxKeMmo Jia Cy ABa HJIHM BHIIEe YHU(OPMHHUX MHTErpasia
VisY2se - Pasautuitiu ako Mehy mHMa He IOCTOJU HHKaKBa anrebapcka pe-
nayuja ca anrebapckuM KoeuIijeHTHMA 110 X.

HamepaBam fa mokaxkeM, KOMOHHYjyhu mocTymak Koju je ynorpe-
6/baBao rocnopuu Ilennese y n3yvyaBamwy pallMOHAJHUX MHTErpaa ca mo-
3HATUM TeopeMaMa rocrnoputa [Tukapa o Hynama yHupOpPMHUX (hyHKIH]a
1 0 pajy anre6apCcKux KpUBUX 4YH]€ Ce KOOPJMHATe H3paxkaBajy moMohy
yrudopMHEX (byHKUH]A JeTHOT TapaMeTpa, KaKo ce 3a IMIMPOKY KJtacy jef-
HauyKkHa MOXKe NMPEUUSHPATH Z0pred 2panuuya 6poja passuduiiux yHugpop-
MHUX UHIHeZpana, Kao ¥ OONUK Je[[HAaUMHE y ciyyajy Kaja OHa JOIYyIITa
TpaHCLEHEHTHE UHTETpAJle; Y OBOM IOCAENHEM ciyuajy ykasahy Takobe
Ha anrefapcke pelanyje Koje IocToje Mehy TaKBUM HHTErpanuMa KOji HH-
CY pas3IHyYUTH.

3. JTokaxkuMo HajIpe ONUITY TeopeMy 3a YHU(OPMHE HHTeTrpale jef-
HauuHe F(x,y,y") =0, rae je F HECBOJJbUB NOJIMHOM IO y Uy’ ca anrebap-
CKHM Koe(HIMjeHTHMA TI0 x. TakBa jeqHauuHa YBEK C& MOXKEe HANMCATH Y
00NUKY

(1) F(x,X,y,y)=0,

rae je F HeCBOJUbYB IIOJIMHOM 110 X, X, ¥, y', @ x u X HeKa Cy Be3aHW alire-
6apCcKOM peJralujoM

G(x,X) = 0.

Ucrnuyhu crenene no X, jeqnaunna (1) MoXe ce HaIlMCATH
(2) F()(x’y7y,)+Fl(va’y,)X+"'+Fm—l(x3y7y,)Xm-l = 0’

rae je m crenel ox G mo X. Kaxem:
Ceaxu yHugpopmuu unitiezpan og (1) je sajegnuuxu 3a m gugepenyu-
JanaHux jegHavuHa

(3) F0=0, F1=0,..., Fm_1=0.

CrBapHoO, 3amenumo y (2) y U y’ mocMaTpaHuM YHU(OPMHHM HH-
TETPaJIOM U HETOBUM M3BOJIOM, Tako ce fobuja penanmja H(x,X) = 0 u3Me-
by X u x crenena Hajsuie m — 1 mo X. Axo xoedunujerta og H = 0 HUCy
UIEHTUYKH HyJa, iBa mojuHoMa G u H mo X Tpeba fa uMajy 3ajeHIYKH
cdakrop K(x,X), monmHoM mo x 1 X, jep oH genu G. [akie, jefHaunHa
G(x,X) =0 nHehe 6utu HecBopspuBa. [Ipema ToMe, Tpeba fja cy HEHTUUKHU
F, =0,
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Kaxo F; me gomymrajy 3ajegnuuke akTope (MHave 6u jemHaumnHa (1)
Omna cBOpJbHBA), jefHaunHe (3) WIH cy HecariacHe (y KOM Cllydajy HeMa
YHU(OPMHUX HHTErpaina), Win jeQuHuiy anre6apCKy penauujy meby x n
y. Opakne cnepeha TeopeMa:

Hexka je gaitia jegnauuna F(x,y,y’) =0, 20e je F neceogmus tioaurnomn
idoyuy, aaazebapcku io x; ga 6U OHA MOZAA UMATUU TUPAHCYCHGEHTTIHE
YHUgpopmHe unitiezpane, itipeba ga je F payuonanna iio x.

AKO 0OBaj yCIIOB HHj€ MCHYH-EH, CBaK1 YHH(OPMHI HHTErpal of F = 0
je paloHaNlaH U TH WHTET'PAJIH Ce YBEK MOTY U3padyHATH jep CY OHH 3ajell-
HUYKY jefHaynHaMma (3).

4. Kapia je To Tako, pa3nukyjmo ciepeha npa cnydaja.

1. Cnyuaj: Jegnawuna F = O uma Heliokpeiline kpuliiuune iiayke. — O6e-
nexnmo cap popxsaF=0mnoyun y'. Taga

1° ako je p> 1, cBaku yHuhOpMHI HHTETPAJI J€ palMOHANIAH,
2° ako je p = 1, craBipajyhu

Y = R(y,y", x)

(rpe je R panmonanHo 1o y, y’, a anrebapcko no x), F = 0 ceogu ce Ha
00NMK

dY

= H(x)dx,
JA-YHa-kY?) (o

(4)

rje je k xoucranra, a H(x) anrebapcka pyHKIH]a 0 x. AKO je JeflaH UHTe-
rpan y,(x) on F =0 yuudopman, uurerpain Y (x) xoju ogrosapa 3a (1) numa
caMo KOHauaH 6poj BpepHocTH. [a Ou Tako O0uno, Tpeda ja cy nepuopge
AbenoBor uHTErpana jH(x)dx nepuoje sn(x, k?); Kaga je Taxko, ONIITH

uHTerpan Y(x,C) ox (4) nmahe camo KoHauaH 6poO] BPEIHOCTH, Kao 1 y(X),
anmyu ocTaje Aa ce Ofpenu na u Meby OBUM MHTETpajduMa MMa TaKBHX KOjH
he Ot ynudopMun. AKO uxX MMa BUIIE, OHM HUCY PasiMuUTH; OHU Ce
uspaxcasajy anzebapcku y PyHKUUjU 0g X U JeGHOZ OF HbUX.

CrBapHo, Y(x,C) anreGapcku ce u3paxkana y pyHxkuuju of ¥, (x) npe-
Ma aJULHOHO] TEOPEMH eTUNITHYHUX (PYHKLH]a

Y,J‘CHC(Y

— k*C?Y?

)

rae je p(Y)=(1-Y*)(1-k*Y?) u, npeMa ToMe, y(x) ce u3paxasa anredap-
cku o y(x) umno C.



HEKOIWKO MTPUMEHA ITPETXOIHHX TEOPEMA 67

Haxue, axo je p =1, e 6u nHukaga ttipebano ga iocitioju suie Ho jegan
pasAudUil yHUopmHU UHTTIeZpan.

3° Ako je p = 0, jeqnaunna F = 0 anrebapcku ce cBopu Ha PuxarujeBy
jepHauuHy o Y, crasipajyhn ¥ = R(y,y’, x), rae je R paquoHaIHo 1o y,y’, a
X Ce jaBJba PAllMOHAJHO HJIH IOJ KBagpaTHUM KOpeHOM. AKO je y(x)
yHuOpMHO, ofropapajyhu unrerpan Y,(x) PuxkaTujeBe jeHaunHe uMa
koHavyaH Opo] 3Hauewa. 3a PukaTujeBy jegHaunuHy ce 3Ha Kako Hahwu
anrebapcke MHTerpane Uiad ca faTHM 6pojeM 3Hauerka, ajid ce He 3Ha, y
OMIUTEM CllyUajy, IPENO3HaTH fa X UMa YHH(POPMHEX HHTEerpaia Wi fa
¥ je IeH OMmuTH uHTerpan yuudopmad. Kako rog 6umo, Moxe ce JeCUTH
na PuxartujeBa jeflHaUMHA ¥Ma jeflaH, Ba WIH TPH YHH(GOPMHA HHTErpaia
(urm ca n-3Havera); aKo UX UMa TPH, ONMIUTH HHTErpan Y (x) je yaudopman
¥ H3pakaBa Ce palOHANIHO Y (DYHKIHJU TPU MapTUKyJIapHa HHTerpasa.

IIpsoOutHa jegHauuHa F = 0 Mmoxe, gakie, gonywratu 0, 1, 2 unu 3
pasnuyuTa yHH(OPMHA HHTETpalia, aly He ¥ BUILE.

2. Cnyuaj: Jegnauuna F = 0 uma doxpeiline kpuitivuHe iavuke. — Y TOM
ciyvajy nocroju onpeben 6poj 3Hauema

(5) Y1 :(Pl(x)a Y2 :QZ(X)a"'ayu :(Pn(x),

TAKBHX JIa HajMarbe jegHa o ofAroBapajyhux BpenHocTH 32 y’ (Ha npumep
y{) 6yne HeperynapHa (6eCKOHaYHA WK KPUTUIHA) U MHTETpal y(x), KOju
3a X = X, Y3UMa BPEIHOCT y,(X,) ¥ UMa U3BOX y/(X), HOMYyIITa X = X, Ka0
KputuyHy Tauky. OrpaHnunheMo ce jjla mocMaTpaMo jeflHauuHe 3a Koje ce
CBE BPEIHOCTH Off Yy’ ITOHAIAjy Kao y; 3a ogpebeny perepmunanujy (5).
Opyraunje peyeno, npetnocrasuheMo fa nocroje dynkumje (5) Takse ga
CBaKM MHTETPAJ KOjU 332 X = X, y3UMa BPEJHOCTH y,(x,) AOHYIITA X = X,
Kao KPUTHYHY TAuyKy, OCHM 3a ofipebeHe napTukynapHe Tadyke Koje 3af0-
BOJbaBajy onpebenu anrebapcku ycnos. To he ce yBek foroguTu 3a jefHa-
YHHY OPBOT cTeneHa mo y’ (Koja Huje PuxaTunjeBa unu JUHEapHa jef{Ha-
YIHA)

,_ Px,y)

(x,y)’
Iie cy P v Q TIOJIMHOMH IO y, a anrebapcKy IO X; CTBAPHO, CBaKa BPEAHOCT

y; = ¢;(x) xoja anynupa Q uma nperxonne ocodune. To he ce jour goro-
IMTH 32 je[THAYHHY APYroT CTereHa no y’

, A(x,y)++/B(x,y)
y - ]
C(x,y)

rme ¢y A, B, C OJWHOMHE 110 y, a anredapcku 1o x. CTBapHO, BpeTHOCTH
¥, = ©;(x) Xoje aHynupajy B, a Koje HUCY HH ABOCTPYKH KOPE€HH, HUTH

y
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CHHIYJIAapDHU MHTETPaJd, HMajy 0OcOOMHY 0 K0joj je peu. Kan roy cy cBu xo-
peHN HenapHor pefia y; = ¢;(x) of B = 0 cuHrynapHa peliena, Bulle HUje
TAKO U jeJlHaYMHA BUIIE HE CIajla y HOCMaTpaHy KIlacy, CeM ako mak Bpefi-
HOCTH y;, = @,(x), KopenH ofi C = 0, He ynHe GECKOHAYHUM /IBE BPEIHOCTH
onm y.

Hcro he Tako 6uHOMHA jeTHAUNHA

m _ P(x,y)
o(x,y)

MMaTH OCOOMHE O KOjUMa je ped 3a CBe BPENHOCTH y; = @;(x) Koje cy KO-
pern of P = 0 unu og Q = 0 ymja BULIECTPYKOCT HHjE LeO 6pPOj MOMHOXKEH
ca m.

Yomuure, ycaoB KOju je y NUTamy Onhe UCITyHEH Kafa IIOCToje Bpel-
HOCTH Y; = @;(x) KOje unHe OeCKOHAYHUM WJIU Cy KPUTHYHE Tadke 3a cee
[leTepMUHanuje O y’, a ja HUCY CUHTYJIapHH UHTerpald jefHauYuHe. Y CBAM
THM cllyyajeBuMa pyHKIHje y; = @;(x) 6uhe aszebapcke ito x. CTBapHO, OHE
3a[0BOJbABAjy AoOHUjeHy jeHAYNHy aHyIHpajyhu Koe(HuUUjeHT HajBUIIer
creneHa o y’ y F =0, unu nax quckpuMmuHanTy off £ =0y ofgHoCcy Ha y’.

Pacnpapumo Hajupe jeqHAYMHY IPBOT cTeNeHa 1o y’.

Je;ma'mna IPpBOr CTCIIEHA

Heka cy P(x,y) u Q(x,y) IBa IOJIMHOMA 110 y CTelleHa m U m’, pecrie-
KTUBHO ca anreGapckuM KoeuIMjeHTHMa TI0 X, ¥ ToOCMaTpajMo AudepeH-
UHjaTHy JefHAIHHY

’ P(X;y)
6 = — .
©) > T 00xy)

Jla 6u jegHaymHa MMana YHU(OPMHHMX TPaHCUEHNEHTHHAX HHTErpaa,
notpe6HO je a ¢y P 1 Q pauuoHanHe (DyHKLHU]E IO X; MOXE Ce IpeTIo-
CTABUTH J1a Cy nonuHomu no x. M Buiie, jegHOM XoMorpadcKoM TpaH-
cchopMaumjoM jelHAUMHA Ce YBEK MOXKE [IOBECTH [a 3aJ0BOJbaBa YCJIOB
m=m’+2, xoju hemo, akie, cMaTpaTH HCIHYyHEeHUM. BpegHocT y = o Je,

. 1 .
nakie, o6MYHa BPEJHOCT; Tj. aKO CE CTaBHM y = —, HHTETpak z(x) KOJH 3a
Z

X = Xy y3UMa BpeIIHOC’I: z =0 je xonoMopaH y OKOJIMHH X = X, (y3€TO Ha-
cymuue). Pasnukyjmo crepeha yeTHpu cnyuaja:
1° Q = 0 goiiywitia suwe og gea pasauduitia KopeHa y; = ¢;(x) 1 He-
Ka cy
Yi=0(x), y2 =0,(x), yy = @a(x)
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TPH Ma KOJa Off OBUX KOPEHA; OHH, YOCTAJIOM, MOTY OHTH IpaHe HCTe ajre-
Hapcke (pyHKIHje.

Teppusm: Ceakxu yrugopmnu unitiezpan (@) je payuonanarn.

CTBapHO, OH MOXE MMAaTH CaMO H3BECHE yHAIPE] MO3HATE eCeHIH-
janHe TavKe; HEKa Je X = ¢ TaKBa Tauka. AKO je X = ¢ KPUTHUYHA TauKa 3a
@1, P, WIH @3, YBEK MOKEMO CTABUTH X —a = §" Tako fa ¢, 9,,P; MOCTaHy
Tpu ynupopmue dynxuuje no § y okonunn & = 0. Moxemo, fakie, ypex
IIPETIOCTABUTHU 1a CY ¢y, P,,P; yHU(DOPMHE Y OKOIHHY x = «. [Towuro je 1o
TaKo, 3aMEHUMO IIPOMEHIBUBY y Ca IPOMEHJBHBOM z, IaTy ca

, = (@2 —9:)y = ¢1)
(@2 =0y =93)

Kapaje y = ¢;(x), Tagaje z = 0;kapa je y = @,(x), Taga je z = 1 n kaga
je ¥y = @;(x), Tafa je z = co. Ca ipyre cTpaHe, HHTEI'pal 3a Koju ce Hpeil-
fociliasma ga je yHugopman MOXKe ce U3JeJHAUUTH ca @), P, HIH (5 CAMO
3a KoHawaH 6poj nocebHUX BpepHocTH x. PyHKuMja z(x) Ouhe, makie,
(yHKIH]ja 32 KOJy je X = ¢ eceHlljalHa Tauka, Koja je yaudopmMHa y obia-
CTH OBE TA4Ke ¥ KOja y OKOJUHK X = a y3uMa TpH BpegHocTH 0, 1, o camo
KoHayaH 6poj nyTa. Yuudopmua pyHKumja y(x) HE MOXKe, Jakje, MMaTh
eCeHUM]aJIHUX Tayaka (Ha KOHAYHOM WM O€CKOHAYHOM pacTojamy): OHa Je,
gakae, pPAUUOHAAHA PYHKYUJA 1O X.

2° Q =0 goiywita gea pasauduinia kopeHa y, = ¢ (X) U y, = @,(x).

CraBumo

;=P
Y=

dyskuuja z(x) HUje HEONMXOXHO YHH(OPMHA, MOWITO ¢; M (P, HUCY
HEOITXO[HO anrebapcKe; alli aKo je x = ¢ KpUTHYHA Tayka off z, a To he
OUTH aKo je oHa anrebapcka KpUTHYHA Tauka Off @, Wik ¢, U, IpeMa ToMe,
craBbajyhu x —a = &' (v je neo 6poj), curypHo je fa he z 6uti yHudopmMHO
y oxonrau z = (.

IIpernocrasibajyhn oBO, cacTaBUMO jelHAYMHY 10 z ¥ HEKA CY 2, U Z,
nBe yHKumje o x oxrosapajyhie 3a gBa marerpana jegHaumnse (6). Tepgum
ga je KoAUudHUK 2 anzZebapcka ¢pyuxyuja og x. CTBapHoO, TO je (PyHKLH]jA

Zy :
ca KOHaYHUM GpojeM BpeJHOCTH KOja HeMa eCeHIM]alHuX TayaKa Ha KOHa-
YHOM miH OeCKOHAUYHOM PacTojamy. Jep, ako je x = a eceHIjaliHa Ta4yKa Off

z , ) .
2 noMohy cMmene x —a = &' yBex ce MOXKe IPETIOCTaBUTH Jia je 0Baj U3-
Z

pa3 yHugopmas oko x = a. Ca pyre cTpaHe, 22 Moxe 6uth jemHaxo 0, 1, oo
2
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caMo 3a KOHa4YaH 6poj BPENHOCTH X y OKOJMHH X = a. [lakie, x = a Huje
. Z . .
eCeHNMjaHa Tayka Off —= I, IpeMa TOMe, Taj u3pas je anrebapcka hyHK-
Zy

nuja of x.

Crnenu na jennadnsa (6) He Moxce UMATEU G684 PASAULUINA YHUDOPMHA
P AHCUEHGEHIUHA UHIeZpana.

3° Q = 0 uMa camo jegaH KopeH y; = @;(x). ®yskumja ¢,(x) je Tana
HEONXOMHO panuoHnanHa. VI ctapmajyhn

jemHaunHa (6) ce cBOM Ha OONHK
(7) 7 =T(x,z),

rae je T IONMHOM TI0 z. Y OBOM CITy4ajy jefHavIuHa (0) He Moxce umaitiu eu-
uie 0g gea pasauduiina yHUQOpMHA UHIHEZpasa U, 4ax ga gouyuiiia suute og
96a YHUGOPMHA UHITieZpana, C8aKU YHUDOPMHU UHILEZPAN je DAYUOHANAH.

Ja 6ucmo TO Jokaszaiy, MPeTIOoCTaBUMO fia jefHauynHa (6), a mpema
TOMe ¥ jegHaumHa (7), uMa Tpu yHH(OPMHA UHTErpaja U HeKa CY 7y, Z;,7;
oxrosapajyhu unTerpanu 3a (7). Kaga cacraBumo uspas

v(x) = 2222
7y — 24

ofMax ce BURH a je dpyHkumja v(x) yaudopmHa PyHKuja 6e3 npexnaa u
TakBa fa TPH jef[HaUnHe

V(_X) = O»‘}1<X) = la V(X) =0
uMajy camo KOHavyaH 6poj KopeHa; npema ITuxaposo] Teopemn, v(x) je
Tajla paluoHanHa (PyHKLHja 110 X.

W3 rora ce 3akipyuyje fa cy lipu uHiiezpand z,,z,,72; U08e3ana pena-
yujom obauka

(8) Sizl + 5222 + 5323 = O,
zge ¢y S,,S,,S; loAUHOMU [0 X U OHU [IOBE3AHIU OGHOCOM

(8/) S]+S2+S3:O.

) ) 1z, dz, d
Hudepenuupajmo sesy (8) gra nyTa no x, 3amemwyjyhu a5 , 4 , 4z
; dx dx dx

ca
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T(x,z),T(x,25),T(x,23),
umahemo gBe Bese

9) Ui(x,z2)) + Uy (x,25) + Us(x,2z3) = 0,
(10) V](X,Zl)‘}‘Vz()(,Zz)’}‘V}(,\',Z}):O,
ca
Uk :'dS—ka +SA,T(.X,Zk),
dx
12
Vk(,\’,Zk)-—— d S;k Zy +2£1‘LS—AT<X,ZA)+SA(§1+£TJ .

X X ox dz ).

JIaxo je Bumetu ma cy Bese (8), (9), (10) ysek mehycobuo pasnuunre.
CrtBapHo, ctaBbajyhu
SiZe = Ny
u3 Be3a (8) u (9) nobujamo

Ul .x,“"_“—“n2+n3 +U2 X,'TL +Uq .X,h :O,
Sy S S3

BE3y KOja Ce MOXKE CBECTH Ha U[EHTUTET CaMO:

1. ako je U,(x,z;) ATUHEApHO MO z, WITO je HeMoryhe ako T Huje Ju-
HEeapHO IO z7;

2. ako 6w jelay Of MONHMHOMA S, GMO UACHTHYKH HYJIA, IITO j& HEMO-
ryhe Ha ocHOBY Be3e (8) u (8”) ako cy Tpu MHTErpana z,z,,z; Pa3lInInTA.

Ha uctu naunn 6u ce Bumeso fga cy sese (8) u (10), a 3atum u (9) u
(10) ucro Tako MebhycoOHo pasmuunte. Cneayje ga ose penauuje pedu-
HUIY Z,Z,,23, @ IpeMa TOMe ofiroBapajyhe uHTerpaie o (6) Kao paumo-
HanHe PyHKUH]e Off X.

4° Q He cagpxu y. JepnaunHa (6) je Taga PukaTujepa wim nuHeapHa.
PukartujeBa jegnadyrHa MoKe UMaTH 1, 2 win 3 pa3nuyuTa yHROpPMHA UH-
Terpajia; JInHeapHa jefHaurHa UX Moxe uMaTu 1 umu 2.

Tako gomasumo fo cnefelie Teopeme:

Ceaxa jegnauuna y' = R(x,y), zge je R payuonaana iio x u 'y, He modce
UMATHU BuLte 0g 3 pasauyuiiia yHUugpopmHa unitiezpand.
Ako ux uma 3, onga je Pukaiiujesa jegnaquna.
AKko ux uma 2, onga je auneapra uau Pukaitujesa, uau ce itak ceogu
Ha 06AUK
y = P(x,y)

[)’ - (pl(x)]m 7
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2ge je P lioaurom ito x u y citeliena m + 2 o'y, a @, paylioHAAaAH PA3N0-
MAK UO X.
Ako uma 1, oHa ce ceogu Ha jegan og paHujux obauka, uau Ha 06AUK

’ — P(X,y) -,
=0 (-9

y

2ge ¢y ¢, u O, anzebapcke yuxyuje o x u P fioaunom o x u 'y cilieiiena
k+k'+2 ioy.

Ona nocneqmba YMILEHAIA je jacHa Kafa ce MPUMETH J1a aKo O CTeNeH
o P mo y 6mo Behu o k+k'+2, BpegHOCT y = o mMana O YJIOTy

y; = @;(x), To he pehu, kaga ce craBu y = 1 (mpernocrassbajyhu ga @, u
4

@, HHCY HICHTUYKH HYJIe ), II0CTOjale 61 TPH BPEAHOCTH

z=0,z=—,z=—,

?, 0,

KOje urpajy yiaory y;, = ¢;. AKo 61, HalpOTHB, 0Baj CTENIEH OMO MamU Off

k+k'+2,y = c 6no 6u uHTerpan, mwro he pehu ga 61 y jegHaAYMHU MO

1
z=-— z=10 6uo HHTErpal A Jfa OIITY HHTETrPal z MOXeE IMAaTH BPEeAHOCT

Y
z =0 camo0 3a KOHa4yaH Opoj moceOHNUX BpefHOCTH 3a x; z =0 Ouna 0On,
faknie, u Tpeha BpegHOCT KOja urpa yjaory y; = @¢,(x).

Cee witio cMmo caga pexkau 3a jegHaduMy UpE0Z cuieileHa 8axcu 3d cae
jegrauure F(x,y,y’) =0, 2ge je F nHeceogmus HOAUHOM [0 X,Y,y U HYATUOZ

’

pogaiioyu y'.
IMpemioxuMo cafga MHOTO OMIITH]M ITpobiieM of nperxofgHor. [TocMa-
TPajMo jelHAUNHY

(11) ’r D(X»X’)’)

T 00X,y

rge ¢y P u Q nonuHomu 1o x, X, y, a x 1 X cy Be3aHu anre0apcKoM Be30M
G(x,X) = 0. Bugenu cMmo na ako crernen of G mo X npenasy 1, CBaku je yHu-
chopmum nuTerpan (no x) ox (11) panuonanaH no x; aau mozy ociiojai
fipancyengenitin uniiezpaau og (11) ynugopmmu tio x u X. To cy unre-
rpanu Kojuma hemo ce caja GasuTu.

[TperxojHa pe3oHoBama MOT'y C€ TIOHOBUTH NPETIOCTaBbajyhu aa 3a
CBAKM 11ap BPeAHOCTH (x, X), TMOCTOje Y3aCTOIIHO TPH, ABE MM JE€IHA BPEN-
HOCT y; = @;(x) Koje umajy HapeseHe ocoOune, To he pehm Takse pa )’
nocraje O€CKOHAYHO 3a y; = ¢, ¥ [1a, U BUIIe, HHTeTpas y(x, X), KOJH je 3a




HEKOAMKO MPHUMEHA TTPETXO[HMX TEOPEMA 73

(xg,Xy) jenHax ca ©;(xq,Xq), HMa X, Ka0 KPUTHIHY TAUKY, CEM 32 M3BECHE
BPEIHOCTH X, KOJ€ Cy 1toceOHe K Y KOHAauUHOM 6pojy.

[Tox oBUM yCIOBUMA, aKO TIOCTOj€ 3 BPEAHOCTH Y, = ¢;, UHIlleZpan y je
payuonanan o (x, X), ¥ TO IpeMa UCTOM PE30HOBaIY Ka0 Y IPeTXOJHOM
c/lydajy: OH He MOXKE MMaTH €CeHUHMJallHAX Tauaka X = ¢ Ha KOHAYHOM WU
GeckoHAauHOM pacrtojamy. CTaBmbajyhu x —a = £, aKo je « 6uwia kpuTuuda
Tavka of ¢, unu off X(x), Tako fa z nocrane yHuhOpMHA y OKOMUHA & =0,
rae je

;= (@2 = 9:)(y—¢1)
(@2 =0~ 93)’

[lOKa3 ce JOBPIIaBa Ka0 y IPETXOHOM CIIy4ajy.

Wcro je y cnyuajy Kajja uMa JBa WU jeTHy BPeIHOCT y; = @, (x, X).

3aK/by4Iu KOJU Cy ce OfHOCHJIN Ha YHU(OPMHE UHTETPale IO X MOTY
ce, lakye, IOHOBUTH 3a yHuQopMmHE HHTerpane no (x, X). He tiocitioje Hu-
Kaga euuie HO pu iiaksa pasauduiiia uxiiezpana. AXo UX MOCTOJU TPH,
jennaunna (11) je PukarujeBa jegHaynHa UTH.

Hcitiu meiliog u 3axmydyu Upumersyjy ce upu u3yuasarsy yHugpop-
MHUX uHitiezpana tio (x, X) jegrnauune F(x,X,y,y") =0, 2ge jeF tioaurom
poga Hyaa o y,y’, a payuorasnux koeguyujeraitia o (x, X), 2ge ¢y x u X
sezanu anzebapckum ogrocom G(x, X) = 0.

Jepnaunna gpyror crenena

TakBa ce jef[HAaYMHA YBEK MOXE HAIMCATH y OOIHKY

, AX, )+ B, X )W R(x, XL y)
(12) y = c :
(x, X,y)

e ¢y A, B, C, R monuuoMmH 10 x, X, a x 1 X Cy Be3aHM anre6apckoM BE30OM
G(x, X) = 0. Ob6enexxuMo ca A CTeleH Off R 1O y H IPETIOCTaBUMO fAa jef-
Haunna (12) HeMa CHHTYIIapHHX MHTETpaa.

Hajupe, kafia je A < 2, jeqHayuHa 10 y ¥ y’ je HYATOT pofa u Bpahamo
ce Ha NPETXO[HHU CI1y4aj.

Axo je A > 2, ceaku yHupopmuu unitiezpan io (x, X) je payuonanan
iio (x, X). CrBapHso, R = 0 Taga uMa 0ap Tpu KopeHa y; = ¢;(x, X), TakBa Jfa
CBAKYM HMHTETPAN KOjU 3a x = x, (X, j& y3eTO HacyMmHule, ceM ofipeheHnx
noce6HUX BPEJHOCTH KOJHX MMa y KOHaYyHOM Opojy) Ao6Hja BpEHOCT
©;(xy,X,), IMa KPETHIHY TAUKY X = Xo. AKO C€ yCIIOCTaBM Be3a

;= (P2 —@3)(}}_@1)’
(@2 =0y —93)
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oBa (ynkuuja He OM CMeNa fja UMa eCeHIUjalHuX Tavyaka (Ha KOHAYHOM
nii GECKOHAYHOM PACTOjamy) U, IpeMa TOMe, y je PALHOHAIHO TIO)| IpeT-
IIOCTaBKOM fia je YHH(OPMHO 10 (x, X) (pasMulll/batbe je aHAJIOTHO OHOM U3
cydaja MpBOT CTeTeHa).

Jennaunna (12) (pona Beher of Hyne) Moria 61 ja ©Ma TpaHCIEHIEH-
THEX YHU(OpPMHHX uHTerpana mo (x, X) caMo Kaja Cy BPEJHOCTH
Yi = ¢;(x,X) koje anyaupajy R cunzZyaapnuu unitiezpasu, usysees, moxce Ou-
iy, HajsuuLe gaa.

Ha cayuaj jegnauune gpyzoz citieiiena ceoge ce cee jegHavuHe poga 1
uan 2 ioy, y u, oliwitiuje, cee jegHaqure xuilepeauiliiuixe spciie; Iper-
XOJ[HH pe3yJITaTH BaxKe, JaKJe, 32 CBE OBE jeJHAUNHE.

IIpumeTumo f1a Kafga MocToje caMo ABE BPEJHOCTH Y; = @;(x, X) Koje
HHUCY CHHI'YJIapHE, HE MOXKE C€ BHUIE IIOHOBUTH PasMULIbakbe KA0 y CIy4ajy
IpPBOT CTEIIEHA, Jep OBO IOCIehe pa3MUIIbakbe NOYNBA Ha YNIBLEHHULN 1a
Ma KOja fiBa HHTerpasja Mory OUTH jefHaka caMo 3a KOHa4aH Opoj KOHCTaH-
THHUX BPEIUOCTH 3a X; YHILEHHUIA KOja He BaKH Yy CIly4yajy PYror CTeHeHa.

ITpumeTrumo jour fa xopeHn y;, = x,;(x,X) on C = 0 HEe MOTYy UMaTu
UCTY YJIOTY, Y OIIITEM CIy4ajy, Kao kopenu o Q = 0y ciyyajy jefHaunHe
NPBOT CTENEeHa, jep OOMUHO caMo jellHa BpegHOCT of y’ mocTaje HecKoHa-
una 3a kopene C = 0. CrBapHo, Kajia ce jequaunna (12) Hanuire y 06muKy

Cy*+Dy +E=0

(rme ¢y C, D, E dyukuuje og x, X, y) 3a C =0, D je 0OMYHO pa3IdIuTO Off
HyJIe ¥ cCaMO jelHa BpeAHOCT oy y' mocraje 6eckoHauna. Kag rog C u D
nMajy 3ajeqauuky dpaktop K(x,X,y) u Kajga oBaj bakTop UMa TpH pasiu-
UnTa KOPEHa 1o y, c6axu yHudopmuu unitdezpan tio (x, X) je payuoraaan.

bunoMua jeqHauuHa JPyror crenena

MokeMo je HarmcaTn y o6JIuKy

,_ B X ) RGG X )
C(x,X,y)

(13)

rae cy B, R u C nomwHomu mo x, X, y. CBaKH CHHIYJNapHU MHTErpan
¥, = ¢;(x,X) Koju aHynaupa R, na npeMa ToMe 1 y’, MOpa Jia Je KOHCTaHTa
o6patno. Ako 64 nak y;, = ¢; aHynupano R u C, To 64 OMJIO MECTO KPUTH-
YHUX Tavyaka HHTerpa’a.

Kaga je To Tako, ako yKymnHu Opoj pasIHUYUTHX BPEJHOCTH
¥, = ¢,(x,X) xoje unu anynupajy C U nak R, a Koje HACY KOHCTaHTe, Ipe-
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nasu ABe, C8AKU yHUGOopMHU unitezpan iio (X, X) je payuoraaan. CTBapHO,
CBAKOM MHTETpay KOJH 32 X = X, UMa BPEAHOCT @;(x,,X,), X, j€ KPUTH-
yHa Ta4Ka, CEM 3a M3BeCHe noceOHEe TauKe KOjHX MMa KOHadaH 6poj, u
pasMHUILIbabe OU ce 3aBPILUMIIO KA0 Y CIIyuajy PBOT CTeNeHa.

Pasnukyjmo, gakie, Buille cnydajesa, npumehyjyhu fa ce ysex Moxe
MPEeTIOCTABUTH Jla je CTeneH A of R mo y napas (nmomohy xomorpadcke
tpaHcopmanuje), A = 2.

AKo je (<1, jefHauYNHA Je PORa HyJa U CBONM CE Ha CIIy4aj NPBOI
cTerneHa.

AKo Je |l > |, pa3nuKyjeMo KopeHe of R, 1 TO [I” KOHCTaHTHUX KOpe-
Ha 1 W’ KopeHa koju cy pynkiuje of x. [la HujenaH yHU(OPMHE HHTErpall
no (x, X) He Oyfe pauuoHanaH, Tpeba, mpema IpeTXoxHoM, a je u” =0, 1
Hiu 2.

Hexa je, najpe, p” = 0. Taga ce MOKe IPETHOCTABUTH [ia je R TOJIH-
HOM II0 y ca KOHCTaHTHHUM KoeduuujeHTHMa, 06enesxxMo ra ca p(y). Ako
je y yHucopmun uxTerpai no (x, X) op (13), ucro taxo je yHucopman
HHTETpaJl U KOpeH

_C(x, X, y)y’
NP = MB(x,X,y) :

To je moryhe camo ako je monuHOM p(y) wellispitioZ citeileHa o y.
CrapHo, y (3a KOjU ce MpeTIoCcTaBsba 1a HUje palloHallaH) uMa HajMarmhe
JEMHy €CeHIMjaTHy Tauky X = a. AKo X(x) Huje YHU(MOPMHO 110 X Y OKOJIMHU
a,craBma ce x —a =E" uragacy yu +/p(y) nse yaudopmue dhyukmje o &
y okonuaM & =a u uMajy ecenuujanay tauky & = 0. [Ipema Teopemu ro-
crioguHa [Tukapa, ogaoc u3meby y 1 /p(y) je HEONXOAHO HYJITOr HITH IPBOT
pona. [lakne, p(y) je YeTBPTOT CTEIEHa.

Ha 6u jennaunua (13) umana yHu(OpPMHUX HHTErpana 1o (x, X) XKoju
HHCY pal[OHaNHU, Tpeba fa je o0nuKa

, _ B(x, X, y)/p(y)

- ()’*(Pl)k()’—(Pz)k’ ’

rae je cremneH of B mo y jegHak ca k+k” u rie je p(y) NOJIHMHOM YETBPTOT
CTeIeHa 110 y KOHCTAHTHHX KoeuuyjeHara.

Y cayuajy na je W’ =1 wim W’ = 2, BUlIe ce He MOXe OfPENUTH CTe-
IeH MOTKOPEHOT MoNnHOMa, any he ce foOUTH ofHOC U3Mehy cTenena 1o y
Opojuona u uMeHnuona, Bogehn padyHa o ycioBy fia 6B MOrao IIOCTOjaTH
TpaHCUeHNeHTH: YHUu(OpMHE HHTErpan 1o (x, X) z = 0 He cMe fa Oyne uH-

Terpaj jefHauYuHe 110 z = l, Ge3 uvera he (ako poy jemHa4YMHE HHUje Hyna)
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HOCTOjaTH HajMare TPU BPeaHOCTH y; = ¢;(x, X) (pauyHajyhu y = « 3a jeq-
HY TaKBY BPEIXHOCT).

OBO HITO MPETXONIU MOXKE Ce NONYHHUTH y CHEIHJAIHAM CIy4ajeBIMa,
U TO Kafia B = 0 uMa KOHCTAHTHE KOPEHe y; = 0., Jep Tajja HHTerpaj pasiu-
YUT O y; = O; MOXe y3eTH BPEJHOCTH 0, CaMO 3a KOHa4daH OpOj moce6HIX
BpepgHocTH x. TakBa jefHa BPeTHOCT O MMa YJIOTY §; ¥ pasMUILbamke Ce
3aBplraBa 6e3 MyKe.

HonajeM Ha Kpajy ga ce ucide meitioge U 3aKbYUYU IpUMErsy]y Ha Oli-
ity GUHOMMY jegHA4UMy Ma KojeZ pega o y'.

5. EBo cajta reopeMe Koja omoryhasa fia c€ KOHCTPYMILLY OIIIITH TUIIO-
BU jejlHAYMHA [PBOT pea 3a Koje je CBaku YHH(OPMHHM MHTErpan palnuo-
HaJHa (PYHKIM]ja 110 X.

Hexa cy @(x,y,y’) u y(x,y,y") [Ba DOJMHOMa IO X,y,y’, TAKBHU Ja Cy
TeMeHa @ IECHO HBUXOBUX OfroBapajyhux moJMroHa MOCTaBbeHa HA HCTO)
npaBoj HOpMaHO] Ha OM ¥ fa AeCHO Off Te NpaBe HHU je[jaH HU APYTH IIOJIH-
rOH HeMajy TEMeHa.

Hexa je, naj3an:

P(x,y,y") Ma KakaB IIOJIMHOM TI0 X,y,Y’;

®(a, b) MOTMHOM XOMOT€EH 110 ¢ M b ca KOHCTAaHTHUM KOe(UUKjeHTHMA;

x(x,a,b) OJMHOM XOMOTEH 110 @ ¥ b, UCTOT CTENEHAa XOMOTEeHHUTETA |
kao u ®(a, b), ca koeduHjeHTEMA KOJU cy anredapcke QyHKIHUje O X H
NIOCMATPajMO jeTHaUMHY OPBOT pefla

(1) O(Q, YIP(x,y,y) +x(x,0,y) = 0.

Xohy na noxaxewm cnenehe.

AKo 6poj Kopena a Koju ¢y pa3AudUiiin U pa3Au1uiin og Hyae, jegHa-
qune ®(a,1) =0 ipeaasu gsa, ceaxu yHugopmuu unitiezpan og (1) je pa-
WUOHANAH.

Jla GucMo To oKasany, HamuUIMMO jeqHavnny (1) y o6nuxy

(2) &(E,IJP(x,y,y’)ertx,g,l yt =0.
v v

Axo 61 yundopmun unrerpan of (1) 6uo 3ajegunyuxy 3a (1) n3a y =0,
on Ou ce fo6uo enuMuHaumjoM y m3y=0u

(@, 0)P(x,y,y") +x(x,9,0) =0

n goka3 Ou OMo 3aspiueH. [IpeTnocTaBuMoO, [aKIe, fla HAlLll HHTEerpaj y He
3afoBosbaBa Y = (), oH he Taga 3a10BOJbABATH
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(3) @[3,1)P<x,y,y’)+ x(x,—(ﬂ,l]
\;f v

Hexka je @ xopeH jennaqyute ®(a,l) = 0; Hajpe TBPAMM 2 UMa KOHa-
yan OpoOj KOpeHa x = Ol Je[[HauuHe
ey y)
v(x,y,y")

0.

il

Kaja cé y H0j y 3aMeHH IOCMaTpaHuM yHH(OPMHHM HHTerpasnom. Jep,
npema (3), BpeIHOCTH Kao x = o Tpeba fia ce MOKJIIoNe: 1° uny ca IoIoBuMa

pHTErpana y; 2° uimM ca TPaHCUEHAEHTHUM CHHIYJIapUTEeTUMa Off y; 3° WiH ca
feCKOHAYHOCTUMA KoeduLujeHaTa o x y P; 4° Uiy ca KOpeHuMa 1o x aj-
rebapcke jepHaunHe Y(x,a,1) = 0. Y nocnefwa TpU Cliyyaja UMa UX CUTYp-
HO KOHAYaH 6poj, anu ja Xohy ga goka)XeM Aa WX je UCTO TOJNUKO U y IPBOM

cnydaj)y. 3a TO je MOBOJLHO [la ce IOoKaXke fa u3pas P vosxe a Texu
4

rpaHMLY ¢ CaMO 32 KOHa4daH Opoj I10JIoBa Of y.
Y oxonuuu nona x = o off y 6uhe

y = (x =t f(x),

rjie je A ueo HeratuBaH 6poj, a f(x) pyHKIMja OF x KOja HHje HH Hylla HU
GecKOHAYHA 32 X = 0. AKO C€ ( 1 Y Hanuuly y o0IuKy

i=y

0=y @ (x)y"y™",

i=1

i=t
y= Dy (xy"y"

i=1

y oxonuHu x = o 6uhe, mpema o6enexasamwy y IIpBoj rnasu, u Kaga ce 03-
HayM ca (®’) IecHO TeMe Off Y

¢ =(x-ay® {Qa(x) £ (xma)’se Q»(x)}

—(®)

~(&")

v o= (x—a)’® {%,(x) + Y (x—a)’erS Q{(x)}.

Naxkie, y [IpBoj riiaBu cMO BHJENH [ia je, Kafia X TEXH Ka O
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ImQ,(x)=0 (i=1,2,...,5 ceM i=®),
ImQ/(x)=0 (i =12,...,t, ceM [ = ®"),
lim Qg (x) = K @g (o) f (o),

lim Qg (x) = X'y (o) f(at)

(rme ng w0 n% O3HAYABajy EKCIOHEHTE O] y' Y WIAHOBHMA Of (¢ ¥ \J PECIIEK-
THBHO, a KOJH OJIrOBapajy TeMeHuMa @ u ®').

Paznukyjmo tpu cnepeha cimydaja.

1. cnyvaj: Teme @ je uciiog iiemena ®. — Kako S, u S/, npegcras-
Jbajy OpAMHATY Y KOOPAMHATHOM MOYETKY NPaBUX KOje UMajy KoeuujeH-
Te TPaBIa A, a KOjé mpoyiaze PecreKTHBHO Kpo3 Tauke (M;,N;) Koje npu-
nazfajy @ ¥, BUAH ce Aa je Sz, > Sg-o 3a cBe HeraTusHe A. IIpema Tome,
aKo A HHje KOpeH anrebapcke jefHauYlHe

(a ako 6m GuUIIO TAaKBO, OPO]j BpeqHOCTH 0. 6UO OM KOHAYAH U JoKa3 6u 6uo

33BpHICH), Kaja x TeXXH Ka O, u3pas —(R TEXW Ka HYIIH, a HE Ka 'paHuly q.
A4

OBaj n3pas MOXKe, lakiie, TEXUTH KOpeHy a of ®(a,1) =0 3a moax= o ogy
caMoO ako je Taj MOJl KOpeH jegHauuHe Wi (o) =0; makmne, 6poj TakKBUX
II0JIOBA j& OrPAHHYEH.

2. cnyuaj: Teme ® je nznapg remena ®. — Taga je Sg, < Sz, 3a cBe
HeraTHBHE BPETHOCTH A; TIpeMa TOME, ako ¢ HUje KOpeH @g(o) =0, ogHoc

@

]
K€ TEeKUTH I'PaHUIN ¢ CaMOo Kafjja ce IOCMaTPaHy II0J Ofl y IOKJIONH Ca KO-
peHoM anrebapcKe jefIHaYlHe

ce mopehapa HEOrpaHUYEHO Kajia x TeXH Ka o. OBaj OHOC, aKIe, MO-

LITO NOKa3yje f1a je 6poj BpeJHOCTH 3a (L OFPAHUYEH.
3. cayuaj: Temena @ u @ ce fokaaiajy. — Tagpaje Mg = M§,

Ni = Ng n,npema Tome, S, = Si, 3a 610 Koje A; pakre
1 R & L0l
llln3 = K”m NG M}_
v V(o)

Osa rpannua tpe6a a je a u, npema ToMe, 0. Tpeba Jia Je KOpeH anre-
Gapcke jeHauYnHe

krh;,*m,‘u‘(P(,‘_)(a) —-q U,/(T)(O’v) — O’
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Opoj BPENHOCTH O Tafia je Takobe orpaunyveH. Jefunu cnydaj kaga 61 0BO
MOTJIO OMTH HETAYHO je noceban ciaydaj Kaja je BeINYuHa

nm—«n&,ﬁl_ﬁ._@_(g_)_
V og(a)
11e0 Opoj HE3aBUCaH Of] 0L ¥ Kafia je A Je[lHaKO ToMe OPojy.
Kao 3akmpyuax crnemu fa jeHaunHa
O(x,y,y") _
y(x,y,y)
Kajla ce y ’0] 3aMeHH y yHu(opMHUM HHTerpanoM jefHauune (1) u a Ma
KOJHM KOpeHOM jefHaunHe 0(a,1) =0 pasnuuuTuM Of HyJle, MOXKe UMATH

caMo KOHa4aH Opoj kopeHa x. M oo je, Kaja je y yHuopMHoO, uzpas ®
v

—a =0,

Takobe yaudopmHa dhyHKIMja O X, CIENU fa, aKo 6P0j PasIuIUTHX KOpEeHa

@ KOJU HUCY HYJIe peas3u JBa, 2 Tpeba fja je paluoHaJaH pa3ioMak, Kao
by

mTo je u y (mpernocrasibajyhu ga oHo wro cuepu u3 (1) n u3 P R(x)y
W

OJHOCY Ha y’ HUje UACHTHYKY HyJa).
AXO, Ha IpEMED, ¢,y U ¥ He cafp>Ke x eKCINIMIUTHO X ako je P 1o-

JUHOM IO X,y,Y’, jJefHaUYNHA @ _4=0 ne Moxe nmaTH KOpEHEe Ha KOHa-
: v

YHOM pacTojamy M, aK0 Gpoj KOpeHa a je[Ha4YMHe ®(a,1) = 0 mpenasu iBa,
Taja je
@ (x,y,¥)
W (x,y,5)
WHTerpan y, 3a KOju ce MpeTIocTaBiba Aa je yHuhopMaH, MOxKe OUTH
caMo panuoHasaH u fo6uhe ce eMMUHAIMjOM Yy’ U3 IBE jeHAYNHE

= const. = C.

ey -Cy(y,y)=0,
P(x,y,y)+C’ =0,
rie cy koucranre Cu C’ Besare OTHOCOM
&(C,1)C" —x(C,1) = 0.
Moxe ce, Ha IpuUMep, y3eTH fia je ¢ =y’, ¥ =y ¥ jenHayuHa (1) he

ouTH 061K A
Oy, y P (x,9,5) +x(x,,5) =0,
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rge ¢y O ¥ % XOMOTCHH IIOJIMHOMMY 110 Y B y’ HUCTOT CTeICeHa XOMOTeHUTEeTA.

6. Y HEKOIHMKO YEeCTHX ClIy4ajeBa Koje CMO IPETXONHO IIOCMAaTpay,
palHOHAJIHU WHTETpalu cy jequHr Moryhu yHU(OPMHE MHTErpajn jeHa-
YUHE W, Kajia ce OHM U3pavdyHajy, CATYPHO je Aia ¢y Tafa TO CBU YHH(OPMHHU
HHTETpaIy JeHAYNHe WU Ce MOXKE KOHCTATOBATHU fa TaKBUX HHTETpala
HEMa.

[Mutame ga ou je ONMIITH MHTETpal anrebapcke jeHaYrHe IPBOT pefa
panuoHallaH CBOJIM ce, fpeMa MeToiu rocuoauna Iloenkapea, Ha anre6ap-
CKe oTepalyje, WiIn Ha KBagpaTypy, WIK Ha NIATAkE ia Ce NPETNOo3Ha fa Ix
je muTerpay PukaTujeBe JeJHAUMHE palMOHAJIaH, IUTO CE€ YBEK 3HA YTBP-
JIATH.

Aud, XKaja ce pagw O MapTHKYITapHUM palliOHAIHMM HHTETrpanuma,
npo6iaeM je Texxu u 3axTeBa creumjaine merofe. Focogun IMennese! je
a0 jemHy Koja omoryhasa jja ce ca curypHomhy ofpese CBY paldOHaIHN
MHTETpaIM 3a BPJIO OIIITE Kiace jefHaunHa NIPBOT pefa M KOja ce MOXe
IIPUMEHUTH Ha CBE CydajeBe KOje CMO NIPETXO{HO pa3sMaTpalli.

Honahy cdmo HekonuKo puMesiada Koje ce OfHOCe Ha yrpomhasarba,
a KOje Ce 4eCcTO MOTY KOPUCTHTH IocMaTparmeM monurona I pare jena-
JUHE.

ITpeTnocTaBuMO a MOJUIOH HeMa HUjeHy CTPaHuIy ca KOe(unjeH-
TOM IIpaBlia KOju je 1eo no3uTuBal 6poj. Taga he ce 3HaTH HU3 BPEXHOCTH
0,0,,...,0, TAKBAX [a HUjeJaH palMOHaJlaH MHTErpaj He MOXe MMaTH
HyJIa pa3NHYATUX Off Of;. AKO CE CTaBH

a(x) = (d—-d)d=dy)...(x = 0,),

nocrojahe ueo mo3uTuBa 6poj p TaKas fa PyHKUIMja
11~ m
u=-—|m(x)
i)

6y/e MOJMHOM MO X H, aKO O ce 3HaJla ropiba 'paHula Off i, TPAKEHmE CBHUX
panyoHaIHUX HHTerpaja CBelo OM ce Ha TpaXeme MOMTHHOMA KOjH
3a0BosbaBa mudepeHunjanty jeAHadnHy Mo u, IITO je PENaTHBHO JaKIle.
[opiba rpanuna oBor 6poja MOKe ce OApPEefuTH Ha cnefehn navuus. bpuo-
-ByKeOoBOM METOOM MOYE Ce I[103HATH Aa M JlaTa jJefHauuHa nMa
x0noMopdHUX HHTErpaa KOju, Ha IPIMeEp 3a X = O, uMajy BpejjocT y =0
¥ 32 OBE MHTETpajie OfPENUTH Pa3Boj 3a y 110 CTENEHHMa Off (¥ —a); ofaTie
he ce M3BECTH 3aKIbydyak O MOrylieM MakCHMAaTHOM pPelly A; HyJe & Off Y.
Kaja ce W3BPIIM OBaj pauyH 3a CBE Hyje 0O,...,0, H Kajia ce ca A, O3Ha4x
najsehn of uennx 6pojesa, A;,A, he 6uTH ropra rpaHula of 1.

I Annales de I'Ecole Normale (1892), p. 305; Comptes rendus, T. CX, p. 34.



HEKO/IMKO MMPUMEHA MPETXOAHUX TEOPEMA 81

. 1.
Kapa nu3 o,...,0, HE TOCTOJH, — € TOJIMHOM IIO X.
y

AKO IIOJINTOH jeHa4YMHE HEMa HUJeHY CTPaHUIy UHjH je Koeduiu-
JEHT IIpaBlla €0 HeraTuBaH Opoj, MPETXOMHU pauyyH he ce TPUMEHHTH Ha

jeHauuHy TpaHcopMucany nomohy 1 u Taja he ce Tpaxkeme palnoHal-
Y

HHX HHTErpasa CBeCTH Ha TPaKeHe LeINX HHTerpana.

AKXO MOJNUrOH HEMAa HUJENHY CTPAHUIY YHj# je KOeULHUJEHT MpaBla
eo 6poj, UCTOBpeMeHO he ce 3HaTH cBe MOryhe Hyre U MOJOBU pPalyoHal-
HUX HHTErpasa; HeKa cy o HBUXOBE Hylle, a [3; IUXOBU [OJIOBH.

ITowrro opmupamo jegnauuny @(x,u,u’) =0, Koja ce fobuje Kajga ce

4

paTta jefHavyuHa F = (0 TpaHcdopMulle noMohy u = S norpaxuhemo pa-
y

[{MOHAJIHE HHTErpalie Te jefiHaunHe Ha caefehu Haunn. [Tonosu Ma xor of

OBHUX MHTEIrpalia u Cy yBEK IIPOCTH IIOJIOBY U, Kajja Ce CTaBu

a)(x) = (x_al)(x_ai)'--(x_an),

X(X) = (X - Bl)(x - BZ)(X - Bm)»
6uhe
v

EETEVISE

rye je v moJmHoM 1o x. Kaja ce jefHOM CBYM OBY ITOJIMHOMHU V|, V,,...,V; Haby
n Kana ce ckpate pakropu (x —a;) H (x — ;) KOju Cy 3ajeJHIYKH 32 v ¥ 3a
®(x)x(x), umaheMo cBe pauuOHAJNHE HHTErpane  Uj,l,,..., 4 3a
@(x,u,u’) =0. [Ja 6u jegnaunHa F = 0 uMana pauyoHaJHUX MHTeTpaa, no-
TpeGHO je 1 ZOBOLHO J1a Mehy pasnomuuMa u; ocToju 6ap jeflaH Koju 3a-
noBoJbaBa ciefehe ycrose.

1° Crenen Gpojuona oj 1; MamwH je HO CTENIEH HIMEHHOTIA.

2° Pe3uiyyMu Off u; 3a FHUXOBE MONoBe (KOjU Cy CBH OYEBUIHO IIPOCTH
[OJIOBH) CBH CY LieJii OPOjeBH.

Kapa cy cBu 0BU yCIOBH HCIYH-EHH, CBH PAalMOHAJIHM MHTETpAN 3a
F=0 gatu cy hopmyaom

y, = e'[u,-dx
P = .

7. TlocmaTpatbe nosiurona Il jegHaunHe MOXKe KOPUCTUTH HE CaMo
Npy M3padyHaBamky PalMOHAJIHUX HHTerpana Beh u, onmmrhje, Ipyu u3yda-
Bamby TPAHCUEHIEHTHHX MepOMOP(HIX MHTErpasa, fo3BoJbaBajyhu fa ce
OBaj payyH CBEJlE HA OHAj, PEJATHBHO JAKIIH, XOJTOMOP(hHHEX HHTErpana y
LeJ10] paBHH.
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Tako, xajja TONUTOH HEMA HHjeHY CTPAHHIY YHUjH je KoedUiujeHT
npasia [eo ¥ MO3UTHBAH Opoj, 3HaheMo HHU3 BPETHOCTH (,..., 0., TAKBUX
fia HUjeflal MepoMOopdHY THTErPAIl je[HAYNHEe HE MOXKE MMATH HyJa Pasyin-
quTUX Of ;. [Ipéma TeopeMu o pasnaramy MepoMopdHUX (PyHKIH]ja HA
NpUMapHe YMHUAONE, MOYXKE Ce IIHCATH *

3 [H(x -0 )]ueG(*’)
- I(x - B;)

rIe B, o3HayaBa MOJOBE Off y M OHE Off O, KOjH HUCY CTBAPHO HYIlE pefa 1
o7l y; p je 1eo no3uTuBaH 6poj jefHak unu Behu o Hajseher pepa Hyne o
on y; G(x) je xonmomopdHa PYHKIH]jA Y L[EI0] PABHH.

IIpema ToME, Kafa ce cTaBu

3

u =

[H(x - )]“,

Y e

u he 6utn xomomopdHa GyHKIHja y Leo] paBHH, Koja he 3agoBobaBaTh
nudepeHIMjaiHy je[lHaunHy KOja ce JaKo cacTaBiba NoMohy faTe jeHaun-
He, a MMO3HaBawke OBe (PYHKLHMje u TOBJAYN 32 COOOM IT03HaBame (PyHKIH]E
3a y. Bpoj 1 ce MOXe m3payyHATH Ha HCTH HAaYMH KOJU CMO paHH]je U3HEIH
3a palroHaJHe UHTerpane.

Hcro Tako he ce, Ha HAYMH KOJU CMO TIPETXOJHO U3HEINH, TOCTYIUTH I
Kaja je Ma Koju of] crefgehux ycnoBa UCymeH.

1° TTonuroH HeMma HUjeJHY CTpaHuUIy KoeduiujeHTa npasla Koju je
1eO HeraTuBaH 6poj.

2° TTonuroH HeMa HUjeqHy CTpaHHUIy Koja 3a KOe(HIHUjeHT IpaBla
Ma 1eo 6poj.

8. 3aspummhy oBaj HM3 NpUMeHa NpUMenOOM Ha pesugyyme olutitiez
UHIeZpana Koju ce ogHoce Ha lipociiie Hokpeliine lioaose.

Kapa oniuru uarerpan of F(x,y,y") =0 uMa npOCTUX NOKPETHHX I10-
nosa, nonuron I ox F uma crpannny Koeduuunjenra npasya (—1). I'pannna
p mpousBofa (x —a)y, Kajla X TeXKU Ka ¢, JeCTe KOPEH KOJU HUje HyJa am-
reGapcke jeHauMHe N0 P 3a cTpaHully KoeduuujenTa npasua (—1); npema
TOME, Pe3HAYYMH OTIIITET UHTErpana NPOCTHX TOMUYHUX II0JI0BA CY KOpe-
HM OBe jefHaunne no p. Axo cy koeguyujenitiu ¢;(x) y F =0 unanosa koju
ogzosapajy 080] CHIpaHULU KOHCIUAHIE, 08U C€ Pe3UGYYMU HE MeIbajy ca
UHIUEZPAUUOHOM KOHCIAHITOM.

Hexaje F(x,y,y") =0 jejHaunHa ca HEIOKPETHUM KPUTHUHUM TAUKa-
Ma. YBEK ce MOKe pacrio3HaTH a JIM je WIH HUJE ONIUTH MHTETpaj TakBe

jenHavynne Mepomopdan y YHYTPaAIIkOCTH flaTe KOHType I KOMIUIEKCHE
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paBHM, IPETIOCTABHMO [a Je Tako. AKO MONUIOH Off F = 0 uma caMo jegHy
cTpaHHULy JECHO OJf CBOT TeMEHa () AECHO U aKO Cy YCIOBH off Manonpe (Ko-
jil ce ORHOCE Ha OBY CTPaHUIy M Ha Je[IHAYUHY IO P, KOja H0] OAroBapa)
HCTIYHEHH, UHItezpan

J})()C,C)CL\'

(rpe je y ONMIITH MHTErpall jefHaunHe), y3ell gyxc konitiype I', jegrak je Hy-
ALl WAL MHOZOCIEPYKOCHIL JegHe 0g YIU8PHEeHUX KOAUMUHA

21pi, 2P, 4 P )i, 2T(P, + Py +Ps)i .,

Zge ¢y P1yPasP3s-.. KOPEHU KOJU HUCY Hyae jegHauuHe Ho P 3G CHIPAHULY
h=-1.
AKo Je, Ha mpumep, y(x, C) oty UHTErpan Pukartujese jefHadnHe

D — gy 4 f2)y+0(2)
dz

(rge ¢y f ¥ ¢ MOJMHOMY IO z, @ @ KOHCTaHTa), MHTErpan J-y(z,C)dz, y3eT

y>K Ma KOje KOHTYpEe y PaBHHU z, jecTe HyJa WIA BUIIECTPYKa BPEJHOCT 27U,
1To ce Moxke norspputu npuMehyjyhu fa je dyskunja
U= e_aI o
HHTETPal jJeHauuHe
Luy f ) D ag(zu =0
dz* dz

¥, IpeEMa TOME, fIa je XxonoMopdHa y IIeJI0] PaBHU; HHTErPal Jydz MOXe

2T
UMATHU CaMO TIEPHOTY —.
a



| IPYTH [TEO
JETHAYMHE BUIIET PEJTA

ITPBA TJIABA

O HYJIAMA U BECKOHAYHOCTUMA
NHTEI'PAIIA

1. PacybuBame Koje HaM je MOMOTJIO Aa fobemo mo moTpeGHHX U
FOBOJBHMX YCIIOBA Jla HyJIe 1 OECKOHAYHOCTH MHTErpaja jeflHaunHe MPBOT
pena Oyly HEHOKPETHE He NPOLINPY]y Ce y CBOjO] MOTIYHOCTH Ha jefHauH-
He Buuer pepa. Ca jefHe cTpaHe, TO je 300T TOra jep ce TPaHCIEeHAEHTHI
CHHI'YApUTETH je[(HaUWHEe BUILET pefa MeHajy ca MHTETPAallMOHUM KOH-
CTaHTaMa, ITO Huje OMO cydaj ¢ jeHaynMHaMa npsor pefa. Ca gpyre crpa-
He, y ClIydajy je[lHa4YrHAa IPBOT pefia, CBe Cy AeTepMUHAILMje n3Boxa y’ Ouse
no3Hate anre6apcke (pyHKUHje Off y 3a KOje ce MOrao HahM Kpy»KHU cHCTEeM
KOpEeHa KOjH ce aHyJIupajy ca y U U3YIATH KAKO Ce CBAKHU Off THX KOpeHa
MOHAIIA Y OKOJHMHU X = Xg, Y = Y.

Y omurreM ciy4yajy TO BHIIE HE BaXKd 3a jeflHaYuHe BULIeT pepa. MH-
Terpall TakKBe JeJHAaYNHe, Kao U HEeroB U3BOJ, MOry OuTH Heonpehenu 3a ma
KOJY BPEIHOCT Xx,. OH MOe UMaTH ¥ NPEKUe KOjH ce MEMAjy ca HHTerpa-
[IUOHMM KOHCTAHTaMa, WIH Ol ¥ CHHI'yJIapHEe HEAHAJINTHUKE KPUBE, KOje
ce Takohe Memwajy ca KoHcTanTama (MHTerpauuje, npuM. npes.). OBe Te-
nIkohe ¥ MHOre Apyre OKOJTHOCTH CIpevaBajy NpOIINPEme METOME KOja je
ycriepana 3a jef{HaurHe IIPBOT pefa.

AU MeTojia MONMylITa H3BECHO NPOLIMPEHhE y HEKUM Off ciefehux
ciyvajeBa:

1° kapa ce u3 caMme fgate qudepeHunjanHe JeAHaYMHEe MOXKE II03HATH
lla ce TpaHCIeHJeHTHE TaukKe MHTErpana U BeroBuX U3BOJa HE MEmajy ca
MHTErpalOHHM KOHCTAHTaMa;

2° Kajla ce OTPAHMYM HA M3yuyaBarbe MHTerpana (MapTHKYJIapHUX WX
KOJHU 3aBHUCE OJf MPOU3BOBHUX KOHCTAHATA) KOJH HMa]y €CEHIIN)aNHe CHHTY-
NapuTETE JlaTe YHaNpen, Ha NpiuMep, MepoMopdHe QyHKUH]E;

3° yomuTe, Kajia ce H3yuaBajy Ma KOJH MHTErpaJ, alny Kaja ce orpa-
HMUH Ha Hysle ¥ OECKOHAYHOCTH, U TO OHE KOJ KOJUX CY HHTErpall ¥ HeTOBH
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M3BOJM IO p-TOT pefia ofpebeHor MHGMUHUTE3UMATHOT pPefa y HUXOBO]
okoauHu (p je peq jeflHaunHe).

o ce Tuue ycnoBa 1°, mogceTuhy Ha HEKe pe3yaTaTe rOCHOfHHA
[Teumneseal xoju ce ogHOCE Ha jeHAYNHY APYTOT pefa

(D F(x,y,y,y") =0,

a KOJU ce MpOLINpPY]y Ha jeJHAaYlHY Ma KOTa peja.

Jepnauuna (1), y3eTa HacyMIuIle, HeMa IOKPETHUX €CEHIM]aJIHUX Tava-
Ka; a O UX MOTJIa HMaTH, IIOTPeOHO je 1a Cy H3BECHH YCJIOBU UCIYHEHHU,
op xojux cy cnepehu Hajnpoctuju. Heka je S(x,y,y") = 0 ycinoB ga BpegHOCT
on v”, necdpunmcana ca (1), 6yne GeckoHaYHa MM Jja Ce pa3Memwy]y fBe Bpe-
pHocTH 3a y”. AKO wHTerpai off (1) uMa MOKPEeTHUX eCeHIUjallHAX Tavaka:

1° monmuuoM S cafpxku akTop obnuka S;(x,y), [e ce y CHTypHO ja-
BJBA;

2° jepuaunna (1), e ce x ImocMaTpa Kao (PyHKLH]a, 3a Ma KOJe X,
uMa HHTEerpail x = Xx;.

AKO nmjefaH o OBUX YCIIOBA HUje UCITYHEH, ECCHYUJANHE HIaA1UKe UH~
fieZpana u ceux rbezosux useoga cy Heilokpeiure. IlocToje aHamoruau
pe3yITaTH 32 jeflHAaYNHE pefa BUIIer of 2.

2. TTocMaTpajMo TIONHHOM 110 Y, Y, ", ...,y

i=g
F = (‘P.(x)ymo,-yunl, y//mg,- y(/’)mpi
E ; . R

i=]

e Cy m IIO3UTUBHA Lesi 6POjeBU TaKBY [ja HIje MCTOBPEMEHO 3a JiBa pa-
3IMYUTA WHJEKca [ U j

n/lOI' = n'l()j,n’l“ - mlj,... ,n’lpi - n'lpj,

a ¢;(x) cy npou3BoJbHe (hyHKLHIjE Of X.
dopMupajMo [BOCTPYKY TabImIy off 25 cinepehux NO3UTUBHUX LEIHX
6pojeBa
k=p
M, =my +my; +...+m, = kan
k=0

k=p

= n’ll,' + 2m2,‘ +... +pm]”' - Z kmk,'.
k=0

N.

i

IToByLEMO y PaBHU ABE OcCe, jeAHy 3a M, a Apyry 3a N, 1 00eNexXuMOo s
tavaka (M;,F;) ((M;,N;), IpuM. TIpeB.), Bofichu padyHa jia Mopej cBake off

1 Comptes rendus, T. CXVI, (1893), p. 362 et. pp. 566-569.
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BUX CTaBUMO HeH HHAeKC. MoXe ce IeCUTH fla ce [IBe WM BUIIle Tavyaka
(M;,N;) noknorne; Taga he ce mopen cBake TakBe BUHIECTPYKE TAauKe CTa-
BUATY VHJIEKCH CBUX OHHMX Tadyaka Koje Cy Ce Y 0] CJeHITIe.

KoHcTpyHIImMo MOIUToH KOjH je KOHKaBaH npema OM 1 KOju y CBOjOj
YHYTPAUIBOCTH WX Ha CBOM pyOy cajpsku cBe Tauke (M;,N;), HCTO OHAKO
Kao IITO CMO ra KOHCTPYHCANIH 3a je[[HAYNHy MPBOT peja, 3aapKapajyhn
ICTe KOHBEHIHje U ucre AeUHuImje, caMo ca clefehoM pa3iInkoM: MosKe
ce JIeCUTH fia ce Bumie Tavyaka (M, N) IOKJIONM y UCTOM TEMEHY NOJIUTOHA;
aKo je Opoj OBUX Tadaka /1, To he O6UTH suwecitipyko lieme pega h.

Opmax ce BUM Ja je [eo NOMUroH 00yxBaheH yIiioM KOjH YUHe I103H-
TUBHH Jle0 oce OM ¥ ieo mpaBe Koja MpoJia3y Kpo3 KOOPAMHATHHU IIOYETaK,
yuju je KoeduuujeHT npasua p (p je pen fudepeHnyjante jeqHauYnHe), H TO
OHaj 1eo Koju je obyxBahen yrmom NOM. Hapgame hemo Ty npaBy 3BaTu
ZPAaHUYHa ipasa.

Haznaunhy HekoIMKO 06JMKa MONIUIOHA KOJH CE€ OJHOCE Ha M3BECHE
OTILIITE TUIIOBE jeTHAYNHA. :

Ilpsu iipumep: Heka je
F=Px,y)y" +0(x,y),

rae ¢y P u Q NOJMHOMH 110 y M Heka ¢y m U m’ HajBehu U HajMamu cTelleH
onyyP,an, n ananorne senmuune 3a Q. [lonuHoM F Tafla caip:Ku ABe Bp-
CTe WIAaHOBA:

1° umanose ob6nuka y'y”(i = m’,m’ +1,...,m—1,m) U3 xojux goéujamMmo
tauke M; =i+ 2,N, = 2, Koje ce Hana3e Ha npasoj N = 2;

2° ynanose o6muka y (k= n’,n’+1,...,n—1,n) U3 KOjuX FOGHjaMO Ta-
yke M, = k, N, =0, Koje ce Hanaze Ha ocu OM.

Cnuka 4

Hakue, wa cnuuum 4 pat je onmtn 061K nonurona. Ha npasoj N = 2
NOCTOJM HajMame jefiHO TeMe; MehyTHM, pacropen, 6poj TeMeHa 1 OOJIHK
MOJMTOHA MOTY ce MeHaTH. AKo je m = m’, TeMe ® he GUTH JBOCTPYKO;
BHJIM CE HCTO TAKO Jia MIOJIMTOH He MOYKe MMATH BHILE Of JE[IHOT BHIIECTPY-
KOTI" TEMEHa.
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Lpyeu tipumep: Ja 6ucmo gobunu nonuron IT ox
F=y"+P(x,yy),

xoncrpyucahe ce nonuron IT" on P(x,y,y’); cnojuhe ce mpaBom D Teme ®
JAECHO OBOT MONHUrOHa ca tadkoMm S(M = v, N =2v) u u3 S cunycruhe ce
HopMmana A Ha OM. AKo je neBo eKcTpeMHO TeMe o I1” neBo ox A unu Ha
A, TOJTMTOH YHHE NpaBe A, D, crpanuila HeraTusHe obnactu of I17 u jegan
neo oce OM; ako je JeBO Kpajibe TeMe IeCHO Off A, 3aMeHuhe ce cTpaHuia A
ca CTPAHMIIOM KOJa cIlaja TauKy S ca THM KpajihuM BpxoM. Kana je, Ha Ipu-
mep,v=1u
P(x,y,y") = P(x,9)y" + Q(x,y),

a m,m’,n,n’ UMajy NpeTXo[Ha 3HaYeHa, IIOJUIOH he uMaTu jefan of 061IH-
ka (ci. 5 u 6),

Cnuka 5 Cnuka 6

npema ToMme ja au je n’ >0 unu n’ = 0. Bugu ce ja MoJUron He MOXe uMa-
TH BUIIECTPYKHX Tayaka. OGIUK NONMIOHAa MOXE Ce MEHaTH, alll TeMe
ocraje yBek Ha mpaBoj N = 2.

Tpehu tipumep: Hexa je
F=P(x,y")+0(x,).

ITocroje aBE BpCTe YMaHOBA:

1° wma”oBm mo y”'(i=nm’,...,m), OX
Kojux ce no6ujajy Tauke M; =i, N; = 2i, Koje
JeKe Ha TPAaHUYHO] IMHUJH A = 2;

2° ynanoBU 1o y¥(k =n’,...,n) of KOjux
ce nobwmjajy Tauke M, =k, N, =0, koje nexe
Ha ocu OM.

Omnmry 06auK TOJKIOHA je Ha CITUIH 7]
OH Ce MOXKE MEWATH ANl ce TeMe () Hala3| Conxa 7
yBeK Ha mpaBoj N = 2m.
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Yewiepitiu ipumep: IIonUron nuHeapHe jegHadYWHe pefa p 63 CIo-
OOFHOT ujlaHa CBOJH CE Ha IIpaBy mapasienHy ca ON, a KoopjuHaTe TeMeHa
® cy (p, p); 3a jegHavYMHEe ca CIOGOJHAM WIAHOM TONUTOH je TMPaBOYyIIH
Tpoyrao umje cy koopaunare tremena (0, 0), (1, 0), (1, p).

3a cacTaBibamke IpuMepa (3a OHO IITO CIIE[H), BaXKHO je 3HaTH Hahu
fudpepeHIyjanHe jefHaYrHe JATOr pefa Koje OATOBapajy JaTOM CHCTEMY
tadaka (M;,N;). To posopu o pemema cucTeMa JIMHEAPHUX JeHAYNHA

IENUM K NO3UTUBHUM OpojeBumMa. [la 6u ce Halllao YjaH jefHauYdHE Pefa p
Koju ofrosapa faroj Tauku (M;,N,) MoTpeGHO je PEIIUTH CUCTEM O] IBE
jeHaunHe

M; = mg; +my; +...+my,,

N[ - mli +2m2,' +...+pml,i

y LlenuM, TIO3UTHBHUM OpojeBrMa, a fla 6u npobiem 6uo Moryh, moTpe6Ho
je U J0BOJbHO fa pM; — N; = 0. Moxe IOoCTOjaTH BHILIE CHCTEMa peIleka
KOju OroBapajy jenHoj ucroj tauku (M;, N;), anu je 6poj OBUX cucrema or-
paHAYEH U CBAKY Off FbUX Jlaje HAUMH 32 CACTaBIbakhe YilaHa je[HaulHE KOjH
oarosapa faroj Tauku. Kaga ce KOHCTpYHILY /i 4jIaHOBa je[HAYMHE KOjH
OfIroBapajy pasIHuNTIM CHCTeMHEMa pellersa 3a jefHy UcTy Tauky (M;,N;),
oBa he Tauka GUTH BUIIECTPYKA, Pefia /i, 32 TAKO KOHCTPYHUCAHY JeHAYMHY.
Jla 6u ce oakmaio Tpaxkemwe MpuMepa, JajeM OBfie TaOIuIly THUX pe-
Hierka 3a jeflHaurHe pefa Marer of 5, a Kojy Tpeba NpUMEeHUTH Ha CBaKy
tauxky (M;,N;) xoja je nata y pasHu NOM (MHIEKCH I Cy H30CTaBILECHH).
p=2

N-MszSlEN,
m <N-=2my, my=M-N+m,
WY TTaK
M~NSm()SM—%N, my =2M - N-2my, my =N-M+imn,.
p =3

N-2M <my £ =N,

2 | =

N—-M-2m <m < %(N —3nz),

my=N=2m, =2my, my=M-N-+m,+2m,
WITH TTaK

M"‘NS”?()SM“%N,
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2M =N =2my < my < EM—lN—EmO,
2 2 2
my =3M — N =3my —2m;, my = %(N ~M+my —m,).
p=4&

N-3M<my £—N,

N

N =2M = 2m, < m S%(N—ALM),

N-M-2my-3my <m, < %(N—4m4 - 3my),

my=N-—2m, =3my —4m,, my=M—-N+m, +2my+3m,.
3. Kapa je To Tako, CTaBUMO y NPETXOJHH ITOJTUHOM F

y=(x=a) f(x),

rge Cy @ u A IBe KOHCTaHTe Koje Cy KOHayHe U pasimuyuTe of Hyje, a f(x)
tdynkuumja o x. ITocne y3acronuux gudepeHnupama 1ooujamo:

Y=Mx—a) f+(x-a)f’

Y = AMA=D(x =) 2 f+20x —a) "+ (k=) f7

Y = hA =D = 2)(x —a)* 7 fF+30MA - D(x —a) 2 f
+3Mx—a) 7 (x =) f

AXxo ce, kpaTkohe paju, cTaBu

YOi = my; +m2l‘ +...+ml,i
le’ = My + my; +.+ m/n’

OHIUTH 4iaH of F umahe o6k
0, (0)(x — M M [AF() +6,(x)]

rae je 0,(x) IOMWHOM 10
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F0), (x=a)f'(x), (x=a)* f(x),...,(x = @)’ fP(x),

Yy KOMe Hema 4AaHa Koju 3asucu camo og f, Hajzaf
A =N =D (A =2)"% (A=p+1)Tr,

buhe, nakie,

=5
F =73 q0)(x=ay™ M [Af(x)" +0,(x)]
i=1
ITocMmaTpajmMo y oBoM 30upy ckyn T 4jiaHOBA 3a KOj€ jeé eKCHOHEHT
AM; = N; oxn (x — a), CTaBJbeHUX Kao YMHHUTEb, HajMamwH. [IpeMa Bpemno-
ctuMa 3a M,,N,, A, ckyn T he 6utu cacTaB/beH Ofl CaMO JeJHOT YJaHa, Of
NBa WIM BHIIe, a ja hy TpaXXuTH NOTpeOHE M JOBOJBHE YCIOBE KOjH
OfroBapajy 3a Te Pas3uIuTe ClydajeBe.
Yomure, ga 61 wiaHoBH UHAEKCA ¥,0,€,... 6uny geo of T, noTpeGHO
je ¥ MOBOJBHO fia cy cnenehn yClIoBY CUMYITAHO UCIYHEHHU:

(1) A, ~N, =AMz~ Ny =AM, — N, = ...,
(2) AM, — N, < AM; — N;
3a CBE 1eJIe BPeIHOCTH HHeKca [ Off 1 1O s pa3juyuTe Off HHIEKCA YJIaHOBA

Koju cy eo on T.
Ycnos (1) ce Moxke HamcaTH

A = Nv'Nﬁ ~ Ns = N,
M, - M; Ms—-M,

(3)

Bupgu ce, gakie, ga A Tpefa fa je KoeUIHjeHT npasua npase (y,0) u
Jla TauKe KOje OfiroBapajy pasiinuuTHM WiaHoBMMa off T Mopajy OUTH Ha TOj
IpaBoj.

Ca jipyre crpane, KoiquunHa AM; — N;, Kafa ce y 0] A 3aMEeHH BpeJ-
wowhy (3), mpepcraBiba OpRUHATY Y KOOPAMHATHOM IIOYETKY, S, NMPO-
MEH-EHOT 3HaKa, [paBe Koja Mmponasu Kpos (/) KoeduuujenTa npasua A.

[Tpema Tome, fa 61 wraHOBU HHAEKCA Y,d,€,... Oumu geo on T norpe-
OHO je H JOBOJBHO:

1° na cy Tauke mHpekca Y,d,€,... Ha HCTO) MPaBoOj U ja je A xoedu-
LMJEHT NpaBla Te npage;

2° maje S,; > S;, 3a cBe MHAEKCE [ Of 1 IO § KOJH CY Pa3JIM4ATH Off
Y.0,€,.... T}. Aa je OpiMHaTaA y KOOPIMHATHOM NTOYETKY npase (y,0) Beha HO
OHa Ma Koje IlpaBe napainesse ca (y,8) u Koja mposasu Kpo3 Tauxy (i) Koja
HHje Ha TpaBo] (v,9d).




O HYJITAMA Y BECKOHAUYHOCTUMA MHTEIPATTA 91

AKO cy cBe Tauke (M;,N;) JefHOCTpyKe, MpaBal] cBake rpase (v,d) je
MOTIYHO OfpebeH U, IpeMa ToMe, 3a Te Tauyke yCioB 1° je 3ag0B0/beH caMo
3a je[{Hy BPEMHOCT A. Amu ako je Tauka (M,,N;) BUILECTpyKa U OATOBapa,
Ha IpUMED, MHAEKCUMa I, /, k, ..., mpaBal npasux (i, j), (J, k),... 6uhe nornyno
HeoApeheH H Moxe OuTH Ma KaKaB; IpeMa TOME, 3a BUILIECTPYKE Tauke yc-
noB 1° yBEK J€ HCMYHEH, Ma KaKBa GHIIa BPEHOCT 3a A, PeajiHa HJIM HMary-
HapHa (KOMIIJIEKCHA, PHM. IIPEB.); 32 OBe TAUKE OCTaje CaMo Jia Ce IIOKaXKe
fa Cy HejegHavYuHe 2° 3al0BOJbEHE.

Pasnukosahy, nakne, gBa cny4yaja, fa 14 cy cBe Tauke (M, N) jegHo-
CTpyKE WIH UX UMa BUIIECTPYKHX.

1. cnyuaj: Cee cy iuauxke (M;,N,) iipocitie. — [Ja 61 4IaHOBH KOju Ofi-
ropapajy Taukama (y) u (8) 6unu neo ox T, KoeHULUUjeHT MpaBiia npase
(v,9) Tpebda aa uma BpepHocT u3 (3). O6parHo, Heka je A ojecHo uzabpa-
HO, Ma KakBe Ja cy aBe tauke (y) u (8), ycnos (1) ce yBek mMoxke 3af0-
BOJBUTH, CAMO aKO OBE TayKe HUCY Ha UCTOj IPaBoj mapaneinoj ca OM winu
ca ON.

Ocraje jow ma ce 3agoBosby ycios 2°. Jlakie, 3a 0BO, npeMa oco6u-
HaMa TOJINTOHA, MOTPeOHO je ¥ MOBOJBHO fa mpasa (v,0) Oyme crpaHuia
[OJIMTOHA KOja HUje IapajeliHa ca KOOPAUHATHHM ocaMma. Bunu ce, naxie,
na 6u T OUII0 cacTaBJbeHO Ol HajMame [Ba WIiaHa, MOTPeOHO je U JOBOJLHO
na je A koedHUujeHT mpaBla Ma Koje CTpaHule IIOJUTroHa KOja Huje Ta-
panesHa ca ocaMa; HHIEKCH WIaHOBa Koju Tajfa ¢qurypumy y T cy oHH Off
TeMEHa IOJMIoHa KOjU ce Hajlla3e Ha CTpaHHLM Koe(HUIHUjeHTa mpaBLa
natory (3).

2. enyuaj: [ocitioje sutuecitipyke wiauxe (M;,N;). — 3a Te je Tauke
ycnoB 1° HCHyeH Ma KakBoO Jia je A, PeallHO WM UMaruHapHo, U ja 61 yiia-
HOBH Ca WHAEKCHMA Y,9,... BUIIECTPYKE TauKe (My,Ny) yuHuiIe neo ox 1,
noTpebGHO je M AOBOJbHO a A AobOuje BpegHOCT Koja he 3agoBospaBaTH
ycrnos 2°.

Hajnpe ce maxo BuH fa, aKO BUIIECTPYKa Tauyka (M, ,N,) HHJe TeMe
[IOJIMTOHA, Ma KaKBY peanHy BPeTHOCT Jajy A, YCIIOB 2° ce He MOXKe HUKaja
3al0BOJLUTH. 3aucCTa, 1a 64 YyCnoB S, ; > §; 3 MOrao OMTH 3a/J0BOJbEH 3a CBE
WHJIeKCe | PasMuIuTe O MHAeKca BUIIECTpyKe Tadyke (y), Tpeba fa je Ay
obnacTé Tayke (), a Kako je JOMEeH Ma Koje Tauyke Koja HHje TeMe MOJHU-
rOHa HyJia, YCIIOB 2° je MCHyHhEeH caMo 3a TeMe MoNurona. Mebyrum, cBako
TeMe MOJUTOHA 3a0BOJbaBa 2° ako ce 3a A y3Me Ma Koja BPEJHOCT Koja
Npunaja Herosoj o0IacTH.

Axo je mak A umaruxapso, pehu hy fa je exconent AM, — N, sehu,
JeHaK WM Mamwu off AM; — N; mpeMa ToMe jja Jin

AM, =N )—(AM; -N;
mod(x__a)( Y ‘y) ( i 1)
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TEKHU HYJIM, KOHAYHO] I'PaHuIy Wiu ce moBehaBa 6eCKOHAYHO KAaJa X TEKN
ka a. Ilpema Toj nedununmju, ako ce ca R(A) 03HAUM peayHu geo of A, na
6u 6Uno

AM, ~ N, < \M; - N;,

noTpeGHO je ¥ OBOJLHO J1a
ROIM, — N, < ROOM; - N;,

a BUJEJHU CMO Ja, la Je[Ha TaKBa jegHaunHa Oy/ie 3aJ0BOJbEHA 3a CBE MHJIE-
KCe [ pa3sNIM4YMTE Ofi OHUX KOJU NpHUNafajy BUIIECTPYKO] Ta4KU (), moTpe-
6HO je ¥ JOBOJLHO [la Ta Tauka Y Gyje TeMe ONUroHa 1 ga ce R(L) Hanasu
y obGnacTu Tora TeMeHa. [Jakie, Ta o06nacT Huje HUKafa Hyla U IpecTaB-
JbE€HA J& KOHAYHHM HHTEPBAJIOM aKoO Je TeMe YMETHYTO, OECKOHAYHUM Y
JEHOM IIPABLy aKoO je TeMe eKCTPEMHO WJIH aTa HHTEPBAJIOM Off A = —oo
0 A = eo AKO je TO JeJMHO TeME IOJUTOHA.

Moxe ce, gakine, yonmreHo pehu: fa Ou 4naH MHAEKCA KOJU TpHIIaja
BUIIECTPYKO] Ta4yku (M, ,N,) 610 feo of T, MOTPeGHO je U IOBOJBHO [la OBa
BHIIECTPYKa Tauka Gyfe TeMme IOJIUrOHa M ia peaiHu feo off A 6yie y 06-
JACTH TOra TeMeHa. AKO Cy OBH YCIOBM UCIymweHH, T he outu 36up cBux
WIAHOBA KOJM OTOBapajy MHAEKCHMAa BUIIECTPYKE TadyKe, ¥ TO Kajga R(L)
HUj€ HEKa Off TPaHMYHMX BPEJHOCTH MHTEepBasa Koja geduHHUIIe o6yacT
TeMeHa; a y3 oBe unanose nohu he n OHM KOju OfroBapajy HHAEKCHMA 06-
JVDKIbEr TEMEHa, Kafia je R(A) rpaHMYHa BpEeOHOCT TOI HHTEPBANa; Y OBOM
ciaydajy mak A je xKoedUIHMjEeHT INpaBlia CTPaHHUIE KOja IOCMATpPaHO
BHILIECTPYKO TeMe criaja ca 0O0IMKIBAM TEMEHOM.

[TpeTxonHo ce MOXe caxkeTH Yy iBe ciefiche neme.

Jema 1. — [1a 6u ce T cacTojano caMo OJf JeHOT WIaHa, IOTPebHO je U
LOBOJBHO:

1° fa monmuroH HeMa HUjeAHY CTPAHMLY KOja HUje ITapaJielIHa ca ocaMa
WITH, aKO WX UMa, fa A Huje KoeUIHjeHT IpaBia HUjelHe O THX CTPaHUIA;

2° Jla TIOJMIOH HeMa BUILIECTPYKNX TeMEeHa WIIX, ako UX uMa, fa R(L)
He Oyge y o6acTi HU]JeIHOT OJ] TUX TEMEHa.

Jema Il. — [Ja 6u ce T cacrojano off fBa UIHM BHILIE YJAHOBA, TOTPEOHO
J€ M IOBOJBHO fia je 6ap jefgaH off cnefehnx ycrnosa 3al0BOJbEH:

1° monuron uMa HenmapajgegHHX CTpPaHMILA ca ocaMa U A je jeJIHaKo
Koe(DNIMjeHTy NpaBla jefiHe oA THX cTpaHula; T he Taga 6uTH 301p YnaHo-
Ba o1 ' KOoju ofiroBapajy MHAEKCHMAa Tayaka Ha IIPaBoj YHjU je KoeHIU-
JeHAT npasua A;

2° NONNroH UMa BHILIECTPYKHUX TEMeHa, a R(L) je y 06yacTi jeHor oy
OBHUX TemeHa; T he Taga 6uTH 30Up CBUX WIAHOBA KOJU OJIrOBAapajy WHACKCH-
Ma [OCMaTpaHuX TEMEHaA.
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4. MickopucTumo cajia OBe IBe JleMe la 6UCMO 3a F fanu o6iuKe Koju
he HaM KacHH]€ KOPUCTHUTH.

A. Ipetuiiocitiagumo oa ¢y ucityroenu ycaosu 1°u 2°Jleme I — Cryn T
je Taja cacTaBJbeH CaMO Off Je[[HOT YJjiaHa, a MHJIEKC OBOr 4naHa Guhe wH-
JieKC IIpOCTOr TeMeHa y uHjoj je obnactu R(A). Heka je h Taj nugexc u cra-
BUMO, KpaTkohe paju,

(N AL M +8,(x)] = @, (x);
Taja ce F MOXe HalUCATH y OOIUKY
0 F=G-a Q0+ ) (-0 Q)

3HaK X ce IIpOCTUpe Ha cBe Tauyke (M;,N;) pasnuyure of (M,,N,); Tpeba
jOILI IPUMETHUTH fla Cy CBU EKCIIOHEHTH S, ; — S, NO3UTHBHH, J€p je, IpemMa
camoj febUHHLIMJN YlaHa uHgexca h, Sy, > S, 3a cse Tauke (M;,N;) pa-
snuyute of (M, N,).

B. Ipeitiiiocitiasumo ga je uciiyrven ycaoe 1° Jleme I — Ckyn T je Tapa
36Up CBUX YJIAHOBA KOjU OATrOBapajy MHAEKCHMMa Tauaka Ha CTPaHHIM Koe-
(puumjenra npasna A.

Horosopumo ce fa ca 2 pefcTaBUMO cabupame M0 CBUM WHJEKCH-

()
Ma OoHuX Tadaka (M;,N,) Koje cy Ha npaBoj (i, j); ca 2 cabupame 1o uH-
)
JIEKCHMa CBUX OHMX Tayaka pa3lIMYUTUX Ol OHUX KOJU JeXe Ha Ipasoj
(.0

Hexka je (y,8) Ma Koja cTpaHMIa IIOJUTOHA KOja HUje IapaielHa ca

ocama; Taja je, Kaia je A KoeUIHJeHT paBla Te CTPAHUIIE,

T=(x=a)"" ) Q(x)
(.8
1 F ce MOXe HanucaTH y 00IuKy

F=T+ ) (x=a) ™ Qx)
—(7.8)
1701078

)  F=(x-a)"* Y Q)+ Y (x-a)" Q0]

(7.8 ~(7,8)

TJe CY CBU €KCIIOHEHTH S. ; — S:, INO3UTUBHI.
YA i\A
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C. Ipetuniociiasumo ga je ucityrwer ycaos 2° Jeme Il — T he 6utn
30HMp CBHX 4YJaHOBa KOJH OATOBapajy MHAEKCHMa BHIIECTPYKOr TEMEHa y
ymjeM je gfomeHy R(A). [JoroBopumo ce fa ca Z npefacTasuMo cabuparme

4
IO MHJEKCHMa CBUX Tayaka CaKyIJbeHUX y BUIIECTPYKO TEME YHjH j€ JefaH
HHJEKC Y ; ca 2 cabupame IO CBUM MHAEKCHMa [ O 1 O s pasiuYuTUX Off
- :
OHHUX Tayaka Koje Cy cakyIlubene y teme (7).

Hakie, ako je R(A) y o6mactu Bpxa () 6uhe
T=(x-a)"" ) Q)

)

F=T+Y (x=a) " Q)
-
I

) F=@-a) ) Q)+ Y (x-a) Qi) |,

) =-(v)

ca CBUM ITO3UTHBHAM €KCIIOHEHTHMA S, 5 — S ) -
Mosxe ce jour IpUMEeTHTH, IOILITO CyMa Z Tpeda fa ce O{HOCH Ha
[§7]
CBE MHJIEKCEe CBUX TayaKa CakyIubeHuX y (Y)  MOILITO CBE OBE TaYKe HMajy
MICTE KOOpJMHATE, a ToceBHO UCTe arncuuce, fa he, ako ce opa ancuuca ode-
JIe3KH ca |1, OuTH

S 000 = Y AG () + Y, 0:(0)8;(x).

0] () 69

5. IIpeTrocTaBuMO cajia fia je x = @ HyJa uiid 6eCKOHAYHOCT HHTerpa-
na y jennaumne F = (0, 1 To TakBa ja 3a ogpebeny BpenHocT A

))
(x —a)

TeXKH Ka ofpeheHoj rpaHuil, KOHAUHO] H Pa3JIMuUUTO] OfT ¥¥'7Ie Kala x TeXH
Ka a. AKo je R()\) MO3WTHBHO, ¢ he 6uTH HyJIa MHTeTpaia pefia R(A); ako je
R(%) HeraTuBHO, ¢ he 6UTH 6ECKOHAYHOCT HHTErpana pefa — R(A).

Y OKONMHY X = g MOKE C€ HAIICATH

y=(x—a) f(x),
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rae je f(x) dyHKUE]ja KOja TexXu OffpebeHo] rpaHuLi p, KOHAUHO] U Pa3/iu-
4UTO] Off HYJIE Kajla X TEKM Ka d.

Samennmo y y F; F he 6urtu obnuka (1), (II) umu (I10), npema Tome fa
mu cy yenosu (A), (B) nmu (C) ucrymenu. Ma kakas o6nuk fa y3me F pe-
3ynTaT 3aMeHe y y F rpeba fa je HOSHTUUYKH HYyNa, Ma KakBO x OHIIO y
OKOJIMHHU X = ¢, jep Je y uHTerpan of F = 0. [lpema ToMe, y OKOIUHU X =
Ouhe UACHTHYKH WITH

Q)+ Y (x =)™ Q0 (x) = 0,
wiu
S o+ Y (-0, x) =0,
(v.8) -(v.8)
W
T+ (x=a) 0, (n) = 0,

) =)

npeMa ToMe fia i je Fy okonunu x = a obmuka (1), (IT) wu (II1).

IIpeTnocTaBUMO Jla X TEXKH Ka ¢. Y cllydajy jefHaYuHe IpBOT pefia Mo-
I7IM CMO TBPRUTH fia he f{x) TeXXuTH KOHAYHO] ¥ OfpeheHo] TpaHuly p U fja
he outn

lim[(x —a)f'(x)] = 0
(E) nm[(x —a)? f”(x)] =0

32 CBE BPEIHOCTH X = ¢ Of] X, CEM MOKJia 3a U3BecTaH Opoj yTBpbeHux u yHa-
npef MO3HATUX BPENHOCTH KOje Cy TPAaHCUEHAEHTHH CUHTYJIapUTETH UHTE-
rpana. Y OIIUTeM CiIydyajy, TOo HUje TaKo 3a Clyuaj jefHauuHe BUILIera pefa.

Y cBeMy OBOM IITO Cilefu mpernocraBuheMo npehyTHO fa cy TpaH-
CHEHJEHTHN CHHIYJIApUTETH IOCMATPaHOr HHTETpala U HheroBUX U3BOMA,
CBE JIO pefia p, HEIOKPEeTHU. Y ciydajy Kaja TO HHJe TaKo, OHO IITO heMo
pehu ogHocuhe ce camo Ha mapTHKyJapHe wHTerpane (Wim KOjH 3aBUce Off
KOHCTaHATa), a KOJU UMajy caMO YHAIpeJ faTe TpaHCUeHJeHTHE CHHIYJIa-
pHuTeTe, HA puMep, Ha MepoMopdHe UHTerpajie jeflHaYNHe U HA HHTe-
rpajne KOju uMajy, IITO ce THYe MOKPETHUX CUHIYJIapUTETa, CaMo II0JIOBE U
anrebapcke KPUTHYHE Tauke (Kao M IHXOBM HM3BOJM) W, YOIIUTE, Ha
unitiezpane xoju cy (Kao u wuxosu u3sogu go pega p) ogpebeHoz uH@uHu-
[le3UManHoZ pega y OKOAUHU HOKPeIHUX 8DEeGHOCTIU X KOje UX aHYAUpajy
uau yuHe 6eCKOHAYHUM, TAKO Jia, aKO Je UHTerpan y HH(PUHATE3UMATHOT
pena A, \BeroB k-Tu u3BOp je pepa A —k(k=1,2,...,p). ‘

Y oBuM cnyuajesuMa ycioBu (F) 6uhe MCIYyHEHE a 1a ce He YIWHU
HIKaKBa I0JaTHA IPETIOCTaBKa, a KaKo Cy 0; IOJMHOMH 10
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fix=a)f , (x—a)f",....(x—a) f@
Y KOjUMa HEJIOCTajy WIAHOBHU KOjU 3aBUCE caMo Ofi f, 3a x = a Ouhe
im0, (x)=0 (@(=12,...,9).

Jaxie, 3a cBe BPEHOCTH ¢, CEM 3a W3BECHE IaPTUKYJIAPHE BPEIHOCTH
a’ 3a koje pynkumje ¢;(x) nmocrajy 6eckoHause, a Koje he ce yBex yHampe
nperno3HaTu, Ouhe

limQ,(x) = A, (a)p™  (=12,...,5).

ITpema ToMe, Kajia Ce 3Ha Jla Cy CBU €KCIOHEHTH S, — S; 5 U Sya —Sin
[IO3UTHBHHM, BUAM ce fa he 3a cBe BPEJHOCTH ¢ KOje HUCY HapTUKylapHe
BPEHOCTH a’:

A. ako cy ycnosu 1° u 2° Jleme | ucnymenu, 6uTn

Ah(ph (a)th = 0;

B. ako je ycios 1° Jleme Il ucnymeH, OuTn

z A (a)p™ =0,
(.8
rpe Tpeda CTaBuUTH

A=A =D™ (A =p DT,

a A 3aMeHUTH KOoe(HIUjeHTOM IIpaBla II0CMAaTpaHe CTpaHuLE (v,0). Ha-
3eahy 06y jegraxumny jegnaquna io p 3a ciuparuyy (y,0).
C. Heka je ycnos 2° Jleme I ncnymweH, Ouhie

2 AGi(@)=0.
(y)
[TowTo ce A, 3aMeHH FeHUM H3pa3oM Io A, fobuja ce anrebapcka
jemHaunHa 110 A

BA) = A" + SN + S+ + S, h+ S, =0

(ca koedunujenTMa S; Koju cy yHKILHje O ¢), KOjy hy Ha3BaTH: jegHatii-
Ha o k3a suuectupyio teme ().
Jenmnauuna no A 3a npocro Teme (i) ceopu ce Ha A = 0 nin

N =1 L= p )T =0

6. 1o cajga nucaMm nmpeyusupao fa Jiu je ¢ Hyna uian 6eCKOHauHOCT
HHTEerpasa; pasiuKkyjMo caja Ta JBa ciydaja.
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[. — BpegHocT ¢ je 6eCKOHAYHOCT HHTerpana

A. Hajnpe npeTrnoctaBiMoO Jia ¢y UcIyieHa ciepieha asa ycinosa:

1° monuroH HeMa HHUjEHE CTpaHMIE HEraTUBHOI KoedulijeHTa
TpaBlla WM, aKO UX MMa, A HUje HHje[aH Off TUX KoedHulHjeHaTa,

2° IONUTOH HEMa HUJEHO BHILIECTPYKO TeMe HeraTHBHE 00IaCTH HIIH,
ako ux uMa, R(A) Huje y TakBOj 00JIaCTH.

Tapa ce Bunnm, y3umajyhu y o63up Jlemy I n na A Tpe6a ja je Heratu-
BHO, la JeAHAYNHA

A, (a)pM“ =0

MOpa IIOCTOjaTH 32 CBE BPEAHOCTH ¢ KOj€ HHUCY GeCKOHAYHOCTH a’ (DYHK-
umja @;(x); u, Kako je p pasimuuTo Off HyJie, a jeanauynHa A, = 0, Koja je

}LY()J. (7\‘ _ 1)71,/, . (7\‘ -p+ I)Yp-l./, - 0,
HEMa HEraTUBHOI KOpeHa 110 7\, a je KOpeH jCHHa‘H/IHe
P (a) =0.

OpaTtae ce 3akJpydyje: ako cy yciaoBH 1° u 2° ucClymeHH, a He 3aBUCH
OJ] MHTErpallioHe KOHCTAHTE U aHYJIUpa MJIX YMHU OECKOHAYHOM 6ap JefHy

on pynrumja ¢;(x).

B. ITpermocraBuMo, 3aTUM, ia MOJTATOH KMa CTPaHHUIA Ca HETaTHBHAM
Koe(pUIMjeHTHMa IpaBla | [1a je A jefflan off THX KoeduuujeHara.

Axo cy (y) 1 (8) gBa TeMeHa KOja OrpaHMYaBajy CTPAHULY YHjH je Koe-
(puuHujeHT nmpaBlua A ¥ aKO ¢ HUje HUjeHa BPEJHOCT a’, Taga 6UCMO MMAalu

S A¢i(a)p" =0.
(7,9

Ma xakBy BpPegHOCT MMalio g, OBa JefHAUMHA HMa HajMame jeflaH
KOpEH I10 p, KOHAYAH M PA3JIMUUT Off HyJIE, jep Cy CBe BPEJHOCTH M; Koje ce
jaBibajy Ha JIEBO] CTPaHM jeJHAYMHE Pa3NU4UTe, I 6ECKOHAYHOCT a MOXKe
3aBUCHTH Of] MHTETpaIMOHuX KOHCTaHaTa. Bunu ce, Takobe, fa je rpanuna
p on f(x), Kama x TeXH Ka «a, anrebapcka pyukuuja of ¢,;(a). IToce6Ho,
Kafia je jequaunba F = 0 anrefapcka He caMO y OJHOCY Ha y W Ha HETOBe
u3Boie Beh u mo x, oBa rpanna je anrebapcka ¢pyHkugja of a. Hajsag, ako
cy ¢;(x) xoucrante B; (ako, Ha npuMmep, F = 0 He CaApKU x eKCINIAIUTHO),
TpaHUIla p ce HE MeHba ca WHTEerPaliOHNM KOHCTaHTaMa U OHa je KOpPEH all-

rebapcke jefHauNHE
ZAiBipMi =Y,

(.8
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U3 KOj€ Hajpe Tpeba H30CTAaBUTH CBE KOPEHE KOJH CY HYJIE.

C. IlpeTnocraBuMoO, Haj3af, fa MONKUTOH UMa BHIIECTPYKA TEMEHA Ca
HeraTupHoOM obnamthy u 1a je R(A) y jeHO] TaKBOj 001acTH.

Tapa, umajyhu y suny Jlemy I, 3a cBe BpeHOCTH a Koje ce He MOKJIa-
najy ca a’ 6uhe :

z Aop(a)=0 2 A@;(a) =0, mamp. mpes. |;
W m

cafupame ce OJHOCH Ha CBE WHIEKCE BUIIECTPYKOT TeMeHa Yiju je Y jefan
OJf MHfleKca. Y MPEeTXOIHOM CMO OBY jEeTHAUYMHY HA3BAJIU JeTHAYMHA TI0 A 3a
BuInecTpyKo Teme (A) ((Y)ImpuM. mpes.); HAIHUIIIMO je y 0OIUKY

BN = A"+ S (@ + S (N2 +...+ S, (@A + S, (a) =0.

AKO CBM KOpEHH A OBE JefHa4YMHe 3aBUCE Of a, Kajla cé a Mema ca
HHTErpalliOHUM KOHCTaHTaMa, Merahe ce i A; anu To Huje HEONMXOAHO Ka-
Ia cy jeflaH WM BUIIE KOpeHa He3aBUCHM O a. AKO, y IOCEOHOM Cllyyajy,
HUjeNaH KOPeH He 3aBUCH Of] d, peJi A OECKOHAYHOCTH ¢ CUT'YPHO Ce HE Metha
ca MHTeTpallMOHMM KOHCTaHTaMa. 1o ce JellaBa, Ha NpUMeEp, y je[HauH-
HaMa y KOjUM x He (DUT'YpHIle eKCINTHIUTHO 1 33 Te jefHaYnHe (HeKa Cy yc-
JIOBH 3a TPaHCIEHJIeHTHE CHHTYIapUTATe UCIYHEeHN) pell Ma KOje OKpPEeTHE
6eCcKOHAYHOCTH jeJJHaK je KOPEeHY, YBEK YTBphHEeHOM, jeflHauuHe Mo A (Kafa
ce Ta jeHaYnHa He CBefle HA WCHTUTET) YUjH j& peaHu Ie0 HeraTuBaH U y
obnactu BulllecTpykor Temena ().

Yomiure, Moxe ce pehu, ja 6u 66CKOHAYHOCT @ MOIJIa OUTH NOKpEeTHA
U WheH pej A HemokpeTan u o6yxBaheH y ofiacTu BUIIECTPYKOT TeMeHa (),
norpebHOo je fa jelHauYnHa 1O A 3a TO TeMe UMa Oap jeflaH KOpeH 4ujH je
peanHu [e0 He3aBUCAH Off ¢ B y 06JIaCTH OBOT TEMEHA; A j€ Tajla peasHu 1eo
JeIHOT Off TUX TeMeHa.

AKO ce moiuHoM (IIOJUTOH, MPHM. MPEB.) CBeAe Ha JeTHO JeAMHO
BUINECTPYKO TeMe (TpaBy), 06JIaCcT TOr TeMEHa je HHTEPBal Off A = —oo JO
A = oo} y TOM CIyuajy, fa 61 66CKOHAYHOCT ¢ MOTJIa OUTH IIOKPETHA a HEH
pen A HeToKpeTaH, jelHauMHa 110 A 3a TO TeMe Tpeba fa uMa 6ap jefiad Ko-
PEH UMjH je pealiHi 1e0 HeraTHBaH M He3aBUCaH Of 4.

W13 nperxonHor ce Mory ussyhu crejiehe Teopenme. !

Teopema 1. — Kag zog unitiezpan ogF = 0 uma iioxkpeitnux becKkoHa-
wHocliiu, bap jegan og caegehux ycaoed je UCUYrbeH:

LY cain oum rTeopemama papnhe ce, pasyme ce, o 6eckonauHoCTUMa (MK HyliaMa),
TAKBUM [Ia NOCMATpaHu wHrerpan (Kao H HEeroBH U3BOAHM pefia p) O6yae onpebenor undu-
HHUTE3HMAHOT PEAa Y 1LErOBOj OKOJIHHM.
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1° monurox uMa jefiHy MM BUIIIE CTPAHULA HETATUBHOT KoedulHjeHTa
npasiia U A je jeflaH o THX KoepulijeHaTa;

2° MONUIOH MMa JeJHO WM BUIIEe BULIECTPYKUX TEMEHa ca HeraTH-
oM obOnaurhy U MOCTOJU 1e0 S paBHU «, KOJU C& HE CBOJU Ha U30JIOBAHE
Tauke, OrpaHMueH WM HEOTPAHWYEH 1 TaKaB fia 3a CBE BPEIHOCTH ¢ KOje ce
Haja3e y OBOM [Ny jeflHauMHa IO A 3a JefHO TaKBO TeMe mMa Hap jefmaH
KOpEeH UMM je peallHd [0 HeraTHBaH U y 00J1acTu Tora TeMeHa; A je Taja
peaiHi 10 JeHOT Ofl TAKBHX KOpeHa i OECKOHAYHOCT ¢ IpUnaja Aeny S.

Ila 6u ce 60ibE pa3zyMeo CMHCA0 OBE TeopeMe, IPUMEHHIMO je, Ha IIpU-

MED, Y
2313

F =YY" +¢,(0)yy y" + @, (x0)y" + @3(x)y

7”3

+@4(x)=0.

[Tosturon of F je Ha cnuuy 8; Teme B je ABOCTPYKO, wHIekca 1 u 2, a
remeHa A u C, uHpekca 3 u 4, mpocra cy TEMeHa.

KoeduuujeHT npasua crpanune AB je —15, on BC je —9. Obnacr

TeMeHa B je uHTEpBAI O A = -9 10 A = —-é-‘
N
L[] SR A
6 /
0 3
Cnuka 8

JemuaymHa 110 A 3a TO TeMe je

N =12+ (@ (A -1) =0,

KO0ja IMa KOpeHe
A=0, A=1 A=—i—.
1+ ¢ (a)

. 1
AKoO moKpeTHa 6eCKOHAYHOCT ¢ MHTEerpala HHje pefa by i -9,

peaNHu 1eo off je HeraTHBaH U 0OyxBahieH HHTEpPBATIOM (-9,— %)

1+¢(a)
aKo Huje Tako, 6ECKOHAYHOCT a je HemokpeTHa. CTaBEMO
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1

a=8+mi, ————
1+ @ (§+mi)

= 0(E, )+ &, n);

. 1 .
MOKpeTHA GECKOHAYHOCT ¢ (aKO Huje pefia ) i —9) ocraje cTanHo y fe-

iy paBuu (&,1), 3ajeIHUYKOM 3a [Ba fena
BEm>-9 u BEm<-2.

Ban oBor jfiena paBHE cBakKa je 6€CKOHAYHOCT Of y KOja HUje peia —%
UiId —9 HEemoKpeTHa.

Teopema I1. — Kag zog unitiezpas uma domuyHux 6ecCKOHAYHOCIAU
Koje umajy Heilokpeilian peg A, 6ap jegar og caegehux ycaosa je Uciiyrben:

1. DONWIrOH WMa jeHy WIN BUILIEe CTPAHULA HETATHBHOT KoeduilijenTa
IpaBlia 4 A je jefaH off TUX KoedulujeHaTa;

2. MOJUIOH MMa je[laH WIIM BUILE BUIIECTPYKHUX TeMEHA Ca HETaTHBHOM
obnamrhy, ¥ TO TAaKBHUX |2 je[lHAYNHA II0 A 3a TO TeMe uMa 6ap jeraH KOpeH
JHjU je peayHu [e0 He3aBUCaH Off ¢, HeraTupaH u oOyxsaheH o6nanrthy Tora
TeMeHa; A je Tajla peajHu €0 JeTHOT Off THX KOPeHa.

M3 Teopeme I m3Bopu ce kao 3akibydak ciegehe:

Teopema II1. — Kag Zog je iieme ® gecHo UOAUZOHA Y UCTHO 8peMe eK-
CHipemMHO gecHO illeme U Kaga je itio ieme UpoCilo, Uall UAK aKo je sulide-
CUUpYKO, a ga My Y pasHuU a He 0gzoeapa Hujegax geo S gepuHUCAH Kao y
Teopemu I, 6eCKOHAUHOCTIU UHIIEZPANA HE MEFbA]Y Ce CA UHTHLEZPAUUOHUM
KOHCUWaHIuama.

OcuM TOTa, aKo je h HHeKc TeMeHa (O ECHO M aKo je TO IMPOCTOo Te-
Me, cBaka je GeCKOHAYHOCT HHTerpana OMIO KOpeH jegHaduHe @, (x) =0,
6uno GecKOHAYHOCT APYrux PpyHKUmja @;(x); aKo je TO BUIIECTPYKO TeMe,
cBaka je GEeCKOHAYHOCT MHTerpasa 0wmi1o GecKoHauHocT dyHKUHja ¢;(x)
Pas’IMYUTHX OJ OHUX ILTO OArOBapajy TOM TeMEHY, OUIIO HEeKa Off H30J10Ba-
HIX Tauaka Ha KOjy ce CBoJie eJOBY S KOjU OAroBapajy TeMeHy, y cay4dajy
la TaKBE Ta4yKe MOCToje.

To je mako Bupern npumehyjyhn ga ce 3a Ma Kojy BPeRHOCT A KOja
1Ma pealiHH e0 HeraTUBaH CKyn T CBOJHM Ha WIAaH MHIEKCA /i, aKO je TeMe
POCTO, a 30Up je CBUX WIaHOBA KOjU OfroBapajy CBUM MHAEKCHMa TEMEHA,
aKo je oBaj BHIIECTPYK. Y OBOM IIOCNe[-eM Cllyuajy, 3a H30J0BaHe Tayke
Ha KOje Ce CBOJie IeJIOBU S KOJU OAroBapajy TEMEHY, JeflHaUnHa 110 A He J10-
NywTa HUJelaH KOPEH YHjH je peallHy e0 HeraTHBaH U y o0JacTH TEMeHa,
Ma KakBa Omila BPeJJHOCT JIoJie/beHa 32 d.
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Teopema IV. — Yak u kaga fieme © gecHo Huje gecHO eKcilipemHo ilie-
Me, aKo h Huje Koedpuiyujenit Upasya Hexe 0g CIpanuya HoauzoHa gecHo og
gpxa © gecHo, uau axo jegrawune iio \ 3a illemena gecHo og oz iemena o
uMajy Kopere iio A HeaasucHe 0g a KOju ce He HOKAANAJy ca gaitium A focma-
upane 6eckoOHauHOCiU, 08a 6eCKOHAUHOCTT Mopa anyaupaiau @, (x) (uau
YHUHULIU ga Jegna og Opyzux ¢pynkuuja ¢, (x) iocitiane beckonauna), Zge h
03Ha4Aasa UHGeKC lemeHa Y yujoj obaaciiiu je —\.

W3 npeTxopHOr ce BUAX Aa, Je[MHO M3Y3€B CIydaja Kaja ce IOJIUIOH
CBOAM Ha JeHO JefHHO BHIIECTPYKO TEMe, ¥ TO TaKBO J[a je JeBa cTpaHa
jeqHa4YMHE IO A 3a TO TeMe MAEHTUUKH HyJIa, Ma KaKBO Jia je a U A, kag Zog
je peg tokpeline beckoHa4HOCHIU YIlBpheH, OH je anzebapcka ¢hyHkyuja
HYMEPUYKUX KOHCIUAHAILA KOJe ce Jaémajy Ha Ae60] ClpaHu gugepenyi-
jaane jegrnadune. IToceOHO, MOWITO Cy Te KOHCTAHTE anre0apcku GpojeBw,
pen A je Takobe anreGapcku 6poj. Hajsap, kan roy ycios 2° Teopeme I auje
UCIIYI:EH, peJ] CBaKe MOKpeTHE OECKOHAYHOCTH je 6pOj KOjU ce He Merba ca
HHTErPALMOHNM KOHCTaHTaMa, 1 BUILIE, OH je CAaMepJIbUB.

13 Teopeme I moke ce u3Byhu u ciegeha nmpumepnoa:

IIpernocraBumMo Jja je TeMe TMOIUTOHA O JECHO Y MCTO BPEME [JECHO
E€KCTPEMHO TeMe, a | fa jé BUILIECTPYKO TeMe; MPETIIOCTaBUMO JOIII J{a J[e0
S, xoju je nedunucan y Teopemu I 1 Koju ce OfHOCH HA TO TeMe, He CaipsKu
LeJIy paBaH a, 1 06eexxuMo ca —S [1eo Ieo paBHU ¢ KOJU ce He Cafipku y S.
W3 Teopeme I cnepm ga mHTErpan y geny —S MoXe Jla ¥Ma caMo H30JI0-
BaHUX OECKOHAYHOCTH KOje ce He MeHajy ca HHTETPAI[HOHUM KOHCTaHTaMa.
Axo, y moceOHOM ciy4ajy, 0Baj Ae0 —S Ha peaHoj OCH XBaTa OTpaHHYeHe
WM HEOTpaHUYCHE [Ie